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NASLOV DOKTORSKE DISERTACIJE:
Gedel o aksiomatizaciji teorije skupova
REZIME:

Cilj ovograda je da ispita detalje Gedelove (Kurt Godel) platonisticke po-
zicije u filozofiji matematike, argumente koji se iznose za i protiv nje, kao i
posledice koje ova pozicija ima za formulisanje novih aksioma teorije sku-
pova. Razmotri¢emo neke konkretne predloge novih aksioma koje je Gedel
ponudio, pre svega jake aksiome beskonacnosti ili aksiome velikih kardi-
nala, kao i Gedelovu sugestiju da centralni princip na kojem bi trebalo da
pocivaju sve nove aksiome teorije skupova jeste princip refleksije. Osim
toga, uporedi¢emo Gedelova glediSta o novim aksiomama sa nekim savre-
menim glediStima da bismo videli da li se i u kojoj meri ova poslednja mogu
smatrati unapredenjima Gedelovog programa.

Prva glava ovog rada je uvodnog karaktera i ne donosi niSta novo. U
njoj cemo da uvedemo pojmove i rezultate na koje ¢emo se Cesto oslanjati
u nastavku rada. Poslednji deo ovog uvoda sadrzi nesto detaljniji pregled
Citavog rada nego $to smo mogli da pruzimo u ovom rezimeu.

Glave 2 i 3 posvecene su detaljima Gedelovog platonistickog stanovista,
glavnim kritikama koje su mu upucivane i nekim moguc¢im odgovorima na
njih. Posebno ce nas zanimati Gedelov pojam intuicije koji je bio meta
mnogih kritika. Pokazaéemo da se ovaj pojam ne treba da razume kao "mi-
sticna sposobnost neposrednog uvida" u strukturu apstraktnog matema-
tickog sveta, i da u Gedelovim radovima do 1959. godine ova sposobnost
predstavlja niSta drugo nego €in razumevanja osnovnih matematickih poj-
mova.

Sledeca glava, Cetvrta po redu, posvecena je analizi dve vrste opravdanja
novih aksioma, onako kako ih je Gedel razumeo. Rec€ je o unutra$njem i
spoljaSnjem opravdanju. Videcemo da nijednoj od ovih vrsta opravdanja
Gedel ne daje preimucstvo, kako se to ¢esto smatra, i da izmedu njih postoji
povratni odnos koji ¢emo da objasnimo u ¢etvrtom odeljku ove glave.



U glavi 5 ispitatemo jedan po naSem misljenju neuspesSan argument u
prilog matematickom platonizmu koji delimi¢no pociva na pogreSnom ra-
zumevanju Gedelovog stanovista.

Sesta glava posvecena je Gedelovoj sugestiji da je princip refleksije cen-
tralan za teoriju skupova i da bi u izvesnom smislu svi kandidati za nove
aksiome trebalo na njemu da pocivaju. Ispitacemo ovaj princip u razlici-
tim kontekstima i videti da ako se on razume u odredenom smislu, onda je
svaka njegova do danas poznata formulacija preslaba da ucini ono $to se
od nje ocekuje.

Poslednja, sedma glava ovog rada posvecena je nekim savremenim gle-
diStima formulisanja novih aksioma teorije skupova i njihovoj filozofskoj
pozadini.

KLJUCNE RECI:
Kurt Gedel, platonizam, teorija skupova, nove aksiome, refleksija
NAUCNA OBLAST: Filozofija

UZA NAUCNA OBLAST: Filozofija matematike



DOCTORAL DISSERTATION TITLE:
Godel on axiomatization of set theory
SUMMARY:

This aim of this work is to investigate Kurt Godel’s platonistic position
in the philosophy of mathematics, arguments up in its favor or against it,
as well as the consequences this position has for the formulation of new
axioms of set theory. We shall examine some particular proposals for new
axioms made by Goédel - most notably strong axioms of infinity or large
cardinal axioms, together with Godel’s suggestion that the crucial principle
upon which all new axioms of set theory should be founded is the principle
of reflection. Apart from that, we shall compare Godel’s views concerning
new axioms with some recent developments in order to appreciate whether
the later can be seen as continuations of Godel’s program.

Chapter 1 presents an introduction and is not original. Here we intro-
duce the notions and results which we shall need in the rest of the work.
The last part of this introduction offers a somewhat more detailed sum-
mary of this work then we were able to offer here.

Chapters 2 and 3 focus on the details of Godel’s platonistic standpoint,
main forms of criticisms that were marshaled against, it as well as some
possible replies to these. We shall be concerned in particular with Gédel’s
concept of intuition, which proved to be in the center of most critical at-
tacks. We shall attempt to show that this concept should not be understood
as the “mystical faculty of direct insight” into the structure of the abstract
mathematical world, and that in Godel’s works prior to 1959 this faculty
amounts to nothing more then the act of understanding basic mathemati-
cal concepts.

Chapter 4 presents an analysis of two types of justification of new ax-
ioms as envisaged by Gédel, namely intrinsic and extrinsic justification. We
shall see that Godel does not ascribe primacy to either of these two types
of justification, as it is often thought, and that there is a certain “back and
forth” interaction between them which we shall explain in the fourth sec-
tion of this chapter.



In Chapter 5 we shall critically examine what we find to be an unsuc-
cessful argument for mathematical platonism, which partly rests on a mis-
understanding of Goédel’s standpoint.

The following chapter, Chapter 6, starts with Godel’s suggestion that re-
flection principle is of prime importance for set theory, and that in a certain
sense all candidates for new axioms should be founded upon it. We shall
examine this principle in various contexts and show that if the principle is
understood in a certain sense, then each of its various formulations pro-
posed until now is too weak to deliver what is expected of it.

The final chapter of this work, Chapter 7, provides an examination of
some recent attempts at formulating new axioms for set theory, as well as
their philosophical background.

KEYWORDS:
Kurt G6del, platonism, set theory, new axioms, reflection
SCIENTIFIC FIELD: Philosophy

FIELD OF STUDY: Philosophy of mathematics
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GLAVA 1

UvOD

Cilj ovog rada je da ispita detalje Gedelove (Kurt Godel) platonisticke pozicije u fi-
lozofiji matematike, argumente koji se iznose za i protiv nje, kao i posledice koje ova
pozicija ima za formulisanje novih aksioma teorije skupova. Razmotricemo neke kon-
kretne predloge novih aksioma koje je Gedel ponudio, pre svega jake aksiome besko-
nacnosti ili aksiome velikih kardinala. Razmotricemo takode Gedelovu sugestiju da
centralni princip na kojem bi trebalo da pocivaju sve nove aksiome teorije skupova
jeste princip refleksije.

Pitanje formulisanja novih aksioma teorije skupova namece prirodno problem oprav-
danja tih aksioma. Bi¢emo u prilici da ispitamo dve osnovne vrste opravdanja koja se,
po Gedelovom misljenju, mogu ponuditi za nove aksiome. Rec je o pojmovima unu-
trasnjeg i spoljasnjeg opravdanja. Videcemo da tokom svoje karijere Gedel nije uvek
pridavao jednaku vaZnost ovim tipovima opravdanja, ali i da se oni uvek pojavljuju u
paru pa da nije moguce zanemariti jedan od ovih tipova prilikom formulisanja novih
aksioma. Na kraju, ispitac¢emo neke od savremenih programa formulisanja novih aksi-
oma, na prvom mestu Vudinov, ne bismo li utvrdili da li i u kojoj meri oni odgovaraju

zahtevima koje je Gedel postavio svakom programu ove vrste.



1.1. Nepotpunost matematickih teorija

U nastavku ovog odeljka pruzi¢emo jedan mali uvod u elementarnu teoriju sku-
pova kao i kratak istorijski pregled hipoteze kontinuuma (u nastavku C H) od njenog
nastanka pa sve do dokaza njene nezavisnosti od aksioma teorije skupova. Zapoci-
njemo sa ovim problemom jer je upravo on bio osnovna motivacija Gedelovog rada
u teoriji skupova. Da bismo razumeli zaSto je nezavisnost CH znacajna, moramo pre
toga reci neSto o nepotpunosti formalnih matematickih teorija koje sadrze aritmetiku.
Nezavisnost C H se tice ovog opstijeg fenomena nepotpunosti. Zbog ovoga ¢emo ume-
sto sa teorijom ZFC zapoceti sa slabijom Peanovom aritmetikom prvog (PA) i drugog
reda (PA?) koja ¢e nam pokazati kako se konkretni primeri nepotpunosti jednog si-
stema mogu donekle sanirati prelaskom na jaci sistem. Ovaj jaci sistem ¢e medutim i
sam biti nepotpun $to nas navodi na ideju beskonac¢nog niza sve snaznijih nepotpunih
teorija od kojih svaka reSava neka od pitanja koja njena prethodnica nije mogla da resi.
Sve ove teorije mogu se lepo opisati kao fragmenti ZFC teorije skupova, kojoj ¢emo
pokloniti posebnu paznju. Ono po ¢emu se, na primer, teorija ZFC razlikuje od PA
jeste da iako su obe ove teorije nepotpune, nepotpunost od ZFC je ozbiljnija jer po-
stoje prirodna tvrdenja izraZena na jeziku ove teorije takva da ona ne dokazuje ni njih
ni njihovu negaciju. Jedan primer ovakvog tvrdenja je CH i taj e nas primer posebno
zanimati.

Ovaj deo rada ne donosi nista novo i ¢italac koji je nacelno upoznat sa Gedelovim
teoremama o nepotpunosti, elementarnom teorijom skupova kao i sa rezultatima o
konzistentnosti i nezavisnosti CH moZe ga bez bojazni preskociti. Odlucili smo se da
ovaj uvod uvrstimo u rad da bismo ¢itaocu koji sa ovim oblastima nije upoznat olak-
Sali Citanje; da ne bi morao stalno da konsultuje odgovarajucu literaturu. Ovo naravno
ne znaci da ovaj uvod moZe u potpunosti tu literaturu da zameni. Dokaze nekih tvr-
denja ¢emo Cesto samo da skiciramo, a ponekad i u potpunosti da presko¢imo. Ovo
¢e posebno da bude slucaj u odeljku [1.8], kada se budemo bavili nezavisno§¢u CH.
Za detaljniji prikaz rezultata u odeljcima [1.2 — 1.7] ovog uvoda, Citaoca upucujemo na

prve Cetiri glave Drejkove knjige [Drake, 1974]. Detaljan dokaz konzistentnosti CH sa
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aksiomama teorije ZF, Citalac moZe da nade u petoj glavi te knjige. Detalje Koenovog
dokaza konzistentnosti "CH sa aksiomama teorije skupova, Citalac moZe da nade u
Kunenovoj knjizi [Kunen, 1980], a neSto saZetiji prikaz i u knjizi [Ciesielski, 1997]. Ovo
je iliteratura na koju smo se mi oslanjali prilikom pisanja ovog uvoda.

Na kraju uvoda ocrtaemo osnovnu strukturu rada po poglavljima, stavljajuci ak-
cenat na vazna pitanja, ideje, zagonetke, pre nego na apsolutnu preciznost i tehnicke

detalje.

Kurt Gedel je najvece ime dvadesetovekovne logike, kao i jedno od najvecih imena
logike i matematike uopste. To je nesumnjivo. Ono §to medutim nije tako dobro po-
znato jeste da Gedel spada i medu velike filozofe proslog veka, pre svega u filozofiji
matematike. Gedel je za Zivota objavljivao malo, ali je svaki njegov objavljeni rad imao
velike posledice u oblasti kojom se bavio (i ne samo u njoj). U tom pogledu, njegov rad
»What is Cantor’s Continuum Problem”, objavljen 1947. godine u Casopisu American
Mathematical Monthly, zauzima centralno mesto kada je rec o filozofiji matematike.
U tom radu Gedel zastupa matematicki platonizam, glediSte prema kojem matema-
ticki objekti postoje kao apstraktni entiteti' jednako kao §to postoje uobi¢ajeni, kon-
kretni objekti fizickog sveta. NeSto viSe detalja o Gedelovom platonizmu izne¢emo u
nastavku.” Na ovom mestu pak okrenuéemo se jednom Gedelovom ranijem otkri¢u,
nepotpunosti matematickih teorija, koje ¢e nam pomoci da bolje razumemo kako Ge-
delov platonizam, tako i posledice koje ova pozicija ima u pogledu aksiomatizacije te-
orije skupova. IzvoriSte fenomena nepotpunosti nalazi se u formalnojili Peanovoj arit-
metici, teoriji kojoj ¢emo pokloniti paZznju u nastavku, ne bismo li ispitali kakvo svetlo
nepotpunost baca na probleme kojima ¢emo se baviti.
1Povla(:enje razlike apstraktno/konkretno je daleko od trivijalnog. Za nasSe svrhe, mozemo reci da ap-
straktni objekti, za razliku od konkretnih, nisu deo prostorno-vremenskog sveta, kao i da su kauzalno
inertni. Zainteresovanog ¢itaoca upucujemo na [Burgess and Rosen, 1997, pp. 13-25], za viSe detalja o
ovoj podeli i njenim savremenim zastupnicima i protivnicima.
2Recimo na ovom mestu jo$ i to da Gedelovo platonisticko stanoviSte nije bilo nimalo ,u modi” u vreme

kada je Ziveo i radio. Nedostatak odgovarajuceg intelektualnog ambijenta je po Gedelovim re¢ima jedan
od razloga, mada sigurno ne i jedini, $to je za Zivota objavio tako malo filozofskih radova.
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Peanova aritmetika, PA, je teorija prvog reda sa jednakos$cu, izraZena na jeziku

%Lp4 Ciji je skup nelogickih simbola {s, +, -, 0}. Nelogicke aksiome ove teorije su:

(pal): Vx(sx#0)

(pa2): Vx,y(sx=sy—x=Y)

(pa3): Vx(x+0=x)

(pad): Vx,y(x+sy=s(x+y))

(pab): Vx(x-0=0)

(pab): Vx,y(x-sy=(x-y)+y)

(pa?): (@ 0) AVx(p(x) = ¢(sx))) = Vxep(x)

Peanova aritmetika je, ako je konzistentna, nepotpuna teorija. Postoji reCenica o je-
zika PA koja je istinita u standardnom modelu ove teorije (w, s, +, x,0), a koja nije do-
kaziva. Ovo je posledica Gedelove prve teoreme o nepotpunosti. Gedelova druga teo-
rema o nepotpunostinam kaze da ako je PA konzistentna teorija, onda ona ne dokazuje
svoju konzistentnost, PA¥ Con(PA). Jedan od nacina da saniramo posledice Gedelove
druge teoreme jeste da se popnemo za jedan tip vise, u aritmetiku drugog reda PA?, u
kojoj ¢emo biti u moguénosti da dokazemo Con(PA).

Aritmetika drugog reda je teorija izraZena na viSesortnom jeziku prvog reda ZLp 2,
Ciji je skup nelogickih simbola {€, s,+,-,0}. Unutar ovog jezika razlikujemo dve vrste
promenljivih: numericke promenljive, koje ¢emo kao i u slucaju jezika £Lp, , ozna-
Cavati malim slovima x, y, z, ..., i skupovne promenljive, koje ¢emo oznacavati velikim
slovima X,Y, Z,.... Skup aksioma teorije PA? ¢ine sve aksiome Peanove aritmetike, s

tom razlikom $to mesto sheme aksiome indukcije, (pa7), u slu¢aju teorije PA?> imamo

slede¢u aksiomu indukcije:

(pa*7): VX(0eXAVx(xeX— sxe X)) — Vx(xe X))
kao i sve instance sledece sheme aksiome komprehenzije:
(pa®8): 3IAXVx(xeX —¢(x)

gde je ¢ (x) proizvoljna formula jezika Zp 42 u kojoj se X ne javlja slobodno.



Teorija PA? je izuzetno jaka. Ne samo §to dokazuje tvrdenja o skupovima prirodnih
brojeva koja PA ne moZe da dokaZe, ona takode dokazuje tvrdenja o prirodnim broje-
vima koja PA ne dokazuje.” Konkretno, kao §to smo ve¢ napomenuli, PA> dokazuje
Con (PA). Dokaz poslednje Cinjenice zasniva se na konstruisanju istinosnog predikata
T (x) za PA unutar PA%. Na osnovu teoreme Tarskog, znamo da ne postoji formula
T (x) jezika £p, , takva da za svaku reCenicu o jezika ZLpy vazi T ([o]) — o, gde je
[0] Gedelov broj reCenice o. Medutim, takva formula postoji u jeziku Zp42. Ovo nam
omoguéava da, unutar teorije PA? , indukcijom po duZini dokaza u PA , dokazemo da
su sve teoreme od PA istinite. To nam, naravno, daje Con(PA).

Potrebno je jo$ reéi sledece. Konstrukciju istinosnog predikata unutar PA? zapo-
¢injemo tako $to definiSemo formulu #(n, X) koja kaZe da je X skup prirodnih brojeva
koji sadrzi sve i samo Gedelove brojeve istinitih recenica jezika Zp, €ija je sloZenost
< n. Definicija prati induktivnu definiciju formule jezika £p4. Na primer, ako su #3, #»
termi, onda

h=hleX—tH=10

Slicno tome, ako je ¢ sloZenosti < n, onda
[Vxp ()] e X —~Vm[p(m)]eX

gde je m numeral za prirodan broj m. Skup X naziva se jo§ i istinosnim skupom. Posle
ovoga, moZemo dokazati da se istinosni skupovi slazu po pitanju formula proizvoljnog

stepena sloZenosti, tj.
PA2HVXYXVY (1, X)At(x,Y) = X =Y)
kao i da postoje istinosni skupovi za takve formule ¢,

PA% - Vx3Xt(x, X)

3Drugim re¢ima, PA? nije konzervativno prosirenje teorije PA u odnosu na formule jezika Zp.



Kada smo definisali formulu #(x, X) i dokazali neka njena vaZna svojstva u PAZ?, sluzeéi

se njome definiSemo istinosni predikat T (x) na slede¢i nacin:
T (x) = geryaX(t(y, X) A x € X).

Sada mozemo dokazati da, za svaku reCenicu o jezika £py, PA%+ T (Jo]) < o kao i

sledeci princip globalne refleksije:
PA?+ Bewpa ([01) — T ([o1),

gde je Bewpa (x) Gedelov predikat dokazivosti za Peanovu aritmetiku.

Uzmimo sada recenicu 0 = 1 mesto o u pomenutom principu refleksije. Imamo da
PA*F Bewpa ([0=11) — T([0=17)

Medutim, kako PA2 dokazuje i sve ekvivalencije oblika T ([o]) < o za reCenice jezika
< PA> sledi da

PA’-T([0=1])—=0=1

Zajedno sa prethodnim, ovo nam daje
PA*F Bewpa ([0=11)—0=1
Ali, kako imamo da PA? - 0 # 1 sledi da
PA*F =Bewpa ([0=17),
tj.
PA*+ Con(PA)

Za viSe detalja u vezi sa ovom konstrukcijom, zainteresovanog Citaoca upucujemo
na [Takeuti, 1987, pp. 185-187].

Medutim, umesto da problem resi, dokaz Con (PA) unutar PA? ga samo odlaZe za
jedan korak. Da bismo videli za$to pogledajmo prvo kako se prelazak sa teorije PA na

teoriju PA? moZe iterirati.



U opstem slucaju, jezik aritmetike n-tog reda, £pa» , za n = 2 imace promenljive
svake sorte X!, Y%, 7%, ..., za 2 < i < n, pored numerickih promenljivih. Aksiome teorije

PA" su sve aksiome teorije PA?, s tom razlikom §to je, u shemi aksiome komprehenzije

formula ¢ proizvoljna formula jezika £p4» u kojoj se X’ ne javlja slobodno, za2 < i <
n.

Pod uslovima sli¢nim onima u slu¢aju PA, imamo da PA? ¥ Con(PA?). Tvrdenje
Con(PA?) ¢ée biti dokazivo u PA3, aritmetici treéeg reda koja opet, ako je konzistentna,
nece dokazivati Con(PA3) itd. Uopsteno govoreéi, posavsi od teorije prirodnih bro-
jeva pratimo niz teorija od kojih svaka reSava problem nedokazivosti konzistentnosti
teorija koje joj prethode, ali pitanje dokazivosti sopstvene konzistentnosti ostavlja svo-
jim sledbenicama na reSavanje. Posto je dokazao svoje teoreme o nepotpunosti, Gedel

kaze:

Postupak koji smo skicirali proizvodi, za svaki sistem koji zadovoljava
gorenavedene pretpostavke, aritmeticku reCenicu koja je neodluciva u
tom sistemu. Ova reCenica, medutim, nije nipoSto apsolutno neodlu-
Civa; naprotiv, mozemo uvek preci na ,vise” sisteme u kojima pome-
nuta reCenica postaje odluciva. (Neke druge reCenice, naravno, ostaju

neodlucive i posle toga.) [Godel, 1931, p. 35]

1.2. Teorija skupova ZFC

Niz aritmetickih teorija koji smo gore opisali prirodno se moZe predstaviti unutar
teorije ZFC. To je jedna teorija prvog reda sa jednako3¢u, izraZena na jeziku £z rc Ciji

je skup nelogickih simbola {€}. Aksiome teorije ZFC su sledece:

(zfcl):  VaVy(Vz(zex—zey) —x=y)
(zfc2): Vx@yyex—3Fy(yexn-3z(z€yAzE X))
(zfc3): VxVydz(xezAnyezAVuluez— (u=xvu=y))

(zfc4): VxAyVz(zey—Ju(uexnze u)
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(zfch5): Vx3yVz(zey—Vu(uez— uex))

(zfc6): Fx(@exAVy(yex—3Fz(zexAVu(ucz— (uecyvu=y)))

(zfc7):  Vx1..Vx,VydzVu(ue z — uec yng), gde je ¢ formula jezika £z rc u kojoj
se samo promenljive x1, ..., X, u javljaju slobodno.

(zfc8):  VxVyVz(p(x,y) Ap(x,z) — y=2) — YvIuVy(y € u — Ix(x € v A p(x, ),
gde je ¢ formula jezika £z rc u kojoj se samo promenljive x i y javljaju slo-
bodno.

(2fc9): Vx(Vy(yex—y#@)AVYVz(yEXAZEXAY#2z—yNz=0)—IuVy(ye

x—IWww=v—weuny)))

Kao ni PA, ni ZFC nije konac¢no aksiomatska teorija, tj. nije moguce zameniti sheme
(zfc7) i (2f ¢8) kona¢nim brojem njihovih instanci i dobiti teoriju iste snage. Aksioma
(zfcl) zove se aksioma ekstenzionalnosti i kaze da su skupovi jednaki akko imaju iste
elemente. PoSto relaciju biti podskup, x < y, moZemo da definiSemo pomoéu Vz(z €

x—ze€y),(zfcl) bismo mogli da zapiSemo na sledeéi nacin
ViVy(xSynycx)—x=y).

Aksioma (zfc2) se zove aksioma regularnosti (ili aksioma zasnivanja) i ona kaze
da svaki neprazan skup ima minimalan element u odnosu na relaciju €. Ako mesto
dyy € x piSemo x # @ a mesto 73z(z € X A z € y) piSemo xN y = @, onda moZemo

aksiomu regularnosti da zapiSemo kao
Vx(xZ@—3Jy(yexnxny=9a)).

Sledeca aksioma, (z f 03), zove se aksioma paraiona nam omogucava da od svaka
dva skupa x i y napravimo skup ¢iji Ce jedini elementi biti ba$ ovi skupovi. Taj se skup
zove neuredeni par skupova x i y i oznacava se sa {x, y}. Ako mesto x € zAy € zAVu(u €
z— (u=xVu=y)uaksiomi (zfc3) gore piSemo z = {x, z}, onda aksioma para glasi
VxVy3dzz ={x, y}. Ako su x i y isti skupovi, onda mesto {x, x} piSemo samo {x}.

Aksioma (zfc4) zove se aksioma unije i ona kaze da za svaki skup x mozemo da

napravimo skup ciji e elementi biti elementi elemenata skupa x. Taj se skup oznacava
11



salJx. Ako mesto Vz(z € y — Ju(u € xAz € u)) piSemo y = Jx, onda moZemo aksiomu
unije da zapisemo kao VYx3yy = U x. Takode, obitno se mesto U{x, y} pise xU y.
Sledeca je aksioma (z f¢5) i ona se zove aksioma partitivnog skupa. Ona nam omo-
gucava da za svaki skup x napravimo skup svih njegovih podskupova, njegov partitivni
skup, koji se oznacava sa 2?(x). Ako mesto Vz(z € y < Yu(u € z — u € x)) piSemo
y = 2 (x), onda aksioma partitivhog skupa moze da se zapiSe kao Vx3yy = 2 (x).
Aksioma (zf¢6) se zove aksioma beskonacnosti i njome se tvrdi da postoji besko-
nacan skup. Da bi to bilo jasnije, moZemo mesto z(ze xAVu(ue z — (ueyvu=y)))

da piemo y U {y} € x. Tada Ce aksioma beskonacnosti da glasi

Ix(@exAVy(yex— yu{ytex).

Dakle, aksioma beskonacnosti kaze da postoji skup ciji je element prazan skup i koji
za svaki element y koji sadrzi takode sadrzi i skup y U {y}. Skup yu{y} se ponekad
naziva sledbenikom skupa y i oznacava se sa y*. Skup x Cije postojanje tvrdi ova ak-
sioma naziva se jos i induktivnim skupom, taj skup sadrZzi @ i zatvoren je za operaciju
sledbenika.

Sledec¢a shema aksioma (zfc7) zove se (shema) aksioma separacije ili ogranicene
komprehenzije. Ova nam aksioma omogucava da iz nekog unapred datog skupa y iz-
dvojimo sve one elemente u koji zadovoljavaju neki dobro definisan uslov ¢ i od njih
napravimo novi skup. Ako mesto Yu(u € z < u € y A ) piSemo z = {u€ y| ¢}, onda
aksioma separacije glasi

Vydzz={uecy|¢}.

Na primer, ako za formulu ¢ u aksiomi separacije uzmemo u # u ($to je skraCenica za
—u = u), onda, za proizvoljan skup y, moZemo da napravimo skup {u € y | u # u}. Na
osnovu aksiome ekstenzionalnosti ovaj je skup jedinstven i mi ga oznacavamo sa @,
to je prazan skup. Sli¢no tome, za svaka dva skupa x i y moZemo da napravimo skup

{ulue xAue y} koji oznatavamo sa xny.
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Shema aksioma (z fc8) se zove aksioma zamene i ona kaze da ako formula ¢ defi-
niSe jednu parcijalnu funkciju, onda i sve vrednosti te funkcije ¢ine skup, drugim re-
¢ima za svaki skup v imamo da postoji skup {y | 3x(x € v A p(x, y))}, pod uslovom da je
formula ¢ kao gore.

Poslednja aksioma, (z f 09), zove se aksioma izbora i oznacava se sa AC. Ona kaze
da ako nam je dat skup x Ciji su elementi neprazni, disjunktni skupovi, onda postoji

skup koji ima tacno jedan zajednicki element sa svakim skupom iz skupa x.

1.3. Ordinali, kardinali i njihova aritmetika

Jedan veoma vazan par pojmova teorije skupova na koji cemo se oslanjati tokom
Citavog rada Cine pojmovi ordinalai kardinala. Pre nego $to ove pojmove definiSemo,
sredstvima teorije ZFC (iako ne u potpunosti formalno), moratemo da navedemo ne-

koliko preliminarnih definicija.

DEFINICIA 1. Linearno uredeni skup (ili krace, linearno uredenje) je jedan par (A, <

) koji Cine skup A zajedno sa binarnom relacijom < na A za koju vazi:

(irefleksivnost): —x < x, za svako x iz A,
(tranzitivnost): x < yiy <z povlaci x < z, zasvako x,yiziz A,

(linearnost): x< yilix=yili y<x,zasvako xiyiz A.

Sluzeci se ovom striktnom relacijom <, moZemo da definiSemo binarnu relaciju < na
skupu A na sledec¢i nacin: a < b akko a < bili a = b. Za ovu Ce relaciju da vaze sledeca

svojstva:

(refleksivnost): x < x, za svako x iz A,
(antisimetri¢nost): x < yiy =< x povlaci x = y, za svako xi y iz A.
(tranzitivnost): x < yiy =<z povlaci x < z, zasvako x,yiziz A,

(linearnost): x < yili y < x, zasvako xi yiz A.

Za linearno uredenje (A, <) kazemo da je dobro uredenje, ako svaki neprazan podskup
skupa A ima najmanji element u odnosu na relaciju <, tj. akoje X € Ai X # @, onda

postoji x iz X, takvo da za svako y iz X vazi 7y < x.
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U opStem slucaju, ako je R < A x Arelacija koja zadovoljava osobinu iz prethodnog
pasusa, onda kaZzemo da je R dobro zasnovanarelacija na A. Ako je R binarna relacija i
x je skup, onda éemo sa extg(x) da oznacavamo skup {y | yRx}. Ovaj se skup zove jo§
i ekstenzija od x u odnosu na R. SluZec¢i se ovom notacijom, moZemo da kaZemo da je
relacija R dobro zasnovana na skupu A na sledeci nacin: za svaki neprazan podskup
X ¢ A, postoji neko x € X, takvo da je X nextg(x) = @ . U nastavku ¢emo da govorimo
i o dobro zasnovanim relacijama R na klasama C koje ne moraju nuzno da budu sku-
povi. U svakom takvom slu¢aju éemo da podrazumevamo da dobro zasnovana relacija
R na C ima slede¢u osobinu: za svako x iz C, klasa ex g (x) je skup. Relacije na klasama

koje imaju ovo svojstvo se obi¢no nazivaju skupovnim relacijama.

Jedna ekvivalentna formulacija aksiome izbora kaze da se svaki skup moZze dobro
urediti. Ako posmatramo uobicajena uredenja na skupovima N, Z, Q i R, onda je samo

uredenje na skupu N dobro uredenje.

DEFINICIJA 2. Skup X je tranzitivan akko Vx € XVy € x(y € X). Drugim reCima, za

svako x € X vazidaje x < X.

Na primer, skup {®, {®},{{®}}} je tranzitivan, ali skup {®, {{®}}} nije. Ako je X skup,
onda za svako n < w mozemo da definiSemo skup J" X na slede¢i nacin:
X=X
Ut X =uU" X.
Tranzitivnim zatvorenjem skupa X, TC(X), zvaCemo najmanji tranzitivan skup koji

sadrzi X, tj. TC(X) = U{U" X | n < w}. Dakle, skup X je tranzitivan akko je TC(X) = X.

DEFINICIJA 3. Ordinal a je tranzitivan skup koji je dobro ureden relacijom e, t;j.

(a, €[ (a x a)) je dobro uredenje.

Ordinale cemo najce$¢e da oznaCavamo pocetnim slovima grckog alfabeta: «, 8,7, ....
Klasu svih ordinala ¢emo oznacavati sa Ord. MoZe da se pokaze da klasa Ord zajedno

sa relacijom € zadovoljava sve osobine linearnog uredenja, tj.

VaeOrd(a¢ a),
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Va,B,yeOrd((ae BAPBEY) — aEYy),
Va,feOrdacefva=pvVpea).

Takode ce da vaZi da, ako je X < Ord neprazan skup ordinala, onda postoji a € X koji
je minimalan u odnosu na relaciju €. Drugim re€ima, klasa Ord je dobro uredena re-
lacijom €. MoZe da se pokaze da ako je (X, <) dobro uredenje, onda postoji jedinstveni
ordinal koji je ovom uredenju izomorfan.

Cesto ¢emo da, kada govorimo o ordinalima, pisemo a < § mesto « € . Svaki
ordinal « je skup ordinala koji su manji od njega @ = {$ € Ord | § < a}. Evo nekoliko
primera ordinala: najmanji ordinal je @, koji oznacavamo i sa 0, sledeci veci ordinal je
{@} = {0} koji oznatavamo sa 1, sledeci veci ordinal je {@, {#}} = {0, 1} koji oznacavamo
sa 2 itd. Posle svih ovih, konac¢nih, ordinala dolazi prvi beskonacni ordinal {0,1,2,...}
koji oznacavamo sa w. Slededi veéi ordinal je {0,1,2,...,w} koji oznacavamo sa w + 1
itd. Svi ovi ordinali su prebrojivi, gde za ordinal a kazemo da je prebrojiv akko je a
prebrojiv kao skup, tj. postoji injekcija f : @ — N . Ima i ve¢ih prebrojivih ordinala od
ovih, recimo w +w ={0,1,2,...,0,0+1,w +2,...} je jedan prebrojivi ordinal. Najmanji

neprebrojiv ordinal je w;, i to je skup svih prebrojivih ordinala.

DEFINICIJA 4. Ordinal « je ordinal sledbenik ako skup {f | f < a} ima najveci ele-

ment. Inace kaZzemo da je a granicni ordinal.

Za proizvoljan ordinal a, neka je S(a) = a U {a}. Ako € S(a), onda ili g € «a ili
B = a, paje S(a@) najmanji ordinal veci od a. Mesto S(a) obi¢no se piSe a + 1, kao $to
smo to ucinili gore. Dakle, ordinal je sledbenik ako je oblika « + 1 za neki ordinal « .
Svi konac¢ni ordinali osim nule su ordinali sledbenici, a to suiordinaliw+1iw+17,
primera radi. Ordinali w, w + w itd. su granic¢ni ordinali.

Ako je X skup ¢iji su elementi ordinali, sa |J X ¢emo da oznacavamo uniju skupa X.
Za ovaj ¢e skup da vazi da x € [ X akko postoji neko «a iz X takvo da x € a. Jednostavno
je da se pokaZe da je skup J X takode ordinal. Ponekad ¢emo da piSemo sup(X) mesto
U X da bismo istakli ¢injenicu da je U X supremum skupa X, tj. najmanji ordinal koji je

>a,zasvako a iz X.
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Kao $to notacija gore sugeriSe, na ordinalima mogu da se transfinitnom rekurzijom
definisu aritmeticke operacije sabiranja, mnoZenja i stepenovanja koje uopstavaju one

koje imamo na prirodnim brojevima:

DEFINICUA 5. Sabiranje ordinala:

a+0=a,

a+(f+D)=(a+p)+1,

a+7y =Us<y(a+0), gde je y granicni ordinal.
MnoZenje ordinala:

a®0=0,

a®(B+1)=(aep) +a,

a®y =Us<y(a®0), gde je y granicni ordinal.
Stepenovanje ordinala:

al=1,

aP) =g g q,

a¥ =Us<y a?, gde je y grani¢ni ordinal.

Sabiranje, kao i mnoZenje ordinala su asocijativne operacije. Medutim, ni sabiranje
niti mnoZenje ordinala nisu komutativne operacije. Na primer, 1+w =0 # w+1i20w =
w # w® 2. Distributivnost sleva a ® (6+7y) = a ® f+ a ® y vazi za ordinale, ali ne i
distributivnost zdesna (f+y)®a # f®a+y®a. Recimo, (1+1)®w =20w =w #
1ew+1®w=0w0+w=0w®2.

Ako su X i Y skupovi takvi da postoji injekcija f : X — Y, onda to zapisujemo
kao X < Y. Ako izmedu ovih skupova postoji bijekcija, onda ¢emo to da oznac¢imo
sa X ~ Y. Sledece tvrdenje, takozvana Kantor-Sreder—Bernftajnova teorema, ¢e nam

biti neophodno u nastavku ovog rada:
TEOREMA 6. Ako XY iY<XX,ondaX~Y.

DokAaz. Nekasu f: X — Y ig:Y — X injekcije. Indukcijom ¢emo da definiSemo

skupove X,,iY,. Nekaje Xo=XiYy=Y,azan=1X, =g[Y,—111Y, = f[X,-1],
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gde je g[Vy-1] = {x€ X |3y e Y,-18(p) = x}. Imamo dakle da je Xp = X, X; = g[Y],
Xp=gof[X], Xz =gofoglYlitd, kaoiYp =Y, Y1 = f[X], Y2 = foglY], Y3 = fogof[X]
itd. MoZemo da primetimodaje X =Xp2 X2 X, 2..kaoi Y =Yy2 V1 2 ¥, 2.... Neka

je X* =Mn<w XniY" =Npn<w Yn. Definisimo funkciju & : X — Y na sledeéi nacin:

fx) ako x € X, \ X,41 i nje paran,

h(x)=4 g '(x) ako x€ X, \ X,41injeneparan,

f(x) ako x e X*.

Posto je f bijekcija izmedu skupova X, \ X411 Y541\ Yyp0, a g7 ! bijekcija izmedu
skupova X,;4+1 \ Xp421 Y5\ Yu41, nije tesko da se vidi da je h bijekcija izmedu skupova
Xn\ Xnr2 = (Xn \ Xpr1) U (Xn+1 \ Xnpa2) 1 Y\ Vo = (Y \ Y1) U (Y1 \ Yipi2), za svaki
paran broj n. Dakle, funkcija & je bijekcija izmedu skupova X\ X* i Y \ Y*. Takode,
funkcija f nam daje bijekcijuizmedu skupova X* i Y*, paje funkcija & bijekcija izmedu

skupova XiY. O

Sada moZemo da damo definiciju kardinala:
DEFINICIA 7. Ordinal x je kardinal akko za svako a < x vazi a ~ «, tj. 7a ~ k.

Kardinale ¢emo najceSc¢e da oznacavamo slovima «, A, i.... Ako je a ordinal, onda
¢emo sa |a| da oznacavamo najmanji ordinal § za koji vazi @ ~ . Jasno je daje |a| < a
kao i daje |a| kardinal. U opStem slucaju, ako je X proizvoljan skup, onda ¢emo sa | X|
da oznacavamo najmanji ordinal a takav da vaZi a ~ X i ovaj ¢emo ordinal da zovemo
kardinalnos¢u skupa X. Da je ovaj pojam dobro definisan moZemo lako da vidimo.
Na osnovu AC skup X se moZe dobro urediti. Neka je < relacija dobrog uredenja na
skupu X. Tada je (X, <) izomorfan jedinstvenom ordinalu. Dakle, svaki skup X se moze
dovesti u bijekciju sa ordinalom. Najmanji takav ordinal, | X]| , je oCigledno kardinal.
Jasno je da ako su X i Y proizvoljni skupovi, onda je | X| =|Y|akko X ~Y.Akosu XiY

skupovi, takvi davazi X € Y, ondaje | X| < |Y].

DEFINICIJA 8. Skup X je konacan akko |X| < w, a kaZzemo da je X prebrojiv akko

| X| < w. Za skup kaZemo da je neprebrojiv akko nije prebrojiv.
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Sledeca Kantorova teorema je, iako veoma jednostavna, vazna za razumevanje poj-
ma kardinalnosti. Njen dokaz predstavlja moZda najjednostavniju primenu takozva-

nog dijagonalnog argumenta:
TEOREMA 9. Za svaki skup X vaZida je|X| < |22 (X)]|.

DokAz. Treba da pokaZemo da postoji injekcija f : X — 22(X) , ali i da ne postoji
bijekcija izmedu ova dva skupa. Funkcija f za koju vazi da je f(x) = {x}, za svako x iz
X je ocigledno injekcija. Pretpostavimo sada da postoji bijekcija g : X — 22(X). Neka
je A={xe X |x¢gx}. Posto je funkcija g surjekcija, uzmimo y iz X takvo da vazi

g(y) = A. Medutim, tada imamo da y € A akko y ¢ A, $to je nemoguce. U

Posto na osnovu prethodne teoreme za svaki kardinal @ moZemo da nademo veci
kardinal |2?(a)|, u nastavku ¢emo sa @* da oznatavamo najmanji takav. Drugim re-
¢ima, a* je najmanji kardinal veéi od a. Kardinale koji su oblika x* zovemo kardina-
lima sledbenicima.

Svi prirodni brojevi su kardinali, kao i prvi beskonac¢ni ordinal w. S druge strane,

ordinaliw+1, w+wiw+ w + 12 nisu kardinali.
LEMA 10. Svaki beskonacan kardinal je granicni ordinal.

DoKAZ. Pretpostavimo suprotno, neka je x beskonac¢ni kardinal takav da vazi x =
a + 1. DefiniSimo funkciju f : @ — x na sledeci nacin: f(0) = a, f(n+1) = n, za svako
n<w,if(p) =p, zasvako € a\ w. Tada je funkcija f bijekcija izmedu « i a, $to je

nemoguce. U

Ako su «a i § ordinali, sa  ¢emo da oznacavamo skup svih funkcija iz @ u . 1
na kardinalima moZemo da definiSemo aritmetiCke operacije, kao §to smo to gore ura-
dili sa ordinalima. Treba medutim voditi racuna o tome da se ovde radi o razli¢itim

operacijama.

DEeFINICIJA 11. Ako su ki A kardinali, onda:

K+A =K x{0) U@ x{1}],
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K- A=k xAl,

Kl: |/1'K|.

Zarazliku od sabiranja i mnoZenja ordinala, kardinalno sabiranje i mnoZzenje su ko-
mutativne operacije, Sto moze lako da se vidi. Takode, zakon distributivnosti mnozenja
nad sabiranjem vazi u slucaju kardinalne aritmetike. Iako smo sabiranje i stepenova-
nje ordinala i kardinala oznacili istim simbolima, ovde se radi o razli¢itim operacija,
kao $to smo upravo napomenuli. U nastavku ¢emo uvek da kaZzemo koju od ovih dvaju

operacija primenjujemo, ako to ne bude jasno iz konteksta.
LEMA 12. Za svaki beskonacni kardinal x vazix -x = k.

DokAz. Pretpostavimo suprotno. Neka je xk najmanji beskonacni kardinal za koji
vazik -k #«k.PoStojex =k -1 <x-x, sledi daje x < x - k. Defini§imo relaciju < na x x x

na sledeci nacin: za svako a, 8,7, 6 € x, neka je
(a, B) < (y,06) akko max(a, B) < max(y,0)
ili max(a, B) = max(y,8)ia<y
ili max(a, B) = max(y,8)ia=yif<é.

Dakle, parove uredujemo po maksimumima, a onda leksikografski. Ova je rela-
cija dobro uredenje na skupu x x «, $to nije tesko da se proveri. Linearnost je jasna
na osnovu same definicije, a poSto nijedna od tri veli¢ine iz definicije relacije < ne
moze beskonac¢no da opada, ova relacija je i dobro uredenje na « x k. Sledi da postoji
izomorfizam f : (x x x,<) — (@,€), gde je a ordinal. Na osnovu ovoga imamo da je

|| = |x x x| =« -k >k, kako smo napomenuli na pocetku. Imamo, dakle, da je x < a pa

postoje iy iz« takvi da vazi f(f,y) = k. Medutim, imamo da je
FHREm exxx | €,m < BN} =«
Ako je 0 = max(f,y)+ 1, onda je

k=|{C,mexxx|,n< B} =<10x01=10-101.
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Ali imamo da je 0 < x. Ordinal 0 je ili konacan ili beskonacan. Ako je 6 konacan,
ondaje |0]-0] takode konacan. S druge strane, ako je 8 beskonacan, onda je |0]-10] = ||
na osnovu minimalnosti od k. U oba ova slu¢aja imamo |0]- 0| < «, §to je nemoguce.

O

Jedna vazna posledica ovog tvrdenja je i potpuna karakterizacija sabiranja i mno-
Zenja beskonacnih kardinala. Naime, ako su x,A > 0 kardinali od kojih je bar jedan
beskonacan, ondajex + A =« -1 = max{x, A}.

Jo§ jedna vazna posledica prethodne teoreme koja ¢e nam posluZiti u nastavku je-

ste sledeca:

LEMA 13. Ako je x beskonacan kardinal i X = Ug<x Xq, gde je | Xq| < x, za svako

a <k, ondavazi|X| <x.

DokAz. Za svako a < x, neka je funkcija f, : k — X, bijekcija. Takva funkcija
postoji na osnovu AC. Neka je funkcija g : x x x — X definisana na slede¢i nacin:
g(a,B) = fo(B). Ova je funkcija surjekcija pa tvrdenje sledi na osnovu prethodne te-

oreme. O

Gore smo pokazali da za svaki skup X imamo da vazi | X]| < |2?(X)|. Sada moZemo

nesto viSe da kaZzemo o kardinalnosti skupa 2 (X):
LEMA 14. Za svaki skup X imamo da vazi|2(X)| = 21X,

DOKAZ. Za svako A< X moZemo da defini$emo funkciju y 4 iz skupa 42 na sledec¢i
nacin: ya(x) =1 ako x € A, inace ya(x) = 0. Nije teSko da se proveri da je funkcija y

bijekcija izmedu skupova 2 (X) i X2. U

Kantorova TEOREMA 8 nam dakle kaZe da ne postoji najveci kardinal: poSavsi od
proizvoljnog kardinala x, moZemo da napravimo niz sve ve¢ih kardinala x < 2* < 22" <
22" <

Za razliku od sabiranja i mnoZzenja, stepenovanje kardinala je sloZenije za izracu-

navanje. Ono medutim ima i neka prirodna svojstva kao §to su sledeca:
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LEMA 15. Ako sux, A i u kardinali, onda vazix*** = x* -x* kao i (x")* = x V.

DokAz. Ne gubeci opStost moZemo da posmatramo skupove A, B i C za koje vazi:
|[Al =x, |Bl=A,|Cl=pkaoi BnC = @. Funkcija F : ABUC _, AB « AC koja svakoj
funkciji i iz ABYC dodeljuje uredeni par funkcija (f, g), gdeje f=h [Big=h| C (ovo
su restrikcije funkcije & na skupove B i C, redom), je jedna bijekcija, pa prva jednakost
odavde neposredno sledi. S druge strane, funkcija F : AB*¢ — (AP)C koja svakoj funk-
ciji iz AB*C dodeljuje jednu funkciju f iz (AB)C za koju vazi (f(c))(b) = h(b, c), gde je
b e Bice C,takode je jedna bijekcija, pa imamo da vaZi i druga jednakost. 0

Operacija stepenovanja je takode i monotona u oba argumenta: akojel < pix <A,

onda vazi p* < p?; takode, ako je x < A, onda je p* < pt.

Imamo i sledeci vazan rezultat koji se tiCe stepenovanja kardinala:

LEMA 16. Ako sux i A kardinali takvi da vazi2 <x <1 il = w, ondax™ = 2"

DOKAZ. Posto vazi x* = 2%, treba samo da primetimo da je k< (294 = oxA = A,

O

Ve¢ smo napomenuli da, ako je X skup ordinala, onda je i X ordinal. Ovo vazi i

za kardinale:
LEMA 17. Ako je X skup kardinala, onda jei\J X kardinal.

Dokaz. Posto je UX ordinala, pretpostavimo da je x = |[JX| < JX. Odavde sledi
da postoji neko A iz X takvo da je k < A. Medutim, poStoje A cU X, sledidaje A =|A| <

|UX| =x, $to je nemoguce. O
Sada mozemo da definiSemo transfinitni niz beskonac¢nih kardinala na sledec¢i na-
¢in:
DEFINICIJA 18. Alefi:
No = w,
Rg+1 = N;,

Ry = Us<y X5, gde je y granicni ordinal.
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U zavisnosti od konteksta, nekada ¢emo mesto X, da piSemo w,. Nije teSko poka-
zati da ako vaZi a < §, onda je i Ry < Rg kao i da vaZi a < Xy, za svaki ordinal a. Kar-
dinale x koji su oblika X,, gde je y granicni ordinal, zovemo granicnim kardinalima.

Dakle, kardinal x je grani¢ni kardinal ako za svako A < x vazi daje A* <«.

TEOREMA 19. Ako je x beskonacni kardinal, onda postoji ordinal « takav da vazi

K:Na.

DokAz. Ako je x beskonacni kardinal, onda je xk < X, <Xy41, gde je k + 1 ordinalno
sabiranje. Dakle, postoji ordinal a takav da vazi x < X,. Neka je @ najmanji takav
ordinal. Imamo da je a > 0 i a nije granicni ordinal. Neka je @ = f+ 1. Tada ¢emo imati

davazi Rg <k <Rp,1, pajex = Rg. U

Slicno definiciji alefa gore, moZemo da definiSemo sledeci transfinitni niz besko-

nacnih kardinala:

DEFINICIJA 20. Beti:
o =N,
:(X+l = 23“}

-y =Us<y s, gde je y grani¢ni ordinal.

Nije tesko videti da vazi X, < J,, za svaki ordinal . Nesto vise o odnosu ovih kardi-
nala ¢emo da kaZemo u nastavku. Kardinale koji su oblika Jy, gde je y grani¢ni ordinal,
zovemo jako granicnim kardinalima. Kardinal « je jako granicni ako za svako A < x vazi
daje 2* < «.

Da bismo nesto viSe mogli da kaZemo o kardinalnoj aritmetici, mora¢emo prvo da

definiSemo pojam kofinalnosti.

DEFINICIJA 21. Ako je a ordinal, onda za funkciju f : A — a kaZzemo da je kofinalna
u a akko za svako f < a postoji neko x € A takvo da je f(x) = 8. Kofinalnost od «, koju
oznaCavamo sa cf (a), je najmanji ordinal y < a takav da postoji kofinalna funkcija
f:y— a. Akoje cf(a) = a i a je granitni ordinal, onda kazemo da je a regularan,

inaCe kazemo da je a singularan.
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Sada ¢emo da damo nekoliko primera koji bi trebalo da ilustruju prethodnu defi-
niciju. Prvo, moZemo da primetimo da je cf(a) definisana za svaki ordinal a, jer je
identicka funkcija na a kofinalna u a. Ako je a ordinal sledbenik, tj. ako je oblika f+1,
onda pojam kofinalnosti nije posebno zanimljiv jer imamo da za svako takvo a vazi da
je cf(a) = 1. To je zato $to je za svaki takav ordinal funkcija f: 1 — §+ 1 za koju vazi
f(0) = B kofinalnau g+ 1.

Za svaki ordinal a postoji strogo rastuca, kofinalna funkcija f : cf(a) — «, koja
moZe da se definiSe transfinitnom indukcijom po ordinalima § < ¢ f(«) na slede¢i na-

¢in: ako je g: cf(a) — a kofinalna u @, onda

fp)= max{g(ﬁ)» U (f(Y)+1)}

Y<p
Posto je f(y) < f(y+1) < f(B), zasvako y < B < cf(a), f je strogo rastucéa funkcija.
I kofinalnost ove funkcije u a je takode jednostavno proveriti.
Sluzeci se ovom poslednjom ¢injenicom moZemo da pokaZzemo da je cf(cf(a)) =
cf(a), za svaki ordinal a: neka su f: cf(cf(a)) — cf(a) i g: cf(a)) — a dve strogo
rastuce i kofinalne funkcije. Nije teSko proveriti da je i njihova kompozicija go f :

cf(cf(a)) — a takode kofinalna u a, $to ¢e za posledicu daima cf(cf(a)) = cf(a).
LEMA 22. Svaki regularan ordinal je kardinal.

DokAz. Uzmimo proizvoljan regularan ordinal « i neka je = |c¢f(a)|. Posma-
trajmo bijekciju f: f — ¢ f(a) i kofinalnu funkciju g: cf(a) — a. Funkcijago f: f— a
je takode kofinalna, posto je go f [8] = g[f [B]] = g [cf(a)]. Na osnovu minimalnosti
od cf(a) sledidajecf(a)sﬁ:|cf(a)|. [l

Evo nekoliko primera regularnih kardinala: X je regularan kardinal, posto je unija
kona¢no mnogo konacnih skupova uvek konacan skup. Takode, i najmanji neprebro-
jivi kardinal R; je regularan”, kao i svi kardinali X, za n < 0 . Jedna vazna osobina
4ovo tvrdenje ne moZe da se dokaZe u ZF, pod pretpostavkom da je ova teorija konzistentna. Postoje

modeli teorije ZF+—1AC ukojima je X, singularan kardinal, kao i modeli u kojima su svi grani¢ni ordinali
prebrojive kofinalnosti pa u njima ne postoje regularni neprebrojivi kardinali [Gitik, 1980].
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regularnih kardinala « jeste da oni ne mogu da se izraze kao suma manje od x kar-
dinala, od kojih je svaki manji od x. Drugim recima, x je regularan kardinal akko za
svaku familiju {A; | i € I} kardinala manjih od x, gde je |I| <k, vazidaje ) ;c;A; <k, gde
je Xierki =IUier(x; x {i})l.

Ove prethodne napomene sugeriSu sledecu, alternativnu karakterizaciju kofinal-
nosti od «x, u slucaju kada je x beskonacni kardinal: ¢ f (k) je najmanji kardinal A takav
da se xk moZze izrazitikao x =) ;c;x;, gdeje|I|=A,ik; <k zasvako i€ I.

Sledece tvrdenje nam daje (delimic¢nu) karakterizaciju regularnih kardinala:
LEMA 23. Za svaki beskonacan kardinal x, kardinal x* regularan.

DoKAz. Akojefunkcija f: @ — k" kofinalnaza a <x*,ondajex™ = U{f(f) | B < a}.
Medutim, za svako < @ imamo da je |f(ﬁ)| <x*kaoila| <«*, pacex™ biti unija naj-
viSe k—mnogo skupova kardinalnosti < x. Ovo ne moZe da bude slucaj, jer na osnovu

LEME 12 znamo da je kardinalnost svake takve unije <« . U

Posto su svi kardinali sledbenici regularni, moZemo da postavimo pitanje $ta je sa
grani¢nim kardinalima? Prvi beskonacan grani¢ni kardinal, X,, je singularan, posto je
cfRy) = w. Ovo je lako videti, posto je funkcija f : w — R, za koju vazi f(n) = X,
za svako n < w, kofinalna u R, i w je najmanji ordinal za koji takva funkcija postoji.
Slicno tome, kardinali X, 44, Rye i Rye 4 su takode singularni, kofinalnosti w. Za svaki

granicni ordinal a vazi daje cf(Rq) = cf(a).

1.4. Normalne funkcije, CLUB i stacionarni skupovi

U ovom odeljku ¢emo se baviti posebnim funkcijama na ordinalima koje defini-

Semo na slededéi nacin:

DEFINICIJA 24. Za funkciju f : Ord — Ord kazemo da je normalna akko je:

(monotona): a <= f(a) < f(B),zasvako ai iz Ord,;

(neprekidna): f(a)=Ug<q f(B), za svaki granicni ordinal a iz Ord.

Ovde, kao i u nastavku, kada u teoriji ZFC referiramo na klasne funkcije kao $to je

f:0rd— Ord, gde je Ord klasa svih ordinala, podrazumeva se da u stvari referiramo
24



na odgovarajuce formule jezika Zzrc koje ih definiSu. U nastavku ¢emo takode da

govorimo o normalnim funkcijama ¢iji ¢e domen da bude neki ordinal a.

LEMA 25. Za svaku normalnu funkciju f : Ord — Ord i svaki ordinal @ imamo da

vazia < f(a).

DokAz. Ovo je posledica svojstva monotonosti gore. Posto vazi f(0) = 0, pretpo-
stavimo da je f(a) = a. Tadacedavazia < f(a) < f(a+1),pajea+1< f(a+1). Ako
je a granicni ordinal, pretpostavimo da je f < f(f), za svako f < a. Onda, posto je

f(B) < f(a), zasvako < a, sledidaje f < f(fB) < f(a), paje f(a) =Up<a B = a. U

Uslov monotonosti u definiciji normalne funkcije smo mogli da zamenimo slede-

¢im uslovom:

LEMA 26. Ako je f : Ord — Ord neprekidna funkcija, takva da za svaki ordinal

vazi f(a) < f(a+1), onda je f normalna funkcija.

DokAz. Da neprekidna funkcija koja zadovoljava ovaj uslov takode zadovoljava i
uslov monotonosti Va, f(a < = f(a) < f(B)), nije teSko da se proveri. Fiksirajmo
ordinal « i neka je f > a najmanji ordinal za koji vazi f(f) < f(a). Ako je f oblika
Y +1, onda je @ < y. U slucaju da je a = y, imamo da vazi f(a) < f(a+1) = f(f),
Sto protivreCi nasoj pocetnoj pretpostavci. Ako je a <y, imamo da je f(a) < f(y), na
osnovu minimalnosti od . Medutim, na osnovu pocetne pretpostavke imamo da vazi
fy) < fly+1) = f(P), pasledidaje f(a) < f(p), Sto je nemoguce. Ako je § granicni
ordinal, onda postoji ordinal y, takav da vaZi @ < y < i, na osnovu minimalnosti od £,

fla) < f(y) =Us<p f(B), Sto je nemoguce. U

Sada ¢emo da navedemo nekoliko primera normalnih funkcija na ordinalima. Funk-
cija sabiranja ordinala koja drZi levi sabirak fiksiranim je normalna funkcija, tj. za svaki
ordinal a, funkcija f — (a + B) je normalna. Na osnovu definicije sabiranja ordinala
znamo da je ova funkcija neprekidna. Treba samo da proverimo da vazi f () < f(f+1),

na osnovu LEME 26. Medutim, poSto je sabiranje ordinala asocijativno, imamo da je
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a+(f+1) = (a+p)+1>a+p. Naslican nacin moZe da se proveri da su, za svaki ordinal

a, funkcije B — (@ ® B) i f— aP normalne.

LEMA 27. Ako je f : Ord — Ord normalna funkcija i a je granicni ordinal, onda je i

f (@) takode granicni ordinal.

DOKAZ. Pokazacemo da skup {8 | f < f(@)} nema najveéi element. Pretpostavimo
da f < f(a) = Uy<q f(y). Postoji dakle neki ordinal y < « takav da vazi § < f(y). PoSto
jey < a, sledidaje f(y) < f(a). Dakle, za proizvoljno < f(a), postoji neko 6 < f(a)

takvo da je B < 9, pasledi da je f(a) grani¢ni ordinal. O

Klasa normalnih funkcija je zatvorena za kompoziciju:

LEMA 28. Ako su funkcije f,g : Ord — Ord normalne, onda je i njihova kompozi-

cija, go f : Ord — Ord, takode normalna funkcija.

DokAz. Posto su obe funkcije po pretpostavci monotone, sledi da za svaki par or-
dinala a i pvazi a < B = f(a) < f(B) = g(f(a)) < g(f(B)). Da bismo pokazali da
je funkcija go f neprekidna, pretpostavimo da je @ grani¢ni ordinal. Treba da po-
kazemo da je g(f(a)) = Up<a 8(f(B)). Na osnovu LEME 27 znamo da su i f(a) kao
i g(f(a)) grani¢ni ordinali. Imamo da je g(f(a)) = Up<f) &(B). Neka je g < f(a).
Dakle, za neko y < a vazi < f(y) < f(a), pa na osnovu monotonosti od g sledi da
je g(B) < g(f(y)) < g(f(a)). Posto ovo vazi za proizvoljno B, sledi da je g(f(a)) =
Up<r 8(B) =Up<a 8(f(B)) = g(f (). O

DEFINICIJA 29. Ako je f: Ord — Ord normalna funkcija, za ordinal a kazemo da

je fiksna tacka funkcije f akko vazi f(a) = a.
Svaka normalna funkcija f : Ord — Ord ima proizvoljno velike fiksne tacke:

TEOREMA 30. Ako je f : Ord — Ord normalna funkcija, onda za svako  postoji

neko a = f takvo da vazi f (@) = a.

Dokaz. Ako nam je data normalna funkcija f : Ord — Ord i ordinal 8, onda mo-

zemo da definiSemo sledeci niz ordinala:
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Po = B.
ﬁn+1 = f(ﬁn);
@ =Un<w Pn-

Ako je f(B) = B, onda je tvrdenje dokazano. pretpostavimo dakle da je f(f) # . Na
osnovu LEME 26 znamo da je f () > B. Nije teSko da se proveri da vazi fp < f; < ... <
B < ..., na osnovu monotonosti funkcije f. Tada ¢e @ da bude grani¢ni ordinal, pa
¢emo imati f(a) = Uy<q f(y). Ako je y < f(a), onda za neko n < w vazi f(y) < fn+1,
pasledi daje f(a) <Un<w Br+1 = @. Imamo, dakle, da je f(a) = a, pa je a fiksna tacka

funkcije f. U

MoZemo da primetimo da nam dokaz prethodne teoreme za svaku normalnu funk-
ciju f i ordinal f, daje najmanju fiksnu tacku a funkcije f za koju vazi f < a. Treba
samo da mesto By = 3, stavimo By = f+ 1 u dokazu gore.

Osim klasnih normalnih funkcija f : Ord — Ord, takode ¢e da nas zanimaju nor-
malne funkcije g : @ — a, gde je a granicCni ordinal, a posebno one koje su oblika
h:x — «, gde je x regularan kardinal neprebrojive kofinalnosti. Uz odgovarajuce iz-
mene, svi rezultati koje smo dokazali u ovom odeljku ¢e vaziti i za ove vrste funkcija.

Prvo ¢emo da uvedemo jedan pojam koji je blizak pojmu normalne funkcije.

DEFINICIA 31. Zaskup C € a, gde je a granicni ordinal, kazemo da je neogranicen
u a akko za svako f < a, postoji neko y iz C, takvo da vazi f < y. Skup C < a ¢emo zvati
zatvorenim u « akko za svaki grani¢ni ordinal iz a vaZi, ako je Cn S neogranicen u S,
onda p € C. Za skup koji je zatvoren i neogranicen u ordinalu a, kazemo da je CLUB

(to je skracenica od closed and unbounded) u a.

Evo nekoliko primera koji bi trebalo da ilustruju prethodnu definiciju. Posma-
trajmo ordinal w; i neko a < ws; skup {f < w; | @ < B} je CLUB u w;. Ovakve skupove

zovemo krajnjim segmentima ordinala w;. Takode, skup

{6 <wj | 0 JE GRANICNI ORDINAL }
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je CLUB u w;. Ovo nije teSko da se vidi, poSto je supremum grani¢nih ordinala takode
granicni ordinal, a ako je a prebrojiv ordinal, onda je i a + w prebrojiv grani¢ni ordi-
nal. Skup {a < w; | w* = a} je takode CLUB u w;; ordinali koji su elementi ovog skupa
zovu se jo§ i e—brojevima. Pretpostavimo da su ap < a; < ... elementi ovog skupa i da
je @ = Up<wan. Tada ¢e, medutim, da vazi da je a = Up<p @n = Un<w @, pajeia
element ovog skupa. S druge strane, da bismo dokazali da je skup {a <w; |w* = a}
neogranicen, uzmimo neko f§ iz w;. Slicno onome $to smo imali gore, defini§imo niz

ordinala 3, na sledeci nacin:

Bo =B,

Br+1 = whn,

Y =Un<w Bn-
1li je B ordinal za koji vazi w? = B, ili nije. Ako jeste, onda je tvrdenje dokazano. Ako
B nije ovog oblika, onda je niz § = By, B1, B2, ... strogo rastuci. Dakle, imacemo da vazi
0" = Un<w ®P" = Un<w Bn+1 = 7, paje skup {@ < w; | 0% = a} neograni¢en u w;.

S druge strane, skup
{6 <wj1 |6 JE ORDINAL SLEDBENIK }

nije CLUB u w,;. Ovaj skup jeste neograni¢en u w1, ali nije zatvoren. Recimo, U<, (1 +
1) = w, ali w je granicni ordinal.

Sledece tvrdenje uopstava neke od napomena iz prethodnih pasusa:

LEMA 32. Ako je a granicni ordinal neprebrojive kofinalnosti, onda vaZi sledece:
(1) {0 < @ |6 JE GRANICNI ORDINAL } je CLUB u «,
(2) ako jeE < a neogranicen ua, ondajeskup E'={f € E|U(BN E) = B}, skup svih
granicnih tacaka skupa E , jedan CLUB podskup od a. Takode, skup EUE' je
takode CLUB u «.

DokAz. (1) Kaoiu slu€aju w; gore, jednostavno je da se vidi da je skup

{6 <a|dJE GRANICNI ORDINAL }
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zatvoren u a. Uzmimo neki ordinal § iz « i definiSimo sledeéi w—niz ordinala: o = 6,
a ako je 6; definisan za za svako i < n tako da je niz (§; | i < n) strogo rastuci, onda
postoji ordinal 6,4 takav da je 6, < 6,+1 < @. Ordinal ¢ = U,,<, 0, je jedan grani¢ni
ordinal, kofinalnosti w i element je ordinala a.

(2) Da je skup E’ neogranicen u a se dokazuje sli¢cno kao i u prethodnom slucaju:
uzmimo neko 6 < a, posto je E neogranicen u a uzmimo neko d iz E takvo da je § <
0p. Slicno onome $to smo imali u prethodnom sluc¢aju, mozemo da definiS§emo strogo
rastuci niz (6, | n < w) ordinala iz E. Ordinal ¢ = U,,<, 0, je grani¢na tacka skupa E,
vediod §, ima kofinalnost w i manji je od a. Dakle, ¢ € anE’. Da je skup zatvoren takode
je jednostavno da se vidi. Neka je y grani¢ni ordinal iz « i neka je E' Ny neogranicen
u y. Treba da pokazemo da y € E’. Medutim, imamo da je E Ny neograniten u y. To
je zato Sto za svako 8 < y postoji grani¢na tacka 6 skupa E takvadavazi f+1<d <.
Iz ovoga, na osnovu definicije grani¢ne tacke, postoji ¢ € 6 N E takvo da je < ¢. Dakle,

y=UENYy),payeE. O

Naredna teorema dovodi u vezu normalne funkcije i CLUB skupove:

TEOREMA 33. Ako jex > w regularan kardinal, onda je skup C < x CLUB akko po-

stoji normalna funkcija f : x — x takva da vaZi C = Rng(f).

DokAz. Dokazujemo tvrdenje sleva na desno. Pretpostavimo da je C < w; CLUB.
Nije teSko da se vidi, poSto je x regularan a C je neograniCen u x, da je |C| = k. Ako ovo

imamo u vidu, moZemo da definiSemo funkciju f : k — x na sledeci nacin:

fl@) =min(C\{f(B)| B<a}).

Ova je funkcija monotona, $to nije teSko da se vidi. Ostaje da pokazemo da je ona i
neprekidna. Ako je y < x granic¢ni ordinal, onda f(6) € C, za svako 6 iz y. Iz ovoga sledi
da Us<y f(6) € C, posto je skup C zatvoren. Medutim, imamo da je f(y) = Us<y f(9),
na osnovu definicije funkcije f, pa sledi da je ova funkcija normalnai Rng(f) = C.

U suprotnom smeru, pretpostavimo da nam je data normalna funkcija f : x — «,

i posmatrajmo skup C = Rnf(f). Posto je funkcija f normalna, nije teSko da se vidi
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da je skup C neograniCen u x. Da bismo pokazali da je skup C zatvoren, uzmimo neki
granicni ordinal a iz x takav da je skup C n @ neogranicen u a. Ako je @ supremum
rastuceg niza ordinala f((;), sledi da je i niz ordinala (; takode rastuci, a posto je a <,
imamo da je supremum ovog niza, §, ordinal manji od k. Posto je funkcija f normalna,

imamo da je Uy <q f(() = f(6), pajedakle a = f(§) ia € C. U

Funkcija f koju smo konstruisali u dokazu prvog dela ovog tvrdenja gore zove se jo$
i pobrajajucéa funkcija skupa C. Nije teSko da se pokaZe da je ova funkcija jedinstvena.
Na osnovu TEOREME 30 znamo da svaka normalna funkcija ima proizvoljno velike

fiksne tacke. Sledece tvrdenje nam daje malo viSe informacija o tome:

LEMA 34. Neka je x regularan, neprebrojiv kardinal i f : x — x normalna funkcija.

Skup{a <« | f(a) = a} je CLUB ux.

DoKAZz. Pretpostavimo da je x regularan, neprebrojiv kardinal i f : « — x normalna
funkcija. Da bismo videli da je skup {a <« | f(a) = a} zatvoren u k, uzmimo neki gra-
ni¢ni ordinal f iz x i posmatrajmo skup {a| f(a) = a} koji je neogranicen u f. Tada
¢emo imati da je Ug<p f (@) = Ua<p @ = B. Da bismo pokazali da je ovaj skup neogra-
nicen, uzmimo neko y < k. Kao i gore, konstruiS$emo najmanju fiksnu tacku iznad y
pomocu w—niza 6,: 6o =y +1, 6,41 = f(8,). Ako je @ supremum ovog niza, onda je

a>yivazi f(a) =Unp<e f(65) = a. U

Ako nam je data normalna funkcija f : K — x naregularnom kardinalu x > w i CLUB

{a <« | f(@) = a}, onda moZemo da posmatramo pobrajajucu funkciju ovog skupa f”(v.
dokaz TEOREME 33). Nije te§ko da se pokaze da ¢e i funkcija f’ biti normalna. Ova kon-
strukcija moze da se iterira, pa moZemo da definiSemo funkcije f¢, za a < x, na sledec¢i
nacin:

=1

a+l _ ( fa)r’
fY =funkcija koja pobrojava zajednicke fiksne tatke svih funkcija f°,za 6 <y
iy je granicni ordinal.

Onda moze da se pokaze da je svaka od funkcija f¢, za @ < x, normalna.
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Ako je x regularan kardinal, ve¢i od w, onda moZemo da posmatramo CLUB pod-
skupove od « kao ,velike” podskupove ovog kardinala. Intuicija nam kaZe da bi presek

dva ,velika” skupa trebalo da bude ,veliki” skup:

LEMA 35. Ako jex > w regularan kardinal, a C, i C, CLUB podskupovi od x, onda je
iC;nC, takode CLUB u k.

DokAz. Pretpostavimo antecedens LEME. Jednostavno je da se vidi da ¢e skup
C1 N C;, biti zatvoren, jer ako je a;; rastuci niz koji pripada obema skupovima, onda i
supremum ovog niza pripada obema skupovima, posto je svaki od njih zatvoren. Da
bismo pokazali da je skup C; n C, neogranicen, uzmimo neko y < x. Treba da poka-
Zemo da postoji a iz C; N C, takvo da je y < a. Posto je skup C; neogranicen, uzmimo
najmanje a iz C; takvo da je y < ay. Slicno tome, neka je fyp najmanji ordinal iz C,
takav da je y < ap < fo itd. Nije teSko da se vidi da ¢emo na osnovu zatvorenosti oba

ova skupa imati & = Uy,<p @n = Un<w Prte a € C1 N Co. O

Prethodna teorema moZe dodatno da se ojaca. Ako je x > w regularan kardinal, 1 <
Kk i {Cq | @ < A} familija CLUB podskupova od «, onda je presek ove familije, Ny<1 Cq,
takode CLUB u x. U nastavku ¢emo da kaZzemo nekoliko re¢i o pojmovima filtera i
ideala na kardinalu k. Tvrdenje koje smo upravo spomenuli ¢e nam biti neophodno

da te pojmove opiSemo.

DEFINICIJA 36. Ako je x kardinal, onda je ideal .# nad « kolekcija podskupova od x

koja ima sledeca svojstva:

1) pes,
(2) ako Ae FiB< A, ondaBe.#,
(3) ako A,Be.#,onda AUBE€ .#.

Zaideal .# kazemo da je pravi ako vazi da x ¢ .#. Ideal je k—potpun ako je zatvoren za
unije manje od x skupova koji pripadaju idealu. Drugim recima, ako jea <xi Ag€ .,
za svako f < a, onda vazi Ug<, Ag € -#. Dualan pojmu ideala jeste pojam filtera. Filter

% nad kardinalom « je kolekcija podskupova od « koja ima sledeca svojstva:
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(1) xe &,
(2) ako Ae.#,i Ac B,onda Be.%,

(3) ako A,Be.%,onda AnBe.%.

Filter .# je pravi ako vazi da @ ¢ .%. Filter .% je x—potpun ako je zatvoren za preseke
manje od x skupova koji pripadaju filteru, tj. ako je @ <k i Ag € ¥, za svako f < a,
onda vaZi(g<q Ag € 7.

Evo nekoliko primera filtera. Ako je « kardinal, onda je .# = {x} filter nad x koji
zovemo trivijalnim filterom. Ako je @ # A € x, onda je {B <« | B < A} filter nad x koji
zovemo glavnim filterom generisanim sa A, ili samo glavnim filterom. Ovaj je filter
najmaniji filter nad x koji sadrZi skup A. Filter je neglavni akko nije glavni filter. Dualno
ovim definicijama moZemo da definiSemo i pojmove trivijalnog i glavnog ideala.

Filter .# je ultrafilter akko za svako A < x vazi A € % ili x\ A € .. Ultrafilter je
neglavni akko ne sadrzi singltone. Ako je .# filter nad x, onda njemu dualan ideal

mozemo da dobijemo komplementacijom:
F={xk\AlAe F}.

Isto tako, posavsi od ideala mozemo komplementacijom da dobijemo njemu dualan
filter.
Dijagonalni presek niza skupova (A, | @ < x) je sledeci skup:
A<k Ag =def {,3<7<|,5€ N Aa}-
a<p
Dijagonalna unijaniza skupova (A, | @ < k) je sledeci skup:
Va<xAa =def {,3<1<|,5€ U Aa}-
a<p
Filter je normalan akko je dijagonalni presek proizvoljnog niza x elemenata iz filtera
takode u filteru. Ideal je normalan akko je dijagonalna unija proizvoljnog niza « ele-

menata iz ideala takode u idealu.
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Kao motivaciju za prethodne definicije mogli bismo da elemente (pravog) filtera
nad kardinalom x posmatramo kao ,velike” podskupove od «, dok bi elementi (pra-
vog) ideala nad « bili ,mali” podskupovi od k. Jedan vazan primer filtera nad regu-
larnim kardinalom x > w je takozvani CLUB filter nad x koji oznacavamo sa CLUB(«).

Elementi ovog filtera su svi podskupovi od « koji sadrze CLUB podskup od «, tj.
CLUB(x) ={Acx|3CC< AiCje CLUBu«}.

Da je CLUB(x) zaista filter jednostavno je da se vidi, jer 1) x € CLUB(x), posto je
K zatvoren i neogranicen u «; 2) ako A € CLUB(x) i A € B, onda i B € CLUB(x), posto
ako A sadrzi neki zatvoren i neogranicen podskup od «, onda ga i B sadrzi; 3) ako
A,Be CLUB(x)iC; € AiC, < B su zatvoreni i neograniceni podskupovi od «x, onda je i
C = C1nCy < AnB takode, pa AnB € CLUB(x). Ovaj filter je i k —potpun, jer je zatvoren
za preseke < x svojih elemenata.

Na primer, ako je A= wU{a <) |® < a i & je grani¢ni ordinal}, onda A € CLUB(w)
ali A nije zatvoren i neograniCenuwi,jerw € Aa sup(w) =w ¢ A.

Kao jo§ jednu ilustraciju prethodnih definicija, dokaza¢emo i sledece tvrdenje:

TEOREMA 37. Ako jex > w regularan kardinal, i {Cy | @ < x} familija CLUB podsku-

pova odx, onda je i Ag<xCq takode CLUB u k.

DoOKAZ. Pretpostavimo da je k > w regularanidaje {C, | a < x} familija CLUB pod-
skupova od k. Neka je C = AqexCq = {f <« | p€Na<pCa}. Da bismo pokazali da je
C zatvoren u x, uzmimo neki grani¢ni ordinal y < x i pretpostavimo da je C Ny ne-
ograniCen u y. Posto je ovo slucaj, sledi da postoji strogo rastuci niz (y; |{ < cf(y))
elemenata skupa C, takav da vazi Ug<cf(y) Y¢ = Y- Medutim, za svako a < ¢ f(y) imamo
da vazi y; € Np<y. Cp> za svako { > a. Dakle, posto je ovaj skup zatvoren, imamo da
vaziy = Ua<¢Y¢ € Np<y, Cp- Na osnovu ovoga imamo da je y € Na<cry) (Mp<y, Cp) =
Mo<y Cs, payeC.

Da bismo pokazali da je C neogranicen u x, uzmimo neko f < x i defini§imo sledeci

w-niz (Bp | n<w): Po =P, Pns1 = min(Ny<p, Cy). Neka je § = Up<w Br; tada za svako
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n imamo da vaZi {,+1, Bns2...} S Ny<p, Cy. Dakle, imac¢emo i § € Ny<p, Cy, posto je
ovaj skup zatvoren. Na kraju, posto vaZi 6 € (Ny<w(Ny<p, Cy) = MNi<s Cy, sledi da 6 €

C. U

Na kraju, ostaje nam da kazemo nekoliko reci o vaznom pojmu stacionarnog skupa.

U nastavku podrazumevamo da je x regularan, neprebrojiv kardinal.

DEFINICIJA 38. Ako je x > w regularan kardinal, za skup S € x kazemo da je stacio-

naran u x akko za svaki CLUB Cux vazi SN C # @.

Na osnovu definicije sledi da je skup S stacionaran u x akko skup x \ S ne sadrzi
CLUB podskup od x. Na osnovu LEME 34 lako je da se vidi da je svaki CLUB u «x takode
i stacionaran u k. S druge strane, nije svaki stacionaran skup u « istovremeno i CLUB
u k. Na primer, skup S = « \ {w} je stacionaran u «, ali nije CLUB, poSto nije zatvo-
ren. Medutim, stacionarni podskupovi od x su uvek neograniceni u x. Da bismo ovo
videli, prisetimo se da smo ve¢ napomenuli da su krajnji segmenti od w; uvek CLUB
podskupovi od w,. Ovo vazi i za proizvoljan, neprebrojiv regularan kardinal x. Dakle,
ako uzmemo proizvoljno a < x, onda je skup C = {f <« |a <} CLUB u k. Ako je S
stacionaran u k, onda je SN C # @, pa S sadrzi ordinal ve¢i od a. Za regularne kar-
dinale ¥ > w, imamo da je kardinalnost njihovih stacionarnih podskupova, bas kao i
kardinalnost njihovih CLUB podskupova, jednaka .

Ako je S stacionaran u x i C CLUB u «, onda je S C stacionaran u x. Ovo je lako
videti, jer ako je D CLUB u «, onda je i Cn D takode, pa je presek (An C)n D ne-
prazan. Za razliku od CLUB skupova u «, stacionarni skupovi u x ne generisu filter.
Na primer, ako posmatramo kardinal w,, onda su skupovi Sy = {a <w | cf(@) = w} i
So={a <w; | cf(@) = w;} stacionarni u w,, ali imamo da je SyN S1 = @.

U nastavku ¢emo da damo jednu alternativnu karakterizaciju pojma stacionarnog
skupa sluzeci se pojmom regresivne funkcije na ordinalima, koji cemo sada da defini-

semo:

DEFINICIA 39. Neka je x > w regularan kardinal i S € x. Za funkciju f: S — «

kazemo da je regresivna akko vazi f(a) < a, za svako a # 0 iz skupa S.
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TEOREMA 40. Neka jex > w regularan kardinal i S < k. Sledeca tvrdenja su ekviva-

lentna:

(1) S je stacionaran.

(2) Ako je funkcija f : S — x regresivna, onda je [ konstantna na stacionarnom
skupu, tj. f‘1 [{a}] je stacionaran ux, za neko a <x.

(3) Ako je funkcija f : S — « regresivna, onda je f konstantna na skupu kardinal-

nostix, tj. | £~ [{a}l| =, za neko a < k.

Dokaz. Dokazimo prvo da 1) = 2). Neka je skup S < «k stacionaran a funkcija f :
S — «k regresivna. Pretpostavimo dalje da za svako a < x skup f 1Tl nije stacionaran
u k. Za svako takvo @ uzmimo neko C, takvo da vazi f‘1 [{a}lNnCqy = @. Neka je C =
Ag<xCq. PoSto znamo da je skup C neprazan, uzmimo neko § iz C tako da f € C, za
svako a < f. Posto je funkcija f regresivna, imamo da je f(f) = a < f pa ¢emo imati da
B e f 1 {a}] N Cy, §to je nemoguce.

Tvrdenje 2) = 3) jednostavno sledi poSto su, kako smo ve¢ napomenuli, stacionarni
podskupovi od k (x je regularan kardinal) kardinalnosti .

Dokazujemo da 3) = 1). Pretpostavimo da skup S nije stacionaran. Treba da kon-
struiSemo regresivnu funkciju f : S — «, takvu da nijedan od skupova f~![{a}], za
a < K, nije neogranicen. Pretpostavimo da je skup S neogranicen u x. Uzmimo neki
CLUB C u « takav da vazi Cn S = ¢. DefiniS§imo funkciju f : S — x na slede¢i nacin:
f(B)=UCnp, zasvako Biz S. Posto je skup C CLUBiCnS=@,imamodaje f(f) <,
pa je funkcija f regresivna. Nije teSko da se vidi da ¢emo za ovu funkciju f imati da za
svako a < x, vazi da je skup f “1al] ogranicCen u x, pa Ce svaki takav skup biti kardi-

nalnosti manje od . l
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1.5. Kumulativna hijerarhijai H(x)

Sledeci vaZzan pojam koji ¢e u nastavku rada da nas zanima jeste pojam univer-
zuma skupova ili kumulativne hijerarhije V. U teoriji ZFC ovaj pojam moZemo da

definiSemo na sledeéi nacin:

DEFINICUA 41. Kumulativna hijerarhija:
Vo=9,
Vas1 = P (V,), za svaki ordinal «,
Vo =Up<a Vp, za granicni ordinal a.
Klasu V definiSemo kao uniju svih nivoa kumulativne hijerarhije indeksiranih kla-

som svih ordinala Ord, tj. V =Ugecord Va-

Sledece tvrdenje govori o nekim jednostavnim svojstvima nivoa kumulativne hije-

rarhije Vg:

TEOREMA 42. Za svaki ordinal a vaZi da je V, tranzitivan skup, kao i da je Vg S Vy,

za svako B < a.

DokAz. Oba ¢emo tvrdenja da dokazemo transfinitnom indukcijom po ordinalu a.
DokaZzimo prvo da je V,, tranzitivan, za svaki ordinal a. Prazan skup je oCigledno tran-
zitivan, pa pretpostavimo da je a > 0 i da je skup V,, tranzitivan. Neka je x € y € V4.
Tada vazi da je y € 22(Vy), tj. y < V. PoSto x € y imamo da x € V,;. Medutim, poSto
je po pretpostavci V, tranzitivan, sledi da je x < V,; pa imamo da x € V.. Pretposta-
vimo na kraju da je y granicni ordinal i da tvrdenje vaZi za sve ordinale a <y . Neka je
x € y € V. Posto je y granicni ordinal, imamo da postoji neko a <y, takvo da y € V.
Kako je skup V,, po pretpostavci tranzitivan, sledi da je x € V. Medutim to, na osnovu
definicije od Vy, znacida x € V,

Drugo se tvrdenje takode jednostavno dokazuje. Pretpostavimo da tvrdenje vazi za
a > 0. Neka je f < a+1. Primetimo da za svako a vazi da je V, < Vy41: ako x € V,,
na osnovu prethodnog tvrdenja sledi da je x < Vg, pa je x € 22(V,) = V44+1. Posto je

p<a+l,sledidaje f < a.Bilodaje g < aili f = a, tvrdenje sledi na osnovu induktivne
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hipoteze i prethodne napomene. Ako je y grani¢ni ordinal i tvrdenje vazi za svako a <

7, onda tvrdenje sledi na osnovu definicije od V. U

Drugi deo prethodnog tvrdenja nam kaZe zasto je ova hijerarhija kumulativna. Lako
moZe da se pokaZe da za nivoe kumulativne hijerarhije V,, vazi i slede¢a varijanta tran-
zitivnosti: x € y € Vy = x € V,,. Ovo se svojstvo ponekad zove supertranzitivnost. Dru-
gim recima, nivoi kumulativne hijerarhije nisu samo zatvoreni za elemente svojih ele-
menata, tj. tranzitivni, vec i za podskupove svojih elemenata. Takode nije teSko po-
kazati, i ovde klju¢nu ulogu ima aksioma regularnosti, da svaki skup x pripada nekom
od nivoa V,. Ovo nam omogucava da skupovima pripiSemo ordinale koji ¢e da beleze

istoriju njihove izgradnje unutar hijerarhije V.

DEFINICIJA 43. Za svaki skup x, rang od x, koji ¢cemo da oznacavamo sa p(x), je

najmanji ordinal a za koji vazi da x € V4.
Sledeca jednostavna tvrdenja mogu da nam posluZze radi bolje ilustracije ovog pojma.
LEMA 44. Za svaki ordinal & imamo da vazi V= {x| p(x) < a}.

Dokaz. Ako x € V,, onda a # 0 pa imamo dve moguénosti: (i) a je oblika g+ 1, za
neki ordinal g, (ii) a je granicni ordinal. Ako vaZi (i), onda x € Vg1, paje p(x) < f<a
na osnovu definicije ranga. Ako vazi (ii), onda x € Vg, za neki ordinal < a, pa sledi da
x € Vgyy. Dakle, p(y) <= f<a.

U suprotnom smeru, ako je p(x) < a, onda x € Vg, za neki ordinal § < a. Posto je

B+1<a,naosnovu TEOREME 24 sledida x € V. U
LEMA 45. Ako sux iy skupoviiy € x, onda p(y) < p(x).

DokaAz. Ako je p(x) = B, onda x € Vg, = &?(Vp). Dakle, x < Vg paje y € Vgina

osnovu prethodnog tvrdenja vazi p(y) < p. U
LEMA 46. Ako je x skup, onda p(x) = supyex(p(y) +1).

DoxkAz. Neka je @ = supyex(p(y) +1). Na osnovu prethodnog tvrdenja vazi p(x) =
a. S druge strane, ako y € x, onda je p(y) < a, pa y € V. Dakle, x € Vi x € V41, paje

p(x) =a. O
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Pogledajmo sada kako izgledaju prvih nekoliko nivoa kumulativne hijerarhije:

Vo=9, Vi =2 (@) = {8}, Vo =P (£ (2)) = {2,{2}},...

Indukcijom moZe lako da se proveri da je skup V}, konacan, za svako n < w. O

kardinalnosti visih nivoa kumulativne hijerarhije govori sledece tvrdenje:
TEOREMA 47. Za svaki ordinal a vaZi da je |Vy.q| = Jg.

DokAz. Tvrdenje dokazujemo transfinitnom indukcijom po ordinalu @. Baza in-
dukcije je tvrdenje Jy = RXg = |V,,|. Posto w < V,,, treba da proverimo da je V,, pre-
brojiv skup. Ovo ce da sledi iz LEME 13, posto je Vi, = U;<e Vi, gde je svaki V, kona-
¢an skup, kako smo ve¢ napomenuli. Pretpostavimo sada da tvrdenje vazi za a > 0.
Imamo da je Jy41 = 27 = |22 (Vy+a)l = |Vy+a+1l- Za granicni ordinal f imamo da je

Vw+l3 = Ud<ﬁ Vo+a Paje |Vw+,6| = Ua<ﬁ3a = jﬁ. 0

Primetimo da na osnovu prethodne teoreme sledi da, za svaki ordinal @ > w? , vazi
daje |V, =1,.

Osim kumulativne hijerarhije V, u teoriji ZFC mogu da se definiSu i neke druge
koje su vazne ako se bavimo pitanjima modela teorije skupova i njenih fragmenata.
O modelima ¢emo nesto visSe da kazemo u sledecem odeljku a u nastavku ¢emo da

navedemo jo$§ jedan primer tih, drugih, hijerarhija.

DEFINICIJA 48. Ako je x kardinal, onda ¢emo sa H(x) da oznacavamo skup svih

skupova koji su nasledne kardinalnosti manje od x, H(x) = {x | | TC(x)| < x}.

Skup H(Rp) zovemo jos i skupom nasledno konacnih skupova, a skup H(Ry) skupom
nasledno prebrojivih skupova. Na pocetku, pokazimo da je ovde zaista re¢ o skupovima

ane o klasama:
TEOREMA 49. Ako jex beskonacan kardinal, onda je H(x) < V.

DokAz. Neka je x beskonacan kardinal i neka x € H(x). Takode, nekaje y = TC(x) i

A={p(2) | z€ y}. Treba da pokazemo da je skup A ordinal. Neka je @ najmanji ordinal
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koji nije u skupu A. Tada ¢e da vazi da je @« < A. Ako je @ # A, neka je f najmanji
ordinal iz A koji je vec¢i od a. Neka je z skup iz y €iji je rang . PoSto je skup y = TC(x)
tranzitivan, sledi da svaki element skupa z ima rang manji od @. Imamo, dakle, p(z) =
sup{p(v)+1|vez} <a, §to je nemoguce, pa imamo da je a = A.

Posto je |y| <k, imamo da je a < k. S druge strane, posto je x € y € V,, sledi da je

p(x) < a <x.Dakle, x € V. O

Sada ¢emo da navedemo jo$ neke jednostavne osobina skupova H (k).

LEMA 50. Za svaki beskonacan kardinal x vazi:
(1) H(x) je tranzitivan skup;
(2) ako x € H(x), onda\Jx € H(x);
(3) ako x,y € H(x), onda {x, y} € H(x);
(4) akoy<xe H(x), ondaye H(x);
(5) Hx)NnOrd =x;

(6) ako jex regularan, onda ¥V x(x € H(x) < (x € H(x) A |x| < x)).

DokAz. Za svaki beskonacan kardinal xk imamo da je skup H(x) tranzitivan. Ovo
nije tesko da se vidi posto za svako y € x € H(x), imamo da vazi TC(y) < TC(x), pa
dakle y € H(x). Takode, ako x € H(x), onda Ux € H(x). To je zato §to je, za svaki
skup x, TC(Ux) < TC(x), posto je Ux cU{TC(y) | y € x} = TC(x). Slitno tome, posto
je TCHx, ¥} = {x,y} UTC(x) U TC(y), sledi da ako x,y € H(x), onda i {x, y} € H(x).
Skup H(x) je i supertranzitivan, tj. ako je y < x € H(x), onda jei y € H(x). Jer, ako
jey< x,ondajei TC(y) < TC(x), pa ako x € H(x), onda i y € H(x). Takode vazi da
je Hx)nOrd = x . To je lako da se vidi, posto je svaki ordinal a tranzitivan skup
imamo da je TC(a) = a, pa ako je |[TC(a)| < x, onda je i a < x. Ako je x regularan
kardinal, onda za svako x vazi: x € H(x) akko x € H(x) i |x| < x. Primetimo da je
TC(x) = xUU{TC(y) | y € x}, a posto je x regularan kardinal, imamo da je unija < x

skupova kardinalnosti < x takode kardinalnosti < . U

Sada ¢emo da pokazemo da je skup H(Xy) jednak prvom beskona¢nom nivou ku-

mulativne hijerarhije:
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LEMA 51. H(Rg) = V.

DokAz. Naosnovu prethodne teoreme, treba samo da pokazemo daje V,, € H(RXy).
Poslednje tvrdenje e da sledi iz ¢injenice da je V,, € H(Ry), za svako n < w koju ¢emo
dokazati indukcijom. Jasno je da Vy < H(X). Pretpostavimo da V,, € H(Ry), za n >0, i
neka je x € V4. Posto je x < V,; a V,, je konacan skup, sledi da je x konacan skup Ciji
su svi elementi, prema induktivnoj hipotezi, nasledno konac¢ni. Drugim re€ima, x je

nasledno konacan skup pa x € H(Ry). [l

S druge strane, skup H(X;) je mnogo manji od skupa V,,,. Na primer, imamo da
P (w) € Vy, \ HR1). Da bismo videli koliko je zaista skup V,,, ve¢i od skupa H(R;), bi¢e

nam potrebna sledeca definicija:

DEFINICIJA 52. Ako suxk =2 i A =Xy kardinali, onda je
K<t =gef sSup{x* | < Aipjekardinal}.

Prethodna operacija je interesantna kada je A grani¢ni kardinal, mada nasa defini-

cija pokriva i slucaj kada je A = u*, za neki kardinal p.
LEMA 53. Ako jex beskonacan kardinal, onda je|H (k)| = 2<¥.

DokAz. Za svako A < x imamo da je 22(1) < H(x), pa za svako takvo A imamo
|H(x)| = 2<*. Dakle |H(x)| = 2<¥. S druge strane, da bismo pokazali da je | H(x)| < 2<,
mozemo da konstruiSemo injekciju f : H(x) — U{P(A1 x A1) | A < x} na sledeéi nacin: ako
je x € H(x), nekaje A = |TC(x) U{x}|. Imamo da je A < x, pa na osnovu AC moZemo da
izaberemo relaciju f(x) € Ax A tako dasuuredenja (A, f (x)) i (TC(x)U{x}, €) izomorfna.
Funkcija f je injekcija jer je x odreden tipom izomorfizma relacija € na skupu TC(x) U

{x}. [l

Vratimo se nasem primeru gore: imamo da je |[H(R;)| = 2<% = 2% = 7, s druge
strane |V, | =3,,. Bi¢e medutim i kardinala x > R, za koje ¢e da vazi H(x) = V. Tada
¢e da vazi 2<¥ = J, = x. O ovim ¢emo kardinalima ¢emo nesto vise da kaZemo u na-

rednom odeljku.
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1.6. Modeli teorije skupova

U nastavku ¢emo da kaZemo nekoliko reci o semantici jezika teorije skupova. Prvo,
struktura za jezik teorije skupova je jedan uredeni par .4 = (M, E), gde je M neprazan
skup, domen ove strukture, a E < M x M binarna relacija na ovom domenu kojom ¢emo
da interpretiramo binarni predikat €. U nastavku ¢emo elemente skupa M da oznaca-
vamo malim slovima s pocetka abecede, a, b, c, ... itd. Ako nam je data struktura .4,
onda ¢emo elemente skupa a € “ M da zovemo individualnim valuacijama. Uloga in-
dividualnih valuacije je da pripisuju vrednosti iz skupa M slobodnim promenljivama iz
formula naSeg jezika. Ako je a € “ M individualna valuacija, onda ¢emo sa a;') da ozna-
¢avamo individualnu valuaciju koja se od a razlikuje samo po tome $to je aé(i) =b.Za
strukturu .4, formulu ¢ jezika £z ¢ i individualnu valuaciju a € “ M sada moZemo da
definiSemo relaciju .4 |= ¢ [al], $to ¢itamo kao ,,.# je model formule ¢ za individualnu
valuaciju a”:

M = x; = xjla] akko a; = aj;

M |= x; € xjla] akko a;Eaj;

A |= @ la)] akko ne A |= ¢ al;

M= (@ Ay)al akko A = @lali M =y lal;

A 1= Ax;¢ [a] akko postoji b € M takvo da vazi ./ |= ¢ [aé].

Kazemo da je struktura .# model formule ¢ i piSemo .4 |= ¢ akko je .# model formule
¢ za svaku individualnu valuaciju a € “M. Ako je I" skup formula, kazemo da je .«
model od T akko je 4 |= ¢, za svako ¢ iz I'. PisaCemo I' |= ¢ akko je svaki model I'
ujedno i model od ¢. Na osnovu teoreme potpunosti znamo da vaziI' - ¢ akko I' = ¢.

Svi modeli kojima ¢emo mi da se bavimo u nastavku ovog rada ¢e da budu stan-
dardni, tj. ako je .4 = (M, E) struktura za jezik teorije skupova, onda ¢emo da pod-
razumevamo da je E bas relacija pripadnosti na skupu M, a ne neka druga relacija.
Takode, skupovi M kojima ¢emo da se u nastavku bavimo ¢e svi da budu tranzitivni.
U nastavku ovog rada ¢emo Cesto da pojednostavljujemo notaciju pa ¢emo, ako nam
je data neka struktura .« = (M, E), pisati x € ./ ili x < .4, kada bi u stvari trebalo da

piSemo x € M ili x < M.
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Jo§ jedan pojam koji ¢e nam koristiti u nastavku rada jeste pojam relativizacije. Ako
je ¢ formulajezika £z rc i C klasa (ili skup), onda je relativizacija od ¢ na C , koju ¢emo
da oznatavamo sa ¢, formula koju defini§emo induktivno na slede¢i nagin:

x=pyCjex=y,

(xeyCijexey,

() je ~¢©,

(A je pC AyS,

Ax) je Ix(x € C A PO).
Za formulu ¢ kazemo da vaZi u C, ili da je istinita u C akko vazi ZFC + ¢*. Ponekad
¢emo mesto ZFC I ¢C, da kazemo da ¢ vaziili daje ¢ istinito. Recimo, kada Zelimo
da kazemo da je (C,€) model teorije ZFC, to moZemo da izrazimo tako $to ¢emo da
tvrdimo da za svaku aksiomu ¢ ove teorije, vazi (pC. Ovde se, kao i u nastavku, pod-
razumeva da kada piSemo (C, €) u stvari mislimo na (C,€ NC x C), dakle na restrikciju
relacije € na C, osim ako eksplicitno ne naglasimo drugacije.

Jo§ jedna terminoloska napomena: kada govorimo o klasama u kontekstu teorije
ZFC, miu stvari govorimo o formulama jezika £ ¢ koje ih definiSu. Jedna preciznija
definicija pojma relativizacije gore bi onda, mesto o klasi C, govorila o trima formu-
lama, ¢, ¢ i ¥, gde je formula ¢ relativizacija formule ¢ na formulu v.

Sledeci vazan pojam definabilnosti ¢e nam biti neophodan u slede¢em odeljku:

DEFINICIA 54. Ako je C skup, onda kazemo da je skup A < C definabilan sa para-
metrima iz C akko postoji formula ¢(x, x1, ..., X,,) jezika Zzpc i elementi a,, ..., a, iz C,
takvi da vazi

A={xeClo®(x,a1,...an)}.

Sa 2(C) ¢emo da oznacavamo skup svih podskupova skupa C koji su definabilni sa

parametrima iz C.

Nije teSko da se vidi da ¢emo, za svaki skup C, imati da vazi 2(C) < 22(C), a (a)
ako je skup C konacan onda ¢e vaziti 2(C) = 22(C). S druge strane, (b) ako je skup C

beskonacan, imacemo da je |2(C)| = |C|, a (¢) ako je skup C tranzitivan, onda ¢emo
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imati da vazi C < 2(C) i skup 2(C) €e biti tranzitivan. Da bismo videli da (a) vaZi, treba
da primetimo da ako je C konacan skupi A = {ay, ..., a,} je neki podskup skupa C, onda
formula

X=aivx=axV..VX=ay,

definiSe skup A, paje A€ 2(C). Ako je skup C beskonacan, onda ¢e skup svih formula
jezika Zzrc koji cemo da proSirimo simbolima za parametre iz C, biti kardinalnosti
|C|, pa za svako a € C moZemo da definiSemo skup {a} € 2(C) pomocu formule x = a.
Dakle, imamo da vazi i (b). Na kraju, (c) ako je skup C tranzitivani a € C, onda formula
x € a definiSe a kao element skupa 2(C).

Jo§ jedno svojstvo formula jezika £z koje igra vaznu ulogu kada se bavimo mo-

delima teorije ZFC je apsolutnost:

DEFINICIJA 55. Ako je C klasa (ili skup) i ¢(x1, ..., x;,) formula jezika £z rc , kazemo

daje formula ¢(xy, ..., X,) apsolutna za C akko vazi:
VXxy...xn € Cl(xy, ..., Xp) < cpc(xl,...,xn)).

Za relaciju ili funkciju kaZzemo da je apsolutna za C akko je formula koja je definiSe

apsolutna za C.

Formule jezika £, rc u kojima se javljaju samo ograniceni kvantifikatori, 3x € y¢@
i Vx € yp, ¢emo zvati Ag— formulama. Dakle, skup Ag—formula je najmanji skup za
koji vazi 1) sve atomske formule su u njemu, 2) ako su formule ¢ i ¥ u tom skupu,
onda su i formule ¢ A ¥ i 7¢p takode u tom skupu, 3) ako je formula ¢ u tom skupu,
onda je i formula 3x € y¢ takode u tom skupu. Skup Ap—formula predstavlja samo
prvi nivo hijerarhije formula jezika Zzrc koje su klasifikovane po svojoj sloZenosti.
ViSe o toj hijerarhiji ¢emo da kazemo u odeljku [6.2], a sada ¢emo da vidimo kakva je

veza izmedu Ayp—formula i pojma apsolutnosti.

TEOREMA 56. Ako je C tranczitivna klasa (ili skup) i ¢ Ao—formula, onda je ¢ apso-

lutna za C.
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DokAz. Dokazujemo indukcijom po sloZenosti formule ¢. Ako je ¢ atomska for-
mula, x € yili x = y, onda rezultat sledi na osnovu definicije pojma relativizacije gore.
Takode, ako je ¢ oblika ¢ A v ili ¢, gde su formule ¢ i ¥ apsolutne za C, rezultat
jednostavno sledi. Ostaje nam da proverimo da ako je ¢ oblika 3x € y¢p(x,y) (5to
je skracenica za dx(x € y A ¢(x,y))) gde je formula ¢(x, y) apsolutna za C, onda je i
¢ apsolutna za C. Formula ¢ moZe naravno da ima i druge slobodne promenljive
osim y, ali je dokaz u ovom slu€aju u potpunosti analogan. Pretpostavimo da y € C
i da vazi 3x € y¢p(x,y). Uzmimo neko x € y takvo da vazi ¢(x, y). Posto je C tranzi-
tivna, imamo da x € C pa na osnovu induktivne hipoteze vazi ¢ (x, y). Dakle, vazi i
(3x € y¢(x,)¢. U drugom smeru, pretpostavimo da vazi (3x € y¢(x, )¢ . Dakle,
dx e C(x € y A¢p®(x,¥)). Na osnovu induktivne hipoteze imamo da vaZi ¢(x, y) pa sledi

davaziidxe ydp(x,y). ]

Na osnovu ovog tvrdenja moZemo jednostavno da pokazemo da su neki skupovno-
teorijski pojmovi apsolutni tako §to ¢emo pokazati da se oni mogu definisati pomocu

Ap—formula. Na primer:

XJEORDINAL © VyexVzey(zex)AVyexVze yVvez(vey),

X JE GRANICNI ORDINAL < 3y € x(y = ¥) AX JE ORDINAL AVy € x3z € x(y € 2),
X JE ORDINAL SLEDBENIK <X JE ORDINAL Ay € x(y = y)A X NIJE GRANICNI
ORDINAL,

X JE KONACNI ORDINAL © 3y € x(¥ = y) V (x JE ORDINAL SLEDBENIK AVy €
x(m3z€ y(z=2z) vV y JE ORDINAL SLEDBENIK),

X JE @ < X JE GRANICNI ORDINAL AV y € x(y JE KONACNI ORDINAL).

Definicija ordinala koju smo sada dali (ordinal je tranzitivan skup ¢iji je svaki element
tranzitivan) nije ista kao nasa definicija s pocetka ovog poglavlja (ordinal je tranzitivan
skup dobro ureden relacijom €), ali nije teSko da se u ZFC (ili u nekoj slabijoj teoriji)
pokaZze da su ove dve definicije u stvari ekvivalentne.

Nisu svi skupovno-teorijski pojmovi apsolutni za tranzitivne klase. Recimo, relacija
¥ < x jeste apsolutna za sve tranzitivne klase, poSto mozemo da je definiSemo pomocéu

Ap—formule: y € x © Vz € y(z € x). Neka je ¢(x,y) ova poslednja formula. Dalje,
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neka je v (x, v) formula Vy(y € v < ¢(x, y)). Ovu smo formulu zapisivali kao v = 2 (x).
Imamo da vazi °(x,v) , gde je klasa C tranzitivna, akko za svako y € C vazi: y € v
akko ¢°(x, y) akko ¢(x, y) akko x € y. Posto za svako y iz v imamo da y € C, na osnovu
tranzitivnosti od C, svaki takav y iz v ¢e biti podskup od x, i v ¢e da sadrzi sve pod-
skupove od x koji se nalaze u C. Ovo ne moraju da budu svi podskupovi skupa x, tj.
v=2(x)NC, pamoZemo imati da je 22(x) N C # & (x). Evo jednog primera koji ¢e ovo
da ilustruje. Klasa svih ordinala Ord je tranzitivna. Medutim, za svaki ordinal @ € Ord
imamo da vazi (Ord, €) |= Z(a) = a + 1. Recimo, (Ord, €) = £2(2) = 3, posto su u ovoj
strukturi elementi skupa 3 tacno oni ordinali (elementi klase Ord) koji su podskupovi
ordinala 2, ato su0, 1i2. Naravno, u V vazi daje 22(2) = {0, 1, {1}, 2} # {0, 1, 2}.

Sledec¢i pojam koji ¢e nam biti neophodan u nastavku rada je pojam elementarnog

podmodela:

DEFINICIJA 57. Ako su .4 = (M,E) i &/ = (N, E) dve strukture jezika £Lzrc i vazi
N < M, onda kaZzemo da je A elementarni podmodel od .4, $to oznacavamo sa A" <

M, akko za svaku formulu ¢(x1, ..., x,) jezika £z ¢ iza sve elemente a;, ..., a, iz N vaZzi
N Eolay,....an) © M E@(a, ..., ay).

Da bismo videli kako pojam elementarnog podmodela moZe da se upotrebi, prvo
¢emo da dokazemo jednu teoremu koja ¢e posebno da nas zanima u kasnijim delovima
ovog rada. Da bismo je dokazali, bice nam potrebna sledeca lema (varijanta tvrdenja

koje se ponekad zove i TARSKI-VOTOV TEST):

LEMA 58. Neka je C klasa i ¢, ..., ¢, niz formula jezika £7rc koji je zatvoren za
potformule, tj. svaka potformula formule koja se nalazi u ovom nizu, se takode nalazi
u ovom nizu. Formule ¢, ...,p, su apsolutne za C ako za svaku formulu ¢;(y1,.... ¥m)

koja je oblika 3x¢ j(x, y1,..., Yym) vazi

Vy1..ym € CAx@(x, y1,.., ym) = AX € C (X, y1,..0, Ym))-
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DokAz. Dokazujemo indukcijom po duZini formule ¢;. Pretpostavimo da je tvr-
denje dokazano za sve formule manje duZine od ¢;. Ako je formula ¢; atomska, onda
je ona apsolutna za C. Takode, ako je ¢; oblika ¢ ; A @ ili ¢}, onda na osnovu ap-
solutnosti formula ¢ i ¢ mozemo da zakljuc¢imo da je i formula ¢; apsolutna za C.
Pretpostavimo da je ¢; oblika 3x¢;(x, y1,..., ym) i uzmimo neke y;...y, € C . Onda

imamo da vazi

(pl-c( Y1,---¥Ym) < (naosnovu definicije relativizacije)
dx e C(pjc(x, V1, ¥Ym) < (naosnovu apsolutnosti od ¢;)
dxeCyp;j(x,y1,...,ym) < (naosnovu pretpostavke iz tvrdenja)

dx¢;(x, y1,...Yym) < (naosnovu definicije relativizacije)

(Pi(J/I,---,J/m)-
[l

Sledece tvrdenje se zove TEOREMA REFLEKSIJE i njime ¢emo detaljnije da se bavimo

u Sestoj glavi ovog rada:

TEOREMA 59. Neka je Z : Ord — V klasna funkcija koja ima sledece osobine:

(1) za svaki par ordinala a i 3, takav da vazi a < 3, imamo Z(a) < Z(B),
(2) ako jey granicni ordinal, onda je Z(y) = Ug<y Z(@),

(3) V=Ugeora Z(a).

Za svaki niz formula ¢, ..., @, i svaki ordinal a, postoji ordinal > a, takav da su for-

mule ¢, ...,p, apsolutne za Z ().

DokAz. Neka su ¢y, ..., ¢, formule jezika £zrc. MoZemo da pretpostavimo da je
ovaj niz formula zatvoren za potformule. Neka je a ordinal. Na osnovu prethodne
leme, bi¢e dovoljno da pokaZemo da postoji f > a takav da za svaku formulu

@;i(y1,-.» Ym;) koja je oblika Ix¢; (x, y1,..., ym,) vaZi

(1.6.1) VY1.Ym € Z(B)Ex@ (X, y1,.000 Ym;) = IXE Z(B)Pj (X, Y100 Yimi))-
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Za svako 1 < i < n definisacemo jednu funkciju F; na sledec¢i nacin: pretpostavimo
daje ¢;(y1,..., ym;) oblika 3x¢@;(x, y1,..., ym;). Neka je F;(by, ..., by,) = 0, ako ne postoji
a takvo da ¢j(a, by, ...,by,) vazi u V. Ako postoji takvo a, onda neka je F;(by, ..., biy;)
najmanji ordinal 6 takavda a € Z(5).

Sada ¢emo da konstruiemo niz ordinala {fy | k <) na slede¢i nacin: neka je
Po = a. Ako je Py definisano, neka je fr+; najmanji ordinal > §; takav da za svaku
formulu ¢;(y1,..., ym;) isve by, ..., by, iz Z(Py), vazi da je F;(by,...,bm,) < Pr+1. Neka je
B = Uk<w Br- Na osnovu konstrukcije od f lako moZe da se proveri da je F;(by, ..., by,) <
B, za svaku formulu ¢; (y1, ..., ym;) i sve by, ..., by, iz Z(pf). Medutim, na osnovu defini-
cije funkcije F; onda sledi da vazi (1.6.1), pa je svaka od formula ¢; apsolutna za Z(f),

gdeje f>a. U

MoZemo da primetimo da funkcija @ — V,, zadovoljava uslove iz prethodne teo-
reme. Ako mesto o opstijoj hijerarhiji Z(a) govorimo o kumulativnoj hijerarhiji V,

onda TEOREMA REFLEKSIJE glasi:
TEOREMA 60. Za svaki niz formula ¢, ..., ¢, vazi
ZFEVYa3p > aly,..., 9, suapsolutne za Vg).

Na osnovu prethodnog tvrdenja moZemo da zaklju¢imo da ako su aksiome teorije
ZFC istinite u V, onda za svaki konacan skup aksioma {¢1, ..., ¢} teorije ZFC postoje
proizvoljno veliki nivoi kumulativne hijerarhije Vg, takvidaje (Vy,€) E @1 A ... A@y.

Sledeca teorema je takozvana LEVENHAJM-SKOLEMOVA TEOREMA:

TEOREMA 61. Neka je 4 struktura jezika £zrc. Za svako X < M, postoji elemen-

tarni podmodel N < M, takav davazi X <€ N i|N|<|X]|+Ry.

Dokaz. Slicno kao i u dokazu prethodne teoreme, bi¢e dovoljno da pokazemo da
postoji A& < 4 takavda X € A, |A] < |X|+ Ry i za svaku egzistencijalnu formulu

@(x,Y1,..,Yn) isve by, ..., b, € A takve da vazi

M =Txp(by, ..., by),
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postoji a € A, takvo da vazi
M |: (P(a; bl) ceey bn)

Za svaku formulu ¢(x, y1, ..., y») moZemo da definiSemo funkciju f,, : 4 n #, tako

da zasve by, ..., b, € 4, ako vazi
M =3Axp(by, ..., by),

onda vazi i

M |: (p(f(p(bl!"-) bn)) bl) ceey bn)

Za svako X < ./, neka je Sk(X) zatvorenje skupa X za funkcije f,. Ove se funk-
cije zovu jo§ i Skolemovim funkcijama, a skup Sk(X) se zove i Skolemova ljuska skupa
X. Posto formula jezika £z rc ima prebrojivo mnogo, toliko ¢e da bude i Skolemovih
funkcija f,. Dakle, za svaki skup X < .4 cemo imati da vazi |Sk(X)| < |X|+R,. S druge
strane, struktura .4 €iji je domen Sk(X), e da zadovoljava sva egzistencijalna tvrdenja
sa parametrima u .4 koja su zadovoljena u .4, pasledi da je .4 elementarni podmodel

od 4. ]

Neka je, kao i gore, {¢1,...,¢,} jedan konacan skup aksioma teorije ZFC. Kao $to
smo ve¢ rekli, ako je V model teorije ZFC, onda na osnovu teoreme refleksije postoje
proizvoljno veliki nivoi V; koji su modeli ovog skupa aksioma. Uzmimo jednu takvu
strukturu (Vg, €). Na osnovu prethodne teoreme sledi da ova struktura ima prebrojiv
elementarni podmodel A < (V,€), pa A |= @1 A...A@,. Daovaj podmodel uvek moze

da bude i tranzitivan, govori nam slede¢a teorema:

TEOREMA 62. Neka je C klasa i R dobro zasnovana, skupovna relacija na C koja je
ekstenzionalna, tj. Vx,y € C(Vz € C(zRx — zRy) — x = y). Tada postoji tranzitivna

klasa D iizomorfizamn : (C,R) — (D, €).

Doxkaz. Izomorfizam 7 definiSemo rekurzivno na sledeéi nacin: za svako a € C
neka je n(a) = {m(b) | b€ extr(a)}. Neka je D = {n(a) | a € C}. Prvo treba da pokazemo

da je 7 injekcija. Pretpostavimo da ovo nije slucaj i neka je a € C minimalan element
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u odnosu na relaciju R, takav da za neko b € C, imamo da vazi a # bin(a) = n(b). Na

osnovu definicije funkcije 7 onda imamo da vazi:
{n(c)| ceextp(a) ={n(c)| ceextr(b)}.

Medutim, na osnovu R—minimalnosti od a sledi da je extgr(a) = extr(b). Posto je
relacija R ekstenzionalna, imamo da je a = b, $to je nemoguce, pa je funkcija 7 injek-
cija. Da je funkcija 7 surjekcija sledi na osnovu definicije ove funkcije.

S druge strane, ako su a, b € C takvi da vazi aRb, onda je m(a) € m(b). U suprotnom
smeru, posto je funkcija 7 injekcija, onda ako je 7 (a) € m(b), imamo da vaZzi a € extr(b),
tj. aRb. Dakle, funkcija 7 je izomorfizam.

Ostaje nam da pokaZemo da je D tranzitivna klasa. Pretpostavimo da b € a € D.
Posmatrajmo c iz C takvo da je n(c) = a. Na osnovu definicije funkcije r, sledi da je b

oblika 7(d), za neko d iz extg(c). Dakle, d € C, paimamo da je b =n(d) € D. U

Teorema koju smo upravo dokazali zove se TEOREMA MOSTOVSKOG O KOLAPSU.
Struktura (D, €) iz teoreme zove se kolapsom Mostovskog strukture (C, R), a izomorfi-
zam 7 se zove jo§ i kolabirajuca funkcija. Ve¢ smo videli da ako je {¢1,...,¢,} konatan
skup aksioma teorije ZFC, i teorija ZFC ima model, onda postoji prebrojiv model ovog
skupa aksioma. TEOREMA MOSTOVSKOG O KOLAPSU nam omogucava da tvrdimo viSe:
pod uslovima koje smo naveli, ovaj skup aksioma ima tranzitivan, prebrojiv model.

Prethodna tvrdenja nam pruzaju uvid u to kada neki konacan fragment teorije ZFC
ima model, i kakva je struktura ovih modela. Ovi rezultati imaju jo$ neke zanimljive
posledice. Recimo, jedna od posledica TEOREME REFLEKSIJE jeste da ZF nije kona¢no
aksiomatska teorija. Jer, pretpostavimo da postoji konacan skup aksioma I" teorije ZF
takav da vazi I' = ZF. PoSto ZF dokazuje TEOREMU REFLEKSIJE, neka je f najmanji
ordinal takav da je (Vg,€) F I'. Imamo dakle i (Vg,€) = ZF. PoSto ZF dokazuje da
postoji ordinal «, takav da je (Vy,€) = I ovo mora da vazi i u (Vg, €), pa ZF dokazuje
da postoji ordinal a <  takav da vazi (Vy, €) |= I'. Ali ovo protivre¢i minimalnosti od 8,
pa ZF nije konac¢no aksiomatska teorija. Nije tesko da se vidi da smo u dokazu ovog

rezultata takode mogli da se pozovemo i ne drugu Gedelovu teoremu o nepotpunosti.
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Ne treba gubiti iz vida da je TEOREMA REFLEKSIJE jedna shema teoreme. Dakle, po
jedna teorema za svaku instancu formula ¢;,...,¢,. Inace bismo mogli da zakljucu-
jemo na sledecinacin: ZFC dokazuje da svaki konacan skup aksiomaI ove teorije ima
model. Medutim, ZFC dokazuje i teoremu kompaktnosti logike prvog reda: ako je =
beskonacan skup recenica takav da svaki njegov konacan podskup ima model, onda i
2 ima model. Dakle, ZFC dokazuje da ZFC ima model, pa je ZFC inkonzistentna te-
orija. Ovde se radi o sledecem: ZFC ne dokazuje ,ZA SVAKI KONACAN SKUP AKSIOMA I
TEORIE ZFC, I IMA MODEL". Ve¢, za svaki konacan skup aksioma I' teorije ZFC, ZFC
dokazuje ,I' IMA MODEL".

Do sada smo govorili o modelima konac¢nih fragmenata teorije ZFC. U nastavku
¢emo da kaZemo nekoliko reci o tome kako izgledaju modeli Citave ove teorije.

Neka je ZFC - Inf + 7Inf teorija koja se dobija kada skupu aksioma ZFC ume-
sto aksiome beskonacnosti pridruzimo njenu negaciju. Skup V,, ¢iji su elementi svi
nasledno konacni skupovi, je model teorije ZFC — Inf + ~Inf, tj. (V,,€) F ZFC —
Inf +-Inf. Unutar strukture (V,,, €) mozemo definisati skup prirodnih brojeva kao i
standardne operacije nad njima, pa pokazati da (V,,, €) zadovoljava sve aksiome teo-
rije (koja je uzajamno interpretabilna sa) PA. Na sledeCem nivou, struktura (V,,1,€)
zadovoljava sve aksiome teorije (koja je uzajamno interpretabilna sa) PA?, aritmetike
drugog reda, dok (V,,42, €) zadovoljava sve aksiome teorije (koja je uzajamno interpre-
tabilna sa) PA3, aritmetike tre¢eg reda. Na ovaj na¢in moZemo da sagledamo niz sve
jacih aritmetickih teorija unutar teorije ZFC.

Medutim, §ta je sa samom teorijom ZFC? Videli smo da, sluze¢i se njenim sred-
stvima, moZemo otkloniti problem nedokazivosti konzistentnosti koji se pojavljuje u
slucaju aritmetike. Ali, ako je i sama konzistentna, teorija ZFC ne dokazuje sopstvenu
konzistentnost $to je opet posledica Gedelove druge teoreme o nepotpunosti. Da stvar
bude gora, izraZzajna mo¢ teorije skupova otvara vrata mnogim problemima koji su
mnogo blizi uobicajenoj matematickoj praksi od reCenica koje tvrde konzistentnost

formalne teorije, a koji su i dalje neodlucivi na osnovu trenutno prihvacenih aksioma.
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Ve¢ smo napomenuli da je (V,,,€) model teorije ZFC — Inf + ~Inf . Modeli te-
orije skupova koji su ove vrste, (Vy,€) gde je V, neki inicijalni segment kumulativne
hijerarhije, ¢e posebno da nas zanimaju u nastavku ovog rada. Takvi se modeli na-
zivaju prirodnim modelima teorije skupova [Montague and Vaught, 1959]. Kada je
(Vg,€) = ZFC?

Prvo, svaki skup Vj je tranzitivan. Ovo je dovoljno da se pokaZe da (Vg, €) FAKSIOMA
EKSTENZIONALNOSTI, (V, €) FAKSIOMA REGULARNOSTI i (Vy, €) FAKSIOMA UNIJE. Pro-
verimo, primera radi, da vazi (V,, €) FAKSIOMA EKSTENZIONALNOSTI. Za proizvoljne
X,y € Vo imamo da vazi (Vy,€) = Vz(z€ x — z € y) akko za svako z € V, vazida z € x
akko z € y, tj. ako x i y imaju iste elemente u V,. Medutim, posto je skup V, tranziti-
van, on sadrZi sve elemente svojih elemenata, pa x i y imaju iste elemente i jednaki su.
Dakle, (Vy,€) EVz(zex—z€y) —x=1. Sto se aksiome unije tiCe, treba primetiti da
je, za svaki skup x, p(Ux) < p(x) paako imamo x € V,, ondaimamo i Jx € V.

Aksioma beskonacnosti ¢e da vazi u svakom (Vy, €) takvom da je a = w + 1. Ovo je
zato $to za svaki takav @ imamo da w € V. Ako je a granic¢ni ordinal, onda ¢emo imati
(Va, €) EAKSIOMA PARA i (Vy, €) EFAKSIOMA PARTITIVNOG SKUPA. Jer, ako x, y € Vg, onda
postoji B < a tako da vazi x,y € V4. Tada ¢emo imati da vazi {x, y} € Vg,1 S Vp kao i
P(x) € Vpia S Va.

Da se pokaZe da aksioma izbora vazi u (V,,€) , gde je a grani¢ni ordinal, je takode
jednostavno. Prvo ¢emo da navedemo jednu ekvivalentnu formulaciju ove aksiome:
proizvod neprazne familije nepraznih skupova je neprazan. Drugim re¢ima, za familiju
{x;|i€l}gdejel# @isvako x; # @, vazi daje [[;c; x; # . MoZemo da pokazemo da

vaZzi sledece tvrdenje:

LEMA 63. Ako je A tranzitivan skup, zatvoren za operaciju partitivnog skupa (tj.
xe A= P(x) € A), operaciju unije (x € A= Ux € A) i konacne proizvode (x,y € A=

xx y€ A), onda (A, €) =EAKSIOMA IZBORA.

Dokaz. Dabismo ovo tvrdenje dokazali, pretpostavimoda I € Aida {x; | i € I} € A.
Tada vazi da je I x U{x; | i € I} takode element skupa A. Posto je A tranzitivan skup,

svaki njegov element je ujedno i njegov podskup, pa vazi U{x; | i € I}' € A. Na osnovu
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aksiome izbora, postoji funkcija f iz {x; | i € I}!, takva da za svako i € I vazi f(i) € x;.

Medutim, imamo davazii P(I x U{x; | i € I}) € Apaje funkcija f element skupa A. [J

Vec¢ smo videli da za grani¢ni ordinal @« imamo da je V, zatvoren za operaciju par-
titivnog skupa i operaciju unije, a slicno tome moze da se pokaze da je skup V, za-
tvoren i za konacne proizvode. Dakle, za jedan takav ordinal imacemo da vazi (V, €
) FAKSIOMA IZBORA.

Ako je A tranzitivan skup, onda ¢e shema separacije nakon $to je relativizujemo
na A da kaZe sledece: za proizvoljnu formulu ¢(xy, ..., x,, 1) jezika £z k¢, proizvoljan
skup y iz Aiskupove x,..., X, takode iz A, postoji skup z iz A koji sadrzi tacno one u
iz y za koje vazi (A, €) = ¢(x1,..., X, u). Ovaj skup z je {u€ y| (A €) E @(xy,... Xp, W}
Kada kaZemo da ova instanca sheme separacije vazi u (4, €) to znaci da navedeni skup
pripada skupu A. Dakle, da bismo pokazali da (V,, €) FAKSIOMA SEPARACIJE, gde je a
granicni ordinal, treba da pokaZzemo da za svako y € V, i x1,..., X, € Vg, kao i za svaku
formulu ¢ (x1, ..., xp, w) jezika Lzrc, skup {u € y| (Vo €) E @(x1, ..., Xn, w)} pripada Vg.
Ovaj poslednji skup je podskup skupa y, a posto za V,, vazi da ako x € V,;, onda vazi i
P(x) € Vy, to znaci da (V, €) |=AKSIOMA SEPARACIJE.

Na osnovu ovoga $to smo rekli do sada moZemo da zaklju€imo da je (Vg, €), gde je
a granicni ordinal > w, model svih aksioma teorije ZFC osim aksiome zamene. Re-
cimo, (V,+0,€) je jedan takav model. Medutim, (V,,, €) ne moZe biti model aksiome
zamene, jer postoji formula jezika £z ¢ koja unutar skupa V,,, odreduje surjekciju
izw u w+ w, ali w + w nije element skupa V.. Aksioma zamene zahteva da se u ku-

mulativnoj hijerarhiji popnemo mnogo vise od V.

DEFINICIJA 64. Kardinal « je slabo nedostiZan akko je regularan i grani¢ni kardinal.

Kazemo da je x jako nedostizan akko je regularan i jako grani¢ni kardinal.

Nedostizni kardinali se ponekad u literaturi zovu jo$ i nedostizZivi. Jasno je da je
svaki jako nedostiZzan kardinal slabo nedostiZzan. U nastavku necemo mnogo govoriti o
slabo nedostiznim kardinalima pa ¢emo kada kazemo da je x nedostizan, da mislimo

jako nedostiZzan, osim ako jasno ne kazemo drugacije.
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Ako je x nedostiZzan kardinal, onda (Vj, €) =AKSIOMA ZAMENE. Da bismo ovo poka-

zali, prvo ¢emo da dokaZemo neke jednostavne osobine nedostiznih kardinala:

LEMA 65. Neka jex nedostizan kardinal. Imamo da vaZzi:
(1) za svako x € V, vazi|x| <k,
2) « je fiksna tacka funkcije 3, tj. x = Jy,
3) Vil =x.

DokAz. 1) Dokazac¢emo da za svako @ < x imamo da vazi |Vy| < x. Ovo poslednje
tvrdenje se dokazuje transfinitnom indukcijom po ordinalu @. Pretpostavimo da je
a <« idavazi |Vp| < «, za svaki ordinal § < a. Ako je a oblika + 1, za neki ordinal
B, onda na osnovu induktivne hipoteze imamo da vazi |V, | = 2Vl < K, posto je k jako
granic¢ni. Ako je & granicni ordinal, ondaje |V, | = sup {| Vﬁ| | B < a}. Posto je na osnovu
induktivne hipoteze |Vﬁ| <k ivazi|al < x, imamo da takode vazii |V,| < x , poSto je x
regularan kardinal.

2) Treba samo da primetimo da na osnovu dokaza tvrdenja 1) imamo da vaZi sle-
dece: 34 <« , za svako a < k. Na osnovu ovoga sledi da je Iy = k.

3) Posto je x kardinal > w, imamo da je | Vx| = Jx = «, na osnovu TEOREME 47 i

tvrdenja 2). U

Vratimo se sada aksiomi zamene i pretpostavimo da je x nedostiZzan kardinal. Ta-

kode, pretpostavimo da je ¢(x, y) formula jezika £, ¢ takva da vazi
(Vi, €) EVXVyValp(x, y) Ap(x,2) — y = 2).

Neka je

u={yeVildxev((Vi,e) Epx,y)}.

Treba da pokaZemo da za svaku formulu ¢(x, y) i za svaki element v skupa V, imamo
da vazi u € Vi. Posto je u < Vi, imamo da vazi p(u) < x. Treba medutim da pokazemo
daje p(u) <x. Nekaje F(x) =ger p(y) + 1, gde je (V, €) = ¢(x, y) , ako takvo y postoji u
Vi; inace neka je F(x) = 0. Tada ¢e da vazi da je p(u) = sup{F(x) | x € v}. PoSto v € Vi

a Kk je granicni ordinal, sledi da v € V,, za neko a < k. Posto je, kao $to smo gore videli,
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Vgl < x, sledi da je |v] < x. Kako je F funkcija koja slika v u «, a « je regularan, sledi
daje p(u) = sup{F(x) | x€ v} <k pa u € Vi, $to je i trebalo dokazati. Dakle, ako je x
nedostizan kardinal, onda (Vj, €) |=AKSIOMA ZAMENE.

Postojanje nedostiznih kardinala je nedokazivo u teoriji ZFC, ako je ova teorija
konzistentna. Ovo je posledica druge Gedelove teoreme o nepotpunosti. Kada bi nji-
hovo postojanje bilo dokazivo unutar ZFC, onda bismo u ovoj teoriji mogli da doka-
Zemo da ova teorija ima model, tj. da je teorija Z FC konzistentna, $to protivreci drugoj
Gedelovoj teoremi.

U nastavku ¢emo da damo jo$ jedan dokaz tvrdenja iz prve recCenice prethodnog
pasusa koji se ne oslanja na Gedelovu teoremu. Neka je Card(x) skracenica za formulu
jezika £z rc kojom se tvrdi da je x kardinal. Dalje, neka su Ord(x), Reg(x), SL(x) i In(x)
skracenice za formule istog ovog jezika kojima se tvrdi da je x ordinal, regularan, jako

granicni i nedostiZzan kardinal, tim redom.

LEMA 66. Ako je a granicni ordinalix € Vy , ondaIn(x) © (Vg,€) |=In(x). Drugim

recima, formulaIn je apsolutna za takvo V,, .

DokAz. Pretpostavimo da je a granic¢ni ordinal i da x € V,. Prvo ¢emo da po-
kazemo da vazi Ord(x) © (V,,€) |= Ord(x). To je jednostavno, posto formula Ord(x)
moZe da bude ona kojom smo definisali ordinale na pocetku ovog odeljka. To je jedna
Ap—formula, a ove su formule apsolutne za tranzitivne klase na osnovu TEOREME 37.

Sada ¢emo da pokaZzemo da vaZzi Card(x) < (V, €) = Card(x). Kardinale smo defi-
nisali kao inicijalne ordinale, tj. x je kardinal akko ne postoji bijekcija f : f — x za neko
B < k. Pretpostavimo da vazi Card(x). Nije tesko da se pokaZe da postoji Ag—formula
Bi(x) jezika ZzFc za koju vazi Bi(x) & x JE BUEKCIJA. PoSto smo pretpostavili da vazi
Card(x), ne postoji bijekcija f : p — x za neko < x. Posto je formula Bi apsolutna za
tranzitivne klase, takva bijekcija ne postoji ni u V,; dakle (V,, €) = Card(x). U suprot-
nom smeru, pretpostavimo da vaZzi (Vy, €) |= Card(x) i da postoji bijekcija f: f — x za
neko B < k. Posto je f < Bxx € P(P(PUK)), sledi da je p(f) < p(x) +2. Posto je a
granicni ordinal, imamo da x € V), zaneko y < a. Sledida f € V),» €V, pa f € V.

Posto je ovo nemoguce, imamo da je Card (k).
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Pokazimo da vazi Reg(x) < (Vg,€) = Reg(x). Dokazujemo smer sleva na desno.
Pretpostavimo da je k regularan kardinal, tj. cf(x) = x. Ovo moZemo da izrazimo na
sledeci nacin: ne postoji ordinal § < x i funkcija f : f — « koja je kofinalna u x. Kao
i pojam bijekcije, i pojam funkcije je apsolutan za tranzitivne klase. S druge strane,
kofinalnost funkcije f: f — x moZemo da izrazimo kao URng(f) =x,a p(URng(f)) <
p(Rng(f)). Sledi da takvof < x nece postojati ni u Vg, pa imamo (Vg, €) |= Reg(x). U
suprotnom smeru, pretpostavimo da vazi (V, €) = Reg(x) i pretpostavimo, pored toga,
da postoji neko g < « i funkcija f : f — «x koja je kofinalna u x. Za ovo f vazida f € V,,
a kao i u prethodnom slucaju vazice i f € V,, sto je nemogucée. Imamo dakle da vazi
Reg(x).

Dokazujemo da vazi SL(x) < (Vg, €) |= SL(x). Pretpostavimo da vazi SL(x). Dakle,
24 < «, za svaki kardinal A < k. Ovo je slu¢aj akko postoji injekcija f : 22(1) — «, za svaki
takav kardinal. Kao i u prethodnim slu¢ajevima, mozemo da zaklju¢imo da f € V.
Dakle, (Vg,€) = SL(x). U suprotnom smeru, pretpostavimo da vazi (Vg,€) = SL(x).
Posto je ovo slucaj, imamo da za svaki kardinal A < x postoji injekcija f : (1) — « iz
V. Svaka takva injekcija nam garantuje da vazi 2* < «, tj. SL(x).

Ostaje nam jo$§ da pokaZemo da vaZi k JE NEPREBROJIV < (V,€) |= K JE NEPRE-
BROJIV. Pretpostavimo da je x neprebrojiv; onda ne postoji injekcija f : kK — w. Takva
injekcija nece da postoji ni u Vg, jer je pojam injekcije iz x u w apsolutan za V,. U
suprotnom smeru, pretpostavimo da vazi (V, €) |= k JE NEPREBROJIV kao i da postoji
injekcija f : x — w. Kao i ranije, jednostavno je da se vidi da f € V,, §to je nemoguce,

pa imamo da vaZi je k neprebrojiv. U

TEOREMA 67. ZFCF IxIn(x).

DokAz. Neka je A najmanji nedostiZan kardinal. Na osnovu onoga $to smo rekli
gore, imamo da je (V),€) |= ZFC. Ako ZFC I 3xIn(x), onda (V}, €) |= IxIn(x). Dakle,
mora postojati neki kardinal x < A, takav da vazi (V}, €) = In(x). Na osnovu prethodne
leme imamo da je k zaista nedostiZan kardinal i < A, §to protivrec¢i minimalnosti od

A. U
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Vratimo se za trenutak hijerarhiji skupova H(x) koju smo definisali u prethodnom

odeljku. Neka je ZFC — P teorija ZFC bez aksiome partitivnhog skupa.

TEOREMA 68. Ako jex regularan kardinal veci od Xy, onda je (H(x),€) = ZFC - P.

Dokaz. Svaki od skupova H(x) je tranzitivan, zatvoren za unije, parove i podsku-
pove svojih elemenata, pa ¢e AKSIOMA EKSTENZIONALNOSTI, AKSIOMA REGULARNOSTI,
AKSIOMA UNIJE, AKSIOMA PARA i AKSIOMA SEPARACIJE da vaze u (H(x),€), na osnovu
LEME 50 u prethodnom odeljku. Takode, poSto w € H(x), na osnovu 5) LEME 50, nije
tesko videti da vazi (H(x),€) =AKSIOMA BESKONACNOSTI. Na osnovu 6) iste leme, va-
Zi¢e da (H(x),€) FAKSIOMA ZAMENE. Da se vidi da ¢e vaziti (H(x),€) FAKSIOMA 1Z-
BORA, treba prvo da se proveri da za svako x iz H (k) postoji y takode iz H(x), takvo
da je y dobro uredenje na skupu x . To se postiZe tako $to se prvo proveri da je po-
jam dobrog uredenja apsolutan za H(x). Na osnovu aksiome izbora, za proizvoljno x
iz H(x), postoji dobro uredenje y < x x x. Treba proveriti da ovo y pripada skupu H (k).
Medutim, skup H(x) je zatvoren za proizvode na osnovu LEME 50, pa ako x € H(x),
ondai x x x € H(x). PoSto je H(x) zatvoren za podskupove svojih elemenata, sledi da je

¥y € H(x). O

Sledece pitanje koje moZemo da postavimo jeste: kada je (H(k),€) = ZFC? To Ce
da bude slucaj kada je k regularan, jako grani¢ni kardinal veci od Xy. Drugim re€ima,

kada je x nedostizan:

TEOREMA 69. Ako jex nedostizan, onda je Vi = H(x).

DokAz. Na osnovu TEOREME 49 ve¢ znamo da je H(k) < Vi. Posto je xk nedostiZan,
onda za svako a < k vaZi |Vy| < x, na osnovu dokaza LEME 41. Po§to za proizvoljno x
iz Vi vazi da je x € Vg, za neko a <k, sledi da je p(x) <«, paje TC(x) € Vy(x. Iz ovoga

sledidaje |TC(x)| < x, paimamo da je x € H(x), tj. Vi < H(x). O

Ovaj odeljak o modelima teorije skupova koji su oblika (Vj, €) i (H(x), €), moZemo

da sumiramo na sleded¢i nacin:
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ako je x = w, onda je Vi = H(x), i strukture (Vy,€) i (H(x),€) su modeli svih
aksioma teorije ZFC, sa izuzetkom aksiome beskonac¢nosti;

ako je x granicni ordinal, onda je (Vi, €) model svih aksioma teorije ZFC, sa
izuzetkom aksiome zamene;

ako je x regularan kardinal, onda je (H(x), €) model svih aksioma teorije ZFC,
sa izuzetkom aksiome partitivnog skupa;

ako je x nedostizan, onda je Vi = H(x) i strukture (Vj, €) i (H(x), €) su modeli

teorije ZFC.

U sledecem odeljku ¢emo neSto viSe da kazemo o nedostiZznim kardinalima kojima
smo se bavili u ovom odeljku. Osim toga, definisacemo jos neke klase takozvanih veli-

kih kardinala, koji ¢e posebno da nas zanimaju u nastavku ovog rada.

1.7. Veliki kardinali

U prethodnom odeljku smo videli da, ako je x nedostiZzan kardinal, onda je (Vi, €
) = ZFC, pa postojanje ovih kardinala nije dokazivo u teoriji ZFC na osnovu druge
Gedelove teoreme. Ovi kardinali su najmanji u hijerarhiji takozvanih velikih kardinala,
a aksiome koje tvrde njihovo postojanje zovu se jos$ i jake aksiome beskonacnosti ili
aksiome velikih kardinala.

Neka je In" , za n = 1, tvrdenje POSTOJI NAJMANJE 1 NEDOSTIZNIH KARDINALA. Vi-
deli smo da ZFC ¥ In'. U op$tem slu¢aju ¢emo imati da ZFC +In" ¥ In*"!. Na pri-
mer, teorija ZFC +In? dokazuje postojanje modela teorije ZFC +In!, na sli¢an nacin
kao §to teorija ZFC +In! dokazuje postojanje modela teorije ZFC. Ova su tvrdenja
linearno uredena u pogledu konzistentske snage: za svako n = 1, Con(ZFC +In"*!) =
Con(ZFC +1In"). Ovo ¢e da bude slucaj i sa drugim aksiomama velikih kardinala o
kojima ¢emo da govorimo u nastavku.

Definicija nedostiznih kardinala moZe dodatno da se ojaca, §to ¢e onda da pro-
izvede jace aksiome velikih kardinala. Pretpostavimo da postoji prava klasa nedo-
stiznih kardinala, tj. za svaki ordinal a postoji nedostizan kardinal x > a. Neka je

(to | @ € Ord) strogo rastuci niz koji pobrojava sve nedostiZzne kardinale. Tada ¢emo
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imati daje 1, > Uj<q tn, posto je ¢ f(Un<w tn) = w a svaki nedostiZan kardinal je regula-
ran. Medutim, ako pretpostavimo da postoje granicni ordinali y takvi daje ty = Ug<y La»
onda Ce za takve ordinale da vaZi da je 1y =y, posto je cf(Ua<yta) <y 11y je regula-
ran. Takve ordinale zovemo 1-nedostiznim kardinalima. Pretpostavka o postojanju
1-nedostiznih kardinala je jaca od pretpostavke o postojanju prave klase nedostiznih
kardinala. Ako je x 1-nedostiZzan kardinal, onda je (Vy,€) EPOSTOJI PRAVA KLASA NE-
DOSTIZNIH KARDINALA. Vidimo da ako je x 1-nedostiZan, onda je on x—ti po redu ne-
dostizan kardinal. Ako ovo iteriramo, onda moZemo da kaZemo da je xk a—nedostizan,
za proizvoljan ordinal a, akko je x nedostiZan i za svaki ordinal f < @ imamo da je x
k—ti po redu B—nedostizan kardinal. U ovom kontekstu, 0—nedostiZan kardinali su

prosto nedostizni. Ove napomene moZemo da sumiramo sledecom definicijom:

DEFINICIJA 70. Za svaki ordinal a, definiSemo a—nedostizne kardinale x rekur-

zivno, na sledeéi nacin:

K je 0—nedostizan akko je x nedostiZan;
K je (a+1)—nedostizan akko je k nedostizanix =J{A <k | A JE a—NEDOSTIZAN};

K je y—nedostiZan, za grani¢ni ordinal y, akko je x a—nedostiZan za svako a <

Y.

Da bismo definisali vece kardinale od nedostiZznih i a —nedostiZnih, posluzi¢emo se
nesto drugacijom idejom. Pretpostavimo da postoji prava klasa nedostiZznih kardinala,
tj. za svaki ordinal a postoji nedostiZzan kardinal x > a. Oznacimo ovu klasu sa Jn.
Neka je x beskonacan, regularan kardinal i C < x CLUB u x. Mogli bismo da zahtevamo
da svaki skup C sadrZi nedostiZan kardinal, tj. da je Jnn C # @. Ovo nas dovodi do

definicije Maloovih kardinala, koji ¢e da budu mnogo veci od nedostiZnih:

DEFINICIJA 71. Neka je k beskonacan, regularan kardinal. KaZemo da je x Maloov
kardinal akko je skup
{A <« | AJE NEDOSTIZAN}

stacionaran u x.
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Prisetimo se da je E’ skup svih grani¢nih tacaka skupa ordinala E (v. LEMA 32).

Sledece tvrdenje nam daje bolji uvid u velicinu Maloovih kardinala:
LEMA 72. Ako jex Maloov kardinal, onda je xk x—nedostiZan i skup
{A<x|AJEA-NEDOSTIZAN}

je stacionaran ux.

DokAz. Uzmimo stacionaran skup S = {A <« | A JE NEDOSTIZAN} i definiSimo sku-

pove Cq , za a < K, transfinitnom indukcijom na slede¢i nacin:

Co=SuS§,

Ca+1=(Cqn ),

Cy =Na<y Ca, za granicni ordinal y < k.
Svaki od skupova C, je CLUB u x. To nije teSko da se vidi: svaki stacionaran podskup
od « je neogranicen u «, pa su na osnovu LEME 32 skupovi §'i SUS’ CLU B podskupovi
u k. Takode, za svako a@ < x imamo da je S, = C, N S stacionaran u k. Nije teSko da se
vidi da je Sp = {A <k | A JE a—NEDOSTIZAN} i da je Kk = Ug<x Sq, pa je k k—nedostiZzan.
Takode, ako je D = Aq<xCq, onda je D CLUB u «, pa je skup S* = D n S stacionaran u

k. Medutim, imamo da je S* = {1 <« | A JE A-NEDOSTIZAN}. O

U pogledu konzistentske snage, jasno je da vazi Con(ZFC + 3k x JE MALOOV ) =
Con(ZFC+3x x JE NEDOSTIZAN ), a ako uzmemo u obzir prethodnu lemu vazi i mnogo
vise.

Maloove kardinale smo dobili tako $to smo iterirali svojstva nedostiznosti, pa smo
onda posmatrali one kardinale koji po svojoj veli¢ini svaku takvu iteraciju prevazilaze.
Ovo nije jedini nacin na koji moZemo da definiSemo nove klase velikih kardinala. Jo$
jedan nacin bi bio da posmatramo neko svojstvo najmanjeg beskonacnog kardinala Ry,
pa da onda zahtevamo da postoji kardinal > Xy koji takode poseduje ovo svojstvo. O
jednom takvom svojstvu ¢emo nekoliko reci da kazemo u nastavku.

Ako je X skup i n prirodan broj, sa [X]" ¢emo da oznacavamo skup svih podsku-

pova skupa X koji imaju tacno n elemenata. Ako je {Y1, Y»} jedna dvoclana particija
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skupa [X]", tj. neprazni skupovi Y1, Y> € [X]" sutakvidavazi YinY, = @i YiuYs = [X]",
onda moZemo da se pitamo da li postoji neki veliki podskup H skupa X, takav da je
[H"c Yqili [H]" € Yp?

Da bismo prethodno pitanje bolje ilustrovali, prvo ¢emo da uvedemo neke jedno-

stavne definicije:

DEFINICIJA 73. Graf G je jedan uredeni par (V, E), gde je V skup cvorova grafa G, a
E c V x V skup ivica ovog grafa. Grafovi u kojima su svaka dva ¢vora povezana nekom
ivicom, tj. E =V x V , zovu se potpuni grafovi. Potpune grafove sa n ¢vorova oznaca-

vamo sa K;,.

Grafove mozemo i da bojimo. Jako zanimljivi i duboki problemi u teoriji grafova
ticu se njihovog bojenja. Recimo, mogli bismo da svaku od ivica nekog grafa G obojimo
jednom od dve boje, npr. crvenom ili plavom. Ovakvo bojenje grafova dvema bojama
se zove jo$ i 2—bojenje. Uzmimo na primer potpuni graf sa Sest ¢vorova, Ks. MozZe da
se pokaze da ¢e svako 2—bojenje ovog grafa da proizvede plavi ili crveni trougao (ovo je
graf K3). Ovakav podgraf pocetnog grafa, u kome su sve ivice obojene jednom bojom
zovemo jo$ i monohromatskim. Graf Kg je najmanji graf ove vrste - nije teSko da se vidi
da postoji 2—bojenje grafa K5 takvo da K5 ne sadrzi monohromatski K3. Takode, mozZe
da se pokaZze da ce za svako 2—bojenje, graf K;g da sadrZi monohromatski Kj.

Sada mozZemo da preformuliSemo nase pitanje koje smo postavili gore. Neka je
n =2 iuzmimo da je na$ skup X skup ¢vorova grafa = (X, [X]?). Neka su sve ivice
iz Y, € [X)? obojene crvenom, a sve ivice iz Y> < [X]? plavom bojom. Ovo je jedno
2—-bojenje grafa Z. Pitanje koje smo postavili gore onda glasi: da li postoji neki veliki
podskup H < X, takav da je graf .7 = (H, [H]?) monohromatski?

Da bismo na ovo pitanje mogli da odgovorimo, bi¢e nam neophodne neke defini-

cije:

DEFINICIJA 74. Neka su X i M skupovi, n> 01 f funkcija iz skupa [X]" u M. Ako je
H < X ifunkcija f je konstantna na [H]", onda kazemo da je H homogen za funkciju f.

Ako je | X| =, |[M| = piza svaku funkciju f: [X]" — M postoji H < X koji je homogen
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za f i|H| = A, onda piSemo

K — D)y

Ako postoji f : [X]" — M za koju ne postoji homogen skup kardinalnosti y, onda pi-
Semo

K — (A)Z.

Tvrdenja oblika x — (A1), i k - (A);; zovu se joS i teoreme o particijama ili relacije
particije. Funkcija f : [X]" — M je jedna particija skupa [X]" na | M| blokova ili bojenje
elemenata skupa [X]” u |M| boja. Nase napomene o monohromatskim podgrafovima
grafova K i Kg gore, bi onda mogle u ovoj notaciji da se izraze kao: 5+ (3)5 16 — (3)5.

Da bismo ovaj pojam jo$ malo pribliZili ¢itaocu, dokazacemo jedan osnovni rezul-

tat iz ove oblasti. ReC je 0 REMZIJEVOJ TEOREMI:
TEOREMA 75. Za svakol < n,m < w vaziRo — Ro) 1%,

DokAz. Tvrdenje ¢emo da dokazemo indukcijom po n. Za n =1, ovo je takozvani
Dirikleov princip: ako beskona¢no mnogo objekata stavimo u kona¢no mnogo kutija,
onda ¢e makar jedna kutija da sadrzi beskona¢tno mnogo objekata. Pretpostavimo

"1 — m jedna particija skupa [Ro]*™ u

onda da tvrdenje vaziza n = 1 inekaje f: [N
m blokova.

Zelimo da pokazemo da postoji beskonacan skup E koji ima slede¢u osobinu: (x)
Akosua; <...< a, < a< belementiskupa E, ondaje f({ay,...,an, a}) = f({ay, ..., an, b}).
Dabismo pokazali da takav skup E postoji, prvo ¢emo da definiSemo dvaniza (A4; | i < w)

i(x;|i <w) zakoje ¢e da vazi

Ap2A;2...

kaoi

Xo< X1 <...

Ove nizove definiSemo na sledec¢i nacin: neka je Ay = Ry, a ako je skup A; defini-
san, neka je x; najmanji element ovog skupa. Tada ¢e svako z iz A; \ {x;} da odreduje

jednu particiju g, n—torki skupa {x, ..., x;}, tako $to cemo da imamo gz({le,..., xjn}) =
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f({le,...,xjn,z}). Posto je skup [{xo, ..., x;}]" konacan, postoji samo kona¢no mnogo
razlicitih particija ovog skupa u m blokova. Na osnovu ovoga sledi da postoji beskona-
canskup A;+1 € A;\{x;} takavdasu, za z € A;;1, sve funkcije g, jednake. Dakle, imamo
daje E = {x9, x1, ...} jedan beskonacan skup koji zadovoljava uslov (x) gore.

Uzmimo sada particiju g : [E]" — mzakoju ¢edavazi g({ay,...,an}) = f(a, ..., an, a}),
gdeje a€ Eia> a,. Naosnovu induktivne hipoteze sledi da postoji beskonacan skup
H < E koji je homogen za particiju g. Medutim, na osnovu definicije particije g sledi

da ¢e skup takode H biti homogen i za particiju f. U

Jedna od posledica REMZIJEVE TEOREME, tj. njenog posebnog slucaja Xy — (No)g, je
isledeca: Neka je G = (V, E) potpuni graf, takav da je |V| = Xy. Za svako 2—bojenje ivica
ovog grafa, G sadrzi potpuni podgraf G' = (V/, E') takav da je |V'| =R i G’ je monohro-
matski.

Sledeca dva negativna rezultata su takode klasi¢ni primeri teorema o particijama.
Prvi rezultat je Gedelov, mada su ga nezavisno od Gedela dokazali i Erde$ (Paul Erdds) i

Kakutani (Shizuo Kakutani). Drugi rezultat je dokazao Serpinjski (Wactaw Sierpiriski).

LEMA 76. Za svaki kardinal x vazi:
(D 2%~ (3)2,

2) 2¥ - (x™)3.

DoxkAZ. (1) Posmatrajmo skup S = {g | g:x — {0, 1}}. Definigimo particiju f : [S]* —
Kk na sledeci nacin: f({go,81}) = @, za a < k, akko je a najmanja koordinata takva da
je go(a) # g1(a). Da ne postoji troclani skup A < S takav da je koji je homogen za f
jednostavno je da se vidi, poSto bi to znacilo da postoje tri funkcije gy, g1 i g takve da
su go(@), g1 (@), g2 (@) trirazlicita elementa skupa {0, 1}.

(2) Neka je skup S kao i u prethodnom sluc€aju. Posmatrajmo dva uredenja na ovom
skupu, leksikografsko uredenje <; (go <; g1 akko postoji y < x takvo da je go(y) < g1(y)
i g0(8) = g1(6), za svako 6 < y) i dobro uredenje <,,. Defini§imo particiju f : [S]*> — 2 na

sledeci nacin: f({go,g1}) =0 ako je go <; g1 < go <w &1, inace, neka je f({go, g1}) = 1.

TVRDNJA 77. U uredenju (2%, <;) ne postoje rastudi ili opadajuci nizovi duzine x .
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DOKAZ. Pretpostavimo da nam je dat skup G = {gq | @ <x*} 2%, gde ako je a < 3,
onda je go <; gp. Za svako a, defini§imo y, kao najmanje y < «x takvo da, za neko £,
imamo davazi, go [ Yy =gp [ Y10 = ga(y) < gp(y) = 1. Neka je B, najmanje takvo .

Uzmimo skup F, = {a |y, =}, i pretpostavimo da @, a* € F,. Tada ¢e da vazi g |
Y =8B, | Y =8ax |7, ka01iga(y) = gax(y) =0 < gp,(y) = 1. Dakle, go» < g,

Za svaki par a,a* € Fy imamo da je B, = Bo+. Neka je y ovo ;. Onda ¢e uvek da
vazi F, € 6, , pa cemo imati da je |Fy| < k. Medutim, ™ = Uy« F, $to je nemoguce pa

je tvrdenje dokazano. U

Vratimo se sada dokazu nase leme. Ako je X < S homogen za f, f({go,&1}) =0,
za svaki par funkcija gy, g1 iz X i |X| = x*, onda se leksikografsko uredenje <; i dobro
uredenje <,, slazu na skupu X. Posto je <,, dobro uredenje, sledi da je i <; takode
dobro uredenje. Medutim, na osnovu tvrdenja, imamo da ne moZe postojati podskup

od 2" &iji je tip uredenja = k. O

Videli smo da je posledica Remzijeve teoreme da vazi Xy — (No)g. MozZemo da se pi-
tamo da li postoje neprebrojivi kardinali koji poseduju ovo svojstvo? Na osnovu rezul-
tata Serpinjskog, iz prethodne leme, vidimo da ovi kardinali ne mogu da budu kardinali
sledbenici, tj. za svaki kardinal x ¢éemo imati da vazi x* - (K+)§. Ovo ostavlja mogu¢-
nost da neki grani¢ni kardinal x > Ry zadovoljava x — (x)5. Medutim, sada ¢emo da
pokazemo da svaki takav kardinal ne moZe da bude singularan, pa je njihovo postoja-

nje nedokazivo u ZFC:

TEOREMA 78. Ako jex > Ry kardinal za koji vaZix — (K)g, onda jex regularan i jako

granicni kardinal, tj. x je nedostiZan.

DoKkAz. Pretpostavimo daje x singularaninekajex =J{Sq | a < A}, gde su skupovi
S disjunktni, kardinalnosti manje od x i A < k. Neka je particija f : [k]? — 2 definisana
na sledeci nacin: f({¢,(}) = 1 ako postoji neko a < A takvo da je ¢,{ € Sq, i neka je
f({¢&,¢h) =0 inace. Ako je H < x homogen za ovo f, onda ili je H podskup nekog od
skupova S,, pa je kardinalnosti manje od «, ili sece svaki od skupova S, u tacno jednoj

tacki, pa je takode kardinalnosti < k. Dakle, x je regularan kardinal.
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Pretpostavimo sada da postoji neko A < «, takvo da je 2} = x. Na osnovu LEME 76.2
gore, imamo da je 2* -+ (1*)3, pa sledi da je x - (1*)3 i na kraju x - (x)3. Dakle, « je

jako granicni. U

Na osnovu prethodnog tvrdenja vidimo da se ovde radi velikim kardinalima:
DEFINICIA 79. Kardinal x > Ry je slabo kompaktan akko vazi xk — (K)g.

Slabo kompaktni kardinali su dobili ime po tome $to karakteriSu neke infinitarne
jezike sa jakim svojstvima kompaktnosti. Da bismo mogli da steknemo bolji uvid u
veli¢inu slabo kompaktnih kardinala i da bismo videli da su oni mnogo veci od nedo-

stiznih, bi¢e nam neophodne neke definicije:

DEFINICIJA 80. Drvo 9 = (T,<rt) je parcijalno ureden skup takav da je za svako
x € T skup X = {y |y <7 x} dobro ureden. Za svaki element x iz T , koji zovemo jo$ i ra-
cvomdrveta J, definiSemo njegovu visinu ht (x) udrvetu 9 na sledeci nacin: ht(x) =
jedinstveni ordinal izomorfan sa X. Sa 9, ¢emo da oznacimo a—ti nivo drveta J, tj.
skup svih x iz T takvih daje ht(x) = a. Visina drveta 9 Ce biti najmanji ordinal a takav
daje 9, = @. Maksimalne lance (podskupove skupa T linearno uredene relacijom <7)

udrvetu.J ¢emo zvati njegovim granama.

Za kardinal x kaZemo da ima svojstvo drveta akko svako drvo kardinalnosti x ¢iji
su nivoi svi kardinalnosti < x ima granu kardinalnosti x. Primera radi, kardinal X, ima
svojstvo drveta i ovaj je rezultat poznat kao KENIGOVA LEMA koja je dobila ime po ma-
darskom matematicaru Kenigu (Dénes Konig) koji ju je dokazao. Da X; ovo svojstvo

nema, dokazao je Aronsajn (Nachman Aronszajn).
TEOREMA 81. Ako jex kardinal takav da vaZix — (x)%, onda x ima svojstvo drveta.

DokAz. Nekaje 9 =(T,<r) jedno drvo kardinalnosti x ¢iji su svi nivoi kardinalno-
sti < k. MoZemo da pretpostavimo da je T =«. Za «, f iz T, definiSimo relaciju a <; §,
koja ¢e da Siri relaciju <7, na slede¢i nacin: a <; g akko a <7 fili su a i f neuporedivi

uT (nevazia <y fniti B<ra)ivazia* < f*, gdesua* <y aipf* <y fnajmanjiu T
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koji su neuporedivi. Neka je f : [x]*> — 2 particija takva da je f({a, B}) =0 akoje a <7 f8
ili @ <; B. Neka je skup H < x homogen za f, |H| =« i f({a, 8}) =0, za svaki par a, f iz
H.

Posmatrajmoskup B = {a <« | |{ € H| a <7 B}| = «}. Pokazacemo daje |BnJ;|=
1, za svako y < x. Da bismo ovo videli, uzmimo neki nivo 9y, za y < x. Onda imamo
da vazi |U55y%| < «, paskup H ima x elemenata u 9~ iznad 9. Ako je ¢ € J,, neka
je Hr = {¢ € H|{ <7 ¢}. Tada Ce da vazi da je ‘U(E% H(‘ = k. Medutim, imamo da je
|77| < x, pa mora da postoji neko { € F5, takvo da je |H;| = x. Ovo znatida { € B.

Dakle, B je jedan lanac u 9, kardinalnosti « , pa k¥ ima svojstvo drveta. U

Oslanjajuci se na svojstvo drveta, moZe da se pruzi alternativna karakterizacija slabo
kompaktnih kardinala: « je slabo kompaktan akko je nedostizan i ima svojstvo drveta.
Cinjenica da slabo kompaktan kardinal ima svojstvo drveta je po sebi zanimljiva ali ¢e
nama da posluzi vise kao tehnicko sredstvo da pokazemo da slabo kompaktni kardi-
nali nisu samo nedostizni, ve¢ i Maloovi. Pre nego Sto ovo uradimo bi¢e nam potrebne

sledece dve tehnicke leme:

LEMA 82. Neka je A skup kardinala takav da za svaki regularan kardinal x, skup
AN« nije stacionaran u x. Onda postoji regresivna funkcija Ciji je domen A i koja je

injekcija.

DokAz. Neka je y =JA. Posto je A skup kardinala, i y je kardinal. Tvrdenje ¢emo
da dokaZemo indukcijom po kardinalu y. Ako je y =0, onda je A = @. Takode, akojey =
w, onda je A = {w}. Ako je y oblika A*, onda je A= BU{A*}, za neki skup beskona¢nih
kardinala manjih od A*. Medutim, onda ¢emo imati da je B < x*, pa na osnovu
induktivne hipoteze sledi da postoji regresivna funkcija f na B koja je injekcija. Ovu
funkciju moZemo da prosirimo do skupa A tako $to ¢emo da stavimo da je f(x") =x,
$to nam daje regresivnu funkciju na skupu A koja je injekcija.

Ako je y singularan kardinal, neka je § = ¢ f (y). Takode, neka je (¢ | £ < §) nepreki-

dan rastuci niz kardinala koji je kofinalan u y i vazi daje pp > 6. Za svaki kardinal 1 <y,
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imacemo da vaZi A < py ili postoji ¢ < 6 takvo da je ys < A < pg4. Za svako ¢ < 6 mo-
zemo da primenimo induktivnu hipotezu na An yg, i time dobijemo jednu regresivnu

funkciju g¢ koja je injekcija i Ciji je domen A n pg. Pomocu ovih funkcija sada mozemo

da definiSemo funkciju f ¢iji je domen skup A i koja zadovoljava uslove iz tvrdenja:

&) +1 ako A < py,
JA =1 pe+ g1 (V) ako pg < A< pegy

we ako A = .

Ako je vy jedan regularan, grani¢ni kardinal, onda na osnovu pretpostavke postoji
CLUB C u y takavda je Cnyn A = @. MoZemo takode da pretpostavimo da je Cn
w = @. Neka je (u¢ | & <y) jedan rastuéi niz koji pobrojava skup C. Onda moZzemo,
slicno onome §to smo imali u prethodnom slucaju, da definiSemo funkciju f koja ce

da zadovoljava uslove iz tvrdenja na sledeci nacin:

go(M) +1 ako A < o,

JA =9 pe+ g1 (M) ako g < A< ey

0 akol=yeA

LEMA 83. Ako jex slabo kompaktan i S < x je stacionaran, onda postoji regularan

kardinal A < x takav da je SN A stacionaran u A.

DoKAz. Pretpostavimo da za svaki regularan kardinal A < x, skup SN A nije staci-
onaran u A. Skup C, ¢iji su elementi svi beskonac¢ni kardinali manji od «, je CLUB u
k. Dakle, SN C je stacionaran u k. S druge strane skup SN Cn A nije stacionaran u A,
pa moZemo da pretpostavimo da je skup S u stvari skup ¢iji su elementi beskonacni

kardinali. Neka je (A; | £ < «) strogo rastudi niz koji pobrojava skup S. Neka je

T:{s|5l<f<1<(se HA(ISJEIN]EKCUA)}.
(<¢
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Za svako ¢ <k, skup SN A¢ nije stacionaran ni u jednom regularnom kardinalu, pa
na osnovu LEME 82 postoji regresivna funkcija s koja je injekcija i Ciji je domen skup
SN A:. Postoje SN As ={A; | { < ¢ imamodase T.

Nije tesko videti da je 9 = (T, <) jedno drvo kardinalnosti x. Ta svako @ < x imamo
daje

[T2s= (U Ap)' <x,

B<a p<a

tj. svaki nivo u drvetu J je kardinalnosti manje od k. Na osnovu TEOREME 81, ovo drvo
ima granu B kardinalnosti k. Medutim, onda je |J B regresivna funkcija koja je injekcija

i ¢iji je domen skup S, §to protivreci TEOREMI 40. U
POSLEDICA 84. Svaki slabo kompaktan kardinal je Maloov.

DokAz. Neka je k slabo kompaktan kardinal i C proizvoljan CLUB u . Skup C je
i stacionaran u x, pa na osnovu prethodne leme imamo da postoji regularan kardinal
A <k, takav da je skup C n A stacionaran u A. Medutim, posto je C N A neograni¢en u
A askup C je zatvoren u k, imamo da je A € C. Dakle, svaki CLUB u « sadrZi regularan

kardinal, pa je xk Maloow. [l

Oslanjajuci se LEMU 83, lako moZe da se pokaZe da ne samo §to je skup
So ={A <« | A JEREGULARAN }
stacionaran u x, pa je x Maloov, vec je i skup
S1={A<x | AJEMALOOV}

stacionaran u k. Kardinali koji imaju ovo poslednje svojstvo ponekad se nazivaju hiper-
Maloovi. Jer, ako je x slabo kompaktan, onda je x Maloov, na osnovu POSLEDICE 84.
Ako je C proizvoljan CLUB u «, onda je C N Sy stacionaran u «, pa, na osnovu LEME
83, postoji regularan A < «, takav da je A n Cn Sy stacionaran u A. Ovo znaci da je
A Maloov. Kao i u prethodnom slucaju, sledi da A € C, pa je « hiper-Maloov. Ovaj
argument moze da se iterira pa da se pokaZe da su slabo kompaktni kardinali hiper-

hiper-Maloovi, hiper-hiper-hiper-Maloovi itd.
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Vratimo se za trenutak relacijama particije x — (1) Z Videli smo da za svako 1 <
n,m < w vazi Xy — (Rg)7,. MoZemo da se pitamo da li postoje kardinali « takvi da za
svaku particiju prebrojivih podskupova od x u dva bloka postoji homogen skup kar-
dinalnosti x? Drugim recima, da li postoje kardinali x za koje vazi x — (x)5? U op-
Stijem slucaju, da li postoji kardinal x, takav da vazi x — (1)4, gde je A beskonac¢an?
Takvi kardinali ne postoje. Medutim, u odsustvu aksiome izbora, postojanje ovakvih
kardinala je, uz izvesne pretpostavke, konzistentno sa ZF. Recimo, Martin (Donald
Martin) je pokazao da ako teoriji ZF pridruZimo izvesno tvrdenje koje se zove aksioma
determinisanosti, o kojem ¢e viSe reci biti u glavama [7.1 —7.2] ovog rada, onda vazi
R — (Nl)ﬁl. U ovom okruZenju, kardinal X; poseduje neka svojstva koja ga u izvesnom
smislu €ine jako velikim.

S druge strane, poSto ne moZemo da eksponent u relaciji k — (1) Z ucinimo besko-

nacnim, mozda moZemo da uradimo nesto §to je tome blisko. Evo o ¢emu je rec.

DEFINICIJA 85. Nekaje [X]<® skup svih kona¢nih podskupova od X, drugim re¢ima
[X]<? = {x < X :|x| < w}. Ako nam je data particija f : [k]~“ — u, za skup H <« kazemo
da je homogen za f akko za svako n < w imamo da je f konstantna na [H]". KaZemo da

<o

K— (a);‘” vazi akko za svaku particiju f: [k]~“ — u postoji homogen skup H < « Ciji je

tip uredenja a.

Sluzeci se relacijom particije xk — (a);“’ mozemo da definiSemo jo$ jednu vaznu

klasu velikih kardinala:

DEFINICIJA 86. Za svako a = w, Erdesov kardinal x (@) je najmanji kardinal x takav

davazix — (a)5¢.

Prethodna definicija nam daje jednu rastucu hijerarhiju ErdesSovih kardinala. Na-
ime, ako jew < @ < 3, onda je x(a) < x(f). Svaki ErdeSov kardinal je slabo kompaktan,
pa time i Maloov i nedostizan. Jo$ neke klase velikih kardinala ¢emo da definiSemo u
glavi [6] ovog rada, i tada ¢emo nesto viSe da kaZzemo i o veli¢ini kardinala o kojima

smo u ovom odeljku govorili. Posebno ¢emo na ErdeSove kardinale da se vratimo u
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odeljku [6.4], a u slede¢em odeljku ¢emo da kazemo nekoliko reci o rezultatima koji se

ticu nezavisnosti hipoteze kontinuuma.

1.8. Nezavisnost hipoteze kontinuuma

Vratimo se za trenutak teoriji PA. Posle Gedelovog dokaza teorema o nepotpuno-
sti 1931. dugo se nije znalo postoje li neka prirodna® kombinatorna tvrdenja koja su
istinita u standardnoj strukturi prirodnih brojeva a koja su nedokaziva sredstvima PA.
Sredinom sedamdesetih godina proS$log veka, Paris (Jeff Paris) i Harington (Leo Har-
rington) su [Paris and Harrington, 1978], oslanjajuci se na prethodne rezultate Parisa
i Kirbija (Laurence Kirby) [Kirby and Paris, 1977], dokazali da izvesno proSirenje ko-
nacne Remzije teoreme, iako istinito, nije dokazivo unutar PA. Oni su pokazali da po-
menuto tvrdenje za posledicu ima konzistentnost PA, pa bi tako njegova dokazivost
unutar PA protivrecila Gedelovoj drugoj teoremi o nepotpunosti. Posle ovog rezultata
pojavio se Citav niz tvrdenja koja su istinita a nedokaziva sredstvima PA. Gudstinova
teorema [Kirby and Paris, 1982], Kanamori-Mekalonova teorema [Kanamori and McA-
loon, 1987], Fridmanova (Harvey Friedman) varijanta Kruskalove teoreme [Friedman,
1981], su samo neka od njih. Da bismo dokazali ova tvrdenja, sredstva PA nisu do-
voljna, nego se kao i u sluc¢aju nedokazivosti Con(PA), moramo posluziti ja¢im teori-
jama ne bismo li ih dokazali. Svako od pomenutih tvrdenja dokazivo je unutar ZFC.
Stavise, mnogo slabija teorija PA?, dokazuje svako od njih. Dakle, nepotpunost Pea-
nove aritmetike nije ogranicena na metamatematicka tvrdenja koja lice na ona koja
srecemo u dokazima Gedelovih teorema o nepotpunosti, nego se proteZe i na prirodne
matematicke rezultate.

U slucaju teorije skupova stvari stoje jo$ drastiCnije. Postoje elementarna tvrdenja
jezika teorije skupova koja su neodluciva na osnovu trenutno prihva¢enih aksioma. Si-
gurno najpoznatije od njih jeste Kantorova (Georg Cantor) hipoteza kontinuuma C H:
svaki beskonacan podskup skupa realnih brojeva je ili prebrojiv ili iste kardinalnosti
kao ceo skup realnih brojeva. Posto je 1874. dokazao da postoji bijekcija izmedu skupa

SPrirodnost matematickih tvrdenja nije jednostavno odrediti. U ovom kontekstu, pak, moZemo u svoj-
stvu grube aproksimacije re¢i da su prirodna ona tvrdenja koja se ne pozivaju eksplicitno na aritmetiza-
ciju sintakse ili na pojam formalne dokazivosti.
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svih prirodnih brojeva i skupa svih algebarskih brojeva, ali i da ne postoji bijekcija iz-
medu skupova prirodnih i realnih brojeva, Kantor je otvorio put ,,viS§im beskona¢no-
stima” u matematici. Ono §to je Kantor pokazao bilo je da 2% > Ry, gde je Ry kardinal-
nost skupa prirodnih brojeva N dok je 2% kardinalnost skupa realnih brojeva R. On je
u stvari pokazao i viSe od toga. Naime, ako je A proizvoljan skup, kardinalnost njego-
vog partitivnog skupa 22 (A) je strogo vec¢a od njegove kardinalnosti. Drugim re¢ima, za
proizvoljan kardinal x, imamo da vazi 2* > x (v. TEOREMA 9). Pitanje koje se prirodno
namecde jeste gde se tacno nalazi 2% na skali alefa? Hipoteza kontinuuma kaZe da je

2% upravo prvi veéi kardinal od Ry, tj.

2% = Ry,

Ovo je poseban slucaj uopstene hipoteze kontinuuma GC H koja kaZe da je, za svaki
ordinal @, 2% = R4 ;.

Hipoteza kontinuuma je zaokupljala Kantorovu paZnju sve do kraja njegove mate-
maticke karijere. Iako nije uspeo da je dokaZe ona je bila podstrek za njegovu novo-
stvorenu teoriju skupova. Hipoteza kontinuuma je pronasla svoje mesto kao prva na
cuvenoj listi Hilbertovih (David Hilbert) problema s pocetka XX veka, i iako su mnoga
velika imena tog perioda, ukljucujuci i Hilberta, pokuSavala da sa njom izadu na kraj,
ona je ostala nereSena.

Jedna zanimljiva epizoda vezana za hipotezu kontinuuma datira od 9. avgusta
1904. godine, kada je Kenig (Julius Konig) na tre¢em svetskom kongresu matematicara
u Hajdelbergu predstavio ,dokaz” tvrdenja da 2™ nije alef, tj. da se ne moze dobro
urediti tako da tip njegovog uredenja bude neki od X,Ry,.... VaZan deo ovog dokaza

predstavlja sledece tvrdenje, koje se Cesto naziva Kenigovom teoremom:

TEOREMA 87. Neka je I proizvoljan skup i neka su, za svako i € I, x; i A; kardinali
za koje vaZix; < A;. Tada vaZzi sledeca nejednakost
Z Ki< H ﬂi.
iel iel
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DoKAz. Pretpostavimo da vazi x; < A;, zasvako i € I, inekaje x =) jc;k;i A =
[l;er Ai. Za svako i iz I, neka je [; skup kardinalnosti 1;. MoZemo da pretpostavimo
da su skupovi /; medusobno disjunktni, jer uvek mozemo da mesto /; posmatramo
skup [; x {i}. Posto za svako i iz [ imamo da vazi x; < A;, za svaki skup /; moZemo da
nademo njegov podskup k; koji ¢e da bude kardinalnosti x;, kao i neki element a; iz
li\k;. Nekaje X =Ujerkii Y =[ljerli- Imamo daje |X| =xi|Y|=A. Sada ¢emo da
konstruiSemo jednu injekciju f : X — Y, na osnovu cega Ce da sledi da je x < A. Za
svako x iz X , neka je f(x) jednak nizu (y; | i€ I), gde je y; = x, ako x € k;, i y; = a;
inaCe. Da bismo proverili da je funkcija f injekcija, uzmimo neke x; # x; iz X, takve
daje y = f(x1) i z = f(x2). Ako postoji neko i € I, takvo da vaZi x;, x» € k;, onda je
Vi = X1 # X2 = z;. S druge strane, ako za i # j imamo da vazi x; € k; i x; € kj, onda
imamo da je y; = x; # a; = z;. PoSto u oba ova slucaja imamo da je y # z, sledi da je
funkcija f: X — Y injekcija.

S druge strane, posluzi¢emo se idejom Kantorovog dijagonalnog argumenta da po-
kaZzemo da proizvoljna funkcija g : X — Y ne moZe da bude surjekcija. Za svako i € I,
neka je p; : Y — I; i—ta projekcija. Takode, neka je B; = {p;(g(x)) | x € k;}. Skup B;
je podskup skupa /;, kardinalnosti najviSe x;, pa uvek postoji neko b; € [; \ B;. Treba
da uoc¢imo da niz b = (b; | i € I) € Y nije element skupa Rng(g). Jer, ako x € X, onda
x € k;j, zaneko i iz I, pa p;(g(x)) € B; a p;(b) = b; ¢ B;. Imamo dakle da je g(x) # b, pa

funkcija g : X — Y nije surjekcija. U

SluZze¢i se ovim rezultatom, Kenig je nameravao da pokaZze da 2™ nije alef na sle-
deéi nac¢in: pretpostavimo da je 2% = R, za neki ordinal . Ako posmatramo w—niz
Ra+1,Rg+2,..., M0oZemo da primetimo da je njegov supremum Ry, jednak sumi

Z Rag+n-

n<w

Na osnovu Kenigove teoreme gore, znamo da je

H Na+n+1 > Z Na+n-

n<w n<w
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Odavde sledi da je

1) Raro) > Raso.

Sledeci rezultat na koji se Kenig pozvao, bila je Bernstajnova (Felix Bernstein) teo-

rema, koju je formulisao u svojoj tezi iz 1901. godine:
(NIB)N" =Rg- 2% 7a svaki ordinal B.

Ako u ovom poslednjem tvrdenju supstituiSemo a + w mesto B, dobijamo (Rg44)™0 =
Rarw - 2%, a posto smo pretpostavili da je 250 = R, sledi da je Ra10)™ = Rgso - Na =
Rq+e- PoSto ovo protivreci nejednakosti (1), sledi da 2%o nije alef.

Kenigov argument je, naravno, pogresSan. Greska lezi u Bernstajnovoj teoremi koja
ne vazi za ordinale f koji su prebrojive kofinalnosti. Medutim, upravo je ovaj slucaj
Bernstajnove teoreme onaj koji je Kenigu bio neophodan za ,dokaz” tvrdenja da 2%
nije alef. Ovaj netacan Bernstajnov rezultat je ,popravio” Hausdorf (Felix Hausdorff)

koji je dokazao sledecu jednakost:

R

R .
Naﬁu =Ros1-N,’, za sve ordinale a, .

Kenigova teorema (TEOREMA 87) koju smo naveli gore nam ipak daje neke infor-

macije o kardinalnosti kontinuuma.

LEMA 88. Ako suk =2 iA =Ry kardinali, onda je c f k) > A.

A

DokAz. Pokazacemo da ako je x; < x*, za svako i € [ i |I| = A, onda vazi da je

Yicrki < x*. Medutim, na osnovu TEOREME 87, ovo je lako da se vidi:
iel ]

Y ki< HK/’L = M = 1M = g A

iel iel

O

Na osnovu prethodne leme imamo da je cf(2%) > Ry, pa kontinuum ne moze da
prebrojive kofinalnosti. Ovo iskljucuje kardinale kao $to su X, ili X .~ kao moguce kar-

dinalnosti kontinuuma, primera radi.
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I pored ovog Kenigovog rezultata, dugo nije bilo veeg napretka na polju CH. Prvi
znacajan pomak u njenom reSavanju dogodio se 1938. godine kada je Gedel dokazao

da su CH kao i GCH konzistentne sa aksiomama ZFC.

TEOREMA 89. Pretpostavimo da je ZFC konzistentna teorija. Onda ZFC¥ —CH i

ZFCF GCH.

Metoda kojom se Gedel posluzio u dokazu prethodne teoreme naziva se metodom
unutrasnjih modela. Ukratko, on je, rade¢i u teoriji ZF, definisao minimalan unutra-
$nji model L teorije ZFC i pokazao da su unutar modela L hipoteze CH i GCH istinite.

Ovaj Gedelov model L, zove se jo$ i konstruktibilni univerzum:

DEFINICIJA 90. DefiniS§imo skupove L, za svaki ordinal a , na slede¢i nacin:
LO = ¢)
La+1 = @(LQ))
Ly =Ua<y La, za granicni ordinal y.

Na kraju, neka je L = Ugecord La-

Vidimo, dakle, da konstrukcija unutra$njeg modela L prati konstrukciju kumula-
tivne hijerarhije V sa klju¢tnom razlikom da dok u slucaju definicije od V u naslednom
koraku V41 = 22 (Vy) sakupljamo sve podskupove prethodnog nivoa u sledeci nivo, u
izgradnji klase L skup Ly+; definiSemo tako da sadrZi samo definabilne podskupove
skupa Ly (v. DEFINICIJA 54 u odeljku [1.6]). Na ovaj nacin ,kontroliSemo” operaciju
partitivnog skupa, dodajuci samo one podskupove koji su neophodni da bi L bio mo-
del aksioma teorije ZFC.

Neke jednostavne osobine nivoa konstruktibilnog univerzuma navodimo u slede-

¢oj lemi:

LEMA 91. Za sve ordinale a i p vazi:
(1) Ly SVy,azaa<wvaiiLy, =V,
(2) Lq je tranzitivan skup,

(B) p<a=Lg<S Ly,
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4 p<a=>LgeLyifE€ Ly,
(5) zaa =z w,|Ly| =|al,
(6) a S Ly,

(7) LynOrd =a.

DokAz. Prvideo tvrdenja 1) se dokazuje transfinitnom indukcijom po ordinalu «,
oslanjajuci se na ¢injenicu da je 2 (x) < £ (x), za svaki skup x. Drugi deo ovog tvrdenja
¢e da sledi nakon $to pokazemo da je L, = V,,, za svaki prirodan broj n. Medutim,
ve¢ smo pokazali da ako je x konacan skup, onda je 2(x) = 22(x) (v. napomene posle
DEFINICIE 54 u odeljku [1.6]).

Tvrdenja 2) i 3) takode dokazujemo transfinitnom indukcijom po a. Ako je @ = 0ili
je a grani¢ni ordinal, onda oba tvrdenja slede jednostavno. Ako je a = f+ 1, pretposta-
vimo da x € Lg. Formula y € x (ovde je x parametar) definiSe skup x' = {ye Lglye x}.
Posto je na osnovu induktivne hipoteze skup Lg tranzitivan, iz y € x sledida y € Lg, pa
imamo dajex=x"ix€ Lgi1 = Lq. Dakle, Lg € Lq. S druge strane, ako x € Ly, onda
x € Lg, pana osnovu prethodnog tvrdenja imamo x € L,. Dakle, skup L, je tranzitivan.

Formula x = x definiSe skup Lg u Lg, pasledida Lg € 2(Lg). Takode, f={x€ Lg| x
JE ORDINAL)'S} € Ly, pa je time je tvrdenje 4) dokazano.

Da bismo dokazali 5), pretpostavimo da je @ = w. Na osnovu 1) znamo da je |L,| =
|Vl = Rp. Pretpostavimo da vaZi |L,| < |al|. PoSto je svaki element skupa L,+; odreden
jednim kona¢nim nizom elemenata iz skupa L, i jednom formulom jezika £ ¢, kojih

ima prebrojivo mnogo, onda vazi
<
Ll < |L3|lol <lal = la+1].
Ako je y grani¢ni ordinal, onda vazi

|LY| =

U L

w=sa<y

= ) lal=|y|.

w=sa<y

Da bismo dokazali da vazi i |a| < |L4l, treba samo da primetimo da na osnovu 4)

sledi da je a < L, $to nam daje |a| < |L,|. Dakle, ako je @ = w, onda vazi |L,| = |a].
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Tvrdenja 6) i 7) takode slede iz tvrdenja 4) posto, kao §to smo napomenuli, za svaki

ordinal « imamo davazi @ € Ly ;. [

Na osnovu prethodnog tvrdenja moZemo da vidimo da se hijerarhije Li V slazu sve
do nivoa w + 1. Sa jedne strane imamo da je |L,+1| = |w + 1| =Ry, a s druge | V41| = 280,
Na sledecem nivou imamo da je |L,+2| = X dok je |V,41| = 22 itd. Nivoi L, ¢e da
ostanu prebrojivi, za svaki prebrojiv ordinal a, dok ¢e kardinalnost nivoa V, da raste
veoma brzo. S druge strane, obe ove hijerarhije sadrZe sve ordinale; za svaki ordinal «
imamodavazZia € Lyy1 \ Lgia € Vyyq\ Vg, pase LiV nerazlikuju po svojoj ,visini”.

Medutim, Gedel je pokazao da je konzistentno sa aksiomama teorije ZF da isti
skupovi mogu biti izgradeni u oba ova slu¢aja. Drugim re¢ima, V = L, i ovo je Ge-
delova aksioma konstruktibilnosti koju bismo, u nesto formalnijem obliku, mogli da
zapiSemo kao Vx3a(x € Ly). Da bismo dokazali da je aksioma V = L konzistentna sa
ZF, prvo treba da proverimo da je (L,€) model teorije ZF. Ovo se proverava na sli-
¢an nacin kao $to smo u odeljku [1.6] proverili da je (Vi, €), gde je k nedostiZan, model
teorije ZFC. Na primer, posto je klasa L tranzitivna na osnovu LEME 91 (2), sledi da
(L,€) =AKSIOMA EKSTENZIONALNOSTI. Isto tako, poSto w € Ly, na osnovu LEME 91
(4), sledi da (L, €) |=AKSIOMA BESKONACNOSTI itd. Kao i u odeljku [1.6] i ovde se vaZan
deo dokaza zasniva na apsolutnosti odredenih pojmova za tranzitivne klase. Nakon
§to se pokaZe da sve aksiome teorije ZF vaZze u L, treba da pokaZemo da je i funkcija
kojom je rekurzivno definisana konstruktibilna hijerarhija L = (L, | @ € Ord) takode
apsolutna za tranzitivne klase koje su modeli teorije ZF. Kada se i ovo proveri nije

teSko da se dokaze sledece:

TVRDENJE92. (L,e) =ZF+V =1L.

Vec¢ smo rekli da je (L,€) model teorije ZF. Treba samo da se proveri da je (L, €)
model aksiome konstruktibilnosti. Drugim rec¢ima, treba da pokaZzemo da vazi ZF +
(V = L), tj. da dokazemo Yx € L3a € L(x € LL). Uzmimo neko x iz L i neka je a ordinal

takav da vazi x € L,. Posto L sadrzi sve ordinale na osnovu LEME 91 (7), imamo da
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ael.Daxe fo sledi na osnovu apsolutnosti funkcije L = (L, | @ € Ord) za tranzitivhe
klase koje su modeli teorije ZF, $to nam daje L. = L, za svaki ordinal a.

Na osnovu prethodnog tvrdenja imamo da vaZi sledeca implikacija: Con(ZF) =
Con(ZF+V = L). Sada ¢emo, radeci u teoriji ZF+V = L, da pokaZemo da vazi aksioma
izbora. Drugim re¢ima, pokaza¢emo da vazi (L, €) |=FAKSIOMA IZBORA.

Prvo treba da primetimo da ako je x tranzitivan skup, onda dobro uredenje skupa
x moZe da se proSiri do dobrog uredenja skupa 2(x). Ve¢ smo napomenuli da je svaki
element skupa 2(x) odreden jednim uredenim parom (¢, @), gde je ¢ formula jezika
“Yzrc ad=(ay,.., ay) jedna konatna n—torka parametara iz skupa x. Medutim, mo-
guce je da za neki element skupa 2 (x) postoji viSe ovakvih parova koji ga odreduju,
recimo (¢, ad) i (y, b). Ovo moZe da se resi tako §to ¢emo ove parove dobro urediti, pa
¢emo svakom elementu skupa 2 (x) da pripiSemo odgovarajuci uredeni par koji je naj-
manji u ovom dobrom uredenju. Inicijalni segment dobrog uredenja skupa 2(x) ce
onda da Cine elementi skupa x, a pomoc¢u uredenja skupa x mozemo da leksikografski
uredimo skup x<% - ovo je skup svih kona¢nih nizova elemenata skupa x. Formule ¢
jezika £z rc mozemo da uredimo tako $to ¢emo da uredimo njihove Gedelove brojeve

[¢]. Na kraju, elemente skupa 2 (x) ¢emo da uredimo na slede¢i nacin:
(¢, @) < (, b) akko [¢] < [w] ili (@] = [w] id< D).

Na ovaj na¢in moZemo da dobro uredimo svaki od nivoa konstruktibilne hijerarhije
L, ito tako da ako je @ < B, onda je dobro uredenje na L, inicijalni segment dobrog
uredenja na Lg. Ovo nam daje jedno definabilno dobro uredenje konstruktibilnog uni-
verzuma L. Dakle, (L, €) |=AKSIOMA IZBORA.

Pre nego $to pokazemo kako Gedelova aksioma konstruktibilnosti povla¢i GCH ,
navodimo jedan vaZan sastojak ovog dokaza. U pitanju je GEDELOVA LEMA O KONDEN-

ZACIJILL

LEMA 93. Neka je a granicni ordinal i (X, €) < (Lg,€). Tada postoji jedinstveni ordi-
nal f < a i jedinstveni izomorfizamn : (X, €) — (Lg, €).
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DokAz. Prvo treba da se proverida L, < X. Ovo proveravamo indukcijom, tako $to
¢emo da pokaZemo da L, < X, za svako n < w. Medutim, jednostavno je videti da je
ovo slucaj posto su svi elementi skupova L,, definabilni. Naime, ako a € L,1, onda je

a={m,..., ay} € L,, zaneke ay,...,a,, iz L,,. Dakle, reCenica
Ix((arex)N..A@nex) AVyex((y=a)) V...V (y=am)))

je istinita u (L,,€). PoSto je po pretpostavci L, < X, ova €e reCenica bude istinita i u
(X,€), Stoznacida ae X. Ako je a = w, onda je X = L, pa tvrdenje trivijalno sledi.
Pretpostavimo da je @ > w. Na osnovu TEOREME MOSTOVSKOG O KOLAPSU (poSto u
(X, €) vazi aksioma ekstenzionalnosti, jer vazi u (Lg, €)) znamo da postoji jedinstvena
kolabirajuca funkcija 7 : (X,€) — (M, €) koja je izomorfizam, i M je tranzitivan. Sada
treba da se pokaze da je M = Lg, za neko < a. Ideja je da se pokaze da konstrukcija
od L moZe da se ponovi unutar (L,,€) pa ¢e da vaZi (Ly,€) = V = L. Drugim re€ima,
imamo da je Ly = Up<a LI[;“. Posle toga, treba da se pokaZe da je M = UﬁeordM L%”, i
osim toga da vazi Lg/[ = Lg, za svako ( € Ord™. Dakle, imaéemo daje M =Ly, M, pa
samo treba da se proveri da je Ord™ < a. Medutim, posto je svaki ordinal u M oblika

7(8), za neki ordinal § iz X, ima¢emo da je Ord™ jednak tipu uredenja od Ord n X koji

je<a. U

Sada moZemo da u grubim crtama objasnimo Gedelov dokaz konzistentnosti GCH:
TEOREMA 94. ZFC+V =LF GCH.

DokAz. Ovde éemo da damo samo skicu ovog Gedelovog dokaza, kao §to smo to
uradili i gore, za AC. Dakle, treba da se pokaZe da, ako V = L, onda za svaki beskonac¢ni
kardinal x vazi 2¥ = x*. Dovoljno ¢e biti da pokazemo da je 2 < k™. Pretpostavimo da
je a < x. Na osnovu aksiome konstruktibilnosti, postoji neki grani¢ni ordinal y, takav
daje a€ L,. Treba da pokaZemo da je najmanji takav y strogo manji od k™.

Neka je, na osnovu LEVENHAJM-SKOLEMOVE TEOREME, (X, €) elementarni podmo-
del od (Ly,€), takav da je |X| = x i x U{a} = X. Na osnovu TEOREME MOSTOVSKOG

O KOLAPSU i GEDELOVE LEME O KONDENZACIJI sledi da postoji kolabirajuca funkcija
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m:(X,€) — (Ls,€), zaneko 6 < y. Posto je kolabirajuc¢a funkcija 7 identitet na skupo-
vima koji su tranzitivni, a posto je x U {a} < X tranzitivan jer je k tranzitivan, imamo da

je m(a) = a. Dakle, a € Ls. Medutim, na osnovu LEME 91 (5), imamo da vaZzi:
161 =ILs| = 1X| =x.

Paimamo dajea€ Lsi6 <x*. Dakle, ?(x) € L+, paje 2X < |L+| =[x | =«x*. O

Rezultat koji je komplementaran Gedelovom rezultatu, dokazao je Koen (Paul Co-

hen) 1963:

TEOREMA 95. Pretpostavimo da je ZFC konzistentna teorija. Onda ZFC ¥ CH i

ZFCF GCH.

Dualno Gedelu, Koen se sluzio metodom spoljasnjih modela ili forsinga u dokazu
prethodne teoreme. Sada ¢emo ukratko da prikazemo ideju ovog Koenovog dokaza.
Jednostavnosti radi, ogranic¢i¢emo se na dokaz tvrdenja ZFC ¥ CH. Da se pokaze da,
ako je teorija ZFC konzistentna, onda vazi i ZFCF GCH, nije ni$ta teZe od ovoga, §to
Ce Citalac jednostavno mod¢i da vidi.

Treba, dakle, da pokaZzemo da konzistentnost teorije ZFC povlaci da ZFC ¥ CH.
Drugim recima, ako je teorija ZFC konzistentna, onda je konzistentna i teorija ZFC +
—CH. U opS$tem slucaju, da bismo pokazali da Con(ZFC) = Con(ZFC + ¢), gde je ¢

neko tvrdenje izraZeno u jeziku £z k¢, bi¢e dovoljno da se pokaze sledece:

(%): Svaki prebrojiv, tranzitivan model .# teorije ZFC moZe da se proSiri do pre-

brojivog, tranzitivnog modela .4 teorije ZFC + ¢ .

Tvrdenje (x) je dokazivo u teoriji ZFC. U nastavku ¢emo da pretpostavimo da postoji
prebrojiv, tranzitivan model .# teorije ZFC (ovo ¢emo skra¢eno da zapisujemo kao
CTM .4), i u grubim crtama ¢emo da pokaZzemo kako uz pomo¢ ovog modela moZe
da se konstruise CTM A, takav da je &/ |= ZFC + CH. Kako tacno izgleda ova kon-

strukcija cemo moci da kaZzemo nakon $to damo neke jednostavne definicije:

DEFINICIJA 96. Nekaje P = (P, <, 1p) jedno parcijalno uredenje sa najve¢im elemen-

tom 1p, tj. Vp € P(p < 1p). Elemente skupa P zovemo uslovima i kazemo da je uslov
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p jaciod uslova q akko vaZi p < q. Za uslove p, g € P kazemo da su kompatibilni akko

postoji r € P, takodavazir < p,q.

Jedan vazan primer parcijalnog uredenja moZemo da definiSemo na sledeci nacin:
ako su I'i J proizvoljni skupovi, neka je Fn(I, J) skup svih parcijalnih, kona¢nih funkcija

izIu],tj.
Fn(I,))={p|p:Dom(p) — J A Dom(p) < I|Dom(p)| <Ro} = | J{UUX | KS T AIKI <R} .

Za dve funkcije iz ovog skupa, p i g, kazemo da vazi p < g akko p 2 g, tj. akko je funkcija
p ekstenzija funkcije g. Nije teSko da se proveri da je (Fn(I,]),2,®) jedno parcijalno
uredenje sa najvec¢im elementom @. Dva uslova p i g sukompatibilna u ovom uredenju
akko je p U g funkcija.

Jedan konkretan primer ovog parcijalnog uredenja ¢ini (Fn(w,2),2,®). Elementi
skupa Fn(w,?2) su konac¢ne funkcije iz kona¢nih podskupova skupa w u 2, tj. konacne,
parcijalne funkcije iz w u 2. Ovim funkcijama moZemo da se posluZimo da bismo
aproksimirali totalnu funkciju g : @ — 2. Posto svaku ovu funkciju moZemo da poisto-
vetimo sa realnim brojem r € R, mi u stvari pomocu elemenata skupa Fn(w,2) aprok-

simiramo realne brojeve.

DEFINICIJA 97. Ako je P = (P <, 1p) parcijalno uredenje, za skup G < P kaZzemo da
je filter nad P akko vazi:
(1) 1p€egG,
(2) VgeGYp=q(pe @),
3) Vp,geGAreG(r<pAr=gq).

Ako je (Fn(w,2),2, ®) parcijalno uredenje kao gore, onda je filter G nad ovim parci-
jalnim uredenjem jedna kolekcija medusobno kompatibilnih parcijalnih funkcija iz w
u 2. Unija ovih funkcija, UG, ¢e takode da bude parcijalna funkcija iz w u 2. Da bismo

obezbedili da ova funkcija bude totalna, uves¢emo pojam generickog filtera:

DEFINICIJA 98. Ako je P parcijalno uredenje, kazemo da je skup D < P gust u [P akko

za svako p € P (preciznosti radi, trebalo bi da piSemo p € P mesto p € P; ovako ¢emo
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medutim pisati i u nastavku da bismo pojednostavili notaciju) postoji g € D tako da
vazi g < p. Ako je & familija gustih podskupova u P i G < P filter, onda kazemo da je

filter G @ —genericki akko za svako D iz 9 vazi GN D # @.

NAPOMENA 99. Neka je D, = {p € Fn(w,2) | n€ Dom(p)}, za svako n < w. Svaki ta-
kav skup D, je gust u (Fn(w,2),2). Ako je G < Fn(w,2) jedan {D, | n < w} —genericki
filter, onda je U G totalna funkcija iz w u 2. Ovo ¢e da vazi i u opstijem slucaju parcijal-

nih uredenja (Fn(1I, ]),2):

LEMA 100. Neka je P = (Fn(l,]),2) parcijalno uredenje i G filter nad P. Tada ce
g =UG biti funkcijaiG<{f € Fn(1,]) | f < g}. Takode:

(1) ako G secesvakiskupD; ={p e Fn(l,])|i€ Dom(p)} zaiizl, ondajeDom(g) =
I,

(2) akoG secesvakiskupRj={p € Fn(l,])| j€ Rng(p)} zaj iz], ondajeRng(g) =
]

DokAz. Nekaje GfilternadPi g, g2 € G. Pretpostavimo da x € Dom(g;)NnDom(g»)
inekaje he Gtakavdah<sgiih<g,t. h2g ih2g. Dakle, imamo da je
x € Dom(h), pa je g1(x) = h(x) = g2(x), na osnovu cega sledi da je g funkcija. Da je
G<{feFn,])| f<g} sledi na osnovu definicije pojma filtera. (1) Ako i € I, onda
postojineko pe GN D;, paimamodaje p< giie Dom(p) < Dom(g). (2) Slicno pret-
hodnom slucaju, ako j € J, onda postoji neko p € GN R;. A posto je p € g, sledi da je

je Rng(p) < Rng(g). U

2 —genericki filteri ¢e posebno da nas zanimaju u slucajevima kada je familija 2
prebrojiva. Da ovakvi filteri postoje je posledica sledeceg tvrdenja koje se zove LEMA

RASOVE I SIKORSKOG:

LEMA 101. Ako jeP parcijalno uredenje i & prebrojiva familija gustih podskupova

od P, onda postoji 2 —genericki filter G nad P.
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DokaAz. Neka je P parcijalno uredenje i 2 prebrojiva familija skupova koji su gusti
u P. Ako je familija 2 prazna, onda moZemo da fiksiramo proizvoljno p € P i neka je
G={qeP|p<q}. Skup G je filter nad P.

Pretpostavimo sada da je familija 2 neprazna i neka je (D, | n < w) niz koji pobro-
java (sa ponavljanjima, ako je familija £ konacna) sve elemente od . Defini§imo
niz {p, | n < w) elemenata od P indukcijom na slede¢i nacin: neka je po proizvoljan
element od P. Ako je element p,, definisan, neka je p,; takav da vazi p,+1 < p, i
Pn+1 € Dy. Ovakvi elementi uvek postoje, na osnovu gustine skupova D, u P. Neka je
sada G={q€P|p, < qzaneko n<w}. Skup G je filter nad P i vazi da GN D, # @, za

svakon<w. O

Na ovo ¢emo tvrdenje da se vratimo u odeljku [7.3] kada budemo govorili o Marti-
novoj aksiomi. Sada nastavljamo nasu skicu Koenovog dokaza nezavisnosti od CH.

Neka je, kao i gore, .# jedan CTM. Uzmimo neko parcijalno uredenje P = (P, <, 1p)
iz M (to znacida P € #,<e€ M ilp € M). Za svako D € ./, svojstvo da je D gust u
[® je apsolutno za .4, a posto je .4 prebrojiv, on sadrzi samo prebrojivo mnogo gustih
podskupova od P. Sada, na osnovu LEME RASOVE I SIKORSKOG, moZemo da zaklju¢imo
da postoji filter G nad P takav da je Gn D # @, za svaki gust skup D u P koji pripada
. Takve filtere cemo da zovemo P-generickim filterima nad .#/. Sumirajmo upravo

receno:

POSLEDICA 102. Za svaki CTM ./ i parcijalno uredenjeP iz 4, postojiP—genericki
filter G nad /.

Posavsi od CTM .« i parcijalnog uredenja P iz .4, zelimo da se posluzimo P-

generickim filterom G da bismo konstruisali CTM .4 iz tvrdenja (x) gore:

TEOREMA 103. Za svaki CTM ./ , parcijalno uredenjeP iz 4 i P-genericki filter G
nad A, postoji najmanji CTM A takavdaje # < N iGe N .

Model A iz prethodne teoreme se najces¢e oznacava sa .4 [G] i zove se genericko
prosirenje modela .4 . U ovom kontekstu, model .4 se zove jo$ i osnovni model. Sada

¢emo nesto detaljnije da opiSemo ovu konstrukciju.
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Prvo treba da primetimo da filter G pripada generickom proSirenju .4 [G] iz teo-
reme. MoZe medutim i da se dogodi da ovaj filter pripada i osnovhom modelu ..
Ovakvi slucajevi nam nece biti zanimljivi, jer nam je ideja da posavsi od nekog modela
A u kome vaZi neko tvrdenje ¢, konstruiSemo njegovo genericko proSirenje .4 [G] u
kome ce da vazi -g. Da bi ovo bio slucaj, genericko prosirenje mora da bude pravo,
tj. M # A |G]. Medutim, videCemo da je dovoljno da parcijalno uredenje P zadovo-
ljava neke relativno slabe uslove pa da nam to onda garantuje da G ¢ .#. O kojim se

uslovima ta¢no radi, vide¢emo nakon sledece jednostavne definicije:

DEFINICIJA 104. Ako je P parcijalno uredenje, onda za uslove p, g € P kazemo da su
kompatibilni akko postoji r € P, tako da vazi r < p, q. U suprotnom kazemo dasu pigqg

inkompatibilni, Sto oznacavamo sa p_Lq.

LEMA 105. Ako je 4 tranzitivan model teorije ZFC , P je parcijalno uredenje iz 4
takvo da vaZi

VpeP3iq,reP(g=spAr<pnq-lr)
i G je jedan P—genericki filter nad 4, onda vazi G ¢ M .

DoOKAZ. Pretpostavimo da G € 4. Onda ¢emo daimamoida D =P\Ge .. Uz-
mimo neko p iz P. Na osnovu uslova koji parcijalno uredenje P zadovoljava sledi da
postoje inkompatibilni g i r iz P, takvida je g < pir < p. Posto je G filter, on ne moze
da sadrzi oba ova inkompatibilna elementa, pa jedan od njih mora pripadati skupu D.
Dakle D je gust u P. Medutim, imamo da je GN D = @, §to protivrecCi pretpostavci da je

filter G u stvari P—genericki. 0

Antecedens prethodne teoreme moZze dodatno da se oslabi: ne moramo da pret-
postavimo da je .# model teorije ZFC, dovoljno bi bilo pretpostaviti da je .# model
teorije ZF — P, tj. teorije ZF bez aksiome partitivnhog skupa.

Vratimo se sada konstrukciji modela .# [G] iz 4 . Elementi modela .# [G] Ce, grubo
govoreci, biti neki skupovi koje mozemo da konstruiSemo iz G, sluZeci se sredstvima
modela .#. Svaki element modela .4 [G] ¢e biti kodiran jednim imenom iz .4, koje

treba da beleZi kako je ovaj element konstruisan iz G.
82



DEFINICIJA 106. Za dato parcijalno uredenje P = (P, <), klasu P—imena, V*, defini-

Semo rekurzijom na sledeéi nacin:

P_
Vo =9,
VP =2V xP),
VYP =Ua<y Vf , za granicni ordinal vy,

VP = Uanrd VE-

Ako je . tranzitivan model teorije ZFC i P je parcijalno uredenje iz .#, onda je 4" =

VPNt ={te | (rjeP—ime)*}.

Na osnovu prethodne definicije vidimo da je P—ime 7 jedan skup uredenih parova

(o, p), gde je o jedno P—ime a p € P.

DEFINICIJA 107. Neka je G P—genericki filter nad .. Za svako 7 iz .#" definisemo

interpretaciju od T u odnosu na G, 7¢, na sledec¢i nacin:
16={0¢|IpeGl(o,p) eD)}.

Ve¢ smo napomenuli da je uloga P—imena da moZemo, pomocu njih, da unutar .4
govorimo o objektima iz .# [G]. Ovo se postiZe uz pomoc¢ interpretacije 7 koju smo
definisali gore. Definicija koju smo dali nije u potpunosti formalna ali se ovaj pojam
moze formalno definisati pomocu rekurzije.

Evo nekoliko primera koji bi trebalo da ilustruju pojam interpretacije P—imena.
Prazan skup, @, je jedno P—ime. Interpretacija ovog imena je prazan skup, za svaki
P—genericki filter Gnad 4 - @ = @. U ovom trivijalnom slucaju interpretacija P—imena
ne zavisi od generickog filtera G. S druge strane, ako je p usloviz P it = {(@, p)} je
P-ime, onda interpretacija imena zavisi od generickog filtera G. Naime, imacemo da je
76 = @, ako p ¢ G (dakle, razli¢ita imena mogu da imaju istu interpretaciju) i 7 = {®},
ako p € G. Takode, ako je T = {(0;,1p) | i € I}, onda je 76 = {og | i € I}, pa interpreta-
cija od T ne zavisi od generickog filtera G, jer svaki takav filter sadrzi najveci element u

uredenju 1p.
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Na osnovu prethodne napomene sledi da postoje takozvana kanonicka imena za
sve elemente modela .#, koja ne zavise od izbora generickog filtera G. Naime, ako je
x € 4, onda je kanonitko ime od x, koje ozna¢avamo sa ¥, jednako skupu {(7,1p) | y € x}.
Nije teSko pokazati da za svako x € .4 imamo da je X = x: ovo se dokazuje induk-
cijom po rangu skupa x. Pretpostavimo da je j = y za svako y € x. Onda je Xg =
{t613peG(p,1) € D)} = {Jc | y € x}. Ova jednakost vazi jer je G # @ pa 1p € G. Me-
dutim, na osnovu induktivne hipoteze imamo da je {jG | y € x} = {y | y € x}, a ovaj po-
slednji skup je naravno jednak skupu x.

Definicija kanonickih imena je apsolutna za tranzitivne modele teorije ZFC. Ta-

kode, moZemo da konstruiSemo i kanonicko ime za genericki filter G:

G={(p,p) | peP}.

Na osnovu definicije je jednostavno da se vidi da je interpretacija ovog poslednjeg
imena bas skup G: Go={ps|pe G} ={pIpeG} =G.

Sada moZzemo da vidimo kako ¢e naSe genericko proSirenje .4 [G] da izgleda:
MGl ={rglTe M}

Za ovako konstruisan model .# [G] sada moze da se pokaze da ima sve one osobine
modela ./ iz TEOREME 103: da je to najmanji prebrojiv, tranzitivan model teorije ZFC
za koji vazi 4 < M |G] i G € 4 [G]. Mi ovde necemo da dokazujemo da je .4 [G] |=
ZFC, ali ¢emo da dokaZemo ostale osobine (1 —5) modela .4 [G] iz TEOREME 103:

(1) 4 [G] je prebrojiv skup: na osnovu aksiome zamene, .4 [G] je skup posto funk-

ciju interpretacije ()¢ moZemo da definiSemo pomocu formule, a
g [#"] =4 1G]

Skup ./ [G] je prebrojiv posto je .4¥ < .4, a skup ./ je prebrojiv.

84



(2) A [G] je tranzitivan i Ord"” = Ord n 4 = Ord*!%): pretpostavimo da x € y €

A [G]. Posto je # [G] = {1 | T € 4"}, sledi da je y oblika
16={0c13peGllo,p)en)},

zaneko 7 € 4. Dakle, x je oblika o za neko (o, p) € T € /. Posto je ./ tranzitivan, iz
ovoga sledi da je 0 jedno P—ime iz ., paje x = 0 € 4 [G]. Davazi Ord* < Ord-*!%
jednostavno je da se vidi, poSto @ € .# za svaki ordinal a iz 4, a adg = a. S druge
strane, nije teSko da se pokaze da je p(7s) < p(7) za svako P—ime 7. Medutim, onda
¢emo imati da, ako je @ = 7 € Ord-#!%! za neko P—ime 7, onda je a < p(7) € Ord-*.

(3) M < M [G]: nekaje x € 4. Na osnovu apsolutnosti definicije kanonickih imena
gore, imamo da je X € 4 P Medutim, ve¢ smo napomenuli da za svako kanonicko ime
X imamo da vaZzi X; = x, pa sledi da x € 4 [G].

(4) G € 4 |G]: kaoiu prethodnom slucaju, kanonicko ime G jejedno P—ime, a kako
jeGo=1{PclpeG}l={plpeG}=G,sledida Ge «I[G].

(5) A [G] je minimalan: posto je svaki element iz .4 [G] oblika 7, on mora pripa-
dati svakom tranzitivnom modelu teorije ZFC koji sadrzi 7 i G.

U nastavku ¢emo Zeleti da pokazemo kako mozemo, grubo govoreci, sa stanovista
osnovnog modela .# da govorimo o tome koja su tvrdenja istinita u generickom pro-
Sirenju .# [G]. Da bismo ovo uradili definisaéemo forsing relaciju I-. Ovo ¢e da bude
relacija izmedu uslova u nekom zadatom parcijalnom uredenju P iz CTM ./ irecenica
jezika forsinga. ReCenice jezika forsinga ¢e da budu izrazi oblika ¢(71, ..., 7,;) koje do-
bijamo iz formula jezika £zrc ¢(xy, ..., X;) tako $to mesto svakog slobodnog javljanja
promenljive x; u ¢ supstituiSemo P—ime 7;. P—imena ovde igraju ulogu individualnih

konstanti.

DEFINICIJA 108. Neka je ¢(73,...,7,) reCenica jezika forsinga. Ako je p € P, onda
definiSemo relaciju p IFH{Z ¢p(t1,...,Ty), Sto ¢itamo kao , p forsira ¢(7y,...,7,)", akko za

svaki P—genericki filter G nad .#, takav da je p € G imamo da vazi

@ (T1) Gy (TR) )
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Vazno je napomenuti da se prethodna definicija poziva na objekte koji ne moraju
da budu u modelu .#. Naime, definicija relacije I~ zavisi od CTM ./ i parcijalnog
uredenja P iz ./ i poziva se na sve P—genericke filtere nad .4 - ovi objekti u opStem
slu¢aju ne moraju da budu u .#. Medutim, postoji ekvivalentna forsing relacija (u
stvari, ima mnogo takvih), IF* , koja jeste definabilna u . i koja je takva da za svaku

formulu ¢ vazi:

pIEE o, th) © (PIF* @1, T )Y

Da je takva relacija definabilna u .4 sadrzaj je takozvane FORSING TEOREME, va-

znog tehnickog tvrdenja koje ovde necemo dokazivati:

TEOREMA 109. Za svaku formulu ¢(xi,...,x,) jezika £Lzrc, postoji formula
W(Y,2, X1, ..., Xp), koju pisemo kao y It ¢(x1,...,xp), takva da za svaki CTM . teorije

ZFC, parcijalno uredenjeP iz 4, iP—imenart,..., T, vazi

pIFL @(T1,.yT) © M= (PIFE @1, .0 Th)),
za svako p izP. Takode:
MG) = ((T1)Gy - (Tn)G) © AP € GPIFY @(T1,., 1)),
za svakiP—genericki filter G nad M .

U nastavku ¢emo da piSemo samo | mesto Il-ﬂ“f‘ ili IF*.
Neke od osobina forsing relacije su sledece (za dokaz v. [Barwise, 1977, pp. 415-

416]):

ako pl-@1,...,plk @, 1 ZFC+{p1,...9n} v, onda p I-y;
nije (plF@ipl-p);

ako plF¢@iqg<p,ondaqlF¢;
akoplF@iqgl-—-¢,ondapl g;

plFoAnyakko (pl-@iplky);

p Ik =@ akko Vg < p(nije g I ¢);

plF3xe(x) akko Vg < p3ar < g3t € M(r I ¢(1)).
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U nastavku ¢emo da navedemo jo$ nekoliko tehnickih rezultata koji ¢e nam biti neop-

hodni da bismo pokazali da vazi Con(ZFC + ~CH).

DEFINICIJA 110. Ako je P parcijalno uredenje, onda kazemo da je A € P antilanacu
P akko su svaka dva razlicita elementa iz A inkompatibilna. KaZzemo da P zadovoljava
uslov prebrojivih lanacaili da je P ccc (skracenica od countable chain condition) akko

je svaki antilanac u P prebrojiv.

Na primer, svako prebrojivo parcijalno uredenje P je ccc. NeSto manje trivijalan
primer je sledeci: nekaje S, = {x S w | x # @} i x < y akko x < y. Nije teSko da se proveri
daje S, = (S, <) parcijalno uredenje koje je ccc. Skupovi su inkompatibilni u ovom
uredenju akko su disjunktni, a poSto ne moZemo imati neprebrojivo mnogo disjunkt-
nih podskupova od w uredenje S, je ccc. Takode, parcijalno uredenje (Fn(w,2),2) je
ccc; ovo Ce da bude posledica jednog opstijeg tvrdenja koje cemo kasnije da dokaZemo.
S druge strane, uredenje S, = (S,,, <) ocigledno nije ccc, kao ni (Fn(w,w;),2) posto

je A=1{(0,a) | @ < w1} neprebrojivi antilanac u ovom poslednjem uredenju.

NAPOMENA 111. Pogledajmo sada kako bi dokaz konzistentnosti teorije ZFC +

—CH mogao da izgleda. Uzmimo neki CTM ./ i parcijalno uredenje
P=Fnw; xw,2),2)

iz 4. Ako je G P—genericki filter nad .4, onda na osnovu LEME 100 imamo da je
g=JG:wrxw—2.

Ova funkcija je element generickog proSirenja .# [G]. Za svako y < § < w; slede¢i sku-

povi su gusti u P i pripadaju .4:
Dg = {p ePlIn<w((y,n),(6,n) € Dom(p)Ap(y,n) # p(, n)}.

Da bismo videli da su skupovi Dg gusti, uzmimo neko p iz P. Posto je domen
funkcije p konacan, mozemo da pronademo neko n < w, takvo da (y,n) ¢ Dom(p) i

(6,n) ¢ Dom(p). Dakle, p U {((y,n),0),((8,n),1)} je element ekstenzije funkcije p koja
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pripada skupu Di. Posto su ovi skupovi gusti, P—genericki filter G seCe svaki od njih,
paimamo da vazi: (*) za svako y < § < w; postoji n < w takvo daje g(y, n) # g(6, n).

Za svako 6 < w, moZemo da definiSemo funkciju gs : w — 2 putem g5(n) = g6, n).
Skup svih takvih funkcija { gslo6< wg} Ce biti u modelu .4 [G], posto je definisan uz po-
moc funkcije g € 4 [G] . Medutim, na osnovu (), sve funkcije gs su razli¢ite i imamo
daje

{gs16 <wy} <2¢.

Dakle, u . [Gl], 2% sadrzi podskup {gs | § < w»} koji je kardinalnosti wy, pa je 2° = w, >

w1 .

Da li iz ovoga mozemo da zaklju¢imo da je 4 [G] = "CH? Ne.

Oba modela, .# kao i .4 [G], su CTM. Takode znamo da je Ord# = Ordn.# =&
u stvari jedan prebrojivi ordinal, kada ga posmatramo u univerzumu skupova V. Or-
dinali w{” < wg” < ¢ su takode prebrojivi, posmatrano iz V, ali su u modelu .# ovo
prva dva neprebrojiva kardinala. Nije jasno da ¢e ovi ordinali to i ostati u generickom

prosirenju .4 [G]. Drugim reCima, treba da se uverimo da ¢emo imati wi” = w{m(‘q] i

wg” = wgﬂ[(g]. Da je moguce da ce w{” postati prebrojiv u generickom proSirenju ilu-
strovacemo pomocu sledeceg primera: neka je P = (Fn(w, w1),2) parcijalno uredenje
i neka je G P—genericki filter nad .#. Tada Ce da vaZi (v. LEMA 100) da je funkcija
g=UG:w— w{” jedna surjekcija iz . [G], pa je u modelu .4 [G] ordinal wi” prebro-
jiv.

Neka parcijalna uredenja PP , dakle, mogu da dovedu do toga da neki kardinal « iz

 prestane da bude kardinal u .# [G], kao u primeru koji smo naveli u prethodnom

pasusu.

DEFINICIA 112. Ako je .4 CTM, P parcijalno uredenje iz ./ i« € .4 ordinal za koji
vaZi 4 |=x JE KARDINAL, onda ako vaZi .4 [G] |= k JE KARDINAL, za svaki P—genericki
filter G nad .4, kazemo da P cuva kardinal x. A ako, pod uslovima kao u prethodnoj
reCenici, ./ [G] |= k NIJE KARDINAL, za svaki P—genericki filter G nad .4, kazemo da P

kolabira kardinal x. Kazemo da P cuva kardinale, ako P ¢uva svaki kardinal x iz ..
88



Sada ¢emo da pokazemo da parcijalna uredenja koja su ccc cuvaju kardinale. Ovo

¢e da bude posledica sledece leme:

TEOREMA 113. Neka je 4 CTM i P parcijalno uredenje iz # , A < x beskonacni

kardinali iz 4, T jednoP—ime a p € P uslov, takav da vazi
plF T JE FUNKCA AT: A — K.

Pretpostavimo jos da jeP ccc. Onda ¢e da vazZi p |- T NIJE SURJEKCIJA .

DoKAz. Za svako ¢ < A, neka je D; = {peP|Ja<x(pl- 7(é) = @)}. Treba da pro-
verimo da je svaki od skupova D, gust u P. Ako je p € P, neka je G jedan P—genericki
filter takav da je p € G. Posto je p - T JEFUNKCUA AT: A — &, sledidaje 7g: A — «
funkcija. Neka je a < «x takvo da je 7({) = @. Na osnovu FORSING TEOREME Ce da sledi
da postoji g € G takvo da je g I 7(&) = &. Posto p, g € G, sledi da postoji r iz G, takvo da
jer<pir<gq.Zaovor éedavazirlFt() = &, paje skup D¢ gustuP.

Za svako ¢ < A, neka je Ay © Dy maksimalan antilanac u P. Posto je P ccc svaki

takav antilanac ¢e da bude prebrojiv. Za ¢ < A, neka je
e ={a<x|IpeDe(pl-1() = 0)}.

Treba da proverimo da je |,<z¢5| < Ro. Za svako «a iz of¢, neka je q, € A¢ kompatibilan
sa nekim uslovom p, € P za koji vaZi pq I 7(&) = &. Posto su ovi uslovi kompatibilni i
ga IF (&) = @', zaneko &, ima¢emo daje a = a'. Dakle, dr{alIpe Ac(plk 7() = @)}.
Medutim, kardinalnost ovog poslednjeg skupa je < X, pa ¢emo imati da je |,sz¢§| < RNp.

Na osnovu FORSING TEOREME, imamo daje Rng(7g) € Us<) s, za svaki P—genericki
filter Gnad 4, ip e P. Ali, M |= |Ug<a | < 1A x Ro| = A <k, §to povlaci da je Us<p o #

K, pa funkcija 7 ne moZe biti surjekcija ni za jedno G. U

POSLEDICA 114. Ako je 4 CTM i P parcijalno uredenje iz /4 za koje vazi M |=

P JE ccc, onda P ¢uva kardinale. Za svaki P—genericki filter G nad . i svaki ordinal a

iz M imaéemo da je w = w19,

89



Na kraju, treba da pokaZemo da je parcijalno uredenje (Fn(w» x w,2),2) kojim smo
se sluzili u na3oj skici dokaza Con(ZFC + 7CH) gore, jedno ccc uredenje. Da bi-
smo to uradili, bice nam neophodno sledece tehnicko tvrdenje koje se zove LEMA O

A—SISTEMU:

LEMA 115. Ako je o/ neprebrojiva familija konacnih skupova, onda postoji nepre-
brojiva familijasd’ < of i konacan skup A, takav davazi XnY = A za svaki par razlicitih

skupova X i Y iz of'.

DokaAz. Posto je |«/| > Ry, moZemo da pretpostavimo da postoji n < w, takav da
svaki ¢lan familije «# ima tacno n elemenata. Tvrdenje ¢emo da dokazemo indukci-
jom po n. Posto je n = 1, primetimo da ako je n = 1, elementi od &/ moraju da budu
uzajamno disjunktni, paée A = @ i o/’ = of da zadovoljavaju uslove iz teoreme. Pretpo-
stavimo da je n > 1 i da tvrdenje vaZi za skupove koji imaju n — 1 elemenata. MoZemo

da razlikujemo dva slucaja:

Slucaj1. Postoji neko Ay € &/, takvo da Aj seCe neprebrojivo mnogo elemenata A
familije <. Tada ¢e da postoji neko a iz Ay, takvo da je a element neprebro-
jivo mnogo A € «/. Tada Cemo imatidaje 8 ={A\{a} | Ae & Aa€ A} jedna
neprebrojiva familija skupova koji su kardinalnosti n — 1, pa na osnovu in-
duktivne hipoteze postoji neprebrojiva familija 98’ < 98 i konacan skup B,
takav da je Cn D = B, za svaki par razli¢itih skupova C i D iz %8’. Medutim,
onda ¢emo imati da je o' = {Cu{a} | C € B'} < of neprebrojiva familija, i
daje XNY = Bu{a}, za svaki par razli¢itih skupova X i Y iz of'.

Slucaj2. Zasvako Ae o, skup Sy ={Be | AN B # @} je najviSe prebrojiv. Transfi-
nitnom indukcijom moZemo da konstruiSemo niz ( A¢ | ¢ < w; ) koji pobro-
java sve uzajamno disjunktne podskupove od /. Ovo moZe da se ucini po-
Sto je, za svako & < wy, skup {B€ A|I <EBNA; # D)} = Ur<e S 4, najvise
prebrojiv. Medutim, onda ¢emo imati da o/’ = {A; | £ <w,} i A= @ zadovo-

ljavaju uslove iz teoreme.
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LEMA 116. Parcijalno uredenjeP = (Fn(l, ]),2) je ccc za svaki prebrojiv skup J.

DokAz. Neka je (p¢ | ¢ < wy) niz koji pobrojava elemente skupa Fn(l, J). Treba da
pokazemo da (p¢ | ¢ <w;) ne pobrojava antilanac u P, tj. da postoje { < ¢ < w, ta-
kvi da su p; i p; kompatibilni. Posmatrajmo familiju {Dom(p;) | £ <w:}. To je jedna
neprebrojiva familija kona¢nih skupova, pa na osnovu LEME 0 A—SISTEMU, postoji ne-
prebrojiv skup S € w; i konacan skup A takav da je Dom(p;) N Dom(p¢) = A, za svaki
par razli¢itih ordinala ¢,¢ iz S. Medutim, skup J* je najvise prebrojiv, pa postoje ra-
zliciti ¢,¢ iz S takvi da je p; [ A = ps | A. Na osnovu ovoga sledi da je p = p; U p¢ :
Dom(p;) u Dom(p¢) — J funkcija, pa p € Fn(l,]). Posto je p < p;, pe, moZemo da
zaklju¢imo da su p; i p; kompatibilni, pa (p; | ¢ < w1) ne moze da bude neprebrojivi

antilanacu (Fn(l, J),2). O

Sada moZemo da pokaZemo da je teorija ZFC + ~C H konzistentna:
TEOREMA 117. Con(ZFC) = Con(ZFC+~CH).

DokAz. Ovo ¢emo tvrdenje da dokaZemo onako kako smo to skicirali u NAPOMENI
111. Neka je .4 CTM. Parcijalno uredenje P = (F n(wgﬂ X w,2),2) moZemo da defini-
Semo u .#. Neka je G jedan P—genericki filter nad .#. Zelimo da pokaZemo da ée u
modelu .« [G] davazi 2% > w;.

Ako je x € w3 x w, neka je Dy = {peP | x€ Dom(p)}. Skupovi D su definabilni
u ./, posto x,P € 4. Takode, svaki od skupova D, je gust u P, posto za svako p iz P
imamodaje xe Dom(p)ipe Dyilix¢ Dom(p) i pu{(x,0)} € Dy je ekstenzija funkcije
p. Na osnovu LEME 82, imamo da je g =UG: wg” x w — 2. Ova je funkcija u modelu

A 1G], jerje G € M [G].

Takode, treba da primetimo da su, za svako y <6 < w;” , skupovi
Df, = {p ePlan<w((y,n),(,n) e Dom(p) A p(y,n) # p(6, n)}

gusti u P, kao i da pripadaju modelu .#. Nao osnovu ovoga sledi da P—genericki

filter nad .« sece svaki od ovih skupova, tj. za svako y < 6 < wg” postoji n < w tako
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da vazi g(6,n) # g(y,n). Ako je 6 < wg” , onda u .4 [G] moZemo da definiSemo funk-

ciju g5 :  — 2 na sledeéi natin: gs(n) = g(6, n). Familija ovih funkcija {gs | 6§ < wy*}
takode se nalazi u modelu .# [G], posto je konstruisana iz funkcije g € .# [G]. Takode,

{gs16 < wgﬂ } = 2%, a sve funkcije g5 su razliite pa imamo da vazi # [G] |= 2% = wg” .

Na osnovu POSLEDICE 114 i LEME 116 sledidaje wg” = wgﬂ[G], paimamo daje # [G] =

29 zwgﬂ[G] >w, paje 4 [G]|=-CH. O

U ovom odeljku smo ukratko skicirali Gedelov i Koenov rezultat, koji zajedno daju
nezavisnost CH i GCH od aksioma ZFC, tj. ako je teorija ZFC konzistentna onda ne
dokazuje niti CH niti njenu negaciju 7CH, i slitno tome za GCH. Ovi rezultati kao
i nacin na koji ih je Gedel interpretirao predstavljaju polaziste ovog rada, ¢iju ¢emo

strukturu ukratko opisati u nastavku.

1.9. Rezime ovog rada

U PRVOM DELU ovog rada (glave 2 —5) ispitacemo osnovne pretpostavke Gedelovog
platonizma. Trudi¢emo se da pazljivo razlikujemo dva osnovna aspekta Gedelove pozi-
cije: ontoloski i epistemoloski. S obzirom na platonisticko stanoviste, Gedelov odgovor
na pitanje o ontoloskom statusu matematickih objekata je ocekivan: oni postoje neza-
visno od svesti, kao i naSeg saznanja o njima. Odgovor koji je ponudio u pogledu mo-
gucnosti njihovog saznanja je, medutim, mnogo kompleksniji. U prikazima Gedelovog
platonizma Cesto se navodi njegovo uverenje da mi posedujemo sposobnost matema-
ticke intuicije, analogne culnom opaZanju, koja nam omogucava saznanje matematic-
kih objekata. Medutim, uprkos €injenici da je Gedel svojim opaskama zaista upucivao
na jedno takvo glediSte, ovo ni u kom slucaju ne iscrpljuje sve njegove argumente u pri-
log platonizmu. Videcemo da Gedel iznosi argumente za platonizam koji su nezavisni
od njegovog shvatanja matematicke intuicije, kao i da postoje mesta koja upucuju na
to da Gedel vidi platonizam, uprkos svim njegovim nedostacima, kao jedino odrZzivo
stanoviSte. On nastupa sa pozicije logicara sa istanCanim razumevanjem matematicke
i skupovno-teorijske prakse kao i dubokih rezultata logike i osnova matematike. Nje-

govi argumenti prirodno proisticu iz toga.
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Posle formulisanja Gedelove pozicije, predstavicemo neke od kritika koje su joj
upucivane. Na prvom mestu, razmotri¢emo Benaserafov (Paul Benacerraf) argument
[Benacerraf, 1973] usmeren protiv matematickog platonizma koji ima sledecu struk-

turu:

(1) Ako je matematicki platonizam istinit, onda posedujemo znanje apstraktnih
matematickih entiteta.

(2) Ako posedujemo znanje apstraktnih matematickih entiteta, onda smo sa njima
kauzalno povezani.

(3) Mi nismo kauzalno povezani sa apstraktnim matematickim entitetima.

(4) Matematicki platonizam nije istinit.

Premise (1) i (3) ovog argumenta se ne ¢ine problemati¢nim. Tako tre¢a premisa sledi
iz definicije samog platonizma dok prva premisa neposredno sledi iz ove definicije za-
jedno sa ¢injenicom da posedujemo matematicko saznanje. Sa platonistickog stanovi-
§ta, problematican deo ovog argumenta pociva u premisi (2), koja je sve samo ne oci-
gledna. Ako zajedno sa Gedelom smatramo da posedujemo sposobnost matematicke
intuicije, jasno je da ¢emo ovu premisu smatrati laZznom. Medutim, prigovor ovom
argumentu mozZemo izneti i ne pozivajuci se eksplicitno na komponente platonisticke
pozicije. Takode ¢emo ispitati argument protiv platonizma koji je formulisao Fild (Har-
try Field), a koji ima za cilj da otkloni nedostatke Benaserafovog argumenta i da u isto
vreme zadrZi svu oStrinu napada na platonizam [Field, 1980, 1989].

Na ovom mestu je vazno istaci da postoje indicije da je Gedel, posle 1954. godine,
razmatrao platonisticko stanoviste koje pociva na ideji matematicke intuicije komplek-
snijoj od one koja je u jakom smislu analogna opaZanju, pa nam pomocu nje matema-

ticki objekti bivaju dati u neposrednom iskustvu:

Treba istaci da se matematicka intuicija ne mora shvatiti kao sposob-
nost koja nam omogucava neposredno saznanje njenih objekata. 1z-
gleda da je pre slucaj da, kao i u slucaju fizickog iskustva, mi formi-

ramo nase ideje tih objekata na osnovu necega $to jeste neposredno
93



dato. Medutim, ovo nes$to nije, ili nije u sustinskom smislu, oset.

[GOdel, 1964, p. 268]

Dakle, snagu Gedelovog stanoviSta ¢emo biti u mogucnosti da procenimo tek posto
ispitamo da li i u kojoj meri ovakvo razumevanje matematicke intuicije jeste u skladu
sa naCelnim epistemoloskim stanoviStem koje usvajamo. Ovo nas prirodno dovodi do
razmatranja epistemoloskih pozicija sa kojih nastupamo prilikom objasnjenja mate-
matickog saznanja. Tako moZemo tvrditi da nasa empiristicka epistemologija predsta-
vlja Prokrustovu postelju za platonizam pa da nije adekvatna u pogledu objasnjenja
matematickog saznanja. U ovom smislu, racionalisticka epistemologija (kao 3to je na
primer ona iz [Katz, 1998]) bi mogla imati viSe izgleda na uspeh.

Posle formulacije Gedelovog filozofskog stanovista, prigovora koji su mu upuéivani,
kao i moguéih odgovora na njih, razmotri¢emo na koji nac¢in Gedelov platonizam suge-
riSe usvajanje novih aksioma teorije skupova koje bi nam pruzile odgovore na pitanja
koja trenutno prihvacena aksiomatizacija Z FC ostavlja otvorenim. Ovo nas dovodi do
problema opravdanja novih aksioma. Detaljno ¢emo ispitati Gedelovu podelu tipova
opravdanja novih aksioma na unutradnje i spoljaSnje. Unutra$nje opravdanje novih
aksioma pociva na analizi pojma skupa dok se spoljasnje opravdanje zasniva na po-
sledicama koje usvajanje nekog tvrdenja kao aksiome nosi sa sobom. Videcemo da je
moguce ponuditi unutra$nje opravdanje svih aksioma teorije ZFC (sa mogucim izu-
zetkom aksiome zamene) pozivajuci se na pojam kumulativne hijerarhije skupova koja,
sa svoje strane, pociva na iterativnom pojmu skupa.

Takode ¢emo ispitati na koji nacin je moguce, sluzeci se iterativnim pojmom skupa,
opravdati neke od aksioma velikih kardinala, na prvom mestu aksioma koje tvrde po-
stojanje nedostiznih i Maloovih kardinala. Pored analize iterativne koncepcije skupa,
ispitacemo jo§ neke heuristicke principe koji se mogu pronaci u literaturi a koji ruko-
vode potragom za novim aksiomama i sluZe prilikom opravdanja ve¢ prihvaéenih.

U DRUGOM DELU rada (glava 6) bavicemo se principima refleksije koji pocivaju na
ideji da je univerzum teorije skupova toliko veliki da ga ne moZemo na zadovoljavajuci

nacin opisati unutar nase teorije. Ta ideja se tehnicki razraduje, kao $to ¢emo videti u
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glavi 6 (v. takode i TEOREMA 59 u odeljku [1.6]). Principe refleksije cemo posmatrati
kroz nekoliko klju¢nih aspekata u kojima se javljaju u savremenoj teoriji skupova, i to

kao:

- izvor unutrasnjeg opravdanja aksioma teorije skupova;
- teorema teorije ZF;
- nove aksiome teorije ZFC i centralni deo aksiomatizacije nekih alternativnih

teorija, kao Sto je Akermanova (Wilhelm Ackermann) teorija klasa A.

Vide¢emo da je Gedelovo stanovi$te da principi refleksije pruzaju veoma snazno oprav-
danje aksiomama teorije skupova, kako onim trenutno prihva¢enim tako i nekim kan-
didatima za nove aksiome. Posebno ¢e nas zanimati u kojoj je meri moguce pruziti
opravdanje jakih aksioma beskonacnosti pozivajuci se na ovaj princip. Dali je, na pri-
mer, moguce formulisati nove aksiome koje na neki nac¢in pocivaju na principu reflek-
sije a koje za posledicu imaju V # L?

Sto se mogucih prosirenja teorije ZFC principima refleksije tice, vide¢emo da se
svi veliki kardinali ¢ije je postojanje na ovaj na¢in moguce dokazati relativizuju na L.
Ovo ima za posledicu da je odgovor na pitanje postavljeno u poslednjoj recenici pret-
hodnog pasusa odrican, barem ako principe refleksije shvatimo na uobicajen nacin.
Naravno, nije isklju¢eno da neki novi principi refleksije, koji poc¢ivaju na drugacijim
idejama, mogu da prevazidu barijeru V = L.

Pored mogucéih proSirenja teorije ZFC principima refleksije, ispitaemo i jednu
drugaciju teoriju skupova, naime Akermanovu teoriju klasa A u ¢ijoj je aksiomatiza-
ciji, za razliku od one od ZFC, ideja refleksije od pocetka prisutna. Iako ¢emo videti
da je Akermanova teorija A ekvikonzistentna sa ZF i time ne dokazuje nijedno tvrde-
nje o skupovima koje ZF nije u stanju da dokaze, i dalje je otvoreno pitanje mogucih
proSirenja teorije A, koja bi imala neke zanimljive posledice. Naravno, sasvim je mo-
guce proSsiriti teoriju A nekim jakim aksiomama beskonacnosti koje su formulisane u
kontekstu teorije ZFC, ali takav je potez, sa stanovi$ta opravdanja novih aksioma, pot-

puno neprimeren. Naime, same te aksiome su ono $to bi trebalo na izvestan nacin
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opravdati, a ¢ak i kada bismo imali nekakav razlog da ih usvojimo kao dodatne aksi-
ome nije jasno zasto bismo to ucinili u kontekstu teorije A pre nego teorije ZFC kojoj
one prirodno pripadaju. Naravno, ostaje moguénost da ispitamo moguca proSirenja
teorije A novim aksiomama koje su neka vrsta prirodnih ojacanja aksioma koje imamo
u A. Videcemo da je moguce formulisati veoma jaka proSirenja teorije A na ovaj na-
Cin, ali da se i najjaca do sada poznata prosirenja teorije A pokazuju kao nedovoljna da
dokazuV # L.

U ovom pogledu, prosirenja teorije A su u slicnom poloZaju kao i pro§irenja teorije
ZFC principima refleksije. Naime, iako je moguce pruziti solidnu intuitivhu podrsku
takvim teorijama, one su naprosto nedovoljno jake. Konkretno, sve ove teorije su rela-
tivno konzistentne u odnosu na prvi ErdeSov kardinal « (w), $to daje dodatnu podrsku
Kelnerovoj (Peter Koellner) hipotezi [Koellner, 2009] da su svi moguci razlozni principi
refleksije relativno konzistentni u odnosu na ovaj kardinal i time nedovoljni da bi se
prevazisla V = L barijera.

Najjace meni poznato prosirenje Akermanove teorije A - teorija T o kojoj ¢emo viSe
da kazemo u odeljku [6.4] - takode ne moZe da ovu barijeru prevazide. Ovo Ce tvrdenje
biti dokazano u odeljku [6.4] i koliko je meni poznato ono do sada nije zabeleZeno u
literaturi.

U TRECEM I POSLEDNJEM DELU OVOG RADA (glava 7) razmotricemo neke od savre-
menih programa formulisanja novih aksioma teorije skupova. NajviSe paznje ¢emo
posvetiti Vudinovom (Hugh Woodin) programu [Woodin, 2001a,b], $§to odgovara po-
lozaju koju ovaj program zauzima u danasnjoj skupovno-teorijskoj zajednici. Ispita-
¢emo izvesne filozofske aspekte Vudinovog programa kao i programa (ili pozicija) koji
su mu, u izvesnom smislu, konkurentski. Trudi¢emo se da ispitamo $ta se tacno oce-
kuje od svakog programa formulisanja novih aksioma teorije skupova, i koliko su takvi

programi u skladu sa Gedelovim gledistima.
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Nasi zakljucci u ovom poglavlju €e biti uglavnom negativni. Naime, ¢ak i ako pri-
hvatimo veoma liberalno c¢itanje Gedelovog stanovista na osnovu kojeg je aksiome mo-
guce opravdati oslanjajuci se u potpunosti (ili gotovo u potpunosti) na njihove posle-
dice, nije jasno da Vudinov program uspeva da na konkluzivan nacin izoluje dodatnu
aksiomu (ili klasu aksioma) koju bi trebalo usvojiti. Ovome u prilog govori i €injenica
daje sam Vudin u poslednjih nekoliko godina bliZi ideji da je hipoteza kontinuuma isti-
nita, ane lazna. Ovakav zaokret u svojoj osnovi ima pojam , krajnjeg L—a” (the ultimate
L), unutra$njeg modela teorije skupova koji bi za razliku od Gedelovog konstruktibil-

nog univerzuma L, koji je minimalan, imao izvesna svojstva maksimalnosti.
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GLAVA 2

ONTOLOSKA I EPISTEMOLOSKA

DIMENZIJA GEDELOVOG PLATONIZMA

Kakva je priroda matematickih objekata? Da li oni uopste postoje? Ako postoje, da
li njihovo postojanje zavisi od nas ili, pak, oni postoje nezavisno od naSe svesti? U vezi
sa ovim namece se pitanje naSeg znanja o ovoj vrsti objekata. Ova dva pitanja stoje u
neraskidivoj vezi. Koje god stanoviste zauzeli u pogledu nacina saznanja matematic-
kih objekata, ujedno smo duzni da damo nekakav odgovor na pitanje kakve sve stvari
postoje u sferi matematickog. I obrnuto, ako podemo od stanovista koje daje odgovor
na pitanje o postojanju matematickih objekata, drugo pitanje, koje se tice nacina na
koji ih saznajemo, postaje neizbeZzno. Mnoga druga vazna pitanja se javljaju kao posle-
dica ovih, a nas$i odgovori na njih umnogome ¢e opredeliti poziciju koju zauzimamo u
filozofiji matematike.

Cilj ovog odeljka je da, koliko je to moguce, rasvetli poziciju Kurta Gedela u odnosu
na pomenuta pitanja. Na njegovom primeru ¢emo videti da uzajamna povezanost ovih
odgovora moZe dovesti do finog raslojavanja unutar necega §to, na prvi pogled, izgleda

kao monolitna filozofska pozicija.
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2.1. O Gedelovom platonizmu

Kao $to smo ve¢ napomenuli u uvodu, Gedelova pozicija u filozofiji matematike
uobicajeno se oznacava kao platonizam. To je glediSte po kojem matematicki objekti
postoje nezavisno od nase svesti.! Iako pre¢utno prihvatan kao “radna” hipoteza mno-
gih savremenih matematicara, platonizam je sve samo ne opSte prihvacen kada je po-
trebno da se matematicari izjasne u pogledu svojih filozofskih stanovista. Ovo je do-
nekle razumljivo ako se uzme u obzir problem postuliranja apstraktnih objekata, kao i
epistemoloski problemi vezani za moguénost njihovog saznanja. Zasto uopSte prihva-
titi filozofsku poziciju koja je u ovoj meri problemati¢na? Jedan mogu¢i odgovor na ovo
pitanje bio bi da platonizam predstavlja opravdanje matematicke gramatike. Upravo
ovo predstavlja vaznu komponentu Gedelovog stanovista.

S obzirom na platonisticko stanoviste, Gedelov odgovor na pitanje o statusu mate-
matickih objekata je ocekivan: oni postoje nezavisno od svesti, kao i naseg saznanja o
njima. Odgovor koji je ponudio u pogledu moguénosti njihovog saznanja je, medutim,
mnogo kompleksniji. U prikazima Gedelovog platonizma cesto se navodi njegovo uve-
renje da posedujemo sposobnost matematicke intuicije, analogne ¢ulnom opazanju,
koja nam omogucava saznanje matematickih objekata [Benacerraf, 1973]. Medutim,
uprkos Cinjenici da je Gedel svojim opaskama zaista upucivao na jedno takvo glediste,
to ni u kom sluc¢aju ne iscrpljuje sve njegove argumente u prilog platonizmu.

U nastavku ¢emo videti da Gedel iznosi argumente za platonizam koji su nezavi-
sni od njegovog shvatanja matematicke intuicije kao i da postoje mesta koja upucuju
na to da Gedel vidi platonizam, uprkos svim njegovim nedostacima, kao jedino odr-
zivo stanoviSte. Ne smemo takode gubiti iz vida €injenicu da Gedelovi argumenti nisu
argumenti filozofa koji nastupa sa dobro utvrdene filozofske pozicije. Smatrati ih ta-
kvim, bilo bi nepravedno prema njemu. Naprotiv, Gedel nastupa sa pozicije logicara

sa istanCanim razumevanjem matematicke i skupovno-teorijske prakse, kao i dubokih

1Postoj anje ovde treba razumeti u apstraktnom smislu. Objekti kao §to su brojevi, skupovi ili trouglovi ne
postoje u prostorno-vremenskom svetu kao §to je slucaj, na primer, sa zvezdama, protonima i $oljicama
za kafu.
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rezultata logike i osnova matematike. Njegovi argumenti su prirodne posledice ovog
razumevanja.

Gedelovi najpoznatiji radovi o nacinu naseg saznavanja matematickih objekata i
njihovoj prirodi akcenat stavljaju na nasSu sposobnost saznanja istina o transfinitnim
skupovima. Ono $to je dalo podsticaj takvom projektu jeste pitanje nezavisnosti Kan-
torove hipoteze kontinuuma od aksioma Z FC teorije skupova. Hipoteza kontinuuma
je po svom obliku prilicno elementarno tvrdenje o strukturi univerzuma skupova.

Naime, Kantor je krajem XIX veka pokazao da je kardinalnost skupa realnih brojeva
striktno veca od kardinalnosti skupa prirodnih brojeva. Ovaj Kantorov rezultat otvara
neka pitanja. Da li je kardinalnost skupa realnih brojeva slede¢a po redu beskona¢na
kardinalnost veca od kardinalnosti skupa prirodnih brojeva? Ili pak postoje skupovi
koji se po kardinalnosti nalaze izmedu skupova prirodnih i realnih brojeva? Hipoteza
kontinuuma kaze da ovakvi skupovi ne postoje i da je kardinalnost skupa realnih bro-
jeva upravo sledec¢a veca u odnosu na kardinalnost skupa prirodnih brojeva. Medutim,
cak i posle aksiomatizacije teorije skupova u prvoj polovini XX veka, nije se znalo da li
je ovo tvrdenje istinito ili lazno.

Kao §to smo napomenuli u uvodu, tridesetih godina proslog veka Gedel je ispitivao
ograniCenje kumulativne hijerarhije ZF teorije skupova, koja na svakom nivou ima
skupove koji su definabilni pomoc¢u skupova koji se nalaze na prethodnim nivoima.
Model ZF teorije skupova dobijen na ovaj na¢in ima to svojstvo da u njemu vaZze kako
aksioma izbora, tako i uopstena hipoteza kontinuuma. Ono $to Gedelova konstrukcija
pokazuje jeste da je hipoteza kontinuuma konzistentna sa aksiomama ZF teorije sku-
pova. Drugim reCima, ne postoji bojazan da ¢e posle usvajanja hipoteze kontinuuma
kao dodatne pretpostavke, pored aksioma ZF, nas sistem postati inkonzistentan, na-
ravno pod pretpostavkom da je ZF konzistentna teorija. Drugim re¢ima, ako je ZF
konzistentna teorija, onda ona ne dokazuje negaciju hipoteze kontinuuma.

Bilo je potrebno da prode nekih tridesetak godina, do 1963. godine, kada je Koen,
primenom metode forsinga, konstruisao model ZF u kojem ne vaZi hipoteza kontinu-

uma. Gedelovi i Koenovi rezultati zajedno daju nezavisnost hipoteze kontinuuma od
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aksioma ZF teorije skupova. Nezavisnost ovog tvrdenja se ogleda u tome $to ZF, ako
je konzistentna, ne dokazuje ni hipotezu kontinuuma, niti njenu negaciju.

Treba istaci da su najpoznatiji Gedelovi stavovi o platonizmu iz perioda koji pret-
hodi Koenovom dokazu nezavisnosti hipoteze kontinuuma. Medutim, ¢ak je i tada
smatrao verovatnim da ce se hipoteza kontinuuma pokazati nezavisnom, $to je i bio
slucaj. Tako, na primer, Benaseraf u svojoj kritici [Benacerraf, 1973] Gedelovog plato-
nizma, kao centralan uzima rad ,Sta je Kantorov problem kontinuuma?”, koji je prvi
put objavljen 1947. godine, da bi se dopunjena verzija pojavila 1964. godine, odmah
posto je Koen objavio svoj rezultat. U ovom radu Gedel se bavi pitanjem nezavisnosti
hipoteze kontinuuma, kao i opstijim pitanjem faktora koji odreduju istinitost tvrdenja
koja se ticu skupova.

Posto je hipoteza kontinuuma nezavisna od aksioma ZFC, postavlja se pitanje da li
postoji nesto izvan ovih aksioma $to moZe odrediti istinosnu vrednost tvrdenja o sku-
povima. Fenomen nezavisnosti nam ne dopusta da kazemo da je istinito samo ono
Sto sledi iz aksioma teorije skupova, jer aksiome ne mogu da odluce istinosnu vred-
nost svih tvrdenja ove teorije. Tim pre Sto je hipoteza kontinuuma prirodno tvrdenje o
strukturi univerzuma teorije skupova. Cak iako neka tvrdenja o skupovima prihvatimo
naprosto kao nezavisna, ne brinuci previSe o usvajanju nekih dodatnih pretpostavki
koje bi njihovu istinosnu vrednost fiksirale, hipoteza kontinuuma sigurno nije takvo
tvrdenje. Zastupati glediSte da teorija skupova nije duZzna da pruzi odgovor na pitanje
da li je postoje skupovi kardinalnosti striktno vece od kardinalnosti skupa prirodnih
brojeva, a u isto vreme striktno manje od kardinalnosti skupa realnih brojeva, donekle
je analogno glediStu da PA nije duZzna da pruZzi odgovor na pitanje da li postoji pri-
rodan broj izmedu 1 i 2. Jasno je da ako postoji stanje stvari u domenu skupova koje
aksiome opisuju, trebalo bi da te iste aksiome odreduju istinosnu vrednost pitanja kao
S$to je ovo. Medutim, da li moZzda postoji stanje stvari u domenu skupova koje se ne

oslanja na aksiome kao na garant sopstvene legitimnosti?
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Jedan moguci odgovor na ovo pitanje je negativan. On nas oslobada obaveze da
objasnimo $§ta to, pored standardnih aksioma, moZze odrediti istinosnu vrednost u do-
menu skupova. U tom slucaju pitanje da li je hipoteza kontinuuma istinita ili lazna
ostaje bez odgovora.

Mozemo tvrditi i viSe. PoSto tvrdenja kao $to je hipoteza kontinuuma nemaju odre-
denu istinosnu vrednost u ZFC, onda su ona naprosto besmislena. Ovo otvara put
raznim ,alternativnim” teorijama skupova, slicno onome $to postoji u geometriji, gde
bismo u nekim od tih teorija hipotezu kontinuuma usvojili kao istinitu, dok bismo u
drugim kao istinitu usvojili njenu negaciju. Ovakvo glediste se na prvi pogled kosi sa
idejom, olicenom u platonistickoj poziciji u filozofiji matematike, da zaista postoje ma-
tematicki objekti. Jer, tvrdenja o postojecim objektima treba da budu istinita ili lazna,
a ne neodredena u pogledu istinosne vrednosti, §to je ovde slucaj.

Ovakvo antirealisticko glediSte zapada u teSkoce time $to naSe znanje o skupo-
vima €ini u izvesnom smislu trivijalnim. Izgleda da ono prestaje da bude znanje o bilo
¢emu. Nasuprot tome, pretpostavka postojanja matematickih objekata pruza nam ne-
§to $to moze odrediti istinosnu vrednost tvrdenja u domenu skupova, bas kao §to fizicki
objekti odreduju istinosnu vrednost empirijskih tvrdenja. Ovo u stvari znaci tvrditi da
postoji stanje stvari koje ukljucuje skupove a koje nije u potpunosti obuhvaceno nasim
aksiomama, Sto sledi iz rezultata nezavisnosti. To stanje stvari, dakle, nije konstitui-
sano onim $to sledi iz nasih aksioma.

Ovakvo glediSte zastupa i Gedel tvrde¢i da matematicki objekti postoje ,,nezavisno
od naSe konstrukcije kao i od na$e intuicije svakog od njih pojedinac¢no” [Godel, 1964,
p- 258], §to je oStro suprotstavljeno Brauverovom (Luitzen Egbertus Jan Brouwer) in-
tuicionizmu, koji priznaje ,matematicke objekte samo ako se mogu interpretirati kao
nase sopstvene konstrukcije ili bar mogu biti potpuno dati u matematickoj intuiciji”
[Godel, 1964, p. 258]. Brauverov intuicionizam Gedel smatra pogubnim po teoriju
skupova, a glediSta Poenkarea (Henri Poincaré) i Vajla (Hermann Weyl), koja naziva

»semi-intuicionistickim”, smatra gotovo jednako razornim.
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Na ovom mestu je vazno istaci da, iako postoje sustinska filozofska neslaganja iz-
medu Gedela i intuicionista, njegov glavni intelektualni protivnik jeste Karnap, koji
zastupa konvencionalisticko stanoviste u filozofiji matematike. O ovome jasno svedoci
paZnja koju je Gedel poklanjao formulisanju argumenata koji bi trebalo da pobiju kon-
vencionalizam. Posto je 1953. godine prihvatio poziv, koji mu je uputio Pol Silp (Paul
Schilpp), urednik edicije The Library of Living Philosophers, da napiSe rad za tom o Kar-
napu (Rudolf Carnap) koji je u pripremi, Gedel je napisao Sest razlicitih verzija teksta
»Is mathematics syntax of language?”. Medutim, nijednom od ovih verzija nije bio u
potpunosti zadovoljan, pa rad nije ugledao svetlost dana sve do objavljivanja Gedelove
zaostavstine. RazloZzno je pretpostaviti da se Gedel nadao u potpunosti konkluzivnom
argumentu koji bi trebalo da pobije konvencionalizam, ali se ispostavilo da je situacija
teZa nego Sto je ocekivao. [Godel, 2003b, p. 244]

Medutim, iako moZemo smatrati da matematicki, bas kao i fizicki, objekti postoje
nezavisno od nase sposobnosti da ih konstruiSemo ili opazamo, sigurno se namece
jedna klju¢na razlika. Naime, mi posedujemo ¢ulne opaZzaje kao deo mehanizma uz
pomoc¢ kojeg, pretpostavlja se, moZemo steci znanje o fizickim objektima. Iako je nase
razumevanje povezanosti culnih opazaja i znanja o fizickim objektima nepotpuno, ono
i dalje predstavlja izvor opravdanja, nacin da objasnimo pouzdanost nasih verovanja o
njima. Matematicki objekti se umnogome razlikuju od fizickih, a ovo ¢ini epistemicku
situaciju znatno drugacijom.

Naime, uticaj dokaza nezavisnosti na istinosnu vrednost tvrdenja razlikuje se u ra-
zliCitim granama matematike u zavisnosti od njihove povezanosti sa fizickim svetom.
U tom smislu, Gedel poredi teoriju skupova sa geometrijom. Ako uzmemo u obzir ne-

zavisnost Euklidovog postulata paralelnosti i nezavisnost hipoteze kontinuuma:

[M]ora se istac¢i da dokazom neodlucivosti pitanje gubi smisao samo
ako se aksiomatski sistem koji se razmatra interpretira kao hipoteticko-
deduktivni sistem, tj. ako se znacenja primitivnih termina ostave ne-
odredenim. U geometriji, na primer, pitanje da li je Euklidov peti po-

stulat istinit zadrZava svoje znacenje ako se primitivni termini shvate
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u tacno odredenom smislu, tj. tako da referiraju na ponasanje krutih
tela, svetlosnih zraka, itd. Situacija je slicna i u teoriji skupova, ra-
zlika je samo u tome §to se u geometriji znacenje, koje se danas naj-
¢eSCe usvaja, odnosi na fizicku pre nego na matematicku intuiciju,
pa time odluka pociva van matematickog domena. S druge strane,
objekti transfinitne teorije skupova [...] nedvosmisleno ne pripadaju

fizickom svetu. [Godel, 1964, p. 267]

Dakle, za hipotezu kontinuuma ne postoji merilo van matematickog domena na
osnovu kojeg se moze utvrditi njena istinosna vrednost. U geometriji, istinosnu vred-
nost postulata paralelnosti mozemo odrediti pomocu takvog spolja$njeg merila, naime
na osnovu toga da li je postulat paralelnosti istinit ili ne kada se primeni na fizicki pro-
stor. Pozivanje na fizicki svet nije nam dostupno u slu€aju transfinitne teorije skupova,
pa je jedino matematicka stvarnost ta koja nam moZe biti od pomod¢i pri utvrdivanju
istinosne vrednosti pitanja kao $to je problem kontinuuma. Upravo iz ovog razloga
Gedel mora da pokaZze na koji nacin saznajemo istine o transfinitnim skupovima.

Po njegovom misljenju, istinitost tvrdenja o skupovima jeste u krajnjoj instanci
odredena samim objektima: hipoteza kontinuuma je nesto $to naprosto mora biti isti-
nito ili laZno za ove objekte. Aksiome su onda samo opis jedne ve¢ postojee matema-
ticke stvarnosti i ako postoje tvrdenja koja nisu odluciva na osnovu ovih aksioma, onda
moraju postojati delovi te matematicke stvarnosti koje ovi ne opisuju. Dakle, objekti
sami, a ne aksiome ZFC teorije skupova, jesu ono Sto odreduje istinitost tvrdenja o

skupovima.

Ako se znacenja primitivnih termina teorije skupova [...] prihvate kao
valjana, sledi da pojmovi i teoreme teorije skupova opisuju neku do-
bro odredenu stvarnost u kojoj Kantorova hipoteza mora biti istinita
ili lazna. Dakle, njena neodlucivost na osnovu trenutno prihvaéenih
aksioma moZe samo znaciti da one ne sadrZe potpun opis te stvarno-

sti.[Godel, 1964, p. 260]
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Takva slika je, medutim, nepotpuna bez obja$njenja kako moZemo imati saznanje o toj
matematickoj stvarnosti. Benaseraf istice da ovakvo glediSte implicira da postoji sred-
stvo pomocu kojeg saznajemo matematicke istine, a koje je analogno ¢ulnom opaza-
nju. Mi posedujemo sposobnost matematicke intuicije i upravo ona predstavlja vezu
izmedu matematickih objekata i naSeg saznanja o njima. U prilog ovome Gedel istice
da nam se aksiome ,namecu kao istinite”[Godel, 1964, p. 268]. Aksiome moZemo po-
smatrati tako da izmedu njih i o¢iglednih empirijskih tvrdenja postoji jaka analogija. U
pogledu obe vrste tvrdenja mislimo potpuno isto kada kaZzemo da nam se ,namecu kao
istinita”, razlika leZi u vrsti i sposobnosti opazanja. Mi posedujemo ¢ulno opazanje kao
sposobnost preko koje nam se namece istinitost nekih ociglednih empirijskih tvrde-
nja. Njeno mesto u kontekstu matematickih tvrdenja zauzece matematicka intuicija.
Epistemolo$ki posmatrano, naSe znanje o matematickim objektima nije zagonetnije
od naSeg znanja o fizickim objektima, ali se u prilog tvrdenja da mi zaista posedujemo
sposobnost matematicke intuicije, veoma malo toga navodi kao opravdanje.

Ovo problematizovanje teSkoc¢a sa kojima se suocava Gedelov platonizam previda
jedan vazan aspekt njegove pozicije. Radi se, naime, o razlozima koje je imao za pri-
hvatanje platonistickog stanovista. Jer, ako detaljnije ispitamo njegovu raspravu o pla-
tonizmu u radu o Kantorovoj hipotezi, izgleda da Gedel ne nudi pozitivan argument u
prilog platonizmu nego pre razmatranje problema kontinuuma sa platonistickog sta-
novi$ta. Smatrati ova gledi$ta o platonizmu razradenim argumentima, donekle je nefer
prema Gedelu (ovo naravno ne znaci da Gedel nije imao argumente u prilog platoni-
zmu koji su razvijeniji od ovih; o tome Ce viSe reci da bude u odeljku [3.3] ovog rada).
Ovo se moZe dodatno ojacati tvrdenjem da sposobnost matematicke intuicije ne pred-
stavlja susStinsku komponentu Gedelovog platonizma, kako se to na prvi pogled moze
¢initi.

Na primer, Parsons (Charles Parsons) [Parsons, 1995] istice da se Gedelovo shvata-
nje intuicije moZe veoma jasno razlikovati od gledista onih koji sebe nazivaju intuicio-
nistima. Prema Parsonsu, Brauver i njegovi sledbenici ,prihvataju paradigmu filozof-

ske koncepcije matematicke intuicije koja seZe do Kanta, prema kojoj se matematicka
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intuicija tice prostora i viemena kao formi nase ¢ulnosti” [Parsons, 1995, p. 45]. Nasu-

prot tome, Gedel cilja na nesto drugo i to na

[o]no §to bi neki filozofi (u kantovskoj tradiciji) nazvali teorijom uma,
pre nego teorijom intuicije. Gedel je, naime, oCigledno pod uticajem
predkantovske tradicije koja ne vidi ova dva poduhvata kao ostro po-
deljenai dopusta ,intuitivno saznanje” u onim slucajevima koji nama

izgledaju potpuno pojmovno.[Parsons, 1995, p. 45]

Ovim nam se namece izvestan oprez u pogledu toga u kojoj meri Zelimo da insistiramo
na analogiji izmedu ¢ulnog opaZanja i matematicke intuicije. Uzeti ovu analogiju pre-
viSe ozbiljno, pridalo bi suviSe tezine ideji da je Gedel zastupao kantovsko glediste u
pogledu prirode intuicije.

Parsons posebno istiCe jedan zanimljiv aspekt Gedelovog realizma, po kom on pri-
hvata, pored realizma u pogledu objekata, i neku vrstu pojmovnog realizma. Drugim
reCima, njegov realizam obuhvata i objekte koji su oznaceni predikatima. Ovo unosi
promenu u Gedelov platonizam bududi da se priroda matematickih objekata moze
shvatiti neSto drugacije. Naime, ako je Parsons u pravu, matematicka stvarnost obu-
hvata ne samo skupove, nego i skupovno-teorijske pojmove. Pojmovni realizam ne
moZemo naprosto redukovati na realizam u pogledu skupova, jer se u najmanju ruku
»medu svojstvima i relacijama izmedu skupova kojima se teorija skupova bavi, nalaze
i oni Cije ekstenzije nisu skupovi”[Parsons, 1995, p. 48], Sto moZemo oznaciti kao reali-
zam u pogledu klasa.

Medutim, Parsons citira i Gedelovo predavanje iz 1933. godine, koje se fokusira na
aksiomatizaciju teorije skupova, kao i na opravdanje tih aksioma. U predavanju Gedel

pravi i donekle iznenadujuci osvrt na platonizam:

Rezultat prethodne diskusije jeste da nase aksiome, ako se interpreti-
raju kao smislena tvrdenja, nuzno pretpostavljaju neku vrstu platoni-
zma koja nije u stanju da zadovolji kriticki duh i koja ¢ak ne mozZe proi-

zvesti uverenje da su one konzistentne. [Godel, 1933, p. 50]
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Ovo je zanimljivo tvrdenje utoliko Sto se ne slaZe sa slikom koju imamo o Gedelu kao
najcistijem platonisti. Jedan moguci nacin da interpretiramo ovo mesto bio bi da ka-
zZemo da Gedel, iako jasno uocava probleme sa kojima se platonizam suocava, ne vidi
nijednu odrzivu alternativu ovoj poziciji. Gedelovu opasku moZemo tumaciti i kao do-
bar razlog zbog kojeg bi trebalo da budemo platonisti. Iako postoje brojni problemi
u vezi sa platonizmom, izgleda da postoje i razlozi zbog kojih smo prinudeni da ga

prihvatimo?.

2.2. Gibs predavanje i pojmovni realizam

Neposredan argument u prilog platonizmu moZemo naci u Gedelovom Gibs preda-
vanju koje je odrzao 1951 godine. Ovo predavanje se moZe grubo podeliti na dva dela.
U prvom delu se razmatraju odredeni logicki rezultati i njihove filozofske posledice,
dok se drugi deo bavi filozofskim pitanjima, medu kojima je i pitanje matematickog
platonizma. Argumenti koje Gedel ovde iznosi imaju viSe posledica po filozofiju duha
nego po filozofiju matematike. Za veoma lep prikaz tih Gedelovih argumenata ¢itaoca
upucujemo na Penrouzov (Roger Penrose) noviji rad [Penrose, 2011] koji je inspirisan
Gedelom ali sadrzi i mnogo toga originalnog.

Logicki rezultati koje Gedel navodi u prvom delu predavanja u vezi su sa pojmom
matematicke neiscrpnosti ili neupotpunjivosti. Kao primere takvih rezultata on navodi

sopstvene teoreme o nepotpunosti. Tako druga teorema o nepotpunosti

[...] ¢ini nemoguéim da neko konstruise izvestan dobro definisan sistem
aksioma i pravila zakljucivanja i da na konzistentan nacin o njemu tvrdi
sledece: OpaZzam (sa matematickom izvesnosc¢u) da su sve ove aksiome,
kao i pravila zakljucivanja, valjane i verujem da one sadrZe Citavu mate-
matiku. Ako neko tvrdi tako nesto, on protivreci sebi. Jer ako opaza da su
aksiome o kojima je rec¢ valjane, on takode opaza (sa istim stepenom iz-
vesnosti) da su one konzistentne. Dakle on poseduje matematicki uvid
koji nije posledica njegovih aksioma.[Gddel, 1951, p. 309]

2Jo3 jednu mogucu interpretaciju ove Gedelove napomene ponudiéemo u nastavku rada kada budemo
detaljnije govorili o njegovom shvatanju matematicke intuicije (v. FUSNOTA 6 na str. 141).
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Na osnovu ovoga, Gedel pravi podelu na objektivnu i subjektivhu matematiku. Objek-
tivna matematika bi bila sistem svih istinitih matematickih tvrdenja, dok subjektivhu
matematiku Cini sistem svih dokazivih matematickih tvrdenja. Nijedan dobro defi-
nisan aksiomatski sistem ne moze da se poistoveti sa objektivnom matematikom, jer
je tvrdenje koje kaze da je sam ovaj sistem konzistentan istinito a ipak, prema dru-
goj teoremi o nepotpunosti, nedokazivo u ovom aksiomatskom sistemu. Sledecom po
Gedelovom mi$ljenju neizbeznom dilemom, koju on zove jednostavno disjunkcijom,

moZemo da sumiramo prethodno receno:

Ili matematika ne moZe da se kompletira u smislu da se njene aksiome
nikada ne mogu obuhvatiti pomoc¢u konac¢nog pravila, Sto ¢e reci da
ljudski duh (¢ak i u oblasti ¢iste matematike) beskonacno prevazilazi
moc¢i ma koje konacne masine, ili pak postoje apsolutno neresivi dio-

fantovski problemi navedene vrste [...] [Godel, 1951, p. 310]

Upravo je drugi disjunkt ove dileme, u kom se jasno ocrtava jaz izmedu objektivne i
subjektivne matematike, onaj koji je relevantan za razumevanje Gedelovog platoni-
zma. Njega Gedel smatra protivargumentom gledistu da matematika nije nista vise od
ljudske tvorevine. Naime, ako smo mi sami tvorci matematike, onda bismo znali sve
0 njoj, jer tvorac mora znati sve o sopstvenoj tvorevini. Stavise, ¢ak i kada bi se tvr-
dilo da mogu postojati ¢injenice o matematici koje ne znamo, realisticko stanoviSte se
i dalje namece. Mi zaista konstruiS§emo stvari kao masine €ije pona3anje ne mozemo
u potpunosti predvideti. Ba$ zato $to se maSine konstruisu iz nekog datog materijala
odgovarajuca situacija u matematici bi i dalje povlacila neku vrstu realizma, jer bi i
dalje postojala objektivna osnova nase konstrukcije. Gedel smatra da to povlaci ,da
matematicki objekti i Cinjenice (ili bar nesto u njima) postoje objektivno i nezavisno
od nasih mentalnih akata i odluka”[Godel, 1951, p. 311].

Do sada je platonizam bio posledica jednog od dva disjunkta dileme koju smo na-
veli. Kasnije u predavanju Gedel tvrdi da argumenti za platonizam, koji on naziva i

pojmovnim realizmom, imaju kao podrsku odredene rezultate iz osnova matematike,
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nezavisno od toga koji disjunkt dileme zaista vazi. Rec je o tri argumenta usmerena
protiv ideje da je matematika ljudska ili slobodna tvorevina.

Na prvom mestu, kao $to je receno, ako bi matematika bila ljudska tvorevina, mi
sami ne bismo bili liSeni znanja o predmetu koji smo stvorili, bar ne u meri u kojoj
to zaista jesmo. Kao drugo, matematicku praksu ne odlikuje sloboda nego nuznost.
Matematicari nisu u stanju da pukom snagom sopstvene volje dokazuju vazZenje svojih
teorema. Najzad, izgleda da dokazi tvrdenja o izvesnoj klasi objekata zahtevaju upo-
trebu objekata druge klase. Na primer, Gedel istice da neki dokazi tvrdenja o prirodnim
brojevima zahtevaju upotrebu skupova prirodnih brojeva, pa je i pojam skupa prirod-
nih brojeva nuZan u ovom kontekstu. Ali prirodni brojevi i skupovi prirodnih brojeva
nisu iste stvari i stvaranje objekata prve vrste ne ¢ini nuznom stvaranje objekata druge.
To znaci da ako Zelimo da utvrdimo svojstva stvari koje smo stvorili moramo ujedno da
stvorimo i objekte druge vrste koji ¢e nam u tome pomoci.

Parsons s pravom istice da ovi pozitivni argumenti za platonizam uopste ne pretpo-
stavljaju pojam intuicije koja se u Gedelovom radu o Kantorovom problemu kontinu-
uma Cinila centralnom. U pomenutom Gibs predavanju postoji mesto koje se ponovo
bavi temama iz upravo pomenutog rada, ali koje je ovoga puta formulisano pomocu
jezika pojmova pre nego pomocu jezika skupova. Tako Gedel kritikuje zamisao prema

kojoj se za

[...] znaCenje termina (tj. pojmova na koje referiraju) tvrdi da predsta-
vlja nesto stvoreno od strane Coveka, a §to se prosto sastoji iz semantic-
kih konvencija. Verujem da istina leZi u tome da ovi pojmovi poseduju

samo opaziti i opisati. [Godel, 1951, p. 320]

U najmanju ruku ovo nas navodi da preispitamo stav da je Gedelov pojam intuicije
zaista toliko uzak koliko se €inilo. Ovo ujedno baca i novo svetlo na Gedelove opaske
iz 1964. godine. Parsons razmatra naredni odeljak, u kojem nalazi materijal za nesto

istancaniju interpretaciju od uobicajene:
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Ali, uprkos njihovoj udaljenosti od culnog iskustva, ipak posedujemo
nesto $to li¢i na opaZanje objekata teorije skupova, o ¢emu svedoci ¢i-
njenica da nam se aksiome namecu kao istinite. Ne vidim nikakav ra-
zlog zbog kojeg bismo imali manje poverenja u ovu vrstu opaZanja, tj. u
matematicku intuiciju, nego u ¢ulno opazanje koje nam omogucava da
gradimo fizicke teorije i da ocekujemo da Ce se nasa buduca culna opa-
Zanja sa njima slagati, kao i da verujemo da pitanje koje je trenutno neo-
dlucivo nije bez znacenja i da moZe biti odlu¢eno u buduénosti. [Godel,

1964, p. 268]

Parsons istice da Gedelovo zastupanje pojmovnog realizma, pored ,,uobicajenog” ma-
tematickog realizma, po svemu sudeci utice na to koji su to objekti teorije skupova koje
opazamo. Pod objektima teorije skupova treba razumeti ne samo same skupove, nego
i skupovno-teorijske pojmove kakvi su, na primer, pojmovi skupa, pripadnosti, klase i
tome sli¢no.[Parsons, 1995, p. 65] Osim toga, izgleda da intuicije koje imamo o samim
skupovima zauzimaju manje centralno mesto u Gedelovom objasnjenju problema ma-
tematickog znanja od intuicija koje imamo o skupovno-teorijskim pojmovima. Razli-
kovanje izmedu skupa i pojma skupa ¢e nam biti veoma vazno u nastavku ovog rada.
ViSe o ovom razlici ¢emo reci u odeljku [3.3.1] ovog rada i dalje.

Gedel napominje da ,matematicka intuicija ne mora biti shvacena kao sposobnost
koja daje neposredno znanje o objektima. Pre ¢e biti slucaj da, kao i u fizickom is-
kustvu, mi formiramo naSe ideje o tim objektima na osnovu neceg drugog §to jeste
neposredno dato”[Gddel, 1964, p. 268]. Ovo bi trebalo da ide u prilog tezi da su neki
od na$ih apstraktnih matematickih pojmova primitivni, pa da na osnovu njih zasni-
vamo na$e znanje o ostalim matematickim objektima. Ovi pojmovi su neophodni da
bismo imali ideje 0 matematickim objektima i kao takvi zasnivaju ostatak naSeg mate-
matickog znanja. O Gedelovom pojmovnom realizmu i ulozi matematicke intuicije u

njegovoj epistemologiji ¢emo reci viSe u odeljcima [3.3.2] i [3.3.3].
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Cak i ako bi se ispostavilo da matematicki objekti ne postoje, Gedel sugerise da i
dalje moZemo pruZiti smislen odgovor na pitanja kakvo je hipoteza kontinuuma, i to

upravo na osnovu ovih intuicija, bududi da

[Plitanje objektivnog postojanja objekata matematicke intuicije [...] nije
presudno za problem koji trenutno razmatramo. Prosta psiholoska ¢i-
njenica postojanja intuicije, koja je dovoljno jasna da proizvede aksiome
teorije skupova, kao i neogranicen niz njihovih prosirenja, dovoljna je
da da smisao pitanju o istinitosti tvrdenja kakvo je Kantorova hipoteza

kontinuuma. [Godel, 1964, p. 268]

Gedelovo razlikovanje izmedu objektivne i subjektivne matematike nam ovde moze
biti od pomoc¢i. U subjektivnom smislu, ono $to odreduje istinu u domenu skupova
jesu upravo aksiome teorije skupova koje prihvatamo, kao i njihova moguca proSire-
nja. S druge strane, ono $to odreduje aksiome teorije skupova, kao i njihova prosirenja,
jesu naSe matematicke intuicije primitivnih pojmova. Gedel veruje da se mogu navesti
jaki argumenti u prilog tvrdnji da zaista postoji nesto kao §to je objektivna matema-
tika, koja je u potpunosti nezavisna od subjektivne matematike. Upravo to namece
platonizam kao poziciju, onako kako je odredena u Gibs predavanju.

Na ovom mestu moZemo istaci dva aspekta dosadadnje analize platonizma i intu-
icije u Gedelovom radu. Prvi je da Gedel iznosi argumente za platonizam koji su ne-
zavisni od njegovih ideja o prirodi matematicke intuicije. Ovi argumenti pocivaju na
Gedelovim teoremama nepotpunosti kao i na razlikovanju izmedu objektivne i subjek-
tivne matematike koje iz njih sledi. Postoje mesta, kao $to smo videli, na kojima Gedel
vidi platonizam, uprkos svim njegovim nedostacima, kao jedinu odrzivu poziciju. Uvo-
denje sposobnosti matematicke intuicije, kao dodatne komponente u argumentaciji,
moZemo videti kao nesto $to dolazi posle prihvatanja samog platonizma a u cilju obja-
$njenja onoga za $ta ve¢ znamo da je istinito. To je teza koju smo pokusali da branimo
u ovom odeljku.

Drugi aspekt se ogleda u tome $to se matematicka intuicija ne odnosi samo na sku-

pove nego i na druge primitivne skupovno-teorijske pojmove. Upravo su ovi pojmovi
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ono $to, u mnogo vecoj meri od samih skupova, stvara aksiome koje sa svoje strane
odreduju ono §to je dokazivo u teoriji skupova. Detaljniju analizu Gedelovog pojma in-
tuicije pruzi¢emo u odeljku [3.3.2] ovog rada, nakon $to navedemo neke od kritika koje
su mu upucene. lako je za Gedela ontologija primarna u odnosu na epistemologiju,
on je i dalje duzan da kaZe makar nesto o nacinu na koji sticemo znanje o skupovima.
Medutim, pokaza¢emo da je njegova epistemologija bila Zrtva pogres$ne interpretacije,
koja je njegov pojam intuicije svela na karikaturu i koja ne uzima u obzir ono $to Gedel
zaista kaZe o ovoj sposobnosti.

Treba napomenuti da je Gedelovo stanoviste koje smo opisali u ovom odeljku u
velikom raskoraku sa onim $to se dogadalo u filozofiji pedesetih godina proslog veka.
Primat teorije znacenja nad epistemologijom i ontologijom koji je obeleZio ¢itavu dva-
desetovekovnu filozofiju kao da ni najmanje nije uticao na Gedela. Na primer, Vit-
genStajnovo (Ludwig Wittgenstein) insistiranje na analizi jezika i njegove upotrebe u
Filozofskim istrazivanjima Gedelu je bilo potpuno strano.

S druge strane, neke sli¢nosti izmedu Gedelove i Vitgenstajnove filozofije ipak po-
stoje. Pojam matematicke prakse, onoga $to matematicari zaista rade kada se bave
matematikom bio je veoma vazan za Gedela. Ako se usredsredimo samo na nacin na
koji stiCemo znanje o skupovima moZzemo izgubiti iz vida njegova glediSta o skupovno-
teorijskoj praksi, kao i nac¢inu na koji je ona povezana s njegovim platonizmom. Me-
dutim, to nije sve. Ovim rizikujemo da izgubimo iz vida i sledec¢i vaZzan aspekt koji mo-
Zemo naci unutar Gedelovog programa formulisanja novih aksioma teorije skupova:
hipotezu kontinuuma moZemo posmatrati ne samo kao pitanje Sta odreduje matema-
ticku istinu, nego i kao pitanje kako dolazimo do novih aksioma i verovanja u njih.

Kako za platonistu aksiome daju samo nepotpun opis univerzuma skupova, mora
se postaviti pitanje kakve su to aksiome koje bi nam mogle dati potpun opis tog uni-
verzuma. To onda prerasta u problem opravdanosti verovanja u takve aksiome. Jedno
objasSnjenje koje Gedel pruza oslanja se na sposobnost matematicke intuicije. Medu-

tim, ovo nije jedino objasnjenje koje on nudi. Pored ovog, po Gedelovom misljenju,
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nove aksiome mogu se opravdati svojim posledicama u drugim granama matematike
kao §to je aritmetika. [Godel, 1964, p. 261]
Jedan prikaz i kritika Gedelove dileme o kojoj smo u ovom odeljku govorili mogu se

nadi u [Feferman, 2006].
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GLAVA 3

NOMINALISTICKA KRITIKA

PLATONIZMA

Videli smo da je jedan od osnovnih problema platonisticke pozicije epistemoloski:
na koji nacin objasniti nase znanje o apstraktnim matematickim objektima koji nimalo
ne lice na objekte naSeg svakodnevnog iskustva? U ovom odeljku ispitacemo neke od
najuticajnijih argumenata koji su formulisani protiv matematickog platonizma sa ci-
ljem da pokaZu da, ako je platonizam istinit, mi ne moZemo posedovati matematicko
znanje. Kako retko ko porice da posedujemo matematicko znanje, ovo bi trebalo da
konac¢no presudi svakom pokusaju platonistickog razumevanja matematicke istine.

Na prvom mestu, ispitaemo veoma uticajan argument protiv platonizma koji je
1973. godine formulisao americki filozof Pol Benaseraf (Paul Benacerraf). Taj argu-
ment poznat je i pod imenom Benaserafova dilema, iz razloga koji ¢e postati jasni u
nastavku. Po$to u osnovnim crtama iznesemo Benaserafov argument ukazaemo na
neke probleme sa kojima se suocava. Posle toga, predstavicemo izvesno poboljSanje

Benaserafovog argumenta koje je formulisao Hartri Fild (Hartry Field) a koje ima za cilj
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da prevazide probleme sa kojima se suocava Benaseraf. Posle formulacije tih argume-
nata usmerenih protiv matematickog platonizma, pokusa¢emo da pokazemo kako je
na njih moguce odgovoriti sa jednog opsSteg realistickog stanovista. Na kraju, ispita-

¢emo da li i u kojoj meri ovi argumenti pogadaju Gedelov platonizam.

3.1. Benaserafova dilema

Benaserafova dilema [Benacerraf, 1973] se moZe opisati kao konflikt izmedu za-
hteva za adekvatnom semantikom jezika matematike i zahteva za adekvatnom mate-

matickom epistemologijom.

Cini mi se da su dve razli¢ite vrste zahteva motivisale, svaka na svoj na-
Cin, glediSta o prirodi matematicke istine: (1) zahtev za homogenom se-
mantickom teorijom na osnovu koje semantika matematickih tvrdenja
sledi onu ostatka jezika, i (2) zahtev da se priroda matematicke istine

usaglasi sa razumnom epistemologijom. [Benacerraf, 1973, p. 661]

Prema Benaserafovom misljenju, problem se ogleda u tome $to su gotovo svi poku-
$aji objasnjenja prirode matematicke istine forsirali jedan od ova dva zahteva na ustrb
drugog. Tako, na primer, ako objaSnjenje matematicke istine prati razloZna epistemo-
loska pozicija, semantika matematickih iskaza na kojoj ta istina pociva je daleko od
adekvatne.

S druge strane, platonisticki shvac¢ena semantika u potpunosti odgovara semantici
prirodnih jezika, ali, po Benaserafovom misljenju, platonizam ne moZze opravdati svoje
epistemoloSke pretpostavke. Tako jezik unutar platonisticki shvacenih matematickih
teorija u mnogome odgovara jeziku fizike koji pretpostavlja postojanje objekata na koje
termini ove nauke referiraju.

Benaserafov argument se Cesto interpretira tako da osim $to predstavlja izazov ma-
tematickom platonizmu on je u isto vreme i argument u prilog nominalizmu." Naj-
kra¢e reCeno, nominalizam u filozofiji matematike je pozicija koja porice postojanje
matematickih objekata. Matematicki objekti ne postoje, postoje samo njihova imena.

1ovako ga na primer razume Fild. O ovome éemo reci nesto viSe u nastavku.
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Strogo govoreci poSto ta imena niSta ne oznacavaju ona i nisu imena nego facon de
parler.

Problemi za platonisticku poziciju dakle nastaju kada treba da objasni nase znanje
apstraktnih matematickih objekata. Na suprotnoj strani, problem za Hilbertov forma-
lizam nalazio bi se ne u epistemologiji nego u semantici. Formalizam matematicku
istinu shvata u strogo kombinatornom smislu, pozivaju¢i se na pojam dokaza u ne-
kom formalnom aksiomatskom sistemu. Medutim, formalizam mora pretpostaviti da
semantika matematickog jezika u izvesnom smislu odudara od semantike ostatka je-
zika.

Na osnovu ovog problema Benaseraf formuliSe dve prepreka koje svaka zadovolja-

vajuca teorija o prirodi matematicke istine mora da prevazide.

- Semanticka prepreka: Pruziti homogenu semanticku teoriju unutar koje ce se-
mantika matematickog jezika biti u skladu sa semantikom ostatka jezika.
- Epistemoloska prepreka: Pruziti adekvatno objasnjenje matematicke istine koje

je u skladu sa prihvatljivim epistemoloskim teorijama.

Po Benaserafovom misljenju, idealno obja$njenje pojma matematicke istine bilo bi

ono koje

[...] se mora uklopiti u sveobuhvatno obja$njenje naSeg saznanja na na-
¢in koji ¢e uciniti razumljivim to kako posedujemo matematicko znanje
koje posedujemo. Prihvatljiva semantika matematickog jezika mora se

uskladiti sa prihvatljivom epistemologijom. [Benacerraf, 1973, p. 667]

3.1.1. Semanticka prepreka. Posvetimo se ukratko Benaserafovom zahtevu za ho-

mogenom semantikom i razmotrimo naredne dve reCenice:

(1) Postoje najmanije tri velika grada starija od Njujorka.

(2) Postoje najmanje tri prosta broja veca od 17.

Benaseraf zakljuCuje da ono $to ove dve recenice imaju zajednicko jeste njihova logicka

ili gramaticka forma. Ovu formu moZemo izraziti na sledeci nacin:

(3) Postoje najmanje tri F—a koja su u relaciji R sa a.
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Po Benaserafovom misljenju reCenica (1) €e biti istinita samo u slucaju da objekt na koji
se njome referira (Njujork) stoji kao drugi ¢lan u relaciji R (,je stariji od”) sa najmanje
tri objekta koji zadovoljavaju predikat F (,je veliki grad”). Slicno tome, recenica (2) Ce
biti istinita samo u slucaju da objekt na koji se njome referira (broj 17) stoji kao drugi
¢lan urelaciji R (,x je veCe od y”) sa najmanje tri objekta koji zadovoljavaju predikat F
(,biti prost broj”).

Benaseraf kaZze da recenice (1) i (2) imaju istu logicku formu, naime formu koja je
izraZena reCenicom (3), pa se na njih da primeniti ista vrsta analize, koju naziva stan-
dardnim semantickim objasnjenjem. Primer ovog standardnog semantickog objasnje-
nja nudi nam matematicki platonizam.

Objasnjenje koje ne interpretira reCenice (1) i (2) homogeno tako da one dobijaju
logicku formu (3) nego nudi alternativnu matematicku analizu Benaseraf naziva kom-
binatornim objasnjenjem. Kao primer kombinatornog objas$njenja Benaseraf navodi
formalisticku analizu matematickih iskaza u Hilbertovom duhu. Standardno objasnje-
nje sigurno ispunjava zahteve koje postavlja semanticka prepreka. Platonizam je u
ovom smislu u prednosti, jer objasnjava jezik matematike kao i nematematicki jezik
istim sredstvima. U oba slu€aja oslanjamo se na istu semantiku.

Nasuprot tome, kombinatorno objasnjenje ne moZe ispuniti ovaj zahtev. Sa stano-
viSta formalizma, nema niceg spornog u analizi reCenice (1) tako da ona dobije formu
reCenice (3). Medutim, ono §to formalizam porice jeste da Ce isto vaZziti i za reCenicu
(2). Istinosni uslovi matematickih tvrdenja, sa stanovista formalizma, ogledaju se u
njihovoj formalnoj izvodivosti iz odredenog skupa aksioma. Dakle, formalizam je pri-
nuden da se odrekne homogene semanticke teorije koja bi obuhvatala matematicki
kao i nematematicki deo jezika — ova dva dela jezika naprosto funkcioni$u na drugaciji
nacin, bar §to se njihove semantike tice.

Vratimo se razlozima koji su doveli do Benaserafove formulacije semanticke pre-

preke. Zasto on uopSte smatra prednos¢u da se istina matematickih reCenica analizira
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na nacin koji je u skladu sa analizom koju imamo u ostatku jezika? Pozicija koju Bena-
seraf zastupa, fizikalizam, motivisana je idejom jedinstva nauke, koja sugeriSe moguc-
nost razumevanja istinitih recenica razli¢itih nau¢nih oblasti na jedinstven nacin. Ako
posedujemo jedinstvenu teoriju istine, koja je nezavisna od pojedinacnih oblasti u ko-
jima se iskazi koje analiziramo javljaju, onda moZemo reci, na primer, da je konjunkcija
A A B istinita, ako su reCenice A i B istinite. Medutim, ako analiziramo matematicku
istinu na jedan a istinu u fizici na drugi nacin javlja se problem. Ako je reCenica A mate-
maticki istinita a reCenica B fizicki istinita, kada moZemo reci da je njihova konjunkcija
istinita? Ova istina nece biti ni u potpunosti matematicka niti u potpunosti fizicka. Ako
je medutim ova recenica istinita u nekakvom opStem smislu, ovo nas vraca ideji nekog
generickog, predmetno-neutralnog shvatanja istine.

Na osnovu semanticke prepreke, mora postojati adekvatna analiza matematicke
istine koja je u skladu sa opStom semantickom teorijom ostatka nasSeg jezika. Prime-
timo da Benaseraf redukuje problem semanticke teorije jezika na teoriju istine tog je-
zika. Odgovarajuca semanticka analiza matematicke istine mora biti konzistentna sa
opStijim objasnjenjem Sta taCno znaci re€i da su neke od recCenica naseg jezika istinite.
Po Benaserafovom misljenju, najbolje objasnjenje pojma istine pruza analiza Tarskog

(Alfred Tarski):

Cini mi se da posedujemo samo jedno takvo objasnjenje, ono Tarskog,
i da je njegovo glavno obeleZje definicija istinitosti na osnovu referen-
cije (zadovoljenja) zasnovane na odredenoj vrsti sintakticko-semanticke
analize jezika i, dakle, da svaka potencijalna analiza matematicke istine
mora biti analiza pojma istine, bar u smislu Tarskog. [Benacerraf, 1973,

p. 667]
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3.1.2. Epistemoloska prepreka. Drugi deo Benaserafove dileme pociva u zahtevu
za objas$njenjem kako je matematicko znanje uopste moguce. Kao i u slu¢aju seman-
ticke prepreke, Benaseraf zahteva da svako objasnjenje prirode matematickog sazna-
nja bude u skladu sa ostatkom nase epistemologije. U ovom pogledu on predlaZe ka-
uzalnu teoriju znanja kao najbolju teoriju koja moZe dati objasnjenje uslova matema-

tickog znanja:

Ja favorizujem kauzalno objasnjenje saznanja na osnovu koga da bi X
znao da je S istinito, mora postojati kauzalna veza izmedu X-a i refe-
rencije imena, predikata i promenljivih od S [...] Mora biti moguce us-
postaviti odgovarajuéu vrstu veze izmedu istinosnih uslova za S (na koje
se referira u definiciji istinitosti za jezik u kojem je S izraZeno) i razloga
zbog kojih smo u stanju da tvrdimo da su se ti istinosni uslovi stekli [...]
Ako to nije moguce uciniti, nikakva veza izmedu istinitosti iskaza i ra-
zloga koje imamo da u nju verujemo ne moze biti uspostavljena. [Bena-

cerraf, 1973, p. 671]

Ako zaista postoje istinita matematicka tvrdenja, onda nas ona obavezuju (u skladu
sa semantickim skrupulama koje usvajamo) na postojanje objekata na koje referiraju.
Medutim, matematicki objekti su, sa platonistickog stanoviSta, apstraktni pa nije jasno
kako moZemo steci saznanje o objektima koji nisu kauzalno povezani sa nama kao su-
bjektima saznanja niti sa ostatkom fizickog sveta. Zahtevi koje postavljamo pred svaku
epistemolosku teoriju koja treba da objasni postojanje matematickog saznanja nam,
po Benaserafovom misljenju, zabranjuju da se pozivamo na standardno objasnjenje:
naSe najbolje epistemoloSke teorije zahtevaju postojanje kauzalne veze izmedu su-
bjekta saznanja i objekata koji predstavljaju uslov istinitosti matematickih tvrdenja.
Standardno objasnjenje, ono koje pociva na kauzalnoj teoriji znanja, tako ¢ini ma-
tematicko saznanje nemogucim jer zahteva postojanje kauzalne veze koja ukljucuje

objekte koji su po svojoj definiciji kauzalno inertni. Benaserafova dilema dakle izoluje
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izvesnu tenziju koja je u to vreme postojala izmedu dva uspesna modela: jednog se-
mantickog, teorije istine Tarskog, i jednog epistemoloskog, Goldmanove (Alvin Gold-
man) kauzalne teorije znanja [Goldman, 1967]. Ona zahteva da referencijalno (pla-
tonisticko) objasnjenje pojma matematicke istine bude kompatibilno sa kauzalnom
teorijom matematickog znanja. Medutim, kao $to smo videli, prvo iskljucuje drugo i

obratno.

3.1.3. Kauzalna teorija znanja i platonizam. Videli smo da Benaserafova kritika
platonizma pociva na kauzalnoj teoriji znanja. Za pocetak, prikaZimo njegov argument

u sazetoj formi:

(1) Istinita matematicka tvrdenja referiraju na matematicke objekte.

(2) Kauzalna teorija znanja je istinita.

(3) Kauzalna teorija znanja zahteva kauzalnu povezanost subjekata saznanja i ma-
tematickih objekata kao uslova istinitosti matematickih tvrdenja.

(4) Matematicki objekti su kauzalno inertni, pa ne mogu ucestvovati u kauzalnim

relacijama sa subjektima saznanja (niti sa bilo ¢im drugim).

Dakle, referencijalna (platonisticka) semantika jezika matematike ¢ini matematicko
znanje nemogucéim $to diskredituje platonizam kao odrzivu filozofsku poziciju.

Medutim, kauzalna teorija znanja na kojoj ovaj argument pociva nije nimalo mo-
nolitna. Prema ovoj teoriji, u svetlu getijeovskih primera, klasi¢nu tripartitnu analizu
znanja je neophodno dopuniti uslovom da subjekt S zna da p samo ako je ¢injenica da
je p uzrok S-ovog verovanja da p.

Ovo porada nekoliko problema koje ¢emo sada izneti. Na primer, ako je kauzalna
teorija znanja istinita, ja ne znam da u ovom trenutku imam dve ruke. Moje trenutno
verovanje daimam dve ruke nije uzrokovano ¢injenicom da u ovom trenutku imam dve
ruke, nego nedavno pro$lom €injenicom da sam imao dve ruke. U najboljem slucaju,
mogu znati da sam nedavno imao dve ruke. Ovo je, u najmanju ruku, ¢udan zakljucak.

Pored toga, nije potpuno jasno na koji nacin cinjenice mogu ucestvovati u kauzal-
nim lancima? Tako, ako usvojimo slede¢u veoma opstu formulaciju kauzalne teorije

znanja:
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(KT Z): S ne moze znati da p osim u sluajevima kada ¢injenica da p uzrokuje S—ovo

znanje (ili verovanje) da p.

izgleda da ona pretpostavlja postojanje Cinjenica koje su i same apstraktni entiteti. Kao
takvi, oni su kauzalno inertni pa (KT Z) u stvari €ini svo znanje nemoguc¢im, jer zahteva
postojanje kauzalne veze izmedu apstraktnih objekata i subjekata saznanja. Ovaj ar-
gument je prvi istakao Stejner (Marc Steiner) [Steiner, 1975].

Dalje, kauzalna teorija znanja suocava se sa problemom objasnjenja znanja budu-
¢ih dogadaja. Ako i prihvatimo da ¢injenice mogu biti deo uzro¢nih lanaca, ne postoji
nacin da neka buduca €injenica moZze uzrokovati moje sadasnje znanje nekog buduceg
dogadaja. Tako, na primer, ne mogu znati da ¢e Sunce sutra izaci.

Ako platonizam kao pozicija u filozofiji matematike nudi najbolje moguce obja-
$njenje naseg matematickog saznanja, racionalno je da ga preferiramo u odnosu na
komplikovanu kauzalnu teoriju znanja. Treba da potrazimo alternativne teorije koje
Ce biti u ve€oj meri saglasne sa platonizmom. Po re¢ima BardZisa (John Burgess) i Ro-

zena (Gideon Rosen):

[U] odsustvu detaljne formulacije kauzalne teorije opravdanja, moZemo
se pitati da li se takva teorija zaista moZe formulisati na takav nac¢in da
ima upravo one posledice koje konveniraju nominalistima [...] za koje
onda nastaje problem da objasne zasto bi trebalo da imamo viSe pove-
renja u kauzalnu teoriju opravdanja nego u nasu trenutnu matematiku

[...] [Burgess and Rosen, 1997, p. 40.]

Da li kriticari platonizma imaju izlaz iz ove neugodne pozicije? PoSto kauzalna teorija
znanja u onom obliku u kom ju je formulisao Benaseraf danas viSe pripada filozofskoj
arheologiji nego filozofiji per se, moZda postoji moguénost da se argument protiv pla-
tonizma preformuliSe i tako izbegnu neki od prigovora upuc¢enih Benaserafu. Zacetke
ove ideje moZemo naci ve¢ dosta rano, naime u Hartovom (William Hart) prikazu Stej-

nerove knjige [Steiner, 1975] koju smo ve¢ spomenuli:
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Zlocin je protiv intelekta pokusaj da se problem naturalizacije matema-
ticke epistemologije prikrije filozofskim smicalicama. Povr§na zabrinu-
tost oko intelektualne higijene kauzalnih teorija znanja je irelevantna za
ovaj problem i navodi nas na pogresan trag. Problem se ne tice toliko
kauzaliteta koliko same mogucnosti prirodnog znanja apstraktnih obje-

kata. [Hart, 1977, pp. 125-126]

Posto se do sada nismo susreli sa epistemoloskim naturalizmom kao filozofskim sta-
noviStem, re¢i cemo nekoliko reci o tome. Tradicionalno se epistemologija razumevala
kao apriorna, normativna filozofska disciplina: ona propisuje kako bi do verovanja tre-
balo da dolazimo ako Zelimo da ona budu opravdana, primera radi. Ovako ju je, na pri-
mer, razumeo Dekart (René Descartes) u prvoj meditaciji. Nije posao epistemologije
da opisuje kako mi zaista dolazimo do naSih verovanja. To tradicionalno razumeva-
nje epistemologije je verovatno najsnaznije napadao Kvajn (Willard van Orman Quine)

kome i dugujemo kovanicu naturalisticka epistemologija [Quine, 1969, pp. 69-90]:

Kvajn potpuno menja perspektivu. Buduénost epistemologije je, prema
njegovom misljenju, u napustanju normativnog pitanja koje je okupi-
ralo tradicionalne epistemologe i posvecivanju deskriptivnom pitanju o
tome kako zaista dolazimo o do nasih verovanja o spolja$njem svetu [...]
tradicionalnu epistemologiju kao normativnu disciplinu smenila bi psi-

hologija (i eventualno jo$ neke empirijske nauke) €iji je cilj da empirijski

istrazi na$ stvarni put do saznanja. [Zivan Lazovi¢, 1994, str. 15]

Naturalisticka epistemologija ide ruku pod ruku sa scijentizmom. Od psihologije i dru-
gih prirodnih nauka se oCekuje da daju odgovore na pitanja koja se ticu naseg mate-
matickog saznanja. Postoje i neke umerenije naturalisticke pozicije od ove. Recimo,
Bardzis i Rozen [Burgess and Rosen, 1997] zastupaju poziciju koja naturalizam miri sa
platonizmom. Jednoj naturalistickoj poziciji slicnoj ovoj ¢emo da posvetimo pazZnju u

odeljku [5.3].
122



U nastavku ¢emo predstaviti argument usmeren protiv platonizma koji je formuli-
sao Fild a za koji se, u izvesnom smislu, moZe reci da je neutralan u pogledu semantic-
kih i epistemoloskih pretpostavki koje usvaja. U tom pogledu, on bi trebalo da zadrzi
svu snagu Benaserafovog argumenta ne pretpostavljajudi pritom da je kauzalna teorija

znanja istinita.

3.2. Fildov nominalizam

Ovaj odeljak posvetiCemo jednom od najuticajnijih nominalista u savremenoj fi-
lozofiji, Hartriju Fildu. Njegova glediSta u filozofiji matematike [Field, 1980, 1989] su
dijametralno suprotna Gedelovim, a njegovi argumenti protiv platonizma unapreduju
Benaserafov argument koji smo razmatrali gore. Fildovu poziciju nije jednostavno for-
mulisati. Njegovi argumenti su sloZeni i doticu se mnogih vaznih i teSkih pitanja on-
tologije, epistemologije, filozofije jezika, filozofije logike itd., za koja, na prvi pogled,
ne bismo pomislili da su relevantna za filozofiju matematike. Zato ¢emo u nastavku
pokusati da Fildove argumente pojednostavimo onoliko koliko je to moguce. Za vise
detalja zainteresovanog ¢itaoca upucujemo na [Field, 1980, 1989].

Kao $to smo ve¢ napomenuli, Hartri Fild je svoje argumente usmerene protiv pla-
tonizma formulisao tako da izbegavaju potencijalno problemati¢ne pojmove kakvi su
znanje, istina itd., a Cije je znaCenje ukorenjeno u naucnim teorijama. Umesto toga,
Fild polazi od pitanja: zasto su tvrdenja koja matematicari formulisu pouzdana? Po
njegovom misljenju, kada matematicari formuliSu svoja tvrdenja ona su u nacelu pou-
zdana i ovu pouzdanost treba da objasnimo. Daleko od toga da matematicari odlucuju
bacanjem novcica o tome da li ¢e tvrditi odredeni iskaz ili ne.

Fild smatra svoj argument (kao uostalom i Benaserafov) argumentom u prilog no-
minalizmu i on ovu poziciju zastupa. Sasvim je sigurno da ovi argumenti predstavljaju
izazov matematickom platonizmu ili nekim srodnim oblicima realizma, ali da li oni sa-
mim tim potvrduju nominalizam? Potrudi¢emo se da pokaZzemo da ovo prebacivanje

tereta dokaza na platoniste nema osnova u nominalistiCkoj poziciji. Nominalizam se
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mora braniti pozitivnim argumentima koji pruzaju podrsku nominalistickom shvata-

nju matematike nezavisno od kritike platonizma.

3.2.1. Fild o neophodnosti apstraktnih objekata. Pre nego §to formuliSemo Fil-
dov argument bic¢e nam od koristi da ukratko ispitamo motivaciju za njega. Nesum-
njivo je da je, pored toga Sto je lepa, matematika i jako korisna nauka. Iako je jako
mali deo matematike zapravo primenjen, ona predstavlja suStinski deo korpusa nekih
drugih empirijskih nauka, na prvom mestu fizike. Fizika je sa svoje strane nauka koja
nam daje najpotpuniji opis sveta u kojem Zivimo. Ako je matematika neophodna za
funkcionisanje nasih najboljih fizickih teorija izgleda da smo obavezni da prihvatimo
i ontoloski bagaz koji ona sa sobom nosi. Naime, ako nije moguce da referiranje na
entitete kakvi su brojevi, funkcije, skupovi itd., uklonimo iz na$ih najboljih nau¢nih
teorija onda bi trebalo da verujemo u postojanje tih entiteta. Ovo je takozvani Kvajn-
Patnamov argument iz neophodnosti, koji pokazuje da je odredena vrsta matematic-
kog platonizma prirodna posledica ¢injenice da se nase empirijske nauke — na prvom
mestu fizika— na sustinski nacin oslanjaju na matematiku.

Uloga matematike u naSim naucnim teorijama je viSestruka. Ne samo §to nam
omogucava da formuliSemo empirijska predvidanja, nego nam matematika pomaze
da pruzimo elegantnu formulaciju nasih nauc¢nih teorija. Nije jasno kako bi nase na-
ucne teorije izgledale ako se ne bi oslanjale na matematiku. Da li bi imale jednaku
eksplanatornu mo¢? Da li bi neke njihove aspekte uopste bilo mogucée formulisati bez
pomoci matematickog aparata? Takode, da li bi takve naucne teorije bile jednako otvo-
rene za velika otkri¢a u nauci kao i naSe normalne teorije?

Nije nimalo jasno da je odgovor na ma koje od prethodnih pitanja potvrdan. Me-
dutim, kako god stvari stajale sa time, naSe se najbolje naucne teorije zaista oslanjaju

na matematiku i to je nesumnjiva ¢injenica.

Jezik nauke, ako ga interpretiramo na standardan nacin, sustinski nas
obavezuje na apstraktne objekte - nacije, vrste, brojeve, funkcije, sku-

pove - kao $to nas obavezuje na postojanje jabuka i drugih tela. Sve
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ove stvari predstavljaju vrednosti promenljivih u naSem celokupnom si-
stemu sveta. Brojevi i funkcije doprinose fizici podjednako sustinski kao

$to to Cine hipoteticke Cestice. [Quine, 1981, pp. 149-150]

U saZetom obliku, Kvajn-Patnamov argument iz neophodnosti moZemo predstaviti na

sledeéi nacin:

(1) Trebalo bi da se obaveZzemo na postojanje svih i samo onih entiteta koji su
neophodni u nasim najboljim nau¢nim teorijama.
(2) Matematicki entiteti su neophodni za naSe najbolje naucne teorije.

(3) Trebalo bi da se obavezemo na postojanje matematickih entiteta.

Medutim, ne smatraju svi da matematika mora biti istinita da bi bila korisna. Iako
prethodni argument smatra jedinim ozbiljnim argumentom u prilog platonizmu [Fi-
eld, 1980, p. viii] Fild ga i dalje ne smatra konkluzivnim. Naravno, dedukcija (3) iz (1) i
(2) je potpuno korektna, ali je, po njegovom misljenju, premisa (2) laZna.

Dakle, po Fildovom mi$ljenju, matematicki entiteti nisu neophodni za formulisa-
nje naSih najboljih nauc¢nih teorija. Oni su u najboljem slucaju korisne fikcije pa se
otud i Fildova verzija nominalizma &esto naziva i fikcionalizam’. Na osnovu Okamo-
vog brijaca, treba biti ekonomican kada se radi o ontologiji i obavezati se samo na po-
stojenje fizickih objekata.

Fildov pozitivan argument za fikcionalizam (ujedno i argument protiv premise (2)
gore) pociva na reformulaciji Njutnove teorije gravitacije tako da ona ne referira na bro-
jeve ili neke druge apstraktne entitete nego iskljucivo na prostorno-vremenske tacke.
Pored ¢injenice da je formulisao nominalisticki prihvatljivu verziju jedne fizicke teo-
rije, Fild je takode pokuSao da pokaZe da je matematika konzervativna u odnosu na
nominalisticke teorije. Drugim re¢ima, ako je neko nominalisticki formulisano tvrde-
nje dokazivo u proSirenju neke nominalisti¢ki formulisane teorije standardnim mate-

matickim aparatom, onda je ono dokazivo i u samoj nominalisti¢ki formulisanoj teoriji

2Prva jasna formulacija fikcionalizma, koliko je nama poznato, dolazi iz matematike a ne iz filozofijje,
kao $to bi moZda moglo da se o¢ekuje. Cuveni madarski matematicar Alfred Renji (Alfréd Rényi) je jos
1964. godine formulisao jedno takvo stanoviste [Rényi, 1964, pp. 445-448].
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(viSe napomena o ovom pojmu konzervativnosti da¢emo u odeljku [3.2.3]). Na ovaj na-

¢in Fild je, izgleda, pokazao da matematika u stvari nije neophodna za funkcionisanje

nasih najboljih fizickih teorija, §to je u suprotnosti sa premisom (2) gore.

Ovo, razume se, nije sve $to se moze reci o Fildovom projektu ,,nauke bez brojeva”

[Field, 1980]. NeSto viSe detalja ¢emo ponuditi u nastavku.

3.2.2. Fildovargument protiv platonizma. Okrenimo se Fildovom argumentu pro

tiv platonizma, koji ima sledeci oblik:

(1) Kada matematicari veruju da je neki matematicki iskaz p istinit, onda je to

gotovo uvek i slucaj.
(2) Ako je (1) istinito, mora biti moguce, makar u principu, objasniti (1).

(3) Ako je platonizam istinit, (1) se ne moZe objasniti ¢ak ni u principu.

Premise (1) i (2) se ne ¢ine kontroverznim sa platonistickog stanovista. Premisa (2), na

primer, jeste razlozan zahtev da se (1) objasni. Naime (1) kaze da postoji izvesna vrsta

korelacije izmedu sfere Cinjenica koje se tiCu verovanja matematicara i sfere Cinjenica

koje se ticu apstraktnih matematickih objekata. Pretpostaviti da je ova korelacija takva

da se o njoj ne moZe nista dalje reci sem da postoji deluje u najmanju ruku sumnjivo.

Medutim, Fildova teza (3) nije ni najmanje ocigledna. Ako je sa stanovista platoni-

zma moguce objasniti (1), jasno je da (3) postaje lazna. Ali da li nam platonizam pruza

sredstva da to u¢inimo?

[...] izgleda da kauzalna inertnost apstraktnih objekata iskljucuje svaku
moguénost objasnjenja teze (1). Cinjenice o apstraktnim objektima ne
mogu biti uzroci ¢injenica o verovanjima, buduci da su apstraktni objekti
kauzalno inertni. Cinjenice o verovanjima ne mogu biti uzroci ¢injenica
o apstraktnim objektima iz istog ovog razloga [...] Nekauzalno objasnje-
nje pouzdanosti logickog i analitickog znanja o apstraktnim objektima
[...] je moZda moguce [...], ali kako bi moglo izgledati jedno takvo ne-
kauzalno objasnjenje pouzdanosti sintetickih verovanja o apstraktnim

objektima? [Burgess and Rosen, 1997, p. 42]
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Na prvom mestu izgleda da Fildov izazov zaista donosi ne§to novo u poredenju sa Be-
naserafovim argumentom. Naime, kao $to smo ve¢ napomenuli Fildov argument (u
nastavku FA) je formulisan ,bez upotrebe tehnickog termina ,znati” kao i bez razma-
tranja koja se ticu istine” [Field, 1989, p. 230]. U ovom pogledu njegove semanticke i
epistemoloSke pretpostavke su minimalne.

Sumirajmo upravo pomenute odlike FA zajedno sa jo$§ nekima koje Fild navodi,

preglednosti radi:

(i): minimalne pretpostavke koje se ti¢u pojma istine (redundantna teorija istine®

je korisna radi elegantnije formulacije FA, ali nije i nuZzna);

(ii): FA se ne sluZzi pojmovima kao §to su ,znanje”, ,znati” i slicnim;

(iii): FAne pociva ni na jednoj konkretnoj epistemoloskoj teoriji;

(iv): FA se ne poziva ni na jedan epistemicki pojam;

(v): FA se ne tice opravdanja matematickih verovanja nego samo objasnjenja

njihove pouzdanosti.

U nastavku ¢emo pokuSati da utvrdimo da li i u kojoj meri FA zaista poseduje upravo
pomenuta svojstva i da li je na njega moguce odgovoriti sa jednog opsteg realistickog

stanovista.

3.2.3. Nedostaci Fildove pozicije. Postoje bar dva nacina da na FA odgovorimo.
Na prvom mestu, moZemo izneti izvesne njegove nedostatke i poku$ati da pokazemo
da on nije konkluzivan razlog za napustanje pozicije matematickog platonizma. Mogli
bismo reci da FA, sem §to teret dokaza neopravdano svaljuje na leda platonista, na-
prosto zahteva previSe. Ovakav odgovor bi bio negativne prirode utoliko $to bi isticao
nedostatke FA. S druge strane, mogli bismo pokusati da pruzimo pozitivan argument
koji bi ukljucivao koherentnu platonisticku epistemologiju a koja bi onda odgovorila
na pitanje pouzdanosti koje Fild apostrofira. Naravno, ove dve vrste odgovora dopu-

Staju i odredena preklapanja pa tako zajedno sa delimi¢nim obja$njenjem ¢injenice da

3Redundantna teorija istine je, grubo govoredi, stanoviste na osnovu kojeg tvrditi da je odredeni iskaz
istinit znaci naprosto tvrditi sam taj iskaz. Re¢ida jeiskaz ,Travaje zelena” istinitili da je istina da je trava
zelena znaci isto $to i prost iskaz da je trava zelena. Pojam istine je redundantan. Tvorac ove teorije je
engleski logicar i filozof Remzi (Frank Plumpton Ramsey) [Ramsey, 1927].
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su verovanja matematicara pouzdana mozemo tvrditi da nas FA ne primorava da pru-
Zimo iscrpnu epistemolos8ku teoriju koja je u skladu sa matematickim platonizmom.

Odgovor na F A koji ¢emo u nastavku ponuditi ima upravo ovaj, meSoviti oblik. Prvo
¢emo izneti neke nacelne prigovore na FA koji se mogu uputiti sa antinominalistickog
stanoviSta da bismo, posle, razmotrili moguci Gedelov odgovor na FA koji ukljucuje i
delimi¢no obja$njenje Cinjenice o pouzdanosti verovanja matematicara.

Podimo od stavke (v) gore. Njome Fild tvrdi da se FA ne tiCe opravdanja verovanja
matematicara nego isklju¢ivo njihove pouzdanosti. Medutim, nije jednostavno naci
smisao prethodnog tvrdenja ako imamo u vidu premisu (2) od FA. Izgleda da je ono
$to ona kaZe upravo suprotno onome $to Fild tvrdi; naime, ako se premisa (1) od FA ne
moZe objasniti, onda i verovanja matematicara u pogledu matematickih tvrdenja ne
mogu biti opravdana [Burgess and Rosen, 1997, p. 42].

Stavka (iii) ¢ini suStinsku razliku izmedu FA i Benaserafovog argumenta. Ako je
istinita, ona zaista ¢ini FA znacajno snaznijim u odnosu na Benaserafov argument.
Medutim, dali je tvrdenje (iii) istinito? Videli smo da se Benaserafov argument ekspli-
citno poziva na kauzalnu teoriju znanja. Izgleda da se i Fildov argument, makar impli-
citno i u minimalnom smislu, poziva na neku vrstu epistemoloske teorije pouzdanosti.
Ako ovo ne bi bio slucaj, nije jasno kako razumeti Fildov zahtev za opravdanjem ve-
rovanja matematicara koji smo spominjali u prethodnom pasusu. Ako je ovo slucaj,
jasno je da ni tvrdenje (i v) gore nece biti istinito.

Ako je prethodno receno tacno, ni tvrdenje (ii) nece pro¢i mnogo bolje od svojih
pratilaca. Naime, iako se FA ne poziva eksplicitno na pojam znanja koji je kodifikovan
nekom epistemoloSkom teorijom, neka vrsta teorije pouzdanosti ¢e u pozadini argu-
menta i dalje fiksirati taj pojam.

Vazno je reci da neke od znacajnijih varijanti teorije pouzdanosti, Armstrongova
(David Armstrong) feorija pouzdanih indikatora [Armstrong, 1973] i Goldmanova fte-
orija pouzdanosti procesa [Goldman, 1979], na primer, uklju¢uju pojam kauzalnosti,
makar u minimalnom smislu, u svoj model objasnjenja. Da li se i na koju od ovih te-

orija Fild oslanja u formulaciji svog argumenta nije u potpunosti jasno. Izgleda da on
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sigurno pretpostavlja neku teoriju pouzdanosti, a ako je to slucaj, onda nam duguje
njenu eksplicitnu formulaciju. U suprotnom, imamo jake razloge da pretpostavimo (v.
citat dole) da Fild, bas kao i Benaseraf, zahteva od platonista da na osnovu neke vrste
kauzalne teorije opravdanja objasne pouzdanost verovanja koje matematicari imaju o
svom predmetu.

Dakle, umesto da nam ponudi epistemoloski neutralan argument protiv platoni-
zma, Fild u izvesnom smislu premesta teZiSte izazova sa pretpostavke o istinitosti kau-
zalne teorije znanja na istinitost teorije pouzdanosti opravdanja. Naravno, prethodno
receno ne treba shvatiti kao kritiku teorija pouzdanosti. Ono §to smo Zeleli da istak-
nemo jeste da Fild, ba3 kao i Benaseraf, ¢ini neopravdan korak u svom argumentu
pretpostavljajuci da ¢e pojam kauzaliteta, koji sigurno ima klju¢nu ulogu u objadnjenju
naSeg empirijskog znanja, ovu ulogu zadrZati i u obja$njenju svake druge vrste znanja

paimatematickog. Da je ovo slucaj svedoci i sledeci citat:

Ne postoji kauzalna povezanost izmedu nas i entiteta koji pripadaju pla-
tonistickoj sferi. Kako onda moZemo bilo $ta znati o onome $to se u toj
sferi dogada? [...] Izgleda da ako Zelimo da odgovorimo na ovo pitanje,
moramo postulirati neku vrstu nefizicke povezanosti, neku misterioznu
mentalnu aprehenziju izmedu nas i elemenata ove platonisticke sfere.

[Field, 1989, p. 68]

Kao $to ve¢ napomenuli, izgleda da FA zahteva da pruZimo makar neku vrstu parcijal-
nog objasnjenja pouzdanosti verovanja matematicara. Takode, Fild na nekim mestima
ovaj zahtev precizira time $to kaze da ce biti dovoljno ako budemo u stanju da obja-
snimo pouzdanost njihovih verovanja u pogledu aksioma teorije skupova. Dakle, treba
objasniti korelaciju izmedu istinitosti aksioma teorije skupova i verovanja matemati-
Cara da je ovo slucaj [Burgess and Rosen, 1997, p. 45]. Medutim, kako isti¢u BardZis i
Rozen, ako aksiome teorije skupova razumemo kao parcijalan opis kumulativne hije-
rarhije skupova, onda sve ove aksiome u stvari moZemo svesti na jednu jedinu: Postoji
kumulativna hijerarhija skupova. Buduci da je ovo slucaj, teSko da moZemo govoriti o

korelaciji.
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Naime, FA zahteva od nas da objasnimo konjunkciju sledecih tvrdenja:

(1) Istina je da kumulativna hijerarhija skupova postoji.

(2) Matematicari veruju da kumulativna hijerarhija skupova postoji.
Medutim

[...] pod pretpostavkom da matematicki objekti odredene vrste postoje
izgleda da nema mnogo smisla zahtevati odgovor na pitanje zasto oni
postoje, kao da bilako mogli ne postojati (bas kao Sto bi pod pretpostav-
kom da oni ne postoje imalo malo smisla zahtevati odgovor na pitanje
zasto oni ne postoje, kao da bi jednako lako mogli postojati). [Burgess

and Rosen, 1997, p. 45]

Dakle, FA se svodi na zahtev da objasnimo (2) na takav nacin koji nece Ciniti vezu
izmedu (1) i (2) pukim sre¢nim pogotkom. Ovom objasnjenju ¢emo se vratiti u na-
rednom odeljku kada budemo ispitivali moguce Gedelove odgovore na FA . Do kraja
ovog odeljka iznecemo neke od prigovora koji se mogu uputiti Fildovom pozitivnom
argumentu za fikcionalizam $to ¢e nam pomoc¢i da jasnije opiSemo razliku izmedu ove
pozicije i one koju je zastupao Gedel.

Spomenuli smo da Fildov fikcionalizam matematiku vidi kao korisnu fikciju. Evo

kako Fild opisuje svoju poziciju:

Ne predlazem da reinterpretiramo bilo koji deo klasicne matematike;
umesto toga Zelim da pokaZzem da matematika koja je neophodna za
primenu na fizicki svet ne sadrzi nista $to prima facie ukljucuje refe-
renciju na [...] apstraktne entitete kao $to su brojevi, funkcije ili sku-
povi. Prema onom delu matematike koji ukljucuje referenciju na [...]
apstraktne entitete - a ovo je gotovo cela matematika - ja zauzimam fik-
cionalisticki stav. Drugim rec¢ima, ne vidim razlog da ovaj deo matema-

tike smatram istinitim. [Field, 1980, pp. 1-2]

Ovo stanoviSte dakle ima za posledicu da su sva matematicka tvrdenja strogo govoreci

laZna. Matematicki objekti ne postoje pa je status iskaza ,7+5 = 12” slican statusu
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iskaza ,Serlok Holms je Ziveo u ulici Bejker”. Oba ova iskaza su samo ,fiktivno istinita”.
Matematicka istina je samo ,istina u pric¢i o matematici”.

Medutim, ovo nosi sa sobom odredene probleme. Na prvom mestu, ne samo $to
smo na osnovu Fildove pozicije prinudeni da kaZzemo da je tvrdenje da (ostavivsi po
strani Euklidov dokaz) postoji beskona¢no mnogo prostih brojeva lazno, jer ne postoje
takve stvari kao $to su prosti brojevi, nego moramo priznati i da je tvrdenje da ne po-
stoji prirodan broj izmedu 2 i 4 istinito, iz istog ovog razloga. Ovo je u najmanju ruku
¢udno.

Pored toga, neki matematicki iskazi su, izgleda, ,fiktivno istinitiji” od drugih: ,3 +
2 =5" naspram ,3 + 2 = 4” recimo. Fildov odgovor mogao bi biti da je samo prvi iskaz
istinit ,na osnovu matematicke price”. Medutim, ovo ne moZe biti potpun odgovor. Za-
$to u Konan Dojlovoj prici Serlokovo srednje ime moZe biti Majkroft u jednom delu ove
cuvene sage, a Virdzil u drugom, dok broj 7 ne moze sutra biti niSta manje prost nego
Sto je to danas? Ako je matematika samo prica, zasto od nje zahtevamo konzistentnost
dok smo prema nekim drugim pri¢ama popustljivi? Moglo bi se re¢i da likovi u pricama
imaju samo ona svojstva koja diktira nacin na koji ih shvatamo. MoZemo pretpostaviti
da Serlokovo srednje ime nije jedno od onih svojstava koje bi izazvalo nedoumicu u
pogledu identiteta ovog slavnog detektiva ako bi, ¢itajuci o njegovim avanturama, pri-
metili da ono varira. Ovo bismo, izgleda, pripisali omasci autora ili Stampara ili neCem
slicnom. Nasuprot tome, u ,matematickoj pric¢i” izgleda da su sva svojstva prirodnih
brojeva nuZna svojstva. Ako je matematika samo fikcija onda je Fild duzan da nam
pruzi odgovor $ta je to Sto ovu fikciju ¢ini tako neizbezno zakonomernom u odnosu na
njene srodnike.

Delimi¢no pojasnjenje fraze ,istinito na osnovu matematicke price” Fild formuliSe

kada kaZe da je matematicko tvrdenje fikcionalisticki tacno ako je

[...] posledica prihvaéenih aksioma [...] u objektivnom, ali ne i u pot-
punosti formalizabilnom smislu posledice, koja minimalno prevazilazi
logiku prvog reda utoliko $to ukljucuje i kvantifikator ,samo konac¢no

mnogo”. [Field, 1998, p. 391]
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Medutim, ovo otvara problem za Fildovu poziciju u pogledu statusa matematickih tvr-
denja koja su neodluciva na osnovu trenutno prihvacenih aksioma teorije skupova -
tvrdenja kao §to je CH na primer. Na osnovu Fildove pozicije, ni CH niti “CH ne
mogu biti fikcionalisticki tatne. U ovom pogledu oba ova tvrdenja pripadaju grupi
tvrdenja kao Sto je ,3 +2 = 4". Nije teSko uociti da nesto nije u redu sa ovakvim sta-
noviStem. Na stranu $to na osnovu Fildove pozicije iskaz ,3 + 2 # 4” moZemo smatrati
fikcionalisticki tacnim. U matematiCkom pogledu postoji ogromna razlika izmedu is-
kaza tipa ,3+2 =4" sjedne i CH s druge strane, koju fraza ,nisu fikcionalisticki tacni”
ne odrazava. Fild bi mogao rec¢i da pored fikcionalisticki tacnih matematickih tvrdenja,
mozemo razlikovati fikcionalisticki netacna i fikcionalisticki neodluciva tvrdenja. Ovo
nam se Cini kao prilicno rogobatan nacin da se govori o istinitim, laZznim i neodlucivim
tvrdenjima.

Napomenuli smo da Fildovo odbacivanje argumenta iz neophodnosti pociva na
njegovom predlogu nominalizacije fizike, konkretno na nominalizaciji Njutnove teo-
rije gravitacije. Potrebno je dati nekoliko komentara o ovom delu Fildovog projekta.

Posto Fild smatra da je argument iz neophodnosti jedini argument u prilog plato-
nizmu koji ima nekakvu snagu, pobijanje ovog argumenta je od velike vaznosti za po-
bijanje samog platonizma. Sa platonistickog stanoviSta, naprotiv, moZemo reci da ar-
gument iz neophodnosti nipoSto nije najsnazniji argument koji se mozZe izneti u prilog
platonizmu. Ovaj argument je naprosto samo u skladu sa naturalistickim skrupulama
koje i Fild usvaja. Medutim, ¢ak i da je ovaj argument jedini argument u prilog platoni-
zmu postavlja se pitanje da li je Fildova nominalizacija dovoljno uspeSna da bismo ga
odbacili?

BardZis, na primer, smatra da je odgovor na poslednje pitanje negativan:

[...] Fild je moZzda preduzeo veliki napor ne bi li pokazao da se naukom
moZemo baviti bez brojeva. Tvrdim, medutim, da se trenutnom naukom
bavimo uz pomoc¢ brojeva kao i da ne postoji naucni razlog zasto bi se
u buduénosti naukom trebalo baviti bez njih. Dakle, nije prihvatanje

matematickih objekata ono §to Cini neopravdan i antinaucni filozofski
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dogmatizam, nego je to upravo nominalisticko insistiranje na njihovom

odbacivanju. [Burgess, 2008, p. 34]

Na prvi pogled, izgleda da BardZisov argument pociva na nerazumevanju Fildove po-
zicije. Naime, mogli bismo tvrditi da Fild ne predlaze stvarnu reformulaciju fizike na
nominalistickim osnovama nego samo njenu moguénost isti¢e kao nacin da se uve-
rimo da fizika ne mora imati ontoloske obaveze koje joj se pripisuju. Tesko da ¢e ovo
biti slu¢aj buducéi da sam Fild insistira na elegantnoj formulaciji svoje teorije kao i na

lako¢i njene upotrebe:

Moje formulacije se oslanjaju na izvestan aparat teorije merenja koji nije
dobro poznat i nema sumnje da jo$ uvek nije optimalno formulisan, ali
sumnjam da je suStinski nepodobniji [od standardne formulacije Njut-

nove teorije, prim. prev.] [Field, 1990, p. 210]

Medutim, ¢ak i da je prethodni prigovor na mestu on i dalje ne moZe legitimisati Fil-
dov projekat. Njegova ideja da formuliSe nominalisticki prihvatljivu fizicku teoriju koja
je empirijski ekvivalentna trenutno prihvacenoj fizickoj teoriji mora imati nesto $to je
preporucuje osim filozofskih stavova odredene vrste. Da li ona ,,doprinosi jasno¢i, jed-
nostavnosti, inteligibilnosti [...] na nacin koji je relevantan nau¢nicima koji se njome

bave” [Burgess, 2008, p. 37]?

Ne izgleda da je izbegavanje ontoloskih obaveza u pogledu apstraktnih
entiteta izvojevalo priznanje u nauc¢noj zajednici kao cilj nau¢nog istra-
zivanja kojem treba teziti pored opsega i preciznosti, prigodnosti i efi-
kasnosti, u pogledu predvidanja i kontrolisanja iskustva. Izgleda da je,
naprotiv, to pitanje kojem vecina naucnika ne pridaje nikakvu vaZznost.
Izgleda da je to iskljucivo preokupacija filozofa odredene vrste. [Burgess,

2008, p. 37]

Fildova nominalisticka reformulacija fizike niti je pragmaticki superiorna u odnosu na
trenutno prihvacene fizicke teorije niti se mozZe pohvaliti nekim drugim naucno pri-
znatim kvalitetima teorija u stepenu koji nadmasuje one koje su trenutno prihvacene.

Ono §to je preporucuje, smatra Fild, jeste njena ontoloSka osveScenost.
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Ako i pretpostavimo da je Fildova nominalisticka reformulacija fizike uspe$no spro-
vedena ovo je i dalje samo ex post facto. Naime, Fild je svoj projekat zapoceo sa posto-
je¢om fizickom teorijom koja jeste formulisana uz pomo¢ matematickog aparata, da
bi dalje pokazao kako moZemo konstruisati njoj empirijski ekvivalentnu teoriju koja se
ovim aparatom ne sluzi. Ono $to bi medutim Fildov program znacajno ojacalo jeste
argument koji bi tvrdio da bismo bili u stanju da stvorimo novu, napredniju, fizicku
teoriju ne sluzeci se matematikom. Izgleda da u ovom pogledu Fildov izbor Njutnove
teorije gravitacije kao primera za nominalizaciju nije mogao biti lo§iji imajuci u vidi
znacaj infinitezimalnog racuna u formulaciji Njutnove mehanike. Tesko je videti kako
razumevanje matematike kao korisne ,fikcije” moZe objasniti ovu ¢injenicu. Opet, go-
voriti o njenoj korisnosti u ovom kontekstu izgleda kao cudan nacin da kazemo da je
ona istinita.

Jo§ jedan aspekt Fildovog projekta zasluZzuje komentar. Rec je o njegovom tvrdenju
da je matematika konzervativna u odnosu na nominalisticki formulisane teorije. Po-
gledajmo Sta ovo znaci za Filda. Ako nam je data teorija 7 Ciji je jezik # i teorija T,
Cijije jezik £», takodavazi T; € T, i £ < %», kazemo da je T, konzervativnha u odnosu
na T ako je svako tvrdenje izraZeno u jeziku £ koje je dokazivo u T, takode dokazivo
iu Tj. Drugim re€ima, teorija T» je konzervativna u odnosu na 77 pos$to ne dokazuje
nove teoreme izraZene u jeziku stare teorije.

Na primer, ako je T; teorija skupova ZF ¢iji jezik £ sadrZi samo nelogicki simbol €
i ako je T> teorija koju dobijamo tako $to teoriji 7; dodamo novu aksiomu Vx(—x € @)
i Ciji je jezik £, = {€, @}, gde je @ individualna konstanta, onda je T» konzervativna u
odnosu na 7T;. U ovom primeru teorija 7> se naziva jo$ i proSirenjem teorije 7 pomocu
definicija. Takva proSirenja uvek kao rezultat daju teorije koje su konzervativne u od-
nosu na teorije od kojih polazimo i njihova uloga je pre svega da skrate zapisivanje i
olaks$aju rad. Osim proSirenja putem definisanja novih simbola konstanti, postoje jos i

prosirenja pomocu novih relacijskih i funkcijskih simbola, kao §to su & (unarni funk-

cijski simbol koji interpretiramo kao operaciju partitivhog skupa) i < (binarni relacijski
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simbol koji interpretiramo kao relaciju , biti podskup”) u slu¢aju teorije skupova. I ova-
kva prosirenja su takode konzervativna u odnosu na pocetnu teoriju. Na neka od ovih
prosirenja smo se ve¢ implicitno pozivali u uvodu ovog rada kada smo navodili aksi-
ome teorije ZFC (v. odeljak [1.2]).

Nisu svi primeri konzervativnosti ovog tipa. Teorija klasa NBG je konzervativna u
odnosu na teoriju ZFC iako nije dobijena prosirenjem ove teorije putem definicija®.
Takode, teorija ZFC je konzervativna u odnosu na ZF ukoliko se ograni¢imo na for-
mule odredenog stepena sloZenosti.

Sada kada znamo §ta konzervativnost znaci pogledajmo kako izgleda Fildov argu-
ment. Pretpostavimo da je T teorija formulisana na jeziku koji sadrZi unarni predi-
katski simbol M (x), takav da ,x je M” znaci intuitivno ,x je matematicki objekat”. Za
tvrdenje kazemo da je nominalisticko (u odnosu na T) ako se nelogicki simboli koji se
javljaju u tom tvrdenju ne javljaju u T. Ako je A proizvoljno tvrdenje, neka je A* re-
zultat relativizacije svih kvantifikatora koji se javljaju u A na =M (x). Drugim recima,
mesto svakog javljanja od Vx¢ u A pisemo Vx (M (x) — ¢) i mesto svakog javljanja
od 3x¢ u A pisemo Ix ("M (x) A ¢). Ideja koja stoji iza ovoga je da ogranitavamo op-
seg kvantifikatora na nematematicke objekte. Ako je A nominalisticko tvrdenje i N
proizvoljan skup takvih tvrdenja, kaZemo da je teorija T konzervativna u odnosu na
N* ={A* | A€ N} kada vazi sledece: ako je A* posledica od N* + T + 3x—M (x), onda
je A posledica od N.

Pod izvesnim minimalnim uslovima koje teorija T mora da zadovolji moZe se po-
kazati da je ona zaista konzervativnha u odnosu na skupove nominalistickih tvrdenja.

Medutim, u pogledu primene Fildovog kriterijuma javljaju se odredeni problemi:

Farmer DZim Braun ima 34 krave i 57 svinja. Koliko Zivotinja (krava i
svinja) farmer Braun ima ukupno?
Farmer Braun (buduci logicki nastrojen) zaklju€uje na sledec¢i nacin.

»Kardinalnost skupa mojih krava je 34, kardinalnost skupa mojih svinja

iu odeljku [4.3], FUSNOTA 7, spomenucemo jo$ jedan rezultat analogan ovom.
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je 57, dakle ... .” Medutim, ovde se javlja problem. Kako moZemo go-
voriti o kardinalnosti ako funkcija kardinalnosti povezuje skupove kon-
kretnih objekata sa apstraktnim objektima (brojevima)? Tvrdenje koje
je farmer Braun upravo formulisao nije nominalisticko na osnovu defi-

nicije koju smo pruzili, niti je ono €isto matematicko tvrdenje.

Zakljucak: princip [koji tvrdi konzervativnost teorije T, prim. prev.]

je tacan ali u potpunosti neupotrebljiv. [Urquhart, 1990, pp. 149-150]

Iako je Fildova definicija konzervativnosti koju smo gore naveli samo preliminarna ona
na lep nacin odslikava probleme sa kojima se ovakav pokusaj suo¢ava. PoSto necemo
detaljnije govoriti o Fildovim rezultatima konzervativnosti, primetimo samo jo§ i to da
oni otvaraju pitanja prirode logike koja se pretpostavlja i matematickih teorija Cija se
konzervativnost tvrdi. Za detaljniju analizu zainteresovanog ¢itaoca upucujemo na Er-
kartov (Alasdair Urquhart) rad [Urquhart, 1990] koji uspeSnost Fildovog projekta oce-

njuje na sledeci nacin:

Fild ne kaZe na samom pocetku na kojoj logickoj osnovi radi. Konkretno,
oslanjanje na logiku drugog reda se ne vidi jasno sve do Cetvrtog pogla-
vlja [knjige [Field, 1980], prim. prev.]. U nekim ranijim razmatranjima
koje tom poglavlju prethode izgleda da se implicitno pretpostavlja lo-
gika prvog reda. Kao rezultat ovoga, priroda tvrdenja o konzervativnosti
nije jasna. Izgleda da postoje bar cetiri nacina na koje je moguce ova
tvrdenja uciniti preciznim, a koji zavise od snage logike koja se pretpo-
stavlja kao i od matematickih teorija koje se razmatraju. Od ovih nacina,
prva dva su preslaba da bi podrzala program nominalizacije. Tre¢i nacin
se Cini delimi¢no uspes$nim, ali on uklju€uje pozivanje na logiku drugog
reda. Cetvrti nacin, koji je u izvesnom smislu kompromis, &ini se kao
pogresan izbor jer na osnovu prirodne interpretacije rezultati konzerva-

tivnosti koji se tvrde nisu tacni. [Urquhart, 1990, p. 148]
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Logika drugog reda medutim nije najprirodniji izbor za nominalistu kakav je Fild. Kvan-
tifikovanje preko proizvoljnih skupova prostorno-vremenskih tacaka i nije najveci pro-
blem. Ozbiljniji je problem ¢injenica da puna logika drugog reda koju Fild na nekim
mestima prihvata nije aksiomatizabilna. U svetlu ovoga izgleda da, ako ho¢emo da
utvrdimo istinosnu vrednost nekog tvrdenja, najbolji nacin da to uradimo jeste da se
oslonimo na teoriju skupova koja nam pruza analizu skupova tacaka nekog prostora.
Medutim, iz oc¢iglednih razloga, ovo ne moze biti reSenje koje bi zadovoljilo Filda.

Sto se Fildove ontologije tice ona je u potpunosti naturalistitka. Postoje materi-
jalni objekti, prostorno-vremenske tacke, kao i proizvoljne prostorno vremenske re-
gije [Field, 1980, p. 36]. Pored toga, posledica Fildovih aksioma jeste da prostorno-
vremenskih tacaka ima onoliko koliko (platonisti smatraju da ima) realnih brojeva,
dakle kontinuum mnogo [Field, 1980, p. 31]. On smatra da je ovo u mnogo manjoj
meri problemati¢no od postuliranja makar jednog apstraktnog objekta. Ovo nije ja-
sno. Sa logicke tacke gledista, prihvatanje da beskonac¢nost postoji ima mnogo daleko-
seZnije posledice nego prihvatanje da apstraktni objekti postoje. Takode, tvrditi da je
nas univerzum beskonacan je veoma jaka teza. Tvrditi da postoji 2% objekata u univer-
zumu je jo$ jaca. U svakom slucaju, na osnovu svega $to znamo nas univerzum moze
biti i konacan. Fildov stav da je tvrdenje o postojanju kontinuum mnogo prostorno-
vremenskih tacaka manje problemati¢no od tvrdenja da postoje apstraktni objekti je
naprosto neosnovan.

Ovo su samo neki od prigovora koje je moguce uputiti Fildovom argumentu. Pri-
govori koje smo formulisali imaju za cilj da pokazu da je fikcionalizam u filozofiji ma-
tematike neprirodna pozicija, koja nije u skladu sa praksom matematicara, koja nema
dovoljno pozitivnih argumenata sebi u prilog koji bi je preporucili u odnosu na njoj
suprotstavljene pozicije i Cija je eksplanatorna vrednost u oblasti koju ispituje veoma
mala. Prisetimo se da Fildov argument protiv platonizma ima za cilj da pokaze da ako
je platonizam istinit onda mi ne moZemo posedovati matematicko znanje. Fildov fikci-
onalizam, kao izlaz iz ovog problema, sugeriSe da matematicko znanje u pravom smi-

slu te re€i i ne postoji. Ono je znanje ni o cemu. U najmanju ruku zanimljiv obrt.
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Sledeci citat iz Kripkeove (Saul Kripke) poznate knjige o VitgenStajnu u kome kriti-

kuje Barklija (George Berkeley) sasvim se lepo moZe primeniti i na Fildovu poziciju:

Filozof zastupa glediSte koje je u ociglednoj suprotnosti sa zdravim ra-
zumom. Umesto da odbaci zdravorazumsko stanoviSte on, naprotiy,
tvrdi da sukob nastaje usled pogres$ne filozofske interpretacije obi¢nog
jezika, dodajuci ponekad da ovu pogresnu interpretaciju dugujemo ,po-
vr$noj formi” obi¢nog jezika. Posle toga, on nudi sopstvenu analizu re-
levantnih tvrdenja obi¢nog jezika, koja nam pokazuje da ona ne govore
o onome o ¢emu nam se &ini da govore [...] Cini mi se da su takva filo-
zofska tvrdenja gotovo uvek sumnjiva. Ono §to onaj ko ih iznosi naziva
»zavodljivom i pogreSnom filozofskom interpretacijom” nekog svakod-
nevnog tvrdenja jeste verovatno prirodno i ispravno razumevanje istog.
Prava pogresna interpretacija pocinje kada onaj ko tvrdi kaze ,Ono §to
obicni ljudi zaista Zele da kazu je...” posle ¢ega pruza sofisticiranu ana-
lizu koja je u skladu sa njegovom filozofskom pozicijom. [Kripke, 1982,

p- 65]

3.3. Gedel i nominalizam

Gedelov platonizam sigurno nije bez nedostataka. Epistemoloski problemi sa ko-
jima se suocava mogu se Ciniti nereSivim i, pored svega §to ovu poziciju preporucuje,
diskvalifikovati ga kao stanovi$te vredno razmatranja. Ovo je sigurno stav autora ¢ija
smo glediSta razmatrali u prethodnom odeljku. Nije od pomod¢i ni to $to su Gedelova
gledista koja su relevantna za ovaj problem izraZena pre kao napomene ili opaske nego
kao dosledno izvedeni filozofski argumenti. Na nesrecu, fragmentarnost Gedelovih
opaski o platonizmu i prirodi matematickog saznanja uopSte Cesto je davala za pravo
onima koji su bili njegovi filozofski protivnici da u svega dva-tri poteza odbace njegovu
poziciju kao neprihvatljivu. Naravno, nije pomoglo ni to §to Gedelovo stanoviste stoji
u potpunoj suprotnosti sa ,duhom vremena” u savremenoj filozofiji, koja je u sustini

empiristicka.
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Medutim, Gedela ne pogada samo spor oko ,filozofske ideologije”, da se tako iz-
razimo. U mnogo vecoj meri, Gedelova pozicija je Zrtva pogredne interpretacije, na-
merne ili nenamerne, ali i dalje pogreSne. Zato nam se €ini prirodnim da pre nego $to
ispitamo kako bi Gedel mogao odgovoriti na prigovore koji su mu upuceni, na prvom
mestu ukaZemo na nerazumevanje na koje je njegova pozicija nailazila u filozofskoj li-
teraturi. Ovo ¢e nam pomoci da bolje razumemo §ta je Gedel zaista tvrdio i, na osnovu
toga, kako bi mogao odgovoriti na nominalisticke izazove sa kojima se njegova pozicija

suocava.

3.3.1. Platonizam i misticizam. Filozof matematike Carls Cihara (Charles Chihara),
¢ije je nominalisticko stanovisSte blisko Fildovom, koje smo razmatrali gore, na sledeci

nacin opisuje Gedelov platonizam (na$ kurziv):

Bilo da vam se Gedelovo shvatanje matematickih objekata €ini iole pla-
uzibilnim ili ne, ¢ak se i oni koji prihvataju Gedelovo glediSte moraju
sloziti da ga neka njegova svojstva Cine tesko prihvatljivim. Matema-
ticar je opisan tako da teoretiSe o objektima koji ne postoje u fizickom
prostoru. Ovo nas navodi da pomislimo da je matematika veoma speku-
lativan poduhvat, ne mnogo razli¢it od tradicionalne metafizike. Postu-
lira se misteriozna sposobnost da bi objasnila kako moZemo imati znanje
o ovim objektima. Gedelovo pozivanje na matematicke percepcije da bi
opravdao svoje verovanje u skupove zapanjujuce je slicno pozivanju na
misticna iskustva na koje su se neki filozofi oslanjali ne bi li opravdali
svoje verovanje u Boga. Matematika pocinje da lici na nekakvu teolo-
giju. Nije iznenadujuce da su razmatrani drugaciji pristupi problemu

postojanja u matematici. [Chihara, 1990, p. 21]
Pridevi ,misteriozno” i ,misticno” koji bi, izgleda, po sebi trebalo da poseduju snagu
filozofskog argumenta nalaze svoje mesto, kao $to smo videli, i u Fildovom opisu pla-
tonisticke pozicije (nas kurziv):

Ne postoji kauzalna povezanost izmedu nas i entiteta koji pripadaju pla-

tonistickoj sferi. Kako onda mozemo bilo Sta znati o onome $to se u toj
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sferi dogada? [...] Izgleda da ako Zelimo da odgovorimo na ovo pitanje,
moramo postulirati neku vrstu nefiziCke povezanosti, neku misterioznu
mentalnu aprehenziju izmedu nas i elemenata ove platonisticke sfere.

[Field, 1989, p. 68]

Ovakvim ¢udnim sposobnostima nema mesta u ozbiljnoj filozofiji. Njihovo prihvata-
nje degradira filozofiju na nivo misticizma, koji nema veze sa racionalnom delatnosc¢u

kakvom smatramo danasnju filozofiju (nas kurziv):

Platonizam je, kao pozicija u filozofiji matematike, zasnovan na poi-
stovecivanju: poredenje izmedu aprehenzije matematicke istine i per-
cepcije fizickih objekata i time matematicke stvarnosti i fizickog univer-
zuma [...] Ovo poredenje [...] ima karakteristi¢an prizvuk filozofskog su-

jeverja[...] [Dummett, 1978, p. 202]

Nazalost, ovakva interpretacija Gedelovog stanoviSta na osnovu koje je matematicka
intuicija sposobnost neposrednog uvida u strukturu matematickog univerzuma koji
je (apstraktna) slika i prilika fizickog nije strana ni autorima nacelno blagonaklonim
prema Gedelovoj poziciji. Tako na primer Francesko Berto (Francesco Berto) govo-
reci o filozofskim posledicama Gedelove teoreme o nepotpunosti kaze da je sam Gedel
smatrao da one ,pobijaju ideju shvatanja matematika kao Ciste sintakse i potvrduju
metafizicko tvrdenje da su brojevi stvarni, objektivni entiteti na bezvremenom Plato-
novom nebu” [Berto, 2009, pp. 152-153]

Da je Gedel smatrao da teorema o nepotpunosti predstavlja izuzetno jak argument
protiv Karnapovog konvencionalizma je potpuno tacno. Smatramo da je potpuno ta¢no
i Gedelovo uverenje da je taj argument takav. Govoriti o ,bezvremenom Platonovom
nebu” jeste medutim u najboljem slu€aju nacin da sebe poStedite posla filozofa. Osla-
njanje na metafore, koje istini za volju ni Gedelu nisu bile strane, ne moze biti oprav-
danje za nedostatak filozofske analize stanovi$ta koje se moze pronacdi iza njih.

Svi sudovi o Gedelovoj poziciji koje smo upravo naveli u najvecoj meri su ,inspiri-

sani” sledecom Gedelovom opaskom (nas kurziv):
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Ali, uprkos njihovoj udaljenosti od culnog iskustva, ipak posedujemo
nesto $to lici na opaZanje objekata teorije skupova, o ¢emu svedoci ¢i-
njenica da nam se aksiome namecu kao istinite. Ne vidim nikakav ra-
zlog zbog kojeg bismo imali manje poverenja u ovu vrstu opaZanja, tj. u
matematicku intuiciju, nego u ¢ulno opazanje koje nam omogucava da
gradimo fizicke teorije i da ocekujemo da Ce se nasa buduca culna opa-
Zanja sa njima slagati, kao i da verujemo da pitanje koje je trenutno neo-
dlucivo nije bez znacenja i da mozZe biti odluc¢eno u budu¢nosti.[Godel,

1964, p. 268]

Dakle ova misteriozna, misti¢na, aprehenzija koja lici na opaZanje osnovni je razlog
etiketiranja Gedelove pozicije kao retrogradne i njegovog platonizma koji na njoj po-
¢iva kao neuspeSnog. Matematicka intuicija kao saznajna sposobnost je puko suje-
verje, i mi bi tog sujeverja trebalo da se odreknemo. Posto, izgleda, ne postoji nijedan
naturalisticki prihvatljiv na¢in da objasnimo na$u interakciju sa apstraktnim objek-
tima putem matematicke intuicije, ovakva sposobnost i ne postoji. Ne postoji ,Sesto
¢ulo” putem koga nam matematicki objekti bivaju neposredno dati i na osnovu koga,
jednim prodiru¢im uvidom u strukturu univerzuma skupova saznajemo istine o njima.

Sa poslednjim tvrdenjem se u potpunosti slazemo. Stavise, izgleda da bi se sa njime
slozio i sam Gedel. Govoriti o ,interakciji” [Benacerraf, 1973] izmedu nas i sfere ap-
straktnih objekata, o ,opaZzanju” ili ,percepciji” skupova ili brojeva i ostaviti stvar na
tome nije filozofski korektno prema Gedelu. Ovo bi, u najboljem slucaju, bila gruba
karikatura njegovog stanovista. U nastavku ¢emo pokusati da pruzimo nesto detaljniju
analizu pojma matematicke intuicije u Gedelovim radovima. Vide¢emo da Gedelovo
stanoviSte nije ni izbliza tako naivno koliko bi se Cinilo nekome ko se o njegovom radu
obavestava iz izvora koje smo naveli gore.

Za pocetak, pogledajmo Sta Gedel ima da kaZe o intuiciji u pasusu koji sledi iza

onog navedenog gore:

Treba istaci da se matematicka intuicija ne mora shvatiti kao sposob-

nost koja nam omogucava neposredno saznanje njenih objekata. Izgleda
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da je pre slucaj da, kao i u slucaju fizickog iskustva, mi formiramo nase
ideje o tim objektima na osnovu necega §to jeste neposredno dato. Me-
dutim, ovo nesto nije, ili nije u sustinskom smislu, oset. Da neSto pored
oseta jeste neposredno dato sledi (nezavisno od matematike) iz Cinje-
nice da cak i naSe ideje koje referiraju na fizicke objekte sadrze konsti-
tuente koji su kvalitativno razliCiti od oseta ili puke kombinacije oseta,
npr. sama ideja objekta. S druge strane, mi putem naseg misljenja ne
mozZemo stvarati nikakve kvalitativno nove elemente nego samo repro-
dukovati i kombinovati one koji su nam dati. Jasno je da ,datosti” na
kojima matematika pociva jesu tesno povezane s apstraktnim elemen-
tima koji su sadrzani u nasim empirijskim idejama. Medutim, ni u kom
slucaju ne sledi da su datosti ove druge vrste, buduci da ne mogu biti po-
vezane sa dejstvima izvesnih predmeta na nasa Cula, ne§to u potpunosti
subjektivno, kao §to to Kant tvrdi nego i one mogu predstavljati izvestan
aspekt objektivne stvarnosti. Medutim, nasuprot osetima, njihovo pri-
sustvo u nama se mozda moZe objasniti nekom drugom vrstom odnosa

izmedu nas i stvarnosti. [Godel, 1964, p. 268]

Za Gedela, dakle, intuicija ne predstavlja sposobnost neposrednog uvida u strukturu
matematickog univerzuma. Naprotiv, mi formiramo ideje matematickih objekata na
osnovu materijala koji nam jeste neposredno dat. Ali, ako nam matematicki objekti
nisu neposredno dati, §ta je to Sto jeste? Nazalost, Gedel na ovom mestu ne kaZze viSe o
vaznom odnosu koji pominje u poslednjoj recenici koju smo naveli gore, niti o prirodi
»datosti” o kojima je re¢. Prethodne Gedelove napomene, medutim, zahtevaju filozof-
sku analizu i ne mogu se dogmatski otpisati kao nekonkluzivne. U odeljku [2.2] smo
sugerisali da se ova neposredna datost odnosi na primitivni skupovno-teorijske poj-
move, kao $to su pojam skupa, pripadnosti i klase. Na koji nacin pojmovi mogu biti

neposredno dati jeste pitanje kojem ¢emo da se posvetimo u narednom odeljku.

3.3.2. O matematickoj intuiciji. U nastavku ¢emo ponuditi jednu mogucéu ana-

lizu Gedelovog pojma intuicije. Pored pasusa koji smo upravo naveli, uzeCemo u obzir i
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neka druga vazna mesta iz Gedelovih objavljenih i neobjavljenih radova za koja nam se
¢ini da mogu pojasniti njegovu poziciju. Treba medutim imati u vidu da pozicija koju
je Gedel zastupao ima izvestan ,organski” karakter i da se menjala tokom vremena.
Izgleda da postoji zajednicko jezgro koje je zadrZzano kroz razne promene Gedelovog
stanovista, ali to jezgro nije jednostavno izolovati.

Pojam matematicke intuicije onako kako je opisan u drugoj verziji Gedelovog rada
o Kantorovoj hipotezi kontinuuma i koji su njegovi kriticari tako sistematski uzeli na
zub, ne moZe se naci u njegovim ranijim radovima. Ako o intuiciji uopste i govori ona
sigurno nema sva ona obeleZja koja joj Gedel pripisuje u tom kasnijem radu °. Na pr-
vom mestu, razumevanje intuicije u Gedelovim ranijim radovima ne ¢ini je centralnom
za platonizam u onoj meri u kojoj €e to ona kasnije postati. To je jedan od zakljucaka
do kojih smo dosli u prvom odeljku ovog rada. Takode, moze se tvrditi da je i opStije

stanoviste Gedelovog platonizma trpelo izvesne promene tokom godina.’

S0vakvo glediSte zastupa i Parsons [Parsons, 1995].

65U ovom pogledu je veoma indikativnha Gedelova opaska, koju smo ve¢ naveli, a koju je izneo u tekstu
predavanja u Americkom matematickom drustvu, decembra 1933. godine, govoreci o aksiomatizaciji
teorije skupova:

Rezultat prethodne diskusije jeste da nase aksiome, ako se interpretiraju kao smi-
slena tvrdenja, nuZno pretpostavljaju neku vrstu platonizma koja nije u stanju da
zadovolji kriticki duh i koja ¢ak ne moze proizvesti uverenje da su one konzistentne.
[GOdel, 1933, p. 50]

Ovo nije u skladu sa Gedelovim odgovorom na upitnik Berka Granzana (Burke Grandjean), doktoranda
sociologije na univerzitetu u Teksasu. Naime, za Gedelovog Zivota jako malo se znalo o njemu kao ¢o-
veku za razliku od logicara. U svetlu ovog, ispitujuéi ,socijalnu i intelektualnu istoriju Centralne Evrope
u prvoj tre¢ini XX veka” uopSte, Granzanu je 1974. godine uputio Gedelu upitnik u kojem se zanimao
za detalje njegovog Zivota, obrazovanja kao i za hronologiju njegovih filozofskih uverenja. Na pitanje od
kada je zastupao platonisticku poziciju u filozofiji matematike, Gedelov odgovor (na upitnik koji je po-
punio ali nikada nije vratio GranZanu) bio je od njegovih studentskih dana, 1925. godine [Gddel, 2003b,
p. 447].

Kako u svetlu ovog razumeti Gedelovu napomenu koju smo naveli gore? Neke od mogucih interpretacija
naveli smo u prvom odeljku ovog rada. Ove interpretacije bismo sada mogli dopuniti i slede¢om: mogli
bismo pretpostaviti da je Gedelov platonizam s kraja te 1933. godine bio u , prelaznoj fazi” pa da se Gedel
nadao argumentima u prilog neke sofisticiranije vrste platonizma koja bi mogla prevazi¢i probleme sa
kojima se neke naivnije vrste platonizma suocavaju.

Ako ispitamo kontekst Gedelove napomene, vide¢emo da je problem predikativnosti za njega igrao ve-
oma vaznu ulogu. Naime, impredikativne definicije i pojam klase, koji je sa njima povezan, ,pretpo-
stavljaju da totalitet svih svojstava postoji na neki nacin nezavisno od naSeg saznanja i nasih definicija,
pa da nase definicije sluze samo da izdvoje neka od ovih prethodno postojecih svojstava” [Godel, 1933,
p- 50] a i imaju po Gedelovom miSljenju platonizam kao logi¢nu posledicu. Medutim, Gedel ne misli
da je opravdanje koje je u stanju da pruZi za ovakvo jedno stanoviSte u potpunosti zadovoljavajuce, na-
protiv: ,[...] upogledu opravdanja nasih aksioma i pravila zakljucivanja [...] mora se re¢i da je situacija
krajnje nezadovoljavajuc¢a. Nas formalizam je u potpunosti siguran sve dok ga smatramo pukom igrom
simbola, ali ¢im ovim simbolima pridamo znacenje javljaju se teskoc¢e” [Godel, 1933, p. 49].
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Jedna od konstanti Gedelove pozicije medutim jeste njegov pojmovni realizam.’
Naime, kao §to smo ve¢ napomenuli, za Gedela pojmovi takode predstavljaju vrstu
matematickih objekata. Oni su ,svojstva ili relacije stvari koje postoje nezavisno od
nasih definicija i konstrukcija” [Godel, 1944, p. 128]. Na prvi pogled se Cini da je ovo
u neskladu sa Fregeovom (Gottlob Frege) pozicijom utoliko $to su za Fregea pojmovi,
za razliku od objekata, ,nezasi¢eni”. Medutim, nije jasno da li Gedel zahteva da svi
matematicki objekti budu ,zasi¢eni” u ovom smislu. Razlika bi onda bila viSe termi-
noloske prirode i pocivala bi na razli¢itom razumevanju pojma objekta kod Fregea i
Gedela. Ovo sugeriSe i Martin (Donald Martin) [Martin, 2005, p. 209] kada kaze da je
Gedelovo insistiranje na razumevanju pojmova kao objekata posledica njegove Zelje da
istakne njihovu nezavisnost od saznajnih subjekata. Izgleda da je ovakva interpretacija

u skladu sa Gedelovim neslaganjem sa Kantovim (Immanuel Kant) subjektivistickim

stanovistem.

Govoreci o iterativnom pojmu skupa o kome ce viSe reci biti u narednom odeljku,

Gedel kaze:

Ovaj pojam skupa, medutim, na osnovu kojeg je skup sve ono §to je do-
bijeno iz prirodnih brojeva (ili nekih drugih dobro definisanih objekata)

iteracijom primene operacije ,skup od”, a ne nesto dobijeno podelom

Izgleda nam da se Gedelovi oprezni stavovi mogu pre tumaciti kao nedostatak solidnijih argumenata
za platonisticku poziciju koju on ve¢ prihvata i isticanje potrebe za njima, nego kao neslaganje sa pla-
tonizmom kako to na primer smatra Feferman [Gddel, 1995, pp. 39-40]. Na kraju, ovo je u skladu sa
Gedelovim tvrdenjem da je zastupao matematicki realizam jos od 1925. godine.

Vidi: [Godel, 1944, pp. 128-132], [Godel, 1947, pp. 180-181], [Godel, 1951, pp. 320-323], [Godel, 1959a,
p. 354], [Godel, 1959b, p. 3591, [Godel, 1964, pp. 258-261].

8Medutim, prethodno receno bi trebalo uporediti sa slede¢om Gedelovom opaskom koju citira Vang
(Hao Wang):

Skupovi su objekti ali pojmovi nisu objekti. Mi opazamo objekte a pojmove razu-
memo. Razumevanje je drugacija vrsta opazanja: ono je korak u pravcu svodenja na
prvi uzrok. [Wang, 1996, p. 235]

Izgleda kao da Gedel ovde ima u vidu pojam objekta u uZem smislu, kao necega §to moze biti predmet
»opazanja’, izmedu ostalog. Kada govori o matematickim objektima, medutim, izgleda da misli na sve
ono $to moze biti predmet , opazanja” ili razumevanja u matematickom domenu, kako sugeriSe pret-
hodni citat.

Navedena Gedelova primedba u kojoj insistira na razumevanju (osnovnih) matematickih pojmova kao
na ,drugacijoj vrsti opaZanja”, nije u tom pogledu usamljena u njegovim radovima, $to ¢emo videti u
nastavku. Takode, vide¢emo i da njegovo neslaganje sa Kantovim stanovi§tem u pogledu objektivnosti
matematickih pojmova ne isklju¢uje njegovo nacelno slaganje sa Kantom u vezi nekih srodnih pitanja.
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celine svih postojecih stvari u dve kategorije, nikada nije doveo ni do

kakve antinomije [...] [Godel, 1947, p. 180]

Ovaj citat nam pruza lepu ilustraciju razlike izmedu skupova i pojmova. Skupovi su
objekti dobijeni iteracijom operacije ,skup od” na nekom unapred zadatom skupu.’ S
druge strane, pojmovi su svojstva koja nam omogucavaju da delimo ,celinu svih po-
stojecih stvari u dve kategorije”, naime na one stvari koje zadovoljavaju i na one koje ne
zadovoljavaju odredeno svojstvo. Gedelovo spominjanje antinomija gore je o€igledno
aluzija na Fregeov princip neograni¢ene komprehenzije koji se pokazao inkonzistent-
nim.

Takode, citat koji smo upravo naveli sugeriSe da je iterativni pojam skupa nesto
$to Gedel smatra adekvatnom analizom pojma skupa. Njegova prednost ne ogleda se
samo u tome $to pruza opravdanje nasSim trenutno prihva¢enim skupovno-teorijskim
aksiomama nego nam i omogucava da vidimo da su one ,ne samo nepotpune, nego i
da se mogu dopuniti bez proizvoljnosti novim aksiomama koje samo razvijaju sadrzZaj
pojma skupa” [Godel, 1964, p. 261].

Kao $to smo ranije napomenuli, izgleda da za Gedela matematicki pojmovi imaju
primat u odnosu na matematicke objekte za obja$njenja naSeg matematickog znanja.
Mi formiramo ideje o matematickim objektima kao §to su skupovi na osnovu pojmova
skupa, pripadnosti i tome slicno. Takode, mi se uveravamo u istinitost nasih skupovno-
teorijskih aksioma na osnovu toga $to su one posledica znacenja ovih pojmova. Tako,
»ako Zelimo da izbegnemo paradokse teorije skupova ne oslanjajudi se pritom na nesto
$to je potpuno strano stvarnoj matematickoj praksi, moramo pojam skupa aksiomati-
zovati korak po korak” [Godel, 1951, p. 306].

Gedelov pojmovni realizam nam osvetljava neka pomalo nejasna mesta iz njegovih
radova. Uzmimo na primer njegovo tvrdenje da ¢injenica da nam se aksiome namecu
kao istinite ima za posledicu da posedujemo nesto $to li¢i na opazanje objekata teorije
skupova. Kako Parsons primecuje [Parsons, 1995, p. 65], ovde imamo dve razliCite
vrste matematicke intuicije: intuiciju u odnosu na objekte (skupove) i intuiciju odnosu

9Ako ne postoji neko ogranicenje u pogledu toga koliko dugo mozemo iterirati operaciju ,,skup od” mo-
Zemo umesto od skupa prirodnih brojeva poceti od praznog skupa i rezultat ¢e u sustini biti isti.
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na tvrdenja (aksiome). Nije nimalo jasno na koji nacin ¢injenica da opaZamo objekte
sledi iz ¢injenice da nam se aksiome namecu kao istinite. Medutim, ako pretpostavimo
da Gedel ovde govori pre o pojmu skupanego o pojedinacnim skupovima, ¢injenica da
nam se aksiome namecu kao istinite naprosto znaci da one beleze neke od osnovnih
aspekata pojma skupa koji Zelimo da opiSemo.

Izgleda medutim kao da ovo samo odlaZe pitanje , kako saznajemo istine o skupo-
vima” za jedan korak. Ako su, naime, matematicki pojmovi osnovnija vrsta entiteta
makar u eksplanatornom smislu, kako ih saznajemo? Kako opisati ,intuiciju” ili ,,opa-
Zanje” matematickih pojmova na zadovoljavajuci nacin?

U Gedelovim radovima se mogu pronaci tvrdenja u prilog tezi da matematicke poj-
move saznajemo tako Sto ih razumemo. Shodno tome, postoje izvesna mesta kod Ge-
dela koja sugeriSu da matematicka intuicija nije nezavisna sposobnost pomocu koje se
uveravamo u istinitost osnovnih matematickih tvrdenja. Ono $to ova mesta sugerisu
jeste da je matematicka intuicija u stvari mo¢ naseg intelekta koja nam omogucava da
ispitujemo osnovne matematicke pojmove, kakav je na primer pojam skupa.

Praveci razliku izmedu fizicke i matematicke stvarnosti kao i izmedu nasih obi¢nih

Culai ,matematickog cula” koje posedujemo, Gedel kaZe (nas$ kurziv):

[...] ovo dodatno c¢ulo (tj. razum) se i ne smatra ¢ulom, posto su njegovi
objekti potpuno razlic¢iti u poredenju sa objektima drugih cula. Dok cul-
nim opaZanjem saznajemo pojedinacne objekte i njihova svojstva i re-
lacije, matematickim razumom opaZamo najopstije (naime, ,formalne”)
pojmove i njihove relacije, koji su odvojeni od prostorno-vremenske stvar-
nosti utoliko $to je ova potpuno odredena celinom pojedinacnih stvari

bez ikakvog pozivanja na formalne pojmove. [Godel, 1959a, p. 354]

Vidimo dakle da za je Gedela matematicka intuicija mo¢ naSeg razuma. Da je njegovo
insistiranje na ,opaZanju” matematickih pojmova samo metaforicki nacin izraZavanja

svedoci i citat koji smo ranije naveli (nas kurziv):
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Skupovi su objekti, ali pojmovi nisu objekti. Mi objekte opazamo, a poj-
move razumemo. Razumevanje je drugacija vrsta opaZanja: ono je korak

u pravcu svodenja na prvi uzrok. [Wang, 1996, p. 235]

Ako je sve to §to smo rekli tatno, moZemo se pitati zasto je Gedel toliko insistirao na
»opazanju” matematickih pojmova? Deo odgovora leZi u prirodi matematickih poj-
mova, za koje je Gedel tvrdio da ih moZemo ,opazati”. Naime, kao $to smo ve¢ napo-
menuli, re¢ je o pojmu skupa, kao i osnovnih skupovno-teorijskih relacija kao §to je na
primer relacija pripadnosti. Cinjenica da su ovi pojmovi osnovni i da sve ostale ma-
tematicke pojmove mozemo analizirati pomocu njih, kao i da nije jasno na koji nacin
bismo mogli same te pojmove analizirati pomoc¢u drugih pojmova tako da to pomogne
boljem razumevanju njihovih sustinskih svojstava, govori u prilog tome da je nase ra-
zumevanje pojma skupa nesvodivo i da je u izvesnom smislu neposredno. Na primer,
ako posmatramo pojam realne funkcije, daleko od toga da je naSe razumevanje ovog
pojma ,neposredno”. Da bismo ga razumeli, moramo prethodno razumeti pojmove
skupa realnih brojeva, pojam funkcije i pojam uredenog para. Nasuprot tome, pojam
skupa ne proizvodi ovakvu vrstu svodenja u razumevanju. Nema sumnje da je ova
neposrednost razumevanja igrala vaznu ulogu u Gedelovoj epistemologiji. Pretposta-
vljamo da je, da bi je podvukao, Gedel s vremena na vreme pribegavao slikovitijem
reCniku, pa je mesto o razumevanju pojma skupa govorio o njegovom opazanju.

Na osnovu toga trebalo bi da bude jasno da Gedel ni u kom slucaju ne smatra da
mi posedujemo potpuno razumevanje pojma skupa. Naprotiv, naSe razumevanje ovog
pojma je samo parcijalno. Cinjenica da moZemo ,napredovati” u razumevanju pojma

skupa je izmedu ostalog zasluZna za neiscrpnost matematickog saznanja:

»Neiscrpnost” matematike €ini slicnost izmedu razuma i ¢ula jo§ veCom
jer pokazuje da i kod ,Cula” [razuma, prim. prev.] postoji prakti¢no ne-
ogranicen broj nezavisnih percepcija. Primetimo da se neiscrpnost ma-
tematike javlja ne samo u istraZivanjima u osnovama matematike nego
i u stvarnom razvoju matematike; na primer, u neograni¢enom nizu ak-

sioma beskonacnosti u teoriji skupova, koje su analiticke (i oCigledne)
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u smislu da one samo razvijaju sadrzaj opSteg pojma skupa. Da takav
niz moZe sadrZati veoma veliki (moZda cak i beskonacan) broj stvarno
realizabilnih nezavisnih racionalnih percepcija vidi se iz Cinjenice da ta-
kve aksiome nisu ocigledne od samog pocetka nego postaju ocigledne
tokom razvoja matematike. Na primer, da bismo mogli razumeti prvu
transfinitnu aksiomu beskona¢nosti, moramo prethodno u dobroj meri

razviti teoriju skupova. [Godel, 1959a, p. 353, fn 43]

Na ovom mestu je vazno istaci i to da Gedel matematicku intuiciju ne smatra nepogre-
Sivom. Cinjenica da osnovne matematicke pojmove razumemo neposredno ne znaci
da u tom razumevanju ne mozemo pogresiti. Jedna od posledica pogresnog razume-
vanja pojma skupa jesu skupovno-teorijski paradoksi. Naime, iako mozZe izgledati da
je pojam skupa korektno (i u potpunosti) opisan aksiomama ekstenzionalnosti i neo-

granicene komprehenzije, paradoksi nam govore da ovo ne moZe biti slucaj:

NaSe saznanje sveta pojmova moZe biti jednako ograniceno i nepot-
puno kao i naSe saznanje sveta stvari. Ne moZe se poreci da je, u po-
jedinim slucajevima, ovo saznanje ne samo nepotpuno nego i nerazgo-
vetno. Ovo je slucaj sa paradoksima teorije skupova, koji se Cesto, po
mom misljenju potpuno neopravdano, smatraju pobijanjem platonizma.
NaSi vizuelni dozivljaji ponekad protivreCe nasim taktilnim dozivljajima;
na primer u slucaju tapa uronjenog u vodu, ali niko ko je pri Cistoj sve-
sti ne bi iz ovoga zakljucio da spoljasnji svet ne postoji. [Godel, 1951, p.

321]

S ovim u vezi, zanimljivo je i pitanje prirodnosti nasSih skupovno-teorijskih aksioma.
Da su kojim slucajem aksioma ekstenzionalnosti i neogranicene komprehenzije kon-
zistentne one bi, izgleda, davale teoriju koju je mnogo lakse opravdati sa Gedelovog
stanoviSta. Ogranicenja aksiome komprehenzije koja je Cermelo (Ernst Zermelo) uveo
u ZF (najbolje olicena u aksiomi separacije) mogu delovati pomalo ad hoc. Takode,

Cinjenica da su aksiome teorije ZFC formulisane pre svega sa idejom da se kodifikuje
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matematicka praksa ne govore u prilog ,dedukovanju” svojstava i relacija skupova iz
pojma skupa.

To medutim ne predstavlja problem sa Gedelovog stanovista. Naime, aksiome ZFC
ne predstavljaju jedini niti najbolji mogucéi opis pojma skupa (mada je sasvim sigurno
da nesto od tog opisa one u sebi sadrze). Ovo poslednje je naravno posledica nepot-
punosti. Deluje medutim razumno pretpostaviti da su principi kojima se rukovodila
matematicka praksa u odnosu na skupove, pre njihove aksiomatizacije, bili takvi da
su odrazavali to kako su matematicari razumevali njihova osnovna svojstva. S druge
strane, sasvim je moguce zamisliti aksiomatizaciju teorije skupova koja pociva na dru-
gacCijim idejama, a koja se opet moZe opravdati pozivajuci se na izvesne aspekte pojma
skupa. U stvari, jednu takvu aksiomatizaciju, Akermanovu teoriju klasa, predstavi-
¢emo u slede¢em odeljku ovog rada.

Primetimo da ako zajedno sa Gedelom prihvatimo pojmovni realizam i ako pri-
hvatimo da matematicka intuicija primenjena na pojam skupa jeste razumevanje ovog
pojma, tvrdenja o ,,misti¢noj” ili ,misterioznoj” sposobnosti postaju neprimerena. Prvo
i prvo, ne postoji nikakva dodatna racionalna moc¢ pored nase moc¢i da mislimo. Osim
toga, ta moc¢ primenjena na pojam skupa je misti¢na i misteriozna koliko i nase mislje-
nje uopste.

Napomenuli smo da Gedel ne smatra matematicku intuiciju nepogreSivom. Sasvim
je moguce pogresno razumevanje nasih osnovnih matematickih pojmova. To medutim
nikako ne znaci da matematicka intuicija nije pouzdana. Ako smatramo da je naSa
sposobnost rasudivanja u nacelu pouzdana, a mi to inaCe smatramo, onda Cinjenica da
matematicka intuicija predstavlja samo posebnu vrstu naseg misljenja primenjenog na
elementarne matematicke pojmove i tvrdenja omogucava , prenoSenje” pouzdanosti i
na nju.

Iako je sigurno da Gedel nije tokom citave svoje karijere matematicku intuiciju
shvatao na nacin koji smo upravo opisali, nadamo se da su razlozi koje smo izneli do-

voljni da se zakljuci da je u odredenom periodu on ovo ili neko sli¢no shvatanje mogao
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imati na umu. Grubo govoreci, ovde pre svega mislimo na period od druge polovine Ce-
trdesetih godina do kasnih pedesetih godina proslog veka. Dakle, od Gedelovog rada o
Raselu (Bertrand Russell) (1944) zaklju¢no sa njegovim radom o Karnapovom konven-
cionalizmu (19597?).

Veé¢ smo napomenuli da je pocekom 1959. godine Gedel pismom obavestio Silpa,
urednika edicije The Library of Living Philosophers, o svojoj odluci da rad o Karnapu
ne objavi. Iako je smatrao da poseduje snazne argumente protiv konvencionalizma,
oni ga i dalje nisu u potpunosti zadovoljavali. Jedan od razloga koji Gedel navodi jeste
i taj Sto su problemi sa kojima se njegovi argumenti suocavaju ,blisko povezani i de-
lom identi¢ni jednom od osnovnih filozofskih problema, naime pitanju o objektivnosti
pojmova i njihovim relacijama” [Gddel, 2003b, p. 244].

Te iste 1959. godine Gedel je otpoceo svoje intenzivno proucavanja Huserla (Ed-
mund Husserl) [Tieszen, 2011; Wang, 1996]. RazloZno je pretpostaviti da se Gedel na-
dao konkluzivnijem argumentu za platonizam i da je smatrao da mu fenomenologija
moze u tome pomoci. Konkretno, izgleda da je fenomenoloska analiza matematicke

intuicije ono $to je Gedela posebno zanimalo. Ovakvo glediSte potvrduje i Hao Vang:

Pre 1959. Gedel je paZljivo proucavao Platona, Lajbnica i Kanta i nje-
gove su simpatije bile na strani Platona i Lajbnica. Medutim, osecao je
da Kantovu kritiku Lajbnica mora ozbiljno uzeti u obzir i da mora pro-
naci nacin da odgovori na Kantove prigovore racionalizmu. On nije bio
zadovoljan Kantovim dualizmom niti njegovim ograni¢avanjem intui-
cije na ¢ulnu intuiciju, koja je iskljuc¢ivala moguénost intelektualne ili
kategorijalne intuicije. Verovatno je tokom pisanja rada o Karnapu pe-
desetih godina Gedel shvatio da njegov realizam s obzirom na pojmovni
svet zahteva ¢vr§ce utemeljenje od onog koje je on tada bio u stanju da
pruzi. U tim okolnostima nije iznenadujuce da se okrenuo Huserlovoj
fenomenologiji, koja obecava opsti okvir za opravdanje izvesnih osnov-

nih uverenja koja je Gedel imao: realizam s obzirom na pojmovni svet,
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analogiju izmedu pojmova i matematickih objekata s jedne strane i fi-
zickih objekata sa druge, mogucnost i znacaj kategorijalne intuicije ili
neposrednog pojmovnog saznanja, i najzad jednostranost onoga §to je
Huserl nazvao ,naivnim ili prirodnim stanoviStem”. [Wang, 1996, pp.

164-165]

Da je Gedel verovao u moguénost ,neposrednog pojmovnog saznanja”’ moze se dove-
sti u pitanje pogotovo ako uzmemo u obzir njegovu napomenu iz druge verzije rada o
hipotezi kontinuuma (1964) , da se matematicka intuicija ne mora shvatiti kao sposob-
nost koja nam omogucava neposredno saznanje njenih objekata” [Godel, 1964, p. 268].
Paipak, izgleda da ako je na3a interpretacija Gedelovog stanovista pre 1959. ta¢na, ma-
tematicka intuicija kao razumevanje osnovnih matematickih pojmova (kao $to je po-
jam skupa) ne zadovoljava Gedela u potpunosti, pa kasnije, kroz Huserlovu fenomeno-
logiju, on poku$ava da razume intuiciju kao sposobnost koja ima viSe toga zajednickog
sa opazanjem pre nego sa diskurzivnim elementima nase svesti.

Zasto Gedel pravi ovaj zaokret ka Huserlu i koliko je fenomenologija uticala na nje-
gova filozofska stanovista posle 1959. godine? Ve¢ smo sugerisali moguc¢i odgovor na
prvi deo ovog pitanja, ali Zeleli bismo da dodamo i to da je, veoma zdravorazumski,
Gedel mogao pretpostaviti da ako Huserlova fenomenologija zaista nudi razjaSnjenje
uvida u svet matematickih pojmova i objekata, onda nema razloga da je u tom pogledu
ne iskoristimo i da matematicko znanje objasnimo po analogiji sa nasim empirijskim
znanjem, tj. polaze¢i od ,datosti” (koje su u ovom slucaju ocigledno neempirijske).
Ako bi ovo bio slucaj, onda bismo problem objektivnosti matematickih pojmova, kojije
krajem pedesetih godina toliko mucio Gedela, resili na potpuno zadovoljavajuci nacin.
Da li je medutim ovo slucaj? Da li fenomenologija zaista nudi metod uvida u strukturu
neempirijske stvarnosti kojem se Gedel nadao? Mislimo da je odgovor na ovo pitanje
negativan, ali zainteresovanog Citaoca bismo uputili na bolje poznavaoce Huserla, da

bi sam mogao da donese sud o ovome [Tieszen, 2011; Hauser, 2006, 2014].
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Sto se tice Huserlovog uticaja na Gedelova filozofska stanovista, iako bi ¢italac na-
crta za neodrzano predavanje ,The modern development of the foundations of mathe-
matics in the light of philosophy” [Gddel, 1961, pp. 374-387] iz 1961. mogao da zakljuci
drugacije, mislimo da on nije bio toliko snazan koliko se to ¢esto smatra. Fenomeno-
logija po Gedelovim re¢ima pruZza ,sistematski metod za rasvetljavanje znacenja” gde
se rasvetljavanje znacenja ,sastoji u sve preciznijem fokusiranju na pojmove o kojima
je re¢, usmeravanjem nase paznje na odredeni nacin” [Godel, 1961, p. 383]. Medutim,
tri godine kasnije, rade¢i na izmenama i dopunama prve verzije rada o hipotezi kon-
tinuuma, i pored vise od stotinu ispravki koje je uneo (istina, vecina ih je bila stilske
prirode) Gedel gotovo svu svoju paZnju posvecuje matematickim rezultatima u teoriji
skupova, ¢ineci da nova verzija rada na veran nacin odslikava ondasnje znanje o pro-
blemu kontinuuma. '’ Njegove napomene o platonizmu dalje razvijaju ideje koje je veé
formulisao u prvoj verziji rada iz 1947. godine, posebno u pogledu analogije izmedu
matematike i fizike, Sto smo vec¢ imali priliku da navedemo gore. U tom radu napro-
sto ne mozemo naci ,sistematsko rasvetljavanje znacenja” pojma skupa, ako pod ovim
shvatamo nesto drugo od Gedelove analize koja sledi njegove ranije radove.

Ono $to medutim jeste u izvesnom smislu novo, je snaZnije insistiranje na matema-
tickoj intuiciji kao sposobnosti koja ,li¢i na opazanje”. Ovo je moZda posledica Gede-
lovog proucavanja Huserla i njegovog stava da nam fenomenologija pruza adekvatno
objasnjenje ,kategorijalne intuicije”. Ako je ovo slucaj, izgleda da tamo gde je Huserl
uticao na Gedela, posledice tog uticaja su ve¢ proizilazile iz nekog od aspekata Ge-
delovog stanovisSta. Na kraju i u potpunosti spekulativno, Zeleli bismo da predlozimo
sledece: moguce je da je Gedelovo obracanje Huserlu delom rezultat njegovog nezado-
voljstva tokom kojim je filozofija njegovog vremena tekla. Naime, Gedelov platonizam
je bio sve samo ne opSte prihvacena pozicija u filozofiji matematike; i pored njegovih
izuzetnih rezultata u logici i njegove filozofske pronicljivosti i poStenja, njegovi su filo-

zofski argumenti od strane filozofa naj¢es¢e posmatrani kao argumenti ,drugog reda”,

10Tako u FUSNOTI 20, Gedel spominje Skotov (Dana Scott) rezultat da postojanje merljivog kardinala
ima za posledicu V # L, iz 1961. godine dok u dodatku on navodi Koenov rezultat o nazavisnosti CH
iz 1963. i razmatra pitanje da li problem nezavisnosti dovodi u pitanje postojanje objektivne istinosne
vrednosti ovog tvrdenja.
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kao nesto $to nije u skladu sa skrupulama koje se od filozofije zahtevaju. Pozivajuci se
na Huserla Gedel je moZzda Zeleo da pokaZe da je u savremenoj filozofiji jo§ uvek mo-
guce zastupati racionalisticko stanoviste, pa da racionalizam nije naprosto atavizam iz
vremena Lajbnica (Gottfried Wilhelm Leibniz) i Dekarta (René Descartes).

Bilo kako bilo, Gedelovo stanoviste je, makar u periodu 1944-1959., daleko od fi-
lozofskog sujeverja i moZe se na razloZzan nacin braniti. Detaljna analiza Gedelovog
stanovi$ta posle 1959. godine, iako zanimljiva, prevazilazi okvire ovoga rada. Za sa-
vremena razmatranja matematicke intuicije kao funkcije razuma, na tragu Gedelovih
gledista koja smo gore ispitali, zainteresovanog ¢itaoca upucujemo na Kacovu (Jerrald
Katz) studiju [Katz, 1998] kao i skoriji rad [Katz, 2002]. Ideje slicne Gedelovim brani i
BonZzur (Laurence BonJour) [Bonjour, 1998], koji zastupa poziciju umerenog racionali-

zmau epistemologiji.

3.3.3. GedeliKant. Vredi razmotriti jo$ jedan aspekt Gedelovog razumevanja ma-
tematicke intuicije i pojma skupa. Rec je naime o njegovom stavu da su ,datosti” na
kojima matematika pociva ,tesno povezane sa apstraktnim elementima koji su sadr-
Zani u na$im empirijskim idejama” [Godel, 1964, p. 268]. U fusnoti koja prati upravo

navedeno tvrdenje Gedel kaze:

Primetimo da postoji tesna veza izmedu pojma skupa [...] i kategorija ¢i-
stog razuma u Kantovom smislu. Naime, u oba slucaja njihova je funk-
cija ,sinteza’, tj. stvaranje jedinstva iz mnogostrukosti (na primer kod
Kanta, ideje jednog objekta iz njegovih razlicitih aspekata). [Godel, 1964,

p. 268]

Kantov transcendentalni projekat se, grubo govoreci, moze razumeti kao utvrdivanje
neophodnih uslova naSeg iskustva. Njegov cilj je da objasni ne samo kako mozemo
imati iskustvo objekata u prostoru i vremenu nego i kako na primer moZemo imati
iskustvo objekata kao koherentnih individua koje opstaju kroz razne promene i koje
mogu ucestvovati u kauzalnim vezama. Jedan od centralnih uslova ovakvog iskustva

objekata jeste nasa sposobnost sinteze. Po Kantovom misljenju, sposobnost sinteze
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nam omogucava da ,mnogostrukost predstava” (u ne$to modernijoj terminologiji mo-
gli bismo recii ,neposredno datih ¢ulnih utisaka”) ujedinimo unutar tvrdenja o objek-
tima. Medutim, sinteza ne moZe biti puka kombinacija mnogostrukosti predstava,
smatra Kant. Razlog ovome jeste to §to kombinacija u najboljem sluc¢aju moze proi-
zvesti mnostvo. Mno§tvo, medutim, €ak iako je uredeno nije isto $to i jedna stvar. Da
bismo mogli imati objekat kao jednu stvar o kojoj moZemo nesto tvrditi, neophodan
nam je pojam sintetickog jedinstva. Ovaj pojam je izmedu ostalih, po Kantovom mi-
Sljenju, doprinos naseg razuma izgradnji sveta koji nas okruzuje.

Izgleda da bi ovo mogao biti ,apstraktni element nasih empirijskih ideja” koji je

Gedel imao na umu. Po njegovim recima:

Razlika izmedu jednog i mnostva je nesvodiva. Osnovno svojstvo stvar-
nosti jeste da je sacinjavaju mnoge stvari. Izvorna ideja naSeg mislje-
nja jeste da mislimo o mnos§tvu objekata kao o jednom objektu. [Wang,

1996, p. 254]

Da je pojam jedinstva u bliskoj vezi sa pojmom skupa svedoci i Kantorova dobro po-
znata definicija na osnovu koje je skup , svako zdruZzivanje dobro odredenih i razgovet-
nih objekata na$e intuicije ili misljenja [...] ujednu celinu.” [Cantor, 1962, str. 282] S

obzirom na odnos pojma skupa i pojma jedinstva, Gedel kaze:

Skup je jedno ¢€iji su sastavni delovi njegovi elementi. Fundamentalno je
svojstvo duha da mnostvo razume kao jedno. Skupovi su mnostva koja
su takode i jedno. Mnostvo je suprotno jednom. Kako neSto moze biti
mnostvo i jedno u isto vreme? Pa ipak, skup je upravo to. [Wang, 1996,

p- 254]

Ako zanemarimo prorocanski ton tih tvrdenja koja smo upravo naveli, jasno je da je
Gedel smatrao da je pojam jedinstva vrlo blisko povezan sa pojmom skupa. Postoje
medutim sustinske razlike izmedu Gedelovog i Kantovog stanovista o prirodi pojmova
o kojima je re¢. Ove razlike, ¢ini nam se, govore mnogo vise o prirodi Gedelovog poj-

movnog realizma od sli¢nosti koje njegova pozicija ima sa Kantovom.
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Kao Sto smo ve¢ napomenuli, Kantovo je glediSte u osnovi subjektivisticko. On
smatra da je pojam jedinstva, izmedu ostalih, doprinos naSeg razuma konstrukciji sveta.
Nas$ razum namece pojmovni okvir svetu i ovo je razlog zasto imamo iskustvo objekata
koji traju kroz vreme i u€estvuju npr. u kauzalnim odnosima. Po Gedelovom mislje-
nju pak nema niceg subjektivnog u vezi sa pojmom skupa koji je matematicki pandan
pojma jedinstva. Ako pretpostavimo, $to nije nerazlozno, da je za Gedela pojam skupa
veoma vazan za naSe empirijsko saznanje (makar posredno, kroz poimanje jedinstva
ako ne i neposredno) onda nije saznajni subjekt taj koji donosi ovaj pojam svetu ,stvari
po sebi” koji ga okruzuje. Naprotiv, mi kao saznajni subjekti razumemo pojmovnu
strukturu sveta koja je prisutna nezavisno od toga da li mi to ¢inimo ili ne.

Ne Zelimo da prenaglasimo sli¢nosti izmedu Kantove i Gedelove pozicije. Jasno
je da je Gedel bio oStro suprotstavljen svakoj vrsti subjektivizma u matematici i pret-
hodne napomene samo malim delom ilustruju jaz izmedu Gedelovog matematickog
realizma i Kantovog transcendentalnog idealizma. Medutim, takode ne Zelimo da za-

nemarimo ni slicnosti koje izmedu njih postoje:

Zeleo bih da istaknem da je ovo intuitivno razumevanje uvek novih ak-
sioma koje su logicki nezavisne od prethodnih a koje je nuzno za reSa-
vanje svih problema, ¢ak i unutar veoma ogranicenog domena, u nacelu
u skladu sa Kantovim razumevanjem matematike. Kantove napomene
koje su u ovom pogledu relevantne su sasvim sigurno pogresne ako se
shvate doslovno, budu¢i da Kant tvrdi da su nam u izvodenju geome-
trijskih teorema uvek neophodne nove geometrijske intuicije i da je da-
kle ¢isto logicko izvodenje iz kona¢nog broja aksioma nemoguce. MoZze
se dokazati da je ovo pogresno. Medutim, ako u prethodnom tvrde-
nju termin ,geometrijske” zamenimo sa ,matematicke” ili ,,skupovno-
teorijske”, onda se moZe dokazati da je ovo tvrdenje istinito. Verujem
da je opste obelezZje mnogih Kantovih tvrdenja to da su pogre$na ako se
shvate doslovno ali da sadrZe duboke istine ako ih razumemo u Sirem

smislu. [Godel, 1961, p. 385]
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Na istom mestu, Gedel kaZe i sledece (za koje bi moglo da se pomisli da je ironi¢no):

Ako je pogresno razumevanje Kanta dovelo do toliko toga interesantnog
u filozofiji, a takode posredno i u nauci, koliko tek mozemo ocekivati od

ispravnog razumevanja Kanta? [Godel, 1961, p. 387]

3.3.4. Posledice nominalizma. Sumirajmo ukratko sadrzaj nase glave [3]. Njen cilj
bio je da ispita neke od najuticajnijih prigovora Gedelovoj poziciji. Ispitali smo Bena-
serafov prigovor matematickom platonizmu kao i Fildov argument koji je skrojen tako
da otkloni nedostatke svog prethodnika. Oba ova prigovora postavljaju platonistima
zahtev da objasne na koji nacin saznajemo apstraktne objekte. Oba ova prigovora ta-
kode zaklju€uju da ako je matematicki platonizam istinit, onda ne moZemo posedovati
matematicko znanje, jer ne postoji naturalisticki prihvatljiv na€in da se objasni nase
saznanje apstraktnih objekata.

Na ove prigovore se moZe odgovoriti na dva nac¢ina. MoZe se prvo poricati konklu-
zivnost argumenata na kojima oni pocivaju, a time i opravdanost zakljucaka do kojih
dolaze. Osim toga, moguce je ponuditi i neku vrstu skice platonisticke epistemologije
koja ima vece izglede na uspeh od naivnog postuliranja matematicke intuicije kao ne-
zavisne sposobnosti pomocu koje ulazimo u interakciju sa apstraktnim objektima. Jo$
jedan dodatni odgovor koji se moZe ponuditi Fildu, koji za razliku od Benaserafa nudi
alternativno nominalisticko shvatanje matematike, poc¢iva na argumentima iz mate-
maticke prakse. U svetlu onoga §to matematicari zaista Cine kada se bave matemati-
kom, Fildova pozicija deluje krajnje neubedljivo. Njena eksplanatorna moc¢ je u naj-
bolju ruku minimalna. Stav koji smo prema nominalizmu zauzeli u ovom odeljku, po-
sebno u svetlu Hartovog stava o naturalizaciji matematickog znanja (v. str. 120) koji
smo naveli gore, veoma je lepo opisao Gic (Peter Geach):

Kada ¢ujemo za neki novi pokusaj da se misljenje, jezik ili izbor objasne
naturalisticki, trebalo bi da reagujemo kao kada nam se kaZe da je neko
kvadrirao krug ili dokazao da je v/2 racionalan broj: samo je blaga rado-
znalost ovde primerena - koliko je uspe$no greska prikrivena? [Geach,

1977, p. 52]
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Nas$ odgovor na kritike Gedelovog platonizma koji smo do sada ponudili u ovom po-
glavlju, iako nacelno sledi podelu koju smo gore naveli, u najvecoj meri istice neade-
kvatnost nominalizma u filozofiji matematike - u skladu sa Gi¢ovim pitanjem. Tom od-
govoru bismo, u ovom kratkom odeljku, Zeleli da pridodamo jo$ nesto. To nesto nece
biti, bar ne u suStinskom smislu, filozofski argument u prilog Gedelovom platonizmu,
a protiv nominalizma i njemu srodnih pozicija. Ono $to ¢emo reci pripada u najvecoj
meri istoriji logike i istoriji nauke uopste.

Poznato je da je moderna logika, kao grana matematike, zaceta pre svega u Frege-
ovim radovima iz druge polovine XIX veka, kao i da je svoju kanonizaciju dozivela u
prvim decenijama XX veka, zahvaljujudi, pre svega, Hilbertovim i Bernajsovim (Paul
Bernays) radovima. Period izmedu dva svetska rata doveo je do raslojavanja unutar lo-
gike, koje je za posledicu imalo izdvajanje Cetiri osnovne grane ovog predmeta. Rec je
o teoriji skupova, teoriji modela, teoriji dokaza i teoriji izracunljivosti.

Na komemoraciji posve¢enoj Gedelu koja je odrzana na Prinstonskom Institute for
Advanced Study 1978. godine, Sajmon Kocen (Simon Kochen) je njegova dostignuca u

logici opisao na sledeci nacin:

Njegovi se rezultati mogu nabrojati na prste jedne ruke. [...] Profesor
Klini je bio ¢lan moje komisije za odbranu doktorata [...] i njegovo prvo
pitanje je bilo: ,Nabrojte mi pet Gedelovih teorema”. Samo pet teorema.
Ali kakve su to monumentalne i neverovatne teoreme. Svaka od njih

predstavlja pocetak Citave jedne grane moderne matematicke logike.

O kojim Gedelovim rezultatima je rec? Gedel je prvo u svojoj doktorskoj tezi odbra-
njenoj 1929. godine dokazao teoremu potpunostilogike prvog reda i time dao odgovor
na veoma vazno pitanje koje su godinu dana ranije postavili Hilbert i Akerman [Hil-
bert and Ackermann, 1972], a koje glasi: ,da li su sve logicke formule koje su istinite
u svakom domenu individua dokazive”? Pored znacaja koji ova teorema ima u teo-
riji modela ona predstavlja i sponu izmedu teorije modela i teorije dokaza, dovodeci
u vezu pojmove istine i dokazivosti. Gedel je takode dokazao i teoremu kompaktno-

sti koja je, kao i teorema potpunosti, kamen temeljac teorije modela. Ovi rezultati su,
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zajedno sa rezultatima Tarskog, u mnogome odredili buduce kretanje ove matema-
ticke discipline. Gedelove teoreme o nepotpunosti centralni su rezultati (Hilbertovske)
teorije dokaza, dok su metode kojima su ove teoreme dokazane pomogle stvaranju te-
orije izraCunljivosti i Gedel je bio jedan od pionira ove discipline. Gedelovi teoreme
o relativnoj konzistentnosti AC i GCH sa aksiomama ZF stvorile su modernu teoriju
skupova. Njegovo ,destilovanje” konstruktibilnog univerzuma L bilo je zaCetak teorije
unutrasnjih modela teorije skupova i Jensenove (Ronald Jensen) teorije fine strukture.

Ukratko, Gedelov uticaj na razvoj moderne logike i matematike je ogroman. Iako
su njegovi rezultati veoma raznoliki jedno ih sigurno spaja: svaki od njih predstavlja
reSenje jednog velikog otvorenog problema ili makar znacajan korak ka njegovom re-
Senju. Takode, svaki od njegovih rezultata otvorio je novi prostor za dalje matematicko
istrazivanje. Gedelova motivacija je dakle bila matematicka. Trebalo je pruziti odgovor
na vazna matematicka pitanja. Da li je i u kojoj meri njegova filozofska pozicija igrala
ulogu u pogledu njegovih znacajnih matematickih otkrica?

U pismu Hao Vangu, Gedel kaZe sledece:

Teorema potpunosti je zaista, matematicki posmatrano, gotovo trivi-
jalna posledica Skolemovog rada iz 1922. godine. Medutim, Cinjenica
je da niko u ono vreme (ukljucujuci i Skolema) nije ovo zakljucio. [...]
Ovo slepilo (predrasuda ili kako god Zelite da ga nazovete) logiCara
je zaista iznenadujuce. Medutim, mislim da ga nije tesko objasniti. Ono
leZi ujednom nedostatku neophodnog epistemoloskog stava prema me-
tamatematici kao i prema ne-finitistickim metodama zakljucivanja koji

je u ono vreme bio veoma rasprostranjen. [Godel, 2003b, p. 397]

Dakle, po Gedelovom miSljenju, skrupule koje su u matematici onog vremena posto-
jale u pogledu koris¢enja ne-finitistickih sredstava, konkretno aksiome izbora, bile su
razlog tome $to teorema potpunosti nije ranije dokazana. Da je neka vrsta infinitarnih
metoda nuzna za dokaz teoreme potpunosti govori i Cinjenica da je ova teorema (kao i
teorema kompaktnosti) ekvivalentna jednoj varijanti aksiome izbora (o kojoj varijanti

je re€ zavisi pre svega od kardinalnosti jezika na koji se pomenute teoreme odnose). Za
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platonistu kakav je Gedel upotreba ovakvih metoda je potpuno legitimna i preporuc-
ljiva. Po Gedelovim rec¢ima: ,[...] moje objektivisticko shvatanje matematike uopste,
kao i transfinitnih metoda zakljuc¢ivanja posebno, bilo je od sustinskog znacaja i za
ostale rezultate do kojih sam doSao u logici” [Godel, 2003b, p. 398.]. Medutim, pored
sumnje u opravdanost ne-finitistickih metoda u matematici, Gedel napominje i jedan
dublji razlog koji je bio prepreka formulaciji i dokazu teoreme potpunosti pre njegovog

rezultata:

Zeleo bih da dodam da je postojao jo$ jedan razlog koji je smetao logi¢a-
rima u primeni metamatematike, ne samo u pogledu transfinitnih me-
toda zakljucivanja nego i u pogledu matematickog zakljucivanja uopste.
On se sastoji u ¢injenici da se, u velikoj meri, metamatematika nije sma-
trala naukom koja opisuje objektivno matematicko stanje stvari, nego
pre teorijom ljudske aktivnosti manipulisanja simbolima. [G6del, 2003b,

p- 404]

Vidimo dakle da pored inspiracije koja je bila matematicka Gedelovi rezultati u svo-
joj osnovi imaju i filozofsku motivaciju. Po Gedelovim re¢ima, njegov platonizam je
bio kljuc¢an za otkrivanje svih velikih rezultata u logici do kojih je do3ao. Pretpostavka
da matematicka tvrdenja poseduju objektivno znacenje, da pruzaju opis matematicke
stvarnosti, i da nisu puka igra simbola, jeste po Gedelovom misljenju nuzna (makar kao
radna hipoteza) za napredak matematike [Tarski, 2000, p. 35]. Gore smo nesto detalj-
nije ispitali Gedelove napomene o otkric¢u teoreme potpunosti. Ne§to slicno smo mogli
uraditi i za ostale njegove rezultate. Na primer, njegove teoreme nepotpunosti sugeri-
sane su ostrim razlikovanjem izmedu istine i dokazivosti u formalnim sistemima koji
sadrze aritmetiku, dok se njegovi rezultati u teoriji skupova oslanjaju na pojam hije-
rarhije tipova, koji je prvo formulisan u skladu sa konstruktivistickim nacelima u Sirem
smislu da bi se u Gedelovim radovima tretirao na nacin koji je u potpunom neskladu
sa konstruktivizmom [Gddel, 2003b, pp. 397-398]. Platonizam je za Gedela igrao ve-
oma vaznu heuristicku ulogu. Ta filozofska pozicija je, kroz njegove vazne rezultate, u

mnogome odredila razvoj moderne logike.
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Takva metodoloska plodnost ne krasi samo platonizam. Hilbertov formalizam je
na primer imao za posledicu formulaciju veoma vaznog matematickog pitanja konzi-
stentnosti formalne aritmetike, i to pitanje vodilo je stvaranju teorije dokaza. Intuicio-
nizam i konstruktivizam uopste doveli su do otkric¢a intuicionisticke logike, konstruk-
tivne analize i postavljanja mnogih lepih matematickih pitanja koja su zaokupljala pa-
Znju matematicara proslog i ovog veka. Intuicionisticka logika je u vezi i sa vaznim
algebarskim, topoloskim i kategorijalnim strukturama i posebno je znacajna sa sta-
novista opSte teorije dokaza. Logicizam je podstakao Fregea da nacini prve korake u
zasnivanju matematicke logike kakvom je danas poznajemo.

Nisu sve ove filozofske pozicije podjednako dobre. Ipak, jedno im je zajednicko. Te
su pozicije formulisale duboka pitanja i izdvojile prave probleme. Odgovori ili poku$aji
odgovora na njih doveli su do velikih matematickih otkrica. U filozofiji matematike
bi, kao i drugde, trebalo da sudimo po plodovima. Svaka filozofija nauke bi trebalo da
razume nauku kojom se bavi. Samo dobra filozofija nauke ¢e postaviti pitanja dovoljno
precizna i sadrzajna da odgovor na njih nece viSe biti u njenoj nadleZnosti.

Ovo je jedna od sustinskih razlika izmedu Gedelovog platonizma i nominalizma
kakav zastupa Fild. Takode, u poredenju sa Gedelovim stanovi$tem slicno prolaze i
Karnapov konvencionalizam kao i mnoge od savremenih pozicija u filozofiji matema-
tike. Ono §to takvim pozicijama nedostaje jeste matematicka relevantnost pitanja koja
sebi postavljaju. Ako Gedela razumemo tako da pita samo to da li matematicki poj-
movi i objekti postoje kao apstraktni entiteti, pogreSno ¢emo ga razumeti. Pitanje koje
Gedel sebi postavlja i na koje pokuSava da odgovori jeste: ,ZaSto rezultati nezavisnosti
u teoriji skupova ne stavljaju tacku na problem CH? ZaSto se jo$ uvek ima smisla na-
dati matematickom reSenju ovog problema? Kako bi takvo matematicko reSenje moglo
da izgleda?”

Istorija moderne matematike je opravdala ova pitanja. Gedelovi odgovori na njih
pruzili su snaznu orijentaciju razvoju moderne teorije skupova Ciji smo svedociidanas.
Cinjenica da u danasnjoj skupovno-teorijskoj zajednici jo§ uvek ima onih koji smatraju

CH otvorenim problemom i koji, na tragu Gedelovih sugestija, pokuSavaju da ga reSe,
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po nasem misljenju govori viSe od filigranski sagradenih filozofskih konstrukcija koje
odolevaju naletima kritike.

Razumevanje matematike unutar filozofskih diskusija o njoj najbolje se vidi kroz
primere. Filozofski relevantni aspekti nepotpunosti formalne aritmetike ili nezavisno-
sti u teoriji skupova ne mogu se ilustrovati primerima iz srednjoskolske matematike.
Neki filozofi bi naravno mogli tvrditi da ¢ak i na tom elementarnijem nivou postoje
zablude kojih se valja resiti i da bismo tek posle toga mogli da diskutujemo o komplek-
snijim pitanjima navedenim gore, ako ona uopste preZive ovu ,terapiju”. Oni bi takode
mogli tvrditi da matematika, kao i neke biljke, najbolje raste u mraku, a da joj na sve-
tlu adekvatne filozofske analize sleduje zasluZena dijeta [Wittgenstein, 1978, p. 381].
Filozofija bi, medutim, ba$ kao i matematika, trebalo da bude racionalan poduhvat.
U kojoj meri je ona stekla mandat za revizionisticko stanoviSte sugerisano pretposled-

njom re¢enicom, ostavljamo ¢itaocu da sam prosudi.
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GLAVA 4

STARE I NOVE AKSIOME

Kako objasniti ¢injenicu da su trenutno prihvaéene aksiome teorije skupova upravo
aksiome teorije Z FC? Zasto je ova teorija privilegovana u odnosu na neke druge teorije
koje se takode s pravom mogu nazvati teorijama skupova? Ako i ostavimo po strani teo-
riju kakva je na primer NBG teorija klasa (NBG je skracenica od ,,fon Nojman-Bernajs-
Gedelova”) koja je u dovoljnoj meri sli¢na teoriji ZFC, pitanje se i dalje namece za te-
orije kakva je Kvajnova NF teorija klasa i neke druge teorije.

Takode, bududi da je teorija ZFC nepotpuna, na koji je na¢in moZemo prosiriti
dodatnim aksiomama pre nego ispitivati posledice izvesnih manje ili viSe plauzibil-
nih tvrdenja unutar nje? Da li danas uopSte moZemo govoriti o razlici izmedu novih
aksioma teorije skupova i tvrdenja koja imaju izvesne poZeljne i zanimljive posledice,
koliko god ovo neodredeno zvucalo? Da li ,mora postojati prvi korak u prepoznavanju
aksioma [...], korak koji ¢e aksiome uciniti viednim razmatranja kao aksiome pre nego
kao puke hipoteze ili spekulacije” [Reinhardt, 1974a, pp. 204-205]?

Citalac moZe naslutiti da neke od Gedelovih odgovora na prethodna pitanja mo-
Zemo rekonstruisati iz onoga $to je do sada reCeno u ovom radu. Cilj ovog odeljka je

da to sumira kao i da istakne neka od do sada nepomenutih Gedelovih glediSta koja
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nam mogu pomo¢i da na ova pitanja odgovorimo. Konkretno, u nastavku ¢emo poku-

Sati da objasnimo §ta je tatno Gedel podrazumevao pod dvema vrstama opravdanja

skupovno-teorijskih aksioma, unutrasnjimi spoljasnjim opravdanjem.

4.1. Unutrasnje i spoljasnje opravdanje

Videli smo da sa stanovista Gedelovog platonizma nezavisnost CH ne dovodi u pi-

tanje Cinjenicu da ovo tvrdenje poseduje odredenu istinosnu vrednost. Naime, ¢inje-

nica da naSe trenutno prihvacene aksiome ne mogu fiksirati kardinalnost skupa R znaci

samo da naSe aksiome ne sadrZe potpun opis univerzuma skupova. Ovo poslednje se

tice Gedelove teoreme o0 nepotpunosti spojene sa njegovim realizmom. Po Gedelovim

rec¢ima:

[Slamo neko ko (kao $to to intuicionisti ¢ine) pori¢e da pojmovi i aksi-
ome klasi¢ne teorije skupova imaju bilo kakvo znacenje (ili dobro odre-
deno znacenje) moZe biti zadovoljan takvim reSenjem, ali ne i neko ko
veruje da pojmovi i aksiome opisuju neku dobro odredenu stvarnost.
Jer, unutar ove stvarnosti, Kantorova hipoteza mora biti istinita ili lazna,
a njena neodlucivost na osnovu danas poznatih aksioma samo znaci da

ove aksiome ne sadrZe potpun opis te stvarnosti. [Godel, 1947, p. 181]

Takode, u pismu Cer¢u od 29. septembra 1966. godine, Gedel jos konciznije istice svoj

stav:

Vi znate da se ja ne slaZzem sa filozofskim posledicama Koenovog rezul-
tata [na osnovu kojih je problem C H reSen dokazom njegove nezavisno-
stiod ZFC, prim. prev]. Konkretno, ne mislim da bi realisti trebalo da
se pribojavaju nekih trajnih grananja sve dok su u izboru svojih aksioma
rukovodeni matematickom intuicijom i drugim kriterijumima racional-

nosti. [Godel, 2003a, p. 372]

Grananja o kojima Gedel govori bi nastala ako bi npr. dve medusobno inkompatibilne

teorije, kao §to su ZF + CH i ZF + 7CH, bile podjednako prihvacene. Koji su to ,kri-

terijumi racionalnosti” koji, pored matematicke intuicije, mogu da pomognu prilikom
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izbora novih aksioma teorije skupova? Da li je sam Gedel predloZio neku novu aksiomu
koja bi mogla da rasvetli prethodno pitanje? NaZalost, sva tvrdenja poznata u Gedelovo
vreme za koja bismo mogli rec¢i da su makar potencijalno mogla imati status aksioma
pokazala su se nedovoljnim da odluce, tj. potvrde ili opovrgnu, C H. Ovde pre svega mi-
slimo na jake aksiome beskonacnostiili aksiome velikih kardinala. Grubo govoreci, ove
aksiome, od kojih ¢emo neke kasnije detaljnije prouciti, postuliraju postojanje nekih
jako velikih skupova, nesto $to ne moze biti dokazano sredstvima teorije ZFC.

Iako nije predloZio neku novu aksiomu teorije skupova koja bi trebalo da odgovori
na problem CH i sli¢na pitanja, Gedel je bio sasvim jasan u pogledu , kriterijuma raci-

onalnosti” na koje bi trebalo da se oslanjamo u potrazi za novim aksiomama:

[Clak i ako zanemarimo intrinsi¢nu nuznost neke nove aksiome, ¢ak i
u slucaju da ona ne poseduje nikakvu intrinsi¢nu nuznost, na pitanje o
njenoj istinitosti je moguce odgovoriti i na drugi nacin, naime, induk-
tivno, ispitujuci njenu ,,uspesnost”, njenu plodnost u pogledu posledica
i posebno ,proverljivih” posledica, tj. posledica dokazivih bez pomoci
nove aksiome Ciji se dokazi uz pomo¢ ove aksiome, medutim, mogu
smatrati jednostavnijim i lak$im za otkrivanje, i cine mogucim da se vise

dokaza podvede pod jedan dokaz. [Godel, 1947, p. 182]

O ,uspesnosti” kao induktivnom kriterijumu za izbor novih aksioma, Gedel u nastavku

kaze:

Mogle bi postojati aksiome toliko bogate u pogledu svojih proverljivih
posledica, koje u tolikoj meri rasvetljavaju ¢itavu jednu disciplinu i pru-
Zaju snazne metode za reSavanje datih problema (reSavajuci ih ¢ak, u
onoj meri u kojoj je to moguce, na konstruktivisticki nacin) da bi, pot-
puno nezavisno od pitanja njihove intrinsi¢ne nuznosti, one morale biti
prihva¢ene makar u istom onom smislu u kom je to i bilo koja dobro

utvrdena fizicka teorija. [Godel, 1947, pp. 182-183]

Kao §to smo ve¢ napomenuli, Gedel razlikuje dve vrste opravdanja novih aksioma

teorije skupova, unutradnje i spoljasnje. I jedna i druga vrsta opravdanja prisutne su u
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obe verzije njegovog rada o CH koji smo naveli gore i mogu se u izvesnom obliku naci
i u njegovim ranijim radovima'. Unutra$nje opravdanje aksioma je ono koje, grubo
govoreci, po€iva na analizi pojma skupa, kojem kao §to smo vec¢ videli Gedelov poj-
movni realizam dodeljuje posebno mesto. Aksiome poseduju unutra$nje opravdanje
ako beleZe naSe korektno razumevanje ovog pojma. Ovo ih, po Gedelovim re€ima, €ini
»intrinsi¢no nuznim”. U sledecem odeljku ispitacemo jedan od aspekata pojma skupa,
njegov iterativni aspekt, i pokazacemo kako je na osnovu iterativnog pojma skupa mo-
guce pruziti (unutradnje) opravdanje svih aksioma teorije ZFC, kao i nekih aksioma
(malih) velikih kardinala.

Do kraja ovog odeljka ispitacemo Gedelov pojam spoljasnjeg opravdanja. Nekoliko
istorijskih napomena ¢e nam pomoci da ga bolje razumemo. Cermelova aksiomati-
zacija teorije skupova [Zermelo, 1908] bila je odgovor na paradokse koji su se poceli
javljati u ovoj disciplini s kraja XIX i po¢etkom XX veka. Da li je Kantorova ,naivna” te-
orija skupova dovela do toga ili se njihov izvor pre moZe traZiti u ,logickom” shvatanju
skupa kao ekstenzije ma kojeg dobro definisanog svojstva, nece nas ovde zanimati. Za
nas je vazno to da je Cermelo pokazao da se teorija skupova moZe postaviti na sigurnije

osnove. Po njegovim re¢ima

Kantorova izvorna definicija ,skupa” kao , kolekcije, koja u jednu celinu
sakuplja izvesne dobro odredene objekte naSeg opazanja ili misljenja”
sasvim sigurno zasluZuje izvesna ogranicenja [...] U ovim okolnostima
nama ne preostaje nista drugo nego da krenemo u suprotnom smeru i
da, pocevsi od ,teorije skupova” kakva je istorijski data, tragamo za prin-
cipima koji su neophodni za uspostavljanje osnova ove matematicke di-
scipline. Da bismo resili ovaj problem moramo, s jedne strane, ograni-
Citi ove principe u dovoljnoj meri da bi odstranili sve protivrecnosti i, s
druge strane, razumeti ih dovoljno Siroko da bismo zadrzali sve ono §to

je vredno u ovoj teoriji. [Zermelo, 2010, pp. 190-191]

Vidi npr. [Godel, 1944, p. 121].
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Cermelo ovde govori o spoljaSnjem opravdanju u Gedelovom smislu. Naime, o oprav-
danju novih aksioma teorije skupova na osnovu matematickih posledica koje one sa
sobom nose. Istina, u Cermelovom slu¢aju nema ,starih” aksioma pa je njegov primer
granicni slucaj situacije koju je Gedel pokuSao da analizira. Ovo medutim ne utice na
Cinjenicu da je kao osnovne razloge koji preporucuju prihvatanje njegove aksiomatiza-
cije Cermelo istakao: (i) njihovu verovatnu konzistentnost, (ii) njihovu neophodnost
za opis Kantorove teorije ordinala i kardinala. Po Cermelovom mi$ljenju dakle ,pita-
nje na koje je moguce dati objektivan odgovor jeste da li je princip nuzan za nauku’”
[Zermelo, 2010, p. 132].

Jedna od aksioma koje je Cermelo formulisao, aksioma izbora, imala je prilicno
kontroverznu istoriju. U najkra¢em, ova aksioma tvrdi da ako nam je data proizvoljna
familija nepraznih, disjunktnih skupova onda postoji skup koji sadrzi po jedan ele-
ment iz svakog skupa koji pripada ovoj familiji. Budu¢i da u op$tem slucaju ova aksi-
oma tvrdi postojanje skupa koji ne moramo znati kako da odredimo, ona je naisla na
ostre kritike matematicara koje bismo mogli nazvati konstruktivistima u Sirem smislu
te reci. Cermelov odgovor je bio jasan: ova aksioma je nuzna za normalan razvoj ma-
tematike o cemu svedoci i €injenica da je pre nego $to ju je formulisao kao aksiomu,
ona, ili neki njoj ekvivalentan princip, naveliko koriS§¢ena kao deo standardne prakse
matematicara. Danas znamo da je Cermelov stav bio u potpunosti opravdan. Aksioma
izbora ima veoma vazne posledice ne samo u teoriji skupova, nego i u logici, algebri,
topologiji i drugim matematickim disciplinama. Takode, danas znamo i kako bi iz-
gledali neki aspekti ovih disciplina u odsustvu te aksiome. U najkradem, ta aksioma
je s punim pravom jednako prihvacena u danas$njoj matematici koliko i aksiome ¢ija
je istorija bila manje burna. Govoreci o svom dokazu teoreme o dobrom uredenju uz

pomo¢ aksiome izbora, Cermelo kaZe (nas$ kurziv):

Zabrana fundamentalnih ¢injenica i problema u nauci samo zato Sto se
one ne mogu tretirati pomocu izvesnih propisanih principa bilo bi kao
kada bi se zabranilo dalje razvijanje teorije paralelnosti u geometriji jer

je aksioma na kojoj ova teorija pociva nedokaziva. U stvari, principi se
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moraju procenjivati sa stanovista nauke a ne nauka sa stanovista prin-

cipa koji su jednom za svagda fiksirani. [Zermelo, 2010, p. 135]

Cini nam se da bi se Gedel sloZio sa ovim Cermelovim stavom. Aksiomatizacija teorije
skupova ne nastaje u vakuumu, pa prilikom razmatranja kandidata za nove aksiome
te teorije moramo voditi racuna o tome kakve ¢e posledice njihovo usvajanje imati po
samu teoriju. Da li njihovo usvajanje €ini nasu teoriju organizovanijom? Da li njihove
posledice uopstavaju one dokazive u izvornoj teoriji na prirodan nacin? Da li novona-
stala teorija bolje sugeriSe plodne pravce istrazivanja? Da li dokazi koji se oslanjaju na
nove aksiome pruZzaju viSe zanimljivih informacija o predmetu od onih koji to ne ¢ine?
Ukratko, da li nove aksiome uvecavaju plodnost, mo¢ predvidanja i eksplanatornu mo¢
nasSe teorije?

Ovakvo razumevanje matematickih teorija, pre svega teorije skupova, je u skladu
sa analogijom koju Gedel povlaci izmedu matematike i fizike. Opravdanje aksioma
teorije skupova moze biti i ,,induktivno”, na osnovu njihovih posledica, bas kao $to i
fizicke teorije procenjujemo, izmedu ostalog, na osnovu njihove uspe$nosti u opisu
fenomena naseg iskustva. Ova ideja prisutna je i u ranijim Gedelovim radovima. U

radu o Raselovoj logici iz 1944. godine npr. Gedel kaZe:

Rasel je posebno istakao analogiju izmedu matematike i prirodne na-
uke i u drugom smislu [...] On poredi aksiome logike i matematike sa
zakonima prirode a logicko svedocanstvo sa culnim opaZajima, tako da
aksiome ne moraju nuzno biti o¢igledne nego pre njihovo opravdanje
pociva (bas kao i u fizici) na ¢injenici da one ¢ine moguéim da se ovi
»Culni opaZaji” mogu dedukovati. Ovo naravno ne isklju¢uje da one ta-
kode mogu posedovati neku vrstu intrinsi¢ne plauzibilnosti slicno onoj
u fizici. Cini mi se da je (ako se ,svedocanstvo” razume na dovoljno strog
nacin) ovakvo glediSte u mnogome opravdano kasnijim razvojem [ka-
snijim u odnosu na Raselova gledisSta s pocetka proslog veka na koja se
Gedel ovde osvrée, prim. prev.] i da se moZe ocekivati da ¢e to biti jo$

viSe u buducnosti. [Godel, 1944, p. 121]
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Najbolji primer aksiome za koju se moZe ponuditi jako spoljasnje opravdanje upravo
je primer aksiome izbora koji smo naveli gore. Primer je utoliko bolji jer je u slucaju ove
aksiome postojalo neslaganje izmedu, s jedne strane, njene intuitivnosti, ocigledno-
sti ili njenog sledenja iz pojma skupa, dakle unutras$nje opravdanosti i s druge strane
pragmatickih razloga zasnovanih na njenim pozeljnim posledicama po matematiku,
tj. spoljasnje opravdanosti. Cinjenica da ova kolizija nije bila dovoljna da dovede do
odbacivanja ove aksiome govori o tome koliko je spoljaSnje opravdanje aksioma vaZan
faktor koji utice na njihov izbor.

Jo§ jedan dobar primer kandidata za novu aksiomu koja je veoma plodna u pogledu
svojih posledica jeste neka od aksioma iz familije takozvanih aksioma determinisano-
sti. O ovim aksiomama Ce viSe reci biti u poslednjem delu ovog rada kada budemo go-
vorili o Vudinovom programu. Vazno je medutim istaci da Gedelove opaske o znacaju
spolja$njeg opravdanja novih aksioma prethode nesto vise od petnaest godina formu-
laciji aksioma determinisanosti. Mogli bismo reci takode da je u razvoju teorije sku-
pova u poslednjih pola veka vec¢ina kandidata za nove aksiome bila opravdavana bas
na ovaj nacin.

Cinjenica je takode da iako je veliki broj kandidata za nove aksiome formulisan,
nijedna od njih nije do sada dostigla status aksiome per se. Da li je nedostatak unutra-
$njeg opravdanja tih ,,aksioma” ono $to je do ovoga dovelo? Da bismo na ovo pitanje
mogli da odgovorimo moramo pre svega da objasnimo $ta Gedel tacno podrazumeva
pod unutra$njim opravdanjem aksioma. Pored njegovih opaski da aksiome poseduju
unutra$nje opravdanje ako beleze neka vazna svojstva pojma skupa, Gedel je ponudio
i mnogo razvijeniji argument koji ima za cilj da pokaze da su sve aksiome teorija ZF ili
ZFC opravdane na osnovu iferativnog aspekta pojma skupa kao i da, tako shvacen, taj

pojam pruza unutra$nje opravdanje nekim od jakih aksioma beskonacnosti.

4.2. Iterativni pojam skupa

Istorijski izvori iterativnog pojma skupa nisu potpuno jasni. Hao Vang [Wang, 1974,

pp- 181-223] tvrdi da se on moze naci ve¢ kod Kantora. Sasvim je sigurno da su ga
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Cermelo [Zermelo, 1930] i fon Nojman (John von Neumann) [von Neumann, 1925] ja-
sno razumeli, kao i da se neki njegovi aspekti mogu naci ve¢ kod Mirimanova (Dmitry
Mirimanoff) [Mirimanoff, 1917]. Njegovom otkricu je znacajno doprinela i Raselova
teorija tipova. Medutim, centralno mesto u ukazivanju na znacaj ovog pojma kao i na
njegovo priblizavanje Sirim krugovima logicke zajednice sigurno pripada Gedelu. Ge-
delov rezultat o konzistentnosti CH i AC sa aksiomama teorije ZF, iako u izvornom
obliku formulisan u kontekstu razgranate pre nego proste hijerarhije, ucinio je mnogo
da matematicarima priblizi ideju o skupovima koji se nalaze u dobro zasnovanoj ku-
mulativnoj hijerarhiji V. Siroj filozofskoj javnosti ovu ideju je predstavio Bulos (George
Boolos) [Boolos, 1971].

Ono $to ovu ideju €ini filozofski zanimljivom moZe se grubo podeliti na dva aspekta.
Ako prihvatimo platonizam ova nam ideja pruZza opis sveta skupova. S druge strane,
bez obzira na to koje filozofsko stanoviste da zauzmemo, ona moZze igrati ulogu u mo-
tivisanju nasSih skupovno-teorijskih aksioma. Iako su aksiome teorije ZFC delom na-
stale kao odgovor na probleme izazvane paradoksima u osnovama matematike, $to
smo ve¢ napomenuli, u ovom novom svetlu ih moZemo razumeti kao nesto Sto pruza
opis nivoa kumulativne hijerarhije V' o kojoj smo govorili u uvodu ovog rada. Nesto
viSe detalja o njoj sledi u nastavku.

Sta je dakle iterativni pojam skupa? Posluzimo se slede¢im primerom. Pocevsi
od proizvoljnog skupa, moZemo iterirati operaciju partitivnog skupa. Ako nam je dat
skup w, primenom operacije partitivnog skupa dobijamo skup £ (w), tj. skup svih pod-
skupova od w. Ako na 2 (w) primenimo operaciju partitivnog skupa, dobijamo skup

P (P (w)) itd. To nam daje hijerarhiju skupova:

0,2 (), 2 (P W), 2P (P )),..

U ovom konkretnom slucaju posli smo od skupa w mada bilo koji skup moze za-
uzeti njegovo mesto. PoSavsi od w, izgleda kao da smo zaboravili da podemo ,,0d po-

Cetka”. Podimo dakle od @ i pogledajmo kako u ovom slucaju izgleda hijerarhija koju
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smo opisali gore. U ovom slucaju, potrudicemo se da skupove imenujemo na neki ja-

san nacin. Prvih nekoliko nivoa ove hijerarhije jesu

VWo=@, Vi=2(2)=1{2}, Vo =2 (£ (?)) ={2,{2}},...

Posle svih konacnih nivoa dolazi prvi grani¢ni nivo, w , na kom imamo skup V,, =
Un<w Vi U ovaj skup smo sakupili sve skupove koji se javljaju na nivoima pre njega.

Sada smo u poziciji da ponovo primenimo operaciju partitivnhog skupa §to nam daje

Vw+1 ZQ(Vw); Vw+2 :@(Vaﬁl);---

I tako do sledeceg grani¢nog nivoa w + w i skupa U<, Viy+r. Korake ove procedure
mozemo naravno i dalje iterirati prelazeci na sve vece i vece skupove. Da ne¢emo ostati
bez nivoa garantuje nam klasa svih ordinala Ord. Recept za izgradnju ove hijerarhije

je jasan i ve¢ smo ga opisali u uvodu ovog rada. Naime:

* VO = @;
- Vi1 = P(V,), za svaki ordinal «,

- Va2 =Up<a Vp, za granicni ordinal A.

Kao rezultat iteracije prethodne procedure ad infinitum dobijamo

v= U V.
aeOrd

Iako je, za svaki ordinal «, V, skup, V je nasuprot tome prava klasa. Ova klasa naziva se
jos i univerzumom skupova. Tako ZF teorija skupova dokazuje da svaki skup pripada
nekom V. Za svaki skup x, najmanji ordinal a takav da vazi x € V., zovemo rangom
skupa x, i oznacavamo ga sa p(x). Jednostavno je videti da, za svaki ordinal a vazi, kao
i da za proizvoljne skupove xi y vazi: x € y = p(x) < p(y).

Ovako izgraden univerzum skupova V naziva se kumulativnom (ili fon Nojmano-
vom) hijerarhijom, kao §to smo ve¢ napomenuli u uvodu ovog rada. Hijerarhija je ku-
mulativna jer, za proizvoljne ordinale « i § takve da je a < 5, imamo da vaZi V, € Vj.

Ideja koja pokrece ovu konstrukciju, da sve skupove moZemo raslojiti po nivoima kao
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stupnjevima njihove izgradnje pocevsi od praznog skupa, tj. da za svaki skup x postoji
a takav da x € V,, jeste iterativni pojam skupa.
Postepenu proceduru izgradnje kumulativne hijerarhije V = Ugecorq Vo koju smo

predstavili gore lepo i saZeto je opisao Bernajs:

Najslabija ,platonisticka” pretpostavka koju aritmetika uvodi jeste ona o
postojanju totaliteta celih brojeva [...] Medutim, analiza nije zadovoljna
ovom skromnom vrstom platonizma. Ona ga odraZava u vecoj meri u
odnosu na sledece pojmove: skup brojeva, niz brojeva kao i pojam funk-
cije. Ovi pojmovi se koriste u ,kvazi-kombinatornom” smislu, tj. u smi-
slu analogije izmedu beskonacnog i konac¢nog [...] U Kantorovim teori-
jama platonisticke koncepcije seZu mnogo dalje od onih teorije realnih
brojeva. Ovo se Cini tako §to se iterira upotreba kvazi-kombinatornog
pojma funkcije kojoj se pridruzuje metoda sakupljanja. Ovo je dobro

poznata metoda u teoriji skupova. [Bernays, 1935, pp. 259-260.]

Ono $to ¢e nas posebno zanimati jeste Gedelovo razumevanje iterativnog pojma skupa.
Naime, Gedel je smatrao da nam ovaj pojam omogucava da pruzimo opravdanje aksi-
oma ZFC.

Prisetimo se, Gedel razlikuje dve vrste opravdanja skupovno-teorijskih aksioma,
unutrasnjei spoljasnje opravdanje. Unutra$nje opravdanje je ono koje pociva na uvidu
u prirodu matematickih objekata ili razumevanju primitivnih pojmova koje Zelimo da
opiSemo nasim aksiomama. Govoreci o aksiomama teorije skupova, Gedel kaze da
nam se one ,namecu kao istinite” [Godel, 1964, p. 268]. U ovom pogledu, korisno je
imati u vidu analogiju sa empirijskim znanjem. Naime, ,aksiome nam se namec¢u kao
objasnjenje onoga $to nam je intuitivno dato na isti onaj nacin na koji se pretpostavka
o postojanju fizickih objekata srednje veliCine namece kao objasnjenje nasih culnih
iskustava” [Maddy, 1990, p. 31] Tako, govoreci o Raselovoj ,nema klasa” (no classes)
interpretaciji sistema Principia mathematica, koja je za cilj imala formulaciju teorija

tipova koja se ne poziva eksplicitno na skupove, Gedel kaze:
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Citava shema teorije nema-klasa od ogromnog je znacaja kao jedan od
nekoliko primera, sprovedenih do u detalje, tendencije da se eliminiSu
pretpostavke o postojanju objekata van ,podataka” i da se zamene kon-
strukcijama na osnovu onoga $to jeste dato. Rezultat je, u ovom slucaju,
bio u sustini negativan; tj. klase i pojmovi uvedeni na ovaj nacin ne-
maju sva ona svojstva koja su neophodna za njihovu upotrebu u mate-
matici, osim ako ne uvedemo posebne aksiome o podacima (npr. ak-
siomu reducibilnosti), koja u sustini znaci da u podacima postoji ona
vrsta objekata koju treba konstruisati, ili pak ako ne postuliramo fikciju
da moZemo formirati iskaze beskonacne (i cak neprebrojive) duZine, tj.
da moZemo raditi sa istinosnim funkcijama sa beskona¢no mnogo ar-
gumenata, nezavisno od toga da li ih moZemo konstruisati ili ne. Ali Sta
je drugo takva beskonacna istinosna funkcija do posebna vrste besko-
nacne ekstenzije (ili strukture), komplikovanija i od klase, sa naknadno
dodeljenim hipotetickim znacenjem koje moZe razumeti samo besko-
nacan duh? Sve ovo jeste samo potvrda glediSta koje smo ranije zastu-
pali da su logika i matematika (bas kao i fizika) izgradene na aksiomama

sa stvarnim sadrZajem koji ne mozZze biti eliminisan. [Godel, 1944, p. 132]

Drugim re¢ima, Gedel smatra da je pretpostavka o postojanju matematickih objekata
nuzna za ispravno funkcionisanje nasih matematickih teorija. Ma koji pokusaj slican
Raselovom koji za cilj ima eliminaciju pozivanja na objekte kakvi su skupovi ili klase
zapada u nepremostive teSkoce. NaSe uverenje da matematicki objekti postoje nije
niSta manje plauzibilno od nase pretpostavke da postoje fizicki objekti. Nesto ranije u

istom radu, Gedel jasnije formuliSe prethodno receno:

Klase i pojmovi se, medutim, mogu razumeti kao stvarni objekti, naime
klase kao ,mnoZine stvari” ili kao strukture koje se sastoje od mnozZine
stvari i pojmovi kao svojstva i relacije stvari koji postoje nezavisno od

nasih definicija i konstrukcija.
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Cini mi se da pretpostavka o postojanju takvih objekata legitimna
koliko i ona o postojanju fizickih tela i ima podjednako mnogo razloga
da verujemo u njihovo postojanje. Oni su u istom smislu nuzni da bi se
dobio zadovoljavajuci sistem matematike koliko su i fizicka tela nuzna

za zadovoljavajucu teoriju ¢ulnih opazaja [...] [GOdel, 1944, p. 128]

Medutim, osim uverenja da je to u principu moguce uciniti Gedel nam i dalje ne omo-
gucava da vidimo na koji nacin su aksiome teorije skupova unutra$nje opravdane, tj.
opravdane na osnovu uvida ili razumevanja koje imamo o samom pojmu skupa. Zato
¢emo u nastavku ispitati mesta u Gedelovim radovima na kojima govori o iterativnoj
koncepciji skupa i na koji naCin nam ona moZe biti od pomo¢i prilikom opravdanja
trenutno prihvacenih skupovno-teorijskih aksioma kao i nekih aksioma koje ih preva-

zilaze.

4.3. Gedel o iteraciji

Ispitacemo prvo tekst Gedelovog neobjavljenog predavanja na skupu Americkog
matematickog drustva odrzanog krajem 1933. godine *. Njegova tema bila je i oprav-

danje skupovno-teorijskih aksioma. Po njegovim rec¢ima:

Problem zasnivanja matematike [...] moZe se posmatrati tako da se grana
u dva dela. Na prvom mestu, metode dokaza moraju se redukovati na
minimalan broj aksioma i primitivnih pravila izvodenja, koja se moraju
formulisati Sto je preciznije moguce. Pored toga, mora se traziti neka

vrsta opravdanja ovih aksioma [...] [Godel, 1933, p. 45]

Posto je istakao Fregeov program kao prvi ozbiljan, doduSe neuspesan, odgovor na prvi
od ova dva problema, Gedel kaZe da je samo jedno zadovoljavajuce reSenje koje u isto
vreme izbegava skupovno-teorijske paradokse i vodi adekvatnom zasnivanju matema-
tike, a to je (prosta) teorija tipova. Medutim, i ova teorija, po Gedelovom misljenju,

pati od izvesnih nedostataka. Prvo, teorija tipova dopusta samo takozvane Ciste tipove

’Naga interpretacija ovog Gedelovog rada u mnogome se zasniva na Tejtovoj (William Tait) [Tait, 2005,
pp. 276-284] i Kelnerovoj [Koellner, 2003] analizi, na koje upuéujemo ¢itaoca zainteresovanog za vise
detalja nego §to ¢emo mi pruziti u nastavku.
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0,1,2,... gde objekti tipa n + 1 mogu sadrzati kao elemente samo objekte tipa n. Na
osnovu prethodnog, tvrdenje a € b se smatra besmislenim ako objekti a i b nisu odgo-
varajuceg tipa. Osim toga, prosta teorija tipova dopusta samo konacne tipove.

Gedel predlaZe da se pomenutih ograni¢enja oslobodimo pa da mesto Raselovih
Cistih tipova posmatramo kumulativne tipove kod kojih tip n + 1 moZe sadrzati sve
tipove manje ili jednake od n . Tako ¢emo tvrdenje a € b smatrati laznim pre nego
besmislenim ako je tip od b manji ili jednak tipu od a. Pored toga, nema razloga da se
ograni¢imo samo na konacne tipove, nego iteraciju mozemo nastaviti kroz beskonacne

ordinale. Po Gedelovim re¢ima:

Otklanjanje prva dva ograniCenja nije u pravom smislu reci sustinsko;
lako se mozZze videti da nikakva kontradikcija ne moZe nastati kao posle-
dica toga (kao i da je svako tvrdenje dokazivo u novom sistemu ekviva-
lentno nekom tvrdenju u Principia mathematica). Stvar je u mnogo kom
pogledu drugacija za treCe ogranicenje, koje ¢u sada objasniti. U Rase-
lovoj teoriji, proces prelaska na sledeci visi tip - npr. sa klasa individua
na klase klasa individua - moZe se ponoviti samo kona¢no mnogo puta

[...]

Nema razloga da zaustavimo proces izgradnje tipova na ovom mestu
[...] MoZemo na primer formirati klasu svih klasa kona¢nog tipa koja
naravno nije konacnog tipa, ali za nju moZemo recida je tipa w [...] Jasno
je kako se ova procedura moZe nastaviti do u nedogled. MoZemo uzeti
klasu svih klasa kona¢nog tipa, koja ¢e nam igrati ulogu klase individua,
tj. uzeti je kao osnovu za novu hijerarhiju tipova i tako formirati klase
tipa w+11iw+2 i tako dalje za svaki beskonacni ordinal. [Godel, 1933,

pp. 46-47]

Ono $to Gedel kaze u prilinoj meri odgovara naSem ranijem opisu izgradnje kumula-
tivne hijerarhije skupova. Naime, pocCevsi od praznog skupa @ mozZemo iterirati opera-

ciju partitivnhog skupa, koja nam daje sve vece i veCe skupove, i ovo odgovara prelasku
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sa nizih na vise tipove o kojima Gedel govori.® Takode, ako uniramo sve skupove dobi-
jene kona¢nim brojem iteracija operacije partitivnog skupa, kao rezultat ¢emo dobiti
skup koji ne moZe biti dobijen kona¢nim iteracijama operacije partitivnog skupa na
praznom skupu. Ovaj skup smo gore nazvali V,, i to je prvi granicni nivo ove hijerar-
hije.
Medutim, takvoj proceduri mogu da se upute odredeni prigovori. Naime:

Da bismo formulisali aksiome formalnog sistema, ukljucujuci sve tipove

do nekog ordinala a, moramo pretpostaviti sam pojam ovog ordinala a,

jer e se on pojavljivati u aksiomama. S druge strane, zadovoljavajuca

definicija beskonacnih ordinala moZe se postic¢i samo uz pomoc sistema

Cije aksiome treba da formuliSemo. [GOdel, 1933, p. 47]

Gedel smatra da je poslednji prigovor jedan od razloga zbog kojih Rasel nije bio spre-
man da uvede beskonacne tipove u svoju teoriju. Jos§ jedan moguci razlog, malo viSe
tehnicke prirode, moZzda je bio i taj $to je Rasel Zeleo da njegovi tipovi budu disjunktni,
S$to ne bi bio sluc¢aj ako bi u grani¢cnom tipu imali uniju svih prethodnih tipova. Medu-
tim, ovo bi se onda moglo izbe¢i tako $to bi grani¢ni tip definisali ne kao uniju pret-
hodnih tipova nego kao tip funkcija definisanih na toj uniji.*

Da li i kako moZe da se odgovori na prethodni prigovor? Prisetimo se, cilj nam
je da opiSemo posledice iterativnog pojma skupa i da pokaZemo na koji nacin nam
on moZe posluziti u opravdanju skupovno-teorijskih aksioma. Ako se u ovom opisu
oslanjamo na ordinale onako kako su oni definisani u ZF izgleda da je naSe rasudivanje
cirkularno.

Gedel ne smatra da ovaj prigovor ima neku stvarnu snagu. Naime, prvih nekoliko

nivoa naSe hijerarhije bice dovoljni da nam omoguce da se popnemo jako visoko:

Prva dva ili tri tipa su sasvim dovoljna za definisanje veoma velikih or-

dinala. MoZemo poceti tako §to ¢emo formulisati aksiome za ovih prvih

3Napomenimo da Gedel svoju iteraciju zapocinje ne praznim skupom nego izvesnim prebrojivim sku-
pom individua ili urelemenata. Medutim, s obzirom na poslednju recenicu iz prethodnog citata ova
razlika nije od sustinskog znacaja.

4S’urogo govoreci, Raselova hijerarhija tipova nije hijerarhija skupova nego domena iskaznih funkcija, tj.
predikata ili karakteristi¢nih funkcija skupova.
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nekoliko tipova, za $ta nam nije potreban nikakav ordinal, posle cega
mozemo definisati beskonac¢ni ordinal @ pomocu ovih prvih nekoliko
tipova i pomoc¢u njega formulisati aksiome sistema koji ukljucuje sve
klase tipa manjeg od a (zovimo ga S,). Na sistem S, moZemo primeniti
istu proceduru; tj. uzmimo neki ordinal § veci od «a koji se moZe defini-
sati pomocu sistema S, i pomocu njega formuli§imo aksiome sistema

Sp koji ukljucuje sve tipove manje od . [Godel, 1933, p. 47]

Kada govori o aksiomatizaciji ,prvih nekoliko tipova” ove hijerarhije izgleda da Gedel
misli, mada to ne kaZe eksplicitno, na logiku drugog, tre¢eg reda itd. Dakle, ideja je dau
sistemu S+ definiSemo neki veliki ordinal @« pomo¢u V,,. 1. Ako, kao §to to Gedel €ini,
usvojimo aksiomu izbora (drugog reda, koja kaZze da se domen moZe dobro urediti),
onda na nivou V,,;; moZemo npr. definisati dobro uredenje duzine J; (v. DEFINICIJA
20).0vaj kardinal onda moZe da nam dalje posluZi za indeksiranje ve¢ih nivoa kumula-
tivne hijerarhije, pa na nivou V5, mozemo definisati dobro uredenje duzine 3, i tako
dalje. Ovu operaciju mozemo iterirati w puta §to nam daje fiksnu tacku funkcije 3 kao

rezultat. Ova fiksna tacka je limes niza:
31,35, 30,

Ako ovaj kardinal oznacimo sa x, onda imamo da vazi k = Jy. Sada ovaj kardinal
moze, kao i gore, da nam posluZi da njime indeksiramo vece nivoe kumulativne hi-
jerarhije. U slede¢em koraku bismo se posluzili skupom Vi za definisanje jo$ ve¢ih
ordinala itd. (v. [Koellner, 2003, pp. 21-28])

Ovaj opis Gedelove procedure ne odgovara na neka vazna pitanja. Naime, koje su
tacno operacije uklju€ene u iteraciju koju Gedel opisuje, i koliko visoko u klasi ordinala

Ord nas ova iteracija moZe odvesti?

Mesto koje aksiomatski sistem teorije agregata [theory of aggregates] za-
uzima u ovoj hijerarhiji moZe se opisati izvesnim svojstvom zatvorenja

na sledeci nacin: Postoje dva nacina putem kojih generiSemo tipove.
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Prvi se sastoji u prelasku sa jednog tipa na slede¢i, a drugi u sumira-
nju beskona¢nog niza prethodno datih tipova, §to smo ucinili, na pri-
mer, kada smo formirali tip w. Aksiome teorije agregata u stvari tvrde
sledece, da nas ove dve procedure ne vode izvan sistema ako drugu pro-
ceduru primenjujemo samo na one nizove tipova koji se mogu definisati
unutar samog sistema. (Drugim rec¢ima, ako je M skup ordinala koji se
moze definisati unutar sistema i ako svakom ordinalu iz M dodelimo tip
koji je takode u sistemu, onda je i tip koji dobijamo kao rezultat sumira-
nja ovih tipova takode u sistemu.) Medutim, bilo bi pogre$no pretposta-
viti da smo sa ovim aksiomatskim sistemom za teoriju skupova dosli do
kraja hijerarhije tipova. Sve klase koje se javljaju u ovom sistemu mogu
se posmatrati kao novi domen individua i iskoristiti kao pocetni korak
za definisanje jo$ visih tipova. Ova procedura nema kraja [...] [Gddel,

1933, p. 47]

Dakle, Gedel izdvaja dve operacije koje nam omogucavaju prelazak na sve vece i vece
ordinale. Primetimo da prva operacija ukljucuje bar dve podoperacije: naime, opera-
ciju partitivnog skupa koja nas vodi od V,,+1 do V,,2, na primer, kao i operaciju a — 3,
koju smo opisali gore. Sto se druge operacije ti¢e, moZemo je opisati na slede¢i nacin
(pri cemu ¢emo posmatrati M kao ordinal pre nego kao proizvoljan skup ordinala): ako
svakom ordinalu a < M dodelimo neki ordinal f () koji pripada naSem sistemu, onda
¢eilUq<ym f (@) takode pripadati naSem sistemu.

Koliko velike ordinale moZemo dobiti primenom ovih dvaju operacija? Posto nam
je ordinal w dostupan takoreci na pocetku nase iteracije, moZemo se pitati koliko je
velik najmanji ordinal x > w koji je zatvoren za prethodne dve operacije, tj. takav da

vazi sledece (v. [Tait, 2005, p. 280]):

(1) a<x=>,<K;

@) (a<xkAfra—«)=Upf(B) <x.
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Na osnovu uslova gore, lako je videti da je x regularan (2) i fiksna tatka 3 funkcije(1), tj.
jako nedostizan. Za takav ordinal x vaZi da je Vi prirodni model teorije ZF (v. odeljak
[1.6]).

Ovoj temi Gedel se vra¢a 1951. godine u svom Gibs predavanju. Ono §to na ovom

mestu kaze dodatno rasvetljava analizu koju smo ponudili gore:

[...] ako Zelimo da izbegnemo paradokse teorije skupova, a da se pritom
ne oslanjamo na nesto potpuno strano stvarnom matematickom rasu-
divanju, pojam skupa se mora aksiomatizovati korak po korak. Ako na
primer po¢nemo sa celim [prirodnim prim. prev.] brojevima, tj. konac-
nim skupovima posebne vrste, ima¢emo prvo skupove celih brojeva kao
i aksiome koje se na njih odnose (aksiome prvog nivoa), zatim skupove
skupova celih brojeva sa njihovim aksiomama (aksiome drugog nivoa)
itd, za proizvoljnu konacnu iteraciju operacije ,skup od”. Posle toga,
imamo skup svih skupova kona¢nog reda. Medutim, sada moZemo po-
stupati sa ovim skupom bas kao $to smo to €inili sa celim brojevima, tj.
posmatrati njegove podskupove (tj. skupove reda w) i formulisati aksi-
ome o njihovom postojanju. Jasno je da se ova procedura moze iterirati
dalje od w, u stvari do proizvoljno velikog transfinitnog ordinala. Tako je
mozda neophodno kao sledecu aksiomu navesti da je iteracija moguca
za svaki ordinal, tj. za svaki tip uredenja koji pripada nekom dobro ure-
denom skupu. Da li smo sada stigli do kraja? Ni govora. Sada imamo
operaciju uz pomoc¢ koje formiramo skupove pocevsi od nekog pocet-
nog skupa A i nekog dobro uredenog skupa B, primenjujuci operaciju
»skup od” na A onoliko puta koliko to skup B nalaze. Ako uzmemo da je
B jednak nekom dobrom uredenju od A sada moZemo iterirati ovu novu
operaciju, i to transfinitan broj puta. Ovo ¢e nam opet dati jednu novu
operaciju koju moZemo tretirati na isti nacin i tako dalje. Slede¢i ko-
rak ¢e dakle biti da zahtevamo da svaka operacija koja od skupova pravi

skupove moze biti iterirana do proizvoljnog ordinala (tj. tipa uredenja
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dobro uredenog skupa). Da li smo sada stigli do kraja? Ne, jer moZemo
zahtevati ne samo da se procedura koju smo upravo opisali moZe spro-
vesti sa proizvoljnom operacijom nego i da mora postojati skup koji je za
ovu operaciju zatvoren, tj. takav da poseduje svojstvo da ako je ova pro-
cedura (sa proizvoljnom operacijom) primenjena na njegove elemente,
kao rezultat daje takode elemente ovog skupa. [Godel, 1951, pp. 306-
307]

Poslednja Gedelova recenica je posebno zanimljiva. U njoj se on oslanja na takozvani
princip refleksije: ako univerzum skupova poseduje izvesno dobro definisano svojstvo
P, onda mora postojati skup koji takode poseduje ovo svojstvo.” Ako ovo primenimo na
uslove (1) i (2) gore, Gedelova iteracija daje nedostizan ordinal kao rezultat. Medutim,
nema razloga da ovde stanemo, pa mesto (1) moZemo zahtevati postojanje ordinala sa

slede¢im svojstvom:
3) a<xk=>F(a)<x

gde je F (@) najmanji nedostiZan ordinal > a. Ovakvi ordinali nece biti samo nedostiZni
nego i granice nedostiznih kardinala. Jace ,operacije skoka” ¢e nam dati sve vece i
vece ordinale. Na primer, ako je klasa nedostiznih kardinala stacionarna u Ord i ako
na ovo primenimo pomenuti princip refleksije, dobi¢emo ordinal a takav da je skup
{B|B < a1 BIENEDOSTIZAN} stacionaran u a; drugim re¢ima, a je Maloov kardinal.
Argumente za postojanje velikih kardinala koji poc€ivaju na principu refleksije cemo
detaljno ispitati u narednom poglavlju ovog rada. Ostaje nam jo$ da pokaZzemo kako na
osnovu iterativnog pojma skupa moZe da se opravda svaka od pojedinacnih aksioma
teorije ZF.

Aksioma ekstenzionalnosti, koja kaze da su skupovi jednaki ako i samo ako imaju
iste elemente, sluzi nam da skupove, kao ekstenzionalne objekte, razlikujemo od svoj-
stava koja su po svojoj prirodi intenzionalna. Ako se jedna te ista kolekcija javlja na
razli¢itim nivoima nas3e hijerarhije trebalo bi da je smatramo istim skupom. Za skup je
jedino bitno od kojih je elemenata sacinjen.

50 principima refleksije ¢e viSe reci biti u narednom poglavlju.
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Aksioma regularnosti (ili aksioma zasnivanja) kaZe da ako je skup x neprazan, onda
on ima element y takav da su x i y disjunktni. Da bismo videli zasto je ova aksioma
istinita na osnovu iterativnog pojma skupa, pretpostavimo da je neprazan skup x for-
miran na nivou a. Onda su svi elementi skupa formirani na nivoima manjim od a.
Posmatrajmo nivo f§ < a koji je minimalan u sledecem smislu: neki element skupa x
je formiran u g, ali nijedan element skupa x nije formiran na nivoima manjim od S.
Za svaki element y skupa x koji je formiran u § vaziCe da je yn x = @, Sto sledi iz mi-
nimalnosti nivoa f na kojem je y formiran. U izvesnom smislu, aksioma zasnivanja je
ugradena u proceduru nase iteracije operacije ,,skup od”.

Aksioma separacije, koju je Cermelo formulisao kao ogranicenje neogranicene (i
inkonzistentne) aksiome komprehenzije, kaze da svaka definabilna kolekcija eleme-
nata nekog unapred datog skupa x Cini skup. Sa stanovi$ta iterativhog pojma skupa
ovu je aksiomu lako opravdati. Naime, ako je skup x formiran na nivou a onda su svi
njegovi elementi formirani na nivoima manjim od a. Dakle, na nivou @ moZemo od
proizvoljne definabilne kolekcije elemenata od x napraviti skup.

Aksioma unije kaZe da je unija elemenata proizvoljnog skupa x takode skup. Kao i
gore, pretpostavimo da je skup x formiran na nivou a. Svi njegovi elementi formirani
su na nivoima manjim od a $to samim tim vazi i za sve elemente njegovih elemenata.
Dakle, skup svih elemenata od elemenata nekog datog skupa x koji je formiran na ni-
vou a@ moZe i sam biti formiran na nivou a.

Aksioma partitivnog skupa kaze da za svaki dati skup x postoji skup svih njegovih
podskupova & (x). Pretpostavimo da je skup x formiran na nivou @. Onda je i svaki
podskup od x takode formiran zaklju¢no sa a pa je skup £ (x) formiran u a + 1.

Aksioma beskonacnosti kaze da postoji beskonacan skup x, tj. skup koji sadrzi @
kao element i koji je zatvoren za operaciju y — y U {y}. Primetimo da su neki od ele-

menata skupa x sledeci

?,10},19,{011,{2,1{2}, {2, {2}, ...
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Neka je yo prazan skup i neka je y,+1 = yn U{yn}. Posto je svaki od ovih skupova for-
miran na nekom nivou m < w, i to tako da ako je y, formiran na nivou n, onda je y,+1
formiran na sledec¢em nivou, n + 1, na nivou w je formiran skup x = {y,}, .

Aksioma zamene kaze da ako je vy (x,y) formula za koju vazi da za svaki skup x
postoji najvise jedan skup y takav da vazi v (x, y), onda za svaki skup z postoji skup
w koji je slika skupa z u odnosu na funkciju koja odgovara formuli ¢ (x, y). Da bismo
videli da li je i na koji nacin ova aksioma opravdana pomocu iterativhog pojma skupa,
posmatrajmo skupove x koji su elementi od z i neka je r (x) prvi nivo, ako takvog ima,
na kom se javlja neko y takvo da vazi y (x, y); inace neka je r (x) = 1. Ova aksioma kaZe
da posle svih nivoa r (x) za x iz z postoji nivo na kojem je skup w = {y |y (x,y) i x € z}
formiran.

Treba jo$ nesto reci u vezi sa tim. Izgleda da su, sa stanovista iterativnog pojma
skupa, gotovo sve gorenavedene aksiome opravdane argumentima koje smo upravo
formulisali. Vise detalja ¢italac moZe naci u Senfildovom (Joseph Shoenfield) tekstu
o aksiomama teorije skupova u [Barwise, 1977] kao i Bulosovom radu [Boolos, 1971].
Jedna veoma vazna razlika izmedu Gedelovog argumenta i onog koji nude Senfild i
Bulos jeste ta Sto Gedel ne pretpostavlja da je klasa ordinala Ord unapred data, tako da
nam mozZe sluziti kao spoljasnja mera za indeksiranje nasih nivoa primene operacije
,skup od”.° Senfild i Bulos pretpostavljaju upravo to, doduse govore¢i o , teoriji nivoa”,
pa nam se njihov argument ¢ini cirkularnim. Kao ilustraciju, pogledajmo $ta Senfild
kaZe o ,principu kofinalnosti”, koji je osnovni princip njegove teorije nivoa:
60vo se pre svega odnosi na Gedelovu poziciju s kraja 1933. godine. Vazno je istaci da ¢e uskoro zatim
Gedel pretpostaviti upravo to - naime da su ordinali unapred dati, $to predstavlja izvesno pojacanje
njegove platonisticke pozicije. Ova pretpostavka ¢e onda igrati veoma vaznu ulogu u Gedelovom dokazu
konzistentnosti za AC i CH objavljenom 1938. godine. Hao Vang smatra da je Gedel ovu pretpostavku

usvojio ne kasnije od 1935. godine, kada je stekao i jasnu ideju dokaza konzistentnosti AC sa aksiomama
ZF:

0d 1930. godine on [Gedel, prim. prev] je poteo da razmislja o problemu kontinuuma,
koristeci se donekle Hilbertovim predloZenim okvirom reSenja ovog problema. Ideja
da se u ovom pogledu posluzi razgranatom hijerarhijom javila mu se dosta rano, posle
¢ega se bavio konstruisanjem dovoljnog broja ordinala. Konac¢no, proboj koji je nastao
usled pretpostavke da su svi klasi¢ni ordinali dati, u€inio je stvari lak§im. [Wang, 1987,
p- 971

Gedelovo ,konstruisanje dovoljnog broja ordinala” se ocigledno odnosi na period s kraja 1933, buduci
daje to jedna od osnovnih tema predavanja kojem smo posvetili paznju u ovom odeljku.
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Pretpostavimo da nam je dat skup A i da smo pripisali nivo S, svakom
elementu a od A. Budu¢i da moZemo vizualizovati kolekciju A kao objekt
(naime, skup A), takode moZemo vizualizovati i kolekciju nivoa S, kao
objekt pa time moZemo vizualizovati i situaciju u kojoj su svi ovi nivoi

zavrSeni. [Shoenfield, 1967, p. 239]

Ovim principom se Senfild kasnije sluZi da bi pruZio opravdanje aksiome zamene. Me-
dutim, Senfildov princip kofinalnosti i nije nista drugo nego aksioma zamene formu-
lisana pomoc¢u nedefinisanog pojma nivoa pre nego na standardan nacin kao $to smo
mi to uc€inili gore (ovo primecuje i Kelner, [Koellner, 2003]).

Gedel je u tom pogledu mnogo oprezniji od Senfilda i Bulosa, utoliko §to nam nje-
gov argument omogucava da bez pomo¢i nekog spoljasnjeg etalona izgradimo uni-
verzum skupova dovoljno bogat da nam posluzi za opravdanje svih aksioma od ZFC.
Naime, opravdanje pojedinacnih aksioma koje smo ponudili gore za Gedela dolazi ex
post facto. PoSto smo konstruisali dovoljno velike ordinale moZemo se njima posluziti
kao indeksima nivoa naSe izgradnje skupova i pokazati da ih ima dovoljno da bi u uni-
verzumu skupova sve aksiome bile zadovoljene. Medutim, ovo je neposredna posle-
dica Gedelovog argumenta za postojanje nedostiZznih kardinala na osnovu iterativnog
pojma skupa.

Jo§ jednu lepu ilustraciju Cinjenice da aksioma zamene vazi u univerzumu skupova

konstruisanom Gedelovom iteracijom pruza i sledeca njegova napomena:

Iz same ideje iterativne koncepcije skupa sledi da ako je dobijen neki
ordinal a, operacija partitivnog skupa iterirana a puta dovodi nas do
skupa 22% (). Ali iz istog ovog razloga izgleda da sledi da ako mesto
2?2 uzmemo neki veci skok u hijerarhiji tipova, na primer prelazak Q sa
x na 2™ (x) (gde je |x| najmanji ordinal medu dobrim uredenjima od
x), onda je i Q% (@) takode skup. Pretpostaviti ovo za svaku zamislivu
operaciju skoka [...] ekvivalentno je aksiomi zamene. [Wang, 1996, p.

259]
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Naravno aksioma zamene, bas kao i ostale aksiome teorije ZFC, mogu biti opravdane i
na drugaciji nacin. Sa strane unutrasnjeg opravdanja one bi mogle biti posledica razu-
mevanja nekog drugog aspekta pojma skupa osim iterativnog, dok bi sa strane spolja-
$njeg opravdanja one mogle biti opravdane na osnovu poZeljnih posledica koje imaju,
u teoriji skupova kao i u ostatku matematike.

Primetimo da smo gore govorili o opravdanju aksioma teorije ZF preko iterativ-
nog pojma skupa. To naravno ne znaci da se aksioma izbora ne moZze opravdati na
ovaj nacin. Prisetimo se da aksioma izbora kaZe da ako nam je dat skup x ¢iji su ele-
menti neprazni, disjunktni skupovi, onda postoji skup y takav da sadrzi tacno po jedan
element svakog skupa iz x i koji nema drugih elemenata. Medutim, ako je skup x for-
miran na nivou a onda su svi njegovi elementi kao i elementi elemenata od x formirani
na nivoima manjim od a, pa ¢e zaklju¢no sa nivoom a +1 biti formirani svi podskupovi
skupa Jx. Medu ovima Ce, u opStem slucaju, biti mnogo takvih y koji imaju po jedan
zajednicki element sa svakim skupom iz x.

Ovakav nacin opravdavanja AC nije medutim dostupan Gedelu, koji ovu aksiomu
eksplicitno pretpostavlja u svom postupku iteracije. Ovo bi mogao biti razlog njegove
opaske da ,postoje tri teSkoce [u pogledu opravdanja aksioma i pravila zakljucivanja,
prim. prev] [...] od kojih je trea povezana sa aksiomom izbora.” [Gddel, 1933, pp. 49-
50] Medutim, Gedelu je sigurno dostupno unutras$nje opravdanje aksiome izbora, koje

ne pociva neposredno na analizi iterativnog pojma skupa’, kao i spoljasnje opravdanje

Jedan od natina na koji je moguce aksiomu izbora opravdati jeste i ¢injenica da ona sledi iz fon Noj-
manove aksiome ogranicenja velicine (limitation of size). Ova aksioma koju je fon Nojman formulisao
u [von Neumann, 1925, Axiome IV.2] vaZan je deo njegove aksiomatizacije teorije klasa koja ¢e kasnije
da preraste u NBG. Ona kaZe da je K prava klasa akko postoji surjekcija F : K — V. Posledice ove ak-
siome su sheme separacije i zamene, aksioma unije iz ZF, kao i takozvana aksioma globalnog izbora
iz NBG koja kaZe da se univerzum V moze dobro urediti. Aksioma globalnog izbora je snaznije tvrde-
nje od uobicajene aksiome izbore iz ZFC, i ova druga aksioma je posledica prve. Medutim, i teorija
NBG sa globalnom aksiomom izbora je konzervativno proSirenje teorije ZFC [Felgner, 1971]. Jo$ neke
napomene o konzervativnosti slicnih teorija smo izneli u odeljku [3.2.3].

Sto se ti¢e plauzibilnosti fon Nojmanove aksiome ograni¢enja veli¢ine, Gedel u pismu Ulamu (Stanislaw
Ulam) od 8.11.1957. kaze:

[...] verujem da je njegov nuzan i dovoljan uslov koji neko svojstvo mora zadovolja-
vati da bi definisalo skup (olicen u aksiomi ogranicenja velic¢ine prim. prev) od ve-
like vaZnosti jer rasvetljava vezu izmedu aksiomatske teorije skupova i paradoksa. Da
ovaj uslov zaista pogada u sustinu stvari moZe se videti iz ¢injenice da on povlaci aksi-
omu izbora koja je pre toga bila prilicno udaljena od drugih egzistencijalnih principa.
[GOdel, 2003b, p. 295]
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kojim se na kraju krajeva sluzio i sam Cermelo kada je aksiomu formulisao. U nacelu,
aksioma izbora je prirodno tvrdenje, pogotovo ako se zauzme realisticko stanoviste
slicno Gedelovom. Ako nam je data neka familija skupova, definabilnost funkcije iz-
bora za ovu familiju se ponekad moZe Ciniti problematicnom. Ovo medutim nikako
nema za posledicu to da pomenuta funkcija ne postoji. Funkcija izbora naprosto ne
mora biti definabilna. °

Kao $to vidimo na upravo pomenutom primeru aksiome izbora, jedna vrsta oprav-
danja ne iskljucuje drugu. Aksiome mogu biti u isto vreme opravdane obema vrstama
opravdanja. Kakav je tatno odnos te dve vrste opravdanja pokusaéemo da donekle

ispitamo u slede¢em odeljku.

Povod za ovu Gedelovu napomenu o fon Nojmanu, koji je preminuo te iste 1957. godine, bio je ¢lanak o
njegovom radu koji je Ulam u to vreme pisao [Ulam, 1958]. Pre nego §to je rad sledece godine objavljen
Gedel je imao priliku da ga procita i da uputi Ulamu nekoliko sugestija kako bi mogao da ga ucini boljim.
Zanimljivo je videti kako Ulam formulise Gedelovo stanoviste u pogledu fon Nojmanove aksiome koje
smo naveli gore:

Velika vaznost koju ova aksioma poseduje leZi u ¢injenici da je to jedan princip mak-
simuma, donekle slican Hilbertovoj aksiomi potpunosti u geometriji. Jer ona, grubo
govoreci, kaZe da svaki skup koji ne povlaci protivre¢nost, na odredeni dobro definisan
nacin, postoji. Da se radi o jednom principu maksimuma mozZe da objasni ¢injenicu
da ova aksioma povlaci aksiomu izbora. [Ulam, 1958, p.13 n.5]

Ova Gedelova primedba je naravno jako sli¢na onoj koju je izneo u pismu Ulamu. Nova je karakterizacija
fon Nojmanovog aksioma kao principa maksimalnosti. U nastavku rada ¢emo da vidimo da je Gedel
takvim principima pridavao veliku vaZnost i u drugim kontekstima.

80vakav odgovor onima koji su posmatrali AC sa izvesnom sumnjom formulisan je dosta rano. Tako je
ve¢ 1905. Adamar (Jacques Hadamard) primetio da:

Cermelo ne pruza metodu kojom bi se efektivno sprovela operacija o kojoj govori, i
izgleda sumnjivim da ¢e iko mo¢i da pruzi takvu metodu u buduénosti. Nema sumnje
da bi bilo zanimljivije resiti problem na ovaj nacin. Ali pitanje koje se na ovaj nacin
postavlja (efektivno odredenje Zeljene korespondencije) je ipak potpuno razli¢ito od
onoga koje mi razmatramo (da li takva korespondecija postoji?) [...] Da li moZemo
dokazati postojanje matematickog objekta a da ga ne definiSemo? Ja kazem [...] da,
[...] postojanje [...] je ¢injenica bas kao i svaka druga. [Moore, 1982, pp. 312, 317]

Adamarove primedbe koje smo upravo naveli izneo je u pismu Borelu (Emile Borel). Ovo pismo je deo
zanimljive prepiske koja se odvijala tokom 1905. godine izmedu Adamara s jedne i Bera (René-Louis
Baire), Lebega (Henri Lebesgue) i Borela s druge strane. Tema ove prepiske bila je upravo Cermelova
aksioma kao i 8iri problem postojanja u matematici. Ber, Borel i Lebeg, koje bismo mogli nazvati kon-
struktivistima u Sirem smislu te reci, nisu jedini veliki matematicari onoga vremena koji su Cermelovu
aksiomu smatrali problemati¢nom.

Istorija aksiome izbora je jako zanimljiva, $to naSe usputne napomene ne mogu na pravi nacin da doca-
raju. Studija ove istorije koja je, trideset godina posle objavljivanja, i dalje bez premca je [Moore, 1982].
U ovoj knjizi moZe se pronaci prevod prepiske koju smo spominjali gore [Moore, 1982, pp. 311-320],
kao i detaljna analiza njene sadrzine [Moore, 1982, pp. 92-103]. U pogledu filozofskih pitanja vezanih za
aksiomu izbora, zainteresovanog ¢itaoca upuc¢ujemo na [Hallett, 1984].
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4.4. Odnos unutrasnjeg i spoljasnjeg opravdanja

Mogli bismo pretpostaviti da za platonistu kakav je Gedel unutras$nje opravdanje
aksioma poseduje izvestan primat. Naime, ako postoji nezavisna sfera matematickih
objekata i ako mi posedujemo neku vrstu a priori uvida u njenu strukturu, onda ¢e
i opravdanost neke aksiome, koja onda ima za cilj da konstatuje neke vaZzne osobine
ove strukture, rasti proporcionalno sa stepenom naseg uvida u njenu prirodu. Uloga
spolja$njeg opravdanja jeste da a posteriori ovo opravdanje dodatno utvrdi.

Gedelov platonizam medutim nikako nije Skolski primer za to. Bilo da njegovo
shvatanje matematicke intuicije shvatamo kao bazi¢ni ¢in razumevanja pojma skupa,
kao $to smo sugerisali, ili pak tako da se intuicija pre svega odnosi na objekte i to kao ra-
cionalan uvid Huserlovog tipa, na osnovu obe ove interpretacije ona moZe da pogresi.
Ne postoji garantovani stepen izvesnosti kao nagrada za korektan opis sfere matema-
tickih entiteta.

Nasa slika na osnovu koje je unutras$nje opravdanje primarno u odnosu na spolja-
$nje zasniva se na jednom kartezijanskom projektu. Radi se o staroj koncepciji arhitek-
ture saznanja koje je postavljeno na apsolutno izvesnim temeljima. NesSto od te slike
sadrZano je u samom projektu zasnivanja matematike. Apsolutna izvesnost u pogledu
adekvatnosti nasih aksioma kao analiza pojma skupa je naravno nedostizna i Gedel je
ovo vrlo dobro znao. Umesto da naivno pretpostavi, kao §to smo mi to ucinili gore, da
je spoljasnje opravdanje samo sekundarno, on nudi sliku opravdanja aksioma u kojoj
oba tipa opravdanja imaju svoju ulogu i na osnovu koje nema mnogo smisla pitati koja
je od njih primarnija.

Na prvi pogled mozZe izgledati da to §to smo upravo rekli nije zasnovano na Gede-
lovim radovima. On je mnogo viSe paZnje posvetio analizi pojma skupa nego znacaju
matematickih posledica za opravdavanje novih skupovnih aksioma. Ovom drugom je
posvetio samo nekoliko napomena. Razlog ovome je izgleda sledeci: Gedelova analiza
pojma skupa samo je deo njegovih argumenata u prilog platonizmu. I pored vaznosti
koju pojam spoljaSnjeg opravdanja ima za Gedela, on je na prvom mestu zainteresovan
za izgradnju uspe$nog platonistickog stanovista gde je pojam skupa njegov klju¢ni deo.
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Spoljasnje opravdanje aksioma velikim delom zavisi od stvarne matematicke prakse i
toga kakve ce posledice Sira matematicka zajednica smatrati ,poZeljnim”. Unutras$nje
opravdanje pak zavisi od plauzibilnosti argumenata koje smo u stanju da pruzimo za
pojmovni realizam kao i za epistemolosku teoriju koja je sa njim u skladu.

Cinjenica da, po Gedelovom misljenju, ne moZemo govoriti o prednosti jednog tipa
opravdanja nad drugim ne iscrpljuje sve $to se moZe reci o njihovom medusobnom od-
nosu. Naime, izmedu ovih tipova opravdanja postoji izvestan reciprocitet koji mozemo
objasniti na sledec¢i nacin: analizom iterativnog pojma skupa dolazimo do zakljucka da
su sve aksiome teorije Z FC opravdane, kao i neke aksiome koje tvrde postojanje malih
velikih kardinala. Raded¢i unutar teorije ZFC mi dokazujemo veliki broj tvrdenja koja
uvecavaju naSe razumevanje pojmova koje smo aksiomatizovali u ZFC. Na ovaj na-
¢in posledice nasih aksioma dalje obogacuju nase razumevanje pojma skupa. Takode,
razvijajuci teoriju ZFC, bas$ kao i svaku drugu matematicku teoriju, sticCemo visi nivo
organizacije time $to klasifikujemo objekte na prirodniji nacin, otkrivamo nove veze
izmedu njih i u stanju smo da konstruiSemo nove dokaze starih teorema, koji dodatno
rasvetljavaju materiju kojom se bavimo. Na ovaj nacin naSe aksiome sticu dodatno
spoljasnje opravdanje utoliko §to za posledicu imaju uspe$nu matematicku teoriju.

Ovaj ,povratni” odnos izmedu unutradnjeg i spoljaSnjeg opravdanja, posebno u
pogledu ,rastuceg” razumevanja pojma skupa, u skladu je sa Gedelovim stanoviStem

o prirodi naseg duha:

Tjuring [...] pruza argument koji bi trebalo da pokaZe da mentalni pro-
cesi ne prevazilaze mehanicke procese. Medutim, ovaj argument je ne-
konkluzivan. Ono $to Tjuring u potpunosti zanemaruje jeste ¢injenica
da duh u svojoj aktivnosti nije statican nego da se neprekidno razvija,
tj. da mi razumemo apstraktne termine sve preciznije Sto ih viSe upotre-
bljavamo, i da sve vi$e takvih termina ulazi u domen naseg razumevanja.

[Godel, 1972, p. 306]
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Jo§ jedan zanimljiv oblik uzajamnog delovanja ova dva tipa opravdanja jeste i onaj
na osnovu koga spoljasnje opravdanje moze predstavljati izvestan korektiv unutra-
Snjem opravdanju. Prisetimo se da su po Gedelovom misljenju skupovno-teorijski
paradoksi znak da je naSe razumevanje pojma skupa, oliceno u inkonzistentnoj ak-
siomatizaciji koja je do njih dovela, pogreSno. Ovde pre svega mislimo na aksiomu
neogranicene komprehenzije.

Sta se dogada u sluaju kada imamo par medusobno inkompatibilnih teorija koje
su obe u izvesnoj meri opravdane? Uzmimo na primer ZFC i ZF + AD.’ Jo$ jedan pri-
mer je par teorija ZF+ V = Li ZFC +30".'° Zasto se odri¢emo aksiome determinisa-
nosti AD u korist AC? Zasto je aksioma V = L restriktivna a V # L poZeljna posledica'’
koju bismo rado prihvatili? Ovo nas dovodi do pitanja , poZeljnih” posledica proSirenja
teorije ZFC, na koje smo do sada izbegavali da odgovorimo. Delimican razlog za to je
i taj Sto nemamo potpun, a moZda ni dovoljno dobar, odgovor. Nema sumnje da je ovo
pitanje od velike vaznosti u teoriji skupova, ali nam izgleda i da zadovoljavajuc¢i odgo-
vor na njega tek treba da dobijemo. Podrsku za to ¢emo nadi u jednoj epizodi iz istorije
moderne teorije skupova, koju ¢emo ukratko prikazati.

Pocetkom sedamdesetih godina proslog veka, Solovej (Robert Solovay) je dokazao
relativnu konzistentnost teorije ZF + DC + LM (gde je DC aksioma zavisnih izbora"*

i LM je tvrdenje da je svaki podskup skupa R Lebeg-merljiv'®) u odnosu na teoriju

9IAksioma determinisanosti AD tvrdi da su sve igre za dva igraca koje se igraju na skupovima A € R
determinisane, tj. jedan igra¢ uvek ima pobednicku strategiju. Teorija ZF + AD ima za posledicu ~AC.
Definiciju beskonac¢nih igara na skupovima realnih brojeva odlazemo za sedmu glavu ovoga rada gde ¢e
biti vie re¢i o0 AD i srodnim tvrdenjima.

10Grubo govoredi, 0¢ je nekonstruktibilan podskup skupa w koji kodira informaciju o tome kako se V
razlikuje od konstruktibilnog univerzuma L. Teorija ZFC + 30" ima za posledicu V # L.

1po Gedelovim recima: ,aksioma konstruktibilnosti tvrdi jedno minimalno svojstvo. Cini se da samo
jedno maksimalno svojstvo moze biti u skladu sa pojmom skupa.” [Gddel, 1944, pp. 478-479]. Ovo
Gedelovo stanoviSte dele mnogi (v. [Moschovakis, 1980, p. 608] i [Drake, 1974, p. 113], na primer),
ali ne i svi. O plauzibilnosti aksiome V = L pisao je Jensen (Ronald Jensen) u [Jensen, 1995]. Nesto
novija filozofska analiza koja blagonaklono gleda na ovu aksiomu i Jensenove argumente njoj u prilog je
[Arrigoni, 2010].

12D kaze da ako je binarna relacija R na skupu X takva da za svako x € X postoji y € X tako da vazi
xRy, onda postoji beskonacan niz (x,) <, elemenata od X takvih da za svako n < w vazi x, Rx,+1.
13Lebegova mera je, grubo govoreci, matematicki odgovor na pitanje kako pripisati ,veli¢cinu” podsku-
povima od R” na prirodan nadin koji uopstava nase intuicije o duzini, povr$ini i zapremini. Neka je &
familija podskupova euklidskog prostora R” za n = 1 i neka je A : & — [0, 00] funkcija tako da su sledeci
uslovi zadovoljeni: (i) & je zatvorena za operacije komplementacije (ako A€ &% ondai R"\ Ae &) i
prebrojive unije (ako A; € &, za svako i < w, onda i U;j<, A; € &). Familiju podskupova nekog skupa
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ZFC+"postoji nedostizan kardinal” (ove dve teorije su u stvari ekvikonzistentne, $to
je dokazao Selah (Saharon Shelah) 1980. godine). Teorija ZF + DC + LM je naravno
imuna na postojanje , patoloskih” skupova realnih brojeva kakvi su oni koji se javljaju
u Vitalijevoj konstrukciji ili u paradoksu Banaha i Tarskog. U ovom pogledu bilo je
za ocekivati da Ce ova teorija biti svesrdno prihvacena od strane matematicara koji se
bave pre svega analizom, kao okvir koji zadrzava sve ono §to im je neophodno a da u
isto vreme otklanja ¢udne, nemerljive skupove koje smo pomenuli gore. Takode, ova
teorija ima i tu pragmaticku prednost §to ne moramo proveravati da li je neki skup
merljiv da bismo mogli primeniti Fubinijevu teoremu'*.

Medutim, matematicari koji se bave analizom nastavili su da rade u standardnom
okruZenju ZFC. Nemamo odgovor na pitanje zasto se to desilo, ali nam se Cini da
bi svaki takav odgovor morao uzeti u obzir €injenicu da je aksioma izbora standardan
deo matematicke prakse u istoj onoj meri u kojoj su to i ostale aksiome teorije ZF.
Stavise, ¢ini nam se da stalno potenciranje aksioma moZzda i nema mnogo smisla sa
stanovi$ta nekoga ko se bavi analizom per se. Baviti se analizom sigurno podrazumeva
neko znanje iz teorije skupova, koje ukljucuje i mogucnost da se njene aksiome navedu
ako se za tim javi potreba. Medutim, ono §to je pre svega uloga teorije skupova i njenih
metoda u analizi, kao verovatno i u ostatku matematike, jeste da se ,procita, apsorbuje
i zaboravi”, po reCima jednog od doajena savremene matematike [Halmos, 1960].

S druge strane, iako je ogranicenje koje DC uvodi u odnosu na AC supstancijalno,
paunutar ZF + DC ne moZemo dokazati postojenje skupa koji nije Lebeg-merljiv, ova
teorija takode ne dokazuje ni Tihonovljevu teoremu u topologiji. Takode, Solovejev
model se sastoji od izvesnih definabilnih skupova koji ne moraju izgledati toliko pri-

rodno kao proizvoljni skupovi sa kojima su matematicari navikli da rade.

koja ima ovo svojstvo zovemo i o—algebrom. (ii) [0,1]" € & i A1([0,1]") = 1. (iii) Za svaku familiju
(A})j<w disjunktnih skupova iz & vaZzi da je A (Uj<w Ai) = X i<w A (4;). Ako A zadovoljava ovaj uslov ka-
zemo da je prebrojivo-aditivna. (iv) za svaku izometriju i od R” (funkcija i : R" — R” je izometrija ako
Cuva razdaljinu, tj. ako je komponovana od rotacija i translacija) vazi (iv.i) A€ & akko i (A) € F i (iv.ii)
A(A) = A(i(A)), zasvako Aiz &F .

Ako je A< R" ivrednost A (A) je definisana, kazemo da je skup A Lebeg-merljiv.

l4y najkra¢em, Fubinijeva teorema nam omoguéava da, pod izvesnim uslovima, izracunavanje vise-
strukog integrala svedemo na izraCunavanje iteriranog integrala.
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Pitanje ,poZeljnih” posledica novih aksioma nije nimalo jednostavno i prethodno
reCeno ilustruje samo deli¢ problema koji se javljaju pri analizi ovog pojma. Ne tvrdimo
da nije moguce pruziti upotrebljiv kriterijum ,pozeljnosti” kao necega Sto bi vecina
matematicke zajednice preferirala u odnosu na alternativu. Cini nam se da ako ne
Zelimo da ovo pitanje u potpunosti prepustimo sociologiji matematike moramo uzeti
u obzir nesto $to li¢i na medusobnu interakciju dve vrste opravdanja koja se moZe naci
kod Gedela.

U narednom odeljku predstavi¢emo jedan skorasnji argument, formulisan sa pla-
tonistickog stanovista, u korist prihvatanja odredenih aksioma koje C H odlucuju. Iako
na prvi pogled izgleda kao da on sledi Gedelove ideje u vezi sa opravdanjem novih aksi-
oma, pokusacemo da pokazemo da ovo nije slucaj, kao i da je argument nekonkluzivan

pa da bi trebalo biti oprezan pri svakom slicnom poduhvatu.
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GLAVA 5

INTUICIJA, SIMETRIJA T AKSIOMA

[ZBORA

Ako se ostave po strani Gedelova glediSta, matematicki platonizam nije na ceni u
savremenoj filozofiji matematike. U poslednjih pola veka, ova pozicija je bivala sve
manje favorizovana u odnosu na svoje antirealisticke suparnice, iako su je u nekom
obliku zastupali neki od najve¢ih umova naSeg vremena. Tu treba spomenuti Fregea
[Frege, 1974], Rasela [Bernard, 1912], Hardija (Godfrey Harold Hardy) [Hardy, 1940] i
Kvajna [Quine, 1953] a u novije vreme i Kona (Alain Connes) [Changeux and Connes,
1995; Connes et al., 2000]i Penrouza [Penrose, 2011] primera radi’.

Jedna vrsta antirealizma kojom ¢emo se baviti u ovom odeljku jeste matematicki
naturalizam. Grubo govoreci ovo je glediSte na osnovu kojeg su tradicionalni metafi-

ziCki i epistemoloski problemi vezani za osnove matematike kojima je Gedel, kako smo

IEvo stao prirodi matematickih objekata kaze Kon:

[Tlvrdim da ona [matematika, prim. prev.] ima predmet isto tako stvaran kao onaj koji
imaju nauke o kojima sam gore govorio [fizika, biohemija, geologija itd., prim. prev.],
samo §to se ne nalazi ni u prostoru ni u vremenu. On medutim postoji isto tako ¢vrsto
kao spoljasnja stvarnost i matematicari se sa njom sudaraju pomalo kao §to se covek
sudara sa jednim materijalnim objektom spoljasnje stvarnosti. [Connes et al., 2000,
pp. 38-39]

190



vec¢ videli, pridavao veliku paznju, naprosto pseudo-problemi. Matematika se ne moze
procenjivati nematematickim sredstvima niti joj se mogu nametati filozofske skrupule.

Sve $to se od filozofije oCekuje jeste rasvetljavanje stvarne matematicke prakse.

5.1. Braun protiv naturalizma

Jedan od nacina da se suocimo sa prethodnim izazovom matematickom platoni-
zmu jeste da tvrdimo da se matematicko saznanje suStinski razlikuje od empirijskog,
te da je nametanje empiristickih skrupula matematici u najmanju ruku neprimereno.
Ovo dalje otvara put osporavanju premise koju smo ranije spominjali, a na osnovu
koje objasnjenje matematickog saznanja mora ukljucivati neku vrstu kauzalne veze.
Ako ovo ucinimo i ako smo u isto vreme u stanju da pruzimo koherentno objasnjenje
sposobnosti matematicke intuicije koje ide dalje od prostog tvrdenja da ona postoji,
izgleda da samim tim platonizam postaje pozicija par défaut u poredenju sa naturali-
zmom, koji je veoma rasprostranjen u savremenoj filozofiji matematike.

Razume se, ovo nije jednostavno, a mozda ni moguce uciniti. To je ipak zadatak koji
je, izmedu ostalih, sebi postavio Braun (James Robert Brown) u knjizi [Brown, 2012].

Ova knjiga ima mnogo toga $to je preporucuje filozofskoj publici. Braunova kritika
naturalistiCkih pozicija u filozofiji matematike nosi sa sobom pregrst novih argume-
nata koje naturalisti kao ni platonisti ne bi smeli da zanemare. Ovaj negativni i znacaj-
niji deo Braunove studije upotpunjen je pozitivnim argumentima u prilog platonizmu.
Po Braunovim rec¢ima, njegov osnovni cilj jeste ,,da pokaZe koliko je nezadovoljavajuca
naturalisticka pozicija. Ako se u poredenju s njom platonizam ¢ini uspesnijim, tim bo-
lje.” [Brown, 2012, p. x]

Jedna od naturalistickih pozicija u filozofiji matematike kojoj Braun posvecuje pa-
Znju jeste i ona koju zastupa Medijeva (Penelope Maddy) [Maddy, 1997, 2009], a na
osnovu koje se ,metodologija matematike moZe na pravi nacin procenjivati, braniti ili
kritikovati samo na matematickim, ali ne i filozofskim ili ma kojim drugim vanmatema-
tickim osnovama.” [Maddy, 1998, p. 164] Nasuprot ovome, Braun smatra da , postoji

puno razloga da verujemo (contra Medijeve) da neke matematicke metode i rezultati
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dobijaju svoje opravdanje iz nematematickih izvora, konkretno iz filozofije.” [Brown,
2012, p. 134]. On sebi postavlja kao cilj da pokaZze da , postoje potpuno legitimna [fi-
lozofska prim. prev.] razmatranja koja igraju ulogu svedocanstva u prilog nekih mate-
matickih rezultata.” [Brown, 2012, p. 134]

Braunov argument je kompleksan i po mnogo ¢emu originalan. Njegova uspesnost
medutim ponajviSe zavisi od uspe$nog objasnjenja fenomena matematicke intuicije.
Citava Braunova studija se moZe u izvesnom smislu razumeti i kao argument u prilog
postojanja ove sposobnosti koja je, po njegovim rec¢ima, ,sa stanovista svedocanstva,
ekvivalentna empirijskom posmatranju u prirodnim naukama. Ona moZze pogresiti i
biti ograni¢enog opsega, ali ona predstavlja ogledno polje za spekulativnije [matema-
ticke prim. aut.] aksiome. Ova kvazi-percepcija je ono §to nam omogucava pristup
sferi matematickih entiteta.[...] Matematicka intuicija je stabilna i podloZna ponavlja-
nju koliko i ¢ulno iskustvo, verovatno i viSe od toga.” [Brown, 2012, p. 139]

U ovom odeljku ne¢emo se baviti ¢itavim Braunovim argumentom usmerenim pro-
tiv matematickog naturalizma niti ¢emo razmatrati sve pozitivne argumente koje on
iznosi u prilog postojanja matematicke intuicije. Cilj nam je medutim da pokazemo
da su bar neki od njih nekonkluzivni i da utoliko njegova kritika naturalizma gubi na

snazi.

5.2. Argumenti koji se tiCu simetrije

Pre viSe od cetvrt veka Friling (Christopher Freiling) [Freiling, 1986] je formulisao
takozvanu aksiomu simetrije i na osnovu nje ponudio ,filozofski dokaz” negacije hi-
poteze kontinuuma. Bududi da trenutno prihvacene aksiome ZFC ne odlucuju CH,
postavlja se pitanje kakvi razlozi govore u prilog Frilingove aksiome kao nove aksiome
teorije ZFC, koja bi odlucila CH?

Po Frilingovom misljenju njoj u prilog govori simetrija prisutna u misaonom ek-
sperimentu koji ukljucuje bacanje ,slucajnih strelica” na kontinuum a koji za cilj ima

»sticanje dodatnih intuicija o apstraktnom svetu teorije skupova.” [Freiling, 1986, p.
192



190] Za razliku od ,uobicajene metode opravdavanja aksioma koji intuiciju o konac-
nim ili prebrojivim skupovima neoprezno proSiruje na sve skupove” [Freiling, 1986, p.
190], Friling predlaZe da nasu intuiciju primenimo neposredno na kontinuum buduéi
da on ,stoji u €vrstoj vezi sa stvarnim svetom kao i sa svetom teorije skupova.” [Freiling,
1986, p. 190] Na ovom mestu je vazno istaci da za Frilinga ,intuicija” nije tehnicki po-
jam u onom smislu u kojem je to za Gedela. Pre se radi o ,0se¢aju” da bi nesto trebalo
da vazi, ose€aju koji se stiCe iskustvom bavljenja matematikom.

Braun smatra da nam Frilingov ,,dokaz” nedvosmisleno ukazuje na postojanje ma-
tematicke intuicije (sada shvacene u smislu koji je mnogo blizi Gedelovom razumeva-
nju ovog pojma) i time govori u prilog platonizmu. Po njegovim re¢ima ,matematicki
platonizam podrzavaju primeri ove vrste.[...] Jasno je da ne dokazujemo ~CH iz tre-
nutno prihvac¢enih matematickih aksioma. Stavise, jasno je i da rezultat nije empirijski,
buduéi da moZemo da pogadamo realne brojeve strelicama samo u pojmovnom smi-
slu. Izgleda da postoji samo jedno plauzibilno objasnjenje kako Frilingov argument
radi: negde usput, platonisticka intuicija je bila na delu, $to znaci da se nijednoj vrsti
naturalizma ne piSe dobro.” [Brown, 2012, pp. 157-158] U nastavku ovog odeljka ¢emo
ispitati Frilingov argument, ne bismo li utvrdili da li i u kojoj meri je Braunova ocena
tatna.’

Frilingova ideja je u osnovi slede¢a: ako zamislimo da se ,slucajna strelica” baca na
I (gde jeIjedinicniinterval [0, 1]), onda ¢e ona gotovo izvesno promasiti svaki unapred
dati broj. Kao $§to je to Cesto slucaj, kada formalizujemo neku intuiciju, moramo je
naknadno oslabiti.

Preliminarna, neformalna verzija Frilingove aksiome tada bi bila sledec¢a: za svaki
realan broj postoji proces bacanja strelice koji ¢e promasiti taj broj. Friling opisuje ovo
slabljenje time Sto kaZe da je nasa intuicija negde izmedu 3V i V3 pa biramo slabiju

verziju §to je u ovom slucaju V3. Nazalost, sve §to ovo opravdava jeste Vx3y (x # y).

2primedbe koje ¢emo uputiti Frilingovom argumentu nisu nove, neke od njih pojavile su se ubrzo posto
je Frilingov rad objavljen. Za detaljniji prikaz Frilingovog argumenta, kao i kritika koje mu se mogu
uputiti, zainteresovanog €itaoca upucujemo na [Hauser, 2002].
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Medutim, moguce je prosiriti prethodni argument i tako dobiti manje trivijalne re-
zultate. Pretpostavimo sada da dva igraca bacaju strelice na I, pri ¢emu su njihova
bacanja potpuno nezavisna. Unapred moZemo reci da je verovatnoca da ¢e prvi igrac
pogoditi neki iracionalan broj jednaka 1. Ovde se oslanjamo iskljucivo na ¢injenicu da
je skup svih racionalnih brojeva prebrojiv. Ako drugi igra¢ baca strelicu posle prvog,
kolika je verovatnoca da nece pogoditi neki racionalan umnoZzak broja koji je pogodio
prvi igrac? Kako treba da promasi samo prebrojivo mnogo brojeva odredenih baca-
njem prvog igraca, odgovor je 1. Pretpostavimo dakle da imamo funkciju f: I — Iy,
(gde je Iy, skup svih prebrojivih podskupova jedini¢nog intervala I) koja za svaki x iz I
kao argument daje neki prebrojiv podskup skupa I kao vrednost f (x). Ako je na primer
prvi igra€ pogodio neki broj x iz I, verovatnoca da ¢e drugi igra¢ pogoditi neki broj
izI\ f (x) jednaka je 1. Kako su medutim bacanja nasih igraca nezavisna situacija je
simetri¢na, tako da moZemo reci da, ako je drugi igra¢ pogodio neki broj y izI, vero-
vatnoca da ¢e broj koji je pogodio prvi igra¢ biti uI\ f(y) takode je ravna jedinici. Po
Frilingovim rec¢ima, kontinuum ,ne zna koja je od dve strelice prva bacena.” [Freiling,
1986, p. 192]

Sada smo spremni da formuliSemo Frilingovu aksiomu:

Axy: Vf:I=Iy3x3y(x¢ f(y)Aye f(0)

U teoriji ZFC ova aksioma je, kako je to Friling pokazao, ekvivalentna sa "CH:
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TEOREMA 118. U ZFC imamo da je Ay, © 7CH.

DoxkAz. Dokazimo prvo da vazi Ay, = 7CH. Pretpostavimo da vazi Ay, i neka je <
dobro uredenje skupa I duZine R; ¢ije nam postojanje garantuje CH. Neka je funkcija
f:I— Iy, definisana sa f (x) = {y | y < x}. Na osnovu Ay, imamo da postoje a i b iz I
takvidajea> b A b> a, $to je nemoguce.

Dokazimo sada da vazi implikaciju i u suprotnom smeru, tj. "CH = Ay,. Pret-
postavimo da je, na osnovu ~CH, 280 > R; i neka je {(x, | @ < X;) niz razli¢itih realnih
brojevaizI ¢ija je duZina w;. Uzmimo proizvoljnu funkciju f takvudaje f :1— Iy,. Po-
smatrajmo skup Ug<y, f(Xe) koji je kardinalnosti X; - Xg = Ry posto je, za svako a <Xy,
skup f(xq) prebrojiv. Kako je po pretpostavci 2% > Ry, sledi da postoji y iz I takav
da y ¢ Ug<y, f(xa), a bududi da je skup f (y) prebrojiv, sledi i da postoji X;— mnogo
x—ova iz (xq | @ <Ny) takvih da vazi x ¢ f(y). Dakle, 3x3y (x ¢ f (y) Ay ¢ f (X)) pa Ay,

vazi. U

Po Frilingovom misljenju pomenuto tvrdenje kao i intuicija koja iza njega stoji pred-
stavlja ,jednostavan filozofski dokaz negacije Kantorove hipoteze kontinuuma.” [Frei-
ling, 1986, p. 190]

Dakle, pitanje je da li prihvatamo Ay, kao aksiomu koja odlucuje CH? Da li su
intuicije koje podrzavaju ovu aksiomu dovoljno jake da bismo je mogli prihvatiti bez
sumnje? Drugim re€ima, u kojoj meri Frilingov argument zaista predstavlja filozofski
dokaz 7CH, ako pod terminom , filozofski dokaz” podrazumevamo razloZan i postojan
argument u prilog izvesnom tvrdenju?

Pre nego $to damo odgovor na ovo pitanje, razmotricemo jedan problem koji sa
njim stoji u tesnoj vezi. Dobro je poznato da je AC imala prilicno kontroverznu istoriju.
Pocevsi od prvih implicitnih upotreba sve do Cermelove eksplicitne formulacije ove
aksiome, koju i danas koristimo, pa i u godinama posle toga, AC je uvek pobudivala
sumnju kod one grupe matematicara koje bismo mogli nazvati konstruktivistima, u

Sirem smislu te reci.
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Sama aksioma tvrdi postojanje funkcije izbora®, a da pritom ne pruza nikakav po-
stupak kojim bismo pomenutu funkciju mogli konstruisati. U slu¢aju konac¢nih sku-
pova to naravno ne predstavlja problem. Medutim, kada je re¢ o beskona¢nim sku-
povima aksioma iziskuje beskona¢no mnogo proizvoljnih izbora, §to je neprihvatljivo
konstruktivistima. Njihova nastojanja da diskredituju AC kao legitimno matematicko
sredstvo dobila su potporu u ¢uvenim rezultatima Banaha (Stefan Banach) i Tarskog
(Alfred Tarski). Naime, oni su dokazali da AC ima za posledicu postojanje dekompo-
zicije povrSine jedini¢ne lopte na kona¢no mnogo delova od kojih se mogu, kretanjem
u prostoru, sloziti dve lopte iste velic¢ine. Ovaj rezultat se Cesto naziva i paradoksom
Banaha i Tarskog. Krajnje je protivno intuiciji da, poc€evsi od jedne lopte, njenim ise-
canjem na kona¢no mnogo delova i kasnijim slepljivanjem istih moZemo dobiti dve
takve lopte. Da li ovaj rezultat predstavlja nesumnjivo pobijanje aksiome izbora?

Ako bi geometrijska jedinic¢na lopta bila ne viSe od fizickih lopti naseg svakodnev-
nog iskustva, to bi verovatno bio slucaj. Medutim, stvari stoje nesto drugacije. Pre
svega, delovi jedini¢ne lopte dobijeni dekompozicijom su nemerljivi skupovi. Ako bi
skupovi o kojima je re¢ bili merljivi, a znamo da izometrijska kretanja u prostoru ¢u-
vaju povr$inu, rezultat ne sledi, jer bi bio u suprotnosti sa aditivno§¢u mere. Da bismo
s pravom mogli zakljuciti da je AC netacna, bio bi nam neophodan nezavisan argu-
ment koji bi tvrdio nemogucnost dekompozicije navedene u tvrdenju, a koji se pritom
ne bi oslanjao na pojam povrsine. TeSko je zamisliti kako bi jedan takav argument iz-
gledao. Ono $to moZemo da zaklju¢imo jeste da nase intuicije nisu uvek krajnje merilo
istinitosti nekog matematickog tvrdenja.

Vratimo se sada nasem centralnom problemu. Koliko je razloZan Frilingov argu-
ment u prilog negaciji hipoteze kontinuuma? Razmotrimo za pocetak sledece tvrdenje
Serpinjskog: hipoteza kontinuuma vazi ako i samo ako postoji particija skupa I? (gde
je 12 jedini¢ni kvadrat [0, 1] x [0, 1] u euklidskoj ravni) na dva skupa A; i A, takva da:*

(1) svaki horizontalni presek skupa I? sadrzi samo prebrojivo mnogo ta¢aka iz A;;

3Funkcija izbora f je funkcija definisana na familiji nepraznih skupova X, tako da za svako S iz X vaZzi
f(S)es.

4Skup S je horizontalni presek skupa I ako i samo ako postoji x iz I takav da je S = {(x,y) : y € I}. Slicno
tome, skup S je vertikalni presek skupa I? ako i samo ako postoji y iz I takav da je S = {(x,y):xeI}.
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(2) svaki vertikalni presek skupa I? sadrZi samo prebrojivo mnogo tacaka iz A,.

Pretpostavimo sada da smo tacke iz skupa I? obojili dvema bojama, recimo crvenom i
plavom, tako da ako posmatramo proizvoljan horizontalni presek ovog skupa, sve sem
prebrojivo mnogo tacaka jesu crvene boje dok, ako posmatramo proizvoljan vertikalni
presek, sve sem prebrojivo mnogo tacaka jesu plave boje.” Koje je boje skup 1?2

Ako se na neki ¢udan nacin fokusiramo na horizontalne, a zanemarimo vertikalne
preseke, on Ce biti crvene boje. Ako pak posmatramo vertikalne dok zanemarujemo
horizontalne preseke, skup ¢e biti plave boje. Mogli bismo reéi da je skup I? u celini
u isto vreme i crvene i plave boje. Ovo zvuci prilicno paradoksalno. Bududi da je tvr-
denje koje nam omoguéava particiju skupa I? na skupove A; i A, , koje smo obojili,
ekvivalentno sa CH, dali iz toga sledi da ~CH?

Izgleda da je problem sa takvim glediStem slican onom koji smo razmatrali u vezi
sa teoremom Banaha i Tarskog. Naime, problem se javlja u onom trenutku kada nase
intuicije u pogledu fizickih objekata na identi¢an nacin primenimo na matematicke
objekte. Kao §to u teoremi Banaha i Tarskog nije bilo reci o odrescima neke fizicke lopte
nego o delovima jedini¢ne geometrijske lopte koji su Stavise nemerljivi skupovi, tako
i u naSem primeru nije rec¢ o kuglicama koje smo navikli da bojimo u svakodnevnhom
Zivotu nego o 2™ tataka skupa I? i skupovima istih, koji sa svojim svojstvima ne moraju
uvek odgovarati na$im intuicijama.

Sli¢no vazi i za Frilingov primer. Naime, kao $to particija skupa I? na skupove A i
A, nema za na$ primer relevantne veze sa bojenjem predmeta u svakodnevnom smi-
slu, tako ni intuicije koje posedujemo u pogledu verovatnoce odredenih ishoda baca-
nja strelica na metu ne moraju ta¢no odgovarati strukturi matematickog kontinuuma.
Jer pod pretpostavkom da C H vazi imamo da ako neko f : 1 — Iy, ne zadovoljava uslove
Frilingove aksiome, onda su skupovi {(x,y): y € f ()} i {(x,y): x€ f(y)} gdesu xiyiz

I, nemerljivi. Medutim, zasto bismo morali zahtevati da nase intuicije o verovatnoci

5Ovaj primer dao je Erkart (Alasdair Urquhart) na FOM  MEJLING  LISTL:
http:/lwww.cs.nyu.edu/pipermail/fom/
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moraju odgovarati svojstvima nemerljivih skupova? Kao §to smo pomenuli ranije, ne-
merljivi skupovi imaju mnoga svojstva koja se ne slazu sa intuicijom. U to smo se uve-
rili kada smo razmatrali teoremu Banaha i Tarskog. Frilingova implicitna pretpostavka
u ,misaonom eksperimentu” bacanja strelica jeste da su skupovi funkcija f : 1 — Iy, iz
aksiome Ay, merljivi. Medutim, to ne mora nuzno biti slucaj. Da li se moramo odreci
aksiome izbora jer nam dopusta konstrukciju nemerljivih skupova, na primer onih cije
postojanje tvrdi teorema Banaha i Tarskog ili Vitalijeva (Giuseppe Vitali) konstrukcija

nemerljivog skupa realnih brojeva?

5.3. Nedostaci Frilingovog i Braunovog argumenta

Braunovo tvrdenje ,da postoji samo jedno plauzibilno objasnjenje kako Frilingov
argument radi: negde usput, platonisticka intuicija je bila na delu” [Brown, 2012, p.
158] naprosto je pogreSno. Toliko moZemo da zaklju¢imo iz prethodno re¢enog. Za
pocetak, Frilingov argument ne radi, ,matematicka greSka u prelazu sa misaonog ek-
sperimenta na Ay, pociva na neopreznom uopstenju plauzibilne intuicije o merljivim
podskupovima od I na proizvoljne podskupove od I.” [Hauser, 2002, p. 111]

Medutim, pretpostavimo za trenutak da Frilingov argument radi, pa da je platoni-
sticka intuicija zaista na delu i omoguéava nam da se uverimo da je CH laZna. Prise-
timo se da argument pociva na ¢injenici da je prebrojiv podskup skupa I manje kar-
dinalnosti od I pa da je gotovo sigurno da Ce slucajna strelica pogoditi njegov kom-
plement. Ako je ovo slucaj, prebrojiv podskup skupa I moZemo zameniti ma kojim

podskupom od I kardinalnosti < 2% i time dobiti slede¢u varijantu Frilingove aksiome:
At Vi I—=T ox3xTy(x ¢ f()AYE (X))

gde je I_,x, skup svih podskupova od I kardinalnosti < 2%,

Izgleda da aksioma A_,x, nije niSta manje opravdana od aksiome Ay,. Naime, ako
ima smisla pripisivanje verovatnoce proizvoljnim podskupovima od I, onda zaista mo-
zemo tvrditi da ¢e slu€ajna strelica gotovo sigurno promasiti neki unapred dati pod-

skup od I kardinalnosti < 2% Medutim, imamo da ZF + A_yxy = 1AC. Konkretno,
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aksioma A_,x, zajedno sa aksiomama teorije ZF povlaci da ne postoji dobro uredenje

skupa I. O aksiomi izbora Braun kaZe sledece:

Cermelo ju je formulisao [aksiomu izbora prim. prev.] pre jednog veka
da bi dokazao teoremu o dobrom uredenju. Mnogi su prigovarali nje-
noj upotrebi, ali tokom vremena ova aksioma [...] je postala standardno
orude u matematici. Sta je tatno ubedilo $iru matematicku zajednicu u
ispravnost ove aksiome? Dve stvari. Na prvom mestu, ona predstavlja
beskonacnu verziju deduktivnog principa koji je opSte prihvacen u ko-
nacnom slucaju. Dakle, ona je podrzana putem analogije. Na drugom
mestu, ona za posledicu ima rezultate koji se obicno smatraju plauzibil-
nim po sebi i koji se ne mogu dedukovati bez ove aksiome. Ovaj drugi
razlog za prihvatanje ove aksiome je slican nacinu zakljucivanja koji se
Cesto javlja u nauci: ako izvesna hipoteza ima za posledicu Sirok spektar
prihvacenih rezultata koji se ne mogu dedukovati ni na koji drugi razlo-
zan nacin, onda bi ovo trebalo da smatramo svedoc¢anstvom o istinitosti
pomenute hipoteze. Gedel je na primer jako zastupao ovaj nacin razmi-
$ljanja. Kako Gedelova podrska sugeriSe, on je u skladu sa platonizmom.

[Brown, 2012, p. 55]

Medutim, ako je AC opravdana sa platonistickog stanovista koje Braun zastupa, kako
mozemo pomiriti njegovo tvrdenje da matematicka intuicija stoji iza Frilingovog ar-
gumenta za 7 CH ako ista ta intuicija takode podrzava komplementaran argument za
1 AC koji smo gore naveli?

Pretpostavljamo da je matematicka intuicija konzistentna, pa ne bi trebalo da je
slu¢aj da nam ona omogucava da dokazemo medusobno protivre¢na tvrdenja. ReSenje
se mozda ogleda u tome $to, kako Braun kaze, matematicka intuicija moZe da pogresi,
pa naprosto nismo u stanju da tvrdimo < AC, jer nas u tom slucaju ona zavarava. Nije
nazalost nimalo jasno u kom sustinskom smislu se razlikuju Frilingovi argumenti za
—CH sjednei—AC s druge strane. Braun nam duguje ovo objasnjenje ako Zeli da zadrzi

AC ida, uisto vreme, tvrdi da matematicka intuicija stoji iza Frilingovog argumenta.
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Tome u prilog govori i Cinjenica da su posle pojavljivanja Frilingovog rada nje-
govi argumenti interpretirani tako kao da su usmereni protiv AC pre nego protiv CH
[Maddy, 1988a, p. 500]. Ilustrujmo ovo slede¢im primerom. Neka je CH™ tvrdenje:
svaki neprebrojiv podskup skupa R se moze dovesti u bijekciju saR. U ZFC imamo da
CH ¢ CH™, medutim u odsustvu AC ova dva tvrdenja nisu ekvivalentna. Neka je LM
tvrdenje: svaki podskup skupaR je Lebeg-merljiv. Ranije smo napomenuli da je poCet-
kom sedamdesetih godina proslog veka Solovej konstruisao model ZF teorije skupova

A takav da u njemu vazi:

(1) LM;

(2) Svaki podskup skupa R ima svojstvo savrienog skupa.®

U ovom modelu vazi CH™, buduci da je svaki podskup od R prebrojiv ili kardinalnosti
2% na osnovu (2). Takode, (1) ima za posledicu da Ay, vazi u . [Weitkamp, 1989, p.

732]. Kada saberemo sve 3to je prethodno receno imamo da:
MNWEZF+ LM+ Ay, +CH™

Drugim re€ima, u odsustvu pune aksiome izbora, CH™ zajedno sa Frilingovom aksio-
mom je konzistentna sa ZF. Dakle, vinovnika sukoba izmedu naS$ih plauzibilnih intu-
icija o verovatnodi i strukture kontinuuma treba traziti u aksiomi izbora. Tumaciti taj
sukob kao ,jasan filozofski dokaz” negacije hipoteze kontinuuma naprosto je neodr-
Zivo.

Ovde moZemo dati jednu istorijsku napomenu. Braun tvrdi da bi ,,Gedel podrzao
Frilingov pristup problemu CH ako ne do detalja, a ono bar u nacelu.” [Brown, 2012,
p- 97] Izgleda da ovo tesko moZe biti tacno buduci da u svom ¢uvenom radu o Kan-
torovom problemu kontinuuma Gedel eksplicitno navodi tvrdenje Serpinjskog (Cija je
1Ay, jednostavna posledica) koje smo spomenuli gore. Istina, kao jednu od neintui-
tivnih posledica CH, ali ni u jednom trenutku ne predlazuéi da njegovu negaciju usvo-

jimo kao aksiomu koja bi CH trebalo da odluci [Godel, 1947, p. 186.]. Stavise, u pismu

6Podskup skupa R ima svojstvo savrsenog skupa ako je prebrojiv ili ima neprazan savrSen podskup. Kako
su savr$eni podskupovi od R uvek kardinalnosti kontinuuma, oni ne mogu predstavljati kontraprimer
za CH.
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Tarskom, osvrcudi se na greSku u svom dokazu - CH iz nekih ,veoma plauzibilnih ak-
sioma’, Gedel kaZe: ,Moje uverenje da je 2% = R, je naravno donekle poljuljano. Ali
ovo mi se i dalje ¢ini plauzibilnim. Jedan od glavnih razloga jeste i taj §to ne verujem
ni u kakvu vrstu iracionalnosti kao §to su, npr. slucajni nizovi u apsolutnom smislu.”
[Godel, 1970b, p. 424.]

Kao $to smo ve¢ napomenuli, Braunova studija donosi mnogo toga novog filozof-
skoj literaturi o matematickom platonizmu i suprotnim glediStima. U tom pogledu ona
igra vaznu ulogu pomazuci nam da sagledamo probleme sa kojima se svaka pozicija u
filozofiji matematike koja pretenduje na koherentnost suoc¢ava. Nema sumnje da je
stanoviSte sa koga Braun nastupa polemicko. Njegovi originalni argumenti su formuli-
sani veoma smelo, i moZe se reci da su u tom pogledu izuzetak u odnosu na veliki broj
studija koje nam nude beskrajnu rekapitulaciju starih ideja sa malo ili nimalo novog.

Smelost medutim ima svoju cenu, posebno ako nije podrzana solidnijim pozna-
vanjem sadrzaja o kojem se diskutuje. Braun s pravom istiCe teoriju skupova i pitanje
novih aksioma kao jedno od centralnih poprista izmedu platonizma i njemu suprot-
stavljenih glediSta. Sfera ,viSih beskonacnosti” takode je oblast u kojoj se platonizam
najsigurnije krece i u kojoj uziva najvecu podrsku u poredenju sa ostalim granama ma-
tematike.

NaZalost, Braunovi originalni argumenti u kontekstu teorije skupova su kao §to smo
videli manjkavi. Izgleda da Medijeva bolje vlada teorijom skupova od Brauna, koji nije
bio u stanju da formuliSe argumente u prilog platonizmu koji bi se na najsnazniji nacin
suprotstavili naturalizmu. Na primer, navodeci heuristicko pravilo maksimizacije koje

igra vaznu ulogu u teoriji skupova, Medijeva ga ovako opisuje:

[U]koliko matematika treba da se slobodno razvija [...] i ako teorija sku-
pova treba da igra ulogu koju o¢ekujemo u zasnivanju matematike, onda
teorija skupova ne sme nametati nikakva sebi svojstvena ogranicenja:
skupovno teorijska arena u kojoj bi matematika trebalo da se modeluje

trebalo bi da bude §to prostranija. [Maddy, 1997, p. 210]
201



Braun tvrdi da ,zahtev za maksimizacijom proistiCe iz Zelje za zasnivanjem drugih te-
orija [...] Teorija skupova se ne opravdava sopstvenim sredstvima nego pre potrebama
drugih teorija (doduse drugih matematickih teorija).” [Brown, 2012, p. 154]

Ogroman deo moderne matematike moZe se formalizovati unutar ZFC. Ovde ne
spada teorija kategorija, ali su za formalizaciju ove matematicke discipline dovoljna
prosirenja teorije ZFC takozvanim malim velikim kardinalima. Ova proSirenja pred-
stavljaju tek pocetak rastuCeg niza sve snaznijih teorija koje postuliraju postojanje veli-
kih kardinala. Nesuvislo je tvrditi da su ova proSirenja formulisana sa ciljem zasnivanja
drugih matematickih teorija. Ona su na prvom mestu formulisana zbog toga da bi se
potraZzili odgovori na pitanja na koja ZFC nije mogla da odgovori, pitanja kao $to je
CH.

Sezdesetih godina proslog veka, ubrzo posle Koenovog dokaza nezavisnosti CH,
postalo je jasno da ¢ak ni najjaca proSirenja teorije ZFC ne mogu dati odgovor na ovo
pitanje. U tom periodu modeli teorije skupova kao i odnosi konzistentske snage iz-
medu razli¢itih proSirenja teorije Z FC zauzimaju centralno mesto u skupovno-teorijskoj
zajednici. Malo toga se promenilo do danas. ProSirenja teorije skupova ¢iji smo svedoci
bili u poslednjih pola veka svoj su izvor imala u samoj teoriji skupova i ona su pravdana
(ako ih je uopste bilo potrebno pravdati) Zeljom za daljim razvojem ove discipline.

Platonizam je stanoviSte koje vredi braniti. On odgovara onome $to veliki broj ma-
tematicara precutno podrazumeva kada se bavi matematikom. Takode, rezultati sa-
vremene teorije skupova ga u izvesnom smislu preporucuju u odnosu na njemu su-
protstavljena glediSta. Platonizam, kao $to smo videli, ima i ozbiljne epistemoloSke
probleme sa kojima se suocava. Braunova studija ne priblizava nas, nazalost, znacajno

njihovom reSenju.
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GLAVA 6

PRINCIP REFLEKSIJE

U ovom poglavlju ¢emo se baviti ve¢ pomenutim principom refleksije. Kako smo
ve¢ napomenuli u uvodu ovaj se princip moze, grubo govoreci, razumeti kao tvrdenje
daje univerzum teorije skupova V toliko veliki da se ne moze u potpunosti opisati sred-
stvima naSe teorije. Ova je karakterizacija naZalost veoma op$ta i nepreciznaijedan od
ciljeva ovog poglavlja jeste da je poboljsa. Da bismo ovo ucinili prvo ¢emo predstaviti
jedan mali istorijski uvod koji bi trebalo da ucini jasnijom ideju na kojoj ovaj princip
pociva. Potom ¢emo videti kako se unutar ZF ovaj princip moZe formalno predstaviti
i ispitacemo neka njegova uopStenja. Razmotri¢emo takode i Gedelovo glediste da je
ideja na kojoj princip refleksije pociva od velike vaznosti za opravdanje novih aksioma
teorije skupova. Osim §to se moZe formalno predstaviti unutar ZF, princip refleksije
moZe da posluZi i kao inspiracija za formulisanje nekih alternativnih teorija skupova -
kao u slucaju Akermanove teorije A. Ova je teorija za nas posebno znacajna jer ¢emo
Zeleti da ispitamo u kojoj je meri moguce sprovesti Gedelovu ideju, koju je izloZio u
pismu Koenu, da se ,svi principi uspostavljanja aksioma teorije skupova moraju moci
redukovati na Akermanov princip” [Godel, 2003b, p. 386], ako pod Akermanovim prin-
cipom razumemo teoriju A ili neka njena prirodna proSirenja. Drugim rec¢ima, da li je

moguce formulisati neka prirodna proSirenja Akermanove teorije koja bi kao posledicu
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imala neke od jakih aksioma beskonacnosti. Posebnu paZznju ¢emo posvetiti Alkorovoj
(Cankaya Alkor) teoriji T koju moZemo smatrati jednim takvim proSirenjem i da¢emo

odgovore na neka od otvorenih pitanja koja su vezana za ovu teoriju.

6.1. Kantor o transfinitnom i apsolutnoj beskona¢nosti

Tvorac teorije skupova, Kantor, zapoceo je svoje proucavanje ove matematicke di-
scipline ranih sedamdesetih godina XIX veka nakon §to je kao Privatdozent nasao za-
poslenje u Haleu. Pitanja kojima se tada bavio ticala su se jedinstvenosti trigonometrij-
skih redova, problem koji mu je sugerisao njegov stariji kolega iz Halea Edvard Hajne
(Edward Heine).

Vec krajem 1873. godine, u pismu Dedekindu (Richard Dedekind) od 29. novem-

bra, Kantor postavlja pitanje koje, kao $to znamo, ¢ini kamen temeljac teorije skupova:

Uzmimo kolekciju svih prirodnih brojeva 7z i oznacimo je sa (n); zatim
uzmimo kolekciju svih realnih brojeva x i ozna¢imo je sa (x); postavlja se
pitanje da li se (n) i (x) mogu dovesti u korespondenciju na takav nacin
da svakoj individui iz jedne kolekcije odgovara jedna i samo jedna indi-
vidua iz druge? Na prvi pogled mogli bismo reci ne, ovo nije moguce, jer
se (n) sastoji od diskretnih delova dok (x) ¢ini kontinuum; ali ovom se
opaskom nista ne postize. Koliko god bio sklon misljenju da izmedu (n)
i (x) ne postoji takva korespondencija, ne uspevam da pronadem razlog
za to i iako tome pridajem veliku vaznost, razlog bi mogao biti krajnje

jednostavan.[Cantor, 1991, p. 31]

Nedugo zatim, ve¢ u decembru iste godine, Kantor ¢e dati negativan odgovor na pita-
nje iz prethodnog citata. Ovaj (prvi) dokaz neprebrojivosti skupa realnih brojeva ob-
javiée s pocekom 1874. godine u Krelovom Zurnalu (Journal fiir die reine und ange-
wandte Mathematik).

Izmedu 1879. i 1884. godine Kantor je objavio Sest radova koji su za cilj imali izlaga-

nje njegove novostvorene teorije. Za nas je posebno znacajan peti u nizu ovih radova
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koji je objavljen 1883. godine pod naslovom Grundlagen einer allgemeinen Mannig-
faltigkeitslehre. Pored strogo matematickih rezultata ovaj rad sadrZi i najrazvijeniju
filozofsku analizu pojma beskonacnosti koju moZemo pronaci kod Kantora. Jedan od
vaznih rezultata ove analize jeste Kantorovo razlikovanje izmedu transfinitnog i ap-
solutno beskonacnog. Pridev ,transfinitno” Kantor koristi da bi njime oznacio besko-
nacne skupove za koje je uvek moguce zamisliti da ih dodavanjem novih elemenata
dalje uvecavamo. Ovo se odnosi kako na beskonacne ordinale i kardinale, tako i na bes-
konacne skupove uopste. Ti se skupovi uvek mogu medusobno uporedivati na osnovu

broja njihovih elemenata. S druge strane,

[...] ja koristim re¢ , apsolutno” samo za ono §to se ne moZe dalje uve-
Cavati, tj. usavrsavati, po analogiji sa ,Apsolutom” u metafizici. Moji
aktualno beskonacni ili, ako hocete, transfinitni brojevi w,w + 1, ... nisu
»apsolutni”, jer iako nisu konacni oni se mogu dalje uvecavati. Apso-
lut se medutim ne moZe dalje uvecavati i za nas je nedostizan. [Cantor,

1991, p. 139

U pogledu ove nedostiznosti Kantor kaZe da se ,apsolut moZe samo prepoznati (aner-
kannt) ali nikada i saznati (erkannt)” [Cantor, 1962, p. 205, n. 2]. NajviSe cemu se mo-
Zemo nadati jeste da ukazemo na Apsolut nekim za njega adekvatnim simbolom. Ova
ideja simbolickog ukazivanja na Apsolut ima svoje izvore u srednjovekovnoj filozofiji
i teologiji i mozda je najjasnije formulisana u nesto kasnijem delu Nikole Kuzanskog
(Nicolaus Cusanus) De Docta Ignorantia koje datira iz sredine XV veka. Kako Kuzan-
ski kaZe, Bog ili apsolutni maksimum (maximum absolutum) ne moZe se saznati niti
u potpunosti razumeti [Cusanus, 2001, De Docta Ignorantia, 1, $§32-33], ali smo ipak
u stanju da simbolickim sredstvima aproksimiramo njegovu beskona¢nost. U ovome

nam, po njegovom misljenju, pomaze matematika:

[...] ako Zelimo da, sluZeci se kona¢nim stvarima, dostignemo neograni-

¢eni Maksimum moramo prvo da ispitamo kona¢ne matematicke figure
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zajedno sa njihovim svojstvima i relacijama. Potom, moramo da prime-
nimo ove relacije, na drugaciji nacin, na odgovarajuce beskona¢ne ma-
tematicke figure. Na posletku moramo primeniti, ponovo na drugaciji
nacin, relacije medu ovim beskona¢nim figurama na ono §to je prosto
Beskonacno, koje je u potpunosti nezavisno od svih figura. Tada ¢e nase
neznanje biti nejasno pouceno kako bi trebalo da ispravnije i tacnije
mislimo o NajviSem dok tumaramo sluZzeci se simbolizmom. [Cusanus,

2001, De Docta Ignorantia, I, $33]

Iako prethodni citat sadrzi dosta toga nejasnog, izgleda da Kuzanski hoce da kaze da
ako Zelimo da makar nerazgovetno sebi predstavimo apsolutni maksimum, onda je
najbolji nacin da to u€inimo tako §to ¢emo se sluziti matematickim sredstvima. Mate-
matiku smo, za razliku od apsolutnog maksimuma, u stanju da razumemo i ovo nam
razumevanje omogucava da ,ispravnije i tacnije mislimo o NajviSem”.

Iz prethodno recenog se vidi da je Kuzanski uticao na Kantorovo shvatanje Apsoluta
(v. [Cantor, 1962, p. 205, n. 2]) . Na srecu, Kantorove napomene o ovom pojmu su
donekle jasnije od onih koje moZemo na¢i kod Kuzanskog. Da bismo videli koji bi
to, po Kantorovom misljenju, adekvatan simbol Apsoluta mogao biti i na koji nacin
on na Apsolut ukazuje, ukratko ¢emo predstaviti njegove ideje u vezi sa sistematskom
izgradnjom klasa transfinitnih brojeva'.

Prvi princip stvaranja (erste Erzeugungsprinzip) brojeva koji Kantor izdvaja jeste
onaj koji nam omogucava da dodamo jedinicu prethodno datom broju i predemo sa
a na a + 1. Drugi princip stvaranja (zweite Erzeugungsprinzip) nam omogucava da,
ako je dat rastuci beskonacan niz transfinitnih (ili konac¢nih) brojeva koji nema naj-
veci element, ,,stvorimo” limes tog niza. Primera radi, ovaj nam princip omogucava da

predemo sa beskonacnog niza prirodnih brojeva 0, 1, ... na prvi beskonacni ordinal w.

17a vise detalja u vezi sa Kantorovim shvatanjem Apsoluta i idejama koje je formulisao Kuzanski, zain-
teresovanog Citaoca upucujemo na Hauzerov rad [Hauser, 2013], kojem i nase izlaganje dosta duguje.
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Elementi Kantorove prve klase brojeva (I) sukonacni ordinali. Elementi druge klase
brojeva (I1) su prebrojivo beskonacni ordinali, tipovi dobrog uredenja skupa svih ko-
nacnih ordinala. Trec¢u klasu brojeva (/1) ¢ine neprebrojivi ordinali koji su tipovi do-
brog uredenja skupa svih ordinala iz druge klase brojeva itd. O ovoj proceduri Kantor

kaze:

Apsolutno beskonacan niz brojeva (klasa svih ordinala Ord, prim.
prev.) mi se €ini, u izvesnom smislu, kao adekvatan simbol Apsoluta.
I dok je do sada beskonacnost prve klase brojeva (1) sluzila kao takav
simbol, upravo zato $to sam beskonacnost shvatio kao opipljivu i ra-
zumljivu ideju, ona mi se €inila u potpunosti niStavnom u poredenju

sa apsolutno beskona¢nim nizom brojeva. [Cantor, 1962, p. 205.]

Po Kantorovom misljenju, pre njega je prva klasa brojeva smatrana , adekvatnim sim-
bolom Apsoluta”. Medutim, ovako jednostavna i ,opipljiva” ideja (aritmeticka opera-
cija dodavanja jedinice prethodno datom kona¢nom ordinalu) moZze u najboljem slu-
Caju posluziti kao prva aproksimacija Apsoluta. Kao takva, ona ne uspeva u njegovoj
karakterizaciji, nego samo ukazuje na skup w koji dobijamo primenom drugog Kanto-
rovog principa stvaranja.

Medutim, ako beskonacnost svih prirodnih brojeva ne moze da posluZzi kao ade-
kvatan simbol Apsoluta, ta je to $to apsolutno beskonacan niz svih ordinala Ord ¢ini
adekvatnim u ovom pogledu? Deo odgovora na to pitanje sadrzan je u prethodnom
citatu, apsolutna beskonacnost klase Ord c¢ini beskona¢nost od w niStavnom. Ona je
takva da se ne moze dalje uvecavati, za razliku od beskonacnosti koju poseduju Kan-
torovi transfinitni brojevi. U ne$to modernijoj terminologiji razliku o kojoj je ovde re¢
mogli bismo predstaviti parom pojmova skup i (prava) klasa. Samo za skupove ima
smisla postaviti pitanje o broju njihovih elemenata ili tipu njihovih uredenja; klase na-
prosto imaju suvise elemenata da bi oni zajedno mogli Ciniti skup. Ovo je i Kantoru

bilo dobro poznato pa tako u pismu Dedekindu od 3. avgusta 1899. on kaze

Ako podemo od pojma odredenog mnostva [Vielheit] (sistema, totali-

teta) stvari, nuzno je kako sam otkrio razlikovati dve vrste kolekcija [...].
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MnosStvo moZe biti takvo da pretpostavka da su svi njegovi elementi
»zdruZeni zajedno” vodi protivre¢nosti, pa je tako nemoguce zamisliti
ovo mnos$tvo u njegovoj celosti kao jedno, kao ,jednu zavrSenu stvar”.
Takvo mnos$tvo nazivam apsolutno beskonacnimili inkonzistentnim mno-
Stvom.|[...]

Ako se, s druge strane, celina svih elemenata mnostva moZe bez pro-
tivreCnosti zamisliti kao ,zdruzena”, tako da ti elementi mogu zajedno
Ciniti ,jednu stvar”, onda takvo mnos$tvo nazivam konzistentnim mno-
Stvom ili ,skupom”. [...]

Sistem svih brojeva Q) (nase Ord, prim. prev.) je inkonzistentno, ap-

solutno beskonacno mnostvo. [Cantor, 1962, pp. 443-445]

Cinjenica da apsolutna beskona¢nost klase Ord prevazilazi sve beskona¢nosti Kanto-
rovih transfinitnih brojeva nije jedino $to je €¢ini adekvatnim simbolom Apsoluta. Osim
toga, ona odslikava jo$ jedno svojstvo Apsoluta koje je Kantor, bas kao i Kuzanski, sma-
trao veoma vaznim. Rec je o tome da Apsolut u sebi obuhvata sve moguénosti. Nacin
na koji klasa Ord ovo svojstvo odslikava jeste taj $to kako god da zamislimo transfi-
nitni niz brojeva, kojom god se procedurom sluZili u njegovom gradenju, ne mozemo
pobrojati niSta osim klase Ord ili nekog njenog inicijalnog segmenta.

Ako ovu Kantorovu ideju primenimo na univerzum svih skupova V, mesto na klasu
Ord, mogli bismo re¢i da V u sebi obuhvata sve mogucnosti gradenja skupova bas
kao $to je bio slucaj sa ordinalima i klasom Ord. Tada bi klasa V, bas kao i Ord, bila
adekvatan simbol apsoluta. Posledicama ove ideje u okruzenju teorije ZF ¢emo se

baviti u sledecem odeljku ovog rada.

6.2. Princip refleksijeu ZF

Ideja na kojoj princip refleksije pociva jeste da je klasa V suviSe velika da bismo
je mogli u potpunosti opisati skupovno-teorijskim sredstvima. Ako klasa V poseduje
neko dobro odredeno skupovno-teorijsko svojstvo, ono ne moZe vaziti samo u njoj,

nego postoji neki prethodni nivo kumulativne hijerarhije V, koji sa njom ovo svojstvo
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deli. U tom slucaju kazemo da, u pogledu ovog svojstva, pomenuti skup Vy reflektuje
univerzum V . Ovo odgovara Kantorovoj ideji da V obuhvata sve moguénosti gradenja

skupova®.

Kada pokuSamo da pomirimo sliku neprekidno rastuceg univerzuma
sa naSom Zeljom da govorimo o istinosnoj vrednosti tvrdenja koja
referiraju na sve skupove, prirodno se namece pretpostavka da neki
»privremeni” univerzumi ,aproksimiraju” krajnji, nedosezivi univer-
zum u onoj meri u kojoj mi to zahtevamo. [Fraenkel et al., 1973, p.

118]

Pogledajmo sada kako princip refleksije mozemo da primenimo u neformalnim argu-
mentima. Primera rada, klasa V sadrZi sve prirodne brojeve (kona¢ne fon Nojmanove
ordinale). Dakle postoji skup koji sadrzi sve prirodne brojeve. Ako primenimo aksi-
omu komprehenzije na ovaj skup, za rezultat imamo w, skup prirodnih brojeva. Dalje,
za svaki skup koji sadrzi, V sadrZi i sve njegove podskupove. Dakle, za svaki dati skup,
postoji skup svih njegovih podskupova.

Sluzedi se principom refleksije, na slican na¢in moZzemo ,, dedukovati” jos§ neke skup-
ovno-teorijske aksiome. S druge strane, na osnovu ovog principa mozemo pruZiti iz-
vesnu vrstu podrske postojanju nekih velikih kardinala. Recimo, univerzum V zado-
voljava aksiomu zamene; dakle V je nedostiZan. Na osnovu ovoga zaklju¢ujemo (osla-
njajuci se na princip refleksije) da postoji nedostizan kardinal. Vazno je istaci da nece
svako dobro odredeno svojstvo univerzuma dopustati refleksiju na neki skup. Na pri-
mer, V sadrZi sve skupove. Reflektujuéi ovo svojstvo zakljucujemo da postoji skup
koji sadrzi sve skupove. [zvesna doza paZnje je neophodna prilikom formulisanja ovih
principa.

Gedel poklanja veliku paznju ovoj ideji smatrajuci je centralnom za opravdanje no-

vih aksioma teorije skupova. Po njegovim rec¢ima:

[s]vi principi uspostavljanja aksioma teorije skupova moraju se mo¢i

redukovati na Akermanov princip: Apsolut je nesaznatljiv. Snaga ovog

20vi skupovi su kao Lajbnicove monade, mala ogledala univerzuma (v. Monadologija §56).

209



principa se uvec¢ava kako usvajamo sve jace sisteme teorije skupova.
Svi ostali principi su samo heuristicki. Dakle, centralni princip je prin-
cip refleksije koji Ce se, izgleda, sve bolje razumeti kako se nase isku-
stvo uvecava. U meduvremenu, bi¢e nam od pomoc¢i ako izdvojimo
konkretnije principe koji ili pruzaju neke dodatne informacije ili nisu
ocCigledne posledice principa refleksije kako ih trenutno razumemo.

[Wang, 1996, p. 283]

Takode, u pismu Koenu, govore¢i o opravdanju aksioma koje tvrde postojanje nedosti-

znih kardinala, on kaze:

Ne bih bio spreman da tvrdim da njihovo opravdanje pociva isklju-
¢ivo na analogiji sa prirodnim brojevima. Uveren sam, medutim, da
konstruktivistickog argumenta na osnovu kojeg zamisljamo da smo
na neki nacin u mogucnosti da dosegnemo nedostiZan broj. S druge

2003b, p. 386]

Levijev (Azriel Levy) princip koji Gedel spominje je u stvari formalizacija Kantorovih
ideja o Apsolutu kao onome $to obuhvata sve mogucnosti a koji smo razmatrali ranije
u tekstu. Levi je, medutim, bio prvi koji je sproveo sistematsko ispitivanje ovog i slic-
nih principa u okruZenju moderne, aksiomatske teorije skupova. U ovom kontekstu,
umesto o skupovno-teorijskim svojstvima, govoricemo o formulama jezika ZFC, dok
¢emo umesto o proizvoljnim skupovima koji reflektuju, govoriti o inicijalnim segmen-
tima kumulativne hijerarhije V, kao §to smo to ve¢ ucinili gore.

Gradedi na rezultatima koje je Montegju (Richard Montague) dokazao u svojoj tezi

iz 1957, Levi je dokazao [Lévy, 1960a,b] sledece '[V1rdenje3 uZF:

TEOREMA 119. (Levi-Montegju) Za svaku formulu ¢(xy, ..., X,) jezika teorije skupova

u kojoj su slobodne promenljive najvise xy, ..., X, vazi sledece:

30vu smo teoremu formulisali i dokazali (TEOREMA 59), u nesto opstijem obliku, u odeljku [1.6] ovog
rada.
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ZFEYaaf > avxy, ..., X, € Vg[@(x1,.y Xp) < @ P (X1, ., X0)] -

U prethodnom tvrdenju, ¢ "% je oznaka za relativizaciju formule ¢ na skup Vg (V. str.
42). Ono §to ovo tvrdenje kaze jeste da, ako nam je data ma koja formula ¢(xy, ..., x,),
mozemo naci proizvoljno veliki inicijalni segment kumulativne hijerarhije, takav da ¢e
formula jednako vaZiti u njemu kao i u ¢itavom univerzumu, sve dok se ograni¢imo
na parametre, tj. (vrednosti za) slobodne promenljive u ¢(x, ..., X,)) iz inicijalnog seg-
menta. Sa stanoviSta ove formule, ovaj inicijalni segment u potpunosti li¢i na univer-
zum.

Posle ovoga, Levi je primetio da, ako iz skupa aksioma teorije ZF odstranimo ak-
siome beskonacnosti i zamene, i pridruzimo im shemu refleksije iz prethodnog tvr-
denja, ove aksiome postaju teoreme tako dobijenog sistema. Ovo jasno pokazuje da je
princip refleksije inherentan teoriji skupova ZF. Ako imamo u vidu da su aksiome bes-
konacnosti i zamene (zajedno sa aksiomom partitivhog skupa) neophodne da bismo
dokazali postojanje raznih beskonac¢nih kardinala unutar ZFC, Gedelova sugestija da
se traga za proSirenjima ove teorije koja bi pocivala na principu refleksije deluje sa-
svim opravdano®. S druge strane, sledeé¢a formulacija aksiome zamene pokazuje da

nju samu mozZemo smatrati izvesnim principom refleksije:

Za svaku formulu ¢(x,...,x,) jezika teorije skupova u kojoj su slo-
bodne promenljive najvise xy, ..., X, postoji ordinal a takav da za svako

ai, ..., an € Vyvazip(a, ..., ay) < (Vg,€) = @lay, ..., ay).

Pogledajmo sada na koji naCin moZemo da formuliSemo neka prirodna uopstenja prin-
cipa refleksije. Na prvom mestu, mogli bismo zahtevati da skup Vj koji reflektuje for-
mulu ¢(xy, ..., X,) iz TEOREME 119. gore poseduje izvesna svojstva velikih kardinala.
Ovakve principe je detaljno analizirao Levi s pocetka Sezdesetih godina proslog veka

[Lévy, 1960a] i njima ¢emo da posvetimo paznju u nastavku ovog odeljka.

4Primera radi, bez aksiome zamene ne bismo mogli da dokazemo postojanje ordinala w + w, niti kardi-
nala X,,.
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U pomenutom radu [Lévy, 1960a] Levi je formulisao sledeéu shemu aksioma® (v.

DEFINICIJA 24):

(1) Svaka normalna funkcija f: Ord — Ord ima najmanje jedan nedostiZzan kar-

dinal kao vrednost.

za koju je pokazao da je ekvivalentna konjunkciji slede¢ih tvrdenja [Lévy, 1960b, p.

228]:

(2) Postoji prava klasa nedostiznih kardinala.
(3) Svaka normalna funkcija f : Ord — Ord ima najmanje jedan regularan kardi-

nal kao vrednost.

U nastavku ¢emo dokazati nesto jaci rezultat time $to ¢emo pokazati da su (1) i (3)
gore ekvivalentni. Isti rezultat, dokazan nesto drugacijom tehnikom moZe se pronaci
u [Jorgensen, 1970]. Na$ dokaz je mozda donekle elementarniji od pomenutog.

Kao prvi korak ka dokazu naSeg rezultata imamo sledece jednostavno tvrdenje:

LEMA 120. Shema (3) gore je ekvivalentna sledecoj shemi:

(4): Svaka normalna funkcija f : Ord — Ord ima proizvoljno velike regularne fiksne

tacke.

DokAz. U netrivijalnom smeru, pretpostavimo da je f : Ord — Ord normalna
funkcija i neka je f’ funkcija koja pobrojava fiksne tatke od f, tj. f'(a) = a-ta po redu
fiksna tacka of f. Funkcija f’ je takode normalna (v. napomene posle dokaza LEME

34). Za proizvoljne ordinale a, § neka je

ga(B)=f'(a+p)

Jasno je da za svaki ordinal @ imamo da je funkcija g4 : Ord — Ord normalna.
Ovo je posledica Cinjenice da je sabiranje ordinala koje drZi levi sabirak fiksiranim nor-
malna funkcija (v. napomene posle dokaza LEME 26) i da je rezultat kompozicije dve

S0vo je tvrdenje shema, jedan beskonacan skup tvrdenja. Posto klasa Ord nije skup, mi se u jeziku
teorije ZFC sluzimo formulama koje ovu klasu definiSu da bismo nesto o njoj tvrdili. Levijeva shema
aksioma onda kaze: za svaku formulu ¢ jezika teorije skupova koja definise funkciju iz ordinala u ordi-
nale vazi ...
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normalne funkcije takode normalna funkcija (LEMA 28). Na osnovu (3) imamo da za
svaki ordinal & postoji ordinal § takav da je gq (8) = y regularan. Medutim, za svako
takvo y imamo da je f(y) =y, pa je y regularna fiksna tacka od f. Stavise, buduci da
je f'(a+ B) = @+ B na osnovu monotonosti od f’, imamo i da je y = «, tj. regularne

fiksne tacke od f su neogranicene u ordinalima. U

Sada moZemo dokazati jacu verziju Levijeve teoreme:

POSLEDICA 121. Sheme (1) i (3) su ekvivalentne.

DokAz. Oslanjajucdi se na Levijevu teoremu treba da dokaZzemo da (3) = (1). Funk-
cija J: Ord — Ord je jedna normalna funkcija. Dobro je poznato da su sve fiksne
tatke od 3 jako grani¢ni kardinali. Medutim, na osnovu (4) i prethodne leme imamo

da funkcija 3J ima proizvoljno velike regularne, tj. nedostizne fiksne tacke. U

Na osnovu prethodnog tvrdenja takode neposredno sledi da (3) = (2). Da bismo
stekli ideju o tome koliko je shema (3), a time i shema (1) jaka, navodimo sledece tvr-

denje koje je laka posledica prethodne leme:

LEMA 122. U ZFC shema (1) dokazuje postojanje prave klase n—nedostiznih kardi-

nala, za svako n < w.

Dokaz. Slucaj n =0 je (2) gore, pa pretpostavimo da tvrdenje vaZzi za neko n = 0.

Neka je funkcija f: Ord — Ord definisana na sledeci nacin:

najmanji n—nedostizan akoa =0

f (@) = { najmanji n—nedostizan > f (8) akoa=pf+1

Up<a £ (B) akoa=Ua
Jasno je da je funkcija f normalna. Primetimo da vrednost funkcije f za grani¢ni

ordinal @ ne mora biti n—nedostiZan kardinal. Na primer, f (w) je singularan kardinal
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kofinalnosti w. Medutim, oslanjaju¢i se na LEMU 120 moZemo da zaklju¢imo da funk-
cija f ima proizvoljno velike regularne fiksne tatke. Neka je f (y) =y jedna takva. Pri-
metimo da za svako a <y imamo daje f (@ + 1) u stvari n—nedostizan kardinal ispod y,

a kako ovakvih ima y—mnogo, moZemo da zaklju¢imo da jey (n + 1) —nedostizan. [

Prethodni rezultat se moZe i dodatno ojacati transfinitnom iteracijom definicije
n—nedostiZznih kardinala, ¢cime bismo dobili a—nedostiZne kardinale (v. odeljak [1.7]).
Za nas je medutim posebno zanimljivo da je shema (1) ekvivalentna slede¢em prin-
cipu refleksije: Za svaku formulu ¢(x, ..., x,,) jezika teorije skupova u kojoj su slobodne

promenljive najvise xy, ..., X, vaZi
Ry: Va3 > a(f JE NEDOSTIZAN AVX], ..., Xp € Vg [@(X1, e, Xp) = 9VP (X1, .0, X0) ]).

Za dokaz ove ekvivalencije v. [Drake, 1974]. Sledece ojacanje principa refleksije zahte-
valo bi postojanje Maloovog kardinala f takvog da Vjp reflektuje gorenavedenu formulu
itd. Na ovaj nacin, oslanjajuci se na pomenuta uopStenja principa refleksije, mozemo
da opravdamo postojanje velikih kardinala na nacin koji je Gedel sugerisao u citatu
s pocetka ovog poglavlja. NaZalost, kardinali ¢ije smo postojanje u stanju da doka-
Zemo pomocu principa koje smo do sada formulisali (nedostizni, #—nedostizni, Ma-
loovi itd.) Zive veoma nisko u hijerarhiji velikih kardinala. Da bismo dobili kardinale
vece od ovih moracemo da se posluzimo nesto drugacijom idejom.

Primetimo da ako princip refleksije zapiSemo kao shemu u jeziku £z, onda mo-
Zemo da primenimo ovaj princip na njega samog. Ovo ¢e za posledicu imati da postoje
inicijalni segmenti kumulativne hijerarhije V, za koje vazi da svako tvrdenje koje je isti-
nito u jednom takvom segmentu mora biti istinito u nekom ranijem segmentu Vs gde
je B < a. Ako osim toga dopustimo da se parametri viSeg reda javljaju u formulama
koje reflektujemo, onda ce ordinali koji indeksiraju takve nivoe imati svojstva velikih
kardinala daleko vecih od onih koje smo do sada imali prilike da dobijemo. Da bismo
ovu ideju pojasnili bice nam na prvom mestu neophodno da definiSemo hijerarhiju
formula jezika viSeg reda teorije skupova i tome ¢emo se posvetiti u nastavku ovog po-

glavlja.
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Levijevu hijerarhiju formula jezika £, gde je £ proizvoljan jezik prvog reda koji
Siri jezik £z F, definiSemo na sledec¢i nacin. Formula je X i [y ako sadrzi samo ogra-
nicene kvantifikatore. Formula je Z,,;; ako je oblika 3x;...3xw gde je w I1,,— formula.
Formula je I, ako je oblika Vx;...Vx; v gde je v X,,— formula.

Ova se hijerarhija moZe uopétiti i na jezike viSeg reda, koji se defini$u na slican na-
¢in kao i jezik Peanove aritmetike n-tog reda, £p4», o kojem smo govorili u uvodu. U
opstem sluaju ovi ée jezici imati promenljive svake sorte X', Y?, Z/,... gde je i priro-
dan broj. Ako je D domen strukture naseg jezika, onda su promenljive X!,Y1!, Z1, ...
uobicajene individualne promenljive koje uzimaju vrednosti iz domena, promenljive
X?,Y?, 72,... uzimaju vrednosti iz partitivnog skupa domena 22 (D), dok promenljive
XIHLyitl zi*1) | uzimaju vrednosti iz 22/ (D), gde je 22/ (D) j—ta iteracija operacije
partitivnog skupa. Za formulu ovog jezika kazemo da je X! ako zapocinje blokom
egzistencijalnih kvantifikatora sorte m + 1, koji sledi blok univerzalnih kvantifikatora
sorte m + 1 itd., sa najviSe n alternacija ovih blokova, posle kojih sledi formula koja
sadrzi promenljive sorte najviSe m + 1 i kvantifikatore sorte najvise m. Analogno pret-
hodnom, za formulu ovog jezika kazemo da je I1]}* ako zapocCinje blokom univerzalnih
kvantifikatora sorte m + 1, koji sledi blok egzistencijalnih kvantifikatora sorte m+1 itd.,
sa najviSe n alternacija ovih blokova, posle kojih sledi formula koja sadrzi promenljive
sorte najviSe m + 1 i kvantifikatore sorte najvise m.

Sluzedi se jezicima viSeg reda moZemo da definiSemo vaZnu klasu kardinala koju
smo ranije spominjali a koja ¢e nam biti neophodna i u nastavku ovog rada. U na-
stavku ¢emo da podrazumevamo da je ¢ formula nekog takvog jezika u kojoj se samo
promenljive drugog reda X?2,..., X2 javljaju slobodno, a ¢e biti proizvoljan ordinal a

Uy, ..., U, podskupovi od V.

DEFINICUA 123. a je opisiv pomocéu formule ¢ sa parametrima Uy, ..., U, akko

(Va» €) |: (P(Ul;---» Un)
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i za svako f < a vazi
(Vg,€) ¥ (U N Vg, ...,Up N Vp).

a je opisiv pomocéu formule ¢ akko za neke Uy, ..., U, < V, vazi da je a opisiv po-

mocu formule ¢ sa parametrima Uy, ..., U,,.

Ako je Q neki skup formula jezika viSeg reda u kojima se samo promenljive drugog

reda javljaju slobodno, onda moZemo da definiSemo sledecu klasu ordinala:

DEFINICIJA 124. [Hanf and Scott, 1961] a je Q—neopisiv akko a nije opisiv ni po-

mocu jedne formule iz Q.

Skupovi Q koji ¢e nas posebno da zanimaju su 1) ili "', za m,n < w. Pre nego
Sto kazemo nesto o veli€ini neopisivih kardinala, vide¢emo kako bi izgledali argumenti
Gedelovog tipa koji bi govorili u prilog njihovom postojanju. Prisetimo se da smo u
odeljku [4.3] videli na koji naCin Gedel opravdava postojanje jako nedostiznih kardi-
nala. Posto je klasa ordinala Ord apsolutno beskonacna, razloZzno je pretpostaviti da
koju god proceduru generisanja sve vecih i vecih ordinala da posmatramo, postoje or-
dinali koji su za ovu proceduru zatvoreni. Gedelov primer bio je najmanji ordinal x > w
za koji vazi:

(D) a<k=>1,<K;

2) (a<1</\f:a—>1<):Uﬁ<af(ﬁ)<1<.
Jednostavno je videti da je x jako nedostizan kardinal. Sli¢ne argumente je moguce
ponuditi i za a—nedostizne i Maloove kardinale, o tome smo ve¢ govorili u odeljku
[4.3].

Neopisivi ordinali po€ivaju na ovim istim idejama. Ako nam je data neka kolekcija
opisa procedura slicnih onima gore, mi tragamo za ordinalima a takvim da vaZzi sle-
dece: ako je V, zatvoren za svaku takvu proceduru, onda postoji § < a takvo da je Vp
takode zatvoren za svaku takvu proceduru.

VaZzno je primetiti da se u procedurama koje ovde razmatramo veoma Cesto osla-

njamo na proizvoljne podskupove nekog ordinala ili nivoa kumulativne hijerarhije.
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Primera radi, da bismo dobili regularnost ordinala x u Gedelovom primeru gore, k¥
mora biti zatvoren za Ug<q (), za svako a < x i svako f < Vi koje je funkcija. 1z
ovog razloga su parametri (slobodne promenljive) drugog reda prisutni u definiciji ne-
opisivih ordinala. Kada to ne bi bilo tako, pojam neopisivog ordinala bi bio znacajno
oslabljen i ne bismo mogli da njime prevazidemo velike kardinale kojima smo se do
sada bavili. U nastavku ¢emo da vidimo koliko su zaista veliki neopisivi kardinali.
Neki od velikih kardinala koje smo opisali ranije u ovom radu (v. odeljak [1.7]) sa-
svim se lepo mogu predstaviti pomocu pojma neopisivosti. Recimo, poznato je da
je kardinal x H(l)—neopisiv akko je x jako nedostizan kardinal. Takode, kardinal « je
H%—neopisiv akko je slabo kompaktan [Hanf and Scott, 1961]. Ako sa o' oznacimo
najmanji X' —neopisiv kardinal a sa 7' najmanji I1/—neopisiv kardinal, onda moze

da se pokaZze sledece (za dokaz v. [Kanamori, 2009]):

TEOREMA 125. [Hanf and Scott, 1961] (a) n} = 0} <7} = 04 < ... (b) za svako m > 1

m
n+1’

m
n+1°

in>0,ny oy iny <ol ,m
S druge strane, Moskovakis (Yiannis Moschovakis) je uz Gedelovu aksiomu kon-

struktibilnosti dokazao sledece poboljSanje prethodnog rezultata:

TEOREMA 126. [Moschovakis, 1975] AkoV =L, m>1in>0,ondac!! <mll.

Pomalo neocekivan rezultat koji je komplementaran prethodnom, dokazao je Ha-
uzer (Kai Hauser): konzistentno je sa teorijom ZFC da za svako m = 2 vazi n{" < o{".
Takode, Hauzer je dokazao da ako je teorija ZFC+"postoji X —neopisiv kardinal i
[17" —neopisiv kardinal ispod njega” konzistentna, onda je i teorija ZFC+ GCH + n' <
o konzistentna [Hauser, 1991, 1992].

Definiciju neopisivih kardinala gore moZemo da uopstimo na sledeci nacin:

DEFINICIJA 127. Kardinal x je totalno neopisiv akko je IT)' —neopisiv za svako m, n <
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Nakon §to su Hanf (William Hanf) i Skot dokazali da je svaki merljiv kardinal®
H%—neopisiv, Vot (Robert Vaught) je pokazao da H%—neopisivost ne moZze pruzati pot-

punu karakterizaciju merljivosti:

TEOREMA 128. [Vaught, 1963] Ako je % normalan ultrafilter nad merljivim kardi-

nalomx, onda{A < x| A JE TOTALNO NEOPISIV} € % .

Jensen je predloZio jos jedno uopstenje prethodnih definicija. Ako sa jezika koji sa-
drzi samo konacne tipove predemo na jezik koji dopusta i beskonacne tipove, moguce

je definisati slede¢u klasu kardinala:

DEFINICIJA 129. Ako je v ordinal > 0, kazemo da je kardinal f v—neopisiv akko za
svaku formulu ¢ jezika £, kojaima n slobodnih promenljivih i proizvoljne Uy, ..., U, <
Vp vaZi sledece: ako

(Vﬁ+V!€) |: (P(Ul,---» Un);

onda postoji § < B takvo da vazi

(V5+V) E) |: (p(Ul M V6,..., Un N V(S).

Sledece tvrdenje pokazuje da se zaista radi o pojmu koji je snazniji od onog koji

smo definisali sluZeci se jezicima viSeg reda (za dokaz v. [Drake, 1974, Lemma 9.4.2]):
TEOREMA 130. Ako jev > w ik jev-neopisiv, onda je x totalno neopisiv.

Sto se ti¢e konacnih vrednosti ordinala v gore, znamo da je kardinal m—neopisiy,
zaneko m < w, akko je H(’)”“—neopisiv.

U ovom odeljku bavili smo se principom refleksije i njegovim uopStenjima u kon-
tekstu ZFC. Takode smo videli kako na osnovu ovog principa moZemo da motiviSemo
6Kardinal x > Ro je merljiv akko postoji k—potpun, neglavni ultrafilter nad « (v. DEFINICIJA 36). Iako
moZda ne izgleda tako, merljivi kardinali su veoma veliki. Primera radi, oni su veci od svih velikih kar-

dinala koje smo definisali do sada. U nastavku rada da¢emo i jednu alternativnu definiciju merljivih
kardinala, a definisa¢emo i neke velike kardinale koji su ve¢i od ovih.
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definiciju neopisivih kardinala. U sledecem odeljku ¢cemo da zauzmemo drugacije sta-
noviste; ispitacemo Akermanovu teoriju skupova u ¢ijoj aksiomatizaciji princip reflek-
sije igra klju¢nu ulogu. Taj odeljak ne donosi niSta novo i ima za cilj da ¢itaoca bolje

upozna sa Akermanovom teorijom.

6.3. Akermanova teorija skupova

Princip refleksije moguce je posmatrati i kao motivaciju za formulisanje nekih al-
ternativnih teorija skupova. Tako na primer Akermanova teorija skupova A neposredno
pociva na ideji ,otvorenosti” ili ,nedovrSenosti” pojma skupa [Ackermann, 1956]. Je-
zik Akermanove teorije A je jezik prvog reda sa jednakos$¢u £, koji pored nelogickog
simbola €, sadrZi i individualnu konstantu V . Objekti domena ove teorije su klase,
pri ¢emu ,x € V 7 ¢itamo kao ,,x je skup”. Dakle, unutar teorije A mozemo razlikovati
klase i skupove, svaki skup je istovremeno i klasa ali nisu sve klase skupovi. Takode, ne

pretpostavlja se da je svaki element klase skup. Aksiome teorije A su:

(Al): Vz(zex—z€ey)—x=y

(A2): AxVy(ye x — (y€ VA@)), gde je ¢ proizvoljna formula u kojoj se x ne javlja
slobodno.

(A3): (xeVA(yexvycx)—yeV

(A4): VX1, Xn € V[Vy(@ — yeV)—3ze VVy(y €z — ¢)], gde je ¢ proizvoljna

formula u kojoj su slobodne promenljive najvise x, ..., x,, y i koja ne sadrzi

V.

Aksioma (A1) je standardna aksioma ekstenzionalnosti, (A2) je verzija sheme aksiome
komprehenczije, dok se (A3) naziva aksiomom naslednosti ili supertranzitivnosti. Na-
ziv te aksiome je prili¢no intuitivan buduci da ona tvrdi da je V zatvoren ne samo za
elemente svojih elemenata (pa je time tranzitivan) nego i za njihove podskupove, otud
predlog super u sloZenici. Aksioma (A4) naziva se shemom aksiome komprehenzije za

skupove i predstavlja centralno mesto Akermanove teorije. U ovoj shemi odslikava se
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princip refleksije. Pre no §to pobliZe razmotrimo motivaciju za ovu aksiomu, pogle-
dajmo Sta se dogada ako odbacimo neke od uslova koji su navedeni u njenoj formula-
ciji. Na primer, ako odbacimo uslov da formula ¢ ne sme sadrzati V i u (A4) ¢ instan-
ciramo formulom y € V Ay (y), za posledicu imamo da postoji skup z = {y : v (y)}, gde
je w(y) proizvoljna formula. Dakle, postoji i Raselov skup {y: y ¢ y}, pa je nasa teorija
inkonzistentna.

Videli smo da centralna shema aksiome Akermanove teorije, tj. shema (A4) kaZe:
ako je x < V definabilan samo pomoc¢u skupovnih parametara, ne sluzec¢i se indivi-
dualnom konstantom V', onda x € V. Kakvu vrstu motivacije moZemo pruZiti za ovo
tvrdenje? Akerman polazi od Kantorove dobro poznate definicije pojma skupa: ,Pod
skupom razumem svako zdruzivanje dobro odredenih i razgovetnih objekata naSe in-
tuicije ili misljenja [...] ujednu celinu.” [Cantor, 1962, p. 282] Akcenat ovde pocCiva na
pojmu dobre odredenosti. Po Akermanovom misljenju, da bi neka kolekcija skupova
mogla i sama biti skup, ,,ono §to toj kolekciji pripada i ono $to joj ne pripada mora biti
strogo odredeno” [Ackermann, 1956, p. 337] Ako, pak, razmotrimo sam pojam skupa,
videCemo da ono $to pod taj pojam potpada ne zadovoljava pomenutu vrstu strogo-
sti. ZaSto? U okruZenju teorije skupova, nama nikada nisu dati svi skupovi odjednom,
nego polazeci od nekih skupova koji su nam dati i primenjujuci izvesne konstrukcije
na njima, iznova i iznova dolazimo do novih skupova. U ovom smislu je ovaj pojam
»otvoren” ili ,nedovrsen”, kao §to smo napomenuli gore. Gradenje skupova na ovaj na-
¢in, ,odozdo” da se tako izrazimo, je proces koji se potencijalno nastavlja ad infinitum.
Ulogu pojma skupa, ili skupovno-teorijskog univerzuma, u Akermanovoj teoriji igra in-
dividualna konstanta V. Antecedens aksiome (A4) nam onda daje dovoljne uslove pod
kojima je izvesna kolekcija , strogo odredena”. Ako su ovi uslovi ispunjeni, moZemo
zakljuciti da je pomenuta kolekcija u stvari skup.

Ako sa A* oznacimo teoriju koja nastaje kada Akermanovoj teoriji pridruzimo ak-

siomu zasnivanja za skupove:

(A5): xeVAJy(yex)—3Az(zexAVv(vez— v ¢ X))
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mozemo pokazati da je A* konzervativna u odnosu na ZF u slede¢em smislu: ako je o

recenica jezika ZF (dakle, koja ne sadrZi V) i ¢V njena relativizacija na V, onda
A*ro' = ZFlo.

Poslednji rezultat dokazali su Levi i Vot pocetkom Sezdesetih godina proslog veka [Lévy
and Vaught, 1961]. Nekih deset godina kasnije, Rajnhard (William Reinhardt) je u svo-
joj doktorskoj tezi pokazao da vazi implikacija i u drugom smeru, tj. ako je o kao gore,
onda

AoV o ZFF 0.

Teorije A* i ZF su ekvikonzistentne i dokazuju identi¢ne teoreme o skupovima [Rein-
hardt, 1970].

Kao ilustraciju, u nastavku ¢emo pokazati kako izgledaju dokazi nekih od aksioma
(tacnije, njihovih relativizacija na V) teorije ZF u A. Ovi se dokazi mogu pronaci u
Akermanovom radu [Ackermann, 1956]. Posle toga ¢emo da predstavimo najvaznije
Greveove (Rudolf Grewe) rezultate iz [Grewe, 1969] koji pruZaju karakterizaciju modela
Akermanove teorije A. PoSto je cilj ostatka ovog odeljka da Citaoca bolje upozna sa
Akermanovom teorijom i nije nuZan za ono §to u radu sledi, €italac koji Zeli moZe ga
bez bojazni preskociti.

Pogledajmo sada kako unutar teorije A moZemo da dokaZemo relativizacije na V

nekih od aksioma teorije ZF. Aksioma praznog skupa je sledece tvrdenje:
dy(ye VAVz(z ¢ ).
Na osnovu (A4) imamo
Vx(x#x—=xeV)—3Ay(ye VAVz(zey < 2 # 2))

Kako je antecedens prethodne implikacije ocigledno istinit, ovo nam daje aksiomu

praznog skupa. Aksioma (neuredenog) para je sledece tvrdenje:

(x,yeV)—3z(ze VAVUu(uez— (u=xvu=y))
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Imamo sledecéi instancu od (A4):

(x,yeV) - (Vul(u=xvu=y)—uecV)—

dz(zeVAVYu(uez—(u=xvu=y)))

Ako su xi y skupovi, tj. x,y € VjasnojedajeiVu((u=xVvu=y)— ueV)istinito,
pa postoji skup z ¢iji su jedini elementi x i y, na osnovu (A4).

Aksioma unije je sledece tvrdenje:
xeV—-3y(yeVAVz(zey—3Ju(ze unucx)))

Na osnovu aksiome (A3) imamo ako je x € Vi u € x onda u € V. Takode, imamo
davazixeV —Vz@Qu(uexAzeu)— ze V). Primenjujuci aksiomu (A4) moZemo da

zaklju¢imo da je i aksioma unije dokaziva u A. Aksioma partitivnog skupa glasi:
VeV —-3z(ze VAVX(xEZz—XxZ2Y))
Sli¢no kao i u prethodnom slucaju, oslanjajuci se na (A3) imamo
yeV—-Vx(xcy—xeV).
Primenjujuci aksiomu (A4) na formulu x € y dobijamo
Jz(ze VAVx(xez—x<Sy)).
Takode, u A mozemo dokazati i aksiomu beskonacnosti:

Jy(ye VAIxVz(ze XAXE YA

Vx,z(xeyAVu(uez—u=x)—z€y)
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Drugim re¢ima, postoji skup koji sadrzi prazan skup i koji za svaki element x koji
sadrzi, sadrzii x U {x}. Da bi dokazali da je aksioma beskonac¢nosti dokaziva u A, ozna-

¢imo sa ¢ (x) slede¢u formulu:

VyEzVu(ué znze y)n

Vz,u((ueyAVv(vez—v=u)—ze€y)—xe€y)
Onda imamo da vazi

Y X)ANVzZ(zeEy—2z€eV)— QAzVulu¢e znze V)A

Vz,ulue VaAavvivez—v=u)—zeV)—xeV)
Primetimo da na osnovu dokaza aksioma praznog skupa i unije imamo da je
dzVu(zeVAaué¢z)

kaoiVz,u(ue VAVv(vez— v=u)— zeV) dokazivo, kao i da na osnovu aksiome
(A1) postoji jedinstveno z takvo da vazi Vv(v € z — v = u). Na osnovu ovoga, imamo
da vazi ¢ (x) AVz(z € y — z€ V) — x € V. Oslanjajuéi se na aksiomu (A2), imamo
EIsz(z Ey—=zE V] §to nam, zajedno sa prethodnim, daje ¢ (x) — x € V. Na osnovu
aksiome (A4) ovo nam daje (1) Jw(w e V A Vs(s EW—Q (s))). Pomoc¢u (Al) moZemo
zakljutitida Vz(z ¢ x) — (FzVu(u¢ zAnzey) — x€ y) kaoi (2) Vz(z & x) — ¢ (x). Me-
dutim, na osnovu strukture formule ¢ (x) zakljuc¢ujemo davazi (3) (Vu(ue w — u=x)A
@ (x)) — @ (w). Na osnovu (1), (2) i (3) mozemo zakljuciti da je aksioma beskonacnosti
dokaziva u A.

Na kraju, pokazimo da je u A dokaziva i aksioma separacije:
yeV—-3dz(ze VAVx(xez—= (W (X)AXEY)))

gde je v (x) formula u kojoj se samo x javlja slobodno.
Na osnovu aksiome (A3) imamo y € V — Vx((y (x) Ax€ y) — x € V). Aksioma (A2)

nam daje (1) ye V- 3zVx(x€ez— (Y (x)Axey) kaoiVx(xez— (W (x) Ax€Ey)) —
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z < y. Iz prethodno reCenog, na osnovu (A3) imamo (2) ye V — (Vx(x€z— (Y (X)AX €
¥)) — z€ V). Formule (1) i (2) nam sada, pomoc¢u aksiome (A1), daju traZeni zakljucak.

Takode, zanimljivo je ispitati kako se intuitivni princip refleksije da je ,, V nesazna-
tljiv” odslikava unutar teorije A. Da bi ovo ucinili bice nam neophodne izvesne defini-
cije. Na prvom mestu neka je Tran (x) skracenica za formulu Vy,z(ye zAnzex — y€

X), »X je tranzitivan”. Neka je St (x) skracenica za formulu
Tran(X) AVy,z(zS YNy EX — ZE€ X)

»X je supertranzitivan”. Sa Ord (x), §to Citamo kao ,x je ordinal”, Cemo se sluZziti da

oznacimo formulu

St(X)AVy,zwex(ye yN(yEZVY=2VZEY)A
(weyez—wez)AVulucxAIt(teu) —
Jt(teun3IAs(SELASEU))A

YuvexdJwcxVi(tew—teunte¢v)

U A mozemo dokazati da postoji klasa svih ordinala koji su skupovi, koja je je-
dinstvena. Ovu ¢emo klasu oznacavati sa a. Dakle, t € @ — t € V A Ord(t). Sada
smo spremni da formuliSemo neke od principa refleksije u A (gde je ¢ proizvoljna

e —formula):

(1) AF~(ye VAVXx(x=a < ¢(x,y))), PRINCIP NEDEFINABILNOSTI OD «.
(2) AFyeVAap(a,y) —3Ixe al@(x,y)), PRINCIP REFLEKSIJE ZA «.

(B) A*FyeVA@(V,y)—3z€e V(p(z,y)), PRINCIP REFLEKSIJE ZA V.

Za dokaz v. [Reinhardt, 1970]. Takode, analogno formuli (1) gore, u A moZemo da
dokazemo slede¢i PRINCIP NEDEFINABILNOSTI OD V :

“Jy(yeVAVX(x eV < ¢(x,))))

DoKAZ. Pretpostavimo da vazi Vx(x € V < ¢ (x,y)) kao i y € V. Na osnovu (A4),

postoji z € V takav da vazi Vx(x € z — (p(x, y)). Na osnovu aksiome (Al) imamo da
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jez=V,pajeiV e V. Iz aksiome (A2), medutim, sledi da postoji v takav da vazi
Vx(xev—xeVAx¢x). Dakle, vazii Vx(x € v — x € V) pa na osnovu aksiome (A3)

imamo v € V. Medutim, ondaimamo dajevev — v ¢ v. O

Princip nedefinabilnosti od V ima i semanticku formulaciju. Naime, neka je .4 =
(M, U, E) model jezika Z,, gde je M # @ domen, U < M interpretacija individualne
konstante V (klasa svih skupova) i E € M? interpretacija od € (relacija pripadnosti za
M).

Sledece tvrdenje predstavlja semanticku varijantu principa nedefinabilnosti od V:

TEOREMA 131. [Grewe, 1969] Ako je 4 = (M, U, E) model teorije A onda U nije de-
ﬁnabilan7 u(4,U).

DokAz. Pretpostavimo suprotno.  Dakle, postoje by,....b, € U i formula

@(x,y1,..., ¥n) takvi da za svako a € M vazi:
(6.3.1) acU<s M I=pa,b,.., by)

Na osnovu ovoga sledi da

M&=Dy, .. by e VAYX(@(x,by,...0y) = x€V)
Bududi da je 4 |= A, imamo da vazi
M=Tz(ze VAVX(x € 2 @(x,by,...,Dp))
Dakle, postoji neko c € U takvo da za svako a € M:
acce M&=ela b,...,by)

Medutim, na osnovu (6.3.1) vidimo da je c € U i uisto vreme ¢ = U §to je nemoguce,
¢ime je tvrdenje dokazano. U

"Ako je M4 = (M, U, E) model teorije Ai N < M, onda kazemo da je N definabilan u (., B) akko je N
definabilan u .# sa parametrima iz B.
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Rezultat konverzan prethodnom moZze se formulisati za takozvane standardne mo-
dele Akermanove teorije skupova. U najkracem, model teorije A je standardan ako je

oblika (Vg, Vg, €), gde su V4 i Vg, B < a, inicijalni segmenti kumulativne hijerarhije.

TEOREMA 132. [Grewe, 1969] Neka je V' = (Vy, V,€), B < @ i a je granicni ordinall.

Ako Vg nije definabilan u (¥, Vg), onda je V- model teorije A.

DokAz. Buduc¢i da su nivoi kumulativne hijerarhije tranzitivni i supertranzitivni,
tj.xeyeVy=>xeV,ixcyeVy, > xeV,zasvako x,y i ordinal y, lako je videti da
aksiome (A1 - A3) vazeu7.

Da bi pokazali da aksioma (A4) vaZi u ¥ pretpostavimo da Vg nije definabilan u
(¥, Vg) i neka je @(x, y1,..., yn) proizvoljna € —formula, z promenljiva razlicita od

X, Y1, Ynib1,..., b, € Vy. Pretpostavimo da
(6.3.2) ViEby,..b,e VAVX(@(x, by,....by) = x€V)
Kako aksioma (A2) vazi u ¥, imamo
VEJZVx(x€ez—xe VAP, by,..., by))
Na osnovu (6.3.2) postoji ¢ € Vy takvo da je ¢ € Vg i vazi
(6.3.3) VEVx(xec—@l,Dby,..., b))

Neka je y rang od ¢, tj. y je najmanji ordinal takav da ¢ € V);;. Imamo da je y < .

Ako je y < fondaje c € Vg itime je
ViEceVAVXx(xez— @x,by,.., by))

$to je konsekvens aksiome (A4) koji je trebalo dokazati. S druge strane, pokaza-
¢emo da y = f ne moZe biti slucaj, cime ¢e nas§ dokaz biti zavrSen.

Pretpostavimo da je y = . Neka je v (u, y1, ..., yn) skraCenica za sledecu formulu

Ix, w, v(@x, y1,... YW) ARK (X, V) AR(V, W) AU E W)
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Onda ¢emo, na osnovu pretpostavke da je y = §, za svako d € V,, dokazati da vazi:
(6.3.4) de VgV =wy(d,by,..., by)

Medutim, kako na osnovu (6.3.2) imamo by, ..., b, € Vg, ovo povlaci da je Vg defina-
bilan u (¥, Vp) Sto je suprotno nasoj pocetnoj pretpostavci.

Ostaje nam, dakle, da dokaZemo da pod pretpostavkom y = f§ vazii (6.3.4). Pret-
postavimo da d € Vg. Neka je 6 rang od d. Jasno je da je 6 < § kao i da je § graniCni

ordinal. Buduci da imamo day = 8, postoji neko a € Vg takvo da je rang od a > § i vazi
VI=ep(a,by,...,by)

Neka je { rang od a. Onda imamo daje 6 <{ < fid € V. Na osnovu apsolutnosti
odx€y, R(x,y)iRK(x,y) imamodavazi ¥V EdeV;, ¥ =R, V) kaoi ¥V = RK((,a).

Dakle, imamo da vazi i sledece
14 |: w(dy bl; ceey bn)

Time smo dokazali smer sleva na desno od (6.3.4). Da bi dokazali implikaciju u

suprotnom smeru pretpostavimo da vazi
ViEwd,Db,..., by)
Na osnovu definicije formule v (u, y1, ..., y,) sledi da postoje a, r, s € V, takvi da vazi
ViEelahb,.. by, VERK(ra), VERMS), ViEdes

Iz (6.3.2) i apsolutnosti formula x € y, R(x,y) i RK(x, y) moZemo da zaklju¢imo da
jeacc, rjerangod a,daje s=R(r) kaoidaje d € s. Kako je c < Vg sledidaje d € Vj

$to je i trebalo pokazati. 0

6.4. Alkorova teorija T

U ovom odeljku predstavicemo jedno prosSirenje Akermanove teorije A koje, za ra-

zliku od Akermanove teorije, dokazuje postojanje nekih (malih) velikih kardinala. Ovu
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je teoriju formulisao Alkor [Alkor, 1980] i ona je izraZena na istom jeziku, £4, kao
i Akermanova teorija. Predstavicemo Alkorov dokaz konzistentnosti ove teorije koji
¢emo donekle da poboljSamo. Koliko mi je poznato, ovaj rezultat do sada nije obja-
vljen u literaturi. Pre nego $to formuliSemo Alkorovu teoriju koju ¢emo oznacavati sa
T, uveS¢emo neke skracenice koje Ce olaksati dalje izlaganje.

Sa X, 7,Z,... cemo oznacavati konacne nizove promenljivih. Ako je X niz xi,..., x; a
y niz y1,..., Yk za k < w, onda piSemo X < y mesto x; S y; A... A Xk € yk. Takode, za
proizvoljan term ¢, pisaéemo X € t (X S ) mesto X} € tA...AXr €t (X] SEA..AX S
1), gde je X niz duzine k. Sa ¢ (%,¥) ¢emo oznacavati formulu ¢ije su sve slobodne
promenljive medu X, y.

Sada moZemo da formuliSemo Alkorovu teoriju T. Jedina razlika u odnosu na teo-

riju A jeste $to mesto aksiome (A4) imamo slede¢u aksiomu
(TH): XeEVAYJSVAQEX,Y)—IZ<JEZe VAR, 2))

gde je ¢ € —formula, tj. formula u kojoj se ne javlja individualna konstanta V.

Da bismo pruzili motivaciju za ovu aksiomu, prisetimo se da Akermanova aksioma
(A4) kaze da svaka klasa x < V koja je definabilna samo uz pomo¢ skupovnih para-
metara, ne sluZeci se individualnom konstantom V, jeste skup, tj. x € V. Alkor naziva
takve klase ostenzivno dovrsenim. Dakle, aksioma (A4) kaze da je svaka ostenzivno do-
vrSena klasa skup. S druge strane, za klasu ¢emo reci da je dovrsena ako njena eksten-
zija ne zavisi od toga za koje Ce objekte naknadno biti utvrdeno da su skupovi. Sluzeci
se ovom idejom, moZemo Akermanovu aksiomu (A4) zameniti jacom koja bi tvrdila da
je svaka dovrSena klasa skup kao i da vazi sledeci princip refleksije: ako neko tvrdenje ¢
vazi za klase y < V, onda postoje dovrSene klase Z < y za koje ovo tvrdenje vaZi. Posto
smo pretpostavili da su sve dovrsene klase skupovi, sledi da Z € V. Takode, formula ¢
moze da sadrzi i skupovne parametre X € V pored parametara za klase. Ovi se parame-
tri ne menjaju posto su svi skupovi dovrSene klase. Formalizacija ove ideje je aksioma
(T4).

Da bismo videli da teorija T ne gubi na snazi u poredenju sa teorijom A dokaza-

¢emo sledece tvrdenje.
228



TEOREMA 133. Akermanova shema (A4) je dokaziva u teoriji T.

DokAz. Pretpostavimo antecedens od (A4), tj.
THXeVAVYy(p— yeV).

Na osnovu aksiome (A2) imamo da postoji neko z < V takvo da vazi Vy(y € z < ¢).
Aksioma (74) ima za posledicu da postoji neko u < z takvo da je u € V i za koje vazi
Vy(y € u< ¢). Na osnovu aksiome (A1) imamo da je z = u pa sledi da z € V. Dakle,

imamo davazi3z€ VVy(y € z — ¢) §to je i trebalo dokazati. O

Oslanjajuci se na aksiomu (74) moZemo da pokaZemo da je dovoljno pretpostaviti
sledecu slabiju aksiomu mesto Akermanove aksiome (A3):
(T3): (xeVAyex)—yeV
Nas ¢e medutim posebno zanimati Cinjenica da je teorija T pravo proSirenje teorije A.
Da bismo ovo videli bice nam neophodne neke definicije. Neka je Ord (x) formula je-
zika teorije T koja intuitivno znaci ,x je tranzitivani € je dobro uredenje na x” (za preci-
znu formulaciju v. prethodni odeljak). Sa 9 ¢emo da oznacimo klasu {x € V' | Ord (x)},
tj. klasu svih ordinala koji su skupovi. Ova klasa postoji na osnovu aksiome (A2) i
imamo da za nju vazi da je Ord ().

Naredno tvrdenje, dokazivo u teoriji T, pokazuje da 9 poseduje svojstva velikih kar-

dinala (za dokaz v. [Alkor, 1980, Theorem 3.2]):

TEOREMA 134. Za svakov <9, 0 jev-neopisiv i klasa
{x <9 | K JEV-NEOPISIV}

je stacionarna u 9.

S druge strane, Alkor je takode pokazao da je teorija T konzistentna uz izvesne pret-

postavke o postojanju velikih kardinala koje ¢emo definisati u nastavku.

DEFINICIJA 135. Ako su .4 = (M,...) i &/ = (N,...) strukture jezika £, za injekciju

j: M — N kazemo da je elementarno utapanje od .4 u ./, §to cemo oznacavati sa
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j: M <N, akko za svaku formulu ¢(xy, ..., x,,) jezika &£ i proizvoljne ay, ..., a, € M vazi

ME@(ay, ..., an) akko A = @(jlar), ..., (an)).

Oslanjajuci se na prethodnu definiciju, moZemo da definiSemo sledecu klasu veli-

kih kardinala:

DEFINICIJA 136. Kardinal « je 1-ekstendibilan akko postoji A i elementarno utapa-

nje j: (Vii1,€) < (Vy41,€) takvodaje j(x) =x,zaxe Vi j(x) =A.

Kardinali koji imaju ovo svojstvo su veoma veliki. Primeraradji, svaki 1-ekstendibilan

kardinal je merljiv. VaZi i viSe od toga (za dokaz v. [Kanamori, 2009, Proposition 23.1]:

TEOREMA 137. Ako jex 1-ekstendibilan, onda je x merljiv i postoji normalan ultra-

filter % nad«x takav da vazi

{A<x|AJEMERLJIV}E % .

Drugim re€ima, ne samo §to je svaki 1-ekstendibilan kardinal merljiv, ve¢ ispod
svakog takvog kardinala ima mnogo merljivih kardinala.
Oslanjajuci se na prethodno receno moZemo formulisati Alkorov rezultat koji smo

spominjali (za dokaz v. [Alkor, 1980, Theorem 4.1]).
TEOREMA 138. ZFC+ "3k x JE 1-EKSTENDIBILAN KARDINAL”FCon (T).

U nastavku ¢emo pokazati da je mnogo slabija pretpostavka dovoljna za dokaz kon-
zistentnosti teorije 7, Cime ¢emo odgovoriti na neka otvorena pitanja iz [Alkor, 1980].
Na pocetku ¢emo da definiSemo jednu vaznu klasu kardinala koja ¢e nam biti ne-

ophodna u nastavku rada :

DEFINICIJA 139. Kardinal x je suptilan akko za svaki niz (S, | @ < k) takavda Sy S a
za svako a <k, i svaki CLUB C u x (v. DEFINICIJA 31), postoje 8 < v iz C takvi da imamo

Sp=S,np.

Otkri¢e pojma suptilnog kardinala dugujemo Jensenu (Ronald Jensen) i Kunenu

(Keneth Kunnen), koji su ga formulisali u [Jensen and Kunen, 1969]. Osim ovog pojma,
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Jensen i Kunen su takode formulisali i srodne pojmove neizrecivih (ineffable) i gotovo
neizrecivih (almost ineffable) kardinala, pruzajuéi detaljnu analizu nekih uopSstenja
Jensenovog karo principa $.° Hijerarhiju n—suptilnih, n—neizrecivih i n—gotovo ne-
izrecivih kardinala definisao je Baumgartner (James Baumgartner) u [Baumgartner,
1975], koji je dokazao mnoge rezultate koji unapreduju one Jensena i Kunena. Nekim
Baumgartnerovim metodama ¢emo da se posluzimo u nastavku kada budemo dokazi-
vali da su suptilni kardinali Maloovi. Noviji rad koji neke od Baumgartnerovih rezultata
predstavlja na jednostavniji nac¢in, usput dokazujuéi i neka nova svojstva suptilnih kar-
dinala je Fridmanov (Harvey Friedman) [Friedman, 2001].

Sledeci rezultat ¢e nam pomoc¢i da vidimo koje mesto zauzimaju suptilni kardinali

u hijerarhiji velikih kardinala. Ovaj rezultat takode dugujemo Jensenu i Kunenu.
TEOREMA 140. Ako jex suptilan onda je x jako nedostizan kardinal.

DokAz. Pretpostavimo da je x singularan kardinal i neka je f : cf (k) — x strogo
rastuca i neprekidna funkcija. Neka je C = f” ¢ f («) i definigimo S, = {8} gde je f (B) =
azaaeCiS, =@ inace. Kako je x suptilan, znamo da postoje a < § iz C takvi da je
Sq = Sg N a. Medutim, iz ovoga sledi da je f~' (@) = f~! () 5to je kontradikcija. Dakle,
K je regularan kardinal.

Pretpostavimo dalje da x nije jako grani¢ni kardinal. Tada postoji A < x takav da je
x < 2*. Neka je C = x \ A, skup C je CLUB. Defini§imo S, = razli¢it podskup od 1 za
svako a € C,i Sy = @ inace. Kako je x suptilan, postoje a < iz C takvidaje So = Sgna.

Medutim, ovo je kontradikcija jer su S, i Sg razliciti podskupoviod 1i A < a. U

Osim $to su jako nedostizni, suptilni kardinali su i Maloovi i to u jakom smislu. U

radu [Baumgartner, 1975] Baumgartner je prilikom ispitivanje suptilnih, neizrecivih

8Jensenov princip < je sledecCe tvrdenje: postoji niz (S, : @ < w) takav da S, € a za svako a < wy, i za
svaki skup X < w, vazi daje skup {a <w; | XNna = S,} stacionaran u w;.

Ovo je tvrdenje posledica Gedelove aksiome konstruktibilnosti V' = L, a ono samo ima mnoge vazne po-
sledice medu kojima su i CH, kao i negacija Suslinove hipoteze. Za vise detalja zainteresovanog ¢itaoca
upucujemo na [Drake, 1974]. Jedno od prirodnih uopstenja principa ¢ jeste princip {x. Ovo tvrdenje
dobijamo iz <) tako §to svuda mesto w; piSemo x, pod pretpostavkom da je x proizvoljan regularan kar-
dinal veé¢i od w. Kao i ¢, i {« je posledica Gedelove aksiome konstruktibilnosti V = L. Kunen je pokazao
da ako je « suptilan kardinal, onda vazi {y.
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itd. kardinala, zauzeo tacku gledista (koju je u kontekstu neopisivih kardinala nesto ra-
nije zauzimao Levi) prema kojoj se ova svojstva velikih kardinala mogu bolje razumeti
ako ne posmatramo neposredno same kardinale ve¢ normalne ideale i filtere koji su
njima pridruZeni. Da bi ovo ucinio, on je za svako od ovih svojstava nekog kardinala x
prvo definisao Sta znaci da neki podskup A od x ima to svojstvo. U slucaju suptilnih

kardinala koji ¢e nas jedino da zanimaju imamo sledece:

DEFINICIJA 141. Ako je k suptilan kardinal i A < «, kaZzemo da je A suptilan akko za
svaki niz (S, | @ < x) takav da S, < a za svako a < «, i svaki CLUB C u «, postoje f <y

iz Cn A takvi da imamo Sg = Sy N S.

Baumgartner je pokazao da ako je x suptilan kardinal, onda je
& ={A<S« | ANIJE SUPTILAN}

pravi, k—potpun i normalan ideal nad x. Ovaj ideal ¢emo da zovemo suptilnim idea-

lom (nad «). Dualno prethodnom, imamo da je
F={k\AlAe 7}

pravi, k—potpun i normalan filter nad x. Ovaj ¢emo filter da zovemo suptilnim filterom
(nad x).
Prisetimo se da smo Maloove kardinale definisali (v. DEFINICIJA 71) na sledeéi na-

¢in: « je Maloov akko je skup
{A <x | AJENEDOSTIZAN}

stacionaran u k. Definiciju Maloovih kardinala moZemo da uopStimo: kaZzemo da je
kardinal x 1-Maloov akko je Maloov. Kardinal « je a + 1-Maloov, za a > 0, akko je
a—Maloov i skup {1 <« | A je a—Maloov} je stacionaran u x. Kardinal x je y—Maloov,
za grani¢ni ordinal y, akko je a—Maloov za svako a <y (ovo uopStava definiciju hiper-

Maloovih kardinala iz odeljka [1.7]).
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Suptilni kardinali imaju veoma jaka Maloova svojstva. Da bismo ovo videli, prvo
¢emo da dokaZemo jedno jednostavno tvrdenje koje bi trebalo da ilustruje ideju me-

toda koje je Baumgartnerovih formulisao u [Baumgartner, 1975].

LEMA 142. Ako jex suptilan, ondajeI = {00 <« 10 JE JAKO NEDOSTIZAN} u suptil-

nom filteru nad x.

DokAz. Neka je x suptilan kardinal. Tada je x jako nedostiZan pa je skup

L={A <x|AJEJAKO GRANICNI KARDINAL}

CLUB u k. Da je skup L zatvoren u «, jednostavno je da se vidi, poSto je supremum
skupa jako grani¢nih kardinala takode jako granicni kardinal. Da bismo videli da je

skup L neogranicen u x, uzmimo proizvoljno y < «, i defini§imo sledeci niz kardinala:

- A=Y,
' /1n+1 = 2/1n’
: Aw = Un<w /ln-

Ako su {4, v < Ay, onda postoji neko n < w takvo da vazi max{y,v} < A,. Na osnovu
ovoga imamo da je

p s Ay =2M = Q0 < Ay,

paje A, jako grani¢ni, singularni kardinal koji je < x, poSto je x nedostizan.
Posto jako grani¢ni kardinali ¢cine CLUB podskup od « , i posto je ovaj podskup u
suptilnom filteru nad « jer je ovaj filter normalan i Kk —potpun, ostaje nam da dokazemo

daje R={a|a <« IaJEREGULARAN} u suptilnom filteru nad x, tj. da je
R=x\R={a|a<x1aJESINGULARAN}

u suptilnom idealu nad «.

Neka je S, kofinalni niz u «a iji je tip uredenja cf (@) i Ciji je prvi ¢lan ¢ f (). Ako je
Sa=Sgnazaa<pfizk,ondaje cf(a)=cf(p). Medutim, ne mozemo imati kofinalni
niz u a i B sa istim tipom uredenja, odakle sledi da R nije suptilan podskup od « pa je

R u suptilnom filteru nad «. 0
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Sledece snaznije tvrdenje je takode posledica Baumgartnerovih rezultata:

TEOREMA 143. Ako jex suptilan, onda je skup My = { | B JE @« — MALOOV} u suptil-

nom filteru nad x, za svako a < .

Ovo se tvrdenje dokazuje transfinitnom indukcijom po a, a baza indukcije je LEMA
142 gore (za dokaz v. [Boos, 1975]). Jedna od posledica ovog tvrdenja jeste da ako je x
suptilan, onda je x k—Maloov. Dakle, suptilni kardinali su veci od nedostiZnih kao i od

Maloovih kardinala. Da oni nisu suviSe veliki govori sledeci rezultat Jensena i Kunena:
TEOREMA 144. Ako je x suptilan, onda je x suptilan u L.

Isto vazi i za neizrecive i gotovo neizrecive kardinale. Svaka od ovih vrsta kardinala
konzistentnajesa V = L.
Na slede¢i tehnicki rezultat iz [Abramson et al., 1977] ¢emo se osloniti prilikom

dokaza glavne teoreme u ovom odeljku (TEOREMA 146):

LEMA 145. Neka je x suptilan kardinal i C < x CLUB. Pretpostavimo da Sq < Vy za

svako a € C. Tada postoje ordinali a < § iz C takvi da vazi Sq = Sp N V.

DokAz. Na prvom mestu, posto je k nedostizan kardinal, postoji bijekcija F : Vi, —
x i CLUB

D={a<x||Vyl=3y=a}

u «x takav da vazi F[Vy] = a za svako a € D (v. [Boos, 1975, p. 31]). Neka je C* =

Cni{a<x:|Vy|=a}. Skup C* je takode CLUB u x. Neka je

%) zaff ¢ C*

= *

F[Sg] zapecC*

*

Za @ < fiz C* imamo da ako je S;, = Sg

Na,ondaje Sq = Sgn V. ]

Sada moZemo da pokaZemo da je pretpostavka o postojanju suptilnog kardinala
dovoljna da se dokaZe konzistentnost Alkorove teorije 7. Rezultat slican ovom je na-

javljen na kraju Alkorovog rada [Alkor, 1980] ali, koliko je nama poznato, nikada nije
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objavljen. Dokaz koji ¢emo u nastavku predstaviti inspirisan je Jensenovim dokazom
tvrdenja da ispod svakog suptilnog kardinala postoji totalno neopisiv kardinal (za do-

kaz v. [Abramson et al., 1977] ili [Friedman, 2001]).

TEOREMA 146. ZFC+ "3k x JE SUPTILAN KARDINAL”FCon (7).

DokAz. Nekaje C ={a <« :|Vy|=a}. Skup C je CLUB u k. Za svako «a € C, neka je

@a(x,y) € —formula, aq € Vg, by < V, takvi da:
(Vi, €) F @alaq, ba)

ali za svako c € V,, takvo da je ¢ < by:

Vi, ) @alag,c)

Dalje, neka je p, € w Gedelov broj formule ¢q (x,y) (kodirajuci formule elemen-

tima skupa w, onako kako je to uc¢injeno u, recimo, [Drake, 1974, p. 90 ff]) i neka je
Sa =100, pa)} U{(1, @)} U {(2,%) : X € by}

gde su ¢q, a, i by kao gore. Inace, neka je Sy = @.

Nekasu § <yiz C takvida je Sg = Syn Vg, na osnovu prethodne leme. Primetimo da
su, prema konstrukciji od S, gore, Sgi Sy ili oba neprazna ili oba jednaka @. Pretposta-
vimo da su Sg i Sy neprazni. Onda Ce g biti ista formula kao i ¢y, i vazice ag = a, kao
i bg = by N Vg. Medutim, kako je (Vy, €) = @gplag,bp) , bg < by i bg € Vy, ovo protivreci
gorenavedenom uslovu za Sy. Dakle, imamo da Sg = S, = @.

Sada cemo da pokazemo da aksioma (7'4) vaZi u strukturi (V4, V), €). Da bi izlaga-
nje bilo preglednije, aksiomu (74) ¢emo da formuliSemo sa po jednom promenljivom
X,y iz mesto konacnih nizova X,yiZz. Dokaz opstijeg slucaja u potpunosti nalikuje

ovom jednostavnijem dokazu. Da bismo videli da:

(VK,Vy,€)|=x€ VAySVAapxy)—3zcy(ze VA@(x,2))
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pretpostavimo da postoje x € Vy i y < V, takvida je
Ve, €)Fo(x,y)

Na osnovu izbora od Sy gore, imamo da postoji neko z € y takvo da je z € V) i vaZi
Vi, €) E p(x, 2)

drugim re¢ima

Vi, Vy,€)F3zc y(ze V A (X, 2))

Posto su nivoi kumulativne hijerarhije tranzitivni i supertranzitivni, tj. x€ y € V}, =
xeVyixcyeV,= xeV,,zasvako x, y i ordinal y, lako je videti da ostale aksiome

teorije T (aksiome (Al — A3) gore) vaze u (Vy, V), €). U

Poslednje tvrdenje odgovara na pitanje iz [Alkor, 1980, Question 4.3], naime da
li postoji karakterizacija (pomocu svojstava velikih kardinala) parova «,y takvih da
(Vk, Vy,€) E T? Da bismo odgovorili na jo$ neka pitanja koja su u ovom radu posta-

vljena, bi¢e nam neophodna sledeca tvrdenja (za dokaz v. [Boos, 1975]).

TEOREMA 147. [Jensen and Kunen, 1969] Za svako a = w, ako je x (a) = x ErdeSov

kardinal onda je x suptilan kardinal.

Dakle, svaki ErdeSov kardinal (v. DEFINICIJA 86) je suptilan. Medutim, najmanji

ErdesSov kardinal veci je od najmanjeg suptilnog kardinala (za dokaz v. [Boos, 1975]):

TEOREMA 148. [Reinhardt and Silver, 1965] Ako je x = x (w) onda postoji A < x gde

je A suptilan kardinal.

Oslanjajuci se na poslednje tvrdenje i TEOREMU 146 moZemo da odgovorimo na
sledece pitanje iz [Alkor, 1980, Question 3.3]: Dali je u teoriji T dokazivo 9 — (0)5*, tj.
daje 9 najmanji Erdesov kardinal? Naime, ovo tvrdenje nije dokazivo u T, ako je teorija

T konzistentna.
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6.5. JoS o principima refleksije

U prethodnim poglavljima bavili smo se principima refleksije slede¢i Gedelovu su-
gestiju da se sve jake aksiome beskonac¢nosti moraju moci redukovati na njih. U odeljku
[4.3] smo videli na koji nacin Gedel, sluze¢i se ovim principima, daje neformalno oprav-
danje postojanja nekih velikih kardinala. U odeljku [6.2] smo na osnovu pre svega Levi-
jeve analize teoreme refleksije u ZFC videli da je moguce ovu Gedelovu zamisao odve-
sti jo$ dalje, tako $to moZemo da formuliSemo jake principe refleksije koji za posledicu
imaju postojanje velikih kardinala koje Gedel nije eksplicitno razmatrao.

Medutim, svi veliki kardinali koje smo na ovaj nacin u moguénosti da opravdamo
(nedostizni, a—nedostizni, Maloovi, a—Maloovi, itd.) pripadaju familiji takozvanih
malih velikih kardinala. Za ovu familiju vaZi sledece: ako je o tvrdenje koje tvrdi posto-

janje nekog od kardinala iz ove familije, onda

Con(ZFC+o0)=>Con(ZFC+V =L+0).

Ovaj ogranicCavajuci rezultat namece sledece pitanje: da li je moguce formulisati prin-
cipe refleksije koji ¢e posedovati visok stepen unutrasnje opravdanosti (onako kako ju
je Gedel razumeo, v. odeljke [4.1] i [4.4]), a koji Ce za posledicu imati V # L?

Da bismo pokusali da na ovo pitanje odgovorimo, Gedelova sugestija da , [s]vi prin-
cipi uspostavljanja aksioma teorije skupova moraju se moci redukovati na Akermanov
princip: Apsolut je nesaznatljiv.”[Wang, 1996, p. 283] nam je posluZila kao podsticaj da
u odeljku [6.4] ispitamo neka moguca proSirenja Akermanove teorije A. Po Gedelovom
misljenju Akermanov ,sistem je zanimljiv jer je slab u pogledu svojih posledica, medu-
tim, nesto §to je slabije moZe ponekad da posluZi kao bolja osnova za snazna prirodna
prosirenja neko neki jak pocetni sistem” [Wang, 1996, pp. 282-283]. Medutim, i najjace
takvo proSirenje koje je nama poznato, Alkorova teorija T, pokazalo se kao suviSe slabo
da prevazide barijeru V = L.

Pitanje formulisanja plauzibilnih principa refleksije koji bi za posledicuimali V # L

nije novo. Njega je u [Koellner, 2009] postavio Kelner. Prisetimo se da smo se prilikom
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definisanja neopisivih kardinala (DEFINICIJA 123, DEFINICIA 129) u odeljku [6.2] slu-
zili samo parametrima drugog reda Uy, ..., U, < V. Ako bismo dopustili parametre tre-
ceg reda Uy, ..., U, < £ (V,) u pomenutim definicijama, onda bismo u ZFC mogli da
pokazemo da ne postoje H%—neopisivi kardinali. U kontekstu principa refleksije ovo
znaci da su principi koji dopuStaju parametre treceg reda inkonzistentni [Reinhardt,
1974a]. Kao pokusaj da ovu prepreku prevazide, Tejt je formulisao principe refleksije
viSeg reda [Tait, 2005, pp. 133-154] u kojima su klase formula koje reflektujemo ograni-
¢ene na takozvane pozitivne formule’. Uz ovo ogranienje, Tejt je pokazao da je princip
refleksije treceg reda konzistentan (uz izvesne pretpostavke o postojanju velikih kardi-
nala), i strogo jaci od principa refleksije drugog reda, dok je medutim Kelner pokazao
[Koellner, 2009] da je ¢ak i sa ovim ogranicenjem na pozitivne formule Tejtov princip
refleksije Cetvrtog reda inkonzistentan.

Sto se tice snage Tejtovog ograni¢enog principa refleksije treceg reda, Kelner je u is-
tom radu pokazao da oni ne dokazuju postojanje najmanjeg ErdeSovog kardinala x (w)

(v. DEFINICIJA 86). Posledica ovog rezultata je po njegovom misljenju sledece:

Na osnovu ovoga bismo mogli da zaklju¢imo da su ,principi reflek-
sije” uopSte uzev slabi. Medutim, u odsustvu preciznog odredenja
pojma principa refleksije ne mozemo formulisati, a tim pre ni do-
kazati, ograniavajuci rezultat koji bi ovo tvrdio. Sta vise, tesko je
videti kako bismo mogli da pruzimo adekvatnu i precizno odrede-
nje neformalnog pojma principa refleksije posto izgleda da je priroda
ovog pojma u sustini shematska i ,neograni¢eno prosiriva” (indefi-
nitely extendible), u smislu da svaki pokuS$aj preciziranja moze biti
prevaziden reflektujuci refleksiju. Medutim, na$ glavni ogranicava-
juci rezultat je takode shematski i ¢ini se da bi njegov dokaz mogao
biti ponovljen u svakom takvom slucaju - ErdeSov kardinal x (w) se

¢ini kao nepremostiva prepreka kada su principi refleksije u pitanju'’.

9Grubo govoreci, ovo su formule u kojima se ne javlja veznik implikacije niti negacije.
10Erdesov kardinal x (w1) ima za posledicu 0° §to povlaci daje V # L.
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Ovo nije precizno tvrdenje, ali ono vodi sledecem izazovu: formuli-
sati snazan princip refleksije koji poseduje unutrasnje opravdanje na
osnovu iterativnog pojma skupa i koji prevazilazi x (w) prepreku. [Ko-

ellner, 2009, p. 217]

Rezultat koji se tice Alkorove teorije T iz odeljka [6.4] moZemo da posmatramo kao
podrsku ovom Kelnerovom izazovu. Principi refleksije koji su nastali kao uopstenja re-
zultata Levija i Montegjua, kao i njihovi pandani u Akermanovoj aksiomatizaciji teorije
skupova i njenim proSirenjima ¢ine se kao suviSe slabi da bi imali za posledicu V # L.
U prilog Kelnerovom izazovu govori i sledece: postojanje kardinala x = «x (w) (5to je
konzistentno sa V = L) ima za posledicu postojanje w—niza nerazlucivih za strukturu
(Vk,€), gde za svaki Clan tog niza A vazi da je (V),€) < (Vi, €), i pride je (V}, €) zatvoren
za mnoga jaka svojstva refleksije. Na ovaj nacin bismo mogli da pokaZemo, ne pozi-
vajuci se na Cinjenicu da je svaki ErdeSov kardinal suptilan, da postojanje ErdeSovog
kardinala x (w) dokazuje konzistentnost Alkorove teorije 7.

Na osnovu prethodno recenog Kelner zakljucuje da bi trebalo da se rukovodimo
pre razlozima spoljas$nje opravdanosti novih aksioma nego li njihovim unutra$njim
opravdanjem. PoSto principi refleksije, po njegovom misljenju, poseduju najvisi ste-
pen unutradnjeg opravdanja od svih kandidata za nove aksiome, a ovi principi su ili
preslabi ili inkonzistentni, da bismo bili u stanju da formuliSemo veoma jake aksiome
i time umanjimo posledice nepotpunosti unutar ZFC moramo da odustanemo od do-
deljivanja primata unutrasnjoj opravdanosti novih aksioma. Iako je Kelnerova kritika
pozicija koje favorizuju unutradnje opravdanje usmerena pre svega na Tejta, Cini se da
on i Gedelu pripisuje sli¢cno stanoviste [Koellner, 2009, p. 208].

U odeljku [4.4] zastupali smo smo glediSte da Gedel nije dodeljivao primat unutra-
$njem opravdanju i da je odnos izmedu unutrasnjeg i spoljasnjeg opravdanja razumeo
na kompleksniji nacin koji potcrtava njihovu uzajamnu interakciju. Ako je ovo glediste
tacno, onda Gedel ne moZe biti meta Kelnerove kritike. Na pocetku odeljka [6.2] naveli

smo sledecu Gedelovu opasku koja se ticala principa refleksije:
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[s]vi principi uspostavljanja aksioma teorije skupova moraju se mo¢i

redukovati na Akermanov princip: Apsolut je nesaznatljiv. Snaga ovog

principa se uvec¢ava kako usvajamo sve jacCe sisteme teorije skupova.

Svi ostali principi su samo heuristicki. Dakle, centralni princip je prin-

cip refleksije koji Ce se, izgleda, sve bolje razumeti kako se naSe isku-

stvo uvecava. U meduvremenu, bi¢e nam od pomoci ako izdvojimo

konkretnije principe koji ili pruzaju neke dodatne informacije ili nisu

ocCigledne posledice principa refleksije kako ih trenutno razumemo.

[Wang, 1996, p. 283]
Ideju da ce se princip refleksije , sve bolje razumeti kako se naSe iskustvo uvecava” smo
ve¢ imali prilike da sretnemo u pomenutom odeljku [4.4] kada smo govorili o povrat-
nom odnosu izmedu unutras$njeg i spoljaSnjeg opravdanja. Ova vrsta odnosa podra-
zumeva da jedna vrsta opravdanja nadopunjuje drugu pri ¢emu se nijednoj od njih ne
moze dati preimuéstvo.

Poslednja Gedelova napomena moZe da pomogne i da bolje razumemo ogranica-
vajuce rezultate koji se ticu principa refleksije o kojima smo ranije govorili. Iako su svi ti
principi kojima smo se do sada bavili slabi, sasvim je moguce da ¢e neki drugaciji prin-
cipi imati ve¢u snagu i da ¢e moci da prevazidu prepreke koje se pred njih postavljaju.
Prilikom formulisanja takvih, novih, principa veliku ulogu ¢e imati nase dosadasnje is-
kustvo sa uopStenjima rezultata Levija i Montegjua, Akermanovom aksiomatizacijom

teorije skupova kao i principima refleksije koji se javljaju u drugacijim kontekstima.
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GLAVA7

VUDINOV PROGRAM

U ovom poglavlju ¢emo da predstavimo neke savremene programe formulisanja
novih aksioma teorije skupova. Posebno ¢e nas zanimati Vudinov program i njegova
filozofska pozadina, kao i rezultati iz oblasti takozvanih forsing aksioma. Za razliku od
ostalih poglavlja gde smo mogli da postignemo kakav-takav stepen potpunosti mate-
rije o kojoj smo pisali, to u ovom poglavlju, zbog prirode rezultata o kojima ¢emo da
govorimo, nece biti moguce. Ono §to moZemo da uradimo jeste da ponudimo jednu
grubu skicu rezultata iz ove oblasti koji se nama ¢ine najrelevantnijim za probleme ko-
jima se bavimo. Za viSe detalja, zainteresovanog ¢itaoca upucujemo na literaturu koja

¢e u ovom poglavlju da bude navodena.

7.1. Igreideterminisanost

Prisetimo se da je cilj Gedelovog programa formulisanja novih aksioma teorije sku-
pova relativna redukcija nepotpunosti kojoj je izloZena teorija ZFC. Videli smo da
postoje neka prirodna tvrdenja jezika teorije skupova, na prvom mestu CH, koja ova
teorija nije u stanju da odluci. Uloga novih aksioma jeste da ova i sli¢na tvrdenja odluci,
dokazujuéi njih ili njihovu negaciju. Nazalost, iz rezultata Levija i Soloveja [Lévy and

Solovay, 1967] sledi da aksiome velikih kardinala ne odlucuju CH. Medutim, iako ne
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uspevaju da odluce CH, aksiome velikih kardinala su veoma uspesne u pogledu tvrde-
nja manje kompleksnosti od ovog.

Da bismo objasnili poslednje tvrdenje neophodno je da uvedemo nekoliko novih
pojmova, na prvom mestu pojam igre. Igre koje ¢emo razmatrati bi¢e takozvane igre
dva igraca sa savrsenim informacijama, tj. igre u kojima igrac¢i naizmenicno igraju po-
teze koji su oboma poznati i u kojima ishod igre zavisi isklju¢ivo od niza odigranih po-
teza. Igre mogu biti konac¢ne ili beskonacne, u zavisnosti od toga posle koliko odigranih
poteza se igra smatra zavrSenom. Potezi naSih igraca bice prirodni brojevi, mada smo
namesto prirodnih brojeva mogli uzeti i neke druge objekte za poteze u igri. Motivacije
radi, pogledajmo kako izgleda jedna konac¢na igra.

Neka je n prirodan broj i neka je A proizvoljan podskup od w?". Igru G, (A) duZine
nigramo nasledecinacin: dvaigraca, I i I1 se naizmeni¢no smenjuju birajuci po jedan
prirodan broj. Potez igraca I u i-tom koraku oznacavamo sa x;, dok sa y; oznacavamo

potezigraca II u istom koraku. Posle odigranih n koraka, igra izgleda ovako:

I: X0 X1 Xn-1
II: Yo Y1 . Yn-1
Niz s = <x0,y0,xl,yg,...,xn_l,yn_l) redom odigranih poteza oba igraca zvaéemo

partijom igre G, (A). DuZinu niza s ¢emo oznacavati sa [h (s). Igrac I pobeduje u igri
G, (A) ako s € A, dok I pobeduje ako s ¢ A. NereSen rezultat igre nije dopuSten. Skup
A zovemo skupom pobednickih ishoda za igraca I.
Strategije nasih igraca bi¢e metode pomocu kojih ¢e, na osnovu prethodno odigranih
poteza, odredivati svoj naredni potez. Uzmimo da je, kao i gore, G, (A) konacna igra

duzine n. Takode, neka je

E(a)<2”) = {s:se U w*ilh(s) jeparan}.
k<2n

Strategija za igraca I je funkcija:
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o E(w"*") - w.

Dakle, strategija za igraca I je funkcija koja svakom parnom nizu prirodnih brojeva
duZine < 2n dodeljuje prirodan broj. Primetimo da je igra¢ I na potezu ako i samo ako
je broj do tada odigranih poteza paran. Strategija 0 mu onda govori kako da, na osnovu
do tada odigranog, odigra sledeci potez. Strategiju za igraca /I definiSemo potpuno
analogno, sa domenom skupom neparnih nizova duZzine < 2n.

Ako nam je data strategija o za igraca I, i proizvoljan niz poteza s;; = (yo, 1, .- Yn-1)
igraca I1, moZemo konstruisati partiju igre G, (A) tako §to cemo primeniti strategiju o
na sy7. Ovu partiju oznacavamo sa o * sy;. Poteze igraca I definiSemo induktivno na

slede¢i nacin:

X0 =0 (),

X1 =0 ({X0, Y0, X1, Y1, o0r Xb» Vi) -

Dakle, ako se I sluZi strategijom o a IT igra poteze s;; = (Yo, y1,---, Yn—1), igra ciji je

ishod partija o * s;; izgleda ovako:

I: o) o ({o (), ¥0))
II: Yo N4

Analogno prethodnom moZemo definisati partiju s; * T koja nastaje ako se igrac 11 drzi
neke strategije T dok igrac I igra s; = (xg, X1, ..., Xp—1)-

Medutim, nece svaka strategija biti jednako dobra. Posebno nas zanimaju one stra-
tegije koje garantuju pobedu jednom od igraca. Neka je, kao i do sada, G, (A) kona¢na
igra. Kazemo da je o pobednicka strategija za igraca I ako za svaki niz s € ©”, imamo
da o * s € A. Analogno tome, 7 je pobednicka strategija za igraca 11 ako za svaki niz
s€ w" imamo da s * 7 ¢ A. Jasno je da ne mogu oba igraca imati pobednicku strate-
giju za datu igru G, (A). Jer, pretpostavimo da obojica imaju pobednicku strategiju i
da je slede jedan protiv drugoga. To nam daje kontradikciju da neki niz i pripada i ne

pripada A.
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Sa tim pojmovima iza nas, moZemo definisati sledec¢i, koji zauzima centralno me-

sto u teoriji igara:

DEFINICIJA. Igra G, (A) je determinisana ako jedan od igraca ima pobednicku stra-

tegiju.

Istorija narednog tvrdenja nije u potpunosti jasna [Schwalbe and Walker, 2001] ,
ali je sigurno da zasluge za njega pripadaju Cermelu [Zermelo, 1913], Kenigu [Konig,

1927] i Kalmaru [Kalmar, 1928], izmedu ostalih:
TEOREMA 149. Svaka konacna igra G, (A) je determinisana.

Dokaz prethodnog tvrdenja je jednostavan. Ako nam je data proizvoljna konacna

igra G, (A), onda igrac I ima pobednicku strategiju ako i samo ako vazi sledece:

X0V Y0...3%,Y Y { X0, Y05 ev0r Xy Y ) € A.

S druge strane, igrac¢ I1 ima pobednicku strategiju ako i samo ako vaZi negacija pret-

hodnog:

Y X03Y0---Y X3V (X0, Y0, -0 X, Y ) & A.

Dakle, determinisanost konac¢nih igara je logicka teorema.

Analogno kona¢nim igrama, moZemo definisati beskonac¢ne igre G (A) duzine w. U
ovom slucaju, skupovi pobednickih ishoda A bic¢e proizvoljni podskupovi od w®. Ele-
menti skupa w® su beskonacni nizovi prirodnih brojeva, koje u teoriji skupova ¢esto
poistovecujemo sa realnim brojevima. Pojmove strategije, igranja u skladu sa strategi-
jom, pobednicke strategije za igrace I i 1] kao i pojam determinisanosti beskona¢nih

igara, definiSemo analogno slucaju konac¢nih igara.

7.2. Aksiome determinisanosti i veliki kardinali

Da li su, kao i u kona¢nom slucaju, sve beskonacne igre determinisane? Ovo nije
slu¢aj. U ZFC mozemo dokazati da postoji skup A < w® koji nije determinisan. Za do-

kaz poslednje Cinjenice, neophodna nam je aksioma izbora. Medutim, daleko od toga
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da to ¢ini teoriju beskonac¢nih igara nezanimljivom. Ako se skupovi A € w® ,lepo pona-
Saju”, igre G (A) Ce biti determinisane. Poku$ajmo da bacimo malo svetla na prethodno,
veoma neodredeno, tvrdenje. Prisetimo se da se, u teoriji skupova, elementi skupa w®
nazivaju jos$ i realnim brojevima, dok sam skup w® zovemo Berovim prostorom. Na pri-
rodan nacin, skup v” mozemo snabdeti topologijom, $to ¢e nam omogucditi da izmedu
ostalog govorimo o otvorenim i zatvorenim skupovima. Po$avsi od otvorenih skupova,
mozemo definisati klasu Borelovih podskupova od w® kao najmanju klasu koja se do-
bija zatvaranjem otvorenih skupova za operacije komplementacije i prebrojive unije.
Ove skupove mozZemo klasifikovati unutar (transfinitne) Borelove hijerarhije na osnovu
toga koliko koraka nam je neophodno da do njih stignemo, ako podemo od otvorenih
skupova i primenjujemo dve gorepomenute operacije.

Klasic¢an rezultat u teoriji beskonacnih igara koji kaZe da su igre na otvorenim, kao
i igre na zatvorenim skupovima A € w®“ determinisane, dokazali su Gejl i Stjuart [Gale
and Stewart, 1953] pocetkom pedesetih godina proslog veka. Napredak na ovom po-
lju je dolazio polako, pa je tako, sve do 1975. godine dokazana determinisanost igara
na skupovima koji €ine svega nekoliko pocetnih nivoa Borelove hijerarhije. Pomenute
godine Martin [Martin, 1975] je dokazao da su sve igre na Borelovim skupovima de-
terminisane. Ovo je najbolji moguci rezultat koji moZemo dokazati u teoriji ZFC, u
tom pogledu $to je determinisanost igara na skupovima A < w® koji su, u izvesnom
smislu, kompleksniji od Borelovih, nedokaziva unutar ove teorije. Na primer, ako do-
zvolimo operaciju uzimanja neprekidne slike Borelovih skupova, dobijamo takozvane
analiticke skupove. Ovi poslednji, pak, ¢ine samo prvi nivo projektivne hijerarhije sku-
pova. Klasu projektivnih skupova dobijamo zatvaranjem analitickih skupova za ope-
racije komplementacije i projekcije. Martin [Martin, 1970] je u ZFC + 3x x JE MERLJIV
dokazao da su sve analiticke igre determinisane.! Deset godina posto je dokazao de-
terminisanost svih igara na Borelovim skupovima Martin je, zajedno sa Stilom (John

Steel) [Martin and Steel, 1989], dokazao i determinisanost svih igara na projektivnim

Iposledica ovog rezultata jeste i determinisanost svih igara na Borelovim skupovima. Martinov dokaz iz
1975. godine, medutim, eliminiS§e dodatnu pretpostavku postojanja velikih kardinala u ovom slucaju.
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skupovima A < w®. Poslednje tvrdenje, koje kaZe da su sve igre na projektivnim sku-
povima determinisane, najéesée se oznacava skra¢enicom PD.”> Neka je vy tvrdenje
»postoji beskona¢no mnogo Vudinovih kardinala”. Sredstva koja su neophodna da bi-
smo dokazali PD pruZza nam teorija ZFC + v. Precizna definicija Vudinovih kardinala
je donekle komplikovana, u tehnickom smislu, pa je neCemo navoditi na ovom mestu.
Recimo samo da su Vudinovi kardinali regularni, strogo veci od merljivih, kao i da je
skup {A <« : A JE MERLJIV }, gde je k Vudinov kardinal, stacionaran u x.

S druge strane, ako pretpostavimo determinisanost igara na odredenim klasama
skupova A < w®, za posledicu imamo da ovi skupovi time dobijaju neka veoma po-
Zeljna svojstva. Rec je o svojstvima regularnosti kao $to su Lebeg-merljivost, Berovo
svojstvo, svojstvo savrSenog skupa itd. Na primer, ako teoriji ZF dodamo aksiomu AD,
koja kaZe da su igre na svim skupovima A € w® determinisane® [Mycielski and Stein-
haus, 1962], za rezultat imamo da teorija ZF + AD dokazuje da je svaki skup realnih
brojeva (tj. podskup skupa w®) Lebeg-merljiv, da ima Berovo svojstvo, kao i svojstvo
savrSenog skupa. Medutim, kao §to smo na pocetku odeljka kazali, teorija ZFC + AD
je inkonzistentna, pa je AD usvojena samo kao tvrdenje koje pruza dobru heuristiku
za to kakvu vrstu aksioma bi trebalo traziti ako Zelimo lepa svojstva regularnosti na
skupovima realnih brojeva.

Osim toga, moZemo ogranic€iti AD na neki unutra$nji model teorije ZF , u kojem
bi onda ziveli ,,regularni” skupovi, oni liSeni patoloskih svojstava koje povlaci aksioma
izbora. Na primer, L(R), najmanji tranzitivni unutrasnji model teorije ZF koji sadrzi
sve ordinale i sve realne brojeve, moZe posluZiti toj svrsi. Neka je AD!®tvrdenje da
su sve igre na skupovima realnih brojeva iz L(R) determinisane. Takode, neka je ¢
tvrdenje ,postoji beskonacno mnogo Vudinovih kardinala i merljiv kardinal iznad svih
njih”. Vudin je pokazao [Woodin, 1988] da ZFC + ¢ - AD*®_ S druge strane, teorija
ZFC + AD"®dokazuje postojanje unutrasnjeg modela teorije ZFC + 1, gde je v, kao

i gore, tvrdenje ,,postoji beskonacno mnogo Vudinovih kardinala”.

2Skracenica PD stoji mesto ,projektivna determinisanost”.
3Skracenica AD stoji mesto ,aksioma determinisanosti”.
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Sto se projektivne determinisanosti, PD, tiCe teorija ZFC + PD dokazuje da su svi
projektivni skupovi realnih brojeva Lebeg-merljivi, da imaju Berovo svojstvo kao i svoj-
stvo savrSenog skupa. Dakle, situacija je potpuno analogna slucaju teorije ZF + AD, s
klju¢nom razlikom §to smo, ogranicavanjem na definabilnu determinisanost, u mo-
gucnosti da zadrzimo neograniCenu aksiomu izbora. To proSirenje pomenutih svoj-
stava regularnosti na Citavu projektivnu hijerarhiju od centralnog je znacaja u deskrip-
tivnoj teoriji skupova. U tom pogledu, posledice projektivne determinisanosti predsta-
vljaju prirodnu ekstenziju klasi¢nih rezultata koji se ticu poc€etnih nivoa ove hijerarhije
[Moschovakis, 2009]. Jedina poznata tvrdenja aritmetike drugog reda koja su neodlu-
¢iva u teoriji ZFC+ PD jesu instance Gedelovih recenica, kao i reenica koja tvrdi kon-
zistentnost te teorije. Na osnovu sadasnjeg znanja, moZemo reci da teorija ZFC + PD
»potpunije” opisuje svoju strukturu (H(X),€) (v. DEFINICIJA 48), nego $to to Cini Pea-
nova aritmetika, PA, za standardnu strukturu prirodnih brojeva . Naime, nisu poznata
»prirodna” matematicka tvrdenja izrazena na jeziku £p 42 koja bi bila neodluciva sred-
stvima teorije ZFC + PD. U tom smislu, mozemo reéi da je teorija ZFC + PD prava®

teorija strukture (H(Xy), €).

7.3. Genericka apsolutnost i forsing aksiome

Imajuci u vidu te posledice teorije ZFC+ PD po strukturu nivoa H(X;), moZemo se
pitati da li je moguce formulisati neke aksiome koje bi imale slicne posledice po struk-
turu nivoa H(X)? Ideja je da pokuSamo da na neki nacin ,obuzdamo” varijabilnost
koju sa sobom nosi forsing na nivou H(R,). U pogledu strukture (H(Xp), €) znamo da
su njena svojstva, u kontekstu teorije ZF, genericki apsolutna, tj. invarijantna u po-
gledu forsinga. Drugim rec¢ima ,,(H(Xy), €) zadovoljava ¢” je zadovoljeno u modelu .#
teorije skupova ako i samo ako je zadovoljeno u generickom proSirenju . [G]. Ovo je
posledica Senfildove teoreme o apsolutnosti. U okruZzenju teorije ZF + PD, prethodni
rezultat se prenosi na narednu strukturu; svojstva teorije (H(X1), €) postaju genericki

apsolutna. Naredna struktura (H(X»),€) ima pak posebnu vaznost, utoliko $to je ovo

4 Prava” u tom pogledu $to izgleda poseduje najveci moguci stepen potpunosti, dok u isto vreme struk-
turu opisuje na nacin koji smatramo ispravnim.
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nivo na kom se javlja hipoteza kontinuuma CH. Imajuci u vidu prethodno receno,
Vudin [Woodin, 2010b]je dokazao sledeci rezultat sluzeci se pojmom Q-hipoteze, koji

¢emo donekle razjasniti posto navedemo samu teoremu:

TEOREMA 150. Ako je Q-hipoteza istinita, onda svaka teorija skupova koja nastaje
iz ZFC pridruZivanjem aksioma koje su kompatibilne sa postojanjem velikih kardinala
i koja ¢ini svojstva strukture (H(X2), €) invarijantnim u pogledu forsinga implicira da je

CH lazna.

Vudinova Q-hipoteza je tehnicki zahtevno tvrdenje koje, grubo govoreci, kaze da je
Q-logika, logika koju je Vudin formulisao ne bi li ideju invarijantnosti u pogledu for-
singa u¢inio matematicki operabilnom, potpuna u uZem smislu. Istinitost Q-hipoteze
je medutim i dalje otvoren problem. Takode, koliko je nama poznato, u jednom va-
znom delu Vudinovog argumenta je bila greSka. Radi se naime o tvrdenju da ako je
Q-hipoteza istinita, onda je skup Q—valjanih formula definabilan u izvesnom lokal-
nom smislu.

Da li pomenuti rezultati predstavljaju reSenje problema kontinuuma? Tesko da se
moze reci da je to slucaj, i Vudin se sa tim slaZze. Ono $to ovi rezultati pokazuju jeste
da problem kontinuuma nije ,,inherentno neodreden”, pa da je moguce ponuditi ma-
tematicko reSenje za njega u buducnosti [Woodin, 2001b,c].

Vudinov program, podizanje genericke apsolutnosti do nivoa H(X»), ima izvesnih
ograniCenja. Na primer, nemoguce je postici genericku apsolutnost od nivoa (H(X3), €)
nagore. S druge strane, izgleda da Vudinov rezultat daje ispravan odgovor na CH. Na-
ime, jedna od aksioma koje je Vudin predlozio, takozvana (x)-aksioma, koja zadovo-
ljava uslove iz prethodne teoreme, povlaci da je 2% = R,. Izgleda da, u tom pogledu,
kardinal X, predstavlja fokalno mesto vrednosti kontinuuma. Jedna vazna klasa aksi-
oma, za koju ¢emo nesto viSe detalja da damo u nastavku, takode ima za posledicu
280 = Ry,

Aksiome koje smo upravo spomenuli zovu se forsing aksiome. Forsing aksiome na-
stale su kao ojacanja jednog tvrdenja koje je formulisao Martin, a koje se zove Mar-

tinova aksioma (M A). Tokom 1964/65. godine Tenenbaum (Stanley Tennenbaum) i
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Solovej su zajedno radili na dokazu konzistentnosti Suslinove hipoteze (SH), tj. na do-
kazu sledeceg tvrdenja: Con(ZFC) = Con(ZFC+ SH). Ovaj dokaz je kasnije objavljen
u [Solovay and Tennenbaum, 1971]. Kada je Martin 1967. godine pogledao Solovejev
i Tenenbaumov dokaz, primetio je da sluze¢i se idejama iz njihovog rada moZe da se
dokaze sledec¢a implikacija: Con(ZFC) = Con(ZFC + MA+ 2% =R,), i Solovej je ovu

primedbu uneo u rad [Solovay and Tennenbaum, 1971].

DEFINICIJA 151. Ako je x = Xy kardinal onda je M A (x) skraenica za sledece tvr-
denje: za svako ccc parcijalno uredenje P i za svaku familiju 2 gustih podskupova u P

kardinalnosti < k, postoji 2 —genericki filter G u P.

Martinova aksioma M A je sledece tvrdenje:
(MA): M A(x) vazi za svaki kardinal x < 20,
Tvrdenje M A(Ry) poznato je jo§ i pod imenom LEMA RASOVE I SIKORSKOG i dokazivo
jeu ZFC (v. LEMA 101).

Na osnovu prethodnog tvrdenja sledi da CH = M A. S druge strane, ve€ smo napo-
menuli da je M A konzistentna sa "CH, pri ¢emu su mnoge posledice od CH takode
posledice i od M A. Tvrdenje M A(X;) nije ekvivalentno sa M A+ —CH; moZe da se po-

kaze da M A(R;) ne povlaci M A(R»). Medutim, M A(X;) povlaci ~CH:

DokAz. Pretpostavimo da CH vaZiineka je s = (rq | @ < w1) niz koji pobrojava sve
realne brojeve. Za svako a < w1, nekaje D, = {a€R| a # rq}. Skup D je otvoren skup
koji je gust u R, za svako @ < w,. Dakle, svaki realni broj koji pripada preseku svih D,

je realni broj koji ne pripada nizu s gore, Sto je nemoguce. U

Jedno vazno pojacanje M A(X;) koje ima posledice u pogledu kardinalnosti konti-
nuuma jeste takozvana aksioma pravog forsinga (PF A, §to je skracenica od proper for-
cing axiom). Ovu je aksiomu formulisao Baumgartner [Baumgartner, 1983, 1984] koji
je izmedu ostalog dokazao i da je ona relativno konzistentna u odnosu na postojanje

superkompaktnog kardinala®. Baumgartnerova aksioma je sledece tvrdenje:

SKazemo da je kardinal x A— superkompaktan ako postoji elementarno utapanje j: V — M ¢ija je kri-
titna tacka « i vazi *M < M. Kardinal « je superkompaktan ako je A— superkompaktan za svaki ordinal
A.
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(PFA):  za svako pravo (proper) parcijalno uredenje P i za svaku familiju 2 gustih

podskupova u P kardinalnosti < X; postoji Z—genericki filter G u P.

Pojam pravog uredenja je tehnicki zahtevan i neCemo ga ovde definisati. Dovoljno ¢e
biti da kaZemo da se ovde radi o izvesnom oslabljenju uslova ccc iz MA. Jedna od
posledica aksiome PFA jeste da vazi 2% = R,. Takode vaziida PFA = MA(R;). Posto
je 2% < 281 = R, na osnovu prve od ovih posledica, a 2% > R, na osnovu druge, sledida
PFA povlaci 2% = R,. Ovaj je rezultat dokazao Stevo Todor&evi¢ krajem osamdesetih
godina proslog veka [Bekkali, 1991]. Za viSe detalja o PFA, zainteresovanog Citaoca
upucujemo na sledeci pregledni rad [Moore, 2010].

Tvrdenje PFA moZe se jo§ viSe ojacati. Jedno snaZnije, vazno tvrdenje jeste Marti-
nov maksimum (M M). Ta aksioma moze da se formuliSe na slican nacin kaoi PFA, s
tom razlikom $to zahtevamo da parcijalno uredenje ima svojstvo da Cuva stacionarne
podskupove® od Ry. To tvrdenje je prvi put formulisano u [Foreman et al., 1988], i au-
tori su u tom radu pokazali da ako postoji superkompaktan kardinal «, onda postoji
forsing proSirenje u kome vazi x = R, kao i MM. Jedna od posledica M M jeste da za
svaki regularan kardinal x = R, , vazi da je ¥™*! = x. Na osnovu te posledice imamo da
vazi 2% < 281 < N?l =R,. S druge strane, poSto MM povlaci MA(R;), a MA(R;) povlaci
da vazi 2% > Xy, sledi da MM povlaci da je 2% = N,. Takode, posledica od MM je i
PFA.

S druge strane, moZe da se pokaZe da su neke ogranicene varijante forsing aksioma
ekvivalentne nekim prirodnim principima koji tvrde genericku apsolutnost [Bagaria,
2000]. Na primer, jedna takva aksioma, ograniceni Martinov maksimum (BMM, od
bounded Martin maximum) iz [Goldstern and Shelah, 1995], ekvivalentna je sledecem
tvrdenju: svaka X, recenica sa parametrima iz H(X») koja vazi u forsing proSirenju koje
cuva stacionarne podskupove od X, je istinita.

Tvrdenje BM M takode odlucuje hipotezu kontinuuma. Vudin je uz pretpostavku o
postojanju merljivog kardinala dokazao da vazi: BMM = 2™ = R,. Taj su rezultat po-

boljsali Aspero (David Aspero) i Vel¢ (Philip Welch) dokazavsi [Asperd and Welch, 2002]

6Ukratko, parcijalno uredenje [P cuva stacionarne podskupove od X, ako i samo ako stacionarni podsku-
povi od R; ostaju stacionarni u svakom forsing prosirenju sa P.
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da ta implikacija vaZzi uz nesto slabiju pretpostavku od merljivosti. Konac¢no, Todor-
cevi¢ [Todorcevic, 2002] je dokazao da te pretpostavke o postojanju velikih kardinala
mogu u potpunosti da se izostave. U stvari, Todorcevicev rezultat je jo$ jai: ne samo
§to BMM povlaci 2% = R, u ZFC, ve¢ ovo tvrdenje povladi veoma jake kombinatorne
principe 0 4c 10’ Cija je prethodna jednakost posledica (v. navedeni Todorcevicev rad
za formulaciju ovih principa).

Forsing aksiome mogu da se dovedu u vezu i sa aksiomama determinisanosti. Ne-
davno je Stil [Steel, 2005] pokazao, gradeci na ranijim Todorcevi¢evim rezultatima [To-
dorcevic, 1984], da PFA ima za posledicu AD'®, §to na jako lep nacin povezuje ove
dve oblasti.

U ovom odeljku smo videli da aksioma (*) koju Vudin predlaZe ima za posledicu
2% = R,. Medutim, pored te aksiome, i tvrdenja iz familije forsing aksioma takode
povlace isti taj rezultat. Na ovom mestu je vazno istaci da je i Gedel verovao da je kar-
dinalnost kontinuuma jednaka R, i, s tim u vezi, formulisao izvesna tvrdenja cija bi
konjunkcija trebalo da povlaéi rezultat 280 = R, [Godel, 1970a, pp. 420-425]. Nazalost,
u Gedelovom argumentu bila je greSka, ali u prilog njegovoj intuiciji govori skoras$nja
rekonstrukcija [Brendle et al., 2008], u kojoj su autori pokazali da tvrdenja koja je Gedel

formulisao zaista postavljaju gornju granicu za vrednosti kontinuuma, i to < X;y.

7.4. Krajnji L

Osim pristupa problemu CH koji smo izlozili gore, i koji ima za cilj da neutraliSe
posledice forsinga, Vudin je u poslednjih nekoliko godina formulisao i drugaciji pri-
stup ovom problemu [Woodin, 2010a, 2011b]. Ovaj drugaciji pristup medutim ima i
drugacije posledice u pogledu CH. Ovde ¢emo moc¢i da damo samo grubu ideju tih
novijih rezultata, delom zbog toga §to su sami rezultati jo$ uvek u nastajanju, a delom
i zbog toga $to bi nas njihov detaljan prikaz odveo suviSe daleko od naSe teme.

U uvodu smo napomenuli da se Gedel u dokazu konzistentnosti CHi GCH sa ZFC
sluzio metodom unutras$njih modela. Njegovo destilovanje konstruktibilnog univer-

zuma L predstavlja rodenje takozvanog programa unutrasnjih modela. U najkracem,
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taj program ima za cilj detaljno proucavanje velikih kardinala. Nakon §to je 1961. Skot
dokazao [Scott, 1961] da postojanje merljivog kardinala ima za posledicu V # L, jedna
od ideja vodilja tog programa je bila da se formulisu proSirenja od L koja su kompati-
bilna sa postojanjem velikih kardinala koji ne mogu postojati u L. Kunenova [Kunen,
1970] konstrukcija modela L [U] koji je kompatibilan sa postojanjem merljivog kardi-
nala kao i model L[E] Micela (John Mitchell) i Stila [Mitchell and Steel, 1994] koji je
kompatibilan sa postojanjem beskona¢no mnogo Vudinovih kardinala bili su koraci
u tom pravcu - na taj nacin konstrukcija unutra$njih modela koji lice na model L i
koji su kompatibilni sa postojanjem velikih kardinala napreduje ,0odozdo”, od manjih
kardinala ka veéim, korak po korak. Medutim, ispostavilo se da je proSirenje Micelo-
vog i Stilovog rezultata na vece kardinale veoma teZak problem. Konstrukcija unutra-
$njeg modela koji je kompatibilan sa postojanjem superkompaktnog kardinala najveci
je otvoreni problem teorije unutrasnjih modela. Medutim, u novijim Vudinovim ra-
dovima koje smo naveli gore, mogu se pronaci rezultati koji sugerisu da ¢e uspeSna
konstrukcija unutrasnjeg modela koji sadrzi superkompaktan kardinal ujedno da pro-
izvede i unutra$nji model za sve velike kardinale. To proSirenje Gedelovog konstrukti-
bilnog univerzuma Vudin naziva krajnji L (ultimate L). Aksioma koju Vudin predlaze
(zapravo, shema aksioma) na osnovu prethodno recenog je: V = KRAJNJI L. Njena pre-
cizna formulacija’ je veoma tehnicka, ali je ideja koja iza nje stoji jednostavna: mi jako
dobro razumemo unutradnji model L kao i njegova proSirenja, pre svega zahvaljujuci
Jensenovoj teoriji fine strukture. To bismo razumevanje onda pomocu Vudinove aksi-
ome mogli da ,preslikamo” na V, univerzum svih skupova. Sto se posledica ove Vu-
dinove aksiome tiCe, ona dokazuje da je GCH istinita, kao i da Vudinova QQ—hipoteza
vazi.

Ovde je na delu jedan zanimljiv obrt dogadaja. Prvi Vudinov program o kojem smo

ranije govorili, podizanje genericke apsolutnosti do nivoa H(X;), imao je za posledicu

7Postoji prava klasa Vudinovih kardinala i za svaku X3 —recenicu o vaZzi da ako o vaziu V', onda postoji
univerzalno Berov skup A < R takav da vazi

HOD"™® vy =0,

gde je © = ©LAR) | 74 vige detalja o ovoj aksiomi zainteresovanog ¢itaoca upuéujemo na navedene Vu-
dinove radove.

252



(uz dodatne pretpostavke o kojima smo govorili gore) negaciju hipoteze kontinuuma,
naime 2% = X,. Ovaj je rezultat bio u skladu sa o¢ekivanjima veéine u skupovno-
teorijskoj zajednici, bio je podrZzan mnogim drugim rezultatima, pre svega posledi-
cama forsing aksioma o kojima smo ranije govorili, a ovakvom ishodu u pogledu ve-
licine kontinuuma se i Gedel nadao. Da li ¢e Vudinov krajnji L imati dovoljno toga da
se preporuci pre svega skupovno-teorijskoj zajednici, ostaje da se vidi. Ono $to nas me-
dutim zanima jeste kako izgleda Vudinova pozicija u svetlu zahteva koje Gedel namece

kandidatima za nove aksiome?

7.5. Vudinovi filozofski argumenti

O filozofskoj pozadini svog programa Vudin govori u [Woodin, 2010a, 2011c], a naj-
viSe detalja moZe da se nade u [Woodin, 2011a]. Svoje argumente on iznosi u obliku di-
skusije izmedu skeptika i nekoga ko se bavi teorijom skupova. Gledista ovog drugog su
Vudinova gledista. Diskusija izmedu Vudina i skeptika ima dva dela. U prvom delu, Vu-
din iznosi argumente u prilog postojanja velikih konacnih brojeva (reda velic¢ine 2" gde
je n=|Vigool ) 1 smislenosti tvrdenja o njima, a skeptik to osporava, tvrdeci da postoje
samo ,mali” konacni brojevi. Skeptikovo stanoviSte je neka vrsta ultrafinitizma i nije
ga nimalo lako braniti. Medutim, Vudinovi argumenti nisu standardni argumenti koji
se iznose protiv ultrafinitizma (v. [Dummett, 1975]). Njegova ideja je da u prvom delu
diskusije na jednostavniji nacin predstavi argumente koje ¢e usmeriti protiv skeptika,
koji prihvata i mnogo viSe od onoga 3to ultrafinitizam dopusta. On Zeli da pokaZe da
nepostojanje velikih konacnih brojeva jeste Cinjenica koja moZe da se otkrije vec¢ u sferi
malih konac¢nih brojeva, kao i da sluze¢i se velikim kona¢nim brojevima mi mozemo
da predvidimo da se njihovo nepostojanje nikada nece otkriti u sferi malih konac¢nih
brojeva. Mi moZemo da pokuS8amo da u sferi malih kona¢nih brojeva pronademo do-
kaz za ¢injenicu da veliki konacni brojevi ne postoje (dokaz koji ne bi bio duzi od na

024, §to je prema skeptikovom misljenju mali broj, i koji bi tvrdio za 2", n kao
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gore, ne postoji), ali ako ne uspemo da taj dokaz pronademo, a neemo, onda je ra-
zloZzno da napustimo prvobitnu skepticku poziciju i da prihvatimo postojanje velikih
konac¢nih brojeva.

Drugi deo diskusije je zanimljiviji i tu ulazimo u sferu beskonac¢nosti. U ovom kon-

tekstu stanoviSte koje skeptik zauzima je sledece:

Matematicko razumevanje beskonacnosti je besmisleno i bez posledica,
jer je ¢itava koncepcija univerzuma skupova Cista izmisljotina. Sta vige,
sve teoreme teorije skupova su naprosto finitisticke istine, refleksije ma-
tematicara, a ne odraz neke prave matematicke ,stvarnosti”. [Woodin,

2011a, p. 94]

Iako izgleda da Vudinov skeptik ne prihvata ni jednu vrstu beskonac¢nosti, to nije slucaj,
jer ,,skeptik” referira na metamatematicku poziciju koja porice bilo kakvo znacenje
koncepciji neprebrojivih skupova.” [Woodin, 2011a, p. 94]. Izgleda da je pozicija Vu-
dinovog skeptika najbliZa onoj koju zastupa Feferman [Feferman, 1999], koji prihvata
postojanje prirodnih brojeva i smislenost tvrdenja o njima, ali koji nasuprot tome sma-
tra da je pojam proizvoljnog podskupa skupa prirodnih brojeva ,neodreden” i da za-
hvaljujuc¢i tome mnoga tvrdenja aritmetike drugog reda nemaju odredenu istinosnu

vrednost. Kao odgovor na ovakvo stanoviste, Vudin tvrdi sledece:

Razvoj teorije skupova, nakon Koena, doveo je do uvida da postoji ¢vrsta
hijerarhija jakih aksioma beskonacnosti [...] otkriveno je da u mnogim
slucajevima veoma razliciti pravci istrazivanja vode problemima ciji je
stepen nerazreSivosti precizno kalibrisan pojmom beskonac¢nosti. Hi-
jerarhija velikih kardinala se pojavljuje kao intrinsi¢na, fundamentalna

koncepcija teorije skupova. [Woodin, 2011a, p. 95]

Za razliku od skeptika koji porice odredenu istinosnu vrednost tvrdenjima koja se ticu
velikih kardinala, Vudin smatra da je, bas kao i u slucaju aritmetickih tvrdenja, njihova
istinosna vrednost odredena i na osnovu Cinjenice da su jake aksiome beskonacnosti
istinite on iznosi sledece predvidanje: u sledec¢ih 10,000 godina nece biti otkriveno da

je teorija ZF + AD inkonzistentna. [Woodin, 2011a, p. 96] To predvidanje moZe da
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se pobije pomocu konac¢nog svedocanstva, tj. konstruisanja dokaza protivrecnosti u
ZF+ AD.

U slede¢em koraku diskusije skeptik preuzima na sebe teret da opravda ovo pred-
vidanje [Woodin, 2011a, pp. 96-97]. Zasto skeptik to ¢ini? Ako skeptik smatra da su
razlozi na kojima pociva Vudinovo poverenje u ZF + AD slabi, ako veliki kardinali ne
postoje i jedino Cime se matematicari unutar teorije skupova bave jesu ,finitisticke
istine” o tome $ta iz Cega sledi, ako jake aksiome beskonacnosti nisu istinite, zasto bi
onda skeptik preuzeo na sebe teret da opravda predvidanje za koje smatra da je zasno-
vano na pogreSnim pretpostavkama? Vudin to ne kaze. Ono $to moZe da se nasluti
jeste da, posto je skeptik prihvatio smislenost aritmetickih tvrdenja, a Con(ZF + AD)
je jedno takvo tvrdenje, onda on moZe da to tvrdenje prihvati ili odbaci, ali ne i da
ga proglasi besmislenim ili neodredenim u pogledu njegove istinosne vrednosti. Ako
skeptik to tvrdenje odbaci, smatrajuci da je ono lazno, onda bi takode trebalo da ob-
jasni Cinjenicu da protivrecnost unutar teorije ZF + AD nije otkrivena. Slican zahtev
bice postavljen i pred skeptikom koji ¢e se u ovom slucaju ,,uzdrZati od suda”. S druge
strane, izgleda da je Vudinova ideja da ako skeptik prihvati tvrdenje Con(ZF + AD),
onda ¢e on videti da su najjaci razlozi koji ovom tvrdenju govore u prilog upravo ra-
zlozi koji poc€ivaju na jakim aksiomama beskonacnosti. PoSto izgleda da je Vudinov
skeptik veoma blagonaklon, on ¢e prihvatiti ove razloge kao razloge u prilog tvrdenja o
postojanju velikih kardinala i time napustiti svoju poc€etnu poziciju.

Ukratko, Vudinov argument bismo mogli da sumiramo na slede¢i nac¢in. Ako neko
prihvata smislenost tvrdenja o prirodnim brojevima, ali ne i o velikim kardinalima,
onda bi on trebalo da se izjasni po pitanju tvrdenja Con(ZF + AD). Ako smatra da je
ovo tvrdenje laZzno, a nije u stanju da to i dokaZe, onda ide nasuprot onome $to misli
vec¢ina danasnje skupovno-teorijske zajednice. To stru¢no misljenje nije konkluzivan
argument u prilog tvrdenju Con(ZF + AD), ali sigurno ima neku tezinu. Takode, ¢i-
njenica da protivrecnost unutar teorije ZF + AD jo$ uvek nije otkrivena dodatno slabi
poziciju onoga ko u konzistentnost te teorije sumnja. Ako je racionalno da to tvrdenje

prihvatimo, onda je takode racionalno da prihvatimo i najubedljivije razloge koji tom
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tvrdenju govore u prilog. Ti razlozi pocivaju na jakim aksiomama beskonacnosti. Po

Vudinovim rec¢ima:

Razvoj matematicke teorije beskonacnosti doveo je do izvesnog broja
predvidanja koja tvrde da odredene tehnicke aksiome koje se ticu po-
stojanja velikih kardinala nisu inkonzistentne sa aksiomama teorije sku-
pova [...] Do danasnjeg dana nema poznatog (i pouzdanog) objasnjenja
ovih predvidanja, osim onog koje kaZe da su ona istinita zato $to su od-
govarajuce aksiome istinite u univerzumu skupova. [Woodin, 2011a, p.

116]

Sudedi po poslednjoj recenici iz prethodnog citata, i Vudinovo stanoviste pripada nekoj
vrsti matematickog realizma bas kao i Gedelov platonizam. Detalje ovog svog stano-
vi§ta Vudin ne iznosi pa ne mozemo sa sigurnos¢u da kazemo koliko je to u skladu
sa Gedelovim glediStima o prirodi matematickih objekata kao i nacinu na koji mi te
objekte saznajemo. MoZda bismo nesto viSe mogli da zaklju¢imo ako uzmemo u ob-
zir stanovis$ta skeptika kojima se Vudin suprotstavlja. Iz ovoga bi onda sledilo da je
matematicko razumevanje beskonacnosti smisleno kao i da teoreme teorije skupova
jesu odraz matematicke stvarnosti koja nije nesto subjektivno i ne zavisi od ,refleksija
matematicara”. Jedno takvo stanoviSte bilo bi mnogo blize Gedelovom platonizmu,
posebno u pogledu njegove ontoloSke dimenzije. Nije medutim jasno da li bi Vudin
prihvatio to snaznije realisticko stanoviste.

Ostaje da se vidi u kojoj meri je program koji Vudin predlaze u skladu sa zahte-
vima koje je Gedel postavio za formulisanje novih aksioma teorije skupova. Prisetimo
se da nove aksiome u optimalnim okolnostima, po Gedelovom misljenju, treba da po-
seduju odredeni stepen kako unutra$nje tako i spoljasnje opravdanosti. Sto se spolja-
$nje opravdanosti tiCe, nema sumnje da je aksiome koje Vudin predlaZe poseduju, na
osnovu njihovih posledica od kojih smo neke opisali u ovom odeljku. S druge strane,
teSko da se mozZe reci da te aksiome poseduju jako unutra$nje opravdanje (ili intrin-

si¢nu nuznost, kako je to Gedel ponekad nazivao). Ako smo saglasni sa Gedelom da
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unutra$nju opravdanost poseduju one aksiome koje ,slede” iz naSeg razumevanja ite-
rativnog pojma skupa, onda nije jasno da Vudinove aksiome taj uslov zadovoljavaju.
Cilj naSe analize iterativhog pojma skupa je bio da pokaze, oslanjajuci se na principe
refleksije, da su aksiome koje tvrde postojanje nekih (malih) velikih kardinala oprav-
dane na ovaj nacin. Medutim, najviSe $to smo na ovaj nacin mogli da pokazemo bilo
je da totalno neopisivi kardinali mogu da budu motivisani preko iterativnhog pojma
skupa. Cak ni za sve kardinale koji su konzistentni sa V = L nije jasno kako bi takva
motivacija mogla da se ponudi. Uzmimo, primera radi, pojam suptilnog kardinala. Na
osnovu definicije ovog pojma, moZemo da vidimo da tu nije re¢ samo o velicini tih
kardinala, ve¢ da oni treba da poseduju odredena kombinatorna svojstva (koherenciju
Sa = SpNa za svaki par ordinala a < f iz proizvoljnog CLUB podskupa). Njihova ve-
licina je posledica ovih kombinatornih svojstava. Ta su svojstva naravno motivisana i
mi smo nesto o tome rekli kada smo ove kardinale definisali, ali ta motivacija nije ista
ona na koju smo se pozivali kada smo govorili o refleksiji, nedostiZnim, Maloovim i ne-
opisivim kardinalima. Ne moZemo da kaZemo da pojam suptilnog kardinala ,sledi” iz
naSeg razumevanja iterativnog pojma skupa. Sli¢cno ¢e da bude i sa kardinalima koji su
mnogo veci od ovih a o kojima Vudin govori, kao $to su merljivi, Vudinovi, superkom-
paktni itd.

Jedan moguci nacin da se na ovo odgovori bio bi da se kaZe da pojam elementarnog
utapanja (v. DEFINICIJA 135) takode pociva na ideji refleksije univerzuma skupova i da
je na osnovu tog pojma moguce motivisati vece kardinale od onih koje smo u stanju da

motiviSemo sluZeci uopStenjima teoreme Levija i Montegjua.

7.6. Rajnhard o pojmu elementarnog utapanja

Takvo jedno stanovi$te prvi je zastupao Rajnhard u [Reinhardt, 1974a]. Grubo go-
voreci, Rajnhardova ideja pociva na slede¢em misaonom eksperimentu: zamislimo da
smo u moguénosti da posmatramo univerzum teorije skupova V spolja, i da se prema

njemu odnosimo kao prema bilo kom drugom skupu. Posto je V = V (Rajnhard klasu
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svih ordinala oznacava sa 2 mesto naSeg Ord; ovoga cemo se i mi drzati u prikazu nje-
govog rada), mogli bismo na taj nacin da posmatramo i objekte kao stosu Q+1, Q+Q,
Va+q itd. To je, kako kaze Rajnhard [Reinhardt, 1974a, p. 192], analogno virtualnom
pomeranju u fizici gde zami$ljamo da se beskona¢no malo pomeranje koordinata si-
stema dogada dok se vreme drZi konstantnim. Pomeranje je virtualno pre nego stvarno
jer svako stvarno pomeranje zahteva protok vremena. [Ginsberg, 1998, p. 267] U na-
Sem slucaju, umesto da tvrdimo da su objekti kao $to su Q + 1 ili V41 nedopustivi, jer
suiQi Vg =V prave klase pa ih ne moZemo tretirati kako bismo inace tretirali ordinale
ili skupove uopste, ovaj bi misaoni eksperiment trebalo da posluzi kao motivacija za
formulisanje sledece teorije: jeziku £z rc moZemo da dodamo dve individualne kon-
stante V i, kao $to smo to ucinili prilikom formulisanja Akermanove teorije A. Kon-
stantu V ¢emo da interpretiramo kao univerzum svih skupova a konstantu Q kao klasu
svih ordinala. Dalje, uzmimo sve aksiome teorije ZF i relativizujmo ih na V i dodajmo
osim toga i aksiomu V = V. Ova poslednja aksioma nam garantuje, po Rajnhardovim
reCima [Reinhardt, 1974a, p. 192], da za svako x € V, imamo da £2(x) sadrZi sve mo-
guce podskupove od x . Medutim, postavlja se pitanje Sta ¢emo da pretpostavimo o
tim novim, ,virtualnim” objektima kao §to su Q + 1 ili V5.q? Rajnhardova ideja je da

na te objekte primenimo nasu staru teoriju za Vg, i predlaZe slede¢u shemu aksiome:
(S2): Vx,ye€ VoY (x, y) <= 0(x,y))

gde je 0 proizvoljna € —formula u kojoj se samo promenljive x i y javljaju slobodno
a 0" je relativizacija formule 8 na V. Tom se aksiomom tvrdi da je svaka re¢enica
teorije Vg istinita i u ve¢em univerzumu koji je obogacen virtualnim objektima. Te
objekte i taj vec¢i univerzum koji ih sadrzi Rajnhard naziva jos i projektovanim (pro-
jected). Skupovno-teorijski deo teorije ZF + V = Vo + S2 jednak je ZF, te dve teorije
dokazuju iste € —reCenice [Reinhardt, 1970, p. 242].

Sledeci Rajnhardov korak jeste da poku$a da u okruZenju svoje teorije projektova-
nih objekata povuce razliku izmedu skupova i klasa. On kaZe, ,[...] u teoriji skupova
i klasa imamo klase koje su razlic¢ite od skupova. Ali, ako ih posmatramo prosto kao

kolekcije, €ini se da povlacimo razliku koja niSta ne znaci” [Reinhardt, 1974a, p. 196].
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Nasuprot tome, moZemo da pokusamo da tu razliku izmedu skupa x i prave klase P
objasnimo na slede¢i nacin. Ako bi postojalo viSe ordinala nego $to ih zaista ima, onda
bi klasa P nuZno posedovala neke nove elemente, dok bi skup x imao tacno one ele-
mente koje i inace sadrzi. Mogli bismo da kaZemo da je ,ekstenzija od x fiksirana ali
da ekstenzija od P zavisi od toga koji skupovi postoje. Grubo govoreci, skup x jeste
sopstvena ekstenzija, dok klasa P ima i ne$to pride” [Reinhardt, 1974a, p. 196]. Ako sa
j(P) oznacimo ovu ekstenziju klase P u projektovanom univerzumu, onda mesto (52)

imamo slede¢u shemu:
(S4): Vx,ye VVP < V(OZP V) (x,y,P) — 0(x,y,j(P))

U ovoj shemi, j je unarni funkcijski simbol, u formuli 8 se samo promenljive x,y i P
javljaju slobodno a u 82() su svi kvantifikatori relativizovani na x < V. Posto za svaki
skup x € V vazi da je x € V, jedna instanca sheme (S4) je x = x — x = j(x). Skupovi,
dakle, zadrZavaju svoju ekstenziju u projektovanom univerzumu, x = j(x) za svako x €
V. Ta shema je veoma jaka. ViSe o njenoj snazi ¢emo da kaZzemo u nastavku kada ¢emo
je formulisati u nesto drugacijem obliku. Pre toga ¢emo, sledeci Rajnharda, da vidimo
kako razlikovanje izmedu skupova i klasa moZe da nam posluzi da ideju koja stoji iza
sheme (S4) dodatno ojacamo.

U projektovanom univerzumu, onom u kojem zamisljamo da postoji viSe ordinala
nego $to ih zaista ima, klasa j(Q) ¢e da sadrzi sve stare ordinale, kao i neke nove, za-
misljene ordinale pride. PoSto smo ve¢ povukli razliku izmedu skupova i klasa, ne mo-
ramo ovde da stanemo. MoZemo da posmatramo klase pravih klasa, klase koje sadrze
klase pravih klasa itd. Ove klase Rajnhard naziva Q—klasama, posto su one izgradene
nad Q [Reinhardt, 1974a, p. 198]. Na ovaj nac¢in mi moZemo da izgradimo jednu novu,
zamisljenu hijerarhiju Vg, gde je Q < Q'. Uzmimo sada neko A > Q takvo da je V) ko-
lekcija Q—klasa. Recimo, A moZe da bude Q + 1, §to bi odgovaralo shemi (S4) gore ili
neki drugi, veéi ,ordinal” iz naSeg projektovanog univerzuma. Zelimo da pored Vg i
V), kolekcija skupova i Q—klasa, posmatramo i Vy, kolekciju zamisljenih skupova kao
i Vi, kolekciju zamisljenih QQ—klasa; u ovoj poslednjoj, Q je zamisljeni skup. Medu-

tim, ovde moramo da vodimo racuna o tome da klase skupova odgovaraju klasama
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zamiSljenih skupova, kao i da Q—klase x odgovaraju zamisljenim klasama j(x) na ta-
kav nacin da na$a stara teorija ostaje o¢uvana. Da bismo ovo osigurali, zahtevaéemo

da vazi sledece:

1) Q<jQ=0Q"<A,
(2) VxeVqojx)=x,

(3) j:(Vy,€) < (Vy,€),tj. jje elementarno utapanje (v. DEFINICIJA 135).

Ove Rajnhardove uslove moZemo da sumiramo na sledeéi nacin: () postoji elemen-
tarno utapanje j : (Vy,€) < (Vy, €) &ija je kriticna tacka® Qi j(Q) = Q' [Kanamori, 2009,
p. 314].

Prisetimo se da smo u odeljku [6.4] definisali pojam 1-ekstendibilnog kardinala.

Taj pojam moZe da se uops$ti na sledeci nacin:

DEFINICIJA 152. Kardinal x je n—ekstendibilan akko postoji ¢ i elementarno utapa-
nje j : (Viin, €) < (Vg, €) Cija je kritiCna tacka x i vaZin < j(x). Kazemo da je x ekstendi-

bilan akko je n—ekstendibilan za svako n > 0.

Ono §to Rajnhardov princip (1) kaZe jeste da je klasa Q A—ekstendibilna. Ako (1)
tvrdimo za svako A > Q [Reinhardt, 1974a, Axiom 6.3], onda je klasa Q ekstendibilna.
Shema (S4) je slabija, njena modelsko-teorijska verzija je sledeca: (1) postoji elemen-
tarno utapanje j : (Va+1,€) < (Vj)+1,€) Cija je kriticna tacka Q. Dakle, princip (1)
kaze da je klasa Q2 1—ekstendibilna.

To nam dalje omogucava da sluZedi se slede¢im principom refleksije zaklju¢imo da
postoji 1—ekstendibilan kardinal « (na osnovu (1)), tj. ekstendibilan kardinal « (na

osnovu (1)):

(P1): Ako Q poseduje neko svojstvo P, onda postoji ordinal x < Q koji takode po-

seduje svojstvo P. [Reinhardt, 1974a, p. 190]

8Ako je j: (V,€) < (M,¢€) netrivijalno (j # id) elementarno utapanje, gde je M tranzitivna klasa, onda
postoji neki ordinal a takav da je j(a) # @. Najmanji takav ordinal naziva se kriticnom tackom utapanja
j. Taj ordinal je kardinal i ima mnoga svojstva velikih kardinala: on je regularan, neprebrojiv, nedostiZan,
Maloov i slabo kompaktan. Da svaki takav kardinal ima jos jaca svojstva velikih kardinala vide¢emo u
nastavku.
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Veé smo videli (TEOREMA 137) da su 1—ekstendibilni kardinali veoma veliki. Sto se
veliCine ekstendibilnih kardinala tice, imamo sledece tvrdenje (za dokaz v. [Kanamori,

2009, Proposition 23.6, 23.7]:

TEOREMA 153. Ako je x ekstendibilan, onda je x superkompaktan i postoji norma-

lan ultrafilter % nad «x takav da vaZi
{a <k | @ JE SUPERKOMPAKTAN} € % .

7.7. Nedostaci Rajnhardovog argumenta

Rajnhardovom argumentu u prilog motivisanja ekstendibilnih kardinala mogu da
se upute neki prigovori. Da bismo formulisali prvi od njih, vratimo se za trenutak
pojmu Q—klase. Dali V) , kolekcija Q—klasa iz (), moZe da sadrZi sve moguce QQ—klase?
U tom slucaju imac¢emo daje A = A/, posto A’ ne moze da bude manje od A, a ovo A in-
deksira nivo koji sadrzi sve moguce klase [Reinhardt, 1974a, p. 200], jedino ¢e Q2 da se
pomerido Q'. Mesto (1) gore, u tom ¢emo slu¢aju da imamo slededéi princip: (}) postoji
elementarno utapanje j : (V3,€) < (V),€) €ija je kriti¢na tacka Q i j(Q) = Q'. U svojoj
doktorskoj tezi iz 1967. godine Rajnhard je predlozio princip (1), jer mu se Cinilo plau-
zibilnim da postoje nedostiZni kardinali A koji imaju ova svojstva [Reinhardt, 1974a, p.
200]. Na istom mestu on je predloZio i sledecu aksiomu: postoji netrivijalno elemen-
tarno utapanje j : (V,€) < (V,€). Ta aksioma je izgledala kao prirodno ojacanje aksioma
koje tvrde postojanje netrivijalnih elementarnih utapanja, posavsiod j : (V,€) < (M, €),
gde je M tranzitivna klasa. Kriti¢na tacka ovog poslednjeg elementarnog utapanja je
merljiv kardinal’. Sve veée kardinale dobijamo tako §to zahtevamo da klasa M vise
nalikuje V. Na primer, da bismo dobili A-superkompaktan kardinal zahtevamo da je
klasa M zatvorena za A—nizove svojih elemenata.
9Kao §to smo veé napomenuli, merljivi kardinali su jako veliki. Svaki merljiv kardinal je regularan, jako
nedostiZzan, slabo kompaktan, neizreciv itd. Takode smo spominjali Skotov rezultat da je posledica po-
stojanja merljivog kardinala V # L.

S druge strane, merljivi kardinali su manji od Vudinovih, superkompaktnih i ekstendibilnih kar-
dinala. Recimo, skup merljivih kardinala ispod svakog Vudinovog kardinala je stacionaran, x je

x—superkompaktan akko je merljiv, a ako je x 2X—superkompaktan, onda je on x—ti po redu merljiv
kardinal. [Solovay et al., 1978]
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Medutim, nekoliko godina nakon $to je Rajnhard ove aksiome predloZio u svojoj

doktorskoj tezi Kunen [Kunen, 1971] je dokazao sledecu teoremu:

TEOREMA 154. (ZFC) Ne postoji netrivijalno elementarno utapanje

Jj:(V,e) < (V,¢€).

Otvoreno je pitanje da li je ovu teoremu moguée dokazati bez aksiome izbora.'”

Sto se tice Rajnhardovog principa (f), na osnovu analize Kunenovog dokaza sledi da
A u V) mora biti oblika ¢ ili { + 1, gde je cf(() = w. Aksiome koje odgovaraju ovim
dvema slucajevima zovu se rang-u-rang aksiomama. Prva, slabija, aksioma koja tvrdi
postojanje netrivijalnog elementarnog utapanja j : (V¢,€) < (¢, €) oznacava se joS i sa
(I3). Druga aksioma koja tvrdi postojanje netrivijalnog utapanja j : (Vy41,€) < (Vr41,€
) je snaznija i povlaci prvu aksiomu. Ona se oznacava jo$ i sa (I1). Te dve aksiome
pripadaju familiji najsnaznijih jakih aksioma beskonacnosti za koje ne znamo da su
inkonzistentne sa ZFC.

Prvi prigovor koji bi se Rajnhardovom argumentu mogao uputiti jeste sledeci: nje-
govo opravdanje ekstendibilnih kardinala napreduje korak po korak, od 1—ekstendibil-
nosti klase €, preko pune ekstendibilnosti klase 2, sve do postojanja netrivijalnog ele-
mentarnog utapanja j : (Vz41,€) < (Vg41, €). Isti ovaj argument izgleda da sugeriSe da je
postojanje elementarnog utapanja j : (V,€) < (V, €) jednako opravdano kao i ovi slabiji
principi. Medutim, na osnovu Kunenovog rezultata postojanje takvog elementarnog
utapanja je inkonzistentno sa Z FC. Mogli bismo da budemo pragmatic¢ni pa da jedno-
stavno prihvatimo one principe za koje ne znamo da su inkonzistentni sa ZFC. Ova-
kvu strategiju Medijeva zove korak od propasti (one step back from disaster)[Maddy,
1988a, p. 485]. To Ce dosta oslabiti Rajnhardove argumente u pogledu njihove unutra-
$nje opravdanosti (da se posluzimo Gedelovim terminom). Velike kardinale ¢ije posto-
janje tvrdi j : (Vz41,€) < (Vz41,€) prihvaticemo zato $to je teorija ZFC +11 u pogledu
10Strogo govoreci, Kunen nije ovu teoremu dokazao u ZFC, ve¢ u takozvanoj Mors-Keli teoriji klasa.
Takode ga je moguce izvesti i u NBG teoriji klasa sa aksiomom izbora. Da bismo ovo tvrdenje dokazali
u ZFC, jedan od nacina je da jeziku Lzrc dodamo novi unarni funkcijski simbol j kao i aksiomu kojom

¢e se tvrditi da je j elementarno utapanje. Osim toga treba jo$ u shemama separacije i zamene dopustiti
formule koje sadrze j.
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konzistentske snage jedna od najjacih teorija koje poznajemo, kao i zbog drugih njenih
poZeljnih posledica, a ne zato $to su oni opravdani plauzibilnim razlozima koji poci-
vaju na analizi strukturalnih svojstava pojma skupa. Ova poslednja vrsta opravdanja je
ono §to je Rajnhard Zeleo da ponudi. Takav jedan prigovor Rajnhardovom argumentu
prvi je izneo Pauel (William Powell) [Wang, 1977, p. 333 n. 14] a kasnije i Kelner [Koell-
ner, 2009, p. 217] ne navodeci Pauela.

Drugi prigovor koji bi mogao da se uputi Rajnhardovom argumentu jeste da objekti
kao §to su Q + 1, V. q itd. nisu skupovi pa da se njihovim uvodenjem dovodi u pitanje
univerzalnost teorije skupova. Rajnhardov odgovor je da bismo mogli ,, da se utesimo
time $to bismo univerzalnost teorije skupova zahtevali u njenoj primenljivosti, a ne u
ekstenziji pojma skupa” [Reinhardt, 1974a, p. 198]. Tako bismo teoriju skupova mogli
da razumemo kao opStu teoriju kolekcija koja je primenljiva kako na skupove tako i
na nove objekte Rajnhardove teorije kao $to su Q +1 i Vq.q gore. Medutim, posto
ocekujemo bezrezervnu primenljivost teorije skupova i na te nove objekte, mozemo
da se pitamo da li je ovde zaista re¢ o nekim novim objektima? MoZda se tu pre radi o
tome da smo ,zaboravili” da zavr§imo kumulativnu hijerarhiju i da govoreci o Vo miu
stvari govorimo o nekom inicijalnom segmentu V; . Svi ti dodatni nivoi nakon Vg su
mozda samo nivoi uobicajene kumulativne hijerarhije koja nam je svima poznata.

Da se ti novi objekti ipak razlikuju od skupova govori nam Rajnhardovo razliko-
vanje izmedu skupova i klasa koje smo naveli gore. Medutim, kao §to Medijeva kaze
[Maddy, 1988b, p. 754], nije jasno da su Rajnhardovi argumenti dovoljni da opravdaju
postojanje elementarnog utapanja j : (Vo+1,€) < (Vjq)+1,€) . Izgleda de je najviSe Sto
na osnovu Rajnhardovog zahteva mozemo da trazimo to da strukture o kojima je rec
budu elementarno ekvivalentne, tj. da teorije struktura (Vq+1,€) i njoj odgovarajuce
projektovane strukture, primera radi, budu jednake, ali to nece biti dovoljno da proi-
zvede 1—ekstendibilnost.

Ono 3$to nas posebno zanima jeste da li su Rajnhardovi argumenti opravdani na
osnovu iterativnog pojma skupa, tj. da li su to argumenti koji pocivaju na principu re-

fleksije. Sigurno da je nesto od te ideje sadrzano u pojmu elementarnog utapanja koji
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moZemo da razumemo kao transformaciju univerzuma skupova koja €uva istinitost.
Da je ovde ipak re¢ o jednoj drugacijoj ideji smatrao je i sam Gedel koji je Rajnhardove
argumente smatrao ,prilicno nezadovoljavaju¢im” i da bi se ,nesto bolje moglo po-
sti¢i na osnovu prave analize ideje strukturalnog svojstva pojma skupa, §to bi onda vo-
dilo principima refleksije koji bi imali slede¢i oblik ,svako strukturalno svojstvo pojma
skupa reflektovano je nekim skupom””[Reinhardt, 1974a, p. 189 n.1]. Koja to svojstva
pojma skupa Gedel smatra strukturalnim nije u potpunosti jasno. NajviSe §to o tome
govori moZe da se nade u [Wang, 1996, pp. 283-284]. Neka svojstva ocigledno nisu
strukturalna, kao §to je svojstvo da sadrzi sve skupove, ali Gedel ne daje neku pozitivhu
karakterizaciju ovih svojstava koja bi u€inila ono §to se od nje ocekuje: da princip koji
tvrdi da se ova svojstva reflektuju sa V na elemente od V ima za posledicu postojanje
velikih kardinala.

Sto se merljivih kardinala tice, izgleda da se Gedel nadao njihovoj karakterizaciji
koja bi, grubo govoreci, mogla da ima slede¢i oblik: kardinal x je merljiv ako i samo
ako je Vi zatvoren za operacije odredene vrste. Takode, zatvorenost za ove operacije
bi trebalo da sugeriSe veli¢inu merljivih kardinala sli€no onome $to imamo u slucaju

nedostiznih i Maloovih kardinala:

Medutim, ostaje utisak da svojstvo merljivosti kardinala govori viSe od
toga da je ovaj kardinal veliki, iako je velic¢ina posledica ovog svojstva.

[Wang, 1996, p. 263]

Izgleda dakle da je Gedel ocekivao karakterizaciju merljivih kardinala koja bi pocivala
na principima refleksije slicnim onima koji se dobijaju kao uopStenja teoreme Levija
i Montegjua, i da bi prethodna analiza pojma strukturalnog svojstva skupova trebalo
da do takvih principa dovede. Rajnhardovi i Pauelovi radovi [Reinhardt, 1974b] bi se
mogli smatrati poku$ajima pruzanja jedne takve analize, ali nije u potpunosti jasno da

je to bas ono ¢emu se Gedel nadao (v. [Wang, 1996, p. 285]).
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7.8. Coda

Prisetimo se da smo Zeleli da utvrdimo da li aksiome koje Vudin predlaZe poseduju
ono $to Gedel zove unutraSnjom opravdanos$éu. Posto su, po Vudinovim rec¢ima, jake
aksiome beskonacnosti tvrdenja u ¢iju istinitost ne bi trebalo da sumnjamo, a za njih
imamo prili¢no uniformu formulaciju pomo¢u pojma elementarnog utapanja koji do-
nekle podseca na principe refleksije, ¢inilo se da je ove aksiome moguce na taj nacin
opravdati. Na to bismo opravdanje onda mogli da se pozovemo prilikom opravdava-
nja Vudinovih aksioma, bilo onih koje tvrde invarijatnost strukture (H(X2), €) u pogledu
forsinga, bilo aksiome V =KRAJNIJI L.

Najozbiljniji pokusaj unutras$njeg opravdanja velikih kardinala pomoc¢u pojma ele-
mentarnog utapanja je Rajnhardov [Reinhardt, 1974a]. Koliko je nama poznato, Rajn-
hard je bio i jedini koji je Gedelov zahtev za unutra$njim opravdanjem ozbiljno shvatio
i poku$ao da pruZi filozofske argumente, pre nego naznake o plauzibilnosti novih aksi-
oma. Njegova analiza toga kako bi nove aksiome teorije skupova trebalo da izgledaju i
§ta se sve od njih ocekuje je sigurno najbolja posle Gedelove, i pored svih problema sa
kojima se suocava. lako veoma uspes$na u nekim drugim svojim delovima, ta Rajnhar-
dova analiza nije uspela da pokaZe da je pojam elementarnog utapanja moguce oprav-
dati na osnovu refleksije na nacin koji bi bio u sklada su onim §to je Gedel ocekivao.

Ali ¢ak i ako Vudinove aksiome ne mozemo da opravdamo na osnovu iterativnog
pojma skupa, one mogu biti toliko plodne u pogledu svojih posledica da nam se nji-

hovo usvajanje Cini gotovo neizbeznim:

[Clak i ako zanemarimo intrinsi¢nu nuznost neke nove aksiome, ¢ak i
u slucaju da ona ne poseduje nikakvu intrinsi¢nu nuznost, na pitanje o
njenoj istinitosti moguce je odgovoriti i na drugi nacin, naime, induk-
tivno, ispitujuci njenu ,, uspesnost”, njenu plodnost u pogledu posledica
i posebno ,proverljivih” posledica, tj. posledica dokazivih bez pomoci
nove aksiome, ¢iji se dokazi uz pomoc ove aksiome medutim mogu sma-
trati jednostavnijim i lak§im za otkrivanje, i ¢cine moguc¢im da se viSe do-

kaza podvede pod jedan dokaz. [Godel, 1947, p. 182.]
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Slicno tome, Gedel kaze:

Mogle bi postojati aksiome toliko bogate u pogledu svojih proverljivih
posledica, koje u tolikoj meri rasvetljavaju €itavu jednu disciplinu i pru-
Zaju snazne metode za reSavanje datih problema (reSavajuci ih ¢ak, u
onoj meri u kojoj je to moguce, na konstruktivisticki nacin) da bi, pot-
puno nezavisno od pitanja njihove intrinsi¢ne nuznosti, one morale biti
prihvacene makar u istom onom smislu u kom je to i bilo koja dobro

utvrdena fizicka teorija. [Godel, 1947, pp. 182-183.]

Vudinove aksiome su veoma bogate u pogledu svojih posledica, od kojih smo neke na-
veli u odeljcima [7.3] i [7.4]. Po naSem misljenju, ovo nije dovoljno da se bas te aksiome
izoluju kao nove aksiome teorije skupova koje bi trebalo da usvojimo. Ako kao merilo
postavimo CH, onda Vudinova aksioma (*), ba$ kao i forsing aksiome o kojima smo
govorili u odeljku [7.3], ima za posledicu 2% = R,; vrednost X, mnogi matematicari
koji se teorijom skupova bave, uklju¢ujuéi i Gedela, smatraju ,,pravom” vrednoséu .
Kako bismo trebali da odaberemo izmedu ovih aksioma? Forsing aksiome, ba$ kao i
aksioma koju Vudin predlaZe, odlu¢uju mnoga inace neodluciva tvrdenja i makar su
delom zasnovane na ideji da je univerzum teorije skupova veoma bogat. One se mo-
Zda ne ,namecu kao istinite”, ali ovo nije slucaj ni sa aksiomama koje Vudin predlaze.
Jedan od argumenata u prilog Vudinovoj (*) aksiomi bio je taj $to ona tvrdi invarijant-
nost odredenih struktura u pogledu forsinga i tako donekle neutraliSe posledice nepot-
punosti u ZFC. Medutim, videli smo da i neke varijante forsing aksioma mogu da se
formulisu kao principi genericke apsolutnosti koji imaju isto ovo svojstvo.

Neka vrsta amalgamacije izmedu forsing aksioma i Vudinove aksiome (*), bi iz-
gleda dodatno ojacala obe ove pozicije. Na osnovu Larsonovog (Paul Larson) rezultata
[Larson, 2000] znamo da ako postoji superkompaktan kardinal koji je limes superkom-

paktnih kardinala, onda postoji model teorije skupova u kome vazi MM ali ne i Vudi-

nova aksioma (x). Magidor (Menachem Magidor) je u [Magidor, 2012] izneo hipotezu

H0osim ¢injenice da je kardinalnost X, posledica tvrdenja o kojima smo govorili u navedenim odeljcima,
postoje i drugi razlozi zbog kojih matematicari preferiraju ~CH u odnosu na CH. Neki od ovih razloga
sabrani su u [Maddy, 1988a].
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da jedna varijanta od MM, takozvana MM** aksioma (v. navedeni Magidorov rad za
formulaciju ove aksiome), povlaci () . Posto MM** = MM , ovo bi bio primer jedne
jake forsing aksiome koja poseduje sve one poZeljne posledice koje preporucuju (x). U
vreme kada je Magidor pisao pomenuti rad, Sindler (Ralf Schindler) i Aspero su najavili
dokaz pomenutog tvrdenja, ali se ispostavilo da ovaj dokaz ima odredene nedostatke.
Koliko je nama poznato, ovo tvrdenje jo$ uvek nije dokazano (v. [Asper6 and Schindler,
2014]).

S druge strane, Vudinov program koji nastoji da izoluje krajnje uvec¢anje konstrukti-
bilnog univerzuma L , daleko je od zavr$enog. Cinjenica jeste da Vudinova V =KRAJNJI
L aksioma povlaci CH, ali iz Cinjenice da univerzum V ima lepe unutrasnje modele ne
sledi da V jeste jedan takav model. Takode, unutrasnji model koji je kompatibilan sa
postojanjem superkompaktnog kardinala jo$§ uvek nije konstruisan i ostaje da se vidi
kako ¢e ta¢no taj model da izgleda.

Naravno, nista od onoga $to smo rekli ne umanjuje matematicki znacaj rezultata
o kojima smo govorili. Radi se prosto o tome da ne postoje jaki filozofski razlozi koji
bi preporucili Vudinove programe pre svih drugih. Mogli bismo da kaZzemo da je u
savremenoj teoriji skupova Gedelov povratni odnos izmedu unutra$njeg i spoljaSnjeg
opravdanja (v. odeljak [4.4]) sve prisutniji, i nema sumnje da Ce tako i ostati. SloZe-
nost problema kojima se teorija skupova bavi bi trebalo da sugeriSe da ¢e u pogledu
pitanja kao $to je CH, mnogo viSe moci da se kaZe kako se naSe razumevanje struk-
ture univerzuma V bude uvecavalo. Pitanja kao §to je ovo teoriju skupova unapreduju

- poslednjih pola veka razvoja ove discipline veoma snazno svedocCe o tome.
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Mpunor 1.

UsjaBa o ayTopcTBY

MNMoTnuncanu-a

Opoj ynuca

UsjaBrbyjem

a je [OKTOpCKa gucepTtaumja nog HacnoBom

e pesynTaT CONCTBEHOr UCTPaXXMBaYKor paaa,

e [a npegnoxeHa gucepTaumja y LenvHU HU Y AenoBuma Huje buna npeanoxeHa
3a pobujakbe 6uNo koje AunNnoMe npema CTYAMjCKMM nporpamuma Apyrux
BMCOKOLLIKOJICKMX YCTaHOBA,

e [a cy pe3ynTaTi KOPeKTHO HaBeAEHU U

e [a HMCaM KplLuMo/na ayTopcka npaBa M KOPWUCTUO WHTENEKTYamnHy CBOjUHY
APYrux nuua.

MoTnuc pokropaHaa

Y Beorpagay,




Mpunor 2.

U3jaBa 0 MICTOBETHOCTU LUTaMMaHe U efIeKTPOHCKe
Bep3nje AOKTOPCKOr paaa

Mme n npeanme aytopa

Bpoj ynuca

Ctyavjcku nporpam

Hacnos paga

MeHTOp

MoTtnncanu

nsjaBrbyjeM a je wTamnaHa Bep3uja MOr AOKTOPCKOr paja UCTOBETHA €feKTPOHCKO)
BEp3nju Kojy cam npepao/na 3a objaBrbuBawe Ha noptany OurutanHor
penosutopujyma YHuBep3uTeTa y beorpagy.

[o3sBorbaBam ga ce objaBe MOjM NMYHM nodaun BesaHu 3a aobujarbe akagemckor
3Baka JOKTOpa Hayka, Kao LITO Cy MMe U npe3nume, rogMHa u Mecto pohewa n gatym
ogbpaHe paga.

OBM nUYHM nojaun Mory ce o00jaBUTM Ha MPEXHMM CTpaHuuama aurutanHe
6nbnunoTeke, y eNEKTPOHCKOM KaTarory 1y nybnvkauvjama YHuepauteta y beorpagay.

MoTnuc pokropaHaa

Y Beorpagay,




Mpwnor 3.
UsjaBa o kopuwhemwy
Osnawhyjem YHusepautetcky 6ubnuoteky ,Ceetosap Mapkosuh® ga y [AurutanHu

penosvtopmnjym YHuBepauTeTa y beorpagy yHece MOjy OOKTOPCKY AucepTauujy nog
HacnoBoM:

Koja je Moje ayTopcKo geno.

OduncepTaumjy ca caum npunosmma npegao/na cam y enekTpoHckom dopmaTty norogHom
3a TpajHO apxMBupaHE.

Mojy OOKTOpCKY AncepTtauujy noxpaweHy y [urutanHu penosvtopujym YHusepsuTeTa
y Beorpagy mory ga Kopucte CBW KOju NOLwWTYjy ogpende cagpxaHe y ogabpaHom Tvny
nuueHue KpeatmeHe 3ajegHuue (Creative Commons) 3a Kojy cam ce oany4duo/na.

1. AyTtopcTBO

2. AyTOpCTBO - HEKOMepLUKjanHo

3. AyTopcTBO — HEKOMepUujanHo — 6e3 npepage

4. AyTOpCTBO — HEKOMEPLMNjarHO — AeNUTN NO4 UCTMM yCrioBuma
5. AytopcTtBo — 6€e3 npepage

6. AyTOopCTBO — O€enuTu nog UCTUM ycrioBumMma

(MonMmo ga 3aokpyxute camo jedHy O LWecT NOoHyheHux nuueHuwu, Kpatak onuc
nueHUM AarT je Ha nonefnuHu nucra).

MoTnuc pokropaHaa

Y Beorpaay,




1. AytopctBo - [lo3BorbaBaTe yMHOXaBake, OUCTpUOyLMjy M jaBHO caoniiTaBare
Aena, n npepage, ako ce HaBefe MMe ayTopa Ha HayuH ogpeheH of cTpaHe ayTopa
Unu gaesaoua nuueHue, Yak 1 'y komepuujanHe cepxe. OBO je HajcnoboaHuja og CBUX
nUeHUMN.

2. AyTopcTBO — HekomepuujanHo. [Jo3BorbaBate YMHOXaBakwe, QUCTPUOyLujy 1 jaBHO
caornwTtaBsawe gena, v npepage, ako ce HaBe[e MMe ayTopa Ha HauuH ogpefeH oa
CTpaHe aytopa wnu gasaoua nuueHue. OBa nuvueHua He 003BOMbaBa KoMepuujanHy
ynoTpeby gena.

3. AyTOpCcTBO - HekomepuujanHo — 6e3 npepage. [o3BorbaBaTe YMHOXaBahE,
ANCTpnbyunjy M jaBHO caonwTaBawe aena, 6e3 npomeHa, npeobnvkoBawa Wnu
ynoTpebe gena y CBOM ferny, ako ce HaBede Mme ayTtopa Ha HadvH ogpeheH of
cTpaHe aytopa wnu gasaoua nuueHue. OBa nuvueHua He 003BOrbaBa KoMepuujanHy
ynotpeby Aena. Y ogHOCy Ha cBe ocTarne nuueHue, OBOM NULIEHLOM ce orpaHu4aBa
Hajsehun o61M npaBa kopuwwhewa gena.

4. AyTOpCTBO - HekoMmepuujanHo — genutu nog uctum ycrosuma. [o3BosrbaBaTe
YMHOXaBake, AMCTpMbyLmjy 1 jaBHO caonwtaBawe gerna, v npepage, ako ce Hasefe
nMme aytopa Ha HaduH ogpeheH oA CTpaHe ayTopa unu gasaoua nuueHLe U ako ce
npepaga Auctpubympa nog WCTOM WM CAMYHOM nuvueHuoM. OBa nuvueHua He
[03BOSbaBa kKoMepuujanHy ynotpeby agena v npepaga.

5. AyTtopctBo — 6e3 npepage. [Jo3BorbaBate yMHOXaBawe, OUCTPUbyLMjy M jaBHO
caonwrTasawe aena, 6e3 npomeHa, npeobnmkoBawa Unu ynotpebe gena y csom aeny,
ako ce HaBede MMe ayTopa Ha HayuH ogpeheH of cTpaHe ayTtopa wvnu gasaoua
nuueHue. OBa nuueHua Jo3BoSbaBa koMepumjanHy ynotpeby gena.

6. AyTopCcTBO - pgenuTu nog wuctum ycnosuma. [lo3BorbaBaTe YMHOXaBakbe,
ANCcTpnbyunjy 1 jaBHO caoniwiTaBawe Aena, u npepage, ako ce HaBeje ume aytopa Ha
HauuH oapefeH o4 cTpaHe ayTopa WnvM JaBaoua NuUuUeHue U ako ce npepaga
anctpubympa nog WMCTOM WM cnuMYHOM nuvueHuom. OBa nuvueHua [o03BOrbaBa
koMmepuujanHy ynotpeby gena u npepaga. CnuyHa je codpTBepckuM nuueHuama,
O[HOCHO INnLEeHuamMa OTBOPEeHOr Koaa.
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