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YBOT,

OBa joKTOpCKa Jaucepraruja nocsehena je mpoydasamy mpodsemMa meHTpa u (pokyca
32 MOJHHOMCKE JBOINMEH3NOHATHE CHCTeMe OOMYHHX Au(epeHIjaTHiX jeJHaTnHA
Kao ¥ [IpoyvYaBama MUKJINYHOCTH U OudypKalyja rpaHuuHUX UKAJIA.

1 ako cy BaKHH pe3yJTaTH M3 IpobJeMaTHKe IeHTapa W H30XPOHOCTH 100H-
jeHN 1me3/1eceTHx M CeJaMIeCeTux roJnHa IpOoLLIor BeKa, OBa Ipo0JeMaTHKa, II0HOBO
HPUBJIAYN 3HATHO MHTepecoBame. Y pagosuma [29], [57], [26] u pedepennama y
UM U3y4YaBaHU Cy MPOOJIEeMU JTUHEAPUIUOMTHOCTH W U30XPOHOCTH.

Hakon miTo je 1841.roa. dpaniycku marematudap 2K. JInysui gokazao ja ce y
3aTBOPEHOM OOJIMKY je/IHaUYMHe KpeTamha MOTY WHTEerPAJIUTH CaMO Yy PETKUM CJIyda-
jeBUMa, MakKma MaTeMaTHdapa U MeXaHudapa IpeycMepeHa je U Ha UCIUTHBAbA Pa-
3IUYUTUX CBOjCTaBa KpeTama, Kopuctehn cBojcTBa caMux jeHaUYMHA KpeTama. Jak
U KaJla ce y IPOoIeCcy MHTerpaluje jeJlHaunta Kperamba Kopucre 0eCKOHAYHU PEJ/IOBU
TO Ce M y TOM CJIy4ajy, Ka0 U y HEKUM CJydajeBuMa KaJia ce jeJ[HauYrHe MOry WHTe-
rPpaJInTH y 3aTBOPEHOM ODJIMKY, BEOMa YeCTO ce JiellfaBa Jla ce Haj3HadajHuja W Ha-
JUHTEpPeCAHTHHja CBOJCTBA KpeTarmha He MOI'Y M3BECTU U3 00JIMKa JOOUjeHUX peJioBa.
Nmajyhu y Buay aa je mobmjeHa 3aBUCHOCT Mely pasmIuTHM HapaMeTpUMa YecTO
BeoMa CJIOXKeHa, TO KaJIa Ce jeJHAUMHA PEeIrd MOMOhy peioBa, a YecTO U Y 3aTBOPEHOM
00JIMKY, HUJe YBEK rapaHiifja Jla ce TaKBO KPeTarmhe MOXKe U3aHAJIU3UPATH.

Jlakme, jaBmma ce morpeba 3a MOCTYHIMA U MeTOJaMa Koju Om oMoryhapaJin
Jia ce, He pemiaBajyhu came jejHavdnHe KpeTara, Ulak J001Mjajy HEOIXOJHU Pe3yJi-
TaT|k O CBOjCTBI/IMa KpeTamha Ha OCHOBY HO3HATHUX CBOjCTaBa JUHAMUYIKNUX CUCTEMaA.
Jelan o1 Ba;KHHUX 3aJlaTaKa TeopHuje JUHAMHYKUX CHCTeMa je pa3paja epeKTUBHUX
MeTO/Ia pellaBama MUTaba MOCTOjamba, Opoja n cTAOMIHOCTH MEPUOIUIHAX KPeTamba
JTUHAMIYKIX CHCTeMa. Y CIydajy HeKOHCTAHTHUX MEePUOJAUYHUX KPETara JIBOJIH-
MEH3MOHUX JIMHAMUYKHX CUCTeMa KojuMa Ha (pa3HO] paBHU OJIoBapajy I'PaAHUYHU
HUKJIM, BayKHO je uctahu ja ce ocnuianmje yKa3aHor TUIIA jaB/ba]y KOJI MEXaAaHUIKHUX,
aKyCTHIKHUX U CHCTeMa KOjU cy Hajue7le mpeaMeT u3ydaBama OHOT jiesia HeJlnHeapHe
MeXaHUKe KOja acolupa Ha TeOpHjy HeJuHeapHUX ocruiaanuja. O BayKHOCTH U3yda-
Bamba TPAHUYHUX IUKJIOBA TOBOpH umibeHUINA Ja je /[.XuiabepT murame HUXOBOT
Opoja u 1oJioXkaja ykJbydno Kao 16-tu Baxkan npobsem o 23 napejenux, 1900-te
roj., Kao HepereHe npoodseve. Be3 ob63upa mrro ce oBuMm mpobsiemom HGaBe MHOT'T
IIO3HATHU CBEIKH HAYYHHIIM, OBaj IpobJeM joir Huje pemreH. Kao mro cy mokasasia
ncrpaxkuBama A.A.AngporoBa u E.A.J/leoHTOBHY a CHHIyJapHe TpajeKTOpHje -
HAMUYKUX CHCTEMA JIPYTOT PeJIa-CTahe PABHOTEZKE, CeapaTpuce U TPAHUYHA TTUKTU-
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ojipelyjy ckejier, Koju omoryhaBa KOHCTPYKIMjy KBaJUTATUBHE CJAUKE IMOHAIIaha
daznux Tpajekropuja y cBuMm dasuum npocropuma. Takohe, mcTtakHUMO Ja 3a
n3ydaBambe cernaparpuca u IMoHalllabe TPAajeKTOpHja Y OKOJTUHE PABHOTEXKHOT CTalba
JUHAMHYIKIX CHCTeMa IocToje paspabene meroje, /0K 3a HM3ydaBame I'DAHUYHHUX
uKajga paspaljeHuX MeToja joIr yBeK HeMa, Kao INTO jOIN YyBeK 3aCHAyXKYjy MazK-
wy oudypkanuje 16 Xwusbeprosor npobdsiema ca mpuMeHamMa, IITo rOBOPU O caBpe-
MeHOCTH MpobJieMa MpejjiozkKene TeMe JIoKTopcke aucepraiuje ”[Ipobisiem menTpa n
doKyca Ko MOJUHOMCKHUX JJHHAMUYIKUX CUCTeMa 1 OudypKaliyje rmecHaecTor Xunjidep-
TOBOTI IIpoOJIeMa ca npuMeHama’ U IO3HABalba HAJHOBHJUX Pe3y/TaTa U3 UCTe Mpob-
Jemaruke. Jlakie, caBpeMeHOCT pa3MaTpaHuX Ipob/ieMa TOBOPH O HEONXOIHOCTH
Jla/bUX MCTPAKUBAKa, KOja Cy HPEJAMET JOKTOPCKE JIUCePTAIH]e.

Crpykrypa pana je caeaeha. Pan je nanucan na 98 ctpana u caapzxKu 18 ciuka.
Opranu3amnuono, oBaj paj ce cacroju m3 b riaa. CaBka IvlaBa II0OJe/beHA je Ha,
osiesbke. Ha Kpajy pajia HaBejieH je Cucak Jiureparype.

Y 1IpBOj IJ1aBU OBe JIOKTOPCKE JIMCepTallje JaTu Cy OCHOBHU 11I0jMOBH U3 TeOpUje
JITHAMUYKUX CUCTEMa, bHUXOBa OCHOBHA CBOJCTBA, KAO M OCHOBHA CBOJCTBA Pellerha
uctux. I[lopea Tora jara je reomeTpujcka WHTEpIpPETAldja peliemha JTHHAMIIKOT
cucreMa u BUX0BO ynopehupame y mpocropy R u dasuoj pasuu (z,y). Takobhe cy
JIaTH OCHOBHHU TIOJMOBU HHTETIPAJTHUX KPUBUX, M30KJIMHA U OMINTer WHTerpaJja, Kao
u ¢azHe paBHU KOja OJI0Bapa JUHAMUYKOM CUCTEMY.

Y npyroj rnaBu obpabhene cy JbanyuosmeBe dyHKIuje n onmcanu cy moryhwn
TUIIOBU ITOHAIIIAHA TpajeKTOpI/Ija JIMHEAPHUX /IBOJOMEH3UOHAJIHUX CUCTEMa Ca HeJle-
FeHEePUCAHOM MATPHUIIOM KAa0 M HEKH OJ1 IIO3HATHX Pe3y/ITaTa KOJU MOKa3yjy MOHAIIAE
TpajeKTOpHja y OKOJMHU CHHTY/IapHE TauKe TUIa IMeHTpa nin POoKyca 3a HeJTHHeapHT
JIBOJIMMEH3UOHAHA CUCTeM OOMYHUX JudepeHnuja nux jeanadnna. O0jalrmenu cy
IIOjMOBH TIOJTMHOMCKHX Heasia n apUHUX BaphjeTeTa Kao U HBUXOBO oapehuBambe.
Kao rmaBHE pe3yaTaT oOBe TlaBe JaTH Cy MOTPEOHH W JOBO/BHH YCJIOBH IEHTpa U
dokyca 3a Kjacy IMHAMHIKUX cucTeMa Tpeher peja ca deTupu napamMerapa.

Y Tpehem geny oBe amcepTaluje MPHOPUTET je JAaT NMPeNo3HABAILY IEHTpa H
dokyca 3a JIBojIMeH31oHe cucreme JudepeHIujaliux je/[HaunHa, MeTo/[aMa n3pady-
HaBama (POKYCHUX BeJIMUNHA 1 (POPMUPAILY aJIrOPUTMA 3a IhUXOBY PeayKiujy. Takohe
Cy JIaTU W YCJIOBH IMUKJIUIHOCTHU 32 MOMEHYTH CHCTEM.

YerBpTHu €0 je nocsehen npobdsemy Oudypkaimja MaJoaMIIATYIHUX T'DaHUY-
HUX [UKaJIa U3 MeHTpa win (HOKyca IBOIUMEH3NOHAX MOJTUHOMCKUX CUCTEMA.

[Tera I'maBa, mpejcTaB/ba 3aK/bydaK y KOMe Cy HeBeJeHW De3yJTaTH OBe JNC-
epraiuje U 4acollUCH y KOjUMa Cy HaBeJICHH Pe3y/ITaTu 00jaB/HeHHU.

Pesynararu y rmaBama 2 u 3 pobujenu cy y capaimu ca mpodecopom hemasiom
Jonuhanunom u Bamepujem Pomanosckum ([15], [16], [65]).

Y 0oBOM mCTpazKuBamy TeMme JIOKTOPCKe JiucepTaluje KopuliheHe cy caBpeMeHe
TeopHjcKe MeToJle, Y3 KOpHIlllieme caBpeMeHe JUTepaType W Yacoluca y KOjuMa Cy
00jaB/beHU Pe3y/ITaTH IIHpEe Be3aHU 3a OBY IMPOOEMATHUKY.
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JIlmHAaMUYKN CUCTEMMU

1.1 OcHOBHU IIOjMOBHU

[Tocmarpajmo cucreMm judepeHnujaannx jeJHaqanHa,

Ccll—f = P(z,y),
(1.1) dy

rie cy P(x,y) n Q(x,y) nedunucane venpekuane pyHkunuje y nekoj obaacru D
eykmuacke pasan B2, D = E? y kojoj je medunncan JlekapToB TPaBOyTIH KOOD-
JMHATHH CHCTeM (Z,Yy) ca HENPeKUJIHUM MapIijaJHiIM H3BOJAUMA JI0 HAjMambe peja
jenan.IIpuveTumMo 1@ He3aBUCHO mpoMensbuBa ¢, y dbyukmujama P(z,y) u Q(x,y)
cucrema (1.1), eKCIUIMIUTHO HE y4YecTBY]e.

Cucrem nudepennujannux jennaduna (1.1), duje gecHe mpase He CaIpiKe €K-
CIUIMIIMTHO HE3aBUCHY HPOMEHJbUBY t, 30BeMO aymonomHum. VlHaue, ayToHOMHE
cucreme upepeHIjaTHIX jeTHATIHA 30BEMO JOIT QUHAMUNKUM CUCNEMUMA.

Axo je D C E? punammuku cucrem (1.1) 30BeMO QUHAMUNMKUM CUCTIEMOM Y
paBHu (paBHO] 0b1acTH).

Y 6yayhe roopuhemo camo na je auHamudku cucreM jeduHucas (3a1an) y
obstactu D.

Ako dynknuje P(z,y) u Q(x,y) u3 cucrema (1.1) npunagajy knacu Cy,, Tajna 3a
qunavuaku cucreM (1.1) kaxkemo ga je cucrem kiace C,.

Ako ¢y P(z,y) n Q(z,y) y (1.1) anaiurnuke dbynknuje y obnacru D, tajga 3a
cucreM (1.1) KazKeMO 12 je GHaAAUMUYKY CUCTIEM.

Hanomenumo jia hemo yOyayhe, 10/ JuHAMUYKUM CUCTEMHUMA I10J[pa3yMeBaTh
cucreme kjaace C.



Ocnosna CGOjC’/TLGCL JUHAMUNKUT CUCTEMA

1.2 OcHoOBHaA CBOjCTBa JUHAMHUYKUNX CHUCTEMA

PaszmoTpuMo reoMeTpujcky uHTepnperanujy aunamuukor cucrema (1.1) y R? ca
JexaproBum KoopauHarama T, y,t, nupn demy dyukiuje P(x,y) n Q(x,y) Tpeda
pasMarparu Kao hpyHKIUje Tpu mapaMerpa o,y u t. Kako x u y He 3aBuce oj t, Taja
y R3 obnacr gedbunucanocru bynknuja P(z,y) nu Q(x,y) uz (1.1) je 6eckonauna
nunHapuyana obsiact H duje cy remeparpuce npase mpoMeHe ocu t, a JupPEeKTpuca
obaact D. 3a cayuaj D = R? = E? nmamo na je H = R3 = B3

Pemema

r=pt), y=19(@)

cucrema (1.1) uarepnpernpajy ce kpuBnma Ha obsactu H, Koje 30BeMO  unmezpa.n-
num kpueum cucrema (1.1). 36or ynmennna ga cy P(z,y) yQ(z,y) byukiuje kiace
(1, 3a cucrem (1.1) y cBum taukama obaacru H BaxKu:

Oco6una 1.2.1 3a npouseonny mauky Mo(xo,y0) € D u 3a ceako
tg, —00 < tp < OO TMOCTOJH J€JIHO M CAMO jeJTHO Pellerhe

cucmema (1.1), Koju 3ad060ma6a nowemue Yycroee

zo = p(to) ,Jo = Y(to),

depurucane 3a cee Bpeanoctu t mekor marepsana (7,7 Koju caapxku to.

Ca 2eomempujcke mauke 2aeduwma ocobuna (1.2.1) 2060pu da kpo3 ceary mauky
obnacmu H nposasu jedna u camo jedna unmezpanna kpuea cucmema (1.1)

Ocobuna 1.2.2 Hexa je Di 3ameopena ozpanuyena obaacm cadpocana y D mj.
Dy CD,u

=), y=9()

pewene cucmema (1.1), depunucano na unmepsany (7,T) makea da sa cearo t €
(1,T) maura N(p(t), (1)) y cearom mpenymry ocmaje y obaacmu D .

1.3 OcnoBHa cBojcTBa pemiema cucrema (1.1)

Kao mocsrenune ayronomuoctu cucrema (1.1) mHapermheMo HeKa OCHOBHA CBOjCTBA
pelema 0CMaTPAHOI CUCTEeMa.
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Ocobwuna 1.3.1 Hexa je
T = @(t) y Y= ¢(75)

pewere cucmema (1.1), dedpunucana na unwmepsany (7,7T) mada je
z=pt+C), y=9(t+0C),

2de je C - npouseonna Koncmanma, maxohe pewere cucmema (1.1), xoje je dedpun-
UCAHO HA

(r—C,T-0C).

Oco6una 1.3.2 Pewewa cucmema (1.1)

r=p(t+0C), y=yv(t+0C)

MO2Y CE CMAMPAMU Kao pPeulerva Koja 3ado8omasajy nowemHe Ycaose ca UCTUM
NOYEMHUM YCAOBUMA To U Yo U PA3AUUMUM NOYEMHUM 6PEIHOCNUMA NPOMEHHUBE
t. Osa dsa pewera mozy ce dobumu jedno us dpyzoe samenom t ca t + C ca odzo-
sapajyhum usbopom koncmarme C'.

Oco6una 1.3.3 Pewewa cucmema (1.1) kao dynryuje 0d t u 0d nowemnux yciosa
to, To, Yo MO2Y ce 3anucamu Yy 0bAUKY

x = (t —to,z0,00), Y=t —to, 2o, ¢0)

Oco6una 1.3.4 Axo je pewerne cucmema (1.1)

x = @(t —to, To, o), Yy =Y(t—to, To,0)
dedpunucaro 3at =11 u
x1 = p(t1 — to, Zo, Yo)
y1 = Y (t1 — to, To, Po)

mada je
@(t —to, To,y0) = (t —t1,71,91)

Y(t — to, o, y0) = P(t — t1, 71, 41).
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1.4 T'eomerpujcKa mHTEpIIpeTanja AMHAMIYIKOT CHC-
TeMa Ha Pa3HOj paBHU

1.4.1 @Pa3na paBan. BekTopcko nmospre. CuHTyJIapHE TAadYKe

[eomerpujcka narepnperanuja cucrema (1.1) moBesana je ca mocMaTpaHOM paBHH
(x,y), Kojy 30BeMO pasra pasar cucmema (1.1).

Axko nocmarpamo y cBakoj rauku M (z,y), M € D paBuu (x,y) BEKTOp T ca KOM-
nonenrama P(z,y) u Q(z,y), Taja Ha oBaj Haunu quHamudku cucrem (1.1) onpebyje
y D sexmopcko nowe. Cucrem (1.1) y BeKTOPCKOM OOJIMKY 3amucyje ce ca,

&= F(x)

IITO Ce HAPOYUTO KOPUCTH KOJI CHUCTeMa ca BehuM OpojeM Hermo3HaTHX.

Kako P(x,y) u Q(x,y)umajy HenpekuHe napiujajHe U3BOJE, BEKTOPCKO MOJbe
onpelheno cucremom (1.1) 30BeMo  Henperudro dupeperyujasnum 6EKMOPCKUM NOHEM.

Ako je y HeknMm Taukama, ucropemeno P(z,y) = 0 u Q(z,y) = 0, Te Tauke
30BEMO  CUH2YAAPHUM MAYKAMA 6EKMOPCKO2 NOoMAG WIH  CUHYALPHUM MAYKAMA
cucmema (1.1), y IPOTHBHOM Ce TadKe 30BY 00UMHUM WA  HECUHZYAAPHUM.

VY ¢Bakoj HECHHTYJIApHO] Tauku M BeKTOpPCKOr mosba yrao Q(x,y), rie je

Q Q

sinf) = ———— cosf) = ————
/p2+Q2’ /p2+Q2’
je HempekuaH, JI0K je y CHMHTyaapHoj Tauku yrao 6(z,y) neoapelen kax © u y rexe
KOOp/IMHATAMA CUHTYJIapHE TadKe.

1.5 Tpaekropuuje. Pazbujamwe obsactu DD dpa3He
PaBHU Ha TPaeKTOpuje

Hexka je,
T = (,D(t) y Y= ¢<t>
IPOU3BOJBHO pelierbe cucreMa (1.1).

Ckyn Tauaka M (¢(t), ¥(t)), rae t y3uma cBe BpeJHOCTH 3a KOje Cy (DYHKIH]je
x = @(t) uy = 1 (t) nepunucane, 30BeMO mpaekmopujom Koja OAroBapa JaToM
pemiemy a Takohe U mpaekmopujom BEKTOPCKOT 10Jba 3aaHOI JUHAMUYKUM CUCTe-
mMoMm (1.1) mam camo Tpaektopujom (ha3zHOM TPaeKTOPHjOM) AMHAMHIKOD CHCTEMA
(1.1).

Ouurniesno ga cy jeaxnaumne © = @(t) ,y = ¥(t), napamerapcke jejHaunHEe
TpaekTopuja. OOpHYTO, aKO UMaMO OMJIO KOjy TPaeKTOPHU]y, Taja pelieme, Kojem
OHA OJITOBapa, 30BEMO peuetbeM Koje 00208apa 0amoj mpaekmopuju.
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Axko tauka M (x,y) Ha TPAEeKTOPUjU HUje CHHTYJapHA TAYKA BEKTOPCKOT IOJba,
tajga Bektop (P(z,y),Q(x,y)) je ranrentHu BekTop Tpaektopuje ci.(1.1)

¥

Cauxka 1.1:

Bamcra, kako je x = (t), y =1 (t) pememe cucrema (1.1) Baxkmu:

BekTop (gp(t) ,@D(t)) OYMIJIEHO je TAHIE€HTHU BEKTOP Tpaekropuje L, na 360r

p(t) = P(p(t), v (1) , &(t) = Q (» (1), ¥(t))
OH Ce MOKJIAIa ¢a BeKTOPOM MoJba 3ajaHor cucrema (1.1).

Ako je M(xg,yo) cunrynapua Tauka cucrema (1.1) tamga 360r

P(z0,%0) = Q(w0,0) = 0,

je ouurneaHo T = xg, Yy = Yo pemiere cucreMa (1.1) ma je cunrynapua tauka M
BekTOpckor nosba (1.1)  nocebna mpaexkmopuja, Kojy 30BeMO nososcajem WA
MaAUKOM PaBHOMEIICE.

O6pHuyTo, ako cucrem (1.1) uma perrerbe

rae Cy Ty M Yo HEKe KOHCTaTe, Taja je Tadka (Tg,Yp) Tadka PABHOTEKE Tj.
CUHTYJIaDHA TAaYKa BEKTOPCKOI I0Jba Tj. 3a by Cy HCIyHhenu yciaosu P(xg,yp) =
Q(zo,y0) = 0. Kako y peremmy

He ¢urypumie ¢, ono je jeduHUCAHO 3a CBAKO t.

Ocobuna 1.5.1 (Csakum deoma pewervuma roja ce pazauryjy camo y uzbopy to,
00206apa jedna me ucma mpaexmopuja.
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Ocob6una 1.5.2 Kpos ceaxy mauky obaacmu D nposasu jedna u camo jeona mpaek-
mopugja durnamunuroz cucmema (1.1).

Ha ocnoBy ocobune 1.5.2, TuHAMUYKH CHUCTeM, 3aJaH y obmactu D, onpehyje
HeKy (paMUINjy TpaeKTOpuja WJIM TAKO3BAHO pasbujarve obaacmu D Ha mpaek-

mopuje.

Kao nmogerak ucnuruBama pasdujama obgacTu [ Ha TPAEKTOPHUjU CACTOJU Ce
y yrBphuBamy Moryher kapakrTepa mnocebne TpaekTopuje Tj. Tadyke paBHOTeXkKe, ca
KOJOM CMO ce Beh yImo3HaJu.

[IpernocraBumo caja jia Tpaekropuja L, Koja ojiroBapa perniemmy

Huje rnocebHa TpaeKTopuja, Ma y CBAKO] HEHO] TAYKU BaKu:

2

(@) + (V1) = (Pe,)) + (Q(p, 1))’ £ 0

Ocob6una 1.5.3 Hexa je mpaexmopuja L, xoja odzoeapa pewervy

:E:sp(t) 7y:¢(t)v te (T’T)7

pasaunuma 0d nocebhe (cneyujanne) mpaexkmopuje pasHOMeMNCe U HEKA Nocmaoje
epedrnocmu ty u ty us (1,7) 11 <ty maxse da je

o(t1) = ¢(t2) , (1) = Y(ta).

Tada pewere x = @(t) ,y = ¥(t) dedpunuwemo 3a cearot € (—oo,00) dynryuje
o(t) up(t) cy nepuoduwne dynryuje no t, a odeosapajyha mpaexmopuja je npocma
204K 3A4ME0PEHT KPUGB.

Pewerve,

2de cy,
p(t) =t +6) , ¥(t) =1 (+6b)

nepuodunre GyHryuje, 306eM0 TEPHOIUIHEM PEIICHEM, 0 HAJMarby nepuody 6o,

3a Koje je
p(t) =t +0) , ¥(t)=1¢({+0),

306EmM0 1NEPUOJOM TOI' pelleha.

Tpaexmopuje koje 00208apajy NEPUOOUMHUM PEULEHUMA 306EMO 3ATBOPEHUM, Y
NPOMUBHOM UL 306€MO OTBOPEHUM.
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1.6 Ymnopebeme reomerpmjcKnux MHTEpIpeTanunja
y npocropy R’ u ¢dasnoj pasau (z,y)

Pannje cMo uctak/m ga cBakom pemtersy cucrema (1.1) y R® oxrosapa unre-
rpajiHa KpHuBa.

Ouurieno, 1a je  mpaexmopuja npojexkyuje Te WHTerpajiHe KPUBe Ha paBaH
(z,y). Ha ocnoBy 1.3.4 3ak/bydyjeMo Jia ce y TPaeKTOPHUjy NPOjeKTyjy OHEe U
caMo OHe MHTerpaJjHe Kpupe mpoctopa R, Koje ce mobujajy m3 jeane TakBe Kpube
TpaHCJAUjOM 3a ITPOM3BOJhaH OJcevdak ay:K oce t. Ha oBaj maumn yrBphyje ce
LpUPO/IHA Be3a u3Melhy TpaekTopuja JIMHAMUYKOL cucremMa Ha (ha3HOj paBHU U UH-
TerpajHuX Kpusux y npocropy R®. YV 3aBucmocru ox kapakrtepa Tpaexropuje L
MOT'y HACTYIHUTHU cjejiehn ciaydajeBu:

-L je Tpaekropuja paBHorexke M (zg,Yo).

Tama oarosapajyha maTerpamna kpusa y R® je mpaBa 7 = xp, ¥ = 9o Koja je
mapaJjeaHa ocd ¢t u mposasu Kpo3 tauky M. Tpancmamujom ayzk oce ¢ Ta mpasa
npesasu y camy ceoe.

-L. je 3aTBOpeHa TpaeKkTOpHja , KOja OAroBapa MePHOINIHOM peIlerby ca MepuogoMm Hy.

Opxrosapajyhe naTerpasse Kpuse nMajy o0JUK ’XeJIUKOUIHE JUHIje” ca KOPAKOM
6y u npojexryjy ce y tpaekropuj L. Ilpu rpancnamuju ayx oce t, 3a omcedak C,
CBaKa WHTETpaJIHa KPUBA MPeIa3n y Apyry Kpusy, ykoauko C Huje gepuBa ca 6y, a
cama y cebe ako je C' nespuBa ca 6y (ci1.1.2)

it
Y
P

Cauxka 1.2:

-L He3aTBOpeHa TPAaeKTOPHja.
Y 0oBOM ciyuajy CBaka WHTerpajHa KpPWBa, KOja OAroBapa Tpaektopuju L, upw
IIPOM3BOJHHOj TPAHCJANUJH JIyK Oce , DPa3JIUIuTOj OJ] HyJle, Ipesas3u y APYyry UH-
Terpaany Kpuny (cia.1.3)
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Al

- /M‘{ nl

A AT
A 1
i
gt
“

Cauxka 1.3:

Ymopeo ca cucremom (1.1) pasmorpumo cucrem (1.1)" 1j. cucrem:

dx dy
—_p A 1.1)
o (@y) . —=-Qy) (1.1)
AKo cMepoBe BeKTOpa BEKTOPCKOT 110Jba crcTeMa (1.1) mpoMeHuMo y BuMa CyIIpOTHE

Jn06ujaMo BEKTOPCKO Tosbe cucreMa (1.1)°. TIpocToM mpoBepoM mokasyje ce, Ja ako
je

pememe cucrema (1.1)’.

Ounrseao ma cucremu (1.1) m (1.1)" mmajy mcre Tpaekropmje ca CYHIPOTHM
npasiuMa. Jlakie npenas ox cucrema (1.1) ma cucrem (1.1)7, MozkeMo pasMarpaTu

Kao IIPOMEeHY llapaMeTpu3aliija Ha TpaeKTopujaMa, a 3allpaBo Kao 3aMmeHy ¢ ca
rnapamMerpoMm —t.

Ocobuna 1.6.1 Hexa je
z=(t) , y=v()



3amena npomennsusur u upepenyujasna jednavuna xoja 00208apa uHAMUYKOM cucmEdy

pewerve cucmema (1.1), wuja je mpaekmopuja pazsuwuma 00 mpaekmopuje pagHomesice.
Tada nocmoju moromona maksea pynryuja kaace Ci,t = B(s), da je nap dynryuja

r=¢(B(s)=¢"(s) , y=1(B(s)) =" (s)
pewerbe cucmema

W Py = Py, D= Q) ) =@y ... (L)

ede je f(x,y) dynryuja xaace C; dedunucana na D.

Axo npernocrasumo ga je f(z,y) = 0 y Taukama Koje Cy pasjm4uTe OJ TavaKa
pasrHoTexke cucteMa (1.1), Kao W 1a MoxkKe MemaTn 3HakK y obsactu D, Tanma je
OYHIJIETHO JIa CY paBHOTeKHE Tauke cucrema (1.1)* cBe paBHOTEXKHE TauKe CHCTEMA
(1.1).

Kao u cBe tauke obiactu D Koje Hucy Tadke paBHOTexke cucrema (1.1) a 'y
kojuma je f(x,y) = 0.

Kpuy

flz,y)=0

30BEMO  cunzysaprom aunujom cucrema (1.1)*, m cBaka meHa Tavka je Tauka
paBHoTexke cucrema (1.1)*.

[Tocmarpajmo Tpaekropujy L cucrema (1.1) pasauuuTy oj TpaeKTOpUje paBHOTEZKeE,
na k0joj je f(z,y) # 0. Taga xao u pauuje, L je tpaexkropuja cucrema (1.1)* ca
MIPOMEIEHOM MTapaMeTpU3alnjoM. Y KOJHUKO TaK, Ha KPpUBO] L mMa Tadaka KpUBe
f(x,y) =0, Tama cee Tauke KpuBe L pasauuuTe 0OJ TUX Tadaka, Pasjaxy ce Ha
KOHAYAH WK peOpojuB GpPOj MIATKUX KPUBHUX, KOje €y Tpaekropuje cucrema (1.1)*
(cm. 1.4) umja ce ycMepema MOKJIANAjy ca yeMepemuMa Ha L ako je Ha TOj TPaeK-
topuju f(z,y) >0, a He NOKJIANAjy Ce Y NPOTUBHOM.

1.7 3ameHa IpOMeHJbUBUX U AudEePEHINjaTHA jea-
HaYMHA KOja oAroBapa JUHAMHUYKOM CHCTEMY

1.7.1 3ameHa npoMeH/bUBUX
Heka je cucrem (1.1) medunucan na orpanndenoj obiaacru D.  Ilocmarpajmo

pezyaapro npecaukasarve, obmacrn D wa obnacr D* pasam (u,v), 3amaro dop-
MyJiama

(1'2) T = f<u7 U) y Y= g(u’v)

NJn mUuMa €eKBUBAJICHTHUM,
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Cauxka 1.4:

U:f*(.’lf,y) ) ’U:g*(I,y>, (12>/
rie ¢y f,g, f* u g° dyukmuje knace C,.  [da 6u D* Omiaa orpanmdena, ImITo
[PETIOCTaBjaMo , HOTPEOHO je W AO0BOJBHO aa f* u ¢g* Oymy orpanudene y D.

[IpoMeH/bIBe U, v MOYKEMO IOCMATpaTh Kao /lekapTose KoopauHare pasau (u, v)
1 Kao KPUBOJMHMjCKe KoopauHare obiactu D pashu (x,y). Taxa (1.2) u (1.2)
HPEJICTABIBA]Y 3AMEHE NPOMEHDUSUT WA  MPAHCHOPMALUTY KOOPOUHANA.

Hexka nocsie Tpancdopmaliyje Koop/imHaTa CUCTEM

dx dy
E_P(may) ) E_Q(l‘7y)

1j. cucrem (1.1) ce Tpancdopmuiie y cucrem obanKa

C(ii_l; = U(U, U) T V(U, U)

TaJa IMaMo:

Uu,0) = 5 P (s o)gl ) + 5 Q(F o). glu,0),

Vi) = 22 P(fu).gu,0) + 5 @ (wo)gfurv).

IITO 3HAYM Ja IPHU Mpeaasy Ha HOBE KOOPAMHATE U, V, BEKTOP I' €a KOOpAMHATAMA
P(z,y) u Q(x,y) upenasuy sBexrop r* ca koopaunarama U(u,v) u V(u,v) 3anare
IPETXOJHUM H3PA3UMa, KOjU TPeJICTaB/bajy HBUXoBY Be3y ca P(z,y) u Q(x,y).

[Tpu npecankaBamy (1.2), cBaka TpaekTopuja

r=9(t) , y=9)
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cucrema (1.1) npesasu y Tpaekropujy

u=@"(t) = f" (@), ¥t) , y=v"(t) = g" (p(t), (1))

CUCTEMA,

u OOPHYTO.

Y 6yayhe hemo kopucTuTn U HEperyJaapHO MpecjInKaBame, Kao MTo je mpeJia3 Ha
moJIapHe KOOp/uHAaTe
x = pcosf ,y = psind,

Ijie ce Kao MpBO HapyIIaBa jeJHO3HAYHOCT a Kao JIPYro, PYyHKIMOHAJIHA JIeTep-

MHUHAHTa
9z Oy
do 0o | _
or oy |~
90 o

jeanaka je mynam 3a 0 = 0.
1.7.2 IndepeHnujajHa jeJHAYNHA KOja OJAroBapa ANHAMUYIKOM
CUCTEMY

[TocmaTpajmo monoso cucrem (1.1), Tj. cucrem

dx dy

~_p A
o (@y) . - =Qy)
TaJa JIeJberheM jeJIHe ca JIPYroM, Jo0ujaMo audepeHIujaany jeJHAInHY,
d
(1.3) dy _ Qzy)
dr  P(z,y)
nJjim d P
dr _ P(zy) L3y
dy  Qz,y)

[Tocmarpajmo jennaunny (1.3) u mpousBosbHy Tauxky Mo(zo,ye) obmactu D.
Nmajyhu y Buly TeopeMy O 1HOCTOjalby M jeJIMHCTBEHOCTH pellieiba, aKo je 3a Bpe/i-
HOCTH o, Yo, P(Z0,y0) # 0, Taja noCToju jeJIMHCTBEHO PEIleHhe

y = f(x),

KOje OAroBapa IIOYeTHHM YCJOBUMA Tg,Yo M AHAJOTHO, jeTMHCTBEHA MHTEIDAJTHA
kpusa jegnaqune (1.3) koja nposasu kpo3 rauky Mo(zo, Yo).

Koedunujenar npasna taurenre Ha T0j Kpusoj y tauku M (zg,yo) 3amaje ce

dbopmysiom
y/ _ @ | _ Q(J:07y0)
o de M P(wg,yo)
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Heka je

pememe cucrema (1.1), Koje ogroBapa modeTHuM ycjaoBuma to, To, Yo. Y3umajyhn
t Gy to, 0,50 Kao dbymkuujy x,t = y(x) u cravmajyhiu y bynkuujy y = (t),
nobujamo ja je y = ¢ (y(x)) = f(r), pememe cucrema,

dy _ Q(z,y)
dr  P(x,y)

Ouurie a0 HHTErpAJIHA KPUBA IPETXOAHE jeJHAYNHE, Y TauKaMa, 1e(pUHICAHOCTH,
TOKJIATIA Ce Ca TpaeKTopujoM cucrema (1.1) wiu je jeo Te TpaekTopwje.

Ocobuna 1.7.1 IlcrospemeHo 3a/iaTu CUCTEMU

dy _ Q(z,y)

dv  P(x,y)
u

dr _ P(z,y)

dy  Q(z,y)

onpebyjy cBe Tpaekropuje cucrema (1.1) 1j. cucrema

dx d

E:P(%Z/) ) d_iZ:Q(x7y)

pasmvuTe 0J TPAEKTOPHje PaBHOTEKE.

YMecTo jegHauYnHA

dy  Q(z,y)

dr P(z,y)
nJn

de _ P(z,y)

dy — Q(z,y)

kKopuctuheMo ce cienehuM CUMETPUYHUM, Y OTHOCY HA T U Y, jeTHAYMHAMA

nin

dx dy

P(z,y)  Qz,y)

Tpaekropuje cucrema (1.1) Koje HuCy paBHOTEXKHE 3BalieMO unmezpasnum Kpusum
nperxojue jegHadnte. Tadke 3a Koje HCTBPEMEHO BayKu

P(x,y) =0 , Qz,y)=0
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u o0e jejHavrHe

dy Qz,y) . do _ P(z,y)

= 7 — =
dr  P(x,y) dt  Qz,y)
rybe CMHCA0 30BEMO  CUHRYAGPHUM TAdKaMa CBUX jeTHAYMHA!

dy Qz,y) dz _ P(z,y) dx dy

= — = ili = :

dr — Plx,y) " dy  Qz,y)  Pry)  Qx,y)

Jakite, paBHoTeKHIUM TpaekToprjama cucrema (1.1) oxrosapajy cuHryIapHe Taqke
MPeTXOIHUX jeIHAYMHA W OOPHYTO.

1.8 N3okauae. NHTerpaane KpuBe. OIITM WH-
TerpaJ jeguauwmaa (1.1)

1.8.1 N3okanne

Kpuge obnactu D dwuja je jeaHavunna,
(1.4) Q(z,y) — C P(x,y) =0

WIH jeTHAYIHE

(1.5) P(z,y) =0
30BeMO  u3okAunama ( TUHEjaMa jeaHakor HarnOa) cucrema (1.1) mwin jenmadanne

dx dy

Plz,y)  Qz,y)
30kuHe MMajy TO CBOjCTBO Ja Tpaekropuje cuctema (1.1) Koje mposasze Kpos
TavKe, KOje HUCY TauKe PABHOTEXKe, CBaKe KPUBe, UMajy V THM TauyKama UcTe Koedu-
HnujeHTe npasia Tanrenara. Haume, koedunujentu npasana TpaeKTopuja y raukama
usoksmue (1.4) jeanake cy C, a y taukama msokjaune (1.5) cy Geckonawqno (00).
Jlakjie, mpaBIM TaHT€HATA HAa TPACKTOPHUjU MEHajy Ce caMo MPH Mpeaasy Tadke ca
je/lHe Ha JIPYTY U30KJINHY.

Nzokmuue P(z,y) = 0 u Q(z,y) = 0 30By ce zaasHum usokiunama. Y
TagKaMa IIPBOj Ol IUX TaHTeHTe Ha TPaeKTOpHjaMa Cy BepTHKaJIHe, a y TaduKaMa
JIpyre XOpU30HTaJIHeE.

JlakJjie, riiaBHe M30KJIMHE 30BEMO JOII U30KAUHAMG TOPUSOHMAAHO2 OTHOCHO
eepmukastoz Harudba. Ounriie1HO, CBe TavyKe PABHOTEXKE JieyKe HA CBAKO] O/
HU30KJIUHUX U OOPHYTO, 3aje/IHMIKA TauKa Ma KOJUX JIBajy pa3IUuUTUX H30KJIUHA je
TavYKa PAaBHOTEYKE CUCTEMA.

Crenujamno, TauKe paBHOTeXKe Cy 3ajeTHUYKe TadKe JBajy TIIABHUX U30KJIMHA.
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1.8.2 Uwurerpan. WMurerpasna kpuBa. Omumitu wHTETpast
cucrema (1.1)

Hagenene nojmoBe, Ko audeHinjajine jeHavunHe Wan cucremMa AndepeHiimjai-
HUX jeJlHaYnHa, YBelheMo aHaJI0THO OBUM TIOJMOBHMA KOJ aHAJTUTHIKUX JIHDEHIN-
januux jeqHauwmHa u cucrema. OBje hemo ce 3a/pzKaTu Ha HaBeJIEHUM II0jJMOBHMA
KpO3 HbUXOBO KOpuT7heme HeKUM KOHKPETHUM HpUMepHuMa.

Heka je cucrem (1.1) anamurudaku cucrem y obuacru D. Hoemy omrosapajyha
jucpepHIMjaHa je/IHAYUHA Y CUMETPUYHOM OOJIUKY je

dx dy

P(z,y)  Q(z,y)

Ako je F(x,y) dynkumuja koja 3amoBo/baBa cieaehe yciaose

1) F(z,y) je aHajiuTuvka y CBAKOj Ta4KH KPUBE YHja je jeJHAUNHA

F(z,y)=0

2) 'V cBakoj TauKM KpuBe Unja je jeJHaYMHA
F(z,y) =0
UJIEHTUYKU BayKU jeJIHAKOCT
Fy(z,y)P(z,y) + Fy(2,9)Q(z,y) =0
Taja penarujy

F(z,y)=0

30BEMO  UHMEZPAAOM WIH napyujasrum unmezpasom cucrema (1.1) win memy
ojnrosapajyhe cuMmerpudHe jeHadYnHe, a KPHUBY, oApeheHy TOM peamujoM, uHme-
2PANHOM KPUBOM.

Hexka je
F(z,y)=0

unrerpas cucrema (1.1). Pazmorpumo oaroapajyhy uHTerpainy KpuBy, Koja MOKe
UMaTH Tadaka paBHoTexke cucreMa (1.1), a Takolje 1 Tagaka y KojuMa je HCTOBpEMEeHO

Fy(z,y) = F,(x,y) =0,
Tj. CHHTYJapHUX TadaKa KpHUBe Yhja je jeTHaInHA

F(z,y) =0.

Oco6una 1.8.1 Csaku deo (0dceuak) unmezpanre kpuse, Koju He Ca0PHCU PABHOMEINCHE
mauke cucmema (1.1) u Koju HeMA CUHRYAAGPHUT TAYAKA, J€ MPAEKMOPUIQ UM HEKU
rwen deo cucmema (1.1).
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Baucra, neka je Mo(zo,yy) Tadka TaKBOI OJCEYKA KPUBE
F(z,y) =0,

u nexka je y Mo F(vo,y0) # 0. Tana y nexoj okonmunn My Kpusa mMoxe Guru
3aJI1aHa jeITHAYMHOM

y = f(x),
Ipu 9eMy je
dy o Flz(zy)
&~ T TFyy)

3a cBe Tauke kpuee y Toj pasuu. Kako je F(zo,y0) # 0, To je y oxonmunm
My F,(zo,y0) # 0. Us penanuje

Fy(z,y)P(2,y) + Fy(z,y)Q(z,y) =0
caenyje, na je y okonuuu My P(z,y) #0 u ga je

_Fa(zy) _ Qzy)
Fry(z,y)  Plz,y)’

mro 3Haun jga dbyukuuja y = f(r) 3a10Bo/baBa jeHAYUHY

dy _ Q(z,y)
dr  P(z,y)

dy_/ o
%_f(:v)—

Amnajiorno ce pasmarpa ciay4vaj, kagaa je Fi(xo,y0) # 0. Y oBom cayuajy pasma-
TpaHHu OJ/iCeYaK KpHUBE
F(z,y) =0,

je o/icevak mHTErpajiHe KpHBe, KOja je TpaeKTOpUja WK el jeo cucreMa (1.1).

[TocmaTpajmo casia paMuinjy KpuBux
F(z,y,C) =0,

rie je C' mpom3Bo/bHA KOHCTAHTA, U Koje cy JedbuHncane Ha HeKoj obaactn (MHTEp-
BATY).

Jennauuny,

F(z,y,C)=0
30BEMO  ONULMUM UHMEZPANOM  jeTHATTHE

dx dy

P(r,y)  Q(z,y)
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wn cucreMa (1.1) 1j. cucrema

dx @_

%ZP@Z.?ZJ) ’ dt _Q(xay)v

aKO CBaKa KpuBa amu/inje
F(z,y,C)=0

je MHTerpajHa KpHBa W aKO CBaka Tadka obgactu [ mpumaaa HajMame jeaHo)
KpuBOj u3 damuiuje

F(z,y,C) =0.

[Ipema nperxoanoMm, ako je dpyukmuja G(x ebunucana Ha [, aHAJIUTHYKa,
7 ) Y Y
y CBUM TadkaMa [, OoCHM MOKJa y Tadykama paBHoTexe cucrema (1.1) m ako 3a/10-
BOJbaBa UICHTUTET

Taaa
G(z,y)=C

je ommmru uaTerpan cucrema (1.1).

Ako cuctem (1.1) uma onmTi WHTErpas oOJIUKA
G(z,y) =C,

rie je G(z,y) dyHKIEja aHAJUTHYKA Y CBUM TadykaMa objaacTd D, Taja KazKeMo
na cucreM (1.1) 1j. cucrem

dx dy
—_— = P -_— =
OJTHOCHO jeTHAYnHA,
dx dy

P(z,y)  Qz,y)’

uma y obacru D anaaumuuku unmeepan win unmeepan enepeuje cucrema (1.1).

Nuaue 3a cucrem o6auka (1.1) KOju nMa aHAJIUTHYKE WHTEIPA, KAXKeMO Ja je
TAKO3BaHU XaMUJITOHOB CUCTEM:

dv _OH  dy __OH
d oy ~ dt 0Oy’

rie je H(x,y) amamuruuka QyHKIuja, a
H(z,y) =C,

je WHTerpaJ eHepruje MPeTXoJHOr CHCTeMa, Koju je jacHor obsmka (1.1).
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1.9 IIpumepn AMHAMUYKUX CHUCTEMA KOJjU WJIYC-
TPY]y TIOjMOBE ITPETXOHOT Mmaparpada

CBuM Jj10J1€ HABEJEHUM JIMHAMUYIKU cucTeMu Ouhe aeduHUCAHN Ha 1eJI0] PABHH.

[Ipumep 1.  TpaekTopuje cucrema

dx dy
— =1, = =0
dt dt
cy TpaBe,
y=c¢ , r=10+cC

napaJsesene ocu ¥. Tadaka paBHOTeXKe HEMA, a CBe TPAEeKTOPHje NHTerpaJHe KPHURe
Cy T3B. IleJie TpaeKTopHje.

[Ipumep 2. TpaexTopuje cucrtema

dz dy 9
e N
dt T odt Ty
Cy,
y=tglt+c), z=t+cy

U HUCY IleJie TpaeKTopuje, 300r Tora ITo bUXOBe TauKe Tezke OECKOHAYHOCTH, KaJia
t Te’kKu KOHAYHO] BPETHOCTH.
Bancra je

lim y =limt,(t + 1)

t+cl—>g(2k+1) t+cl—>g(2k+1)

[Ipumep 3. Ha dasznoj paBuu, cucrem

dx dy
1 ) dt

= a9y , ajas >0
i 2Y 102

3a1aje BEKTOPCKO mosbe ¢1.(1.5) Ha KOjoj mpaBe MpeIcTaB/bajy H30KIHHE.

OunrsieHO Ja IATH CUCTeM uMa jejHucTBeny Tauky pasaorexke O(0,0). Pererne
JIATOI' CUCTEMa, KOje 0JiroBapa MOYeTHUM YCJIOBUMA tg, T, Yo, j€ 0OIuKaA

1(t—to)

x = zoe" Ly = ot

u ako je dyukmuja ox (t — tg). Tpaexropuje 3amaror cucrema Jg00HjaMO eJIUMHE-
HAIUjoM © U3 MPEeTXOIHOT cucrteMa. Tako gobujamo
ag
T
Y=Y =0,
x5
OJTHOCHO, ,
Yy —cxal =0,
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1#
\ 1 il %
'-u.. &
| o 2 e
5 -".',_' . - + s .
L O e
=2 {J"—/j—f RS S

I

Cauxka 1.5:

rie je

Yo
c=-a , Y#0.
xo!

Ba yp =0 mobujamo x =0, kaom3ac=0 jey=0.

AKo o mosiasHOr cucreMa, npedemMo Ha jeaHo on ciaegehux amdepeHnnja X
jeaHadunHa;

dy _ axy

der  ax’
AN

dy dx

ay  mz

TaJa Mmocje WHTerpaiuje, Kao HHTerpaJaHe Kpuse, J100mjamMo mapaboJie,
a2
Yy=cr,
1 JIBe KOOpJAWHATHE OCe.

Kao mro cmo panmje Buen, jeTHATIHA

dy _do

agy a|x

JiecbunuUIe 10Jbe JIMHEAPHUX ejiemMeHara cJi.l.6.
TpaekTopujaMa MOJA3HOT CHCTeMA Cy OHU JIEJTOBU (MOJIOBHHE) Tapabosa

az
y=cro,

n xoopauHaTHuX oca © = 0 m y = 0 Ha Koje Te KpuBe pa3buja TauKa paBHOTEKE
(0,0). U3 penanuja

t—to)

= woe! Ly = yoe )
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Cauxka 1.6:

3a a; < 0,as < 0, 3ak/pydyjeMo Jia Ma Koja Tadyka, pasjuduta O, TpaekTopuje
Texku Tauku 0 paBHOTEXKE KAt — +00, a3aa; > 0,as >0, kot — —oo. [lakie,
TpaeKTOpHje TeKe TAYKN PaBHOTeXke Kal t — +00 Wil Kaja t — —oo

Ako ce Tauka Kpehe mo Tpaekropuju, Koja HHje paBHOTeXKHA, Texkeh M HEKO]
raukn A(zg,yo) paBHOTEXkKe, Tajga mpu TOM |t| — 0o0. 3aucra, IpeMa paHujeM, ako
Ou t — 7,7 - KOHAQYHA BPEJHOCT, NITO OM 3HAYMJIO Ja KPO3 Tauky npocropa (z,y,t)
ca koopauHaTama (T, Yo, T) IpOJIa3e J(Be HHTErPAJIHE KPUBE O/ KOJUX je je/[Ha paBa
napaJieJiHa ocu t Koja ojiroBapa paBHOTEXRKHOM cramy Ag(Zo, Yo), a Apyra Koja oaro-
Bapa Tpaekropuju L. OBO OM IPOTUBPEUYUTIO TEOPEMH O jeIUHCTBEHOCTH PeEIerha.

Ha oBaj HauuH, pa3zbujame Ha TpaeKTopuje oapeleHo cucremMom

dx dy

— = a1x — =a
dt 1 ) dt 2y

je obumka ci1.1.7. PaBHOTEXKHY TavKy OBOT' 30BEMO JICUINCOM W TO:
- crabmwiraoMm, aj < 0,as <0, jesa ci. 1.7

- HectabuwanoMm, a; > 0,as > 0, mecna cia. 1.7

"‘J" o

Cnuka 1.7:

Pazmorpumo jorn nHTerpaane KpuBe cHCTeMa

dx dy

— = — =a
1 ) dt 2y



1.8.2 Hurerpan. Hurerpanna kpusa. Ommra maTErpat cucrema (1.1) 24

y npocropy R3 ca koopaumarama z,y, t.

Ha ocnoBy dopmyia

t—t()) ag(t—to)

a
l‘ZfEO@l( » Y = Yot

UMaMO Ja Cy MHTerpaJiie KpuBe CuCTeMa

dx dy

— =ax — =a
dt 1 ) dt 2y
caesiehie kpuse y npocropy (z,y,t) :

1) ocat unmja je jenmaunna x = 0,7 = 0 ( koja ce mobuja u3 r = xee 1)  y =
yoe®2(tt) 33 15 = yy = 0) mpojexTyje ce y TauKy paBHOTe:Ke (a3He PABHIL

2) Exkcrnonenmujajine Kpuse

z = xoem )y =0

y KoopauHaTHOj paBHu & > 0, ¥y =0 wm xz < 0, y = 0, Koje aCHMITOIKH TezKe OCH
t, 3at — 00, kKaajea; <0, ci1.1.8- jseBa, u3at — —o0, ako je a; > 0. OBe Kpuse
MPOJeKTYjy ce y MO3UTUBHY W HETaTWBHY AlCIHUCHY TOJIYOCYy, KOje Cy TPaeKTOpHje

CHUCTEMa.

Cauxka 1.8:

3) eKCHOHEHIHjaIHe KPUBE
y =yoe™"" z =0

AHAJIOTHE Cy KPUBUMA THUMA 2)

4) xkpuse
w=zoe™ Ty =T gy #£0

pacIioJIO)KeHe Cy Ha apabOoJIMYKUM IUJIMH/PUMA

y=Cz®2/"  C#£0
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ca remeparpucama napaJjesaum ocu t. Oca ¢ cBaku OBaKaB IUJIMHIAD Pa3Jjazke Ha

ABe IMOJIOBUHE, IIPU Y€MY CBaKa UHTEr'paJiHa KpUBa THIIA 4) JIEZKN Yy IOTIIYHOCTH Ha
JeTHOj OJ1 MOJIOBUHA MUJINHIPA U ACUMIITONKH TeXKHN ocu t,1 — 00, 3a a1 < 0,as < 0,
ci.1.8 - mecno, a 3a t — —oo Kaj je a;p > 0,ay > 0. Unrerpanne kpupe tuma 4)
JI00Mjajy ce jeqHa U3 Apyre TPAHCIAIUjOM JIyzK oce t, IITO BaXKU U 3a HHTeTrpaJIHe
KpuBe tuna 2) u 3).

IIpumep 4. BekTopcko moJbe cucTeMa

dx

d
= Y —wtay, a0,

(1.6) -

:—y—FOél',

3a cay4aj: a < 0 mpeacraBsbeHo je HA c1.1.9

PemraBajyhu nperxoann cucrem Kao JUHEAPHU CHCTEM Ca KOHCTAHTHUM Koeduiiu-
jeHTUMa, JI00MjaMo pellierhe, Koje 0JroBapa MoYeTHHM yCJI0BUMA tg, Tg, Yo, Y OOTUKY

dbynxumja
x = ®4) [0 cos (t — to) — yosin (t — to)]

1.7
(1.7 y = et [z sin (t — to) — yo cos (t — to)]

Cauka 1.9:

KapaxkTep TpaekTopuja mojia3Hor CUCTEMa jeITHOCTaBHU]e je carjieaT mpeackoM
Ha mosiapHe KoopuHarte. Heka cy gp u 6y mnosmapue koopaunare tauke Mo(Zo, Yo)-
Crasmajyhn
xr=opcosf |, y=psind

jeaHaurHa, TPAeKTOpuje MocToje

[Tocne eremenTapux Tpanchopmalmja, TMaMo

0=00e""" 9=t 1,46,
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OJlaKJjie, eJIMMUHAIAJOM t J00MjaMO je[HAYnuHy

0 = 0™,

CBUX TPAEKTOPHja MOJA3HOT CHCTEMA.

Ba ¢ # 0 oBe TpaekToOpHje Cy JOrapuTaMcKe CIHpase, IT0K 3a 9o = 0 mMamo
pasnorexxy 0(0,0).

[TpBa ox jeanauuna (1.7) moka3syje Ja CBe TPAGKTOPHje TEXKe KA CTAFbY PABHOTEIKE
O3at— 400 3acayudaj a < 0 ¢a.1.10 - meBa n 3at — —o0 Kajga je a > 0 cia.1.10
- JlecHa

Crame paBHOTEKE THIIA, KA0 Y J1aTOM IPUMEPY, 30BEMO  (POKYycoM W TO CMa-
busnum 3a a <0, a wnecmabuarum 3a o > 0.

Cnuxka 1.10:

Je/lHaUMHA eKBUBAJIEHTHA T10JIA3HOM CHCTEMY W3 OBOI' IIPUMeEpa, Tj. jeJHATNHA

dx dy
—y+ar _:E~|—ay

je XoMoreHa, U3 KOje HHTerpaimjoM J001jaMo
Yy
l’Q 4 y2 o CeQaarctanI — 0,

nian

2 tan £
x2+y2—Ce aarctan —0.

[IpBa o1 3amBux JIBejy je/IHAYNHA je OIINTH HHTerpaJl CUCTeMa Y CBaKoj obJiacTu
KOja He caJpzKH Tadke oce y Tj. Tauke r = (, a apyra y cBakKoj obJacTH Koja He
caJIpKu Tavke oce T Tj. Tauke y = 0.

Crenujaman ciaydaj moJa3HOr CHCTeMa U3 OBOT mpuMepa, a 3a o = 0, je

dx dy

= =Y, 0=

dt dt
qnje oAroBapajyhe peireme MOUYeTHUM yCJIOBUMA tg, Lo, Yo, j€ 0OTUKA

T, (1.6)'
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x = xgcos(t — tg) — yosin(t — to)
y = xosin(t — tg) + yo cos(t — to) (1.7)

Henocpeanom mpoBepoM MOXKeMO ce YBepUTH Ja je
$2 =+ y2 — 07

OIIIIITH MHTEr'paJl CUCTeMa. ,HaKJIe, CHCTEM HMMa aHaJJUTHUYKH HHTErpa.Jl.

Tpaexkropuje cucrema cy crawe pasaorexe O(0,0) u 3arBOpeHe TpaekTopuje -
KOHIIEHTPUYIHYU KPYTOBHU €a MEHTPOM y KOOPJAUHATHOM IO4YeTKy ca.1.11

P
i S

N
ZJk

Cnuka 1.11:

Pememe (1.7)" cucrema, Koje oJrobapa 3aTBOPEHHM TPaeKTOpHjaMa - KOHIIEH-
TpUY HEM KPYTOBUMA, Cy Mepuofudne (pyHKIHje Hepuoie 27.

Nureprpanne kpuse y mpoctopy (z,y,t) je ocat m XeTMKOWHE TUHU]E PACTIOIOKEHE
Ha, KPY2KHOM IIIMUHIPY 4Ydje Cy JTUPEeKTPHCEe

2? +y? = C.
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Kopak cBake xejiukounjine junuje je 27, cj. 1.12

Hy,

Cnuka 1.12:



2

Ycii0Bu 1IeHTpa 3a jeaHy KJiacy
AMHAMUYKHNX cucreMa Tpeher pena

2.1 TpajekTopuje JuHEeapHUX CHCTEMA

Pasmorpumo peaJiny paBaHCKU JIMHEAPHU CUCTEM, Tj. CUCTEM

dv
2.1 — =au+bv, — =cu+dv,
(21) dt dt
32 KOJU KOODIMHATHHU MOYeTaK HPeICTaB/ha €TeMEeHTAPHY CHHTYJIAPHY TaduKy, Tj. 32

cJIydaj Kaja je

Adéfad—bc#().

Osuaunmo ca A marpuiy cucrema (2.1). Taga nocroju HecuHIyIapHA MATPUIIA
miyr m
M= 11 12 7
Mma1 M2z

J=M"1AM,

pu 4emy je

re je J
Zhaordanova(Marie Ennemond Camille Jordan 1838 — 1922)
dopma marpuie A.

Matpuna J Mozxke umaTu jegan of ciaenehux obmka

(A0
Jl_<0 AQ)’

3a CJIy4aj Kaja Cy CONCTBEeHe BPEIHOCTH MaTpuile A pasjindure, a jeJlan 011 00IuKa

(X O (A 1
Jg—(o )\0> nnn J3—<0 )\0),



Tpajexmopuje AUHEAPHUT CUCTIEME,

3a CJIy4aj Kaja Cy COICTBeHe BpeJdHocTH Marpure A jemxnaxe.
Matpuna M oxapebhyje mpomeny ¢dase koopanHaTa

(2.2)

U = M1121 + M12T2,
V=M1 =+ MooXo.

Coucrpene Bpeanoctu marpuie A oxpelyjy ce nomohy jennauune

a— A b ‘

e d-a|7Y

TO jecT,
(2.3) N — Xa+b) +ad — be = 0.

Osnauumo ca 0 = a+d, AN = ad —be. Tana moxkemo jennaunny (2.3) namnucaru

y 00JInKY
N —oA+A=0,

OIaKJIE CJIe TN

o+ /o2 —4A
5 )

(24) )\1,2 =

Crora u3 (2.4) nobujamo na:

(a) ako je A <0 Tazma cy cONCTBEHe BPEJIHOCTH PeajiHe M PA3IUIUTe 0] KOjUX
je jeHa MO3WTHWBHA, & JIPyTa HETATUBHA;

(6) axo je A >0 u 02 —4/A >0 Taja cy colCTBeHe BPeJHOCTH peasHe, aju cy
HCTOT 3HAKA;

(n) m axo je A > 0 u 0 —4/A < 0 Taja cy CONCTBEHe BPEHOCTH KOHYTOBAHO
KOMILJIEKCHE Tj. A\; = o + i3, Ao = a — i3, upu uemy je « # 0 kama je 0 # 0 wu
a =0 kama je o =0.

[TosnaTo je ma ako €y COICTBEHE BPpeTHOCTH peasiHe MaTpure 2 X 2 KOMILIeKCHe
TaJa rnocroje peasne marpuie M u J 3a Koje BaxKu ;

J=M"TAM

u

(2.5) J4:(§ _(f)

[TocmaTpajmo uHEapHH cHCTeM JudepeHnnjaTHIX jeJHAYnHA ca MATPUIIOM J1, Tj.
(26) I"l = )\11‘1, .I"Q = )\21‘2.
Jennaunua TpajekTopuja cucrema (2.6) je

doy _

dl’g N )\21‘2 ’

30
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HNurerpaspemem oBe jejiHavduHe J100MjaMO

XInzry =ANInzy +1Ine, ¢ >0,
OJIaKJIe CJIC/IH
(2.7) T =Ry’

Buanmo na kKajga ¢y A; m Ay HCTOr 3HaKa Taja jeanadnna (2.7) medunuire
eKCIOHEHNIUjaTHy (DYHKIH]y €4 KOHCTAHTHUM €KCIOHEHTOM (CHHTYJApHA TadKa Ce
y OBOM CJIy4ajy 30Be w60p), a KaJa Cy Pa3JInuuTOr 3HAKa Tpajekropuje (2.7) cy
xunepbosie (CHHIyJapHA TadKa ce Taja 30Be CedAacma maika).

Jla 6u ce oapeano mpasar IpoToKa (ha3e OJpeJnMO Pelllerhe CUCTeMA jeHAUNHA
(2.6). nTerpabemeM OBUX jeTHAYMHA JOOHjAMO

T = cle’\lt, Ty = Co€

Aot

W3 nocaeamux jeJHAKOCTH BUAMMO JIa aKO Cy A\ U Ao MO3UTHBHU TaJa T U Tg
Texke OECKOHAYHOCTH, & aKO Cy A; M A9 HETaTHBHU Tajda X1 W Ty TeXKe Ka HYJIN.
Konauno y caydajy Kajga je A\ HeraTHBHO, a Ao TMO3UTUBHO, T1 TEXKH HYJIH, & Ty C€
npubmKaBa 6€eCKOHAYHOCTH.

Y

)
7

/-
N

(a) (b)

Comka 2.1: Paziuuunre peajine BPEIHOCTH COIICTBEHUX BPEIHOCTH UCTOT 3HAKA NeHEPUIILY

gBopoBe (a) Hecrabmian ciaydaj (A > A > 0); (6) crabunan ciaydaj (A2 < Ay < 0).

[TocmaTpajmo cajta TuHeapaH cucTeM JudepeHInjaJ HIX jeTHAYNHA Ca MATPUIIOM
Jo, Tj. cuctem

(28) l;l = )\01’1, Lfg = )\01’2.
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o | B
;/ ,; | | \ \x
/ )‘# “ H \ \\
J P4 J A \\ N
| Sl ___,/ \\\M \\‘H‘_‘_
e ——
i) S /’ g -

Cinka 2.2: Peajine concrBene BPeIHOCTU CyIPOTHOr 3HaKa (A < 0 < Ap)
M3a3UBajy ceijiacTe TadKe.

Jennaunna Tpajekropuja cucrema (2.8) je

dl’l T

dSEQ i) ’
NuTerpampemeM oBe jeIHaUnHEe T00MjaMO
Inz; =Inxzy+1Inc, ¢>0,
OJTaKJIe CJeIn
1 = CT3.

Buanmo na cy y oBoMm ciydajy TpajekTopuje mpase JMHHje. Y IUJBY Jla Ce OJAPe/IH
Tok ase narerpaanhenvo cucrem (2.8). Uurerpamujom cucrema (2.8) modbujamo

Aot

T = e, 1o = 026)‘“.

W3 nocaemame pesamnuje yodyaBaMo Ja ako je Ay MO3UTHBHO TaJa Ty U Ty TEXKe
0EeCKOHAYHOCTH, & aKO je \g HETATHBHO U T1 U To TE¥Ke HYJIN.

[Tocmarpajmo caja suHeapHu cucteM JudepeHnnjaJ HuX jeJHAYNHA Ca MATPUIIOM
Js, Tj. cucrem

(29) i‘l = )\0[1)1 + ZIo, i‘g = /\01’2.
Jennaunua Tpajekropuja cucrema (2.9) je

d£C1 - )\0331 + X2
d.ﬁl?g N )\01’2 ’
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¥

(e} (0

Cauka 2.3: Jennake coucrsene Bpeanoctu (A = Ay = Ag) remepuiny 3Bes-
ngactu 9Bop: (a) Hecrabuian ciaydaj; (6) crabuian ciaydaj; marpumna A je
JIMjaroHaJTHA.

Jla 6ucMo pentuin OBy jeHAYNHY KOpuUCTHheMo TpaHchopMaujy
x1 = u(xg)zs.

N3 nperxojgne penanuje audepeHnupameM J001jaMo

dxq n du
— = U+ —2o,
dIQ dl’g 2
1 Taja IMaMO
. du Aot + 1
U+ —=ryg = ———
dl‘g 2 )\0
CpebhuBameM oBe jeaHaunne, 1001jaMo
dx
Aodu = —2.
T2

NMuTerpabermem TOCAe/Ibe jeIHaUnHe CJIen

Y 0BOM cIy4Yajy TpajeKTopuje y OKOJTUHI KOOPAMHATHOT MOYeTKA TAHT€HTHO HATEXKY
Ha ocy Ozy. [a 6ucmo Bujesan npasie dasHor toka (diykca) norpebHo je ja
pemumo cucreM jexnaquna (2.9). IIpso hemo pemuru apyry jeanaqwmHy cucrema
(2.9) u 3amennTH 106UjEHO pellierhe y MPBY jeJHAYHHY HCTOT CHCTeMa. Taja mMamo

dl’l
dt

= \oxp + ce™.
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OBo je smneapna jennaunna. [Torpazkuhiemo weno pemieme y 06auky r1 = u(t)v(t).

Tana gobujamo

dxq dv du

13 oBe jennaunne ciean
dv
u JE—
dt

Yaumajyhu y 063up

Jjobujamo 1a je

3 maBemeHnx pasJora je

Tako ¢Mo KoHa4HO /106U J1a je peniebe cucrema (2.9) obsmka

X1

T2

dt

d
—)\Ov) —l—v—u = ce

c
u= —t—+ csy.
(&1

= cte™! + 01026’\°t,

= ¢,

Aot

// ‘J ¥ x \ \-‘\.\1
-f"’/ e ’ \‘\._x_ \\‘H"'--,
= e
- ; 2 =
W %y
\\\ Y I\ f / e
L A
NV
\oob 1] .l'F /

Cnuka 2.4: Kanma marpuna A Huje amjaronajHa, jeIHaKe COICTBEHE Bpei-
HOCTH yKa3yjy Ha TO Ja je KOOPJUHATHH TOYeTak HECBOjCTBEH 4BOp: (a)
necrabuino crame (Ag > 0); (6) crabunno crame (Ag < 0).

34

W3 nocaeamux pesaruja BEJIIMO JIa aKO je Ao MO3UTUBHO U ¢ — —O00 Taja 1 U

Ty TexKe HyJIu U Takohe ako je \g < 0 m t — +00 Tama r1 u Ty TexKe HYJIH.
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Cauka 2.5: KoMmriuiekcre comncTBeHe BpeJIHOCTH ¢TBapajy (a) HecTabuiHe XK
ux e (o> 0), (6) menrap (o = 0) u () cradbuane ) wx e (o < 0).

Pasmorpumo caga cucrtem audepeHIUjaJ HUX jeJHAYNHA €A MATPHUIOM Jy, Tj.
CHUCTEM

(210) ‘fl = Ty — 6(1727 .@2 = ﬂﬂ?l + axs.

Jla bucmo pelu/in ropmy cUCTeM jejHadrHa npehu hemo Ha noJiapHe KOOpuHATE

T1 =T COSp, Tog =TSNy,
u Taja a00ujamo
. . dy . dr
21 = —rsin p— + — cos
! Tar a7t

) de dr .
Lo = —rcosngqLEsm(p.

MHuozKemeM TIpBe jeTHAMUHE Ca COS ©, a Jpyre ca Sin ( U MOTOM CabHpameM THX
jelHaumHa, MUMaMoO

7 = 21 COS Y + Lo Sin .

Onasae ciaenn

(2.11) 7= ar.

Caa, MHOZKEEeM TIPBe jeHAUNHe ca — Sin (o, U APYTe ca coS Y U Ha Kpajy cabu-
pameM Tako Jlo0ujeHe 1pBe u JIpyre je/ilHauuHe UMaMO

(2.12) ¢ =B.
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Nnrerpapemem (2.11) u (2.12) gobujamo

r=ce™, ©=p0t+co.

N3 nocrenme (opmye BHINMO jia yrao ¢ MOHOTOHO pacte ako je f > 0 u
MOHOTOHO omaja ako je < 0, a u3 mpse dopmyse ciaean aa ako je o < 0 Taga
7 TeXKW Ka HyIn Kajga t — +oo. ¥ caydajy kKaja je a = 0 mobujamo r = ¢; Tj.
TPajeKTopuje cy Kpy3HUIE.

¢)

Cumka 2.6: (a)iiop; (6)cemnacra Tauka; (1) crabuiaan dokyc; (1) menrap;
(e) crabusiHa ce/racta TadKa

Cywmupajyhu nobujene pesysirare yoaaBamo ciieehy KBaJIuTaTuBHY CJIMKY TOHAITAHA
TpajeKTopuja y CJIy4ajy JUHEAPHOT CUCTEMA:

A. ako je A < 0 Ttaga je KOOpAMHATHH MOYETAK CeIIACTa TAUKa,



Tpaexmopuje 0600UMEHZUOHANHUL CUCMEMA Y OKOAUHU UEHMPA usu dHcudtce 3T

B.axko je A > 0u 0? —4/A > 0 1aja je KOOpAMHATHH 1I0YeTaK ilBOP,

C. axo je A > 0, 02 —4A < 0, u 0 # 0 Tajga cy TpajeKTopuje y Maaoj OKOJIHHH
KOOP/IMHATHOT TIOYETKA, CIIUpAJIe,

D. ako je A > 0 u 0 = 0 cBe TpajeKTOpHje KOje He IMPoJIa3e Kpo3 KOOPJIUHATHH
OYEeTaK Cy 3aTBOPEHE

VY cayuajy (C) paBHOTeKHA Tauka y KOODIMHATHOM IOYETKY HA3UBA Ce YKU¥KA,
ay cayuajy (D) nenrap.

KopumihemeM jegnadunna (2.2) MOXKEMO ce BPATUTH HA MOYETHE KOOPIUHATE U U
v. ®@asnu noprperu cucrema (2.1) ce Taza gobujajy u3 dasHux mMopTpera cucremMa
(2.6), (2.8), (2.9) u (2.10) kao pesyarar JuHeapHe TpaHcdopMaije (BUAETH CJIUKY
2.6).

2.2 TpajekTopuje ABOANMEH3NOHAJIHNX CHUCTEMA
Y OKOJIMHU IIEHTPA WJIN >KNKE

TEOPEMA 2.1 [5, n.77](Teopema o auneapusayuju) Heka neauneapru cucmem
y=Y(y)

uma npocmy durcupany mayury 3a y = 0. Tada cy y okosuru Koopdunammoz
novemka Gasru NOPMPEMU CUCMeEME U 1e208€ AUHEAPUIAGUUTE KEAAUMATMUBHO ek~
BUBANEHMHU AKO AUHEAPUIOBAHY CUCTNEM HEMG UEHMAD.

Pasmorpumo caja neprypboBann cucrem jenHaunua (2.1) ca dgaHOBHMAa BHIIET
pena, Tj. cucTeMm

= au + bv + Z Upnt" o™ = U(u,v),

(2.13) Fn=2

du
dt
d—v—cu—l—dv—l— i Vinu"o™ =V (u, v)
dt— kn - ) :

k+n=2

13 peTxo/HOT 0/1e/bKa je T03HATO JIa ce TPajeKTopHje cucrema jejnaqunta (2.13)
y caydajesuma A, B, C y MaJj10j OKOJIMHY KOOPAUHATHOL II0YETKA TOHOJIONIKH HE MOy
Pa3IMKOBATH O]l TPajeKTopuja JuHeapHor cucrema (2.1).

Ciryuaj ka1 JInHeapu30BaHU CUCTEM UMa TleHTap je apyradunju. JIluneapua ampokcu-
Maruja He ojpelhyje ned>MHUTUBHO TOHATIAKE TPajeKTOPHUja HEJTUHEAPHOT CUCTEMa
y OKOJIMHU KOODJUHATHOT MOYeTKA. 3amuCTa, MOCMATPajMO CHCTEM

0= —v — u(u® +v?),

(2.14) v =u — v(u® +v?).
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[Ipesiackom Ha 10JIapHE KOOPJUHATE

(2.15) u=rcosyp, v=rsiny,
JiobujaMo cucTem
) si dip + dr CcoS
U= —-rsinp— + —
Yat Tat”
. dy . dr .
U= —Trcosp— + — sin .
Tar T Y

MHuokemeM IpBe jeJIHaYnHe ca CoS , a JIpyre ca sin ¢ u cabupameM Tako JI00ujeHnx
jeTHAYMHA, TMaMOo
7 = 1 COS (p + U sin .

13 mocienibe jeHavunHe CJIe TN

OIHOCHO

\/t+c'

Caza, MHOXKEIeM MPBe jeTHAUNHe ca — Sin @, a Apyre ca Cos ( 1 IUXOBUM CabH-
pameMm, J1001jaMo jeIHaYuHY

A .
o =—(vcosp — usingp),
,

OJTaKTIe je
=1

Crora, Kaja je KOOpJMHATHHU MOYETAK MEHTAp 3a OJroBapajyhu JuHeApHU CHC-
TeM, CBaka TpajekTopuja cucrema (2.14) mo cnupasu ce npubau3BaBa KOOPIHHATHOM
novyeTky. TakBa paBHOTEKHA TAuKa C€ HA3UBA CTMAOUAHA HCUHCE.

Bunmvmo na cy y caydajy cHHTYIapHe Tadke 3a KOJy CY COINCTBEHE BPETHOCTH
JIMHEAPHOT JIeJIa, YUCTO UMArnHapHe, TUII CUHTYIapuTera (Tadke) Huje oxpehen jinH-
eapHOM alPOKCHMAIMjOM M Ja je Taja moTpedHO mocebHo ncnuTuBame. OBe ce Mu
cpehemo ca dpacnuanpajyhum npodseMomM y KBaJIUTaTHBHO] TeopHju AndepeHIinjai-
HUX je/ITHAYUHA Tj. Ca NPOOAEMOM PA3AUKOBAI6A UEHIMPA U JHcusice WIN Kpahe pedeHo
ca npobaeMoM UeHmpa.

Mero JIoKasIHe aHaIu3e KOoju heMo cajla IPUKA3aTh ce MOKe IPUMEHUTH Y CIIy-
najy 1l u3 mperxoaHor omeshbKa. 3aTO MH IPETIOCTaB/HAMO Ja Cy COICTBEHE BPE/I-
nocru « £ 13, rue je B # 0. IMocroju Hejerenepucana JuHeapHa TpaHcdopMaluja
KojoM ce cucreM (2.13) mpeBoju Ha KAHOHCKH OOJIMK, Tj. OOJIMK

du

dt
(2.16) .

dt

= au — fv + P(u,v)

= fu+ av + Q(u,v),
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rje cy

P(u,v) = Z Pr(u,v), Q(u,v) = Z Qr(u,v),

a Py(u,v) u Qr(u,v) cy XOMOreHH MOJHHOME CTeIeHa k.

[Ipestackom Ha nosaphe koopauuare (2.15), cucrem (2.16) mocraje

7= ar+ P(rcos e, rsing) cos ¢ + Q(r cos ¢, rsin @) sin ¢
= ar + 1% [Py(cos ¢, sin ¢) cos ¢ + Qa(cos p, sin ) sing] + - - -
(2.17) - P(rcos @, rsinp)sinp — Q(r cos @, rsin ) cos ¢
=0
,
= 3 — r[Pa(cos p, sin @) sin ¢ — Qa(cos @, sinp) cos p] + - - - .

Jacmo je ma 3a mase BpeHOCTH 7 ako je (3 > 0 mosiapHu yrao pacre Kaja t pacre,
JIOK y cay4ajy kaja je § < 0 mosapHm yrao omaja Kajaa t pacre.

Ymecro cucrema jeamaunua (2.17) moromHuje je pasMaTpaTH FHEroBe Tpajek-
TopHje

dr  ar+rF(r,sing, cos p)
— = _ = R(r, ).
dp B+ rG(r,sinp,cosy)

(2.18)

®ynknuja R(r, ¢) je nepuoauyana no KOOPJAUHATH (O Ca HEPUOJOM 27 U AHAJIUTHYKA
3a CBAKO (¢ W JOBOJBHO MaJjie BPETHOCTH 7.

Ounrsesno je R(0,¢) = 0, tako na je r = 0 Pereme jegnadune (2.18). @yuKImjy
R(r, ¢) M0keMO pa3BuTu y CTEneHu pe

(2.19) — = R(r,¢) =rRi(p) + r*Ra(p) + -+ ,

rie je Ry(p) nepuoanmuna dbyHKIHjA 10 © ca MEPUOJOM 27, a PeJi je KOHBePreHTaH
3a CBAKO ( U 3a CBAKO JIOBOJBHO MaJio 7. Y ciydajy (2.16)

Ry = aﬂ;ng(sin ©, COS P) COS P — OCB%BQQ(S&H ©, COS (p) sin .
O3Ha4YUMO ca
r= f(spv (,00,’/'0)

Pememe cucrema (2.19) ca mogernum ycaosuma 7(0) = ro u ¢(0) = po. Pyuximja
f(@, @o,70) je anamuruuka GyHKIUja 0 MIPOMEHBUBUM @, Qo, U T, H UMA OCOOHHY
na je

(2.20) f(@,0,m0) =0

(jep je r = 0 Pememe cucrema (2.19)). Jeanaunua (2.20) u HempekuHa 3aBHCHOCT
pelema o1 mapaMerapa [8] 10Boau 0 pe3yiarara KOju HCKa3yjeMo Kao:
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IIpono3unmja 2.2.1 Csaxa mpajexmopuja cucmema jeonawuna (2.16) y 0060m10
MAA0J OKONUHU KOOPOUHAMHO2 NOYEMEKA Npecena ceaku 3pak ¢ = const, 0 < ¢ < 2.

OBa npono3uiiyja UMILTAIEPA Ja 0N pa3MOTPHIN CBE TPAjeKTOPH]je Y J0BOJHHO MAJIO]
okonmau O(0,0) T0BOBHO je Ja pa3MaTpaMo CBe TPajeKTOpHje Koje TpoJase Kpo3
masn cerment A = {(u,v)|v = 0,0 < wu < 7*} 3a 7" 10BOJBHO MaJIO, Tj. CBa peniermba

r= f(p,0,79).
Paszsujamem y norennujannu pex, dyuxmuje f(p,0,79) 10 79, mMaMo pe

r=fg,0,79) = u1(@)ro + us(@)rg + -+,

koju je kouBeprenTan 3a cBako 0 < ¢ < 27 u cBako rg < r*. Oa dyuknuja je
Pememe jennaunne (2.19), na oryx je

wyrotuyrgt - - = Rip) (wr(@)rotua(@)rg+- - - )4+ Ra() (ur (9)rotus(@)rg+-- - ) >+ -

TJle je ca MPUMOM O3Ha4deHO JndepeHInparme Mo TPOMeHbIBOj ¢. I3jeqnavasamem
KoedHuIujeHaTa y3 UCTU CTeleH MIPOMEHJbUBE Ty M3 OBAKBHX HJIEHTHTETA JT00MjaMO
pekypenTHe qudepeHnujaine jeqnaunte 3a Gyukuuje u;(@), Tj. jeHadnHe:

uy = Ri(p)u,
u’2 = Rl (QO)UQ —+ Rzu% s

(2.21) uy = Ri(p)us + 2Ro(@)ugug + Rau?

3 modverHor ycJioBa
r= f(govoaTO) =To

J1001jamo

(2.22) u(0) =1, w(0)=0 3a > 1.

Kopu7lemem oBux ycjoBa MOXKeMO ojpeanTu (yHKImje u;(p) UHTErpa/bemem
jemmaunua (2.21). Y cayuajy (2.16), mmamo

ui(p) = €%,

du « o, [ — o
2= Cuy N ( 3 ﬁPg(sin ©, COS ) COS Y — %Qg(sin ©, COS p) sin go) .
Bamenom BpemHocTn ¢ = 271 y pememe 7 = f(p,0,79) m06ujamMo BpegHOCT I =
f(2m,0,70), koja ogrosapa Tauku A, rae rpajexkropuja r = f(p,0,79) nposasu Kpos3

A.
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Hedbununuja 2.2.1 dynuxyuja
(2.23) R(ro) = f(27,0,70) = faro + 175 + 170 + -

(depunucana sa |ro| < %) 2de je 11 = wi (27), n; = w;(27) sa i > 1, ce 306e
Ioenkapeoso npeo NOBPAMHO NPECAUKABAILE UAU CAMO NOBPAMHO TNPECAUKABAIHE.

VBeanmo pyHKIHjy
(2.24) P(ro) = R(ro) — 1o = mTo + nars +mars + ...,

rne je n = i — 1 = ™5 — 1. Mu hemo xoedumujent n; (i > 1) 3Barm u-mom
Jbanynoswesom eesuturom. Hymre jenmaanue (2.24) oarosapajy 3aTBOPEHHM Tpa-
jekropujama cucrema (2.16); Hzonosane Hysie onroBapajy 02paruieHum KpysHuyama.

JbanmyHoB/beBe BeslnunHE KOMILTETHO 0/ipelyjy MmoHalame TpajeKToprja CUCTeMA
(2.16) y 6un3unm KoopauuarHOr HoveTka. [locebHo, ako cy ce JbanyHoB/beBe BeJu-
YUHE jeJ[HaKe HYJIU TaJa Cy CBe TpajekTopuje y MaJioj okoyimau U OKO KOOp/IMHATHOT
MOYeTKa, 3aTBOPEHe W KOOPJAWHATHU MOYETaK je MeHTap. AKO je

(2.25) m="n2=-="ny =0, Nags1 # 0,

Taja cy cBe TpajekTopuje y U cuupasiHe JUHUje W KOOPAUHATHYU MOYETAK je YKHUKA.
Baucra, y 0BOM CJIydajy je

(2.26) P(ro) = Nopari ™t + Z ATy
m=2k+2

U peJl je KOHBEPreHTaH Yy OKOJMHHU KOOP/IMHATHOT TTOYeTKa.

Jla Om cMO aHAJU3UpATH CHEINjaJTHH CIy4Yaj, HPETIOCTAaBUMO Ja je Mory1 < 0.
[Tpema (2.26) BpeauocT ro = 0 je M307I0BaHA HYJIA jeIHATUHE

P(To) = 0,
Te TIpeMa ToMe TocToju 7o > 0 Tako ja 3a 0 < rg < 7y
(2.27) P(rg) < 0.

Taza Tpajekropuja Koja mposasn Kpo3 tauky P(0,7) (0 < rg < 7) mposia3u u Kpo3
TauKe
P(0, r(()l)), P(0, r(()2)), ... Kajia ce yrao ¢ nosernasa 3a 27, 4w, .... OBze je

r(()l) = P(ro) + 7o

o =Py "

( (n)

3an21,1/1r0>r01)>-..>7~0 >...> 0.
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Hus {7"(()")} MMa TDAHUIHY BpeIHOCT 7 > 0, u

lim (rénﬂ) — 7’(()")> =P =0,

n—oo

[Tokazkumo caga ga je 7 = 0. [Ja 6mcmMo TO J0Ka3a/IH IPETIIOCTABUMO CYIIPOTHO
Tj. nma je 7o > 0. Henpexmauocr P(rg) mmmmmupa ga je P(7) = 0 mro je y
cynporroctn ca (2.27). Crora je 7o = 0 u cBe TpajekTopHje y JOBOJBHO MaJio]
OKOJIMHU KOOPJMHATHOT TOYeTKa cy cnupasue juauje koje Texke O(0,0) kamza ¢ —
+o00. Camano, aKko je 7ox+1 > 0 Taga cy TpajeKTopuje Takohe cimparse, aau Texke Ka
0(0,0) xana p — —oc.

Kaga je yciioB (2.25) ucnymeH Kuzka y KOODJAXHATHOM IIOYETKY ce Ha3uBa (huHa

Kuka pefa k. Ako je 19,41 < 0 Taja je Kuka cTabuiHa, a ako je 7,1 > 0 oHa je
HECTaOWTHA.

ITpumenba 2.2.1 Axo unmeezpasumo cucmem jednawuna (2.21) ca dpyeauujum nowem-
HUM Ycaosuma 00 onuz 3adamur nomohy (2.22) mada hemo dobumu dpyeavuju cryn
dynryuja u; () u dpyeanuju ckyn koeduuyujenama n; u ;. Mehymum, npeu roedu-
YUJEHRM, PASAUNUM 00 HYAE KOJuM je 0dpehero nonawaree mpajexmopuja 1y doso.sHo
MAAO] OKOAUHU KOOPIUHAMHO2 NovemKa je ucmu Yy oba cayyaja. To 3nwayu, da axo

Je

m=-=0=0, 001170 u m=--=10;=0, 741 #0,

mada i = j u Niy1 = Nj41 (U 1 je nexu napru 6poj).

2.3 IloauHomcku maeasn u adOpuHU BapHUjeTeTu

Y oBOM MOIIaB/by HaBemheMo HeKe MO3HaTe pe3y/TaTe Be3aHe 3a MOJTUHOMCKE Hjie-
ane. Takobhe, y oBom moriaB/by 6uhe peun o apuHEM BapujeTeTuMa U METOIY HbU-
xoBor ojipehuBatba.

[TocmaTpajmo peTeH MmoJmHOMa
(2.28) =Y aaa”

0 TIPOMEH/BUBUM X1, Lo, . . . , Ty, Ca KODUIH]EHTUMA, A, Y TOJbY k, Koju he y ciaydajy
ox naTepeca 3a Hac outn u3 R, wan C. OBre je « jeana marpuina Bpera

a=(ag,ag,...,ap)

ca M He-HETaTHBHUX IMEJINX OpojeBa, a ca % Cy O3HAYEHH MOHOMHU Ty'x5? - - - zom.

[IpousBoj a,x® ce Ha3wBa term U MPeTIOCTaB/haMO Ja MOCTOjU caMO KOHa4YaH Opoj
TepMoBa y cymu (2.28).
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CKyI CBUX HOJMHOMA 110 HIPOMEH/BUBUAM L1, . . . , Ty Ca KoeUIUjeHTUMA y T0JbY k
je osmarien ca k[, ..., x,]. Jlako je Bugern na je k[xq,. .., 2,] KOMyTaTuBHE IPCTEH.
Osmaunmo ca |a| = ag+- - -+, nomnynu cmenen MoroMa =, u ca aer(f) mormynn
cremen nosmaoMa f. 3Haum ga je ger(f) makcumym on |a| mehy cBum MoHOMEMA
on f ca He—HYITHM KOe(HUIMjEHTHMA (,. YOUHMO Ja 300r KOPecIOJeHInje jeTaH
Ha jejan u3Mmely MOHOMa u mMarpuie Bpcre ca n fixjanoBa xX® = x{'x5?---x%" u
a = (aq,...,a,) € N} noBospHO je mopeharn enemente N (momr To y ciydajy jesame
NPOMEHJBHBE aKTyeTHN KoepUIMjeHTH TepMa HeMajy HUKAKBY YJIOTY Y PeIOCJIelLy
eseMenara). V13 oBe KOpeCIo/IeHIMje HApABHO CJIEJIH MPETHOCTaBKa O ypeljemy camux
HPOMEH/BUBUX X1 > Tg > =+ + > T, .

[Toacerumo aa je napyujasro ypeherwe = Ha ckyy S OMHApHA pesalmja Koja je
pedrexcusra (a > a 3a cBako a € S), anrucumrepud Ha (@ > b u b > a camo ako
je a = b), w tpansuruBHa (a > b u b > ¢ nmmunupa a > ¢). Tomaanu ped > Ha
ckymy S je mapiujagHu pe y KoMe OII0 KOja JBa eeMeHTa MOTY Ja ce IMOopeje: 3a
cBaKo a u b Ha ckymy S, unu je a = b,unu je a > b, unn je b > a.

Hedununuja 1 Pex repma wa klzi, ..., z,] je momaanu ped > na N xoju uma
dse caedehe ocobune:

n

a) 3a ceaxo o, B, uy y N, axo je a > 3 mada je a+~v > B+, u
+

(6) N} je dobpo ypehen nomohy > : axo je S 6uno koju npasar nodckyn 0d N't, mada
nocmoju wajmareu eaemenam oy S (3a ceaxo o € S, o > ).

Younmo ga 10K rosopumo o ypehemy tepma >y k[xy,...,x,], Mu ycTBapn me
ypebyjemo enemente o k[xq, ..., x,], Bl caMO MOHOME, Tj. MH/MBU/yaJIHE TEPMOBE
HOJIMHOMA KOjU YKJBYTLY]y k[Z1, . . ., x,]; TUMe ce 00jammaBa TepMuHOIOTHja ypeheme
mepma.

Husz a; y N7} je cmpusmmno onadajyhu axo je 3a CBaKO 4, 4; > Gjy1 T G 7 Giy1.
TakaB ce HU3 3a68puLasa aKko je KOHAYaH.

IIponosunmja 1 Tomaarno ypeherwe > na N dobpo ypehyje N axo u camo axo ce
ceaxu cmpurmmo onadajyhu nus esemenama N saspuasa.

Hoxkaz 1 Axo nocmoju cmpurmmo onadajyhiu nud a; > as > ag > - -+ KOJju ce He 3a-

spwasa, mada {aq, as, . .. } nuje npasan nodckyn 0d N} 6es munumanroz eremernma,
. n

u > ne ypehyje dobpo N}

Cynpommno, axo > ne ypehyje dobpo N}y, mada nocmoju nenpaszan cxyn A 0d N}
KOJU HeMa MuHuMaiHy esemenm. Hexa je ay; Hexu npoussomnu esemenam od A.
On Huje Munumarru, na omyd nocmoju esemenm as € A, as # ay, maxas da je
a1 > as. Hacmaswajyhu osaj npouec dobujamo cmpurxmmo onadajyhu wus xoju ce
HE 348PULABA.

Cazna hemo nedunucarn tpu najuerthe kopurnrhena ypehema tepma. V [13] je
ITOKA3aHO Jla OHU CTBAPHO HCIYHaBajy ycjoBe jare y aeduHUNUjU 1, TO jecT, OHI
Cy CTBapHO ypeheHU TepMOBH.
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Hedununuja 2 Heka cy o = (aq,..., an) u = (br,...,0,) esemenmu 0d N

(a) Jlexcukoepagcro ypehere. leunuwumo o > B ako je u camo axo je, wumano
ca ne6a Ha 0eCHO, NPEU HE HYAMA 00PEOHUUA Y MAMPULL BDCMU C4 T 4AGHOBG
a— [ €L je nozumusana.

(6) Cmenen aekcukozpagcroe ypeheroa. leunuiumo o > deglex 3 aK0 U camo ako
je bu.no

n n
|a|:Zai>|ﬁ|:Zﬁi UAU la] = |B] and a >1ex 5.
i=1 i=1

(u) Cmenen unsepsnoz sexcurozpagcko ypederva. Jleunuuiumo & > degrev J a%K0 U
camo axo je bunro |a| > |B| uru axo je, wumajyh u camo ca decna na ne6o, npsa
HEe HYAMA 00PEIHUYGA Y MAMPUUY 8PCMU €A N 4AAH064 & — 3 € 7 nezamueHa.

Ha npumep, ako cy a = (1,4,4,2) u 8 = (1,2,6,2), raga je « sehe ox 3y ogHocy
Ha cBa Tpu ypehema. IlocebHo Tpeda youuTn Ja je OBUM IPUMEPOM IIOKA3aHO Jia
JIeTpeB HEje MPOCTa WHBEP3Uja OJ1 JIeT Iell.

Kajia je ypeheme Tepma > na k[21, . . ., ¥,] 331410 MI TTHITEMO /14 je aoX® > agx”
aKo M caMo ako je o > 3. Mwu moHaB/paMo ja Cy nperxojHe jJedUuHUINje 3aCHOBAaHEe
Ha [IPeTIOCTaB/beHOM ypehemy npoMeH/pbuBuX 1 > - - - > x,. OBO ypeheme ce mopa
eKCILTUIUTHO HMIeHTH()UKOBATH KaJa Ce KOPHCTe MPOMEH/bUBe 0e3 JTOmer MHIEKCa.
Ha npumep, axo y k[, y] uzabepemo y > x, Taga je y° > 2° (mom To je (5,0) >
(0,9)) 1 2y* >geglex 24 (om0 je 44+1=3+2u (4,1) >1ex (3,2)), u Mu numIeMO
oBa JiBa TIocaema TepMa Kao ytr n y°r? 1a 6u mazHAMUIM OCHOBHO ypeljeme cammx
IIPOMEH/bUBHUX.

Axko cy 3amaTu mosbe k M NpUpOIHH OPOj M, Tama ce CKYII
K" =A{(ar,...,an): a,...,a, € k}

HA3WBa N-TO JUMeH3HOHAIHN aduH npocrop. Buto koM momunomy f =Y a.x® €
klxy,...,x,] ce npuapyxyje dbyHKImja

Fokm—k

nedrHICaHA K0
f : (alv---van) }_)f((alv"'aann'

CriocobHOCT 72 ce TOMHOME pa3MaTpajy Kao pyHKIuje aeduHnie HeKy BPCTy JIy-
aJIHOCTH u3Mehy ajnrebpe u reoMerpuje apuHOr IIPOCTOpA.

Hedbunuunuja 3 Hexa je k nowe, u fi,..., fs noasurnomu 00 klxy, ..., x,] u nexa je
V(fi,--, fs) ={(a1,...,a,) € K" : fi(ar,...,a,) =0 30 C6aKO 1 <i<s}.

Tada je V(f1,-- -, fs) adunu sapuemem depurucan na nosuromuma fi,-- -, fs.
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Hpyrum peunma, abuuu Bapuerer V(fi, ..., fs) C k™ je ckyn pemema cucrema
filzy, ... xn) = ... = fo(xy,...,x,) =0.
Caeneha nponosunuja jaje jeiHy BazkKHY 0cOOMHY apMHHX Bapujerera.

IIponosunmja 2 [15] Axo cy V,W C k™ adunu eapujememu, mada VUW v VAW
cy makohe adunu sapujememu.

Cana hemo nedunucarm riaBHEH aaredapcku 00jeKT KOJU HaM je MOTpedaH 3a
IpoyYaBame BapujeTeTa.

Hedbunuuuja 4 Iodcxyn [ C klxy, ..., x,] ce nasusa udeannum axo je

1. 0el;
2. axo je f,g € I mada je f+g € I;

3. axo je f €I uh € k[xq,...,x,], mada je hf € I.

Heka cy fi,..., fs enementu ox k[zy,...,x,]. Obenexumo ca (fi,..., fs) ckyn
cBUX MOrYhUX JTMHEApHUX KOMOUHAIMjA O f1, . . ., fs ca koedurnujenruma us k[xq, . .., T,),

(229) <f1,...,f3> = {thfz ’ hl,...,hs S k[l’l,...,iﬂn]} .
=1

Jlako ce Bugm ma je ckym (fi,...,fs) uwnean y klzy,...,x,]. Wnmean (fi,..., fs)

sBahemo udeasom zenepucarum nomohy noauroma fi, ..., fs. Unean I C klzy, ..., x,]
Ce HA3WBA KOHAYHO 2EHEPUCAHUM AKO Cy moguHoMu fi, ..., fs € klxy, ..., z,] Taksn
naje I = (fi,..., fs); ckyn fi,..., fs ce HasuBa 6asa ox I. Y crBapu, CBaKu uieal

HOJIMHOMCKOT TIPCTeHa je OrpaHu4YeHo renepucad [13].

[Toctoju nyboko mehycobHa moe3anoct u3mely maeasna u cucrema aaredapCKux
jennaunna. [IpernocraBumo jia je

fla"'>fs Ek[xla"'axn]a

U Pa3MOTPUMO CUCTEM

(2.30) fi=0, fo=0, ..., f, =0.

Hapasno 6ui0 koje pemieme cucrema (2.30) je pemerse jejne jeHaqnHe

fih1 + foho + -+ fshs = 0.

JleBa crpana oBe jejHauuHe npunaga uaeany (fi, ..., fs), 1 y OBOM CMHUCIY HJeal
(fi,..., fs) je ckym cBux ”mommHOMCKEUX mocaemuna”’ cucrema (2.30) MOJTMHOMCKHX
jeTHAYMHA.

Creneha npernocraBka Kazke ja aUHH BapHjeTeT YCTBAPH 3aBHCH O udeda.ia
IIpe Hero o moceOHO JTe(PUHUCAHOT CHCTEMA MOJTHHOMCKUX jeTHAYNHA.
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IIponosunmja 3 [13] Heka cy fi,..., fs u g1, .., gm Oase udeanra I € klxy, ..., x,],
mo jeem, I = (f1,..., fs) ={g1,-- -, gm). Tada je V(f1,..., fs) =V(g1,- -\ Gm)-

Bugenn ¢cmo kako KoJieknmja moanaoMa gedunuiie Bapujerer. CylnpoTHO TOME
KaJa je 3a/laT BapujeTeT MOCTOjU MPUPOJTHO MPUJPYIKEH HeMY HIeall.

Hedbununuja 5 Hexa je V C k™ adunu sapujemem. Wneas Bapujerera V' je ckyn

L(V)={f €klxy,...,z,) | fla1,...,a,) =0 3a cearo (ai,...,a,) € V}.
Jlako ce sugu ga je I(V') umean on kfzy, ..., x,].

Hedunuaunuja 6 Adunu sapujemem V C k™ je nepedyyubunan kad 200 je V. nanucar
y obauxy V =V U Vs, 2de cy Vi u Vo aduru sapujememu, u mada je Vi =V uau
Vo =V.

OpaBye mpousmIa3u Ja Ce CBaKH BapHjeTeT MOXKe JeKOMIOHOBATH Ha Hepe-
NynuOnIHe KOMIOHEHTE.

Teopema 1 [13, n.201] Hexa je V € k" agunu sapujemem. Tada je V ynuja 00
KoHaunoz 6poja HepedYyuubUNHUL Bapujemema

V=WuU---uV.

Jlekommozunuja Bapujerera V € k" V =V U---UV,,, rae cy Vs HepeyudmHY,
Ha3WBa ce MIHHMAT ako je V; & V; 3a i # j.

Teopema 2 [138] Bunao xoju eapujemem V- C k" uma Munumasny 0eKomno3uyujy
(2.31) V=Vu-.--uUV,,

u 08a dekomnosuyuga je jedurncmeena cee do peda Vi y (2.31).

Tpeba yountn jia Ipu TBP/HU O jJeJUHCTBEHOCTH Y MPETXOIHO] TeOpeMHu OUTHO
je Jla je MEHHMAaJIHA JeKOMIIO3UIMja YHHja KOHAYHOr Opoja Bapujerera. Hade, Ha
puMep, paBaH ce MOYKe MpEeJICTABUTH Kao VHHja Tadaka WIW YHHja JUHUja, U OHE
Cy HAPABHO PAa3JIUIUTE JIEKOMIIO3UIIM]E.
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2.4 OpgpebhuBame BapujeTera

Y 0BOM 0JIe/bKYy aHaJn3upahieMo perrema MOTHHOMCKHX CHCTeMa. AKO CHCTeM

(232) f1($1,...,xn):---:fs(xl,...,:xn):()

nMa camMo KoHavaH Opoj peliema, Tajla UX MU MOXKEMO OJIpeIuTH OapeM HyMepUYKH.
[TocraBrba ce muTame, KAKO OMUCATH pelema cucreMa (2.32) y ciaydajy Kajaa oBaj
CHUCTEeM MMa OECKOHATHO MHOI'O pellerba.

Teopema 2 HaM Jaje METOJ, 3a TO. 3aucTa pereme cucreMa (2.32) je Bapujerer
Vy k™

Baxsaspyjyhu Teopemu 2, V' uma MmuauMaany aekomnosunujy. Crora, yommTeHO
rosopelin, na 6u pemmau cucrem (2.32) 3Haun Tpeba OJPETUTH HErOB BapujeTer, a
HajOO/bM HAYUH JIa Ce ONHIIe BapHjeTeT je Jia ce OJpen HeroBa MUHUMATHA TEKOM-
MO3UIHU]a.

Cagna mocToje aJropuTMu 3a MUHUMAJIHE JIEKOMIO3uinje ahWHUX BapujeTeTa.
MebhyTum, o cy BpJIO 3aXTeBHHU y MOTJIEy BpeMeHa padyHamba W MOTPeOHOr MeM-
OPHjCKOT MPOCTOPA M OHU jOII YBEK HUCY PEATU30BAHU Y ONIITUM CUCTEMUMA KOM-
mjyrepcke anarebpe kKakBu cy Marxemaruna win Marre.

Hekwu o1 oBUxX ajropurama cy NpUMEE€HH Y CHENHjaJM30BAHUM KOMIL)YTEPCKUM
cucTeMuMa 3a ajarebapcka m3padyHaBama Kao mro je Cunrymap [27].

Pasmorpumo cana crienehu npumep. Heka je

p=2>+1, =242

Kopuctuhemo Cunrynap y nuby jgobujama npuMapHe JTeKOMIIO3UIIje HIeaa

I ={z(p—1)g,y —2%).
Kon ca kojum ce u3Bprmrasa jekoMnosunuja kopu7lemem Cunrynap-a je ciemehn

LIB” primdec.lib”;
ringr = 0, (x,y,2),dp;

polyp = 7% + 1;
polyq = z° + 2;
ideali = x* (p — 1) x q,y — 7%
minAssChar(i);

[IpBom mapembom ce yhumraBa 6mbnmorexka CuHrynap-a Koja omoryhyje mga ce
U3BPINH MIPUMapHA JEeKOMIIO3UIHja HOJUHOMCKAX Hjaeana. JIpyrom nHapeabom ce
JIeKJTAPUIIE HAII MOJUHOMCKH TIPCTEH KAO MPCTEH €a HYJITOM KapaKTePHUCTUKOM (Tj.
y 1OJbY paIMoHaIHUX OpojeBa) MO MPOMEHJBUBUM T,Y, 2, a dp 3Ha4H Ja cMO (uk-
cupaJsu crenen Jekcukorpadcekor ypehema y npcreny.

JacHo je J1a mosbl CIYXKH 3a JeKJapucaibe IMOJHHOMA, a Hjeas jeKjaapuire [ =
2
z(p—1)gq,y — 2%
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Ha kpajy minAssChar omoryhyje jia ce u3Bpiim MUHUMAJIHA JT€KOMIIO3UIIM]A Bap-
ujerera ujeasa ¢ KOpuThemeM MeToja KapaKTePUCTHIHUX CKYINOBAa U MPOU3BOIU
n3Ja3.

[1] :
[1]21'
2l =2~y
2] :
1] =2z
2l =y
3] :
=7~y
2l=y*xz+2
[3]—y2—|—2*z

Crora Bapujerer V() caapzu Tpu HepeynubuiHe KOMIIOHEHTE, IPBa je napaboia
y = z° y pasan x = 0, apyTa je uanja 2 = y = 0, n Tpeha geduHuIIe TeOMeTpHjCKe
mpejMere q00ujeHe Kao uiease oapelene mpomeaypom minAssChar. AKO KOpUCTHMO
JIPYTy LpOIEypy, Ha npuMep ajropuram minAssGTZ, jobuhemo jipyru pesyJirar

[1]

1] =2z

2]l =—-72"+y
2] :

[1] =73+2

2] = —z2 4y
3] :

(1] = —2*+y
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2.5 YcJi0BU LIEHTPAa 3a PE30HAHCHO BEKTOPCKO MOJbE
Tpeher pema ca yerupu nmapamerapa

Pasmarpahemo cucrem Tpeher pega y obuky

dw

2. —
(2.33) i

=w (1 — QoW — Ap1W — A1 WW — a_lgw_1w3)

rae je w = x + 1y, a;; € C.

Jla 6m permuan mpobJieM pasmKoBama IeHTpa u (hOKyca HEOIXOTHO je H3pady-
natu JbanyHnos/beBe (QOKyCHE BeJMYUHE, KOJU CY IIPEJICTAB/HEHH IIOJIUHOMUMA Ca
koebunujentuma a;;,d;; cucrema (2.33). Ilocroje MHOrH aaropuT™Mu 3a IHHXOBO
uspauynasame ([2],[14],[56],[60]), a mu hemo KopucTHTH ajroputam Koju je onucan
y [49, 50].O3nauuhiemo ca = = (xy, X9, ... xs), bij = Gj;,

_ 421 %2 XT3 T4 xT5 e 1.7 T8
[z] = aih agt ai} a3 b5°  bTF O1F ag) .

Nzpahynasajyhu ¢pynkmujy

Viz)= Y V(z,...,z5),

x1,...,28 >0

pekypeHTHOM hopmyiom pobujerom y [49] mobujamo JbamynosibeBe hokycHe Besn-
YuHE

911, 922, 933, - - - - O3Ha47 uh emo ca [ ujeas renepucad cBUM (POKYCHUM BeJIUY HHAMA,

a ca [}, mmeas renepucan ca k npsum Beaud uaama 1j. (g1, go2, - - -), I = (911, - - -, Gkk)-
Haxkon rpynuncama cBake m3padyHaTe BeIUUUHE (rr MOAYJIA umeana Ip_, mobmjamo:

g1 = 2i(Im[0010 0000] + Im[1100 0000]),
g22Im[1100 0100] mod (g11)

9 5 1
933 = —Tm[0300 1001] — Z1m[0001 1011] + 7 [m[0100 1003]—

9 1
—glm[OO()l 0040] — glm[OQOO 1002] mod I

rje je Im umaruHapHu JIe0 KOMILJIEKCHOT Opoja a.

Teopema 3 Axo cucmem (2.33) 20e cy ay; # —ajpGor uUMa UeHMAp Y NOYEMKY,
onda sastcu jedar 00 Ycao6a

. _ _ 4 = 4 0
(i) a1 = Imaypag = Imagy a_13 = Imajya_13 = 0;
(Z’l) aig — Im ajl = O,

(i11) apr = Imay; = Imajya_13 = 0;
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(ZU) Im aloamén =1Im 10091 = Im aél(_l_lg =0

ai # 0, ap # 0, an; # 0;
(v) Imay; = ap — %(_101 = 0;
(vi) aip — 3ag = |a_13] — 2|ae |* = 0.
Hoxka3z. 113 macioBa apyror mearpa goo = 0 poduja ce
(2.34) a1pap1b1r = h,

rae je h € R. Crora, MmoxkeMo pazmorputu ciejaeha Tpu ciaydaja

(CL) a0 = O,
(b) g1 = O,
(C) ayp # 0, ag # 0.

(a) ¥V oBom caayuajy u3 ycaosa g11 = 0 umamo Imay; = 0 u crora je ycaos (ii)
3a,/10BOJbEH.

(b) Yeaos g11 = 0 maje Imay; = 0. UspauynaBamem ciegehinx noamuoma gy; oy
ycaoBoM agp = 0 jo0ujamo

go = mod I}, gs3 mod Iy, g4 = Im[0010 1004] mod I;.

Crora, u3 jegananne
[N 0

WIH
Imaj,a_y3 = 0.

Taxo umamo 6us0 ycuaos (iii) uin
ap; = ay; = 0.
VY 1ociiejimeM ciydajy u3padyHaBameM HOKYC KBaHTHTETa J1001jaMo
gs5 = Im[0001 2004],
Tj. jenHaumHa gss = 0 maje
la_13/*Imalya_13 =0,

u 3210 ycsioB (1), (i17) Baxu.

(c) ¥V oBom cayuajy u3 (2.34) mobujamo

(2.35) aiy = gaiQot,
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rje je g € R, u raga u3 jexnaquunne g3 = 0
(2.36) Im[1100, 0000](1 + g) = 0.

Y 0BOM paJy MH pazMarpaMo camo ciaydaj g # —1 (1. a;3 # —a10Ge1) U 3aT0
y3umajyhu y 063up ga ag; # 0, u3 jeanaqune (2.36) gobujamo

(237) a9 = 8@01
rje je s € R.
BamMeHOM OBOT mW3pa3sa y jeaHadnHu g3z = 0 gobujamo

1 1 9 9
Im[0400 1000] (153—-532—-134—§> =0.

Crora umamo 6usio ycaos (iv) wim jegan ox ciaefeha Tpu ycaosa:

(@) s=3

B) s=-3,
1

(v) s= 9

Panuje je momenyTo na je uspadyHaBame JbamyHoB/beBe (DOKyCHe BeJUUUHE BPJIO
Texkak 1pobJieM 3a u3padyHaBame. Jla Ou ynpocTuiu uspadyHaBarba MU ITOHOBO
u3padyHaBaMoO MOJMHOME (;; 3a CBaKW OJ ciaydajeBa (o) — () Ha aHAaJOraH HAYNH
Kako je gato y [50]. M3pauynaBamem 100HjaMO KOPECIOJEHTHE CJIydajeBe

(o) VY cayuajy uz g1; = 0 umamo a3 = o, rje je « € R, u
goo =0 mod I, g33 =0 mod [y,

70 35
gas = —5 Im[0101 0050] — Z-Tm[0011 0040] mod Iy.

Crora, KopuiemeM Kopenarnuje gqq = 0 mmamo

70 35
Taxo pobujamo 6ma0 ycaos (iv) uan

a1 = —2ap1b1o = —2|a01|2.

Y mocienmeM ciaydajy m3padyHaBama neT JbanynoBibeBux (hOKyC KBAHTUTETA TO-
omjamo

25 100
G55 = _Ej'm[OOOQ 1040] + TIm[OQOl 0060].

I/I3je/1HaanaH>eM OBOI' IOJIMHOMa Ca HYJIOM UMaMO

25 100
Im[0001 0040] (—§|a—13|2 + 7|a01|4) =0

ol
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Taxo 6us10 ycaos (iv) uam (vi) ce peanusyje.

(8) Y oBom cayuajy u3padyHaBambeM mector hbokyca KBaHTUTea J00UjaMo
ges = Im[0031 0040] mod I
Crora ycnoBu ges = 0 majy
o’ Im[0001 0040] = 0

u jpobujamo (iv) wmm aq; = 0.
Cnay4aj a;; = 0 hemo pa3zMaTpaTu HHXKe.

(7) ¥V oBoMm cayuajy, obaBe3no umamo ycios ajp = 0. Taga jenmaunna g3 = 0
ToZIpa3yMeBa Jia ce Pa3MOTpH CIydaj Kaja je

Im aypap = 0,
1 3aTO je MOTPeOHO Jla ce pa3sMoTpe JIBa CJaydaja
() ap; =0,
(88) ao1 # 0.

() OBaj caydaj cMO paHuje pasMOTPUIIH.

(B06) Y cayuajy ako je kopesaruja (2.37) 3a10BoJbeHA, W, H3PAUYHABAHEM (44 U
n3je/IHaYaBaIbEM Ca HYJIOM JI00HjaMo

28 14
3 —_—— —_— pum—
s ( 273 + 27) Im[0001 0040][0100 0010] = 0.

Crora je jeman o1 yca0Ba peajn30BaH

5= %(tj. ().

nJjimn

Im[0001 0040] = 0.

Y mociaeameM caydajy goomjaMo
(2.38) Im[4001 0000] = s*Im[0001 0040] = 0.

Taza je ycios (1) 3a70BOJbEH.

ITpumenba 2.5.1 Yumwenuya da (i) — (iii) cy nompebru ycaosu uyewmpa je yc-
manosmena y [14] koje cmo 006Uy He36a6UCHUM MEMOIAMA.

Teopema 4 Yeaosu (i) — (iv) cy dosownu ycaosu yewmpa 3a cucmem (2.33).
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Hoxkas. 3ajoBosbaBame yciaosa (i) — (iii) cy nokazana y [14].

V cayuajy (iv) xopumemem Koperamuje (2.35) , (2.37) u a_13 = taj, (t € R),
KOJH je MOoCJIe I je/IHaYnHE

Im[0001 0040] = 0,

MH MOKEMO 3aK/by YMTH JIa CY HOJIMHOMHE §j; OJIMHOMHE camo jeiosu Bekropa (0, 1), (1,0)
U crora W3 CTpyKType mojauHoMa grr (49, 50] mobujamo na je grr = OVi 1j. oxaro-
Bapajyhu cucrem (2.33) nma nentap.

ITpumenba 2.5.2 Hszaeda da yeaosu (v), (vi) cy maxohe dosomnu ycaosu yewmpa,
jep mpema nawum uspanynasaruma, y cayuajy (vi) gii = 0Vi = 1,12 u y cayuajy
(v) g = 0Vi = 1,10. Aau da 6u ce doxasara osa Uurwenuya nompebro je da ce
00pedu, LOAOMOPHHU UHMELPAN.

IMpumenba 2.5.3 V cayuajy a1y = —a10001 USPAUYHAAY CMO CEDAM NOAUHOME 171 - - - , G775
AU NONUHOMU 55, - - . , G77 cadpotce oko 20 — 30 waarosa u npobaem je da ce dobuje
npocmuju onuc cem wyaa udearnoz I = (gi1, ... grr).



3

YcJ10Bu IeHTpa U IMKJINYHOCT
HEKIX BEKTOPCKUX I10Jba
Tpeher pena

[TocmaTpajmo BEKTOPCKO ToJbe Tpeher pena, Tj.

(3.1)
dx ~1,2 2 2 -1,3
a =T (1 — Q10T — Ap1Y — A—12T Y — Q20X — A11TY — G2y — G-13T Y )

d _ _
d_?z{ =Y (1 - 52,711’219 ' — bz — bory — 53,71$3y b — bya? — by — bo2y2) )

rje cy ,Y, a;j, bj; € C. KoopaunanTau noverak je 1 : —1 pe3oHaHCHA CHHIYJIapHA
TaYKa BEKTOPCKOT mosba (3.1). Y crmemmjamnoM caydajy, Kaga je © = U, a; = bja,
cucrema (3.1) eKBUBAJIECHTAH je jeHAYMHU
(3.2)
lzll—i =T (1 — A10T — CLOlf — (l_lg.f_lf 2_ a20x2 — auxf — CLOQE 2_ CL_13.T_1 T _3)
Hcrakaumo fa je y peaqHoj paBHE U, U : T = U+ 10 KOOPJWHAHTHHU MOYeTaK TeH-
tap win bokyc curema (3.2). Maga cy y nocseme Bpeme 1001jeHr BeoMa 3HAYa-
jHU pesy/Tartd y MCIUTHBaMy MpobieMa pasinkoBama IeHTpa u (okyca (Buam, Ha
npumep [12, 38, 66, 60]), jorr yBek HHCY perneHu CBH MpobJeMn 3a KyOHe cucTeme
(3.2). IIpobGutem eHTpa 1 HPOKyca HE OJHOCH Ce CaMO Ha peaJiHe TOJHHOMHE CHCTeMe,
Beh Takohe u Ha p : ¢ pe30HAHCHE CHHTYJIapHE TauKe MOJUHOMHUX BEKTOPCKHX IT10ba
u 3a jgudeomopdusmMe - a HEJABHO JlaTu HpodseM je perieH 3a 1 1 —2 pe3oHaHTHUX
CHHTYJIADHHUX TavaKa KBaJPATHUX BEKTOPCKHUX 10Jba [24, 63|

Y oB0j ri1aBu Mmu hemo ucnurubaru npobJiemM pasnkoBamba eHTpa u QokKyca 3a 6-
napameTapcka BeKTopca nosba (3.1) y kojuma cy pesonancuu 6pojesu —ay 2y, byry?
- pasnumauTH oJ Hyse (3a peasnne cucreme (3.2), y KojuMa cy ferupu u3 damuimje
KoedunujeHaTa a;; jeJHAKNA HyTH, IOTPeOHU U JOBO/bHU YCJIOBH IEHTPa JOOUjeHH Cy



y [14]. Mu hemo rakolje onemuBaru 6poj MAJOAMILUINTY/HUX PEAJHUX I'DAHHYHHUX
NUKAJIa, KOJU WINOJE U3 KOOPJMHATHOT MOYeTKa HPU MaJUM MUKJIUIHOCTUMA TUX
CUCTEMA.

CrenmjasaHo je MOKa3aHO, /1a y HEKUM CJIyUYajeBUMa HEJOBOJHHO je 3HATH, YCJIOBE
IEHTPa OCHM, 3a pejaHe cucteMe (3.2), Kako Ou OmeHWIH MeToI0oM BayTuua 6poj
IPAHUYHUX [UKAJA KOje MIINOJE U3 KOOPJMHATHOI MOYeTKA IIPU MAJIUM HUKJJIMIHOC-
THMa jeJHaKU yCJOBHMA IEHTpa KOMILIeKCHOr cucreMa (3.1) omoryhyje garu TakBy

OIleHY.

Amnasorso [63] pehu hemo ma BekTopcko mosbe (3.1)uMa reHTap y KOOpIHHAHTHOM
MOYETKY, aKO TMOCTOjH XOJTOMOPGHN HHTErpaa 00IuKa

(3.3) O=ay+ > Filx,y),
k>2

rie cy Fi(z,y) xomorenn nosmnomu k - or cucrema.

Kao mrro je mosunaro, 3a cucreme (3.1) yBek je moryhe koHcTpyncarn GyHKIujy
obmka (3.3) m nosmuOMe, g;; (bOKyCcHe BeqmunHe) TakBe, 1a je,

d = 911(1724)2 + 922($y)3 +e

Ha oBaj mauns, cucrem (3.1) ca 3ajarum KoeduIijeHTHMA UMa EHTAP Y KOOP-
JUHATHOM TOYeTKY, TaJa B caMo Taja, Kaja je

Ha noderky, naBe7lemo Heka cBojcTBa GOKYCHHX BesimvnHa cucreMa (3.1).

C' cucrem (3.1) mocMaTpajmMo JMHEAPHH OTEPATOP,

(3.4)

Lw)=(* (Y 3 + (2 (! (0 ) vt
v) = 0 (%] 1 (%) 9 (%] 0 Uy 1 Vs 9 Vg
3 o ° (2 ! (Y +
3 U7 1 Us 0 Vg 1 V10 9 V11
2 ! + (Y
_1 )2 o ) V13 | )V
n o3Ha4uMO ca M cKym cBUX pemema v = (U1, Vg, ... U14) €& NO3UTUBHAM KOMIIOHEH-

TaMa je/THa9IHe
k

(rae k mpoJiasu 1eo CKyT MO3WTHBHEUX mesanx opojesa k = 0,1,2, ...). OuurmenHo,
M - je Abenos monouz. IlonruroMmHY moaare6py (MOHOWAHEU TpCTeH) MoHouma M
Hai osbeM ) Osmaummvo ca Q[M], 1j. f € Q[M] raza u camo tajga, kaga f €

29



Qlaro, ao1, a2, - . ., bio, bo1], (ts1e Qaio, @o1,a-12 - .., big, bo1] - nperen nomHOMa Hay
() y oaHOCYy Ha IPOMEHJBHBE G;;, bj; Koje cy Koedurnujentn cucrema (3.1)) u 3a cBakn
MOHOM

v2 3 v5 v8 v10 pvll v12 vl3 pvl4d
(3.5) atp agy a%, agg ag; ags a” 13b bio i7" by b3, %1 b1g” by

nosimnoMa f ucnymeMm je ycioB, ga v € M. @ukcupajyh u pen xoedunujenara
cucrema (3.1), nar y (3.5), u mucah emo

[U] = [01, Vg, . . -013,1)14]
ymecto (3.5). O3naunmo U = (14, V13, ... V1), U CTABUMO
IMv] = [v] — [v], RE[v] = [v] + [7]

(v eayuajy peammor cucrema (3.2) - Tj. Kama je ai; = by —IM[v] = 2iIm[v], RE[v] =
2Re[v], Tj., KOPECTIOJAEHTHO, YABOCTPYIIEHOM UMATHHADHOM U PeajHOM Jieny [v], 3a
cucrem (3.1) IM[v], RE[v]).

VY [49, 50] mokazamo je, 1a ¢okycHe Beauunne cucreMa (3.1) mpunasajy mojas-
re6pu Q[M| u npu Tom umajy 06smK

(3.6) Gii = Z g(v)IM[v],

v:L(v)=| .
7
rie g(v) € Q.

Hayaspe hemo pasmarparu cucrem (3.1) y kome cy 8 og 14 koedbunujenara a;j, bj;
n3jeJHAYEHN ca HYJOM, IIpH YeMy, ako je a;; = 0, To je u bj; = 0. Ako je m3dbapan
HeKH IecronapaMerapcku cucreM (3.1), taga ca I hemo o3HaunTH YHOPEIHU CKYII
HHJIEKCA HeHyJATHUX Koedunujenara cucrema (3.1) u y Bektopy [B] mehemo mucaru
HyJIe, Ha MEeCTUMA KOja oJiroBapajy HyaTuM Koedurujearuma. Tako, 3a cucrem (3.1)
y KOMe je

(3-7) ajp = ap; = a_12 = a_13 =0
(I/I, AaHaJIOT'HO, bg’_l == bg’_l = blO = b01 == O), mucahemo
[U] = [ab Q2, O3, Oy, A5, aﬁ];

YMECTO,
[U] = [0’ O? 07 an, G, iz, 07 07 Qy, 05, Og, 07 0, O]

W Y OBOM CJIy4Yajy, Ha MPUMEP,

IM][1,2,0,3,4,0] = aga?, byybl; — aiagybi; bos-

26
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YKoJMKO ¢y nrecronapamerapcku cucreM (3.1) u, anasorso, ckyn I dukcupanmu,

i
tajia iemo o3uaunTu oneparop (3.4) y KoMe cy 0CTaJIn camMo BEKTOPH ( i ) , ( ‘Z ) ,
KOjI O/ITOBApajy HEHYJITHM KOeHIHjeHTHMA a;j, bji, ca Lr(v), a onroBapajyhin morouns
pelrema jeTHaunHe

(rme k =0,1,2,3,...) ca M;. Tako, 3a cayuaj cucrema (3.1) ca yciosuma (3.7), je

I= {(270)7 (17 1)(07 2)7 (27 0)? (17 1)7 (Ov 2)}7

= (2o (Yo () (2o (Ve (8)

Hedbununuja 3.0.1 Eiemumu fiq, fo, . . . fts € X 00pa3yjy 2enepuparu CKyn Monouoa
X, axo ma xoju eaemenm € X moowcemo npedemasumu y obauKy: =y ; =1 [l

Taxko ua mpumep, 3a cucteM (3.1)ca yeroBuma (3.7) Mmonons M reHepupaH je CKymom
{(100001), (001100, (001000), (000100, (101000), (000101)} .

Hanaspe, iemo kopucruru ciegeha csojersa nosmuoma usz Q[M].

JIEMA 3.1 3a npussomne v, u € M, saoic e:

IMo -+ i = SIMPIRE[] + S IM[ RE[Y),

RE[ + ) = S IMUIM{y] + S RE[ REL]

Jokas je ovuznedan.

JIEMA 3.2 Hexka je J - udean uz QM| u,v,u € M. Axo IM[u,+v] € J, IM[u] € J,
mada 6atcu:

1) IM[g+wv)] € J,
2) 3a ceako k € N IM|u, kv] € J.

loxkaz.

1) Jlako cy youasa, Ja je
(3.8) IM[g+v] = IM[pu+v] — IM[u]RE[v],

oJlaKJie caeayje mpBo TBpheme Jleme 3.2.



2) Mabucmo jokaszasnu apyro o rephema Jleme 3.2 kopucruhiemo maremarudaky

unaykiujy o k. 3a k = 1 rBpheme je Tauno. [IpenmocraBumo ga TBheme BaKu

3a cBako k < r. Taga, umajyhu y Buay penanmjy (3.8), 3a k = r gobujamo

IMlp+ro)=IM[(p+ (r—1)v)+ov]=IM[g+ (r—1)v+v]—

o8

IM [+ (r — 1)7) RE[v] = —[v+0[IM [pp+ (r — 2)v]+IM [+ (r — 1)v] RE[v].

CarracHO WHIYKITMOHO] MPETIOCTABIN TOCAeIha PA3JINKA MPUIaa J.

Cwmatrpajyhu, ga cy y cucremy (3.1) pesonancuu koedunujeHtn aiq, by pasin-
YUTH Of HyJe W Ja a;; U bj; nCTOBpeMeHO mocTajy HyJe, Jobujamo 15 mecronapam-

erapckux cucreMa. V3 mux, y 14 ciydajeBa npBa (GpoKycHa BeJMINHA je/THAKA je

(3-9) g11 = a1 — byy.

Mu hemo okyche Besimunne n3padyHapaTu Kopucrehn ajropuram, KOju je OlMcaH
y [49, 50], npu gemy ce cBaka ciejgeha BesmduHa (bakTOpH3yje MO MOLYILY Hieasa,

reHepupanor nNpeTxoJaHnuM BeJIHnINHaMa.

Nzpahynasajyhu, 3a cBakm cucteM, HEKOJHKO HPBUX (DOKYCHHUX BeJTUYNHA, JOOU-

jamo cienehe monunOMeE:

1) a_12 = Q99 = Ap2 — A_13 = 0: g1l = —]M[OOO 011] - ]M[OOO 100],
a2 = —IM[001 011];

1
2) g1 = Q9o = Ao — A_13 = 0: g3z = g[M[OOl 013]7

3 gy — A_12 = Ap2 — A_13 = 0: g3z = —IM[Oll 002],
1 1
4 apgy — A_12 = Q99 — A_13 — 0: gs3 = §IM[010 102], gJag = g[M[OOl 202]7
1 7
5 g = A_192 = Ao = Qo2 = 0: a4 = —EIM[O].O 104],955 = —@IM[O(H 204],

ajg = a_12 = Qo2 — A_13 — 0: go2 = —QIM[OOO 012],
10=a_12 = a9 = a_13 = 0: g;; = OVi > 1;

Q

)
)
)
2
6) ap = a9y = agy =a_13=0: gy = —§1M[010 003];
)
)
)

9
10 =— A_192 = Ay = Qo2 = 0: gsz = —glM[OOI 004],
10 = g1 — Qo — A_13 = 0: a4 = —]M[OOO 032],
2
10 — g1 — Q990 — A_13 — 0: g44 = g[M[OOg 002],

)

)

) @10 = agr = ag = apz = 0: g = 0,Vi > 1;

) @10 = apr = G_12 = a_13 = 0 : goo = —IM[000 101];
)

11
14) a19 = ao1 = a—12 = ap2 = 0 : g33 = —ng[OOO 102];

3
]_5) a1p = g1 = A@_12 = A9 = 0: gss = —glM[001 020],

(rme Mu He ucnuTyjeMo NpBY (DOKYCHY BETMUYHHY y OHHM CIydajeBHMa, KaJa

je

ona onpehena penanujom (3.9) u rtakohe BemmumHe grk, aKO je g = 0 mod <
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G115 - -+ s g1, k—1 >). Kopucrehu uspadynare dboxycue Besmanne, jokasahemo caemnehy
Teopemy:

Teopema 5 Koopdunammu nowemar je uenmap 3a cucmeme 1) u 15) mada u camo
mada, xada cy ucnyrene, Kopecnodenmmo, caedehe peasayuje:

1) jedawr 00 ycaosa:
(Oé) ai; = —a100o1, bl = —510501;
(ﬁ) ay; — by = aypaor — biobor = 0;

2) jedan 00 ycaosa:
(O[) al = bll — 0’
(/6) a11 — bll - a?oa_12 — b2—1b81 = 0’

3) jedan 0d ycaosa:
(a) ajy = by =0,
(5) ap — by = a%oboz - a2ob%1 =0;

4) jedan 00 ycaosa:
(@) a1 — by = aipags — bagbl; =0,
(5) ajy = by = age =0,
(’Y) a1; = by = by = 0;

5) jedan 00 yeaosa:
(04) aj; — by = a%oafw - bi’wlbél =0,
(8) ann =bn =a_13=0,
(7) a1y = by = b3 1 = 0;

5) ay; — by = aglbz,fl - CL12531 = 0;

7) ay — b = agax — borbly = 0;

8) ay; — big;

9) ap; — by = aéle,fl - CL1354110 = 0;
10) ayy — by = a? a3, — bgzbg,—l =0;
11) ay; — by = a®,b — a82b%,—1 = 0;
12) ay; = big;

13) ay1 — bi1 = azoagz — baoboz = 0;
14) ayy — by = azpa_13 — by _1bg, = 0;

15) a1 — by = adybs 1 — a_13b3, = 0.



Hoxka3z. [lorpebuocT jarux yjicoBa 3a HOCTOjatbe HEHTPA Y KOOPJAUHATHOM IHOYETKY
JIAaKO J100MjaMo U3 HAllpe/i HaBeJIEHUX, 3a CBaKU CJIy4aj (POKYyCHUX BeJUYUHA.

JokalieMo JJOBOJbHOCT HABEJEHUX YCJIOBA. ¥ CIydajy cucreMa 1), Ipu UCIYHeHy
yesoBa () cucreM uma 00JIUK:
&= (1—ar)(1—-any), §=—y(1—bipr)(1 - bory),
U HEMOCPeTHOM MHTErpannjoM, Kao pelleme, gobujamo narerpasi obauka (3.3).

[IperniocTaBuMo cajia, Ja je ucnymwen ycaos 1) (). Cucremy 1) oaroBapa JmH-
eapHH OTepaTop,

I 1 n 0 n 1 n 1 n 1 n 0
I = 0 U1 1 V2 1 V3 1 V4 0 Vs 1 Vg .-
OpnaBre, ciaenyje ga je oaropapajyhu monous M; reHepupan CKyInom

{(100 001), (010 010), (001 000), (000 100), (110 000), (000 011)} .

Amnasorno, xopucrehn Jlemy 3.1, 3ak/byuyjemMo ja je IPH UCIIYHEHOCTH YCJIOBA
Y Y
1) (8) cBaku momunoM 061HKa (3.6) HICHTHYIKHA jeHAK HYJIH, IITO 3HAYH Ja Cy CBE
dboxycne BeuUEHE jeHAKE HYITH.

[ToTmmyHo aHAIOTHO ce J0Ka3yje JOBOJHPHOCT OJIrOBapajyhux ycaoBa 3a ciaydajeBe

2) (8), 3) (B), 4) (a),
5) (a), 6),7),9) — 11),13) — 15).

HososprocT yesoBa 2) (a) mokasana je y [18].

YKOJIMKO je ucnymwen yciaoB 3) () cucrem pobuja ob6/1uK,
i = (1—awr —axz®), §=—y(1—buy—boy’),

¥ HEINOCPeTHUM MHTerpasbereM 1obnjamo uarerpas obamka (3.3).
VY cayuajy 12) cucrem je raMH/JITOHOB €2 TAMUJITOHUJAHOM
H = az’y” + 2b2 2t + 2Cl—12y3 + la—ls?fl + lb:s Lzt = 2xy,
37 3 2 27
(rae je a;p = by = «).
VY ciyuajy 8) nocToju MHBapHUjaHTHA eKCIOHEHIUjaIHa (DYHKIUja

Y = eF@y)

Y

rae je, ' =2 ((my + biox + any + %GOQ?JZ + %520962) , & = aj; = by, ca Kodak-
TOPOM
K = =2 (aoy + agzy® — biox — byo?)

1 IIPBHM HHTEIr'paJiOM

o= :cye’%F
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(3a oprosapajyhu peasnu cucrem Jartu uHTerpas 6uo je nobujen y [14]).

Pasmorpuh emo caza ciyuaj cucrema 4) () (cayuaj 4) () - mormyno je anaso-
ran. Oarosapajyhu cucrem (3.1) obunka je |

t=x(1—apx), y=—y (1 —501y—520$2)-

VY cayuajy yenoBa ajg # 0 (caydaj ajp = 0 je mpocTuju 3a pasMaTpambe ) JaTu CHCTeM
MOZKEMO 3aIUCaTh Y OOJIHUKY,

(3.10) i(l—z), y=—y(1— Ay — Bz?).

Jennaunue Tpaekropuje cucrema (3.10) obsmka je,

dy 1— Ba? Ay?
— + y e .
der  z(1—2) z(1—x)

YBojehu cmeny z = — j1ob6ujamo JinHeapHy judepeHijaaty jeHauuHy,
Y

dz_l—B:c2 A
dx x(l—:p)z_ z(1—x)

(3.11)

Tana anaaunruuka pyukuuja Czg, vie je

Bz( )Bfl

Zzo=xe" (1l —u

Y

u C = const, mojaBibyje ce Kao OIIITe pelremhe XoMoreHne MudeHInjaTHe je THaInHe
U MApTUKYJIAPHO pelierbe jeanaunue (3.11),

* T 1— 52 T _
21 = 2 <—/ (L@—f s(fjs)dsds) Z—Azo/ (1 BS+-..)(1+Bs+...)d
s

1—s) s2

je Takohe ananuTudka PyHKIHEja. AHAJIOIHO UMAMO /14 je

Y=o
I —yzn N

upBu uHTErpas obauka (3.3).

Ocraje jorr ma pasmorpumo caydaj 5)(f3) (36or cumerpuje ciayuaj 5)(7y) je mor-
IIYHO AHAJIOTaH).
Y oBoM citydajy cucrem je obJinka,

i =2(1 —ayr), ¥ = —y(1 —boy — bs_12°y ).

x
[IpernocTaBumo, 1a je ajg # 0, bg; # 0. Taga, yBogehu cmeny x = ——1, Yy = _n

. aig bo1
JiobujamMo cucreM 00JIMKa

(3.12) it=x+a2% y=—(y+y* - C2°).
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3a /10Ka3 mocTojama MeHTpa y OBOM CJIydajy KOPUCTHMO METO/Ly, KOja je Pa3Bu-
jena y [24]. Passujajyhu jemmaumuy tpaektopuje cucrema (3.12) y crenenu pej,
J1001jamo

dx - ,
3.13 — = a;x"
(3.13) i X;
rIe je,
Ck

azy = 0,a3k41 = A3py2 = —W (k>0).

[Torpazkuhemo npsu unTerpas cucrema (3.12) y obsuky,

Tana dyukuje H; - penrema jeHaunHa

(3.14)
H{ + alHl = 0,
Hé + 2@1]‘12 = —ang,
Hk: + kalHk — fk,
rze je,
Je = _(k - 1)a2Hk71 - (k - 2)@3[‘[}6,2 — ... —apH;.
U3 mpee jeanauanne ox (3.14) mobujamo,
o=—2
y+1
a caenehe ase najy
H? H3
Hy=-—-" H,=-—L.
Yy 2y2

[Tokazahemo cazma, ma je 3a cBako k > 0, ucnymeHa pesalmja,

H, (y)3k+sp2k (y)

(315) H3k+s(y) = y4k+5_1

rae cy Por monmunomu crenena 2k u s = 1,2, 3.

OBo tBpheme hemo jokazaTu uHAYKIMjoM 110 k. Kao 1mTo je mHampes moka3aHo,
3a k = 0 mara dopmyna Baxku. IIpermocraBumo caja, aa (3.15) Baku 3a CBaKo
k < m. Tana, nmajyhn y Buay (3.14) mobujamo,

(3.16) Hy(y) = Hi(y)" /y fre(w)Hy(v) *du.
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Opnasre, 3a k = m gobujamo

y k
Hamia(y) = —Hl(y)3m+1/ (Z (3m + 2 — i)a;(u) Hym2-i(u)) Hl(u)_gm_ldu) :

=2

[lormmyno anasorao, Jabu cMo JI0Ka3ajd ja je,

Py,
H3pia(y) = Hl(y)gmHZT?iy),
JIOBOJBHO je ToKa3aTH Ja je,
Y Py,
(317) / a3T+l(u)H3m_3T+2_l(u)H1 (U)_gm_ldu = 24753/)

e je, [ =1,2.

Ba ciay4aj [ = 1, umamo j1a je
y
—/ azpi1 () Hap—grp1 (W) Hy (w) ™ dun

“ /y MHl(U)gm_STH—PQ(m — 7)) Hi(w)™*" dw

u2r+2 ud(m—r)
Yy H —2r+1 P it Yy + 1 2r71P - Pm
CT/ 1<Z)+2 2(4( )()U) du = CT/ (u ) 4 +21( )(U) du = - 4<y)
U T u m—r U m y m

3a cay4daj [ = 2 umamo j1a je,

y
— / a3r12(w) Hap 3, (u) Hy (u)_?’m_ldul

or /y Hl(u)rJrl H, <u>3m73r P2(m - r- 1)(“) H, (u)fsm*ld’lﬂ

u2r+2 u4(m—r—l)+2
o [V Py (@) )y [P 04 D P () Pou(y)
u2r+2 u4m74r72 - u4m - y4m

Amnasnorno ce Mozke JoKazaTh, 1a Hsp o, Hypmys uMajy o6suk (3.15). 3aucra, nvajyhin
y Buy (Ocobuny 2 u3 [24]), cariacHo KojeM MOCTOjatbe HHTerpasia, KOju je aHATUTHIKA
dbyHKIMja y OKOJIMHY Ce/1/1a, eKBUBAJICHTHO MIOCTOjalby aHAJIMTHY KOI HHTErpaJa, 3a-
KJbyUyjemo, na (3.12) uMa nentap y KOOPJHHATHOM MOYETKY.

Cay4gaj byy = 0 je oumrienan, J0K ciaydaj, Kajga je ajg = 0, je anajoran Beh
Pa3MOTPEHOM CIyYajy.

Ncnurahemo cajia npobsiem ornene OpojeBa MaJIOAMILJIMTY/IHUX I'PAHUYHUX UKAJIA
3a rope pazMaTrpaHux 15 cucrema.

Yoymayhe, cmarpahemo, ma cunrytapHa Tadka @ = u + v = 0 cucrema (3.2)
UMa MUKJIAIHOCT k y OJIHOCY Ha MpOCTOp mapamerapa F, ako Ma Koja HECTaOMIHOCT
cucrema (3.2) y E nva HajBuire k rpaHUYHUX [UKAJTA Y MAJOj OKOJUHU TavKe U =
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0,v = 0 u mocroju HEeCTAOUIHOCT, KOjy MMa Kk TPAaHUIHUX NHUKAIA. AKO je je/aHa
0/ TOpe HaBeJeHuX 15 cucrema u, UCTO Tako, cKyn [ - dpukcupanu, o3naduhemo
IpOCTOP TMapamerapa oarosapajyher peassor cucrema (3.2) ca Ey.

Heka je H =< hq, ha, ..., > - maeaa renepupan HeKUM HU30M nouaoMa { Ay }02
u H, =< hq,...,hy > - ugean remepupan k npsuM noauaomuMa. Osnaunmo ca Dy
0a3y H, nobujeny Ha cienehu Hadumm.

Input : H =< hy, hs,... >
Output : Dy
Dy :=0; Hy:=<0>; k:=0;
WHILE Hy # H J10
IF H,# H,_1 THEN Dy := Dy Uhy;k:=k+1

Oco6una 3.0.1 Axo je 6asa Dj udeana J dorycrnux seavvuna cucmema (3.1) obpa-
3o06ana ca Porychum sesununama y Q[Mi|, mada je yurasuurnocm cunzyraphe mawke
r=u+ 1w =0 y odnocy na npocmop Er marea uau jednaxa s — 1.

Hoxka3z. 113 nasenennx pesynrara y [64, 23] caemyje, 1a ako GhoKycHe BeJHUnHE

gil’il (Ala"'a)\m)a"'agisis (Ala---a)\m)

Hekor cucrema (3.2) 4 une 6a3y D, uneana Bayruna

JR:<gn()\1,...,)\,”)...,gtt(>\1,...,)\m>,...>

y upcreny R[A1, ..., \n] = Er(A, ..., A\y) Koedunujentu peannor cucrema (3.2),
Ta/la je NUKJIMYHOCT, KOOP/MHATHOI HOYeTKa, Y OJHOCY Ha [ Mambha WU je/IHAKa
s — 1. Ha oBaj HauwH, J0BOJbHO je HOKa3aTH, akKo HeKe (POKYCHE BeJndnHe TeHep-
upajy 1eo nyean dhokycaux sennunna cucrema (3.1) y Q[M;], o Te ucre doxycne
BeJIMUIHMHE TeHepupajy uaean Jr cucrema (3.2).

[TpermocraBumo caja, aa je

(3.18) gu = Giin J1 + -+ Gigi [

y Q[M;]. Kao mrro npousnaszu u3 (3.6),mocie 3amene y (bOKYCHUM BeJIHY HHAMA KOM-
IJIEKCHO - KOIbYTOBaHU KODHUIUjEHTH Gjr = Ujr + Wjp, byj = uj — 105, 100Hjajy ce
MOJTMHOMH Ca YUCTO UMaruHapHuM Koedunujentuma. Pasnpajajyhum y moamnomuma
f» peasiHe u UMarHHApPHE JeJI0Be, 106ujaMo 1a peanuja (3.18) Mozke umaTu hOKyCcHe
BeJIdnHe peajHor cucreMa (3.2)(rme cy caga f, - HOIMHOME ca peaTHuM Koedum-
jeHTHMa Y OJIHOCY Ha MIPOMEH/bUBE,KOjH TTPe/ICTaB/ba]y Koedulinjente ojaropapajyher
cucrema (3.2), 4 =—v+..., 0 =u+...).

Cneneha Teopema jaje MpOIEHY MUKJIMTHOCTH KOOPAMHATHOT MOYETKA, HAMPE]T
pa3moTpeHux 15 cucrema.
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Teopema 6 [[uxauurnocm cumneyarapre mavke ¢ = u + v = 0, y odnocy Ha 0dzo-
eapajyhu napamemapcru npocmop koedhuyujenama, jeOHaKa je HYAu Y CAYYAY Cuc-
mema 8) u 12), a jedunuyu s3a cucmeme 1),—3),6),7),9), —11) u 13) — 15) mara
uau jednaxa 2 3a cucmeme 4) u 5).

Hoxkas. Ha ocnoBy ocobune (3.0.1), a ma 6ucMo J00MIH TOPHY TPAHWILY UK~
HOCTH, JIOBOJbHO je Halim Gasuc ueana ¢GokycHux Besunauna y QM.

Pasmorpuliemo caja cucrem 6) IMOKazKUMO Jia y TOM CIy4ajy BazKi,

J =< g11,922 > .

13 oBe penanuje npousniasuhe, na je mukianauoct jegnaka 1. Oneparop (3.4) y
JIATOM CJIy4ajy nma ODJIuK,

= (3 Yo (5 et (1) ur (1) (2)u+(5)w

na je monouj M; renepupan CKymnom
M; = {(100001), (010010), (001000), (000100), (010003), (300010) }.

[Ipema Tome, a mmajyhu y Bumy Jlemy 3.1, 3ak/bydyjeMo Ja CBaKd TOJHHOM U3
Q[M;] obnuka (3.6) npunaga ugeany < gii, gi2 > . IIOTIYHO aHATIOTHO pa3MaTpajy
ce ciyuajesu 7),9) —11) u 13) — 15), ok cycayuajeBu cucrema 8) u 12) ouursie Hu.

Pasmorpumo caja cucreMm 2). IIpsa ¢okycHa Besmunna — g1 — ojapelena je penanujom
(3.9) ma cy

g2 =0, g3z = %IM[OOI 013],
a mouou M reHepupaH je CKymom,
{(100 001), (010 010), (001 000), (000 100), (000 013), (310 000)}.
[Tokazahewmo, na je
(3.19) J =< g11, 933 >
Ha cuosy Jleme 3.2, je
(3.20) IM0,0,1,0,k,3k], IM[0,0,0,1,k,3k] € J.

Y cay4aajy a1; = by = 0 cucrem 2) nva nenTap. AHAIOTHO, aKO j€ §(4,b,0,0,¢,f)s
IMla,b,0,0,e, f] jenan wnan dbOKycHe BeTHTIUHE i TATA j& (a,b,0,0,,r) = 0- [Ipema
ToMe, 3a J0Ka3 penanuje (3.19) 10BOJBHO je mMOKA3aTH, Ja aKo je

IMla,b,c,d,e, f] € Q[M]], rne cy ¢ wan d paznmuauru oj, HyJI€, TO
IMla,b,c,d,e, f] € J.
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Ha ocnosy Jleme 3.1, umamo

1
IMla,b,c,d,e, f] = 5[]\/[[@, b,c,d —1,e, flRE[000 100]+

(3.21) :
- EIM[OOO 100|]RE[a,b,c,d — 1, e, f]
1
IMla,b,c,d,e, f] = =IMla,b,c—1,d, e, f{RE[000 100]+
(3.22) 2

1
+ EIM[OOI 000]RE]a,b,c —1,d, e, f]

Ounpebhenocru pajau, npernocrasumo Ja je ¢ # 0. Umajyhu y suay (3.21) u (3.22)
J100mjaMo

IMla,b,c,d, e, f] = IM[a,b,1,0,e, flg + h,
rae g, h, € Q[M;],h € J. Ha oBaj HaumH, 0CTAIO je Ja MOKAZKEMO, Jia
(3.23) IMla,b,1,0,e, f] € J.
Nwmajyhu y Buay cTpyKTypy reHepupanor ckyna monougaa My, 3ak/bydyjemo, ja je,
IMla,b,1,0,e, f] =p-IM][0,0,1,0,r,3r]

nin

IMJa,b,1,0,e, f] =p-IM[3r,r,1,0,0,0],

rie je p € Q[M;]. Anasorno, a umajyhu y suay (3.20), (3.23) moxe ce jokasarw,
Ja Baxku pesanuja (3.19).

[ToTyHO aHAJIOrHO Ce pa3MaTpa CJIydaj CHcTeMa 3).

Pasmorpumo ciyuaj 4) (cucrema 5) anagorso ). 3a JaTh CHCTEM
1 1
g = IM[010 000, gz5 = SIM([010 102], gy = IM[001 202,

YCJIOBH IEHTPA
(a) IM[010 000] = IM[000 102] = 0,

(5) ay = by = age =0,
(7) apy = by = by =0
1a HaM je HEOIXO/IHO MOKa3aTH, J1a je g; € J =< g11, 33, §aa > Vi.

He ymamyjyhu onmroct, cBaka (pokycHa BeJnYMHA MPEJICTaB/beHA je Kao 30up
IIOJIMHOMA O0JIHKA,

(3.24) alm,0,n,n,0,m|[IMI[0,p,0, k, q, 2k].



Ha ocHoBy ycioBa nenTpa 3ak/bydyjeMo, Ja je Wid jejaH o OpojeBa p,q WInd HaK
n pazaunaur oj HyJje. IlpermocraBumo, jga je p # 0. [MornyHo anajorHo, Hampes
Pa3MOTPEHOM CJIYYa]y, 3aK/bydyjeMo, Ja je

IMI[0,p,0,k,q,2k] = IM][0,1,0,k,0,2k]h mod < g11 >,

riae h € Q[M]. U3 Jleme 3.2 nobujamo IM|0, 1,0, k, 0, 2k| € J u, aHAI0rHO, MOJTUHOM
(3.24) rakobe je y J. ITormyno anaaorso pasmarpa ce ciaydaj ¢ # 0.

Heka je cama n # 0. Y oBoM ciay4ajy
[0,0,n,n,0,0]IM[0,p,0,k,q,2k] =

=10,0,n—1,n—1,0,0]/M[0,0,1,k+1,0,2k] - h mod < g1; >,

h € Q[M;] na uz Jleme 3.1 3akspyuyjemo, ma IM[0,0,1,k + 1,0,2k] € J. Ha oBaj
HAaYuH, HoJimHOMHU 00sinKa (3.24) u , anajgoruo, cse bOKyCHEe BeJMYMHE, IPUITAJIA]Y
ujeasty J.

Ocraje jom jga pasmMoTpumo cjay4daj cucrema 1), Tj. morpebHO je JoKa3aTu, ja je

J =< g11, 922 >,

rie je,
g11 = IM[001 000] + I M[110 000], goe = —IM[001 011],

1= {(1,0),(0,1), (1,1)(1,1),(1,0), (0, 1)}.
AKo craBumo,

a1 N b1
3.25 g= , = .
( ) a10Q01 biobo1

Taja POKycHe BeJIUUnHe ¢y 30HPOBH MOJTHHOMA OOJIMKA:
(3:26)  [m.n,0,0,m,m] (f(g.9)[k. k,0,0,0,0,] = f(9,9)[0,0,0,0,k k]))
rie f € Qlg, ], m axo je f = @;;9'¢" Tana hiemo yBecTn o3HaKy:
f = Z Oéijﬁjgi-
Yromuko p(g, g) € Qlg, g],v € M, To hemo o3mauaBaru
IM[p] =p—p, RE[p] =p+p,

IM([pv] = p[v] — p[v], RE[pv] = p[v]+ p[v].

OuwnriieiHo je,

IMIp(v -+ )] = 5IM[p] - RE[u] + 3 RE[pu] - IM[u],
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u ako je ¢ takohe u3 Qlg, g, rana je
1 1
(3.27) IMIpqv] = 5]M[p] - RE[qu] + §]M[qv] - RE|[p].

[IpumeTnmo, na je
g1 = IM[(g +1)(1,1,0,0,0,0,)], g2z = (g9 — §)[1,1,0,0,1,1] € J.
Tama nmamo,
(3.28) my =[1,1,0,0,1,1] - IM|[(g+ 1)(1,1,0,0,0,0,)] € J,

jep je my —[1,1,0,0,1,1]g1; € J.
Hexka je mo = IM[(g + 1)(k, k,0,0,0,0,)] Kako je

me =IM[(g+1)(k—1,k—-1,0,0,0,0,)] - RE[1,1,0,0,0,0,]—
[1,1,0,0,1,1] - IM[(g + 1)(k — 2,k —2,0,0,0,0)],

TO OTy/Ja Ha OCHOBY HMH/YKIHje JIAKO J00mjaMo, Jaa je my € J.

Cse dokycHe BeMUnHE IIPETBapajy ce y HyJe 3a ¢ = § = —1, aHAJOrHO, IIOJIH-
HoMH (3.26) Mory ce 3amucatu y o0OJIHKY,

(3.29) mg = [m,n,0,0,n,m] - IM[h(g,9)(g + 1)(k,k,0,0,0,0)],
nJjinm
(3'30) my = [mv n,0,0,n, m] ) [M[h(g> Q)(g + 1)(ka k,0,0,0, O)],

[IpermoctaBumo, 1a je
(3.31) m>1,n>1

Taga 3a moaunome (3.29) carnacuo (3.27) mobujamo

ms = [m,n,0,0,n,m|[IMI[h(g,§)(g+ 1)(k, k,0,0,0,0)] =
— (%[M[h(g,g)]RE[(g +1)(k, k,0,0,0,0)] + %RE[h(g,f])]mz) [m,n,0,0,n,m].

Kako je ms € J, To mg Takohe he npumnangaru .J, ako je

(3.32) [m,n,0,0,n,m]- IM[h(g, )] € J.

YKOIHUKO je
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(pasm ompehenoctn craBbamo, Ja je r > s ), To oryaa, uMajyhu y Buiy, ga je
[110 011](g — g) = g22 € J, a ¢’ 063upom Ha (3.31), 3aK/byHuyjeMo Ja BaXKu pesiaimja
(3.32).

Ocraje Ja ce pa3MOTpH, CJIy4aj, KaJia HUCY UCIyheHn npeayciosu (3.31). Y Tom
caydajy (3.29) mmamo pesanujy,
ms = [m,n,0,0,n,m]IM[h(g)(g + 1)(k, k,0,0,0,0)],

rae je h(g) € Q[g, g] - nomnom crenena mamer, o k. JTabucmo pokasanu, ga ms € J,
JIOBOJBHO je JIoKa3aTH, Jia,

(3.33) me = IM[g'(g + 1)(k, k,0,0,0,0)] € J
3acBako k€ N0 <[ < k—1.

Hokazahemo tBpheme (3.33) nomohy uuaykmuje mo k. 3a k = 1 mg = g1, mro
3HAYH J]a BayKU OCHOBHHU KOpak WHJyKnuje. IIpermocraBumo caja, na (3.33) Baxku
3a cBako k < ky. Taga 3a kg mobujamo

mg = RE[g(110000)]f, — g4[1,1,0,0,1, 1] .
e je,
fi=1IM[g" (g +1)(ko — 1, ko — 1,0,0,0,0)],
fo=1IM[g"*(g+ 1)(ko — 2, ko — 2,0,0,0,0)].
Carsacno mpernocrasnu uHaAyKimgje f1, fo € J, cieayje, mg takobhe je y J, Tj. BaxKu

(3.33) ma mpousmaasu ms € J.

Mu cMO OCTaBHIM MO CTapHU CIy9aj, Kaaa moauHoM mMa obsmk (3.30). ITocre
cmere y (3.30) ymecro g, § Bpeanoctn (3.25), uzpas (3.30) mocraje moamHOM. AHAJIONHO
3a, m > 1,n > 1, mro 3na4un ga moxkemo (3.30) 3amucarn y o0InKy,

mi=[m-—1,n-1,0,00n—1,m—1]-IM[h(g,9)(g+ 1)(k+ 1,k +1,0,0,1,1)].
Kopucreh u (3.28) mobujamo
IM[(G+1)(k+1,k+1,0,0,1,1)] € J,
7 aHAJOTHO, TPETXOTHOM CIy4Yajy, 3aK/bydyjeMo, m1a my € J.

13 n3pasa 3a poxkycHe BeTuUnHe, HaBeIeHUX HAIIPE/I, JTAaKO je YOUUTH, J1a TIOCTOje
npub/mKema ojropapajyhux cucrema, 3a Koje ce peajin3yjy JlaTu YCJIOBH TeOpeme
pe3yaraTa rpaHuYHUX [MUKAJIA.

ITpumenba 3.0.4 3a cucmem 4) udean Poxychuz seaununa I =< g11, 933, Jaa >
nugje padurasnu udean y R[Re ayg, Im ayo, Re aga, Im aga, Re ai1, Im aqq).

Baucma, noaurom Im a3, agy mpanchopmue ce y nyay Ha cKyny PeaIHUT HYAa
udeana I, aru we npunada mome udeanry. Ananoeno, da bu dobusu peaysmam uyuk-
Ausrocmu memodom Baymuna, y damom cayuajy vuje 0o806H0 3HAMU CAMO YCA08E
uenmpa peasnoz cucmema (3.2), eeh cy nam nompebru maxohe ycro6u 4eHmpa Kom-
naexcnoe cucmema (3.1).

ITomnyho anasozha Cumyauuja je U 3a CAY4aj cucmema b).



4

budypkainje rpaHndHux 1uKaJjia

4.1 Ilpeamer morjassba 4

[Ipesmer oBor noriaB/ba Ouhe pasmarpamme cucreMa OOUIHUX JiudepeHijasHux
JjeTHaYMHA Tj.CUCTEMA

(4.1) w=Ulu,v), ©="V(u,v),

Ijie ¢y U M U peajHe NPOMEH/bHUBe, & U(u v) u V(u V) Cy NOJMHOMH, TIPU YeMy je
max(degU deg V) < n. [lpyru geo mecHaector ca JI00po IMO3HATOI XHJIOEPTOBOT
CIIHCKA OTBOPEHUX Mpodsema mocrapbeHux roamae 1900. Tpaxk um omnmc moryher
Opoja u moryhe JoKaluje TpaHUIHUX IUKaJa, U30J0BaHe IMePUOIUIHE OPOUTE KOjU
ce 1ojaBsbyjy y (pa3zHoM mopTpery TakBUX HMOJMHOMHUjaJIHUX cucTema. nawe, MmuH-
nMasiHa yrugopmua rpanuna H(n) Ha 6poj rpaHnvHuX 1uKaga 3a cucreM (4.3.3),
3a HeKO (PUKCHUPAHO N, je JaHac mo3Hara Kao n-mu Xuaibepmos 6poj.

Bes o63upa Ha jeIHOCTABHOCT MOCTaBKe MpobjieMa, HUje YUUEheH 3Ha4da-
JaH HapeJak 9aK M 3a MaJje BPeJIHOCTH n. Y TUM CJaydajeBUMa, 3a BUITE MOCTUTHY-
THX 3HAYAJHUX pe3y/TaTa, KACHUje ce YTBP/AWIO Ja Cy, WIH HeTaYHU WU /1 CaIpIKe
norperine jokaze. Tako Ha mpuMmep, Jyro ce cmarpaio aa je H(2) = 3, ce 10
1980. kaja cy Chen i Wang koncrpyucasiu npumepe KBajparndnux cucrema (4.3.3)
3a n = 2, Koju umajy 06ap 4 rpaHuvHa MUKJa. Y HCTO BpeMe MOCTaBJ/HEHO je -
Tambe KopekTHocTu lyiamoBor nokasa dyHIaMeHTaIHe TPETIOCTaBKe 3a XujIbep-
ToB 16TH mpobieM Ja cBaku @urcupar MOTUHOMUJAJIHH CHCTEM MMa KOHa4YaH Opoj
IpaHUYHUX [UKAJa, YMjU J0KA3 ce KacHUje MokKa3ao Kao morpeman. Pasmarpajyhn
nurTatbe 3a kBajparud e cucreme, 1983.Chicone i Shafer cy jokasanu jga duk-
CUPaH KBAJPATHIHU CHCTEM UM CAMO KOHAYHO MHOTO TPAHUYIHUX IUKAJA Y CBAKO]
orpanmvenoj obsiactu ¢aszue papau, a 1986, BamcloniRomanovski cy npormupuin
OBaj pe3yJTaT Ha neay (asHy paBaH, U THMe YCTAHOBWIH KOpeKTHOCT /Jlymarose
TeopeMe y KBaJIpaTHIHOM cay4dajy. Hekonmko roamna xacuumje, /[ymamoBa Teopema
je JIOKa3aHa 3a 1POU3BOJbaH KBA/JPATUUHU CUCTEM. Y OBOM TPEHYTKY 0e3 003upa Ha
OBe pe3y/iTare, HUKaKBa YHU(OPMHA IPAHUIEA 33 OPOj TPAHUIHUX MUKAJA 34 TOJIU-



HOMUJjaJIHU cUCcTeM (PUKCUPAHOI' CTelleHa HUje Nno3Hara. TadHuje, HHUje MO3HATO Jia
s je H(n) yommre kKoHavaH, ocuM y TpuBHjaJiHUM ciy4dajeuma n = 0 u n = 1.

OcHOBHa JiBa KOHIIENTA, KOJU C€ KOPHUCTE y NpUCTyIry npobsemy uponene H(n)
Cy ujieje 0 PAaHUYHOM TIEPUOJUTHOM CKYIy W O IMUKJIUIHOCTH TAKBOI CKYIIa, Koje je
KOPUCTHO BayTun y cBojuM mcTpazkupamuma, jokaszasiu ja je H(2) > 3. [la 6u
UX onucaan, pasmMarpamo dbavmuinjy cucrema (4.3.3) quju KoedUIMjeHTH TPUTIAIA]Y
moceOHOM TTapaMeTapcKoM TpocTopy £ CHAOAEBEHOM TOTOJIOTHjOM. [ paHuwHu nepu-
oduunu ckyn je ckyn radaka 'y dasnom noprpery cucrema (4.3.3), Koju ojrosapa
HEKOM u300py €y Mapamerapa Ca CBOJCTBOM Jia I'PDAHMYHU IUKJ MOxKe Outu dhop-
cupan ga oudypkyje u3 ' npu moromHoj, ajan nMpon3BO/HLHO MaJIO] TPOMEHU MapaM-
erapa. JlpyruM peunmwma, 3a cBaky oxoauny U ox I' y R? u cBaky okoauny N o
eo y € mocroju e; € N TakaB Ja cHCTeM KOjU OATOBapa n3b0py mapamMerapa e; uMa
IPAHUYHE [UKJI KOjU Y noTnyHocTH Jiexku yayrap U. ['panudnu nepmojudnu CKyi
I' uma yukauurocm ¢y onrocy Ha £ aKO U caMO aKO 3a CBaKHW n300pP e mapamerapa
y okosmHN e y € onrosapajyhu cucrem (4.3.3) uma HajBUIE ¢ 'PAHUYHUX [HKATA
KOjU ce y IOTIYHOCTH Hajase y OoKoJuHU o ' m ¢ je HajmMamu Opoj ca TUM CBO-
jerBoM. IlpuMepu rpaHMYHHX TEPUOIUIHUX CKYIMOBA CY CHHTYJIAPHOCTH YKUZKHOT
WK NEHTPATHOD TUIA, IMePHOAUIHEe opOuTe, He 00ABE3HO I'DAHUYHM UKW U CKYII
dbopMuUpaH cejIacTOM TaYKOM M [apOM CBOJUX CTAOM/IHUX U HECTAOWJIHUX celapa-
TpUCa KOjU IPeJCTaB/bajy UCTH CKYl Tavaka ,XOMOKJHMHUY Ha 1eT/ba ‘. Roussarieje
MIOKA3a0 JIa aKO ce MOXKe YCTAaHOBUTH, 3a N (DUKCHPAHO, 4 CBAKU FPDAHUYHH CKYII 3a
dbavuaujy (4.3.3) nMa KOHAYHY NUKJIXYHOCT, TPH IPUPOTHO] KOMITAKTHMDUKATIN]H
napaMeTapckor u asuor npocropa, ouua je H(n) konauan. OBaj mporpam ce 3a
KBa/IpaTHE CUCTEME TPEHYTHO HPUMEbY]e.

Y 0BOT ITaBU pa3sMaTpaMo MpodIeM IMUKIUIHOCTH ITPOCTOr CHHTYJIapUTeTa CUC-
tema (4.3.3), TO jecr, OHA] y KOMe je JleTepMUHAHTA JIMHEAPHOD JIeJIa PA3JINIUTA O/
HyJ1e, TpobJIieM KOju je Mmo3HaT Kao aokaanu 16. Xuasrbepmos npobaem. buhe onncan
OIIIITH MeTOJ Oa3upaH Ha ujejamMa Bayruna 3a Tperupame OBOI U CJAUYHUX HPOO-
JieMa OudypKaluje u nIpuMermyjeMo MeTO/T 33, pa3pelllaBaibe MpodieMa MUK JINIHOCTH
3a CHHTYJapHe TaukKe KBaJIPAaTHUX CHCTeMa U mpodseM OudypKalmje 3a KpUTHIHE
1epuo/jie y IpCTeHy lepro/ia eHrapa 3a pamMuinjy KyOHUX cucrema.

4.2 BbaytuHOB MeTOJ 3a mpobiieme dudypkamnuje

71

Bayrunos npucrtyn oudypkaiunjama rpaHuaIHUX [HKAJIA U3 CHHIYJIADUTETa BEKTOPCKUX

10Jba je 3aCHOBAH Ha CBOjCTBUMA HYJIa aHAJUTUYKUX (DYHKIM]a BUIE TPOMEH/bIUBUAX
KOje 3aBHCe OJI MapaMerapa n KoMe heMo ce MOCBeTUTH y OBOM oje/bKy. Heka je &
noackyn o R™ u weka je F : R x &€ — R : (2,0) — F(z,0) ananurnuka dyuknuja,
Kojy hemo y okosinau z = 0 3ajaBatu y 00JIMKY

(4.2) F0)=>_fi0)7,
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rae je, 3a j € Ny, f;(6) ananurunuka Gynxuuja u 3a csako 0* € € pej (4.2) kousep-
rupa y okoaunn (z,60) = (0,0%). YV cBuM cayfajeBuMa KOju Cy HaMa OJ HHTEpeca,
OaBuheMo ce caMo OpojeM no3umueHux pelieba, 3a CBaKy (DUKCHPAHY BPEIHOCT
napamerapa 0%, jeqnaunue F(z,0*) = 0y okomuuu z = 0 y R. Crora hemo gedun-
HCATH BUIIECTPYKOCT BPEeIHOCTH Hmapamerpa 6% y ognocy ua £ Ha ciaegehun Haunm.

Heduuanuuja 7 3a ceaxo 0* € € u cearxo dosomno manro € > 0, nexa z(0,e) 03-
nawasa 6poj usonosanux nysa F(z,0) y unmepsasry (0,¢) C R. 3a mauky 60* € € ce
Kaotce 0a uMa 8UWECMPYKoOCc ¢ Yy 0dnocy Ha npocmop E Y KOOPOUHAMHOM NOUEMEKY
y R ako nocmoje nosumusne xoncmanme 8y u €g makse da 3a ceaku nap Opojesa d
u € Koju 3adosomwasajy 0 < 6 < dg u 0 < e < &g,

max{z(0,¢) : |0 — 0"| <} =c,

ede | - | osnatasa yobuuajeny eyraudcky nopmy na R™.

[Tocroje aBe moryhHocTu Koje cy Hama BazkHe y Besu paHocTu of JF(z,0%) 3a
z=0:

(1) mocroju m € Ny takas fa je fo(60*) =--- = f,(0") =0, anu f,,11(0%) # 0;
(un) f;(0%) =0 3a cse j € N.

Y mpBOM C/Iy4ajy HEje Temko BUIAETH A je BUIIECTPYKOCT 6F HajBuie m, Kao u
[Mocaemuny 4.2.1. Coyuaj (uu) je CynTHIHU]H, ajid IIOCTOJU METOJ 3a HEroBO Pas-
MaTpambe, Koju je cyrepucao bayrun. Hajupe hemo ckuiuparu Meroj y ciaydajy ja
cy dynkumje f; monmnnommjanne dbynknuje mo 0. Maeja ce cacroju y Hasaxkemy Oa3e
uneana (fo(0), f1(0), f2(0),...) y upcreny nomuuoma R[f]. Ha ocaoBy Xuiabeprose
TeopeMe 0 6a3H yBeK IOCToju KoHavHA Oasza. /lomajyhnm mommuome f; mo morpebu ma
6u ce mOMyHNo moYeTHN Jieo Hu3a { fo, f1, ...}, Moxkemo uzabparu npsux m+ 1 nosu-
woma {fo(0), f1(0), ..., fm(0)} 3a Taxsy 6a3zy. KopuTlemem ose Gaze, byuxumjy F
MOYKEMO HAIUCATU Y OOJINKY

m

(4.3) F(z.0) = [i(0)(1+ ;(2,60),

J=0

rae je ©;(0,0) = 03a j = 0,1,...,m. Crora ce dbynkmnuja F(z,6) nonaca xao
IIOJIMHOM TI0 2 cTereHa m y Oiamsunau 6 = 0% u crora MoxKe UMATH HAJBUIIE M HYJA
3a cBako @ y okonunu 6*, kao mrro he 6uru nmokazano y Teopemu 7.

Kacuuje hemo Bujiern, ja je jokajanu 16. Xujibepros npobsem camo 1podjieM
sumecrpykoctu dbyuxumje P(p) = R(p)—p, rae je R(p) [oenkapeoso o6paTHO Ipec-
JKaBame. Y ciaydajy kaja je F usBox dyukuuje nepuoga 1T'(p) panuje nedpunucane
u & neHTpainu Bapujerer cucreMa (4.3.3) umamo Tako3panu mpobsem oudypkaimja
KPUTUYHHUX IEepUojIa, Koju heMo pa3zmaTrpaTu KacHHje.

Ha ocHoBy nipeTxojiHor, 3a pasmarpame Butiecrpykoctu J(z, ) 6uhe Ham HeomxoHO
Ja cMo 'y MoryhHOoCTH J1a IpebpojuMo n3010BaHe HyJe (DYHKIHja MPEICTaB/heHUuX Y
o6muky (4.3), mrro omoryhyje cieneha reopema.
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Teopema 7 Hexa je Z : R x R" — R ¢ynryuja xoja ce mootce aanucamu y obauky
(4.4) Z(2,0) = fi(0)2" (1 +4n(2,0)) + -+ + fo(0)27 (1 + (2, 0)),

ede j, € Nsau =1,....,8s uji < -+ < js u ade cy f;(0) u ¥;(z,60) peanne
anasumuure gynkyuje on {(2,0) 1 |z| < e u |0 — 0| < 0} 3a nexe nosumuene
peaane bpojese § u e u ;(0,6%*) = 0 3a j = 1,...,s. Tada nocmoje bpojesu €1
uo, 0<e <eul<d <0 mako da 3a cearo durcuparo 0 xoje sadosomasa
|0 — 0%| < 01, jednanuna

(4.5) Z(z,0),

NOCMAMPAHG KAO JeOHAYUHA CAMO N0 Z, UM Hajeuws e S — 1 u30A08GHUT peuLersa 1y
unmepeany 0 < z < 1.

Hoxa3. Heka cy §; u ey takBu 1a je 0 < §; <du 0 < ey <em |P;(2,0)] <1 axo
jelz| <eym |0—0% <0y3aj=1,...s. Heka B(0*, ;) o3naiiaBa 3aTBOpeHy Kyriy
y R™ paaujyca 0, ca nenrpom 6*. 3a cako j € {1,...,s}, f; uuje nyna dyukuuja,
Nnave oxrosapajyhin wian nuje 3acrymmben y (4.4). ITloummemo o nedunncama
ckyna Vp ca Vo := {0 € B(6*,01) : f;(6) =03acBe j=1,...,s}, Koju je 3aTBOpEH,
npasu moAcKym o B(0*,01). 3a 0y € Vi, kao dbyukmuja no z, Z(z,0y) je uaeHTHUKY
jennaxa nysm na (0,£9) Tako na cras Baxku 3a 6y € Vj.

3a cBako Oy € B(0*,d1) \ Vo, meka je u € {1,...,s} HajMamu UHIEKC 33 KOjH
je fu(Bo) # 0. Tanma je Z(z,00) = fu(60)z"* + 27+Tlg(z,0y), vie je g(z,6y) peanna
anammTuuka Gynkmuja va [—e1,e1]. Crora je j,-tu uzBon o Z(z,6p) pasamaur o
uysie 3a z = 0, Tako jna Z(z,0y) Huje WIEHTUYKY jeJHAKA HYJIM T€ UMa KOHAYHA OPOj
So(6p) myna y (0,e1).

Heka je Vi = {6 € B(6*,01) : f;(8) =0,3a75 =2,...,s}; V1 D Vy. Ba by €
V1 ako je f1(0g) = 0 omnma je Z(z,0y) unentnuku jenuaka mynu Ha (0,1); ako je
f1(6) # 0, onza, kao dbynxuuja mo z, Z(z,0p) = f1(00)z7' (1 + 1 (2, 0y)) Hema nyna
y (0,21). ¥V cBakom cayuajy TBpSeme Ba3u 3a 0 € V.

3a 0 € B(6*,6,) \ Vi, nogenumo Z(z,0) ca 271 (1 + ¢1(2,0)) na 6ucmo mo6miu
anaanrnuxy dynuxiujy ZW(z,0) ox z na [—e1, 1], norom udepenupamo o z a
oucmo 106uan peasny anaantuaky dyuknnjy 2 (2, 0) on z ma [—e1, 1] koja ce
MOYKe HAIUCATH Y O0JTUKY

ZW(2,0) = £2(0) (o — 1)z A+ M (2,0)) + - -

+F(0) (s — )2 L+ D (2,0)),

rjie @/J](-l)(O,H*) =03aj=2,...,5 Kao dyukumja ox z, Z1(z,0) uma ucru 6poj
So(0) myma ma (0,e1) xao mro uma Z(z,60). Kao dynxmuja ox z, ZW(z,0) nuje
WJIEHTUIKH jeJIHAKA HYJIU cTora nma Konadaun 6poj Sp(0) uyna y (0,e1). Ha ocuoBy
Posneose teopeme, ZW(z,0) uma uajsume jeany nyiy suute y (0,e1) on ZM(z,6),
Tako ga je So(0) < Si(6) + 1.



Oyukunja ZY(z,0) je ucror obuuxa xao n dyukuuja Z(z,0) (ymwyiyjyh u
HeHyJIa KOHCTAHTY jo — j1 ¥ f2(0) u y3umajyh u, y ciayuajy norpebe, €1 Mawum ja 6u
YCJIOB |¢](.1)(z,0)| < 1 axo je |z| < g1 6uo 3370BOJBEH), TAKO Ja MOXKEMO MOHOBUTH
ucry nporeaypy: gedunumenmo Vo = {0 € B(0*,6;) : f;(#) =03aj = 3,...,s},
koju cagapxu Vi u Ha KoMme je ZW) kao dbyHKIHja 01 S NN NIEHTHYKY jeIHAKA HY/IX
win zema mujemy myay Ha (0,€1), norom 3a 6 € B(0*,6;) \ Vo momerumo ZW(z,0)
ca 2027111448V (2, 0)) ma 6ucno bopyupamn Z3(z,0), xoju uma ueru 6poj s (6)
nynay (0,e1) xao u ZW(2,0) u xonauno judepenunpamo Z(Z)(z, 0) no z na Gucmo
06w peanny anaantuaky dyuxmujy Z3)(z,0), xoja, 3a csako 6 € B(6*,6,) \ Va
nMa, kao GyHKIEja o1 2, Konadan 6poj Sa(0) myma y (0,e1) u S1(6) < So(6) + 1,
Tako ga je So(f) < Sa(6) + 2.

Vaumamem Z0(z,0) = Z(z,0) u nonaspameM npoueca y yKynuso s — 1 u-
epamuja, 106ujamo nu3 ckynosa Vo C Vi C --- C Vi1 u dynkuuja Z9)(z,0), xoje
cy nedunncame u amanuTHiuke Ha [—e1,61] 3a 6 € B(6*,01)\V;, j =0,...,5s — 1,

ca CBOjCTBOM Ja cTaB Baxku Ha Vj, Z9)(z,0) nma, xao byHKIHja 071 z, KOHAYAHN
6poj S;(0) nyna y (0,e1) u So(d) < S;(0) + j. IMocebuo, cras Baxu 3a 6 € V4
u3af € B0 §)\ Vieg, So(0) < Ss-1(0) + (s — 1). Ho, moxkemo HammcaTu
Z00(2,0) = f,(0)(js — o) -+ (Gs = j2) (s = 1) 27T (L4487 (2,0)) 3a mexcy
byuxumjy ¢ koja sanosomasa 1 (0,0%) = 0. Kao dbyukuuja ox z, 251 (z,0)
HUje WJIEHTUYKH jeJHaKa Hysu, crora Hema Hysna y (0,e1). Crora je Sp(f) < s —1
TaKoO Jia Teopema Baxku 3a ce 0 € B(0*,0;). Teopema je mokazana. Hamomenunmo, j1a
aKO HAC 3aHMMa OPOj M30JI0BAHUX pellema jegnaunte (4.5) y unrepsaiy (—ei,€1),
OHJI3 LIOTPAXKUMO I'OPIbY I'PaHuIly 25 — 1: Ha OCHOBY IIPETXO/IHE TeopeMe UMa Ha-
jeume s — 1 mzomoBanux pemema y (0,¢), Kao u Hajsume s — 1 H30JI0BAHUX PEIIEHHA
y (—¢1,0) miyc moryhe pemema 3a z = 0.

IMocaenuua 4.2.1 Ipemnocmasumo da koeduyujernmu dynryuje F us (4.2) sado-
80.5A6G]Y 1YCAOB

Jo(0%) = fu(0%) =0,  fri1(6%) #0.

Tada je suwecmpyrocm 0d 0% najeuwe m.

Hoka3z. Kako je f,+1(0%) # 0y okonunu 0* mozxkemo dyukuujy F u3 (4.2) nanucaru
y 00 TUKY

F(2,0) =Y f5(0)27 + fmra(0)2™ (14 ¥(2,0)).
j=0
Cana npumennmo Teopewmy 7.

Teopema 7 omoryhasa nam jia npedpojumo Hyse pyHKIHja KOje HAC 3aHUMA]y U
HIPUPOJTHO ce TojaBsbyjy y 0bsmky (4.2). da 6ucmo nckopucruan Teopemy 7, Mmopamo
IpeypeuTH 4iaHOBe Hamer pega. Pamehn To moronnumje je paguru ca C mero ca R,
TaKo Ja hemo caja H3BPUINATH Hperjel HeKe TePMHHOJIOIHje W IHIeHUIA Koje ce
Ty (hYKTHja BUTIe KOMILTEKCHEX TTPOMEH/BIBIX I PEI0Ba 00THKA ),y (o (X—C)%,
IJe Cy a, PeaJHH WJIh KOMILIEKCHH, a KOji Cy HaM HEeOIIXOJIHM 3a HacTaBak. Heka k
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oznauasa nosbe R nm C. IToauduck y k™ ca uenrpom y ¢ = (cq, . . ., ¢, )u noaupadujy-
com T = (r1,...,7,) je orBopenn ckyu {(z1,...,x,) 1 |x;—c¢j| <rjzaj=1,...,n}
[Tomr To ce ckyn N MylITu-uHIEKCa MOXKe JUHEAPHO YPETUTH HA MHOIO HAYMHA,
[OCTaB/ba Ce MUTAbA Y KOM TAYHO CMHUCJIY Ce TPaxKu JUMeC y AeUHUIIjT KOHBEP-
reHnuje peoBa o0JInKa » a,(x—c)®. KouBepreuiuja y Ma KOM CMUCJTY Y TAUKH

a€Ng
b = (by,...,b,) UMIIMIUpPa ANCOJYTHY KOHBEPTEHIU]y HA OTBOPEHOM IOJUIUCKY
amju je nenrap y ¢ m nomupamujyc (e — byl ..., ¢, — by|), Tako ma cy mocrojame

U BPEIHOCT CyMe peja He3aBucHU o ypehema merosux unanoBa. Kiuye aHamTudg
ke dbyHKnuje y Tauku 0% € k" je ki1aca eKBUBaJICHIIUje AaHATUTHIKUX (DYHKIHjA TTPH
penanuju: f je eKBHBAJEHTHA Ca ¢ aKO MOCTOjH OKOIHHA o1 6% Ha K0joj ce f u g moK-
jgamnajy. Osnaumhemo ca Gp« IpCTEH, y OJIHOCY HA HPUPOJHO CADUPAHE U MHOKEHE,
KJINIA aHaIuTHIKuX (pyHKimja o 6 y rauku 6% € k™, koju je Herepun npcren koju
je m3omopdaH MPCTeHy KOHBEPTEHTHUX CTEIIeHNX PeI0Ba OJ] 1 TPOMEH/bUBUX HATL k.
Axo je f amannTuyuka yHKIHja HA HEKOj OTBOPEHO] OKoHHE 6* y k™, 03HaYaBaMO
ca f erement y Gy« unaykoBan ca f. M3 Konrekcra he 6utn jacHO Kaja Kopu7leme
,MacHuX“ cjioBa o3HavaBa upeciukapame y R™ wim C" 3a n > 1 u Kaja o3HavyaBa
kiauiy dyakmuje y R wim C, Baxku ciegeha Teopema.

Teopema 8 Hexa je U omeopen nodckyn od C*, 0* mauxa y U, ¢1,...,9s T0A0-
moppre pynruuje na U u g, . .., gy 0dzoeapajyhe kauve y 0*. Hexa je I = (g1,...,8n)-
Tada nocmoju noauduck P C U, ca uenwmpom y 6* u xwoncmanma v > 0 maxo da
3a ceaxy pynrxyujy f xoja je xoromopdra na P u maxea da je £ € I, nmocmoje
Pynryuje hy, ..., hs xoje cy xoromopdre na P u xoje cy makse da je f = Z;Zl hjg;
na P u l|hi||lp <A|fllpsaj=1,... s20eje|-|p cynpemym nopma sa nenpexude
dynrxyuje na P, || f|lp = sup.cp | f(2)].

Jomr jenna cnenmududaHOCT Koja ce mojaBibyje Kaga npomenuMo (4.2) y obauk (4.4)
kopuithemem 6a3e uaeana remepucanor KoedurnujentanM dynkmujama f;(0) je aa
nopesak koedunujeHTHUX YHKII]a, oapeleH IlbUXOBUM HHIEKCHIMAa, jecTe 3HAUAjaH.
Buhe mnocebHo 3navajHo y joKa3y Jieme o npepacrnopehuBamy peja jia 0a3a ujeasia
(fj : 7 € Ny) uma cBojerBo Ja yK/bydyje npBy Herysa byHKIH]y U CBaKy DYHKIH]Y
fi Xoja je HezaBucHa o cBuX (PYHKIHja ca HUKHAM HHIEKCHMA, ¥ CMHCJIY Jia HHje
IUXO0Ba JIHHeapHa KoMGuHamuja. Ha npumep, 3a ypeheny xomexmujy {f2, f2, f} u
omrosapajyhu ugean I, I = (f3 f) aun I = (f), amun Hujeama ox 6a3a Koje cy
HaBeJeHEe OBUM WM3pa3uMa He 33JI0BOB/baBa Taj ycaoB. OBO cBOjcTBO Hekux Oaza
ucrudeMo ciegehom jgedpununmjom.

Hedbunnunuja 4.2.1 Hexa je k nowe u {fo, f1, fo,...} ypehen cxyn nosunoma y
klxy,...,2,). Ipemnocmasumo da je J najmaru undexc 3a koju fr nuje nyaa noau-
nom. Basza B udeana I = (f; : j € Ny) 3a10Bo/baBa yCI0B 33/ pKaBarba yYKoAUKO

(a)f; € B u
(6) 3a j > J+1, axo f; & (fo,..., fj—1) onda f; € B.

Munaumasina 6a3a 3a [ y ogHOCY Ha YCJIOB 3ajprKaBama je basa Koja ce KoHcmpy-
uwe na caedehiu navun: noveswu ca B = {f;}, pedom nposepasamu cyruecuere
eaemenme. f;, nogescéu 0d j = J +1 u dodasamu f; y B axo u camo ako f; & (B).



[Tporneaypa onucana y jeduHUNKju NPOU3BOJIM pacTyhn HU3 Hjeasa, CTOra Ce
MOpa 3aBPHIATH y KOHAYHO MHOTO KOPaKa MOIITO je npcren k[T, ..., x,] Herepun.
Baza koncTpyucana Ha oBaj HAYUH je MUHUMAaJIHA Mel)y cBUM Oa3ama Koje 3aJ10BOJI-
jaBamby yCJIOB 3aJIpKaBamba Y CMUCIIY Ja CaJIpKHU HajMambu Moryhu 6poj eiemMeHara.

Kaza nanumemo camo ,6a3a B uneana [ = (f1, fo...) Koja 3aj0BosbaBa ycjioB
3aJIpKaBamba’, WIH ,MAHIMaJIHa 0a3a‘“ y OBOM CMHUC/Y, 0e3 CIOMHUIbalba IMOPETKA,
OHJIa ce ToJpa3yMeBa Ja je ckyn (PYHKIHja KOju ce pa3MaTpa ypeheH oHaKo KaKo Cy
one HaBejseHe Kajga je [ ommcan. Cajga hemo mokasatu jemMy o npepacnopehuBamy
peaa obsuka (4.2).

Jlema 4.2.1 Hexa je F(z,0) ped obaura (4.2) wkoju woneepeupa wa ckyny U =
{(2,0) : |z2] <ewuld—0 <0} CRxR" Hexaf; osnavasa xauuy dynryuje
fi y 0% y npcmeny wauya Gop- womnaexcnux anarumuukur dyrryuja y 0 2de ce
0* pasmampa xao esemenm us C" u npemnocmasumo da nocmoju 6aza B udeana
I = (fy,f1,f5,...) y Go- woja ce cacmoju 00 m wauwya £5,,.... 5, j1 < -+ < jm u
Koja 3ado6omasa ycaos sadpacasarsa. Tada nocmoje nodumusku 6pojesu €1 u 01, 3a
koje je 0 < e < e w0 <d <0, Kao um anarumuusur Pyrrvyuja V;, (2,0) 3a xoje
je ¥;,(0,0) =0, g € {1,...,m} maxo da je

(4.6) F(2.0) =) [i,(0)(1 +1y,(2,6))2

uenyreno na cxyny Uy = {(z,0) 1 |z| <&y u |0 — 6% < 61}

Hoxka3. Heka cy z n 0 kommiekcau. Penx koju medpunume F kouBeprupa Ha U,
npermznnje na UC = {(2,0) : |z| < emn |l — 0" < §} C Cx C". Heka je R =
min{e/2,6/2,1} u M = sup{|F(z,0)| : |z] < Rul|f — 0" < R} < co. Kako 3a
cBako ¢ukcupano 0 € C" rakso na je |0 — 0*| < R, pexn 3a F(z,0) xouseprupa Ha
{z € C: |z| < R}, Koumjese nejequaxocru najy |f;(0) < M/R? 3a cse j € Ny Taxo
na ako je W ={6:|0 — 0| < R} C C", onza je

M
(4.7) Ifillw < 25
[Tpumenom Teopeme 7 wa upean I = (fi,f,...) = (f,,....f; ) ycranosmasamo
nocrojame nosuaucka P C W C C" ca neatrpom y 0* € R", no3uruBHe peasiHe
KOHCTaHTe 7 1 3a cBako j € Ny m anamurwakux bysknouja hji, hjo, ..., hj, na P
TaKo Jia je

fi = hiafi + hiafj, &+ Rimfi,

u
(4.8) 1hjulle < A5l e,

3aj € Ngnuu=1,...,m. Crora je pex (??)

(4.9) Fz6)=Y (Z o <9>) J,

7=0 q=1
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[Tpeypeheme wianoBa pega je JONYyCTUBO YKOJIMKO peJl KOHBEPIHpPA AIICOJYTHO W
nokaszahemo cajza ga je To Tad Ho. Heka o o3HalaBa HajMamy KOMIOHEHTY Y IOJIY-
pagujycy ox P, tako jga je o < R. Tama3a j > j,, u 0 Koje 3an0Bo/baBa |0 —0*| < o,
J M J ;
|hjq(0) f;,(0)27] < '7||fj||Pm|Z| (u3 (4.7) u (4.8), nom 1o je § € P C W)

M .
’nyjHWE]zV (momrro je PC W, j > j,u R<1)

M? .
'yR—2j]zV, (ma ocuoBy (4.7))
Te je KOHBEpreHIHMja ancojayTHa 3a |z| < €1 := R?* u |0 = 0*| < §; := 0. Crora

Mozkemo HamucaTh (4.9) Kao

(4.10)  F(z,0) = zm: (Z hj,q(9)qu(9)> dEY < > hj,q(9)2j) AGR

J=0 \g¢=1 =1 \j=jm+1
[Ipermocrasumo ma r € {0,1,...,7,}. Ako je r = j, 3a meko ¢ € {1,...,m}, ouna
je | |

[r(0)2" = (0 f;,(0) + -+ 1 f5,(0) + - +0- f5,,(0)27 = f;,(0)=".

Akoje j, <7 < jer13ameko g € {1,...,m—1} (jeaunn upeocrasu ciay4aj, mout 1o je
fr=03ar < ji), raga kKako B 3a70BospaBa yCJI0B 3ajiprKaBama, nocroje GpyHKuje
ur1(0), ..., u4(0) koje cy cBe amamurud ke na okonuun y C" rauxe 0* € R", takse
a2 je

Jr(0) = ura(0)f5,(0) + -+ + ung(0)f5,(0),
cTora je

Fr(0)2" = (wra (0)2"7) f5(0)27 + -+ (up g (0)27770) f, ()77,

HaxkJie

Im m m

> (Z hj,q(Q)qu(9)> =" Fi,(0) (1 + by, (2,0))2%

J=0 \g¢=1 q=1

3a Heke (DYHKIH]je @(z,@)jq Koje cy anajurud ke y okosuam (0,0%) y C x C" u
3ag0BosbaBajy yeaos 1(0,0) = 0. Kopu7lemem (4.10) 3a yk/byunmBame HIaHOBA
BHIIIET peJia 110 z y (byHKumje 1), , 32 MOzXK/JIa Mame £ 1 §; uMaMo ja (4.6) Bazku Ha
UF ={(2,0): |z| <& m |0—0%| <&} C CxC". Ounuraeano, 1a aKo peasHn 6pojeBn
by [1y - - - M, T KOMILTEKCHE OpOjeBH 1, . . ., &, 32JI10BO/bABA]Y YCIOB (b = &1+ - -+
tmém, OB je [t = Re& + -+ + punRe&y,. Crora, nomro dyuxnuje fj,..., fj.
umajy peasne Koedunujernre u F(z,0) je peayHo ako cy z u 6 peaHu, ako ce CBaKO
1;, 3aMeHn cBojuM peamHuMm genod, (4.6) jomr ysex Baxu ma U := Uf NR x R™.
Jlema je nmokazana m Ha ocHOBY Jleme 4.2.1 u Teopeme 7 mmamo Teopemy.

Teopema 9 Hexa je F(z,0) ped obauka (4.2), xoju koneepzupa na ckyny {(z,0) :
2| <ewl|d—0 <} CRXR" unexa f; osnatgasa xauuy dynkyuje f; y 0° y
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npemeny Gor KAUUG KOMNAECKCHUL GHAAUMUYKUT dynkyuja y 6% 2de ce 6% pasmampa
kao esemenm y C". Ilpemnocmasumo da udean I = (fo,f1,£5,...) y Go» uma 6asy
B xoja ce cacmoju 0d m fauya £5,, ... £, j1 < ... < Jm u Koja 3adosomasa ycaos
sadpotcasara. Tada nocmoje bpojesu €1 u 01, 0 < 1 < e u 0 < 6 < 0 mako
da 3a ceaxu durcupan 0 xoju 3adosomasa |0 — 0*| < 01, jednawuna F(z,0) = 0,
PABMAMPAHA CAMO KAO JeOHAUUHA NO 2, UM Hajeuwe M — 1 u3zosoeanur pewera y
unmepsany (0,e1).

4.3 Ycao0B MUKJINIHOCTHU

Y 0BOM 0J1e/bKY KOPUCTHNEMO HAIpe/ U3MeTe pe3ysTare 3a Pa3Boj METO/a 3a pady-
Hame MaKCHMAaJIHOr Opoja IPaHMYHUX NHKAJTa KOju Mory OmdypKoBaTH U3 MpoCTe
KuKe win nentpa cucrema (4.3.3), koju y oBoM jiesty ckpaheno 3amucyjemo y o6-
muky u = fo(u). (ITogcerumo ce na ce currynapurer ug u3 4.3.3 30Be npocm Win
nedezenepucan axo je det dfg(ug) # 0.) Heka je up npou3Bo/bHU CHHTYJIAPUTET CUC-
rema (4.3.3). Ako je ug xunepbondkn oHjia je nukananoct Hysna. OH HUje Xumnep-
Gomukn ako je wiau det dfg(ug) = 0 man det dfy(ug) > 0, amu je Trdfy(ug) = 0.
Axo ykmonnmo xunepbosmanoct crasbajyhu det dfp(ug) = 0, onga ue He Mopa
OUTH W30J0BAH OJ OCTATIUX CHHTYIAPUTETA, & OHJA KaJa jecTe M30J10BaH, Moryhe je
Jla ce WJIU Tiera y BUINE OJ jeJIHOT CHHIYJIAPUTeTa WM Yy IOTIIYHOCTH HECTaje mpu
MPOM3BOJ/bHO MaJioj meprypbamuju ox fo, mpu 6mI0 K0joj pasymMHO] TOMOJIOTHjU HA
ckyny nosmuoma f. Crora je npuposano pasmarparu curyanujy Trdfg(ug) = 0 u
det dfp(ug) > 0, Tako 7a je ug MPOCT U CTOTA je WM KUZKa WA IEHTAp. IITa BHUIIE,
c6aKG KUXKa WU MEeHTap KBaJIpaTHOT CHCTEeMa je MPOCT, TaKo j1a he Teopuja Koja ce
OBJIe pa3BHUje MOKPUTH KBa/IpaTHA aHTUCE/JIa Y HOTILYHOCTH.

Crora mpeTmnocraBuMo Ja je Ug cuHryiaputer cucrema (4.3.3) y Kome je Tpar
JIMHEAPHOT JIeJ1a jeJIHaK HyJIM, a JIeTePMUHAHTA JIMHEAPHOT Jiejia MO3UTHBHA, HPOCTA,
aJln HeXUNepOOINYKa KUyKa WJIM [eHTap. TpaHC/jIanujoM Koja momepa Ug Y KOop-
JIUHATHU [I0YeTak U JIMHeapHoM TpaHcdopmanmjom koja nocrasba dfg(ug) y 2Kop-
JaHoBY HOpMasHY dopMmy, cucrem (4.3.3) Moxke OUTH HANUCAH Y jeHOM MOCEOHOM
00mky. Mopamo omoryhuTn fa je Tpar JuHeapHOT jiejia HeHyJa Mpu mepTypOaruju
J1a Ou ce MorJIa IPUMEHUTH Teopuja o jaudepeHnuom npecinkasamwy P u JbanyHosii-
jeBuM Opojesuma. [Ipu BpeMeHCKOM peckaJjimpaiby ojrosapajyha jegnauunna jobuja
jeaHocTaBaH O00JIMK

(4.11) U=Au—v+ Plu,v), 0=u+ v+ Q(u,v),

rae je A = «/f u rge cy P u ) nosmnomu 3a koje je max{deg P,deg@Q} = n,
P(u,v) = 37y Apw/v* w0 Q(u,v) = 377, Bpw/v*. Veoheme kommiekcre Ko-
OpJIMHATe T = U + v Ha yobuuajeH HauuH u3paxkasa (4.11) y KOMILUIEKCHOM ODJIUKY

(4.12) F=dr+ilrz— Y apatta
(p,g)€s
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e je S C N_; X Ny koHauan ckyI, 9uju NpOU3BO/bHE €JIEMEHT 33/I10BO/haBa YCJI0B
p+1 > 1. wra Bume, Rea,, € Q[A, B] n Ima,, € Q[A, B]. Kazua je A = 0, ose
jeTHAYUHE ce CBOJE Ha

(4.13) U=—v+ P(u,v), 0=u+Q(u,v)
n
(4.14) P=ilo= )
(p,q)€S
Kopucruhemo camo (A, (A, B)) kao o3naky 3a 1eo au3 koedunujenara (A, As, . .., Bo,)
y RxROFDO+2)=6 i cano a 3a meo nus koedumujenata (ay, g, - - -, ap.q ¥ C'. Jdaxme,

E(\ (A, B)), E(\a), E(A,B) u E(a) o3aauasa npocrop napamerapa amuimja
(4.11), (4.12), (4.13) u (4.14) pecnektusno. To cy camo R x RM+Dn+2)=6 R » C!
AT,

[Ipenusna gedununuja nukanaHocTH cunrytapurera ox (4.11), omrocuo (4.12)
je caeniehia m ona ce rakohe Mo¥Ke U3PA3UTUTH Y TepMUHEMA apamerapa (\, (A4, B)).
[TonoBuMO J1a je mpupojan KOHTEKCT 3a neprypbaiujy esemenara davuanje (4.13)
je dbammmja (4.11) u To objammasa n360p MapamMerpa A y mapamMeTrapcKoM MpocTOpy
y aedunumjm.

Hedbununnja 4.3.1 3a napamempe (A, a) nexa n((\, a),e)) osnauasa 6poj eparui-
nux yukasa odzosapajyhes cucmema (4.11) koju y nomnymocmu sesice ynymap €-
okonrune Koopounammoz novemxa. Cumnzysapumem Yy KOOPOUHAMHOM NOYEMKY 3G
cucmem (4.11) ca pukcrkuparum xoeduyujenmuma (N*,a*) € E(\, a) uma muKInd-
HOCT ¢ y OmHOCY Ha mpocTop E(\ a) axo nocmoje nosumushe koncmanme Oy U €g
makee da 3a ceaxu nap € u O Koju 3adosonasa ycaose 0 < e < g9 u 0 < < 0
6asiCcu

max{n((\ a)e)) : |(A,a) — (A\*,a")| <} =c.

Ba p € R umamo npso nosparHo npecaukasambe R(p) oapeheno mosuruauM
JesioM u-oce. R(p) uma passoj y pej

(4.15) R(p) = fp + 120" + msp® + - -

rjae cy 7, u N 3a k > 2 peanne anajutuuke dynkmuje ox napaverapa (A, (A, B))
cucrema (4.11) u moce6mo je 7; = *™*. Kako nzonosane nysie gudepenine Gynkmmje

(4.16) P(p) = R(p) — p=mp + map® + nzp® + - - -

OJIrOBapajy rpaHuaHUM MUK/IEMa cucreMa (4.11) MKJIMYIHOCT KOOPIUHATHOD T0YeTKa
y cucremy, koju oarosapa (AN, (A*, B*)) € E(\, (A, B)) jeanaka je BUIIECTPYKOCTH
dbynkmuje P(p) y (A", (A*, B*)). Crora je monamame JbamyHoBpeBnx 6pojeBa ny,
k € N K/bydHO 3a IUKJIXIHOCT KOODJAUHATHOL ToueTKa cucreMa (4.11). Ha npumep,
Beh BuauMO 112 ako je Tauka (A*, (A*, B*)) y npocropy nmapamerapa cucrema (4.11)
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TakBa g1a je \* = /3" # 0, onga je n; = 71 — 1 # 0 Tako ma passoj P nokasyje
Jla HUje/IaH TPAHUYHU UK/ He MOYKe Ou(YpPKOBATH U3 KOOPJAUHATHOI TOYETKa MU
MauM 1eprypbanujama. To ce y mormyHocru ciazke ca ummenurnom ja je (0,0)
XUMepOOTHIKa KUZKA Y OBOj CUTYaIlH]jH.

Ouekyjemo ja cy JbamyHoBbeBu GpojeBu mojuHOMH 10 Hapamerpuma (A, B)
cucrema (4.13). Oso TBpheme hiemo caga msasojuru y obiuky crasa. Ho, Kako
cy JbamynosibeBu OpojeBu Takohe medbunmcanu 3a Behe dbavuimje cucrema 0OJTHKA
(4.11), mocroje 3anpaBo JBa ckyua ,JbamyHoB/peBux 6pojeBa’ Koju cy HaM OJ1 UH-
Tepeca: OHH KOjH ce T0jaBibyjy y KOHTeKcTY cucreMa (4.13) u oHE Koju ce 10jaBibyjy
y KouTekcry cucrema (4.11), npupo/aa nmocraBka y Kojoj neprypbaiuje u3 eemMeHTa
(4.13) ce mojamsbyjy mupu oapehuBarby NUKIMYHOCTH AHTHCE/JIA Y KOODJAUHATHOM
nouerky (dedbununuja 4.3.1). YV koHTekcTy mapamerpuzoBanux dbavuiuja (4.11)
win (4.13), Jbanynosibesu 6pojeBu ce takohe 30By u JbanyHoBibeBe ,Bejudnne .
Cge 110 je moTpebHO J1a 3HaMo 0 JbamyHnoB/beBUM BesimdanHaMa 32 MUPY (HDaAMUIH]Y
je 1a cy To peasHe anajguTnuke ynkuuje napamerapa (A, (A, B)) . OBo aupekTHO
CJIeIN W3 aHATUTHIHOCTH peniema (@, Yo, 7o) TpobiemMa ca MOYeTHUM YCJIOBUMA
T =70 U Q= g, unmenntie 1a r = (0 Huje CUHTYIapHA HETO peryaapHa Tadka perll-
ema ojrosapajyhe jejHadnHe, Ka0 ¥ aHAJUTHY HOCTH €BaJlyalldje IOIITO je IPBO
[ToeHKapeoBO MOBPATHO TPECIMKaBame HuiTa Apyro a0 esanyaumja f(p,0,79) y
P = 2.

Teopema 10 Jbanynosnwese seaunune 3a pamuaufy (4.13) cy nosunomujasne Gyrxuyuje
00 napamemapa (A, B) ca xoepuyujenmuma y R.

JbalyHoB/beBe BeJIMYMHE U KUKHE BeJIMYMHE M3JiBajajy meHTpe y damMujiuju
(4.13); one Taxobe paznukyjy crabuine u HecrabuiHe ciaabe xuzke. OBe YHEHUIIE
yKa3yjy Ha mocTojambe OJincKe Be3e m3Mmel)y mHUX W cyrepunly ja Ou O0mao moryhe
KOPHUCTUTH YKUZKHe BeJININHE 33 NCTPAKUBAE MUKJIMIHOCTH POCTUX KU2KA U TeH-
Ttapa. OBO je TAYHO U 3HAYAJHO je 300T TOTA MITO Ce Ca KUXKHUM BeJTMINHAMA 3HATHO
Jlakiie pajiu Hero ca JbanynossbeBuMm Besimuunama. lIlpasa npupojia Bese jara je
y ciiesiehoj Teopemu. Ilpe Tora je KOpucHO Jla yKPaTKO HMOHOBHUMO KaKO C€ U3BO/JIE
KuKHe BeqmduHe 3a peannn cucrem (4.13). Tlpeu kopak je m3pazkabame (4.13) y
KOMILTEKCHOM 006Ky (4.14) u j01aBamy T0j je/THAYNHE HeHY KOMILIEKCHO KOHYTO-
Bany jeanaumny. I[locmarpajyhm & kao He3aBHCHO NMpPOMEHJ/BUBY, OBaj map judep-
EHIUJAJIHUX JeJHAUYMHa 10CTaje cucTeM OOMYHUX JiudepeHijajHux jeJlHaunHa Ha

C2:

(4.17) t=1il|x— Z apg?? Myt g =—i|y— Z bepriyPtt

(p,9)€S (p,q)€S

e je by = Gpg- Ao je X BekTOpcko mobe Ha C? acomupano Ma KOM CHCTeMy Ha
C? oBor 06mKa, He 06aBe3HO KOMILICKCHMDUKAIMjE PeaHor CUCTeMa (Jakie y KoMe
He MODa /13 BaxKH jeJHAKOCT by, = G,,) onga npuMemyjemo X na dopmannn pex VU



3a1aT Cca

(418) \If(x, y) =2y + Z Vj_Lk_lZL'jyk.
j+k>3

Pexypsusanm O6upamem Koedunmjenara vj_q,—1 y HOKyIIajy Ja CBU KoedUIHjeHTH
on XV = Z;‘)j—k>1 gk T yF L nocrany myna, nodujamo dbyukunje gir € Cla, b] raxse

2 je igwe € Qla,b] (i = /=1) n
(4.19) XU = gi1(2y)® + goa(ay)® + gas(ay)* + - -

Jlakiie, JIOK je 7 TMOJMHOM TI0 OPHUTHHATHUM peainuM koedunujenrnma (A, B) of
(4.13), gk je TOTHMHOM 1O KOMILTEKCHEM KoedurujenTnMa (a, b) Kommiekcudukammje
(4.17). da 6u ce HaYMHUIO PABO NOpeljere, MOpaMO U3PA3UTH (ki PEKO MapaM-
erapa (A, B). Ogo je moryhe nmonrro koedunujentu (a, b) kommaekcndukanuje 3a,10-
BOJbABajy yciose b = a n ggi(a,a) € R 3a cse a € C* u mom o ¢y Reay, n Ima,,
HOJIMHOMU (Ca PAIMOHATHUM KOeHUIUjeHTHMA) [0 OPUTHHATHUM KoeUIUjeHTHMA
(A, B) Tako j1a je

(4.20) 9ik(A, B) = gi(a(A, B),a(A, B))

nosmaoM 1o (A, B) ca pannonanaum Koedunujentuma. Iloctoju paziuka uzmel)y
Jkk U gy, @1d Ce OHa HUKAJA HEe HCTUYe y JIMTePATyPH; MOPa Ce HPOCTO CTalHO
UMaTH Ha YMY KOHTEKCT y KOME Ce BeJIMYMHA (ki T0jaBJbyje.

Teopema 11 Hexa cy ny, J/banynosmese seaunune 3a cucmem (4.13) y odnocy Ha
AHMUCEDN0 Y KOOPOUHATIHOM TOUEMKY, HEKG CY Jkk HCUNCHE BEAUNUHE 30 KOMNAEK-
cudurvavugy (4.17) cucmema (4.13) u nexa gy, o3natiasa noauromujaine Gynryuje
depuriucane ca (4.20). Tada je ny = no = 0, 3 = 7gl, wsa k € N, k > 2,
M2k € (911 -+ Gro1k—1) U Tkr1 — G5 € (9115, Giorpm1) Y R[A, B.

Hoka3z. Uzeja ce cacroju y nopeljewy usmene P(p) y no3unuju 1y HO3UTHBHE U-
oce IIpH jeTHOM OOpTalby OKO CHHTYJIApUTETa Ca MPOMEHOM BpegHocTH (byHKnuje W
u3pazkene ca (4.18), uspauynaparmba npomene y W HHTErPAIIjoOM HEHOT U3BOJIA Ty K
perersa (4.13), Koju HPUPOJHO TeHepulle KUKHe BeauduHe Ha ocHOBY (4.19). VY
craprocti je VU nedunncano 3a (z,y) € C?, amu hemo mMu Ty dbyHKImjy n3padyHa-
BaTu Ha (,T), HHBAPUJAHTHO] PaBHU Koja cajpzku dazuu noprper ox (4.11). Kako
je cuctem Ha C? kome U 1 JKUZK3He BeIMUUHE p) OATOBAPA]Y, KOMILTEKCH(DUKAIT]a
peaTHOT cHCTeMa, OHJIa je b = @ TaKo Ja Cy »KUKHEe BeJTUINHE (ji 3alPABO BeJTHINHE
gr.. Kako ¥ e Mopa KOHBEprupaTH, Tako Jia 3aupaso u He jaedbunuite OyHKIH]y,
Mu hemo pajauTu ymecto tora ca ckpahenum pejiom Koju jgedunuire W,

2N+1

- — ik

Un(z,Z) = 2T + E Vi1 k12 Z".
j+k=3
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DukcupajmMo NOUETHY TAYKY HA MO3UTUBHO] U-OCH Ca NOJAPHUM KOOpAuHaTama (T, )
(p,0) komILIeKCHUM KoOpauHATama T = u+iv = p+1i0 = p. Tlpu jearom o6pTy OKO
CHHI'yJIapuTeTa, BpeMe ce noselia 3a Hekn usHoc 7 = 7(p) u npomena y ¥y je

AUn(p,p) = / g a(r), 2 ()] de

- / S g (), (1) + of | (6) PVt

k=1

- / U3 GRS + ofja(t) PVt

0 k=1

[IpomenuMoO cajia MPOMEHJPUBY HMHTerpanuje ca t Ha momapHu yrao ¢. Vwmajyhm y
BUJY Jla CMO peckasmmpau Bpeme ja Oyzae (o, 5) = (0,1), umamo |z(t)| = r(t) =
p+wa(p)p* +ws(p)p® + -+, Kaxo je do/dt =1+ 77 ur(p)r* ro je

1

dt = =
L+ i un(p)p+walp)p? + - -

]kdso = (L+a(p)p+ () p* + - - - )dep.

Crora je
AV, (p, p) =

o N
N / > gilp+wa(p)p® 4+ )P+t (9)p + () p” + -+ )dip + o(p™ )
0 k=1

N
_ Z [QngkakJ& + glﬂfk(fk71p2k+3 + fk,2p2k+4 4. )} + 0(p2N+2).
k=1

Ako maxmy ckpenemo Ha Ap, 3a cBaKy BpeaHOCT p > 0 UMaMO MO3UTUBAH peaJiaH
6poj € necdummcan dymxumjost £ = f(p) = U(p, p) = p*+ Vap® + Vap* + -+ xoja mma
uueep3 p = ¢(£). Ha ocuoBy Tajiopose teopeme, mocroju § mameDy § u § + € Taxo
na je g(& +e) = g(&) + ¢ (§)e + 59"(€)e”. Hexa je p = g(£). Kopucrehu dopuy.e
3a MPBU U JAPYTH U3BOJ Of ¢ Kao nuBep3ne pyukmnuje o f u uaBepryjyhu modujern
CTEeIeHH peji uMaMo Ja je 3a € = AWy,

1 1 2 Gt
- AUN+— <_ 2+6Vap+
2p+ 3Vap? + - -- 2! (20 +3V3p2 +--+)

Np 3) (AT N)?

N
1
= (2—/) +co+cip+cap®+- ) <Z [2ng§kp2k+2 N NURY s ._)] +o(p21v+2)>
k=1

N

1 1 1 -

+ (gt g dop ) <Z<g¥fk>2<dk,m4““ +-">+“(”2N+4)> |
k=1

Kako je AV, o p pena derupu wiu Buiie, p je pega p. Crora je

N
(4.21) Dp =" [rgfur®™ 4 g (Faa o2 4 frpp™ 3 )] 02N,
k=1
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Buamo ma je 1 = e2™/% — 1, 1ako na xunoresa A = 0 nMmmmnupa ga je 1 = 0.
Crora je u 12 = 0. Oso gaje npsa asa Tephema crasa. Kako je Ap = P(p),
jenmaunna (4.21) naje

n3p® +nap® +msp® + - = wgtip® + gf (frapt + Free® + )
+79500° + 952 (f2,10° + fo2p” +-++)
+7g5sp” + g5a(f3,10° + fa,20° + )
+rgnnp N+ Q]Rzin\r(fN,mQN+2 + fnep? VT4
Fo(p2NHLY,

Crora je n3 = mgiy, u 3a garo k € N, u36op N = k mokasyje 1a IOCTIeIIbLI TIap
TBpherma cTaBa BaxKu 3a CBe 74 70 Nok11, TEOPEMA je JTOKa3aHa.

IMocnenuna 4.3.1 Hexa cy . Jbanynosmese seaunune 3a cucmem (4.18) y odnocy
Ha GHMUCEIN0 Y KOOPOUHATIHOM NOYUETNKY, HEKA CY Grk HCUNCHE BEAUNUNE 30 KOM-
naexcudurauugy (4.17) 00 (4.13) u nexa gt osnatasa noauromujasny PyrHrEyUfY
dedpurucany ca (4.20). Tada je

<g$1?g§27g§3’ .- > = <7717772a URTRE > - <7737 N5, N5 - - >

y R[A, B]. 3a ceaxo (A*, B*) € E(A, B) odzosapajyhe jednaxocmu easice 3a 0020-
sapagyhe xauve u wuzroee udeanre y Gax pr).

Jpyra nocaeauna TeopeMe ce HABOIHM CaMO 3a KJIUIE, HMOIITO je TO KOHTEKCT y KOMe
he kacHuje OUTH KOPUIIEHA.

ITocaenuua 4.3.2 Heka cy ny /banynosmese seaunune 3a cucmem (4.13) y odnocy
Ha AHMUCEON0 Y KOOPOUHAIMHOM NOYEMKY, HEKA CY (il HC UNC HE BEAUMUHE 30 KOM-
naexcugpurauugy (4.17) 00 (4.13) u nexa gy, 031MaMA6a NOAUNOMUIAANY PYNKUUTY
depuriucany ca (4.20). Hewa je I = (nop1 = k € N) = (g : k € N) C G- p+).
IIpemnocmasumo da cy {Nky, -, M} U {&j1j1s- - 8jnijn } MUHUMAAKE Gaze 3a
y odrocy ma yeaose 3adpocasarea Yy oodnocy na ypehene ckynose {ns,Ns, Mz, ...} U
{811,822, ...} pecnexkmuseno. Tada jem =n usaq=1,2,...,m, k, = 2j,+ 1.

Jomn jemna mnocsieguna Teopeme 10, Koja je m cama 1o cebu 3HavajHa, je ja je
buaE GOKyC ITAHAPHOT MOJMHOMHUJATHOT CHCTEMa pejga k ako W camMoO aKo MPBUX
k — 1 :xuxxHuUX BeaundunHa HecTaje. [Ipenmsno TBpheme gaTo je y caemehem crasy.

Teopema 12 Hexa cy ny, Jbanynosmese seaunune 3a cucmem (4.13) y odnocy Ha
AHMUCEDNO Y KOOPIUHAMHOM NOYEMKY, HEKG CY Jrk HCUINCHE BEAUNUHE 30 KOMNACK-
cudunavugy (4.17) 00 (4.13) u nexa gy, 03nanasa nosuromujasny Gynkuugy dedun-
ucany ca (4.20). Cucmem Koju 00208apa cneyujasnom usbopy pPeasHus napamemapa

(A, B) uma gunu gokyc k-moz peda y K00pouHaMHOM NOYEMEKY KO U CAMO GKO je
g]ﬁl(A B)=--= glI;R—l,k—l(Aa B) =0, anu je gEk(Aa B) # 0.
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[Ipe mero mro HacTaBUMO ca pa3BOjeM TeopHje KOja HaM oMoryhaBa IpPOIEeHy
muKJInIHOCTH TeHTpa y davunju (4.13), nokazahemo kako Teopema 10 u Teopema
11 3ajeano omoryhasajy mpomneny nukjandaHOCTH (buHOr (hOoKyca k-TOr pea y TaKBOj
davmuju. ['panuna je yHHUBep3aJHa y CMHCIY ja 0e3 003upa Ha NPHPOLY HEJTUH-
€apHOCTH, HA MPUMep MAKCUMAJTHOT peJia 1Ba win Tpu, huHu Goxryc k-Tor pega nma
MUK/JIAIHOCT HajBUIILE K.

Teopema 13 Qunu poryc peda k uma yursuurnocm najeuwe k—1 3a nepmypbayuje
ynymap damunuge (4.13) u najeuwe k 3a nepmypbayuje yrymap damusuge (4.11).

Hoka3. Ha ocuoBy Teopeme 10, 3a cBaku cucrem o0/inka, (pyHKIuja pasjiuke P
MOZKe Ce HAIIUCATH Y OOJIUKY

P(p) = =ngfip®+ hargip?
+(hs1911 + 7g52)p° + (he1911 + he2g52)p°
Jr .
F(hak-11911 + - F TGk 1,k-1)P" T+ (hakagts + o+ hakkTh1 10"

+(hoky1,1911 + 79" T+ nakpop® T 4 mapyap® T 4

[IpermocTaBuMO Ja CUCTEM KOju OJroBapa BpejHocTHMa mnapamerapa (A*, B*) uma
dbunn Gokyc pega k y KOOpAMHATHOM IOYETKY, TaKo ja mnpema Teopemu 12 cBu
gii [0 gi_ 1y mmrdesasajy y (A%, B*), amn je g (A*, B*) # 0. Tama kako je gg
pasImuuTO OH HyJe Ha okoiuuu (A*, B*), xaga daxTopumeMo mp° U CKyIIMO Ha
g]JR} (au 3601 jeJHOCTABHOCTH 33/[PZKUMO MCTA UMEHA 3a IOJIMHOMUjaJIHE TeZKHHCKE
dbyHnKIHEje), MOKeMO HAIHCATH

Plp) = mp°lgni(1+harp+ -+ hopgr,10° 2

+952(1+ he2p + -+ + haky1,20° ) p?

+953(1 + hgap + - - + hogy1,3p7F %) p?

+g§,17k,1(1 + hok k—1p + hokt1,26—107)p%F 74
+906P? 72 + Mok 20® T + mopysp® 0]

= 71 [df (1 +v1(p) + g520> (1 +12(p)) + -+ + grrp™ 2 (1 + ¢ (p))].

mTo Bayku Ha okoquHu o1 (A*, B*). Ako je neprypbanuja yuantbeHa yHyTap haMii-
nje (4.13), omma npema Teopemu 7, P uma HajBUIE W30JOBAHUX HYTA HA MATIOM
uarepBaay 0 < p < €. 3a 3aBpierak JoKa3a, o0paju ce W cjydaj neprypoarmje
Koja ce jiemmaBa yuytap ¢dpavminje. Teopema je joka3aHa.

Panuje cmo maBenn jga ce magamo ja hemo mMohu j1a KOPHUCTHMO ZKUKHE BEJIHU-
YHHE 3a TpeTupame mpod/eMa MUKINIHOCTH. 2KHzKHe ce IM0jaB/byjy U3 KOMILIEK-
cudukanuje cucrema (4.13), amu Gudypkanuje 3a CTBapame TPAHUTHAX IUKAJA
upupoHo ce Jemanajy y Behoj davumiumju (4.11). IloBesasu cmo KuKHe Besu-
YnHe M IbUXOBE HecaJIe Ca J—baHyHOBJbeBI/IM BeJINYNHaMa y OI'PaHUYEHOM KOHTEK-
cry damuanje (4.13). Cuaenehn pesyarar nokasyje Kako je MHHHMajHa 0a3a y
OJTHOCY Ha yCJIOB 33/IpzKaBarba njeasa renepucator JbamyHoB/heBIM BeIHdnHAMA 32
orpanuueny davunujy (4.13) moBe3aH ca MEHUMATHOM GA30M HJIea/1a TeHePUCAHOT
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Jbanyosibesum Besmmaunama Behe dbavusmje (4.11) (HapaBHO, ca HCTUM CKYIIOM HH-
nekca S). Pazmukosahiemo npa ckymna JbamyHoB/beBUX BesmunHa KOpu7lemem HO-
Talyje 7x 3a OHEe Koje 3aBuce caMo oj mapamerapa (A, B) u nx(\) 3a one koju 3a-
Buce oj napamerapa (A, (A, B)), maza je napasuo, n;(0, (A, B)) = ni(A, B). Kako
dbyuknuje ni(A) Hucy nonmmHOoME 1o mapamerpuma (A, (A, B)), MopaMo pajuTu y
HpCTeHy KJMI@a Jia 6ucMo ce rnozadasBujid JoMeHoM Kousepreumuje. Ilpumernmo
Takohe Jila TPeTHUPaMmo 7 CaMO Kao aHAJIUTHYKe (DYHKIUje Y MPBOj XUIOTE3U TEO-
peMe, Maja cy TO 3anpaso nojauaomu no (A, B).

Jlema 4.3.1 Qurcupajmo damunuje (4.12) u (4.14) ca ucmum ckynom undekca
S.Hexka cy {n(\) }32, Jbanynosnese seauvune 3a gamurugy (4.12) u nexa cy {np}o2,
Jbanynosnese seauuune 3a pamuaugy (4.14). Durcupajmo (A*, B*) y E(A,B) u
npemnocmasumo 0a je MUHUMAAHAG 06304 Y 00HOCY HA YCAOE 3adPIAHCABAILA UICANA
(Msn2s ) Y Gax ey jeonara {Mg,, .- M b, k1 < -+ < k. Tada je

{mN)s Meys -+ -+ s Mgy, b MUHUMAARG 6a3a Y 00HOCY HA YCAOE 340PHCABAILA Y 0OHOCY Ha

ypeheru cryn {771()\)7 7)20‘)7 773()\)7 - } udea.na <771()\)7 772()\)7 773()\)7 . > y g(o,(A*,B*))-

Hokasz. Dyukunje (A, (A, B)) cy ananuruuke y okomunu (0, (A*, B*)), crora no
ABes10BOj 1eMU IHUXOBY PA3BOjU Y CTENEHe PEIOBE Ty AlICOIYTHO KOHBEPIUPAjy, TAKO
Jla, MOXKEMO Jia IpeypeuMo dI1aHoBe Y oBUM pa3BojuMma. Crora, 3a cBako k € N y
okonmau (0, (A*, B*)), ne(\, (A, B)) MoxKe GUTH HAIUCAHO Y OOJIUKY

(4'22) 77k()‘7 (Av B)) = ﬁk()‘a (A7 B)) + ﬁk(Av B)a

rae je 1(0, (A, B)) = 0. Kazna je A = 0, nx(A, (A, B)) ce peaykyje Ha ng(A, B) Tako
na mopa outu 1 (0, (A, B)) = 0+ (A, B) = nk(A, B) u (4.22) nocraje

(4'23) nk()‘7 (Av B)) = ﬁk()U (A7 B)) + nk<A7 B)

Kako je 1
m\ (A, B)) = e*™ — 1 =2xA\(1 + 5(270\) ),

nocroju pyukuuja ug (A, (A, B)) koja je peasna anajurudka Ha okoansau o (0, (A*, B¥))
y E(X, (A, B)) Tako 1a je

k(A (A, B)) = ur(A, (A, B))m(A, (4, B)).
Crora (4.23) nocraje, uckpyayjyhu 3asucuocr ox (A, B) u3 noraiyje,

(4.24) Ne(A) = up(A)n1(A) + 1.

O3HAYAMO CKYT {7k, - - -, M, } €& L. Karko je L munuMasna 6a3a y OHOCY HA YCJIOB
sazpkaBama upeana (N, : k € N) y G p+), (4.24) moBmaun 1a 3a cse k € N,
UICHTHTET

(A, (A, B))
= Uk()‘7 (Av B))nl()‘v (Av B)) + hk,l(Aa B)nlﬂ (A> B) +eeet hk,m(A’ B)nkm (A7 B)



Baxxu y okosnnu oj (0, (A%, B¥)) y E(), (A*, B*)) 3a dbyuknuje hy , koje cy gedun-
HCaHe W peaJiHe AHAJUTHYKE HA TOj OKOJWHU, Majaa Oe3 3aBucHocTu ox A. Vcra
jeqHavYnHa je cTora TadHa W Ha HUBOY Kauna y G, a- p+)). Jakie,

M = {771(>\)a77k1> cee 7nkm}

je 6aza umeana (N1(A),n2(A),...) C Go,a+,3+). Mopamo IOKa3aTH Ja je MHHH-
manHa Melly cBum 6azama Koje 3a10B0/baBajy YCJI0B 33/IpKAaBabha y OJHOCY HA CKYII

{m(N),m2(N),...}. Crora mexa je

N = {771(/\)777]'1()‘)7 s 777jn<)‘)}

jemHCTBeHA MUHIMATHA 6a3a y OJIHOCY Ha YCJIOB 3a/IprKaBamba (Koja Mopa caIpKaTi
n1(A), nomt o je 11 (\) upsu Ha suctu u Huje 0), ca o3HakaMa n3abpaHuM TaKO Ja je
71 < ...< Jp W IPETTIOCTABUMO, Y CYITPOTHOCTH CA OHUM TITO KEJTNMO J1a TTOKAZXKEeMO,
1a To Huje 6a3a M. Tlocroje yerupm HaUMHA HA KOja C€ TO MOYKe JECUTH U MU hemMo
X CBe Pa3MOTPHUTH.

Cayuaj 1: Ilocroju p € {1,2,...,min{m,n}} rako na 3a ¢ € {1,2,...,p — 1}.
kq = Jq 1 Mk, = 0j,(N), amu je my, # n;,(A) 1 jp, < kp. Y TOM ciiydajy BaxKu ja je
kp—1 = jp—1 < Jp < kp, Te momro je L mumnmvanna, 1;, = hing, + ... +hy_gme,
3a hy,...,h,_; € G- p+). llpumena oarosapajyhe jeanakocru 3a pyunxumje koja je
uchymeHa Ha okosman o (A*, B*) na (4.24) nobuja ce na

Nipy(A) =, (N)m(A) +ny,
= U (A)m(A) + hang, + -+ hpflnkpfl
=, (N)m(A) + hang (A) + - by, (A)

Bazku Ha okosunu o (0, (A4, B)) y E(X, (A, B)) (mazna je h, HezaBucua ox \), Tako
Ja je oarosapajyha jeIHAKOCT KJWIA Y KOHTPAJIUKIMU ca UHE-eHuIoM ga je N
MUHUMAJIHA.

Cayuaj 2:Tlocroju p € {1,2,... , min{m,n}} rako ga je 3a ¢ € {1,2,...,p — 1},

kg = jg u ik, = 1;,(N), anu je n, # 1;,(A) n g, > kp. Y oBom ciayuajy je jp—1 =
kp_1 < kp < jp, 1€ M, € N, crora, momro je N MUHEMAJIHA,

M, (A) = homi(A) +hamy (A) + -+ hyoamy, (A
= hon(\) +hynks + - hy_im,

3a hy,...,h,_; € G+ p). Onrosapajyha jemmakocT dyHKIHja Koja BayKH Ha
oxomnn o (0,(A*, B*)) y E(), (A, B)), xaza ce uspauyna y A = 0 uMuinnupa
a2 je My, = hine, + -+ 4 hp_1my,_, na oxommnm ox (A%, B*) y E(A,B), rae je 3a
g=1,...,p—1, B(A, B) = h(0, (A, B)). Oarosapajyha jenmaxocr knuma y Gia«, g«
jé Y KOHTPAIUKIUjU Ca YUFHEHUIIOM Ja je [ MUHUMAJIHA.

86
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Cayuaj 3:n <mmu3zaqc{l,...,n}: kg =jgung, =n;,(N). Taga je ky, > j, n
Mk, () € N, Tako na je

M (A) = hon1(A) + hymy (A) + - - -+ hyn;, (A) = honi(A) +hyng, + -+ + hong,

3a hy,... . h, € Goa ). Kaxo je k,, > k,, onrosapajyha jennaxocr ¢ynkmuja
Koja Baxku Ha okosuuu of (0, (A*, B*)) v E(\, (A, B)) kaga ce uspauyna y A = 0,
Jlaje UCTY KOHTPAJIUKIN]y Kao U Y MPETXOTHOM CJayUajy.

Cayuaj 4: n>mmu3zaqe{l,...,m}: k= j, un, =n;,(A). Tana je j, > ky, n
n;, & L Taxko ma je

Mo = My + -+ e, =iy (A) + -+ hyn; (A)

¥ Go,(4%,B+)) (Maga hg He 3aBuCH O \), TaKO Ja IPHMeHA oArosapajyhe jenHakoctu
dbyuxnmja koja Baxu ua okosnuun ox (0, (A*, B*)) na (4.24) nosnaun 1a je

Nin(A) = 1wz, (M) (A) + 15, = wj, (M) (A) + Pamyy (A) + -+ - + Bt (A)

ua okomuun of (0, (A, B)) v E(X, (A, B)). Crora, momro je j, > jm, oaroapajyha
JEIHAKOCT KJIMIA jecTe Y KOHTPAAUKINJU ca YuibeHuIoM jaa je N muaumasna. [

Teopema 14 IIpemnocmasumo da (A*, B*) € E(A, B) u da ce mumunasna 6asa
M 1y odnocy na ycaos sadpsicasarsa udeara J = (gr, G- .) Y Ga=,B+) 3a 0dz0-
sapajyhu cucmem obauka (4.13) cacmoju 00 m noaunoma. Tada je yurauunocm y
Koopdurammom nowemry cucmema obauka (4.11) koju odeosapa nu3y napamemapa

(0, (A*, B*)) € E(\, (A, B)) najeuwe m.

Hokaz. Kao miro je HaBegeno y quckycuju o (4.16), MUKJIHIHOCT Y KOOPJAUHATHOM
noueTky esementa dgamuanje (4.11) y omrocy na mpocrop nmapamerapa E(A, (A, B))
jelHaKa je BHINEeCTPYKOCTH (DYHKITH]je

P(p) =mNp +m(N)p> +m(N)p® +- -

Ha ocuoBy xunotese u [locaemure 4.3.2, Munumaaaa 6a3a y OHOCY Ha YCIOB 3a/IprKa-
Bama uaeana (N3, ns,...) y G(a-,B+) UMa M ejleMenara, crora, upema Jlemun 4.3.1 y
G(0,(4*,B*)), MUHEMAJIHA 6a3a y OHOCY Ha YCII0B 3a1p3aBarba naeana (11 (), n2(A), nA), . . .)
uma m + 1 enemenara. Taja je npema Teopemu 9 Bumiecrpykoct dyukimje P(p)
HajBUIIIE M. 0

Creneha mocaeanna je pe3yarar KOju MOBe3yje MUKJINIHOCT MPOCTOT aHTHCE1Ia
y KOOpAHHATHOM oueTKy cucrema (4.11) (meprypbanuje yuyrap F (A, (A, B))) ca x
WK HUM BeJHY WHAMA KOMILIeKcudUKaluje npuapyskeHor cucrema (4.13).
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ITocnenuna 4.3.3 Dukcupajmo Pamuaujy pearrnus cucmema obauka (4.11) ca cxynom
napamemapa E(\, (A, B)) uau E(Xa). 3a acoyupany damurugy (4.13) u crxyn
napamemapa E(A, B) uau E(a) pasmompumo komnaexcudurayujy (4.17),

(4.25) T=1i|x— Z apg?? Tyt |, g =—i |y — Z byt
(p.9)eS (p.g)es

u acoyupane scuscre seauiune { gk ey C Cla,b]. Ipemnocmasumo da je
{Gkrkrs - - s Gl e } KOAEKUUIQ AHCUNMCHUT GeAUNUNHA 30 (4.25) Koja uma caedefie oc-
obune, 20e cmasmwamo da je K = {ky,... ky}:

(a) gk, =0 3a 1 < k < ky;

(6) kg kg 7& 0 3a k’q € K,‘

(u) sa k, € K, q>1uk €N koju 3adosonasajy k,—1 < k < ky, ger € By,_,, udean
y Cla,b] eenepucan ca npeux kg1 orcuscruz sesununa;

(0) udean J = Gy kys- - - s G ko) Y Cla, b] je paduranan;

(e) V(J) = V(B), 20e je B Baymunos udear (gr - k € N) y Cla,b]. Tada je yux-
AUYHOCT, CUHYAGPUMEMA Y KOOPOUHAMHOM NOYEMKY cucmema y damuauju (4.11),
y odnocy wa npocmop napamemapa E(N, (A, B)) najeuw e m.

Joxaz. ITpuvernvo najupe na kako je gir(a,a) = gi.(A(a,b), B(a,b)) € R 3a cpe
k € N, namomena koja je HaunmbeHa Ha Kpajy jokasa Jleme 4.2.1 ummunupa jga 3a
cBaky KoJeknujy {Ji,...,J,»} C N, cBako k € N u npoussoswre fi,..., f, € Cla, ],

(4.26) grk = f195,,51+ -+ fn9j,,jn TOBIAT U g5 = (Re fl)g]i,jﬁ- -+ (Re f)Gj -

Kaxko je V(J) = V(B), 3a cee k € N, k-ta KiuyKHa BeJUYNHA i WITIE32BA
wa V(J), tako na gi, € I(V(J)). Ho, momro je J paaukanan ujeasn, Ha OCHOBY
HilbertovogNullstellensatz—a je I(V(J)) = J, crora g, € J. Hakme, B C J, Tako

na je J = B, n HA OCHOBY JOJATHUX XUIOTE3A 38 CKYT { Gk kys - - - s Gk ko } TO jECTE
MUHHMAaJIHA 0a3a y OJHOCY Ha YCJIOB 3aJpkaBama Bayrunosor maeana By omnocy
Ha CKyI {g11, ga2, . ..}. Crora, 3a cBako k € N, nocroje fi1,..., fi.m € Cla,b] Tako

naje gik = fi9e g+ -+ fmnGkon k- Ha ocuoBy (4.26) 3a cBako (A%, B*) y E(A, B),
L= {gfhkl, o8k km } je Gaza npeana I = (g : k € N) y Ga= p+). Jacuo je na
xunoresa (a) ummmmupa jga 3a k < ki, g, = 0y G(a+,p)- Ha ocnoy xumorese
(b) m (4.26) 3a cBe k, € K, ¢ > 1 n 3a cBe k € N koje 3amoBopaBa ky < k < kg,
gIEk € (g1, -- agkq_l,kq_1> ¥ G(ax,p+). CTora je ounriaeano ga ako L Huje MEHIMATHA
6asa y omHOCY Ha YCJI0B 3aapxasama M uneana I = (g1, 85, ...) ¥ Ga= p+) (3601
moryher kosanca g, k, Ha gfwkq = 0), on unak caapzxu M, Koju cTora MoxKe UMaTH
HajBUIIIE M eJleMeHaTa. 3aKJbydak IHoCcJaeauIe cafga caean u3 Teopeme 12.



5.1 3AKJbYYAK

Ha ocuoBy m3moxkeHOr MaTepujaaa TeMe JOKTOPCKe TUcCepTalmje

7 TIpoGsiem nentpa u pokyca KoJ| MOJUHOMCKUX JIMHAMHUYKUX CHCTEMa, U
oudypkamuje nmecuraecTor XuadepToBor mpodemMa ca mpuMenama’,

Kao 3aKJby4YaK HeBelmheMO MOCTUTHYTEe Pe3yiTaTe U HABECTU YACOMHCEe Y KOjUMa Cy
TH pe3yJiTaru 00jaB/beHHU.

1.) Hobujenu cy norpebGHu u J0BOJbHE yCa0Bu [65], 3a mocrojame neHrpa
3a PE30HAHTHO BEKTOPCKO 10J/be Tpeher peja ca 4eTupu napamerpa, Tj. CHCTeMa

(5.1)
dx
dt
dy 2, —1 3, —1 2 2
Y (1= bo12?y™" — biox — by — by 12y~ — byoa® — buwy — boay?) |

-1, 2 2 2 -1,3
z (1 — 10T — Q1Y — A—12T Y — A0 — A11TY — ApY — aA—13T Y )

KOjU! je eKBUBAJIEHTAH jeTHATNHA

(5.2)
dr (1 — —1= 2 2 — — 2 -1 = -3
Zd— =X — 10T — Qg1 — @_12& T — A0 — A11 XX — A2 — A_13T i
T

3a CJIy4daj
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2.) CucremMaTrn30BaHu Cy NPUKA3aHU MPOOJIEMH HCTPAYKMBAA IPAHUIHIX
nuKaJa Tj. ImecHaecTor Xujabeprosor mpobsiema. [locebHO cy HaBejeHn pesy/arTaru
BE3aHMU 3a MPOOJIEM YCIOBHOT IeHTpa [15] KyOHuX crucTeMa 00/ IHKA:

(5.4)
dx
dt
dy 2, —1 3, —1 2 2
A -y (1 —be 177y — bior — bory — b3 12y~ — baox” — biizy — bozy ) )

-1, 2 2 2 -1,3
z (1 — 10T — Q1Y — A—12T Y — A0 — A11TY — ApY — aA—_13T Y )

3.)

[IITo ce Tuue MUKJIMIHOCTU OAroBapajyhe cuHrymapHe TauKe CHCTEMA:

(5.5)
dx

Zd— =X (1 — a10X — aoﬁ — a,lgxflf 2_ 0@0.%'2 — aH:CE - GOQE 2 _ a,lgafl T 73)
T

y3 yBaxkaBaibe 0/Ir0Bapajyhux IMpoCTOPHUX IapaMeTapa, KOju Cy jeJHaKd HYJIH,
Tj. 3a CAyYaj KaJa CUCTEeM MMa OCOOUHE:

a19 = a_12 = Az = a_13 = 0,
a19 = Qg1 = gy = agz = 0,

je mamn i jeganak 2, [16], 10K 3a ciaydaj cucreMa ca ocobnHaMa

apr = a_12 = Qg = a_13 = 0,

ap1 = a_12 = Qg0 = ap2 = 0

jeIHaKHU cy y oba ciydaja.
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4.) Pesysiraru oBe JIOKTOPCKE JiCePTALje Ca ACHEKTa IPUMEHEe JIMHAMUYKUX
cucrema gatu cy y paiay ~Construction of an autogenerator dinamical model
applicable to nuclear processes” [17], y Kome je pa3BUjeH HOBH METOJ 38 KOHCTDYK-
M)y Mojiesia HeJTMHeAPHUX TMHAMIIKIX CHCTeMa y PeKIMY COIMCTBEHUX OCITUAJIAIN]A.
OcHoBa TIpeIJTOKEHOT METO/IA jeé Teophja BEKTOPCKUX T0J/hba KAPAKTEPUCTUUHUX 33
HOCHOIIe MHTEPAKIUja HPOU3BO/bHOI THIIA, aJId II0CEOHO MHTEDPECAHTHE 3a JlyaJiHe
cucremMe HyKJieapHe (pu3nKe U mUXoBe Mystuiie. HoBuna y npejjioxkeHomM mMojiesry
j€ |eroBo 3aCHUBAIHE HA JUBEPTEHIIM)U MT0Jba TPU KOHCTAHTHO] (PPEKBEHIINJU U3MEH-
CKHUX OCITJIAIH]A.

[Ipu oBOM cy moceGHO MOocMaTpaHe JUBEpPreHTHe 3aTBOPeHe TPajeKTOpHhje KapaKkTep-
UCTUYHE 33 HEKe ClielUjaJiHe TUIIOBE JMHAMUYKUX CUCTEMA.

[Tope naBejieHOr, TIPEJIJIOKEHU MOJIE] ce MOKe e(PUKACHO UCKOPUCTUTH 33 KapakK-
Tepu3allnjy Mnporeca y HyKJeapHo] TeXHUIU U JO3UMeTpuju jonusyjyher 3paverma.
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