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Uvod

Ova doktorska disertacija posve�ena je prouqava�u problema centra i fokusa
za polinomske dvodimenzionalne sisteme obiqnih diferencijalnih jednaqina
kao i prouqava�a cikliqnosti i bifurkacija graniqnih cikala.

I ako su va�ni rezultati iz problematike centara i izohronosti dobi-
jeni xezdesetih i sedamdesetih godina proxlog veka, ova problematika ponovo
privlaqi znatno interesova�e. U radovima [29], [57], [26] i referencama u
�ima izuqavani su problemi linearizibilnosti i izohronosti.

Nakon xto je 1841.god. francuski matematiqar �. Liuvil dokazao da se u
zatvorenom obliku jednaqine kreta�a mogu integraliti samo u retkim sluqa-
jevima, pa��a matematiqara i mehaniqara preusmerena je i na ispitiva�a ra-
zliqitih svojstava kreta�a, koriste�i svojstva samih jednaqina kreta�a. Qak
i kada se u procesu integracije jednaqina kreta�a koriste beskonaqni redovi
to se i u tom sluqaju, kao i u nekim sluqajevima kada se jednaqine mogu inte-
graliti u zatvorenom obliku, veoma qesto se dexava da se najznaqajnija i na-
jinteresantnija svojstva kreta�a ne mogu izvesti iz oblika dobijenih redova.
Imaju�i u vidu da je dobijena zavisnost me�u razliqitim parametrima qesto
veoma slo�ena, to kada se jednaqina rexi pomo�u redova, a qesto i u zatvorenom
obliku, nije uvek garancija da se takvo kreta�e mo�e izanalizirati.

Dakle, javila se potreba za postupcima i metodama koji bi omogu�avali
da se, ne rexavaju�i same jednaqine kreta�a, ipak dobijaju neophodni rezul-
tati o svojstvima kreta�a na osnovu poznatih svojstava dinamiqkih sistema.
Jedan od va�nih zadataka teorije dinamiqkih sistema je razrada efektivnih
metoda rexava�a pita�a postoja�a, broja i stabilnosti periodiqnih kreta�a
dinamiqkih sistema. U sluqaju nekonstantnih periodiqnih kreta�a dvodi-
menzionih dinamiqkih sistema kojima na faznoj ravni odgovaraju graniqni
cikli, va�no je ista�i da se oscilacije ukazanog tipa jav	aju kod mehaniqkih,
akustiqkih i sistema koji su najqe71e predmet izuqava�a onog dela nelinearne
mehanike koja asocira na teoriju nelinearnih oscilacija. O va�nosti izuqa-
va�a graniqnih ciklova govori qi�enica da je D.Hilbert pita�e �ihovog
broja i polo�aja uk	uqio kao 16-ti va�an problem od 23 navedenih, 1900-te
god., kao nerexene probleme. Bez obzira xto se ovim problemom bave mnogi
poznati svecki nauqnici, ovaj problem jox nije rexen. Kao xto su pokazala
istra�iva�a A.A.Andronova i E.A.Leontoviq a singularne trajektorije di-
namiqkih sistema drugog reda-sta�e ravnote�e, separatrise i graniqni cikli-
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odre�uju skelet, koji omogu�ava konstrukciju kvalitativne slike ponaxa�a
faznih trajektorija u svim faznim prostorima. Tako�e, istaknimo da za
izuqava�e separatrisa i ponaxa�e trajektorija u okolini ravnote�nog sta�a
dinamiqkih sistema postoje razra�ene metode, dok za izuqava�e graniqnih
cikala razra�enih metoda jox uvek nema, kao xto jox uvek zaslu�uju pa�-
�u bifurkacije 16 Hilbertovog problema sa primenama, xto govori o savre-
menosti problema predlo�ene teme doktorske disertacije "Problem centra i
fokusa kod polinomskih dinamiqkih sistema i bifurkacije xesnaestog Hilber-
tovog problema sa primenama" i poznava�a najnovijih rezultata iz iste prob-
lematike. Dakle, savremenost razmatranih problema govori o neophodnosti
da	ih istra�iva�a, koja su predmet doktorske disertacije.

Struktura rada je slede�a. Rad je napisan na 98 strana i sadr�i 18 slika.
Organizaciono, ovaj rad se sastoji iz 5 glava. Savka glava pode	ena je na
ode	ke. Na kraju rada naveden je spisak literature.

U prvoj glavi ove doktorske disertacije dati su osnovni pojmovi iz teorije
dinamiqkih sistema, �ihova osnovna svojstva, kao i osnovna svojstva rexe�a
istih. Pored toga data je geometrijska interpretacija rexe�a dinamiqkog
sistema i �ihovo upore�iva�e u prostoru R i faznoj ravni (x, y). Tako�e su
dati osnovni pojmovi integralnih krivih, izoklina i opxteg integrala, kao
i fazne ravni koja odgovara dinamiqkom sistemu.

U drugoj glavi obra�ene su �apunov	eve funkcije i opisani su mogu�i
tipovi ponaxa�a trajektorija linearnih dvodomenzionalnih sistema sa nede-
generisanom matricom kao i neki od poznatih rezultata koji pokazuju ponaxa�e
trajektorija u okolini singularne taqke tipa centra ili fokusa za nelinearni
dvodimenzionalni sistem obiqnih diferencijalnih jednaqina. Objax�eni su
pojmovi polinomskih ideala i afinih varijeteta kao i �ihovo odre�iva�e.
Kao glavni rezultat ove glave dati su potrebni i dovo	ni uslovi centra i
fokusa za klasu dinamiqkih sistema tre�eg reda sa qetiri parametara.

U tre�em delu ove disertacije prioritet je dat prepoznava�u centra i
fokusa za dvodienzione sisteme diferencijalnih jednaqina, metodama izraqu-
nava�a fokusnih veliqina i formira�u algoritma za �ihovu redukciju. Tako�e
su dati i uslovi cikliqnosti za pomenuti sistem.

Qetvrti deo je posve�en problemu bifurkacija maloamplitudnih graniq-
nih cikala iz centra ili fokusa dvodimenzionih polinomskih sistema.

Peta Glava, predstav	a zak	uqak u kome su nevedeni rezultati ove dis-
ertacije i qasopisi u kojima su navedeni rezultati objav	eni.

Rezultati u glavama 2 i 3 dobijeni su u sarad�i sa profesorom �emalom
Doli�aninom i Valerijem Romanovskim ([15], [16], [65]).

U ovom istra�iva�u teme doktorske disertacije korix�ene su savremene
teorijske metode, uz korix�e�e savremene literature i qasopisa u kojima su
objav	eni rezultati xire vezani za ovu probematiku.
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Dinamiqki sistemi

1.1 Osnovni pojmovi
Posmatrajmo sistem diferencijalnih jednaqina,

(1.1)





dx

dt
= P (x, y),

dy

dt
= Q(x, y)

gde su P (x, y) i Q(x, y) definisane neprekidne funkcije u nekoj oblasti D
euklidske ravni E2, D = E2 u kojoj je definisan Dekartov pravougli koor-
dinatni sistem (x, y) sa neprekidnim parcijalnim izvodima do najma�e reda
jedan.Primetimo da nezavisno promen	iva t, u funkcijama P (x, y) i Q(x, y)
sistema (1.1), eksplicitno ne uqestvuje.

Sistem diferencijalnih jednaqina (1.1), qije desne prave ne sadr�e ek-
splicitno nezavisnu promen	ivu t, zovemo autonomnim. Inaqe, autonomne
sisteme diferencijalnih jednaqina zovemo jox dinamiqkim sistemima.

Ako je D ⊆ E2 dinamiqki sistem (1.1) zovemo dinamiqkim sistemom u
ravni (ravnoj oblasti).

U budu�e govori�emo samo da je dinamiqki sistem definisan (zadan) u
oblasti D.

Ako funkcije P (x, y) i Q(x, y) iz sistema (1.1) pripadaju klasi Cn, tada za
dinamiqki sistem (1.1) ka�emo da je sistem klase Cn.

Ako su P (x, y) i Q(x, y) u (1.1) analitiqke funkcije u oblasti D, tada za
sistem (1.1) ka�emo da je analitiqki sistem.

Napomenimo da �emo ubudu�e, pod dinamiqkim sistemima podrazumevati
sisteme klase C1.
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1.2 Osnovna svojstva dinamiqkih sistema
Razmotrimo geometrijsku interpretaciju dinamiqkog sistema (1.1) u R3 sa

Dekartovim koordinatama x, y, t, pri qemu funkcije P (x, y) i Q(x, y) treba
razmatrati kao funkcije tri parametra x, y i t. Kako x i y ne zavise od t, tada
u R3 oblast definisanosti funkcija P (x, y) i Q(x, y) iz (1.1) je beskonaqna
cilindriqna oblast H qije su generatrise prave promene osi t, a direktrisa
oblast D. Za sluqaj D ≡ R2 ≡ E2 imamo da je H ≡ R3 ≡ E3

Rexe�a

x = ϕ(t) , y = ψ(t)

sistema (1.1) interpretiraju se krivima na oblasti H, koje zovemo integral-
nim krivim sistema (1.1). Zbog qi�enica da su P (x, y) uQ(x, y) funkcije klase
C1, za sistem (1.1) u svim taqkama oblasti H va�i:

Osobina 1.2.1 Za proizvo	nu taqku M0(x0, y0) ∈ D i za svako
t0,−∞ < t0 < ∞ postoji jedno i samo jedno rexe�e

x = ϕ(t) , y = ψ(t)

sistema (1.1), koji zadovo	ava poqetne uslove

x0 = ϕ(t0) , J0 = ψ(t0),

definisane za sve vrednosti t nekog intervala (τ, T ) koji sadr�i t0.
Sa geometrijske taqke gledixta osobina (1.2.1) govori da kroz svaku taqku

oblasti H prolazi jedna i samo jedna integralna kriva sistema (1.1)

Osobina 1.2.2 Neka je D1 zatvorena ograniqena oblast sadr�ana u D tj.
D1 ⊂ D, i

x = ϕ(t) , y = ψ(t)

rexe�e sistema (1.1), definisano na intervalu (τ, T ) takva da za svako t ∈
(τ, T ) taqka N(ϕ(t), ψ(t)) u svakom trenutku ostaje u oblasti D1.

1.3 Osnovna svojstva rexe�a sistema (1.1)
Kao posledice autonomnosti sistema (1.1) navex�emo neka osnovna svojstva

rexe�a posmatranog sistema.
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Osobina 1.3.1 Neka je
x = ϕ(t) , y = ψ(t)

rexe�e sistema (1.1), definisana na intervalu (τ, T ) tada je

x = ϕ(t + C) , y = ψ(t + C),

gde je C - proizvo	na konstanta, tako�e rexe�e sistema (1.1), koje je defin-
isano na
(τ − C, T − C).

Osobina 1.3.2 Rexe�a sistema (1.1)

x = ϕ(t) , y = ψ(t)

i
x = ϕ(t + C) , y = ψ(t + C)

mogu se smatrati kao rexe�a koja zadovo	avaju poqetne uslove sa istim
poqetnim uslovima x0 i y0 i razliqitim poqetnim vrednostima promen	ive
t. Ova dva rexe�a mogu se dobiti jedno iz drugog zamenom t sa t + C sa odgo-
varaju�im izborom konstante C.

Osobina 1.3.3 Rexe�a sistema (1.1) kao funkcije od t i od poqetnih uslova
t0, x0, y0 mogu se zapisati u obliku

x = ϕ(t− t0, x0, ϕ0) , y = ψ(t− t0, x0, ϕ0)

Osobina 1.3.4 Ako je rexe�e sistema (1.1)

x = ϕ(t− t0, x0, ϕ0) , y = ψ(t− t0, x0, ϕ0)

definisano za t = t1 i
x1 = ϕ(t1 − t0, x0, ϕ0)

y1 = ψ(t1 − t0, x0, ϕ0)

tada je
ϕ(t− t0, x0, y0) ≡ ϕ(t− t1, x1, y1)

ψ(t− t0, x0, y0) ≡ ψ(t− t1, x1, y1).
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1.4 Geometrijska interpretacija dinamiqkog sis-
tema na faznoj ravni

1.4.1 Fazna ravan. Vektorsko po	e. Singularne taqke

Geometrijska interpretacija sistema (1.1) povezana je sa posmatranom ravni
(x, y), koju zovemo fazna ravan sistema (1.1).

Ako posmatramo u svakoj taqki M(x, y),M ∈ D ravni (x, y) vektor r sa kom-
ponentama P (x, y) i Q(x, y), tada na ovaj naqin dinamiqki sistem (1.1) odre�uje
u D vektorsko po	e. Sistem (1.1) u vektorskom obliku zapisuje se sa,

ẋ = F (x)

xto se naroqito koristi kod sistema sa ve�im brojem nepoznatih.
Kako P (x, y) i Q(x, y)imaju neprekidne parcijalne izvode, vektorsko po	e

odre�eno sistemom (1.1) zovemo neprekidno diferencijalnim vektorskim po	em.
Ako je u nekim taqkama, istovremeno P (x, y) = 0 i Q(x, y) = 0, te taqke

zovemo singularnim taqkama vektorskog po	a ili singularnim taqkama
sistema (1.1), u protivnom se taqke zovu obiqnim ili nesingularnim.

U svakoj nesingularnoj taqki M vektorskog po	a ugao Q(x, y), gde je

sin θ =
Q√

P 2 + Q2
, cos θ =

Q√
P 2 + Q2

,

je neprekidan, dok je u singularnoj taqki ugao θ(x, y) neodre�en kad x i y te�e
koordinatama singularne taqke.

1.5 Traektoriije. Razbija�e oblasti D fazne
ravni na traektorije

Neka je,
x = ϕ(t) , y = ψ(t)

proizvo	no rexe�e sistema (1.1).
Skup taqaka M (ϕ(t), ψ(t)) , gde t uzima sve vrednosti za koje su funkcije

x = ϕ (t) i y = ψ (t) definisane, zovemo traektorijom koja odgovara datom
rexe�u a tako�e i traektorijom vektorskog po	a zadanog dinamiqkim siste-
mom (1.1) ili samo traektorijom (faznom traektorijom) dinamiqkog sistema
(1.1).

Oqigledno da su jednaqine x = ϕ(t) , y = ψ(t), parametarske jednaqine
traektorija. Obrnuto, ako imamo bilo koju traektoriju, tada rexe�e, kojem
ona odgovara, zovemo rexe�em koje odgovara datoj traektoriji.
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Ako taqka M(x, y) na traektoriji nije singularna taqka vektorskog po	a,
tada vektor (P (x, y) , Q(x, y)) je tangentni vektor traektorije sl.(1.1)

Slika 1.1:

Zaista, kako je x = ϕ(t), y = ψ(t) rexe�e sistema (1.1) va�i:

ϕ̇(t) = P (ϕ(t), ψ (t)) , ψ̇(t) = Q (ϕ (t)), ψ(t)) .

Vektor
(
ϕ̇(t) , ψ̇(t)

)
oqigledno je tangentni vektor traektorije L, pa zbog

ϕ̇(t) = P (ϕ(t), ψ (t)) , ψ̇(t) = Q (ϕ (t)), ψ(t))

on se poklapa sa vektorom po	a zadanog sistema (1.1).
Ako je M(x0, y0) singularna taqka sistema (1.1) tada zbog

P (x0, y0) = Q(x0, y0) = 0,

je oqigledno x = x0, y = y0 rexe�e sistema (1.1) pa je singularna taqka M
vektorskog po	a (1.1) posebna traektorija, koju zovemo polo�ajem ili
taqkom ravnote�e.

Obrnuto, ako sistem (1.1) ima rexe�e

x = x0 , y = y0

gde su x0 i y0 neke konstate, tada je taqka (x0, y0) taqka ravnote�e tj.
singularna taqka vektorskog po	a tj. za �u su ispu�eni uslovi P (x0, y0) =
Q(x0, y0) = 0. Kako u rexe�u

x = x0 , y = y0

ne figurixe t, ono je definisano za svako t.

Osobina 1.5.1 Svakim dvoma rexe�ima koja se razlikuju samo u izboru t0,
odgovara jedna te ista traektorija.
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Osobina 1.5.2 Kroz svaku taqku oblasti D prolazi jedna i samo jedna traek-
torija dinamiqikog sistema (1.1).

Na osnovu osobine 1.5.2, dinamiqki sistem, zadan u oblasti D, odre�uje
neku familiju traektorija ili takozvano razbija�e oblasti D na traek-
torije.

Kao poqetak ispitiva�a razbija�a oblasti D na traektoriji sastoji se
u utvr�iva�u mogu�eg karaktera posebne traektorije tj. taqke ravnote�e, sa
kojom smo se ve� upoznali.

Pretpostavimo sada da traektorija L, koja odgovara rexe�u

x = ϕ(t) , y = ψ(t),

nije posebna traektorija, pa u svakoj �enoj taqki va�i:

(ϕ̇(t))2 +
(
ψ̇(t)

)2

≡ (P (ϕ, ψ))2 + (Q(ϕ, ψ))2 6= 0

Osobina 1.5.3 Neka je traektorija L, koja odgovara rexe�u

x = ϕ(t) , y = ψ(t), t ∈ (τ, T ) ,

razliqita od posebne (specijalne) traektorije ravnote�e i neka postoje
vrednosti t1 i t2 iz (τ, T ) , t1 < t2 takve da je

ϕ(t1) = ϕ(t2) , ψ(t1) = ψ(t2).

Tada rexe�e x = ϕ(t) , y = ψ(t) definixemo za svako t ∈ (−∞,∞) funkcije
ϕ(t) i ψ(t) su periodiqne funkcije po t, a odgovaraju�a traektorija je prosta
glatka zatvorena kriva.

Rexe�e,

x = ϕ(t) , y = ψ(t)

gde su,
ϕ(t) = ϕ (t + θ0) , ψ(t) = ψ (t + θ0)

periodiqne funkcije, zovemo periodiqnim rexe�em, a najma�u periodu θ0,
za koje je

ϕ(t) = ϕ (t + θ0) , ψ(t) = ψ (t + θ0) ,

zovemo periodom tog rexe�a.
Traektorije koje odgovaraju periodiqnim rexe�ima zovemo zatvorenim, u

protivnom ih zovemo otvorenim.
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1.6 Upore�e�e geometrijskih interpretacija
u prostoru R3 i faznoj ravni (x, y)

Ranije smo istakli da svakom rexe�u sistema (1.1) u R3 odgovara inte-
gralna kriva.

Oqigledno, da je traektorija projekcija te integralne krive na ravan
(x, y). Na osnovu 1.3.4 zak	uqujemo da se u traektoriju projektuju one i
samo one integralne krive prostora R3, koje se dobijaju iz jedne takve krive
translacijom za proizvo	an odseqak du� ose t. Na ovaj naqin utvr�uje se
prirodna veza izme�u traektorija dinamiqkog sistema na faznoj ravni i in-
tegralnih krivih u prostoru R3. U zavisnosti od karaktera traektorije L
mogu nastupiti slede�i sluqajevi:

-L je traektorija ravnote�e M(x0, y0).

Tada odgovaraju�a integralna kriva u R3 je prava x = x0 , y = y0 koja je
paralelna osi t i prolazi kroz taqku M . Translacijom du� ose t ta prava
prelazi u samu sebe.

-L je zatvorena traektorija , koja odgovara periodiqnom rexe�u sa periodom θ0.
Odgovaraju�e integralne krive imaju oblik "helikoidne linije" sa korakom

θ0 i projektuju se u traektorij L. Pri translaciji du� ose t, za odseqak C,
svaka integralna kriva prelazi u drugu krivu, ukoliko C nije de	iva sa θ0, a
sama u sebe ako je C de	iva sa θ0 (sl.1.2)

Slika 1.2:

-L nezatvorena traektorija.
U ovom sluqaju svaka integralna kriva, koja odgovara traektoriji L, pri
proizvo	noj translaciji du� ose t, razliqitoj od nule, prelazi u drugu in-
tegralnu krivu (sl.1.3)
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Slika 1.3:

Uporedo sa sistemom (1.1) razmotrimo sistem (1.1)' tj. sistem:

dx

dt
= −P (x, y) ,

dy

dt
= −Q(x, y) (1.1)′

Ako smerove vektora vektorskog po	a sistema (1.1) promenimo u �ima suprotne
dobijamo vektorsko po	e sistema (1.1)'. Prostom proverom pokazuje se, da ako
je

x = ϕ(t) , y = ϕ(t)

rexe�e sistema (1.1), tada je

x = ϕ(−t) , y = ψ(−t)

rexe�e sistema (1.1)'.
Oqigledno da sistemi (1.1) i (1.1)' imaju iste traektorije sa suprotim

pravcima. Dakle prelaz od sistema (1.1) na sistem (1.1)', mo�emo razmatrati
kao promenu parametrizacija na traektorijama, a zapravo kao zamenu t sa
parametrom −t.

Osobina 1.6.1 Neka je
x = ϕ(t) , y = ψ(t)
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rexe�e sistema (1.1), qija je traektorija razliqita od traektorije ravnote�e.
Tada postoji monotona takva funkcija klase C1, t = β(s), da je par funkcija

x = ϕ (β (s)) = ϕ∗ (s) , y = ψ (β (s)) = ψ∗ (s)

rexe�e sistema

dx

ds
= P (x, y)f(x, y) = P ∗(x, y),

dy

ds
= Q(x, y)f(x, y) = Q∗(x, y) . . . (1.1)∗

gde je f(x, y) funkcija klase C1 definisana na D.

Ako pretpostavimo da je f(x, y) = 0 u taqkama koje su razliqite od taqaka
ravnote�e sistema (1.1), kao i da mo�e me�ati znak u oblasti D, tada je
oqigledno da su ravnote�ne taqke sistema (1.1)∗ sve ravnote�ne taqke sistema
(1.1).

Kao i sve taqke oblasti D koje nisu taqke ravnote�e sistema (1.1) a u
kojima je f(x, y) = 0.

Krivu
f(x, y) = 0

zovemo singularnom linijom sistema (1.1)∗, i svaka �ena taqka je taqka
ravnote�e sistema (1.1)∗.

Posmatrajmo traektoriju L sistema (1.1) razliqitu od traektorije ravnote�e,
na kojoj je f(x, y) 6= 0. Tada kao i ranije, L je traektorija sistema (1.1)∗ sa
prome�enom parametrizacijom. Ukoliko pak, na krivoj L ima taqaka krive
f(x, y) = 0, tada sve taqke krive L razliqite od tih taqaka, razla�u se na
konaqan ili prebrojiv broj glatkih krivih, koje su traektorije sistema (1.1)∗

(sl. 1.4) qija se usmere�a poklapaju sa usmere�ima na L ako je na toj traek-
toriji f(x, y) > 0, a ne poklapaju se u protivnom.

1.7 Zamena promen	ivih i diferencijalna jed-
naqina koja odgovara dinamiqkom sistemu

1.7.1 Zamena promen	ivih

Neka je sistem (1.1) definisan na ograniqenoj oblasti D. Posmatrajmo
regularno preslikava�e, oblasti D na oblast D∗ ravni (u, v), zadato for-
mulama

(1.2) x = f(u, v) , y = g(u, v)

ili �ima ekvivalentnim,
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Slika 1.4:

u = f ∗(x, y) , v = g∗(x, y), (1.2)′

gde su f, g, f ∗ i g∗ funkcije klase C2. Da bi D∗ bila ograniqena, xto
pretpostavjamo , potrebno je i dovo	no da f ∗ i g∗ budu ograniqene u D.

Promen	ive u, v mo�emo posmatrati kao Dekartove koordinate ravni (u, v)
i kao krivolinijske koordinate oblasti D ravni (x, y). Tada (1.2) i (1.2)'
predstav	aju zamene promen	ivih ili transformaciju koordinata.

Neka posle transformacije koordinata sistem
dx

dt
= P (x, y) ,

dy

dt
= Q(x, y)

tj. sistem (1.1) se transformixe u sistem oblika

du

dt
= U(u, v) ,

dv

dt
= V (u, v)

tada imamo:

U(u, v) =
∂f ∗

∂x
P (f(u, v), g(u, v)) +

∂f ∗

∂y
Q (f(u, v), g(u, v)) ,

V (u, v) =
∂f ∗

∂x
P (f(u, v), g(u, v)) +

∂f ∗

∂y
Q (f(u, v), g(u, v)) ,

xto znaqi da pri prelazu na nove koordinate u, v, vektor r sa koordinatama
P (x, y) i Q(x, y) prelazi u vektor r∗ sa koordinatama U(u, v) i V (u, v) zadate
prethodnim izrazima, koji predstav	aju �ihovu vezu sa P (x, y) i Q(x, y).

Pri preslikava�u (1.2), svaka traektorija

x = ϕ(t) , y = ψ(t)
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sistema (1.1) prelazi u traektoriju

u = ϕ∗(t) = f ∗ (ϕ(t), ψ(t)) , y = ψ∗(t) = g∗ (ϕ(t), ψ(t))

sistema,
du

dt
= U(u, v) ,

dv

dt
= V (u, v)

i obrnuto.
U budu�e �emo koristiti i neregularno preslikava�e, kao xto je prelaz na

polarne koordinate
x = % cos θ , y = % sin θ,

gde se kao prvo naruxava jednoznaqnost a kao drugo, funkcionalna deter-
minanta ∣∣∣∣∣∣∣

∂x

∂%

∂y

∂%
∂x

∂θ

∂y

∂θ

∣∣∣∣∣∣∣
= %

jednaka je nuli za % = 0.

1.7.2 Diferencijalna jednaqina koja odgovara dinamiqkom
sistemu

Posmatrajmo ponovo sistem (1.1), tj. sistem
dx

dt
= P (x, y) ,

dy

dt
= Q(x, y)

tada de	e�em jedne sa drugom, dobijamo diferencijalnu jednaqinu,

(1.3) dy

dx
=

Q(x, y)

P (x, y)
,

ili
dx

dy
=

P (x, y)

Q(x, y)
(1.3)′

Posmatrajmo jednaqinu (1.3) i proizvo	nu taqku M0(x0, y0) oblasti D.
Imaju�i u vidu teoremu o postoja�u i jedinstvenosti rexe�a, ako je za vred-
nosti x0, y0 , P (x0, y0) 6= 0, tada postoji jedinstveno rexe�e

y = f(x),

koje odgovara poqetnim uslovima x0, y0 i analogno, jedinstvena integralna
kriva jednaqine (1.3) koja prolazi kroz taqku M0(x0, y0).

Koeficijenat pravca tangente na toj krivoj u taqki M(x0, y0) zadaje se
formulom

y′x0
=

dy

dx
|µ0 =

Q(x0, y0)

P (x0, y0)
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Neka je
x = ϕ(t) , y = ψ(t)

rexe�e sistema (1.1), koje odgovara poqetnim uslovima t0, x0, y0. Uzimaju�i
t blizu t0, x0, y0 kao funkciju x, t = γ(x) i stav	aju�i u funkciju y = ψ(t),
dobijamo da je y = ψ (γ(x)) = f(x), rexe�e sistema,

dy

dx
=

Q(x, y)

P (x, y)
·

Oqigledno integralna kriva prethodne jednaqine, u taqkama definisanosti,
poklapa se sa traektorijom sistema (1.1) ili je deo te traektorije.

Osobina 1.7.1 Istovremeno zadati sistemi

dy

dx
=

Q(x, y)

P (x, y)

i
dx

dy
=

P (x, y)

Q(x, y)

odre�uju sve traektorije sistema (1.1) tj. sistema

dx

dt
= P (x, y) ,

dy

dt
= Q(x, y)

razliqite od traektorije ravnote�e.

Umesto jednaqina
dy

dx
=

Q(x, y)

P (x, y)

ili
dx

dy
=

P (x, y)

Q(x, y)

koristi�emo se slede�im simetriqnim, u odnosu na x i y, jednaqinama

P (x, y)dy −Q(x, y)dx = 0

ili
dx

P (x, y)
=

dy

Q(x, y)
·

Traektorije sistema (1.1) koje nisu ravnote�ne zva�emo integralnim krivim
prethodne jednaqine. Taqke za koje istvremeno va�i

P (x, y) = 0 , Q(x, y) = 0



Izokline. Integralne krive. Opxti integral jednaqina (1.1) 17

i obe jednaqine
dy

dx
=

Q(x, y)

P (x, y)
i

dx

dt
=

P (x, y)

Q(x, y)

gube smisao zovemo singularnim taqkama svih jednaqina:

dy

dx
=

Q(x, y)

P (x, y)
,

dx

dy
=

P (x, y)

Q(x, y)
ili

dx

P (x, y)
=

dy

Q(x, y)
·

Dakle, ravnote�nim traektorijama sistema (1.1) odgovaraju singularne taqke
prethodnih jednaqina i obrnuto.

1.8 Izokline. Integralne krive. Opxti in-
tegral jednaqina (1.1)

1.8.1 Izokline

Krive oblasti D qija je jednaqina

(1.4) Q(x, y)− C P (x, y) = 0

ili jednaqine

(1.5) P (x, y) = 0

zovemo izoklinama ( linijama jednakog nagiba) sistema (1.1) ili jednaqine

dx

P (x, y)
=

dy

Q(x, y)
·

Izokline imaju to svojstvo da traektorije sistema (1.1) koje prolaze kroz
taqke, koje nisu taqke ravnote�e, svake krive, imaju u tim taqkama iste koefi-
cijente pravca tangenata. Naime, koeficijenti pravaca traektorija u taqkama
izokline (1.4) jednake su C, a u taqkama izokline (1.5) su beskonaqno (∞).
Dakle, pravci tangenata na traektoriji me�aju se samo pri prelazu taqke sa
jedne na drugu izoklinu.

Izokline P (x, y) = 0 i Q(x, y) = 0 zovu se glavnim izoklinama. U
taqkama prvoj od �ih tangente na traektorijama su vertikalne, a u taqkama
druge horizontalne.

Dakle, glavne izokline zovemo jox izoklinama horizontalnog odnosno
vertikalnog nagiba. Oqigledno, sve taqke ravnote�e le�e na svakoj od
izoklinih i obrnuto, zajedniqka taqka ma kojih dvaju razliqitih izoklina je
taqka ravnote�e sistema.

Specijalno, taqke ravnote�e su zajedniqke taqke dvaju glavnih izoklina.
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1.8.2 Integral. Integralna kriva. Opxti integral
sistema (1.1)

Navedene pojmove, kod difencijalne jednaqine ili sistema diferencijal-
nih jednaqina, uvex�emo analogno ovim pojmovima kod analitiqkih difenci-
jalnih jednaqina i sistema. Ovde �emo se zadr�ati na navedenim pojmovima
kroz �ihovo kori7�e�e nekim konkretnim primerima.

Neka je sistem (1.1) analitiqki sistem u oblasti D. �emu odgovaraju�a
diferncijalna jednaqina u simetriqnom obliku je

dx

P (x, y)
=

dy

Q(x, y)
·

Ako je F (x, y) funkcija koja zadovo	ava slede�e uslove
1) F (x, y) je analitiqka u svakoj taqki krive qija je jednaqina

F (x, y) = 0

2) U svakoj taqki krive qija je jednaqina

F (x, y) = 0

identiqki va�i jednakost

F ′
x(x, y)P (x, y) + F ′

y(x, y)Q(x, y) = 0

Tada relaciju
F (x, y) = 0

zovemo integralom ili parcijalnim integralom sistema (1.1) ili �emu
odgovaraju�e simetriqne jednaqine, a krivu, odre�enu tom relacijom, inte-
gralnom krivom.

Neka je
F (x, y) = 0

integral sistema (1.1). Razmotrimo odgovaraju�u integralnu krivu, koja mo�e
imati taqaka ravnote�e sistema (1.1), a tako�e i taqaka u kojima je istovremeno

F ′
x(x, y) = F ′

y(x, y) = 0,

tj. singularnih taqaka krive qija je jednaqina

F (x, y) = 0.

Osobina 1.8.1 Svaki deo (odseqak) integralne krive, koji ne sadr�i ravnote�ne
taqke sistema (1.1) i koji nema singularnih taqaka, je traektorija ili neki
�en deo sistema (1.1).
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Zaista, neka je M0(x0, y0) taqka takvog odseqka krive

F (x, y) = 0,

i neka je u M0 F ′
y(x0, y0) 6= 0. Tada u nekoj okolini M0 kriva mo�e biti

zadana jednaqinom
y = f(x),

pri qemu je
dy

dx
= f ′(x) = −F ′x(x, y)

F ′y(x, y)

za sve taqke krive u toj ravni. Kako je F ′
y(x0, y0) 6= 0, to je u okolini

M0 F ′
y(x0, y0) 6= 0. Iz relacije

F ′
x(x, y)P (x, y) + F ′

y(x, y)Q(x, y) = 0

sleduje, da je u okolini M0 P (x, y) 6= 0 i da je

dy

dx
= f ′(x) = −F ′x(x, y)

F ′y(x, y)
=

Q(x, y)

P (x, y)
,

xto znaqi da funkcija y = f(x) zadovo	ava jednaqinu

dy

dx
=

Q(x, y)

P (x, y)
.

Analogno se razmatra sluqaj, kada je Fx(x0, y0) 6= 0. U ovom sluqaju razma-
trani odseqak krive

F (x, y) = 0,

je odseqak integralne krive, koja je traektorija ili �en deo sistema (1.1).
Posmatrajmo sada familiju krivih

F (x, y, C) = 0,

gde je C proizvo	na konstanta, i koje su definisane na nekoj oblasti (inter-
valu).

Jednaqinu,

F (x, y,C) = 0

zovemo opxtim integralom jednaqine

dx

P (x, y)
=

dy

Q(x, y)
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ili sistema (1.1) tj. sistema

dx

dt
= P (x, y) ,

dy

dt
= Q(x, y),

ako svaka kriva familije
F (x, y, C) = 0

je integralna kriva i ako svaka taqka oblasti D pripada najma�e jednoj
krivoj iz familije

F (x, y, C) = 0.

Prema prethodnom, ako je funkcija G(x, y), definisana na D, analitiqka
u svim taqkama D, osim mo�da u taqkama ravnote�e sistema (1.1) i ako zado-
vo	ava identitet

G′
x(x, y) · P (x, y) + G′

y(x, y) ·Q(x, y) = 0,

tada
G(x, y) = C

je opxti integral sistema (1.1).
Ako sistem (1.1) ima opxti integral oblika

G(x, y) = C,

gde je G(x, y) funkcija analitiqka u svim taqkama oblasti D, tada ka�emo
da sistem (1.1) tj. sistem

dx

dt
= P (x, y) ,

dy

dt
= Q(x, y)

odnosno jednaqina
dx

P (x, y)
=

dy

Q(x, y)
,

ima u oblasti D analitiqki integral ili integral energije sistema (1.1).
Inaqe za sistem oblika (1.1) koji ima analitiqki integral, ka�emo da je

takozvani Hamiltonov sistem:
dx

dt
=

∂H

∂y
,

dy

dt
= −∂H

∂y
,

gde je H(x, y) analitiqka funkcija, a

H(x, y) = C,

je integral energije prethodnog sistema, koji je jasnog oblika (1.1).
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1.9 Primeri dinamiqkih sistema koji ilus-
truju pojmove prethodnog paragrafa

Svim dole navedenim dinamiqki sistemi bi�e definisani na celoj ravni.
Primer 1. Traektorije sistema

dx

dt
= 1 ,

dy

dt
= 0;

su prave,
y = c1 , x = t + c2

paralelene osi x. Taqaka ravnote�e nema, a sve traektorije integralne krive
su tzv. cele traektorije.

Primer 2. Traektorije sistema

dx

dt
= 1 ,

dy

dt
= 1 + y2;

su,
y = tg(t + c1) , x = t + c2

i nisu cele traektorije, zbog toga xto �ihove taqke te�e beskonaqnosti, kada
t te�i konaqnoj vrednosti.
Zaista je

lim y
t + c1 → π

2
(2k + 1)

= lim tg(t + c1)
t + c1 → π

2
(2k + 1)

= ∞

Primer 3. Na faznoj ravni, sistem

dx

dt
= a1x ,

dy

dt
= a2y , a1a2 > 0

zadaje vektorsko po	e sl.(1.5) na kojoj prave predstav	aju izokline.
Oqigledno da dati sistem ima jednistvenu taqku ravnote�e O(0, 0). Rexe�e

datog sistema, koje odgovara poqetnim uslovima t0, x0, y0, je oblika

x = x0e
a1(t−t0) , y = y0e

a2(t−t0)

i ako je funkcija od (t − t0). Traektorije zadatog sistema dobijamo elimi-
nacijom t iz prethodnog sistema. Tako dobijamo

y − y0
x

a2
a1

x
a2
a1
0

= 0,

odnosno,
y − cx

a2
a1 = 0,
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Slika 1.5:

gde je
c =

y0

x
a2
a1
0

, y0 6= 0.

Za y0 = 0 dobijamo x = 0, kao i za c = 0 je y = 0.

Ako od polaznog sistema, pred�emo na jedno od slede�ih diferencijalnih
jednaqina:

dy

dx
=

a2y

a1x
,

ili
dy

a2y
=

dx

a1x

tada posle integracije, kao integralne krive, dobijamo parabole,

y = cx
a2
a1 ,

i dve koordinatne ose.
Kao xto smo ranije videli, jednaqina

dy

a2y
=

dx

a1x

definixe po	e linearnih elemenata sl.1.6.
Traektorijama polaznog sistema su oni delovi (polovine) parabola

y = cx
a2
a1 ,

i koordinatnih osa x = 0 i y = 0 na koje te krive razbija taqka ravnote�e
(0, 0). Iz relacija

x = x0e
a1(t−t0) , y = y0e

a2(t−t0)
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Slika 1.6:

za a1 < 0, a2 < 0, zak	uqujemo da ma koja taqka, razliqita O, traektorije
te�i taqki 0 ravnote�e kad t → +∞, a za a1 > 0, a2 > 0, kod t → −∞. Dakle,
traektorije te�e taqki ravnote�e kad t → +∞ ili kad t → −∞

Ako se taqka kre�e po traektoriji, koja nije ravnote�na, te�e� i nekoj
taqki A(x0, y0) ravnote�e, tada pri tom |t| → ∞. Zaista, prema ranijem, ako
bi t → τ, τ - konaqna vrednost, xto bi znaqilo da kroz taqku prostora (x, y, t)
sa koordinatama (x0, y0, τ) prolaze dve integralne krive od kojih je jedna prava
paralelna osi t koja odgovara ravnote�nom sta�u A0(x0, y0), a druga koja odgo-
vara traektoriji L. Ovo bi protivreqilo teoremi o jedinstvenosti rexe�a.

Na ovaj naqin, razbija�e na traektorije odre�eno sistemom

dx

dt
= a1x ,

dy

dt
= a2y

je oblika sl.1.7. Ravnote�nu taqku ovog zovemo �i�om i to:
- stabilnom, a1 < 0, a2 < 0, leva sl. 1.7
- nestabilnom, a1 > 0, a2 > 0, desna sl. 1.7

Slika 1.7:

Razmotrimo jox integralne krive sistema

dx

dt
= a1x ,

dy

dt
= a2y
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u prostoru R3 sa koordinatama x, y, t.

Na osnovu formula

x = x0e
a1(t−t0) , y = y0e

a2(t−t0)

imamo da su integralne krive sistema

dx

dt
= a1x ,

dy

dt
= a2y

slede�e krive u prostoru (x, y, t) :

1) osa t qija je jednaqina x = 0, y = 0 ( koja se dobija iz x = x0e
a1(t−t0) , y =

y0e
a2(t−t0) , za x0 = y0 = 0) projektuje se u taqku ravnote�e fazne ravni.
2) Eksponencijalne krive

x = x0e
a1(t−t0) , y = 0

u koordinatnoj ravni x > 0, y = 0 ili x < 0, y = 0, koje asimptocki te�e osi
t, za t →∞, kad je a1 < 0, sl.1.8 - leva, i za t → −∞, ako je a1 > 0. Ove krive
projektuju se u pozitivnu i negativnu apscisnu poluosu, koje su traektorije
sistema.

Slika 1.8:

3) eksponencijalne krive

y = y0e
a2(t−t0) , x = 0

analogne su krivima tipa 2)

4) krive
x = x0e

a1(t−t0) , y = y0e
a2(t−t0) , x0y0 6= 0

raspolo�ene su na paraboliqkim cilindrima

y = Cxa2�a1 , C 6= 0
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sa generatrisama paralelnim osi t. Osa t svaki ovakav cilindar razla�e na
dve polovine, pri qemu svaka integralna kriva tipa 4) le�i u potpunosti na
jednoj od polovina cilindra i asimptocki te�i osi t, t →∞, za a1 < 0, a2 < 0,
sl.1.8 - desno, a za t → −∞ kad je a1 > 0, a2 > 0. Integralne krive tipa 4)
dobijaju se jedna iz druge translacijom du� ose t, xto va�i i za integralne
krive tipa 2) i 3).

Primer 4. Vektorsko po	e sistema

(1.6) dx

dt
= −y + αx ,

dy

dt
= x + αy , α 6= 0,

za sluqaj: α < 0 predstav	eno je na sl.1.9
Rexavaju�i prethodni sistem kao linearni sistem sa konstantnim koefici-

jentima, dobijamo rexe�e, koje odgovara poqetnim uslovima t0, x0, y0, u obliku
funkcija

(1.7)
x = ex(t−t0) [x0 cos (t− t0)− y0 sin (t− t0)]

y = eα(t−t0) [x0 sin (t− t0)− y0 cos (t− t0)]

Slika 1.9:

Karakter traektorija polaznog sistema jednostavnije je sagledati prelaskom
na polarne koordinate. Neka su %0 i θ0 polarne koordinate taqke M0(x0, y0).
Stav	aju�i

x = % cos θ , y = % sin θ

jednaqina traektorije postoje

θ = θ(t) , % = %(t) , θ(t) ≥ 0, θ(t0) = θ0, %(t0) = %0.

Posle elementarih transformacija, imamo

% = %0e
α(t−t0) , θ = t− t0 + θ0 ,
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odakle, eliminacijom t dobijamo jednaqinu

% = %0e
α(θ−θ0) ,

svih traektorija polaznog sistema.
Za % 6= 0 ove traektorije su logaritamske spirale, dok za %0 = 0 imamo

ravnote�u O(0, 0).

Prva od jednaqina (1.7) pokazuje da sve traektorije te�e ka sta�u ravnote�e
O za t → +∞ za sluqaj α < 0 sl.1.10 - leva i za t → −∞ kada je α > 0 sl.1.10
- desna

Sta�e ravnote�e tipa, kao u datom primeru, zovemo fokusom i to sta-
bilnim za α < 0, a nestabilnim za α > 0.

Slika 1.10:

Jednaqina ekvivalentna polaznom sistemu iz ovog primera, tj. jednaqina

dx

−y + αx
=

dy

x + αy

je homogena, iz koje integracijom dobijamo

x2 + y2 − Ce2α arctan y
x = 0,

ili

x2 + y2 − Ce2α arctan x
y = 0.

Prva od zad�ih dveju jednaqina je opxti integral sistema u svakoj oblasti
koja ne sadr�i taqke ose y tj. taqke x = 0, a druga u svakoj oblasti koja ne
sadr�i taqke ose x tj. taqke y = 0.

Specijalan sluqaj polaznog sistema iz ovog primera, a za α = 0, je

dx

dt
= −y ,

dy

dt
= x , (1.6)′

qije odgovaraju�e rexe�e poqetnim uslovima t0, x0, y0, je oblika
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x = x0 cos(t− t0)− y0 sin(t− t0)

y = x0 sin(t− t0) + y0 cos(t− t0) (1.7)′

Neposrednom proverom mo�emo se uveriti da je

x2 + y2 = C,

opxti integral sistema. Dakle, sistem ima analitiqki integral.
Traektorije sistema su sta�e ravnote�e O(0, 0) i zatvorene traektorije -

koncentriqni krugovi sa centrom u koordinatnom poqetku sl.1.11

Slika 1.11:

Rexe�e (1.7)' sistema, koje odgovara zatvorenim traektorijama - koncen-
triq nim krugovima, su periodiqne funkcije periode 2π.

Intergralne krive u prostoru (x, y, t) je osa t i helikoidne linije raspolo�ene
na kru�nom cilcindru qije su direktrise

x2 + y2 = C.
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Korak svake helikoidne linije je 2π, sl. 1.12

Slika 1.12:



2

Uslovi centra za jednu klasu
dinamiqkih sistema tre�eg reda

2.1 Trajektorije linearnih sistema
Razmotrimo realni ravanski linearni sistem, tj. sistem

(2.1) du

dt
= au + bv,

dv

dt
= cu + dv,

za koji koordinatni poqetak predstav	a elementarnu singularnu taqku, tj. za
sluqaj kada je

4 def
= ad− bc 6= 0.

Oznaqimo sa A matricu sistema (2.1). Tada postoji nesingularna matrica

M =

(
m11 m12

m21 m22

)
,

pri qemu je
J = M−1AM,

gde je J

Zhaordanova(Marie Ennemond Camille Jordan 1838− 1922)

forma matrice A.
Matrica J mo�e imati jedan od slede�ih oblika

J1 =

(
λ1 0
0 λ2

)
,

za sluqaj kada su sopstvene vrednosti matrice A razliqite, a jedan od oblika

J2 =

(
λ0 0
0 λ0

)
ili J3 =

(
λ0 1
0 λ0

)
,
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za sluqaj kada su sopstvene vrednosti matrice A jednake.
Matrica M odre�uje promenu faze koordinata

(2.2)
{

u = m11x1 + m12x2,
v = m21x1 + m22x2.

Sopstvene vrednosti matrice A odre�uju se pomo�u jednaqine
∣∣∣∣

a− λ b
c d− λ

∣∣∣∣ = 0,

to jest,

λ2 − λ(a + b) + ad− bc = 0.(2.3)

Oznaqimo sa σ = a + d, 4 = ad− bc. Tada mo�emo jednaqinu (2.3) napisati
u obliku

λ2 − σλ +4 = 0,

odakle sledi

λ1,2 =
σ ±

√
σ2 − 44
2

.(2.4)

Stoga iz (2.4) dobijamo da:
(a) ako je 4 < 0 tada su sopstvene vrednosti realne i razliqite od kojih

je jedna pozitivna, a druga negativna;
(b) ako je 4 > 0 i σ2 − 44 ≥ 0 tada su sopstvene vrednosti realne, ali su

istog znaka;
(c) i ako je 4 > 0 i σ2 − 44 < 0 tada su sopstvene vrednosti ko�ugovano

kompleksne tj. λ1 = α + iβ, λ2 = α − iβ, pri qemu je α 6= 0 kada je σ 6= 0 i
α = 0 kada je σ = 0.

Poznato je da ako su sopstvene vrednosti realne matrice 2× 2 kompleksne
tada postoje realne matrice M i J za koje va�i ;

J = M−1AM

i

J4 =

(
α −β
β α

)
.(2.5)

Posmatrajmo linearni sistem diferencijalnih jednaqina sa matricom J1, tj.

(2.6) ẋ1 = λ1x1, ẋ2 = λ2x2.

Jednaqina trajektorija sistema (2.6) je
dx1

dx2

=
λ1x1

λ2x2

.
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Integra	e�em ove jednaqine dobijamo

λ2 ln x1 = λ1 ln x2 + ln c, c > 0,

odakle sledi

(2.7) x1 = c
1

λ2 x
λ1
λ2
2 .

Vidimo da kada su λ1 i λ2 istog znaka tada jednaqina (2.7) definixe
eksponencijalnu funkciju sa konstantnim eksponentom (singularna taqka se
u ovom sluqaju zove qvor), a kada su razliqitog znaka trajektorije (2.7) su
hiperbole (singularna taqka se tada zove sedlasta taqka).

Da bi se odredio pravac protoka faze odredimo rexe�e sistema jednaqina
(2.6). Integra	e�em ovih jednaqina dobijamo

x1 = c1e
λ1t, x2 = c2e

λ2t.

Iz posled�ih jednakosti vidimo da ako su λ1 i λ2 pozitivni tada x1 i x2

te�e beskonaqnosti, a ako su λ1 i λ2 negativni tada x1 i x2 te�e ka nuli.
Konaqno u sluqaju kada je λ1 negativno, a λ2 pozitivno, x1 te�i nuli, a x2 se
pribli�ava beskonaqnosti.

Slika 2.1: Razliqite realne vrednosti sopstvenih vrednosti istog znaka generixu
qvorove (a) nestabilan sluqaj (λ1 > λ2 > 0); (b) stabilan sluqaj (λ2 < λ1 < 0).

Posmatrajmo sada linearan sistem diferencijalnih jednaqina sa matricom
J2, tj. sistem

(2.8) ẋ1 = λ0x1, ẋ2 = λ0x2.



Trajektorije linearnih sistema 32

Slika 2.2: Realne sopstvene vrednosti suprotnog znaka (λ2 < 0 < λ1)
izazivaju sedlaste taqke.

Jednaqina trajektorija sistema (2.8) je

dx1

dx2

=
x1

x2

.

Integra	e�em ove jednaqine dobijamo

ln x1 = ln x2 + ln c, c > 0,

odakle sledi
x1 = cx2.

Vidimo da su u ovom sluqaju trajektorije prave linije. U ci	u da se odredi
tok faze integrali�emo sistem (2.8). Integracijom sistema (2.8) dobijamo

x1 = c1e
λ0t, x2 = c2e

λ0t.

Iz posled�e relacije uoqavamo da ako je λ0 pozitivno tada x1 i x2 te�e
beskonaqnosti, a ako je λ0 negativno i x1 i x2 te�e nuli.

Posmatrajmo sada linearni sistem diferencijalnih jednaqina sa matricom
J3, tj. sistem

(2.9) ẋ1 = λ0x1 + x2, ẋ2 = λ0x2.

Jednaqina trajektorija sistema (2.9) je

dx1

dx2

=
λ0x1 + x2

λ0x2

.
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Slika 2.3: Jednake sopstvene vrednosti (λ1 = λ2 = λ0) generixu zvez-
dasti qvor: (a) nestabilan sluqaj; (b) stabilan sluqaj; matrica A je
dijagonalna.

Da bismo rexili ovu jednaqinu koristi�emo transformaciju

x1 = u(x2)x2.

Iz prethodne relacije diferencira�em dobijamo

dx1

dx2

= u +
du

dx2

x2,

i tada imamo
u +

du

dx2

x2 =
λ0u + 1

λ0

.

Sre�iva�em ove jednaqine, dobijamo

λ0du =
dx2

x2

.

Integra	e�em posled�e jednaqine sledi

x1 =
x2

λ0

ln cx2.

U ovom sluqaju trajektorije u okolini koordinatnog poqetka tangentno nale�u
na osu Ox1. Da bismo videli pravce faznog toka (fluksa) potrebno je da
reximo sistem jednaqina (2.9). Prvo �emo rexiti drugu jednaqinu sistema
(2.9) i zameniti dobijeno rexe�e u prvu jednaqinu istog sistema. Tada imamo

dx1

dt
= λ0x1 + ceλ0t.



Trajektorije linearnih sistema 34

Ovo je linearna jednaqina. Potra�i�emo �eno rexe�e u obliku x1 = u(t)v(t).
Tada dobijamo

dx1

dt
= u

dv

dt
+ v

du

dt
.

Iz ove jednaqine sledi

u

(
dv

dt
− λ0v

)
+ v

du

dt
= ceλ0t.

Uzimaju�i u obzir
dv

dt
= λ0v

dobijamo da je
v = c1e

λ0t.

Iz navedenih razloga je
c1e

λ0t du

dt
= ceλ0t

i
u =

c

c1

t + c2.

Tako smo konaqno dobili da je rexe�e sistema (2.9) oblika

x1 = cteλ0t + c1c2e
λ0t,

x2 = c1e
λ0t.

Slika 2.4: Kada matrica A nije dijagonalna, jednake sopstvene vred-
nosti ukazuju na to da je koordinatni poqetak nesvojstven qvor: (a)
nestabilno sta�e (λ0 > 0); (b) stabilno sta�e (λ0 < 0).

Iz posled�ih relacija vidimo da ako je λ0 pozitivno i t → −∞ tada x1 i
x2 te�e nuli i tako�e ako je λ0 < 0 i t → +∞ tada x1 i x2 te�e nuli.
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Slika 2.5: Kompleksne sopstvene vrednosti stvaraju (a) nestabilne �
i� e (α > 0), (b) centar (α = 0) i (c) stabilne � i� e (α < 0).

Razmotrimo sada sistem diferencijalnih jednaqina sa matricom J4, tj.
sistem

(2.10) ẋ1 = αx1 − βx2, ẋ2 = βx1 + αx2.

Da bismo rexili gor�i sistem jednaqina pre�i �emo na polarne koordinate

x1 = r cos ϕ, x2 = r sin ϕ,

i tada dobijamo
ẋ1 = −r sin ϕ

dϕ

dt
+

dr

dt
cos ϕ,

ẋ2 = −r cos ϕ
dϕ

dt
+

dr

dt
sin ϕ.

Mno�e�em prve jednaqine sa cos ϕ, a druge sa sin ϕ i potom sabira�em tih
jednaqina imamo

ṙ = ẋ1 cos ϕ + ẋ2 sin ϕ.

Odavde sledi

(2.11) ṙ = αr.

Sada, mno�e�em prve jednaqine sa − sin ϕ, i druge sa cos ϕ i na kraju sabi-
ra�em tako dobijene prve i druge jednaqine imamo

(2.12) ϕ̇ = β.
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Integra	e�em (2.11) i (2.12) dobijamo

r = c1e
αt, ϕ = βt + c2.

Iz posled�e formule vidimo da ugao ϕ monotono raste ako je β > 0 i
monotono opada ako je β < 0, a iz prve formule sledi da ako je α < 0 tada
r te�i ka nuli kada t → +∞. U sluqaju kada je α = 0 dobijamo r = c1 tj.
trajektorije su kružnice.

Slika 2.6: (a)čvor; (b)sedlasta taqka; (c) stabilan fokus; (d) centar;
(e) stabilna sedlasta taqka

Sumiraju�i dobijene rezultate uoqavamo slede�u kvalitativnu sliku ponaxa�a
trajektorija u sluqaju linearnog sistema:

A. ako je 4 < 0 tada je koordinatni poqetak sedlasta taqka,
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B. ako je 4 > 0 i σ2 − 44 ≥ 0 tada je koordinatni poqetak čvor,
C. ako je 4 > 0, σ2 − 44 < 0, i σ 6= 0 tada su trajektorije u maloj okolini

koordinatnog poqetka spirale,
D. ako je 4 > 0 i σ = 0 sve trajektorije koje ne prolaze kroz koordinatni

poqetak su zatvorene
U sluqaju (C) ravnote�na taqka u koordinatnom poqetku naziva se �i�a,

a u sluqaju (D) centar.
Korix�e�em jednaqina (2.2) mo�emo se vratiti na poqetne koordinate u i

v. Fazni portreti sistema (2.1) se tada dobijaju iz faznih portreta sistema
(2.6), (2.8), (2.9) i (2.10) kao rezultat linearne transformacije (videti sliku
2.6).

2.2 Trajektorije dvodimenzionalnih sistema
u okolini centra ili �i�e

Teorema 2.1 [5, p.77](Teorema o linearizaciji) Neka nelinearni sistem

ẏ = Y (y)

ima prostu fiksiranu taqku za y = 0. Tada su u okolini koordinatnog
poqetka fazni portreti sistema i �egove linearizacije kvalitativno ek-
vivalentni ako linearizovani sistem nema centar.

Razmotrimo sada perturbovani sistem jednaqina (2.1) sa qlanovima vixeg
reda, tj. sistem

(2.13)

du

dt
= au + bv +

∞∑

k+n=2

Uknu
kvn = U(u, v),

dv

dt
= cu + dv +

∞∑

k+n=2

Vknukvn = V (u, v) .

Iz prethodnog ode	ka je poznato da se trajektorije sistema jednaqina (2.13)
u sluqajevima A, B, C u maloj okolini koordinatnog poqetka topoloxki ne mogu
razlikovati od trajektorija linearnog sistema (2.1).

Sluqaj kada linearizovani sistem ima centar je drugaqiji. Linearna aproksi-
macija ne odre�uje definitivno ponaxa�e trajektorija nelinearnog sistema
u okolini koordinatnog poqetka. Zaista, posmatrajmo sistem

(2.14) u̇ = −v − u(u2 + v2),

v̇ = u− v(u2 + v2).
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Prelaskom na polarne koordinate

(2.15) u = r cos ϕ, v = r sin ϕ,

dobijamo sistem
u̇ = −r sin ϕ

dϕ

dt
+

dr

dt
cos ϕ,

v̇ = −r cos ϕ
dϕ

dt
+

dr

dt
sin ϕ.

Mno�e�em prve jednaqine sa cos ϕ, a druge sa sin ϕ i sabira�em tako dobijenih
jednaqina, imamo

ṙ = u̇ cos ϕ + v̇ sin ϕ.

Iz posled�e jednaqine sledi
ṙ = −r3,

odnosno
r =

1√
t + c

.

Sada, mno�e�em prve jednaqine sa − sin ϕ, a druge sa cos ϕ i �ihovim sabi-
ra�em, dobijamo jednaqinu

ϕ̇ =
1

r
(v̇ cos ϕ− u̇ sin ϕ) ,

odakle je
ϕ̇ = 1.

Stoga, kada je koordinatni poqetak centar za odgovaraju�i linearni sis-
tem, svaka trajektorija sistema (2.14) po spirali se priblizvava koordinatnom
poqetku. Takva ravnote�na taqka se naziva stabilna �i�a.

Vidimo da su u sluqaju singularne taqke za koju su sopstvene vrednosti
linearnog dela qisto imaginarne, tip singulariteta (taqke) nije odre�en lin-
earnom aproksimacijom i da je tada potrebno posebno ispitiva�e. Ovde se mi
sre�emo sa fasciniraju�im problemom u kvalitativnoj teoriji diferencijal-
nih jednaqina tj. sa problemom razlikova�a centra i �i�e ili kra�e reqeno
sa problemom centra.

Metod lokalne analize koji �emo sada prikazati se mo�e primeniti u slu-
caju C iz prethodnog ode	ka. Zato mi pretpostav	amo da su sopstvene vred-
nosti α ± iβ, gde je β 6= 0. Postoji nedegenerisana linearna transformacija
kojom se sistem (2.13) prevodi na kanonski oblik, tj. oblik

(2.16)
du

dt
= αu− βv + P (u, v)

dv

dt
= βu + αv + Q(u, v) ,
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gde su

P (u, v) =
∞∑

k=2

Pk(u, v), Q(u, v) =
∞∑

k=2

Qk(u, v),

a Pk(u, v) i Qk(u, v) su homogeni polinomi stepena k.
Prelaskom na polarne koordinate (2.15), sistem (2.16) postaje

(2.17)

ṙ = αr + P (r cos ϕ, r sin ϕ) cos ϕ + Q(r cos ϕ, r sin ϕ) sin ϕ

= αr + r2 [P2(cos ϕ, sin ϕ) cos ϕ + Q2(cos ϕ, sin ϕ) sin ϕ] + · · ·
ϕ̇ = β − P (r cos ϕ, r sin ϕ) sin ϕ−Q(r cos ϕ, r sin ϕ) cos ϕ

r
= β − r [P2(cos ϕ, sin ϕ) sin ϕ−Q2(cos ϕ, sin ϕ) cos ϕ] + · · · .

Jasno je da za male vrednosti r ako je β > 0 polarni ugao raste kada t raste,
dok u sluqaju kada je β < 0 polarni ugao opada kada t raste.

Umesto sistema jednaqina (2.17) pogodnije je razmatrati �egove trajek-
torije

(2.18) dr

dϕ
=

αr + rF (r, sin ϕ, cos ϕ)

β + rG(r, sin ϕ, cos ϕ)
= R(r, ϕ) .

Funkcija R(r, ϕ) je periodiqna po koordinati ϕ sa periodom 2π i analitiqka
za svako ϕ i dovo	no male vrednosti r.

Oqigledno je R(0, ϕ) = 0, tako da je r = 0 Rexe�e jednaqine (2.18). Funkciju
R(r, φ) mo�emo razviti u stepeni red

(2.19) dr

dϕ
= R(r, ϕ) = rR1(ϕ) + r2R2(ϕ) + · · · ,

gde je Rk(ϕ) periodiqna funkcija po ϕ sa periodom 2π, a red je konvergentan
za svako ϕ i za svako dovo	no malo r. U sluqaju (2.16)

R1 =
α

β
,

R2 =
α− β

β2
P2(sin ϕ, cos ϕ) cos ϕ− α + β

β2
Q2(sin ϕ, cos ϕ) sin ϕ.

Oznaqimo sa
r = f(ϕ, ϕ0, r0)

Rexe�e sistema (2.19) sa poqetnim uslovima r(0) = r0 i ϕ(0) = ϕ0. Funkcija
f(ϕ, ϕ0, r0) je analitiqka funkcija po promen	ivim ϕ, ϕ0, i r0, i ima osobinu
da je

(2.20) f(ϕ, ϕ0, r0) ≡ 0

(jer je r = 0 Rexe�e sistema (2.19)). Jednaqina (2.20) i neprekidna zavisnost
rexe�a od parametara [8] dovodi do rezultata koji iskazujemo kao:
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Propozicija 2.2.1 Svaka trajektorija sistema jednaqina (2.16) u dovo	no
maloj okolini koordinatnog poqetka preseca svaki zrak ϕ = const, 0 ≤ ϕ ≤ 2π.

Ova propozicija implicira da bi razmotrili sve trajektorije u dovo	no maloj
okolini O(0, 0) dovo	no je da razmatramo sve trajektorije koje prolaze kroz
mali segment A = {(u, v)|v = 0, 0 ≤ u ≤ r∗} za r∗ dovo	no malo, tj. sva rexe�a

r = f(ϕ, 0, r0).

Razvija�em u potencijalni red, funkcije f(ϕ, 0, r0) po r0, imamo red

r = f(ϕ, 0, r0) = u1(ϕ)r0 + u2(ϕ)r2
0 + · · · ,

koji je konvergentan za svako 0 ≤ ϕ ≤ 2π i svako r0 < r∗. Ova funkcija je
Rexe�e jednaqine (2.19), pa otud je

u′1r0+u′2r
2
0+· · · ≡ R1(ϕ)(u1(ϕ)r0+u2(ϕ)r2

0+· · · )+R2(ϕ)(u1(ϕ)r0+u2(ϕ)r2
0+· · · )2+· · · ,

gde je sa primom oznaqeno diferencira�e po promen	ivoj ϕ. Izjednaqava�em
koeficijenata uz isti stepen promen	ive r0 iz ovakvih identiteta dobijamo
rekurentne diferencijalne jednaqine za funkcije ui(ϕ), tj. jednaqine:

(2.21)

u′1 = R1(ϕ)u1 ,

u′2 = R1(ϕ)u2 + R2u
2
1 ,

u′3 = R1(ϕ)u3 + 2R2(ϕ)u1u2 + R3u
3
1 ,

...

Iz poqetnog uslova
r = f(ϕ, 0, r0) = r0

dobijamo

(2.22) u1(0) = 1, ui(0) = 0 za i > 1.

Kori71e�em ovih uslova mo�emo odrediti funkcije ui(ϕ) integra	e�em
jednaqina (2.21). U sluqaju (2.16), imamo

u1(ϕ) = e
α
β

ϕ,

du2

dϕ
=

α

β
u2 + e

2α
β

ϕ

(
α− β

β2
P2(sin ϕ, cos ϕ) cos ϕ− α + β

β2
Q2(sin ϕ, cos ϕ) sin ϕ

)
.

Zamenom vrednosti ϕ = 2π u rexe�e r = f(ϕ, 0, r0) dobijamo vrednost r =
f(2π, 0, r0), koja odgovara taqki A, gde trajektorija r = f(ϕ, 0, r0) prolazi kroz
A.
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Definicija 2.2.1 Funkcija

(2.23) R(r0) = f(2π, 0, r0) = η̃1r0 + η2r
2
0 + η3r

3
0 + · · ·

(definisana za |r0| < r∗) gde je η̃1 = u1(2π), ηi = ui(2π) za i > 1, se zove
Poenkareovo prvo povratno preslikava�e ili samo povratno preslikava�e.

Uvedimo funkciju

(2.24) P(r0) = R(r0)− r0 = η1r0 + η2r
2
0 + η3r

3
0 + . . . ,

gde je η1 = η̃1 − 1 = e2π α
β − 1. Mi �emo koeficijent ηi (i ≥ 1) zvati i-tom

�apunov	evom veličinom. Nule jednaqine (2.24) odgovaraju zatvorenim tra-
jektorijama sistema (2.16); Izolovane nule odgovaraju ograničenim kružnicama.

�apunov	eve veliqine kompletno odre�uju ponaxa�e trajektorija sistema
(2.16) u blizini koordinatnog poqetka. Posebno, ako su sve �apunov	eve veli-
qine jednake nuli tada su sve trajektorije u maloj okolini U oko koordinatnog
poqetka zatvorene i koordinatni poqetak je centar. Ako je

(2.25) η1 = η2 = · · · = η2k = 0, η2k+1 6= 0,

tada su sve trajektorije u U spiralne linije i koordinatni poqetak je �i�a.
Zaista, u ovom sluqaju je

(2.26) P(r0) = η2k+1r
2k+1
0 +

∞∑

m=2k+2

αmrm
0

i red je konvergentan u okolini koordinatnog poqetka.
Da bi smo analizirali specijalni sluqaj, pretpostavimo da je η2k+1 < 0.

Prema (2.26) vrednost r0 = 0 je izolovana nula jednaqine

P(r0) = 0,

te prema tome postoji r̄0 > 0 tako da za 0 < r0 < r̄0

(2.27) P(r0) < 0.

Tada trajektorija koja prolazi kroz taqku P (0, r0) (0 < r0 < r̄) prolazi i kroz
taqke
P (0, r

(1)
0 ), P (0, r

(2)
0 ), . . . kada se ugao ϕ povecava za 2π, 4π, . . . . Ovde je

r
(1)
0 = P(r0) + r0

i
r
(n+1)
0 = P(r

(n)
0 ) + r

(n)
0

za n ≥ 1, i r0 > r
(1)
0 > · · · > r

(n)
0 > · · · > 0.
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Niz {r(n)
0 } ima granicnu vrednost r̂ ≥ 0, i

lim
n→∞

(
r
(n+1)
0 − r

(n)
0

)
= P(r

(n)
0 ) = 0.

Poka�imo sada da je r̂ = 0. Da bismo to dokazali pretpostavimo suprotno
tj. da je r̂0 > 0. Neprekidnost P(r0) implicira da je P(r̂0) = 0 xto je u
suprotnosti sa (2.27). Stoga je r̂0 = 0 i sve trajektorije u dovo	no maloj
okolini koordinatnog poqetka su spiralne linije koje te�e O(0, 0) kada ϕ →
+∞. Sliqno, ako je η2k+1 > 0 tada su trajektorije tako�e spirale, ali te�e ka
O(0, 0) kada ϕ → −∞.

Kada je uslov (2.25) ispu�en �i�a u koordinatnom poqetku se naziva fina
�i�a reda k. Ako je η2k+1 < 0 tada je �i�a stabilna, a ako je η2k+1 > 0 ona je
nestabilna.

Primedba 2.2.1 Ako integralimo sistem jednaqina (2.21) sa drugaqijim poqet-
nim uslovima od onih zadatih pomo�u (2.22) tada �emo dobiti drugaqiji skup
funkcija ui(ϕ) i drugaqiji skup koeficijenata ηi i η̂i. Me�utim, prvi koefi-
cijent razliqit od nule kojim je odre�eno ponaxa�e trajektorija u dovo	no
maloj okolini koordinatnog poqetka je isti u oba sluqaja. To znaqi, da ako
je

η1 = · · · = ηi = 0, ηi+1 6= 0 i η̂1 = · · · = η̂j = 0, η̂j+1 6= 0,

tada i = j i ηi+1 = ηj+1 (i i je neki parni broj).

2.3 Polinomski ideali i afini varijeteti
U ovom poglav	u navex�emo neke poznate rezultate vezane za polinomske ide-
ale. Tako�e, u ovom poglav	u bi�e reqi o afinim varijetetima i metodu �i-
hovog odre�iva�a.

Posmatrajmo prsten polinoma

(2.28) f =
∑

α

aαxα,

po promen	ivim x1, x2, . . . , xn sa koeficijentima aα u po	u k, koji �e u sluqaju
od interesa za nas biti iz R, ili C. Ovde je α jedna matrica vrsta

α = (α1, α2, . . . , αn)

sa n ne-negativnih celih brojeva, a sa xα su oznaqeni monomi xα1
1 xα2

2 · · · xαn
n .

Proizvod aαxα se naziva term i pretpostav	amo da postoji samo konaqan broj
termova u sumi (2.28).
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Skup svih polinoma po promen	ivim x1, . . . , xn sa koeficijentima u po	u k
je označen sa k[x1, . . . , xn]. Lako je videti da je k[x1, . . . , xn] komutativni prsten.
Oznaqimo sa |α| = α1+ · · ·+αn potpuni stepen monoma xα, i sa deg(f) potpuni
stepen polinoma f . Znaqi da je deg(f) maksimum od |α| me�u svim monomima
od f sa ne{nultim koeficijentima aα. Uoqimo da zbog korespodencije jedan
na jedan izme�u monoma i matrice vrste sa n čhlanova xα = xα1

1 xα2
2 · · · xαn

n i
α = (α1, . . . , αn) ∈ Nn

+ dovo	no je pore�ati elemente Nn
+ (pox to u sluqaju jedne

promen	ive aktuelni koeficijenti terma nemaju nikakvu ulogu u redosledu
elemenata). Iz ove korespodencije naravno sledi pretpostavka o ure�e�u samih
promen	ivih x1 > x2 > · · · > xn .

Podsetimo da je parcijalno ure�e�e Â na skupu S binarna relacija koja je
refleksivna (a Â a za svako a ∈ S), antisimteriq na (a Â b i b Â a samo ako
je a = b), i tranzitivna (a Â b i b Â c implicira a Â c). Totalni red > na
skupu S je parcijalni red u kome bilo koja dva elementa mogu da se porede: za
svako a i b na skupu S, ili je a = b,ili je a > b, ili je b > a.

Definicija 1 Red terma na k[x1, . . . , xn] je totalni red > na Nn
+ koji ima

dve slede�e osobine:
(a) za svako α, β, i γ u Nn

+, ako je α > β tada je α + γ > β + γ ; i
(b) Nn

+ je dobro ure�en pomo�u > : ako je S bilo koji prazan podskup od Nn
+, tada

postoji najma�i elemenat µ u S (za svako α ∈ S, α > µ).

Uoqimo da dok govorimo o ure�e�u terma > u k[x1, . . . , xn], mi ustvari ne
ure�ujemo elemente od k[x1, . . . , xn], ve&c samo monome, tj. individualne termove
polinoma koji uk	učuju k[x1, . . . , xn]; time se objax�ava terminologija ure�e�e
terma.

Niz ai u Nn
+ je striktno opadaju�i ako je za svako i, ai > ai+1 i ai 6= ai+1.

Takav se niz zavrxava ako je konaqan.

Propozicija 1 Totalno ure�e�e > na Nn
+ dobro ure�uje Nn

+ ako i samo ako se
svaki striktno opadaju�i niz elemenata Nn

+ zavrxava.

Dokaz 1 Ako postoji striktno opadaju�i niz a1 > a2 > a3 > · · · koji se ne za-
vrxava, tada {a1, a2, . . . } nije prazan podskup od Nn

+ bez minimalnog elementa,
i > ne ure�uje dobro Nn

+.
Suprotno, ako > ne ure�uje dobro Nn

+, tada postoji neprazan skup A od Nn
+

koji nema minimalni element. Neka je a1 neki proizvo	ni elemenat od A.
On nije minimalni, pa otud postoji element a2 ∈ A, a2 6= a1, takav da je
a1 > a2. Nastav	aju�i ovaj proces dobijamo striktno opadaju�i niz koji se
ne zavrxava.

Sada �emo definisati tri najqex�e korix�ena ure�e�a terma. U [13] je
pokazano da oni stvarno ispu�avaju uslove date u definiciji 1, to jest, oni
su stvarno ure�eni termovi.
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Definicija 2 Neka su α = (α1, . . . , αn) i β = (β1, . . . , βn) elementi od Nn
+.

(a) Leksikografsko ure�e�e. Definiximo α >lex β ako je i samo ako je, qitano
sa leva na desno, prvi ne nulta odrednica u matrici vrsti sa n qlanova
α− β ∈ Zn je pozitivana.

(b) Stepen leksikografskog ure�e�a. Definiximo α >deglex β ako i samo ako
je bilo

|α| =
n∑

i=1

αi > |β| =
n∑

i=1

βi ili |α| = |β| and α >lex β .

(c) Stepen inverznog leksikografsko urede�a. Definiximo α >degrev β ako i
samo ako je bilo |α| > |β| ili ako je, qitaju� i samo sa desna na levo, prva
ne nulta odrednica u matrici vrsti sa n qlanova α− β ∈ Zn negativna.

Na primer, ako su α = (1, 4, 4, 2) i β = (1, 2, 6, 2), tada je α ve�e od β u odnosu
na sva tri ure�e�a. Posebno treba uoqiti da je ovim primerom pokazano da
degrev nije prosta inverzija od deglex.

Kada je ure�e�e terma > na k[x1, . . . , xn] zadato mi pixemo da je aαx
α > aβx

β

ako i samo ako je α > β. Mi ponav	amo da su prethodne definicije zasnovane
na pretpostav	enom ure�e�u promen	ivih x1 > · · · > xn. Ovo ure�e�e se mora
eksplicitno identifikovati kada se koriste promen	ive bez do�eg indeksa.
Na primer, ako u k[x, y] izaberemo y > x, tada je y5 >lex x9 (pox to je (5, 0) >lex

(0, 9)) i xy4 >deglex x2y3 (pox to je 4 + 1 = 3 + 2 i (4, 1) >lex (3, 2)), i mi pixemo
ova dva posled�a terma kao y4x i y3x2 da bi naznačili osnovno ure�e�e samih
promen	ivih.

Ako su zadati po	e k i prirodni broj n, tada se skup

kn = {(a1, . . . , an) : a1, . . . , an ∈ k}

naziva n-to dimenzionalni afin prostor. Bilo kom polinomu f =
∑

α aαxα ∈
k[x1, . . . , xn] se pridru�uje funkcija

f : kn → k

definisana kao
f : (a1, . . . , an) 7→ f((a1, . . . , an)) .

Sposobnost da se polinomi razmatraju kao funkcije definixe neku vrstu du-
alnosti izme�u algebre i geometrije afinog prostora.

Definicija 3 Neka je k po	e, i f1, . . . , fs polinomi od k[x1, . . . , xn] i neka je

V (f1, . . . , fs) = {(a1, . . . , an) ∈ kn : fi(a1, . . . , an) = 0 za svako 1 ≤ i ≤ s}.

Tada je V (f1, · · · , fs) afini varietet definisan na polinomima f1, · · · , fs.
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Drugim reqima, afini varietet V (f1, . . . , fs) ⊂ kn je skup rexe�a sistema

f1(x1, . . . , xn) = . . . = fs(x1, . . . , xn) = 0.

Slede�a propozicija daje jednu va�nu osobinu afinih varijeteta.

Propozicija 2 [13] Ako su V, W ⊂ kn afini varijeteti, tada V ∪W i V ∩W
su tako�e afini varijeteti.

Sada �emo definisati glavni algebarski objekt koji nam je potreban za
prouqava�e varijeteta.

Definicija 4 Podskup I ⊂ k[x1, . . . , xn] se naziva idealnim ako je

1. 0 ∈ I;

2. ako je f, g ∈ I tada je f + g ∈ I;

3. ako je f ∈ I i h ∈ k[x1, . . . , xn], tada je hf ∈ I.

Neka su f1, . . . , fs elementi od k[x1, . . . , xn]. Obele�imo sa 〈f1, . . . , fs〉 skup
svih mogu�ih linearnih kombinacija od f1, . . . , fs sa koeficijentima iz k[x1, . . . , xn],

(2.29) 〈f1, . . . , fs〉 =

{
s∑

i=1

hifi | h1, . . . , hs ∈ k[x1, . . . , xn]

}
.

Lako se vidi da je skup 〈f1, . . . , fs〉 ideal u k[x1, . . . , xn]. Ideal 〈f1, . . . , fs〉
zva�emo idealom generisanim pomo�u polinoma f1, . . . , fs. Ideal I ⊂ k[x1, . . . , xn]
se naziva konaqno generisanim ako su polinomi f1, . . . , fs ∈ k[x1, . . . , xn] takvi
da je I = 〈f1, . . . , fs〉; skup f1, . . . , fs se naziva baza od I. U stvari, svaki ideal
polinomskog prstena je ograniqeno generisan [13].

Postoji duboko me�usobna povezanost izme�u ideala i sistema algebarskih
jednaqina. Pretpostavimo da je

f1, . . . , fs ∈ k[x1, . . . , xn],

i razmotrimo sistem

(2.30) f1 = 0, f2 = 0, . . . , fs = 0.

Naravno bilo koje rexe�e sistema (2.30) je rexe�e jedne jednaqine

f1h1 + f2h2 + · · ·+ fshs = 0 .

Leva strana ove jednaqine pripada idealu 〈f1, . . . , fs〉, i u ovom smislu ideal
〈f1, . . . , fs〉 je skup svih "polinomskih posledica" sistema (2.30) polinomskih
jednaqina.

Slede�a pretpostavka ka�e da afini varijetet ustvari zavisi od ideala
pre nego od posebno definisanog sistema polinomskih jednaqina.
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Propozicija 3 [13] Neka su f1, . . . , fs i g1, . . . , gm baze ideala I ∈ k[x1, . . . , xn],
to jest, I = 〈f1, . . . , fs〉 = 〈g1, . . . , gm〉. Tada je V(f1, . . . , fs) = V(g1, . . . , gm).

Videli smo kako kolekcija polinoma definixe varijetet. Suprotno tome
kada je zadat varijetet postoji prirodno pridru�en �emu ideal.

Definicija 5 Neka je V ⊂ kn afini varijetet. Ideal varijeteta V je skup

I(V ) = {f ∈ k[x1, . . . , xn] | f(a1, . . . , an) = 0 za svako (a1, . . . , an) ∈ V } .

Lako se vidi da je I(V ) ideal od k[x1, . . . , xn].

Definicija 6 Afini varijetet V ⊂ kn je nereducibilan kad god je V napisan
u obliku V = V1 ∪ V2, gde su V1 i V2 afini varijeteti, i tada je V1 = V ili
V2 = V .

Odavde proizilazi da se svaki varijetet mo�e dekomponovati na nere-
ducibilne komponente.

Teorema 1 [13, p.201] Neka je V ∈ kn afini varijetet. Tada je V unija od
konaqnog broja nereducibilnih varijeteta

V = V1 ∪ · · · ∪ Vs.

Dekompozicija varijeteta V ∈ kn V = V1∪· · ·∪Vm, gde su Vs nereducibilni,
naziva se minimal ako je Vi 6⊂ Vj za i 6= j.

Teorema 2 [13] Bilo koji varijetet V ⊂ kn ima minimalnu dekompoziciju

(2.31) V = V1 ∪ · · · ∪ Vm,

i ova dekompozicija je jedinstvena sve do reda Vi u (2.31).

Treba uoqiti da pri tvrd�i o jedinstvenosti u prethodnoj teoremi bitno
je da je minimalna dekompozicija unija konaqnog broja varijeteta. Inaqe, na
primer, ravan se mo�e predstaviti kao unija taqaka ili unija linija, i one
su naravno razlicite dekompozicije.
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2.4 Odre�iva�e varijeteta
U ovom ode	ku analizira�emo rexe�a polinomskih sistema. Ako sistem

(2.32) f1(x1, . . . , xn) = · · · = fs(x1, . . . , xn) = 0

ima samo konaqan broj rexe�a, tada ih mi mo�emo odrediti barem numeriqki.
Postav	a se pita�e, kako opisati rexe�a sistema (2.32) u sluqaju kada ovaj
sistem ima beskonaqno mnogo rexe�a.

Teorema 2 nam daje metod za to. Zaista rexe�e sistema (2.32) je varijetet
V u kn.

Zahva	uju�i Teoremi 2, V ima minimalnu dekompoziciju. Stoga, uopxteno
govore�i, da bi rexili sistem (2.32) znaqi treba odrediti �egov varijetet, a
najbo	i naqin da se opixe varijetet je da se odredi �egova minimalna dekom-
pozicija.

Sada postoje algoritmi za minimalne dekompozicije afinih varijeteta.
Me�utim, oni su vrlo zahtevni u pogledu vremena raquna�a i potrebnog mem-
orijskog prostora i oni jox uvek nisu realizovani u opxtim sistemima kom-
pjuterske algebre kakvi su Mathematica ili Maple.

Neki od ovih algoritama su prime�eni u specijalizovanim kompjuterskim
sistemima za algebarska izraqunava�a kao xto je Singular [27].

Razmotrimo sada slede�i primer. Neka je

p = z2 + 1 , q = z3 + 2

Koristi�emo Singular u ci	u dobija�a primarne dekompozicije ideala

I = 〈x(p− 1)q, y − z2〉.

Kod sa kojim se izvrxava dekompozicija kori71e�em Singular-a je slede�i
LIB”primdec.lib”;

ringr = 0, (x, y, z), dp;
polyp = z2 + 1;
polyq = z3 + 2;
ideali = x ∗ (p− 1) ∗ q, y − z2;
minAssChar(i);

Prvom naredbom se u�itava biblioteka Singular-a koja omogu�uje da se
izvrxi primarna dekompozicija polinomskih ideala. Drugom naredbom se
deklarixe nax polinomski prsten kao prsten sa nultom karakteristikom (tj.
u po	u racionalnih brojeva) po promen	ivim x, y, z, a dp znaqi da smo fik-
sirali stepen leksikografskog ure�e�a u prstenu.

Jasno je da poly slu�i za deklarisa�e polinoma, a ideal deklarixe I =
x(p− 1)q, y − z2.
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Na kraju minAssChar omogu�uje da se izvrxi minimalna dekompozicija var-
ijeteta ideala i kori7�e�em metoda karakteristiqnih skupova i proizvodi
izlaz.

[1] :

[1] = x

[2] = z2 − y

[2] :

[1] = z

[2] = y

[3] :

[1] = z2 − y

[2] = y ∗ z + 2

[3] = y2 + 2 ∗ z

Stoga varijetet V (I) sadr�i tri nereducibilne komponente, prva je parabola
y = z2 u ravni x = 0, druga je linija z = y = 0, i tre�a definixe geometrijske
predmete dobijene kao ideale odre�ene procedurom minAssChar. Ako koristimo
drugu proceduru, na primer algoritam minAssGTZ, dobi�emo drugi rezultat

[1] :

[1] = z

[2] = −z2 + y

[2] :

[1] = z3 + 2

[2] = −z2 + y

[3] :

[1] = −z2 + y

[2] = x
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2.5 Uslovi centra za rezonansno vektorsko po	e
tre�eg reda sa qetiri parametara

Razmatra�emo sistem tre�eg reda u obliku

(2.33) i
dw

dt
= w

(
1− a10w − a01w̄ − a11ww̄ − a−13w

−1w̄3
)

gde je w = x + iy, aij ∈ C.

Da bi rexili problem razlikova�a centra i fokusa neophodno je izraqu-
nati �apunov	eve fokusne veliqine, koji su predstav	eni polinomima sa
koeficijentima aij, āij sistema (2.33). Postoje mnogi algoritmi za �ihovo
izraqunava�e ([2],[14],[56],[60]), a mi �emo koristiti algoritam koji je opisan
u [49, 50].Oznaqi�emo sa x = (x1, x2, . . . x8), bij = āji,

[x] = ax1
10 ax2

01 ax3
11 ax4

−13 bx5
3−1 bx6

11 bx7
10 ax8

01.

Izra�unavaju�i funkciju

V (x) =
∑

x1,...,x8≥0

V (x1, . . . , x8),

rekurentnom formulom dobijenom u [49] dobijamo �apunov	eve fokusne veli-
qine
g11, g22, g33, . . . . Oznaq i� emo sa I ideal generisan svim fokusnim veliq inama,
a sa Ik ideal generisan sa k prvim veliq inama tj. I(g11, g22, . . .), Ik = (g11, . . . , gkk).
Nakon grupisa�a svake izraqunate veliqine gkk modula ideala Ik−1 dobijamo:

g11 = 2i(Im[0010 0000] + Im[1100 0000]),

g22Im[1100 0100] mod (g11)

g33 = −9

4
Im[0300 1001]− 5

4
Im[0001 1011] +

1

4
Im[0100 1003]−

−9

8
Im[0001 0040]− 1

8
Im[0200 1002] mod I2

gde je Im imaginarni deo kompleksnog broja a.

Teorema 3 Ako sistem (2.33) gde su a11 6= −a10a01 ima centar u poqetku,
onda va�i jedan od uslova

(i) a11 = Im a10a01 = Ima4
01 ā−13 = Im a4

10a−13 = 0;

(ii) a10 = Im a11 = 0;

(iii) a01 = Im a11 = Im a4
10 a−13 = 0;
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(iv) Im a10a01ā11 = Im a10a01 = Im a4
01ā−13 = 0

a10 6= 0, a01 6= 0, a11 6= 0;

(v) Im a11 = a10 − 1
2
ā01 = 0;

(vi) a10 − 3a01 = |a−13| − 2|a01|2 = 0.

Dokaz. Iz naslova drugog centra g22 = 0 dobija se

(2.34) a10a01b11 = h,

gde je h ∈ R. Stoga, mo�emo razmotriti slede�a tri sluqaja

(a) a10 = 0;

(b) a01 = 0;

(c) a10 6= 0, a01 6= 0.

(a) U ovom sluqaju iz uslova g11 = 0 imamo Im a11 = 0 i stoga je uslov (ii)
zadovo	en.

(b) Uslov g11 = 0 daje Im a11 = 0. Izraqunava�em slede�ih polinoma gii pod
uslovom a01 = 0 dobijamo

g22 ≡ mod I1, g33 ≡ mod I1, g44 ≡ Im[0010 1004] mod I1.

Stoga, iz jedanqine
a11 = 0

ili
Ima4

10a−13 = 0.

Tako imamo bilo uslov (iii) ili

a01 = a11 = 0.

U posled�em sluqaju izraqunava�em fokus kvantiteta dobijamo

g55 = Im[0001 2004],

tj. jednaqina g55 = 0 daje

|a−13|2Ima4
10 a−13 = 0,

i zato uslov (i), (iii) va�i.
(c) U ovom sluqaju iz (2.34) dobijamo

(2.35) a11 = g a10a01,
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gde je g ∈ R, i tada iz jednaqine g11 = 0

(2.36) Im[1100, 0000](1 + g) = 0.

U ovom radu mi razmatramo samo sluqaj g 6= −1 (tj. a11 6= −a10a01) i zato
uzimaju�i u obzir da a01 6= 0, iz jednaqine (2.36) dobijamo

(2.37) a10 = sā01

gde je s ∈ R.

Zamenom ovog izraza u jednaqini g33 = 0 dobijamo

Im[0400 1000]

(
1

4
s3 − 1

8
s2 − 9

4
s +

9

8

)
= 0.

Stoga imamo bilo uslov (iv) ili jedan od slede�a tri uslova:

(α) s = 3,

(β) s = −3,

(γ) s =
1

2
.

Ranije je pomenuto da je izraqunava�e �apunov	eve fokusne veliqine vrlo
te�ak problem za izraqunava�e. Da bi uprostili izraqunava�a mi ponovo
izraqunavamo polinome gii za svaki od sluqajeva (α) − (γ) na analogan naqin
kako je dato u [50]. Izraqunava�em dobijamo korespodentne sluqajeve

(α) U sluqaju iz g11 = 0 imamo a11 = α, gde je α ∈ R, i
g22 = 0 mod I1, g33 = 0 mod I1,

g44 = −70

3
Im[0101 0050]− 35

3
Im[0011 0040] mod I1.

Stoga, koriwe�em korelacije g44 = 0 imamo

Im[0001 0040]

(
−70

3
|a01|2 − 35

3
α

)
= 0.

Tako dobijamo bilo uslov (iv) ili

a11 = −2a01b10 = −2|a01|2.
U posled�em sluqaju izraqunava�a pet �apunov	evih fokus kvantiteta do-
bijamo

g55 = −25

9
Im[0002 1040] +

100

9
Im[0201 0060].

Izjednaqava�em ovog polinoma sa nulom imamo

Im[0001 0040]

(
−25

9
|a−13|2 +

100

9
|a01|4

)
= 0
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Tako bilo uslov (iv) ili (vi) se realizuje.
(β) U ovom sluqaju izraqunava�em xestog fokusa kvantitea dobijamo

g66 ≡ Im[0031 0040] mod I5

Stoga uslovi g66 = 0 daju

α3Im[0001 0040] = 0

i dobijamo (iv) ili a11 = 0.

Sluqaj a11 = 0 �emo razmatrati ni�e.
(γ) U ovom sluqaju, obavezno imamo uslov a11 = 0. Tada jednaqina g11 = 0

podrazumeva da se razmotri sluqaj kada je

Im a10a01 = 0,

i zato je potrebno da se razmotre dva sluqaja

(αα) a01 = 0,

(ββ) a01 6= 0.

(αα) Ovaj sluqaj smo ranije razmotrili.
(ββ) U sluqaju ako je korelacija (2.37) zadovo	ena, i, izraqunava�em g44 i

izjednaqava�em sa nulom dobijamo

s3

(
−28

27
s +

14

27

)
Im[0001 0040][0100 0010] = 0.

Stoga je jedan od uslova realizovan

s =
1

2
(tj. (v)).

ili
Im[0001 0040] = 0.

U posled�em sluqaju dobijamo

(2.38) Im[4001 0000] = s4Im[0001 0040] = 0.

Tada je uslov (i) zadovo	en.

Primedba 2.5.1 Qi�enica da (i) − (iii) su potrebni uslovi centra je us-
tanov	ena u [14] koje smo dobili nezvavisnim metodama.

Teorema 4 Uslovi (i)− (iv) su dovo	ni uslovi centra za sistem (2.33).
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Dokaz. Zadovo	ava�e uslova (i)− (iii) su dokazana u [14].
U sluqaju (iv) koriwe�em korelacije (2.35) , (2.37) i a−13 = ta4

01 (t ∈ R),
koji je posledica jednaqine

Im[0001 0040] = 0,

mi mo�emo zak	uqiti da su polinomi gii polinomi samo delovi vektora (0, 1), (1, 0)
i stoga iz strukture polinoma gkk [49, 50] dobijamo da je gkk ≡ 0∀i tj. odgo-
varaju�i sistem (2.33) ima centar.

Primedba 2.5.2 Izgleda da uslovi (v), (vi) su tako�e dovo	ni uslovi centra,
jer prema naxim izraqunava�ima, u sluqaju (vi) gii ≡ 0∀i = 1, 12 i u sluqaju
(v) gii ≡ 0∀i = 1, 10. Ali da bi se dokazala ova či�enica potrebno je da se
odredi holomorfni integral.

Primedba 2.5.3 U sluqaju a11 = −a10a01 izraqunali smo sedam polinoma g11 . . . , g77,
ali polinomi g55, . . . , g77 sadr�e oko 20− 30 qlanova i problem je da se dobije
prostiji opis set nula idealnog I = (g11, . . . g77).
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Uslovi centra i cikliqnost
nekih vektorskih po	a
tre�eg reda

Posmatrajmo vektorsko po	e tre�eg reda, tj.

(3.1)
dx

dt
= x

(
1− a10x− a01y − a−12x

−1y2 − a20x
2 − a11xy − a02y

2 − a−13x
−1y3

)

dy

dt
= −y

(
1− b2,−1x

2y−1 − b10x− b01y − b3,−1x
3y−1 − b20x

2 − b11xy − b02y
2
)
,

gde su x, y, aij, bij ∈ C. Koordinantni poqetak je 1 : −1 rezonansna singularna
taqka vektorskog po	a (3.1). U specijalnom sluqaju, kada je x = y, aij = bj,i,
sistema (3.1) ekvivalentan je jednaqini
(3.2)
i
dx

dτ
= x

(
1− a10x− a01x− a−12x

−1x 2 − a20x
2 − a11xx − a02x

2 − a−13x
−1 x −3

)

Istaknimo da je u realnoj ravni u, v : x = u+ iv koordinantni poqetak cen-
tar ili fokus sitema (3.2). Mada su u posled�e vreme dobijeni veoma znaqa-
jni rezultati u ispitiva�u problema razlikova�a centra i fokusa (vidi, na
primer [12, 38, 66, 60]), jox uvek nisu rexeni svi problemi za kubne sisteme
(3.2). Problem centra i fokusa ne odnosi se samo na realne polinomne sisteme,
ve� tako�e i na p : q rezonansne singularne taqke polinomnih vektorskih po	a
i za difeomorfizme - a nedavno dati problem je rexen za 1 : −2 rezonantnih
singularnih taqaka kvadratnih vektorskih po	a [24, 63]

U ovoj glavi mi �emo ispitivati problem razlikova�a centra i fokusa za 6-
parametarska vektorsa po	a (3.1) u kojima su rezonansni brojevi−a11x

2y, b11xy2

- razliqiti od nule (za realne sisteme (3.2), u kojima su četiri iz familije
koeficijenata aij jednaki nuli, potrebni i dovo	ni uslovi centra dobijeni su
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u [14]. Mi �emo tako�e oce�ivati broj maloamplitudnih realnih graniqnih
cikala, koji ixode iz koordinatnog poqetka pri malim cikliqnostima tih
sistema.

Specijalno je pokazano, da u nekim sluqajevima nedovo	no je znati, uslove
centra osim, za relane sisteme (3.2), kako bi ocenili metodom Bautina broj
graniqnih cikala koje ixode iz koordinatnog poqetka pri malim cikliqnos-
tima jednaki uslovima centra kompleksnog sistema (3.1) omogu�uje dati takvu
ocenu.

Analogno [63] re�i �emo da vektorsko po	e (3.1)ima centar u koordinantnom
poqetku, ako postoji holomorfni integral oblika

(3.3) Φ = xy +
∞∑

k≥2

Fk(x, y),

gde su Fk(x, y) homogeni polinomi k - og sistema.
Kao xto je poznato, za sisteme (3.1) uvek je mogu�e konstruisati funkciju

oblika (3.3) i polinome, gii (fokusne veliqine) takve, da je,

Φ̇ = g11(xy)2 + g22(xy)3 + · · · .

Na ovaj naqin, sistem (3.1) sa zadatim koeficijentima ima centar u koor-
dinatnom poqetku, tada i samo tada, kada je

gii = 0 ∀i > 0.

Na poqetku, nave71emo neka svojstva fokusnih veliqina sistema (3.1).
C sistem (3.1) posmatrajmo linearni operator,

(3.4)
L(v) =

(
1
0

)
v1 +

(
0
1

)
v2 +

( −1
2

)
v3 +

(
2
0

)
v4 +

(
1
1

)
v5 +

(
0
2

)
v6+

+

( −1
3

)
v7 +

(
3
−1

)
v8 +

(
2
0

)
v9 +

(
1
1

)
v10 +

(
0
2

)
v11+

+

(
2
−1

)
v12 +

(
1
0

)
v13 +

(
0
1

)
v14

i oznaqimo sa M skup svih rexe�a v = (v1, v2, . . . v14) sa pozitivnim komponen-
tama jednaqine

L(v) =

(
k
k

)

(gde k prolazi ceo skup pozitivnih celih brojeva k = 0, 1, 2, . . . ). Oqigledno,
M - je Abelov monoid. Polinomnu poalgebru (monoidni prsten) monoida M
nad po	em Q Oznaqimo sa Q[M ], tj. f ∈ Q[M ] tada i samo tada, kada f ∈
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Q[a10, a01, a−12, . . . , b10, b01], (gde Q[a10, a01, a−12 . . . , b10, b01] - prsten polinoma nad
Q u odnosu na promen	ive aij, bji koje su koeficijenti sistema (3.1)) i za svaki
monom

(3.5) av1
10 av2

01 av3
−12 av4

20 av5
11 av6

02 av7
−13 bv8

3,−1 bv9
20 bv10

11 bv11
02 bv12

2,−1 bv13
10 bv14

01

polinoma f ispu�em je uslov, da v ∈ M. Fiksiraju� i red koeficijenata
sistema (3.1), dat u (3.5), i pisa� emo

[v] = [v1, v2, . . . v13, v14]

umesto (3.5). Oznaqimo v = (v14, v13, . . . v1) , i stavimo

IM [v] = [v]− [v], RE[v] = [v] + [v]

(u sluqaju realnog sistema (3.2) - tj. kada je aij = bji−IM [v] = 2iIm[v], RE[v] =
2Re[v], tj., korespodentno, udvostručenom imaginarnom i realnom delu [v], za
sistem (3.1) IM [v], RE[v]).

U [49, 50] pokazano je, da fokusne veliqine sistema (3.1) pripadaju podal-
gebri Q[M ] i pri tom imaju oblik

(3.6) gii =
∑

v:L(v)=


 i

i




g(v)IM [v],

gde g(v) ∈ Q.

Nada	e �emo razmatrati sistem (3.1) u kome su 8 od 14 koeficijenata aij, bji

izjednaqeni sa nulom, pri qemu, ako je aij = 0, to je i bji = 0. Ako je izbaran
neki xestoparametarski sistem (3.1), tada sa I �emo oznaqiti uporedni skup
indeksa nenultnih koeficijenata sistema (3.1) i u vektoru [v] ne�emo pisati
nule, na mestima koja odgovaraju nultim koeficijentima. Tako, za sistem (3.1)
u kome je

(3.7) a10 = a01 = a−12 = a−13 = 0

(i, analogno, b3,−1 = b2,−1 = b10 = b01 = 0), pisa�emo

[v] = [α1, α2, α3, α4, α5, α6],

umesto,
[v] = [0, 0, 0, α1, α2, α3, 0, 0, α4, α5, α6, 0, 0, 0].

i u ovom sluqaju, na primer,

IM [1, 2, 0, 3, 4, 0] = a20a
2
11b

3
20b

4
11 − a4

11a
3
02b

2
11b02.
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Ukoliko su xestoparametarski sistem (3.1) i, analogno, skup I fiksirani,
tada �emo oznaqiti operator (3.4) u kome su ostali samo vektori

(
i
j

)
,

(
j
i

)
,

koji odgovaraju nenultim koeficijentima aij, bji, sa LI(v), a odgovaraju�i monoid
rexe�a jednaqine

LI(v) =

(
k
k

)
,

(gde k = 0, 1, 2, 3, . . .) sa MI . Tako, za sluqaj sistema (3.1) sa uslovima (3.7), je

I = {(2, 0), (1, 1)(0, 2), (2, 0), (1, 1), (0, 2)} ,

LI =

(
2
0

)
v1 +

(
1
1

)
v2 +

(
0
2

)
v3 +

(
2
0

)
v4 +

(
1
1

)
v5 +

(
0
2

)
v6.

Definicija 3.0.1 Elemnti µ1, µ2, . . . µs ∈ X obrazuju generirani skup monoida
X, ako ma koji element µ ∈ X mo�emo predstaviti u obliku: µ =

∑s
i =1 µi.

Tako na primer, za sistem (3.1)sa uslovima (3.7) monoid MI generiran je skupom

{(100001), (001100), (001000), (000100), (101000), (000101)} .

Nada	e, �emo koristiti slede�a svojstva polinoma iz Q[M ].

Lema 3.1 Za prizvo	ne v, µ ∈ M, va� e:

IM [v + µ] =
1

2
IM [v]RE[µ] +

1

2
IM [µ]RE[v],

RE[v + µ] =
1

2
IM [v]IM [µ] +

1

2
RE[µ]RE[v].

Dokaz je očigledan.

Lema 3.2 Neka je J - ideal iz Q[M ] u, v, µ ∈ M. Ako IM [µ, +v] ∈ J, IM [µ] ∈ J,
tada va�i:

1) IM [µ + v] ∈ J,

2) za svako k ∈ N IM [µ, kv] ∈ J.

Dokaz.

1) Lako su uoqava, da je

(3.8) IM [µ + v] = IM [µ + v]− IM [µ]RE[v],

odakle sleduje prvo tvr�e�e Leme 3.2.
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2) Dabismo dokazali drugo od tvr�e�a Leme 3.2 koristi�emo matematiqku
indukciju po k. Za k = 1 tvr�e�e je taqno. Predpostavimo da tv�e�e va�i
za svako k < r. Tada, imaju�i u vidu relaciju (3.8), za k = r dobijamo

IM [µ + rv] = IM [(µ + (r − 1)v) + v] = IM [µ + (r − 1)v + v]−
IM [µ + (r − 1)v] RE[v] = −[v+v]IM [µ + (r − 2)v]+IM [µ + (r − 1)v] RE[v].

Saglasno indukcionoj pretpostavci posled�a razlika pripada J.

Smatraju�i, da su u sistemu (3.1) rezonansni koeficijenti a11, b11 razli-
qiti od nule i da aij i bji istovremeno postaju nule, dobijamo 15 xestoparam-
etarskih sistema. Iz �ih, u 14 sluqajeva prva fokusna veliqina jednaka je

(3.9) g11 = a11 − b11.

Mi �emo fokusne veliqine izraqunavati koriste�i algoritam, koji je opisan
u [49, 50], pri qemu se svaka slede�a veliqina faktorizuje po modulu ideala,
generiranog prethodnim veliqinama.
Izra�unavaju�i, za svaki sistem, nekoliko prvih fokusnih veliqina, dobi-
jamo slede�e polinome:

1) a−12 = a20 = a02 = a−13 = 0 : g11 = −IM [000 011]− IM [000 100],
g22 = −IM [001 011];

2) a01 = a20 = a02 = a−13 = 0 : g33 =
1

3
IM [001 013];

3) a01 = a−12 = a02 = a−13 = 0 : g33 = −IM [011 002];

4) a01 = a−12 = a20 = a−13 = 0 : g33 =
1

2
IM [010 102], g44 =

1

3
IM [001 202];

5) a01 = a−12 = a20 = a02 = 0 : g44 = −1

6
IM [010 104], g55 = − 7

60
IM [001 204];

6) a10 = a20 = a02 = a−13 = 0 : g22 = −2

3
IM [010 003];

7) a10 = a−12 = a02 = a−13 = 0 : g22 = −2IM [000 012];
8) a10 = a−12 = a20 = a−13 = 0 : gii ≡ 0∀i > 1;

9) a10 = a−12 = a20 = a02 = 0 : g33 = −9

8
IM [001 004];

10) a10 = a01 = a02 = a−13 = 0 : g44 = −IM [000 032];

11) a10 = a01 = a20 = a−13 = 0 : g44 =
2

3
IM [003 002];

12) a10 = a01 = a20 = a02 = 0 : gii ≡ 0,∀i > 1;
13) a10 = a01 = a−12 = a−13 = 0 : g22 = −IM [000 101];

14) a10 = a01 = a−12 = a02 = 0 : g33 = −11

8
IM [000 102];

15) a10 = a01 = a−12 = a20 = 0 : g33 = −3

8
IM [001 020],

(gde mi ne ispitujemo prvu fokusnu veliqinu u onim sluqajevima, kada je
ona odre�ena relacijom (3.9) i tako�e veliqine gkk, ako je gkk ≡ 0 mod <
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g11, . . . , gk−1 , k−1 >). Koriste�i izraqunate fokusne veliqine, dokaza�emo slede�u
teoremu:

Teorema 5 Koordinatni poqetak je centar za sisteme 1) i 15) tada i samo
tada, kada su ispu�ene, korespodentno, slede�e relacije:

1) jedan od uslova:
(α) a11 = −a10a01, b11 = −b10b01,
(β) a11 − b11 = a10a01 − b10b01 = 0;

2) jedan od uslova:
(α) a11 = b11 = 0,
(β) a11 − b11 = a3

10a−12 − b2−1b
3
01 = 0;

3) jedan od uslova:
(α) a11 = b11 = 0,
(β) a11 − b11 = a2

10b02 − a20b
2
01 = 0;

4) jedan od uslova:
(α) a11 − b11 = a2

10a02 − b20b
2
01 = 0,

(β) a11 = b11 = a02 = 0,
(γ) a11 = b11 = b20 = 0;

5) jedan od uslova:
(α) a11 − b11 = a4

10a−13 − b3,−1b
4
01 = 0,

(β) a11 = b11 = a−13 = 0,
(γ) a11 = b11 = b3,−1 = 0;

6) a11 − b11 = a3
01b2,−1 − a−12b

3
01 = 0;

7) a11 − b11 = a2
01a20 − b01b

2
10 = 0;

8) a11 − b11;

9) a11 − b11 = a4
01b3,−1 − a−13b

4
10 = 0;

10) a11 − b11 = a2
−12a

3
20 − b3

02b
2
2,−1 = 0;

11) a11 − b11 = a2
−12b

3
20 − a3

02b
2
2,−1 = 0;

12) a11 = b11;

13) a11 − b11 = a20a02 − b20b02 = 0;

14) a11 − b11 = a2
20a−13 − b3,−1b

2
02 = 0;

15) a11 − b11 = a2
02b3,−1 − a−13b

2
20 = 0.
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Dokaz. Potrebnost datih ulsova za postoja�e centra u koordinatnom poqetku
lako dobijamo iz napred navedenih, za svaki sluqaj fokusnih veliqina.

Doka�emo dovo	nost navedenih uslova. U sluqaju sistema 1), pri ispu�enu
uslova (α) sistem ima oblik:

ẋ = (1− a10x)(1− a01y), ẏ = −y(1− b10x)(1− b01y),

i neposrednom integracijom, kao rexe�e, dobijamo integral oblika (3.3).
Pretpostavimo sada, da je ispu�en uslov 1) (β). Sistemu 1) odgovara lin-

earni operator,

LI =

(
1
0

)
v1 +

(
0
1

)
v2 +

(
1
1

)
v3 +

(
1
1

)
v4 +

(
1
0

)
v5 +

(
0
1

)
v6.

Odavde, sleduje da je odgovaraju�i monoid MI generiran skupom
{(100 001), (010 010), (001 000), (000 100), (110 000), (000 011)} .

Analogno, koriste�i Lemu 3.1, zak	uqujemo da je pri ispu�enosti uslova
1) (β) svaki polinom oblika (3.6) identiqki jednak nuli, xto znaqi da su sve
fokusne veliqine jednake nuli.

Potpuno analogno se dokazuje dovo	nost odgovaraju�ih uslova za sluqajeve
2) (β), 3) (β), 4) (α),
5) (α), 6) , 7) , 9) − 11) , 13) − 15).

Dovo	nost uslova 2) (α) dokazana je u [18].
Ukoliko je ispu�en uslov 3) (α) sistem dobija oblik,

ẋ = x
(
1− a10x− a20x

2
)
, ẏ = −y

(
1− b01y − b02y

2
)
,

i neposrednim integra	e�em dobijamo integral oblika (3.3).
U sluqaju 12) sistem je gamiltonov sa gamiltonijanom

H = αx2y2 +
2

3
b2,−1x

3 +
2

3
a−12y

3 +
1

2
a−13y

4 +
1

2
b3,−1x

4 − 2xy,

(gde je a11 = b11 = α).

U sluqaju 8) postoji invarijantna eksponencijalna funkcija

ψ = eF (x,y),

gde je, F = 2
(
αxy + b10x + a01y + 1

2
a02y

2 + 1
2
b20x

2
)
, α = a11 = b11, sa kofak-

torom
K = −2

(
a01y + a02y

2 − b10x− b20x
2
)

i prvim integralom
Φ = xye−

1
2
F
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(za odgovaraju�i realni sistem dati integral bio je dobijen u [14]).
Razmotri� emo sada sluqaj sistema 4) (β) (sluqaj 4) (γ) - potpuno je analo-

gan. Odgovaraju�i sistem (3.1) oblika je ,

ẋ = x (1− a10x) , ẏ = −y
(
1− b01y − b20x

2
)
.

U sluqaju uslova a10 6= 0 (sluqaj a10 = 0 je prostiji za razmatra�e ) dati sistem
mo�emo zapisati u obliku,

(3.10) ẋ (1− x) , ẏ = −y
(
1− Ay −Bx2

)
.

Jednaqine traektorije sistema (3.10) oblika je,

dy

dx
+

1−Bx2

x(1− x)
y =

Ay2

x(1− x)
·

Uvode�i smenu z =
1

y
dobijamo linearnu diferencijalnu jednaqinu,

(3.11) dz

dx
− 1−Bx2

x(1− x)
z = − A

x(1− x)
·

Tada analitiqka funkcija Cz0, gde je

z0 = xeBx(1− x)B−1,

i C ≡ const, pojav	uje se kao opxte rexe�e homogene difencijalne jednaqine
i partikularno rexe�e jednaqine (3.11),

z1 = z0

(
−

∫ x A

s(1− s)
e−

∫ x 1−Bs2

s(1−s)
dsds

)
= −Az0

∫ x (1−Bs + . . .)(1 + Bs + . . .)

s2
d

je tako�e analitiqka funkcija. Analogno imamo da je
yz0

1− yz1

≡ c

prvi integral oblika (3.3).
Ostaje jox da razmotrimo sluqaj 5)(β) (zbog simetrije sluqaj 5)(γ) je pot-

puno analogan).
U ovom sluqaju sistem je oblika,

ẋ = x(1− a10x), ẏ = −y(1− b01y − b3,−1x
3y−1).

Pretpostavimo, da je a10 6= 0, b01 6= 0. Tada, uvode�i smenu x = − x1

a10

, y = − y1

b01
dobijamo sistem oblika

(3.12) ẋ = x + x2, ẏ = −(y + y2 − Cx3).
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Za dokaz postoja�a centra u ovom sluqaju koristimo metodu, koja je razvi-
jena u [24]. Razvijaju�i jednaqinu traektorije sistema (3.12) u stepeni red,
dobijamo

(3.13) dx

dy
=

∞∑
i=0

aix
i ,

gde je,
a3k = 0, a3k+1 = a3k+2 = − Ck

(y2 + y)k+1
(k ≥ 0).

Potra�i�emo prvi integral sistema (3.12) u obliku,

H =
∞∑
i=1

Hi(y)xi.

Tada funkcije Hi - rexe�a jednaqina
(3.14)

H ′
1 + a1H1 = 0,

H ′
2 + 2a1H2 = −a2H1,
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
H ′

k + ka1Hk = fk,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

gde je,
fk = −(k − 1)a2Hk−1 − (k − 2)a3Hk−2 − . . .− akH1.

Iz prve jednaqine od (3.14) dobijamo,

H1 =
y

y + 1
,

a slede�e dve daju
H2 = −H2

1

y
, H3 = −H3

1

2y2
·

Pokaza�emo sada, da je za svako k ≥ 0, ispu�ena relacija,

(3.15) H3k+s(y) =
H1(y)3k+sP2k(y)

y4k+s−1

gde su P2k polinomi stepena 2k i s = 1, 2, 3.

Ovo tvr�e�e �emo dokazati indukcijom po k. Kao xto je napred pokazano,
za k = 0 data formula va�i. Pretpostavimo sada, da (3.15) va�i za svako
k < m. Tada, imaju�i u vidu (3.14) dobijamo,

(3.16) Hk(y) = H1(y)k

∫ y

fk(u)H1(u)−kdu.
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Odavde, za k = m dobijamo

H3m+1(y) = −H1(y)3m+1

∫ y
(

k∑
i=2

(3m + 2− i)ai(u)H3m+2−i(u)) H1(u)−3m−1du

)
.

Potpuno analogno, dabi smo dokazali da je,

H3m+1(y) = H1(y)3m+1P2m(y)

y4m
,

dovo	no je pokazati da je,

(3.17)
∫ y

a3r+l(u)H3m−3r+2−l(u)H1(u)−3m−1du =
P2m(y)

y4m

gde je, l = 1, 2.

Za sluqaj l = 1, imamo da je

−
∫ y

a3r+1(u)H3m−3r+l(u)H1(u)−3m−1du=

Cr

∫ y H1(u)r+1

u2r+2
H1(u)3m−3r+1P2(m− r)(u)

u4(m−r)
H1(u)−3m−1du=

Cr

∫ y H1(u)−2r+1

u2r+2

P2(m−r)(u)

u4(m−r)
du = Cr

∫ y (u + 1)2r−1P2(m−r)(u)

u4m+1
du =

P2m(y)

y4m
.

Za sluqaj l = 2 imamo da je,

−
∫ y

a3r+2(u)H3m−3r(u)H1(u)−3m−1du=

Cr

∫ y H1(u)r+1

u2r+2
H1(u)3m−3r P2(m− r − 1)(u)

u4(m−r−1)+2
H1(u)−3m−1du=

Cr

∫ y H1(u)−2r

u2r+2

P2(m−r−1)(u)

u4m−4r−2
du = Cr

∫ y (u + 1)2rP2(m−r−1)(u)

u4m
du =

P2m(y)

y4m
.

Analogno se mo�e dokazati, da H3m+2, H3m+3 imaju oblik (3.15). Zaista, imaju�i
u vidu (Osobinu 2 iz [24]), saglasno kojem postoja�e integrala, koji je analitiqka
funkcija u okolini sedla, ekvivalentno postoja�u analitiq kog integrala, za-
k	uqujemo, da (3.12) ima centar u koordinatnom poqetku.

Sluqaj b01 = 0 je oqigledan, dok sluqaj, kada je a10 = 0, je analogan ve�
razmotrenom sluqaju.

Ispita�emo sada problem ocene brojeva maloamplitudnih graniqnih cikala
za gore razmatranih 15 sistema.

Ubudu�e, smatra�emo, da singularna taqka x = u + iv = 0 sistema (3.2)
ima cikliqnost k u odnosu na prostor parametara E, ako ma koja nestabilnost
sistema (3.2) u E ima najvixe k graniqnih cikala u maloj okolini taqke u =
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0, v = 0 i postoji nestabilnost, koju ima k graniqnih cikala. Ako je jedna
od gore navedenih 15 sistema i, isto tako, skup I - fiksirani, oznaqi�emo
prostor parametara odgovaraju�eg realnog sistema (3.2) sa EI .

Neka je H =< h1, h2, . . . , > - ideal generiran nekim nizom polinoma {hn}∞n=1,
i Hk =< h1, . . . , hk > - ideal generiran k prvim polinomima. Oznaqimo sa DH

bazu H, dobijenu na slede�i naqin.
Input : H =< h1, h2, . . . >

Output : DH

DH := 0; H0 :=< 0 >; k := 0;

WHILE Hk 6= H DO
IF Hk 6= Hk−1 THEN DH := DH ∪ hk; k := k + 1

Osobina 3.0.1 Ako je baza DJ ideala J fokusnih veliqina sistema (3.1) obra-
zovana sa fokusnim veliqinama u Q[MI ], tada je cikliqnost singularne taqke
x = u + iv = 0 u odnosu na prostor EI ma�a ili jednaka s− 1.

Dokaz. Iz navedenih rezultata u [64, 23] sleduje, da ako fokusne veliqine

gi1i1 (λ1, . . . , λm) , . . . , gisis (λ1, . . . , λm)

nekog sistema (3.2) q ine bazu DJR
ideala Bautina

JR =< g11 (λ1, . . . , λm) . . . , gtt (λ1, . . . , λm) , . . . >

u prstenu R[λ1, . . . , λm] = EI(λ1, . . . , λm) koeficijenti realnog sistema (3.2),
tada je cikliqnost, koordinatnog poqetka, u odnosu na EI ma�a ili jednaka
s − 1. Na ovaj naqin, dovo	no je pokazati, ako neke fokusne veliqine gener-
iraju ceo ideal fokusnih veliqina sistema (3.1) u Q[MI ], to te iste fokusne
veliqine generiraju ideal JR sistema (3.2).

Pretpostavimo sada, da je

(3.18) gll = gi1i1f1 + . . . + gisisfs

u Q[MI ]. Kao xto proizlazi iz (3.6),posle zamene u fokusnim veliq inama kom-
pleksno - ko�ugovani koeficijenti ajr = ujr + ivjr, brj = ujr − ivjr dobijaju se
polinomi sa qisto imaginarnim koeficijentima. Razdvajaju�i u polinomima
fp realne i imaginarne delove, dobijamo da relacija (3.18) mo�e imati fokusne
veliqine realnog sistema (3.2)(gde su sada fp - polinomi sa realnim koefici-
jentima u odnosu na promen	ive,koji predstav	aju koeficijente odgovaraju�eg
sistema (3.2), u̇ = −v + . . . , v̇ = u + . . . ).

Slede�a teorema daje procenu cikliqnosti koordinatnog poqetka, napred
razmotrenih 15 sistema.
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Teorema 6 Cikliqnost singularne taqke x = u + iv = 0, u odnosu na odgo-
varaju�i parametarski prostor koeficijenata, jednaka je nuli u sluqaju sis-
tema 8) i 12), a jedinici za sisteme 1),−3), 6), 7), 9),−11) i 13) − 15) ma�a
ili jednaka 2 za sisteme 4) i 5).

Dokaz. Na osnovu osobine (3.0.1), a da bismo dobili gor�u granicu cikliq-
nosti, dovo	no je na�i bazis ideala fokusnih veliqina u Q[MI ].

Razmotri�emo sada sistem 6) poka�imo da u tom sluqaju va�i,

J =< g11, g22 > .

Iz ove relacije proizilazi�e, da je cikliqnost jednaka 1. Operator (3.4) u
datom sluqaju ima oblik,

LI(v) =

(
0
1

)
v1 +

( −1
2

)
v2 +

(
1
1

)
v3 +

(
1
1

)
v4 +

(
2
−1

)
v5 +

(
1
0

)
v6.

pa je monoid MI generiran skupom

MI = {(100001), (010010), (001000), (000100), (010003), (300010)}.

Prema tome, a imaju�i u vidu Lemu 3.1, zak	uqujemo da svaki polinom iz
Q[MI ] oblika (3.6) pripada idealu < g11, g12 > . Potpuno analogno razmatraju
se sluqajevi 7), 9)− 11) i 13)− 15), dok susluqajevi sistema 8) i 12) oqigledni.

Razmotrimo sada sistem 2). Prva fokusna veliqina−g11− odre�ena je relacijom
(3.9) pa su

g22 = 0, g33 =
1

3
IM [001 013],

a monoid MI generiran je skupom,

{(100 001), (010 010), (001 000), (000 100), (000 013), (310 000)}.

Pokaza�emo, da je

(3.19) J =< g11, g33 >

Na snovu Leme 3.2, je

(3.20) IM [0, 0, 1, 0, k, 3k], IM [0, 0, 0, 1, k, 3k] ∈ J.

U sluqaju a11 = b11 = 0 sistem 2) ima centar. Analogno, ako je g(a,b,0,0,e,f),
IM [a, b, 0, 0, e, f ] jedan qlan fokusne veliqine gii tada je g(a,b,0,0,e,f) = 0. Prema
tome, za dokaz relacije (3.19) dovo	no je pokazati, da ako je
IM [a, b, c, d, e, f ] ∈ Q[MI ], gde su c ili d razliqiti od nule, to
IM [a, b, c, d, e, f ] ∈ J.
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Na osnovu Leme 3.1, imamo

(3.21)
IM [a, b, c, d, e, f ] =

1

2
IM [a, b, c, d− 1, e, f ]RE[000 100]+

+
1

2
IM [000 100]RE[a, b, c, d− 1, e, f ]

(3.22)
IM [a, b, c, d, e, f ] =

1

2
IM [a, b, c− 1, d, e, f ]RE[000 100]+

+
1

2
IM [001 000]RE[a, b, c− 1, d, e, f ]

Odre�enosti radi, pretpostavimo da je c 6= 0. Imaju�i u vidu (3.21) i (3.22)
dobijamo

IM [a, b, c, d, e, f ] = IM [a, b, 1, 0, e, f ]g + h,

gde g, h,∈ Q[MI ], h ∈ J. Na ovaj naqin, ostalo je da poka�emo, da

(3.23) IM [a, b, 1, 0, e, f ] ∈ J.

Imaju�i u vidu strukturu generiranog skupa monoida MI , zak	uqujemo, da je,

IM [a, b, 1, 0, e, f ] = p · IM [0, 0, 1, 0, r, 3r]

ili
IM [a, b, 1, 0, e, f ] = p · IM [3r, r, 1, 0, 0, 0],

gde je p ∈ Q[MI ]. Analogno, a imaju�i u vidu (3.20), (3.23) mo�e se dokazati,
da va�i relacija (3.19).

Potpuno analogno se razmatra sluqaj sistema 3).

Razmotrimo sluqaj 4) (sistema 5) analogno ). Za dati sistem

g11 = IM [010 000], g33 =
1

2
IM [010 102], g44 =

1

3
IM [001 202],

uslovi centra

(α) IM [010 000] = IM [000 102] = 0,

(β) a11 = b11 = a02 = 0,

(γ) a11 = b11 = b20 = 0

pa nam je neophodno pokazati, da je gii ∈ J =< g11, g33, g44 > ∀i.
Ne uma�uju�i opxtost, svaka fokusna veliqina predstav	ena je kao zbir

polinoma oblika,

(3.24) α[m, 0, n, n, 0, m]IM [0, p, 0, k, q, 2k].
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Na osnovu uslova centra zak	uqujemo, da je ili jedan od brojeva p, q ili pak
n razliqit od nule. Pretpostavimo, da je p 6= 0. Potpuno analogno, napred
razmotrenom sluqaju, zak	uqujemo, da je

IM [0, p, 0, k, q, 2k] ≡ IM [0, 1, 0, k, 0, 2k]h mod < g11 >,

gde h ∈ Q[MI ]. Iz Leme 3.2 dobijamo IM [0, 1, 0, k, 0, 2k] ∈ J i, analogno, polinom
(3.24) tako�e je u J. Potpuno analogno razmatra se sluqaj q 6= 0.

Neka je sada n 6= 0. U ovom sluqaju

[0, 0, n, n, 0, 0]IM [0, p, 0, k, q, 2k] ≡

≡ [0, 0, n− 1, n− 1, 0, 0]IM [0, 0, 1, k + 1, 0, 2k] · h mod < g11 >,

h ∈ Q[MI ] pa iz Leme 3.1 zak	uqujemo, da IM [0, 0, 1, k + 1, 0, 2k] ∈ J. Na ovaj
naqin, polinomi oblika (3.24) i , analogno, sve fokusne veliqine, pripadaju
idealu J.

Ostaje jox da razmotrimo sluqaj sistema 1), tj. potrebno je dokazati, da je

J =< g11, g22 >,

gde je,
g11 = IM [001 000] + IM [110 000], g22 = −IM [001 011],

I = {(1, 0), (0, 1), (1, 1)(1, 1), (1, 0), (0, 1)}.
Ako stavimo,

(3.25) g =
a11

a10a01

, ĝ =
b11

b10b01

.

tada fokusne veliqine su zbirovi polinoma oblika:

(3.26) [m,n, 0, 0, n, m]
(
f(g, ĝ)[k, k, 0, 0, 0, 0, ]− f̂(g, ĝ)[0, 0, 0, 0, k, k])

)
,

gde f ∈ Q[g, ĝ], i ako je f =
∑

αijg
iĝj tada �emo uvesti oznaku:

f̂ =
∑

αij ĝ
jgi.

Ukoliko p(g, ĝ) ∈ Q[g, ĝ], v ∈ M, to �emo oznaqavati

IM [p] = p− p̂, RE[p] = p + p̂,

IM [pv] = p[v]− p̂[v̄], RE[pv] = p[v] + p̂[v̄].

Oqigledno je,

IM [p(v + µ)] =
1

2
IM [pv] ·RE[µ] +

1

2
RE[pv] · IM [µ],
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i ako je q tako�e iz Q[g, ĝ], tada je

(3.27) IM [pqv] =
1

2
IM [p] ·RE[qv] +

1

2
IM [qv] ·RE[p].

Primetimo, da je

g11 = IM [(g + 1)(1, 1, 0, 0, 0, 0, )], g22 = (g − ĝ)[1, 1, 0, 0, 1, 1] ∈ J.

Tada imamo,

(3.28) m1 = [1, 1, 0, 0, 1, 1] · IM [(ĝ + 1)(1, 1, 0, 0, 0, 0, )] ∈ J,

jer je m1 − [1, 1, 0, 0, 1, 1]g11 ∈ J.
Neka je m2 = IM [(g + 1)(k, k, 0, 0, 0, 0, )] Kako je

m2 = IM [(g + 1)(k − 1, k − 1, 0, 0, 0, 0, )] ·RE[1, 1, 0, 0, 0, 0, ]−
[1, 1, 0, 0, 1, 1] · IM [(g + 1)(k − 2, k − 2, 0, 0, 0, 0)],

to otuda na osnovu indukcije lako dobijamo, da je m2 ∈ J.

Sve fokusne veliqine pretvaraju se u nule za g = ĝ = −1, analogno, poli-
nomi (3.26) mogu se zapisati u obliku,

(3.29) m3 = [m,n, 0, 0, n, m] · IM [h(g, ĝ)(g + 1)(k, k, 0, 0, 0, 0)],

ili

(3.30) m1 = [m,n, 0, 0, n, m] · IM [h(g, ĝ)(g + 1)(k, k, 0, 0, 0, 0)],

Pretpostavimo, da je

(3.31) m ≥ 1, n ≥ 1.

Tada za polinome (3.29) saglasno (3.27) dobijamo

m3 = [m,n, 0, 0, n, m]IM [h(g, ĝ)(g + 1)(k, k, 0, 0, 0, 0)] =

=

(
1

2
IM [h(g, ĝ)]RE[(g + 1)(k, k, 0, 0, 0, 0)] +

1

2
RE[h(g, ĝ)]m2

)
[m,n, 0, 0, n, m].

Kako je m2 ∈ J, to m3 tako�e �e pripadati J, ako je

(3.32) [m,n, 0, 0, n, m] · IM [h(g, ĝ)] ∈ J.

Ukoliko je

grĝs − ĝrgs = gsĝs
(
gr−s − ĝr−s

)
= gsĝs(g − ḡ)(. . .)
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(radi odre�enosti stav	amo, da je r > s ), to otuda, imaju�i u vidu, da je
[110 011](g− ḡ) ≡ g22 ∈ J, a s' obzirom na (3.31), zak	uqujemo da va�i relacija
(3.32).

Ostaje da se razmotri, sluqaj, kada nisu ispu�eni preduslovi (3.31). U tom
sluqaju (3.29) imamo relaciju,

m5 = [m,n, 0, 0, n, m]IM [h(g)(g + 1)(k, k, 0, 0, 0, 0)],

gde je h(g) ∈ Q[g, ĝ] - polinom stepena ma�eg, od k. Dabismo dokazali, da m5 ∈ J,
dovo	no je dokazati, da
(3.33) m6 = IM [gl(g + 1)(k, k, 0, 0, 0, 0)] ∈ J

za svako k ∈ N, 0 ≤ l < k − 1.

Dokaza�emo tvr�e�e (3.33) pomo�u indukcije po k. Za k = 1 m6 = g11, xto
znaqi da va�i osnovni korak indukcije. Pretpostavimo sada, da (3.33) va�i
za svako k < k0. Tada za k0 dobijamo

m6 = RE[g(110000)]f1 − gĝ[1, 1, 0, 0, 1, 1]f2,

gde je,
f1 = IM [gl−1(g + 1)(k0 − 1, k0 − 1, 0, 0, 0, 0)],

f2 = IM [gl−2(g + 1)(k0 − 2, k0 − 2, 0, 0, 0, 0)].

Saglasno pretpostavci indukcije f1, f2 ∈ J, sleduje, m6 tako�e je u J, tj. va�i
(3.33) pa proizilazi m5 ∈ J.

Mi smo ostavili po starni sluqaj, kada polinom ima oblik (3.30). Posle
smene u (3.30) umesto g, ĝ vrednosti (3.25), izraz (3.30) postaje polinom. Analogno
za, m ≥ 1, n ≥ 1, xto znaqi da mo�emo (3.30) zapisati u obliku,
m1 = [m− 1, n− 1, 0, 0, n− 1,m− 1] · IM [h(g, ĝ)(ĝ + 1)(k + 1, k + 1, 0, 0, 1, 1)].

Koriste� i (3.28) dobijamo
IM [(ĝ + 1)(k + 1, k + 1, 0, 0, 1, 1)] ∈ J,

i analogno, prethodnom sluqaju, zak	uqujemo, da m4 ∈ J.

Iz izraza za fokusne veliqine, navedenih napred, lako je uoqiti, da postoje
pribli�e�a odgovaraju�ih sistema, za koje se realizuju dati uslovi teoreme
rezultata graniqnih cikala.

Primedba 3.0.4 Za sistem 4) ideal fokusnih veliqina I =< g11, g33, g44 >
nije radikalni ideal u R[Re a10, Im a10, Re a02, Im a02, Re a11, Im a11].

Zaista, polinom Im a2
10 a02 transformixe se u nulu na skupu realnih nula

ideala I, ali ne pripada tome idealu. Analogno, da bi dobili rezultat cik-
liqnosti metodom Bautina, u datom sluqaju nije dovo	no znati samo uslove
centra realnog sistema (3.2), ve� su nam potrebni tako�e uslovi centra kom-
pleksnog sistema (3.1).
Potpuno analogna situacija je i za sluqaj sistema 5).
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Bifurkacije graniqnih cikala

4.1 Predmet poglav	a 4
Predmet ovog poglav	a bi�e razmatra�e sistema obiqnih diferencijalnih

jednaqina tj.sistema

(4.1) u̇ = Ũ(u, v), v̇ = Ṽ (u, v),

gde su u i v realne promen	ive, a Ũ(u, v) i Ṽ (u, v) su polinomi, pri qemu je
max(deg Ũ , deg Ṽ ) ≤ n. Drugi deo xesnaestog sa dobro poznatog Hilbertovog
spiska otvorenih problema postav	enih godine 1900. tra� i opis mogu�eg
broja i mogu�e lokacije graniqnih cikala, izolovane periodiqne orbite koji
se pojav	uju u faznom portretu takvih polinomijalnih sistema. Inaqe, min-
imalna uniformna granica H(n) na broj graniqnih cikala za sistem (4.3.3),
za neko fiksirano n, je danas poznata kao n-ti Hilbertov broj.

Bez obzira na jednostavnost postavke problema, nije uqi�en znaqa-
jan napredak qak i za male vrednosti n. U tim sluqajevima, za vixe postignu-
tih znaqajnih rezultata, kasnije se utvrdilo da su, ili netaqni ili da sadr�e
pogrexne dokaze. Tako na primer, dugo se smatralo da je H(2) = 3, sve do
1980. kada su Chen i Wang konstruisali primere kvadratiqnih sistema (4.3.3)
za n = 2, koji imaju bar 4 graniqna cikla. U isto vreme postav	eno je pi-
ta�e korektnosti Dulacovog dokaza fundamentalne pretpostavke za Hilber-
tov 16ti problem da svaki fiksiran polinomijalni sistem ima konaqan broj
graniqnih cikala, qiji dokaz se kasnije pokazao kao pogrexan. Razmatraju�i
pita�e za kvadratiq ne sisteme, 1983.Chicone i Shafer su dokazali da fik-
siran kvadratiqni sistem ima samo konaqno mnogo graniqnih cikala u svakoj
ograniqenoj oblasti fazne ravni, a 1986, Bamc1oniRomanovski su proxirili
ovaj rezultat na celu faznu ravan, i time ustanovili korektnost Dulacove
teoreme u kvadratiqnom sluqaju. Nekoliko godina kasnije, Dulacova teorema
je dokazana za proizvo	an kvadratiqni sistem. U ovom trenutku bez obzira na
ove rezultate, nikakva uniformna granica za broj graniqnih cikala za poli-
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nomijalni sistem fiksiranog stepena nije poznata. Taqnije, nije poznato da
li je H(n) uopxte konaqan, osim u trivijalnim sluqajevima n = 0 i n = 1.

Osnovna dva koncepta, koji se koriste u pristupu problemu procene H(n)
su ideje o graniqnom periodiqnom skupu i o cikliqnosti takvog skupa, koje je
koristio Bautin u svojim istra�iva�ima, dokazavxi da je H(2) ≥ 3. Da bi
ih opisali, razmatramo familiju sistema (4.3.3) qiji koeficijenti pripadaju
posebnom parametarskom prostoru E snabdevenom topologijom. Graniqni peri-
odiqni skup je skup taqaka Γ u faznom portretu sistema (4.3.3), koji odgovara
nekom izboru e0 parametara sa svojstvom da graniqni cikl mo�e biti for-
siran da bifurkuje iz Γ pri pogodnoj, ali proizvo	no maloj promeni param-
etara. Drugim reqima, za svaku okolinu U od Γ u R2 i svaku okolinu N od
e0 u E postoji e1 ∈ N takav da sistem koji odgovara izboru parametara e1 ima
graniqni cikl koji u potpunosti le�i unutar U . Graniqni periodiqni skup
Γ ima cikliqnost c u odnosu na E ako i samo ako za svaki izbor e parametara
u okolini e0 u E odgovaraju�i sistem (4.3.3) ima najvixe c graniqnih cikala
koji se u potpunosti nalaze u okolini od Γ i c je najma�i broj sa tim svo-
jstvom. Primeri graniqnih periodiqnih skupova su singularnosti �i�nog
ili centralnog tipa, periodiqne orbite, ne obavezno graniqni cikli i skup
formiran sedlastom taqkom i parom svojih stabilnih i nestabilnih separa-
trisa koji predstav	aju isti skup taqaka ,,homokliniq na pet	a\. Roussarieje
pokazao da ako se mo�e ustanoviti, za n fiksirano, da svaki graniqni skup za
familiju (4.3.3) ima konaqnu cikliqnost, pri prirodnoj kompaktifikaciji
parametarskog i faznog prostora, onda je H(n) konaqan. Ovaj program se za
kvadratne sisteme trenutno prime�uje.

U ovog glavi razmatramo problem cikliqnosti prostog singulariteta sis-
tema (4.3.3), to jest, onaj u kome je determinanta linearnog dela razliqita od
nule, problem koji je poznat kao lokalni 16. Hilbertov problem. Bi�e opisan
opxti metod baziran na idejama Bautina za tretira�e ovog i sliqnih prob-
lema bifurkacije i prime�ujemo metod za razrexava�e problema cikliqnosti
za singularne taqke kvadratnih sistema i problem bifurkacije za kritiqne
periode u prstenu perioda centara za familiju kubnih sistema.

4.2 Bautinov metod za probleme bifurkacije
Bautinov pristup bifurkacijama graniqnih cikala iz singulariteta vektorskih
po	a je zasnovan na svojstvima nula analitiqkih funkcija vixe promen	ivih
koje zavise od parametara i kome �emo se posvetiti u ovom ode	ku. Neka je E
podskup od Rn i neka je F : R× E → R : (z, θ) 7→ F(z, θ) analitiqka funkcija,
koju �emo u okolini z = 0 zadavati u obliku

(4.2) F(z, θ) =
∞∑

j=0

fj(θ)z
j,
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gde je, za j ∈ N0, fj(θ) analitiqka funkcija i za svako θ∗ ∈ E red (4.2) konver-
gira u okolini (z, θ) = (0, θ∗). U svim slučajevima koji su nama od interesa,
bavi�emo se samo brojem pozitivnih rexe�a, za svaku fiksiranu vrednost
parametara θ∗, jednaqine F(z, θ∗) = 0 u okolini z = 0 u R. Stoga �emo defin-
isati vixestrukost vrednosti parametra θ∗ u odnosu na E na slede�i naqin.

Definicija 7 Za svako θ∗ ∈ E i svako dovo	no malo ε > 0, neka z(θ, ε) oz-
naqava broj izolovanih nula F(z, θ) u intervalu (0, ε) ⊂ R. Za taqku θ∗ ∈ E se
ka�e da ima vixestrukost c u odnosu na prostor E u koordinatnom poqetku
u R ako postoje pozitivne konstante δ0 i ε0 takve da za svaki par brojeva δ
i ε koji zadovo	avaju 0 < δ < δ0 i 0 < ε < ε0,

max{z(θ, ε) : |θ − θ∗| ≤ δ} = c,

gde | · | označava uobiqajenu euklidsku normu na Rn.

Postoje dve mogu�nosti koje su nama va�ne u vezi ravnosti od F(z, θ∗) za
z = 0:
(i) postoji m ∈ N0 takav da je f0(θ

∗) = · · · = fm(θ∗) = 0, ali fm+1(θ
∗) 6= 0;

(ii) fj(θ
∗) = 0 za sve j ∈ N0.

U prvom sluqaju nije texko videti da je vixestrukost θ∗ najvixe m, kao i
Posledicu 4.2.1. Sluqaj (ii) je suptilniji, ali postoji metod za �egovo raz-
matra�e, koji je sugerisao Bautin. Najpre �emo skicirati metod u sluqaju da
su funkcije fj polinomijalne funkcije po θ. Ideja se sastoji u nala�e�u baze
ideala 〈f0(θ), f1(θ), f2(θ), . . .〉 u prstenu polinoma R[θ]. Na osnovu Hilbertove
teoreme o bazi uvek postoji konaqna baza. Dodaju�i polinome fj po potrebi da
bi se popunio poqetni deo niza {f0, f1, . . .}, mo�emo izabrati prvih m+1 poli-
noma {f0(θ), f1(θ), . . . , fm(θ)} za takvu bazu. Kori71e�em ove baze, funkciju F
mo�emo napisati u obliku

(4.3) F(z, θ) =
m∑

j=0

fj(θ)(1 + Φj(z, θ))z
j,

gde je Φj(0, θ) = 0 za j = 0, 1, . . . , m. Stoga se funkcija F(z, θ) ponaša kao
polinom po z stepena m u blizini θ = θ∗ i stoga mo�e imati najvixe m nula
za svako θ u okolini θ∗, kao xto �e biti pokazano u Teoremi 7.

Kasnije �emo videti, da je lokalni 16. Hilbertov problem samo problem
vixestrukosti funkcije P(ρ) = R(ρ)−ρ, gde jeR(ρ) Poenkareovo obratno pres-
likava�e. U sluqaju kada je F izvod funkcije perioda T (ρ) ranije definisane
i E centralni varijetet sistema (4.3.3) imamo takozvani problem bifurkacija
kritiqnih perioda, koji �emo razmatrati kasnije.

Na osnovu prethodnog, za razmatra�e vixestrukosti F(z, θ) bi�e nam neophodno
da smo u mogu�nosti da prebrojimo izolovane nule funkcija predstav	enih u
obliku (4.3), xto omogu�uje slede�a teorema.
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Teorema 7 Neka je Z : R×Rn → R funkcija koja se mo�e zapisati u obliku

(4.4) Z(z, θ) = f1(θ)z
j1(1 + ψ1(z, θ)) + · · ·+ fs(θ)z

js(1 + ψs(z, θ)),

gde ju ∈ N za u = 1, . . . , s i j1 < · · · < js i gde su fj(θ) i ψj(z, θ) realne
analitiqke funkcije on {(z, θ) : |z| < ε i |θ − θ∗| < δ} za neke pozitivne
realne brojeve δ i ε i ψj(0, θ

∗) = 0 za j = 1, . . . , s. Tada postoje brojevi ε1

i δ1, 0 < ε1 ≤ ε i 0 < δ1 ≤ δ tako da za svako fiksirano θ koje zadovo	ava
|θ − θ∗| < δ1, jednaqina

(4.5) Z(z, θ),

posmatrana kao jednaqina samo po z, ima najvix e s− 1 izolovanih rexe�a u
intervalu 0 < z < ε1.

Dokaz. Neka su δ1 i ε1 takvi da je 0 < δ1 < δ i 0 < ε1 < ε i |ψj(z, θ)| < 1 ako
je |z| ≤ ε1 i |θ− θ∗| ≤ δ1 za j = 1, . . . s. Neka B(θ∗, δ1) označava zatvorenu kuglu
u Rn radijusa δ1 sa centrom θ∗. Za svako j ∈ {1, . . . , s}, fj nije nula funkcija,
Inaqe odgovaraju�i qlan nije zastup	en u (4.4). Poqi�emo od definisa�a
skupa V0 sa V0 := {θ ∈ B(θ∗, δ1) : fj(θ) = 0 za sve j = 1, . . . , s}, koji je zatvoren,
pravi podskup od B(θ∗, δ1). Za θ0 ∈ V0, kao funkcija po z, Z(z, θ0) je identiqki
jednaka nuli na (0, ε0) tako da stav va�i za θ0 ∈ V0.

Za svako θ0 ∈ B(θ∗, δ1) \ V0, neka je u ∈ {1, . . . , s} najma�i indeks za koji
je fu(θ0) 6= 0. Tada je Z(z, θ0) = fu(θ0)z

ju + zju+1g(z, θ0), gde je g(z, θ0) realna
analitiqka funkcija na [−ε1, ε1]. Stoga je ju-ti izvod od Z(z, θ0) razliqit od
nule za z = 0, tako da Z(z, θ0) nije identiqki jednaka nuli te ima konaqna broj
S0(θ0) nula u (0, ε1).

Neka je V1 = {θ ∈ B(θ∗, δ1) : fj(θ) = 0, za j = 2, . . . , s}; V1 ⊃ V0. Za θ0 ∈
V1 ako je f1(θ0) = 0 onda je Z(z, θ0) identiqki jednaka nuli na (0, ε1); ako je
f1(θ0) 6= 0, onda, kao funkcija po z, Z(z, θ0) = f1(θ0)z

j1(1 + ψ1(z, θ0)) nema nula
u (0, ε1). U svakom sluqaju tvrd�e�e važi za θ ∈ V1.

Za θ ∈ B(θ∗, δ1) \ V1, podelimo Z(z, θ) sa zj1(1 + ψ1(z, θ)) da bismo dobili
analitiqku funkciju Z̃(1)(z, θ) od z na [−ε1, ε1], potom diferenciramo po z da
bismo dobili realnu analitiqku funkciju Z(1)(z, θ) od z na [−ε1, ε1] koja se
mo�e napisati u obliku

Z(1)(z, θ) = f2(θ)(j2 − j1)z
j2−j1−1(1 + ψ

(1)
2 (z, θ)) + · · ·

+fs(θ)(js − j1)z
js−j1−1(1 + ψ(1)

s (z, θ)),

gde ψ
(1)
j (0, θ∗) = 0 za j = 2, . . . , s. Kao funkcija od z, Z̃(1)(z, θ) ima isti broj

S0(θ) nula na (0, ε1) kao xto ima Z(z, θ). Kao funkcija od z, Z(1)(z, θ) nije
identiqki jednaka nuli stoga ima konaqan broj S1(θ) nula u (0, ε1). Na osnovu
Rolleove teoreme, Z̃(1)(z, θ) ima najvixe jednu nulu vixe u (0, ε1) od Z(1)(z, θ),
tako da je S0(θ) ≤ S1(θ) + 1.
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Funkcija Z(1)(z, θ) je istog oblika kao i funkcija Z(z, θ) (uk	učuju� i
nenula konstantu j2−j1 u f2(θ) i uzimaju� i, u sluqaju potrebe, ε1 ma�im da bi
uslov |ψ(1)

j (z, θ)| < 1 ako je |z| ≤ ε1 bio zadovo	en), tako da mo�emo ponoviti
istu proceduru: definixemo V2 = {θ ∈ B(θ∗, δ1) : fj(θ) = 0 za j = 3, . . . , s},
koji sadr�i V1 i na kome je Z(1) kao funkcija od s ili identiqki jednaka nuli
ili nema nijednu nulu na (0, ε1), potom za θ ∈ B(θ∗, δ1) \ V2 podelimo Z(1)(z, θ)

sa zj2−j1−1(1+ψ
(1)
2 (z, θ)) da bismo formirali Z̃(2)(z, θ), koji ima isti broj S1(θ)

nula u (0, ε1) kao i Z(1)(z, θ) i konaqno diferenciramo Z̃(2)(z, θ) po z da bismo
dobili realnu analitiqku funkciju Z(2)(z, θ), koja, za svako θ ∈ B(θ∗, δ1) \ V2

ima, kao funkcija od z, konaqan broj S2(θ) nula u (0, ε1) i S1(θ) ≤ S2(θ) + 1,
tako da je S0(θ) ≤ S2(θ) + 2.

Uzima�em Z(0)(z, θ) = Z(z, θ) i ponav	a�em procesa u ukupno s − 1 it-
eracija, dobijamo niz skupova V0 ⊂ V1 ⊂ · · · ⊂ Vs−1 i funkcija Z(j)(z, θ), koje
su definisane i analitiqke na [−ε1, ε1] za θ ∈ B(θ∗, δ1) \ Vj, j = 0, . . . , s − 1,
sa svojstvom da stav va�i na Vj, Z(j)(z, θ) ima, kao funkcija od z, konaqan
broj Sj(θ) nula u (0, ε1) i S0(θ) ≤ Sj(θ) + j. Posebno, stav va�i za θ ∈ Vs−1

i za θ ∈ B(θ∗, δ1) \ Vs−1, S0(θ) ≤ Ss−1(θ) + (s − 1). No, mo�emo napisati
Z(s−1)(z, θ) = fs(θ)(js− js−1) · · · (js− j2)(js− j1)z

js−js−1−1(1 + ψ
(s−1)
s (z, θ)) za neku

funkciju ψ
(s−1)
s koja zadovo	ava ψ

(s−1)
s (0, θ∗) = 0. Kao funkcija od z, Z(s−1)(z, θ)

nije identiqki jednaka nuli, stoga nema nula u (0, ε1). Stoga je S0(θ) ≤ s − 1
tako da teorema va�i za sve θ ∈ B(θ∗, δ1). Teorema je dokazana. Napomenimo, da
ako nas zanima broj izolovanih rexe�a jednaqine (4.5) u intervalu (−ε1, ε1),
onda potra�imo gor�u granicu 2s − 1: na osnovu prethodne teoreme ima na-
jvixe s− 1 izolovanih rexe�a u (0, ε), kao i najvixe s− 1 izolovanih rexe�a
u (−ε1, 0) plus mogu�e rexe�a za z = 0.

Posledica 4.2.1 Pretpostavimo da koeficijenti funkcije F iz (4.2) zado-
vo	avaju uslov

f0(θ
∗) = · · · fm(θ∗) = 0, fm+1(θ

∗) 6= 0.

Tada je vixestrukost od θ∗ najvixe m.

Dokaz. Kako je fm+1(θ
∗) 6= 0 u okolini θ∗ mo�emo funkciju F iz (4.2) napisati

u obliku

F(z, θ) =
m∑

j=0

fj(θ)z
j + fm+1(θ)z

m+1(1 + ψ(z, θ)).

Sada primenimo Teoremu 7.
Teorema 7 omogu�ava nam da prebrojimo nule funkcija koje nas zanimaju i

prirodno se pojav	uju u obliku (4.2). Da bismo iskoristili Teoremu 7, moramo
preurediti qlanove naxeg reda. Rade�i to pogodnije je raditi sa C nego sa R,
tako da �emo sada izvrixiti pregled neke terminologije i qi�enica koje se
tiqu fukcija vixe kompleksnih promen	ivih i redova oblika

∑
a∈N0

aα(x−c)α,
gde su aα realni ili kompleksni, a koji su nam neophodni za nastavak. Neka k
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oznaqava po	e R ili C. Polidisk u kn sa centrom u c = (c1, . . . , cn)i poliradiju-
som r = (r1, . . . , rn) je otvoreni skup {(x1, . . . , xn) : |xj − cj| < rj za j = 1, . . . , n}.
Pox to se skup Nn

0 multi-indeksa mo�e linearno urediti na mnogo naqina,
postav	a se pita�a u kom taqno smislu se tra�i limes u definiciji konver-
gencije redova oblika

∑
a∈N0

aα(x−c)α. Konvergencija u ma kom smislu u taqki
b = (b1, . . . , bn) implicira apsolutnu konvergenciju na otvorenom polidisku
qiji je centar u c i poliradijus (|c1 − b1|, . . . , |cn − bn|), tako da su postoja�e
i vrednost sume reda nezavisni od ure�e�a �egovih qlanova. Klica analitiq
ke funkcije u taqki θ∗ ∈ kn je klasa ekvivalencije analitiqkih funkcija pri
relaciji: f je ekvivalentna sa g ako postoji okolina od θ∗ na kojoj se f i g pok-
lapaju. Oznaqi�emo sa Gθ∗ prsten, u odnosu na prirodno sabira�e i mno�e�e,
klica analitiqkih funkcija od θ u taqki θ∗ ∈ kn, koji je Neterin prsten koji
je izomorfan prstenu konvergentnih stepenih redova od n promen	ivih nad k.
Ako je f analitiqka funkcija na nekoj otvorenoj okolini θ∗ u kn, oznaqavamo
sa f element u Gθ∗ indukovan sa f . Iz konteksta �e biti jasno kada kori71e�e
,,masnih\ slova oznaqava preslikava�e u Rn ili Cn za n > 1 i kada oznaqava
klicu funkcije u R ili C, va�i slede�a teorema.

Teorema 8 Neka je U otvoren podskup od Cn, θ∗ taqka u U , g1, . . . , gs holo-
morfne funkcije na U i g1, . . . ,gn odgovaraju�e klice u θ∗. Neka je I = 〈g1, . . . ,gn〉.
Tada postoji polidisk P ⊂ U , sa centrom u θ∗ i konstanta γ > 0 tako da
za svaku funkciju f koja je holomorfna na P i takva da je f ∈ I, postoje
funkcije h1, . . . , hs koje su holomorfne na P i koje su takve da je f =

∑s
j=1 hjgj

na P i ‖hi‖P ≤ γ‖f‖P za j = 1, . . . , s,gde je ‖ · ‖P supremum norma za neprekidne
funkcije na P , ‖f‖P = supz∈P |f(z)|.

Jox jedna specifiqnost koja se pojav	uje kada promenimo (4.2) u oblik (4.4)
korix�e�em baze ideala generisanog koeficijentnim funkcijama fj(θ) je da
poredak koeficijentnih funkcija, odre�en �ihovim indeksima, jeste znaqajan.
Bi�e posebno znaqajno u dokazu leme o preraspore�iva�u reda da baza ideala
〈fj : j ∈ N0〉 ima svojstvo da uk	uquje prvu nenula funkciju i svaku funkciju
fi koja je nezavisna od svih funkcija sa ni�im indeksima, u smislu da nije
�ihova linearna kombinacija. Na primer, za ure�enu kolekciju {f 3, f 2, f} i
odgovaraju�i ideal I, I = 〈f 3, f〉 and I = 〈f〉, ali nijedna od baza koje su
navedene ovim izrazima ne zadovov	ava taj uslov. Ovo svojstvo nekih baza
istiqemo slede�om definicijom.

Definicija 4.2.1 Neka je k po	e i {f0, f1, f2, . . .} ure�en skup polinoma u
k[x1, . . . , xn]. Pretpostavimo da je J najma�i indeks za koji fJ nije nula poli-
nom. Baza B ideala I = 〈fj : j ∈ N0〉 zadovo	ava uslov zadr�ava�a ukoliko
(a)fJ ∈ B i
(b) za j ≥ J + 1, ako fj 6∈ 〈f0, . . . , fj−1〉 onda fj ∈ B.
Minimalna baza za I u odnosu na uslov zadr�ava�a je baza koja se konstru-
ixe na slede�i naqin: poqevxi sa B = {fj}, redom proveravati sukcesivne
elemente fj, počevši od j = J + 1 i dodavati fj u B ako i samo ako fj 6∈ 〈B〉.
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Procedura opisana u definiciji proizvodi rastu�i niz ideala, stoga se
mora zavrxiti u konaqno mnogo koraka poxto je prsten k[x1, . . . , xn] Neterin.
Baza konstruisana na ovaj naqin je minimalna me�u svim bazama koje zadovol-
java�u uslov zadr�ava�a u smislu da sadr�i najma�i mogu�i broj elemenata.

Kada napixemo samo ,,baza B ideala I = 〈f1, f2 . . .〉 koja zadovo	ava uslov
zadr�ava�a`, ili ,,minimalna baza\ u ovom smislu, bez spomi�a�a poretka,
onda se podrazumeva da je skup funkcija koji se razmatra ure�en onako kako su
one navedene kada je I opisan. Sada �emo dokazati lemu o preraspore�iva�u
reda oblika (4.2).

Lema 4.2.1 Neka je F(z, θ) red oblika (4.2) koji konvergira na skupu U =
{(z, θ) : |z| < ε i |θ − θ∗| < δ} ⊂ R × Rn. Neka fj oznaqava klicu funkcije
fj u θ∗ u prstenu klica Gθ∗ kompleksnih analitiqkih funkcija u θ∗ gde se
θ∗ razmatra kao element iz Cn i pretpostavimo da postoji baza B ideala
I = 〈f0, f1, f2, . . .〉 u Gθ∗ koja se sastoji od m klica fj1 , . . . , fjm, j1 < · · · < jm i
koja zadovo	ava uslov zadr�ava�a. Tada postoje pozitivni brojevi ε1 i δ1, za
koje je 0 < ε1 ≤ ε i 0 < δ1 ≤ δ, kao i m analitiqkih funkcija ψjq(z, θ) za koje
je ψjq(0,0) = 0, q ∈ {1, . . . , m} tako da je

(4.6) F(z, θ) =
m∑

q=1

fjq(θ)(1 + ψjq(z, θ))z
jq

ispu�eno na skupu U1 = {(z, θ) : |z| < ε1 i |θ − θ∗| < δ1}.

Dokaz. Neka su z i θ kompleksni. Red koji definixe F konvergira na U ,
preciznije na UC := {(z, θ) : |z| < ε i |θ − θ∗| < δ} ⊂ C × Cn. Neka je R =
min{ε/2, δ/2, 1} i M = sup{|F (z, θ)| : |z| ≤ R i |θ − θ∗| ≤ R} < ∞. Kako za
svako fiksirano θ ∈ Cn takvo da je |θ − θ∗| ≤ R, red za F(z, θ) konvergira na
{z ∈ C : |z| ≤ R}, Koxijeve nejednakosti daju |fj(θ) ≤ M/Rj za sve j ∈ N0 tako
da ako je W = {θ : |θ − θ∗| ≤ R} ⊂ Cn, onda je

(4.7) ‖fj‖W ≤ M

Rj
.

Primenom Teoreme 7 na ideal I = 〈f1, f2, . . .〉 = 〈fj1 , . . . , fjm〉 ustanov	avamo
postoja�e polidiska P ⊂ W ⊂ Cn sa centrom u θ∗ ∈ Rn, pozitivne realne
konstante γ i za svako j ∈ N0 m analitiqkih funkcija hj,1, hj,2, . . . , hj,m na P
tako da je

fj = hj,1fj1 + hj,2fj2 + · · ·+ hj,mfjm

i

(4.8) ‖hj,u‖P ≤ γ‖fj‖P ,

za j ∈ N0 i u = 1, . . . , m. Stoga je red (??)

(4.9) F(z, θ) =
∞∑

j=0

(
m∑

q=1

hj,q(θ)fjq(θ)

)
zj.
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Preure�e�e qlanova reda je dopustivo ukoliko red konvergira apsolutno i
pokaza�emo sada da je to taq no. Neka σ označava najma�u komponentu u polu-
radijusu od P , tako da je σ ≤ R. Tada za j ≥ jm i θ koje zadovo	ava |θ−θ∗| < σ,

|hj,q(θ)fjq(θ)z
j| ≤ γ‖fj‖P

M

Rjq
|z|j (iz (4.7) i (4.8), pox to je θ ∈ P ⊂ W )

≤ γ‖fj‖W
M

Rj
|z|j (poxto je P ⊂ W, j ≥ jm i R ≤ 1)

≤ γ
M2

R2j
|z|j, (na osnovu (4.7))

te je konvergencija apsolutna za |z| < ε1 := R2 i |θ = θ∗| < δ1 := σ. Stoga
mo�emo napisati (4.9) kao

(4.10) F(z, θ) =

jm∑
j=0

(
m∑

q=1

hj,q(θ)fjq(θ)

)
zj +

m∑
q=1

( ∞∑
j=jm+1

hj,q(θ)z
j

)
fjq(θ).

Pretpostavimo da r ∈ {0, 1, . . . , jm}. Ako je r = jq za neko q ∈ {1, . . . , m}, onda
je

fr(θ)z
r = (0 · fj1(θ) + · · ·+ 1 · fjq(θ) + · · ·+ 0 · fjm(θ))zjq = fjq(θ)z

jq .

Ako je jq < r < jq+1 za neko q ∈ {1, . . . , m−1} (jedini preostali sluqaj, pox to je
fr = 0 za r < j1), tada kako B zadovo	ava uslov zadr�ava�a, postoje funkcije
ur,1(θ), . . . , ur,q(θ) koje su sve analitiq ke na okolini u Cn taqke θ∗ ∈ Rn, takve
da je

fr(θ) = ur,1(θ)fj1(θ) + · · ·+ ur,q(θ)fjq(θ),

stoga je

fr(θ)z
r = (ur,1(θ)z

r−j1)fj1(θ)z
j1 + · · ·+ (ur,q(θ)z

r−jq)fjq(θ)z
jq .

Dakle
jm∑
j=0

(
m∑

q=1

hj,q(θ)fjq(θ)

)
zj =

m∑
q=1

fjq(θ)(1 + ψ̃jq(z, θ))z
jq

za neke funkcije ψ̃(z, θ)jq koje su analitiq ke u okolini (0, θ∗) u C × Cn i
zadovo	avaju uslov ψ̃(0, 0) = 0. Kori71e�em (4.10) za uk	uqiva�e qlanova
vixeg reda po z u funkcije ψ̃jq , za mo�da ma�e ε1 i δ1 imamo da (4.6) va�i na
UC1 = {(z, θ) : |z| < ε1 i |θ−θ∗| < δ1} ⊂ C×Cn. Oqigledno, da ako realni brojevi
µ, µ1, . . . , µm i kompleksni brojevi ξ1, . . . , ξm zadovo	avaju uslov µ = µ1ξ1+ · · ·+
µmξm, onda je µ = µ1Reξ1 + · · · + µmReξm. Stoga, poxto funkcije fj1 , . . . , fjm

imaju realne koeficijente i F(z, θ) je realno ako su z i θ realni, ako se svako
ψjq zameni svojim realnim delom, (4.6) jox uvek va�i na U1 := UC1 ∩ R × Rn.
Lema je dokazana i na osnovu Leme 4.2.1 i Teoreme 7 imamo teoremu.

Teorema 9 Neka je F(z, θ) red oblika (4.2), koji konvergira na skupu {(z, θ) :
|z| < ε i |θ − θ∗| < δ} ⊂ R × Rn i neka fj označava klicu funkcije fj u θ∗ u
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prstenu Gθ∗ klica kompleksnih analitiqkih funkcija u θ∗ gde se θ∗ razmatra
kao element u Cn. Pretpostavimo da ideal I = 〈f0, f1, f2, . . .〉 u Gθ∗ ima bazu
B koja se sastoji od m ǩlica fj1 , . . . , fjm, j1 < . . . < jm i koja zadovo	ava uslov
zadr�ava�a. Tada postoje brojevi ε1 i δ1, 0 < ε1 ≤ ε i 0 < δ1 ≤ δ tako
da za svaki fiksiran θ koji zadovo	ava |θ − θ∗| < δ1, jednaqina F(z, θ) = 0,
razmatrana samo kao jednaqina po z, ima najvixe m− 1 izolovanih rexe�a u
intervalu (0, ε1).

4.3 Uslov cikliqnosti
U ovom ode	ku koristi�emo napred izmete rezultate za razvoj metoda za raqu-
na�e maksimalnog broja graniqnih cikala koji mogu bifurkovati iz proste
�i�e ili centra sistema (4.3.3), koji u ovom delu skra�eno zapisujemo u ob-
liku u̇ = f0(u). (Podsetimo se da se singularitet u0 iz 4.3.3 zove prost ili
nedegenerisan ako je detdf0(u0) 6= 0.) Neka je u0 proizvo	ni singularitet sis-
tema (4.3.3). Ako je u0 hiperboliqki onda je cikliqnosti nula. On nije hiper-
boliqki ako je ili detdf0(u0) = 0 ili detdf0(u0) > 0, ali je Trdf0(u0) = 0.
Ako uklonimo hiperboliqnost stav	aju�i detdf0(u0) = 0, onda u0 ne mora
biti izolovan od ostalih singulariteta, a onda kada jeste izolovan, mogu�e je
da se ili cepa u vixe od jednog singulariteta ili u potpunosti nestaje pri
proizvo	no maloj perturbaciji od f0, pri bilo kojoj razumnoj topologiji na
skupu polinoma f . Stoga je prirodno razmatrati situaciju Trdf0(u0) = 0 i
detdf0(u0) > 0, tako da je u0 prost i stoga je ili �i�a ili centar. xta vixe,
svaka �i�a ili centar kvadratnog sistema je prost, tako da �e teorija koja se
ovde razvije pokriti kvadratna antisedla u potpunosti.

Stoga pretpostavimo da je u0 singularitet sistema (4.3.3) u kome je trag
linearnog dela jednak nuli, a determinanta linearnog dela pozitivna, prosta,
ali nehiperboliqka �i�a ili centar. Translacijom koja pomera u0 u koor-
dinatni poqetak i linearnom transformacijom koja postav	a df0(u0) u �or-
danovu normalnu formu, sistem (4.3.3) mo�e biti napisan u jednom posebnom
obliku. Moramo omogu�iti da je trag linearnog dela nenula pri perturbaciji
da bi se mogla primeniti teorija o diferencnom preslikava�u P i �apunovl-
jevim brojevima. Pri vremenskom reskalira�u odgovaraju�a jednaqina dobija
jednostavan oblik

(4.11) u̇ = λu− v + P (u, v), v̇ = u + λv + Q(u, v),

gde je λ = α/β i gde su P i Q polinomi za koje je max{deg P, deg Q} = n,
P (u, v) =

∑n
j+k=2 Ajku

jvk i Q(u, v) =
∑n

j+k=2 Bjku
jvk. Uvo�e�e kompleksne ko-

ordinate x = u + iv na uobiqajen naqin izra�ava (4.11) u kompleksnom obliku

(4.12) ẋ = λx + i


x−

∑

(p,q)∈S

apqx
p+1x̄q


 ,
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gde je S ⊆ N−1 × N0 konaqan skup, qiji proizvo	ni element zadovo	ava uslov
p + 1 ≥ 1. xta vixe, Re apq ∈ Q[A, B] i Im apq ∈ Q[A,B]. Kada je λ = 0, ove
jednaqine se svode na

(4.13) u̇ = −v + P (u, v), v̇ = u + Q(u, v)

i

(4.14) ẋ = i


x =

∑

(p,q)∈S

apqxp+1x̄
q


 .

Koristi�emo samo (λ, (A,B)) kao oznaku za ceo niz koeficijenata (λ,A20, . . . , B0n)
u R×R(n+1)(n+2)−6 i samo a za ceo niz koeficijenata (ap1,q1 , . . . , apl,ql

u Cl. Dakle,
E(λ, (A,B)), E(λ, a), E(A,B) i E(a) oznaqava prostor parametara familija
(4.11), (4.12), (4.13) i (4.14) respektivno. To su samo R × R(n+1)(n+2)−6, R × Cl

itd.
Precizna definicija cikliqnosti singulariteta od (4.11), odnosno (4.12)

je slede�a i ona se tako�e mo�e izrazititi u terminima parametara (λ, (A,B)).
Ponovimo da je prirodan kontekst za perturbaciju elemenata familije (4.13)
je familija (4.11) i to objax�ava izbor parametra λ u parametarskom prostoru
u definiciji.

Definicija 4.3.1 Za parametre (λ, a) neka n((λ, a), ε)) oznaqava broj graniq-
nih cikala odgovaraju�eg sistema (4.11) koji u potpunosti le�e unutar ε-
okoline koordinatnog poqetka. Singularitet u koordinatnom poqetku za
sistem (4.11) sa fikskiranim koeficijentima (λ∗, a∗) ∈ E(λ, a) ima cikliq-
nost c u odnosu na prostor E(λ, a) ako postoje pozitivne konstante δ0 i ε0

takve da za svaki par ε i δ koji zadovo	ava uslove 0 < ε < ε0 i 0 < δ < δ)

va�i
max{n((λ, a)ε)) : |(λ, a)− (λ∗, a∗)| < δ} = c.

Za ρ ∈ R imamo prvo povratno preslikava�e R(ρ) odre�eno pozitivnim
delom u-ose. R(ρ) ima razvoj u red

(4.15) R(ρ) = η̃1ρ + η2ρ
2 + η3ρ

3 + · · ·

gde su η̃l i ηk za k ≥ 2 realne analitiqke funkcije od parametara (λ, (A,B))
sistema (4.11) i posebno je η̃1 = e2πλ. Kako izolovane nule diferencne funkcije

(4.16) P(ρ) = R(ρ)− ρ = η1ρ + η2ρ
2 + η3ρ

3 + · · ·

odgovaraju graniqnim ciklima sistema (4.11) cikliqnost koordinatnog poqetka
u sistemu, koji odgovara (λ∗, (A∗, B∗)) ∈ E(λ, (A, B)) jednaka je vixestrukosti
funkcije P(ρ) u (λ∗, (A∗, B∗)). Stoga je ponaxa�e �apunov	evih brojeva ηk,
k ∈ N k	uqno za cikliqnost koordinatnog poqetka sistema (4.11). Na primer,
ve� vidimo da ako je taqka (λ∗, (A∗, B∗)) u prostoru parametara sistema (4.11)
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takva da je λ∗ = α∗/β∗ 6= 0, onda je η1 = η̃1 − 1 6= 0 tako da razvoj P pokazuje
da nijedan graniqni cikl ne mo�e bifurkovati iz koordinatnog poqetka pri
malim perturbacijama. To se u potpunosti sla�e sa qi�enicom da je (0, 0)
hiperboliqka �i�a u ovoj situaciji.

Oqekujemo da su �apunov	evi brojevi polinomi po parametrima (A,B)
sistema (4.13). Ovo tvr�e�e �emo sada izdvojiti u obliku stava. No, kako
su �apunov	evi brojevi tako�e definisani za ve�e familije sistema oblika
(4.11), postoje zapravo dva skupa ,,�apunov	evih brojeva\ koji su nam od in-
teresa: oni koji se pojav	uju u kontekstu sistema (4.13) i oni koji se pojav	uju
u kontekstu sistema (4.11), prirodna postavka u kojoj perturbacije iz elementa
(4.13) se pojav	uju pri odre�iva�u cikliqnosti antisedla u koordinatnom
poqetku (Definicija 4.3.1). U kontekstu parametrizovanih familija (4.11)
ili (4.13), �apunov	evi brojevi se tako�e zovu i �apunov	eve ,,veliqine\.
Sve xto je potrebno da znamo o �apunov	evim veliqinama za xiru familiju
je da su to realne analitiqke funkcije parametara (λ, (A,B)) . Ovo direktno
sledi iz analitiqnosti rexe�a f(ϕ, ϕ0, r0) problema sa poqetnim uslovima
r = r0 i ϕ = ϕ0, qi�enice da r = 0 nije singularna nego regularna taqka rex-
e�a odgovaraju�e jednaqine, kao i analitiq nosti evaluacije poxto je prvo
Poenkareovo povratno preslikava�e nixta drugo do evaluacija f(ϕ, 0, r0) u
ϕ = 2π.

Teorema 10 �apunov	eve veliqine za familiju (4.13) su polinomijalne funkcije
od parametara (A,B) sa koeficijentima u R.

�apunov	eve veliqine i �i�ne veliqine izdvajaju centre u familiji
(4.13); one tako�e razlikuju stabilne i nestabilne slabe �i�e. Ove qi�enice
ukazuju na postoja�e bliske veze izme�u �ih i sugerixu da bi bilo mogu�e
koristiti �i�ne veliqine za istra�iva�e cikliqnosti prostih �i�a i cen-
tara. Ovo je taqno i znaqajno je zbog toga xto se sa �i�nim veliqinama znatno
lakxe radi nego sa �apunov	evim veliqinama. Prava priroda veze data je
u slede�oj teoremi. Pre toga je korisno da ukratko ponovimo kako se izvode
�i�ne veliqine za realni sistem (4.13). Prvi korak je izra�ava�e (4.13) u
kompleksnom obliku (4.14) i dodava�u toj jednaqini �enu kompleksno ko�ugo-
vanu jednaqinu. Posmatraju�i x̄ kao nezavisno promen	ivu, ovaj par difer-
encijalnih jednaqina postaje sistem obiqnih diferencijalnih jednaqina na
C2:

(4.17) ẋ = i


x−

∑

(p,q)∈S

apqx
p+1yq


 , ẏ = −i


y −

∑

(p,q)∈S

bqpx
qyp+1


 ,

gde je bqp = āpq. Ako je X vektorsko po	e na C2 asocirano ma kom sistemu na
C2 ovog oblika, ne obavezno kompleksifikaciji realnog sistema (dakle u kome
ne mora da va�i jednakost bqp = āpq) onda prime�ujemo X na formalni red Ψ
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zadat sa

(4.18) Ψ(x, y) = xy +
∑

j+k≥3

νj−1,k−1x
jyk.

Rekurzivnim bira�em koeficijenata νj−1,k−1 u pokuxaju da svi koeficijenti
od XΨ =

∑∞
j+k≥1 gj,kx

j+1yk+1 postanu nula, dobijamo funkcije gkk ∈ C[a, b] takve
da je igkk ∈ Q[a, b] (i =

√−1) i

(4.19) XΨ = g11(xy)2 + g22(xy)3 + g33(xy)4 + · · ·

Dakle, dok je ηk polinom po originalnim realnim koeficijentima (A, B) od
(4.13), gkk je polinom po kompleksnim koeficijentima (a, b) kompleksifikacije
(4.17). Da bi se naqinilo pravo pore�e�e, moramo izraziti gkk preko param-
etara (A,B). Ovo je mogu�e poxto koeficijenti (a, b) kompleksifikacije zado-
vo	avaju uslove b = ā i gkk(a, ā) ∈ R za sve a ∈ Cn i pox to su Re apq i Im apq

polinomi (sa racionalnim koeficijentima) po originalnim koeficijentima
(A,B) tako da je

(4.20) gRkk(A, B) := gkk(a(A,B), ā(A,B))

polinom po (A,B) sa racionalnim koeficijentima. Postoji razlika izme�u
gkk i gRkk, ali se ona nikada ne istiqe u literaturi; mora se prosto stalno
imati na umu kontekst u kome se veliqina gkk pojav	uje.

Teorema 11 Neka su ηk �apunov	eve veliqine za sistem (4.13) u odnosu na
antisedlo u koordinatnom poqetku, neka su gkk �i�ne veliqine za komplek-
sifikaciju (4.17) sistema (4.13) i neka gRkk označava polinomijalne funkcije
definisane sa (4.20). Tada je η1 = η2 = 0, η3 = πgR11 i za k ∈ N, k ≥ 2,
η2k ∈ 〈gR11, . . . , g

R
k−1,k−1〉 i η2k+1 − πgRkk ∈ 〈gR11, . . . , g

R
k−1,k−1〉 u R[A,B].

Dokaz. Ideja se sastoji u pore�e�u izmene P(ρ) u poziciji du� pozitivne u-
ose pri jednom obrta�u oko singulariteta sa promenom vrednosti funkcije Ψ
izra�ene sa (4.18), izraqunava�a promene u Ψ integracijom �enog izvoda du�
rexe�a (4.13), koji prirodno generixe �i�ne veliqine na osnovu (4.19). U
stvarnosti je Ψ definisano za (x, y) ∈ C2, ali �emo mi tu funkciju izraquna-
vati na (x, x̄), invarijantnoj ravni koja sadr�i fazni portret od (4.11). Kako
je sistem na C2 kome Ψ i �i�zne veliqine gkk odgovaraju, kompleksifikacija
realnog sistema, onda je b = ā tako da su �i�ne veliqine gkk zapravo veliqine
gRkk. Kako Ψ ne mora konvergirati, tako da zapravo i ne definixe funkciju,
mi �emo raditi umesto toga sa skra�enim redom koji definixe Ψ,

ΨN(x, x̄) := xx̄ +
2N+1∑

j+k=3

νj−1,k−1x
jx̄k.
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Fiksirajmo poqetnu taqku na pozitivnoj u-osi sa polarnim koordinatama (r, ϕ) =
(ρ, 0) kompleksnim koordinatama x = u + iv = ρ + i0 = ρ. Pri jednom obrtu oko
singulariteta, vreme se pove�a za neki iznos τ = τ(ρ) i promena u ΨN je

4ΨN(ρ, ρ) =

∫ τ

0

d

dt
[ΨN(x(t), x̄(t))] dt

=

∫ τ

0

N∑

k=1

gRkk(x(t), x̄(t))k+1 + o(|x(t)|2N+1)dt

=

∫ τ

0

N∑

k=1

gRkk|x(t)|2k+2 + o(|x(t)|2N+2)dt.

Promenimo sada promen	ivu integracije sa t na polarni ugao ϕ. Imaju�i u
vidu da smo reskalirali vreme da bude (α, β) = (0, 1), imamo |x(t)| = r(t) =
ρ + w2(ϕ)ρ2 + w3(ϕ)ρ3 + · · · . Kako je dϕ/dt = 1 +

∑∞
k=1 uk(ϕ)rk to je

dt =
1

1 +
∑∞

k=1 uk(ϕ)[ρ + w2(ϕ)ρ2 + · · · ]k dϕ = (1 + ũ1(ϕ)ρ + ũ2(ϕ)ρ2 + · · · )dϕ.

Stoga je
4Ψn(ρ, ρ) =

=

∫ 2π

0

N∑

k=1

gRkk(ρ + w2(ϕ)ρ2 + · · · )2k+2(1 + ũ1(ϕ)ρ + ũ2(ϕ)ρ2 + · · · )dϕ + o(ρ2N+2)

=
N∑

k=1

[
2πgRkkρ

2k+2 + gRkk(fk,1ρ
2k+3 + fk,2ρ

2k+4 + · · · )] + o(ρ2N+2).

Ako pa��u skrenemo na 4ρ, za svaku vrednost ρ > 0 imamo pozitivan realan
broj ξ definisan funkcijom ξ = f(ρ) = Ψ(ρ, ρ) = ρ2 +V3ρ

3 +V4ρ
4 + · · · koja ima

inverz ρ = g(ξ). Na osnovu Tajlorove teoreme, postoji ξ̃ izme�u ξ i ξ + ε tako
da je g(ξ + ε) = g(ξ) + g′(ξ)ε + 1

2!
g′′(ξ)ε2. Neka je ρ̃ = g(ξ̃). Koriste�i formule

za prvi i drugi izvod od g kao inverzne funkcije od f i invertuju�i dobijeni
stepeni red imamo da je za ε = 4ΨN ,

4ρ =
1

2ρ + 3V3ρ2 + · · ·4ΨN +
1

2!

(
− 2 + 6V3ρ̃ + · · ·

(2ρ̃ + 3V3ρ̃2 + · · · )3
)

(4ΨN )2

=

(
1

2ρ
+ c0 + c1ρ + c2ρ2 + · · ·

) (
N∑

k=1

[
2πgRkkρ2k+2 + gRkk(fk,1ρ2k+3 + · · · )

]
+ o(ρ2N+2)

)

+

(
− 1

8ρ̃3
+ d−2

1

ρ̃2
+ d−1

1

ρ̃
+ d0ρ̃ + · · ·

) (
N∑

k=1

(gRkk)2(dk,1ρ4k+4 + · · · ) + o(ρ2N+4)

)
.

Kako je 4Ψn po ρ reda qetiri ili vixe, ρ̃ je reda ρ. Stoga je

(4.21) 4ρ =
N∑

k=1

[
πgRkkρ2k+1 + gRkk(f̃k,1ρ2k+2 + f̃k,2ρ2k+3 + · · · )

]
+ o(ρ2N+1).
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Znamo da je η1 = e2πα/β − 1, tako da hipoteza λ = 0 implicira da je η1 = 0.
Stoga je i η2 = 0. Ovo daje prva dva tvr�e�a stava. Kako je 4ρ = P(ρ),
jednaqina (4.21) daje

η3ρ3 + η4ρ4 + η5ρ5 + · · · = πgR11ρ3 + gR11(f̃1,1ρ4 + f̃1,2ρ5 + · · · )
+πgR22ρ5 + gR22(f̃2,1ρ6 + f̃2,2ρ7 + · · · )
+πgR33ρ7 + gR33(f̃3,1ρ6 + f̃3,2ρ9 + · · · )
+ · · ·
+πgRNNρ2N+1 + gRNN (f̃N,1ρ2N+2 + f̃N,2ρ2N+3 + · · · )
+o(ρ2N+1).

Stoga je η3 = πgR11 i za dato k ∈ N, izbor N = k pokazuje da posled�i par
tvr�e�a stava va�i za sve η4 do η2k+1, teorema je dokazana.

Posledica 4.3.1 Neka su ηk �apunov	eve veliqine za sistem (4.13) u odnosu
na antisedlo u koordinatnom poqetku, neka su gkk �i�ne veliqine za kom-
pleksifikaciju (4.17) od (4.13) i neka gRkk označava polinomijalnu funkciju
definisanu sa (4.20). Tada je

〈gR11, g
R
22, g

R
33, . . .〉 = 〈η1, η2, η3, . . .〉 = 〈η3, η5, η7, . . .〉

u R[A,B]. Za svako (A∗, B∗) ∈ E(A,B) odgovaraju�e jednakosti va�e za odgo-
varaju�e klice i �ihove ideale u G(A∗,B∗).

Druga posledica teoreme se navodi samo za klice, poxto je to kontekst u kome
�e kasnije biti koriwena.

Posledica 4.3.2 Neka su ηk �apunov	eve veliqine za sistem (4.13) u odnosu
na antisedlo u koordinatnom poqetku, neka su gkk � i� ne veliqine za kom-
pleksifikaciju (4.17) od (4.13) i neka gRkk oznaqava polinomijalnu funkciju
definisanu sa (4.20). Neka je I = 〈η2k+1 : k ∈ N〉 = 〈gkk : k ∈ N〉 ⊂ G(A∗,B∗).
Pretpostavimo da su {ηk1 , . . . , ηkm} i {gj1,j1 , . . . ,gjn,jn} minimalne baze za I
u odnosu na uslove zadr�ava�a u odnosu na ure�ene skupove {η3, η5, η7, . . .} i
{g11,g22, . . .} respektivno. Tada je m = n i za q = 1, 2, . . . , m, kq = 2jq + 1.

Jox jedna posledica Teoreme 10, koja je i sama po sebi znaqajna, je da je
fini fokus planarnog polinomijalnog sistema reda k ako i samo ako prvih
k − 1 �i�nih veliqina nestaje. Precizno tvr�e�e dato je u slede�em stavu.

Teorema 12 Neka su ηk �apunov	eve veliqine za sistem (4.13) u odnosu na
antisedlo u koordinatnom poqetku, neka su gkk �i�ne veliqine za komplek-
sifikaciju (4.17) od (4.13) i neka gRkk oznaqava polinomijalnu funkciju defin-
isanu sa (4.20). Sistem koji odgovara specijalnom izboru realnih parametara
(A,B) ima fini fokus k-tog reda u koordinatnom poqetku ako i samo ako je
gR11(A,B) = · · · = gRk−1,k−1(A,B) = 0, ali je gRkk(A,B) 6= 0.
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Pre nego xto nastavimo sa razvojem teorije koja nam omogu�ava procenu
cikliqnosti centra u familiji (4.13), pokaza�emo kako Teorema 10 i Teorema
11 zajedno omogu�avaju procenu cikliqnosti finog fokusa k-tog reda u takvoj
familiji. Granica je univerzalna u smislu da bez obzira na prirodu nelin-
earnosti, na primer maksimalnog reda dva ili tri, fini fokus k-tog reda ima
cikliqnost najvixe k.

Teorema 13 Fini fokus reda k ima cikliqnost najvixe k−1 za perturbacije
unutar familije (4.13) i najvixe k za perturbacije unutar familije (4.11).

Dokaz. Na osnovu Teoreme 10, za svaki sistem oblika, funkcija razlike P
mo�e se napisati u obliku

P(ρ) = πgR11ρ3 + h41g11ρ4

+(h51gR11 + πgR22)ρ
5 + (h61gR11 + h62gR22)ρ

6

+ · · ·
+(h2k−1,1gR11 + · · ·+ πgk−1,k−1)ρ2k−1 + (h2k,1gR11 + · · ·+ h2k,kgRk−1,k−1)ρ2k

+(h2k+1,1gR11 + · · ·πgRkk)ρ2k+1 + η2k+2ρ2k+2 + η2k+3ρ2k+3 + · · ·

Pretpostavimo da sistem koji odgovara vrednostima parametara (A∗, B∗) ima
fini fokus reda k u koordinatnom poqetku, tako da prema Teoremi 12 svi
gR11 do gRk−1,k−1 ixqezavaju u (A∗, B∗), ali je gRkk(A

∗, B∗) 6= 0. Tada kako je gRkk

razliqito on nule na okolini (A∗, B∗), kada faktorixemo πρ3 i skupimo na
gRjj (ali zbog jednostavnosti zadr�imo ista imena za polinomijalne te�inske
funkcije), mo�emo napisati

P(ρ) = πρ3[gR11(1 + h41ρ + · · ·+ h2k+1,1ρ2k−2)

+gR22(1 + h62ρ + · · ·+ h2k+1,2ρ2k−4)ρ2

+gR33(1 + h83ρ + · · ·+ h2k+1,3ρ2k−6)ρ4

+ · · ·
+gRk−1,k−1(1 + h2k,k−1ρ + h2k+1,2k−1ρ2)ρ2k−4

+gRkkρ2k−2 + η2k+2ρ2k−1 + η2k+3ρ2k + · · · ]
= πρ3[gR11(1 + ψ1(ρ)) + gR22ρ2(1 + ψ2(ρ)) + · · ·+ gRkkρ2k−2(1 + ψk(ρ))].

xto va�i na okolini od (A∗, B∗). Ako je perturbacija uqi�ena unutar famil-
ije (4.13), onda prema Teoremi 7, P ima najvixe izolovanih nula na malom
intervalu 0 < ρ < ε. Za zavrxetak dokaza, obradi se i sluqaj perturbacije
koja se dexava unutar familije. Teorema je dokazana.

Ranije smo naveli da se nadamo da �emo mo�i da koristimo �i�ne veli-
qine za tretira�e problema cikliqnosti. �i�ne se pojav	uju iz komplek-
sifikacije sistema (4.13), ali bifurkacije za stvara�e graniqnih cikala
prirodno se dexavaju u ve�oj familiji (4.11). Povezali smo �i�ne veli-
qine i �ihove ideale sa �apunov	evim veliqinama u ograniqenom kontek-
stu familije (4.13). Slede�i rezultat pokazuje kako je minimalna baza u
odnosu na uslov zadr�ava�a ideala generisanog �apunov	evim veliqinama za
ograniqenu familiju (4.13) povezan sa minimalnom bazom ideala generisanog



85

�apuov	evim veliqinama ve�e familije (4.11) (naravno, sa istim skupom in-
deksa S). Razlikova�emo dva skupa �apunov	evih veliqina kori71e�em no-
tacije ηk za one koje zavise samo od parametara (A,B) i ηk(λ) za one koji za-
vise od parametara (λ, (A,B)), mada je naravno, ηk(0, (A,B)) = ηk(A,B). Kako
funkcije ηk(λ) nisu polinomi po parametrima (λ, (A,B)), moramo raditi u
prstenu klica da bismo se pozabavili domenom konvergencije. Primetimo
tako�e da tretiramo ηk samo kao analitiqke funkcije u prvoj hipotezi teo-
reme, mada su to zapravo polinomi po (A,B).

Lema 4.3.1 Fiksirajmo familije (4.12) i (4.14) sa istim skupom indeksa
S.Neka su {ηk(λ)}∞k=1 �apunov	eve veliqine za familiju (4.12) i neka su {ηk}∞k=1

�apunov	eve veliqine za familiju (4.14). Fiksirajmo (A∗, B∗) u E(A,B) i
pretpostavimo da je minimalna baza u odnosu na uslov zadr�ava�a ideala
〈η1, η2, . . .〉 u G(A∗,B∗) jednaka {ηk1 , . . . , ηkm}, k1 < · · · < km. Tada je
{η1(λ), ηk1 , . . . , ηkm} minimalna baza u odnosu na uslov zadr�ava�a u odnosu na
ure�eni skup {η1(λ), η2(λ), η3(λ), . . .} ideala 〈η1(λ), η2(λ), η3(λ), . . .〉 u G(0,(A∗,B∗)).

Dokaz. Funkcije ηk(λ, (A,B)) su analitiqke u okolini (0, (A∗, B∗)), stoga po
Abelovoj lemi �ihovi razvoji u stepene redove tu apsolutno konvergiraju, tako
da mo�emo da preuredimo qlanove u ovim razvojima. Stoga, za svako k ∈ N, u
okolini (0, (A∗, B∗)), ηk(λ, (A,B)) mo�e biti napisano u obliku

(4.22) ηk(λ, (A,B)) = η̌k(λ, (A,B)) + η̌k(A,B),

gde je η̌(0, (A,B)) ≡ 0. Kada je λ = 0, ηk(λ, (A,B)) se redukuje na ηk(A,B) tako
da mora biti ηk(0, (A,B)) = 0 + η̌k(A,B) = ηk(A,B) i (4.22) postaje

(4.23) ηk(λ, (A,B)) = η̌k(λ, (A,B)) + ηk(A,B).

Kako je
η1(λ, (A,B)) = e2πλ − 1 = 2πλ(1 +

1

2!
(2πλ) + · · · ),

postoji funkcija uk(λ, (A,B)) koja je realna analitiqka na okolini od (0, (A∗, B∗))
u E(λ, (A,B)) tako da je

η̌k(λ, (A,B)) = uk(λ, (A,B))η1(λ, (A,B)).

Stoga (4.23) postaje, isk	uquju�i zavisnost od (A,B) iz notacije,

(4.24) ηk(λ) = uk(λ)η1(λ) + ηk.

Oznaqimo skup {ηk1 , . . . , ηkm} sa L. Kako je L minimalna baza u odnosu na uslov
zadr�ava�a ideala 〈ηk : k ∈ N〉 u G(A∗,B∗), (4.24) povlaqi da za sve k ∈ N,
identitet

ηk(λ, (A,B))

= uk(λ, (A,B))η1(λ, (A,B)) + hk,1(A,B)ηk1(A,B) + · · ·+ hk,m(A,B)ηkm(A,B)
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va�i u okolini od (0, (A∗, B∗)) u E(λ, (A∗, B∗)) za funkcije hk,q koje su defin-
isane i realne analitiqke na toj okolini, mada bez zavisnosti od λ. Ista
jednaqina je stoga taqna i na nivou klica u G(0,(A∗,B∗)). Dakle,

M = {η1(λ), ηk1 , . . . , ηkm}

je baza ideala 〈η1(λ), η2(λ), . . .〉 ⊂ G(0,(A∗,B∗)). Moramo pokazati da je mini-
malna me�u svim bazama koje zadovo	avaju uslov zadr�ava�a u odnosu na skup
{η1(λ), η2(λ), . . .}. Stoga neka je

N = {η1(λ), ηj1(λ), . . . , ηjn(λ)}

jedinstvena minimalna baza u odnosu na uslov zadr�ava�a (koja mora sadr�ati
η1(λ), pox to je η1(λ) prvi na listi i nije 0), sa oznakama izabranim tako da je
j1 < . . . < jn i pretpostavimo, u suprotnosti sa onim xto �elimo da poka�emo,
da to nije baza M . Postoje qetiri naqina na koja se to mo�e desiti i mi �emo
ih sve razmotriti.

Sluqaj 1: Postoji p ∈ {1, 2, . . . , min{m,n}} tako da za q ∈ {1, 2, . . . , p − 1}.
kq = jq i ηkq = ηjq(λ), ali je ηkp 6= ηjp(λ) i jp < kp. U tom sluqaju va�i da je
kp−1 = jp−1 < jp < kp, te poxto je L minimalna, ηjp = h1ηk1 + . . . + hp−1ηkp−1

za h1, . . . ,hp−1 ∈ G(A∗,B∗). Primena odgovaraju�e jednakosti za funkcije koja je
ispu�ena na okolini od (A∗, B∗) na (4.24) dobija se da

ηjp(λ) = ujp(λ)η1(λ) + ηjp

= ujp(λ)η1(λ) + h1ηk1 + · · ·hp−1ηkp−1

= ujp(λ)η1(λ) + h1ηj1(λ) + · · ·hp−1ηjp−1(λ)

va�i na okolini od (0, (A,B)) u E(λ, (A,B)) (mada je hq nezavisna od λ), tako
da je odgovaraju�a jednakost klica u kontradikciji sa qi�enicom da je N
minimalna.

Sluqaj 2:Postoji p ∈ {1, 2, . . . , min{m, n}} tako da je za q ∈ {1, 2, . . . , p − 1},
kq = jq i ηkq = ηjq(λ), ali je ηkp 6= ηjp(λ) i jp > kp. U ovom sluqaju je jp−1 =
kp−1 < kp < jp, te ηkp 6∈ N , stoga, poxto je N minimalna,

ηkp(λ) = h0η1(λ) + h1ηj1(λ) + · · ·hp−1ηjp−1(λ)

= h0η1(λ) + h1ηk1 + · · ·hp−1ηkp−1

za h1, . . . ,hp−1 ∈ G(0,(A∗,B∗)). Odgovaraju�a jednakost funkcija koja va�i na
okolini od (0, (A∗, B∗)) u E(λ, (A,B)), kada se izraquna u λ = 0 implicira
da je ηkp = h̃1ηk1 + · · · + h̃p−1ηkp−1 na okolini od (A∗, B∗) u E(A,B), gde je za
q = 1, . . . , p− 1, h̃(A,B) = h(0, (A, B)). Odgovaraju�a jednakost klica u G(A∗,B∗)
je u kontradikciji sa qi�enicom da je L minimalna.
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Sluqaj 3:n < m i za q ∈ {1, . . . , n} : kq = jq i ηkq = ηjq(λ). Tada je km > jn i
ηkm(λ) 6∈ N , tako da je

ηkm(λ) = h0η1(λ) + h1ηj1(λ) + · · ·+ hnηjn(λ) = h0η1(λ) + h1ηk1 + · · ·+ h0ηkn

za h1, . . . ,hn ∈ G(0,(A∗,B∗)). Kako je km > kn, odgovaraju�a jednakost funkcija
koja va�i na okolini od (0, (A∗, B∗)) u E(λ, (A,B)) kada se izraquna u λ = 0,
daje istu kontradikciju kao i u prethodnom sluqaju.

Sluqaj 4: n > m i za q ∈ {1, . . . , m} : kq = jq i ηkq = ηjq(λ). Tada je jn > km i
ηjn 6∈ L tako da je

ηjn = h1ηk1 + · · ·+ hmηkm = h1ηj1(λ) + · · ·+ hmηjm(λ)

u G(0,(A∗,B∗)) (mada hq ne zavisi od λ), tako da primena odgovaraju�e jednakosti
funkcija koja va�i na okolini od (0, (A∗, B∗)) na (4.24) povlaqi da je

ηjn(λ) = ujn(λ)η1(λ) + ηjn = ujn(λ)η1(λ) + h1ηj1(λ) + · · ·+ hmηjm(λ)

na okolini od (0, (A,B)) u E(λ, (A,B)). Stoga, poxto je jn > jm, odgovaraju�a
jednakost klica jeste u kontradikciji sa qi�enicom da je N minimalna. ¤

Teorema 14 Pretpostavimo da (A∗, B∗) ∈ E(A,B) i da se miminalna baza
M u odnosu na uslov zadr�ava�a ideala J = 〈gR11,g

R
22, . . .〉 u G(A∗,B∗) za odgo-

varaju�i sistem oblika (4.13) sastoji od m polinoma. Tada je cikliqnost u
koordinatnom poqetku sistema oblika (4.11) koji odgovara nizu parametara
(0, (A∗, B∗)) ∈ E(λ, (A,B)) najvixe m.

Dokaz. Kao xto je navedeno u diskusiji o (4.16), cikliqnost u koordinatnom
poqetku elementa familije (4.11) u odnosu na prostor parametara E(λ, (A,B))
jednaka je vixestrukosti funkcije

P(ρ) = η1(λ)ρ + η2(λ)ρ2 + η2(λ)ρ3 + · · · .

Na osnovu hipoteze i Posledice 4.3.2, minimalna baza u odnosu na uslov zadr�a-
va�a ideala 〈η3, η5, . . .〉 u G(A∗,B∗) ima m elemenata, stoga, prema Lemi 4.3.1 u
G(0,(A∗,B∗)), minimalna baza u odnosu na uslov zadržava�a ideala 〈η1(λ), η2(λ), η(λ), . . .〉
ima m + 1 elemenata. Tada je prema Teoremi 9 vixestrukost funkcije P(ρ)
najvixe m. ¤

Slede�a posledica je rezultat koji povezuje cikliqnost prostog antisedla
u koordinatnom poqetku sistema (4.11) (perturbacije unutar E(λ, (A,B))) sa �
i� nim veliq inama kompleksifikacije pridru�enog sistema (4.13).
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Posledica 4.3.3 Fiksirajmo familiju realnih sistema oblika (4.11) sa skupom
parametara E(λ, (A,B)) ili E(λ, a). Za asociranu familiju (4.13) i skup
parametara E(A, B) ili E(a) razmotrimo kompleksifikaciju (4.17),

(4.25) ẋ = i


x−

∑

(p,q)∈S

apqx
p+1yq


 , ẏ = −i


y −

∑

(p,q)∈S

bqpx
qyp+1


 ,

i asocirane �i�ne veliqine {gkk}∞k=1 ⊂ C[a, b]. Pretpostavimo da je
{gk1,k1 , . . . , gkm,km} kolekcija �i�nih veliqina za (4.25) koja ima slede�e os-
obine, gde stav	amo da je K = {k1, . . . , km}:
(a) gkk = 0 za 1 ≤ k < k1;
(b) gkq ,kq 6= 0 za kq ∈ K;
(c) za kq ∈ K, q > 1 i k ∈ N koji zadovo	avaju kq−1 < k < kq, gkk ∈ Bkq−1, ideal
u C[a, b] generisan sa prvih kq−1 �i�nih veliqina;
(d) ideal J = 〈gk1,k1 , . . . , gkm,km〉 u C[a, b] je radikalan;
(e) V(J) = V(B), gde je B Bautinov ideal 〈gkk : k ∈ N〉 u C[a, b]. Tada je cik-
liqnost singulariteta u koordinatnom poqetku sistema u familiji (4.11),
u odnosu na prostor parametara E(λ, (A,B)) najvix e m.

Dokaz. Primetimo najpre da kako je gkk(a, ā) = gRkk(A(a, b̄), B̄(a, b̄)) ∈ R za sve
k ∈ N, napomena koja je naqi�ena na kraju dokaza Leme 4.2.1 implicira da za
svaku kolekciju {j1, . . . , jn} ⊂ N, svako k ∈ N i proizvo	ne f1, . . . , fn ∈ C[a, b],

(4.26) gkk = f1gj1,j1 +· · ·+fngjn,jn povlaq i gRkk = (Re f1)g
R
j1,j1

+· · ·+(Re fn)gjn,jn .

Kako je V(J) = V(B), za sve k ∈ N, k-ta �i�na veliqina gkk ixqezava
na V(J), tako da gkk ∈ I(V(J)). No, poxto je J radikalan ideal, na osnovu
HilbertovogNullstellensatz−a je I(V(J)) = J , stoga gkk ∈ J . Dakle, B ⊂ J , tako
da je J = B, i na osnovu dodatnih hipoteza za skup {gk1,k1 , . . . , gkm,km} to jeste
minimalna baza u odnosu na uslov zadr�ava�a Bautinovog ideala B u odnosu
na skup {g11, g22, . . .}. Stoga, za svako k ∈ N, postoje fk,1, . . . , fk,m ∈ C[a, b] tako
da je gkk = f1gk1,k1 + · · ·+fmgkm,km . Na osnovu (4.26) za svako (A∗, B∗) u E(A,B),
L := {gRk1,k1

, . . . ,gkm,km} je baza ideala I = 〈gRkk : k ∈ N〉 u G(A∗,B∗). Jasno je da
hipoteza (a) implicira da za k < k1, gRkk = 0 u G(A∗,B∗). Na osnovu hipoteze
(b) i (4.26) za sve kq ∈ K, q > 1 i za sve k ∈ N koje zadovo	ava k1 < k < kq,
gRkk ∈ 〈g11, . . . ,gkq−1,kq−1〉 u G(A∗,B∗). Stoga je oqigledno da ako L nije minimalna
baza u odnosu na uslov zadr�ava�a M ideala I = 〈gR11,g

R
22, . . .〉 u G(A∗,B∗) (zbog

mogu�eg kolapsa gkq ,kq na gRkq ,kq
= 0), on ipak sadr�i M , koji stoga mo�e imati

najvixe m elemenata. Zak	uqak posledice sada sledi iz Teoreme 12.



5

5.1 ZAK�UQAK
Na osnovu izlo�enog materijala teme doktorske disertacije

" Problem centra i fokusa kod polinomskih dinamiqkih sistema i
bifurkacije xesnaestog Hilbertovog problema sa primenama",

kao zak	uqak nevex�emo postignute rezultate i navesti qasopise u kojima su
ti rezultati objav	eni.

1.) Dobijeni su potrebni i dovo	ni uslovi [65], za postoja�e centra
za rezonantno vektorsko po	e tre�eg reda sa qetiri parametra, tj. sistema

(5.1)
dx

dt
= x

(
1− a10x− a01y − a−12x

−1y2 − a20x
2 − a11xy − a02y

2 − a−13x
−1y3

)

dy

dt
= −y

(
1− b2,−1x

2y−1 − b10x− b01y − b3,−1x
3y−1 − b20x

2 − b11xy − b02y
2
)
,

koji je ekvivalentan jednaqini

(5.2)
i
dx

dτ
= x

(
1− a10x− a01x− a−12x

−1x 2 − a20x
2 − a11xx − a02x

2 − a−13x
−1 x −3

)

za sluqaj

(5.3) x = y, aij = bji
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2.) Sistematizovani su prikazani problemi istra�iva�a graniqnih
cikala tj. xesnaestog Hilbertovog problema. Posebno su navedeni rezultati
vezani za problem uslovnog centra [15] kubnih sistema oblika:

(5.4)
dx

dt
= x

(
1− a10x− a01y − a−12x

−1y2 − a20x
2 − a11xy − a02y

2 − a−13x
−1y3

)

dy

dt
= −y

(
1− b2,−1x

2y−1 − b10x− b01y − b3,−1x
3y−1 − b20x

2 − b11xy − b02y
2
)
,

3.) Xto se tiqe cikliqnosti odgovaraju�e singularne taqke sistema:

(5.5)
i
dx

dτ
= x

(
1− a10x− a01x− a−12x

−1x 2 − a20x
2 − a11xx − a02x

2 − a−13x
−1 x −3

)

uz uva�ava�e odgovaraju�ih prostornih parametara, koji su jednaki nuli,
tj. za sluqaj kada sistem ima osobine:

a10 = a−12 = a20 = a−13 = 0,

a10 = a01 = a20 = a02 = 0,

je ma�i ili jednak 2, [16], dok za sluqaj sistema sa osobinama

a01 = a−12 = a20 = a−13 = 0,

a01 = a−12 = a20 = a02 = 0

jednaki su u oba sluqaja.
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4.) Rezultati ove doktorske disertacije sa aspekta primene dinamiqkih
sistema dati su u radu ”Construction of an autogenerator dinamical model
applicable to nuclear processes” [17], u kome je razvijen novi metod za konstruk-
ciju modela nelinearnih dinamiqkih sistema u re�imu sopstvenih oscilacija.
Osnova predlo�enog metoda je teorija vektorskih po	a karakteristiqnih za
nosioce interakcija proizvo	nog tipa, ali posebno interesantne za dualne
sisteme nuklearne fizike i �ihove multiple. Novina u predlo�enom modelu
je �egovo zasniva�e na divergenciji po	a pri konstantnoj frekvenciji izmen-
skih oscilacija.
Pri ovom su posebno posmatrane divergentne zatvorene trajektorije karakter-
istiqne za neke specijalne tipove dinamiqkih sistema.
Pored navedenog, predlo�eni model se mo�e efikasno iskoristiti za karak-
terizaciju procesa u nuklearnoj tehnici i dozimetriji jonizuju�eg zraqe�a.
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