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Predgovor

Predmet izuqavaǌa ove disertacije su autoregresivni vremen-
ski nizovi sa nenegativnim celobrojnim vrednostima generisani
zavisnim brojaqkim nizovima. Definisani su novi tining opera-
tori i uvedeni novi modeli koji u osnovi imaju zavisne Bernuli-
jeve brojaqke nizove.

Najqex�e korix�eni nenegativni celobrojni autoregresivni
modeli do sada se baziraju na nezavisnim Bernulijevim i neza-
visnim geometrijskim brojaqkim nizovima. Al-Osh i Alzaid (1987)
i McKenzie (1985) prvi su definisali modele bazirane na neza-
visnim Bernulijevim brojaqkim nizovima koriste�i binomni ti-
ning operator. Modeli bazirani na binomnom tining operatoru
su uglavnom pogodni za opisivaǌe podataka koji se odnose na pre-
brojavaǌe elemenata posmatrane populacije, pri qemu u svakom
trenutku sa odre�enom verovatno�om postoje�i elementi mogu da
opstanu ili ixqeznu iz ǌe. Ristić, Bakouch i Nastić (2009) su kon-
struisali nenegativni celobrojni autoregresivni model pomo�u
negativnog binomnog tining operatora koji u osnovi ima geome-
trijski brojaqki niz nezavisnih sluqajnih promenǉivih. Modeli
bazirani na geometrijskom brojaqkom nizu su pogodni za primenu
u situacijama u kojima posmatrani elementi nisu pasivni kao u
prethodnom sluqaju, ve� mogu da generixu vixe novih elemenata.
Pretpostavka o nezavisnosti qlanova brojaqkog niza ima va�nu
ulogu u odre�ivaǌu osobina ovih modela i u primeni na real-
nim podacima. Naime, ovi modeli su pogodni za opisivaǌe doga-
�aja koji se odvijaju potpuno nezavisno. Me�utim, u praksi mnogo
qex�e nailazimo na pojave u kojima me�u posmatranim doga�ajima



Predgovor

postoji znaqajna povezanost u smislu da realizacija jednog doga-
�aja utiqe na to da li �e se drugi doga�aj realizovati ili se
ne�e realizovati u odre�enom trenutku. Takve primere imamo u
ekonomiji, meteorologiji, kriminologiji kao i u mnogim drugim
nauqnim disciplinama. Iz tih razloga javǉa se potreba za kon-
strukcijom novih modela koji bi u osnovi imali zavisne brojaqke
nizove.

Pod autoregresivnim vremenskim nizom sa nenegativnim celo-
brojnim vrednostima i zavisnim brojaqkim nizovima konstruisa-
nog od strane Brännäs i Hellström (2001) podrazumevamo niz slu-
qajnih promenǉivih {Xt}t∈N definisan sa

Xt = α ◦Xt−1 + εt, t ≥ 1,

gde je α ∈ (0, 1), {εt} je niz nezavisnih jednako raspodeǉenih nene-
gativnih celobrojnih sluqajnih promenǉivih sa oqekivaǌem µε i
konaqnom disperzijom σ2

ε , gde su sluqajne promenǉive εt i Xt−k

nezavisne sluqajne promenǉive za svako k > 0. Tining operator
α◦ je definisan sa

α ◦X =
X∑
i=1

Yi,

gde {Yi} predstavǉa niz zavisnih sluqajnih promenǉivih takvih
da je

E(YiYj) = θs ̸= E(Yi)E(Yj) = α2, i ̸= j.

Brojaqki niz {Yi} koji su posmatrali Brännäs i Hellström defini-
sali su Lunn i Davies (1998) na slede�i naqin.

Yi = (1− Vi)Wi + ViZ, (1)

gde je {Wi} niz nezavisnih identiqki raspodeǉenih sluqajnih pro-
menǉivih sa Bernulijevom raspodelom Ber(α), α ∈ [0, 1], {Vi} je
niz nezavisnih identiqki raspodeǉenih sluqajnih promenǉivih
sa Bernulijevom raspodelom Ber(θ), θ ∈ [0, 1], a Z je sluqajna pro-
menǉiva sa Bernulijevom raspodelom Ber(α). Sluqajne promen-
ǉive Wi, Vj i Z su nezavisne za svako i ∈ N i j ∈ N.

Disertacija se sastoji iz tri glave u kojima su prikazani ori-
ginalni objavǉeni i jox uvek neobjavǉeni rezultati. U prvom
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delu su dati osnovni pojmovi koji se koriste u disertaciji i
ukratko su predstavǉeni neki postoje�i celobrojni nenegativni
vremenski nizovi generisani nezavisnim brojaqkim nizovima.

Drugi deo sadr�i tri poglavǉa u kojima su konstruisana tri
nova razliqita modela generisana zavisnim brojaqkim nizovima.
Prvi model je zasnovan na brojaqkim nizovima definisanim jed-
naqinom (1). Ovako definisan brojaqki niz je niz zavisnih slu-
qajnih promenǉivih sa Bernulijevom raspodelom Ber(α), pri qemu
va�i da je Corr(Yi, Yj) = θ2 ̸= 0 za θ ̸= 0 i i ̸= j. Uveden je gene-
ralizovani tining operator I vrste baziran na ovakvom brojaq-
kom nizu i uz pomo� ovog operatora konstruisan je model sa geo-
metrijskom marginalnom raspodelom. Detaǉno su predstavǉene
osobine novog operatora i izvedena su osnovna svojstva modela.
Na kraju je data primena modela na realnim podacima pri qemu
je ovaj model upore�en sa nekim relevantnim modelima sa neza-
visnim brojaqkim nizovima. Rezultati ovog poglavǉa objavǉeni
su u radu Ristić, Nastić i Miletić Ilić (2013). U drugom poglavǉu uve-
den je novi brojaqki niz zavisnih sluqajnih promenǉivih i na
osnovu ǌega definisan generalizovani tining operator II vrste.
Konstruisan je novi model pomo�u ovog operatora, pri qemu su
odre�ene osnovne osobine modela, autokorelaciona struktura i
uslovne statistiqke osobine. Nepoznati parametri su oceǌeni
raznim metodama oceǌivaǌa i razmatrana su asimptotska svoj-
stva dobijenih ocena. Ovaj model je detaǉno predstavǉen u radu
Miletić Ilić (2014). U tre�em poglavǉu brojaqki niz zavisnih slu-
qajnih promenǉivih definisan je na jednostavniji naqin nego u
prethodna dva sluqaja. Definisan je generalizovani tining ope-
rator III vrste i uveden model baziran na ovom operatoru. Kao
rezultat jednostavnosti brojaqkog niza dobijen je model sa ni-
zom novih korisnih osobina. Pored standardnih metoda oceǌi-
vaǌa nepoznatih parametara ovde je korix�en i metod baziran
na uslovnim verovatno�ama. Predstavǉena je primena modela u
praksi i dato je pore�eǌe ovog modela kako sa modelima sa ne-
zavisnim brojaqkim nizovima, tako i sa prethodno definisanim
modelima sa zavisnim brojaqkim nizovima. Na kraju ove glave
dat je kratak pregled sliqnosti i razlika me�u generalizovanim
operatorima I, II i III vrste.

U tre�em delu disertacije uvodi se mexoviti model kombi-
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novanom primenom binomnog i generalizovanog binomnog tining
operatora I vrste. Ovakav model je pogodan za opisivaǌe pojava
promenǉivog karaktera u smislu da se posmatrani doga�aji mogu
odvijati nezavisno u odre�enom trenutku, dok u nekom drugom tre-
nutku mo�e postojati znaqajna me�usobna zavisnost. Kao i ranije
i ovde su odre�ene osnovne osobine modela, oceǌeni su nepoznati
parametri i razmatrana je mogu�a primena modela na podacima
iz stvarnog �ivota.

Najve�u zahvalnost dugujem svom mentoru Prof. dr Miroslavu M.
Risti�u, redovnom profesoru Prirodno-matematiqkog fakulteta
u Nixu na predlo�enoj temi disertacije, na izuzetnoj struqnoj
pomo�i i anga�ovaǌu u svim fazama mojih doktorskih studija, kao
i na posve�enom vremenu i usmeravaǌu u izradi ove disertacije.

Zahvaǉujem se dr Aleksandru S. Nasti�u, docentu Prirodno-ma-
tematiqkog fakulteta u Nixu na konstruktivnim diskusijama i
savetima koji su mi pomogli u radu.

Zahvaǉujem se Prof. dr Biǉani Q. Popovi�, redovnom profesoru
Prirodno-matematiqkog fakulteta u Nixu i Prof. dr Miomiru
S. Stankovi�u, redovnom profesoru Fakulteta zaxtite na radu u
Nixu na korisnim sugestijama koje su znaqajno poboǉxale kvalitet
ove disertacije.

Zahvaǉujem se svojoj najboǉoj drugarici dr Bojani R. Petkovi�,
nauqnom saradniku na Tehnoloxkom Univerzitetu u Ilmenauu na
moralnoj podrxci, bez qije inicijative ne bih sve ovo ni poqela.

Na kraju se iz nebrojeno mnogo razloga zahvaǉujem svojoj porodici.



Glava 1

INAR modeli

U ovoj glavi izlo�eni su osnovni pojmovi i rezultati koji �e
se koristiti u disertaciji. U prvom poglavǉu date su defini-
cije koje opisuju vremenske nizove i sluqajne procese. Navedene
su osobine i osnovni elementi koji se koriste u analizi vremen-
skih nizova. U skladu sa odre�enim osobinama uvedena je i naj-
osnovnija klasifikacija vremenskih nizova. Vixe detaǉa o tome
mo�e se na�i u Brockwell i Davis (1987, 2002), Box i Jenkins (1976),
Tsay (2010), Shumway i Stoffer (2006).

Od posebnog interesa za ovu disertaciju je klasa nenegativnih
celobrojnih autoregresivnih vremenskih nizova (INAR)1 u qijem
formiraǌu se koristi takozvani tining operator. Kao najznaqaj-
niji i najqex�e korix�eni operator izdvojen je binomni tining
operator koji su uveli Steutel i van Harn (1979). Ovaj operator je
zasnovan na Bernulijevom brojaqkom nizu nezavisnih identiqki
raspodeǉenih sluqajnih promenǉivih. Modeli koji se izgra�uju
pomo�u ovog operatora pogodni su za predstavǉaǌe razliqitih
vremenskih nizova koji se javǉaju u prirodi i druxtvu. U dru-
gom poglavǉu su predstavǉene osobine ovog operatora i dat je
pregled nekih INAR vremenskih nizova generisanih binomnim ti-
ningom.

Modifikacijama binomnog tining operatora dobijeni su novi
razliqiti tining operatori. Neki od ǌih su tako�e bazirani na
Bernulijevom brojaqkom nizu, dok je u nekim drugim osnova niz

1Integer-valued autoregressive
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geometrijski raspodeǉenih sluqajnih promenǉivih. Neki od vre-
menskih nizova u kojima uqestvuju ovakvi operatori bi�e kratko
predstavǉeni u tre�em poglavǉu.
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INAR modeli

1.1 Uvodni pojmovi

Vremenski niz predstavǉa ure�eni niz opservacija registro-
vanih u vremenu u jednakim vremenskim intervalima. Predvi�aǌe
budu�ih vrednosti na osnovu analize opserviranih podataka pod-
razumeva korix�eǌe odgovaraju�eg matematiqkog modela. Naime,
pogodno bi bilo da se vrednost vremenskog niza u trenutku t po-
smatra kao realizacija sluqajne promenǉive Xt. U tom kontekstu,
vremenski niz se povezuje sa familijom sluqajnih promenǉivih.
Posebno va�nu ulogu u analizi vremenskih nizova imaju oni qije
se osobine ne meǌaju sa vremenom. Tako dolazimo do pojma sta-
cionarnosti. Bi�e pomenute tri grupe linearnih stacionarnih
vremenskih nizova: autoregresivni vremenski nizovi (AR)2, vre-
menski nizovi pokretnih sredina (MA)3 i autoregresivni vremen-
ski nizovi pokretnih sredina (ARMA)4.

Definicija 1.1.1 (Sluqajni proces) Sluqajni proces je familija
sluqajnih promenǉivih {Xt, t ∈ T} definisanih na prostoru verovat-
no�a (Ω,F , P ), gde je T indeksni skup.

Ako je skup T neprebrojiv (recimo T je neki interval iz skupa R),
onda se ka�e da je proces sa neprekidnim vremenom, a ukoliko je
T podskup skupa celih brojeva onda je dati proces sa diskretnim
vremenom. Nadaǉe radimo sa procesima sa diskretnim vremenom.

Definicija 1.1.2 (Realizacije sluqajnog procesa) Funkcije {X(t) ≡
Xt, t ∈ T} za fiksirano ω ∈ Ω, zovu se realizacije sluqajnog procesa
{Xt, t ∈ T}.

Definicija 1.1.3 (Vremenski niz) Vremenski niz je sluqajni pro-
ces {Xt, t ∈ Z} definisan na prostoru verovatno�a (Ω,F , P ).

2Autoregressive
3Moving average
4Autoregressive moving average

9
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Primedba 1.1.1 U terminima teorije verovatno�e, vremenski niz
obiqno predstavǉa sluqajni proces sa diskretnim vremenom. Me-
�utim, pod vremenskim nizom se tako�e podrazumeva niz opser-
viranih vrednosti sluqajnog procesa, tj. realizacija sluqajnog
procesa. U literaturi se dogovorno koristi isti pojam, tj. pojam
vremenskog niza, i za oznaqavaǌe samog procesa, i za oznaqavaǌe
ǌegove realizacije. Takvu praksu nastavi�emo i ovde.

U praksi obiqno mo�emo da do�emo samo do jedne realiza-
cije posmatranog vremenskog niza u odre�enom vremenskom inter-
valu. Vremenski nizovi koji imaju svojstvo da se mo�e vrxiti
oceǌivaǌe ǌihovih parametara samo na osnovu jedne realizacije
zovu se ergodiqni vremenski nizovi. Nadaǉe �emo posmatrati
samo ergodiqne vremenske nizove.

Definicija 1.1.4 (Sredǌa vrednost) Neka je {Xt} vremenski niz
takav da je E(X2

t ) <∞. Sredǌa vrednost vremenskog niza {Xt} je

µX(t) = E(Xt), t ∈ Z.

Definicija 1.1.5 (Kovarijansna funkcija) Neka je {Xt} vremenski
niz takav da je E(X2

t ) < ∞. Autokovarijansna funkcija vremenskog
niza {Xt} je

γX(r, s) = Cov(Xr, Xs) = E[(Xr − µX(r))(Xs − µX(s))], za svako r, s ∈ Z.

Definicija 1.1.6 (Stacionarnost) Vremenski niz {Xt, t ∈ Z} je
slabo stacionaran ako su zadovoǉeni uslovi:

(i) E(Xt) = µ, za svako t ∈ Z,

(ii) E(X2
t ) <∞, za svako t ∈ Z,

(iii) Cov(Xt+h, Xt) = γ(h) zavisi samo od h, h ∈ Z.

Iz definicije se vidi da su sredǌa vrednost i kovarijansna funk-
cija stacionarnih vremenskih nizova invarijantni u odnosu na
vreme. Za stacionarni vremenski niz ka�e se jox i da je slabo
stacionaran ili stacionaran u xirokom smislu.

10
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Definicija 1.1.7 (Stroga stacionarnost) Vremenski niz {Xt, t ∈
Z} je strogo stacionaran ako sluqajni vektori (Xt1 , Xt2 , . . . , Xtk)

′ i
(Xt1+h, Xt2+h, . . . , Xtk+h)

′ imaju iste zajedniqke raspodele za svako k ≥
1 i za svako t1, t2, . . . , tk, h ∈ Z.

Teorema 1.1.1 Ako je E(X2
t ) < ∞, tada je strogo stacionaran vre-

menski niz {Xt, t ∈ Z} i stacionaran.

Obrnuto tvr�eǌe u opxtem sluqaju ne va�i.

Definicija 1.1.8 (Gausov vremenski niz) Vremenski niz {Xt, t ∈ Z}
je Gausov ako i samo ako je svaka funkcija raspodele bilo kog konaqnog
podskupa vremenskog niza {Xt, t ∈ Z} vixedimenzionalna normalna.

Teorema 1.1.2 Ako je {Xt, t ∈ Z} stacionaran Gausov vremenski niz,
tada je on i strogo stacionaran.

Definicija 1.1.9 (Beli xum) Vremenski niz {Zt} zove se beli xum
ako se sastoji od nekorelisanih identiqki raspodeǉenih sluqajnih
promenǉivih, za koje je E(Zt) = 0 i V ar(Zt) = σ2.

Definicija 1.1.10 (Autokovarijansna funkcija stacionarnog vre-
menskog niza) Autokovarijansna funkcija stacionarnog vremenskog
niza {Xt, t ∈ Z} data je sa

γX(h) = E[(Xt+h − µ)(Xt − µ)], h ∈ Z.

Autokovarijansna funkcija za h = 0 je disperzija vremenskog niza,
jer je γ(0) = E(Xt − µ)2.

Definicija 1.1.11 (Autokorelaciona funkcija stacionarnog vre-
menskog niza) Autokorelaciona funkcija stacionarnog vremenskog
niza {Xt, t ∈ Z} data je sa

ρX(h) =
γX(h)

γX(0)
, h ∈ Z.

Za autokorelacionu funkciju va�i da je |ρX(h)| ≤ 1 za svako h ∈ Z.

11
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Definicija 1.1.12 (Linearan vremenski niz) Za vremenski niz {Xt}
ka�emo da je linearan ako se mo�e predstaviti u obliku

Xt = µ+
∞∑

j=−∞

ψjZt−j,

pri qemu je
∑∞

j=−∞ |ψj| <∞ i {Zt} je beli xum takav da je E(Zt) = 0

i V ar(Zt) = σ2.

Korix�eǌem belog xuma mo�e biti generisana veoma xiroka
klasa stacionarnih vremenskih nizova. Tako dolazimo do pojma
vremenskih nizova autoregresivnih pokretnih sredina (ARMA).

Definicija 1.1.13 (ARMA(p, q) vremenski niz) Za vremenski niz
{Xt} ka�emo da je ARMA(p, q) vremenski niz ako je stacionaran i
ako je za svako t ∈ Z

Xt −
p∑

i=1

ϕiXt−i =

q∑
j=1

θjZt−j + Zt,

gde je {Zt} beli xum koji se sastoji od nezavisnih sluqajnih promen-
ǉivih, takav da je E(Zt) = 0 i V ar(Zt) = σ2.

Definicija 1.1.14 (Autoregresivni AR(p) vremenski niz) Za vre-
menski niz {Xt} ka�emo da je autoregresivni vremenski niz reda p
ako je stacionaran i ako je za svako t ∈ Z

Xt =

p∑
i=1

ϕiXt−i + Zt,

gde je {Zt} beli xum koji se sastoji od nezavisnih sluqajnih promen-
ǉivih, takav da je E(Zt) = 0 i V ar(Zt) = σ2.

Definicija 1.1.15 (Vremenski niz pokretnih sredina MA(q)) Za
vremenski niz {Xt} ka�emo da je vremenski niz pokretnih sredina
reda q ako je stacionaran i ako je za svako t ∈ Z

Xt = Zt +

q∑
j=1

θjZt−j,

gde je {Zt} beli xum koji se sastoji od nezavisnih sluqajnih promen-
ǉivih, takav da je E(Zt) = 0 i V ar(Zt) = σ2.

12
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Primer 1.1.1 (AR(1) vremenski niz) Posmatrajmo autoregresivni
vremenski niz {Xt} reda 1 zadat jednaqinom

Xt = ϕXt−1 + Zt, t ∈ Z,

gde je {Zt} beli xum takav da je E(Zt) = 0, V ar(Zt) = σ2 i va�i
uslov |ϕ| < 1.
Mo�e se pokazati da je autokovarijansna funkcija γ(h) = σ2ϕh

1−ϕ2 , a
autokorelaciona funkcija je ρ(h) = ϕ|h|, h ∈ Z. Tako�e se mo�e
primetiti da autokorelaciona funkcija eksponencijalno opada
kada h→ ∞.

Posebnu klasu autoregresivnih vremenskih nizova qine INAR
vremenski nizovi o kojima �e biti reqi u narednom poglavǉu.

Sada �emo predstaviti neke va�ne teoreme koje se koriste u
asimptotskoj karakterizaciji ocena nepoznatih parametara INAR
vremenskih nizova.

Neka je {X t} d-dimenzionalni vremenski niz i β = (β1, . . . , βr)
vektor parametara. Neka FX

t−1 oznaqava σ-algebru generisanu sa
{Xs, s ≤ t− 1}, a FX

t−1(m), σ-algebru generisanu sa {Xs, t−m ≤ s ≤
t − 1}. Neka je daǉe X̃ t|t−1(β) = E

(
X t|FX

t−1(m)
)
i neka je funkcija

QN(β) definisana sa

QN(β) =
N∑

t=m+1

(
X t − X̃ t|t−1(β)

)2
Tada va�e slede�e teoreme.

Teorema 1.1.3 (Tjøstheim, 1986, T.3.1) Pretpostavimo da je {X t}
strogo stacionaran ergodiqan vremenski niz sa konaqnim drugim
momentom, takav da je funkcija X̃ t|t−1(β) skoro sigurno tri puta
neprekidno diferencijabilna na nekom otvorenom skupu koji sadr�i
stvarnu vrednost parametra β0, i neka su zadovoǉeni uslovi:

C1. E
∣∣∣∣∂X̃ t|t−1

∂βi

∣∣∣∣2 <∞, za i ∈ {1, 2, . . . , r},

E

∣∣∣∣∂2X̃ t|t−1

∂βi∂βj

∣∣∣∣2 <∞, za i, j ∈ {1, 2, . . . , r},

13
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C2. Va�i linearna nezavisnost u sredǌe-kvadratnom smislu vek-

tora ∂X̃ t|t−1

βi
, gde je i ∈ {1, 2, . . . , r}, tj. za proizvoǉne realne

brojeve a1, . . . , ar uslov E

∣∣∣∣∑r
i=1 ai

∂X̃ t|t−1

∂βi

∣∣∣∣2 = 0, implicira da je

a1 = a2 = · · · = ar = 0.

C3. Postoje funkcije Gijk
n−1(X1, X2, . . . , Xn−1) i H ijk

n (X1, X2, . . . , Xn) ta-
kve da je:∣∣∣∣∂X̃ t|t−1

∂βi

∂2X̃ t|t−1

∂βj∂βk

∣∣∣∣ ≤ Gijk
n−1, E

(
Gijk

n−1

)
<∞,∣∣∣∣(X t − X̃ t|t−1

)
∂3X̃ t|t−1

∂βi∂βj∂βk

∣∣∣∣ ≤ H ijk
n , E

(
H ijk

n

)
<∞,

za i, j, k ∈ {1, 2, . . . , r}.

Tada postoji niz ocena {β̂N} koji minimizira funkciju QN(β), takav
da β̂N

s.i.→ β0, N → ∞.

Da bi va�ila naredna teorema, potrebni su slede�i uslovi:

a) Postoji m, takvo da je za t ≥ m+ 1,
E
(
X t|FX

t−1

) s.i.
= E

(
X t|FX

t−1(m)
)
,

b) Postoji m, takvo da je za t ≥ m+ 1,

f t|t−1

def.
= E

{
(X t − X̃ t|t−1)(X t − X̃ t|t−1)

T |FX
t−1

}
s.i.
= E

{
(X t − X̃ t|t−1)(X t − X̃ t|t−1)

T |FX
t−1(m)

}
.

Neka je

U = E

∂X̃
T

t|t−1

∂β

∂X̃ t|t−1

∂β

,
gde je ∂X̃ t|t−1/∂β matrica reda d × r, u kojoj su vektori kolona
jednaki ∂X̃ t|t−1/∂βi, i = 1, . . . , r.

Teorema 1.1.4 (Tjøstheim, 1986, T.3.2) Neka su zadovoǉeni uslovi (a)
i (b) i uslovi C1-C3 prethodne teoreme i neka je uz to zadovoǉen i
uslov

R ≡ E

∂X̃
T

t|t−1

∂β
f t|t−1

∂X̃ t|t−1

∂β

 <∞.
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Tada za niz ocena iz Teoreme 1.1.3 va�i da

N1/2
(
β̂N − β0

) r−→ N
(
0,U−1RU−1

)
, N → ∞,

Teorema 1.1.5 (Brockwell, Davis, 1987, T. 6.3.3) Ako su {Xn} i {Yn}
dva niza sluqajnih vektora, takvi da je Xn − Yn = op(1) i Xn→X,
kada n→ ∞, tada i Yn→X, kada n→ ∞.

Teorema 1.1.6 (Brockwell, Davis, 1987, T. 6.4.1) Neka je Xn sa AN (µ, σ2
n)

raspodelom, gde σn → 0, za n → ∞. Ako je g diferencijabilna funk-
cija u µ, tada g(Xn) ima AN (g(µ), g′(µ)2σ2

n) raspodelu.

Teorema 1.1.7 (Brockwell, Davis, 1987, T. 6.4.3) Pretpostavimo da
Xn ima AN (µ, c2NΣ) raspodelu, gde je Σ simetriqna nenegativno de-
finitna matrica i cN → 0, kada N → ∞. Ako je g(X) = (g1(X), . . . ,
gm(X)) preslikavaǌe iz Rk u Rm, takvo da je svaka gi(·) neprekidno
diferencijabilna funkcija u okolini µ i ako matrica DΣDT ima sve
dijagonalne elemente razliqite od nule, gde je D matrica
[(∂gi/∂xj)(µ)] reda m× k, tada g(XN) ima AN

(
g(µ), c2NDΣDT

)
ras-

podelu.
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1.2 Binomni tining operator

Kao xto je ve� pomenuto, u posledǌih nekoliko dekada dvade-
setog veka, pokuxavaju�i da xto boǉe modeliraju prirodne po-
jave sa celobrojnim vrednostima, nauqnici su konstruisali niz
razliqitih modela. Bitan iskorak napravili su Jacobs i Lewis
(1978a-c), kada su u nizu svojih radova definisali i opisali dis-
kretne autoregresivne modele pokretnih sredina (DARMA)5 koji
su se strukturalno bazirali na prethodno opisanim ARMA mode-
lima. McKenzie (1985) i Al-Osh i Alzaid (1987), nezavisnim pristu-
pom uvode nenegativne celobrojne autoregresivne vremenske ni-
zove prvog reda, koriste�i binomni tining operator koji su de-
finisali Steutel i Van Harn (1979). Na taj naqin, zapoqeta je nova
etapa u modeliraǌu nenegativnih celobrojnih autoregresivnih
vremenskih nizova.

U prvom delu ovog odeǉka, opisan je nenegativni celobrojni
autoregresivni model prvog reda (INAR(1)) sa uopxtenom margi-
nalnom raspodelom, generisan binomnim tining operatorom. Na-
vedene su najva�nije osobine ovog operatora kao i bitne karakte-
ristike ovih modela. U drugom delu odeǉka ukratko su predsta-
vǉeni znaqajni INAR modeli generisani binomnim tiningom, sa
konkretnim marginalnim raspodelama. Ukratko je predstavǉen i
INAR model vixeg reda.

1.2.1 Definicija i osobine binomnog tining
operatora

Upoznajmo se najpre sa binomnim tining operatorom ” ◦ ” koji
je neophodan za definisaǌe INAR modela. Ovaj operator su defi-
nisali Steutel i van Harn (1979).

Neka je X nenegativna celobrojna sluqajna promenǉiva. Tada

5Discrete autoregressive moving average
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je za svako α ∈ [0, 1], operator ” ◦ ” definisan sa

α ◦X =
X∑
i=1

Yi, (1.2.1)

gde je {Yi} niz nezavisnih jednako raspodeǉenih sluqajnih pro-
menǉivih, nezavisnih od X, sa Bernulijevom raspodelom P (Yi =
1) = 1−P (Yi = 0) = α. Niz {Yi} zove se brojaqki niz, dok naziv ovog
operatora potiqe od raspodele sluqajne promenǉive

∑X
i=1 Yi pod

uslovom da je {X = x}, koja je jednaka binomnoj sa parametrima x
i α.

Osobine binomnog tining operatora

Neka su α, β, γ ∈ [0, 1] i neka su operatori ”α ◦ ”, ”β ◦ ”, γ ◦ ”

definisani sa α ◦X =
∑X

i=1B
(1)
i , β ◦X =

∑X
i=1B

(2)
i , γ ◦X =

∑X
i=1B

(3)
i ,

gde je {B(1)
i } niz nezavisnih jednako raspodeǉenih sluqajnih pro-

menǉivih nezavisnih od X, sa Bernulijevom raspodelom sa para-
metrom α, {B(2)

i } je niz nezavisnih jednako raspodeǉenih sluqaj-
nih promenǉivih nezavisnih od X, sa Bernulijevom raspodelom
sa parametrom β i {B(3)

i } je niz nezavisnih jednako raspodeǉenih
sluqajnih promenǉivih nezavisnih od X, sa Bernulijevom raspo-
delom sa parametrom γ. Tada:

1. 0 ◦X s.i.
= 0.

2. 1 ◦X s.i.
= X.

3. α ◦ (β ◦ X)
r
= (αβ) ◦ X, gde su odgovaraju�i brojaqki nizovi

{B(1)
i } i {B(2)

i } nezavisni.

4. E(α ◦X) = αE(X).

5. E(α ◦X)2 = α2E(X2) + α(1− α)E(X).

6. E(X(α ◦ Y )) = αE(XY ).

7. E
(
X(α ◦ Y )2

)
= α2E(XY 2) + α(1− α)E(XY ).
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8. E((α ◦ X)(β ◦ Y )) = αβE(XY ), ako su odgovaraju�i brojaqki
nizovi {B(1)

i } i {B(2)
i } me�usobno nezavisni i nezavisni od X

i Y .

9. E((α ◦X)2(β◦Y )) = α2βE(X2Y )+α(1−α)βE(XY ), ako su odgova-
raju�i brojaqki nizovi {B(1)

i } i {B(2)
i } nezavisni i nezavisni

od X i Y .

10. E(XY (α ◦ Z)) = αE(XY Z).

11. E(X(α◦Y )(β ◦Z)) = αβE(XY Z), ako su odgovaraju�i brojaqki
nizovi {B(1)

i } i {B(2)
i } me�usobno nezavisni i nezavisni od X,

Y i Z.

12. E((α ◦ X)(β ◦ Y )(γ ◦ Z)) = αβγE(XY Z), ako su odgovaraju�i
brojaqki nizovi {B(1)

i }, {B(2)
i } i {B(3)

i } me�usobno nezavisni i
nezavisni od X, Y i Z.

13. α ◦ (X + Y )
r
= α ◦ X + α ◦ Y , ako su X i Y nezavisne sluqajne

promenǉive.

14. Cov(X,α ◦ Y ) = αCov(X,Y ).

15. E(α ◦X|X) = αX, α ∈ (0, 1).

16. E((α ◦X)2|X) = α2X2 + α(1− α)X, α ∈ (0, 1).

Ve�ina osobina preuzeta je iz Silva i Oliveira (2004). Dokazi poje-
dinih osobina mogu se na�i u Al-Osh i Alzaid (1987), Du i Li (1991),
Franke i Subba Rao (1995). Posledǌe dve osobine dokazane su u
Nastić (2008).

1.2.2 Neki INAR modeli sa binomnim tiningom
INAR(1) modeli zasnovani na binomnom tining operatoru, koje

su definisali Al-Osh i Alzaid (1987), pogodni su za opisivaǌe po-
dataka koji se odnose na brojaǌe elemenata neke populacije, pri
qemu u svakom trenutku postoje�i elementi mogu da opstanu ili
ixqeznu iz ǌe sa izvesnom verovatno�om. Ova osobina je di-
rektna posledica qiǌenice da je binomni tining operator bazi-
ran na Bernulijevom brojaqkom nizu xto znaqi da svaka brojaqka
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sluqajna promenǉiva ima dve mogu�e realizacije, 0 ili 1. Ovi
autori su konstruisali stacionaran vremenski niz dat slede�om
definicijom.

Definicija 1.2.1 (Al-Osh, Alzaid, 1987) Vremenski niz {Xn} dat
jednaqinom

Xn = α ◦Xn−1 + εn, n ∈ Z, (1.2.2)

je INAR(1) vremenski niz, gde je α ∈ [0, 1], {εn} je niz nezavisnih ne-
negativnih celobrojnih identiqki raspodeǉenih sluqajnih promen-
ǉivih sa oqekivaǌem µε i konaqnom disperzijom σ2

ε , takvih da su
Xm i εn nezavisne sluqajne promenǉive za m < n, i {Yi} je brojaqki
niz nezavisnih sluqajnih promenǉivih sa Bernulijevom raspodelom
sa parametrom α.

Autori daju slede�u interpretaciju INAR(1) modela definisanog
jednaqinom (1.2.2). Komponente vremenskog niza u trenutku n, Xn,
su (i) opstali elementi vremenskog niza u trenutku n − 1, Xn−1,
svaki sa verovatno�om opstanka α i (ii) elementi koji su uxli u
posmatrani sistem u intervalu (n− 1, n] kao inovacioni qlan εn.

Navedimo sada najva�nije osobine vremenskog niza {Xn}n∈Z za-
datog Definicijom 1.2.1.

Oqekivaǌe i disperzija vremenskog niza {Xn} su dati sa:

E(Xn) = αE(Xn−1) + µε,

V ar(Xn) = α2V ar(Xn−1) + α(1− α)E(Xn−1) + σ2
ε .

Autokovarijansna funkcija reda k jednaka je

γ(k) ≡ Cov(Xn−k, Xn) = αkγ(0), k ≥ 0,

a odavde direktno sledi da je autokorelaciona funkcija reda k

ρ(k) =
γ(k)

γ(0)
= αk, k ≥ 0.

Autokorelacija je istog oblika kao kod standardnih autoregre-
sivnih AR(1) modela xto ukazuje na ǌihovu povezanost.

Xto se uslovnih statistiqkih osobina tiqe, imamo da je uslov-
no oqekivaǌe za korak 1:
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E(Xn+1|Xn) = αXn + µε.

U Nastić (2008) pokazano je da se za k koraka dobija

E(Xn+k|Xn) = αkXn + µε

(
1− αk

1− α

)
, k ≥ 1,

uslovna disperzija za k = 1 je

V ar(Xn+1|Xn) = α(1− α)Xn + σ2
ε ,

dok je za korak k ≥ 1

V ar(Xn+k|Xn) = αk(1− αk)Xn + µε
α(1− αk)(1− αk−1)

1− α2
+ σ2

ε

1− α2k

1− α2
.

Lako se proverava da E(Xn+k|Xn) → E(Xn) i V ar(Xn+k|Xn) → V ar(Xn),
za k → ∞, odnosno, sa porastom k regresiona funkcija konvergira
bezuslovnom matematiqkom oqekivaǌu, tj. predvi�aǌa za veliki
broj koraka su bliska konstantnom matematiqkom oqekivaǌu. Ta-
ko�e, uslovna disperzija se asimptotski pribli�ava bezuslovnoj
disperziji vremenskog niza.

Iz qiǌenice da su sluqajne promenǉive INAR(1) vremenskog
niza jednako raspodeǉene, sledi da je

E(X) =
µε

1− α
, α ̸= 1,

V ar(X) =
αµε + σ2

ε

1− α2
, α ̸= 1.

Predstavi�emo sada dva fundamentalna INAR(1) modela sa Pu-
asonovom i geometrijskom marginalnom raspodelom.

Puasonov INAR(1) model

Jedan od najqex�e korix�enih nenegativnih celobrojnih auto-
regresivnih vremenskih nizova je Puasonov INAR(1) vremenski niz
reda 1. S obzirom na to da Puasonova raspodela nije predmet ove
disertacije, navex�emo samo najosnovnije osobine ovog modela.
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Puasonov nenegativni celobrojni autoregresivni vremenski niz
prvog reda su uveli Al-Osh i Alzaid (1987) Definicijom 1.2.1, pret-
postavǉaju�i da inovacioni niz {εn} ima Puasonovu P(λ) ras-
podelu. Uz pretpostavku da je Xt

d
= Xt−1, raspodela vremenskog

niza jednoznaqno je odre�ena raspodelom inovacionog niza. Mar-
ginalna raspodela vremenskog niza je Puasonova sa parametrom
λ

1−α
.
Oqekivaǌe i disperzija vremenskog niza su

E(Xn) =
λ

1− α
, V ar(Xn) =

λ

1− α
, α ̸= 1,

dok su autokovarijansna i autokorelaciona funkcija date redom
sa

γ(k) = αk λ

1− α
, ρ(k) = αk, k ≥ 0.

U Nastić (2008) je pokazano da su uslovno oqekivaǌe i uslovna di-
sperzija za k koraka dati sa

E(Xn+k|Xn) =
λ

1− α

(
1− αk

)
+ αkXn, k ≥ 1,

V ar(Xn+k|Xn) =
(
1− αk

)( λ

1− α
+ αkXn

)
, k ≥ 1.

Direktnom proverom mo�e se utvrditi da E(Xn+k|Xn) → E(Xn) i
V ar(Xn+k|Xn) → V ar(Xn), za k → ∞.

Za Puasonov vremenski niz va�i da je regresija unazad line-
arna funkcija, tj. va�i

E(Xn−1|Xn = x) = αx+ µε.

U Teoremi 5.1 (Alzaid i Al-Osh, 1988), dokazano je da je Puasonov
vremenski niz jedini INAR(1) vremenski niz kod koga je regresija
unazad linearna.

Geometrijski INAR(1) model

Alzaid i Al-Osh (1988) predstavili su jox jedan va�ni nenega-
tivni celobrojni autoregresivni vremenski niz baziran na bi-
nomnom tiningu, sa geometrijskom marginalnom raspodelom.
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Naime, oni su opet polaze�i od Definicije 1.2.1 posmatrali
niz sluqajnih promenǉivih koji zadovoǉava jednaqinu

Xn = α ◦Xn−1 + εn, n ∈ Z,

gde je α ∈ (0, 1), {εn} je niz nezavisnih, nenegativnih, celobroj-
nih sluqajnih promenǉivih, nezavisnih od Xm za m < n, a {Yi} je
brojaqki niz nezavisnih jednako raspodeǉenih sluqajnih promen-
ǉivih, nezavisnih od Xn, sa Bernulijevom raspodelom sa para-
metrom α, pri qemu su sada razmatrali geometrijsku raspodelu
za {Xn}, tj. P (Xn = j) = (1 − q)qj, q ∈ (0, 1), j = 0, 1, 2, . . .. Ovako
definisan vremenski niz kra�e su nazvali GINAR(1)6.

Polaze�i od geometrijske marginalne raspodele vremenskog
niza {Xn}, dobijamo da je funkcija generatrise verovatno�a ino-
vacionog niza jednaka

Φε(s) = α+ (1− α)
1− q

1− qs
,

odakle sledi da je raspodela inovacionog niza

εn
r
=

{
0, s.v. α,
Gn, s.v. 1− α,

gde Gn ima geometrijsku raspodelu sa parametrom q. Odavde za-
kǉuqujemo da se GINAR(1) vremenski niz mo�e predstaviti u obli-
ku

Xn =

{
α ◦Xn−1, s.v. α,
α ◦Xn−1 +Gn, s.v. 1− α,

= α ◦Xn−1 + InGn,

gde je {In} niz nezavisnih, jednako raspodeǉenih sluqajnih pro-
menǉivih takvih da je In sluqajna promenǉiva sa Bernulijevom
raspodelom sa parametrom 1− α.

Kao u Nastić (2008) uvodimo slede�u primedbu.

Primedba 1.2.1 Radi jednostavnijih izvo�eǌa odgovaraju�ih sta-
tistika, mo�e se koristiti alternativna parametrizacija uvo�e-
ǌem smene q = P

1+P
, gde je P ≥ 0.

6Geometric INAR
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Navedimo sada jox neke najva�nije osobine ovog modela.
Lako se izraqunava da va�i

µε = (1− α)
q

1− q
, σ2

ε =
(1− α)q(1 + αq)

(1− q)2
,

zatim
E(X) =

q

1− q
, V ar(X) =

q

(1− q)2
.

Autokovarijansna i autokorelaciona funkcija su date redom sa

γ(k) = αk q

(1− q)2
, ρ(k) = αk, k ≥ 0.

U Nastić (2008) je pokazano da su uslovno oqekivaǌe i uslovna
disperzija za k ≥ 1 koraka dati sa:

E(Xn+k|Xn) = αkXn +
q

1− q

(
1− αk

)
,

V ar(Xn+k|Xn) = αk
(
1− αk

)
Xn +

q(1− αk)

1− q

(
1 +

q

1− q

(
1 + αk

))
.

Pomenimo jox jedno bitno svojstvo po kome se ovaj vremenski
niz razlikuje od Puasonovog vremenskog niza. Naime, ovde regre-
sija unazad

E(Xn−1|Xn = x) =
q(1− α)

1− q(1− α)
+

α
(
1−

(
α

1−q(1−α)

)x)
(1− q)(1− α)(1− q(1− α))

, x ≥ 1,

nije linearna funkcija.

INAR(p) - Binomni tining model

U definisaǌu modela vixeg reda, baziranog na binomnom ti-
ning operatoru korix�ena su dva znaqajna pristupa. Du i Li (1991)
sa jedne strane, su uopxtili INAR(1) model koji su uveli Al-Osh
i Alzaid (1987). Korelaciona struktura i osobine ovog modela od-
govaraju standardnom AR(p) modelu. Drugi pristup predstavili
su Alzaid i Al-Osh (1990). Ovde �emo ukratko predstaviti model
koji su konstruisali Du i Li.
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Koriste�i binomni tining operator (1.2.1), Du i Li (1991) su
definisali INAR(p) vremenski niz kao

Xn =

p∑
i=1

αi ◦Xn−i + εn, (1.2.3)

gde su αj ∈ [0, 1], j = 1, . . . , p, εn su nezavisne jednako raspodeǉene
nenegativne celobrojne sluqajne promenǉive sa oqekivaǌem µε i
disperzijom σ2

ε nezavisne od svih brojaqkih nizova i svi brojaqki
nizovi su me�usobno nezavisni.

Slede�a teorema odre�uje uslove pod kojima postoji stacio-
narno rexeǌe jednaqine (1.2.3).

Teorema 1.2.1 (Du, Li, 1991) Neka je {εn} niz nezavisnih jednako ra-
spodeǉenih nenegativnih celobrojnih sluqajnih promenǉivih sa oqe-
kivaǌem µε i disperzijom σ2

ε i neka je αi ∈ [0, 1], i ∈ {1, 2, . . . , p}. Ako
su koreni jednaqine

λp −
p∑

i=1

αiλ
p−i = 0

van jediniqnog kruga, onda postoji jedinstven stacionarni nenega-
tivni celobrojni vremenski niz {Xn}, koji zadovoǉava jednaqinu

Xn =

p∑
i=1

αi ◦Xn−i + εn,

pri qemu je Cov(Xs, εt) = 0, za s < t.
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1.3 INAR modeli bazirani na nekim
drugim tining operatorima

U ovom delu predstavi�emo samo neke INAR modele generisane
razliqitim tining operatorima nastalim izvesnim modifikaci-
jama binomnog tining operatora. Neki su bazirani na Bernuli-
jevom brojaqkom nizu, dok drugi sa negativnim binomnim tining
operatorom u osnovi imaju geometrijski brojaqki niz.

INAR(1) modeli sa sluqajnim koeficijentima

U stalnoj te�ǌi da se xto boǉe opixu razliqiti procesi koji
se javǉaju u prirodi, modeli bazirani na Bernulijevom brojaq-
kom nizu sa konstantnom verovatno�om opstanka elemenata u po-
smatranoj populaciji postali su nedovoǉni. Naime, pojavila se
potreba da se opixu i vremenski nizovi u kojima se meǌa ve-
rovatno�a opstanka jedinki. Na taj naqin, konstanta α ∈ [0, 1]
kojom je odre�en binomni tining operator sada postaje sluqajna
promenǉiva ϕ sa vrednostima iz intervala [0, 1]. Ovakav koncept
sugerisali su Zheng, Basawa i Datta (2007), formiraju�i model sa
sluqajnim koeficijentima, a kasnije je Weiß (2008b) posmatrao spe-
cijalan sluqaj u kome sluqajna promenǉiva ϕ ima beta B(α, β) ras-
podelu. Ovde navodimo definiciju preuzetu iz preglednog qlanka
Weiß (2008b).

Definicija 1.3.1 (Weiß, 2008b) Neka je X sluqajna promenǉiva sa
vrednostima iz N0 i neka je ϕ sluqajna promenǉiva sa vrednostima
iz [0, 1], nezavisna od X. Sluqajna promenǉiva ϕ ◦X je dobijena ti-
ning operatorom promenǉivog koeficijenta, ako je ” ◦ ” binomni
tining operator koji ne zavisi od ϕ i X.

Za ovako definisani tining operator va�e slede�e osobine:

E(ϕ ◦X) = µϕE(X),

V ar(ϕ ◦X) = µ2
ϕV ar(X) + µϕ(1− µϕ)E(X) + σ2

ϕE(X(X − 1)),

Cov(ϕ ◦X,X) = µϕV ar(X),
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gde je µϕ = E(ϕ) i σϕ = V ar(ϕ).
Slede�i rezultate iz Joe (1996), Weiß (2008b) je posmatrao slu-

qaj kada ϕ ima beta B(α, β) raspodelu, tj.

P (ϕ = t) =
tα−1(1− t)β−1

B(α, β)
, t ∈ (0, 1),

gde je B(α, β) =
∫ 1

0
uα−1(1 − u)β−1du, α, β ≥ 0. Tada ϕ ◦ X|X = x ima

beta binomnu BB(x;α, β) raspodelu, odnosno va�i da je

P ((ϕ ◦X|X = x) = i) =

(
x

i

)
B(α + i, β + x− i)

B(α, β)
, x ∈ N.

Lema 1.3.1 (Weiß, 2008b) Neka je X sluqajna promenǉiva sa negativ-
nom binomnom NB(n, p) raspodelom. Neka je βn ◦ X beta binomni
tining, gde βn ima beta B(nρ, n(1 − ρ)) raspodelu, tj. E(βn) = ρ
i V ar(βn) = ρ(1 − ρ)/(n + 1). Tada βn ◦ X ima negativnu binomnu
NB(nρ, p) raspodelu.

Neka su n i nρ nenegativni celi brojevi i p ∈ (0, 1). Kori-
ste�i prethodnu Lemu, uveden je vremenski niz {Xn} sa negativ-
nom binomnom NB(n, p) marginalnom raspodelom, koji zadovoǉava
jednaqinu

Xn = βn ◦Xn−1 + εn, n ∈ N, (1.3.1)

gde je {εn} niz nezavisnih nenegativnih celobrojnih sluqajnih
promenǉivih sa NB(n(1− ρ), p) raspodelom, {βn} je niz nezavisnih
sluqajnih promenǉivih sa beta B(nρ, n(1− ρ)) raspodelom, nezavi-
snih od {εn} i od {Xm}m<n.

Za ovaj vremenski niz va�i da je

E(X) =
n(1− p)

p
, V ar(X) =

n(1− p)

p2
,

uslovno oqekivaǌe je

E(Xn|Xn−1) = ρXn−1 +
n(1− ρ)(1− p)

p
,

dok je autokorelaciona funkcija data sa

ρX(k) = ρk, k ≥ 0.
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Iterativni INAR(1) model

Al-Osh i Aly (1992) su uveli novi operator koji se mo�e shvatiti
kao kompozicija dva tining operatora, a zatim su definisali novi
vremenski niz {Xn} sa negativnom binomnom raspodelom, baziran
na novom tining operatoru, dat slede�om jednaqinom:

Xn = α ∗Xn−1 + εn,

gde je operator ” ∗ ” definisan sa

α ∗X =

N(X)∑
i=1

Wi,

tako da va�i:

(i) Wi je niz nezavisnih, jednako raspodeǉenih sluqajnih pro-
menǉivih sa geometrijskom raspodelom sa parametrom α/(1+
α), α > 0.

(ii) Za svaku fiksiranu, nenegativnu celobrojnu vrednost x slu-
qajne promenǉive X, N(x) je sluqajna promenǉiva sa binom-
nom raspodelom sa parametrima x i λ, gde je λ = αp, 0 ≤ p ≤ 1,
a εn su nezavisne, jednako raspodeǉene sluqajne promenǉive
sa negativnom binomnom raspodelom NB

(
α

1+α
, ν
)
, gde je ν > 0

i εn su nezavisne od α ∗Xn−1.

Za iterativni tining operator ” ∗ ” va�e osobine:

E(α ∗X) = pE(X),

V ar(α ∗X) = p2V ar(X) +
p

α
(2 + α(1− p))E(X),

Cov(α ∗X,X) = pV ar(X).

Ako X0 ima negativnu binomnu raspodelu sa parametrima ν i
α(1−p)

1+α(1−p)
, onda definisani vremenski niz ima NB

(
ν, α(1−p)

1+α(1−p)

)
ras-

podelu i va�i da je

E(X) =
ν

α(1− p)
, V ar(X) =

ν(1 + α(1− p))

(α(1− p))2
,
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uslovno oqekivaǌe je

E(Xn|Xn−1) = pXn−1 +
ν

α
,

dok je autokorelaciona funkcija data sa

ρX(k) = pk, k ≥ 0.

Kvazi-binomni INAR(1) model

U prirodi se qesto javǉaju vremenski nizovi sa mnogo kom-
pleksnijim mehanizmom opstanka jedinki od onog koji mo�e da se
opixe standardnim binomnim tiningom. Naime, u mnogim proble-
mima verovatno�a opstanka elemenata nije konstantna. U svom
radu Alzaid i Al-Osh (1993) su posmatrali vremenske nizove sa ge-
neralisanom Puasonovom marginalnom raspodelom kod kojih je ve-
rovatno�a opstanka elemenata linearna funkcija broja prethodno
postoje�ih elemenata.

Oni su uveli novi kvazi binomni tining operator ”ρθ,λ ◦ ”, za
koji va�i da ρθ,λ ◦X ima kvazi binomnu raspodelu QB(ρ, θ

λ
, x) pod

uslovom da je {X = x}, za x ∈ N0, gde je λ > 0, ρ ∈ (0, 1) i xθ
λ
<

min(ρ, 1 − ρ). Za kvazi binomni operator va�e slede�e osobine
analogne osobinama binomnog tining operatora:

E(ρθ,λ ◦X) = ρE(X),

Cov(ρθ,λ ◦X,X) = ρV ar(X).

Napomenimo da ovde koristimo oznaqavaǌe iz preglednog qlanka
Weiß (2008b). Iz istog qlanka navodimo slede�u lemu.

Lema 1.3.2 (Weiß, 2008b) Ako je X sluqajna promenǉiva sa generali-
sanom Puasonovom GP(λ, θ) raspodelom i ako su brojaqki nizovi kvazi
binomnog tining operatora nezavisni od X, tada sluqajna promen-
ǉiva ρθ,λ ◦X ima generalisanu Puasonovu GP(ρλ, θ) raspodelu.

Uz pomo� kvazi binomnog tining operatora, Alzaid i Al-Osh
(1993) su konstruisali novi vremenski niz na slede�i naqin

Xn = ρθ,λ ◦Xn−1 + εn, n ≥ 1, (1.3.2)
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gde je λ > 0, ρ, θ ∈ (0, 1), {εn} je niz nezavisnih, jednako raspodeǉe-
nih sluqajnih promenǉivih sa GP((1−ρ)λ, θ) raspodelom, brojaqki
nizovi tining operatora su me�usobno nezavisni, i brojaqki ni-
zovi tining operatora i sluqajna promenǉiva εn su nezavisni od
Xm za m < n.

Vremenski niz �e imati generalisanu Puasonovu GP(λ, θ) mar-
ginalnu raspodelu sa zakonom raspodele

P (X = x) =
λ(λ+ xθ)x−1e−λ−xθ

x!
, x = 0, 1, . . . ;

λ > 0, max(−1,− λ
m
) < θ ≤ 1, m > 4. Za ovako definisan vremenski

niz va�i da je

E(X) =
λ

1− θ
, V ar(X) =

λ

(1− θ)3
.

Uslovno oqekivaǌe je

E(Xn|Xn−1) = ρXn−1 +
λ(1− ρ)

1− θ
,

dok je autokorelaciona funkcija jednaka

ρX(k) = ρk, k ≥ 0.
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Neki INAR modeli bazirani na negativnom
binomnom tiningu

Vremenski nizovi zasnovani na binomnom tining operatoru su
pogodni za modeliraǌe nizova kod kojih posmatrani elementi mogu
da uqestvuju u ukupnoj sumi samo sa vrednostima 0 ili 1. Me�u-
tim, u prirodi se vrlo qesto javǉaju procesi u kojima posmatrani
element mo�e da generixe vixe novih elemenata. U tom sluqaju,
Bernulijev brojaqki niz nije pogodan za opisivaǌe takvih poda-
taka i konstruisaǌe odgovaraju�ih modela, pa se iz tih razloga
pojavila potreba za korix�eǌem novog brojaqkog niza sa geome-
trijskom raspodelom. Tako su Ristić, Bakouch i Nastić (2009) defi-
nisali negativni binomni tining operator ”∗” sa α∗X =

∑X
i=1Wi,

α ∈ (0, 1), gde je {Wi} niz nezavisnih, jednako raspodeǉenih slu-
qajnih promenǉivih sa geometrijskom raspodelom sa parametrom
α

1+α
. Sluqajna promenǉiva α∗X za fiksirano X = x ima negativnu

binomnu raspodelu sa parametrima x i α
1+α

.
Navex�emo sada neke najva�nije osobine ovog operatora pred-

stavǉene u Nastić (2008). Neka su β, γ ∈ (0, 1) i neka su operatori
”β ∗” i ”γ ∗” definisani sa β ∗X =

∑X
i=1W

′
i , gde je {W ′

i} niz nezavi-

snih, jednako raspodeǉenih sluqajnih promenǉivih sa Geom
(

β
1+β

)
raspodelom i γ ∗X =

∑X
i=1W

′′
i , gde je {W ′′

i } niz nezavisnih, jednako

raspodeǉenih sluqajnih promenǉivih sa Geom
(

γ
1+γ

)
raspodelom.

Tada:

(i) 0 ∗X = 0, 1 ∗X
r
̸= X.

(ii) α ∗ (β ∗X)
r
̸= (αβ) ∗X.

(iii) E(α ∗X) = αE(X).

(iv) E(α ∗X)2 = α2E (X2) + α(1 + α)E(X).

(v) E ((α ∗X)Y ) = αE (XY ), ako je odgovaraju�i brojaqki niz
{Wi} nezavisan od X i Y .
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(vi) E(α ∗X − α ∗ Y )2 = α(1+α)E|X−Y |+α2E(X − Y )2, gde su odgo-
varaju�i brojaqki nizovi za α ∗X i α ∗Y isti, sa Geom

(
α

1+α

)
raspodelom.

(vii) E(X(β ∗ Y )(γ ∗ Z)) = βγE(XY Z), ako su brojaqki nizovi {W ′
i}

i {W ′′
i } me�usobno nezavisni i nezavisni od X, Y i Z.

Pomenu�emo sada neke modele zasnovane na negativnom binom-
nom tining operatoru sa razliqitim marginalnim raspodelama.

Novi geometrijski INAR(1) model

Kod mnogih vremenskih nizova vrednosti uzoraqke sredine i
disperzije se bitno razlikuju, te Puasonova marginalna raspo-
dela ne daje dobre rezultate u opisivaǌu takvih podataka. Iz
tih razloga, Ristić, Bakouch i Nastić (2009) su konstruisali vre-
menski niz sa geometrijskom marginalnom raspodelom, baziran
na negativnom binomnom tiningu.

Definicija 1.3.2 (Ristić, Bakouch, Nastić, 2009) Nenegativni celo-
brojni autoregresivni vremenski niz prvog reda sa geometrijskom
marginalnom raspodelom (NGINAR(1))7 je niz {Xn} koji zadovoǉava
jednaqinu

Xn = α ∗Xn−1 + εn, (1.3.3)

gde je n ≥ 1, operator ” ∗ ” je definisan sa α ∗ X =
X∑
i=1

Wi, α ∈ (0, 1),

{Xn} je niz sluqajnih promenǉivih sa geometrijskom raspodelom sa
parametrom µ

1+µ
, µ > 0, {Wi} je brojaqki niz nezavisnih sluqajnih

promenǉivih sa geometrijskom raspodelom sa parametrom α
1+α

, a
{εn} inovacioni niz nenegativnih celobrojnih nezavisnih jednako
raspodeǉenih sluqajnih promenǉivih, nezavisnih od {Wi}, takvih da
je εn nezavisno od Xn−l, za l > 0.

Za ovako definisan vremenski niz va�i da je

E(X) = µ, V ar(X) = µ(1 + µ),

7New geometric INAR
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uslovno oqekivaǌe je

E(Xn|Xn−1) = αXn−1 + (1− α)µ.

Za autokovarijansnu funkciju va�i da je

γ(k) ≡ Cov(Xn+k, Xn) = αkγ(0), k ≥ 0,

pa je autokorelaciona funkcija i ovde jednaka

ρ(k) = αk, k ≥ 0.

Sluqajna promenǉiva εn je dobro definisana za α ∈
(
0, µ

1+µ

]
i

ǌena raspodela je mexavina dve geometrijske raspodele

εn
r
=

{
Geom

(
α

1+α

)
, s.v. αµ

µ−α
,

Geom
(

µ
1+µ

)
, s.v. 1− αµ

µ−α
.

Ovaj model se bitno razlikuje od svih prethodno navedenih
modela i mo�e imati xiroku primenu u modeliraǌu podataka qije
se generisaǌe dobro opisuje geometrijskim brojaqkim nizom.

Negativni binomni INAR model

U prethodno navedenom modelu razmatrana je geometrijska mar-
ginalna raspodela. U ovom modelu autori su posmatrali jox
opxtiju marginalnu raspodelu. Naime, Ristić, Nastić i Bakouch
(2012) su predstavili jox jedan model zasnovan na negativnom bi-
nomnom tining operatoru, sada sa negativnom binomnom margi-
nalnom raspodelom.

Definicija 1.3.3 (Ristić, Nastić, Bakouch, 2012) Nenegativni celo-
brojni autoregresivni vremenski niz prvog reda sa negativnom bi-
nomnom marginalnom raspodelom (NBINAR(1))8, je niz sluqajnih
promenǉivih, koji zadovoǉava jednaqinu

Xn = α ∗Xn−1 + εn, (1.3.4)

8Negative binomial INAR
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za n ≥ 1, α ∈ (0, 1), gde je ” ∗ ” negativni binomni tining opera-
tor, zasnovan na geometrijskom brojaqkom nizu {Wi}, {Xn} je sta-
cionarni vremenski niz sa NB

(
θ, µ

1+µ

)
marginalnom raspodelom, tj.

P (Xn = i) = Γ(θ+i)
Γ(θ)i!

· µi

(1+µ)θ+i , θ > 0, µ > 0, i = 0, 1, 2, . . . , a inovacioni niz
{εn} je niz nezavisnih, jednako raspodeǉenih sluqajnih promenǉivih,
nezavisnih od {Wi}, pri qemu je εn nezavisno od Xn−l, za l > 0.

Za ovaj vremenski niz imamo da je

E(X) = θµ, V ar(X) = θµ(1 + µ).

Uslovno oqekivaǌe za korak jedan je

E(Xn|Xn−1) = αXn−1 + (1− α)θµ.

Autokorelaciona funkcija je data sa

ρ(k) = αk, k ≥ 0.

Funkcija generatrise verovatno�a sluqajne promenǉive εn je
dobro definisana za α ∈

(
0, µ

1+µ

]
. Raspodela sluqajne promenǉive

εn se mo�e zapisati u obliku εn
r
= Yn+Zn, gde su Yn i Zn nezavisne

sluqajne promenǉive i va�i da Yn : NB
(
θ, α

1+α

)
, dok je sluqajna

promenǉiva Zn =
∑N

i=1

(
α(1+µ)

µ

)Ri

◦ Vi, gde je N
r
= P

(
−θ ln α(1+µ)

µ

)
,

Ri
r
= U(0, 1), Vi

r
= Geom

(
µ

1+µ

)
, ” ◦ ” je binomni tining operator, a

N , Ri, Vi su nezavisne sluqajne promenǉive.

Pomenu�emo jox jedan vrlo interesantan model.

Mexoviti INAR model

Kao xto je ve� pomenuto, binomni tining je pogodan za opi-
sivaǌe pojava u kojima su posmatrani elementi pasivni, odnosno
samo opstaju ili samo ixqezavaju, dok se za potrebe opservira-
ǌa aktivnih elemenata koji mogu da generixu vixe novih jedinki
koristi negativni binomni tining. Me�utim, u praksi se mogu ja-
viti i elementi promenǉivog karaktera koji su u odre�enim vre-
menskim intervalima pasivni, odnosno, aktivni. Tako su Nastić i
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Ristić (2012) konstruisali model zasnovan na mexavini binomnog i
negativnog binomnog tining operatora.

Neka su ”◦n” i ”∗n” redom, binomni i negativni binomni tining
operator. Indeks n oznaqava da je tining primeǌen u trenutku

n. Operator binomnog tininga definisan je sa α ◦n X =
X∑
i=1

B
(n)
i ,

gde je
{
B

(n)
i

}
niz nezavisnih Bernulijevih sluqajnih promenǉivih

sa parametrom α, dok je negativni binomni tining definisan sa

β ∗nX =
X∑
j

G
(n)
j , qiji se brojaqki niz

{
G

(n)
j

}
sastoji od nezavisnih

sluqajnih promenǉivih sa Geom(β/(1 + β)) raspodelom. Vremen-
ski niz {Xn} sa Geom(µ/(1 + µ)) marginalnom raspodelom, µ > 0,
definisan je sa

Xn =

{
α ◦n Xn−1 + εn, s.v. p,
β ∗n Xn−1 + εn, s.v. 1− p,

(1.3.5)

gde su α, β ∈ (0, 1), p ∈ [0, 1] i va�e slede�i uslovi:

(i) {εn} je niz nenegativnih celobrojnih nezavisnih jednako ras-
podeǉenih sluqajnih promenǉivih,

(ii) εn ne zavise od Xm, α ◦m+1 Xm i β ∗m+1 Xm, za m < n,

(iii) tining operatori u trenutku n se primeǌuju nezavisno jedni
od drugih,

(iv) tining operatori primeǌeni nad Xn i sluqajne promenǉive
Xn−1, Xn−2, . . . su nezavisni,

(v) uslovne verovatno�e P (α ◦n+1 Xn = i, β ∗n+1 Xn = j|Xn = x,Hn−1)
i P (α ◦n+1 Xn = i, β ∗n+1 Xn = j|Xn = x) su jednake, gde Hn−1 ozna-
qava proxlost procesa, odnosno svih sluqajnih promenǉivih
Xm, α ◦m+1 Xm i β ∗m+1 Xm, za m < n,

(vi) sluqajne promenǉive α ◦n+1Xn i β ∗n+1Xn za dato Xn su neza-
visne.

Za ovaj vremenski niz va�i da je

E(X) = µ, V ar(X) = µ(1 + µ),
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uslovno oqekivaǌe za korak jedan je

E(Xn|Xn−1) = θXn−1 + (1− θ)µ,

dok uslovna disperzija kvadratno zavisi od proxlosti vremen-
skog niza i data je sa

V ar(Xn|Xn−1) = (τ − θ2)X2
n−1 + (ν − 2µθ(1− θ))Xn−1 − νµ

+(1− τ)µ(1 + 2µ)− µ2(1− θ)2,

gde je θ = pα + (1 − p)β, τ = α2p + β2(1 − p) i ν = α(1 − α)p + β(1 +
β)(1− p) + 2µ(1− θ)θ. Ova kvadratna zavisnost uslovne disperzije
od proxlosti vremenskog niza utiqe na to da se sa pove�aǌem
vrednosti vremenskog niza bitno pove�avaju vrednosti uslovne
disperzije.

Autokorelaciona funkcija je

ρ(k) = θk, k ≥ 0.

Ako je αµ < β(1+µ) < µ, onda je raspodela sluqajne promenǉive
εn mexavina tri geometrijske raspodele, tj.

εn
r
=


Geom(µ/(1 + µ)), s.v. A1 =

µ(α−1)(β−µ+µβ)
(µ−a)(µ−b)

,

Geom(a/(1 + a)), s.v. A2 =
(µα−a)(β−a+µβ)

(µ−a)(b−a)
,

Geom(b/(1 + b)), s.v. A3 =
(µα−b)(β−b+µβ)

(µ−b)(a−b)
,

gde su a i b rexeǌa jednaqine x2−(β+αµ+βµp−αµp)x+(1−p)αβµ = 0
i a < b.

Prethodno opisani model prvog reda podrazumeva da se veza iz-
me�u dva uzastopna elementa vremenskog niza ostvaruje primenom
i Bernulijevog i geometrijskog brojaqkog niza. U drugom slu-
qaju mo�e se desiti da sluqajni doga�aji neposredno nakon svog
nastanka budu pasivni, a zatim u narednom vremenskom periodu
postaju aktivni. Za opisivaǌe ovakve zavisnosti Nastić i Ristić
(2012) su konstruisali model reda 2. Mexoviti modeli vixeg
reda predstavǉeni su u radu Ristić i Nastić (2012).

Zajedniqka karakteristika svih opisanih modela je nezavi-
snost elemenata brojaqkog niza. Me�utim, u prirodi se qesto
javǉaju procesi u kojima realizacija jednog elementa utiqe na to
da li �e se drugi element realizovati ili ne, u datom trenutku.
Tako dolazimo do problema zavisnih brojaqkih nizova o qemu �e
biti reqi u narednim glavama.
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Glava 2

INAR(1) modeli sa zavisnim
Bernulijevim brojaqkim
nizovima

Nenegativni celobrojni autoregresivni modeli koji su do sada
korix�eni su konstruisani pomo�u tining operatora koji u osno-
vi imaju nezavisne brojaqke nizove. Pretpostavka o nezavisnosti
ima veoma va�nu ulogu i doprinosi tome da se dobijaju relativno
jednostavni modeli sa osobinama koje se lako izvode. Me�utim,
u praksi se retko sre�u ovakvi primeri. To bi znaqilo da su
odgovaraju�i doga�aji koji su predmet posmatraǌa potpuno neza-
visni i da ne postoji nikakva interakcija me�u ǌima. U realnom
�ivotu se mnogo qex�e sre�emo sa pojavama u kojima su posma-
trane jedinke me�usobno povezane. U ve�ini nauqnih disciplina
imamo primere ovakvih pojava. U ekonomiji, na primer, ne mo�e
se opstanak ili bankrot velikih kompanija prouqavati i razma-
trati nezavisno, jer sve one zajedno rade i funkcionixu u istom
makroekonomskom miǉeu, ostvaruju�i znaqajan me�usobni uticaj.
Zatim, u kriminologiji vrlo qesto nailazimo na kriviqna dela
koja su me�usobno povezana, nastala dejstvom organizovanih kri-
minalnih grupa. Prirodno se name�e potreba za konstrukcijom
novih modela koji bi dobro opisivali ovakve pojave, a koji bi u
osnovi imali zavisne brojaqke nizove.

Iz tih razloga mi ovde uvodimo nove tining operatore ”α•θ”ko-
ji �e se bazirati na brojaqkim nizovima {Ui} zavisnih identiqki
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raspodeǉenih sluqajnih promenǉivih sa Bernulijevom raspode-
lom, a zatim �emo posmatrati modele definisane sa

Xt = α •θ Xt−1 + εt, t ∈ Z,

gde su α ∈ (0, 1) i θ ∈ (0, 1).
U prvom delu ove glave sluqajne promenǉive Ui su definisane

na slede�i naqin:

Ui = (1− Vi)Wi + ViZ, i ∈ N,

gde su {Wi}i∈N i {Vi}i∈N nizovi nezavisnih jednako raspodeǉenih
sluqajnih promenǉivih sa Bernulijevim raspodelama, redom sa
parametrima α i θ, gde α, θ ∈ [0, 1], Z je tako�e sluqajna promen-
ǉiva sa Bernulijevom raspodelom sa parametrom α, i sluqajne
promenǉive Wi, Vj i Z su nezavisne, za svako i, j ∈ N. Parametrom
θ �e biti odre�ena zavisnost me�u qlanovima brojaqkog niza.

U drugom delu su sluqajne promenǉive Ui definisane sa

Ui = 1− Vi + ViZ, i ∈ N,

gde je {Vi}i∈N niz nezavisnih jednako raspodeǉenih sluqajnih pro-
menǉivih sa Ber(θ) raspodelom, θ ∈ (0, 1], dok je Z sluqajna pro-
menǉiva sa Ber

(
α+θ−1

θ

)
raspodelom, tako da va�i 0 ≤ 1 − α ≤ θ,

α ∈ (0, 1]. Sluqajne promenǉive Z i Vi su nezavisne za svako i ∈ N.
U tre�em delu ove sluqajne promenǉive su definisane sa

Ui = ViZ, i ∈ N,

gde je {Vi}i∈N niz nezavisnih sluqajnih promenǉivih sa Ber(θ) ras-
podelom, θ ∈ (0, 1] i Z je sluqajna promenǉiva sa Bernulijevom
raspodelom sa parametrom α/θ, gde je 0 ≤ α ≤ θ ≤ 1. Sluqajne
promenǉive Vi i Z su nezavisne za svako i ∈ N.

Kao rezultat primene ovih operatora dobijamo jedan opxti
i sveobuhvatni model koji je samim tim i najslo�eniji, dok sa
druge strane dobijamo dva modela kod kojih gubimo na opxtosti
zbog izvesnih ograniqeǌa u uslovima, ali zato dobijamo modele
koji su jednostavniji i fleksibilniji za rad i primenu.
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2.1 Geometrijski INAR(1) model sa
Bernulijevim zavisnim
brojaqkim nizovima I vrste

Nakon vixegodixǌe primene nezavisnih brojaqkih nizova u
konstrukciji INAR modela, prva razmatraǌa u pogledu odbaci-
vaǌa pretpostavke o nezavisnosti se mogu na�i u Brännäs i Hell-
ström (2001). Nekoliko godina ranije su Lunn i Davies (1998) kon-
struisali algoritam za generisaǌe pozitivno korelisanih Ber-
nulijevih sluqajnih promenǉivih. Naime, ǌihov ciǉ je bio da
generixu klastere binarnih promenǉivih sa korelacijom ρj u j-
tom klasteru za svrhu Monte Karlo simulacija. Tako su defini-
sali sluqajne promenǉive Xij = (1 − Uij)Yij + UijZj, i = 1, . . . , kj;
j = 1, . . . , n, gde su Yij i Zj nezavisne sluqajne promenǉive sa
Ber(pj) raspodelom i Uij nezavisne sluqajne promenǉive sa Ber(rj)
raspodelom, pj, rj ∈ [0, 1]. Pokazano je da sluqajne promenǉive Xij

imaju Ber(pj) raspodelu i da je korelacija Corr(XijXmj) = r2j , za
i ̸= m, odnosno ρj = r2j . U okviru razmatraǌa INAR(1) modela
yt = α ◦ yt−1 + εt, t ∈ Z, Brännäs i Hellström (2001) su modifi-
kovali ovaj algoritam posmatraju�i sada sluqajne promenǉive
Ui = (1 − Wi)Vi + WiZ, i = 1, . . . , yt−1, gde su sve sluqajne promen-
ǉive iz Ui me�usobno nezavisne sa Bernulijevim raspodelama i
to sa parametrom α za Vi i Z, i sa parametrom k1/2 za Wi. Na
taj naqin su dobili zavisne sluqajne promenǉive sa konstantnom
korelacijom Corr(Ui, Uj) = k, za i ̸= j. Ovako definisane sluqajne
promenǉive bi�e razmatrane u ovom radu i predstavǉa�e osnovu
novog tining operatora.

Oslaǌaju�i se na rezultate predstavǉene u Ristić, Nastić i Mi-
letić Ilić (2013), najpre �emo se upoznati sa definicijom i osnovnim
osobinama tining operatora baziranom na zavisnom Bernulije-
vom brojaqkom nizu. Zatim �emo uz pomo� novog operatora kon-
struisati INAR model reda jedan sa geometrijskom marginalnom
raspodelom. Nakon izvo�eǌa osnovnih svojstava modela razmo-
tri�emo autokorelacionu strukturu i odredi�emo neke uslovne
statistiqke osobine. Na kraju �e biti reqi o metodama za oce-
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ǌivaǌe nepoznatih parametara kao i o mogu�oj primeni modela
na podacima iz stvarnog �ivota.
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2.1.1 Generalizovani binomni tining operator
I vrste

U ovom odeǉku predstavi�emo novi tining operator baziran na
zavisnom Bernulijevom brojaqkom nizu. Rezultati ovog odeǉka su
publikovani u radu Ristić, Nastić i Miletić Ilić (2013).

Neka je {Ui}i∈N niz sluqajnih promenǉivih definisanih sa

Ui = (1− Vi)Wi + ViZ, (2.1.1)

gde je {Wi}i∈N niz nezavisnih jednako raspodeǉenih sluqajnih pro-
menǉivih sa Ber(α) raspodelom, α ∈ [0, 1], {Vi}i∈N je niz nezavisnih
jednako raspodeǉenih sluqajnih promenǉivih sa Ber(θ) raspode-
lom, θ ∈ [0, 1], i Z je sluqajna promenǉiva sa Ber(α) raspodelom.
Pretpostavimo da su sluqajne promenǉive Wi, Vj i Z nezavisne
za svako i ∈ N i svako j ∈ N. Ovako definisane sluqajne promen-
ǉive {Ui}i∈N predstavǉaju specijalan sluqaj promenǉivih koje su
razmatrali Lunn i Davies (1998). Pokaza�emo da ove sluqajne pro-
menǉive imaju Ber(α) raspodelu i da su me�usobno zavisne.

Oznaqimo funkciju generatrise verovatno�a sa Φ(s). Nepo-
sredno iz definicije (2.1.1) sledi da je

ΦUi
(s) = E(s(1−Vi)Wi+ViZ)

= (1− θ)E(sWi) + θE(sZ)

= (1− θ)(1− α + αs) + θ(1− α+ αs)

= 1− α + αs,

odakle zakǉuqujemo da svaka sluqajna promenǉiva Ui ima Bernu-
lijevu raspodelu sa parametrom α, pa je tako E(Ui) = α i V ar(Ui) =
α(1− α). Daǉe, direktnim izraqunavaǌem dobijamo da je

E(UiUj) = E((Wi − ViWi + ViZ)(Wj − VjWj + VjZ))

= E(WiWj)− E(WiVjWj) + E(WiVjZ)

−E(ViWiWj) + E(ViWiVjWj)− E(ViVjWiZ)

+E(ViWjZ)− E(ViVjWjZ) + E(ViVjZ
2)

= α2 − α2θ2 + αθ2, za i ̸= j, (2.1.2)
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pa odatle imamo da je

Cov(Ui, Uj) = E(UiUj)− E(Ui)E(Uj)

= α2 − α2θ2 + αθ2 − α2

= θ2α(1− α), i ̸= j

i

Corr(Ui, Uj) =
Cov(Ui, Uj)

V ar(Ui)

= θ2 ̸= 0, za θ ̸= 0 i i ̸= j, (2.1.3)

qime smo pokazali da su sluqajne promenǉive Ui me�usobno zavi-
sne i da je ǌihova zavisnost odre�ena parametrom θ.

Za definisaǌe novog tining operatora potrebno je odrediti
raspodelu sluqajne promenǉive U1 + U2 + · · · + Un, n ≥ 1, U0 = 0.
Koriste�i qiǌenicu da su sluqajne promenǉive Wi, i ∈ N nezavi-
sne i jednako raspodeǉene, dobijamo da je funkcija generatrise
verovatno�a sluqajne promenǉive U1 + U2 + · · ·+ Un jednaka

E
(
sU1+U2+···+Un

)
=

n∑
j=0

(
n

j

)
(1− θ)n−jθjE

(
sW1+W2+···+Wn−j+jZ

)
=

n∑
j=0

(
n

j

)
(1− θ)n−jθj(E(sW1))n−jE(sjZ)

=
n∑

j=0

(
n

j

)
(1− θ)n−jθj(1− α + αs)n−j(1− α + αsj)

= (1− α)
n∑

j=0

(
n

j

)
(1− θ)n−jθj(1− α+ αs)n−j

+α
n∑

j=0

(
n

j

)
(1− θ)n−jθj(1− α + αs)n−jsj

= (1− α)
n∑

j=0

(
n

j

)
θj((1− θ)(1− α + αs))n−j

+α
n∑

j=0

(
n

j

)
(θs)j((1− θ)(1− α+ αs))n−j
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= (1− α)(θ + (1− θ)(1− α + αs))n

+α(θs+ (1− θ)(1− α + αs))n

= (1− α)(1− α(1− θ)(1− s))n

+α(1− (α+ θ − αθ)(1− s))n.

Iz posledǌe jednakosti zakǉuqujemo da sluqajna promenǉiva U1+
U2 + · · ·+ Un ima raspodelu

U1 + U2 + · · ·+ Un
r
=

{
Bin(n, α(1− θ)), s.v. 1− α,
Bin(n, θ + α(1− θ)), s.v. α.

(2.1.4)

Sada mo�emo da definixemo novi tining operator zasnovan
na Bernulijevom brojaqkom nizu zavisnih sluqajnih promenǉivih
{Ui}i∈N.
Definicija 2.1.1 (Ristić, Nastić, Miletić Ilić, 2013) Neka je X nene-
gativna celobrojna sluqajna promenǉiva i neka suma sluqajnih pro-
menǉivih {Ui}i∈N ima raspodelu datu u (2.1.4). Operator α◦θ, za koji
va�i

α ◦θ X = U1 + U2 + · · ·+ UX , (2.1.5)

gde su α, θ ∈ [0, 1], nazva�emo generalizovani binomni tining opera-
tor I vrste.

Odredimo sada funkciju generatrise verovatno�a sluqajne pro-
menǉive U1 + U2 + . . .+ UX. Iz (2.1.4) dobijamo da je

E(sU1+U2+...+UX ) =
∞∑
x=0

E(sU1+U2+...+Ux)P (X = x)

= (1− α)
∞∑
x=0

(1− α(1− θ) + α(1− θ)s)xP (X = x)

+α
∞∑
x=0

(1− (α + θ − αθ) + (α + θ − αθ)s)xP (X = x)

= (1− α)ΦX(1− α(1− θ) + α(1− θ)s)

+αΦX(1− (α+ θ − αθ) + (α + θ − αθ)s),

pa je odavde funkcija generatrise verovatno�a generalizovanog
binomnog tining operatora I vrste

Φα◦θX(s) = (1− α)ΦX(1− α(1− θ) + α(1− θ)s)

+αΦX(1− (α+ θ − αθ) + (α + θ − αθ)s). (2.1.6)
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Razmotrimo sada neke specijalne sluqajeve koji slede direktno
iz definicije.

Primedba 2.1.1 (i) Za α = 0, dobijamo da je U1 + · · · + Un
r
=

Bin(n, 0) ≡ 0, odakle sledi da je 0 ◦θ X
r
= 0.

(ii) Za α = 1, dobijamo da je U1 + · · · + Un
r
= Bin(n, 1) ≡ n, odakle

sledi da je 1 ◦θ X
r
= X.

(iii) Za θ = 0, imamo da je U1 + · · ·+Un
r
= Bin(n, α), xto znaqi da je

α◦0 binomni tining operator α◦.

(iv) Za θ = 1, va�i da je U1 + · · · + Un mexavina nule i konstante
n sa verovatno�ama 1 − α i α, redom. Odavde sledi da je
α ◦1 X

r
= ZX, gde je Z sluqajna promenǉiva sa Ber(α) raspo-

delom, nezavisna od X.

Slede�om teoremom opisana je veza izme�u generalizovanog bi-
nomnog tining operatora I vrste ”α◦θ”i binomnog tining opera-
tora ”α◦”.

Teorema 2.1.1 (Ristić, Nastić, Miletić Ilić, 2013) Neka su Iα i Iβ dve ne-
zavisne sluqajne promenǉive redom sa Ber(α) i Ber(β) raspodelama,
α, β ∈ (0, 1), i pretpostavimo da su nezavisne od sluqajne promen-
ǉive X. Neka su brojaqki nizovi tining operatora α◦θ i β◦δ me�u-
sobno nezavisni, i nezavisni od X, gde su θ, δ ∈ (0, 1). Tada va�i:

(i) α ◦θ X
r
= (Iαθ + α− αθ) ◦X, gde je

(Iαθ + α− αθ) ◦X =

{
(α(1− θ)) ◦X, s.v. 1− α,
(θ + α(1− θ)) ◦X, s.v. α.

(ii) α ◦θ (β ◦δ X)
r
= ((Iαθ + α− αθ)(Iβδ + β − βδ)) ◦X, gde je

((Iαθ + α− αθ)(Iβδ + β − βδ))◦X =

=


(αβ(1− θ)(1− δ)) ◦X, s.v. (1− α)(1− β),
((θ + α(1− θ))β(1− δ)) ◦X, s.v. α(1− β),
(α(1− θ)(δ + β(1− δ))) ◦X, s.v. (1− α)β,
((θ + α(1− θ))(δ + β(1− δ))) ◦X, s.v. αβ.
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Dokaz. (i) Direktno iz (2.1.6) sledi da je

α ◦θ X =

{
(α(1− θ)) ◦X, s.v. 1− α,
(θ + α(1− θ)) ◦X, s.v. α.

= (Iαθ + α− αθ) ◦X.

(ii) Za izraqunavaǌe funkcije generatrise verovatno�a sluqajne
promenǉive α ◦θ (β ◦δ X) koristi�emo tvr�eǌe (i) ove teoreme, pa
tako imamo da je

Φα◦θ(β◦δX) = (1− α)Φβ◦θX(1− α(1− θ) + α(1− θ)s)

+ αΦβ◦θX(1− (θ + α(1− θ)) + (θ + α(1− θ))s).

Ako uvedemo oznaku ΦX(1− α + αs) ≡ φ(α, s), dobijamo daǉe

Φα◦θ(β◦δX) = (1− α) {(1− β)φ (β(1− δ), 1− α(1− θ) + α(1− θ)s)

+ βφ (δ + β(1− δ), 1− α(1− θ) + α(1− θ)s)}
+α {(1− β)φ (β(1− δ), 1− (θ + α(1− θ)) + (θ + α(1− θ))s)

+ βφ (δ + β(1− δ), 1− (θ + α(1− θ)) + (θ + α(1− θ))s)}
= (1− α)(1− β)φ (αβ(1− θ)(1− δ), s)

+(1− α)βφ (α(1− θ)(δ + β(1− δ)), s)

+α(1− β)φ ((θ + α(1− θ))β(1− δ), s)

+αβφ ((θ + α(1− θ))(δ + β(1− δ)), s) .

Iz posledǌe jednakosti direktno sledi da je

α ◦θ (β ◦δ X)
r
=


(αβ(1− θ)(1− δ)) ◦X, s.v. (1− α)(1− β),
((θ + α(1− θ))β(1− δ)) ◦X, s.v. α(1− β),
(α(1− θ)(δ + β(1− δ))) ◦X, s.v. (1− α)β,
((θ + α(1− θ))(δ + β(1− δ))) ◦X, s.v. αβ.

= ((Iαθ + α− αθ)(Iβδ + β − βδ)) ◦X. 2

Iz prethodne teoreme sledi da se druga osobina mo�e napisati
kao

(Iαθ + α− αθ) ◦ ((Iβδ + β − βδ) ◦X)
r
= ((Iαθ + α− αθ)(Iβδ + β − βδ)) ◦X,

xto znaqi da dobro poznata osobina binomnog tining operatora
α ◦ (β ◦ X)

r
= (αβ) ◦ X va�i i za generalizovani binomni tining

operator I vrste.
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2.1.2 Osobine generalizovanog binomnog tining
operatora I vrste

Neka je X nenegativna celobrojna sluqajna promenǉiva i neka
su α ∈ [0, 1], θ ∈ [0, 1] i β ∈ [0, 1]. Slede�om lemom dajemo svojstva
operatora ”α◦θ”.

Lema 2.1.1 (Ristić, Nastić, Miletić Ilić, 2013) Generalizovani binomni
tining operator I vrste ”α ◦θ ” ima slede�e osobine:

(i) E(α ◦θ X) = αE(X).

(ii) E(α ◦θ X)2 = α(1− α)(1− θ2)E(X) + α(α+ (1− α)θ2)E(X2).

(iii) E(X(α ◦θ Y )) = αE(XY ), ako su brojaqki nizovi tining opera-
tora ”α ◦θ ” nezavisni od X i Y .

(iv) E(X(α ◦θ Y )2) = α(1−α)(1− θ2)E(XY )+ (α2 +α(1−α)θ2)E(XY 2),
ako su brojaqki nizovi tining operatora ”α ◦θ ” nezavisni od X
i Y .

(v) E((α ◦θ X)(β ◦θ Y )) = αβE(XY ), ako su odgovaraju�i brojaqki
nizovi tining operatora me�usobno nezavisni i nezavisni od
X i Y .

(vi) E((α ◦θ X)2(β ◦θ Y )) = αβ(1 − α)(1 − θ2)E(XY ) + β(α2 + α(1 −
α)θ2)E(X2Y ), ako su odgovaraju�i brojaqki nizovi tining ope-
ratora me�usobno nezavisni i nezavisni od X i Y .

(vii) E(X(α ◦θ Y )(β ◦θ Z)) = αβE(XY Z), ako su odgovaraju�i brojaqki
nizovi tining operatora me�usobno nezavisni i nezavisni od
X, Y i Z.

(viii) E((α ◦θ X)(β ◦θ Y )(γ ◦θ Z)) = αβγE(XY Z), ako su odgovaraju�i
brojaqki nizovi tining operatora me�usobno nezavisni i neza-
visni od X, Y i Z.

(ix) Cov(X,α ◦θ Y ) = αCov(X, Y ).
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(x) α ◦θ (X + Y )
r
= (Iαθ + α − αθ) ◦X + (Iαθ + α − αθ) ◦ Y , gde su X i

Y nezavisne sluqajne promenǉive, Iα je sluqajna promenǉiva sa
Ber(α) raspodelom i nezavisna je od X i Y , i brojaqki nizovi
za (Iαθ + α− αθ) ◦X i (Iαθ + α− αθ) ◦ Y su nezavisni.

(xi) E(α ◦θ X|X) = αX.

(xii) E((α ◦θ X)2|X) = α(α + (1− α)θ2)X2 + α(1− α)(1− θ2)X.

(xiii) V ar(α ◦θ X|X) = α(1− α) (θ2X2 + (1− θ2)X).

Dokaz. Ovde �emo dokazati samo neke od osobina dok se ostale
dokazuju na sliqan naqin kao u Silva i Oliveira (2004).

(iv) Oznaqimo sa p(x, y) ≡ P (X = x, Y = y). Imamo da je

E(X(α ◦θ Y )2) =
∞∑
x=0

∞∑
y=0

E

x

(
y∑

i=1

Ui

)2
 p(x, y)

=
∞∑
x=0

∞∑
y=0

E

x
 y∑

i=1

U2
i +

y∑
i=1

y∑
j=1
j ̸=i

UiUj


 p(x, y)

=

∞∑
x=0

∞∑
y=0

[
xyE(U2

i ) + xy(y − 1)E(UiUj)
]
p(x, y)

=

∞∑
x=0

∞∑
y=0

[
xy(E(U2

i )−E(UiUj)) + xy2E(UiUj)
]
p(x, y)

=

∞∑
x=0

∞∑
y=0

[
α(1− α)(1− θ2)xy + (α2 + α(1− α)θ2)xy2

]
p(x, y)

= α(1− α)(1− θ2)E(XY ) + (α2 + α(1− α)θ2)E(XY 2).

(x) Koriste�i Teoremu 2.1.1 i osobine binomnog tining opera-
tora dobijamo da je

α ◦θ (X + Y )
r
= (1αθ + α− αθ) ◦ (X + Y )

r
=

{
α(1− θ) ◦ (X + Y ), s.v. 1− α,
(θ + α− αθ) ◦ (X + Y ), s.v. α.
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r
=

{
α(1− θ) ◦X + α(1− θ) ◦ Y, s.v. 1− α,
(θ + α− αθ) ◦X + (θ + α− αθ) ◦ Y, s.v. α.

r
= (1αθ + α− αθ) ◦X + (1αθ + α− αθ) ◦ Y.

(xii) Ovde imamo da je

E
(
(α ◦θ X)2|X = x

)
= E

 x∑
i=1

U2
i +

x∑
i=1

x∑
j=1
j ̸=i

UiUj


= xE(U2

i ) + x(x− 1)E(UiUj)

= x2E(UiUj) + x(E(U2
i )− E(UiUj))

= α(α + (1− α)θ2)x2 + α(1− α)(1− θ2)x,

pa odavde sledi osobina (xii).
(xiii) Dokaz ove osobine direktno sledi iz osobina (xi) i (xii)

i iz jednakosti

V ar(α ◦θ X|X) = E((α ◦θ X)2|X)− (E(α ◦θ X|X))2 . 2

2.1.3 Konstrukcija i osnovna svojstva modela
DCINAR(1)

Uvedimo sada nenegativni celobrojni autoregresivni vremen-
ski niz (DCINAR(1))1, baziran na generalizovanom binomnom ti-
ning operatoru I vrste. Pod ovim vremenskim nizom podrazume-
vamo niz sluqajnih promenǉivih {Xt}t∈Z, koji zadovoǉava jedna-
qinu

Xt = α ◦θ Xt−1 + εt, t ∈ Z, (2.1.7)

gde je α ∈ [0, 1], θ ∈ [0, 1] i pri tome va�e slede�i uslovi:

(A1) {εt}t∈Z je niz nezavisnih jednako raspodeǉenih sluqajnih pro-
menǉivih, takvih da je Cov(εt, Xs), s < t,

(A2) sluqajne promenǉive {Ui}i≥1 su nezavisne od Xj i εk, za svako
i, j, k,

1Dependent counting INAR
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(A3) brojaqki nizovi sluqajnih promenǉivih {Ui}i≥1, koji se ko-
riste za generisaǌe Xt i Xs, su me�usobno nezavisni za t ̸= s.

Definicija 2.1.2 (Ristić, Nastić, Miletić Ilić, 2013) Niz {Xt}t∈Z ne-
negativnih celobrojnih sluqajnih promenǉivih je INAR vremenski
niz reda 1 sa zavisnim brojaqkim nizom (DCINAR(1)), ako postoji
niz {εt}t∈Z, tako da va�i jednaqina (2.1.7) i da su zadovoǉeni uslovi
(A1)-(A3).

Nadaǉe pretpostavǉamo da su sluqajne promenǉive vremenskog
niza jednako raspodeǉene. Sliqnim postupkom kao u Nastić (2008)
pokaza�emo da je DCINAR(1) vremenski niz lanac Markova. Naime,
iz (2.1.7) sledi da je Xt funkcija od Xt−1, U

(t−1)
1 , U

(t−1)
2 , . . . , U

(t−1)
Xt−1

, εt,
gde gorǌi indeks oznaqava trenutak u kome je primeǌen tining.
Xt−1 je funkcija od Xt−2, U

(t−2)
1 , U

(t−2)
2 , . . . , U

(t−2)
Xt−2

, εt−1. Vidimo da Xt

od daǉe proxlosti zavisi samo posredno preko Xt−1, pa sledi da
je DCINAR(1) vremenski niz lanac Markova. Pokaza�emo da je
strogo stacionaran i ergodiqan. Dokaze izvodimo kao u Nastić
(2008) i Du i Li (1991).

Lema 2.1.2 DCINAR(1) vremenski niz sa jednakim raspodelama slu-
qajnih promenǉivih je strogo stacionaran.

Dokaz. Treba pokazati da za svako n i k iz N va�i

P (X1 = j1, X2 = j2, . . . , Xk = jk) = P (Xn+1 = j1, Xn+2 = j2, . . . , Xn+k = jk).

{Xn} je lanac Markova, pa imamo da je

P (X1 = j1, . . . , Xk = jk) = P (Xk = jk|Xk−1 = jk−1)

× · · · × P (X2 = j2|X1 = j1)P (X1 = j1),

P (Xn+1 = j1, . . . , Xn+k = jk) = P (Xn+k = jk|Xn+k−1 = jk−1)

× · · · × P (Xn+2 = j2|Xn+1 = j1)P (Xn+1 = j1).

Iz pretpostavke da su sluqajne promenǉive jednako raspodeǉene
sledi da je P (X1 = j1) = P (Xn+1 = j1), pa ostaje da se poka�e
da je P (Xi+1 = ji+1|Xi = ji) = P (Xn+i+1 = ji+1|Xn+i = ji), za svako
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i ∈ {1, 2, . . . , k−1}. Za neko x ∈ N0 i neko y ∈ N0, koriste�i qiǌenicu
da su sluqajne promenǉive {εn} jednako raspodeǉene, dobijamo

P (Xi+1 = y|Xi = x) = P

(
x∑

l=1

Ul + εi+1 = y

)

=

min(x,y)∑
k=0

P

(
x∑

l=1

Ul = k

)
P (εi+1 = y − k)

=

min(x,y)∑
k=0

P

(
x∑

l=1

Ul = k

)
P (εn+i+1 = y − k)

= P (Xn+i+1 = y|Xn+i = x). 2

Za dokazivaǌe ergodiqnosti potrebna su nam pomo�na tvr�e-
ǌa.

Definicija 2.1.3 (Širjaev, 1989) Neka je dat niz sluqajnih promen-
ǉivih ξ0, ξ±1, ξ±2, . . . Ako je Fn = σ(ξn, ξn−1, . . . ) σ-algebra generisana

sa {ξn, ξn−1, . . . }, onda je X =
−∞∩
n=0

Fn, repna σ-algebra.

Lema 2.1.3 (Širjaev, 1989) Ako je ξ0, ξ±1, ξ±2, . . . niz nezavisnih sluqaj-
nih promenǉivih i ako je A ∈ X , gde je X dato u prethodnoj Defini-
ciji 2.1.3, tada je P (A) = 0 ili P (A) = 1.

Lema 2.1.4 (Širjaev, 1989) Strogo stacionaran proces {Xn} je er-
godiqan, ako je verovatno�a proizvoǉnog invarijantnog doga�aja u
odnosu na ovaj proces jednaka 0 ili 1.

Teorema 2.1.2 Strogo stacionaran DCINAR(1) proces je ergodi-
qan.

Dokaz. Neka je A proizvoǉni doga�aj, invarijantan u odnosu na
vremenski niz {Xn}. Dakle, postoji neki skup B, takav da je
A = {ω|(Xn, Xn−1, . . .) ∈ B}, za svako n ∈ Z. Ako je F(Xn, Xn−1, . . . )
σ-algebra generisana sa {Xn, Xn−1, . . . }, tada A ∈ F(Xn, Xn−1, . . . ),
za svako n ∈ Z. Na osnovu (2.1.7) sledi da je F(Xn, Xn−1, . . . ) ⊆
F
(
εn,U

(n), εn−1,U
(n−1), . . .

)
, gde je U (n) odgovaraju�i brojaqki niz
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{Ui} kojim je generisana sluqajna promenǉiva Xn. Odatle imamo

da A ∈ F
(
εn,U

(n), εn−1,U
(n−1), . . .

)
, za svako n ∈ Z, pa samim tim i

A ∈
−∞∩
n=0

F
(
εn,U

(n), εn−1,U
(n−1), . . .

)
. (2.1.8)

Iz uslova (A1)-(A3) sledi da je
{
εn,U

(n)
}

niz nezavisnih sluqaj-

nih promenǉivih. Desna strana u (2.1.8) je repna σ-algebra, pa
na osnovu Leme 2.1.3 i Leme 2.1.4 sledi da je vremenski niz {Xn}
ergodiqan. 2

Ako sa µε i µ oznaqimo, redom, oqekivaǌa sluqajnih promenǉi-
vih εt i Xt, pod pretpostavkom da postoji E(Xt), onda iz osobine
(iii) Leme 2.1.1, direktno sledi da je µε = (1− α)µ.

Autokorelaciona struktura modela

Izraqunajmo autokovarijansnu funkciju reda k:

γ(k) ≡ Cov(Xt+k, Xt) = Cov(α ◦θ Xt+k−1 + εt+k, Xt)

= Cov(α ◦θ Xt+k−1, Xt).

Koriste�i osobinu (xi) Leme 2.1.1, imamo da je

γ(k) = αCov(Xt+k−1, Xt) = αγ(k − 1).

Ponavǉaju�i sada postupak k puta, dobijamo da je

γ(k) = αkγ(0), k ≥ 0, (2.1.9)

a odatle sledi da je autokorelaciona funkcija reda k

ρ(k) =
γ(k)

γ(0)
= αk, k ≥ 0, (2.1.10)

pod pretpostavkom da je γ(0) < ∞. Primetimo da je autokorela-
ciona funkcija istog oblika kao kod standardnih AR(1) modela i
da opada eksponencijalno kada k → ∞.
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2.1.4 Uslovne statistiqke osobine DCINAR(1)
modela

Odredimo najpre uslovno oqekivaǌe za jedan korak. Koriste�i
osobinu (xiii) Leme 2.1.1, dobijamo

E(Xt+1|Xt) = αXt + (1− α)µ. (2.1.11)

Sliqno, za k = 2:

E(Xt+2|Xt) = E(E(Xt+2|Xt+1)|Xt) = E(αXt+1 + (1− α)µ|Xt)

= α(αXt + (1− α)µ) + (1− α)µ = α2Xt + (1− α)µ(1 + α).

Ponavǉaju�i postupak k puta, lako se izraqunava da va�i

E(Xt+k|Xt) = αkXt + (1− αk)µ. (2.1.12)

Odavde je oqigledno da E(Xt+k|Xt) → E(Xt), kada k → ∞, odno-
sno uslovno oqekivaǌe konvergira ka bezuslovnom matematiqkom
oqekivaǌu.

Da bismo izraqunali uslovnu disperziju odredi�emo najpre
uslovni drugi moment. Tako za k = 1 imamo da je

E(X2
t+1|Xt) = E((α ◦θ Xt)

2|Xt) + 2µεE(α ◦θ Xt|Xt) + E(ε2t+1).

Koriste�i sada osobine (xiii) i (xiv) Leme 2.1.1, dobijamo

E(X2
t+1|Xt) = α(α+(1−α)θ2)X2

t +α(1−α)(1− θ2)Xt +2αXtµε +E(ε2t+1).

Konaqno, iz prethodnog i iz jednakosti

V ar(Xt+1|Xt) = E(X2
t+1|Xt)− (E(Xt+1|Xt))

2,

sledi da je

V ar(Xt+1|Xt) = αθ2(1− α)X2
t + α(1− α)(1− θ2)Xt + σ2

ε , (2.1.13)

gde σ2
ε oznaqava disperziju sluqajne promenǉive εt.

Sliqno, za k = 2:

E(X2
t+2|Xt) = E(E(X2

t+2|Xt+1)|Xt)

= a2X2
t + b(a+ α)Xt + b(1− α)µ+ (1 + a)E(ε2t+1),
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gde je a = α2 − α2θ2 + αθ2, b = α(1− α)(1− θ2 + 2µ).
Za k = 3 dobijamo:

E(X2
t+3|Xt) = E(E(X2

t+3|Xt+1)|Xt)

= a3X2
t + b(a2 + aα+ α2)Xt + b(1− α)µ(a+ α+ 1)

+(a2 + a+ 1)E(ε2t+1),

xto se mo�e drugaqije zapisati kao

E(X2
t+3|Xt) = a3X2

t + b
a3 − α3

a− α
Xt +

b(1− α)µ

a− α

(
a3 − 1

a− 1
− α3 − 1

α− 1

)
+
a3 − 1

a− 1
E(ε2t+1).

Nastavǉaju�i postupak i posmatraju�i dobijene formule mo�e se
zakǉuqiti da je uslovni drugi moment za k koraka jednak

E(X2
t+k|Xt) = akX2

t +b
ak − αk

a− α
Xt+

b(1− α)µ

a− α

(
ak − 1

a− 1
− αk − 1

α− 1

)
+
ak − 1

a− 1
E(ε2t+1),

xto se mo�e dokazati matematiqkom indukcijom.
Iz posledǌe jednakosti i iz (2.1.12) dobijamo da je uslovna

disperzija za k koraka data sa

V ar(Xt+k|Xt) = E(X2
t+k|Xt)− (E(Xt+k|Xt))

2

= (ak − α2k)X2
t +

(
b
ak − αk

a− α
− 2µαk(1− αk)

)
Xt

+
ak − 1

a− 1
σ2
ε +

b(1− α)µ

a− α

(
ak − 1

a− 1
− αk − 1

α− 1

)
+(1− α)2

(
ak − 1

a− 1
− (1− αk)2

(1− α)2

)
µ2. (2.1.14)

Primetimo da uslovna disperzija vremenskog niza zavisi od X2
t ,

to jest kvadratno zavisi od proxlosti vremenskog niza. Kako je
koeficijent ove zavisnosti (α2 − α2θ2 + αθ2)k − α2k, vidimo da ovaj
kvadratni uticaj nestaje kada vrednost parametra α te�i nuli
ili jedinici, ili kada θ te�i nuli. Sa druge strane, kako je
α < 1 i a = α(α+(1−α)θ2) < α+1−α = 1, to se direktnom proverom
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utvr�uje da V ar(Xt+k|Xt) → V ar(Xt), odnosno uslovna disperzija
te�i bezuslovnoj disperziji za velike vrednosti k.

Raspodela inovacionog niza

Nadaǉe pretpostavǉamo da vremenski niz {Xt} ima geometrij-
sku marginalnu raspodelu sa parametrom µ

1+µ
, µ > 0. Na taj na-

qin dobijamo geometrijski INAR model reda jedan, sa zavisnim
brojaqkim nizom DCGINAR(1)2. Motivacija za izbor geometrijske
marginalne raspodele bi�e objaxǌena kasnije u odeǉku o pri-
meni na realnim podacima. U ovom odeǉku razmotri�emo neka
svojstva ovog modela.

Raspodela inovacionog niza εt data je slede�om teoremom.

Teorema 2.1.3 (Ristić, Nastić, Miletić Ilić, 2013) Neka su α, θ ∈ (0, 1) i
neka vremenski niz {Xt} definisan sa (2.1.7) ima geometrijsku ras-
podelu sa parametrom µ

1+µ
, µ > 0. Tada je sluqajna promenǉiva εt

mexavina nule i dve geometrijski raspodeǉene sluqajne promenǉive

εt
r
=


0, s.v. α(1−θ)(α+θ−αθ)

α+θ−2αθ

Geom( µ
1+µ

), s.v. (1−α(1−θ))(1−α)(1−θ)
1−α−θ+2αθ

Geom( (α+θ−2αθ)µ
1+(α+θ−2αθ)µ

), s.v. α(1−α)θ2

(α+θ−2αθ)(1−α−θ+2αθ)
.

Dokaz. Polaze�i od definicije modela (2.1.7), odredi�emo funk-
ciju generatrise verovatno�a sluqajne promenǉive εt.

Iz (2.1.6) dobijamo da je funkcija generatrise verovatno�a
sluqajne promenǉive εt

ϕε(s) =
ϕX(s)

(1− α)ϕX(1− α(1− θ)(1− s)) + αϕX(1− (α + θ − αθ)(1− s))
.

Koriste�i sada pretpostavku o geometrijskoj marginalnoj raspo-
deli vremenskog niza, dobijamo da je

ϕε(s) =

1
1+µ−µs

1−α
1+µ−µ(1−α(1−θ)+α(1−θ)µs)

+ α
1+µ−µ(1−(α+θ−αθ)+(α+θ−αθ)µs)

=

1
1+µ−µs

[1+α(1−θ)µ−α(1−θ)µs][1+(α+θ−αθ)µ−(α+θ−αθ)µs]
(1−α)[1+(α+θ−αθ)µ−(α+θ−αθ)µs]+α[1+α(1−θ)µ−α(1−θ)µs]

.

2Dependent counting geometric INAR
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Nakon jednostavnog sre�ivaǌa imenioca u drugom razlomku dobi-
jamo

ϕε(s) =
[1 + α(1− θ)µ− α(1− θ)µs][1 + (α + θ − αθ)µ− (α + θ − αθ)µs]

(1 + µ− µs)[1 + (α + θ − 2αθ)µ− (α + θ − 2αθ)µs]
,

xto mo�emo napisati u obliku

ϕε(s) = C + A1 ·
1

1 + µ− µs

+A2 ·
1

1 + (α + θ − 2αθ)µ− (α+ θ − 2αθ)µs
, (2.1.15)

gde je

C =
α(1− θ)(α + θ − αθ)

α + θ − 2αθ
.

Odredimo sada koeficijente A1 i A2. Uvedimo oznake a ≡ α +
θ − 2αθ i b ≡ α + θ − αθ. Iz prethodne dve jednakosti imamo da je

a[1 + α(1− θ)µ− α(1− θ)µs][1 + bµ− bµs] =

= α(1− θ)b(1 + µ− µs)[1 + aµ− aµs]

+A1a[1 + aµ− aµs] + A2a(1 + µ− µs).

Neka je 1+µ−µs = 0, tj. s = 1+ 1
µ
. Zamenom u prethodnoj jednakosti,

dobijamo da su prvi i tre�i sabirak na desnoj strani jednaki
nuli pa odatle dobijamo da je

A1 =
(1− α(1− θ))(1− α)(1− θ)

1− α− θ + 2αθ
.

Na sliqan naqin, pretpostavǉaju�i sada da je s = 1 + 1
(α+θ−2αθ)µ

,
dobi�emo da je

A2 =
αθ2(1− α)

(α + θ − 2αθ)(1− α− θ + 2αθ)
.

Ostaje jox da proverimo da li su koeficijenti C, A1 i A2 ve-
rovatno�e, tj. da je ǌihov zbir jednak 1 i da su im vrednosti
iz intervala [0, 1]. Dovoǉno je pokazati da su ovi brojevi nene-
gativni i da je ǌihov zbir 1. Direktnom proverom se utvr�uje
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da je C + A1 + A2 = 1. Pokaza�emo da su nenegativni. Iz uslova
α ∈ (0, 1) i θ ∈ (0, 1), direktno dobijamo slede�e nejednakosti:

α + θ − αθ = α + θ(1− α) > 0,

α+ θ − 2αθ = α(1− θ) + θ(1− α) > 0,

pa je odavde C > 0. Daǉe,

1− α(1− θ) > 0,

1− α− θ + 2αθ = (1− α)(1− θ) + αθ > 0,

pa odavde imamo da je A1 > 0 i A2 > 0.
Kako su 1

1+µ−µs
i 1

1+(α+θ−2αθ)µ−(α+θ−2αθ)µs
funkcije generatrise ve-

rovatno�a sluqajnih promenǉivih sa geometrijskim raspodelama,
redom sa parametrima µ

1+µ
i (α+θ−2αθ)µ

1+(α+θ−2αθ)µ
, i konstanta 1 je funkcija

generatrise verovatno�a sluqajne promenǉive 0, to iz (2.1.15)
dokaz direktno sledi. 2

Primetimo da verovatno�e u prethodnoj teoremi ne zavise od
parametra µ, odnosno ne zavise od izbora parametra geometrijske
raspodele posmatranog vremenskog niza.

Posledica 2.1.1 Ako su zadovoǉeni uslovi Teoreme 2.1.3, onda su
oqekivaǌe i disperzija sluqajne promenǉive εt, redom

µε = (1− α)µ, σ2
ε = (1− α)µ(1 + (1 + α− 2αθ2)µ). (2.1.16)

Primedba 2.1.2 (Ristić, Nastić, Miletić Ilić, 2013) Razmotrimo neke
specijalne sluqajeve:

(i) Ako je α = 0, onda je Xt = εt, pa je {Xt} niz nezavisnih jednako

raspodeǉenih sluqajnih promenǉivih sa Geom
(

µ
1+µ

)
raspo-

delom.

(ii) Ako je α = 1, onda je Xt = Xt−1, pa je Xt = Xi, za svako t, i ∈ Z.

(iii) Ako je θ = 0, vremenski niz {Xt} se svodi na GINAR(1) vre-
menski niz koji su definisali Alzaid i Al-Osh (1998).

(iv) Ako je θ = 1, onda je Xt = ZtXt−1+ εt, gde je {εt} niz nezavisnih
sluqajnih promenǉivih sa Geom

(
(1−α)µ

1+(1−α)µ

)
raspodelom, {Zt} je

niz nezavisnih sluqajnih promenǉivih sa Ber(α) raspodelom,
sluqajne promenǉive εt i Zs su nezavisne za svako t i s, i Xt−l

je nezavisno od εt i Zt za svako l ≥ 1.
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2.1.5 Oceǌivaǌe nepoznatih parametara
DCGINAR(1) modela

U ovom odeǉku oceni�emo nepoznate parametre DCGINAR(1)
modela metodom uslovnih najmaǌih kvadrata (CLS)3, metodom mo-
menata (YW)4 i metodom maksimalne verodostojnosti (ML)5. Sve
ocene �e biti zasnovane na realizaciji sluqajnog vektora (X1, X2,
. . . , XN) posmatranog vremenskog niza.

Metod uslovnih najmaǌih kvadrata

Za oceǌivaǌe parametara α i µ metodom uslovnih najmaǌih
kvadrata koristi�emo funkciju QN(α, µ). Kako ova funkcija sa-
dr�i samo parametre α i µ, to �emo prvo oceniti ova dva para-
metra, a nakon toga �emo oceniti parametar θ. Dakle, funkcija
koju minimiziramo je

QN(α, µ) =
N∑
t=2

(Xt − αXt−1 − (1− α)µ)2. (2.1.17)

Ova suma kvadrata tj. funkcija QN(α, µ) je ista kao kod NGINAR(1)
vremenskog niza, pa se dobijaju i iste ocene. Tako imamo

α̂cls =

∑N
t=2XtXt−1 − 1

N−1

∑N
t=2Xt

∑N
t=2Xt−1∑N

t=2X
2
t−1 − 1

N−1
(
∑N

t=2Xt−1)2
,

µ̂cls =

∑N
t=2Xt − α̂cls

∑N
t=2Xt−1

(N − 1)(1− α̂cls)
.

Funkcija QN(α, µ) ne sadr�i parametar θ, pa �emo za oceǌivaǌe
parametra θ koristiti metod koji su predstavili Karlsen i Tjost-
heim (1998). Uvodimo novu sluqajnu promenǉivu

Vt = (Xt − E(Xt|Xt−1))
2 = (Xt − αXt−1 − (1− α)µ)2.

3Conditional least squares
4Yule-Walker

Udny Yule (1871-1951), britanski statistiqar
Gilbert Walker (1868-1958), britanski statistiqar

5Maximum likelihood
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Daǉe, koriste�i (2.1.13) imamo

E(Vt|Xt−1) = E((Xt − E(Xt|Xt−1))
2|Xt−1) = V ar(Xt|Xt−1)

= αθ2(1− α)X2
t−1 + α(1− α)(1− θ2)Xt−1

+(1− α)µ(1 + (1 + α− 2αθ2)µ).

Ocenu uslovnih najmaǌih kvadrata parametra θ dobi�emo mini-
miziraǌem sume kvadrata

SN(θ
2) =

N∑
t=2

(Vt − E(Vt|Xt−1))
2

=
N∑
t=2

[
Vt − α(1− α)(X2

t−1 −Xt−1 − 2µ2)θ2

−(1− α)(αXt−1 + µ+ (1 + α)µ2)
]2
.

Tako dobijamo

θ̂cls =

√∑N
t=2(V̂t − (1− α̂cls)(α̂clsXt−1 + µ̂cls + (1 + α̂cls)µ̂

2
cls))(X

2
t−1 −Xt−1 − 2µ̂2

cls)

α̂cls(1− α̂cls)
∑n

t=2(X
2
t−1 −Xt−1 − 2µ̂2

cls)
2

,

gde je V̂t = (Xt − α̂clsXt−1 − (1 − α̂cls)µ̂cls)
2, a α̂cls i µ̂cls su prethodno

dobijene ocene uslovnih najmaǌih kvadrata parametara α i µ.
Razmotrimo sada asimptotska svojstva ocena (α̂cls, µ̂cls). Poka-

�imo najpre da va�e uslovi regularnosti C1-C3 Teoreme 1.1.3.
Neka je β = (α, µ) i g(β, Xt−1) ≡ E(Xt|Xt−1) = αXt−1 + (1 − α)µ. Za
X = Xt−1 imamo da je

E

∣∣∣∣ ∂g∂α
∣∣∣∣2 = E(X − µ)2 = V ar(X) = µ(1 + µ) < ∞,

E

∣∣∣∣∂g∂µ
∣∣∣∣2 = (1− α)2 < ∞ i E

∣∣∣∣ ∂2g

∂α∂µ

∣∣∣∣2 = 1 < ∞,

pa va�i uslov C1. Sliqno se dokazuje da va�i uslov C3. Prove-
rimo sada da je zadovoǉen uslov C2, odnosno odredimo konstante
a1 i a2 iz jednaqine

E

∣∣∣∣a1 ∂g∂α + a2
∂g

∂µ

∣∣∣∣2 = 0.
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Odavde imamo da je

0 = E (a1(X − µ) + a2(1− α))2

= a21E(X − µ)2 + a22(1− α)2,

a ovo je mogu�e samo za a1 = a2 = 0. Time smo dokazali da va�i
i uslov C2, pa na osnovu Teoreme 1.1.3 sledi stroga postojanost
ocena (α̂cls, µ̂cls).

Doka�imo sada strogu postojanost ocene θ̂cls. Podelimo broji-
lac i imenilac u θ̂cls sa N − 1 i posmatrajmo recimo qlan X2

tX
2
t−1

koji �e se javiti u brojiocu nakon mno�eǌa svih qlanova. To
mo�emo da zapixemo kao

1

N − 1

N∑
t=2

X2
t X

2
t−1 =

1

N − 1

N∑
t=2

X2
t X

2
t−1 −

(
1

N − 1

N∑
t=2

X2
t

)(
1

N − 1

N∑
t=2

X2
t−1

)

+

(
1

N − 1

N∑
t=2

X2
t

)(
1

N − 1

N∑
t=2

X2
t−1

)
s.i.−→ Cov(X2

t , X
2
t−1) + E(X2

t )E(X2
t−1), kada N → ∞,

pri qemu konvergencija sledi iz ergodiqnosti vremenskog niza.
Odredimo zato slede�e kovarijanse.

Cov
(
X2

t , X
2
t−1

)
= Cov

(
(α ◦θ Xt−1)

2, X2
t−1

)
+ 2E(εt)Cov

(
α ◦θ Xt−1, X

2
t−1

)
= α(1− α)(1− θ2)E(X3

t−1) + (α2 + α(1− α)θ2)E(X4
t−1)

−α(1− α)(1− θ2)E(Xt−1) + (α2 + α(1− α)θ2)E(X2
t−1)

+(1− α)µ
(
αE(X3

t−1)− αE(Xt−1)E(X
2
t−1)

)
.

Koriste�i da je E(X4
t−1) = µ(1 + 14µ + 36µ2 + 24µ3), E(X3

t−1) = µ(1 +
6µ+ 6µ2) i E(X2

t−1) = µ(1 + 2µ), dobijamo da je

Cov
(
X2

t , X
2
t−1

)
= αµ(1 + µ)(1 + 6µ+ 6αµ+ 8θ2µ− 8αθ2µ+ 8µ2

+12αµ2 + 20θ2µ2 − 20αθ2µ2).

Sliqno, dobijamo da je

Cov
(
X2

t , Xt−1

)
= αµ(1 + µ)(1 + 2µ+ 2αµ+ 4θ2µ− 4αθ2µ),

Cov
(
Xt, X

2
t−1

)
= αµ(1 + 5µ+ 4µ2),

Cov
(
Xt, X

3
t−1

)
= αµ(1 + µ)(1 + 12µ+ 18µ2).
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Nakon mno�eǌa svih elemeneta u brojiocu ocene θ̂cls, iz ergodiqno-
sti vremenskog niza dobijamo da odre�eni sabirci skoro izvesno
te�e ovim kovarijansama. Ocene α̂cls i µ̂cls su strogo postojane,
pa skoro izvesno te�e ka α i µ. Nakon sre�ivaǌa dobijamo da
brojilac skoro izvesno konvergira ka 4α(1 − α)θ2µ2(1 + µ)(1 + 5µ),
dok imenilac skoro izvesno konvergira ka 4α(1−α)µ2(1+µ)(1+5µ).
Odatle sledi da θ̂cls

s.i.−→ θcls, pa je ocena θ̂cls strogo postojana.
Doka�imo sada da ocene (α̂cls, µ̂cls) imaju asimptotski normalnu

raspodelu.
Kako je

ft|t−1 = E((Xt − E(Xt|Xt−1))
2|Xt−1) = V ar(Xt|Xt−1)

= α(1− α)θ2X2
t−1 + α(1− α)(1− θ2)Xt−1

+µ(1− α)(1 + µ+ µα− 2µαθ2),

to imamo da je

R ≡ E

[
∂g

∂β
(α, µ)ft|t−1

∂gT

∂β
(α, µ)

]
=

[
a11 a12
a21 a22

]
,

gde je

a11 = (1− α)µ(1 + µ)(α + µ+ 3αµ+ 8αµθ2 + µ2 + αµ2 + 12αµ2θ2),

a12 = a21 = (1− α)2αµ(1 + µ+ 4µθ2 + 4µ2θ2),

a22 = µ(1− α)3(1 + α)(1 + µ).

U odre�ivaǌu matrice R pojavǉuju se momenti E(X i), i = 1, . . . , 4.
Poxto su svi elementi matrice R konaqni, svi uslovi teoreme
1.1.4 su zadovoǉeni, pa dobijamo da

√
N

[
α̂cls − α
µ̂cls − µ

]
r−→ N

([
0
0

]
,U−1RU−1

)
,

gde je U =
[
E
(

∂g
∂βi

∂g
∂βj

)]
2×2

, i, j ∈ {1, 2}.
Lako se izraqunava da je

U =

[
µ(1 + µ) 0

0 (1− α)2

]
,
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pa je odatle asimptotska kovarijansna matrica ocena (α̂cls, µ̂cls)

U−1RU−1 =

[
(1−α)(α+µ+3αµ+8αµθ2+µ2+αµ2+12αµ2θ2)

µ(1+µ) α(1 + 4µθ2)

α(1 + 4µθ2) (1+α)µ(1+µ)
1−α

]
. (2.1.18)

Razmotrimo sada kovarijansnu matricu U−1RU−1. Na glavnoj
dijagonali su graniqne vrednosti odgovaraju�ih disperzija, dok
su van glavne dijagonale graniqne vrednosti odgovaraju�ih kova-
rijansi. Primetimo da u sluqaju kada koreliranost vremenskog
niza opada, odnosno α te�i nuli, tada kovarijanse te�e nuli, tj.
zavisnost izme�u ocena tako�e opada. U isto vreme, disperzija
ocene parametra α te�i jedinici, a disperzija ocene parametra
µ je bliska disperziji marginalne raspodele. Sa druge strane,
u sluqaju jake koreliranosti, kada α te�i jedinici, kovarijanse
konvergiraju ka vrednosti 1+4θ2µ, dok disperzija ocene za α te�i
nuli, xto znaqi da ocena parametra α konvergira ka konstanti.
Istovremeno, disperzija ocene parametra µ ima ekstremno ve-
liku vrednost, pa ova ocena postaje beskorisna za veliki obim
uzorka. Koreliranost izme�u elemenata brojaqkog niza tako�e
utiqe na promene vrednosti kovarijansne matrice. Tako u sluqa-
ju slabe koreliranosti izme�u elemenata brojaqkog niza, kada θ
te�i nuli, kovarijanse su bliske korelaciji vremenskog niza α,
dok u sluqaju jake koreliranosti, tj. kada θ te�i jedinici, kova-
rijanse te�e ka vrednosti α(1+4µ). Promena vrednosti θ ne utiqe
na disperziju ocene parametra µ.

Teorema 2.1.4 Ako su parametri α i µ poznati, ocena uslovnih naj-
maǌih kvadrata parametra θ ima asimptotski normalnu raspodelu.

Dokaz. Ako su parametri α i µ poznati, imamo da je

θ̂2cls =

N∑
t=2

(Vt − Y1,t−1)Y2,t−1

α(1− α)
N∑
t=2

Y 2
2,t−1

,

gde je Vt = (Xt−αXt−1−(1−α)µ)2, Y1,t−1 = (1−α)(αXt−1+µ(1+µ+αµ))
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i Y2,t−1 = X2
t−1 −Xt−1 − 2µ2. Lako se pokazuje da va�i

√
N − 1

(
θ̂2cls − θ2

)
=

(N − 1)−1/2
N∑
t=2

(
Vt − Y1,t−1 − α(1− α)θ2Y2,t−1

)
Y2,t−1

(N − 1)−1α(1− α)
N∑
t=2

Y 2
2,t−1

. (2.1.19)

Nizovi {Y2,t}t∈Z i {(Vt − Y1,t−1 − α(1− α)θ2Y2,t−1)Y2,t−1}t∈Z su strogo
stacionarni i ergodiqni kao transformacije strogo stacionarnog
i ergodiqnog posmatranog vremenskog niza {Xt}t∈Z. Daǉe, imamo
da je

Y 2
2,t−1 = (X2

t−1 −Xt−1 − 2µ2)2

= X4
t−1 − 2X3

t−1 + (1− 4µ2)X2
t−1 + 4µ2Xt−1 + 4µ2.

Iz ergodiqke teoreme sledi da (N − 1)−1
∑N

t=2X
k
t → E(Xk

t ) za N →
∞. Iz ovoga i iz qiǌenice da je E(X) = µ, E(X2) = µ(1 + 2µ),
E(X3) = µ(1 + 6µ + 6µ2) i E(X4) = µ(1 + 14µ + 36µ2 + 24µ3), sledi

da (N − 1)−1α
N∑
t=2

Y 2
2,t−1 konvergira u verovatno�i ka konstanti, tj.

va�i

(N − 1)−1α(1− α)
N∑
t=2

Y 2
2,t−1−→4α(1− α)µ2(1 + µ)(1 + 5µ), za N → ∞.

Oznaqimo sada σ-poǉe generisano sluqajnim promenǉivama Xt−i,
i ≥ 1 sa Ft−1. Dobijamo da je

E(Vt|Ft−1) = E
(
(Xt − αXt−1 − (1− α)µ)2|Ft−1

)
= E(X2

t |Ft−1)− 2αE(Xt|Ft−1)Xt−1 − 2(1− α)µE(Xt|Ft−1)

+α2X2
t−1 + 2α(1− α)µXt−1 + (1− α)2µ2

= α(1− α)θ2X2
t−1 + α(1− α)(1− θ2)Xt−1

+(1− α)µ(1 + µ+ αµ− 2µαθ2)

= (1− α)Y1,t−1 + α(1− α)θ2Y2,t−1,

pa odavde sledi da je

E
((
Vt − Y1,t−1 − α(1− α)θ2Y2,t−1

)
Y2,t−1|Ft−1

)
= 0,
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xto znaqi da je niz {(Vt − Y1,t−1 − α(1− α)θ2Y2,t−1)Y2,t−1} strogo sta-
cionaran i ergodiqan martingal razlike. Iz centralne graniqne
teoreme za ergodiqne i strogo stacionarne nizove martingala ra-

zlike, dobijamo da (N − 1)−1/2
N∑
t=2

(Vt + Y1,t−1 − α(1− α)θ2Y2,t−1)Y2,t−1

konvergira u raspodeli ka normalnoj raspodeli sa oqekivaǌem
nula i disperzijom V ar((Vt − Y1,t−1 − α(1− α)θ2Y2,t−1)Y2,t−1) ≡ σ2. Sa-
da brojilac u (2.1.19) konvergira u raspodeli ka normalnoj ras-
podeli, a imenilac konvergira u verovatno�i ka konstanti, pa iz
teoreme Slackog sledi asimptotska normalnost ocene uslovnih
najmaǌih kvadrata parametra θ2. Oznaqimo sa c ≡ 4α(1− α)µ2(1 +
µ)(1+5µ). Funkcija g(x) =

√
x je diferencijabilna za x = θ2, pa iz

Teoreme 1.1.6 sledi

√
N − 1

(
θ̂cls − θ

) r−→ Z ∼ N
(
0,

1

4θ2c2
σ2

)
. 2

Metod momenata

Poxto je parametar µ jednak oqekivaǌu, a parametar α auto-
korelacionoj funkciji vremenskog niza, tj. µ = E(Xt) i α = γ(1)

γ(0)
,

to ocene mo�emo dobiti na slede�i naqin:

µ̂yw = XN =
1

N

N∑
t=1

Xt,

α̂yw =

∑N
t=2(Xt −XN)(Xt−1 −XN)∑N

t=1(Xt −XN)2
.

Da bismo ocenili parametar θ, odredimo najpre kovarijansu slu-
qajnih promenǉivih X2

t i Xt−1.

Cov(X2
t , Xt−1) = Cov((α ◦θ Xt−1 + εt)

2, Xt−1)

= Cov((α ◦θ Xt−1)
2, Xt−1) + 2E(εt)Cov(α ◦θ Xt−1, Xt−1).

Iz Posledice 2.1.1 i osobine (xi) Leme 2.1.1, imamo da je E(εt) =
(1−α)µ i Cov(α◦θXt−1, Xt−1) = αV ar(Xt−1). Odredimo sada Cov((α◦θ
Xt−1)

2, Xt−1). Va�i

Cov((α ◦θ Xt−1)
2, Xt−1) = E((α ◦θ Xt−1)

2Xt−1)− E((α ◦θ Xt−1)
2)E(Xt−1).
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Iz osobina (vi) i (iv) Leme 2.1.1, imamo da je

E((α ◦θ Xt−1)
2Xt−1) = α(1− α)(1− θ2)E(X2

t−1) + (α2 + α(1− α)θ2)E(X3
t−1)

= αE(X2
t−1) + α(α+ (1− α)θ2)(E(X3

t−1)− E(X2
t−1)),

i da je

E(α ◦θ Xt−1)
2 = α(1− α)(1− θ2)E(Xt−1) + α(α + (1− α)θ2)E(X2

t−1).

Iz qiǌenice da vremenski niz ima geometrijsku marginalnu ras-
podelu, imamo da je E(X3

t−1) = µ(1 + 6µ+ 6µ2) i E(X2
t−1) = µ(1 + 2µ).

Konaqno, zameǌuju�i ove momente u prethodnim jednakostima, do-
bijamo da je kovarijansa sluqajnih promenǉivih X2

t i Xt−1 data
sa

Cov(X2
t , Xt−1) = αµ(1 + µ)(1 + 2µ+ 2αµ+ 4θ2µ− 4αθ2µ).

Mo�emo primetiti da je kovarijansna funkcija izme�u sluqajnih
promenǉivih X2

t i Xt−1 bliska nuli kada su α ili µ bliski nuli.
Kada α te�i jedinici kovarijansa ne zavisi od parametra θ i
jednaka je µ(1 + µ)(1 + 4µ).

Rexavaju�i jednaqinu po θ, dobijamo da je ocena dobijena me-
todom momenata parametra θ data sa

θ̂yw =

√
Ĉ − α̂ywµ̂yw(1 + µ̂yw)(1 + 2µ̂yw + 2α̂ywµ̂yw)

4α̂yw(1− α̂yw)(1 + µ̂yw)µ̂2
yw

,

gde je Ĉ ocena kovarijanse Cov(X2
t , Xt−1) i jednaka je

Ĉ =
1

N − 1

N∑
t=2

X2
tXt−1 −

(
1

N − 1

N∑
t=2

X2
t

)(
1

N − 1

N∑
t=2

Xt−1

)
.

DCGINAR(1) vremenski niz je strogo stacionaran i ergodiqan, pa
va�i

1

N

N∑
t=1

Xt
s.i.−→ E(Xt), N → ∞,

1

N

N∑
t=k+1

XtXt−k
s.i.−→ E(XtXt−k), N → ∞,
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i
γ̂(k)

s.i.−→ γ(k), k ≥ 0, N → ∞.

Odavde zakǉuqujemo da su ocene dobijene metodom momenata para-
metara µ i α strogo postojane. Sliqno, imamo da

Ĉ
s.i.−→ E(X2

tXt)− E(X2
t )E(Xt−1) = Cov(X2

t , Xt−1), N → ∞,

pa odavde i iz stroge postojanosti ocena parametara µ i α za-
kǉuqujemo da je i ocena parametra θ strogo postojana.

Metod maksimalne verodostojnosti

Izvedimo sada ocene parametara α, θ i µ metodom maksimalne
verodostojnosti. Kao xto je ve� pomenuto, DCGINAR(1) vremenski
niz je lanac Markova pa odredimo najpre verovatno�e prelaza.

Iz definicije vremenskog niza direktno sledi

P (Xn = j|Xn−1 = 0) = P (εn = j).

Daǉe, iz definicije vremenskog niza i iz (2.1.4), za i ≥ 1 dobijamo
da je

P (Xn = j|Xn−1 = i) = P (U1 + U2 + · · ·+ Ui + εn = j)

=

min(i,j)∑
k=0

((1− α)

(
i

k

)
(α(1− θ))k(1− α(1− θ))i−k

+α

(
i

k

)
(θ + α(1− θ))k(1− θ − α(1− θ))i−k)P (εn = j − k), i > 0,

gde je

P (εn = 0) =
α(1− θ)(α+ θ − αθ)

α + θ − 2αθ
+

1

1 + µ
· (1− α(1− θ))(1− α)(1− θ)

1− α− θ + 2αθ

+
1

1 + (α + θ − 2αθ)µ

× α(1− α)θ2

(α + θ − 2αθ)(1− α− θ + 2αθ)
, (2.1.20)
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P (εn = l) =
µl

(1 + µ)l+1
· (1− α(1− θ))(1− α)(1− θ)

1− α− θ + 2αθ

+
((α + θ − 2αθ)µ)l

(1 + (α + θ − 2αθ)µ)l+1

× α(1− α)θ2

(α + θ − 2αθ)(1− α− θ + 2αθ)
, za l > 0. (2.1.21)

Sada maksimiziramo logaritamsku funkciju verodostojnosti

logL(x1, . . . xN ;µ, α, θ) = x1 logµ−(x1+1) log(1+µ)+

N∑
n=2

logPn(xn, xn−1;µ, α, θ),

gde je Pn(xn, xn−1;µ, α, θ) = P (Xn = xn|Xn−1 = xn−1). Konaqno, rexa-
vaǌem sistema jednaqina

∂ logL

∂µ
= 0

∂ logL

∂α
= 0

∂ logL

∂θ
= 0,

dobijamo ocene maksimalne verodostojnosti parametara α, θ i
µ. Napomenimo da je analitiqko rexavaǌe ovakvog sistema ne-
mogu�e, ali se mo�e izvesti standardnim numeriqkim procedu-
rama ugra�enim u ve�ini statistiqkih softverskih paketa. Ovde
smo koristili programski paket R koji slu�i za statistiqku ana-
lizu podataka.

Numeriqki rezultati

Zbog veoma slo�enih funkcija koje izraqunavamo neophodno je
korix�eǌe numeriqkih metoda u oceǌivaǌu nepoznatih parame-
tara. U tu svrhu koristili smo statistiqki softverski paket
R. Kako bismo primenili statistike za oceǌivaǌe, simulirali
smo 100 uzoraka DCGINAR(1) vremenskog niza, du�ine 500. Si-
mulacije su izvedene za slede�e stvarne vrednosti parametara:
(a) α = 0, 1, θ = 0, 1, µ = 0, 2; (b) α = 0, 2, θ = 0, 3, µ = 1; (c) α =
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0, 2, θ = 0, 3, µ = 5; (d) α = 0, 6, θ = 0, 8, µ = 1; (e) α = 0, 8, θ =
0, 9, µ = 5. Prva vrednost svakog uzorka je modelirana geometrij-
skom raspodelom sa parametrom µ

1+µ
, dok su ostale vrednosti mo-

delirane korix�eǌem osobina posmatranog vremenskog niza. Za
poduzorke obima 100, 200 i 500, izraqunate su ocene parametara
pomo�u prethodno opisanih metoda oceǌivaǌa, a zatim su odre-
�ene sredine za svih 100 uzoraka. Sredine i standardne devi-
jacije su predstavǉene u Tabeli 2.1. Prime�ujemo da u svakom
od sluqajeva sredine konvergiraju ka stvarnim vrednostima pa-
rametara. Standardne devijacije su u ve�ini sluqajeva bliske
nuli, osim za mali obim uzorka u sluqaju velikih vrednosti pa-
rametara (sluqaj (e)). Iz (2.1.18) vidimo da u sluqaju kada su α
i µ bliski nuli, disperzija ocene parametra µ te�i nuli, pa su
tako u sluqajevima (a) i (b) malih vrednosti parametara α i µ
dobijena najmaǌa standardna odstupaǌa u oceǌivaǌu parametra
µ. Sa druge strane, tako�e iz (2.1.18) vidimo da bi najve�e od-
stupaǌe u oceǌivaǌu parametra µ trebalo da se dobije u sluqaju
kada µ uzima velike vrednosti, xto se poklapa sa sluqajevima (c)
i (e), ili kada α te�i jedinici xto je opet sluqaj (e). Najbr�a
konvergencija standardnih devijacija u oceǌivaǌu parametra α
se uoqava u sluqajevima (d) i (e), tj. kada α te�i jedinici, xto se
opet poklapa sa teorijskom standardnom devijacijom iz (2.1.18).
Najmaǌe standardne devijacije u oceǌivaǌu parametra θ dobi-
jene u sluqaju (e). Napomenimo jox da standardne devijacije kon-
vergiraju nuli, ali pritom ne moraju nu�no da qine monotono
opadaju�i niz, ve� mogu da rastu i opadaju naizmeniqno, xto se
obiqno mo�e primetiti na malom obimu uzorka. To prime�ujemo
u sluqaju (e) kod oceǌivaǌa parametra θ metodom momenata. Po-
rede�i me�usobno metode oceǌivaǌa, nije texko zakǉuqiti da su
najboǉi rezultati u svim razmatranim sluqajevima dobijeni me-
todom maksimalne verodostojnosti.

2.1.6 Primena na realnim podacima
U ovom delu pokazujemo kako se DCGINAR(1) model mo�e prime-

niti na vremenskom nizu stvarnih podataka. Tako�e, ovaj model
upore�ujemo sa nekoliko va�nih INAR modela. Poqe�emo sa mo-
tivacijom za izbor geometrijske marginalne raspodele. Naime,
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Tabela 2.1: Sredine i standardne devijacije ocena za neke stvarne
vrednosti parametara DCGINAR(1) modela

Obim α̂yw θ̂yw µ̂yw α̂cls θ̂cls µ̂cls α̂ml θ̂ml µ̂ml

a) Stvarne vrednosti α = 0.1, θ = 0.1, µ = 0.2

100 0.0945 0.2260 0.1908 0.0952 0.2343 0.1914 0.0979 0.2825 0.1911
St. dev. 0.1000 0.3954 0.0500 0.1009 0.3941 0.0502 0.1005 0.3746 0.0500

200 0.0930 0.2433 0.1943 0.0933 0.1973 0.1946 0.0996 0.3080 0.1937
St. dev. 0.0762 0.3886 0.0407 0.0764 0.3538 0.0406 0.0699 0.3657 0.0406

500 0.0934 0.2030 0.1990 0.0936 0.2233 0.1991 0.0973 0.2783 0.1990
St. dev. 0.0565 0.3577 0.0226 0.0567 0.3529 0.0226 0.0518 0.3498 0.0226

b) Stvarne vrednosti α = 0.2, θ = 0.3, µ = 1

100 0.1731 0.2666 1.0054 0.1753 0.2378 1.0063 0.2005 0.3175 1.0054
St. dev. 0.0885 0.3648 0.1645 0.0894 0.3215 0.1657 0.0807 0.2916 0.1611

200 0.1850 0.2521 0.9983 0.1864 0.2277 0.9985 0.2028 0.2726 0.9984
St. dev. 0.0697 0.3443 0.1095 0.0706 0.2877 0.1086 0.0636 0.2683 0.1071

500 0.1896 0.2181 1.0011 0.1899 0.2159 1.0011 0.1964 0.2565 1.0002
St. dev. 0.0456 0.2741 0.0841 0.0456 0.2441 0.0841 0.0396 0.2022 0.0811

c) Stvarne vrednosti α = 0.2, θ = 0.3, µ = 5

100 0.1680 0.2277 5.0383 0.1693 0.1887 5.0308 0.1981 0.2516 5.0169
St. dev. 0.0878 0.3060 0.6558 0.0888 0.2628 0.6560 0.0634 0.2194 0.6507

200 0.1801 0.2407 5.0838 0.1810 0.2077 5.0814 0.1916 0.2311 5.0684
St. dev. 0.0596 0.2838 0.4660 0.0599 0.2439 0.4693 0.0470 0.1723 0.4527

500 0.1900 0.2666 5.0189 0.1903 0.2247 5.0176 0.1956 0.2688 5.0085
St. dev. 0.0431 0.2713 0.3107 0.0431 0.2175 0.3107 0.0305 0.1243 0.2968

d) Stvarne vrednosti α = 0.6, θ = 0.8, µ = 1

100 0.5510 0.3585 1.0116 0.5571 0.6403 1.0194 0.5897 0.7973 1.0029
St. dev. 0.1410 0.4556 0.2578 0.1400 0.2718 0.2744 0.0755 0.1269 0.2339

200 0.5714 0.5245 1.0127 0.5739 0.7204 1.0143 0.5970 0.8106 1.0161
St. dev. 0.1031 0.4421 0.1807 0.1030 0.1755 0.1831 0.0557 0.0638 0.1717

500 0.5920 0.5444 1.0194 0.5933 0.7731 1.0204 0.6006 0.8105 1.0176
St. dev. 0.0624 0.4062 0.1267 0.0631 0.1195 0.1276 0.0318 0.0417 0.1245

e) Stvarne vrednosti α = 0.8, θ = 0.9, µ = 5

100 0.7188 0.2153 4.9873 0.7258 0.8884 5.0521 0.7990 0.9023 5.1604
St. dev. 0.0988 0.3802 1.5759 0.1009 0.1153 1.8144 0.0396 0.0361 1.2486

200 0.7542 0.2927 5.0090 0.7590 0.9053 5.0088 0.7986 0.9001 5.1074
St. dev. 0.0661 0.4281 1.1891 0.0658 0.0930 1.2125 0.0282 0.0231 0.9430

500 0.7850 0.3974 5.0467 0.7866 0.8980 5.0445 0.8013 0.8989 5.0869
St. dev. 0.0419 0.4590 0.7234 0.0419 0.0888 0.7241 0.0170 0.0148 0.5731
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poznato je da se kod mnogih realnih podataka uoqava overdisper-
zija, to jest disperzija je znaqajno ve�a od oqekivaǌa. U takvim
sluqajevima Puasonova raspodela nije adekvatan izbor za margi-
nalnu raspodelu, pa stoga treba razmotriti neke druge raspodele
kao xto su geometrijska, negativna binomna ili generalisana Pu-
asonova. Prilikom izbora raspodele treba voditi raquna o dva
bitna faktora: da raspodela ima xto maǌe parametara i da se
odgovaraju�e verovatno�e lako raqunaju. Geometrijska raspodela
ima jedan, a negativna binomna i generalisana Puasonova imaju
po dva parametra.

Posmatra�emo realne podatke preuzete sa internet sajta Fo-
recasting Principles, na adresi http://www.forecastingprinciples.com, iz
sekcije o kriminoloxkim podacima. Ovi podaci predstavǉaju
broj lutalica na meseqnom nivou, registrovanih u xezdeset qe-
tvrtoj policijskoj stanici u Pitsburgu. Niz se sastoji od 144 op-
servacije, od januara 1990. do decembra 2001. godine. Uzoraqka
sredina, uzoraqka disperzija i uzoraqka autokorelacija su redom
0,3403, 0,4358 i 0,1959. Vrednost 0, 3403(1+0, 3403) = 0, 4561 je pri-
bli�no jednaka vrednosti uzoraqke disperzije, xto je u skladu
sa osobinama geometrijske raspodele. Razmotrimo sada oqeki-
vane i opservirane uqestanosti, vrednosti χ2 statistika, kao i
odgovaraju�e p-vrednosti. Da bismo odredili opservirane uqe-
stanosti ni i oqekivane uqestanosti n0i, treba najpre odrediti
odgovaraju�e opservirane verovatno�e pi i teorijske verovatno�e
p0i. Kako su realizovane vrednosti za ovaj primer 0,1,2 i 3, to je
i = 0, . . . , 3. Teorijske verovatno�e odre�ujemo u skladu sa posma-
tranim raspodelama, pa tako redom za raspodele P(λ), Geom( µ

1+µ
),

NB(θ, µ
1+µ

) i GP(λ, θ), za i = 0, 1, 2, 3 imamo

p0i ≡ P (X = i) =
λie−λ

i!
, p0i =

µi

(1 + µ)i+1
,

p0i =

(
θ + i− 1

i

)
µi

(1 + µ)i+θ
, p0i =

λ(λ+ θi)i−1e−λ−θi

i!
.

Test statistika je data sa

χ2
0 =

3∑
i=0

(ni − n0i)
2

n0i

,
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Raspodela Ocene parametara Oqekivane uqestanosti χ2 p

Puasonova λ = 0.3403 (102.5, 34.9, 5.9, 0.8) 16.5202 0.00026
Geometrijska µ = 0.3403 (107.4, 27.3, 6.9, 2.4) 3.8908 0.14293
Negativna binomna µ = 0.2809, θ = 1.2114 (106.7, 28.3, 6.9, 2.1) 4.1461 0.04173
Generalisana Puasonova λ = 0.3007, θ = 0.1164 (106.0, 31.0, 3.0, 4.0) 4.0284 0.04470
Opservirane uqestanosti (106.0, 31.0, 3.0, 4.0)

pri qemu je ni = npi, n0i = np0i, gde je n obim uzorka, odnosno
n = 144. Rezultati su predstavǉeni u narednoj tabeli. Porede�i
p-vrednosti, zakǉuqujemo da geometrijska raspodela najvixe od-
govara posmatranim podacima. Zbog svega navedenog, razmatran
je model sa geometrijskom marginalnom raspodelom.

Grafici vremenskog niza, autokorelacione funkcije i parci-
jalne autokorelacione funkcije, predstavǉeni su na Slici 2.1.
Sa grafika autokorelacione funkcije vidimo da su podaci kore-
lirani i da funkcija ima eksponencijalno opadaju�i karakter,
pa mo�emo zakǉuqiti da se serija mo�e modelirati autoregre-
sivnim modelom. Na osnovu grafika parcijalne autokorelacione
funkcije mo�emo zakǉuqiti da je najpogodniji model reda jedan.

Sada �emo uporediti nax model sa drugim INAR modelima pr-
vog reda, koriste�i softver koji su razvili Ristić i Nastić za po-
trebe oceǌivaǌa vremenskih nizova sa nenegativnim celobrojnim
vrednostima. Posmatra�emo slede�e modele:

• INAR(1) model sa Puasonovom marginalnom raspodelom (Al-
Osh, Alzaid, 1987),

• NGINAR(1), novi geometrijski INAR(1) model baziran na ne-
gativnom binomnom tiningu (Ristić, Bakouch, Nastić, 2009),

• Mexoviti INAR(1) i mexoviti αβ INAR(1) model (Nastić, Ri-
stić, 2012),

• INAR(1) modeli I1, I2, I3 sa negativnom binomnom marginalnom
raspodelom (Zhu, Joe, 2006, 2010)

• Iterativni INAR(1) model sa negativnom binomnom margi-
nalnom raspodelom (Al-Osh, Aly, 1992),

• Negativni binomni INAR(1) model sa sluqajnim koeficijen-
tima (Weiß, 2008b),
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• Kvazi-binomni INAR(1) model sa generalizovanom Puasono-
vom marginalnom raspodelom (Alzaid, Al-Osh, 1993).

Za svaki model oceǌeni su nepoznati parametri metodom mak-
simalne verodostojnosti pri qemu su inicijalne vrednosti ocene
dobijene metodom uslovnih najmaǌih kvadrata. Kriterijumi koje
koristimo za pore�eǌe modela su: RMS6 ili kvadratni koren od-
stupaǌa opserviranih i prognoziranih vrednosti

RMS =

√∑N
t=2(Xt − E(Xt|Xt−1))2

N − 1
,

zatim AIC ili Akaikeov informacioni kriterijum

AIC = −2 ln(maxL) + 2M,

i BIC ili Bajesov informacioni kriterijum

BIC = −2 ln(maxL) +M lnN,

gde je maxL maksimalna vrednost funkcije verodostojnosti, M je
broj nepoznatih parametara, a N je obim uzorka. Maǌe vredno-
sti ovih karakteristika odre�uju boǉi model. Iako izme�u AIC
i BIC kriterijuma postoje teorijske razlike, u praksi se razli-
kuju samo u koeficijentu koji mno�i broj nepoznatih parametara.
Vrednosti ovih kriterijuma se pove�avaju sa brojem parametara,
pa su prilikom pore�eǌa modela jednostavniji modeli sa maǌim
brojem parametara u povoǉnijoj poziciji. Kako je lnN > 2 za
N ≥ 8, to se sa pove�aǌem broja parametara, vrednosti BIC kri-
terijuma vixe pove�avaju u odnosu na vrednosti AIC kriterijuma.
Oba kriterijuma imaju svoje prednosti i nedostatke i zato je naj-
boǉe koristiti ih u kombinaciji. Napomenimo da za korix�eǌe
RMS kriterijuma nije potrebna pretpostavka o konkretnoj mar-
ginalnoj raspodeli. O ovom kriterijumu �e vixe biti reqi u
narednim poglavǉima. Svi rezultati predstavǉeni su u Tabeli
2.2. Vidimo da su za DCGINAR(1) model dobijene najmaǌe vredno-
sti ovih karakteristika. Izuzetak je NGINAR(1) model kod koga
je dobijena maǌa BIC vrednost, xto je u skladu sa prethodnim

6Root mean square
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objaxǌeǌem, jer NGINAR(1) model ima maǌi broj nepoznatih pa-
rametara. Jasno je da DCGINAR(1) na ovim podacima ima najboǉe
performanse.

Interesantno pitaǌe za razmatraǌe je zaxto bax ovaj model
daje najboǉe rezultate na ovakvom skupu podataka. Mogu�e je da
odgovor le�i u samoj prirodi posmatrane populacije. Naime,
u Americi se lutaǌe smatra kriviqnim delom, ili drugim re-
qima, biti besku�nik je zabraǌeno. Podaci predstavǉaju broj
lutalica na meseqnom nivou. Kao xto je poznato, besku�nici se
qesto udru�uju u grupe u kojima �ive i deluju u sliqnim uslo-
vima. Oni su na taj naqin me�usobno povezani, to jest, postoji
znaqajna interakcija me�u ǌima, pa samim tim i me�usobna za-
visnost u ǌihovom lutaǌu ulicama qine�i tako kriminalne pre-
krxaje. Koriste�i nax model

∑Xn−1

i=1 Ui + εn, mi u stvari modeli-
ramo broj lutalica, pri qemu sa

∑Xn−1

i=1 Ui predstavǉamo broj op-
stalih besku�nika, a sa εn broj novopridoxlih besku�nika. Ovo
je jedini model me�u navedenim, koji se bazira na brojaqkom nizu
zavisnih sluqajnih promenǉivih {Ui}, te je kao takav najboǉi u
analizi posmatranog skupa podataka.
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Slika 2.1: Dijagrami vremenskog niza, autokorelacione funkcije
i parcijalne autokorelacione funkcije podataka o broju lutaǌa.
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Tabela 2.2: Ocene parametara, AIC, BIC i RMS za podatke o broju
kriviqnih prekrxaja lutaǌa.

Model ML ocene AIC BIC RMS

i.i.d. Poisson λ̂ = 0.3403 224.1363 227.1061

Poisson INAR(1) λ̂ = 0.2891
α̂ = 0.1483 221.9247 227.8643 0.6475

NGINAR(1) µ̂ = 4.2718
α̂ = 3.1715 219.4051 225.3447 0.6469

Mixed INAR(1) µ̂ = 1.5167
α̂ = 1
p̂ = 0.1735 244.1753 253.0847 0.8362

Mixed αβ INAR(1) µ̂ = 0.3375
α̂ = 0

β̂ = 0.315
p̂ = 0.4642 222.7653 234.6445 0.6470

NBINAR I1 p̂ = 0.8413

θ̂ = 1.7994
α̂ = 0.1421 221.7445 230.6539 0.6477

NBINAR I2 p̂ = 0.8034

θ̂ = 1.3868
α̂ = 0.1595
γ̂ = 0.2815 222.8746 234.7538 0.6472

NBINAR I3 p̂ = 0.8024

θ̂ = 1.3806
α̂ = 0.1679

δ̂ = 1.146 222.8924 234.7717 0.6470

NBIINAR(1) n̂ = 1.4056
p̂ = 4.9299
ρ̂ = 0.1599 220.9403 229.8497 0.6472

NBINAR(1) p̂ = 0.2208

θ̂ = 1.5367
α̂ = 0.1676 220.9886 229.898 0.6470

NBRCINAR(1) n̂ = 1.2484
p̂ = 0.7897
ρ̂ = 0.166 219.4756 228.385 0.6471

GPQINAR(1) λ̂ = 0.2446

θ̂ = 0.1127
ρ̂ = 0.1745 219.1248 228.0343 0.6493

DCGINAR(1) µ̂ = 0.3352
α̂ = 0.1778

θ̂ = 1 217.6808 226.5902 0.6469
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2.2 Geometrijski INAR(1) model sa
Bernulijevim zavisnim
brojaqkim nizovima II vrste

U ciǉu xto boǉeg opisivaǌa pojava i situacija iz realnog
�ivota, nauqnici su konstruisali niz razliqitih statistiqkih
modela koji su vremenom postajali sve kompleksniji, a samim tim
je i raqunski aparat postajao sve slo�eniji. Xto su funkcije
slo�enije, to je potrebno vixe vremena za izvrxavaǌe procedura
koje se koriste u numeriqkim izraqunavaǌima. Da bi model bio
efikasan u primeni na konkretnim serijama podataka, va�no je da
se prilikom konstrukcije vodi raquna i o ǌegovoj jednostavnosti.

Uvo�eǌem dodatnih ograniqeǌa, konstruisa�emo jednostavnije
brojaqke sluqajne promenǉive u odnosu na one predstavǉene u
okviru DCGINAR(1) modela. Pomo�u tining operatora koji �e se
bazirati na novom brojaqkom nizu konstruisa�emo INAR(1) vre-
menski niz sa geometrijskom marginalnom raspodelom. Sa jedne
strane DCGINAR(1) model je opxtiji i sveobuhvatniji, dok �e sa
druge strane novi model biti jednostavniji i efikasniji za pri-
menu na konaqnom obimu uzorka posmatrane populacije.

Primetimo da je kod prethodnog modela raspodela sume brojaq-
kih sluqajnih promenǉivih U1 + · · ·+Un jednaka mexavini dve bi-
nomne raspodele. Kod novog modela ta raspodela �e biti jednaka
mexavini konstante n i jedne binomne raspodele, xto u praksi
znaqi da se u jednom trenutku sa izvesnom verovatno�om mogu re-
alizovati sve brojaqke sluqajne promenǉive ili se sa odre�e-
nom verovatno�om mogu realizovati samo neke od ǌih. Mo�emo
zakǉuqiti da bez obzira na to xto su oba modela zasnovana na
Bernulijevom brojaqkom nizu zavisnih sluqajnih promenǉivih, u
osnovi se bitno razlikuju i svaki od ǌih �e imati primenu na
drugaqijem tipu stvarnih podataka.
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2.2.1 Generalizovani binomni tining operator
II vrste

Sluqajne promenǉive na kojima �e se bazirati generalizovani
binomni tining operator II vrste, konstruisa�emo na slede�i na-
qin

Ui = 1− Vi + ViZ, (2.2.1)

gde je {Vi}i∈N niz nezavisnih jednako raspodeǉenih sluqajnih pro-
menǉivih sa Ber(θ) raspodelom, θ ∈ (0, 1], dok je Z sluqajna promen-
ǉiva sa Ber

(
α+θ−1

θ

)
raspodelom, tako da va�i uslov 0 ≤ 1− α ≤ θ.

Uz pretpostavku da su sluqajne promenǉive Z i Vi nezavisne za
svako i ∈ N, pokaza�emo da je {Ui}i∈N, niz me�usobno zavisnih slu-
qajnih promenǉivih sa Ber(α) raspodelom, α ∈ (0, 1]. Na sliqan
naqin kao kod DCGINAR(1) modela, dobijamo

E(sUi) = E(s1−Vi+ViZ)

= θE(sZ) + (1− θ)s

= θ

(
1− α+ θ − 1

θ
+
α + θ − 1

θ
s

)
+ (1− θ)s

= 1− α+ αs,

E(UiUj) = E((1− Vi + ViZ)(1− Vj + VjZ))

= 1− E(Vj) + E(VjZ)− E(Vi) + E(ViVj)

−E(ViVjZ) + E(ViZ)− E(ViVjZ) + E(ViVjZ
2)

= 1− 2θ + 2θ
α + θ − 1

θ
− 2θ2

α + θ − 1

θ
+ θ2 + θ2

α + θ − 1

θ
= 2α− αθ + θ − 1, za i ̸= j,

pa odatle imamo

Cov(Ui, Uj) = E(UiUj)− E(Ui)E(Uj) = 2α− αθ + θ − 1

= (1− α)(α + θ − 1),

Corr(Ui, Uj) =
(1− α)(α + θ − 1)

α(1− α)

=
α + θ − 1

α
, za α ∈ (0, 1]. (2.2.2)
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Primetimo da korelacija pripada intervalu [0, 1]. Naime, iz
uslova α > 0 i 1 − α ≤ θ, imamo da je Corr(Ui, Uj) ≥ 0. Tako�e,
iz θ ≤ 1 sledi da je α + θ − 1 ≤ α, pa je odatle Corr(Ui, Uj) ≤ 1.

Primedba 2.2.1 Za θ = 1 − α, niz {Ui}i∈N je niz nezavisnih slu-
qajnih promenǉivih sa Ber(α) raspodelom. Za θ = 1, va�i da je
Ui = Z za svako i ∈ N, tj. ove sluqajne promenǉive su zavisne sa
Ber(α) raspodelom i sa Corr(Ui, Uj) = 1.

Odredimo najpre raspodelu sluqajne promenǉive U1 + · · ·+ Un,
za n ≥ 1, gde je U0 = 0:

E(sU1+···+Un) =
n∑

j=0

(
n

j

)
(1− θ)n−jθjE(sn−j+jZ)

=
n∑

j=0

(
n

j

)
(1− θ)n−jθjsn−jE(sjZ)

=
n∑

j=0

(
n

j

)
(1− θ)n−jθjsn−j

(
1− α + θ − 1

θ
+
α + θ − 1

θ
sj
)

=

(
1− α + θ − 1

θ

) n∑
j=0

(
n

j

)
((1− θ)s)n−jθj

+
α + θ − 1

θ

n∑
j=0

(
n

j

)
((1− θ)s)n−j(θs)j

=
1− α

θ
((1− θ)s+ θ)n +

α + θ − 1

θ
((1− θ)s+ θs)n

=
1− α

θ
(1− (1− θ) + (1− θ)s)n +

α+ θ − 1

θ
sn.

Odavde zakǉuqujemo da sluqajna promenǉiva U1+U2+ · · ·+Un ima
raspodelu datu sa

U1 + U2 + · · ·+ Un
r
=

{
n, s.v. 1− 1−α

θ
,

Bin(n, 1− θ), s.v. 1−α
θ
.

(2.2.3)

Definiximo sada novi tining operator zasnovan na sluqajnom
nizu {Ui}i∈N.
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Definicija 2.2.1 (Miletić Ilić, 2014) Neka je X nenegativna celo-
brojna sluqajna promenǉiva, neka je {Ui, i ∈ N} niz sluqajnih pro-
menǉivih takav da va�i (2.2.3), i neka je U0 = 0. Operator α∗θ, za
koji va�i

α ∗θ X = U1 + U2 + · · ·+ UX , (2.2.4)

gde je 0 ≤ 1 − α ≤ θ i θ ∈ (0, 1], nazva�emo generalizovani binomni
tining operator II vrste.

Odredimo funkciju generatrise verovatno�a generalizovanog bi-
nomnog tining operatora II vrste. Iz (2.2.3) imamo da je

E(sU1+U2+···+UX ) =
∞∑
x=0

E(sU1+U2+···+UX )P (X = x)

=
∞∑
x=0

(
α + θ − 1

θ
sx +

1− α

θ
(θ + (1− θ)s)x

)
P (X = x)

=
α + θ − 1

θ

∞∑
x=0

sxP (X = x)

+
1− α

θ

∞∑
x=0

(θ + (1− θ)s)xP (X = x)

=
α + θ − 1

θ
ΦX(s) +

1− α

θ
ΦX(θ + (1− θ)s),

pa je odavde

Φα∗θX(s) ≡ E
(
sα∗θX

)
=
α + θ − 1

θ
ΦX(s) +

1− α

θ
ΦX(θ + (1− θ)s). (2.2.5)

Razmotrimo sada neke specijalne sluqajeve koje dobijamo di-
rektno iz (2.2.5).

Primedba 2.2.2 (i) Za α = 1, dobijamo da je Φα∗θX(s) = ΦX(s), a
odatle je 1 ∗θ X

r
= X. Ista osobina va�i za generalizovani

binomni tining operator I vrste α◦θ.

(ii) Za θ = 1, sledi da je Φα∗θX(s) = 1 − α + αΦX(s), pa je odatle
α∗1X

r
= ZX, gde je Z sluqajna promenǉiva sa Ber(α) raspode-

lom, nezavisna od X. Ista osobina va�i za generalizovani
binomni tining operator I vrste α◦θ.
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(iii) Za θ = 1− α, sledi da je Φα∗θX(s) = ΦX(1− α + αs), xto znaqi
da α∗1−α odgovara binomnom tining operatoru α◦. Prime-
timo da je ovakav zakǉuqak dobijen za generalizovani bi-
nomni tining operator I vrste α◦θ, kada je θ = 0 i α ∈ [0, 1].

Veza izme�u generalizovanog binomnog tining operatora II vr-
ste ”α∗θ”i binomnog tining operatora ”α◦”, data je slede�om te-
oremom.

Teorema 2.2.1 (Miletić Ilić, 2014) Neka su I 1−α
θ

i I 1−β
δ

dve sluqajne pro-
menǉive sa Bernulijevim raspodelama sa parametrima (1 − α)/θ i
(1− β)/δ respektivno, pri qemu su zadovoǉeni uslovi 0 ≤ 1− α ≤ θ,
θ ∈ (0, 1] i 0 ≤ 1 − β ≤ δ, δ ∈ (0, 1]. Pretpostavimo da su one me�u-
sobno nezavisne, i nezavisne od X. Neka su brojaqki nizovi za α∗θ i
β∗δ, tako�e me�usobno nezavisni, i nezavisni od X. Tada va�i:

(i) α ∗θ X
r
= (1− θ · I 1−α

θ
) ◦X, gde je

(1− θ · I 1−α
θ
) ◦X=

{
X, s.v. 1− (1−α)

θ
,

(1− θ) ◦X, s.v. (1−α)
θ
.

(ii) α ∗θ (β ∗δ X)
r
= ((1− θ · I 1−α

θ
)(1− δ · I 1−β

δ
)) ◦X, gde je

((1−θ·I 1−α
θ
)(1−δ·I 1−β

δ
))◦X=


X, s.v. (θ−(1−α))(δ−(1−β))

θδ ,

(1− θ) ◦X, s.v. (1−α)(δ−(1−β))
θδ ,

(1− δ) ◦X, s.v. (1−β)(θ−(1−α))
θδ ,

((1− θ)(1− δ)) ◦X, s.v. (1−α)(1−β)
θδ .

(iii) α∗θ (X+Y )
r
= (1−θ ·I 1−α

θ
)◦X+(1−θ ·I 1−α

θ
)◦Y , gde su X i Y nezavisne

sluqajne promenǉive, sluqajna promenǉiva I 1−α
θ

je nezavisna od X i
Y , i brojaqki nizovi za (1−θ · I 1−α

θ
)◦X i (1−θ · I 1−α

θ
)◦Y su nezavisni.

Dokaz. (i) Iz (2.2.5) i iz definicije binomnog tining operatora,
koriste�i ǌegovu funkciju generatrise verovatno�a, imamo da je

E
(
sα∗θX

)
=

(
1− 1− α

θ

)
ΦX(s) +

1− α

θ
ΦX(1− (1− θ) + (1− θ)s)

=

(
1− 1− α

θ

)
ΦX(s) +

1− α

θ
Φ(1−θ)◦X(s),
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pa je odavde

α ∗θ X
r
=

{
X, s.v. 1− (1−α)

θ
,

(1− θ) ◦X, s.v. (1−α)
θ
.

r
= (1− θ · I 1−α

θ
) ◦X.

(ii) Iz (2.2.5) dobijamo da je funkcija generatrise verovatno�a
sluqajne promenǉive α ∗θ (β ∗δ X) data sa

Φα∗θ(β∗δX)(s) =

(
1− 1− α

θ

)
Φβ∗δX(s) +

1− α

θ
Φβ∗δX(θ + (1− θ)s)

=

(
1− 1− α

θ

)[(
1− 1− β

δ

)
ΦX(s) +

1− β

δ
ΦX(δ + (1− δ)s)

]
+
1− α

θ

[(
1− 1− β

δ

)
ΦX(θ + (1− θ)s)

+
1− β

δ
ΦX(1− (1− δ)(1− θ) + (1− δ)(1− θ)s)

]
=

(
1− 1− α

θ

)(
1− 1− β

δ

)
ΦX(s)

+

(
1− 1− α

θ

)
1− β

δ
ΦX(δ + (1− δ)s)

+
1− α

θ

(
1− 1− β

δ

)
ΦX(θ + (1− θ)s)

+
(1− α)(1− β)

θδ
ΦX(θ + δ − θδ + (1− θ)(1− δ)s).

Va�i da je ΦX(θ + (1 − θ)s) ≡ ΦX(1 − (1 − θ) + (1 − θ)s) = Φ(1−θ)◦X(s),
pa primeǌuju�i ovu formulu na sve funkcije generatrise vero-
vatno�a iz posledǌe jednakosti direktno dobijamo (ii).

(iii) Koriste�i (i), dobijamo da je funkcija generatrise vero-
vatno�a sluqajne promenǉive α ∗θ (X + Y ) jednaka

Φα∗θ(X+Y )(s) = E
(
sα∗θ(X+Y )

)
= E

(
s
(1−θ·I 1−α

θ
)◦(X+Y )

)
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=

(
1− 1− α

θ

)
E
(
sX+Y

)
+

1− α

θ
E
(
s(1−θ)◦(X+Y )

)
=

(
1− 1− α

θ

)
ΦX(s)ΦY (s) +

1− α

θ
ΦX(θ + (1− θ)s)ΦY (θ + (1− θ)s).

Sa druge strane, funkcija generatrise verovatno�a sluqajne pro-
menǉive na desnoj strani jednakosti (iii) bi�e jednaka

Φ(1−θ·I 1−α
θ

)◦X+(1−θ·I 1−α
θ

)◦Y (s) = E
(
s
(1−θ·I 1−α

θ
)◦X+(1−θ·I 1−α

θ
)◦Y )

=

=

(
1− 1− α

θ

)
E
(
sX+Y

)
+

1− α

θ
E
(
s(1−θ)◦X+(1−θ)◦Y )

=

(
1− 1− α

θ

)
ΦX(s)ΦY (s) +

1− α

θ
ΦX(θ + (1− θ)s)ΦY (θ + (1− θ)s).

Odavde direktno sledi (iii). 2

2.2.2 Osobine generalizovanog binomnog tining
operatora II vrste

Uslovna funkcija generatrise verovatno�a sluqajne pomenǉive
α ∗θ X za dato X je

Φα∗θX|X(s) ≡ E
(
sα∗θX |X

)
=

(
1− 1− α

θ

)
sX +

1− α

θ
(θ + (1− θ)s)X . (2.2.6)

Primenom poznate veze izme�u momenata sluqajne promenǉive i
vrednosti izvoda odre�enog reda funkcije generatrise verovat-
no�a u 1, odredi�emo neka svojstva generalizovanog binomnog ti-
ning operatora II vrste.
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Teorema 2.2.2 (Miletić Ilić, 2014) Neka je X nenegativna celobrojna
sluqajna promenǉiva. Tada va�i:

(i) n-ti uslovni faktorijelni moment sluqajne promenǉive α∗θX
je

E ((α ∗θ X)n|X) =

(
1− 1− α

θ
+

1− α

θ
(1− θ)n

)
(X)n, n ≥ 1,

gde je (X)n = X(X − 1) · · · (X − n+ 1);

(ii) E (α ∗θ X|X) = αX;

(iii) E ((α ∗θ X)2|X) = (2α + θ − αθ − 1)X2 + (1− α)(1− θ)X;

(iv) V ar (α ∗θ X|X) = (1− α)(α + θ − 1)X2 + (1− α)(1− θ)X.

Dokaz. (i) Iz (2.2.6) imamo da je

∂Φα∗θX|X(s)

∂s
=

(
1− 1− α

θ

)
XsX−1

+
1− α

θ
(1− θ)X (θ + (1− θ)s)X−1 ,

∂2Φα∗θX|X(s)

∂s2
=

(
1− 1− α

θ

)
X(X − 1)sX−2

+
1− α

θ
(1− θ)2X(X − 1) (θ + (1− θ)s)X−2 .

Nastavǉaju�i postupak, dobijamo

∂nΦα∗θX|X(s)

∂sn
=

(
1− 1− α

θ

)
X(X − 1) · · · (X − n+ 1)sX−n

+
1− α

θ
(1− θ)nX(X − 1) · · · (X − n+ 1) (θ + (1− θ)s)X−n ,

a odavde sledi

E ((α ∗θ X)n|X) =
∂nΦα∗θX|X(s)

∂sn

∣∣∣
s=1

=

(
1− 1− α

θ
+

1− α

θ
(1− θ)n

)
(X)n.
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(ii) Dokaz direktno sledi iz (i), za n = 1

E ((α ∗θ X)|X) =

(
1− 1− α

θ
+

1− α

θ
(1− θ)

)
X = αX.

(iii) Ponovo iz (i), za n = 2, imamo da je

E
(
(α ∗θ X)2|X

)
= E (α ∗θ X|X) +

(
1− 1− α

θ
+

1− α

θ
(1− θ)2

)
X(X − 1)

= αX + (2α + θ − αθ − 1)(X2 −X)

= (2α + θ − αθ − 1)X2 + (1− α)(1− θ)X.

(iv) Direktno sledi iz (ii) i (iii). 2

Posledica 2.2.1 Neka je X nenegativna celobrojna sluqajna pro-
menǉiva i neka je (X)n = X(X − 1) · · · (X − n+ 1). Tada je:

(i) n-ti faktorijelni moment sluqajne promenǉive α ∗θ X

E ((α ∗θ X)n) =

(
1− 1− α

θ
+

1− α

θ
(1− θ)n

)
E((X)n), n ≥ 1;

(ii) E (α ∗θ X) = αE(X);

(iii) E ((α ∗θ X)2) = (2α+ θ − αθ − 1)E(X2) + (1− α)(1− θ)E(X);

(iv) V ar (α ∗θ X) = (2α+θ−αθ−1)V ar(X)+(1−α)(α+θ−1)(E(X))2+
(1− α)(1− θ)E(X).

Lema 2.2.1 Neka su X i Y dve nenegativne celobrojne sluqajne pro-
menǉive sa konaqnim drugim momentima. Tada je:

(i) E(X(α ∗θ Y )) = αE(X,Y );

(ii) Cov(X,α ∗θ Y ) = αCov(X, Y )

Dokaz. Dokaz je sliqan dokazu Leme 2.1.1. 2
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2.2.3 Konstrukcija i osnovna svojstva modela
NDCINAR(1)

U ovom odeǉku predstavi�emo INAR(1) model baziran na gene-
ralizovanom binomnom tining operatoru II vrste.

Definicija 2.2.2 (Miletić Ilić, 2014) Vremenski niz {Xt, t ∈ Z} ne-
negativnih celobrojnih sluqajnih promenǉivih, definisan sa

Xt = α ∗θ Xt−1 + εt, t ∈ Z, (2.2.7)

gde je 0 ≤ 1 − α ≤ θ i θ ∈ (0, 1], je INAR vremenski niz reda 1 sa
zavisnim brojaqkim nizom (NDCINAR(1))7, ako postoji niz {εt, t ∈
Z} nezavisnih jednako raspodeǉenih sluqajnih promenǉivih, takvih
da je Cov(εt, Xs) = 0 za s < t, sluqajne promenǉive brojaqkog niza
{Ui, i ∈ N} su nezavisne od Xj i εk, za svako i, j, k, i brojaqki ni-
zovi {Ui, i ∈ N} koji se koriste za generisaǌe Xt i Xs, su me�usobno
nezavisni za t ̸= s.

Nadaǉe pretpostavǉamo da su sluqajne promenǉive vremenskog
niza jednako raspodeǉene. Odredimo funkciju generatrise vero-
vatno�a, oqekivaǌe i disperziju sluqajne promenǉive εt.

Lema 2.2.2 Funkcija generatrise verovatno�a sluqajne promenǉive
εt, data je sa

Φε(s) =
ΦX(s)

(1− 1−α
θ
)ΦX(s) +

1−α
θ
ΦX(θ + (1− θ)s)

. (2.2.8)

Iz (2.2.7) i iz osobina generalizovanog binomnog tining ope-
ratora II vrste imamo da je

E(Xt) = E(α ∗Xt−1) + E(εt)

= αE(Xt−1) + E(εt),

pa iz stacionarnosti vremenskog niza sledi da je oqekivaǌe slu-
qajne promenǉive εt

µε = (1− α)E(X).

7New dependent counting INAR
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Iz (2.2.7) i osobine (iv) Posledice 2.2.1, direktno sledi da je
disperzija sluqajne promenǉive εt jednaka

σ2
ε = (1− α)

(
(2− θ)V ar(X) + (1− θ − α) (E(X))2 − (1− θ)E(X)

)
.

Razmotrimo sada autokorelacionu strukturu modela. Iz Leme
2.2.1, dobijamo da je autokovarijansna funkcija NDCINAR(1) mo-
dela

γ(k) ≡ Cov(Xt+k, Xt) = αγk−1 = · · · = αkγ(0), k ≥ 0, (2.2.9)

pa odatle direktno sledi da je autokorelacija eksponencijalno
opadaju�a funkcija data sa

ρ(k) = αk, k ≥ 0. (2.2.10)

2.2.4 Uslovne statistiqke osobine NDCINAR(1)
modela

Oznaqimo sa µ oqekivaǌe sluqajne promenǉive Xt. Koriste�i
osobinu (ii) Teoreme 2.2.2, dobijamo uslovno oqekivaǌe za jedan
korak

E(Xt+1|Xt) = αXt + (1− α)µ, (2.2.11)

i za k koraka
E(Xt+k|Xt) = αkXt + (1− αk)µ. (2.2.12)

Daǉe, iz osobine (iii) iste teoreme sledi da je uslovni drugi
moment jednak

E
(
X2

t+1|Xt

)
= (2α + θ − αθ − 1)X2

t + (1− α)(1− θ)Xt + 2αXtµε + E(ε2t ),

a odatle imamo da je uslovna disperzija

V ar(Xt+1|Xt) = (1− α)(α + θ − 1)X2
t + (1− α)(1− θ)Xt + σ2

ε . (2.2.13)

Primetimo da je uslovna disperzija kvadratna funkcija. U slu-
qaju kada je vrednost θ bliska vrednosti 1−α, uslovna disperzija
postaje linearna funkcija, dok u sluqaju kada α te�i 1, uslovna
disperzija te�i disperziji inovacionog niza.
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Nadaǉe, dobijamo da je uslovni drugi moment za k koraka

E(X2
t+k|Xt) = akX2

t + b
ak − αk

a− α
Xt

+
b(1− α)µ

a− α

(
ak − 1

a− 1
− αk − 1

α− 1

)
+
ak − 1

a− 1
E(ε2),

a odatle je uslovna disperzija za k koraka

V ar(Xt+k|Xt) = E(X2
t+k|Xt)− (E(Xt+k|Xt))

2

= (ak − α2k)X2
t +

(
b
ak − αk

a− α
− 2µαk(1− αk)

)
Xt

+
ak − 1

a− 1
σ2
ε +

b(1− α)µ

a− α

(
ak − 1

a− 1
− αk − 1

α− 1

)
+(1− α)2

(
ak − 1

a− 1
− (1− αk)2

(1− α)2

)
µ2, (2.2.14)

gde je a = 2α − αθ + θ − 1 i b = (1 − α)(1 − θ + 2αµ). Vidimo da
i ovde uslovna disperzija kvadratno zavisi od proxlosti vre-
menskog niza. Koeficijent zavisnosti je u ovom sluqaju jednak
((2α− αθ + θ − 1)k − α2k) i te�i nuli kada α te�i 1 ili kada vred-
nost parametra θ te�i svojoj graniqnoj vrednosti 1 − α. Kako je
α < 1, to je a = α(1 − θ) + θ − 1 + α < 1 − θ + θ − 1 + α = α < 1,
pa direktnom proverom utvr�ujemo da V ar(Xt+k|Xt) → V ar(Xt), za
k → ∞.

Raspodela inovacionog niza

Nadaǉe pretpostavǉamo da vremenski niz {Xt} ima geometrij-
sku marginalnu raspodelu sa parametrom µ

1+µ
, µ > 0.

Teorema 2.2.3 (Miletić Ilić, 2014) Neka je θ ∈ (0, 1] i 0 ≤ 1 − α ≤ θ i
neka vremenski niz definisan sa (2.2.7) ima geometrijsku raspodelu
sa parametrom µ

1+µ
, µ > 0. Tada je sluqajna promenǉiva εt mexavina

nule i sluqajne promenǉive sa geometrijskom raspodelom, tj.

εt
r
=

{
0, s.v. 1−θ

2−α−θ

Geom
(

(2−α−θ)µ
1+(2−α−θ)µ

)
, s.v. 1−α

2−α−θ
.
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Dokaz. Iz Leme 2.2.2 i koriste�i pretpostavku o geometrijskoj
marginalnoj raspodeli vremenskog niza, dobijamo da je

Φε(s) =

1
1+µ−µs

α+θ−1
θ

· 1
1+µ−µs

+ 1−α
θ

· 1
1+µ−µ(θ+(1−θ)s)

=
θ(1 + µ(1− θ)− µ(1− θ)s)

(α+ θ − 1)(1 + µ(1− θ)− µ(1− θ)s) + (1− α)(1 + µ− µs)
.

Oznaqimo imenilac prethodnog razlomka sa I(s). Imamo da je

I(s) = (α + θ − 1)(1 + µ(1− θ)− µ(1− θ)s) + (1− α)(1 + µ− µs)

= α + αµ− αµθ + θ + θµ− θ2µ− 1− µ+ µθ + 1 + µ− α− αµ

+(−αµ+ αµθ − µθ + µθ2 + µ− µθ − µ+ αµ)s

= θ[1 + (2µ− µθ − µα)− (2µ− µθ − µα)s].

Tako dobijamo da je

Φε(s) =
1 + µ(1− θ)− µ(1− θ)s

1 + (2µ− µθ − µα)− (2µ− µθ − µα)s

=
1− θ

2− α− θ
+

1− α

2− α− θ
· 1

1 + µ(2− α− θ)− µ(2− α− θ)s
.

Kako je 1
1+µ(2−α−θ)−µ(2−α−θ)s

funkcija generatrise verovatno�a slu-

qajne promenǉive sa Geom
(

(2−α−θ)µ
1+(2−α−θ)µ

)
raspodelom, a 1 odgovara

sluqajnoj promenǉivoj koja je u raspodeli jednaka nuli, to iz po-
sledǌe jednakosti dokaz direktno sledi. 2

Posledica 2.2.2 Ako va�e uslovi Teoreme 2.2.3, onda su oqekivaǌe
i disperzija sluqajne promenǉive εt, redom

µε = (1− α)µ, σ2
ε = (1− α)(3− α− 2θ)µ2 + (1− α)µ. (2.2.15)

Razmotrimo raspodelu sluqajne promenǉive εt za neke speci-
jalne vrednosti parametara. Za θ = 1, sluqajna promenǉiva εt ima
geometrijsku raspodelu sa parametrom (1−α)µ

1+(1−α)µ
. Za α = 1, εt je u

raspodeli jednaka nuli, dok je za θ = 1−α, raspodela sluqajne pro-
menǉive εt jednaka mexavini nule i Geom

(
µ

1+µ

)
raspodele, redom

sa verovatno�ama α i 1− α. Odatle dobijamo slede�u primedbu.
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Primedba 2.2.3 (i) Ako je α = 1, tada je Xt = Xt−1, pa je Xt = Xi,
za svako t, i ∈ Z.

(ii) Ako je θ = 1, tada je Xt = ZtXt−1 + εt, gde je {εt} niz sluqaj-

nih promenǉivih sa Geom
(

(1−α)µ
1+(1−α)µ

)
raspodelom, {Zt} je niz

nezavisnih jednako raspodeǉenih sluqajnih promenǉivih sa
Ber(α) raspodelom, εt i Zs su nezavisne za svako t i svako s,
i Xt−l je nezavisno od εt i Zt za svako l ≥ 1.

(iii) Ako je θ = 1 − α, tada se {Xt} svodi na GINAR(1) vremenski
niz koji su definisali Alzaid i Al-Osh (1988).

Na sliqan naqin kao kod prethodnog modela, mo�e se pokazati
da va�i slede�a teorema.

Teorema 2.2.4 NDCINAR(1) vremenski niz sa jednakim raspodelama
sluqajnih promenǉivih je strogo stacionaran i ergodiqan.

2.2.5 Oceǌivaǌe nepoznatih parametara
NDCINAR(1) modela

Ocenimo sada nepoznate parametre α, θ i µ NDCINAR(1) mo-
dela standardnim metodama, baziraju�i oceǌivaǌe na realiza-
ciji sluqajnog vektora (X1, X2, . . . , XN) posmatranog vremenskog ni-
za.

Metod uslovnih najmaǌih kvadrata

Poxto je funkcija koja se minimizira QN(α, µ) =
∑N

t=2(Xt −
αXt−1 − (1− α)µ)2 ista kao kod DCGINAR(1) modela, to se dobijaju
i iste ocene uslovnih najmaǌih kvadrata parametara α i µ, pa je
tako

α̂cls =

∑N
t=2XtXt−1 − 1

N−1

∑N
t=2Xt

∑N
t=2Xt−1∑N

t=2X
2
t−1 − 1

N−1
(
∑N

t=2Xt−1)2
,

µ̂cls =

∑N
t=2Xt − α̂cls

∑N
t=2Xt−1

(N − 1)(1− α̂cls)
.
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Za oceǌivaǌe parametra θ ponovo koristimo metod koji su uveli
Karlsen i Tjostheim (1998), pa tako ocenu uslovnih najmaǌih kva-
drata parametra θ dobijamo minimiziraǌem funkcije

S(θ) =
N∑
t=2

(Vt − V ar(Xt|Xt−1))
2 ,

gde je Vt = (Xt −αXt−1 − (1−α)µ)2. Iz jednakosti (2.2.13) i Posle-
dice 2.2.2, imamo da je

V ar(Xt|Xt−1) = (1− α)(α + θ − 1)X2
t−1 + (1− α)(1− θ)Xt−1 + σ2

ε

= (1− α)(α + θ − 1)X2
t−1 + (1− α)(1− θ)Xt−1

+(1− α)µ(1 + 3µ− 2θµ− αµ)

= (1− α)θX2
t−1 − (1− α)2X2

t−1 − (1− α)θXt−1

+(1− α)Xt−1 + (1− α)µ(1 + 3µ− αµ)− 2(1− α)θµ2

= (1− α)θ(X2
t−1 −Xt−1 − 2µ2)− (1− α)2Xt−1

+(1− α)Xt−1 + (1− α)µ(1 + 3µ− αµ),

pa je odatle

S(θ) =
N∑
t=2

[
Vt − (1− α)(X2

t−1 −Xt−1 − 2µ2)θ + (1− α)

× ((1− α)X2
t−1 −Xt−1 − (1 + 3µ− αµ)µ)

]2
.

Primeǌuju�i standardnu proceduru za minimiziraǌe date funk-
cije, i zameǌuju�i parametre α i µ ǌihovim ocenama uslovnih
najmaǌih kvadrata, dobijamo da je ocena uslovnih najmaǌih kva-
drata parametra θ data sa

θ̂cls =

∑N
t=2(V̂t + (1− α̂cls)((1− α̂cls)X

2
t−1 −Xt−1 − µ̂cls(1 + 3µ̂cls − α̂clsµ̂cls)))

(1− α̂cls)
∑n

t=2(X
2
t−1 −Xt−1 − 2µ̂2

cls)
2

×(X2
t−1 −Xt−1 − 2µ̂2

cls),

gde je V̂t = (Xt − α̂clsXt−1 − (1− α̂cls)µ̂cls)
2.

Iz ergodiqnosti NDCINAR(1) vremenskog niza, sledi stroga
postojanost ocene uslovnih najmaǌih kvadrata parametra θ. Da
bismo razmotrili asimptotske osobine (α̂cls, µ̂cls) ocena, ponovo
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primeǌujemo Teoreme 1.1.3 i 1.1.4. Imamo da je funkcija g ≡
E(Xt|Xt−1) = αXt−1+(1−α)µ ista kao kod DCGINAR(1) modela, oda-
kle sledi da su svi uslovi Teoreme 1.1.3 zadovoǉeni, pa su ocene
α̂cls i µ̂cls strogo postojane. Daǉe, imamo da je

ft|t−1 = V ar(Xt|Xt−1)

= (1− α)(α + θ − 1)X2
t−1 + (1− α)(1− α)Xt−1

+µ(1− α)(1 + 3µ− 2θµ− αµ),

pa dobijamo da je

R =

[
a11 a12
a21 a22

]
,

gde je

a11 = (1− α)µ(1 + µ)(α− 7µ+ 11αµ+ 8θµ− 11µ2 + 13αµ2 + 12θµ2),

a12 = a21 = (1− α)2µ(1 + µ)(α− 4µ+ 4αµ+ 4θµ),

a22 = µ(1− α)3(1 + α)(1 + µ).

Prilikom odre�ivaǌa matrice R javǉaju se momenti E(X i), i =
1, . . . , 4. Poxto su svi elementi matrice R konaqni, svi uslovi
Teoreme 1.1.4 su zadovoǉeni, pa dobijamo da

√
N

[
α̂cls − α
µ̂cls − µ

]
r−→ N

([
0
0

]
,U−1RU−1

)
,

gde je kovarijansna matrica

U−1RU−1 =

[
(1−α)(α−7µ+11αµ+8θµ−11µ2+13αµ2+12θµ2)

µ(1+µ)
α+ 4µ(α + θ − 1)

α + 4µ(α + θ − 1) (1+α)µ(1+µ)
1−α

]
.

Interesantno je razmotriti kako neki specijalni sluqajevi
vrednosti parametara utiqu na promene vrednosti kovarijansne
matrice, pa samim tim i na ponaxaǌe ocena uslovnih najmaǌih
kvadrata. U sluqaju kada α te�i 0 i θ te�i 1, kovarijansna ma-

trica te�i
[
1 0
0 µ(1 + µ)

]
, xto znaqi da kada koreliranost u vre-

menskom nizu opada, a raste zavisnost me�u elementima brojaqkog
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niza, tada zavisnost izme�u ocena tako�e opada. U isto vreme
disperzija ocene parametra α te�i jedinici, dok je disperzija
ocene parametra µ bliska disperziji marginalne raspodele. U
sluqaju jake korelisanosti vremenskog niza, tj. ako α te�i 1, onda

se matrica svodi na
[

0 1 + 4µθ
1 + 4µθ ∞

]
, xto znaqi da ocena para-

metra α konvergira konstanti, dok disperzija za µ̂cls divergira, pa
ova ocena postaje beskorisna za veliki obim uzorka. Sliqno, ako

je µ blizu 0, matrica te�i
[
∞ α
α 0

]
. U ovom sluqaju, kovarijanse

su bliske korelaciji u vremenskom nizu, ocena parametra µ kon-
vergira ka konstanti, dok ocena parametra α postaje beskorisna
na velikom obimu uzorka.

Metod momenata

Poxto je µ = E(Xt) i α = γ(1)/γ(0), ocene za µ i α su

µ̂yw = XN =
1

N

N∑
t=1

Xt,

α̂yw =

∑N
t=2(Xt −XN)(Xt−1 −XN)∑N

t=1(Xt −XN)2
.

Za oceǌivaǌe parametra θ iskoristi�emo kovarijansu sluqajnih
promenǉivih X2

t i Xt−1, pa tako imamo da je

Cov(X2
t , Xt−1) = Cov((α ∗θ Xt−1)

2, Xt−1) + 2E(εt)Cov(α ∗θ Xt−1, Xt−1)

= Cov((α ∗θ Xt−1)
2, Xt−1) + 2µεαV ar(Xt−1)

= Cov((α ∗θ Xt−1)
2, Xt−1) + 2α(1− α)(1 + µ)µ2.

Daǉe, iz Posledice 2.2.1, dobijamo

Cov((α ∗θ Xt−1)
2, Xt−1) = E((α ∗θ Xt−1)

2Xt−1)− E((α ∗θ Xt−1)
2)E(Xt−1)
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= (1− α)(1− θ)E(X2
t−1) + (2α− αθ + θ − 1)E(X3

t−1)

−[(1− α)(1− θ)E(Xt−1) + (2α− αθ + θ − 1)E(X2
t−1)]E(Xt−1)

= (2α− αθ + θ − 1)E(X3
t−1)

+[(1− α)(1− θ)− (2α− αθ + θ − 1)E(Xt−1)]E(X
2
t−1)

−(1− α)(1− θ)(E(Xt−1))
2.

Koriste�i pretpostavku da vremenski niz ima geometrijsku mar-
ginalnu raspodelu, i zameǌuju�i odgovaraju�e momente u pret-
hodnoj jednakosti, dobijamo da je

Cov((α ∗θ Xt−1)
2, Xt−1) = µ(1 + µ)(α− 4µ+ 8αµ+ 4θµ− 4αθµ),

pa je odatle

Cov(X2
t , Xt−1) = µ(1 + µ)(α− 4µ+ 10αµ− 2α2µ+ 4θµ(1− α)).

Mo�e se primetiti da kovarijansa izme�u sluqajnih promenǉivih
X2

t i Xt−1 te�i nuli kada µ te�i nuli. Tako�e, u sluqaju kada α
te�i jedinici, kovarijansa zavisi samo od parametra µ i jednaka
je µ(1+µ)(1+4µ). Konaqno, iz posledǌe jednakosti dobijamo da je
ocena parametra θ dobijena metodom momenata jednaka

θ̂yw =
Ĉ − µ̂yw(1 + µ̂yw)(α̂yw − 4µ̂yw + 2α̂ywµ̂yw(5− α̂yw))

4(1− α̂yw)(1 + µ̂yw)µ̂2
yw

,

gde je Ĉ ocena kovarijanse Cov(X2
t , Xt−1) i jednaka je

Ĉ =
1

N − 1

N∑
t=2

X2
tXt−1 −

(
1

N − 1

N∑
t=2

X2
t

)(
1

N − 1

N∑
t=2

Xt−1

)
.

Ocene parametara α i µ dobijene metodom momenata su iste kao
kod DCGINAR(1) modela pa su strogo postojane. Pokazali smo da
iz ergodiqnosti vremenskog niza sledi da je Ĉ strogo postojana
ocena kovarijanse Cov(X2

t , Xt−1). Iz stroge postojanosti ocena pa-
rametara α i µ i ocene Ĉ sledi

θ̂yw
s.i.−→ Cov(X2

t , Xt−1)− µ(1 + µ)(α− 4µ+ 2αµ(5− α))

4(1− α)(1 + µ)µ2
= θ, kada N → ∞,

pa odatle sledi stroga postojanost ocene parametra θ.
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Metod maksimalne verodostojnosti

Ocene dobijamo maksimiziraǌem logaritmovane funkcije ve-
rodostojnosti

logL(x1, . . . xN ;µ, α, θ) = x1 logµ−(x1+1) log(1+µ)+

N∑
n=2

logPn(xn, xn−1;µ, α, θ),

gde je Pn(xn, xn−1;µ, α, θ) = P (Xn = xn|Xn−1 = xn−1). Odredimo sada
verovatno�e prelaza

P (Xn = j|Xn−1 = 0) = P (εn = j),

P (Xn = j|Xn−1 = i) =

min(i,j)∑
k=0

(
(1− 1− α

θ
)I(i = k)

+
1− α

θ

(
i

k

)
(1− θ)kθi−k

)
P (εn = j − k), i > 0.

Iz raspodele sluqajne promenǉive εn, imamo da je

P (εn = 0) =
1− θ

2− α− θ
+

1− α

2− α− θ
· 1

1 + µ(2− θ − α)

=
1 + (1− θ)µ

1 + µ(2− θ − α)
,

P (εn = l) =
1− α

2− α− θ
· (µ(2− θ − α))l

(1 + µ(2− θ − α))l+1
, l > 0.

Ocene maksimalne verodostojnosti dobijamo rexavaǌem sistema
jednaqina

∂ logL

∂µ
= 0

∂ logL

∂α
= 0

∂ logL

∂θ
= 0.

Zbog kompleksnosti dobijenih jednaqina analitiqko rexavaǌe je
nemogu�e pa mo�emo primeniti numeriqke procedure ugra�ene u
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ve�ini statistiqkih softverskih paketa. Ovde je korix�en pro-
gramski paket R i paket koji su napravili Ristić i Nastić.

Numeriqki rezultati

U ovom odeǉku uporedi�emo prethodno opisane metode oceǌi-
vaǌa parametara. Najpre je simulirano 100 uzoraka obima 500,
a zatim su odre�ene uzoraqke sredine i standardne devijacije
za poduzorke obima 100, 200, 300, 400 i 500. Da bismo lakxe
uoqili i detaǉno analizirali ponaxaǌe i osobine ocena, po-
smatrane uzorke smo podelili u nekoliko grupa. Uzimaju�i u
obzir uslove 0 ≤ 1 − α ≤ θ i θ ∈ (0, 1], razmatrana su slede�a qe-
tiri sluqaja stvarnih vrednosti parametara: (a) α = 0, 2, θ = 0, 9,
(b) α = 0, 5, θ = 0, 6, (c) α = 0, 8, θ = 0, 2 i (d) α = 0, 8, θ = 0, 9. Unutar
svake grupe parametar µ se meǌa, uzimaju�i vrednosti 0, 5, 1 i
5. Analiziraju�i rezultate predstavǉene u Tabelama 2.3 - 2.6,
mo�emo uoqiti da sve sredine konvergiraju pravim vrednostima,
a standardne devijacije konvergiraju nuli u svim sluqajevima.
Standardna odstupaǌa su mala, osim za ocenu parametra µ, za
µ = 5, u tre�em i qetvrtom sluqaju, kada je jaka koreliranost
vremenskog niza, odnosno za veliko α. Primetimo da promena
vrednosti parametra µ znaqajno utiqe na standardne devijacije
u svakoj grupi. U prvom sluqaju, promena parametra µ ne utiqe
znaqajno na ocene parametra α, dok standardne devijacije u oceǌi-
vaǌu parametara θ i µ opadaju i rastu, respektivno, sa pove�aǌem
parametra µ. U svim ostalim sluqajevima, promena parametra µ
utiqe na ocene parametra α, u smislu da standardne devijacije
opadaju sa pove�aǌem parametra µ, dok je uticaj promene parame-
tra µ na ocene parametara θ i µ isti kao u prvom sluqaju. Daǉe,
u prvom sluqaju, za µ = 0, 5, metod uslovnih najmaǌih kvadrata
daje najboǉe rezultate u oceǌivaǌu parametra µ, dok su u qe-
tvrtom sluqaju, tj. u sluqaju kada su vrednosti parametara α i
θ najve�e, za µ = 0, 5 i µ = 1, najmaǌe standardne devijacije u
oceǌivaǌu parametra µ za poduzorak obima 100 dobijene metodom
momenata. Porede�i sve sluqajeve, mo�emo uoqiti da je najbr�a
konvergencija standardnih devijacija u oceǌivaǌu parametara α
i θ postignuta u tre�em sluqaju, tj. u sluqaju sna�ne koreli-
sanosti vremenskog niza {Xt} i slabe zavisnosti brojaqkog niza.
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Raspodela Ocene parametara χ2 p-vrednost

Puasonova λ = 1.0417 6918.6 0.0000
Geometrijska µ = 1.0417 16.7 0.0536
Negativna binomna µ = 1.0257, θ = 1.0155 16.9 0.0311
Generalisana Puasonova λ = 0.7319, θ = 0.2974 15.8 0.0460

Nasuprot tome, standardna odstupaǌa u oceǌivaǌu parametra µ
su najbli�a nuli u prvom sluqaju, tj. u sluqaju slabe korelira-
nosti vremenskog niza {Xt} i sna�ne zavisnosti me�u qlanovima
brojaqkog niza. Konaqno, oqigledno je da metod maksimalne vero-
dostojnosti daje najboǉe rezultate u odnosu na sve parametre.

2.2.6 Primena na realnim podacima
Razmotrimo sada mogu�u primenu NDCINAR(1) modela na stva-

rnim podacima. Analizirani vremenski niz je preuzet sa inter-
net sajta Forecasting Principles (http://www.forecastingprinciples.com),
iz sekcije o kriminoloxkim podacima. Posmatrani niz se sa-
stoji od 144 opservacije i predstavǉa meseqno brojaǌe registro-
vanih sluqajeva vandalizma, u periodu od januara 1990. do de-
cembra 2001. godine, u policijskoj stanici 1411, u Pitsburgu.
Posmatraju�i grafike autokorelacione i parcijalne autokore-
lacione funkcije na Slici 2.2, zakǉuqujemo da je autoregresivni
model reda jedan odgovaraju�i za date podatke. Vrednosti uzo-
raqke sredine, disperzije i autokorelacije su redom 1,042, 2,110
i 0,198. Vidimo da je prisutna overdisperzija. Pri tom je izraz
1, 042(1+1, 042) pribli�no jednak 2,1 xto se poklapa sa vrednox�u
uzoraqke disperzije, a dobro je poznata osobina geometrijske ras-
podele da je V ar(X) = E(X)(1+E(X)). Jox �emo izraqunati vred-
nosti χ2 statistika i odgovaraju�e p-vrednosti, da bismo utvr-
dili koja diskretna raspodela je najpogodnija. Iz tabele iznad
vidimo da je najve�a p-vrednost dobijena za geometrijsku raspo-
delu, te zakǉuqujemo da modeli sa geometrijskom marginalnom
raspodelom predstavǉaju najboǉi izbor u ovom sluqaju.

Sada �emo NDCINAR(1) model da uporedimo sa drugim INAR(1)
modelima sa geometrijskom marginalnom raspodelom, kao xto su:

• Geometrijski INAR(1) model (Alzaid, Al-Osh, 1988),
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• NGINAR(1), novi geometrijski INAR(1) model baziran na ne-
gativnom binomnom tiningu (Ristić, Bakouch, Nastić, 2009),

• Mexoviti αβ INAR(1) model (Nastić, Ristić, 2012),

i jox sa modelima sa nekim drugim marginalnim raspodelama kao
xto su:

• INAR(1) model sa Puasonovom marginalnom raspodelom (Al-
Osh, Alzaid, 1987),

• INAR(1) modeli I1, I2, I3 sa negativnom binomnom marginalnom
raspodelom (Zhu, Joe, 2006, 2010)

• Iterativni INAR(1) model sa negativnom binomnom margi-
nalnom raspodelom (Al-Osh, Aly, 1992),

• Negativni binomni INAR(1) model sa sluqajnim koeficijen-
tima (Weiß, 2008b),

i na kraju sa DCGINAR(1) modelom sa zavisnim brojaqkim nizom.
Za pore�eǌe su korix�ena tri kriterijuma: AIC, BIC i RMS. U
Tabeli 2.7 su predstavǉene vrednosti ovih kriterijuma, kao i
ocene maksimalne verodostojnosti nepoznatih parametara. Po-
znato je da su vrednosti AIC i BIC kriterijuma direktno propor-
cionalne broju parametara modela. Vidimo da NDCINAR(1) model
obezbe�uje najmaǌe vrednosti ovih kriterijuma qak i u pore�eǌu
sa nekim modelima sa maǌim brojem parametara. Izuzetak je GI-
NAR(1) model kod koga se dobija maǌa BIC vrednost. Ovaj model
ima maǌi broj nepoznatih parametara u odnosnu na NDCINAR(1)
model, pa su dobijene vrednosti u skladu sa prethodno objax-
ǌenom osobinom BIC kriterijuma. Napomenimo jox da vrednosti
RMS zavise od E(Xt|Xt−1). Kako je E(Xt|Xt−1) = αXt−1 + (1 − α)µ u
svim posmatranim modelima, to svuda dobijamo istu vrednost za
RMS, kao xto je i oqekivano.

Uzimaju�i u obzir sve navedeno, oqigledno je da NDCINAR(1)
model predstavǉa najboǉi izbor me�u svim razmatranim mode-
lima.

Analiza prirode posmatranog skupa podataka nam mo�da mo�e
dati objaxǌeǌe zaxto NDCINAR(1) model daje najboǉe rezultate.
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Naime, kriminalno delo koje posmatramo ”criminal mischief”obuhva-
ta nekoliko razliqitih tipova kriminalnih aktivnosti, a sve se
odnose na namerno unixtavaǌe tu�e imovine. Primeri takvih
aktivnosti su pisaǌe grafita i bojeǌe zidova na zgradama, lo-
mǉeǌe predmeta na javnim mestima, podmetaǌe eksploziva, kao i
bilo kakve druge aktivnosti koje imaju za ciǉ oxte�eǌe uglavnom
javne imovine. Ovde se takva vrsta kriviqnog dela opisuje kao
vandalizam. Ovakve kriminalne akcije u Americi su uglavnom
rasprostraǌene me�u mladima i to u okviru razliqitih vrsta
udru�eǌa i bratstava. Oni deluju u dogovoru, pa postoji odre-
�ena veza i zavisnost me�u registrovanim sluqajevima. Tako na
primer, jedna organizovana akcija podrazumeva da jedna brojaqka
promenǉiva koja se realizuje, tj. ostvari vrednost 1, direktno
utiqe na drugu da se i ona realizuje i tako�e dobije vrednost 1.
Sa druge strane, ovo su aktivnosti koje se uglavnom dexavaju na
javnim mestima, pa jedna realizovana brojaqka promenǉiva pod-
razumeva intervenciju policije, te na taj naqin utiqe da se druga
promenǉiva ne realizuje, tj. ostvari vrednost 0. S obzirom na to
da je NDCINAR(1) model baziran na zavisnom Bernulijevom bro-
jaqkom nizu, to je logiqno da kao takav predstavǉa najboǉi izbor.
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Tabela 2.3: Sredine i standardne devijacije ocena za neke stvarne
vrednosti parametara NDCINAR(1) modela.

N α̂ml θ̂ml µ̂ml α̂cls θ̂cls µ̂cls α̂yw θ̂yw µ̂yw

i) Stvarne vrednosti α = 0.2, θ = 0.9, µ = 0.5

100 0.1817 0.9185 0.5103 0.1661 0.8834 0.5143 0.1643 0.8807 0.5150
St. dev. 0.1054 0.0785 0.1214 0.1107 0.0934 0.1200 0.1093 0.0975 0.1207

200 0.1880 0.9076 0.5022 0.1761 0.8723 0.5021 0.1753 0.8822 0.5026
St. dev. 0.0759 0.0646 0.0817 0.0909 0.0792 0.0811 0.0905 0.0832 0.0820

300 0.1904 0.9039 0.5025 0.1881 0.8731 0.5022 0.1877 0.8864 0.5026
St. dev. 0.0649 0.0617 0.0678 0.0858 0.0758 0.0666 0.0857 0.0827 0.0672

500 0.1980 0.8999 0.5015 0.1983 0.8717 0.5012 0.1980 0.8888 0.5013
St. dev. 0.0478 0.0523 0.0504 0.0664 0.0653 0.0491 0.0664 0.0769 0.0496

ii) Stvarne vrednosti α = 0.2, θ = 0.9, µ = 1

100 0.1845 0.9095 0.9875 0.1676 0.8823 0.9935 0.1662 0.8854 0.9928
St. dev. 0.0997 0.0744 0.1829 0.1087 0.0910 0.1897 0.1078 0.0990 0.1854

200 0.1873 0.9013 0.9973 0.1754 0.8739 0.9953 0.1743 0.8808 0.9954
St. dev. 0.0727 0.0535 0.1285 0.0807 0.0658 0.1301 0.0799 0.0785 0.1283

300 0.1929 0.9007 1.0020 0.1819 0.8713 1.0004 0.1813 0.8848 1.0004
St. dev. 0.0522 0.0426 0.1055 0.0662 0.0460 0.1083 0.0662 0.0644 0.1067

500 0.1956 0.9010 1.0033 0.1963 0.8826 1.0042 0.1960 0.8894 1.0043
St. dev. 0.0414 0.0383 0.0850 0.0598 0.0534 0.0866 0.0598 0.0642 0.0857

iii) Stvarne vrednosti α = 0.2, θ = 0.9, µ = 5

100 0.1934 0.9033 4.9100 0.1851 0.8791 4.9123 0.1837 0.8876 4.9084
St. dev. 0.0860 0.0520 0.5994 0.1117 0.0760 0.6001 0.1108 0.0947 0.5941

200 0.1898 0.9055 4.9482 0.1796 0.8827 4.9503 0.1786 0.8906 4.9493
St. dev. 0.0622 0.0353 0.4681 0.0805 0.0594 0.4702 0.0801 0.0774 0.4674

300 0.1902 0.9053 4.9674 0.1838 0.8829 4.9605 0.1833 0.8962 4.9598
St. dev. 0.0485 0.0301 0.3826 0.0665 0.0497 0.3889 0.0665 0.0665 0.3848

500 0.1945 0.9025 4.9935 0.1904 0.8883 4.9840 0.1901 0.8973 4.9834
St. dev. 0.0341 0.0217 0.3236 0.0498 0.0432 0.3308 0.0497 0.0559 0.3290
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Tabela 2.4: Sredine i standardne devijacije ocena za neke stvarne
vrednosti parametara NDCINAR(1) modela.

N α̂ml θ̂ml µ̂ml α̂cls θ̂cls µ̂cls α̂yw θ̂yw µ̂yw

i) Stvarne vrednosti α = 0.5, θ = 0.6, µ = 0.5

100 0.4985 0.6429 0.5011 0.4707 0.6296 0.4981 0.4662 0.6614 0.4993
St. dev. 0.0876 0.1344 0.1237 0.1203 0.1604 0.1247 0.1190 0.1941 0.1240

200 0.5021 0.6223 0.4906 0.4894 0.5966 0.4896 0.4873 0.6488 0.4897
St. dev. 0.0657 0.0952 0.0994 0.0924 0.1253 0.1022 0.0921 0.1962 0.1012

300 0.5000 0.6196 0.4910 0.4888 0.6053 0.4899 0.4872 0.6585 0.4899
St. dev. 0.0528 0.0786 0.0757 0.0734 0.1145 0.0807 0.0739 0.1921 0.0799

500 0.5012 0.6073 0.4949 0.4937 0.5981 0.4942 0.4932 0.6373 0.4947
St. dev. 0.0413 0.0542 0.0610 0.0626 0.0920 0.0654 0.0626 0.1686 0.0649

ii) Stvarne vrednosti α = 0.5, θ = 0.6, µ = 1

100 0.5022 0.6059 0.9922 0.4751 0.5828 0.9976 0.4698 0.6224 0.9954
St. dev. 0.0721 0.0904 0.2478 0.0885 0.1028 0.2594 0.0891 0.1603 0.2552

200 0.5068 0.5853 1.0008 0.4915 0.5661 1.0029 0.4895 0.6033 1.0027
St. dev. 0.0554 0.0627 0.1717 0.0670 0.0804 0.1708 0.0662 0.1525 0.1686

300 0.5050 0.5883 1.0109 0.4942 0.5677 1.0139 0.4910 0.6319 1.0120
St. dev. 0.0453 0.0498 0.1457 0.0664 0.0721 0.1488 0.0670 0.1732 0.1481

500 0.5048 0.5932 1.0047 0.5010 0.5741 1.0077 0.5000 0.6325 1.0078
St. dev. 0.0345 0.0458 0.1080 0.0569 0.0616 0.1154 0.0571 0.1711 0.1150

iii) Stvarne vrednosti α = 0.5, θ = 0.6, µ = 5

100 0.4842 0.6080 4.8464 0.4747 0.6062 4.9682 0.4688 0.6546 4.9464
St. dev. 0.0572 0.0416 0.8880 0.1138 0.0831 1.0412 0.1138 0.1667 1.0308

200 0.4944 0.6030 4.9253 0.4884 0.5934 4.9996 0.4847 0.6214 4.9900
St. dev. 0.0367 0.0294 0.5964 0.0734 0.0586 0.7020 0.0745 0.1556 0.7071

300 0.4979 0.6045 4.9251 0.5000 0.5947 4.9611 0.4988 0.6577 4.9583
St. dev. 0.0306 0.0230 0.4764 0.0627 0.0575 0.5686 0.0632 0.1707 0.5694

500 0.5004 0.6035 4.9943 0.4994 0.6017 5.0168 0.4982 0.6412 5.0136
St. dev. 0.0250 0.0174 0.3766 0.0490 0.0495 0.4566 0.0486 0.1648 0.4556
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Tabela 2.5: Sredine i standardne devijacije ocena za neke stvarne
vrednosti parametara NDCINAR(1) modela.

N α̂ml θ̂ml µ̂ml α̂cls θ̂cls µ̂cls α̂yw θ̂yw µ̂yw

i) Stvarne vrednosti α = 0.8, θ = 0.2, µ = 0.5

100 0.7850 0.3514 0.4823 0.7734 0.3811 0.5203 0.7661 0.3717 0.5154
St. dev. 0.0623 0.2467 0.2558 0.0817 0.2732 0.2965 0.0803 0.2836 0.2866

200 0.7978 0.2731 0.4885 0.7847 0.2878 0.5082 0.7818 0.3743 0.5072
St. dev. 0.0390 0.128) 0.1686 0.0606 0.1627 0.1801 0.0608 0.3010 0.1762

300 0.8009 0.2468 0.4936 0.7920 0.2547 0.5103 0.7882 0.3910 0.5074
St. dev. 0.0305 0.0786 0.1387 0.0462 0.1116 0.1508 0.0459 0.3209 0.1468

500 0.8009 0.2278 0.5018 0.7955 0.2390 0.5138 0.7935 0.3820 0.5131
St. dev. 0.0233 0.0538 0.1130 0.0353 0.0909 0.1206 0.0357 0.3125 0.1202

ii) Stvarne vrednosti α = 0.8, θ = 0.2, µ = 1

100 0.7895 0.2529 0.9392 0.7631 0.2970 0.9879 0.7558 0.3947 0.9562
St. dev. 0.0479 0.0947 0.3861 0.0761 0.1537 0.5585 0.0739 0.2882 0.4197

200 0.7940 0.2311 0.9266 0.7814 0.2470 0.9356 0.7775 0.4060 0.9389
St. dev. 0.0312 0.0534 0.2406 0.0524 0.0807 0.2715 0.0544 0.3062 0.2654

300 0.7954 0.2199 0.9505 0.7823 0.2431 0.9556 0.7797 0.3736 0.9536
St. dev. 0.0259 0.0388 0.1974 0.0433 0.0707 0.2403 0.0430 0.2854 0.2349

500 0.7961 0.2172 0.9672 0.7870 0.2376 0.9743 0.7849 0.4126 0.9722
St. dev. 0.0190 0.0283 0.1651 0.0350 0.0576 0.1819 0.0343 0.3135 0.1793

iii) Stvarne vrednosti α = 0.8, θ = 0.2, µ = 5

100 0.7972 0.2101 4.9164 0.7718 0.2515 4.9350 0.7630 0.3947 4.9203
St. dev. 0.0232 0.0239 1.3225 0.0632 0.0665 1.6281 0.0621 0.2875 1.6269

200 0.7958 0.2086 4.9148 0.7853 0.2448 4.9092 0.7816 0.3945 4.9330
St. dev. 0.0145 0.0146 0.9757 0.0445 0.0466 1.1762 0.0458 0.2986 1.1804

300 0.7973 0.2063 4.8726 0.7894 0.2358 4.8829 0.7867 0.3917 4.8860
St. dev. 0.0113 0.0111 0.8283 0.0330 0.0395 1.0165 0.0317 0.2960 1.0175

500 0.7979 0.2045 4.9245 0.7914 0.2315 4.9094 0.7893 0.3958 4.9073
St. dev. 0.0084 0.0078 0.5888 0.0273 0.0422 0.7956 0.0268 0.2944 0.7966
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Tabela 2.6: Sredine i standardne devijacije ocena za neke stvarne
vrednosti parametara NDCINAR(1) modela.

N α̂ml θ̂ml µ̂ml α̂cls θ̂cls µ̂cls α̂yw θ̂yw µ̂yw

i) Stvarne vrednosti α = 0.8, θ = 0.9, µ = 0.5

100 0.7915 0.9080 0.5276 0.7348 0.8642 0.5122 0.7253 0.4531 0.5022
St. dev. 0.0770 0.1380 0.2661 0.1096 0.2117 0.2767 0.1082 0.3041 0.2624

200 0.7933 0.9074 0.5117 0.7539 0.8893 0.5009 0.7496 0.4605 0.4966
St. dev. 0.0525 0.0959 0.1746 0.0820 0.1815 0.1791 0.0811 0.3190 0.1762

300 0.7933 0.9118 0.4940 0.7642 0.8844 0.4846 0.7613 0.5151 0.4824
St. dev. 0.0397 0.0716 0.1434 0.0687 0.1802 0.1498 0.0691 0.3453 0.1470

500 0.7933 0.9116 0.4925 0.7772 0.8691 0.4897 0.7760 0.5277 0.4886
St. dev. 0.0331 0.0584 0.1118 0.0603 0.1776 0.1171 0.0599 0.3515 0.1155

ii) Stvarne vrednosti α = 0.8, θ = 0.9, µ = 1

100 0.7883 0.8917 1.0250 0.7231 0.8440 0.9606 0.7160 0.4329 0.9743
St. dev. 0.0602 0.0836 0.3959 0.1068 0.1880 0.3875 0.1063 0.2664 0.3716

200 0.7931 0.8975 1.0211 0.7461 0.8776 0.9754 0.7429 0.4405 0.9854
St. dev. 0.0421 0.0597 0.2612 0.0838 0.1390 0.2542 0.0841 0.2962 0.2591

300 0.7941 0.9041 0.9963 0.7520 0.8891 0.9580 0.7481 0.4423 0.9630
St. dev. 0.0335 0.0470 0.1912 0.0698 0.1324 0.2061 0.0694 0.2978 0.2096

500 0.7968 0.9014 0.9983 0.7724 0.8829 0.9764 0.7710 0.4904 0.9800
St. dev. 0.0245 0.0371 0.1585 0.0566 0.1296 0.1721 0.0567 0.3346 0.1743

iii) Stvarne vrednosti α = 0.8, θ = 0.9, µ = 5

100 0.8039 0.9008 5.2499 0.7449 0.8867 5.3438 0.7343 0.3952 5.2852
St. dev. 0.0454 0.0349 1.4466 0.1033 0.1244 1.9726 0.1051 0.2735 1.9458

200 0.8015 0.9032 5.0957 0.7800 0.9046 5.2200 0.7750 0.4238 5.2307
St. dev. 0.0292 0.0226 0.8334 0.0627 0.1006 1.2149 0.0618 0.3021 1.3026

300 0.8008 0.9000 5.0540 0.7864 0.9076 5.1909 0.7835 0.4723 5.1818
St. dev. 0.0220 0.0184 0.6637 0.0597 0.0924 0.9521 0.0595 0.3239 0.9560

500 0.8010 0.8984 5.0547 0.7924 0.9134 5.1566 0.7915 0.5096 5.1582
St. dev. 0.0177 0.0149 0.5573 0.0511 0.0879 0.7899 0.0511 0.3407 0.8011
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Slika 2.2: Dijagrami vremenskog niza, autokorelacione funkcije
i parcijalne autokorelacione funkcije podataka o broju prekrxa-
ja vandalizma.
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Tabela 2.7: Ocene parametara, standardne grexke, AIC, BIC i RMS
za podatke o broju prekrxaja vandalizma.

Model ML ocene AIC BIC RMS

i.i.d. Poisson λ̂ = 1.0417 (0.0851) 437.3 440.3

Poisson INAR(1) λ̂ = 0.8851 (0.0964)
α̂ = 0.1502 (0.0613) 432.0 437.9 1.42

GINAR(1) q̂ = 0.5043 (0.0333)
α̂ = 0.1460 (0.0668) 406.9 412.8 1.42

NGINAR(1) µ̂ = 1.0232 (0.1472)
α̂ = 0.2204 (0.1072) 405.9 411.8 1.42

Mixed αβ INAR(1) µ̂ = 1.0572 (0.1614)
α̂ = 0.0299 (0.1917)

β̂ = 0.4169 (0.1872)
p̂ = 0.4395 (0.5038) 407.0 418.9 1.42

I1 p̂ = 0.5825 (0.0814)

θ̂ = 1.4484 (0.4689)
α̂ = 0.158 (0.0699) 407.4 416.3 1.42

I2 p̂ = 0.5627 (0.0847)

θ̂ = 1.3449 (0.4308)
α̂ = 0.2173 (0.0938)
γ̂ = 0.3345 (0.1765) 408.2 420.0 1.42

I3 p̂ = 0.5675 (0.0835)

θ̂ = 1.3662 (0.4392)
α̂ = 0.2011 (0.0850)

δ̂ = 0.7415 (0.6699) 408.4 420.3 1.42

NBIINAR(1) n̂ = 1.3576 (0.4335)
p̂ = 1.6333 (0.5365)
ρ̂ = 0.2020 (0.0962) 407.0 415.9 1.42

NBRCINAR(1) n̂ = 1.3277 (0.4312)
p̂ = 0.5620 (0.0853)
ρ̂ = 0.2143 (0.0825) 404.6 413.5 1.42

DCGINAR(1) µ̂ = 1.0281 (0.1456)
α̂ = 0.2164 (0.0844)

θ̂ = 0.7715 (0.1953) 405.0 414.0 1.42

NDCINAR(1) µ̂ = 1.0046 (0.1422)
α̂ = 0.2107 (0.0767)

θ̂ = 0.9077 (0.0676) 404.1 413.0 1.42
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2.3 Geometrijski INAR(1) model sa
Bernulijevim zavisnim
brojaqkim nizovima III vrste

U ovom delu �emo definisati Bernulijeve brojaqke sluqajne
promenǉive Ui na najednostavniji naqin do sada. Zahvaǉuju�i
jednostavnosti brojaqkog niza, model koji �emo uvesti ima�e niz
novih korisnih osobina. Nakon konstrukcije i karakterizacije
modela oceni�emo nepoznate parametre pomo�u nekoliko razliqi-
tih metoda i razmotri�emo asimptotske osobine dobijenih ocena.
Na kraju �emo razmotriti primenu ovog modela na podacima iz
realnog �ivota i uporedi�emo ga sa drugim konkurentnim INAR
modelima.

Napomenimo da �e raspodela sluqajne promenǉive U1+ · · ·+Un,
u ovom sluqaju biti jednaka mexavini nule i binomne raspo-
dele, xto mo�e znaqiti da se u jednom trenutku sa izvesnom ve-
rovatno�om ne�e realizovati ni jedna brojaqka sluqajna promen-
ǉiva ili �e se sa odre�enom verovatno�om realizovati samo neke
od ǌih. Model sa ovakvim svojstvom mo�e imati xiroku primenu
u praksi na odgovaraju�em tipu podataka.

2.3.1 Generalizovani binomni tining operator
III vrste

Ovog puta definisa�emo Bernulijeve zavisne sluqajne promen-
ǉive {Ui, i ∈ N} na slede�i naqin. Neka je {Vi, i ∈ N} niz neza-
visnih sluqajnih promenǉivih sa Ber(θ) raspodelom i neka je Z
sluqajna promenǉiva sa Bernulijevom raspodelom sa parametrom
α/θ, gde je 0 ≤ α ≤ θ ≤ 1, θ > 0. Pretpostavimo da su sluqajne pro-
menǉive Vi i Z nezavisne za svako i ∈ N. Pokaza�emo da sluqajne
promenǉive

Ui = ViZ, i ∈ N, (2.3.1)

imaju Bernulijevu raspodelu sa parametrom α i da su me�usobno
korelisane. Direktno iz definicije sledi da je funkcija genera-
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trise verovatno�a sluqajne promenǉive Ui data sa

ΦUi
(s) = E(sViZ) = θE(sZ) + (1− θ)

= θ
(
1− α

θ
+
α

θ
s
)
+ 1− θ

= 1− α + αs.

Daǉe, za i ̸= j imamo da je

E(UiUj) = E(ViVjZ
2)

= E(Vi)E(Vj)E(Z
2) = αθ,

Cov(Ui, Uj) = E(UiUj)− E(Ui)E(Uj)

= αθ − α2 = α(θ − α),

Corr(Ui, Uj) =
α(θ − α)

α(1− α)
=
θ − α

1− α
, za α ̸= 0, α ̸= 1. (2.3.2)

Iz uslova 0 ≤ α ≤ θ ≤ 1 direktno sledi da Corr(Ui, Uj) ∈ [0, 1] za
i ̸= j. Primetimo jox da ova korelacija zavisi od dva parametra,
α i θ.

Primedba 2.3.1 Ako je α = θ, onda je Ui = Vi, xto znaqi da su
sluqajne promenǉive {Ui, i ∈ N} nezavisne, dok se za θ = 1 posti�e
maksimalna koreliranost, tj. Ui = Z, za svako i ∈ N.

Da bismo predstavili generalizovani binomni tining opera-
tor III vrste baziran na prethodno definisanom nizu {Ui, i ∈ N},
najpre �emo dokazati slede�u teoremu.

Teorema 2.3.1 Neka je {Ui, i ∈ N} niz zavisnih sluqajnih promen-
ǉiivih sa Bernulijevom raspodelom, definisanih sa Ui = ViZ, gde je
{Vi, i ∈ N} niz nezavisnih sluqajnih promenǉivih sa Ber(θ) raspode-
lom, Z je sluqajna promenǉiva sa Ber(α/θ) raspodelom, 0 ≤ α ≤ θ ≤
1, θ > 0, i sluqajne promenǉive Vi i Z su nezavisne za svako i ∈ N.
Tada je sluqajna promenǉiva U1 + · · · + Un, n ≥ 1, mexavina nule i
jedne sluqajne promenǉive sa binomnom raspodelom, tj.

U1 + U2 + · · ·+ Un
r
=

{
0, s.v. 1− α

θ
,

Bin(n, θ), s.v. α
θ
.

(2.3.3)
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Dokaz.

E
(
sU1+U2+···+Un

)
=

n∑
j=0

(
n

j

)
(1− θ)n−jθjE(sjZ)

=
n∑

j=0

(
n

j

)
(1− θ)n−jθj

(
1− α

θ
+
α

θ
sj
)

=
(
1− α

θ

) n∑
j=0

(
n

j

)
(1− θ)n−jθj

+
α

θ

n∑
j=0

(
n

j

)
(1− θ)n−j(θs)j

=
θ − α

θ
+
α

θ
(1− θ + θs)n.

Iz posledǌe jednakosti dokaz direktno sledi. 2

Definicija 2.3.1 Neka je {Ui, i ∈ N} niz sluqajnih promenǉivih
datih kao u Teoremi 2.3.1, U0 = 0, i neka je X nenegativna celo-
brojna sluqajna promenǉiva. Operator α⋄θ, 0 ≤ α ≤ θ ≤ 1, θ > 0,
definisan sa α ⋄θX = U1+U2+ · · ·+UX �emo nazvati generalizovani
binomni tining operator III vrste.

Iz Teoreme 2.3.1 i Definicije 2.3.1, imamo da je

E
(
sU1+U2+···+UX

)
=

∞∑
x=0

E
(
sU1+U2+···+Ux

)
P (X = x)

=
∞∑
x=0

(
θ − α

θ
+
α

θ
(1− θ + θs)x

)
P (X = x)

=
θ − α

θ

∞∑
x=0

P (X = x) +
α

θ

∞∑
x=0

(1− θ + θs)xP (X = x)

=
θ − α

θ
+
α

θ
ΦX(1− θ + θs),

pa odatle zakǉuqujemo da je funkcija generatrise verovatno�a
generalizovanog binomnog tining operatora III vrste data sa

105



INAR(1) modeli sa zavisnim Bernulijevim brojaqkim nizovima

Φα⋄θX(s) ≡ E
(
sα⋄θX

)
= 1− α

θ
+
α

θ
ΦX(1− θ + θs), (2.3.4)

gde je ΦX(s) funkcija generatrise verovatno�a nenegativne celo-
brojne sluqajne promenǉive X. Razmotrimo sada neke specijalne
sluqajeve koji direktno slede iz (2.3.4).

Primedba 2.3.2 (i) Za α = 0, dobijamo da je Φα⋄θX(s) = 1, a oda-
tle 0 ⋄θ X

r
= 0.

(ii) Za θ = 1, dobijamo da je Φα⋄θX(s) = 1 − α + αΦX(s), a odatle
α ⋄1 X

r
= ZX, gde je Z sluqajna promenǉiva sa Bernulijevom

raspodelom sa parametrom α.

(iii) Za θ = α = 1, dobijamo da je Φα⋄θX(s) = ΦX(s), a odatle imamo
da je 1 ⋄1 X

r
= X.

(iv) Za α = θ, dobijamo Φα⋄θX(s) = ΦX(1−α+αs), xto znaqi da α⋄α
postaje binomni tining operator α◦.

Slede�om teoremom pokazujemo da poznata osobina α ◦ (β ◦X)
r
=

(αβ) ◦ X va�i i za generalizovani binomni tining operator III
vrste.

Teorema 2.3.2 Neka je 0 ≤ α ≤ θ ≤ 1, 0 ≤ β ≤ δ ≤ 1, θ > 0, δ > 0, i
neka je X nenegativna celobrojna sluqajna promenǉiva. Tada je

α ⋄θ (β ⋄δ X)
r
= (αβ) ⋄(θδ) X.

Dokaz. Koriste�i (2.3.4), dobijamo da je funkcija generatrise
verovatno�a sluqajne promenǉive α ⋄θ (β ⋄δ X) jednaka

Φα⋄θ(β⋄δX) = 1− α

θ
+
α

θ
Φβ⋄δX(1− θ + θs)

= 1− α

θ
+
α

θ

(
1− β

δ
+
β

δ
ΦX(1− δ + δ(1− θ + θs))

)
= 1− α

θ
+
α

θ

(
1− β

δ
+
β

δ
ΦX(1− δθ + δθs)

)
= 1− αβ

θδ
+
αβ

θδ
ΦX(1− θδ + θδs).
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Posledǌi izraz predstavǉa funkciju generatrise verovatno�a
sluqajne promenǉive (αβ) ⋄(θδ) X. 2

Primedba 2.3.3 Iz jednakosti (2.3.4) vidimo da sluqajna promen-
ǉiva α⋄θX ima istu raspodelu kao sluqajna promenǉiva A◦X, gde
je A diskretna sluqajna promenǉiva sa zakonom raspodele P (A =
θ) = 1− P (A = 0) = α/θ.

Primedba 2.3.4 Neka su A i B dve zavisne sluqajne promenǉive
sa raspodelom P (A = θ,B = θ) = 1 − P (A = 0, B = 0) = α/θ, neka su
X i Y dve nezavisne nenegativne celobrojne sluqajne promenǉive
i neka su brojaqki nizovi u θ ◦X i θ ◦Y nezavisni. Tada sluqajne
promenǉive α ⋄θ (X + Y ) i A ◦X +B ◦ Y imaju istu raspodelu.

Koriste�i Primedbu 2.3.3 dobijamo da je

Φα⋄θ(X+Y )(s) = E
(
sα⋄θ(X+Y )

)
= E

(
sA◦(X+Y )

)
= 1− α

θ
+
α

θ
E
(
sθ◦(X+Y )

)
= 1− α

θ
+
α

θ
ΦX(1− θ + θs)ΦY (1− θ + θs).

Sa druge strane, imamo da je

ΦA◦X+B◦Y (s) = E
(
sA◦X+B◦Y )

= 1− α

θ
+
α

θ
E
(
sθ◦X+θ◦Y )

= 1− α

θ
+
α

θ
ΦX(1− θ + θs)ΦY (1− θ + θs),

pa odavde sledi da va�i Primedba 2.3.4.

2.3.2 Osobine generalizovanog binomnog tining
operatora III vrste

Sada �emo izvesti neke osobine generalizovanog binomnog ti-
ning operatora III vrste. Uslovne osobine dobijamo primenom
naredne teoreme.

Teorema 2.3.3 Neka je Φα⋄θX|X(s) ≡ E
(
sα⋄θX |X

)
uslovna funkcija ge-

neratrise verovatno�a sluqajne promenǉive α ⋄θ X za dato X.
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(i) Uslovna funkcija generatrise verovatno�a sluqajne promen-
ǉive α ⋄θ X za dato X je

Φα⋄θX|X(s) = 1− α

θ
+
α

θ
(1− θ + θs)X .

(ii) n-ti uslovni faktorijelni moment sluqajne promenǉive α⋄θX
za dato X je

E ((α ⋄θ X)n|X) = αθn−1(X)n, n ≥ 1,

gde je (X)n = X(X − 1) · · · (X − n+ 1).

(iii) Uslovno oqekivaǌe sluqajne promenǉive α ⋄θ X za dato X je

E (α ⋄θ X|X) = αX.

(iv) Uslovni drugi moment sluqajne promenǉive α ⋄θ X za dato X
je

E
(
(α ⋄θ X)2|X

)
= αθX2 + α(1− θ)X.

(v) Uslovna disperzija sluqajne promenǉive α ⋄θ X za dato X je

V ar (α ⋄θ X|X) = α(θ − α)X2 + α(1− θ)X.

Dokaz. (i) Imamo da je

E
(
sα⋄θX |X = x

)
= 1− α

θ
+
α

θ
(1− θ + θs)x,

pa odatle sledi da je

E
(
sα⋄θX |X

)
= 1− α

θ
+
α

θ
(1− θ + θs)X ,

odnosno sledi (i).
(ii) Koriste�i (i) dobijamo da je

∂Φα⋄θX|X(s)

∂s
= αX(1− θ + θs)X−1

∂2Φα⋄θX|X(s)

∂s2
= αθX(X − 1)(1− θ + θs)X−2
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Nastavǉaju�i postupak, dobijamo

∂nΦα⋄θX|X(s)

∂sn
= αθn−1X(X − 1) · · · (X − n+ 1)(1− θ + θs)X−n

= αθn−1(X)n(1− θ + θs)X−n,

xto se lako mo�e dokazati matematiqkom indukcijom. Sada, za
s = 1 imamo

E ((α ⋄θ X)n|X) =
∂nΦα⋄θX|X(s)

∂sn

∣∣∣
s=1

= αθn−1(X)n.

(iii) Kako je (X)n = X za n = 1, to iz (ii) za n = 1 dobijamo

E (α ⋄θ X|X) = αθ0X = αX.

(iv) Iz (ii), za n = 2, imamo da je

E
(
(α ⋄θ X)2|X

)
= E (α ⋄θ X|X) + αθX(X − 1)

= αX + αθX2 − αθX

= αθX2 + α(1− θ)X.

(v) Direktno sledi iz (iii) i (iv). 2

Posledica 2.3.1 Generalizovani binomni tining operator III vr-
ste ima slede�e osobine:

(i) n-ti faktorijelni moment sluqajne promenǉive α⋄θX za dato
X je

E ((α ⋄θ X)n) = αθn−1E((X)n), n ≥ 1,

gde je (X)n = X(X − 1) · · · (X − n+ 1).

(ii) Oqekivaǌe sluqajne promenǉive α ⋄θ X za dato X je

E (α ⋄θ X) = αE(X).

(iii) Disperzija sluqajne promenǉive α ⋄θ X za dato X je

V ar (α ⋄θ X) = αθV ar(X) + α(θ − α)(E(X))2 + α(1− θ)E(X).
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2.3.3 Konstrukcija i osnovna svojstva modela
ADCINAR(1)

U ovom odeǉku predstavǉamo stacionarni vremenski niz bazi-
ran na generalizovanom binomnom tining operatoru III vrste.

Definicija 2.3.2 Za niz {Xt, t ∈ Z} nenegativih celobrojnih slu-
qajnih promenǉivih ka�emo da je alternativni INAR model reda
1 sa zavisnim brojaqkim nizom (ADCINAR(1))8, ako je dat sa

Xt = α ⋄θ Xt−1 + εt, t ∈ Z, (2.3.5)

gde je 0 ≤ α ≤ θ ≤ 1, {εt, t ∈ Z} je niz nezavisnih jednako raspodeǉenih
sluqajnih promenǉivih takvih da je Cov(εt, Xs) = 0 za s < t, brojaqke
sluqajne promenǉive {Ui, i ∈ N} su nezavisne od Xj i εk, za svako i,
j i k, i nizovi sluqajnih promenǉivih {Ui, i ∈ N} koji se koriste za
generisaǌe sluqajnih promenǉivih Xt i Xs su me�usobno nezavisni za
t ̸= s.

Odredimo funkciju generatrise verovatno�a sluqajne promen-
ǉive Xt.

ΦXt(s) = Φα⋄Xt−1(s)Φεt(s)

=
(
1− α

θ
+
α

θ
ΦXt−1(1− θ + θs)

)
Φεt(s)

=
(
1− α

θ

)
Φεt(s) +

α

θ
ΦXt−1(1− θ + θs)Φεt(s)

=
(
1− α

θ

)
Φεt(s) +

α

θ
Φα⋄Xt−2(1− θ + θs)Φεt−1(1− θ + θs)

=
(
1− α

θ

)
Φεt(s)

+
α

θ

[(
1− α

θ
+
α

θ
ΦXt−2(1− θ2 + θ2s)

)
Φεt−1(1− θ + θs)

]
Φεt(s)

=
(α
θ

)2
ΦXt−2(1− θ2 + θ2s)Φεt−1(1− θ + θs)Φεt(s)

+
(
1− α

θ

)
Φεt(s) +

α

θ

(
1− α

θ

)
Φεt−1(1− θ + θs)Φεt(s).

8Alternative dependent counting INAR
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Nastavǉaju�i postupak, dobijamo da je

ΦXt(s) =
(α
θ

)k
ΦXt−k

(1− θk + θks)
k−1∏
i=0

Φεt−i
(1− θi + θis)

+
(
1− α

θ

) k−1∑
j=0

(α
θ

)j j∏
l=0

Φεt−l
(1− θl + θls).

Dakle, sluqajna promenǉiva Xt se mo�e zapisati kao

Xt
r
=

(
k−1∏
i=0

At−i

)
◦Xt−k +

k−1∑
i=1

(
i−1∏
l=0

At−l

)
◦ εt−i + εt, t = 1, 2, . . . ,

gde je {At} niz nezavisnih jednako raspodeǉenih sluqajnih pro-
menǉivih nezavisnih od {εt} sa raspodelom P (At = θ) = 1− P (At =
0) = α/θ. Odatle dobijamo

E

(
Xt −

k−1∑
i=1

(
i−1∏
l=0

At−l

)
◦ εt−i − εt

)2

= E

((
k−1∏
i=0

At−i

)
◦Xt−k

)2

=
(α
θ

)k (
θ2kE(X2

t−k) + θk(1− θk)E(Xt−k)
)
.

Poxto Xt ima konaqan drugi moment i va�i 0 ≤ α ≤ θ < 1, sledi
da desna strana ove jednakosti konvergira nuli, kada k → ∞.
To znaqi da postoji sredǌe kvadratno rexeǌe jednaqine (2.3.5) i
dato je sa

Xt
s.k.
=

∞∑
i=1

(
i−1∏
l=0

At−l

)
◦ εt−i + εt, t = 1, 2, . . .

Va�i slede�a lema.

Lema 2.3.1 Funkcija generatrise verovatno�a sluqajne promenǉive
εt je

Φε(s) =
ΦX(s)

1− α
θ
+ α

θ
ΦX(1− θ + θs)

. (2.3.6)
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Iz uslova stacionarnosti vremenskog niza {Xt, t ∈ Z} i iz Po-
sledice 2.3.1, sledi da su oqekivaǌe i disperzija sluqajne pro-
menǉive εt dati redom sa µε = (1− α)E(X) i

σ2
ε = (1− αθ)V ar(X)− α(θ − α) (E(X))2 − α(1− θ)E(X).

Na isti naqin kao kod prethodnih modela, mo�e se pokazati da
je autokorelaciona funkcija ADCINAR(1) modela ρ(k) = α|k|, k ∈ Z.
Dakle, autokorelaciona funkcija je pozitivna i eksponencijalno
opadaju�a funkcija.

2.3.4 Uslovne statistiqke osobine ADCINAR(1)
modela

Sliqno kao ranije, pokazujemo da je funkcija regresije data sa

E(Xt+k|Xt) = αkXt + (1− αk)µ,

gde je µ = E(Xt), dok iz Teoreme 2.3.3 dobijamo da je uslovna
disperzija

V ar(Xt+1|Xt) = α(θ − α)X2
t + α(1− θ)Xt + σ2

ε . (2.3.7)

Odredimo sada rekurentnu formulu za uslovnu disperziju. Uve-
dimo oznake σk(Xt) = V ar(Xt+k|Xt+k−1) i µk(Xt) = E(Xt+k|Xt+k−1).
Koriste�i qiǌenicu da je ADCINAR(1) model vremenski niz Mar-
kova, dobijamo

V ar(Xt+k|Xt) = E(X2
t+k|Xt)− (E(Xt+k|Xt))

2

= E
(
E(X2

t+k|Xt+k−1)|Xt

)
− (E(Xt+k|Xt))

2

= E (σk(Xt)|Xt) + E
(
(µk(Xt))

2|Xt

)
− (E(Xt+k|Xt))

2

= E (σk(Xt)|Xt) + E
(
(µk(Xt))

2|Xt

)
− (E(µk(Xt)|Xt))

2

= E (σk(Xt)|Xt) + V ar (µk(Xt)|Xt)

= E (σk(Xt)|Xt) + V ar (αXt+k−1 + µε|Xt) ,

pa je odatle

V ar(Xt+k|Xt) = α2V ar(Xt+k−1|Xt) + E (V ar(Xt+k|Xt+k−1)|Xt) . (2.3.8)
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Neka je sada σk(Xt) = V ar(Xt+k−1|Xt) i µk(Xt) = E(Xt+k−1|Xt). Kori-
ste�i (2.3.7) i (2.3.8), imamo da je

V ar(Xt+k|Xt) =

= α2σk(Xt) + E
[(
α(θ − α)X2

t+k−1 + α(1− θ)Xt+k−1 + σ2
ε

)
|Xt

]
= α2σk(Xt) + α(θ − α)E(X2

t+k−1|Xt) + α(1− θ)µk(Xt) + σ2
ε

= α2
[
E(X2

t+k−1|Xt)− (µk(Xt))
2
]

+α(θ − α)E(X2
t+k−1|Xt) + α(1− θ)µk(Xt) + σ2

ε

= αθE(X2
t+k−1|Xt)− α2(µk(Xt))

2 + α(1− θ)µk(Xt) + σ2
ε

= αθσk(Xt) + α(θ − α)(µk(Xt))
2 + α(1− θ)µk(Xt) + σ2

ε

= αθσk(Xt) + α(θ − α)
(
αk−1Xt + (1− αk−1)µ

)2
+α(1− θ) +

(
αk−1Xt + (1− αk−1)µ

)
+ σ2

ε .

Konaqno, dobijamo da je uslovna disperzija data rekurentnom for-
mulom

V ar(Xt+k|Xt) = αθV ar(Xt+k−1|Xt) + (θ − α)α2k−1X2
t

+αk
[
1− θ + 2(θ − α)(1− αk−1)µ

]
Xt

+µ(1− αk−1)α
(
1− θ + (θ − α)(1− αk−1)µ

)
+ σ2

ε .

Ponavǉaju�i prethodnu jednakost k puta mo�e se pokazati da
uslovna disperzija zavisi od αk(θk − αk)X2

t , tj. predstavǉa kva-
dratnu funkciju po Xt. Koeficijent kvadratne zavisnosti te�i
nuli kada su α i θ pribli�no jednaki.

Nadaǉe razmatramo stacionarni ADCINAR(1) vremenski niz sa
geometrijskom marginalnom raspodelom sa parametrom µ

1+µ
, gde je

µ > 0. Narednom teoremom data je raspodela xuma εt.

Teorema 2.3.4 Ako je marginalna raspodela stacionarnog ADCI-
NAR(1) vremenskog niza {Xt, t ∈ Z} geometrijska sa parametrom
µ/(1 + µ), gde je µ > 0 i 0 ≤ α ≤ θ ≤ 1, onda se raspodela sluqajne
promenǉive εt mo�e predstaviti kao mexavina dve geometrijske
raspodele, tj.

εt
r
=

 Geom
(

µ
1+µ

)
, s.v. 1−θ

1−θ+α
,

Geom
(

µ(θ−α)
1+µ(θ−α)

)
, s.v. α

1−θ+α
.
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Dokaz. Koriste�i pretpostavku o geometrijskoj marginalnoj ras-
podeli ADCINAR(1) vremenskog niza i iz (2.3.6) dobijamo

Φε(s) =

1
1+µ−µs

θ−α
θ

+ α
θ
· 1
1+µ−µ(1−θ+θs)

=

1
1+µ−µs

(θ−α)(1+µθ−µθs)+α
θ(1+µθ−µθs)

=
1 + µθ − µθs

(1 + µ− µs)(1 + µ(θ − α)− µ(θ − α)s)

=
1− θ

1− θ + α
· 1

1 + µ− µs
+

α

1− θ + α
· 1

1 + µ(θ − α)− µ(θ − α)s
.

Kako su 1
1+µ−µs

i 1
1+µ(θ−α)−µ(θ−α)s

funkcije generatrisa verovatno�a
sluqajnih promenǉivih sa geometrijskim raspodelama, redom sa
parametrima µ

1+µ
i (θ−α)µ

1+(θ−α)µ
, to iz posledǌe jednakosti dokaz di-

rektno sledi. 2

Posledica 2.3.2 Uz pretpostavku da va�e uslovi prethodne teo-
reme, oqekivaǌe i disperzija sluqajne promenǉive εt su µε = (1− α)µ
i σ2

ε = (1− 2αθ + α2)µ2 + (1− α)µ, respektivno.

Odredimo sada verovatno�e prelaza.

P (Xt+1 = i|Xt = j) =
(
1− α

θ

)
P (εt+1 = i)

+
α

θ

min(i,j)∑
k=0

(
j

k

)
θk(1− θ)j−kP (εt+1 = i− k).

Koriste�i qiǌenicu da je

P (εt+1 = i) =
1− θ

1− θ + α
· µi

(1 + µ)i+1
+

α

1− θ + α
· µi(θ − α)i

(1 + µ(θ − α))i+1
, i = 0, 1, 2, . . .

dobijamo

P (Xt+1 = i|Xt = j) =

=
1− θ

θ(1− θ + α)
· µi

(1 + µ)i+1

θ − α + α(1− θ)j
min(i,j)∑
k=0

(
j

k

)(
θ(1 + µ)

µ(1− θ)

)k


+
α

θ(1− θ + α)
· µi(θ − α)i

(1 + µ(θ − α))i+1

×

θ − α + α(1− θ)j
min(i,j)∑
k=0

(
j

k

)(
θ(1 + µ(θ − α))

µ(1− θ)(θ − α)

)k
 . (2.3.9)
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Odavde dobijamo vrlo interesantne rezultate koje �emo ko-
ristiti kasnije u odeǉku o oceǌivaǌu nepoznatih parametara.
Oznaqimo sa π(j) = P (Xt = 0|Xt−1 = j), j ≥ 0. Tada je

π(j) =
1− θ

θ(1− θ + α)(1 + µ)

(
θ − α+ α(1− θ)j

)
+

α

θ(1− θ + α)(1 + µ(θ − α))

(
θ − α + α(1− θ)j

)
=

θ − α + α(1− θ)j

θ(1− θ + α)

(
1− θ

1 + µ
+

α

1 + µ(θ − α)

)
=

θ − α + α(1− θ)j

θ(1− θ + α)
· 1 + µθ − θ − θ2µ+ θµα + α

(1 + µ)(1 + µ(θ − α))

=
θ − α + α(1− θ)j

θ(1− θ + α)
· (1 + θµ)(1− θ + α)

(1 + µ)(1 + µ(θ − α))

=
(θ − α + α(1− θ)j) (1 + µθ)

θ(1 + µ)(1 + µ(θ − α))
, j ≥ 0,

a odatle direktno sledi da je

π(j)

π(0)
=
θ − α + α(1− θ)j

θ
, j ≥ 0.

Na kraju, lako se izraqunava da va�i

α = 1− π(1)

π(0)
, (2.3.10)

θ = 1− π(1)− π(2)

π(0)− π(1)
. (2.3.11)

Na isti naqin kao kod prethodnih modela ove glave, mo�e se
dokazati slede�a teorema.

Teorema 2.3.5 ADCINAR(1) vremenski niz je strogo stacionaran
i ergodiqan.

2.3.5 Oceǌivaǌe nepoznatih parametara
ADCINAR(1) modela

U ovom odeǉku oceni�emo nepoznate parametre α, θ i µ, ADCI-
NAR(1) modela. Pored metoda uslovnih najmaǌih kvadrata (CLS) i
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metoda momenata (YW), ovde �emo razmotriti jox jedan metod koji
�e se bazirati na verovatno�ama. Ocene maksimalne verodostoj-
nosti izvodimo maksimiziraǌem logaritamske funkcije verodo-
stojnosti koja se dobija korix�eǌem verovatno�a prelaza (2.3.9).
Za izraqunavaǌe ML ocena koristi�emo numeriqki metod, pa sek-
cija o ML ocenama ne�e biti posebno razmatrana. Svi rezultati
bi�e bazirani na realizaciji sluqajnog vektora (X1, X2, . . . , XN)
posmatranog vremenskog niza.

Metod uslovnih najmaǌih kvadrata

ADCINAR(1) model ima istu funkciju regresije E(Xt+1|Xt) =
αXt + (1−α)µ kao i prethodna dva modela, pa �e i ocene uslovnih
najmaǌih kvadrata parametara α i µ biti iste, tj.

α̂cls =

N∑
t=2

XtXt−1 − 1
N−1

N∑
t=2

Xt

N∑
t=2

Xt−1

N∑
t=2

X2
t−1 − 1

N−1

(
N∑
t=2

Xt−1

)2

µ̂cls =

N∑
t=2

Xt − α̂cls

N∑
t=2

Xt−1

(N − 1) (1− α̂cls)
.

Za oceǌivaǌe parametra θ ponovo �emo koristiti metod koji su
uveli Karlsen i Tjostheim (1998). Naime, parametar θ �emo oceniti
minimiziraǌem funkcije

Q(θ) =
N∑
t=2

(Wt − V ar(Xt|Xt−1))
2 = (Wt + Y1,t−1 − θαY2,t−1)

2 ,

gde je Wt = (Xt−αXt−1−(1−α)µ)2, Y1,t−1 = α2X2
t−1−αXt−1−(1+α2)µ2−

(1−α)µ i Y2,t−1 = X2
t−1 −Xt−1 − 2µ2. Rexavaju�i jednaqinu Q′(θ) = 0

po θ i zameǌuju�i parametre α i µ ǌihovim CLS ocenama α̂cls i
µ̂cls, dobijamo da je ocena uslovnih najmaǌih kvadrata parametra
θ data sa
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θ̂cls =

N∑
t=2

(
Ŵt + Ŷ1,t−1

)
Ŷ2,t−1

α̂cls

N∑
t=2

Ŷ 2
2,t−1

.

I ovde imamo da je funkcija g ≡ E(Xt|Xt−1) = αXt−1 + (1−α)µ ista
kao kod DCGINAR(1) modela, odakle sledi da su svi uslovi Te-
oreme 1.1.3 zadovoǉeni, pa su ocene α̂cls i µ̂cls strogo postojane.
Stroga postojanost ocene uslovnih najmaǌih kvadrata parametra
θ sledi iz ergodiqnosti ADCINAR(1) vremenskog niza. Asimp-
totsku raspodelu ocena (α̂cls, µ̂cls) ponovo odre�ujemo primenom Te-
oreme 1.1.4. Imamo da je

ft|t−1 = V ar(Xt|Xt−1)

= α(θ − α)X2
t−1 + α(1− θ)Xt−1 + µ(1 + µ+ α2µ− α− 2αθµ),

pa dobijamo da je

R =

[
a11 a12
a21 a22

]
,

gde je

a11 = µ(1 + µ)(α− α2 + µ+ 2αµ− 11α2µ+ 8αθµ+ µ2 − 13α2µ2 + 12αθµ2),

a12 = a21 = α(1− α)µ(1 + µ)(1− α− 4αµ+ 4θµ),

a22 = µ(1− α)3(1 + α)(1 + µ).

Kako su svi elementi matrice R konaqni, svi uslovi Teoreme 1.1.4
su zadovoǉeni, pa dobijamo da

√
N − 1(α̂cls−α, µ̂cls−µ)T konvergira

ka normalnoj raspodeli sa oqekivaǌem (0, 0)T i kovarijansnom ma-
tricom

U−1RU−1 =

[
α−α2+µ(1+2α−11α2+8αθ)+µ2(1−13α2+12αθ)

µ(1+µ)
α(1−α+4µ(θ−α))

1−α
α(1−α+4µ(θ−α))

1−α
(1+α)µ(1+µ)

1−α

]
.

Razmotrimo sada kako neki specijalni sluqajevi vrednosti pa-
rametara utiqu na kovarijansnu matricu. U sluqaju kada α te�i

0, kovarijansna matrica te�i
[
1 0
0 µ(1 + µ)

]
, tj. kada koreli-

ranost u vremenskom nizu opada, tada opada i zavisnost izme�u
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ocena, dok u isto vreme disperzija ocene parametra α te�i jedi-
nici, a disperzija ocene parametra µ te�i disperziji marginalne

raspodele. U sluqaju kada je µ blizu 0, matrica te�i
[
∞ α
α 0

]
,

tj. kovarijanse su bliske korelaciji u vremenskom nizu, ocena pa-
rametra µ konvergira ka konstanti, dok ocena parametra α postaje
beskorisna na velikom obimu uzorka. U sluqaju kada θ te�i 1, i

α te�i θ, matrica te�i
[
0 1
1 ∞

]
, pa ovde ocena parametra α kon-

vergira ka konstanti, dok ocena parametra µ postaje beskorisna
na velikom obimu uzorka.

Teorema 2.3.6 Ako su parametri α i µ poznati, onda ocena uslov-
nih najmaǌih kvadrata parametra θ ima asimptotski normalnu
raspodelu.

Dokaz. Lako se pokazuje da va�i

√
N − 1

(
θ̂cls − θ

)
=

(N − 1)−1/2
N∑
t=2

(Wt + Y1,t−1 − αθY2,t−1)Y2,t−1

(N − 1)−1α
N∑
t=2

Y 2
2,t−1

. (2.3.12)

ADCINAR(1) vremenski niz je strogo stacionaran i ergodiqan, pa
su {Y2,t, t ∈ Z} i {(Wt + Y1,t−1 − αθY2,t−1)Y2,t−1, t ∈ Z} tako�e strogo
stacionarni i ergodiqni nizovi. Ovde je Y2,t−1 isto definisano

kao u Teoremi 2.1.4, a ve� smo dokazali da (N − 1)−1
N∑
t=2

Y 2
2,t−1 kon-

vergira u verovatno�i ka konstanti, tj. va�i

(N − 1)−1α

N∑
t=2

Y 2
2,t−1−→4αµ2(1 + µ)(1 + 5µ), za N → ∞.

Sa druge strane, ako Ft−1 predstavǉa σ-poǉe generisano sluqaj-
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nim promenǉivama Xt−i, i ≥ 1, tada imamo da je

E(Wt|Ft−1) = E
(
(Xt − αXt−1 − (1− α)µ)2|Ft−1

)
= E(X2

t |Ft−1)− 2αE(Xt|Ft−1)Xt−1 − 2(1− α)µE(Xt|Ft−1)

+α2X2
t−1 + 2α(1− α)µXt−1 + (1− α)2µ2

= α(θ − α)X2
t−1 + α(1− α)Xt−1

−(1− α)2µ2 + µ(1− α + 2µ− 2αµ+ 2α2µ− 2αθµ)

= αθY2,t−1 − Y1,t−1,

a odatle je

E ((Wt + Y1,t−1 − αθY2,t−1)Y2,t−1|Ft−1) = 0.

To znaqi da je niz {(Wt + Y1,t−1 − αθY2,t−1)Y2,t−1} strogo stacionaran
i ergodiqan martingal razlike. Iz centralne graniqne teoreme
za ergodiqne i strogo stacionarne nizove martingala razlike,

dobijamo da (n− 1)−1/2
n∑

t=2

(Wt + Y1,t−1 − αθY2,t−1)Y2,t−1 konvergira u

raspodeli ka normalnoj raspodeli sa oqekivaǌem nula i disper-
zijom V ar((Wt + Y1,t−1 − αθY2,t−1)Y2,t−1). Poxto brojilac u (2.3.12)
konvergira u raspodeli ka normalnoj raspodeli, a imenilac kon-
vergira u verovatno�i ka konstanti, to iz teoreme Slackog sledi
asimptotska normalnost ocene uslovnih najmaǌih kvadrata para-
metra θ. 2

Metod momenata

Poxto je E(Xt) = µ i Corr(Xt, Xt−1) = α, parametre α i θ mo�emo
oceniti uzoraqkom sredinom i uzoraqkom autokorelacijom kao i
do sada, tj.

µ̂yw =
1

N

N∑
t=1

Xt ≡ XN ,

α̂yw =

N∑
t=2

(Xt −XN)(Xt−1 −XN)

N∑
t=1

(Xt −XN)2
.

119



INAR(1) modeli sa zavisnim Bernulijevim brojaqkim nizovima

Parametar θ oceǌujemo na sliqan naqin kao ranije. Naime, iz
Posledice 2.3.1 imamo da je

E(α ⋄θ Xt−1)
2 = αθE(X2

t−1) + α(1− θ)E(Xt−1) = αµ(1 + 2θµ).

Daǉe, lako se proverava da va�i

E
(
Xt−1(α ⋄θ Xt−1)

2
)

= αθE(X3
t−1) + α(1− θ)E(X2

t−1)

= αµ(1 + 2µ+ 4θµ+ 6θµ2).

Sada, iz posledǌe dve jednakosti dobijamo

Cov((α ⋄θ Xt−1)
2, Xt−1) = αµ(1 + µ)(1 + 4θµ),

a odatle je

Cov(X2
t , Xt−1) = Cov

(
(α ⋄θ Xt−1)

2, Xt−1

)
+ 2E(εt)Cov(α ⋄θ Xt−1, Xt−1)

= αµ(1 + µ)(1 + 2µ− 2αµ+ 4θµ).

Konaqno, imamo da je YW ocena parametra θ

θ̂yw =
Ĉ − α̂ywµ̂yw(1 + µ̂yw)(1 + 2µ̂yw − 2α̂ywµ̂yw)

4α̂ywµ̂2
yw(1 + µ̂yw)

,

gde je

Ĉ =
1

N − 1

N∑
t=2

X2
tXt−1 −

(
1

N − 1

N∑
t=2

X2
t

)(
1

N − 1

N∑
t=2

Xt−1

)
.

Ocene parametara α i µ dobijene metodom momenata su iste
kao kod DCGINAR(1) modela, pa zakǉuqujemo da su strogo posto-
jane. Dokazali smo da je Ĉ strogo postojana ocena kovarijanse
Cov(X2

t , Xt−1), pa odatle i iz stroge postojanosti ocena parame-
tara α i µ sledi stroga postojanost ocene parametra θ.
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Metod uslovnih verovatno�a

Ocene bazirane na uslovnim verovatno�ama parametara α, θ
i µ mo�emo dobiti iz qiǌenice da je P (Xt = 0) = (1 + µ)−1, i
koriste�i jednakosti (2.3.10) i (2.3.11). Verovatno�u P (Xt = i)
mo�emo oceniti korix�eǌem statistike

P̂1(i) = N−1

N∑
t=1

I(Xt = i),

gde je sluqajna promenǉiva I(A) indikator doga�aja A. Tako do-
bijamo da je ocena parametra µ

µ̂p =
N

N∑
t=1

I(Xt = 0)

− 1.

Za oceǌivaǌe parametara α i θ potrebne su nam ocene verovatno�a
P (Xt = 0, Xt−1 = i) i P (Xt = 0|Xt−1 = i). Verovatno�u P (Xt =
0, Xt−1 = i), mo�emo oceniti korix�eǌem statistike

P̂2(i) =
1

N − 1

N∑
t=2

I(Xt = 0, Xt−1 = i),

a odatle sledi da uslovnu verovatno�u P (Xt = 0|Xt−1 = i), mo�emo
oceniti korix�eǌem statistike

π̂(i) ≡ P̂2(i)

P̂1(i)
, i ≥ 0.

Konaqno, ocene parametara α i θ su

α̂p = 1− π̂(1)

π̂(0)
,

θ̂p = 1− π̂(1)− π̂(2)

π̂(0)− π̂(1)
.

Asimptotske osobine dobijenih ocena slede iz naredne teo-
reme.
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Teorema 2.3.7 Ocene parametara α, θ i µ dobijene metodom uslov-
nih verovatno�a su postojane ocene parametara α, θ i µ, respek-
tivno.

Dokaz. ADCINAR(1) vremenski niz je strogo stacionaran i er-
godiqan, pa odatle sledi da su statistike n−1

∑n
t=1 I(Xt = i) i

(n−1)−1
∑n

t=2 I(Xt = 0, Xt−1 = i) postojane ocene verovatno�a P (Xt =
i) i P (Xt = 0, Xt−1 = i), respektivno. Doka�imo da ocena µ̂p kon-
vergira u verovatno�i ka µ. Za proizvoǉno ε > 0, imamo da je

P {|µ̂p − µ| > ε} = P

{∣∣∣∣∣ 1

P̂1(0)
− 1−

(
1

p1(0)
− 1

)∣∣∣∣∣ > ε

}

= P

{∣∣∣∣∣ 1

P̂1(0)
− 1

p1(0)

∣∣∣∣∣ > ε

}
gde je p1(i) ≡ P (Xt = i). Kako je ocena P̂1(i) postojana, a funk-
cija f(x) = 1/x neprekidna na (0, 1), to iz osobina konvergencije u
verovatno�i sledi da

P

{∣∣∣∣∣ 1

P̂1(0)
− 1

p1(0)

∣∣∣∣∣ > ε

}
−→ 0, za N → ∞,

pa odatle sledi postojanost ocene parametra µ. Na isti naqin se
dokazuje postojanost ocena parametara α i θ. 2

Numeriqki rezultati

U ovom odeǉku predstavǉamo rezultate primene opisanih me-
toda za oceǌivaǌe nepoznatih parametara na simuliranim vre-
menskim nizovima. Rezultati su dobijeni korix�eǌem softvera
koji su razvili Ristić i Nastić. Najpre je simulirano 100 uzoraka
ADCINAR(1) modela, obima 1000. Zatim su razmatrani poduzorci
obima 100, 200, 300,..., 900 i 1000. Simulirani uzorci su dobi-
jeni za slede�e stvarne vrednosti parametara: (a) α = 0, 1, θ = 0, 3,
(b) α = 0, 1, θ = 0, 9, (c) α = 0, 3, θ = 0, 7 i (d) α = 0, 7, θ = 0, 9. U
svakom od sluqajeva, vrednosti parametra µ su: µ = 0, 5, µ = 1
i µ = 5. Uzoraqke sredine i standardne devijacije su predsta-
vǉene u Tabelama 2.9 - 2.16. U svim sluqajevima sredine kon-
vergiraju stvarnim vrednostima. Standardne devijacije su male,
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osim u sluqaju ocena parametra µ dobijenih metodom uslovnih
verovatno�a, za µ = 5, u sluqaju (d). Razmotrimo sada sluqaj (a)
kada su vrednosti parametara α i θ bliske nuli. Najmaǌa stan-
dardna odstupaǌa u oceǌivaǌu parametra µ pomo�u svih metoda,
dobijaju se za najmaǌu vrednost parametra µ, tj. za µ = 0, 5. Naj-
maǌa standardna odstupaǌa u oceǌivaǌu parametra θ metodom
maksimalne verodostojnosti i metodom uslovnih verovatno�a do-
bijene su za najve�u vrednost parametra µ, tj. za µ = 5. Promena
vrednosti parametra µ ne utiqe znaqajno na oceǌivaǌe parametra
α. U ovom sluqaju, najboǉi rezultati su dobijeni metodom maksi-
malne verodostojnosti. Razmotrimo daǉe sluqaj (b) slabe kore-
lisanosti vremenskog niza {Xt}, i jake zavisnosti izme�u qlanova
brojaqkog niza, tj. sluqaj kada je vrednost za α bliska nuli, a
vrednost za θ bliska jedinici. I ovde metod maksimalne verodo-
stojnosti daje najboǉe rezultate, osim u oceǌivaǌu parametra µ,
u sluqaju kada je µ = 1, gde se najmaǌe standardne devijacije po-
sti�u primenom CLS metoda. Porede�i sluqajeve (a) i (b), mo�e
se primetiti da pove�aǌe vrednosti parametra θ ne utiqe bitno
na ocene. Posmatraju�i sada sluqaj (c), vidimo da pove�aǌe ko-
relacije α bitno utiqe na poboǉxaǌe ocena parametra θ, dok se
standardne devijacije ocena parametra µ neznatno pove�avaju. I
u ovom sluqaju metod maksimalne verodostojnosti daje najboǉe
rezultate, osim u oceǌivaǌu parametra µ, za µ = 1, gde je boǉi
metod momenata. Konaqno, u sluqaju (d) najve�ih vrednosti para-
metara, dobijene su najmaǌe standardne devijacije u oceǌivaǌu
parametra θ. Nasuprot tome, kod oceǌivaǌa parametra µ dobi-
jene su najve�e standardne devijacije. I u ovom sluqaju ML metod
obezbe�uje najboǉe rezultate u oceǌivaǌu svih parametara.

2.3.6 Primena na realnim podacima
U ovom delu razmatramo mogu�u primenu ADCINAR(1) modela

u praksi. Sa sajta Forecasting Principles na veb adresi (http://www.
forecastingprinciples.com), u sekciji o kriminalnim radǌama, smo
preuzeli jedan skup podataka koji se odnosi na kriviqno delo na-
mernog podmetaǌa po�ara. Ovaj skup sadr�i 132 opservacije i
predstavǉa meseqno brojaǌe sluqajeva podmetnutih po�ara, re-
gistrovanih u policijskoj stanici 36055001400 u Roqesteru, u
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Raspodela Ocene parametara Oqekivane uqestanosti χ2 p

Puasonova λ = 0.8258 (57.8, 47.7, 19.7, 5.4, 1.3) 32.9696 0.0000
Geometrijska µ = 0.8258 (72.3, 32.7, 14.8, 6.7, 5.5) 5.2405 0.1550
Negativna binomna µ = 0.6177, θ = 1.3368 (69.4, 35.4, 15.8, 6.7, 4.7) 6.5823 0.0372
Generalizovana Puasonova λ = 0.6492, θ = 0.2138 (69.0, 36.2, 15.7, 6.5, 4.6) 7.2369 0.0268
Opservirane uqestanosti (74.0, 29.0, 12.0, 12.0, 5.0)

periodu od januara 1991. do decembra 2001. Grafiqki prikaz
vrednosti, autokorelacione i parcijalne autokorelacione funk-
cije su dati na Slici 2.3. Lako se mo�e zakǉuqiti da je au-
toregresivni model reda 1 pogodan za analizu ovog skupa poda-
taka. Vrednosti uzoraqke sredine, disperzije i autokorelacije
su redom 0,826, 1,336 i 0,236. Odavde vidimo da je prisutna over-
disperzija, xto znaqi da Puasonova raspodela ne�e biti dobar
izbor za opisivaǌe posmatranog vremenskog niza. U narednoj ta-
beli su predstavǉene vrednosti χ2 statistika i odgovaraju�e p-
vrednosti Puasonove, geometrijske, negativne binomne i genera-
lizovane Puasonove raspodele. Najve�a vrednost za p dobijena je
za geometrijsku raspodelu, xto znaqi da su modeli sa geometrij-
skom marginalnom raspodelom najpogodniji u ovom sluqaju.

Sada �emo uporediti ADCINAR(1) model sa nekoliko va�nih
konkurentnih INAR(1) modela sa geometrijskom marginalnom ras-
podelom:

• Geometrijski INAR(1) model (Alzaid, Al-Osh, 1988),

• NGINAR(1), novi geometrijski INAR(1) model (Ristić, Bakouch,
Nastić, 2009),

• DCGINAR(1) model baziran na generalizovanom binomnom ti-
ningu.

Vrednosti informacionih kriterijuma AIC i BIC i vrednost RMS
su dati u Tabeli 2.8. Ocene maksimalne verodostojnosti nepozna-
tih parametara su tako�e odre�ene i predstavǉene u istoj tabeli.
Vidimo da su AIC i BIC vrednosti ADCINAR(1) modela najmaǌe,
qak maǌe od ve�ine AIC i BIC vrednosti prva dva modela koji
imaju maǌi broj parametara.

Razmotrimo sada prirodu posmatranog skupa podataka. Pod
ovim kriviqnim delom podrazumeva se namerno podmetaǌe po�ara
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Tabela 2.8: Ocene parametara, standardne grexke, AIC, BIC i RMS
za podatke o broju kriviqnih dela podmetaǌa po�ara.

Model ML ocene AIC BIC RMS

GINAR(1) q̂ = 0.4498 (0.0365)
α̂ = 0.1371 (0.0774) 332.7 338.5 1.13

NGINAR(1) µ̂ = 0.8152 (0.1311)
α̂ = 0.2226 (0.0968) 330.5 336.3 1.12

DCGINAR(1) µ̂ = 0.8072 (0.1276)
α̂ = 0.2036 (0.0799)

θ̂ = 0.6827 (0.1747) 331.3 339.9 1.12

NDCINAR(1) µ̂ = 0.8188 (0.1224)
α̂ = 0.1518 (0.0849)

θ̂ = 0.8825 (0.0889) 334.5 343.2 1.13

ADCINAR(1) µ̂ = 0.8026 (0.1294)
α̂ = 0.2242 (0.0784)

θ̂ = 0.6233 (0.1655) 329.3 338.0 1.12

u zgradama, automobilima, u prirodi ili bilo gde na javnim me-
stima. U Americi se svake godine bele�i veliki broj ovakvih
sluqajeva. Prema nekim zvaniqnim podacima na ovaj naqin go-
dixǌe bude povre�en veliki broj ǉudi i pri tom se zemǉi nanosi
velika materijalna xteta. Zavisnost qlanova brojaqkog niza AD-
CINAR(1) modela ima bitnu ulogu u analizi posmatranog skupa
podataka. Naime, kada se jedna sluqajna promenǉiva realizuje i
dobije vrednost 1, dolazi do pove�aǌa nivoa bezbednosti u dr�a-
vi xto ima direktan uticaj na to da druga brojaqka promenǉiva
dobije vrednost 0. U isto vreme, vesti se brzo xire putem medija
pa jedan registrovani sluqaj mo�e biti upozoreǌe drugim poten-
cijalnim napadaqima da pa�ǉivije organizuju podmetaǌe novog
po�ara. Na taj naqin jedna realizovana sluqajna promenǉiva di-
rektno utiqe na to da se i druga realizuje i dobije vrednost 1.
Dakle, jasno je da me�u posmatranim elementima postoji izvesna
interakcija i povezanost, pa to mo�e da bude va�an razlog zaxto
model sa zavisnim brojaqkim nizom daje najboǉe rezultate.
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Tabela 2.9: Sredine i standardne devijacije ocena za neke stvarne
vrednosti parametara ADCINAR(1) modela.

a-I

N µ̂cls α̂cls θ̂cls µ̂yw α̂yw θ̂yw

i) Stvarne vrednosti µ = 0.5, α = 0.1, θ = 0.3,

100 0.5183 0.0818 0.2944 0.5177 0.0808 0.3155
St. dev. (0.0880) (0.0875) (0.3599) (0.0883) (0.0861) (0.3828)
200 0.5071 0.0805 0.3215 0.5070 0.0803 0.3149
St. dev. (0.0618) (0.0699) (0.3599) (0.0616) (0.0697) (0.3723)
300 0.5081 0.0866 0.3294 0.5079 0.0863 0.3568
St. dev. (0.0529) (0.0603) (0.3422) (0.0528) (0.0600) (0.3736)
400 0.5070 0.0869 0.2989 0.5069 0.0867 0.3373
St. dev. (0.0440) (0.0540) (0.3207) (0.0441) (0.0539) (0.3538)
500 0.5052 0.0864 0.2806 0.5051 0.0863 0.3399
St. dev. (0.0409) (0.0462) (0.3055) (0.0409) (0.0461) (0.3299)
600 0.5041 0.0910 0.2780 0.5041 0.0910 0.3214
St. dev. (0.0403) (0.0433) (0.2788) (0.0404) (0.0432) (0.3092)
700 0.5043 0.0915 0.2891 0.5043 0.0913 0.3263
St. dev. (0.0389) (0.0405) (0.2836) (0.0389) (0.0404) (0.3061)
800 0.5059 0.0962 0.2943 0.5059 0.0961 0.3190
St. dev. (0.0334) (0.0384) (0.2708) (0.0334) (0.0383) (0.2881)
900 0.5043 0.0978 0.2902 0.5043 0.0976 0.3155
St. dev. (0.0320) (0.0361) (0.2676) (0.0320) (0.0360) (0.2801)
1000 0.5025 0.0985 0.2976 0.5024 0.0984 0.3074
St. dev. (0.0293) (0.0344) (0.2592) (0.0293) (0.0344) (0.2734)

ii) Stvarne vrednosti µ = 1, α = 0.1, θ = 0.3,

100 0.9978 0.0895 0.2724 0.9977 0.0886 0.2731
St. dev. (0.1570) (0.0787) (0.3094) (0.1554) (0.0779) (0.3408)
200 1.0051 0.0979 0.2820 1.0049 0.0972 0.2973
St. dev. (0.1149) (0.0647) (0.2797) (0.1136) (0.0643) (0.3259)
300 1.0002 0.0926 0.2544 1.0002 0.0923 0.2903
St. dev. (0.0921) (0.0573) (0.2584) (0.0919) (0.0571) (0.3158)
400 1.0008 0.0971 0.2377 1.0008 0.0968 0.2875
St. dev. (0.0777) (0.0543) (0.2232) (0.0776) (0.0542) (0.2884)
500 0.9999 0.0986 0.2469 0.9999 0.0984 0.2822
St. dev. (0.0671) (0.0528) (0.2062) (0.0671) (0.0527) (0.2626)
600 1.0007 0.0958 0.2471 1.0007 0.0957 0.2954
St. dev. (0.0577) (0.0491) (0.2013) (0.0577) (0.0491) (0.2710)
700 0.9984 0.0932 0.2437 0.9985 0.0930 0.2744
St. dev. (0.0547) (0.0440) (0.2077) (0.0546) (0.0440) (0.2587)
800 0.9983 0.0934 0.2390 0.9983 0.0933 0.2690
St. dev. (0.0505) (0.0400) (0.1959) (0.0505) (0.0400) (0.2435)
900 0.9966 0.0950 0.2420 0.9966 0.0949 0.2731
St. dev. (0.0467) (0.0381) (0.1872) (0.0465) (0.0381) (0.2436)
1000 0.9951 0.0957 0.2441 0.9951 0.0956 0.2680
St. dev. (0.0475) (0.0370) (0.1872) (0.0474) (0.0370) (0.2308)

iii) Stvarne vrednosti µ = 5, α = 0.1, θ = 0.3,

100 4.9934 0.0959 0.2850 4.9960 0.0952 0.2573
St. dev. (0.5754) (0.0930) (0.3337) (0.5691) (0.0924) (0.3326)
200 5.0067 0.0889 0.2792 5.0076 0.0886 0.2690
St. dev. (0.4704) (0.0638) (0.2903) (0.4682) (0.0635) (0.2968)
300 4.9869 0.0869 0.3114 4.9876 0.0866 0.3156
St. dev. (0.4069) (0.0644) (0.3024) (0.4074) (0.0642) (0.3201)
400 4.9909 0.0878 0.2767 4.9915 0.0876 0.3079
St. dev. (0.3312) (0.0548) (0.2573) (0.3318) (0.0548) (0.2925)
500 4.9865 0.0907 0.3126 4.9869 0.0905 0.3255
St. dev. (0.2887) (0.0479) (0.2695) (0.2890) (0.0478) (0.2884)
600 4.9952 0.0918 0.3042 4.9955 0.0915 0.3203
St. dev. (0.2475) (0.0424) (0.2610) (0.2483) (0.0422) (0.2789)
700 4.9910 0.0951 0.3174 4.9913 0.0950 0.3363
St. dev. (0.2355) (0.0389) (0.2567) (0.2357) (0.0389) (0.2771)
800 4.9929 0.0961 0.3183 4.9933 0.0960 0.3331
St. dev. (0.2266) (0.0369) (0.2507) (0.2265) (0.0369) (0.2749)
900 4.9834 0.0952 0.3266 4.9836 0.0951 0.3341
St. dev. (0.2054) (0.0357) (0.2438) (0.2056) (0.0357) (0.2645)
1000 4.9829 0.0946 0.3201 4.9831 0.0945 0.3272
St. dev. (0.1970) (0.0327) (0.2382) (0.1970) (0.0327) (0.2459)
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Tabela 2.10: Sredine i standardne devijacije ocena za neke
stvarne vrednosti parametara ADCINAR(1) modela.

a-II

N µ̂p α̂p θ̂p µ̂ml α̂ml θ̂ml

i) Stvarne vrednosti µ = 0.5, α = 0.1, θ = 0.3,

100 0.5157 0.0807 0.7087 0.5139 0.0882 0.5312
St. dev. (0.1100) (0.1106) (0.4265) (0.0905) (0.0801) (0.3521)
200 0.5066 0.0814 0.6697 0.5058 0.0898 0.4388
St. dev. (0.0733) (0.0907) (0.4210) (0.0612) (0.0603) (0.3475)
300 0.5072 0.0851 0.6310 0.5076 0.0935 0.4414
St. dev. (0.0619) (0.0865) (0.4414) (0.0526) (0.0530) (0.3102)
400 0.5048 0.0804 0.5895 0.5068 0.0910 0.4014
St. dev. (0.0515) (0.0710) (0.4407) (0.0440) (0.0465) (0.2900)
500 0.5044 0.0876 0.5657 0.5052 0.0929 0.3673
St. dev. (0.0513) (0.0674) (0.4285) (0.0410) (0.0395) (0.2701)
600 0.5032 0.0899 0.4909 0.5047 0.0981 0.3650
St. dev. (0.0492) (0.0673) (0.4195) (0.0399) (0.0391) (0.2675)
700 0.5042 0.0874 0.4869 0.5043 0.0970 0.3728
St. dev. (0.0464) (0.0643) (0.4194) (0.0389) (0.0357) (0.2640)
800 0.5066 0.0906 0.4528 0.5058 0.1001 0.3549
St. dev. (0.0414) (0.0596) (0.4077) (0.0331) (0.0334) (0.2401)
900 0.5065 0.0917 0.4278 0.5043 0.1004 0.3461
St. dev. (0.0395) (0.0559) (0.4026) (0.0317) (0.0315) (0.2264)
1000 0.5055 0.0952 0.4523 0.5024 0.1004 0.3481
St. dev. (0.0366) (0.0530) (0.4000) (0.0293) (0.0290) (0.2141)

ii) Stvarne vrednosti µ = 1, α = 0.1, θ = 0.3,

100 1.0419 0.1252 0.6831 0.9940 0.1086 0.3990
St. dev. (0.2312) (0.1357) (0.4091) (0.1543) (0.0816) (0.2815)
200 1.0318 0.1118 0.7747 1.0020 0.1053 0.3779
St. dev. (0.1623) (0.1208) (0.3772) (0.1160) (0.0574) (0.2747)
300 1.0146 0.1029 0.6508 0.9995 0.0990 0.3498
St. dev. (0.1314) (0.0985) (0.4154) (0.0931) (0.0477) (0.2571)
400 1.0124 0.1017 0.6059 1.0003 0.1002 0.3078
St. dev. (0.1088) (0.0885) (0.4145) (0.0779) (0.0438) (0.2170)
500 1.0120 0.1010 0.5982 1.0000 0.1009 0.3232
St. dev. (0.0995) (0.0799) (0.4213) (0.0677) (0.0386) (0.1976)
600 1.0085 0.0978 0.5664 1.0007 0.0986 0.3009
St. dev. (0.0846) (0.0751) (0.4264) (0.0578) (0.0362) (0.1814)
700 1.0060 0.0894 0.4857 0.9984 0.0951 0.2803
St. dev. (0.0840) (0.0705) (0.4347) (0.0542) (0.0316) (0.1611)
800 1.0050 0.0910 0.4732 0.9982 0.0960 0.2812
St. dev. (0.0767) (0.0683) (0.4310) (0.0502) (0.0295) (0.1565)
900 1.0060 0.0918 0.4471 0.9964 0.0969 0.2788
St. dev. (0.0759) (0.0619) (0.4114) (0.0464) (0.0279) (0.1478)
1000 1.0056 0.0963 0.5073 0.9949 0.0976 0.2827
St. dev. (0.0752) (0.0619) (0.4188) (0.0472) (0.0276) (0.1415)

iii) Stvarne vrednosti µ = 5, α = 0.1, θ = 0.3,

100 5.5980 0.1971 0.7503 4.9594 0.1172 0.4863
St. dev. (1.7242) (0.2933) (0.3950) (0.5973) (0.0766) (0.2588)
200 5.3438 0.1542 0.7905 4.9958 0.1038 0.4179
St. dev. (1.2710) (0.2077) (0.3466) (0.4729) (0.0522) (0.2386)
300 5.1453 0.1117 0.7594 4.9810 0.0981 0.3804
St. dev. (0.8809) (0.1545) (0.3790) (0.4089) (0.0489) (0.2187)
400 5.1210 0.1155 0.7285 4.9877 0.0958 0.3369
St. dev. (0.7082) (0.1526) (0.3982) (0.3299) (0.0420) (0.1734)
500 5.0814 0.1227 0.7528 4.9877 0.1000 0.3181
St. dev. (0.6125) (0.1481) (0.3840) (0.2856) (0.0342) (0.1421)
600 5.0657 0.1266 0.7279 4.9921 0.0994 0.3408
St. dev. (0.5553) (0.1569) (0.3839) (0.2489) (0.0313) (0.1711)
700 5.0540 0.1391 0.8085 4.9902 0.1001 0.3189
St. dev. (0.5081) (0.1583) (0.3418) (0.2363) (0.0279) (0.1169)
800 5.0581 0.1411 0.7929 4.9924 0.1003 0.3209
St. dev. (0.4791) (0.1526) (0.3520) (0.2266) (0.0252) (0.1181)
900 5.0393 0.1436 0.7938 4.9837 0.0999 0.3045
St. dev. (0.4329) (0.1477) (0.3552) (0.2056) (0.0244) (0.0713)
1000 5.0262 0.1386 0.7786 4.9835 0.0991 0.3030
St. dev. (0.4299) (0.1418) (0.3667) (0.1970) (0.0234) (0.0651)
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Tabela 2.11: Sredine i standardne devijacije ocena za neke
stvarne vrednosti parametara ADCINAR(1) modela.

b-I

N µ̂cls α̂cls θ̂cls µ̂yw α̂yw θ̂yw

i) Stvarne vrednosti µ = 0.5, α = 0.1, θ = 0.9,

100 0.5071 0.0721 0.3527 0.5063 0.0717 0.4170
St. dev. (0.0961) (0.0741) (0.3912) (0.0957) (0.0736) (0.4226)
200 0.5034 0.0924 0.4513 0.5029 0.0917 0.5349
St. dev. (0.0652) (0.0751) (0.3883) (0.0650) (0.0745) (0.4037)
300 0.5004 0.0884 0.4808 0.5001 0.0883 0.5390
St. dev. (0.0546) (0.0671) (0.3820) (0.0544) (0.0670) (0.3947)
400 0.4999 0.0891 0.5100 0.4997 0.0889 0.5933
St. dev. (0.0454) (0.0597) (0.3641) (0.0453) (0.0594) (0.3802)
500 0.5020 0.0909 0.5163 0.5018 0.0907 0.5842
St. dev. (0.0415) (0.0569) (0.3669) (0.0413) (0.0567) (0.3804)
600 0.5024 0.0890 0.5406 0.5022 0.0889 0.5857
St. dev. (0.0380) (0.0551) (0.3639) (0.0379) (0.0551) (0.3820)
700 0.5006 0.0922 0.5616 0.5005 0.0921 0.6112
St. dev. (0.0341) (0.0525) (0.3577) (0.0339) (0.0525) (0.3676)
800 0.4997 0.0943 0.5850 0.4995 0.0942 0.6400
St. dev. (0.0324) (0.0486) (0.3542) (0.0323) (0.0485) (0.3557)
900 0.5003 0.0971 0.6213 0.5002 0.0969 0.6863
St. dev. (0.0323) (0.0467) (0.3547) (0.0322) (0.0467) (0.3391)
1000 0.5012 0.0967 0.6283 0.5011 0.0965 0.6883
St. dev. (0.0301) (0.0421) (0.3367) (0.0300) (0.0420) (0.3242)

ii) Stvarne vrednosti µ = 1, α = 0.1, θ = 0.9,

100 1.0000 0.0918 0.4351 1.0039 0.0908 0.4588
St. dev. (0.1688) (0.1010) (0.4065) (0.1723) (0.0993) (0.4328)
200 0.9931 0.0880 0.4180 0.9951 0.0877 0.4911
St. dev. (0.1145) (0.0755) (0.3741) (0.1165) (0.0751) (0.4026)
300 0.9943 0.0911 0.5141 0.9956 0.0908 0.5724
St. dev. (0.0898) (0.0744) (0.3739) (0.0910) (0.0741) (0.3840)
400 0.9918 0.0893 0.5701 0.9929 0.0891 0.6194
St. dev. (0.0805) (0.0629) (0.3623) (0.0815) (0.0628) (0.3692)
500 0.9996 0.0910 0.6162 1.0004 0.0909 0.6391
St. dev. (0.0696) (0.0567) (0.3390) (0.0703) (0.0566) (0.3361)
600 0.9979 0.0900 0.6153 0.9986 0.0899 0.6487
St. dev. (0.0646) (0.0542) (0.3236) (0.0651) (0.0541) (0.3459)
700 1.0000 0.0919 0.6613 1.0005 0.0917 0.6796
St. dev. (0.0619) (0.0509) (0.3077) (0.0621) (0.0508) (0.3158)
800 0.9998 0.0933 0.6601 1.0003 0.0932 0.6911
St. dev. (0.0592) (0.0458) (0.3023) (0.0593) (0.0458) (0.2851)
900 0.9980 0.0944 0.6840 0.9985 0.0942 0.6864
St. dev. (0.0561) (0.0437) (0.2774) (0.0562) (0.0437) (0.2814)
1000 0.9951 0.0952 0.6762 0.9956 0.0951 0.6808
St. dev. (0.0528) (0.0395) (0.2785) (0.0529) (0.0394) (0.2807)

iii) Stvarne vrednosti µ = 5, α = 0.1, θ = 0.9,

100 5.0897 0.0966 0.5268 5.0839 0.0957 0.5124
St. dev. (0.5716) (0.0997) (0.4075) (0.5721) (0.0987) (0.4165)
200 5.1125 0.0891 0.5521 5.1095 0.0888 0.5534
St. dev. (0.4481) (0.0822) (0.3691) (0.4485) (0.0820) (0.3817)
300 5.0749 0.1020 0.6108 5.0731 0.1017 0.6078
St. dev. (0.3823) (0.0770) (0.3187) (0.3840) (0.0769) (0.3396)
400 5.0524 0.0983 0.6248 5.0510 0.0980 0.6205
St. dev. (0.3142) (0.0673) (0.3159) (0.3150) (0.0672) (0.3360)
500 5.0561 0.1000 0.6440 5.0549 0.0998 0.6781
St. dev. (0.2774) (0.0606) (0.2967) (0.2782) (0.0606) (0.3046)
600 5.0443 0.0990 0.6720 5.0433 0.0989 0.7088
St. dev. (0.2410) (0.0558) (0.2743) (0.2418) (0.0558) (0.2843)
700 5.0373 0.0985 0.6924 5.0365 0.0983 0.7181
St. dev. (0.2213) (0.0553) (0.2709) (0.2224) (0.0552) (0.2797)
800 5.0390 0.0996 0.6919 5.0382 0.0995 0.7169
St. dev. (0.1986) (0.0518) (0.2647) (0.1992) (0.0517) (0.2844)
900 5.0289 0.0979 0.7052 5.0282 0.0979 0.7307
St. dev. (0.1767) (0.0486) (0.2598) (0.1770) (0.0486) (0.2648)
1000 5.0228 0.0979 0.7129 5.0224 0.0978 0.7308
St. dev. (0.1738) (0.0471) (0.2666) (0.1741) (0.0471) (0.2570)
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INAR(1) modeli sa zavisnim Bernulijevim brojaqkim nizovima

Tabela 2.12: Sredine i standardne devijacije ocena za neke
stvarne vrednosti parametara ADCINAR(1) modela.

b-II

N µ̂pb α̂pb θ̂pb µ̂ml α̂ml θ̂ml

i) Stvarne vrednosti µ = 0.5, α = 0.1, θ = 0.9,

100 0.5136 0.1116 0.7023 0.5063 0.0979 0.5648
St. dev. (0.1155) (0.1239) (0.4157) (0.0959) (0.0835) (0.4016)
200 0.5011 0.1093 0.7705 0.5034 0.1061 0.7198
St. dev. (0.0716) (0.0925) (0.3741) (0.0662) (0.0622) (0.3487)
300 0.5012 0.1101 0.7661 0.5003 0.1019 0.7582
St. dev. (0.0598) (0.0778) (0.3630) (0.0549) (0.0601) (0.3319)
400 0.5007 0.1042 0.7735 0.4997 0.1010 0.7734
St. dev. (0.0515) (0.0736) (0.3747) (0.0447) (0.0511) (0.2992)
500 0.5043 0.1068 0.7549 0.5023 0.1007 0.7931
St. dev. (0.0477) (0.0726) (0.3811) (0.0420) (0.0491) (0.2979)
600 0.5036 0.0998 0.7188 0.5024 0.0967 0.8112
St. dev. (0.0455) (0.0635) (0.3917) (0.0389) (0.0434) (0.2663)
700 0.5002 0.0968 0.6831 0.5000 0.0982 0.8433
St. dev. (0.0390) (0.0585) (0.4070) (0.0335) (0.0414) (0.2242)
800 0.4994 0.0944 0.7014 0.4991 0.0980 0.8756
St. dev. (0.0358) (0.0529) (0.4061) (0.0322) (0.0361) (0.1778)
900 0.4992 0.0961 0.6627 0.4992 0.0984 0.8874
St. dev. (0.0337) (0.0484) (0.4098) (0.0321) (0.0341) (0.1587)
1000 0.5007 0.0951 0.6677 0.5007 0.0980 0.8787
St. dev. (0.0325) (0.0470) (0.3944) (0.0300) (0.0308) (0.1747)

ii) Stvarne vrednosti µ = 1, α = 0.1, θ = 0.9,

100 1.0461 0.1139 0.7630 1.0025 0.1154 0.7012
St. dev. (0.2545) (0.1458) (0.3916) (0.1781) (0.0876) (0.3369)
200 1.0211 0.0988 0.7385 0.9953 0.1055 0.7429
St. dev. (0.1488) (0.1146) (0.4054) (0.1184) (0.0611) (0.3089)
300 1.0093 0.0968 0.7524 0.9960 0.1098 0.8231
St. dev. (0.1140) (0.1054) (0.4003) (0.0913) (0.0503) (0.2397)
400 1.0063 0.0975 0.7372 0.9926 0.1041 0.8474
St. dev. (0.1020) (0.1006) (0.3973) (0.0809) (0.0420) (0.2065)
500 1.0065 0.0918 0.6983 1.0015 0.1032 0.8581
St. dev. (0.0912) (0.0831) (0.4129) (0.0695) (0.0397) (0.1689)
600 1.0018 0.0872 0.6849 0.9982 0.0992 0.8747
St. dev. (0.0847) (0.0772) (0.4127) (0.0650) (0.0374) (0.1424)
700 1.0033 0.0859 0.6520 1.0000 0.1009 0.8835
St. dev. (0.0768) (0.0768) (0.4362) (0.0620) (0.0342) (0.1493)
800 1.0031 0.0835 0.7017 1.0000 0.1015 0.8697
St. dev. (0.0738) (0.0714) (0.4153) (0.0599) (0.0314) (0.1467)
900 1.0031 0.0857 0.6896 0.9982 0.1021 0.8726
St. dev. (0.0721) (0.0686) (0.4083) (0.0572) (0.0308) (0.1303)
1000 1.0001 0.0872 0.6604 0.9956 0.1022 0.8764
St. dev. (0.0679) (0.0677) (0.4176) (0.0538) (0.0278) (0.1214)

iii) Stvarne vrednosti µ = 5, α = 0.1, θ = 0.9,

100 5.2710 0.2941 0.8523 5.0721 0.1181 0.7345
St. dev. (1.3601) (0.3512) (0.3012) (0.5526) (0.0775) (0.2635)
200 5.2444 0.2019 0.7950 5.1099 0.1047 0.8342
St. dev. (1.0663) (0.2506) (0.3474) (0.4452) (0.0511) (0.1623)
300 5.0408 0.1745 0.7876 5.0732 0.1080 0.8420
St. dev. (0.7538) (0.2267) (0.3584) (0.3718) (0.0416) (0.1466)
400 5.0173 0.1594 0.7932 5.0523 0.1059 0.8675
St. dev. (0.6421) (0.2093) (0.3613) (0.3062) (0.0363) (0.1290)
500 5.0191 0.1508 0.7912 5.0552 0.1046 0.8863
St. dev. (0.5736) (0.2031) (0.3684) (0.2694) (0.0371) (0.1066)
600 4.9900 0.1426 0.8026 5.0452 0.1032 0.8810
St. dev. (0.4998) (0.1887) (0.3390) (0.2354) (0.0353) (0.1119)
700 5.0055 0.1432 0.7371 5.0389 0.1033 0.8809
St. dev. (0.4571) (0.1851) (0.3950) (0.2182) (0.0325) (0.1062)
800 5.0147 0.1314 0.7795 5.0405 0.1031 0.8882
St. dev. (0.4108) (0.1742) (0.3841) (0.1941) (0.0304) (0.1021)
900 5.0263 0.1318 0.7569 5.0314 0.1022 0.8925
St. dev. (0.4088) (0.1587) (0.3924) (0.1724) (0.0289) (0.1003)
1000 5.0018 0.1408 0.7739 5.0263 0.1018 0.8971
St. dev. (0.4046) (0.1565) (0.3695) (0.1701) (0.0262) (0.0807)
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INAR(1) modeli sa zavisnim Bernulijevim brojaqkim nizovima

Tabela 2.13: Sredine i standardne devijacije ocena za neke
stvarne vrednosti parametara ADCINAR(1) modela.

c-I

N µ̂cls α̂cls θ̂cls µ̂yw α̂yw θ̂yw

i) Stvarne vrednosti µ = 0.5, α = 0.3, θ = 0.7,

100 0.5201 0.2980 0.5248 0.5185 0.2949 0.4685
St. dev. (0.1356) (0.1247) (0.2835) (0.1339) (0.1246) (0.2984)
200 0.5043 0.2925 0.5447 0.5038 0.2912 0.5106
St. dev. (0.0882) (0.1012) (0.2227) (0.0879) (0.1007) (0.2839)
300 0.5006 0.2954 0.5883 0.5003 0.2946 0.5438
St. dev. (0.0657) (0.0875) (0.2160) (0.0654) (0.0873) (0.2825)
400 0.4939 0.2928 0.5942 0.4937 0.2921 0.5560
St. dev. (0.0570) (0.0762) (0.2030) (0.0567) (0.0762) (0.2915)
500 0.4960 0.2981 0.6117 0.4958 0.2975 0.5755
St. dev. (0.0469) (0.0653) (0.1684) (0.0468) (0.0652) (0.2767)
600 0.4971 0.2977 0.6289 0.4969 0.2970 0.6038
St. dev. (0.0456) (0.0593) (0.1580) (0.0456) (0.0590) (0.2718)
700 0.4979 0.2986 0.6407 0.4977 0.2981 0.6249
St. dev. (0.0455) (0.0583) (0.1503) (0.0455) (0.0584) (0.2710)
800 0.4973 0.3009 0.6434 0.4973 0.3005 0.6335
St. dev. (0.0437) (0.0559) (0.1387) (0.0437) (0.0560) (0.2620)
900 0.4988 0.3051 0.6655 0.4987 0.3048 0.6551
St. dev. (0.0417) (0.0540) (0.1316) (0.0418) (0.0540) (0.2499)
1000 0.4989 0.3042 0.6638 0.4988 0.3040 0.6502
St. dev. (0.0391) (0.0484) (0.1343) (0.0391) (0.0484) (0.2398)

ii) Stvarne vrednosti µ = 1, α = 0.3, θ = 0.7,

100 1.0056 0.2732 0.5094 1.0090 0.2711 0.4683
St. dev. (0.1668) (0.1271) (0.2463) (0.1650) (0.1265) (0.2989)
200 0.9948 0.2943 0.5811 0.9956 0.2921 0.5151
St. dev. (0.1227) (0.1025) (0.2159) (0.1219) (0.1012) (0.2699)
300 1.0021 0.2897 0.6094 1.0032 0.2889 0.5512
St. dev. (0.1034) (0.0832) (0.1916) (0.1029) (0.0832) (0.2692)
400 0.9937 0.2930 0.6108 0.9946 0.2923 0.5629
St. dev. (0.0894) (0.0761) (0.1680) (0.0886) (0.0761) (0.2578)
500 0.9957 0.2889 0.6216 0.9965 0.2886 0.5762
St. dev. (0.0898) (0.0657) (0.1445) (0.0889) (0.0656) (0.2458)
600 0.9964 0.2874 0.6281 0.9968 0.2869 0.5841
St. dev. (0.0834) (0.0576) (0.1320) (0.0827) (0.0573) (0.2378)
700 0.9969 0.2898 0.6376 0.9973 0.2894 0.6095
St. dev. (0.0724) (0.0530) (0.1049) (0.0715) (0.0527) (0.2385)
800 0.9943 0.2899 0.6393 0.9948 0.2896 0.6134
St. dev. (0.0667) (0.0531) (0.1026) (0.0663) (0.0530) (0.2345)
900 0.9940 0.2919 0.6497 0.9944 0.2917 0.6280
St. dev. (0.0643) (0.0512) (0.1029) (0.0641) (0.0512) (0.2240)
1000 0.9966 0.2951 0.6509 0.9968 0.2948 0.6377
St. dev. (0.0612) (0.0472) (0.0952) (0.0608) (0.0471) (0.2218)

iii) Stvarne vrednosti µ = 5, α = 0.3, θ = 0.7,

100 5.0727 0.2766 0.5577 5.0822 0.2745 0.5121
St. dev. (0.7002) (0.1153) (0.2176) (0.7018) (0.1146) (0.2920)
200 5.0056 0.2838 0.5963 5.0115 0.2823 0.5310
St. dev. (0.5606) (0.0983) (0.1431) (0.5633) (0.0981) (0.2510)
300 4.9504 0.2899 0.6265 4.9549 0.2892 0.5635
St. dev. (0.4584) (0.0774) (0.1238) (0.4592) (0.0773) (0.2532)
400 4.9439 0.2904 0.6391 4.9464 0.2895 0.5851
St. dev. (0.3912) (0.0690) (0.1223) (0.3896) (0.0693) (0.2317)
500 4.9449 0.2946 0.6588 4.9465 0.2939 0.6178
St. dev. (0.3545) (0.0620) (0.1155) (0.3539) (0.0617) (0.2235)
600 4.9553 0.2969 0.6624 4.9563 0.2963 0.6232
St. dev. (0.3174) (0.0619) (0.1064) (0.3142) (0.0616) (0.2131)
700 4.9817 0.2957 0.6628 4.9826 0.2953 0.6325
St. dev. (0.3014) (0.0597) (0.0984) (0.2989) (0.0596) (0.2042)
800 4.9817 0.2941 0.6630 4.9823 0.2936 0.6314
St. dev. (0.2887) (0.0549) (0.0897) (0.2863) (0.0548) (0.2035)
900 4.9801 0.2947 0.6707 4.9809 0.2942 0.6422
St. dev. (0.2712) (0.0502) (0.0811) (0.2691) (0.0500) (0.1934)
1000 4.9837 0.2971 0.6715 4.9847 0.2969 0.6459
St. dev. (0.2616) (0.0463) (0.0823) (0.2594) (0.0462) (0.1869)
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INAR(1) modeli sa zavisnim Bernulijevim brojaqkim nizovima

Tabela 2.14: Sredine i standardne devijacije ocena za neke
stvarne vrednosti parametara ADCINAR(1) modela.

c-II

N µ̂pb α̂pb θ̂pb µ̂ml α̂ml θ̂ml

i) Stvarne vrednosti µ = 0.5, α = 0.3, θ = 0.7,

100 0.5275 0.3022 0.6776 0.5179 0.3078 0.6820
St. dev. (0.1584) (0.1478) (0.3449) (0.1314) (0.0933) (0.2457)
200 0.5124 0.2911 0.6051 0.5044 0.2996 0.7115
St. dev. (0.1120) (0.1127) (0.3459) (0.0874) (0.0702) (0.1859)
300 0.5059 0.2886 0.5919 0.4997 0.2971 0.7072
St. dev. (0.0800) (0.0851) (0.3171) (0.0664) (0.0580) (0.1657)
400 0.4966 0.2874 0.5910 0.4930 0.2921 0.7056
St. dev. (0.0627) (0.0837) (0.3271) (0.0571) (0.0544) (0.1455)
500 0.4972 0.2882 0.6187 0.4943 0.2938 0.7041
St. dev. (0.0553) (0.0708) (0.3023) (0.0469) (0.0456) (0.1247)
600 0.4985 0.2912 0.6310 0.4960 0.2944 0.7059
St. dev. (0.0509) (0.0619) (0.2887) (0.0453) (0.0412) (0.1074)
700 0.5000 0.2968 0.6488 0.4972 0.2966 0.7053
St. dev. (0.0497) (0.0577) (0.2800) (0.0445) (0.0400) (0.0936)
800 0.4984 0.2956 0.6578 0.4963 0.2976 0.7047
St. dev. (0.0474) (0.0517) (0.2713) (0.0423) (0.0372) (0.0895)
900 0.4993 0.2973 0.6581 0.4976 0.2998 0.7080
St. dev. (0.0452) (0.0489) (0.2651) (0.0403) (0.0346) (0.0777)
1000 0.5000 0.2991 0.6576 0.4982 0.3007 0.7085
St. dev. (0.0437) (0.0474) (0.2474) (0.0382) (0.0323) (0.0746)

ii) Stvarne vrednosti µ = 1, α = 0.3, θ = 0.7,

100 1.0173 0.2690 0.6849 1.0109 0.2941 0.7024
St. dev. (0.2109) (0.1846) (0.3780) (0.1698) (0.1015) (0.1872)
200 1.0094 0.2749 0.6474 0.9934 0.2980 0.7019
St. dev. (0.1663) (0.1404) (0.3481) (0.1250) (0.0685) (0.1432)
300 1.0165 0.2686 0.6070 1.0004 0.2927 0.6952
St. dev. (0.1361) (0.1166) (0.3613) (0.1046) (0.0573) (0.1158)
400 1.0043 0.2763 0.6131 0.9931 0.2988 0.7004
St. dev. (0.1086) (0.0957) (0.3270) (0.0879) (0.0485) (0.0958)
500 1.0051 0.2811 0.6338 0.9966 0.2970 0.7032
St. dev. (0.1001) (0.0895) (0.3192) (0.0899) (0.0451) (0.0940)
600 1.0045 0.2837 0.6272 0.9979 0.2962 0.7048
St. dev. (0.0937) (0.0836) (0.3037) (0.0836) (0.0397) (0.0860)
700 1.0035 0.2869 0.6249 0.9986 0.2974 0.7055
St. dev. (0.0850) (0.0766) (0.2860) (0.0733) (0.0348) (0.0726)
800 1.0003 0.2904 0.6322 0.9961 0.2971 0.7052
St. dev. (0.0786) (0.0717) (0.2951) (0.0665) (0.0335) (0.0685)
900 0.9971 0.2897 0.6400 0.9948 0.2963 0.7040
St. dev. (0.0766) (0.0711) (0.2943) (0.0638) (0.0332) (0.0631)
1000 0.9968 0.2924 0.6607 0.9968 0.2972 0.7016
St. dev. (0.0723) (0.0646) (0.2684) (0.0610) (0.0308) (0.0580)

iii) Stvarne vrednosti µ = 5, α = 0.3, θ = 0.7,

100 5.4963 0.3212 0.8120 5.0974 0.3058 0.7088
St. dev. (1.7116) (0.3183) (0.3326) (0.7026) (0.0678) (0.1083)
200 5.1919 0.3297 0.7233 5.0155 0.3039 0.7021
St. dev. (1.2242) (0.2618) (0.3608) (0.5547) (0.0490) (0.0618)
300 5.1262 0.2895 0.7059 4.9593 0.3029 0.7003
St. dev. (0.9578) (0.2322) (0.3558) (0.4440) (0.0383) (0.0475)
400 5.0969 0.2768 0.6904 4.9497 0.2993 0.6998
St. dev. (0.7537) (0.2164) (0.3607) (0.3768) (0.0350) (0.0445)
500 5.0546 0.2701 0.6456 4.9469 0.3004 0.7024
St. dev. (0.6576) (0.2023) (0.3731) (0.3481) (0.0288) (0.0383)
600 5.0730 0.2850 0.6452 4.9539 0.3009 0.7039
St. dev. (0.6318) (0.1896) (0.3735) (0.3097) (0.0273) (0.0344)
700 5.0835 0.2887 0.6680 4.9808 0.2999 0.7034
St. dev. (0.6043) (0.1829) (0.3629) (0.2963) (0.0250) (0.0316)
800 5.0724 0.2727 0.6386 4.9804 0.2989 0.7038
St. dev. (0.5284) (0.1772) (0.3769) (0.2810) (0.0246) (0.0289)
900 5.0556 0.2915 0.6078 4.9819 0.2998 0.7046
St. dev. (0.4850) (0.1633) (0.3754) (0.2628) (0.0243) (0.0270)
1000 5.0454 0.2891 0.6135 4.9829 0.3009 0.7035
St. dev. (0.4443) (0.1611) (0.3718) (0.2574) (0.0220) (0.0270)
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Tabela 2.15: Sredine i standardne devijacije ocena za neke
stvarne vrednosti parametara ADCINAR(1) modela.

d-I

N µ̂cls α̂cls θ̂cls µ̂yw α̂yw θ̂yw

i) Stvarne vrednosti µ = 0.5, α = 0.7, θ = 0.9,

100 0.4947 0.6286 0.8335 0.4889 0.6171 0.6726
St. dev. (0.1640) (0.1289) (0.1441) (0.1582) (0.1222) (0.1689)
200 0.4904 0.6491 0.8639 0.4923 0.6470 0.7205
St. dev. (0.1111) (0.0893) (0.1168) (0.1130) (0.0896) (0.1617)
300 0.4920 0.6616 0.8788 0.4918 0.6581 0.7428
St. dev. (0.1107) (0.0731) (0.0986) (0.1102) (0.0732) (0.1560)
400 0.4878 0.6641 0.8762 0.4881 0.6628 0.7671
St. dev. (0.1015) (0.0730) (0.0965) (0.1011) (0.0732) (0.1616)
500 0.4875 0.6643 0.8813 0.4874 0.6628 0.7737
St. dev. (0.0889) (0.0692) (0.0923) (0.0888) (0.0691) (0.1599)
600 0.4893 0.6672 0.8820 0.4893 0.6663 0.7711
St. dev. (0.0811) (0.0638) (0.0824) (0.0812) (0.0636) (0.1526)
700 0.4878 0.6700 0.8867 0.4878 0.6691 0.7761
St. dev. (0.0748) (0.0580) (0.0804) (0.0740) (0.0576) (0.1506)
800 0.4878 0.6730 0.8906 0.4877 0.6718 0.7835
St. dev. (0.0695) (0.0538) (0.0776) (0.0688) (0.0536) (0.1517)
900 0.4859 0.6768 0.8910 0.4858 0.6761 0.7870
St. dev. (0.0656) (0.0491) (0.0710) (0.0656) (0.0492) (0.1497)
1000 0.4872 0.6778 0.8882 0.4873 0.6769 0.7869
St. dev. (0.0604) (0.0449) (0.0725) (0.0603) (0.0450) (0.1489)

ii) Stvarne vrednosti µ = 1, α = 0.7, θ = 0.9,

100 0.9811 0.6431 0.8631 0.9661 0.6376 0.7041
St. dev. (0.3332) (0.1420) (0.1115) (0.3119) (0.1413) (0.1864)
200 0.9869 0.6677 0.8765 0.9805 0.6633 0.7658
St. dev. (0.2306) (0.0992) (0.0894) (0.2334) (0.1004) (0.1601)
300 0.9841 0.6765 0.8876 0.9802 0.6735 0.7792
St. dev. (0.1772) (0.0849) (0.0797) (0.1785) (0.0840) (0.1570)
400 0.9917 0.6771 0.8925 0.9878 0.6753 0.7699
St. dev. (0.1551) (0.0697) (0.0762) (0.1550) (0.0695) (0.1549)
500 0.9962 0.6783 0.8957 0.9943 0.6769 0.7833
St. dev. (0.1427) (0.0678) (0.0706) (0.1435) (0.0678) (0.1566)
600 0.9956 0.6814 0.8984 0.9932 0.6800 0.7907
St. dev. (0.1243) (0.0618) (0.0667) (0.1244) (0.0615) (0.1505)
700 0.9983 0.6837 0.8991 0.9965 0.6827 0.7939
St. dev. (0.1121) (0.0557) (0.0634) (0.1117) (0.0557) (0.1485)
800 0.9955 0.6835 0.8998 0.9946 0.6828 0.7906
St. dev. (0.0973) (0.0514) (0.0625) (0.0978) (0.0512) (0.1444)
900 1.0001 0.6853 0.8970 0.9987 0.6846 0.7956
St. dev. (0.0947) (0.0493) (0.0610) (0.0954) (0.0492) (0.1427)
1000 1.0036 0.6850 0.8998 1.0023 0.6846 0.7913
St. dev. (0.0907) (0.0434) (0.0593) (0.0910) (0.0434) (0.1398)

iii) Stvarne vrednosti µ = 5, α = 0.7, θ = 0.9,

100 5.2071 0.6578 0.8787 5.1256 0.6473 0.7355
St. dev. (1.4020) (0.1137) (0.0735) (1.2511) (0.1087) (0.1684)
200 4.9976 0.6761 0.8827 5.0022 0.6741 0.7676
St. dev. (0.9179) (0.0859) (0.0637) (0.8949) (0.0862) (0.1567)
300 4.9569 0.6819 0.8897 4.9556 0.6798 0.8035
St. dev. (0.7455) (0.0757) (0.0642) (0.7387) (0.0754) (0.1537)
400 4.9812 0.6891 0.8954 4.9770 0.6862 0.8208
St. dev. (0.6103) (0.0685) (0.0570) (0.6125) (0.0684) (0.1483)
500 4.9628 0.6882 0.9033 4.9622 0.6869 0.8288
St. dev. (0.5994) (0.0627) (0.0518) (0.5891) (0.0617) (0.1464)
600 4.9535 0.6885 0.9039 4.9504 0.6874 0.8257
St. dev. (0.5371) (0.0613) (0.0506) (0.5384) (0.0611) (0.1445)
700 4.9395 0.6887 0.9066 4.9392 0.6879 0.8424
St. dev. (0.5281) (0.0599) (0.0520) (0.5208) (0.0598) (0.1399)
800 4.9490 0.6910 0.9074 4.9475 0.6904 0.8365
St. dev. (0.4991) (0.0545) (0.0488) (0.4983) (0.0545) (0.1401)
900 4.9549 0.6926 0.9079 4.9543 0.6919 0.8351
St. dev. (0.4730) (0.0512) (0.0464) (0.4691) (0.0511) (0.1403)
1000 4.9860 0.6940 0.9066 4.9831 0.6932 0.8417
St. dev. (0.4613) (0.0482) (0.0445) (0.4555) (0.0481) (0.1360)
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Tabela 2.16: Sredine i standardne devijacije ocena za neke
stvarne vrednosti parametara ADCINAR(1) modela.

d-II

N µ̂pb α̂pb θ̂pb µ̂ml α̂ml θ̂ml

i) Stvarne vrednosti µ = 0.5, α = 0.7, θ = 0.9,

100 0.5571 0.6892 0.8717 0.4993 0.6785 0.8985
St. dev. (0.2480) (0.0997) (0.1496) (0.1585) (0.0795) (0.0912)
200 0.5323 0.7049 0.8918 0.5041 0.6907 0.9012
St. dev. (0.1500) (0.0701) (0.1212) (0.1138) (0.0529) (0.0587)
300 0.5222 0.7064 0.9024 0.5026 0.6946 0.9003
St. dev. (0.1341) (0.0589) (0.1049) (0.1089) (0.0469) (0.0506)
400 0.5047 0.6992 0.9064 0.4964 0.6916 0.8984
St. dev. (0.1213) (0.0520) (0.0962) (0.0978) (0.0439) (0.0463)
500 0.4991 0.6958 0.9059 0.4952 0.6892 0.8977
St. dev. (0.1033) (0.0461) (0.0961) (0.0842) (0.0384) (0.0346)
600 0.5020 0.6943 0.8995 0.4957 0.6885 0.8978
St. dev. (0.0926) (0.0441) (0.0952) (0.0775) (0.0353) (0.0304)
700 0.5002 0.6963 0.9022 0.4939 0.6898 0.8987
St. dev. (0.0857) (0.0402) (0.0976) (0.0708) (0.0314) (0.0266)
800 0.4976 0.6952 0.9045 0.4932 0.6896 0.8992
St. dev. (0.0823) (0.0375) (0.0903) (0.0662) (0.0294) (0.0248)
900 0.4935 0.6952 0.9051 0.4905 0.6900 0.8982
St. dev. (0.0774) (0.0371) (0.0848) (0.0632) (0.0287) (0.0246)
1000 0.4953 0.6968 0.9055 0.4921 0.6912 0.8976
St. dev. (0.0716) (0.0348) (0.0808) (0.0585) (0.0264) (0.0237)

ii) Stvarne vrednosti µ = 1, α = 0.7, θ = 0.9,

100 1.1120 0.7054 0.8805 0.9727 0.6974 0.9102
St. dev. (0.4789) (0.1028) (0.1432) (0.2958) (0.0698) (0.0465)
200 1.0141 0.6980 0.8771 0.9827 0.6981 0.9008
St. dev. (0.2642) (0.0727) (0.1337) (0.2075) (0.0482) (0.0357)
300 1.0068 0.6951 0.8786 0.9794 0.6978 0.9017
St. dev. (0.2112) (0.0602) (0.1188) (0.1613) (0.0384) (0.0268)
400 1.0220 0.6996 0.8845 0.9928 0.6981 0.9007
St. dev. (0.1978) (0.0504) (0.1084) (0.1438) (0.0327) (0.0237)
500 1.0185 0.7006 0.8974 0.9993 0.6980 0.9001
St. dev. (0.1788) (0.0441) (0.0937) (0.1299) (0.0279) (0.0193)
600 1.0135 0.6992 0.8971 0.9992 0.6988 0.9014
St. dev. (0.1608) (0.0402) (0.0820) (0.1171) (0.0262) (0.0181)
700 1.0162 0.7002 0.9051 1.0014 0.6988 0.9005
St. dev. (0.1439) (0.0368) (0.0757) (0.1074) (0.0238) (0.0184)
800 1.0182 0.7005 0.9040 1.0001 0.6990 0.9007
St. dev. (0.1350) (0.0362) (0.0728) (0.0958) (0.0226) (0.0181)
900 1.0244 0.7025 0.9076 1.0044 0.6999 0.8999
St. dev. (0.1242) (0.0340) (0.0689) (0.0915) (0.0218) (0.0170)
1000 1.0272 0.7024 0.9047 1.0091 0.7001 0.9003
St. dev. (0.1172) (0.0330) (0.0687) (0.0883) (0.0197) (0.0151)

iii) Stvarne vrednosti µ = 5, α = 0.7, θ = 0.9,

100 5.6670 0.6878 0.8103 5.2035 0.6937 0.9019
St. dev. (2.5446) (0.2199) (0.2421) (1.2396) (0.0476) (0.0235)
200 5.2149 0.6750 0.7873 5.0443 0.6950 0.9002
St. dev. (1.3976) (0.1789) (0.2283) (0.9081) (0.0360) (0.0167)
300 5.1307 0.6946 0.8333 5.0049 0.6954 0.8992
St. dev. (1.1784) (0.1271) (0.1724) (0.7237) (0.0310) (0.0137)
400 5.1147 0.6869 0.8297 5.0148 0.6975 0.8996
St. dev. (1.0173) (0.1128) (0.1664) (0.5942) (0.0253) (0.0105)
500 5.0709 0.6898 0.8458 4.9841 0.6976 0.8996
St. dev. (1.0045) (0.1102) (0.1669) (0.5530) (0.0231) (0.0094)
600 5.0805 0.6897 0.8515 4.9703 0.6974 0.8996
St. dev. (0.9049) (0.1047) (0.1641) (0.4950) (0.0220) (0.0090)
700 5.0137 0.6876 0.8586 4.9549 0.6972 0.8995
St. dev. (0.8146) (0.0922) (0.1533) (0.4692) (0.0205) (0.0092)
800 5.0617 0.6853 0.8571 4.9614 0.6980 0.9002
St. dev. (0.8112) (0.0827) (0.1435) (0.4505) (0.0189) (0.0081)
900 5.0341 0.6870 0.8636 4.9557 0.6982 0.9001
St. dev. (0.7329) (0.0770) (0.1297) (0.4279) (0.0177) (0.0081)
1000 5.0422 0.6848 0.8587 4.9819 0.6985 0.8998
St. dev. (0.6913) (0.0767) (0.1328) (0.4098) (0.0169) (0.0077)
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Slika 2.3: Dijagrami vremenskog niza, autokorelacione funkcije
i parcijalne autokorelacione funkcije podataka o broju podmet-
nutih po�ara.
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2.3.7 Sliqnosti i razlike me�u generalizovanim
operatorima I, II i III vrste

U ovom odeǉku da�emo kratak pregled osobina generalizova-
nih operatora I, II i III vrste. Uporedi�emo ǌihove najva�nije
osobine me�usobno, ali i sa odgovaraju�im osobinama binomnog
tining operatora. Tako�e �emo razmotriti motivaciju za uvo�e-
ǌe ove tri vrste operatora.

Podsetimo se da je binomni tining operator zasnovan na nizu
nezavisnih jednako raspodeǉenih sluqajnih promenǉivih sa Ber(α)
raspodelom, dok su generalizovani tining operatori zasnovani
na nizovima zavisnih sluqajnih promenǉivih, tako�e sa Ber(α)
raspodelom. U konstrukciji generalizovanih tining operatora
uqestvuje novi parametar θ koji odre�uje korelisanost izme�u
brojaqkih sluqajnih promenǉivih.

Neka je α ∈ (0, 1), neka su X i Y nenegativne celobrojne slu-
qajne promenǉive i neka ”α •θ ” oznaqava generalizovane tining
operatore I, II i III vrste. Iz prethodnih odeǉaka zakǉuqujemo da
slede�e osobine va�e za sva tri operatora:

(i) E(α •θ X) = αE(X),

(ii) E((α •θ X)Y ) = αE(XY ),

(iii) Cov(X,α •θ Y ) = αCov(X, Y ).

Tako�e, za uslovno oqekivaǌe imamo

(iv) E(α •θ X|X) = αX.

Ove osobine su analogne osobinama koje va�e i za binomni tining
operator ”α ◦ ”.

Za uslovnu disperziju va�i:

(i) V ar(α ◦θ X|X) = α(1− α)θ2X2 + α(1− α)(1− θ2)X,

(ii) V ar(α ∗θ X|X) = α(θ − α)X2 + α(1− θ)X,

(iii) V ar(α ⋄θ X|X) = (1− α)(α + θ − 1)X2 + (1− α)(1− θ)X.
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Za binomni tining operator imamo da je V ar(α◦θX|X) = α(1−α)X,
odnosno uslovna disperzija je linearna funkcija. Mo�emo prime-
titi da u sluqaju generalizovanog tining operatora I vrste ako θ
te�i nuli, uslovna disperzija te�i α(1− α)X. U sluqaju genera-
lizovanih tining operatora II i III vrste uslovna disperzija te�i
α(1− α)X, kada θ te�i graniqnim vrednostima α i 1− α, redom.

Daǉe, za generalizovane tining operatore I, II i III vrste va�i:

(i) α ◦θ (β ◦δ X)
r
= ((Iαθ + α− αθ)(Iβδ + β − βδ)) ◦X,

(ii) α ∗θ (β ∗δ X)
r
= ((1− θ · I 1−α

θ
)(1− δ · I 1−β

δ
)) ◦X,

(iii) α ⋄θ (β ⋄δ X)
r
= (αβ) ⋄(θδ) X.

Za sva tri operatora va�e osobine analogne osobini binomnog
tining operatora α ◦ (β ◦X)

d
= (αβ) ◦X.

Poxto je generalizovani tining operator najopxtiji, razmo-
trimo motivaciju za uvo�eǌe generalizovanih tining operatora
II i III vrste. Raspodela sume brojaqkih sluqajnih promenǉivih
je u prvom sluqaju jednaka mexavini dve binomne raspodele, tj

U1 + U2 + · · ·+ Un
r
=

{
Bin(n, α(1− θ)), s.v. 1− α,
Bin(n, θ + α(1− θ)), s.v. α .

U drugom sluqaju imamo da je

U1 + U2 + · · ·+ Un
r
=

{
n, s.v. 1− 1−α

θ
,

Bin(n, 1− θ), s.v. 1−α
θ

,

xto u praksi znaqi da se u datom trenutku sa izvesnom vero-
vatno�om mogu realizovati sve brojaqke sluqajne promenǉive ili
se sa odre�enom verovatno�om mogu realizovati samo neke od ǌih.

U tre�em sluqaju je ova raspodela jedaka mexavini nule i
binomne raspodele

U1 + U2 + · · ·+ Un
r
=

{
0, s.v. 1− α

θ
,

Bin(n, θ), s.v. α
θ
,

xto znaqi da se u jednom trenutku sa izvesnom verovatno�om ne�e
realizovati ni jedna brojaqka sluqajna promenǉiva ili �e se sa
odre�enom verovatno�om realizovati samo neke od ǌih.
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Zajedniqka osobina modela koji su zasnovani na ovim operato-
rima je to xto se svi oni baziraju na zavisnim brojaqkim nizo-
vima. Me�utim, zbog navedenih razlika jasno je da �e svaki od
ǌih imati primenu na razliqitim tipovima podataka.
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Glava 3

Mexoviti INAR model sa
zavisnim i nezavisnim
brojaqkim nizovima

Podsetimo se da je do sada najqex�e korix�eni binomni ti-
ning operator zasnovan na Bernulijevom brojaqkom nizu nezavi-
snih sluqajnih promenǉivih. U prethodnim glavama opisali smo
tining operatore koji se baziraju na Bernulijevim brojaqkim
nizovima zavisnih sluqajnih promenǉivih. Tako sada sa jedne
strane imamo INAR modele bazirane na binomnom tiningu koji
su pogodni za opisivaǌe pojava u kojima su elementi posmatrane
populacije potpuno nezavisni, dok sa druge strane imamo modele
bazirane na generalizovanom binomnom tining operatoru, koji do-
bro opisuju pojave u kojima me�u posmatranim jedinkama postoji
znaqajna me�usobna povezanost.

Me�utim, u stvarnom �ivotu qesto nailazimo na situacije koje
su u osnovi vrlo slo�ene. Naime, mo�e se desiti da elementi
koji su predmet posmatraǌa, u odre�enim vremenskim interva-
lima budu nezavisni, dok u u drugim vremenskim intervalima
mogu biti znaqajno povezani i me�usobno zavisni. U ciǉu xto
boǉeg opisivaǌa takvih pojava, u ovoj glavi uvodimo slo�enije
modele koji �e se bazirati na mexavini ova dva tining opera-
tora.



Mexoviti INAR model

3.1 Mexoviti INAR model prvog reda

Modeli u qijoj konstrukciji uqestvuje jedan tining operator
qesto ne mogu dovoǉno dobro da opixu vrlo slo�ene prirodne po-
jave. Tako su Nastić i Ristić (2012) i Ristić i Nastić (2012), uveli
modele zasnovane na mexavini binomnog i negativnog binomnog
tining operatora. Ovi modeli su pogodni za opisivaǌe pojava
u kojima se javǉaju sluqajni doga�aji promenǉivog karaktera u
smislu meǌaǌa stepena aktivnosti posmatranih elemenata. Na-
ime, elementi u odre�enim intervalima mogu biti pasivni u smi-
slu da mogu samo da opstaju ili samo da ixqezavaju, dok u drugim
intervalima mogu biti aktivni u smislu da mogu da generixu
vixe novih elemenata. Na taj naqin, veza izme�u qlanova niza
se ostvaruje primenom i Bernulijevog i geometrijskog brojaqkog
niza.

Mi �emo u ovoj glavi tako�e prouqavati modele koji �e biti
pogodni za opisivaǌe sluqajnih doga�aja promenǉivog karaktera,
ali �e se ta promenǉivost ovde odnositi na me�usobnu zavisnost
posmatranih elemenata. Tako �emo konstruisati mexoviti mo-
del prvog reda u kome �e veza izme�u uzastopnih qlanova niza
biti ostvarena primenom Bernulijevog brojaqkog niza sa nezavi-
snim, i Bernulijevog brojaqkog niza sa zavisnim sluqajnim pro-
menǉivama. Nakon konstrukcije modela, razmotri�emo osnovna
svojstva, odredi�emo raspodelu inovacionog niza i oceniti ne-
poznate parametre. Na kraju �emo dati primer primene modela
na stvarnim podacima.

3.1.1 Konstrukcija i osnovna svojstva modela
MDCINAR(1)

Podsetimo se da je binomni tining operator ”α ◦ ” definisan
sa α ◦ X =

∑X
i=1 Yi, gde je {Yi} niz nezavisnih jednako raspode-

ǉenih sluqajnih promenǉivih sa Ber(α) raspodelom. Generali-
zovani binomni tining operator I vrste ”α ◦θ ” je definisan sa
α ◦θ X =

∑X
i=1 Ui, α, θ ∈ (0, 1), gde je {Ui} niz zavisnih sluqajnih

promenǉivih sa Ber(α) raspodelom. U ovoj sekciji konstruixemo
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INAR model reda jedan uz pomo� ova dva tining operatora. Neka
je vremenski niz {Xn, n ≥ 0}, generisan sa

Xn =

{
α ◦Xn−1 + εn, s.v. p,
α ◦θ Xn−1 + εn, s.v. 1− p, n ≥ 1

(3.1.1)

gde su α, θ ∈ (0, 1), p ∈ [0, 1], i va�e slede�i uslovi:

(A1) {εn}n∈N je niz nezavisnih jednako raspodeǉenih sluqajnih pro-
menǉivih takvih da je Cov(εn, Xm) = 0 za m < n,

(A2) brojaqke sluqajne promenǉive nizova {Yi}i≥1 i {Uj}j≥1 su me-
�usobno nezavisne i nezavisne od Xk i εl, za svako i, j, k i l,

(A3) nizovi sluqajnih promenǉivih {Yi}i≥1, koji se koriste za ge-
nerisaǌe α ◦Xn i α ◦Xm, su me�usobno nezavisni, i tako�e,
nizovi sluqajnih promenǉivih {Uj}j≥1, koji generixu α ◦θ Xn

i α ◦θ Xm su me�usobno nezavisni za n ̸= m.

Definicija 3.1.1 Niz {Xn, n ≥ 0} nenegativnih celobrojnih slu-
qajnih promenǉivih je mexoviti INAR model reda 1 sa zavisnim
i nezavisnim brojaqkim nizovima (MDCINAR(1))1, ako postoji niz
{εn}n∈N, takav da va�i (3.1.1) i da su zadovoǉeni uslovi (A1)− (A3).

Nadaǉe razmatramo vremenski niz {Xn, n ≥ 0} sa jednakim ras-
podelama sluqajnih promenǉivih.

Teorema 3.1.1 Vremenski niz {Xn, n ≥ 0} dat u Definiciji 3.1.1, sa
jednakim raspodelama sluqajnih promenǉivih je strogo stacionaran
lanac Markova.

Dokaz. Iz Definicije 3.1.1 vidimo da Xn zavisi od Xn−1, Y
(n−1)
1 , . . . ,

Y
(n−1)
Xn−1

, U
(n−1)
1 , . . . , U

(n−1)
Xn−1

, εn, pa je Xn funkcija od Xn−1. Na isti na-
qin zakǉuqujemo da je Xn−1 funkcija od Xn−2, xto znaqi da Xn od
daǉe proxlosti zavisi posredno preko Xn−1, a odatle sledi da je
{Xn} lanac Markova.

Razmotrimo zato strogu stacionarnost vremenskog niza. Treba
dokazati da za svako n i k iz N va�i

P (X1 = j1, X2 = j2, . . . , Xk = jk) = P (Xn+1 = j1, Xn+2 = j2, . . . , Xn+k = jk).

1Mixed dependent counting INAR
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{Xn} je lanac Markova, pa kao u dokazu Leme 2.1.2 imamo da je

P (X1 = j1, . . . , Xk = jk) = P (Xk = jk|Xk−1 = jk−1)

× · · · × P (X2 = j2|X1 = j1)P (X1 = j1),

P (Xn+1 = j1, . . . , Xn+k = jk) = P (Xn+k = jk|Xn+k−1 = jk−1)

× · · · × P (Xn+2 = j2|Xn+1 = j1)P (Xn+1 = j1).

Koriste�i Definiciju 3.1.1 i qiǌenicu da je {εn} niz nezavisnih
jednako raspodeǉenih sluqajnih promenǉivih, za neko x ∈ N0 i
neko y ∈ N0 dobijamo

P (Xi+1 = y|Xi = x) = pP

(
x∑

l=1

Yl + εi+1 = y

)
+ (1− p)P

(
x∑

s=1

Us + εi+1 = y

)

= p

min(x,y)∑
k=0

P

(
x∑

l=1

Yl = k

)
P (εi+1 = y − k)

+(1− p)

min(x,y)∑
m=0

P

(
x∑

s=1

Us = m

)
P (εi+1 = y −m)

= p

min(x,y)∑
k=0

P

(
x∑

l=1

Yl = k

)
P (εn+i+1 = y − k)

+(1− p)

min(x,y)∑
m=0

P

(
x∑

s=1

Us = m

)
P (εn+i+1 = y −m)

= P (Xn+i+1 = y|Xn+i = x). 2

Koriste�i osobine binomnog i generalizovanog binomnog ti-
ning operatora, dobijamo da je

E(Xn) = pE(α ◦Xn−1 + εn) + (1− p)E(α ◦θ Xn−1 + εn)

= αE(Xn) + E(εn).

Odavde imamo da je µε = (1 − α)µ, gde smo sa µε i µ oznaqili
oqekivaǌa sluqajnih promenǉivih εn i Xn, respektivno.

Daǉe, iz Definicije 3.1.1 i osobina ovih operatora, imamo da
je

E(Xn+kXn) = αE(Xn+k−1Xn) + (1− α)µ2,
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xto je isto kao i kod svih modela prvog reda koje smo posma-
trali u prethodnim glavama. Oqigledno, autokovarijansna funk-
cija vremenskog niza je

γk ≡ Cov(Xn+k, Xn)

= pCov(α ◦Xn+k−1 + εn+k, Xn) + (1− p)Cov(α ◦θ Xn+k−1 + εn+k, Xn)

= pαCov(Xn+k−1, Xn) + (1− p)αCov(Xn+k−1, Xn)

= αCov(Xn+k−1, Xn) = αγk−1, k ≥ 0.

Ponavǉaju�i postupak k puta, dobijamo da je γk = αkγ0, k ≥ 0, a
odatle direktno sledi da je autokorelaciona funkcija ρk = αk, k ≥
0.

Raspodela inovacionog niza

Pretpostavimo sada da MDCINAR(1) vremenski niz ima geome-
trijsku marginalnu raspodelu sa parametrom µ

1+µ
, µ > 0. Slede�om

teoremom je data raspodela inovacionog niza {εn}.

Teorema 3.1.2 Ako va�e uslovi (A1) − (A3), sluqajna promenǉiva
εn je mexavina nule i tri geometrijski raspodeǉene sluqajne pro-
menǉive, tj.

εn
r
=


0, s.v. α2(1−θ)(α+θ−αθ)

ab

Geom( µ
1+µ

), s.v. (1−α(1−θ))(1−α)2(1−θ)
(1−a)(1−b)

Geom( aµ
1+aµ

), s.v. (α−a)(a−α+αθ)(a−α−θ+αθ)
a(1−a)(a−b)

Geom( bµ
1+bµ

), s.v. (b−α)(b−α+αθ)(θ+α−b−αθ)
b(1−b)(b−a)

.

gde su a i b (a ≤ b), rexeǌa jednaqine x2 − (2α + θ − 2αθ)x+ α(α + θ −
2αθ − θ2p+ αθ2p) = 0.

Dokaz. Ako oznaqimo funkcije generatrise verovatno�e sluqajnih
promenǉivih Xn i εn, redom sa ΦX(s) i Φε(s), imamo da je

Φε(s) =
ΦX(s)

pϕX(α, s) + (1− p)(1− α)ϕX(α(1− θ), s) + (1− p)αϕX(θ + α(1− θ), s)
,

gde je ϕX(α, s) ≡ ΦX(1− α + αs).
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Oznaqimo imenilac prethodnog razlomka sa I(s). Koriste�i
pretpostavku da Xn ima Geom(µ/(1 + µ)) raspodelu, dobijamo

I(s) =
(1− p)(1− α)

1 + µ− µ(1− α(1− θ) + α(1− θ)s)

+
(1− p)(1− α)

1 + µ− µ(1− (θ + α(1− θ)) + (θ + α(1− θ))s)

+
p

1 + µ− µ(1− α + αs)

=
A(s)

[1 + α(1− θ)µ− α(1− θ)µs][1 + (θ + α(1− θ))µ+ (θ + α(1− θ))µs][1 + αµ− αµs]
,

gde je

A(s) = 1 + 2αµ+ θµ− 2αθµ+ α2µ2 + αθµ2 − 2α2θµ2 − αθ2µ2p+ α2θ2µ2p

−(2α + θ − 2αθ + 2α2µ+ 2αθµ− 4α2θµ− 2αθ2µp+ 2α2θ2µp)µs

+α(α + θ − 2αθ − θ2p+ αθ2p)µ2s2, (3.1.2)

pa je odavde

Φε(s) =
ΦX(s)

I(s)
=

1
1+µ−µs

I(s)

=
[1 + α(1− θ)µ− α(1− θ)µs][1 + (θ + α(1− θ))µ+ (θ + α(1− θ))µs][1 + αµ− αµs]

A(s)(1 + µ− µs)
.

Ako A(s) zapixemo u obliku A(s) = (1 + aµ − aµs)(1 + bµ − bµs),
dobijamo da je

A(s) = 1 + aµ+ bµ+ abµ2 − (aµ+ bµ+ 2abµ2)s+ abµ2s2. (3.1.3)

Izjednaqavaju�i koeficijente u (3.1.2) i (3.1.3), dobijamo

a+ b = 2α + θ − 2αθ

ab = α(α + θ − 2αθ − θ2p+ αθ2p),

pa �e a i b predstavǉati rexeǌa jednaqine

x2 − (a+ b)x+ ab = 0,
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odnosno jednaqine

x2 − (2α + θ − 2αθ)x+ α(α + θ − 2αθ − θ2p+ αθ2p).

Doka�imo sada da su a i b realni pozitivni brojevi. Za diskri-
minantu va�i da je

D = (2α + θ − 2αθ)2 − 4α(α + θ − 2αθ − θ2p+ αθ2p)

= (1− 4α(1− p) + 4α2(1− p))θ2

= (1− p+ p− 4α(1− p) + 4α2(1− p))θ2

= pθ2 + (1− p)(1− 4α+ 4α2)

= pθ2 + (1− p)(1− 2α)2,

qime smo pokazali da je D ≥ 0, pa su a i b realni brojevi. Daǉe,
imamo da je

a+ b = 2α + θ − 2αθ

= 2α(1− θ) + θ > 0,

ab = α(α + θ − 2αθ − θ2p+ αθ2p)

= α(α(1− θ) + θ(1− α)− θ2p(1− α))

= α(α(1− θ) + θ(1− α)(1− θp)) > 0,

odakle sledi da su a i b pozitivni brojevi. Konaqno,

a =
2α + θ − 2αθ − θ

√
1− 4α(1− p) + 4α2(1− p)

2

b =
2α + θ − 2αθ + θ

√
1− 4α(1− p) + 4α2(1− p)

2
.

Iz svega prethodnog zakǉuqujemo da se funkcija generatrise ve-
rovatno�e sluqajne promenǉive εn mo�e zapisati kao

Φε(s) =
[1 + α(1− θ)µ− α(1− θ)µs][1 + (θ + α(1− θ))µ+ (θ + α(1− θ))µs][1 + αµ− αµs]

(1 + µ− µs)(1 + aµ− aµs)(1 + bµ− bµs)
.

Doka�imo sada da se Φε(s) mo�e predstaviti u obliku

Φε(s) = A0 +
A1

1 + µ− µs
+

A2

1 + aµ− aµs
+

A3

1 + bµ− bµs
, (3.1.4)
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gde je

A0 =
α2(1− θ)(α + θ − αθ)

ab
.

odnosno, odredimo koeficijente A1, A2 i A3.
Neka je 1 + µ− µs = 0, tj. s = 1 + 1

µ
. Dobijamo da je

ab

(
1 + α(1− θ)µ− α(1− θ)µ

(
1 +

1

µ

))
×
(
1 + (θ + α(1− θ))µ− (θ + α(1− θ))µ

(
1 +

1

µ

))
×
(
1 + αµ− αµ

(
1 +

1

µ

))
= A1 · ab

(
1 + aµ− aµ

(
1 +

1

µ

))(
1 + bµ− bµ

(
1 +

1

µ

))
,

pa je odavde

(1− α(1− θ))(1− (θ + α(1− θ)))(1− α) = A1(1− a)(1− b),

tj. dobijamo da je

A1 =
(1− θ)(1− α)2(1− α + αθ)

(1− a)(1− b)
.

Sliqno, stavǉaju�i da je 1 + aµ− aµs = 0 i 1 + bµ− bµs = 0, odre-
�ujemo ostale koeficijente

A2 =
(α− a)(a− α + αθ)(a− α− θ + αθ)

a(1− a)(a− b)
,

A3 =
(b− α)(b− α + αθ)(θ + α− b− αθ)

b(1− b)(b− a)
.

Sada treba proveriti da su Ai, i = 0, 1, 2, 3 dobro definisane ve-
rovatno�e, tj. da je ǌihov zbir jednak 1 i da im vrednosti pripa-
daju intervalu [0, 1]. Direktnom proverom se utvr�uje da je ǌihov
zbir jednak 1, xto znaqi da je dovoǉno pokazati da je Ai ≥ 0, za
i = 0, 1, 2, 3.
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Oqigledno je da je A0 ≥ 0. Va�i da je

(1− a)(1− b) = 1− (a+ b) + ab

= 1− (2α + θ − 2αθ) + α(α + θ − 2αθ − θ2p+ αθ2p)

= (1− α)(1− α− θ + 2αθ − αθ2p)

= (1− α)((1− α)(1− θ) + αθ(1− θp)) > 0,

pa odavde sledi da je A1 ≥ 0. Daǉe, imamo da je

(a− α)(b− α) = ab− α(a+ b) + α2

= −αθ2p(1− p) ≤ 0,

a odavde sledi da su a − α i b − α suprotnog znaka, pa su mogu�a
dva sluqaja. Sluqaj a− α ≥ 0 i b− α ≤ 0, tj. b ≤ α ≤ a je nemogu�
zbog pretpostavke da je a ≤ b, pa odatle sledi da va�i sluqaj
a ≤ α ≤ b. Kako je α < 1, to �e biti i a < 1. Sada, iz nejednakosti
(1− a)(1− b) > 0 dobijamo da je b < 1. Po�imo sada od proizvoda

(a− α(1− θ))(b− α(1− θ)) = ab− α(1− θ)(a+ b) + α2(1− θ)2

= (1− p)(1− α)αθ2 ≥ 0.

Kako je b ≥ α, to je b − α + αθ ≥ 0, pa je odatle i a − α + αθ ≥ 0.
Konaqno, posmatrajmo proizvod

(a− θ − α(1− θ))(b− θ − α(1− θ)) =

= ab− (θ + α(1− θ))(a+ b) + (θ + α(1− θ))2

= (1− p)(1− α)αθ2 ≥ 0.

Iz nejednakosti a− α ≤ 0 sledi da je a− α− θ(1− α) ≤ 0, a odatle
b−θ−α(1−θ) ≤ 0. Sada iz α−a ≥ 0, a−α+αθ ≥ 0 i a−α−θ+αθ ≤ 0
sledi da je (α − a)(a − α + αθ)(a − α − θ + αθ) ≤ 0, xto je brojilac
u A2. Iz a > 0, 1 − a > 0 i a − b < 0 sledi da je brojilac u A2

negativan, pa dobijamo da je A2 ≥ 0. Sa druge strane, dobili smo
da su svi qinioci u brojiocu u A3 nenegativni i svi qinioci u
imeniocu pozitivni, pa je odatle A3 ≥ 0. Time smo dokazali da su
Ai, i = 0, 1, 2, 3 dobro definisane verovatno�e, pa iz (3.1.4) sledi
dokaz teoreme. 2
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Razmotrimo sada kako neke specijalne vrednosti parametara
utiqu na raspodelu inovacionog niza. Za θ = 1, raspodela slu-
qajne promenǉive εn jednaka je mexavini dve geometrijske ras-
podele Geom

(
aµ

1+aµ

)
i Geom

(
bµ

1+bµ

)
, gde su a i b rexeǌa jednaqine

x2 − x + α(1 − α)(1 − p) = 0. Za θ = 0, imamo da je a = b = α, pa
je raspodela sluqajne promenǉive εn jednaka je mexavini nule i
geometrijske raspodele Geom

(
µ

1+µ

)
, redom sa verovatno�ama α i

(1− α), pa se ovaj model svodi na GINAR(1) model koji su defini-
sali Alzaid i Al-Osh (1988).

3.1.2 Uslovne statistiqke osobine MDCINAR(1)
modela

Odredimo sada uslovno oqekivaǌe i uslovnu disperziju. Iz
Definicije 3.1.1, imamo da je

E(Xn+1|Xn) = pE(α ◦Xn + εn+1|Xn) + (1− p)E(α ◦θ Xn + εn+1|Xn)

= pαXn + pµε + (1− p)(αXn + µε)

= αXn + µε

= αXn + (1− α)µ.

Sliqno kao u prethodnim modelima, dobijamo da je

E(Xn+k|Xn) = αkXn + (1− αk)µ,

pa va�i E(Xn+k|Xn) → E(Xn), za k → ∞. Odredimo sada uslovnu
disperziju za korak jedan. Najpre raqunamo

E(X2
n+1|Xn) = pE((α ◦Xn + εn+1)

2|Xn) + (1− p)E((α ◦θ Xn + εn+1)
2|Xn)

= p
{
α2X2

n + α(1− α + 2µε)Xn + E(ε2)
}

+(1− p)
{
α(α+ θ2(1− α))X2

n + α(1− α)(1− θ2)Xn + 2αµεXn + E(ε2)
}

=
{
pα2 + α(1− p)(α+ θ2(1− α))

}
X2

n

+
{
pα(1− α + 2µε) + (1− p)α(1− α)(1− θ2) + (1− p)2αµε

}
Xn + E(ε2)

= α
{
pα + (1− p)(α+ θ2 − αθ2)

}
X2

n

+α(1− α)
(
1− (1− p)θ2 + 2µ

)
Xn + E(ε2).
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Sada, iz

V ar(Xn+1|Xn) = E(X2
n+1|Xn)− (E(Xn+1|Xn))

2,

dobijamo da je

V ar(Xn+1|Xn) = α
(
pα+ (1− p)(α + θ2 − αθ2)

)
X2

n

+α(1− α)
(
1− (1− p)θ2 + 2µ

)
Xn + E(ε2)

−α2X2
n − 2α(1− α)µXn − (1− α)2µ2

= α(pα+ (1− p)(α + θ2 − αθ2)− α)X2
n

+α(1− α)(1− (1− p)θ2)Xn + E(ε2)− (1− α)2µ2,

pa je odavde

V ar(Xn+1|Xn) = αθ2(1−α)(1−p)X2
n+α(1−α)(1−(1−p)θ2)Xn+σ

2
ε , (3.1.5)

gde je
σ2
ε = (1− α)µ(1 + (1 + α− 2α(1− p)θ2)µ). (3.1.6)

Vidimo da uslovna disperzija kvadratno zavisi od proxlosti
vremenskog niza. Ova kvadratna zavisnost se gubi u sluqaju kada
θ te�i nuli, ili kada p te�i jedinici.

3.1.3 Oceǌivaǌe nepoznatih parametara
MDCINAR(1) modela

U ovoj sekciji oceni�emo nepoznate parametre α, θ, µ i p, kori-
ste�i metod momenata i modifikovani metod uslovnih najmaǌih
kvadrata. Za izraqunavaǌe ML ocena koristi�emo metod neline-
arne optimizacije primenom funkcije nlm() u okviru softverskog
paketa R. Pomo�u ove funckije numeriqkim putem se odre�uje mi-
nimum negativne logaritamske funkcije verodostojnosti, pa sek-
cija o ML ocenama ne�e biti posebno razmatrana. Sve ocene �e
biti bazirane na realizaciji sluqajnog vektora (X1, X2, . . . , XN)
posmatranog vremenskog niza.
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Modifikovani metod uslovnih najmaǌih kvadrata

Za oceǌivaǌe nepoznatih parametara ponovo �emo koristiti
dvokoraqni metod (Karlsen i Tjostheim, 1998). U prvom koraku mi-
nimiziramo sumu QN(α, µ) =

∑N
n=2(Xn − αXn−1 − (1− α)µ)2 da bismo

dobili ocene parametara α i µ. Ova funkcija je ista kao kod
prethodnih modela reda jedan, to �emo dobiti i iste ocene, tj.

α̂cls =

∑N
n=2XnXn−1 − 1

N−1

∑N
n=2Xn

∑N
n=2Xn−1∑n

n=2X
2
n−1 − 1

N−1
(
∑n

t=2Xt−1)2

µ̂cls =

∑N
t=2Xn − α̂cls

∑N
n=2Xn−1

(N − 1)(1− α̂cls)
.

Kako se parametri p i θ povezani izrazom (1 − p)θ2, oznaqimo sa
η = (1−p)θ2 i ocenimo η u drugom koraku minimiziraǌem funkcije

S(η) =
N∑

n=2

(Vn − V ar(Xn|Xn−1))
2,

gde je Vn = (Xn − αXn−1 − (1 − α)µ)2. Iz (3.1.5) i (3.1.6) dobijamo
da je

S(η) =

N∑
n=2

(Vn−α(1−α)(X2
n−1−Xn−1−2µ2)η−(1−α)(αXn−1+µ+(1+α)µ2))2.

Odavde dobijamo da je

η̂cls =

∑N
n=2(V̂n − (1− α̂cls)(α̂clsXn−1 + µ̂cls + (1 + α̂cls)µ̂

2
cls))(X

2
n−1 −Xn−1 − 2µ̂2

cls)

α̂cls(1− α̂cls)
∑N

n=2(X
2
n−1 −Xn−1 − 2µ̂2

cls)
2

,

gde je V̂n = (Xn − α̂clsXn−1 − (1− α̂cls)µ̂cls)
2.

Stroga postojanost ocena (α̂cls, µ̂cls) sledi iz qiǌenice da se
ove ocene poklapaju sa odgovaraju�im strogo postojanim ocenama
u prethodnim modelima. Iz ergodiqnosti vremenskog niza sledi
stroga postojanost ocene ηcls. U praktiqnoj primeni, ocene za θ i p
se mogu dobiti tako xto �emo jedan od ova dva parametra oceniti
nekom drugom metodom ili mo�emo pretpostaviti da je jedan od
ova dva parametra unapred zadat kao poznati parametar. Iz Te-
oreme 1.1.4, dobijamo asimptotsku raspodelu ocena (α̂cls, µ̂cls), tj.
va�i

149



Mexoviti INAR model

√
N

[
α̂cls − α
µ̂cls − µ

]
r−→ N

([
0
0

]
,U−1RU−1

)
.

gde je

U−1RU−1 =

[
(1−α)(α+µ+3αµ+8α(1−p)µθ2+µ2+αµ2+12α(1−p)µ2θ2)

µ(1+µ) α(1 + 4(1− p)µθ2)

α(1 + 4(1− p)µθ2) (1+α)µ(1+µ)
1−α

]
.

Razmotrimo sada kako neki specijalni sluqajevi vrednosti pa-
rametara utiqu na kovarijansnu matricu. U sluqaju kada α te�i
nuli, zavisnost izme�u ocena opada, disperzija ocene parametra
α te�i ka 1, dok disperzija ocene parametra µ te�i disperziji
marginalne raspodele. U sluqaju kada µ te�i nuli, kovarijanse
te�e korelaciji, ocena parametra µ konvergira ka konstanti, dok
disperzija ocene parametra α te�i ka beskonaqnosti. U sluqaju
kada α te�i jedinici, kovarijanse te�e ka 1 + 4(1 − p)µθ2, ocena
parametra α konvergira ka konstanti, dok disperzija ocene para-
metra µ te�i ka beskonaqnosti.

Metod momenata

Poxto je E(Xn) = µ i Corr(Xn, Xn−1) = α, za oceǌivaǌe para-
metara α i µ koristimo uzoraqku sredinu i uzoraqku autokorela-
ciju. Tako imamo da je

µ̂yw =
1

N

N∑
n=1

Xn,

α̂yw =

N∑
n=2

(Xn −XN)(Xn−1 −XN)

N∑
n=1

(Xn −XN)2
.

Parametar θ oceǌujemo uz pomo� Cov(X2
n, Xn−1). Lako se pokazuje

da va�i

Cov(X2
n, Xn−1) = pCov((α ◦Xn−1)

2, Xn−1)

+ (1− p)Cov((α ◦θ Xn−1)
2, Xn−1) + 2α(1− α)µ2(1 + µ).
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Koriste�i osobine binomnog i generalizovanog binomnog tining
operatora, sliqno kao u prethodnim modelima pokazujemo da je

Cov(X2
n, Xn−1) = αµ(1 + µ)(1 + µ+ 2αµ+ 4µ(1− α)(1− p)θ2).

Neka je Ĉ ocena kovarijanse Cov(X2
n, Xn−1), tj.

Ĉ =
1

N − 1

N∑
n=2

X2
nXn−1 −

(
1

N − 1

N∑
n=2

X2
n

)(
1

N − 1

N∑
n=2

Xn−1

)
.

Ovde �emo opet oceniti η = (1− p)θ2. Imamo da je

η̂yw =
Ĉ − α̂ywµ̂yw(1 + µ̂yw)(1 + 2µ̂yw + 2α̂ywµ̂yw)

4α̂yw(1− α̂yw)µ̂2
yw(1 + µ̂yw)

.

Ocene parametara α i µ dobijene metodom momenata su iste kao
kod prethodnih modela, pa su strogo postojane. Iz stroge postoja-
nosti ovih ocena, stroge postojanosti ocene Ĉ i iz ergodiqnosti
vremenskog niza, sledi stroga postojanost ocene parametra η.

Numeriqki rezultati

Uporedimo sada metode oceǌivaǌa nepoznatih parametara me-
xovitog MDCINAR(1) modela, razmatrane u odeǉku 3.1.3. Najpre
simuliramo 100 uzoraka obima 1000. Zatim raqunamo uzoraqke
sredine i standardne devijacije za poduzorke obima 100, 200, 500
i 1000. Posmatra�emo slede�e sluqajeve stvarnih vrednosti pa-
rametara (a) α = 0, 1, θ = 0, 8, p = 0, 2, (b) α = 0, 3, θ = 0, 4, p = 0, 4 i
(c) α = 0, 6, θ = 0, 1, p = 0, 7. U svakom od ova tri sluqaja, parametar
µ �e imati vrednosti 0,5 ili 2. Iz Tabela 3.1 i 3.2, vidimo da
sredine konvergiraju pravim vrednostima u svim sluqajevima i
da standardne devijacije opadaju sa pove�aǌem obima uzorka. U
prvom sluqaju, tj. u sluqaju kada je slaba korelisanost α, sna�na
zavisnost me�u qlanovima brojaqkog niza θ, i kada je p malo, naj-
boǉi rezultati se dobijaju metodom maksimalne verodostojnosti.
U drugom sluqaju, kada su vrednosti za α, θ i p bliske, najmaǌe
standardne devijacije u oceǌivaǌu parametara θ i p se dobijaju
metodom uslovnih najmaǌih kvadrata. U posledǌem sluqaju, za
velike vrednosti α i p i malu vrednost θ, rezultati oceǌivaǌa
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parametara θ i p su sliqni kao u prvom sluqaju, dok se najmaǌa
odstupaǌa u oceǌivaǌu parametra µ, za µ = 0, 5, dobijaju meto-
dom momenata. Analiziraju�i kako promena vrednosti parametra
µ utiqe na ocene, mo�e se primetiti da u prva dva sluqaja bo-
ǉe ocene za parametre α, θ i p dobijamo kada je µ ve�e, dok se
u tre�em sluqaju boǉe ocene dobijaju uglavnom kada je µ maǌe.
Mo�emo primetiti da u sluqaju (c) za µ = 2, standardne devi-
jacije u oceǌivaǌu parametra θ ne opadaju, xto je mogu�e kada
posmatramo mali obim uzorka. Tako�e, mo�emo primetiti da se
kod oceǌivaǌa parametra p ne dobijaju dobri rezultati kao kod
oceǌivaǌa ostalih parametara, xto je posledica korix�eǌa mo-
difikovanog metoda oceǌivaǌa. Uzimaju�i sve u obzir, zakǉu-
qujemo da metod maksimalne verodostojnosti u ve�ini sluqajeva
daje najboǉe rezultate, u odnosu na sve parametre.

3.1.4 Primena na realnim podacima
Sada �emo razmotriti primenu posmatranog modela na pri-

meru stvarnih podataka preuzetih sa sajta Forecasting Principles
(http://www.forecastingprinciples.com). Radi se o kriminoloxkim po-
dacima (C-SHOTS) koji predstavǉaju meseqno brojaǌe prijavǉe-
nih pucǌeva, prikupǉenih primenom CAD2 sistema. Ovaj vremen-
ski niz sad�i 144 opservacije, registrovane u policijskoj sta-
nici 1016, u periodu od januara 1991. do decembra 2001. godine,
u Pitsburgu. Uzoraqka sredina, disperzija i autokorelacija su
redom 4,139, 21,183 i 0,452. Odgovaraju�i grafikoni su predsta-
vǉeni na Slici 3.1. Vidimo da autoregresivni model reda jedan
odgovara ovim podacima.

Uporedi�emo sada nax model sa drugim odgovaraju�im INAR(1)
modelima. S obzirom na to da je MDCINAR(1) model baziran na
binomnom i generalizovanom binomnom tining operatoru I vrste,
logiqno je uporediti ga sa geometrijskim INAR(1) modelom (Al-
zaid, Al-Osh, 1988) koji je zasnovan na binomnom tiningu, i sa DC-
GINAR(1) modelom koji je baziran na generalizovanom binomnom
tiningu I vrste. Radi kompletnijeg pore�eǌa, posmatra�emo i
neke druge modele kao xto su: NGINAR(1) model (Ristić, Bakouch,

2Computer aided dispatch
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Nastić, 2009), INAR(1) model sa Puasonovom marginalnom raspode-
lom (Al-Osh, Alzaid, 1987), INAR(1) model sa negativnom binomnom
marginalnom raspodelom (Zhu, Joe, 2006) i NBINAR(1) model (Ri-
stić, Nastić, Bakouch, 2012). Analiziraju�i poredbene kriterijume
AIC, BIC i RMS (Tabela 3.3), vidimo da MDCINAR(1) model daje
najboǉe rezultate, qak i pored toga xto sadr�i najve�i broj pa-
rametara.

Osvrnimo se sada na prirodu posmatranih podataka. CAD ili
911 kol centar sadr�i podatke koji se odnose na prijave i pri-
tu�be gra�ana na razliqite vrste ometaǌa, ugro�avaǌa i uzne-
miravaǌa. U ovom sluqaju, te prijave se odnose na pucǌavu. U
sluqaju nekog organizovanog ve�eg zloqina, kao xto je oru�ana
pǉaqka na primer, prijavǉeni sluqajevi mogu biti usko povezani
i me�usobno zavisni. S druge strane, oni mogu biti i kompletno
nezavisni ako se odnose na nepovezane zloqine. Posmatrani skup
podataka ukǉuquje obe situacije, pa MDCINAR(1) model koji je
zasnovan i na zavisnim i na nezavisnim brojaqkim nizovima pred-
stavǉa u ovom sluqaju najboǉi izbor. Napomenimo da se ovakve
situacije mogu qesto sretati u realnom �ivotu, pa ovaj model
mo�e imati xiroku primenu u praksi.
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Tabela 3.1: Sredine i standardne devijacije ocena za neke stvarne
vrednosti parametara MDCINAR(1) modela.

I

N α̂ml θ̂ml µ̂ml p̂ml α̂cls θ̂cls µ̂cls p̂cls

i) Stvarne vrednosti α = 0.1, θ = 0.8, µ = 0.5, p = 0.2

100 0.1011 0.6417 0.4832 0.2282 0.1008 0.3711 0.4847 0.5717
St. dev. (0.0889) (0.3490) (0.0930) (0.2955) (0.1022) (0.4252) (0.0957) (0.4422)
200 0.0960 0.6362 0.4878 0.2350 0.0980 0.4046 0.4891 0.5547
St. dev. (0.0626) (0.3483) (0.0677) (0.3123) (0.0825) (0.4347) (0.0699) (0.4419)
500 0.0961 0.6641 0.4957 0.2284 0.0982 0.4637 0.4965 0.4770
St. dev. (0.0509) (0.3187) (0.0437) (0.2791) (0.0610) (0.4183) (0.0440) (0.4242)
1000 0.0990 0.7416 0.4980 0.2051 0.0988 0.5272 0.4982 0.3838
St. dev. (0.0341) (0.2656) (0.0322) (0.2696) (0.0439) (0.3717) (0.0326) (0.3705)

ii) Stvarne vrednosti α = 0.1, θ = 0.8, µ = 2, p = 0.2

100 0.1097 0.7515 2.0097 0.2468 0.0935 0.4593 2.0173 0.5316
St. dev. (0.0829) (0.2668) (0.2851) (0.3289) (0.1003) (0.4470) (0.2864) (0.4316)
200 0.1143 0.7112 2.0105 0.2598 0.1072 0.4778 2.0149 0.4707
St. dev. (0.0718) (0.2663) (0.1872) (0.3294) (0.0828) (0.4081) (0.1929) (0.3961)
500 0.1091 0.7329 2.0140 0.2449 0.1115 0.5917 2.0180 0.3722
St. dev. (0.0432) (0.2499) (0.1050) (0.2782) (0.0595) (0.3579) (0.1074) (0.3311)
1000 0.1035 0.7819 1.9963 0.2394 0.1060 0.6387 1.9982 0.3015
St. dev. (0.0301) (0.1837) (0.0806) (0.2328) (0.0412) (0.3108) (0.0800) (0.2687)

iii) Stvarne vrednosti α = 0.3, θ = 0.4, µ = 0.5, p = 0.4

100 0.2833 0.4255 0.4950 0.4228 0.2710 0.2260 0.4970 0.7562
St. dev. (0.1020) (0.3808) (0.1191) (0.3634) (0.1301) (0.3421) (0.1191) (0.3330)
200 0.2951 0.4412 0.5013 0.4861 0.2859 0.2121 0.5037 0.7778
St. dev. (0.0673) (0.4045) (0.0878) (0.3498) (0.0953) (0.3194) (0.0863) (0.3046)
500 0.2940 0.3775 0.4964 0.4211 0.2885 0.2239 0.4973 0.7298
St. dev. (0.0458) (0.3484) (0.0530) (0.3395) (0.0638) (0.3072) (0.0532) (0.3114)
1000 0.2982 0.3899 0.4996 0.3755 0.2937 0.2496 0.4996 0.6628
St. dev. (0.0286) (0.3246) (0.0382) (0.3753) (0.0408) (0.2750) (0.0385) (0.3113)

iv) Stvarne vrednosti α = 0.3, θ = 0.4, µ = 2, p = 0.4

100 0.2994 0.3967 1.9900 0.3940 0.2833 0.2157 1.9994 0.7132
St. dev. (0.0655) (0.3054) (0.2838) (0.3826) (0.0979) (0.2885) (0.2937) (0.3240)
200 0.2984 0.4325 1.9772 0.4071 0.2836 0.2302 1.9742 0.7149
St. dev. (0.0477) (0.2862) (0.1874) (0.3789) (0.0816) (0.2929) (0.1923) (0.3216)
500 0.2955 0.4325 1.9872 0.3373 0.2891 0.2580 1.9903 0.6048
St. dev. (0.0337) (0.2281) (0.1391) (0.3586) (0.0531) (0.2594) (0.1397) (0.3160)
1000 0.2990 0.4372 2.0027 0.3522 0.2984 0.2977 2.0025 0.5336
St. dev. (0.0217) (0.2111) (0.1005) (0.3620) (0.0364) (0.2348) (0.1000) (0.2909)

v) Stvarne vrednosti α = 0.6, θ = 0.1, µ = 0.5, p = 0.7

100 0.5953 0.2735 0.5028 0.6492 0.5660 0.1581 0.4930 0.9139
St. dev. (0.0831) (0.3675) (0.1652) (0.3404) (0.0938) (0.3171) (0.1627) (0.1751)
200 0.5999 0.1882 0.4971 0.6326 0.5796 0.1152 0.4915 0.9246
St. dev. (0.0516) (0.3031) (0.1055) (0.3416) (0.0669) (0.2480) (0.1110) (0.1490)
500 0.5982 0.1954 0.4981 0.6463 0.5831 0.1107 0.4932 0.9064
St. dev. (0.0365) (0.3075) (0.0750) (0.3024) (0.0467) (0.2272) (0.0750) (0.1716)
1000 0.6000 0.2032 0.5051 0.6552 0.5929 0.1662 0.5018 0.8704
St. dev. (0.0217) (0.3031) (0.0510) (0.3013) (0.0294) (0.2647) (0.0502) (0.1697)

vi) Stvarne vrednosti α = 0.6, θ = 0.1, µ = 2, p = 0.7

100 0.6024 0.2671 1.9916 0.6356 0.5755 0.1872 2.0263 0.9174
St. dev. (0.0473) (0.3430) (0.4622) (0.4175) (0.0724) (0.3182) (0.4996) (0.1281)
200 0.6050 0.1954 2.0188 0.6826 0.5809 0.1156 2.0204 0.9481
St. dev. (0.0338) (0.2892) (0.3553) (0.3890) (0.0566) (0.2619) (0.3554) (0.1075)
500 0.6008 0.2491 1.9574 0.7126 0.5931 0.1584 1.9691 0.9198
St. dev. (0.0208) (0.3267) (0.2029) (0.3743) (0.0399) (0.2792) (0.2315) (0.1225)
1000 0.5994 0.2552 1.9677 0.7330 0.5978 0.1736 1.9650 0.8905
St. dev. (0.0144) (0.3270) (0.1345) (0.3448) (0.0290) (0.2385) (0.1511) (0.1313)
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Tabela 3.2: Sredine i standardne devijacije ocena za neke stvarne
vrednosti parametara MDCINAR(1) modela.

II

N α̂yw θ̂yw µ̂yw p̂yw

i) Stvarne vrednosti α = 0.1, θ = 0.8, µ = 0.5, p = 0.2

100 0.0833 0.4462 0.4844 0.5239
St. dev. (0.1222) (0.4519) (0.0931) (0.4452)
200 0.0909 0.5471 0.4891 0.4062
St. dev. (0.0916) (0.4362) (0.0690) (0.4245)
500 0.0969 0.5846 0.4965 0.3840
St. dev. (0.0630) (0.4120) (0.0437) (0.4013)
1000 0.0985 0.6195 0.4982 0.3084
St. dev. (0.0443) (0.3607) (0.0325) (0.3329)

ii) Stvarne vrednosti α = 0.1, θ = 0.8, µ = 2, p = 0.2

100 0.0777 0.5201 2.0138 0.4054
St. dev. (0.1166) (0.4086) (0.2828) (0.3909)
200 0.1033 0.6043 2.0135 0.3209
St. dev. (0.0875) (0.3715) (0.1896) (0.3319)
500 0.1111 0.6541 2.0174 0.3016
St. dev. (0.0597) (0.3495) (0.1066) (0.2946)
1000 0.1059 0.6995 1.9979 0.2998
St. dev. (0.0412) (0.3054) (0.0795) (0.2697)

iii) Stvarne vrednosti α = 0.3, θ = 0.4, µ = 0.5, p = 0.4

100 0.2677 0.2595 0.4973 0.7524
St. dev. (0.1295) (0.3874) (0.1199) (0.3564)
200 0.2845 0.2087 0.5033 0.7889
St. dev. (0.0956) (0.3525) (0.0875) (0.3318)
500 0.2878 0.2534 0.4972 0.7368
St. dev. (0.0637) (0.3542) (0.0532) (0.3382)
1000 0.2934 0.2813 0.4995 0.6542
St. dev. (0.0408) (0.3222) (0.0386) (0.3226)

iv) Stvarne vrednosti α = 0.3, θ = 0.4, µ = 2, p = 0.4

100 0.2772 0.2487 1.9959 0.7686
St. dev. (0.0946) (0.3870) (0.2861) (0.3442)
200 0.2822 0.2682 1.9746 0.6919
St. dev. (0.0814) (0.3553) (0.1912) (0.3464)
500 0.2887 0.2756 1.9905 0.6726
St. dev. (0.0529) (0.3374) (0.1387) (0.3373)
1000 0.2982 0.2934 2.0025 0.5968
St. dev. (0.0364) (0.2948) (0.0998) (0.3161)

v) Stvarne vrednosti α = 0.6, θ = 0.1, µ = 0.5, p = 0.7

100 0.5609 0.2582 0.4927 0.7943
St. dev. (0.0939) (0.4230) (0.1615) (0.3603)
200 0.5772 0.2623 0.4910 0.7926
St. dev. (0.0670) (0.4227) (0.1095) (0.3617)
500 0.5815 0.2875 0.4924 0.8145
St. dev. (0.0470) (0.4382) (0.0750) (0.3040)
1000 0.5921 0.2675 0.5017 0.8203
St. dev. (0.0296) (0.4058) (0.0502) (0.2865)

vi) Stvarne vrednosti α = 0.6, θ = 0.1, µ = 2, p = 0.7

100 0.5697 0.2468 2.0294 0.8583
St. dev. (0.0739) (0.4210) (0.4968) (0.2762)
200 0.5781 0.2697 2.0196 0.8100
St. dev. (0.0565) (0.4126) (0.3532) (0.3266)
500 0.5917 0.3159 1.9686 0.8087
St. dev. (0.0403) (0.4455) (0.2288) (0.3022)
1000 0.5975 0.3506 1.9653 0.8032
St. dev. (0.0289) (0.4374) (0.1503) (0.2832)
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Slika 3.1: Dijagrami vremenskog niza, autokorelacione funkcije
i parcijalne autokorelacione funkcije podataka o broju pucǌava.
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Tabela 3.3: Ocene parametara, AIC, BIC i RMS za podatke o broju
pucǌava (C-SHOTS).

Model ML ocene AIC BIC RMS

MDCINAR(1) µ̂ = 4.0109
α̂ = 0.3891

θ̂ = 0.8720
p̂ = 0.2825 709.7 721.6 4.10

GINAR(1) q̂ = 0.7983
α̂ = 0.1432 726.6 732.5 4.33

DCGINAR(1) µ̂ = 3.9723
α̂ = 0.3371

θ̂ = 0.7643 711.9 720.9 4.13

NGINAR(1) µ̂ = 3.8901
α̂ = 0.2805 722.9 728.8 4.17

Puasonov INAR(1) λ̂ = 2.9956
α̂ = 0.2734 929.4 935.4 4.17

NB(1) p̂ = 0.2642

θ̂ = 1.4581
α̂ = 0.2026 725.6 734.5 4.25

NBINAR(1) p̂ = 2.9025

θ̂ = 1.4179
α̂ = 0.2954 720.7 729.6 4.15

157



Zakǉuqak

Najqex�e korix�eni i najvixe prouqavani INAR modeli do
sada su bazirani na nezavisnim brojaqkim nizovima. U ovoj di-
sertaciji su razmatrani autoregresivni vremenski nizovi sa ne-
negativnim celobrojnim vrednostima generisani zavisnim Ber-
nulijevim brojaqkim nizovima. Najpre su definisani novi gene-
ralizovani tining operatori I, II i III vrste i predstavǉena su
osnovna svojstva ovih operatora. Zatim su uz pomo� ovih ope-
ratora konstruisana tri razliqita modela, odre�ene su ǌihove
osnovne osobine i predstavǉena je mogu�a primena na realnim
podacima. Prilikom pore�eǌa novih modela sa postoje�im INAR
modelima baziranim na nezavisnim brojaqkim nizovima prime�eno
je da su novi modeli dali mnogo boǉe rezultate na posmatranim
skupovima podataka. Analizom same prirode tih populacija uoqe-
no je da me�u posmatranih elementima postoji izvesni me�usobni
uticaj. U skladu s tim mo�e se zakǉuqiti da zavisni brojaqki
niz ima va�nu ulogu u opisivaǌu pojava u prirodi i druxtvu u
kojima me�u posmatranim doga�ajima postoji oqigledna poveza-
nost. Konstruisan je i mexoviti model baziran i na zavisnom i
na nezavisnom Bernulijevom brojaqkom nizu. Ovaj model dobro
opisuje slo�ene pojave u kojima posmatrani elementi nisu kon-
stantno nezavisni, niti konstantno zavisni, ve� su promenǉivog
karaktera. Kako u realnom �ivotu mnogo qex�e nailazimo na
situacije u kojima se doga�aji ne odvijaju nezavisno, ve� u me�u-
sobnoj interakciji, to svi predstavǉeni modeli mogu imati veoma
xiroku primenu u praksi.

Neka od budu�ih poǉa istra�ivaǌa bi se mogla odnositi na



Zakǉuqak

uopxtavaǌe modela za zavisnim brojaqkim nizovima u odnosu na
red i dimenzionalnost modela.
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Gaver, D.P., Lewis P.A.W. (1980) First-order autoregressive gamma sequen-
ces and point processes, Advances in Appled Probability 12, 727–745.

161



Literatura

Grunwald, G.K., Hyndman, R.J., Tedesco, L., Tweedie, R.L. (2000) Non-
gaussian conditional linear AR(1) models, Aust. N.Z.J. Stat. 42, 479–
495.

Ihaka, R. Gentleman, R. (1996) R: a language for data analysis and graphics,
J. Comput. Graphical Stat. 5, 299–314.

Jacobs, P.A., Lewis P.A.W. (1977) A mixed autoregressive-moving average
exponential sequence and point process (EARMA (1,1)), Advances in
applied probability 9, 87–104.

Jacobs, P.A., Lewis P.A.W. (1978a) Discrete time series generated by mixture
I: correlational and runs properties, Journal of the Royal Statistical So-
ciety Series B 40, 94–105.

Jacobs, P.A., Lewis P.A.W. (1978b) Discrete time series generated by mixtu-
res II: asymptotic properties, Journal of the Royal Statistical Society
Series B 40, 222–228.

Jacobs, P.A., Lewis P.A.W. (1978c) Discrete time series generated by mixtu-
res III: autoregressive processes (DAR(p)), Naval Postgraduate School
Technical Report, NPS55Lw 73061A.

Jacobs, P.A., Lewis P.A.W. (1983) Stationary discrete autoregressive-moving
average time series generated by mixtures, J. Time Ser. Anal. 4, 19–36.

Joe, H. (1996) Time series models with univariate margins in the convolution-
closed infinitely divisible class, J. Appl. Prob. 33, 664–677.

Karlsen, H., Tjøstheim, D. (1988) Consistent estimates for the NEAR(2) and
NLAR(2) time series models. J. R. Statist. Soc. B 50, 313–320.

Kocherlakota, S., Kocherlakota, K. (1992) Bivariate Discrete Distributions,
Statistics: textbooks and monographs, vol. 132. New York: Markel Dek-
ker.

162



Literatura

Latour, A. (1997) The multivariate GINAR(p) process. Adv. Appl. Prob.
29, 228–248.

Latour, A. (1998) Existence and Stochastic Structure of a non-negative integer-
valued autoregressive process, J. Time Ser. Anal. 19, 439–455.

Lawrance, A.J. (1980) Some autoregressive models for point processes, in:
P. Bartfai i J. Tomko (eds.), Point Processes and Queueing Problems,
257–275, Cooloquia Mathematica Societatis Janos Bolyai 24, Kesthely
(Hungary), Proceedings Published by North-Holland, Amsterdam.

Lawrance, A.J., Lewis P.A.W. (1980) The exponential autoregressive moving
average EARMA(p,q) process, Journal of the Royal Statistical Society
Series E 42, 150–161.

Lunn, A.D., Davies, S.J. (1998) A Note on Generating Correlated Binary
Variables, Biometrika 85, 487–490.

McKenzie, E. (1985) Some simple models for discrete variate time series,
Water Resources Bulletin 21, 645–650.

McKenzie, E. (1986) Autoregressive moving-average processes with negative
binomial and geometric distributions, Adv. Appl. Prob. 18, 679–705.

McKenzie, E. (1987) Innovation Distributions for Gamma and Negative Bi-
nomial Autoregressions, Scandinavian Journal of Statistics 14, 79–85.
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Ristić, M. M., Nastić, A. S. (2012) A mixed INAR(p) model, J. Time Ser.
Anal. 33, 903–915.
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