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Predgovor

STRAZIVANIJA predloZene doktorske disertacije prevashodno su bazirana na teoriji
I nelinearne optimizacije i numeriCke analize. Teorija optimizacije, kao nauc¢na disciplina
primenjene matematike i operacionih istraZivanja, predstavlja proces nalazenja ekstremnih
vrednosti postavljene funkcije cilja. Shodno svom zadatku, optimizacioni procesi su nasli veliku

primenu kako u raznim naukama tako i u inZenjerstvu, ekonomiji, vojnoj i avio industriji.

Za pocetak razvoja nelinearnog programiranja uzima se 1950. godina koja se vezuje za
nastanak metoda konjugovanih gradijenata i kvazi-Njutnovih (quasi-Newton) metoda. Moze
se slobodno reci da je otada razvoj nelinearne optimizacije u ekspanziji. Danas je ovo vrlo

aktuelna tema koja se odlikuje efikasnim modernim metodima kojih je sve vise.

Gradijentnim metodima smatramo metode sistematskog traZzenja i izraCunavanja reSenja koji
u svojim formulacijama sadrze gradijent objektne funkcije. Usvojena je podela gradijentnih
metoda na gradijentne metode prvog reda (koji koriste samo prvi izvod ciljne funkcije) i gradi-
jentne metode drugog reda (koji koriste 1 prvi i drugi izvod ciljne funkcije). Rezultati ovog

istrazivanaja su gradijentni metodi prvog reda.

Numericka analiza kao oblast matematike koja se bavi pronalaZzenjem pribliZnog nume-
rickog reSenja odredenog problema nalazi primenu u raznim naucnim i inZenjerskim disci-
plinama. Osnove numeriCke analize doprinele su razvoju mnogih optimizacionih procesa i
dovele do interesantnih numerickih rezultata i usavrSavanja postoje¢ih modela. Prilikom
konstruisanja novih optimizacionih iterativnih metoda neophodno je dobro oceniti
konvergenciju postavljenih metoda. Pri tome je primena teorije numericke analize veoma znaca-

jna i u izradi ove disertacije je od kljune vazZnosti.

Moja zainteresovanost za ovu granu matematike zapocela je od osnovnih studija na
Prirodno-matematickom fakultetu u Beogradu, na smeru numeri¢ka matematika i optimizacija.
Kasnije, na katedri za numericku analizu na Univerzitetu u Lundu gde sam zavrSila master
studije, bila sam u prilici da proSirim znanje iz ove naucne oblasti. Proucavajuéi razne pristupe
rekonstrukcija funkcija i njihovih primena na metode kona¢nih zapremina, imala sam priliku da
saradujem sa izuzetnim stru¢njacima iz ove oblasti od kojih izdvajam svog mentora i tadaSnjeg
Sefa katedre profesora Akima Srola (Achim Schroll) i profesora Klausa Firera (Clauss Fiihrer).
Neki rezultati ovih istraZivanja sa Sirokom prakti¢nom primenom opisani su u master radu pod
nazivom ’Sema kona¢nih zapremina treceg reda tatnosti na Getvorougaonoj mrezi’, (A truly

third order finite volume scheme on the quadrilateral mesh).



O prosirivanju teorijskog znanja, kao 1 o njegovoj primeni koja se ogleda kroz razvoj
novih savremenih metoda bezuslovne nelinearne optimizacije, svedoCe brojni naucni radovi.
Svakako najznacajniji za izradu ove disertacije jesu Accelerated gradient descent methods with
line search od P.S. Stanimirovi¢a i M.B. Miladinoviéa [1], A multi-step curve search algo-
rithm in nonlinear optimization: Nondifferentiable convex case od N.I. Djuranovi¢-Milici¢ 1 M.

GardaSevic-Filipovi¢ [2] kao i mnogi drugi [3, 4, 5].

Disertacija je nastala na osnovu originalnih objavljenih radova [6, 7] i na osnovu rezultata
koji se u tezi prvi put pojavljuju, [8]. Polazeci od postojecih opSte prihvacenih gradijentnih
metoda za bezuslovnu optimizaciju u disertaciji su predloZeni i opisani novi ubrzani modeli
specifi¢ne forme za reSavanje problema iz ove oblasti. PredloZena su dva pristupa u definisanju
novih gradijentnih metoda i to sa dva smera traZenja, takozvani dvosmerni metodi, i sa druge
strane metoda sa dva iterativna koraka, takozvanih dvokora¢nih metoda. Akcenat je pri tome

stavljen na ubrzana svojstva ovih modela.

Dvosmerni metod je predstavljen u radu Accelerated double direction method for solving
unconstrained optimization problems [6]. Pored novog nacina definisanja gradijentne iteracije
za bezuslovnu optimizaciju, rezultati prikazani u [6] potvrduju znacajno smanjenje u broju
potrebnih iteracija u odnosu na neke novije gradijentne modele. Bitan doprinos ovog istraZi-
vanja je svakako i potvrda ubrzanih karakterisika predloZenog algoritma, koja je zasnovana na

konstrukciji neubrzavajuée verzije originalnog metoda i njihovih poredenja.

U radu [7], An Accelerated double step size model in unconstrained optimization predloZen
je dvokoracni ubrzani gradijentni metod bezuslovne optimizacije. Koriste¢i ubrzana svojstva
potvrdena u [6], definisana gradijentna iteracija sa dve veliCine iterativnog koraka, shodno
izvedenim numerickim testiranjima, jo$ je efikasnija u odnosu na dvosmerni model. Tacnije
dvokorac¢ni algoritam prevazilazi nedostatke dvosmernog posebno po pitanju smanjenja broja

odredivanja vrednosti objektne funkcije i CPU vremena izvrSenja numerickih testiranja.

Teorijski znacaj ostvaren posebno dvokoracnom iteracijom, dala su ideju za razmatranje
mogucénosti primene dvokoracnog modela za transformisanje na jednokoracni postavljanjem
odredene relacije koja povezuje iterativne korake. Ovaj pristup je opisan u radu Transformation
of the accelerated double step size method [8]. Dobijeni numericki rezultati pokazuju daleko
vecu efikasnost jednokoracnog gradijentnog ubrzanog metoda nastalog redukcijom dvoko-

ra¢nog modela u odnosu na klasi¢an jednokoracni gradijentni ubrzani metod predloZen u [1].

Uradena analiza konvergencije predstavljenih dvosmernih i dvokoracnih metoda potvrduje

njihovu dobru definisanost. Numericki eksperimenti uradjeni sa novim iterativnim $emama su



takodje prikazani u disertaciji. Da su novodefinisani dvosmerni i dvokora¢ni modeli od teori-
jskog zanacaja potvrduju ostvareni numericki rezultati koji i daju prostor za dalja proucavanja
ovih iteracija. U zaklju¢nim razmatranjima predloZeno je definisanje klase ubrzanih dvosmernih

i/ili dvokoracnih algoritama.

U izradi predstavljenih radova kao i same disertacije u mnogome je pomoglo iskusno
mentorstvo redovnog profesora Predraga Stanimirovi¢a. Dragoceni saveti i predlozi akademika
Gradimira Milovanovica i redovnih profesora Vladimira Rakocevi¢a, Dragane Cvetkovié-Ili¢
1 Predraga Rajkovica takode su od neprocenjivog znacaja unapredili predloZena istraZivanja.
Kolege sa Prirodno-matematickog fakulteta Univerziteta u PriStini, sa privremenim sediStem
u Kosovskoj Mitrovici, redovni profesor Doj¢in Petkovi¢, docenti Stefan Pani¢ i Negovan
Stamenkovi¢ i asistenti NataSa Kontrec i Caslav Stefanovié svojom moralnom, stru¢nom i
tehnickom podrSkom doprineli su izradi ove disertacije. Ovim putem se svima srda¢no za-

hvaljujem na nesebi¢noj pomoci.

u Nisu, decembra 2014. Autor
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Glava 1
Uvodna razmatranja

PTIMIZACIJA kao proces nalazenja optimalnog reSenja uizvesnom smislu postoji ve¢ dugi niz
Ogodina u raznim naukama. Za njeno osamostaljivanje kao posebne nau¢ne grane smatra se
kraj Cetvrte decenije proSlog veka sa nastankom Dantzigovog simpleks metoda prilagodenog
reSavanju zadataka linearnog programiranja. Potom sledi razvoj nelinearnog programiranja sa
nastankom kvazi-Njutnovih metoda i metoda konjugovanih gradijenata, a potom 1 sve
intenzivniji razvoj raznih savremenih optimizacionih metoda za reSavanje Sirokog spektara

manje ili viSe sloZenih problema u mnogim nau¢nim oblastima.

Nekoliko poslednjih decenija, posebna paZnja se poklanja razvoju nau€ne oblasti ne-
linearnog programiranja i u njenim okvirima poboljSavanju postojecih i pronalaZzenju novih
metoda [9, 10, 11, 12, 13, 14, 15]. Fokus istrazivanja ove disertacije jesu oni metodi nelinearne
optimizacije koji u svojim formulacijama sadrze gradijent, tzv. gradijentni metodi. Postoji
mnoS$tvo nau¢nih radova na ovu temu od kojih su samo neki od bitnijih za naSa istraZivanja
predstavljena u ovoj doktorskoj disertaciji [3, 5, 16, 17, 18, 1]. OpSte je prihvaceno da gradi-
jentne metode delimo u dve grupe: gradijentne metode prvog reda, one koji koriste samo prvi
izvod date funkcije, i na gradijentne metode drugog reda koji koriste i prvi i drugi izvod ciljne
funkcije. Takode je poznata Cinjenica da se najveca tendencija povecanja, u slucaju traZenja
maksimuma, ili smanjenja, ukoliko se odreduje minimalna vrednost ciljne funkcije, postize
upravo pomeranjem po gradijentnom pravcu. U radu [2], predstavlja se iterativni metod sa dva
pravca pretraZivanja od kojih generalno, ni jedan ne mora nuZno biti gradijent. Ovako defin-
isan dvosmerni metod za nediferencijabilne funkcije bezuslovne optimizacije, otvorio je put
za dalje proucavanje i analizu dvosmernih metoda pod odredenim uslovima kao i moguénost

primene predstavljene ideje u slucaju kada je jedan od pravaca pretraZivanja gradijentni. Ovo



1 jeste jedna od tema koja e biti razmatrana u ovoj doktorskoj disertaciji. Motivacijski, iz ove
tematike proistekla je ideja za proucavanje gradijentnih metoda bezuslovne optimizacije koje
definiSu dva iterativna koraka, tzv. dvokorac¢ni metodi, Sto je takode sastavni istraZivacki deo

ove teze.

U radu [3] autor predlaZe ubrzani model kvazi-Njutnovog metoda i prema dobijenim rezulta-
tima unapreduje dotadasnje gradijentne metode bezuslovne optimizacije. Predrag Stanimirovi¢
i Marko Miladinovi¢ dali su novi doprinos radom [1] po pitanju brzine konvergencije, broja
iterativnih koraka 1 broja evaluacija, odnosno broja odredivanja vrednosti posmatrane funkcije.
Oni takode u istom radu daju 1 predlazu jednostavan i elegatan nacin izraCunavanja ubrzava-
juceg faktora, 1 grupiSu metode sli¢nih svojstava identifikuju¢i novu klasu ubrzanih gradijentnih
metoda za reSavanje problema bezuslovne optimizacije. U ovoj disertaciji su primenjene
predloZene ideje, a na osnovu njih su na sli¢an nacin ubrzani konstruisani dvosmerni i dvoko-

racni metodi bezuslovne nelinearne optimizacije.

1.1 Proces optimizacije

Veoma aktuelan i ¢est zadatak kako u mnogobrojnim nau¢nim oblastima tako i u savremenim
industrijskim granama je nalaZenje optimalnog reSenja zadatog problema. Matematicki
formulisano, ovaj postupak predstavlja odredivanje minimuma ili maksimuma date ciljne
funkcije pod odredenim uslovima. Drugim re¢ima, optimizacija kao Siroko primenjena nau¢na
disciplina matematike i operacionih istrazivanja predstavlja proces nalaZenja uslova za dosti-

zanje ekstremnih vrednosti postavljene funkcije cilja.

U okviru svog zadatka optimizacioni proces koristi metode raznih nauc¢nih disciplina od
kojih se mogu izdvojiti numericka analiza, matematicko programiranje, varijacioni racun i
optimalno upravljanje. Svim optimizacionim procesima opSta karakteristika je nalaZenje
najprihvatljivijeg reSenja pri datim uslovima. Ipak, u zavisnosti od prirode funkcije cilja 1 za-
datih ogranicenja, mogu se izdvojiti dve suStinske grupe optimizacionih procesa: linearni i ne-
linearani. Kako sam naziv sugeriSe, kod linearne optimizacije figuriSu linearana funkcija cilja
i linearna ogranicenja, dok je opste prihvaceno da se nelinearnom optimizacijom smatra opti-
mizacioni proces u kome je makar jedna od datih funkcija, bilo da je funkcija cilja ili neka od
funkcija iz skupa ogranicena, nelinearna. Predmet ove disertacije jesu nelinearni optimizacioni

problemi.



1.1.1 Optimizacioni zadatak i faze procesa optimizacije

U cilju ostvarivanja $to boljeg reSenja odredenog problema pod datim uslovima, vazno je sagle-
dati sve relevantne pretpostavke koje definiSu jedan optimizacioni zadatak. Osnovno polaziste
je objekat optimizacije pod kojim se podrazumeva posmatrani proces, delatnost, vreme, resursi,
dobit 1 sl. Pod kriterijumom optimalnosti podrazumevamo definisanu funkciju cilja, odnosno
analiziranu efikasnost. Pri tom se najbolja vrednost kriterijuma optimalnosti naziva optimalna
vrednost ili ekstremum. Pravilno i korektno definisana funkcija cilja je preduslov za ispravnu
realizaciju optimizacije. NuzZna pretpostavka u optimizacionom procesu je da objekat koji se
optimizuje bude upravljiv, Sto prakticno znaci postojanje izvesnog stepena slobode. Da bi
se definisao skup razliitih stanja objekta optimizicije, iz kojih se izdvaja optimalno stanje,
potrebno je da se parametri objekta optimizacije menjaju nezavisno jedni od drugih.

Konac¢no, shodno definisanom upravljivom objektu optimizacije sa postavljenim kriterijumom
optimalnosti, optimalno reSenje trazimo putem dobro odabranog metoda optimizacije. Kako
ne postoji univerzalni optimizacioni metod, za dati problem on se bira u skladu sa prirodom

objekta optimizacije i sa postavljenom ciljnom funkcijom.

Sustinski, optimizacioni proces se bavi reSavanjem odredenog matematickog modela a
to reSavanje se ogleda u odredivanju minimuma ili maksimuma ciljne funkcije pri zadatim

ogranicenjima. Sledi kratak opis uopStenog matematickog modela optimizacionog procesa.

Kao §to je vec¢ reCeno, za objekat koji se optimizuje podrazumevamo da je upravljiv i da je
definisan ulaznim, tj. takozvanim upravljackim x = (x,x2,...,x,) iizlaznim y = (y;,y2,...,yn)

parametrima kao i matematickim modelom koji ih povezuje:

yi=fi(x), j=1,...,m (1.1)

Na osnovu prethodne jednakosti, mozZe se zakljuciti da kriterijum optimalnosti, odnosno ciljna
funkcija oznacena kao Q = Q(x,y), koja jeste funkcija svih ulaznih i izlaznih parametara, zavisi

samo od ulaznih, tj. upravljackih veli¢ina, odnosno vazi:

Q:Q<X7y):fj(x):Q(x):Q(xlax27"'7xn)a j:17"'7m (12)

Podrazumeva se da je skup upravljackih parametara ograni¢en, odnosno da postoji domen
D, ovih veli¢ina tako da je svaka upravljacka promenjliva unutar tog skupa, tj. vazi x € Dy. U
nekim slucajevima upravljacki parametri zadovoljavaju takozvana funkcijska ogranienja tipa

jednakosti ili tipa nejednakosti. U tom slu€aju vaZe neke od sledecih relacija:



My (X1,X2,. %) = Hog, [=1,...,m <n
Vk(xl,xz,...,xn) =Vou, k=1,....mp

gde su U i v date funkcije.

Generalno, zadatak matematickog programiranja ima sledecu formulaciju:

min \ max f(x)
gi(x) >0, i=1,....m
hj(x)=0, j=1,....p

Ovde je f(x) ciljna funkcija dok su g; i ; funkcije ogranicenja. Kao $to je ve¢ naglaSeno, uko-
liko su sve navedene funkcije (f, g; 1 h;) linearne, radi se o problemu linearnog programiranja.
U protivnom, ako je makar jedna od datih funkcija nelinearna govorimo o zadatku nelinearnog
programiranja. Ako su u formulaciji zadatka izostavljene funkcije ograniCenja (g; 1 i) radi se
o bezuslovnoj optimizaciji. Upravo ¢e problemi bezuslovne optimizacije biti predmet prouca-

vanja ovog rada. Jednostavnom jednakoscu:

min f(x) = —max f(—x)

se proces nalaZzenja maksimuma prevodi u postupak traZenja minimuma ciljne funkcije.
Obrnuto se postiZze analognim izrazom: max f(x) = —min f(—x). Shodno pomenutoj
analizi, u daljem izlaganju posmatrani optimizacioni problemi bi¢e prikazani kroz zadatak

traZenja minimuma.

Optimizaciju kao proces definiSe viSe svojstvenih faza. Neke znaCajnije su:

1. Definisanje zadatka optimizacije, predstavlja prvu i jednu od najvaznijih etapa
optimizacije od koje zavise sve ostale faze optimizacionog procesa. Postavljanje zadatka
optimizacije, koje je ve¢ izloZeno u opStem smislu, je pocetna faza bilo kog optimiza-
cionog procesa u kojoj se definiSe sam Zeljeni cilj optimizacije i odreduju nezavisni
parametri u datom procesu kao i eventualna ogranicenja. Optimizacione zadatke delimo
na viSe vrsta prema razli¢itim kriterijumima. Tako na primer, postoje zadaci staticke
optimizacije u kojima se ciljna funkcija optimizuje u datom nepromenljivom stanju.
Zadaci statiCke optimizacije mogu biti formulisani kao linerani ili nelinearni optimiza-
cioni problemi. Nasuprot statickim postoje zadaci dinamicke optimizacije gde po-

stavljena ciljna funkcija zavisi od parametara koje sadrZi i koji se u opStem slucaju me-



njaju u prostoru i u vremenu. Prema broju ulaznih (upravljackih) veli¢ina, optimizacione
zadatke delimo na zadatke jednodimenzionalne optimizacije n = 1 ili na zadatke

viSedimenzionalne optimizacije (n > 1). Kod zadataka viSedimenzionalne optimizacije,
ukoliko je broj ulaznih parametara 4 < n < 5 radi se o zadacima manjih dimenzija. U
slucaju 5 < n < 20 u pitanju su zadaci srednjih dimenzija, dok za n > 20 govorimo o
optimizacionim zadacima velikih dimenzija. Zadaci optimizacije se takode razlikuju i po

tome da li je zadata ili nije poCetna (startna) tacka.

. Izbor kriterijuma optimizacije. U ovoj etapi se na osnovu postavljenog zadatka formulise
funkcija cilja. Kriterijumi optimizacije su ili potpuno definisani ili, u slucaju slozeni-
jih procesa, mogu proizvoditi viSe ishoda. Kod slozenijih modela je nemoguce postaviti
opStu formulaciju funkcije cilja datu u vidu univerzalnog kriterijuma. Razlog tome je
konstantno uveéanje broja parametara, komplikovanje racunskih aparata Sto dovodi do
stalnog preispitivanja adekvatnosti i pouzdanosti univerzalnog matematickog modela.
Zbog toga generalno kod sloZenijih optimizacionih modela funkcija cilja uglavnom nije
matematicki postavljena ve¢ je neformalno opisana nizom aspekata koji rezultiraju kako
1z matematickog modeliranja tako iz sprovedenih eksperimentalnih testiranja. Kada je
izostavljena matemati¢ka formulacija kriterijuma optimalnosti radi se o takozvanim

relativnim kriterijumima optimalnosti. Kriterijumi se prema nacinu vrednovanja dele na
deterministicke kriterijume, kriterijume statisticke verovatnoce i kriterijume za uslove
konfliktnih situacija. Uopste, u veéini optimizacionih procesa kvalitet reSenja se ocenjuje
na osnovu veceg broja kriterijuma Sto doprinosi boljoj objektivnosti celokupnog opti-

mizacionog procesa i ostvarenoj optimalnoj vrednosti.

. Postavljanje matematickog modela optimizacije. SloZenost optimizacionog procesa de-
terminiSe sloZenost odgovarajueg matematickog modela. Sam matematicki model

optimizacionog procesa u nekim situacijama nije Cisto matematicki ve¢ u zavisnosti od
prirode problema moZe sadrZati eksperimentalne rezultate, neke intuitivne pretpostavke

kao 1 mnoge druge faktore uticaja.

. Izbor metoda optimizacije zavisi od ostalih optimizacionih faza, a pre svega od prve etape,
od definisanog zadatka tj. problema optimizacije i njegove prirode koja moZe biti de-
terministicka , stohasticka, dinamicka itd. Takode, metod kojim ¢e se reSavati zadati
optimizacioni problem zavisi od matematicke formulacije datog zadatka koji moze biti
linearan ili nelinearan, definisan sa odredenim ogranicenjima ili bez njih, u ¢ijoj se

formulaciji mogu javljati izvodi ili ne 1 sl. U zavisnosti od broja postavljenih kriterijuma
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razlikujemo jednokriterijumsku 1 viSekriterijumsku optimizaciju pa se i optimizacioni
metodi razlikuju i prema ovoj karakteristici. U vezi datog optimizacionog kriterijuma,
definisana funkcija cilja moZe biti data analiticki sa jasno definisanim matematickim
izrazom za ciljnu funkciju ili eksperimentalno gde ne postoji matematicka formulacija
funkcije cilja. Svi ovi aspekti svakako nuzno determiniSu izbor metoda optimizacije. Sa
izborom algoritma (softverskog reSenja) datog problema, okoncava se i faza izbora

metoda optimizacije posmatranog procesa. Kako je jedan od osnovnih fokusa ove
disertacije razmatranje i analiza postoje¢ih optimizacionih metoda kao i predstavljanje
novih, poboljsanih u izvesnom smislu, u narednom poglavlju biée izlozen detaljniji opis

1 podela optimizacionih metoda.

. Formiranje algoritma i programa. Na osnovu postavljenog algoritma reSava se dati
problem softverski tj. pristupa se izradi odgovarajuceg programa a zatim sledi numericko

testiranje programiranog modela.

. Programska realizacija. U ovoj etapi procesa optimizacije vrsi se raCunarska realizacija
optimizacione procedure. Ovo je ujedno i zavrS$na faza u optimizaciji koja se uglavnom
sprovodi na racunarima sa brzim hardverskim uredajima kojima se ostvaruje traZeni ka-

pacitet obrade i obezbeduje ocekivana numericka taénost.

. Interpretacija i analiza dobijenog resenja. Dobijeni rezultati mogu biti ilustrovani na vise
nacina kao S$to su tabelarni, graficki prikaz i sl. Predstavljeni izlazni podaci se analiziraju,

uporeduju na osnovu ¢ega se donose preliminarni zakljucci o datom procesu.

. Korekcije postavljenog modela i algoritma. Za oCekivati je da postavljeni algoritam
posmatranog optimizacionog zadatka relativno brzo konvergira, da bude Sto
univerzalnijeg karaktera, da ispunjava sva zadata ogranienja ako takva postoje i da
zauzima $to manje memorijskog prostora. Ukoliko neke od ovih ili sli¢nih pretpostavki
nisu zadovoljene u oc¢ekivanoj meri pristupa se korigovanju postavljnog algoritma sa
ciljem poboljSanja potrebnih karakteristika.

. Tesiranje i primena optimalnog resenja. Svrha svakog optimizacionog zadatka jeste nje-
gova praktina primena. Zato je testiranje i primena optimalnog reSenja kao poslednja
etapa optimizacionog procesa veoma znacajna jer se upravo kroz ovu fazu prakti¢ne

primene proverava primenljivost i efikasnost uradenog optimizacionog modela.



1.1.2 Klasifikacija metoda optimizacije

Postoji vise podela metoda optimizacije koje zavise od nekih klju¢nih karakteristika samog

procesa optimizacije. U ovom poglavlju su navedene neke od vaZznijih podela.

1. Prema broju i prirodi zadatih ciljnih funkcija optimizacioni metodi se dele na:

e metode jednokriterijumske optimizacije koji se koriste za optimizaciju jedne
jedinstvene ciljne funkcije;

e metode visSekriterijumske optimizacije pomocu kojih se optimizuje viSe ciljnih
funkcija;

e metode za diferencijabilne i nediferencijabilne ciljne funkcije. U slucaju kada je
ciljna funkcija diferencijabilna koriste se takozvani gradijentni metodi. Ovakvi
metodi koriste izvod ciljne funkcije. Gradijentni metodi se, kao Sto je vec
napomenuto, dele na gradijentne metode prvog reda (koriste samo prvi izvod ciljne
funkcije), i na gradijentne metode drugog reda (koriste i prvi i drugi izvod ciljne
funkcije). U istraZivanjima opisanim u ovoj disertaciji obradeni su prevashodno
gradijentni metodi prvog reda. Za optimizaciju nediferencijabilnih funkcija cilja

koriste se takozvani negradijentni metodi koji ne koriste izvode zadate funkcije.
e metode kod kojih je zadata ili nije zadata tacnost lokalizacije ekstremuma;

e metode za jednoekstremalnu ili viSeekstremalnu funkciju cilja;

......

2. Prema eventualnim postavljenim uslovima (ograni¢enjma) metode optimizacije delimo
na:
e metode bezuslovne optimizacije tj. optimizacije bez ograniénja;

e metode uslovne optimizacije odnosno optimizacije sa ograni¢enjima koja su zadata

linearnim jednacinama i (ili) nejednac¢inama;

e metode optimizacije sa funkcionalnim ogranicenjima;
3. Opsta podela optimizacionih metoda:

e Analiticki metodi. Primenjuju se ukoliko je mogucée naci izvod ciljne funkcije
a potom ispitati osobine izvoda putem matematicke analize. Dakle, primenom

ovih metoda odredivanje ekstremnih vrednosti zadate funkcije cilja f sastoji se u
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pronalazenju takvih vektora x za koje je ispunjena jednakost f/ (x) = 0. Jasno je da

u slucaju sloZenijih nelinearnih problema ovakvi metodi nisu primenljivi.

Graficki metodi. Ovi metodi sluZze za graficko odredivanje ekstremuma ciljne
funkcije uz pomo¢ grafickog predstavljanja funkcije cilja i zadatih ogranicenja. lako
se ovim putem dobija jasan i pregledan prikaz datog problema, graficki metod je
moguce primeniti jedino u slu¢aju kada ciljna funkcija zavisi od jedne ili dve ulazne
veliCine.

Eksperimentalni metodi. Baziraju se na izvrSenim eksperimentima vezanim za dati
problem. Na osnovu dobijenih eksperimentalnih rezultata pretpostavlja se
(prognozira) ekstermum ciljne funkcije. Eksperimentalni metodi ne koriste
matematicki model i ovakvim metodima se pribegava upravo onda kada nije moguce

postaviti pogodan matematicki model za posmatrani optimizacioni proces .

Numericki (iterativni) metodi. Kao §to sam naziv sugeriSe sustina ovakvih metoda
je u korektnom postavljanju numerickih iteracija kojim se ostvaruje dovoljno do-
bro aproksimativno reSenje analiziranog problema. Jedna od prednosti ovakvih
metoda je u mogucnosti relativno jednostavnog programiranja postavljenog algo-
ritma metoda 1 kasnije testiranju istog. Metode ove vrste delimo na gradijentne
iterativne metode i na negradijentne iterativne metode. Kako je osnovni predmet
proucavanja ovog rada baziran na analizi postojecih i pronalaZenju novih

efikasnih numerickih iterativnih metoda nelinearne bezuslovne optimizacije, u
nastavku su navedeni neki prihvaceni kriterijumi za prekid iterativnog metoda opti-
mizacije. Kako ne postoji univerzalni kriterijum za zaustavljanje numerickog opti-

mizacionog metoda u daljem Ce biti predstavljeni najces¢e koriséeni.

Jedan od njih je dat slede¢om nejednakoscu:

k1) (k)
W <o (1.3)
Ovaj kriterijum u osnovi sadrzi normu razlike dve uzastopne vrednosti upravljackih
parametara dobijenih iz dve uzastopne iteracije. LoSa strana ovog kriterijuma je
moguce prevremeno zaustavljanje iterativnog postupka u slucaju kada je funkcija
cilja jako osetljiva na ekstremum. Tada se dogada da iako vrednost |[x(k+1) —x(®)|
postane vrlo mala, razlika izmedu vrednosti ciljne funkcije u tim tackama bude

znatna.

Sledeci kriterijum koristi upravo vrednosti ciljne funkcije u dve uzastopne iteracije.



Nepovoljnost ovog kriterijuma ogleda se u tome $to se moze dogoditi da se prilikom
prekida algoritma, ispunjenjem prethodne nejednakosti, dobijena vrednost dosta ra-
zlikuje od optimalne u slucaju kada je ciljna funkcija slabo osetljiva na ekstremum.
Ovo se desava zato §to je u tom slu¢aju veli¢ina ||x*1) — x(¥)|| daleko veéa od
velicine f(x*+1)) — f(xK)).

Postoji takode i kriterijum za ocenu tacnosti lokalizacije ekstremuma. Kod ovog
kriterijuma upravljacki parametri se menjaju pomocu unapred zadatih minimalnih

koraka hypn,,i = 1,...,n. Uslov za prekid iteracije je
hi <hpin;, i=1,..,n (1.4)

Nazalost, 1 kod ovog kriterijuma se deSava da reSenje bude neprihvatljivo ukoliko je

funkcija cilja izrazito osetljiva na ekstremum.

Da bi se izbegle predoCene 'nus-pojave’ prethodnih kriterijuma cesto je u upotrebi

takozvani dvostruki kriterijum koji je definisan slede¢im nejednakostima:

1. highmini, i=1,...71’l

- _f(l)];f@) <

Ovde su f(1 i f(2) dve najblize vrednosti ciljne funkcije vrednosti /* koja
predstavlja njenu optimalnu vrednost. Numericke iteracije traju do ispunjenja oba
kriterijuma. Prvo se proverava prvi kriterijum i sa njegovim ispunjenjem se za-
pocinje sa proverom drugog kriterijuma. Kada se i drugi kriterijum ispuni iterativni
postupak se zavrSava. Kao Sto se iz izraza za drugi kriterijjum moZe uociti, ovaj
dvostruki kriterijum je nepovoljan u slucaju kada je f* ~ 0. Tada se koristi druga

verzija dvostrukog kriterijuma koja je definisana na sledeci nacin:

L. hiéhminiv i=1,..,n
2. |72 <e

gdesuA; = f*— fjA, = f*— F2),



1.1.3 Bezuslovna optimizacija

Zadatak bezuslovne optimizacije, kao $to sama reC sugeriSe, jeste zadatak koji ne sadrzi dodatna
ograni¢enja. On se jednostavno formuliSe na sledeéi nacin: za datu ciljnu funkciju f naéi

min f(x), xeR" (1.5)
Poznato je da tacka x* koja zadovoljava prethodni izraz ispunjava optimalne uslove prvog i

drugog reda koji su formulisani slede¢im definicijama:

Definicija 1.1. 7acka x* naziva se tackom lokalnog minimuma ako postoji okolina te tacke

U(x*), takva da je za svaki vektor x € U (x*) ispunjena sledeca nejednakost

) < (). (1.6)

KaZe se da je tacka x* tacka striktnog lokalnog minimuma ako postoji okolina te tacke U (x*)

takva da je za svaki vektor x # x* i x € U (x*) vazi

fx) <f(). (L.7)

Definicija 1.2. Tacka x* jeste tacka globalnog minimuma ako vaZi nejednakost:

fix) < f(x) VxeR" (1.8)

Tada postoji okolina te tacke U (x*) takva da je za svaki vektor x # x* i x € U (x*) vaZi
fx) < flx) vxeR" (1.9)

Svakako je lakSe 1 u praksi dosta ¢eS¢e, nalaZzenje taCke lokalnog minimuma. Ta tacka, u
opStem slucaju, ne mora istovremeno biti i globalni minimum. 1z tog razloga postupak traZenja
globalnog minimuma se moZe svesti na odredivanje viSe lokalnih minimuma od kojih ¢e se

odabrati najmanji i proglasiti za globalni minimum.

U cilju efikasnog trazenja lokalnog minimuma potrebno je pretrazivanje vrSiti po pravcu

opadanja koji se definiSe na sledeci nacin:

Definicija 1.3. Vektor d € R" nazivamo vektorom opadajuceg pravca u tacki x € R" funkcije
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f :— R koja je diferencijabilna u toj tacki, ukoliko vaZi

(Vf(x),d) <0. (1.10)

Kako iz Tejlorovog razvoja imamo da vazi

fa+id) = f(x) +1Vf(x) d+olr) (1.11)

sledi da postoji 0 > 0 takvo da je uslov f(x; +1d) < f(xx) ispunjen za svako ¢ € (0,0) ako i
samo ako je d vektor opadajuceg pravca funkcije f u tacki x.

Potrebni uslovi prvog reda, tj. Cinjenica da je gradijent funkcije jednak nuli u tacki lokalnog

minimuma, formulisani su narednom teoremom:
Teorema 1.1. Neka je D otvoren skup i f : D C R"* — R neprekidno diferencijabilna funkcija.
Ukoliko je x* tacka lokalnog minimuma zadatka (1.5) onda vazi

VF(x) =0 (1.12)

U narednoj teoremi, koja daje potrebne uslove drugog reda, pretpostavka da je data funkcija
f dva puta neprekidno diferencijabilna i x* tacka lokalnog minimuma takode potvrduje da
funkcija f ima nula nagib u toj tacki ali i nenegativno zakrivljenje.

Teorema 1.2. Ukoliko je f: D C R" — R dva puta neprekidno diferencijabilna na otvorenom

skupu D i x* lokalni minimum zadatka (1.5) tada vazi

VIx*)=0 i V2f(x*) jepozitivnosemidefinitna. (1.13)

Sledeca teorema opisuje dovoljne uslove drugog reda.

Teorema 1.3. Neka je D otvoren skup i f : D C R" — R dva puta neprekidno diferencijabilna
funkcija i neka postoji x* € D takva da je

VF(x*)=0 i V2f(x*) jestepozitivnodefinitna, (1.14)
onda je tacka x* striktni lokalni minimum funkcije f.

Pojam stacionarne tacke je opisan sledeCom definicijom:
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Definicija 1.4. Tacka x* € R" je stacionarna tacka diferencijabilne funkcije f ako je ispunjen

uslov
Viix*)=0.

Iz teoreme (1.1) jednostavno sledi zakljuc¢ak da ukoliko je x* tacka lokalnog ekstremuma
onda je ona istovremeno 1 stacionarna tacka dok obrnuto ne mora nuzno da vazi. Ukoliko

stacionarna tacka nije i taCka lokalnog ekstremuma onda je nazivamo tackom nagomilavanja.

Kako se dobar deo proucavanja koja su bila potrebna za izradu ove disertacije odnosi na
konveksne i diferencijabine konveksne funkcije, za zavrSetak ovog poglavlja, izdvajamo ove
skupove funkcija kao i uslove za postojanje globalnog ekstremuma nad tim skupovima. Kod
diferencijabilnih konveksnih funkcija su sve stacionarne tacke ujedno i tacke lokalnih
ekstremuma. JoS$ preciznije, za konveksne funkcije vazi da je lokalni minimum istovremeno
1 globalni minimum a kod diferencijabilnih konveksnih funkcija svaka stacionarna tacka je

ujedno i tacka globalnog minimuma. Ova tvrdenja opisuju sledece dve teoreme.

Teorema 1.4. Neka f: D C R" — R gde je D neprazan konveksan skup i neka je x* € D tacka

lokalnog minimuma funkcije f.
e Ako je [ konveksna funkcija onda je x* globalni minimum funkcije f;

e Ako je f striktno konveksna funkcija onda je x* jedinstveni globalni minimum funkcije f.

Teorema 1.5. Neka [ : R" — R diferencijabilna konveksna funkcija. Tada je x* € R" tacka

globalnog minimuma funkcije f ako i samo ako je V f(x*) = 0.

1.2 Osvrt na ubrzane gradijentne metode i njihova svojstva

Za reSavanje problema (1.5) ¢ija je ciljna funkcija diferencijabilna vrlo cesto se koriste gradi-
jentni metodi prvog reda. Ukoliko je funkcija cilja dva puta neprekidno diferencijabilna onda
se ne retko koriste gradijentni metodi drugog reda. Usvojene oznake za gradijent i Hesijan

funkcije cilja su:
g(x) = Vf(x), G(x) = V*f(x), & = Vf(%), Ge = V().
Najcesce posmatrana iterativna Sema za reSavanje ovakvih problema je oblika:

X1 = Xg + tdg. (1.15)
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Ovde je xi4 tekuca iterativna tacka, x; prethodna vrednost, pozitivna veliCina #; predstavlja
duzinu iterativnog koraka dok je d; vektor trazenja. Osnovni zadatak kod ovakvih iterativnih
metoda je odrediti zadovoljavajuéu duzinu koraka i veli¢inu vektora pravca trazZenja. Za vektor

d; se pretpostavlja da zadovoljava uslov opadanja, tj. da vazi:
gid, <0,

Polazeci od Njutnovog metoda kod koga se nalaZenje vektora pravca ostvaruje reSavanjem
jednacine G,{d =0, preko gradijentnog metoda u kome se uzima da je dkT = gk, uradovima novi-
jeg datuma predloZeno je viSe nacina za odredivanje vektora pravca. Iz modela konjugovanih

gradijentnih metoda javilo se nekoliko varijanti za racunanje vektora d; pomocu definisanog

—8k> k:(),
di =
—gk+ Prdi—1, k>1,

pravila:

B je ovde konstanta Cija se vrednost u datoj iteraciji ratuna u Fletcher-Reeves metodu [19]

T
FR _  8i 8k
kK — T )
8k—18k—1

dok se kod Polak-Ribiére-Polyak metoda, [20, 21] odreduje na slede¢i nain

BPRP — gZ(gk —8k-1)
k - T :
8r—_18k—1

U [22, 23] su takode predloZene odredene procedure za izbor vektora pravca. U radu [2]
predstavljen je novi algoritamski predlog za definisanje vektora pravca i to za nediferencijabilne

ciljne funkcije.

Sledeca komponenta neophodna da bi iteracija (1.15) bila dobro definisana je duZina ko-
raka u tekucoj iteraciji. Razvijena je Citava klasa procedura pod nazivom linijsko traZenje koje
predstavljaju efektivne nacine za odredivanje iterativnog koraka. Ovakvi algoritmi su uglavnom

bazirani na uslovu opadanja ciljne funkcije u svakoj iteraciji:

S+ tdy) < f (xi).

Generalno, ovakve procedure se dele na procedure tacnog i netacnog linijskog trazenja. U

ovoj doktorskoj tezi su prevashodno analizirane procedure neta¢nog linijskog traZzenja, posebno

13



Armijeva backtracking koja je zajedno sa mnogim drugim procedurama linijskog traZenja

opisana u narednoj glavi disertacije.

Barzilai 1 Borvein u radu [5] opisuju svoj takozvani BB algoritam i neSto drugaciji predlog

za konstrukciju iterativnog koraka koji ima sledecu prezentaciju:

Nerl = X g 4B Vi (1.16)
k+1 — Ak — g8k - 7 - .
/A

gde je sp_1 = X —Xp_1 1 yr_1 = & — 8x—1- VisSe kasnije objavljenih radova predstavljaju,
uslovno rec¢eno, modifikovane verzije BB metoda [24, 25, 26, 27, 28, 29, 30, 31, 18, 32].

Moze se reéi da metodi tipa (1.15) datiraju joS od 1847. godine sa nastankom Kosijevog
metoda pada gradijenta. Za vektor pravca KoSi je odabrao negativan gradijent i ovaj metod
prilagodio diferencijabilnim funkcijama. Posebno interesantan pristup izneo je Nekulaj Andre;j
u radu [33] kada je u izrazu (1.15) za vektor pravca izabrao negativan gradijent — gy, a iterativni
korak #; pomnoZio parametrom 6; > 0, za koji se pokazalo da ima ubrzavajuca svojstva. Na taj

nacin pomenuti autor je formulisao iterativni metod oblika

Xi+1 = X — Ot dy. (1.17)
Svakako, ideja za konstrukciju ovakvog metoda proistekla je iz klasicnog Njutnovog metoda
Xir1 =3¢ — 1Gy ' g

i bila motivisana time da se izbegne nezeljeno raCunanje Hesijana. Sa tim u vezi Andrej nudi

aproksimaciju inverza Hesijana, matricu 6. Koriste¢i kvazi-Njutnovu jednacinu

Sk+1Yk = Sk,
gde je
Sk = Xk+1 = Xky Yk = 8k+1 — 8k

dok Sy predstavlja simetricnu matricu formata n X n koja aproksimira inverz Hesijana. Pri-
menivsi slede¢u aproksimaciju
~1
Sc=Y% I, neR, (1.18)
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uz pomo¢ koje se modifikovana Njutnova iteracija

X1 = Xk — ke Sk8k (1.19)

prevodi u
Xps1 =X — Y 8k (1.20)
Andrej Nekulaj predlaZze aproksimaciju Hesijana baziranu na vrednostima funkcije 1 njenog

gradijenta u dve uzastopne iterativne tacke. Dobijeni metod je linearno konvergentan. [zraz za

skalar % u Andrejevom metodu koji pomnoZen sa jediniénom matricom / aproksimira Hesijan

Je
2 1
Yert = ——5 [FOoks1) — F(00) + 18k 8] - (1.21)
81 8k lk

Jedan od glavnih doprinosa ovog metoda, u daljem skra¢eno oznaen sa AGD

(AcceleratedGradientDescent), je ubrzanje osnovnog metoda pada gradijenta.

Ideja koju su postavili auotori P.Stanimirovic¢ 1 M. Miladinovi¢ u radu [1] u osnovi je nastala
na temeljima modifikovanog Njutnovog metoda uz koriS¢enje analize koje je primenio A. Niko-
laj u konstruisanju AGD metoda. Kao rezultat istraZivanja ovih i sli¢nih oblasti pomenuti autori
su definisali i istestirali novi ubrzani metod oblika (1.20) sa znatno poboljSanim
karakteristikama u odnosu na AGD iterativhu Semu. Izbor za parametar ubrzanja kod pomenu-

tog takozvanog SM metoda je formulisan sledecom jednakoScu

Yie [f (k1) — f ()] ‘Hk”ngz‘
12]|gxll?

Yit1 = 2% (1.22)

Isti autori su takode koriste¢i skalarnu aproksimaciju inverza Hesijana i kvazi-Njutnovo
svojstvo konstruisali vrstu dvotackastog metoda opadajuéeg gradijenta. U ovoj Semi se radni
parametar ;.| aktivira nakon azuriranja inverza Hesijana By u svakom iterativnom koraku 1 to
na sledeci nacin

By =Be+ard = (Ve +ar)l = Yl

gde veli¢ina a; = ai(sk, %) € R zavisi od vrednosti dve uzastopne iterativne tacke xj i x4 i
odgovarajuéih vrednosti gradijenata u tim tackama, g 1 g+ 1. Parametar 7y, se odreduje iz
jednakosti

Sk = Ye+1Yk
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1 njegova vrednost iznosi
sk —vnel® _ seme
(k=0 v yire

Yir1 = %+ (1.23)

gde je sa r; oznacen vektor s; — Y V-

Autori u [1, 4] su opravdano i smisleno iterativne metode koji sadrze multiplikativni
parametar ubrzanja, definisali kao klasu ubrzanih metoda opadajucih gradijenata (accelerated

gradient descent methods). Pomenuti metodi ove klase detaljnije su opisani u treoj glavi.

1.3 Osobine i karakteristike dvosmernih i dvokoracnih

ubrzanih metoda

U radu [2] autori predstavljaju zanimljiv predlog iterativne Seme za reSavanje problema
bezuslovne optimizacije koja u svojoj formulaciji sadrzi dva razliita vektora pravca. Ovaj
numericki metod je definisan generalno za nediferencijabilne funkcije i opisan je slede¢im izra-
zom

X1 = X + sy + o2d), (1.24)

U prethodnoj formulaciji o predstavlja duZinu iterativnog koraka koja se racuna posebno
definisanim algoritmom. Takode, i dva vektora pravca s; i dj u relaciji (1.24) se izracunavaju
prema zadatim algoritamskim Semama. Osnovni nedostak rada [2] je izostanak implementacije
definisanog metoda, Sto je donekle 1 razumljivo shodno postavljenim uslovima. U svakom
slucaju ovakva ideja je bila motivacija za pokuSaj implementacije slicno definisane iterativne
Seme pod redukovanim uslovima. U radu [6] autori su analizirali slucaj diferencijabilnih
funkcija i shodno tome modifikovali algoritme za raCunanje koraka i dva vektora pravca. Za
odredivanje duzine iterativnog koraka predlozena je Armijeva (backtracking) procedura.

Vektor pravca koji je u (1.24) oznacen sa s; je zamenjen slede¢im izrazom

Sk = —Yik8k>

gde je ¥ ubrzavajuci parametar dobijen iz Tejlorovog razvoja postavljene iteracije. Za izraCu-
navanje drugog vektora pravca iz (1.24), dy, predloZena je diferencijabilna verzija originalnog

algoritma za raCunanje dy iz (1.24). Uzevsi u obzir pomenute zamene, Sema (1.24) je
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transformisana u sledecu Semu
-1 2
Xyl = Xk — Ok Y &k + O dy (1.25)

prilagodenu skupu diferencijabilnih funkcija. Autori su u [6] implementirali iterativni metod
(1.25). Dobijeni su izuzetno povoljni numericki rezultati po pitanju smanjenja broja itertivnih
koraka. U istom radu dokazana je linerana konvergencija ovog dvosmernog metoda za uni-
formno konveksne i striktno konveksne funkcije. Da bi dokazali ubrzavajuca svojstva
predloZene iteracije autori su konstruisali neubrzavajucu verziju ovog metoda i uporedili je sa
originalnom Semom. Testiranja su potvrdila da su ubrzavajuée karakteristike koje proizilaze iz
multiplikativnog parametra ¥, viSe nego evidentne. 1z tog razloga konstruisana Sema (1.25) ne
predstavlja samo gradijentni metod ve¢ se moze podvesti pod pomenutu klasu ubrzanih gradi-
jentih metoda. U skladu sa navedenim konstruisani dvosmerni metod je nazvan ADD metod
(Accelerated Double Direction Method). ADD metod je uporeden sa SM metodom. Numericka
testiranja su potvrdila poboljSanje po pitanju broja iterativnih koraka.

Dobijeni rezultati za ovako definisanu ubrzanu dvosmernu Semu otvorili su novo pitanje:
kakve bi osobine i karakteristike pokazao ubrzani metod sa dva iterativna koraka. Shodno ovoj
ideji u radu [7] je predstavljen ubrzani dvokoracni metod za reSavanje problema bezuslovne
optimizacije koji je nazvan ADSS metod (Accelerated Double Step Size Method). Koristeci,

upsteno gledano, Semu sli¢nu (1.24) sa slede¢im izmenama
Sk = — T8k

diy = — gk

i uvodeci dva razliCita iterativna koraka oy i f3, konstruisan je ubrzani dvokoracni iterativni

model za reSavanje problema bezuslovne optimizacije
Xep1 =Xk — OV gk — Brgr = Xk — (OCkYk_l + B) &k- (1.26)

Po konstrukciji, ADSS metod sadrZi parametar ubrzanja ¥ koji je dobijen na slican nacin
kao 1 kod ADD 1 SM metoda, iz Tejlorovog razvoja koji odgovara postavljenoj iteraciji. U
radu [7] numericki rezultati su pokazali viSestruku prestiznost ADSS Seme u poredenju sa SM
1 ADD metodima. Prateci tri glavne karakteristike: broj iterativnih koraka, CPU vreme 1 broj
evaluacija ciljne funkcije, pokazana je ubedljiva dominatnost ADSS Seme po pitanju sva tri
aspekta. Na sli¢an nacin kao $to je to uradeno u radovima [6, 1] i u [7] je dokazana linearna
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konvergencija ADSS metoda.

Detaljan opis pomenuta dva ubrzana dvosmerna i dvokoracna metoda prikazana su u Cetvrtoj
glavi ove disertacije. Ostvareni rezultati ovih radova otvorili su moguénost za istraZivanje klase
dvosmernih i dvokora¢nih metoda i proucavanje osobina pojedinih metoda ove klase u
zavisnosti od promene vektora pravaca i parametara iterativnih koraka. Sa druge strane,
postavljanje odredenih relacija izmedu velicina iterativnih koraka dovodi do transformisanja
dvokoracnog ubrzanog modela na ubrzani gradijentni metod sa jednim iterativnim korakom.

Tako se, postavljanjem sledeceg uslova:
o+ P =1

koji povezuje dva iterativna koraka iz ADSS metoda, dobija da se u svakoj iteraciji ubzana

dvokoracna ADSS Sema svodi na jednokoracnu

X1 = x— (o '+ Br) gk (1.27)

koja je takode ubrzana, zbog toga Sto sadrzi parametar ubzanja ¥, dobijen iz Tejlorovog razvoja
Seme (1.27). Posto je nastala redukcijom dva koraka polazne ADSS iteracije na jedan, Sema
(1.27) je nazvana TADSS (Transformed ADSS). Ova iteracija je opisana u radu [8]. Iako su
testiranja pokazala blago poboljSanje u odnosu na dvokoracnu ADSS iteraciju, ponasanje ova
dva metoda se moZe smatrati priblizno jednakim po pitanju sva tri testirana aspekta. TADSS
algoritam kao i razne predocene moguénosti za dalje proucavanje i ispitivanje dvosmernih i

dvokorac¢nih metoda su sadrzaj poslednje glave disertacije.

1.4 Plan doktorske disertacije

Doktorska disertacija se sastoji iz sledecih glava od kojih je svaka podeljena na viSe poglavlja:
1. Uvod 1 uvodna razmatranja
2. Pregled i analiza osnovnih gradijentnih metoda i tehnika linijskog traZzenja
3. Prezentovanje i opis novijih gradijentnih i ubrzanih gradijentnih metoda za bezuslovnu
optimizaciju
4. Dvokoracni i dvosmerni gradijentni metodi sa faktorom ubrzanja

U tekucoj, prvoj 1 uvodnoj glavi izloZeni su osnovni pojmovi nephodni za formulaciju
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optimizacionog zadatka, kao 1 generalne podele i osobine metoda optimizacije. U ovoj glavi,
kao $to se moglo videti, dat je pregled matematicke osnove potrebne za izuCavanje problema
optimizacije, osnovne definicije i opSte osobine nelinearnog programiranja uz poseban akcenat
koji je stavljen na bezuslovnu nelinearnu optimizaciju. Uz opStu formulaciju zadatka

nelinearnog programiranja kod bezuslovne optimizacije

min f(x), x € R",

naglaSena je specificnost zadatka nelinearne optimizacije, njegov 'neuniverzalni’ karakter i

uslovljenost matematickim modelom i dimenzijom.

U drugoj glavi su opisani metodi linijskog pretraZivanja po pravcu (line-search) koji se

generalno definiSu opStim iterativnim procesom

Xi1 = X+ tdy

gde je x; aproksimacija ekstremuma funkcije f u tekucoj iteraciji, x;. | aproksimacija
ekstremuma u narednoj iteraciji, dy pravac pretraZzivanja dok je #; duZina koraka u pravcu

vektora dj.

Pored opisivanja nacina odredivanja intervala traZenja, klasifikacije metoda, analizirani su neki
poznatiji algoritmi linijskog traZenja kao $to su algoritmi Armija (Armijo), GoldStajna
(Goldstein) 1 Volf-Pauela (Wolf-Powel).

Ista glava sadrzi pregled postojecih gradijentnih metoda. Pracen je hronoloski razvoj
gradijentnih metoda pocev od Njutnovih metoda, modifikovanih Njutnovih metoda, kvazi

Njutnovih metoda kao i nekih savremenijih gradijentnih metoda.

U sadrzaju naredne, tree glave poseban akcenat je stavljen na analizu novijih gradijentnih

1 klasu ubrzanih gradijentnih metoda, opSte formulacije

X1 = Xk — Okli8k-

koju je detektovao Nekulaj Andreji (N. Andrei) u radu [34]. Pored koriS¢enja koraka duZine #;
ovaj iterativni model se odlikuje parametrom ubrzanja 6 > 0 koji poboljSava

ponasanje algoritma opadajuéeg gradijenta. Ovakvom algoritamskom Semom su ostvareni bolji
numericki rezultati u odnosu na klasi¢an metod opadajuéih gradijenata. Pomenuti metod koristi

Armijevo pravilo ili tzv. backtracking proceduru za izraCunavanje veliCine koraka .
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Sledecu ideju, koja nastavlja evaluaciju ubrzanih gradijentnih metoda, karakterise
kombinacija Andrejevog pristupa iz [3] i klasi¢nog Njutnovog metoda sa linijskim
pretraZivanjem

.
X1 = X — 106Gy grs

gde je Gy Hesijan date funkcije. Ideja se ogleda u zameni inverza Hesijana njegovom skalarnom
aproksimacijom. Iz ovog zanimljivog pristupa nastao je rad [1] u kome je opisana nova algo-
ritamska Sema bezuslovne optimizacije. Ovaj metod opadajuéih gradijenata je u prethodnom
poglavlju ve¢ oznacen kao SM-metod. SM-metod donosi poboljSanje ubrzanih gardijentnih
Sema Sto je potvrdeno numerickim rezultatima koji pokazuju prestiz SM-metoda u odnosu na
Andrejev metod iz [34] (AGD-metod), po pitanju broja iteracija i potrebnog procesorskog vre-

mena.

U ovom delu disertacije takode je ukazano na znacaj gradijentnog metoda Barzilai i
Borwein, tzv. BB-metoda iz [5], Rajdanovog globalnog BB-metoda [17], tzv. GBB-metod, kao
i gardijentnog metoda sa skalarnom korekcijom koraka opisanog u [4], SC-metod.

Cetvrta glava je po prikazu originalnih rezultata vezanih za izradu disertacije od
sustinskog znacaja. U njenom pocetnom delu dat je opis specificne formulacije iterativne Seme

za bezuslovnu optimizaciju koja sadrZi dva vektora pravca. Iteracija oblika

X1 = X + Oy + oZd) (1.28)

opisana je u [2]. U ovom modelu oy, predstavlja iterativni korak dok su sa s; 1 d; oznacena dva
opadajuca smera iteracije. Svaka od ovih komponenti je definisana odgovarajué¢im algoritmima.
Predlozen metod se odnosi na nediferencijabilne funkcije i njegova implementacija u [2] nije
data. Jedna od osnovnih motivacionih ideja koja je dala nove rezultate u oblasti ubrzanih metoda
za bezuslovnu optimizaciju, bila je modifikacija Seme (1.28) odgovarajuCim algoritmima za
svaku od potrebnih komponenti koji su prilagodeni odredenim diferencijabilnim slucajevima.
Sledeci cilj je bila implementacija tako definisanog metoda i on je uspe$no ostvaren.

U nastavku Cetvrte glave disertacije predstavljeni su originalni doprinosi uradenog nau¢nog
istrazivanja. Nova dva ubrzana metoda za bezuslovnu optimizaciju koja su opisana u ovom

delu, utemeljena su prevashodno na idejama i rezultatima opisanim u [1, 2].

Najpre je dat detaljan opis konstrukcije, konvergencije i numericki testovi novog
dvosmernog ubrzanog iterativnog modela za nelinearnu bezuslovnu optimizaciju, nazvanog

Accelerated Double Direction Method ili skraCeno ADD-metod. Bazi¢na ideja za nastanak
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metoda sa dva vektora pravca potice iz [2]. Transformisanjem metoda iz [2], definisanog za
nediferencijabilne slucajeve, na uslove koji podrazumevaju diferencijabilnost objektne funkcije,
nastao je njegov ’diferencijabilan pandam’:

Xpl =X — OGN gk + ody, (1.29)

u kome je pravac s iz (1.28) zamenjen gradijentom g; a drugi pravac, di, je definisan novim
modifikovanim algoritmom. Korak o4, se za razliku od predloZzenog algoritma za odredivanje
iterativnog koraka iz [2], u iteraciji (1.29) raCuna backtracking procedurom. Pokazuje se dobra
definisanost ovakvog metoda kao i njegova konvergencija za odredene klase diferencijabilnih
funkcija. Parametar ¥ je dobijen iz Tejlorovog razvoja na slican nacin kao kod SM-metoda
u [1] i predstavlja parametar ubrzanja. Da bi se dokazale prednosti ubrzavajuce karakteristike
koje donosi parametar 7, konstruisana je i testirana neubrzavajuca verzija ADD-metoda.

Nonaccelerated Double Direction Method (NADD-metod) u svom izrazu ne sadrzi faktor

ubrzanja ;:

2
X1 — X = O dy — Ogi.

Dobijeni rezultati testiranja potvrduju apsolutnu prednost ADD-metoda u odnosu na njegovu

neubrzavajucu verziju.

Osnovni cilj konstruisanog ADD-metoda bio je smanjenje broja iteracija u poredenju sa
postoje¢im metodama. Kako je u [1] ve¢ pokazana dominantnost SM-metoda u odnosu na
metode AGD i1 GD (gradient descent method), dovoljno je bilo uporediti metode ADD i SM.
Rezultati numerickog testiranja pokazali su napredak po pitanju smanjena broja iteracija koji je

ostvaren primenom ADD-metoda.

U istoj glavi je takode predstavljen jo$ jedan ubrzani metod za bezuslovnu optimizaciju.
Ostvarena poboljSanja u pogledu broja iteracija primenom ADD-metoda dovela je do ideje da
se konstruiSe metod slicne forme, ali koji bi imao dva koraka u datoj iteraciji i jedan smer
traZenja. Zamenom vektora s; vektorom —7%; g u (1.28) i uvodenjem jo§ jednog iterativnog
koraka f; dobija se sledeca iterativna Sema:.

Xprl =X — QW gk — Brgr =Xk — (¥ ' + Be) g (1.30)

Shodno formulaciji, ovako konstruisan dvokoracni ubrzani gradijentni metod nazvan je
Accelerated Double Step Size Method ili u skracenoj formi, ADSS-metod. Iterativni koraci oy
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i By odreduju se putem dve razliite backtracking procedure linijskog traZenja. Za smer pada
izabran je gradijent posmatrane funkcije, dok se parametar ubrzanja ;. odreduje prema izrazu za
datu iteraciju, putem Tejlorovog razvoja, kao kod SM i kod ADD-metoda . Istrazivanja vezana
za ADSS metod objavljena su u [7].

Osnovni motiv za konstrukciju ADSS-metoda bila je pored daljeg smanjenaja broja iteracija,
ovog puta i smanjenje broja evaluacija funkcije kao i smanjenje potrebnog procesorskog
vremena. Dobijeni numericki rezultati koji su prikazani, pokazuju da ADSS iterativna Sema
daleko prevazilazi, po pitanju sve tri karakteristike, 1 SM 1 ADD metode. Linearna konvergencija
ADSS metoda, kao i kod ADD i SM iteracija, pokazana je za uniformno konveksne funkcije i
striktno konveksne kvadratne funkcije pod odredenim uslovima.

Izuzetne performanse dvokoracnog ADSS modela dovele su do ideje o postavljanju sledeceg
uslova koji povezuje dva iterativna koraka u ADSS iteraciji

o+ B = 1.

Primenjen na 1.30, prethodna relacija redukuje dvokoracni ubrzani gardijentni ADSS metod na

jednokoracnu takode ubrzanu gradijentnu iteraciju

X1 =X — (o(p ' — 1) +1) g (1.31)

Model dobijen transformisanjem dvokoracne ADSS Seme na jednokoracnu opravdano je
nazvan Transformed ADSS, tj. TADSS-metod, i predstavljen je takode u Cetvrtoj glavi dis-
ertacije. Ovako definisan metod je zadrzao dobra svojstva svog originala, ADSS -metoda , i
Cak pokazuje blaga poboljSanja u odnosu na njega. Sa druge strane, kao jednokorac¢ni ubrzani
gradijentni metod uporediv je sa takode jednokoracnim ubrzanim gradijentnim SM- metod, pri
¢emu su potvrdena znacajna poboljSanja u korist TADSS algoritma. I ova poslednja istraZivanja
doprinose znacaju ADSS modela.

Razmatranja i generalni zakljucci o prikazanim rezultatima u doktorskoj disertaciji
¢ine sadrZaj poslednjeg dela Cetvrte glave. Analizirana je mogucnost definisanja Citave klase
dvosmernih i dvokora¢nih metoda za razlicite izbore koraka i vektora pravca kao i mogucénosti
detektovanja veceg broja metoda te klase. Izneti su i predlozi za dalja istraZivanja i razvoj
sli¢nih ubrzanih iterativnih Sema nelinearne bezuslovne optimizacije. Izveden je zakljucak o

doprinosu dobijenih rezultata sa nau¢ne tacke gledista.
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Glava 2

Gradijentni metodi i tehnike linijskog

trazenja

ovoj glavi govorice se o gradijentnim metodima bezuslovne optimizacije. Ve¢

U je pomenuto da pod gradijentnim metodima podrazumevamo one Seme koje u svojim
formulacijama sadrZe samo prvi izvod objektne funkcije i tada je re¢ o gradijentnim metodima
prvog reda. Seme koje koriste i prvi i drugi izvod date ciljne funkcije nazivamo gradijentnim
metodima drugog reda. Najpre Ce biti opisane tehnike linijskog traZenja. Definisanje samog po-
jma, ilustrovanje usvojene podele kao i detaljan opis tatnog i netacnog linijskog traZenja moZze
se naci u raznoj literaturi a neka znacajnija izdanja su [35, 36, 37, 38, 39, 40]. Ova tema je
ujedno i sadrzina prva Cetiri poglavlja ove glave. Razmatranja i analiza mnogih

pojedinacnih Cesto upotrebljivanih modela kao $to su Armijevo, Volf-Pauelovo, GoldStajnovo
pravilo su takode u sastavu pomenutih poglavlja. U ostalim poglavljima prikazani su znacajniji
gardijentni metodi. Detaljno su opisane i analizirane gradijentne iterativne Seme i njihova
konvergencija pocev od KoSijevog metoda najstrmijeg pada [41], osnovnog gradijentnog
metoda 1 njegovih modifikacija, pa do Njutnovog metoda, modifikovanog Njutnovg i kvazi-

Njutnovog metoda.

2.1 Pojam i klasifikacija linijskog pretrazivanja
Za reSavanje bezuslovnog viSedimenzionog minimizacionog problema

min f(x), x€R"
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pri ¢emu je objektna funkcija f : R” — R glatka, aproksimacija traZenog minimuma kod metoda
linijskog traZenja po gradijentu (line search methods) ostvaruje se iteracijama koje se generalno
formuliSu kao

Xpp1 =X +tdy, k=0,1,2,...

Prema ve¢ usvojenim oznakama, u prethodnoj relaciji x; je tekuca aproksimacija minimuma,
Xr+1 aproksimacija minimuma u narednoj iteraciji, #; duZina iterativnog koraka i d; vektor
pravca pretrazivanja. Ocigledno je konstruisanje nove aproksimacije minimuma, koja je bolja
od prethodne, obezbedeno ukoliko su odredene vrednosti parametara #; i d, odnosno vrednosti
veliCine koraka i pravca pretrazivanja. Iz ovoga zakljucujemo da je osnovni preduslov dobre
definisanosti metoda linijskog traZenja adekvatan izbor odnosno raCunanje ova dva parametra.
Uglavnom se kod metoda linijskog traZenja parametar pravca d; odabira, dok se veliCina itera-
tivnog koraka #; odreduje resavanjem jednodimenzionog optimizacionog problema. Uopstena

algoritamska Sema metoda linijskog traZzenja ima sledeci prikaz.

Algoritam 2.1.1 Opsti algoritam metoda linijskog pretraZivanja
1: k:=0
Ako je ||V f(ks1)]| < € zaustaviti algoritam
IzraCunati vektor dj pravca traZzenja
Naci veliCinu koraka #; > 0 nekom od procedura linijskog trazenja
Xkl = Xp Ttk
k:=k+1
izlazne veli¢ine x; 1, f(xx1)

AN A Sl

Vec¢ je napomenuto da se kod minimizacionih modela bezuslovne optimizacije diferenci-

jabilne ciljne funkcije f Ciji je gradijent g, vektor pravca pretraZivanja uglavnom bira tako da

zadovoljava uslov pada u svakoj iteraciji
digr <O0.

Jedna od podela metoda linijskog traZenja je prema odabiru smera pretraZivanja. Sa tim u vezi,
navode se neki poznatiji izbori vektora pravca kod metoda linijskog trazenja u bezuslovnoj

optimizaciji kao i jedan novi algoritam za definisanje smera pretrazivanja.

e Smer negativnog gradijenta. Za smer negativnog gradijenta

dr = —gr=—Vf(x),
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se slobodno moze reci da prethodi svim ostalim izborima vektora pravca. Takode nije
pogresno definisati ga kao neizostavni sastavni faktor skoro svih drugih poznatih pravaca
pretraZivanja. Cesto se u literaturi moZe naéi da se pod gradijentnim metodima, u uZem
smislu, podrazumevaju upravo oni gradijentni metodi kojima je smer pretraZivanja u

svakoj iteraciji jednak vrednosti negativnog gradijenta u tekucoj tacki.

Poznato svojstvo gradijenta objektne funkcije jeste da je pravac gradijentnog vektora u
svakoj tacki x; prostora normalan na povr$ sa konstantnom vrednosc¢u date funkcije f
1 pri tom sadrzi datu tacku. U praktiénom smislu, ova osobina gradijenta da upravo
smer gradijenta objektne funkcije u tacki xi, u oznaci g, definiSe smer najbrzeg rasta
funkcije cilja f ka njenom maksimumu polazec¢i od tacke x;. Sa druge strane, obrnuti
smer, odnosno smer suprotan gradijentnom smeru, predstavlja smer najbrZeg pada ciljne
funkcije f. Dakle, smer negativnog gradijenta jeste smer najbrzeg opadanja vrednosti

objektne funkcije 1 kretanja ka njenoj minimalnoj vrednosti. Konvergencija metoda lini-
jskog traZenja sa pravcem negativnog gradijenta je spora u sluaju pojave takozvanog cik-
cak fenomena koji takode dovodi i do divergencije. Algoritam metoda linijskog trazenja

sa smerom negativnog gradijenta ima sledeéi prikaz:

Algoritam 2.1.2 Metod linijskog trazenja sa smerom negativnog gradijenta

1

~N O LB WN

k=0

. Ako vazi ||gk|| < € kraj algoritma.

cdi=—8=-Vf(k)

: Naci veli¢inu koraka #; > 0 nekom od procedura linijskog traZenja
X1 = Xkt tdy

cki=k+1

D X1y f (k1)

e Njutnov smer. Ovaj izuzetno vazan smer pretraZivanja pored gradijenta zavisi 1 od Hesi-

jana Gy, ciljne funkcije i definiisan je jednakoS¢u
dy = —Gi g

Ovako definisan Njutnov smer traZzenja zasniva se na pretpostavci da je Hesijan pozitivno
definitan. Ideja iz koje je proistekao ovako konstruisan pravac bazirana je na Tejlorovoj
teoremi i Tejlorovom kvadratnom razvoju analizirane funkcije. Njutnov pravac trazenja
doprineo je razvoju klase Njutnovih metoda koji se odlikuju jako brzom konvergencijom

koja ide do kvadratnog reda. Medutim, negativna strana Njutnovog smera ogleda se u
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situacijama kada Hesijan ciljne funkcije nije pozitivno definitan kao i kada je raCunanje
Hesijana komplikovano ili teSko ostvarivo. To je uticalo na razvoj

mnogobrojnih modifikacija Njutnovog metoda a samim tim i modifikacija Njutnovog
smera. Najveée dve grupe ovakvih metoda su modifikovani Njutnovi metodi i kvazi-

Njutnovi metodi.

Kvazi-Njutnov smer. Ovaj smer traZzenja se primenjuje generalno kod kvazi-Njutnovih
metoda i zasniva se na relaciji

dg = —Bygx,

gde je matrica By predstavlja aproksimaciju inverza Hesijana. Matrica By se odlikuje

svojstvima simetri¢nosti i pozitivne definitnosti.

e Novodefinisani smer iz [6]. Smer traZenja generalno moze biti proizvoljno definisan

shodno potrebama razmatranog problema. Ovde je predstavljen jedan primer specificno
definisanog smera trazenja iz [6]. Za njegovo odredivanje potrebno je prethodno znati
vrednost veli¢ine iterativnog koraka ay. Potom se traZeni vektor pravca nalazi

reSavanjem odredenog pomoc¢nog problema, §to je prikazano u narednom algoritmu

Algoritam 2.1.3 Izracunavanje pravca vektora d.

Require: VeliCina iterativnog koraka oy.

1:
2:

o = O.

dy, k<m-—1
dr(a) =
k( ) m i—ld* k>
Yil 0 dg iy, k2>m,

gde je d; reSenje problema min,cg Py (d), pri Cemu je

1
& (d) =gld+ Eykﬂl.

Kada je jednom pravac pretrazivanja d; odabran, pristupa se odredivanju drugog klju¢nog

parametra metoda linijskog traZenja, parametru koji karakteriSe veliinu iterativnog koraka. U

tom cilju definisana je pomo¢na funkcija &

(1) = fxi+dy). @2.1)
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Funkcija ® treba da zadovoljava uslov
D(1) < P(0)

koji datom metodu linijskog trazenja obezbeduje napredovanje u odabranom pravcu ka mini-
mumu ciljne funkcije. Ukoliko je uslov (2.1) ispunjen, radi se 0 monotonom linijskom pretraZi-

vanju .

Problem nalaZenja duZine iterativnog koraka kod metoda linijskog traZenja dovodi do na-
jopstije podele ovih metoda, i to na metode tacnog linijskog traZzenja (exact line search) i metode
netacnog linijskog traZzenja (inexact line search). Kod tacnog linijskog traZenja vrednost itera-

tivnog koraka predstavlja reSenje jednodimenzionog minimizacionog problema
J (e +tdy) = rtn>i(r)1f(xk +tdy).

Primenu ovog nacina nalaZenja koraka #;, uz izbor pravca negativnog gradijenta dy = —g
nalazimo kod KoSijevog metoda najstrmijeg pada (The steepest descent method). Nije teSko
zakljuciti da je reSavanja pomenutog jednodimenzionog optimizacionog problema u svakoj
iteraciji neprakti¢no, iziskuje previSe vremena i memorijskog prostora. Zbog ove Cinjenice
razvijene su tehnike netacnog linijskog traZzenja koje su mnogo primenljivije u praksi. Kod
procedura netacnog linijskog traZenja nije nuZno potrebno resiti jednodimenzionu minimizaciju
tj. odrediti tacnu vrednost minimuma postavljenog problema ve¢ je dovoljno da objektna
funkcija zadovolji postavljen uslov. U zavisnosti od definisanog uslova izdvaja se veci broj
tehnika netacnog linijskog traZenja. Poznatije i Cesto upotrebljivane su procedure Armija
(Armijo) ili takozvana backtracking procedura, Goldstajna (Goldstein), Volfa (Wolfe), Pauela
(Powel), FleCer (Fletcher) i druge [42, 43, 44, 32, 45]. Pomenuti modeli se baziraju na relaciji

f1) < flx), k=0,1,... (2.2)

tj. podrazumevaju monotono opadanje ciljne funkcije u svakoj iteraciji. Ovakvi metodi pri-
padaju klasi monotonog neta¢nog linijskog trazenja. Metodi kod kojih uslov (2.2) ne mora
da bude ispunjen u svakoj iteraciji pripadaju klasi nemonotonog neta¢nog linijskog traZenja
[46, 47, 48, 49, 50]. U opStem slucCaju 1 monotoni 1 nemonotoni metodi netacnog linijskog

traZenja odlikuju se dobrom konvergencijom.
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2.1.1 Odredivanje intervala pretrazivanja

Kod metoda linijskih trazenja potrebno je odrediti pocetni interval koji sadrzi optimalnu
vrednost x* ciljne funkcije i unutar koga ¢e se vrsiti pretrazivanje. Ovakav interval se naziva

interval pretraZivanja ili interval neizvesnosti.

Definicija 2.1. (Interval pretraZivanja) Za funkciju

®(1") = min®(¢) = mi td,
(17) = min(z) = min f (x; +1d)
zatvoren interval [a,b] C [0,00] kome pripada t*, ukoliko takav postoji, nazivamo interval

traZenja ili interval neizvesnosti za jednodimenzioni minimizacioni problem min,>o ().

Metod za odredivanje pocetnog intervala traZzenja ogleda se u nalaZenju tri tacke xp,x2,x3

koje zadovoljavaju uslov
xp < X3 < X3 P(x1) > P(x2) P(xp) < D(x3).

Za pokretanje ovakve procedure potrebna je poCetna tacka xg 1 poCetna duzina koraka f.
Algoritam zapocinje traZenjem tacke koja je vece vrednosti od pocetne vrednosti xg, dakle ide
se napred 1 nastavlja se u tom smeru dok god je pretraZivanje uspe$no. Uprotivnhom, ide se

nazad. To prakti¢no znaci da se ispituje uslov
CI)(Z() + ho) < CI)(I()) (2.3)

Ukoliko je ispunjena prethodna nejednakost pretraZivanje ide u smeru napred sve dok vrednost
funkcije cilja opada. Kada se znak nejednakosti u relaciji (2.3) promeni, odnosno kada se ispuni
uslov

D(19+ hoy) > P(1p)

pretrazivanje se nastavlja u smeru unazad sve dok se povecava vrednost ciljne funkcije. Ovo su
osnove takozvanog napred-nazad algoritma (forward-backward) za odredivanje inicijalnog
intervala traZenja. Izlazne veliCine algoritma napred-nazad su krajnje tacke intervala

neizvesnosti koji ima osobinu da sadrZi minimalnu vrednost ciljne funkcije.
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Algoritam 2.1.4 Algoritam napred-nazad

Require: (Ulaz) funkcija cilja f pocetna tacka xg € R", pocetni korak f9 > 0, hg > 0 koeficijent
mnoZenja ) > 1 (najc¢eSée se uzima n = 2).

Ly =1y, [:=1Iy+ho

Ako je @(t) > ®(t,,) onda h:= —hy, t:=to+h

Sve dok je ®(t) < P(t,,) raCunatit,, :==t, h:=hn, t:=t,+h

a:=min{t,1p}, a:=max{r,5}

izlazne velicine a, b

A

2.2 Tacno linijsko trazenje

Ve¢ je napomenuto da se procedura tacnog linijsko traZenja zasniva na reSavanju

jednodimenzionog minimizacionog problema

SO +trdy) = min f (xy +tdy) (2.4)

Resenje ovog zadatka predstavlja optimalnu duZinu koraka u datoj iteraciji, pri ¢emu se
podrazumeva da je odreden ili odabran pravac pretrazivanja, vektor d;. Ukoliko je moguce
analiticki odrediti minimum problema (2.4) tehnika ta¢nog linijskog traZzenja je podobna i pri-
menljiva za reSavanje postavljenog optimizacionog zadatka i daje dobra konvergentna svojstva.
Nazalost, u praksi je to redak slucaj. Samim tim, primena tehnike tacnog linijskog pretraZivanja
postaje neprihvatljiva, bilo zbog nemoguénosti reSavanja jednodimenzionog zadatka (2.4) bilo
zbog neefikasnosti ovog metoda koja proisti¢e iz znatnog gubitka vremena potrebnog za resa-
vanje problema (2.4), memorijskog prostora itd. Ipak, metod tacnog linijskog traZenja je od
velikog teorijskog znacaja. Ispitivanje konvergencije dalo je korisne rezultate. Iako je osnova
tehnike taCnog linijskog traZzenja reSavanje zadatka (2.4), koje se svodi na odredivanje parame-
tra koraka tekuce iteracije, iz analize konvergencije ovog modela izvodi se zakljuCak da

konvergencija metoda ta¢nog linijskog traZenja u mnogome zavisi od izbora vektora pravca dy.
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Algoritam 2.2.1 Algoritam metoda ta¢nog linijskog pretrazivanja

Require: (Ulaz) funkcija cilja f, inicijalna taCka xo € R", 0 < e < 1.
1: k:=0

: Dok vazi ||gg)|| > € preci na sledeci korak

3: IzraCunati vektor dj pravca traZzenja

4. Naci veli¢inu koraka #; > 0 tako da je ispunjen uslov

[\

[ +tedy) = ftn>i(1)1f(xk +td})

50 Xpg1 = Xg + tidy
6: k:=k+1
7: izlazne veliCine xy, f(xx)

Ako oznac¢imo jednodimenzionu funkciju ® kao ®(¢) = f(x; +1dy ), uzevsi u obzir jednakost

(2.4) ocigledno vaze relacije

P(0) = fxx), P(r) <P(0)

a prvu stacionarnu tacku funkcije @ definiSe izraz

e =min{r > 0| Vf(x; +1d)" dy = 0}. (2.5)

Sada se preciznije moZe reéi da je metod ta¢nog linijskog pretraZivanja odreden relacijama
(2.4) 1 (2.5) obzirom da relacija (2.4) definiSe globalni minimum a relacija (2.5) stacionarnu

tacku funkcije .

2.3 Netacno linijsko trazenje

U prethodnom poglavlju opisana je procedura tacnog linijskog trazenja kod koje se odredivanje

iterativnog koraka bazira na reSavanju minimizacionog problema
f, = arg mi(r)lf(xk +1tdy). (2.6)
>

Ovo prakti¢no znaci da se korak kod metoda ta¢nog linijskog traZenja odreduje minimizacijom
funkcije f duZz zraka {x+7/Ax|t > 0}. Dati postupak je u praksi teSko ostvariv i zahteva previse

procesorskog vremena i memorije. Stoga je odredivanje iterativnog koraka putem aproksima-
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tivne minimizacije funkcije f(x+tAx) duz zraka {x +tAx|r > 0} prakticno gledano daleko

prihvatljivije. Takva minimizacije je osnova tehnike netacnog linijskog traZenja.

Znacaj metoda sa neta¢nim linijskim traZzenjem je viSestruk. Sam postupak tacnog resa-
vanja jednodimenzione minimizacije (2.6) i neretka kompleksnost ovog problema dovela je
do potrebe za alterativnim reSenjem a samim tim do nastanka netacnog linijskog pristupa u
reSavanju postavljene optimizacije. Pri tome, stopa konvergencije uglavnom nije smanjena u
poredenju sa metodima tacnog linijskog trazenja. Mnogobrojnim istraZivanjima je potvrdeno
da konvergencija i red konvergencije metoda linijskog traZzenja ne zavisi od toga da li se koristi

tacno ili netacno linijsko traZenje.

Opsta iteracija metoda netacnog linijskog trazenja ima istu formu kao kod metoda tacnog
pretraZivanja

Xi1 = X +tdy

pri ¢emu je x| nova iterativna tacka, x; prethodna a kljucni parametri u ovoj Semi koje treba
odrediti, a koji definiSu efikasnost samog metoda, jesu zapravo smer traZenja dj 1 parametar
koraka 1.

Za smer pretraZivanja moZe se odabrati bilo koji od predloZenih izbora iz Poglavlja 2.1 ove
glave. Kako nam je fokus na reSavanju minimizacionog problema, bitno je da odabran smer

bude smer opadanja, odnosno da zadovoljava uslov pada
g,{dk <0

o kome je vec bilo reci.

Za efikasnost metoda kao i za njegovu konvergenciju jednako je vaZan i parametar
iterativnog koraka, odnosno odredivanje njegove optimalne duZine. Sa tim u vezi, u ovom
poglavlju je opisano viSe tehnika netacnog linijskog trazenja koje imaju za cilj odredivanje Sto
optimalnije duzine koraka. Sve takve procedure generalno imaju zajednicko polaziste a to je
dovoljno smanjenje vrednosti objektne funkcije u svakoj iteraciji, tj. ako upotrebimo oznaku <
za obeleZavanje dovoljno male razlike posmatranih vrednosti onda je osnova metoda linijskog
traZenja relacija

(Vk € N) O+ tedi) < f(xk),

a opSta algoritamska Sema ima sledeci prikaz
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Algoritam 2.3.1 Algoritam metoda netacnog linijskog pretrazivanja
Require: (Ulaz) funkcija cilja f, inicijalna taCka xo € R", 0 < e < 1.
1: k:=0
2: Dok je ispunjen uslov ||gx)|| > € preci na naredne korake
3: IzraCunati vektor dj pravca traZzenja
4: Naci veli¢inu koraka #; > 0 tako da je ispunjen uslov

S o+ trdi) < f ()

50 X1 = X+ lkd
6: k:=k+1
7: izlazne veli¢ine x, f(xy)

U nastavku su opisane Seme netacnog linijskog trazenja koje su predlozili Armijo,
Goldstajn, Volf-Pauel, kao 1 linijsko trazenje unazad takozvana backtracking procedura koja je

koriS¢ena u novim istraZivanjima opisanim u cetvrtoj Glavi ove disertacije.

2.3.1 Armijev algoritam linijskog trazenja unazad-Backtracking

procedura
Opsti oblik Armijevog pravila je
f o) = f (o B dy) > —pBag di 2.7)
pri cemu je ﬁ € (0,1), p € (0,%), t > 0 dok je my je najmanji nenegativan ceo broj za koji

je ispunjena prethodna nejednakost. Za nadjenu najmanju celobrojnu nenegativnu vrednost m

prethodni uslov se moZe preformulisati u

Flx) = £ +tdi) > —ptgp dy (2.8)

ukoliko se uzmu u obzir sledece dve relacije

pm

B

t — Bt (2.9)
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gde za B,p vaze ista ograniCenja kao u (2.7) a iz poslednje relacije lako se zakljuCuje da i ¢
zadrzava ista definisana svojstva iz nejednakosti (2.7), tj. ¢ > 0. Na ovaj naCin opSte Armi-
jevo pravilo netacnog linijskog pretrazivanja (2.7) transformisano je u takozavanu backtracking

proceduru ili proceduru linijskog trazenja unazad Ciji je izlazni kriterijum ispunjenje uslova

flx+tdy) < fxp) +ptgldy. (2.10)
Iz prethodne analize jednostavno se zakljuCuje da backtracking procedura prakti¢no zavisi od
dva parametra p € (0,3) i B € (0,1) a imajui u vidu izlazni uslov (2.10) nije tesko formulisati

algoritam backtracing procedure

Algoritam 2.3.2 Algoritam Backtracking

Require: (Ulaz) funkcija cilja f, p € (0, %), B e(0,1)
1: Pocetni korak 7 := 1
2: Dok vazi f(x;+tdy) > f(x)+ ptg! dy, raunati 1 := B,
3: izlazne velicine x, f(xx)

Relacija (2.9) jasno opravdava naziv Backtracking procedure. Kako se kre¢e od najvece
vrednosti iterativnog koraka, = 1 nastavlja se putem smanjenja ove veli¢ine (u smeru "unazad’)
sve do ispunjenja izlaznog kriterijuma, odnosno nejednakosti (2.10). Da je odredivanje zado-
voljavajuce veliCine koraka definisano backtracking algoritmom ostvarivo pod datim uslovima

potvrduje naredna analiza. Kako vaZe nejednakosti

ghdr <0

0<p<05
iz Tejlorovog razvoja prvog reda imamo da je ispunjeno
fla+tdi) = f () +tgidi < f (o) + prgg dic

Implementacija Armijevog metoda je vrlo jednostavna pa je zbog toga ovaj model Cesto ko-
riSéen u praksi. Algoritam opSteg Armijevog pravila je zbog sli¢nosti sa GoldStajnovim

pravilom prikazan u objedinjenoj algoritamskoj Semi u narednom poglavlju.
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2.3.2 Goldstajnovo pravilo

Pravilo Goldstajna se zasniva na izlaznoj nejednakosti Armijeve backtracking procedure (2.10)

1 njoj dopunske nejednakosti. Radi preglednosti navedena su oba uslova jedan za drugim:

f e+ dy) < f (xe) + prgy di

flx+tdy) > floxx) +(1—p)tgldy (2.11)

pri tome se u obe nejednakosti pretpostavlja isto ograni¢enje parametra p koje je predloZio
Armijo, p € (0, %) Kako je uslov (2.10) ekvivalent uopStenog Armijevog pravila (2.7), moze
sa pravom konstatovati da je GoldStajnovo pravilo uopsStenje Armijevog pravila, definisano

striktnijim uslovima. 1z tog razloga sledi prikaz zajednickog uopStenog Algoritma Armijevog i

Goldstajnovog metoda:

Algoritam 2.3.3 Algoritam Armijevog i GoldStajnovog metoda netacnog linijskog trazenja
Require: (Ulaz) funkcija cilja f, inicijalna tacka xo € R", p € (0, %), 0<ex 1.

1: k:=0

2: Sve dok je ispunjen uslov ||gx)|| > € pre¢i na naredne korake

3: IzraCunati vektor dj pravca traZzenja

4: e Naci veli¢inu koraka #; > 0 tako da je ispunjen uslov (2.7) Armijevog metoda;

e Naci veliCinu koraka #; > 0 tako da su ispunjeni uslovi (2.10) i1 (2.11) GoldStajnovog

metoda;
50 Xpyp1 = Xp +trdy
6: k:i=k+1

7: izlazne veliCine xi, f(xx)

2.3.3 Pravilo Volf-Pauela Wolfe-Powel

Samo pravilo (2.10) ne garantuje da ¢e parametar koraka ¢ koji se njime generiSe ostati unutar
intervala u kome se nalazi minimum funkcije ®(z). Koncepcija Volf-Pauelovog pravila je da se

obezbedi ovo svojstvo. Pomenuti autori su predloZzili da se uslov (2.11) zameni uslovom

V(i +tdp)) dy > ogldi, o€ (p,1) (2.12)
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koji predstavlja osnovu Volf-Pauelovog pravila, dok zajedno, relacije (2.10) 1 (2.12) ¢ine
Volf-Pauelov metod netacnog linijskog traZzenja. U nejednakosti (2.12) konstanta o zadovoljava
uslov ¢ € (0,1). Od vaznosti je naglasiti da interval u kome se pretrazuje veliina parametra

koraka ¢ generisan Volf-Pauelovom Semom sadrZi minimum funkcije ®.

Sam Volf-Puelov uslov (2.12) proizilazi iz uslova (2.11) i teoreme o srednjoj vrednosti, jer

za 1y koje zadovoljava (2.11) vazi

tk[Vf(xk + thkdk)]Tdk = f(xk —I—l‘kdk) —f(xk) > (1 — p)thf(xk)Tdk

Sto predstavlja nejednakost (2.12) za 6y = 11 1 — p = ©. Sa druge strane, na osnovu teoreme o

srednjoj vrednosti 1 uslova (2.10) vazi
TV f (o =+ Oxedi) ) die = f (xic + i) — f (xic) = &V f ()" di
pri emu je 6 € (0,1). Kako je g/ dy < 0,za p < ¢ < 1 imamo
[V (xi + Ocizdi)) die = pV f (i) di > oV f ()T dy

a ovo jeste nejednakost (2.12) za ty, = Ofy.

Prethodna analiza potvrduje postojanje parametra #; koji zadovoljava oba uslova Volf-
Pauelovog metoda, (2.10) i (2.12). Ocigledno su postavljena ograni¢enja nad konstantama p

10, p <o <1, neophodan uslov za egzistenciju takvog parametra #.

Sledi opsti algoritam Volf-Pauelovog metoda, baziranog na relacijama (2.10) i (2.12).

Algoritam 2.3.4 Algoritam opSteg Volf-Pauelovog metoda netacnog linijskog trazenja
Require: (Ulaz) funkcija cilja f, inicijalna tacka xo € R", B € (0,1), p € (0, %), 0<ex 1.

I: k:=0

2: Dok vazi ||gx)|| > € preéi na naredne korake

3: IzraCunati vektor dj pravca trazenja

4: Naci veliinu koraka 7, > 0 tako da su ispunjeni uslovi (2.10) i (2.12) Volf-Pauelovog
metoda;
X1 = Xk + ld
6: k:=k+1
7: izlazne veli¢ine xy, f(xy)

9,1
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2.3.4 Konvergencija metoda netacnog linijskog trazenja

Na pocetku ovog poglavlja naveden je opsti algoritam metoda sa neta¢nim linijskim trazenjem.

Algoritam 2.3.5 Opsti algoritam metoda netacnog linijskog traZzenja
Require: (Ulaz) funkcija cilja f, inicijalna tacCka xo € R", 0 < e < 1.
1: k:=0
2: Dok vazi ||gg)|| > € raunati
3: IzraCunati vektor dj pravca traZzenja tako da vaZzi

df Vf(x) <0

4. Naci veli¢inu koraka #; > 0 primenom nekog od metoda netacnog linijskog traZzenja Armija,
Goldstajna ili Volf-Pauela

50 Xpy1 = X+ trdy

6: k:=k+1

7: izlazne veliCine xy, f(xx)

U prethodnom algoritmu se pretpostavlja da odabrani smer pretrazivanja, di, zadovoljava
uslov pada
df gx <0,

a da je duzina iterativnog koraka, #;, nadena nekim od opisanih metoda netacnog linijskog
traZzenja. UopSte, kod izbora smera vektora pravca traZzenja, princip je izbei smerove koji su
skoro ortogonalni na smer negativnog gradijenta, —gi. Preciznije, za smer s, = f;,d), ugao koji
smer sy gradi sa smerom negativnog gradijenta 6y € [0, 7] i konstantu > 0 bira se da vazi

vk <D M, (2.13)
i pri tom je ispunjeno
—81 Sk
cosfy=—""—. (2.14)
(llgllllsell)

Navedeni uslov (2.13) potreban je iz razloga Sto bi u suprotnom bilo g,{sk — 0 a to bi prakti¢no

znacilo da smer s; skoro da nije smer pada.

Analizu konvergencije metoda sa netacnim linijskim traZenjem zapocinjemo ocenom
veliCine pada vrednosti objektne funkcije f u svakoj iteraciji odabranog metoda sa netatnim

pretraZivanjem.

Teorema 2.1. Neka je f(x) uniformno konveksna funkcija, odnosno neka postoji konstanta
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n > 0 takva da vazi
»—2)T[VFy) = Vi) >nly—z|?

ili postoje konstante mi M, 0 < m < M koje zadovoljavaju nejednakosti
ml|yl* <y V2f(x)y < M)y|)%,

tada vaZi

S o) — f G +trdi) > |tedi] %,

1+\f

pri cemu je p ity zadovoljavaju relaciju (2.10).

Sledi teorema koja pod izvesim uslovima garantuje globalnu konvergenciju Algoritma
(2.3.5).

Teorema 2.2. Pretpostavimo da je parametar koraka t;, u Algoritmu (2.3.5) generisan
Goldstajnovim pravilom (2.10)-(2.11) ili Volf-Pauelovim pravilom (2.10)-(2.12). Ukoliko za
objektnu funkciju f postoji na skupu {x|f(x) < f(xo)} uniformno neprekidna funkcija V f, tada
vaZi jedan i samo jedan od sledecih uslova:

e Vf(x;) =0 zaneko k;
o f(xp) — —oo;

° Vf(xk) —0

Naredne dve teoreme govore o konvergenciji metoda netacnog linijskog trazenja kod kojih
je veliCina iterativnog koraka generisana Volf-Pauelovim pravilom.

Teorema 2.3. Neka je parametar koraka t;. definisan pomocu relacija (2.10)-(2.12) primenjenih
nad neprekidno diferencijabilnom funkcijom f : R" — R koja je ogranicena odozdo. Neka je
pritom gradijent funkcije f, V f, neprekidna funkcija na skupu

{xlf(x) < f(x0)},

tada za niz generisan Algoritmom (2.3.5) vaZi

\Y Tq
fim L)

=0
k—+eo ||| ’
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odnosno
IV f(xz) || cos 6 — 0.

Teorema 2.4. Pretpostavimo da je funkcija f : R" — R neprekidno diferencijabilna i da njen

gradijent V f zadovoljava LipSicov uslov

IVF(x) = VI < Mllx =y

Neka je uz to velicina iterativnog koraka t;, u Algoritmu (2.3.5) odredena Volf-Puelovom semom
(2.10)-(2.12). Ukoliko vazi uslov (2.14), tada za niz {x;} generisanog Algoritmom (2.3.5) vazi
jedna i samo jedna od navedenih relacija:

o Vf(xx) =0 za neko k;

) f(xk) —r —O0o;

° Vf(xk) — 0.

2.4 Metod najstrmijeg pada

Ve¢ je napomenuto da je tvorac metoda najstrmijeg pada Kosi (Cauchy ) i da je ovaj metod
jedan od prvih metoda iz takozvane klase gradijentnih metoda, koji za smer pretraZivanja ko-
risti smer negativnog gradijenta. Drugi neophodan parametar u definisanju iteracija metoda
najstrmijeg pada je parametar iterativnog koraka koji se u ovom metodu odreduje primenom
procedure ta¢nog linijskog trazenja. Pomenute dve najbitnije karakteristike metoda najstrmijeg
pada generiSu algoritam ovog metoda.

Ve¢ su pomenute negativne strane metoda sa pravcem negativnog gradijenta, pre svega po-
java ’cik-cak’ fenomena. Kod metoda najstrmijeg pada dodatne poteskoce stvara odredivanje
iterativnog koraka koje je generisano procedurom tacnog linijskog traZzenja odnosno
reSavanjem jednodimenzionog minimizacionog problema (2.4) u svakoj iteraciji. Ponekad se
veliCina iterativnog koraka moze odrediti ta¢no analitickim putem, ali to se deSava u pojedinim
slucajevima, uglavnom kod nekih posebnih kvadratnih problema. Generalno, naj¢esci nacin za
odredivanje duZine iterativnog koraka jeste aproksimativhom minimizacijom ciljne funkcije f
u pravcu zraka {x; +tdy : t > 0}. UopSte posmatrano, metod najstrmijeg pada se smatra rela-
tivno efikasnim za funkcije koje su dobro uslovljene ali je prakticno neupotrebljiv za funkcije

sa slabijom uslovljeno$c¢u. Takode, efikasnost ovog metoda opada Cak i kod kvadratnih funkcija

38



Algoritam 2.4.1 Algoritam metoda najstrmijeg pada
Require: (Ulaz) funkcija cilja f, inicijalna tacka xo € R", 0 < e < 1.
I: k:=0
2: Dok je ispunjen uslov ||gx)|| > € raunati
3: di=—gr=—Vf(x)
4: (Tacno linijsko trazenje:) Naci veli¢inu koraka #;, > 0 tako da vazi

[ +tedy) = fgi(l)lf(xk +tdy)

50 Xpg1 = X + tidy
6: k:=k+1
7: izlazne veli¢ine xg, f(xz)

sa porastom kondicionog broja matrica. Svoje dobre performanse pokazuje u prvim iteracijima
dok se sa priblizavanjem ka stacionarnoj tacki znatno usporava i manifestuje pojavu ’cik-cak’
fenomena. VrSena su ramatranja na temu da li je neefikasnost i uopste loSe performanse metoda
najstrmijeg pada uslovljena izborom pravca pretrazivanja ili na¢inom odredivanja duZine itera-
tivnog koraka. Istrazivanja su pokazala da lo§ uticaj proistie iz izraCunavanja iterativnog ko-
raka a ne od smera negativnog gradijenta. Neki rezultati na ovu temu objavljeni su u radu [51].
Ovakav zaljucak, prirodno je potstakao dalje razvijanje gradijentnih metoda sa neta¢nim lin-
ijskim traZenjem duZine iterativnog koraka i uopSte minimizacionih bezuslovnih metoda sa
smerom pretrazivanja duz negativnog gradijenta ali sa drugacijim tehnikama za nalaZenje
optimalne duZine iterativnog koraka. Premda je globalno konvergentan, metod najstrmijeg pada
zbog svih navedenih razloga nema posebnu prakticnu primenu. Medutim sa aspekta teorije

konvergencije, analiza konvergencije ovog metoda je od izuzetne vaznosti.

2.5 Osnovni gradijentni metod i njegove modifikacije

Kao $to je ve¢ pomenuto, utvrdeno je da loSe performanse metoda najstrmijeg pada proisticu
zbog nacina odredivanja iteratinog koraka, tj. uglavnom zbog primene procedure tacnog lini-
jskog traZenja . Sa druge strane, analiza konvergencije ovog metoda prikazana u [40] potvrduje
globalnu konvergenciju ovog metoda i otvara mogucnost da se racunanje iterativnog koraka u
algoritmu metoda najstrmijeg pada izvrs$i nekom od tehnika netacnog linijskog pretrazivanja.
Negativna strana 1 ovog slucaja je opet vreme koje je potrebno uloZiti za reSavanje

jednodimenzione minimizacije u svakoj iteraciji. Sa ciljem uStede vremena, javila se potreba za

39



traZzenjem drugacijeg reSenja prilikom odredivanja iterativnog koraka. Tako je nastala
modifikacija metoda najstrmijeg pada kod koje se raCunanje iterativnog koraka putem reSavanja
jednodimenzione optimizacije u svakoj iteraciji zamenjuje izborom konstantnog parametra ko-
raka

tr=h, Yk=0,1,...

Ovako definisanim korakom konstruisan je metod pod nazivom osnovni gradijentni metod.

Dakle, iteracije osnovnog gradijentnog metoda su definisane izrazom
ka:xk—hgk, k:(),l,....

Ocigledno je da je ovako definisan metod jednostavniji za upotrebu, lakSe se kodira zato Sto se
ne zahteva prevodenje objektne funkcije f(x) u pomoénu funkciju ¢ (x) potrebne u resavanju

jednodimenzione optimizacije.

Izbor konstantnog koraka otvara pitanje veli¢ine te konstante. Korak treba da ima do-
voljno malu vrednost da bi norma gradijenta ostala manja od unapred zadate tacnosti sve do
lokalizacije ekstremuma, ali ta vrednost treba da je istovremeno i dovoljno velika ukoliko je
optimalna tacka dosta udaljena od pocetne. Usvojen je sledeéi kriterijum za odredivanje koraka
osnovnog gradijentnog metoda:

2
O<h<—,
Ay

pri ¢emu je Ay najveca sopstvena vrednost Hesijana funkcije f. Ovakav izbor koraka daje

sporiju konvergenciju od metoda najstrmijeg pada. Algoritam izgleda:

Algoritam 2.5.1 Algoritam osnovnog gradijentnog metoda

Require: (Ulaz) funkcija cilja f, inicijalna tacka xo € R", 0 < e < 1., korak h > 0
1: k:=0

Ako je ||gx)|| < € kraj algoritma.

dy = —gr=—Vf(x)

Xir1 =X+ hd; k=k+1

izlazne veli¢ine xy, f(xy)

U cilju daljeg smanjenja broja racunskih operacija predloZeno je smanjenje broja izracu-
navanja izvoda ciljne funkcije. Tako je nastala modifikovana verzija osnovnog gradijentnog
metoda. Umesto izracunavanja gradijenta koje se u osnovnom gradijentnom metodu obavlja u
svakoj iteraciji, kod njegovog modifikovanog modela koristi se jedan isti gradijentni pravac u

viSe iteracija. Tacnije, tekuéi gradijentni vektor se koristi sve dok se ne dostigne maksimum
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za dati pravac. Zatim sledi izraCunavanje novog gradijentnog pravca za ¢iji smer se lokalizuje
maksimalna vrednost. Kao i kod osnovnog gradijentnog metoda, upotreba konstantnog ko-
raka / i kod modifikovanog metoda ostaje na snazi. Na ovaj naCin znatno je redukovan broj
izraCunavanja vrednosti ciljne funkcije potrebnih u racunanju njenih parcijalnih izvoda. Broj
izraCunavanja iznosi n + 1 za funkiju od n parametara. Ovakav model ima prednosti prilikom
implementiranja jer se simbolicko diferenciranje koristi manji broj puta. Sledi Algoritam

modifikovanog osnovnog gradijentnog metoda.

Algoritam 2.5.2 Algoritam modifikovanog osnovnog gradijentnog metoda
Require: (Ulaz) funkcija cilja f, inicijalna tacka xo € R", 0 < € < 1., korak & > 0
k=0

Dok je ispunjen uslov ||gx)|| > € raunati

dy = —gr=—Vf(x)

Xpr1 =X+ hd; k=k+1

Dok vazi f(xg11) < f(xx) preci na sledeéi korak

Xkl =X+ hdy; k=k+1

izlazne veli¢ine xy, f(xy)

A A ol > s

2.6 Dva gradijentna modela sa automatskom

korekcijom koraka

Izbor konstantnog koraka kod osnovnog gradijentnog metoda sa jedne strane pojednostavljuje
implementaciju ove Seme ali sa druge strane predstavlja njen osnovni nedostatak. Sa manjim
vrednostima konstantnog koraka broj iteracijija potrebnih za dostizanje ekstremuma prili¢no
raste a samim tim i broj evaluacija ciljne funkcije. U slucaju kada se odabere veca vrednost

konstantnog koraka rizikuje se preskakanje ekstremuma posebno ako je ekstremum jako
izrazen. U ovom poglavlju su prikazane dve Seme kod kojih se korak menja automatski u

zavisnosti od rasta ili opadanja vrednosti ciljnje funkcije u dve, odnosno tri poslednje iteracije.

1. Kod prvog modela izabrani iterativni korak /;, ostaje na snazi sve dok je vrednost funkcije

u datoj iteraciji manja od vrednosti funkcije u prethodnoj iterativnoj tacki. U protivhom
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se tekuci korak duplo smanjuje. Dakle,

b, f(x) < f(x-1)
M1 =
%h/ﬁ f(xk) > f(xk—1)7

Ovaj model, moZze koristiti dva kriterijuma za prekid algoritma. Jedan od poznatih uslova
prekida je kada norma gradijenta u tekucoj iteraciji postane manja od zadate tacnosti.
Drugi moguci uslov prekida je kada veli¢ina koraka postane manja od unapred
postavljene vrednosti A,;,. Oba kriterijuma mogu dovesti do preranog prekida pretraZi-
vanja (daleko od ekstremuma). Pokazalo se da je konvergencija ovog metoda brza ukoliko
se algoritam startuje sa ve¢im pocetnim korakom. Generalno, losa strana svih metoda kod
kojih se veliCina iterativnog koraka automatski odreduje u zavisnosti od smanjenja
vrednosti objektne funkcije u prethodnim iteracijama je ta Sto se moZe desiti da se
lokalizacija ekstremne vrednosti izvrSi dalje od samog ekstremuma. Ovo se deSava zbog

prevremenog ispunjenja uslova Ay < hy;, ukoliko je izabran ovaj kriterijum.

Al

goritam 2.6.1 Algoritam metoda sa automatskom korekcijom koraka 1

Require: (Ulaz) funkcija cilja f, inicijalna tacka xo € R", 0 < € < 1, korak hy > 0

1

SAND AN

: k:=0

Dok vazi ||g)|| > € raCunati

dy = —gk = —Vf(x)

Xpr1 =Xk +hdys k=k+1

Ako je f(xx) > f(xx—1) onda iy := %;
izlazne velicine x, f(xx)

2. Kod drugog gradijentnog modela sa automatskom korekcijom koraka, veli¢ina koraka se

odreduje na osnovu vrednosti ciljne funkcije u tri poslednje iteracije i to na sledeci nacin:

2hy,  fla) < fla-1) < flx—2)

hivr =9 3he, fO) = f1)

hy, inace.
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Korak se uvecava duplo ukoliko su poslednja tri koraka bila uspe$na. U slucaju da je
poslednji korak bio neuspesan korak se smanjuje duplo, dok u ostalim slucajevima ostaje
isti. Algoritamski, predstavljen model prikazujemo slede¢im koracima:

Algoritam 2.6.2 Algoritam metoda sa automatskom korekcijom koraka 2

Require: (Ulaz) funkcija cilja f, inicijalna tacka xo € R", 0 < &€ < 1, korak hg > 0
k=0

Dok vazi ||g)|| > € raCunati

dy = —gr = —Vf(x)

Xpp1 =X +hdys k=k+1

ako je f(xx) > f(xx—1) do onda hy := %;

inace, ako je f(x;) < f(xx—1) < f(xx_2) onda hy := 2hy;

izlazne veli¢ine xg, f(xy)

A T o T

2.7 Metodi konjugovanih gradijenata

Za metode konjugovanih gradijenata moZe se reci da su poboljsali svojstva kako metoda na-
jstrmijeg pada tako i Njutnovog metoda. Sa ovim metodima postignta je brza konvergencija u
odnosu na metod najstrmijeg pada. S druge strane, izbegnuto je odredivanje Hesijana i njegovih
aproksimacija, neophodnog kod Njutnovog metoda, Sto doprinosi dosta ¢estoj primeni metoda
konjugovanih gradijenata u praksi. Iteracija koja generalno definiSe metod konjugovanih gradi-
jenata je oblika (1.15)

X1 = X+ trdg.

pri ¢emu duZina koraka predstavlja reSenje jednodimenzionog minimizacionog problema
minf(xk + ldk)
>0

dok se vektor pravca odreduje po sledecoj Semi:

dy = —Vf(xo)
dy = =V f(xx) + prdi—1

IR
PE= N )P
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odnosno,

<gkagk> dk—l

die = =8k +
<gk71 ) gk71>

U prethodnoj relaciji sa (-) je oznaCen skalarni proizvod vektora. Algoritamskom $emom

metod konjugovanih gradijenata se predstavlja na sledeci naCin:

Algoritam 2.7.1 Metod konjugovanih gradijenata

Require: (ULAZ) Pocetna tacka xg, € > 0, k := 0.

1:

IzraCunati go = Vf(xg) i do = —Vf(xp).

2: Ako je ||gk|| < €, kraj.

3: Odrediti #; reSavanjem jednodimenzionog problema f(x; + tdy) = mins~g f (xx + tdy).
4:

5: dig1 = =V f(xx) + prdy

X1 = X + trdy.

s ki=k+1, prec1nak0rak2

Specijalno, u slucaju kada je objektna funkcija f kvadratna

1
flx) = ExTAx+ b'x+C (2.15)

gde je A simetri¢na, pozitivno definitna matrica reda n X n, b € R", ¢ € R, izvodenje metoda

konjugovanih gradijenata se realizuje na sledeci nacin. Uzevsi u obzir pocetni uslov dyp = —go

1 da je za kvadratnu funkciju (2.15)

g(x) =Ax+b

dobija se prva iterativna tacka

X1 = X0 + todp.

Odavde je

gl dy=0.

Dalje je

dy = —g1+ Podo (2.16)
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gde je By parametar koji zadovoljava uslov
dTAdy =0.

Mnozeci (2.16) sa dg A uz kori$c¢enje poslednjeg uslova dobija se izraz za fy:

T

8181
o= "7

8080

JednacCina (2.16) se moZe generalizovati:
k—1
di = —gr+ Y, Bid; (2.17)
i=0

gde se f3; bira tako da vazi
dAd—() Vi=1,2,--- k—1.

Na slic¢an nacin pokazuje se da je

T
By = Sk8k (2.18)

Iz svega navedenog, moZze se zakljuciti da je iterativni postupak metoda konjugovanih gradije-

nata za slucaj kvadratne funkcije definisan sledecim relacijama:

Xkr1 = X +trdy (2.19)
di = — gk Pr—1dk—1
Sto zajedno sa dobijenom vredno$éu za ;1 u relaciji (2.18) predstavlja FleCer-Rivsovu formu-

laciju (F — R) metoda konjugovanih gradijenata. U nastavku su navedeni neke od poznatijih

formulacija metoda konjugovanih gradijenata u zavisnosti od izraza za f;_:

Bi—1 = % (H-S, tj. K-V, Hestens-Stivelova, odnosno Krauden-Volfova formula)
Bi— g"ggk—gfkll), (P-R-P, Polak-Riberi-Poljakova formula)
k 1
Bi—1 = _dTgk—j:l’ (Diksonova formula)
kfl -
_ gk 8k _ _
Bi—1 = et (D-J, Dan-Juanova formula)

45



2.8 Njutnov metod

Poznato je da je osnovni Njutnov metod za reSavanje problema bezuslovne optimizacije baziran,
sa jedne strane, na kvadratnoj aproksimaciji, oznatenoj sa ¢'¥), dva puta neprekidno diferenci-
jabilne funkcije cilja f, ¢iji je Hesijan pozitivno definitna funkcija, u k-toj iterativnoj tacki xy i
sa druge strane, na minimizciji ove aproksimacije. Formalni zapis ove aproksimacije je pred-

stavljen na sledeci nacin:
1
flxts) m g™ (s) = fla) + VFn) s+ ESTVZf(Xk)S

gde je s = x — x;. Nakon minimizacije aproksimacije g% (s) dobija se jedna od najpoznatijih

metoda za reSavanje problema bezuslovne optimizacije - Njutnova formula:
X1 =X — (V2 () 'V f ()
ili, zapisano sa usvojenim oznakama za gradijent i Hesijan objektne funkcije:
X1 =% — Gy g (2.20)
Poslednja jednakost nam definiSe veli¢inu
di = X1 —xp = —G gk

koja predstavlja Njutnov smer pada. Da je ovako odreden Njutnov smer pada zaista smer pada

potvrduje sledeca relacija

gidi =Gy ax = _Hngé;l <0

a ova nejednakost vaZi obzirom da je Gy pozitivno definitna funkcija. Kako sadrzi Hesijan
u svom izrazu, Njutnov smer pada generalno pruza bolje karakteristike od smera kod metoda
najstrmijeg pada koji koristi samo gradijent. Njutnov smer pada se smatra jednim od najznaca-
jnijih smerova. ovaj smer je vrlo koristan i zgodan za primenu u slucajevima kada se objektna
funkcija ne razlikuje puno od njene kvadratne aproksimacije dobijene iz Tejlorovog razvoja.
Obic¢no Njtutnovom smeru odgovara iterativni korak #; = 1 za svako k. Sledi prikaz algoritma
Njutnovog metoda.
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Algoritam 2.8.1 Njutnov metod
Require: (ULAZ) Pocetna tacka xy € R”, € > 0.
1: k:=0
2: IzraCunati gy = V f(x). Ako je ||gx|| < € onda prekid algoritma.
3: Odrediti Ggs = —g po S.
4 Xpqp1 = Xk + Sk
5: k:=k+ 1, preci na korak 2.

Kako je u relaciji
fla+d) ~ fa)+egid,

dy, je zapravo reSenje minimizacionog problema

derr ||d||

koje zavisi od same norme, tako u /> normi, imamo da je reSenje d, = —gy Sto predstavlja smer

metoda najstrmijeg pada. U eliposoidnoj normi, || - ||g,,
d = —G; g

a to je Njutnov smer pada.

U slucaju kada je primenljiv, Njutnov metod ima kvadratnu konvergenciju i smatra se brzim

metodom. UopsSte, vazi sldeca ocena

.
T

za dovoljno veliko k, pri ¢emu je x* tacno reSenje posmatranog minimizacionog zadatka.

Njutnov metod je posebno brz u slucaju kvadratnih funkcija dok generalno kod nekvadratnih

funkcija, Njutnov metod ne mora obavezno da konvergira. Kada je pocetna tacka relativno blizu

optimalne i ukoliko se nekvadratna objektna funkcija aproksimira odgovaraju¢om kvadratnom

aproksimacijom, Njutnov metod i u ovom sluc¢aju ima kvadratnu aproksimaciju.

Sa druge strane, ukoliko pocetna tacka nije dovoljno blizu reSenja neizvesno je da je dy
Njutnov smer pada, takode je neizvesna pozitivna definitnost Hesijana, pa je i sama konvergen-

cija Njutnovog metoda neizvesna.

Za pokazivanje globalne konvergencije Njutnovog metoda koristi se tehnika linijskog
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traZzenja. Algoritam Njunovog metoda sa linijskim traZzenjem Koristi Cinjenicu da je red kon-
vergencije Njutnovog metoda kvardatni kada niz iterativnih koraka #; teZi jedinici i temelji se
na sledece dve definisane jednakosti

dy =G, g

Xi1 = X+ tdy

Algoritam 2.8.2 Njutnov metod sa linijskim traZzenjem

Require: (ULAZ) Pocetna tacka xo € R”, € > 0.

k=0

IzraCunati g, = Vf(xy).

Ako je ||gk|| < € onda prekid algoritma. Izlaz xi, inace korak 4.

Resiti Gyd = —gi po dy.

(Linijsko traZenje): naci t; tako da vazi f(x; + fxdy) = mins~q f(xx +tdy).
X1 = Xg + trdy.

k := k+ 1, preci na korak 2.

AR A S ey

2.9 Modifikacije Njutnovog metoda

Poznato je da najveci nedostatak Njutnovog metoda proisti¢e upravo iz onog faktora koji mu i
obezbeduje najbolje karakteristike- Hesijana. U slucaju kada Hesijan nije pozitivno definitna
matrica ili kada je izraCunavanje Hesijana i njegovog inverza vrlo komplikovano, Njutnov metod
postaje neupotrebljiv. Ovakvi problemi su postali motivacijske osnove za razvoj modifikovanih
Njutnovih metoda i kvazi-Njutnovih metoda. Kod modifikovanih Njutnovih metoda navedeni
problemi se reSavaju svodenjem Njutnovog metoda na metod najstrmijeg pada ili na osnovni
gradijentni metod prvog reda. Za razliku od takvog pristupa, kvazi-Njutnovi metodi nude
podesno konstruisanje aproksimacija Hesijana ili aproksimacija njegovog inverza. Modifiko-
vani Njutnovi metodi daju reSenje za slucaj kada Hesijan nije pozitivno definitan ili je nedefini-

tan pri cemu je objektna funkcija neogranicena.
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2.9.1 Modifikovani Njutnovi metodi: Goldstajn-Prajsov metod i metod
Markuarda

Jedna modifikacija Njutnovog metoda je takozvani metod GoldStajna i Prajsa. Ideja ovog
metoda sastoji se u zameni Njutnovog smera u slucaju kada Hesijan nije pozitivno definitan
smerom metoda najstrmijeg pada uz primenu pravila ugla. Odnosno, smer vektora traZzenja se

bira po sledeCem modelu:

~-G! 6>n;
dk _ { r 8k o= n
— 8 inace,

gde je 1 pozitivna konstanta a 6 < 5 — u za neko u > 0.

Druga modifikovana varijanta Njutnovog metoda naznacena je kao metod GoldStajna i os-
talih a u nekoj literaturi ova Sema je nazvana metodom Markuarda. Ovaj model definiSe sledeca

iteracija

Xier1 =X — (Ge+ M)~ g (2.21)

U prethodnoj relaciji, veliina A; predstavlja parametar kretanja prema ekstremumu. OcCigledno
je da za A = 0 izraz (2.21) predstavlja Njutnov metod. U obrnutom slucaju, za dovoljno ve-
liko A, dijagonalna matrica A;/ postaje dominantan faktor u relaciji (2.21) pa se tada metod
Markuarda ponaSa priblizno isto kao gradijentni metodi prvog reda. Strategija sprovedenja
ovog metoda je takva da se isprva uzima parametar A koji ima veliku vrednost pa se trazenje
minimuma ostvaruje na nacin slian primeni gradijentnih metoda prvog reda. Napredovanjem
ka optimumu, vrednost parametra A; opada pa metod Markuarda poprima karakteristike

Njutnovog metoda. Sledi prikaz k-tog koraka algoritma metoda Markuarda.

Algoritam 2.9.1 k-ti korak modifikovanog Njutnovog metoda Markuarda

Require: (ULAZ) Pocetna tacka xy € R”.
1: Postaviti Gy = Gy + A1, gde je Ay = 0 ako je Gy, pozitivno definitna matrica, inace A; > 0.
2: IzraCunati Gyd = —gj po dy.
30 Xpg1 = X+ dy.

Naredna teoreme potvrduje konvergenciju modifikovanog Njutnovog metoda.

Teorema 2.5. Neka je D otvoren skup i f : D C R" — R dva puta neprekidno diferencijabilna
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na D. Neka je
Q={xe|f(x) < flx)}

kompaktan skup. Ako je niz x; generisan modifikovanim Njutnovim metodom na skupu € tada

vazi

lim g; = 0.

k—ro0

2.9.2 Kvazi-Njutnovi metodi

Razni problemi od kojih su samo neki: neefikasnost, komplikovane racunske operacije, prevelik
utroSak vremena, cena, koji se mogu javiti prilikom izraCunavanja Hesijana dobrim delom su
otklonjeni kvazi-Njutnovim metodima. Ovakvi i sli¢ni problemi kod kvazi-Njutnovih metoda
se reSavaju konstrukcijom niza aproksimacija Hesijana ili konstrukcijom niza aproksimacija
inverza Hesijana. Pri tome, svaka od aproksimacija zadovoljava takozvanu kvazi-Njutnovu
jednacinu koja garantuje dobru definisanost tih aproksimacija. Kvazi-Njutnova jednacina i opis
izvodenja kvazi-Njutnovih metoda je opisan u ovom poglavlju. Ovakvi metodi su od izuzetnog
znacaja ne samo zato Sto otklanjaju nedostatke Njutnovog metoda, ve¢ zato Sto istovremeno
zadrZavaju dobre karakteristike po pitanju konvergencije. Kvazi-njutnovi metodi u svojim
formulacijama koriste jedino vrednosti ciljne funkcije i njenog gradijenta. To znaci da koriste
samo prvi izvod date funkcije i spadaju u gradijentne metode prvog reda. Dakle, u prakti¢cnom

smislu, izbegnuto je raunanje Hesijana neophodnog kod klasi¢nog Njutnovog metoda.

Aproksimacije Hesijana, obi¢no oznacene sa By, konstruiSu se prema slede¢im postvakama:
e Svaka od matrica By koja pripada nizu aproksimacija { By } ke, jeste pozitivno definitna.
e Vektor pravca koji se odreduje iz relacije
~1
di = B, gk

ima smer pada. Kao §to je ranije pomenuto, da bi neki vektor traZzenja dj imao smer pada

date funkcije f potrebno je da zadovoljava uslov
ghd, <0.
U cilju potvrde globalne konvergencije, nekada se trazi da vektor dj zadovoljava i sledece
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nejednakosti
gidi < —ci|gl®

il < c2]lgll

pri ¢emu su konstante cy,cp > 0.

e [zraCunavanje ovih matrica je relativno jednostavno. Uopste, ideja zamene Hesijana nje-
govom adekvatno konstruisanom aproksimacijom povlaci sa sobom i jednostavnost kako

u izracunavanju samih aproksimacija tako i u raunskim operacijama nad njima.

Prilikom izvodenja kvazi Njutnove jednacine koja ujedno i definiSe uslove koje aproksi-
macije Hesijana i njegovog inverza treba da zadovoljavaju, polazi se od Tejlorovog razvoja
drugog reda dva puta neprekidno diferencijabilne funkcije f : R” — R na otvorenoma skupu
D C R™. Koristec¢i ve¢ usvojene oznake za gradijent i Hesijan objektne funkcije u tacki x4 u

kojoj se vrsi aproksimacija, gy+1 = Vf(x¢s1) i Gryr = V2 f (X441 ), imamo:
1
fx) = f(xeg1) —|—g,{+1 (X = Xp1) + E(X —xk+1)TGk+1 (X —Xpg1)-
Nakon diferenciranja prethodne relacije dobijamo

g(x) = grr1 4 Grg1 (x — xpy1) (2.22)

Za x = x; oznac¢imo razlike vrednosti dve uzastopne iterativne tacke i razlike vrednosti gradi-

jenata u tim tackama na sledeci nacin
Sk = Xg+1 — Xk
Yk = 8k+1 — 8k
Zamenom poslednje dve jednakosti u (2.22) dobija se
Gl i~ sk (2.23)
Specijalno, kada je f kvardatna funkcija sa Hesijanom G, prethodna relacija postaje
Gy = sk
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odnosno

Yk = Gy

Relacija (2.23) je ujedno i osnovni motivacijski model u postavljanju kvazi-Njutnove
jednacine. Polazeéi od (2.23), ocekuje se da aproksimacije inverza Hesijana, oznacene sa Hy,

zadovoljavaju

Hyy1yr = sk (2.24)

Sto zapravo znaci da aproksimacije Hesijana, matrice By zadovoljavaju sledecu jednaCinu

Bt 15k = Yi- (2.25)

Relacije (2.24) i (2.25) nazivaju se kvazi-Njutnove jednacine ili kvazi-Njutnovi uslovi. Jed-
nacina (2.24) se odnosi na uslov koji treba da zadovoljavaju aproksimacije inverza Hesijana
Hp, dok jednacina (2.25) definiSe uslov koji treba da ispunjavaju aproksimacije Hesijana By. 1z

. . o v . . . . .. . -1
jedne jednacCine se moZe izvesti druga i pri tom je jasno da je By = H; .

Neka je sa

1
M1 (6) = (k1) + Gt (6 — k1) + E(X—ka)TBkH (o = Xp41) (2.26)

oznacena model-funkcija u tacki x| koja ispunjava sledece uslove

Lomyey (1) = f(xug1)
2. Vimge1 (Y1) = it

3. V() = g

Poslednji uslov postavljen je umesto interpolacioniog uslova

V2mk+1 (Xk41) = G

koji odgovara Njutnovom metodu.

Imajuéi u vidu model-funkciju (2.26) kao i postavljne uslove koje treba da zadovoljava,

dobija se

8k = &k+1+ Bir1 (Xk — Xp41)
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odnosno

Biei1 (Xk1 — Xk) = 8kt1 — 8k

Sto prema usvojenim oznakama predstavlja kvazi-Njutnovu jednacinu (2.25). Kako se bas iz
jednacine (2.25) dobija

S]ZBk—Q—lsk = S]{yk (227)

ukoliko se ista pomnozi vektorom s,{ sa leve strane, jasno je da ¢e matrica By, biti pozitivno
definitna ukoliko je ispunjen uslov
sty > 0. (2.28)

Ovaj uslov se naziva uslovom prevoja za matrice Hy, 1 By koje zadovoljavaju kvazi-

Njutnove jednacine (2.24) i (2.25). Sledi ilustracija opSteg algoritma kvazi-Njutnovih metoda.

Algoritam 2.9.2 Kvazi-Njutnov metod-H

Require: (ULAZ) PocCetna tacka xo € R", Hy € R, 0<e < 1.
1: k:=0
2: Ako je ||gk|| < € onda prekid algoritma.
3: IzraCunati spd = —Hgy po dy.

4: Naci t; > 0 nekom od procedura linijskog traZenja.

5

6

7

D Xp1 = X+ TS
: AZurirati Hy u Hy 1 tako da vaZi kvazi-Njutnova jednacina (2.24).
: k:=k+ 1, preci na korak 2.

U prikazanom algoritmu se najceS¢e za prvu aproksimaciju inverza Hesijana uzima
identi¢na matrica H, = I. To prakticno znaci da prva iteracija predstavlja metod najstrmijeg
pada. Varijanta algoritma 2.9.2 koji se bazira na primeni aproksimacija Hesijana, By razlikuje

se u treCem i Sestom koraku od prethodnog.
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Algoritam 2.9.3 Kvazi-Njutnov metod -B

Require: (ULAZ) Pocetna tacka xo € R", Hy e R, 0 < e < 1.
1: k:=0
2: Ako je ||gk|| < € onda prekid algoritma.
3: IzraCunati Brd = —gj po di.

4: Naci t; > 0 nekom od procedura linijskog trazenja.

5

6

7

D Xg1 = Xg + LSk
: AZurirati By u By, tako da vazi kvazi-Njutnova jednacina (2.25).
: k:=k+ 1, preci na korak 2.

Izborom aproksimacionih matrica H; i B; tako da zadovoljovaju uslove (2.24) i (2.25)
obezbedena je njihova pozitivna definitnost u azuriranju. Ovu osobinu Hesijan objektne
funkcije u klasicnom Njutnovom metodu ne mora nuzno da ispunjava. To je ujedno i jedna
od osnovnih prednosti kvazi-Njutnovih metoda u poredenju sa osnovnim Njutnovim metodom.
Ve¢ je napomenuto da u svojim izracunavanjima kvazi-Njutnove iteracije koriste samo vrednosti
ciljne funkcije i njenog gradijenta a ne i vrednosti Hesijana koji je neophodan u Njutnovom
metodu. Samim tim 1 broj mnoZenja u svakoj iteraciji, koji kod Njutnovog metoda iznosi 0(n3),

je sveden na o(n?) kod kvazi-Njutnovih metoda.

Kao $to je pokazano u drugom poglavlju ove glave, Njutnov metod sa elipsoidnom normom
|- |l, predstavlja metod najstrmijeg pada. Na slican na¢in se moZe pokazati da kvazi-Njutnov
metod sa metrikom || - ||p,, gde je By aproksimacija Hesijana Gy takode predstavlja metod na-

jstrmijeg pada. ReSenje minimizacionog problema

min g,{d
dl,<1

jeste di, a kako je zadovoljena sledeca nejednakost
(gfd)”* < (i By 'gx)(d" Bid),
zaklju€ujemo da je g,{dk najmanje ukoliko je

di = —B; 'gx = —Hygy.

U nastavku su opisana dva znacajna modela matrica koje predstavljaju aproksimacije
inverza Hesijana 1 zadovoljavaju jednaCinu (2.24). Takode je opisano i njihovo aZuriranje. Na-

jpre je opisana simetriCna matrica za aZuriranje ¢iji je rang 1. Ovu matricu oznacavamo sa SR1
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1 ona predstavlja aproksimacionu matricu inverza Hesijana. Algoritam (2.9.2) postaje efikasna
varijanta kvazi-Njutnovog metoda primenom SR1 matrice aZuriranja. Uz pretpostavku da je Hy
aproksimacija inverza Hesijana G,:l u k —toj iteraciji cilj je da se uz pomo¢ ove aproksimacije
dobije aproksimacija inverza Hesijana u narednoj iteraciji, Hy1. Ovaj postupak se naziva

postupak aZzuriranja matrice Hy u Hy | 1 sprovodi se prema relaciji
Hypyy = Hy + Ey

gde se za E; uzima neka matrica koja je naj¢esce niZzeg ranga od ranga matrice Hy. Kako je SR1

azuriranje ranga 1 uzima se da je
— n
E,=w', uvelR".

Tada je
Hyi = Hy+w'’ (2.29)

odnosno

Hp1ye = (Hi+w’ )y = si

ili
(Tyi)u = s, — Hin (2.30)

Iz poslednje relacije se moze zakljuciti da je smer vektora u vektor s, — Hyy;. Kako je

sk —Hyyr # 0

jer bi u protivnom matrica Hy zadovoljavala kvazi-Njutnovu jednacinu, pretopstavimo da vazi i
vI'yx # 0. Onda je jednakost

1 T
Hiy1 = Hy+ ——(sx — Hyyr)v
VS Yk
direktna posledica relacija (2.29) i (2.30). Kako je simetri¢nost uslov koji treba da zadovoljava

matrica Hy uzima se da je

v =S¢ — Hyyy.
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Na osnovu toga , dobija se izraz za SR1 aZuriranje

(sx — Hyy) (s — Hiy) T
(sk — Hiyi) Tk

Hiyy = Hi+ (2.31)

Naredna teorema opisuje SR1 aZuriranje 1 potvrduje njen kvadratni zavrSetak.

Teorema 2.6. (Svojstva SRI aZuriranja) Za kvadratnu funkciju ¢iji je Hesijan pozitivno defini-
tan i za linearno nezavisne korake sg,s1,--- ,Sy,—1, SR1 aZuriranje se zavrsava u n+ 1 koraka,
odnosno H, = G~ 1.

Pored toga Sto simetriCna matrica aZuriranja ima kvadratni zavrSetak, ona zadovoljava i
relaciju
H;y i=sj J<uL
Bitno je naglasiti da simetri¢na matrica aZuiranja ranga 1 ne zadrZava osobinu pozitivne definit-
nosti matrice Hy. Preciznije, nejednakost

(s — Hiye) x>0

je ispunjena ako i samo ako SR1 aZuriranje zadrzava osobinu pozitivne definitnosti matrice Hy.
Ukoliko je velic¢ina (s; — Hyyi)? yi, koja predstavlja imenilac SR1 aZuriranja, bliska nuli moZe
do¢i do prekida algoritma.

Zbog navedenih svojstava javila se potreba za unapredivanjem SR1 algoritma. Cilj je da se
pored kvadratnog zavrSetka obezbedi i pozitivna definitnost. PredloZena je sledeca modifikacija

azuriranja SR1 .

e Dok vazi
| (si—Hy))Tyi 1> r || si—Hy || yi l, za re(0,1) (2.32)

koristiti SR1 azuriranje
e inace H; | = H;

Da je predloZzena modifikacija dobro postavljena, u smislu obezbedivanja dobrih aproksi-
macija Hesijana, potvrduje teorema koja sledi.

Teorema 2.7. Za dva puta neprekidno diferencijabilnu funkciju f Ciji je Hesijan ogranicen i

Lipsic neprekidan u okolini tacke x* kojoj teZi niz xi, pretpostavimo da vaZi uslov (2.32)pri
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cemu su koraci sy uniformno linearno nezavisni. Tada niz aproksimacija inverza Hesijana Hy,

koji je generisan simetricnom matricom aZuriranja ranga 1 zadovoljava jednakost
. 2 -1
tim [[H; — (V2 () || = 0.

Slededi predlog za matricu aZuriranja koji e biti opisan u ovom poglavlju je takozvano DF P
azuriranje koje je generisano matricom azuriranja ranga 2. Ovakav model kvazi-Njutnovog
metoda je prvi predloZio Dejvidon (Davidon) a kasnije su ovaj koncept upotpunili Flecer
(Fletcher) i Pauel (Powell). Koncept ove Seme je formiranje aproksimacije inverza Hesijana
Hj 1 na osnovu aproksimacije inverza Hesijana iz prethodne iteracije Hy. Konstrukcija nove
aproksimacije inverza Hesijana bazira se dodavanju dve simetricne matrice nizeg ranga tekucoj
aproksimaciji inverza Hesijana. Kako je ova matrica aZuriranja ranga 2, matrice koje se koriste

u njenoj formulaciji su ranga 1, Sto se moZe ilustrovati kao
Hp 1 = Hp + auu’ +bw’ (2.33)

pri ¢emu su u,v € R", dok su realne konstante a i b nepoznate koje treba odrediti. Zamenom
(2.33) u (2.24) dobija se
Hyyi +auu’ yi +bw! yp = sy

Imajuci u vidu prethodnu relaciju za u 1 v se biraju sledece vrednosti
u =S, v = Hyyy.

Sada se iz (2.33) jednostvano odreduju veli€ine parametara a i b

1 I D
skl yi b=~ vilye _ykTHkyk

a =

a odavde proizilazi konacan izraz DF P modela

sk’ Hiw” Hi
sty k! Hiyx

Hysy = Hy + (2.34)

na kojoj se zasniva DF P algoritam
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Algoritam 2.9.4 Algoritam DFP
Require: (ULAZ) Pocetna tacka xy € R”, simetri¢na i pozitivno definitna matrica Hy € R"*",
£>0.
1: k:=0
2: (k—tikorak)zak=0,1,---

1. ako je ||gk|| < € onda prekid algoritma;
2. izraCunati dy = —Hygy po di;
3. naci veli¢inu koraka t;, > 0;

4. postaviti
o s, = Idy
® Xjt1 = Xkt Sk

® Vi = 8k+1— 8k

T T
_ Siesk”_ Hpyeyr” Hi
® Hirr =Hie+ skl ye vl Hiyi

5. k:=k+1, preci na korak 1.

Kao i u slucaju SR1 azuriranja i DF P procedura ima osobinu kvadratnog zavrSetka za
kvadratne funkcije i svojstvo da vazi H;y; =s;, j <i. Uz to, DF P metod generiSe konjugov-
ane smerove a kada se za pocetnu aproksimaciju inverza Hesijana uzme da je Hy =/ onda DF P
Sema generiSe konjugovane gradijente. I za ostale funkcije, ne nuzno kvadratne, znacajno je da
DF P algoritam Cuva pozitivnu definitnost aZuriranja matrica. Broj mnoZenja u svakoj iteraciji
iznosi 3n? +o(n). Uopste, DF P metod je superlinrano konvergentan a za striktno konveksne
funkcije sa ta¢nim linijskim traZenjem DF P je i globalno konvergentan. Jedna od vaZnijih pred-
nosti DF P algoritma je Cuvanje pozitivne definitnosti Sto je bitan preduslov stabilnosti jednog
numerickog metoda a takode je vazan faktor za globalnu knvergenciju definisanog metoda.
Modeli koji zadrZavaju svojstvo pozitivne definitnosti, odnosno oni modeli koji iz pozitivne
definitnosti matrica Hy ili By generiSu pozitivno definitne matrice Hy, tj. By nazivaju se

pozitivno definitnim metodima. O ovoj karakteristici DF P algoritma govori naredna teorema.

Teorema 2.8. DF P azuriranje (2.34) zadrZava pozitivnu definitnost ako i samo ako vazi
skTyk > 0.
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Posledica 2.1. Svaka aproksimaciona matrica Hy konstruisana algoritmom (2.9.4) jeste pozi-

tivno definitna a smerovi dp = —Hy g jesu smerovi pada.

O kvadratnom zavrsteku DF P azuriranja govori sledeca teorema.

Teorema 2.9. Neka kvadratna funkciaja f Ciji je Hesijan pozitivno definitan koristi tacno lini-
Jsko traZenje. Tada niz s; generisan DF P metodom za sve vrednostii=0,1,---,m, m<n-—1

ima sledeca svojstva

I Hiyyj=sj, j=1,,i
2. 57Gs;=0, j=1,-,i—1

3. metod konvergira u m+ 1 < n koraka

Ako je m =n—1, tada je H, = G~ .
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Glava 3

Prezentovanje 1 opis novijih gradijentnih i
ubrzanih gradijentnih metoda za
bezuslovnu optimizaciju

REDSTOJECA glava daje detaljan prikaz i analizu nekoliko gradijentnih modela bezuslovne
P optimizacije novijeg datuma. Opisani su oni metodi koji su bili od posebnog znacaja u
istrazivanjima sprovedenim sa ciljem izrade disertacije.

Najpre su opisana tri, u opStem smislu vazna, metoda predstavljena u [5, 52, 4]. U Poglavlju
3.1 opisan je Cesto citiran i Siroko poznat metod Barzilai 1 Borveina, takozvani BB-metod.
Naredno Poglavlje 3.2 govori o jednom od gradijentnih metoda definisanih od strane Neku-
lai Andreia. Treci gradijentni metod od opSteg znacaja predstavljen u Poglavlju 3.3 je metod
skalarne korekcije, takozvani SC-metod, nasih poznatih autora Marka Miladinovica, Predraga

Stanimirovica i Sladane Miljkovic.

U drugom delu ove glave, akcenat je stavljen na ubrzane gradijentne algoritme. Izdvojena
su dva bitnija gradijentna metoda sa ubrzanim svojstvima i opisana u cCetvrtom i petom pot-
poglavlju tekuce glave disertacije. U Poglavlju 3.4 opisan je joS jedan gradijentni metod autora
Andreia Nekulaia sa ubrzanim karakteristikama. Poslednje potpoglavlje tekuce glave
rezervisano je za ubrzani gradijentni SM metod koji je od klju¢nog znacaja za istraZivanja

uradene disertacije, autora Predraga Stanimirovica i Marka Miladinovica.
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3.1 Metod Barzilai-Borveina 1  primena  tehnike

nemonotonog linijskog trazenja

Godine 1988 naucnici Barzilai 1 Borvein u radu Two point step size gradient method uvode
novi pristup u odredivanju veliCine iterativnog koraka kod gradijentnog metoda. Koristeci u
osnovi kvazi- Njutnov koncept iteracije, duZinu itertaivnog koraka Barzilai i Borvein su odredili
putem aprksimacije jednacine secice date kroz dve sukcesivne tacke. Kako u opstoj gradijentnoj
itretativnoj Semi

X1 = Xk — Higr (3.1)

pomenuti autori koriste kvazi-Njutnov pristup, za aproksimaksionu matricu inverza Hesijana
biraju matricu oblika:
H, =1l.

U prethodnoj jednakosti se parametar #;, odreduje reSavanjem minimizacije
. 2
min [sk—1 —tye—1ll%,

pri cemu su veli¢ine sy 1 y; definisane kao kod kvazi-Njutnovog metoda, tj.

Sk—1 = Xk — Xk—1

Yk—1 = 8k — 8k—1-

Kao rezultat ove aproksimacije Sema (3.1) postaje

Xk+1 = Xk — Lk 8k

pri cemu je
(Sk—1,Yk-1)
VY1)

gde je sa (-,-) oznacen skalarni proizvod vektora.

t, = (3.2)

Uzevsi u obzir uslov simetrije, moZe se minimizirati 1 izraz

ltsk—1 _)’k—l||27
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Sto rezultira drugom vrednoS€u za parametar #;:

f = M (3.3)
(Sk—1,Yk-1)
Konacno, iteracija koja predstavlja krajnju formulaciju gradijentnog metoda Barzilai i
Borveina, takozvanog BB metoda, je oblika

BB,
Xptl =X — 1 " 8k, (3.4)
gde je
ST ST S
BB, _ Sk—1Yk-1 BBy _ Sk—1%k—1
= =
k T v Ik T
YVi—1Yk—1 Sk—1Yk—1

Algoritam BB metoda ima sledeci jednostavan prikaz:

Algoritam 3.1.1 BB-metod
Require: (ULAZ) Pocetna tacka xyp € R*,0<¢e < 1.
I: k:=0
2: Ako je ||gk|| < € onda prekid algoritma, u protivnom dj, = —g.
3: Ukoliko je £k = 0, naci fg linijskim trazenjem, inace izracunati #; pomocu relacija (3.2) i
(3.3).
4: X1 = Xg + Ldy.
5: k:=k+ 1, preci na korak 2.

U radu Two point step size gradient method, autori su pokazali nestandardnom teori-
jskom analizom superlinearnu konvergenciju Algoritma (3.1.1) za dvodimenzionalne kvadratne
funkcije. Takode su uporedili konstruisanu BB iterativnu Semu sa metodom najstrmijeg pada i
pokazali ubedljivu prednost BB metoda. Potvrdeno je da je stopa konvergencije BB metoda viSa

sa porastom slabe uslovljenosti Hesijana.

Doprinos opisanog BB metoda je viSestruk i moZe se slobodno reéi da je ovakav pristup
u definisanju iterativnog koraka predo¢io mnoge nove moguénosti u proucavanju gradijentnih
metoda. IstraZivanja u vezi BB metoda, njegove modifikacije i unapredenja kako sa prakti¢nog
tako i sa teorijskog aspekta, opisana su u mnogim radovima [24, 25, 26, 27, 28, 29, 30, 31,
18, 32, 53]. U [29] autori su potvrdili R-linearnu konvergenciju BB metoda za proizvoljno
dimenzionalne striktno konveksne kvadratne funkcije a takode je dokazano da je metod R-

linearno konvergentan uopSteno za objektne funkcije.

Jedan od autora koji se posebno pozabavio analizom, konvergencijom i klasifikovanjem BB
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metoda je svakako Rajdan. Uz pomo¢ strategije globalizacije baziranoj na nemonotonom lin-
ijskom traZenju iz [46], ovaj autor je u radu [17] dokazao globalnu konvergenciju BB metoda
za nekvadratne funkcije i svrstao ga u red metoda nemonotonog linijskog trazenja, [17, 18]. U
pomenutim istraZivanjima priloZeni su numericki dokazi o svojstvima BB metoda za probleme
sa do 10* promenljivih. Takode je potvrdeno da se BB metod nalazi u rangu vaznijih metoda
konjugovanih gradijenata kao $to je recimo konjugovani metod Polak-Riberija (Polak-Ribiere),
predstavljen u [21]. Zajedno sa Molinom, Rajdan je u [16] pod strogim pretpostavkama
potvrdio Q-linearnu konvergenciju ’preuslovljenog’ BB metoda. Probleme na ovu temu Rajdan
je obradivao sa Glantom (Glunt) 1 Hejdenom (Hayden) u [54, 55]. Razlog §to je ovaj metod i
dalje aktuelan u savremenim proucavanjima gradijentnih metoda i tehnika nemonotonog lini-
jskog traZenja, je pre svega njegova efikasnost i jednostavnost ali i dobra konvergencija.
Zanimljivo istraZivanje u vezi BB metoda dao je 1 FletCer (Fletcher) u radu [56].

Prakti¢na istraZivanja su pokazala da nije uvek neophodno u svakoj iteraciji zahtevati
monotono opadanje objektne funkcije f,

flag1) < f(xx), VkeEN.

Ve¢ je pomenuto da su osnove nemonotonog linijskog traZzenja postavljene u [46]. Datim
istaraZivanjem uopS$teno je Armijevo pravilo tako da se dopuSta povelanje vrednosti ciljne
funkcije a da to ne utiCe na svojstva konvergencije metoda. U pomenutom radu [46], autori
Gripo (Grippo), Lamparielo (Lampariello) i Lucidi (Lucidi) pretpostvljaju da objektna funkcija
zadovoljava Armijevu relaciju u svakoj novoj iteraciji, ali pod uslovom da je maksimalna
vrednost funkcije postignuta u prethodnim iteracijama. Generalizacija Armijevog pravila

ostvarena je definisanjem uslova

tdy,) < _)+otgld,, 3.5
S+ k)_ogr]nga;f(k)f(xk i)+ otgdy (3.5)

pri ¢emu je m(0) =0, 0 < m(k) < min{m(k— 1)+ 1,M — 1} za neki pozitivan ceo broj M, dok
je o parametar preuzet iz Armijevog pravila (2.7).

U slucaju kada objektna funkcija f nije kvadratna, primenom BB metoda moZe se dogoditi
da su vrednosti koraka f;, odredene relacijama (3.2) i (3.3), ili previSe male ili previSe ve-
like. Tada se, kao Sto je pomenuto, primenjuje strategija globalizacije koja je bazirana na
nemonotonom linijskom trazenju. U tom slucaju se uvode unapred zadata ograni¢enja nad

parametrom koraka #;:
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0<t <t <t Vk.

Umesto iteracije (3.6), pod navedenim okolnostima koristi se iterativna Sema

1
Xjy1 = Xk — Egk = x; — M8

pri tom je

slzflykfl . 1

T—’ l A,k = —.

Vi—1Yk—1 Iy
Kako je

1

— Mgk = — 8k = Xkl Xk = Sk
k

zakljuCujemo da je

SOk _ Mgk _ &
e Meiee  Msis

(3.6)

Na osnovu prethodne analize i novouvedenih oznaka algoritam BB metoda sa nemonotonim

linijskim traZenjem sadzi sledece korake:

Algoritam 3.1.2 BB metod sa nemonotonim linijskim trazenjem

Require: (ULAZ) Pocetna tatkaxg € R", 0<e < 1,p € (0,1),6 >0,0<0o1 <o < 1,1,

t", ceo broj M.

k:=0.

Ako je ||gk|| < € onda prekid algoritma.
Ukoliko je #; < ¢! ili #; > t*, postaviti oy = §.
Postaviti A = %

(nemonotono linijsko traZzenje). Ako je

AN~

Xr—Agr) <  max Xe_ ;) — pAgrl gk,
S —Agk) _ogjgmin(k,M)f( k—j) — PAgk 8k
staviti Ay = A, xp 1 = xp — Aggx 1 preéi na korak 7.
6: Izabrati 6 € |07, 03], postaviti A = oA, preéi na korak 5.

T
Pk :=k+ 1, preéi na korak 2.
k81 8k

7: Postaviti o1 = —

Shodno principima nemonotonog linijskog pretraZivanja, za kraj ovog poglavlja ilustrovana

je algoritamska procedura linijskog traZenja primenljiva na BB-metod i metod pada gradijenata
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Algoritam 3.1.3 Nemonotono linijsko traZenje
Require: (ULAZ) Objektna funkcija f(x), smer traZenja dy, brojevi 0 < ¢ < 0.5, B € (0,1),
ac R, meN.
1: t:=a.
2: Dok je ispunjeno f(x; +tdy) < maxo<j<m f(xr—;) + Gtg,{dk, uzetit :=1f3.

Napomena 3.1. Za vrednost m = 0 u prethodnom algoritmu, definisano nemonotono linijsko

traZenje svodi se na Armijevo linijsko traZenje.

3.2 Novi gradijentni metod Andreia Nekulaia

Autor Nekulai Andrei (Neculai Andrei) uradu A new gradient descent method for unconstrained
optimization, [52], predstavlja novi koncept definisanja iterativnog koraka koji se bazira na
aproksimaciji dijagonalnom skalarnom matricom. Odredivanje vodeéeg skalara aproksima-
cione matrice bazirano je na Tejlorovom razvoju drugog reda. Pri tome se u izraCunavanjima
koriste samo vrednosti funkcije 1 njenog gradijenta u dve uzastopne iterativne tacke. Ovakav
pristup je dao izuzetno dobre rezultate, otvorio mogucnosti za razvoj razliitih gradijentnih
metoda baziranih na pretpostavkama koje je uveo Andrei, te i motivaciju za izdvajanje Citave
klase metoda sa sli¢no odredenjim iterativnim korakom, koju su detetkovali autori u radu [1]
i nazvali je klasom ubrzanih metoda opadajuceg gradijenta, (a class of accelerated gradient

descent methods).

U samom radu A new gradient descent method for unconstrained optimization Andrei vrsi
poredenje novog modela sa KoSijevim metodom pada po gradijentu i Barzilai-Borveinovim
BB-metodom. lako koristi svega 3n memorijskih lokacija, klasi¢ni KoSijev metod najstrmijeg
pada koji koristi smer negativnog gradijenta a veliCinu iterativnog koraka odreduje primenom
procedure tacnog linijskog trazenja, je izuzetno spor i neefikasan zbog cega se vrlo retko pri-
menjuje u praksi. O tome je bilo viSe reci u u prethodnoj glavi. Iz tog razloga Andrei u svom
radu bira da jedan od poredbenih metoda bude KoSijev metoda pada po gradijentu, u kome
se vrednost iterativnog koraka odreduje tehnikom netacnog linijskog traZenja i to backtracking
procedurom. Ovakav izbor definisanja koraka iteracije je odabran verovatno iz razloga $to i sam
autor u svom novopredloZzenom modelu odreduje iterativni korak na isti na¢in. Za parametre ko-
ris¢ene u backtracking proceduri (p € (0,0.5) i € (0, 1)) Andrej je uzeo vrednosti p = 0.0001
i s =0.8. Sledi algoritam metoda pada po gradijentu sa koriS¢enjem backtracking procedure

koji ¢e u nastavku biti oznacen kao GD metod.
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Algoritam 3.2.1 GD algoritam

Require: (ULAZ) Objektna funkcija f(x), poCetna tacka xo € domf

k=0

IzraCunati pravac pretrazivanja d, = —V f(xy).

Odrediti veliCinu iterativnog koraka primenom backtracking procedure linijskog trazenja.
IzraCunati novu iterativnu tacku xy 1 = xy + xdg.

Proveriti kriterijum zavrSetka. Ako je ispunjen, onda KRAJ algoritma, inace k = k+1 i
preci na korak 2.

AN

Veliki pomak po pitanju efikasnosti i brzine konvergencije koji su ucinili autori Barzilai
i Borvein konstrukcijom BB metoda bio je inspiracija i Nekulaiu za trazenje novog resenja u
definisanju iterativnog koraka koji bi otklonio evenetualne nedostatke BB Seme. Na svojstven
1 originalan nacin Nekulai Andrei je unapredio BB metod i predloZio svoj gradijentni model.
Novodefinisani gardijentni metod, koji ¢e u nastavku biti oznacavan kao NGD metod (od new
gradient method iz naslova rada [52]), se prema sprovedenim numeri¢kim eksperimentima
ponasa priblizno kao BB algoritam ili ga blago prevazilazi. Pri tome je od velikog znacajna
Cinjenica da se u situacijama kada se BB ne moZe upotrebiti, moguce je Barzilai-Borveinov
parametar 138 = B zameniti Andrejevom veli¢inom 7. U svom modelu Andrei koristi Armi-
jevo linijsko traZenje unazad. Iz sprovedene analize, bazirane na Telorovom razvoju drugog
reda, odreduje se iterativna konstanta y4 (x 1) koju potom Andrei koristi za raCunanje
vrednosti inicijalnog koraka u backtracking proceduri. U nastavku je opisana analiza
postavljanja NGD metoda, kovergencija, numericki eksperimenti i poredenja NGD modela sa

metodom najstrmijeg pada i BB metodom.

Nekulaieva procedura polazi od odabrane inicijalne tacke xg, izracunate vrednosti funkcije
u toj tacki, f(xp) i vrednosti njenog gradijenta, go = V f(xo). Uz kori§¢enje Armijevog
backtracking pravila sa pocetnim korakom ¢t = 1 izraCunava se duZina iterativnog koraka prve

iteracije, fo, Cija vrednost daje prvu iterativnu tacku:
X1 = X0 —8o0-
Zatim se iznova ra¢una f(x1) i gy = Vf(x1). U k+ 1 iterativnoj tacki

Xet1 =X — &k, k=12,--
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uzima se vrednost funkcije iz Tejlorovog razvoja drugog reda

1
f(er1) = f(xx) — tegi gi+ El%gzvzf(z)gk, 7 € [Xp, Xpep1]

Za dovoljno malo rastojanje izmedu uzastopnih tacaka x; i x;; moZe se uzeti da je z = x4 1.
Istovremeno se Hesijan V2 f(z) moZe zameniti aprkosimacionom dijagonalno-skalarnom matri-
com

V2f(2) = %rl, Yy1 €R.

Iz predloZenih pretpostavki dobija se vrednost parametra ;.

2 ] ) — £ ) sl el 3.7)

Ya(Xy1) = ——
glgt?

U cilju izraCunavanja naredne iterativne tacke

Xk+2 = Xk+1 — le+-18k+15

potrebno je odrediti veli¢inu koraka 741 u toj iteraciji. Sa tim u vezi analizira se funkcija

1
Pri1 (1) = F(e1) = 1818kt + 51 Wt 1818kt (3:38)

koja ima sledeca svojstva:

Dy 11(0) = f(xxs1) (3.9)

Dy 1(0) = —ghs18kt1 <O (3.10)

1z (3.9) i (3.10) sledi zakljucak da je funkcija @y | (#) konveksna za svako ¢ > 0 i ima minimalnu
vrednost ukoliko je Y41 > 0. Uzimajuéi u obzir ovaj uslov kao i uslov da je izvod funkcije @y |
jednak nuli u ta¢ki minimuma, @ 1(*) = 0, dobija se da je tacka

1

k1= ——
Yi+1
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tacka minimuma funkcije ®;(¢). Dalje je

1

Dy 1 (k1) = foxrg1) — %Hg/wl”%

Sto potvrduje da se vrednost funkcije smanjuje za 91 > 0. Na ovaj nacin je definisana
gornja granica veliCine iterativnog koraka #;,1. Preciznije, duZina novog iterativnhog koraka

tx+1 odreduje se backtracking procedurom tako da je

tkp1 = arg min f(xXpp 1 —18k41)
1<lky1

Andrej Nekulai razmatra i slucaj .1 < 0. Ukoliko se dogodi da je

F (1) — f () +tgh 8 < 0

tada je f(xg) — f(xpe1) > tkg,{ gk- Autor predlaZze da se u tom slucaju veli¢ini tekuceg koraka #;
doda vrednost 1 tako da bude ispunjeno

F (1) — £ () + (6 + M) gk gk > 0.

Prethodna nejednakost je ispunjena ukoliko je

1
——[f (te1) — f (k) +1egi gu) + 6 (3.11)

Nk =
gl g

za neko & > 0. Tada je vrednost novog (pozitivnog) parametra Y4 (X1 1)

2 1

g&ﬂm+myV@HO—ﬂm%H%+mM&d (3.12)

Ya(Xpr1) =
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Algoritam 3.2.2 NGD Algoritam
Require: (ULAZ) Objektna funkcija f(x), poCetna tacka xo € domf
1: Izralunati f(xg), go = Vf(x0) i to = argmin,| f(xo —1g0), f(x1) i g1 = V.f(x1). Postavi
k=0.
2: Proveriti kriterijum zavrSetka. Ako je ispunjen, onda KRAJ algoritma, inace preci na korak
3.
3: IzraCunati skalarnu aproksimaciju Hesijana funkcije f u tacki xi 1, ¥4 (xx+1) prema formuli
(3.7).
4: Ako je ya(xxr1) < 0, izabrati § > 0 i izraCunati Y4 (x; ) prema formuli (3.12) gde je 1y
definisano relacijom (3.11).
5: Odrediti veli¢inu inicijalnog koraka primenom

_ 1
o1 = ———
T )

sa kojom se startuje backtracking procedura u narednom koraku 6.
6: Koristeci proceduru backtracking linijskog traZenja odrediti korak #;, 1:

ler1 = arg m1n (1 —18k41)
k+1

7: IzraCunati narednu iterativnu tacku xxyo = Xg41 + 5+ 18k+1, postaviti k = k+ 1 1 preci na
korak 2.

U numeri¢kim testiranjima Andrejev NGD metod je uporeden sa GD i1 BB metodima.
Uradene su komparacije nad 12 test funkcija. Ilustrovani primeri uglavnom pokazuju da nova
NGD Sema po svojim performansama daleko prevazilazi GD model a da se u odnosu na BB
algoritam ponasa pribiZzno jednako ili poboljSano. Primeri uglavnom ptvrduju da je Andrejeva

konstanta 7y, veéa ili jednaka od konstante Barziali-Borveina u BB metodu 52 = 58,

U numerickim testiranjima koris¢ena su dva kriterijuma zavrsetka

IV (i) < &l

ili
|(f (rge1) — f ()|
) Y

gde u konstante & = 1076 i & = 10716, Generalno se moZe zakljuciti da su oba metoda, i

BB i NGD, linearno konvergentni. Stopa konvergencije je blago uslovljena kondicionalnim
brojem matrice Hesijana minimizirajue funkcije. Za dobro uslovljene konveksne funkcije i BB

1 NGD algoritmi predstavljaju napredak u odnosu na GD metod. Za loSe uslovljene funkcije
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ovi algoritmi su poput drugih gradijentnih metoda vrlo spori tako da u tim slucajevima nemaju

prakti¢nu primenu. Kako uglavnom vazi

YA Z ’YBB7

pokazuje se da je inicijalni korak backtracking procedure kod NGD algoritma manji od odgo-
varajuéeg inicijalnog koraka BB $eme. Ali u toku iteracija 74 je blisko Y. Iz ove &injenice
je proistekla ideja da se u slu¢aju kada je Y28 < 0 ova konstanta u BB metodu modifikuje An-

drejevom konstatntom ;4.

U drugoj teoremi Andrej dokazuje strogu pozitivnost konstante 4.

Teorema 3.1. Realan broj yx generisan NGD algoritmom jeste strogo pozitivna konstanta.

Dokaz. Kako je izlazni uslov backtracking procedure

fst) = fu) +tegh g >0
vazi f(xg) — f(xxt1) < txg} g a odavde zamenom u (3.7)

C 2 2(fw) = flarn) 2 2ulgigr)
Ya(Xy1) = I t,f(g,fgk) > " —tlf(g,{gk) =0

O

Prethodna teorema potvrduje dobru definisanost inicijalnog koraka #;, | backtracking pro-
cedure koju je Andrej predlozio u 5.koraku NGD algoritma.

Za kraj ovog poglavlja sledi prikaz kumulativnih rezultata koji pokazuju broj iteracija tesir-
anih funkcija BB i NGD metodima. U prvoj tabeli ilustrovani su dobijeni rezultati testiranih
funkcija sa brojem parametata: n = 1000, 2000, 3000,4000,5000. Druga tabela sadrzi rezultate
testiranih funkcija sa brojem parametara: n = 10000, 20000, 30000,40000,50000.

Tabela 3.1. Broj iteracija BB i NGD metoda za n = 1000,2000,3000,4000, 5000.

Nr. Ex. BB NGD
Ex2 12370 12304
Ex3 887 320
Ex4 291 344
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Nr. Ex. BB NGD
Ex5 1037 984
Ex6 439 408
Ex7 182 187
Ex8 1072 1033
Ex9 79 60
Ex10 9420 3602
Ex11 230 315
Ex12 1381 127
TOTAL 27388 19684

Tabela 3.2. Broj iteracija BB i NGD metoda za n = 10000,20000, 30000, 40000, 50000.

Nr. Ex. BB NGD
Ex1 18723 18675
Ex2 7003 5528
Ex3 644 547
Ex4 236 261
Ex5 1087 970
Ex6 430 388
Ex7 169 168
Ex8 1147 1021
Ex9 75 60
Ex10 7832 3367
Ex11 230 315
Ex12 1026 125
TOTAL 38602 31425
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3.3 Metod skalarne korekcije

Na osnovama nemonotonog linijskog traZzenja autori Marko Miladinovi¢, Predrag Stanimirovic¢
and Sladjana Miljkovi¢ u radu Scalar Correction Method for Solving Large Scale Uncon-
strained Minimization Problems, [4], su konstruisali gradijentni metod koristeci kvazi-Njutnovu
jednacinu i odgovarajucu skalarnu aproksimaciju inverza Hesijana. U ovom radu primarno se

pristupa reSavanju minimizacionog problema bezuslovne optimizacije

minf(x), x€eR" (3.13)

za datu objektnu funkciju f: R" — R. PolaziSte je najcesce upotrebljivana iteracija za ovu vrstu
problema
Xpp1 =Xk +trdy, k=0,1... (3.14)

koja je viSe puta pominjana i analizirana u ovoj tezi. Dalje u [4], pomenuta iteracija (3.14) se

poredi sa iteracijom koja definiSe kvazi-Njutnovnu Semu

Xjey1 = Xk — Bigr (3.15)

u kojoj By predstavlja odgovaraju¢u aproksimaciju inverza Hesijana. Postoje razliciti izbori
aproksimacija inverza Hesijana. Uglavnom se taj izbor bazaira na Sto jednostavnijoj formi
aproksimacione matrice. Poznatiji primeri ovakvih aproksimacionih matrica opisani su u [57].
Neki od izbora su:

By = Md

gde je Ay skalar ili dijagonalna matrica

By = dl'(lg(ll,lz,...,ln).

Poslednja aproksimacija suStinski zahteva veliki memorijski prostor zbog skladiStenja
celokupne aproksimacione matrice inverza Hesijana u svakoj iteraciji, pa ovakvi izbori nisu
pogodni za optimizacione probleme vecih razmera. Ovo je jedan od razloga zbog koga su au-

tori u [4] odabrali aproksimaciju inverza Hesijana u obliku sklarne matrice
Bi=nl~G.', %>0.
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Sa ovakvim izborom aproksimacione matrica inverza Hesijana, kvazi-Njutnova Sema (3.15) sve

svodi na iteraciju

Xk+1 = Xk — Yi8k-

Sli¢nim razmatranjima su se prethodno bavili nau¢nici Barzilai i Borvein §to je rezlutirao

konstruisanjem BB metoda opisanog u [5]. Podsetimo se da su reSavanjem minimizacije
_ TR | 2
Yie = argmin [,y =y ||

Barzilai i Borvein odredili iterativni korak (3.16) i iteratini korak (3.17) u simetricnom obliku

T
Sp_15k—1
h= o, (3.16)
Sk—1Yk—1
T
N St 1Yk—1
o= S (3.17)
Vi—1Yk—1

U prethodnim relacijama prema ve¢ usvojenim oznakama je s := Xy — X; 1 Yk = gk+1 — &k-
Iterativni model opisan u [4] po svojim racunskim karakteristikama 1 veli€ini potrebnog memo-
rijskog prostora je uporediv sa BB algoritmom. Autori su novokonstruisani metod nazvali metod
skalarne korekcije ili u skracenoj formi SC metod (scalar correction method). Za SC metod
se generalno moze reci da predstavlja neku vrstu poboljSanog pandama BB metoda koji je,
prema sprovedenim testiranjima, unapreden od strane SC algoritma po svim pra¢enim karakter-
istikama: broju iteracija, potrebnog procesorskog vremena i broju odredivanja vrednosti ciljne

funkcije.

Pri numeric¢kim eksperimentima SC metod je uporeden sa BB metodom. Oba algoritma se
baziraju na tehnici nemonotonog linijskog traZenja ilustrovanog algoritmom (3.1.3). Parametar
a iz ovog algoritma koji predstavlja inicijalnu veli¢inu koraka je odreden relacijom (3.16) kod
BB metoda , odnosno relacijom (3.30), koja ¢e kasnije biti navedena, kod SC metoda.

Vec¢ je bilo reci da se tehnika nemonotonog linijskog traZzenja bazira na upotrebi celobrojne
konstante M takvoj da se u svakoj iteraciji veli¢ina koraka ¢t odreduje saglasno nejednakosti

tdy) < _)+oteld 3.18
S+ k)_Ogl}lgaril((k)f(Xk j)+otgdy, (3.18)

pri ¢emu je m(0) =0, 0 < m(k) < min{m(k— 1)+ 1,M — 1}, a ¢ je parametar iz Armijevog
pravila (2.7).
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Podsetimo se da su autori u [46] dokazali globanu konvergenciju metoda sa nemonotonim
linijskim traZenjem za dva puta neprekidno diferencijabilne funkcije kod kojih vektor trazenja

zadovoljava uslove u kojima su konstatne c; i ¢; pozitivne
T 2
8k de < —cillgll (3.19)

ldi | < callgxl|- (3.20)

Isti autori su takode potvrdili globalnu konvergenciju pomenutih metoda sa nemonotonim lin-
ijskim traZenjem 1 pod oslabljenim uslovima (3.19) i1 (3.20). Imajuci u vidu definicuju R lin-
earne konvergencije koja upravo sledi, autori L. Grippo, F. Lampariello, S. Lucidi su u radu [46]
dokazali da je svaki iterativni metod koji koristi tehniku nemonotonog linijskog traZzenja R lin-

erano konvergentan za uniformne konveksne funkcije.

Definicija 3.1. Neka je x; € R" neki niz koji konvergira ka x*. Ako vaZi

0 < limsup |Jx; —x*|| < 1,
k—yoo

onda kaZzemo da niz {x;} R linearno konvergira ka x*.

Propozicija 3.1. Pretpostavimo da je f glatka i uniformno konveksna funkcija. Neka je (3.14)
bilo koji iterativni metod kod koga vektor pravca d; zadovoljava uslove (3.19) i (3.20) i neka
je iterativni korak t; odreden algoritmom nemonotonog linijskog trazenja (3.1.3). Tada postoje
konstante c3 > 0ic4 € (0,1) takve da

Fl) = F(x*) < eack [F(x1) — F(xM)].

U ovoj disertaciji pomenuto je ve¢ da je Rajdan koristeci strategiju globalizacije zasnovanu
na nehomogenom linijskom traZenju koja je predstavljena u [46] dokazao globalnu konvergen-
ciju BB metoda za nekvadratne funkcije. Autori u [4] koriste ove Rajdanove rezultate objavljene
u [17]. Oni porede BB metod sa nemonotonim linijskim traZzenjem, koji su oznacili kao GBB
metod, sa skalarnim metodom predstavljenim u [4] 1 oznaCenim kao SC metod. Isti autori ilus-
truju opSti algoritam za takozvane dvotackasto-koracne gradijentne metode (two-point step size
gradient methods) koji koriste tehniku nemonotonog linijskog trazenja za reSavanje mnogob-
rojnih problema bezuslovne optimizacije. Pomenuti algoritam, Ciji prikaz sledi, pripada klasi
kvazi-Njutnovih metoda sa nemonotonim linijskim traZzenjem kod kojih se aproksimacija in-

verza Hesijana definiSe odgovaraju¢om skalarnom matricom.
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Algoritam 3.3.1 Opsti gradijentni algoritam sa nemonotonim linijskim traZenjem

Require: Ciljna funkcija f(x), izabrana pocetna tatka xoy € dom( f), positivna celobrojna kon-
stanta M i realne konstante 0 < &; < &,.

Postaviti k = 0, izracunati f(xp), go = Vf(xo) i uzeti yp = 1, m(0) = 0.

Ako je ispunjen kriterijum zavrSteka, onda zaustaviti iteracije; inace preci na sledeci korak.
Nadi t;, putem Algoritma 3.1.3 sa ulaznim veli¢inama dy = —gz, m = m(k) i a = .
IzraCunati x| = Xx — 4,8k, f(Xk41)s 81> Sk 1= Xk 1 — Xk> Vi = Gk+1 — &k-

IzraCunati inicijalnu veli¢inu koraka traZenja 79}, prema postavljenom metodu. Akoje
Yer1 > & ili Y1 < &y, postaviti Yy 1 = 1.

6: Postaviti k = k+ 1, m(k) = min{m(k— 1)+ 1,M — 1}, i preéi na korak 2.

7: Izlazne veliCine xg 1 1 f(xg11)-

A

Korak 5 iz prethodnog algoritma obezbeduje ogranicenost niza J. Ovaj korak zavisi od
metoda koji se primenjuje u Algoritmu 3.3.1. U slucaju primene BB metoda, ¥ iz koraka
5 uglavnom je definisano relacijom (3.16) iz razloga $to je utvrdeno da ovaj izbor inicijalnih
veli¢ina koraka daje bolje rezultate u prakti¢nim izraCunavanjima nego izbor (3.17). Dakle, u
slu¢aju primene BB metoda 7| iz koraka 5 Algoritma 3.3.1 postaje

T
_ Sk—15k—1

Y = T .
Sk—1YVk—1

Sada je moguce definisati algoritam BB gradijentnog metoda sa nemonotonim linijskim traZen-

jem, koji je koriS¢en u [4] kao poredbeni algoritam.

Algoritam 3.3.2 BB gradijentni algoritam sa nemonotonim linijskim traZenjem

Step 5: IzraCunati inicijalni korak traZena Y1 pomocu (3.16). Ako je %1 > & ili Yy < &1,
postaviti %1 = 1.

Ostali koraci su identi¢ni sa koracima u Algoritmu 3.3.1.

Ako u Algoritmu 3.3.1 Zelimo da primenimo SC metod inicijalni korak traZenja ;. iz ko-
raka 5 ovog algoritma se definiSe na osnovama analize koja sledi i koja istovremeno predstavlja
bazicne ideje u konstruisanju SC metoda. Kako je u kontruisanju SC metoda izabrabna skalrna

matrica za aproksimaciju inverza Hesijana

Bi =,
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imamo da je aproksimacija inverza Hesijana u narednom koraku
Bir1 = Be+aid = (Yo + a)] = Yyl

a odavde se jednostavno zakljuCuje da je veliCina inicijalnog koraka trazenja ;.1 koji Ce biti

primenjen u koraku 5 Algoritma 3.3.1

Yit1 = Y+ Gk (3.21)

Kako parametar a; zavisi od sy i yi, ax = ar(sk, k), a kako je sg 1= xg1 — X » Yk := k1 — &k
zakljuCujemo da ovaj parametar zapravo zavisi od dve vrednosti uzastopne itertivne tacke xy i
Xx+1 1 vrednosti gradijenata u tim tackama g 1 gx- 1. Primenivsi sekantnu jednacinu na tacke x
i x4 dobija se

Sk = Y1k (3.22)

odakle se zamenom (3.21) dobija
Sk — Yk — akyk = 0.
Na sli¢an nacin kao kod BB matoda, autori u [4] nalaze a; putem minimizacije normi
min lla™" (s — Yye) = yell* i min | (s, — %) — ayil|*. (3.23)
Sto rezultira odredivanjem simetricnih vrednosti parametra a;

ak:(sk Vi) (Sk — Vivx) : dk:w_ (3.24)

(st — Vi) T vk y;{Yk

Autori od prethodna dva reSenja biraju prvo, odnosno ay, kao sinonim izbora veli¢ine (3.16)
umesto (3.17) kod BB metoda. U slucaju kada je (s; — }/kyk)Tyk = (0 bira se a; = 0. Zamenom
a1z (3.24) u (3.21) dobija se

(s — kak)T(Sk — YVk) sk — YkYkHz
Thert =T (s — }’kyk)TYk & (sk— }’k)’k)TJ’k ( )

ili 1 = % u slucaju kada je (sx — vx)?yxk = 0. Upravo zbog ovako definisane skalarne

korekcije metod je dobio naziv scalar correction method.
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Uvodenjem pomocnog vektora

Tk = Sk — Yk
prethodni izraz za Y, | postaje
2 T
1473 Sy Ik
Yitr1 =Yt Il T H = —]} ) (3.26)
Vi Tk Vi Tk

Ovakvim definisanjem inicijalnog koraka autori u [4] su pronasli u izvesnom smislu njegovu
optimalnu veli¢inu: njegova vrednost je dovljno velika ali nije i prevelika (toliko da ’preskoci’
ekstremum) Sto je obezbedeno upotrebom nemonotonog linijskog trazenja. Sa ciljem potvrde
da je ovako odredena veli€ina inicijalnog koraka najadekvatnija, u smislu efikasnosti 1 brzine
konstruisanog modela, izbor (3.26) se poredi sa jo$ dva izbora inicijalnog koraka koji su takode
dobijeni iz dvotackaste aproksimacije sekantne jednacine kvazi-Njutnovog metoda. Jedan od
tih izbora je korak koji su predlozili Barzilai i Borvein yffl koji je definisan relacijom (3.17).
Drugi je

kil = % (3.27)

Relacija (3.27) je dobijena normiranjem jednacine (3.22).

Dalje je dokazana sledeéa lema kojom se tvrdi da je izbor ¥, iz (3.26) najadekvatniji kada

je y,{ 1 > 0 u poredenju sa ostala dva predloZena izbora.

Lema 3.1. Za korake (3.26), (3.16) i (3.27) vaZe sledece nejednakosti

R < < Yet,  YEne>0, (3.28)
Yir1 < Yl?fl < ﬁgip )’;{rk <0. (3.29)

Korisreéi prethodnu lemu, konacan izbor inicijalnog koraka u SC metodu je definisan na

sledeci nacin:

Sy T
c . y]%rkv ykrk>07 330
TN Ul < (3.30)
il YTk = V.

Imajudéi u vidu prethodnu analizu, algoritam SC metoda je definisan narednim koracima:
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Algoritam 3.3.3 Algoritam SC metod opadanja po gradijentu sa nemonotonim linijskim trazen-
jem

Ulaz: Objektna funkcija f(x), izabrana inicijalna tacka xo € dom(f), pozitivni ceo broj M i
realne konstante 0 < & < &,.

Korak 5: Izracunati inicijalni korak traZenja 9,1 pomocu 3.30. Ako je %11 > & ili vy < &1,
postaviti Y1 = 1.

Ostali koraci su identi¢ni koracima iz Algoritma 3.3.1.

U opisima numerickih eksperimenata dat je pregled dobijenih rezultata testiranja konstru-
isanog SC metoda 1 BB metoda. Bitna zajedniCka karakteristika oba testirtana modela je da
je na njima primenjena tehnika nemonotonog linijskog trazenja. Parametri koji su koris¢eni u
nemonotonom trazenju uzimaju vrednosti ¢ = 0.0001 i B = 0.8. Za vrednosti ostalih potrebnih
parametara u Algoritmu 3.3.1 uzeto je &, = 107>, & = 10° i M = 10.

Testirano je 40 test funkcija predloZenih u [34]. Analizirano je deset razli¢itih vrednosti
broja promenljivih za svaku test funkciju: 100, 500, 1000, 2000, 3000, 5000, 7000, 8000,
10000 i 15000. Pri tome su koriSéena dva kriterijuma zavrSetka

06 i f (1) — f ()| 0-16
el < 1070 = e =

U prikazanoj numerickoj analizi, pracene su tri osnovne karakteristike: broj iteracija, CPU
vreme i broj odredivanja vrednosti objektne funkcije za svaki test problem. U Tabeli 3.3 dat je
prikaz vrednosti sve tri karakteristike za 40 testiranih funkcija metodima SC i GBB. Ova tabela
takode sadrzi optimalne vrednosti testiranih funkcija kada je broj parametara 100. 1z priloZzenog
se moZze videti da SC algoritam daje uglavnom bolje ili jednako dobre rezultate u poredenju sa
GBB algoritmom. Preciznije, po pitanju broja iteracija SC metod prevazilazi GBB u slucaju 21
testirane funkcije dok 9 test funkcija daju iste rezultate. U analizi broja odredivanja vrednosti
testiranih funkcija, SC je optimalniji u 22 slucaja dok je GBB bolji u 9 testiranja.

Tabela 3.3. Prikaz numerickih rezultata GBB i SC metoda testiranih na 40 test funckcija.

. Br. iteracija CPU vreme Br. eval. funk. Min. funk.
Test function | To - Gan sC GBB sC GBB  |SC
Extended Freud. 417 |590 ||2.98 3.653 1734 1970 0 2E-16
and Roth
Extended Rosen- || 858 [440 || 8.995 3.621 4253 1430 0 0
brock
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Extended White ||[619 | 580 ||5.026 5.088 1998 1840 7.66E-13 |0

and Holst

Extended Beale || 444 |693 |/5.322 8.261 1028 1676 2E-13 2.45E-13
Extended Penalty || 506 | 501 || 6.792 7.058 2066 2056 75 75
Perturbed 180726893 || 155.231 45.182 62401 18899 4.6E-15 |2.6E-15
Quadratic

Raydan 1 8197|3894 || 52.089 20.557 27040 10556 505 505
Raydan 2 75 |75 0.387 0.307 160 160 100 100
Diagonal 1 7066 (3313 || 43.479 21.855 15798 8874 -15706.7 | -15706.7
Diagonal 2 105234871 || 111.168 37.292 41163 13778 15.74 15.74
Diagonal 3 8397|3457 || 83.809 29.903 28014 9501 -4605.8 | -4605.8
Hager 950 |[887 |6.808 6.228 2523 2059 -653.08 |-653.08
Generalized 280 (276 |2.169 2.387 640 632 97.21 97.21
Tridiagonal 1

Extended Tridi-||372 |359 || 1.683 2.074 864 808 2.73E-9 |2.73E-9
agonal 1

Extended Three || 100 |90 0.996 0.715 300 280 127.96 | 127.96
Exponential

Terms

Diagonal 4 70 |65 0.543 0.48 330 320 0 2E-16
Diagonal 5 50 |50 0.59 0.495 110 110 69.31 69.31
Extended Him- || 135 |120 || 1.481 1.324 410 380 24E-15 |0
melblau function

Generalized 7344 14688 || 193.87 105.322 26099 13002 98.72 98.72
PSC1

Extended PSC1 150 |[160 | 2.293 2.447 460 480 38.66 38.66
Extended Powell || 10 10 0.03 0.015 30 30 0 0
Extended Block || 178 |166 || 1.918 1.854 416 392 8.2E-15 |8.2E-15
Diagonal BD1

Extended 200 [305 |/2.058 2.965 730 1000 -50.03 -50.03
Maratos

Quadratic Diago- || 5891|5494 |1 51.934 39.652 23921 17054 3.1E-12 |3.1E-12
nal Perturbed

Quadratic QF1 181737407 || 145.512 45.121 61728 20355 -0.005 -0.005
Extended 171 | 189 ||3.714 4.09 740 776 390.06 | 390.06
Quadratic

Penalty QP1

Quadratic QF2 133837504 || 140.136 74.198 45740 20972 -1.00 -1.00
Extended EP1 48 |48 1.152 1.215 356 356 793.18 | 793.18
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Extended 401 |485 || 1.51 1.808 892 1112 38.58 38.58
Tridiagonal-

2

ARWHEAD 140 {170 ||4.119 4.293 710 797 -2.1E-14 | -2.1E-14
Almost Perturbed || 203367131 || 170.088 41.511 69489 19472 1.32E-13 | 1.32E-13
Quadratic

ENGVALI 333 392 |/4.963 5.309 836 956 109.09 | 109.09
QUARTC 212 (212 |/ 1.09 1.12 474 474 5.97E-9 |5.97E-9
Diagonal 6 75 |75 0.371 0.262 160 160 1.11E-14 | 1.11E-14
LIARWHD 579 677 |/ 12.104 11.465 2615 2425 0 0
Generalized 216 [223 |2.995 2.714 525 538 1.56E-14 | 0
Quartic GQ1

Diagonal 7 70 |70 0.497 0.465 160 160 -81.68 -81.68
Diagonal 8 70 |70 0.729 0.589 190 190 -48.05 -48.05
Diagonal 9 6553 (5329 32.528 29.37 22417 14986 -15346.2 | -15346.2
HIMMELH 20 |20 0.121 0.091 60 60 -62.5 -62.5
AVERAGE 3229 4BT7309304829490244 | 17,16978049 || 11191,56098 | 6180,829268

U narednoj tabeli 3.4 autori prikazuju broj numerickih eksperimenata od ukupnih 400 u

kojima posmatrni metodi dostiZzu minimalni broj iteracija, minimalno CPU vreme 1 minimalni

broj odredivanja vrednosti objektne funkcije. U poslednjoj koloni tabele 3.4 prikazan je broj

testiranja u kojima oba metoda daju iste vrednosti.

Tabela 3.4. Poredbene performanse SC i GBB metoda u 400 numerickih eksperimenata.

Karakteristike

Broj iteracija

CPU vreme (sec)

Broj evaluacija funkcije

SC GBB oba metoda
199 102 99

186 84 130
208 100 92

U trecoj tabeli 3.5 autori ilustruju srednje vrednosti rezultata koje ostvaruju oba metoda u svih

400 testiranja po pitanju sve tri analizirane karakteristike. Vrednosti ove tabele potvrduju da

SC metod daje duplo bolje rezultate po pitanju broja iteracija, 2.2 puta bolje rezultate u pogledu

utroSenog procesorskog vremena i broja evaluacija ciljnih funkcija.

Tabela 3.5. Srednje vrednosti numerickih rezultata za 40 test funkcija prilikom 10 numerickih

eksperimenta u svakoj iteraciji.
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Srednje vrednosti performansi ~ SC GBB

Broj iteracija 169.9 329.2
CPU vreme (sec) 1.43 3.16
Broj evaluacija funkcije 47777 11239

Autori su takode prikazali i graficke ilustracije performansi poredbenih SC i GBB algori-
tama. Opsti zakljucak je da je SC algoritam efikasniji, jednostavniji i zauzima manje memori-

jskog prostora od GBB modela sa kojim je uporeden.

3.4 Andrejev ubrzani gradijentni algoritam

Zarad An acceleration of gradient descent algorithm with backtracking for unconstrained opti-
mization, [3], Andreja Nekulaja koji je opisan u ovom poglavlju se slobodno moze reci da pred-
stavlja motivacijsku osnovu za definisanje klase ubrzanih gradijentnih metoda. Prepoznatljiva
karakteristika metoda ove klase je dobro definisan multiplikativni faktor gradijenta i iterativnog

koraka. Preciznije, poznato je da je najopstija iteracija bezuslovne minimizacije oblika

Xjey1 = Xk + Ixdy, (3.31)

pri ¢emu je sa dj oznaCen vektor traZzenja a sa #; iterativni korak. Andrej u [3], u prethodnoj
iterativnoj Semi za vektor traZenja bira negativan gradijent i uvodi parametar ubrzanja 6; > 0

tako da iteracija 3.31 postaje

X1 = Xk — Okli 8k (3.32)

Pre opisa procedura odredivanja parametra ubrzanja 6, vazno je istaCi da u izraCuna-
vanju veli¢ine iterativnog koraka autor koristi Armijevu backtracking proceduru. Backtracking
parametri uzimaju sledeée vrednosti: o = 0.0001 i B = 0.8. U narednoj propoziciji, definiSe se

donja granica vrednosti iterativnog koraka odredenoj backtracking procedurom.

Propozicija 3.2. Neka je d) vektor traZenja koji ima smer pada i neka V f(x) zadovoljava Lipsi-
cov uslov ||V f(x) =V f(xy|| < L|x—yl|| za sve x i y iz skupa {x € R" | f(x) < f(x0)}, pri Cemu
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je L pozitivna konstanta. Ako linijsko traZenje zadovoljava Armijev uslov tada vaZi

B(1—o0) —g,{dk}

33
AL (5:33)

thmin{l,

U odredivanju veli¢ine faktora ubrazanja 6y, autor polazi od dve klju¢ne nejedankosti. Prva

predstavlja izlazni uslov Armijeve backtracking procedure

fx—tgx) < fxe) — otgf g

Druga koristi Tejlorovoj razvoj primenjen na iteraciju 3.32

1
[ — Otegi) = f(x) — Otgf g + Eezfzfgzzvzf(xk)gk +o (||0ngil?) - (3.34)

U poredenju sa Tejlorovim razvojem u tacki z = xp — 8%

1
f o —tigr) = f(xk) — gl g+ Etlgglzvzf(xk)gk +o (|ltegel?) (3.35)

izvodi se zaljucak da je

f o — 0trgr) = f (xx — trg) + Wi (0). (3.36)

Uporedivsi prethodne dve jednakosti, lako je odrediti izraz funkcije W (6)

1
P (0) = (1—0)tigi g — 5(1 — 011t gl V2 f(xi) gk + 010 (1| gel|*) — teo (1l gel|*) - (3.37)

Andrej dalje uvodi oznake :
o ap=18{ gk >0

o b =12¢IV2f(xi)gx

o £=o(ngl?)

kojima se relacija 3.37 transformiSe u

1
Wi (0) = (1-0)ax— 5 (1 — 0%)bi+ 6% — 1€ (3.38)
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Analizirajuéi funkciju W;(0) iz prethodne relacije, pomocu definisanih veli¢ina ay i by An-
drej odreduje vrednost parametra ubrzanja 6. Nije teSko uociti da je funkcija W, (0) konveksna
za b, > 0. Dalje vazi

P(0) = (by+26€)0 —ap i Wy(On) =0

za
Ak

6,=—"7—.
" by +21.€

Kako je W, (0) = —ax < 0, funkcija ¥, (0) je konveksna kvadratna funkcija sa minimumom
u tacki 6,, i pri tom je
(ax — (bx+204€) )2

2(by+21€)

lP;c(em) =

Zamenivsi taCku 6 taCkom 6, u relaciji 3.36 a pod uslovom da je by > 0 pokazuje se da
vrednost funkcje f u narednoj iterativnoj tacki, primenom iteracijom (3.32) ima manju vrednost

od vrednosti funkcije f u narednoj iterativnoj tacki iteracije 3.31 (u kojoj je dp = —gp):

(ax — (b +21€) )

< —tar).
2 (b + 2128 < f(xe —tgx)

Sk — Omtrgi) = f (x — trgk) —

Daljom analizom, koja se ovom prilikom izostavlja, autor pokazuje da se postavljenom
iteracijom 3.32 ostvaruje pad vrednosti funkcije, odnosno da vazi f(x;.1) < f(xz). Blizim

odredivanjem vrednosti veliCine by

b = t;g) V2 F(xk) 8k = —1ey 8k (3.39)

gde je yx = gr+1 — &k, 1 zanemarivanjem konstante € u relaciji koja definiSe 6,, dobija se kona¢an

izraz za izraCunavanje parametra ubrzanja:

ag
6,=6,=—.
k m bk

Kako su definisani svi potrebni parametri sada se moze ilustrovati Algoritam Andrejevog
ubrzanog gradijentnog metoda, skraéeno oznacenog kao AGD algoritam:
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Algoritam 3.4.1 AGD metod
Require: Objektna funkcija f(x), odabrana inicijalna tacka xo € dom(f).
1: Postaviti k = 0, izraCunati f(xp) i go = Vf(x0).
Pronaci korak 7, Backtracking procedurom hmj skog traZenja.
IzraCunati: z = x; — tkgk,gz Vf( )iy =gz — &
IzraCunati: a; = 1,8, T o b = —tkyk gr 1 Gk = bk‘
Postaviti: x| = xx — Optrgy 1izraunati fi 1 1 gxa -
Proveriti kriterijum zavrSetka. Ukoliko je zadovoljen, zaustaviti algoritam; inacCe postaviti
k = k+ 11 preci na korak 2.

SAN AN I

Napomena 3.2. Iz prethodnog algoritma (3.4.1) se moZe izvesti algoritam metoda pada po

gradijentu, GD metoda, ukoliko se zanemare koraci 3 i 4 i postavi 6y = 1 u koraku 5.

Konvergenciju AGD metoda potvrduje sledeca propozicija:

Propozicija 3.3. Pretpostavimo da je f strogo konveksna funkcija na skupu S = {x|f(x) <

f(x0)}. Tada niz x;. generisan AGD algoritmom konvergira linearno ka x*.

U numerickim testiranjima sprovedenim radi ispitivanja osobina definisanog
AGD metoda 1 njegovog uporedivanja sa srodnim algoritmima, analize su
izvrSene za 34 test funkcije. Izbran je slede¢i desetoclan skup vrednosti broja
promenljivih: {100,200, 300,400, 500,600, 700,800,900,1000}. Koriséena su sledeéa dva
kriterijuma zavrSetka svakog testiranja:

lgriille < & ili nilgq dil < el flxr)l,
pri ¢emu je £ = 10 %igr = 10720,

Andrejev ubrzani AGD metod je uporeden sa metodom pada po gradijentu, GD metodom.
Pracene su vrednosti koje prikazuju broj ostvarenih iteracija, potrebno CPU vreme kao i broj
evaluacija objektne funkcije. Potvrden je ubedljiv prestiz AGD algoritma po pitanju sve tri
karakteristike u odnosu na GD metod. Naredne dve tabele ilustruju ovu tvrdnju. U Tabeli (3.6)
prikazane su prosecne vrednosti broja iteracija, CPU vremena u sekundama i broja evaluacija
funkcija pri testiranju AGD 1 GD metodima respektivno. U Tabeli 3.7 prikazan je broj testiranja
u kojima svaki od analiziranih metoda ostvaruje minimalno iteracija, minimalno CPU vreme i

minimalnan broj evaluacija funkcije.
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Tabela 3.6. Prosecne vrednosti numerickih rezultata za 340 testiranja.

Ukupne vrednosti AGD GD
Ukupan broj iteracija 657915 1598990
Ukupno cPU vreme (sec) 17432902 40979772

Ukupan broj evaluacija funkcije 454780 1004326

Tabela 3.7. Performanse AGD i GD algoritama u 340 problema.

Kriterijum performansi Broj problema
Minimalan broj ostvarenih iteracija AGD metodom 320
Minimalan broj ostvarenih iteracija GD metodom 36
Jednak broj iteracija ostvarenih AGD i GD metodama 16
Minimalan broj ostvarenih evaluacija funkcija AGD metodom 322
Minimalan broj ostvarenih evaluacija funkcija GD metodom 18
Minimalno CPU vreme postignuto AGD metodom 325
Minimalno CPU vreme postignuto GD metodom 28
Jednako CPU vreme postignuto AGD i GD metodama 13

Nesumnjivi znacaj AGD metoda u odnosu na klasi¢ni metod pada po gradijentu ogleda se
u drasticnom smanjenju potrebnih iteracija i broja evaluacija funkcija kao i potrebnog proce-
sorskog vremena. Pored ovih izuzetnih rezultata ostvarenih primenom Andrejevog ubrzanog
gradijentnog metoda, mozda je jo$ veci doprinos u samom detektovanju i nac¢inu definisanja
ubrzavajuce komponente ;. Ovakav pristup dao je jasnu smernicu i motivaciju mnogim au-
torima za nastavak proucavanja gradijentnih metoda sa ubrzavajuéim
karakteristikama, [4, 1, 6, 7, 8].
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3.5 Ubrzani gradijentni SM metod

U radu Accelerated gradient descent methods with line search, [1], autori Predrag Stanimirovic¢
i Marko Miladinovi¢, definiSu novi ubrzani gradijentni metod. Svojstvo ubrzanosti je definisano
parametrom ubrzanja 7, Cije je definisanje proisteklo iz ideja rada [3] opisanog u prethodnom
poglavlju. Naime, istraZivanja su potvrdila Cinjenicu da veli¢ina koju je najpre odredio Nekulai
Andrei u [3] iz Tejlorovog razvoja drugog reda objektne funkcije, koris¢enjem odgovarajuce
aproksimacije Hesijana, ima ubrzavajuca svojstva. Ovu osobinu su eksperimenalno dokazali
i autori u [6] numeri¢kim testranjem i uporedivanjem metoda sa i bez ubrzavajueg parame-
tra %. Tom prilikom dobijeni rezultati su nedvosmisleno potvrdili ubrzvajuce karakteristike
gradijentnih metoda koji u svojim formulacijama kao dodatni multiplikativni faktor gradijenta
1 iterativnog koraka imaju ovako odredenu veli€inu ;. Pri tom se pretpostavlja da je iterativni
korak odreden nekom od procedura linijskog trazenja. Time je i potvrdena ispravnost defin-
isanja takozvane klase ubrzanih gradijentnih metoda od strane autora u [1], tj. onih metoda koji

u svojim formulacijama sadrze ubrzavajuci parametar ;.

Polazeci od uobicajne iteratine Seme
Xpr1 =X +txdy, k=0,1... (3.40)

autori u [1] za polaziSte svog istraZivanja uzimaju opsti algoritam metoda sa linijskim traZenjem,
Algoritam 2.1.1, ilustrovanog u Poglavlju 2.1. Dakle, dve osnovne pretpostavke koje se odnosne

na kljucne veli¢ine u iteraciji (3.40) su:
e vektor trazenja d; ima smer pada;
e iterativni korak #; je odreden tehnikom linijskg traZenja.

IstraZivanja predstavljena u [1] nadovezuju se na rezultate ostvarene Andrejevom iteracijom
iz [3]
X1 = Xk — Ol (3.41)

u kojoj je sa 6, > 0 oznacen faktor ubrzanja. Metod (3.41) se uporeduje sa opStom iteracijom
koja formuliSe modifikovan Njutnov metod [23]

X1 = Xk — Sk 8k (3.42)

U relaciji (3.42) aproksimaciona matrica inverza Hesijana S; jeste pozitivno definitna 1 ne
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mora nuzno da zadovoljava kvazi-Njutnovu jedacinu. Za razliku od Andrejevog 6 > 0 autori
u [1] faktor ubrzanja odreduju iz iteracije (3.42), uz pretpostavku da je aproksimacija inverza
Hesijana definisana sa

Sc=y "1, neR. (3.43)

Time se modifikovana Njutnova iteracija (3.42) transformise u

Xpa1 =X — Yy gk (3.44)

Primenom Tejlorovog razvoja na Semu (3.44) dobija se relacija
_ 1, _ _
fOag1) = fO) =gl % g+ Et/%(?’k ) V(&) g (3.45)
Ovde & € [xy, x4 1] predstavlja tacku
E =X+ 0Uxpp — %) =Xk — oY, gk, O< o0 < 1 (3.46)

Prakti¢no, za tacku & prihvatljiv je izbor & = x;; ukoliko se odabere @ = 1 obzirom da je
udaljenost izmedu tacaka x; 1 x;4; dovoljno mala. Onda je logi¢an izbor za aproksimaciju

Hesijana u ovoj tacki upravo

VZf(&) =yl (3.47)

Zamenom (3.47) u (3.45) dobija veli¢ina parametra SM metoda

Yie [f (k1) — f (x)] +tngkH2‘
12l gill?

Yit1 = 2% (3.48)
Neophodan uslov koji ovako definisan parametar ubrzanja mora da zadovolji je njegova
pozitivnost, ¥+1 > 0. Ovaj uslov proistice iz neophonog i dovoljnog uslova optimalnosti drugog
reda. Neophodan uslov drugog reda potvrduje da ukoliko je x; tacka lokalnog minimuma glatke
funkcije onda njen gradijent teZi nuli i matrica Hesijana je pozitivno semidefinitna. Sa druge
strane, prema dovoljnom uslovu drugog reda ukoliko gradijent objektne funkcije u nekoj tacki
teZi nuli 1 ukoliko je njen Hesijan pozitivno definitan, tada ta funkcija dostiZe minimum u toj
taCki. Dakle, zadovoljenje neophodnog i dovoljnog uslova optimalnosti zavisi od pozitivnosti
parametra Y. U sluCaju da se dogodi da je ¥+ < O, autori jednostavno dodeljuju vrednost
Y+1 = 1. ObjaSnjenje za ovakav izbor je sledece: ukoliko se dogodi da Hesijan Gy nije pozi-
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tivno definitan onda se izborom 7;| = 1 postiZze da se vrednost funkcije u narednoj iterativnoj

tacki x4, izraCunava uobicajnim metodom pada po gradijentu: xz o = X1 — tkt18k+1-

. . .. .. . . oy - 1

Da bi se odredila vrednost funkcije u narednoj iterativnoj tacki x 12 = Xg1 —fi 1%, P 18k+15
pristupa se izracunavanju veli¢ine iterativnog koraka #; . | pomodu Armijeve backtracking pro-
cedure. Za pokretanje ove procedure potrebno je odrediti inicijalnu veli¢inu koraka, odnosno

njenu gornju granicu, pa se iz tog razloga analizira funkcija

N 1, _ a
D1 (t) = fxxt1) —181{+1?’k+]18k+1 + Efz('}’kjlgkﬂ)Tsz(‘g)YkJrllng,

pri emu je & € [xgy1,Xk12], 1 > 0and Y1 > 0. U sluCaju kada je & ~ x;. 1, vazi

_ 1 _
Dyt () = f(rrsr) — 17 18k 1P + §f27k+1}’k+21 gkl
_ 1,
= f(xg1) — ijh k111> + 5f27k+11 gk11I-

Ocigledno da je za obezbedenu pozitivnost parametra 7y, funkcija ® konveksna, i da vaze
jednakosti @y 1(0) = f(xpp1) i @, (1) = (£ - 1)}/,;:1 |gxs1]|>- Takodje je poznato da funkcija
® opada kada je ®;_ (1) < 0 3to je ispunjeno za r € (0, 1). Kako vaZi

() =0Ty =1, (3.49)

zakljuCujemo da je minimum funkcije ®; | postignut u tacki r = 1 pa se ova vrednost inici-
jalnog koraka i uzima za startovanje backtracking procedure. Uzevsi u obzir zamenu (3.47)
upotrebljenu u (3.45) zakljucuje se da je opadanje objektne funkcije f obezbedeno ukoliko je
Y% > 0 u svakoj iteraciji.

Algoritam 3.5.1 Backtracking procedura sa pocetnim korakom r = 1.

Require: Objektna funkcija f(x), vektor traZenja dj u tacki x;, brojevi0 < 6 <0.5i B € (0,1).
1: t=1.
2: Dok vazi f(x;+tdy) > f(xg) + otgl dy, uzetit :=tf.
3: Izlaz 1, =1t.

Obzirom na prethodno opisanu analizu, algoritam SM metoda je opisan slede¢im koracima:
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Algoritam 3.5.2 SM metod
Require: Objektna funkcija f(x) odabrana inicijalna tacka xo € dom(f).
1: Postaviti k = 0, izraCunati f(xg), go = V f(x0) i uzeti o = 1.
2: Ako je kriterijum zavrSetka ispunjen, obustaviti iteracije; inace, preci na naradni korak.
3: (Backtracking:) Pronaci korak # € (0,1] pomoc¢u Algoritama (3.5.1) za dy = —, Lok,
4: Tzratunati xp = x¢ — 1%, ' 8k f (k1) 1 8kt = VI (X1)-
5: Odrediti skalarnu aproksimaciju Y%; Hesijana funkcije f u tacki x;;; pomocu relacije
(3.48).
6: Ako je %1 <0, onda je take %1 = 1.
7. Postaviti k := k+ 1, preci na korak 2.
8: Izlaz xpyq 1 f(xk+1).

U analizi konvergencije konstruisanog SM metoda, autori najpre razmatraju skup uni-
formno konveksnih funkcija. Slede¢om lemom odreduje se veli¢ina opadanja vrednosti ob-
jektne funkcije u svakoj iteraciji a Teorema 3.2 potvrduje linearnu konvergenciju SM algoritma.

Lema 3.2. Za dva puta neprekidno diferencijabilnu i uniformno konveksnu funkciju f na R" i

niz {x;} generisan Algoritmom (3.5.2) vaZi sledeca nejednakost

Fa) = o) > pllgal, (3.50)
pri cemu je
c 6(1 —0)

Teorema 3.2. Neka je f dva puta neprekidno diferencijabilna i uniformno konveksna funkcija

na R" i neka je niz {x;.} generisan Algoritmom (3.5.2). Tada vazi

lim [gi[| =0, (3.52)
k—>oo
i niz {xy} konvergira ka x* bar linearno.

Autori u [1] su zatim analizirali konvergentna svojstva SM metoda na podskupu striktno

konveksnih kvadratnih funkcija na kome su funkcije date u sledeCem opStem obliku

flx) = %xTAx b x. (3.53)
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U prethodnoj relaciji se pretpostavlja da je kvadratna matrica A reda n realna, simetricna i
pozitivno definitna a da je vektor b € R". U analizi konvergecije na ovom skupu funkcija
kori$¢ena je sledeca pretpostavka Moline i Rajdana iz [16] o odnosu najmanje, A, i najvece,
A, sSOpstvene vrednosti matrice A

An <2A4.

Lema 3.3. Neka je na striktno konveksnu kvadratnu funkciju f definisanu relacijom (3.53)
primenjen gradijentni metod (3.44) u kome su parametri v i t; definisani redom relacijom
(3.48) i Algoritmom (3.5.2). Tada vaZe sledece nejednakosti

k€N, (3.54)

pri Cemu su Ay i A, najmanja i najvecéa sopstvena vrednost matrice A respektivno.

Teorema 3.3. Neka je gradijentni metod (3.44) primenjen na strikino konveksne kvadratne
funkcije definisane izrazom (3.53). Neka pri tom najmanja i najveéa sopstvena vrednost matrice

A ispunjavaju uslov A, < 2. Tada vaZi nejednakost

(@ < §2(ak)’ (3.55)
pri Cemu je
Gll ;Ln }
0=max{1l——— ,——15;, 3.56
{ A M (3.56)
i takode vaZi
lim [lgy]| =0. (3.57)

Dokazi navedih tvrdenja se mogu naci u [1].

Numericka testiranja predstavljena u radu [1], baziraju se na poredenju konstrusisanog SM
algoritma, Andrejevog AGD metoda prezentovanog u [3] i klasi¢nog gradijentnog metoda pada
po gradijentu, GD metoda. Ipak, osnovni cilj prikazanih testranja je potvrda boljih performansi
SM metoda u odnosu na AGD metod posto je prestiznost AGD iteracije u odnosu na GD veé
pokazana u [3]. Odabrani skup broja promenljivih odlikuje se ve¢im vrednostima od onih koji je
koristio Andrej u [3]. Za razliku od Andrejevog izbora n = 100,200, ..., 1,000, u [1] je koriS¢en
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sledeci izbor broja promenljivih: 100, 500, 1000, 2000, 3000, 5000, 7000, 8000, 10000 i 15000.

KoriSc¢ena su dva kriterijuma zavrSetka testiranja za sva tri testirana metoda

gkl < 107

|f (1) — f ()|

1+ f ()|

<1076,

U Algoritmu (3.5.1) backtracking procedure koriséene su vrednosti ¢ = 0.0001 i f = 0.8

Préena su tri svojstva svakog od testiranih metoda: broj iterativnih koraka, CPU vreme u sekun-

dama 1 broj evaluacija testirane funkcije. Testovi uradeni sa 30 test funkcija predlozenih u [34]

pokazali su da SM daje bolje vrednosti u 20 slucaja dok AGD u 10 po pitanju broja iteracija.

U pogledu vremenskog trajanja testiranja i broja evaluacija funkcije, SM je brzi od AGD u 23

slu¢aja. Ove rezultate potvrduje naredna Tabela 3.8

Tabela 3.8. Prikaz numerickih rezultata SM, AGD i GD metoda kod 30 test funkcija.

. Br. iteracija CPU vreme Br. evaluacija funkc.
Test function SM |AGD |GD sM [aD [6D |[sMm [aGD [cGD
Extended Rosenbrock 1735 |86574 |205737 || 15.1 [3161.5 [5942.0 | 14183 |2323901 |6003899
Extended Penalty 547 276 1196 5.1 10.0 58.6 2872 17643 44104
Perturbed quadratic 79429 | 351987 | 384579 || 681.1|17132.7]29539.9 ||445587 | 13882174 | 16610440
Raydan-1 15117 (21718 | 54183 50.2 [190.1 895.0 82001 [432311 1471691
Raydan-2 90 40 60 02 102 0.2 190 90 130
Diagonal 1 7557 |38454 | 35025 29.2 |881.3 [866.5 40502 | 1319921 |1327459
Diagonal 3 8664 | 107944 |55385 56.3 |4485.0 |2679.3 ||47165 |3855094 |2083028
Hager 729 2410 3055 32 |314 394 3474 | 36465 54374
Generalized Tridiagonal - 1 |[278 | 570 662 1.6 109 15.2 952 7835 10948
Extended Tridiagonal - 1 4320 |3322 1250746 || 40.4 | 18.7 6910.9 || 38446 |13318 6372398
Extended Three Exponi£; 141 398 1874 0.6 |24 12.0 700 3324 19117
Diagonal 4 80 100 8892 04 (0.8 117.6 530 1110 173914
Diagonal 5 60 30 40 03 |02 0.2 130 70 90
Extended Himmelblau 164 |335 1355 1.0 |7.9 32.9 558 5835 24705
Quadr. Diag. Perturbed 311572005445 (891082 | 238.5|63203.8 |31549.2 || 316264 | 72179199 | 35601182
Quadratic QF1 43601 | 261485 | 211981 ||287.347169.1 |33466.7 || 245060 | 9213885 | 7997891
Extended Quad. Penalty QP1 || 235 191 567 59 |44 18.2 2398 2305 10748
Extended Quad. Penalty QP2 || 2232 |247742 |134484 || 19.7 |12493.2|3281.2 || 16179 |6172728 |3878140
Quadratic QF2 62988199547 |309459 |[796.9|7164.1 |31029.3 ||347920|3976538 |13972221
Extended EP1 63 40 501 0.8 1.0 15.1 584 816 13776
Extended Tridiagonal - 2 438 1433 1153 23 |52 5.7 2429 17058 9504
Arwhead 256 | 684 43224 7.9 16.0 5646.4 || 4325 17997 1920203
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. Br. iteracija CPU vreme Br. evaluacija funkc.
Test function SM | AGD GD SM | AGD GD SM AGD GD
Almost Perturbed Quadratic || 43229 | 253483 | 200957 ||291.4|49128.1|36337.1 ||244132 9689916 |8201237
Engvall 319 |701 573 6.0 |13.1 15.6 2601 | 6300 8724
Quartc 244 | 144 478799 ||0.6 0.5 1306.1 || 538 338 957648
Diagonal 6 90 40 60 0.2 0.1 0.1 216 90 130
Generalized quartic 157 158 1377 1.0 1.7 42.1 423 715 17683
Diagonal 7 90 60 544 03 |04 3.6 223 284 3313
Diagonal 8 98 50 584 04 |04 4.7 303 256 3840
Diagonal 9 12556 1312344 |211607 ||28.0 [4814.4 |1716.6 || 77830 |12519797|9152384

Kako bi potvrdili dominantnost SM Seme u odnosu na druga dva poredbena algoritma,
autori su izvrSili testiranja nad dodatnih pet funkcija sa izborom manjih vrednosti broja
promenljivih:100,200,...,1000. Izabrana je manja dimenzija ovih problema iz razloga Sto
metodi AGD a posebno GD proizvode dosta veliki broj iteraticija a samim tim je vreme potrebno

za njihovo testiranje dosta duZe. Rezulati dopunskih testiranja su ilustrovani u Tabeli 3.9.

Tabela 3.9. 5 dodatnih numerickih ekperimenata

. Br. iteracija CPU vreme Br. evaluacija funkc.
Test function sM |ab |eb |sm [aGb [ |lsMm [aep [ap
Extended White & Holst || 2962 621538 |574171 ||3.1 1953.6 | 1918.3 || 26321 18638690 | 18808384
Tridia 56309 447900 |346994 |[24.0 |1629.1|1381.0(]264738 |17073495|14102900
LIARWHD 3841 64754 | 166334 ||7.1 |423.6 |1485.6|/28819 |2139319 |6193310
DIXON3DQ 1123659 | 6543592 | 6493407 || 656.2 | 4032.8 | 5019.3 || 6544136 | 39261562 | 53196428
BIGGSBI1 1015243 | 6001285 | 5959373 || 582.8 | 3659.1 | 4833.6 || 5917974 | 36007720 | 48821414

Konacnu potvrdu daleko boljih rezultata SM metoda po pitanju sva tri analizirana svojstva,
u poredenju sa AGD 1 GD metodima ilustruje tabela prosecnih vrednosti, Tabela 3.10. 1z ovog
prikaza se moze utvrditi da SM algoritam ima oko 7 puta manje iteracija u odnosu na AGD i
GD i ¢ak 16 puta manji broj evaluacija funkcije. Sto se tice proseénog vremena potrebnog za
predloZena testiranja, zakljuCuje se da je SM metod skoro 60 puta brzi od druga dva.
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Tabela 3.10. Prosecne vrednosti numerickih rezultata za 35 u ukupno 350 testiranja.

Prosecne vrednosti SM AGD GD
Broj iteracija 7196.22  49933.64 51514.34
CPU vreme (sec) 10.99 633.28 589.10

Broj evaluacija funkcije  42059.15 710851.71 734478.16
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Glava 4

Dvokoracni i dvosmerni gradijentni
metodi sa faktorom ubrzanja

REDSTOJECAglava sadrZi ciljne rezultate ostvarene uradenim istrazivanjima a u svrsi izrade
P ove doktorske disertacije. Koriste¢i poznate osobine i karakteristike gradijentnih metoda,
hronoloski opisanih u prethodnim glavama, shodno definisanoj temi ovog rada postojeca znanja
su primenjena u konstruisanju novih gradijentnih metoda specifi¢nih formi. Jedna od osnovnih
osobenosti novo postavljenih metoda, opisanih u ovoj glavi, jeste ta Sto se u njihovim formu-
lacijama javljaju ili dva vektora pravca traZenja ili dve razlicite vrednosti iterativnog koraka.
Ideja za definisanje dvosmernih i dvokoracnih iterativnih modela za bezuslovnu optimizaciju
javila se prirodno obzirom na krucijalnu bitnost veliine vektora pravca i veliCine iterativnog

koraka kod svakog gradijentnog iterativnog metoda.

U konstruisanju dvosmernih 1 dvokora¢nih metoda u cilju odredivanja veli€ine iterativnog
koraka koriS¢ena je tehnika netacnog linijskog traZenja, taénije Armijeva backtracking proce-

dura. Ovaj izbor traZenja primenjen je kako kod dvosmernog tako i kod dvokoracnog modela.

Prikazana istraZivanja zasnovana su na pristupu ubrzanja gradijentnih metoda, upotrebom
dobro definisanog multiplikativnog parametra ubrzanja od kojih su neki predloZeni u [3, 1, 4, 5].
Iz tog razloga definisani metodi su naznaceni kao ubrzani gradijentni metodi i mogu se svrstati

u klasu ubrzanih gradijentnih metoda detektovanu u [1].

U prvom delu istrazivnaja fokus je stavljen na pravac vektora trazenja ili, preciznije receno,
na pravce vektora pretraZivanaja. Ispitivano je ponaSanje iterativnog gradijentnog metoda
bezuslovne optimizacije koji je definisan na vrednostima dva razliCita vektora traZenja. Jedan od

predloZenih vektora pretraZivanja ima pravac kolinearan pravcu gradijenta i smer jednak smeru
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negativnog gradijenta. Skalar kolinearnosti je pri tom odreden tako da predstavlja parametar
ubrzanja ovog metoda. Drugi vektor traZenja je definisan modifikacijom ideje za izbor drugog
vektora traZenja iterativnog metoda bezuslovne optimizacije opisane u [2]. NajvaZniji pomak
u pogledu poboljsanja performansi gradijentnih metoda koji je postignut konstruisanjem dvos-

merne Seme ogleda se u zna¢ajnom smanjenju broja iteracija.

Naredni fokus je stavljen na definisanje iteracije sa dve razli¢ite veliCine iterativnog koraka.
U tu svrhu koriS¢ene su dve backtracking procedure sa razli¢itim pocetnim parametrima. U
dvokoracnoj Semi figuriSe samo jedan vektor traZzenja u pravcu negativnog gradijenta. Slicno
dvosmernom algoritmu, i kod dvokora¢nog je odreden parametar ubrzanja koji je kori§¢en kao
multiplikativni faktor odnosno faktor kolinearnosti gradijentnog vektora. Definisani dvokora¢ni
metod pokazao je viSestruko poboljsanje svih pracenih karakteristika: broj iteracija, CPU vreme

1 broj odredivanja vrednosti funkcija.

Dosta se pitanja nametnulo prilikom istrazivanja opisanih u narednim poglavljima. Samo
neka su: kako izbor dva razliCita vektora traZzenja u jednom gradijentnom iterativnom metodu, i
analogno dva razliCita iterativna koraka, uti¢e na karaketristike tako definisanih metoda; da li su
ovakvi izbori poboljSali performanse gradijentnih iterativnih metoda bezuslovne optimzacije;
uporedivsi ovakve dve koncepcije, dvosmerne i dvokoracne, koja od ta dva pristupa daje
generalno bolje rezultate. Odgovori na ova i mnoga druga pitanja vezanih za konstruisane

dvosmerne i dvokoracne metode dati su upravo u ovoj glavi disertacije.

U Poglavlju 4.1 je najpre dat kraéi opis metoda predstavljneog u [2]. Na osnovu predloZenih
ideja, koje se odnose generalno na nediferencijabilne slucajeve, postavljena je diferencijabilna
varijanta na kojoj se temelji definisanje dvosmernog gradijentnog metoda iz [6] a koji je
predstavljen u Poglavlju 4.2. Dvokora¢ni gradijentni algoritam iz [7] opisan je u Poglavlju
4.3. U Poglavlju 4.4 ove glave opisana je transformacija dvokoraénog metoda pod odredenim
uslovom postavljenim za veliCine iterativnih koraka. Na samom kraju poslednje glave data
su zakljucna razmatranja i predloZene nove ideje za dalja istraZivanja vezana za dvosmerne i

dvokoracne iteracije.
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4.1 Visekoracni algoritam pretrazivanja po Kkrivoj u
nelinearnoj optimizaciji
-nediferencijabilan konveksan slucaj

U ovom poglavlju je dat jedan kraéi opis algoritma nelinearne optimizacije opisanog u [2].
Autori u istraZzivanjima iz [2] razmatraju iteraciju oblika

Xpr1 = Xg 4 ogsy + o dy, 4.1)

za reSavanje minimizacije nelinearnih problema
min f(x), xe€R", 4.2)

u opStem slucaju nediferencijabilne konveksne funkcije f : R" — R(J{+oo}.

U pomenutom radu koriS¢ena je regularizacija Moro-Josida (Moreau-Yosida regularization)
kojom se od date funkcije f dobija nova funkcija sa istim skupom minimuma koja pri tom ima
Lipsic neprekidan gradijent i u slucaju kada je polazna funkcija f nediferencijabilna. U cilju
dobrog definisanja algoritma nelinearne optimizacije za slucaj nediferencijabilne konveksne
funkcije upotrebljen je takode Dinijev drugi izvod u pravcu. Kako je predmet ove disertacije
vezan za gradijentne metode a samim tim 1 za diferencijabilne funkcije, u daljem se navode
samo osnovne definicije regularizacije Moro-Josida i Dinijevog izvoda u pravcu drugog reda
koji su neophodni za postavljanje algoritma predstavljenog u [2]. Dokazi relevatnih tvrdenja
se mogu naci u [2, 58, 59, 60, 61]. Takode ¢e biti formulisana vaZnija tvrdenja koja govore o

konvergenciji ovog algoritma.

Definicija 4.1. Neka je f : R" — R{J{+e} zatvorena konveksna funkcija. Moro-Josida regu-

larizacija date funkcije f u nekoj M-metrici, oznacenoj sa F, definise se na sledeci nacin:
. 1 2
F(x) := min{f(y)+ 5y — x5} (4.3)
yeR? 2
Definicija 4.2. Minimum funkcije F, u oznaci p(x)
) 1 2
p(x) :==argmin{f(y) + - |ly — x[|3} (4.4)
yeR? 2

naziva se proksimalna tacka tacke x.
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Propozicija 4.1. Funkcija F definisana izrazom (4.3) je uvek diferencijabilna.
Teorema 4.1. Sledeca tvrdenja su ekvivalentna:
e x minimizuje f;

e p(x)=x;

Definicija 4.3. Dinijev gornji izvod drugog reda funkcije f € LC' u tacki x € R" u pravcu
d € R" je definisan sledecom jednakoscu

_ T .
fo(x,d) = timsup Wf<x+ad>a Vi) -d

4.5)

Obzirom da je regularizacija Moro-Josida zatvorene konveksne funkcije f funkcija iz
prostora LC!, moZe se razmatrati Dinijev gornji izvod drugog reda u tacki x € R”" u pravcu
deR".

Lema 4.1. Neka je f : R" — R zatvorena konveksna funkcija i neka je F njena regularizacija
Moro-Josida. Onda vaZi:

o F)(xp,kd) = K2F)(xi,d);
o Fi(xpdi+dy) <2 (Fl’;(xk,dl) +Fl’;(xk,d2))

o |Fp(xi,d)| < K-||d|> gde je K neka konstanta.

Na postavljenim teorijskim osnovama koje su navedene u skracenom obliku, autori u [2]
dalje predstavljaju algoritam za reSavanje problema (4.2) u slucaju nediferencijabilne konveksne

funkcije f. Pri tome se pretpostavlja da je u svakoj tacki x € R"” moguée izraCunati vrednosti
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f(x), F(x), VF(x) i fg (x,d) za dati pravac d € R". Da bi se odredile sve potrebne veli¢ine u

cilju formulisanja algoritma, u svakoj iteraciji posmatra se slede¢i minimazacioni problem:

. 1 /!
min @(d),  Pe(d) = VF(x)"d+ 5/, d), (4.6)
gde je sa fg(xk,d) oznacen Dinijev gornji izvod drugog reda u tacki x; u pravci d. Ovako
definisanu pomoc¢nu funkciju @ (d) autori su nazvali iteraciona funkcija. Dalje autori definiSu
troClani skup By = {(x;, f(xi),gi)|i € It} pri Cemu je Iy = {1,2,...,k} skup indeksa. Svaka
tro¢lana vrednost iz By, definiSe jednu linearizaciju f;(x) objektne funkcije

fix) = fxi) +g] (x—xi), i€l
Kako za konveksnu funkciju f vazi daje f(x) = max,crn{f(z) +g! (x—2)},za g € df(z), moZe

se smatrati da je funkcija

2oy N N ol (v o
fi(x) = Onglltcgkﬁ(X) = Olgggk{f (i) + & (x—x)}

dobra aproksimacija objektne funkcije f. Time su odredene sve potrebne veli€ine za opis algo-
ritam definisanog u [2]:

Algoritam 4.1.1 Algoritam iz [2]
Require: Objektna funkcija f(x) odabrana inicijalna tacka x; € R” brojevi0 < p < 1,0< 0 <
1, € i u dovoljno mali realni pozitivni brojevi. Postaviti k = 1, Ip = 0, By = 0.
1: Zadato xy izraCunati f; = f(xi) i gx = g(xx)- Postaviti [ = {k} U1\ Sk, gde je Sy ={i €
Le—t[llxi — xi|| > p}. Postaviti By = {(xi, f(xi), 8i)|i € Ik}
2: Ako je [[gk| < € onda zaustaviti algoritam; inace resiti problem min || ¥;.; Aigil| tako da
je Zieik Ai=1, A > 0; pri tom je [ = {i e Ik]fk(x) = fi(x)}, fk(x) = maxo<;<x{f(xi) +
gl (x—xi)}igedf(x), i€l Oznaciti sa A"

1

reSenje prethodnog problema. Ako je
[P ?Li(k) gi|| < € onda zustaviti algoritam. Inace preéi na korak 3.

3: Postaviti x| = x + oS (04 ) + Oc,fdk(ock), gde je oy odreden pravilom traZenja po krivoj,
se(0g) 1 di(0g) su definisani pravilima za odredivanje pravaca vektora trazenja sy i d.
Nadalje su veli¢ine sy (0y), di(04) 1 g(xx) radi jednostavnijeg zapisa oznacene sa sy, di 1 g
respektivno.

4: Postaviti k:=k+1 i preci na korak 1.
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Pravilo pretraZivanja po krivoj: Odabrati oy = ¢'®), 0 < ¢ < 1, pri ¢emu je i(k) najmanji
ceo broj iz skupa {0, 1,2, ..., } takav da vazi

. . . 1 . "
F(x;) — F(xc + q’(k)sk + q2'(k)dk) >0 (—q’(k)g,{sk + §q4’(k)FD (xk,dk)) ) 4.7
Pravilo odredivanja pravca vektora s;:
S akojek<m—1

se(0) =
—[(1 =X o pp) gk + Ky & pjsiiva] . akojek > m,

gde je m = cardly, m > 1,

PHng2
m—1)[[|gkl1> + |g] s—it1]

p};:( i=23,....m
pri ¢emu je s; # 0, k < m—1 je bilo koji vektor koji zadovoljava uslov pada g,{s;: <0.

Pravilo odredivanja pravca vektora d;:

dr, ifk<m—1
di(a) =
Y, ai’ld,;k_iJrl, ako je k > m,

gde je sa d;; oznaCeno reSenje problema 4.6.

Za analizu konvergencije postavljenog algoritma potrebne su sledece dve pretpostavke:

Uslov 1 Pretpostavlja se da postoje konstante ¢; > ¢, > 0 takve da vazi ¢ ||d||> < Fp (xz,d) < ¢
za svako d € R".

Uslov2 |d| =1i|si]|=1, k=0,1,...

Propozicija 4.2. Ukoliko regularizacija Moro-Josida F (-) zatvorene konveksne funkcije zado-

voljava Uslov 1, onda vaZi:

1. funkcija F(-) je uniformna i striktno konveksna;
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2. skup L(xp) = {x € R"|F(x) < F(xo)} je kompaktan konveksan skup;
3. postoji jedinstvena tacka x* za koju je F(x*) = minyc ) F(x).

Lema 4.2. VaZi ekvivalencija sledecih tvrdenja

o d =0 je globalni optimum problema (4.6);
o 0 je optimum funkcije iz (4.6);
e za odgovarajuce x; vazi 0 € d f(xy).

Lema 4.3. Za a € (0,1] i za sve k > m ispunjeno je g¥si(a) < —(1—p)| gx*

Naredna teorema potvrduje konvergenciju definisanog algoritma.

Teorema 4.2. Neka je [ zatvorena konveksna funkcija i F njena regularizacija Moro-Josida.
Neka vaze pretpostavke oznacene sa Uslov 1 i Uslov 2. Tada za bilo koju inicijalnu tacku

x0 € R", xp — X, k — oo, pri Cemu je X je jedinstvena minimalna tacka.

Red konvergencije definiSe sledeca teorema.

Teorema 4.3. Pod pretpostavkama prethodne teoreme za niz {x;} generisan algoritmom 4.1.1
vaZi sledec¢a ocena
—1

e @”*IF(Xk)—F(Xk+1)
Flon) —F(®) < pio | 143 IVF (x)]2 ’

n=1,2,...
k=0

gde je o = F(xp) — F(X) i diamL(xp) = 1N < oo.

Napomena 4.1. Cinjenica da je diamL(xy) = 1 < oo direktno sledi iz Propozicije 4.2 obzirom

da se ovom propozicijom potvrduje ogranic¢enost skupa L(xg).
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4.2 Dvosmerni ubrzani gradijentni metod

Izstrazivanja opisana u radovima [2] i [1] su svakako bila od najve¢eg motivacijskog znacenja u
konstruisanju dvosmerne Seme sa ubrzanim karakteristikama opisanim u [6]. Kako je predmet
istrazivanja ove doktorske disertacije u vezi sa gradijentnim metodima prvog reda javila se ideja
o prilagodavanju zanimljivog nediferencijabilnog modela pretraZivanja po krivoj predstavljenog
u [2] diferencijabilnom slucaju. Pri tom se takode pretpostavilo da bi uvodenje multiplikativnog
parametra, koji generalno pospeSuje ubrzana svojstva gradijentnih iteracija shodno istraZivan-
jima iz [3, 1], dodatno poboljSalo karakteristike modela iz [2] modifikovanog za diferencija-
bilne funkcije. Sledeci ove pretpostavke, konstruisan je ubrzani dvosmerni gradijentni metod
bezuslovne optimizacije koji je originalno nazvan Accelerated Double Direction method ili u
skra¢enoj formi ADD metod. Definisana itertativna Sema je implementirana. Numericka istrazi-
vanja pokazala su evidentan pomak u pogledu smanjenja broja iteracija u odnosu na relevantne

gradijentne metode bezuslovne optimizacije.

Polazeci od iteracije (4.1) definisane u [2] koju radi preglednosti ponovo navodimo i u ovom
poglavlju
2
X1 = Xk + OeSy + o dy,
1 jasno definisanih algoritama za odredivanje vektora pretrazivanja sy 1 dj kao 1 veliCine itera-

tivnog koraka oy, autori su u radu [6] izvrSili modifikaciju pomenutih algoritama 1 prilagodili

ih diferencijabilnim problemima.

Za izbor vektora s; odabran je jednostavno vektor u pravcu negativnog gradijenta sa koefi-

cijentom kolinearnosti 9 > 0, odnosno

k=Y & (4.8)

Time je odredivanje vektora s; svedeno na izraCunavanje pozitivnog realnog broja 7 a polazna
iteracija (4.1) postaje
Xt =X — 0¥, gk + Oy (4.9)

U cilju definisanja vektora d za diferencijabilnu ciljnu funkciju po analogiji sa vektorom
dy, koji je odreden posebnim pravilom navedenim u prethodnom poglavlju, bilo je potrebno pri-

lagoditi dati problem diferencijabilnim uslovima. Podsetimo se najpre da funkcije iz pomoc¢nog
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minimizacionog problema 4.6:

min@(d),  Py(d) = VF(x)d+ 3 fip (),
F(xp) i fl,; (xx,d), predstavljaju respektivno Moro-Josida regularizaciju nediferencijabilne
objektne funkcije f i1 Dinijev gornji izvod drugog reda u tacki x; u pravcu d. Ove funkcije
su zamenjene odgovarajuim veli¢inama prilagodenim diferencijabilnom slucaju: objektnom
funkcijom f 1 aproksimacijom njenog Hesijana. Izbor aproksimacije Hesijana slian je izboru
u[1]

G '~Si=-nl, ¥ >0. (4.10)

U prethodnoj relaciji sa Sy je oznacena apraksimacija inverza Hesijana u modifikovanoj

Njutnovoj iteraciji opSte formulacije

X1 = Xk — Sk 8k (4.11)

pri ¢emu je Sy pozitvno definitna matrica koja ne mora nuzno zadovoljavati kvazi-Njutnovu
jednacinu.

Pod postavljenim pretpostavkama, minimizacioni problem (4.6) koji se reSava u svakoj
iteraciji dobija formulaciju

1
in ®,(d @D (d) =eld+ -y 1.
min k(d), k(d) = g + 5 Ve

Kako su odredene sve veliine potrebne za definisanje vektora d, algoritam za njegovo

izraCunavanje je dat slede¢im opisom:
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Algoritam 4.2.1 [zracunavanje vektora pravca d.

Require: Iterativni korak o.
I: o= 0.
2:
dy, k<m-—1
di(0) = ,
Poa Ny, k>m,

gde je d; reSenje problema min,cg Py (d), pri ¢emu je Py (d) definisano na sledeci nacin

1
Dy (d) =gid+ 5 Vel

Racunanje vrednosti iterativnog koraka o u Semi (4.9) sustinski se razlikuje od pravlila za
odredivanje veliCine itrativnog koraka polazne iteracije (4.1) koje je ilustrovano u
prethodnom poglavlju. Umesto njega, kod novodefinisane dvosmerne gradijentne iteracije

odabrana je Armijeva backtracking procedura linijskog traZenja sa poCetnim korakom o = 1.

Algoritam 4.2.2 [zraCunavanje iterativnog koraka oy transformisanjem pravila pretraZivanja po
krivoj iz [2] na linijsko traZenje definisano backtracing procedurom sa pocetnim o = 1.

Require: Objektna funkcija f(x), vektor traZenja dj, u tacki x; i brojevi
0<o0<05ip¢€(o,1).
1: Postaviti o0 = 1;
2: Dok vazi f(x;+ ady) > f(xx) + cag! di postaviti ot := o f3;
3: Izlazna veliCina oy, = Q.

Pre definisanja algoritamske Seme koja opisuje ADD metod, potrebno je odrediti realni
pozitivni broj ¥ u iteraciiji (4.9). ADD metod je baziran na modifikovanom Njutnovom metodu
opSte formulacije (4.11). Kako je realan broj ¥, ! skalar u dijagonalnoj matrici Sy iz (4.10),
koja predstavlja aproksimaciju inverza Hesijana objektne funkcije, ideja je zameniti vrednost
Hesijana u Tejlorovom razvoju drugog reda ovom skalarnom aproksimacijom. Iz dobijenog
izraza jednostavno se odreduje veliCina skalara 7y, u svakoj iteraciji. Dakle, kako je Tejlorov
razvoj objektne funkcije f definisane izrazom (4.9) u tacki x|

_ 1 _ T _
o) =~ fa) +gr (aidk — Y, 1gk) + 3 (Oﬂzfdk — oY, 1gk) V2£(E) (O‘Igdk — oY, 1gk)7
4.12)
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nadalje matricu Hesijana date funkcije V2 () zamenjujemo njenom skalrnom aproksimacijom
Yir11. U prethodnoj relaciji parametar & zadovoljava uslov

E€xirt], &=xi+8(up—x) =xc+8 (ofd— oy 'gk), 0<8<L

Nakon ove zamene Tejlorov razvoj (4.12) postaje

, 1 1 \T ,
f(xn) = fu) + ougp (oudy — v, lgk) + 5 Vel (afdk — Y, lgk) (a/%dk — Y, lgk)-
(4.13)
Sada je iz (4.13) jednostavno odrediti parametar Y1 :

F) = F) — ongl (owdi — ;')
(ondy — Y{lgk)T (owdi — 1 "gk)

Yit1 =2 . 4.14)

Vec¢ je naglasena pretostavka ;. > 0. Ovaj uslov zapravo garantuje ispunjenje neophodnog
1 potrebnog uslova optimalnosti drugog reda koji u protivnom, kada je ;.1 < 0, nisu ispunjeni.
U slucaju da se dogodi da vrednost parametra Y;; bude negativna uzima se vrednost %1 = 1.

Tada ¢e naredna iterativna tacka x;, da se racuna na sledeci nacin:

P
Xk42 = X1 — O 18k+1 + Oy 1Ak 1 = Xiq1 — Ot (8k1 — Ok 1diy1)-

Kako su definisani svi potrebni parametri, ubrzani dvosmerni metod je opisan narednim

algoritmom.

Algoritam 4.2.3 Ubrzani dvosmerni ADD metod.
Require: 0 <p <1, 0<7<1,x0.
1: Postaviti k = 0, izraCunati f(xg), go i postaviti yp = 1.
Ako je ||gk|| < €, preci na korak 9; inaCe nastaviti sa slede¢im korakom;
Odrediti veliCinu iterativnog koraka og primenom Algoritma 4.2.2.
Izracunati d; pomocu Algoritma 4.2.1.
IzraCunati x;, | definisano relacijom (4.9), f(xx+1) 1 gkt1-
Odrediti skalar ¥ iz (4.14).
Ako je Y41 <0, postaviti % = 1.
Postaviti k := k+ 1, preci na korak 2.
Izlazne veliCine x; 1 i f(Xgr1)-

eI AELD
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Moze se napomenuti da je iteracija (4.9) uporediva sa uopStenom iterativnom Semom iz [22].
Naime, pravac traZzenja kod metoda predstavljenog u [22] je definisan kao linearna kombinacija
vektora g1 1 x;+1 —xx. Sli€no, pravac pretraZivanja u iteraciji (4.9) se definiSe kao linearna

kombinacija vektora —g; 1 vektora dj odredenog Algoritmom 4.2.1.

Sledi analiza konvergencije konstruisanog ADD metoda. Konvergencija je najpre utvrdena
na skupu uniformno konveksnih funkcija a potom, uz odredena ogranicenja, i na podskupu
striktno konveksnih funkcija. Najpre su navedene propozicija i lema iz [20, 62] koje govore o

donjem ogranicenju objektne funkcije.

Propozicija 4.3. [20, 62] Neka je funkcija f : R" — R dva puta neprekidno diferencijabilna i

uniformno konveksna na R". Tada vaZi:

1. funkcija f donju granicu na skupu Ly = {x € R"| f(x) < f(x0)}, gde je xo € R" dopustiva

tacka;

2. gradient g je Lipsic neprekidan na otvorenom konveksnom skupu B koji sadrZi Ly,

odnosno postoji konstanta L > 0 takva da je
lg(x) =g < Lllx=yll, Vvx,y€eB. (4.15)

Lema 4.4. [20, 62] Pod pretpostavkama Propozicije 4.3 postoje realni brojevi m i M za koje je

ispunjeno

0<m<1<M, (4.16)

tako da funkcija f(x) ima jedinstvenu tacku minimuma x* i pri tom vaZi:

mly||* <y'V2f(x)y < M|y|*, Vx,y€RY (4.17)

1 * 12 * 1 * 12 n
D=2 < £~ £6°) < SM— P, VxR @.18)
mlx—y|I* < (g(x) — () (x—y) <M|x—y|]*, Vx,yeR" (4.19)

Lema koja sledi govori o oceni vrednosti opadanja date uniformno konveksne funkcije pri-
likom svake iteracije. Dokaz leme 4.5 se moze naciu [1] .
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Lema 4.5. [1] Za dva puta neprekidno diferencijabilnu i uniformno konveksnu funkciju f

definisanu na R", i za niz {x;} generisan Algoritmom 4.2.3 vaZi sledeca ocena

I ) = f Ca) = plgill” (4.20)
gde je |
o o(l-o
U= {M’%B} (4.21)
Dokaz. Postavljanjem s = —7, '¢x umesto dj u dokazu leme 4.2 u [1] direktno se potvrduje

nejednakost. []

Linearna konvergencija ubrzanog dvosmernog metoda za uniformno konveksne i striktno
konveksne funkcije utvrdena je narednom teoremom. Kako je dokaz ove teoreme isti kao i

dokaz Teoreme 4.1 u [1], ovde je izostavljen.

Teorema 4.4. [1] Ako je funkcija f dva puta neprekidno diferencijabilna i uniformno konveksna

na R" a niz {x;} generisan Algoritmom 4.2.3, tada

lim =0

Jim gl (4.22)
i niz {x;} konvergira ka x* najmanje linearno.

Konvergenica ADD modela ispitana je i na skupu striktno konveksnih kvadratnih funkcija,
opsteg oblika
) = %xTAx Ty, (4.23)
gde je sa A oznaCena realna n x n simetri¢na pozitivno definitna matrica a vektor b € R".
Generalno je dokazivanje konvergencije gradijentnih metoda dosta sloZeno 1 nestandardno.
Iz tog razloga je analiziran i ovaj zaseban skup striktno konveksnih kvadratnih funkcija. Za
potvrdu konvergencije u ovom izdvojenom slucaju bilo je potrebno postaviti dodatan uslov koji
se odnosi na najmanju i najveéu sopstvenu vrednost funkcije ovog skupa. U predstojecoj analizi
bice kori$¢ene neke poznate pretpostavke iz [5, 29, 16]. Preciznije, akosesad; <A, <...< A4,
oznace redom, pocev od najmanje pa sve do najvece, sopstvene vrednosti date funkcije (4.23),

tada se za najmanju i najvecu sopstvenu vrednost uzima da vazi dodatan uslov
Ap < 2A4. (4.24)
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U radu [16] autori su pod pretpostavkom (4.24) ustanovili Q linearnu konvergenciju
preuslovljenog BB metoda, tzv PBB metoda.

Lema 4.6. Neka je f striktno konveksna kvadratna funkcija odredena relacijom (4.23) pri cemu
je A € R™" simetricna pozitivno definitna matrica ije su najmanja i najveca sopstvene
vrednosti oznacene redom sa Ay i A, . Neka je za funkciju f primenjen metod 4.9 i parametri
Yoo O i di odredeni redom relacijom (4.14), Algoritmima 4.2.2 i 4.2.1. Tada vaZi:

2A,
A< Bl o2 o (4.25)
Ol o

Dokaz. Razlika vrednosti objektne striktno konveksne kvadratne funkcije odredene relacijom
(4.23) u tekucoj i prethodnoj iterativnoj tacki iznosi
1 1
fxeer) — ) = Ex,{HAka — bl xpy ) — Ex,{Axk + b7 xy. (4.26)

Kako je xj11 = x; — Ock}/k’lgk + Oc,fdk, sledi da je:

1 _ _ _
1) —f () = E(xk — oy, tak+ ofd) T AGg — awy e+ afdy) — bT (i — oy ar + agdy)
1
— = ,{Axk + b x;

2

1 1 _ 1 1 _ 1 _
= Exl{Axk — S0k Lol Axi + Ea/gdkTAXk — 0% 't Agi+ EOC/?Yk 2ol Agi

1 1 1 1
- Ea,f v dlAgr+ Ea,fx,fAdk — Eoc,f’yk_l g Ad + Ea,fdkT Ady — b x;

1
+ O‘kyk_legk - Oflngdk — Ex]{Axk + b1 x.
Zamenom jednakosti gy = Axy — b, prethodni izraz svodimo na

_ _ 1, 1
fgr) = fxe) = —oney, Wl Age+ o xT Agy — Oc,f}/k Yl Agi + z(x,%yk 2eT Agi + Ea,fdkTAdk
+ OCk’}’I;Ingk — (X]ngdk.

Daljim grupisanjem dobija se jednakost:

108



fgr) — Fx) = oy, ' (0 gi —xp Agy) + o (xf Ady — b di) — o)y, ' dff Agi
1 B 1
+ Ea,fyk 2ol Ag + Ea,fdkT Ady,

odakle direktno sledi da je

_ _ 1 _ 1
Flaen) = fou) = —ouy, ‘gl ax + ater di — gy, 'dl Agi + 50613?’;{ 2ol Agi + Ea/?dkTAdk-

Iskoristivs§i svojstvo simetrije matrice A dobijamo

B 1 _ _ 1 _
fs1) — ) = gl (ogdy — v, 'gr) — 505137;( Yol A(ogdy — v ar) + EalgdkTA(akdk 7 ar)

1 _ 1 _
= <O‘kgl{ - 50‘13?’;( 'gfA+ EalfdkTA> (owdi— 1, lgk) :

Dobijenu jednakost koja definiSe razliku vrednosti objektne funkcije u tekucoj i prethodnoj
iterativnoj tacki zamenimo u relaciji (4.14). Tada se za ;. dobija

Y1 =2 [ (s — 300 Y "8 A+ 300d{ A) (ondk — ¥ 'gi) o (dk — % '8)
+ _— J—
o (oydy — Yk_]gk)T (oudy — Yk_]gk) o (oydy — Yk_lgk)T (ondy — Yk_lgk)

iz Cega sledi da je

(et —soly 'ef A+ 5odl A— ougl) (oudi — v, ' gi)

o (oydy — ?’k_lgk)T (oudy — Yk_lgk)

Yir1 =2

Konacno,

;. 1 of (oudy — ?’k_]gk)TA (oudy — Yk_]gk)

Yet1 =
2 o (oudi— % "sx) " (oudi— ;')

Y

odnosno:
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(oudy — ?’Elgk)TA (owdr — 7, " gk)
(oudy — ?’k_lgk)T (oudy — Yk_lgk)

Yet1 = . (4.27)

Kako je A realna, simetricna i pozitivno definitna matrica i kako prethodna relacija za Y
predstavlja Rejlijev koli¢nik realne simetri¢ne matrice A i vektora oqd; — ¥, Lok, zakljuujemo
da je

M<Yer1 <Ay, kEN (4.28)

Iz ¢injenice da je 0 < a1 < 1 proizilazi leva strana nejednakosti (4.25). Desna strana iste

nejednakosti sledi iz ocene

o > w (4.29)

koja je dokazana u [1], u lemi 4.2. Direktno se iz prethodne relacije dobija

Yet1 - L
o1 B(l1-o0)

(4.30)
Uzevsi u obzir simetri¢nost matrice A i ¢injenice da je g(x) = A(x) — b, zakljuCuje se da je

lg(x) — gl = [|[Ax = Ayl| = [[A(x = y)I| < [|A[[[lx = y[| = Anlx = ¥]- (4.31)

Poslednja jednakost zapravo potvrduje da najveca sopstvena vrednost matrice A, A,, ima svo-
jstva LipSicove konstante L. Obzirom da parametri backtracking procedure ¢ i  imaju sledeca
ogranicenja: 0 < 0 < 0.51p € (0,1) sledi da je

Yer1 _ L An _ 2,

%+1  P(l-0o) B(l-0) ©

Sto zavrSava dokaz postavljenog tvrdenja. [

Sledeca teorema pod dodatnim uslovom (4.24) dokazuje konvergenciju ADD iteracije u
slucaju striktno konveksnih kvadratnih funkcija.

Teorema 4.5. Za striktno konveksnu kvadratnu funkciju f oblika (4.23) i gradijentni metod
4.9, pod dadatnom pretpostavkom (4.24) postavljenom nad najmanjom i najvecom sopstvenom

vrednoScéu matrice A, vaZi da je
2 2, 2 2
(P <8N i (@) <A (4.32)
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gde je

Gﬁ,l An
0= 1— ——1 4.33
ST am
kao i da je
lim =0.
Hm gl (4.34)
Dokaz. Oznatimo sa {vi,vy,...,v,} ortonormirane sopstvene vektore simetri¢ne pozitivno

definitne matrice A. Neka je{x;} niz vrednosti dobijenih primenom Algoritma 4.2.3. Za neko k

i vrednost x; vazi g = Ax; — b. Takode vaZi i

n n
g=Y pivi, di =Y qivi (4.35)
i=1 =

za neke konstante p’f,pé, e ,p’,‘l 1 q’f,qg, e ,qﬁ.

Kako iz iteracije (4.9) sledi da je
i1 = Al — oy g+ ogdy) —b = (I— ouy; 'A)gi + o Ady, (4.36)

primenivsi reprezentaciju (4.35) dobijamo

N

81 = Zp"“ =Z<(1—ak7;17ti)pl+ak%q,>
i=1

:Z(l_ak’}/k plvl+ak Z)qulvl
i=1

(4.37)

Da bi dokazali (4.32), dovoljno je pokazati da

< 8 zato §to je svakako |4 < 4,

Ykak
ispunjeno za svako i € {1,2,...,n}. Razmatramo dva slucaja. U prvom slucaju pretostavimo

daje A; < g—’;. Primenivsi (4.25) zaklju¢ujemo:

)y,' S oM Gll 1 l,‘ Gll

1> > 1>
Ykak : 21’ Ykak : 21”

<3d. (4.38)

< - (4.39)
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zakljuCujemo da je
Ai

<
—1
Ykak

11— %

1<38. (4.40)

Relaciju (4.34), dokazujemo pomocu reprezentacije (4.35):

lgxl> =Y (P))*. (4.41)

i=1

Imajudi u vidu da je 0 < 0 < 1 kao i dokazanu nejednakost (4.32) zakljuCujemo da vazi
jednakost (4.34). O

U nastavku sledi opis i prikaz numerickih rezultata dobijenih testiranjem konstruisanog
ADD metoda, SM metoda iz [1] 1 neubrzavajuce varijante ADD metoda - takozvanog NADD
metoda. Kodovi kori$¢eni u testiranjima su napisani u C++ programskom jeziku a testiranja
su sprovedena na raCunaru Workstation Intel Celeron 2.2 GHz. Dobijeni rezultati generalno
pokazuju poboljSanje po pitanju smanjenja broja iteracija u odnosu na SM algoritam koji je
opisan u Poglavlju 3.5. Sa ciljem potvrde ubrzanih karakteristika ADD metoda
uslovljene dobrom aproksimacijom inverza Hesijana koja je odredena parametrom %, konstru-

isan je neubrzani pandam ADD algoritma bez pomenutog parametra i oznacen sa NADD.

Testiranja su izvrSena nad 25 test funkcija iz [34]. Analiziran je broj potrebnih iteracija
kod svih testiranih metoda. Nad svakom funkcijom uradeno je 10 numerickih eksperimenata
za razlicite vrednosti broja promenljivih. Odabran je skup velikih vrednosti broja promenljivih:
1000, 2000, 3000, 5000, 7000, 8000, 10000, 15000, 20000 i 30000. Na taj nacin postignuta je
veca generalizacija u odnosu na rezultate istrazivanja predstavljenih u [1] gde je za izbor broja
promenljivih kori§¢en skup 100, 500, 1000, 2000, 3000, 5000, 7000, 8000, 10000 i 15000.
U [1] numericki je argumentovano poboljSanje po pitanju smanjenja broja iteracija primenom
SM algoritma u poredenju sa AGD i GD metodima. Kako je jedan od ciljeva u istraZivanju iz [6]
smanjenje broja iteracija, bilo je dovoljno za poredbeni metod odabrati SM metod.

Koriscéen je isti kriterijum zavrSetka kao u [1]

|f () — f ()|

<1016,
L+ |f(x)]  —

llgxll < 107°

Opsti rezultati pokazuju izuzetan napredak po pitanju smanjenja broja iteracija upotrebom

ADD Seme. U poredenju sa SM algoritmom, ADD metodom je ostvaren manji broj iterativnih
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koraka kod 20 od 25 test funkcija i moZe se zakljuciti da je ADD $ema nesumnjivo efektivnija
po pitanju pomenutnog svojstva.

Tabela 4.1. Broj iterativnih koraka potrebnih primenom SM, ADD i NADD metoda u testiranju
25 test funkcija.

Test funkcije SM ADD NADD
Extended penalty 589 70 > 1,
Perturbed quadratic 111972 80 > te
Raydan 1 21125 86 > te
Diagonal 1 10417 81 >t
Diagonal 3 10574 80 > 1,
Generalized tridiagonal 1 278 110 > 1,
Extended tridiagonal 1 3560 120 > 1,
Extended three expon. Terms | 164 100 3551
Diagonal 4 80 100 > 1,
Extended Himmelblau 168 100 > 1,
Quadr. Diag. Perturbed 53133 90 >t
Quadratic QF1 114510 80 > 1,
Extended quad. penalty QP1 | 224 90 > 1,
Extended quad. penalty QP2 | 162 80 > 1,
Quadratic QF2 118801 86 > 1,
Extended EP1 68 100 > 1,
Extended tridiagonal 2 584 120 >t
Arwhead 10 102 >t
Almost perturbed quadratic 110121 80 >t
Engvall 185 100 > t,
Quartc 190 10 10
Generalized Quartic 156 100 3258
Diagonal 7 90 3287 > 1,
Diagonal 8 96 3225 >t
Diagonal 9 11235 80 > 1,
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Shodno rezultatima iz Tabele 4.1 za 25 analiziranih funkcija i svih 250 uradenih testova,
naredna Tabela 4.2 zapravo ilustruje Cinjenicu da je primenom ADD metoda potrebno oko 66
puta manje iteracija nego primenom SM metoda.

Tabela 4.2. Prosecne vrednosti rezultata za 25 testiranih funkcija pri 250 numerickih eksperi-
menata za svaki metod, SM i ADD, generisanih za velike vrednosti broja promenljivih:
1000,2000,3000, 5000, 7000, 8000, 10000, 15000, 20000 i 30000.

ProseCna vrednost || g\ ADD
Broj iteracija 22739.68|342.28

Znacajno istrazivanje opisano u [6] odnosi se na potvrdu ubrzanih karakteristika ADD
metoda. Sa tim u vezi, dokazana su ubrzavajuca svojstva koja proisti¢u od parametra ;. Do-
bijeni rezultati prikazani u Tabeli 4.3 opravdavaju izdvajanje klase ubrzanih metoda koja je
detektovana u [1] . Pod klasom ubrzanih gradijentnih metoda autori u [1] podrazumevaju one
gradijentne metoda koji u svojim formulacijama sadrze multiplikativni faktor, u [6] nazvan %,
koji je odreden koris¢enjem Tejlorovog razvoja. U cilju potvrde ubrzanih svojstava parametra y;
konstruisana je neubrzavajuéa varijanta ADD metoda, NADD metod. U formulaciji neubrzava-
juceg pandama ADD metoda izostavljena je veli€ina ¥, preciznije u svakoj iteraciji se uzima
Y=L

Xjp] — X = Oc,?dk — O &k- (4.42)

Rezultati numerickih eksperimenata opradvdali su atribut "ubrzani’ u nazivu parametra ¥ i

istovremeno potvrdili da je aproksimacija Hesijana definisana relacijom
Sk=%"'1, %>0

dobro postavljena. Kako su testiranja NADD metodom trajala neprihvatljivo dugo, uvedena je
konstanta #, kao ogranicenje vremenskog trajanja svakog eksperimenta. Vrednost konstante 7,
odredena je na sledeci nacin: testiranje ADD metodom koje najduZe traje je testiranje Diago-
nal 7 funkcije 1 iznosi 3287 sekundi. Za vrednost 7, uzeta je aproksimacija ove udvostrucene

vrednosti:

2-3287 = 6574 = 1h49min34 sec =~ 2h =1t,.
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U cilju podrobnije komparacije ADD i NADD modela uradeni su dodatni testovi svih
funkcija iz tabele 4.1 za 100 puta manje vrednosti broja promenljivih: 10, 20, 30, 50, 70, 80
100, 150, 200 1 300. Ovakav izbor broja promenljivih je odabran pre svega zbog sporosti NADD
metoda. U testiranjima sa ve¢im brojem promenljivih, ¢iji su rezultati prikazani u Tabeli 4.1,
sa postavljenim vremenskim ograni¢enjem moguce je bilo istestirati samo 3 od 25 test funkcija
NADD metodom. Naredna Tabela 4.3 ilustruje rezultate testiranja odabranih test funkcija za
pomenute 100 puta manje vrednosti broja promenljivih. Iz prikazanog se vidi da je kod svega 9
od 25 test funkcija bilo moguce testirati NADD sa postavljenom ograni¢avaju¢om vremenskom
konstantom ..

Tabela 4.3. Numericki rezultati dodatnih 90 testiranja ADD i NADD metoda nad 9 test funkcija

sa manjim brojem promenljivih.

- Broj iteracija
Test funkcije ADD | NADD
Perturbed Quadratic 80 7917
Extended Tridiagonal 1 120 1901248
Extended Three Exponential Terms || 100 |3438
Diagonal 4 100 9036
Quadratic Diagonal Perturbed 102 1224031
Quadratic QF1 92 8709
Almost Perturbed Quadratic 90 |7939
QUARTC 10 10
Diagonal 9 80 339

Napomena 4.2. U toku testiranja, funkciju Generalized Quartc Function je bilo moguce te-
stirati za vece vrednosti broja promenljivih (1000, 2000, 3000, 5000, 7000, 8000, 10000,
15000, 20000 i 30000). Medutim, prilikom testiranja NADD iteracije za 100 puta manji broj
promenljivih iste funkcije (posebno za n=30 i n=100), parametar vremenskog ogranicenja je
uzimao vrednosti t, > 2h. Iz ovog razloga rezultati testiranja ove funkcije nisu prikazani u
Tabeli 4.3.

Na osnovu dodatnih rezultata dobijenih testiranjem ADD i1 NADD metoda koji su ilus-
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trovani u Tabeli 4.3, izraCunate su prosecne vrednsti istih analiza. Dobijeni prosecni rezultati
odrazavaju jasno poredenje ADD metoda sa njegovom neubrzanom varijantom i potvrduju ne-
sumnjiv znacaj faktora ubrzanja ;. Ove vrednosti su prikazane u narednoj Tabeli 4.4. Konstru-
isanom ADD Semom ostvaruju se 1502 puta bolji rezultati po pitanju smanjena broja iteracija u
poredenju sa NADD.

Tabela 4.4. Prosecne vrednosti 9 testiranih funkcija u 90 numerickih eksperimenata za NADD
i ADD iteracije u slucaju izbora manjeg broja promenljivih: 10,20, 30, 50,70, 80,100, 150,200
i 300.

Metodi NADD _ |ADD
Prosecne vrednosti broja iteracija || 129185.22 | 86

Predstavljena dvosmerna gradijentna ubrzana Sema za reSavanje problema bezuslovne
optimizacije Sirokog spektra pripada klasi ubrzanih gradijentnih metoda koju su definisali au-
tori u [1]. Potvrda toga je Cinjenica da je ADD algoritam baziran na Njutnovom metodu sa
linijskim trazenjem. Takode, aproksimacijom inverza Hesijana koja je definisana odgovara-
jucom diagonalnom matricom ostvareno je odredivanje osnovnog elementa te aproksimacione
matrice -skalara 7, od koga poti¢u ubrzane karakteristike ADD metoda. U prikazanom istrZi-
vanju uraden je i novi pristup numeriCke potvrde Cinjenice da ubrzana svojstva definisanog
gradijentnog metoda poticu od ovako definisanog multiplikativnog parametra ;. Sa tim u vezi
konstruisana je neubrazana ADD Sema, NADD, u kojoj je izostavljen ovaj parametar, odnosno
dodeljena mu je vrednost ¥, = 1. Numericka testiranja su nesumnjivo potvrdila pretpostavku da
su efikasnost 1 veca brzina metoda prouzrokovana ovim parametrom koji je opravdano nazvan
faktorom ubrzanja. Kako je znacaj faktora ubrzanja izuzetno veliki, u cilju daljeg poboljSanja
karaketristika gradijentnih metoda uopste, otvara se pitanje novih ideja i nacina za njegovo

definisanje.

Opravdano je i ocekivanje o smanjenju broja potrebnih iteracija primenom ADD metoda
u poredenju sa SM metodom c¢ija je prestiznost nad GD 1 AGD iteracijama potvrdena u [1] .
Ipak, po pitanju nekih drugih karakteristika kao sto su CPU vreme 1 broj odredivanja vrednosti
funkcija, odnosno kako se drugacije oznacava - broj evaluacija date funkcije, ADD model nije
preseZan u odnosu na SM.

Moze se zakljuciti da je diferencijabilna modifikacija nediferencijabilnog modela iz [2],
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predstavljena konstruisanim ADD metodm dobro definisana. Kako u radu [2] nedostaju nu-
mericki ekseprimenti koji bi potvrdili efikasnost prezentovanog metoda, ostvareni rezultati iz
rada [6] prakticno upotpunjuju rezultate prezentovane u [2] po ovom pitanju za slucaj

diferencijabilnih funkcija.

4.3 Dvokoracni ubrzani gradijentni metod

Istrazivanja opisana u prethodnom poglavlju pokazala su karakteristike jednog ubrazanog gradi-
jentnog metoda sa dva pravca trazenja od kojih je jedan gradijentni a drugi je definisan

posebnom procedurom. Dobijeni rezultati potvrduju smanjenje broja iterativnih koraka u
odnosu na ubrzani gradijentni SM metod. UopsSte, konstrukcijom i1 analizom ADD metoda fokus
istrazivanja je stavljen na jednu od dve klju¢ne komponente iterativnih metoda bezuslovne opti-
mizacije - na vektor traZenja odnosno definisanje dve ovakve veliCine u sastavu jedne iteracije.
Pitanje koje je prirodno usledilo odnosilo se na drugi esencijalni faktor bezuslovnih iteracija
- veli¢inu iterativnog koraka i, analogno konstrukciji dvosmernog ADD modela, i moguénosti
definisanja gradijentnog metoda sa dva parametra iterativnog koraka. Da li bi pri tom tako
definisan dvokoracni metod imao bar priblizno iste performanse po pitanju broja iterativnoih
koraka? Moze li se oCekivati napredak i u pogledu ostala dva svojstva metoda koja u [6] nisu
ispitivana: broja odredivanja vrednosti objektne funkcije i potrebnog CPU vremena? IstraZi-
vanja objavljena u [7] pokazala su da su odgovori na postavljena pitanja potvrdna. U ovom
poglavlju dat je pregled i analiza rezultata iz [7] koji opisuju, potvrduju konvergentna svojstva
1 prikazuju rezultate numeric¢kih eksperimenata dvokoracnog ubrzanog gradijentnog metoda,

skrac¢eno oznacenog kao ADSS metod.

U prethodnom poglavlju smo se upoznali sa ADD iteracijom:
X1 = X + Oy + o2d) (4.43)

u kojoj figuriSu dva vektora pravca traZzenja sy 1 d. Vektor s, uzima vrednost negativnog gradi-

jenta objektne funkcije pomnoZenog inverzom faktora ubrzanja, odnosno

sk=—% ‘g (4.44)

dok je vektor d; definisan posebnom procedurom koja se sastoji u minimizaciji pomoénog

problema.

117



Neka su u (4.43) postavljene sledeCe zamene: veliCina Oc,% je zamenjena novim iterativnim
korakom oznaCenim sa 8, B # 0y, a za pravac vektora traZenja d; pretpostavimo da uzima

vrednost negativnog gradijenta, odnosno neka vazi

Pri tom se podrazumeva da su veliine iterativnih koraka B i oy dobijene putem dve razliite
backtracking procedure.

PredloZenim transformacijama se dva pravca pretrazivanja iz ADD iteracije redukuju u jedan
koji je definisan gradijentom. Takode ovim putem je izbegnuto dodatno vreme potrebno za resa-
vanje pomo¢nog minimizacionog problema koje definiSe vektor d;. Samim tim su i oCekivanja

da ¢e novodefinisani dvokora¢ni metod biti brzi od ADD algoritma opravdana.

Sto se ti¢e faktora ubrzanja, analizom iz [1] pokazano je da uslov }; > 0 treba da vaZi.
Imajudi u vidu ovu pretpostavku, vektori s i dj definisani redom relacijama (4.44) i (4.45)
jesu smerovi pada u oba sluCaja. Zamenom (4.44) 1 (4.45) u (4.43) dobijamo izraz dvokoracne

ubrzane gradijentne ADSS iteracije:

Xer1 =X — Ve gk — Brge = xe — (¥ ' + Br) g (4.46)

Kako je
Xjp1 —Xp = — (O‘k'}’kilgk + Brgx) ,

Faktor ubrzanja ¥, odreden je kao 1 u [6, 1] iz Telorovog razvoja drugog reda:

1
flagn) = o) —gf (our g+ Brgr) + 3 (ouy " gr + Brgx) "v2re) (our g+ Brgk) »
(4.47)

pri Cemu parametar & zadovoljava sledeéi uslov:

€], E=xx+8(up—x) =xc— 8 (ouy 'g+PBgr), 0<8<1.

Dalje je Hesijan v72 (&) iz (4.47) zamenjen skalarnom matricom % /. Ovom zamenom

relacija (4.47) postaje:

1
F(Xep1) = F(xi) — (o, "+ Br) HngerE (owy, ! +Bk)27k+1|’gk||27 (4.48)
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odakle izraCunavamo Y 1:

2f(xk+1) — fx) + &1 (0w gk + Brg)

Yit+1 =
(ouy'gr+ Bkgk)T (oY g + Brgr)

_ 2f(xk+1) — flx)+&f (owye '+ Br) gk
(oay ="+ Br) gf (ou% + Be) g«
F 1) = f) + (0w + Br) &1 8k
(oun '+ Bi) el e .

=2

Konacno, veli€ina ¥, je data sa

f ) = f ) + (o + Br) ||gk||2‘
oy +Be)” el

Yit1 =2

(4.49)

Kaoiu [6, 1] pretpostavljamo da je ¥, > 0 inace nece biti zadovoljeni neophodni i potrebni

uslovi drugog reda. Ukoliko se u nekoj iteraciji dogodi da je 911 < 0 uzima se vrednost ¥4 =

1. Ovakav izbor je opravdan obzirom na Cinjenicu da kada Gy nije pozitivno definitna matrica

vrednost Y.+ = 1 definiSe vektor traZenja sy = —gi Sto 1 jeste vektor opadanja. U tom slucaju

narednu iterativnu tacku xy,» raunamo kao

X2 = X1 — (Ok1 + Brs1) 8k+15

Sto dokazuje da je oCuvana forma iteracije pada po gradijentu.

Kako bi smo odredili narednu iterativnu tacku, nakon odredivanja parametra ;1 > 0, sledi

izraCunavanje veliCina iterativnih koraka o1 i By

Xk+2 = Xg+1 — (Otk+1?’;:+11 +l3k+1) 8k+1-

Sa ciljem dobrog definisanja parametara oy, i B analizirajmo funkciju

_ 1 _ 2
Dppy (@, B) = fxrr) — (anly +B) llgrs >+ 3 (% +B) Vst llgert >

U prethodnom izrazu funkcija @y (e, B) je generisana pod pretpostavkom da je V12 = Yt 1-

Jasno je da je dy, (o, B) konveksna funkcija kada je ¥ > 0.
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Gardijent funkcije @y (e, ) iznosi:

V(@pr1 (e B)) = { Pic1 (0, Bl s (@ B |

pri ¢emu je
(Ppr1)y = ((Ot—l)Y;;Ll1+ﬁ) HgkﬂHz, 4.50)
(cpk+1);3 = Yir1 (Prs1)g-

Dakle, vazi
P11(0,0) = f(xit1)-

Funkcija @, (o, B) opada u slu¢aju kada je (Dy4 1)y <O, (<I>;<+1)23 < 0. A ove nejednakosti

vaze za
aec(0,1), B<(l-a)y,

Takode vazi
V(@1 (@, ) = {0,0} <= B = (1 - )y (4.51)
Kako je
oy, +B=1">0,
prema (4.46), objektna funkcija f opada. Minimum funkcije ®;, | bice postignut zadovoljenjem
relacije (4.51).

Iterativni korak o odredujemo procedurom linijskog traZzenja backtracking 1 1 pri tom je
0y.+1 € (0,1). Sli¢no, iterativni korak B | raCunamo procedurom backtracking 2 gde je takode
Bri1 € (0,1).

Sledi prikaz backtracking procedura za izraCunavanje iterativnih koraka o1 i Br. 1. Kako

se za poCetnu vrednost oba iterativna koraka uzima jedinica, vazi da je o1, i1 € (0,1).

Algoritam 4.3.1 Backtracking procedura linijskog traZzenja sa poc¢etnim o = 1. IzraCunavanje
iterativnog koraka 0.
Require: Objektna funkcija f(x), vektor pravca dy u iterativnoj tacki x; i brojevi
0<0y<0.5in; € (0g,1).
1: Postaviti o0 = 1.
2: Dok je ispunjen uslov f(x; + ady) > f(xx) + 0g gl dy postaviti o := 1 cx.
3: Izlazna veliCina oy, = Q..
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Algoritam 4.3.2 Backtracking procedura linijskog traZenja sa pocetnim 8 = 1. IzraCunavanje
iterativnog koraka f3.

Require: Objektna funkcija f(x), vektor pravca dy u iterativnoj tacki x; i brojevi
0< op < 05in e (Gﬁ,l).
1: Postaviti f = 1.
2: Dok je ispunjen uslov f(xx + Bdi) > f(x) + 0B g} di postaviti B := 1.
3: Izlazna velicina fB; = .

Kori$¢enjem prethodne dve Armijeve procedure za odredivanje veliina iterativnih koraka,

definiSemo ADSS algoritam:

Algoritam 4.3.3 Ubrzani dvokora¢ni ADSS metod
Require: Objektna funkcija f(x), inicijalna tacka xq, 1 = 1.
1: Postaviti k = 0, izraCunati f(xg), go 1 uzeti yp = 1.
Ako je ||gk|| < €, preci na korak 9, inace nastaviti sa slede¢im korakom.
Naci veli€inu iterativnog koraka og primenom Algoritma 4.3.1.
Nacdi veli¢inu iterativnog koraka f; primenom Algoritma 4.3.2.
IzraCunati x| pomocu jednakosti (4.46).
Odrediti skalar ;1 iz relacije (4.49).
Ukoliko je %41 < 0, uzeti ¥4 = 1.
Postaviti k := k+ 1, preci na korak 2.
Izlazne velicine x; 1 and f(xg11).

R A o

Koncepcija analize konvergencije konstruisane dvokoracéne iteracije je slicna analizi
konvergencije dvosmernog ubrzanog ADD metoda iz [6] 1 ubrzanog gradijentnog SM metoda
iz [1]. Dakle, prvo je sagledan skup uniformno konveksnih funkcija a zatim i podskup striktno
konveksnih kvadratnih funkcija. Uzima se u obzir da vaze Propozicija 4.3 i lema 4.4, navedene

u Poglavlju 4.2, koje vaze na skupu uniformno konveksnih funkcija.

U sledecoj lemi ocenjena je vrednost opadanja objektne funkcije u svakoj iteraciji primenom
modela (4.46).

Lema 4.7. Neka je f dva puta neprekidno diferencijabilna i uniformno konveksna funkcija
definisana na R", i neka je niz {x;.} generisan Algoritmom 4.3.3. Tada je zadovoljena sledeca

nejednakost

£ o) = Flag) > e llel?, (4.52)
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gde je

(4.53)

Oy Ou (1 —0g) op (1—op)
ML M

‘u:min{— ———M1,0p, i3

Dokaz. Neka je L > 0 LipSicova konstanta i M > 1 broj definisan u Propoziciji 4.3. Kako je ¥
k-ta aproksimacija Hesijana objektne funkcije f, iz (4.17) i (4.46) sledi da je ¥ < M. Naredne
dve nejednakosti su dobijene na isti naCin kao u dokazu leme 4.2 u [1] zamenjujuéi redom sa
O, O 1 M1 promenljive #;, o i B respektivno

Ga(l — GOC) m H k||2

f (o) = f (ereyn) > i3

(4.54)

£ () = £ (en) > T il (455)

Preostale dve nejednakosti su ocenjene slede¢om analizom. Kako parametar 3, zadovoljava
izlazni kriterijum backtracking procedure iz Algoritma 4.3.2, vazi

f ) = f (oes1) = —opPegide,  VkEN. (4.56)
Kako je d; = —gi, prethodna nejednakost postaje

f ) = f (vert) = —opPegi (—gx),  VkeN. (4.57)

Sada razmatramo dva slucaja: ff; < 11 ff = 1.
Ukoliko je B < 1, sli¢no kao u [32] zakljuCujemo da je

m(1-0p) gl (—gi)
L gk ll?

Br > — (4.58)

odakle sledi

B > M (4.59)

Zamenom prethodne nejednakosti u (4.56) dobijamo:

f () = f (oes1) = —0pBegi (—gx)

—og(l—o0op)n
l 7 p) 2ol (—a1)

ogll—opg)n
2 - QLN

>

>
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U slucaju kada je B, = 1 jasno je da vazi
£ () = f (1) > —0pgidi > opllsxl|*. (4.60)

Poslednje dve nejednakosti zajedno sa relacijama (4.54) i (4.55) dovode do konac¢nog za-
kljucka

(4.61)

a Oall—O0q 1—
f(xk)_f(karl)Zmin{GM’O' (1 LO' )Th,cﬁjcﬁ( Lcﬁ)nz}

koji smo i Zeleli da dokaZzemo. [

Teorema koja sledi potvrduje linearnu konvergenciju definisanog ADSS metoda. Dokaz

nede biti naveden obzirom da je isti kao i dokaz analogne teoreme (4.1) iz [1].

Teorema 4.6. [1] Za objektnu funkciju f koja je dva puta neprekidno diferencijabilna i uni-

formno konveksna na R", i niz {x;} genersan Algoritmom 4.3.3 vazi

lim =0

Tim [ (4.62)
i pri tom niz {x;} konvergira ka x* najmanje linearno.

U nastavku je razmatran slucaj strikno konveksnih kvadratnih funkcija definisanih relacijom

fx) = %xTAx —blx (4.63)

U izrazu (4.63) A predstavlja realnu n X n simetri¢nu pozitivno definitnu matricu dok je vek-
tor b € R". Iz razloga koji je ve¢ naveden u [6] i u [7] zbog teskoca u nestandarnom dokazivanju
konvergencije gradijentnih metoda pribeglo se parcijalnom utvrdivanju
konvergencije definisanog metoda na skupu striktno konveksnih kvadratnih funkcija. Pri tome
se moze javiti potreba za postavljanjem dodatnih uslova koji su obi¢no vezani za sopstvene
vrednosti matrice A iz (4.63). Tako ¢e i u lemi i teoremi koje slede biti koriSéeni pandami nekih
poznatih pretpostavki predlozenih u [5, 29, 16] prilagodeni iteraciji (4.46). Sa tim u vezi,
ozna¢imo sopstvene vrednosti simetri¢ne, pozitivno definitne matrice A sa A1, A», ... A, i pri tom
nekavazil; <A <---<A,.

Lema 4.8. Neka za strikno konveksnu kvadratnu funkciju f definisanu relacijom (4.63) u kojoj

Je A simetricna pozitivno definitna matrica, A € R™", primenjen gradijentni metod (4.46), pri
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Cemu su parametri Y, O i By odredeni relacijom (4.49), Algoritmom 4.3.1 i Algoritmom 4.3.2.

Tada vaze ocene:

1 —1 1 2 2
l_l—i_l > ak+1'}/k+1+ﬁk+l > A_n <Ga+6ﬁ> (4.64)

gde su sa Ay i A, oznacene najmanja i navecéa sopstvena vrednost matrice A respektivno.

Dokaz. KoristeCi izraz (4.63), potrazimo razliku vrednosti objektne funkcjie f u tekucoj i

prethodnoj tacki:

1 1
FOp) — flx) = Ex]{HAx/H_ 1= bl X — 5x,{Axk + b7 x;. (4.65)
Znajuci da je
X1 =Xk — Y g — Brgre = xe — (¥ '+ Br) g (4.66)
dobijamo
1 _ T _ _
Fag1) — fla) = 3 (e — oy g — Brgr) A (v — v gk — Brgr) — b (v — v ' gx — Brgk)
1
— Ex,{Axk +b x;
1

= EX/{Axk - %Otk}’/(_lX/{Agk - %ﬁkx/{Agk - %O‘k'}’k_lg/{Axk + %0613}’;:28/{1481{
+ %aﬂ,:lﬁngAgk - %ﬁng{Axk + %Bkak'}’k_lgl{Agk + %ﬁkzg/{Agk — b x;
+ oy, b g+ Bieb" gk — %x/{ Axg+b" xy.
Gradijent funkcije (4.63) iznosi g, = Axy — b a takode vazi i1 jednakost g,{Agk = gkAg,{. Iz
ove dve Cinjenice zakljuCujemo
FOra) = fx) = —onyy ' xi Ag — Bt Agx + Brow g1 Agx + %O{,%}/kzg,{Agk + %Bkzg]{Agk
+ oy BT g+ Beb” g
= —o¥ (A=) gk — B (xfA—D") g+ % (0% 220y ' B+ BP) gi Ask
= —onY, gl & — Bk gx + % (ur; '+ Be)” sl Ag
=— (Ofki’k_l + Br) 8L 8K+ % (OﬂkYk_I + Bk)ng{Agk
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Zamenom dobijenog rezultata u izraz koji definiSe parametar ;. 1, (4.49), dobija se da je

Ty ! +ﬁk)28;{14gk — (ouy '+ Be) gF g+ (owy, '+ Br) g1 s
(Otk?’k_l +ﬁk)2g]zgk

Yir1 =2

g Agk
= B8k
81 8k

Odavde zakljucujemo da je ¥ Rejlijev koli¢nik realne simetri¢ne matrice A i vektora gy,
a iz ove C¢injenice sledi ocena
M <Y1 <Ay, keN. (4.67)

Kako vaze ocene 0 < o1 < 110 < fry; <1 uzevsi u obzir (4.67) proizilazi leva strana
nejednakosti (4.64):

O+ 1 1
+Prr1 < —+1.
Yit1 Pres M

Desna strana iste nejednakosti sledi iz (4.59) i iz ocene

I > w (4.68)

koja je dokazana u [1] u Lemi(4.2). Upotrebom oznaka definisanih u [7] prethodni izraz postaje:

o > M (4.69)

Odavde direktno sledi:
Yi+1 - L

. 4.70
Ogr1 M (l—o0q) (70

Najveca sopstvena vrednost matrice A, A, ima svojstvo LipSicove konstante L u (4.70).

Dokaz ove Cinjenice proizilazi iz sledeCe analize: A je simetri¢na a g(x) = A(x) — b. Sledi da je

18(x) =g )l = [|Ax = Ay[| = [[ACc = y)[| < [[Allllx = y[| = An[lx = ¥]. (4.71)

U algoritmima backtracking procedura (4.3.1) i (4.3.2) parametri Og, 11, Og 1 12 su odabrani
tako da je ispunjeno: 0 < 64 < 0.51 1 € (Oa, 1). Respektivno, 0 < o <0.51 1, € (0p, 1).
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Imajuci u vidu ova ogranicenja, zakljucujemo:

Ok 1%y + Brr1 > —(mi(1—0a) +ma2(1—0p))

e~ —

> — (0404 +0p0p)

(ch + Gé)

Sto dokazuje desnu stranu u nejednakostima (4.64). []

==

Teorema 4.7. Za striktno konveksnu kvadratnu funkciju f datu izrazom (4.63) i metod opadanja

po gradijentu (4.46), pod dodatnom pretpostavkom koju zadovoljavaju sopstvene vrednosti ma-

trice A )
Ay < 472
vazi
(@) < 82(df)’ (4.73)
pri Cemu je
A,] 2 2 1
S:max{l—l—n(da%—cﬁ),/ln )1 (4.74)
kao i
lim [|g,|| = 0. (4.75)
k—yo0
Dokaz. Neka su {vi,v,,...,v,} otonormirani sopstveni vektori simetri¢ne matrice A i neka je

{xx} niz vrednosti generisan Algoritmom 4.3.3. Za neko k i neko x; vazi g = Ax; —b. Uz to

vazi

n
gk =Y divi, (4.76)
i=1
gde su dk ,d’z‘, e ,d,’§ realne konstante.

1z (4.46) sledi

St =AM — g — Brer) —b = (I— awy; 'A—Bid) g, 4.77)
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Sto primenjeno na (4.76) daje

n n
Gk+1 = Zdlk_'_lvi = Z (1 — (Xk’}/k_lli — ﬁkll) df‘v,-. (4.78)
i=1 i=1

Da bi dokazali (4.74), dovoljno je pokazati da je |1 — A; oy, 4 Br)| < 8. Razlikuju se
dva slucaja. Pretpostavimo prvo da je A; (Ock}/,: Iy ,Bk) < 1. Primenom (4.64) dobijamo:

1> A ((Xk]/k_l +ﬁk) > % (Gé—i—(i[%)

A (4.79)
= 1— X (o, "+ B) < I_QL_,, <G§+G§> <68
Sada pretpostavimo da je A; (Ockyk_ Ly ﬁk) > 1. Zakljucak izvodimo iz sledecih ocena
. 1
F<Ri(ouy +Pi) < A | - +1
! (4.80)

1
= [1— 24 (owyy '+ Be) | < A (;L—Jrl) —-1<4.
1

Ostaje jo$ da se proveri da li je pod zadatim pretpostavkama parametar d € (0, 1). Kako su
sopstvene vrednosti pozitivno definitne matrice pozitivne, zakljuCujemo:

0<ﬂ<63+(7§> <1:0<1—£(G§+G§> <1

An An
(4.81)
1 A 1 24 1+ A4
ln(l_l_'_l)>A_I+A]>1:>O<)Ln(l_1+l)_l<l—|—}tl ll —1=1

Dokaz jednakosti (4.75) je isti kao dokaz analogne jednakosti iz [1]. 1z reprezentacije (4.76):

lgll> =Y (df)? (4.82)
i=1

i ¢injenice da je u nejednakost (4.73) parametar 0 < 6 < 1, direktno sledi jednakost (4.75). [

Napomena 4.3. Dodatni uslov (4.72) je neophodna pretpostavka potrebna u dokazivanju

konvergencije konstruisanog ADSS metoda specijalno na skupu striktno konveksnih kvadratnih
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funkcija. Ovaj uslov je formulisan kao
An < 2A1 (4.83)

u [16]. U pomenutom radu Molina i Rajdan su potvrdili Q-linearnu konvergenciju
preuslovljenog BB metoda, oznacenog sa PBB, pod pretpostavkom (4.83). Kasnije, u [6, 1],
autori su koristili isti uslov da bi dokazali konvergenciju SM metoda za striktno konveksne

kvadratne funkcije.

Numericki eksperimenti uradeni su za 31 test funkciju iz [34]. Prvobitno su testovi obavljeni
za skup testiranih funkcija u [6] pri ¢emu su primenjeni metodi ADSS, ADD 1 SM. Potom je radi
dodatne potvrde bolje efikasnosti ADSS modela u odnosu na druge poredbene metode testirano
jos 6 funkcija iz [34]. Odabrani izbor broja promenljivih je kao i u [6], dakle viSe vrednosti:
1000, 2000, 3000, 5000, 7000, 8000, 10000, 15000, 20000 i 30000, ¢ime je ostvarena veca

generalizacija prezentovanog numerickog istrazivanja.

Korisc¢en je isti kriterjjum zavrSetka kao u [6] 1 [1] . Parametri backtracking procedura
uzimaju sledeée vrednosti: o7 = 0.0001,1; = 0.8 u Algoritmu 4.3.1 and o7 = 0.0002,1; =
0.9 u Algoritmu 4.3.2. Za razliku od numeric¢kog istraZivanja predstavljenog u [6], u radu [7]
su pradene i analizirane tri osnovne karakteristike metoda: broj iteracija, CPU vreme i broj
odredivanja vrednosti funkcija. Podsetimo se da su u [1] uradena poredenja izmedu SM, GD 1
AGD metoda 1 da je pri tom potvrdena znacajna dominacija SM algoritma u odnosu na druga
dva. Upravo iz tog razloga, numericki eksperimenti prezentovani u [7] prikazuju poredenje
konstruisanog ADSS modela i SM metoda iz [1] . Kao poredbeni metod, pridodat je i ADD
metod iz [6]. Efikasnost ADD Seme po pitanju smanjenja broja iteracija u odnosu na SM metod
je numericki potvrdena u [6], ali u pogledu druge dve karakteristike poredenje ova dva metoda
nije sprovedeno u [6]. NumeriCka analiza iz [7] upotpunila je istraZivanja i rezultatima vezanim

za ove dve karakteristike kod sva tri testirana metoda.

Dobijene vrednosti su ilustrovane u 4 tabele. U Tabeli 4.5 prikazani su numericka izraCuna-
vanja broja iteracija, CPU vremena datog u sekundama i broja odredivanja vrednosti objektne

funkcije za 25 test funkcija testiranih u [6].
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Tabela 4.5. Prikaz numerickih rezultata SM, ADD i ADSS metoda tesiranih u slucaju 25 test
funkcija.

.. Broj iteracija CPU vreme Broj evaluacija

Test funkcija sM__ |apD|aDSs|sM [aDD[ADss|[sM [ADD [ADss
Extended Penalty 589 70 50 5 2225 2987 220356 | 1780
Perturbed quadratic 111972 |80 397 1868 | 542 632724 | 144886 | 1714
Raydan-1 21125 |86 34 178 | 785 116757 | 139268 | 4844
Diagonal 1 10417 |81 37 116 |973 56135 [136143| 1448
Diagonal 3 10574 |80 49 209 | 1441 59425 | 1323751048
Generalized Tridiagonal - 1 || 278 110 |77 2 982 989 176274 | 719
Extended Tridiagonal - 1 3560 |120 |70 35 812 30686 | 185863 |420
Extended Three Exponif; 164 100 |40 1 889 1224 | 104690 | 350
Diagonal 4 80 100 | 780 0 1685 530 223240 | 2590
Extended Himmelblau 168 100 |70 0 2213 566 206110 {480
Quadr. Diag. Perturbed 53133 |90 393 1193|1937 547850 | 250354 | 1719
Quadratic QF1 11451080 425 2127|440 649643 | 131998 | 1755

Extended Quad. Penalty QP1 || 224 90 60 12 3207
Extended Quad. Penalty QP2 || 162 80 60 7 1815

2566 254293841
2057 | 151534 | 843

=l Jol ol Fal IV el Fo i o B D E= B Rl Nl Rl Nl el B el BF N en ) I SN

Quadratic QF2 118801 | 86 60 254411960 662486 | 209232 | 836
Extended EP1 68 100 |40 1 2927 764 278890 | 487
Extended Tridiagonal - 2 584 120 |80 0 591 2144 1133922420
Arwhead 10 102 |64 0 3176 30 253919 | 1082
Almost Perturbed Quadratic || 110121 | 80 397 2148 | 499 627287 | 144276 | 1712
Engvall 185 100 |70 7 1084 2177 1130390 | 460
Quartc 190 10 |70 0 7 430 40 390
Generalized quartic 156 100 |70 0 822 423 107188 | 614
Diagonal 7 90 3287 {2201 ||0 3382 |33 220 11092 | 6633
Diagonal 8 96 3225 2213 ||0 3333 |40 594 11025 | 6709
Diagonal 9 11235 |80 |43 118 | 1010 |0 60566 | 139826 | 3646

Prikazani numericki rezultati potvrduju prestiz ADSS metoda u odnosu na SM 1 ADD metode
po pitanju sve tri pracene karakteristike. U pogledu potrebnog broja iteracija, vidimo da ADSS
daje bolje rezultate kod 21 od 25 testirnih funkcija u poredenju sa SM metodom, a od ADD
metoda je bolji u 18 od 25 slucajeva. Po pitanju brzine testiranja, odnosno potrebnog CPU
vremena, ADSS je brzi od SM metoda kod 17 od 22 funkcije a u slucaju 3 test funkcije imaju

jednako vreme izvrSenja. Analiza i treCe pracene karakteristike - broja odredivanja vrednosti
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objektne funkcije, takode potvrduje dominaciju rezultata ostvarenih testiranjem ADSS mode-
lom. Preciznije, u 20 od 25 slu¢ajeva ADSS ima manji broj odredivanja vrednosti objektne
funkcije, a u odnosu na ADD metod Cak 24 od 25. ViSe je nego ocigledno da je broj slucajeva
kod kojih SM 1 ADD metodi daju bolje rezultate od ADSS modela neuporedivo manji u odnosu
na obrnut slucaj.

Prose¢ne vrednosti rezultata iz Tabele 4.5, sortirane su u sledecoj Tabeli 4.6. Rezulati iz ove

tabele potvrduju prednost ADSS algoritma 1 sa aspekta prosecnih vrednosti.

Tabela 4.6. Prosecne vrednosti numerickih rezultata za 25 test funkcija za 10 numerickih

eksperimenata u svakoj iteraciji.

Prosec¢ne vrednosti ADSS SM ADD

Broj iteracija 314 22739.68  342.28
CPU vreme (u sekundama) 3.72 422.84 1549.48

Broj evaluacija obj. funkcije 1741.6 138450.4 155087.36

U Tabeli 4.6 ilustrovane su prosecne vrednosti rezultata 250 testiranja za svaki od tri anal-
izirana algoritma. Prikazani rezultati argumentuju superiornost ADSS Seme po pitanju sva tri
testirana svojstva: broja iteracija, CPU vremena 1 broja odredivanja vrednosti
objektne funkcije. Evidentno je da se ADSS 1 ADD metodi ponaSaju sli¢no u pogledu potrebnog
broja iteracija uz blagu prednost u korist ADSS algoritma. Po istom pitanju, ADSS je oko 70
puta bolji u odnosu na SM metod. Testiranja ADSS metodom traju oko 113 puta kraée nego li
SM iteracijom dok upotrebom ADD Seme testiranja traju oko 416 puta duze u odnosu na ADSS.
Sto se ti¢e broja odredivanja vrednosti date funkcije, ADSS algoritmom se ovaj broj ostvaruje

oko 80 puta manje u odnosu na SM a oko 90 puta manje u odnosu na ADD algoritam.

Prednost ADSS modela u odnosu na druga dva poredbena modela potvrdena je testitarenjem
dodatnih 6 funkcija iz [34] koje se ne nalaze u skupu testiranih funkcija u [6]. I ovi testovi su
takode uradeni za isti skup promenljivih veéih vrednosti: 1000, 2000, 3000, 5000, 7000, 8000,
10000, 15000, 20000, 30000. U ovom delu numerickih istraZivanja praceni su i slucajevi u
kojima su testiranja trajala dosta dugo. Sa tim u vezi parametar definisan u [6] 7., tzv. parametar
vremenskog ograniCenja (execution time limiter parameter), je usvojen kao dopunski kriterijum

zavrSetka. KoriS¢ena je ista vrednost ovog parametra kao i u [6]: 7, ~ 2h. Iz naredne Tabele
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4.7 vidi se da su testiranja ADSS metodom najbolja u 5 slucajeva u pogledu broja iteracija,
pri tome u jednom od tih pet slucajeva sva tri metoda imaju jednak broj iteracija. Testiranja
ADSS modelom traju najkrace kod 4 test funkcije dok je SM metod najbrzi u slucaju jedne
funkcije. Slicno je i sa brojem evaluacija: ADSS daje najmanji broj kod 4 funkcije a SM kod
jedne. Generalno, u 3 od 6 slucajeva testiranja SM 1 ADD modelima traju duZe od predvidenog
vremenskog ogranicenja z,, dok je prilikom testiranja ADSS metodom ovaj kriterijum zavrSetka

bio ispunjen samo u slucaju jedne funkcije.

Tabela 4.7. Numericki rezultati za 6 dodatnih test funkcija

. Broj iteracija CPU vreme Broj evaluacija
Test funkeija | oo T L TADSS ||[SM | ADD|ADSS||SM  |ADD | ADSS
DIXON3DQ 112899 1120 |10 1908 | 220 |0 639957 | 184810 | 40
NONSCOMP 10 10 10 0 0 0 30 40 40
HIMMELH 30 >t, [5079 ||0 >t |14 80 > 1, 15267
Power(Cute) > 1, 80 195 >t | 1875 |0 >t, 2522251510
Indef >t >t |20 >t |>t, |0 >t, > 1, 70
Sine >t >t |>t, >t |>t, | >t >t, >t, >t,

Poslednja Tabela 4.8 prikazuje generalne performanse numericki analiziranih metoda za
sve tri karakteristike u ukupno 310 uradenih eksperimenata. Opsti je zakljuak da su ADSS

modelom ostvareni najbolji rezultati po pitanju sva tri aspekta u najve¢em broju slucajeva.

Tabela 4.8. Performanse ADSS, SM i ADD algoritama kod 310 test problema.

Kriterijum performansi Broj problema
Minimalni broj iteracija ostvaren ADSS modelom 190
Minimalni broj iteracija ostvaren SM modelom 60
Minimalni broj iteracija ostvaren ADD modelom 70
Jednak broj iteracija ostvaren ADSS i SM modelima 10
Jednak broj iteracija ostvaren ADSS i ADD modelima 10
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Jednak broj iteracija ostvaren ADSS, SM i ADD modelima 10

Minimalno CPU vreme ostvareno ADSS modelom 260
Minimalno CPU vreme ostvareno SM modelom 100
Minimalno CPU vreme ostvareno ADD modelom 10
Jednako CPU vreme ostvareno ADSS i SM modelima 60
Jednako CPU vreme ostvareno ADSS i ADD modelima 10
Jednako CPU vreme ostvareno ADSS, SM 1 ADD modelima 10
Minimalni broj evaluacija funkcija ostvaren ADSS modelom 220
Minimalni broj evaluacija funkcija ostvaren SM modelom 70
Minimalni broj evaluacija funkcija ostvaren ADD modelom 10
Jednak broj evaluacije funkcija ostvarenih ADSS 1 SM modelima 0

Jednak broj evaluacije funkcija ostvarenih ADSS i ADD modelima 10
Jednak broj evaluacije funkcija ostvarenih ADSS, SM i ADD modelima 0

Kodovi metoda za potrebne numericke analize napisani su u programskom jeziku visal C++
a testiranja su izvrSena na racunaru Workstation Intel 2.2 GHz.

Sudeéi po uradenim numeri¢kim eksperimentima iz [7], vidimo da ADSS Sema po svim
pracenim karakteristikama a to su broj iteracija, CPU vreme i broj odredivanja vrednosti
objektne funkcije, visestruko prevazilazi SM i ADD algoritme. Izuzetno dobri numericki
rezultati iz [7] bili su podstrek za dalje prouc¢avanje dvosmernih a pre svega dvokora¢nih modela
definisanih po sli¢nom principu. Sta vise, opravdano se nametnula ideja za izadvajanje klase
dvosmernih 1 dvokora¢nih modela za razliite izbore smerova trazenja i veliCina iterativnih ko-
raka. Premda su joS§ u nedovoljno istrazenoj fazi, motivi za nastavak proucavanja dvosmernih i
dvokorac¢nih metoda bezuslovne optimizacije su predlozeni u poslednjem poglavlju disertacije.
U narednom poglavlju je predstavljena jedna modifikacija ADSS modela kojom je nastavljeno
dalje izuCavanje karakteristika dvokoracnih metoda.
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4.4 Jedna transformacija dvokoracnog ubrzanog

gradijentnog metoda

Izuzetni numericki rezultati prikazani u [7] bili su dovoljna motivacija za nastavak istraZi-
vanja ADSS modela. Ideja prikazana u radu [8] sastoji se u modifikovanju ADSS dvokoracne
Seme redukovanjem na jednokora¢nu. Ova redukcija se ostvaruje postavljanjem uslova nad
parametrima koji odreduju veli€ine iterativnih koraka u ADSS iteraciji, oy i ;. Pomenuti uslov

je definisan relacijom:

ﬁk =1- (074 (484)

Podsetimo se da je ADSS iteracija definisana izrazom:

X1 =xe — (0wt 4 Br) g (4.85)

Zamenom (4.84) u (4.85), ADSS iteraciju transformiSemuo u jednokoracni model

Xer1 =% — [ (v = 1) + g (4.86)

Relacija (4.86) predstavlja redukciju dvokoratnog ADSS modela na jednokoracni pod
uslovom (4.84). Zato je iteracija (4.86) nazvana Transformisana ADSS iteracija ili skraceno
TADSS metod. Na ovaj nacin definisana iteracija (4.86) predstavlja takode 1 izvesnu modi-
fikaciju jednokoracnog SM metoda pri Cemu je proizvod iterativnog koraka i inverza faktora
ubrzanja iz iteracije SM

—1
Y
modifikovan izrazom

oy, ' —1)+1.

Dobijeni rezultati uradenih eksperimenata koji su u nastavku priloZeni pokazuju da je

definisanje ubrzanog jednokoracnog gradijentnog modela datog relacijom (4.86) daleko

efikasniji u numerickom smislu od klasicnog ubrzanog modela predloZenog u [1].
Koris¢enjem Tejlorovog razvoja drugog reda, slicno procedurama opisanim u [1, 6, 7]

odredujemo vrednost faktora ubrzanja ;| u k+ 1 iterativnom koraku.
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Kako je
X1 — Xk = — (O‘k'}’k_lgk + Brgk) ,

Faktor ubrzanja ¥, odreden je kao i u [1, 6, 7] iz Telorovog razvoja drugog reda:

_ 1 _ T _
Farn) ~ fOn) —gb (o (v ' = Dge+ &) +5 (ou(ye ' = Deae+er) V2r(8) (v ' —Dax+gr)
(4.87)
pri ¢emu parametar & zadovoljava sledeéi uslov:

E€ i), E=xi+08(up —x) =x— 8 (ou(y, ' — Dgr+gr), 0<8<1.

U izrazu (4.87) je Hesijan /%f(&) zamenjen njegovom skalarnom aproksimacijom /.
Time (4.87) postaje:

_ 1 _ 2
f(xe1) = f(xe) — (aw(yy ' = 1) +1) Hng2+§ ((v ' = 1)+ 1) yerr llgill > (4.88)
1z prethodne jednakosti direktno se izraCunava vrednost velicine Y. 1:

flaer) = f) + (ow(y ' =1 +1) ||gk||2_
(' = D)+ 1) flgal?

Da bi neophodni i dovoljni uslovi optimalnosti bili zadovoljeni, nadalje se pretpostavlja da

Yir1 =2

(4.89)

je parametar %1 > 0. U slucaju da je u nekoj iteraticiji izracunata veli¢ina ;| negativna,
dodeljuje joj se vrednost Y41 = 1. Tada se naredna iterativna tacka racuna

Xey2 = X1 — (O (1= 1) + 1) g1 = Xiy 1 — Gkt 1

a ovo jeste klasican metod pada po gradijentu.

Vratimo se sada odredivanju naredne iterativne tacke u slucaju kada je parametar 9. > 0.
U tu svrhu odredimo vrednost iterativnog koraka u k4 1 iteraciji

X2 = Xt — [0t (Ve — 1) + gt

Posmatrajmo pomoc¢nu funkciju @ (o)
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_ 1 _ 2
Dppr () = farr) — (a(rly = D +1) |grsr >+ 5 (v, = D+ 1) Vel gr 1>

Napomenimo da je funkcija @y () definisana pod pretpostavkom da je 1> = ¥+ 1. Funkcija
@, | (o) je konveksna u slucaju kada je .1 > 0, a njen gradijent V(P 1 () = {Pps1 (@), },
iznosi

(@rr)e = — (e — D llgen P + (e (v = D+ 1) e llgen I (v, — 1)
= (=1 (F1+ (el = D+ D) llges |
(yk+1 1) (=1+a—ap+ %) 11>
(7k+1 1) (= 1) (1= Yesr) ll g1 [IP
=Y (1— Yer1)” (@ —1) [l gera |-

Kako funkcija ®@;, 1 () opada onda kada je ispunjeno (@), <0, za Y1 > 0 imamo da
vazi
(D) <0 o< 1.

Pri tome je
V(Ppi1(a) ={0} <= a =1, (4.90)

Iz dokazanog dalje sledi da je
a(y ' —D+1=y"'-1+1=y"'>0

pa prema (4.86) zaklju¢ujemo da objektna funkcija f opada.

Iterativni korak o1 odredujemo procedurom linijskog traZzenja backtracking 1 uzimajuci
za pocetnu veli¢inu iterativnog koraka, shodno prethodnom razmatranju, o = 1 i pri tom za
svaki naredni iteratini korak vazi o € (0,1). Sledi prikaz TADSS algoritma.
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Algoritam 4.4.1 Backtracking procedura za izraCunavanje veliCine iterativnog koraka oy sa
pocetnim o = 1.

Require: Objektna funkcija f(x), vektor traZenja dj u tacki x;, brojevi
0<o<05ine(o,l).
1: Postaviti o0 = 1.
2: Dok vazi f(x;+ ady) > f(xx) + oag! di postaviti o := na.
3: Izlaz o = Q.

Algoritam 4.4.2 Transformisani ubrzani dvokorac¢ni algoritam, (TADSS metod).
Require: 0 <p <1, 0<7<1,x0,0=1.

1: Postaviti k = 0, izraCunati f(xp), go 1 postaviti yp = 1.
Ukoliko je ||gx|| < €, preci na korak 9, inae preéi na naredni korak.
IzraCunati veli¢inu iterativnog koraka oy primenom Algoritma 4.4.1.
Izracunati sledecu iterativnu tacku x| iz relacije (4.86).
Odrediti skalar ;1 pomocu jednakosti (4.89).
Ako je %1 <0, uzeti Yy = 1.
Postaviti k := k+ 1, i preci na korak 2.
Izlaz Xk4-1 i f(xk+1 )

Dokazivanje konvergenicije TADSS algoritma prati klasic¢an koncept predloZen u [1, 6, 7].
Dakle, najpre je razmatran skup uniformno konveksnih funkcija, a potom i skup striktno
konveksnih kvadratnih funkcija. U dokazima definisanih tvrdenja podrazumeva se vaZenje
Propozicije 4.3, Leme 4.4 1 4.5 navedenih u Poglavlju 4.2.

Narednom teoremom se potvrduje linearna konvergencija TADSS iteracije. Dokaz se moze
naciu [1].

Teorema 4.8. Ako je f dva puta neprekidno diferencijabilna i uniformno konveksna funkcija na

R"™ i niz {x;} generisan Algoritmom (4.4.2) tada je
lim [|g¢|| =0, 4.91)
k—yo0

a niz {x;.} konvergira ka x* bar linearno.

Sledecom lemom i teoremom se opisuje konvergencija TADSS modela na skupu striktno

konveksnih kvadratnih funkcija koje su definisane jednako$¢u

flx) = %xTAx —bTx, (4.92)
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Iz analize konvergencije SM, ADD i ADSS metoda na skupu striktno konveksnih
kvardatnih funkcija, znamo da je matrica A iz prethodne relacije realna n x n simetricna
pozitivno definitna matrica dok je b € R”. I ovde pretpostavljamo da za n sopstvenih vrednosti
matrice A oznaCenih sa A1, A, -+, A, vaZi uredenje: A} < A, <--- < A,. U dokazu
konvergencije na ovom skupu funkcija, sliéno kao kod analize konvergencije kod opisanih
ubrzanih gradijentnih metoda iz prethodnih poglavlja, potrebno je postaviti dodatni uslov nad

najmanjom i najve¢om sopstvenom vrednoScu.

Lema 4.9. Primenom metoda pada po gradijentu definisanog relacijom (4.86) u kojoj su
parametri Y, i Oy odredeni jednakoscéu (4.89) i Algoritmom (4.4.1) na striktno konveksne
kvadratne funkcije definisane izrazom (4.92) u kome je A € R"*" simetricna pozitivno definitna

matrica, vaZe sledece nejednakosti

_ 1
T U1 (Y —D+1< n (4.93)

gde su Ay i A, respektivno najmanja i najveca sopstvena vrednost matrice A.

Dokaz. Prema relaciji (4.92), razlika vrednosti objektne funkcije u prethodnoj i tekucoj
iterativnoj tacki je

f ) = f ) = %xZHAka — b X - %x;? Axi+b" . (4.94)
Primenom izraza (4.86) koji definiSe TADSS iteraciju dobijamo
X = 2= [ou(y ! = 1) + g (4.95)
Dalje je

FOg1) = fa) = % (e — [ow(y ' = 1)+ 1]8k)TA (e — [ow (" = 1) + gy

7 ([ = 1)+ 1)) — 3 Ave+ B

= Sl = 1)+ gl A~ glan(r ! 1)+ 1xf Agy

(o (7' = 1)+ 1P grAgi+ [on(y ' — 1)+ 110" g
Kako gradijent striktno konveksne kvadratne funkcije (4.92) iznosi g = Ax; — b 1 kako vazi
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jednakost g,{Agk = gkAg,{ sledi da je:

1

Fosn) = fow) = =S low(y ' = 1) + 1] (g A+ xfAgi — oy ' — 1) + 1]gf Age — 2b" 1)
2
1 _ _
= —5lon(% P 1)+ 1](gh (A = b)) + g (Axe—bT) = [ou(y ' = 1) + 1]gi Agx)
1
= —Jow(y " = 1)+ gl g+ — 5oy ' — 1) +117¢{ Ags.

2

Zamenom dobijene relacije u izraz koji odreduje ¥4 (4.89), imamo da vazi

Yt — 2—[0%(7’;:1 — )+ 1gh g+ 2wy, — 1) +11%gF Agi+ o (v, ' — 1)+ 1]gF gk
" oy (3" — 1) + 127 g4
8L Ag
= Skok
81 8k

Poslednja relacija potvrduje ¢injenicu da je ;41 Rejlijev kolinik realne simetri¢ne matrice
A u vektoru gy, pa iz tog razloga vaZi naredna ocena:

M <P <A, keN (4.96)

Uzevsi u obzir da je 0 < oy < 1 dokaz desne strane nejednakosti u (4.93) direktno sledi:

- _ 1 1
Otk+1(?’k+11—1)+1Sykjl—lJrl:ESTI,

Da bi smo dokazali levu stranu nejednakosti (4.93), razmatramo ocenu

o > w (4.97)

koja je dokazana u [1]. Prema usvojenim oznakama iz ovog poglavalja prethodna nejednakost
(4.97) postaje:

n(l—o)%
I :
Iz nejednakosti (4.98) i Cinjenice da je n € (0,1),0 € (0,0.5), 0441 € (0,1) izvodimo sledeci

oy > (4.98)
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zakljucak:

LipSicovu konstantu L iz poslednje nejednakosti moZemo zameniti vredno$c¢u najvece
sopstvene vrednosti matrice A, A,. Da A, ima svojstva LipSicove konstante L pokazujemo

narednom analizom. Kako je matrica A simetri¢na i g(x) = A(x) — b, vazi da je:

18(x) =Wl = [[Ax — Ay[| = |A(x = y)[| < [[A][llx = ]| = Anllx = y][- (4.100)

Zamenom konstante L vrednoscu A,,, nejednakost (4.99) postaje:

—1
o <1 — D+ 1

a ovo dokazuje levu stranu nekjednakosti (4.93). [

Napomena 4.4. Uporedujuci rezultate ocena dobijenih iz slicno formulisanih lema u radovima
[1, 6, 7], moZe se primetiti da ocena iz prethodne Leme 4.93 koja se odnosi na TADSS iteraciju
zavisi samo od vrednosti najmanje i najvece sopstvene vrednosti matrice A, A i Ay, ali ne i od

vrednosti parametra © iz backtracking procedure.

Teorema 4.9. Za striktno konveksnu kvadratnu funkciju f definisanu relacijom (4.92) i metod
pada po gradijentu (4.86), pod datim uslovom koji vaZi za najmanju i najvecu sopstvenu

vrednost matrice A

An < 2A1, (4.101)
vaZi da je
(dl{c+1)2 < 52(dl(c)2 (4.102)
pri Cemu je
0= l——,—-1 4.103
maX{ YRy ; ( )
i pri tom je
lim || gx|| = 0. (4.104)
k—yo0
Dokaz. Neka su {v,vs,...,v,} ortonormirani vektori simetri¢ne pozitivno definitne matrice A.

Pretpostavimo da je niz {x;} niz vrednosti dobijenih primenom Algoritma (4.4.2). Gradijent
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striktno konveksne kvadratne funkcije (4.92) je gx = Ax; — b 1 mozZe se prikazati na sledeéi

nacin: "
gk =Y. divi, (4.105)
i=1
za neke realne konstante d’l‘, d’2‘, . ,dﬁ i neko k. Primenom (4.86)
g1 =Alu— (' = D+ 1ge) —b=gi—[aw(y, ' — 1)+ g =T— oy, " — 1)+ 1]gx,
(4.106)
na reprezentaciju (4.105) dobijamo da vazi
n 1 n
g1 =Y. d v Z (1—[ou(y7" = 1)+ 1]4) dovi. 4.107)

i—=1 i=1

Da bi smo dokazali da je ispunjen uslov (4.102), dovoljno je pokazati da je
11— [oa(y; ' — 1)+ 1]4] < 8. Prethodnu nejednakost dokazujemo u dva slu¢aja. U prvom
pretpostavimo da je A; [Ock(y — 1)+ 1] < 1. Uzevsi u obzir (4.93) dobijamo:

Al

- 1—7L,~[ak(y,:1—l)+l]§1—/ll <8 (4.108)

1 >7L,~[ock(y,:1—1)+1] > 7

U drugom slucaju, pretpostavka je da je A;[og(y, ' 1)41] > 1. 1z datog uslova sledi da je:

1<li[ak(yk1—1)+1]§ln%l — Mi[ak(yk1—1)+1]—1y§%—1g5. (4.109)

1z (4.105) sledi:
gkl =Y (df)*. (4.110)

i=1
Kako parametar 6 iz (4.102) pod dodatnom pretpostvakom (4.101) zadovoljava uslov 0 < 0 < 1,
kao posledicu imamo da vazi (4.104). [

U numerickim istrazivanjima testostovi su sprovedeni nad 22 test funkcije predlozenih u
[34]. Kaoiu[l, 7, 6] eksperimenti su vrSeni sa izborom veceg broja promenljivih: 1000, 2000,
3000, 5000, 7000, 8000, 10000, 15000, 20000 i 30000. Koriscen je isti kriterijum zavrSetka kao
u [6, 7, 1]. U backtracking proceduri uzeti su parametri sa vrednostima o = 0.0001,11 = 0.8.

Kako je TADSS Sema nastala redukcijom ADSS metoda na jedan korak, kao 1 u [7] anal-

izrane su sve tri karakterisike koje jasno odreduju svojstva definisanog algoritma. Te
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karakteristike su broj iteracija, CPU vreme 1 broj odredivanja vrednosti funkcije. TADSS metod
kao specijalan slucaj ADSS Seme uporeden je sa ADSS metodom. Podsetimo se da je u [1]
potvrdena dominacija SM metoda u odnosu na GD i1 AGD algoritme. Numericki rezultati iz [7]
pokazali su da ADSS model pokazuje bolje svojstva u odnosu na poredbene algoritme: ADD
1 SM. 1z tog razloga prilikom numerickih istrazivanja vezanih za TADSS metod bilo je bitno
uporediti novokonstrusani model sa njegovim prethodnikom - ADSS modelom. Pri tom, vazno
je naglasiti da je jedna od osnovnih svrha numeri¢kog istraZivanja bilo ispitivanje odrZivosti
dobrih performansi jednokora¢ne modifikacije ADSS i eventualno njihovo dalje poboljSanje.

Dobijeni numericki rezultati, koji se odnose na broj iteracija, CPU vreme i broj odredivanja
vrednosti objektne funkcije, prikazani su u Tabeli 4.9.

Tabela 4.9. Prikaz numerickih rezultata testiranja TADSS i ADSS za 22 test funkcije.

. Broj iteracija CPU vreme Broj evaluacija funkcije

Test funkeije TADSS | ADSS ||| TADSS | ADSS ||| TADSS [ ADSS
Extended Penalty 40 50 2 4 1280 1780
Raydan-1 466 34 11 4 8504 | 4844
Diagonal 1 20 37 0 0 335 1448
Diagonal 3 21 49 0 1 417 1048
Generalized Tridiagonal - 1 61 77 0 0 431 719
Extended Tridiagonal - 1 60 70 0 0 250 420
Extended Three Exponi£; 40 40 0 0 400 350
Diagonal 4 40 780 0 0 270 2590
Extended Himmelblau 60 70 0 0 300 480
Quadratic QF1 4953 425 15 0 13738 | 1755
Extended Quad. Penalty QP1 ||| 50 60 0 2 571 841
Extended Quad. Penalty QP2 ||| 50 60 0 4 569 843
Quadratic QF2 50 60 0 1 583 836
Extended EP1 186 40 1 0 758 487
Extended Tridiagonal - 2 638 80 0 0 2052 420
Arwhead 50 64 0 3 601 1082
Engvall 60 70 0 0 290 460
Quartc 10 70 0 0 30 390
Generalized quartic 60 70 0 0 250 614
Diagonal 7 189 2201 0 33 566 6633
Diagonal 8 160 2213 1 40 586 6709
Diagonal 9 20 43 0 0 352 3646
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Prikazani rezultati, pokazuju izvesno poboljSanje u korist TADSS metoda po pitanju sva tri
svojstva. Preciznije, u pogledu broja iteracija, TADSS daje bolje rezultate u slucaju 17 funkcija
od ukupno 22, dok ADSS nadmaSuje TADSS u slucaju 4 test funkcije. Prilikom testiranja
Extended Three Exponential Terms funkcije, oba metoda su proizvela jednak broj iteracija.

Rezultati koji se odnose na vreme izvrSenja potvrduju da su oba modela izuzetno brza. U
9 od 22 sluc¢aja TADSS je brzi od ADSS,u 2 od 22 testiranja ADSS je brzi od TADSS a ¢ak u

polovini ukupnog broja testiranja CPU vreme za obe iteracije je jednako nuli.

Po pitanju broja odredivanja vrednosti objektne funkcije, TADSS algoritam daje manje
vrednosti od ADSS algoritma u 17 od 22 testiranja a u obrnutom slucaju je 5 od 22.

Naredna Tabela 4.10 ilustruje prosene vrednosti ostvarenih rezultata.

Tabela 4.10. Prosecne vrednosti numerickih rezultata TADSS i ADSS za 220 testova za svaki

od testiranih modela kod 22 test funkcije za 10 numerickih eksperimenata u svakoj iteraciji.

Prose¢ne performanse TADSS  ADSS

Broj iteracija 331.09  302.86
CPU vreme (u secundama) 1.36 4.18

Broj evaluacija funkcije 1506.05 1745.23

lako rezultati iz Tabele 4.10 pokazuju bolje performanse ADSS u 17 od 22 testiranja po pi-
tanju broja iteracija, analizom prosec¢nih vrednosti opsta zapaZanja pokazuju blagu dominaciju
ADSS metoda po ovom pitanju. Nasuprot ovoj analizi, analiza proseCnog broja odredivanja
vrednosti funkcije pokazuje boljitak u korist TADSS Seme. Konacno, prose¢no vreme izvrsa-
vanja numerickih eksperimenata pokazuje da je TADSS modifikacija oko tri puta brza od svog
originala - ADSS metoda. Generalni zakljucak je da jednokorac¢na verzija ADSS metoda,
konstruisana TADSS Sema, ima svojstva blago poboljSana u odnosu na originalnu ADSS

iteraciju, posebno po pitanju brzine izvrSenja.

Uradena su i dodatna numericka istrazivanja kojima se prikazuje poredenje TADSS i SM
iteracija. Potreba za ovim dodatnim testiranjima javila se iz razloga koji je ve¢ napomenut a to je

da su oba od pomenutih modela jednokoracna ubrzana i imaju pad po gradijentu. TeZnja je bila
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da se numeri¢kim putem potvrdi da jednokoracni ubrzani gradijentni TADSS metod, izveden iz
dvokoracnog ADSS modela, pokazuje daleko bolje performanse u pogledu svih analiziranih
aspekata u odnosu na klasi¢nim putem definisan ubrzani gradijentni SM metod. Ova
pretpostavka je potvrdena a tome svedoce prikazani numericki rezultati iz Tabele 4.11 za 30 test

funkcija.

Tabela 4.11. Prikaz numerickih rezultata testiranja TADSS i SM za 30 test functions.

. Broj iteracija CPU vreme Broj evaluacija funkcije
Test funkcije TADSS | SM TADSS | SM ||| TADSS | SM
Extended Penalty 40 589 2 5 1280 2987
Perturbed quadratic 4276 111972 || 13 1868 ||| 12017 |632724
Raydan-1 466 21125 ||| 11 178 ||| 8504 116757
Diagonal 1 20 10417 ||| 0 116 |||335 56135
Diagonal 3 21 10574 || 0 209 |||417 59425
Generalized Tridiagonal - 1 61 278 0 2 431 989
Extended Tridiagonal - 1 60 3560 0 35 250 30686
Extended Three Exponi£; 40 164 0 1 400 1224
Diagonal 4 40 80 0 0 270 530
Extended Himmelblau 60 168 0 0 300 566
Quadr.Diag.Perturbed 11542 |53133 ||| 58 1193 (| 56359 | 547850
Quadratic QF1 4953 1145101 15 2127 || 13738 | 649643
Extended Quad. Penalty QP1 ||| 50 224 0 12 571 2566
Extended Quad. Penalty QP2 ||| 50 162 0 7 569 2057
Quadratic QF2 50 118801 ||| 0 2544 || 583 662486
Extended EP1 186 68 1 1 758 764
Extended Tridiagonal - 2 638 584 0 0 2052|2144
Arwhead 50 10 0 0 601 30
Almost Perturbed Quadratic ||| 4202 110121 ||| 15 2148 ||| 14974 | 627287
Engvall 60 185 0 7 290 2177
Quartc 10 190 0 0 30 430
Generalized quartic 60 156 0 0 250 423
Diagonal 7 189 90 0 0 566 220
Diagonal 8 160 96 1 0 586 594
Diagonal 9 20 11235 ||| 0 118 ||| 352 60566
DIXON3DQ 10 112899 || 0 1908 ||| 30 639957
NONSCOMP 10 10 0 0 30 30
HIMMELH 10 30 0 0 40 80
Power Cute 1455 > 1, 4 >1, |||4567 >t,
Indef 20 > 1, 0 >t, |||50 > 1,
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Iz priloZzenog se moZe zakljuciti da po pitanju broja iteracija TADSS metod daje bolje
rezultate od SM metoda u 24 od 30 slucaja, dok je SM bolji samo u 5 od 30 testiranih funkcija.
Za NONSCOMP test funkciju oba modela daju isti broj iteracija. U pogledu vremenskog tra-
janja izvrSenja testiranja, oba metoda daju jednake rezultate kod 10 test funkcija. U slucaju 19
test funkcija TADSS metod je brzi od SM metoda dok obrnut slucaj vazi samo po pitanju jedne
test funkcije. Impozantni su rezltati u korist TADSS modela koji prikazuji broj odredivanja
vrednosti objektne funkcije. Po ovom pitanju, TADSS daje bolje vrednosti kod 27 od 30 test
funkcija, dok obrnuti slucaj vazi samo za dve test funkcije. Prilikom testiranja NONSCOMP
test funkcije oba modela daju jednak broj odredivanja vrednosti. Kao Sto se vidi iz Tabele 4.11,
za dve od predlozenih 30 test funkcija, testiranja SM metodom traju duZe od konstante vre-
menskog ogranicenja t, definisane u [6], dok kod svih 30 ilustrovanih test funkcija, testiranja
TADSS metodom traju daleko krace od z,.

Jo§ generalniju sliku boljih performansi TADSS metoda u odnosu na SM metod prikazuju
rezulati prosecnih vrednosti 28 test funkcija iz Tabele 4.11 za koje je bilo moguce testirati SM

metod shodno definisanoj ¢, konstanti. Ovi rezultati su prikazani u naradnoj Tabeli 4.12.

Tabela 4.12. Prosecne vrednosti numerickih rezultata TADSS i SM metoda za 280 testova za
svaki od testiranih modela kod 28 test funkcija za 10 numerickih eksperimenata u svakoj it-

eraciji.

Prose¢ne performanse TADSS SM

Broj iteracija 976.21  24336.82
CPU vreme (u secundama) 4.14 445.68

Broj evaluacija funkcije 4163.68 146475.96

Rezultati iz poslednje tabele pokazuju da je primenom TADSS metoda potrebno u proseku
skoro 25 puta manje iteracija nego primenom SM metoda i ak se prosecno 35 puta manje
izvrsi raCunanje vrednosti objektne funkcije primenom TADSS Seme. Konacno, rezultati iz
Tabele 4.12 potvrduju da testiranja TADSS metodom traju u proseku ¢ak 107 puta krace nego
ista testiranja uradena primenom SM algoritma.
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Kodovi upotrebljeni za numericke eksperimente su napisani u Visual C++ programskom

jeziku, a testiranja su sprovedena na racunaru Workstation Intel 2.2 GHz.

4.5 Zaklju¢na razmatranja. Sistematizacija dvosmernih i

dvokorac¢nih metoda i predlozi za dalja istrazivanja

Istrazivanaja predstavljena u ovoj disertaciji donela su znacajni pomak u poboljSanju svojstava
gradijentnih metoda bezuslovne optimizacije. Oba koncepta, kako dvosmerni tako i dvoko-
racni doprinela su opStem unapredenju gradijentnih metoda. Parametar ubrznja, oznacen sa ¥,
uveden kod svih predstavljenih modela jeste jedan od najvaznijih elemenata svih novodefin-
sanih algoritama. Otuda je u nazivu svakog od njih opravdan pridev "ubrzani’. U Poglavlju
3.5 istaknuto je da su autori u [1] detektovali klasu ubrzanih gradijentnih metoda, originalno
nazvanom class of accelerated gradient methods. Metodi ove klase generalno imaju osobinu
da u svojim formulacijama sadrZe parametar ubrzanja kao multiplikativni faktor vrednosti
iterativnog koraka. Odredivanje ovog parametara, kako je moglo da se primeti iz predstavljenih
analiza, uglavnom je bazirano na Tejlorovom razvoju drugog reda i adekvatnoj aproksimaciji
inverza Hesijana. Neki od nacina definisanja ovog znaCajnog faktora opisani su u Poglavljima
34,354.243144.

U originalnim radovima ove disertacije, predstavljen ubrzani dvosmerni ADD metod dopri-
neo je smanjenju broja iteracije. Ubrzani dvokoracni ADSS model upospesio je sve tri anal-
izirane karakteristike jednog gradijentnog metoda: broj iteracija, CPU vreme i broj odredivanja
vrednosti objektne funkcije. Izuzetni pomak u performansama ADSS iteracije bio je moti-
vacija za dalje proucavanje ovog dvokoracnog algoritma. Postavljanjem dodatnog uslova koji
povezuje dva iterativna koraka iz ADSS Seme, ubrzani dvokoracni ADSS metod je transformisan
u jednokoracni i oznaCen sa TADSS. TADSS iteracija takode pripada klasi ubrzanih
gradijentnih metoda. TADSS algoritam je odrZao i blago poboljSao ve¢ dobra svojstva svog
dvokora¢nog originala, ADSS metoda. Sa druge strane je u mnogome nadmasio po pitanju
svih pracenih karakteristika, primarno jednokora¢ni SM metod koji sam pripada klasi ubrzanih

gradijentnih metoda.

Rezultati svih dosadaSnjih proucavanja dvosmernih a posebno dvokoracnih algoritama
opravdala su svoju svrhu i nasla primenu i kod metoda sa jednim smerom trazenja i jednim
iterativnim korakom. Pri tome su se otvorile moguc¢nosti za poboljSanje karakteristika

postojecih jednosmernih i jednokoracnih algoritama a na temeljima novodefinisanih dvoko-
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racnih iteracija.
Zbog znacajnih dostignuca primenom koncepta dvosmernih i dvokora¢nih metoda otvaraju
se nove mogucnosti i ideje za dalje izuCavanje slicnih modela. Uz alteranativno zadrzavanje

ubrzanog svojstva moguce je detektovati klasu dvosmernih i dvokora¢nih metoda opSte formu-
lacije

X1 — Xk = BBl di — ou[nex, (4.111)

Parametri iz prethodne relacije dati u uglastim zagradama, 6y 1 9 predstavljaju opcione variable
ubrzanja. Imajuéi u vidu prethodnu relaciju zaklju¢ujemo da ukoliko u izrazu (4.111) postavimo
6,=1,0= oc,f dobijamo ADD metod. Za d;, = —g; 1 6, = 1 relacija (4.111) predstavlja ADSS
iteraciju. Ukoliko pri tom u (4.111) postavimo dodatan uslov nad vrednostima iterativnih koraka

0y 1 PBr, oy + B = 1 dobijamo TADSS iterativnu gardijentnu Semu.

Jasno je da ima dosta prostora i razloga za dalja proucavanja dvosmernih i/ili dvokoracnih
modela opSteg oblika 4.111. Ostvareni rezultati predstavljaju dobru motivaciju i povod za nova

istraZivanja u vezi ove teme.
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Mpwunor 1.

HN3JABA O AYTOPCTBY

W3jaBibyjeM aa je JOKTOpCKa JUcepTalyja, o1 HacJI0BOM

JBOCMEPHW N IBOKOPAYHW YEP3AH METOOM 3A BE3YCJIOBHY ONTUMN3ALINJIY

pe3yiITaT CONCTBEHOT HCTPAXKUBAYKOT Paja,

Jla peIoKeHa JUcepTainja, HA y 1EJINHHA, HU y JeJIOBUMA, HHUje OMa Mpeio’keHa 3a
nobujakbe  OWIO  KOje  JUIUIOME, TMpeMa CTYAMjCKUM TporpamMuMa  JIPYTHX
BHCOKOIITKOJICKHX YCTaHOBA,

Ja Cy pe3yJITaTu KOPCKTHO HABECACHU U

Jla HUCaM KpIIIHO/J1a ayTOpCKa MpaBa, HUTH 3JI0yNOTPeOH0/1a MHTENEKTYaIHy CBOJUHY
JAPYIUX JIALA.

Y Humy, _

AyTop mucepTaimje:
Munena [letpoBuh

[MoTnuc nokTopana:




Mpwunor 2.

N3JABA O UICTOBETHOCTU IITAMITAHE U EJIEKTPOHCKE BEP3UJE
JOKTOPCKE NUCEPTAILIMJE

Nme u npesume ayropa: Musiena [letposuh

Crynujcku mporpam: MaTeMaTHKa

Hacnos pana: OBOCMEPHW N IBOKOPAYHN YEP3AHW METOW 3A BE3YCIOBHY ONTUMN3ALNJY

Mentop: pea.nipod. [Ipeapar Cranumuposuh

UzjaBpyjem gna je mtaMmaHa Bep3dja MoOje€ JIOKTOPCKE JUCEpTallMjeé HCTOBETHA
€JIEKTPOHCKO] BEp3WjU, KOJy caM Tpeaao/Ja 3a YyHoOIewme Yy JWrutanmHu peno3uTopujym
YuuBep3urera y Hury.

Jlo3BosbaBaM faa ce o0jaBe MOjU JIMYHM IOJAIM, KOJjU Cy y Be3M ca J00HjameM
aKaJeMCKOI' 3Bama JIOKTOpa Hayka, Kao IITO Cy UME WU Ipe3uMe, TOJMHa U MEecTO pohema u
naTyMm ojbOpaHe pama, M TO Yy Katajory buOmmorteke, JlUrutaiHOM peno3uTOpHjyMy
VYuusepsureta y Humry, kao u y nyonukanujama YHuBepsurera y Humry.

Y Humy, _

AyTop mucepTaimje:
Munena [letpoBuh

[Tornuc nokTopana:




Mpwunor 5.
N3JABA O KOPUIThHEBY

Omnamhyjem VYnuBep3utercky Oubmmoreky ,Huxoma Tecna® ma, y [dururannu
peno3uTopujyM YHuBep3uTeTa y Huiry, yHece Mojy TOKTOPCKY AUCEPTAI]y, TI0I HACJIOBOM:

ANBOCMEPHW 1 IBOKOPAYHU YEP3AH METOOWN 3A BE3YCNOBHY ONTUMN3ALINJY

KOja je MOje ayTOPCKO JIEIO.

Jlucepranujy ca CBUM MPWIO3MMa TIpenao/lia caM Yy eIeKTPOHCKOM (opmary,
MOTOIHOM 32 TPAjHO apXHBHUPAE.

Mojy IOKTOpCKY AHMCepTanujy, yHETY y JIMTHTalHU Perno3uTopujyM Y HUBEP3HUTETA Y
Humry, MOry KOPUCTHUTH CBH KOjU TOIITYjy OJApende caapikaHe y oJa0paHOM THUITY JIMICHIIC
Kpeatusne 3ajequune (Creative Commons), 3a KOjy caM ce OJTy4Ho/Ja.

. AyTopcTBO

. AyTOpCTBO — HEKOMEPIIH]AJTHO

. AyTOpCTBO — HEKOMEPIIUjATHO — Oe3 mpepaje

. AyTOpCTBO — HEKOMEPIIUJATHO — JICJIUTH MO/ UCTUM YCIIOBHMA

. AytopcTBo — 0€3 mpepaje

. AyTOpCTBO — JETHTH MO HCTHUM yCIOBUMA

(Monumo /1a oIBy4YeTe caMo jeIHY OJ] IIeCT MOHY)eHUX JIMIICHIN; KPAaTaK OIMHUC JIUICHIN je Y
HaCTaBKY TEKCTA).

auhwWNE

vy
Humy,

AyTop mucepTaimje:
Munena [letpoBuh

[Tornuc nokTopanna:




TUITOBU JIULIEHLIN

1. AyropctBo. Jl03BoJbaBaTe yMHOXaBawbe, JUCTPUOYIIN]Y U jaBHO CaOIIIITaBambEe JIena,
U Ipepajie, ako ce HaBeJe MME ayTopa, Ha HauMH ojapeheH ox ayTopa wiM JaBaola JIMIEHIIE,
yak M y komepuujaaHe cspxe. OBo je Hajciaoboxnuja o cBux juueHuu (CC BY 3.0).

2. AytopcTBO — HeKoMepIHjaHo. J[03BoJbaBaTe yMHOKaBame, TUCTPUOYIH]Y U jJaBHO
CaoNIITaBame JIeNa, U Ipepaje, ako ce HaBeJle MMe ayTopa, Ha HauMH onpeheH of ayropa HIU
naBaoria nuieHie. OBa JMIeHIIa HE J03BOJbaBa KoMmeprujanHy ymnotpedy aena (CC BY- NC
3.0).

3. AyrtopcTtBO — HekomepuujaiHo — 0e3 mpepane. J[lo3BosbaBare yMHOXKaBame,
IUCTpUOYLIM]Y M jaBHO CaOMINTaBame Jeiia, 0e3 NMpoMeHa, IpeoOsMKoBama HIM yIoTpede
Balller Jieja y JeluMa Jpyrux ayTopa, ako ce HaBele MMe ayTopa, Ha HauuH ojpeheH on
ayTopa WM JaBaolia juueHie. OBa JMIEHIa He J103B0JbaBa KOMEpIHjaIHy ynoTpely nena. Y
OJJHOCY Ha CB€ OCTaje JHMIIEHIIE, OBOM JIMIICHIIOM C€ OrpaHM4aBa HajBehu oOum mpaBa
kopumthemwa nena (CC BY-NC-ND 3.0).

4. AyTOpCTBO — HEKOMEPLHjaJHO — JEJUTH IOJ HCTUM YcioBMMa. Jlo3BoJbaBaTe
YMHOXKaBame, TUCTpUOYLMjy W jaBHO CaoNILTaBame Jejla, U Mpepaje, ako Cce HaBele HMe
ayTopa, Ha HauumH ojpeheH oa ayropa WIM JaBaolla JIMIEHLIE, M akKko ce Ipepaja
AMCTpuOyupa 1Mo UCTOM WM CIIMYHOM JHueHIoM. OBa JHMIIEHIa He JI03BOJbaBa KOMEpLHUjalIHy
ynotpeOy aena u npepane (CC BY-NC-SA 3.0).

5. AyropctBo — 0e3 mpepazne. Jl03BojbaBaTe yMHOXKaBame, AUCTPUOYLH]y U jaBHO
CaoNIITaBame Jena, 0e3 NMpoMeHa, MpeoONMKOoBamba WM YHOTpebe Bamer jaena y aeinuma
ApYrHuX ayTopa, ako ce HaBeJe MMe ayTopa, Ha HauyuH ojpeheH o] ayTopa WIM JaBaola
murenie. OBa HIIeHIa 103B0JbaBa koMepuujanHy ynorpedy nemna (CC BY-ND 3.0).

6. AyTOpPCTBO — JEJUTH TMOJ HCTUM YycioBuMa. Jlo3BoJbaBaTe yMHOXKABame,
TUCTpUOYIM]y W jaBHO CaoMINTaBame JeNia, W Tpepajae, ako Ce€ HaBele HME ayTopa, Ha
HauuH onpeheH ox ayropa WiIM JaBaolia JIMIICHIIE, U aKO c€ Tpepaaa AUCTpUOyHpa Ioj
UCTOM WM CIMYHOM JinneHnoM. OBa JIMIIEHIIA JO3BOJbaBa KOMEPIHMjalIHy ymoTpely jaena u
npepana. CrnuyHa je coTBepCKUM JHIEHIIaMa, OJHOCHO JHIleHIlama oTBopeHor koma (CC
BY-SA 3.0).



