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Glava 1

Uvod

Ova disertacija predstavlja sistematican pregled rezultata nauc¢no-istra-
zivackog rada do kojih je autor doSao tokom svojih doktorskih studija na
Katedri za automatsko upravljanje Fakulteta tehnickih nauka u Novom Sadu.
Istrazivanje i disertacija radeni su pod vodstvom dvojice mentora: Milana
Rapaicéa iz Novog Sada i Rasida Maltija iz Bordoa. Svi prikazani rezultati ti¢u
se analize stabilnosti sistema opisanih iracionalnim funkcijama prenosa. Neki
od ovih rezultata su u skra¢enom obliku veé¢ publikovani u medunarodnom
Casopisu [1] i prikazani na medunarodnim konferencijama [2—-4], drugi su
jos uvek u postupku recenzije [5, 6|, dok deo rezultata nikada ranije nije
publikovan i po prvi put je prikazan u okviru ove disertacije.

Mati¢ne institucije obojice mentora mogu se pohvaliti razvijenim grupa-
ma koje se duZi niz godina bave frakcionim sistemima, i uop$teno sistemima
koji su opisani iracionalnim funkcijama prenosa. Iz mnostva radova poteklih
sa Fakulteta tehnickih nauka, u nastavku izdvajamo one koje smatramo naj-
reprezentativnijim. Iako su postojali raniji radovi koji su se bavili upravlja-
njem sistemima sa beskona¢no stepeni slobode [7-9], ipak moZzemo reéi da je
novosadsku Skolu frakcionog ra¢una i sistema opisanih iracionalnim funkcija-
ma prenosa osnovao akademik Teodor Atanackovi¢ [10-20]. Unutar Katedre
za automatsko upravljanje (tacnije Odseka za automatiku, geomatiku i upra-
vljanje sistemima) ova oblast je dalje razvijana kroz niz doktorata [21-24]
i nau¢nih radova u oblastima upravljanja sistemima sa beskona¢no stepeni
slobode [25-27], analize frakcionih modela i modela sa distribuiranim para-
metrima [19, 20, 28, 29|, frakcionih regulatora [30-36], i identifikacije i esti-
macije parametara modela opisanih iracionalnim funkcijama prenosa [37-41].
Navedene oblasti uspe$no se neguju u saradnji sa mnogobrojnim kolegama
iz zemlje 1 inostranstva [32,42-47]|.

Mentor Rasid Malti je ¢lan istrazivacke grupe CRONE (Commande Ro-
buste d’Ordre Non Entier) iz Bordoa, koja je verovatno najstarija i jedna od
najuticajnijih grupa iz oblasti frakcionog ra¢una na svetu. Plodni doprinos
CRONE grupe ogleda se u mnostvu doktorskih disertacija [48-55] i obja-
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vljenih radova iz ove oblasti [46,56—-79], sa posebnim akcentom na frakcione
regulatore [68,80-88]. Navedeni radovi predstavljaju samo jedan deo bogate
literature Univerziteta u Bordou na temu frakcionih sistema.

Imajuéi u vidu dosadasnji rad Fakulteta tehni¢kih nauka (Univerziteta u
Novom Sadu) i CRONE grupe (Univerziteta u Bordou), ova disertacija pred-
stavlja prirodan nastavak rada mentora i njihovih grupa u oblasti sistema
koji su opisani iracionalnim funkcijama prenosa.

Rad je formalno podeljen u 8 poglavlja. U poglavlju 2 dajemo pregled
razli¢itih definicija stabilnosti linearnih sistema, poput Ljapunovljeve, asimp-
totske, eksponencijalne, BIBO, £, i H, stabilnosti. Razmatranje zapocinje-
mo od modela u prostoru stanja, posle ¢ega prelazimo na sisteme modelovane
funkcijama prenosa. U slucaju racionalnih funkcija prenosa, razmatrane de-
finicije stabilnosti mahom su ekvivalentne. Medutim, u slucaju iracionalnih
funkcija prenosa, definicije se razlikuju.

Nastavak poglavlja posveéen je pregledu literature koja se bavi analizom
stabilnosti sistema opisanih iracionalnim funkcijama prenosa. Posebna pa-
Znja posveéena je prakti¢no znacajnim klasama takvih sistema: sistemima
sa vremenskim ka$njenjem, frakcionim sistemima, kao i sistemima sa distri-
buiranim parametrima.

U poglavlju 3 dajemo postavku problema koji se razmatra u okviru diser-
tacije. Stabilnost racionalnih funkcija prenosa svodi se na analizu stabilnosti
karakteristi¢cnog polinoma sistema. Medutim, pokazaé¢emo da je u slucaju
iracionalnih funkcija prenosa pojam karakteristi¢nog polinoma neodgovara-
jué. Ovaj problem prevazilazimo uvodenjem pojma karakteristicne funkcije
sistema, koja predstavlja direktno uopstenje karakteristiénog polinoma.

U nastavku poglavlja izlazemo samu postavku problema. U okviru diser-
tacije razmatramo funkcije prenosa parametrizovane kona¢nim brojem real-
nih parametara. Cilj izloZenih postupaka je pronalazak segmenata krive i/ili
oblasti u prostoru parametara, u okviru kojih je broj ,nestabilnih” polova
sistema invarijantan. U tu svrhu uvodimo pojmove maksimalnog segmenta i
maksimalne oblasti invarijantne stabilnosti.

Da bi predlozeni postupci bili primenjivi, neophodno je da funkcija pre-
nosa sistema ispunjava skup pretpostavki. Ostatak poglavlja 3 posveéen je
formulaciji i razmatranju ovih pretpostavki.

Glavni rezultati disertacije mogu se podeliti u dve grupe. Prva grupa
obuhvata metode za analizu stabilnosti duz krive u prostoru parametara,
dok druga grupa obuhvata metode za analizu stabilnosti unutar oblasti u
prostoru parametara. Poglavlje 4 posveéeno je analizi stabilnosti duz krive.
Pocetak poglavlja uvodi definiciju krive, ¢ime se broj parametara funkcije
prenosa svodi na samo jedan parametar.

Prvi izloZzeni metod pronalazi segment krive u prostoru parametara, ta-
kav da je broj nestabilnih polova sistema invarijantan za sve parametarske
tacke koje pripadaju pronadenom segmentu. Ovaj metod je konzervativan,



jer je dobijeni segment ,nemaksimalan”. U nastavku poglavlja opisan je drugi
metod, koji pronalazi maksimalan takav segment krive. Drugi metod oslanja
se na iterativnu primenu prvog, a centralni rezultat poglavlja predstavlja do-
kaz da takva iterativna primena zaista konvergira ka maksimalnom trazenom
segmentu krive.

U nastavku poglavlja izloZena je racunarska implementacija metoda, koja
uvodi nekoliko poteskoéa u odnosu na njihovu matematicku reprezentaciju.
Ove poteskoée detaljno su razmatrane, kao i nacini na koje ih je moguce
prevazi¢i. Oba metoda ilustrovana su primerom.

Poglavlje 5 posvecéeno je analizi stabilnosti unutar oblasti u prostoru pa-
rametara. Sli¢no kao u prethodnom poglavlju, prvo izlazemo metod koji pro-
nalazi konzervativnu oblast takvu da je broj nestabilnih polova sistema in-
varijantan za sve parametarske tacke unutar oblasti. Potom izlazemo metod
koji pronalazi maksimalnu takvu oblast, bez obzira na njen oblik. Nekonzer-
vativni metod zasniva se na iterativnoj primeni konzervativnog, a dokaz da
takva primena konvergira ka trazenoj oblasti predstavlja centralni rezultat
ovog poglavlja.

U nastavku poglavlja 5 opisana je rac¢unarska implementacija metoda.
U slucaju metoda za analizu stabilnosti unutar oblasti, slozenost algoritma
zavisi od broja parametara funkcije prenosa, $to predstavlja motivaciju za
Sto efikasnijom implementacijom algoritma. U tu svrhu, u poglavlju opisu-
jemo i ,paralelnu” implementaciju metoda, koja je pogodna za istovremeno
izvrSavanje na viSe procesorskih jedinica. Paralelna varijanta metoda ne po-
seduje nikakve nedostatke u odnosu na sekvencijalnu, osim nesto slozenije
implementacije.

U poglavlju 6 opisana su neka proSirenja postojeé¢ih metoda. Prosirenja
uklju¢uju ublazavanje pojedinih pretpostavki iz poglavlja 3, kao i efikasniju
primenu metoda na specifi¢ne klase sistema.

Iracionalne funkcije prenosa koriste se za modelovanje raznovrsnih klasa
sistema. U poglavlju 7 ilustrujemo primenu metoda na mnostvo primera koji
obuhvataju razlic¢ite klase sistema, ukljucujuéi i upravljacke sisteme. Primeri
ilustruju primenu obe grupe metoda - za analizu stabilnosti duz krive i za
analizu stabilnosti unutar oblasti.

U poglavlju 8 dajemo zaklju¢na razmatranja, dok su u Dodatku izdvojene
poznate teoreme i definicije, kako bi osnovni tekst disertacije bio ¢itljiviji.






Glava 2

Pregled stanja u oblasti sa
pregledom literature

Stabilnost je fundamentalna osobina dinamickih sistema koja nalazi pri-
menu u raznorodnim oblastima poput inZenjerstva, fizike, ekonomije, farma-
cije i biologije. Okvirno govoreci, dinamicki sistem je stabilan ukoliko se posle
unutrasnjih ili spoljasnjih poremecaja vra¢a u ravnotezno stanje. Analizom
stabilnosti sistema, kao i faktora koji uti¢u na stabilnost, moguce je doneti
vredne zakljucke o samom sistemu. Na primer, analizom stabilnosti moguce
je utvrditi da li odabrani parametri upravljackog algoritma rezultuju Zelje-
nim ponaSanjem, ili pronaé¢i maksimalnu dozvoljenu vrednost vremenskog
kasnjenja unutar upravljackog sistema.

U ovom poglavlju dajemo uvod u stabilnost dinamickih sistema. U odelj-
ku 2.1 dajemo pregled razli¢itih definicija stabilnosti. Potom, u odeljku 2.2
dajemo pregled postojeé¢ih metoda za analizu stabilnosti razli¢itih klasa di-
namickih sistema. U odeljku 2.3 izlaZemo doprinos disertacije u odnosu na
metode analize stabilnosti sistema dostupne u literaturi.

2.1 Pojam stabilnosti

Iako je osnovna ideja stabilnosti sistema univerzalna, postoji mnostvo
razli¢itih definicija stabilnosti. Definicije se najpre razlikuju po tipu sistema
na koji su primenjive; na primer, razli¢ite definicije stabilnosti moZemo pri-
meniti na linearne i nelinearne sisteme, na sisteme sa i bez ulaza, na sisteme
modelovane u vremenskom i sisteme modelovane u kompleksnom domenu.
Potom, definicije stabilnosti se razlikuju po samim osobinama koje sistem
mora da poseduje kako bi se smatrao stabilnim; na primer, asimptotska sta-
bilnost zahteva da se sistem posle poremecaja vraca u ravnotezno stanje,
dok eksponencijalna stabilnost zahteva da se sistem u takvo stanje vraca
,dovoljno brzo”.

U ovom odeljku ¢emo razmotriti razlicite definicije stabilnosti, kao i klase
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sistema na koje su te definicije primenjive. U odeljku 2.1.1 poceé¢emo od
stabilnosti u smislu Ljapunova, dok u odeljku 2.1.2 razmatramo razlicite
definicije ulazno-izlazne stabilnosti.

2.1.1 Stabilnost u smislu Ljapunova

Ljapunovljeva stabilnost je jedna od najstarijih definicija stabilnosti di-
namickih sistema, predlozena krajem 19. veka [89]. U standardnom obliku,
definicija se primenjuje na nelinearne sisteme bez ulaza, opisane modelom

o(t) = f(x(t)), (2.1)

gde x predstavlja stanje sistema, dok f opisuje njegovu dinamiku.

Sa druge strane, u okviru disertacije se bavimo linearnim sistemima sa
ulazima i izlazima. U vremenskom domenu, ovakve sisteme moZemo opisati
modelom u prostoru stanja

z = Ax + Bu

2.2

y = Ca (2.2)

gde x predstavlja vektor unutra$njih stanja sistema, u predstavlja vektor

ulaza a y vektor izlaza sistema, dok su A, B i C' matrice konacnog reda koje
odreduju dinamiku sistema.

Napomena 1. U opstem sluc¢aju, matrice A, B i C' mogu zavisiti od neza-
visne vremenske promenljive ¢t. Medutim, u okviru disertacije ograni¢avamo
se na sisteme u kojima su ove matrice nezavisne od t. Takvi sistemi, ¢ije
karakteristike se ne menjaju tokom vremena, nazivaju se vremenski invari-
jantnim ili stacionarnim sistemima. O

Shodno tome, Ljapunovljevu stabilnost ¢emo razmatrati u kontekstu si-
stema 2.2. Medutim, posto Ljapunovljeva stabilnost ne uzima u obzir ulaz
sistema, kao ni njegov izlaz, razmatranja u ovom odeljku zapoc¢eéemo anali-
zom pojednostavljenog sistema

i = Az (2.3)

Mirne radne tacke

Stabilnost u smislu Ljapunova vezuje se za njegova ravnotezna stanja,
predstavljena tackama u prostoru stanja u kojima se stanje sistema ne menja
tokom vremena. Takve tacke se zovu ,mirne radne tacke”, i definisane su na
sledeé¢i nacin.

Definicija 1. Tacka x* je mirna radna tacka sistema (2.3) ako i samo ako
vazi Az* = 0. O
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Ukoliko je sistem nelinearan, on moZe posedovati vise mirnih radnih ta-
caka. U tom slucaju, moguce je diskutovati o stabilnosti svake pojedina¢ne
mirne radne tacke u smislu Ljapunova. U slu¢aju linearnih sistema, situacija
je nesto jednostavnija, poSto postoji tacno jedna mirna radna tacka z* = 0,
uz pretpostavku da det (A) # 0. Kada se ispituje stabilnost linearnog sistema
u smislu Ljapunova, misli se na ispitivanje stabilnosti njegove jedine mirne
radne tacke. Sa druge strane, ukoliko vazi det (4) = 0, situacija je nesto
sloZenija jer onda sistem (2.3) poseduje beskonatno mnogo mirnih radnih
tacaka.

Definicije stabilnosti

Imajuéi u vidu model (2.3) i definiciju mirne radne tacke, mozemo dati
tri usko povezane definicije vezane za stabilnost sistema u smislu Ljapunova,
odnosno stabilnost njegove jedine mirne radne tacke z* = 0.

Definicija 2. Neka je dat sistem (2.3) i neka je det (A) # 0. Sistem je
stabilan u smislu Ljapunova ukoliko za svako ¢ > 0 postoji d(¢) > 0 tako da

lz(0)]] <d = Jz(@)] <e, VEt>0. (2.4)
U
Definicija 3. Neka je dat sistem (2.3) i neka je det (A) # 0. Sistem je

asimptotski stabilan ukoliko je stabilan u smislu Ljapunova i ukoliko postoji
0 > 0 za koje vazi

lz(0)| <& = lim x(t) = 0. (2.5)

t—o00

O]

Definicija 4. Neka je dat sistem (2.3) i neka je det (A) # 0. Sistem je
eksponencijalno stabilan ukoliko je asimptotski stabilan i ukoliko postoje
6>0,a>01p >0 zakoje vazi

lz0)l <6 = z@®)ll < alz(0)] e, vt > 0. (2.6)
O

Definicija 2 je najblaza; Ljapunovljeva stabilnost zahteva da stanje si-
stema ostane ,,dovoljno blizu” mirne radne tacke ukoliko je njegovo pocetno
stanje ,dovoljno blizu” iste te tacke. Asimptotska stabilnost je nesto stro-
Zija, jer zahteva da se stanje sistema vrati u mirnu radnu tacku ukoliko je
pocetno stanje sistema , dovoljno blizu” mirne radne tacke. Eksponencijalna
stabilnost je najstrozija, jer zahteva da se sistem u ravnotezno stanje vrati
eksponencijalno brzo.

U slu¢aju nelinearnih sistema, stabilnost u prethodno navedena tri smi-
sla nije jednostavno ispitati. Medutim, u slucaju linearnih sistema, postoje
poznati rezultati za utvrdivanje sve tri vrste stabilnosti:
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Teorema 1. Neka je dat sistem (2.3) i neka je det (A) # 0. Sistem je
stabilan u smislu Ljapunova ako © samo ako sve svojstvene vrednosti matrice
A imaju realni deo mangi ili jednak nuli i ukoliko su sve svojstvene vrednosti
sa nultim realnim delom jednostruke [90, 91].

Teorema 2. Neka je dat sistem (2.3) i neka je det (A) # 0. Sistem je stabi-
lan u asimptotskom i eksponencijalnom smislu ako i samo ako sve svojstvene
vrednosti matrice A imagu negativan realni deo [90, 91].

Uvidamo da su definicije asimptotske i eksponencijalne stabilnosti ekviva-
lentne u slucaju linearnih sistema kona¢ne dimenzije. Takode napominjemo
da se u teoriji analize sistema Cesto koristi i termin ,grani¢ne stabilnosti”.
U slucaju sistema (2.3), sistem je grani¢no stabilan ukoliko je stabilan u
smislu Ljapunova, ali nije stabilan u asimptotskom i eksponencijalnom smi-
slu [91,92].

Stabilnost u odnosu na ulazni signal

Prosirivanje Ljapunovljeve stabilnosti na sisteme sa ulazom je izazovno.
U tom slucaju, nije dovoljno diskutovati o ponasanju sistema u zavisnosti od
njegovog pocetnog stanja, veé¢ i u zavisnosti od ulaznog signala. U opStem
slu¢aju nelinearnih sistema, u ovu svrhu se definise ISS stabilnost (Input-
to-State Stability) koja ispituje amplitudu stanja sistema u zavisnosti od
amplitude ulaznog signala, a ¢ije razmatranje je izvan opsega ove disertacije.

Medutim, vredno je napomenuti da u slu¢aju linearnih sistema konacne
dimenzije postoji jaka veza izmedu eksponencijalne i ISS stabilnosti. Naime,
stanje x(t) sistema (2.2) u zavisnosti od pocetnog stanja x(0) i ulaza u(t)
odredeno je kao

z(t) = et (0) + /Ot A7) Bu(r)dr, (2.7)

gde ¢lan e4*z(0) odreduje odziv na pocetno stanje (sopstveni odziv sistema),
dok ¢lan pod integralom odreduje odziv na ulazni signal (prinudni odziv
sistema). Dakle, u slucaju sistema (2.2) moguce je zasebno diskutovati o
stabilnosti sistema u odnosu na njegova pocetna stanja, i o stabilnosti sistema
u odnosu na ulazni signal.

Analizom prinudnog odziva sistema, moguce je pokazati da je prinudni
odziv eksponencijalno stabilnog sistema ogranic¢en ukoliko je ulazni signal
sistema ogranicen. StaviSe, u tom sluc¢aju je amplituda odziva sistema pro-
porcijalna amplitudi ulaznog signala [90,91].

Ovime zakljuéujemo razmatranja vezana za Ljapunovljevu stabilnost. U
slede¢em odeljku prelazimo na definicije stabilnosti koje ispituju odnos ula-
znog i izlaznog signala sistema.
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u(t) y(t)

— > IO sistem ——

Slika 2.1: Sistem sa ulazom i izlazom

2.1.2 Ulazno-izlazna stabilnost

Sistemi sa ulazima i izlazima (IO Sistemi) u opStem slucaju predstavljaju
mapiranje ulaznog signala u(t) na izlazni signal y(t), kao Sto je prikazano
na slici 2.1. Ovakvi modeli se koriste za opisivanje dinamickih sistema iz
raznih oblasti poput fizike, inZenjerstva, biologije i ekonomije. Iako 10 sistem
ne mora sadrzati unutrasnja stanja, u praksi ¢esto koristimo modele koji
imaju unutrasnja stanja. U tom slucaju odziv sistema y(t) ne zavisi samo
od ulaznog signala u(t), ve¢ i od datih po¢etnih vrednosti unutrasnjih stanja
sistema.

Sistemi sa ulazima i izlazima mogu se modelovati na razli¢ite nacine.
U okviru disertacije, bavimo se sistemima modelovanim funkcijama preno-
sa definisanim u frekvencijskom (Laplasovom) domenu. Takvi modeli imaju
oblik
Y(s)
U(s)’
gde Y(s) = L{y(t)} 1 U(s) = L{u(t)} predstavljaju kompleksne likove (La-
plasovu transformaciju, vidi Dodatak) ulaznog i izlaznog signala. Funkcija
prenosa moze se definisati samo u slucaju da je sistem linearan. Za dati
ulazni signal u() i funkciju prenosa G(s), izlazni signal odreden je kao

y(t) = L7H{Y (s)} = L7HG(s) L {ult)}} (2.9)

gde operator £7! predstavlja inverznu Laplasovu transformaciju (vidi Do-
datak).

G(s) = (2.8)

Napomena 2. Radi jednostavnosti, u okviru disertacije razmatramo siste-
me sa jednim ulazom i jednim izlazom. Sva razmatranja mogu se trivijalno
progiriti na sisteme sa vise ulaza i/ili izlaza. O

Iracionalne funkcije prenosa

Sistem (2.2) moZe se opisati funkcijom prenosa u kompleksnom domenu,
odredenom kao
G(s)=C(sI — A)7'B. (2.10)

U tom slucaju, funkcija prenosa sistema je racionalna. Medutim, u okvi-
ru disertacije se bavimo funkcijama prenosa koje ne moraju biti racionalne.
Drugim re¢ima, funkcija prenosa G(s) ne mora imati oblik koli¢nika dva
polinoma, ve¢ moZe biti proizvoljnog oblika. Na primer, G(s) moze sadrzati
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¢lanove poput e~ *, sinh (s) ili sV2. Stavise, ispitivanje sistema opisanih iracio-
nalnim funkcijama prenosa predstavlja centralnu tacku doktorske disertacije.
Dok racionalne funkcije prenosa opisuju sisteme kona¢nog reda, iracionalne
funkcije prenosa opisuju sisteme beskona¢nog reda. Ovakvi sistemi ne mogu
se opisati modelom oblika (2.2).

Primer. Posmatrajmo sistem opisan funkcijom prenosa
Gls) = ——. (2.11)
s+ e 57
Ovaj sistem moguce je opisati u vremenskom domenu modelom
T =—z(t—7)+ u(t)

Yy=x,

(2.12)

ali ga nije moguce opisati modelom oblika (2.2). O

Ostatak odeljka posveéen je razli¢itim definicijama ulazno-izlazne stabil-
nosti. Zajednicka crta svim razli¢itim definicijama ulazno-izlazne stabilnosti
je da se vezuju za odnos ulaznog i izlaznog signala sistema, i da za ,,dovoljno
lep” ulazni signal zahtevaju ,dovoljno lep” izlazni signal.

BIBO stabilnost

Medu najpoznatijim definicijama ulazno-izlazne stabilnosti je BIBO (Bo-
unded-Input, Bounded-Output) stabilnost.

Definicija 5. Sistem je BIBO stabilan ako i samo ako za svako u, takvo
da je |u(t)] < U < 00,Vt > 0, postoji Y < oo, takvo da je |y(t)| < Y,Vt > 0.
Drugim refima, sistem je BIBO stabilan ako na svaki konacan ulaz daje
konacan izlaz. O

BIBO stabilnost se definiSe u odnosu na prinudni odziv sistema, dok
sopstveni odziv ne igra nikakvu ulogu u definiciji. Usled toga, BIBO stabil-
nost ne uzima u obzir pocetne uslove sistema. Sistem je BIBO stabilan ako
i samo ako je impulsni odziv sistema apsolutno integrabilan. Takode, tre-
ba napomenuti da ,grani¢no stabilni” sistemi (sistemi ¢ija funkcija prenosa
ima jednostruke polove na imaginarnoj osi) nisu BIBO stabilni. Na primer,
sistem .

T=u

y=z

(2.13)

ima funkciju prenosa G(s) = % i nije BIBO stabilan, sto je lako uvideti
odabirom u(t) = ¢, ¢ > 0.

BIBO stabilnost nije uvek prakti¢no ispitati, pogotovo u sluc¢aju iraci-
onalnih funkcija prenosa. Naime, funkcija prenosa sistema konac¢nog reda
(2.2), odredena kao (2.10), je racionalna, te je njenu stabilnost u BIBO smi-
slu moguce ispitati jednostavnom analizom poloZzaja polova. Sa druge strane,
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sistemi beskonac¢nog reda poseduju iracionalne funkcije prenosa, za koje nije
jednostavno utvrditi stabilnost u BIBO smislu. Primera radi, takve funkcije
prenosa mogu posedovati beskonacan broj polova, a u izvesnim slu¢ajevima
nije moguée garantovati stabilnost ¢ak ni ukoliko znamo da se svi polovi
nalaze sa leve strane imaginarne ose.

L, stabilnost

Radi uvodenja £, stabilnosti, prvo definiSemo £, normu funkcije f. For-
malno razmatramo dva razli¢ita slu¢aja: kada je p € [1,00) i kada je p = co.

Definicija 6. Za funkciju f(t), ¢ > 0, norma HfHﬁp za neko p € [1,00)

definisana je kao
1
o0 P
11, = ([ Israr)” (214)

O
Definicija 7. Za funkciju f(t), t > 0, norma || f||,_ definisana je kao
1fllz.. = suplf (). (2.15)
>0
O

Stabilnost u £,, smislu definiSe se kao odnos £, normi ulaznog i izlaznog
signala, kao $to je prikazano u narednoj definiciji.

Definicija 8. Sistem (2.8) je £, stabilan za 1 < p < oo ako i samo ako
postoji v > 0 tako da za svako u vazi

lyllz, <~ lull, (2.16)
OJ

Stabilnost u £, smislu se ¢esto definiSe i u nesto Sirem smislu

lyll, < v llull, + 8, (2.17)

gde B dozvoljava nenulti izlaz za nulti ulaz [90]. U slu¢aju linearnih siste-
ma, ¢lan B nije potreban. Posto u okviru disertacije posmatramo iskljucivo
linearne sisteme, £, stabilnost ¢emo razumeti u smislu Definicije 8.

Takode je zanimljivo primetiti da £, stabilnost predstavlja direktno uop-
Stenje BIBO stabilnosti. Naime, BIBO stabilnost je ekvivalentna L., stabil-
nosti. Rigorozniji tretman £, stabilnosti moze se pronaci u [90].

H,, stabilnost

Stabilnost u H), smislu specificna je za sisteme opisane funkcijama pre-
nosa jer se, za razliku od £, i BIBO stabilnosti, direktno definise u komplek-
snom domenu. Slicno kao prilikom definisanja £, norme, razmatramo dva
razlic¢ita slucaja za p € [1,00) i za p = oo.
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Definicija 9. Sistem (2.8) je H) stabilan za 1 < p < co ako i samo ako je
funkcija prenosa G(s) holomorfna nad C* i

sup (/OO Gz +jy>v’dy>‘l’ < . (2.18)

x>0 —00

O

Definicija 10. Sistem (2.8) je Hy stabilan ako i samo ako je G(s) holo-
morfna nad C7 i

sup |G(s)| < o0. (2.19)
Je(s)>0

O

Eksponencijalna stabilnost

U literaturi se Cesto susreée pojam stabilnosti u eksponencijalnom smi-
slu, koja se u opStem slucaju moZe primenjivati i na linearne i na nelinearne
sisteme. Stavise, eksponencijalna stabilnost odredena je Definicijom 4. Me-
dutim, u ovom odeljku da¢emo novu definiciju eksponencijalne stabilnosti,
odredenu pomoc¢u impulsnog odziva sistema. U slucaju linearnih sistema,
obe definicije su ekvivalentne.

Da bismo formulisali eksponencijalnu stabilnost, prvo definiSemo a-ekspo-
nencijalnu stabilnost.

Definicija 11. Sistem (2.8) je a-eksponencijalno stabilan za dato a > 0
ako i samo ako

/OOO ¢ |(8)] < oo, (2.20)

gde h(t) predstavlja impulsni odziv sistema. O]
Sada mozemo dati definiciju eksponencijalne stabilnosti.

Definicija 12. Sistem (2.8) je eksponencijalno stabilan ako je a-ekspo-
nencijalno stabilan za neko a > 0. O

Vidimo da su razli¢ite definicije stabilnosti u slu¢aju linearnih sistema
kona¢ne dimenzije blisko povezane. Sve navedene definicije podrazumevaju
da funkcija prenosa sistema nema polova u desnoj kompleksnoj poluravni, a
mnoge podrazumevaju da funkcija prenosa nema polova ni na imaginarnoj
osi. Stabilnost u a-eksponencijalnom smislu je nesto strozija, i zahteva da
funkcija prenosa nema polova u poluravni odredenoj kao

Pa={s=z+ijy: z>-a}. (2.21)
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2.2 Pregled literature

Posto je disertacija prvenstveno posveéena sistemima opisanim iracional-
nim funkcijama prenosa, u ovom odeljku dajemo pregled postoje¢ih metoda
analize stabilnosti takvih sistema.

Iracionalne funkcije u zatvorenoj formi prenosa opisuju linearne sisteme
sa beskona¢no dimenzija. Primeri takvih sistema obuhvataju sisteme sa vre-
menskim kaSnjenjem, sisteme sa distribuiranim parametrima, kao i frakcione
sisteme. Postoji nekoliko monografija posveéenih opstoj analizi beskonacno
dimenzionalnih sistema (BDS), poput [93] i [94]. Cesto je citirana i mono-
grafija Foiaga [95] koja se prvenstveno bavi upravljanjem BDS.

Radovi koji se bave analizom stabilnosti BDS raznoliki su po postavci
problema koje reSavaju i po klasama sistema koje razmatraju. Dok su rado-
vi koji se bave analizom stabilnosti BDS u op$tem slu¢aju malobrojni (na
primer [96]), postoji mnostvo radova koji se bave analizom specifi¢nih klasa
BDS.

U odeljcima 2.2.1-2.2.3 dajemo pregled metoda za analizu stabilnosti
najcéesce sretanih klasa BDS. U odeljku 2.2.4 potom razmatramo familiju
metoda za analizu stabilnosti koja ima dodirnih tacaka sa metodima predlo-
Zenim u okviru disertacije, a koja nije vezana ni za jednu specificnu klasu

BDS.

2.2.1 Sistemi sa vremenskim kasnjenjem

Kao najcesée obradivanu klasu BDS izdvajamo sisteme sa vremenskim
kasnjenjem c¢ijoj su analizi stabilnosti u poslednjih nekoliko decenija posve-
¢ene mnogobrojne knjige [97-104].

Sistemi sa vremenskim kaSnjenjem opisuju sisteme ¢ije ponaSanje ne za-
visi samo od trenutnog stanja i ulaza sistema, veé¢ i od stanja sistema iz
prethodnih vremenskih trenutaka. Sistemi sa vremenskim kaSnjenjem su-
sre¢u se u oblastima poput inZenjerstva [105-109], biologije [110-114], fizi-
ke [115-120], i ekonomije [121-127].

Tako je vremensko kasnjenje moguce i u linearnim i nelinearnim mode-
lima, posebnu paznju posveéujemo linearnim sistemima sa kaSnjenjem zato
$to se u okviru disertacije bavimo iskljuc¢ivo linearnim sistemima, kao i zbog
njihovog prakticnog znacaja. U tom pogledu, u nastavku izdvajamo pojedine
prakti¢no zanimljive klase linearnih sistema sa vremenskim kaSnjenjem.

Retardirani sistemi

Retardirani sistemi predstavljaju najcesce susretanu klasu linearnih siste-
ma sa vremenskim kasnjenjem. U literaturi se ovakvi sistemi nekada nazivaju
i sistemima sa tackastim, diskretnim ili koncentrisanim kasnjenjem.
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Definicija 13. Linearni retardirani sistemi su sistemi ¢iji model u prostoru
stanja ima oblik

(t) = Apz(t) + Y Aiw(t — 1) + Buft)

=1

(2.22)
y(t) = Cox(t) Z Cix(t — )
gde parametri 7;, ¢ = 1...m predstavljaju vremenska kaSnjenja. O
Funkcija prenosa sistema (2.22) ima oblik
m m -1
Cot+ Y Cie_STi] sI—Ag—Y Aie™*| B (2.23)
i=1 =

Vecina literature posvecene sistemima sa vremenskim kaSnjenjem je usme-
rena upravo na retardirane sisteme. Od primera izdvajamo [128-136].

Primer. Posmatrajmo linearni retardirani sistem opisan modelom u pro-
storu stanja

#(t) = [0 ]+ [ Dlelt =)+ [ 50 Je@ =m) + [§]u®)

(2.24)
Funkcija prenosa datog sistema je
s4+e T 41
G(s) = . 2.25
(8) 52 + 8(2 + 26—571) + 2571 + e—2sT1 + e—2sT2 +1 ( )
O

Neutralni sistemi

Neutralni sistemi predstavljaju klasu sistema nesto sloZeniju od retardi-
ranih. Razlika se sastoji u tome 8to je vremensko kaSnjenje moguée i uz ¢lan
koji sadrzi diferenciranje po vremenu.

Definicija 14. Linearni neutralni sistemi su sistemi ¢iji model u prostoru
stanja ima oblik

ZL‘(t) = A0$+§:Ail’(t —I—ZA/ +Bu( )

i=1

y(t) = Cox(t +ZC:ct—n

(2.26)

gde parametri 7;, ¢ = 1...m predstavljaju vremenska kasnjenja. O
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Funkcija prenosa sistema (2.26) ima oblik

m —1
sI—Ag—> e (sAj+ A;)| B. (2.27)
=1

Co + i C;e 5"

Od radova posvecenih analizi neutralnih sistema izdvajamo [137-142].
Kao $to ¢e biti pokazano u okviru disertacije, analiza stabilnosti neutralnih
sistema je daleko sloZenija u odnosu na retardirane sisteme.

Primer. Posmatrajmo neutralni sistem opisan modelom u prostoru stanja

i(t) = aox(t) + arz(t — 7) + ayi(t — 1) + bu(t)

() = (). (229
Funkcija prenosa datog sistema je
G(s) = b . (2.29)
s[l—ale 57| —ap —aje=57
O

Sistemi sa distribuiranim kasnjenjem

Trecu prakti¢no zanimljivu klasu sistema sa kaSnjenjem ¢ine sistemi sa
distribuiranim kaSnjenjem. Ispitivanje stabilnosti takvih sistema je izazovno
zbog njihove raznolike strukture.

Definicija 15. Linearni sistemi sa distribuiranim kasnjenjem su sistemi
¢iji model u prostoru stanja ima oblik

= Aoz + Z/ x(t + h)ei(h)dh + Bu(t)
(2.30)
y(t) = Coz(t) +Z/ (t + h)yi(h)dh

gde parametri 7;, ¢ = 1...m predstavljaju intervale nad kojima su kasnje-
nja distribuirana, a funkcije a;(h) i y;(h), ¢ = 1...m predstavljaju jezgra
pojedina¢nih kasnjenja. O

Napomena 3. U opstem slucaju, neka od jezgara a;(h) iv;(h), i=1...m
mogu se degenerisati u Dirakove impulse, $to odgovarajuée ¢lanove u sumi
pretvara u koncentrisana kaSnjenja. O

Napomena 4. Sistem moze posedovati i distribuirana i neutralna kasnje-
nja, time kombinujuéi elemente sistema (2.26) i (2.30). O
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Funkcija prenosa sistema (2.30) ima oblik
m. .0 mo .0

Co+> / e yi(h)dh| |s—Ag— > / "o (h)dh
i=1""Ti i=1"Y"Ti

-1

G(s) = B.

(2.31)
Kao $to se vidi iz (2.31), oblik funkcije prenosa sistema (2.30) umnogome
zavisi od jezgra a;(h) i vi(h), i = 1...m. Ovo otezava pronalazak opstih
metoda za analizu stabilnosti sistema sa distribuiranim kasnjenjem.

Od radova koji se bave analizom distribuiranih sistema izdvajamo [143—
148].

Primer. Posmatrajmo sistem sa distribuiranim kasnjenjem opisan mode-
lom u prostoru stanja
0
z(t) = apz(t) + /_T x(t + h) cos(h)dh + u(t) (2.32)
y(t) = z(t).

Funkcija prenosa datog sistema je

G(s) . (2.33)
s) = : :
$3 —aps? + scos (T)e™5™ —ag — sin (7)e ™57

O

Metodi analize stabilnosti sistema sa vremenskim kasnjenjem

Iz literature izdvajamo nekoliko ranih radova koji se bave opStim pro-
blemom stabilnosti sistema sa vremenskim kanjenjem [99, 128, 149-151],
kao i rane radove koji se bave analizom sistema sa nesto specifi¢nijom for-
mom [152,153] i/ili teorijskim osnovama stabilnosti ovakvih sistema [154].

Radovi [155,156] su posebno zanimljivi jer se bave ,, 7-dekompozicijom” u
uzem smislu, zapazajuc¢i posebne geometrijske karakteristike SCS (Stability
Crossing Set) retardiranih sistema. SCS ¢ine sve parametarske tacke za koje
sistem ima bar jedan pol na imaginarnoj osi. U opStem slucaju, postupak pro-
nalaZzenja SCS naziva se D-dekompozicija. U sluCaju da svi parametri sistema
predstavljaju vremenska kasnjenja, postupak se zove 7-dekompozicija. Ovaj
pristup je produbljen poc¢etkom 21. veka, rezultujuéi mnostvom radova koji
karakterisu SCS sistema sa vremenskim kasnjenjem [104,157-164]. Pomenuti
radovi uglavnom se bave nesto uzom klasom retardiranih sistema, posto su
zasnovani na geometrijskim osobinama koje u opstem slu¢aju nisu prisutne
kod svih sistema sa vremenskim kasnjenjem (npr. kod raznolike klase sistema
sa distribuiranim kasnjenjem). Postoji nekoliko izuzetaka poput [144], koji
pronalaze SCS pojedinih sistema sa distribuiranim kasnjenjem.

U literaturi koja se bavi analizom stabilnosti sistema ¢esto se pojavlju-
je pojam precesljavanja frekvencija (engl. frequency sweeping). Ovaj izraz
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se uopsteno koristi za uslove stabilnosti koji su iskazani u vidu nejednako-
sti koje moraju biti zadovoljene za pojedini skup (uglavnom nenegativnih)
frekvencija. Prva grupa ovakvih metoda u kontekstu sistema sa vremenskim
kasnjenjem pojavljuje se krajem 20. veka u radovima [133,134,165,166], ana~
lizirajuéi stabilnost u zavisnosti od vremenskog kasnjenja, i/ili ispitujuéi da
li takva zavisnost uopste postoji. Pocevsi od 2013. godine, pojavljuje se nova
familija metoda precesljavanja frekvencija [98,135,167]. U osnovnom obli-
ku, nove metode precesljavanja frekvencija karakterisu stabilnost sistema u
zavisnosti od jednog kasnjenja. Prosirenje metoda omogucuje ispitivanje sta-
bilnosti sistema za proizvoljnu parametarsku tacku u visedimenzionalnom
prostoru parametara. Ovakvo proSirenje postignuto je iterativnom prime-
nom osnovnog metoda na pojedina¢ne parametre kasnjenja. Kao i u sluc¢aju
D-dekompozicije, postojeée metode precesljavanja frekvencija uglavnom su
ogranicene na retardirane sisteme.

Metodi prikazani u okviru ove disertacije sadrze jednakosti koje mora-
ju biti zadovoljene za skup nenegativnih frekvencija sistema. U tom pogle-
du, prikazani metodi mogu se smatrati metodima precesljavanja frekvencija.
Medutim, struktura samih jednakosti je umnogome drugacija od postoje-
¢ih metoda u literaturi. Takode, prikazani metodi su uniformno primenjivi
na retardirane sisteme i sisteme sa distribuiranim kasnjenjem, dok su pod
odredenim uslovima primenjivi i na neutralne sisteme.

Pored pomenutih pristupa, navodimo i: rad [136] koji je ustanovio nei-
zbeZno visoku algoritamsku kompleksnost analize stabilnosti sistema sa vre-
menskim kaSnjenjem; Cesto citirane preglede postoje¢ih metoda za analizu
stabilnosti [168, 169]; metode koji aproksimiraju sisteme sa vremenskim ka-
Snjenjem sistemima kona¢nih dimenzija [170]; numericke metode analize sta-
bilnosti [171]; radove koji utvrduju specifi¢ne osobine stabilnosti retardiranih
sistema [172].

Posebna sli¢nost moze se povuéi izmedu rezultata ove disertacije i ra-
da [173]. Osnovna prednost metoda prikazanih u ovoj disertaciji sastoji se
u njihovoj primenjivosti na znatno 8iri skup sistema (sa i bez vremenskih
kasnjenja).

Radi kompletnosti, napominjemo da se stabilnost sistema sa vremen-
skim kaSnjenjem moZe analizirati i pomoc¢u Ljapunov-Krasovskii funkciona-
la [174-177]. Popularnost ovog pristupa ogleda se u njegovoj primenjivosti
na Siroke klase dinamickih sistema (uklju¢ujuéi i nelinearne sisteme), dok se
mane pristupa ogledaju u tome Sto su dobijeni uslovi stabilnosti dovoljni, ali
ne i potrebni (drugim re¢ima, dobijeni rezultati su konzervativni). Posebna
paZnja ovom pristupu posvecena je u knjizi [100].

2.2.2 Frakcioni sistemi

Frakcioni ra¢un predstavlja granu matematike koja dozvoljava izvode
proizvoljnog realnog (ili ¢ak kompleksnog) reda, time uopstavajuéi uobi-
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¢ajenu operaciju diferenciranja. Na primer, frakcioni ra¢un dopusta izvode
stepena poput 7w, v/2, i % Postoji vise nac¢ina na koji se frakcioni izvodi i
integrali mogu definisati [178|. Osnovno svojstvo svih definicija koje su zazi-
vele u praksi jeste da se u sluc¢aju nultih poc¢etnih uslova operator frakcionog
diferenciranja reda a u Laplasovom domenu predstavlja sa s*. U okviru di-
sertacije ¢emo se sluziti ovom Cinjenicom, a za sve ostale osobine se oslanjamo
na literaturu [178-181].

Napomena 5. Pored diferenciranja proizvoljnog realnog reda, frakcioni
ra¢un dopusta i diferenciranje kompleksnog reda [39,182-185]. U okviru di-
sertacije, ipak se ograni¢avamo na diferenciranje realnog reda. O

Frakcioni dinamicki sistemi sadrze diferenciranje po vremenu necelog ste-
pena. Takvi modeli nalaze primenu u oblastima poput mehanike [186-188§],
elektrotehnike [75,189,190], termodinamike [56,191], biologije [192-196], kao
i u obradi signala [197,198| i teoriji upravljanja [81,83,199,200]. Razne pri-
mene frakcionih modela moguée je pronaci u [201,202].

U opsStem slucaju, funkcija prenosa frakcionih sistema je oblika

Z;nzo bjs’s

G(s) = =3=077"
(S) Z?:l a; 8% + 1’

(2.34)

gde o; > 01 8; > 0 predstavljaju (u opstem slucaju necele) stepene dife-
renciranja. Funkcija prenosa frakcionih sistema je, dakle, iracionalna, te su
frakcioni sistemi beskonac¢nog reda [203,204].

Ukoliko su svi stepeni diferenciranja celobrojni umnosci nekog broja v >
0, tada funkciju prenosa mozemo zapisati u obliku

2 =0 bi sh

G S) = 7 )
A > e

(2.35)

gde su o i B;- nenegativni celi brojevi. Takav frakcioni sistem zovemo siste-
mom sa proporcijalnim redom izvoda. U suprotnom, sistem je neproporcijal-
nog reda.

Uslov proporcionalnosti znatno olaksava matematic¢ko rukovanje karakte-
ristiénim polinomom sistema, rezultujuéi mnogobrojnim kriterijumima sta-
bilnosti za sisteme ovog tipa [205-210]. U slu¢aju da redovi izvoda nisu pro-
porcijalni, analiza stabilnosti je sloZzenija. Od primera navodimo [211-213].

Neki od standardnih metoda za analizu kona¢no dimenzionalnih linear-
nih sistema prosireni su na frakcione sisteme, poput geometrijskog mesta
korena [214], Kosijevog principa argumenta [171,215] i Nikvistovog kriteriju-
ma stabilnosti [213]. Postoji i zanimljiva grupa radova koja se bave analizom
stabilnosti frakcionih sistema koji sadrZe i vremenska kasnjenja [216-220].
Mnogi navedeni metodi primenjivi su isklju¢ivo na sisteme sa proporcijalnim
redom izvoda.
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Takode, nekolicina radova pruza kriterijume stabilnosti za frakcione si-
steme koji ispunjavaju specifi¢ne uslove [221-223|, gde se uslovi uglavnom
sastoje iz ograni¢enja dozvoljenih vrednosti redova izvoda. Mana ovakvih
pristupa ogleda su u tome $to nisu uniformno primenjivi na sve sisteme frak-
cionog tipa.

Navodimo i: radove koji formuliSu dovoljne uslove za stabilnost frakcio-
nih sistema putem Ljapunovljevih funkcija 74,194, 224|, radove koji se bave
stabilizacijom i upravljanjem frakcionih sistema [222,225,226|, preglede po-
stoje¢ih metoda za analizu stabilnosti frakcionih sistema [227].

Metodi prikazani u ovoj disertaciji predstavljaju direktno prosirenje i
uopstenje metoda predlozenih u [46,228].

2.2.3 Sistemi sa distribuiranim parametrima

Sistemi sa distribuiranim parametrima (ili sistemi sa raspodeljenim pa-
rametrima) su dinamicki sistemi koji, pored vremena, sadrze bar jos jednu
nezavisnu promenljivu. Tako dodatna nezavisna promenljiva moze predsta-
vljati razlicite fizicke veli¢ine, ona najcesée predstavlja prostornu koordinatu.
Sisteme sa distribuiranim parametrima karakterisu parcijalne diferencijalne
jednacine i modeli sa beskona¢no dimenzija, dajuéi iracionalne funkcije pre-
nosa.

Sistemi sa distribuiranim parametrima se ¢esto modeluju u Hilbertovim
prostorima stanja [94], $to je dovelo do raznih teorema o stabilnosti koje su
analogne teoremama konac¢no-dimenzionalnih sistema [229]. Ovakav pristup
blisko je povezan sa matematickom analizom polugrupa [94, 230, 231]. Za
razliku od modelovanja u Hilbertovom prostoru stanja, u okviru disertacije
razmatramo sisteme sa distribuiranim parametrima modelovane funkcijama
prenosa.

Sistemi sa distribuiranim parametrima se takode susreé¢u u literaturi koja
se bavi upravljanjem i stabilizacijom sistema [232-236]. Takode izdvajamo:
primenu Nikvistovog kriterijuma stabinosti [237]; bitne teorijske zakljucke
o stabilnosti distribuiranih sistema [238]; aproksimacije sistemima kona¢nog
reda [239,240]; opste preglede postojecih rezultata [241-243].

Radi kompletnosti, navodimo i formiranje dovoljnih uslova stabinosti po-
moc¢u Ljapunov-Krasovskii funkcionala 244, 245], koji su u opstem slucaju
primenjivi i na nelinearne sisteme sa distribuiranim parametrima.

Kako su sistemi sa distribuiranim parametrima raznoliki, u nastavku
odeljka izdvajamo neke klase ovih sistema.

Toplotna jednacina

Jednacina toplote je fundamentalna parcijalna diferencijalna jednacina
koja opisuje raspodelu toplote tokom vremena u datom fizickom sistemu,
igrajuc¢i bitnu ulogu u oblastima poput inZenjerstva, fizike i matematike.
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v
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L

Slika 2.2: Zagrevanje jednog kraja Stapa duzine L.

Jednacina se zasniva na primeni Furijeovog zakona, koji opisuje na¢in na koji
se toplota prenosi kroz tela [246]. Analiza stabilnosti sistema zasnovanih na
toplotnoj jednac¢ini moze se prona¢i u mnogim radovima, poput [247-253].

U najjednostavnijem jednodimenzionalnom obliku, jednac¢ina toplote pred-
stavlja relaciju

829(75,3:) B k@&(t,a:)

ox? ot

gde 6(z,t) predstavlja temperaturu u tacki = i vremenu ¢, dok k predstavlja

konstantu koja zavisi od fizickih karakteristika sredine kroz koju se toplota

provodi. Jednacina toplote se koristi za modelovanje razli¢itih fizickih po-

java, ukljucujuéi provod toplote kroz ¢vrsta tela ili fluide. Jednacina ima

sirok spektar primena u raznim industrijama, poput projektovanja toplotnih

razmenjivaca, optimizacije potrosnje energije u zgradama i analize toplotnih
procesa u elektroenergetskim postrojenjima.

Pokazaéemo da sistemi zasnovani na toplotnoj jednacini imaju iracional-
ne funkcije prenosa. Pretpostavimo da relacija (2.36) opisuje provod toplote
kroz jednodimenzionalan Stap duZine L, kao Sto je prikazano na slici 2.2.
Stap se greje ulaznim toplotnim fluksom na levom kraju (z = 0), dajuci
grani¢ni uslov

(2.36)

0
— o (t,0) = u(t,0). (2.37)

Pretpostavimo da je Stap toplotno izolovan po celoj duzini i na desnom
kraju, odnosno da je temperatura Stapa u tacki x = L jednaka ambijentalnoj
temperaturi, te da nema razmene toplote izmedu Stapa i okoline. U tom
slucaju, dobijamo dodatni grani¢ni uslov

00

—(t,L) =0. 2.38

(L) (239)
Upotrebom Laplasove transformacije i reSavanjem diferencijalne jednacine
po x, dobijamo funkciju prenosa sistema

_ sinh((L — z)Vks)
B cosh(LVks)Vks

Funkcija prenosa se definise kao odnos izlaznog i ulaznog signala u Lapla-
sovom domenu, a predstavljeni model nema definisan izlazni signal. Umesto
toga, u funkciji prenosa figuriSe nezavisna prostorna promenljiva x. Dakle,

(2.39)
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izlazni signal se moze interpretirati kao funkcija temperature u zavisnosti od
vremena, u odabranoj tacki x:

y(t) = 0(t, ). (2.40)

Jednacdina telegraficara

Jednacina telegraficara predstavlja par spregnutih parcijalnih diferenci-
jalnih jednacina koje opisuju kretanje napona i struje kroz elektri¢ne vodove.
Jednacine je originalno izveo Oliver Hevisajd krajem 19. veka [254,255], za
potrebe modelovanja sistema za telegrafsku komunikaciju. U meduvremenu,
jednacine su pronasle upotrebu u analizi raznolikih sistema, poput elektric-
nih kola, komunikacionih linija i energetskih sistema. Analiza sistema za-
snovanih na telegrafskim jednacinama moZe se pronaé¢i u mnogim radovima,
poput [256-259].

Jednacinu telegrafi¢ara Cine relacije

ﬁv(m,t) = —H%z’(:n,t) — Ri(x,t)

‘955 g (2.41)
%z(x,t) = —Cav(x,t) — Gu(z,t)

gde v(t, z) predstavlja napon u trenutku ¢ na prostornoj udaljenosti x, i(¢, )
predstavlja struju u trenutku ¢ na prostornoj udaljenosti x, H predstavlja
poduznu induktivnost voda, C' predstavlja poduznu kapacitivnost voda, R
predstavlja poduznu otpornost voda i GG predstavlja poduznu provodnost
voda.

Jednacine je takode moguce transformisati u jednu parcijalnu diferenci-
jalnu jednacinu drugog reda koja sadrzi samo jednu zavisnu promenljivu - ili
struju, ili napon. Na primer, sledeé¢a jednacina telegraficara opisuje promenu
napona u elektri¢nim vodovima, i ekvivalenta je paru jednacina (2.41)

0? 0? 0
@v(x,t) = HCﬁ + (RC + GH)a + GR| v(z,t), (2.42)

Pretpostavimo da se vod napaja iz naponskog izvora oblika signala u(t)
na jednom kraju (x = 0), i da je vod beskona¢ne duzine. Ove pretpostavke
proizvode grani¢ne uslove

v(0,t) = u(t)
v(x = 00,t) = 0.

(2.43)

Primenom Laplasove transformacije i reSavanjem diferencijalne jednacine do-
bijamo funkciju prenosa sistema

G(S) — ® (C’s-‘rG)(Hs—I—R)’ (2.44)

koja odreduje promenu napona na udaljenosti x tokom vremena, kao odziv
na pobudu u(t).
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Talasna jednacina

Talasna jednacina je fundamentalna jednacina u fizici koja opisuje Sire-
nje talasa kroz datu sredinu. U najjednostavnijem obliku, talasna jednacina
je parcijalna diferencijalna jednacina koja opisuje ponaSanje talasa u jednoj
dimenziji. Jednac¢ina ima primenu u oblastima poput akustike, elektromagne-
tike, seizmologije i dinamike fluida. Analiza sistema zasnovanih na jednacini
talasa moze se pronaci u [248,260-262].

Talasna jednac¢ina u jednoj dimenziji se moZe napisati kao:

0?v(t, x) _ 2 0?v(t,x)
ot? 0z

(2.45)

gde v(z,t) predstavlja pomeranje talasa u tacki = i vremenu ¢, a ¢ odredu-
je brzinu talasa. Levi deo jednacine opisuje ubrzanje talasa, dok desni deo
opisuje njegovu zakrivljenost.

Posmatrajmo Sirenje talasa kroz jednodimenzionalnu sredinu fiksne du-
zine x € [0, L]. Pretpostavimo ulazni poremecaj na jednom kraju sredine
z=0

v(t,0) = u(t), (2.46)

1 invarijantnost poremecaja na drugom kraju z = L
v(t, L) = 0. (2.47)

Na primer, ulazni signal moze predstavljati izvor zvuka na jednom kraju
vazdu$ne cevi, dok je drugi kraj cevi zvuéno izolovan.
Funkcija prenosa datog sistema je

2sx 2Ls
e ¢ —e c
G(s) = P TAT) (2.48)
ec — e c

Sli¢no prethodnim primerima, jedna¢ina opisuje odziv sistema na zadati ula-
zni signal, u proizvoljnoj tacki « € [0, L].

2.2.4 D-dekompozicija

U ovom odeljku razmatramo familiju metoda koja ima dodirnih tacaka
sa metodima predloZenim u okviru disertacije, a koja nije vezana ni ja jednu
specificnu klasu BDS.

Postupak se naziva D-dekompozicijom, a sastoji se od pronalaska skupa
promene stabilnosti (Stability Crossing Set, SCS) sistema. Ovakav skup de-
finisan je kao skup svih tacaka u prostoru parametara za koje sistem sadrzi
bar jedan pol na imaginarnoj osi. Uz odredene pretpostavke, sistem moze
promeniti broj nestabilnih polova jedino ukoliko kontinualnom promenom
parametara bar jedan pol prede iz leve kompleksne poluravni u desnu (ili
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obratno). Prilikom ovakvog prelaska polova iz jedne poluravni u drugu, mo-
ra postojati vrednost parametara za koju sistem poseduje polove na samoj
imaginarnoj osi. Dakle, SCS deli prostor parametara na oblasti invarijant-
ne stabilnosti, pruzajuéi uvid u ponasanje sistema u zavisnosti od vrednosti
njegovih parametara.

Napomena 6. U sluc¢aju da svi parametri predstavljaju vremenska ka-
$njenja, u literaturi se umesto naziva D-dekompozicija koristi termin 7-
dekompozicija. O

Primeri ranih radova koji se bave D-dekompozicijom ukljuc¢uju [263-266|.
Pocevsi od sredine 20. veka, ovom problemu se posveéuje veta paznja: u
opStoj analizi sistema [155,267,268|, u oblasti upravljanja [161, 269-272],
analizi nelinearnih sistema [273,274|, analizi sistema sa vremenskim kasnje-
njem [144,157-159,162-164|, analizi frakcionih sistema [275,276].

Metodi izlozeni u ovoj disertaciji delimi¢no resavaju problem D-dekompo-
zicije. Poglavlje 5 prikazuje metod koji posebno podseé¢a na D-dekompoziciju;
pocevsi od zadate tacke u prostoru parametara, prikazani metod pronalazi
celu oblast invarijantne stabilnosti koja sadrzi datu tacku. Za razliku od
opsteg problema D-dekompozicije, prikazani metodi ne vrSe potpunu po-
delu prostora parametara na oblasti invarijantne stabilnosti. Umesto toga,
prikazani metodi pronalaze jednu takvu oblast, pocevsi od zadate tacke iz
unutradnjosti te oblasti.

Sli¢no tome, poglavlje 4 prikazuje metod pronalaska segmenta invarijante
stabilnosti duz zadate krive u prostoru parametara sistema. U tom pogledu,
metod se bavi jednodimenzionalnim problemom D-dekompozicije duz date
krive.

2.3 Doprinos disertacije u odnosu na postojeéu li-
teraturu

U postojecoj literaturi analize stabilnosti BDS moguce je zapaziti sledece:

1. Postojeé¢i metodi uglavnom su primenjivi na uske klase BDS. Na pri-
mer: na retardirane sisteme [135, 158, 163, 167|, na frakcione sisteme
[205,206,215,277|, na frakcione sisteme sa proporcijalnim redom izvo-
da [208,209, 211], na sisteme koji uklju¢uju toplotnu jednacinu [249,
250,252|, itd.

2. Postojeé¢i metodi uglavnom daju uslove stabilnosti koji su dovoljni, ali
ne i potrebni [160,165,175,224,257,278,279]. Drugim re¢ima, postojeci
metodi daju konzervativne rezultate. Ova pojava je posebno primetna
kod metoda primenjivih na nesto Sire klase BDS.

Ova disertacija predstavlja metode koji istovremeno prevazilaze oba navede-
na nedostatka:
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Glava 2: Pregled stanja u oblasti sa pregledom literature

1. Metodi su primenjivi na znatno Siru klasu BDS u odnosu na postojecée
pristupe; precizna klasa dopustenih sistema odredena je pretpostav-
kama izloZzenim u poglavlju 3. Siroka klasa dopustenih sistema Cini
predstavljene analiticke alate uniformnim, $to im daje posebnu vred-
nost.

2. Predstavljeni metodi daju rezultate koji nisu konzervativni. Preciznije

reCeno, primena metoda rezultuje kompletnim oblastima u prostoru
parametara u kojima je broj nestabilnih polova sistema invarijantan,
dok same oblasti mogu biti proizvoljnog oblika (uklju¢ujuéi i nelinearne
i nekonveksne oblike). Samim tim, predstavljeni alati daju dubok uvid
u stabilnost sistema u zavisnosti od njegovih parametara.
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Glava 3

Postavka problema

Ovo poglavlje posveéeno je definisanju problema koji se prouc¢ava u okviru
disertacije. Poglavlje zapocinje definisanjem pojma karakteristi¢ne funkcije
sistema u odeljku 3.1. Potom dajemo definiciju oblasti invarijantne stabilno-
sti u odeljku 3.2. U odeljku 3.3 formuliSemo pretpostavke koje sistem mora da
zadovoljava kako bi predlozeni metodi bili primenjivi. U odeljku 3.4 dajemo
kratak pregled metoda izloZenih u predstoje¢im poglavljima.

3.1 Karakteristi¢cna funkcija sistema

Posmatrajmo kontinualan, vremenski-invarijantan sistem opisan funkci-
jom prenosa

G(s,m), (3.1)

gde n = [m, -+ ,nn] € D C R™ predstavlja vektor realnih parametara u
okviru datog domena D. Disertacija se bavi ispitivanjem stabilnosti sistema
G u zavisnosti of parametra 7.

U slucaju racionalnih funkcija prenosa, pojam karakteristi¢ne jednacine
(tacnije, karakteristi¢nog polinoma) igra klju¢nu ulogu u analizi stabilnosti
sistema. Funkcija prenosa takvih sistema je oblika

Z bjsj
G(s) = 22

=
E a;s"
=0

pri ¢emu se uglavnom ograni¢avamo na funkcije prenosa za koje vazi n > m.
Karakteristi¢ni polinom funkcije prenosa (3.2) je njen imenilac

(3.2)

f(s) = Zajsi, (3.3)
=0
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¢ije nule odgovaraju polovima polazne funkcije prenosa. Stabilnost sistema
u potpunosti je odredena polozajem nula karakteristi¢nog polinoma. Razlog
tome je Sto funkcija prenosa racionalnih sistema nema drugih singularnih
tacaka osim polova, kojih ima kona¢no mnogo i koji u potpunosti odgovaraju
nulama karakteristi¢nog polinoma.

U slucaju iracionalnih funkcija prenosa, situacija je sloZenija, jer se po-
jam karakteristi¢nog polinoma ne moze definisati na jednoznacan nacin kao
u sluc¢aju racionalnih funkcija prenosa. Staviée, sama upotreba pojma poli-
nom je neodgovarajucéa, jer iracionalne funkcije prenosa sadrze izraze koji
su slozeniji od polinoma. Na primer, takve funkcije prenosa mogu sadrzati
¢lanove poput €%, /s, sinh (1/s), sV2. Shodno tome, primerenije je koristiti
opstiji izraz karakteristicna funkcija. Posledica iracionalnosti je $to polazna
funkcija prenosa moze sadrzati tacke grananja i/ili esencijalne singularitete,
kao i broj polova koji nije konacan.

Ukoliko bismo karakteristi¢nu funkciju definisali kao imenilac funkcije
prenosa, nailazimo na nekoliko problema. Na primer, posmatrajmo funkciju

prenosa
—2)vs—1
G(s) = S DVs . (3.4)
(s+1)(1+e29)
Uzimanjem imenioca od G(s), dobijamo karakteristi¢nu funkciju
f(s)=(s+1)(1+e %) (3.5)

gde odmah uo¢avamo problem. Naime, sistem (3.4) je nestabilan usled tac-
ke grananja u brojiocu, §to nije obuhvac¢eno funkcijom (3.5). Posto nam je
polazni cilj uvodenja karakteristicne funkcije izolacija onih delova funkcije
prenosa koji uticu na stabilnost sistema, ovakva definicija je o¢igledno neod-
govarajuca. Zaklju¢ujemo da karakteristi¢nu funkciju nije mogucée definisati
prosto kao ,imenilac” funkcije prenosa, odnosno da koncepti brojioca i ime-
nioca nisu odgovarajuci u ovom kontekstu.

Definicija karakteristi¢ne funkcije koju pruzamo u nastavku ima sledeée
ciljeve:

1. Kao i u slu¢aju racionalnih funkcija prenosa, karakteristi¢na funkcija
sadrzi sve elemente funkcije prenosa koji uti¢u na stabilnost sistema.

2. Kao i u slucaju racionalnih funkcija prenosa, karakteristi¢na funkcija
omogucava iskljuc¢ivanje elemenata funkcije prenosa koji ne uti¢u na
stabilnost.

3. Karakteristi¢na funkcija predstavlja uopstenje karakteristi¢nog polino-
ma. Drugim re¢ima, primena definicije na racionalne funkcije prenosa
rezultuje opsteprihva¢enom definicijom karakteristi¢nog polinoma.
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Definicija 16. Neka je funkcija prenosa linearnog stacionarnog dinamickog
sistema oznacena kao G(s,n), gde m predstavlja vektor realnih parametara
koji pripadaju kompaktnom povezanom skupun € D C R",n € N.

Funkcija f(s,n) je karakteristi¢na funkcija date funkcije prenosa G(s,n)
ako za svako n € D:

(1) f ne sadrzi polove.

(2) f sadrzi tacke grananja i/ili esencijalne singularitete svuda gde G sadrzi
tacke grananja i/ili esencijalne singularitete, i f ne uvodi dodatne tacke
grananja 1/ili esencijalne singularitete koji ne postoje u G.

(3) Sve konacne nule funkeije f odgovaraju polovima funkeije G po lokaciji
i viSestrukosti.

O

Osobina (1) uklanja elemente funkcije prenosa koji ne uti¢u na stabil-
nost, a koji bi komplikovali karakteristicnu funkciju uvodenjem dodatnih
singulariteta. Posto esencijalni singulariteti i tacke grananja uti¢u na stabil-
nost sistema, osobina (2) garantuje da ¢e ove vrste singulariteta biti odrzane
u karakteristi¢noj funkciji. PoSto poloZzaj polova funkcije prenosa uti¢e na
stabilnost, osobina (3) garantuje da ¢e polovi biti o¢uvani u karakteristi¢noj
funkciji (u formi njenih nula).

Primer. Neka je dat sistem opisan funkcijom prenosa

V3 (s + 2)e™ 3.6

za n € [0,1]. Jedan primer karakteristi¢ne funkcije sistema G je funkcija

52 S
flam = (37
O

Postoji vise validnih karakteristi¢nih funkcija f za bilo koju datu funk-
ciju prenosa G. Sa stanovista postupaka koje predlazemo, svaka od moguéih
karakteristi¢nih funkcija formiranih za dato G, ekvivalentna je. Uglavnom
je najpogodnije formirati najjednostavniju moguéu karakteristi¢nu funkci-
ju zarad lakSe analize. Naravno, vazi i obratno - svaka data karakteristi¢na
funkcija f validna je za viSe funkcija prenosa G.

Predlozena metodologija se direktno primenjuje na karakteristi¢ne funk-
cije. Samim tim, rezultati analize stabilnosti primenjene na f vaZe za sve
funkcije prenosa G za koje f zadovoljava Definiciju 16.

Napomena 7. Definicija 16 predstavlja jedan moguéi nacin da se definige
karakteristi¢na funkcija sistema, tako da ispunjava ciljeve navedene u ovom
odeljku. Medutim, karakteristi¢nu funkciju moguce je definisati i na druge
nacine. Na primer, karakteristi¢na funkcija f(s,n) sistema G(s,n) mozZe se
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definisati kao
f(s,m) =G (s,m) Q(s,m), (3.8)
gde Q(s,n) predstavlja analiticku funkciju u CT. O

3.2 Oblast invarijantne stabilnosti

Stabilnost sistema je usko povezana sa poloZajem nula karakteristi¢ne
funkcije. Radi preglednosti, uvodimo notaciju NUf(n) kojom oznacavamo
broj nula karakteristi¢ne funkcije f sa nenegativnim realnim delom za datu
vrednost parametra 7, ubrajajuéi i visestrukost tih nula.

Osnovni cilj disertacije je pronalazak oblasti u prostoru parametara D
unutar koje je broj nestabilnih polova sistema invarijantan.

Definicija 17. Posmatrajmo karakteristicnu funkciju f i datu vrednost
parametra n°. Skup svih vrednosti parametra n za koje je NUf(n) invari-
jantno u odnosu na NUy(n°) oznagi¢emo kao

ME (n") ={neD|NU;n) = NU; (n°)}. (3.9)

Skup M? (770) ne mora ¢initi jednu povezanu oblast u prostoru parametara.
Sa druge strane, cilj disertacije je upravo pronalazak jedne ovakve oblasti
koja je povezana. Zbog toga uvodimo pojam maksimalne povezane oblasti
invarijantnog broja nestabilnih polova M (770), koju definisemo kao skup
tacaka koji zadovoljava sledeée uslove:

l.ne M}%(no) cD

2. Postoji putanja P koja spaja n° sa n, takva da P C int (M?(no)).
O

Disertacija pruza metod pronalaska maksimalne oblasti invarijantnog
broja nestabilnih polova, pocevsi od date vrednosti parametra 1n°. Nasuprot
tome, disertacija se ne bavi direktnim odredivanjem samog broja nestabilnih
polova ni za jednu oblast, kao ni za jednu vrednost parametra n. U tu svrhu
moguce je primeniti postojeé¢e metode poput Kosijevog principa argumenta.

Disertacija takode prikazuje metod pronalaska maksimalnog segmenta
krive unutar prostora parametara, duz kog je broj nestabilnih polova invari-
jantan. U zavisnosti od specifi¢nosti problema koji se reSava, ovakav pristup
moze biti pogodniji od trazenja oblasti invarijantne stabilnosti.

Napomena 8. Skup je u nekim slu¢ajevima otvoren, dok u nekim sluca-
jevima nije otvoren. Na primer, za

f(s,m)=s+n, neD=R (3.10)

lako je pokazati da NU¢(1) = (0,00) predstavlja otvoren skup, dok skup
NU{¢(—1) = (—o0, 0] nije otvoren. O
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U okviru disertacije Cesto analiziramo invarijantnost broja nestabilnih
polova za neki skup parametarskih tacaka. Radi jednostavnosti, uveséemo
pojam invarijantne stabilnosti. Dve parametarske tacke ;' i n? su invari-
jantne po pitanju stabilnosti ukoliko NUf(n') = NUy(n?). Takode, skup
parametarskih tacaka A C D je invarijantan po pitanju stabilnosti ukoliko
je NU¢(n) invarijantno za svako n € A. Ovakav skup tacaka nazivamo oblast
invarijantne stabilnosti. Iako uglavnom razmatramo oblasti invarijantne sta-
bilnosti koje su maksimalne i/ili povezane, u tekstu izbegavamo upotrebu
termina ,maksimalna oblast” i ,povezana oblast” ukoliko je to iz konteksta
ocigledno.

3.3 Pretpostavke

Prikazani metodi primenjivi su na karakteristicne funkcije koje zadovo-
ljavaju pretpostavke definisane u ovom odeljku.

3.3.1 Analiti¢nost karakteristi¢ne funkcije

Analiticke funkcije se u kompleksnoj analizi uglavnom definisu nad otvo-
renim skupom (vidi Dodatak). Medutim, da bismo formulisali prvu pretpo-
stavku, potrebno je definisati analiticke funkcije nad zatvorenim skupom.

Definicija 18. Kompleksna funkcija f je analiticka na zatvorenom skupu
Y ako i samo ako postoji otvoren skup Y* takav da je f analiticka na Y* i

vazi Y C V*. O

Uzimajuéi u obzir prethodnu definiciju, mozemo definisati prvu pretpo-
stavku.

Pretpostavka 1. Postoji konacan skup Z7/ _C R, nezavisan od D, takav
da je preslikavanje s — f(s,n) analiticko nad C+ \ jZ/ za svakon € D. [

Metodi razvijeni u okviru disertacije zasnovani su na odredivanju bro-
ja nula karakteristi¢ne funkcije u desnoj kompleksnoj poluravni primenom
Roseove teoreme. Da bi primena RoSeove teoreme rezultovala brojem takvih
nula, neophodno je da karakteristi¢na funkcija ne poseduje singularitete u
zatvorenoj desnoj kompleksnoj poluravni.

Pretpostavka 1 ne predstavlja ozbiljno ogranic¢enje za sisteme koji po-
seduju singularitete u CT, jer su takvi sistemi svakako nestabilni po svim
uobiCajenim definicijama stabilnosti. Na primer, sistem

f(s,m) = Vs — 1(s*> + m15 + e ™) (3.11)

ne ispunjava Pretpostavku 1, a nestabilan je za svaku vrednost n € R2.
Za sisteme koji poseduju singularitete na imaginarnoj osi, situacija je
sloZenija. Mnogi sistemi imaju Cisto imaginarne singularitete, a stabilni su.
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Na primer, sistem
flsm) =s2+ms™+1, D=1[0,2)x[0,2) (3.12)

je ofevidno stabilan za neke vrednosti i € D, iako poseduje tacku grananja
u s = 0. Zbog ovakvih sistema, Pretpostavka 1 dozvoljava singularitete na
imaginarnoj osi. Postojanje ¢isto imaginarnih singulariteta predstavlja izazov
prilikom konstrukcije konture nad kojom se primenjuje RoSeova teorema, kao
Sto ¢e biti prikazano unutar Pretpostavke 5 i centralnih teorema i dokaza
disertacije.

U okviru metoda prikazanih u narednim poglavljima, neke operacije po-
trebno je primeniti na skup svih tacaka nenegativnog dela imaginarne ose,
u kojima je karakteristi¢na funkcija analiticka. U tu svrhu, definiSemo skup

—_
—
— .

Definicija 19. Skup svih nenegativnih vrednosti w koje odgovaraju tacka-
ma na imaginarnoj osi s = jw u kojima je karakteristi¢na funkcija f analiticka
za svako 1) € D oznaci¢emo kao

=2/ = {w >0 ) f je analiticka u s = jw, Vn € D} . (3.13)
O

Napomena 9. Skup Zf predstavlja sve nenegativne frekvencije w za koje
je f analiticka, dok Z/ predstavlja sve (pozitivne ili negativne) frekvencije w
za koje f nije analititka. Uz upotrebu notacije —=f = {—w cwe Bf }, vazi

—=zfusfuz/ =R (3.14)
Notacija Z/ obuhvata i pozitivne i negativne frekvencije, kako bi formiranje
kontura u nastavku odeljka bilo kompletno. Notacija =/ isklju¢uje negativ-
ne frekvencije jer je, usled simetrije karakteristi¢ne funkcije f, za reSavanje

centralnih jednakosti dovoljno uzimati u obzir samo nenegativne frekvenci-
je. O

3.3.2 Ogranicenost karakteristicne funkcije
Pretpostavka 2.
lim_ |f(Gw,m)| " < o0, ¥n € D. (3.15)
O

Pretpostavka 2 nije neophodna u formalnom smislu, poSto teoreme izlo-
zene u okviru disertacije vaze i u slu¢aju da pretpostavka nije zadovoljena.
Medutim, sistemi koji ne zadovoljavaju Pretpostavku 2 uglavnom nisu sta-
bilni po uobiajenim definicijama stabilnosti, bez obzira na broj polova u
C*. Ova ¢injenica, donekle neintuitivna, ilustrovana je sistemom

f(s)=s+14se?, (3.16)
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Slika 3.1: Prikaz podskupa polova sistema (3.16)

koji ne ispunjava Pretpostavku 2, a koji nije H> stabilan iako njegova ka-
rakteristi¢na funkcija nema nijednu nulu u C*+ (odnosno sistem ne poseduje
polove u @) Podskup polova sistema 3.16 prikazan je na slici 3.1. Sistem
poseduje beskonacno polova, ¢iji realni delovi su negativni, ali bliski nuli.
Usled ovoga, funkcija prenosa sistema nije ogranifena na imaginarnoj osi
(za s = jw), 8to sistem ¢ini nestabilnim u Hy, smislu. Za detaljniju analizu
sistema (3.16), pogledati [218|.

Dakle, iako nije neophodna za dokaze centralnih teorema, Pretpostavka 2
ojacava vezu izmedu rezultata primene izlozenih metoda i uobicajenih defini-
cija stabilnosti. Naravno, sistemi koji krSe ovu pretpostavku nisu uobicajeni
i/ili nisu prakti¢ni (na primer, nekauzalni sistemi).
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3.3.3 Diferencijabilnost karakteristi¢ne funkcije

Pretpostavka 3. Funkcija n — f(s,n) je neprekidno diferencijabilna nad
D za svako s € CT \ jZ/. O

Posto se prikazani metodi zasnivaju na analizi prirasStaja karakteristic-
ne funkcije prilikom malih promena parametara 7, karakteristi¢na funkcija
mora biti dovoljno glatka. Na primer, dokaz Teoreme 3 oslanja se na funda-
mentalnu teoremu analize, koju nije moguée primeniti ukoliko funkcija nije
diferencijabilna.

Naravno, tacke n u kojima funkcija nije diferencijabilna podrazumevaju
velike promene ponaSanja sistema, otezavajuéi analizu stabilnosti. U ovom
sluc¢aju, metodi bi mogli primenjeni na oblasti koje isklju¢uju nediferencija-
bilne tacke, ili bi parametarski prostor mogao biti izdeljen na vise podpro-
stora u okviru kojih je Pretpostavka 3 zadovoljena. Na primer, stabilnost
sistema

fs,m) =s+|m|+e ™, D=RxR* (3.17)

se moze analizirati prethodnim particionisanjem parametarskog prostora D
na podprostore D; = (—o00,0) x RT 1 Dy = (0,00) x R,

3.3.4 Gradijent karakteristi¢ne funkcije

Pretpostavka 4. Za svako n,m' € D i za neko p > 1, vazi

£ (e, )| o
wer\zs [V f G, ool 1 G m)l (3.18)

O

U centralnim teoremama disertacije se proverava da li je odnos karakte-
risticne funkcije i njenog gradijenta na imaginarnoj osi jednak nuli. Ukoliko
jeste, smatramo da je vrednost same karakteristicne funkcije jednaka nuli.
Ovaj zakljucak je tacan jedino ukoliko vazi Pretpostavka 4. U suprotnom,
moguce je da odnos funkcije i njenog gradijenta tezi nuli usled ,dovoljno
velikog” gradijenta, kao $to ilustruje primer

f(s,m) =s%""+1, D=R". (3.19)

Intuitivno posmatrano, Pretpostavka 4 vazi za sisteme u kojima, za velike
vrednosti modula Laplasove promenljive, vrednost karakteristi¢ne funkcije
ne zavisi od 7. Sistemi sa neutralnim kasnjenjem, kao sto (3.19) ilustruje,
predstavljaju klasu sistema koja krsi ovu pretpostavku. U poglavlju 6 izloZeni
su nacini da se ova pretpostavka ublazi.
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Slika 3.2: Graficki prikaz konture »2iCS

3.3.5 Ponasanje funkcije na glatkim delovima konture

Da bismo formulisali poslednju pretpostavku, definisimo pomoéne vred-
nosti

RI :max{|w*| tw” GZf} ,

1 : * * k * * *
p£:§m1n{\wi —wi| W, Wi e 27w #wj} .

Drugim rec¢ima, R{ predstavlja apsolutnu vrednost najveéeg singulariteta
funkcije f na imaginarnoj osi, dok pﬂf predstavlja polovinu najmanje udalje-
nosti izmedu bilo koja dva singulariteta na imaginarnoj osi. Uzimajuéi neko
0<p< pf: iR> R+ pﬁf, definis§imo skupove

PRK] = {jw : wl <R} | {jw : lw—w'] < p}

wreZf
= U e oe (55)
wreZf
Rif _ i . T
= {r we (-53)
3 e (RS 29

Unija ovih skupova PR = p’RIC{ U plcg U Rng predstavlja konturu koja
u celosti lezi u zatvorenoj desnoj kompleksnoj poluravni. Kada p tezi nuli
i R teZi beskonac¢nosti, unutrasnjost konture obuhvata celu otvorenu desnu
kompleksnu poluravan, dok deo same konture lezi na imaginarnoj osi, isklju-
¢ujuéi singularne tacke na imaginarnoj osi. Kontura #%KC/ je prikazana na
Slici 3.2.
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Za date skupove A C C i B C D, karakteristi¢nu funkciju f, broj 1 <
p < oo 1 parametar 7 € B, definiSimo

. f(s,m)]

B} (A, B) = inf f(s, . (3.20)

L sEA sup HVf(s,n’)Hp
n'eB

Uz uvedenu notaciju i definicije, spremni smo da formuliSemo poslednju pret-

postavku.

Pretpostavka 5. Za karakteristi¢nu funkciju f vazi

: : ! f )Ry _f
%IelfD ;I_I}(l) an(p’CQ UK 7D) - C P
R—o0

gde ¢f € Rt U {o0}. O

Dakle, izlozeni metodi se zasnivaju na pretpostavci da je odnos karakte-
risticne funkcije i njenog gradijenta striktno veéi od nekog pozitivnog broja
¢/ na glatkim delovima konture. Ova pretpostavka ograni¢ava analizu na
holomorfne delove imaginarne ose, pojednostavljujué¢i matematicki rac¢un.

Karakteristican primer sistema koji krSe Pretpostavku 5 predstavljaju
sistemi sa neutralnim kasnjenjem, poput (3.19).

3.4 PredloZzeni metodi

PredloZeni metodi inspirisani su postupkom koji je predloZen u radu [46]
za analizu stabilnosti frakcionih sistema usled promene reda diferenciranja.
Dati metodi zasnivaju se na fundamentalnoj teoremi matematicke analize i
Roseovoj teoremi iz oblasti kompleksne analize. U zavisnosti od geometrije
prostora parametara, metodi se mogu primenjivati na dva razli¢ita nacina:
kao analiza stabilnosti duz glatke krive u prostoru parametara, ili kao analiza
stabilnosti u ¢itavoj parametarskoj podoblasti. Oba postupka detaljno su
ilustrovana u poglavljima 4 i 5.

Prednost metoda koji analizira stabilnost duz krive ogleda se u tome
§to je numericki manje zahtevan, kao i u tome Sto njegova algoritamska
kompleksnost ne zavisi od dimenzionalnosti prostora parametara. Ovo je
narocito vazno naglasiti s obzirom da veliki broj postupaka predlozenih u
literaturi postaje izuzetno slozen kada je broj parametara velik.

Prednost metoda koji analizira stabilnost u oblasti lezi u tome sto jed-
novremeno pokriva kompletnu oblast, po ceni poveéane numericke komplek-
snosti.
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Glava 4

Stabilnost duz krive u prostoru
parametara

U okviru ovog poglavlja predstavljen je metod za pronalazenje segmen-
ta glatke krive u prostoru parametara, duz kog je broj nestabilnih polova
sistema invarijantan.

4.1 Kriva u prostoru parametara

Posmatrajmo neprekidnu diferencijabilnu krivu u prostoru parametara
D C R", opisanu kao

N:Q =D, Q=[O bmax) C R (4.1)

gde je —oo < Omin < Omax < +00 i

on;
<1 4.2
| 00 | — (42)
za svako n;, ¢ = 1,...,n. U okviru ovog poglavlja, razmatramo samo para-

metre koji pripadaju odabranoj krivoj. Skup svih takvih parametara ozna-
¢icemo kao

N = {n(e) ‘ V0 € Q} . (4.3)

Radi preglednosti, u ovom poglavlju ¢emo karakteristicnu funkciju obeleza-
vati kao
f(s,m(0)) = f(s,0). (4.4)
Odaberimo poéetnu vrednost parametra n° € N, i njoj odgovarajuéu
vrednost g, tako da n(6y) = n°. U opstem slucaju, moZe postojati vise
razli¢itih vrednosti 6y koje ispunjavaju ovaj uslov. Za dato 8’ € Q, 6’ > 6,
kazemo da 60y i €' pripadaju istom segmentu invarijantne stabilnosti ako i
samo ako

NU;(n(#)) = NU;(n(6)), 8 € [6,8] . (4.5)



36 Glava 4: Stabilnost duZ krive u prostoru parametara

2
n (Qmam )

0 m

Slika 4.1: Graficki prikaz primera krive (4.1)

Uvodeéi T(0y) C € kao skup svih vrednosti parametra 6 koje pripadaju
istom segmentu invarijantne stabilnosti kao i 8y, konacno definiSemo gornju
granicu segmenta invarijantne stabilnosti kao

Otim = sup T(6y) . (4.6)

Uvodenje krive parametrizovane pomocu 6 transformise viSedimenziona-
lan problem analize stabilnosti za 7 € D u jednodimenzionalan problem
trazenja gornje granice invarijantne stabilnosti duz krive za 6 € ). Dakle,
problem se svodi na pronalazak vrednosti 6, za datu krivu (4.1) i poCetnu
vrednost 6. Graficki prikaz primera krive (4.1) dat je na Slici 4.1. Vrednosti
Omin 1 Omae odreduju pocetne i krajnje tacke krive, 6y predstavlja odabra-
nu pocetnu tacku, a 0y, predstavlja nepoznatu gornju granicu invarijantne
stabilnosti koju treba odrediti. Nepoznati segment invarijantne stabilnosti je
segment krive izmedu tacaka 1(60y) i (0pim)-

Odabir krive zavisi od problema koji se reSava, i ne uti¢e na sam metod
izuzev slozenosti matematickog racuna. Na primer, moguée je odabrati krivu
koja odreduje radnu putanju projektovanog upravljackog sistema. Kao $to ¢e
biti prikazano u primeru 1 i ilustrovano na Slici 4.2, najjednostavnija takva
kriva predstavlja polupravu u prostoru parametara.

Resenje ovako postavljenog problema se sastoji iz dva koraka. U odeljku
4.2 pronalazimo konzervativno resenje, odnosno dovoljne uslove invarijantne
stabilnosti. Potom, u odeljku 4.3 ovaj postupak primenjujemo iterativno,
¢ime pronalazimo 6y, .

4.2 Dovoljni uslovi invarijantne stabilnosti

U ovom odeljku predstavljen je metod koji za datu krivu (4.1) i pocet-
nu tacku 0y pronalazi ,skok” A takav da su sve tacke n(0),0 € [0y, 0y + A
invarijantne po pitanju stabilnosti. Dobijeni skok je konzervativan; formal-
no posmatrano, 6y + A < @p,. Bez obzira na konzervativnost dobijenog
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segmenta invarijante stabilnosti, prikazani postupak je bitan jer predstavlja
prvi korak ka traZenju krajnje vrednosti 6y;,,. Metod je predstavljen u obliku
Teoreme 3.

Teorema 3. Neka je data karakteristicna funkcija f (vidi Definiciju 16)
linearnog stacionarnog sistema, koja zadovoljava Pretpostavke 1-5. Neka je
data neprekidno diferencijabilna kriva u prostoru parametara (4.1), i neka
je dato 0y € Q takvo da f(jw,0) # 0,Yw € Z/. Tada vazi NU (0 + A) =
NUf(0o) za svako A € [0, A(6))], gde A(0o) predstavija resenje jednakosti

A(f) = min {137{(90)(,4, B) ¢! } (4.7)

zaA={jw: weZ} iB={n0): 0p <0 <06y+Ab)}

Dokaz. Posmatrajmo proizvoljno A € [0, Z(GO)] . Koristeci osnovna svojstva
integrala, za proizvoljno s € C+\ jZ/ vazi

90+A af
/ —(s, Q)dH‘ <A  max
% 00 00<6<6o+A

of
555, 9)‘ . (4.8)

Zbog (3.20) i (4.7), za proizvoljno s = jw,w € =/ 1 6y < 0 < Oy + A(hy) vazi

- [ 1£(s,60)] f}
A(0y) < min { —"—"— . 4.9
(60) < {,gg<s,9>|< (4.9)

Medutim, zbog Pretpostavke 5, uvek je moguée pronaéi ppmax > 01 Rpyin > 0
tako da prethodna nejednakost vazi i na png U RIC?; za svako p < pmax 1
svako R > Rpin. Uzimajudi u obzir poslednje dve nejednakosti, dobijamo

Oo+A
/90 gg(s,e)de‘ < 1f(5,60)] (4.10)

za svako s € RIS, Dalje, usled Pretpostavke 3 moguée je primeniti funda-
mentalnu teoremu analize, tako da

|f (500 + A) = f(s.00)| < |f(s.60)], VsePFKT. (4.11)

Najzad, Pretpostavka 1 omoguéuje primenu RoSeove teoreme, garantujuéi
da f(s,00) i f(s,00 + A) imaju isti broj nula u LS.

Vrednost p > 0 moZe biti proizvoljno mala, dok vrednost R > 0 mo-
ze biti proizvoljno velika, tako da u grani¢nom sluc¢aju #%IC/ pokriva celu
zatvorenu desnu kompleksnu poluravan izuzev singulariteta na imaginarnoj
osi. Medutim, vrednost karakteristicne funkcije ne moze biti jednaka nuli u
singularnim ta¢kama imaginarne ose na osnovu pretpostavke teoreme, ¢ime
je dokaz zavrsen. O
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Napomena 10. U jednakosti (4.7) koristi se operacija infimuma nad w €
=/. U literaturi se jednakosti (i nejednakosti) ovog tipa nazivaju precesljava-
njem frekvencija. Napominjemo da, iako prikazane jednakosti predstavljaju
vid precesljavanja frekvencija, njihov oblik je originalan, a same jednakosti
su sasvim drugacije od do sada razmatranih u literaturi. O

Napomena 11. Nekada je tesko odrediti supremum iz (3.20) koji se nalazi
na desnoj strani jednakosti (4.7). Na primer, slozenost izraza pod supremu-
mom moze onemoguciti njegovo analiticko reSavanje, dok ista sloZenost moze
numericko reSavanje ¢initi neefikasnim. Ovaj problem moZemo prevaziéi uvo-
denjem zamenskog, konzervativnog izraza

Supi va(Jwa 77(‘9))”}; < M(Wa elow - 907 6’high = 90 + A(90)7 ama:c)
00<6<60+A(6o)

(4.12)
kojeg je lakSe odrediti. Tako ovakva zamena uvodi konzervatizam, krajnji
rezultat pronalaska granice 0;;,,, ostaje nepromenjen, kao Sto ¢e biti prikazano
u odeljku 4.3.

Gradijent karakteristi¢ne funkcije unutar (3.20) moguce je srac¢unati za
bilo koje s € A. Medutim, u (4.12) koristimo ¢injenicu da skup A u Teoremi
3 predstavlja podskup imaginarne ose. Usled toga, funkcija M zavisi od w
umesto od s. 0

Napomena 12. Jednakost (4.7) je cirkularna, jer se korak A(fy) pojavlju-
je na obe strane jednakosti. Prema tome, A () nije moguée dobiti direktnim
sraCunavanjem izraza sa desne strane jednakosti. Medutim, ovaj nedostatak
moguce je zaobiéi na nekoliko nacina.

Prvo, primetimo da je leva strana jednakosti (4.7) opadajuca, a desna
strana rastuc¢a funkcija u zavisnosti od A(fy). Ova ¢injenica omogudava efi-
kasnu pretragu za A(fy) u prostoru [0, 0,4 — 6o] bisekcijom, kao §to ée biti
prikazano u odeljku 4.4.

Drugo, Napomena 11 prikazuje zamenu maksimuma iz (4.7) konzervativ-
nijim izrazom M. Ukoliko zamenski izraz M ne zavisi od A(fp), cirkularnost
je uklonjena, te je skok A(fp) moguée dobiti direktnim ra¢unom desne strane
jednakosti. O

Napomena 13. lako (4.1) dozvoljava razne krive, izrazi koji figurisu u
(4.7) najjednostavniji su ukoliko kriva predstavlja polupravu u prostoru pa-
rametara

n(0) =n° + on’, (4.13)
gde n° predstavlja pocetnu tacku poluprave, a n? predstavlja jedini¢ni vektor
pomeraja koji odreduje pravac i smer poluprave, kao $to je prikazano na slici
4.2. O

Primer 1. Posmatrajmo karakteristi¢nu funkciju

fls,7,0)=s+e Ve T (4.14)
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Slika 4.2: Poluprava definisana pomoc¢u n° i n¢

gdejem =1[m =7, g2 = 0] € D=[0,20] x [0,20]. U okviru ovog primera,
pokazacemo primenu Teoreme 3 na (4.14), analizirajuéi stabilnost sistema u
zavisnosti od 7 i ¢. Definigimo krivu (4.1) kao polupravu (4.13), dobijajuéi

r=7"40cosa i o=0"+0sina, (4.15)

gde je n¥ = [TO, 00], a « predstavlja ugao koji odreduje pravac jedini¢nog
vektora n¢, kao §to je prikazano na slici 4.2.
Radi primene Teoreme 3, potrebno je odrediti

sup g('w, 9)' . (4.16)
60 <6<00+A(6o) 09
U tu svrhu, uo¢imo
8f _ —\/0os _—sT % — 1 i —Vos —sT
5 — %€ e b5, = 2\/;e e (4.17)
i
8f _ g& gai _ —\/0s _—sT € [s
90 " oro0 "ocon - ¢ € [scl T \ﬁ} ’ 418)

gde je ¢; = cos a1 ¢ = sin a. UvrStavanjem s = jw, moduo iz (4.16) moZemo
zameniti konzervativnijim izrazom, kao $to je predlozeno u Napomeni 11

. Co W
c1jw + 5 \/ a\/‘]’
Vs
< e~ eV <|cl|w + CQWW> .
2V o

Izraz (4.19) ocevidno je monotono opadajuci u zavisnosti od o. Samim tim,
supremum iz (4.16) moZzemo zameniti izrazom

af . 2 —Vow
St = e

(4.19)

sup

B0<0<60-+2(00) | 90 2\ omin

af('w,e)‘ < % e VI <\c1\w +2 2 ) . (4.20)

gde je

Omin = min_ o. (4.21)
00<0<6p+A(60)
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U slu¢aju poluprave, minimum (4.21) ima posebno jednostavan oblik

Omin = min ¢ = min {00 + 900, 0¥ + ¢3 (90 + Z(Qg))} . (4.22)
00<0<60+A(0o)

Dakle, korak A(f) pronalazimo kao

A(fy) = min inf |/ (iw, bo)|

i 5
weES 6= e—v/Omint (’01’0«1 + F/ 7= )
min

gde je omin definisano kao u (4.22). Posto je za (4.14) vrednost ¢/ = oo,
jednakost se pojednostavljuje u

Z(eo) = inf |f(Jwv 90)|

=f V2 - ’
W€~fe 2 e m(]q]w—i—%ﬁ)
min

Najveéu vrednost A(fp) koja zadovoljava (4.24) mozemo pronadi bisekcijom.
Na slici 4.3 prikazani su rezultati primene (4.24) na poéetnu tacku n° =

I (423)

(4.24)

[10,10] i pravu odredenu uglom o = —0.93rad. Krajnja tacka dobijenog
segmenta, obeleZene sa n', dobijena je kao

'rll = 77(90 + Z(@o)) (4.25)

O

4.3 Kompletan segment invarijantne stabilnosti

Teorema 3 predstavlja uslove invarijantne stabilnosti koji su konzervativ-
ni. Rezultat teoreme je segment invarijantne stabilnosti krive odreden gor-
njom granicom

01 =60y + A, (426)
gde A € [0, A(6))].

Dobijeni segment mozemo dodatno produziti iterativnom primenom me-
toda, tako da
Opr1 =0 + Ag, VEk e Ny, (4.27)

gde A € [O, Z(@k)]. Grani¢na vrednost limy_,, primenjena na (4.27) kon-
vergira ka granici stabilnosti 6y, duz krive n(6), uz pretpostavku da takva
granica uopste postoji. U tom smislu, predstavljen metod, pocevsi od date
tacke 6, pronalazi kompletan segment invarijantne stabilnosti duz krive, koji
je odreden gornjom granicom 8;,,. Ova tvrdnja je formalizovana i dokazana
u nastavku ovog odeljka.

Teorema koja sledi dokazuje da predlozeni iterativni metod pronalazi
kompletan segment invarijante stabilnosti, u slu¢aju da gornja granica 6,
segmenta postoji.
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Slika 4.3: Primena Teoreme 3 na primer 1

Teorema 4. Neka vaZe pretpostavke Teoreme 3, neka je Oy, definisano kao
u (4.6) i neka Oy, postoji. Posmatrajmo niz 0y, dobijen primenom (4.27),
gde inkrementi Ay zadovoljavaju Ay = EA(Oy) za neko € € (0,1). Tada je
niz 0 neopadajucé i vazi

lim Hk = glim‘

k—o0

Dokaz. Lako je uociti da je niz 6, monoton po svojoj konstrukciji. Na osnovu
definicije 0y, (videti (4.6)), nemoguce je da 0 > 0y, za neko k, Sto znaci
da

k—o0

Sada ¢e biti dokazano da ova nejednakost moze biti zamenjena striktnom
jednakoséu.

Pretpostavimo da ¢, konvergira nekoj kona¢noj vrednosti 0x < 0.
Posto je posmatrani niz konvergentan, inkrementi Aj postaju proizvoljno
mali kako k — oco. Ovo znaéi da, uzimajuéi u obzir (4.7) i Pretpostavku 4,
vrednost

inf |f(jw,0k)| (4.28)
wezf

takode postaje proizvoljno mala. Ovo protivreéi definiciji 0y, iz (4.6). Dakle,
0r konvergira ka 0y;,,. ]

Predstojec¢a teorema pokriva sluc¢aj u kom 6y, ne postoji. U tom slucaju,
niz 6y, divergira.
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Teorema 5. Neka vaZe sve pretpostavke Teoreme 3, neka je 0y, definisano
kao u (4.6) i neka Oj;,, ne postoji. Posmatrajmo niz 0y dobijen primenom
(4.27), gde inkrementi Ay zadovoljavaju Ay = EA(0;) za neko & € (0,1).
Tada je niz 0y neopadajué i divergentan.

Dokaz. Lako je uociti da je niz 6 monoton po svojoj konstrukciji. Ostatak
teoreme bié¢e dokazan kontradikcijom.

Pretpostavimo da je niz ; konvergentan. Imajuéi na umu Pretpostavku
4, to znadi da

lim inf |f(jw,6k)| = 0. (4.29)
k—oo weZf
Ovo dalje znaci da 0y, postoji, Sto je protivre¢no postavci teoreme. O

Napomena 14. Dobijeni segment invarijantne stabilnosti je ,kompletan”
po pogledu gornje granice, odredene vrednoséu 6y;,,. Donja granica segmenta
je odredena odabranom pocetnom tackom 6, te je segment invarijantne sta-
bilnosti mozda moguée prosiriti sa donje strane nekom vredno$éu manjom
od 6y. Naravno, pronalazak donje granice segmenta je trivijalan - dovoljno
je Teoreme 4 i 5 ponovo primeniti na odabranu krivu, u suprotnom smeru
od originalnog. O

4.4 Implementacija

Teoreme 3-5 daju teorijsku osnovu za odredivanje maksimalnog segmenta
invarijantne stabilnosti duz krive u prostoru parametara. Segment je moguce
odrediti postupkom koji kombinuje sve tri pomenute teoreme, a ¢iju imple-
mentaciju ¢emo prikazati u okviru ovog odeljka.

4.4.1 Implementacija Teoreme 3

Prvo éemo opisati postupak za pronalazak konzervativnog segmenta in-
varijantne stabilnosti. Postupak se oslanja na Teoremu 3, a pseudokod po-
stupka je prikazan u Proceduri 1 nazvanoj FindValidJump. Ulazni para-
metri procedure opisani su u Tabeli 4.1, dok rezultat procedure predsta-

vlja skok A koji odrzava broj nestabilnih polova u odnosu na 6, odnosno
NU¢(0) = NU¢(0 + A*),VA* € [0, A].

Napomena 15. Pocetna vrednost parametra je u jednakosti (4.7) obele-
Zena kao 6y, dok je u okviru Procedure 1 obelezena kao 6. Razlog za to je
Sto éemo oznaku 6y koristiti za pocetnu vrednost Procedure 2. O

Napomena 16. Cilj procedure je, za zadatu pocetnu vrednost 6, pronaci
A(0) koje zadovoljava jednakost (4.7). Medutim, ta¢nu vrednost A(6) ni-
je trivijalno pronaéi ra¢unarskom implementacijom, jer jednakost (4.7) nije
moguce direktno resiti numericki. Umesto toga, trazi¢emo vrednost A koja
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Karakteristicna funkcija sistema, parame-
trizovana u odnosu na 6.

f(s,0)

Konzervativna zamena za imenilac desne
M (w, O1ow, Onigh, Omaz) | strane jednakosti (4.7), kao §to je obrazlo-
zeno u Napomeni 11.

Pocetna vrednost parametra 6, u odnosu na
koju trazimo skok invarijantne stabilnosti.

Najveéi dozvoljeni skok parametra 6. Ova
Aoz vrednost zavisi od Q iz (4.1), kao i od po-
¢etne vrednosti 6.

0 Kriterijum zaustavljanja procedure.

Tabela 4.1: Ulazni parametri Procedure 1

je manja od, ali bliska vrednosti A(f). U tom pogledu, povratna vrednost
procedure A upravo odgovara vrednosti A iz Teoreme 3. O

Napomena 17. éinjenica da Procedura 1 kao rezultat vraéa pomeraj A
koji je striktno manji od A(#) ne utice na krajnji rezultat pronalaska kom-
pletnog segmenta invarijantne stabilnosti. Konzervativnost uneta Procedu-
rom 1 bi¢e nadomestena iterativnom prirodom Procedure 2, kao sto je do-
kazano u teoremama 4 i 5. O

Posto je leva strana jednakosti (4.7) rastuca, a desna neopadajuca u
odnosu na A(#), onda pod uslovima teoreme za svako 0 < A < A(0) vazi

A < min {137{(90)(,4, B, cf } (4.30)

gde je A = {jw: weE}iB={nl): 0 <0 <0+ A}, dok (4.30)
ne vazi ni za jedno A > A(#). Ovu ¢injenicu ¢emo iskoristiti za pronalazak
vrednosti A, tako §to ¢emo proveravati da li je nejednakost (4.30) ispunjena
za razne vrednosti A. Rezultat procedure predstavlja najveéu vrednost A za
koju mozemo pouzdano tvrditi da zadovoljava (4.30).

Prvi koraci procedure, u linijama 2-6, proveravaju da li je uslov (4.30)
ispunjen na celom intervalu [6, 0 4+ A,42]. U slucaju da je tako, bilo koji skok
(u okviru maksimalnog dozvoljenog skoka A,,,,) odrzava broj nestabilnih
polova. Tada se procedura zavrgava, dajuéi A, kao rezultat. U suprotnom,
zapocinjemo bisekciju u glavnoj petlji procedure.

U prvoj iteraciji petlje, proveravamo da li je nejednakost (4.30) zadovo-
ljena na sredini dozvoljenog intervala [0,6 + A,,q,], Linije 9-13 postavljaju
vrednost A = %, dok linija 14 proverava nejednakost (4.30). Ukoliko je ne-
jednakost zadovoljena, tada vazi A(f) € [2mexr, A,.,], U tom sluéaju, dalju
pretragu usmeravamo na taj interval postavljanjem vrednosti A = %Amax
u liniji 10. Nasuprot tome, ukoliko nejednakost (4.30) nije zadovoljena za
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A= %, tada vazi A(0) € [0, %] U tom slu¢aju, dalju pretragu usme-
ravamo na taj interval postavljanjem vrednosti A = %Amm u liniji 12.
Opisani postupak iterativno ponavljamo poloveéi interval u svakoj na-
rednoj iteraciji, sve dok veli¢ina posmatranog intervala ne postane manja od
kriterijuma zaustavljanja ¢. Kada se ovaj uslov zaustavljanja ispuni, petlja
se zavrSava, dajuéi kao rezultat najveéu vrednost A za koju smo sigurni da
zadovoljava nejednakost (4.30). Zavrsne linije 17-21 odreduju takvu rezultu-

jucu vrednost A.

Procedure FindValidJump

Inputs :
f(s,0)

(37 9l0w7 6high7 emax)

= g

max

> B

Output: A

A= Amam ;

Avalid = [A < min <min = |f G, 0)] ’ Cf)] :
wess M(Jwv 97 0+ Aa 0+ Amax)

if Avalid then
return A;
end

offset := Az /2 ;
while offset > § do
if Avalid then

A = A+ offset;
else
A = A— offset;
end
Auata = | < i iy 020 )
wesf M (jw, 0,0 + A, 0 + Apaz)

offset := offset/2
end

if Afualid then

return A ;
else

return A — (2 x offset) ;
end

Procedura 1: TraZenje pomeraja invarijantne stabilnosti A
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Napomena 18. Najveéi validan pomeraj A(f) Gesto je mnogo manji od
najveéeg dozvoljenog pomeraja A4z U tom slucaju, veliki broj pocetnih ite-
racija biva utroSen na pribliZzavanje levom (manjem) kraju intervala, odnosno
vrednosti A = 0. Ovu ¢injenicu moguce je iskoristiti za pravljenje efikasnije
procedure za traZenje A(f), koja pretpostavlja da je A(f) < Amaz- O

4.4.2 Implementacija Teoreme 4 i Teoreme 5

U ovom odeljku prikaza¢emo postupak za odredivanje kompletnog seg-
menta invarijantne stabilnosti, oslanjaju¢i se na Teoremu 4. Postupak je
nazvan FindThetalim i prikazan kao Procedura 2.

Cilj procedure je, za zadatu pocetnu vrednost g, pronaéi vrednost 0,
(vidi (4.6)) ukoliko ona postoji. Procedura 2 se oslanja na Proceduru 1 kao
jedan od koraka. Ulazni parametri procedure opisani su u Tabeli 4.2, dok
rezultat procedure predstavlja vrednost 6.

Karakteristicna funkcija sistema, parame-
trizovana u odnosu na 6.

f(s,0)

Konzervativna zamena za imenilac desne
M (s, 0100, Onigh, Omaz) | strane jednakosti (4.7), kao §to je obrazlo-
zeno u Napomeni 11.

Pocetna vrednost parametra 6, u odnosu na

fo koju trazimo segment invarijantne stabilno-
sti.
Omaz Najveca dozvoljena vrednost parametra 6.

Prvi kriterijum zaustavljanja procedure.
Ukoliko je u tekucoj iteraciji dobijeni po-
meraj parametra  manji od kriterijuma 9,
procedura se zavrsava.

Drugi kriterijum zaustavljanja procedure.
kmaz Ukoliko procedura dostigne kj,q. iteracija,
procedura se zavrSava.

Parametar koji skalira pomeraj dobijen
unutar svake iteracije procedure, u cilju
smanjivanja uticaja greSaka nastalih usled
odbirkovanja.

Tabela 4.2: Ulazni parametri Procedure 2

Linije 2-4 postavljaju pocetne vrednosti promenljivih. Promenljiva 0y,
predstavlja trenutnu aproksimaciju granice segmenta invarijantne stabilno-
sti, dok A predstavlja pomeraj duz krive koji éemo €initi u okviru jedne
iteracije glavne petlje procedure. Dakle, unutar svake iteracije petlje ¢emo
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racunati konzervativni pomeraj A, potom aproksimaciju 6y, uvecati za do-
bijenu vrednost. Broja¢ iteracija oznacen je kao k.

Linije 5-10 predstavljaju glavnu petlju procedure. U toku prve iteracije,
u liniji 6 koristimo Proceduru 1 za pronalaZenje konzervativnog pomeraja A
koji oCuvava broj nestabilnih polova u odnosu na 8 = 6y. U linijama 7-9,
trenutnu aproksimaciju vrednosti 6, uvecavamo za dobijeni pomeraj A,
skalirajué¢i ga faktorom & kako bismo izbegli greske nastale usled numerike.
Ovaj postupak iterativno ponavljamo, dok se ne ispuni jedan od sledeé¢ih
uslova:

Pomeraj A je manji od §. U ovom sluc¢aju, prekidamo proceduru, a kao
rezultat vra¢amo trenutnu aproksimaciju #,,. Teorema 4 garantuje
konvergenciju ka stvarnoj vrednosti @y, u slu¢aju da k — oco. Medu-
tim, poSto u raCunarskoj implementaciji nije mogucée prakti¢no reali-
zovati beskonacno iteracija, kriterijum § se koristi kao znak da daljim
iteracijama ne dobijamo znacajne promene aproksimacije 0y;,,.

Aproksimacija 0y, je jednaka 0,,,,. U ovom slu¢aju je procedura nai-
Sla na gornju granicu dozvoljene vrednosti 8. Kao rezultat procedure
vra¢amo grani¢nu vrednost 6,4,

Broj iteracija k je dostigao k;,q,. Teorema 5 nam govori da, ukoliko Pro-
cedura 2 divergira, 0y;,, ne postoji. Medutim, takvu divergenciju nije
mogucée dokazati u racunarskoj implementaciji procedure. Umesto to-
ga, dovoljno veliki broj iteracija (k = kpqz) uzimamo kao znak diver-
gencije, i u tom slucaju proceduru obustavljamo. U ovom slucaju kao
rezultat vra¢amo 6,,,., posto ta vrednost predstavlja jedino ogranice-
nje segmenta invarijantne stabilnosti.

4.4.3 Paralelizacija

Ukoliko se Procedure 1 i 2 izvrSavaju na rafunaru koji poseduje vise
procesorskih jedinica, poZeljno je uvesti paralelizaciju radi poboljSanja per-
formansi procedura.

Glavna petlja Procedure 2 nije podesna za paralelizaciju, zbog jake me-
duzavisnosti izmedu samih iteracija. Medutim, postoji nekoliko pogodnih
mesta za paralelizaciju:

1. Precesljavanje frekvencija. Unutar Procedure 1 vrSimo preceslja-
vanje frekvencija u linijama 3 i 14. Drugim re¢ima, vrsimo evaluaciju
jednog matematickog izraza za mnoge razliCite vrednosti frekvencije
w € E7. Posto su evaluacije izraza za razli¢ite vrednosti frekvencija
medusobno nezavisne, moguce je evaluacije paralelno izvrSavati na vi-
Se procesorskih jedinica.
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Procedure FindThetalim

Inputs :
£(5,6)
M(S7 9[011)7 9high7 emacc)
to
9771&.77
1)
kmax
3

Output: 6,

Orim = 0o ;

A =00

k=0;

while A > § and 0};,,, < Opez and k < ky, do
A = FindValidJump (f, M, Oim, Omaz — Otim, ) ;

A=EA
elim = alim_‘_A;
k=k+1;

end

if k < ke then
return 60y, ;
else
return 60,,,; ;
end

Procedura 2: Odredivanje granice invarijantne stabilnosti 6y,

2. Evaluacija razlic¢itih krivih. Nekada je pozeljno izvrsiti Proceduru 2
za vise razli¢itih krivih u prostoru parametara. Krive mogu, a ne mora-
ju pocinjati od iste parametarske tacke. Svi primeri u okviru disertacije
sadrze ovakvu primenu procedure, radi bolje karakterizacije prostora
parametara (na primer, pogledati Sliku 4.6). Posto je Procedura 2 ne-
zavisna za razli¢ite krive, moguce je proceduru paralelno izvriavati na
viSe procesorskih jedinica, pri ¢emu svako nezavisno izvrSavanje vezu-
jemo za jednu krivu.

4.5 Primer

Na slici 4.4 prikazani su rezultati primene Procedure 2 na primer 1. Kori-
S¢éene vrednosti parametara procedure su & = 0.9, 8 = 1x1072 i kyae = 1000.
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Vrednost O,q, implicitno je odredena na osnovu n°, n% i D. Procedura je
prekinuta posle 16 iteracija, posto je skok A u 16. iteraciji postao manji od
kriterijuma zaustavljanja 6. Na slici su prikazane tacke n* = n(6;,) dobijene
u pojedina¢nim iteracijama algoritma.

W77
15 1

510 F

0 5 10 15 20

------ Kriva n(0)

Segment invarijantne stabilnosti

Slika 4.4: Primena Procedure 2 na primer 1

Proceduru mozemo na sli¢an nacin primeniti na mnogobrojne poluprave
koje dele zajednicku pocetnu tacku n°. Na slici 4.5 prikazani su rezultati
takve primene, zajedno sa tackama m dobijenim u svim iteracijama proce-
dure.

Na slici 4.5 uoCavamo estimaciju oblasti invarijantne stabilnosti kojoj
pripada poéetna tacka n°. Radi poveéanja preciznosti estimacije i radi ka-
rakterizacije stabilnosti kompletnog domena D, moguée je povecati gustinu
pravih i primeniti Proceduru 2 na mnogobrojne pocetne tacke n° koje pri-
padaju razli¢itim oblastima invarijantne stabilnosti. Naravno, odabir tacaka
n® je iskustven i iterativan, jer ne mozemo unapred znati da li dve tacke
pripadaju istoj oblasti invarijantne stabilnosti.

Rezultati ovakve primene Procedure 2 prikazani su na slici 4.6. Za sva-
ko 1°, odgovarajuca vrednost NU [ (770) odredena je primenom Kosijevog
principa argumenta.
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4.6 Zakljucak

U ovom poglavlju prikazali smo metode za trazenje maksimalnog seg-
menta invarijantne stabilnosti duz krive u prostoru parametara. SloZenost
metoda ne zavisi direktno od dimenzionalnosti parametarskog prostora, po-
Sto je pomeraj duz krive parametrizovan samo jednim parametrom 6.

Ukoliko Zelimo karakterizaciju ¢itave oblasti unutar parametarskog pro-
stora po pitanju broja nestabilnih polova (umesto karakterizaciju jedne kri-
ve), metode moZemo primeniti na mnostvo krivih, kao §to je prikazano na
slici 4.6. Medutim, ovakva primena ipak ne garantuje invarijantnu stabilnost
u celoj oblasti, bez obzira na gustinu odabranih krivih. Na primer, moguée je
da postoji tacka izmedu odabranih krivih za koju metodi ne mogu garanto-
vati invarijantan broj nestabilnih polova, posto tacka ne pripada odabranim
krivama.

U slede¢em poglavlju uvodimo metode koje prevazilaze navedeni pro-
blem. Metodi izlozeni u sledeéem poglavlju garantuju invarijantost broja
nestabilnih polova unutar ¢itavih oblasti u prostoru parametara.
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Stabilnost unutar oblasti u
prostoru parametara

U ovom poglavlju prikazan je metod pronalaZenja maksimalne oblasti
invarijantnog broja nestabilnih polova M f(no), pocevii od zadate tacke nV.
Zarad preglednosti, uvodimo notaciju

NVEm) = {n+vllvl, < g}, (5.1)

gde je g-norma vektora v dimenzije n za g € [1,00) definisana kao

1
n q
v, = <Z Ivi|q> ; (5.2)
i=1
dok je u slu¢aju ¢ = oo norma definisana kao
[vll, = max {Juvi[}. (5.3)
1=1...n

Vrednost ¢ odreduje oblik oblasti qW§ (1), dok vrednost e odreduje njenu
veli¢inu. Naslici 5.1 prikazani su primeri oblasti ;W (n) za razlicite vrednosti
qie.

5.1 Dovoljni uslovi invarijantne stabilnosti

Postupak za odredivanje kompletne oblasti invarijantne stabilnosti analo-
gan je postupku za odredivanje kompletnog segmenta invarijante stabilnosti
duz krive, prikazanom u poglavlju 4. U ovom odeljku je prikazan metod ko-
ji, za datu pocetnu tacku n°, odreduje oblast invarijantne stabilnosti koja
je okruzuje. Dobijena oblast odredena je sa qwglp’q (no)(no), gde je ¢ unapred
odredeno kao parametar koji odreduje oblik dobijene oblasti, dok se vrednost
Zp.q(n") dobija primenom Teoreme 6 i predstavlja veli¢inu dobijene oblasti.

Dobijena oblast je konzervativna. Medutim, Teorema 6 je bitna jer pred-

stavlja osnovu za pronalazak kompletne oblasti invarijantne stabilnosti.
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n=1[55,¢=1¢e=2 n=1[55,q9=2¢e=4
10 T 10 T
5F 4 5F 1
0 . 0 .
0 5 10 0 5 10
77:[5,5],(]:4,5:3 772[5,5],11:00’5:2
10 T 10 T
5F { s} .
0 . 0 .
0 5 10 0 5 10

Slika 5.1: Primeri oblasti ,WW(n)

Teorema 6. Neka je data karakteristicna funkcija f (vidi Definiciju 16)
linearnog stacionarnog sistema, koja zadovoljava Pretpostavke 1-5. Neka je
data pocetna vrednost parametra n° € D za koju vazi f(jw,n°) # 0,Yw € =/
Neka su p 1 q realni brojevi takvi da

+-=1, 1<p,q<oo. (5.4)

"=
Q| =

Tada vazi

NU; (n°) = NU; (n), Yn € V(). (5.5)

za svako € € [0, Epq(n°)], gde E,4(n°) predstavija resenje jednakosti

£pa(n”) = min {, By (A W2 (). ¢/} (5.6)
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gdeje.A:{jw: wGEf}.

Dokaz. Odaberimo proizvoljno ¢ € [0, ,4(n°)]. Usled (5.6) i Pretpostavke
5, moguce je pronaéi pmaz 1 Rmin tako da

| f(s,m")|

sup IVf(s,m)ll,,

1 0
nquEp’q(no)("l )

e <

, Vs € PRKT (5.7)

za svako p < pmin 1 R > Rpaz. Reorganizujuéi (5.7), koristeéi osnovna
svojstva integrala i primenjujué¢i Helderovu nejednakost, dobijamo

1
/0 [(Vf(s,m° +Bv),v)|dB < | f(s,m°)] (5.8)

Vv € qwglp q(no)(O) i Vs € RIS, Primenom fundamentalne teoreme analize

i Pretpostavke 3 na (5.8), dobijamo

[f(s,m) = f(s,1°)] < | £(5,1°)] (5.9)
za svako Vn € W1 (7,0)(770) and Vs € »TIC/. Pretpostavka 1 dozvoljava

€p,q

upotrebu Roseove teoreme na (5.9), garantujuci da f(s,n°) i f(s,n),Vn €
qwglp,q(no)(no) imaju jednak broj polova unutar »f/C/.
Dokaz je zavrSen uzimanjem p — 01 R — oo. 0

Napomena 19. Nekada je tesko odrediti supremum iz (3.20) koji se nalazi
na desnoj strani jednakosti (5.6). Na primer, slozenost izraza pod supremu-
mom moze onemoguciti njegovo analiticko reSavanje, dok ista slozenost moze
numericko reSavanje Ciniti neefikasnim. Ovaj problem mozemo prevazi¢i uvo-
denjem zamenskog, konzervativnog izraza

. -—f _ —
sup ||Vf(Jw, T])Hp ’ S Mr (wv 7707 Ep,q('no)apa q, gmax)v w e ':'f
anW3 (n0 (n%)
ep,q(n”)

(5.10)
kojeg je lakSe odrediti. Iako ovakva zamena uvodi konzervatizam, krajnji
rezultat pronalaska kompletne oblasti invarijantne stabilnosti ostaje nepro-
menjen, kao §to ¢e biti prikazano u odeljku 5.2. O

Primer 1 (nastavak). Prikaza¢emo primenu Teoreme 6 na primer 1. Radi
jednostavnosti, koristiéemo p = ¢ = 2. Da bi Teorema 6 bila primenjena na
(4.14), potrebno je pronaéi

sup  ||Vf(iw, ), weE. (5.11)
neqwl O)(no)

ep,q(n
Nastavljajuci se na (4.17), vidi se da

‘gi(jw,n)‘zwe_ El ‘gf(jw,n)‘:;e—ﬁ\/f, (5.12)

g
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Sto dovodi do

p

of

19 sl = (|52 G ) (5.13

of ..
+ '(%(Jw,n)
Uvrstavajucéi p =21 (5.12) u (5.13), dobijamo

IV f G, )2 = eV fw (w + 410> (5.14)

Funkcija (5.14) je opadaju¢a u odnosu na o. Samim tim, supremum iz (5.11)
mozemo izraziti kao

sup va,n)up:e‘vw\/w(w : ) (5.15)

40min
nEqW;p,q(nO)(no)
gde je
. : . _ 0 _ 0
Omin = min 0 = min {00 —Epq(m), 00 +Epq(n )} ) (5.16)
neqwgpyq(n())(no)

Uvrstavanjem (5.16) u (5.6) zaklju¢ujemo da je NU(n) invarijantno u obla-
sti odredenoj podetnom tackom n° i parametrom ¢ < ,,4(n°) ako

0
Zp.q(n°) = min inff - |wf(JW,77 )|
VST w (w+ )

4Umin

NCA Y (5.17)

gde je omin definisano kao u (5.16). Posto je za (4.14) vrednost ¢/ = oo,
jednakost se pojednostavljuje u

c 0
pq(n°) = inf /oo, )| : (5.18)
wezf ,\/% 1
e w (w + 4amm>
Vrednost £, (") koja resava (5.18) mogucée je pronadi bisekcijom. O]

Rezultati primene (5.18) na primer 1 prikazani su na slici 5.2. Metod je
primenjen na n° = [10, 10], a dobijeni rezultat je £, 4(n°) ~ 2.906.

5.2 Kompletna podoblast invarijantne stabilnosti

Analogno metodi namenjenoj analizi stabilnosti duz krive, u ovom odelj-
ku pronalazimo kompletnu oblast invarijantne stabilnosti oko n°. Kompletnu
oblast dobijamo iterativnom primenom Teoreme 6.
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20 —T 7 T—T—T—7
15 1
E

010 F Keveen pga -
5k 4

0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

0 5 10 15 20
T
x  Pocetna tacka n° Dobijena oblast Sy

Slika 5.2: Primena Teoreme 6 na primer 1

Postupak zapoé¢injemo biranjem pocetne tacke n° i definisanjem skupa
Sp kao
So = {n’}. (5.19)

Potom biramo & € (0,1) i konstruisemo monotono rastuci niz skupova

Sk+1 =S U U qwgm(m (n), VEke Ny, (5.20)
neOSk

gde &, 4(n) predstavlja resenje (5.6). U sledecoj teoremi dokazujemo da niz
skupova Sy konvergira ka M ¢(n°).

Teorema 7. Neka je data karakteristicna funkcija f (vidi Definiciju 16)
linearnog stacionarnog sistema, koja zadovoljava Pretpostavke 1-5. Neka su
p i q realni brojevi koji zadovoljavaju (5.4). Neka je data pocetna vrednost
parametra n° € D za koju vaZi f(jw,n°) # 0,Yw € EF.
Neka je Sy definisano kao u (5.19), S, kao u (5.20), 1 €p4(n) kao u (5.6).
Tada vazi
lim sup S = M(n"). (5.21)

k—o00

Dokaz. Teorema je trivijalno zadovoljena ako

vn* € My(n°), 3k(n*) € N tako da n* € Skn*)- (5.22)
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Ostatak dokaza je usmeren na dokazivanje (5.22).

Za svako n* € My(n°), 3P definisano kao g : [0,1] — P C int (Mf(n"))
tako da g(0) = n°, g(1) = n* i tako da je g neprekidna funkcija. Definigimo
niz

mg = max{z: g(z) € Si}. (5.23)
i primetimo da (5.22) vazi ukoliko

3k(n*) tako da my(y) = 1. (5.24)

U svakoj iteraciji k za koju my # 1, (5.6) primenjujemo na n* = g(my).
Posto je za svako takvo 5* vrednost |f (jw, nk)} pozitivna Vw € R\ Z7, sledi
da je mpy1 > my.

Parametar g(my,) pripada int (M(n")), Vk € N. Imajudi to u vidu, kao i
Pretpostavku 4, zaklju¢ujemo da Jo > 0 takvo da | f (jw, g(mg))| > o, Vmy, €
[0,1],Vw € R\ Z7. Dakle, niz my, je striktno rastuéi i konvergira ka 1 (ne
konvergira na nijednoj drugoj vrednosti iz intervala [0, 1]). Dakle, (5.24) vazi,
¢ime je dokaz zavrsen. O

Napomena 20. Postupak (5.20) podrazumeva primenu Teoreme 6 na bes-
kona¢no mnogo tacaka u svakoj iteraciji k. Ovakav postupak nije moguée
direktno primeniti na digitalnom ra¢unaru. Umesto toga, teoremu primenju-
jemo na diskretno odbirkovan skup tacaka S; C 9S. O

Napomena 21. Analogno Teoremi 4, Teorema 7 zahteva beskona¢no mno-
go iteracija k. Posto takva implementacija nije moguéa na digitalnom ra¢una-
ru, algoritam mozemo prekinuti u slu¢aju da dobijene vrednosti g, ; postanu
manje od zadatog kriterijuma zaustavljanja §. O

Napomena 22. Teorema 7 podrazumeva da pretragom ne napustamo pro-
stor parametara D. U racunarskoj implementaciji algoritma neophodno je
proveriti ovu pretpostavku, i odstraniti rezultate koji ne pripadaju dozvolje-
nom domenu D.

Alternativno, moZzemo unutar svake iteracije uvesti maksimalan dozvo-
ljeni radijus €maz, 1 odbaciti rezultate £, 4(1n°) > emaz- O

5.3 Implementacija

Teoreme 6 i 7 daju teorijsku osnovu za odredivanje kompletne oblasti
invarijantne stabilnosti u prostoru parametara. Kompletnu oblast je moguce
odrediti postupkom koji kombinuje obe pomenute teoreme, a ¢iju implemen-
taciju ¢emo prikazati u okviru ovog odeljka.

5.3.1 Implementacija Teoreme 6

Prvo ¢emo opisati postupak za pronalazak konzervativne oblasti invari-
jantne stabilnosti. Postupak predstavlja ra¢unarsku implementaciju Teoreme
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6, a pseudokod postupka je prikazan u Proceduri 3 nazvanoj FindStability-
InvarianceRadius. Ulazni parametri procedure opisani su u Tabeli 5.1, dok
rezultat procedure predstavlja vrednost £ koja odreduje veli¢inu (radijus)
oblasti invarijantne stabilnosti koja okruzuje pocetnu parametarsku tacku
1. Oblik oblasti odreden je parametrom g, koji predstavlja jedan od ulaznih
parametara algoritma.

f(s,m) Karakteristi¢na funkcija sistema.
Konzervativna zamena za imenilac desne
Mﬁ(wﬂ?,g’p’ ¢, Emaz) | Strane jednakosti (5.6), kao $to je obrazlo-
zeno u Napomeni 19.
Pocetna parametarska tacka, oko koje tra-
n Zimo oblast invarijantne stabilnosti.
Parametar koji odreduje normu koja se ko-
D risti u (5.6). Procedura pretpostavlja da
THi=1
Parametar koji odreduje oblik dobijene
q oblasti invarijantne stabilnosti. Procedura
pretpostavlja da % =+ é =1
Najveéi dozvoljeni radijus invarijantne sta-
Emaz bilnosti.
) Kriterijum zaustavljanja procedure.

Tabela 5.1: Ulazni parametri Procedure 3

Napomena 23. Pocetna vrednost parametarske tacke je u Teoremi 6 obe-
lezena kao 1n°, dok je u okviru Procedure 3 obeleZena kao 7). Razlog za to je
$to ¢emo oznaku n° koristiti za pocetnu vrednost Procedure 4. O

Cilj procedure je, za zadatu pocetnu tacku 7, pronaéi radijus invarijant-
ne stabilnosti £, 4(n) koje resava jednakost 5.6. Posto je rac¢unarskom im-
plementacijom nemoguce pronaci ta¢nu vrednost ép’q(n), procedura umesto
toga pronalazi vrednost ¢ < g, 4(n) koja je bliska &, 4(n).

Posto je leva strana jednakosti rastuca, a desna neopadajuca u odnosu
na gp4(n), posmatrani problem je identi¢an problemu koji se reSava unutar
Procedure 1. Samim tim, i Procedura 3 je identi¢na Proceduri 1, izuzev
uslova koji se proverava u linijama 3 i 14.

Napomena 24. Posto su procedure 1 i 3 sli¢ne izuzev uslova (odnosno
nejednakosti) koji se proverava, postupak bisekcije moguce je implementira-
ti kao jedinstveni podprogram koji se koristi za reSavanje oba razmatrana
problema. ]



10:
11:
12:
13:

14:

15:
16:

17:
18:
19:
20:
21:

Glava 5: Stabilnost unutar oblasti u prostoru parametara

Procedure FindStabilityInvarianceRadius

Inputs
f(s,m)
M, (w,7,€,P, 4, Emaz)
n
p
q
Emax
)
Output :

€
Require: % +

€ = Emazx >

Evalid = [5 < min <min — ‘f(Jw’ n)‘ )7Cf>] )

weE M, (w,m,€,D, 4, Emaz

if ey414 then
return ¢;
end

offset := €maz/2 ;
while offset > § do
if £,41i4 then

e 1= e+ offset;
else

€ = ¢— offset;
end

Evalid = |€ < min [ min —7 |f (o, m)| Al
we=l M, (w, 1, €, P, ¢; Emaz)

offset := offset/2
end

if Evalid then

return € ;
else

return ¢ — (2 * offset) ;
end

Procedura 3: Trazenje radijusa invarijantne stabilnosti €
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5.3.2 Implementacija Teoreme 7

U ovom odeljku prikazaé¢emo postupak za odredivanje kompletne oblasti
invarijantne stabilnosti, oslanjaju¢i se na Teoremu 7. Postupak je nazvan
FindStabilityInvarianceRegion i prikazan kao Procedura 4.

Cilj procedure je, za zadatu pocetnu parametarsku tacku n°, pronaéi skup
M(n?). Posto takav skup moze biti proizvoljnog oblika, javlja se problem
njegove reprezentacije na racunaru.

Skup M f(no) se u toku Procedure 4 dobija unijom mnostva podskupova
dobijenih upotrebom Procedure 3. Upravo é¢emo takvu reprezentaciju iskori-
stiti i kao rezultat Procedure 4, odnosno kao reprezentaciju skupa M f(no).
Drugim re¢ima, povratna vrednost procedure ¢e biti skup M, konacnog
broja podskupova S;.

Procedura 4 se oslanja na Proceduru 3 kao jedan od koraka. Ulazni pa-
rametri procedure opisani su u Tabeli 5.2.

f(s,m) Karakteristi¢cna funkcija sistema.

Konzervativna zamena za imenilac desne
M{(w’mg’p’ ¢, €maz) | Strane jednakosti (5.6), kao Sto je obrazlo-
zeno u Napomeni 19.

Pocetna parametarska tacka, oko koje tra-
n zimo kompletnu oblast invarijantne stabil-
nosti.

Parametar koji odreduje normu koja se ko-
P risti u (5.6). Procedura pretpostavlja da
1 4 11

p ' g

Parametar koji odreduje oblik dobijene
q oblasti invarijantne stabilnosti. Procedura
pretpostavlja da ]13 + é =1

Domen parametarskih tac¢aka. Jednostavni-
D ji oblici skupa D omogucuju efikasniju im-
plementaciju algoritma.

1) Kriterijum zaustavljanja procedure.

Parametar koji skalira konzervativan radi-
jus invarijantne stabilnosti dobijen unutar
& svake iteracije procedure, u cilju smanjiva-
nja uticaja greSaka nastalih usled odbirko-
vanja.

Tabela 5.2: Ulazni parametri Procedure 4

U linijama 2-4 glavne promenljive algoritma postavljamo na njihove po-
¢etne vrednosti. Promenljiva My predstavlja aproksimaciju kompletne obla-
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sti invarijantne stabilnosti /\/lf(no), koja je na pocetku procedure prazna.
Promenljiva points_to_evaluate predstavlja skup tacaka nad kojima zeli-
mo da primenimo Proceduru 3, kako bismo za svaku tacku dobili konzerva-
tivnu oblast invarijantne stabilnosti koja je okruzuje. Umesto obi¢nog skupa,
ova promenljiva ima strukturu FIFO (First-In, First-Out) reda. Na pocetku
algoritma, u red ubacujemo poéetnu tacku n°.

U liniji 5 zapocinjemo glavnu petlju algoritma. Linije 6-8 proveravaju da
li je u FIFO redu preostalo potencijalnih tacaka za primenu Procedure 3. U
prvoj iteraciji algoritma red zasigurno nije prazan, po$to se u njemu nalazi
1. U liniji 9 preuzimamo slede¢u potencijalnu tacku iz reda, i dodeljujemo je
promenljivoj 7. Linije 10-14 ¢emo objasniti naknadno, posto nisu relevantne
u prvoj iteraciji algoritma.

U liniji 15 pronalazimo najveéi dozvoljen radijus konzervativne oblasti
invarijantne stabilnosti oko 77, u odnosu na dozvoljen domen D. U slucaju
da domen ima oblik hiperkocke, odredivanje takve vrednosti €4, je trivi-
jalno. U liniji 16 koristimo Proceduru 3 kako bismo pronasli konzervativnu
oblast invarijantne stabilnosti S oko tacke i, koju u liniji 17 karakterisemo
centrom 7, radijusom &, i normom (oblikom) ¢g. Novodobijenu oblast pri-
druZujemo aproksimaciji kompletne oblasti invarijantne stabilnosti M. U
linijama 20-23 biramo nove tacke za primenu Procedure 3. Tacke uzimamo sa
granice novodobijene oblasti §. Granica sadrzi beskona¢no ta¢aka; medutim,
unutar rac¢unarske implementacije moramo se ograniciti na konac¢an broj ta-
kvih tac¢aka. U tom pogledu, linija 20 vr8i odbirkovanje granice oblasti S,
dok linije 21-23 ubacuju odabrane tacke u FIFO red points_to_evaluate.

Postupak ponavljamo iterativno. U svakoj iteraciji glavne petlje, pre-
uzimamo novu tacku iz FIFO reda. U linijama 10-14, proveravamo da li
odabrana tacka ,,jo§ uvek” pripada granici aproksimacije M . Ukoliko se is-
postavi da tacka pripada unutrasnjosti neke podoblasti S; € M, odabranu
tacku ne uzimamo u obzir. U suprotnom, na odabranu tacku primenjujemo
Proceduru 3.

Kriterijum zaustavljanja algoritma nalazi se u liniji 19. Naime, ukoliko
je konzervativna oblast invarijantne stabilnosti koja je izracunata u nekoj
iteraciji ,previse mala” (ukoliko je njen radijus € manji od kriterijuma zau-
stavljanja ¢), onda granicu te oblasti ne koristimo u daljim iteracijama algo-
ritma. Ova pojava ne prekida proceduru trenutno; medutim, zbog opisanog
mehanizma ¢e FIFO red points_to_evaluate u jednom trenutku postati
prazan, $to ¢e prekinuti proceduru u liniji 7.

5.3.3 Paralelizacija

Procedura 4 je pogodna za paralelizaciju na vise procesorskih jedinica.
Medutim, paralelizacija nije trivijalna, posto iteracije glavne petlje nisu u
potpunosti nezavisne. U okviru ovog odeljka pokazac¢emo paralelnu imple-
mentaciju Procedure 4. Pseudokod paralelne implementacije prikazan je u
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Procedure FindStabilityInvarianceRegion

~ W

© 00 N o o

11:
12:
13:
14:
15:
16:

17:
18:
19:
20:
21:
22:
23:
24:
25:

26:

Inputs :

f(s,m)
(w,M,€,D, 4, Emaz)

ar!
n°
p

q

D

)

§

Output : M;
Require: % + % =1

./\/lf =
points_to_evaluate := empty FIFO queue ;
points to evaluate.push(n®) ;

loop
if points to evaluate.empty() then
break loop;
end

1 = points_to_evaluate.pop() ;
for S in M; do
if n € S then
skip iteration;
end
end
Emax = max{ac € RS‘ :m* e D,Vn*t e qW;};
€=
FindStabilityInvarianceRadius(f, M{, N, 0,4, Emazs0);
S=(n,¢¢4q);
Mf = Mf U {S} N
if ¢ > 0 then
new_points := sampled boundary of S ;
for point in new points do
points_to_evaluate.push(point) ;
end
end
end loop

return My

Procedura 4: Odredivanje kompletne oblasti invarijantne stabilnosti
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dve procedure - Procedura 5 i Procedura 6.

Procedura 5, nazvana FindStabilityInvarianceRegionParallel, pred-
stavlja ulaznu tacku paralelne implementacije. U tom pogledu, Procedu-
ra 5 direktno menja Proceduru 4, a oslanja se na Proceduru 6, nazva-
nu Worker, kao podprogram. Sama Procedura FindStabilityInvariance-
RegionParallel je jednostavna. U liniji 2, procedura inicijalizuje aproksi-
maciju M na prazan skup. Potom, u liniji 3, procedura pokrene ,jizvrsitelja”
u vidu podprograma Worker, zadajuéi izvrsitelju da pronade oblast ekviva-
lentne stabilnosti oko n°. Izvritelj (engl. worker) predstavlja logicki koncept
nezavisnog toka izvrSavanja programa, u okviru koga je moguce izvrsiti neki
podprogram. Izvrsitelji se mogu paralelno izvrSavati na razli¢itim procesor-
skim jedinicama, ili konkurentno izvrSavati na istoj procesorskoj jedinici.
U liniji 4 procedura ¢eka da svi se pokrenuti izvrsitelji zavrSe, posle ¢ega
procedura vraca konacni rezultat M.

Napomena 25. Sviizvrsitelji ¢itaju i piSu u istu promenljivu M ;. Shodno
tome, promenljiva M se izvrSiteljima prosleduje ,po referenci”. O

Procedure FindStabilityInvarianceRegionParallel

Inputs

fi(s} n)

M, (w,m,€,p, 4, Emaz)

n°

p

q

D

0

i
Require: st = 1
./\/lf =49,

Spawn (worker7 f7 M?‘I:" n07 p7 q7 ,D7 57 §7 Mf) 7
wait for all workers to finish ;

return My

Procedura 5: Paralelna implementacija Procedure 4

Procedura 6, nazvana Worker, opisuje jednog izvrsitelja. Telo procedure
umnogome li¢i na Proceduru 4. Najpre, izvrsitelj u linijama 3-7 proverava
da li se dobijena tacka m nalazi u unutrasnjosti aproksimacije M. Ukoliko
je tako, izvrsitelj odbacuje tacku i prekida svoje izvrSavanje. U suprotnom,
izvrsitelj pronalazi konzervativnu oblast invarijantne stabilnosti oko n, i pri-
druzuje je aproksimaciji M. Ukoliko je novodobijena oblast S ,dovoljno
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velika”, izvrSitelj odbirkuje nove tacke na granici novodobijene oblasti, i po-
kreée po jednog novog izvrsitelja za svaku odbirkovanu tacku.

Napomena 26. Posto svi izvrsitelji konkurentno/paralelno pristupaju is-
toj promenljivoj M ¢, potrebno je obezbediti atomske operacije nad promen-
ljivom. PoSto vec¢inu vremena izvrSitelji provode ¢itajuci promenljivu My, a
samo mali deo vremena provedu pisuéi u promenljivu, pristup promenljivoj
moguce je obezbediti MRSW (Multiple-Readers, Single-Writer) katancem
radi vecée efikasnosti. O

Ceo postupak se zavrSava kada ne preostane nijedan izvrsitelj. Ova situ-
acija se deSava u slucaju da svi postojeci izvrsitelji zavrSe svoj podprogram,
a da su novodobijene oblasti S unutar tih izvrsitelja ,dovoljno male” da ne
prouzrokuju pravljenje novih izvrsitelja.

5.4 Primer

Slika 5.3 ilustruje primenu Teoreme 7 na primer 1, za p = ¢ = 2. Na
slici je prikazano prvih 12 iteracija algoritma. Crvenom bojom oznacena je
novodobijena oblast invarijantne stabilnosti u svakoj iteraciji k.

Kompletnu karakterizaciju stabilnosti unutar domena D dobijamo prime-
nom Teoreme 7 na vise pocetnih tacaka n°, odabranih tako da nijedna oblast
invarijantne stabilnosti ne bude propustena. Ovakav odabir pocetnih tacaka
je iskustven i iterativan. U slucaju primera 1, odabrane su pocetne tacke
[1,1], [10,10],[18,2],[19,0.15] i kriterijum zaustavljanja § = 1 x 1073. Re-
zultati algoritma prikazani su na slici 5.4, gde je NU; za svako n° odredeno
pomocu Kosijevog principa argumenta.
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© 00 N O O b W N

Procedure Worker

Inputs :

fi? n)
(W, M, 6,0, ¢, Emaz)

M
n
p
q
D
1)
§
MT

Require: = + =2 =1

Q=

1
P
loop
for S in M; do
if n € S then
return ;
end
end
Emaz = max {z € R{ : n* € D,Vn* € WV} };
€=

FindStabilityInvarianceRadius(f, HZ, 7,0, ¢y Emazs0);
S = (77»5‘5,51) ;
My = M;U{S};
if € > ¢ then
new_ points := sampled boundary of S ;
for n’ in new_points do
spawn (Worker, f,ijn’,p,qﬂ), 5,6, M),
end
end
end loop

return

Procedura 6: Paralelna implementacija Procedure 4
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10

Slika 5.3: Primena Teoreme 7 na primer 1
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# Pocetne tacke = NU; =4
— NU; =0 NU; = 6
— NU; =2

Slika 5.4: Primena Teoreme 7 na primer 1
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Glava 6

Neka prosirenja 1 specijalni
slucajevi

Metodi predstavljeni u okviru poglavlja 4 i 5 primenjivi su na Siroku klasu
sistema opisanih iracionalnim funkcijama prenosa. Za neke uske podklase
takvih sistema, predloZzeni metodi mogu se realizovati efikasnije. U ovom
poglavlju prikazujemo neke slu¢ajeve u kojima se efikasnost metoda moze
povecati, kao i nacine na koje se neke pretpostavke iz poglavlja 3 mogu
ublaziti.

6.1 Stabilnost retardiranih sistema

Retardirani sistemi predstavljaju podklasu sistema sa vremenskim ka-
Snjenjem koja se Cesto sreée u praksi. Karakteristicna funkcija retardiranih
sistema ima oblik (2.22). Prelaskom na notaciju 7; = 7;, karakteristi¢na
funkcija se dalje moze zapisati u obliku

fls,m) =s™+ ) Pis)e ™™, (6.1)
=1

gde parametri 7; > 0 predstavljaju diskretna vremenska kasnjenja, a P;(s) su
polinomi ¢iji stepen deg P;(s) < m, m € N, a koji zavise od matrica A;, B i
C; zai =1...n. Pogodan oblik funkcije (6.1) omogucava efikasniju primenu
Teoreme 3 i Teoreme 6. U ovom odeljku prikazane su modifikovane verzije
ovih teorema, specijalizovane za retardirane sisteme.

6.1.1 Metod krive
Uvrstavanjem (4.1) u (6.1) dobijamo

f(s,0)=s"+ Zn: Pi(s)e™m0), (6.2)
i=1
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Radi veée opStosti, u okviru ovog odeljka razmatra¢emo nesto Siru klasu
karakteristi¢nih funkcija

F(5,0) =™+ fi(s)e ™, (6.3)
=1

gde f;(s) predstavljaju proizvoljne kompleksne funkcije. Funkcije oblika (6.2)
predstavljaju specijalan slucaj funkcija koje poseduju oblik (6.3), u kojem
funkcije f;(s) imaju oblik polinoma.

Teorema 8. Neka je data karakteristicna funkcija f oblika (6.3), ¢ neka f
zadovoljava Pretpostavke 1-5. Neka je data neprekidno diferencijabilna kriva
u prostoru parametara (4.1), i neka je dato 0y € Q takvo da f(jw,6by) #
0,Yw € =/, Tada vazi NUs (0 + A) = NUf(0p) za svako A € [0, A(6p)],

gde A(6y) predstavlja resenje jednakosti

A(fy) = inf —; |, bo) . . (6.4)
WED . i ..
’ ; <)l bo<20045(00) | OF e 5)‘

Dokaz. Kao posledica Teoreme 3, NUy(0g + A) = NUy(6p) vazi za svako
A € [0, A(by)] ukoliko je zadovoljeno (4.7). Dalje, uvrstavanjem (6.3) u
imenilac desne strane izraza (4.7) dobijamo

on;
00

51 G . )

af . "
N FrLtdle )‘ B eogrﬁnsae)cfww;

(6.5)

o <jw,/3>\ .

n
< (7
<w) i, max |5

=1

Uvrstavanje konzervativnog maksimuma (6.5) u (4.7) trivijalno dokazuje te-
oremu. O

Napomena 27. U slucaju da je kriva (4.1) definisana kao poluprava (4.13),
karakteristi¢na funkcija sistema (6.3) poprima oblik

f(s,0)=s"+ Z fi(s)e™ 50 (6.6)
i=1
dok jednakost (6.4) poprima posebno jednostavan oblik
Z(Go) — inf ’f(Jwa 90)|

wesf wy i aq | fi(jw)]’

gde su a; realni koeficijenti zavisni od (4.13). O

(6.7)
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Primer 2. Posmatrajmo retardirani sistem opisan karakteristi¢nom funk-
cijom
f(s,71,72) = 8% 4 2575 4 752, (6.8)

Primenom Teoreme 8 ispita¢emo stabilnost sistema u zavisnosti od parame-
tara 71 1 7».

Posto ¢emo metod primenjivati duz poluprave, koristi¢emo modifikovani
oblik teoreme dat izrazom (6.7). Karakteristicna funkcija sistema moze se
zapisati u obliku (6.6), gde je

m=2, fi(s) = 26_87—?, fa(s) = e_STg, a1 = cosa, as = sina, (6.9)

a « je ugao koji odreduje pravac jedini¢nog vektora iz (4.13).

Iterativna primena nejednakosti (6.7) daje rezultate prikazane na slici
6.1. Algoritam je primenjen na pocetne tacke [0, 0], [1.75,1.20], [0.88,2.73],
[0.20, 3.10], [0.71, 3.22], sa kriterijumom zaustavljanja § = 1x 10~3 u domenu
D = [0,2.6] x [0,3.3]. Rezultati su prikazani uporedno sa SCS dobijenim
pomoc¢u metoda iz [158|.

3 A
2
g
1
0
0 1 2
T1
8 Pocetne tacke —_— NUy =2 == SCS
= NU; =0 — NU; = 4

Slika 6.1: Iterativna primena Teoreme 8 na primer 2

6.1.2 Metod oblasti

Teorema 9. Neka je data karakteristicna funkcija f oblika (6.3), i neka
f zadovoljava Pretpostavke 1-5. Neka je data pocetna vrednost parametra
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n° € D za koju vazi f(jw,n°) # 0,Yw € Ef. Neka su p i q realni brojevi takvi
da

1 1
—+-=1, 1<p,q<o0. (6.10)
p q
Tada vazi
NU; (n°) = NUy (n), Vn € V). (6.11)

za svako € € [0, Epg(no)], gde &,,4(n°) predstavlja resenje jednakosti

G
W=l W (X [Pi(jw) ")

Dokaz. Uvodenjem (6.1) u imenilac desne strane jednakosti (5.6) dobijamo

1
p)p

- (Z [Py (je)e 5 ) (6.13)

g1041(770) =

(6.12)

19 GG, m)p = (Z .

a;ow,m

Dakle, supremum u imeniocu nejednakosti (5.6) ne zavisi od n. Uvrstavanjem
(6.13) u (5.6) dobijamo (6.12), ¢ime je dokaz zavrSen. O

Napomena 28. Smena (6.13) ne uvodi dodatni konzervatizam, a omogu-
¢ava efikasnu i uniformnu primenu teoreme na retardirane sisteme. O

Primer 2 (nastavak). Teoremu 9 primeni¢emo na karakteristi¢nu funkciju
(6.8). Radi potrebe teoreme, karakteristi¢nu funkciju ¢emo izraziti u obliku
(6.1), gde su

m=2, Pi(s)=2s, P(s)=1 (6.14)

Rezultati iterativne primene teoreme prikazani su na slici 6.2. Algoritam je
primenjen na pocetne tacke [0.25,1.00], [1.75,1.20], [0.88,2.73], [0.20,3.10] i
[0.71,3.22] u domenu D = [0, 2.6] x [0, 3.3]. Koris¢en je kriterijum zaustavlja-
nja § = 1 x 1073. Rezultati su prikazani uporedno sa SCS dobijenim pomoéu
metoda iz [158].

O

6.2 Ublazavanje pretpostavki

Neke karakteristi¢ne funkcije zadovoljavaju Pretpostavke 1-4, ali ne za-
dovoljavaju Pretpostavku 5.
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# Pocetne tacke —_— NUy =2 == SCS
— NU; =0 —— NU; =4

Slika 6.2: Iterativna primena Teoreme 9 na primer 2

Primer 3. Posmatrajmo karakteristi¢nu funkciju
f(s,m) =s"+1, (6.15)

gde n € D = (0,L), 1 < L < oco. Pretpostavke 1-4 su zadovoljene, ali
Pretpostavka 5 nije zadovoljena. O

U ovom odeljku prikazan je na¢in da se ovaj problem zaobide. Predlozeni
metod predstavlja uopstenje metoda prikazanog u [46], gde je sli¢na tehnika
primenjena na specifi¢ni slu¢aj frakcionih sistema. Radi kompletnosti, metod
prikazujemo u okviru disertacije.

Osnovna ideja sastoji se od proSirivanja karakteristi¢ne funkcije f po-
moc¢nom funkcijom h, dajuéi proSirenu karakteristi¢nu funkciju

f*(svn) :f(3777) h(8777)' (616)

Cilj je karakteristi¢nu funkciju prosiriti na nac¢in koji ispunjava Pretpostavku
5, a koji ne utice na NUy(n).

Teorema 10. Neka je data karakteristicna funkcija f kao u Definiciji 16 i
neka f zadovoljava Pretpostavke 1-4, ali ne i Pretpostavku 5. Definisimo f*
kao u 6.16, gde h(s,mn) predstavlja pomocénu funkciju koja zadovoljava sledece
uslove:
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(i) h zadovoljava Pretpostavke 1-4, tako da =" C =7,
(i) NUp(n) =0, Vn € D.
(iii) BT (s) = o0, Vs € ng UIC:,{, Vn e D.
Tada f* zadovoljava Pretpostavke 1-5 1
NU¢(n) = NUys-(n), Vn € D. (6.17)

Dokaz. Prosirena funkcija f* zadovoljava Pretpostavku 1, jer je proizvod dve
analiticke funkcije analiticka funkcija. Posto je grani¢na vrednost proizvoda
dve funkcije jednaka proizvodu grani¢nih vrednosti pojedina¢nih funkcija,
funkcija f* zadovoljava Pretpostavku 2. Posto je proizvod dve neprekidne
funkcije neprekidna funkcija i proizvod dve diferencijabilne funkcije diferen-
cijabilna funkcija, f* zadovoljava i Pretpostavku 3. Pretpostavka 4 je zado-
voljena usled ¢injenice da i f i h zadovoljavaju Pretpostavku 4. Pretpostavka
5 je direktno zadovoljena zbog (iii).

Tvrdnja 6.17 trivijalno sledi iz (ii), ¢ime je dokaz zavrsen. O

Primer 3 (nastavak). Posmatrajmo karakteristi¢nu funkciju (6.15) i defi-
nisimo L* = [L] + 1, gde [L] oznacava gornji ceo broj u odnosu na realni
broj L. Definisimo pomoénu funkciju

h(s,n) = (s% + 1) v . (6.18)

Posto h zadovoljava uslove Teoreme 10, stabilnost karakteristi¢ne funkcije f
moze se ispitivati primenom Teorema 3-7 na funkciju f*. 0l

Primer 4. Posmatrajmo sistem opisan karakteristiénom funkcijom
f(s,B,0) = 5" + ke V7%, (6.19)

gde € [0,L], 0 <L <ooio€]0,2]. Cilj je analizirati stabilnost sistema
u zavisnosti od parametara 8 i o. Karakteristi¢na funkcija 6.19 zadovoljava
Pretpostavke 1-4, ali ne zadovoljava Pretpostavku 5. Defini§imo pomoénu
funkciju

h(s, B,0) = (s¥ + 1)” , (6.20)

gde je L* = [L]. Posto (6.19) i (6.20) zadovoljavaju uslove Teoreme 10,
stabilnost karakteristi¢ne funkcije f analiziraéemo primenom Teorema 4 i 7
na prosirenu karakteristi¢nu funkciju

F¥(s,8,0) = (sﬁ + ke_\/a) (SLT’B + 1)” . (6.21)

Na slici 6.3 prikazani su rezultati primene Teoreme 4 na (6.21), za L = 2.
Teorema je primenjena na pocetne tacke [0.50,1.50], [1.25,0.25], [1.80, 1.50]
i [1.80,0.30]. Koriséen je kriterijum zaustavljanja 6 = 1 x 1073,
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Slika 6.3: Primena Teoreme 4 na primer 4

Na slici 6.4 prikazani su rezultati primene Teoreme 7 na (6.21), takode
uzimajuéi L = 2. Teorema je primenjena na pocetne tacke [1,1] i [1,8,1.5].
Koriséen je kriterijum zaustavljanja 6 = 1 x 1073,
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# Pocetne tatke === NUj; =0 === NU; = 2

Slika 6.4: Primena Teoreme 7 na primer 4
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Glava 7

Primeri

U ovom poglavlju prikazana je primena teorema 3-7 na razli¢ite klase
sistema opisanih iracionalnim funkcijama prenosa.

7.1 Sistemi sa vremenskim kasnjenjem

Primer 5. Posmatrajmo sistem modelovan u prostoru stanja

i@y:—/oﬁ%@+amw (7.1)

-7

Dati sistem ima karakteristi¢nu funkciju
fls,7, k) = s* 4+ sk+1— e TEHR), (7.2)

Ispita¢emo stabilnost sistema u prostoru parametara 7 i k, u domenu D =
[0,20.5] x [0,0.5]

Na slici 7.1 prikazani su rezultati primene Teoreme 4 na pocetne tacke
[1.0,0.4], [10.0,0.4], [17.0,0.4], [4.9,0.1], [8.0,0.04], [11.3,0.08], [14.5,0.04],
[17.5,0.08], [12.0,0.013], [18.0,0.018], [19.9,0.047], i [16.19,0.007]. Koris¢en
je kriterijum zaustavljanja 6 = 1 x 1074,

Na slici 7.2 prikazani su rezultati primene Teoreme 7 na pocletne tac-
ke [1.0,0.2], [4.9,0.1], [8.0,0.04], [11.3,0.08], [14.5,0.04], [17.5,0.08], [12.0,
0.013], [18.0,0.018], [19.9,0.047] i [16.19,0.007]. Koris¢en je kriterijum zau-
stavljanja 6 = 5 x 1074,

O

Primer 6. Posmatrajmo sistem modelovan u prostoru stanja

0
ﬂﬂ:—ﬂwwn—/ ekt + a)da (7.3)

—To

Dati sistem ima karakteristi¢nu funkciju

f(s,11,m0,k) =8>+ s(k4+e ™) + ke 5™ +1 — e~ m2(s4h), (7.4)
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# Pocetne tacke —_— NU; =2 NUy =
— NU; =0 — NU; =4 — NU; =

Slika 7.1: Primena Teoreme 4 na primer 5

"o 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

p
# Pocetne tacke _— NU; =2 NU; =6
— NU; =0 — NU; =4 — NU; =8

Slika 7.2: Primena Teoreme 7 na primer 5

Ispita¢emo stabilnost sistema u prostoru parametara 7, 75 i k, u domenu
D = [0,0.55] x [3,13] x [0,18 x 1073]. Na slikama 7.3 i 7.4 prikazani su
rezultati Teoreme 4 na (7.4), koristeé¢i pocetnu tacku n° = [0.25,8,3 x 1073
i kriterijum zaustavljanja § = 1 x 1073,

O
7.2 Frakcioni sistemi
Primer 7. Posmatrajmo sistem opisan karakteristicnom funkcijom
a+ps «a b (Y 1
£l8) = s+ ke VI, y(s) = L HHOET Y )

s +a

koja odgovara uopstenoj frakcionoj telegrafskoj jednacini u zatvorenoj po-
vratnoj sprezi [259]. Ispitacemo stabilnost sistema u dva prostora parameta-
ra:

e Prostor parametara z i k, u domenu D; = [0,4] x [4,8].

e Prostor parametara a iy, u domenu Dy = [0.2,0.9]2.
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7
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Slika 7.3: Primena Teoreme 4 na primer 6 - prikaz dobijenih polupravih
invarijantne stabilnosti.

0.015 1
k 0.010 7

0.005 °

0.000 °

Slika 7.4: Primena Teoreme 4 na primer 6 - prikaz krajnjih tacaka dobijenih
segmenata invarijantne stabilnosti.
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Slika 7.5 prikazuje primenu Teoreme 4 na (7.5) u prostoru parametara z
i k, koristeci pocetne tacke [0.4,7.0], [0.2,5.0], [3.0,7.0], [1.5,5.0] i [3.5,5.7].
Koriséen je kriterijum zaustavljanja § = 1 x 1074

8.0

7.5

7.0 =

6.5
6.0
5.5
5.0
4.5

0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0
T

# Pocetne tatke === NU; =0 === NU; =2
Slika 7.5: Primena Teoreme 4 na primer 7

Slika 7.6 prikazuje primenu Teoreme 7 na (7.5) u prostoru parameta-
ra x i k, koriste¢i pocetne tacke [0.4,7.0] i [2.5,6.0]. Koris¢en je kriterijum
zaustavljanja 6§ = 1 x 1072

Slika 7.7 prikazuje primenu Teoreme 4 na (7.5) u prostoru parametara o«
i 7y, koriste¢i pocetne tacke [0.40,0.40], [0.70,0.70], [0.86,0.86] i [0.89,0.89].
Koriséen je kriterijum zaustavljanja 6 = 1 x 1074

Slika 7.8 prikazuje primenu Teoreme 7 na (7.5) u prostoru parametara «
iy, koristeéi pocetne tacke [0.40,0.40], [0.70,0.70], [0.86,0.86] i [0.89,0.89).
Koriséen je kriterijum zaustavljanja § =5 x 107°.

O
7.3 Sistemi sa distribuiranim parametrima
Primer 8. Posmatrajmo sistem opisan karakteristicnom funkcijom
f(s,k,0) = s+ ke V. (7.6)

Ispitacemo stabilnost sistema u prostoru parametara k i o, u domenu [k, o] €
D = [0, 20]?. Naslici 7.9 prikazani su rezultati primene Teoreme 4 na pocetne
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70.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
«a

#® Pocetne tacke == NU; = 2 NU; =6
— NU; =0 — NU; =4

Slika 7.8: Primena Teoreme 7 na primer 7

tacke [0.5,0.5], [4.0,4.0], [2.0,10.0], [10.0,2.0], [6.0,6.0], [16.0,10.0], [10.0,
16.0], Koriséen je kriterijum zaustavljanja § = 1 x 1073,
Na slici 7.10 prikazani su rezultati primene Teoreme 7 na pocetne tacke
[4,4], [6, 6], Koriséen je kriterijum zaustavljanja § = 1 x 1072.
O

Primer 9. Posmatrajmo upravljacki sistem prikazan na slici 7.11. Funkcija
prenosa sistema kojim upravljamo oznacena je sa G(s), dok je proporcijalno
pojacanje P regulatora oznaceno sa k. Vreme neophodno da se signal sprove-
de od regulatora do aktuatora, kao i vreme neophodno da se signal sprovede
od senzora do regulatora, ozna¢eno je sa e~ z. Dakle, ukupno vremensko ka-
Snjenje cele petlje jednako je 7 > 0. Funkcija prenosa spregnutog sistema
je

Y(s) ke™*2G(s)
R(s) 1+kes"G(s)
Cilj nam je analiza stabilnosti sistema u zatvorenoj sprezi u zavisnosti od

parametara 7 i k. U nastavku su prikazana tri slucaja koja odgovaraju ra-
zli¢itim sistemima G(s).

F(s)=

(7.7)

1. Provodenje toplote u polu-beskonaénom stapu Posmatrajmo jed-
nodimenzionalno provodenje toplote u tankom Stapu, kao Sto je prikazano
na slici 7.12. U prvom slucaju posmatraé¢emo polu-beskonaé¢ni Stap, duzine
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Slika 7.9: Primena Teoreme 7 na primer 8
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Slika 7.10: Primena Teoreme 7 na primer 8
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Slika 7.11: Upravljacki sistem iz primera 9.
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Slika 7.12: Zagrevanje jednog kraja Stapa duzine 0 < L < oo.

L — co. Stap je toplotno izolovan, osim na svojim krajevima. Temperaturu
Stapa obelezi¢emo kao 0(t, z). Na levom kraju x = 0, $tap se greje ulaznim
toplotnim fluksom wu(t,0) = —)\%(t,O), gde \ predstavlja toplotnu provo-
dljivost materijala od kog je Stap sacinjen. Temperatura Stapa meri se na
poprecnom preseku z = xg > 0.
Odgovarajuéi model raspodele temperature duz Stapa opisan je jednaci-
nom provodenja toplote
0%0(t,x 00(t, x
(2 ) — 0_—1 ( )’ (78)
ox ot
gde o predstavlja koeficijent toplotne provodljivosti materijala od kog je Stap
sacinjen. Grani¢ni uslovi sistema dati su jednakostima
00 00

“AS(L0) =ult,0) A Z=(tL) =0, (7.9)

Uzevsi L — oo, funkcija prenosa sistema data je izrazom

e—xo\/§

G(s) = . 7.10
0 =575 (710
Odgovarajuca funkcija prenosa spregnutog sistema je
ke s5e V5
F(s) . (7.11)

) NG+ ke~sTe "0V

Teoreme 4 i 7 primenjene su na karakteristi¢nu funkciju

F(s, 1, k) = /\\/g + ke 5Te V5, (7.12)
g
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Smatramo da je Stap sacinjen od aluminijuma, ¢ija toplotna provodljivost je
A= 237TWm ' K™, a koeficijent toplotne provodljivosti o = 98.8 x 1076
m?s~! [280]. Temperatura se meri na rastojanju xo = 0.15m od levog kraja
Stapa. Rezultati Teoreme 4 prikazani su na slici 7.13. Teorema je primenjena
na pocetne tacke [1,0.5 x 10%], [50,0.5 x 10%], [90,0.5 x 10%], [1,4 x 10%],
(50,4 x 10%], [20,6 x 10%] i [90, 3 x 10%]. Koriéen je kriterijum zaustavljanja
60 =0.8.
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# Pocetne tacke === NU; = 0 === NU; = 2

Slika 7.13: Primena Teoreme 4 na primer 9, polu-beskonacni Stap

Rezultati Teoreme 7 prikazani su na slici 7.14. Teorema je primenjena na
pocetne tacke [20, 1 x 10%] i [60, 5 x 10%]. Koriséen je kriterijum zaustavljanja
0 =0.1.

2. Provodenje toplote u Stapu kona¢ne duZine U ovom odeljku po-
novo posmatramo provodenje toplote u Stapu. Medutim, posmatrani Stap
¢e u ovom slucaju biti konacne duzine 0 < L < oo. Odgovarajuéa funkcija
prenosa procesa je

_ sinh((L —2),/%)

G(s) = , 7.13
(5) Ay/Z cosh(L,/%) (7.13)
dok je funkcija prenosa sistema u zatvorenoj sprezi
ke*% sinh (L — 2),/2
F(s) (L-2)3) (7.14)

Az cosh (Ly/3) + ke~ sin (L —2),/3)
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Slika 7.14: Primena Teoreme 7 na primer 9, polu-beskona¢ni Stap

Teoreme 4 i 7 primenjene su na karakteristi¢nu funkciju

Fs, 7 k) = )\\/jcosh (L\/§> + ke ™7 sinh ((L - x)\/§> . (7.15)

Smatramo da je Stap duzine L = 0.2m. Ostali parametri Stapa su neprome-
njeni u odnosu na polu-beskonaé¢ni stap. Rezultati Teoreme 4 prikazani su
na slici 7.15. Teorema je primenjena na pocetne tacke [17.0,22 x 10%], [80.0,
5 x 10%], [40.0, 55 x 103] i [80.0, 30 x 103]. Koriséen je kriterijum zaustavljanja
6=1.

Rezultati Teoreme 7 prikazani su na slici 7.16. Teorema je primenjena na
pocetne tacke [25,15 x 10?] i [60, 50 x 10%]. Koriséen je kriterijum zaustavlja-
nja 6 = 0.1.

3. Prostiranje napona u uparenim elektri¢nim provodnicima Po-
smatrajmo par elektri¢nih provodnika beskona¢ne duzine, modelovanih po-
mocu telegrafskih jedna¢ina. Napon v(x,t) u prostorno-vremenskom domenu
modelovan je jedna¢inom

i (x,t) H082+(RC+GH)8—|—GR (x,t) (7.16)
—v(x,t) = — — v(x .
dz? 7 ot? ot T

gde H predstavlja poduznu induktivnost voda, C' predstavlja poduznu ka-
pacitivnost voda, R predstavlja poduZznu otpornost voda i G predstavlja
poduznu provodnost voda. Na levom (kona¢nom) kraju, vod se napaja iz
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Slika 7.15: Primena Teoreme 4 na primer 9, kona¢ni Stap
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Slika 7.16: Primena Teoreme 7 na primer 9, kona¢ni Stap
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naponskog izvora v(0,t) = u(t). Ovo ujedno predstavlja prvi grani¢ni uslov
sistema, dok je drugi grani¢ni uslov dat kao v(L = oo,t) = 0. Napon je
meren na udaljenosti g > 0 od levog (kona¢nog) kraja voda, dajuéi izlaz
sistema y(t) = v(xg,t).

Uzimajuéi L — oo, dobijamo funkciju prenosa sistema

G(s) = 58 — V(OO HsHR), (7.17)

i funkciju spregnutog prenosa

ke—s% el (Cs+G)(Hs+R)

F(s) = )
1+ ke_sq—ezm/(CerG)(Hs+R)

Teoreme 4 i 7 primenjene su na karakteristi¢nu funkciju

F(s, 7, k) =1+ ke TV (CsG)Hs+R) (7.19)

(7.18)

Za elektri¢ne karakteristike vodova uzete su vrednosti R = 17.224mQm™!,
C =51.57pFm~!, H =612.9nHm ™! i G = InSm~! po ugledu na [281]. Re-
zultati Teoreme 4 prikazani su na slici 7.17. Teorema je primenjena na pocet-
ne tacke [0.05, 1.3], [0.15,1.15], [0.1, 1.45], [0.16,1.38] i [0.175, 1.48]. Koris¢en
je kriterijum zaustavljanja 6 = 1 x 107°.
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Slika 7.17: Primena Teoreme 4 na primer 9, par provodnika
Rezultati Teoreme 7 prikazani su na slici 7.18. Teorema je primenjena

na pocetne tacke [0.1,1.2], [0.125,1.41] i [0.175, 1.48]. Koris¢en je kriterijum
zaustavljanja § = 1 x 107°.
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Slika 7.18: Primena Teoreme 7 na primer 9, par provodnika
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Glava 8

Zakljucak

Rad posmatran u celini posvecen je analizi stabilnosti linearnih, vremenski-
invarijantnih dinamickih sistema, sa akcentom na sisteme sa beskonac¢no di-
menzija.

Stabilnost se analizira u smislu odredivanja broja nestabilnih polova siste-
ma u zavisnosti od vrednosti parametara modela. Broj nestabilnih polove ne
odreduje se direktno. Umesto toga, izlozeni metodi polaze od zadate tacke u
prostoru parametara modela, i pronalaze maksimalni segment invarijantnog
broja nestabilnih polova duz krive u prostoru parametara, odnosno unutar
oblasti u prostoru parametara. Problem odredivanja samog broja nestabilnih
polova nije u domenu disertacije, a moZe se resiti primenom konvencionalnih
metoda poput Kogijevog principa argumenta, ili srodnih metoda zasnova-
nih na njemu. U poglavlju 3, problem je formalno postavljen uz propratnu
domensku terminologiju i notaciju.

U poglavlju 4 je prikazan metod za odredivanje segmenta invarijantnog
broja nestabilnih polova duz krive u prostoru parametara sistema, pocevsi
od zadate tacke koja pripada krivoj. Teorema 3 daje dovoljne uslove za pro-
nalazak takvog segmenta krive. Uslovi su dati u vidu jednakosti (4.7) koja
mora biti zadovoljena za odreden skup vrednosti w € =7, predstavljajuéi
formu precesljavanja frekvencija. Iako je jednakost cirkularna, priroda ko-
ris¢enih izraza u samoj jednakosti omogucava njeno lako resavanje putem
bisekcije. Dobijeni segment invarijantnog broj nestabilnih polova nije maksi-
malan. Drugim rec¢ima, dobijeno resenje je konzervativno. Teorema 4 potom
pokazuje da iterativnom primenom Teoreme 3 dobijamo segment stabilnosti
koji jeste maksimalan. Obe teoreme ilustrovane su primenom na sistem sa
iracionalnom funkcijom prenosa.

Poglavlje 5 se bavi pronalaskom oblasti invarijantnog broja nestabilnih
polova unutar oblasti u prostoru parametara, pocevsi od zadate vrednosti pa-
rametara. Teorema 6 daje dovoljne uslove za pronalazak takve oblasti koja
okruzuje pocetnu tacku. Oblik dobijene oblasti zavisi od odabranih parame-
tara p i ¢, dok se veli¢ina oblasti dobija resavanjem jednakosti (5.6). Sli¢no
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kao u poglavlju 4, jednakost je konzervativna. Struktura same jednakosti
umnogome li¢i na odgovarajuéu jednakost iz Teoreme 4. Teorema 7 potom
pokazuje da iterativna primena Teoreme 6 rezultuje maksimalnom oblaséu
invarijantnog broja nestabilnih polova. Teoreme su ponovo prikazane na pri-
meru koji je bio razmatran i u poglavlju 4, dajué¢i kompletnu karakterizaciju
stabilnosti u posmatranom domenu parametara modela.

Poglavlje 6 razmatra prosirenja metoda iz poglavlja 4 i 5, namenjena
pojedinim klasama dinamickih sistema. Prvo prosirenje bavi se retardiranim
sistemima. Zbog specificne forme, ovakvi sistemi omogucuju laksu primenu
svih teorema iz poglavlja 4 i 5. ProSirenje je ilustrovano primerom, a rezul-
tati su uporedeni sa postoje¢im metodom iz [158]. Drugo prosirenje bavi se
sistemima koji ne zadovoljavaju jednu od pretpostavki izloZenih u postavci
problema disertacije. Kao $to je prikazano, ovaj nedostatak je u odredenim
slu¢ajevima moguce zaobi¢i modifikacijom karakteristicne funkcije sistema.
Prosirenje je ilustrovano primenom na frakcioni sistem u kom najvisi stepen
izvoda zavisi od parametara modela.

Poglavlje 7 ilustruje primenu teorema 3-7 na razne sisteme sa iracional-
nim funkcijama prenosa. Posmatrani primeri ukljucuju sisteme sa vremen-
skim kasnjenjem (tackastim i distribuiranim), primere sa prostorno distribu-
iranim parametrima, kao i frakcione sisteme.

Po misljenju autora, dobijeni rezultati pokazuju da su razmatrane teore-
me korisne u inzenjerskoj praksi, omoguéujuéi analizu stabilnosti linearnih
dinamickih sistema u slu¢ajevima kada konvencionalne metode nisu prime-
njive.
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RoSeova teorema

Teorema koja sledi poznata je kao RoSeova teorema [282]. Rezultati di-
sertacije zasnivaju se na primeni RoSeove teoreme na karakteristicne funkcije
dinamickih sistema.

Teorema .11. Neka su f i g kompleksne funkcije koje su holomorfne unutar
oblasti K koja je obuhvacena zatvorenom konturom OK. Ukoliko je |g(s)| <
|f(s)], Vs € OK, onda f i f+ g imaju jednak broj nula unutar K, uzimajuci
u obzir i visestrukost tih nula.

Helderova nejednakost

Teorema koja sledi poznata je kao Helderova nejednakost [283]. Upotreba
nejednakosti jedan je od kljuénih koraka u okviru dokaza Teoreme 6.

Teorema .12. Neka su p i q realni brojevi takvi da

1 1
-+-=1 A pqg>1 (1)
P q
Za kompleksne funkcije f 1 g onda vaZi
1fglly < 1 fllpllglle- (2)

Helderova nejednakost predstavlja uopstenje Kogi-Svarcove nejednakosti
[283].

Fundamentalna teorema analize

Fundamentalna teorema analize [282] povezuje neodredeni i odredeni in-
tegral neprekidnih funkcija. Upotreba teoreme predstavlja bitan korak u
okviru dokaza Teoreme 3 i Teoreme 6.

Teorema .13. Neka je f funkcija koja je neprekidna na zatvorenom inter-
valu [a,b]. Neka je F' neodredeni integral funkcije f na [a,b]. Tada vaZi

b
/ f(x)dz = F(b) — F(a). (3)
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Analiticke kompleksne funkcije

Pretpostavka 1 zahteva da je karakteristi¢na funkcija sistema analiticka u
desnoj kompleksnoj poluravni. U literaturi se analiticke kompleksne funkcije
Cesto nazivaju i holomorfnim funkcijama.

Definicija 20. Kompleksna funkcija f je analiticka nad otvorenim skupom
D ako i samo ako je diferencijabilna u svakoj tacki skupa D [282,284]. [

Meromorfne kompleksne funkcije

Definicija 21. Kompleksna funkcija f je meromorfna nad otvorenim sku-
pom D ako i samo ako je analiti¢ka nad D osim u skupu izolovanih tacaka,
i ako sve takve tacke predstavljaju polove funkcije f [282,284]. O

Laplasova transformacija

Posmatrajmo funkciju f(t), definisanu za svako ¢ > 0. Jednostrana La-
plasova transformacija funkcije f definisana je kao

LU} = F(s) = / " f(s)e . (1)

Inverzna Laplasova transformacija kompleksne funkcije F'(s) definisana
je kao

gde je v € R odabrano tako da integral bude konvergentan.
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Osaj Obpazay u4uHu cacmasHu o0eo OOKMOpcKe oucepmayuje, OOHOCHO
O00KMOPCKO2 YMEeMHU4K02 npojekma Koju ce opanu Ha Ynuseepzumemy y Hosom
Caoy. llonywen Obpaszay yxopuuumu uza mexcma OOKMOpcKe oucepmayuje,
0OHOCHO OOKMOPCKO2 YMEMHUUKO2 NPOjeKmad.

[Inan TpeTMana nojgaraka

Ha3us npojexTa/mcTpaxxuBama

Ananuza cTaOWIIHOCTH JIMHEApHHUX CTAllMOHAPHUX TpoLleca OMUCAHWMX HMPAlMOHATHUM (yHKIHjamMa
IpeHoca

Ha3uB MHCTUTYUHje/MHCTUTYIMja Yy OKBHPY KOjHX ce CIIPOBOAU MCTPAKMBAH€

a) dakynTeT TeXHMYKHX Hayka, YHuepauter y HoBom Cany

Ha3uB nporpama y OKBHpPY KOI' ce peajiu3yje HCTPaKuBambe

HcrpaxuBame ce peanusyje y OKBUPY H3pajie JOKTOPCKE AUCEpTalMje Ha CTYyAUjCKOM Hporpamy
,,PadyHapcTBO U ayTOMaTHKa".

1. Onuc mogaraka

1.1 Bpcra cryauje

Yxpamxo onucamu mun cmyouje y oxeupy Koje ce nooayu npuxynabajy
¥ oBoj cTyauju HUCY NPUKYN/bAHU TOJAIIM.

1.2 Bpcre nomataka

a) KBAaHTHUTATUBHH

0) KBaJMTaTUBHU

1.3. Haunu npukyIsbama moiaTaka
a) aHKeTe, YITUTHUIN, TECTOBH
0) KIMHUYKE MIPOLIEHE, MEAUIIMHCKH 3aITUCH, EJICKTPOHCKH 3PAaBCTBEHU 3aIHCH

B) TCHOTHUIIOBU: HABCCTHU BPCTY

T ) AIMUHUCTPATUBHU IMOJAlIN: HABECTU BPCTY

1) y30pLM TKUBA: HABECTU BPCTY

) caumiy, pororpaduje: HaBECTH BPCTY

€) TEeKCT, HABECTH BPCTY
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’K) Mara, HaBeCTH BPCTY

3) 0CTaJ0: OMHUCATH

1.3 ®opmart nogaraka, ynorpedspeHe cKajie, KOMHIMHA Mo1aTaka

1.3.1 Ynorpebsperu copTBep U PopMart AaTOTEKE:

a) Excel ¢ajn, maTtoreka

b) SPSS ¢ajn, natorexa

c) PDF ¢ajn, natoreka

d) Tekct dajn, naroreka

e) JPG ¢ajn, naToreka

f) Ocrano, natoreka

1.3.2. bpoj 3amuca (koa KBAaHTUTATUBHUX T0JaTaKa)

a) Opoj Bapujabu

0) Opoj Mepema (MCIMTaHUKA, TPOIIEHa, CHUIMaKa | CII.)

1.3.3. TloHoBIbEHA MEPEHA
a) na

0) He

Vkoauko je OATOBOP Ja, OATOBOPUTH Ha cne;[eha nuTama:

a) BPEMEHCKH pa3MakK M3MeJIjy TIOHOBJFEHUX Mepa je

0) BapHjabJie Koje Ce BHIIE IyTa MEpPe OJHOCE Ce Ha

B) HOBE Bep3Hje (ajiioBa KOjH caJipike MOHOB/EHA MEPEHA CY MIMEHOBAHE Kao
Hanowmese:

Jla au popmamu u cogpmeep omozyhasajy doemerve u 0y20pouHy 8aruoHocm nooamaxa?

a) Ma
6) He

Axo je 002080p He, 0bpaznodcumu
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2. llpukymbame nogaTaka

2.1 MeTopoioruja 3a NpUKyIJbamke/TeHepUCahe MoIaTaka

2.1.1. Y okBHUpPY KOT UCTPAKUBAUKOL HAIPTa Cy MOJAIM MPUKYIJbEHU?

a) CKCIICPUMEHT, HABECTU THUIL

0) KOpenaroHO UCTPAXKNBAE, HABECTH THUI

I_I) aHaJIn3a TCKCTa, HaBCCTHU THUII

1) OCTaJI0, HABECTH IITA

2.1.2 Hasecmu epcme MEPHUX UHCIPYMEHAMA Ulu CmManoapoe nooamaxa cneyu@uunux 3a oopeheny
HAyuHy OUCYUnIuHy (ako nocmoje).

2.2 Kpanurer nojaraka u CTaHIapIu

2.2.1. Tperman HenocTajyhux nojgaraka

a) Jla iu maTpuna canapxu Hepocrajyhe nogarke? Ia He

AKO je oroBop /1a, OroBOpUTH Ha ciefieha murama:

a) Konuxku je 6poj Henocrajyhux nmonataxa?
0) Jla 1 ce KOPUCHUKY MaTpHuIie Mpernopydyje 3aMmeHa Hegoctajyhux nmogaraka? la He
B) AKO je OAITOBOP J1a, HABECTH CYT'eCTH]E 3a TPETMaH 3aMEHE HelocTajyhux moaaraka

2.2.2. Ha Koju Ha4MH je KOHTPOJIMCaH KBaJuTeT nojaraka? Onucaru
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2.2.3. Ha koju Ha4¥H je u3BpIleHa KOHTPOJIa YHOCA TIoIaTaka y MaTpHILy?

3. TpermaH nogataka u npateha fokymMeHnTamnuja

3.1. TpeTmaH u yyBame MojaTaka

3.1.1. Ilooayu he bumu denonosanu y PENnO3UmMoOpUjyMm.

3.1.2. URL adpeca

3.1.3. DOI

3.1.4. Jla mu he nodayu bumu y omeopeHom npucmyny?

a) Jla
0) la, anu nocae embapea xoju hie mpajamu 0o
8) He

Axo je 002080p He, Hasecmu pasnoe

3.1.5. llooayu nehie 6umu denonosanu y penozumopujym, auu fie oumu yygaru.

Obpasnodcerve

3.2 Mertanojany ¥ JOKyYMEHTAIIH]a IToiaTaKa

3.2.1. Koju crannapn 3a meranojaarke he Outu npuMerneH?

3.2.1. HaBectu MeTanoaaTKe Ha OCHOBY KOjUX CY IOJAIH JCTIOHOBAHH Y PEIIO3UTOPHjYM.
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Ako je nompebHo, nasecmu memooe Koje ce Kopucme 3a npey3umarbe nooamaxd, aHaiumuixe u
npoyedypanne uHpopmayuje, Ux080 KOOUparbe, OemasbHe Onuce 8apujadbiu, 3anuca umo.

3.3 Crpareruja u CTaHAapI 3a UyBambe [10JaTaKa

3.3.1. Ho xor nepuona he nogauy OUTH UyBaHM y PENO3UTOPHjyMY?

3.3.2. Jla mu he mogarm 6ut nenonoBanu mox mmdpom? Jla He

3.3.3. Jla 1 hie mmdpa Outn mocrynHa oapehenom kpyry ucrpaxusada? Jla He

3.3.4. [la tu ce moJany Mopajy yKJIOHUTH M3 OTBOPEHOT MPUCTYIIA MOCIIE H3BECHOT BpeMeHa?
Jla He

O0pa3noxuTH

4. bBe30eaHOCT MOJAaTAKa W 3aIUTHTA MOBEeP/LUBUX HHPOPMALHja

OBgaj ogesbak MOPA OuTH NOIMyHEH aKko Balll MOJAM YKJbYUyjy JIMUHE MMOJATKE KOjH C€ OHOCE Ha
YYECHHKE y HCTPaKUBamY. 3a Apyra HCTpakuBama Tpeda Takole pasMOTPHUTH 3AIUTHTY U CUTYPHOCT
HoJarTaka.

4.1 ®opmaiiHu cTaHAapAM 32 CUTYPHOCT HH(pOpMaIUja/mojaraka

HctpaknBauu Koju CIPOBOJIE HCITUTHBAKA C JbYIMMa MOPajy Jia ce MPUIPKaBajy 3aKOoHa O 3aIUTHTH
nonaraka o smu”octu (https://www.paragraf.rs/propisi/zakon o zastiti podataka o licnosti.html) u
OI[FOBapajyheF I/IHCTI/ITYLII/IOHaJ'IHOI‘ KOAEKCa 0 akaICMCKOM I/IHTerI/ITeTy.
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4.1.2. la nu je ucTpaxkuBame 0100pEHO o] cTpaHe eTuuke komucuje? [la He

Ako je onrosop [la, HaBecTH JaTyM U Ha3UB €THUYKE KOMHUCH]E KO0ja je 0100pHiIa HCTPaKUBAbE

4.1.2. la v moany yKJbY4yjy JUYHE TOJaTKe YYSCHUKA y ucTpaxuBamy? Jla He

AKO je 0roBOp J1a, HABEIUTE HA KOjU HAYUH CTE OCUTYPAJIU MOBEPJHUBOCT M CUTYPHOCT MH(OpMaIija
BE3aHUX 32 UCIUTAHUKE:

a) [Mopaum HKUCY Y OTBOPEHOM IPHUCTYITY
0) [lonmatu cy aHOHUMU3UpPAaHU
1) Ocrajo, HaBeCTH IITa

5. JocTynHoCT mogaraka

5.1. Ilooayu he 6umu
a) jagHo oocmynHu
6) 0OCmynHU CAMO YCKOM KpY2y ucmpaxicueaya y oopehenoj nayunoj oonacmu

y) 3ameopeHu

AKo ¢y nooayu docmynHu camo yCKom Kpyey UCmpaixcusadd, Hagecmu noo Kojum Ycio8uma mo2y 0a ux
Kopucme:

Axo cy nooayu 00Cmynuu camo YCKoM Kpyay UCMpanicueayd, Hagecmu Ha KOju HA4uH Mo2y
npuUCmynumu nooayuma:

5.4. Hasecmu nuyenyy noo kojom he npukynmenu nooayu 6umu apxusuparu.
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6. Yjiore u oiroBopHOCT

6.1. Hasecmu ume u npesume u mejn aopecy 61acHuxa (aymopa) nooamaxa

6.2. Hagecmu ume u npesume u mejn aopecy ocobe Koja o0paicasa mampuyy ¢ nooayuma

6.3. Hasecmu ume u npesume u mejn aopecy ocobe xoja omoeyhyje npucmyn nooayuma Opyum
ucmpascueauuma
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