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Pe3nme

ITon Koen je y [3] u [4] koHCTpyHCcao mozgel 3a ko j4 je JoKasao J1a y weMy Baxe ZF akcuome, anu He
1 akcuoma uzdopa.

Wnak, XanmepH u Jleu cy y [§] nokasamu ga y ToM MoOJey paxul BPL Taj noka3 ce TemesbH Ha
XanmepH-JlojXiMjeBoj TeopeMu, Koja IMpeacTaBba PeM3UjeBCKO TBpheme 0 00jemy MPON3BOIa ApBeTa JA0-
KazaHoj y [[7].

Kachuje je XapuHITOH MpoOHAIIao JajeKo jeJHOCTABHUjU JOKa3 XamepH-JIojxiujeBe TeopeMe KopH-
nthewem ¢opeunra. Taj nokas ce moxe Hahu y [[18], [5] u oBze.

Kachuje cy nponahene MmHore apyre npumene XainepH-Jlojxiujese Teopeme. 3a BUIIE eTa/ba BUAECTH
[[L6]. OBpne ce XanmepH-JlojxnujeBa TeopeMa U3BOAU U3 YMHEHHULIE Aa Y KoeHOBOM cUMETprYHOM MOoJey
Mozery Baxku BPI 11 mokasy je ce Kako ce Taj MoJen MoXke KOPHCTUTH ymMecTo XanmepH-Jlojxamjese Teopeme
3a JOKa3MBame TBphema Koja ce nHaue JOoKa3yjy npruMeHoM XamepH-Jlojximjese Teopeme.

Hpyrum peunma, aje ce MeToja Koja MpeIcTaBba aiTepHaTUBy XaimepH-JIojXimjeBoj TeopeMu y me-
HUM MpUMEHaMa, IpU YeMy Taj anapar uMa UCTy cHary kao XannepH-Jlojxiujea teopema. Taj amapar je
aricTpaxoBaH y BUIy TeopeMe Koja Baxu y ZFC u y unjoj hopMynanuju HeMa MeTaMaTeMaTHIKUX 110 jMOBa.

Takobe, gajy ce jomr Heke 3ameHe 3a XammepH-JlojxJijeBy Teopemy, Koje Hucy nokasuse y ZFC, amm
KOje Cy amcoyiyTHe 3a oppeheHy kiacy TBphema. IlpiMeHoM jeqHe o Teopema ancOJyTHOCTH U3 OBOT
TEKCTa ce 100uja anTepHaTUBHHU jJ0Ka3 XanmnepH-JlojxmujeBe Teopeme. HaBone ce u MoryhHOCTH npuMeHe
U3JI0’KEHUX TeopeMa arcolyTHOCTH y TEOPHjU MOJBCKUX IPOCTOPA ¥ MaTeMaTU4Ko]j aHaIu3u. Takobe, nata
je oaroBapajyha teopema koja Baxu y ZFC u y unjoj hopmynaluju Hema MeTaMaTeMaTUYKUX T10jMOBA.

XapuHTTOHOB JI0Ka3 XanmepH-JIojximjeBe Teopeme, KOjU je OBJie Takohe U3JI0kKeH, ce Temesbr Ha [|15],
a KOjH je jeIHOCTaBHHM)H OJ1 I0Ka3a AaTor y [[7].

1V o3nakama u3 oBor Tekcta, Taj Mogien je N (w, R({0}), M).
2Hcka3 1a cBaka Bynoea anredpa mma yirpadurep.






Abstract

Paul Cohen in [3] and [4] constructed a model? (Cohen’s symmetric model) for which he proved that
the axioms of ZF hold in it, but not the Axiom of Choice. Nevertheless, Halpern and Levy proved in [§]
that in the Cohen’s symmetric modeld BPI is true.

That proof was based on the Halpern-Léuchli theorem, a Ramsey-Theoretic proposition about the par-
titioning of tree products. The Halpern-Lauchli theorem was first proven in [[7]. Later, Harrington found
another proof of the Halpern-Lauchli theorem using forcing. This proof can be found in [6], [[18], [[13]
and [5].

Later, many other applications of the Halpern-Lauchli theorem were found [[16]. Here, the Halpern-
Lauchli theorem is derived from the fact that BPI holds in the Cohen’s symmetric model, and it is shown
how that model can be used instead of the Halpern-Lauchli theorem to prove statements which are otherwise
proved by applying the theorem.

In other words, a mathematical method is given. That method is an alternative to the Halpern-Lauchli
theorem in its applications, whereby that method has the same power as the theorem itself. This method
is abstracted by ZFC theorem without metamathematical notions in formulation.

Also, a relative consistency with ZFC, of some principles which are stronger than the Halpern-Lauchli
theorem, is given. This provides a new proof of the Halpern-Léuchli theorem from the axioms of ZFC.
Corresponded ZFC theorem without metamathematical notions in formulation is also given.

3In the notation of this article, that model is N (w, R({0}), M).
4The statement that every Boolean algebra has an ultrafilter.






I'naBa 1

AKCHOMATCKA TEOPHja CKYIIOBA

Teopuja ckynoBa ZFC je Teopuja mpBor pefa Ha je3WKy KOJU C€ CACTOjH CaMo Of jeJHOT OMHAPHOT
penanmjckor 3Haka €. VIHaMBKaye 30BeMO CKYTIOBUMA.

1.1 Kuace

VY teopuju ZFC nojam kaace je MetanojaM. Y3 aKCHOMY €KCTEH3MOHAIHOCTH, OH je IMPH Of T0jMa
ckyna. [IpunrkoMm nedpuHMCaka 0jMa Kilace, paay jeAHOCTaBHOCTH KOPUCTHNEMO CeMaHTUIKY HHTEepIIpe-
Tallljy y3 HallOMEHY Jla OCTOjU ¥ CUHTAaKCHA MHTepIpeTanyja. To 3HauM Ja pagumo 3aMulubajyhu na ce
n3Bohema oHOCce Ha HeKH Mojen M 1 HeKy Balyauujy v Tor mogena. Ilpurom je M mpousBosbaH Mopen
KOJH 3aJI0BOJbaBa JlaTe aKCMOME, a ¥ TIPOM3BOJbHA BaJTyaldja TOT MOJeJa.

1.1.1 TIlojam kjace

IMonckymnoBe foMeHa MoJena, KOju Cy AepnHAOWIHM ca MapaMeTpruMa 30BEMO KAdcamd ol Mogead, a
TIOJICKYTIOBE JOMEHa MoJea KOju cy AehUHAOWIHN Oe3 napaMeTrapa 30BeMO gedhuHadUNHUM Kaacama ot
Mmogena. Knace 3anmcyjemMo BelIHMKAM, MacHUM ciioBuMa. [laxie, hopmyia ¢(x) aeduHuiie Kiacy

{a € dom(M) [ M [ ¢(a)}
mogena M, xojy arcrpaxyjyhu mozen M 3ammcyjemo Kao
{z|e(@)}
dopmynom
Y(z,p1,. -, Pn) (1.1)
1 1300poM IIPOMEHJBUBE & []a HE Urpa yJIOory napamerpa ogpeheHa je xiaca

{a € dom(M) | M E ¢¥(a,v(p1),...,v(pn))},

KOjy arnctpaxyjyhu moaen M u Bajyanujy v 3ammcyjemMo Kao

{I|¢(xapla"'7pn)}7 (12)

NP YeMy OHA 3aBHCHU OJ apaMeTapa i, . . . , Pn.-
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Ipunaname ckyma = knacu C 3amicyjemo kao = € C. Jlakue, ako knacy ([.2) odenexumo ca C, onma
dopmyay ([L1]) 3armcyjemo kao z € C. Jeanaxoct kiaca C u D y osHay C = D gedpuHmIemMo Kao uckas

(Vz)(x € C =z €D).

Ogne hiemo ropopehu o Kjlacama TOBOPUTH U O CKYMOBUMA, TaKO LITO CKYIy A NPUAPYXKYjeMO Kiacy
CBUX HEroBUX ejeMeHara. MHkiy3ujy usmely kiaca aepuHUIIEMO Ha YOOM4ajeH! HAuKH.

ccDE (va)(zeC=zeD).

[Momro ce kitaca 3axaje ogroBapajyhom popmyiiom, Tpeda BOOUTH padyHa Ja Jak U JeprHadmIHa Kiiaca
nedpuHrcaHa oapeheHom hopMyIoM MOXke Y jeTHOM Mojiesly OUTH Mpa3Ha, a y ApyroM HerpasHa. CIrMJHO
ToMe, ofpeheHu nap popMysa y HEKOM MOy Moke Ja Ipe/CTaB/ba UCTY KJacy, a y APYTUM pa3induTe
KJsace. 300r Tora ce u3Bohemwa yBeK OJHOCE Ha MPOM3BOJbHU (puKcHpaHu Moes M Koju 3aJ0BOJbaBa J1aTe
aKCHoMe U TIPOU3BOJbHY (PUKCHPaHY BAIyalldjy v Hall THM MOJIEIIOM.

Ipasny kiacy, onpeheny dopmysiom x # x, odenexasahemo ca (), 1ok hemo yrusepzaany xaacy, oape-
beny dopmysiom z = x odernexasaru ca V. BysoBcke onepariije Hag Kjacama Jqe(pUHUIIEMO Ha IPUPOIaH
HauMH U OHE 3a/I0B0JbaBajy 3akoHe BynoBux anredpu. 3a ma kojy kinacy C u dopmyiy o(x, y1, ..., Yn)
yBoauMmo cienehe nedununmje:

(Vz € C)p(@,41,--,yn) & (Va)(x € C = o(@,y1, -, Yn)),

3z € C)p(@, 1, yn) & Fr) (@ € C Az, Y1, - yn))-

[TocedHo, 3a cBaky (opmyny o Baxu ga je dopmyna (Vz € ()¢ je normuka ucTuHa, Kao 4 jaa je
dopmyna (Fz € 0)p normuka kourpamukimja. opmyne (Vr € V)p & (Vx)pu (3z € V)p & (3r)p
¢y Takohe JIOTMIKe UCTHHE.

Ton yrujom kaace C 'y oznaum | C noppasymMeBaMo KJiacy CBHX CKYIOBA T TAKBHX JId OCTOjH CKYII
y € C takaB jga x € y. 3a knacy C kaxemo 1a je tpanzurubHa ako Baxu | JC C C. CiauuHo ToME, ipecex
kaace C pedpunumemo Ha cieeh HaunH:

()C:={z| (VA€ C)z € A}.

TlocebHo, () D je kaca cBUX CKymoBa. 3a Ipecek Kiaca U yHHjy Kiaca Bake [le MopraHoBu 3aKOHU.
Iputom, 3a ma koje kiace C paxu (VA € C)A C |JC, xaou

lJccpe (vAeCACD, (3AcC)ADD=|]JC2D,

rae je D ma koja kiaca.

Vkonuko cy A u B qucjyHkTHE Kiace, To ject ako Baxu A N B = (), ouna kiacy A U B odenexasamo
uca A LIB. Axko cy enemeHTH KJiace S y mapoBMMa [JUCjYHKTHU CKYIIOBH, OHJIa Kjacy | S obenexaBamo n
ca| |S. 3amakoje knace Ay, ..., A, 3an > 2 Baxu

AU UA, =AU | (A \ Axy).
k=2
1.1.2 KnacuHe pejanuje

3a m > 1 yBoguMo TojaM m-apHe KadcHe peaayuje (OTHOCHO KJIaCHE peJialiije apHOCTH 1m) MOfesa
M xao noackyn ckyma dom(M )™ koju je nedpunadbunan ca napamerpuma. Y ciydajy aepuHaOHIHOCTH
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0e3 mapameTapa, TakBy pesanyjy 3o0BemMo neduHadmwiHoM. [Iputom, m-apHy KJIacHy pejalyjy 3a7ajemMo
opmynom

9($1,-.-,$m,p1,...,pn), (13)
IIe Cy p1, . . . , Pp HAPaMETPH, Y3 CIMYHE HAIIOMEHE Kao 3a IojaM Kiace. Kiiaca je 3ampaBo yHapHa KjlacHa
penanmja. Ilpunaname m-TOPKE CKYNOBa (X1, . .., Ty, ) M-apHO]j KJIacHO] penamyju R 3ammcyjemo kao

R(z1,...,Zm).
IojmoBe gomena u pania knracke dunapre peaayuje R nedpunnmmemo xao

dom(R) := {a]| (Ib)R(a,b)}, ran(R):={b|(Ja)R(a,b)}.
Haksie, 3a Ma KOjy KjiacHy OuHapHy penanyjy R v Ma koje ¢ Baxu
c € dom(R) & (Fy)R(c,y), c€ran(R) < (Fz)R(z,c).

Komiiozuyujy S o R kaacnux dunaprux peaayuja R u S nedpmHmAmemMo kao KjiacHy OMHApHY peiaryjy
3a KOjy BaXu

(SoR)(a,b) & (F¢)(R(a, c) AS(c,b)).

Kommosnimja k1acHuX OMHApHUX penanyja je acolpjaThBHa oreparmja. Ako je R kimacHa OSunapna
penanuja, OHjia uneep3Hy KaacHy (bunapny) peaayujy R~ nedunumemo kao

R '(a,b) < R(b,a).

Axo cy R u S knacne dunapne penanmje, onaa Baxu (S o R)™! = R™! o S71. Cauxy R]A] kaace A
ilpu kaachoj dunaproj peaayuju R nedpunuinemo kao

R[A] := {b| (3a € A)R(a,b)}.
3a ma kojy KJlacHy OMHapHy penanujy R Baxu
R[0] =0, R[dom(R)] = R[V] = ran(R),

R'(0] =0, R'[ran(R)] = R~'[V] = dom(R),

kao 1 R[A] C R[B] 3a ma koje kiace A u B 3a koje je A C B. Takobe, 3a Ma Kojy KJiacy A U KJIACHY
Oounapny penaiujy R Baxu

R[|JA] = J{R[X]| X € 4}.

Axo je R kiacHa dunapra penammja u A C dom(R), onpa pecitipuxuujy dunapre kaacne peaayuje R
Ha KJacu A y o3Haii R | A nedpuHMIIIEMO Kao KJIacHY OMHApHY peJlaliijy TakBY JAa BakKU

(RTA)(a,b) & aecAAR(a,bd).

1.1.3 Kiuacue cpynknuje

Axo je F xnacHa penanyja apHocTé m + 1 TakBa 1a HE TIOCTOj€ CKYIIOBH 1, . . . , Gy, b, € TAKBU 2 BaXHU
b#c,Flay,...,am,b)uF(ay,...,amn,c), onga F Ha3uBaMo jeJHOM m-apHOM KaacHoM ghynkyujom (AN
KJIACHOM (DYHKIIMjOM apHOCUTH 1m). Y TOM ciiydajy, ckym b takas jna Baxu F(ay, . . ., an,, b) obenexaBamo
caF(ay,...,an).

Ako je F ynapna kiacua gpyukumja, A = dom(F) u B D ran(F), onza kaxemo na F npeciikasa kiacy
Ayxmacy Bummmemo F : A — B. Ykomuko F : A — BuG: B — C,oamaGoF : A — C.
[NoceOHO, KOMMO3MIIMja Mapa YHAPHUX KJIACHUX (PYHKIIMja je KiacHa (PyHKIH]a.
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Od3upoM ja je kilacHa (pyHKIIHM]ja ocedaH ciiydaj OuHapHe KJIacHe pelialiyje, 3a KiacHe (PyHKIHje BaXu
CBe IIITO BaXKH M 3a KjacHe penanuje. OcuM Tora, 3a Ma koje kjace A u B Baxu u

F~'A\B] =F~'[A]\F~'[B],

F (Al = F'[A]

Axo He noctoje a, b € dom(F) takeu ma je a # b u F(a) = F(b), onna kaxemo fa je F nnjekumja. 3a
Ma kojy knacuy ¢ynakuujy F Baxu na je F~! dynkimja akko je F unjexuuja. Ipurom, ako je F unjexuuja,
onga je u F~! unjeximja. Komnosuuja napa uHjekuuja je takohe uHjekumja.

Iox cypjexmjom kinace A Ha kiacy B moppasymeBamo knacHy ¢pynkimjy F : A — B takBy na je
ran(F) = B. Axo je F cypjekunja knace A Ha ki1acy B u G cypjexuuja kiacy B na knacy C, onpa je GoF
cypjekumja kiace A Ha kiacy C.

AkoF : A — BuG : B — Cu G oF je unjexuyja, onna je u F nnjekuuja. Axo je npurom
ran(F) = B, onzia je u G unjekuja.

AxoF: A — BuG:B — CuGoF je cypjekimja kinace A Ha knacy C, onpa je u G cypjexumja.
Axo je mputom G nHjekuuja, onaa je u F cypjekumja knace A Ha kiacy B.

CBakoj KJ1acu A MOXeMO MPUAPYKUTH KJIacHy (pyHKIM]y 15 medpunucany Ha cnepehn HaumH:

Ila:A— A, (VzeA)las(z) =x.

AxoF : A — BonmaBaxu Foly, = 1g oF = F. 3a ma koje unjektuBHy KiacHy ¢pyHkimjy F Baxku
FloF = Lgomr) u F o F~! = Lian(r)- Taxobe, 3a knacuy ynkuujy F kakemo na je knacHa dujekiuja
kiace A Ha kiacy B ako Baku FloF=1,uFoF ! =15

Knacne ¢pynkimje F u G cy cainacre (W komiiaitiudunre) ako ocToju KiiacHa (PyHKIMja duje cy OHe
pecrpukimje. KinacHe pyHKIMje ca OUCjyHKTHAM JOMEHHMA CY AWCjyHKTHE KJIacHe peraruje. [ucjyHKT-
He KJIacHe (PyHKIMje Cy KOMIIATUOWIHEe. YHHja mapaMeTapcke damuirje KIacHUX (pyHKIHMja je KiIacHa
¢yHKIMja aKKO Cy KyacHe (pyHKIMje 13 Te (paMuiIdje y MapoBUMa carjiacHe.

1.2 AxcuoMe M IbIXOB€ OCHOBHE INOCJIeUIe

AKcrioMe Teopuje CKYIIOBa U HBUXOBE IpBe MOCIeIuIe N3TaxeMo y HacTaBKy. [Iputom hemo m3ocra-
BJbaTH Bojehe yHHBep3aHe KBAaHTOpeE.

1.2.1 AkcunoMa eKCTeH3HOHAJHOCTH

V2)(zex s zey) =>ax=y.

[Ipema OBOj akcHOMH, He MOCTOje ABa Mpa3Ha CKyIa, HUTH JIBa MAPTUTUBHA CKYIa UCTOT CKyIa 1 TOMe
cmyHo. Heka je A dwio koju ckyn. Hbemy mMoxemo npunpyxutu kiacy C4 nedunucany Ha ciepehu
HauWH:

def
a€CysSac A

AKcrOMa eKCTEH3MOHAIHOCTH OU ce MorJa pedopMysmcaT Kao
A=B& Cy=Cgp,

onakJte creau a kiacy C 4 MOKeMO U3jeIHAUMTH ca CKyNoM A, OHOCHO IIOCMATPATH CKYIOBE Kao MocedaH
ciyvaj knaca. [lpasum kaacama Ha3UBaMo KJlace KOje HUCY CKYIIOBH.

Nnak, oBa akcnoma HaMm He 00e30ehyje mocto ja}be CKyIOBa. Y HACTaBKY Je(PUHMILEMO HEKE CTaH-
JapHe N0jMOBE U HaBOJIMMO HBHUXOBE OCOOMHE KOje CIIe/ie U3 JI0 TaJla HaBeIeHnX akcroMa. EneMeHnTapHe
JOKa3e U30CTaBbaMo.

'Ocum nocrojama Sap jeHor CKyma, Koje Cle/i U3 peTIocTaBKy KopuiheHe JOrHKe.
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1.2.2 Axkcuoma nmpa3Hor cKyna

(y)(Va)z € y.

OBa akcroMa TBP/IM Jia OCTO U Tpa3aH CKyII, OAHOCHO Jia je Mpa3Ha KJiaca ckymn. OHa ce Moxe U3BeCTH
U3 CXeMa-aKCHOMe ceraparyje jep je MpeTIocTaBKa O MOCTOjamby dapeM jeIHOr 0djeKTa yKJbydeHa Y KO-
pumheny Joruky. Mnax, opie je HaBogUMO Kao 3acedHy akcuomy. Ilpema akCHOMH €KCTeH3UOHAIHOCTH,
Ipa3aH CKyN je jeMHCTBEH.

1.2.3 Axkcuoma nmapa

F)Vu)(uez e u=acVu=y).

IIpema akCMOME €KCTEH3UOHATHOCTH, CKYII YHje ce MOCTOjahe OBOM aKCHOMOM TIOCTYJIMpA je jeInH-
crBer. O3nHavyaBamo ra ca {z, y}. Takohe, yBomumo cienehe nedunuimje:

{{E} = {xvx}’ <£U> =, <x,y> = {{:L’}, {mvy}}v

(@1, oy xn) = {T1,. .., Tp—1),Tn), N =3.
Kao mro je 04eKrBaHo, y OMILITEM CJ1yYajy Baku

n

<a1,...7an>:<b1,...,bn> <~ /\alzbl

i=1

3a ma koje kiace A u B nedunumemo wuxoB Jekapitios iipouzseog y o3Haim A X B kao kiacy cBux
naposa (a, b) TakBux na a € Au b € B. 3a ma koje kinace Ay, ..., A, Baxu

Z2EA; X XA, & (Tr1 €Ay, x, €AY) 2= (T1,...,Ty).
3a Ma Kojy Kjacy A 1 Ma Koje n JepuHIImmMo

A" = Ax - - xA.
~———

n myTa

1.2.4 Axcuoma yHmnje

(Fy)(V2)(z €y & (u € x)z € u).

Ckyn 4mgje ce NOoCTojame MOCTYINpa OBOM aKCUOMOM je Takohe jeJUHCTBEH Ha OCHOBY aKCHOME €K-
CTEH3UOHATHOCTH U odesiexxaBamo ra ca | . Ilpurom yBogmmo ciexehe nedpuHummje

zUy = ey},

{z1,..,zn} ={x1,. .., 2n1}U{zn}, n>3.

Onepanyja U je acoljaTMBHA, KOMYTaTUBHA M MAEMIIOTEHTHA U UMa HEYTPAJIHU eJleMeHT ().
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1.2.5 Akcuoma NapTUTHBHOT CKyNna

(Fy)(V2)(z ey & z C ).

Ckyn uMje ce MocTojame MOCTyIMpa OBOM aKCOMOM je Takohe jeIMHCTBEH Ha OCHOBY aKCHOME €K-
CTEH3HMOHAJIHOCTHU U 0desnexaBamo ra ca P(x).

1.2.6 Cxema akcmoma cenapaimje

3a cBaky dopmyny ¢(z, z,p1, . . ., Pn), Cleneha ¢popmyiia je akcuoma

Fy)(V2)zeyezexAp(x,z,p1,. -, Pn))-

OBa akcuoMa TBPJIH Jia je IIPeceK CKyIla U KJlace CKYyII, OJHOCHO Jia IIOJKJIaca CKyIa IIpeJcTaBiba CKYIL
Ckyn uMje ce MocTojame MOCTy/IMpa OBOM aKCMOMOM j€ Takole jeIMHCTBEH Ha OCHOBY aKCMOME €KCTEH3U-
OHAJIHOCTH U odestexkaBamo ra ca {z € x | p(x, 2,1, ..., pn)}. 32 Ma Koje ckynoBe a u b aepuHUIIMO
CKYTOBE

anNb:={zecalzed}, a\b:={xcalxgb}.

Hexka je a duio koju ckyn. CkyIl a \ a je mpa3at, a TakaB je jequHctBeH. Takohje 3a Ma KOju CKyII a
Je(pUHAIIIMO CKYTI

ﬂa:: {xGUa|(Vy€a)xEy}.
3a Ma Koje x 1 Ma Koje a # () Baxu

xeﬂa@(VyEa)a:ey.

Onepanmja M je acouujaTMBHA, KOMYTATMBHA U WIEMIIOTEHTHA U 3a CBaKo T Baxu x N ) = (. 3a ma
Koje ckynoBe A u Bumakojea € Aub € B Baku

<a7b> = {{a}’ {avb}} € P(P(A U B))7

mna je
Ax B={z€P(P(AUB))|(3a,b)z = (a,b)},

na je JlekapToB rmpou3Boj cKymoBa ckymn. Ako f : A — B, rie ¢y A u B cKynoBu, oHjia je f CKyIL

Teopema 1 (Illpegep-bepruuitiaji) 3a ma koje ckyiiose A u B u maxoje f : A — Bug: B — A
iociioje ckyiiosu Ay, Ao, By, B tiakeu ga sascu

AiUAy=A, BiUBy=B, f[A]=DB:1, ¢g[Bs]=As. (1.4)
Jloka3: HaBeJeHU YCJIOBH Cy €KBUBAJICHTHH cieehum:
By = fl[A1], B2 =B\ fl[Ai], Ax=g[B\ flAi]],

Ay = A\ g[B\ flA]].

Towo ce ckynosu Az, By 1 By 0BUM pefnanyjama u3pakasajy npeko ckyna A, JOBOJbHO je JoKa3aTH
JIa TIOCTO U CKyN A1 KOju 3aJ0BOJbaBa MOC/EibU yCiioB. [Ipyrum peurma, Tpeda lokazatu qa pyHKIMja

h:P(A) — P(A), h(X)=A\g[B\ f[X]]
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uMa HenokpetHy Tauky. Ounriento 13 X CY C A ciequ h(X) C h(Y). Heka je
S:={XCA[XChX)}, A :=[JS
3a cBako X € S Ha OCHOBY JepHHHMIIMja CKyHoBa S U A1 Baku
X Ch(X), X CA.

Ha ocroBy Monotonuje dyukumje h, Baxu h(X) C h(A;), na je Ha OCHOBY TPaH3UTUBHOCTH UHKITY-
suje X C h(A;). Y3 npoussosprocTy ckyna X cieau 1a je Ay = |JS C h(A;), onHocHo A1 C h(Aj).
Jokaxkumo 0dpHyTy MHKIy3Hjy. Ha ocHoBy MoHOTOHHje dyHKImje h je h(A1) C h(h(A;)), mro 3Haun
nah(Ay) € S, omakne cnean h(A41) CUS = 4,. O

Heduaummmo penandjy < kao A < B akko MOCToju MHjeKuWja ckyna A y ckyn B, a peaauujy
exguiiolmieryuje ~ ca A ~ B akko noctoju dujekuuja ckyna A Ha ckyn B u penamgjy < ca A < B akko
je A < Bunnje A ~ B. OuumienHo je < pe/alyja MpeTnopeTka, a ~ pesalyja eKBUBajJIeHIje. 3a
ckynoBe A u B 3a koje je A ~ B KaxeMo ja Cy ekeuioiieritiriu. QUUIieaHo je < pesalyja npeTnopeTka,
a ~ peJialiyja eKBUBaJIeHIM]e.

Teopema 2 (Kanitiop-Beprwitiaji) 3a ma koje ckyiiose A u B eadcu
A~B& (AXBAB<A).

Hoka3: IlpernocraBimo na Baxu je A ~ B u Heka je f Oujekumja ckyna A Ha ckyn B. Tana je f
unjekimja ckyna A y ckyn B u f~! unjeximja ckyna By ckyn A, ma Baxu A < BA B 5 A.

I[MpernocraBumo aa Baxu A < B A B < A u Heka je f uHjekuuja ckyna A y ckyn B u g uHjekuuja
ckyna By ckyn A. Tpema IlIpenep-BepHiitajHoBoj Teopemu MoxeMo n3adpatu ckymnose Aj, A, By u
By Taxo na Baku ([L4). Tama je (f | A1) U (g | B2) ™! dujexumja ckyna A na ckyn B, na Baxu A ~ B.
]

Teopema 3 (Kanitiop) Huitiu 3a jegan ckyil A ne iocitioju cypjexuyuja cxyiia A y cxyi P(A). 3a ceaku
ckyii A eancu A < P(A).

Hokaz: Ilpecnukasame f : A — P(A) nepunucano ca f(x) = {x} je unjexumja. Heka je g npou-
3BOJBHO IpeciuKaBarbe ckyna A y ckyn P(A). HepuHAnmmMo ckym

B:={zeAlz &g(x)}.
OunrnenHo Baxu B € P(A). Heka je a € A takBo na Baxu g(a) = B. Taga Baxu
a€ B&adg(a),

OiHOCHO ¢ € B & a ¢ B, mto je nporuBpeuHoct, ma B ¢ ran(g). Ilpema tome, g He MOxe dutn
cypjeximja ckyna A Ha ckyn P(A). O

Hagenimo Teopemy Koja JoKa3yje MmocTojarme MpaBux KJaca.
Teopema 4 V je iipasa kaaca.

Moxka3: IlpermocraBumo cynpotHo, aa je V ckym. Tama je P(V) C V, opakie cieaun na je P(V) <V,
cynpotHo Teopemu . O
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1.2.7 AxcunomMa deCKOHAYHOCTH

(Fz)(0 € z A (Va € z)aU{a} € ).

U3 akcroma Teopuje CKymnoBa je Hemoryhe 3BeCTH IocTojarmbe OECKOHAYHOT CKyma Oe3 Kopuinherma oe
akcrome. OHa MOCTY/IMpa MOCTOjalbe UHGYKINUBHOT CKYild, KOJU ce NepMHHMIIe Kao CKYIl KOME je Tpa3aH
CKYII jeJIaH OJI eleMeHaTa U KOjH je 3aTBOpeH 3a onepatjy a — a U {a}.

Teopema S [locitioju UHKAY3UJCKU HAJMAFU UHGYKITUBAH CKYI.

Hoxka3: Heka je A OWI0 KOju MHIYKTUBAH CKYIl M HEKa je w MPEeceK CBUX HEeroBUX MHIYKTHBHUX MOJI-
ckynoBa. CKyIl w je MHOyKTUBaH Kao MpeceK HeNmpa3HOr CKyna MHAYKTHBHUX cKynoBa. Heka je I Owio
KOj1 MHAYKTHBaH cKyn. Ckyn w M I je MHOyKTHBaH nofckyn ckyna A. CKyn w je mpeMa KOHCTPYKLHjH
TIOZICKYTI CBAKOT MH/IyKTHBHOT MoficKyna ckyna A, na je w C w N I C I, ojakie ciequ aa jew C 1. O

Wnxity3ujckn HajMamy MHAYKTUBaH cKyn hemo odenexaBatyl ca w. IlomTo oH HEMa MpaBHUX MOJICKY-
TI0Ba KOJU CY MHIYKTUBHU, BAXKH

VSCuw)he SANVzeSzU{z} e S= 5 =w).

IIpupoann dpojesn

Teopema 6 Ckyii w je goopo ypehen perauujom x < y e y. Ipuitiom je () najmarou enemeniti, a 3a
T € w je x U {x} najmarou eremenisi koju je eehu og x. Iocedno, ckyii w Hema najeehu enemenii. Taxope,
CBAKU eneMeHill ocum Upeol je odauka je x U {x} 30 HEKO X € W, Ua UMa Heuocpegrol UperixogrHuKd.
Oiiepayuja © — x U {x} je unjexyuja.

Hokaz: Ckyn
So={new|n=0vV 3mewn=mU{m}}

j€ VHIYKTHUBAH, [a BaXK
(Vnew)n=0V (Fm € w)n=mU{m}). (1.5)

JIOKaXKMMO fa je CKyI
Si={newlnCw}

unayktuBad. Ouurendo je () € S;. Tpernocrasumo aa je n € Sp. Taga Baxu n € w un C w, OJAKIE
cinepu aa je n U {n} C w, mro 3ajexso can U {n} € w nosnaun na Baxu n U {n} € S;. Ilpema Tome,
CKyll S1 je MHOYKTHUBaH, [1a BakK

(Vn e w)n Cw.

Hexka je
Seyi={mew|(VI Cw)meT = FneT)nNnT =0)}

Ouurneno () € So. TpernocraBumo a je m € Sy. Taga Baku
mew, mU{m}ew, (VICw)(imeT=GFneT)nNnT=70). (1.6)
IIperniocraBumo fa je 1’ cKym 3a KOju BaKH

mU{m}eT Cw, (VneT)nNT #( (1.7)



1.2. AKCHOME H FbUXOBE OCHOBHE [IOCJIE/JULE 13

¥ M3BEIMMO MPOTHBpeYHOCT. Tajia Baxku
m¢gT, (mU{mp)NT#0, mnT#0. (1.8)
Mzm € TU{m} C w crnenu ja 3a HEKO N BaXH
neTU{m}, nn(TU{m})=0, nNnT=10. (1.9)

ITpema (), 1O je moryhe camo ako 1 ¢ T, OTHOCHO 1 = M, HITO 3ajeIHO ca () MOBJIAYH A BaXKA
m NT = (), mro je y CynmpoTHOCTH ca (L.9). [Tpema Tome, Baxu

(Vm ew) VI Cw)(meT = (FneT)nNnT =10),
OJIHOCHO
(VT Cw)(T#0= (3neTnnT =0). (1.10)

Hexa cy m,n € w npoussosbin. M3 ([.10) npumemenor 3a T = {m,n} cnemm fa Baxu Hajsuiie
jenaH of cinenehux uckasza
men, m=n, necm.

Opnatiie mocedHO cieau Ja Baku
(Vn € w)n & n, (L.11)

Kao ¥ Ja je penanyja < JepUHKUCAHA Ha CKYITy w ca
m<n g menVm=n
AHTHCUMETPUYHA, & OUMITIENHO U pedpiekcuBHa. [TomITo je cKyr
{m € w|(Vn € m)n Cm}
UH/YKTUBAH, 33 CBE M, N, k € w BAKU
kenAnem=kem,
OJIaKJIe CIIE/H J1a je penaimja < TpaHsuTHBHA. [akie, < je pejaimja nmoperka. JJoKa)uMmo Jia je CKyIl
Sz :={new|(Vmen)mU{m} e nU{n}}

uHIyKTHBaH. [Ipa3aH CKyI Mpumajga cKymy Ss jep je yHMBEp3alHa KBaHTH(MKALHja [0 MPA3HOM CKYITy
nornyka uctnHa. Hekan € Ss. TagaBaxun € wu (Vm € n)ymU{m} e nU {n}, kaounU {n} € w.
Heka je m € n U {n} npousBossHO. AKO je m € n, ongam U {m} € nU {n}. Ako je mak m = n, oH1a
jemU{m} = nU{n}. V obacryuaja Baxu m U {m} € nU{n} U{n U {n}}. IIpema Tome, Baxu
nU{n} € Ss, ma je ckyn Ss uHAYKTHBaH. [laKie, BaxXu

(Vn e w)(Ym e nymU{m} e nuU{n}. (1.12)
Hokaxumo cajia a je cKyI
Sy={mew|(Vnew)imenVvm=nVnew)}
UHIYKTUBaH. VI3 MHIYKTUBHOCTH CKyIa

{newln=0Vv0en},
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KOja ce JIako jiokasyje, cienn 1a ) € Sy. Hekacy m € Sy un € w npoussosbhu. VI3 m € Sy ciemm aa
BaXU
men V m=n V n&em.

AKo je n € m umi n = m, onma Baku n € m U {m}. Ako je nak m € n, ouaa npema ([[.12) Baxu
mU{m} € nU{n}, omHocHo

mU{m}en vV mU{m}=n.
JlakJje, y cBakoM CITy4ajy je
mU{m}en Vv mU{m}=n V nemuU{m},
mam U {m} € Sy. Tume je foka3aHo 1a je CKyl .S4 MHIYKTHBAH, A BAXH
(Ym,new)(men V m=n V n€m).

Ipema Tome, ypehemwe < je maneapro. M3 ([L10) cneu a je < m06po ypehewe. Ounrnento je
HajMamH eneMeHT. Takobe, 3a Ma Koje m, n € w Baku

m<nU{n} = menU{n} = m<n,

na je n U {n} najvmamwn enement sehu ox n. Hpema ([L.11)), 3a cBe m,n € w crean ga 3a cBe m,n € w
BaKU M < n < m € n,acamum M u 1 < n U {n}, na ckyn w Hema HajBehu enement. Takobe, 3a
m,n € w TakBe Aa je m < n HAje n < M, 1a BaXH

nenuU{n}, n¢&muU{m},
ozmakJe cieau ga je m U {m} # n U {n}, na je onepauyja x — = U {z} Ha ckyny w uHjekumja. (]

Jaxie, 3a s : w — w geduHMcaHo ca s(x) = x U {z} Baxu ma je (w, (), s) nHOyKTHBHA anredpa, TO
ject ma 3anoBosbaBa [leaHoBe akcuome.

Ion ckyitom dipupogrux dpojesa (ykibydyjyhu u Hysy) mojpasymeBamo ckyn w. HberoBe enemeHte
30BeMO ipupogrum dpojesuma. Tlpurom Hyily neMHHIIEMO Kao Mpa3aH CKYIN jequHuIly Kao ckym {0},
1BojKy kao ckyi {0, 1}, Tpojky kao ckym {0, 1, 2} u Tako game.

Konauynu n deCKOHAYHU CKYNIOBH

3a ckym hemo pehu 1a je koHauawn ako je eKBUIIOTEHTaH HEKOM MpHpOoAHOM Opojy. Ocraje ckyrose
hemo 3BaTu deckoHauHuM.

Teopema 7 Hujegan tipupogan Opoj ce He mModice UHJeKIUBHO UPECAUKATIU HU I JegaH 0g C8OJuX enemeHa-
wa. Tlocedno, He flocitioje pazauuuitiu ekeuiloimeHtiHu upupogHu opojeeu. CKyil w ce He MOdlCe UHJeKINUGHO
ipecauxamiu Hu Y jegan ipupogar 6poj. Tlocedno, ckyii w je deckonauan.

Hdoka3z: [loka3 m3BOoAMMO CBOhermeM Ha MpoTHBpeyHOCT. Heka je m HajMamu MpuUpoaaH dpoj Koju ce
MOJKE MHjEeKTUBHO IIPECIMKATH Y HEKH O] CBOJUX eJIeMeHaTa, HeKa je 1 HajMarby eIeMEHT CKyIa 1 Y KOjH
ce 1 MOXe IPECIMKATH UHJEeKTUBHO U HeKa je f : n —> m jeqHa oJ TaKBUX UHjeKIuja.

U3 m € ncrenu na je n # ), ma mocroju p € w takBo 1a jen = p U {p}. Heka je k = f(p). Us
k € m cnemu ia mocToju HEKO ¢ € w TakBo aa je m = g U {q}. Hakie, Baxu k € ¢ wm k = q.

Hexka je g : (m\ {k}) — ¢ nedunucano Ha cnenehu Haunn: 3a x € m \ {k} je g(z) = x 3a x # g,
oxHocHO g(x) = k ako je x = ¢ (yroauko je k # ¢). Tapa je g unjekumja, na je g o (f | p) uHjexumja
cKyna p y ckyn q. Ilputom u3 ¢ < m < p cneiv ¢ € p CyNnpoTHO HauMHY U300pa eJIeMEHTa 1.
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Axo du h Suna nHjeknMja ckyna w y [ € w, onna du ho 1y gy duna unjeximja us I U {I} y [ cynpoTHO
MPETXOAHO A0oKa3aHoM. []

JeMHCTBEHHU TPUPOJIaH OPOj 1 KOME je HeKHM KOHauaH CKyr X eKBUIoTeHTaH hemo o3HauaBar ca | X |
1 3BaTU OpojeM eneMeHara ckyna X . OCHOBHA CBOjCTBa KOHAUHMX CKYIOBa ce JO0Ka3yjy MHAYKIAjOM PO
Opojy eneMeHaTa THX KOHAUHHUX CKYIIOBA.

1.2.8 Cxema akcuoMa 3aMeHe

(V) (1) e(z,y,p1, .-, pn) = (VA)(3B)(Vy)(y € B & (Fr € A)p(z,9,p1,---,Pn))-

OBa akcroMa TBpAH Ja 32 Ma Kojy kiacHy ¢yHKimjy F nedunucany Ha kiacu CBHX CKYIOBa U 3a Ma
Koju ckyn A Baxu 1a je F[A] ckyn. IIputom, Taj cKym odenexaBamo ca

{F[z] |z € A}.

Taxkobe, ako je R kiacHa OunapHa penanyja u A ckyn Takas aa je R | A pyHkuuja. onaa 3a pyHKuujy
F nedunucany ca

F(z)=y & (e ANR(z,y)) V(€ ANy =1x)
Baxu 1a je kinaca R[A] Takohe ckyn jep ce mokuana ca ckynom F[A]. Takobe, ako je F knacHa dyHkimja

umju je nomeH ckyn A, onza je F C A x F[A], na je ¢pyukuuja F ckyn. JIpyrium peunma, kiacHa pyHKImja
j€ CKyI aKKO je HheH JIOMEH CKYII.

Teopema 0 peKyp3uBHOj AePUHHIN jH
Heka je R Tpan3uTrBHA KJ1acHa OMHApHA pellalija TakBa Ja Baxu cienehe:
1) (VS #0)(3be S)-(3a € S)R(a,b).
2) (Vb)(3S)(Vz)(z € S < R(a,b)).

JHpyrum pedrma, ako ce OMHapHa KJlacHa penanija R cxBaTi kao cTporu nopeak, OHia CBaKM HelpasaH
cKyn nMa R-MuHMMaTaH eJIeMeHT 1 32 CBaKH CKYTI BaKH [1a je KJlaca CBHX eJleMeHaTa Koju ¢y R-ucmon mera
ckyn. Taja kaxeMo Aa je SuHapHa KiiacHa peammja R godpo sacnosana. Yenos [ je cakako ncnymen y
ciydajy na je R ckym.

Ao 3a kiacy X u dunapHy kiacHy peiauujy R Baxu ma je R N (X x X) nodpo 3acHoBaHa pesauuja,
OHJIa KakeMo [Ja je OmHapHa KiacHa penarmja R nodpo 3acHoBana Ha kiacu X. IIpema npeTxogHoM, YCIoB
B je cBakaxo ucnymen ako je R N (X x X), mrro je cBakako ciy4aj ako je R ckym wim X ckyrm.

Teopema 8 Hexa je < goopo 3acrosana peaayuja Ha kaacu X U Heka je S Ouno koja HeilpasHa iowikaaca
kaace X. Taga kaaca S uma MUHUMANHU eneMEHIT.

Hoxka3: [IlpernocraBuMo 1a cy IpeTnocTaBKe McKasa TeopeMe 3a70BosbeHe. 3adeprmo npous3BoIbHO
a € S. Heka je C ckyn cBux b € S TakBux 1a je b < a n Heka je S = {a} U C. MuHUMAIHH eeMEeHT
CKymna .S je MUHMMaJIHHU eneMeHT Kiace S. [

Teopema 9 Hexa je < godpo 3acnosana peaayuja na kaacu X u neka je P duno xoja xaaca. Taga easicu

MaeX)(Vb<a)peP=aecP)=XCP.
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Jlokas: Y cynporHom ou kiaca S = X \ P 6ua HenpasHa, ma 61 mpeMa TeopeMu § MMana MUHAMaTHH
€JIEMEHT, CYIIPOTHO IPETIOCTaBLU TeopeMe. [

OBo 3HauM [a, ako je < J0OpO 3aCHOBaHA peanyja Ha Kiach X, OHJa MOKEMO JOKa3MBaTH Ja CBU
eJleMeHTH Kjiace X MMajy HEeKO CBOjJCTBO TaKO IIITO JOKaXeMO Ja MPOU3BOJbaH eIEMEHT a Kiace X uMa To
CBOJCTBO ITO/I TPETIIOCTABKOM JIa TO CBOJCTBO MMajy CBH eJIeMEeHTH Kjiace X, KOjU Cy MarU Off a.

Teopema 10 (Teopema o pexypsuernoj gecpunuyuju) Hexa cy X u'Y ma koje xaace u < godpo 3acrosana
penrauuja na xaacu X. Ceaxom a € X aipugpyorcumo cxyi L, ceux x € X iiaxeux ga eadxcu x < a. Heka je
G dunapna knacna Pynxuuja, koja 3a céaxo a € Xu f : Ly — Y iapy {(a, f) iipugpyoicyje Hexu enemenin
xnace Y. Taga ioctioju wiauro jegua kaacua ¢pynxuuja ¥ : X — 'Y tiakea ga easxcu

(Va € X)F(a) = G(a,F | L,).
Hoka3: Heka je S kyaca cBux (pyHKIMja f TaKBUX JIa TOCTOjU a € X TaKO Ja BaXU
f:Leg—Y, (VxelL,)f(z)=G(z, f|Ly).

Heka je F xnacHa OuHapHa penanyja gedgpuHrcana Ha cienehy HauuH:

F(a,b) & (3f € S)(a € dom(f) A f(a) =b).

Hokaxumo Hajupe ga je F kiacHa dynkimja. 3a ma koje a, by u bo Takse ga je F(a, b1) u F(a, bs).
WMzadepumo f1, fo € S tako ga Baxu a € dom(f1) Ndom(f2), fi(a) = by u fa(a) = ba. Ako je ckyn

[ € dom(f) Ndom(fa) | f1(x) # fo(a)}
HEIpa3aH, OHJla IMa MUHUMAJIAH eJIEMEHT ¢. Ha OCHOBY TPaH3MTHUBHOCTH pelialiije < BaXu
L. C dom(f1) Ndom(f3).
Ha ocnoBy u3bopa enemenra c je f1 | L. = fo | L., ma je
fi(e) =G(e, f1 | Le) = Glc, f1 | Le) = fa(c),
CynpoTHO u3dopy eneMeHTa c. lakie, 3a ceako © € dom(f1) N dom(f2) Baxu f1(x) = fo(z), na je
by = fi(a) = f2(a) = bs,

omaxuie cneau aa je F ¢yrakimja. Ako je kiaca X \ dom(F) senpasHa, oHia IMa MUHUMAJIHH €JIEMEHT .
Bay =G, F | Ly)ug ={{x,y)} UF | L, Baxu g € Sux € dom(g), mro je y CynmpoTHOCTH ca
u3dopoMm enemenTa x. Ako cy Fy u Fy pasniunte kinacHe pyHKIHje Koje cimkajy kiacy X y kiacy Y, oHzaa
je kiaca

{2 € X|Fi(2) # Fa(z))

HETIpa3Ha, ra uMa MUHUMaJIHU €JIEMEHT, OJ1aKJI€ CE€ U3BOAU MPOTUBPEYHOCT HAa CJIMYaH HaYWH. Il

Cana je moryhe meduHmcaT yodrudajeHe apUTMETHIKE Ollepalyje HaJ CKyIoM w. 3a JeduHHcame
OMHAPHMX OMepaluja ce KOPUCTH Jekcukorpadceko ypeheme Haz ckynom w?. Jlakse,
m' =mU{m}, 0:=0, m+0=m, m+n =m+n), m-0=0, mn =mn+m.

Towro je (w,0,’) uHAyKTHBHA anredpa, OHA 3a[0BOJbaBA 3aKOHe [leaHoBe apuT™MeTHKe. Tpansutiueny
kaacy nedpunuinemo kao knacy X takpy na Baxu | X C X, 0IHOCHO Tako /ia 3a Ma Koje a U b Baku

acebNbeX = acX.

Hon @wpansuitiuenum ckyiiom mogpa3yMeBaMo TPAaH3UTHBHY KJIacy Koja je CKyIl. YHuja dmo koje a-
MIIMje TPaH3UTHBHUX KJlaca je TPAaH3WUTHBHA KJaca M yHHja OMJIO KOT' CKyNa TPAaH3UTHBHHX CKYIIOBa je
TPaH3UTHBAH CKYIL.
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Teopema 11 3a cséaxu ckyil x HOCHOJU UHKAY3UJCKU HAJMarsU TpanH3uitiuear ckyi A mwakas ga je x C A.

HMoka3: HekajeTo =axuT,1 =T, Ckyn A =J T,, uMa Tpaxene ocodune. [

new

CnM4HO Baky 1 3a KJ1ace.

Teopema 12 3a csaxy kaacy X stocitioju unkay3ujcku Hajmarea wpansuitiusta xaaca T tiakea ga easrcu
XCT.

HMoxkaz: Kinaca | {tc(x) | € X} ncnymara tpaxene yciose. [

Knacy T u3 npeTxofHe TeOpeMe 30BEMO UMpaH3UiUeHUM 3ailiéopersem Kaace X W 0DeNekaBaMo ca
tc(X).

TpaHBl/ITl/lBHI/I KoJ1arc

3a kyacHy duHapHy penanjy R kaxemo ja je exciiensuonanna na kaacu X ako 3a Ma Koje pa3jinuure
a,b € Xnocroju ¢ € X TakBo jga Baxu tauHo jenuo on R(c,a) u R(c,b). 3a xiacy X kaxemo na je
eKCUlleH3UOHANHa aKO je OMHApHA pellalija € eKCTeH3MOHAIHA Ha Kiach X.

Teopema 13 (Teopema o iwipansuitiusrom Koaaiicy) Heka je unaprna kaacrna peaayuja R godpo sacrosana
u excitien3uonana Ha kaace X. Taga ioctioju iwiauro jegna xaacha urjexyuja ¥ gedpunucana na xnracu X
iwaksa ga 3a ma koje a,b € X eancu R(a,b) < F(a) € F(b) u ga je kaaca F[X| impanzuimiusna.

Jlokas: ITpema teopemn L0 moctoju kmacka dyukimja F ca nomerom X takea 1a 3a cBako a € X BaXu
F(a) = {F(z) |z € X, R(z,a)}.

Kiaca F[X] je ounmieqHo TpaH3uTHBHA ¥ 3a Ma Koje a,b € X Baxu R(a,b) < F(a) € F(b). U3
€KCTeH3MOHAIHOCTHU Kjace X cieau uHjeKTuBHoCT pyHkuyje F. JlokaxkuMo jour jeTMHCTBEHOCT.

IpermocraBumo na cy Fy u Fo pazmunte kiacHe (pyHKIMje KOje UCITyEbaBajy HaBeleHe yciaoBe. Tana
nocroju R munnmanan enement a kiace X takas 1a je Fi(a) # Fa(a), a camuM TuM U ¢ Koje mpumaga
tauHo jenHoM of F1 (a) n Fa(a). Bes ymamersa omurrocts, Moxxemo mpernoctasuty ga ¢ € Fq(a) \ Fa(a).
Opamre cneau ga noctoju ¢ € X takso fa Baxu ¢ = Fy (t). Tana Baxu

Fi(t) € Fi(a), R(t,a), Fa(t) € Fa(a), c € Fa(a),
IITO je CYIPOTHO U300py eleMeHTa c. [

V3 cuMOONMKyY U3 MPETXOAHE TeopeMe, NOJ IPAH3UIIUEHUM KOAATCOM eKCTeH3UOHANIHE U 100po 3a-
cHoBaHe penanujcke crpykrype (X, R) mongpasymesamo kiacy F[X]. U3 jeqMHCTBEHOCTH TPaH3UTHBHOT
KoJIarica CJieid Jia je CBaka eKCTeH3MOHAJHA J0OpO 3aCHOBaHA penaluja je u3oMopdHa penaivju € Ha
TayHO je[HOj KJIacH.

OpauHaaun

Iox opgunasom moapazymMeBaMO TPaH3UTHBAH CKYyI, KOju je AoOpo ypeheH penanujom €. Iloced-
HO, TIpa3aH CKyIl Takohe cMaTpamo opauHaioM. [IpeMa TeopeMu O TPaH3UTHBHOM KOJAICy, HE IOCTOjH
rap pa3InIuTHX U30MOP(MHUX OpAMHAJIA ¥ CBAKO J0OPO ypeheme je n30Mop(dhHO TaUHO jeTHOM OpAUHATY.
Jpyrum pedrma, OpIFHAIM CY TPAH3UTUBHHU KOJIATICH T0OpUX ypeherma, OMHOCHO KaHOHCKH IPeICTaBHULH
KJ1aca u3omMopgHOCcTH J0dpux ypehewa. Opaunane hemo odenexaBaTi MaIUM I'PYKIM CIIOBUMA.
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CBaku efleMeHT OpJHaJIa je OpAMHAJ U jeIHaK je CKYyITy CBUX eJIeMeHaTa KOj! Cy MamH OJ iera. AKO
je cvopaMHAT, OHIa v & v jep OU y CYIIPOTHOM (v OMO eJIeMEeHT OpJIMHANA (v, KOjU je Y Y ypehery opanHaia
o MamU 0f1 cede.

Cpaka /iBa OpIMHANA Cy WHKJIY3HM]CKH yIOpeauBa jep OM y CYIpPOTHOM Yy CBAKOM OJ1 OJ] HUX MOITHA
0/120paTH HajMamU eJIEMEHT KOjU HUje Y OHOM JIPYTOM, a Tako u3adpaHu eleMeHTH Ou OWIIM jeIHAKU IpeMa
AKCMOMH €KCTEeH3MOHAJIHOCTH. [lakiie, 3a Ma Koje opJiMHaJe v U 3 BaKM TauHO jeHo of cieneher:

agﬁa O[:ﬁ, Ct;ﬁ

AKO je opMHAI (v IPaBU MOJCKYI OPJIMHAIA 3, OHJ]a IOCTOjU HajMarbK eJIeMEHT 7y opauHaia 3 Koju
He npurnajaa «. V3 TpaH3UTUBHOCTH OpIMHANA (v CJIE/IU JIa je < TOYETHU KOMajl o1 [, a OH/Ia U3 aKCHOMe
eKCTEH3MOHAIIHOCTH 13 je o = +y, na Baxu o € 3, a camum tum 1 o U {a} C B. [akue, 3a Ma Koje
OpAMHAJIe (« ¥ 3 BaXKH

a€ef & aCp,
aefBVa=p & aCBpB.

ITpema tome, crnenehu Uckasu Cy eKBUBAJICHTHU:
a<fB, a€pf, aC B, «]jenpaBu NOYETHH KOMAL Of [3.
Taxobe, cienehu uckasu cy eKBUBAJIEHTHU:
a<pB, aefVa=p «aCf, «jenodyeTHu Komajgon 5.

Hajmarmsu opaunan Behu o opauHana « je o U {a} u obesexkasahemo ra ca o + 1. OpauHan odika
« + 1 hemo 3BaTH OpAMHAIOM HACJIEJHUKOM, a OCTajle OpjMHae ieMO 3BaTH rPaHUYHUM OpPAMHAIMMA.
Jakuie, v je rpaHUYHE OPIAMHAT aKKo je | J o = o

Heka je S HenpasHa kiaca opauHana u « = [|S. Tama je o Takohe opauHan u npunana Kiacu S jep
ou y cynporsom Baxuio o = [|S C .

Kracy opannana odenexxasamo ca ORD. Ha ocroBy nmperxonsor, kiaca ORD je TpansuTuBHa 1 100po
ypebena penanmjom €. Knaca ORD Huje ckyn jep du y cynpoTHOM Omiia OpAMHA KOjH MPUIaja caMoM
cedu. Ckym opauHaia je OpAMHAT aKKO je TPaH3UTUBAH, OMHOCHO aKKO je MpaBU MOYETHH KOMaJ Kilace
ORD. YHuja duito Kor ckyna opauHaja je cynpemyM Tor ckymna y kinacu ORD u camum tum opauHai.

Kao u pannje, Hyny hemo mecunmcatu kao mpasan ckyn. Ham opauHamiMa ce epUHUIITY Omepariyje
caduparma, MHOXEHha U CTeNeHOBamba Ha cieehu HauuH:

at0=a, a+t(B+1)=(a+B)+1, a+7y=supge,a+pf,
a-0=0, a(B+1) =af+a, ay = supge., af3, (1.13)
a® =1, aftl = afa, a” = supgc af,

e je 7 Mpou3BoJbaH TpaHUYHU opauHai Behu o Hyne. IlomTo cy opiMHaIM KAaHOHCKH MPEACTaBHULIA
KJ1aca m3oMopdhHOCTH NodpHX ypeherwa, HaBeleHe orepaIyje HajJl OpIUHATAMA Ce MOTY MTPOTYMAYUTH Kao
oreparyje HaJ JoOpuM ypehemrnma.

Onepanuju caduparma opAMHAIA OJroBapa onepalyja HaJloBe3uBama Joopux ypehema (apyro usa mp-
BOT), JIOK MHOEHY OpJMHAJIA OJITOBapa JIEKCUKOTPA(DCKU TOpe/Iak Ha BIXOBOM [IeKapTOBOM MPOU3BOY.
Opmunan o je msomopdan ckyy cBUX (yHKIHja Koje CIMKajy [y o ¥ Koje Cy pa3IiuuTe o1 HyJle CaMo
Ha HEKOM KOHAYHOM TOACKYIY Of (v, TIpH YeMy HOpefaK pa3ImuuTuX (pyHKIFja U3 TOT CKyIa OJroBapa
MOPETKY BUXOBUX CJIMKA y HajBehoj Taull JOMeHa y K0joj ce pa3IuKyjy.
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HagejieHe penpeseHTalmje ce 10Ka3yjy JoKasupamweM jeanakoctd ([1.13) MHmyKImjoM Hajipe 1o -y, na
1o 3 ¥ Ha Kpajy mo «. 3a Ma Koje OpAuHase <, 5 ¥ Y BaXu

O+a=a, 0-a=0, l-a=a, 1*=1, o' =aq,

— B+y — ABAY

a(p + =apt+ay, « =a"a’.

(@+B)+y=at(B+y). (aBy=a(sy, TN =efte

OBH 3aKOHHM Ce Takofe MOTy [JOKa3aTW MHIYKLMjOM Hajipe IO <, Ia N0 /5 U Ha Kpajy Mo «, Kao 1

KOpHIINemeM HaBeAEHNX perpe3eHTanuja. Ha dmio koju of Ta ABa HaumMHA ce JOKasyje Ja 3a Ma Koje
opauHaje o u 3 Baxu

a<fB & Fyaty=48 a<fB & (Fy>0a+y=4
3a opm/IHane Baxe cneuehn 3aKOHU:

at+fb<a+y & p<7,
af<ay & [B<rv, 3a

azl,
P <a? & B<y, zaa>2.
AHAJIOTHU 3aKOHM Bake ¥ aKO Ce 3HaK < CBYJIa 3aMEHH 3HAKOM <, OJHOCHO 3HAKOM =.

Teopema 14 (Eyrxaugcko geaerve opgunana) Hexa cy o u B ma koju opgunanu wwiaxeu ga je B > 0. Taga
focitioje jeguncitieeno ogpehenu opgurnan vy u d waxeu ga je o = Sy +ou d < S.

HMoka3: Heka je -y cynpeMyM CBUX OpAMHAIA 1) TakBUX 1a je An < «a. Tama Baxu S(y + 1) > a.
IpernocraBumo ja je 5y > «. Taza je -y rpaHudHK opauHa, na ou Baxu By = 1 < « CyIIPOTHO
npernoctaeiy. Jakie, Baxu Sy < a.

Heka je 0 HajMamu opauHan Takas 1a je By + 0 > «. IpermocraBka ma je Sy + § > « ce odapa
CJIMYHO KA0 MaJIoripe, Na Baku o = 7 + 6.

Hexka cy +' u ¢’ opaunanu 3a koje Baxu o = 37" + ¢’ u 6’ < 5. Ako je v/ < v onja Baxu

n<y ﬂ

a=p8y+8<B(H +1)<By+d=aq,

OJIHOCHO @ < @, ITO je Hemoryhe, 1ma Baxu ' > . AHAJIOTHO ce 3aKJ/bydyje Ja BaK¥ U OOPHYTa HeE je/I-
HAKOCT, Ta je 7' = ~. AKko je ' < §, oHIa Baxu

atl=p7Y+0+1<py+d=q,

OIHOCHO @ + 1 < «v, w0 je Hemoryhe, ma je 8" > §. OOpHyTa He jeqHAKOCT Ce M3BOJIM aHAJIOTHO, T1a BaXK
§ =940

Teopema 15 (Xapitioicosa itieopema) 3a ceaxu cxyii X HOCHIOfU HAJMArU OPGUHAN KOjJU Ce He Modice Tpe-
CAUKAIAU UHJEKTUUBHO Y cKYid X .

Moka3: Heka je W kiaca cBux nodpux ypebema w takpux 1a je dom(w) C X. Kiaca W je ckym kao
nonckyn ckyna P(X) x P(X x X). Heka je o kiraca CBUX TPaH3UTHBHHX KOJIAlica eieMeHara ckyma W.
[Ipema cxema akcroMH 3aMeHe, Kiiaca « je cKym. [lomro je moueTH KoMas goopor ypehema Takohe 1odpo
ypehemwe, CKyIl « je TPaH3UTUBAH, T1a je OpAUHAIL.

OpauHall o ce He MOXe MHjEeKTUBHO MPECIUKaTh y cKyn X jep Ou y CympOTHOM IOCTOjasio J0Opo
ypebheme civke opauHaia o IPH TOM IIPECIIKaBakby, a TPAH3UTUBHH KOJIAIC Te CJMKe OU OMo esleMeHT
opavHama o n3oMopdaH OpAMHATY v, IITO je Hemoryhe.

Craku opmuHal 3 < « je eleMeHT OpAMHANA ¢, Ta je M30oMopdaH HEKOM 100poM ypeherwy Hekor
MOZICKyNa ckyna X, oJjakJie CIe/iy Ja ce MOKe MHjeKTUBHO MpeciukaTy y ckyn X . [
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YBeaumo nojam kymyaamiusre xujepapxuje Vo, rie a € ORD crnenehom pekyp3uBHOM NepHHUIIA]OM:

VO = ®7 Va+1 = P(Va)7

Vo = U Vs, 3arpanuunu o > 0.
B<a

Teopema 16 3a ma koju opgunan « eadxcu ga je ckyii Vo, wpanzuiiuean. 3a ma Koje opgurnase o u 3
iiaxee ga je oo < 3 eaxncu Vo < V3.

Hoxka3z: [lokas mpBor Jesa TBpherwa N3BOJAMMO UHAYKIUjOM IO . Vj je TpaH3UTHBAH CKYII 3aTO HITO je
mpasaH. Axo je V,, TpaH3UTUBaH CKYII, OHAA je V1 TPaH3UTHUBAH CKYII K0 MAPTUTHBHU CKYI TPAH3UTHB-
HOT CKyma. AKO je o OeCKOHAYaH TpaHIMYHH OpAWHAT, OHAA je V,, TpaH3WUTHBaH CKyIl Kao YHHja CKyIIOBa
KOJH Cy 10 MHAYKTUBHO] MPETHOCTABIY TPAH3UTHBHH.

Hoka3 apyror neja TBphera U3BOAMMO JBOCTPYKOM MHIYKIIMjOM — Hajipe Mo S, a 3aTUM 10 «v. AKO
je [ rpaHUYHM OpAMHAN, OHJa je V3 yHHja CBOjHUX IpaBHX MOJCKYNOBA of Kojux je jeman V,. Ako je
B = + 1, onpa je no nHAyKTUBHO] NipetnoctaBiy V,, C Vi. W3 TpaH3uTHBHOCTH cKyna Vs cienu aa je
Vs C P(Vs) = V. Pasmuuuroct cieu U3 TeopeMe B.O

Hageaumo Ha kpajy jeaHy KapakTepu3alyjy 100po 3aCHOBaHUX ypehema.

Teopema 17 3a ceaxo iapyujarno ypehere (P, <) sadicu ga cy caegehu ycaosu exeusaNeHinniL:
* Vpeherve (P, <) je godpo zacnosaro.
* [locitioju tpecauxasarve f : P — ORD iwiaxeo ga eaxcu

(Va,b € P)(a<b = f(a) < f(b)). (1.14)

Hoxka3: Axo je ypehemwe (P, <) 10dpo 3acHOBaHO, OHJA je ca
f:P— ORD, f(z)=sup{f(a)+1l|a<z}

108po neunncana yHKIM]a Koja ucryrasa yciios ([.14). Tokaxumo odpHyTH cMep.
Hexa je f : P — ORD rakgo aa Baxu ([.14) u veka je C' nenpasan nojckyn ox P. 3a a € C TakBo
1a je f(a) = min(f[X]) Baxu ma je MUHUMaTaH enemMeHT ckyna X . [J

1.2.9 Axkcuoma peryirapHocTn

z#0= GFacx)zna=10.

IIpema oBoj akcroMH, CBaKa Kjaca je IoOpo 3acHOBaHA. [IpyruM peunMa, cBaka Helpa3Ha Kjiaca uMa
€-MUHUMANHU eneMeHIli, OTHOCHO TaKaB eJeMEHT a Ja HUjedaH eJIeMeHT Te Kjlace He mpumanga a. To omo-
ryhaBa u3Boheme nokasa €-urHgykiyujom, OGTHOCHO TOKA3MBamhe Ja CBakU ejeMeHT Heke kinace C nma Heko
CBOJjCTBO JIOKAa3UBAaHEM JIa 32 CBaKM eJieMeHT a kjace C Baxu Jja ako CBaku eyieMeHT ckymna a N C uma 1o
CBOJjCTBO, OHJ]a U & UMa TO CBOjCTBO.

IIpema 0BOj aKCHOMHM He TIOCTOjU CKYIl G TaKaB Ja @ € a jep y CYNPOTHOM cKym {a} He du umao
€-MUHUMATHY etleMeHT. CIIMIHO ToMe, He TIOCTOje CKYIIOBH a, b M ¢ TaKBU J1a BaXu

a€EbeEcEa
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jep y cymporHoMm ckyn {a, b, ¢} He 61 UMao €-MUHUMATHH eleMeHT. OMIITHje, HU 3 je/IHO N He TI0CTOje
CKYIIOBM @1, . . . , Gy, TAKBU JA BaXU

n—1

/\a¢€ai+1 /\an€a1
i=1

jep y cympotsom ckym {ay, . . ., a, } He OM UMAO €-MUHUMAIHH €JIeMEHT.

Teopema 18 He itocitioju deckonauarn Hu3 wuju je c6axKu UAam OCUM Ipeol eneMeHitl UPEixogHOT YAaHA WOT
HU3dA.

Hoka3: Axo je f dyHKIHMja ca TOMEHOM w TakBa ga Baxu (Vn € w)f(n + 1) € f(n), onma ckyn f[w]
HeMa €-MHHHUMAJIHU eJleMeHT. [

Creneha Teopema J0mymbyje TeOpeMy O TPAH3UTHBHOM KOJIATICY.

Teopema 19 Hexa je X excitiensuonanna kaaca u vexa je ¥ roen thipanzuitiuenu konaiic. 3a céaxo x € X
3a koje je tc(x) C X eancu F(z) = z.

Moxka3: Heka jex € X rakas ga je tc(z) C Xu (Vt € x)F(t) # t. Ha ocHoBy pepunuIMje TPAH3UTHBHOT
KOJIarica, Baxu
F(z)={F(t)|tex} ={t|teax} ==z

O
Crneneha Teopema McTrye 3Ha4aj KyMyJIaTUBHE XHjepapxuje.
Teopema 20 (Vz)(Ja € ORD)z € V.
Hoka3: Jloka3 n3BoauMo €-MHAYKIMjoM. [IpeTnocTaBuMo aa je ¢ TakBo Ja
(Vz € a)(3a € ORD)zx € V.

Heka je a : a — ORD TtakBo 12 3a Ma Koje x € a Baxu 1a je «(x) HajMarbi OpIMHAN TaKaB a BaXH
r € Vo). 3a = sup,c, a(x) Baku (Vo € a)r € Vg, acammm M u a € Vg 1. O

Hajmamu opauHaI o TakaB [a JaTé CKYT & TpHIafa cKymy Vo1 30BEMO paniom cKyiia x 1 odenexa-
BaMo Ta ca rank(m). CucreM /10 caja yBeIGHHX akCHoMa odesexana ce ca ZF.

1.2.10 Axcuoma n3dopa

AN PX)N{I} — X A (VAC X)(A#D = f(A) € A)).

I[perxoqHa akcoMa TBPIM Ja MOCTOjU (DYyHKIIMja KOja CBAKOM HEIPa3sHOM MOJCKYyIy A ckyna X npu-
JpyXyje Heku eneMeHT ckyrma A. V3 cumOonuky u3 akcuome uzdopa, GyHKIHjy f 30BEMO uzbOpHOM
pynryujom v gyrxuujom uzdopa ckyna A.

Opamiie ce Jlako U3BOJU MaJlo ominTHja popMyiaiiuja oBor npuHimna. Heka je X ckyn kome mpazaH
CKyn He npunaja. EberoBy yHujy ozHaunmo ca U. IIpema akcromu u3dopa noctoju (hyHKIHja

g:PO\{0} —U
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TaKBa Ja 3a cBaku HemnpasaH nojackyn A ckyna U Baku g(A) € A. Towrro je X C P(U) \ {0}, 3a
dysxumjy f = g | X Baxu na je GpyHkimja ca jomenom X Taksa jia 3a cBako A € X Baxu f(A) € A. YV
OBOM city4ajy, pyHKIHMjy f 30BeMo n3dopHOM (yHKIMjoM Win GpyHKIMjoM n3dopa amuimje X .

CucreM J10 cafa yBeeHUX akcuoMa ce odesexasa ca ZFC. Hapame he ce moppa3zymeBaTu aa cy cBe
teopeme n3BesieHe y ZFC cuctemy, ocum ako y3 ¢opMyJIaljy TeopemMe Huje HaBeleH JIpyru cucteM. Beh
y ZF Baxu 1a CBaKM KOHA4YaH CKYI HEIIPa3HUX CKYyIOBa MMa M300pHY (DYHKIH]jY, IITO Ce AOKAa3yje MHIYK-
1IUjoM 1o Opojy eneMeHata Tor ckyna. Takobe, HempasHa damiidja CKyNoBa YMjU je MpeceK HermpasaH,
nma pyHkiujy uzdopa seh y ZF.

V najeaxnuje Teopeme ZFC Teopuje Koje HUCY Joka3uBe y ZF cBakako chajajy NpUHLMI A0Opor
ypehewa u LlopHoBa siema.

Teopema 21 (Llepmenos ipuruuii godpor ypeheroa) Ceaxu cKyil ce modice godpo ypeguitiu.

Jlokas: Hexa je X npousBosbaH cky, f meroa m3dopHa dyskimja. [Ipema reopemu B, ckyn P(X)\X je
HerpasaH, [1a MOKeMO 01adpaTH HEKH HeroB eJleMeHT c. [Ipema XapTorcoBoj TeopemMu, MOXeMo ofadpaTi
OpAMHAI 3 KOjU Ce He MOXe MHjeKTUBHO Ipecnukatu y ckyn X . Heka je g : 5 — (X U{c}) nedunucano

Ha cienehn HauuH:
g(a):{ F(X \glal), a0 je X \ gla] # 0,

c, HWHaye.

Ako ¢ ¢ g[f], ouna je g unjekumja opaunana 5y ckyn X, cynporHo uzdopy opaunana 5. Heka je «
HajMarbH Op/iMHa Takas 1a je g(a) = c. Taga je g [ o dujekimja opauHaia o Ha ckyn X, ma ce Jodpo
ypehemwe opauHana « Moxe rmpeHeT Ha ckyn X . [

Teopema 22 (IJoprosa nema) ¥ céaxom dapuujario ypehenom ckyiiy y Kome C6aKu Aanay, Uma Majopaniiy
HOCIIOJU MAKCUMANGH eNeMEHI.

Hoxka3: Heka je (X, <) npousposbaH napiwjanto ypeheH ckyt, f meropa usdopHa (yHkimja. 3a npou-
3Bosbad A C X ca M (A) 03HaunMMO CKyIl CBUX MajopaHTu cKymna A, Koje He npunaiajy ckymy A. [Ipema
teopemu [, ckyrm P(X)\ X je nerpasas, 1a MOXeMO 01adpaTi HEKH EeroB ejieMeHT c¢. [Ipema Xaprorco-
BOj TEOPEMH, MOKEMO oiadpaty OpAMHAI [ KOjH ce He MOXe MHjEeKTUBHO IpecivkaTy y ckyn X . Heka je
g: 8 — (X U{c}) nedpurucano na cnepehu HaumH:

f(M(gla])), axo je M(gla]) # 0,
g(a) =

c, vHayve.

Axo ¢ & g[f], oHna je g nHjekmja opauHana 5y ckyn X, cynmpotHo u3bopy opmuHana 3. Heka je «
HajMarK OpauHaN TakaB aa je g(«) = c¢. Tana je g[a] nanarn 6e3 MajopaHTe Koja My He MPHIA/A, a UMa
Hajehu enement e. Taja je e MAKCUMaJIaH eJleMeHT mapiujaisor ypehewa (X, <). O

Caaduju odauum akcuome n3dopa

Y ZF teopuju cy npuHImIil Jodpor ypehema u LlopHoBa eMa ekBUBaneHTH akcuoMe u3dopa. Ilof cia-
oujuM odimiMa akcuome u3dopa noapazymeBamo TBphema koja y ZF Teopuju ciene u3 akcuome u3dopa,
au je He UMIUTMLIMPAjy. [IBa Haj3HauajHUja TakBa TBphewa Cy akcuoma 3asUcHoi uzdopa, Kojy odenexa-
Bamo ca DC u tBphemse na cBaka BysoBa anredpa nma mpoct uzea, Koje odenexaBamo ca BPIL.

Teopema 23 (Axcuoma 3asucrot uzdopa) 3a ma xoju neipazarn ckyii D u dunapry peaayujy R na reemy

maKey ga easicu
(Va € D)(3b € D)R(a,b)

doctioju deckonauan Huz (an )ne,, WAKas ga 3a céaxo n éaxcu R(ay, any1).
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HMoka3: Heka je f uzbopHa dyHKumja ckyma D u Heka je e o koju enement ckyna D. Hus (ap)new
nedrHuCaH ca

ap=¢e, ant1=f({b€ D|R(an,b)}).
3aJ10BOJbABA TPAXkeHe yciose. [

OBaj MPUHIUII Ce YecTO KOpHCTHU y ciegehem CKBUBAJIEHTHOMD OOJIHKY:

Teopema 24 (ZF + DC) Heka je D neipazar ckyii u S cKyil c8ux KOHAUHUX HU308a eaemenaiia ckyia D,
P C S imaxeo ga ) € P u ga 3a céaxo s € P iiocitioju a € D iiaxeo gaE s a upuitaga cxyiy P. Taga
dociioju deckonavarn Hu3 eaemenaitia ckyia D wuju ceaxu ipaesu tioueminu komag upuiiaga ckyiy P.

Hoka3: Heka je T ckyn cBuX s € S TakBHX Ja cBakuf 0YETHN KOMAZ 071 5 npumnaja ckymy P u Heka je
R dunapna penanuja Ha ckyny 7' nedpuHucana ca

R(s,t) HsteTn (Ja € D)t = s a.

Ckyn T je HempasaH jep My MpuIaja npasad Hu3, na Ha ocHoBy DC noctoju SeckoHavaH HU3 (tn,)new
eJleMeHata ckymna 7' Takas Jia 3a CBako n Baxu R (¢, t,1). Ilomrto je t,, npaBu MoYeTHH KOMA HA3A by 11,
1ocToju HeckoHavaH HU3 KOjH je YHHja HU30Ba t,, 3a CBE N 1 OH HCIyHaBa TpaxeHe yciose. [J

Teopema 25 (ZF) Csaxo goopo ypeherse je auneapro ypeherve y Kome Hema decKOHAuHux ouagajyhux nu-
306a. Y3 DC eadicu u odpaii.

Hoxka3: Csaxo 1o0po ypeheme je JMHeapHO 3aTO IITO CBAKM JBOWIAHU MOACKYI AOMEHA MMa HajMambu
eJleMeHT. AKO y HEKOM JIMHeapHOM ypelemy MocToju OeckoHavaH onaaajyhu Hu3, OHA TO HUje JoOpo
ypeheme jep CKyIl CBUX WIaHOBA TOT HU3a HEMA HajMamH EJIeMEHT.

Y nuHeapHoM ypehewy Koje Huje 1oOpo ypeherme MOXEeMO YOUNTH HEKU HerpasaH CKyI S KOju HeMa
HajMamU eJleMEeHT 1 OuHapHy pejauujy R Ha ckyny S nedunucany ca R(a,b) < b < a. Y3 DC y tom
ypebhewy noctoju deckoHauaH onajajyhu Huz. [

Teopema 26 (ZF) Hexa cy (M, dy) u (M7, d1) memwipuuru ipocitiopu f : My — Mo ua € M. Ako je
Ppynryuja [y mauky a HedpekugHa Yy € — 0 CMUCAY, OHGA je Y THAUKU G, HEAPEKUGHA Y HU08CKOM CMUCY.
Y3 DC gaorcu u odpaii.

oxka3: IlpernocraBumo aa je GyHKIMja f HEMPEKUOHA Y TAYKK @ y € — 0 CMUCIY U 12 je (X, )new HU3
y M, xoju Texu Ka a. Heka je nato € > (. U3adepumo § > 0 TakBo Ja Baxu

(Vb € My)(di(a,b) < d = da(f(a), f(b)) <e).
Heka je m € w TakBo 1a 3a cBe n. > m Baxu di (2, a) < 0. Taga Baxu

(Vn > m)da(f(a), f(zn)) < e.

IIpernocraBumo cajia ga Baxu DC u qa pyHKUMja f HUje HEIpeKuHa y Tauku a y € — 0 cmuciy. Heka
je e > 0 takBo ga 3a ceako § > 0 mocroju b € M; Takeo ma je di(a,b) < d udz(f(a), f(b)) > . Ha
ckyny {b € My |d2(f(a), f(b)) > €} yBeaumo dunapuy penaumjy R ca

R(u,v) < di(a,v) < di(a,u)/2.

Ha ocuoBy DC nocroju Hu3 (', )ne., €eMeHara ckymna My TakaB [a 32 CBAKO 1 BaXu

di(a,x,) < di(a,x0)/2", dao(f(a), flzn)) > e.
O

2y ZF reopuju.
357 a je 03HaKa 3a HU3 KOjH ce I0OMja I0/IABAMEM elleMeHTa a Ha Kpaj Hi3a s.
4VkIbyayjyhu u cam HU3 s.
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Teopema 27 Csaxa bynosa aniedpa uma upocii ugean.

Hoxka3: Heka je < duno koje nodpo ypehemwe Ha fomeHy bysose anredpu B u Heka je f mpecimkaBame
nomena Bynoge anredpe B y ckyn {0, 1} neduaucano Ha cienehu Haum:

1, axroje {b < a| f(b) = 1} dasuc nneana,

fla) =

0, wuHaye.

Cxyn f~1[{1}] je npocr unean kao Makcumanau dasuc uaeana. [

Teopema 28 (ZF + BPI) Csaxu ugean bynose anriebpe uma gouyny go upocitior ugeand, 0gHOCHO CEAKU
punitiep bynose aniedpe uma goiyny go yaipagunitiepa.

Hoka3z: Heka je I unean bynose anredpe B. Tana je yauja mpocror uaeana Bynose anredpe B/ mpoct
upeain Bynose anredpe B umju je I moackym. [

Teopema 29 (ZF + BPI) 3a csaxu ugean I bynose aaiedpe B iiocitioju yatipagpunisiep F' bynoee aniedpe
B iiaxas ga je F N I = ().

Hoxka3: Heka je I’ monyna uneana I go npocror uaeana Bynose anredpe B. Tazna je ckyn
F={-alael}
yarpadyarep Bynose anredpe B aucjynkrad ca I’, ma camum tum m ca I, [

Teopema 30 (ZF + BPI) Hcxkasna itieopuja je neiipoiuiuepeura axko je 3agososousa. Ceaxa Hemporiuepey-
Ha UCKA3HA Teopuja uma goiyHy go Komiaeline Heipomiuspeure weopuje. Ceaxa upomiuepeuta UCKasHa
ieopuja uma KOHa4awn geo Koju je upoiuuspeuaH.

Hdoka3: Heka je T HempoTHBpeYHa MCKa3HA TeOpHja M ~ pellanija eKBUBAJICHIMje Ha CKyIy (opmMya
neunmcana ca ¢ ~ 1 akko T+ (p < ). Ha ckymy kjiaca eKBUBaJIEHIMje ce OMepaliije YBoje Ha
yoduuajeH HauuH.

[o]- [l =Tlend], [el+[l=[eVvel, —le] =[]

Ha taj nauun ce noduja bynosa anredpa B. V3 HenpoTuBpedHocTH Teopuje 1’ clienu aa je ce HyJa 1
jeaunuua Bynose anredpe B pasnukyjy. Jeqununa Bynose anredpe B je ckyn cBux TeopeMa teopuje 1.
VHuja duno xor ynarpadunrepa Bynose anredpe B je koMIuleTupame Teopuje . Moaen KoMIUIETHpama je
BaJlyalyja Koja CJIOBO p CIIMKA y jeIMHUITY aKKO je p TeopeMa Tor KoMIuleTHpama. [locnenmu aeo TBphema
cJIeIN U3 KOHAYHOCTH JoKasza. [J

HaBC}II/IMO HEKE MPpUMEHE NMTPETXOJHE TEOPEME.

Teopema 31 (ZF + BPI) Cesaxo itapuujanro ypeherve uma goityny go auneaproi. Ilocedno, ceaku ckyi ce
MOdICe NUHEAPHO YPegUItiu U C8AKA HEAPA3Ha PAMUMLIA KOHAUHUX HEAPAZHUX CKYI08a UmMa U3O0pHY PYHK-

Uujy.

Hoxka3: Heka je (P, <) mapumjanHo ypeheH ckyn. VckasHa ciioa he dutu obnuka p(a, b), rne a,b € P.
Hexka je T ucka3zna teopuja uuje cy akcuome popmyJie odiuka p(a, b) 3a a,b € P takse na Baxu a < b,
3atum (popmyJie odiuka —(p(a, b) Ap(b,a)) 3a a,b € P takBe ia Baku a # b, Kao u ce (popmyJie 0OIMKa

p(a, b) V p(b, a)’ p(a7 b) A p(b,c) = p(a, C)
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3a a,b,c € P. OBa TeopHja je HENMPOTUBPEYHA 3aTO IITO CE CBAKO KOHAYHO MaplujasHo ypeheme moel
JOIYHHTH JI0 JiuHeapHor. Ako je T” momyna teopuje T’ 10 KOMIUIETHE U HENPOTUBpeYHe Teopuje. Tajia ce
napuujaiHo ypeheme < Moxe JIOMYHUTH [0 JIMHeapHor ypehewa < aeduHucaHOT ca

axb < T+ pa,b).

IMocnenwy neo TBphewa ciieqyu U3 YMHEHUIIE J1a CBaKM KOHAayaH IOJCKYH JIMHeapHor ypehema 1Ma
HajMamy eseMeHT. [

Teopema 32 (ZF + BPI) Heka je F' buno koje itowe, A aniebapcko pawuperse iioa F u L pamuperse
iomwa F ca ocodbunom ga 3a ceaxo a uz gomena iioma A easicu ga MUHUMANHY HOAUHOM eNeMeNIlia G HAYg
iomem F uma auneapny cpaximiopuzauujy nag iomenm L. Taga iociwioju yiiaiiaree tioa A y iowe L, uuja
Jje peciipuxyuja na gomeny iosea F' ugeniiuitieri.

oka3: Wckasna ciosa he Ham Outh Mckasu odmika e(a) = b, e je a mpoM3BOJbaH eJIEMEHT Tojba A, a
b mpon3BoJbaH eneMeHT mosba L. 3a cBako a u3 qoMeHa noka F' yBequmo akcuomy e(a) = a. 3a Ma Koje
a 13 loMeHa nosba A u MeljycodHo pasnnuute enemeHte by u by JoMeHa nosba L yBeAUMO akCHOMY

—(e(a) = by ANe(a) = bs).

3a Ma KOje a U3 JOMEHA T0Jba A M HeroB MUHUMATHY TIOJIMHOM £t HAJl TIOJbeM F' yBEIMMO aKCHOMY
Vi, e(a) =b;, tne cy by, ..., b, cBu MehycOOHO pasaMunTi KOpPEHH NOIMHOMA 4y TIojky L. 3a Ma Koje
eJleMEeHTe @) U ag IOMEHA 1ojba A U Ma Koje elleMeHTe by 1 ba JOMeHa Nojba L YBEIUMO aKCHOME

6(@1) =b; A 6(&2) =by = 6((11 + ag) =b + bg,

e(a1) =b1 A e(ag) =by = e(ajag) = bybs.

CBaku KOHa4aH JIeo OBE MCKa3He TeOpHje je 3aJ0BOJBHMB Ha OCHOBY IO3HATE TeopeMe M3 airedpe na
TBpheme BaXH y CIIElMjaTHOM Ciy4ajy Kaja je A KOpeHCKO mosbe Hekor nojauHoma Haja F. Mogen ose
TeopHje Jaje TpakeHo yTraname. [

Teopema 33 (ZF + BPI) Teopuja iipeoi pega je neiipoitiuspeura axkko uma mogen. Ceaxa neipoimiuspeuna
weopuja upsor pega uma goiyry go Komilreiline Heipomuspeure weopuje. Ceaxa UpomiuepeuHa ieopuja
ipeoI pega uma KOHa4aH geo Koju je upomuepeuan.

Hoxka3: Heka je T HempoTHBpeuYHa TeOpHja MPBOT pela v ~ pelialija eKBUBAJICHIM]jE Ha CKYIy pedeHHIa
neunucana ca ¢ ~ 1 akko T+ (p < 1)). Ha ckymy Kiiaca eKBUBaNeHIMje ce orepalyje YBojie Ha
yoduuajeH HauuH.

[o]- Wl =lpndl, [pl+W]=leVel, —lo] =[]

Ocrarak JI0Ka3a I0CTOjamba KOMIUIETHpama je UCTH Kao y Ccily4ajy UCKasHor padyHa. [locienmu neo
TBphema je rnociieuia KOHAYHOCTH JJoKasa. JIoKaXnMo jour IIpBH Jieo TBphema.

Heka je 7" HenmpoTHUBpeYHa Teopuja NpBOT pela je3uka L ¥ HeKa je o« HajMarby OpAMHAJI TaKaB J1a CBe
(opmyrie 1 jesuk npunanajy ckyny V1. Taga R({T, L)) nedunumemo kao nap (T’, L), rae tako na
BaKHU:

o I/ je je3uk Koju mpommpyje je3uk L cHMOOIMMa KOHCTaHTH, TAKO IIITO Ce CBAKOj (hOpMYJIH ¢ Unja
Jje jeanHa cnodoHa NPOMEHJbUBA T TIPUAPYKYje MO jeJaH CUMOOJ KOHCTAHTE Y O3HALH C,, a KOJH
Moxke outH neduHucan Kao (o + 1, ),

5Ta yumeHUIA ce I0Ka3y je MHAYKIMjOM Mo Opojy elleMeHaTa KOHAUHOT NapIujaIHor ypehema.
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e T je Teopuja jesuka L’ koja npowmpyje teopujy T HoaBambeM CBUX aKCHMOMA 0DJIMKA

(Vz)(p(x) = ¢(cp));
rae je  ¢opmyna jesuka L ydja je jearHa CIodOAHA IPOMEHJBUBA T .

Tapna je T’ Takohe HenpoTuBpeuHa teopuja. Heka je

<T0»L0> = <T7 L>7 <Tn+17Ln+1> = R(<Tnan>) u T = U T,

new

v Heka je L” nedpunucano Ha civyan HaunH. Taga je T nwenporuspeuna teopuja jesuka L”. Heka je T*
KomIueTupame teopuje 7. Koncrpywmmmmo monen M teopuje T*.

VYBenumo penaiyjy eKBuBajeHIMje ~ Mehy 3aTBOpeHUM TepMuMa Ha ciienehu HauuH: £ ~ to aKKO
T" & t1 = to. Enementn gomena moaena M he dutu oprosapajyhe kiace ekpuBaieHimje. ledunu-
MO MHTepIpeTalujy cumdona jesuka L. Axo je ¢ cumbon koHcTanTe, ona je ¢ = [c]. Ako je f
OTIepAIINjCKA CUMOOJT apHOCTH 1M, OHJ]a FheTOBY MHTEPIIPETALIN]Y Je(pUHUIIEMO Kao

fM([tl]v"'a[tm]) = [f(tlw"atm)]

3a Ma KOje 3aTBOpPEHE TepMe £1, . . . , ty,. AKO j€ p PelanujcKu CHMOO0J apHOCTH 7., OHJIA FheTOBY MHTEpIIpe-

Tanujy nepuHAIIIEMO Kao
def

M
P ([tl]’ ) [tn]) A
e ¢y t1,. .., L, IPOU3BOJPHM 3aTBOPEHH TepMu. WHIYKIMjOM MO CJIOXEHOCTH TepMa ce JIoKasyje 1a 3a
Ma Koju TepM u (1, . . ., L)) U Ma KOje 3aTBOPEHe TepMe t1, . . . , t, BPEAHOCT TepMa u y Momeny M mpu
BaJIyaluju v 3a Kojy je v(x;) = t; 3a cBe ¢ usHocu [u(tq, ..., t;)]. Takohe, HHIYKLIIJOM MO CIOKEHOCTH
opmyite ce mokasyje na 3a cBaky dopmyiy v(x1, ..., ;) 1 Ma KOje 3aTBOpeHe TepMe L1, . . . , t; BaXKn

T p(ty, ... tn),

M Ev(ty,...,t;) akko T = v(ty, ... t).
Ipema tome, M ET". O
HaBenumo jesHy IprMeHy OBe TeopeMe Y anredpu.

Teopema 34 (ZF+BPI) Ceaxo iiove uma aniedapcko 3aitieoperve. Ipuitiom, uzmehy céaka gea ariedapcka
3areoperba ioma I tiocitioju uzomopguzam uuja je pectipuxuuja na gomeny iova F' ugenitivitiers.

Hoka3: Heka je F' duito koje mosbe u L je3uk MpBOT pela KOju Ce CacToOjU O]l je3UKa IMoJba U MO jeJHOT
cMMOOJ1a KOHCTaHTE 33 CBaKH €JIEMEHT JIoMeHa 1ojba F'. CHMOO0J KOHCTaHTE KOjH O/iroBapa eJIieMeHTy a
JoMeHa nosba F' odenexaBahemo ca a. Hajnpe yBeaumo akcuome nosba. Mojesu oBe TeopHje Cy MoJsba.
3aruM 3a Ma Koje MehycoOHO pa3nuyuTe eeMeHTe a U b JoMeHa rosba F' yBeMo akcoMy ¢ # b 1 3a Ma
KOje eJleMeHTe a U b JoMeHa nojba F' yBeIMMo akcrome
a+ b = L"‘b» Qb = 7b

Mopenu 10 cajia yBeIeHMX akcHoMa Cy 1ojba y Koja ce mosbe F' Moke yTonuTu. 3a CBakM MOHHMYaH
TIOJIMHOM p Haj nosbeM F' creriena Beher of jenaH yBeJUMO akCHOMY /1 TTOJIMHOM p UMa dapeM n KopeHa
He Opojehn BUIIECTPYKOCTH, TAe je 1 Opoj KOpeHa IMOJIMHOMA P y FbeTOBOM KOPEHCKOM TI0JbY, He Opojehn
BUIIECTPYKOCTH.

Mopgenu oBe Teopuje Cy mosba y Koja ce mosbe F' MoXe YTONHUTH U Y KOjuMa, O Ha W3jeJHAYABaIbe
nosba F' ca 1eroBoM CIIMKOM IIpH yTallamwy, CBaKY IMOJMHOM HaJ F' nma jquHeapHy daktopusanujy. CBaku
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KOHAYaH JIeo OBE TEOpHUje UMa MOJIeJl Ha OCHOBY TeOpeMe O KOPEHCKOM IoJby nosimHoMa. CaMuM THM,
nocToju pamupere K noma F'y Kome cBaku MOJMHOM Haj F' Ma JiMHeapHy (pakTopusaiyjy.

IMotnome A nosba K, KOje ce cacToju oJ elieMeHaTa Koju Cy ajiredapcku Hajl mojbeM F' je anredapcko
3aTBOpErHe mosba F.

Heka cy A; u A, anrebapeka 3atBopersa nosba F. TIpema teopemu B2, moctoje yranarma

611A1—)A2 u 622A2—>A1

Yuje cy pecTpuKIMje Ha JoMeHy nosba F uaeHtutetu. Tana je ey o es yranmame nojba A, y cede, umja je
CIIMKa TOTIOJbe 0/ Ao KOje je anredapcko 3aTBOperbe mojba I, Ma je mpeciukaBame €1 0 o CypjeKTUBHO.
[Ipema Tome, €1 je cypjekimja, ma caMmuM TUM 1 u3oMopduzam. [

Bupenu cmo na je cuctem ZF+BPI 1oBosbaH 3a KOPEKTHO 3aCHUBAHE UCKA3HOT U MPEIUKATCKOT pauyHa.
Hanomenumo 6e3 nokasa ja ce y leMy MOTY JJOKa3aTu yoduuajene teopeme! o eJIMMUHALIM]U KBAaHTOPA,
kao u JlomoBa Teopema O yITparmpou3BOIy 3a CIy4aj MHOXKEHa KOHAYHUX CTPYKTypa Kaja je MPOU3BOJ
Herpas3aH.

1.3 Kapaunaanu OpojeBu

Kapgunan wim kapgunaanu dpoj ce nedpunuliie Kao OpAUHAI KOjU HUje eKBUIIOTEHTaH HUjeJHOM CBOM
enemenTy. [Ipema npuHummy godpor ypehemwa 1 TeOpeMu 0 TPAaH3UTUBHOM KOJIAIICY, CBAKU CKYII j€ eKBHU-
MOTEHTAaH HEKOM OpArHay. 3a natu ckyn X ca | X | 03HaYaBaMo HajMarbi OpIMHAN KOjU je eKBUIOTEHTaH
ckymy X . TIpurom je | X | kapmusan. Knacy kapaunana odenexasamo ca CARD.

3a ma koju ckynn X U KapuHaJ k yBoauMo ciiegehe o3Hake:

(X]" ={AC X[|A] = &},

(X]=" ={AC X||A] < r},
[X]s" ={A C X[|A] < s}

Teopema 35 Hujegan iipupogar Opoj ce He modce UHJEKITUGHO HpecAuKaitiu Yy ceoj ipasu uogckyi. I[lpu-
PpogHU 6pojesu u CKYil w CY KapguHAau.

Hoxka3: IlpasaH ckyn HeMa paBe MOJCKYIOBe. AKO Ce 1 € w HE MOXE WH]EKTUBHO MPECIUKATH y CBOj
npaBu moAckyI, a n U {n} mMoxe, onga ce n U {n} MOXe MHjeKTUBHO NPECIUKATH Y 1, & PECTPHUKIIHja TOT
WHJeKTHBHOT TIPECIMKABamka Ha CKYIl N je WHjEeKTHBHO IPECINKaBamke MPUPOJHOT Opoja n y CBOj MpaBu
MOZICKYH CYIIPOTHO MPETHOCTaBIIH.

AKO ce w MOXe MHjeKTUBHO PECITMKATH Y TPUPOAaH 0poj n, oHxa ce n'U{n} NHjeKTHBHO MpecinKaBa
y 1 KOMITO3MIMjoM HHKITy3uje n U {n} y w u uHjekuuje w y n, mro je Hemoryhe.

[Tpema Tome, pa3IMYUTH IPUPOIHA OPOjeBN HACY EKBUIIOTEHTHH M HUjeaH PUPOJIaH Opoj HUje eKBHU-
HOTEeHTaH ca w. [

Kappunamm ce obenexaBajy MajauM IpukuM CJIOBHMa NodueB off k. Ha xapamHammMa ce omneparuje
JeprHUITY Ha yoOrJajeH HauMH.

REA=lrx {0} U Ax {1}, mA=lrx A,
A= PR =[{f S (kx N[ f:r— A},

©Ha npumep, 32 peaiHO 3aTBOPEHaA 110Jba, AIredapcKy 3aTBOPEHa 110Jba, De3aToMuuHe Byose anredpe, rycra muHeapHa ypehemwa
ca KpajeBuma WM 0e3 KpajeBa, Kao u 3a ypeheHe Adenose rpyrne ca jiejemeM oe3 Top3uje.
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k< = E kel

a<A

Cadupame 1 MHOXEHE Ce YOITIITaBajy Ha deckoHauHe (pamuiiije KapauHaia Ha ciefaehn HauvH:

D ki =i x {i})],

i€l i€l

Tri =14 - T — Uicy si | (¥i € Df(0) € i},
icl
Mapa cy kapIuHajIu CleldjaiHy cly4ajeBu OpJIUHajIa, OBe Olepalldje ce pasiiMKyjy Of ofaronapajy-
hux omeparyja newHUCAHNX HA OopauHATMMa. [IpuTOoM, 3a KapAWHAJIHY apUTMETHKY Bake yoOWdajeHH
APUTMETUYKH 3aKOHHU.
(k+N+u=r+A+p), K+A=Ar+5,

(kN = k(Aw), KA = AR,
R4 1) = KA+ K, &A1= AR (RN = kM

OBU UAEGHTUTETH Ce JOKAa3yjy MpoHalaxemeM oaroBapajyhux oujeknuja. Ha npupomnum OpojeBuma
ce OBe olepallyje Mokjanajy ca yoOuuajeHuM apuTMETUYKUM oriepaijama. Ilpema Tome, y KOHAUHOM
Cllydajy ce ToKJianajy He camo M0jMOBU OP/IMHANA U KapUHAJIA, HETO U OP/IMHAIIHE U Kap/IMHAJIHE Orepa-
nyje.

MelhytMm, OeCKOHAYHM KapIWHAIM Cy UIEMIIOTEHTHHU 33 Pa3jiMKy OJi KOHaYHUX OopjuHaia Behux on
jeman. JenHa on dujexuuja ckyma w? Ha ckyn w je Kaniiopos fioaurom, Koju je nedpunucad Ha ciegehu
HAYWH:

p(z,y) = <I+y“) fp o Bty D)

B 2 2

Omnmty ciyyaj uieMIOTeHTHOCTH DECKOHAYHHMX Kap/IMHAIA ce 0Ka3y je cCBoljereM Ha IPOTHBPEYHOCT.
[IpernocraBuMo A2 je x HajMamH OeCKOHAUYaH KapAWHAI KOjH HUje UIEMIIOTeHTaH U YBeAUMO JoOpo ype-
bemwe Ha ckyny k X k Ha ciepehm HaunmH: [lapoBe opauHama ymopehyjemo ekcukorpadcku Hajupe Imo
MaKCUMYyMY, T1a [0 TPBOj KOMIIOHEHTH, T1a MO APYroj KOMIIOHEeHTH. JIako ce JoKa3yje Ja 3a CBaKM eJIeMEHT
ypehera Baxu Ja je CKyIl eJleMeHaTa MambKX O]l Hhera KapAWHAIHOCTH Mathe O] K, TaKO J1a TPAH3UTUBHU
KoJarc ypehemwa He Moxe Out Behu of k.

W3 MIeMIOTEHTHOCTH TIOCEOHO CIIEIM /1A 3a Ma KOju deckoHauad ckyn X Baxu |[X|<¥| = | X
Jia 3a Ma KOje KapAuHaJe K U A BaXu

, Kao 1

K, A>0 A max{k,A\} 2w = K+ A=~k =max{k,\}.

N3 XaprorcoBe Teopeme cliey 1a 3a CBaKW KapAWHAI K MOCTOjU MPBU KapAWHAI KOjU je Behu o K
U hera odeJiekaBamo ca k. 3a KapIMHaJ K KaKEMO JIa j€ HACAegHUK aKo TIOCTOjU Kap/MHAI \ Takas Ja
Baxy k = 1. CBaku OecKOHAYaH KapA¥HaJI je TPAaHMYHA OpPIMHAIL

Xwujepapxujy aregha nedpuHAIIEMO Ha ciienehn HaumH:

X:ORD — CARD, R =w, Naiq=NI,

Ny = U Ng, 3arpaHuuHu opauHal o > 0.
B<a

IIputom je w, anTepHaTUBHA O3HaKa 3a N,. O3HaKy w, KOPUCTUMO 3a 0DjeKTe KOje TpeTHpaMo Kao
opauHaie (OHOCHO, BPIIMMO Ha/Jl FbUMa Ollepaliije ca OpANHAINMA), JOK O3HaKY N, KOPUCTHMO 32 00jeKTe
KOje TPEeTHpaMo Kao KapauHaie (0HOCHO, BPIIMMO Haj HBHUMa onepalyje ca KapanHaiuMa). O4uurienHo,
3a o > (0 Baxu Ja je kapAuHal N, je TpaHUYHH aKKO je OpJMHAJ ¢ TPaHUYHH.
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3a Ma Kojy (amuiujy ckymnosa (A;);c; OUHIIEIHO BaXu

|UA7|] < Z‘A”'

el i€l

U3 teopeme B crienu oa 3a cBakM KapauHAT K Baxu 27 > k. CaMuM THM, 32 CBaKM OeCKOHAYaH Kapau-
HaJl £ ¥ 32 CBaKHM KapAWHAT A BaXu

2<AL2Y = N\ =28 = R,

ITo cJIeau U3 )
of < AR < (2r€)n _ 2k: — 9K < P < (2fi)m — 9.

Cneneha TeopeMa J1aje BakHY HejeIHAKOCT Kap/HHATHE apUTMETHKE.

Teopema 36 (Kenuiosa sema) 3a ma koje I # 0 u ma xoje pamunuje kapgunana (k;)icr u (N;)ier 6ascu

(VZGI)I{Z <A = Zlii <H/\Z

i€l i€l

Hloka3: Heka je I Hempasan ckyn u Heka ¢y (A;)icr u (B;);c; damMuirje CKynoBa TakBe jia 3a CBAKO
i € I Baxwu |A;| < |B;|. Heka je

F:|JAi — {f:T—|JBi|(Vie )fi) € B;}.

i€l i€l

Mokaxumo na mpecukasame F' auje cypjextusno. Hahumo dynkuujy f : I — (J;c; B; Taksy ja 3a
cBako i Baxu f (i) € B; u na 3a ceako a € dom(F) Baxu F(a) # f. CBakoM i € I MOXEMO IPUAPYKUTH
IpPEC/IMKABAbE

gi: Ay — By, gi(x) = F(x)(4),

kao n Heko f (i) € B; \ g;[A;]. Heka je a € dom(F') nmpoussosso. Taga noctoju i € I Takeo ja a € A;.
W3 F(a)(i) = gi(a) # f(i) cnenn ma je F(a) # f. O

1.4 Kodunaanocr

Heka je o deckoHauaH rpaHrnyHu opauHai. [log HeorpaHMUYEHUM CKYIIOM y < mojpa3ymeBamo S C «
Takae ga je | J S = a.

CBakoM DECKOHAYHOM MPAHIMYHOM OPJIMHAITY (v IPUIPYKY jJEMO HajMarby KapMHAT K TAKaB JIa IIOCTOjU
HEOrpaHMYeH cKym Sy o TakaB Ja je |S| = k u koju 30BeMo kodpunarnowhy opgunana v v 0denexaBamo
ca cf(«). KopunanHocT SeckoHauHOT KapAnHAa Je(PMHHUIIEMO Ha HCTH HAYMH, TpeTupajyhn deckoHadau
KapAvHaJ Kao OECKOHAYaH IPaHUYHU OPAMHAT.

Ounrnenso je cf(a) < |af. Cnepeha teopema maje jeaHy KapakTepusalujy MojMa KOGHHATHOCTH
OpHAJIA.

Teopema 37 Hexa je o deckonauan ipanuunu opgunan u vexka je k ouno koju kapgunaa. Taga cy cregehu
YCN06U EKBUBANCHIIHIL

1) cf(a) < k.
2) Hocitioju gpamunuja (Ag) g« Olpanuuenux dogckyiosa og o waxea ga je | J penAp =

3) Hociwoju pamunuja (Bg)p<r Y RAPOBUMA GUCYHKITHUX, OTPAHUMEHUX TOGCKYH08a 0g ¢ [HAKBA ga je
U B<k B B = Q.
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4) Tocitioju HeolparuueHo UpecauKasarbe u3 K Yy o.

Hdoka3: 1)=-2) Heka je .S HeorpaHuueH MOJCKYI O] (v KAPJMHAIHOCTU A < Kk M HeKa je f : S — A
TPAH3UTHBHYU Kojamc ckymna S. Pamunuja (Ag) s« AecbuHucaHa ca

L[ 1®. s
o 0, AL B <k

UCITyHhaBa TPakeHe YCJIOBe.
2) = 3) ®ammmja

Bg = A\ |J Ao

y<B

HCITyHhaBa TPakeHe YCJIOBe.
3) = 4) lpecnukaBawe f : K — « gato ca f() = sup By uciymaBa TpaxkeHe ycJIoBe.
4)=1) Axo je f HeorpaHWYEHO IPECIIMKABAE U3 K Y (v, OHJA je f[x] HeorpaHUYeH MOJCKYI Off v Kap-
IWHAIHOCTH He Behe ox x. UJ

Teopema 38 Hexa je o beckonauan ipanuunu opgunan. Taga je cf(a) najmarou kapgunan k makas ga
doctioju Heolpanuuero pactiyhe upecaukasarbe u3 Ky o.

Hoka3: Heka je S HeorpanudeH MoAcKyn of « KapauuamHoctr cf () U Heka je f TpaH3UTHBHH KOJIaric
ckyma S. 3a § = f[S] Baxu |B| = cf(«r). Heka je g dujexuuja kapmunaia cf (o)) Ha opausai 5.

Hedpunummmo npecimkasawe h : cf(a) — ORD Ha cienehu Hauve: h(7y) je HajMarbi opavHAT
Koju je Behu oft cBux opaunaia odmka h(8) u f~1(g(8)) rae je § < . Ipecnukapame h je ouurIeHO
pacryhe ¥ caMHUM THM HHjeKTHBHO.

3a cBako v < cf(a) Baxku h(y) < « jep d6u y cymporHOM mocrojano Hajmame v < cf(«) TakBo noa
je h(y) > «, na du ckyn hly] U f~1[g[7]] ro Heorpannyen noackyn ox o kapauHamHoctu |y| < cf(a),
CYIPOTHO J1e(pUHUIN]H KOPHUHATHOCTH.

Ckyn hlcf(«)] je HeorpanudeH y « jep 6u y cynpoTtHOM nocrojaio ¢ € cf(a) Takeo ma je hlcf(a)] C
f71(g(6)), cynporro Haunny uzbopa dyukumje h.

AKoO je mak u : kK — « pacryhe HEOrpaHUYEHO MPEC/IMKABAbE, OH/IA je u[K| HeOrpaHHYEH ITOJICKYII
011 v, Ia ipeMa JAepuHuIMju KopuHaTHOCTH Baxu k > cf(«). O

Teopema 39 Hexa je A beckonauan cxyi. Taga je cf(| A|) najmarou kapgunan k ifiaxas ga Gocmoju ckyi
S C [A]<IAl kapgunasnociiiu k iwaxae ga je| ) S = A. Taxohe, cf(|Al) je najmarou kapgunan k fakas ga
iociiioju pamunuja T C [A]<IAl neiipasnux gucjynxiiinux cryiiosa iwakea ga éaxcu |T) = ku|JT = A.

Jlokas: Heka je f Omjexumja kapmunama A\ = |A| ma ckyn A. TIpema teopemu B7 mocroju ckyn B
HEIpa3HUX OTPaHUYCHMX JIHCjYHKTHHX IOJCKYIIOBa KapauHaia A Takae na je |B| = cf(\) u B = A
Tana je T = {f[X]| X € B} ckyn Henpa3HuX AUC]yHKTHHX CKYIOBa 3a KOjH BaXH

IT|=cf(\), TCIA?, [(JT=A (1.15)

Heka je S C [A]<I4| rakaB na Baxu | J S = A n neka je x = |S|. Hexa je ¢ Oujeximja kapaunana
Ha ckyn S. Jedununmmo nodpo ypehemwe Ha ckyny A Ha cnenehu HauuH:

a<b & min{f<k|lacg(f)}<mn{f<r|beg(h)}
Vo (min{8 <rlacg(B)} =min{f <r|beg(B)}) A fla) < f(b).

Hpyrum peunma, ckyn A ypelyjemo Jekcukorpadcky Hajipe 1o MecTy y HU3y g Ha KOMe Ce eJIeMEHT
IIPBU MyT IMOjaBbyje, a HOTOM y ypehemy HacineheHoM u3 kapauHana A. Y oBoM ypehemy BaxH Ja 3a Ma



1.4. KOPHHAJIHOCT 31

Koje o, f € K 3aKoje je o < 3 BakKH J1a je CBAKM €JeMEHT CKymna () Marbu Oj1 CBAKOT eJIeMEHTA CKyIa
9(8). TIpema ToMe, eleMeHTH CKyna S Cy OrpaHMYeHH y ToM ypehemwy o1 A, na npema teopemu B7 Baxu
k 2 cf(a). O

Teopema 40 Hexa cy o u 3 beckonaunu ipanuuny opgurau axKeu ga mociioju paciuyha neolpanuuena
Ppynruuja uz oy B. Taga easxcu cf(a) = cf(B). 3a cearu deckonauan ipanuunu opgunan o easxcu

cf(a) = cf(cf(a)).

Hoka3: Heka je f HeorpannueHa pactyha (pyHkIMja U3 o y S ¥ Heka je g HeorpaHuueHa pactyha (yHK-
mja us cf (a) y o Taga je g o f HeorpanuueHa pactyha ¢ynkuuja u3 cf(«) y 8, ma Baxu cf(5) < cf(a).
3a npousBosbHy pactyhy Heorpanudeny dyHkimjy h u3 cf(3) y § Baxu na je dpynkumja u u3 cf(5) y
o peuHncana ca u(y) = min {J < a| h(7y) < f(J)} HeorpannueHa, ogaxie cieau aa je cf (o) < cf(B).
ITpeocranu neo TBphema caean U3 NPETXOJHOT U MOCTOjarka HeOrpaHWIEHOT pacTyher npecankaBama
s cf(a) y a. O

Teopema 41 3a ma koje opgunane o u 3, ige je 3 deckonauan paHuuny OpguHan 8aicu
cf(a+B)=cf(B), a=1=cf(af)=8, a=>2=cf(a’)=-cf(B).

oka3: Heka je f pacryha Heorpanuuena (pyHkumja koja cnuka cf (8) y 5. ®yukumje g1 () = a+ f(7),
g2(7) = af(y) u gs(y) = o/ cy non maBenenum ycopuMa 3a o Heorpanmuene pactyhe dyHKIMje U3
cf(B) y opmunane o + 3, af u . O

HaBe,[II/IMO HEKE NOCICINIIC Kenurose neme Ha KO(bHHaJ]HOCT Ipr KapAWHAJIHUM onepam/ljaMa.

Teopema 42 Hexa je I ma xoju neiipazan ckyi, A > 1 ma koju kapgunan u (K;)ieq pamunuja kapgunana
diako ga je kapgunan | [, ; ki deckonauan. Taga éadxcu

(Vie Dk > X = cf([[,c; ki) > AT

el

Hocebno, axo je k > 2 u X > Vg, ouga éaxcu cf (k) > \. Taxobe, 3a ceaxu beckonauan xapgunan k
saocu KT > g,

Hoxka3: [lokazahemo camo mocienmu 1eo TBphema, NOIITo je MpeocTau Aeo TpuBHjadaH. M3adepumo
dbamumjy (Ao)a<cf(x) OPAMHATIA MAIBUX Of K, UMja je yHHUja jeqHaka . Taja Baku

k< U Ao < Z Mol < cf(k)r < K2 = K,
a<cf(k) a<cf(k)

a CaMHMM TUM U

K= Z [Aal < H ko= KT,

a<cf(k) a<cf(k)
]
3a deckoHayaH KapAWHAJ Kk KaxeMo Ia je peiyaapan ako Baxu cf(k) = k. Ilpeocrane perynapHe

KapAMHAe 30BeMO cuniyaapium. KapauHaaHu Opoj SecKOHavHOT cKymna A je CHHIyIapaH akko MOCTOjU
ckyn S C [A]<IAl takap na Baxu S| < |[A| u|JS = A. 3a cBaku SeckoHauaH Kap/MHAT £ BaKH J1a je
cf (k) perynapan KapauHa.
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1.5 3arBopeHHU HeOrpaHUYEeHH CKYNOBH

Hexka je « duto koju OeckoHavyaH KapauHaAI. 3a MOACKYI KapAMHAJA K KakeMo Jla je 3aTBOPEH aKo ca-
JPKU CyIIpeMyMe CBHX CBOjHUX HEPa3HHUX OrpaHUuYeHMX HofcKynoBa. Opie hemo pa3maTpaTu 3aTBOpeHe
HeorpaHUYeHe MOJICKYNOBe OeCKOHAUYHMX KapauHana. CKyIl CBUX 3aTBOPEHHMX HEOTPaHUUEHHX IIOJCKYIO-
Ba KapauHaia k obenexasamo ca C (k). CKyl CBHX MOJICKYIOBa OECKOHAYHOr KapAMHAJA K KOjU UMajy
noackyn y C(x) odesnexasamo ca F (k).

Teopema 43 Hexa je r beckonauan kapgunan. Taga 3a ceaxu 3aisieopen neoipanuuen iogexyi C og K u
ceaxo « < K eaxcu ga je ckyi C'\ «v 3aili60pen u Heolpanuven.

Hoka3: 3acBako u < k Moxemo ogadparu § € C takaB na Baxu 8 > p. Tagaf € C\ au 8 > pu.
Heka je S nHenpasa u orpanunyed noackymn ckyna C' \ «. Taga je S HempasaH U OrpaHHYeH MOJCKYII
ckyna C u sup S npunaza ckyiy C' N (k \ @), a camum tam u ckyry C' \ ae. O

Teopema 44 Hexa je k 6eckonauan kapgunan. Taga 3a céaxu HeolpaHuuer HOGCKyi S 0g K 8alcu
cf(k) <|S]< K (1.16)

Ceaxu ckyii S C K KapguHaaHOCITiU K je Heolpanuuen Y K. AKO je K pelyaaparn Kapgunan, onga 3a céaKo
S C k eavicu ga je S neolpanuuen y k axko je |S| = k.

Hoka3: Ako je S HeorpaHWYeH MOACKYI of ~, oHna cf (k) < |S| cinemu u3 nedpunmnmje KopUHATHOCTH,
1ok |S| < kcmequuz S C k. Ako je S orpaHMYeH IOACKYII Of K, OH/IA MOCTOjU HEKO v < K TaKBO Aa
je S C a, maBaxu |S| < |a| < k. AKO je £ peryJapaH KapayHaI i S HEOTPaHMYEH IOJCKYII Off £, OHJIA

|S| = k cnemm n3 (L.16). O

Teopema 45 Hexa je k beckonauan kapguran neipedpojuse kogpunannocimiu. Taga je ckyii C (k) 3aimigopen
3a ipecexe pamunja kapgunarnociiu marse og cf(k). JApyium peuuma, F (k) je jegan cf(k)-komiireitian
punitiep.

Hoka3: Heka je A < k npousBobHO. depuHUIIMO HU3 (i )nc, HA crepehn Haumn: Heka je p
HajMamu enieMeHT ckyna C koju je Behm og A. 3a cBako n > 0 HeKa je fi2,,+1 HajMambH eJeMeHT CKyma
Cs xoju je Behu o (19, M HEKa 3a CBaKO 1. > 1 BakM J1a je [io, HajMamH eneMeHT ckyna C' Koju je Behu
O fi2n—1. Tama je sup,,,, ftn eneMent ckyma C1 N Co Koju je Behn ox .

Heka je 2 < A\ < cf(k) 1 (Cy) o< baMunrja 3aTBOPEHNX HEOTPAHMIEHHX CKYIIOBA U HEKa je (1 < K
POKU3BOJBHO. JeUHUMNMO HU3 (V)< A\ HA Cliegehy HaumH:

Hexa je vy HajMamu eneMeHT ckyna C Koju je Behuon p. 320 < v < A\w Hekacy n ¥ J jeAMHCTBEHH
opaMHaM 3a Koje je « = An + fu § < A. HapaBHo, n < w. Heka je v, Hajmawn opauHan u3 C'z Koju
je 3a cBako 7) < « Behu opmuHana v,,. To je moryhe 300r [Aw| = |A[Rg < cf(x). W3 ucror pasnora, 3a
0 = sup,, ., Baxu 0 < k. 3a cBako 3 < A Baxu 0 = sup,,c, Vant+g € Cpg. U

Hexka je k nenpedpojus perynapan kapautai U (Cy) o<, (aMuinja leroBux 3aTBOPEHNX HEOTPaHHU-
YeHHX NozicKymoBa. Taga ckyn

Aoc</$cvo¢ = {77 < ’%| (VOé < 77)77 € Ca}

30BeMo gujatonannum ipecexom ammmje (Cy) o< k-

Teopema 46 Hexa je k neiipedpojus petynapan kapgunan u (Cy,) o<, haminuja weiosux 3aiii6openux He-
oiparuuenux iogcekyiiosa. Taga je ckyii Ao <y Co, 3aiI60PEH U HeOIPaHUMeH Y K.
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Hoka3: [lokaxumo HeorpaHudeHoct ckyna D = A, «.C, y k. Heka je v < x IpOM3BOJBHO U JOKaKUMO
na ckyn D cangpxu enemenT Behu on v. Heka je 19 Hajmamu enement ckyrna Cy koju je Behu o v. 3a
TIPOM3BOJbaH MPUPOJAH OPOj 1 HEKa je 7,41 HajMamu eleMEHT cKyma [, <t C, xoju je Behu on 7.
Hokaxumo fa opauHan ¢ = sup,, .. 7, Ipunaga ckyry D. Heka je o < 0 u jokaxumo ga 0 € C,,. Ilpema
JepMHULIK CyrIpeMyMa TIOCTOjU k € w TaKBo 1a je 7y > «. VI3 MoHOTOHHje HU3a (1), )<, CIAEIM 12 38
cBako n > k Baxu 1), > «. [Ipema nepuHULMjU eneMeHTa 1), Baxu 1,, € Cy, ma 0 € C,.

JlokakuMo cajia 3aTBOpeHOCT ckyrna D y . Heka je ckyn S C D HenpasaH U OTpaHHYEH y ~ HEKa je
u = supS. Hokaxumo na p € D. Heka je @ < p u mokaxumo na p € C,. Heka je 5 nmpousBosbaH
opIvHai 3a Koju je o < [ < p. Ilpema medpmHMIMjM cynpeMyma, MocToju opAuHaI v € S TakaB ja je
y>pB.U3~ve€ SCDecnenupay € D,na3sdor a < v Baxu vy € C,. Hakie, ckyn Cy, NS je HenpasaH
nonckyn oxt C,, YHjH je cynpeMyM L, na Baxu p € Cy. [

1.6 CranmoHapHHM CKYNIOBH

Heka je x OeckoHauaH kapauHai. 3a ckyn S C K KaXeMo Jia je ClllauyuoHapal i K ako MMa Herpas3aH
IIpecek ca CBAKUM 3aTBOPEHUM HEOTPAaHUUEHUM IOJICKYIIOM O] K.

Teopema 47 Heka je k beckonauan kapgunan u S ciiayuonapan ckyii y k. Taga 3a céaxo S’ 3a koje je
S C 8" C k eagxcu ga je cxyii S’ ciiauyuonapan y k. 3a ma koje iiogckyiiose S1 u So cKyila K iaxee ga je
ckyii (51 \ S2) U (S2 \ S1) olpanuuen y k eascu ga je Sy cllauuonapan y K akko je So CHAUUOHAPAH Y K.

Hoka3: TlIpBu Jieo cieu U3 YMILCHULIE [a je HAJICKYIT HeMpPa3HOT CKyIa Helpa3aH CKYII, a JPYTH JIe0 U3
nipBor aena u teopeme 43, O

Teopema 48 Hexa je k deckonauan xapgunan neipedpojuee xogpunarnociuu. Taga je céaxu 3aitieopen u
Heolparuuer CKYil Y K CUIAUUOHAPAH Y K U UPEeCeK CIAUUOHAPHOT CKYUa Y K U 3al60PEHOl HEOIpaHUUeHOl
CKYila Y K je CIlayuoOHapaHn CKyil y K.

Hoxka3: Crenu 3 YMICHUIIE Ja je TPeceK JIBa 3aTBOpPEeHa HeOrpaHWYeHa CKyIla 3aTBOpEH HEeOrpaHW4YeH
ckym. [J

Teopema 49 Heka je K deckonauan KapguHan Heipedpojuse KOPUHANHOCTIU, S CIRAUUOHAPAH CKYA Y K U
F cxyii kapgunannocitiu mare og cf (k) imiaxas ga éancu | J F = S. Taga y ckyiy F iociwioju ckyii koju je
criayuonapan y k. Axo je A duno koju ckyii kapgunaanociiu marse og cf (), onga 3a ceaxo f : S — A
dociiioju a € A fakeo ga je ckyii f~*[{a}] cinayuonapan y .

HMoka3: Axo ckyny F' He mpumnaja HUjeIaH CKyIl KOjH je cTallMoOHapaH y K, OHJIa ce CBaKoM ckymy X € F
Mosxe npuipyxuti ckynt C'x C K KOjU je 3aTBOPEH M HEOrpaHUYeH y K M KOjH je icjyHkTaH ca X . Heka je
C =Nxep Cx. Cxyn C je 3aTBOpEH 1 HeorpaHmyeH y £ n3a ceako X € Fraxu CNX C CxNX =0,
acamum im u C NS = C N JF = 0 cynporro cranonapHoctu ckyna S. Ipeocranu neo tBphera
cieu w3 peTxofHo fokasaHor 3a F = {f~1[{a}]|a € A}. O

Teopema 50 Heka je k deckonauan kapgunan neiapedpojuge kogpurnaarocitu, C 3aitieopen Heolpanuuer
ckyil y K u A peiyaapan kapgunan marsu og cf(k). Taga je ckyi S = {a € C\w|Ja = a, cf(a) = A}
CUAUUOHAPAaH UOGCKYU 0g K.

Mlokaz: TlpernocraBumo ja je C’ 3aTBOPEH U HEOrPAHUYEH CKYN Y K TakaB 1a je S N C’ = () u usBeaumo
nporuspeuroct. Ckynnt C'NC” je 3aTBOPEH HEOTPAHMYEH Y K, TIA Y HeMy MO)eMo Hahu orpaHuyeH pacryhu
Hu3 ayxkuse A. Cynpemym Tor Hu3a je eneMeHt ckyna C' N C’ KopUHAIHOCTH A, @ CAMHM THM U CKyIIa
sSnc'. O

Heka je x OeckoHayaH KapauHAI U S HEOrpaHUYEH MOJCKYI Of k. 3a GyHKuHWjy f : S — Kk KaxeMo
714 je peipecusra aKko MoYeB ofiHekIe Baxu f(a) < a.
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Teopema 51 Heka je k deckonauan kapguran u S C K. AKo ckyii S Huje CIIAUUOHAPAN Y K OHgA HOCIHOJU
peipecusra gpynkyuja f 1 S —> K, Koja je Heolpanuuena u iiouee ogHekne Heolagajyha u Koja camum mum
He Modice OUiti KOHCIUAHIIHA HU HA jegHOM HeolpaHu4eHOM HOgCKyily. AKO je Kk Heupedpojué peiynapar
KapguHan u axo je ckyii S cllayuonapan y K, ouga 3a ceéaxy peipecusiy dymxuujy f : S — Kk dociwioju
ckyin S' C S, koju je ciiayuonapan y k u na kome je pyHkyija | KOHCIaniind.

Jdoka3: AKo cKyn S HHje CTALMOHApaH Y K, OHAA MOXeMO n3adpatd HekH ckyn C KOju je 3aTBOpEH
HEOTPaHWYEH y K M Takas aa je S N C = (). ®ynkimja f : S — k medpuancana ca

sup(anC), akojeanC #0,

0, VHaye

je 30or 3arBopeHocTH ckyna C' M AucjyHKTHOCTH cKynoBa S 1 C perpecuBHa. PyHKIMja f je HEOrpaHUYeHa
300r HeorpaHnyeHocTH ckynosa S 1 C' ¥ OUMITIEAHO je Heomajajyha, Ia HUje KOHCTAHTHA HU Ha jeHOM
HeorpaHMuYeHoOM ckymy. Heka je x HerpedpojuB peryiapaH KapauHai, ckyn S C Kk CTallMOHApaH y Kk U
f 8 — k perpecusna pynkimja. Heka je ag < k TakBo ma3a S’ = S\ ag Baxu (Vo € §') f(a) < a.

Ckyn S’ je ounryienHo craipoHapa. [IpeTnocTaBuMo Jia f HUje KOHCTAHTHA HU HA JE[JHOM MOJCKYITy
on S’ koju je crauponapan y k. Taga 3a cBako « < k moctoju ckyt C,, KOjU je 3aTBOPEH M HEOTPaHUUYEH
y k uTakas 1a je f~[{a}] N Cy = 0.

Heka je C = AycCo = {a < k| (V8 < a)a € Cg} nujaronanuu npecek dammwmje (Cy)a<r-
Ckyn C' je 3aTBOpeH HEOTpPaHHYEH Y K, Ta MOxeMo ofpadpatu Heko o € S’ N C. 3a f = f(«) Baxu
a€ f7H{B}.xaou B < a,acamum M u o € f~1[{B}] N Cp cynporHo Haumny usdopa ckyna Cj. [

Teopema 52 Heka je r Helpedpojus pelyaapan kapguran, S CllauuoHapan ckyi y K, t yrnkuuja mpar-
3uitiueHol koaaiica ckyita S u Sy dogckyi og S, Koju je imiakohe cimiayuonapan y . Taga je u cxkyi t[So]
CUAUUOHAPAH Y K.

Hoka3: HWuaykuujom o o € S ce pokasyje aa je t(a) < aw3acse a € S. Ckyn L cBUX v € S TaKBUX
ma je t(a) < o je HecramuonapaH Ha ocHoBy Teopeme Bl Heka je Cjy 3aTBOpeH HeorpaHMUeH CKyI TAKaB
naje LN Coy=0.

M3adbepumo mpon3BosbaH 3aTBOpeH 1 HeorpanudeH ckyn C'. Tana je ckynn C; = CyNC Takole 3aTBOpeH
Y HEOrpaHWYeH, 1a MoxkeMo oadparu Heko a € Sy N Cy. Taga Baxu a = t(a) € t[Sp] N C. O

Teopema 53 Hexa je k neiipedpojus kapguran neiipedpojuse kogpunannociiu, A < cf(k) pelyaapan xap-
guran u neka je C' duno koju 3aiieopen u neoipanuuen ckyi y k. Taga je ckyil

S:{a€C|a>0,Ua:a,cf(a):)\}
CULAUUOHAPAH Y K.

Hoka3: Heka je C’ duio Koju 3aTBOPEH U HeorpaHuyeH ckyn y . Taga je ckyn C' N C’ 3aTBopeH u
HeorpanuveH. JlepuHUIMMO HU3 OpArHAIA (Ly, ), Ha clegehn Haunt: po = min(CNC')3a0 < a < A
HeKa je (i, HajMarsu etemeHT ckyna C'NC’ koju je Behu ox pg 3a cBe B < . HeduHnumja je KOpeKTHa jep
je A < cf(k), ma je 3a cBako 5 < « ckym {jiq | @ < B} orpanuueH noackyn ox . Takobe, {f | < A}
je OrpaHIYeH CKyI y £, OTHOCHO 3 I = SUp,, _» [lo BaXHU v < k. W3 3aTBOpenoctn ckyma C' N C” cnemm
ma Baxu v € C'NC'. Towro je HU3 ({14 )q pacTyhu, Baxu cf(v) = cf(A) = A, majerv e SNC'. O
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1.7 A-cucrem jJgema

IMox A-cucitienom ca Kopernom r NOApa3yMeBaMo OMJIO KOju CKyml (pyHKIUja F' TakaB Jia 3a Ma Koje
pazmunte dyHKIMje f1 1 fo U3 F Baku

(Vo € dom(f1) Ndom(f2))fi(x) = fa(x) A finfo=r.

3Hauaj A-cucrema uctuue cieaeha reopema:

Teopema 54 (A-cucitiem nema) Heka je \ duno koju deckonauar KapguHan u Heka cy k u 6 petyrapru
Helpedpojusu KapguHau 3a Koje 8axcu

K AN=k>=)\ 0=k

Hexa cy X, Y u D ma koju cxyiiosu waxeu ga je |Y| < ku |D| = 6. Hexa je p pynxuuja xoja
ceakom x € D apugpyscyje iio nHeky dapuyujarny dynxuyujy uz X y Y xapgunannociiu maree og \. Taga
iociioju ckyit D' C D exeuitotmieniuiar ca D, waxas ga ckyii p|D'] odpazyje A-cucttiem. Yioauxo je D C 60
ctiayuonapan y 0, onga ce cxyit D' mooice ogadpaiiiu iwiaxo ga wiaxohe dyge cidauuonapar y 6.

Joka3: Be3 ymarmera OMIITOCTH MOKXEMO HPETHOCTABUTH Jia je 1 HOACKYIH CKyma 6, KOjU je CTalMoHapaH

y 6. 30or
U pdom(p( Z |dom(p < Z k=0k =20,
xeD z€eD

0e3 ymamera OIIITOCTH, MOXeMO TpernocTaButH aa je X = . Ckyn
E' :={n<0|(Va < n)supdom(p(a)) < n}
je 3aTBOpEH 1 HEOrpaHWUeH Kao JHjaroHaIHH Ipecek dhaMuimje
o = {n < 0[supdom(p(a)) < n}
3aTBOPEHUX U HEOTPAHUYEHMX CKyIoBa. V3 3aTBOPEHOCTH M HEOrPAHMYEHOCTH CKymia F’ ciein ia je cKyIn
E :={ne E |cf(n) =k}

cranonapat. eduunnmmo f : E — 6 ca f(a) = sup(dom(p(ar)) N «). 3a cBako o € F Baxu
cf(a) = k, ma 30or |[dom(p()) N | < |[dom(p(a))| < A < k Baku |[dom(p(cr)) N a| < K, mWTO 3ajeaHO
cadom(p(a)) N C o moenaum jga Baxwu sup(dom(p(a)) Na) < a, ogHocHo f(a) < «. Ha ocHOBY neme
O TIPUTHCKabY Ha J0Je, TIOCTOje cTanpoHapaH ckyn .S C F u Heko ¢ < 6 Tako [Ja Baxu

(Vo € S) sup(dom(p(a)) Nx) < C.

30or ¢ < § = kT Baxu |(| < k. Be3 ymarema OmuTocTH Mo)eMo npernocragutu aa je cf(¢) = k.
Hexka je F' ckyn cBux nmapumjanaux ¢yHkimja g u3 ¢y Y taksux ga je [dom(g)| < k. Baku

{u € Clul < MM = [{u Cmlul < A} < Y sl < d =
HEX

3a cKym u TakaB Ja je |u| < A Baxu
VY < k<P = k.
IIpema Tome, Baxku

IFl = J{r"luC¢nlul <A} < w2 =k <0.
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CBakoM 7 € F' npuapyxumo cKyI

Ar i ={EeS[pE) 1 E=r}.

Ounrniesno Baku S = J,.c p Ay, 1a Ha OCHOBY PeryJIapHOCTH M HENPeOPOjUBOCTH KapAMHaa €, Mo-
KeMo ofiadpatu Heko r € F Tako jga ckym A, dyze craumonapan. Heka je D' := A,.

Hekacy¢,n € A, TakBu ia je § < nuueka je o € dom(p(§))Ndom(p(n)). MBE<ne A, CSCE
crenu ma je supdom(p(§)) < n,acamum THM B @ < 7, la o € dom(p(n)) Nn. U3 &,n € A, cremn
ma je dom(p(n)) N n = dom(r) = dom(p(§)) N&. Ipema Tome, a € dom(r) m o € dom(pe) N . Ha
ocroBy Tora u &,m € A, cneqn na Baxu p(§)(«) = r(a) = p(n)(«). Hakie, p(§) N p(n) = r, na ckyn
{p(&) | & € D’} obpasyje A-cucrem ca kopenom 7. [

Crezneha Teopema ojiakinaBa npuMeHy A-CHCTEM JieMe.

Teopema 55 Hexa je )\ duno koju kapguran éehu og nyne. Taga eadxcu caegehe:

* 3a ma Koju 6eCKOHAUAaH KapguHan [ 6adicu (2")‘))‘ =2MN >y,

A

s AKo je k beckonauan kapgunan 3a koju éaxcu K = k, onga je (k)N = kT, kao u (27)* = 2%,

Hocedro, 3a Ma Koju 5eCKOHAUAH KAPGUHAN \ 6AJICU A je KAACA COUX KAPGUHANA K TRAKEUX gd je K™ =

KOUHAAHA U 3aTH60peHa 3a oilepayuje Kk — kT u k +— 2,

K

Hdoka3: 3a ma koju OeCKOHAYaH KapIWHAI L BaKH
2
(2MM)A = 28T = oA > ol >y

3a Ma Koju HeckoHayaH KapauHal £ < A Baku £ = 2% > X\ > Kk, a caMuM TUM U k> > K. JIpyrum
peunMa, 3a Ma Koju ecKoHauaH KapMHasl £ TAaKaB [a je K~ = K, BaKH K > .
Hexka je k HeckoHauaH KapAMHAM TAaKas Ja je £~ = k. [IpemMa MpeTXoHoM je / > ), Ta Baku

(2&))\ — 2/{)\ — 2!1'

s cf(k)" =kt > Aurd =k < kT ciemn (7)* = wt. O



I'naBa 2

Mopgesu Teopuje CKylnmoBa

2.1 Ilojam moaeaa

Heka je £ je3uk mpBor pena Kome Ipumnaja dapeM OMHapHU penanujcku cumdon €. Haname hemo
pasmMarpatu camo TakBe jesuke. Ilox kaacnum mogesom 9 jesuka L noapasymMeBaMo HenpasHy kiacy M
cHa0jieBeHy MHTepIpeTalyjama cumoona jesuka L Tako Ja Baxu cienehe:

* MuteprpeTanyja cuMdosia KOHCTaHTe je HEKH eleMeHT Kilace M.

* HHTeprpeTaiija ornepaiyjcKor 3HaKa apHOCTH . je n-apHa KJlacHa oriepalja y oJHOCY Ha Kojy je
kyaca M 3aTBOpeHa M Koja je AerHaOMIHA ca TapaMeTPUMa Dy, . . . , Pp.

* Murtepnperanyja penanyjckor 3HaKa apHOCTH 1 je n-apHa KJIacHA pellaliyja U Koja je aepuHadmiHa
ca mapameTpuMma pi, . . . , Pn.

* AKO MHTepHpeTalyjy SUHAPHOT pealijcKor 3HaKka € y Mojey 99T o3Haummo ca €7, oHla Baku

(Vb e M)(3A)(Va e M)(a €™ b= a € A).

I[Tpu Tome, kiacy M 30BeMo gomerom kaachol mogena I y ozHauu dom(901), OK MHTEpIpeTALy]y
cumbona s jesuka £y KiacHom Mozieny 90U obenexkapamo ca s™°. JlakJe,

(Va,b € dom(MM)(MEach < ac™b)

(Va,b € dom(M))(MEa=b < a=hb)

3a KJIaCHM MOJIEJT KaKeMO Ja je MOogen ako My je IOMeH CKyIl. 3a KJIaCHUA MOJEN KakeMo ja je goopo
3aCHO6AH aKO je TaKBa MHTEpIIpeTallfja pelalujcKor 3HaKa € Ha HeMy, OJHOCHO Ja je eKCIlieH3UOHANAH
aKo 33/I0BOJbaBa aKCHOMY €KCTEH3MOHATTHOCTH.

Iox kaacrhum €-mogesom moppasymeBaMo Ki1acHA Mozie JJT Ha Me ce peyanija € TyMadd YIpaBo Kao
pesatja € Ha kiack dom(91), ogHOCHO

(Va,b € dom(9M))((a € b)™ < a €b).

CBak¥ KJIaCHM €-Mojel je 10dpo 3acHoBaH. KiacHu € mozen 91 je eKcTeH3MOHaIaH akKo 3a Ma Koje
pasmmuute a, b € dom(91) nocroju ¢ € dom() 3a Koje Baku TaUHO jegHO o1 ¢ € a u ¢ € b. Knacuu
MOJIeJT KOjHU je CKYI Ha3uBaMoO €-MOGeaoM.
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Ion @wpansuisiuernum KaacHum mogeaom TogpasyMeBaMo KJIacHu €-mojen 9T Takas Jla My je IOMEH
TpaH3UTHBaH. TpaH3UTHBaH KJIACHUA MOJIEJ je YBEeK J0OpO 3aCHOBaH M eKCTeH3MoHanaH. [Ipema Teopemu o
TPaH3UTUBHOM KOJAICy, KJIACHU MOJEN je U30MOP(MaH TPaH3UTHUBHOM aKKO je J0OpO 3aCHOBAH U €KCTEH-
3MOHAJIaH M Y TOM ciy4ajy je usomopduzam jeauHcreeH. Opatmie ciequ la Cy pa3IMudTH TPAaH3UTUBHU
KJIACHM MOJeN yBeK Hem3oMoppHu. TpaH3WTHBaH KJIACHU MOJIEN KOJU je CKyINl 30BEMO TPaH3WTHBHUM
MOJIEJIOM.

2.2 Pejanuja 3a70B0Ob€Ha HA MOJIEJIAMA

Heka je £ je3uk mpBor pena KOju cagpku caMo OMHApHM penanujcku 3Hak €. Taga jedprHUIIEMO
ysxumjy Val(t, v, 1) BpenqHocTr TepMma ¢ mpu Balyaluju v 'y Mogeity 91 peKyp3uBHO IO CIIOKEHOCTH
TepMa Ha ciegehy HaunH:

* Axo je x npoMenbuBa, oHaa je Val(x, v, M) = v(x).

* AKo je ¢ cumboJ1 KoHCTaHTe, oHia je Val(c, v, M) = ™.

* Axko je f omepanujcku CMMOOJ apHOCTH 7 U t1, . . . , L, TEPMH, OHJIA je

Val(f(t1,... tn), v, M) = P (Val(ty,v,M),..., Val(t,,v,M)).

Banyauujy mogena 9 nedpuHMIIEMO Kao MpeciuKaBabe ckyna w y ckym dom(9t). 3a Banyaumjy v
mozesa T, npomersbuBy 2 1 a € dom(90) ca v¥ ozHayaBamo Banyanujy mogena 9t takBy aa je vZ (z) = a
u v?(y) = v(y) 3a cBaKy NPOMEH/BUBY Y KOja je pasnuuura of x. JeUHHUIIMMO penalujy 3a10B0Jbeba
Sat(p, v, M) dopmysie  npu Banyauuju v 'y mogeny 1.

* AKko cy t1 U ty TepMH, OHJA je

Sat(t; = t2,v,9M) << Val(ty,v, M) = Val(tg, v, M).

* AKo je R penaiujcKu 3HaK apHOCTH 1L M1 aKO Cy 11, . . ., ,, TEpMU, OHAA je

Sat(R(t1,...,tn),v,M) < R™(Val(ty,v,M),..., Val(t,,v,M)).

o Sat(—,v, M) <& —Sat(y, v, M).
o Sat((11 Aba), v, M) < Sat(¢r, v, M) A Sat(vg, v, M).
e Sat((Vx)y,v, M) < (Ya € dom(9M))Sat(y), vZ, M).

OBo je pexyp3uBHa nepuHHIMja y ofHOCY Ha mopepak (¢, v') < (¢’ v") akko je ¢’ npaBa not-
opmyita dopmyie . Tlomro He MoCcTOjU HeckoHauyaH onagajyhu Hu3 popmysia u 3a aaty popmyIty o,
Bastyanujy v 1 Moges I uctos napa (p, v) ce Hasase napoBu obmuka (', v'), Te je ¢’ jeaHa o KOHAYHO
MHOTO npaBux norgopmyJia gopmyJie ¢, a v’ U3 cKyna Bayanuja Hag Mogenom I, oa aeduHUIMja je
KOPEKTHa.
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2.3 Koaupame chopMy/ia 1 peKyp3uBHOCT je3UKa

Iog pexypsusnum koguparbem jesuxa £ MOOpasyMeBaMo TOpKY (c, f, T, ary, ar,) TAKBY a BaXu

1) ¢ je uHjekumja ckyna cumoona jesnka £ KOHCTaHTH y CKYII w.

2) f je MHjexkMja CKyna orepanujckux cumoosna jesuka Ly cKyl w.

3) r je MHjeKLHja CKyIa pesalijcKuX cuMoosia jesnka L y CKyI w.

4) ary : ran(f) — w 1 QYHKIMja aDHOCTH Ha CKYIly OIepalijCKUX 3HAKOBa je3uKa L jemHaka arfo f.
5) ar, : ran(f) — w ¥ pyHKUMja APHOCTH HA CKYITy PENalMjCKUX 3HaKOBa je3uka L jeaHaka ar,. o f.
6) Ckynosu ran(c), ran(f) v ran(r) cy moveTHH KOMAJU CKyIa w.

7) ®yHKuMje ary U ar, Cy peKyp3HBHE.

Tlon Kogupareem jesuxa L Nofpa3ymMeBamo TOpKy (¢, f, 7, ar r, ar,) Taksy na Bake yciosu [[-f. Crenehu
YCJIOBH CY €KBUBAJIEHTHU:

* Jesuk L je HajBuIlle TPeOPOjHB.
* Jesuk £ nMa Koaupame.
* Tlocroju Topka (c, f,T,ary, ar,) TakBa Ja Baxe yCJIOBH 1-B.

3a je3nuk L KakeMo Ja je pekyp3usan ako TI0CToju dapeM jeIHO PeKyp3UBHO Koaupame jesuka L. Oun-
TJIe/IHO BAKH /1A je jesuk L peKyp3uBaH akKo MOCTOju Topka {c, f, T, ary,ar,) Taksa aa Baxe ycnosu [|-§
u ycnioB i, mpu yemy cy ckynosu ran(f) u ran(r) pekyp3uBHU.

3a cBako n € w \ {0} medpuuumMMO dujekimjy p,, CKyma w™ Ha CKyN w Ha ciefiehn HauuH: py je
UIIEHTUTET, P2 je Kantopos mommuoM, a3an > 3 je pp(x1, ..., 2n) = p2(Pn—1(1,. ., Tn_1), Tn)-

Hedunummmo unjeximje « : ran(c) — w My : w — w Ha cleaehin HaYMH: AKO je cKym cumborna
KOHCTAaHTH je3rKa L KOHAaYaH M MMa m eJleMeHara, oHaa Heka je z(a) = au y(a) = m + a. AKO je cKym
cumMDoITa KOHCTaHTH je3uka L SeckoHauaH, oHna Heka je x(a) = 2a n y(k) = 2a+ 1. V 0da ciyuaja Baxu
ran(z) Uran(z) = w.

JHedunummMo dUjeKjy 2 Ha CKyM w Ha ciejiehn HaunH: AKO je CKyIl ONepalyjcKUX CUMOOoIIa je3rKa
L KOHavaH 1 Ma n, eleMeHara, OHla Heka je z : (n+1) X w — w peunucaro ca z(a, b) = (n+1)b+a.
AKO je cKyI onepaljcKux cumooa jesrka £ HeckoHauaH, OH/a Heka je z : w? — w KaHTopoB moimHoM.
Hexa je (c, f,r,ary, ar,) komupame jesuka £ JedHHUIINMO koguparee iiepmosa jesuxa L.

* AKo je s cumbon KoHcTaHTe je3uka L, oHna je "s7 = x(c(s)).
* AKO je v; TpoMeHJbrBa, oHIa je "v; ' = y(2(0,1)).

* AKO je s omepaldjcKu 3HaK je3uka L apHOCTU d W aKko cy ty,...,t; TepMH je3uka L, oHIa je
sty .ota) T = y((f(s) + Lpa (T T )

OBako n3adpaHo KO¥pame TepMOBa je OUjeKTUBHO. [ledmHAIIIIMO OMjeKIrjy e Ha CKyT w Ha criefehn
Ha4MH: AKO je CKyI peslalMjcKuX cUMOoJIa je3nka £ KOHavYaH M MMa k eJleMeHara, OH/la HeKa je

e:(k+1)xw—w, elab) =(k+1)b+a.

AKo je cKyn onepanujckux cumbosia jesnka £ GeckoHauaH, oHIa Heka je e : w2 — w KaHTopos nomHom.
HedbuHumMo Koguparse dhopmyna jezuxa L Ha ciepehn HauuH:
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* AKo cy t; Wty Tepmu jesuka L, onpa je "ty = to ' = 4e(0, p2(Tt1 7, Tt T)).
* AKo je s pelaludjcKy 3HaK je3nka L apHOCTH d U aKo ¢y t1,. .., tq TepMU je3uka L, OHza je

Cs(ty, ... tq) =4de(f(s)+ 1, pn(Tt1 7, ..., ta)).

* 3a ma kojy opmyiny ¢ jesuka L je "' =4Tp 7 + 1.
* 3a ma Koje popmyiie @1 U 2 jesuka L je " (p1 A w2) T = 4pa (T, T ™) + 2.
* 3a Ma Kojy npoMeHsbHBY v; U dopmyiy ¢ je " (V)™ = 4dpa(i, ") + 3.

OBako n3adpaHo Koaupame Gopmyna je OujekTuBHO. Ha oBaj HAuMH CMO CBaKOM KOJUMpamy je3uKa
MIPUJIPYXKIIN OMjEKTUBHA KOJIUpama TepMoBa U (popmyna. IIpUToM Cy peKyp3MBHOM KOJUpaly je3uKa
MIPUJIPYXKEHU KOJMpParba TepMOBa 1 (hopMyJia TaKO Ja yoOHuajeHe orepaiuje Haja tepMuma u GopmyJia-
Ma MU TUM KojiupawumMa Oyy peKkyp3uBHe. Permo, Tajga nocroje aropuTaMcku OJroBopH Ha ciesieha
nuTama.

* IlIra je crpykTypa TepMa ca JaTum Kojgom? JIpyrum peunma:

— Ila nu je natu Opoj KOJ TepM KOHCTAHTE M aKO jecTe, IlITa je KOJ KOHCTaHTe O]l Koje noTuye?
— Ila v je natu Opoj KOA TepM NPOMEHJBUBE U aKO jecTe, 0[] KOje MPOMEH/bUBE NoThYe?
— Ila v je nat Opoj KOJ CJI0KEHOT TepMa U aKO jecTe, ITa je KOJ, [TIaBHOT ONepaldjCKor 3HaKa,
IITa My je apHOCT M IITa Cy KOJIOBH TEPMOBa OrepaHaza’?
e IlTa je crpykTypa dopmyie ca gatim kogom? [Ipyrium peunma:
— Ila nu je natu dpoj KoA jeaHakocHe (popMyJie U ako jecTe, IITa Cy KOJOBU TEPMOBA Ha JIeBO],
OJHOCHO [ECHO]j CTPaHH jeJHAKOCTH?

— Ja mu je matu Opoj ko[ penanmjcke hopMyJie U aKko jecTe, ITa je Koa oaroBapajyher pemanyj-
CKOT 3HaKa, IITa My je apHOCT U IITa Cy KOJJOBH TepMOBa OrepaHaga?

— [Ha s je matu Opoj Koj Heranumjcke popMyJie M ako jecTe, ITa je KoJ Herupane popmyire?

— [Jla i je matv Opoj KO KOHjYHKIHjCKe (hOpMyJIe B aKO jecTe, IITa Cy KOJOBU HPBOT U APYTor
KOHjyHKTa?

— Ila nu je matu dpoj Koja KBaHTU(DUKaIMjcKe (POPMYJIE U aKO jecTe, Koja je MpOMeH/bUBa KBaH-
TU(UKOBAHA U 11ITA je KoJ KBaHTU(]UKOBaHe hopmyJie?

* Illra je ckyr c1000AHUX TPOMEHJBMBUX TEPMa Ca JaTHM KOJoM?
e IIlIta je ckyn cJ0DOAHMX IPOMEH/BUBHX (hOpMYJIe ca JaTUM KOJIOM?
o IlTa je ckym cBHX MPOMEHJBMBHX KOje Ce M0jaBibyjy Y (POpMYJIH ca JaTUM KOJOM?

* IlIrta je Koz TepMa Koju ce JoOHja CYIICTUTYIIMjOM KOHAYHOT CKyIla TPOMEHJBUBHX TEPMUMA Ca JATHM
KOJOBHUMa y TEpMY Ca JAaTUM KOJOM?

* IllTa je kox opMynie Koja ce JoOHja CYICTUTYMjOM KOHAYHOT CKyNa IMPOMEHBUBUX TEpMHMA Ca
JaTUM KOJOBUMA y (POPMYJIH ca JaTUM KOAOM?
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OuuriesHo, CBakM KOHAYaH je3WK UMa PEeKyp3UBHO KOOUPAHmE M CBAKM je3WK KOjU MMa PEKyp3UBHO
Ko/IMpam-e je HajBuile mpedpojus. Takobhe, cBaku HajBHIlE MPedPOjUB je3uk je Moryhe koaupaty ma dapem
jenaH HauuH. JIoKa)XuMO J1a OCTOjU MPeOPOjUB je3UK KOjU HEMa PEKYP3UBHO KOJUpaH-e.

Hexka je (f,)new HA3 CBUX YHAPHUX, HEOrPAHMUICHUX TOTAIHUX U3PAYyH/bUBUX (PYHKIHjA. 3a HpOu-
3BOJBHE M, N € w AeUHANIMMO S(n) Kao 1 + 1-BY [0 BEJMYMHM €JIEMEHT cKyna [y [w], To ject

s(n) € falwl,  |s(n) N fulwl] = n.

Heka je g : w — w pacryha ¢yukumja taksa na Baxu (Vn)g(n) > s(n). IpermocraBumo ja je
(Rp)new HA3 peIalijcKuX cMMOOIIA TAKBHX JIa 38 CBAKO 1 BaXXH [a je apHOCT cumbona R, jenHaka g(n)
M HEeKa 3a CBaKo 1 Baxu je 7(n) Ko penauujckor 3Haka R,,. Heka je n takBo na je f,, = g o . Tana Baxu
1a je n + 1-Ba BpepHocT ckyna g[m[w]] C g[w] Beha mmm jenHaka ox n + 1-Be BpeaHocTH ckyma glw], Koja
je jenHaka g(n), wro je ehe ox s(n). To je y cynmpoTrHocTH ca HauMHOM U3dopa dpoja n.

2.4 Penanuja 3a70B0/beHa HA KJIACHUM MO/IeJIAMA

2.4.1 Heycnex necgunucama pejanmje Ha KJIaCHUM MojeJiuMa 3a cBe popmy.Jie

Penaiiujy 3a10BoJbeba Ha KJIACHUM MOJEINMA He MOKEeMO Je(UHICATH AaHAJIOTHO PENALfj! 32J0BOJbE-
Ha Ha MOJIEJIMMA 3aTO IITO KJIaca Balyallija JaTor KJIACHOT MOJea HUje CKYII, I1a Iopesiak MpeKo Kojer ce
BpIIIN peKyp3uBHa AeuHUIM]a HUje JoOpOo 3aCHOBAH jep MCIOJ JaTe TPOjKe NMaMOo MPaBy KJIacy TPOjKU.
Kaja 6u nocrojasa penanuja 3a10BoJberba Ha KIacHoM Mogeiy V, omHocHO dopmyiia Sat(z) Taksa ga
j€ 3a CBaKy peyeHHUIly (o UCITyHEHO
Sat("p7) < o,

oHza bu mocrojana popmyna F'(x) Taksa aa 3a cBaky opmyity ¢(x) duja je jemrHa eBeHTyalHa CI000IHA
MIPOMEHJBUBA & BAXHU
F("p(z)") < —Sat("y(Tp(x) 7)),
a caMMM TUM U
F(y(x)) < (M),
Kao 1
F(CF(@)) & ~F(F(x)7),

mTo je mpotuBpedHocT. To 3Haum J1a HUje Moryhe nedprHUCATH jeHYy pesalyjy 3aJ0BO/beha Ha KJIACHOM
MoJeny 3a cBe hopMyse. 3ato hemo yBecTH OecKOHauHy xujepapxujy (opmyia, Koja UCLPIIbYje CKYI
cBuXx popMyIia, a OHJAa HAa CBAKOM HMBOY XHjepapXuje pesalyjy 3a/l0B0beHha Ha KJIACHUM MOJEJIMMAa 3a Taj]
HUBO XHjepapxuje popmya.

24.2 Xujepapxuja dpopmyia

Xujepapxujy opmyina jesuka L nedununiemo Ha cnegehu naunn: Ckyn IIo(L£) nedunuimemo kao
ckym opmyJia jesuka £ TakaB 1a 3a Ma Kojy ¢opmyiy ¢ jesuka L Baxu ciepehe: ¢ € IIp(L) ako Baxu
jemHo of

» ®opmyJa ¢ je aToMCKa.
* 3a neky opmyny ¢ € (L) Baku o = ).
* 3a Heke opmyle 1, w2 € (L) Baku p = (1 A p2).

* 3a HeKy IPOMEHJBUBY &, TepM t 1 opmyiy ¢ € I (L) Baku ¢ = (Va € t)1).
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Hpyrum peunma, [Ty (L) je MHKITy3UjCKY HAJMAaEbH CKYIT CBUX (pOpPMyJia je3UKa KOJH CAjipKU CBE ATOM-
cke popmyie, 3aTBOpeH je 3a BynoBcke koMOMHaNMje U orpaHnieHy KBaHTHbuKaimjy. Cryn 3o (L) ae-
(punmIIEMO KO CKyI KOjH je jennak I1y(L).

IpetnocraBumo aa cy ckynoBu %, (£) u I, (£) 3a Heko n € w nedrHUCAHN U Ie(PUHHUIIIMO CKYIIOBE
Yn+1(L)ull,41(L) popmyna jesuka L. Popmyna ¢ jesuka L npunaga ckymy 11,11 (L) ako Baxu jeqHo
ox caegeher:

c e X, (L)UIL,(L).

* 3a Heky popmyny ¢ € X, 11 (L) Baxku p = ).

* 3a Heke opmyie @1, w2 € 11,11 (L) Baxu ¢ = (1 A p2).

* 3a Heky nmpoMeHsbrBy x U opmyiy ¥ € 3, (L) U IL,41 (L) Baxku ¢ = (V).
®opmyna ¢ jesuka L npunana ckymny 2,1 (L) ako Baxu jeaso o ciepeher:

s e X, (L)UIL,(L).

* 3a neky popmyny ¢ € II,,41(L) Baku p = —).

* 3a Heke popmyIie @1, w2 € Np1(L) Baxku @ = (o1 A p2).

* 3a HeKy MPOMEHJBUBY ', TepM ¢ 1 popmyity 1 € X, 11(L) Baxu ¢ = (Y € ).

3an € wca A, (L) ozrayaBahemo ckyn X, (£) N IL, (L£). OunrienHo 3a cBako n Baxu
Hn('c) U Zn(c) < Hn+1(£) N Zn-&-l(ﬁ)a

Kao 1 1 je cKyn ceux hopmyna jesuka L jeanak |, ., ¥n (L), onnocno U, ¢, 11, (£). Tlpu pexypsusHOM
Kopmpatby jesuka L, ckynoBu X, (L), I1,(£) u A, (L) cy mo Ha upentudukanujy Gopmyiia 1 BUXOBUX
KOJIOBa PEKYP3HBHH.

Takohe, ako je ¢ € X,,+1(L) 1 = Heka MPOMEHJbBA, OHJIA opmy.al (3x)¢ Takobe mpumaza cKky-
ny X,,+1(L). Vkonuko je £ je3uK KOju ce cacToju camo 0/ OMHAPHOT PeNalijCKor 3HaKa €, OHIA YMECTO
Yo (L), I, (L) u A, (L) mumemo kpahe X, IT, 1 A,,. Paju nakiier nucarba, 03HaKa nomyT o (1, . - . , )
he o3HauaBaty (popMmyily KOja HemMa CIODOIHMX MMPOMEBUBUX OCHM HABEJEHUX W M [APAMETAPCKUX IIPO-
MEH/BUBUX D1, . . ., Dy Y KopumiheHuM aedrHULIMjaMa, Tpy YeMy Mel)y mpomenbrBama 1, . . . , T4 HeMa
[POMEHIBUBHX D1, . . -, Dny.

Teopema 56 3an € w ca ZF,, osuauumo iwieopujy xoja odyxeaitia cée ZF axcuome ocum cxema axcuome
3ameHe U jour 00yYxeamia oHe UHCIHAHYUe cXxemMa aKcuome 3amere Koje cy y ckyity X, U II,.

Heka je n € w. Taga dociwioju m > n iakeo ga eadxcu caegehe: Hexa je L 6uno koju jesux u nexa
Jje T wieopuja jesuxa L, xoja je gedpunuyuona excitiensuja mweopuje ZF,,, ipu uemy ce ceaxu og cumoébora
Jesuxa L pazauuuiti og € gepunuie y teopuju ZF,, gedpunuyuonom popmynom uz ckyiia A,,. 3a ma kojy
popmyny ¢ jezuka L u 3a Ma KOjy APOMEHOUBY U KOJA Ce He jad/bd CAOOOGHO Y (POPpMYMU (p 8aAXCU

o Ako ¢ € I,,11(L), onga docimoju gpopmyna v € X, (L) waxsa ga eancu T + o < (Yu).
» Ako ¢ € Y11 (L), onga iocitioju popmyna o € 1L, (L) marsa ga eancu T F o < —(Vu)—p.

Hoka3: J[oka3 H3BOOMMO WHAYKIIM]OM IO cliokeHocTd hopmyite ©(Z). Be3 ymamerma OmmrocTd MOKeMo
NPETIIOCTABUTH JIa Ce IPOMEHJBUBA U HE TI0jaBibyje y hopmyiin ¢ (T ). [IpernoctaBumo Hajipe aa popmya
() nprnaa cryny T, 41 (£).

1Jep ce neunune kao popmya —(Vx)—p.
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* Ako p(Z) € L,(£) UIL, (L), onma tBpheme Baxu jep je ¢(T) < (Vu)p(Z) Basbana popmyia.

= —0(%) 32 0(Z) € X,,4+1(L), OHIA IO HHAYKTUBHO] MPETIOCTABIY MOCTOjU (hOpMyJIa
n(L) takBa na T F (¢Y(Z) < —(Vu)—x(Z, u)). Ogamie ciean fa Baxn

TF (p(z) & (Vu)~x(T,u)).

* Axo je ¢(T)
X (T, u) €11

* Axko je p(Z) = (01(Z) A 02(T)) 3a 61(Z),02(T) € I1,,41(L), OHOA O UHAYKTUBHO] HPETIOCTABLIA
nocroje gopmyne x1(Z,y), x2(Z, z) € X, (L) TakBe 12 Baxu

TH(0.(z) & (Vy)xa(z,y), Tk (62(2) & (V2)x2(T, 2)).

Onartne cnenu na Baxu u T+ (p(Z) < (Vu)(x1(Z, u) A x2(Z, u))).

* Ako je ¢(Z) = (Yy)0(Z,y) 3a 0(Z,y) € II,,41(L), oHmA O MHIYKTHUBHO] HPETIIOCTABLM MTOCTOjH
dopmyna x(Z,y,z) € X, (L) takea ga Baxu T F (0(Z,y) < (V2)x(Z,y,2)). Onatie ciequ na
Baxu T+ (p(Z) & (Vy, 2)x(Z,y, z)). Onatre u u3 teopeme (Vy, z)(Ju)(y, z € u) crneau ga Baxu

TF (p(x) & (Vu)(Vy € u,z € u)x(T,y,2)).

* Axko je p(Z) = (Vy)¥(Z,y) 3a ¥(Z,y) € X,(L), oHmA HA OCHOBY MpaBUIa O 3aMEHH BE3AHUX
npomensbrBux Baxu T+ (p(z) < (Yu)(Z, u)).

[IpernocraBumo caaa aa dopmyna o(z) € Xp41(L).
* Ako ¢(Z) € X,,(L£) UTL, (L), onna tBphee Baxu jep je p(Z) < —(Vu)—¢(Z) BasbaHa popmya.

)
* Axo je ¢(Z) = —0(Z) 3a 0(Z) € I1,,11(L), OHzIA 110 UHIYKTUBHOj MPETIOCTABIM OCTOjU (popMyJIa
X(Z,u) € X, (L) rakBama T + (¢¥(Z) < (Vu)x(Z,u)). Onarie ciepu fa Baxu

TH(px) & =(Vu)mx(T, u)).

* Ako je p(Z) = (01(Z) A 02(T)) 32 61(Z),02(T) € Xp41(L), OHOA O MHIYKTHBHO] MPETIOCTABIH
nocroje popmyie x1(Z,y), x2(Z, z) € II,,(L) TakBe na Baxu

TE(0:(z) & =(Vy)xa(Z,y), T (027) & ~(Vz)~x2(T, 2)).

Onarnie u u3 teopeme (Vy, z)(Ju)(y, z € w) cnenu 1a Baxu u
T F (o(z) < ~(Vu)=(=(Vy € u)~xa (T, y) A =(Vz € u)x2(T, 2)))-

* Axo 3a Heku TepM t(Z) Baxu ¢(z) = (Vy € t( ))0(Z,y) 3a 6(Z,y) € I,41(L), oHma o MHAYK-
THUBHO]j NPETIOCTABLM HocToju opmya X (T, y, z) € X, (L) Taka 1a Baxu

TH(0@y) < ~(V2)~x(Z,y,2)).

Omnatne cnequ ja Baxu 1' + (cp(;fg < (Yy € t(z))~(V2)—x(Z,y, 2)). Onarie, u3 ogropapajyher
HpHUMepKa cxema akcHoMe 3ameHe” u n3 teopeme (Vz)(Ju)z € u cnepu ga Baxu
TH (p(@) & ~(Vu)=(Vy € 1(2))~(Vz € u)~x(T,y, 2))-

2CrioxeHOCT NIOTpebHE MHCTAHIIE CXeMa AKCHOME Cerlapaliije Y XMjepapXHjH 3aBICH CaMo Of1 CJIOKEHOCTH y Xujepapxuju (hopmyse
X ¥ JeHHUIMOHKX (hopMyJIa cuMOoJa je3nuka L pasinuuTHX O] €, a KOjU ce 0jaBibyjy y TepMmy t.
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O

Joka3 Teopeme S HaM 3a gaTy opMyITy ¢ U3 oAropapajyhe Kiace U MIpOMEHJBUBY u KOja ce Y 0] He
nojamibyje aaje popmyity 1) Takohe u3 ogroapajyhe kiace TakBy Ja Baxku oAroBapajyha eKBUBaJIEHIH]a.
KopurhemeM Tor npecivkaBama MOKeMO CBakoj (hopMyJia ¢ U3 ofaroapajyhe kjiace NpuapyKUTH MPBY
MIPOMEHJBUBY U KOja ce y (hopMyJiu ¢ He MojaBibyje, a oHAa U (hopMyI1y 1) U3 ogrosapajyhe kiace Tako aa
Baxu oaroBapajyha ekpuBaneHnyja. [Ipu peKyp3UBHOM KOAMpamky je3uKa, IMoCie/lba TpaHchopManmja je
PEKyp3UBHa 10 Ha MAEHTU(HKAIM]y (POPMYJIa M IbUXOBUX KOJOBA.

Kitache penatmje, OqHOCHO KiiacHe omepanuje Koje cy aedunadumne %, (L), omaocuo 1L, (L) dop-
MyJama HaszuBamo %, (L), ogHocHo II,,(£) kinacHuM penaunujaMa, OQHOCHO KJIACHHM omepanpjama. 3a
KJIaCHY penalinjy, OfHOCHO KJIACHY orepalujy, Koja je u %, (L) u I1,, (L) kiacHa penanuja, OqHOCHO KJia-
CHa oreparja, Kaxemo aa je A, (L) KiacHa penanyja, OZHOCHO KJIacHa orepanuja.

2.4.3 Xujepapxujcka neduHNIHja 32I0BOJbUBOCTH HA KJIACHIM MOJeJnMa

Heka je £ duio xoju je3uk U Heka je 9T Owio koju kiacHu mozen jesuka L. Ca C' 03HAYUMO CKyII
CBHX MHTEpIIpeTalyja KOHCTaHTH je3uka L.

Heka je X ma koju ckyn 3a koju Baxu X C dom(9M). Hedunuimmo ckyn F'(X) kao ckymn kome
npunanajy cBu egemMeHTd odmuka f7 (ay, . .., aq), Tie je d € w, eNeMeHTH ay, . . . , ag NPUNAjAjy CKYILy
X, a f je onepaumjcku 3HaK je3uka L apHoctu d. Takobe, nedpmHuimmmo ckym (X ) Ha cnenehu HaunH:

E(X) = {a € dom(M)|(3b € X)a €™ b}, T(X):=XUCUE(X)UF(X).

IMpema necpunmimju kiacuor mogena F(X) je ckym. 3a cBako n € w nedunummmo ckyn I, (X) Ha
cieaehy HaunH:

Io(X) = X UC, ITns1(X) = Lo(X) U B(Io(X)) U F(I,(X)).

Hedmmummmo 1, (X) kao ckyn (J,, o, In(X). Ckyn I,(X) je MHKIy3MjCKM HajMar| CKyTl TakaB Ja
BaXU
XUCUE((I,(X))UF(l,(X)) C L,(X). 2.1

Takobe, 3a cako a € I,,(X) Baxu I,,(a) C I,(X) n3acBaku ckyn Y C X Baxu I,(Y) C I,(X).
Caakoj Banyauuju v : w — dom(90) npuapyxuhemo cKynose

D) :=I,{v(?)|i € w}), S):={v|u:w— D(v)}.

U3 (R.1)) cienw 1a 3a caxo u € S(v) Baku D(u) € D(v) u S(u) C S(v), kao u 1a 3a cBako a € D(v)
¥l CBaKy MPOMEHIBUBY & BaxH v> € S(v).

Axo ¢y ¢’ u " dopmyrne jesuka £ a v’ u v” Banyanuje mogena 9, onna Kaxkemo aa je nap (', v')
Mamb1 oft apa (¢’ v"') ako je dpopmyia ¢’ npasa nordopmyna popmyie ¢” nv’ € S(v"). Opaj nopenak
je 1odpo 3acHOBaH.

BpeaHocT Tepma npu Bastyaluju ce gepHHuUINE Ha yoduvajeH HauuH. 3a n € w hemo ca Satnm((p, v)
03HAauYaBaTH pejlallyjy 3a10BOJbeba (POpMyJie ¢ P Balyaluju v y Mogery I y ciydajy na opmyna ¢
npunaza ckymy %, (L) UIL,(L).

JHedrHuinmmMo Hajope peaauujy Satgjt (¢, v). 3a/10BOJbEIHE ATOMCKHUX, HETALMjCKUX ¥ KOH j YHKIIH]CKUX
(popmyna ce mecpunmine Ha yoOudajeH HauuH. AKO 3a Heku TepM ¢ Baxu ¢ = (Vo € t)y 3a Heko ) u3

ckyna ¥, (L), oHna je

Sat" (¢, v) & (Va € Val(t, v, M))Satd" (v, v%).

[IpernocraBumo fa je penanuja Satnim (¢, v) Beh medpunuCaHa U ISPUHUIIIMO pealujy Sat?lm+1 (p,v).
Heka je ¢ € X, 41 (L£)UIL,41(L). Heka je u npBa mpoMeHJbHBaA KOja e He N0jaBiby je y (hopMyu . AKO
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je € Il,,41(L), onpa 3a opmyay ¢ € X, (L) npunpyxeny dhopmymu ¢ Baxu ¢ < (Vu )t v Taga je
Sat) 1 (p,v) & (Va € dom())Sat™ (1, v2).
V cynporsom Baxku ¢ € 3,41(L), na 3a popmyny ¢ € I1,, (L) npunpyxeny popmynn ¢ Baxu
¢ < =(Vu)~y

U Taja je
Sat™ | (0, v) & =(Va € dom(M))-Sat (v, v).

U3 oBe neduHMIm]je ce JIako u3Boau aa 3a ¢ € X, (L) U 1L, (L) Baxu
Saty (g, 0) & Sa)(p,v),
a oJIaTiie U U3 MOHOTOHM]je Xujepapxuje popmyia 1a BaKU
Sat™(p,v) <« Sat?(p,v) 3aceem = n.
Takobe ce nokasyje na 3a ¢popmyie us ckyna X, (L) UL, (L) y omurem ciyyajy Baku

Sat ( =12,0) & Val(tl,v,i)ﬁ):Val(tg,v,Sﬁ),

)
Satnm(tl €ty,v) & Val(ty,v, M) €™ Val(ty, v, M),
Sat??(R(tl, ta),v) < R™(Val(ty,v,M),..., Val(ts,v,M)), 02
( p,v) & =St (p,v),
Saty ((p1 A ga),v) & Saty (1,v) A Saty (2, 0),
Sat™ (Vx)p,v) <  (Va € dom(M))Sat™ (¢, v?).

Opnagjie ce MHIYKIMJOM T10 CIIOKEHOCTH hopMyJie ¢ U3BOaM Ja ako ¢ € X, (L) UTL, (L), oHaa 3a ma
koju Mogen I ¥ BeroBy BaTyaluMjy v BaXu

Sat™(p,v) & Sat(p,v,M).

Jlahemo jom jemHy WHTeprpeTanujy opux mojMosa. Heka je U ma koju monen jesuka £ u 901 mweros
YHYTPAILbH KJIACHH TIOAMOLEN ucTor jesuka. Heka je ¢ dopmyna us ckyna 3, (£) U II,, (L) u Heka Koje
v € dom(*Y) TakBo ga y Mozeny U Baxu [a je v Batyauuja mopena 1. Tama Baxu

Sat?lﬁ(cp,v) &S M '=v 2

Hanomennmo oBzie Aa je JOMEH IpeciHKaBama v CKyN NPUPOAHKMX OpojeBa ca CTaHOBHMINTA MOJENa
0, Koju He Mopa OuTH M30MopdaH CTPYKTYpH NPUPOIHUX OpojeBa y yHuBep3yMy. Ilocienuna Teopeme
KOMIIAaKTHOCTH MIPEMKATCKOT pauyHa je Ja peanusalidja CTpyKType MpUpoJHUX OpojeBa y Moaeny U Moxe
MMaTy decKOHavHe eJleMeHTe, Yak 1 ako Mojen 2UD 3anoBobaBa ZFC akcnome. Mnak, BpeaHocT hopmyiie
y MogieJty TIpH BaJlyallfijy 3aBHUCH CaMO O]l BPEJHOCTH OHMX IIPOMEHJBMBUX KOje MMajy CI0D0JHA jaBibama
y TOj popMyIHL.

CnuuHo Baxu U 3a 11ojam ¢opmyiie. AKo je ¢ (hopMyIia ca CTaHOBHIITA YHUBEP3YyMa, OH/Ia OBE pealyje
HeE MeHbajy 3HaueHhe y 3aBUCHOCTH Of1 pealn3alyje cKyIa pupoJHux dpojesa y Mogery I jep ce kopuctu
BPEAHOCT Balyallfije y caMO KOHAYHO MHOTO Tadyaka (ca CTAHOBHIITAa YHMBEP3yMa) KOje ce MPEeACTaBbajy
MpUPOIHUM OpojeBrMa (Takolje ca CTAHOBHIIITA YHUBEP3YMa).
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2.5 PeaaruBuszamuja

Hexka je £ npousBosbaH je3uK M Heka je 2T mpousBosbaH KJIacHM Mogen jesuka L. Tana pedunmime-
MO TIOjaM peaaiiiusuzayuje ghopmyre Ha KnacHu Mogen N kao TpaHcopMalmjy KojoM cBakoj popmyim
o(x1,. .., 7q) IPUAPYKYyjeMo bopmyry y ozHaty @t (21, ..., 24) € L, (L) UL, (L) Tako na 3a cBaky
BaJlyalujy v Mogesa 91 Baxu

Sat™ (p,v) & e (v(z1),...,v(zn)).

Ogzie ce npeTmocTasba Aa ce y GopMyJH ( HE NI0jaBiby j€ HUjeqHa 0] IPOMEH/BUBUX KOje Urpajy yJaory
napamerpa y aeunuiumju kiace dom(9t) Huth y qerHANN]U HEKOT cuMOoJIa je3uka L KOju ce Mo jaBiby je
y ¢popmymu . TH yCIOBH Cy JOBOJBHO OMIITH jep (popMyJIy (p MOKeMO TpaHC(OPMIICATH TAKO IITO HAajIIpe
U3BPIIMMO 3aMEHY BE3aHUX IIPOMEH/BUBUX, a OTOM U CIODOJHMX NMPOMEH/BUBHX Y (popMysnaMa Koje ce
10jaBJbyjy y JATOM KOHTEKCTY.

Hedunmmmmo 1y Tpancopmanyjy. Hajope je morpedHo mecdpunmcartu tpancgopmamjy tepmosa. He-
Ka Baxu ciaenehe:

1) t je Tepm jesuka L,
2) p M v Cy AUCjyHKTHA KOHAYHU CKYIOBH IIPOMEH/BHBHUX,

3) ckymy p mpurajajy cBe pOMEHJBUBE KOje ce jaBibajy y TepMy ¢, Kao U CBe apameTapcKe IIPOMEeHIbH-
Be u3 aedunnimje kiace dom(9) u gepunmmonnx popmya cumdona jesuka L KOju ce MojaBsbyjy

y TepMy T,
4) z je MpoMeHJbMBA KOja He TpUIaaa cKyiy p U v.

Tazaa yeTBOpKH (z,t, p, v) Ha cieehn HaYMH NpuUaApYyxKyjemo Tpojry (p(z),p’,v') = T(z,t,p,v), rne
je p(z) popmyna jesuka L, a p’ 1 v/ KOHAYHH CKYIIOBU [IPOMEH/bHBHX:

* AKo je x npomeHsbuBa, ouza je T'(z, z,p,v) = (z = z,p U {z},v).

* AKO je ¢ cMMOOIJ KOHCTaHTe H ¢ (x) neduHUIMOHa (POpMyJIa HHTEpPIpETaIje TOr CMMOOa KOH-
CTaHTe ca MmapaMeTapcKiM NPOMeH/bUBaMa 13 cKymna p, ouza je 1'(z, ¢, p, v) = {(p(2), p, v).

* Ako je f omepauujcku CUMOOJ apHOCTH 7, IIPH YeMy je @7 (Z1,. .., %, y) je dedununrona dop-
MyJ1a HHTEpIIpeTalyje TOT ONepaIljcKOr CUMOO0JIa M aKo ¢y {1, . . ., t,, TEPMH, OHJIAa BAXH

T(Zv f(tla cee ,tn),p,’l}) = <90f(y17 <oy Yn, Z) A /\?:1 wz(yz)vp U U?:1 pi, v U U?:l vi>

32 HEKE Y1, .- -y Yns V1(Y1)s - s Wn(Yn), P1y -+« Pry V1, - - - , Uy, TAKBE 1A BAXKH
- Y1, .-, Yn Cy MehyCODHO pa3iiMunTe MIPOMEHJBMBE KOje He MpHIiaaajy ckymmy p U c U {z},
- Ny T(wis tis v) = (iyi), pi, vi).-
Nupykipjom o cnoxeHocTH TepMa ¢ ce Tokasyje cienehe: Ako je ucnymweno cienehe
* BaXe yCJIOBU -4
* T(2,t,p,v) = (@(2, 41, Yn), P/, V),

® Yi,...,Yn Cy CBE MEDYCOOHO pasjIMUUTE IIPOMEHIBUBE U3 CKyIIA v,
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oHmaBaxu z =t < (y1, ..., Yn)@(2, Y1, - -, Yn)s Kao 1 (Vy1, ..., yn)(@(2, Y1, .-, Un) = 2z = 1).

Iog nperrocTaBkoM ja Baske ycnonw [)-4) u ma ckyn p odyxsata cBe mapameTapeke POMEHBHBE 3 1c-
(punMIIKja cMOOIa je3uKa KOju ce M0jaBibyjy y TepMy ¢, MHAYKIIUjOM IO CJIOKEHOCTH TepMa t ce I0Kazyje
cienehe:

* AKO cy uHTepIpeTanuje cumO0ia KOHCTAHTH U OMepaldjcKUX CMMOOJIa KOjU Ce M0jaBibyjy Y TepMy
t nedpuHadmne X, (L) dopmyiama, ouna je t = n takohe X, (L) penarmja.

* AKo cy HHTepHpeTaIyje cCuMOoJia KOHCTAaHTH U OMEPALijCKUX CUMOOJIa KOjH ce TI0jaBJbyjy Y TepMy
t nepunadunue I1,, (L) dpopmynama, onna je t = n taxkobe I1,, (L) penarmja.

CKHULIMPajMo TOKa3 caMo APYTU Jeo y cIyvajy Kaja je t clIoxeH TepM. Y3 HaBelleHe IPETIIOCTaBKe 3a
JnepuHUIM]y TIpecirKaBama 1’ 3a Cllydaj CJIOKEHOT TepMa M HPETIIOCTABKY JIA CY Y1, - - -, Yn, UL, - - - 5 Uk
cBe MefyCOOHO pa3nuuuTe MPOMEH/bUBE U3 CKYMa ¥ BaXU

t=z< (Vyla ey Yn, ULy e 7uk)(w1(y1) ANREEA an(yn) = @f(yh s 7ynz))
HeduHUIMMO HAaIlOKOH HajaBJbeHy TpaHchopMauujy popMyJia.

* Ako je  atomcka ¢opmyna odnmka t; = to, e Cy t1 ¥ to TepMHu je3uka L U aKko Cy z1 U 2o
pa3muuTe MPOMEHJBUBE KOje He MPUIaajy CKyIy p U MPUTOM BaKH

T(Zl7t17p7 (Z)) = <1/11(Zl)7p/7vl>> T(227t27p/7vl) = <1/}2(Z2)7p”7v//>7

W aKO CY Uj, . .., U CBe MehyCOOHO pasiMuuTe TIPOMEH/bUBE M3 cKyma v” oHja 3a popmyiy o™t
MOKEMO 0Jadpatu OWIIo KOjy of popmya

(321,227U1,. .- 7uk‘)(d)1(zl) A 1/’2(22) Nz = 22)3
(Va1, 22,1, un) (Y1 (21) Aa(z2) = 21 = 22).
* Axo je ¢ aromcka ¢opmyna odimuka R(tq,...,t,), toe ¢y t1,...,t, TepMu je3uka L U aKo cy

21, ..., 2n Cy PA3IMUUTE IPOMEHJBUBE KOje He TPHUIaAajy CKyIy p ¥ IPUTOM BaXH

n

T(z1,t1,p,0) = (1(21),p(1), v(V)) A N\ T(zi, 8, p(i = 1), 0(i = 1)) = (Wi(=), p(0), 0(0)),

=2

M aKo Cy U, . . ., Up, CBe Mel)yCOOHO pasinumTe MPOMEHJBIBE U3 CKyNa v(n) U ako je Yr(x, ..., Ty,)
(opmyta KojoM ce mpencTaBba MHTEPIpPETaLIija penatujcKor 3Haka R y moxey I, onza 3a dop-
Myy ¢t MoxkeMo ogadpaTi 610 Kojy o popmya

(321,...,zn,u1,...,uk)(/\wi(zi) A @R(zl,...,zn)),
i=1

n

(Vzl,...,zn,ul,...,uk)(/\wi(zi) = @R(zl,...,zn)).

i=1

» 3ama Kojy popuyay ¢ je (~p)™ = —o™.

* 3a ma Koje opMyJie (1 U @3 je
)i)ﬁ

(1 A p2)™ = TN A 3.
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* 3a Ma Kojy ¢opMyJly ¢ U 3a Ma KOjy IPOMEHJbHBY 2 KOja HE IPHUIIaja CKYyIy p je

((¥2)9)™ = (V= € dom(9)) ™.

MHayKIujoM 1o ClIokeHOCTH (hopMyie ce JoKa3yje na oBa JedUHUIM]a 3310BO/baBa 3aXTEB HABE/IEH
Ha noueTky. Takobe, MHIYKIMjOM IO CJIOKEHOCTH (hOpMYJie ¢ Ce JIoKasyje [a ako je 1 > TaKBO Jia Cy
dom(91) u unTepnperanuje cBux cumdoia jesuka L cy A, (L) penanuje, onna 3a m > 1 Baku

s Ako ¢ € ¥,,(L), onma o™ € X, 1(L).

* Ako ¢ € I1,,(£), onma o™ € I, 10 —1(L).

2.6 AmncouayTHocCT

Heka je 9 kiacuu mozen jesuka £ v ¢ = o(21,...,24) Gopmyia jesuka L Taksa 1a HUjeHA CIO-
BoxHa poMeHsbrBa (hopMyJie ¢ Huje mapamerapcka HuTH y Aepuuuumju kiaace dom(90), Huru y nepuHn-
IjaMa MHTeprperanyja y Mojeny )i cumodora jesrka L Koju ce mojaBibyjy y dopmymu . Tama kaxeMo
1a je hopmyia ¢ aiiconyimina 3a mogea 9 ako 3a cBaky Baslyauujy v Mojena 9t Baxu

(Vz1,...,2q € dom(M)) (0™ (z1,...,24) & @(x1,...,2q)).

3a npomensbuBy hemo pehu Aa je mapamerapcka ako y4ecTBYje Kao mapamerap y JepUMHUIIMjU Kiace
M v y nepuHUIjKM HEKOr o cuMOosIa je3nka L KOjH yuecTBYje y HeKoj ol (popMysia MM HEKOM Off
TepMOBa KOje pa3mMaTpamo.

Y HacraBky Tekcta hemo nojipasymMeBaTH Ja HalvicaHe TPOMEHJbUBE HUACY TapaMeTapcke. Takobe, moa-
pasymeBahemo 1a y HaBeleHUM popMyJiamMa 1 TepMUMa HeMa CJI000JHUX POMEH/BMBUX OCHM HAITFCAHUX
U napamerapckux. KoHayHo, y3umaMo J1a mapameTapcke IpoMeHJbHBe MMajy Heke (prKcupaHe BpeJHOCTH,
na he ce cBe OTHOCUTH Ha Bajlyallije KOje CJIMKajy apaMeTapcke IPOMEHJbUBE Y oroBapajyhe BpeTHOCTH.

Batepmt(xy, ..., Tq) KAKEMO JIa je arcoiyTaH 3a Mojies T ako 3a CBaky Batyarujy v Monena 91 Baxu

Val(t(z1,...,zq),v, M) = t(v(x1),...,v(zq)).

To 3ampaBo 3Hauu fa je ¢opmyaa z = t ancoiyTHa 3a mozen 9, rae je z mpoMeH/buBa Koja ce He
nojaeibyje y Tepmy t. Ca ipyre ctpaHe, anicOJlyTHOCT popMmyJie z € ¢ 3a Mojien 91 je eKBHUBaJICHTHA YCIIOBY
Jla 3a CBaKy Balyanujy v Monena 91 Baxu

Val(t(z1,...,2q),v, M) = t(v(x1),...,v(xq)) N dom(M).

3a cBaky ITPOMEHJBUBY X BaKM Jia je TepM  aricoiytad 3a mogen 1. Heka je f onepanmjcku cumdon
jesuka L apHoctr d. Tana cy cnenehn nckasu eKBUBaJICHTHH:

» ®opmynay = f(x1,...,24) je anconytHa 3a mogen M, rae ¢y x1, . . ., T4, Yy TPOMEHIbUBE.
* 3a Mma koje Tep™me tq,...,1tq, TO€ je y IpOMEH/bHBA KOja ce He jaBjba HATH Y jEIHOM Of TEpMOBa
t1,...,tq BaXH 12 je popmyna y = f(t1,...,1tq) anconyrHa 3a mogen IN.

Takobe, 3a pesanujcku cumdoi R jesnka £ apHOCTH d Baxu Ja cy ciaeaehn ncka3yu eKBUBaJICHTHH:
s ®opmyna R(x1,...,x4) je anconyrHa 3a mogen I, rue ¢y 1, . . . , T4 MIPOMEHJbUBE.

* 3amakojetepme t1 = t1(21,.--,2m),--,td = ta(z1,. .., Zm) KOJU Cy QICOTYTHHM 33 BaXH 12 j&
cdopmyna R(ty,...,tq) ancomyTtHa 3a Moaen 9, rae ¢y 21, . . . , 2y, IPOMEHIBUBE.
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Ckyn ¢opmynia Koje cy arcoiayTHe 3a Mozen J)1 je 3aTBopeH 3a OysioBcke KomOuHanuje. Hapame hemo
MIPETIOCTAaBIbATH J]a CY CBU TEPMHU aricOIyTHU 3a Mozen 9T kao u aa je moaen I tpanzutuBad. Taga je
cKyn (hopMyJia Koje Cy arcoiiyTHe 3a Mojies $J1 3aTBOpeH M 3a orpaHndeHy KBanTtudukanyjy. I[pema Tome,
cBe (popmyJie u3 ckyna Yo (L) cy ancoiyTHe 3a moges 1.

PerriMo, 110jMOBH ITpa3HOT CKyIA, YHUj€ CKyIa, TPAaH3UTHUBHOT CKyIIa, OpAMHANIA, TPAHMYHOT OpIHHAJA
¥l CKyIa w Cy arcoNyTHH 3a CBe TpaH3uTHBHE Mozene. Takobe, 3a cBaky dopmyny ¢ (21, . .., Z4) U3 CKyna
%1 (L) Baku

Va1, ..., xq € dom(9)) (0™ (21, ..., 24) = ©(21,...,24)),

JI0K 3a cBaKy (opmyiny ¢ (x1, ..., xq) u3 ckyna I1; (L) Baxu
Va1, ..., xzq € dom(OM)) (p(x1, ..., 2q) = V" (21, .., 24q)).

IMpema tome, A1 (L) penauuje cy arcoayTHe 3a Mozes )T ako y lbeMy BaKU PEUCHHIA O CKBUBAICHIM]H
oxroBapajyhe dopmyie us ckyma X1 (L) u ogroBapajyhe dopmyie us ckyma I1; (£).

3a penanujy apHocTd d Koja je arcouryTHa 3a Mozen )T Baxku 1a cy ce Ay (L) penarje arncoiyTHe 3a
mozen £ je3uk Koju ce Joduja MPOIIMPUBabeM je3rKa L pealujcKuM CMMOOJIOM apHOCTHU d KA0 3aMEHOM
3a ogrosapajyhom nepuHUIIMOHOM (DOPMYIIOM.

CiaHO TOME, aKo je popmyia ¢(x) arcosyTHa 3a Mojies 9t U [IPUTOM Baxu

(iz)p(z),  ((Frz)e()™,

oHJa cy 3a Mogien 90t arcostyTHe A1 pesianyje NpoIIMperba je3uKa jeIHUM CUMOOJIOM KOHCTAaHTe U OrOBa-
pajyher npommpema uaTepnperanyje. CIMYHO BaXy U 'y ClIydajy JOJaBama jeTHOT ONEpaIfjCKor 3HaKa
APHOCTH d ¥ HEroBe MHTepIpeTalyje Je(bUHAIMOHOM (OpMyIoM (X1, . .., L4, Yy) KOja je arcoyTHa 3a
Mogen O 1 pu yeMy Baku

Va1, ..., xq € dom(O) Giy)Y (21, ... za,y),  ((Vzi,...,2q) Giy)¥(zy,. .. za,y)™.

Tako je Ha MpUMep MojaM A0OPO 3aCHOBAHOT MaplMjasHOr ypelherma arncoxyTaH 3a CBE TPaH3UTHBHE
MoJielie y KOjiMa je 3a10BojbeHa TeopeMa [L7.

V3 cumbomnky u3 Teopeme [L0, HamoMeHnMoO jour a ce peKyp3uBHO AepMHMCAHA KIacHa (DyHKIMja
onHcyje KiacHoM Aj-penanujoM y je3uKy Koju odyxsara cumdoie 3a X, Y, G u < jep ce peKyp3HBHO
neduHMCcaHa (PYHKIMja MOXE OIUCATH KaKo ca

F(a,b) & (3f € S)(a € dom(f) A f(a) = b).

TaKoO U ca
def

F(a,b) & (Vf € S)(a € dom(f) = f(a) =b).

ITpema ToMe, TI0jMOBH TPAH3UTUBHOT 3aTBOPEHbA CKYIa M TPAH3UTUBHOT KOJIArca, Kao 1 orlepariije HaJy
OpIVHAJIMMa Cy arcoJIyTHE 3a CBE TPaH3WTHBHE MOJIEJIe Y KOjuMa Cy 3aJI0BOJbEHE TEOpEME O TIOCTOjarby
pesyaTara THX onepanyja. McTo Baxku 1 3a pesanujy 3aJ0BOJbEHa HA MOJEINMA, Kao U 3a OMHAPHY pelanujy
x € V,. OBo nocnenme 3Hauu J1a 3a TpaH3uTUBaH Mozen M koju peduiektyje onropapajyhy pedeHuiry
saxu VM =V, N M.

Hexka je M TpaH3uTMBaH KJIaCHM MOJEJI, KOjU 33/10BO/baBa akcMoMe Mapa U yHuje. MHaykumjom mno
n € w ce pokasyje ma (Vn € w)n € M, ogaocHo w C M.

3aTiM ce MHAYKLIKjOM 1o Opojy enemMeHaTa KOHaYHOT cKyna a € M Joka3syje Aa je CKyn a y Oujekiuju
ca HeKMM MPUPOJHUM OpOojeM, OJHOCHO JIa je KOHAYaH.

Axo je mak ckyn b € M KOHa4aH ca CTaHOBMIITA KJIacHOT Mojena M, oHfa je ckyn b y dujexnmju ca
HEKUM MPUPOTHUM OpOjeM ca CTaHOBHIITA KJIacHOTr Mofena M.
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[Tojam Omjeximje m3Mely maTor mapa cKyIoBa je TepHapHa KJacHa penaiyja Koja je arcoyyTHa 3a
TpaH3UTUBHE Mojese. Takohe, U mojaM MpUPOIHOT Opoja je ancoyyTaH 3a TPaH3UTUBHE KJIACHE MOJeNa,
ma je ckym b koHauaH. [Ipema Tome, 110jaM KOHAYHOT CKYIIA je arcoIyTaH 3a Mojest M.

[Totrto n3Melhy pa3nMUUTUX MPUPOTHUX OpojeBa HeMa OujeKIrje, He MOoxe je OuTH Hu y Moaeny M,
a je rnojam KapJuHAJIHOT Opoja KOHAYHOT CKyMa Takohe arncosyTaH 3a Mojaena M.

2.7 Pedekcuja

Ho cazia cMO rOBOpWJIM O MOZIEIMMA je3UKa TeOpHje CKyroBa. MelhyTuM, HEOIIX0/IaH HaM je MeXaHU3aM
Jodujama MoJesa Koju 3aoBosbaBa oapehene akcuome. Kop cinenehnx tBphema Tpeda odparutu maxmy
Ha TO J]a Ce paJy O MeTaTeopeMama KOjuMa ce TBPIM Ja je CBako TBphemwe ogpeheHor odimka Teopema,
KOje MMajy OeCKOHaYHO MHOT'O IIpUMepaka Teopema.

3a kiacau Mogen N KaxeMo na pedaekitiyje hopmyny (21, . . ., Tp) AKO 32 BAKH

(Yai,...,a, € dom(MM))(p(ay,...,an) < @ (a1,...,an)).

Nnak, oBaj mojam ce MpBeHCTBEHO MpUMeERY je Ha Mozene. Kao mro Bugumo, nedpuHumja pediekcuje
KOPHUCTH 3a[I0BOJbEHbE Ha KJlacaMa, Koje Huje AepruHadMIHO Ha cKymy cBuX opmyna. To 3Haum aa hemo
ca pedJieKCHjoM MOpATH Jla ce orpaHuyaBaMo Ha ckyn ¢opmyna Y, U IL,,. Opne oaroBapajyhe teopeme
HABOJIMMO Y PEJIATUBHO] BapUjaHTH.

Teopema 57 (Teopema pegpaexcuje 3a popmyne) Hexa je N kaacnu mogen jesuxa L u nexa je (M) acOrRD
uHKAy3ujcku Heoagajyha damunuja ckyiiosa imaxea ga je | J,corp Mo = dom(IN). Taga je 3a ceaxo
n € w cregehu uckasz weopema:

3a ceaku deckonauan pelyrapan KapguHan K U c6aKu OpguHAn o HOCHIOjU IpaHuuHu opgunan 3 > o
KOo@uHaHoCTUY K akas ga eajicu cregehe:

» Cryi Mg cagpoicu unitiepiipeitiauyuje y mogeny M ceux cumdona KOHCHIAHTU je3uka L.
» Cxyii Mg je 3aitieopen 3a uniiieptiperiiayuje y mogeay N ceux oiepayujckux cumodona jesuxa L.
* 3a ceaxy popmyny @ € 3, (L) UIL, (L) u ceako v : w — Mg ajxcu
Sat(p,v,M) <  Sat™(p,v), (2.3)
ige je N iogmogen mogena M ogpehen gomernom Mpg.

Hoxka3z: Tloacetmo ce Aa je 300r KOHAYHOCTH CKYyIa CJI0OOAHMX MPOMEHJbUBUX MPOU3BOJbHE (hopMyIie
Moryhe orpaHIMUYMTH Ce caMo Ha pa3MaTpara Bajlyaldja Koje Cy MoYeB OfHEeKJIe KOHCTaHTHE.

CBakoM CHMMOOJIy KOHCTaHTe ¢ je3nka L MOXEeMO MPUAPYKUTH HajMalbu OpAMHAI § > « TakaB Ja
c¢™ € Ms. TlomrTo je Kaca CBUX cMMOOJIA je3uKa CKYII, MOKEMO YOUMTH HajMaky OPIMHAN Yo > (v U Ja
ckyny M., npunajajy uHTeprnperanyje y Mogeny 9 cBUX cuMO0/1a KOHCTaHTH je3uka L.

3a ma Koje v = Yo ca p(v) 03HAYMMO HajMarbi OpJMHAI TaKaB Ja Baku p(v > V) U Ja je ckyn M,
3aTBOpEH 3a MHTepIpeTalyje y Mozaeny 9J cBUX olepalijcKux 3HaKoBa je3unka L.

Caxoj popmymn ¢ € X, (L) U II, (L) npuapyxumo knacy C, CBUX OPAMHANA I > Y 3a KOje BakH
cnepehe:

» Ckyn M, je 3aTBOpeH 3a MHTepHpeTanyje y Mozeiy 2t onepanujckux cumdona jesuka L.

* 3amakojev:w — M, Baxu (@), e je 1 mogmonen mozena I oxpehen nomenom M, .
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W3 nepunadunHocTH penarmje Sat%n(go, v) TIpeKo Mapamerapa ¢ u v cieau aa je C, Kiiaca ca mapame-
TPOM .

Hexa je F' ckyn cBux dopmyna ¢ € ¥, (L) UIL, (L) Takux na je kiaca C, KopuHaTHA 1 3aTBOPEHA
3a CylpeMyMe CBOjuX mojickynosa. [Jokaxumo aa je F' = X, (L) UIL, (£). doka3 u3BOAMMO HHIYKIMjOM
o cioxeHoctr ¢opmyne. [IpuToM ce MokasuWBame 1a y CBAaKOM Off pa3MaTpaHUX CIydajeBa Baxu Ja je
kiace C,, 3aTBOPEHa 3a CympeMyMe, Kao U Ja Cy ofroBapajyfii CKyrmoBH 3aTBOPEHHM 3a MHTEPIIPETALIHjE Y
Mogeiy 9t oneparjckux cumooa jesuka L.

Heka je ¢ atomcka ¢opmyia wim Heranuja popmylie u3 ckyna F' u Heka je u > ~yo. Taga Baxu na
p(p) € Cyp. Heka je hopmyna ¢ koHjyHKIHja hopMysa ¢ 1 1o u3 ckynma F', u o > 7o. I1o HHAYKTUBHO]
TIPETIIOCTABIH TOCTOje (PYHKIHje f M g KOje CBAaKOM OpIOVHANY (i > Yo MPUAPYXKYjY IO HEKW OPIUHAT
Tako pa Baku f(1), g(p) > p, f(p) € Cy, mg(p) € Cy,. Heka je b = p+ 1, O2k1 = f(p(O2x)),
92k+2 = g(p(92k+1))~ Tana Baxu SUP,, e 0, € 01/11 N sz - Ctp'

[IpernocraBumo fa je ¢ dopmyna (Vz)y(x1, ..., Tm,2) 3a HeKO ¥ € F 1 Heka je p > 9. CBakom
¢ > 7o npuapyxumo Hajmarsu opauHan h(¢) > ¢ Takas ga h(() € Cy, kaon ga3amMakojev : w — M,
BaXu

(3b € dom(M))Sat) (v, vi) = (3b € My))Saty (¥, vi).

U3 My € dom(9) cneam na oOpHyTa MMIUTMKALMja CBaKako Baxu. Heka je 7o = p u Heka je
Ni+1 = h(nk). Tama sup,c, M € Cyp. TuMe je nokazano ga Baxu F' = X, (L) UIL,(L).

Heka je A = |X,,(£) UIL,(£)| u t dujexumja ckyna A Ha ckyn 2, (£) UL, (£). 3aMa koje 0 < K 1
7 < A Takse 1a je (0, 7) # (0,0) HeKa je Yo+, HajMarbu enemeHT Kiace Cy () Koju je Behu oj1 ¢ 3a cBe
§ <oA+7.3af = sup,,, Ve Baxu tBpherse Teopeme. L

Teopema 58 3a ceaxo n ce modce goxazaimiu ga iocwioju iwipansuitiusar mogea M jezuxa koju ooyxeaiiia
camo OuHapHu peaauujcku cumoon €, mmaxas ga mogea M pegaexiiyje cee chopmyne uz ckyiia >, U 1L, u
c6e UHCTHAaHYe cxema aKcuome ceaapauuje.

Jokaz: Cnemm u3 reopeMe 57 u unmennIie a 3a Ma Koju rpaHudHM opauHai o > 0 ckyn V,, mpeacTaBba
TPaH3UTHBAH MOJIEJ KOjU 3a/10BOJbaBa CBE MHCTAHIIE CXeMa akcuoMe cemaparuje. [

Hanomennmo na 3a cBaky OecKOHa4yaH TPaHWYHH OPAMHAI v Mojen V, 3aJ0BOJbaBa CBE MHCTAHIE
CXeMa aKCHOMe celaparyje, Tako Jja Ce 3a CBaKO 1 MOXKe JI0Ka3aTH Ja IOCTOjH MOJEN KOju peduiekTyje
CBE MHCTaHIIe CXeMa akCHoMe cernapaiiyje U cBe popmysie u3 ckyna >, U IL,,.

Mogzen unje ce roctojare TBpaM TeopeMom B7 je Herpedpojus. IocToje hopmysie Koje ce Mory pe-
(piexTOBaTH MCK/BYUMBO HEMPEOPOjUBUM TPaH3UTHBHUM MojenuMa. JeqHa of TakBUX (popMyna je ¢op-
Mmyna () koja TBpau crenehe: AKO je CKyIl & mpa3aH, OHJIA BaXe aKCHOMa OECKOHAYHOCTH U aKCHOMa
MAapTUTHBHOT CKYII4, a aKO je CKYIl £ HempasaH oHza je v = P(w).

Heka je M TpansuTuBaH Mojen Koju pediektyje dopmyiy (z). Iomro Mogen Mopa OUTH Hempa-
3aH, a Mpa3ad CKyIl NPUIaaa CBAKOM HEMPA3HOM TPAH3UTHBHOM CKymy, Baku () € M. Tlomro akcuome
OECKOHAUHOCTU UM MAPTUTUBHOL CKYyIA Bake y YHUBEp3yMY, Baku ((), a camum tum u M E (), na
akcuoMe OeCKOHAYHOCTHY M MAapTUTHBHOT CKyma Baxe U 'y mojeny M. Heka je a € M peanmzanuja nojma
P(w) ca cranoBumra Mogesa M. Iomro mpa3au ckyn npuraga Moneny M u oH je Takohe mpa3aH CKyII
ca craHoBuIITa Mojesia M, a mpasaH CKyII je TIOJICKYI CBAKOT CKyma, Baxu () € a, ma je a # (). Ha ocHOBY
HaurHa u3dopa opmyne p(z) u enementa a, Baxu M E ¢(a), ma camum UM 1 ¢(a), ofakie ciaequ aa
jea =P(w), na P(w) € M. U3 rpansurusHocTu Moaena M ciemu na Baxu P(w) C M, na je mopen M
HenpedpojuB.

Nnak, nHama he Tpedaru pediiekcuja popmyna npedpojusum Moaearma. Kao mro nperxogqHu npumep
MoKasyje, TO y OMIITEM ciydajy Huje Moryhe 3a (popmyiie Koje cagpxe ciaodogae npomersbrse. Cieneha
Teopema 00e30elyje pediekcrjy MpOU3BOBHIX PeUeHHUIIa TPedPOjIUBUM MOJIETNMA.
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Teopema 59 (Teopema pecbaexcuje 3a peuenuue) Heka je M mpanzuitiuear mogen jesuxa Lyzgc U Heka je
a wpan3uitiuean enemeniti mogena M. Taga ioctioju wwipansuitiuean mogen N xapgunaanocitiu He éehe og
|a] + Ro Waxas ga éaxncu a € N u ga 3agosomwasa uciiie peuenuye kao mogea M.

Hoka3: Heka je k = |a| u Heka je (S, )ne,, MHKITY3HMjCKU Henanajyhu Hu3 mojckynoBa ckyna )M takas
Ja 33 CBAKO N € w BaXHU

e |Spl <kmaU{a} CS,.
* 3a cBaky popmyiy @(1, ..., Tm, 2) je3uka Lzrc ¥ Ma KOJE a1, . . ., Amy € Sy, BaXK

(Jcee MM E p(a1,...,am,c) = (Fec€ Spt1)M E ¢(ar,...,am,c).

Tama3ackyn T = Sy, Baku

necw
e T|<kumaU{a} CT.
* 3a cBaky popmyny ©(21,. .., Zm, z) je3uka Lzrc U Ma KOje a1, . .., 4y € T BakH

(Jce M)M E p(ar,...,am,c) = (FeeT)M Ep(a,...,am,c).

Ckyn 7' hemo mocmarparu kKao €-mojen jesuka Lzpc. Monen T’ je n1oOpo 3acHOBaH Kao MOAMO-
JeJl TPAH3UTHBHOT Mojiena. MHIYKIMjoM 10 clIokeHOCTH (opMyJie, JoKasyje ce a 3a CBaky (popmy.ry
Y(x1,..., 2y ) jesuka L 1 Ma KOje a1, . .., 4y, € T BaXn

M’zdj(alv"'aam) And T|=w(a17"'7am)'

IIpema Tome, mozen T’ 3a10BOJbaBa UCTe peveHuIle Kao Mogaen M. Mehyrum, Mmonen 1" Huje TpaH3UTH-
BaH. ITowro je Mojen M TpaH3WTUBAaH, OH je eKCTEH3UOHAJIAH, Na je U Mogen N/ ekcrensuonanad. Heka
je t Tpan3uTHBHY Kojarc ckyna T v Heka je N = ¢[T']. Tlourro je ¢t usomopdusam mogena T' u N, Mozei
N 3ajoBosbaBa ucte pedeHuuie kao mogen M u npurom Baxu |[N| = |T| < k. W3tc({a}) =aU{a} C T
cienu fa je t(a) = a,maa € N. O

Teopema 60 3a csaxo n ce modxce gokazaitiu ga iocioju wpanzumiuean mogen M jezuka koju odyxeaitia
camo duHapHu peaauujcku cumoon €, markas ga mogea M pepaexiiiyje cee chopmyne uz cxyia >, U 11, u
€8¢ UHCITAaHUE cXeMa aKcuome ceiapayije.

Tloxas: Crean u3 teopema b n 9. O

2.8 CkynoBu opanHaJjaa

Ion ckynom opanHana roapasyMeBaheMo OWII0 KOju CKyIl YMjH Cy CBH €JIEMEHTH OpIWHAIN. Y ofpe-
DHeHoM cMuCITy, CBaKH CKYIT CE& MOKE KOJMPATH CKYIIOM OpAMHAIA.

Teopema 61 (ZF) Ilocitioje wieopema © iwieopuje ZF u dpopmyna p(x,y) imaxea ga éadxcu caegehe:

* 3a ceaxu mwmpanzuiniuenu mogea M xoju zagosomasa © dopmyna p(x,y) gepunmme ynapy kaachy
oiepayujy ¥(x), koja je aiiconyimina 3a mogen M.

* 3a ceaku ckyii a iwaxas ga ce ckyii tc(a) modce goGpo ypeguisiu IOCHOfuU CKYii OPGUHANA S THAKAE ga
saoicu cregehe:
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- F(s) = a. Hocebno, 3a ceaxu mpanzuiniuear mogea M koju 3agosomwasa © eadicu

seM=ac M.

— Ako je tc(a) deckonauan cxyi, onga je s C |tc(a)).

— Ako je tc(a) konauan cxkyii, oHga je s KOHAUAH HOGCKYI CKYiTA w.

Hoka3: Ckyn a je jeaHo3Hauo oppeheH ckyniom T = tc({a}) kao jemuHu enement ckyna T’ Koju He
npuraaa HujeqHoM eneMeHty ckyna 1. Heka je k = |T'|, f dujexkumja ckyna x Ha ckyn T u Heka je R
OunapHa penanyja Ha  neunncana ca R(z,y) < f(x) € f(y). CkynT je TpaH3UTUBHU KOJIATIC OUHAPHE
penammje R, ma je ckyn T’ jenHo3HauHO onpehen ckyrnom R. Meljy napoBuma opiHasla MOXEMO YBECTH
cinenehn mopenak:

(o, <{a,8) & (max{d,p'},a,8) < (max{a, 8}, a, B).
Osa penanmja je 106po ypeheme kmace ORD? 3a koje Baxu

(o, f") <{a,8) = o B <max{lal]|B]},
ma3a «, 8 € k Baxu crnesehe:
* AKO je KapauHaI £ DeCKOHaYaH, oHjia je ckym cBux (o, ') < {(a, ) KapAMHAIHOCTU Makbe Of K.
* AKO je KapAWHaIl £ KOHauaH, OHJa je ckym cux (o, 5’) < («, 8) KoHauaH.

ITpema Tome, 0BO ypeheme kiiace ORD? je nzomopdHuo ypehemy kiace ORD u oaroeapajyhu usomop-
¢usam I : ORD? —; ORD je jemHCTBeH Kao TpaH3UTHBHH Komarc ypehemwa ceux (o, ') < (o, ) 3a
nato {«, 3). Ipurom je uzomopduzam I ariconyTad 3a TpaH3UTHBHE MOJENE KOJU 3aJ0BOJbABA]Y aKCHOMY
rapa, TeOpeMy O MOCTOjamy KJlace CBUX MapoBa OPAMHANA, TEOPEMY O TPAH3UTUBHOM KOJAICY U TEOPEMY
1a je I pynkuwmja. 3a s = I[R] Baxu 1a je R jeaHo3HauHo oapeheHo ca s.

VHapHy knacHy onepanyjy F nedpunumemo Ha cinenehu Hauun: Heka je s dunno koju ckym. Ako s
HMje cKyn opauHana, onna Heka je F(s) = ). V cynpotom, Heka je R = I7![s]. Ako je penanmja R
n3oMop(pHa pealujy npunajamba Ha HEKOM TPaH3UTUBHOM CKYIy, OHJia je Taj CKyl jeaquHcTBeH. Heka je
T Taj TPAH3UTHBHU CKYII, aKO TAKAB MOCTOjU. Y CyNmpoTHOM, Heka je T' = (). Ako ckyn T’ uMa TauHo jenaH
€JIEMEHT KOjU He TIPUINaja HUjeJHOM eJeMeHTy ckyma 7', onma hiemo Taj eeMeHT n3adpat 3a BpeJHOCT
F(s). Y cynporaom, Heka je F(s) = (.

Heka je a ckyn TakaB Ja ce CKyIl tc(a) Moxe J0OpO ypeouTd U Heka je CKyIl § Je(pMHUCAH TPEKO a
Ha ONMCaHM HA4YMH U HeKa S MpHIaja TPaH3UTUBHOM Mozeny M Koju 3a/l0BOJbaBa HaBeleHe peueHHUIe U
peuennny aa je I oujexnuja. Taga momeny M mpunapa ckyn R neduHHUCaH Ipeko s Ha ONMMCAHU HAYMH.
[omro je penanuja R mo0po 3acHOBaHa, OHA je J0OPO 3aCHOBaHA M ca CTAHOBUINTA Moziena M, Ta Mopery
M npunaga ckyn 1T’ necduHucaH npeko R Ha onucaHu HauMH. 300r TPaH3UTHBHOCTH Mogena ) Baxu
F(s) € M, npu uemy je mozienn M aricostyTaH 3a cBe Kopake oe TpaHchopmanyje. [

Henocpeana nocieuia teopeme b je 1a 3a mpousBoiban KapauHAT £ 1 KJIacy
H(k)={a e V]|ltc(a)|] < k}
Baxu 1a je H (k) CKyIl KapAuHAIHOCTH 2<".

Teopema 62 (ZF) Iocitioju imieopema © itieopuje ZF itiakea ga éaxcu caegehe: Hexa cy My u Mo iwipan-
SUIUEHU MOgenlt KOju 3agogonasajy ©, upu uemy eaxicu

{s € M1|s CORD} = {s € My|s C ORD}. 2.4
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Taga eascu
{a € M |tc(a) ce mosce godpo ypeguitiu} = {a € M |tc(a) ce mosxce goSpo ypeguitiu}. (2.5)
Axo bapem jegan og mogena My u Mo 3agoseoeasa axcuomy uzdopa, onga je My = Mo.

Hoxka3z: [lokaxkumo camMo HeTpuBHjaiaH cMep. PedeHuiia © ce Moxe U3adpary Tako Ja UMIUIUIMPA CTaB
Jia ce JoMeH 100po ypeheHor ckyna Moxe OMjeKTUBHO MPeCIMKaT Ha HEKU Kap/IMHAJI, CTaB Ja CBaKHU CKYII
¥IMa TPaH3UTHBHO 3aTBOPEHbE, AKCHOMY Napa, Teopemy O u3 dopmymnaruje reopeme b1, kao u aa 3a cBako
@ TIOCTO M CKYIT OpAMHANA § KOjH HCITyE-aBa ycioBe u3 Teopeme b1 1 3a koju je F(s) = a.

300r cMMETPIYHOCTH YCJIOBa TeOpeMe, IOBOJBHO je Jokasatu ga je M1 C M,. Heka je a € M mpo-
M3BOJBHO TAKBO JIa CKyTI tc(a) uMa 105po ypehemwe y moneny M. TIpema teopemu bll, Mokemo uzadpatu
CKyIl opavHasa s € M7, koju ca craHoBUINTa Mojiena M, uclywaBa ycjioBe HaBeleHe y Teopemu Pl u
takaB jia Baxu M, E F(s) = a. Ha ocHoBy (B4) Baxu s € Mo, na ako mozen M, 3a10Bo/baBa TeopeMy
© u3 Teopeme , oHJIa Baxku a € Ms. Tume je JoKa3aHO Ja BaXu (@).

IIpernocraBumo mga mopen M7 3a0BoJbaBa akcuoMy u3dopa. 13 (@) cnenu na Baxku M, C M. loka3
00pHYyTe MHKJIy3Hje U3BOAMMO €-uHayKimjoM. Heka je a € Mo takaB ga Baxu a C M;. IIpernocraBumo
na mogemu M u Mo 3an0BosbaBajy oaroBapajyhe MHCTaHIE TeopeMe O PeKyp3UBHOj AepUHULN)H, Kao U
teopemy (Vz)(3a € ORD)z € V,,. Tana je dunapHa KiiacHa pesaiuja x € V,, arcojyTHa 3a Te MOJIeIe.

Heka je « € ORDN M, TakaB na ca cranoBuira mogena My Baxu a € V,,. Tana he Baxutnua € V.
Onarie v U3 TpaH3UTHBHOCTH cKymia V,, ciemu na Baxu tc(a) C V,, a camum tum u tc(a) € V,, N My =
VM1 na nocroju b € M, TakBo na je tc(a) C b.

[Momro momen M 3am0BoJbaBa MPHHIMI J0OpOT ypehema, ckym b uma 1odpo ypeheme y mopeny M.
Ipema gokazanoj penauuju My C Mo, ckyn b, Kao ¥ BeroBo J100po ypeheme npunaaajy moaeny Mo.
Ako mopient My 3aj10BoJbaBa 0iroBapajyhy HHCTAHITy CXeMa aKkCHOMe Cerapaliyje, OHIa ce CKyI tc(a) Moxe
J0OPO ypemuTH ca craHoBuInTa Mozena Mo, na npema (2.9) Baxu a € M. O



I'naBa 3

KOHCTPYKTHOMJIHOCT

3.1 KoHCTpYKTHOUIHA XM jepapxuja

Hedunmmmmo onepauujy def(X) cimyHy ornepanyji NAPTUTHBHOT CKYIIa, ajld IITeIJbUBU]y W KOH-
tposucannjy. Heka je def()) = {0}. 3a X # ) neka je def(X) ckyn cBux moackymnosa o X Koju cy
nedprHaOMITHY ca mapaMeTpuma u3 X HajJ €-MOJEIOM ca IOMEHOM X, TO jecT

def(X) ={Y CX|Ep,0)(v:w— XA (Vae X)(ae€Y) & Sat(p,v;°, X))}
3a npousBosban ckyn A nepuauimmmo bamunnjy (Lo (A))acorp ¥ knacy L(A) va cnenehn Hauns:

Lo(A) = w({A}), Lat1(A) = def(La(A)),

L,(A) = U Lp(A) 3adeckoHavaH rpaHAYHI OPAMHAT (v,
B<a

acORD

WHIyKIMjoM 1o « ce Jiako Jokasyje fa o € L, (A), na je L, (A) TpaH3UTHBaH CKyII ¥ Ja 33 CBaKoO
B < aBaxu Lg € Lo uLg C L, kao u ga tc({A}) € Lo(A). Hakne, L(A) je TpaHsuTuBHa Ki1aca
KOjO] IpHIAanajy CBU OpAMHAIK U K0joj mpuraza ckym tc({ A}), a camum tum u ckym A. CBakom a € L(A)
MOKeMO MPHIPYKUTH HajMarbi Op/MHaT 1 (a) Takas Jia Baku a € L, (q)(A). Ilputom 3a cBako a € L(A)
BaXXM J1a je r'(a) WK HyJ1a WK OPIUHAJ HACJICIHUK.

[MocedHo, knacy L = L(0) 30BemMo ['eienoBUM KOHCIUPYKIAUSUAHUM YHUSEPIYMOM.

3.2 3a10B0/bE€HOCT AaKCHOMA

Teopema 63 (ZF) 3a ceaxu iipupogar dpoj n. je imieopema ga 3a céaxu ckyil A kaaca L(A) je aiiconyimina
3a cee ZF axcuome u3 cxyiia ¥, U A,,.

HMoka3s:

Akcnoma npassor ckyna Ilojam NpasHOr cKyIna je ancoyTaH 32 TPAH3UTUBHE MOJIENE M IPUTOM BaXU
0e Lo(A)

Axkcunoma excrensnoHanHoctu Creny u3 TpaH3UTHBHOCTH Kitace L(A).

55
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Akcnoma napa 113 monotonuje dammmje (Lq(A))acorp ciemu ma 3a Ma koje a,b € L(A) nocroju
opAMHaN v Takas 1a a,b € L, (A), opakne cienn na {a, b} € L,+1. HapaBHo, nojam Heypeheror
Tapa je arcojyTaH 3a TPAaH3UTHBHE MOJIENE.

Axcnoma ynuje Heka je a npousBosban enement kiace L(A) u Heka je v OpAMHAT 32 KOJU BaXu a €
L. (A). Ha ocroBy tpansuruBHOcTH cKyna L, (A) Baxua C L,(A), kaou|Ja C L, (A), ma 360r
arconytHocTH penanuje @ € | Jy 3a TpansutusHe mogene Baxu | Ja € Lo41(A). U3 anconyTtHO-
cri penatje © = | Jy 3a TpaH3WUTHBHE KJacHe Mogienie ciieau aa KiacHu mogen L(A) 3agoBobasa
aKCUOMY YHHUje.

Axcuoma napTutuTBHOr cKyna Heka je a mpousBosban enemenT kiace L(A) u Heka je o opauHan 3a
koju Baku (Vb € L(A))(b C a = b € L,(A)). U3 anconyrroctn penaupje C ciiean Ja Baxu
(P(a))" = P(a) NL(A) € Loy1(A).

Axcnoma Heckonaunoctun Ckyn w npunajga kiacu L(A) kao opauHai, npy Yemy je KOHCTaHTa w arco-
JIyTHa 3a CB€ TPaH3UTHUBHE MOJIEJIe.

Cxema akcnoma cenapamuje Hexacy a,by...,b0, € L(A)uc = {z € a| "W (x,a,b1,...,2,)},

npu yemy ¢ € Y., UII,,. Heka je v opanHai 3a Koju Baxku a, by . . ., by, € L, (A). Ilpema teopemu
MOXeMO ofadpaTu 5 > « + w TakBo ja je (hopMyIia  ancoslyTHa NpH Ipenasy usmelhy mozena
L(A)u Lg(A). Tana c € Lg1(A4).

Cxema akcuoma 3amene Heka cy X, ¢y, ..., ¢, enementu knace L(A), Heka je p(z,y,21,...,2m)
dopmyna u3 ckyna X, U IT,, 1 Heka je v opauHaN 3a Koju Baxu X, c1,...,Cm € Lo (A). Cpa-
KoM a € X MOKEMO NPUIPYKUTH HajMatbu opauHal 3(a) Takas 1a Baxu

Bla) = a AN (L(A) EFy)e(a,y,c1,. . em) = Ty € Lgwy(A))pla,y,c1,. .. cm))-

Heka je v = sup,.x B(a). TIpema tome, y kinacHom mozeny L(A) je3a Y = L. ucnymeHo ja
3a cBako a € X nocroju b € Y TakBo ga Baku ¢(z,y,C1,. .., Cp). Olatie U U3 3a10BOJBEHOCTH
onaroBapajyhe MHCTaHIle cXxeMa aKCHOMe cernapalidje cley TBphembe.

Axcuoma peryiaapaoctu Creau u3 tpaHsutuBHocTH Mogena L(A).

O

Teopema 64 Kaacru mogen L(A) je aiiconyitian 3a iipecauxasarve o — Lo (A) u dpuition y xaacHom
mogeny L(A) eancu V.= L(A). Taxobe, sancu CARD C CARDY ™). 34 cearo a € L(A) koje uma
godpo ypeherse y L(A) saxcu |a|“4) > |al.

Hoxka3: IlpeciukaBatbe o — L, (A) je pekyp3uBHO JepUHUCAHO TPeKo A1 KJIACHUX peJallija, Py YeMy
MOCTOjU KOHa4aH foKa3 na mojen L( A) 3agoBokaBa koHauaH ¢pparmeHt teopuje ZF noBosban 3a n3zBoherme
TeopeMe O eKBUBAJICHI U .1 popmyte u 11 dpopmyre kojuma ce nedpuHMIIE OBO MpECIUKaBamke, Kao U
TeopeMme Jia je KiacHa penanuja usmehy o u L, (A) jenHa onepanuja ca mapametpom A.

Hexa je a € L(A) npoussomHo. Taja 3a Heku opiuHai o Baku a € Lo (A) = (Lo (A))H4), onakie
cieqn na Baxu L(A) EV =L(A).

CBojcTBO »0UTH KapauHali« je II; kiacHa penauyja, na ce MPeHOCH ca KJIACHOT Mojesia V Ha Heros
kiacau noamozen L(A), mro 3xaun na Baxu CARD C CARD"™ . Hexka je a € L(A) takBo ga uma
n06po ypehemwe y L(A). 3a npoussomny dujekimjy f ckyna a Ha opaunai |a|“(4) Taksy ma f € L(A)
paxu a f € V,ma je |a| = [|a|/*@| < |a/“Y). O

Penamyja L(A) £ V = L(A) 3Haun na yHyTpaima cBojcrea kiacHor mogena L(A) Moxemo nokasu-
BaTH M3BOhereM THX cBojcTaBa u3 akcruoma ZF + V = L(A).
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Teopema 65 Cregehu ycrosu cy exeusareHinu.
* Cxyii tc(A) uma godpo ypehere y xaacrom mogeny L(A).
* Knaacnu mogen L(A) zagosowasa axcuomy uzbopa.

* Mogea L(A) uma xaacny dujexuyujy uzmeby kaace opgunana u ynusepsyma, Koja je gepunucana
Popmynom uuju cy dapameinipu goopo ypeheroe cryita tc(A) u ckyii A, ipu uemy je mogen L(A)
aiiconymian 3a iy popmyny.

oxka3: IlpernocraBumo aa ckym tc(A) uma nodpo ypeheme y kiacHom mozeiy L(A) u fokaxumo Tpe-
hu ox HaBemenux ycioBa. Octarak TBphema ce TpuBHjaiaHO gokasyje. 3a a € L(A) ca r(a) o3Haummo
HajMary OPJMHAM TaKaB 1a @ € Ly(q)(A).

Hedunnnmmo 106po ypehemwe Ha L, (A) naaykumjom mo «. Todpo ypeheme ckyna Lo(A) nedpunu-
IIEMO TaKo IITO HA Kpaj Hodpor ypeheta ckyma tc(A) monajemo enement A. IIpernocraBumo ja je o > 0
u Ja je neurucano nodpo ypehere Ha cBakoM o ckynosa Lg(A) 3a § < a.

Heka cy a1 ¥ ay npon3BosbHE eteMeHTH ckyna Ly, (A). Axko je r(a1) < r(asz), oHma nopeaak aedu-
HHMILEMO TaKo ja Oyze a; < as. Ako je mak r(az) < r(ap), oHma nopeaak aeMHMIIEMO TaKo jAa Oyae
as < ay. Axo je r(a;) = r(a2) < «, oHIa mopesak usMelly a; U as Hacnehyjemo ox modpor ypehema
ckyna Ly (q,)(A).

Vkoiuko je r(a1) = <, OH/Ia OPIMHAI (v He MOXKe OMTH IPaHMYHU, 11a 3a Heko 3 Baxku « = [+ 1. Ene-
MEHTE a1 U as ypehyjemo Jekcukorpadcku Hajipe npeMa HajMaw0]j (popMyJid KOjoM ce Mory AepuHUCATH
Kao mojckynosu ckyna Lg(A), a 3aTuM 10 HajMam0j Baslyallju KojoM ce aeduHuiry tum dhopmyiama,
y3umajyhu y 063up 10dpo ypeheme ckyna Lg(A), Kao 1 unieHULYy 1a UCTHHUTOCHA BpeAHOCT (hopMyie
IpH BaJlyalljy 3aBUCH CaMO OJ] BPEJHOCTH CI0O0JHUX IIPOMEH/BUBHX Y TOj (DOPMYIIH, KOJUX MMa KOHAUHO
MHOTO, [IPU YeMy Ce OCTaJle IIPOMEH/bUBE MOTY IIPECIHKATH Y HajMarbH eieMeHT ckyrna Lg(A).

Hedunummmo nopenak Mehy enementima kiace L(A). Heka cy a1 v ao IpOU3BOIbHY €JIEMEHTH CKyTIa
L(A). Axo je r(a1) < r(az), oHma nopeaak geduHuIeMo Tako ga Oyae a; < ag. Ako je mak r(az) <
r(a1), oHaa mopenak aeduHMIIEMO Tako a2 Oyae as < a1. Ako je r(a1) = r(az), oHoa mopenak u3mely
a1 ¥ ay Hacrehyjemo of1 oopor ypehema ckyna Ly (q,)(A).

On enementa a knace L(a) mory dutu Maru camo enemenTn ckyma L,.,)(A). Habeseno ypeheme je
JIMHeapHo, 0e3 decKoHauHMX omnajaajynux HU30Ba U IPU YEMY je CBaKU MpaBU MOYETHU KOMaJ CKYII, Ma je
nzoMopdHo ca ypehemem kimace ORD.

Kopnmihene nepurvmje (ykpyayjyhn u nepunanimjy msomopgusma ca knacom ORD) cy pexyp3usae
JI0 Ha MI0jMOBe 3a Koje je kiacHu monen L(A) ancosyTaH, ra 3aTo 0Baj H30MOp(U3aM IpeACcTaBsba Ki1acy
mozea L(A), npu uemy ca craHoBuInTa KiacHor mogena L(A) takohe nma HaBeaena ceojcrea. [

TMociemuiia MpeTXoJHe TEOpeMe je [a 3a Ma KOj! CKyII OpAMHANA s BaXH A2 je y Mogeiy L(s) 3azoBo-
JbeHa aKCHOMa M300pa MMa yHyTpallmba cBojcTBa Kiace L(s) MokeMo JOKa3uBaTH M3BOhemEM U3 akcHoMa
ZFC +V =L(s).

3.3 KoutuHyyMm (pyHKIHja
Teopema 66 Hexa je s ckyii opgunana. Taga 3a céaxu opguHan o 6axicu
Lo (8)] + Jte(s)] + Ro = o] + [te(s)] + Ro. G.D

Hoxka3: IlpernocraBumo qa TBphewme TeopeMe HHje TauHO M M3BEeJMO MpoTHBpedHocT. Heka je o Haj-
Matbu opauHan 3a koju (B.1) Huje Tauno. Tama He Moxe duti o = 0 360r

[Lo(8)] + [te(s)] +Ro = 2[te(s)] + 1 4+ Ro = 0 + [te(s)] + Ro.
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Heka je o opauHan Hacnenuuk. M3adepumo opaunan (3 3a koju Baxu o = [ + 1. [lakie, Baku
L, (s) = def(Lg(s)). Axo je ckyn Lg(s) KoHauaH, OHAA Cy U CKyNOBH ¢, tc(s) U L, (s) KoHauHH. 1ma cy
obe crpane jeanakoctu (B.1)) jemnake Rg. Ako je ckym L 5(s) deckoHavaH, oHza u3 AebHHULK]je oneparyje
a — def(a) u Teopeme 0 UAEMIIOTEHTHOCTH OECKOHAYHUX KapIuHAaNa cleau aa Baxu | Lq(s)| = |Lg(s)]|.
Opiatyie M M3 MHIYKTUBHE MpeTHocTaBke cieay aa Baxu (B.1)).

Hexka je o deckonavan rpannanu opauHai. Tama 30or o C L, Baxu

sup ILs(s)] < |La(9)l < D 1Ls01 < lal [La(8)] = |La(s)],
<« B<a

a camuM TUM U | L (8)| = sups_,, |Ls(s)|. Onatie u u3 MHAYKTHBHE NIPETIOCTABKE CIIE/U 112 BAKK B.1).
O

Teopema 67 Hexa je s ckyii opgunana. Taga y kaactom mogeny L(s) easicu
(Vk € CARD)((s C Kk A k= Rg) = 2" = k™). (3.2)

Jloka3: Mspemthemo dopmyiy (B.2) u3 akcuoma ZFC 4+ V = L(s). Heka je  beckoHauaH KapauHa 3a
koju je s C k. M3adepumo npomsBosban a C k. 30or V' = L(s) Moxkemo ogadpary OprHaI « TaKaB aa
CKYIIOBH @, $ U £ Npunaaajy ckymy L, (s).

Ipema Teopemu 57 MoskeMo oadpaty Heku opamHan 3 > « Takas aa Mogen L 5(s) pepnekryje norpe-
ban konavan ¢parment teopuje ZFC + V = L(s). TIpema teopemu 59 nocroju TpansuTEBaH MoaMOEN
M wmogena Lg(s) KapAMHAIHOCTH K TakaB Aa Baxu cieaehe:

 Ckyn L, (s) npunaga mogeny M.

* Monen M pednektyje Teopeme Teoprje ZF koje 00e30ehyjy anconmyTHOCT TepHapHE KJlacHe pena-
unje x € L, (A) 3a Taj Mogesn, Kao 1 duHapHe kiacHe onepanuje (o, A) — Lo (A).

* Mogen M pediektyje Teopemy 1a je SunapHa kiacHa onepanuja (a, A) — L (A) nedpunucana 3a
CBAKM CKYIl A 1 CBaKH OpAWHAI (.

* Monen M peduekryje Teopemy bd.

Ckyn L, (s) npunaga mogeny M, ma camum tum Baxku | Ly, (s)| < |M| = k. TIpema Teopemu pg Baxu
|| < k. U3 tpansutuBHOCTH MOsienia M cnenn ja a € L (s). Ipema tome, Baxu P(k) C L,.+(s), a
camum iM U kT < 2% = |P(k)| < | L.+ (s)| = kT, opakie cneu tBpherse. [

3.4 AncosyTHOCT pedyeHHIa

Ogne hiemo nokazaty uyBeHy Jlesu-Llengpungosy wieopemy aicoayiliHOCiu 10 KOjoj je KitacH! Mogen L
aTcoJTyTaH 3a pedyeHune u3 ckyna X U ;. 3a 1o je JoBO/bHO JOKa3aTH arcoxyTHOCT 32 PeYeHHUIIEe 0OIMKa
(32)¢(2), tae je p(z) dopmyna us ckyma . Unak, Jlesu-Ilendunnosa Teopema ancoayTHOCTH TBPAH 1
HEIIITO BHIIIE.

Teopema 68 Hexa je o(z) dpopmyna uz cxyita Xo. Taga eéascu
(F2)p(z) & (3z € L)(p(2) A lte(2)[* < No).

Hoka3: [oka3zahemo camo HetpuBHjaian cmep. [IpernocraBumo na Baxu (3z)¢(z). Heka je ¥ (x,y, z)
crepeha gpopmyna
=y & (VMtex)teyn Vteytex)) A p(z).
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Tana je peuennna (Va,y)(32)¢(z,y, 2) TOrMIKN eKBUBAJICHTHA KOHjyHKIMjU pedeHunie (3z)¢(2) u
AKCHOME EKCTEH3MOHAIHOCTH, 114 M OHA Ba)KU. YKOJIMKO Ta peUeHHUIA MMa KOHa4aH JJ0OPO 3aCHOBAH MOJIEl,
oHzia he Taj Moges1 OMTH M eKCTeH3MOHAJIaH, Ma fie 110 TeopeMH O TPAH3UTHBHOM KOJIATICY IMATH U KOHAaYaH
Ta peUEHUIIA UIMATH U KOHAYaH Tpau3utisad mogen M. V tom ciydajy Baxu M € V,, = L, u 3a HEKO
¢ € M Baxu M E ¢(c), omHocHO ¢(c), pu demy 300r TpaHsuTuBHOCTH cKyna M Baxu tc(c) C M, na je
Ky tc(c) Takohe KoHauaH eieMeHT Kiace L, ma je KoHauaH U ca CTAaHOBHIITA KJacHOT Moziena L.

IpernocraBumo 3ato ga pevenuua (Va,y)(3z)y(x,y, z) Hema KOHayaH AOOPO 3aCHOBAH MOJEN M
JOK&KKMMO Jla MMa TPaH3UTHBAaH Mojel y kiack L, koju je ca craHoBuinrta kiacHor mojeia L HajBu-
mre npedpojuB. Heka je o deckoHauaH rpaHWYHM OPAMHAM TakaB jAa mMopen V, pediekTyje pedeHHIry
(V,y)(3z)(x,y, z) u dopmyny ¥ (z,y, z). Heka je P ckyn cBux tpojku (A, E, f) TakBuX 1a Baxu
ciegehe:

* A je HempasaH KOHAYaH MOJICKYII CKyIa w.
» F je dbunapHa penaruja Ha ckymy A.
* f je mpeciukaBare ckyna Ay ckyn « takBo na Baxu (Va,b € A)(E(a,b) = f(a) < f()).

3a (A, E, f) € P hemo nap (A, E) rymaunTy Kao Mogen jesuka Lzpc. Jakie, Baku
(Va,b € A)(E(a,b) < (A, E) Ea€b).

dyHkIMja f je cBeIOK 1a je Taj Mojes qodpo 3acHoBaH. Ha ckyny P yBomumo penainujy < Ha ciepnehn
naunn: (A, E' ') < (A, E, f) ako Baxu ciezehe:

c ACAE=FEnNnA%ufcCf.
o (Vo,y € A)(3z € AY(AE") Ev(z,y,2).

Ounrnento je (P, <) mapumjaiHo ypeheH ckym, koju npunaga kiack L. JIokaxuMmo [a napijaito
ypebemse (P, <) uuje 10dpo 3acHoBaHo. Heka je X ckym cux (A, E, f) € P TakBHX [Ja MOCTOj! HHjeKLHja
h : A — V,, takBa na Baxu cienehe:

* (Va,b € A)(E(a,b) < h(a) € h(D)).
* (Va € A)f(a) = rank(h(a)).

Ckyn X je nenpasan jep ({0}, 0, {(0,0)}). Hokakumo na HeMa MMHMUMANHU enemeHT. M3adepumo
npousBoibHO (A, E, f) € X u Heka je h unjexumja ckyna A y ckyn V,, 3a KOjy Baxe HaBEICHH YCIIOBH.

Heka je B = h[A]. Ckyn B je KoHauaH, 1a 1I0CTOju KOHayaH ckyn B’ takas ja Baxu B C B’ C V,
kaou (Va,b € B)(3c € B')B’ E(a,b, c¢). Taga Moxemo uzadparu ckyn S C w ekBunotentas ca B’ \ B
u dujekinjy g ckyna S Ha ckyn B'\ B. Heka je A’ = AUSuh' = hUg. Tana je h’ dujekumja ckyma A’ Ha
ckyn B’ umja je pecrpukumja Ha ckyny A jennaka h. dedunuimmo dunaphy penanujy £’ Ha ckyny A’ Ha
cnenehu Haun: E'(a,b) < h(a) € h(b), kao u npecimkaBawe f' : A — V, kao f'(a) = rank(h'(a)).

Ouurnenno Baxu (A’, E'| f') € X. Tlputom je A’ = Ay CynpoTHOCTH ca IPETIIOCTABKOM Jia He T0-
CTOjH KOHauaH Jo0po 3acHoBaH Mogen pedenntie (V, y)(32)v(x, y, z). [Ipema tome, Baxku (A’ | f') <
(A, E, f), na napuujanso ypehen ckyn (P, <) HHje 10Opo 3aCHOBaH.

[Momro je kmacuu moaen L arnconyTan 3a nmojam Jodpe 3aCHOBAHOCTH MaplyjaHor ypehewa, napiu-
janHo ypehemwe (P, <) HHje 10OpO 3aCHOBAHO HU Ca CTAHOBUIITA KJACHOT Mojiesia L, ma y KJacHOM Mo-
JeNTy TIOCTOju DeckoHavaH onanajyhu e ((An, En, fn))new enemenara ckyna P. 3a A = (J, o, An,
E=U,c, Enu f=U,c, fn Baku crenche:

"Hu3 koju kao dyHKIMja ca JoMeHOM w npumana kiacu L
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s (A)E, f) e L.

o |AY <N

* je OuHapHa penauuja Ha ckyny A.

* (A E) E (Vz,y)(32)¢(x,y, 2), na je mogen (A, E) ekcrensuonana u Baxu (A, E)(3z)p(z).
* f je cBenok mobpe 3acHoBaHOCTH Mozena (A, E).

Heka je T TpansutuBru konanc mogena (A, E). TagasaxuT € L, |[T|* < RouT E (32)¢(z). Heka
je c € T rakso na Baxu T | o(c). Tana Baxu ¢ € L, p(c) uc C T, a camum um 1 ||l < Rg. O

HUnak, BuneheMo 1a KOHCTPYKTUOMIIHYE YHUBEP3YM Y OINIITEM CIIyYajy HUje arcoIyTaH 3a X1 ¢hopMmyJie,
a camuM TEM HH 32 II; popmyte, Beh camo 3a peyennne u3 ckyma > U IT;.



I'1aBa 4

OpaunaiHa ae(puHAOHIHOCT

4.1 Opauaanano neduHAOWIHN CKYIIOBH

Hapame he T o3nayaBatu duno kojy kiacy. [log OD(T) hemo noapa3symeBary KJiacy CBHX CKYIOBa a
TaKBHX Jia MOCTOje

al, ... am €T, ai...,an,E€ORD, ©(x, Y1, Ym,21,---,2n) € For(Lzrc) 4.1)
TaKBH Ja BaXU
A1y O, 0, .. 0, €V, {c€ V3| Vi Ew(car,...,am,a1,...,00)} = {a}. 4.2)

Enemente kiace OD(T') HasuBaMo opguHano gedpunaduanum cKyiosuma io Ha napaMmeTpe u3 Kiace
T. Knaca OD(T) je nepunrcana npeko uctux mapamerapa kao kiaca T. IpermnocraBumo ja cy (6.1) rakeu
na paxu (B.2). Heka je m mosutusan npupozan 6poj. IomTo je ki1aca ORD m3omopdua kaacu ORD™ y
OJTHOCY Ha ypeheme

def
/ !/ 11 "
(of,...;al Yy < {af,....,al ) &
/ / ! / " " 1 1
<max{a1, R am}a Ay, 7am> gleﬂ? (max{al, et am,}a Apyeeey a7rl>a
nocroje kiacHa dujexkija F knace ORD™ na knacy ORD u kiacue ¢yakumje F7*, ... F', koje npe-

cikaBajy kiacy ORD Ha cede, Tako na Baxu crnenehe:

* IlpeciukaBawa F™ F7*, ... F}' cy neduHadmiHa Oe3 mapamMeTapa M alcolyTHA 3a TPaH3UTHUBHE
Mofenie Koju pedpiiekTyjy ogpeheHn koHayaH pparmMeHT Teopuje ZF.

e 3amaKkoje a,aq,...,q,; € ORD Baxu
(FTPF™ (a1, oy am)y o, Fd(F™ (a1, ooy ) = {1y - ooy Qi)
F"(F'(),....F' (@) = a,
max{ay,...,am} <F™(ag,...,am).

Axo cy 7,0 € ORD Taksu 1a je § > v + w, OHAA je pesanyja 3anoBosberba Tapckor Ha joMeHy V,
anconyTHa 3a mojen Vs. Takohe, npeciukasame 1) — V,, je anconyTHo 3a mogen Vs 3a cee 1) < . Ilpema
TOMe, 32 (POpPMYITy

w(xayla v 7yﬂ"mz) = %0(1’73/1, .. 'aym7F;L(Z)7 e 7F$(Z))
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na=F"(ay,...,«q,) Baxu

(Vs Ewlcat,...,am,01,...,00)) < (Vg Ev(c,a,... am,q)),

ma Cy oji OpIMHaja mapamerapa I0BoJbHa aBa — o 1 . Ha ananoran HaumH je moryhe Opoj opaunaia
napamerapa CBECTH Ha jedaH.

Teopema 69 [llocitioju ipupogan dpoj k iiakas ga 3a ceako n eadxcu cregehe: Heka je
* M wmpansumiuear mogen koju 3agososvasa cee ZF axcuome uz cxyia Yo, U 1L, 1k,
* Kkaaca mogena M,
e ceM,by,....,b, €T, a € MNORD,
* o(T, Y1, Ym, 2) Popmyaa uz ckyia S, UL,

WaKo ga eadicu
(Vee M)(c=a < ¢(c,by,...,0m,)).

Taga je a € (OD(T))M.

Hoxka3: Ilomro monen M 3amoBosbaBa cBe ZF akcuome U3 ckyna X, U1l 1, OH 3a10BOJbaBa MHCTaH-
1y TeopeMe pedriekcuje, na nocToju opAauHan 3 Takas Ja moaen Vi pednekryje GpopMynty ¢ 1 a Baxu
o,a,by, ..., by, € V. Taga Baxu

MVeeVg)(c=a < o(c,b1,...,bm,q)),
onake ciequ 1a a € (OD(T))M. O

Kitaca OD(T) campsku cBe OpAyHasIe jep 32 CBAKM OPAMHAI (v M Ma KOjU opauHai 5 > a Baxu o € Vg,
kaou {c € Vz|c=a} = {a}.

4.2 HacuaeaHo opauHaJHO AeUHAOUIHHA CKYIIOBH

Kitaca HOD(T) ce medunmie kao kiaca cBux ckyrnosa a taksux ma tc({a}) € OD(T). Ememente
kinace HOD(T) 30BeMo Hacaegro opgunanio gepunadunnum ckyiiosuma 1o Ha napamerpe us kiace T.
Kitaca HOD(T) je najseha rpansurusna notkiaca og OD(T) u nedpunabuiina je nmpeko UCTUX mapaMerapa
kao kiaca T v 3a By Bake HCTe HATIOMEHE O CMamkbeky Opoja MoTpedHKX mapaMeTapa. V3 TpaH3UTHBHOCTH
kiace opmuHana © ORD C OD(T) crnepu na cBaku opausan npunana kiacu HOD(T). 3a ceako Baxu na
cy cienehn yCIioBY Cy eKBUBAJICHTHU:

« a € HOD(T),
* a € OD(T) utc(a) C OD(T),
* a € OD(T) utc(a) C HOD(T).

Teopema 70 3a ceaxu ipupogarn dpoj n eadcu ga je cregehe wwiephere itieopema imeopuje ZF: Axo je T
KAaca Koja cagpicu u cee iapameripe upexo Kojux je gegpurucana, onga cy cee ZF axcuome uz ckyita ¥, UIL,
cy 3agosomene y mpansuitiusrom kaacrom mogeny HOD(T). u knaca HOD(T) cagporcu cee opgunane.

Hoka3:
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Axcnoma npasHzor ckyna Ilojam npasHor ckyna je nedpuHadmiIaH Oe3 mapaMerapa 1 Hema ejieMeHara.
Akcnoma excrensnonannoctn Crenu u3 tpansurusHoctH kiace HOD(T).

Axcnoma nmapa Heka a,b € HOD(T) u neka cy T, u T}, konaunu nogckynoBu kiace T taksu na je
a € OD(T,) ub € OD(T}). Tama Baxu {a,b} € OD(T,UTy) utc({a,b}) = {a,b}Utc(a)Utc(b).

Axcuoma ynuje Ckyn |Ja je nednHaduiaH mpeko UCTHX mapaMerapa Kao M CKyH ¢ W IPUTOM BaXu
tc(Ua) C Ua.

Axcnoma naprururBHor ckyna Ckyn P(a) je nepuHaduiian mpeko UCTUX mapameTapa Kao CKYII @, JOK
je xkiraca HOD(T) nepunaduinna rpeko uctux mapamerapa kao kiaca T, ma je 3a a« € HOD(T) ckyn
(P(a))HOP(M) nepuuabuman mpeko mapameTapa Ipeko KOjux cy AeduHadHIHM cKym a 1 Knaca T.

Opatne u u3 npernoctaBke 1a je kiaca T gedpunadmiHa npeko mapamerapa u3 kiace T crienu ga
(P(a))HOP(M ¢ HOD(T).

Axcuoma deckonaunoctn Ckyn w npunaza kiacu HOD(T) kao opauHai.
Cxema akcuoma cenapamuje Hekacy a, b ..., b, € HOD(T), o € ORD u Hexa je

HOD(T) (

c={zxecaly z,a,b1,...,70)},

npu yeMy ¢ € X, UIl,. Heka je v opamHan 3a Koju Baxu a,b; ..., by, € V., u 3a xoju je
TPaH3UTUBHU MoJen V, anconyTan 3a (popmyny ¢. Tama Baxu

{reVylzea NV, Ep(x,bi,... .by,a)}=c

Ipema Tome, 3a B = 7y + w Baku
{teVi|t={zecV,|zcanV,Ep@bi,... bna)}t}={c,

Ta je CKYII ¢ NehHadMIIaH MpeKo mapaMeTapa Mpeko Kojux ¢y qepuHadwiHu a, by, . . . , by, 1 Ipeko
opanHana o, [ n . Opawie n us te(c) C tc(a) € HOD(T) cnenu na Baxu ¢ € HOD(T).

Cxema akcuoma 3amene Hexacy X, ¢y, ..., ¢, erementu kiace HOD(T), Heka je v opauHai 3a Koju
Baxu X, c1,...,¢, € V, mHeKa je o(x,y, 2,t1, ..., 1,) GopMyna u3 ckyma 3, U IT,,. Csakom
a € X MOXeMO NPUPYKUTH HajMarbi OpAKHAN Y(a) Takas oa Baxu y(a) = a u

(F)e(a,y, X, c1, ., em)) PP = (Fy € Vo) NHOD(T) "M (0, y, X c1, .., em)).
Heka je 6 = sup,x v(a). Taga3aY = V5 N HOD(T) Baxu
(Va € X)(((Fy)p(a,y, X, c1, - .- ,cm))HOD(T) = (y e Y)(pHOD(T) (a,y, X,c1,...,¢m))).

Heka je p opauHai koju je Behu 071 § U TaKaB Ja CBU MapaMeTPH MPeKo KOjux je neduHucaHa Kiaca
T npunagpajy ckymy V,,. Heka je S rpanwynn opausan Behu off (1, Koju pediekTyje nepuHUIHOHY
opmyny knace HOD(T). Taga Baxu

{z € Vy|z = Vs NHOD(T)} = {Y},

ozakJe ciean aa je Y € OD(T). U3 nedunnmje ckyna Y cnenu ga je Y € HOD(T), na ckyn Y/
npunana kiacu HOD(T). Tlpema Tome,Baku

HOD(T) ': (Vm € X)((Hy)gD(SU, y>Xa Clyeney Cm) = (Ey € Y)gD(.’E,y, Xa Cly.--y Cm))
OIIaTIIG M U3 3aJ0BOJbEHOCTU onFOBapajyhe HMHCTAaHIE CX€Ma aKCUOME cenapauI/Ije cjieau TpreI—be.

Axcuoma peryiaaprHoctu Crenu u3 tpausurusHocti Mogena HOD(T).
0
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I'nasa 5

dopcuHr

5.1 OcHoOBHHI IO jMOBH

Heka je P = (P, <) desaimiomuuno iapyujano ypefjerse, TO jecT NapiujanHo ypeheme y KoMe Baxu
cneznehn yciioB 0e3aTOMIUYHOCTH

(Vpe P)(3q,r <p)-(FteP)t<qgAnt<r).

Enemenre ckyna P hemo 3Batu ycaosuma, npu yeMy hemo pehu z1a je yciioB p jauu og ycaosa q ako je
p < ¢. 3a yciose p u ¢ hiemo pehu fa ¢y catracHu Win kKoMaQiudUAHY y O3HAIM P||q aKO TMOCTOJHU YCIIOB
7 TaKaB Ja BAXU 7 < pHU T < ¢. Y CYIPOTHOM 32 YCJIOBE P U ¢ KAXKEMO JIa CY HeKOMEATUUOUAHY Y O3HAIIN
plq. 3ackyn F' C P hemo pehu na je gpuaitiep ako Baxu

(Vp,qe F)3re F)(r<pAr<gq), (VpeF)VqeP)p<q=qckF).

Cayia MOeMO JaTH MHTEPIIPETALMjy MT0jMOBA jadyer yCJIoBa, KOMIIATUOMIIHHX YCJIOBA M HEKOMITATHOWII-
Hux ycnoBa. Heka je F' o3Haka 3a mpousBosbaH ¢uitep. Tana 3a mpou3Bo/bHE YCIOBE P U ¢ BAKHU

p<q & (VF)(peF = qekF).

Cwmep = crenu qupekTHO U3 Aedununmje puarepa. CMep <= ce JoKasyje Tako 1To ce 3a ¢uarep F'
nzadepe cKyn cBUX r € P takBux ga Baxu p < r. [Jakne, mmmumkammja p € F' = ¢ € F je y ommrem
cllydajy TadyHa akko je p < ¢. Takole, 3a Ma Koje yc/IOBE p U ¢ BaXH

pllg < @F)(peF ANqeF).

CwMmep <= aupeKTHO cieau u3 aedpununmje puiarepa. Cmep = ce Jokasyje Tako mTo ce 3a 1 € P TakBo
JaBaxu r < pur < quzadepe na ¢puiarep F' dyne CKyn CBHUX YCJIOBA S TAaKBUX J1a Baxu r < §. [pyrum
peunMa, YCJIOBH P U ¢ Cy CalllaCHU aKKo cy YCIoBH p € F'u ¢ € F' caracau. To ce Moke U3pa3uTH U Ha
ciienehu HaunH:

plg & —@EF)(peF ANqgelF),

OJJHOCHO YCJIOBU D M ¢ Cy HEKOMIIATUOWIHM aKKO Cy YCIOBU p € F'u ¢ € F' y3ajaMHO NPOTHBPEYHH. 3a
ckyn I C P hemo pehu n1a je nekomiaiiudbunan ako Baxu

(Vp,q e I)(p # q = pLq).

ITpBeHcTBEeHO heMO KOPUCTUTH MHKJIY3HjCKM MaKCUMaJIHE HEKOMIIATUOWITHE CKYTOBe, Koje hemo kpahe
3BATH MAKCUMAAHUM Hekomiamiudunnum ckyiioguma. Ilomohy LlopHOBe 1eme ce jeJHOCTAaBHO JI0Ka3syje aa
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ce CBaKM HEKOMITATHOMJIAH CKYI MOXe JNOIYHHTH JO MaKCHMAJIHOI HEeKOMIIATHOMJIHOT CKyma. 3a CKyI
D C P hemo pehu na je fyciti ako Baxu

(Vp € P)(3¢g € D)g < p.
3ackyn D C P hemo pehn na je iyciti ucitog p ako Baxu
(Vge P)(g<p = (FreD)r<q).
3a ma koju ckyn D C P cieaehu yclioBU Cy €eKBUBAJICHTHU:
* Ckyn D je rycr.
* 3a cBaKM yCJIOB p BaXH J1a je cKym D ryct UCHOA p.
* 3ackyn D’ cBuX ycioBa p TaKBHX [a je CKyr D rycr ucnop p Baxu 1a je ckyn D’ rycr.

* 3a cBakM MakcHMataH HekommaTuowitaH ckyn I C P Baxu 5a noctoje p € D u q € I takBu na
BaXH P < q.

Takohe, 3a Ma koju ycioB p 1 Ma koje D C P cnenehu ycioBu Cy eKBUBAJICHTHH:
* Ckyn D je ryct ucrnof p.

* 3acBako ¢ < p BakH Ja je ckyn D rycr ucnop gq.

e Ckyn {q € D|q < p} jerycr ucnon p.

e Ckyn DU {q € P|plgq} jerycr.

e Ckyn {qg€ Plg<p}U{qe P|pLlq} jerycr.

Jedunummmo xujepapxujy (V.)orp u kiacy VE na cienehn nahun:

[e3%

Vi =0, VE,=PPxVD),

vE = U V', mae je o SecKOHauaH rpaHiTIHM OPMHAT,
B<a

ve=J v
a€ORD

Knacy VP 30Bemo kaacom umena, a wene enemente umenuma. Crefiehu yciaoBd cy eKBUBATEHTHH:

* Ckym o je nme.

» Cpaku eJleMeHT CKyHa o je ypeheH map umja je mpBa KOMIOHEHTa YCJIOB, a Ipyra ume.

CBaKoM CKyIly a TIPHIPYKYJEMO HErOBO KAHOHCKO UMe 'y O3HALM G Ha cilefiehn HauuH:
a=Px{t|ze€a}={{puz)|zecal.

Tox kanonckum umerom gpunitiepa noapasymesamo ume {(p, p) | p € P} u 3a mwera hemMo KOpUCTUTH

osHaky I'. TIputom Tios1 pariom umena oy o3Hamu k(o) MOAPa3syMeBaMo HajMari OPIAMHAN (v TAKAB Jia
Baxu o € V.. Ounrnenno, us o € VP u (p, 7) € o cnenu ma axu 7 € VI u k() < mk(o).
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5.2 ®opcuHT pamMpene

Heka je M npousBosbaH mpedpojuB TpaH3UTUBAH MO ofropapajyher koHauHOT (pparMeHTa Teopuje
ZFC u Heka je P = (P, <) de3aromuuHo napimjaiHo ypehemwe takso ga P € M.

3a purrep G hemo pehn na je M -ienepuuxu, v kKpahe reHepudKH, ako 3a CBaKM IycT ckyn D Baku
D e M = GN D # (). lokaxkuMo jia 32 CBaKH yCJIOB p MOCTOjU TeHepuuku (urep G Takas na p € G.

TMomro je mogen M npedpojus, Moxkemo nzadpati Hu3 (D, ), e, CBEX IYCTHX CKYIOBa KOjH MIPHIIALa]y
mogeny M. Heka je g = p M gn+1 HEKH YCJIOB KOjU je MamM Of p U Koju npumnaja ckyny D,,. Takas
u3dop je moryh 3ato mrro je ckyn D,, ryct. Ounrienso, Hu3 (¢, )new j€ MOHOTOHO Hepactyhu. Heka je

G={reP|(@necwr<p}

U3 gy = p cnean qp < p, a camuM TM U p € G. Taxobe, 3a cBako n € w 300r ¢, < g, BaXu ¢, € G
acaMuM TMM U q,, € G N D,,, opake ciemm ga je G N D, # ().

Hokaxumo na je G ¢punrep. Heka cy 71 u 72 Ma Koju ycnosu uz G. U3zadepumo nq u ng U3 w 3a
KOje BaKH ¢, < 71 U ¢, < 72. Tagma3a m = max{ni,no} Baxu /\?zl(qm < gn, < T;), OHOCHO
Gm < T1,T2, IPU YEMY BaXH ¢, € G. Heka je r € G Ipou3BOJBHO 1 HeKa je s OMJIO KOjH YCIIOB 32 KOjH
Baku r < s. Mzabepumo n € w 3a Koje Baxu ¢, < 7. Taga Baxu ¢, < r < S, a CaMUM THM U ¢, < S,
OJIaKJIe CJIe/iu Ja Baxku s € G.

Hexka je G duno koju renepuuku unrep, p Ouio koju enement dpunrepa G u D nojackyn ckyna P
Koju je ryct ucnon p. Jlokakumo na taga Baxu G N D # (). Ckyn D' = DU {q € P|qlp} jerycru
npunaga Mogeay M, na nocroju veko g € GN D'. Uz p, ¢ € G cineau 1a He Moxke dutn plg, ma g € D.

Hokaxumo na 3a Ma koju unrep G Baxu ga je ckyn D = P\ G rycr. Heka je p 6uio koju ycJios.
W3 npetmocTaBke 0 O€3aTOMUYHOCTH MapirjaaHor ypehewa P cieau aa moctoje yCjaoBy ¢, @2 < p TaKBU
Jia BaXu q1 g2, OfaKie ciem 1a He MOry 0da ycjioBa ¢ M g2 na Oyay y ¢unrepy G, a dapem jemaH of
BUX MpUmajaa ckyny D ofakJje cieau aa je ckyn D rycr.

Heka je G renepuuku punrep. Jokaxumo na G ¢ M. V cynporaom 6u ckyn D = P\ G takobe
npumnaznao ckyn M, ma mourro je ckyr D mpurtom ryct, Bakuio ou G N D # (), miro npotuBpeyn usdopy
ckyna D.

Ckyn (VP)M hemo kpahe odenexasatu ca M ¥, Takohe, 3a npoussoman opaunan o € M hemo
ckyn (VE) kpahe odenexaparu ca ML . 3a npoussoman renepuuku puirep G nebunumemo GpyHKImjy
intg : M P 4 V Ha cnegehu Haun:

intg(o) = {intg(7) | (Ip € G)(p, ) € 7 }.

Ckyn intg (o) 30BeMo unitiepipeiiayujom umena o ipu gpuaiiiepy G, OIHOCHO UHTEPIIPETALIMjOM UMEHA
o Kajia je jacHo o koM ce purepy pamu. Takohe, ymecro intg (o) Takohe nuremo o¢.

3a ma koje a € M Baxwu intg(d) = a, kao u int¢(I') = G. Opawe ciepu na 3a ckyn M[G] =
intM*] Baxu M C M[G]n G € M[G]\ M. Jokaxunmo aa je ckyn M[G] tpansurusan. Heka a € b
ub € M[G]. Npema peduanmmju ckyna M [G] moctoju ume Koje ce MHTeprpeTupa Kao ckyn b. Hbera
yoduuajeHo odelekaBaMo ca b. Uz nedpyHUIMje UHTepIpeTalyje U a € be cnemn ma nocroje p € G u
o € M¥ rtakeu na (p, o) € bu og = a, opakne ciemu ja a € M[G).

Tpanzurusau Mogen M [(G] 30BeMo fenepuukom excitien3ijom Wi leHepUUKUM DAuUpersem Win opcunt
eKcitien3ujom i ghopcuni pawuperoem monena M.

Teopema 71 Heka je M iipedpojus wipanzuitiusan mogen jezuxa Lzgc Koju 3agososeasa ogpeheny imieopemy
iwieopuje ZF. Hexa cy Py = (P, <1) u Py = (Pa, <2) besamionuuna iapyujanna ypeheroa koja ipuiiagajy
mogeny M. Hexa je D1 € M iyciti ckyit y ypeheroy P1u Dy € M tyciti ckyit y ypeheroy Po u nexa je f € M
oujexuuja cxyita Dy na ckyii Do iakea ga 3a ma koje a,b € Dy eancu f(a) <2 f(b) & a <1 b. Taga 3a
ceaxom P -tenepuuxom punitiepy G1 nag M moocemo iapugpyscuiiiv Po-tenepuuru punitiep Go nag M na
caegehu nawun: Go = {q € P2 | (3p € G1 N D1) f(p) <2 q}. Hpuition éancu M[G1] = M|[G3).
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Hoxka3: Tlpernocrasumo 1a je ¢ € Go u ¢ € Py, ipu yemy Baxu ¢’ <o ¢, Mzabepumo p € G1 N Dy
takaB 1a Baxku f(p) <o ¢'. Taja U3 TpaH3UTUBHOCTH MOpeTKa <o creau Aa Baxu f(p) <2 ¢”, a camum
mm u ¢’ € Gs.

Hexka cy cana ¢' v ¢”” nmponsBosbHu eemenTr ckyna Go. Mzadepumo enemenre p’ u p” 3 ckyma G1 N Dy
takBe a Baku f(p') <o ¢’ u f(p”) <2 ¢”. Heka je r € G; takBo jma Baku r <1 p’,p” u Heka je
p € G1 N Dy 1aKBO 12 je p < r. V3 TpaH3UTUBHOCTH penaiuje < ciemu ga Baxu p < p’,p”, a camum
mum 1 f(p) <2 f(p'), f(p"), a camum TiM 1

fp) <2 f() <d, flp) <2 f") <q".

U3 pedpriekcuBHOCTH penanje <o ciemu aa f(p) € Ga. Ilpema tome, Go je durep ypebema Ps.
Jokaxumo na je redepuuku. [IpernocraBumo na je D' € M ckyn koju je rycty ypehemwy Pa U IOKOKHUMO
na je Go N D" = (). Heka je

D={peDi|(3qgeD")f(p) <q}

OuurnenHo, D € M. Jokaxumo ga je ckyn D ryct y ypebewy P;. Heka je r € P, npou3BoJbHO.
Heka je s € D; TakBo ja Baxu s <1 r. M3abepumo g € D" takBo na Baku q <2 f(s). Heka je t € Do
TaKBo 1a Baku t <o g M Heka je p = f~1(t). Tama Baxu f(p) = t <o q <2 f(s), omakye cnemu 1a je
p<ysupaBakup € D.

Heka je p € G1 N D npoussossHo. Tana je p € G N Dy u MmoxeMo ogadpartu Heko ¢ € D’ takBo ja
Baxu f(p) < ¢, ofakie cieau f1a Baxu g € Ga, a camuM tuM u ¢ € G5 N D", na je punrep G2 ypehetva
‘P renepuuku Hag M.

U3 nepunnnmje ckyna G ciequ ga je Go € M[G1]. Opatne u u3 nedunnnmje ckyna M [Go] cieau na
je M[G3] € M[G4]. da ducmo nokasany odpHyTY MHKIIY3Hjy, JOBOJBHO je fokasatu aa je G1 € M[Gs).
Heka je G = {p € P1|(3q € G2N D3)f~1(q) <1 p}. Ouurnenno G € M|[G2]. Jokaxumo ja Baxu
G, =G.

IpernocraBumo ga p € G1. Towrro je ckyn D rycr y ypehewy P u D1 € M, moxkemo opadpatu
Heko r € G N Dy TakBo naBaxu r <1 p. 3aq = f(r)Baku g € GoN Do f~1(q) <y p,map € G.

TpernocraBumo cajia ia p € G. Wzadepumo q € Gy N Dy TakBo jaa Baku f~(q) <; p. Ipema
nedunnnmju ckyna Go, MoxeMo ofgadparu Heko r € (G; N D; takBo ga Baxu f(r) <2 q. Isr € G1n
r<i f7Yq) <t penempmap € Gy O

5.3 ®opcuHr peJjanuja
Hedunummmo penauunjy R(p, o, 7,t), tie je p ycios, o u T umena u t € {0, 1,2} Ha cnepehu HauuH:
R(p,0,7,0) < cxyn{r <p|(¥(s,m) €0)(r<s= R(r,w, 7,2))} jerycrucron p,
R(p70.77-7 1) @ R(p70.77-7 O) /\ R(p77-’ 0-70)7
R(p,o0,7,2) < ckyn{r <p|(3(s,m) e7)(r <s A R(r,o,m,1))} jerycr ucron p.

OBa pekyp3uBHa Jie(pUHHIM]A Ce U3BOIM [0 JOOPO 3aCHOBAHO] peJiallijy Hajl Topkama (p, o, T, t), Tie
ce nopebherbe BpIIK y JleKcuKorpa)ckoM mopeTky Hajipe mo max{rnk(c ), {rnk(7)}, 3atum no rnk (o), na
no rnk(7) u Ha kpajy mo t. ITapamerap p He yuecTByje y nopehery. OBa penaiyja je O4MIieHo JoOpo
3aCHOBaHa.

Teopema 72 3a ma xoje p € P, ma koje 0,7 € VI u ma xoje t € {0,1,2} sagncu ga cy cregehu ycaosu
CKBUBANCHIIHU:

* R(p,0,7,t).
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* (Vg <p)R(q,0,7,1).

o Crxyii ceux 1 imaxeux ga eaxcu R(r,o,T,1) je iyciti uciiog p.

oka3: Axo jet # 1, onnma TBpherse ciiequ u3 unmbeHune aa je R(p, o, 7,t) nepuHucaHo Kao Mckas ja
je Hekm noackyn of, P ryct ucnon p. Ciy4aj ¢t = 1 ce cBoau Ha ciydaj ¢ = 0. [J

Teopema 73 Hexa je M iipeSpojus whipan3uitiugarn mogen Koju 3agoeossasd iogecan KOHaUaH (paimenii
ineopuje ZFC, P = (P, <) bezaitiomuuno iapyujarno ypeheroe imareo ga éaxcu L € M. Taga 3a ma koje
0,7 € MP u ma xoju tenepuuxu dunisiep easxcu

*0¢C1¢ < (Ipe G)M E R(p,o,7,0).
coc=17¢ & (IeGMER(p,o,T1,1).
co0g€T¢ & (IpeG)M ER(p,o,T,2).
Jlokaz: 3amakojeo,7 € MT ut € {0,1,2} Baxu a je ckyn
D(o,7,t)={p€ P|M E R(p,0,7,1)} U{p € P|(Vqg < p)M E~R(q,0,7,t)}

rycr, ma noctoju p € G takso ga Baxu M E R(p, o, 7,t) wm (Vg < p)M E —R(q, 0, 7,t). [Ipema Tome,
penawyjy (Ip € G)M E R(p, o, T, t) MOKEMO IOKa3MBATH JOBONEHEM MPETIIOCTABKE

peG AN Vg<pM E-R(q,0,7,1) (5.1

JI0 IPOTUBPEYHOCTH. [JoKa3 U3BOOAMMO MHIYKLIMJOM IO 0, T ¥ ¢ TI0 100pO 3aCHOBAHO] pesaluju kopuiihe-
HOj y nedpmHUIMjH penanyje K.

Cayuaj o C 7 = : IlpernocraBUMO Ja BaXH U (6.1) 3a t = 0 u usBegUMO nporuBpevyHoct. Tana 3a
cBako ¢ < prnocroju ¢’ < g TakBo ga 3a cBako r < ¢’ Baxu ~(V(s, w) € o)(r < s = R(r,m,7,2)).
JIpyrum peunma, CKyIn cBux ¢’ € P TakBHX 12 BaXH

(Vr < ¢Y3(s,m) €eo)(r<s AN ME-R(r,7,7,2)) (5.2)

je rycr ucnop p na nocroju ¢ € G TakBo Jia Baku (@), OJIHOCHO

ME @ <r)(W" <YV, n') e T)=(r" < s A R(r",m, 7', 1))),
OJIHOCHO

(Vr < ¢")(Fs,m) € o)(r < sA

G <)V <YV Ty e T)=(r" < A M E R, w7, 1)),
OJIHOCHO

(vVr < g3 <r)3(s,m) €0)(r < sA

(vr" <YW,y e )= (r” < A M E R, m 7', 1))).
Homwrouws v’ <rur < ¢ cnemur’ < ¢, Baxku

(Vr < g3 <r)3(s,m) €)' < sA

(" <YW 7y e )= (r" < A M E R, m 7', 1))).
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JIpyrum peunma, CKyI CBUX 7/ TAKBHX [a BaXH
(FHs,m)yea)(r' <sn (W' <)V, 7))y er)-(r" < A MER®E 7,7, 1)))
je rycr ucnon ¢’, ma nocroje ' € G u (s, 7) € o TaKBU 1 BaXU
r<s AW <)V Ty e )= <A M ER(r, w7 1)), (5.3)

acamuM TuM 1 s € G u T € T¢. Oname cem 1a 3a Heko (s, ') € 7 Baku s' € Gung = 7.
Ipema MHIYKTUBHO]j MPETIOCTABIH, NocToju t € G TakBo na Baxu M E R(t,m,7’,1). Heka je
r” € G rtakBo ma Baxu r” < /) s' t. Tamasaxu '’ < ' u M E R(r",m,7',1), wro je y

CYIPOTHOCTH ca E3).

Cayuaj o C 7¢ <: Heka je p € G takBo ga Baxu M E R(p,0,7,0) u Heka je a € o¢. Taga nocroju
(s,7) € o TakBo ja Baxu s € G v a = 7. [Ipema nedpuHnImMjK penanmje R, CKyI CBUX 1 TAKBUX
1 BaXK

(V(s',n")y € 0)(r <s'= M E R(r,n’,0,2)) (5.4

j€ TYCT MCTIOJ P, TIa IIOCTO ju HeKO 7 € (7 TaKBO J1a BAXKU (X)) [Tputom je r Morao Outu o1adpaH Tako
na Baxu r < s. Taga Baku M | R(t, 7, 0,2), na 1o MHAYKTHBHO] MPETIOCTABLY BAXU TG € Tq, 4
caMMM TUM U @ € T, YUMe je JOKa3aHo Ja Baxu og C 74.

Cayuaj oc = 7¢ =: Heka je o¢ = 7¢. Tama Baxu og C 7¢ u 7¢ C 0. Ilpema UHIYKTHBHO]
HPETIIOCTABIIH, TI0CTOje P1, P2 € G Takeu na Baxu M E R(p1,0,7,0) u M = R(ps, 7,0,0). Heka
je p € G TakBo ga Baxu p < p1, pe. Taga Baxku M E R(p,o,7,1).

Cayuaj o = 7¢ <: Heka je p € G takBo na Baxu M E R(p,o,7,1). Tana Baxu M E R(p,o,7,0)
u M E R(p,o,7,0). Ha OCHOBY MHIyKTUBHE IIPETIIOCTABKE BAXHU 0 = Tg U T C 0, OlaKIe
cley 1a je og = TG-

Cayuaj o¢ € 7¢ =: Hexka je o € 7¢. Tama nocroju (s, m) € 7 TakaB ja Baxu s € G u og = 7g.
Ha ocHOBy uHyKTHBHE mpeTrnoctaBke nocroju ¢ € G takso jaa Baxu M E R(q,0,7,1). Heka je

p € G TakBo na Baxu p < ¢, s. Tana Baxu M | R(p,o,m,1).

Cayuaj o € 7¢ < IpernocraBumo jga Baxu p € Gu M E R(p,o,7,2). Taga je ckyn cBux r € P
TAKBMX 14 BakKU

3(s,m)yer)(r <s A R(r,o,m, 1))
rycT ucnop p, na nocroje r € G u (s,m) € 7 takBu ga Baxu r < su M [ R(r,o,7m,1). Tana
Baxu s € (G, a caMuM TUM U T € T¢. IIpeMa UHAYKTMBHO] IIPETIIOCTABLM BAXW 0G = TG, OlAKIE
cleny 1a je oG € Ta-

O

Teopema 74 3a ma koje o, 7 € MT u ma xoju ycaoe p sasicu
* M E R(p,0,T,0) axxo 3a céaxu tenepuuru dunitiep G ¢axncu p € G = og C 1¢.
* M E R(p,0,7,1) axxo 3a céaxu tenepuuru gpunitiep G éancu p € G = og = 1.

* M E R(p,0,T,2) akko 3a ceaxu ternepuuku gpunitiep G éaxcup € G = o € 1¢.
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Jloka3: V cBa Tpu cllydaja cMep clieBa yziecHo ciiemm u3 Teopeme 73. okazahemo o6puyT cMep. OSpHYT
cMep hemo J0Ka3MBaTH 10Ka3MBameM KouTparnosuumje. IIpema teopemu (2 us M = —~R(p, o, 7,t) cieam
Ja TIOCTOjU g < p TaKBO [a 3a cBako 1 < g Baxu M E —R(r, o, 7,t). Heka je G renepuuku puitep Takan
mar € G. Taga p € G u tBpheme cremm u3 Teopeme [73. O

Hapame hemo ymecro R(p,o,7,1) nucatu p I-p o = 7, ogHocHo p |+ o = 7, mok hemo ymecro
R(p,0,7,2) mucatu p IFp o € 7, omHocuo p I+ 0 € 7.

Kiacny penauyjy p lbp ¢(o1,...,04), the je ©(x1,...,24) dopmyna jesuka Lzrc utne p € P,
01,...,04 € VP nedunnmemo uumykiujom 1o cioxkenoctu gpopmyJie Ha cienehy Haums:

* plkp 0 = 7 ako Baxu R(p,o,T,1).

* plkp o € 7 ako Baxku R(p, 0,1, 2).

* plbp —(oq,...,04) ako Baxu (Vg < p)p W¥p w(o1,...,04).

e pltp (Y1(o1, ... 04) AN1(01,...,04)) ako p lbp 1 (01, ..., 04) uplbp a(or,...,04).
e plbp (V2)0(x,01,...,04) ako 3a ceako ™ € VI Baku p Ibp (7, 01,...,04).

Camy penaujy p I-p ¢ 30BeMo ¢hopcuni perayujom. PopcuHr penanyja je KiacHa penauuja nedu-
HHCaHa Y OfHOCY Ha Jaty ¢opmyiy . Ia OucMmo je 3a gato n IeduHHUCAIN Y OAHOCY Ha cBe (popmyIie
u3 ckyna X, (Lzrc) U I, (Lzpc), HEOMXOIHO je TpeTUpaTH orpaHudeHe KBaHTH(pHUKATOpe Y JepuHHUIM]U
(opcuHr penanyje nocedHo, a He Kao nocedaH ciyvyaj HEOrpaHMUEHUX KBaHTU(UKATOpa. Y TOM CMUCIY,

yBomumo cienehy nepunnnmjy: p l-p (Vo € o01)0(x,01,...,04) Baku ako 3a cBe {q,0) € o1 U CBe
r <p,qBaxurlbp 0(c,01,...,04).

[MpumeTnMo f1a u3 aeuHULMje (POPCUHT pesiatpje ey Aa 3a Ma Kojy hopmyny ©(21, .. ., Z4), 1 Ma
Koje 01,...,04 € VI Baxu

plfp —p(o1,...,00) = (Fg<pqlrp plor,...,04),
OfIaKJIE CJIEMIH JIa BaKK
(Vp € P)(3q <p)(qlFp ¢(o1,...,0a) V qlFp ~p(o1,...,04)).
3a yCJIoB p KaxeMo aa ogayuyje uckas p(o1, . . ., 04) aKO BaKU
plkp o(o1,...,04) V plkp —p(o1,...,04).

[Tpema npeTxoaHOM, 3a CBAKM MCKa3 BaXKM J1a je CKYII yCJIoBa KOjU ra ojutydyjy rycr. CaMum THM, 3a
CBaKM MCKa3 BAXH J]a CBAKHM T'eHepHIKU (DUIITEP CaIpKU HEKU YCIIOB KOjH OTydyje Taj ucka3. HaBenumo
BaXkKHa CBOjCTBa (DOPCHHT pearje.

Teopema 75 3a ceaxu iipupogan 6pojn cregehe iwiepherve iwieopema: Hexa je (x4, . . ., x4) ma koja ¢pop-

myna uz ckyiia X, (Lzrc) UL, (Lzrc), P = (P, <) ma koje desaimiomuuno iapuyujanrio ypeheroe, p ma Koju
YCAO06 U HEKA CY 1, . . . , Tq lpoussomna umena. Taga cy caegehu ycaoeu exeusaneHivinu:

plkp (o1, ...,04), (5.5)
(Vg <p)glFp @(o1,...,04), (5.6)

(Vg <p)(Fr < @rlkp p(o1, ..., 0a). (5.7)
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Hdoka3: [IoBOJBHO je JoKa3aTH UMIUTHKALMje E39=EF.0 n EH=E3) Jjep je uMIUIMKaIuja E.8)=E7)
tpuBnjanHa. Ciydaj Kaza je GpopMyia o aToMcKa ce CBOIM Ha Teopemy [72.

Pasmorpumo ciyuaj kana je ¢ popmyna —)(xq, ..., xq). AMumkanuja (6.3)=(.6) creu us nedu-
HuLMje (POPCHUHT pelialifje U TPAaH3UTUBHOCTH pesalyje <.

[IpernocraBuMo fa Baxu (@) ¥ Ja He BaXXn (E) 1 U3BEAUMO NIPOTUBPEYHOCT. [lomTo He Baxu (E),
HOCTOjHM HEKO ¢ < P TakKBO 1a Baxw ¢ l-p (o1, ..., 04). Ha ocHOBY () MOCTOjU 7 < ¢ TaKBO JIa BaXH
rlkp (o1, ..,04), Onakie ciequ aa 3dor r < r Baxu r |fp —)(oy,...,04), WTO je y CYNPOTHOCTH
ca uckazoM r l-p (o1, ..., 04), KOjH je nocneania MHAyKTUBHE TIPETIIOCTABKE U 1" < ¢.

Pasmotpumo cafa ciyuaj ma je ¢ dopmyna ¢y (o1, ..., 04) A e(x1, ..., xq). Axo Baxu (5.3), onna
BaXH U /\?:1 plkp ¥;(o1, ..., 04), A IO UHIYKTUBHO] IPETIOCTABIIM BaXu

(Vg <p)plkp ¥i(o1,...,0q), (Vg <p)plkp ha(oi,...,0q),

a caMHUM THUM U
(Vg < p)((plFp Y1(o1,...,04)) A (plrp Yi(o1,. .. ,04)))s
OJIHOCHO (E). [IpernocraBuMo cajia 1a Baxu (m). Tapa Baxu
Mg <p)@r < @rlkp vi(o1,...,00), Mg<p)3r < q)rlkp o(or,...,04).
OpaTtie v U3 MHAYKTUBHE MIPETIIOCTaBKE CIIEAH JIa BaXU
plFp 7/11(017--~,0d)a plp ¢2(01a .. -,Ud)7

a cavum tum 1 (5.3). Pasmorpumo cana ciyuaj aa je ¢ dopmyna (Va € 1) (x, x4, . . ., xq). Tperno-
CTaBUMO J1a BaXK (@), OJIHOCHO

(V(g,0) € 01)(Vr < p,q)r Ibp Y(0,01,...,0a).
I3 TpaH3UTHBHOCTH pefalyje < CJeIu Ja BaXu
(Vp' <p)(V{gq,0) € o1)(Vr <P, q)r Ibp Y(0,01,...,04),
OJIHOCHO (@). IIpernocraBuMoO Ja Baxu (@), OJIHOCHO

(Vp, < p)(;'p” < p) (V<Qa 0> € O—l)(vr < p/la Q)T IF'P ’l/)(CT, O1y--- ’Ud)'

Heka cy (q,0) € o1 ur < p,q npousBosbhu. JJokakumo aa Baxu r lkp ¢(o,01,...,04). Y cynpor-
HOM, nioctoju p’ < r TakBO Jia 3a cBako s < p’ Baxu s fp ¢ (0,01, ...,04) Uzadepumo p’" < p’ tako na
BaXH

(VS < p/lvq)s “_'P Z/J(U» 0150y Ud)'

Mebyrum, To HEje Moryhe jep omarie ciean na ycnoB p’’ uctu uckas u ¢opcupa u He hopcupa, miTo
je mporuBpeuHocT. [Ipema Tome, Baku E.3).

KoHauno, pasmotpumo cityuaj kaga je ¢ dopmyna (Vr)(x, xq,. .., 24). [IpeTnoctaBuMo 1a Baxu
(5.3). Heka cy 7 € VP u ¢ < npoussossun. Taga Baku p l-p h(m,01,. .., 04), Ha NpeMa MHAYKTHBHO]
npernocTaBiy Baxku g lbp (w01, ..., 04). Onatie cienu a Baxu (5.9).

[IpernocraBuMo caa Aa Baxu (m), OJIHOCHO
(Mg <p)(3r < q)(Vr € Vp)r lFp p(m,01,...,04).

Heka je 7 € VP npoussomno. Tana Baxu (Vg < p)(3r < q)r Ibp (m,01,...,04), 1a Ha OCHOBY
MHIyKTUBHE [PETNOCTaBke Baxku p |kp (m, o1,. .., 04). Ilpema ToMe, Baxu (E). O
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Teopema 76 (Popcuni tieopema) 3a ceaku ipupogar dpoj n hocitioju upupogar Opoj k twaxae ga je:
Heka je M ipebpojue wipanzuitiusarn mogen jesuxa Lzrc Koju 3agosomwasa cée ZFC axcuome uz cxkyia
Yk (Lzrc) Uk (Lzrc). Taga 3a ma kojy popmyny (x1, ..., xq) us ckyia X (Lzrc) U I, (Lzpc) u ma
Koje o1, ...,0q € MY easxcu caegehe:

* 3a ma koju tenepuuku gpunitiep G eaicu
MIG] E p(intg(01), ... ,intg(0q)) axko (Ip € G)M Eplkp o(o1,...,04).
e M Eplkp p(o1,...,04) axko 3a céaxu fenepuuru uaitiep G eaxcu

peG = MI[G]E glintg(or),...,intg(cq)).

Hoxka3: Heka je n naro. M3adepumo TOBOJBHO BEJIMKO K J1a y3 HaBeieHe peTHocTaBke o Moaeny M mMonen
M 3anoBosbaBa TeopeMy [73, kopekTHOCT KopumheHux nedMHUIA y BE3U ca XHjepapxujoM hopMya u
KJIACHOM peJIallijoM 3a/I0BOJbEIba, KA0 M JIpyre akcuome koje hemo oBze kopuctuty. [lokas ce M3BOAn
HajIpe UHAYKIH]OM IO 7, a IOTOM 10 cioxkeHocTH ¢opmyte. [Iputom dopmyny u3 uc Takobe, J0BOBHO
j€ IoKazaTu cMep = 3a 00a Jiesia TBphemba.

Cnyuaj kaja je o aToMcka popmya cieam u3 Teopema [73 u [74. Pasmorpumo ciyuaj kana je ¢ Heraumja

dopmyne (o1, ..., 04). [IpeTIOCTABUMO fia BaKH

MIG] E p(intg(o1), . . ., intg(0q)). (5.3
¥ 13abeprMOo YCIIOB p KOjU ca CTaHoBuIITa Mofena M omtydyje uckasz ¢ (o1, . ..,04). Y TOM cliydajy Baku
M Eplep (o1, ...,04), jep o1y cynmpoTHOM 10 MHAYKTHBHO] MPeTHOCTaBIM Bakuia Heraimja of1 (5.§).

[Ipema ToMe, Ha OCHOBY AeUHUIIM]E OATYUHBaba UCKa3a BaKU
M Eplkp p(o1,...,04). (5.9)

Ipernocrasumo na Baxu (5.9) n na je G npoussoman renepuuxy purrep Takas 1a p € G. Tajga Baku
(6.8) jep 6u y cynpoTHOM 1O MHIYKTMBHO] MPETHOCTABIM TIOCTOjallo ¢ € G TaKBO /1 Baku

M ':q“—p 1/}(0'1,...,001),

nadusar € G TakBo Ja je r < p, ¢ BOXWIO a ca CTAaHOBHIITA Mojena M yclioB 1 (popcupa UCKa3 U BeroBy
Herauujy, IITo IpOTHBpeYH JepHHUIMjU (hopcrparba Heranyje uckasa u pedpJIeKCHBHOCTH pefalyje <.

Pa3morpumo cafa cinydaj kaga je ¢ KoHjyHkumja opmyna ¢q (o1, ..., 04) U 2(01,...,04). Hper-
nocrapumo na Baxu (5.8). TIpema MHAYKTUBHO] MPETIOCTABIIM, TIOCTOjE YCIIOBH 1, P2 € G TAKBH J1a BakK
/\?:1 M Ep; Fp ¥i(01,...,04). 3ap € G 1akBo aa je p < p1,p2 Baku (5.9).

Ipernocrasumo na saxu (5.9) u na je G mpoussosban renepuuxu duarep Takas aa p € G. Taga Baxu
/\?:1 M k= plkp (o1, ..., 04), na 0 uHAyKTHBHO] TIpeTriocTapim Baku 1 (5.8).

Pasmotpumo caza ciyvaj kajga je ¢ dopmyna (Vo € xq)Y(z, z1,...,x4). [IpeTnocraBumo aa Baxu
(6.8) n uzabepumo ycnos p € G koju ca cTanosuiITa Moaena M omTydyje HcKa3 o(o1,...,04). lpermno-
craBumo na Baxu M E p lkp —p(0oy, . .., 04) nu3Beaumo nporuspeyroct. [Ipema pedpunuimju popcusr
penauuje, Baxu (Vg < p)M E qlfp (Vo € 01)y(x,01,...,04), OTHOCHO

(Vg <p)(3(r,m) € 01)(Fs < ¢,r)M E s Wfp Y(m,01,...,0a). (5.10)
[IpernocraBumo Aa Baxu

Q<p> <T57T>6017 S<Q7T7 MFS‘%P¢(7T,O’],...7U¢1).
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Tana mocroju s’ < s takeo fa Baxu (Vi < ' )M E t Ifp ¢(m,01,...,04). 300r TpaH3UTUBHOCTH
penanmje < Baxku s’ < g, r, OJAKIIE 3aK/by9yjEMO Ja BaXH

(35 < Q7T)M '=S|V'P ZZJ(?T,(Tl,...,O'd) = (35 < (J77")(W< S)M |=tly73 w(ﬂao—la"'ao—d)'
Omnatie u u3 () CIIEON Ja BaXu

(Vg < p)3(r,m) € 01)(3s < q,7)(Vt < s)M EtWfp (7, 01,...,04),

OJIHOCHO
Mg <p)Fs <) 3rym) €or)(s<r ANVt )M EtWp (m,01,...,04)).

Hekacy s € Gu (r,m) € oy takeu ga Baxu s < p,r u (Vt < s)M E t Ifp Y(m,01,...,04)).

Tagar € G, mang € intg(oy), ogakne cnean aa Baxu M[G| E ¢ (rg,intg(o1), ..., intg(0q4)), ma mo

MHYKTUBHO] MPETIIOCTABIM MOCTOjuU Heko ¢ € G tako na Baxu M E t' Ibp ¢(7,01,...,04). Heka je

t € G rakBo ja Baxu t < s,t’. Tana ca cranoBumira mozeia M ycios t u ¢hopcupa U He Gopcupa UCTH
KCKa3, MITO je MPOTUBPEYHOCT.
[IpernocraBuMo caa Aa Baxu (@), OJIHOCHO

(Mg, m) € o1)(Vr < p,q)M ErlFp Y(m,01,...,04)

v Heka je G renepuuki (rurtep Takas 1a Baxu p € G u na e Bk (5.8) u mzesmmo nporuspeunoct. Heka
jea € intg(oy) Takeo ga Baxu M[G] E —)(a,intg(01),. .., intg(0q)). Tama nocroju (¢, 7) € o1 TaKBO
Ia Baxu mg = intg(o1), a camum tum u M [G] E —~)(7g, intg(o1), . . ., intg(oq)). [lpeMa MHAYKTHBHO]
OpeTocTaBuy, mocroju s € G takeo ga Baxu M E s |kp —)(m,01,...,04), Heka je r € G TakBo ma
Baxur < p,q, s. Tagay mogmeny M ycioB r u (popcupa u He hopcrpa UCTH UCKa3, IITO je IPOTUBPEYHOCT.

PasmMoTpuMo cajia ciyuaj kana je ¢ popmyna (V) (z, 21, ..., z4). Hpernocrapumo aa Baxu (5.8) u
u3adepumo yciioB p € G Koju ca craHoBuiita Mojiesa M optyayje uckas p(oq, . . ., 04). [IperrnocraBumo
nasaxu M E plFp —p(01, ..., 04) nusBegumo nporuBpeydnoct. [Ipema nedunuimju opcuHr pesatyje
saku (Vg < p)M E q Wp (V2)(z,01,...,04), OMHOCHO 3a cBako ¢ < p nocroju o € MT Takso na
cKym cBuX 1 < g TakBux ga M E r |fp (0, 01,...,04) HUje TYCT UCIOA ¢, 1A TIOCTOje 0 € MPur< q
TAKBH Jia 3a cBako s < 7 Baxu M s |fp ¥(0,01,...,04), OTHOCHO

MErikp (o,01,...,04). (5.11)
IIpema ToMe, CKyIl CBUX 7 < P TaKBHUX Ja BaXU () je TyCT, Ta BaXu

M |=p H_P _‘w(ovala"'aad)'

Ipema nHayKTHBHO] npetnoctaBiy Baxu M [G] E - (oq, intg(o1), .. ., intg(oq)), 1T je y cympot-
HOCTH €2 IPETIOCTaBKOM Ja BaXU (@).

IIpernocraBumo caja a Baxu (65.9) u Heka je G reHepuuku ¢uiTep TakaB ga Baxu p € G U 1a He
saxu (5.8) n m3Begmmo nporuspeuroct. Heka je o € M ¥ Takpo na paxu

M[G] '= ﬁ@b(dg,intg(dl), - ,intg(ad)).
[Ipema MHIYKTUBHO] NPETHOCTABIM, NOCTOjU ¢ € (G TAKBO 12 BaXu
M '= q H_'P _'77[}(O'a 01y .- 70d)'

Heka je r € G takBo ma Baxu r < p,q. 3dorr < peaxu M Erlkp ¢(0,01,...,04), BOKH3 T < ¢
cleiy CynpoTHo. [
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Teopema 77 3a ceaku iipupogan 6poj n eaxcu ga je caegehe wwiephere thieopema: 3a ceéaxy popmyny
o(x, 1, ..., xq) uz ckyia Xy (Lzrc) UL, (Lzrc), ceakxo desatmiomuuno dapyujaano ypeherve P = (P, <)
umarxojep € Puoy,...,o4 € VE eancu ga cy cregehu ycaosu exsueanenivimis:

e plkp (Vo € 01)p(x,01,...,04).

s Yo e VOplkp (0 € 01 = o(0,01,...,0q)).

Hoxka3: IIpernocraBumo cynporHo. Heka je n TakBo Aa TBpheme TeopeMme HHje TayHO U H3adepumo
npedpojus TpamsutuBan Monen M koju peduiektyje cBe peuennne u3 ckyna S (Lzrc) U Ik (Lzrc) 3a
JOBOJBHO BEJIHIKO K.

Tepheme Teopeme 3a BpeAHOCT N HUje TAYHO HU ca CTaHOBHINTa Mogena M, ma y seMy 1ocToje Oe3a-
TOMUYHO MapuyjaiHo ypehemwe P = (P, <), dopmyna ¢(z, x1, ..., 2q) U3 ckyna X, (Lzrc) U IL, (Lzrc)
Uo,01,...,0q,€ MY up € P Taksu na Baxu

M ’:p IF'P (V‘T € 01)@(1,7017' . -ao—d)a

M FPWP (U €01 = @(Uvala"'ao—d))‘
Heka je ¢ < p TakBoO a2 Baxu
VMr<qM Erfp (0 €01 = ¢(o,01,...,04)),

OJIHOCHO
Mr <M Erlfp —(oc €01 AN ~p(0,01,...,04)),

TO jecr,
(Vr <Q)E <)M Etlp (0 €01 A (0,01, 00)).

N3zadepumo ¢t < ¢ TakBO Ja Baxu
MEtlFpoeco, MHEFp-p(o,01,...,04)).
Heka je G renepuuku punitep Kome npumnanga yciaoB t. Tana Baxu

MIG] E (Vz € intg(01))e(z,intg(01), ..., intg(oq)),

Kao u
MI[G] Eog € intg(o1), M[G] E ~p(og,intg(o1),...,intg(0q)),
HITO je y3ajaMHO MPOTUBpeYHo. []
Teopema 78 3a ceaku ipupogan 6poj n eaxcu ga je caegehe wiephere thieopema: 3a ceéaxy popmyny

o(z,x1,. .., xq) us ckyia Xy (Lzrc) UL, (Lzrc), ceaxo desaiiomuuno dapuujanro ypeheroe P = (P, <)
umarojep € Puoy,...,a4 € VY eancu ga cy cregehu ycrosu exeusanenitinu:

e plkp (Fx)p(z,01,...,04)-
s 3o e VOplkp ¢(o,04,...,04).

Hoxka3: IIpermoctaBUMO CyIIPOTHO M HEKa je 1o MPUPOAAH Opoj TaKaB J1a TBpheme HUje TAYHO 32 1. = ny.
Hexa je M npedpojuB TpaH3UTHBAaH MOJIEN KOjU pedhiiekTyje cBe pedeHute u3 ckyna X (Lzrc ) UL, (Lzrc)
3a JIOBOJHHO BEJIHKO k. Y HeMy BaXu Heraluja TBphera teopeme 3a n = ng. Hekacy P = (P, <) € M
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Be3aTOMUYHO MaplUjaHo ypehewe, ¢(z, x1, . .., 2q) dopmyia us ckyna %, (Lzrc) U I, (Lzrc), Heka cy
01,...,04 € MY up € P taksu ga Baxu

M Eplkp =(Vz)—p(x,01,...,04),

OJHOCHO

Vg < p)M E qfp (Vo)~p(z,01,...,04),
IITO j€ EKBUBAJIEHTHO Ca

(Vg <p)(3m)M E q lfp ~p(m,01,...,04),

TO jecT ca
Mg <p)3Fr <q)(Fo)M Erlkp p(o,01,...,04).

Heka je
D={r<p|3In)M Erltp o(m,01,...,04)}

Ckyn D je rycr ucrniog p. Heka je I € M mHKITy3ujCKH MaKCMMaJlaH HEKOMIIATUOMIaH MTOJCKYI CKyIa
D. Tapa je I vHKJTy3UjCKM MaKCMMAaJIaH MOJCKYII CKyIa ycioBa Mamux of p. Heka je f € M, TakBo ga
f: 1 — M v nasacsakor € I Baxu

MErip o(f(r),o1,...,04)- (5.12)

Hexka je
o={{s,m)|(Fr e ) 3)((t,7) € f(r) N s< 1)}

Hokaxumo na Baxu M E plbp p(o,01,...,04). Y CyIPOTHOM, MOXeMO 0/1adpaTu HEKO ¢ < p TaKBO
nazacpako r < gBaxu M Er fp p(0,01,...,04), Ka0 M HeKO 7 € [ TAaKBO Jia je carlaCHO ca ¢ | Jia
saxu (5.12). Heka je ¢’ < ¢, r. N3adepumo renepiuxu durrep G Takas ga Baxu ¢’ € G. V3 HaunHa Ha
KOju cMo n3abpamu r u G cienn aa Baxu M |G| E —p(og,intg(o1),. .., intg(oq)). Takohe, Ha ocHOBY
HaunHa u3dbopa Qyukumje f Baxu M[G] E o((f(r))ag,intg(01),. .. ,intg(o4)). MporuBpeunoct hemo
u3BecTH Tako mto hemo mokasatu ga je o = (f(r))c-

AKo a € o, OHIa IOCTOjH (8, TT) € o TakBo Ja Baxu s € G u g = a. Camum tum, tiocroje ' € I u
t TakBo 1a Baxu (¢, 7) € f(r')ms < 1’ t. Yeiosu r u 1’ Cy cariacHu jep MpUIIagajy MCTOM TeHEPUIKOM
unrepy G. Takobe, OHHM MpHIIagajy HCTOM HeKOMIIATHOMIHOM cKyny I, ma Baxu r’ = r. U3 (¢, 7) € f(r)
ut e G cnenn maBaku a = g € (f(r))a.

Hekaa € (f(r))g. Tamanocroju (t, ) € f(r) rakBo gaBaxut € G u g = a. Heka je s € G TakBO
naBaxu s < r,t. Taga Baxu (s, m) € o, acaMUM THAM U @ = T € 0g. [

Teopema 79 3a ceaxo n sadicu ga je caegehe mmispherve iwieopema: 3a ceaxy popmyny (T, T1,. .., Tq) U3
ckyiia X (Lzrc) UL, (Lzrc), céaru ckyi A, céaro besammiomuuno iapyujato ypeherve P = (P, <) u ma
kojep € Puoy,...,0q4 € VF eaocu ga cy cregehu yerosu exeusanenitinu:
plkp Gz € A)p(z,01,...,04), (5.13)
Mg <p)(3r <q)(Fa € A)rlkp p(a,01,...,04). (5.14)

Hdoka3: Heka je ng dmno koju npuponan opoj. Jokazahemo tBpheme 3a n = ng. Heka je M mpedpojus
TPaH3MTUBAH MOJIeJI, KOjU pediekTyje cBe pedeHurie u3 ckyna X (Lzrc) U Tl (Lzrc) 3a HOBOJBHO BETUKO
k u pokaxumo Ja 3a n = ng TBphemwe Teopeme Baxu y mogeny M.

Heka je P = (P, <) € M 6e3zaromuuHo napuujaiHo ypehemwe, o(x, 21, . . ., 4) GopMysia u3 ckyna
En(EZFC) U Hn(ﬁzpc),p eP,Aec Muoy,...,04 € MP.

[IpernocraBumo ga y mogerny M Baxu (5.13), amn ne u (5.14). Hexa je ¢ < p MPOM3BOJBHO U HEKA je
G renepuuku urtep Takas ga Baku ¢ € G. Tama cakako p € G, ma npema Baxeny (5.13) y mozeny
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M moctoju a € Ag = A takeo ma Baxu M[G] E o(ag,intg(o1), . .., intg(oq)), ma MoxeMo ogadpatu
Heko s € G tako na Baxu M [ s lbp (@, 01,...,04). Taga moxemo ogabparu u r € G Tako jia Baxu
r < ¢, s ¥ 3a mera he BaxuTn

r<q, MErikpp(a,on,...,04).

[IpernocraBumo cazga aa y moaeny M Baxku (5.14), amn we u (5.13). Opo Jpyro 3arpaBo 3Ha4d Ja
MOKEMO 0JadpaTh ¢ < p TaKBO Ja BaXHU

M EqlFp (Vo € A)—p(z,01,...,04). (5.15)

[Ipema Baxemy (.14 y mozeny M, Moxemo omadpatu Heko r < ¢ U HeKO a € A Tako ga Baku
M Erlkp (a,01,...,04), mrmo je y cynporroctr ca r < ¢ u (5.13). O

V3 yobuuajeHe MpETIOCTABKE O 3HAYEHY O3HAKa, HeKa 3a Heko A € M Baku (). Tana 3a yciioB
< p TakaB ga noctoju a € A takas na Baxu r lbp o(a, 01, ..., 04) Kaxemo 1a ogpehyje spegHociui t 3a
kojy Baxu p(f,01,...,04). )

[Tpema npeTxo/JHOj TeopeMH, ako p dropcupa J1a HeKa BpeJHOCT MpUIIajia CKyny A, OH/ia je CKyIl ycioBa
Koju ozpellyjy HEKM eJleMeHT cKyra A KoMme je Ta BPeIHOCT jeHaKa IyCT MCIOA p. Perymo, ako Baku
plFp o € A, onpa je ckyn ycnoBa koju oapelyjy BpeAHOCT o Kao MojeMHAYAH eleMEeHT cKyma A ryct
HCTION P.

Axo cy A u B ckynosuy, fumeunp kp f — A — B, OHJIA je 3a Ma KOje ai,...,aq € A
CKYII CBHX YCJIOBA T TAKBUX ja r ompehyje Bpemsoctu f (al) .., f(@q) Tycr ucnox p. Omurwje, ako
plFp f o — Bu /\ _1plFp 7 € 0 3aHEKa MMeHA Ty, . . ., Ty, OHJIA j€ CKYI CBMX YCJIOBa 7" TAKBUX JIa

r onpehyje peanoctu f(11), ..., f(74) Tyct ucnos p.

Teopema 80 3a ceaxu iipupogar dpoj n eadxcu ga je cregehe wigpherve icopema: 3a ma Koje peuenuie
Oy -y Pm U Y uz ckyia Xy (Lzrc) U I, (Lzrc), 3a ma koje bezaimiomuuro dapyujarno ypehere P =
(P, <) umakojep € P eanxcu

P om Y = ((7\]7”‘79%) jp”‘Pi/))-

i=1
Hoka3z: I[IpernoctaBUMO Ja Baxu
P1,- - Pm Y. (5.16)

Ca © o3HaYMMO HMCKa3 ga mocroje desaTromuyno napuujanHo ypehewe P = (P, <) u p € P taksu 1a

BaXu
m

Nplrp i plfe .
i=1
IMpernocraBuMo —O u U3BEIUMO TPOTHBpevHOCT. Heka je M mpedpojus TpaH3WTHBAH MOJET KOjU
3a JOBOJBHO BEMKO k peduiektyje cBe peueHuue u3 ckyna L (Lzrc) U Ik (Lzpc). Homro mogen M
pedrextyje peueHniy ©, MokeMo ofadparu 5e3aTOMUYHO MapuujaiHo ypehewe P = (P, <) € M uma
Koje p € P Tako Ja Baxu

m
AMEplp pi MEpWp .
i=1
N3abepumo ¢ < p tako na Baxku M E g IFp —) u renepuuku ¢punrep G takas na Baxu ¢ € G. Tana
BaXH

'= /\ Pis _‘1/}7

mTo je y cynporrocty ca (5.16). O
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5.4 Baxemwe akcMOMa y TeHEPUYKOM pallIupemy

PopcuHr MeToja je Au3ajHUpaHa Tako Ja (POPCHUHT palllipere MpedpojuBOr TPAaH3UTUBHOT Mojena
ZFC akcuoma 3anoBosbu ZFC akcuome. Unak, u3z ZFC akcroma He ciieu nocrojamwe mogena 3a ZFC. To
je nocnenuna ['enenoBrux TeopeMa HEMOTIIYHOCTH M TEOpEMeE O TOCTOjamy Mojena. Takobe, u3 akcroma
ZFC u nopmatHe akcuoMe J1a je Teopuja ZFC HerpoTuBpeyHa He CIeAr MOCTOjame TPAH3UTUBHOT Mojesia
teopuje ZFC. [Ipyrium peunma, MpeTHOCTaBKa O MOCTOjalby TpaH3UTUBHOT Mojiesia Teoprje ZFC je javya ox
MPEeTHOCTaBKe O MOCTOjamy Mojena Teopuje ZFC.

Hauwme, neka je M tpansutusan Mogen 3a ZFC. 13 noctojawa moneina 3a ZFC ciean HenpoTuBped-
HocT Teopuje ZFC. Vckas o HenpotuBpeuHocT Teopuje ZFC je kao apUTMETHYKO TBpheme arcoIyTaH 3a
TpaH3uTuBHE Mozesne Teopuje ZFC, ma Baxu y mogeny M. IIpema tome, M je monen 3a reopujy 1 auju ce
CKYII aKCMOMa cacToju off akcrnoMa Teoprje ZFC u nogatHe akcrome aa je teopuja ZFC HenmpoTuBpeydHa,
na je mozen M cBefok 3a HenpoTuBpeyHocT Teopuje 1. TIpema Tome, u3 Teopuje 1’ ce He MOXKe U3BECTU
MOCTOjare DapeM jeJHOTr TpaH3UTUBHOT Mojena Teopuje ZFC.

MehyTtum, npema Teopemama pediekcuje, mocToje npedpojuBU TPAaH3UTUBHU MOAEIH JOBOJLHO BEIU-
kux ¢pparmenara teopuje ZFC. Teopema o Baxkewy ZFC akcnoma y TeHEpUYKOM pallliipehy UMa CIINIHY

dopmynanmjy.

Teopema 81 3a csaxu iipupogan dpojn iocitioju ipupogar 6poj k iwiaxas ga je caegehe twiepherve iwieopema.:
3a ceaxu tipedpojue wipanzuitiuear mogea M koju 3agosonasa ceaky axcuomy iieopuje ZFC koja ipuiiaga
ckyiiy L (Lzrc) U i (Lzrc) u u ma koje desaimiomuurio iapyujanrno ypehewe P = (P, <) € M u ma
Koju tenepuuxu puniiep G eaxcu ga mogea M [G) 3agosomasa ceaxy axcuomy imieopuje ZFC koja ipuitaga
ckyiy Xy, (Lzrc) UIL, (Lzrc).

Hoxka3z:

AKcHOME €KCTEeH3HOHAIHOCTH, IPA3HOT CKYNa, §eCKOHAYHOCTH U peryjapHocTi Baxkerme y Moze-
sy M[G)] oBux akcroma ciieau u3 tpansutusHocTy Mozena M [Gl, uus 0, w € M C M|[G].

Axcuoma napa Heka cy a,b € M[G] n c'z,i) € MY rtaxkBu 1ma Bak¥ G = a W i)G = b. Tana 3a ume
o= P x{a,b} Baxu o = {a, b}. IIputom je mojam HeypeheHOT Napa anconyTaH 3a TPAH3UTHBHE
MojeJe.

Axcnoma ynnje Heka jea € M[G]ua € MT Takso na Baku g = a. Tana 3a ume
o={{p,7)|(FHg,7)€a)3TreP)(p<LqrArr)em)}

Baxuog = Jag =Ja.

Cxema akcuoma cenapanuje Heka je o(7,y, 21, .., 2m) dopmyna us ckyna ¥, (Lzrc) U 1L, (Lzrc) 1
Heka cy a, by, ..., b, € M|G]. Uzabepumo a, by, . .., b, u3 ckyna MP takBe ga Baxu
ag =a, intg(by) =b1,...,intg(bm) = by,.

Heka je o nme nedpunancano Ha cnenehn HaunH:
o={{p,m) | 3geP)(g,n)ea ANMEplp (rean omaby,...bn)}

Hexka c € 0. Taga noctoju (p, ) Takas fa BaxH

peG, mg=c¢, MEplprea, MEplpp(m ab,... b)),

acaMUIM TUM B ¢ = Tig € ag = a u M[G] E ¢(c,a,b1,...,by).
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TpernocraBumo cana aa je ¢ € au M[G] E ¢(c,a,by, ..., by,). Tana moxemo ogadparu (¢, 7) € a
TakBO Ja Baxu ¢ € Guc = mg, Kaou r € G takeo ga Baxu M E r lFp o(7, a, bi,..., bm). Heka
jep € G takBo jga Baxu p < ¢, 7. Tama Baxu (p, 7) € 0, OJaKJe ClIeay fa Baxu ¢ € og. Ilpema
tome, Baxu M[G] E (Vz)(x € og < (x €a A p(z,a,b1,...,bn))).

Axcuoma napturusHor ckyna Heka je a € M|[G]. Wzadepumo a € M P rakpo jma Baxu ag = a. Heka
jeA=ran(a) ={u|(3Bp € P)(p,u) e Auc=PxPPxANM

Jokakumo fa Baxu s € 0. Heka je s € M[G] takBo na Baxu s C a. V3abepumo s € M P takBo
Jla Baxu S = s. Heka je

T={{pm|(Eee P)¢m)ea Ap<q AN MEplpme s}

OuurnienHo je 7 C P X A, ma Baxu 7 € 0. Jokaxumo na je 7¢ = s. Heka ¢ € 7. Tama noctoje
(¢,7) €aup € GrakomaBaxuc=7g, p< quM Epltp 7 € §,maceE s.

IMpetnocraBumo cajia 1a Baxu ¢ € s. 300or s C a BaXu ¢ € a = ag, Na IOCTOju (¢, T) € G TakaB
naBaxu q € Gung = c. Uzadepumo r € G takaB ga Baxu M Erl-p 7 € §. Wzadepumo p € G
TakaB a Baxu p < ¢, r. Taga Baxu (p,7) € 7,2 CAMUM THM M ¢ = TG € T¢.

ITpema Tome, Baku P(a) N M[G] C og. Octarak TBphera clieiy 13 Bakermha oiropapajyher npu-
MepKa cxema akcrioMe cenaparnje y mogeiy M [G].

Cxema akcnoma 3amene Heka je o(z,y,u, 21, . .., 2m) dopmyna us ckyna ¥, (Lzrc) U I, (Lzrc) 1
Hekacy s, by, ..., by, € M[G]. Uzabepumo &, by, . .., b,, u3 ckyna M ¥ takse na Baku
s =s, intg(b1) =by,...,intg(bpy) = bm.

Hexka je S ckym cBUX MMeHa T TAKBHX [a 3a HeKo g € P Baxu (¢, ) € §. CBakoM m € S U CBakoM
p € P npuapyxumMo HajMamy opauHai o (7, p) TakaB 1a Baxu cienehie

ME(@reVDplkp o(m, 7, 8,b1,....bw) = GreVE_ plkp o(m,7,8,b1,...,bm)).

a(m,p)

dyHkuMja o je kaacHa pyHkmja y M, unju je nomeH enemeHt mogena M. Ilpema Tome, o € M,
na opaunan 3 = sup oS x P| npunana momeny M. Tama 3a cBe 1 € M Py p € P Baxu

ME(@reVPplrp o(n,7,8,b1,...,byn) = 3r € V¥ )plkp o(m,7,8,b1,...,bn)).

Heka je 0 = P x (V" )™. Ounrnenso, o € M*. Jlokaxumo ja Bakn
MI[G] E (Vz € s)((Fy)e(x,y, 8,b1,...,bm)) = (Fy € og)p(z,y,8,b1,...,bm)).  (5.17)

Hexka je a € s npomsBosbHO. Tapa nocroju (¢, 7) € § TakBo jaa Baxu ¢ € G u mg = a. V3 nedpu-
nupje ckyna S ciequ ga m € S. Tlpernocrasumo na Baxu M[G] E (3y)e(a,y, s,b1, ..., bm).
Tana 3a neko € MP paxu M[G] £ ¢(7g,pc, 8,01, -, bm), Ma MOKEMO 0/ladpaTl HEKO
p € G takBo ma Baxu M E p IFplkp @(W,u,é,i)l, .. ,bm) Meljytum, Taza MOXeMO ojfia-
opatn meko 7 € (V)M takso ma Baku M E p IFplbp o(m, 1, 8,01, .., by), a cavum THM 1
MI[G) E¢l(a,7g,s,b1,...,by). Ha ocHOBy HaunHa 1300pa IMeHa T U 0 BaXU T¢ € 0G.

Ha taj Haunn je nokasano ma Baxu (5.17), onaxse ce nako u3Boam orosapajyhu npuvepak cxema
aKCHOME 3aMEHe.
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Axkcuoma n3dopa Heka je A € M |G| npou3BoIbHO U Heka je A € MP tako na Baxu Ag = A. Hexa je
g € M bujexumja nekor opauuana o € M na ckyn A. U3 M C M|[G] cnean ma Baku g, A € M[G).
Heka je ¢pyrkumja f ca nomeHom « nepunrcana ca f(8) = intg(g(8)). Tama aku f € M[G] un
AC flal.
Hedbunmunmo dyukimjy h : A — a ca h(a) = min{f € o| f(8) = a}. Ipeciankasamwe h je
UH]jeKTUBHO W Tipuriana moneny M [G], ma 'y mogeny M [G] moxkemo neduHucaTd JOOpO ypehese

ckyma Acaa; < ag & h(a1) € h(ag).
O

5.5 KapauHaiaHoCT U KO(PUHAJIHOCT Y reHePUUYKOM pPallupemny

V HacraBky Tekcra hemo npernoctaButy aa je M mpedpojus TpansutiBan mMoper, P = (P, <) be3a-
TOMUYHO MapiujaaHo ypehemwe, Koje npunaaa moaeny M, na moaen M 3agoBo/baBa CBE aKCHOME TeOpHje
ZFC xoje npunanajy ckymy 2., (Lzrc ) UL, (Lzgc) 3a JOBOJBHO BEJMKO 1, fia je G reHepruKu (hruitep u 1a
je K HajMamwM KapauHai moaena M takas aa y mogeny M ypehewe P HeMa HeKOMIIATUOMIIHUX OACKYTIOBA
KapJWHAJHOCTH K.

3a mapiujaiHo ypeheme KakeMo Ja je ccc ako HemMa HelpeOpo jUBUX HEKOMITATUOMIIHHUX CKYIIOBa. YKO-
JvKo 3a ypehemwe Py mogeny M Baxu J1a je ccc, OHIa 3a ogroBapajyhu hopcHHr KaxkeMo Ja je ccc.

Teopema 82 [lpeimiiociuasumo ga A € M, f : A — M u f € M|G)]. Taga iociioju g € M iwmakso ga
eaxcu g : A — P(B), (Va € A)|g(a)|M < ku (Ya € A)f(a) € g(a).

Hdoka3: Heka je f € M?P rtakBo na Baku fg = f. BacBako a € A Heka je g(a) CKyIl CBUX BPEIAHOCTU
b € M 3akoje nocroju p € P TakBo J1a Baxu

M Eplp »f je bysxumja ca tomesom A n f(d) = be.

YcnoBu koju onpellyjy pa3nuuuTe BPEJHOCTH HCTe (DYHKIMjE Y UCTOj TAUKU HE MOTY OWUTH CarjlacHH,
na je |g(a)|™ < k. Octatak TBphema ce TpuBKjaIHO f0Ka3yje. (]

Teopema 83 Hexa je o beckonauan iparuunu opgunan uz M. Taga eadicu caregehe:
(cf(a)) ™ < (ef (@)™,
(@)™ =k = (cf(a) ™ = (cf(a)™.

Ilocebno, axo y iapyujarrom ypehersy P Hema HedpeOpojusUx HEKOMUATUUOUAHUX CKYIOBA, OHGA 8ANCU
cfMIGT = ofM,

Hoxa3: Tlpeu geo tephema ciean u3 M C M[G]. Hokaxumo apyru aeo. IlpermocraBumo ja je
(cf(a))™ > k. HejennakocT < cieau u3 npsor jena Tephera. JJokakuMO HejeHaKoCT .

Heka je (cf(a))MI] = A u f € M[G] neorpannueno pactyhe npecimkapame u3 \ y o. Ha ocHOBY
Teopeme B2, Moxemo onabparn neko g € M TakBo na Baku g : A — P(a), (V8 € \)f(B) € g(B) n
(V8 € Mg(B)M < &.

3amakoje B € Ams |[g(B)|M < k < cf(a) ug(B C a) crenu ma je sup(g(f)) < «. [akrne, 3a
yuxumjy h : A — o pepunucany ca h(8) = sup(g(5)) Baxu h € M u h > f. U3 nocnenmer aa je h
HeorpaHMyeHa (byHKIMja, ofjake koHauHo ciemu aa je (cf(a))™ < A O

Teopema 84 Baowcu CARDM[ C CARDM. Taxohe, 3a ma koje A € CARDM sa xoje je \ > r eaoncu
x € CARDMIC], Ilocedno, axo napyujanro ypeherve P Hema Helpedpojuse HexomiatiudunHe cKyiose,
onga je CARDM!G! = CARDM.
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TMokas: Tpsu aeo tBphema ciemn us M C M[G] n ORDMIE) = ORDM . [Ipyru neo tephersa y ciyuajy
a je \ perynapan kapmuHany M ciemy u3 teopeme B3, a y ciydajy ga je \ currymapan kapausan y M
U3 YMIbEHUIIE JJa je CyIpeMyM KapAuHaia KapauHai. [

Teopema 85 3a ceaxu deckonauan kapgunan \ y M[G] eaxncu (22) MG < ((|P|<F)M)M,

Hokas: Hexa je p = (2*)M% u f € M|G)] bujeximja ckyna p na ckyn P (). Tomro je opmuHan 4
kapauHan y M[G], ou je kapamuan u'y M. Wszadepumo f € M P rakBo na Baxu fc = fup € G rakso

na 'y moziety M ycios p hopeupa ja je f Oujekumja ckyna ji Ha ckyn P(A). 3a « € pu § € A Heka je
D(a,p)={a<p|MEqlrpBefla)v MEqlrp 3¢ f(a)

[MpecnukaBame D mpumaga mogeny M u 3a Ma koje «, 3 Baxu ma je ckyn D(«, ) rycr ucmog p.
WN3abepumo mpeciukaBatbe I € M ca uctuM 10MeHOM TakBo ja je I(a, §) WHKIY3UjCKM MakKcHUMallaH
HEKOMITaTHOWIaH moackyn ckyma D(«, 8). 3a ma koje «, B 3a ckyn I («, /3) Baxu a je MaKCUManaH He-
KOMIATUOWIIaH CKYTI MCTIOJI P, KAO U J1a je TIOJCKYI CKyIa PP KapMHATHOCTU Makbe Ol k. 3a v € pu f € A
Heka je

Sa(B)={a€ I, B) | M Eqlrp B € f(@)}, o= ] (Sa(B) x {B)).
BEX

JlokakuMo J1a 3a cBako o € i BaxH intg(0,) = f(a). Ipernocraumo ga S € intg (o, ). To 3Haun
mamocrojeq € Gut € M P raku na Baxu (r,7) € 0o uTg = (. U3 nedmHuIMje UMEHA 0, CIIEAH Ja
je T KaHOHCKO MMe HEeKOr ejleMeHTa cKyna A u 1a Baxu M E g lbp 7 € f (). Ipema Tome, Baxu 3 € A,
T=BuMEqlp B e f(d),acamumamu 8 € f().

IpernocraBumo 1a 5 € f(«). Heka je

D={reP|(3qel(aB)r<aqh

Ckyn D je rycr ucnion p, na moxemo u3adparu Heko r € G N D. Hexka je ¢ € I(«, B) TakBo 1a Baxu
r < ¢. Taga cBakako Baxu q € G, Kao u

MEqlpBefla) v MEqlkp B ¢ f(d).

U3 f3 e f(a)uqe G cnean ga ne moxe outn M E ¢ lFp 8 & f(&), nasaxu M E qlFp § € f(d),
a camum THM 1 (g, 3) € 0, OnakIe citem 1a je [ € intg(04).

V13 MHjeKTUBHOCTH IPECIMKaBamba [ CIeau 1a je mpeciukasame g(«a) = o, uHjekunja y M ckyma
y CKYH CBHIX ITPEC/IMKaBama CKyIa A y CKYH CBHX IOJCKYIOBa cKymna P Koju npunaaajy moneny M u koju
cy y Mozeny M xapavHaJIHOCTH Mame of k. IIpema Tome, Baxu

PONM = < ((1PIS)HM.
O

Teopema 86 Axo je k = R, ogrocro y mogeny M eagicu ga iiapuujaamo ypeherse P nema neiipedpojusux
HeKOMAQTUOUANUX CKYiT06a, onga 3a céaku kapgunan Xy M eascu ga je (22)MIG] > (2M)M,

Hoxka3s: IlomTo y Mmogeny M nmapuujanHo ypehewe P Hema HENpedpo jUBUX HEKOMIATHOMIHUX CKYIOBa,
monemu M u M[G] umajy ucty Kiacy KapauHana, na je A kapmunan y M[G]. Heka je p = |2 |M u
Heka je f € M Oujexumja ckyna u Ha ckyn (P(N))M. Ckyn u je kapaunan u y mogeny M [G], na Baxu
|| MG = . Wz (PAN)MIEL D (P(A)M cnenm na je f unjeximja ckyma gy ckyn (P(A))MIE) ma je
G

AKo je Ao KapauHan y M TakaB Jia BaXH (2>‘° > |P|<")M yako je k = R onyta 3a cBaku kapauHan
Ay M 3akoju je A > A Baxu (2M)MIE] = (2MM,
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5.6 KoenoB gopcunr

Hexka je A deckonauaH ckyn u B ckyn ca dapeMm [iBa efeMeHTa. PyHKIMje KOje CIIUKajy HEKH MOJCKYI
ckymna A y Heku ckyn B 30BeMo dapuujarnum dpynkyujama us ckyna A 'y ckyn B. OyHKIMje Ydju je TOMeH
KOHaYaH 30BEMO KOHAUHUM PYHKUUJAMA.

Hexka je P ckyn cBUX KoHauHux dapyujarnux ynkyuja u3 ckyna A y ckyn B. Ha ckyny P yBemumo
ropeziak Ha ciesiehy HaunH:

f<g & dom(g) Cdom(f) A (Vo € dom(g))g(x) = f(x).

INopenak Meby maprujanHuM (pyHKIMjaMa yBEeJEH Ha ONUCAHU HauuH 30BEMO ypehersem OOpHYIoM
unKkAy3ujom. YBeIeHo TaplujaHo ypehere obernexasamo ca F (A, B). Kopucruhemo crenehe nedpusu-
uyje:

I(I,B):=F(IXxw,B), R):=FIXw,{0,1}), N{):=FI xw,w).

TMapuwjanto ypehetse odnuka F (A, B) 3a Heku deckoHavaH ckyn A u ckyn B ca dapeM jiBa efleMeHTa
30BeMo Koenosgum ypehervem, a popcunr ca KoenoBum ypehemwem 30BemMo Koerosum popcuniom.

V KoenoBoM ypehewy cy pynkumje f u g carnacHe ako Baxu (Vo € dom(f) Ndom(g))f(z) = g(x).
IMpema Tome, yHuja duntepa je dpyHkuuja. Takobe, 3a cBako a € A Baxu [ia je CKyI CBUX YCJIOBa KOjH Cy
JedUHUCaHN Y TAUKH @ TYCT, TAKO Jia je yHHja reHepudkor (uitepa GyHKIMja KOja mpecivkasa ckym A y
ckyn B.

Teopema 87 Hexa cy A, B € M, iipu uemy je A beckonauan ckyii, gok B uma dapem gea eaemeniiia,
P = F(A, B) u nexa je G iipouseonarn P-ienepuuru dpunitiep nag M. 3a ma koju S C G eaxcu ga je
S € M akko je ckyi S konauan.

Hoka3: Heka je .S moackyn gomeHa ypehemwa P Koje npuraaa TpaH3uTuBHOM Moaenay M. Tama Baku
S C M, na ako je ckyn .S KoHayaH, oHJa cBakako S € M. IlpernocraBuMo Jia je cKyn .S OecKOHauyaH U
na .S € M v u3BeIMO NPOTUBPEYHOCT.

Heka je D ckyn cBuX yciioBa p TakBux ja nocroje ¢ € S uz € dom(p) N dom(q) Takeu Ja Baxu
p(x) # q(x). Hokaxumo na je ckyn D rycr.

[omrro je S nonckyn duntepa GG, yHHja ckyna S je ¢pyHkumja. Ako oM Ta (pyHKIMja OWiIa KOHAvHa,
oHz1a OM ckyn S OMO KOHayaH jep KOHauHa (PyHKIMja MMa caMO KOHAYHO MHOro pecTpukumja. [akie,
JIOMEH yHHje CBHX yCJIOBa U3 cKyna S je OeckoHayaH.

Heka je r mpou3BosbaH yciioB. Hberos oMeH je KoHayaH, na nocroje ¢ € S u x € dom(q) Takas ja
x ¢ dom(r). Heka je p ycioB koju je necunucan Ha ckymy dom(r) U {z} tako ga joj r dyne pectpukimja
u na Baxu p(x) # q(x). TapaBaxup € D u p < ¢. Tume je mokaszano na je ckyn D rycr.

Heka jep € GND. U3 p € D cneau ma nocroje ¢ € S ux € dom(p) N dom(q) TakBu Ja Baxu
p(x) # q(x). Mehyram, oHza Cy p M ¢ HEKOMITATUOMIIHH YCIIOBH KOjU MpHIIaaajy uctom ¢uirepy G, mro
je Hemoryhe. [

Teopema 88 Hexa cy A, B € M, iipu uemy je A deckonauan ckyii, gok B uma dapem gea eaemeniiia,
P = F(A, B) u nexa je G iipouseonarn P-Tenepuuku gpunisiep nag M. Hexa je e € M iipoussosmro
ipecaukasaree ckyia w y ckyi A waxeo ga je ckyii e[w] deckonauan, s € M ma koje iipecaukagarbe cKyia w
y cxkyil B u nexa je f ynuja tenepuuxor punitiepa G. Taga iiocimioju n € w wakso ga sadxcu f(e(n)) # s(n).

Hoka3: Heka je D cKym CBUX yC/IOBa p TAKBHX [a [OCTOjU . € w Takae ja Baxu e(n) € dom(p) u
p(e(n)) # s(n). [JoMeH cBaKor yciioBa KOHA4aH, a CKyII e|w| OecKoHaYaH, a 3a CBaKH YCJIOB I MOXKEMO
omabpaty HeKko n € w TakBo Aa e(n) & r. Heka je p ycio ca gomesom dom(r) U {e(n)} Takas ma je r
pecrpukimja o p u ga Baxu p(e(n)) # s(n). TanaBaxup € Dup < r.
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Hake, ckyn D je ryct, ma MoxkeMo ofadpaty Heko p € G N D. 30or p € D Moxemo ofgadpatu n € w
TakBo Ja Baxu e(n) € dom(p) u p(e(n)) # s(n). Mowro jep € Gu f = JG, Baku

fle(n)) = p(e(n)) # s(n).
O

Teopema 89 (Jlema o iipoussogy ¢popcunia) Hexa cy Py = (P1,<1) u Py = (Pa, <2) dezaimionuuna
dapyujanna ypeheroa koja ipuitagajy mogeay M u nexa je P = Py X Pay = (p, <) iipouseog iapuyujanrux
ypeherva gedpunucan na caegehu Hauum:

def
P:=Pix Py, (p1,p2) <{q1.q2) & p1<iaq1 Ap2 <2 o
Taga cy caegehu ycrosu exeueaneHITHIL:
* G je P-tenepuuxu cpunitiep nag M.

* G = G1 x G4 3a Hexu Py-tenepuuxu dpuniiep G1 nag M u nexu Po-lenepuuku punitiep Go nag
MI[G,].

oxka3: IlpermocraBumo aa3a G Baxu aa je P-renepuuku dpunrep Han M. Hekacy (p1,p2), (q1,92) € G
npou3BosbHU. M3abepumo (11, 72) € G TakBo 1a Baxu (11, 7r2) < (p1,P2), {(q1,q2), OOHOCHO 11 <1 D1, q1
U7y <2 P2, qe. Tama Baxu (r1,r2) < (p1,q2), (g1, p2), a camum TaM 1 (p1, G2), (g1, p2) € G, na mocroje
ckynoBu G'1 1 G5 TakBu fa Baku G = G X G.

Jlako ce 3akspyuyje na G1 u G2 Mopajy dutn punrepu. Heka je ckyn Dy C P rycry P;. Tana je
ckynn D1 € M rycry P. Heka je (p1,p2) € GN (D1 X Py). Taga Baxku p; € G N D1, na 3a purep G
BaXH Ja je P;-reHepuuku Hag M.

Heka je ckyn Dy € M[G1] rycty Py. W3abepiMo Mpou3BosbHO py € Do u Dy € M* takBo na Baxu
intg, (DQ) = D,. Takobe, uzabepumo p; € (G1 TaKBO Jia BaXH

M '= p1 lFp, (]52 S DQ A >>D2 jerycry 752«).
JlokakuMo 1a je CKyI

D={{q1,¢2) €Py x Po|qs <p1 AN M EqilFp, G2 € Da}.

rycr ucnop (p1,p2) y P. Heka je (ri,72) < (p1,p2), o0HOCHO 71 <1 p1 M ro < po. Y3 03HaKy [ 3a
OMHapHy pesnanujy <o ) .
M Erylbp, (32 € Do){z,72) € 1.

Hekacy py <1 71 ¥ g2 € Py takeu ja Baku M E qp Ibp, (§2 € Dy A (G2, 7o) € I). Heka je H duo
Koju P;-rerepuuku duntep Hag M Takas ga p1 € H. Taga aku M[H] E q1 <2 72, Ofiakie ciequ aa
BakU ¢y <o 7. [Ipema Tome, Baku (q1,q2) < (r1,72) 4 (q1,q2) € D. Tume je mokazano ja je ckym D
ryct ucrop (p1, p2). )

Heka je {ql, q2) € GND. TapaBaxu q1 € G1, g2 € Gou M E q1 IFp, Go € Do, onakune cienu na
g2 € intg, (Dg) = Dy. [akne, g2 € G2 N Do, na je Go N Dy # 0.

IpernocraBumo cana aa je G = G x Go, rie 3a ckyn G1 jegan P;-renepudku (urep Han M, 10k
3a G Baku Ja je Po-reHepuuky uirep Hag M[G1] u nokaxumo aa je G jenan P-reHepuuku uirep
Hag M. Jlako ce nokasyje na je G ¢unrep. Heka je D € M npousBosbad ryct ckyn 'y P. Heka je

D" = {p2 € P>|(3p1 € G1){p1,p2) € D}.

Ckyn D" npumnaga mopeny M [G1]. Hokaxumo ga je ryct y Po. Uzabepumo go € Py IpPOU3BOIBHO.
Hexa je
D' = {p1 € P|(3p2 <2 ¢2)(p1,p2) € D}.
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Ckyn D’ npunana moneny M urycr je'y Py jep 3a Ma Koje g1 € Py mokemo omadparu (ri,72) € D
TaKo Ja Baxu (r1,72) < {q1,¢2), acamumtimMmur, € D' ur; < ¢1. Hekajepy € GiyND'. U3 p; € D’
CIIEJIH JIa MOXEMO Of1adpaTH py < ¢o TAKO J1a Baxu (p1,pa) € D, ma3dor p; € G Baxu po € D”. [akie,
HAIIITA CMO eJleMeHT cKyna D’ ucron go, YuMe je moKasano ja je ckym D’ rycry Ps.

Heka je po € G2 N D’ npoussosbHo. Tama moxemo onadparu p1 € G Tako na Baxu (p1,pe) € D.
Ounrnenno (p1,p2) € G1 X Go =G, majeGND # (.0

Vromuko je P = Z(I,B) 3al # () u |B| > 2, onna cBakoM reHepuukoM uirepy G oarosapa jeaHa
bamunmja (7;);c., MPECIMKABAbA U3 CKYNA w y cKyln B nedunucana Ha cnenehu Hauun: r;(n) = F(i,n),
roe je F = |JG.

3a npousBobHO ¢ € I pyHKIWM]y 1; 30BEMO T€HEPUUKUM eNeMEHIIOM HA MeCTiY %, IOK 32 IPOU3BOJbAH
YCIIOB P TOJ UHPOPMAUUJOM HA MeCitly T KOJy HOCH YCIIOB p Ha3uBaMo (PYHKIM]Y ¢ AepUHKUCAHY ca

dom(c) = {n € w| (i,n) € dom(p)}, (Vn € dom(c))c(n) = p(i,n).

[pecnukaBara ckyna w y cky {0, 1} 30Bemo peanum dpojeBuma. 3a ypehewe R (1) 3a I # () kakemo
na nopaje |I| KoeHoBux peannux dpojesa.

ITpuTom, 3a qucjyHKTHE Herpa3He ckynoBe [; U [o 1 Ma Koju cKkyn B ca DdapeMm JBa eleMeHTa BakH Aa
jeZ(I1,B) x (I3, B) ~ Z(I; U I, B). Heka je I ckyn ca dapem fBa enemMeHTa, j € I MpOM3BOJBHO U
I =1\ {j}uls ={j}. Heka je G npoussosan Z(I, B) renepuuxu dunrep, f = |JG, r;(n) = f(i,n)
3acBet € [un € w.

Heka je G’ ckyn cBux ycioBa p € G takeux aa (Vn € w)(j,n) ¢ dom(p). Taga je npema jemu o
npoussofy dopeunra dyHkImja r; reHepuuka Hajg Mogenom M [G']. Tputom, (Vi € I\ {j})r; € M[G'].
Opatne oceOHO ciequ Aa Cy T U 1 Pa3iniuTy 3a cBe MelycodHo pasnuuurte k, ! € 1.

IMocnenra Yi-EHNIIA IMA U jeTHOCTABHUjU JI0Ka3. HawMe, cKyn cBHX ycJioBa p TaKBHX Jia TTOCTOjH
n € w Takas ga Baxu (k,n), (I,n) € dom(p) n p(k,n) # p(l,n) je rycr.

Hexa cy B; u By Ma K0Oju CKYIIOBH HCTe KapAMHAIHOCTH ca dapeM JiBa eJieMeHTa 1 Heka cy A1 u As Ma
KO DecKOHAuHM CKYNOBH ¥CTe KapuHaiHocTy. Taga Baku F(Aj, By) ~ F (A, Bs). IIpema tome, Baxu
F(A,B) ~ I(A, B). Takobe, 3a cBaku HenpasaH Hajsuiue npedpojus ckyn I Baxu Z([, B) ~ I(w, B).
ITpema Tome, Baxu JF (A, B) ~ I(k, \) 3a Heke KapauHaie £ > No 0 A > 2.

Teopema 90 Hexa cy I € M deckonauan ckyi, Iy € M roeios deckonauan tiogexyi, B € M cxyi ca
oapem gea eaemenmiau P = (P, <) = Z(I, B). Taga y M|G] easxcu ga 3a duno kojy konauny iapyujarny
Pynkuyujy s uz w y B iocmoju i € Iy waxeo ga 3a | = |J G eaxcu (Vn € dom(s)) f(i,n) = s(n).

Hoxa3: Heka je D cBux yclioBa p TakBUX Ja IIOCTOjU ¢ € Iy TakaB Ja Baxu
(Vn € dom(s))((i,n) € dom(p) A p(i,n) = s(n)).

IMomro je ckyn Iy deckoHauaH, a yCIOBM Cy KOHauHe napiyjanne GyHkuyje, ckyn D je ryct. Heka je
peGND. Tephewe ciemums p € Dup C f. O

Teopema 91 Heka je P ypeherve coux HelIpazHUX KOHAUHUX HU3080 eNeMEeHATlA U3 w, YpeheHux oOpHYmtom
unraysujom. Ceaxo upedpojuso Oe3atmoMUMHO HapyujaiHo ypeherse uma iyciio uogypeherbe uzomopgpro

ypeheroy P.

Hoka3: Heka je Q = (@, <) IPOU3BOJBHO OE3aTOMIYHO MAPLMjATIHO ypehere U Heka je (¢n )ne, HA3
CBHX eJleMeHaTa cKymna (). JJOKaxuMmo [1a 3a CBako p € () nocToju DecKOHaYaH HEKOMIIATHOMIIAH CKYIT YUj1
Cy CBU €JIEMEHTH UCIIOJ P.

Heka cy ro 1 $g HEKOMIATHOWIHU €JIEMEHTH MCIIOJ p. 32 CBAKO 1 M3aDepUMO HEKOMITATHOMIIHE elie-
MEHTE 7'y, 41 U Sp41 UCHOA Ty, OUMIIIETHO 32 CBAKO 1 € W BAXHM I'p1 < Ty, HeKa cy m, n € w TakBH ja
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Baxku m < n. Taga Baxu s, < rp—1 < Ty, 14 U3 HEKOMITATUOUIHOCTH €JIEMEHATA Ty, U Sy, CIIEMH 1A CY
eJIEMEHTH S, U S, Takohe Hekomrarubmwinu. [akie, {s, |n € w} je HeKOMIATHOWIIAH CKYyIT eneMeHaTa
UCToq, p.

Opamie ciean Ja MocToju deCKOHaYaH MHKJIY3HMjCKM MaKCHMaJlaH HEKOMIMATHOMIaH CKyIl eJleMeHaTa
KOju cy Mamu of p. Takobe, 13 JoKa3aHOTr ciieqy Aa MOCTOju OeCKOHAYaH MHKJIY3HjCKM MaKkCHUMaJlaH He-
KOMITATUOWIIAH CKYII, KO jH IIPUTOM CaJIpKH €JIEMEHT KOjH je MamH 0] go. JemaH o TakBux hieMo o3HaunTH
cal.

HedunummMo npeciavkabamwe ' koje cBakoM Helpa3HOM KOHAYHOM HM3Y MPUPOJHUX OpojeBa MpH-
JIpyXyje HeKu eneMeHT ckyma (). Heka je ®,, ckynm cBMX KOHAUHWX HU30Ba ayxkuHe n. [eduHUIIAMO
PEKYp3UBHO TI0 1 TipecuKaBame F' Ha ckymy @,,. Heka je e dujeknmja ckyna w Ha ckym I. 3a Mpou3Bosb-
HO 1 € w HeKa ce HU3 IyXKuHe |, Unju je jeirHM eJIeMeHT n CiiMKa rpecirkaBameM F'y e(n). Jakie, Baxu
F[®,] = I. TlpernoctaBuMo Aa je 3a Heko k > 1 ucnymeno 1a je F[P] MakcuManaH HeKOMIATHOWIAH
CKYII.

Heka je f € @ npousBossHO. Ako je F'(f)||qr+1, onna nzabepumo wexko p < F(f), qxy1, HeKH
OecKoHaUaH MaKcHMaslaH HEKOMIATHOWIaH CKyN eJleMeHaTa KOjH Cy MCIIOZ P U HEeKYy HeroBy JOIMYHY J0
MaKCHMAaJTHOT HEKOMIIATHOMITHOT CKyIia J efemenara koju cy ucton F'(f). Tana je ckyn J deckonauyas u
CAJpKU eJIEMEHT KOjH je MawH Off ¢x+1. AKo je F(f)Lgrs1, oHIa Heka je J DeckoHaYaH MaKCUMAaJaH
HEKOMIIATHOWIIAH CKyII eyiemeHarta ucnon F'(f).

Hakue, y oba ciyuaja je J OeckoHayaH MakCHMMalaH HEKOMNATUOWJIAH CKyII ejlemeHara ucron F'(f),
[pH YeMy CKyII J CaIpKd eJleMEeHT Marb off k11 ako je F'(f)||gx+1. Heka je u Oujekumja ckyma w Ha
ckyn J. Heka je F'(f™n) = u(n)3acBen € w.

Heka je K(f) = {F(f"n)|n €w} 3a f € ®. Enemenrn ckyna K (f) cy y3ajaMHO HEKOMIIATH-
OWJIHM IpeMa KOHCTPYKIIH)H, JIOK 3a paszmuuute f1 U fo u3 Oy, v nmpoussosbhe p1 € K(f1) ups € K(f2)
skt prLps jep je pr < F(f1) ups < F(f2) w F(f1) LF(f2). Haxne, cxyn F@pi1] = Upeq, K(f)
je deckoHayaH HEKOMITATUOWIIAH CKYII.

Heka je po mpousBosbas eniemMeHT ckyma (. Tlomrro je o npernocraBuu F'[®y] MakcuMasian HekoMa-
THOWJIAH CKyII, MOXeMo opadpatu Heko [ € @ takBo ma Baxu F(f)||po. Homwro je {F(f~n)|n € w}
MaKCHMaJlaH HEeKOMITATHOMIIAH CKYII efleMeHata ucnof F'( f), mocroju n € w takeo ga Baxu F'(f~n)||po.
V nocebHOM ciydajy Kaja je po = (41, 3aK/bydyjemo aa ckyn F[®y 1] canpxu dapem jenaH enemMeHT
MarbU OJ1 j41-

IHaxire, Baxxu cienehe:

» 3a cpako k > 1 Baxu na je ckyn F[Dy]| GeckoHayaH MakcMManaH HEKOMITATHOWIAH CKYI KOjH
cajipxu dapeM je[laH eJleMeHT MarbH OJI G

* Bamakojek > 1lu f € @ Baxu na je ckyn {F'(fn)|n € w} deckoHayaH MaKCUMaJaH HEKOM-
natubMIIaH CKy eteMeHata ucrox F(f).

* Bamakojek > 1, f € ®pun € wsaxu F(f~n) < F(f).
» Bamakojek > 1, f € Oy u pazmuumre m,n € w Baxu F(f~m)LF(f"n).
O

Teopema 92 3a.ma koju neiipasar ckyii I easxcu ga iiocitioje iyciio iiogypeherve Py ypeheroa N (I) u iycitio
iiogypeheroe Po ypeherva R(I) twaxo ga cy ypeherwa Py u Py usomopgpua.

Hoka3: Heka je S ypeheme cBUX KOHAaUHMX HM30Ba IIPUPOAHUX OpojeBa ypeheHnx oOpHyTOM MHKITY3HU-
joM, Z ypeberbe cBUX KOHAYHKMX HU30Ba eneMenara ckyna {0, 1} ypeherux odpayrom unkitysujom. Heka
je 8’ mopypeheme ypehema S koje ce cactoju o HenpasHux Hu30Ba U Z’ nonypeherse ypeliewa Z Koje
ce Takohe cacToju oj] HerpasHux HU30Ba. ['ycTo yramame ypehewa S’ y ypehewe Z’ ce MOke HOMyHUTH
Jo rycror yranama f ypeliewa Sy ypehewe Z, koje civka npas3aH HU3 y Ipa3aH HU3.
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Vpebhewe N (1) uma rycro nogypehere Py = (Pp, <1) KOje Ce cacToju 01 ycioBa p 3a KOje BaKU
(Vi€ IN(Ym,n € w)((m < nAn € dom(p)) = m € dom(p)).

Cnnano Tome, ypehere A (1) uma rycro monypehere Q koje ce nedunmiie Ha aHanoran HaduH. Heka
je c1 TpecivKaBame unju je tomeH P; x [ TakBo ga 3a cBako p € Py u i € I Baxu ja je

dom(cy(p,i)) = {n € w|{i,n) € dom(p)}, (Yn € dom(ci(p,i)))ci(p,i)(n) = p(i,n).

CIIMYHO TOMeE, TIOCTO U MIPECITUKABabe Co unjn je gjomen dom(Q) X I u Koje ce nedpuHuIIEe Ha AHAJIOTAH
HauuH. [IpecimkaBawe F' : P — dom(Q) oapeheno ca (Vi € I)ca(F(p),i) = f(ci(p,i)) je nodpo
JeUHICAHO 3aTO IITO Ce MpecivKaBameM f Mpa3aH HU3 CIMKa y HpaszaH Hu3. Jlako ce nokasyje jga je
npeciuKaBame F' rycTo yraname ypehema P; y ypeheme O, a camum TiM n 'y ypehemwe Z. [

Ogie fiemo ce orpaHnyuTH Ha ciy4aj Kana je |B| < Ng. IIpurom, 3a cBaku HerpasaH cKyi I Baxu oa
ypehewa N (I) u R(I) majy uctu dpopeunr. U3 reopeme 54 3a x = A\ = N cenm 1a je Koenos dopcunr
ccc. Hedunuimmo xujepapxujy (3o )acorp Ha cliefichu HaunH:

Jo =Ry, Joq1 =27,

d, = U Jp, roe je oo DeckoHAaYaH rpaHUYaH OpAUHAIL
B<a

Teopema 93 3a ceaxu beckonauan ipanuunu opgunan o Heipedpojuse KohuHAAHOCTL 6ancu N0 = J,,.

Jlokas: Heka je x = JX0. Taza je 300r HenpedpojuBe KOPUHATHOCTH KapAMHANA K CBAKO IIPEC/IUKABAMLE
U3 W Y K OTPAHUYEHO Y K, I1a BaXU

TR ngo < Z :l[:;ﬂ < Z 278 < Z:ﬁ+1 < |af sup Jp1 < 22 = k.
B<la

B<La B<a B<a B<a
[l

Teopema 94 Hexa je o € M beckonauan ipanuunu opgunan imaxaé ga eaxcu (cf(a))™ > Vo u nexa je
P = (P, <) ypehere koje gogaje (o)™ Koenosux peannux dpojesa. Taga sascu (280 )MIG] = (3 )M,

Jlokaz: Hekajer = (J,)M, F =UGur,(n) = F(v,n)3saceev < kun € w. Tagajev — 1,
unjekimja u3 £y (280)MIG] na paxu (2% )MIC] > k. Tpema reopemama B3 u P3 Baxku

(2% MI9] < (IPP)M = (640)M = 1.

O

5.7 JedpnHadniHOCT MO/1eJia Y 1berOBOM e HEPUYKOM pallfpemhy

Ogie hiemo fokasatu uyBeHy JlejBepoBy Teopemy aa je M kiaca mozeia M [G] nedunadbunHa ca napa-
meTpom u3 M. YV Ty cBpxy hemo Hajmpe nedpuHucat Heke mojmose. [loaceTumo ce aa 3a 1aTh OeCKOHAYaH
KapauHa £ ca H (p) 03HauaBaMo CKyIT CBHX CKYIIOBA & TAKBHX 1a BaxH |tc(x)| < u. Heka cy £ u A mpo-
M3BOJbHM DECKOHAYHM peryJapHH KapAWHAIM TakBU ja je k < A. Takobe, ca F' hemo o3HayaBaTu yHapHY
kiacuy dyHkumjy u3 Teopeme b1l TTputom hemo nompasymesaru aa je F (a) = 0 ako je a ckyn Koju uma
dapeM jenmaH eeMeHT Ko ju Huje opauHal. [ox x-\ Mmonenom hiemo moapa3ymeBaty ckym /N KOju UCITyEbaBa
cnepehe ycioge:



5.7. AEPUHABUJIHOCT MOJEJIA Y FIbETOBOM I'EHEPHYKOM PAILIIUPEHDY 87

* N je TpaH3uTHBaH MOACKYI cKyma H ().

* 3amakojea € N Baxu F(a) € N.

* 3amakoje b € N nocroju a € N takeo ga je F(a) = b.

* 3acBakos € Nupy < ABaxusNpu € N.

* Axo je a € N ua C ORD, oHaa pyHKIIMja TPaH3UTHUBHOT KOJIarica CKyma a Ipumnaja ckymy N.
* Ako je f € N uHjekTMBHO npeciukaBame, onaa f~1 € N u fldom(f)] € N.

* Akojea € H(A\)\ Nua C N, onna nocroju ckyn s C a TakaB Ja Baxu |s| < kus € N.

* 3acBako a € H (k) takeo aa Baxu a C N nocroju ¢ € H (k) N N takBo na Baxu a C c.

Teopema 95 Hexa je k = (|P|Y)M u N\ > k peiyrapan xapgunan y M. Taga cy k u \ peiyaaphu
kapgunanu y M[G] u eaxcu H(AN)M = HNMIE A M.

Jlokas: U3 teopeme B3 creau ma cy « u \ perynapun kapmuuama y M[G]. Heka je a € H(A\)M(CTn M
npousBosbHO M Heka je 1 = |tc(a)|™. Ako je > X onpay M[G] noctoju dujeximja usmely 1 u opiunania
|te(a)|MIC] < X, mrmo Huje moryhe 3ato mro je A kapmunan y M[G]. Tpema tome, 1 < A, maa € H(A\)M.
Ipernoctasumo fa a € H(\)M. Tana ceakako a € M. Uzadepumo Heky dujekuujy f € M Hekor
opmuHaa o < \ Ha ckyn tc(a). 36or M C M|G] axu f € M[G), onakne cnemm ma Baxu |tc(a)|MIC] <
A, omHocro a € H(A\)MICL. O
Teopema 96 Hexa je k = (|P|T)M u X\ > k peiyaapan xapgunan y M. Taga y M|G) 3a cxyii H(\)M
8adICU ga je K-\ mogen.

Tlokas: [lokasahemo camo HeTpuBHjaian neo Tephema. Heka je a € H(A)MIEI\ H(A\)M rtakso ma Baxku
a € H(A\)™. W3 reopeme P3 crequ a a ¢ M.

M3adepumo Heko G € M T takBo ma Baku g = a. Heka je C' cKyml CBEX yc/oBa p TaKBHX Jia TIOCTOjH
Sapem jenno e € H(\)M takso na Baku

MEplfpéca, MEplpéda
Heka je p € G npousBosbHO. Taga p € C' jep 01 y CyIIpOTHOM BakUIIO
a={ec HNM|MEpl-p ¢ € a},

uito je y cynporHoctu ca a ¢ M. Tpema tome, Baxu G C C. Heka je g € M dyHKIMja Koja CITMKA CKyIT
C'y ckyn H(M\)™ Taksa jia 3a cBako p € C Baku

MEplkp (f(p))€a, MEplkp (f(p) ¢ a.

Tana Baxu g[C] € M u |g[C]|M < |C|M < |P|M < k. Takohe, Baxu u g[C] € H(\)M, na 360r
perymaprocty Kapmunana A y M saxu |tc(g[C]) M) < |te(g[C) M < k.

Hexa je s = a N g[C]. Tama crakako Baxu s C a u |s|MIE < |g[C)|MIC] < k. Hokaxumo na s ¢ M.
Jlokas u3BoMMO CBOhereM Ha poTUBpevHoCT. [IpeTnocTaBumo f1a s € M 1 U3BEMMO IPOTHUBPEYHOCT.

Tana nocroju p € G takeo ga Baxu M E p lkp a N (g[C])"= 3. 36or G C C Baxu p € C, wro
3HauM 1a 'y Mogeity M ycioB p He ominydyje uckas (g(p))” € a. Mehytum, y mogey M ycioB p dopcupa
ma (g(p)) € (g[C])", wro 3Haum ma y mogeny M ycnoB p He omtydyje uckas (g(p))” € §, wro je Hemoryhe
Jep ce paau o penaluju npumnajgama n3mMely KAHOHCKUX MMeHa ejleMeHarta mojena M.
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Hexka je a € H(x)M!C] tako na paku a C H(\)M u noxaxumo aa ocroju ¢ € H (k)M 0 H(A\)M
TakBo fa Baku a C c. Heka je p = |a|™ Cluhe M [G] bujexumja ckyna p Ha ckyn a. Taja cBakako
Baxu u < k. M3adepumo a, h e MP up € G rakse na Baxu ac = a, hg = hu M Eplkp h: L — a.
CBakoM o < /i IPUAPYKHMO CKYIT

v(a):={ec HNM | (3¢ < p)M kqlFp h(d) = &}

Ounrnieano Baku v(a) € M nv(a) € H(AN)M. 3a pasmauure eq,e2 € H(A)M u g < p ue moxe
sakura M E qlbp h(d) = é u M E qlbp h(d) = é,.

Tpema Tome, Baxu [v(e)|M < |P|M < k. Taxobe, h(a) € v(a), masac=J,.,v(a)Baxnc e M
ua C ¢ C H(A\)™M, na na ocHoBy perynapHoctu kapauuana k£ y M u p < k Baxu |c|M < k. Onawie n u3
perynapHocTu kKapaunaia Ay M cnemm aa saku ¢ € H(A\)M. O

Teopema 97 Heka je k = (|P|)M u X\ > k peiynapan kapgunan y M. Hexa cy Ny u Ny fipouseomhu
K-\ mogeau y M[G) 3a koje sancu H(x)MI 0 Ny = H (k)M N Ny. Taga sancu Ny = Na.

Hdoka3: 300r cCMMETpUYHOCTH YCJIOBa, NOBOJBHO je Mokaszatw Aa Baxu Ny C No. Heka je b € IVy.
Jokakumo na Baxu b € No. Ako je b = (), onna cBakako Baku b € Ny jep je ckynm Ny Henpasad u
TpansuTuBaH. [IpeTnocraBumo 3ato aa je b # (.

Heka je a € Nj ckyn 3a koju Baxu F'(a) = b. oBosbHO je mokasatu ga a € No. IlpermocraBumo
Ja a ¢ Ny musBeaumo npotuspednoct. Iomiro je ckyn b HempasaH, CBU €1EMEHTH CKYIIa @ Cy OpAMHAJIH.
Hexa je 1 = (supa) + 1. Ha ocnoBy Teopeme b1l Baxu |12|M (¢ < Jtc({a}) + No| M) < \, a camum Tum
up <A

Ha ocHoBy mpernocTaBke o ckymy N, MokeMo oadpati ckyn s C a Takas aa Baxu |s|MIG] < g
us ¢ Np. OuumrnenHo Baxu s C p. Ha ocHOBy mpernoctaBkd 0 N1 U K, MOXEMO KOHCTPYHCATH Y
MG wnkmy3ujckn Heomanajyhn HU3 (Co )a<, CKYNOBA TaKaB Ja 3a CBAKO o < K BakH |co|MIE) < K
ns C ¢, C p, KaO U Ja 3a CBaKM IPAHMYHU OpAMHAT 3 < K M CBAKO N € W BaXHU Cgi2y, € Ny H
cgyant1 € Na.

Heka je d = ., Ca- Ounrenno saxu d C p 1 k. Heka je u € M[G] mopckyn ckyma d
1 Koju je y mogeny M G| kapauHaiHOCTH Mambe of K. VI3 perynapHoctu KapauHana x y M [G] cienu na
je Hu3 (Co, N U) < IOYEB OIHEKIIE KOHCTAHTAH, I1a 33 HEKW IPAaHUYHH OpAUHAI 5 < K M HEKO 1. € W BaXU
CB+2n = CB+42n+1 = U, OJAKJE ciemu Aa u € Ny N Ny. M3 pou3BOBHOCTH CKyIa % U MPETIIOCTABKE O
ckynoBuma N1 u Ny cnequ ia d € N1 N No.

Heka je t : d — k Tpan3uTHBHHM Komnaric ckyna d. IIpema npernocraBium o ckynouma N1 1 No Baku
t,t™1 € Ny N Ny. U3 s € Ny crienm ma je t[s] € Ny. Tlomrro je |t[s]|M[C] = [s|MIC] < s, ut[s] C &,
Baxu t[s] € H(k) N Ny = H(k) N Na,ma s =t~ 1[t[s]] € No. O

‘d|M[G]

Teopema 98 Iocitioju gpopmyna o(x,y, z) Wakséa ga 3a céaku apedpojus mpanzuimiuearn mogea M koju
3agosonwasa ogpeheny itieopemy ZFC itieopuje, 3a ceaxo dezaimiomuuro dapuyujanro ypeheroe P = (P, <) €
M u 3a ceaxu P-tenepuuxu gpunitiep G nag M eadsicu

M = {a € M[G]| M[G] E ¢(a,,S)},
ige je k= (|[P|*)" u S = H(r)™

Hoka3: ®opmyna (x,y, z) TBPOM Ia je y peryiapaH KapIuHAI U JId [IOCTOjU PeryiapaH KapauHai A > y
uy-Amonen N takaB maBaxuxz € Nu H(y) NN = z. O

5.8 IIpumena popcuHra Ha JOKa3uBame TeopeMa

dopcuHr MeToa je M3BOPHO HACTaIa 3a M3BONEeHe JI0Ka3a peaTUBHEe KOH3UCTEHTHOCTH. MehyTum,
HCIIOCTABIJIO ce J1a je (hOpCUHT MeToJa MPHMEH/bIBA U Ha IOKa3MBame Aa je ogpehenu uckas reopema ZFC
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teopuje. OBne hemo mpukas3aTé HeKe O]l HAaUMHA. Y CBaKOM CIIy4ajy JOKa3 JlaTe PeYeHHIIe ¢ M3BOAUMO
cBohjereM Ha MPOTUBpPeYHOCT. [lakie, MpeTIocTaBuMoO Ja BakKU — U U3BEAMMO MPOTUBPEYHOCT.
Heka ¢ € I (Lzrc), TO jecT pedeHHIa —p je eKBUBaJleHTHA (POPMYIIH ODJIMKA

(3331,...,xd)R(xl,...,xd)7 (518)

e R(x1,...,2m) € Xo(Lzrc). [lpema Teopemu b noctoju npedpojuB OpAMHAT (¢ TAKAB 14— BAKH Y
L. Opyram peunma, mocToje a1, . . . , Gy, € L, TakBu gaBaku L, E R(aq,. .., a,,). Howmro je popmymna
R(z1,...,x,,) ancoyTHa 3a TpaH3UTHUBHE Mojere, (hopmyna — he OutH TavuHa y CBAKOM TPAH3UTUBHOM
Mogeny M 3a Koju BaxHu ay, ..., ay, € M, ma caMUM THM U Y CBaKOM TPaH3UTUBHOM Mofeny M 3a koju
Baxu M C L, OJHOCHO Yy CBAKOM TPaH3UTUBHOM MoJienny M Koju 3a10BoJbaBa oipeheHy TeopeMy Teopuje
ZF 1 nuMa BUCHHY KOja HMje Mama OJf (.

To 3Haum ga Moxemo nohu ox OWIIO KOjer TPaH3UTHBHOT MOeNa KOji MMa BUCHHY KOja HHje Mamba
O]l v ¥ KOjH 3aJJ0BOJbaBa rogecad (pparmeHt teopuje ZF 1 oHa BpmmTy TpaHchopMalyje Mojesa A0K He
CTUTHEMO JI0 TPaH3UTUBHOT MOJIeJIa BICHHE HE Mame OJ (v, TAKO []a y BeMy Baxe oArosapajyha Teopema
teopuje ZF 1 5a 3a wera MoxxeMo JIOKa3aTH Jia 33JJ0BOJbaBa peueHuily . Taga cMo A0OWIM TpakeHy
NPOTHBPEYHOCT.

Heka ¢ € II;(L£) 3a Heku je3uk L, Koju je mupH of jesuka Lzrc. Hpyrum peunma, pedeHura —y je
exBuBasienTHa (opmyim oomka (5.18), tae R(x1, ..., 2,,) € Lo(L). Y ToM cityuajy MoxkeMo pedhiekcu-
joM 11a n3adepemo npedpojuB TpaH3uTHBAH Mozen M koju pediekTyje motpedan ¢pparment teopuje ZFC
u peuennity —p. Tazia hie ce Baxere pedeHuIie —p MpeHOCHTH ca Mojiena M Ha (opeuHr pammperse M [G]
KOje je 700ujeHo (hOPCHHIOM Y OTHOCY Ha KOjU Cy allCOJyTHU MO jMOBH je3uka L. TakBa ()OpCHHT pariu-
pema MOXkeMO MOHAB/bATU MPOU3BOJbAH OpOj MyTa. AKO Ha Taj HAYMH JJOOMjeMO MOJIEN 32 KOjU MOXEMO
JOKa3aTH /1a 33JJ0BOJbaBa PEUCHUILY (0, OH/IA CMO JOOWIIM TPakeHy IMPOTHBPEYHOCT.

Heka je pedenniia —¢ eKBUBaJIeHTHA (DOPMYJIH OOJIFIKA

(Fx1, .y € HR)) Yy, - -5 yn)R(T1, -+ o, Ty Y1y -+ -3 Yn)s (5.19)
roe je R(21, ..., Tm, Y1, - - -, Yn) opmyia u3 ckyna Yo (Lzrc), a H (R1) CKyI CBUX CKYIOBA YHja Cy TpaH-
3WTHBHA 3aTBOpEHa HajBuile pedpojusa. Hajmpe uzadepumo ay, . . ., a,, € H(X1) TakBe 1a Baku

My1,. -y yn)R(a1y oy Gy Y1y - ey Yn)- (5.20)
Tamazat = (aq,...,a,)Baxut € H(X;), na MokeMo ofadparu mpedpojus ckyn s C wy KOju KOAUpa

ty emucity Teopeme b1|. Tana he 3a pedpojuB opauHa o Takas ga Mogen M = Ly, (t) pedpiexryje onroBa-
pajyhy teopemy teopuje ZFC Bakutui aq, ..., 0, € M uM E (Vy1,...,yn)R(a1, ... Qm, Y1, -, Yn)-

Ako MoxeMo J1a iokaxemo jaa y mogeny M [G] saxu —=(Vy1, ..., yn)R(a1, ..., m,Y1,- .., Yn), OHIA
MOXeMo u3adpatu by, . .., b, € M[G] rako ga Baxu M[G] E —R(a1,. .., am,b1,...,b,), a camum TUM
u-R(ai,...,am,b1,...,b,), mTo0 je y cynpotHoct ca (5.20).

ITomohy oBHMX MexaHM3aMa Ce Of CBAaKOI' JI0Ka3a peJlaTMBHE KOH3UCTEHTHOCTH (DOPCUHIOM HEKe XHU-
norese  y OILHOCYm Ha Teopujy ZFC pnodujajy TeopeMe arcolyTHOCTH, MO KOjUMa 3a PEUYEHUIly ¢ W3
oaroeapajyhe Kiace pedeHHIa BaKH

ZFC+HF¢p = ZFCF .

[pemHOCT OBOT MPHCTYIIA j€ IITO Ta MOTY KOPUCTUTH M OHH KOJU HHCY CTPYUHallM 32 TEOPH]y CKYIIO-
Ba. Kopx Tor mpucrtyna je cTpyumak 3a TEOpHjy CKYIIOBa HEOIXOJaH CaMo Jia UCTIMTA [a JIM peueHHIa
NpuUMaga HeKoj of Kiaca popMysia ogpeheHUX ONMcaHUM MEXaHW3MHUMA, a Jajke ce KOpHCTe yoOudajeHe
MaTeMaTuuke® Metoze. Mnak, taj mpuctyn He omoryhaBa kopunihemwe cnenrduuaux ocoduna mogena M,
EEroBor ofiHoca ca mMogetoM M [G] u mojMoBa Kao MITO Cy FeHepUdYKH O0jeKTH, IITO je Moryhe ako ce
KOpPHCTE ONMCAaHN MEXaHU3MH ca (POPCHHTOM.

13anparo, Huje 0baBe3Ho 1a Teopuja Syme ZFC. Tlonekan ce pa3mMaTpajy U pyre TEOpHje y HCTOM KOHTEKCTY.
2[lakJie, MeTaMaTeMaTHyKe Kao IITo je (POPCHHT HUCY HEOTIXOMIHE.
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I'naBa 6

KoeHOB cuMeTpUYHM MOJ1eJl

6.1 OcHoBHe necuHMINjE

Haname he M Outh mpedpojuB TpaH3UTHBAH MOEN KOjU 3a IOBOJHHO BEJIMKO 7. 33/I0BOJbABA CBE aK-
cuome Teopuje ZFC koje npunanajy ckymy %, (Lzrc) U 1L, (Lzrc), @ I € M Hekn OecKOHa4aH CKyIL.
Haname hie Q = (Q, <Q> 03HAaYaBaTH HEKO Oe3aTOMUYHO MapiujaaHo ypeheme koje npunaga mogeny M,
1ok he P = (P, <) duru napumjanso ypehetse aeuHnucaHo Ha ciienehu Haunt: P je CKyI CBUX KOHAYHHX
yHkmja u3 ckyna I y ckyn @), pu uyemy ce ypehemwe aedunuine Kkao

(VSl,SQ € P)(Sl < S92 g (dOIIl(Sg) g dOIIl(Sl) A (VZ € dom(Sg))Sl(i) < 52(1)))

Ca G hemo o3navaBatu Heku P-renepuuku ¢wrrep Han M, a ca X Heky kiacy moxena M[G] ca
napamerpuma 3 M TtakBy aa je X C M. Taxobe, 3a cBako ¢ € I nedMHAIIIIMO

¢ = {{p,(p(¥))") |p € dom(P), i € dom(p)}, ¢; := intg(é;),

Kao u

C:={(p,é&)|pedom(P),iel}, C=intg(C).
OunriegHo, 3a cBe ¢ € I Baxu
ci={p(i)|p € GAi€dom(p)}, ¢ Cdom(Q) € M, (6.1)

Kao 1
C = {Ci ‘ 1€ I}
Takohe, 3a cBako ¢ € I Baxu
¢ je Q-renepuaku durrep Han M [f;], rtme je fi : I\ {i} — C, fi(j) = ¢;. (6.2)

IMocnenre TBpheme crenu u3 Jieme o npoussoy popcunra. IocedHo, 3a Ma Koje pasinuuTe 41,42 € 1
10CTOje S1 € ¢;, M 82 € C;, TAKBH JIa BaXH 51152, a cAMUM TUM U ¢; 7 ¢;, 1a je ckyn C' je HeckoHayaH.
Hedunuimmo moaen

N(I,Q,X) := HOD(C U {C} U X)MIE],

V 0B0j AeduHMLIKjH 3aHEMapy jeMO Maly HeKOpeKTHOCT aa M u G Hucy jeaHo3HAa4YHO onpeheHu ca I,
Q u X. Axo Hema onacHoctu ojt 3adyue, ymecto N (I, Q), X ) nucahemo N.

Tox Koenosum cumeiipuunum mogeaom ce oduano noppasymesa moget N (w, R({0}), X), nmpu uemy
je X = 0 mwm X = M. Haname hemo paguru nog npernocraBkoM aa je Q € N. Taja 3a CBako ¢ Baku

¢; € N,acavum TuM 1 C' € N. Ta npernocraBka je cBakako 3al0BOJbeHa y ciyuajy na je X = M jep
tama Baxu Q C M C N.
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6.2 CBojcrBa KoeHOBOr cHMETPHYHOT MO/1€eJIa
IMon oxoaunom hemo noapazymeBaT CKyI o0JIMKa
[s] ={ceCl|sec}, sedom(Q).

Mon okoaurom enemenitia ¢ € C' hemo nogpasyMeBaTd OMIIO KOjy OKOJIMHY K0joj ¢ npunana. [Ipurom,
3aMakoje s € Qur € C Baxu

refsleser. (6.3)

3a Ma Koje s1, 82 € @ Baxu s1.Lsy & [s1] N [s2] = 0. Opatne cienu na ce pasinuuTH eeMEHTH
ckyna C' MOT'y CMECTUTH Y JUC]YHKTHE OKOJIMHE.

IIpehumo cana Ha cBojcTBa KoeHoBor cumerpuuHor mojesna. Crneneha Teopema ncTHYe 3Havaj jeqHe
jeaHoctaBHe BpcTe ayromopdusama ypehewa P.

Teopema 99 Heka je 0 € M iepmyiiauuja ckyiia I u nexa je f ayimiomopgpuzam ypeherva P iwiaxas ga 3a
ceaxo x € P eamxcu f(x) = xoo. Taga f € M usa H = f[G] eaxcu ga je H jegan P-ienepuuru punitiep
nag M, kaou M[H) = M|[G], Cyg = Cu (Vi € I)intg (&) = o).

Hoka3: 3awmakoje: € I Baxu

intg(¢;) = intg({{p, (p())") [p € P, i € dom(p)})
= {p(i)|p € H, i € dom(p)}
= {f@)@)|f(z) € H, i € dom(f(z))}
= {a(o(i) | f(z) € fIG], i € dom(z 0 o)}
= {z(o(i)) |z € G, o(i) € dom(x)}
= intg(Co(s)) = Coli)-
CamMuM TUM, BaXu

il’ltH(C)

inter({(p,é5) [p € P, i € I}) = {intr(es) i € T}
= {coplicel}={clicl}=C.

HajBaxnuje cBojctBo KoeHoBor 0a3sHOr Mojesa je u3paxkeHo JIEeMOM O HenpekugHocTH. Ilpe me, Ha-
BOJIMMO CIIMYHY Teopemy 3a mozen M [G].

Teopema 100 [5] lpemiociiasumo ga eaxcu caegehe
D ai,...,am € M,
2) r1,...,7y cy Mehycodno paznumuiiiu enementiiu ckyiia C,
3) (X1, Ty Y1y - -+ Yn, 2) Je Popmyna jesurxa Lzgc,
4) 'Y mogeny M easxcu ogpehena itieopema iieopuje ZFC, xoja je ogpehena gpopmynom .

Taga iiocitioje gucjyHKitine OKOAUHe [31}, Ceey [sn] CNEMEHAUA T, . . . , Ty, UM PEGOM, TUAKEE ga 3a cee
Tl € [s1],...,7), € [sn] 6adxcu

MIG] E (p(a1,. -y am,T1y- 30, C) & 0(ar, .oy am, T, oy, C)).
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Hoxka3: be3 ymamema OMIITOCTH, MOKEMO IIPETIIOCTABUTH JIa BaXU

MGl Ep(aty...,am,T1,. .. 0, C),

jep ce cynpoTaH ciy4aj pa3mMarpa aHaJOrHO, IpeJslackoM ca (popmyiie ¢ Ha hopmyity —. Hekacy iy, . . ., iy,
€JIEMEHTH CKyIa | TakBHU Jja BakU /\;’:1 Tj = Cij-

Axo monen M 3anoBosbaBa KoHauaH (pparmeHT Teopuje ZFC u3 Kora ciean oarosapajyhu mpumepax
(opcuHr Teopeme, onsia MoxeMo ofadparu p € GG TakaB Jja Baku

M}Zp”_p @(dl,,dm,cn,,cln,C) (64)
HpI/ITOM CMO p MOI'JIA O,Ha6paTI/I TaKO [1a BaXXn
{i1,...,in}t C dom(p),

(Vz1,22 € dom(p))(z1 # 22 = p(71) Lp(22)),

jep je ckyn TakBux yciosa rycr. ITomro p npumnaga puntepy G, Baxu /\;‘L:1 p(i;) € c;;. Hexa je
sj=p(i;), j€{1,...,n}

Baxu

/\ ¢, € [s] (6.5)
Ha OCHOBY Ha4rHa H360pa €JIEMCHTA p, YIAHOBU CKYyIla

{[p(z)] |z € dom(p) \ {i1,...,in}} U{[s1],---,[sn]} (6.6)

Cy y NapoBHMa JWCjYHKTHH, IITO 3ajeIHO ca (@) MOBJIAYU J1a BaXU
/\ VI € dom(p))(c; € [s5] = | = i) (6.7)

Wzabepumo npomssombie 1 € [s;] 3a j € {1,...,n}. Hekacyij,...,4, € I Takeu ma Baxu

s in
Nj=17 = ¢ir. Tana Baxnu Nj=1 ¢y € [s;], omsocro Nj=155 € Cir, TO ject Nj=1p(ij) € ci. OBo
TOCTIe/Ibe YIPABO 3HAUHM 1 3a CBako j € {1,...,n} mocroju Heko ¢ € G TakBo ja je i; € dom(q)) u
&(11) = pliy). Hexa je
g {5} — Q. q;(i5) = p(i)
sacee j € {1,...,n}. 30or ¢; < ¢; Baxu ¢; € G. Heka je ¢’ € G TtaKas ja Baxu ¢’ < p,q1,---,qn-
OYurnegHo BaKu

dom(p) U{#, ..., i} Cdom(q), A\ (d'(i)),q'(i}) < p(ij) = s)).

Jj=

—

IIpema (@), BaXxu
(6.8)

n >:
P
&
E
i)
I

na je cneseha nedpuHMIM]a YCIOBA ¢ KOPEKTHA.
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n

dom(q) = dom(p) U {i,....i},  /\(a(iy) = ¢'(i) = p(i))),
j=1

npu yemy Baxu ¢’ < g, a camuMm THM 1 ¢ € G. Takobe je ¢ < p, 1a Ha OCHOBY (b.4) Baxu
M ):q ”_P Qo(dly---;dm;éi17~-~7éinac)-

3a ma Kkoje pasmuunre [1 u I Baxu {c;, ,cy + C [s1,] u {ci,. ,cir } C [s1,], ma u3 aucjyHKTHOCTH
177y 27 7y
oKoJmHa [s;,] 1 [s;,] cnemn aucjynkrHOCT ckynoBa {c;, , ¢y } u{c;,,c;; }, OnaKie Cley MCjyHKTHOCT
1 2

ckynosa {1, , 4, } v {i1,,1, }-

INomro yHuja nepmyTanuja 1ecbMHUCAHUX Ha AUCjYHKTHUM JOMEHHMMA MPeACTaB/ba epMyTalyjy yHUje
TUX JOMeHa, IIOCTOjU HepMyTalrja o cKyna | Takea 1a 3a cBako [ Baxu o(i;) = i u o(4]) = ¢; 4 Koja
(pukcupa cBaky of mpeoctanmx Tadaka. HapaBHO, momro o (pUKCHpa CBe TauKe OCHM €BEHTYAJIHO EbUX
KOHA4YHO MHOTO, Baxu o € M.

Hexka je f ayromopdusam ypehera P takas na3a cBako x € P Baxu f(x) = xoo uneka je H := f[G].
Cxyn H je Takohe P-renepuaku durep nan M u saxu M|[G] = M[H] jep f € M. Tpema teopemu P9,
BaXxu C‘H = (C,xaou

intg (¢i,) = co(i) = ciy =77

3a cBaxo [. Ha ocHOBY HauuHa u360pa q, 0 U f, Baku
{i1,i1,- - s in, iy} € dom(q) Ndom(f(q)),
(Vo € I\ {ir,#},. .. in,i)})(2 € dom(f(q)) & x € dom(q o o) & o(z) € dom(q) < = € dom(q)),
onHocto dom( f(¢q)) = dom(q). Takobe, Baxu
(V3)(f (@) (i) = a(o(iy) = a(i) = p(i;) = q(i)),
(V3)(f(@)()) = a(o(i})) = a(i;) = p(i;) = q(i})),
(Vo € dom(q) \ {i1, 41, ..., in, i, }) f(q)(2) = q(o(2)) = q(2).

Ipema Tome, Baxu ¢ = f(q) € H, a camum TiM, ako Mozen M mpuToM 3a/10Bo/baBa [OIECaH KOHAYAH
¢parment Teopuje ZFC, Koju 3aBucU caMo o1 (popmyIie , BAXHU U

M[H] E (ints (@), . .., intg (@n), intg (¢s,), - . ., inter (&2 ), intgr (O)),

M[G] Eo(ay, ... ,am,m,...,1h,C).

VY cnepehoj Teopemu HeMa mpeTnocTaBke 1a je X kiaacay M ca mapameTpuma aq, . . . , Q-
Teopema 101 (Jlema o neipexugrociau) [S) Ipeitiiocimiasumo ga easxcu cregehe

) XCMuay,...,a;m, € MNN,

2) T1,...,Ty cy mehycodro pazruuuitiu enemeniiiu ckyia C,

3) SD(:El, oy Tmy Y1y ooy Yny, Z) je (ﬁopMyﬂajeamca ‘CZFC)

4) 'Y mogeny M sadxcu ogpehena itieopema tiieopuje ZFC, ogpeherna popmynom .
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Taga iiocitioje gucjyHKitiHe OKOAUHE [sﬂ7 ey [sn] CNEMEHAUA T, . . . , Ty, UM DEGOM, THAKEe ga 3a cee
Tl € [s1],...,7) € [sn] 6adcu

N E (p(at,...,a4m,7r1, 70, C) & @(a1, ..., am, 7, rh, O)).
HJoka3: IlpernocraBuMo fa Baxu

NEop(a,...,am,T1,...,m,C).

CympoTaH ciyyaj ce pa3maTpa aHaJIOTHO, MpejiackoM ca opmylie ¢ Ha popmyny —p. Cady, ..., dy
03HauMMO mapamerpe u3 M mpeko Kojux je knaca X nedunadbuina y M [G]. Iomro je N kinaca Mojena
M|[G] nedunabuiHa npeko UCTHX MapameTapa Kao kiaca X , Moxemo ogadparu opmyay ¥ (u, vy, . . ., Uk)

TAKBY /14 BAXH
N ={te M[G]|M[G] F(t,du, ..., di)}

U TIpH YeMy (popMyJie U ¢ HeMajy 3ajeIHHYKUX MpoMeHbuBHX. [dedunummmo Tpanchopmarimjy ¢op-
myna p +— T'(p) Ha cnepehn HauMH:

T(w) := p, ako je GopMmyIa [ aTOMCKa,
T(~p) = ~T(p),
T(pAv):=T(u) NT(v),
T((Vw)p) == (Yw) (P (w,v1,...,v5) = T(1)).

Heka je dopmyna 0(z1, ..., Tm, Y1, -« -5 Yn, 2, V1, - - -, Uk ) CIHKA (HOPMYJIe © TpU TpaHchopManuju
T'. OBo je HUIITA APYTO JI0 peaTuBu3anmja popMyte ¢ Ha GopMyITy 1), TIa BaXH

N '=<p(a1,...,am,tl,...,tn,C’) aKKO M[G] |=9(a1,...,am,tl,...,tn,C,dl,...,dk)
3a Ma Koje tq,...,t, u3 Mogena N, a camuM TuM U u3 ckyna C'. CamuM TUM Baku
M[G] '=9(l11,...,am,’f‘l,...7Tn,0,d1,...7dk).

[Mpema TeopemMn MOKeMO u3adbpard sq € 71, ...,S, € Iy TAKO Ja OKOJHMHE [$1], . .., [s,] Oymy y
MapoBUMa [MCjyHKTHE U Jia 32 Ma Koje 1} € [s1],..., 7], € [sn] Baxku

M[G] Eb(ar,...,am,r},...,r,Cody,. .. dg),

a caMMM THUM U
/ A
NEop(a,...,am,7,...,1m0,C).
|

Teopema 102 3a ma xoje a1, . . . ,a,, € M uma koje

beOD({ai,...,am,C}UC)MIE] (6.9)
focitioju unkaysujcku Hajmarsu ckyii A C C' iliakae ga éadicu

beOD({ay,...,am,C}YUAMIE] (6.10)

Tpuition je ckyii A konauarn.
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Jlokas: Msabepumo b Tako ma Baxku (5.9) mpomssosmsko. TTommro ce npu neduHNICambY eeMeHTa b KOPUCTH
KOHAYHO MHOTO MapaMeTapa, OCTOji KoHauaH mojckyn ckyna C' takae aa Baxu (6.10), a cavum tim ce
cKym A Moske n3adparty Tako aa Oyne MHKIy3MjcKu MuHuMaiaH. Takohe, CBaKM MHKJTY3UjCKH MUHMMAJIaH
nonckyn A ckyna C' TakaB Ja Baxu 6.10) j€é KOHavaH.

[IpernoctaBumo 1a TBpheme Teopeme HUje TadHO 3a n3adpaHu enemeHT b. Tama moxemo m3adpaTtu
MHKITy31jCKH MUHMMaJIHe nofickyriose A u B ckyna C, takse aa Baxu (6.10) u

beOD({ai,...,am,C}UB)ME (6.11)

Tomto cy A u B MHKITY3UjCKM MUHUMAITHU, OHH CY KOHAYHH, a MOIITO CY MUHUMAJIMHU U Pa3nyKTH,
Baxu A\ B # lu B\ A # (), na MoxeMo onadpati MehycoOHO pasiinuuTe eeMeHTe

ul,...,um,vl,...,vnz,wl,...,wm
MIG]
ckyna C', opauHane oy, o, 51, B2 € ORD u dopmyiie

Sol(x,yla"'7ymazap17'"7pn1,q13~-~7Qng)

SOQ(Ivyla'"aymazaq17"'7qnzarla"'7T7L3)7

TaKO Ja BaXH
ny,ng >0, alevﬁu OZQGV52, bevﬁlmvﬁm

A\ B ={u1,...,upn, }, ANB={v1,...,0n,}, B\A={wi,...,wn,},
MGIENzeVg)(z=bo Vs Eoi(x,01,. .., Qm, 01, U1, ., Uny, Vls e oy Uny))

nu
MIGIE(Nz e Vg)(zx=be Vg, Ewa(T,a1,. .. Qm, @2, 01,...,Upny, W1, ..., Wny)).
Tana Baxu
M[G] '= (Ekt € Vﬁl mvﬁz)(vlh '= cpl(xaalv"'7am>a1aula~~~aunlavla~~~avn2)/\
Vs, E pa(m,at,...,0m, 02,01, ..., Upy, Wi, .., Wny)),
M[G] '= (Ell'r S Vﬁl)vﬁl '= @1(1‘70“17' s Qm, O, U, . 7u7L17U17' .. 7UTL2)’
M[G] ’= (Ellx € Vﬂz)vﬁz '= %02(1“70'17' sy Oy O, V1, - v ny, Upy, W1,y - - 7wn3)a
M[G] }:V61 ’:@1(b7a1,...,am,a1,’11/1,...,Unl,’l)l,...,’l)nz),
MI[G) E Vg, Ewa(b,ar,...,am, 02,01, .., Uny, W1, ..., Wpy)-
Ha ocHOBY JieMe 0 HENPEKUAHOCTH, [OCTOje OKOJIMHE
Uty Uny W, oo, W,
TAYAKA U7, . . ., Upy, W1, - - - , Wy, THM PEJOM, TAKO /1A 38 CBE
up € Uy,... uy,, € Up,wy € Wi, ... w;,, € Wy, 6.12)
BaXUn

M[G] E (Fr eV, NVp,)(Ve, Eeilz,ar,...am,0q,ul,... U, ,v1,...,V,)A

V/BZ }=<,02(x,a1,...,am,ag,vl,...,Unz,w’l,...,wiw)),
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M[G)E (31x € V)V, E @1(@, a1, vy Gy @1, U« oy U VL, ey Uy,

» Ynqgo

M[G] E (312 € V3,)Va, E@a(z,a1,. .., Gm, 02,01, ..., Uy, WY, .. W), ).

[Ipema Tome, noctoje pyHKIHje

FolU X - [Uny] — V31,

g:[Wi] x - W] — Vﬁj\j[G],
TaKBe J1a 3a CBe () BaXU

M[G] '= (VJ? S VBI)('Q: = f(ullv"ﬂu;n) <:>V/31 )=<p1(x,a1,...,am,al,u’h... Ul Ulw"a””z))a

s Yngo

M(G] E (Vo € Vg,)(x = g(w],...,wy,,) & Va, E@a(x,a1,...,am,Q2,01,..., Vg, W, ..., W),
Kao u
f(u’l,...,u’nl):g(wi,...7w;3), flur, ..o un,) = glwy, ..., wy,) =b.

IIpema Tome, oBe (pyHKIIMje CYy KOHCTAHTHE M jeJHAKE UCTOj BPEIHOCTH, TIPH YeMy je Ta BpeIHOCT b, ma
BaXKU

MG E (VzeVg)(z=bs
(Fuy € Uy, ... up, € Up )p1(@, a1, .o Gy @1, U, ooy Uy UL, ey Upy)-

Haxze, b € OD({ay, ..., am,C} U (AN B))MIC], cynporro nsbopy ckynosa A u B. [

Teopema 103 Axoje X C M, onga 3a céaxo b € OD(X UC U{CHMIE dGocimioju unxaysujexu najmarou
cxyii A C C iiiakag ga éaxcu b € OD(X U AU {CYMICL. Hpuition je cryii A konauan.

Jloka3: Heka je b € OD(X UC U{C})M. Mowro ceaka nedmHuIumja Npeko mapamMeTapa KOPUCTU CAMO
KOHAYHO MHOTO MapaMeTapa, ocToju konauan ckyn A C C' taka ma Baxu b € OD(X U A U {C})MIC],
TomTo je A KOHayaH, OH ce MOKe 0adpaTH TaKo Ja OyJe MHKIIY3UjCKU MUHUMAJIAH Ca THM OCOOMHAMA.
Opatie u U3 TeopeMe @ crnenu TBpheme. [

VY cnydajy kaga je X C M, Haname hemo ca F1 o3HauaBati pyHKIMjy Koja cBakoM b € N mpuapyxyje
MHKJTy3UjCKM HajMamsy nojickyn A ckyna C takae 1a aku b € OD(X U AU {C})MIC],

Teopema 104 Dynxuuja ¥ je kaaca mogena M G gedpunaduana ca iiapamemipuma uz ORDMU {C}UT,
ige je T cxyii iapameiniapa iipexo kojux je gegpuradunna knaca X y M[G].

Hoxka3z:

(Fy(b) = MGl & ACCAbeODXUAU{CHMIE)
A(VA' C A)(b € OD(X U A’ U {CHMIC) = 4’ C A).
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6.3 Axkcuoma nzdopa u KoeHoB cumMeTpuuHu Mo1€e]

KoenoB cumeTprunm Mojen 3a0BojbaBa ZF akcrome, aim He 1 akcHoMy n300pa, mTo hemo uiycTpo-
BaTU Ha HEKUM JOOPO MO3HATUM IpUMepHUMa.

Teopema 105 Axo je X C M, onga za maxoje f € NuA € M NN imakee ga f : A — C sagicu ga je
ckyii f[A] konauan. Iocebno, mogen N ne cagpocu nujegny oujexuujy usmehy cxyiia C' u nekol opgunand,
a camum wum Hu godpo ypeherve cxyia C. Howisio C € N, mogen N He 3agosowasa axcuomy uzbopa.

Hoxka3: Tlpernocrasumo naje X C M, A e MNNwu f € N,rakona f : A — C u na je ckyn f[A]
OecKoHaYaH ¥ U3BEAUMO [TPOTUBPEYHOCT.
Hekacy (@, Y1, -, Ym, 21y - - » Zn, &) GOPMYIA, Q1 - . ., Ay € XUORDM ury, ..., 7, € C 1akeu
713 BaXu
MGl E (Vz)(x = f & ¢o(z,a1,...,am,T1,...,7Tn,C)),

a caMUM TUM U
M[G] }: (V:C)(go(x,al,...,am,rl,. --ﬂ"n,C) = (:’E A — C))

Ioruro je ckyn f[A] deckonauan, moxemo onadparu ueko r € f[A]\ {r1,...,r,}. Hekajea € A
TakBo 1a Baxu f(a) = r. Tama Baxu

MG (2) ({2, at, - -y 717 C) = (w5 A — C) Aa(a) = 7).
Ha ocnosy teopeme [L01 nmoctoju okonmua [s] Tauke r Taksa a 3a cBako r’ € [s] Baku
M[G) E (Vz)(¢(z,a1, ..., am,7T1,. .. 70, C) = ((x: A — C) Az(a) =1")),
a caMUM TUM U
MIG]E (0(f, a1, sams sy C) = (F 2 A — C) A fla) = 1)),

omakie cnequ f(a) = r'. Meljyrum, To je HeMoryhe jep cy OKoJMHe DecKOHauHe, a (PYHKIIMjA He MOXe
CIIMKATH jeJHYy TayKy JJOMEHa y BHIIE BpeAHOCTH. [

Teopema 106 Mogen N ne 3agosomwasa axcuomy 3a8UcHot uzdopa.

Hoxka3: Heka je R OuHapHa pealiyja Ha CKyIy KOHAYHUX MOJCKynoBa ckyna C' neduHucaHa ca

R(A,B) ¥ ACBAIB\ A =1.
Axo y Mogeny N mocToju SecKOHAYaH HU3 & Takas Jia 3a CBako n € w Baxu R(x(n), z(n + 1)), onma
MoxeMmo aepunncary f : w — C tako ga f(n) dyae jenuHcTBenu enement ckyna z(n + 1) \ z(n). Taga
je f mHjeximja ckyna w y ckyn C, cynpotso Teopemu 103, [J

Teopema 107 Hexa je I = w, Q = R(w) u X = M. Taga y mogeay N iiociwioju pynxuuja f : R — R
maxea ga easicu
(Ve > 0)(3a1, a2 € (0,¢))(f(a1) =0A flaz) =1)

ugaaaceaxox:w—)Reawcu

lim z(n) =0= lim f(z(n))=0.

n— oo n—r oo
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Hoka3: CaakoM enemeHTy ckyna C' oroBapa HeKu OeCKOHAYaH HU3 HyJIa U jeJMHUIIA, KA0 U HEKH peajaH
6poj u3 nareppaina (0, 1). Haume, Seckonaunom Husy e : w — {0, 1} Hysa 1 jeauHuIa oqroBapa peajaH
opoj fo:o 2-"~1, Ckyn peanHux dpojeBa koju ofaropapajy enemenTuma ckyna C' odenexasahemo ca A.
DOyukiwjy f neHUHUIIEMO TAKO [ia eJIeMeHTe CKyna A ciivKa y jeIMHuILy, a OCTasie peaiHe Opojese y Hyy.

V unrepany (0, 1) cy rycro pacnopeheHr Kako paliiOHAIHA OPOjeBH KOjU Ce CIMKAjy y Hyily jep He
npunanajy ckymy A. Ilpema teopemu PJ y unrepsany (0, 1) cy rycro pacnopeljenu u enemeHTr ckyma A,
KOJH Ce CIIMKajy y jeauHuuy, na ¢pyHKIMja f HUje 3/iecHa HeMpeKHuIHa y HyJIH.

Heka je © : w — R TakBo na x(n) Texu HyIM Kaja n Texu OeckoHauHocth. Heka je a € A
MPOM3BOJBHO M Heka je ' : w — R medunucano tako ma Baxu =’ (n) = x(n) ako x(n) € A, OIHOCHO
2'(n) = a 'y cynpoTHOM.

Ipema Teopemu 103, ckyn 2’ [w] je KoHauaH, a ce y HU3Y  TI0jaBby je CAMO KOHAYHO MHOTO eleMeHaTa
ckyna A. Tlomro HU3 x Texu Hy M (Koja He mpumaga ckymy A), cBaku of] eieMeHara CKyna A ce rojaeibyje
KOHAYHO MHOTO IyTa y Hu3y . CaMuM THM, HU3 & TT0YeB OTHEKJIe, [1a Ha Jajbe HeMa WIaHoBa CKyna A, ma
je Hu3 f(x(n)) noveB ofHEKIIE Ma HA JaJbe KOHCTAHTHO jeHaK Hy . [J

TMoznaro je ma y KoeHoBoM reHepuukom paumpersy M [G| HujenHo 100po ypeherme cKyma pearHux
Opojesa Huje nepuHaOMIIHO ca mapameTpumMa u3 monena M. Oae Taj pe3yaTaT HaBOJUMO Y HEIITO OIl-
LITHjEM OOJIUKY.

INocne cBUX OBMX HETaTMBHUX pe3y/TaTa, HABEAWMO jeJaH MO3UTHBAaH, KOjU HaM rOBOpH JAa ofpehena
craduja (popMa akcuome U3dopa UIaK Baku y Moaery N.

Teopema 108 (Jlema o marom kpuwersy uzdopa) Ipeimiiociiasumo ga je X C M, ga tiocitioju auneapro
ypehere cxyita I koje apuiiaga kaacu OD(X)MIG ga je knaca X gedpunaduana y M|G] ipexo dapame-
wapa u3 ckyita X u ga 3a ceako o € ORDY dociiioju godpo ypeherve ckyiia OD(X)M NV, koje ipuiiaga

kaacu OD(X)M.
Taga 3a ceéako o € ORD" y mogeay N docitioju dynxuuja Fy : VN — ORD" iiaxea ga je
Ppynxuyuja F gedpunucana F(x) = (Fi(x), Fo(x)) unjexyuja. Ilocedno, 3a céaxu xonauan iogexkyia C’

exyita C, ckyi {x € VN |Fi(z) C C'} uma godpo ypehere y N.

Jloka3: Ha ocxoy teopeme ([104), dynkumja Fy je xnacay M [G] nepmHadbuIHA peKo mapamertapa U3
ckyma X U{C} U ORDM . Heka je « € ORDM w Heka je a IpOM3BOIbAH EJIEMEHT KJIACE VN =V,NN.
IIpema nedpununmju Mmogena N, eIeMEHTY ¢ MOXEMO IPUAPYKUTH

m,nE W, G1,...,0m €X, T1,...,7q € C, 5,'y€ORDM,

(6.13)
(T Y1y s Ymy 215 - - - 5 Zns U, v) € For(Lzrc),
TaKo J1a BaXU
*ai,...,am €VgnNX
e Fi(a)={r1,...,rn}s
ey < < Ty,
Ay, 71,1y, C € VﬂM[G],
s M[GlE(Vx)(z=a<zxeVsAVz E(o(z,a1,...,0m,T1,- .., 7, C,7))).
Takas u3dop napamerapa jegiHo3HauHO oapelyje a. Ipurom cy ckyn {ry, . .., ry, }, Kao U n jeHO3HAY-

Ho ozpehennu. Takole, nuHeapan nopenak ckymna C' ce Hacnelyje o/ IMHeapHOT MopeTKa ckymna /.

Wzabepumo ocrase napamerpe Ha ciaeaehn HaunH: Heka je (¢ HajMarmy rpaHIYHN OPJIMHAJT TAKaB Ja ce
3a cBaKo a m3 Knace S(«) mory omadparu napamerpu (6.13), Tako j1a Bake HaBeJICHH YCIIOBU U 1 TIPUTOM
oyne a, 5 < p.
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Hexka je w € OD(X)M nodpo ypeheme knace OD(X ). To nam omMoryhasa 1a 105po ypeammo Ky

CBUX KOHAYHHMX HU30BA G71, . . ., Ay € X N S(u) nate gyxute m JEKCUKOrpa)CKUM MOPETKOM U Jia Ta Ha
Taj HAYMH KOAMPAMO HEKMM OpAuHaioM . Ha Taj HauMH je a KooupaH CHCTEMOM
(m,n,B,7,6,0), (6.14)

ypehemwem w u ckynom F (a). ®ynkimja Fy pupyxkyje eleMenTy a OpiMHaN Koju Koupa cucteM (6.14).
Ocrarak TBphema clieli U3 YMIEHUIIE 1a ce CBaKM KOHauyaH CKyl Moxe Jodpo ypeautu Beh y ZF. [

VCi10BY TIPETXOMHE TeOpeMe Cy MchyibeHd ako je X = ( wmm X = M wu ako je I cKyn cKyrnosa
opauHama (IITo je ucrymeHo ako je I opmunan). M3dop X = M je moryh Ha ocHoBy Teopeme P§.

6.4 Xaanepn-JlojxunjeBa Teopema

6.4.1 IlpunpemHu cTaBoBH 3a foka3 XajnepH-JlojxiunjeBe Teopeme

Teopema 109 Heka je Y 6uno xoju ckyi u neka cy Xu, ..., Xq ckyiiosu uuju cy kapgunainu opojesu
Heiipebpojueu peiynapru kapgunanu maxo ga éaxcu | X1| > |Y| u |X;1| > 2151 3a cee i < d. Taga,
3a ma koje f : Xy x --- x Xg — Y idociioje ckyiiosu X{ C Xq,..., X}, C Xg wakeu ga easicu
| X1 = X1l ..., |X]| C|Xa| uga je pyncyuja f koncmanimna na cxyiy Xi x --- x XJ.

Yroauxo cy ckyitosu X1, ..., X4 cllayuonapuu Uogckyiiosu ceojux KapguHaad, oHga ce U CKyiosu
X1,..., X}, moty ogabpaitiv ga bygy ciiayuonapu.

Hdoka3: [lokas m3Boamumo uHAYKIHMjoM 1o d. ITputom hemo mpeTmnocTaBuTH Aa cy CKynoBd X1, ..., Xq4
CTALIMOHAPHH TOJICKYTIOBHU CBOjHX KapauHana. 3a d = 1 Tepheme Baxu Ha Teopeme #9. [IpernoctaBumo 1a
je d > 2w nokaxuMo MHIYKTHBHHU Kopak. Heka je f : X3 X - -+ x Xy — Y npoussosbHO. [edunummo
(yskumjy G Ha cnenehn HaumH:

G:Xgq— YXxXaa (Vg € Xy, a4 € Xg)Glag)(ay,...,ag-1) = f(a1, ... aq).

W3 mpeTnocTaBKy 0 KapAUHATHOCTUMA CJIETH Ja BaXH

|YX1><..<><Xd,1| — |Y|\X1><..-><Xd,1\ < (2\Y|)max{\X1|,...,|Xd,1|} < (2\Y|)|Xd,1| — 2|Xd,1| < |Xd‘,

na Ha Teopeme {9 nocroju crarmonapan ckyn X, !, € X4 TakaB je G KOHCTaHTHO Ha cKymy X

Hexka je g dyHkumja TakBa 1a 3a cBe a € X/, Baku G(a) = g¢. Ilo MHIYKTUBHOj HPETHIOCTABLIA
nocroje X| € Xy,..., X} | C Xg_1 takBu ga Baxu | X{| = |Xq],...,|X]_4| = [X4—1| u Taxo ga
je mputom ¢yHKIMja g Ha ckymy X{ X --- X X/ | KOHCTaHTHO jefHAaKa Hekoj BpeaHocTd b. 3a Ma Koje
a1 € X{,...,aq € X/, Baxu

flay,...,;aq) = G(ag)(ay,...,aq-1) = g(ar,...,aq—1) =b.
O

Teopema 110 Ipeitiiiocifiasumo ga cy k u X SeckoHaunu KapguHanu 3a Koje eaxcu k<> = x > \. Hexka cy

X u'Y ma koju cryiiosu mwaxeu ga eaxcu | X |, |Y| < k. Ca P o3nauumo ckyii ceux iapuujannux Pynxuija
uz X y Y xapgunannociiu maree og \. Hexa cy X1, ..., X4 dpouzomhu ckyiosu uuju cy KapguHaitu
Opojesu Helipedpojusu pelyrapHu KapguHau aKeu ga 8axcu

D | X1] =&,

2) 3aceei < deancu |X;y1| = puj 3a nexo p; > 2%l waxeo ga je ,uLXi‘ = ;.
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Taga 3a céaxko p : X1 X --- x Xq — P itocimioje ckyiosu X C X1,..., X)), C Xq wiaxeu ga éaxiu
| X1 = |X1l,....1X}| = |Xa| uwmaxo ga je apuition cxyii | Jp[X{ X - - x X} dpynxyuja.
Ykonuxo cy ckyiiosu X1, ..., X4 cldayuonapuu nogckyilogu c8ojux KapguHaad, oHga ce U CKYiosu

X1, ..., X}, moty ogabpaitiv ga bygy ciiayuonaphit.

Hoxka3: IlIpernocraBuhemo ga cy CKymoBH X1, ..., Xy CTAIIMOHAPHH MOACKYHOBH CBOJUX KapAWHAJA.
Jloka3 u3BoauMo uHayKImjoM 1o d. 3a d = 1, TBpheme cienu u3 teopeme b4, IMpernocraBumo ma je
d>2.

Be3 yMamera OIMIITOCTH MOKEMO MPETIIOCTABUTH a je cKym X OeckoHayaH. CKyIl CBUX IMOJICKYIIOBa
ckyna X KapIMHAJHOCTH Marbe OJ1 \ Hema Bullie o1 £ <* = k. TIpec/MKaBamba S1I0 KOT OJ] THX MOJICKYIOBa
y ckyn Y Hema suime off k< = x. IIpema Tome, Baxu |P| = | X]|.

Jecdounummmo F : Xy — PX1¥ % Xa-1 ya cnenehn naunn:

F(xg)(x1, .-, 24-1) = p(x1,...,24)-

Ha 0CHOBY MH/IyKTHBHE TIPETIIOCTABKE, CBAKOM T € X4 MOKEMO NPUAPYKHUTH CTAIMOHAPHE CKYTIOBE
Z;(z) C X;3ai < drakee ga3acee i < dckyn | F(z)[Z1(x) x -+ X Zg_1(2)] pyHKUM]ja, KOjy hemo
obenexasaru ca ¢(x). [Iputom, 3a CBaKo 1, . . . , &g Baxu [dom(p(z1,...,x4))| < A, ma je

[dom(q(z))| = [dom(U(F(2)[Z1(x) x -+ x Za—1(z)]))| < A Z1(2)| - -+ | Za-1()]|
= AXi|- - [Xaoa| < [ Xga]? = [Xaoa|

Ipema reopemu 54, octoju cratmonapan ckyn Zy C X4 TakaB aa je ckyn f = Use Z q(x) pynrumja.
Hake, Baxu

(Vl‘d S Zd)(VJ,j € Z (xd), s, Td—1 € Zd_l(xd))p(xl, e ,l‘d) F(l‘d)(a?1, .. ,xd—l)

(6.15)
q(za) C f.

N

Hedunnmmmvo GyHkimjy G Ha ciepehu HauvH:
dom(G) = Z4, G(x) = (Z1(x),...,Zg—1(x)).

Ipema teopemu [L09, moctoju crarmoHapaH ckyr X !, C Z4 Ha xoMe je G koHcTaHTHa (pyHKIwja. Heka

cy X{,..., X} rakeu ga Baxu G(z) = (X{,..., X} ,)3acBex € X.
Hexka je a € X/, npousBombHo. 3a Ma koje ¢ < d Baxu |X]| = |Z;(a)| = |X;|. Takobe, 3a Ma koje
z1 € X{,...,xq € X, Baxn
(T1, .. wg_1) € X| X -+ x X} 1 = Z1(xa) X -+ X Zg_1(xq),
I1a mpeMa (6.13) Baxu

(Vz1 € X1,...,2q € X))p(x1,...,24) C f.
(]

6.4.2 Bapujante XasnepHn-Jlojxinjee Teopeme

XanmepH-Jlojx1ujeBa TeopeMa MMa BUIlle €KBUBAJIEHTHUX (hopMynanyja. OBJie HABOAUMO HEKE O] BhUX.
INpe Tora, HEONXOJHO je a yBeeMO HeKe I10jMOBe.

ITon npBeToM hiemo noapa3syMeBaTH NapLUjatHo ypehere ca HajMabuM eJIEMEHTOM, [P YeMY 32 CBaKO
@ M3 JOMeHa Tor ypeljera BaxH Jia je CKYIl CBUX eJleMEeHaTa MamuX 011 a JA00po ypeheH.

MakcumalHe JaHie 30BeMo rpaHaMa. OBpe hiemo pasmarparty fpBeTa KOj KOjUX CBaKHM YBOp UMa da-
PEM jemHOT, aji KOHAYHO MHOTO HETIOCPEIHNX HACJIeAHHUKA, ¥ KOJ KOJUX CBAaKH YBOP MMa KOHAYHO MHOT'O
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nperxofHuka. I'pany b apsera T’ 30BEMO u30106aHOM aKO HA TOj TPAaHU CBAKM YBOP IOYEB OJf HEKOT Ma
Ha JlaJbeé UMa TaYHO jeJHOT HEeNOCPeAHOr HacneJHUKa. JIpBO Ha3MBaMO casputeHo ako HeMa M30JI0BaHUX
rpaHa.

ITon BucMHOM 4BOpa noapazymeBahieMo Opoj ejgeMeHaTa MawmbUX of Tor yBopa. llog m-tum ciojem
apeera T', y o3naium 1'(m), mofpa3yMeBaMo CKyI CBHX HETOBHX YBOPOBA HAa BUCHHU M.

Hexka je 71, . . ., T4 Hu3 ipBeTa Kao ypehenux crpykrypa. [log BUX0BAM IPOM3BOIOM HOAPa3yMeBaMO
ekyn (o (Ti(m) x - x Ty(m)).

Heka je T mpBo, [, m,n € wut € T(l), npuuemy je l < m < n. 3a D C T'(n) takas ja Baxu

(VueT(m))(t<u= (Fve€ D)u<v)

Kaxemo 1a je (m,n)-ryct usHan t y apeerty 7.

Cgaky rpany g apsera 1’ hemo KoupaTy jeJHUM IIPECIUKABAKEM Cq : W — W JE(PUHUCAHUM Ha
ciesiehu HauMH: 3a MPOM3BOJBHO N € w ca a(n) 03HAYUMO YBOp TpaHe g Ha HUBOY 1 y ApBety T'. Heka je
¢q(n) dpoj neue uBopa a(n) y apeety T', Koja Cy y HEKOM H3aDpaHOM JIMHEAPHOM LIOPETKY CKyIIa YBOPOBa
npeeta T’ Mama oj1 uBopa a(n + 1). ITpecinkaBame g — ¢4 je HHjEeKTHBHO.

Yeopy v € T'(n) hemo npuapyxutu QyHKIMjy ¢, [ 7, T je g IPOU3BOJbHA IPaHa KOjoj MpuIaa
yBop v. To npuapyxuBame je Takohe nHjekTHBHO. Haname hemo uBopoBe U rpaHe MISHTU(PHUKOBATH Ca
HU30BUMa KOjU UX KOAUPA]y.

Teopema 111 (Xaniiepu-Jlojxaujesa iieopema) Hexa cy 11, . . . , T4 ma koja gpeemia, T' wuxoé iipouszeog u
[T — ¢ apuuemy cy c u d apupogru dpojesu eehu og nyne. Taga dociwioje ueoposu t1, . . . , 14 gpeeitia
Ti,...,Ty Ha ucitioj eucunu 1, wiako ga 3a cée m = | focilioju 6eCKOHAUHO MHOIO 8pegHOCTIU T = M
wakeux ga iocioje ckyiiosu D1 C Ti(n),...,Dg C Ty(n) xoju cy (m,n)-iycitiu usnag t1,...,tq u
wwako ga je dpynkuuja f xoncimanimina Ha ckyily D1 X -+ X Dy.

Hdoka3: Omury ciyyaj ce CBOAW Ha CIyd4aj MHOXEHa CaBpIleHuX apeeta. Hamme, ako apeo T, uma
rpaHy b TakBy 1a 3a HEKO 1( CBaKM 4YBOP IpaHe b Ha BUCHHM Behoj 0J] g MMa caMO jeIHOT HEMOCPEIHOT
ciedenrKa, oHia MoxeMo u3abparu Heke v; € Ti(ng),...,vq € Ty(np) Tako na Baku vy = b(ng)
U TBphere TeopeMe pa3MaTpaTd Ha MPOM3BOY MOAAPBETA M3HA[ YBOPOBA V1, . .., V4. HUMeH3Hja he ce
CMamUTH 32 jefaH jep he jemHo of ApBeTa OWTH JMHEapHO ypeheme.

Tepheme nokasyjemMo cBoljereM Ha mpoTuBpedyHocT. IIpernocraBuhemo Mckas TBpherwa Hije TayaH u
u3BeltheMo KOHTpaaukiMjy. Ha ocHOBY Teopeme pediiekcrje, mocToju npedpojuB TpaH3uTUBaH moaen M
y KOMe TBpheme He BaXHu U KOjU 3a[10BOJbaBa Nojecad KoHauaH ¢pparmeHt Teopuje ZFC.

Heka cy 61, ...,0,; xapmnatau 6pojesn nedunmcann ca 67 = No u 6,4, = (2%)F T 324 < d.
dopcuHr hemo paguty Hasl mapuyjarHuM ypehemwem P cBUX KOHaYHHX (DYHKLMjA P KOje CIMKajy CKYyIT

D={{(i,o,k)|1<i<d,o0<0;kew}
Y CKYIT w, TAaKBHX J1a BaKH
(Vi <d,o <0;,k € w)((i,0,k +1) € dom(p) = (i, 0,k) € dom(p))

(Vi < d,o < 0;,k € w) »npecnukaBame L(i, 0, p) Koaupa myT Jo HeKor 4Bopa japsera T;«,
rae je
L(i,o,p) : {k|{(i,o,k) € dom(p)} — w,
(Vk € dom(L(i,0,p)))L(i,0,p)(k) = p(i,0,k).
IMputom e QyHKIHMje ypehyjemo odpHyTOM MHKIY3MjoM. 3a Ma Koje @ < d, 0 < 6; up € dom(P)

HEKa je
c(i,o,p) := {(k, 4) | (i, 0, k) € dom(p) A p(i, 0, k) = j}.
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Hpyrum peunma, c(i, o, p) je uBop apsera 1, KOju OAroBapa ycioBy p u BpegHoctu o. Heka je
i(i,0) == {{p, (k,p(i,0,k))) i < d, 0 <0, k € w, (i,0,k) € dom(p)}.

7(i,0,n) = {(p, (k,p(i,0, k)Y |i < d, 0 < 0;, k <n, {i,0,n) € dom(p)}.

Hpyrum peunma, 7-(i, o) je ume 3a rpady apBeta 1; Koja oaroBapa BpeqHOCTH 0, OOK je (i, 0, n) uMe
3a YBOp HA TOj TpaHu Ha BUcHHU n. Heka je F' ume 3a Koje Baxu

M Elkp » I je nermasuu ynarpapurep Byroe anredpe P(@)«.

Hapame hemo o1, . . ., 04 Kpahe o3HavaBaTu ca 6. [dedunummmo dyskuyje e, p, s,U, g € N 4uju je
JIoMeH 01 X - -- X 04 Ha cnenehu HaunH: Heka je

U, k) == {{g,n) | M E qlFp f(7(1,01,n),...,7(d,04,n)) = k}.

Jpyrum peunma, U (7, k) je ume 3a cKym CBUX n € w, TAaKBHX ja (pyHKIWMja f ciuka y 6poj k cucrem
YBOPOBA Ha BHCUHH 71, KOjU OAroBapajy rpaHama ca umenuma (1, 01), ... ,7(d, 04). Heka je

é(7) = {{q,k) | M EqlFp U(5,k) € F}.

Hpyrum peunma, é(0) je uMe 3a jeMHCTBEHY Dojy k TakBy ja CKyI Ca HMEHOM U (6, k) mpumazga
yarpaguitepy ca umeroM F'. [lpermsHuje, Baxu

(Vk € ¢,q € dom(P)) (M Eqlrp U, k) € F) < (M E qlFp é(5) = k)).
Hexa je _ 5
U(@):={(g,7) M Eqlrp f(F(1,01,n),...,7(d,04,n)) = é(7) }.

Hpyrum peunma, Q’(&) je ume 3a cky ca nverom U (5, k) 3a OHy BpeaHoCT k 3a KOjy TIpHIiaja yirrpa-
¢unrepy ca umerom F'. TlpenusHuje, Baxu

M ElFp U(5) € F,

(Vk € ¢,q € dom(P))((M Eqlrp U(G,k) € F) & (M kql-U(a, k) = U(5))).

Moo M ElFp é(G) C ¢ ckyn cBUX ycioBa Koju oapelyjy BpeaHoct é(F) je rycr, mocToju ycioB
po(F) Takas 1a Baxu
(Fk € )M Epo(d) IFp é(7) = k.
Heka je a(5) jenMHCTBEHM eJIEMEHT CKyIla W TaKaB Ja BakKu

M Epo(0) Ikp é(6) = (a(0))~

~—

VeinoB po(F) MOKEMO JIOMYHHUTH JI0 HEKOT yCJIoBa p(J ), TAKO Jia Baku
(3h = o) (Vi < d)|c(i, 04, p(T))| = h.
Tomro je ycnoB p(&) jauu ox ycinosa po (), Baxu
M E p(@) Ikp é(5) = (a(2))"
Heka je s(0) jenuHcTBEeHA BPEIHOCT 3a KOjy Baku |c(i, 04, p(5))| = s(5) 3a cBe i. Konauno, Heka je

9(7) :=(a(5),s(5),c(1,01,p(5)), ..., c(d,0q,p(7))).
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IIpema Teopemama u [L10, nocroje ckynou H; C 6y,...,H; C 6, Takeu ja 3a CBAKO i Baku
|H;| = 0;, na je na ckymy Hy X - - - X Hy pyHKIHMja g KOHCTaHTHO jefHaka HekoM (k, [, t1, ..., tq) ¥ o2 je
CKyII

Up[Hl X X Hd]

ynkumja. Heka je m > [ gato. 3a cBako i, Heka je C; CKyIl CBUX esieMeHaTa ckyma T; (m), Koju cy W3Haj
t; y apsery T;.

3a cBako ¢ m3adepumo nopckyn A; ckyna H; takas ga Baxu | A;| = |C;|, kao u Heky Oujekumjy ¢; CKyma
A; Ha ckyn C;. HapagHo, ckynoBu C', . . ., Cy Cy KOHaYHH Kao MOZICKYIIOBUM KOHAYHUX HUBOA JPBETA, Ia
Cy caMUM TUM U cKynoBu Ay, . .., A4 koHaunu. [Ipema Tome, ckynm A X - -+ X Ay je koHauaH. 3%or Tora

u 3aro 1o je A; C H; 3a cBe i, MOkeMO Jie(pUHKUCATH YCIIOB
p =U{p@)|o1 € A1,...,04 € Ad}.
Wzabepumo mipousBoibHe 01 € Ap,...,04 € Ay. Ha ocHOBY u3bopa ycioBa p’ 1 KOHCTAHTHOCTH
(yHkmje g Ha ckymy Ap X - X Ag, 3a cBaKo 4 Baku c(i, 04, p') = ¢(i,04,p(F)) = t;, a caMuM TUM 1
lc(i, 04, p")] = |e(i, 04, p(0))| = s(6) =1,

onHocHo t; € T;(1). Takobe, ycioB p’ MOKEMO IOIMYHUTH JI0 YCIOBa p” TAKBOT [a 3a CBAKO i U 3a CBAKO
o1 € Aq,...,04 € AgBaxn
ci,o5,p") = @i(0:),
a caMUM TUM U
M Ep" Ikp 7(i,0,,m) = (0i(0;))"

M3 p” <p' <po(d)cnenmpmasacee oy € Ay,...,04 € Aq Baku
MEp'Wwpe(E)=k MEpP' IFp UG, k)€ F.
W3abepumo dmito koju P-renepuuku dunrep G Hag M koju cagpxu ycinos p”. 3a F' = F Baxu
M]|G] E »F je nernasuu yarpacduntep Bynose anredpe P(w)«,

ofiakJIe cieu aa je ckyn F uernasuu yarpaduntep Bysnose anredpe P (w)NM [G], a caMuM TUM 1 HETJIABHK
¢purrep Bynose anredpe P(w). Takobe, 3a ckym

U:=(inta(U(5,k)) |01 € Ay, ... 04 € Ad}

Baxu U € F, omakne ciequ fa je ckyn U deckoHayaH M Jja caMUM TMM MMa OECKOHAYHO MHOTo OpojeBa
n TakBuXx ga jen = mun € U. N3adepumo Ouiio koje TakBo n. 3acBe 01 € Ay, ...,04 € Agucsei
BaXH

MI[G] Eintg(7(3, 05, m)) = @i(0),
OOHOCHO
il’ltG(i’(i,Ui,m)) = QOZ(U,L) (616)

HeduHummmo ckynose
D, := {intg(7(i,o,n)) o € 4;}, i€ {l,...,d}.

Jokaxumo J1a 3a cBaKo 4 3a ckyn D; Baxu jaa je (m, n)-rycr y apeery T; usHan t;. W3abepumo dusio
koje x € T;(m), koje je y npeery T; u3Haj uBopa t;. To 3nauu na x € C;, OMHOCHO 1a MOKEMO Of1adpaTn
HEKO 0 € A; Tako 1a Baxu x € ;(0), ma je

z = (o) = intg(7(i,0,m)) C intg(r(i,0,n)) € D;.
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Hokaxumo jouu aa je ¢pyHkuuja f Ha ckymy Dq X - - - X Dy KOHCTaHTHO jenHaka k. V3adepumo mpo-
u3BOJbHE w1 € D1,...,wq € D4 u pokaxumo ga je f(wi,...,wy) = k. Ha ocHOBy HaunHa n3bopa
ckynosa D1, ..., Dgnocroje o1 € A1, ...,04 € A4 TakBu Ja Baxu w; = intg(7(j, 05, n)) 3a cBe j.

ITpema n3dopy ckyna U u Opoja n, Baxu

n € int (U (5, k).
Ipema ToMe ¥ Ha OcHOBY m300pa nvena U (7, k), moctoju Heko ¢ € G TaKBO Ja Baku
M '= q H_P fl(";(170'17n)a s 77;(d7 0d; TL)) = 'l;.a

a CaMMM TUM U

MI[G] E f(intg(7(1,01,n)),...,intg (#(d,04,n))) = k,

OJHOCHO
f@ntg(7#(1,01,n)),...,intg(r(d,o4,n))) =k,

a oflaTyIe ¥ Ha OCHOBY HauwHa u3bopa o1, ..., 04 ciemd f(wy, ..., wq) = k. O

Wznoxenn nokas XanmnepH-Jlojxaujese Teopeme npunaga XapuHrrony. XanmnepH-JlojxiujeBy Teopemy
CMO M3JIOKHJIM Y ONIITHjeM ODJIMKY, KOjH He moBehaBa CIoXKeHOCT J0Ka3a, i je TakBa (hopMyJianyja uiak
HernoTpedHa, jep He JOHOCH HUINTA BHUIle off cienehe, jeqHocTaBHIje (hopMyIIarmje.

Teopema 112 Hexa cy c,d > 1 u Ty, ..., T, gpeeitia. 3a ma koje dojerve iipouzsoga T imiux geseitia ¢
ooja, octioje m,n,t1,...,tqu D1,. .., Dg itiakeu ga je

m<mn, (Vi)(t; € T;(m)AD; CT;(n)),
(Vi) D; je (m + 1,n)-iycim usnag t; y gpeeiniy Ty,
ckyit D1 X - -+ X Dy je obojen jegrom dojom.
Hoka3: Cnenu uz teopeme L1llum <m + 1< n. U

Wnak, My hemo oBe KOPUCTHUTH [Ipyraurjy BapujaHTy XammepH-JlojximjeBe Teopeme, kojy hemo u3-
Bectn 13 Teopeme [[12. Hamwme, Tpedahe Ham cmdsa popMystammja 1o K0joj 3a Aata ApBeTa U AATH OpOj
00ja MocToju HUBO JI0 KOTa ce TPaXeHO N MOpa M0jaBUTH, a KOjU He 3aBKCH off u30opa dojema.

Teopema 113 Heka cy c,d > 1 uTy,..., Ty gpeeitia. Taga fiocitioju n' iiakeéo ga 3a ma Koje dojerve
iipouzsoga T imiux gpeeitia go crojan' y c 6oja, iiocitioje m,n,ty, ..., tqu D1,..., Dy iiakeu ga je

m<n<n', (Vi)(t; €T;(m)AD; CT;(n)),
(Vi) D; je (m + 1,n)-iycim usnag t; y gpeeiniy T;,
ckyit D1 X - -+ X Dy je obojen jegrom dojom.

Hoxka3: Hexka je T npousson apeerta 11, . .., Ty. IlpernocraBuhemo aa cy doje dpojeBu mamu of c. Ca
p(ai,...,aq,1) hiemo obenexaBaTi uckas ia je uBop (ar, . . . , aq) npoussoga T’ 0dojen bojoM i, mpu yemy
jet < c. Mcka3zna Teopuja Koja ce cacToju OJ akCuoMa

\/p(al,...,ad,i) A = \/ (p(ay,...,aq,t) Ap(ai,...,a4,7)) (6.17)

i<c i<j<c
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10 cBUM Moryhum enemeHTuMa (ay, . . . , aq) Mpou3BoAa T TBPAM Ja je CBaKHM YBOp 0DOjeH TAUHO jeHOM
on tTux 0oja. 3a ceaku moryhu uzdop m,n, t1,...,tq, D1, ..., D4 TAKBUX J1a BAXU
m < n,
t1 € T;(m), ..., tqg € T;(m),
(6.18)
Dl - Tl(n); R Dd - Td(”)?
(Vi)(D; je (m + 1,n)-rycr usnan t;)
J0/1ajMO aKCHOMY
a(Dy,...,Dg) == \/(p(ul, ce g, ) AP,y 04, 7)) (6.19)
rJie ce IUCjyHKIIMja y3UMa TI0 CBUM MeljyCOOHO PasiMuMTHM TOpKaMma (U1, . . ., Uq), (U1, ..., Vq) U3 CKyNa

Dy x --- x Dy ucBuM Moryhum ¢, j TakBuUM Aa je ¢ < j < c.

Ta akcroma 3Hauu f1a ckyn D1 X - - - X D4 H1je 0dojeH jemHoMm dojom. U3 Teopeme |1 12 cnenu aa je oBa
TeOopHja HE3aJOBOJbKBA, I1a 110 TEOPEMU KOMITAKTHOCTH MCKA3HOT pavyyHa MMa KOHA4YaH MOJICKYI A, Koju je
takohe npotuspeyan. Heka je A’ ckyn oHuX akcoMa u3 ckyna A, koje Hucy obmika (6.17).

Cgaxoj o1 akcroma a € A’ IpuapykumMo Opoj n, € w TaKaB Ja Ce AKCMOMa @ OJHOCU Ha HEKE CKYIIOBE
Dy,..., D, Ha Bucunu n,. Heka je n’ = max {n, |a € A’}

M3abeprmo Ouiio Koje dojeme f apsera go HUBoa n’ y ¢ Doja M M3adeprMo Bajlyallljy v TakBy Ja 3a
Ma Koje (a1, ...,aq) € Tui < ¢ Baxn

. def )
v(p(ay,...,aq,1)) =1 & flay,...,aq) = 1.

Toruro je Teopuja A nportuBpeuna a cee opmysie u3 ckyna A \ A’ cy 3a10Bo/beHe Ipy Batyaluju v,
nocroju Heka akcrmoma a € A’ takBa ma v £ a. Ha ocnoBy usbopa dpoja n’ Baxu n, < n'. Ipurom,

rocroju uzdop m,n, ty,...,tq, D1,..., Dy TaKBAX Ja Bake yCIOBH 6.18) ca KOjuMa ce Joduja yrmpaBo
akcuoMma a. TIpUTOM BaXu 1 = N, JOK v | a 3Hauw ympaeo 1a je ckym Dy X --- X Dy 0dojeH jenqHom
dojom. [J

6.5 BPIymoneay N

Teopema 114 Ilpemiiocimiasumo ga je X C M, ga je X gecpunaduana kaaca y M |G ipexo iapameitiapa
uz ckyiia X U {C} U ORDY, kao u ga 3a ceaxo a € ORD™M iociioju gobpo ypehere cryiia X N VN
koje tpuiiaga mogeay N. Taga y mogeay N ceaxa bynosa artedbpa uma apociu ugean.

Jloka3s: Hexa je nara Bynosa anredpa B € N nneka je A € N 10oBO/bHO Bemkn opamHan fa VY canpxku
cBe CKymoBe ca Kojuma hemo pamutu. Heka je C' = Fy(B).

Ob6sunpom aa je ckyn C' KoHauyaH, HEKa Cy T1,. .., T, CBU FeroBH MeyCOOHO pasiMUUTH €JIEMEHTH.
Hapame hemo 71, ..., r, kpahe o3HauaBaru ca 7, a (r1,...,7,) ca ¥ 4 CJIMYHO 3a ocTtaie o3Hake. Ca T
O3HAYMMO CKYII CBUX TpaBux uueana I Bynose anredpe B, takeux ga je [ € N u Fy(I) C C'. Tlpema
Teopemu [104 Baxu Fy (Z) C C'.

IIpema Teopemu noctoju 10dpo ypeheme ckyna Z, koje mpunaga Mojeny N U Tako Aa je y Moaemy
M[G] nedunabunso ca mapamerpuma u3 ckyna X U C’ U {C'} U ORDM. TIpema tome, 3a & = [Z|V
MoxeMo nedpunmcatn pamunjy (1o )q« (,+)~ eleMenara ckyna Z U {(} Ha cnenehu Haumm:

s { min{/ € Z : (V8 € a)Ig C I}, ako Takas I0CTOjH,

0 Y CYIPOTHOM.
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Ounrnenio BakM (1o )q<(x+)y € N. AKo ce 'y 0BOM HU3Y He TojaBsbyje (), oHmia je To pacTyhu Hus
enemMeHaTta u3 Z, a caMMM THM U MHjeKTUBHO MpeCIMKaBame, ITo je Hemoryhe o03upoM Ha KapAWHAJIOCT
ckyna Z u pgyxuny Huza. [Ipema ToMe, y 0BOM HU3Y ce mojasbyje (.

Heka je § Hajmarbu opauHani Takas ja je Is = (. OppauHan § He Moke OMTH IPAHMYHH jep Ou y
CYHPOTHOM 32 cBako [ < ¢ Baxwmio 1a je B + 1 < d u ga je camum tam Ig C Igy; € Z, oOHOCHO 1a je
Up<s Ip npasn nanuaean uneana I3 3a ceako 3 < §, wrro je y cynporsocty ca I5 = ().

Hexka je 3 opaunHan 3a koju je § = 3+ 1. Ilomrro je Ig HaJICKyT CBaKOT IIPETXOJHOT YIaHa HU3a, Uaean
KOjU je MpaBU HAJCKYI ujeana Ig je Takohe npasu HaJCKyNl CBUX IPETXOAHMX 4laHOBa HKM3a. To 3ajeqHo
ca Ig41 = I5 = () 3Haum 1a TakBor Uieaa Hema y ckymy Z. IIpema Tome, I = I je MakCHMAJIaH eJIeMEHT
ckyna Z.

IpernocraBumo jaa uaeai I Huje mpocT 1 u3BeAUMO HpotuBpedHocT. Taga nocroju Heko u € dom(B)
TakBo ja u, —u & I. Iowmro u € dom(B) € N, moxemo aepunucaru C” kao C” := Fy(u) \ C".

WUpnean J renepucan ca I U {u} je npaBu nnean u npasu je Hajackyn uneana I. W3 cBojcrea nneana [
a je Makcumanan y ckyny Z 3akbyuyjemo jga je C” # (0.

Hekacy 1, .. ., x4 cBu MeljycobHO paznnunty esemenTy ckyna C”'. Mzadepumo aq, . . . , a,, U3 CKyIa
X UORDM y opmyny O(x, Y1, -+, Yd, 21, - - -y 2k, Uy W1, - - . , Wy, ) TAKO JQ BAXKH

M[G] E (Vz)(x =u < 0(x,21,...,24,7,C,Q)),

a caMUM THM 1
M[G] E (12)0(z, z1, ..., 24,7, C, @),

u
MI[G] E (Vz)(0(x, 21,...,2q4,7,C,a) => x ¢ I N —x & I).

[Ipema J1eMH O HEMPEKMAHOCTH, MOCTOje HEKU S1,...,S54 € ( TakBW 1a cy [s1],. .., [sq] okommHe
Tauaka Z1, . . ., Tq TUM PEJIOM, KOJE Cy y3ajaMHO JIMCjyHKTHE U TaKBe Ja 3a Ma Koje Z € [s1] X -+ - X [s4]
BakU

M[G] E (12)0(z, z,7,C, a)
u

MI[G] E (Vz)(0(x, 2,7,C,a) = x € I AN—x & 1I).

IMocneamwa opmyia Baku 3aT0 IITO HE BApUPaMO HUjellaH Oj Mapamerapa Npeko Kojux je I nedwu-
HUCaH, a To ¢y mapamerpu 7, C' u enementu k1ace X U ORDM . [ipyrum peuanma, noctoju jenHossauso
oxpeheHa yHkimja h : [s1] X - -+ X [s4] — dom(B) TakBa ja 3a cBako Z € dom(h) Baku

MI[G] E0(h(2),z,7,C,a),

a CaMHMM TUM U

hz) &1, —h(z) ¢l (6.20)
Tputom je dynximja h nedpunadumna y M[G] ca mapaverpuma u3 ckyna X U C’' U {C} U ORDM,
Hedunummmo npeera 11, . . ., T,; Tako Aa Baxu ciesehe:

1) YBopoBH apBeTa Cy eJIeMEeHTH cKyna ().

2) Ysop t’ mpBera T} je moce 4Bopa ¢ MCTOT ApBeTa akko je t/ < t.

3) BacBakom,3acBet; € Ti(m),...,tq € Tq(m) n3a Ma Koje KOHAUHE CKYNOBE
Ci CTiim+1),...,C04 CTy(m+1)

TaKBe JIa je 3a CBaKM HEIMOCPEHM HACIEIHUK ¢ eJleMeHTa t; y apsery T; ucnymeno |C; N [t]| = 1,
BaXH

N{nE) ZeCrx--xCayel, N{-hZ)|F€Crix--xCy}el
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Kopene npeera 11, ...,Ty nepunHumemMo Kao sy, ..., Sq TAM pedoM. HaBeleHH yCJIOBH Cy CBaKako
UCIYHEHHU JI0 TOT HUBOA.

IpernocraBumo na cy apsera 11, . . ., Ty nepuHrCcaHa 1O HUBOA M U 1A Cy HABEJEHU YCIIOBU UCITyHEHU
J0 Tor HuBoa. eduHummmo HuBo m + 1.

Hexa je £ Ma koju enement ckyna Ty (m) x --- x Ty(m). U3 /\f:1 t; < s; cnenn /\le[ti} C [si], a
camum M 1 (6.20) 3a cBe Z € [t1] X - - - X [t4]. Omatie cieau 1a cy Uaean reHepucaHy CKyNoBMMa

TU{h(Z)|Z€tr] x - x [ta]} u ITU{=h(2)|Z € [t1] X --- x [tq]}

HpaBH HAJCKYNOBH Hieana I, ma MoInTo cy Mieats reHepucaHd THM CKymoBuMa jgedunadumuan y M |G|
npeko mapamerapa u3 ckyma X U €7 U {C'} U ORD™, tu uaeann cy menpasu. Ipema Tome, moctoje
KOHAYHM CKyrnoBu H tl, H tg C [t1] x - -+ X [tq] TakBU oA Baxu

Nz |zeH Y el, N\{-h(z)|zZcH} el

Heka je H ynuja cBux ckynoba oomika H: u H2 3acee t € Ty (m) x - - - x Ty(m). Ckyn H koHayan
K40 KOHAYHA YHUja KOHauHKX cKyrnoBa. [Ipurom Baxu H C [t1] X - -+ X [t4], Kao n

Nz zeHy eI, N{-h(z)|7ecH} el
CBakoM 4BOpY ¢ apBeTa 1; Ha BUCHHU 1M MPUIAPYKUMO CKYII
Kl:={re[t]|(37€ H)r = z;}.
Tanma Baxu H C Kfl X e X K;d, a caMUM THUM U
N{rE [ Fe Kt < x Kl eI, N\{-h(z)|Ze€ K}' x - x K['} € I.

Hekacyi € {1,...,d} ut € T;(m) npoussomnu. Iowro je K! C [t], ceakom r € K} moxkemo
npupyxuTH Heko w!” € dom(Q)) Tako a Baku w!" < ¢ u na okomme [w!™] u [w"?] Symy mucjynkTHE
3a Ma KOje Pa3/IMuuTE eNeMEHTe 71 | o ckyna K. CKyn HemocpeiHuX HacseHuka enementa ¢ € T;(m)
y apsery T; he outn {w!" |r € K!}.

TIpeMa JIeMU O HETPEKMHOCTH, €JIEMEHTH w!" Cy MOIIM OUTH OJadpaHu TAKO /Ia BAXU M yCIOB B.
Heka je n/ kao u3 Teopeme 3a bojerse mpoussoaa apeera 11, . .., Ty y aBe doje. Heka je W € M[G]

n30opHa (PYHKIMja CKyIa CBUX OKOJIMHA ofpeheHnx yBopoBuMa apeeta 171, ..., T, mo HuBoa n’. Heka je

E = {(W([ta]),...,W(ltaD)) | £€ [ Ta(0) x -+ x Tu(D)}.

<n’

W3abepumo npoussosban B/ C E. JIe(pMHUAIIMMO CKYIIOBE

Q= {t'e | J @) x---x Ta0) [ (W([ta]),- ... W([ta))) € E'Y,

<n’

Q2 = U (Th(1) x --- xTy(l)) | \ Qu-

<n’

Ipema Teopemu [ 13, noctoje m,n € w, 3atum ¢ € Ty(m), ..., tq € Ty(m), kao u ckynosu

D1 g Tl(n), .. .,Dd Q Td(n)
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TakBM 1a je m < n < n’, ia 3a cBe ¢ Baxu ga je D; jeman (m + 1,n) rycr ckym u3Han t; ¥ aa je cKym
D =D x -+ X Dy noackyn jeaHor o1 ckynosa Q1 1 (Js.

3acBako i € {1,...,d} nekacy s},..., sf CBU MehyCOOHO pa3IMyuTU HENoCpeIHU HACIeAHUIN
uBopa ¢; y apsery T;. BacBakoi € {1,...,d}uj € {1,...,k;} Hexa je t] Hekn o uBOpoBa 3 ckyna D;
Koju je m3Han s; y apeery T;. 3acBako i € {1,...,d} Heka je

Cr = {W (D |1 < < k).

Tomro je W ([t]]) enemenT okomake Koja je MooKoMHa OKoJMHe [s7 ], Baku W([tg]) € [s]]. Tpema
TOME, U TIpeMa KOHCTPYKLIMjH JPBETa BaXH

N{rE) ZeCix--xCyel, N\{-h(z)|Z€Cix - xCatel
Ako je D C Q1 onpma Baxu Cp X --- x Cg C F’', a camum TuM 1

N\ @z el

ZEE’

V cnyuajy na je D C Qo, oma Baku Cy X --- X Cq C E'\ E’, a camum TuM 1

VY oda ciydaja je
(/\ h(z)) AN\ - | el
ZeE ZEE\E'

Capna kopurihemem 3aKoHa IUCTPUOYTUBHOCTU Y BysioBoj anredpu B 3akibyuyjemo ja je

1= N\ zv-nz)=\ (/\ h(z)) S AN TCH N =D A

ZeE E'CE ZEE'

IITO je KOHTPAIUKIHja ca YCJIOBOM ja je unean I mpasu. [
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I'naBa 7

IIo/bCKH U caBpIIEeHH IPOCTOPH

7.1 OpHoOC NOLCKUX M CABPIIEHUX MPOCTOPA

IMon dowckum dpocitiopom mogpasyMeBaMoO KOMIUIETaH cenapadwiaH MeTpuuku npocrop. Caeputen
ipocitiop nepuHUIIIEMO Kao TMOJCKM MPOCTOP Oe3 M30JIOBAaHMX Tavaka. [1oJbCKM MpOCTOpH MpencTaBbajy
JaJIeKO HajBaXHM]y KJIacy ITPOCTOpa y MaTeMaTHLH jep odyxBartajy cBe cenapaduinHe banaxose mpocrope
Y ’bMXOBE 3aTBOPEHE MOTIIPOCTOPE.

Cgax¥ cenapalduIaH METPHUYKH IPOCTOP MMa HajBHIIIE TPedpojuBy a3y, Koja ce cacToju 0 OTBOPEHUX
sontu B(x,r), roe je x Tauka n3 HajBUILE NPedpPOjUBOr IYCTOr CKyIIa, a 7" MO3UTUBAH palOHaIaH Opoj.
Ca apyre cTpaHe, ako IIPOCTOp MMa HajBUIlE MPedpojuBy da3y, OHJA Y CBAKOM Da3HOM OTBOPEHOM CKYITY
MOkeMO u3adpatH 1o jeaHy Tauky. CKyIl CBUX M3adpaHUX Tauyaka je HajBuile npeOpojus u ryct. Hakie,
METPHUUKH IIPOCTOP je cernapaduilaH akKKO UMa HajBullle IpedpojuBy Oa3y. Opatie ciaeau Ja je noTIpocTop
CerapaduITHOT pocTopa cernapaduaH.

V cBakoM cenapaOMJIHOM METPUYKOM IPOCTOPY je CBaKa Tayka JMMEC HU3a TayaKa U3 HajBUILE Ipe-
OpojUBOr TYCTOT CKyMa,’k Ma KapIMHATHOCT CenapaduiHOI METPUYKOT IIpOCTopa He Moxe OutH Beha on
Nyo = 2R,

Heka je M = (M, p) caBpuien npoctop. Ilomuro mpoctop M Hema U30JI0BaHMX Tavaka, cKym M
Mopa dutn deckoHadad. [leprHMIIMMO npeciiKkaBame [ Koje CBAKOM KOHAuYHOM HU3Y HyJa U jeJUHHLA
NPUAPYXKY]je MO jefaH 3aTBOPEH CKYII Ca HeMPa3HOM yHYTpaIIbOoIny.

IMpasan Hy13 hemo npeciukaBamweM f rpeciaukatu y ckyn M. IpernoctaBuMo Ja je s KoHauaH HA3 HyJla
U jenuuuua gyxuse | v ga je f(s) nedunucano. YourMo HEKe pa3iiMuuTe Tauke a U b y yHyTpalmbOoCcTi
ckyna f(s), kao u mosutuBaH peanan opoj r < 1/(I + 1) Takas ga Baku B(a,r), B(b,r) C f(s) n

pla,b) > 2r. U3 nocnenwer crnenu ga Baxu B(a,r) N B(b,r) = 0. Heka je f(s—0) = B(a,r) un
f(s™1) = B(b,r).

Tana he3a i € {0, 1} Baxuru f(s7¢) C f(s) mdiam(f(s74)) < 2/(l 4+ 1). Hedpurummmo npeciu-
KaBame Koje cBakoM [’ koje cBakoM OeCKOHauHOM HM3Y s HyJla U jeIMHULA IPUAPYKYje MO jeAHY TauKy
Ha crnenehn HaumH: F(s) € (), _y f(s [ n). OBo npecivMkapame je MHjeKTUBHO, Na CBAKH CaBpLICH
MPOCTOP MMa KapAMHaIHOCT 250,

Tauky KoHJeH3alMje Je(hUHUIIEMO Kao TauKy Ydja je cBaka OKOJIMHA HemnpeOpojuBa. CBakoj Tauku
TIOJBCKOT TIPOCTOPA KOja HHje HeroBa Tayka KOHJEH3aIHMje MOKEMO NPUAPYKUTH HheHy Oa3Hy OKOJHMHY
Koja je HajBuire npedpojusa. [lomro je Oa3a HajBuIe pedpojiBa, YHUja TaKO OZadpaHUX OKoJMHA he
Takohe duTtH HajBHIIIe MpedpojuBa u odyxBatahe cBe Tauke KOje HUCY Tauke KoHAeH3armje.[lpema Tome,
CKYII Tayaka KOH/IEH3allije HempedpojuBOT MOJBCKOT ITPOCTOPa je HenmpedPOjUB M OUUITIEJHO 3aTBOPEH.

JlokaxXuMo Ja CKyN TauaKa KOHAEH3alHje MOJbCKOT MPOCTOpa HE MOXE MMATH W30J0BAHHMX Tadaka.
[IpernocTtaBUMO CYNPOTHO M U3BEJUMO MPOTUBpPeYHOCT. Heka je a Tauka KOHAEH3alMje MOJbCKOT Ipo-
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cropa u Heka je r > 0 TakBo aa y nonrtu B(a, ) HeMa Ipyrux Tavyaka KoHAeH3anuje. Taa CBakoj TauKu
ckyna B(a,r) \ {a} Mmoxemo npuapyxutu da3Hy OKOJIMHY Koja je HajBuile pedpojuBa, na he yHuja Tako
o1adpaHuX OKOJIMHA OWTH HajBHILe MpedpojuBa, o 3Hauu ga he u ckyn B(a,r) \ {a} duth HajBuIIE
npedpojuB, CyIIPOTHO U3DOPY TAUKe ¢ KAO TauKe KOHJEH3alluje.

Jlaxe ckyn Tayaka KOHIEH3allije HerpedpojUBOr MOJBCKOT IPOCTOpPA je CaBpIIeH MPOCTOp, Ta CBAKU
HENpeSPOjUB MOJBCKM TIPOCTOP MM KapAMHATHOCT 2N 1 caBpIeH MOTMPOCTOP BaH KOTa MMa HAjBHIIE
pedpojUBO MHOTO Tayaka.

7.2 bepoB npocTop

Ogzie he HaM oJ1 IaBHOT MHTepeca OUTH bepoB pocTop cBUX DeCKOHAUHUX HU30BA IPUPOIHUX OpojeBa
y TuxoHOBBEBOj TOMosoruju npoussoga. OH je caBplleH, NOTIYHO HEMOBE3aH MPOCTOP ca METPUKOM
JedrHrCaHOM Ha cienehn HauuH:

&1 |b(n) — a(n)|
d(a,b) = Z (271 1+ |b(n) — a(”)) .

n=0

3a mpousBosbHe T,y > 0 Baxu

T+ T T
vy _ T Y < T Y 7
l1+4z+y 142+y 1+z4+y 1+z 14y

Ha OCHOBY 4era ce JIaKO ITpOBepaBa He je/IHAKOCT TPOyIJia /1a 32 HaBe/IeHy METPUKY d.
Teopema 115 Csaxu caspuen tipocitiop uma fyciti G s iogckyii koju je xomeomopgparn beposom iipocisiopy.

Hoxka3: Heka je M = (M, p) caBpuier poctop. HepuHUIIMMO pecirKaBame [ KOje CBAKOM KOHAYHOM
HM3Y NPUPOJHUX OpOjeBa MPUIPYKY je Heltpa3aH OTBOPEH CKyI npoctopa M Ha cnenehu Hauus: [IpazHom
HM3Y ce npeciuKaBaweM f npuapyxkyje ckyn M. Heka je s koHauaH HU3 IIPUPOJHUX OpojeBa JyKHUHE
[ 3a xoju je f(s) Beh nedumuucano. IlomTo caBpiieH MPOCTOpP HeEMa M30JIOBAHMX Tavaka, ckyn f(s) je
BeckoHayaH, ma MOXeMo y mweMy Hahu OecKOHaYaH IyCT HU3 (ay, )necw PA3IMYUTHX Tadaka. VIHAYKTHBHO
MOJKEMO U3adpaTy HU3 MO3UTHUBHUX PeanHUX OpojeBa (7, )ne, Mamux of 1/(1+ 1) Tako na Baxu cnexpehe:

e (Vn € w)(3e > 0)B(an,mn +¢€) C f(s).
s (Vm,n ew)(m#n = (e > 0)B(am, m +£€) N Blap,m, +¢) =0).

3a cBako n € w Heka je (s~ n) = B(an,r,). OunnieaHo 3a cBako | € w BaXH [a je yHHja CKyIoBa
f(s) 3a cBe KOHaYHe HU30BE S AyKUHE [ IYCT OTBOPEH CKyII, KOju hemo obenesxuru ca Uj.

Heka je G = ()2, Ui. Ckyn G je npema koHcTpykimju G Ky, a npema BepoBoj Teopemu o kate-
ropujama je rycr.

3a cBaKyM KOHAYaH HU3 § IPUPOIHUX OpojeBa u cBako n € w Baku f(s~n) C f(s). Hedunummmo
TIpecivKaBame F' Koje cBaKOM OECKOHAYHOM HM3Y S MPUPOAHHUX OpojeBa MpUIpYyXyje Tauky ckyna G Ha
cienehu vaunu: F(s) € (2, f(s | ). Ipecimkapame F' je Tpaxkenn xomeomopdusam. [

Heka je s mpon3BosbaH KOHAYaH HU3 MPUPOAHUX OpojeBa. Ca [s] hemo 03HaYaBaTH CKyIT CBUX OECKO-
HAYHMX HU30Ba ¢ IPUPOAHMX OpojeBa TakBux ja Baxu s C ¢. CkymoBu odiuka [s], rie je s KoHauaH Hu3
MpUPOIHUX OpojeBa, odpasyje Oady Tomosoruje beposor mpocropa. [Ipurom, ypehewy KOHAUHUX HU3O0-
Ba OOPHYTOM MHKJIy3MjOM OAroBapa ypeheme OasHMX CKynoBa MHKITy3WjoM. pyrum pedmma, 3a Ma Koje
KOHAYHE HU30BE S] M So MPUPOJHUX OpOjeBa Baku

51 C sy & [s2] C[s1]
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7.3 bBepoBo cBOjCTBO

Ton, cxyiiom ca Beposum ceojciticom MOApa3ZyMeBaMO CKyIl TaKaB Aa MOCTOje OTBOpeH ckyn U u Hu3
(F}) new HUTIE TYCTHX CKYIIOBA TAKO /14 BaXu

(@

(A\U)UU\A) C (| Fu. (7.1

n=0

OBo 3a11paBO 3HAa4U Jja CKyI A MOkKeMO allpOKCUMUPATH OTBOPEHUM cKynoM U y cMUCITy ja YTBphyjemMo
Ja 1 BaX © € A Ha OCHOBY Tora Jia i Baxku € U, IpU 4eMy je CKyIl Tayaka y KOjuMa MPaBUMO IPEIKy
MaJIil y CMHCITY Jia je IpedpojiBa yHUja HAT/E TYCTUX CKYIOBA.

damurja cBUX CKyNoBa ca bepoBiM CBOjCTBOM OYMIVIEHO 00yXBaTa CBe OTBOpeHe ckymose. IIper-
nocraBumo jia ckyn A uma BepoBo cBojcTBO, a je U orBopeH ckym u 1a je (F),)nec., HU3 HUTIE TYCTUX
cKynoBa Tako ja Baxu ([Z.1)). Heka je U’ otBopeme kommieMenta ckyna U. Tama je U’ OTBOpeH cKyIl
mucjyrkTad ca U u takas jaa je ckyn U U U’ rycr. Heka je F komrutement ckyna U UU’. Ckyn F je nurae
rycr u 3a kommiement A’ ckyma A Baxu (A’ \ U') U (U'\ A") € F U, Fn. ma je u ckyn A’ nma
BepoBo cBojcTBo. akie, hamuija cKyrnoBa ca bepoBuM CBOjCTBOM je 3aTBOpPEHA 32 KOMILIEMEHTHPAIbE.

Hexa je (A, )ne. HU3 ckynosa ca beposum ceojerBomu A = (7. Heka je (U, )ne., HU3 OTBOPEHHX
CKYyIIOBa U HeKa je F)* HUre I'ycT CKyI 3a CBaKO 1M, 1 € w, IIPU YEMY 3a CBaKO 1 € w BaXHU

(AU U U A < | E
m=0

TanasaU = |2, u F, = Upe_, F™ Baxwu (1)), na ckyn A Taxobe nma Bepoo cBojctso. Hakie,
(pamunuja ckynoa ca bepoBuM cBOjCTBOM je o-anredpa Koja odyxBaTa cBe OTBOPEHE CKYIOBE, Ia CBaKU
Bopeinos ckyn uma beposo cBojctBo. To Baxu y ZFC.

7.4 1IIpojeKTHBHH CKYNIOBH

HeduHuImmmo 1ojam ipojexiiusHol cxyiia nosbekor npocropa M = (M, p). Heka je F damunuja
pOCTOpa K0joj IpuIiaza mpoctop M u Koja je 3aTBOpeHa 3a MHOXeHbe mpoctopoM R. 3a mpocrop N € F
neunuinemo Yo (N), onHocHo ITo(N) kao ckynose cBux BopenoBux ckymnosa mpocropa N.

3a 6wt koje n € w u npocrop M’ = (M’, p') u3 pammmje F nebunumemo 3,1 (M) kao ckyn
cBux A C M’ rakBux ga nocroju B € IL, (M’ x R) rakas jia Baxu

A={xeM|(3yecR)(x,y) € B}.

Takobe, nedpunumiemo 11,1 (M’) kao ckyn ceux A C M’ taksux ja M’ \ A € %, (M’). Ckyn
IPOjEKTUBHHX CKyIIOBa I1poctopa M nedunuiemo kao ckym | J, -, 2, (M), onnocuo | J, - IT,,(M). V3
AKCHOMY O TOCTOjarby jaKO KOMIIAKTHOT Kap[MHAJA Ce MOXKe JIOKA3aTH Jia CBAKM TIPOjeKTUBAH CKYIl MMa
BepoBo cBojcTBO.

7.5 Koaupame TONOJOMKHUX 10 jMOBA

30or npumMeHe (popcuHra Ha I0Ka3MBambe TeopeMa O 3Hadaja je MUTambe KOjU ce 00jeKTH MOTY KOAUpa-
TH CKYIIOBMMa YHja Cy TPaH3UTHUBHA 3aTBOPEHa HajBUIIIE IIPEOPOjHBa, y CMUCITY JEKOJUparka orepanyjaMa
KOj€ Cy aICoyTHE 3a TPaH3UTHBHE MOJIEJIe KOjH 3a JOBOJBHO BEJIMKO 7 3a[10BOsbaBajy ckyn ZFC akcroma
Koje mpunagajy ckyny Y, (Lzrc) U IL, (Lzrc).
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Jlexoauparme He MOpa OUTH arlCOIyTHO Y CMIUCITY JOOHjarbha UCTOT CKyTia, Beh cKyma umja ce pa3mMaTpaHa
TOIIOJIONIKA CBOjCTBA MpeHoce u3Mel)y TpaH3UTUBHUX MOJIENa YKJ/bY4yjyhu Ty U YHUBEP3YM.

W3 Teopeme 0 jeAMHCTBEHOCTH KOMIUIETHPAara TOTOJIOLIKOT IPOCTOPA CIIEH JIa j€ MOJBCKHU IMPOCTOP JI0
Ha KOHTPYEHIIN]y jeqHO3HAYHO ofpel)eH HEKMM CBOjUM I'yCTAM HajBHIIIE TPedpOjUBUM MOTIpocTopoM. [lo
Ha TOJyJapHOCT NPOCTOpPa, JOMEH MPOCTOpa Moxe OUTH NMOACKyI o1 R.

O he 3ajenHo ca (DyHKIIMjOM METpHKE Ha FheMy OUTH CKYII YHje je TPAH3UTHBHO 3aTBOPEHH-E HajBHUIIIC
pedpojuBo, jep je CBaKM peasiaH Opoj MOHA0COO TaKaB, a Y METPHUIIM HajBHUIIe pedpojuBor ckyma he ce
M0 jaBUTH HajBUIIIE TPeOPOjUBO MHOTO peaTHUX OpojeBa Kao pacTojama u3Mely Tavaka.

Jakute, mpon3BosbaH MoJbCKU mpoctop P = (P, p) ce MOXe 3aMEHHUTH EbeMy MOIyIAPHUM IOJbCKUM
npoctopoMm Py = (P, po) Takeum aa je Py C R. 3atum ce Moxke Hajmpe o1adpaTu HeKH Hheros Ipedpojus
ryct notnpoctop P; = (P, p1), a TOTOM U IpedpojuB TpaHzuTuBan Mojen M Koju cagpxu npoctop Py
U HeKy OMjeKLMjy cKymna P} ca HEeKUM MOACKYIIOM OJ1 w U KOjH 3a JOBOJBHO BEJIMKO N pedhiiekTyje cBe ZFC
akcrome (M MOKZIA jOII HEKE PEeueHuIle) Koje mpunanajy ckyny 3, (Lzrc) U IL, (Lzrc).

V mogeny M MoxkeMo youuTd Komivietupame Py = (Pa, po) npoctopa P;. Tlotom y moaeny M G|
MOKEMO YOUHTH KoMIuieTupame P3 = (Ps, p3) nipoctopa Py. Ha kpajy y yHUBEP3yMy MOKEMO 3aMEHUTH
npoctop P meMy NoayaapHuM KomiuietupateM Py = (Py, py) npoctopa Ps. IIpuTOoM je MpHIMKoM
NpaBJbeha KOMIUIETHpama Moryhe OupaTtu peajiHe dOpojeBe Ja Oyay Tauke Koje ce JoAajy.

Ha Taj HaumMH cMO y YHUBEP3YMY 3aMEHWIIU ITPOCTOP P HheMy MOLYAapHUM MPOCTOPOM Py, TIpU YeMy je
npecek rmpocropa Py ca o kojum oa mogena M u M [G] rycr notnpoctop rpocropa Py, KOjH je NpuToM
KOMIUIETaH y TOM MOJEJy, TO jecT CaAp:Ku JinMece cBUX KommjeBrx HU30Ba TOT MPOCTOpa KOjH MpUNaaajy
TOM MOJIEIy.

Takobe, mozen M, a camum tim 1 Mozien M [G] he caapkaryn HajBuie mpedpojuB rycT CKyII MPOCTopa
P4, Kao 1 dujexuujy usmely Tor ckyna 1 HeKOr MOJCKYTa Off w.

Haxkune, mpoctop P y mpeceky ca duio kojum o moaena M u M [G] maje ryct motnpoctop mpocropa
‘P4, KOju npUnaga ToM MOJEJy U KOjU je TOJbCKU MPOCTOp y ToM mojeny u Baxu Py C R.

Ykonmko je mpoctop P HajBuine npedpojus, Moryhe je nzadpatu mga dyne P = Fy. Y Tom ciyuajy
om ouso Py = Py.

Hanasme hemo npernocrasbati ja Moaen M 3agoBosbaBa oAroBapajyhu ckym pedeHuna u ga je P =
(P, p) mosbcKu TIPOCTOp KOju y mpeceky ca M oanocHo M [G] gaje ryct motmpoctop mpocropa P koju je
y TOM MOJIEJTy MOJBCKH IPOCTOP.

Vkomuko je npoctop P HajBullle IpedpojuB, OHIA ce MOXe JOAATHO NpeTnoctaButy 1a P € M u na
je P = Qwm P = w. Pasmorpumo ciryyaj kaza je npocrop P Henpedpojus. Tama npocrop P cappxu
CaBpIIIeH MOTIIPOCTOP, 1A UMa KapIUHATHOCT 2R0[1a ce MOXe JI0JaTHO npetnocTaBuTh Aa je P = R.

Hapame y oBoj m1aBu hemo npeTnocraB/baTH 1a ce pa3Marparmba OgHOce Ha (PUKCUpaHU HernpeOpojuB
nosbcku ipoctop P u mogene M u M [G] Koju ucnyaBajy HaBeIeHe YCIOBE M CBU TOTIOJIONIKHY 10 jMOBH
e ce OJHOCHUTH Ha IPOCTOp P ako Apyraduje HHje HarIameHo.

Taxohe, MoskeMo nperrocTaBuTil 11a 3a ckyn T’ CBUX Tayaka mpocTopa P Koje HICY TauKe KOHIEH3aIuje
TOT IPOCTOpPA BakM Jia cKyn ' 1 Heka Oujekiuja ckyna 1’ ca HeKMM IOJICKYIIOM CKyTa w IPUIAAajy MOJETy
M. Ha 1aj HauuH je nojam Tauke KOHJIEH3AIMje pa3sMaTpaHor PoCTopa aricoryTtan 3a moaene M u M[G].

AKXO MHTEpBaJ peasHe Mpase MpeceveH ca MOJEJIOM MPUMajia MOJeNTy, OH/la My IIpUIaiajy U KpajeBu
HMHTepBaia Kao UHPUMYM U cyripeMyM npeceka. lomiro je ckyn peannux dpojeBa HenpedpojuB, NpedpojuB
TPaH3WTHBAH MOJIE]l HE MOXE CaJpKaTH CBE peajlHe OpojeBe, Ma MOCTOjU MHTEPBal PeajiHe MpaBe UHju
TIpeceK ca JaTHM MPedpPOjUBUM TPAH3UTUBHUM MOJEJIOM HE MPUMAJIa TOM MOJAEIY.

To 3HauM Ja OTBOpEHa JIONTA [TpeceveHa ca MOJEJIOM Y OIIITEM CIydajy He Mopa MpHUIaIaTH MOJEIY.
Mebhytm, oTBOpEHa JIONTa ca LEHTPOM M MOJIYIPEYHNKOM KOJU MpHMNajajy MoJely MMa CBOjCTBO JAa je

10OgBa npeTnocraBka je HemoTpeSHa jep je mojaM M30OBaHe Tauke arncoyTaH Uy ZFC nokasyje /ia je JeKOMIIO3HIHMja MObCKOT
MPOCTOpa HA JUCjYHKTHY YHM]y CaBPILIEHOT CKYIa U HajBUILE NPedpojUBOr cKyna jeuHcTBeHa. OBle je n3adpaH NPUCTYI KOjUM ce
n3deraBa noTpeda 3a JOKA3UBAKEM Te YMIbCHHULE. JpyruM pedrnma, [ojam Tauke KOHICH3alHje y MOJCKOM MPOCTOPY je (HeoyeKH-
BaHO) aICOJIYTaH 32 TPAH3UTHUBHE MOJEIIE.
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EH TIPECeK ca MOJIEJIOM IpUIajia TOM MOZENY U [ia je Y BbeMy Takole JIoNTa ca UCTUM LEHTPOM U MOJTy-
npeuHrkoM. MehyTtum, Hama he Tpedatu mpedpojuBa Oa3a koja he y ToM cMmuciy OUTH arcoIyTHA, Kao U
y HaBeJEHOM CMUCJTY allCOJIyTHO KOJMpPambe OTBOPEHUX CKYIOBA.

Ca () hieMo 03HaUMTH HEKH eJleMeHT Mozena M Koju je TycT MoACKYII mpocTopa P M KOjH je Y MOJIeITy
M wnajeuie npedpojus. CKyIl CBUX OTBOPEHHMX JIONTH ca LIEHTPOM Y HEKOj OJf Tadaka cKymna () ca Mosu-
THUBHMM PAIIOHATHUM TOJYIPEYHIKOM 00pa3yje mpedpojuBy dazy, de3 0d3upa /1a I TO TO TyMAaYuMO y
YHHBEp3yMy uid y Mogeny M v y mozgeiy M [G].

CpakoM oTBOpeHOM ckyny U npuapyxuheMo ckyn

S(U) ={{a,r) e @ xQ|r>0A B(a,r) CU}.

Ako je U otBopeH ckyt, onma hemo S(U) 3Batu kogom omieopenol ckyiia U. CBakoM TMOACKyIy S
ckyna () X Q npuapyxkuhemo ckyn

Us) = U{B(a,r) | (a,r) € S}.

3ackyn S C @ x Q hemo pehu a je MakcUMasaH ako Baxu

(VaeQ,reQ)(r>0= ((a,r) € S < B(a,r) CU(S))).

MaxcumManHe MoACKyIoBe ckyma (@ x Q hemo 3Batn KomoBiMa. 3a CBakM OTBOpeH cKyml U Baxu 1a je
ckyn S(U) makeumanan, satum U (S(U)) = U, kao n

UnNMeM = SU)=s8"MUnM),
UnM[G)l e M|G] = SU)=8MC(UnNM).
Taxobe, 3a cBaku makcumaian S C Q) X Q Baxu S(U(S)) = S, kao u
SeM = UM(S)=UuM Sy nM=U(S)NM,
SeM[G] = UMElS)=U(S)nM[G].

Ha oBaj HaumH je ycrnoctapibeHa AeduHaOmIHa OMjeknyja u3Melly ckynma cBUX OTBOPEHHUX CKYIIOBa U
CKyIa CBUX KOJIOBa, KOja je y HABEICHOM CMHUCITy aricoityTHa 3a mozesie M u M[G].
3a orBopeH ckyn U hemo pehu 1a uma kox y M, ogrocHo y M [G] ako ckyn S(U) npumnaga Mozeity
M, onnocHo M |[G). Cnuuno, 3a ckyn U € M |G hemo pehu a uma kox y M ako S™ ¢l ¢ M. 3ama
KOju OTBOpeH cKyn U Baxu
UnMeM < SU)eM,

UNnM[G) e M[G] & S(U)e M[G).

[Iputom, 3a otBopet ckyn U ca kogom S € M [G] Baku
uMCl(8y = U N M[G] =U(S) N M[G], SME(UnM[G]) =S8(U).
Axo niputom Baxku u S € M, oHfa je
UMS)y=unM=uS)nM, SMUNM)=S{U).

3a orBOpeH ckyn U ca kogom y M, ogocto y M [G] Baxu na je ckyn U rycr akko je ckyn U N M
ryct y mozeity M, onHocHo akko je ckyn U N M [G] rycr y mozpeny M[G]. Ha taj HauuH je mojam ryctusHe
aricostyras 3a mogene M u M[G].

Ha taj HauMH cMO KOJMpaJid OTBOpeHe CKyrnoBe. To MOXeMO CMaTpaTd W KOOUParmeM 3aTBOPEHUX
CKYIIOBa, jep Cy OHM KOMIUIEMEHTH OTBOPEHHX CKyrnoBa. CIIMYHO TOME, I10jaM HUTIE I'yCTOT 3aTBOPEHOT
CKyIa je Ha aHAJIOTaH HauMH aricoilyTaH 3a mogieie M u M[G|.
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7.6 Be3a ca KoenoBuM ¢hopcuHrom

Bazy Tomnosnoruje bepoBor mpoctopa MokeMO M3adpaTy Ha MPUPOAAH HAUMH. 3a OWI0 KOjU KOHAauaH
HU3 s IpupoHUX Opojea hemo ca [s] o3HauaBaTH CKyIT CBUX DECKOHAYHMX HM30BA ¢ IPUPOIHUX OpOjeBa
TakBHX 1a Baxu s C ¢. JemHy oz 6aza Torosoruje BepoBor mpocTopa YMHE CKYIT CBUX CKYIOBa 00JIMKa [s],
TZIe je S KOHa4YaH HU3 NpupoaHux dpojesa. OBy da3y Beposor nmpocropa hemo 3Bati beposom dazom. Ona
je nupekTHO ToBe3aHa ca ypeherwem N () 3a Henpasan cky [.

AKo je rata jeqHa npedpojuBa a3a caBpIIEHOT TPOCTOPA y BUY OECKOHAUHOT HU3a, OHAA MOKEMO Jie-
uHmcaTH yTaname e BepoBor mpocTopa kao y Aokasy Teopeme [L13, ¢ Tum j1a yBek Supamo dasHe oTBOpeHe
CKyIOBe (OCHM 3a CJIMKY Mpa3HOT HU3a) U TO YBEK IPBU U3 HM3a Oa3HMX CKYIOBA KOjH HCITyHaBa TPakeHe
ycioBe. Y ciydajy HerpeOpojuBHX MOJBCKHX MTPOCTOpa, bepoB mpocTop yTamamo y caBpleH HOTIPOCTOp
KOJH Ce CacTOjH Off Ta4aKa KOHAEH3aluje.

Teopema 116 [Ipeiniiociuasumo ga je G jegan N (I)-tenepuuxu cpunitiep nag M 3a nexu neiipazan cxyi
I € M. Taga 3a ceaxu iycini omieoper cxyit U ca kogom y M eaxcu (Vi € I)e(r;) € U, ige je r; lenepuuxu
eneMeHill Ha MeCiiy 1.

Hoka3: Ciuky e[*w] BepoBor npoctopa npu yranawwy e odenexumo ca B. Heka je ¢ € I npousBosbHO
1 Heka je D CBHUX ycJoBa p TakBHX J1a je MH(poOpMarmja s KOjy YCJIOB p HOCH Ha MECTY ¢ KOHAYaH HU3
npupoHux dpojesa Takas aa Baxu [s] C e 1[U N B.

Ckyn D je ryct 3ato mrto je ckynm U M B OTBOpeH TycT CKyN Yy peJaTUBHOj TOMOJIOTUjU cKyma B.
N3zadepumo npousBosbHO p € G N D. Heka je s nHpoOpMaIuja Kojy yCJIOB p HOCH Ha MecTy 4. Taia Baxku
e(r;) €e[s] CU. O

[IpeTxonHa TeopeMa ce MOXKe U3Pa3UTH U peunmMa Ja ciarka KoeHOBUX reHepUiKHX eJleMeHaTa He MpHU-
1a/1a HYUjeJHOM 3aTBOPEHOM HMIJE I'YCTOM CKYIy KOju uma kog 'y M.
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IloBe3anu pe3yiararu

Y unanky [[19] je Xammepn-JlojxijeBa Teopema JIoBefieHa y Be3y ca IPHHIMIIOM O NMapTUIMOHHUCAbY
KOHavHor cteneHa Kanrtoposor ckyma. V3 Tor mpuHimmna je moryhe nsBectu XanmepH-JlojxiijeBy Teope-
My.

Wnak, taj npunanun je y Teopuju ZFC mokas3us camo y cirydajy qumensuja 1 u 2. YV teopuju ZFC + CH
ce JIoKa3yje Heraryja Tor MpHHIHIA 32 JUMeH3Hjy 3. Mnak, kaga KOpuCcTUMO Mojielie TeOpHje CKYIIOBa, T ]
MIPUHIUIT MOKEMO MPUMEHUBATH Y oipeheHrM MojieTumMa Teopuje cKyrnoBa y kojuma He Baxu ZFC + CH.

Taj mpuxiwn Baxu y KoeHoBOM cuMmeTpryHOM Mofeny (y KOMe He BaKHM aKCHMoMa m300pa), IITO je
nocneauna Baxewa BPI y Tom Mmoneny. Takohe, mpuHIMN Baxu U 'y (DOPCUHT paliupehuMa y Kojuma je
noaaro 1oBosbHO KoeHoBux peannux OpojeBa (y kojuma Baxu ZFC + —~CH), mto ce Moxe J0Ka3zaTu Ha
HA4UH cIn4aH XapuHITOHOBOM AoKa3y XanmnepH-Jlojximjese Teopeme (hOpCUHIOM.

8.1 VBojauu nojmoBu
Hajnpe ce noacetumo ja 3a ma koju uzgean I bynose anredpe B ckyn
F:={-iliel}

obpasyje ¢uirtep, mpu yemy 3a cBaku yarpadwrrep U O F 3dor (Vi € I)(—i) € Usaxu U NI = .
IIpema Tome, 3a cBaku ueas MOCTOjU yaATpaduiITep IUCjYHKTaH ca TUM uaeanoMm. OmimTuje, 3a Ma KOju
nozickyn .S jomeHa Bynose anredpe B Baku 1a MOCTOjU yATpaduiITep AUCjYHKTAH ca S aKKO He MOCTOjU
KOHAyYaH MOJICKYIl cKyma S uMju je 30up jennak jemquuuiy. CKyn cBUX yiaTtpadmuirepa Haj cKynom X
obenexaBahemo ca 5.X .

Heka je T npousBosbHO apBo. Ca [T'] 03HauMMo cKyn cBux rpana apeeta 7. 3a b € [T] u uBop v ca
rpane b hemo ca Lev(v, b) o3HauaBati n € w TakaB Ja Baxu v € b N T'(n), nok hemo ca N,, o3Ha4YaBatu
CKyII CBHX rpaHa Koje caapxke uBop v. Ca b(n) o3HauaBahemo jeamncTBeHu eemeHT ckyma b N T'(n).
Hakne, Lev(b(n), b) = n.

Heka cy T4, . ..,T; ma koja npeeta. dedunuimmmo apeo 1" Ha cnegehu HaunH: CKyn YBOpoBa ApBeTa
T je ckyn X := [, (T1(l) x --- x Ty(l)). 3a ma xoje @, b € X hemo pehu 1a je uBop b HerocpeHu
HACJIeJHUK YBOpa ¢ y ApBeTy 1’ aKo je 3a CBako ¢ 4BOp b; HEMOCPEJHHU HACJETHUK YBOpa a; y apBety T;.
ITputom hemo 3a apBo T' KOpUCTUTH O3HAKY 1] ® - - - ® Ty. dakne, Baxu

VMew)(Th @ - @Ty)(l) =Ti(l) x - x Ty(l).
Takohe, usmelyy ckynosa [T7 ® - - - ® Ty] u [T1] X - - - x [Ty] moctoju npupoaHa dujekimja.

117



118 I'JIABA 8. IIOBE3AHU PE3YJITATH

Ounrnenro je Ty @- - - @ Ty apBo. Axo je f = [ J;o(T1 (1) x - - - x Ty(l)) — ¢, rae je ¢ KoHayaH CKyI u
aKo je F' ynrpaduirep Haj CKYIoM w, OH/Ia MOXeMO Jie(bMHUCATH NpecinKaBame 7 ckyma [T11] X - - - X [Ty]
y CKYII ¢ Ha cnesiehu HaunH:

frbi,...;bg)=v & {new|f(bi(n),...,bs(n)) =v} € F.

Ha ckyny [T'] nedunuinemo dasy Tornonoruje, Koja ce CacToju Of CBHX CKyroBa odiuka N, rie je v
yBop apeeta 1. OuurneaHo je d6aza tomnosoruje npedpojusa. IllraBuiie, cBako IpBO je XOMeOMOPGHO
KanTtopoBom ckyry.

8.2 3ykepoBmu pesyjaraTu

Hexka je (P, p) nosmbcku npocrop 1 X C P TakaB Ja He MOCTOju Oa3Ha OKOJIMHA TAKBA [ CBaKU Oa3HU
CKYII UMa MIOJIOKOJIMHY Y K0joj je ckyn X mpse kateropuje. Iomro je da3a npedpojusa, yuuja U cBuX THX
MOJOKOJIMHA je TYCT OTBOPEH CKYI y KoMe je cKyl X IpBe KaTeropuje, oK je KOMILIEMeHT ckymna U Hurje
rycT, ma je ckyn X mpBe Kareropuje. Ilakiie, 3a CBaKM CKYII KOjU HHje TpBe KaTeropuje MocToju da3Ha
OKOJIMHA KOja HeMa MOJOKOJIMHY ¥ K0joj cKyn X TpBe KaTeropuje.

Hedunnuuja 1 [[19]Hexa cy (P1,p1),. ., {Pa, pa) Ma koju doncku ipociopu u Uy, . . ., Uy neiipasnu
oimieopenu cxyiiosu y tpociiopuma (Py,p1), ..., {Pa, pa). Hexa je Z iipoussoman dogckyi ckyia Py X
-+« X Py. 3a ckyii Z kaocemo ga je (Un, . .., Uq)-DDF ako eadcu jegro og caegehei:

o d=1uZ jeiycimy ipocimopy {Py, p1) y cxyiy Uy,
e d > 2 u eavicu cregehe:

- Crya{z1 €Uy | 3y1, -, yn){(T1,Y2, -, Yn) € Z}.
- 3awmarxoje (xl,...,xL), ..., (&, ..., 2T € Z eadxcu ga je ckyi

{yd € Ud| /\<$§,...,$2,1,yd> € Z}
=1

ycin y apocitiopy (P, pa) y ckyily Uqg, kao u ga 3a cee k wwaxee ga je 2 < k < d — 1 (axo je
d > 3) sadicu ga je ckyii

m
{ur € U] N\ Gzrsr,- s 2a) (@1, k1, Yk 2h41, - 2a) € 2}
=1
iyci y dpoctiopy Py, px) y ckyity Uy.

3a ckyii Z raxcemo ga je neige DDF axo je (U, ...,Uy)-DDF 3a nexe neiipasne oitieopene ckyiiose
U17 e Ud L?pocmopa <P1apl>7 e <Pdapd>‘ A

3a ma koje d > 1 u kapaunan « hemo ca DDF, (k) o3HauaBatu cnenehu uckas:

3a ma koje iosmcke ipocitiope (Py, p1), . .., (Py, pa) u ma koje ipecauxasaree f
ckyiia Py X - -+ X Py y ckyil kKapguHaanociiiu marbe 0g Kk UOCoju CKYil Koju je Heige
DDF u na kome je ipecauxasarse f KOHCIUAHITHO.

Hckas DDF;(R() 3ampaBo 3Hauu fa CKYIIOBH KOjU He caipike MOACKYI Koju je serae DDF renepuiy
uzean, tako ja je uckas DDFy(Rg) y teopuju ZF + BPI ekBuBaseHtan crnesehiem:
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3a ma koje ioncke dpocitiope (Py, p1), ..., (P, pa) docmoju U € B(Py X -+ X Py)
uuju ceaxu enemenill cagpaicu ilogckyii koju je neige DDF.

Hckas (Vd)DDF, (k) hemo o3nauaBatu ca DDF(k), nok hemo DDF;(R) o3nauaBat DDF 4, ogHOCHO
ymecto DDF(Rg) hiemo mucatu DDF. O 3nauajy nckaza DDF,; u DDF roeopu crieneha teopema.

Teopema 117 [[19] (ZF + BPI) 3a ceaxo d eéascu ga DDF ; umiiauyupa Xaniiepu-Jlojxaujesy iticopemy y
cayuajy mHodxcersa d gpeeria.

Hoxka3: VY ZF akcuoma n3dopa Baxu 3a (paMuIfje HeNpa3HUX CKYNOBa, KOje Cy KOHauHe Y HaBeJEeHOM
CMHCITY, IITO ce AOKa3yje MHAYKIMjOM 10 Opojy enemMeHata (pammdje. MHayKImjom mo [ € w ce DOKa-
3yje ma 3a cBako apeo 1" Baxku 1a je ckyn 1'(]) koHayaH. Y MHIyKTUBHOM KOPaKy Ce KOPHCTH YHECHULIA
Jia je yHHja KOHauHe (paMmivje KOHAYHMX CKYIOBa KOHAYaH CKYI, IIPY YeMy Ce Ta YMIHCHUIIA JI0Ka3yje
WHIYKIjOM TI0 Opojy eneMeHara paMuiyje.

Heka je d TakBo na Baxu DDF; nnekacy 11, ...,T; MakojaapeetauHekaje T =T1 ®@---®Ty. Ha
ocuoBy DDF;, Mmoxemo uzabparu ynrpadunrep Hag U ckyrnom [T'] = [T7] X - - - X [Ty], 4iju cBaKu eleMeHT
canpxu noackym koju je verne DDF. Takole, younmo Heku HeraBHE yirpaduirep F' Hag ckynom w.

Heka je [ : U2 (Th(1) x - -+ x Ty(l)) — ¢, rae je ¢ Heku KoHauaH ckym. Heka je v € ¢ TakBo aa
ckyn A = (fr)~*[{v}] npunana ynrpadpunrepy U. Uzadepumo neko S C A Takpo ja je ckyn S Here
DDF. Tapna je cBakako fr[S] = {v}. Hekacy sq,. .., sq uBopoBu apeeta T4, ..., T, THM peloM, TAKBU
aaje S jeman (Nqy, ..., Nr1,)-DDF ckyn. be3 ymatera ONIITOCTH MOXEMO MPETIIOCTABUTH Jid CY CBH OfL
YBOpPOBA S1, . . . , Sq HA UCTOj BUCUHHU, OZHOCHO Ja 32 HEKO 1 BaXU /\;i=1 s; € T;(m). 3acBako k < d
Heka je

Sk = {{u1,...,ug) € [Th] x -+ X [Tk] | Gugs1 € [Tht1ls - - ud € [Ta]){ug, ..., uq) € S}.

¥ Heka je Sq = S. 3a cBako i Heka Cy t},. .. 7té"' CBH HETIOCPEIHU HACJIEAHUIIM YBOpa S; y ApBeTy ;.
380r HaBeJEHUX OCOOMHA CKYNOBa S1, . . . , S, MOKEMO 3a CBe i < d M3adpaty rpaHe w;, ..., w!"* Tako
I1a Baxu cieaehe:

li+1

(Vi1 <luseoo gipn < Do) {wi's o wi)) € Sk, /\ U1 € Whyq-
i=1

Ha ocHOBY HaumMHa n300pa rpaHa w; , BaXu

(vjl <m17"'7jd gmd)<w{17"'7wjd> ESQA,

a cCaMrM TUM U Ja CKYII

N{{new| @], ...,wi)} i1 <. ja < la} (8.1)

npunaza HernapHoM yirpaduitepy F. ITpema tome, ckyn (B.I]) je SeckonauaH, ma capxu HeKO 1 > m.
Konauno, ‘ ‘
(Vi1 <l ..oy ja < lg)(wi(n),...,wi(n) € A

3a cBako i ckyn D; = {wi, ..., w(”f} je (m+1) —n rycr usHat uBopa t; y apBety 1; U Ipec/IKaBame
f je xoHcTaHTHO Ha ckymy Dy X -+ X Dg. O

V unanky [|19] je jom nokaszano ga Baxu DDF, y ZFC u —DDF3 3a gse 6oje y ZFC + CH. Ilomro
nckaz DDF, nuje nokasus y ZFC 3a d > 3, npu yemy Beh y ZF + BPI nmmumipa Xammeps-JlojximjeBy
TEopeMy, OH MPEACTaBJba jaul MPUHLMI of XaarepH-Jlojxujese TeopeMe, Ma je o uHTepeca Hahu Mozene
IZIe OH BaXU.
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8.3 3ajennuuku pe3yararu 3ykepa u Kpuca Jlamou-Xencona

V unanky [12] Engu 3ykep u Kpuc Jlamdu-XeHcoH cy pa3maTtpaiu u ciydaj dojema y 1Be doje, Kao u
cilyvaj dojema y npedpojuBo MHOTO O0ja, IpU 4eMy Cy pa3MaTpasli jOILI jeAaH MPUHLMIL, KOjU je jauu Of
DDF. 3a ma koje d > 1 u ma koju Kapaunan k, ca PG4 (k) hemo o3HauaBartu cienehu nckas:

3a ma xoje iosmcke ipocitiope (Py, p1), . . ., (Py, pa) u Ma koje apecauxasaroe f
ckyiia Py x - -+ X Py y ckyit kapgunannocitiu marbe og k lociioje Helge iycitiu
ckyiiosu D1, . .., Dy y apociopuma (Py, p1), . .., (Py, pa) Wakeu ga je
ipecauxasarbe [ Kouciianitino Ha ckyiiy Dy X -+ - X Dyg.

ITpurom 3a npuHimn PG yBoanMO aHalorHe KOHBEHIMjE O M30CTaB/balby O3HAKE 3a AUMEH3Hjy d n
KapauHat « Kao 3a npunimn DDF. Hapasno, npunnun PGy je y Teopuju ZF + BPI ekBuBanentan ciene-
hem:

3a ma xoje ioncke apociuope (Py, p1), ..., (Py, pa) dociwioju U € B(Py X -+ X Py)
uuju céaKu enemenini cagpoicu nogckyii ooauka Dy X --- X Dy, ige cy D1, ..., Dg
CcKyiiosu Koju cy neige tyctuu y tpocimopuma (Py, p1), ..., (Pq, pa)-

Ca G4 hemo odenexaBartu cienehu ciaduju uckas of uckaza PGy:

V3 osnaxy C = (C, p) 3a Kaniiopos iipociiiop, 3a ma Koje iipecauxasarse f cxyia C
Y KOHauaw cKyil octioje neige tyciiu ckyioseu D1, . .., Dy y dpocitiopy C itiakeu ga je
apecauxagarve [ Koucmanimino na ckyiy Dy X -+ - X Dy.

Ca G hemo o3HauaBaru uckas (Vd)G 4. W3 oor npusimna ce XanmnepH-JIojxijeBa TeopemMa U3BOAH
jom yakine Hero w3 npuHIwa DDF.

Teopema 118 [19] (ZF + BPI) 3a ceaxo d éaxcu ga Gq umiiruyupa Xaniiepu-Jlojxaujesy wiieopemy y cay-
uajy mHodxcerba d gpeeria.

Hdoka3: Hajmope najemo ucte HanloMeHe 0 KOHa4HUM ckynoBuma y ZF + BPI teopuju kao Ha nouetky
noKaza Teopeme [L17.

Hexka je d takBo na Baxu Gy uHekacy 11, ...,T; Makoja npeetamHeka je I’ =11 ® --- ® T,;. Ha
ocHoBY G, MoxeMo n3adparu ynrpadurrep Han U ckynom [T'] = [T1] X - -+ x [T,], unju cBaku eiemMeHT
caJip’u MOJCKYI Koju je JlekapToB mpou3Boj d Herje ryCTux cKyrnosa. Takohe, yOUuMMO HEKH HerJlaBHU
yarpacdwmitep F' HaJl CKyIioM w.

Heka je [ : joo(T1(1) x -+ x Ty(l)) — ¢, rae je c Heku KoHauaH ckyn. Heka je v € c¢ TakBo
ma ckyn A = (fr) " [{v}] npunmanga ynrpapunrepy U. Wzabepumo Herje rycte ckynose Dy, ..., Dgy
apsetuma 17, ..., Ty TakBe ga je Dy X --- x Dg C S. Tana cakako Baku fr[Dq X --- x Dg] = {v}.

Heka cy s1,. .., 54 uBopoBu apsera 17, ..., Ty TakBu ga je D; ryct y N, 3a cBako 7. be3 ymamema
OIIITOCTH MOKEMO TPETIIOCTABUTH JIa Cy CBH OJ1 YBOPOBA S1, . . . , Sq Ha UCTOj BUCHHH, OJHOCHO /1a 32 HEKO
M BAXU /\f:1 s; € Ty(m).

3a cBako i Heka cy t},. .. ,ti" CBH HETIOCPEIHN HACIIETHUIN YBOpa S; y ApBery 1;. 3d0r HaBeJeHuX
ocoduHa ckynosa D1, . .., Dg, MoxeMo 3a cBe i < d uzabpatu rpae w;, ..., w;" y ckyny D;.

Ha ocHoBy HaunHa nzdbopa rpaHa wf, BaKH

(le <ma, ..., J0d <md)<w{1,...,wé”’> €Dy x--- XDd,
a CaMMM THUM U J1a CKyIl

ﬂ{{n€w|(w{1,...,w$‘i>}|j1 <y, ja<la} (8.2)
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npunana HernapHoM yatpaduntepy F. Ipema Tome, ckyn (B.2) je Seckonauan, na cajpxu HeKo 1 > m.
Konauno, , '
(le § ll, e ,jd g ld)<w{1 (n), e ,wff(n» (S A

3acBako i ckyn D; = {w}, ..., w!#} je (m+1) —n rycr usnan usopa t; y apsety T} 1 NpecMKaparbe
f je xoHcTaHTHO Ha ckymy Dy X - - X Dg. [

Y unanky [|12] ayTopu cy nokazam PGo npusmumm 3a age 60je. Takobhe cy qoka3anm 1a HAKOH JoIaBama
dapem :lz{_l KoeHoBux peannux OpojeBa y reHEpUIKOM pammpery Baxu PG, 3a mpedpojuBo MHOTO 00ja,
na DDF; = 2% > N, 1 u ga PG, 3a npedpojuso MHOro Hoja ummmimpa 280 > Ny. 3a Ty cBpxy cy
KOPHCTHUIIN je[JHy BapHjaHTy BUlllequMeH3uoHe A-cHCTeM JieMe, Kojy je Jlamdu-XeHcon odjasuo y [[L1]].
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I'naBa 9

OpuruHaJaHHu pe3yJTaTu

VY 0BOj IIaBH Cy caipKaHW CBH OPUTMHAIHM pe3yiTatd oBe Tese. CBHU pe3yiTaTd M3 OBE IVIaBe Cy
OPHUTHHAHY aKO Apyrauuje Hije U3PUYNTO HAIJIAIICHO.

9.1 Xauanepn-JlojxiaunjeBa Teopema Ha ocHoBy BPI y N

Ogze hemo m3BecTn TeopeMy U3 mpertnoctaBke Aa y mogeny N Baxu BPI. Ta mpernocraBka je
TauHa, ITO je uckas Teopeme [ 14. MehyTum, 0BO Huje Apyraumju JoKa3 Teopeme jep je Teopema
nokasana nipeko Teopeme [[11. Opaj goka3 he HaM MOCITYKUTH /Ia O KETOBUX MJEja HATIPABUMO jejIHy
METOzy.

9.1.1 IloTpedHu mojmoBu

Hajnpe yBeaumo jenHy oujekumjy usmelly rpaHa apBeTa U OECKOHAYHMX HM30BA HyJla U jeJUHULA.
Cgakoj rpanu hemo OpuUApYKUTH ABA HU3a MpUpOIHUX OpojeBa (g; : ¢ € w) u (h; : i € w). IlpBu HU3
IpeJCTaB/ba CTETeHe rpaHamba YBOPOBA Te TPaHe, a pyru u3dope jere.

Jlakie, ako IpBU HAU3 NOUMEbe ca 1,7,4, ..., To 3HaUM Ja KOpeH JApBeTa MMa jefHo JeTe, 1a YBOp ca
rpaHe KOju je Ha HUBOY | mMa ceMOpo Jielle U J1a YBOp IpaHe KOju je ca HHMBOAa 2 MMa 4YeTBOpPO Jielle.
Ykonuko Ipyru HU3 noummse ca 1,5, 3, ..., To 3Hauu Ja rpaHa U3 KOpeHa ujie y jeJUHO AeTe KOpeHa, Ja u3
CBOT YBOpa Ha HUBOY | MJe y MEeTO 07 ceaMOopo Jelle, a Ia U3 YBopa Ha HUBOY 2 une y Tpehe ox yetBopo
nere. dake, Baxu 1 < h; < g;.

CBakoM % € w MpUIPYKNMO KOHaYaH HU3 OUTOBA z; Ha cineaehn HaumH: Ako je h; < g;, OHAA je z;
HU3 o7 h; — 1 jemuHUMIIA U3a KOJHUX CTOjU HyJa. AKO je mak h; = ¢;, OHIa je z; Hu3 o h; — 1 jeauHmma.

IIpumeTnmo 11a je z; Hempa3aH HI3 aKKo je g; > 2. [omTo cy cBe rpaHe Mo MpeTHoCcTaBIy HEN30JI0BaHe,
z; he Oyt HenmpaszaH HU3 32 OECKOHAYHO MHOTO BPEIHOCTH 1.

CBakoj rpaH# MPUAPYKUMO HU3 KOJU ce I00Mja HaOBE3MBakEM CBHX z;. Ha OCHOBY IpeTXofHOT, Taj
Hu3 he Outn deckoHauan. HaBeneHo nmpecivkaBame je Oujekiivja u3Mmelhy ckyna cBUX rpaHa jeJJHOT JIpBeTa
Y CKyIla CBUX OECKOHAYHUX HU30Ba OMTOBA.

Ha cnnvaH HauuH, cBakM 4BOp ce Kao IpaBW MOYETHH KOMAJl HEKe TpaHe KOAMpa KOHAUYHUM HH30M
dnTOBa, IIPU YeMY je TO MPUAPYKUBAE MHjEKTUBHO, aJI HE MOpa OUTH OMjeKTHBHO.

ITpurom hemo 3a deckoHayaH HU3 OuToBa 0 M k € w mox o | k mogpa3ymeBaTn KOHaYaH HU3 OMTOBA
KOJH KOJMpa MMOYETHN KOMaJl TpaHe KOAMPaHe HI30M O, a KOJU Ce CacToj OJ MPBUX kK YBOPOBA Te IrpaHe.

Tana he cBaka OKOJIMHA el1€MeHTa cKyrna b nMaTH MOJIOKOJIMHY, KOja OJroBapa CKyIly CBUX I'paHa Koje
mpoJiase Kpo3 jefaH ogpeheHu 4Bop.
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Hanase hemo naeHTH(DUKOBATH YBOPOBE U KOHAUYHE HI30BE HYJIA U jeIMHUIIA KOjU UX KOAUPA]jy, Kao U
rpaHe ¥ 0eCKOHaYHe HU30Be OMTOBA KOju UX Kogupajy. Osae hemo kopuctutu KoeHOB cMeTpryHN MOJies
y3 cuMOOJIMKy U rpeTnoctaeke u3 miape Hamame he dutn I = w, Q = R({0}) u X = M y3 npernocraBke
w3 rase [ u onerka .6, Panu jenHoctaHmjer n3paxasama, enemente ckyna C' hemo nueHTH(pUKOBaTH ca
oaroeapajytinm npecimkaBamuma u3 w y {0, 1}. I'pane Koje Ha Taj HAUMH OATOBapajy eJEMEHTAMA CKyTIa
C 3Bahemo KoeHoBuM rpanama. Ilomro je ckyn C rycr y untepsaiy [0, 1], Kpo3 cBaku YBOp OUIO KOT
JpBeTa MnpoJja3u deckoHayHO MHOro KoeHoBUX rpaHa.

Heka je O neku konauan nozckyn ckyna C. Ckyn C’ Moxke OMTH CKyII lTapaMerapa KOju ce KOpH-
cTe 3a jeduHHCake HeKuX ofapeheHux enemeHata mozaena [N. Kpo3 cBaku 4BOp CBakor JApBeTa Mpoja3u
BeckonayHo MaOro KoeHOBHX rpaHa Koje He OroBapajy HujeqHoM oj ejiemenara ckyma C’.

Heka cy T, ...,T,; ma koja npBera, u F' Ma koju ynrpaduirep Haa w. Tanga cBakoM dojewy f mpo-
u3Bojia apeeta 17, ..., Ty OojaMa U3 KOHAYHOT CKyMa .S MOXEMO MPUIPYKUTH OOjere fr TOpKU rpaHa
(b1,...,bq) npeera Ty, ..., Ty bojama u3 ucror ckyna S Ha cnenehu Haunn: 3a ngare rpase by, ..., by
opeera 11, . . ., T, CKynoBu odyiMka

Ac(bla"'vbd) = {TL € wlf(bl(n)avbd(n)) = C}? ceC

YMHE KOHaYHy MapTHLM]jy CKyIla w, Ma je caeaeha neduHuimja KOpeKTHa

Fr(br, ... ba) =c L A(by,....by) € F.

Hekacy b1, ..., b, KoenoBe rpane apeera 717, . . . , Ty THM peioM, Koje ofroBapajy MeljycodHo pasim-
uyutuM enemenTuma ckyna C'\ C’. Ako rpase by, . . ., b, ca craHoBuuTa Mogena M [G] unu N 3a10Bosba-
Bajy HEKU CHCTEM YyCJIoBa ca napamerpuma us ckyna M U C’ U {C'}, orpa nocroje 4BOpoBu vy, . . . , Uy, Ha
rparama by, . .., b, THM penom, TakBU [a cBaku cucteM KoeHOBHX rpaHa ca apseta 11, . . ., T}, THM pefioM
TaKBUX JIa CaJjpXKe YBOPOBE 1, . . . , Uy, TUM PEJIOM 33/I0BOJbABA UCTH CHCTEM YCJIOBA Ca CTAHOBHIITA UCTOT
Mmogena. [Iputom ce YBOPOBH vy, . . . , U, MOTY O1ADPATH TaKO Ja Oyly Ha UCTOj BUCHUHM.

9.1.2 MH3Bohewe Xanmnepn-Jlojxaujese Teopeme n3 BPIy N

Kopuctuhemo ce o3nakama u3 Teopeme [L11]. TTpema HanoMeHH 1aToj Ha noueTKy Jokasa Teopeme [LLI,
onuITH ciydaj XanmnepH-JlojxJijeBe TeopeMe ce CBOJU Ha CIydaj MHOXKEHa CaBpIIeHUX JpBeTa. Ha ocHOBY
TeopeMe pediiekcuje, MoKeMOo oJadpaT pedpojuB TpaH3UTUBAH Moze M koju pedieKTy je OBy TeopeMy
U I0Ka3uBaTH je y wemy. Ca F{y 03HauuMO esieMeHT Mojesia [N TakaB J1a BaXu

N E »F, je ynrpadunrep Bynose anredpe P(w) JfinS

1ok hie F' dutn o3naka 3a | F. Ounrnenso, F' je Hernasuu yirpadwirep Bynose anredpe P(w)N. IMowmro
F € N, nocroje MehyCOOHO pas3inyuTd €NeMeHTH 71, . .., 7, € C, dopmyna o(X1,..., Xk, B, A,y) n
o € M TaxkBu ga Baxu

MG E (Vy)(y = F < o(r1,...,m0, C,a,y)),

a CaMUM TUM U
M[G] )= (Ely)w(rla <o Tl C,a,y),

MI[G] E (Vy)(e(r1,...,re, C,a,y) = »y je HemiaBHM yarpaduitep Bysose anredpe Pw)V«).

OBo mocnense je tauHo 3ato mro je N knaca y M[G] ca mapamerpuma w3z M U {C'}. Heka je
¥(x,y, z,t) popmyna nedurncana Ha cienehu HauuH:

def . . .
(T, b,n,v) € »b je kox Heke TpaHe ApBeTa T, a v je KO YBOpA HA TOj 'PAHH HA HUBOY 7.
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Iomro apeera 17, . . ., T; IO IPETIOCTABIM HEMajy U30JI0BAaHMX T'PaHa, KPO3 CBAKH YBOP OMJIO KOjer
O]l THX JIpBETa MpoJia3u OECKOHAYHO MHOTO HeTrOBUX I'paHa, Ma MoxkeMo u3adpatu Mef)ycOOHO pasziuuuTe
bi,...,bs € C' Koju ce pa3nuKyjy ox 71, ..., T; U TAKBE Ja 32 CBE ¢ BaXKH Ja je b; KO/ HeKe rpaHe JpBeTa
T;. O3HaYMMO ca € jeAUHCTBEHH eJIEMEHT CKyIla ¢ TakaB Jia Bakul

N E{ncw]|(3uv,... ,vd)(/\lew(ﬂ,bi,n,vi) A f(v,...,vq) =€)} € F.
36or arconytHoCcTH (hOpMYJIe ca IeCHE CTpaHe 3HaKa | BakXu
MG E{n € w| @1, ..., va) (N (Ti, b, n,0:) A f(vs,...,v4) =€)} € F,
a caMUM TUM U

MGl E (Vy)(e(r1, ..., 1%, Cra,y) =
{n e w] (31}17...,vd)(/\lez/J(Ti,bi,n, Vi) A f(ur,...,uq) =€)} €y).

Iomro f,T1,...,Tq € M, uby,...,by ce paznukyjy Mehy codom, Kao U oJ] eleMeHara 71, . .., g,
npeMa JieMu TI0CTOj€ AUCjYHKTHE OKOJMHE [t1], . . ., [t4] ememenara by, . . ., by THM pefioM, TaKBe j1a 3a
ma koje b € [t1],..., b, € [tq] Baxu

MI[G) E (Vy)(o(r1,..., 1%, C,a,y) =
{new|@o,...,va) (AL (Ty, b, n,0) A f(or, ..., 00) =€)} € y).

Ha ocoBy usbopa dopmyiie ¢, 3a cBe b) € [t1],..., ] € [tq] Baxn

MG E{n€w|@uvr,...,va) (N (Ti, b5, n,0) A fvs,...,v4) =€)} € F,
OJHOCHO
{new|(Bv,...,va)(N\;icg?(Ti, b, v5) A for,...,0q) =€)} € F.
Hpyrum peuuma, Baxu
(Vo) € [t1], ..., b, € [ta)U(bY,... b)) € F,

rae je

U(b/17 ce 7b$1) = {n cw | (3’01, v 7vd)(/\?=1 1/1(T1-,b;,n,vi) A f(vla o 7vd) = 6)}

[IpUTOM CMO OKOJIMHE MOTJIM M3aDPATH TAKO /14 CBU O t1, . . . , 4 IPEJICTABIbA]Y UCTIPABHE KOJIOBE YBO-
poBa Ha ucTO]j BucKHHM [. HapaBHO, HU30BH t1, . . . , T4 HE MODPAjy UMATH UCTY JTyKUHY.

Heka je m > [ npousBosbHO. M3abepumo koHauHe nonckynose Ay, ..., Ay ckynosa [t1], .. ., [tq] TAM
pemoM, Tako fia 3a CBAKO i M 3a cBaku 4Bop ¢t € T;(m) m3Hax t; mocToju HeKo b € A; TaKBO Oa BaXU
»(T;,b,m,t;). Homrro je A; C [t;] 3a cBe i, Baku

(Vb € Aq,...,b, € Ag))U(YY, ..., b)) € F.
U3 koHayHOCTH CKymoBa A1, . .., Ay cienu aa je u buxoB [JeKapToB MPOU3BOJ KOHAYAH, A CKYIT

U= J{U®,,....05)|b) € Ay, ..., b} € Ag}.

'Ha taj Hauns MoskeMo AeduHKCaTH 50jerbe NPOM3BOaa CKyrnoBa rpaHa apseta 11, . . ., Ty.
; s 4d
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npunaga ¢urrepy F. Ilomro je F' HermaBHU puitep, MOCTOjU DECKOHAYHO MHOIo BpegHoctd n € U
TaKBUX Ja je n > m. V3adeprumo duno koje TakBO 1 U JOKaKUMO Jja CKYTIOBU

D;:={veTy(m)| (e A)Wv(T;bnv)}, i€{l,...,d}

UCITyhaBajy HABEJEHE YCIIOBE.

Ha ocHoBy m3bopa ckyroBa Ay, ..., A4, 3a Ma koje ¢ u u € T;(m) Koje je usHan t; y apeery T;,
nocroju b € A; tako na Baxu ¢ (T;, b, m, u), na je 3a w takBo na Baxu Y (7T;, b, n, w) ucnymweno w € D;.
IMpema tome, ckyn D; je (m,n)-ryct usHan t;.

MN3adbepumo npousBosbHe v; € Dy, ...,vq € Dy. Ha ocHoBy usdopa ckynosa Dy, ..., Dg, noctoje
bi,..., b, u3 ckynoBa Ay, ..., Ay THM peioM, TAKO /ia 3a CBAKO ¢ BaXH J1a je v; 4Bop rpaxe b; npeera 1}
Ha Brcunn n. Ha ocHOBY n3dopa npupomsor dpoja n Baxun € U(b], ..., b);). Ha ocHOBY HauMHa Ha KOju
jeckyn U(bY, ..., b)) nebunucan, Baxu f(vi,...,vq) = €.

9.1.3 Baxemwe npunuuna G y KoenoBom cuMeTpuuHOM MO/1ery

[puamun G y onmreM ciaydajy Baxu y moneny N koju 3agoBosbaBa akcrnome ZF + BPL. Camum Tim,
XanmepHn-JlojximjeBa TeopeMa Takohe Baxu y moneny N.

3a 0mI0 KOju IMpuMep ApBeTa 1 00jermha BUXOBOT IIPOM3BoAa ce Moaes M Moske n3adpaTh Tako Ja Taj
npumep npunaaa mogeny M C N. 3dor Tora u yumeHuLe 1a mojen N 3amoBosbaBa akcuome ZF + BPI,
KOje Cy JIOBOJbHE 3a u3Boheme XarmepH-JlojxiujeBe Teopeme u3 G, 3HavajHa je ciieneha Teopema.

Teopema 119 Baxcu N EG.

Hoxka3: HexkacyTh,...,7T; Makoja npetay N M Heka cy S1, . .., .S, Ma KOjH CKylIoBA U3 N TakBH Ja
BaXXH
SiU---us, = [Tl] X e X [Td]

Wzadepumo KoeHoe rpane by, ..., by opsera 17, ..., Ty TUM pegoM, Koje OAroBapajy pazinyuTuM
eJleMeHTHMA CKyTa
d n
C\ (( Ur@)u(U Fl(Sz)))
i=1 i=1
N3zadepumo ¢ 3a Koje Baku
<b17 . ,bd> € S;.

[Ipema emy 0 HENTPEKUTHOCTH, TTIOCTOj€ YBOPOBH V1, . . . , Vg HA TpaHama by, ..., by TUM pemoM, Tako
na 3a Ma koje Koenose rpaue b}, . . . , b/, Koje cazpie 4BopoBe v1, . . ., vg Baxu (b}, ..., b)) € S;. 3acBako
1 HeKa je F; ckyn cBux KoeHoBux rpana apsera T;, koje caapsxe uBop v;. Ckynosu Ey, . .., E4 cy Herne
rycru y apsetuma 11, ..., Ty TMM penom, na je ckyn Fq X --- x Ey C S; nerne rycr. [

Jom jenqno m3Boheme Xanmepn-Jlojximjese Teopeme n3 BPIy N

Ioacetumo ce ga mpema HalmoOMEHM JaToj Ha MOYETKy Joka3a Teopeme [L 11|, onmtu cinyyaj XaamnepH-
JlojxnujeBe TeopeMe ce CBOJIM Ha Cllyyaj MHOKEHa CaBpIIEHUX JIPBETa.

N3adepumo dusio koju nmpumep ApBeTa U 00jerha BUXOBOT Tpou3Boaa. MoxeMo oadpaTu mpedpojus
TpaH3uTUBaH Mogen M Tako na o0yxsaTu Taj npumep. Y mogeny N Baxu ZF 4+ BPI + G, na camum TMM 1
XanmepHr-JlojximjeBa TeopeMa. [IpumMep YBOpoBa U CKYIIOBa U3HA[ HUX KOjU UCIYHaBajy YCIOBe ca CTa-
HOBHIIITa MOJIeJIa, UCITyFbaBahe UX 1 ca CTAHOBUINTA YHIBEP3yMa, jep Cy YCJIOBH aliCOTyTHH 32 TPAH3UTUBHE
MoJere.
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9.2 Carnacaoctr npunuuna PG ca ZFC

JHoxkaxwmo aa npuHIun PG Baxu 1y BaXXHOM MojieTy Koju 3anoBosbaBa ZFC akcruome. Ilpe Tora hemo
yBectH nojam A?-cuctema u IoKa3aTh yormiTere Teopeme [L10.

Hedunnmuja 2 Heka cy Xi,..., Xy, D u'Y ckynoBu, p npecimkaBame ckyma X; X --- X Xg y CKyI
napuyjanHux yHkujauz Dy Y urq, ..., rq napugjanse ¢pyakimje u3 Dy Y TakBe 1a Baxu

)riC---Crg,

2) 3acBako k < dmucBe x1 € X1,...,Tq € Xg BOXH 1A CKYII

{(U{p(yl,...,ydﬂge Xy x--- de/\yk:a:k/\~--/\yd:a?d})ﬁrk+1|xk EXk}
0dpasyje A-crucTeM ca KOPEHOM T,

3) ckyn
{U{p(yl,...,ydﬂngXl X oo X XgANya=2xq}|za € Xa}

odpasyje A-cucteM ca KOPeHOM T,
4) 3a cBako k < d BpemHOCT p(&1, ..., Zq) N k41 3ABUCH CAMO O L1, . . . , Tj,

5) 3a cBaKo ¢ Mocroje cKymoeu Fi, ..., Fy kapauHaaHoctu He Behe of |¢| Tako ja 3a cBako k < d u
T e Xy X --- x X4 Baku cienehe:

(xx € F N ANxg & Fg) = (dom(p(z)) N g C dom(ry)).

onga kaxemo fa je (p, X1,..., Xq,71,...,7q) jenan A-cuctem ca KOpeHOM 7. A
(0] jam Al- j A-
YHITIEAHO, T10jaM CHCTEMa ce TMOoKJIana ca nojMom A-cucrema.

Teopema 120 Heka cy k u \ ma Koju SeckoHaunu Kapgurani akeu ga eaxcu K< = k > \ u Heka cy
K1, .-, Kd Kapgunaau fakeu ga je k1 = KT u ga 3a céaxo i < d eagicu k;y1 = i 3a Heku pelyaapan
kapgunan p; > 2" maxae ga je ;' = p;. Hekacy X, . . ., Xq cKyiiosu KapguHANHOCTU K1, . . . , K4, HeKa
Jje D D X1 U---U Xy imaxae ga éadxcu |D| = k4 u nexa je Y neiipazan ckyii iniaxas ga je |Y | < k. Hexa
Je p upecauxasarve ckyiia X1 X - -+ X Xg y cxyi ceux uapuyujarnux pynxkyuja uz Dy Y xapgunaanociiu
Maree 0g A WaKeo ga eadlcu

(Voy € X1,...,2q € Xg){x1,..., 24} C dom(p(z1,...,24)).
Taga iiocitioje X1, ..., Xjury, ..., rqdaxeu ga eadxcu caegehe:
D (p, X},..., X r1,...,7a) je Ad-cucitiem,
2) Nz (X7 € Xi A X = 1),
3) Il < Au ALy lril < kar,

Yrkoauxo cy ckyiiosu X1, ..., Xq cliauuonapuu WogcKyiuosu c8ojux KaApguHad, OHga ce U CKYuosu
X1, ..., X}, moly ogadpaitiu ga dygy ciiayuonapru.
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Hdoxka3z: IlpernoctaBuhemo fa cy CKynoBH X1, . . . , X4 CTallIOHAPHU MOACKYIIOBH CBOjUX KapauHana. Ha
ocHoBy Teopeme [ 10, MoxkeMo ce orpanmuuTy Ha ciyyaj Kama je | Jp[X1 x - - x X,4] dbynkunja. Hexa je
d = 1. Ha ocroBy Teopeme 54 octoju X C X Tako 1a je | X| = | X1 | u ma mpurom ckyn p[X] odpasyje
A-cuctem ca kopeHoM 71. Ounnienso je |1 < A u | |Jp[X]| < | X1|. Heka je d > 2. Ha ocHoBy

[dom(|_Jp[X1 x -+ x Xa])| < [X1 X -+ X Xa|A = Kq,
MOKEMO Oe3 yMarberba OIIITOCTH MPEeTIOCTaBUTH ja je | D| = ky4. 3a cBako x4 € Xy neprHAINAMO CKyIT

P (za) = U{p(a:l,...,xd) |z1 € X1y...,Ta—1 € Xa—1}-

CBakoM x4 € X4 MOKEMO IIPUAPYKUTH CKYII
p'(za) = U {p(z1,...,2q) |21 € X1,...,24-1 € Xg_1}.

Ipema Teopemu 54, moctoju crammonapan ckyn X C X Takap 1a ckyn p’[X| odpasyje A-cuctem ca
HEKMM KOpEHOM 7'q. 13
(Vz € X)|p'(z)] € Ka—1 ©.1)

ciemu 1@ je |rq| < Kg—1. 3acBako T € X7 X - -+ X Xy Baxu
zg € X = {x1,...,24} Cdom(p(z1,...,24)) C dom(p'(z4)).
Ipema tome, 24 € dom(p’(x4)), omakie cienu na je
|Jdom(p'[X]) 2 X.

Opnarne v w3 (D.1)) cnenw na je [p'[X]| = k4, ma noctoju X’ C X Takap ja je | X'| = kg v Takas j1a je
(yukimja p’ vHjekumja Ha ckyny X', Hedpuaummmvo GyHKImjy p”’ Ha cnenehn HauuH:
dom(p”) = X', p"(za)(x1,...,24-1) = p(x1,...,24) N 74
I[Tpema UHIYKTUBHO] PETIOCTABIIU, CBAKOM g € X MOXEMO IPUIPYKUTH CKYIIOBE
X1 (xq)y .., X) (@) uri(za), ... ra—1(zq),
TAKO J]a BaXH MCKa3 TeOpeMe MPUMEHEH Ha CHCTEM
" (xa), X1(xa), -, Xa_1(xa),r1(xa), ., ra_1(z4)).

Ipema teopemu [109, mocroju crammonapan ckynm X ;€ X TtakaB ga cy dynkuuje X{,..., X, |,
p” Mry,...,rq—1 Ha cKymy X, KOHCTAHTHO jeJHAKe HEKMM BPEIHOCTHMA, KOje heMo odesekUuTn HCTHM
O3HaKaMa Kao Te (pyHKIH]e.

dyHkIMja 741 je KopeH A-cucteMa cKyma hyHKIHja Koje cy pecTpukije pyHkiumje r4. [Ipema Tome,
rg—1 Crqusacee ¥ € X| x --- x X;uk < dBaxu

P (xq)(x1, ... xa—1) NrE =p(T) Nrg N1 = p(T) N 1rge

Tlokaxumo na je (p, X7,..., X5, r1,...,7q4) jenan A-cucrem. Heka je k < d u /\f:,€+1 x; € X
Ako je k < d — 1, onna npema ycnosy P u3 nepmmmmje A%~ -cucrema cnenehu ckyn je A-cuctem ca
KOPEHOM Tk

d—1

{(UW @)1, ya) |y € X, ya1 € Xaoa, \ i = @i}) Nriga | o € X}
i=k
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OBaj ckym je jeanak cienehem:
(U Wa) s ya1) [T € X x - x € Xa Ayp =@ Av-- Aya = xa}) Nrpen |2y € X,

{(U{p(y)ﬁrd\ﬁeXlx-~x eXd/\yk:mk/\~-/\yd:xd})ﬁrk+1|xk€Xk},
(U@ 7€ X1 x - x € XaAyr =2 A+ Aya = 2a}) Nra Nrpg |z € Xi},

{(U{p(ﬂ)‘gGXlx-”X EXd/\yk:xk/\---/\yd:xd})ﬂrk+1\xkEXk}.

Ipema tome, yeios Pl u3 gedunnimje A%-cucrema je ucnymen 3a k < d — 1. Ha octoBy yciosa P u3
nepunnmje A% !-cucrema, 3a cBako x4 € X !, cnepehu ckym je A-cucTeM ca KOPEHOM T'q_1:

{U" @)1, ya=1) |y € X1, yam1 € X}y, Ya1 = Ta—1} | Ta—1 € Xa1}.

Ogaj ckyn je jennak cienehem:
{U " (Wa) (Y1, ya—1) 1§ € X1 x - X Xy ya—1 = Ta—1,Ya = T4} |2a-1 € Xa-1},

{Ulp@ nralge X\ x - x X} ya—1 = 24-1,ya = Ta} | 2a—1 € Xa_1},

{(U{P(ﬂ) |7 € X] x X X}, Ya—1 = Ta—1,Ya = Ta}) N7q|Ta—1 € Xa—1}

Ipema Tome, ycioB P u3 nedmmmnmmije A?-cucrema Baxn 3a k = d — 1. Ha ocHoBy aedwnnImja 74 1
P/, Ka0 ¥ Ha OCHOBY MHAYKTUBHE IpeTIIoCTaBKe, ycioB B u3 nedunnimje A-cucrema je Takohe nciymeH.
. - k
Heka je k < dunekacy @,y € X{ x --- x X/, raksu ma Baxu \;_; x; = y;. Taga

p"(xq) (21, ..., wa—1) Ve =" (Ya) W1, -, Ya—1) N Tt

BaXKM Ha OCHOBY KOHCTaHTHOCTH (pyHKImje p”’ (y cnydajy Kajga je k = d — 1), nok ycios i u3 gedpunnimje
A?-cucrema BakM Ha OCHOBY MHIYKTHBHE IIpeTIIOCTaBKe (y clydajy Kada je k < d — 1). ITpema Tome,
Baku p(Z) N rpp1 = p(F) N rig1, IITO 3HAYM A2 je HCTymeH ycos A u3 aedunmmije A%-cucrema.

M3abepumo npoussobe £ € X| X --- x X/. INomrto ckyn p’'[X )] obpasyje A-cucrem ca KopeHOM
r4, yHKuMje p(T) u T4 cy pectpukiwje ucte dpyHkumje p’ (x4). [pema Tome, Baxu

dom(p(Z) Nrq) = dom(p(x)) N dom(ry).

Takobe, 7x+1 C 74 Baxu 3a cBako k < d, na cy (yHkuuje p(T) U 741 TAKOXKe PECTPUKIIUjE UCTE
dyukumje p’ (z4), na Baku

dom(p(Z) Nrk41) = dom(p(Z)) Ndom(rgi1).

Nzadepumo npoussosbHo ¢ C D. Iowro je dyHkumja p’ unjexuwja Ha ckymy X, u ckym p'[X)] je
A-cucteM ca KOpeHOM 74, octoju Fy C X, tako na Baxu |Fy| < |¢| u

(VZ € X} x -+ x X)) (za & Fqg = dom(p(z)) Nq C dom(ry)). 9.2)

Ha oCHOBY MHIyKTHBHE HpPETIIOCTaBKe, OCTOje MOACKynoBu F,. .., F; ¢ ckynoBa X1,..., X)) |,
KOjU HEMajy BHILIE Of |¢| efeMeHara, 1 TakBu fa 3a cBe k < d Baxu

d—1
(Vf € X{ XX X(Ii)(/\ L ¢ Fl = dOm(pN(ﬂjd)(ﬂfl, s 7xd—1)) n q g d0m<rk))7
i=k
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OJHOCHO
d—1
(VZ € X] x - x X))(/\ i & Fi = dom(p(Z) N rg) Ng C dom(ry)),
i=k
TO ject
d—1
(VZ € X] x - x X))(/\ 2 ¢ F; = dom(p(z)) N dom(ra) N q C dom(ry)). (9.3)
i=k
dopmyia
d
(V& e X{x - x Xc’l)(/\ x; € F; = dom(p(z)) Ng C dom(ry))
i=k

Baxu 3a k = d Ha OCHOBY (©.2), nox y cyvajy k < d cnenu u3 ®2DHu@.3. O

IIperxoaHa Teopema UMa U (PUHUTApHY BapHjaHTy, KOjy OBJIe HE HABOAMMO jep HHje peleBaHTHA 3a
TEOpH]y CKYIIOBa.

Teopema 121 Hexa je M ipedpojus mmpanzuiiuean mogen. Heka je 0y neiipedpojue petyraparn kapgunan
y M u 3a céaxo i € w nexa je 0; 41 = 2% y M. Heka je A\ = sup, 0;. Taga y tenepuuxom pawuperoy M |G|
gobujerom gogasareem dapem A Koenosux peannux dpojesa eéaxcu PG(N). [iwiasue, enemenitiu Heige
fycitiux ckyiiosa u3 gpopmynauuje PG apunyuiia he ce cacimiojaitiu camo og nesasuchux Koernosux peannux
Opojesa, ocum y cayuajy Kaga ce Helge IYcill CKYil c60gu HA U30A08AHY THAUKY APOCIopa.

Hokaz: Ommuru cinydaj PG npuHiumna ce cBoAM Ha crielidjajiaH ciydaj MHOXKEHa CaBpIIEHUX MPOCTOpa
jep aKko HEKH IPOCTOP UMa M30JIOBaHy TauKy, OHJIa ra MOKEMO 3aMEHHUTH ITPOCTOPOM KOjH CE CacTOju caMo
0J1 T TauKe, YuMe ce Opoj IpocTopa KOjU ce MHOXKE CMamyje 3a jeJaH.

Takohe, momro je BepoB mpocTop caBpIIeH U TYCTO ce yTana y CBaKHM CaBpIIeH MpocTop, TBpheme je
JIOBOJBHO JIOKA3aTH y CIIy4ajy CcTeneHoBama beposor mpocTopa.

Hexka je P = (P, <) = N(\). T'enepuuku objekar he npejcrapbati GhamMiinjy OECKOHAUHUX HA30BA
MIPUPOJHUX OpojeBa MHIEKCHpaHy OpAMHAIMMA U3 cKyna A. JeduHUIIMo uve

b= {{a, (0, (n,k))) | o € dom(q) An € dom(¢(c)) A q(0)(n) = k}.

Hpyram peanma, b je ume 3a (byHKIH]y KOja CBAKOM 0 € A TIPHAPYKYje TeHEPUUKM HU3 HA MECTY 0.
Ipernocrasumo xa M[G] £ = PG()). Tama noctoje po € G, uve f, Heko d € w \ {0} u < \ Taksu ma
BaXH .

ME polF f:(“w)? — p

u fa 'y mogeny M ycioB pg popcupa a He ocToje Here Iyctd ckynosu D1, . .., Dy y BepoBom npoctopy
“w unju cy eneMeHTH MehycoOHO He3aBrucHN KoeHOBH peastHu OpojeBr (OCUM y CITy4ajy Kajia ce Herje TyCT
CKYII CBO/IM Ha Ta4YKy) M IPH YeMy je f KOHCTAHTHO Ha ckymy Dq X --- X Dg. U3zadepumo j € w TakBO
ma je 0; > p. Heka je kg = 6; u ki41 = (2")T y M 3acBe i € w. 3a cBAKM KapAHHAN K BaXu
K< 2% < (2F)F < 22" TIpema Tome, sup; K; = .

CBakoM & € K1 X -+ X Kq IPHAPYXUMO YCIIOB p(5) < p1 U HeKo k(F) € i TaKBO Jia BaXu

M Ep(@) lkp f(b(01),....b(0a) = k@), {o1,....04} C dom(p(d)),

[py Y4eMy yCIIoB p(G ) CBAKOM eJIEMEHTY CBOT JIOMeHa PUAPYKYje Hu3 ucte ayxuHe [(7) € w.
3a cBako ¢ < d gepuHUIIUMO (DYHKIIM]Y ¢; YMjU je JOMEH K1 X -+ X Kg, TAKBY [1a 3a CBAKO 0 W3
JOMeHa BaXu
¢i(0) = p(o)(o3)-
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Hpyrum peunma, c;(5) je uH(pOpMAIMja O TeHEPHIKO] TPAHU HA MECTY 0;, KOjy YCIOB HOCH (7).
Heduaummmo (yHKIMjy g ca UCTUM JIOMEHOM TaKBY Ja BaXu

9(7) = (k(5),1(5),c1(7),...,cq()).

Hanomenumo 11a je range(g)|™ < k(. TIpema Teopemama 109 u[110, y monemny M nocroje Seckonaunu

nogckynosu Hy, ..., Hy ckynoBa k1, .. ., kg Takeu aa Baxu |H;|M = k; 3a cBe i, 1a je dyHkimja g Ha
ckymy Hy X --- X H, KoHCTaHTHO jemHaka HekoM (k,l c1,...,Cq), Ka0 U 1A Cy CBH YCJIOBH U3 CKyIla
p[Hy X -+ x Hy] carmacan. O3naunmo Hy X --- X Hyca H.

Ha ocHoBy Teopeme 124, ckynoBu Hi, ..., Hy Mory Outu ofadpanu Tako Ja nocroje ri,...,7q y M
TakKo J1a Baxu cnepehe:

1) <p7 Hla ceey Hd,’f'l, e 7Td> je Ad—CI/ICTCM,
2) |r| <Xom /\?:2 e M = Ki1.

3a gatu ycioB ¢y o3Haunhiemo ca Fy(qo), - - ., Fy(qo) ckynoBe koju cy y cumbomiy u3 nedpunuimje
A%-cucrema o3Havenn ca F1, . .., F; 3a ¢ = dom(q). Heka je
) ) q .]

T:={(p(@), (01, ....0a)) | € H}.
Hoxkaxumo cieaehe:
M ErlFp (V6 € T)f(b(or),...,b(cq)) = k.
V cympotHoM, noctoje & € H u gy < 71 TaKBH J]a BAXU
M Eqolbp f(b(or),....b(cg)) £k, MEglpdeTl.

I[perxoxna popmyina 3Hauu aa je ¢o < p(7), na Baxu

M Eqolkp f(b(o1),...,b(0q)) =k,

IITO je IPOTUBPEYHOCT. 3a MPOU3BOIBAH KOHAYAH HU3 S MPUPOHKMX OpojeBa AepUHUIINMO [$] Kao CKyIl
CBHX OECKOHAUYHHMX HU30Ba X MPUPOJHUX OpOjeBa TaKBUX Aa Baku s C x.

N3zabepumo npousBosbHe OeckoHauHe ckymoBe [;,...,I; € M 3a koje Baxu I, C H; 3a cBako i.
OszHauumo [; X --- x Ijcal. Hekacy sy, ...,Sq KOHAYHU HU30BU IIPUPOJHUX OpOjeBa TaKBU Aa BaXU
§1 2 C1y...,84 2 cq. HJokaxumo crnenehe:

MEmrIFp (3¢ € INT){b(o1),...,b(cq)) € [s1] X -+ X [84]- 94

Y cynpoTHOM MoCTOju gp < 71 TaKBO Ja BaXH

M Eqlkp =(36 € INT)(b(o1),...,b(0q)) € [s1] X - - X [s4].

Nzabepumo 7 u3 ckyna I TakBo Ja Baxu /\Zl:1 Ti & (Fi(go) Udom(qp)). Ha ocHOBY p(7),q0 < 71 1
dom(p(7)) N'dom(gqp) C dom(ry) Baxku p(7)||qo.

3a cBako ¢ je undopmanmja Kojy ycios p(7) Hocu o KoeHoBOM peanHoM Opojy Ha MeCTy 7; jeqHaKa ¢;.
Ha ocHOBY HaunMHa N300pa eneMeHTa 7;, YCJOB o He caap Ky HUKaKBY nH(popmMaiinjy o KoeHoBoM peastHoM
Opojy Ha TOM MecTy.

Heka je g1 HajBehu ycoB ucnon p(7) Koju 3a cBako ¢ caapxu uadopmaimjy s; o KoenoBom peaiHom
Opojy Ha mecty 7;. Taga Baxu ¢1 < p(T) 4 q1||qo. I3abepumo ycnoB ¢, TakaB oa Baku g2 < (o, q1. 300r
g2 < p(T), Baxn .

M ):q2 ”‘p <7'1,...7Td> ET.
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[omro je g2 < q1, Baxu
d
Mg lbp /\ b(r:) € [sil,
i=1
IITO je y CYIPOTHOCTH Ca g2 < ¢ ¥ U300poM ycioBa gy. OBa MPOTUBPEYHOCT AOKA3yje Ja BAXH ®4).

IIpernocraBumo na je d > 1. Heka je s; Mpon3BobaH KOHAYaH HU3 MPUPOJHUX OpOjeBa TaKaB Ja BaXU
Sq 2 c¢q. Hokaxumo na y moneny M ycnoB r1 ¢opcupa Jia 3a CBaKM KOHaYaH mojckyn F' ckymna

{(o1,...,04-1))| Boa)d € T NI}

nocroju o4 € I; TakBo 1a 3a cBako (01, ...,04—1) € F Baxu b(ad) € [sqlud e NIy CYIPOTHOM,
MoCTOju o < 71 Koje y moaeny M ¢opcupa Heraiyjy oBoOr uckasza u ojtydyje ckyn F'. Heka je
1 1 1
F={{o],....,00_1),..., {07, ...o4_1)}
Be3 ymarberba OMIITOCTH MOKEMO NIPETIIOCTABUTH [ia 3a Heke oapehere o, . . ., o' ycioB o dopeupa
na 3a cee ¢ Baxu (0},...,00) € TNI1. Uz
m
MEqlp Nof,...,o0) €1,
i=1
crenu
1 1
(015 y00)s - (ol .oy € 1.
Ha ocHoy
m

MEqglp Nof,...,o0) €T
=1
BaxXu
qO gp(o-%?'?(rgl)) ’p(o'in’ 70-21)

Uzabepumo o4 € Iy \ (Fy(go) Udom(qp)). 3a cBako i Baxku

dom(p(ai, o ,afl_l, 04)) Ndom(qp) C dom(rg).

IIpema Tome,
dom(p(ai,... 04 |, 04)) Ndom(qy) = dom(p(oi,..., 0% ,04))Ndom(ry) N dom(qo)
= dom(p(ci,...,04 ;,04)) Ndom(ry) N dom(qo),
wTo 3ajesHo ca go < p(ot,...,o4)n
p(ol,...,04_1,0a) | dom(rg) = p(ai,...,04) | dom(rq)
uMIUTMIMpa aa je qo|[p(ot, ..., 0371, 04). 32 ycioB ¢; neduHucaH Ha cliefieh HAYUH

q :=inf {p(ci,...,00_1,04) i € {1,...,m}}

Baxu qol|lg1. WHpopmammja o KoeHoBoM peasiHOM Opojy Ha MeCTy o4 KOjy HOCH YCJIOB q1 je ¢q. M3
o4 ¢ dom(go) MOKEMO 3aKIbYUUTH JId ¢y HE CAIPKU HUKAKBY uHpopmarujy o KoeHoBoM peasiHom Opojy
Ha ToM MecTy. [Ipema Tome, ocToju yeioB gz < qo, g1 Taka 1a MHGopMalrja Kojy gz caapxu o KoenoBom
peaHOM Opojy Ha MecTy o4 je sq. Jakie, Baxu

M E g lFp (04 € Iy Ab(0g) € [s4]),
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Kao
1 1 1 1 ;
MEglkp (01,...,05_1,04)s---,{07,...,04_1,0a) € T NI,

IITO je MPOTUBPEeYHOCT. OUHUITIENHO, AHAIOTAH MCKA3 BAXH aKO CKYIIOBE K1, . . . , kg 3AMEHUMO CKYIOBUMA
Knyy«+-,Kn, 3AHEKE N, ..., Ng € w3aKoje jen; < -+ < ng.

IITaBuile, aHAJIOraH MCKA3 BaKM aKO 3aMEHHMO CKYTIOBE K1, . . . , K4 CKYTOBUMA Kp_ ), .. ., Ky, 32
HEKe PasImumTe N1, . .., Mg € W U NepMyTauujy 7 ckyna {1,...,d} TakBy 1a je no(1) < - < N (q)-

Wzadepumo niepmyTanmje 7y, . . ., mq ckyna {1, . . ., d} 3akBe 1a 3a cBako ¢ Baxu 7;(d) = i. Nzadepumo
ny €wsai,j€{l,...,d} rakpo razaceei € {1,...,d} Baxu

i i
mi(ny) <+ <mi(ng),
kaowu mazaceed,j € {1,...,d} zakoje je i # d Baxku
j i+1
mi(ng) < mipa(ng).
d d : d d

¥ mogteny M moxemo onadpatu ckynose HY C k4, ..., Hj C K, Takse a je |Jp[H{ x - - x Hy]

(yHKIMja 1 Tako na Baxu | H Jd|M = K,d 1 Ja 1001jeMO HeKH1 Al-cucrem ca KopeHoM t4. Taga nodujamo
J

HEKE C1, . .., Cq,l ¥ k ¥ Te BpeaHOCTH ce Hehe Meratu jep heMo caMo CyKaBaTd CUCTEM.

3a cBako i < d MokeMo y Moaeny M uzabparu neke ckynose Hj C Hit', ... H} C HY takse ma
3a cBe j Baxu |H!|M = k,,; nrae hemo aooutn Hekn A-cuctem ca KOpeHOM t;.

J

HapagHo, KOpenu t1, .. ., t, cy pecrpukimje pynkumje (Jp[H{ x -+ x HY, majet :=t; U--- Uty
(pyHKIIMja ¥ IITABHMIIIE YCTIOB.

Usadepumo y mozeny M deckonaune ckynose I; C Hi, ..., I; C H} wosnaunmo I; x --- x I cal.
3aceako i € {1,...,d} Heka je <s; : j € w) HU3 CBMX KOHAYHMX HU30BA U IPUPOJHKMX OPOjeBa TAKBUX
Jla Baxu u O c¢;. Heka je H Heku reHepuuKu (puiItep KOMe MpUIaa yCIioB t.

Crnenehy koncTpykimjy ussogumo y mogeny M |[H|. Hajnpe uzadepumo of € Iy, ..., 08 € I, takse
Ja Baxu

1 d i
(0gy---,00) €Tl
u
7 1 1 1 d d
bu(og) € [sol, -, bu(0G) € [s0]-

[peTnocTaBumo jia cy o, . .., o nedunncanu 3a Heko i € w. Vzabepumo o} 1 € I Taxo ja Baxu

br(0iy ) € [si, ] mTako 1a (ako je d > 2) 3a cBe Mg, ..., Mg < i BaXH
1 2 d ;
(Oiv 1> Tomgs o2 Oy € T

TIpeTnocTaBuMo aa ¢y o, 4, . .. ,af 1 Aedunucany 3a Heko j < d. M3abepumo Ufill € I;41 Tako na

Baku by (071)) € [s7F]] mrako na (ako je j + 1 < d) 3a cBe My, ..., Mg € W BaXH 1 aKo je

VE<j+1lmp<i+1Amjp=i+1A N> j+1)mg <4,

! o ) e Ty. Ckynosu Dy, . .., Dy nedunucanu ca

OHJIA BaXKHU (0, ..., O,

D; = {bH(U;) |j € w}

Cy Here ryctu ¥ (pyHkuuja f I je KOHCTaHTHA Ha cKymy D; X - - - X Dy, mTO je y cynmpoTHOCTH ca py € H.
]

Teopema 122 Hexa je M ipedpojus impansuimiuean mogen u M |G| reioso Tenepuuro pawuperse Koje ce
goduja gogasarcem (3,)™M Koenosux peasnux dpojesa, ige je o« € M ipanuunu opgunan xoju je y mogeay
M meiipedpojuse kogpunannociiu. Taga M[G] £ PG(2%0).
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Jlokas: Ha ocnoBy Teopeme D3 paxu (280 )MIC] = (J,)M | Hexa je » npoussosban SeckoHauaH KapauHa

y M xoju je mamwu o (3, ). Wzadepumo 3 < « Takso ja Baxu k < (Jg)M. Tlomrro je opamuan o
y Mozienry M HenpeOpojuBe KO(PUHATHOCTH, Baku 5 + w < «, Ia IpeMa TeopeMu Baxu M[G] E
PG(xT). O

Teopema 123 Hexa je M iapedpojus wipansuiiuéar mogea u M [G] mweioso lenepuuko pawuperse Koje ce
gobuja gogasarvem bapem (3,,)™M Koenosux peannux dpojesa. Taga M[G] = PG((3,,)M).

Hoka3: [loka3 je cacBUM CIIMYaH JI0Ka3y TeopeMe [122 u mperymmira ce ynraoiy. [
13 teopeme cnenu Xanmepu-Jlojxiujesa TeopeMa, Ha IpuMep Ha HaunHe ormcane y 5.8 u tume ce
noduja HOB foka3 XannepH-JlojximjeBe Teopeme.

9.3 Cpoauu pesyaratuy ZFC

Kao mrro je nokazano y [[19] u [[12], npuniun PG Huje carnacan ca ZFC + CH u camuM TUM ce He MOXe
m3Becty 3 ZFC akcroma.

Teopema 124 Hexa cy P1 = (P1,p1), ..., Pqg = (Pa, pa) iiowcku idpocitiopuu f : Py X -+« X Py — w
fiaxeo ga je 3a ceaxo n € w ckyi f~1[{n}] uma Beposo ceojciuiso. Taga fociioje neige fyciiu cxyiiosu
Dy, ..., Dy dpocisiopa P1, . .., Py waxeu ga je pynxuuja f na ckyiy Dy X - - - X Dy koucisianizna.

Jloka3: Ha ocHOBY aHAIIOTHMX HAIOMEHA KAo Ha MOYETKY JoKasa TeopeMe [121], ommru ciydaj ce ceoau
Ha citydaj crerieHa BepoBor npoctopa.

[permoctaBUMO CYynIpOTHO M M3adeprMO HeKM KoHTpanpumep. PyHKIMja f 3arpaBo NpaBH jefHy Haj-
BUIIIE [TPedPOjUBY MapTULI]y CBOT JOMEHA Ha JieJioBe ca bepoBUM CBOjCTBOM.

Nzadepumo npedpojuB TpaH3UTHBaH Moaed M Koju calipu KOJOBE OTBOPEHUX CKYNOBa KOjH Ipejl-
CTaBJbajy alpoKCHMalMje eJeMeHaTa MapTulrje, Kao U KOJIOBE HUIJE I'YCTHX 3aTBOPEHHMX CKYIIOBa KOjU
yUeCTBYjy y Majopuparsy rpemiaka armpokcumanuja. Heka je M [G] renepuuko pammperse mogena M 1o-
nasamem (J,)™ Koenoux peatnux dpojesa.

Nzadepumo pyHKIHMjY dojerma g KOja CBe TauKe YHHje CBUX 3aTBOPEHUX HUIIE TYCTHX CKYIIOBa KOjH
YUYECTBY]Y y Majopupany rpeliaka anpokcumMaliija doju y jenny 3acedHy 00jy, JOK CBe OcTalle Tauke 00ju
UCTO Kao (pyHKIMja f.

Ipema Teopemu [121], y moneny M [G] he mocrojatu Herge rycru ckynosu D1, . . ., D4 Koju ce cactoje
o[ He3aBHCHMX KoeHOBHX peasiHux OpojeBa 1 TakBH Jia je (PyHKIMja g KOHCTaHTHA Ha CKyIy Dj X - - - X Dy.

Moo ce kommo3mnyja KOHAYHO MHOTO KOeHOBHX peanHux dpojeBa moHamma kao jeqan KoeHoB peaan
0poj, a koHauaH crened bepoBor nmpoctopa je xomeoMopdan bepoBom mpocTopy, Tauke ckyna Dy X - - - X
D, y ynuBep3yMy He NpuIajajy HUjeJHOM 3aTBOPEHOM HUIJE T'YCTOM CKYIMy Koju uMma koa y M, na he u
¢yHKIMja f HAa TOM CKyIy OMTH KOHCTaHTHA. [

JeHOIMMEH3HMOHU CiTyuaj OBe TeopeMe je HMIIITA JPYTo 10 yomurewe bepoBe Teopeme o kateropujama
y Cllydajy HOJbCKHX IPOCTOpA Ca 3aTBOPEHMX CKYIIOBA Ha CKYIOBe ca bepoBrM cBojcTBOM.

Creneha Teopema ce OJHOCH Ha JIpBeTa KOJ| KOjUX 32 CBAKM YBOP BaKM [ jé HA KOHAUYHO] BUCHHHU U JIa
nMa dapeMm jeJHor, ajli HajBHUIle MPedpojUBO MHOTO HEMOCPEAHNX cled0eHnKa. JJoKkakUMO HeKe Io3HaTe
YHMILEHULIE O TAKBUM JpBeTuMa. [loJ KOHIEeH3alMoHOM rpaHoM hieMo nmozpasymeBaTy rpaHy TakBy Aa Cy
CBe IheHe OKOJIMHE HempedpojuBe. [ToKaXuMOo J1a Kpo3 YBOP v MpoJia3u dapeM jeJJHa KOHAEH3allMoHa IpaHa
aKKO je CKYIl CBUX IpaHa Koje MpoJja3e Kpo3 YBOp v HEMpeOdpojuB.

Axo je b koHzeH3a1MOHa rpaHa gpBera 7', Koja mposia3su Kpo3 YBop v ApBera ', OHJA je CKYI CBUX
rpana apBeta 1’ Koje mposia3e Kpo3 YBOp v HEellpedpOjuB jep je TO jeHa Of OKOJIMHA rpaHe b.

IpernocraBumo capa aa je v 4Bop Apeeta 1’ Kpo3 KOju Mpoja3u HempedpojuBo MHOro rpaHa. Heka
je wo, ..., w; OyT y OpBeTy 1 o KopeHa wy 00 4Bopa v = w;. HeduHummmo yBop w; 3a ¢ > [ Ha
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crnenehn HauMH: AKO KpO3 YBOP w;_1 MPOJIa3y HEMPedpojHUBO MHOTO I'paHa, OHJa HeKa je w; HeloCpeJHN
ClIeI0EHNK YBOpa w;_1 TaKaB Jja Kpo3 YBOP w; MPoJia3d HeMpeOpojuBO MHOIO IpaHa.

TakaB u300p je Moryh 300r npedpojUBOCTH CKyNa HEMOCPeJHUX cleJOeHHMKa YBopa w,;_j. Ia he 3a
CBAKO 7 BaXXMTH JIa KPO3 YBOP w; MPOJIa3H HerpedpojuBo MHOro rpata. [Ipema tome, ckym {w; | i € w} je
KOHJICH3aI[FIOHA I'PaHa Koja Mposa3y Kpo3 YBop v = w;. [IpuMeHOM J0Ka3aHOT Ha Cllyda] Kaja je v KOpeH
apseTa 1’ moya3sMMo 10 3aKJbyYKa J1a je CKyIl rpaHa apBera 1  HenmpedpojuB akko ApBo 1’ numa dapeM jeaHy
KOH/ICH3aI[MOHY I'paHy.

JlokaxxuMo Jja y CBakoj OKOJIMHM KOHJeH3aluoHe rpaHe b apeera 1’ moctoje Jipyre KOHIEH3aloHe
rpane gpBera 1. Y cynpoTHOM, MOkeMo ofadpaTtu 4Bop v rpane b Takas Ja y ckymy U CBUX IpaHa Koje
TIPOJIa3y KO3 YBOP v HEMa JIpyruX KOHJEH3alMoHMX rpaHa apseta 1. [Ipema mpeTxoaHo 10Kka3aHOM, CBaK!
6asHu otBopenu mozckyn ckyna U \ {b} je HajBuie npedpojus, ma momro je 0asza TOMOJOTHje HAjBHIIE
npedpojusa, onna je u ckyn U \ {b}, a camum tim 1 ckyn U HajBuiie npedpojuB, CYMPOTHO HAYMHY H300pa
rpaHe b.

Moy KOH/IEH3AIMOHUM YBOPOM JipBeta 1’ rmoapa3ymMeBaMo YBOp ApBeTa 1’ Kpo3 KOju Mposia3y Herpe-
OpojuBo MHOrO rpaHa. Jlakie, rpaHa apeera 7' je KOHIEH3alMOHA Y APBETY 1’ aKKO Cy CBU H€HH YBOPOBU
KOHZIeH3alMoHN y npeety 1. TIpema mpeTxogHo JoKa3aHOM, YBOp ApBeTa 1’ je KOH/EH3AIMOH! y APBETY
T akxo npumnaza dapeM jefHOj KOHIeH3aHMOoHO] rpanu apeeta 1.

Konpenzaimono nojipeo japeera 7' je moaapBo apeera 7' Koje ce cacToju Of KOHJEH3alMOHUX YBO-
poa apsera 7'. [Ipema npeTXxoQHOM, CKYN KOH/IEH3aI[MOHKX I'paHa ApBeta 1’ jesiHaK je CKyIy rpaHa KOH-
JIeH3alMOHOT TIo[IpBeTa ApBeTa 1’ ¥ KOHAEH3AIMOHO MOANPBO ApBeta 7' je HempasHo akko JApBo 1’ nMa
HenpedpojuBO MHOTO rpaHa. AKo JpBo 1 MMa HerpedpojuBO MHOTO I'paHa, OHAA KOH/IEH3AIMOHO MOIIPBO
HEMa M30JI0BaHMX T'paHa.

CBako JIpBO 0€3 M30JI0BAHMX I'PaHAa UMa KapAMHAITHH Opoj 280 jep ce y Hera Moxke YTONMTH TYHO
SunapHo ApBO. OJaTiie MOXKEMO 3aK/byudTH JIa aKO KOH/EH3AIMOHNX PaHa UMa, OHja uX uMa 2N°, Kao
Y 12 KpO3 CBaKM YBOP KOjU HHje KOHJIEH3aI[MOHHM ITpOoJIa3y dapeM jedHa m3osioBaHa rpaHa. Ilpema Tome,
KpO3 CBaKHM YBOP MPOJIa3y WM KOHJEH3aLMOHA I'PaHa WM U30JI0BaHA I'PaHa, 11a je CKyIl rpaHa Koje Cy Win
KOH/IEH3aIIMOHE WJIM U30JI0BaHE T'YCT.

Hapagno, cBaka n3o0BaHa rpasa je oapelieHa CBOjUM ITPBU YBOPOM UHjU CBAKH MOTOMAaK MMa TAYHO
JEAHOT HeMoCpeHOT MOTOMKA, Ia IMOMITO je CKYIl YBOPOBa HajBMILE NMPedpOojuB, N30JIOBAHUX T'PaHa UMa
HajBuIlle MpedpojuBO MHOTO.

Cgaxo apBo T’ ca HaBeIeHUM OCOOMHaMa ce MOe Ha IMPUPOAaH HaUMH yTONUTH Y BepoB nmpoctop, Tako
Ja je CJIMKa JOMEHa KOMIUIETaH MOTIIPOCTOP KOJOMEHa.

Heka je b duo koja rpana apeeta 1'. Tana je e(b) = s, rae je s : w —> w TakBo Jia 3a CBaKO n € w
Baxu crenehe: b(n+ 1) je k-Tv HenocpeaHu crendeHuK yBopa b(n) (y OAHOCY Ha HEKH M3abpaHu peocie]
HEIOCPeIHUX oToMaka uBopa b(n)), rae je k = s(n) + 1. Hakue, ykonuko je b(n + 1) npBu HenocpeHu
crendenuk uBopa b(n), onma je s(n) = 0.

[MpecnukaBatse e je xomeoMopgusam mpoctopa [1'] Ha BeroBy CIIMKY y PeIATUBHOj TOMOJIOTHjH. 3a Ma
Koje pasymmunrte by, be € [1'] HOCTO M HajMame n € w TakBO aa Baxu by (n) # ba(n) u mputom je n > 0
jep je KopeH 3ajeJHMYKH MOYETHU YBOP CBHX IpaHa, ma Baxw e(by)(n — 1) # e(ba)(n — 1).

Hokaxumo HenpekuaHocT. Heka je V' 0a3Ha okosimHa kogoMeHa. Taza mocToju KoHavaH HU3 f 1pH-
poaHux OpojeBa TakaB Ja je V' CKyl CBHX OECKOHaUYHHMX HU30Ba S MPUPOJHMX OpojeBa TAKBHX Aa BaXU
f C s. Ako f ommcyje iyt y apeety T’ ofi KOpeHa JIo HEKOT 4Bopa v, oHza je e 1 [V] ckyn cBux rpana
npeeta T' Koje nposiase Kpo3 4Bop v (INTO je HazHU OTBOpEH CKyN JoMeHa). Y cynpoTHoM je e~ H[V] = (.
OTBOpEHOCT ce JOoKa3yje Ha CIMYaH HaYMH Kao HEMPEKUIHOCT.

JoKaxuMo jorr KoMIUIETHOCT ciuke. Heka je (b, )me., OWIIO KOju HU3 rpaHa apBeTa T Takas jia je Hu3
(e(bm))mew, Kommjes. 3a cBako m € w Baxu jaa je uus (e(b,,)(n))nec Kommjes, na je 30or muckper-
HOCTH [IPOCTOPA W TI0YEB OIHEKJIe KOHCTAHTHO jeJHaK Hekoj BpemHoctu [(m). Taga je Hu3 | uMec Hu3a
(e(bm))mew- Hexka je n € w npousBossHO. M3adeprmo mg TakBO Ja 3a CBAKO M > Mg BaXH

(e(br)(0),...., e(bm) () = (1(0), ..., 1(n)).
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Tana uuz [(0), . .., 1(n) omucyje myT y apery T’ of KopeHa 10 4Bopa v(n) = by, (n). Y3 nponusposb-
HOCTH U300pa BPeJHOCTH N CJleau fAa je Hu3 | ciuka rpade (v(n))ne, OpH npecinkaBatby e. OBHM je
JOKA3aHO J1a je TOMOJIOWIKY Mpoctop [1'] MOJbCKH.

Hexka je T' duio koje qpBo Oe3 M30JI0BaHMX I'paHa M HeKa je w HeKO J0Opo ypeherme BeroBix YBOPOBa.
Hedunmmmmo ckyn By (w) Kao ckyn cBux rpana b apsera T’ TaKBHX Ja [OCTOjU HEKO 1o TaKBO [a je 3a
CBako n = mo uBop b(n + 1) npeu off HemocpedHUX MOTOMaka yBopa b(n) y apeery Ty ypehewy w.
Takobe, nepunuimmmo ckyn By (w) Kao Ky cBUX rpaHa b pBeta T’ TakBHX [a [OCTOjU HEKO 7o TAKBO 1
je 3a cBako n > ng uBop b(n + 1) mocnearmu o1 HEMOCPeAHUX ToToMaka uBopa b(n) y apsery T’y modpom
ypebemy w. I'pane u3 ckyna Bo(w) U By (w) 30BeMo rpaHrYHAM rpaHaMa apBeta 1’y OqHOCY Ha [opeaak
w.

Hanomenumo f1a y ipBeTy y KOMe UMa YBOpoBa ca OeCKOHAYHO MHOTO HETIOCPEe/THUX CIIeI0EHHKA CKYIT
B (w) mosxe duru npazan. Ca apyre crpane, ckyit Bo(w) je rycrt jep Kpo3 cBaku 4Bop apBera 1’ nposiasu
Bapem jenna rpana u3 ckyma By (w). Takobhe, ckyn By (w) je npedpojus, ckyn B (w) HajBuiie npedpojus
u ckynosu By (w) u By (w) cy mucjyHKTHU.

JlokakMMO /ia ce 3a cBaky mpedpoju moacky S ckyna [1'] modpo ypeheme w Moxke ogadpatu Tako ga
ckyn S Oyne aucjyHkTaH ca ckynosuma Bo(w) u By (w). Heka je (my) ke, HA3 IPUPOJHKX OpOjeBa TaKkas
Jla ce CBaKM MPUPOJaH Opoj MojaBiby je DECKOHAYHO MHOTO IyTa y TOM HuU3y. To Moxke Aa Oylie Ha npumep
TIpBa MpojeKnuja naBep3a Kantoposor nmoamHoMa.

Heka je (by)re, HaOpajame cBuX enemeHata ckyma S W Heka je (Ik)ge, pacTyhu HU3 IPHPORHHUX
Opojepa Takas 1a 3a cBako k YBOP by, (1)) MMa BHIle O/ jeAHOT HeMmocpeJHOT HaceqHuKa. Taia ce 100po
ypeheme w cKyna 4Boposa Apsera 1’ Moke 0fladpaT TaKo Ja 3a CBakoO k uBOp by, ., (l2x41 + 1) Oyne
TIPBH HETIOCPE/THU IOTOMAK BOPA by, ., (l2k+1), KAO M J1a 9BOP Dy, , (l2k4-2-+1) Syne Apyru HermocpeHu
NIOTOMAK 4BOPA byyyyy, o (l242).

Taza 3a cBako b € S mocToju HecKOHAYHO MHOTO MPUPOAHUX OpojeBa [ TakBux na b(l + 1) Huje npBu
HerocpeiHu crendenuk uBopa b(l), ma b ¢ Bo(w). CnudHo ToMe, 32 cBako b € .S mocToju SecKOHAYHO
MHOTO npupoaHux opojesa [ Takux na b(l + 1) Huje mocneamwu Herocpeauu ciendeHuk uBopa b(l) (ako
TakaB nocroju), ma b ¢ By (w).

Cxkyn U = [T]\ (Bo(w) U Bi(w)) y ogHocy Ha nekcukorpadcku nopeaak (pyHKIHja IpecTapba
cenapadUIHO TYCTO JiHeapHo ypeheme Oe3 kpajeBa. Heka je C' mpedpojuB ryct nojackymn ckymna U

Ha ocHoBy KanTopoBor Iuk-1iak aprymMeHTa, cBaka JiBa rycra JinHeapHa ypehema de3 kpajeBa cy n3o-
MopdHa, 1A HOCTOju M3oMopdu3aM u,, ckyna C Ha ckyn (0,1) N Q. Hbera MokeMO JOMyHUTH 10 TIpe-
ciukaBama ckyna U y untepsan [0, 1] Ha cinenehu HaunH: 3a mpomsBosbHo b € [T'] Heka je L(b) ckyn
CBHIX pallMOHAIHKX OpojeBa Koju oArosapajy rpanama u3 ckyna C' Koje cy JieBo of rpate b u Heka je R(b)
CKYII CBHX pallMOHAJIHUX OpojeBa KOju OfroBapajy rpaHama u3 ckyma C' Koje cy jeBo ox rpane b. Tana
ckynoBu L(b) u R(b) odpasyjy jenan deeKHHIOB pe3, KOME OArOBapa TA4HO jellaH peajaH dpoj, Koju
OPHUAPYKYjEMO Tpanu b U KOju MPECTaBIba BPEAHOCT Uy, ().

Msmehy aBejy rpaHa, on koju je dapeM jeaHa y ckyny U mopajy moctojatu dap nBe rpate ckyma U, a
caMuM THM U dapem jeiHa rpaHa u3 ckyma C'. 30or Tora he TUM jiBeMa rpaHaMa OJroBapaTH pa3inuuTH
peasnHu 6pojeBu. Hcro Baxu U 3a iBe rpane u3 ckyna By (w). Tlomrro kpo3 cBaku 4Bop mpoJias3u dap jemHa
rpana u3 ckyna By (w), ckym u,, [Bo(w)] je ryct noackyn ckymna [0, 1].

JIOKaKMMO Jia je MpeCMKaBambe U, cypjekumja ckyma [T'] Ha ckyn [0, 1]. Oparie cnenu na je ckym
Co = (0,1) \ uy[U] npedpojus rycr moackyn ckyma (0, 1). 3a npousBossHo ¢ € [0, 1] Heka je

la)={be Cluy®) <a}, r(a)={be C|uy() > a}.

Heka je b Hajnepsba rpaHa 4uju cBakM YBOP MMa CBOjCTBO Jia KPO3 Hera MpoJjia3u rpaHa u3 ckyna C'
KOja ce ciuka y enemeHT ckyma 7 (a). Hby moxkemo mecdpunucaru Ha cienelin Hauun: Heka je b(0) xopeH
apeera T'. 3a cBako n € w Heka je b(n + 1) HajneB/bM HemocpenaH HACIEAHUK YBOpa b(n) Kpo3 Koju
npoJiasu dapeM jeqHa rpaHa u3 ckyma C' Koja ce CIIMKa y eleMeHT cKyna r(a).
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Cee rpate u3 ckyna C' Koje cy J1eBo ofi rpaHe b ce ciukajy y enemente ckyra [(a), 10K ce CBe rpaHe u3
ckyma C Koje cy IecHO Off rpaHe b cimkajy y enemente ckyma r(a). Ilpema Tome, Baxu uq, (b) = a.

Teopema 125 Hexacy Ty, ..., T, gpeeitia sucure w, y KOjuma céaxu 460p uma dapem jegroi, aiu Hajeuuie
Upedpojuso MHOTO HellocpegHux HacaegHuka u Heka cy My, . . ., My ckyiiogu tiaxeu ga 3a c6ako i 8ajicu ga
je M; iipedpojusa ynuje nuige tycimiux ckyiioea iipociiopa [T;). Hexa f: | J;oo(T1(1) x - - x Ty(l)) — A,
ige je A xonauan cxyii. Taga iocitioje ckyitosu D1, . .., Dy, U, netnaenu ynwpagpunitiep F nag ckyiiom w
u pecauxasarve g ckyia U y ckyil A iiakeu ga eaxcu caegehe

* [Ipecauxasarve g je HeUPEKUGHO, THO JeCTl UHBEP3HE CAUKE JeGHOUNAHUX CKYILOBA CY OTHBOPEHU CKYILOBU.

e 3amaxojeby € Dy,...,bg € Dygua € A saxcu

gb1,....bg) =a < {new|f(bi(n),...,bs(n)) =a} € F. 9.5)

* 3a ceako i eadxcu ga je D; iipedpojus iyciti ckyii y apoctiopy [T;), gucjynxitian ca ckyiiom M;, kao u
ga je ceaxu enemeniti ckyia D; uau kongenzayuona uau uzonoeana ipara gpeeiua T;.

Hoka3: Hekacy natu T1,...,Tg, My, ..., My, f u A kao y uckazy teopeme. be3 ymamema OMIITOCTH
MO’EMO IPETIIOCTABUTH Ja je 3a CBaKo ¢ cKyn M; mpedpojiBa yHHja 3aTBOPEHHUX HHUIZE T'yCTHX CKYIIOBa
npocropa [T;]. 3a cBako ¢ uzadepumo 100po ypeheme w; cKyrna yBopoBa apeeta T; Koje je H30MOpghHO
HEKOM TIOJICKYITy O W.

N3zabdepumo npedpojuB TpaHsutuBaH Monen M TakaB ma my npunanajy 1i,...,7Ty, f mwwy, ..., wq,
KOJOBe 3a cKynose M7, ..., My, Kao U CKyn KOHIEH3alMOHMAX YBOPOBA 3a cBako of apeera 11,...,T,.
Heka je M|[G] renepuuko parumpetse mofiena M Han ypebewem R (w) u Heka je C' CKyIl JoJaTHX He3a-
pucHux KoeHosux peamuux dpojesa. Heka je N = (HOD(M U C U {C}))MIC] oarosapajyhu Koenos
cuMeTpudHH Moges1. [lomTo 3a cBako ¢ CKyn KOHJEH3AIMOHMX YBOpOBa JpBera 1; npunana moaeny M,
cBaku o Moziesia M, N u M[G] canp:ku cKyIl CBUX KOHJICH3AIIMOHUX IpaHa (ca CTAaHOBUINTA YHUBEP3yMa)
apseta T; Koje mpumagajy ToMm MOfely.

Moo N | BPIL, moxkemo uzabpatu F/ € N koje je HernaBuu yarpaduntep Hag w y N. Y yHuBep-
3ymMy je F’ asuc ¢uiarepa HaJ CKYIIOM w, 1A MOKEMO YOUMTH HEKM yirpaduntep F Haj oMera Takas Ja
Baxu ' C F.

3a cBako 7 HeKa je I; CKyI CBUX U30JI0BaHUX I'paHa ApBeTa 1; U Heka je P; cKyIl CBUX KOHAEH3allMOHUX
rpaHa gpBeTta 1; KOje HICY rpaHMYHE y KOHJICH3AIIMOHOM IMOAAPBETY ApBeTa 1; y OAHOCY Ha MOpeaak w;.
Ako je ckyn [T;] Hajsuie mpedpojus, oHna je P; = (). 3a cBako 7 3a Koje je cky [T;] HenpedpojuB Heka
je ¢; mpeciukaBame ckyna P; y ckym (0, 1) \ Q koje je ypehajuu nzomopuzam.

Hekacy r1, ..., Iy cBE MelhycoOHO pasinunti enemMenTH ckyma Fy (F'), onHOocHO cBi MeljycoOHO pa-
3MM4KTH enieMeHTd ckyna C' Koju yuecTByjy y aepunuimju ckyna F’ y moueny M y KOHTEKCTY nedhrHuU-
muje KoeHosor cumerpuuanor mopena N. Heka cy ji,...,Jm € w TakBU Ja 3a CBaKO k BaXH Ja je ji
nHekc KoeHoBor peanHor dpoja .

Heka je @ = w \ {J1,-..,Jm} u Heka je C’ ckyn cBux KoeHOBHX peanHux OpojeBa KOjU OAroBapajy
WHJIEKCHUMa KOju npumiafajy ckymy ). Hekacy €2y, . . ., {2y DeckoHauHM y3ajaMHO AWCjYHKTHH MOJCKYTIOBH
ckymna (), koju npunajajy mojeny M.

Heka cy C1, ..., Cy moackynosu ckyna C' TakBu 1a 3a cBako ¢ Baxu ja je C; ckyn cBux KoeHoBux
peanHux OpojeBa uMju MHIEKC npunaaa ckyny ;. Taga cy C1, ..., Cq AUCjYHKTHH I'YCTH NOJCKYIIOBH
untepBana (0, 1), KOju Cy OQUCjYHKTHH Ca CBAaKMM 3aTBOPSHHUM HUIZE TYCTUM IoAcKynoM unrepsana (0, 1)
Koju uma ko y M.

Hanomenumo pa ckynoeu C1, . . ., Cy npunagajy mogeiy M[G], anu fa Ha OCHOBY Teopeme He
npuranajy mogeny N. 3a cBako i 3a Koje je ckym [7T;] HenpeOpojuB Heka je

Di:{bePi|g0i(b)ECi}UIi, D;Z{bEPZ‘QOl(b)EC/}UIl
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3a i 3a koje je ckyn [7;] Hajsuie npedpojus Heka je D; = D) = I;. Ckynosu D1, ..., D/, npunaaajy
mozmeny N C M[G]. Heka je i € {1,...,d} npousBosbHO. N30/10BaHe TauKe He MOTY HPHUIAATH HUT/IE
TYCTHM CKyToBuMa, 1ia je I; N M; = (). Ako je i TakBo 1a je ckyn [T;] HerpedpojuB, OHIA je ; XOMEOMOP-
(uzam, na je u ckym p;[P; N M;] je npedpojuBa yHHja HUTOE TYCTUX 3aTBOPEHMX IIOICKYIIOBA POCTOPA
(0,1)\ Q ca xomom y M, ma Baku C’ M p;[P; N M;] = (), a camum Tum u D) N M; = ¢; H[C'] N M; = 0.

TTowrro je ckyn F” ynrpaduntep Han w y N v ckyn A je koHauad, Moryhe je nedvHucary npecinka-
Bame h Ha ckymy D' = D) X --- x D!, Tako na Baxu

(V(b1,...,bq) € D';a € A)(h(by,...,bg) =a & {necw]|f(bi(n),...,ba(n)) =a} e F'). (9.6)

Hapagro, dopmyna (D.6) Baxu u ako ce F’ 3amenu ca F. Heka je D ckyn cux (by,...,bg) € D’
TaKBHX Ja HE MOCTOje PA3/IMYUTH { U j TaKBU Aa Baxu b; € P;, b; € P; u ¢;(b;) = ¢,(b;). Cxyn
D npunaga mozmeny N. 3a cBako ¢ Baxu D; C D, € N. Opamie v U3 TpaH3UTUBHOCTH Mogena N
cinenn na Baxu u D; C N. Opnatnie U U3 IUCjyHKTHOCTH y apoBuMa ckymnoBa C1, . . ., Cy Cleid 1a BaxH
Dy x---xDgCD.

[NommTo M30JI0BaHe rpaHe UMajy jeAHOWIaHE OKOJIMHE, KOje mpunaaajy moaeny M, u3 neme o Hempe-
KMJIHOCTH CJIE/IV JIa je TIpec/MKaBatbe h Ha ckyIy D HempeKHHO, OJTHOCHO 3a cBako a € A ckyn h™1[{a}]
je OTBOpEH y peslaTUBHO] Tomosiorvju ckyma ). 3a cBako a € A Heka je V, OTBOpEH CKyH MpOcTopa
[T1] x -+ x [T,] y yauBep3yMy Takas ma Baku h~'[{a}] = V, N D.

Heka je V. = (J,c4 Va- Ckyn V' je oTBOpeH Kao yHHja OTBOPEHHX CKYNOBA M TYCT je Kao HaJcKym
rycror ckyna D O Dj x --- x Dy. Takobe, 3a Ma Koje pasnuuute ai,as € A Baxu Ja cy CKyNOBU
Va, 1 V,, nucjyHkTHU. Y cynpoTHoM Ou 30or ryctune ckyna D ckyn V., N V,, N D Ouo HenpasaH,
IITO je y CYIMPOTHOCTH Ca HAYMHOM Ha KOju cy cKynosH V,, u V,, nzadpanu. Caga Moxemo geduHucaty
npeciukaBame g : V — Acag(u) =a & uweV,. O

Mseemmmo Xanmepu-Jlojxaujey Teopemy u3 teopeme [123. Hexka cy mata gpsera T4, ..., Ty u npe-
cMKaBarbe f HUXOBOI MPOM3BOJA Y Heku KoHauaH ckyn A. Tama mocroje F, D1,..., Dy, V u g xoju
3a/10BOJbaBAjy yciI0Be U3 popMyammje Teopeme [123.

Usadepumo by € Dy, ..., by € D, npoussomro uneka jea = g(by,...,bq) uU = g~ '[{a}]. Homro
je ckyn U otBopeH, moctoje oTBopeHu ckymnosu Ut . . ., Uy npoctopa [T1], . . ., [Ty] TakBu 1a Baxku

<b1,...,bd>€U1><-'~><Ung.

3a cBako i je ckyn D} = D; N U; TycT y HenpasHoM oTBOpeHoM ckymy U; y mpoctopy [1;]. Iputom je
(byHKIMja g KOHCTAHTHO je[JHaKa BPEIHOCTH @ Ha cKymy D} X --- x D).

Nzabepumo m € wut; € Ti(m),...,tq € Ty(m) Tako ma je 3a cBako i Ha3Ha OKOJIMHA [IPOCTOPA
[T;] onpehena usopom t; mopickyn ckyna U;. 3a CBako i Heka cy s), . . ., sf CBU HETIOCPEJHU HACJIeTHUIIN

yBopa t; y apBery T;. Takobe, 3a cBako ¢ u j < k; Heka je bg rpaHa u3 ckyna D) koja caapxu 4Bop SZ .

3a Ma koje j1 < ki,...,Jq4 < kg Baku g(b{l, e bgld)' = @, Ia je IpemMa HauMHy u3dopa mpe-
cimkaBaa g cKyl S(j1, ..., ja) = {n € w| f(b]*(n),..., b} (n)) = a} npunana durrepy F. Ilomro
je duntep damuimja CKyrnoBa 3aTBOpPEHa 3a KOHAuYHe rpeceke, mpecek S ckynosa S(ji,...,Jq) 3a cBe

J1 < ki1, ..., 74 < kq Takohe npunaga guarepy F.
INormro je ¢puntep F' HernaBHU, OH HE caJip’kM KOHa4yHe ckynoge. [Ipema Tome, OCTOju HEKO n > m

TaKBO J1a 32 CBe 1 < k1, - .., ja < ka Baxu f(b]'(n),..., b0 (n)) = a.

3a cBako i Heka je DY = {b}(n),...,b¥ (n)}. 3a crako i Baxu ga je D} jeman (m,n)-ryct ckym
U3Haj yBOpa t; y apeery T;, Kao u jAa je pyHKUMja f KOHCTaHTHA Ha cKymy DY x - -+ x D/,

Nnak, oBo Huje anTepHaTUBHU JoKa3 XannepH-Jlojxiujese Teopeme jep je TeopeMa JIOKa3aHa KO-

pumthemem XanmepH-JleBujese Teopeme na y KoeHoBoM cumerprunoMm Mopneny Baxu BPI, amm mokasy-
je cHary oBe TeopeMe, TO jecT HauMH Ha KOjH ce MOXe KOPUCTHTH Ha IpUMEp Kao 3aMeHa 3a XaJllepH-
JlojxnujeBy TeopeMy y JOKa3uMa y KOjUMa Ce OHa KOPUCTH.



3aKkJby4ak

Y MatematuiM je jeiaH J0Ka3 TeopeMe JOBOJbaH Jia OMpaBja HeH MCKa3. 3allTo OH/a TPaXUTH HOBE
Jokase Beh Joka3aHux Teopema?

Hokasu Teopema Hoce y ceDM MaTeMaTUuKe hJeje Koje Mory OUTH ynorpedsbUBe 3a peliaBalmhe HEKOT
JpYror MaTeMaTH4KOr MpodsieMa. 3a pa3Boj MaTeMaTHKE je HajBaXHUjHU MPUIMB CBEKUX MAaTEMaTHUKUX
upeja. MeljytaMm, kako mohu 10 wux?

Jlo HOBUX HJieja ce OOMYHO JOJIA3H pelllaBambeM TEHIKUX MaTeMaTHUKKX ITpodjeMa. 3aTo ce HeKU Mate-
MaTHYKH ITPodJIeM peliiaBa 300T HBeroBe TeXXHHE U 0e3 1a MMa HeKy To3HaTy npuMeHy. OBJie ce moTparom
3a HOBUM Jo0Ka3oM XainepH-JIojxiujese Teopeme AOLUIO IO HOBUX pe3yiTarta. Teopema je loka3aHa
kopulheweM ujeja XapuHITOHOBOT AoKasza XannepH-JlojxiujeBe TeopeMe y3 joll HeKe uiaeje aa ou ce
JIOKa3aJIo BUIIE.

Takole, 3a MaTeMaTHUKy JIOTHKY ce MO>ke pehu Ja cy ’eHH pe3yTaTy ci1aduje HUTHPaHH Off pe3yJiTaTa
U3 HeKUX JIpYTMX IpaHa mMateMaTuke. Pasnor je y 3aocTajamy y morjeny nmpumeHa, mMajaa ux umma. Cre-
U(pUIHOCT MaTeMaTHUKe JIOTHKE je [ja OOWIyje HeraTMBHUM pe3yiTatiMa (Majia UMa M MO3UTHBHHX) Y
OJIHOCY Ha Apyre odiacty Matematuke. OHM jecy daclMHaHTHH, aji OOMYHO HETIPUMEHIbHBH.

MHorn MaTeMaTH9apy U3 APYrux 0dIacTh n3derasajy MeTaMaTeMaTHIKe METO/IE 3aTO IITO je F’HXOBO
CaB/Ia/IaBare 3aXTEBHO, a 300T 3a0cTaTKa y MOMIeqy NpUMeHa u3riea Kao HencIulaTuBo. To cy yjemHo u
[JIaBHU MPOOJIEMH MaTeMaTHUKe JIOTHKE Kao OOJIACTH.

LIwb oBOr MCTpakMBama je OMO pelllaBame YIpaBoO THX MpodjeMa, OAHOCHO MpOHAJaXehe MORHUX
IpUMeHa MeTaMaTeMaTHuKux Metozna. Takofe, Teopema WIYCTpPYje KOPUCT OJ] MOJiesIa Y KOjiMa He
BakKH aKcuoma m30opa.
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NUnnekc

A-cucrem, B3 ExcreHsnoHasHa Kiaca,

€-UHIYyKIHWja, EKCTEH3MOHATTHA peNalmja Ha KiacH, [17

€-MMHHUMAJIHU €JIEMEHT,

e-mozen, B n

I, (L), B2 M36opHa dyHKIHja,

>, (L), B2 H30s10BaHa TpaHa,
Nwme,

A WuBepsHa penauyja, i

AKcHOMa 3aBHCHOT m360pa, 22 WunykTuBaH cKyt,

Aned, Wnreprperaryja nvena, b7

AnconyTHa opmysia 3a mogern, 4§ Wudopmanyja Ha MecTy,

b J

BesatoMuuso mapimjanso ypehere, 63 Jaun ycros, b3

beposa da3za,
Beposo cBojctBo, [L13
beckonauaHn ckym, @

K
KaHoHcko nme ckyna,
Kanoncko ume unrepa,

r KanTopos nosmHom, 2§
I'enepuuka ekcreHsuja, @ Kappunan, @
I'eHepuyKy efleMeHT Ha MecCTy, @ Kapaunain Haciie1HUK,
Tenepuuku durep, b7 Kapaunamau 5poj, 27
I'enepuyko pammpese, Kiaca,
T'yer ckym, Kiaca umena,
I'ycr ckyn ucnog yciosa, Kiaca mozena, E
Kuacha penammja, B
)i | Knacha dyrkmmja, f
JekapToB IPOU3BO/, E Kinacau €-mopen,
HedunaduHa kiaca Mojena, E Knacuu mopei, @
Jlujaronassu mpecek, B2 Kop otBOpeHor ckyma,
Jlodpo 3acHoBan Mozen, B7 Kommpame je3nka,
HoOpo 3acHOBaHa penanyja, Komupame TepmoBa,
JloMeH KJ1acHor Mozena, B Kogupame dopmya,
HomeH penatyje, i KoeHoB cumMeTpruHu Moje,
KoenoB ¢opcuHr, B2
E Koerogo ypeherse, B2
EKBUIIOTEHTHHU CKYIIOBH, Kommatubuse dynkmmje, B
Exkcrensuonanan moge, @ Kommnatudunxu ycnosu,
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Kommosurmja penarmja, [

Konauan cky,

Kouaune napuujase ynkumje, 82
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ILman TperMana nojgaraka

Ha3zuB npojexra/mcrpaxuBama

[Ipumena ¢popcuHr MeTOzie Ha TOKa3UBake KOMOMHATOPHUX TBphema

Ha3uB MHCTUTYIHje/MHCTUTYHja Y OKBHPY KOjUX ce CIIPOBOAN HCTPAKUBAHHE

a) llemaptmaH 3a MaTeMaTtuky W uH(pOpMaTHKY, [IpopunHo-maTemMaTHdku (hakynTeT, YHHUBEPIUTET y
HosowMm Cany

Ha3uB nporpama y oKBHpY KOT ce peaju3yje HCTPAKHBAH€

Hokropcke akagemcke ctyauje, Marematuka (Marematnuka joruka), Ilpupomno. Marematuuku
¢dakynrer, Yausepsuter y HoBom Cany

1. Onuc mogaraka

1.1 Bpcra ctyamje

Yxpamxo onucamu mun cmyouje y oxeupy Koje ce nooayu npuxynavajy

Y 0B0j cTyaMju HEMa ToJaTaka, a OJHOCH Ce Ha n3ydaBambe MOryNHOCTH nprMeHe HOPCHHT METOJIe Ha
JI0Ka3MBamk-e¢ KOMOMHATOPHUX TBplemwa Ha npuMepy XanmnepH-JlojximjeBe Teopeme

1.2 Bpcte monmaraka
a) KBAHTUTATHBHU

0) KBaJIMTATHBHH

1.3. Hauun npukymnipama nogaTaka
a) aHKeTe, YIUTHUIH, TECTOBU
0) KIMHWYKE TPOICHE, MEIUIMHCKH 3aITiCH, €JIEKTPOHCKH 3APABCTBEHH 3aIlUCH

B) TCHOTUIIOBHU: HABECTH BPCTY

T') aIMUHUCTPATHBHU TOJIAIN: HABECTH BPCTY

1) Y30pITU TKHUBA: HABECTH BPCTY

) caumim, dpororpaduje: HaBeCTH BPCTY

€) TEKCT, HABECTH BPCTY

’K) Mara, HAaBeCTH BPCTY

3) OCTaJIO0: OIUCATH

1.3 ®opmat nosaTaka, ynotpedspeHe cKaje, KOJIHIMHA ITo1aTaka

HarroHanHu nmopraji OTBOPEHe HayKe — Open.ac.rs



1.3.1 YnorpeOsbeHu copTBep U POpMAT AATOTEKE:

a) Excel ¢ajn, matoreka

b) SPSS ¢ajn, narorexka

c) PDF ¢ajn, natoreka

d) Tekcrt dajn, naToreka

e) JPG dajn, naroreka

f) Ocrano, natoreka

1.3.2. Bpoj 3anuca (koa KBaHTUTATUBHUX I10JaTaKa)

a) Opoj Bapujabiu

0) 6poj Mepema (MCIUTaHUKA, IPOLIEHa, CHUMAKa H CII.)

1.3.3. IloHoBJbEHA MEpEHA
a) na

0) He

YKOIHMKO je OATOBOp J1a, OATOBOPHUTH Ha ciencha murama:

a) BPEMEHCKH pa3MaK U3MeJljy TOHOBJLEHHUX MEpa je

0) BapHjabJiie Koje ce BHIIE IMyTa Mepe OJHOCE Ce Ha

B) HOBE Bep3Hje (ajnoBa Koju cajpske MOHOBJHEHA MEPEHha Cy HMEHOBAHE Kao
Hanowmene:

Ja u popmamu u cogpmeep omozyhasajy oemerve u 0y20pouHy 8aruoHOCH nO0amaka?
a) Ha
6) He

Axo je 002080p He, 0bpaznodicumu

2.1 MeTtoponoruja 3a NpUKyIJbamke/TeHEPUCAbE IT01aTaKa

2. [Ipukynibame MogaTaKa

HaHI/IOHaJ'IHI/I TopTajl OTBOPEHE HAYKE — Open.ac.rs



2.1.1. Y oxBUpY KOT HCTPaXXMBAUKOT HalpTa Cy MOJAIH MPUKYIIJbEHU?

a) eKCIIepUMEHT, HABECTH THIT

6) KOpeJIallMOHO UCTPAKMBAKE, HABCCTU TUIL

I_I) aHalin3da TCKCTa, HaBCCTU THUII

Il) 0OCTajio, HABECTHU IITa

2.1.2 Hasecmu epcme MepHUX UHCMPYMEHAMA UIU CMAaHoapoe nooamaxa cneyuguunux 3a oopeheny
HAYyYHy OUCYUNIUHY (aKo nocmaoje).

2.2 Kpanuter mojaraka u CTaHIapId

2.2.1. Tperman HenocTajyhux nogaTaka

a) Jla 1 maTpuia cagpxu Henocrajyhe mogatke? Jla He

AKO je 0roBOp Aa, OArOBOPUTH Ha clieaeha nuTama:

a) Komuku je 6poj HegocTajyhux momaraka?
0) [la nu ce KOpUCHUKY MaTpHILe Ipernopyyyje 3aMeHa Hegoctajyhux nonaraka? Jla He
B) AKO je 0AroBop 11a, HABECTH CyrecTHje 3a TpeTMaH 3aMeHe HeJ0CTajyhnx moaaTaka

2.2.2. Ha Koju Ha4YMH je KOHTPOJIMCaH KBaJUTET mojataka? Omnucaru

2.2.3. Ha koju Ha9MH je U3BpIICHA KOHTPOJIAa YHOCA MOJjaTaKa y MaTpHITy?

HaHHOHaHHH TopTajl OTBOPEHE HAYKE — Open.ac.rs



3. Tperman nopaTaka u npareha qokymeHTanmja

3.1. TpeT™aH u uyBame MmojaTaka

3.1.1. llooayu he bumu denonosanu y PENO3UMOPUYM.

3.1.2. URL adpeca

3.1.3. DOI

3.1.4. /la mu he nodayu dbumu y omeopeHom npucmyny?

a) la
0) a, anu nocne embapea xoju he mpajamu 0o
8) He

Axo je 002060p He, Hasecmu pazioe

3.1.5. Hooayu nehie bumu denoHosauu y peno3umopujym, aiu he oumu yyeanu.

Obpasznoscerve

3.2 Mertanojany 1 JOKyMEHTAaIMja MogaTaKa

3.2.1. Koju cranmapn 3a MetarogaTke he OuTu mpuMemeH?

3.2.1. HaBectn MeTamogaTke Ha OCHOBY KOjUX Cy HOJIAIH JETIOHOBAHH y PETIOZUTOPH]YM.

Axo je nompebno, nasecmu memode Koje ce KOpUcme 3a npey3umarbe nooamaxa, aHaiumuike u
npoyedypanne uHgopmayuje, Uxo80 Koouparse, demasbHe onuce eapujadiu, 3anuca umo.

HaHI/IOHaJ'IHI/I TopTajl OTBOPEHE HAYKE — Open.ac.rs



3.3 Crpateruja u cTaHAapay 3a YyBambe M0JaTaka

3.3.1. Jlo xor nepuoja he moganm OWTH YyBaHH y PEHIO3UTOPUjyMY?

3.3.2. la 1 he momanm Outh nenoHoBaHu mox mudpom? Jla He

3.3.3. Jla 1 he mmdpa 6utn moctymHa oapehenom kpyry uctpaxmusada? Jla He

3.3.4. Jla nu ce mojany Mopajy yKJIOHUTU U3 OTBOPEHOT MPUCTYTIA [10CJIE U3BECHOT BpeMeHa?
Ja He

O0pa3noxuTH

4. be3begHocT MoJaTaKa U 3alUTHTA MOBEePLUBMX HHpOpMaNuja

Ogaj oxesbak MOPA OuTH MomymeH ako Balllv MOl YKIbYUYjy JJHYHE MOJIATKE KOjH ce OJHOCE Ha
YYEeCHHKE y HCTPaXUBamky. 3a Apyra HCTpaKuBama Tpeba Takol)e pasMOTPUTH 3aIITUTY U CUTYPHOCT
nojaTaka.

4.1 dopmanHu cTaHAapAM 32 CUTYPHOCT HH(pOpMaIHja/moaaTaka

HcTpaxnBaun KOjU CIPOBOJIC HCITUTHBAKA C JbYIUMa MOPAjy Jia ce MPUAPKaBajy 3aKOHA O 3aIlTHTH
nojiaTaka o JUUHOCTH (https://www.paragraf.rs/propisi/zakon_o_zastiti_podataka_o_licnosti.html) n
oaroBapajyher HHCTHTYIIHOHAIHOT KOJEKCa O aKaJeMCKOM HHTETPHTETY.

4.1.2. Jla 1m je ucTpaxuBame 0100peHO oJ1 cTpaHe eTHuke komucuje? Jla He

Ako je ogrosop Jla, HaBeCcTH JaTyM U Ha3WB €THYKE KOMHCH]E KOja je 0100priIa HCTPaKHUBaAHE

4.1.2. la 11 nojauy ykJbydyjy JJMUHE MMOJATKe yuecHUKa y uctpaxusamwy? la He

AKO je 0OJIrOBOp J1a, HABEIUTE HA KOjU HAYMH CTE OCUTYPAIH MOBEPJBUBOCT M CUTYPHOCT HH(pOpMaIHja
BE3aHUX 32 UCITUTAHUKE:

a) [Tonatu HUCY Y OTBOPEHOM MPUCTYITY

0) [Tonmatu cy aHOHUMHU3UPaHU

HaHI/IOHaJ'IHI/I TopTajl OTBOPEHE HAYKE — Open.ac.rs
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1) OcTajio, HaBECTH IIITa

5. locTynHOCT mogaTaka

5.1. Ilooayu he bumu
a) jagno docmyntu
6) docmynHu camo YcKom Kpyey ucmpasicusaya y oopehenoj Hayuroj obracmu

y) 3ameopeHu

Axo cy nodayu 00CmynHu camo YCKOM Kpyay UCmpanicudaya, Hagecmu noo Kojum yCio8uma mMozy od ux
Kopucme:

Axo cy nooayu 00CmynHu camo YCKOM Kpyay UCmpanicuéaya, Hagecmu Ha KOju HAYUH Mo2y
npUCMYRUMU ROOAYUMA:

5.4. Hasecmu nuyenyy noo Kojom hie npukynmsenu nooayu Oumu apxueuparu.

6. YJjiore u 0ArOBOPHOCT

6.1. Hagecmu ume u npesume u meji aopecy 61acHUKa (aymopa) nooamaxa

6.2. Hagecmu ume u npesume u meji aopecy ocobe Koja oopacasa Mampuyy ¢ nooayuma

Hanuonannu nopran oTBOpeHe HaAyKe — Open.ac.rs



6.3. Hasecmu ume u npezume u mejn aopecy ocobe xoja omoeyhyje npucmyn nooayuma opyum
ucmpaxcueauuma

HaHHOHaHHH TopTajl OTBOPEHE HAYKE — Open.ac.rs
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