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Caxkerak: VY 0BOj JIOKTOPCKO] JUCEPTANNjU JOOMjEeHN CY HEKH Pe3yJITaTh ¥ 00JacTH TeopHje
rpacdoBa 1 IbeHUX IpUMeHa. ¥ IPBOj IIaBU Te3e je J1aT Mpere] OCHOBHUX T0jMOBa H TEOpeMa, i3
KoMOMHATOpHE Teopuje rpadoBa, cuekrTpajgHe Teopuje rpadosa, n o ciaydajuum rpadoBuma
U PacHojesin HhUXOBUX CONCTBEHUX BpeaHocTu. Hajsuine je pasmarpana MaTpPHIA CYCEIACTBA
rpacda u oxpehene ocobune menor crnekrpa. Enepruja rpada je 30up alcoayTHHX BPEIHOCTH
COIICTBEHUX BPEIHOCTHU I'paca.

[MTaTenoBe p— HOpMe HpeJCTaB/bajy 30Up P—THUX CTEIEHA CUHIYJIAPHUX BPEJAHOCTH TI'pacda
CTeIeHOBaH Ca, %, cuenmjanan ciaydaj [HlarenoBe HopMme 3a p = 1 je Oamr enepruja rpada. »
Tpehoj raBm oBe JmcepTallije UMa HajBUITEe OPUTHHAJIHUX HAYYHUX JompuHoca. Jlok3ana je
xunore3a Hukudoposa Bezana 3a I[llaTtenose HopMme rpada kajga je p > 2. IlpBo je mokasamno
Jla XUIoTe3a BaxKu 3a ojpelene kiace rpadosa (crabia u jako peryiaapue rpadoBe Ko KOjUX
ce JIOCTUZKe MaKCUMaJsiHa eHepruja rpada). [lorom je xumoresa jnokasana U y OIIITEM CJydajy.
ITomohna Teopema y jg0Ka3y oBe Xurorese je Takohe opurnnaan pe3y/iTar, a /iaje ropie orpa-
HUYeme 3a 30up KBajipata Hajsehux k cunrynapuux Bpegnoctu rpada. Moxke on kopuctu y
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rpada 3a BeJIMKe BPEJIHOCTH N. Y 0Jie/bKY 3.4 je u3padyHara Cpejiiba BPeIHOCT Pp—TUX CTeleHa
CUHTYJAPHUX BPEIHOCTH CJaydajHOr Tpada m J00MjeHO ropme OrpaHnYerhe 3a reOMeTPHjCKY
CpeJIMHY CHUHTYJapPHUX BPEJIHOCTH CJIYUYajHOT rpada.

[locneama 1iIaBa NpuKasyje Be3y KOMOMHATOpHE TeopHuje rpadoBa ca YHUBEP3aTHOM
aIredOpoM U MaTeMaTHIYKOM JIOTUKOM. [leHTpaaHu 1eo oBe IJiaBe je OpurnHaaaH u Kpahu mokas
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YBOI

ITpeamer oBe JOKTOpPCKe jgucepraiidje je Teopuja rpadoBa U HeHe NpPUMEHe W Be3e ca
apyruMm rpaHama marematuke. [loceOHa makma je mocBeheHa CBOjCTBHMA CIEKTPa MaTPHIIE
cyceicTBa rpada.

[IpBa rmaBa je mome/beHa Ha TPHU Jeaa. Y TPBOM Jedy AaTe cy aedUHUINje OCHOBHUX
OjMOBa U3 KOMOMHATOPHE Teopuje rpadoBa Kao U HeKe HajBayKHUje Teopeme. Y JPYyroM ey
je JarT yBOJ Yy CHEKTpaJiHy Teopujy rpadoBa, IpaHy MaTeMaTHKe Koja MOBe3yje CTPYKTYPY
rpada ca oapeheHHM CBOjCTBHMa HeMy HpHUApYzKeHe Marpure. Ha modeTky cy nHabpojane
MaTpPHIIEe KOje ce MOTY TPUIPYKUTH rpady, a OH/Ia TOCeDHO MECTO 3ay3uMa MaTPUIlA CyCeJCTBA
rpacda 1 cBojcTBa ILEHOT clieKTpa. HaBemenu cy mo3HaTu creKTpu 3a Heke rpadose. Ha kpajy
MorJiaB/ba je JaTa TeopeMa KoOja je TMo3HaTa Kao MWH-MaKC KapaKTepus3allHja COTCTBEHUX
BPEJIHOCTU MaTPUIE U HeHe IMOCJeJuIe KOje MMajy 3Ha4dajHy MPUMEHY Yy OBOM pPajy, TO CY
KommujeBa interlacing Teopema, BejyioBa Teopema, m HOBUjU pe3yJTar JO KOr' cy jouuin Ban
By u Tepenc Tao. Hapenene cy nBe teopeme Ilepon- ®pobenujyca Koje 1ajy 3aHHUMJbHBA
CBOjCTBA CIIEKTpa HEKHX MAaTpPHIA Koje MMajy mpuMeHny y Teopuju rpadopa. Tpehu meo je
nocsehen cjiydajuum rpadoBuMa U CJIy4YajHUM MaTpHUIlaMa. Y BEJICH je 1ojaM CJiydajHe MaTpHIle
M pacrojesie meHnX CONCTBeHNX BpeHOCTH. Ha movyeTky morjiaB/ba jare cy Heke AeduHUInje
U3 Teopuje BepoBaTHOhe na OWM ce JaKie YUTA0 JA/bU TEKCT. 3aTUM je yBejeHa Buraeposa
pacrojiesia CONCTBEHWX BPEJIHOCTH CIydajHe MATpUlle W JaT je J0oKa3 Buraepobe Teopeme
MEeTOJOM MOMeHaTa. 3a Taj JoKa3 je morpeban Hum3 moMmohnmx TBphema, Behmna je mara ca
JIOKA3UMa. 3aTHM je 00jallheHO KAaKO Ce Ta TeopeMa MOYKe OJHOCUTU HA CJAYYajHY MATPHUILY
KOja je MaTpuIla Cyce/ICTBa HEKOD CaydajHor rpada. ¥ Moc/ie/ImheM ey MorjiaB/ba HaBe eH! CY
pesysaratn Koju yHarpel)yjy oBaj Buraepon pesyarar Tj. TeopeMe Koje J10Ka3yjy KOHBEPreHIIN]Y
Yy BEPOBATHONW W CKOPO CUTYPHY KOHBEPTEHITU]Y.

Jlpyra raaBa ce cacToju U3 JBa OJe/bKa, UpBH je nmocBehen AgamapoBuMm Marpumama, a apy-
' TeOpUju onTuMaanux nam3ajua. Obe oBe TemMe THUY Ce JOCTU3arha MAKCUMAJHUX BPEIHOCTH
nerepMuHaAHTE. Y 01e/bKy 2.1 je dar mpersies OCHOBHHX IMOJMOBa W Teopema o0 AgamMapoBUM
MaTpuilamMa Koje he kacuuje umaTu Be3y ca IpobIeMOM H3padyHaBamba MaKCUMaJIHe eHepruje
rpacda. HaBenena je u ayBena AjgamapoBa XuIoTesa Koja joIl YBeK HHje pemieHa. Jeman 1eo
ojiesbKa 1ocBehen je m ojpehuBaiby MakKCcUMaJiHe jieTpeMuHaHTe. Jejgan oj JOIMPUHOCA OBOL
pajia je W OpHTUHAJAH Pe3yJjTaT y KOME je Mm3padyHaTa TOpPHha OlleHa TeOMETPHjCKe CpejinHe
CHHTYJIADHUX BPEJIHOCTH CJydajHor rpada, TO je TeopeMa M3 CaMOCTAJIHOT paja aytopa [41].
Y oBOM ofie/bKY je dopMysIHcaHa TeopeMa Koja Jaje TOPHe OIeHY JeTepMUHAHTe MaTpHIle
caydajHOT Tpada, Koja je IUpeKTHA MOCJeIUuIa TOMEHYTOT pe3yaTara. ¥ OJIeJbKy 2.2 0 ONTH-
MaJHUM JAU3ajHAMa JaT je OMHC JIMTHeapHOT perpecmoHor Mojena u TeopeMa [ayc-Mapkosa.
Kacuuje cy yBejenn nojMoBu Jm3ajHa, jare cy HeKe MoMohHe jeme u3 JimHeapHe ajredpe, a
IEHTPAJHO MECTO IorJaB/ha je TeopeMa eKBUBaJIEHI]e Koja je jara ca jJoka3oM. Ha kpajy je
HaBeJIeH IpUMep KOjU HOKa3yje Be3y m3Mehy ONTUMATHUX Au3ajHa ¥ AJTaMapOBHX MATpPHIA.
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Tpeha raBa caap:Ku HajBHUIIe OPUTHHATHUX Pe3yaTaTa W HAYIHUX JOIMPHHOCA OBE Te3e.
[TomenyTn opuruHaaHE pe3yarTaru cy u3 pagosa [41], [9], [42], npu gemy je npBu paj camocTta-
JIAH paJi ayTopa oBe JMcepTalfje, a Ha Jpyra JBa je KoayTop ca menTtopoM. [Ipeu meo Tpehe
riaBe nocsehen je mpobsiemy enepruje rpada. Enepruja rpada mnpejcrapiba 301p amcoyTHHX
BPEJIHOCTH COICTBEHUX BpeaHocTH rpada. /lara je Beza ca XyKeaIoBOM TEOPHJOM Y XEMHUjH.
OBa obsacT ce ybp3aHo pa3Buja, 06jaB/beH je BeJTUKU OPOj pajioBa Ha OBY TeMY Yy TMOCTETHUX
aBajiecerak rojguna. VurepecanTHo je ja je mnojam enepruje rpada yBeo CpICKH Hay4YHUK,
Npan ['yrman. HaBejenu cy HeKu pe3yjiTaTu KOjU MPEJCTaAB/bAjy J0Ha U FOPiba OrPAHUICHHA
3a eneprujy rpada. Hajsmauajuuju n HajIiuTUpaHUju Pe3yaTaT je ropme orpannderme Kyrnema
u MynaToHa Koje W3HOCH %n + %n% OBa BpeIHOCT ce JIOCTHKE 3a jaKO peryiaapHe rpacone
n++n n+2yn n+2yn

2 4 ’ 4
cycencTBa rpada KOjH HMa MaKCHMAJIHY eHeprujy um Ajgamapope marpuie. V3Berena je u
oOjamrmena u Kymconopa unrerpaJina (popMysia 3a nu3padyHaBaibe eHepruje rpada.

ca mapaMerpuMa (n, ) Takobhe je narta Besa uamehy marpuiie

Opnemak moceehen Hopmama Mmarpurie, a nocebuo [Mlarenoum mHopmama je 3.2. Ha mouerky
je JaT mpersieJ; OCHOBHHX IOjMOBa M HaOpojaHa Cy HajBaXKHUja CBOJCTBA MATPUUYHUX HOPMU.
3aTuM cy HaBelleHU MO3HATH pe3yJaraTd o cBojcTBuMa [llaTrenoBux Hopmu rpadpa, Hejsehu meo
TUX pe3yarara cy TBphema Buaguvmupa Hukudopona. Ilocebno dmx mcrtakao Teopemy Koja je
youmireme Bazxkuor pesyiarara Kynena u Mysnrona u Teopemy koja gaje speanoctu [llarenosux
HOPMU CJydajHor rpada.

[[TaTtenoBe HOpMe IIpeCcTaB/bajy yolIluTeme enepruje rpacda. Hapenena je m xumoresa
Kojy je mocrano Hukudopos 3a lllaremoBe HOpMe Kaja je p > 2, Ta XHIOTe3a je OBJIe
pereHa U TO je jemaH oj HajBehux mompuHOoca oBe Teze. OBa XHIIOTe3a Kayke Ja O CBHX
HeopujenTucannx rpacdona 6e3 nersbu, ca n yBopona Hajsehy Bpemanoct Illarenoe Hopme 3a
p > 2 uma komiuieran rpad. [lomTo je mo3mar crnekrap KOMILIETHOT rpada Ta XUIoTe3a ce
npeTBapa y JOKa3uBame onpehene HejenHakoCTH.

IIpe mero mTo je AoKazaHa y OWINTEM CJIyYa]y MOKA3aHO je Ja BayKW y TPHU CIEInjaTHa
ciaydaja u TO: 3a rpadoBe Koji KOjuxX je p napan 0Opoj, 3a IOMeHyTe jako perysjapHe rpadose
KOJ[ KOjUX Ce MOCTUKe MaKCHMajHa eHepruja u 3a ctabia. CBe Tpm HaBeIeHE Teopeme Cy
OPUTHHAJIHU Pe3yJTaTH ayTpa Te3e y paiy [41].

[ToTom je mokazaHO Ja XWUMOTe3a BaXKW U y ommiTeM ciaydajy. OHa je mocaeauIia jeaHe jgemMe
U3 MaTeMaTU4dKe aHa/M3e Koja je y Be3UW Ca JIOCTH3arheM YCJIOBHOT MaKCUMyMa je/lHe peajHe
dyHKIMje ca n TPOMEH/bBUBUX W jOIN JiBe opurunaine teopeme. lIpBa Teopema jaje ropme
orparmderse 36upa Kpajpara k najpelinx cuarynapaux BpejgHoctu rpada (HaBeleHa je U meHa
MOCTIeIUIA TOPEbe OTpaHHYerhe 3a 30Mp KBajpaTa JBe Hajselie CUHTYJIapHe BPeTHOCTH), OBa
TeopeMa je Takohe opurmHasan pesyarar. Ipyra Teopema je jenno yommreme IllarenoBux
P-HOPMHU U U3 b€ Ce JUPEKTHO M3BOJU Pelliere nomMenyre xumorese. OBe jBe TeopeMe u JjieMa
cy OpUIHHATHO (bOpMyJHCaHe U JA0Ka3aHe u pazy [9].

Y one/bKy 3.3 mata je jelHAa OpUTHHAJIAHA TeopeMa, U3 Pajia ayTopa OBe Te3e ca MEHTOPOM
[42], koja mpuKa3zyje acUMITOTCKO MOHAIIAKE E€HEpruje KOMILIEMEHTHOr rpada 3a Besuke
BPEJIHOCTH N, y 4ujeM ce joka3y kopuctu Beh criomenyra BejiioBa Teopema.
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Y omemKy 3.4 HaBeJEHW Cy OPUTHHAJIHE PE3YITATU O OCOOMHAMA CIydYajHuX rpadoBa, a To
Ccy M3padyHara BPEIHOCT CPEeJNHa P-THX CTelleHa CHHIYJIAPDHUX BPEIHOCTH CJydajHoOr rpada
3a p € (0,1) n mara ropma OlEeHA BPEIHOCTH TEOMETPHjCKE CPEMHe CHHTYJIAPHUX BPEIHOCTH
caydajuor rpada. [Ipuiukom padyHama OBUX pe3y/TaTa KOPHUCTH ce jejHa TeopeMa Hukudo-
poBa koja ropopu o [llaTenoBum HOpMaMa ciydajoor rpada. Obe oBe TeopeMe Cy y OPUTHHATLY
dbopMyHcane u JoKa3aHe y CAaMOCTATHOM pajy ayTopa, [41].

Y 4erBproj IIaBu Cy Jare HeKe KOMOMHATOpHE IpuMeHe teopuje rpadosa. OBa riaBa ce
CacToju OJ1 JiBa Oje/bKa. ¥y TPBOM OJIE/bKY NPUKA3aH je yBOJ y IIPOOJEM 33 10BOJHEIbA, YCJI0BA
(Constraint Satisfaction Problem), ckpahieno CSP, nate cy ce Tpu gedununuje osor mpobiema.
3aTuM je HaBeleHa XUIOTe3a JUXOTOMHje Koja je Buime oj 20 rojuHa Omaa IpejaMeT MarKibe
BeJIMKOT Opoja MaTeMaTu4apa a Koja je permrena 2017. ronune.

ITocebHo je 3aHUMJBUB IIPUCTYI HPOOJIEMY 33/ 0BOJbEHHA YCJI0BA IPEKO HEOPHUjEHTUCAHUX
rpadoBa, KOju Cy IjlaBHA TeMa OBe JIICepTallije, TaKo ja je TOMe rnmocBehena mocebHa MazxKmba y
APYTOM JIeJIy 4e€TBPTE TJaBe.

Y omesbky 4.1 nedunucano je H-60jeme HeopujeHTHCAHOT Tpada G u o0jallmbeHo J1a je TO
exsusajienT CSP mpobsiema. HaBejeno je perere Xxuiore3e AuXOTOMEjE 33 HEOPU]EHTUCAHE
rpadoBe, TO je MO3HAT pe3y/TaT YelmKux Maremarndapa Xesia u Hemerpmra uz 1990. rogune.
ITomenyTa Teopema Kazke ja je npobaem H-bojema 3a OGunaprurhHe rpadoBe pPeNiuB y MOJN-
HOMHjaJIHOM BpeMeHy, a 3a HebunapruthHe N P-komiuteran. HaBenen je jegan jeaHocTaBHUjH
JIOKa3 oJ opuruHAJHOT. IloMenyTH j0Ka3 je u3 paja [8], Te je ayTop oBe Te3e KOAyTOp ca
MEHTOPOM. ¥ JIOKa3y Ce KOPUCTe HeKe KOHCTPYKIMje U3 OpUruHaaHor paja Xesa u Hemerpusa
il UMa, Maibe Pa3IuduTuX ciaydajesa u rpadosu umajy mMamu 0poj remena. [loenra je aa ce
HEOMTIAPTUTHYU Ipad KOju je ya3 MHANKATOPCKUM KOHCTpPYKIHMjaMma cBejie Ha rpad Koju je 3-
obojus (mosHaTo je Ja je mpobuem 3-6ojera N P-komiuteran). Ha Kpajy ¢y Jara jpa npumepa,
KOJH CJIyXKe N1a WIyCTpyjy mTa je paheHo y mokasy, npBu rpad uma 19, a apyru 27 TemeHa.
Oba rpada u3 nmpuMepa UMajy YeTHPH OUTHA CBOJCTBA KOja Ce MOCTUXKY Y jeTHOM moMohHOM
TBphemy 1pe caMe Teopeme, a HUCY 3-000juBH.
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['J1ABA 1

OCHOBU TEOPUJE I'PA®OBA

1.1 OcHoBu KOMOMHaATOpPHE Teopuje rpadona

Tepoja rpadoBa je jegHa oj HajBUIIE NPUMEHLUBAHUX 00JACTU MaTeMaTUKe y JIPYTUM Jd-
cruiinHaMa Hayke. TepmuH rpad npsu je ynorpedbuo dpanirycku maremarudap Cunsecrep y
19. Beky, aJTi OBaj TEpMUH yJIa3U Y ONIITY YIOTpeOy Tek 1936. roaume kaaa je objaB/peHa MOHO-
rpacduja Konunra, npocdecopa na Benmnkoj Texunukoj mkoau y byaumnernrru. [Ipe Tora cy ce
rpachoBU MTPUMEHUBAIN Y HEKUM Npob/ieMUMa ajIu HUje pa3BUjeHa MpaBa MaTeMaTHYKa TeOPH-
ja. Meby najcrapujum npobyieMuMa Koju ce Tudy rpadoBa je mpodieM KeHUHCOePITKIX MOCTOBA
KOJH je TocTaBJbeH jorr paBHe 1736. romune. [lutame je 6mio na u ce MoxKe mpehin Tpeko cBHX
7 MOCTOBa a Ja ce cBaku npebhe Tauno jeanom. CJIMYHO MUTame JAPYNITBY TOCTAB/bAjy Jema y
HUZKUM Pa3pejiiMa OCHOBHE IIKOJIE, & TO je Ja JIn HeKY (UTYypYy MOrY Jia HAIPTAjy jeJHUM I0-
Te30M 0J10BKe. [IpobjieM KeHUHCOPEITKIX MOCTOBA PEITHO je YYBEHHU IBAjIAPCKU MaTeMaTudap
Jleonapa Ojnep. Bulie kacuuje peun o Tome mta je OjnepoB myt y rpady. Ha moueTky osor
norJias/ba JiecpunucaheMo ocHoBHe mojMoBe u3 Teopuje rpadosa. Ilocroju Muoro medununmja
rpacda Koje cy Mel)ycoOHO eKBHBaJIEHTHE.

Hedbunnumumja 1.1.1. Hexa je V menpaszan cxkyn u E bunapna pesavuja y V. Ypehen nap
G = (V,E) ce nasusa zpad. Eaemenmu cxyna V wasusajy ce usoposu (nowexad eprosu,
memena) epaga, a esemenmu ckyna E epane (usuue) zpada.

Vroauxo je perauyuja E cumempuuna epad je Heopujenmucan, o yrkoauko je pesauuja E
AHMUCUMEMPUYHG PAOU CE 0 OPUJEHMUCAHOM 2PadY.

[Ipema nedwnunmju je jacHo ma rpad MOXKEMO JIAKO HAI[PTATH, YBOpOBe rpada mpeacta-
B/baMO TAaYKaMa a rpaHe rpada HeNnpeKHjHUM JUHUjaMa. Y KOJUKO Ce PaJii O OPUjeHTUCAHOM
rpady craB/baMO CTPeIHIe yeMepeHe Ha oJropapajyhy cTpaHy, y 3aBUCHOCTH KOjI 9BOp je ca
KOJUM Yy peJlalluju, Wik HeKaJ y oba cMepa. Koja neopujenTucanux rpadosa OU Te CTpeJuiie
OuIe Ha CBAaKOj I'paHU OKpeHyTe y oba cMepa Ia ce y OIIITeM CJIydajy H30cTaB/bajy. ['pana
KOja TIOBe3yje 4BOp ca caMuM coOOM 30Be ce metTba. Hekama m3mely asa uBopa moctoju
BuIte rpata (Koj opujeHTHCAHHX TpadoBa YaK BHUINE Ca CTPEJUIOM y MCTOM CMepY), OBAKBH
rpacoBu ce 30By Mmysrurpadonsu. Takobe, rpad je KoHadaH YKOJUKO je CKyn V KOoHAYaH,
a rpad je OeckOHa4YaH YKOJHKO je cKyn V OeckoHadaH. 3a 4BOpoBe rpada KOju Cy CIIOjeHn
IPAHOM KazKeMoO Jia €y CyCe€OHW YBOPOBU, OHHU Cy 3a Ty I'DaHy KpajeBU. YKOJIUKO je YBOP
jeTaH oJ KpajeBa rpaHe Kazke ce Jla Cy Taj YBOp W Ta T'paHa WHITHICHTHH.

I'pad H(U,S) je nomrpad rpada G(V,FE) ykoauko je U C V. u S = ENU x U. To
ject moarpad rpada ce gobuja Kajia ce pazMaTpa HEKH IOJICKYI I-erOBHX YBOPOBa U I'DaHe
MeDhy muMma, a u3 rpada ce yKJIOHe CBH OCTAJH YBOPOBU H TpaHe WHIUIEHTHE €3 YKJIOHEHUM
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uBopoBuMa. [leruvuann wim napuujaaau rpad rpada G(V, F) nasusa ce caku rpad H(V,T)
npu yemy je T' C E. Jlennmuann rpad nogrpacda nasupa ce JeJUMHUYHU noarpad aaror
rpaca.

IpadoBu uMajy BeJUKY NPUMEHY y eJeKTPOHHIM (cTpyjHa KoJsa), caobpahajy, xemuju,
nporpamMupamy, OMOJOTHJU U IPYTUM JIUCIUAILITHAMA HayKe.

Crenten 4uBoOpa je Opoj cycena Tor uyBopa. Koj opujentucanux rpadoBa ce aeduHUTITY
Tako3BaHU ysiasHu (6poj rpaHa Koje yiaase y Taj 4Bop) W usJjasHu (O6poj rpaHa Koje ce CTHUY
y TOM YBOpY) CTeleH 4Bopa. ['paHa Koja caJpKd YBOp cTemeHa jejaH 30Be ce Buceha
rpaHa, a YBOp CTeleHa jelaH ce 30Be Bucehm uBop. YV oBOM pajy cy riiaBHA TeMa KOHAYHU
HeopujenTucanu rpadoBu 0€3 ner/bu U BHUINECTPYKUX I'DAHA, KOJU C€ MOHEKAJ[ 30BY U MPOCTH
rpacdoBu. Tako ja ce HapeJHU TEPMUHH YBOJE CAMO 3a OBaKBe rpadose.

Hlerwma y rpady G je nus W = vy, €1, v1, €2, Vs, €3, ..., €y, Uy, YUJH CY LWIAHOBU HAUZMEHUIHO
YBOPOBH v; M Tpame e; rpada G. Kaxke ce ma je vg mouerak a v, Kpaj merme. AKO cy rpame
€1, ..., 6, y mertbn W mebhycobno pazanumre, Kaxkemo jga je W craza. Ako cy Ha cTa3m CBH
4BOpoBU MelycoOHO pazjimynTu oHa ce Ha3uBa IYT. [IyT KOoju modnibe 1 3aBpIiiaBa ce y UCTOM
YBOPY HA3HMBA C€ KPYKHU MYT WA MUKJI.

3a rpad kaxkemo Jia je TOBE3aH yKo/juKO m3Mel)y cBaka JiBa meroBa 9BOpa MOCTOjH
nyT. Ako rpad HHje MOBE3aH MOZKEMO NOBOPHUTHU O F-EIOBHM KOMIIOHEHTAMA MOBE3aHOCTH Tj.
0 mWeropuM moarpagoBuMa Koju cy mnoBe3aHu. ['paHy rpada dujuM yKaamamem Ou rpad
u3rybro CBOJCTBO IMOBE3AHOCTH Ha3uBaMO MOCT rpada. UBop rpada dmjuMm Ou yKJIambambeM
OmIa HApYIIeHA IMOBE3aHOCT 30Be A apTUKYJIAIUOHU YBOP rpada.
I'pad uuju cBU YBOPOBHM MMAajy UCTH CTEIIEH HA3UWBa ce peryJapaH rpad, KacHuje y OBOM paLy
noceOHO MecTO he 3ay3uMaTn HeKe BpcTe peryiapuux rpadosa. Konadan, nosesan, peryjiapan
rpad cremneHa JiBa 30BeMO KOHTYPA.

[Tosesan rpad ca n, (n > 1) uBoposa u n — 1 rpanom 30Be ce ctabao wim apso. ['pad unje
Cy CBe KOMIIOHEHTE TI0Be3aHOCTH cTabsa HazuBa ce mryMa. Creneha Teopema /ierajbHO OMUCYje
cBOjCcTBa cradaJia.

Teopema 1.1.1. Heka je G 2pag ca n,(n > 1) usoposa. Caedeliu uckasu cy exeusarenmmu:

1. G je nosesan u we cadpotcu Kowmype;
2. G me cadpotcu konmype u uma n — 1 epany;
3. G je nosesan u uma n — 1 2pany;

4. G ne cadporcu xoumype, aru 00068aeM HOBE 2pare uamehy npoussonsma 06a 48opa 06Pa-
3yje ce mauHo JeOHG KOHMYPa;

5. G je nosesan, asu 2ybu Mo c80jcmeo axko ce Ydanu jedna 1e208a NPou3sosHa Hesuceha
eparay

6. csaxa dea wsopa y G cy cnojena mauro jedHUM NYMEM.

[Iyr xoju mpoJsia3u TavHO jeJaHIyT KPOo3 cBaKy rpany rpadga wazmsa ce QjaepoB myT.
[Murame ma jim ce cBaku MOCT MOxKe mpehu TawHo jegHOoM miam ma jiu ce HeKa (PUrypa MOKe
HAIPTATH jeTHUM IIOTE30M OJIOBKE je TUTambe J1a Jin oarosapajyhu rpad moceayje Ojaepos myT.
Onarosop Ha OBO MHTame Jaje ciaefeha TeopeMa Koja je mo3HaTa Kao OjrepoBa TeopeMma.
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Teopema 1.1.2. Ilosesan 2pagh ca bap jednom eparnom cadpacu Ojaepos nym ako U camo aKo
cadpotcu 0 uayu 2 480pa HeNnapHoz cmeneta.

Pacrojame u3mel)y asa uBopa y moBesanoM rpady je ayzKuHa Hajkpaher myTa u3mehy Ta
JiBa 9BOpa. JacHo je Jia je pacrojame cyceJHnX YBopoBa jejHako 1. Pacrojame n3amely uBoposa
v; 1 v; ce o3Havasa ca d = d(v;,v;), v;,v; € V. OBoM bynkimjom d je aedunncana Merpuxa
Ha cKyIry 4BopoBa V jep BaxKe ciemeha cBojcTBa:

1. jegmosmaunocr d(v;, v;) = 0 & v; = v;;
2. cumepuunoct d(v;,v;) = d(vj,v;);

3. Hejexnakoct tpoyria d(v;, vg) + d(vk, vj) > d(vs, vj).

Y oBom cayuajy ckym V Ha KOMe je medpuHHCAHA METPHUKA je METPUUIKHU POCTOP. AKO 4BOPOBH
v; I vj IPHIAJAJy Pa3THINTHM KOMIIOHEHTaMa II0BE3aHOCTH HEKOT HeIOBe3aHor rpada KazKeMo
Ja je pactojame u3Mehy mux +00. Y nosesanoM rpady Hajsehe pacrojame m3Mehy HeKa aBa
YBOpa Ha3UBa ce amjamerap rpada.

[Tyt Koju Kpo3 cBakm 4Bop rpadpa TPOAa3d TATHO jeJHOM 30Be Ce¢ XaAMUJITOHOB' IyT.
XaMUJITOHOB YT KOjU TOYWEe W 3aBpIIaBa Ce y HWCTOM 9YBOPY HEOPHjEeHTHUCAHOT rpada
Ha3uBa ce XaMHWJITOHOBA KOHTYypAa. lIpobiem TproBadkor myTHHKa je mpobieM oJpehuBama
XaMHIJITOHOBOT IyTa y rpady u cnaga y rpymny N P-KoMILIeTHUX Ipobiema o KojuMma he OuTu
BUIIE JieTa/ba y 4. TJ1aBU OBe JIMCEpTaIuje.

3a rpad kaxkemo j1a je OMIMAPTUTAH YKOJUKO CE€ FHerOBU YBOPOBH MOTY MOAEIUTH Y JBa
CKyIla TakKo Ja CBaka rpaHa rpacda MMa o jeJaH Kpaj y CBaKOM oJ Ta JBa ckKyma. Mehy
YBOPOBUMA Ta J[BAa CKyIa HEMa CyceIHUX. AKO je CBaKH YBOp M3 jeJHOI CKYNa TOBE3aH Ca
CBaKUM YBOPOM U3 JIPYIOl’ CKylla, KaxKeMo Jia je rpad KOMILJIeTaH OmmapTUTaH.

3a rpad Kaykemo qa je k-TTapTHUTAH aKo e CKYI HEroBHX YBOPOBA MOXKe MOMAETUTH V k
JINCJVHKTHUX CKYTOBa TaKO Jia He TOCTOje JIBa YBOPa jeJTHOT CKyTNa Ja cy MehycoOHO moBe3aHa
Tj. rpaHe oBOr Trpada MOBe3yjy jeIMHO UBOPOBE W3 PA3IUIATHX CKyIOBa. AKO Cy CBaka
JIBa YBOpa M3 PA3IUIUTUX CKYINOBa MOBE3aHa TI'PAHOM KayKeMO Jla ce pajd O KOMILIETHOM
k-naprutaoM rpady.

Baxxna pesanuja usmehy jgBa rpada je nzomopcduszam. 3a jasa rpacda kKaxkeMo Jia cy m30-
MOP@HU aKO IOCTOjU 0OOCTPAHO jeIHOZHAYHO HMPECINKABAIE CKYIIOBA IHUXOBHX YBOPOBA M3
JeTHOT Vv APYTH, KOje IyBa CYCEIHOCT IYBOPOBA.

OBa penamuja je:

1. peduiekcuBHa - jacuo je ja je rpad uszomopdan camom cedu;
2. cumerpudHa - ako je G mzomopduo ca H jacHo je n 1a je H uzomopdno ca G;

3. TpaH3uTUBHA - ako je G m3omopcuo ca H, a H uzomopduo ca K mpema gedpuHUINAjA
jacHo je ga je u G mzomopduo ca K.

ITpema ToMe pajiu ce 0 peJialiiju eKBUBaJIEHIN]E, BPJIO Y€CTO Ce Kayke Jia cy rpadoBu jeHaKu
ako m camo ako cy m3omopduu. Hekama je mposepa aa Jjim cy jBa rpada m3omopdHa Beoma
Texkak npobjiem. Ha oBy Temy mosnara je YjamMoBa XuIore3a Koja joI YBEK HUje PEIeHa.

'Bummjam Poyan Xamunron (1805-1865) upcku dusuuap, MmareMaTndap U aCTPOHOM, KOjH je a0 3HadajaH
JIOIPUHOC Y CBE TpU HaydHE OOJIACTH.
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Ta xunoresa riacu: ako pasmarpamo rpacdose GG ca CKylmoM 4YBOpoOBa (i, g, ...,J, U H ca
CKYIIOM 4BOpOBa hi, ha, ..., h, y3 ycaoB (n > 2), ykoauko u3 06a rpada yKJIOHHMO 10 jeJaH
IpPOW3BO/bAH YBOD HA IpuMep ¢; u h; oBako gobujamo rpadose G; n H;. Ako cy rpadosu G; n
H; wsomopduu 3a cBako i, ouja cy takohe u G u H nzomopdun rpadoBu.

3a rpad kKaxkeMo Ja je TMMOTHYH WM KOMILIETAH YKOJIUKO Cy CBaKa IberoBa JBa YBOpa
noBe3ana rpanoMm. Kommieran rpad ca n 4dBopoBa je peryiapan crenedHa n — 1. [lormyn
nojrpad Hexkor rpada ce 4ecTo y JIMTEepaTypu Ha3uBa U KJIUKA.

I'pad G je kommtement rpadga G ako HMa HCTH CKYII YBOpPOBa Kao (G, aJii caja Cy CyceTHH
YBOPOBU OHU KOju HUCY Oum cycennn y G u oopryTo. Kommiement nornysor rpada je rpad
0e3 rpaHa.

I'pad je camokommiemanTapan ako je m3omopdan csom komiuiementy. Ciegeha Teopema
roBopu 0 OpPOjy YBOPOBA CAMOKOMILIEeMEHTapHOTr rpada.

Teopema 1.1.3. Bpoj usoposa ceakoez camorxomniemenmaproz 2pada je usu 4n uau 4n + 1,
2de je n npupodar 6poj.

Hedbunumuja 1.1.2. Ipecaurasaroe usmehy dea epada xoje ueopose jednoz epaga npeciurasa
Y weopose dpyeoe epada aru mako 06 wysa cycedHOCm 460posa (Mmj. cAuke CYCEOHUT 480PO6a
CY YBEK CYCeHU HB0POBU) Ha3UuBa ce Tomomophudam 2pagosa.

I'pad L(G) je rpad rpana man auaujcku rpad rpada G ykoamko cy rpane rpada G
npejcraBbere kao usoposu rpada L(G) u y rpady L(G) 4BOpoBE Cy CycelHH YKOJUKO CY
onarosapajyhe rpane cycemne y G.

3a rpa¢d kaxkemo ja je IIJIaHAPAH YKOJUKO CE MOYKe MPEJICTABUTHA y PABHU TAKO /i Cy My
YBOPOBHU je/IMHU TIPECEIN T'paHa, Tj. J1a ce IpaHe He ceky. Bejinka je nmpuMeHa IjiaHapHUX I'pa-
dopa y caobpahajuoj nadpacTpyKTypHu, ¥ TEOPHUjU WHTETPUCAHUX KOJIA, aJaul U y reorpadujum.
Hapasno majsBeha npumena je y eJIeKTPOHUIIM jep YKOJHUKO OM JIONLIO J0O YKpIITama ojphe-
HUX KabJ0Ba HacTao OM KpaTak cIoj. Y Be3u ca IanapuuMm rpadosuMa je ciaeaeha Ojaepona
TeopeMa.

Teopema 1.1.4. Ilosesan, naanapan epadh xoju je npedcmasmver makxo 06 MY CE epare He cexy
ca M u60PO6A U M 2pana desu pasan Ha f =m —n + 2 obaacmu.

W3 oBe Teopeme ce usponu ciaeieha mocaeaua.

ITocaeauua 1.1.1. V cearxom naaraprom 2pady nocmoju 6ap jedar 480p cmenena maroez 00

6.

HajjennocraBauju npumMepu rpada Koju HUje IUTaHADAH je HOTIYH HneHTarpad (KOMILIeTaH
rpad ca 5 remena) u normyn ourpurpad (komieran Gunaprurtan rpad ca 6 TeMeHa, Koja cy
HOJIe/beHA Y JIBA CKyTIa O [0 TPU TeMEHa, y Be3u ca oBuM rpadom je mpobiem ca Tpu Kyhe
u Tpu GyHapa, Koju ce mocrtabba Hammma y mikosn). Kopucrehu OjrepoBy Teopemy Jako ce
JIOJIA3H JIO0 KOHTPAJIMKIUje aKO ce IMPETIOCTABH JIa je HEeKU OJf OBUX rpadoBa ILJIaHAPaH.

Baxxna Teopema koja knacudukyje cBe mianapte rpacdose je mokazana oko 1930. roaune u
no3Hara je nmoj zHaszupom IlorTpjarnna-Kyparosckor. 3a oBy TeopeMy HaM je TOTPeOHO Ja 3HAMO
1Ta 3HAYM TepMUH nornojesna rpada. ['pad Koju Hacraje omeparmjoM KOjOM Ce Ha T'paHaMma
Beh mocrojeher rpada yBoe HOBE YBOPOBH 30Be Ce MOTOojIe 1 moga3Hor rpada. OBy TeopeMmy
HaBOIMMO 0e3 J0Ka3a, a JJOKa3 ce MOyKe BUJETH V Kibu3u [61].

Teopema 1.1.5 (Ilourpjarun-Kyparoscku). 'pad je naanaparn ykosuko we cadpacu kao deu-
MUNHY nodepad Hu nomnyn newmazpad, Hu nomnyr dumpupad Hu HexKy 1UTosy nommnodeny.
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[TocToje MHOTE TpUMEHe y KOjEMa ce KopucTtu 60jeme rpadona. ['pad ce 60ju Tako mTo ce
cBakKoOM 4uBOpy rpada npujapyxkyje neka doja. Kaxe ce na je rpad mpasuino ob6ojen ako cy my
CBaKa JIBa CyceaHa IBOpa obojeHa pazamunTuM Oojama. Ako ce rpad MorxKe 000jUTH MPABUIHO
ca m 6oja Kaxe ce jga je rpad m-obojus. Xpomarcku 6poj rpada y(G) je jeqHak HajMamem
Opojy s Tako 1a je rpad s-o0ujuB.

Jejan o1 HAjIIO3HATHjUX MaTeMaTHIKux 1mpobsiema je npobiem derupu 6oje. Taj npodiem je
moctaBuo jorr 1852. roanue ppaHIyCKH CTYJAEHT MOCTIUILIOMCKUX cTyauja, @pancuc ['yrpuje.
Om je nokymaBao ja 6oju reorpadcke kapre cBeTa TaKo /1a HUKOje JiBe JIpyKaBe KOje ce rpannde
Hucy obojere ucrom 60jom. IluTao ce ca KomKo HajMarbe O0ja OU ce cBaka KapTa MOIJIa 000jUTH.
To nuTame je nocaao nmpodecopy cBor 6paTa dysenoM MaremaTuudapy e Moprany.? Kacnuje
cy MHOr'W OWJIM 3a0KYILJbEHU PeliaBambeM OBOI 1pobJiema, 6o je yak m HeKux npuxsahenux
periema Koja Cy ce Mocje Mmoka3aJja Kao Iorperita. Jegan o MHOrOOpPOjHHUX IIpeTeda pa3Boja
Teopuje rpadona je u oBaj npobsiem. Mory ce jipkaBe TIpeJICTABUTH Ka0 YBOPOBU T'paca, a oHe
Jp:kaBe Koje ce Tpanude (oxrosapajyhiu usoposm) cmnajajy ce rpanoM. Onja mpobieM deTupu
60je mocTaje mpodaeM 060jUBOCTH HEKOT IIaHapHor rpada. OBaj mpobieM je MO3HAT U KO IPBH
MaTeMaTu4dKu nHpobJieM KOju je pelleH noMohy pauyHnapa u 1o ce jecusio rek 1976. rojune nocJe
MHOTO TOKyTIaja. Pemteme je 1101 Tpyaa rpymne Hay9IHuKa ca yaupep3uteta Vmaouc. Caeneha
Teopema perana mpobJiem 4 6oje 1 HABOJAMMO je 0e3 J1oKa3a.

Teopema 1.1.6. Csaku naanapar 2pag je 4-obojus.

[locToju u Gojeme Tpana rpada, rpafe Koje ce CTUIY Y HCTOM YBOpY 00je ce pasTmIuTHM
bojama. JacHo je ma ce 6ojeme rpana rpada G cBogu Ha 00jere YBOPOBA JMHU]CKOI I'pada
L(G). 3a Bumie gerakba 0 OCHOBaMa KOMOWHATOPHE Teopuje rpadoBa W 0 PA3HUM TPHMEHAMA
BuzeT Kiure [19] u [61].

2Asrycr Jle Mopran (1806-1871), noznatu 6putancku maremaTudap, yseo Jle Mopranose 3akoHe y JTOIHIIH,
[IPBU YBEO II0jaM MaTeMaTU4Ke WHIYKIIUje.
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1.2 OcHoBHu crekTpaJjiHe Teopuje rpadoBa

I'pad moxkeMoO MpencTaBUTH W MATPUIIOM, MOMeHYheMO OBJle TpH HajBayKHUje BPCTE Ma-
TPUIA KOje MOory OuTu upujpyzkene jejaHom neopujentucanom rpacdy. Hajsaxkuuja je cBakako
MaTpuIla cycecrsa rpada u o moj he Ouru HajBuille roBopa y JjaseM TekcTy. [lopea mwe, Ty
Cy W MaTpPUIA WHIUJIEHIMje ¥ MAaTPUIlA CTeeHa 9BOpoBa rpada.

Marpuna wHIIIEHIH]je 9BOpOoBa 1 rpaHa rpada G Koju nMa n YBOPOBA W M T'PAHA je
Marpuna R = [1]nxm, IPU 4eMy BayKh:

. 1, aKo je 4BOp v; MHIUJCHTAH Ca I'PAHOM €;
i .
0, ako 4BOp W oJarosapajyha rpaHa HUCY WHIUICHTHU

Marpuria creneHa IBOpoBa je JujaroHanHa KBajgparHa MaTpuia D = [di;]nxn, IPH deMy ce
Ha TJIABHO]j JMjaroHaJ i HaJia3e CTeleHu ojroBapajyhux 4BopoBa.

Marpuna A = [a;j]nxn ja MaTpuna cycegcrsa rpada G yKOJIUKO BaXKu:

W 1, aKo je UBOp v; CIIOjeH TPAHOM Ca YBOPOM Vj;
1]
0, ako OBH YBOPOBU HHCY CYCEIHU

Kapakrepucrnaan moaunom P(A) = det(A — AI) marpuie A Ha3uBaMO KapaKTepPHCTHIHH
noanHOM Tpada. JacHo je ja je crermeH KapaKTEPUCTHIHOT MOJWHOMA jeJHaK OpOjy YBOpPOBA
rpada. Hyse momMeHyTOr HOJMHOMA Tj. COICTBEHE BPeIHOCTH MaTpuile A 30By ce comcTBeHe
BpeanocTu rpacda G, a ucto Baxku 3a oarosapajyhe comncrsene BekTope. CKYIl CBUX COIICTBEHHX
Bpeanoctu rpada G 30se ce cnekTap rpada. ConcrBene BpeanocTr rpada cy pease, jep je
MaTpHUIla cyceacTBa rpada cCUMeTpUYHA W OOMYHO Ce MpeJICTaB/hajy Vv HepacTyheMm mopeTky Ha
caegehm HaumH: A\; > A9 > A3... > A\,

ITocebna rpana Teopuje rpadoBa Koja ce ODaBM HBUXOBHM CIEKTPHUMa 30Be Ce CIIeKTPaJIHa
Teopuja rpacdoBa, y 0BOj I'PaHU MaTeMaTHUKe je BEeJUKHU JOIMPUHOC CPICKUX MaTeMaTHIapa.
CnekTpaJjina Teopuja rpadgoBa HMa BeJIUKY NPUMEHY y XeMHUju U padyHapcTBy. lIpmmena y
XeMUjH je Be3aHa 3a CTPYKTYPY MOJEKyaa. Y padyHapCTBY cy OpojHe mpuMeHe: Op3a mpeTpara
MHTEPHETA, TEOPHja KOANPatha, aHAIN3a CJINKe, Pa3BOjHE MPekKe, aHTUBUPYCHA 3AIMTUTA U TAKO
JlaJbe.

Baxke n youmrema nekux TBphema koja he OuTu HaBe/ieHa y OBOM IOIJIAB/bY, TAKO HEKE TeO-
peme Bake u 3a KpMuTCcKe MaTpuile, ajau OBJe Ce HABOJE CaMO 33 peajiHe CHMEeTPUIHEe MATPUIIE
jep cy riaBHa TeMa OBOr' pajia I'padOBU U HUXOBE MATPHUIE CYCEJICTBA.

Hexu on koeduimjenara KapakTepUCTHYHOT ITOJMHOMA rpada nMmajy Be3e ca CTPYKTYpPOM
camor rpada. Heka je

P()\) = an>\" + an—l)\n_l + an—Q)\n—Z + an—S/\n—g + ...+ CL1>\ + Qo

KapaKTepPUCTHYHE TOJUHOM HeopujeHTucanor rpada G ca n 4BopoBa, Tajga je: a, = (—1)".
3a KoedHUUjeHT a,,_1 BaxKu 1a je —a,_ 1 = 1TA, HapaBHo ca TrA o3Ha4YaBa ce Tpar MaTpHUIE
A Tj. 30up eneMeHaTa Ha TJaBHO] AujaroHaan. KoedbunujeHt a,_o jeaHak je 30Upy I[JIABHHUX
MHUHOpaA JIPYIOI' pejia MATPUIle CyCeJCTBa, INITO je ycTBapu 30uUp JeTEepMUHAHTH MaTpPUIA
cycencrBa cBux noarpadosa rpada G Koju nMmajy camo apa upopa. Axo je G rpad 6e3 merbu
U BUIIECTPYKUX I'paHa OHJA je —a,_ o jeJIHaKo Opojy rpana rpada.
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[loznaTa je 3akcoBa TeopeMa Be3aHa 3a MO3HABaIbe KoeulnjeHaTa KapaKTepUCTUIHOT T10-
JINHOMAa HeOpUjeHTHCAHOTr Tpada Ha OCHOBY CTPYKType camor rpada. 3a pa3yMeBambe OBe Teo-
peMe yBOJIMMO JiBa HOBA MOjMa, a TO Cy ejieMeHTapHa durypa u ocuopua cdurypa. Eiementapue
durype cy rpad ca gBa UBOpa IOBe3aHA I'PAHOM H cBaka KoHTypa. OcmoBHa durypa O; je
cBaku rpad ca Ta4HO ¢ YBOPOBA, YHje CY CBe KOMIIOHEHTE IOBE3AHOCTH eJeMeHTapHe (pHrype.
Heka cy a; xoedunujentu kapaktepuctuaaor noanaoma P(G) rpada G.

Teopema 1.2.1. Hexa je n(O;) 6poj komnonenma dueype O;, a c(O;) bpoj kowmypa koje ce
xao komnonenme cadpoice y O;. Tada sasrcu:

a; = Z (_1>”(Oi)26(0i)

0,CcG

ede ce CYMuUParbe 8PUL NoO CUM OCHOBHUM (PUYPAME €A MAYHO | YEOPOBE KOJU CE KGO 0eAU-
Mmuury nodepagosu nanaze y G.

Caeneha TeopeMa HaM jaje Be3y u3Mely KapaKTepUCTHYIHOT IIOJMHOMA HEIIOBe3aHor rpada
U KapaKTePUCTUIHUX HMOJHHOMA HerOBUX KOMIIOHEHATA, IIOBE3AHOCTH.

Teopema 1.2.2. Heka je dam nenosesan 2pap G u weka cy Gi,Go,Gs, ..., G, Komnouenme
nosesanocmu epaga G. Hexa cy wapaxmepucmuyury NOAUHOMU KOMNOHEHATNG NOBE3AHOCTIU
pedom P(G1), P(Gs), P(Gs), ..., P(Gy) mada je kapaxmepucmurnu noaurom epaga G:

P(G) = P(G1) - P(Gs) - P(G3) - - - P(GY)

W3 oBe Teopeme jacHO cJiejiy Jia ce ciekTap rpada ao0uja odjeubaBambeM CIIeKTapa Hero-
BHX KOMIIOHEHATA ITOBE3aHOCTH.

JacHo je na mzomopcduu rpadoBu UMajy HCTe CIIEKTpe jep CIIeKTap He 3aBHCH OJ] HauuHa
nymepanuje asoposa. O6pr oBor TBphema He Baxku Tj. mocroje HemzomopdHu rpadoBu Koju
UMajy UCTe KaPaKTEePUCTHYIHE TTOJTNHOME OJTHOCHO HCTE CIEKTPE.

CraB 1.2.1. Hexa je D maxcumanru cmenen weopa neopujenmucaroe 2paga G, mada 3a ceaxy
concmeeny epednocm 0o 2paga sascu |A| < D.

3a Heke jejHocTaBHEje KJace rpadosa mosnar je crmekrap. CrekTap KOMILIETHOT rpadha
K, ce cactoju ox 6pojeBa n — 1 u —1, mpBa COICTBEHA BPEIHOCT je jeTHOCTPYKa, a JIpyra je
sumectpykoct n — 1. O6pt oBor TBphema HaM jaje cieaehn cTaB, KOjU Karke 13 je JTOBOJHHO
3HATH JIa jeJiHa COTICTBEHA BPEJHOCT rpada Koju mma n 9BopoBa n — 1, W oJMax ce 3Ha Jia ce
pa 0 KOMILTETHOM T'pady.

Cras 1.2.2. Hexa je G neopujenmucar epagd b6e3 nemau, ca n 4eoposa. Axo jedna concmeera
sepednocm epagha G usnocu n — 1, onda je maj epad xKomnieman.

Jloxas. Hexa je v = (11,3, ...,7,)] concrsenn BekTop Koju ojrosapa JIaToj CONCTBEHO]

BpeaHocTu. MoKeMo HpeTmnoCcTaBUTH Jla je T MaKCHMaJiHA BPEJIHOCT OJi CBUX KOOpJHMHATA U
Ja je mo3uTHBHA (TO ce MOYKe MOCTHIIN eBeHTYAJTHUM MHOYKEHeM TePMYyTAIlHOHOM MaTPHUIIOM ).
Hexka je A = [a;;] maTpuna cycencrsa rpada G. Ilpema nedbununnujn sazku caenehia jenHakoct:

Ar = (n—1)x
OnmaBae creau jeJHAKOCT 34 IIPBY KOOPAHHATY:
(n — 1)z = ajaxe + 41323 + ... + a1,2,
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Yommrema [1lareroBux HopMu rpada u KOMOMHATOPHE IPUMEHE

IIpu UeMy cy cBe BPeIHOCTH a;; jeAHake Hysaa min jegad. [loMHOKMMO casia BEKTOp oAroBapa-
jyhom xomcranrom ma mobujemo na je x; = 1. VI3 mperxonne jennakocTu ciaeam Ja je ajj; = 1,
3acee j =2,3,...,nuT =2xy=..=1x, = 1. [Ipema ToMe concTBeHn BEKTODP T KOjU OJIrOBapa
concrsenoj spejnocTd A =n — 1je: x = (1,1,1..., 1)
Onna Baxu:
A-(1,1,1., D)7 =(n—-1)(1,1,1..., D)

[Ipumehyjemo sa cy cremenu cBux uBoposa rpada G jegnmaku n — 1, a 1o 3uaun ga je G
KOMILJIeTaH rpad.

m
Caeneha TeopeMa rOBOPH O COICTBEHUM BPEIHOCTUMA OUIIAPTUTHOT Ipada.

Teopema 1.2.3. Cnexmap bunapmummoe epaga ce cacmoju 00 peasHux bpojesa koju cy xKaoda
ce npedcmase Ha PEaiHO] OCU CUMEMPUYHL Y 00HOCY HG KOOPOUHAMHY TLOYEMAK.

VKOJIUKO UMaMO KOMILJIeTaH OuapTuTHU rpad duju je Kyl 4BOpPOBa LOJIE/bEH Y JIBa CKYIIa
ca | onHocHo k ejemeHaTa Tajla Ce FHErOB CIEKTap cactoju oj opojeBa vV ki, —vVkl u 0, nupu
4eMy je HyJia BUIIECTPYKocTH k + [ — 2.

3a rpad KaxkeMo Ja je jako peryiaapaH ako uMma cienache mapamerpe (n, k, \, i) npu gemy
je n 6poj uBoposa rpada, k cremnen ¢cBakor 4Bopa, A Opoj 3aje IHIIKUX CyCe1a CYCeIHUX TBOPOBA,
1t OpOj 3aje THUYKHX CyceJia HeCYCeIHUX YBOPOBa. Jako perysiapuu rpadoBu cy jieduHuCcaAHN TEK
1963. rogune U UMajy BeJMKY NPUMEHY y ojipeluBamy MakcuMalsine enepruje rpada, o demy he
ouTu peun y HacTaBKy. KomiieMeHT jako perysiapHor rpada je takohe jako peryaapan rpad
ca mapamerpuma (n,n —k — 1,n — 2 — 2k + p,n — 2k + \).
3a marpuily cycegcTBa jako perysapuor rpada saxke ciaejgehe jegnakocru:

1. AJ=JA=kJ
2. A2 =kl + M A+ pu(J —1— A)

ITpu yemy je I jepunudsa marpuna (Ha TJIABHO] JHjArOHANN CY jeJMHUIE, OCTAH €JIeMEHTH
cy HyJe), a ca J je 0O3HAUEHA MATPUIA YUjU CYy CBU €JIeMEHTH jenHaku jejan. Hajnosnaruju
npuMepu jako peryjapHux rpadosa cy UK/ JyzxKuHe D meropu mapamverpu cy (5,2,0,1),
[Tarepconos rpad (10,3,0,1), 3arum koH(epeHujcku rpadOBHU peja ¢ ca mapaMeTpuMa
(q, qg—l, %, q;—l), nmapaMeTap ¢ Jlaje ocTaTak jeiaH mpH gebemby ca 4. Ilejnmje rpad?® je
crenujajgan caydaj Koudepennujckor rpada, Koju ce gobuja kaja je g npoct 6poj. Hapas-
Ho He mocToju llejoimjeB rpad 3a cBako ¢, HajMamu je 3a ¢ = 5, a TO je yIPaBo KOHTYpa JyKHe 5.

Cneneha teopema naje morpeban u JOBO/bAH YCIOB 11 je HeKH Tpad jako peryiapad.

Teopema 1.2.4. I'pagh G je jaxo peayarapar ako U camo aKo je pesyiapaH U UMa Hajéue mpu
Pa3AUNUIME CONCMEEHE 8PEJHOCTNU.

[losnar je u cmekrtap jako perygapuor rpada ca mapamerpuma (n,k, A, p). Comcrsene
BPeJHOCTH OBOT Tpada cy (Ipema MpeTXoJHOj TeOPEMH MMa UX HajBUIIE 3 PA3JIHUUTE):
A1 = k Bumcrpykoctu 1,

_1 —_ — )2 — BHIIECT KOCTH1 n—1)— 2k+(n— DO —p)
Ao = S[(A= )+ /(N = )2 + 4k — )] Py (n—1) SO d |

3Pejmon Iejim (1907-1933), TasieHTOBAHE EHITIECKH MaTeMaTHYap KOjH je MJIaJl HacTpasIo, i a0 BeTuKH
JIOIPUHOC MATEMATHIIH.
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Yommrema [1lareroBux HopMu rpada u KOMOMHATOPHE IPUMEHE

2k 4+ (n—1)(A — p)
VO =2 +ak—p) |

Ns = %[()\— 1) — /O = @ + a0k = )] Bumectpyxoctn % (n—1)+

Oge dopmyste ce mory npumenutn Ha IlejimjeBe rpadose pena q.
[Ipema nperxomnom crekrap [lejiujesor rpada pena q je:

AL = 5 BHIIIECTPYKOCTH 1,

-1

1
Ayg = 5(—1 + ,/q) obe BumecTpyKOCTH a
Creneha Teopema TOBe3yje ejleMeHTe DA3JHYHTHX CTelleHA MATPHUIE CyCelCTBa ca OpojeM
nyTeBa onpehene ayxkune y rpady.

Teopema 1.2.5. Heka je A mampuua cycedemesa epada G wuju cy 460posu vy, Vs, ..., Uy. Fae-
MeHM afj mampuue A* je jednar 6pojy nymesa dyscune k usmely weoposa v; u v; y epady

G.

MozkeMoO 3HATH KapaKTepUCTHYHHU IMOJHHOM I'pacda, Koju ce mobuja oj mo3HarTor rpada
VKJIamameM jejlHe rpaHe, Ty Be3y maje ciaemeha Teopema.

Teopema 1.2.6. Hexa je uv jedna 2para epada G mada 36 KapaxmepucmuuHy noAsuHom 2pada
G saorcu:
P(G)=P(G—w) - P(G-u—v)-2 » P(G-C)

Ce¥(uv)

lpu wemy ce y nocaedmoj cymy CYMuparoe 8pwil No CeUM UYUKAOBUMAE KOJu npunadajy
CKYNY YUAKOBG KOJU CAdPAHCE 2PAHY UL.

Yroauro je uv euceha epana, ca sucehum 460pom v onda 6asrcu:
P(G) = AP(G —v)— P(G—u—v)

[IpBa jennakocT y nmperxoiHoj Teopemu je no3narta kao IlIsenkosa dopmysia, a apyra Kao
XejbponepoBa dopmy.ia.

Hexke Teopeme u3 oBe 001aCTH ¥ IbHXOBE IIOCIEUIE ie UMAaTe BEJIMKY IPUMEHY Y HapeIHOM
HOTJIABJ/BY O CJAyYajHUM rpadoBuMa ajiu U y HOTIaB/by o eHepruju rpacda u [HlarenoBum
HopMaMma rpada. JejHa oj TakBUX Teopema, duje cy mocJieuie Beoma burte je ciegeha Kypanr-
QurepoBa TeopeMa.

Teopema 1.2.7 (Kypaur-Qumeposa Teopema). Heka je A peanna cumempuuna K6adpamma
MAMPUYA Peda N G CONCMBEHUM BPEIHOCTUMA N1 > Ao > A3... > N\, u Hexa je V nomnpocmop
00 R™ u Heka cy ca u 03naveny jedunuvhu sexmopu u3 V. mada sascu:

)\, = min maxu? Au = maxminu’ Au
Voti—i wu Vi U

Ipu wemy je dumensuja nomnpocmopa V' o3nauena y undekcy.

OBa Teopema je y JimTeparypu HO3HATA KA0 MUH-MAKC KapaKTepU3aInja CONCTBEHUX BPEIHO-
cru marpune. Ciaenehe reopeme cy mwene nocaeaune. Hekana je mo0po 3Hatu HajBehy comcrreny
BPEJIHOCT, OCEOHO y Teopuju rpadoBa U y HAJTAXKEY TOPHUX OIpaHrderha 3a Heke rpadoBcke
WHBapHUjaHTe.

IMocnenutia 1.2.1. Heka je A peaana cumempuuna kK8aopamma Mampuua peda n ca concmee-
HUM BPEIHOCTNUMG A1 = Ao > A3... > A\, U HEKG CY €A U 03HAYEHU JedHUYHU GEKMOPY, Mada
BANCU:

A = maxu® Au
ul=1
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Axko pasmarpamo cnekrap noarpada (1j. crnekrap oxrosapajyhe mojmarpuie MaTpure cy-
CeJICTBA), BEJIMKY IIPHMEHY y OBOM DaJly ajid M y MHOIMM HAyIHHUM DaJOBHMa U3 OBe 00JIacTH
uma ciegeha Teopema nosHara Kao Koummjepa TeopeMa 0 HPEIUIATARY COICTBEHUX BDPEJIHOCTH
(interlacing).

Teopema 1.2.8 (Kommujesa Teopema 0 NpemiuTarmy CONCTBEHUX BpegHocTH). Heka je [Alnxn
CUMEMPUNHE MATPUUA U HEKG CY TEHE CONCMBEHE 6PEOHOCTIU A1 > Ao > A3... > A\, U Hexa je
[Blixm mena nodmampuya wuje cy concmeene 6pednocmu iy > iy > [3... > [y, Mada 64U
caedeha eesa uamehy rwurosuxr 0dz208apajyhus concmeeHur epedHocmu:

/\i 2 Nfz 2 )\n—m—i-i

JacHo je ma ako 6m marpuna B 6una nodbumjena oa marpuiie A yKaamameM caMo jelHe BPCTe
U KOJIOHE MMaJIi OucMo ciejely HejeTHAKOCT:

A > Ao > g >l > 1 > Ay

Mozke OuTH O] KOPUCTH M HEjeIHAKOCT KOja ce JIoOHja W3 HpeTXojHe TeopeMe, Ko Koje ce
COIICTBEHA BPeJIHOCT I'pacha Koju mMMa BHIIle TeMeHa HaJIa3d H3Mel)y JIBe COICTBEeHe BPEIHOCTH
Mamer rpada, a OHa IVIaCH:

Witm—n = Ni > [

Mpu deMy JieBa HejeJITHAKOCT BaxKu 3a 1 > 1 > N — M, a jJecHa 3a m > 1 > 1.

Ca apyre crpane MOKe Ce IIOCMATPaTH MATPUIA CYCEeICTBA HEKOT rpada Kao 30up MaTpuia
cyceacTBa HeKa Japyra asa rpada. Cneneha Bejiiosa Teopema HaMm naje Besy nsmely comncrBennx
BPEIHOCTH Ta TPHU Tpada Tj. BUXOBUX MaTPHUIa cycegacTBa. OPUTHHAIHO OHA je (DOPMYInCaHa
3a MaTpHIIE.

Teopema 1.2.9 (Bejiosa Teopema). Heka cy dame wkeadpammue mampuue A, B u C, ucmux
JUMENH3UJQ U HEKA CY HUTOBU CNEKMPU PEOOM Ly > [ > [U3... = [n, A1 > A2 > Az > A\,
U p1 > P2 > P3... > P, ako easicu da je A+ B = C mada 3a wurose concmeene 8pednocmu
sascu caedeha nejednaxocm:

Ai + i < pi <N+

Hexkan ce kopuctu u BejnoBa nejeanakoct y ciemehem od/muky.

IMocaemuua 1.2.2. Hexa cy dame xeadpamne mampuue A, B u C, ucmuz dumensuja u Hexa
CY TUTOBY CEKMPU PEOOM [y = flg 2 H3... = fn, A1 2> Ag = Ageee = Ay U p1 > P2 2 P3.0n = Ppy
axo eastcu da je A+ B = C mada 3a wuzrose concmeene 8pedHOCU 6axcu caedeha nejednakocm:
Ai — 1 < pp SN+

Ocuwm 1mrro je mocnenuia BejioBe Teopeme, nmperxoHa HEjeTHAKOCT CJIEIH W U3 THEHEHUIE
aa je A, > —\; (jennakoct Baxku 3a OunaprutHe rpacdore). OBa HejeqHakocT 3a Hajely u
HajMalby COIICTBEHY BPEJIHOCT JUPEKTHO cjaeand u3 ciejaehe JaBe Teopeme Koje cy IO3HATE Kao
Ilepon*-®pobenujycose °.

4Ockap Ilepon (1880-1975) mozHaTH HeMaIKH MaTeMaTHIAD.

S@epmunan Leopr @pobernjyc (1849-1917), Beawkn HeMadkm MaTeMaTHdap, /a0 je 3HadajaH JOMPHHOC
y Teopuju rpyma u audepeHujaTHuM jeanaunnama. IIpeu je mokazao Kejau-XamunToHoBy Teopemy, Omo je
yaenuk Bajeprrrpaca, Kponekepa n Kymepa.
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Teopema 1.2.10 (Ilepon-®pobenujyc 1). Hexa je A = [a;j] ®eadpamma, cumempusna mampu-
ya dumensuje n K0joj cy ceu eaemenmu nozumushu (a;; > 0, 3a cee i u j). Axo je N najeeha
CONCMBERA 8PEdHOC 06€ MAMPULE, MDA BUHCU:

1. A>0;

2. nocmoju concmeeny 8eKmop T KOME CY c68e KoOpOUHGME NO3UMUBHE, G KOJu 00208apa
najeehoj concmeenoj epedHocmu,

3. X\ je jednocmpyra HYAG KAPAKMEPUCNUYHO2 NOAUHOMA;
4. 3a cee ocmane concmeene epednocmu N sastcu A > |N|.

Joxas. 1. TTomrro je 36up CBUX CONCTBEHUX BPEIHOCTHU jeJIHAK TPary MaTpHIE, KOJH je KOJ
OBe MAaTpPHIIE jaCHO MO3UTHUBAH, JIAKO cjaean ja je A > 0.

2. Heka je w mopMupaH COICTBEHHM BEKTOP KOjH OJI'OBapa colcTBeHOj Bpeanoctu A. Taja

BaxKu:
n
A U; = E CL,L']'UJ'
=1

Heka je cama x; = |u;| y cMucity KoopauHaTa, Tala BaxkKu:

n

n n n n n
0< A= Z Z Qi UU; = Z Zaijuiuj < Z ZCLUZEZ'.Z‘]’

i=1 j=1 i=1 j=1 =1 j=1

W3 nmocaequne 1.2.1 ciaeau ciaeneha nejeHaKOCT:

n n
Z Z ;T < A

i=1 j=1
[pH YeMy jeJIHAKOCT BaKU akKO je T COIICTBEHU BEKTOD KOjU OJI'OBapa COICTBEHO]
BPEJIHOCTH A, OH/IA TIOCMATPajMO jeIHAKOCT:

n

)\l’z‘: E Q55

j=1
Axo 6u 6uno x; = 0 3a HeKO 7 OHIA 300T a;; > 0 3a cBe ¢ U j MOpaJo On Ja BaxKu Ja je

xr; =0 a 10 je y cynpoTHOCTH ca JepuHUnujoM, 1a je x; > 0.

3. Tlomro je A peanHa cuMmerpuvHa MaTpPUIA, aKO Ou A\ OmIa ABOCTPYKA Hy/Ia KapaKTepH-
CTHYHOT MTOJIMHOMA OHJIa OM mocTojasa Jika MehycoOHO OpTOTOHAIHA COTICTBEHA BEKTOPA
U W W KOJH OJITOBapajy MOMeHYTO] COIICTBEHO] BpeJHOCTH. [IpeTmocTaBuMo fa 3a je1aH o1
IbUX HA MPUMED v U 33 HEKO i BaxKu v; < 0, ¥ HeKa je MOHOBO |v;| = ;.

ITocmaTpajmo cirenehe aBe jeiHAKOCTH:

n

AZEi: E aijmj

Jj=1

n

)\Uz‘: E Ai5U5

Jj=1
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Ako cabepeMo 0OBe JIBe jeTHAKOCTH T00MjaMo:
n
0= A(lvi| +vi) = Y as(Jv;] + vy)
j=1

ozmasne ciaenn ga Baxu |v;| +v; = 0, 3a cBe j. [Ipema Tome Bazkn |v;| = v; > 0 3a cBe j
uin je —|v;| = v; < 0 3a cBe j.

AKO ucTa pasMarpama IPUMEHHMO Ha BEKTODP W, a 3aTHM yPaJIUMO CKAJAPHU IIPOU3BOLL
BEKTOpA v U W J00HjaMO:

n

Zvjwj == iz |ijj’ 7é 0
j=1

Jj=1
npeMa TOMe BEKTOPU U U W HUCY OPTOrOHAJIHM, M4 je A jeJHOCTPyKa HYy/la KapaKTepu-
CTUYIHOT TOJTUHOMA.
4. Hexa je u HOpMHUDaAHH COICTBEHH BEKTOD KOjU OJIrOBapa HEKOj COIICTBEHO] BPEIHOCTH
N < A. Onja npema JedUHUIN]H BaYKI:

n

E QU5 = )\,UZ‘

=1

Nckopuctumo casa ucto kao y 2. ey nocaeauny 1.2.1, nobujamo ciaenehy nejeanakoct:

n n n n
A=Y agluillu) > D)0 agugu| = N

i=1 j=1 i=1 j=1
Axo je N = X Taga mperxonHa pasMarpama Iajy |u;| = x; 3a cBaKO j U MOCTOJH ¢ 3a Koje
je u; = x;.

ITocmarpajmo citesehe jBe jeiHaKOCTH:

n

)\ZEi: E aijxj
=1

n

—)\UZ: E CLz‘jUj

j=1
Ako cabepeMo OBe JiBe jeHAKOCTH J100MjaMo:
n
0= Zaij(xj + Uj) > a”(xl + ul)
j=1

[Tocsiegma HejeIHAKOCT je KOHTPAJIUKIIMja CA UYNFHEHUIIOM J1a Cy CBU €JIEMEHTH MATPHIE
MO3UTUBHU TO jecT a; > 0 m jeaHakocTn u; = x; > (0 ma w3 cBera oBora cJaeand Ja je
N £ =N\

O
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Ba MmaTpuily A Kaxkemo J1a je pa3aoKUBa aKO MOCTOjU MepMyTalroHa MaTpuia P Tako aa
je marpuna P~tAP obnuxa:
X O
v 7]

upu demy cy X u Z KBajgparae marpuie, a O Hysa marpuna. Marpuily Koja HEje pa3io:KHBa
30BEMO HEPA3JI0KHBA MATPHUIIA. ¥YKOJIUKO je MaTpHIA CyceJcTBa rpada pasio:xKuBa, Tj. akKo
ce MOXKe HAUCATH y OBOM OOJIMKY, OHJa je V muTamy Hemose3aH rpad. Cremeha Teopema je
YOIIuTeme IIpeTxXoidHe.

Teopema 1.2.11 (Ilepou-@pobennjyc 2). Ceara HEPAZAOHCUBH HEHE2AMUBHA MAMPUUG A UM
NO3UMUEHY CONCMBERY 8PEJHOC T, KO0Ja je JEOHOCTNPYKA HYAG KAPAKMEPUCTIUYHOZ NOAUHOMA.
Moodysu ocmanruzx concmeenux epednocmu cy maru uay jeouaru od r. Hajeehoj concmeero)
6pedHocmY 0020840 CONCMBERY, BEKNOP €4 NO3UMUSHUM Koopdunamama. AKo mampuya uma
h conecmeenux epedrnocmu Koje cy no modyay jednaxe v, mu 6pojesy cy mMehycobro pPassudUmU
u 3ado6omasajy jeonanuny \* —r" = 0. A ckyn ceux concmeenuz epednocmu Ay =1, Xg, ..., Ay
NOCMAMPAH, KGO CKYN MA%AKA Y KOMNAECKCHO] PAGHU NPEAa3u Y camoz cebe npu pomayuju 3a
yeao o = T Bah>1 je moeyhe mampuyy A nepmymayujom epema U UCMoM NepMymat-

h

JOM KO0A0HG D06ECU HA YUKAUYKY 00AUK, MmaKko da ce no dujazonail Hasa3e Keadpamme HYAQ
Mampuye.

VY crekTpaJiHoj Teopuju rpadoBa, aan U yOITIITEHO Y CIIeKTPAJJIHO] TEOPUJH MaTPHUIla TEOpeMe
[Tepon-®pobennjyca 3ay3uMajy BayKHO MECTO H MMajy BeJUKy npumerny. O0jaB/beHO je MHOTO
HAYIHAX PAJIOBa TIe CY JaTH PA3HU JOKA3W U IPUMEHe OBe JiBe TeopeMe, BujeTu [55], [7] u [34].

Jlema 1.2.1. Hexa cy A u B peaane, cumempuune Mampuye ucmus OUMEH3UJA U HEKA je PaH2
mampuuye B jednax 1. Tada da 3a cearu unmpesan I saotcu:

IN;(A+ B) — Ny (A)] <1
ede je Ni(A) 6poj concmeenux epednocmu mampuye A na unmepsany 1.

Oy stemy cy nokazanau Ban By n Tepenc Tao y pauy [57]. Kacuuje fie ce kopucturn y oBom
pasy Ko caydajHuX rpadoBa, TAKO 13 MOXKE IIPEICTaB/hbaTH YBOI Yy HAPEIHH OIe/baK.
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1.3 CoaydajHe maTpuiie U cjy4dajau rpadpoBu

Teopuja cay4uajHux MaTpulla je rpaHa MaTeMaTHKe Koja ce y mocaedmux 70 roamHa BpJIO
O6p30 pa3Buja, OHa 1OBe3yje JUHeapHY aJredpy, MaTeMaTHdKy aHAJU3y, TeOpujy BepoBaTHOhe
H MaTEeMaTU4YIKY CTATUCTUKY.

CiygajHa MaTpHIia je MaTpUIa YHjU eJIeMeHTH Cy cIydajHe MPpOMeHbUBe. Y OBOM OJEeJbKY
he ce pazmaTpaTu ciaydajHe MaTpHIE YHjU CY €IeMEeHTH Ha IJIaBHO] AHjaroHajId jeJHaKd Hy/1a,
a eJeMEeHTH BaH TJaBHe JHjaroHaje cy He3aBHCHE JUCKPETHE CJAydajHe BeJIMYuHe KOoje y3UMajy
BpearocTu 1 man 0. AKO y3uMajy Te BPEIHOCTH Ca MCTOM BepOBATHONOM OHJA je MaTeMaTHIKO

oueknBame F(a;;) = =, a aucuepsuja D(a;;) = T Cnyuajan rpad je rpad umja je marpuna

CyCeJICTBA CJydajHa MngI/IHa. CorcTBeHe BPEIHOCTH CIydajHe MATPHIE Cy CIy4YajHe BeJTHINHE
Koje uMajy Buraeposy nonykpyzxuy pacuogeny. OBy pacnomeny je yseo Eyren Burnep® 1958.
rofuHe y paiy [62], a neraban onuc nocroju u y pajay [3]. Baxuoct Burnepose pacmojiere 3a
TEOPHjy CAYUAJHUX MATPUIIA HEKW MaTeMaTHIAPH MOPee €a MeHTPATHOM IPAHUYHOM T€OPeMOM
y oumiroj Teopuju Bepoparnohe. [IpBo hemo nedunucaru Hemrro mro ce y JUTEpaTypu 4ecTo

HasuBa Buraepos ancamoO.1.

Hedbununnmja 1.3.1. Hexa je A(i, j) amuruja He3a6UcHUT KOMNAEKCHUT CAYUAJHUT GEAUUHG
(3ai > j), maksuz da je ceaka 00 wux ozparuyena no modysy nexum bpojem T, samum eastcu
A(i,j) = A(j,i) u da cy A(i,i) peaane. Hexa je Mamemamuuko ouekusarbe 08UT CAYYAFHUL
seAUNMUHG HYyAa, a ducnepauja jednaxa 1. Tada je A, cayuajna mampuua wuje cy odzosapajyhe
epednocmu A(i, j) npu wemy je 1 < i,j < n u ona ce nazusa Buznepos ancamon.

3a 00/be objalmebe HEKIX MOjMOBA HA OBOM MECTY HABOJMMO JAeduHUIN]e KOHBEPreHIja
y Pacrojiesin, BepOBATHONW U CKOPO CUTYPHE KOHBEPTEHITH]e.

Hedbunanmuja 1.3.2. Hus cayuwajnur seaununa X, KOHGEP2UPG Y 6epo8amHolU Ka CAYUATHO]
BEAUNUHY X KO BAHCU!

(Ve > 0) lim P{w:|X,(w) — X(w)| >e} =0
n—oo
Hedbunnnuja 1.3.3. Hexa je F,, dpynrxyuja pacnodese mu3a CAYHGJHUL NPOMEHAUSUT X, U

nexa je F' pynruuja pacnodese caywajne npomennuse X . Kaswcemo da Hu3 cayuajrux seaununa
X, Kousepaupa y pacnodest Ka CAYHaIHO] NPOMEHHUBO] X aKO 8aHCU:

lim F,(z) = F(z)

n—oo

3G C6AKY peasny mavky x Y xojoj je pynrxyuja F nenpexudna.

JacHo je 1a nperxoana AeUHAIN]A YCTBAPH NOBOPH O OJIMCKOCTH PACITOIe/1a HIU3a CJIyIajHuX
OpOMeH/BbUBIX X,, W paclojiesie HeKe caydajHe mpoMeH/buBe X Kaja je n Beamko. Crieneha
JebUHANK]A je eKBUBAJECHTHA TMPETXOIHO].

Hedbunanmnuja 1.3.4. Hus cayuajnur eeaununa X, KoHBep2upa iy pacnodesl Ka CAY4ajHOj 6e-
auvuny X axo 36 ceary oepanudeny u nenpexudny dyrnruujy f: R — R saorcu:

Tim E(f(X,)) = E(f(X))
Hedbunnnnuja 1.3.5. Hus cayuajnur seaununa X, KOHBEP2UPG CKOPO CUYPHO KA CAYUATHO]
seaunuty X aKo 8aoHCU:
P{w: lim X, (w) = X(w)} =1
n—oo

SEyren Burnep(1902-1995), mahapcku Teopujcku dbusudap u MareMaTuyap.
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Creneha Teopema u3 onire Teopuje BepoBaTHohe hie MMaTn BeTUKY NPUMEHY ¥ OBOM OJETHKY

nosnata je xao Jlesnjesa’ Teopema, OHA MOBe3yje KOHBEPTEHIN]Y TauKa-IIO-TadKa KapaKTepu-

CTHYHUX (DYHKIIAja HEKOT HU3A CJAYYajHUX MTPOMEH/bUBUX U KOHBEPTEHITU]Y Y PACIIO/IE/IH.

Teopema 1.3.1 (JleBujeBa Teopema). Hexa je X, Hu3 CAYUAJHUT 6eAUMURG U (1) HUS Kapak-
MEPUCTNUNHUL PYHKUUIQ o2 HU3G, GKO HU3 KAPAKMEPUCUNHUT PYHKUUICL KOHBEP2UPG MA K-
no-mavka xa gynkyuju p(t) 3a ceako t € R, onda cy caedehu ycaosu exsusarenmmuu:

1. Hu3s cayuajnuz seauvwuna X, KOHGEP2UPA Y Pacnodest Ka HEKO] CAYUAIHO] NPOMEHHUBO]

X.
2. Qynxuyuja p(t) je kapaxkmepucmuuna Pynryuja caywajne npomensuse X .
3. ©(t) je nenpexuona dyrryuja.

4.
lim (supP{|Xn| > x}) =0
n—oo n

5. o(t) je nenperxudna dynryuja y mauru t = 0.
Ipu wemy ce y 1. u 2. padu o ucmoj cayuajnoj npomensusoj X .

Y oBOM 1IOIVIaB/BY 3a JIOKA3 HEHTPAJHOI TBPhema Kopuctuhe ce ja cy y3 HpeTinocTaBKy 10/l
KOJUM BakKu Teopema ycjaoBu 1. u 2. MehycoOHO €KBUBaJIEHTHH, TAKO JIa CYy HaM Ta JIBA YCJIOBA
HAjBaYKHMI]A.

Hexka je A = [aij]nxn cEMeTpuuHa ciayuajna marpuma. llocMarpajMo Tako3BaHy HOPMATH30BaHY

20+/n

B dgecto ce nasuBa BurmepoBa mMaTpuria.

Matpuily B = A, auje cy COTICTBEHE BPEIHOCTHU A1, Ao, ... \,. OBaKo medpuHnCcana MaTpuIia

Osnaunmo GyHKIUjy pacrmogese CIydajHnX npoMmenpuBux a;; ca F. Hexa je N, (z) 6poj
COIICTBEHUX BPEJIHOCTH KBaJipaTHe MaTpuile B, AUMeH3Hje n Koje Cy Maibe OJ HEKOI' peaHOr
Opoja x, HapaBHO COIICTBEHE BPEIHOCTHU CaJla IIPEACTAB/bajy CAydajHe BeJIUUnHe.

Bpoj N,(z) moxke ga ce nedunuiie ua caegehn HAYNH, HEKA je:

1, >\j Sl’
5y =
! 0, /\j >z

mna je
Nn<$) = Zé)‘j
j=1
n

nuctpudynuony dbyukimjy. OBa byHKIja je Heonamajyha u 3a my BaxkKe cjejehu JIMecH:

Hedbunummmo 3arum byukujy W, (z) = KOja IIPeJICTaB/ba EMIIUPHJCKY CIIEKTPATHY

A, Wale) =0
lim W,(z) =1
Tr—00

Oyukuuja W(x) je menpekunna dbyHKIHja U NpeacTaBba DYHKIH]Y pacnojesne 3a BUrHepoBy
pacrojeny.
Creneha teopema je Burnepos pesysirar uz [62].

"Mjep Hayn Jlesn (1886-1971) mosmaru (bpaHIycKH MaTeMaTHdap.
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Teopema 1.3.2 (Burneposa teopema). Hus cayuajnux seaununa W, xoneepeupa y pacnodenu

Ka cayuajuoj eeauvuny W (xoja npedecmaswa dynruujy pacnodese 3a Bueneposy pacnodeay),
wuja je 2ycmuna dama caedehom dopmyrom

[IpeTxoana TeopeMa je jegaH O HajBaXKHUJUX pe3yaTara U3 00JACTU CAYUAJHHX MATPHUIA U
y JUTEepaTypH JIOKa3aHa Ha BUIE HAYWHA. JeJIaH O/l HAUMHA je TAaKO3BaHa METO/a MOMEHATA.

Hapeanu craB jaje BpeJHOCTH MOMEHaTa BUINEr pejia caydajue npomensbuBe W, koja nma
BuraepoBy MOTYKPYZKHY pPacrojieny.

Cras 1.3.1. Momenmu suwez peda cayuajne npomensuse koja uma Bueneposy pacnodeay u
K0j0oj je 2ycmuna

2 \% 1- 127 |.CU| S 1
w(z) =497

0, lz| > 1
UBHOCE: |
. . D: . .
E(zP) =0 6poj u BE(z?) = — 2 6poj.
(aP) axo je p nenapan 6poj u E(xP) 2 (EI(E+ 1) axo je p napar 6poj

(2n)!

bpojesu C),, 3a xoje Baxku: (), = ————
Pol ) nl(n + 1)!

HasuBajy ce Karamanosu O6pojeBu.
Zoxas. TlomTo je dpyHKIMja I'ycTUHE pacojese HapHa (byHKINja, 3a HemapHo p O6u (hyHKIIH-

ja xP+/1 — 22 6una wenapua. Oaropapajyhu MmomenT padyHaam OMCMO KaO MHTErpas HelapHe

dyHKIHMje HA CHUMETPpUIHOM HHTEepBaay, a To u3nocu . Ako je p mapan 6poj Heka je p = 2k,
oH/Ia Tpeba m3padyHaTu cjejehu uHTerpaJ:

2 (! 2 [z 2
E(2*%) = —/ 21 — 22 do = —/ sin® t cos® t dt = = Iy,
TJ s T

Wl

N3zpagynajmo caga uaTEerpast I, TIPpUMEHOM MapIujaHe HHTeTPaImje:
u = sin?* t cost; v = cost dt;
du = 2k sin?* 1t cos®t — sin®**1¢; v = sint

™ uy

2 % 2
I, = / sin?* t cos® t dt = —Qk/ sin?* t cos® t dt +/ sin? 2t dt &

_Tr
2

VB

s
2
™

& 2k + 1)y = /2 sin?* 2 ¢ dt = /2 sin?* t dt — I, <

3

jus
2

& Iy = / sin?* ¢ dt

g
Axo mocaenmy hopmyy n / sin?**2¢ dt = (2k + 1) o, upuMersyjeMo y3acTonno j106ujamo:

jus
2

(2k —1)- (2k —3)-...-3

I p—
T2k 42)-2k-(2k—2)- ... -4

Iy

rie je

™

2
10:/ cos2tdt:g

s
2
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Axo mperxomHn paszioMak npormupumo ca (2k)!! mobujamo:

(2k)!

I — m
Ak + 1) k2

OBuM je TBpheme J0Ka3aHo.

]

KacHuje y oBoM pajly HABOIH ce jeJHO YOIIITeHme OBHX MO3HATHUX pe3y/aTaTa 3a caydajeBe
kKaza k Huje 1meo 6poj.

Cana hemo HaBecTH map BaXKHUX TeopeMa W3 OIIITe TeOpHje CAYYAjHUX MATPHUIA Koje ce
MOTY TTPUMEHUTH y OBOM CJIYUAjyV.

Cnenehe nBe Teopeme cy mosnaTe kao Bai-Yin teopeme. OHe 1ajy ropmy U 0By TPAHUILY
3a HajBehy CHHTYJIApHY BPEIHOCT cJIydajHe MaTpuie. [Ipe Hero mro HaBeIeMo Te JBe TeopeMe
YBOJAUMO JIeDUHUITU]Y CUHTYJIAPHUX BPEJAHOCTH MATPHUIIE.

Hedbunnnmnuja 1.3.6. Cuneyarapre epednocmu mampuye A cy x6adpammu KOPEHU CONCMBEHUL
epednocmu mampuye A - AT. Obuuno ce os3navasajy ca o u dame cy y neonadajyhem nopemxy
01 Z 09 2 Z Onp.

Teopema 1.3.3. Hexa je A peasta CUMEMPUYHG CAYSAIHE MAMPULG YUJU CY EAEMEHRINU He30-
BUCHE CAYUaHE npomensuse, wuje je ouekusarve 0, a ducnepsuja 1 u oepanuvenux spednocmu
ca O(1), mada je ouexusana spednocm najeehe cunzyraphe epedrocmu najmarse (2 — o(1))y/n.

Teopema 1.3.4. Hexa je A peaana cumempuyuna cAY4ajHG MOGMPUUG YUJU CY EACMENMU HE3G-
BUCHE CAYUAIHE NPOMEHDUBE, KOJEe UMATY UCMY pachodeay, wuje je ouexusare 0, a ducnepsuja
1 u wemspmum momenmuma peda seaunune O(1) mada 3a cearo € > 0 nezagucro 0d n sascu:

o1 < (2+0(1))vn
ACUMNMOMCKY CKOPO CURYPHO.

W3 mpeTxomHe 1Be Teopeme O OrpaHHYer-HMa 3a HajBehy cHHrysapHy BpemgHOCT CiIydajHe
MATpHUIle W HAYMHA KAKO CMO MU JehUHHCAIN MATPHUIy B MOXKEeMO 3aK/bYUHTH 14 je HheHa
Hajseha cuHIyJIapHA BPEIHOCT CKOPO curypHo 1+ o(1).

3a moka3 Burmepose Teopeme je OTpeOHO JOKa3aTH 1a je:

2
E/ ok AW, = / a1 — 22 dr + o(1)
R RT
Ia 6u ce mouLto 10 oBe YnMmbeHHIe Tpeba IPUMETUTH 13 ¢y MOMeHTH o W, ycrBapu oaro-

Bapajyhu TparoBu MaTpuiie %B Tj & BayKM:

1
/ 2F dW,, = = trB*
R n

3a nmoka3 Burnepose Teopeme mpeko MeTone MOMeHaTa MOzKe OuTh K/byuHa ciaemeha Kapaema-
HOBa, Teopema. [Ipe nckasza m jgokaza TeopeMe HABOANMO JedWHUIN]Y CYO-TayCOBCKe CaydajHe
BeJIMUMHE KOja UMa BarKHO MECTO y OBOj TEOPEMU.

Hedbunnnuja 1.3.7. 3a cayuajny npomenusy X wascemo da uma cyb-laycosy pacnodeay
axo nocmoje nodumusre kowcmarwme C' u ¢ maxo da 3a cearo A\ > 0 saorcu:

P{|IX| > \} < Ce="
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Teopema 1.3.5 (Kapiemanosa teopema). Axo je X, HU3 Peasrur cAYUGJHUL NPOMEHAHUCUL
xoje umajy yrupopmmo cyo-lLaycosy pacnodesy u X dpyea cyo-Taycosa cayuajna npomensuea,
mada cy caedeha dea ycaosa exsusaseHmHq.

1. X, xonsepeupa y pacnodesu xa X ;
2. E(XF*) xonsepaupa mauxa-no-mauxa xa EX* sa cearxo k =0,1,2..

Joxas. 1) = 2)
Heka je N > 0 mpousBoJbHO U Heka je ¢ : R — R rimatka dynknuja 3a Kojy BaxKu:

o(z) = {1’ o=

0, |z|]>2

Tajia n3 KoHBepreuiyje y pacioiesin CJIejin J1a BaxKu:

X X
lim EXFpo | =2 ) = EXFp (=
Lo EAy (N) “O(N>

[Ipu wemy he n 3aBucutu ox N.
C apyre crpase nomro ¢y X, 1 X yHHDOPMHO CyO-rayCoOBCKe CJIydajHe IPOMEH/bHBE MOIY Ce

nocmatpatu cienehn mspasm: BXF (1 - (%)) n EX* (1 — (%))

OBu U3pasu ce MOTy YIYNHUTH TPOU3BOJHHO MAJIMM 3a JT0BOBHO Bestnko N u dpukcupano k. Ako
OMCMO OHJA IOCMATPAJIH PA3JHKY U nycTuan ja N — oo mobuja ce:

() o (-+(3)-

To 3maum ma ce 3a JO0BOBHO BeJIUKO [N KOje He 3aBHCH O] 1 U3Pa3:
X X
EXF —EXF 4+ EXFp (22 ) - EXFp [ =

MOYKe VUUMHUTH Maiby OJT HEKOT' YHAIIPE JaTOT POU3BO/HHO MAJIOT Opoja €, a OH/Ia Y 3aBHCHOCTH
ox Tor (pukcupanor N MozxKe ce u3abpaTu N TaKo 13 je

IEXF - EX*| <«

ma je oBaj cMep JIOKa3aH.

2)=1)
3a cBaky cy0O-rayCoBCKY CJaydajHy IPOMEH/bUBY BaKu J1a ©Ma OIpaHUYeHe MOMEHTE Tj. 38 CBAKO
k > 1 mocroju koucranTa C' Koja He 3aBHCH O k TaKo J1a BayKu:

EX* < (Ck)?

: _ pitX :
Caga MoxKeMO MocMaTpaTH KapakTepucTudHe (DYHKIHjE oy, = Fe'" Hu3a caydajHuX Ipo-
MeHsbuBUX X,,. Ako npumenumo TejnopoBy dbopmyiy 3a bukcHpano ¢ (MOKEMO je IPUMEHUTH
jep je mo3HATO Jia je PeasiHa, CJIy4dajHa IPOMEH/bUBA Ca OIPAHMYCHUM K-THM MOMEHTHMA K 1yTa
nudepernujabuIHa), TpeMa TOMe BayKH:

AKo HCKOpUCTHMO 12 je caydajua Beanunna cy6-laycoBa u npumennmo CTupauuroBy gpopmyry
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J00HjaMo:

k! kk 2%k Cov'k

[Ipu wemy C; u Cy ne 3aBuce ox n, k u t. Moxke ce npuMeTuTn Ja 3a (PUKCHPAHO t MOCTOjH
Heko ko (Koje 3aBucu of t) Tako na 3a cBako k > ko Baxu cuaeneha nejegnaxocr:

(CR)s[t]F  (Ch)z[t]r ek C( t )
~Y . = 1
T

g
Cy

<

N —

=

OpaBje ciean HapeHa HejeTHAKOCT:

f: (ZL)jEX;{

1l
j=k+1 J:

< Cy ((CR) S ptf+)

ITpema Tome BaxKu:

k N
ex. = Sl Exg +o(cn s
i=0

AKO HCKOPHCTHMO 2) W pa3MarpaMo JIHMec 1001jamo:

limsup |¢x, — px| = O((Ck)_gwkﬂ)

n—oo

3a durcupano t m k — 00 MOXKe ce 3aK/BYUUTH Ja (py, KOHBePIUpa TadKa-TO-TadKa Ka Qx a
onja u3 JleBujeBe Teopeme ciean TBpheme. O

IMocaeauna 1.3.1. 3a ceaxy cyb-2ayco8CKy CAYHAIHY NPOMEHDUBY 8aAHCYU JG J€ HhEHA PACNOJEAd
jeduncmeeno odpehena eHuM MOMERMUMA.
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1.3.1 loxa3z BuramepoBe Teopeme

3a moka3 Buraepope Teopeme KopucTuheMo Tako3BaHy MeToay mMomeHata. Jlokazahemo aa
ojroBapajyhm MoMeHTH KOHBEpPrupajy 3a cBako k TO jecT Jia 3a CBaKO k BayKu:

/xden%/xde
R R

a 3aTUM JIa OJAaTJe CJIeJIM KOHBEPreHIfja V PAcCIOfe n HU3a CAYIajHUX TPOMEH/bUBUX. ¥ JOKA3Y
Buruepose teopeme nehe ce kopucrturu Kapiemanosa reopema 1.3.5, vero he ce ciyuaj 2) = 1)
OBe TeopeMe W3BOJAUTH JUPEKTHO &/ he ce KOPUCTUTH YUIHLCHUIA JIa TYCTUHA PacIojiese Koja
oarosapa W mma kommnakTan nHocad. Hanme, y KapiemanoBoj TeopemMu yKoJUKO O CaydajHa
npoMeHbEBa X MMajia KOMIIAKTAH HOCAY M aKo OM BazkKMO yCJaoB 2) oHpa 6u 2) = 1) morio
JIa ce JoKaxke W Ja ce He KOPUCTH YUILeHHIA JIa CAydajHe MpoMeHJbUBe HMajy cyO-laycoBy
paciojeJy.

I'maBHU /€0 moKas3a je mokKa3aTw Ja MoMeHTH o W, KoHBeprumajy Ka MoMeHTHMa on W.
[TocmaTpaheMo ouekuBane MoMente. lIlpumernmo jga BaxKku ciaegehn HU3 jeTHAKOCTH.

1 & 1 1 1 A\"
E/ o dW, = E=Y M = E-Tr(B") = —E Tr(B*) = —E Tr (—)
R n ‘< n n n 2\/n

1 1 1 1 o . .
= i B TrA" = o E > EA(iy,i2) A(ia, i3) - - - A(ix, 1)

2k E‘i‘
nz N2 i<ii<in<..<ip<n

Tpar marpune je 30up JujaroHaIHHX ejeMeHaTa Marpuie. EaemenT a;; marpure AF jennax
je Opojy myTteBa jyxkuHe k o 9BOpa % JIO j, CHENHjAJHO TOIITO HaMa Tpebdajy jujaroHa Hu
eJIeMEeHTH, a;; je OPOj MUKJI0BA KOJU TOYWILY U 3aBpIIaBajy ce y ¢ a JyKuHa um je k.

Jla ©6umcmo J1akine u3padyHaJ M OBy CyMy H3BpIIHheMO KJjacudukanmjy CBUX IHKJI0BA
ny>kune k Ha nm osHauennx Temena. Heka je i = (iy,io,...,7%) € {1,2,3,...,n}* Hexu mukn
nyzkuHe k , a JONPHHOC TOT MUKJA Y CYMH je

C(Z) = EA(Zl, ig)A(ig, Zg) s A(Zk, Zl)

Heka je V(i) = {41, 42, ..., i } cKyn uBopoBa Koju nuk nocehyje (sux je najpurie k, a 6ufie ux u
Marbe aKo UMa noHaebama). Heka je F (i) = {(i1,42), (i2,93), ..., (ix, 71) } MYJITHCKYI OpHjeHTHCA-
HUX TpaHa Koje MPUIaajy MUKy TIPU YeMy ce HeKe MOTY MOoHaBhaTH, a F'(i) ckyn rpana koje
cy HeycMmepeHe u He padyHajyhm moryha monasmpama. Heopujentucan rpad G = (V (i), E' (1))
3BaheMo CKeJeT JaTor MUKJIA.

[Tomro 3a He3aBuCHe ciydajue peaudune Baxu F(XY) = EX - EY u pacunojena eneMeHara
noJIa3He MATPHUIe TAKBa Ja UM je OueKHBarbe jeJHako HyJa, oHjpa je C(i) = 0, ocum 3a oHe
rpame e € F(i) Koje ce y OIIO KOM CMepy T0jaB/byjy HajMarbe JBa myTa y MUKIY. [Ipema Tome

pazn |E(i)] < m .

[TomTo je 6poj uBOpoBa OUIO KOT' HEYyCMEPEHOT MOBe3aHor I'pacda Marmbu WK jeJHaK o Opoja
rpana ysehauor 3a jenan (V| < |E| + 1), upu yemy jeanakocr Bazxu 3a crabija, OHJA 3a HAlI
ckeseT rpad Baxu:

vy <[]+

JIBa npKJIa Cy eKBHBAJEHTHA aKO Ce jelaH MOXKe JTOOUTH O APYToT HePMYyTaIlijoM YBOPOBa. 3a

eKBUBAJIEHTHE [TUKJIOBE § 1 j MUIIEMO  ~ j aKo moctoju oujekruja 7 : {1,2,....n} — {1,2,...,n}
TaKO Ja BaKU (J1, 1, k) = (m(i1), 7(i2), ..., w(ix)). [Ipema ToMe aBa MUKIyca MOTY OUTH
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eKBHBaJIEHTHA aKO UMajy UCTH Opoj Kopaka Ha mpumep k u mpohy Kpo3 HCTH OpOj pas3THIATHX
remeHa Ha npumep t. Heka O}, cKynl ¢BUX KjIaca eKBUBaJIeHIH]je IUKJIOBA KOjH UMajy Kk KOpaka
u npoly t pazanuntux Temera. CBe 94BOPOBE MOXKEMO O3HAYUTH OpojeBuMa 0/ 1 /10 ¢ TAKO 1ITO
YBOp Yy KOME ce IHKJ HAIllao IPBH MYT JI00Hje 3a jeJan Behy o3HAKY 0J1 OHE KOja je IIPEeTXO/IHO
JoJesbena, a nmodumeMo oj jeaunune. Llukiyce ay:xune k ce jemuncrseno oapebhyje m3bopom t
ypebhenux Temena u xjacoMm exsupasennuje Cy ;. IIpeTxoany cymy MozKeMo cajia 3aIHCATU:

1 1 o o ..
E / KW, = e S BAG ) Al i) - Al )
R nz2

1<i1 <o <. <ip<n

-5 ,HZ 2. 2. 1] 40

t=1 [{]eCk,s I~ e€E(5)

Osnaka A(e) yeTBapu IpejicTaB/ba jelaH eJeMeHT T0JIa3He CIydajHe Marpuie. 360r orpa-
HHYEHOCTH eJieMeHaTa MoJasHe MaTpule peainum Gpojem T (y caydajy Marpuie CyceacTBa
rpacda T = 1), Baxku:

E ][] Al <T*
e€E(j)

3a cBaxkm MUK 0J1 t TeMeHa OPOj eKBUBAJIEHTHUX IIUKJIOBA je OPoj HaunHa n3bopa t o1 n TeMeHa.
To ject 6poj esemenarTa jejiHe KJace eKBUBAJICHIIHjE je:

. o n! .
|[ZH:|J‘JNZ|:MN"

Ha ocroBy Tora Moke ce orpaHUYUTH {-TU cabUpaK y CyMH:

= ¥ Lo J] A <icurt

[[]eCr J~i e€E(j)

0Baj M3pa3 ce moHaima Kao ogx(1) 3a cse t < [g] KaJia je k mapuo u cse t < [%] + 1 xkama je k

HeIlapHO. 3a HellapHO k ce MozxKe 3aK/BYYUTH Ja KaJda 1 — OO BazKH:

E/xden—H)
R

Morio 61 ce ona younTn ja 3a mapHo k BaxkKu cjaejeha jeHaKOCT:
E / x® dW, = E A(e) + o(1)
R > vell

[]eCk Ey L I~ e€E()
. k
[IukI0BH W3 OBe CyMe mMajy k Kopaka W IpoJa3e Kpo3 5 + 1 9BOpOBa, CBaKOM I‘paH](:M y
TaKO3BAHOM cKejier rpady mnposase 6ap asa myra (y Hexkom oj cmeposa). I'pad xoju nma 5 +1
TeMeHa 1 g UBHIA je cTabJj10, Ta je jacHo aa je ckeser rpad cradao. Ctabio He MOXKE CAIAPIKTH
[IUKJIOBE, OHJA IMKJI MPOJIA3W CBAKOM I'DAHOM TAaYHO JIBa MyTa, MO JeIHOM Y CBAKOM CMepy. Y
CYIIPOTHOM II0jaBHO OH ce IMUKJI y cKesieT rpady MITO je KOHTPAJIUKIIU]a Ca HPETIIOCTABKOM.

3a oueKkmBambe IIPOU3BOJIA OATrOBapajynux Mecra ImoJjasHe MaTpulle Baxku ciaeiehe:

E ] Ate) EHAAT = ] BEA@E)?=1

ecE(j) e€E!(j ecE'(j)

WckopucTram cMo J1a je moJia3Ha cIydajHa MaTpHIla CAMeTPUYIHA U Jia ¢y BaH TJIaBHe JiHjaroHasie
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He3aBHUCHE CIyYajHe BeJIUYWHE KOJUMa je JUCIep3uja jeTHaKa jeTaH.
W3 cBera oBora caenn:

1 1 n! 1
k W. = - - —
E/R"” W = g el iy o) = glGugnl +ell)

Caenehn aeo oBor jokasa je Ja ce IpeMa MPeTXOIHO JT0DHjeHOM Pe3y/aTaTy 3a MOMEHTEe BHIIEr
pesa 3a BuraepoBy moJIyKpyzKHY pactoiesy MOKazKe Ja OBAKO OIMUCAHUX ITHKJI0BA HMA C% . OBo
MOZKe JIa ce ypaJu aKO e UCKOPUCTe Tako3BaHu /MKOBU IyTeBH.

JukoB myr je mesobpojHa myrama y KoOOpAnHATHOM cucteMy (min rpady duja remena cy
O3HAYeHa) CACTOjH ce OJ] Kopaka Hampes (rope) win Ha3a (Jose) ain Tako Ja HAKAJ[ He y3HMa
HETaTHBHE BPEIHOCTH Tj. /3 He Uje ucnoj r-oce. Hapeare aBe jieme HAC JOBOJE /10 PE3Y/ITATA.

Jlema 1.3.1. Ilocmoju bujexuyuja kAaca eksusaseHyuje Koje npedcmasnajy nymese ysicure
2k na k + 1 ueopy u /luxosux nymesa.

Jloxas. Y cBaKOM KOpaKy jeTHOT O] IpeJCTaBHUKA KJiace eKBHBAJEHINje TIOCTOje B ONIHje:
1) Ja nmkiayc une y cuaenelie reme y kojem muje 6uo (to teme je ompeleno omrosapajyhiom
KJIACOM €KBUBAJICHIIH]e).

2) Ia ce Bpatu y Teme y KojeM je Beh 6Mo, 32 TO y CBAKOM TPEHYTKY MOCTOJU TAYHO jeJIaH
n300p.

OBe aBe ommuje 6u Morye ga ce o3Ha4de ca 1 m —1 y CBaKOM KOpaKy, a MOYHUEe Ce OJ HYyJIe.
[Iuk7 ce 3aBpIIaBa y HCTOM YBODY Y KOM je [OYe0 W CTATHO WJe 3a 10 jelaH Kopak (jacHo je
Ja je 6poj Kopaka 1eo 6poj).

Axo 6uCcMO 0J1 HyJle KpeHY/ I KOpakoM — 1, 3HAYWI0 O Ja TIOCTOjU UBUIA KOja BOJIU /10 HYJITOT
yBopa a Beh je npehena, To 6u 3HAUMIIO Jla TONMITO Ce YBEK 110JIa3U O/ HYJe TOCTOJU HMUKJIYC Y
ckesier rpady, a TO je KOHTPaAuKIja jep je ckesmer rpad crabdmo. Cama CMO OMUCATH KAKO Ce
y HEKOj KJIacH eKBHBaJeHIuje npTa oarosapajyhu /lukos myt. O0pHyTO, aKo HaM je naT /lukos
OyT, 3al0YMHEMO MUKIYC U3 TeMeHa 1, Kaja rox JIuKoB myT wjie Hampes y MUKJIYCY ce Uie J10
HerocehieHOT TeMeHa a Kaja /IMKOB MyT wie yHazaJ y MUKJIycy ce BpahamMo y TeMe y KOM CMO
Beh Ouyin. OBuMm je jiema j10Ka3aHa.

]

Cneneha Jstema rosopu 12 je 6poj lukoux myresa jennak KartamanoBom Opojy.
Jlema 1.3.2. Bpoj /[ukosux nymesa dyostcune 2k jednar je Cy.

Jloxas. Bpoj /lukoBux myTreBa my:kune 2k je ycTBapu Opoj 1eJ0OpOjHUX TyTeBa y KOOP/IU-
HaTHOM cucremy usmely tawaka M(0,0) u N(2k,0), rakBux jga #e uay ucmnof x-oce. CBux
1eJI00pojHuX MmyTeBa n3mely oBe JBe Tayke nMa (21<;> 0J1 oBOT Opoja Tpeba 0/1y3eTn CBe MyTeBe
Koju Hucy /lukoBu Tj. OHe KOju mjy mcroj x-oce. IlyreBu Koje Tpeba 0gy3eTH Cy IYyTEBH KOjH
ceky mpaBy y = —1. Jla Ou ce mpebpojanu OBH MYTEBU MOTY Ce MOCMATPATH U MYTEBU U3 CH-
merpuune tauke M’ tauku M y omHocy Ha mpaBy y = —1. O3HaunMo ca 17 CKyIl CBHX NMyTeBa
on, M no N koju ceky npaBy y = —1, a ca Ty ckyn cBux nyresa ox M'(—2,0) no N koju cexy
npaBy y = —1. Heka je S mpeceuna Tauka Heke 1esi00pojue myrame ox M 1o N ca mpaBom
y = —1, asm TakBa j1a joj je ancuuca Hajmama. Heka je cana t; myT ox M(0,0) 10 S, a ty oyt ox
S 1o N(2k,0). Heka je t, cumerpuyan oyt myTy ¢, y ognocy ua mpaBy y = —1. Cama ce Mmoxe
nedbunucatu dyuknuja g : Ty — Ty Ha ckyny cBuX nyTeBa og M mo N, Tako Ja 3a HEKH IIyT
t Baxku na je g(t) = ts Uty. OBako aedunncana dbynknmja je bujeknuja ma je jacao na je 6poj
nyresa o1 M(0,0) no N(2k,0) koju ceky npaBy y = —1 uctu xao 6poj nyresa og M'(—2,0) 1o
N koju cexy npaBy y = —1. A cBaku oj oBux myreBa of M’ 1o N uma k + 1 Kopak Ha rope
u k — 1 Kopak Ha JI0JIe 118 OBUX IyTeBa UMa YKYIIHO (szl) [Ipema Tome ykynan 6poj JIukoBux
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()2 - () -

W3 nocnenmme aBe JeMe MOYKe ce 3aKJBYIUTH /14 je OPOj KIaca eKBUBAJIEHIIH]e C§,§+1 je/lHaK

nyTeBa ay:KuHe 2k je:

]

Karasranosom 6pojy Cx. Ilpema crasy 1.3.1, y koM ¢y jare BpeHOCTH MOMEHATA BHIIEr Peja
2

BuraepoBe MOIyKpyKHe pacmojesne, MoxKe e 3aK/byUUTH J1a OUeKHBAHU MOMEHTH eMIUPHjCKe

cuekTpaJine pacrojesne W, KoHBeprupajy ka MOMEHTHMa BUTrHEpoBe MOJIyKpYKHE Pacrojesie

W To ject Baxmn:
/xden%/xde
R R

Caga hemo kopucrehu OBy HpPeTHOCTaBKY, YUIHCHUILY Jia IyCTHHA pacuojgesie 3a W nma
KOMITAKTaH HOCAY U JIeBHjeBy TeopemMy MOKYIIATH Jia JOKAYKeMO KOHBEPIEHIN]Y Y PACIOJIEIH.

Heka je [—M, M| unrepsan xoju je najckyn ox [—1,1], 6 > 0 u f : R — R Henpexujna
u orpanndena dyukiuja. [Ipema BajepmrpacoBoj Teopemu o ampokcuManuju GpyHKIHje IOo-
JIMHOMOM 3a orpanudeny u Hernpekugny dyukiujy f : R — R mocroju nosunom Ps tako ja
BaKU:

sup [ f(x) — Bs(x)] <0

[7M7M}
[TocmaTpajmo caenehu u3pas:
/de /de’ ) d(W, — W)'+25+‘/ (F(x) — Py(x)) dW,| +
[— M, M]e
T
[ MM]°

[Ipema npernocraBiin 0 KOHBEPIrEeHIMJU MOMEHATA 1IPBU cabupak TexKu HyJiu, a Tpehu cabupak
ce MOXK€ OrpaHUYUTH Ha cjejehn HaduH:

| IR )

[Ipu wemy je p crenen mosmuoma Ps, ¢ € N u C' peanan 6poj.
Jasbe BayKu:

limsup‘/ — Ps(x))
n—00 [-M,M]¢

Y nocjejme JiBe HejeHAaKOCTU 1PBO je uckopucheHo ja ojrosBapajyhum momenTu paciojiesie
W, kouBeprupajy ka MOMeHTUMa pactozesne W, a 3aTuMm Ja je Hocad I'yCTHHE paciojelie Koja
onropapa W wmatepsan [—1,1]. Ananorno tpehem MOxKe ce OrpaHWYUTH W Y€TBPTH cabupak
OCMATPAHOr U3pasa.

| < C’/ 2P dW,, < O-M‘q/ || P+ aw,
[-M,M]e R

W] < O.M—q/ || P+ W < C - M1
R

Kax g — oo a 0 — 0 mobujamo 3a cBaky orpanudeny, Henpekuany dbysknujy f ciaegehy

KOHBEPTEHIN]Y WHTErPAIa;
/ f(2) dW, - / f(x) dW
R R

CaJ1 MOKeMO UCKOPUCTUTH JIeBujeBy TeopeMy, aKO HU3 KapaKTePUCTHIHUX (PYHKIHja HA3A
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CAYYAJHUX TPOMEH/bUBUX KOHBEPTHPA Ka KapPaKTEepUCTHIHO] (DYHKIMJU Apyre CAydajHe HMpo-
MEHJbUBE BaykKW JIa Ta] HU3 KOHBEPTHUPA y PACIIOJIeJN Ka TOj CJAydajHOj TPOMEH/bUBO], TO jecT Y

HAIeM CJyYajy ako BayKw:
/ W qw, — / W aw
R R

OH/IA HHU3 CJYyYajHUX IIPOMEH/bUBHUX W, KOHBeprupa y pacioien Ka CJaydajHO] HPOMEeH/bHBO)]
W. llperxoHo pa3zMaTparbe HaM MOoKa3yje Jla TO BaXKu 3a OIPaHUYeHy U HeIPEeKuIHY (OyHKIU]Y
aJTI OBaj U3pa3 je eKBUBaJEHTAH cjejaehiuM u3pasuma:

/ e AW, — / e AW &
R R

<:>/cos(th) dWw, —>/cos(tW) dW/\/SiIl(th) dW,, — /sin(tW) dW
R R R R

A mosHaTO je ga cy CHHYC W KOCHHYC HEMpPEKHIHE W OrpaHndeHe (pYyHKIFje 1a ¢e MOTY MpuMe-
HUTH OPETXOTHA pa3MaTpamba.

Jobuin cMo J1a HUA3 ciaydajHuux npoMersbusux W, kKoneprupa y pacunogesnn ka W, koja uma
BuruepoBy pacmnomeny.

OBuM je 3aBpIleH I0KA3 je/IHE OJ HAjOMTHUjUX TeopeMa u3 00JIaCTH CAyUIajHIX MATPHUIIA.
IIpro hemo pazjacHUTH KaKo Cce OHA MOYKE NMPUMEHHBATH Ha CaydajHe rpadose, a 3aTuMm y
HApeTHOM TIO/I0/Ie/bKY HaBECTH HeKa FheHa YHalpehema.

O6jammeme: Heka je mara marpuna A(G) Koja mpejacTaB/ba MATPUIYY CYCEICTBA HEKOT
rpada. Ha modeTky oBor morsiasba ¢MO BUIEIH /14 CY eHU eJIeMEHTH CIyYajHe TPOMEHHUBEe
KOje y3UMajy BPeIHOCTH HyJa WM jeJlaH U KOJUMa je OYeKHBarbe % a JIICuep3nja 71;- Op ose
MaTpHIE ce MOXKe H00uTH MaTpuna A Koja 3amoBosbaBa gedunnnnjy Buraepopor ancambia u

Ha KOjy ce MOKe IIPUMEHUTH OBJe JiokaszaHa Burmeposa Teopema Ha cienehu nadum:
A=2A(G)—-J

EnemenTu BaH ri1aBHe nujaronase he mmaru oueknBambe 0 u nucnepsujy 1. Ha aujaronasnu cy cse
—1, anm u To Takohe He peMeTu nedWHUIN]Y U npuMery Teopeme. [Ipema Tome on Burnepose
caydajHe MaTpHIlEe MOXKe ce TOOUTHU CaydajHa MaTpHUlla Koja je MaTPHUIA CYyCceICTBa HEKOT Tpada
Ha caegehn HaYuH:

1
2

Csa Jiocajianima pa3MaTpaiba Be3aHa 3a pacliojiesie COCTBEHUX BPEJIHOCTH C€ MOTY IIpPUMe-
uutn na Marpuiy A(G) 3aTo mro caga Moxkemo npuMenutu jgemy 1.2.1 ma matpuny A+ J, jep
je maTpura J paHra jenaH.

[Tomrro rope jecburucano N, mpejcraB/ba OPOj COICTBEHUX BPEJIHOCTH CJyUajHEe MaTpHIle
HA HEKOM WHTepBaJIy Jema ce MOxKe JaupeKTHo mpumMeHunTu. /lobuwja ce na je pasiamka Opoja

AG) = =(A+J)

COTICTBEHUX BPETHOCTH MATPUIIE §(A + J) u marpure A 10 ancoayTHO] BPEIHOCTH Marha WIH

jeIHaka oJ jeJaH Ha CBAaKOM HMHTepBaay. EMIOUpHjCKY CHEeKTpaIHy IUCTPUOYIH]Y 100HjaMo

Kao —- T1a KaJl N Texku OeCKOHaYHOCH MOJKe Ce 3aKJbyUUTH Ja COTCTBeHe BPEeIHOCTH MaTpHIA
n
A 1 . . .
T ubB = TA(G) nMajy ucty muctpudynujy. Iloctoje m apyre meTofie mOKa3MBama OBOT
n n

Burneposor pesysrrara (Bugern [56] u [14]).
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1.3.2 HampeaHuju pe3yJTaTu O CJAyYajHUM MaTpuUIiaMa

Cana hemo HaBecTH HeKe Haj3HAUAjHU]e PE3YITATe U3 OBe 0OJACTH KOjU Cy JOOUjeHU TMOce
Buruepose Teopeme.
V. Tpenanjep® je y pauy [25] nokazao ja upu ycjaosuma Burnepose Teopeme Baxku jga W, ()
KOHBeprupa y sepoparHohn xka W (x).
JI. Apronn® y [3] je mokazao cienely Teopemy.

Teopema 1.3.6. Heka je dama cAy4ajHa cumMempuaHa Mampuya, 4ujl eAeMeHmy 8aH 2A06HE
dujazonane umajy ucmy Gynryujy pacnodese F, a Ha 2406107 OUJA20HAAU CAYUATHE NPOMEHHUBE
Koje umajy Pyrkyujy pacnodese G.

1. Axo saorcu / 2 dG < oo, / 2t dF < oo u / x dF =0, mada emnupujcka ducmpu-
R R R

byyuona dynkyujae pacnodese W, (x) xonsepeupa y seposammuohu xa W(x).

2. Axo jow 6&9+CU/

' dG < 0o u / 2°dF < oo mada W,,(x) woneepaupa ckopo cuzypho
R
xa W(zx).

R

Hapesnna nBa pesyiarara u3 paja [24] roope Ham o moHarmamy Hajsehe concTBeHe BpeIHOCTH
aJI U JIpyre CHHTYJIapHe BPEIHOCTH CJIy4YajHe MaTpPHILE.

Teopema 1.3.7. Hexka je dama cayuajna k6adpamma mampuya OumMeH3uje n maxo 0a cy 361 > j
CAYHATHE BEAUNUHE (;j HE3ABUCHE (HUje HEONTOOHO 04 UMAY UCTY PAcnodeny) U a;; = G;j U HEKa
ClY COU eNCMEHMU MAMPUUE 02PAHUNERY HEKUM pearnum bpojem T. Jlawe, nexa eaemenmu ear
2na6He QUja2OHANE UMAJY UCTNO MAMEMAMUYKD 0MEKUGAIbe (1 U OUCTIEP3UTY 02, 0 30 eACMEHMe
na 2na6noj oujazonasu Eay; = v, npu vemy cy T, i, 0% u v dukcuparu peasnu 6pojecu. Axo je
@ > 0, ducmpubyuyujo Hajeehe concmeene 8pednocmu ce MoHce aNPOKCUMUPAMU HOPMAAHOM
pacnodeaom ca ovexusarwem (n— )y + v+ "72 u ducnepaujom 202

3a ocmane concmeene spednocmu, ca eeposammoiom koja mesicu 1 sastcu:

max I\i| < 20/ + O(n Inn)

OBo Ha Kpajy je mo0po OrpaHmYerhe O03r0 3a APYTY CHHTYIApPHY BPETHOCT CAydajHe Ma-
Tpure. AyTopu Takohe HaBoje /1a Ta BPEeTHOCT HE MOKe OMTH MHOIO Makba Ol OBe Ca JIeCHe
cTpaHe HejeIHAKOCTH.

Teopema 1.3.8. Ilod ycaosuma npemzodne meopeme y cayuwajy xada je i = 0, ca eeposam-
HOROM K0Ja Medcy jedar 6axtcu:

,l
max I\i| = 20v/n + O(n3 Inn)

OBU HaBeJleHW Pe3yJITaTH CY KaCHUje MYHO IIyTa MUTUPAHM.

8Vnd Ipenangep (1923-2016), mBeacku MaTeMaTHdap KOju ce 6aBHO HajBHIEe TEOPHjOM BepoBaTHOhe u
MATEMATHIKOM CTATHCTUKOM.
9 JTynsur Apnony (1937), nemauku npodecop BeposarHohe U CTATHCTUKE.
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['JIABA 2

MAKCHUMAJIHA AETEPMUHAHTA U
OIITUMAJIHN JIN3AJHU

2.1 ApmamapoBe MaTpuiie

Hedbunnumnuja 2.1.1. 3a xeadpamny mampuuy H, dumensuje n, wuju cy ceu esemenmu 1
uau —1 xasrcemo da je Adamaposa mampuua axo eaxcu H - HY = nl.

MmuozkemeM HeKe BpcTe Win KosoHe Anamapose marpuie ca —1 mobuja ce takohe Amama-
poBa marpura. [lobune cy mme 1o dyBeHoM dpanmyckom MareMatnuapy 2Kaky Camomonry
Anamapy (1865-1963) koju je octaBuo JayGOK Tpar OCHM Y MATPHUYHHOM padyHy (rjie je
O3HAT [0 XUIOTE3HW O KO0jo] he Guru peunm kacHuje) n y audepeHImujagnoj reoMeTpuju, Teo-
puju OpojeBa, TEOPUjH KOMILIEKCHUX (DYHKIIHja, TAPIKjaJTHIM JudepeHInjaTHuM jeJHATNHAMA.

Hedbuanmnuja 2.1.2. Adamaposa mampuuya je epaduura axo je Cumempuina u ca
KoHCmanmmom dujazonarom. 3a Adamaposy mampuuy xascemo 0a je pe2yaapHa axo joj
gpeme U KoAOHE UMY jednare cyme.

Ba AjaMapoBy MaTpHIly KaxkeMO Ja je HOPMAaJH30BaHA aKO jOj IpBa BPCTa U IIPBaA
KOJIOHA, CaJIpyKe CBe jeIMHUTIE.

Cras 2.1.1. Csaxa nopmanuzosara Adamaposa mampuya peda 4n y céaxoj epemu (Koronu)
ocuM nPeoj cadpotcu mauHo 2n jedunuua u 2n munyc jedunuya. Taxohe, n munyc jeduruya y
C6aKO0J 8pCMU (KOAOHU) CE NOKAGNATY Y CMUCAY NOZUULIA 4 N MUKYC jedUHUYA Y C8aK0] Opy2o]
epemu (Koaonu,).

Yysena AmgamMapoBa XHUIOTe3a Koja je MOCTaB/heHa KpajeMm 19. Beka ryiacu: 3a CBaKu IIpH-
pogaH 6poj n mocroju AgamapoBa MaTpumna pena 4n.
Muorun MmaremMaTudapu Cy MOKyIaBaJin ja MOTBP/IAE OBY XUIIOTE3Y WM J1a je 000ope ajau joIl YBeK
HUKOMe TO HHuje nonwuio 3a pykoM. Pejmon Ilejsn, nosnaru enrsiecku marematudap je 1933. ro-
JIMHE OTKPHO MeTOIy KOja KOHCTpyHIIe AnamMapoBe MaTpuie peaa p+ 1 rie je p mpoct 6poj Koju
npu Jebemy ca 4 maje octarak Tpu. Takohe je ocMmumenmo MeTon KOHCTpYKIje AaMapoBe Ma-
tpurie peaa 2(p+ 1), rae je p mpocr 6poj Koju gaje ocrarak 1 npu Jebemy ca 4. Y HOBHje Bpeme
2005. romuHe 1Ba WpAHCKAa MaTeMaTHdapa cy y paay [35] KoHcTpymcanmn AgamMapoBy MaTpHILY
pena 428. Y mopen Tora mro ce mpobeMoM KOHCTPYKIHje ATaMapOBHX MATPHUIEA PA3JIAIUTOD
pena 6aBHIO MHOTO MaTeMaTHYapa, jOII YBEeK HHCY KOHCTpYyCHHe AJaMapoBe MaTpHIE pena:
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668,716, 892,1004, 1132, 1244... u Tako nasbe. Takohe BeoMa KOMILTEKCHO IUTAILE HPEICTABbA
U KOJTMKO MMa PA3InduTuX AJaMapoBHX MATPUIA HEKOT Peja.

Hedbununnuja 2.1.3. Hexa je H peeynrapna epaguura Adamaposa mampuya ca cymom Yy
sepcmama | u cymom na dujazonaity, m Kastcemo da je ona no3umuernoz muna ako je ml >0, a
Hezamusroz muna axo je ml < 0.

Teopema 2.1.1. Axo nocmoju peeyarapra 2paduura Adamaposa mampuya peda n NoO3UMUCHO2
UAU He2amusHoz muna mada nocmoju Adamaposa mampuuya peda 4n oba muna.

Maremarraapu cy HaJ1a3uiu pa3He HAUYWHE [ KOHCTpyuity AgamapoBe matpuiie opehenor
peJa. JejaH o HauuHa Jia ce KoHcrpyulle AjlaMapoba MaTpulia Buier pejia je Kponekeposal
KOHCTPYKIIH]a.

Teopema 2.1.2. Axo umamo dse Adamapose mampuye H; peda m u Hs peda m ownda je u
rwuzos dupexmnu (Kponexepos) npouseod maxohe Adamaposa mampuya, a rwena dumensuja je
m - n.

Kponekepos i gupekTHu npousBoj matpuna H; ® Hsy je marpuia Koja ce jobuja KaJ ce
CBaku eJieMeHT maTrpuie H; momHoXKKu MaTpunoMm Ho.

Hedbunumnuja 2.1.4. 3a peeyrapny Adamaposy mampuny kaxcemo da je Bywosoz muna axo
jen =12 u nodewena je y 1> 6aoxosa dumensuje | x 1. JTujazonarnu 6aokosu cy mampuue J, a
OHU KOJU HUCY HA QUJG2OHAAU UMY 30UpP 8PCMA U KOAOHA JEOHAK HYAU.

Bnadajan je AjaMapoB pe3yaTaT Be3aH 3a MAKCHMAJIHE BPEJIHOCTH KOje MOTY Jia JIOCTUTHY
JleTepMUHAHTE MaTpHIIE.

Teopema 2.1.3. Hexa je A xeadpamma mampuuya u HeKa CY CEU eACMEHMU 02PAHUMEHU TT].
la;;j| < b mada je
det(A) < b"n2

ITpumenom oBe TeopeMe Ha MaTpuile Koje cajapku camo —1 u 1 j00uja ce HapeHA TOC/e-
JTUTIA.

IMocaeauua 2.1.1. Heka je A keadpamma mampuya peda n wuju cy ceu esemenmu —1 uau 1,
mada 8astcu:

det(A) < n>

Crieneha Teopema jjaje ropme OrpaHIIehe 38 BPEIHOCTH AETePMUHAHTE MATPHUIE CYCeICTBA
caydajHor rpada, To jecT m3padyHaTa je KOHKPeTHa BPeJIHOCT napamMerpa b 3a oBe maTpuiie.

Teopema 2.1.4. Heka je A mampuua cycedemsa cayuajioz 2pada ca n memena t € NPouU3eoHaH
peasar no3umuear, 6poj, mada ckopo cuypro easicu caedeha nejednarocm:

1+e\" .
det(A) < 2
e<>_(¢4—€)n

[IpeTxoama TeopeMa je AupeKkTHA mocjeauna reopeMe 3.4.1 Koja je bopMmysincana u JoKa3aHa
y osesbky 3.4, a pesyarar je u3 paja [41].

! Teononn Kponexep (1823-1891), nemauku maremaruuap, yuenuk Jupuxiea u Kymepa.
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Teopema 2.1.5. Bpedrocm demepmunanme Adamapose mampuuye peda n je: det H = nz u mo
je majeeha epednocm demepmunarme mampuye wuju cy eaemenmu u3 ckyna [—1,1].

3a gBe Marpuie KaxkemMo Ja cy H eKBHBaJIeHTHe aKO Ce jeJIHa OJ JIpyre MoxKe TOOUTH
3aMEHOM BpCTa WJIM KOJIOHA MJIM MHOXKEHhEeM BpCTe WM KoJoHe ca —1.
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2.2 EJaemeHTH Teopuje onTUMAJIHUX AN3ajHA

Pa3Boj nayke, mocebHo NpupoOIHUX HayKa-(pU3UKe, OMOJIOrUje H XeMHUje, 3aXTeBa U3BOherbe
MHOI'0 eKCIIepHMeHaTa. 3a TaKaB BHJ HAyYHOI HCTPAKHUBaIba IOHEKAJ] CYy HOTpeOHA BEJIUKA
dbuHAHCH]CKA CPEeJCTBA, aJId U MHOTO BpeMeHa 300T BeJIUKOr Opoja MoHaB/barba. MaTreMaTudka
CTATUCTHKA OBJIE CJYXKH Jla Ce ca IIITO MambhuM OpojeM Mepera J100Hje pe3y/irar Koju ce MOzKe
cMaTpaTH BauAHUM. Kpajibll 1U/b je UM3BPIIUTH €KCIIEPUMEHT IIITO ONTUMAIHU]E U IITO CE THYE
BpeMeHa U (hUHAHCHJCKUX CPeJICTaBa, a Jjia Oy/ly IIPUXBAT/bUBU PE3YATATH. Y OBOM IIOIVIABJbY
heMo ce 6GaBUTH MaTEeMAaTHIKHM allapaToOM KOjH je O/l KOPUCTH Yy OBAKBHUM CHTYAIlHjaMa.

ExcrnepumanTa/iny perpecuony JU3ajH je jeJiHa O/l HOBUjUX I'paHa MaTeMaTUYKe CTATUCTUKE
Koja ce yOp3aHo pasBuja u umuje cy npumene cse Behe. IIpBu pesyararu u3 ope obiacTu
objaB/beHU Cy KpajeM IeaeceTnxX roAnHa, MPOILIOr BeKa.

Tpeba xkpeumpaTu MaTeMaTHIKH MOJeJ KOju MoMohy cumboja Hajdo/be OIHMCYje CBOjCTBA
U 3aBUCHOCT ojipeheHuX 10jaBa y CTBApPHUM YCJOBUMa e€KcllepuMeHTa. Beoma decro ce Ty
M0jaB/byje 3aBUCHOCT HEKUX BEJTMYMHA TTOCEOHO IPUINKOM TOjeIMHUX XEMUJCKUX PEAKITUja, KaJl
KPajibu MPOAYKT 3aBUCH OJT MOYETHUX peareHaca aju W O TeMIeparype, NPUTHCKA U JIPYTHUX
dusnukux Benmuuwna. Te uU3MIKe BeTUINHe Cy HEKe MPOMEHJbUBE W Y OIMIITEM CJIYYajy EHX
UMa 7 1A ce MOTY OMHUCATH BEKTOPOM ca N KOPJWHATA W TaKO 3a CBAKO Mepeme. [N-TUMeH3MOH!
HPOCTOP Y KOME je OBaKaB BEKTOp Jie(DUHUCAH 30BE Ce IPOCTOP KOHTPOJIHUX HPOMEH/bUBUX.
CKym CBUX TadaKa OBOT TPOCTOPA V¥ KOjuMa cy MOryha Meperma IPUIHKOM HEKOT eKCIIePUMEHTa
30Be ce eKCIepPUMEHTAJHN JOMEeH 1 O3HadaBa ce ca X.

3a MoJenupame OBAKBUX eKCIepuMeHaTa HajOO/bH je BUIIeIMMEH3NOHU PErPeCHOHH MOJe
ca m HeNMO3HATUX TapaMeTapa O KoMme he OuTH Buile pedn KacHuje. YecTo je 3amarak jga ce
OIlCHU jeJIaH WJIM BUIIE HEIO3HATHUX HapaMeTrapa U3 Heke nomysamuje. To ce paju Tako IITo ce
u3 Te BeJUKe TOMyJaluje Ha CAydajaH HaduH Oupa y3opak o m upoMenspuBux. CKym ox m
HE3aBHCHUX CIIYYajHUX MPOMEH/bUBUX Ca UCTOM PACIOIe]I0M HA3UBa ce MPOCT CIAyUYajaH y30pak
obuMa m u3 Te pacuojene. Baxkuo je ma Taj y3opak Oyle Tako ogabpaH JIa ce Ha OCHOBY Ibera
MOTY JOHOCHTH 3aKJBYUIIU O TEJI0] MOMYIAINjH, TAKO3BAHN PEIPE3eHTATUBHU Y30PAaK.

[Ipunukom orene mapamerapa CJIy4ajHOr Yy30pKa y MaTeMaTWdKO] CTATUCTHIN BayKHU CY
ciaegehn mojmoBu Koje ypoaumo gaedunnmnujama. [lokes/bHO je jga Hala oleHa WMa Ta CBOjCTBA
KaKo OH C/IydajHH y30paK OMO pelpe3eHTaTHBAH.

Jedununuja 2.2.1. Ouena 6 nexoz nenozwamoz napamempa 0 je HENPUCMPACHE UAU
yenmpupana axo je E(0) = 6.

Ouena 0  wexoz mnenoswamoz napamempa 0 je  ACUMIIMOMCKU — UEHMPUPAHG — GKO
E#) — 0,n — oo.

3a oueny ¢ Koja HHUje HENPUCTPACHA KaxkKeMO la je IPHCTPAacHA, BEJIMYMHA KOoja MepHu
npuctpacuoct je E(0') — 6.

[TomTo onemyjeMo HeKe caydajHe BeJIUYUHE BaXKHO je jia ce ca noehamem obuma y3opka

CMamyje OCTyIalke M3MepeHe BPeJTHOCTH Te CIy4dajHe BeJUUHHEe OJ] OUYeKHBaHe. 3a OBO HaAM
CJIY2KH TTOCTOjAHOCT WJIN CTAOWTHOCT OIleHe.
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. !/ .
Hedbunnnumja 2.2.2. Henpucmpacha ouena 0 nexoe nenodnamoz napamempa 6 je cmabuira
UAU MOCMOJAHE K0 Koneepaupa Y eeposammuohyu xa 0 mj. axo eastcu:

lim P(|f" — 6] >¢)=0

n—o0

[TocmaTpajmo BHIlleTIMEH3UOHU JTUHEAPHU PErPecHoHn Mojes jgar ciegehoMm dpopmyiom
Y =X0+¢,

npu deMy je © mHemo3HaTu mapamerap Koju Tpeba sa ce oneHu. AJm y OBOM CJIy4ajy TO je
BEKTOp ca m KoopjauHaTa. Marpuma X je y ommreM cJIydajy MaTpHIla ca 1 BpcTa M m KOJOHA
3a KOjy ce MPEeTIOCTaB/ha JIa je HeHeraTuBHO JeDUHUTHA, £, j€ N-TIAMEH3UOHH BEKTOP KOJIOHA
KOjU TpeJCcTaB/ba CiydajHy rpemky. Kpaaparuna marpuna [Al,«, je HeHerarusHO neduHHTHA
aKO 3a CBAKW BEKTOD KOJIOHA T Baxku 1a je x! Ax > 0.

Y JaToM BHIIEIMMEH3MOHOM PErpecuOHOM MOJENY ce IIPETIOCTaB/ba Ja CY OYEKHUBAIba
FEe; = 0mn Eegie; = 03a4,7 = 1,2,3,...,n, OCUM TOra IpeTHOCTaB/ba Ce U Ja BaxKMU CBOjCTBO
XOMOCKEJACTUIHOCT Tj. jeHakocT qucnepsnja De; = 02 3a 1 = 1,2, 3...,n. Kaga ce onemyje na-
pamerap © 1u/b je Ja caydajHa rpemka Oyje mTo Mama Tj. 1a &, = Y — X O Oyne MUHIMAJIHO.
OrneHnMoO HeIo3HATH mapaMerap © MeTOJ0M HajMamux KBajapaTa. MeTos HajMamuX KBajpa-
Ta y ONIITEM CJAy4ajy HoApa3yMeBa Jia je pas3juka m3Mely cTBaApHUX BPEIHOCTU U MU3MEPEHUX
BPEJIHOCTH ITO Mamba. [IpuMeTnMo J1a MOIITOo je € BEeKTOp KOJIOHA BaXKH:

T 2 2 2

[Tpema Tome Tpeba onenutu napamerap © tako ja je (Y — XO)T - (Y — XO) munumasuo.
3a 0BaKkBy OLEHy TOTPeOHM Cy HAM OCHOBHH CTABOBU m3 JaudppeHnuparba Marpuna. Ha osom
MeCTY HABOJMMO HEKOJIMKO THX CTaBoBa 6e3 JIoKa3a.

Cras 2.2.1. Hexa je A mampuya dumenaduje m X n mada 6axicu:

0A — 0Ay,
ot ot

CraB 2.2.2. Heka je a n-dumen3uonu eexmop koaona u A mampuya dumensuje m X n maoda
8aHCU:

O0Aa
T
Oa

CraB 2.2.3. Heka je A mampuuya dumensuje n X n Koja uma nosumueHy JemepmuHaHmy,

mada 8axHcU: O(1n det A) 94
ndetA) 1 (94
a4 ( ot >

CraB 2.2.4. Hexa je o n-dumensuonu sekmop kosona u A mampuua dumensuje n X n maoda
8aCIU:
da’ Aa
foJe!

W3 oBor craBa jacHo cjejan HapeHa MOC/IeIrIa.

= ol (A+ AT)

IMocaemuna 2.2.1. Heka je o n-dumensuonu eexmop koaowa u A cumempuuna mampuuya
dumenauje n X n mada 6axtcu:
oo’ Aa

o.T
90 =2a" A
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Oznaunmo ca S HyHKIHOHAT Ynju MUHUMYM he OUTH OlleHa HAIIer mapamerpa O.

S=Y-X0) (Y -X0)=Y"-e"X"). (Y - XO)
=YY -Y'Xx0 -0"X"Y + 0"X"X0
ITpumernmo na je Tpehu cabupak ycrBapu peajan Opoj:

@T . XT

Ixm mxn

Yo

[Tomrro je peasan Opoj, onepaliija TPAHCIIOHOBAMKA I'a HE Mermba:
O©T'X'Y)'=v'xe

Matpuna X7 X je cumerpudna ma mpeMa TOMe BazKH:

S
— =YX -YTX 4+20TXTX
90 +

I/ISje,ZLHa‘{I/IMO Cala U3BOM Ca HYJIOM:
—2YTX +207XTX =0
2YTX =20"X"TX
o =vTx(xxh)-!
0= (XxX"X)")"'XY
O =(X"X)'XTy

[Iposepumo cajia Jia je oBa OleHa HEIPUCTPACHA!

E©)=EB(X"X)'XTY) = B(X Y X")'XT(X0 +¢))
= X 'XE(©O)+ X 'E(c) = E(©)

OBuM je mokazaHo jga je gobujena omena Hempucrpacna. Cieneha TeopeMa ce cMaTpa BeoMma
BayKHUM PE3yJITATOM y MAaTeMaTH4KOj CTATUCTUIIM U 1O3HATA je Kao Teopema [ayc-Mapkosa.
Pezysitar oBe Teopeme mMa BeJUKY IPUMEHY Yy TEOPUjH ONTUMAJIHUX JAU3ajHA, O KOjo] he Outm
pedn KacHHje.

Teopema 2.2.1 (Teopema I'ayc-Mapkosa). 00 c6ur AUHEGPHUT HENPUCTMPACHUL OUEHA 30 Na-
pamemap © Yy AUHEAPHOM PEPECUOHOM MOOJEAY, HAJMAY JUCTEPIUJY UMa oueHa dobujera me-
Modom HAJMAUT K6adpama.

Jokas. V3padynajMo LpBo aucuepsujy 3a 106ujeny omeny O, Kojy ¢MO S0GUIH METOLOM
HAJMABIX KBAJAparTa, a 3aTHM MOKAKUMO J1a HU jefHa APyra JUHeapHA HEeNPUCTPACHA, OIEeHA
HEMa Mamby JIUCIEeP3u]y.

DO = D(XTX)'XTY) = (XT"X)"'XTD(Y)(XTX)"'xT)T
— Xfl(XT)leTO_QEX«XTX)leT)T — 0_2<X71X((XTX)T)71>
= D(O) =c*(XTX)!
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IIpn veMy cMO MCKOPUCTHIN UNHECHUILY J1a je:
D(Y)=D(XO +¢,) = D(XO)+ D(g,) = 0’ EX

Hexka je cama ©; = GTX + ©' Heka npyra JuHeapHa HEMPHCTPACHA OIEHa TapaMeTpa O, mpu
gemy je GTX = 0 u G meneraTusHO AeDUHATHA MATPHIA.
N3pauyHnajmo cajga AucCHep3njy OBe OlleHe:

D(©)) = D(G'Y +©) = D(GTY + (XTX)"'XTY)

= D((GT + (XTX)7' XT)Y)
= (GT+ (XTX) XD eov(V)(GT + (XTX)"1xT)T
= (GT+(XTX)'XT)?’EX(G+ X(XTX)™)
=(GTG+GTX(XTX) '+ (XTX) ' XTG + X (XD XTx X H(xT)™)
=o’GTG+ A XTX) ™ =0*GTG + @

[Tomto je G memerarwsno fedunutna ouja je u GTG memeraTwsHO nebUHNTHA MATPHUIA 113
npeMa ToMe JAclep3uja 3a oneHy O; je Beha Hero aucmepsuja 3a oreHy O, mTo je u Tpedasso
JIOKA3ATH.

]

[Iutame on WHTEpeca je OAPEIUTH W AOY I'PAHUILY JUCIEP3Hje CBUX HEIIPHCTPACHUX OIle-
na. Oxrosop Ha 0BO muTame gaje ciaenehia Teopema Pao-Kpamepa. Heka je f(z,0) dynkumja
BEPOJIOCTOJHOCTH, 03HAYNMO ca [(z, 0) wen npuponnu jsoraputam 1j. [(x,0) = In(f(x,0)).

Teopema 2.2.2. Hewa je dynxuuja l(z,0) dea nyma dudepenyujabuina u nexa je 6 nenpu-
CMPAcHa OUueHa Henosnamoz napamempa 6, sa rweny ducnepsujy sascu credeha nejednarxocm:

/ 1

D) > -
(0]

[TocmaTpajmo cajia TOHOBO BUIITEIMMEH3UOHN PETPECUOHH MO/IENT:

E

Y =XO+¢,

O3HaunMo BeKTOpe KoJioHa marpuiie X Ha caeaehn HATIHH:

S = (filx), folwi), fa(@i), s frn(2)

Ha oBoMm MecTy yBOAMMO HojaM Jgu3ajHa &, Koju je mpsu yseo Kuedep y pary [36] uz 1959.
rojgunae. AKo je £ HePEeKUIHU WU AIPOKCHUMATHBHU JU3AjH 3& BHIIEIUMEH3NOHH PErPECUOHU
MOJIes1, Jie(PUMHUCAH Y KOHAYHO MHOI'O Ta4aKa T1, T, ...Lp, U3 €KCIIEPUMAHTAJIHOL JIOMEHa X, 33
CBaKy TAYKy I; BazKH:

f(l'l) = Di, Pi > O,Z = 1, 2, ., n

IIpH 9eMy je:

Zpi =1
i=1
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ATpOKCUMaTHBHI JU3ajH MOXKEMO MOCMATPATH KAO PACIOAeNy BepoBaTHONA HA KOHAYHOM IMPO-
cropy BepoBaraoha. Marpuiy Kopesanuje 3a cjydajHe BeJUYuHEe Y; 30BEMO JIMCIEP3UOHA Ma-
rpuna. Creneha marpuna M ce 30Be nHMOPMAIMOHA MAaTPUIIA 38 AU3ajH &:

M(f) = szf(xz)fT(xz)

Marpure oBor obiuka ce decto y jureparypu 30By u Purnepose nHGOPMAIIOHE MATPHUIIE.
Ibene quMensuje cy m X m U OHa je HHBep3 JUcIep3uoHe MaTpuie Tj. Baxu D = M~'. Ma-
tputia M je Takohe HeHeraTupHO JeduHnTHA. CBH ONTUMATHU JAU3ajHU Cy YCTBapu (PYHKIH]je
Koje 3aBuce o uHdopMalnuone n gucnep3uone marpune. Cieneha teopema HaMm jaje OCHOBHA
cBOjCTBa MHQOPMAIMOHE MATPHIIE.

Teopema 2.2.3. Unpopmayuona mampuya 36 Heku dudajn & je mMampuya 00AuKa:

M) = Zpifm)fT(xi)

2de je
Sn=1
i=1
1
un < [%} + 1 u 3a wy sasrce caedeha ceojecmear

1. Oma je nosumusro dehpurumma.

2. Ykoauro cnexmap dusajua £ cadpoicu mare 00 m mauara (npu wemy je m 6poj nenosna-
MUT Napamemapa) 0emepmMuHaHma 06 MAMPUYE je jeOHaKa HYAU.

3. Ckyn ceux uH@OPMAUUOHUT MAMPULG J€ KOHBEKCAH CKYN.

Creneha BenmunHa je aucrneps3nja jeaHe JuHeapHe KOMOWHAIMjE Y BHINEIMMEH3HOHOM pe-
I'PECUOHOM MOJIEY:

T ~1
d(z,§) = f* (2) M~ (§) f(x)
[TocToju BuIIe BpcTa ONTUMAJIHUX JIU3aJHA U CBU Cy HeKa (PYHKIUja MH(POPMALUOHE MATPUIIE.
OBOM TIPUINKOM UX HABOIUMO:
1. D-onTuMajHn Iu3ajE MHHAMHI3Yje JeTepMHHAHTyY Marpuie M L.
2. A-onTEMaJHE IU3ajH MEUHIME3Yje Tpar Marpuie M L.

3. G-onruMasHu JAu3ajH MUHUMEA3Yje MakcuMmyMm d(z, £), oBaj Au3ajH je y JuTeparypu mMo3HaT
" Ka0 MUH-MAaKC JU3ajH.

4. F-onTuMajHu JU3ajH MAKCUMHU3Yje MUHUMAJIHY COIICTBEHY BPEJIHOCT MH(OPMAIMOHE Ma-
TpHIe.

5. T-ontuMasHu JU3ajH MUHEMHU3Yje Tpar uH(opMaIuoHe MaTpuIe.
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3a moka3 Hekor oJ uayhux Tephema ouhe HaMm morpebHa caegeha iema u3 JuHeapHe ajareope
KOjY HABOJUMO Ca JIOKA30M.

Jlema 2.2.1. Hekxa cy A u B keadpamne mampuue Koje cy nosumusHo depunummne u Hexa je
a peasar, 6poj makas da o € (0,1) mada easrcu:
det(aA + (1 — a)B) > (det A)*(det B)* ™

Jlokas. Cne concreene Bpegnoctu matpuna A u B cy no3utushe. Takohe, n nerepMuHaHTe Cy
no3uTuBHe. TpancdopMuIImMO u3pase Ha JeBoj u jecHo] crpanu Kopucrehu bBune-Korujery
Teopemy, npema Kojoj Baxku: det(A - B) = det(A) - det(B).

det(aA + (1 — a)B) > (det A)*(det B)'™* &
det(A(aE + (1 — a)A™'B)) > det A(det A)* *(det B)!™* <
det A - det(aF + (1 — a)A™'B) > det A((det A) ') "*(det B)' ™ <
det(aFE + (1 —a)A™'B) > (det A ' det B)' ™ &
det(aFE + (1 —a)A™'B) > (det A7'B)'™
ITocmaTpajmo cana marpumy A~ B:
AT'B=AT3ATEBATIA:

[Tomro ¢y A m B cuMmeTpudne MaTpuIe CAMIHE AMjarOHAJIHOj, OHAA je To u MaTpuna A~1DB,
HeKa je paju Jaxier 3amuca cajga A~ B = C. Marpuna C je ciduHa AHjaroHaJHOj U HO3ATHBHO
necdbunutHa. Heka cy \; meHe collcTBeHe BpeIHOCTH, Koje cy no3utupHe. Caga Tpeba moKa3aTu
J1a BaxKu cjefeha HejeTHAKOCT:

det(aE + (1 — a)C) > (det C)'

det(aE + (1 - a)0) = [ [(a + (1 —a)X)

[TocmaTpajmo cajia ciejehy HejeTHAKOCT:
a+ (1 —a)\; >\

[lokazahemo ja OHa BaKU TaKO IITO je JIOTAPUTMYjeMO U UCKOPHCTHUMO Jia je JIOTapUTaMCKa
bYHKIHja KOHKABHA.

In(a- 1+ (1—a)A) =alnl+(1-a)ln) =In(A,)"

IIpema ToMe BaKu:

H(a +(1I=-a)\) > H(A}—a) = (H /\Z.> = (det C)1°

7

OBo je u TpebaJio JoKa3aTH.
]

Jla 6ucMo m3Besn J0Ka3 HajBayKHHUje TeopeMme oBe 00JIacTU MOTPeOHO HAaM je map Jiema of
KOJUX HEeKe HaBOIUMO Ca J0Ka30M, a HeKe 0e3 J0oKa3a.
Hapenna jema mMa npuMeHy W y APYIUM I'paHaMa MaTeMAaTHKe 14 je HaBOIUMO Ca JOKA30M.
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JIema 2.2.2. Qynxyuja In(det M) je cmpozo xonrasHa.

Jlokas. Ckyn undopmarmonnx marpuna M () je KoHBeKcaH cKym, Tpeba joIl MOKa3aTH Ja
BaYKW:

In(det M) > (1 — ) Indet(M;) + o In det(Ms)

[Tpu gemy cy My u My paznuanre undopmarmone marpuie u Baxu M = (1 — )M + aMly, a
« je panan 6poj u « € (0, 1).
IIpuMeTnMO 12 BaXKu:

In(det M) = In(det(1 — o) M7 4+ aMy)
[Tpumennmo caja Ha JeTepMUHAHTY KOja je HyMepyc JiorapuTtMa jgemy 2.2.1.
In(det M) = In(det(1 — o) M; + M) > In((det M)~ - (det Ms)®)
= In(det M;)'~® + In(det M5)* = (1 — a) In(det M) + a In(det M)
IITO je U TpebaJio JOKA3aTH. O]

Jlema 2.2.3. Hexa cy & u & dsa dusajua ca ungopmayuorum mampuyama M (&) u M (&) u
nexa je M (&) ungopmayuorna mampuua dusajra & = (1 — ) + oy v a € (0,1). Tada sasrcu:

a% Indet(M(€)) = TrM (€)M (&) — M(61)

Joxas. Nndopmanuona marpuna jausajua & je:
M(&) = (1 — a)M(&) + oM (&)
JudepeniupajMo cajia jiorapuraM JeTepMUHaAHTe KOPUCTEeNU PeTX0/iHe CTaBOBe:
In det(M(€)) = Indet((1 — a)M(&) + aM (&)
OM(E)

Oa

= TrM (&) (M(&) — M(&))

@% Indet(M(€)) = TrM (&)

Jlema 2.2.4. V seh onucanom modeay easice caedehe dse jednarocmu:
i=1

maxd(z,§) > m

Hapeana Teopema je menTpa/ino TBpherbe U Mo3HaTa je V JHTEPAaTypPu Kao TeopeMa eKBUBa-
JICHITH]e.
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Teopema 2.2.4. Caedeha mepherva cy exeusareHmma:
1. Jusajn £ munumusyje det(M(E)).
2. Jusajn £ munumusyje max, d(x,§).
3. max, d(z,&) = m.

Ceaxa suneapra KoMOUHAUUIG U3ATHA KOJU 3a0060.006G]Y 0680 Mpu mepherwa makohe 3a0060.0a-
8a, 064 MpPu Mmepherva u uHPopmaruoHe mampuye JudajHa Koju 3ado6onasajy 08a mpu mephersa
cy mehycobro jednaxke.

Jlpyrum peunma D-ontumvastau jgu3aja u G-onTUMAaIHA AU3ajH ¢y MelycoOHO eKBUBAIEHTHH.

Aoxas. 1) = 2)
Heka &* makcummuzyje det(M (€)). [loemarpajmo uneapny koMOuHAImjy £ u HeKor
MPOM3BOBHOT AN3ajHA &:

=1-a)t"+a

NudopMannona MaTpuia qusajaa & je:

M(E) = (1 —a)M(£") + aM(()

YPpajauMo U3BOJI JJOTApUTMa JIeTEpPMUHAHTE Kao y Jemn 2.2.3:

a% Indet(M(€)) = TrM (€ )(M(€) — M(£7))

V6ammmo y oBy jeamakoct a = () MpIMeTHMO 12 Tala Baxkn jga je & = & u 1a je
TrM ()M (E) = m nobujamo:

% mdet(M(¢)) = TrM (£ )(M(€) — M(£))

=TrM~ ()M (&) —m
[Tocaeamu uspas je upema jedununuju £ Mambu WK jeJHAK O HYyJIe.
[TocmaTpajmo cama m3pas:

TrM=HEM(E) —m

be3 ymamema OnmrTocT ce MOYKe y3eTH jia ce Au3ajH £ cacToju caMo Oj1 jejHe Tauke r € X
OH/JTA BayKu:

TrM =N E)M(E) —m =TrM (&) f(2)f" (z) —m = d(z,£) —m <0

U3 oBe HejeqnakocTu u jeme 2.2.4 nena 1) jacHo ce Buay jga & MuHuUMHA3Yje max, d(z,£*).
2)=1)
Heka &£* munumusyje makcumym max, d(z,£*) a muje D-onrtumasau jausaju. [lo jgemu 2.2.2
Baku na je Indet(M) konkaBHa dyHKIMja. YpaIuMo U3BOJ JMHEApHE KOMOWHAIMjE W OIer
uzjeiHauuMo « ca myaom. Mmahemo:

5% logdet((1 — )M (£*) — aM(€)) = TrM H(EYM(E) —m >0 (2.1)
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Craku qu3aju £ ce MOZKe MPEJICTABUTU KAo JUHeapHa KOMOMHAIIN]a KOHAYHOT Opoja JIn3ajHa ma
IIpeMa TOME€ BazKH:

WM“@WW@—mIE}wmfﬂ—m

[TomTo je £ MakcuMaJsan Taaa je

OJIAB/IE CJIEJIH:
n n
Zpid(i%f*) —m < mzpi —m=0
i=1 =1

U3 ose mejennakocTu u Hejeanakoctu 2.1 ciaenu ja je y nuramwy D-onrumainu ausaje 1) <
3) u2) < 3) ciequ uz 1) < 2) u jgeme 2.2.4.

Heka cy nasme & u & mus3ajuu ca undopmanuonum Marpunama M (&) u M (&)
D-ontumanuu u meka je M(&) # M(&). llocmarpajmo undopmamnumony marpuily au3aja &
KOjH je KOHBEKCHA KOMOMHAIHja nu3ajHa & u &

M) = (1 = )M (&) + M (&)

Jlorapuram JieTepMHHAHTE OBe MaTpHIlEe je KOHKaBHA (DYHKIHja I1a BayKU:

Indet(M(£)) > (1 — a)logdet(M (1)) + alogdet(M(&2))

[Tomro cy auzajuu & u & D-onTUMaJIHU JaCHO je j1a MOpa Jla BarKu:
det(M (1)) = det(M (&) = det(M(E))
ITperxoHa HejeIHAKOCT OH/IA TOCTaje:
In det (M(€)) > Indet(M(&))

OBe mocyembe JIBe HejIHAKOCTH MOTY J1a Bayke 0e3 KOHTPAIUKIIHje CAMO aKo je:

M (&) = M(&2) = M(&)

OBuM je T0Ka3aHa TeopeMa.

Osa Teopema je nokasana 1959. rogaune y pajy [37].

ITocnemuua 2.2.2. YV maukama D-onmumanrnoz dusajua £ ducnepaugja d(x, £*) docmuorce ceo-
JY MAKCUMAAHY 8PEIHOCT M.

Teopema 2.2.5. Axo cy & u &y dusajuu ca pazauvumum ungopmayuonum mampuyama M (&)
u M(&) maxo da je det(M(&1)) = det(M (&) mada 3a ungopmayuony mampuuy Jusajra:

E=(1—-a) +ak,ac(0,1)

G6adHCU.

det(M(€)) > det(M(&))
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IIpumep 2.2.1. Iocmampajmo nexux m objexama koje mpeba u3mepumu wa 6a2u ca 06a
maca. Yamumo cumyeuujy 0o umamo YKynno n mepera Koja uzspuiasamo. Mepumo maro
WMo cmas.pamo no jedan objexam ca obe cmpare U 8a2a NOKANCE KOJU Je MENCU M. AEBU UAU
decru mac ce cnyemu nusice. ledunuwumo cada seaununy ;5 na caedehu navumn:

1. z;; = 1 axo ce objexam j Hara3u Ha AE6OM MACY NPU MEPEILY 1.
2. xi; = —1 axo ce objexam j nara3u wa decrHom macy npu meperoy i.
3. xi; = 0 axo je objexam j usocmas.men npu mepervy 1.

Hexa cy dawe 01,05,05, ...,0,, pedom cmeapre mestcumne damux m 00JEKAMaA U Y1, Y2, Y3y - vy Yn
peayamamu 0obujenu Yy n meperva Ha 8a2u. O3Ha%umo 8eKMOpP KOAOHE “Yuje ¢y JuMEH3Uje M U
xoopdurame pedom 01,05,05,....0,, ca O, a sexkmop Koaone dumenduje n wuje cy KoopouHame
PEIOM Y1, Y2, Y3y oy Yn €A Y . Tada 06ak60 Mmeperve mooice da ce npedcmas UULEOUMEHIUOHUM
PEZPECUOHUM MODEAOM 0 KoMe je eeli buio peuu, a KOju 24aCU:

Y=X0O+¢

Cada je € n-OUMEH3UOHU BEKMOP KOAOHA NPU YeMY CEAKA KOOPOUHAMA £; NPEJCMAB.ba 2Pel-
KY NPUAUKOM -T2 MEPEra. 3auMm ce, Kao Y NoAA3HOM MoJesy npemnocmasna da je Fe; = 0;
E(e;-¢j) =0; D(g;) = o?, npema mome xKosapujavyuona mampuua je o2l. Ipema seh nasedeno]
meopemu Layc-Mapxosa najmarey ducnepsujy uma oueHa:

0 =(X"X)"'XTy
dobujena memodom najmaruzs weadpama. Ta ducnepsuja usnocu o?(XTX)™t. Xomeaune je

o . o
1944. 20dune nokaszao da ducnep3uja jedre nojedunaune 8pcme He Mogrce bumu Maroa 00 —.
n

Y padosuma Kuegepa je noxasaro da ce onmumasny dudajnu (Koju cy eK6UBAACHMHY) YBEK
docmuoicy xada je X - XT =nl.

Osrie ce MOXkKe BUETH Be3a m3Mmely ontumannux au3ajoa u Ajgamaposux marpurna. Jlu3zajun

ojapeben marpunom X je onrumasiaH yKOJHUKO IOCTOJU MATPUIA Pelia n X m Koja cajpzxku +1
U K0jOj cy KoJione oprorounajne. /Ipyrum pednma 3a CBaKO m Marbe WIH jeJHAKO O/l 1 KOJIOHE
onroapajyhe Anmamapose martpuiie pega n oapehyjy onTmMasHu TeKWHCKH au3ajH. Pasuu
AyTOpH Cy moBe3uBasd AJaMapoBe MaTpHIE ca ONTUMAJHUM Ju3ajHuMa (BUIETH pajose [54],
[46], u [31]).
Y HapeIHUM MOTJIaB/hUMa he OWTH TMOHOBO MOMHIbaHe AmamMapoBe MATpHUIE, a Y BE3UW JPYTHX
ekcTpemMasnux mpobsema. [Ippo he Outn cromenyTe Kao MaTpHIE Ca KOjUX Ce JIAKO IpeJia3u
HA MATPUILy CyceJcTBa rpada Koju nMa MakKCUMaJIHy eHeprujy. buhe ommcano u Kako ce ca te
ekcTpeMasine AjlaMapoBe MaTpHIE Koja cajpzKu -1 u 1 mpesa3u Ha MaTpHILy CyceacTBa rpada
(Koja caJp:Ku camo HyJie W jeJMHHIE), KOju 3a oipeljeHy IUMEH3H]y JTOCTHZKE MAKCHMAJHY
eHepTrHjy.

Takobhe y norsiasspy o [llarenoBum p-Hopmama 6mhe 1aTo HEKOJMKO TeOpeMa, Koje /1ajy orpa-
Hudema [llaTeHoBe HOpMe r-mapTUTHE MAaTPHUIE, KOja ce MOXKe JOOUTH o1 AaMapoBUX U KOH-
depennmonux Marpuna. Jeamno yomnmreme IllaTenoBux HOpMHu je W jeTepMHHAHTa, J00Hja ce
3a p = 0. OnpehuBame makcumasrae [llaTenose p-nopme 3a p = 0 Moryio 6u n1a ce cBejie Ha
HaJTAYKehe MaKCuMaJ/iHe jgerepmunanTe. buhe onemena u reoMeTprjcka CpenHa CHHTYIaPHUX
BPEITHOCTH CJIydajHOT rpada, Koja ce JaKo MOKe MTOBE3ATH Ca AITCOJIY THUM BPEIHOCTUMA JIeTep-
MUHaHTe MaTpuiie cycejctBa rpada. [lo3naro je ma je mpou3BoJ CBUX COICTBEHUX BPEIHOCTH
MaTpHIIE jeJHAK JeTePMUHAHTH T€ MATPHUIIE.
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['JiABA 3

EHEPIMJA TPA®A U IbEHA YOIIIITERA

3.1 Emneprumja rpada

[Tocebar mpobaem Koju he OUTH 3acTyIUbeH y 0BOj Aucepranyju je eHepruja rpada. Osaj
nojam je yseo san ['yrman 1978. roaune y paiy [26] kao BazKkaH MojaM 3a XeMHUjCKY CTPYKTYDY
MOJIeKyIa. JacHo je 1a MOJEKyJ MOXKe Ja ce IpeacTtaBu Tpadom, aToMu OM OWIH IBOPOBH,
XeMHUjCKe Be3e TpaHe, a BaJieHIla aroMa Om OMO cTemeH ojiroapajyher 4Bopa m MHOI'H JIPYTH
MOjMOBH U3 XEMHje ce MOTY MOBE3aTH Ca MOJMOBUMA W3 CIEKTpajHe Teopuje rpadosa, aju O
TOMe BHIIle Y HACTaBKY. JacHo je Ja mpobJieM eHepruje rpada moBe3yje XeMujy ca CHeKTPATHOM
TeopujuoMm rpacdoa. Ha mpuMep yKoJWKO ce HyJa Hasga3u Mel)y COMCTBEHUM BpeIHOCTHMA
rpada pagu ce 0 HecTabUJIHOM MOJEKYTY KOJU je KDATKOT BEeKa, a ¢ Ipyre cTpaHe HEKaJa ce Ha
OCHOBY CTPYyKType rpada MOzKe YTBPJIUTH Jla JIU My je HyJa jeJHa OJ COICTBEHUX BPEIHOCTH
na caMuM THUM U JIa JIX je MOJIEKYJI cTabuIam.

Hedbunnumja 3.1.1. Enepeuja 2pagia G ca n weoposa, y oznayu E(G) je cyma ancorymuuz
gpedrocmu concmeerus epednocmu 2pada my.

n

B(G) =S IM

i=1

Kana je xemmuap Xyken noderkom 2(). BeKa HUCHUTUBAO CTAOWJIHOCT MOJEKY/Ja OeH3eHA,
NpUMEHHNO je KBaHTHY Teopujy. [lokazaso ce ja je TakBa Teopuja IMPUMELUBA U HA Jpyre 7-
MOJIEKYJICKe OpOUTaJIHEe CUCTEME, T1a je Pa3BUjeHa YuTaBa TeopHja Koja je mo3naTa Kao XyKeaoBa
MOJIEKYJICKO-OpOuTaIHa Teopuja. a 6u ce 1006po ommcao HeKH mpodaeM U3 KBAaHTHE MeXaHUKe
noTpedHo je jsia ce peinn takospana [lpejunreposa jejnaudnna, Koja OUUCYyje KAKO Ce KBAHTHO
CTarme HEeKOr (PU3MYKOr CHCTeMa Merha Ca BPEMEHOM, OHA IJIACH:

D) X
h—W = HWV
Zhaz (x,t) (x,t)

Onmru 00JIMK BpeMeHCKHU He3aBuCcHe, crannoHapHe Illpeaunrepose jeanavune je:
HY =UVF

rie je H XamurtoHoB omepaTop KOju KapaKTepHIle TOTAJHY e€Heprujy TanacHe (hyHKIHje H
Ipe/ICTaB/ba MO3HATY BEJMUYHHY 3a CBAKU MOJIEKy., h penykosana [liankoBa konctanta (Herae
je 3oBy u JlupakoBa koucTanta), a U je rasacua dynknuja. [Tnankosa n peaykopana Ilaanko-
Ba KOHCTaHTa durypuiry, m3Mmel)y ocrasor, y m3pa3y 3a ONHCHBaIb€e HajMarme Moryhe BpeaHO-
CTH eHepruje eJeKTPOMarHeTHOI 3paderba, jeJHOr KBaHTa. TasacHa (PyHKIHja OIMUCYje CTambe
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dusmukor cucrema. OUINTE cTalbe CHCTEMA je JHHeapHa KOMOMHAIIMjA CTAIMOHAPHUX CTAIbha
cucrema. [lub je uspauynaru E Tj. eneprujy cucreMa y 3aBUCHOCTH OJI CTallMOHApHE TaJla-
cue dyHkiuje. XyKejoBa TeOPHja je Hajo0/ha 3a ONMMCUBAKE aTOMa U MOJIEKYJa KOHYTNOBaHUX
yIJbO-BOJOHUKA. CBaKU aTOM YTJbeHHKA [1aje 1O jeJaH m-eJeKTPOH. Y XYKeJI0BOj MOJIEKYICKO-
opOUTAIHO] TEOPHUjH e KOPUCTH yipoiihen XaMUJITOHOB OIEPATOP KOjU je

IPeICTABBEH KBAIPATHOM MATpHIOM H = [hij] pema n, YKOIHKO MOJIEKY]T YIJbeHHKA HMa 1
aroma. [Ipu yemy je:

a, aKojei=7
hij = < b, axko je i # j u aKO MOCTOjU XeMUjCKa Be3a u3mehy mux

0, ako je i # j W aKO He MOCTOjU XeMHujcKa Be3a u3Mehy mux

IIpema Tome maTpuiia H ce MOKe 3alucaTH Ha cjiegelin HaYuH:

~

H = al, + bA(G)

rie je A(G) marpuma cyceactsa rpada Mosekyia. Jabe je musb PEemnT TAKO3BAHY CeKyTIapHy
jeTHAYMHY KOja TJIach X

det(EIL,— H) =0
OBy jennaunny Tpeba perutn o E npu gemy ce qobuja n perema Ey, Fs, .., B, Koja cy ycTBapu
eHepruje MoJIeKyJIcKuX opouTtasa. [lomenyTa jeqnadnna ce MoxKe TpaHCQOPMUCATH Ha cjegehn
HAYWH:

~

det(El, — H) = det((E — a)l, — bA(G)

— b det <E Iy - A(G))

b

aKo OMCMO caJl YBeJIM CMEHY A = nobujamo caesehe:

b det(A, — A(G)) =0

N3 oBora ciean ja je npBa jeHaUNHA €KBUBAJEHTHA IOCJIEIH0] Tj. Ja je J0BOJHHO M3pady-
HATU COICTBEHE BPEJIHOCTH ojrosapajyher rpada mosiekyna. zmehy emepruje enekrpoHa u
CIIOCTBEHHX BpeIHOCTH ojaroBapajyher rpada mocroju ciemeha Besa:

YKynHa eHepruja y XyKeJOBOj MOJIEKYJICKO-OPOUTATHO] TeopHuju 100uja ce cabupameM CBHUX
eHepruja opburasa, HapaBHO BOJM Ce pavdyHa 0 OpOjy eJieKTpoHa y cBakoj opburasu. Heka je
0; 6poj enekTpona y m-opburasnu i. Oapehene opburase umajy 1o 2 T-eJeKTPOHA (TaKo3BaHe
Be3WBHE), a ojpeljene opbuTase Koje ce 30By aHTHBE3WBHE Cy MPa3He Ma BasKH:

0, akoje \; <0

0; = .
2, axkoje \; >0

IIpema ToMe yKymHa eHepruja cucTeMa KOju UMa 1 T—eJIeKTPOHA Ce MOYKe 3aIliCaTH:

n

E7r = Z ok(a + /\kb)

k=1
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TO jecT

b :cm—i-bZok)\k

k=1

[TomTo cy y muTamy KOHCTAHTE IVIABHU JI€0 je U3PAuyHATH CyMY:

n
E Ok Ak
k=1

aJI 1mpeMa JepUHUIH]H 0; JACHO je Ja BasKH:

n

Z Ok’)\k =2 Z )\k
k=+

k=1

nocJellha CyMa je caMo 3a MO3UTHBHE A YKOIWKO je A = ( Taj cabupax je Hyaa. Pauyname
eHepruje MOJEKYJIapHUX OpOHUTATa ce OBUM CBOJM Ha padyHame 30Upa MO3UTUBHHUX COICTBE-
HUX BpeanocTu ojrosapajyher rpada. I3 oBor ce Mmoxke 3aK/by4nuTn KOJUKO je eHepruja rpada
BaykKHa 3a XYKeJOBY MOJIEKYJICKO-OPOUTANHY TEOPHU]y U OjlaKJie MOTHB 3a yBoheme OBOT mojMa
y XeMUju.
Tex kpajem feBejieceTUX TOMHA Cy MaTeMaTHYapW MOYeJH Ja ce BUIle DaBe eHeprujoM rpa-
da u ox Tama je oBa 00JACT Y eKCIAH3UjH, 00jaB/HEHO je BHUINE CTOTHHA HAYYHHUX PAJIOBa Y
IIPpEeCTUu2KHUM 1aCOIIUCHUMA.

Ono mITO HajBUINE W3a3WBA MAKY MaTeMarndapa je Kako oxpemutn rpad ompehenmx
JUMeH3Mja Koju wma Hajpehy eneprujy. 1 xako 3a ompebhene kiace rpadoBa OJpeanTH IITO
00JbY TOPIbY U JIOIbY OIIEHY 3a eHeprHjy rpada.

JejlaH 0J1 HajBaXKHUJUX PE3yJITaTa BE3aH 3a JOCTU3ahe MaKCUuMaJiHe eHepruje rpada Jloka3an
je vy pany Kynena u Myarona [39] u uckasyje ra ciegeha teopema.

Teopema 3.1.1. Hexka je G 2pag ca n weoposa u be3 nemwu mada 3a rwe208Y eHEPUTY 6GHCU

caedeha nejednarxocms:
1

npu uemy jednarocm eastcu axo je G jaxo pe2ysapar epag ca napamempuma

( n++n n+2yn n+2\/ﬁ)
n
27 47 4

Muorn KacHuju pesyJraru Cy u3BejeHn u3 oBe HejepHakocTu. [IpBu ayrop oBor pajsia y
CBOM CaMOCTAJHOM Dpajy [44] faje ropise orpanmnderse 3a eneprujy rpada, Koje ocum oj 6poja
YBOPOBA 3aBUCHU U 0J1 Opoja rpaHa Tor rpada.

Teopema 3.1.2. 3a 2pag G ca n 460po6a u M 2paHG GAHCU:
E(G) <V2mn

Y mcToMm paay ayTop Jaje W JI0Ibe OrpaHHderhe 3a eHeprujy rpada, Koje ocum o Opoja
YBOPOBA U I'DAHA 3aBUCH M OJ] JeTEePMUHAHTE MaTPHUIIE CYCeJICTBA.

Teopema 3.1.3. Hexka je G 2pag ca n wsoposa, m epana u mampuuom cycedemea A mada 3a
16€208Y enepaufy sadicy caedeha nejednarocm:

E(G) > \/Zm +n(n—1)|det A=

47



Yommrema [1lareroBux HopMu rpada u KOMOMHATOPHE IPUMEHE

[ToGospae 0BOr orpanudera aajy ayropu Lyrman u ac y paxy [21], oHo je mckazaHo
Hape/THOM TEOPEMOM.

Teopema 3.1.4. Hexa je G 2pag ca n wsoposa, m zpana u mampuuom cycedemsa A mada 3a
12081 enepaujy easicy caedeha nejednarocm:

E(G) > \|2m+n(n—1)|det A« + (n—|—1;‘I(n—2) ((%m)l B <27m>1>

I'pyna ayropa je y pany [13] orpannumia om0310 eHeprujy rpada camo y 3aBHCHOCTH O
TOra KOJMKO rpad mMa rpasa.

Teopema 3.1.5. Hexa je dam epa G ca m epana mada 3G we208Y eHEP2UTY BAHCU.

E(G) > 2vm

npu vemy jedHaKocm 6anxcu axo u camo axo G cadpotcu Komnaemar bunapmumny epad Koy,
npu wemy je a - b = m u npou3eosHo MHO20 U30A0BAHUT 4E0POEaQ.

3a rpad KaxkeMo Ja je HeCHHIYJIapaH aKo My je MATpHUIA CyCeICTBa HECUHIYIapHa. Y paiy
[20] nato je crenehie mome orpanHnvere 3a eHeprujy rpada.

Teopema 3.1.6. Heka je dam nosezan HECUHRYAAPAH 2pad ¢a 1 4680POBA M. 2PAHG U MATMPULOM
cycedemea A mada sastcu:

2 2
B(G)> " 4 n—1+In|det Al —In—=
n n

npu uemy 6axcu jednarocm axo u camo axo je G usomoppar xomnaemmuom 2pady K, .

Y HeKUM paJIoBUMa je oCMaTpaHa eHepruja ClenujaJHux Kjaaca rpadosa n nekux rpagosa
KOjU MMajy crernupuine MaTpuIe cyceacTna.
Tako Ha mpuMep y pajy [1] ayTopu najy nome orpanuderse 3a eHeprujy dunaprupror rpada y
3aBHUCHOCTH OJI TOra KaKBa My je HajBeha colcrBeHna BpeIHOCT.

Teopema 3.1.7. Hexa je G bunapmummu epagh peda n > 2, ca m usuua 3a KOju 8ax4#cu 04 je

. . 2m
2m > n, ako je najeeha concmeena epednocm oepanudena 000300 \y > £ > — mada sastcu:
n

ydetAy)nB

E(G) 22§+(n—2)< &
B(G)—2¢

npu wemy jednaxocm 6ascu axo je Ay = —XA, =& u |Ag| = | A3 = ... = [Ny = 755

[lomTo cy 3a oBaj paji 3aHUM/bUBHUjE TOPHHE I'PAHUIE Tj. MAKCUMaJIHa eHepruja rpada y Ha-
CTaBKY HABOJMMO jOIIl HEKOJIMKO PE3YJITaTa Be3aHWX 33 FOPHe OrPaHuYehe 33 eHeprujy rpada.
Y pazay [39] maje ce ropme orpanmuerse 3a eHeprujy rpada Koje 3aBHCH 07 Opoja IBOpOBa H
opoja rpana.
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Teopema 3.1.8. Hexka je G 2pag ca n weoposa u m epana. Tada 3a rez08y enepaujy easicu:

BG) <24 | (n-1) <2m _ (%”)j

npu wemy jednarxocm eascu axo u camo axo je G uau 5Ky uau K, uaiu nexomnaeman nosesan
jaxo pezysapar epad Koju uMa 08 HEMPUBUJAAHE CONCMBEHE SPEIHOCTIU “UJA J€ ANCOAYMHA

o — (2m)?

n

spedrnocm .
n—1

Ucru ayropu aajy v paay [40] ropme orpanuderse 3a Guaprute rpadoBe, HCKA3aHO CJie-
nehom Teopemom.

Teopema 3.1.9. Hexa je G bunapmummu epad ca n 460posa m 2pana, u 2m > n maoda 3a
1E208Y EHEPRUJY BAHCU:

BG) <22 1 -2 <2m 9 (2—7")2)

n n

npu uemy jednarocm easicu axo u camo axo je G 5Ky uau womnaemarn bunapmummu 2pagp.

VY pany [63] ayTop naje ropre orpaHnUerhe 3a eHeprujy rpada Koje 3aBucu oy 6poja IBopoBa
U CTelleHa IBOPOBA.

Teopema 3.1.10. Hexa je dam 2pap G ca n ueoposa wuju cy cmenenu pedom dq, ds, ..., d,, mada
BaNCU:

E(G) < %id% (n—1)- <2m—%id?>

i=1

. , n
npu wemy jednwaxocm sascu ako je G usu §K2 UAU KOMNAEMGH OUNGPMUMHY 2pad, Ul

jaxo pe2yaapan 2pad ca dse HemMpusujaare concmeeHne 8PedHOCU Koje Y 00e No aNCOAYMHO]

1
spedrnocmu jednare \/—1 . (2m — (2Tm)2>
n

Hedbunumnuja 3.1.2. 3a keadpamny mampuyy peda n Kasicemo 0a je opmo20HaAna YKoAUKO
rwene Koaone npedcmasnajy opmonopmupany 6asy y R™. 3a wy eascu AT = AL,

Hedbunnumuja 3.1.3. Keadpamny mampuuy C peda n wuju cy ceu eaemenmu 1 u —1, a Ha
JUJa20HAAU CE HANA3E HYAE 306EMO KOHPEPEHUUOHA MAMPUYL YKOAUKO 6axHCU caedeha jedna-
KoCm:

C-CT=(n-1I

3a KoH(EPEHIINOHY MATPHILY KAXKeMO & je HOPMAaJIH30BaHa YKOJIUKO jOj IPBa BPCTA U NPBa
KOJIOHA, CaJpyKe caMo jeuHwuIe, a ejJeMeHT aq; = 0.
Cnenehu pesynraru u3 pajga [10] cy Be3anu 3a eneprujy rpada yKOJIUKO je MATPHUIA CYCeICTBA
OPTOTOHATTHA MATPHUIIA.

Teopema 3.1.11. Hexa je G epagp 6e3 nemawu ca n weoposa u neka je O°(n) damuruja ceux
OPMOLOHANHULT MAMPUYA Peda N Mada 6aiHCu:
n

1 1
EG) < g+ma$05|0|1 < 5 + oM

(NI

20e j@ MAKCUMYM Y3ET N0 C6UM OPINO2OHAAHUM MATNPUUAMA.
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Osmnaka |O|; mpeacraB/ba HOpMY ofroBapajylie opToronasne MmaTpuie koja je gara ciaeaehom
JieUHUATIHOM.

Hedbununuja 3.1.4. 3a mampuyy A = [a;;] depunuwemo nopmy y osnayu |Aly na caedehu
HAMUH:
Al =) ay]
i,

Burmie neraspba 0 pasauM HopMama maTpuile buhe y mocedOHOM MOTJIaB/by OBOT pa/ia.
Heka je E, = maxg E(G), e je MakcuMyM y3eT 10 cBuM rpadhoBUMA ca 1 4BOPOBA.
Kazkemo 1a je oproronasnna cuMerpudna marpuia O = [0;;] eKCTpeMasIHa ako je

E, = o7

]
i#]
u 3a G ca m 4BOpOBa je TO eKCTpeMaJiHa eHepruja rpada ako je £, = E(G).

Cras 3.1.1. Hexa je O = [0;;] cumempusna, opmozoHasna eKCmpematta Mampuya maoa je

n 1 3
En = § + §n2 aKo u camo aKo sasce caedehu Ycaoeu:

1. ZJ 045 = 1,'
1
2. |OZJ’ = ﬁ;

Caenehe nBe Teopeme u3 paja [30] nosesyjy makcumanny eHeprujy rpada ca AnamapoBum
MaTpHIAMA.

Teopema 3.1.12. 3a cee k,m € N nocmoju pezyaraprna epaguura Adamaposa mampuya He-
eamuenoz muna peda n, npu vemy je n = 4¥TIm* mawsa da joj odeosapa epad woju uma
MAKCUMANHY eHepaujy.

Teopema 3.1.13. Axo je n ped Adamapose mampuue, mada nocmoju pezysaphna epaduyra
Adamaposa mampuya peda n? He2aMUEHO2 MUNG U MAKCUMAAHE enepauje odzoeapajyhee 2pada
wuja je ona mampuya cycedcmea.

[Tomro je Anamaposa marputia H no nedununuju (—1,1)-Marpuia, a MaTpuIa cyceacTsa
rpada (0, 1)-maTpuria oBae ce moapa3yMeBa Mpeja3ak ca mpee Ha Apyry marpuiy. llomro je
HAIVIANIEHO 13 ce pagd o rpaduukoj AgaMapoBOj MATPUIM Tj. OHOj KOI KOje je KOHCTAHTHA,
JiMjaroHaJia 3Ha49u Ja Cy Ha JUjarOHAJIU CBU €JIeMEeHTH — 1 MJIM CBe jeJIMHHIEe. Y MPBOM CJIydajy
ce o Amamapose marpurie H mpesiasu Ha marpuily cycencrsa rpada A Ha cienehn nauwn:

1
Y JApyroMm ciaydajy Kaja cy CBe jeIWHHIe MaTpUla cycelcTa rpada ce noomja hopMyaoM:
1

[IpeTxoame aBe TeopeMe roBOpe O OBAKO JIOOMjeHUM MaTpHuliamMa Tj. rpadoBuMa KojuMa cy OHe
MATPHUIE CYCEICTBA. 3HAYAjaH MPOOJIeM M3 OBe O0JACTH je MPOoOJeM JOCTU3arha MAaKCHMAJIHe
enepruje rpada ca ojapeherum 6pojem uBoposa. llocraBiba ce nMuTame KOJMKO M3HOCH MaKCH-
MaJjiHa eHepruja rpada ca n IBOpoBa u Koju rpad uma najsehy eneprujy. [losnaru pajgosu koju
ce Gase oBuM mpobsiemom cy [48] u [39]. Cieseha Teopema u3 pana [48] maje gome orpanuderse
3a eHeprujy rpada.

20



Yommrema [1lareroBux HopMu rpada u KOMOMHATOPHE IPUMEHE

Teopema 3.1.14. 3a ceaxo dosomno sesuro n nocmoju epad G ca n wsoposa maxas da 3a
162081 EHEPRUTY BANHCIL:
1

3 u
E(G) > =n2 —nio

Hedpunucahemo caja mojmoBe XuIo-eHepreTCKux m xurnep-eneprerckux rpadona. [lozunaro
je J1a je enepruja KOMILIeTHOI rpada ca n 4BopoBa jegHaka 2n — 2 u ja je To Hajseha enepruja

rpaca 3a rpadoe ca maaum 6pojeM uBopoBa (Mame o1 9).

Hedbunaummja 3.1.5. 3a 2pag xascemo da je xuno-enepzemceku YkoAUKO MY j€ eHepauja Marba
od n.

Hedbunumuja 3.1.6. 3a 2pagd xasrcemo da je xunep-eHepzemeru Ykoisuko my je enepauja eeha
0d 2n — 2.

Caza hiemo BuzmeTn BaxkHy Teopemy u3 [47]| 4mja je mocsemnna na ¢y ckopo cu rpadoBn
Xulep-eneprercku. KacHuje y HeKOM oJ1 HapeJHHX IOIJiaB/ba BHjehemo ja je oBa TeopeMma
caMo CIIeIUjaJTHU Cayvaj jeTHOT OINIITHjeT pe3y/aTaTa.

Baaanmup Hukndopos je y [47] onenno eneprujy 3a ckopo cBe caydajue rpacdbose Kopucrehu
seh mosnare pesynarare Apuosga u Burnepa s nomenyrnx pagosa. Creneha Teopema je meron
Pe3JIyTarT.

Teopema 3.1.15. 3a ckopo cee cayuajne epagose saxrcu:

EG) = (% + 0(1)) n?

Ucru matemarudap je y pajy [51] uspauynao eneprujy 3a ckopo cBe k-peryiaapue rpadose.

Teopema 3.1.16. Hexa je k > 2 dukcupan npupodnu 6poj. Enepeuja ckopo ceaxoe k-
pezyaaproz 2pada G ca n 460pO6aA USHOCU:

E(G) = ; (Qk:\/k; 1 — k(k — 2) arctg Qk—”k_;l> +o(n)

3a padyname eHepruje rpada 3nadajua je n ciaeneha Kymconosa ! muterpamna dbopmyna

Koja je mokazaHa y paiy [16] jorr 1940. romune. Ako ca P(r) 03HAYNMO KapaKTepPUCTHYHH
nouHOM rpada oHjga Ta popMmysia IIacu:

(e 9]

Pazmorpumo caja kako ce Moxke johu j10 oBe popmyiie.

Heka je P(z) mosmHOM cTemeHa m KOjU 3aBHCH OJ KOMIJIEKCHE MPOMEHJbHBE Z W HEKa Cy
A1, A2, -y A, KOpeHH TOT ToJmHOMA. [losmHOoM P(z) ce oHIa MOZKe MpeIcTaBuTH Ha ciejelin
HAIWH:

P(z) =[]z =)

k=1

Ako ypaanmo npBu U3BO 1001]aMO:

P'(z2) =(z=X)(z=A3) - (2= X))+ (2= A1) (2= 23) - (2= \) + ..+ (2= A1) (2= Xa) - (2= A1)

"Japnc Andpen Kyncon (1910-1974), Gpurancku MaremMaruyap U XeMudap.
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3a konmunuk noaunoma P’'(z) u P(z) Baxmu:

Onasne ce Mmoxke noburu:

2P'(z) T~ M
P(z) "= Z Z— A
k=1

ITpumernomo j1a Baxku u ciejeha jeIHaKOCT:

[]=
N
|
S
2>
I
-
I
w2
3
2
~
| |2
S
T

Crenehn nuMec Baxku 3a cBako k =1,2,....n

Ak
li =0
|z|1£>noo Z — )\k

360T IPeTXOIHUX jeJIHAKOCTH U YUILCHUIIE 1A je 30Up CONCTBEHUX BPeJIHOCTH Tpada jeaHak
HyJsu, joduja ce:

_ 2P'(z2) , = "\
k=1 k=1

Kopenu nosimroma P(z) me Mmopajy 6utn pasiauautu. [lomrro ce padyna emepruja rpada 3ma
ce 1a €y A1, Ag, ..., A, peasinu OpojeBu uuju je 30up jegHak uyau (GopMyaa BayKu Uy ONIITHjAM
caydajesuma). Cyma CBHX CONCTBEHHX BPEIHOCTH MOYKE Jla Ce IPEeJICTaBH Kao 30Up CyMe CBUX
MO3UTUBHUX U CYM€ CBUX HEraTUBHHUX COIICTBEHHUX BPEIHOCTH. y OBOM Cﬂyqajy IIoCJIeAbe IBE
cyMe ¢y jeJHaKe IO allCOJYTHO] BPEJIHOCTH, jep je 30U COICTBEHUX BPEJTHOCTH jeTHAK Tpary
MAaTpUIe cyceJcTBa (0Baj yeaoB je butaH 3a BaauIHOCT Kyaconose opMyJie y ONIITEM CIyUajy,
BueTH objamnmbeba y [28]). Ilpema Tome Baxkum:

DA =D N+ ) N
k=1 + -

ITocmaTpajMo cajsia 3aTBOPEHY, MMO3UTUBHO OpHMjeHTHCAHY KOHTYPY I’y KOMILJIEKCHO] paBHU
U HeKa je zg KoMmIiuiekcan 0poj. Ilpema KommujeBoj nnrerpainoj popMyaIn BazKu:

2mi Jr 2 — 29

1 dz )0, axoz € ext()
|1, ako z € int(T)

Hexa je kourtypa [ moaykpyr y JecHoj nojypaBHU ca IMEHTPOM y HyJim nojyrnpednuka R. Moxke
ce YIMHUTH JIa Ce CBU MO3UTHBHU KOpeHW mosuHoMa P(z) Hajase yHyrap KoHType ['T, Tako
mto ce noseha mosynpednnk (R — 00).

IIpema mpeTxoIHUM pa3MaTparmbiMa BayKu:

1 2P'(z)
_— — dz = — E A
271 Jpor ( P(2) n) “ T omi /F+ Z z— )\k 27rz /F+ 2z — A\ - F

AKO MCKOPHCTHMO YHEEHUILY Jia Cy CBe IO3UTHBHE BPEIHOCTH A yHyTap KOHType 't omja
HUHTerpaJL:
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(Gt =n) o

He 3aBucu oj (opMe KOHType. Y TpaHUYHOM CJay4ajy Kajia KoHTypa [’ mocraje GeckoHavHO
BeJINKA HAa WHTErpaJl yTUUe jeWHO HeH J1e0 KOJU JIeXKU YK y-0ce. 3a Je0 KOHTYpe KOju He
JIeXKM HA Y-OCH Kaja |z| — oo mopmHTerpasna (yHKIHja MOMHOYKEHA Ca |z| TexKu HyJIH, Ta
HHTETrpaJj Mo TOM JIeTy KOHTYpe Takohe TeyKHu Hy/Iu.

Jobwuja ce:

REE=TN (Crstn) ae=gm [ (Mg —n) dti)

270 )y oo

Opnasne je jacHo 1a je:
1 [* ixP'(ix)
A = — St S B
Z "Ton ) o (n P(ix) v
+
[Ipema ToMme Baku opmyia 3a eHeprujy rpada:

Lo o
E(G):l/ (n—M) dx
T J o P(ix)

3a neka ynanpebema, Mmoandukaimje 1 yonmrema oBae n3peaene Kyacornose dpopmyie Bu-
naeru [17], [18] u [43].
Enepruja rpada je obract Koja ce yOp3aHO pa3Bhja y MaTeMaTHUIM W XeMuju. 300T Tora caja
IOCTOjU MHOTO BpCTa eHeprHje rpada, HABOAMMO OBJe HEKe Hajluo3HATHje: eHepruja pacToja-
ha, eHepruja cuapubama, Jlamsacosa enepruja rpada, Panjuhiesa enepruja (Bugern [65], [27],
[29]). ¥V oBom moriamsby je ommcaHa OCHOBHA eHepruja rpada, Kako ce Jo0Hja n jata ¢y Heka

ropmha ¥ J0ha orpannyemna. Kacumje heMo BUeTH heHA YOUIITEha Ka0 U eKCTpeMaJjHe Mpo-

OJieMe Be3aHe 3a Ta YOIIITema, To ¢y [llareHoBe p-HopMe U JOCTU3aHE IbUXOBUX MAKCHMAJIHUX
BPEJIHOCTH.
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3.2 IllarenoBe HOpMeE

Hopma maTpuiie je BeImumHa Koja He 3aBHUCH O OpoOja BpCTa WX KOJOHA MAaTPHUIE H
peJicTaB/ba youmreme HopMe sekropa. Hexa je M, ,, IpocTOp KOMIIEKCHUX MaTPHUIIA
JAUMeH3uje m X n.

Hedbununuja 3.2.1. Hopma mampuuye je neneeamusna dynxuuga || - ||, || - ||: Mmn — R 3a
K0jJYy saocy caedehe:

1. |All=0& A=0;
2. || @A ||=| a ||| Al sa cearu womnaexcan 6poj o
3N A+BI|<|A|l+ || Bl 3a ceaxo A, B € M, .

HajjeanoctaBuuju mpumep Hopme Matpuiie [A] je Tako3BaHA MaKC-HOPMa, TeMDUHUIIE Ce KAO
MaKCHUMaJITHa AIICOJIyTHA BPEJIHOCT eJIeMEHTA MaTpHUIe:

| A [linee= max |aij|
JacHo je jia ce MOKe TOBOPHUTH M O HOpMHU Tpada aju mojApa3zyMeBa ce Ja ce Tajga MUC/IH Ha
HEeKy HOpMY ojrosapajyhe marpune cycejgctsa Tor rpada. IIpum Tome Tpeba BomMTH padyHa
Jla Cy MaTpHIE CYCeICTBA YBEK KBaJIpaTHe MATPHIE Ca eJeMeHTHMa HyJa WId jeJaH. AKO joIr
pasmMaTpaMo u HeycMmepeHe rpacoBe 6e3 MeT/bH, IITO Ce Y OBOM PalLy M jecTe CIydaj, OHIA je
HyJla Ha JUjarOHAJIM U MaTPHUIA jé CUMETPUYHA.

I'nmaBua rema osor paja cy Illarenose nopme rpada. Ilpe nero mro yBejaemo jaeduHUAIN]Y
[MTarenoBux u Ku ®an HopMu HABOJAMMO HEKA OCHOBHA CBOJCTBA MATPUYHHUX HOPMH.

[Tomro y oBoM pajiy pazMarpaMo UCKJ/bYYUBO CUMETPUYHE MATPUIIE KAO MATPUIIE CyCeJICTBA
HEKOI' HEOPU]EHTUCAHOT Tpada, MOXKe ce TPUMETUTH Ja CY CUHIY/IapHEe BPEIHOCTU YCTBAPH
AIICOJIyTHE BPEIHOCTU CONCTBEHUX BPEJTHOCTH OBAKBUX MAaTPHUIIA.

Taxohe 3a maTpume Moxkemo jebUHHCATH pa3He THIOBE HOPMH Koje MOI'Y OMTH O/l 3Ha4aja
HPUJIKKOM OIIeIbUBaIba MaKCHUMAJIHE eHepruje rpada.

Hedununuja 3.2.2. 30 mampuyy A = [a;;] dedurnuwemo nopmy y osnayu || A |1 na caedehu
HAUUH:
1A= lay]
.3

Hedbunumnuja 3.2.3. Ppobenujycosa Hopma mampuye je:

[Toneka i ce y yimrepaTypu oBa HOpMa 30Be n Xuyioepr-IIImurosa HOpMA.

Hedbununmuja 3.2.4. 3a cumempuuny mampuyy A = [Qijlnxn dedunuwemo nopmy y osnayu
| A ll2 na caedehiu nawumn:

Hedunurie ce 1 HOpMa Koja je 30HpP CHUHIYJIaPHUX BPEIHOCTH.
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Hedbununuja 3.2.5. 3a mampuyy A = [Gijlnxn dedunuwemo rnopmy y osmnayu || A ||« na

caedehu HautH: .
A L=> o
i=1

I'de cy ca o o3nauene cunzyrapHre 8PEFHOCTNU MAMPULE.

JacHo je ma ako je A maTpuia cyceucrsa HeKor rpada, 0Ba HOpMa y CTBapHU MPEICTAB/bA
eneprujy Tor rpada.
Op BeTUKOT 3HAYAja Y MATEMATHIA je W OMePATOPCKA HOPMa MATPHUIIE.

Hedbununuja 3.2.6. 3a mampuuyy A = [aijlnxn dedunuiwemo onepamopcky nopmy y 03Hayu
| A |lop Ha credehu navun:
| A [lop= sup [Az|

|lz|=1

Hamomena: oBzie je BaykKHO HaIJIaCUTH Ja je OllepaTOpcKa HOPMA jeJHaKa HajBelio] CHHTY-
JapHOj Bpeanoctu marpune, || A ||,= o1.

Hedbununuja 3.2.7. 3a dse mampuune wopme || - || w|| - || waorcemo da cy exeusanenmne axo
nocmoje xoncmanme m > 0 u M > 0 maxo da sasrcu

m| A< A<M | A
3a ceaxy mampuyy A € M, .

Hekana je Ba;KHO 3HATH KaKO ce OZHOCE HOPMeE jeJiHe UCTe MaTpHIle, TaKo HaM cJegehu cTtas
Jnaje HejemHAKOCT m3Mely omepatopcke nu PpobeHujycose HOpME.

Cras 3.2.1. Axo je dama mampuya A = [ij]nxy 01da casicu caedehia nejednarocm 3a rweny
onepamopcky u Ppobenujycosy Hopmy:

I Allop<Il A lly

Jlokas. Heka cy naru Bektopu v = (v, V9, ...,v,)7 U ey, TJe je e BeKTOp U3 cTanjapjHe Gase
BEKTOPCKOT MPOCTOpa (Ha A-TOM MECTY je je/IMHUIA a OCTAJO HyJe), OH/IA BaXKN:

n n n
[Av| = |4 ver| = D vide| < [vil| Aes|
i=1 =1 =1

Axko Ha mocieamy cymy npuMennMo Komu-IIIBapiioBy HejeaHakocT 100HjaMo:
1
n n 2 n 2
Dol < | D o] [ Do(Ae)® ) =lol 1 Ally
i=1 i=1 i=1

Yume je 1moJiazHa HejeHAKOCT J0Ka3aHA. ]

Hedbunnnmja 3.2.8. Mampuuna nopma || - || ce nasusa xonsucmenmua axo 3a ceare dee
mampuue A, B € M, , saorcu:

IA-B<[ Al B

Hapenux HeKOJMKO Teopema IOBe3yjy HOpMe MAaTpPHUIE €& HBbUXOBOM CTPYKTYPOM Ia heMo
BUJIETH CaJ1a KOJTHKO M3HOCH HOPMa 3a AgamMapoBe n KOH(EpPEeHIHOHe MaTpHUIIE.

35



Yommrema [1lareroBux HopMu rpada u KOMOMHATOPHE IPUMEHE

Teopema 3.2.1. Axo je H = [h;;] xeadpamna mampuya peda n wuju cy céu esemenmu no
ancoaymmo] epednocmu jednaxy 1, mada cy caedehu ycao6u eK6UBAAEHMHU:

1. 3a mampuyy H eascu H - HT = nl,;

2. cee cumzyaapne spednocmu mampuue H cy jednakxe \/n;

3. || H |l«=n/n;

4. majeeha cunzyaapna epednocm mampuue H je \/n;

5. HAJMAI6A CUHRYAAPHA BPEOHOCITL MAMPUYE je A/N.

Y nokazy nperxojHe TeopeMe npuMemyje ce KommjeBa TeopeMa 0 nperimTarmy CONCTBEHUX
BPEJ/IHOCTH, KOja je Beh HaBeJeHa y OBOM paJly.

Caenehn craB maje MaKCHMAJIHY BPEIHOCT HOPME MATPHUIE UHjH CYy €JIeMEHTH peajHu Opo-
jeBu u3 maTepBata [—1,1].
Cras 3.2.2. Axo je A xeadpamna mampuuya peda n maxea 0a je || A ||mee< 1, mada sasrcu:

I All<nvn

Jednaxocm eavicu axo u camo ako cy cee cunzyaapre sepednocmu mampuue A jednare \/n mj.
EKBUBANEHIMHO MOME JedHaKrocm 8axcl ako u camo axo je A Adamaposa mampuia.

Cawnuna jgBa TBpherma Bazke U 3a KOH(MDEpPEHIIHOHE MATPHIIE.

Teopema 3.2.2. Axo je C' ksadpamna mampuua peda n ca HYAAMAE HA 2A40G6H0] OUJAZOHAAY U
ocmanum epedrocmuma jednaxum —1 uau 1 caedefiu ycrosu cy exeusaseHmmu:

1. 3a mampuuy C sasicu C - CT = (n —1)I,;

2. cee cunzyaapre spednocmu mampuue C cy jednare /n — 1;
3. C [l.=nvn —1;

4. wnajeeha cuneyaapra spednocm mampuue C je /n — 1;

5. HAJMAIA CUNRYAAPHG 6pednocm mampuye je \/n — 1.

CraB 3.2.3. Axo je A xeadpamna mampuua peda n ca HYAAMG HG 2AG6HO] JUJAZOHAAU U

| A l|max< 1 mada sasrcu:
| Al.<nvn-—1

Jednaxocm easicu axo u camo ako cy cee curnayaapHe spednocmu mampuue A jednare \/n — 1
UAY EKBUBAAEHIMHO TOME JEOHAKOCT, 8ANMCYU GKO U Camo aKo je A Kondepenuuona mampuya.

Cana hemo yBectu gedunumumje e Bpcre HOpMu Koje hemo jera/bHEje 00paIuT y HACTAB-
KY.

Hedbunnnmja 3.2.9. Axo je [A],xn k6adpamna mampuya peda n, wena Llamenosa p-nopma
je dama caedehum uspazom:

B =

| All,= (6} + 05+ ... 4+ ob)
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Hapasno, IllaTenosa p-wopma rpada je ycrBapu IllareroBa p-HOpMa HEroBe MaTpHUIe
CyCeJCTBa, Ma Y TOM CMHUCJIY MOXKEMO KOPUCTUTHU U O3HAKY

3=

| G |lp= (o + 05 + ...+ dF);

[Ipumerumo na je cuenujanan ciaydaj [llarenose mopme 3a p = 1 6am enepruja Tor rpada.
Taxohe, [Hlarenosa 2-nopma je ycrapu PpobeHujycoBa HOpMa MaTPHIIE.

Hedbunanmuja 3.2.10. Ku Qan k-nopma mampuue je 36up rwenur k najeehuxr cuneysaprur
epedHocm:
H A ||[k}: o1 +o9+ ...+ 0%

Y aureparypu ce opie gedpuHucaHa HOpMa decTo Hasuba k mopudurkanuja Ku Pan Hopme.
ITonoBo je enepruja rpada u crenujaaan cay4aj Ku @an nopme 3a k = n.
Cnenehe Teopeme mpukasyjy CBOjCTBA MATPUIHUX HOPMU.

Teopema 3.2.3. Axo je || - || Hexa mampuyuna nopma, mada 3a ceake dse mampuue A u B u3
M., », sasicu:
[[Al=[BII<lA-B]|

Teopema 3.2.4. Csakxa mampuuna nopma || A || je nenpexudna dynkuuja no esemenmuma
mampuuye A.

3a MHOTe MaTeMaTU4ape je n3a30B OHO Jja OTpaHuYe 0JI03r0 cyMy ofpeheHor Opoja HajBehux
CONCTBEHUX BpeIHOCTH Tpada. AKO OU Te colCcTBeHE BPEIHOCTH O MO3UTUBHE OHIA je TO
TpaxKeme ropwe rpauuie 3a Heky Ku ®@an k-nopmy.
CnoBenauku maremarndap bBojan Moxap je y pany [45] moka3ao Jia ropme orpanndierne cyme k
HajBehI/IX COIICTBEHUX BPEAHOCTH U3HOCHU:

%(\/E—I— 1)n

Ucrn maremaruyap je y pajy [22] ca rpynoM ayropa HAIao ropihe orpaHndere 3a 36up jse
HajBehe concTBeHe BPEIHOCTU MATPHIE Cyce/IcTBa peryaapHor rpada. Taj pesyarar je uckasax
cienehnM ctaBoM.

Cras 3.2.4. Axo je G peaynrapan epagh ca n memena, mada cyma dee re2ose Hajeehe concmeene
epednocmu we mootce bumu eehia 0d n— 2. Ta najeehia epednocm (A + Ae = n—2) ce docmuoice
axo u camo axo Komnaemenm epada G cadporcu bunapmummu nodepadp.

Bragumup Hukudopos je y pany [52] orpanuuno ogosro Ku ®an k-HOpMY MaTpHie Tj.
HU3PAYYHAO je TOPHe orpaHuderhe 3a 30up Hajpehux k cunryiapaux Bpeanoctu Marpuie. Hberos
pe3yJirar 3a KBaJIpaTHe MaTpUIle PeJa 1 U3HOCHU:

g(1+\/E)

Mozxke ce npumeruTn ja Kajga 6ucmo padynaan Ku @an n-HopMmy, Koja y CYIITHHE HPE/ICTaB/ba
eneprujy rpada mobunn 6ucmo Beh nmosnar u Hapegen pesyiatar Kynena m Mynarona. Takohe
ce 0Baj pe3ysTaT MOKJIamna u ca pesyararoMm Bojana Moxapa 3a 30up #HajBehux k cOICTBEHHX
Bpeanoctu. [Ipu yemy je Hukudopos pauynao onmruju ciaydaj, makcumaany Ku @an k-nopmy
3a mpaBoyraoHe marpuiie y pajay [52], ome je Taj pesyaTrar HaBeleH caMoO 3a KBaJpaTHe
MaTpHIIE.

JelaH o7 JOTpHHOCA OBe Te3e je IITO CaJpzKU W OPUTHHAJIAH pe3yarar u3 pajga [9], y Kome
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je J1aTo ropime orpaHmuere 3a 30up KBaapata k HajBehux cHUHTyJIapHHUX BpeIHOCTH rpada u3
KOra je M3BejieHa TOCe/ g 3a 30up KBaJapara jBe HajBehe cunrynapue Bpeguoctu (k= 2), u
HaBeJIeHO 3a Koju rpad ce jgoctuzke Ta Hajeha Moryha BpeHOCT.

[IpumeTumo caja jia je 30up KBaJpara CHHTYJAPHUX BPeAHOCTH rpada jeHaK JIBOCTPYKOM
Opojy rpana Tor rpada Tj. 1a BaxKu caejeha jeTHAKOCT:

o+ o5+ ...+ ol =2m

Jep je A- AT = A?  a 3a enemenre a;; maTpune A? BazKu Ja IPeICTaBIbajy OPOj MyTeBa Iy AKHHE
asa n3mehy ogroepapajyha jsa uBopa rpada.

Hukudopos je Takohe Halmao ji0me U ropibe orpannderne 3a p-tu crenen [larenoBux Hopmu
rpacda 3a pasune Bpeanoctu p. Criegehn cTaBoBU €y IeTOBU Pe3yJITATH.

Cras 3.2.5. Hexa je dam 2pagp G ca n ueoposa u Hexa my je A Hajeeha concmeena epednocm,
axo je ¢ > p > 1 mada sascu:

D
q

IG < N+ (n = 1) (| G 1§ =9
Jednarocm eavicu ako u camo axo je 02(G) = 03(G) = ... = 0,(G).

Cras 3.2.6. Hexa je dam 2pagp G ca n ueoposa u Hexa my je A Hajeeha concmeena epednocm,
axo je p > q > 1 mada savcu:

D
q

IG = AP+ (n = 1) (]| G [l =A%)
Jednarocm eavicu ako u camo axo je 02(G) = 03(G) = ... = 0,(G).

[Toce6HO je 3aHUMJBUB CJy4aj aKo je y OBUM CTABOBAMA ¢ = 2 Tj. ako je p € [1,2) jep ce
Ta/I MOYKe UCKOPUCTHTH Ja je 30up KBaJIpaTa CONCTBEHUX BPEIHOCTH jeHAK JTBOCTPYKOM OPOjy
rpana T1j. || G ||3= 2m. Onza Baxe ciegehe JBe Iocaeule Tj. JI0Hbe U FOPH-e OrpaHHYerbe.

IMocnenumia 3.2.1. Heka je p > 2. Axo je G 2pag ca n ueoposa u m 2paHa u A 1e2080 HGj-
seha concmeena epednocm, mada 3a p-mu cmenen wezose Lllamenose p-nopme sasrcu caedeha
Hejednarocm:

P
2

|G =N+ (n—1)'72(2m — A?)
Jednaxocm easicu axo u camo ako je 0o(G) = 03(G) = ... = 0,(G).
ITocaenuua 3.2.2. Hexa je p € [1,2). Axo je G 2pad ca n ueoposa u m 2para u ako my je \

najeeha concmesena spednocm, mada 3a p-mu cmenen rwezose lllamenose nopme sascu caedeha

HejedHarocm:
D
2

| G I AP+ (n = 1)'75 (2m — A%)

Jednakocm easicu axo u camo axo je 02(G) = 03(G) = ... = 0,(G).

. m .
Kopucrehin oo TBphembe u unmeHuiy fa je Ay > — ayTop je y pajay [49] nomrao 1o ciaenehe
n
TeopeMe, Koja IMpeJicTaB/ba YOIIITehe HejeaHakocTn Kynena n MynTona 3a MakcuMaany
eHeprujy rpada.
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Teopema 3.2.5. Axo je G 2pag ca n usoposa u p € [1,2) mada 3a Illamenosy p-nopmy moe
epada sastcu:

L

Axo je jow G 2pagh ca MAKCUMAAHOM EHEPLUTOM BAHCU:

1 1
nrt2

2

1G>

JacHo je 11a je mpBa HejeHAKOCT y Teopemu 3a p = 1 mo3unaru pesyarar Kynena u Mynarona
koju je Beh nHaBenen. Caa hemo HaBecTH TeopeMy W3 TeOpHje MATPHUIIA U3 KOje ¢e W3BOIN jeTHO
Jiolbe orpannuere 3a lllarenoBy Hopmy rpada.

Teopema 3.2.6. Axo je pane mampuye A = [a;;] bap dsa u wene cumeyarapre epedrocmu
o1 > 09 > ... > 0,, mada sastcu caedeha nejednarocms:

1 2 2
I ALz o1(A) + ) (2]: Jai|” = UI(A)>

JEOHAKOCT BANCU YKOAUKO CY CGE HEHYAG concmeene epednocmu mampuue A ocum najsehe,
jednare no ancosymmo] pedHocmal.

Cuteseha nocsieauna oBe Teopeme HaM Jaje Jombe orpanuderse 3a lllarenoBy p-HOpMy Kaia
pe[l,2).

ITocaenuna 3.2.3. Axo je p € [1,2) u G epadp ca m epana, wuja je najseha concmeena
gpedHocm A oHda 6axHCU:
2m A2

o, "(G)

JEOHAKOCTN BANCU YKOAUKO CY c6e Henyaa concmeene epedrocmu epapa G ocum najeehe, jednake
10 ANCOAYMHO] 8PedHOCMU.

| G ||P> N+

Morsio 6m ce pauyname [[laTenoBux p-mopmu rpacda mogeuT y Tpu caydaja mpeMa Bpe-
HOCTH p M TO Ha cjenelim HaumH: mpBu cay4daj 3a p € [1,2), apyru caydaj 3a p = 2 u tpehu
caydaj p > 2. Ilocnenmu ciaydaj he y oBoj Te3un 6utn nmocedHo odpahew.
3a cBa Tpu ciaydaja, Baaguvmup Hukudopos je uzpauynao speanoctu [llaTenoBux p-nopMu 3a
caydajue rpadose y pamy [50]. Taj pesyarar je npukaszan ciaenehom TeopemMoM.

Teopema 3.2.7. Axo je G cayuajnu 2padh ca n wsoposa mada ca 6eposamHohom Koja mercu
jedan 3a wezosy Illamenosy Hopmy ascu:

/

1
1 (g—l—%) 1,1
(- Fg +om) wh wpein
|G = —+01>n, axo je p =2
5—1—0 n, axo je p > 2

Teopema koja je Beh HaBejgeHa y K0joj je ayTop M3padyHaO €HepPrujy caydajHor rpada je
caMo CIleTjaJIaH CJIydaj OBe TeopeMe.
OHo 1mTo je moceOHO 3aHUMJBHUBO KOJ OBOI pesyiarara ja IllaTenoBa HopMa mocMaTpaHa Kao
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dbyukmuja ox p (p > 0) 3a ciayuajue rpacdose Huje HenpekugaHa GyHKIUja y tadku p = 2. Y
noCeOHMM CJIyvajeBuMa, Kaja y3MeMO HeKO KOHKpPeTHO p, cBaka [llarenosa p-nopma je Hempe-
kuHa pyuknuja. Takohe u 3a p = 2 u Hekn koukperan rpad [llarenoBa Hopma je HenpekuHa
dyHKIHja.

Kibyunu gesioBu jloKasa oBe Teopeme ¢y HpuMeHa pe3yiarara Buriepa u Apmiona Koju cy
HaBeJIeHN Y OBOM pajy u Teopeme 1.3.7.

Caeneha jnBa tBphema u3 pasa [49] majy Ham ropme u jome orpannderse 3a [llarenoBy
p-HopMmy rpada Kaja je p > 2.

Cras 3.2.7. Axo je p > 2 u G 2pagh ca m epana onda 3a rezosy Llamenosy p-nopmy easicu

caedeha nejednarocms:
p—2
1 1
| G [h<2m <—§+ \/2m + Z_l)

la je oo j00pa ropma OlleHa IOBOPH HaM cJiejeha Heje IHaKOCT.

CraB 3.2.8. 3a ceaxo m nocmoju epagh G ca m epana wuja Illamenosa p-Hopma 3600806084
caedehy nejednarocms:
1

3
|G llp>—5 +1/2m+;

[Tocebno cy mobujenu pesyaraTu 3a HopMe k-mapTuTHHX rpadosa. HapaBno Morsio om ce
pehu jga cy Marpuie cyceacTBa TakBux rpadoBa k-napTuTHe MATPUIE. 3a HUXOBE MATPUUHE
HOpMe Bake ciejeha TBphema. Asim npe Tux TBphema HaBOAUMO (hopMasHy HeDUHUIH]Y 7'-
MapTUTHE MaTpUIE.

Hexka je A = [a;;], nara xBazparna Marpuna pexa n u Heka cy [ C [n] u J C [n]| menpasuu
IOJICKYIIOBY FheHUX WHJEKca, o3HauuMo ca A[l, J] nogmarpuily marpuie A Koja ce cactoju oj
a;; Taxko najei € I mj € J.

Hedbunaumuja 3.2.11. Keadpamua mampuuya A ce nHa3uea r-napmumma ako C€ CKYN HeHUT
uHderca mostce nodeaumu na napmuyuje Ha caedehu nawun [n] = N1y U Ny U ... U N, maxo da
3a ceaxo i eavcu A[N;, N;] = 0.

Teopema 3.2.8. Hexa je n > r > 2 u neka je A Keadpamna mampuua peda n 3a K0JjY 6aHCU
| A || ;maz< 1. Axo je A r-napmumna mampuya oHoa 84U

: 1
| AllL.<nzq/1-=
T

Jednarxocm eascu aKo U camo aKo cy cee cunyaapre epednocmu mampuue A jednake

(D)

Marpuna A 3a Kojy BazkKd jeIHAKOCT y IPETXOTHO] TEOPEMH 33 10BO/baBa, YNTAB HU3 3aHU-
MJBUBHUX CBOjCTaBa, a TO CY:

1. r nenm n;

2. cBaKHM eJIeMEHT @;; KOju HUje Ha JMUjaroHaaTHOM OJIOKY MMa alCOJIyTHY BPEJHOCT jeHaKy
L

3. TakBa MaTpHIA 33/10BOJbaBa cjeaeny jeTHAaKOCT:

A-AT—<1—1>nIn

r
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4. BpcTe OBe MaTpuile cy Mel)ycoOHO OpTOroHa IHE;
5. KOJIOHE OBaKBe MaTpHUIlE CYy MehycOOHO OpTOrOHaJIHE.

Teopema 3.2.9. Hexa je r ped xongepenyuore mampuue u Hexa je k ped Adamapose mampuue
mada nocmoju r-napmummna mampuua A peda n = rk maxsa da je || A ||max= 1 u sasrcu:

3 1
2

| Alfl=n¥yf1--

Hapenna 1Ba TBphema najy ropime u J0mbe orpannderme 3a Hopmy || A ||, rae je A marpuna
CyCeJCTBa HEKOT r-TIapTUTHOT rpada, HapaBHO 0BO 6w Omjie ropiha n JI0kha IPAHUIA 38 €HePTHjy
r-maprTuTHOT rpada. [opma rpanuna je nupekTHa mocaeauna ciaenehe teopeme.

Teopema 3.2.10. Hexa je n > r > 2 u neka je A neneeamueha keadpamma mMampuuya peoa n
3a kojy 6asct || A ||max< 1. Ao je A r-napmummua mampuya onda sasrcu:

1 1 1
| A< =n2y/1— =+ (1——>n
2 r T

IMocaeauua 3.2.4. Heka jen > r > 2 u nexa je G r-napmuman 2pag ca n wsoposa. Axo je
A 1ezo6a mampuya cycedcmea onda 8axHCU:

1 1 1
| A< =n2y/1— -+ (1——)n
2 r r

Teopema 3.2.11. Hexa je r ped peasre cumempuune kougepenyuone mampuue u neka je k
ped peaare cumempuurne Adamapose mampuye mada nocmoju r-napmumnu 2pap G ca n =rk
YEOPOBaA U MATMPUUOM cycedcmea A 3a Kojy saxrcu:

1 : 1 1
| All,> =n?y/1—=— (1——)n
2 T T

ITomTo je enepruja rpacda camo jejan crenujajtan ciaydaj Hlarenose p-mopme Koju ce gobuja
3a p = 1 oBa TeopeMa je camMoO CHEIHUjaJHH Caydaj ciaeaehe Teopeme Koja HaM Jiaje TOPHE
orpanunyese 3a [llarenoBe p-Hopme Kaja je p € [1,2).

Teopema 3.2.12. Heka je p € [1,2) ur ped peasne cumempuune KonBePEHUUOHE MAMPUYE U
Hexa je k ped peaane cumempuune Adamapose mampuue mada nocmoju r-napmummu epadp G
ca n =Tk 480posa 3a KOju BAHCU!

1 1,1 1 1
||G||p2 §n2+P 1—;—(1-;)71

Hapasho nocroje youunirema u 3a ropta orpanuderba enepruje rpada vj. nopme || A |«
na cjejeha TeopemMa W EeHA MTOCIEIUIA [1ajy TOPHEe orpanuderse 3a ojaronapajyhe Illarenose
p-HOpMe KaJa je p € [1,2).

Teopema 3.2.13. Hexa je n > r > 2 u p € [1,2) u nexa je A nenezamusna K6adpamma
mampuya peda n 3a k0jy 6avncu || A ||mee< 1. Axo je A r-napmummna mampuya onda easrcu:

1 1,1 1 1
HAH;DS §n2+p 1—;4—(1—;)”
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ITocnemuua 3.2.5. Hekxa jen >1r > 2 up € [1,2) axo je G r-napmuman epag ca n usoposa

onda 6aICU:
1 1 1 1 1
Gl,<=n2foy /1 ——+(1—-
|G lly< 5nsy) T+( r)”

Creneha Tteopema je yONIITeHme MPETXOHE, a Jaje TOPH-e OrpaHUYerbe 33 CBe T-TapTUTHE
MmaTpuie. A KacHHje heMo BUIeTH U Kajia ce JIOCTHXKE Ta TOpba IPAHUIIA.

Teopema 3.2.14. Heka jen >1 > 2 u p € [1,2) u neka je A keadpamna mampuya peda n 3a
kojy 6aotcu || A ||mae< 1. Axo je A r-napmummua mampuya onda sascu:

1 1
| A< =n2t /1=
2 r

Jednaxocm easrcu akxo u camo axo cy cee cumnayaapHe spednocmu mampuue A jednake:

(D)

Cneneha TeopeMa HaM /1aje y OBOM CMHUCTY MAaKCUMAJIHY MaTpuiy Tj. ony duja je lllarerosa
HOpMa Oalll jeTHAKa OBOM T'OPHEM OTPDAHUYEIbY.

Teopema 3.2.15. Hexka je r dumensuja xongepenyuone mampuue u Heka je k ped Adamapose
mampuuye axo je p > 1 mada nocmoju r-napmumna mampuya A dumensuje n = rk ca
| A ||;maz=1 3a xojy easrcu:

Ayrop je Takobe y paay [53] nao u ropme orpannueme 3a [llatenoBy HOpMy 3a KOMILIETaH
r-napTUTHU Tpad.

Teopema 3.2.16. Axo je p > 1 u K xomnaeman r-napmumnu 2pap peda n mada 3a re208y
IHTlamenosy p-Hopmy axcu:
1
1K <2 (1)
,

Y I0Ka3y oBe TeopeMe ayTop KOPUCTH BPEIHOCT TOPIHET OrpaHuvelba 3a HajBelly cOICTBEHY
. 1 .
BPEJIHOCT OBAaKBOI' rpada, Koja M3HOCH (1 — ;) n. Jaro orpanudeme je pesyiarar Jlparoiia
ITBerkoBHha.
Taxobe je y pany [49] nocrabbena xunoresa 3a [1larenose Hopme rpada Kaga je p > 2, a
KOja je pelreHa y oBoj Te3u. Ta xmmoTe3a Kake fa ce MakcuMasiaa [llarenosa p-HopMma kKajia je
p > 2 JIOCTHXKE KaJla je ImocMaTpanu rpad KOMILIeTaH W BayKHM HejeTHAKOCT:

G llp<Il K [l

npu deMy je G OMI0 Koju HeycMepeH HeKoMiLIeTan rpad a K KoMmIiuieTaH rpad Koju UMa UCTH
opoj uBoposa kao G. Cienehn nogone/bak jiaje geTabHO PEIIehe OB XUIIOTe3e.
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3.2.1 Xwunore3za Hukudopona

Baaaumup Hukudopos je y pany [50] uspauynao Illatenose HopMe 3a ciydajie rpadose y
caydajeBuMa Kaza je 1 <p <2, p=2up > 2
Ay paay [49] nocrasuo je xumore3y (4.28) koja Kaze Jla KaJa ce MOCMATPajy p-TH CTEHeHH
ITTarenoBux p-Hopmm, 3a p > 2 OWI0 KOr rpada BaxKu cjaejaeha HejeTHAKOCT:

G <[l 5115

Ca jnecue crpame je p-tu cremnen lllarenoBe HOpme kKommierHOr rpada m jegHakocT Ou
BayKIJIa aKo U caMo ako 0m u G 6mo KoMILTeTan rpad.
[omrTo je mo3HAT ClleKTap KOMILIETHOT rpada OHIa 3HAMO /14 BayKH:

| K|p=mn-1)"+n-1

OBa xumnotresa ce MoxKe (pOPMYIUCATH U Kao caejehe TBpheme:
3a cBaku rpad G ca n 4BOpoBa U CBaKO p > 2 Baxku cjeneha HejegHakoCT:

ol +ob+..+oh<(n—1)P+n-1

Hajsehu jonpunoc oBor pajia je mTO je OBa XHUIIOTE3a JOKA3aHa MPBO 33 HEKe IojelHadHe
caydajeBe rpadoBa a 3aTHM M Y ONINTeM ciay4dajy. okasumpambe oBe XHIIOTe3€ CBOJIU Ce Ha
JIOKA3WBarhe HejeTHAKOCTU Ja 38 CBAKW rpad Tj. 3a HETroBe CHHTYJIapHEe BPETHOCTH BAayKU:

o+l +..+oh<(n—1)P+n-1

[IpBo je mokazano ja XuIOTe3a BaxKH 3a p Koje je mapaH Opoj, 3a jako peryyapHe rpadone

n+vn n+2yn n+2yn
2 4 7 4
Cneneha Teopema Jaje MO3UTHBAH OJTOBOP Ha MOMeHYTY xunore3dy HukmdopoBa yKOJIMKO
je p mapan 6poj.

ca mapaMeTpuMa (m ) 7 3a cTadJa.

Teopema 3.2.17. Hexa je G neopujernmucan epagh 6e3 nemmpu ca n 480po6a, o, > 0y > .... > Op
ree08e cuH2yAapHe epedHocmu u p > 2 napar 6poj, mada axHcu:

ol +ob+ ...+l <(n—1P+n-1

Jloxas. Heka je A marpuna cyceacrsa rpada G u p > 2 napan 6poj. Enementn a;; marpune AP
npejicTaB/bajy Opoj myTeBa JayKuHe p n3Mely 9BOpOBa ¢ U j 110 Beh HaBe/IeHO] T03HATOj TeOpeMu
u3 teopuje rpadosa. Ako A comcrBeHa BpemgHocT Marpuie A Taga AP CONCTBEHA BPEITHOCT
marpute AP. Jacno je ga ako u3 rpada YKJIOHHMO je/IHy WJIM BHUIIE I'PaHa cMaibyje ce Opoj
nyTeBa OMJIO Koje Jayzkune m3Mmely Omsio Koja jgBa uBopa. [Ipema TomMe MakCUMyM ce HOCTHIKE
3a KoMILIeTaH rpad.

]

3a p = 1 [llarenoBa HopMma je eHepruja rpada, MakcuMaJIHa eHepruja rpada Kao mro je seh
HAIIOMEHYTO TpeMa 3Ha4ajuoMm paay Kynena m Mynrona poctuzke ce 3a jako peryiaapan rpad
n++n n+2yn n+2yn n+n?

2 4 ’ 4
[TomTo je enepruja rpada cuerujanan cay4aj [llaTenose HopMe OIIO je 3aHUMBUBO H3PATYHATH
[TlaTenoBY HOPMY 32 OBAaKaB jako peryaapan rpad rae je n = 4F, u Bujgern na m 3a mera BaxKu
HejegHakocT u3 nomenyte xunorese Hukudoposa 3a p > 2. Enepruja xomiuteTHor rpada je
2n — 2. Crneneha TeopeMa jiaje MO3UTUBAH OJITOBOP Tj. moTBphyje xunoresy Hukudoposa Kajia
p > 2 3a jako peryjapat rpad, KOju UMa MAaKCUMAJIHY €HEPrHUjy.

ca apaMeTpuMa (n, ) W U3HOCHU
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Teopema 3.2.18. Hexa je G  jaxo  peeysapan  2padh  ca  NAPAMEMPUMG
n++/n n+2yn n+2yn
(n, 2\/_, 4\/_, 4\/_> U CUHRYAAPHUM 6pedHOCTUMG 01 > 0o > ... > Op,

npu wemy je n = 4%, k € N mada easicu caedeha nejednarocm:

ol +ob+ ...+l <(n—-1P+n-1

Jloxas. Joxazahemo Teopemy kopuctehn MeToxy Maremarnuke nuayknuje. Hexa je n = 4%, TTo-

3HAT je u Beh HaBeJIeH y OBOM paJly crieKTap jako peryaapHor rpada ca mapamerpuma (n, k, A, ()
2 2 3 n 9

a mpeMa ToMe 3a OBaj rpad ¢y cuHTyIapHe BPeIHOCTU: 01 =

[Ipu yBegennM o3nakama IMoja3Ha HEjeHAKOCT 1OCcTaje:
ofp((2F 1)t 2k — 1) < 2P(2F —1)((4F —1)P L + 1)

Kana je k = 1 1j. 3a n = 4, pagu ce o komiieTnoM rpady Ky ma Tajga Oail BaxKM jeHAKOCT.
[IpeTmocTaBuMO j1a HEjeIHAKOCT BaxKH 3a k M JIOKazKUMO J1a BaxkKu 3a k + 1.

Tpebasio 6u jgoka3aTu:
2+ Dp((2. 2k 41yl 2.9k — 1) < 2P(2FFL — 1) (4 — 1) 1)

[Tocmarpajmo cajia JeBy CTpaHy HejeHAKOCTH:

"'
2P oP((2.2F 4 1)Pt 2. 2% — 1) =2kp. P (273—1 (2’f+§) +2. (2’€ — —))

1\*! 1
— okp . gptl [ op=2 9k 4 _ +2F 2
2 2
1\*"! 1
S 2kp . 2p+1 . 2p72 (2]€ + 5) + 2k o 5

< ofpLgptlogpm2 (2R 4 1Pt 428 1)

Y mocnenmeM KOpPaKy ce KOPDUCTH YHbeHHIa Ja je dbyrknuja y = a® — b® mo npoMeH/buBOj &
pactyha kama je a > b.
Axo 6uCcMO casta TPUMEHIIH UHIYKINJCKY XHIIOTe3Y:

2t gt P72 (28 4 1P 4 28 — 1)
< op.optlop2(ok 1) ((4F — 1)t + 1)
=20 728 —2) ((4F — 1)+ 1)
=27 (2" —2) (4" — 4Pt 440
<27 (M 1) (4 —1)Ph 1)

Ha oBom mecTy hemo objacHUTH HejeIHAKOCT KOja je MPUMEIheHa Y MPeTXOTHOM KOPaKy:

(<4k+1 . 4)]7—1 4 4p—1) < ((4k+1 . 1)p—1 + 1)
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[TocmaTpajmo caenehn u3pas:
(=17 1) — (@ — 4t 4t

Ao je 4! —1 =aup—1 =2 Taga Baxku a > 63 n > 1, IPETXOAHO 3aNNCAH U3pa3 IPH
OBUM O3HaKaMa TOCTaje:

@1 (a3 — 4" =0~ (a—3)" — (4"~ (4~ 3)")

[Mocaeamu u3pas je pasauka ase BpegHocTH dhyukuje a® —(a—3)" y taukama a u 4, a GyHKImja
je pacryha no a ma je camMuM THUM JaTU U3pa3 MO3UTHBAH jep je a > 63.
OBuUM je Teopema JOKa3aHa.

]

Cuieneha Teopema HaM Jiaje IO3UTHBAH OJIOBOD Ha NHUTAE Ja JIM IOMEHYTa XHIOTe3a W3
paza [49] Baxku 3a crabia.

Teopema 3.2.19. Hexa je epagh G cmabao u o1 > 09 > ... > 0, cuneysaphe epedrocmu 0d G
mada 8aHCU:
ol +ob+ ..+l <(n—1P+n-1

Zokas. TlosnaTu pe3ynTaT je ropibe orpaHHYuerhe 3a HajBehy cOmCTBeHy BpeIHOCT cTab/ia:

/\1§ \/n—l

o't o< (n—1)5+0h+ol 4 .07 <nn-1)3

Ban>2né€eNup>2Baxnu cieaeha HejeqHakocT:

[NIS]

n<(n—17%4+mn-1)7"

P
2

=nn—-12<(n—-1P+n—-1

OBuM J10Ka3 TEOpEMe 3aBPIIEH. O]

Hapeana nema he umaru 3na4ajHo MeCTO y J0Ka3UBalby MOMEHYTE XUIIOTE3E.

Jlema 3.2.1. Hexa je damo caedehux n 6pojesa xy, s, ..., T, maksur da Ty, Ts,...,T, € [1,c],
2de je ¢ > n. Axo sastcu:
1 +x9+...+x,=cC

u q > 1 mada uspas
o +axd+ .. 4l

docmuoice MaKCUMYM aKo je jedna 00 npomenpusus (Ha npumep x;) jednara c—n+1, a ocmaauz
n — 1 npomennusux jednaxe 1.

Jlokas. Tlocmarpajmo uspas 2 + 24 + ... + 22 kao GyHxnmjy n npomenbuBux. JacHo je na ce
paju O HempeKuHoj (pyHKIHMjU 10 CBaKO] MPOMEH/HbUBOj Koja je naeduHHCcaHa Ha 3aTBOPEHOM
unTepBaay. BajeprmirpacoBa TeopeMma Kaxke Ja je HempeKuIHa (PYHKIHja Ha 3aTBOPEHOM
UHTEPBATY OTPAHWICHA U Ja MTOCTOje TauKe TOT HHTEPBaJIa y KOjUMa OHA JTOCTUKE MAKCHMAJIHY
1 MAHHMAJHY BPEJHOCT.

[Ipumenumo cajza Ha JaTy HYHKIM]Y MO3HATH MOCTYIAK 33 HAJAYKEIbe YCJIOBHUX €KCTPEMyMa
dbyuKIHje (JOKATHE eKCTPEMYMHE IIPH YCJIOBY ).

65



Yommrema [1lareroBux HopMu rpada u KOMOMHATOPHE IPUMEHE

Heka je F(x1, %2, ..., T,, \) JlarpamxkoBa dyHkimja.
F(xy, 29, .,xp, ) =2 +ad + .+ 2 + Naoy+ 22+ ... + 2, — ©)

Haljumo mpBo npse napuujasne u3soje (jacHo je jga ie 3600 CUMETPUIHOCTH OHU OUTH je THAKH ) :

OF
— =gz +X3ai=1,23...n

ox;
oF
—=0eux="7
al’i
30 or = 2 j N <
Ol YCJIOBa UMaMO Ja Je: &; = - Ta/la Je CralliOHapHa Ta4vKa: )

Cajza Tpeba m3padyHATH ApYyTe Mapiujaane u3Boie u npuMeHuTH CHIBECTEPOB KPUTEPH)YM:

oOF
el (Ul Da?™2i=1,2,3,...,n
Ti0x;
gg—Dai?>0,g>1
OF _,
axiﬁxj N

[Ipema CuiBecTepoBOM KPUTEPH]YMY y CTAMOHAPHO] Tauku S (PYHKIHja JOCTHZKE MUHUMYM.
JacHo je Jia ce OHJIa MAKCUMYM JIOCTUzKe Ha rpanuiiu. Heka je jejHa npoMeH/bUBa HA IIPUMEp
ry = 1 (ekBHBaJIEHTHO je Jia je OMJIO KOja Apyra MPOMEHJBUBA ONl Ty A0 X, jeJHAKA jellaH).
VKOMKO NPUMEHUMO OOjalllibeHu MOCTyNak Ha Jobujeny (yHKIHU]y Koja uMa n — 1 nmpomen-
JBUBY J100MheMO cTallMOHAapHY TadykKy S (1, 7?;11, Z:ll, f;ll, e ;:;11) HOHOBO heMoO 3aK/byduTH 12
ce W Y OBOj CTAIIMOHAPHO] TAYKW JOCTUKe JOKAJIHA MUHUMYM. l[puMennMo cama MaTeMaTHuKy
UHJLYKIM]Y joln 1 — 2 1yTa. ¥ CBAKOM KOPaKy 10 je/iHa HOBA IIPOMEH/bUBA je JeJHAKa jejIaH,
caMUM THM heMO y CBaKOM KODPaKy UMATH 1O jeJHy HEMO3HATy TPOMeH/bUBY Mame. Omasie
CJIeJTI TI0JIA3HO TBphere.

]

Crieneha Teopema naje ropme orpaHudemne 3a 30up kBajapara k Hajsehux cuHrymapHUX
BPEJIHOCTH HeopHujeHTHCaHOr rpada 6e3 nersbu.

Teopema 3.2.20. Cyma keadpama k najeehux cuneysaprux 8pedHoCmU HEOPUJEHMUCAHOZ 2Pa-
da G, bes nemmpu, ca N UBOPOBA U M 2PAHA YUJE CY CUHRYAAPHE BPEOHOCTU:
01 > 09 > ... > Oy, J€ Matea uau jednarxa 0d (n — 1)2 + k — 1 my. saorcu caedeha nejednakrocms:

ol +os+..+oi<(n—-1)>+k—1

Jednaxocm eaosrcu axo u camo axo je G Komnaeman epagp.

Jokas. 1losnaro je nma je 30up KBaJjipara COICTBEHUX BPEIHOCTU jeJHAK JBOCTPYKOM OpOjy
rpana rpada, 1j. Ja Baxu cieaeha jeanakoct:

o+ 054 ... +02=2m

n(n —1)
. : 2 :
Hexka je d paznuka 6poja uBHIla KOMILIETHOT Tpada ca n IBOpoBa u mocMaTpanor rpada G T1j.

nMaMO Ja BazKH:

bpoj uBuna komiuieTHor rpada u3HOCH:

—1
d:%—m
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[TocmaTpahemo gBa ciydaja:
1) Ako je:d > % —1
Tana numamo ciaenehe HejeHakOCTH:

ol tos .. toi<n*—n—-2d<n*—n-n+2=mn-1)*+1

Jlako cMo 100m1u 1mosa3no TBpherbe.
2) Heka je: d < 5 — 1
Ako 6ucMmo yRIOHWIN cajga 2d 9BOpoBa u3 mocMmarpaHor rpada G modmin 6MCMO KOMILIeTaH
rpad (HapaBHO YBOPOBE TAKO MOXKEMO ojabparu Ja ce nobuje KoMiteran rpad), 03HA4NMO ra
ca H.
VY pany [2] ayropu cy qokazasu jga ako je N_1 6poj CONCTBEHUX BPeAHOCTH Ipada Koje cy Makbe
wid jeiHake oa —1 m w Opoj rpana Hajseher kommiaernor nmoarpada maror rpada (Hajsehe
KJIUKE) BAXKU:

w<N_+1

Ha ocuoBy oBor pesysirara moxkemo 3ak/byantn ja rpad G uma n — 2d — 1 comncrBeHUX BpejI-
HOCTHU Koje cy Mame uian jegnake oj —1. I3 reopeme 1.2.10 cjiein unmheHnIa j1a 3a COTICTBEHE
BpefHOCTH rpada Baku HejesHakocT |[A1| > |\,|, Tj. Hajsehia cunrymapha BpegHOCT OroBapa
HajBehoj concTBeHoj BpeaHocTn MaTpuiie. Caja heMo NCKOPUCTHTH OBY YWIHEHUILY W BHJETH 1A
Baxku cjejeha Hejepnakocr. [Ipe Tora nojesimmMo c¢Be CUHIYJIapHE BPEJIHOCTH Y TPHU I'pylie Ha
caejiehn HAYWH: HEKa Cy y NPBOj rpyiy upBux k Hajsehux cunrygmanux BpemIHOCTH, Y JAPYyroj
IPyIIA OHE KOje OJIT0BApajy CONCTBEHUM BPEeTHOCTHMA KOje Cy Mame 0 —1 a Ja HUCY y NpBOj
rpynu u y Tpehoj rpynu ¢y oHe Koje HHCY HU y NMPBOj HU Y JAPYyToj Ipynu. JleBa cTpaHa Hape-
He HejeJJHAKOCTH MpeJicTaBiba 30Mp KBaJpaTa CHHIYJIADHUX BPEJIHOCTH TpBe jBe rpyie (rpeha
rpylia y HeKUM CJIy4ajeBUMa W He HOCTOjH) Taj 30Mp KBaJjpaTa je CUIYDHO Matbi MJIH JeJHAK O]
JIBOCTPYKOTr Opoja rpana rpada.

ol +os+..+op+n—2d—1—(k—1)<n>—n-—2d
oltoit. o< (n—17 +k—-1
0

CwmarpaMo f1a 0Baj pe3yaTaT MOXKe KOPUCTUTH Yy HEKUM CIeNHjaJHAM CIydajeBIMa, TO jecT
3a pasne BpeanocTu k. Hapeano tBpheme je IupekTHa HOCJIEIUIA OBE TEOpEeMe, OHO HaM Jaje
orpaHHYebe 0703r0 3a 30up KBajpaTa jaBe HajBehe cHHIyJIapHe BPEJIHOCTH HEOPUJEHTHCAHOT
rpadra 6e3 nersbu. Hapasho, nmosuaro je ja je najseha corncrseHa BpejiHOCT rpada ca n TeMeHa
orpanutveHa 070310 ca n — 1. Beh je nasesmen crap 1.2.2 Koju Kaxke ja ako je Hajseha comncrbena
BpeanocT rpada bamr n — 1, Taj rpad je KoMmILaeTaH.

IMocaemuiia 3.2.6. 3a ceaxu neopujenmucan 2pad G 6e3 nemmpu, ca n 460po6a, “uje cy
CUHRYAGPHE 8DedHOCTIU: 01 > 09 > ... > 0, 6axcU caedeha nejednarocm.:

2 2 2
oi+o;<(n—1)°*+1
Jedunaxocm eastcu arxo u camo axo je G Komnaeman 2pagp.

Hapeana Teopema je jeiano yomnmrreie [larenoBux nopmu u yommreme xunorese Hukundo-
poBa.

67



Yommrema [1lareroBux HopMu rpada u KOMOMHATOPHE IPUMEHE

Teopema 3.2.21. Hexa je p > 2 u k < n mada 3a cearxu neopujenmucan epagh G 6e3 nemau,
Ca N YBOPOBA U CUHZYAAPHUM 8PEOHOCTIUMA 01 > Ty > ... > 0y 6aicy caedeha nejednarxocm:
ol +ob+ .+ <(n—1P+k—-1

Jednaxocm eaosrcu axo u camo axo je G Komnaeman epagp.

Joxas. Heka je | < k Opoj cuHryIapHUX BPEeIHOCTH Koje cy Behe mwan jemnaxe o jeman. Caja
1o TeopeMu 3.2.20 BaxKu:

ol tos4..+of<(n—17+1-1

Hexa je caga z; = 02 3a 1 < i < [ u npumenumo Jjemy 3.2.1 rue je ¢ = £, nobujamo ciemnehy

Heje THAKOCT:

P
2

ol +ob+. ol <(n—-1P+1-1

Axo je ¢ > | onga mpema TpPETTIOCTABIU 0; < 1, aKO YOUIITe TMOCTOje TAKBe CHHTYJIApHE
BPEJIHOCTH. Y CJIy4Yajy Ja OBAKBE CHHIYJIapHE BPEIHOCTHU IIOCTOje, OHe Mpunaaajy Tpehoj rpymm
u3 TMpeTxoaHor nokasa. OBHUM je TeopeMa JoKa3aHa. ]

Ako 6u y mocaenmoj TeopeMr NPeTIOCTABUIN k = n goduau O6u cMo TadHo xumore3y Hu-
kudoposa u3 paja [49]. Osae hemo je dbopmysnncarn Kao HOCAEIHUILY IPETXOIHE TEOPEMe.

IMocaeaunua 3.2.7. Axo je p > 2 u G neopujenmucan 2pag 6€3 nemnpl ca n 460PO6a U CuH2Y-
AGDPHUM BPEOHOCTNUMG T1 > T9 > ... > T, Mmada saxcu caedeha nejednarocm:

ol +ob+.. .+l <(n—1P+(n-1)
Jednarxoem eaorcu axo u camo axo je G xomnaeman epag.

OBuwM je pemrena nmomenyTa xunore3a Hukudoposa Besana 3a [1larenose nHopme rpada xama
je p > 2y ommreMm caydajy. A m garo je jeIHO 3aHUMJBHBO yorremne. Morio 6u ce rpybo pehn
Jla cy y 1ocJienmbo] TeopeMu uckombunosane Illarenose p-nopme u Ku ®an k-nopme, u jata
ILUXOBA OIITPa OIleHA, KOja Ce OCTBAapyje caMo 3a KOMILIeTHe rpadose.
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3.3 Emneprumja kommjeMeHTHOr rpada

SaHuMJ/bUB MPOOJEM KOJ padyHarba eHepruje HeKux rpadoBa MOxKe OUTH INTa 3HAMO O
eHepruju KOMILIeMeHTHOT rpada rpady G uin youlTeHuje MTa 3HaMo O leroBoM criekTpy. Ha-
PaBHO KA je MO3HAT CIeKTap rpada Mo3HATa Cy My U pa3Ha Ipyra CBOjCTBA I1a TAKO U €HeprHja.

Takobhe Mozke ce MOCTaBUTHU MUTAE Ja JIM HEKAJI YKAamhamheM HEKIX 9BOPOBa U I'paHa rpada
(TO jecT aKO YKAOHUMO HEKH Ipad KOMe 3HAMO CIIEKTAP) MOKEMO TO00JbIIIATH HEerOBY €HEePrH]y.
Y ku3u 6] cy u3BeeHe BPEJHOCTH CIEKTPA 38 KOMILUIEMEHT peryJapHor rpada.

Teopema 3.3.1. Hekxa je dam k-peeysapnu 2pap G ca n weoposa wuuju je cnexmap:
(k, A2y Az, .oy Ap). Omda je wezoe komnaemenm (n — 1 — k)-peeyaapar epad wuju je cnexmap:
m—k—1,1,-X3—1,...,—\, — 1).

U3 oBe Teopeme jacHO Cjeju Jga HAM je YBEK I03HaTa €Hepruja 3a KOMILJIEMEHT PeryiapHor
rpada YKOJIWKO HAM je MO3HAT CHeKTap TOT peryJaapHor rpada.

PazMorpumo caja HeKa €BOjCTBA MATpPHUIA W WU3BEIUMO jeJHY TEOPEMY O aCHMIITOTCKOM
HOHAIIAY eHepruje KOMILIeMeHTHOT Tpada, y omnmrrem ciay4dajy. Heka je mar rpad ca k usoposa
u Heka je Gy ’eroBa MaTPHUIA CyCeJACTBa, HAPABHO meHa auMensuja je k X k. Ilpommupumo oBy
MaTpPHILy HyJama Tako Ja Oy/e JMMEH3Uje n X n W Tako j0bujeny Marpuily o3nadumo ca G.

P, = I — —J je upojekTop Ha OpTOrOHaJIHU KoMIteMeHT BekTopa (1,1,1...,1).
n

- L
n n
P, =
1 1
——J | I-=J
L n n
] | _
(Ik - —Jk) Gi | 0
n
PG =
1
——JGy |0
i 1 1 1 1]
(Ik - —Jk) ¢, (zk - —Jk) - (z - —J) ol
n n n n
P,GP, =
1 1 1
——JGy (1 - —J) — JGyJ
i n n n i

Hanomena: OBakBo MHOXKere OJIOK MATPHIIA je Y CKJIaTy ca JUMeH3ujaMa cBake ofl ibuX. Heka
je G* = P,GP,— G (oBy Marpuity 6uCMO MOIJIM 3BATH U MaJla MATPHUIIA, jep CY HeHe COICTBEHEe
BPEJHOCTH MaJd OPOjeBH; O3HAYMMO UX ca A} > Aj > ... > AF), mporieHnMo 301p KBapaTa CBUX
eqemenara marpure G*. Ilponeny Bpmumo mo ogpehenum 6s10koBuMa 610k-marpune P,GP,—G
kKoje hemo o3HauuTH Ha cjaegehn HAYWH:

G*=P,GP, -G = { Au | Ao }

A21 A22
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1 1 1
Ay = —~GpJ — ~JGy + — JGyJ
n n n

u uMa k? eneMenara. IIpsa jiBa cabupKa HUMajy cBe ejleMeHTe Maibe WM jejHake oj HyJe H

(k-1

or'paHUYeHe 110 MOJYJy €a , & eJeMeHnTH Tpeher cabupKa cy HEHEraTHUBHU M OTPAHUYCHH

1
o mojyay ca ca —k(k —1).
n
. 2(k—1)
[Tpema ToMe, jeJiaH eJeMEHT MOYKEMO IO MOJYJLYy OIPAHHYUTH O03T0 Ca ———.
n
Aqg: Humvensnja je k x (n — k) na uma k- (n — k) eqemenara.
1 1
n n

Esementu npsor cabupka cy Mambu WK jeIHAKHA OJ HYJe U MOTY C€ OIPAHUYUTHU OJI03T0 IO

mMoayay ca —(k — 1), a exementn apyror cabWpKa Cy HEHETATHBHH W MOTY Ceé OrDAHUYUTH
n
1

07103T0 ca ﬁk(l{ —1).

1
JeJlaH eJleMeHT MOZKEMO 110 MOJLYJIy OrPaHuYuTH 010310 ca: —(k — 1),
n
Agp: Nma (n — k) - k enemenara

1 1
n n
EﬂeMeHTI/I HpBOF Ca6I/IpKa Cy MabUu HUJIn je,ZLHaKI/I O, HyJIe n MOFy ce 110 MO,ZLyJIy OFpaHI/I‘{I/ITI/I

omosro ca —(k—1), a eeMeHTH APYToOT cabupKa ¢y HEHETATHBHE U MOTY €€ OTPAHHYIHTH OJ03T0
n
1
ca —k(k—1).
n

1
Jeman eeMeHT MOYKeMO MO MOJYJTy OTpaHUYINTH 07103r0 ca: —(k — 1).
n

Ago: OBaj neo uma (n — k)? enemenara.
1
AQQ = —JGkJ
n2
CBu eJleMeHTH OBe MATpPUIE ¢y HEHETATUBHH. JEAH €JEMEHT (e MOXKE OTDAHHIUTH OJI03T0
k(k—1)

cal———.
n2

[Ipomenmmo cam 30up KBaJapaTa CBUX ejJeMeHaTa 010K MaTpHIlE, TO jeCT OLEHY]jeMO KBaIpaT
Ppobenujycose HOpMeE:

£ (k — 1) (k —1)” (k — 1) (=1
“A”f”:4%%(”_’“)7)+k<”‘k)T+<n—k>2 o
kk'—12 k _kQ k'k'—12 kS
:u- 4k+n—k+n—k+—(n ) §—< )(2n—|—3/€)§5_
n? n2 n2 n

Onasne mobujamo:
V5 k2
Allf < —=— (3.1)

vn

Y nokazy ciaejiehe Teopeme he ce KOpUCTUTH OBa J0CAIAINHA pa3MaTpama 1 jeJiHa O] ocae-
JIAIa MAH-MaKC TeopeMe O KapaKTepu3alldju COIICTBEHNX BpeHOCTH, Bejoa Teopema 1.2.9.
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Teopema 3.3.2. [locmampajmo xomnaeman 2pad 6€3 NEMbU ca N 4E0POGA U YKAOHUMO U3
rweaa epane epaa G Koju uma k weoposa u wuju je cnekmap Ay > Ao > ... > A\ Cnexmap
maxo dobujenoe epagia mj. komnaemanma 2paga G he mescumu (3a eeauke epednHocmu n)
caedehum epednocmuma

(n=140(n" %), ~1=X#+0(n" %), ~1=2g+0(n"%), ., =1=AtO(n %), ~1+0(n"3), ., = 140(n"2))

na je enepeuja dobujeroe epagda

n—1

E=n—1+)Y [1+\|+0(V/n)

i=1
Jloxas. Marpuna kommiementrnor rpada rpady G je J — [ — G. Baxu jegnakoct:
J-G—-I1=J+PF,—I1-P,(G+1)P,+G".

[To mejepnakoctu uszmehy oneparopcke u ®pobdbenujycose nopme, cras 3.2.1 u dpopmyan 3.1

vn

caeauhe 1a cy CONCTBEHE BPEIHOCTH MATPHIlE KOMILIEMEHTHOT I'paa HajBHIIIe

CBE COIICTBEHEe BpeJaHoCTH o G* ¢y 10 MOy Mame O

. llo BejsioBoj Teopemu 1.2.9

V5 k2
NLD
o1 concrBenux Bpeanoctu Marpuie J+ P, —I — P,(G+1)P,. ConcTBeHa BpeJHOCT OBe MATPHIIE
je n—1 3a concrBenu BekTop (1,1, ...1), & ocTaIM CONCTBEHN BEKTOPHU CYy OPTOTOHAJIHHU HA THEra

1 0JiroBapajy coucreeHumM speanocruma marpune P,(G + I)P, u3 oarosapajyher

nornpocropa. Cnekrap marpune P,GP, ce 36or G* = P,GP, — G pasjukyje oj CleKTpa

V5 k2
Vn

y/1aJbeHe

MaTpuiie G 110 aHAJOTHEM pa3MaTparbUMa 3a HajBHIIE , na fie 3a marpuny P,(G+1)P,

crekTap OUTH:
(o, L4 M 0 3), 1+ X+ 0n3), 1+ M+ 0 3),1+0(n"3), 1+ O(n—%))

e HyJa oarosapa concreeHoM Bektopy (1,1, ...,1), ma cenn fa je crekrap MaTpUIle KOMILTe-
MeHTHOI rpada;:

(n 14O ), —1 =M+ O ), —1 = A+ O E), 1+ O 5), .., —1+ O(n—%))

O

Hexka je cmektap xomiieMeHTHOT Tpada fiy > o > ... > i, 1m0 KomujeBoj Teopemu o
npemauramy (TeopeMa 1.2.8) u KOMEHTAPUMA H3a Fhe MOKMO 3aK/bYUUTH JIa CY HEKe CONCTBEHEe
BPEJHOCTH TA4YHO -1, TO jeCT A BAXKMU: [l = ... = [y = —1. OmaBae MOKMO T0OUTH T3 3a

eHeprujy KoMiieMeHTHOr rpada (Kaja n Texkn GeCKOHAYHOCTH ) BaXKU:

k
E,=> |1+ X|+2n—k—2+0(V/n)

=1

Bugesu cMo jga MoKeMO acUMITOTCKU OJPEIUTH CIEKTap, a CaMUM THM W €HEePTrujy KOMILIe-
MeHTHOI rpada 3a HeKHd mo3HaT rpad.

71



Yommrema [1lareroBux HopMu rpada u KOMOMHATOPHE IPUMEHE

3.4 CpeaunHe CUHTYJIAPHUX BPEIHOCTU CIIy4dajHUX
rpacdpoBa

Y oBoM moryIaB/by hie OMTH M3padyHATe CPe/InHe P-THX CTelleHA CHHTYJIAPHUX BPEIHOCTU U
OIICELEHA N€OMETPHJCKA CPEeJIMHA CUHI'YJIAPHUX BPEJIHOCTU CJIydajHOT rpada.

Teopema 3.4.1. Teomempujcka cpedura cur2YAGPHUT 6PEOHOCTIU CAYHAJHOZ 2Pag Ca N 480PO8a

Jje Mara uau jednara 00:
1/ 1+o(1
46( O( ))

Jloxasz. Tlpumernmo na Baxke ciejehe je THAKOCTH:

Vo109 0, =€n 1r1(0'10'2 U”)—enzk 1 Inoyg

N3 Teopeme 1.3.6 0 CKOpo cUTypHOj KOHBepreHnuju MyHKIIM]ja pacto/esie, ciaean aa he pyHk-
nuja pacuojese W, ckopo curypno ja Texku Ka dyakiuju pacrnojgesise W Tj. ca BepoBaTrnohom 1
HMaMO KOHBEpTreHIHjy oAroBapajyhux sepoparnocHux Mepa. [lomrro je jorapuramcka (pyHKIIHja
HEIPEKU/IHA ¥ OI'PAHUYEHA 00310, HEjeIHAKOCT OUYeKUuBatha eMIIMPUjCKe CleKTpaJ/ina yHKIuje
pacnojyene W, u Buraepose nonykpyxue pacnogene W naje:

0

1o 4 !
—E lnig—/ Inzv1—2? dz+ o(1)
n & N

Wspauynajmo cana ciaegehu uaTerpas:

1
:/ Inzv1— 22 dzx
0

[Tpumerumo na Baxu:

1 1 1
/ lnx\/l—.era:—i—/ \/1—3320[3::/(1—|—lnx)\/1—x2dx
0 0 0

[Tocaeamu nHTErpas ce MOYXKe padyHAaTH METOJOM HapliyjaiHe HHTerpaluje:
g2 lnx

1
l+Inz)V1—a?de=—
/0( nx) x? dx m

:>2]—|—/ \/1—x2dx—/

O3HaYnMO TOCTeIHN HHTErPaJI ca [; 1 u3padyHajMo ra:

U ng 3
[ = ——dx = / In sin tdt
' /0 V1—2? 0

Yrorpebumo cana ciaenehy dopmyy:

/Oa fla—z)de = /0 f(@)da

jus jus

1 s
2]1:/zlnsintdt—i-/zlncostdt: —/ lnsinudu—zan
0 0 2 Jo 2

\/1—502
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2 s 7 T
= Insintdt - —In2=5L=——In2=]=————1n2
/0 nsin 5 0 1 5 0 g gm

= = Zln— < ———ln2+0(1)

1 ¢ 1
_Zlnakgln\/ﬁ—é—hﬂ—i—o(l)
n

k=1

& ebllovora) o Jo-t. %6o<1>

I'n
S Yooy 0, < E(l—i—o(l))

OBum je TeopemMa J0Ka3aHa.

]

OBzie 6u ce MOIJIO TOBOPUTH W O BPEIHOCTH AeTepMmMuHanTe ciaydajue marpure. Cremeha
MOCTIE/IATIA Jlaje HAM TOPHhe OTpAHIIErhe 38 BPETHOCTH JIETEPMUHAHTE CAyvYajHe MaTpHIIE.

IMocaeaunua 3.4.1. Heka je A mampuya cycedemea caysajrnoz epaga u € > 0 npoussomno. 3a
0080HHO BEAUKO N CKOPO CUYPHO BadHcu caedeha wejednakrocm:

n

det A< (14¢)" (ZB)E

Ha TeMmy cHHTYIapHUX CIy9IajHAX MATPHIA KMa MHOIO paaoBa, suaeru [58], [59], [38] u [60].
Pauynara je BepoBaruoha morabaja 1a je ciaydajHa MaTpuiia CHHIYJIapHA Tj. 14 jOj je BPEIHOCT
JieTepMUHaHTE HyJa. decro je mocmarpaHa Tako3BaHa bepHysiujeBa ciydajHa MaTpuiia, TO je
MaTpHUIla YUjH eJIeMeHTH Cy CaydajHe BeJndnHe Koje y3umajy Bpeanoctu 1 mam —1 ca Beposat-
Hohama % Osnaunmo Bepryujese cayuajue marpune ca M,. Ca p, ce o3Ha9aBa BepoBaTHOhA
JIa je JeTepMUHAHTa CJIydajHe MaTpuie Hyia 1j. p, = P{det M, = 0},

[TpBu 3HauajHUju paJ u3 oBe obaaeru je [38] u3 1967. roguue, rie je uspadysaro ja je p, = o(1).
Y pauy [59] ayTopu ¢y Jaim ropme orpaHuderne 3a BepoBaTHONY p, 1 OHO M3HOCH (% + 0(1))”.
Muoru maremMaTudapu Cy MOCTaB/baJli XUIIOTE3Y Jia 3a BepoBaTHOWY p, BaxKmu cieneha jeana-

KOCT
L)
n — | & o
p 2

Osa jemnakoct je gokasana 2020. roqune y pasy [60].

Y HeKuM paJIOBUMa Cy IMOoCMaTpaHe W CIydajHe CUMeTPHUYHE MATPHUIE KOJ KOJUX CY M3HAI
rJIaBHe aujaroHase BepHy/njeBe ciydajHe IPOMEH/bHBE. 3a OBe CAy4YajHE MaTPHIE je Y PaLy
[15] mokazaHo 1a €y cKOpo curypHo HecuHrysaapHe. [TItaBuiie ayTopu Cy y OBOM Pajly A0Ka3aJiu
ciaenehy HejeaHaKOCT:

Dn <TL 8+O(1)

[TomTo je oBa HejeTHAKOCT JOKa3aHa 38 CUMETPUIHe CJIydajHe MaTpHUIle KOjuMa Cy eJleMeHTH
Bepnynmjese caydajue nmpoMeH/bUBE Koje y3uMajy Bpeanoctu 0 man 1, jacHo je 71a oBaj pe3yarar
BaykKd M 3a MaTPHIIE CyCeJCTBa CaydajHor rpada.

Cneneha Teopema je mokazana KOpucTehu ce mCTUM K/by9HHM aprymenToM kKao B. Hukn-
dbopos y paxy [47], anu oBne ce paau yomireme 3a 0 < p < 1 jep ce He mOCMATPA jeJIaH CJIyda]
HopMme Beh cpejuHa p-THX CTelleHa CHHIYJIAPHUX BPEIHOCTH CJIydajHor rpada.
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Teopema 3.4.2. Cpedrva spednocm p-mux CMeneHa CUHLYAGPHUL SPEIHOCTU CAYUAJHUL 2Pa-
osa ckopo cuypHo U3HOCU:

- ((o(2522) )

+1 3
U —.

2 2

Jokas. Cyma p-TuX cTemeHa arncoJyTHUX BPEIHOCTU COMCTBEHUX BPEIHOCTH CJIYUIAjHOT T'pa-

da je p-Tm MOMeHT ojrosapajyhie ciydajHe IpOMeHJbUBE, Ia IIPeMa TOMe Tpeba HU3padyHaTH

ciaepehn maTerpas:

lpu wemy je B (’%1, %) bema PyHKUUIA ca NaAPaMempuma

1 1
1 p— 1 13
I’p\/].—]f2d$:§/ \/1—tt21dt:§B<l%7§>
0 0

Cee ce MHOXKH €a /N 3aT0 MTO CY A, ..., A, COICTBEHE BPEIHOCTH MaTpuile B = \/LEA,

jgedunucane y norJsiapsby 1.3.
m

Osgie je mar pesynrar 3a p € (0,1) 3a cayuajese p € [1,2), p =2 u p > 2 JaKO CJIeJu U3
TeopeMe 3.2.7 Koja je HaBeJleHa y IPETXOJHOM IOIJIaB/bY .
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I'JIABA 4

HEKE KOMBUHATOPHE ITPMMEHE

4.1 IIpobaem 3agoBoJbema ycjoBa, CSP

Yecto je y KOMOMHATOPHUM IpoOIeMIMa /b Halil Tpec/InKaBambe U3 CKyIla TPOMEHJbIBUX
y JaTH CKyH Tako Ja oapeheru ycaosu Oyay 3a70BO/beHH. 300T TOTA ce MHOTH KOMOWHATODHH
npobaeMu MOTy u3pasuTu noMohy mpobsema 3a10Bo/kea yeaosa (Constraint Satisfaction
Problem), ckpaheno CSP. ITocroje Tpu pasauaura npucryna oBoM npobaemy, Hama he 6utu je-
JIaH MoceOHO 3aHUMJBUB jep ce Y TOM MPUCTyny decto kKopucte rpadosu. [Ipe Hero mro yseemo
npobsiem CSP naBoaumo jgeduHUIMje HEKUX II0jMOBA U3 MaTeMaTUUYKe JIOTHKE.

Hedbunnnmja 4.1.1. Onepauujcro-pesayujeru jesur (Ha dawe camo jedur) cacmoju ce 00:
ONEPALUICKUT cumbora ca 0dzosapajyfium dyscurnama (aprocmuma), cumbora KOHCMAHMU U
pesauujckur cumbonra odeosapajyhe aprocmu.

Hedbunumuja 4.1.2. Onepayujcro-peaayujcka cmpysmypa uay modes M na onepayujero pe-
aoauujekom jesury L je sadamas:

1. wnenpasrum cxynom M, Koju ce nHazusa Hocay modeaa;

2. n-aprom onepavujom o, : M™ — M 3a ceaku onepayujcku cumbons 0 aprocmu n u3 je3uKa
L .
J

3. ucmarrymum eaemernmom cyy € M 3a ceaku cumbos xKoncmarme us jesura L
4. n-aprom peaavujom ppy € M™ 3a cearu pesauujeru cumbon aprocmu n u3 jesura L.
HaBoaumo caga Tpu jgedunuimje npodaemMa 3a10B0/beba YCI0BA.
Hedbunumnuja 4.1.3. Hncmarnuyy npobaema 3adosomera ycaosa CSP wune:
1. xonauan cxyn npomensueuxr V = {xy, s, ..., Tn};
2. wonauarn domen epedrnocmu D;

3. wonauan cxyn yeaosa C = {cy, o, ..., Cn }, Npu uemy je cearu ycaos ¢; = (s;, R;), 20e je
s; ki-mopra npomennusur us V, koja ce 306e u nome yeaosa, a R; ki-apna peacyuja nad
D xoja ce 306e u pesavyuja ycrosa.

Hremanua ce npuxsama axo nocmoju gynkyuja f 'V — D, makxea da 3a cee i sascu da je

f(SZ) € Rz

IIpe mero mro Hapegemo ciaenehy gedpunurujy mpodiaema CSP naBogumo jeuHHIIjy XO-
MOMOp(HU3MA, PETANUjCKAX CTPYKTYPa.
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Hedbununmja 4.1.4. Hexa cy A(A, Ry, ..., R,) uB(A, S, ..., S,) dee peaanyujcke cmpyxmype,
npecaurasare h : A — B ce nasusa xomomoppusam axo 3a cee (ay,as,...,a,) € Ry caedu da
je (h(a1), h(az), ..., h(an)) € Sk.

Caeneha nedununuja he umaru Hajpehy npumeny y ga/bemM TekcTy u 0asupahemMo ce Ha Taj
MPUCTYTI.

Hedbunnnnuja 4.1.5. Heka je H xonauna pesauujcka cmpykmypa wa KoHawrnom jeauky. Ilpo-
oaem odayuusarwa CSP(H) kao yras uma konawny peaayujery cmpysmypy G wa ucmom jeaury

kao H. Ta pesayujeka cmpyxmypa G ce npursama ako u camo GKO NOCMOJu TOMOMOPHUIAM
ca Gy H.

Jacno je ma crpykrype G'u H mory 6utn rpadosu. Morio 6u ce pehn ga oBa medunumja
noBe3yje YHUBEp3aaHy aaredpy, MaTeMaTUdKy JIOTUKY U KOMOWHATOPHY Teopujy rpadona.
HenTpasana TeopemMa OBOTI MOIVIaB/ba ce ojHocu Ha H-6o0jeme rpadosa. [Iperxonna medununmja
6u Moria Jia riacu Jia ce pemasambe CSP(H) mpobirema cBofu Ha opeljuBare xoMmoMopdusma
u3 rpada G (koju je yna3) y duxcupaunu rpad H. Jedbununuja xomomopdusma rpadosa jara
je y morytaBiby 1.1 oBor paja.

Xomomopduzam rpacda Ha camor cebe HazupBa ce eHaoMopdm3am rpada.

Hedbununmja 4.1.6. Kaosrcemo da ce epagp G = (V, E) pempaxmygje na nodepagp H = (W, F)
axo nocmoju endomoppusam e : V. — V mako da eascu e(V) =W ue(A) = A 3a cee A€ W.
Osaxo depurucaro npecaurasare Ha3uea ce Pemparuuja.

Hedbunnunuja 4.1.7. Munumarnu nodzpad na xoju ce nexu epad pemparxmyje Ha3usa ce je32po
epagpa. 3a 2pag wasncemo 0a je jeszpo-epad axo je jedHar ceom jesepy.

Cana hemo nasectu dopmasny gebununujy H-60jema rpada.

Hedbunumnuja 4.1.8. Heka cy G u H dsa neopujenmucana 2paga. Kaswcemo da je 2pad G
H-o60jus axo u camo axo nocmoju xomomoppusam us 2papa G y epagd H.

Tpeha gedwHHnNEja Jaje TPUCTYI TNPEKO NPHUMUTHBHO-TIO3UTHBHUX  DOpMYyIa
KBaHTU(HUKATOPCKOr padyHa. llpumutuBHo mnosuTtuBHe dopmyne cy dopMyae o0JIUKa
(Fz1)(3x2)...(3xn) (R1(s1) A Ra(s2) A ... A Rg(sg)), To jecr noj kBanTHDHKATOPHMA je camo
KOHjYKIHja oJpeheHnx pejaalmja, a cBe IMPOMEH/bUBE Cy €r3UCTEHIIN]aJHO KBAHTH(PUKOBAHE.

Hedbununuja 4.1.9. IIpobaem 3adosomersa yeaosa (CSP) npedemasnsa nposepy 3a00606u60-
CMU YAAGSHUT NPUMUMUCHO NOZUMUSHUT POPMYAG Y 0GMOM KOHAYHOM MOJeNY).
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4.1.1 Xwumnore3za AUXOTOMUjeE

[Ipobaemu ofiyunBama Cy HNHTAa Y HEKOM CHCTEMY KOja MMajy 3a H3Ja3 JBe OIIIHje,
NOTBPJAH WM OfpudaH oarosop. Kaja ce roBopu o HeKnM mpobjeMuMa BayKHO je Ja ce THU
npoOeMu perre 3a ITO Marbi BPEeMEHCKH mnepuoj. Tpeba ojpeauTn ajaropuraM Koju mpodsiem
pernaBa 3a HajMame Moryhe BpeMe. 3a aJropuraM KarxKeMo 12 je 0emepMuHucmu4ky, ako je y
CBaKOM KOPaKy (TPEHYTKY) HAPEJHO CTakbe jeHO3HAIHO ofpelero. CympoTHO ToMe ajropuTam
je mnedemepmunucmuury akKo Yy CBAKOM TPEHYTKY MMa BHIIe MoryhHocTu u3bopa 3a HapeI Ho
cTambe.

Hedbunumnuja 4.1.10. 3a damu npobarem wuju cy yraduu nodayu JuMeR3Uje N, KaHcemo 0a je
odpehenu anrzopumam epemencke croocenocmu O(g(n)) ako epeme u3epwaBata aAOPUMMA Y
Hajeopem cayuajy we npeaasu epeduocm ¢ - g(n), ede je ¢ xoncmanma.

An2opumam je NOAUHOMCKE CAONHCEHOCTIU NO BPEMEHY U3BPULABAIA, AKO jé 8PEMEHCKA
caorcenoem najeuwe O(n*), 2de je k xoncmanma.

Hedbunumuja 4.1.11. Kaoscemo da npobaem npunada xaacu croscenocmu P axo ce pewasa
HEKUM GA20PUNMMOM NOAUHOMCKE CAOHCEHOCTNU.

[Ipumep npobsema 3a duje pelraBambe ce KOPUCTH AJITOPUTAM IMOJTUHOMCKE CJI0XKEHOCTH je 2-
bojeme Tpada. JacHo je J1a ce cBaKu OMIApTUTHHU I'pacd Moke 000juTH ca jase 6oje. OBaj mpumep
he kacHuje umarTu BaxkHy yJory y bopmyJialuju K/bydHe TeopeMe OBOI' LOIJIaB/ba.

Hedbununmja 4.1.12. [Ipobaem npunada kaacu NP (nedemepmunucmuyuka nosuHomcka
CAOHCEHOCTN) aKO ce peuterve 0amoz NPobAEMA MONHCE NOMEPIUMU GALOPUMMOM NOAUHOMCEKE
cA0OCEHOCTU MO jecm 3a yHnanped damo pewerve ymephyje ce 0a AU CY UCTYHEHU C8U YCAOBU
npobaema.

Hapeana jgedununuja yBoju jejiny Kjiacy npobjemMa Koja HpUBJIavM BEJUKY MayKiby MaTe-
MaTHIapa.

Hedbunnmnuja 4.1.13. 3a npobaem X xascemo da je N P-komnaemanr axo npunada xaacu NP
npobaema u akxo ce ceu ocmants NP npobiemu ar2opummom nosUHOMCKE CAOHCEHOCTU MO2Y
ceecmu Ha X .

Hajuoznaruju N P-koMiuieTnu npodjiemu cy:

1. mpobaemM KJMKe, TO je muTame ja Jiu gatn rpad caap:Ku kKao noarpad Kiauky ox k
YBOPOBA.

2. 3-CAT mpobJsem, npsu npobseM 3a Koju je oTKpuBeHO ja je N P-komteran. Axo je
nuckasfna gpopMmysa ¢ JaTa y KOHjyKTHBHO] HOpMaJIHoj (pOpMH, Ja JIU IOCTOJU HEeKa J0j1e/1a
TaYHO HETAYHO NMPOMEH/BUBUMA TaKo Ja je 1esa ¢dpopmynaa tauna. Mckasna dpopmyna je y
KOHjykTuBHO] HOpMaJsHOj dhopmu (KH®) ako upegcrasmba KoHjykimjy noadopmyria koje
cy mucjyHKnmja antepasna. [loa anrepansoM ce mompasyMmeBa HCKa3HO CJIOBO HJIM H-ETOBA
HeTaImja.

3. IIpobaem 3-60jema rpada (6ojeme rpada je onucaHo y mpBoj IJIaBH).
4. TIpobyaem XaMHJITOHOBOT IIyTa, Ty je muTarme ja ju rpad caap:xku XaMuJITOHOB MyT.

5. IIpobaem uzomopduszma moarpada, osje je nurame aa au rpad G cagpzku moarpad
Koju je uzoMmopdan narom rpady H.

Teopema 4.1.1. IIpobaem X je N P-komnaeman axo npunada kiacu NP u axo nocmoju N P-
Komnaeman npobaem Y K0ju je NOAUHOMUJAAHO C800HUE HA X .
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Jean o/l HajIO3HATHJUX OTBOPEHUX Mpobaema y maremaruru je P = N P. Tpeba mokazatu
Jla CUTYPHO BayKW WJIM Jla CUT'YPHO HE BaxKM OBa jejHakocT. To je jean oJ1 cejlaM Tako3BaHUX
MIJICHUjYMCKHUX Mpobsema, 3a koje je Kiej muncruryr 2000. roambe pacnucao Harpajy of
MIJIAOH JTOJIapa.

HenTpaanu MOMEHAT y OBOj ODJIACTH je HMOCTaB/baibe IO3HATe XHUIOTe3e JUXOTOMHje, KOoja
kaxke ga je CSP mpobaem wian y kiaacu P mwim NP-kommieran . OBa Xumoresa je mocTaB/beHa y
pany [23], ®enepa u Bapauja uz 1993. roauue.

Beowma je 3aHUMIBHBO 14 je 0BY XunoTre3y usrieqa 2017. ronuHe ycmeo Ja pelu pyCKHA MaTe-
maTtudap Arapej Bynaros. o pemema je nere roanHe I0IIa0 U APYTA MareMaTndap duMurpu
Kyxk, y paay [64], xoju je ob6jasmen 2020. roqune. Pax Bynarosa [11] ce y TpeHyTKY mnucama
oBor norassba tese (janyap 2021. rogune) joir yBeK Hajia3u Ha apXUBY, jep je HA pereH3uju.
[TomTo je mokazana, XUIOTE3y JUXOTOMHEje hemo dopMmyncaTu Kao Teopemy.

Teopema 4.1.2 (Bynaros, 2Kyk). IIpobaem sadosonera ycaosa (CSP) na kornaurom modeay
je uau y xaacu P usu NP-xomnaeman.

Teopema uemkux Maremarndapa Xena u Hemerpuna, dopmynucana y pauy [32] uz 1990.
rojiHe noTBphyje Xurore3y AuXoToMuje 3a mpodJieM 3a/10B0/bEha YCJI0Ba KO/ HEOPHJEHTUCAHUX
rpadoBa 6e3 neT/bu.

Teopema 4.1.3. Hexa je dam neopujenmucany 2pad H. Axo je H 6unapmummnu epad onda je
npobaem H-6ojerva y P, a axo je H nebunapmumuu epag onda je N P-xomnaeman.

VY macraBky fie 6UTH AT OPUTHHAJIAH U JeJJHOCTABHUJU JOKA3 OJ1 JI0Ka3a u3 paja [32]. Aau
npumMermbuBahe ce takohe Heke mieje Koje y oBoM pajy kopucre ayropu. Cremehe moriasibe je
noceeheno C'S' P npobsiemy Ha HeopujeHTHCAHUM TpadOBUMA.

[TomTo je mpobJieM 3a70BOJbEHA YCJOBA BEOMa, aKTyeJaH MOCJIEIHbUX TPHIECETaK T'OJIMHA
3a BHINeE jleTasba norsiegarn pajgose [5], [4], [12] u [33].
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4.2 KomMOmHaTOpHHN NPUCTYI NpeKo rpadona

Pasmatpajy ce neopujentucanu rpacdonu 6e3 net/bu. Tema oe aucepranuja je IpBEeHCTBEHO
Teopuja rpadgoBa u Heke IbeHe puMene, Hehe ce IyHO VIa3uTH y JeTasbe 0KO IpobJieMa 33 10BO-
Jberba yeJIoBa. AKIEHAT je Ha PelIeHoj XUIIOTEe3! IUXOTOMHUje 33 HeycMepeHe rpadoBe U jeTHOM
HOBOM JI0OKa3y KOjU je jeJITHOCTaBHUjU jep ce pa3zMarpajy rpadoBu ca MamuM OpojeM TeMeHa u
nMa Makbl Opoj cIydajeBa HEro y opuruHagaHoMm jgokasy u3 [32]. TIpe Tor mokasa HaBoje ce TpH
KOHCTPYKIIFje U HEKOJMKO IMOMONHUX TBphema.

NuankaTopcka KOHCTPYKIIHja
Heka je I ¢dukcupan rpad 3a duja JBa 4BOpa ¢ U j BayKU JIa Ce NMPH HEKOM ayTOMOPMHU3MY 17
cimka 'y J, a J y i. Oa koucrpyknuja rpancgopmunte rpadp H y rpad H' tako mro H' uma
HCTH CKYIl YBOpOBa Kao H, aju rpane ce mopjiade u3mely onux uBoposa h u h' 3a Koje Bayku
Ja mocroju xomoMmopdusam koju canka [y H, tako ga ce i cimka y h, a jy h'.

CybuHAnKaATOpPCKA KOHCTPYKIIHAja
Heka je J ¢dukcupan rpad ca cuenuduiiupaiuM YBOpoBUMa J, by, ho, ..., hy. OBa KOHCTPYKIIH]ja
nomohy rpada J rpanchopmurie paru jesrpo-rpacd H(V, E), ko Kora cy 03Ha4€HH YBOPOBU
ki, ks, ...,k y rpad uuju je ckym usoposa V', a rpame mehy wmuma cy kao y H. I'padp W ce
Jjiobuja Kao JUCjyHKTHa yHuja rpadosa J u H npu dyemy ce ojarosapajyhu cnenudunupann
upopoBu uieHTudukyjy ("narene”jenan wa apyru h; wa k;). Ckyn uBopoBa V' je oHaj cKym
YBOpOBa KOjH ce JI00Hjajy Kao CJIuKe 4YBOpa j IPUJINKOM Heke perpaknuje rpacda W na rpad H.

HNBuna-cybunankaTopcka KOHCTPYKIIHja

Heka je J dukcupan rpad ca crnenudunupanum aBopoBuMa hy, ho, ..., h; 1 03HAYEHOM UBHIIOM
jj', Takas ma Heku ayromopdusam rpada J dyBa cBe o3HaueHe 4Bopose hi, ha, ..., h; a TeMeHa
j u j' Memajy MecTa mpu HCTOM ayTomMopdusmy. OBOM KOHCTPYKIHJOM €€ TpPaHCHOPMHUIIIE
natu je3rpo rpad H Ko Kora cy o3HAYEHUW YBOPOBU ki, ko, ..., k; v Tpad H.. [IpBo ce odopmu
rpad W kao aucjyukTHa yHuja rpadona J u H upm yemy ce ojaroapajyhu cuenucunmpanu
upopoBu uaenTudukyjy ("wagsene”jeman va apyru h; wa k;). I'pad H. je nomrpad rpada H
KOju ce no0mja HekKoM perTpaknujom rpada W ma H. ['panme y rpady H,. cy oHe rpane Koje cy
CJIMKe WBHIIE jj’ IPH MOMEHYTO] PETPAKIU]H.

OBe KOHCTPYKIHje Kao U HapeHe Tpu jJeme cy u3 paja [32], Xena u Hemerpuira.

Jlema 4.2.1. Hexa je Hy epagp dobujen 00 epaa H undurxamopckom xoncmpykuyujom. Axo je
npobaem Hy- b6ojerva N P-xomnaeman mada je u npobaem H-6ojerva N P-xomnaeman.

Jlema 4.2.2. Heka je H* epagp dobujen od epaa H cyburduramopckom koncmpyruyujom. Axo
je npobaem H*- 6ojerva N P-xomnaeman mada je u npobaem H-6ojerva N P-xonmnaieman.

Jlema 4.2.3. Hexa je H jesepo-epadh u H,. wezo6 nodepadh dobujer usuya-cydburndukamopcrom
Koncmpyruyujom. Axo je npobaem H.-60jerva N P-xomnaeman onda je u npobaem H-6ojerva
N P-xomnaeman.

Caeneha jiema je mosnaTo TBpheme u3 teopuje rpadosa.

Jlema 4.2.4. IIpemnocmasumo da nocmoju endomoppusam ca 2pada H na wezoe nodepad H;.
Onda 3a ceaxu 2pap G romomoppuszam us G y H nocmoju axo u camo axo nocmoju
xomomoppusam uz Gy H.

Y mamem TekcTy ca K4 o3HaYaBaMo KommieTaH rpad ca 4 Temena, a ca K, KOMILIeTaH
rpad ca 4 TeMeHa U3 KOra je YKJIOImeHA je Ha WBHILA.
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Cras 4.2.1. Kopuwhewem undukramopcre u cyburndukamopcre KoHCMPYKUUIE U YSUMAILEM
jesepa 00 npoussonsnoz webunapmummoz epagda mosce ce dobumu jesepo-epah H* 6es nemau,
3a Koju easicu caedehe:

1. cadpotcu mpoyeao;
2. ne cadpotcu Ky,

3. Ceaxa dea weopa umajy 3ajednuukoez cyceda (usmelly ceaxa dea wueopa mocmoju nym
dyorcune dea);

4. He cadporcu K .

Zoxas. Canga hemo BueTH Kako nmoMohy mpBe JBe KOHCTPYKIUje U MIPABUIHUM H300POM HMHIH-
KaTopa MOKeMoO J00uTHu rpad KOju MMa OBa Y€THPHU CBOJCTBA.

Hanomena: TTocsie cBakor kopaka y3mmamo je3rpo rpada, oBa omeparuja He peMeTH CBOjCTBA
1,2, 3u4.

1. Tlomro rpacd HUje OunapTUTaH OH CAJPIKU HEMAPHU IUKJI. Y KOJUKO HajMarbu HEMapHH
MUK AMa IeT WM BUIE WBHUIA MOYKEMO NMPUMEHWTH WHANKATOPCKY KOHCTPYKIH]Y, T
je mHaMKaTop 3aJar rpadpoM I Koju mpeicTaB/ba MyT JYKHHE TPH €A KPajIbUM TadKaMa
¢ 1 j. JacHo je ma he Taga cBe uBHIle ONTH 3aJp:KaHe U Ja he ce mojaBUTHU Gap jOIn jeaHa
JIyZK KOja cliaja TeMeHa OBOI' HelapHOT IukJa. Moxke ce moHaB/haTh OBa KOHCTPYKIIHja
JIOK Ce He T0jaBu TPOYTao.

2. Hexka rpad cagpxku K. llpumenumo cyOnHIMKATOPCKY KOHCTPYKIIH)Y, KOJ Koje je rpad
J 3a71aT Kao jeHa TpaHa YUjU CY KPAajHhU IBOPOBU j U hi U HeKa je Koia K, jeTHO creru-
dunupano teme ki. OBOM cyOMHIUKATOPCKOM KOHCTPYKIIMjOM TyOH ce TeMe ki, a He ryon
ce Tpoyrao. [lonaB/baMo 0Baj nocrynak JoK roj rpad cajapzku Ky.

3. TTokakumo npBO Aa je cBaku 4BOp rpada Teme HEKOr Tpoyria (To jecT ga ce moMohy
NPETXOJHUX KOHCTPYKIIMja MOYKe JIOOMTU OBO CBOJCTBO, a Ja ce He Hapyire Beh nasemena
cBojcTBa). [IpuMeHnMO CyOUHINKATOPCKY KOHCTPYKIIU]Y KO KOje je HHIUKATOP rpad Koju
ce cacToju of K3 ¥ jeTHOT H30JI0BAHOT TeMeHa, KOje je je;IMHO O3Ha4YeHo. Y matom rpady H
Ha KOjU MPUMEbYjeMO OBY KOHCTPYKITH]Y CBejeTHO je Koje he Teme 6uTH crenmuduiimpano.
OBakBOM KOHCTPYKIIHjOM ce nobuja rpad 9uju je CBaku IBOP TeMe HeKOr Tpoyria. [Ipema
neay 1 oBe jemMe mos1a3uu rpad caJpKu TPOyrao, Tako ja je opaj rpad curypHo Helpa3aH
U HeOUIIapTUTAaH.

Ako mocToje mBa YBOpa KOja HEMA]y 3ajeIHUYKOTr CyCea, O3HAYUMO uX ca u u v. [Ipume-
HUMO CYOMHIMKATOPCKY KOHCTPYKITU]Y KO/ KOje je MHIMKATOP MyT JIyKHE JIBa Ca KPajIUM
Taykama j U hy u HeKa je u = ki. [IpuMeHoM oBakBe KOHCTpYyKIHje jodujamo rpad koju
nehe caapzxkarn uBop v. [IpuMeHrEMO 0BY KOHCTPYKIU]Y Ha CBaKa JIBa YBOPa Koja HEMajy
3ajeJIHUYKOr cycejia u Jiobujamo rpad koji kora msmely cBaka JiBa 4BOpa LOCTOjU ILYT
nyxkuue aBa. OBOM KOHCTPYKIH]OM Ce HE TYOHU CBOJCTBO Ja rpad CaJprKu TPOyTrao.

4. TIpso hemo moxkasaru ma ce MOXKe YIHHHTH J1a He MOCTOju XomMomopdusam ca rpada S
(ciuka 4.1) y mam rpad. AKo TakaB XOMOMOpdH3aM MOCTOJU OHJIA C€ YBOPOBH U, U, W, ...,
cmkajy y o/, v, w', ... IlpuMeHnMo oHja cyOMHIMKATOPCKY KOHCTDPYKIM]Y KOI Koje je
unaukaTop rpad J ca ciauke 4.1. Hamme, ako ce mpuMeHH TakKBa KOHCTPYKIIHja KOJI, KOje
ou om0 ki = u, a ke = v, j00u0 Ou ce HeOMNMAPTUTHU Tpad KOJU CAJAPIKU TPOYTrao
a'b'd, anu He cagpxu Teme w'. 3arum Ha Taj rpad ca MamuM OGpojeM TeMeHa MOYKEMO
HPUMEHHUTH OIIMCaHe mocTylke y 1, 2 1 3 ¥ 0Baj MOCTYIAK IPUMEIbUBATH JIOK I'0J] IOMEHYTH
XOMOMOPMHU3aM MTOCTOjH.
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CnukA 4.1: T'PA® S U UHJAUKATOP J

[IpernioctaBumo na je K, Ko Kora cy w U v jeuHa JiBa HecyceHa 4Bopa nojarpad rpada
H wu na je rpad H jesrpo-rpad. [Ipumenumo wa rpad H MHAMKATOPCKY KOHCTPYKIIH]Y
KO/ Koje je waankaTop rpad I, ca canke 4.2. Cako 3-060jeme rpada [ 60ju uBopoBe i n
J pa3amauToM 60joM.

CJnukA 4.2

[IpumenoM oBakBe KOHCTPYKIIHje T0/1aje ce je/THa UBUIA, TPUMEHYJMO OBY KOHCTPYKIH]Y
JIOK rpad He u3rydom cBojcTBO 1a je jesrpo-rpad. Tako mobujenn rpad mpojekTyjeMo Ha
je3rpo u MOHOBO HPUMEHUMO cBOjcTBa 1, 2 u 3 Ha 1aj rpad ca mambe reMena. [Ipumermyjemo
oBaj noctynak 1Mok roj rpad caapxku K, . OBa koHcTpykIimja TpancdopMuiiie moa3iu
rpad y rpad koju je rakohe HeopujeHTHCAH (300 CHMETPHYHOCTH HHIXKATOPA) U CAJPIKA
cBe T'paHe IoJa3HOr rpada, jep cBakKa JiBa YBOpa HMajy 3ajeJHHUYKOr cycema. Takobhe
HOBOIOOMjeHn rpad He calIpKU HU HEeT/be jep He MOCTOoju XoMoMopduzam ca rpada S
(cmuka 4.1) y rpad H.

OBum je craB JOKa3aH. O

HenTpaana Teopema OBOT IOIVIAB/bA KaxKe jia je mpobieMm H-Dojerba 3a HeOUIAPTUTHE I'pa-
dose N P-KoMILIeTaH.

[Musb jmokasza je cBecru rpad H, nomohy nHaBe/leHUX KOHCTPYKIMja Ha rpad Koju cajipiku
TPOyTrao W 3a KOjU Ce jeJHOCTABHO BHIU 1a je 3-000juB. OBakap rpad ce MoxXKe peTpakiinjoM
CBECTH Ha TPOYTAO.

Joxka3 je ayradak, ajqu Kpahu o OpUrHHAJIHOT U Y OKBHPY JIoKa3a buhe jokasana joIr jegHa
nomohna jeMma.
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CJMKA 4.3: UHIUKATOP KOJU CE KOPUCTU Y KOPAKY 1. JIEME 4.2.5

4.2.1 Teopema muxoroMuje 3a HeopHujeHTUCAHE rpadose

Teopema 4.2.1. Axo je H nebunapmummnu 2pagd onda je npobaem H-60jerva N P-xomnieman.

Zloxas. Ha mpousBo/ban HeOumnapTuTHu rpad mpumernumo crap 4.2.1. IIpumenom oBor crasa
jgobduhiemo rpad koju uma ciaejieha cBojcTBa: caJpzKU TPOYTao, He cap:Ku K4, cBaka JiBa 4BOpa
oBor rpada nMajy 3ajeITHIIKOT cycela W He caapzku K, , o3HaAYNMO ra ca Hi. Y3Mmmmo jeaHo
IPOM3BOJ/EHO TeMe OBOr rpada M HA30BHMO I'a IEHTPATHO TeMme (CBakd 4BOp rpada Moxe ce
y3eru 3a nenrpasnnn). Popmupahemo HEBOE TeMeHa y OJHOCY Ha 0BO TeMe. Kaxkemo Ja cy cBH
cyceu TeHTPAJTHOT TeMeHa Y IPYTOM HUBOY Y OJTHOCY Ha OBO IEHTPATHO TeMe. ¥ TpehieM HEUBOY
CYy CBa TeMeHa KOja Cy Ha pacTojamy JBa O] TEeHTPAJTHOT TeMeHa. 3a HeKYy I'DaHy KaxKeMo Ja je
y APyTOM HEBOY aKO Cy 0] MHITMIEHTHH YBOPOBHU y APYroM HuBoy. ['pana je y Tpehem HuBOY
aKo Cy YBOPOBH Koje ciiaja y Tpehem HUBOY. YKOJHMKO BUIIIE TPOYIJIOBA UMAjy jeJTHO 3aje JHIIKO
teme Ha30BUMO ux Jiatune. Creneha ysiema mam 06e30elhyje jomr mBa BarkHa cBOjcTBa Tpada.

Jlema 4.2.5. [Ipumerom uHOUKGMOPCKUT KOHCMPYKUUIAL U YSUMAIEM JE32PG 08GKO ONUCHHU
epagh Hy mooice ce ceecmu Ha je3zpo-2pag kKoju ocum HABEIEHUT C80JCMABA U3 cMasa 4.2.1 uma
u caedeha dea ceojemea:

1. y odnocy Hexo uermpaaro meme S noCmMoju YeMBEOPOY2a0 KOME CY HACPAMHE UBUUE JeOHa
y dpyzom, dpyea y mpehem Hu6oy;

2. nocmoju meme X y mpehem nueoy xoje uma cyceda y c6uM AGMUUGMAE U3 UEHMPAAHO2
memena (mo jeem X je cyced ca no jednum kpajem ceake usuue 0py202 HUG0w).

/loxaz. Ha nHekomKo mMecTa y OBOM J0Ka3y mpuMemnBahe ce Kopamy KOju JI0BOJIE 0 CMahEembha,
opoja temena. Ilocse cBakor cMmamema Opoja TeMeHa rpad ocraje HeOMIAPTUTAH U IIOHOBO Ce
npuMemyje cta 4.2.1. O63upom 1a ce O6poj TeMeHa cMamyje jacHO je 7a hie ce Taj mporec
3ayCTaBUATH y jeJHOM TPEHYTKY.

1. Ilpumenumo uBUNA-CYOMHINKATOPCKY KOHCTPYKIUjY KOJ Koje je muaukatop rpad [ ca
cruke 4.3. Jlobujenn rpad camp:xkm camo oHe rpaHe AB 3a Koje IOCTOjH XOMOMOpdH3aM
h, h : I — Hy, Tako ga ce TreMe C' cJIMKa Yy TOCMATPAHO MEHTPAJIHO TeMe, & TOM IPHIAKOM
rpana XY ce cimka y rpany AB. OBa KOHCTPYKIHja TyBa CBe IpaHe U3 ApyToT HUBOA, CBe
rpaHe MHIUJICHTHE Ca MEHTPAJTHUM TeMEHOM aJli U OHE T'paHe Koje MOoBe3y]y je/laH YBOp U3
JIPYTOr HUBOA €a jeJHUM 9BOpoM u3 Tpeher nuBoa. [Ipuimkom oBe KOHCTpPYKIiHje OpHIILy
ce jeiuHO TpaHe u3 Tpeher HUBoA 3a KOje He IMOCTOJH UBUIA Y JAPYIOM HHBOY TaKBa Jia Cy
OHe HaclpaMHe UBHIle YeTBOpoyTiIa. [[pema ToMe oBa KOHCTpYKITHja HAM OCUTYpaBa /ia 3a
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HEKO 0/1a0paHo IMEeHTPATHO TeMe, 33 CBaKy MBHUILY Y TpeheM HHBOY MOCTOjH oAroBapajyha
UBUIA Y JPYyI'OM HUBOY TAKO /@ Cy OHE HACIpaMHE UBUIIE YeTBOPOYIJIa. Y KOJUKO CE OBOM
KOHCTPYKIjoM 10010 rpad Koju je m3rybruo cBOjcTBO jia n3Mehy cBaka JBa 4BOpPa MOCTOjU
OyT Jy’KWHe /Ba MPUMEHHMO HOHOBO neo 3 crtaba 4.2.1, oBaj Kopak he cmamuTtu 6poj
teMmeHna. O3Hauumo jodujenn rpad ca Hs.

2. OBo cBojcTBO hemo mocTuhu y 4eTupu KOpPakKa.
Kopax 1:

[TpBO KOHCTPYKIUjy U3 IPETXOJHOr KOpaKa IPUMEHUMO Ha CBa TeMeHa (TO jecT Kao Ja
je cBako Teme reHTpasHO). OBOM KOHCTPYKITHjOM ¢MO 06e30eIiin 1a ako G110 Koje Teme
pasmMaTrpaMo Kao IMEHTPaJHO, CBaKa MBHUIA y TpeheM HHBOY mMa ojrosapajyhy ubuily y
JIPYTOM HHBOY TaKO Jia Cy OHe HaclpaMHe cTpaHuie derBopoyria. [lomrTo mocMmarpanu
rpacd He cagpxkm K, , TO jeCT He TOCTOJU WBHUIA KOja je CTpaHWUIIA BUIIE O jeTHOT TPO-
yIJia yKJamharmeM HeKe MBHUIE [IOCTOje JBa 4BOpa Koja he m3rybutTu CBOJCTBO Jla UMajy
3ajIEHNYIKOr cycena (AKO pasMaTpaMo jeJlaH TPOyrao M3 Kora je YKJIOHeHa jeHa HBHUIA
MOMEHYTOM KOHCTPYKITHJOM, YBOPOBM KOjU OCTajy CMOjeHW BUIITE HEMAJy 3ajeTHUIKOT Cy-
cefia). YKOJIUKO ce TO jJecu Tpeba MOHOBO MPHMEHUTH CBOjCTBO 3 u3 craBa 4.2.1, oBuUM
KOpaKOM cMaibyje ce Opoj TeMeHa.

Kopaxk 2:

[IpuMmeTuMoO J1a ce MOXKe YUMHUTH Ja IPH CBaAaKOM XoMoMOpdu3My Koju ciuka rpad U ca
cauke 4.4 y rpacd Hsy cauke 9BOpoBa ¢ U j OYIy CYCeIHU UBOPOBH.

[IpuMeHUMO UHAMKATOPCKY KOHCTPYKIH)Y Koia Koje je mumgukarop rpad U. I'pad U ce
MOYKEe PeTPAKOBATHU Ha TPOYrao aju Taja Ce YBOPOBH ¢ U j HE MOLY CJAMKATH Y HUCTO
teme. Ako gobujenn rpad caaprKu ImeT/be OHIa MOCToju XoMoMopdmu3aMm ca rpada S ca
cmuke 4.1 y mocMaTpanu rpad, Y TOM CIydajy MOHOBO MPHMEHUMO CYOHHIUKATOPCKY
KOHCTPYKIIN]Y KO/l Koje je mHAMKaTop rpad J, a Koja je ommcana y JokKa3y crasa 4.2.1.
[lonoBHa mpuMeHa oBe KOHCTpyKIuje he cmamuTu 6poj Temena. Takohe mobujenu rpad
he cagpzxaru u cse rpaune rpada Hy. [IpuMeryjMo 0By HHAMKATOPCKY KOHCTPYKIIU]Y JIOK
roJ[ MOCTOje JIBa 4YBOPa y MOocMaTpaHoM rpady Ja cy Ipu HOMEHYTOM XOMOMOP(hU3MY
cJauKe ¢ M j, a ja HUCy cycejanu. [locsie oBor Kopaka ce MoxKe JIeCHTH jJa I'pad u3ryom
CBOJCTBa Jla He caJpzku Ky uin Ja He caJp:Ku K, YKOIMKO ce JlecH Jla HacTaHe HeKa O/
oBe JiBe burype Tpeda IMOHOBO MPUMEHUTH JesoBe 2 u 4 u3 craBa 4.2.1, mro he cMamuTn
6poj Temena. Ako ce u3rybu ¢BOjcTBO U3 KOpaka 1, Tpeba ce MOHOBO BPATUTH HA Ta] KOPAK
npu deMy he ce takohe cMamuTu OpOj TEMEHA.

Kopaxk 3:

[Tocmarpajmo cajqia Teme X Koje uMma cycejia y MakcuMaJHoM Opojy Jiaruna. [Ipermnocra-
BIMO JIa TIOCTOjU HEKa JATHIA y KOjoj HeMa cycea (To jecT UBHIA Y IPYTOM HEBOY TaKBa
Jla HU jeJlaH heH Kpaj Huje crojer ca X ), HeKa je To jgaTuna Koja cagap:ku upniy CD.

Tpeba mga Baxku cBojcTBO 3 craBa 4.2.1 ma mocroju myT ayxkune a8a ox X g0 C' u D, npu
TOMe HH jeJIHO OJ1 OBa JIBa TeMeHa HeMa cyce/la y JIDYIOM HHBOY (aKO OH MOCTOjao IBOD
cycenaH jemnoMm on Temena C wmiam [ w3 Apyror HHBoa, OHAa OWM ca OoBa JBa TeMeHa U
nenTpaHuM 3ajearo ynamn K, ). Takohe, C' u D He MOTY UMATH 3ajeJHUUKOT Cycea y
tpehem HuBoy jep 6m omja To reme, C, D u nenrpasun yBop uynumim K, . [Ipema Tome,
Teme X MOKe OWTH CIIOjeHO Ca jour jBa UBopa u3 Tpeher HUBOA, 03HAUYMMO ux ca A u
B, oBa aBa temena cy 3ajejnudku cycean ca C' u D. Ako 6ucmo Tteme X mocMaTpasin
Kao MeHTpaaHo TeMe, wsuna C'D je y TpeheM HUBOY, peMa Kopaky 1 mMa oarosapajyhy
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CHuKA 4.4: T'pao U

MBUILY Y JPYIOM HHBOY TaKO Jia Cy HACIIPAMHE CTPAHHIEe YeTBOPOYIJIA, I1a Yy TeMeHa A u
B crnojena rpasoM (BugeTH cuKy 4.5).

Kopaxk 4:

Axo mocroju Teme X' kome je cycen C' wau D, mpema IpeTXOIHOM KOPAaKy OHO MOpa 6uTh
y Tpehem mHuBoy (camka 4.5).

B D
X
A C
X/
CnukA 4.5

[TpermocraBumo jga 1mocToju Heko Teme 1’ U3 APyror HUBOA Koje je crojeHo ca X, a Huje
crojero ca X'. HapaBHo momrro je y Apyrom HuBOY TeMe 1’ je CIIOjeHO U ca IEeHTPAJTHUM
YBOPOM KOjH je caj| o3HadeH ca S (Bugern cuky 4.6).

Y Kopaky JBa cMO 00e30eauIn Jda cy HPUINKOM CBaKor XoMoMopdmusma ca rpada U
y mocMarpaHd rpad caumke 9BOpOBa ¢ U J CyceJHH 4BOpoBU. Moke ce NMPUMETHTH /1A
nocToju xomomopduzam ca rpada U Takap ja ce TeMeHa u u v ciaukajy y B u D. Ilpn
HUCTOM XOMOMOpGU3MY YBOPOBH ¢ U j ce caukajy y T u X', ma cy oBa JBa 4BOpa CYCEJIH.
IIpema Tome, ako Teme X' mocToju OHA je OHO Cycel ca CBUM JIATHUIAMA Ca KOJUMa je
cycex u X, Ia caMHUM THM IOCTOjH TeMe y TpeheMm HUBOY Koje MMa cyceJa y ¢BaKOj UBHIU
JAPYTOTr HUBOA.

]

[Tocmarpajmo cajia rpacd Koju uma cBa dyerupu cBojcTBa u3 crasa 4.2.1 u oba cBojcTBa Jgeme
4.2.5 o3naunmo ra ca Hs. Moxke ce nedunucaru jeguo 3-60jeme aApyror HuBoa oBor rpada Ha
caejehn HAYMH: TeMeHa U3 Jpyror HHBoa IoBe3aHa ca X 0oje ce 6ojoMm 1, a TemMeHa Jpyror
HUBOA KOja HHCY clojeHa ca X 6ojom maBa. AKO mpomupuMo oBo Oojembe Ha 1eo rpad oHIa je
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T
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CnuKA 4.6

NEeHTPATHO TeMe 06ojeHo bojuM 3. Omasre je jacHo Ja je moArpad Koju UrWHE MPBU U JIPYTHU
HUBO 3-000juB. Jlako ce BHIM Ja JBa YBOpa O KOjUX je jeJaH U3 JPYIor a jeJaH u3 Tpeher
HHUBOA HEe MOT'Y OMTH CIIOjeHH T'PaHOM akKo cy obojenn uctom 6ojom. Takobhe, memoryhe je ma cy
JaBa cycemna yBopa u3 Tpeher nupoa obojena oba 6ojom 1 mam 2, jep cBaka uBHIa y Tpehem
HUBOY mMa cebu ofroBapajyhy WBHILY y APYTOM TaKO /1 Cy HACIPAMHE CTPAHUIE YeTBOPOYIJIA.
IIpema Tome mium je rpad Hs 3-060juB mim mocroje jBa YBOpa y TpeheM HHBOY TakKo Jia Cy
oba obojena 60jom 3. Ako je rpad Hs 3-060jus onma je j10Ka3 3aBpiieH. AKO UIaK MOCTOje JiBa
yBopa y TpelieM HUBOY Koja cy obojeHa 06ojoM 3 mpuMeHuMO Ha Tpad Hs cyOMHIMKATOPCKY
KOHCTPYKII]Y KOJ KOje je MHMKaTop rpad ca o3HavyeHHuM TeMeHuMa ca cianke 4.7.

]Ll

ha

CJnuka 4.7

[Ipu yemy cy y rpacdy Hs o3nadena remena Ha cjaejehn HAUUH: IIEHTPAJIHO TeMe je O3HAYECHO
ca ki, a moMenyTo TemMe X KoOje UMa Cycella V CBAKOj JATUIM U3 HMEHTPAJHOI TeMeHa ca ks.
[Ipumenom nomenyTe cyOuHIMKATOPCKE KOHCTPYKIUje joduja ce mose3an nojarpad rpada Hs,
o3uaummo ta ca H,. OBaj noarpad caapzxku TpOyrao, ajn He CaAPKU MeHTPATHO TeME Tj. IPBU
HUBO, TIPEMa TOMe Ha Jajbe hemo mocmarparu rpad ca MamuMm Opojem Temena. OBUM je g0Ka3
TeopeMe 3aBPIIeH.

O
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CnuKA 4.8: I'PA® OIIUCAH vV IIPUMEPY 4.2.1

4.2.2 Ilpumepn

Cajta hemo HaBecTu JBa IpuMepa jia 6u ce 6o/be pasymeo oBaj joka3. Hapeanu npumMepu
npuKasyjy rpadoBe KOju UMajy CBa YeTUPHU CBOJCTBA W3 cTaba 4.2.1, anu HUCY 3-000jUBH.

Ilpumep 4.2.1. llocmampajmo epadh koju uma jedHO UEHMPANHO TEME U U3 thead udy mpu
aamuue, 00nocno 6 memena y dpyeom nueoy. Osuauumo ceaxy od mux saemuya ca A, B u C,
a odeosapajyha dea cyceda yenmpannoz yeopa A, u Ay, y samuyu A, samum By u By y samuyuy
B u cauuno 3a C. U nexa je y céarom 00 08Ux memena u3 0pyz02 HUB0G HOPMUPGHI AGMUYG Y
mpehem Husoy, a odeosapajyha memera osnavena ca 0 usu 1 mj. Az, u Az, cy cycedu memena
A, (sudemu caury 4.8). Ceaxu weop us dpyeoez nueoa ca jous dea uwsopa us mpehez HUB0a wuHe
mpoyzao. Ocum mozaa jows Hexku 480posu Yy mpehem Husoy mopajy bumu nosezanu da 6u bu.so
300080/H€H0 CBOJCMBO 04 CBAKA 068G 46OPG UMATY 3ajedHUNKO2 cyceda, Mmj. epad cadpacu u Heke
dodamme 2pare Koje nucy o3navere Ha caunyu. Ceaxu ueop xkoju je y mpehem HuU80Y a Hacmaje
u3 samuue A mopa bumu nogeaam ca MauHo jedrum w8opom u3 mpehee HUB0G U3 CBGKE AAMUUE
nad B u C. Hemo sascu u 3a ueopose us mpehez nusoa xoju nacmajy wa samuyama B u C.
Ha maj nawun dea weopa jedne samuue us mpehez nu6oa cy nose3ana ca 06a 4e0pa u3 Heke
dpyee aamuye makohe y mpehiem nusoy. Mozy Gumu nosezanu ucmu (0b6a umajy osuaxy 0
uau 064 umajy osuaky 1) uau passuvumu (weop osnavwen ca 0 Yy jednoj aamuyu ca 460pOM
03HaUEHUM jeduHuyoM Y Opy2oj samuyu). Moowce ce pehu da je npeu cayuaj 6e3 a dpyeu cayuaj
ca ynaumareem. Hexa ce aamuue us A nosesyjy ca samuuama us B 6es ynaumarea, samuue us
B ca memenuma uz C 6e3 ynaumara axo U Camo Ko CY UM cexyHdapre 03HAKE UCTE MO jecm
axo cy obe oznauene ca x uau y. Jamuuye uz A ce nosesyjy ca samuvama uz C' ca ynaumareem
xada je y numary aamuya xod A,. Osaro dobujenu 2pap 3600606660 G YeMUPU CEOJCMEA,
cmaesa 4.2.1 a nuje 3-obojus.

ITpernocraBumo Jia je rpad moryhe mpasusiHo obojutu ca 3 0oje m Heka cy To 6oje 1, 2
n 3. Heka je nmenTpasino Teme ob6ojero 6ojom 3, apyru HUBO je obojen 6ojama 1 u 2. Moxxemo
IPEeTIIOCTABUTH Ja je TeMe A, 6oje 1, A, 6oje 2, pasmorpuhiemo deTupu Moryha ciaydaja 6ojema
JIPyror HUBOA.

1. Heka cy cBa Temena y JApyroM HUBOY KOja UMajy O3HAKY x 0oje 1 a cBa TeMeHa KOja UMajy
03HaKy y 0oje 2 (MoxkeMmo mocMaTpaTu Goje YBOpPOBa ca CIHKe, ¢ JieBa Ha JIECHO CY OHJA
6oje 1, 2, 1,2, 1, 2 Tum pegom). [Tocmarpajmo cafa uBopose u3 rpeher HEUBOA y JIaTHIIAMA
maJ temennma 6oje 2 ( To cy A,, B, u C,), Ta Temena Mopajy ourn obojemna Gojama 1
u 3. Jlarume Haji MOMEHYTHM TEeMEHHMa Cy CIOjeHe MapaJsie;JHO CBaKa ca CBAKOM TaKoO Jia
aKo Ou rJIeJIaHo ca JieBe crpane 6ojunu 1, 3, 3, 1, Heko ox Temena Tpehe Jyraruie 6u 6uI0
CIIOjeHO ca TeMeHOM ucTe 60je WiIn Y IPBOj WU Y JAPYrOj JATUIIH.
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2. Heka gapyru nuBo nma Gojeme: A, Goje 1, A, 6oje 2, B, 6oje 2, B, 6oje 1 u C, 60je 1 a
C, 60oje 2 (mmm ckpaheno c siea na gecuo 1, 2, 2, 1, 1, 2). TTocmarpajmo Temena y Tpehem
HUBOY y JaTunama naj A,, B, n U, cBa Ta Temena cy obojena 6ojama 2 m 3. Ilpse ape
JIATHUIE Cy CIOjeHe MapaJiefHoO A ce MOTY BHXOBa TeMeHa 000juTu penoM 6ojama 2, 3, 3,
2. Tpeha naruna je ca obe oBe clojeHa ca YIIUTAILEM TaKO J1a IbeHa TeMeHa KaKO I'OJL
obojumo Ouhe crmojeHa ca TeMeHHMa HcTe Ooje nm y yaruny kKox A, uwan B, omeT Hema
HPaBUJIHOL 3-00jerba.

3. Heka cy y oBOM cJiy4ajy peiioM C JieBa Ha JeCHO YBOPOBH Y JAPYTOM HHBOY 0DOjeHU Ha
cienehu naumn 1, 2, 1, 2, 2, 1. PasmorpumMo TemeHa Tpeher HEBoa y JaTuUaMa HaJ Te-
mennma A,, B, n Cy, momTo cy oBa Tpu TeMeHa 00ojeHa 0ojoM 1 IOMEHYTH 4BOPOBU
tpeher HuBoa ce mopajy 6ojutu ca 2 u 3. Jlatumne kox A, u B, cy crnojene mapa/eHIHO T1a
IJIeJIAHO C JieBa IbUX0BA TeMeHa MOr'y OUTH 000jeHa CylpoTHOM 00joM, aJii 00e OBe JIaTuIe
cy clojeHe ca yBHjameM ca cycauMa Temena Cy, Ia ce MOpajy II0jaBUTH CIIOjeHa TeMeHa
obojera ucrom 60joM Kako rof Oojun saTtuiy Kon C.

4. Hexka cy y oBoM ciIydajy TeMeHa Jpyror HABOA C JieBa Ha JIECHO pejoM obojena bojama 1,
2,2, 1,2, 1. Temena A,, B, u C, cy 6oje 2, a muxoBu cyceqn u3 tpeher HuBoa Mopajy
outu obojenu 6ojama 1 m 3. IlomTo cy Jarume HaI oBa TPpU TeMeHa CIOjeHe TapaJseTHO
CBaKa ca CBAaKOM, jacHO je ja he 6utu Oap jBa TemeHa ucrTe 0Oje ClojeHa IPaHOM.

N3 cBux moryhux 60jema Ipyror HUBOA JIOILIH CMO JI0 3aKJby4YKa Ja ce rpad He MOKe TTPABIITHO
obojutu ca Tpu Ooje.

[IpoBepumo jomr ga jn oBaj rpad 3a0BO/baBa CBa YeTUPH CBOjCTBA omucaHa y ctaBy 4.2.1.

I'pad cagapxku Tpoyrao, To ce jaxko Buju. O MEHTPAJHOT 0 CBAKOT JAPYTOr IBOPA jJaCHO IO-
croju myT mayzxwune naBa. CBaka JBa UBOpa W3 JAPYTOT HUBOA MMA]y 3ajeHUYKOT CyCeaa, TO je
neHTpaHo TeMe. AKo Teme u3 apyror u Tpeher HWBOa WMajy MCTy NPUMapHY O3HAKY, HA TTPH-
Mep B 3ajeTHUYKHU cycell UM je HJIH CyCeJl y JATUIH, WU JPYTO TeMe U3 APYTOT HIBOA Ca UCTOM
npuMapHoM o3HakoM. CBako TeMe u3 Tpelier HUBOA ca MPUMAPHOM O3HAKOM A MOBe3aHo je ca
CBAKOM JIATUIIOM KOja MMa TeMe y JIPYroM HUBOY ca o3HakoM B u (') a u uCcTo BaxKu 3a TeMeHa
y narunama u3Hag B u C mehycobno, na Temena u3 Tpeher HuBoa nMajy 3ajeIHHIKOr cyceaa
ca TeMeHUMa U3 JIPYror HUBOA W aKO UM Je Pa3JuvdnTa MpuMapHa O3HaKA.
[Ipema ToMe 3aK/ByTyjeMO /1a CBAKO TeMe U3 Tpeher HUBOA ca CBAKMM TEMEHOM W3 JIPYTOT HUBOA
UMa 3ajeTHHYKOr cycera. YKOJHUKO JIBa TeMeHa W3 Tpeher HUBOA ca PA3JHYUTOM ITPUMApPHOM
03HAKOM HUCY CIIOjeHa OHJIA je CyceJl O/l IIPBOI CIIOjeH ca JPYIUM 114 UMajy 3aje/[HUYKOT Cyce-
1a. Ako cy aBa TemeHa u3 Tpehier ca paznmmanToMm mpuMapHOM O3HaKOM (Ha mpumep A u B )
CIIojeHa, OHJIa TOCTOju Teme ca Tpehom mpumapHOM o3HakoM (Ha mpumep C') ca KojuM cy oba
CIIOjeHa, TO TeMe UM je 3ajeIHUYKK cycel] (BuaeTn objamimeme j1a rpad Huje 3-060juB).

[TocmaTpajmo cajia aBa 4Bopa m3 Tpeher HHUBOA KOjU MMajy HCTY HPUMAPHY, a Pa3JIUIHTy
CeKyH/IapHY O3HaKy (TakBu cy Ha mpumep A, u A, ). YKOJIHKO UM je TpeljapHa 0O3HAKa HCTA
3ajeJHUYKH CyCceJl UM je V OHOj JATUIM, C& PA3TUINTHM IPUMAPHOM O3HAKOM, €A KOJOM Cy 00e
crojeHe mapajeano. AKo mM ce TepiijapHe O3HaKe PAa3/InKyjy OHIA UM je 3ajeJHHUKH CyCesl
y OHOj JATWIA €3 Pas3induToOM TPUMAPHOM O3HAKOM Ca KOjOM je jeJiHa CIojeHa IapaJiesiHo, a
JIpyra ca YILTHTaHEeM.

JloBo/pHO je jomr mokasartu Ja rpad He caapku K, TO jecT J1a je cBakKa HBHIIA OBOT I'pada
CTpaHWIla caMo jemHor Tpoyriaa. Ca ciaumke ce jaCHO BHJAM Jla Cy WBHUIlE KOjUMa je jellaH Kpaj
NEHTPATHO TeMe M WBUIE U3 JAPYTOT HUBOA CTPAHUIE caMo IO jeaHor Tpoyria. Takohe oo
CBOJCTBO jacHO €a CJIMKE BaxKW W 3a UBHIE YUjU CY UHIUJICHTHH YBOPOBHU y JIpyrom u Tpehem
HUBOY. 3aTUM, HU JeTHO TeMe u3 Tpeher HuBoa Huje CII0jeHo ca 00a Kpaja HeKe UBHIE u3 Tpeher
HHUBOA KOja je TIOBYUYeHa Ha CJIUIU, TAKO Jla HU 3a OBe WBHIlE He IMOCTOJU BHUIIE OJ1 jeITHOT TPOYyTJIa
KoMe cy oHe crpanune. OcTaje 1a ce pa3MoTpe HBHUIE Koje ce nonajy. Cpako Teme u3 Tpeher
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HUBOA je cTemerna 6 m mMma jomr 4 cycena y Tpehem nuoy. Moxke ce mpumerntu na mehy Ta
YeTHPU Cycejla UMa 10 JBa Koja cy crnojena. Taxko ja 6u ce moryio pehu ja y cBakoMm Temeny
u3 Tpelier HuBoa WMa Tpu Jaruie (IPH YeMy 3a CBAKO TeMe HMaMo MO jenHy JaTuily Beh Ha
caunu). HapaBHO, aKO OBAKO Pa3MaTpaMo 3a pa3jiddTa TeMeHa HeKe JIATUIE Ce MOKJAMajy,
aJIu He TMOCTOJW MBUIA KOja je UCTOBPEMEHO V JIBe Pa3IudnuTe JaTHIE.

IMpumep 4.2.2. IHocmampajmo 2pad Koju uma jedHo UEHMPAAHO MEME U3 K020 UdE nem Aa-
muya (mo jeem y dpyzom nueoy uma 10 memena). Obenesrcumo cea memena y 0py2om Husoy
bpojesuma 0 uau 1, makxo da ceaxa aamuya uma jedno meme obeaestceno ca 0 u jedHo meme
obenesicerno ca 1. Y mpehem nusoy osaj epag uma 16 memena. Cearo meme us mpehee Hucoa
buhe nosesarno ca no nem Memena u3 dpyz02 HUB0A, U MO NO jednum u3 ceaxe aamuue. Obe-
AEAHCUMO cada cearxo meme us mpehez nueoa ca & bunaprur yudapa Ha caedehu HauuH: c8aKa
00 nem bunapHuxr yudapa 00208aPa 03HAKAMG MEMEHA U3 OPY202 HUBOG CA KOJUMA je meme U3
mpehiez nueoa cnojeno (mo jecm cearo 0d nem mecma 00206apa no jednoj asamuyw). Y cearom
03HAABAILY UMAMO NaPaH 6Po] jedunuya. Y mpehem nusoy d6a w6opa cy cnojena 2parom axo ce
HUT0BE 03HAKE PA3AUKYTY HG vemupu mecma. Osaxas 2pagd 3000606064 C68G HeMUPY CBOJCME,
cmaesa 4.2.1, a nuje 3-obojue.

Ako 6ucmo mpernocTaBmin Ja je jgaru rpad moryhe mpaBuino o0ojutu ca Tpu D0je HeKa ¢y
to 60je 0, 1 u 2. Heka je nenrpaJiHo Teme 060jeHo O0joM 2 a TemeHa U3 JPyror HuBoa 0bojeHa
60joM KOja oJroBapa BUXOBO] o3HaNM. AKO Ou mocTojamo Tpu OOjere OHjIa OW CBAKW YBOD U3
Tpelier HUBOA OCUM YBOPa O3HAUYEHOI' €A IeT HyJ1a Mopao 6utu obojen 60jum 2 jep je CIojeH u
ca HEKWM O3HaYeHUM ca 1 m ca HeKuM o3HadeHUM ca (), aJi MOIITO CYy U HEKW OJ THX YBOPOBA
mehycobno criojenu rpad nuje 3-060jus.

JacHo je na omaj rpad cajp:ku Tpoyrao. IIpoBepumo ja Jim cBaka JiBa IBOpa MMajy 3a-
jeTHUYKOr cyceqa Tj. Aa Jn u3Mel)y cBaka JBa dBOpa MOCTOJU TMyT Jy’KUHE JBa. JacHo je j1a
MEHTPATHO TeMe ca CBAaKUM JIPYTUM UMa 3ajeJHUYKOr cycena. Il cBaka JBa TeMeHa W3 JIPYyTOr
HUBOA MMAj]y 3ajeJHHYKOr Cyceaa TO je IMeHTpaJHo Teme. AKo Heko Teme X m3 Tpelier HUBOA
HUje [OBE3aHO €4 HEKUM TEeMEHOM Y U3 JIPyrol' HUBOA OHO je II0BE3aHO Ca HerOBUM CYCeJ0M
u3 JIATUIE 14 UMAjy 3ajeJITHIYKOr cycena. Y Koauko je TemMe X u3 Tpeher nuboa mose3ano ca
TeMeHOM Y W3 JAPYror HUBOA OHJIA TOCTOju Teme / y TpeheM HMBOY Koje je Takohe moBe3aHO
ca Y u umje ce 0O3HAKe pas3IuKYyjy oa X Ha CBEHM OCTaIuM mo3unujama. Amm momro ce X u Z
Pa3IuKYyjy Ha YeTHPH MecTa OHJa Cy OHHW moBe3aHu. [Ipema Tome Z je 3ajemHnmaknm cycend om X
n Y. Ocraje 1a ce mpoBepw Ja JIM CBaKa JIBa UYBOpa n3 Tpeher HuBoa mMajy 3aje THUIKOT Cycena.
ITocmarpajmo jBa Temena u3 Tpeher HuBoa, 6poj jeuHUIIA KOjuMa cy 00a O3HAYEHA je IMapaH,
a ykymnan Opoj o3Haka je 5. [Ipema Tome ojarorsapajyhe o3nake ce mopajy 6ap Ha jeJITHOM MecCTy
HOKJIAIaTH, TO 3HAYHU Ja [OCTOjU YBOP Y JIPYTOM HHUBOY ca KOjUM cy oba cIiojeHa.

ITpoBepumo jorr camo sa Jjim oBaj rpad cajgp:ku K, . AKO HU je/IHA UBUIA HHje HCTOBPEMEHO
UBHUIA BUIE O jeHOT Tpoyria rpad He caapxu K, . Tpeba mpuMeTnTn mpBO /1a HE MOCTOjU
TpOyrao Kome cy cBa Tpu Temena y tTpehem muoy. [lomrro cy asa uBopa y Tpehem HUBOY
CII0jeHa aKO Cce Ha JeJJHOM MeCTy TMOKJaNajy a Ha ¢Ba OcTaJia YeTHUPH PA3JIUKY]y HE MOCTOje Tpu
TeMeHa KOja Cy CIIOjeHa CBAKO Ca CBaKHM. JacHO je /la CBaka jiBa YBOpA KOja YMHE UBUIY W3
Tpelier HUBOA MMajy TAYHO jeJHO 3ajeJHUUKO TeMe y IpyroM HHBOY. VBuia kojoj je jeamno teme
y IPYyTOM a jeaHo y TpeheM HHBOY je MBHIA CaMO jJeTHOr TPpoyriaa. AKO TaKBa MBHIA CIIaja TeMe
A m3 gpyror ca TeMeHoM B u3 Tpeher HHBOA jacHO je [a je OHa caMoO y jeJHOM TPOYIJIY jep OBa
JIBA YBOpA UMajy je/IHOT 3ajeIHUYKOT cyceia n3 Tpeher HuBoa KoJj Kora je ucTa 03HaKa Ha OHOM
MECTy Ha KOM je JIATHIA KO0joj Hpunaga A a cBe ocTaje O3HaKe Cy CYIpPOTHE O/ O3HAKA 338 TeMe
B. Jacuo je na nmocmarpanu rpad mMa cBa YeTHPH CBOjCTBa u3 cTana 4.2.1.
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Mpwunor 1.

MzjaBa o ayTopcTBy

MoTnucaHusa Us an j)ﬁ\%ﬁ PEv r

6poj rHaekca 2025 /2042

N3jaemyjem
[a je AoKTopcka gucepTaunja nod HacnoBom

N A 1
Jonutew A  WatenoBuy  HoPMu rpAda
MW CoMBURATOPHE nPuHeERE

e pe3ynTaT CONCTBEHOr UCTPpaXXUBaYKor pana,

e [a nNpednoXeHa gucepTtauuja y UenuHK H1 y AencBrMa Huje Buna npegnoxeHa
3a pobujake OuNo Koje AWMNIoOME MpemMa CTYAW|CKUM nporpamuma gpyrux
BMCOKOLLIKONICKMX YCTaHOBA,

e 1@ CY Pe3yNnTaTh KOPEKTHO HasedeHu 1

* [Ja Hucam Kplmo/na ayTopcka npaBa WM KOPWUCTWO WHTENEKTYanHy CBOjUHY
APYrux nuua.

MoTnuc poxTopaHga

Ux U\c,’vq]p-.-bg\,, b

Y Beorpaay, A9 ok ,2'\:"2-2'




Mpunor 2,

MzjaBa 0 NCTOBETHOCTU WITaAMMaHe U eNeKTpPOoOHCKe
Bep3uje JOKTOPCKOr paga

Nme v npesume aytopa Wean —J]AB#PE’B b

Bpoj uHaekca 2025 [ ZoAZ

Cryavjckw nporpam _ A ATE M A T WL A

\
Hacrios pa,anO“\ifém# L')Me.roﬁux Hopav TOPR U LoMBUHATOPHE (WuHen

MeHTop o [I);“\ AQUMUFE bu UL

MoTnucanu/a u(fs@,w I A 3ptEBU K

WsjaBroyjem aa je wramnaqa sepsavja MOr JOKTOPCKOT pafa UCTOBETHA eneKTPOHCKO)
Bepanju kojy cam npegao/na 3a objaBrevBarbe Ha nopTtany AuruTanHor
peno3zutopujyma YHueepzuteta y Beorpaay.

Hossorbaeam fa ce objaBe Moju NUYHW nodauy Be3aHW 3a nobujarse akagemcKor
3Bara [OKTOpa Hayka, kao LUTO CY MME W Npesume, roguHa U MecTo pofiera 1 gatym
oabpaHe paga.

OBM Nn4HM nogaum Mory ce oGj@BWTM Ha MPEeXHWM CTpaHuUama guraTanHqe
BubnunoTeke, y enekTpoHCKOM KaTanory 1 y nyGnukaumjama YrvsepanteTa y Beorpagy.

MoTnuc gokTopaHga

/0{ o /mgiﬁL

V0L, 0
Y Beorpaay, AJ-Ok. 2022,




Mpwnor 3.

WUsjaBa o kopulihery

Osnawhyjem Yhusepautetcky Oubnuoteky ,Ceetosap Mapkoeuh® aa vy OvruranHu
penosutopujym YHusepauteTa y bBeorpafy yHece Mojy AOKTOPCKY avicepTauujy nog
HacrnoBoMm:

Bm\ure;{,:& U#Tt‘HOQﬂM HoPM W .,"f’&‘f)i*r 7
LoMbuHATOPUKE NYuHMene

KOja je Moje ayTopCcKo Aef0.

JucepTalmjy ca CBUM NpuUriosnma npegac/na cam y enekTpoHCKOM chopmaTy NorogHoOM
3a TpajHO apx1BMUpaHE.

Mojy AOKTOpCKY AvcepTauujy noxparseHy y AuritanHu penosnTopujym YHUBEpP3IUTETa ¥
Beorpagy Mory ga KOpUCTe CBW KojW MowTyjy ogpende cagpxaHe y ogabpaHom Tuny
nuueHLe KpeatusHe 3ajegHuue (Creative Commons) 3a kojy cam ce ognyymno/na.

1. AyTOPCTBO
2. AyTOpPCTBO - HEKOMEpPLINjanHo
@/—\yTOpCTBO — HekomepuwjanHo — Ges npepafe
4. AyTOpPCTBO — HEKOMepLIMjanHo — AenUTh nog NCTUM YCnoenuma
5. AyTopcTBO — Ges npepage
6. AyTopcTBO — OenuTi No4 UCTVM YCIIoBMMA

(MonvMo fa 3a0Kpy)KUTE Camo jeaHy Of WecT noHyfeHux nvueHum, kpatak onvic
nuueHuy aat je Ha nonefuHu nucra).

MoTnuc gokTopaHaa

, QJ v "‘](‘ ) v[ "V/é'/ t

Y Beorpagy, ((L‘ 04. 2022,




