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Predgovor

Primarni cilj ove disertacije je detaljno proucavanje pojma konzistentnosti opera-
tora i povezanih problema kompletiranja operatorskih matrica. Prvi deo disertacije se
bavi prouc¢avanjem pojma konzistentnosti na Banahovim algebrama i paralelno sa tim
problemom kompletiranja operatorskih matrica do konzistentnost u invertibilnosti,
odnosno do Fredholm konzistentnosti. Drugi deo disertacije se bavi proucanjem oso-
bina linearnih kombinacija operatora na Hilbertovim prostorima sa kona¢nim ciljem
opisivanja potrebnih i dovoljnih uslova pod kojim je linearna kombinacija operatora
konzistentna u invertibilnosti. Poslednji deo disertacije je posveéen uopstenom Bott-
Duffinovom inverzu, preciznije bavi se predstavljanjem uopstenog Bott-Duffinovog
inverza operatorskom matricom. Vazno je napomenuti da operatorske matrice nisu
samo cilj jednog dela istrazivanja, no predstavljaju i orude kojim se dolazi do mno-
gih rezultata, pre svega u proucavanju linearnih kombinacija operatora. Disertacija
je podeljena u cetiri glave.

Prva glava se bavi kratkom osnovnim pojmovima kojima se istrazivanja bave,
istorijom istrazivanja i motivacijom za istrazivanja ¢iji su rezultati predstavljeni u
ovoj disertaciji.

Druga glava sadrzi rezultate iz radova [57] i [21] koji se bave pojmom konzisten-
tosti i problemima kompletiranja operatorskih matrica. U sekcijama 2.1 i1 2.2 bavimo
se pojmom konzistetnosti u inveritibilnosti, preciznije, prvo pojam konzistentnosti
definiSemo na Banahovim algebrama i u tom okviru dolazimo do interesantnih rezul-
tata o tom pojmu. Pored toga bavimo se pitanjem kompletiranja operatorske matrice
oblika M7 g na Hilbertovim prostorima do konzistentosti u invertibilnosti. Uz potreb-
ne i dovoljne uslove za egzistenciju operatora T i S takvih da je operatorska matrica
M7 s konzistentna u invertibilnosti potpuno opisujemo skupove

m ocr(Mrg), i U ocr(Mrs).

TEB(H,K),S€B(K) TEB(H,K),S€B(K)



Sadrzaj

U sekcijama 2.3 i 2.4 posmatramo pojam Fredholm konzistentnosti na Banahovim
algebrama, a zatim i pitanjem kompletiranja operatorske matrice oblika M7 g na
Hilbertovim prostorima do Fredholm konzistentosti.

U trecoj glavi izlazemo rezultate iz radova [20] i [59] koji se ticu linearnih kom-
binacija operatora na Hilbertovim prostorima. U sekcijama 3.2, 3.3, 3.4 1 3.5 se ba-
vimo uslovima pod kojim je linearna kombinacija operatora injektivna, levo (desno)
invertibilna, invertibilna. U sekciji 3.6 dajemo uslove pod kojima je slika linearne
kombinacije zatvorena. Kao zakljucak ovih proucavanja dolazimo do potrebnih i do-
voljnih uslova da linearna kombinacija operatora na Hilbertovim prostorima bude
konzistentna u invertibilnosti. Paralelno opstem slucaju posmatramo i neke speci-
jalne klase operatora gde injektivnost, leva (desna) invertibilnost, invertibilnost, i
zatvorenost slike linearne kombinacije ne zavisi od izbora skalara.

Cetvrta i poslednja glava se bavi predstavljanjem uopstenog Bott-Duffin-ovog
inverza operatora operatorskom matricom. Ovaj problem je u specijalnom slucaju
proucavan u radu [60]. Preciznije, iz rezultata o Moore-Penroseovom inverzu donje
trougaonih operatorskih matrica, specijalno kada je jedan od operatora koji ¢ine
matricu inveritibilan dolazi se do potrebnih i dovoljnih uslove da uopsteni Bott-
Duffinov inverz ima specijalno predstavljanje operatorskom matricom. Na ovo pi-
tanje u opStem slucaju odgovaramo koristeci rezultate objavljene u radu [58]. Kao
posledicu ovih rezultata zajedno sa rezultatima iz glave tri dolazimo do predstavlja-
nja Bott-Duffinovog inverza operatorskom matricom.

Xk ok

Pre nego sto nastavimo sa tekstom disertacije Zeleo bih da iskoristim priliku da
1zrazim moju ogromnu zahvalnost mom mentoru, profesorki Dragani Cvetkouvic-Ilic.
Njene smernice, strpljivost i ohrabrenja tokom celog toka doktorskih studija su bila
ogromna pomoc tokom izrade ove disertacije. Raznovrsnost tema unutar ove diser-
tacige je direkina posledica njenog pristupa koji ohrabruje samostalno istraZivanje 1
sirenje naucnih interesovanja. Zahvalan sam na podrsci brojnih kolega, i sa Prirodno-
Matematickog fakulteta gde je izrada ove disertacije pocela, i kolegama sa Masinskog
fakulteta koji su me primili u njthov kolektiv © pruzili odlicnu okolinu za zavrsetak
ovog poduhvata. Zahvaljujem se Masinskom fakultetu u Nisu na finansijskoj pomoci
pri izradi disertacije. Zeleo bih da se zahvalim i élanovima komisije na njihovom
doprinosu. Zahvaljujem se i mojoj porodici i prijatelyima na bezuslovnoj podrsci, po-
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Glava 1

Uvod

1.1 Oznake

U ovom odeljku dajemo kratak pregled oznaka koje ¢emo koristiti u nastavku
disertacije. Sa C(R) oznacamo skup kompleksnih (realnih) brojeva. Banahove alge-
bre oznacavamo sa A, B, ..., dok Banahove prostore ozna¢vaamo sa X, YV, Z,....
Hilbertove prostore cemo oznacavati sa H, K, Hi, Ho, ..., i ukoliko nije naglaseno
suprotno pretpostavljamo da su separabilni. Ortogonalan komplement skupa M ko-
ji je podskup Hilbertovog prostora H oznacavamo sa M*. Za Banahove prostore
X 1Y sa B(X,)) oznacavamo skup svih ogracenih linernih operatora iz X u Y,
pritom umesto B(X,X) pisemo B(X). Za A € B(X,Y) sa R(A) oznacavamo sli-
ku operatora A, dok sa N(A) oznacamo jezgro operatora A. Za A € B(X,)) kori-
sti¢emo sledece standardne oznake n(A) = dim N (A), B(A) = codimR(A) i u slucaju
A€ B(H,K), d(A) = dimR(A)*. Za zatvoren potprostor M Hilbertovog prostora
H sa Py, oznacavamo ortogonalnu projekciju na M. Ukoliko su M i N potprostori
Banahovog prostora X njihovu sumu oznacavamo sa M + A, a njihovu direktnu
sumu sa M &N Ukoliko su potprostori M i N zatvoreni jedinstvenu projekciju ¢ija
je slika M a jezgro N oznacavamo sa Py s, dok sa P/,Vl, N ¢ H — M oznacavamo
operator definisan sa

Pynt = Pyunz, v €H.

Za A € B(X,)) ipotprostor Z od X sa A|z oznacavamo restrikciju operatora A na
potprostor Z. Za podskup S C YV i A € B(X,)) skup A~1[S] definisemo sa

A'S]={reXx : Az € S}.

Operator A € B(X,)) je donje polu-Fredholmov ako je B(A) < oo, gornje polu-
Fredholmov ako je n(A) < oo i R(A) zatvoren potprostor. Operator A € B(X,))

4



Glava 1. Uvod

je Fredholmov ako je i gornje polu-Fredholmov i donje polu-Fredholmov, tj. ako je
n(A) < oo i f(A) < oco. Indeks operatora A € B(X,)) je definisan sa ind(A) =
n(A)—p(A). Za A € B(X,)) kazemo da je Weyl-ov ako je Fredholmov i ind(A) = 0.
Skup svih Fredholmovih (donje polu-Fredholmovih, gornje polu-Fredholmovih, Weyl-
ovih) operatora oznacavamo sa ¢(X,)) (¢ (X,)), ¢_(X,Y), ¢o(X,))). Priseti-
mo se da je u slucaju operatora na Hilbertovim prostorima pojam donje polu-
Fredholmovog operatora ekvivalentan pojmu desno Fredholmovog operatora, a po-
jam gornje polu-Fredholmovog operatora ekvivalentan pojmu levo Fredholmovoh
operatora.

Moore-Penroseov inverz operatora A € B(H, K), u oznaci AT je (jedinstveni) operator
koji zadovoljava jednacine

AXA=A, XAX = X, (AX)" = AX, (XA)* = XA.

Poznato je da A" postoji i pritom je ogranicen ako i samo ako je slika operatora A
zatvorena. U tom slu¢aju, AAT i ATA su ortogonalne projekcije na R(A) i N(A)*,
redom.

1.2 Pojam konzistentnosti

Pojam operatora konzistentnih u invertibilnosti, kra¢e C'I, uveden je od strane Gonga
i Hana u [35], gde su proucavane spektralne karakterizacije proizvoda kona¢no mno-
go normalnih (esencijalno normalnih) operatora. Kazemo da je operator T' € B(X)
konzistentan u invertibilnosti (CI) ako za svaki A € B(X) vazi da je AT inverti-
bilan ako i samo ako je T'A invertibilan. Karakterizacija operatora konzistentnih u
invertibilnosti na Hilbertovim prostorima je data slede¢om teoremom:

Teorema 1.2.1 Operator T € B(H) je konzistentan u invertibilnosti (C1) ako i
samo ako je ispunjen jedan od narednih uzajamno iskljucivih slucajeva:

(i) T je invertibilan,

(i) slika operatora T' nije zatvorena;

(iii) N(T) £ {0} i R(T) = R(T) £ H.

Iz ove teoreme vidimo da T € B(H) nije konzistentan u invertbibilnosti ako i samo
ako je T levo, ali ne i desno invertibilan, ili ako je desno ali ne i levo invertibilan.
Prirodno definiSemo CT spektar operatora 7' € B(H) sa

oor(T) ={X € C: T — A nije CI operator}.



Glava 1. Uvod

Interesantni rezultati o operatorima konzinstentim u invertibilnosti se mogu naci u
radovima X. Caoa, H. Zhanga, Y. Zhanga i Q. Xina [9, 10], kao i u radovima D.
Cvetkovi¢-1li¢, G. Haia i A. Chena u [21, 18, 40]. Posebno je interesantan rad [9],
gde je istrazivana veza izmedu C1 spektra i raznih oblika tvrdenja ”vazi Weyl-ova
Teorema”. Preciznije, ako za A € B(X) vazi

0(A)\ ow(A) = me0(A),
gdeje 0y (A) ={AeC: A=A & ¢po(X)}, i
moo(A) ={A e C: 0 <n(A— ) <oco}Nisoc(A),

pri ¢emu je isoo(A) skup svih izolovanih tacaka skupa o(A), kazemo da za A vazi
Weyl-ova Teorema.

Lako se proverava da je proizvod dva operatora konzistentnih u invertibilnosti i sam
operator konzistentnan u invertibilnosti, pa ova elementarna osobina dodatno budi
interesovanje da se ispita koja svojstva jos ispunjava skup svih operatora konzistentih
u invertibilnosti, sto je i cilj narednih rezultata.

Pojam konzistentnosti operatora ne trebamo uvek vezati samo za invertibilnost.
U opstem slucaju, za dati skup ) # S C B(X) analogno mozemo definisati po-
jam S-konzistentih operatora. Preciznije, za operator T € B(&X') kazemo da je S-
konzistentan ako za svaki A € B(X') vazi

TAeS < AT € S.

Tako su, na primer, posmatrani Fredholm konzistentni operatori (kra¢e FC' opera-
tori) i interesante rezultate o njima mozemo naéi u [14, 15]. Ovaj skup predstavlja
slucaj kada je § skup svih Fredholmovih operatora Banahovog prostora X'. U nared-
noj teoremi je data karakterizacija Fredholm konzistentih operatora na Hilbertovim
prostorima koja ¢e biti od velikog znacaja jer ¢emo pored CI operatora posmatrati
i F'C operatore i pokusati da i kod ove klase operatora odgovorimo na ista pitanja
kao i kod C1T operatora.

Teorema 1.2.2 [18] Neka je T € B(H). T je Fredholm konzistentan (FC) ako i
samo ako je ispunjen jedan od narednih uzajamno iskljucivih uslova:

(i) T je Fredholmov operator,
(i) slika operatora T' nije zatvorena,

(iii) slika operatora T je zatvorena, n(T) = d(T') = co.
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Iz ove teoreme vidimo 7' € B(H) nije Fredholm konzistentan ako i samo ako je T
levo Fredholmov, ali ne i desno Fredholmov, ili ako je desno Fredholmov ali ne i levo
Fredholmov. Prirodno definisemo F'C' spektar operatora T € B(H) sa

orpc(T) ={\ € C: T — A\ nije F'C operator }.

Proucavanju neke klase operatora se moze pristupiti putem aksiomatske teorije spek-
tra koju su uveli Miiller, Mbekhta i Kordula u radovima [64, 63, 56]. Ovakav pristup
je koristan jer proveravanjem ispunjenosti nekoliko jednostavnih uslova mozemo brzo
zakljuciti da neki skup elemenata Banahove algebre ima osobine poput zatvorenosti
odgovarajuceg spektra, itd. Za to su nam potrebni pojmovi regularnog skupa i gornje
polu-regularnog skupa u Banahovoj algebri ¢ije definicije su date u nastavku:

Definicija 1.2.1 [56] Neka je A Banahova algebra. Neprazan podskup R od A je
regularan ako vaze sledeci uslovi:

1) Zasvakiae Aine€Nvazia € R& a" € R,

2) Ako su a,b,c,d elementi Banahove algebre A koji medusobno komutiraju takvi
da je ac+ bd = 14, onda ab € R ako i samo akoa € Rib € R.

Definicija 1.2.2 [64] Neka je A Banahova algebra. Neprazan podskup R od A je
gornje polu-regularan ako vaze sledeci uslovi:

1) Za svaki a € Ain € N vazi implikacija a € R = a™ € R,

2) Ako su a,b,c,d elementi Banahove algebre A koji medusobno komutiraju takvi
da je ac+ bd = 14, onda iz a,b € R sledi ab € R.

3) R sadrzi okolinu jedini¢nog elementa 1 4.

Neki primeri regularnih skupova su skup svih invertibilnih (levo invertibilnih, de-
sno invertibilnih) operatora, Fredholmovih (levo Fredholmovih, desno Fredholmovih)
operatora, itd. Naravno, R = A i R = () su trivijalni primeri regularnih skupova.
Navedimo i nekoliko interesantnih primera gornje polu-regularnih skupova.

Ako je X Banahov prostor onda je R = {T" € ®(X) : ind(7T) = 0} gornje polu-
regularan skup kao otvorena polugrupa. Odgovarajuci spektar definisan sa

oo(T) ={N€C : T =\ ¢g ®(X) ili ind(T — \) # 0}
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je poznat kao Vejlov spektar operatora T". Ukoliko posmatramo B(X') kao Banahovu
algebru, gde je X Banahov prostor, onda su i sledeé¢i skupovi gornje polu-regularni:
{T € ®(X) : ind(T) > m}
{T' € &(X) : ind(T) < —m}
{T'e (X) : ind(T) € {mz : z € Z}}
{T€d, (X)) : ind(T) < —m}
{T €d_(X) : ind(T) > m},
gde je m nenegativan ceo broj. Specijalno, za m = 0 posledenje dve klase su u stvari

poznati skupovi
O (X)={T € ¢, (X) : ind(T) < 0},
T (X)={T € ®_(X) : ind(T) > 0}.

1.3 Nekirezultati o linearnim kombinacijama ope-
ratora

Linearne kombinacije projekcija i ortogonalnih projekcija su ve¢ duze vreme pred-
met mnogih radova. Medu prvim radovima na tu temu su rad Bukholtza [8], gde
je razmatrana inveritiblnost razlike dve ortogonalne projekcije na Hilbertovim pro-
storima i rad Grosa i Trenklera [36] gde je proucavana invertibilnost razlike dve
idempotentne matrice. Invertibilnost linearne kombinacije idempontentih matrica je
detaljno obradena u [2] od strane J. Baksalary-ja i O.Baksalary-ja.

Sa druge strane Koliha i Rakocevié¢ su prosirili opseg istrazivanja tako sto su po-
smatrali zbir, odnosno razliku idempotenata na prstenima u radovima [50] i [51]. U
radu [50] Koliha i Rakoc¢evi¢ su prvo pokazali da ako su f, g idempotenti u prstenu
sa jedinicom R takvi da je f — g invertibilan element, onda je i f + ¢ invertibilan
element prstena i dali su formuli za (f + g)~* !

u zavisnosti od (f —¢g)~":
(f+g) ™ =1—h—k+2kh,
gde su h i k idempotenti takvi da su
hR=fR, (1-h)R=¢gR, RE=Rf i R(1—-k)=Rg.

Sto se tice samih uslova za invertibilnost sume dva idempotenta dokazali su da je
zbir dva idempotenta f i g inveritiblan ako i samo ako je f + g regularan element i

JRNg(1— IR ={0} = f°ng°,
RFNR(— f)g={0}="fn",
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pod uslovom da je 2 = 1+ 1 inveritibilan elemenat prstena R, pri ¢emu su za a € R
skupovi a’ i %a definisani sa

a°={re€R:ar=0}, "a={r € R: za=0}.

Kao posledica ovih rezultata dobijeni su analogni razultati u slucaju projekcija i
ortogonalnih projekcija na Hilbertovim prostorima. U radu [51] je istrazivanje in-
veritiblnosti razlike dva idempotenta prosireno i dati su brojni ekvivalentni uslovi
za invertibilnost razlike dva idempotenta na prstenu. Glavni rezultat ovog rada je
sledec¢a teorema:

Teorema 1.3.1 [51] Neka su f, g idempotenti prstena sa jedinicom R. Sledeéa turdenja
su ekvivalentna:

(i) f — g je inveritibilan,
(i) R=fRdgR iR =Rf DRy,

(iii) Postoje idempotenti h,k € R takvi da vazi hR = fR,
(1-h)R=gR, Rk=Rf, R(1—k) =Ry, pritom su h i k jedinstveni ukoliko
postoje,

(iv) 1 — fg je invertibilan, fRNgR = {0} i R = f° + ¢°,
(v) 1= fgif+g— fg suinvertibilni.

U istom radu su rezultati o invertibilnosti idempotenata formulisani i u slucaja prste-
na sa involucijom. Kao posledica ovih rezultata prosireni su rezultati i inveritiblnosti
razlike projekcija na Hilbertovim prostorima.

Isti autori su produbili svoje rezultate u slu¢aju matrica i na Banahovim prostori-
ma u radovima [55], [54] 1 [53]. U radu [55] Koliha, Rakocevi¢ i Straskaba su uslove za
invertibilnosti zbira, odnosno razlike dve idempotentne matrice formulisali analogno
uslovima dobijenim u prethodnim radovima i produbili ih za ovaj specijalan slucaj.
Posebno je interesantna eksplicitna formula za (P + Q)~! u slucaju kada je P + Q
invertibilna matrica, a P — () singularna matrica. Preciznije,

(P+Q) ' = <I - %PU,V) (I = Pnvipy,nPripyv — Py nvpyPure)) »
gde je
M=R(QI - P)), N=N(-PQ),
U=R(P)NR(Q), V=R(QU-0))®N(Q).
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Koliha i Rakoc¢evi¢ su u radu [54] dali potrebne i dovoljne uslove da razlika dve or-
tognalne projekcije na Hilbertovom prostoru bude Fredholmov operator. U radu [53]
isti autori su dali potvrdan odgovor na sledece pitanje:

Ako su P;, P, projekcije na Hilbertovom prostoru H, da li je tacno da je P, + P,
Fredholmov operator ako i samo ako je linearna kombinacija ¢y P; + co Py Fredholmov
operator, gde su ¢1,c0 € C\ {0} i¢1+c #07

Stavise, pokazali su da je ovo taéno i u slu¢aju projekcija na Banahovim prostorima,
ali nisu dali potrebne i dovoljne uslove kada je linearna kombinacija projekcija Fred-
holmov operator. Odgovor na ovo pitanje su dali D. Cvetkovi¢-1li¢ i J. Milenkovié¢ u
radu [22].

U slu¢aju linearnih kombinacija projekcija na Hilbertovim prostorima istrazivanje
je nastavljeno u radovima [30, 27, 61]. Vrlo je interesantan rad [31] koji su napisali
Du, Deng, Mbehta i Miiller gde su posmatrane i druge osobine linearne kombinacije
projekcija osim invertibilnosti. Autori su pokazali da zatvorenost slike, komplemen-
tarnost jezgra, injektivnost, surjektivnost, (leva, desna) invertibilnost, regularnost
linearne kombinacije ¢; P + c2 @) projekcija P, () na Banahovom prostoru X', ne zavisi
od izbora skalara ¢1,co € C\ {0} i ¢1 + ¢ #0.

Sa druge strane ispitivanje invertibilnosti linearne kombinacije operatora (a i dru-
gih osobina linearne kombinacije operatora) u opstem slucaju je usledilo kasnije u
radu [41] ¢iji su autori Hai, Bao i Chen gde su dati potrebni i dovoljni uslovi pod
kojim je linearna kombinacija operatora na Hilbertovim prostorima inveritiblna u
slucaju kada su njihove slike zatvorene. Ovaj rad je interesantan i zbog primene ope-
ratorskih matrica.

Osnovna ideja je da iskoristimo rezultate o injektivnosti (levoj invertibilnosti,
desnoj invertibilnosti, invertibilnosti, itd.) gornje trougaone operatorske matrice

A C
Mo = {O B} X OV — A D D,

gde su X;,V;, i = 1,2 Banahovi (Hilbertovi) prostorii A € B(Xy, X1), B € B()1, »),
C € B(Y1,X,), kako bismo dosli do analognih rezultata o linearnoj kombinaciji
operatora a A+ B. Koristi¢emo sledeca predstavljanja operatora A i B operatorskim

matricama: R(4)
=[5 3 - [E)
o=l B W] - R

10
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jer je tada operatorska matrica koja predstavlja linernu kombinaciju A + 5B data

3 o (i) ()

Ovakav pristup nije jedinstven jer su detaljna proucavanja problem kompletiranja
operatorskih matrica (videti [15, 16, 17, 42, 23, 18, 67, 19] za deo rezultata) pri-
menjena na proucavanje odredenih problema iz teorije operatora; neki primeri tih
primena su [66, 22]. U radu [66] D. Cvetkovi¢-Ili¢ i V. Pavlovié¢ su su dali potrebne
i dovoljne uslove pod kojima vazi zakon obrnutog redosleda za {1}-inverze na sepa-
rabilnim Hilbertovim prostorima. U tu svrhu su regularne operatore A, B € B(H)
predstavili operatorskim matricama

[ 40 [ee)- )

0 0| VB T aad)
5= 30 [Wen)] Wi )

pri ¢emu je B, invertiblan operator, a [Al Az} : [ﬁégz)} — R(A) desno inverti-

bilan operator. Koristec¢i ova predstavljanja dobija se da je

- [ [ - )

Autori zatim dokazuju odgovarajuce rezultate o operatorskim matricama koje zatim
koriste i dolaze do sledece teoreme:

Teorema 1.3.2 [66] Neka su A € B(H,K) i B € B(L,H) regularni operatori pred-
stavljeni sa (1.1) i neka je AB regularan operator. Sledeéi uslovi su ekvivalentni:

(i) (AB){1} € B{1}A{1},

(ii) Vazi jedan od sledecih uslova:

(a) dim N (A*) < dimN(B), dim N (A7) + dim N (A*) < dim N'(B*) ¢
dim NV(B*) < o0,

(b) dim N (A*) < dimN(B), dimN(A4*) < dim N (AY) + dim N (Ap) i
dim N (B*) = o0,

(¢) dimN(B) < dim N (4%), dim N (B}) + dim N (B) < dim N (A) i
dimN(A) < oo,

11
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(d) dimN(B) < dim N (A4*), dim N (B) < dim N (BY) + dim N (Bs) i
dim N (4) = oo,

gde je Ay = PyanAslras), Bi = Prp+)Blra+), B2 = Prp)B*|n(a) 1
By = Px(sy) Balr(sy)-

U radu [22] su D. Cvetkovi¢-1lié i J. Milenkovié¢ su takode koristile predstavljanja
operatora A, B € B(H, K) operatorskim matricama

= {Al AQ] : {N(B)] . {R(A)y

0 0] BT [R(A)!
o=lo B W] - <)

jer linearna kombinacija «A + 8B ima predstavljanje gornje-trougaonom operator-
skom matricom i koristile odgovarajuce razultate o kompletiranju gornje-trougaone
operatorske matrice do Fredholmovog operatora kako bi dale potrebne i dovoljnje
uslove da linearna kombinacija aA 4+ 5B bude Fredholmov operator.

1.4 Bott-Duffinov i uopsteni Bott-Duffinov inverz

Proucavanje posebnog uopstenog inverzna, koji kasnije postaje poznatiji kao Bott-

Duffinov inverz pocinje radom istoimenih autora u [7] gde se razvijaju metode za
reSavanje sistema oblika

Az+y=0b z€Ll, yeLlt (1.2)

gde je A € C™" b € C" i L neki potprostor od C". Takvi primeri se javljaju u

mehanici, ali i u teoriji elektri¢nih kola. Osim u [7] interesantan primer primene ovog

inverza u teoriji elektricnih kola se moze naéi u odeljku 12 druge glave [4]. Sistem
(1.2) ima resenje ako i samo ako sistem

(AP, + Pri)z=10 (1.3)
ima reSenje 1 pritom je [ﬂ reSenje sistema (1.2) ako i samo ako je

x=Prz,y=Priz=b— AP,z,

12
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gde je z resenje sistema (1.3). Ako je matrica AP, + P,. invertibilna, onda (1.2) ima
jedinstveno reSenje i ono je dato sa

= Pr(AP; + Ppu) 7', y=0b— Ax.
Bott-Duffinov inverz matrice A € C"*" je upravo definisan sa
Ay = Pm(APy+ Pig) ™,

gde je M dati potprostor od C", pod uslovom da je matrica (APy+Py,) invertibilna.
Ova definicija se prirodno uopstava na Hilbertove prostore.

Definicija 1.4.1 Neka je H Hilbertov prostor, A € B(H) i M, N komplementarni
potprostori prostora H. Bott-Duffinov inverz operatora A postoji ukoliko je operator
APpn + Py oa invertibilan i definisan je sa

(Alxt,/\/) = Pun(APun + Pvo) ™

Iz definicije se lako pokazuju sledece osobine Bott-Duffinovog inverza:

Pun = PunAA v = AA a0 Pma
Ay = PunAGuny = Aguny Pr-
Iz ovih jednakosti se moze dokazati sledec¢a karakterizacija Bott-Duffinov inverza:
Posledica 1.4.1 Neka je H Hilbertov prostor, A € B(H) i M, N komplementarni
potprostori prostora H takvi da je APy n + Py invertibilan operator. Onda je
(1,2) (1,2)

(@) AGuny = (APva)pin = (P A)Sirr = (P APy ke

~1
(b) (A(_AIA,ND(MN) = PunAPu-

Sliénu motivaciju je iskoristio Chen u radu [11] kako bi uveo pojam uopstenog
Bott-Duffinov inverza matrice slede¢om definicijom:

Definicija 1.4.2 [11] Neka je A € C™" data matrica i £ potprostor od C".
Uopsteni Bott-Duffinov inverz matrice A u odnostu na potprostor £ je definisan
sa

;
Algy

Nama je od interesa uopstenje ove definicije na Hilbertove prostore:

= Pr(AP; + Ppu)l.

13
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Definicija 1.4.3 Neka je H Hilbertov prostor, A € B(H) i M, N komplementarni
potprostori prostora H. Bott-Duffinov inverz operatora A postoji ukoliko je operator
APy + Py Moore-Penrose inveritibilan i definisan je sa

A](LM,N) = Pun(APyn + Pya)'.

Pored rada Chena interesantni su rad Denga i Chena [25], ve¢ pomenuti rad Lija
[60], kao i rad [62] ¢iji su autori Liu, Wang i Wei. Pojam Bott-Duffinov inverza je
prosiren i na polugrupe, gde je izveden iz pojma (b, c) inverza koji je uveo Drazin
u radu [28]. Neka je S polugrupa i a,b,c € S. Element a je (b, c)—invertibilan ako
postoji y € S takav da je

y € (bSy) N (ySc), yab=1b, cay = c.

Ako su e, f € S idempotenti, Bott-Duffinov (e, f)-inverz elementa a je element y € S
takav da vazi

y=ey=yf, yae=e, fay=f.
Iz definicija je jasno da ako je y € S (b,c)—inverz za a € S, gde su b i ¢ idem-
potenti polualgebre S, onda je y Bott-Duffinov (b, ¢)-inverz elementa a. Obratno,
Bott-Duffinov (e, f)—inverz elementa a € S je i (e, f)—inverz.
Interesantne rezultate o (b, ¢)-inverzu mozemo naéi u radovima [49], [6] i [5]. U ra-
du [49] su dati potrebni i dovoljni uslovi za egzistenciju (b, ¢)—inverza u prstenu sa
jedinicom i uspostavljena veza izmedu (b, ¢c)—inverza i grupnog inverza. Uslovima za
egistenciju (b, ¢)-inverza su se bavili i autori u radu [6] gde je uveden i pojam zakona
obrnutog redosleda za (b, ¢)-inverze. Takode, data je i karakterizacija (b, ¢)—inverza
na Banahovim algebrama. Posebno je interesantan rad [5] gde je data karakteriza-
cija (b, ¢)-inverza operatora na Banahovim prostorima, a zatim i veza izmedu (b, ¢)-
inverza i uopstenih inverza sa unapred zadatom slikom na Banahovim prostorima.
Glavni rezultat rada [5] je teorema:

Teorema 1.4.1 [5] Neka su B,C € B(X) regularni operatori. Sledeca tvrdenja su
ekvivalentna:

(i) A € B(X) je (B,C)—invertibilan,
(ii) Postoji X € B(X) tako da vazi
XAX = X, R(X) = R(B) i N(X) = N(C)

(i) Postoji Ang) N(o)» Y- postoji spoljni inverz operatora A sa slikom R(B) i je-
zgrom N (C),

14



Glava 1. Uvod

(iii) A|§ng) : R(B) — R(AB) definisan sa A|7§ng)x = Az, za x € R(B), je

invertibilan operator, R(AB) @ N(C) = X.
Stavise, u tom slucaju je (B, C)—inverz operatora A jednak operatoru X = Ang)’N(C).

Kao posledica Teoreme 1.4.1 uspostavlja se i obrnuta veza. Ako su & i T zatvore-
ni i komplementarni potprostori Banahovog prostora X, onda su slede¢a tvrdenja
ekvivalentna:

(i) Postoji spoljni inverz A(TQ?S,

(ii) Postoji (B, C')—inverz operatora A za proizvoljne regularne operatore B i C' za

koje vazi R(B) =T i N(C) = S,

(iii) Postoji Bott-Duffinov (P, Q)—inverz operatora A za proizvoljne projektore P i
Q za koje vazi R(P) =T i N(Q) = S.

Stavise, ukoliko jedan od ovih inverza postoji, onda su (B, C')—inverz operatora A i
Bott-Duffinov (P, Q)—inverz operatora A jednaki spoljnom inverzu Ag%,)&

Kako je originalna motivacija za proucavanje uopstenog Bott-Duffinovog inverza mo-
tivisana direktnim primenama mora se spomenuti i rad [1], gde se uopsteni Bott-
Duffinov povezuje sa kompatibilnim parovima operatora A i zatvorenih potprostora
Hilbertovog prostora.
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Konzistentnost i kompletiranja
operatorskih matrica

2.1 Konzistentnost u invertibilnosti u Banahovim
algebrama

Kako su pojmovi regularnih i polu-regularnih skupova definisani za podskupove
Banahovih algebri prirodno je da definiSemo pojam konzistentosti u invertibilnosti na
Banahovoim algebrama (i time maksimizujemo primenljivost narednih rezultata). Za
Banahovu algebru A , sa A™! oznacavamo grupu svih invertibilnih elemenata algebre,
asa A7' (A7Y) grupu svih levo (desno) inveritiblnih elemenata algebre. Kazemo da
je a € A konzistentan u invertibilnosti (CI) ako za sve ¢ € A vazi

ace A Vs cae AN

Prvo ¢emo pokazati lemu koja daje karakterizaciju C'I elemenata koja je analogna
karakterizaciji C'I operatora:

Lema 2.1.1 Elemenat a Banahove algebre A nije konzistentan u invertibilnosti ako
i samo ako je a € A7\ ATt ilia € A7\ A

Dokaz. Pretpostavimo da a € A nije CI. Onda postoji ¢ € A takav da ac € A™*
ica g AL ilica € At iac g AL, Ako vazi prvi slucaj, iz ac € A~! sledi
da @ mora biti desno invertibilan. Kada bi a bio i levo invertibilan, onda bi i ¢
bio invertibilan sto dalje implicira invertibilnost elementa ca. Iz ove kontradikcije
vidimo da a € A1\ A", Analogno zakljuéujemo da iz ca € A™' i ac ¢ A7! sledi
a€ A7\ AL
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Ako a € A1\ A imamo da a; 'a = 14 i aai € A~! za proizvoljan levi inverz a; !
elementa a, pa po definiciji a nije C'I. Analogno zakljuc¢ujemo da a nije C'I u slucaju
ae AT\ A O

Kao §to smo ve¢ napomenuli, proizvod dva CI operatora jeste C'I. Analogno vazi i
za CI elemente Banahove algebre sto nas motivise da proverimo da li je skup svih
C1 elemenata gornje polu-regularan.

Teorema 2.1.1 Skup svih CI elemenata Banahove algebre A je gornje polu-reqularan.
Dokaz. Ako su a,b komutirajuéi CI elementi i ¢ € A proizvoljan onda vazi
abc je invertibilan < bca je invertibilan <

& cab je invertibilan

Iz ovog zakljucka sledi da su ispunjeni uslovi (1) i (2) Definicije 1.2.2.

Kako su svi invertibilni elementi C'I, i kako je poznato da postoji okolina jedini¢nog
elementa 14 Ciji su elementi invertibilni zaklju¢ujemo da postoji okolina jedini¢nog
elementa 14 ¢iji su svi elementi C'I. Sledi, da je ispunjen i uslov (3) iz Definicije
1.2.2.0

Iz ove Teoreme direktno sledi sledeé¢i rezultat

Posledica 2.1.1 Skup svih CI operatora u B(X) (B(H)) je gornje polu-requlanan.
Kako su svi invertibilni elementi C1 sledi da o¢r(a) C o(a), gde je
ocr(a) ={A € C: X —anije CI}.
Od koristi ¢e biti sledeci rezultat:

Teorema 2.1.2 [64] Neka je R C A gornje polu-reqularan skup. Pretpostavimo da
R zadovoljava uslov

beRNA'=b'eR.
Tada vazi og(f(a)) C f(or(a)), za svaki a € A i za sve lokalno ne-konstantne
Junkcyje [ analiticke u nekoj okolini skupa o(a)Uogr(a).
Stavise, or(f(a)) C f(or(a)Uo(a)) za sve funkcije f analiticke na nekoj okolini
skupa o (a) Uo(a).
Kako je o¢r(a) C o(a) (istoga ocr(a)Uo(a) = o(a)) vidimo da vazi naredna teorema:
Teorema 2.1.3 Za a € A vazi oci(f(a)) C f(oci(a)) za sve lokalno ne-konstantne
funkcije f analiticke na nekoj okolini skupa o(a) U ocr(a) = o(a) i f(ocr(a)) C
f(o(a)), za sve funkcije f analiticke na nekoj okolini od o(a).
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Glava 2. Konzistentnost i kompletiranja operatorskih matrica

Naravno prirodno je ispitati da li skup svih C'I elemenata (operatora) zadovoljava
jos neke interesantne osobine, i da li, i pod kojim uslovima, taj skup jeste regularan.

Primedba: 1z Leme 2.1.1 vidimo da vazi

aci(a) = (ai(a) \ or(a)) U (0,(a) \ 01(a)).

U slucaju A = B(H) ova jednakost implicira da C'I spektar nekog operatora moze
biti prazan. Na primer, Hermitski (normalni) operatori ¢e imati prazan C'I spektar.
Poznato je da je spektar ograni¢enog linearnog operatora zatvoren skup, pa je od
interesa ispitati da li isto vazi i za C'I spektar. Da to nije uvek slucaj pokazuje sledec¢i
primer:

Primer 2.2.1. Neka je operator T iz B(I> @ [?) definisan sa
T=2S¢I—-S"):FPol>—="ral?

gde je S operator desnog pomeraja na [*. Neka je (\,), niz kompleksnih brojeva
takvih da
lim A\, =2, \, € B(0,2)\ B(1,1),

n—oo

gde B(A,r) otvorena kugla polupreénika r sa centrom u A. Setimo se da je S — A\I
desno invertibilan, ali ne i levo invertibilan za |A| < 1, dok je S — AI levo invertibilan,
ali ne i desno invertibilan za |A\| = 1. Najzad, S — Al je invertibilan za |A| > 1. Imamo
da je svaki A\, € o¢/(T) jer je 25 — A\, I desno invertibilan, ali ne i levo invertibilan,
dok je (1 —A\,)I —S* invertibilan odakle sledi da je T" levo invertibilan, ali ne i desno
invertibilan. Medutim, kako 25 — 27 nije desno invertibilan i [ — S* —2I = —(S*+1)
nije levo inveritiblan (kao Hilbert adjungovani operator operatora koji nije desno
inveritiblan) sledi da 7" — 27 nije ni levo ni desno inveritiblan, pa je stoga T'— 21 C'I
operator. Zakljucujemo da o¢;(T') nije zatvoren skup.

Ostaje da damo odgovor pod kojim uslovima ¢e skup C'I operatora na Hilberto-
vom prostoru biti regularan. U tu svrhu ¢e nam koristiti sledeéi

Primer 2.2.2. Neka su T'i Py, operatori na B(I?) definisani na sledeéi nacin, T' = S2,
gde je S operator desnog pomeraja na [? i Py; ortogonalna projekcija na potprostor

M ={x=(21,29,...,2p,...) €I*: Toy_1 = Top, n € N}
Nekajex = (21,22, ...,2y,,...) € [? proizvoljan. Onda je (z1, 21, T, Ta, . . ., Tny Ty - - - )

element potprostora M, pa je M netrivijalan potprostor od [2. Lako se proverava da
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Glava 2. Konzistentnost i kompletiranja operatorskih matrica

je M zatvoren potprostor. Takode, lako je proveriti da T komutira sa Py, i Py..
Primetimo da je
2Py + 2Py —T =21 —-T,

invertibilan operator. Za = € [? imamo da vazi
2Py — Tz = (x1 + 29,21 + T, T3 + Ty — T1, X3 + Ty — To, ... ).

Iz ¢injenice da (1,0,...,0,...) &€ R(2Py—T), sledi da 2Py, —T nije desno invertiblan.
Pretpostavimo da (2Py — T)z = 0 za neki z = (21,22, ...) € (2. Ovo znaéi da

T1 + 29 = 0,
{L‘3+JZ4—I1:O,

SL’3+JJ4—ZC2:O,

Iz prve tri jednacine dobijamo x; = x5 = 0, i na slican nacin zakljucujemo z3 = x4 =
0. Nastavljajuc¢i postupak dobijamo xo,_1 = o1 = 0, za k € N. Lako se proverava da
je slika operatora 2P, — T zatvorena. Zakljucujemo da je 2Py, — T levo invertibilan,
ali ne i desno invertibilan. Lako se pokazuje da (2 —T')~! komutira sa Py;. i 2Py —T.
Najzad, imamo:

(2I —T) '"Pyr+ (I —=T)'(2Py - T) =1,

i svi operatori u ovoj jednakosti komutiraju, P,. je CI operator jer
N(Py) = R(Py)*t # {0}, 2Py — T nije CI operator jer je levo, ali ne i desno
inveritibilan, i

2Py (2Py — T) = (2Py — T)(2Py;.) = —2T Py

nije ni levo ni desno invertibilan, pa je stoga C'I operator. Zaklju¢ujemo da uslov
(2) Definicije (1.2.1) nije zadovoljen, pa skup svih CT operatora na [ nije regularan.

Primer 2.3. Proizvoljna matrica T' € C"*" jeste C'I operator jer je ili inveritiblna
ili {0} £ N(T),R(T) # C™. Ovo znagci da su svi elementi prostora C"*" konzistentni

u invertibilnosti (sto je ekvivalentno sa oo (T) = () za sve T € C™*")

Sada mozemo dati potrebne i dovoljne uslove da skup svih C'I operatora na
Hilbertovom prostoru bude regularan.
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Teorema 2.1.4 Skup svih CI operatora na B(H), gde je H Hilbertov prostor je
reqularan ako v samo ako je H konacno dimenzionalan.

Dokaz. Ako je H kona¢no dimenzionalan onda je on izomorfan sa C"*" za neko
n € N. Iz prethodnog primera vidimo da se u ovom sluc¢aju skup svih C'I operatora
poklapa sa celim prostorom. Kako je ceo prostor trivijalno regularan zakljucujemo
da je ovom slucaju skup svih C'I operatora regularan.

Obratno, pretpostavimo da H nije kona¢no dimenzionalan. Ako je H separabilan
onda je on izomorfan /2 pa iz Primera 2.2 vidimo da skup svih CI operatora nije
regularan. Ako H nije separabilan onda sadrzi separabilan zatvoren potprostor K.
Imamo da H = K @ K+ i znamo da je K izomorfan sa (2. Iz Primera 2.2. znamo da
postoji par komutirajucih operatora koji ne zadovoljavaju uslov (2) Definicije 1.2.1.
Bez gubljenja opstosti neka su to operatori 2P;; i 2Py — T. Onda operatori

A=2P; 00 i B=2Py T I

komutiraju, i postoje operatori C, D takvi da AC'+ BD = I3 koji komutiraju sa
operatorima A i B. Stavise, A je CI operator, B nije CI operator, ali njihov proizvod
jeste C'I operator. Zakjlu¢ujemo da uslov (2) Definicije 1.2.1 nije ispunjen, tako da
skup svih CI operatora na B(H) nije regularan. [J

2.2 Konzistentnost u invertibilnosti operatorskih
matrica oblika Mr g

Cilj ove sekcije je da odredimo uslove pod kojim za date operatore A € B(H)
i C € B(K,H) na separabilnim Hilbertovim prostorima H i K postoje operatori
T e B(H,K)iS e B(K) takvi da je operatorska matrica

e[t 51 [

konzistentna u invertibilnosti. Pored toga da¢emo odgovor na pitanje kada ¢e ope-
ratorska matrica Mr g biti CI za sve T' € B(H,K) 1 S € B(K). Koriste¢i dobijene
rezultate za date operatore A € B(H) i C' € B(K,H) u potpunosti ¢emo opisati skup

ﬂ ocr(Mr.s).

TeB(H,K),SeB(K)

Pre dokazivanja glavnih rezultata ovog odeljka potrebni su nam neki pomoc¢ni re-
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zultati. Svi prostori koji se pojavljuju o ovom odeljku su netrivijalni separabilni
Hilbertovi prostori.

Potrebni si nam i sledeci rezultati koji se ticu problema kompletiranja operator-
skih matrica datih sa (2.1) do invertibilnosti, leve i desne invertibilnosti.

Teorema 2.2.1 [37, 39] Neka su A € B(H) i C € B(K,H) dati operatori. Sledeca
tordenja su ekvivalentna:

(i) Postoje operatori T € B(H,K) i S € B(K) takvi da je Mrs invertibilan ope-

rator;

(i) [A C]:H®K — H je desno inveritibilan operator i im N'([A C]) = dim K.
Teorema 2.2.2 [38] Neka su A € B(H) i C € B(K,H) dati operatori. Sledeca
tordenja su ekvivalentna:

(i) Postoje operatori T € B(H,K) i S € B(K) takvi da je My s desno invertibilan

operator;

(i) [A C]:H&K — H je desno invertibilan operator i dim K < dimN'([A C]).
Teorema 2.2.3 [38] Neka su A € B(H) i C € B(K,H) dati operatori.

(i) Ako je dim K = oo, onda postoje operatori T € B(H,K) i S € B(K) takvi da

je My g levo invertibilan operator;

(ii) Ako je dimK < oo, onda postoje operatori T € B(H,K) i S € B(K) ta-
kvi da je My s levo invertibilan operator ako i samo ako je R(A) zatvoren i
dim N ([A C]) < dimK.

Najzad, poslednji pomoc¢ni rezultati koji ¢e nam biti potreban je sledeca
Lema 2.2.1 Neka je operatorska matrica Mrgs € B(H ® K) data sa (2.1). Ako
R(Mr,s) nije zatvoren potprostor onda [A C| nije levo invertibilan.

Dokaz. Pretpostavimo da je [A C] levo invertibilan i neka je [z y| € R(Mrs)
proizvoljan. Onda postoje nizovi (z,) i (y,) iz H i K, redom, takvi da

Az, +Cy, — x, n — 00

Tx, + Sy, =y, n — oo.

Kako je [A C’} levo invertibilan sledi da ([mn yn]) konvergira, pa [x y] € R(Mrgs).
Zakljucujemo da je R(Mry.g) zatvoren potprostor. [J

Problemom egzistencije operatora T' € B(H,K) i S € B(K) takvih da je operatorska
matrica My s data sa (2.1) konzistentna u invertibilnosti bavi se slede¢a Teorema:
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Teorema 2.2.4 Neka su A€ B(H) i C € B(K,H) dati operatori. Postoje operatori
T e B(H,K) i S € B(K) takvi da je operatorska matrica Mrs data sa (2.1) konzi-
stentna u invertibilnosti (C1I) ako i samo ako [A C’} nije levo invertibilan. Stavise,
ako je Mrs CI operator za neke T € B(H,K) i S € B(K) onda je i Myo CI operator.

Dokaz. (=:) Neka su operatori 7' € B(H,K) i S € B(K) takvi da je My g konzi-
stentan u invertibilnosti. Prema Teoremi 1.2.1 imamo slede¢e mogué¢nosti:

(i) Mr.s je invertibilan: Prema Teoremi 2.2.1 sledi da je dim N'([A C]) = dim K.
Kako je K # {0} dalje sledi da [A C] nije levo invertibilan.

(ii) Slika operatora Mr g nije zatvorena: Iz Leme 2.2.1 sledi da [A C’} nije levo
invertibilan.

(i) N (Mrs) # {0} i R(Mrs) = R(Mr,s) # K: 1z N (Mr,s) CN ([A C]) sledi
da [A C] nije injektivan i samim tim nije levo invertibilan.

(«<:) Pretpostavimo da [A C] nije levo invertibilan. Ako R([A C]) nije zatvo-
ren, onda R(Moo) = R([A C]) nije zatvoren potprostor u H & K pa po Teoremi
1.2.1 imamo da je My C1. Ako je slika operatora [A C] zatvorena i N([A C]) #

{0}, onda imamo da R(Myo) = R(Moo) = R([A C]) # H® K, i da N (M) =
N([A C]) # {0}. Iz Teoreme 1.2.1 sledi da je Moo C1. O

U narednoj teoremi pokazujemo da u slucaju kada je K besnona¢nodimenzionalan
uvek postoje operatori T € B(H,K) i S € B(K) takvi da operatorska matrica Mr g
nije C'I.

Teorema 2.2.5 Neka su A e B(H)iC € B(K,H). Ako je dim K = oo, onda postoje
operatori T € B(H,K) i S € B(K) takvi da operatorska matrica Mrs data sa (2.1)
nije C1.

Dokaz. Najpre, pretpostavimo da postoje T € B(H,K) 1S € B(K) takvi da je Mr g
desno invertibilan operator. Iz Teoreme 2.2.2 sledi da je [A C} desno inveritibilan
operator i dim N/ ( [A C’D = o0. Kako je dim K = oo, znamo da postoji beskona¢no
dimenzionalan zatvoren potprostor S od K, § # K i operator [T S] : Bﬂ — K
takav daJe [T S] |N([A C’])J‘ = O, N([T S} |N([A C])) = {O} 1 R([T S]) =38.
Za My s imamo N (Mps) = {0} i R(Mrs) = H®S # H® K. Iz Teoreme 1.2.1 sledi
da MT,S nije ClI.

Sa druge strane, ako ne postoje operatori T' € B(H,K) i S € B(K) takvi da je Mz
desno invertibilan operator onda mozemo naéi operatore Ty € B(H,K) i Sy € B(K)
za koje je Mrp, s, levo invertibilan. Egzistenciju ovih operatora garantuje Teorema
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2.2.3. Operatorska matrica My, g, jeste levo invertibilna, ali nije desno invertibilna,
tako da mozemo zakljuciti da My, g, nije C'I operator. [

Ako prethodni rezultat uporedimo sa analognim rezultatom o gornje trougaonim ope-
ratorskim matricama mozemo primetiti interesantne razlike. Naime, ako je dim IC =
00, onda ne postoji par operatora A € B(H) i C € B(K,H) takvih da je My ¢ CI ope-
rator za sve T' € B(H,K) 1 S € B(K), dok u slu¢aju gornje trougaonih operatorskih
matrica pod odredenim uslovima mozemo naci takav par operatora:

Teorema 2.2.6 [40] Neka su A € B(H) i B € B(K). Operatorska matrica M¢ =
A C
{0 B
uslova:

] je CI operator za svako C € B(K,H) ako i samo ako vazi jedan od narednih

BN

—~
~— ~— Y~ N~ N~ ~— Y~ —

i R(B) nisu zatvoreni;
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A

nije zatvoren, R(B) je zatvoren, n(B) < oo;

N

)

S

nije zatvoren, R(A) je zatvoren, d(A) < oo;

V
o

(B) (

nije zatvoren, R(B) je zatvoren, d(B) > 0;
(A) (
(A) (

nije zatvoren, R(A) je zatvoren, n(A)

7

N

B

~

su zatvoreni, n(A) > 0 i d(B) > 0;

—~ —~ —~ —~ —~ —~ —~ —~ —~
~— ~— ~— ~— ~ ~ ~— ~— ~—
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~

su zatvoreni, d

Jd A I AN A I AN ANA
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) (A)
B) su zatvoreni, n(B)
) (

) (

s

B

~

su zatvoreni, n(B) = d(A) < oo i n(A) =d(B) = 0.

Naredni rezultat se odnosi na slucaj kada je K kona¢no dimenzionalan netrivijalan
Hilbertov prostor i daje potrebne i dovoljne uslove da My s bude CI za sve T €
B(H,K)iS e B(K).

Teorema 2.2.7 Neka su A € B(H) i C € B(K,H) dati operatori i dimK < oo.
Operatorska matrica Mrs data sa (2.1) je CI za sve T € B(H,K) i S € B(K) ako i

samo ako vazi jedan od sledecih uslova:
1. R(A) nije zatvoren potprostor;
2. R(A)+R(C) =H, dimN([A C])=dimK.
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3. R(A)+ R(C) # H, dimN([A C]) > dimK;

Dokaz. Razlikova¢emo dva slucaja: kada je slika operatora A zatvorena i kada nije.
Ako je R(A) nije zatvoren potprostor, onda za proizvoljne T' € B(H,K) i S € B(K)
imamo da R(Mr,s) nije zatvoren potprostor kao slika sume operatora A i operatora

kona¢nog ranga . Primenom Teoreme 1.2.1 dobijamo da je My s CI operator

0 C
T S
za proizvoljne T' € B(H,K) i S € B(K). Pretpostavimo da je R(A) zatvoren potpro-
stor. Sledi da je slika operatora My s zatvorena. Nadalje ¢emo razmtrati slede¢ih 5
slucajeva:

Slucaj 1: R(A) + R(C) = H i dimN([A C]) > dimK. Tada postoje opera-
tori T € B(H,K) i S € B(K) takvi da je restrikcija operatora [T" S] na potpro-
stor NV ( [A C’D nije injektivna ali jeste surjektivna. Ovo implicira da N (M7s) =
N([A C)nN([T S]) # {0} i R(My,s) = H @ K. Iz Teoreme 1.2.1 sledi da za
ovaj izbor operatora 1" i S, My g nije CI operator.

Slucaj 2: R(A) + R(C) = H i dimN([A C]) < dimK. Onda postoje ope-
ratori T € B(H,K) i S € B(K) takvi da je restrikcija operatora [T S] na pot-
prostor N ([A C]) injektivna, ali ne i surjektivna. Ovo implicira da N (Mrs) =
N([A C)nN(|[T S]) = {0} i R(Mrs) # H @ K. Iz Teoreme 1.2.1 sledi da za
ovaj izbor operatora 1" i S, My g nije C'I operator.

Slucaj 3: R(A) + R(C) = H i dimN([A C]) = dimK. Ako su T € B(H,K) i
S € B(K) takvi da je restrikcija operatora [T" S| na potprostor N'([4 C]) bijek-
tivna, onda je My g ocigledno invertibilan pa prema Teoremi 1.2.1 zakljucujemo da
je My s CI operator. Ako su T € B(H,K) i S € B(K) takvi da restrikcija opera-
tora [T S} na potprostor N ( [A C’}) nije bijektivna, onda ona nije ni injektivna
ni surjektivna. Stoga je N'(Mrs) = N([A C])nN([T S]) # {0}. Takode, iz

R ([T S] |N([A C])) # K sledi da R(Mr,5) # H @ K. Sada, koriste¢i Teoremu

1.2.1 zakljuc¢ujemo da je My g CI operator. Dakle, My g je C'I operator za proizvoljne
T e B(H,K)iS e B(K),

Slutaj 4: R(A) + R(C) # H i dimN([A C]) < dimK. Za proizvoljne T €
B(H,K)iS e B(K)

R(Mrs) #H e K.

Takode, postoje T' € B(H,K) i S € B(K) takvi da je restrikcija operatora [T S]
na potprostor N'([A C]) injektivna. Ovo implicira da N (Mps) = N([A C]) N
N([T S]) = {0}, pa iz Teoreme 1.2.1 dobijamo da za takav izbor operatora T'i S
operatorska matrica My g nije C'I operator.

Slucaj 5: R(A) + R(C) # H i dmN([A C]) > dimK. Za proizvoljne T €
B(H,K) i S € B(K) imamo da R(Mrs) # H @K i N(Mrs) = N([A C])n
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N([T S]) # {0}. Prema Teoremi 1.2.1 vazi da je za proizvoljne T € B(H,K) i
S € B(K) operatorska matrica My g CI operator. (]

Posledica 2.2.1 Neka su A € B(H) i C € B(K,H). Ako je dimK < oo, onda
postoje T € B(H,K) i S € B(K) takvi da Mr s data sa (2.1) nije CI ako i samo ako
vazi jedan od narednih uzajmno iskljucivih uslova:

1. R(A) + R(C) = H, dimN([A C]) # dimK,
2. R(A) je zatvoren, R(A) + R(C) # H, dimN([A C]) < dimK.

Sada mozemo koriste¢i Teoreme 2.2.4-2.2.7 da potpuno opisemo skupove

ﬂ ocr(Mrs) i U ocr(Mr,s).

TEeB(H,K),S€B(K) TEeB(H,K),SEB(K)
Posledica 2.2.2 Neka su A€ B(H) i C € B(K,H). Tada vaZi,

ﬂ ocr(Mrs) ={ e C: [A — M C’] nije levo invertibilan}.
TEB(H,K),SEB(K)

Posledica 2.2.3 Neka su A€ B(H) i C € B(K,H).

(i) Ako je dim K = oo, tada je U ocr(Mrg) =C.
TEB(H,K),S€B(K)

(ii) Ako je dim K < oo, tada je
U ocr(Mrpg) ={A€C:R(A—-)\)+R(C) =H,

TEB(H,K),SeB(K)
dimN([A—X C]) # dim K}

U{NeC:R(A-XN)=R(A—-XN),R(A- )N +R(C) #H,
dimN([A=X C]) <dimK}.

U radu [40] je pokazano da u slu¢aju gornje trougaone operatorske matrice date sa
A C H H
e 501
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imamo da za date operatore A € B(H) i B € B(K) vazi

(| oci(Mc) = oci(M).
CeB(K,H)

Da to nije slucaj sa operatorskim matricama definisanim sa (2.1) pokazuje sledeéi

Primer 2.3.1. Neka je dimH = oo i A € C\ {0}. Pretpostavimo da je A €
B(H) takav da je A — A levo invertibilan ali ne i desno invertibilan, i neka je
C € B(K,H) operator koji nije injektivan. Pokazac¢emo da A\ € oor(Mop), 1 A &
Nresai),sesi)ocr(Mr,s). Kako C nije injektivan sledi da [A — A C’} nije levo
invertibilan, Sto po Teoremi 2.2.4 implicira postojanje operatora T € B(H,K) i
S € B(K) takvih da je My, — X CI operator. Stoga A € Nrepk),sesic)oct(Mr,s).
Kako bi pokazali da A € o¢(Myp) dovoljno je pokazati da je Myo — Al levo, ali ne
i desno invertibilan. Lako se proverava da je

[(A A (A= i)flc] |

0 X

levi inverz za My, — AI. Kako bismo pokazali da Mgy — Al nije desno inveritibilan
pretpostavi¢emo suprotno, to jest da postoji operatorska matrica

2ol - R

A-Xx C1[X Y] [Ix 0
{ 0 )\] [Z W}_{O I,J' (2:3)
Ocigledno iz (2.3) sledi W = —X\i Z = 0, iz ¢ega pak sledi (A — \)X = I, sto

je u suprotnosti sa pretpostavkom da A — A nije desno invertibilan. Dakle, A €

ocr(Mop) \ ﬂ ocr(Mrs).
TeB(H,K),SeB(K)

takva da

2.3 Fredholm konzistentnost u Banahovim alge-
brama

Kao i u slucaju CI operatora, pojam Fredholm konzistentnosti (F'C') mozemo
definisati na odgovarajuéi nac¢in i na Banahovim algebrama. R. Harte je u [44] uveo
pojam T-Fredholm elementa Banahove algebre. Za ogranicen homomorfizam 7' :
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A — B izmedu kompleksnih Banahovih algebri A i B takvih da 14 # 04(15 # 0p)
kazemo da je a € A T-Fredholmov (levo T-Fredholmov, desno T-Fredholmov) ako
i samo ako je T(a) € B~Y(B; ', B:1). Koristeé¢i ovu definiciju kazemo da je a € A
T-Fredholm konzistentan (7T-FC') ako za svaki ¢ € A vazi

ac je T'— Fredholmov < ca je T' — Fredholmov.

Kada je X Banahov prostor, skup Fredholmovih operatora je u stvari specijalan slucaj
gornje definicije za A = B(X), B = B(X)/K(X), gde je T : B(X) — B(X)/K(X)

kanonska projekcija.

Potpuno analogno Lemi 2.1.1 i Teoremama 2.1.1 i 2.3.3 pokazujemo da vazi sle-
deca

Lema 2.3.1 Elemenat a Banahove algebre A nije T-FC' ako i samo ako je a levo
T-Fredholmov, ali ne i desno T-Fredholmov, ili ako je a desno T-Fredholmov, ali ne
i levo T'-Fredholmov.

Dokaz. Pretpostavimo da a € A nije T'— F'C. Onda postoji ¢ € A takav da T'(ac) €
B1iT(ca) g€ B!, ili T(ca) € B™'iT(ac) & B~'. Ako prvi slucaj vazi, iz T'(ac) =
T(a)T(c) € B!, sledi da je T'(a) desno invertibilan. Ako bi T'(a) bio i levo invertibilan
onda bi T'(¢) bio invertibilan, pa samim tim i T(ca). Iz ove kontradikcije vidimo
da vazi T(a) € B!\ B;!, §to po definiciji znaci da je a desno T-Fredholmov, ali
ne i levo T-Fredholmov. Analogno zaklju¢ujemo da u drugom slu¢aju mora vaziti
T(a) € B\ B L.

Ako je a levo T-Fredholmov, ali ne i desno T-Fredholmov imamo T'(a) € B; ' \ B; %,
to jest T(a);"T(a) = 15 i T(a)T(a);* ¢ B!, za proizvoljni levi inverz T'(a);* od
T(a), pa a nije T — FC. Analogno zaklju¢ujemo da a nije T'— FC' u slucaju kada je
a desno T-Fredholmov, ali ne i levo T-Fredholmov. [J

Posledica 2.3.1 Neka su A i B kompleksne Banahove algebre takve da 14 # 04(1g #
0s), i neka je T : A — B ogranicen homomorfizam. Tada je a € AT — FC ako i
samo ako je T(a) C1.

Analogno Teoremi 2.1.1 dokazujemo sledeci rezultat:

Teorema 2.3.1 Neka su A i B kompleksne Banahove algebre takve da 14 # 04(1p #
0s), i neka je T : A — B ogranicen homomorfizam. Skup svih T'-Fredholm konzisten-
tih elemenata algebre A je gornje polu-regularan.
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Dokaz. Neka su a,b € A komutiraju¢i T-Fredholm konzistenti elementi i neka je
¢ € A proizvoljan. Imamo da vazi

abc je T-Fredholmov < bea je T-Fredholmov <

< cab je T-Fredholmov.

Kako su invertibilni elementi T'— F'C', i kako je poznato da postoji okolina jedini¢nog
elementa 14 ¢iji su elementi invertibilni zaklju¢ujemo da postoji okolina jedini¢nog
elementa 14 ¢iji su svi elementi T-F'C. Dakle, postoji otvorena okolina jedini¢nog
elementa 14 Ciji su elementi T'— FC. [

Posledica 2.3.2 Skup svih Fredholm konzistentih operatora uw B(H) je gornje polu-
reqularan.

Kako su svi inveritiblni elementi Banahove algebre T-FC' vidimo da ¢e vaziti teorema
analogna Teoremi 2.1.3 za T-FC' spektar, koji je definisan sa

orpc(a) ={A € C: a—Anije T'— FC}

Teorema 2.3.2 Za svaki a € A vazi orpc(f(a)) C florre(a)) za sve lokalno ne-
konstantne funkcije f analiticke u nekoj okolini skupa o(a) U orpc(a) = o(a), i
flocr(a)) C f(o(a)), za sve funkcije f analiticke na nekoj okolini skupa o(a).

Kao i u slucaju CT spektra, kada posmatramo slucéaj A = B(H) i Fredholmove
operatore, Hermitski operatori ¢e imati prazan F'C' spektar. Motivisani Posledicom
2.3.11 zaklju¢cima o skupu C'I operatora prirodno je ocekivati da skup svih Fredholm
konzistentih operatora u B(#) nije u opstem sluc¢aju regularan i da F'C' spektar u
opstem slucaju nije zatvoren. Naredni primeri ¢e nam pomoc¢i u tome:

Primer 2.4.1. Neka je A € B(I?) definisan na sledeéi nacin:
Az = (11,0,15,0,23,0,...), = (21,29, 23,...) € I*.

Drugim rec¢ima, Ae, = es,_1, gde je e, n-ti vektor standardne ortonormirane baze
prostora (2. Lako se proverava da je A levo invertibilan, ali ne i desno inveritibilan
i d(A) = 0. Sledi da je A levo Fredholmov, ali ne i desno Fredholmov, pa A nije
Fredholm konzistentan. Dok za

(I—A)IL': (O,$2,$3—$2,x4,$5—.T3,§C6,...>, T = (CEl,.fCQ,SE'g,...) €l27
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imamo da vazi
NI-A)=R(I-A*r={zecl®: z,=0n>2}.
Poslednji deo jednakosti sledi iz ¢injenice da za
(I — A%z = (0,29 — x3,x3 — T5, Ty — T7,T5 — To, ... )
imamo da z € N (I — A*) ako
Tp = Top_1 = Typ_3 = ...

odakle sledi da je
N(I-A)={zel’: z,=0,n>2}

Vidimo da je n(I — A) = d(I — A) = 1, iz ¢ega zakljucujemo da je I — A Fredholmov
i samim tim Fredholm konzistentan. Defini§imo operator T' € B(I> @ [?) sa

T=A®Ip.
Operator T' takode nije Fredholm konzistentan i
Ipgp =T = (Ip — A) é 0,

pajen(lpzgpe—T) = d(lpzgp2 —T) = 00, Sto znaci da je I —T Fredholm konzistentan u
B(I?®1?). Za (Ijpqp2 — T)T takode vazi n((lizgz —T)T) = d((Ij2qp2 — T)T) = 00, pa je
i ovaj operator Fredholm konzistentan u B(I? & 1?). Najzad, kako je (Izqe —T)+T =
T2z, 1 kako Ipzgp2 —T'1 T komutiraju vidimo da uslov (2) iz Definicije 1.2.1 nije ispu-
njen iz ¢ega zakljutujemo da skup svih Fredholm konzistenih operatora u B(I* & I?)
nije regularan.

Primer 2.4.2. Neka je H separabilan Hilbertov prostor. Onda H mozemo predstaviti
kao ortogonalnu direktnu sumu zatvorenih beskona¢no dimenzionalnih potprostora
M,,ne N (H =, M,). Kako bismo pokazali valjanost ove tvrdnje uradi¢emo
sledece. Kako je H separabilan znamo da postoji zatvoren beskonac¢no dimenzionalan
podprostop M, prostora H sa beskonénom kodimenzijom. Kao zatvoren potprostor
separabilnog prostora sledi da je i Mi- separabilan Hilbertov prostor. Neka je M,
zatvoren potprostor od Mj- izomorfan sa M;. Nastavljajuéi ovaj postupak dolazimo
do trazenih potprostora M,, n € N. Neka je (),), niz kompleksnih brojeva koji
tezi 0. Za svaki n € N postoji ogranicen linearan operator T,, € B(M,,) takav da
suT,, T, — A\, m € N\ {n} invertibilni, n (7,, — \,) = o0 i R(T,, — \n) = M,.
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Sledi da A, € opc (T)) i 0, A\ & orc (Ty), m € N\ {n}. Stavise, operatore T},
mozemo odabrati tako da je familija operatora 7T,, uniformno ogranicena. Sledi da je
T = @,°, T, ogranicen linearan operator na H koji je invertibilan i vazi

n(T—X\y) =00, R(T—\)=H, neN.

Ovo znaci da A\, € opc (T), n € Ni0 & opc (T). Zakljuéujemo da opc (1) nije
zatvoren. Kako bi bili sigurni konstruisacemo operatore T;,. Za svako n € N postoji
o > 0 takav da Ay, & B(An,7n), za m # n. Sledi |r,| < [Au| 10 & B(\, 7). Stavise,
za svaki n € N, postoji zatvoren potprostor K, takav da je M,, = K, &KL idim K, =
dim K} = co. Znamo da je K, izomorfan sa M,,. Neka je J/, taj izomorfizam. Bez
gubljenja opstosti mozemo pretpostaviti da je J! unitaran. Ovaj izomorfizam mozemo
prirodno produziti definisanjem operatora J,, € B(M,,) sa

Jlr, reK,
Jpr = )
0, €Kk

Imamo da je N'(J,) = K+ i R(J,) = M,,. Definigimo T, sa
Th = rndn + M.

Za ovako definisan T,, imamo da T,, — A, = rpJ,, te je n(T,, — \,) = n(J,) = 00 i
R (T, — M) = R(Jn) = My, ivazi \, € opc (T,). Kako je |\, [N\ — Am| > |rn| =
lrndnll, za m # n sledi da su T), i T), — A, m # n, invertibilni, i |1, < 7, + A\, <
14+ M zan € N, gde je M bilo koja gornja granica konvergentnog niza (\,), Sto
pokazije da je familija (7},), uniformno ogranicena.

Kako je opc(T) = 0 za sve T € B(H) kada je H konacno dimenzionalan, skup
svih Fredholm konzistentih operatora ¢e se poklopiti sa B(#) i stoga trivijalno biti
regularan. Analogno Teoremi 2.1.4 zaklju¢ujemo da vazi sledeca

Teorema 2.3.3 Neka je H Hilbertov prostor. Skup svuh Fredholm konzistentih ope-
ratora iz B(H) ée biti reqularan ako i samo ako je H konacéno dimenzionalan.

2.4 Fredholm konzistentnost operatorskih matri-
ca oblika M7 g

U ovoj sekciji ¢emo razmatrati problem kompletiranja operatorske matrice Mr g
date sa (2.1) do Fredholm konzistentnog operatora, to jest uslovima pod kojima za
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date operatore A € B(H) i C € B(K,H) postoje operatori T' € B(H,K) 1 S € B(K)
takvi da je Mrp ¢ Fredholm konzistentan operator. Primetimo da je ovaj problem usko
povezan sa problem kompletiranja operatorske matrice Mr g do Fredholmovog, (levo)
desno Fredholmovog operatora jer kao sto smo ve¢ napomenuli operator nije F'C ako
i samo ako je levo Fredholmov, ali ne i desno Fredholmov, ili desno Fredholmov ali
ne i levo Fredholmov. Pretpostavljamo da je H beskonaéno dimenzionalan prostor
jer je u protivnom problem trivijalan.

Prvo navodimo nekoliko pomoénih rezultata o operatorima na Banahovim prostori-
ma.

Lema 2.4.1 Neka su X,), Z Banahovi prostori, T € B(X,)) i S € B(Y, Z). Ako
je ST € ¢(X, 2) onda vazi: T € ¢(X,Y) if and only if S € p(Y, Z).

Lema 2.4.2 Neka su X,) Banahovi prostori, T € ¢(X,Y) i neka je F € B(X,))
operator konacnog ranga. Onda T + F € ¢(X,)). Analogan zakljucak vazi i za klase

¢+:¢—7¢l and ¢r-

Lema 2.4.3 Neka su X,Y Banahovi prostori i T € B(X,)). Operator T je levo
Fredholmov (desno Fredholmov) ako i samo ako postoji operator S € B(Y,X) takav
da ST=Ix+F (TS=1y+F), gde F € B(X)(B(Y)) operator konacnog ranga.

Naredne teoreme daju uslove pod kojima postoje operatori T € B(H,K) i S € B(K)
takvi da je operatorska matrica My g data sa (2.1) Fredholmov, levo Fredholmov ili
desno Fredholmov operator, redom. Interesantno je primetiti da su potrebni i dovoljni
uslovi egzistencije trazenih operatora T € B(H,K) i S € B(K) isti za sva tri tipa
Fredholmovih operatora.

Teorema 2.4.1 Neka su A€ B(H) i C € B(K,H) dati i dim K = co. Operatorska
matrica Mrs data sa (2.1) je Fredholmov operator za neke T € B(H,K) i S € B(K)
ako i samo ako je [A C] € ¢,(H DK, H) \ ¢u(H & K, H).

Dokaz. (<:) Pretpostavimo da je [A C] € ¢,(H @ K) \ ¢(H @ K). Kako je
n([A C]) = oo, znamo da postoji levo invertibilan operator Y € B(K,H & K),
takav da je R(Y) = N([A C]). Naravno,

[A C]Y =o0. (24)

Kako je slika operatora Y zatvorena, znamo da postoji njegov Moore-Penroseov
inverz YT € B(H® K, K). Sliéno, kako je slika operatora[A (] zatvorena znamo da
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postoji njegov Mur-Penrozov inverz [A C}T, koji ¢e zbog lakseg oznacavanja biti
oznacen sa L. Naravno,

[A C}L:IH—PR([A ) (2.5)

Kako je [A C’} desno Fredholmov, znamo da je dim R([A C’})l < oopaje PR( [A C])i

operator konacnog ranga. Stavise, iz R(L) = N([A C])LiN(Y) =N([A C])*,
sledi
YL =0. (2.6)

Pretpostavimo sada da Y, Y i L imaju sledeée reprezentacije u obliku operatorskih

matrica: 5 ”
y = M K M

Yi=[T 9]: [%] — K,
| s [f e )
Iz (2.4)-(2.6) sledi
R - 2] [Pl

Iz ¢injenice da je PR( A Che operator konacnog ranga, koriste¢i Lemu 2.4.2 za-

kljucujemo da je Mp g desno Fredholmov. Iz
N(Mrs)=N([A C)NN([T S])=N([A CHnNN([A C])*+ = {0},

vidimo da je M7 g Fredholmov operator.

(=:) Pretpostavimo da postoje operatori T' € B(H,K) i S € B(K) takvi da je
operatorska matrica My g data sa (2.1) Freholmov operator. Tada postoje operatori
Neop(HeK)iP e B(H®K) takvi da je P operator konacnog ranga i My gN =
Iy e + P, Sto mozemo predstaviti sa

A C||D E|] [Iy O Py Py
Al N AR T e
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gde su svi operatori P;; operatori kona¢nog ranga. Specijalno, iz (2.7) vidimo da vazi
D
(A C] {F] = In + Pn,

Sto implicira da je [A C] desno Fredholmov operator. Na slican nacin zakljucujemo

da je {g} levo Fredholmov, sto implicira da n <{g

konaé¢nog ranga i kako je dim KC = oo sledi da je n(Pjy) = co. Sada iz

}) < o0. Kako je Py, operator

[A C] [g} = P, (2.8)

[g} < 00, sledi da je n([A C]) = oo. Konaéno zakljuéujemo
da[A Clep(HaK)\ti(HaK). O

Kao posledicu sledece

i ¢injenice da je n

Teorema 2.4.2 [32] Neka su A € B(X) 1 C € B(Y,X). Sledeéa trurdenja su ekvi-
valentna:

(a) [A C] € (X DV, X), ipostoji J € ¢ (V,N([A C))\ ¢ (V,N([A C)));
(b) Mrs € ¢ (X DY)\ (X DY) za neke T € B(X,Y) i S € B(Y).

dobijamo

Teorema 2.4.3 Neka su A€ B(H) i C € B(K,H) i dim K = co. Postoje operatori
T € B(H,K) i S € B(K) takvi da operatorska matrica Mrs data sa (2.1) pripada
skupu ¢, (HDK) (¢, (HBK)\ ¢y(H D K)) ako i samo ako je [A C] € o, (HBK)\
¢i(H & K).

Teorema 2.4.4 Neka su A € B(H) i C € B(K,H) i dimK = oo. Onda postoje
operatori T € B(H,K) i S € B(K) takvi da je operatorska matrica Mrs data sa
(2.1) levo ali ne i desno Fredholmova.

Dokaz. Kako su H i K beskona¢no dimenzionalni separabilni Hilbertovi prostori
imamo da je K = H @ K, pa rezultat sledi iz Teoreme 3.2 iz [32] u kojoj je pokazano
da u slucaju kada je X @ ) izomorfan za ) uvek postoje T' € B(X,Y) 1 S € B())
takvi da vazi Mrgs € g(X ® V) \ o(X & V). O
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Ako je K konacno dimenzionalan imamo da je A € B(H) Fredholmov (levo Fred-
holmov, desno Fredholmov, zatvorene slike) ako i samo ako je [61 8] e B(H& K)

Fredholmov (levo Fredholmov, desno Fredholmov, zatvorene slike). Stavise, u sluéaju
kada je Mrg data sa (2.1) onda je My g perturbacija operatorom kona¢nog ranga

operatorske matrica { 0 8] (vazi i obrat). Iz ovih ¢injenica zakljucujemo da vazi

sledeca

Teorema 2.4.5 Neka su A € B(H) i C € B(K,H) i dimK < oo. Operatorska
matrica Mr g data sa (2.1) je Fredholmov ( levo Fredholmov, desno Fredholmov) za
sve T € B(H,K) i S € B(K) ako i samo ako je A Fredholmov (levo Fredholmov,
desno Fredholmov).

Teorema 2.4.6 Neka su A e B(H) iC € B(K,H). Ako je dim K = oo, operatorska
matrica Mrs data sa (2.1) je Fredholm konzistentan operator za neke operatore T' €
B(H.K) i S € B(K) ako i samo ako [A C] nije levo Fredholmov operator. Stavise,
ako je Mr s Fredholm konzistentan operator za neke operatore T € B(H,K) i S €
B(K), tada je My takode Fredholm konzistentan operator.

Dokaz. Pretpostavimo da je [A  C] levo Fredholmov. Dokaza¢emo da uslovi (i)-(iii)
Teoreme 1.2.2 nisu zadovoljeni ni za jedan izbor operatora T' € B(H,K) i S € B(K).
Iz n([A C]) < oo i ¢injenice da za proizvoljne T € B(H,K) i S € B(K) vazi
N(Mrg) € N([A C]) sledi da za proizvoljne T € B(H,K) i S € B(K) vazi
n(Mrg) < co. Stoga uslov (ii) iz Teoreme 1.2.2 nije uspunjen. Iz Teoreme 2.4.1 sledi
da uslov (i) Teoreme 1.2.2 nije zadovoljen ni za jedan izbor operatora T' € B(H, K)
i S € B(K). Kako bi dokazali da uslov (iii) Teoreme 1.2.2 nije ispunjen ni za jedan
izbor operatora T € B(H,K) 1 S € B(K), dovoljno je dokazati da je za proizvoljne
T € B(H,K) 15 € B(K) slika restrikcije operatora Mr s na potprostor N ([A C])l
zatvorena, no to sledi direktno iz Leme 2.2.1.

Ako [A C’] nije levo Fredholmov razmatramo dva moguca slucaja.

Slucaj 1. Slika operatora [A C’} nije zatvorena. Ocigledno sledi da slika ope-
ratora M takode nije zatvorena pa iz Teoreme 1.2.2 imamo da je My, Fredholm
konzistentan operator.

Slucaj 2. Slika operatora [A C’} jeste zatvorena i n ([A C]) = 00. Onda je
n(Mpo) = d(Myo) = oo, slika operatora My, je zatvorena, pa iz Teoreme 1.2.2
dobijamo da je My Fredholm konzistentan operator. [

Slicno slucaju konzistentnosti u invertibilnosti dokazujemo da uvek mozemo nadi
operatore T € B(H,K) 1S € B(K) takve da My g nije F'C operator kada je dim K =
0.
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Teorema 2.4.7 Neka su A e B(H) iC € B(K,H). Ako je dim K = oo, onda postoje
operatori T € B(H,K) i S € B(K) takvi da operatorska matrica Mrs data sa (2.1)
nije Freholm konzistentan operator.

Dokaz. Iz Teoreme 2.4.4 znamo da postoje operatori T € B(H,K) i S € B(K) takvi
da je Mr g levo Fredholmov, ali ne i desno Fredholmov operator. Iz Teoreme 1.2.2
sledi da M7 g nije Fredholm konzistentan operator operator.[]

Analogno Teoremi 2.4.5 u sluc¢aju kada je K kona¢no dimenzionalan zaklju¢ujemo da
vazi naredna

Teorema 2.4.8 Neka su A € B(H) i C € B(K,H). Ako je dimK < oo, Tada
je operatorska matrica Mrs data sa (2.1) Fredholm konzistentan operator za sve
T € B(H,K) i S € B(K) ako i samo ako je A Fredholm konzistentan operator.

Koristeé¢i Teoreme 2.4.6-2.4.8 mozemo potpuno opisati skupove

ﬂ orc(Mrg) i U orc(Mrs).

TeB(H,K),SeB(K) TeB(H,K),SeB(K)
Posledica 2.4.1 Neka su A€ B(H) i C € B(K,H).
(1) Ako je dim K = oo, tada

ﬂ orc(Mrg) ={N e C: [A - A C} je levo Fredholmov},
TEB(H,K),S€B(K)

and

U UFC<MT,S> = (C
TeB(H,K),SeB(K)

(2) Ako je dim K < oo, tada

N orc(Mrs) = U orc(Mr,s) = orc(A).
TEB(H.K),SeB(K) TEB(H.K),S€B(K)

U radu [18] je dokazano da za proizvoljne operatore A € B(H) i B € B(K) vazi
jednakost

ﬂ orc(Me) = opc(My),
CeB(KH)
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Glava 2. Konzistentnost i kompletiranja operatorskih matrica

gde je Mo operatorska matrica data sa

MC:{A C}.

0 B

U slucaju operatorske matrice (2.1) analogan rezultat ne vazi. U narednom primeru
pokazacemo da vazi

ﬂ orc(Mrs) # opc(Moyg). (2.9)
TeB(H,K),SeB(K)

Primer 2.4.3. Pretpostavimo da je dim K = dim H = oo i neka je A € C\ {0}. Ako
je operator A € B(H) takav da je A — X € ¢(H) \ ¢.(H) i1 C € B(K,H) operator
takav da je n(C) = oo, imamo da [A—X C]| ¢ ¢(H ® K,H). Iz Teoreme 2.4.6
znamo da postoje operatori T € B(H,K) i S € B(K) takvi da je Mz s — A Fredholm
konzistentan operator, pa vazi

0 ¢ ﬂ orpc(Mrs). (2.10)
TeB(H,K),SeB(K)

Dokazac¢emo da Myo—A € ¢;(HBK)\ ¢ (HBK), sto ¢e znaciti da je 0 € opc(Mop),
sto ¢e zajedno sa (2.10) implicirati da (2.9) vazi. Kako je A — A levo Fredholmov,
znamo da postoji Ay € B(H) takav da je Ag(A — ) = Iy + F, gde je F € B(H)
operator kona¢nog ranga. Imamo da je My — A € ¢(H & K) jer vazi

{AO %AOC} [A—)\ c}_[pr 0]

0 1 0 —A 0 Ik

Dokazimo da My — Al ¢ ¢.(H @ K). Pretpostavimo suprotno, tj. da je Moo — A €
¢-(H @ K). Tada postoji operatorska matrica

ol L

[A—)\ C]{X Y:|_|:IH+F1 Fy }

0 =AYy w| | B Ik+F

gde su operatori F; operatori kona¢nog ranga. Kako je —A\Y = Fj, sledi da je Y
operator konacnog ranga. Sada iz (A — \)X + CY = Iy + Fy, sledi A — X € ¢.(H),
sto je kontradikcija. Zakljucujemo, Moo — A ¢ ¢.(H @ K).

takva da vazi
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Glava 3

Osobine linearne kombinacije
operatora

3.1 Pomoc¢ni rezultati o gornje-trougaonim opera-
torskim matricama

U ovoj sekciji najpre navodimo rezultate o gornje trougaonim operatorskim ma-
tricama koje ¢emo koristiti u proucavanju linearne kombinacije operatora.

Teorema 3.1.1 [15] Neka su A € B(X), B € B(Y) i C € B(Y,X) dati operatori,
gde su X i Y Banahovi prostori. Operatorska matrica Mo =

ako i samo ako je A injektivan i R(C|ypy) N R(A) = {0}.

A C| . ekt
0 pl| Je injektivna

Primedba: Analizirajuéi dokaz Teoreme 3.1.1 dat u [15] vidimo da ¢e bez ikakvih
dodatnih modifikacija ova teorema vaziti za operatorske matrice tipa:

A C

MC:[O B

} X DY = Xy D Do,

gde su &}, );, 1 = 1,2 Banahovi prostori.
Teorema 3.1.2 [15] Neka su A € B(X), B € B(Y) i C € B(Y,X). Operatorska

matrica Mg je levo invertibilna ako i samo su ispunjeni sledeci uslovi:

(i) A je levo invertibilan operator;

(ii) [(] — Pr)C

B } je levo wnvertibilan operator.
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Glava 3. Osobine linearne kombinacije operatora

Primedba: Pod Pg(4) podrazumevamo proizvoljnu, ali fiksiranu, projekciju na R(A).
Sliéno, koristi¢emo oznaku Py gy za proizvoljnu, ali fiksiranu projekciju na N (B).

Teorema 3.1.3 [15] Neka su A € B(X), B € B(Y) i C € B(Y,X). Operatorska

matrica Mg je desno invertibilna ako i samo ako su ispunjeni sledeci uslovi:
(i) B je desno invertibilan operator;
(i) [A CPyp)] je desno invertibilan operator.

Primedba: U slucaju kada posmatramo operatorsku matricu My na Hilbertovim
prostorima H, K neki od uslova prethodnih teorema mogu biti formulisani na dru-
gaciji nacin. Uslov (ii) iz Teoreme 3.1.2 je ekvivalentan sa uslovom da je [C*PR( A)L B*]
desno invertibilna,

Uslov (ii) Teoreme 3.1.3 je ekvivalentan sa
R(A) + R(CPN(B)) =H.

Stavise, kao i u sluéaju Teoreme 3.1.1, Teoreme 3.1.2 i Teoreme 3.1.3 mogu biti
reformulisane u slu¢aju kada je A € B(H1,Hs), B € B(K1,K3) i C € B(Ky,Hs), gde
su H;, IC;, i = 1,2, Hilbertovi prostori.

Sada navodimo rezultate o invertibilnosti operatorske matrice Mc:

Teorema 3.1.4 [15] Neka su A € B(X) i B € B(Y). Operatorska matrica Mo je
invertibilna za neki C € B(Y,X) ako i samo ako vaZe sledeéi uslovi:

(i) A je levo invertibilan operator,
(ii) B je desno invertibilan operator,
(i) M(B) =2 X/R(A).

Ako su uslovi (1)-(iii) zadovoljeni, onda je skup svih C' € B(Y,X) takvih da je ope-
ratorska matrica Mg invertibilna dat sa

I P N
Cy je invertibilan, X = R(A) @S i Y =P @& N(B)}.
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Glava 3. Osobine linearne kombinacije operatora

U primedbi 2.5 iz [15] dokazano je da ako posmatramo proizvoljne, ali fiksirane

dekompozicije od X i Y, X = R(A)®S i)Y =P & N(B), tada je

S(A,B)={CeBY,X):C= [g; gﬂ : [/\/’7(33)] - {RSSA)] ’ (3.2)

Cy je invertibilan}.

Na osnovi gornjih rezultata i ¢injenice da je invertibilnost operatora Cy € B(N(B),S)
ckvivalentna sa time da je Ps(4)C|a(p) injektivan operator cija je slika S, u slucaju
separabilnih Hilbertovih prostora imamo slede¢u karakterizaciju inveritiblnosti gor-
nje trougaone operatorske matrice Mg:

Teorema 3.1.5 Neka su H i K separabilni Hilbertovi prostori i A € B(H), B €
B(K) i C € B(K,H). Operatorska matrica [A

cl .. o .
0 Bl e wvertibilna ako 1 samo ako
je A levo invertibilan, B desno invertibilan © Psza)C|n By injektivan operator sa

(zatvorenom) slikom S, gde je H = R(A) & S.

Ostaje da navedemo i potrebne i dovoljne uslove pod kojim je slika operatorske
matrice Mo zatvorena:

Teorema 3.1.6 [45] Neka su A € B(H1), B € B(Hs) i C € B(Ha, H1) dati operatori
na Hilbertovim prostorima Hy i Hs. Slika operatorske matrice Mq je zatvorena ako
1 samo ako su ispunjeni sledeci uslovu:

(i) R(Pr(a)-C|n(m)) je zatvoren potprostor;

(i) R(A) + R(PriayCla g u i Claim)) = RIA):;

(it}) R(B") + R(Pyp)- C"lr — R(B").

PR(A>J_C‘N(B))L)

Primedba: Uslovi prethodne teoreme se mogu zapisati u malo pogodnijem obliku.
Prvo, primetimo da je

N(Pray-Cly ) ={z € N(B)|Cz € R(A)},
iz cega vidimo da je
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Glava 3. Osobine linearne kombinacije operatora

Iz prethodne jednakosti zaklju¢ujemo da uslov (ii) mozemo zameniti sa

R(A) + R(Clym) N R(A) = R(A).

Potpuno analogno dolazimo do zakljucka da uslov (iii) mozemo zameniti sa

R(B*) + R(C”|greayr) NR(B*) = R(B*).
Koristeci ove zakljucke dolazimo do preformulacije Teoreme 3.1.6:

Teorema 3.1.7 Neka su A € B(H1), B € B(Hz) i C € B(Hz,H1) dati operatori
na Hilbertovim prostorima Hy i Hs. Slika operatorske matrice Mo je zatvorena ako
i samo ako su ispunjeni sledeci uslovu:

—~
—
~—

(PreayLCla(s)) je zatvoren potprostor;

(i) R(A) =R(A) + R(Clxw) NR(A);

~~
—e
—
—

~—

(B*) = R(B*) -+ R(C*‘R(A)J_) N R(B*)

3.2 Injektivnost linearne kombinacije operatora

Koristedi rezultate navedene u prethodnoj sekciji, mozemo se pozabaviti uslovima
pod kojim je linearna kombinacija dva operatora injektivna. Time se bavi naredna
teorema:

Teorema 3.2.1 Neka su A,B € B(H) i o, € C\ {0}. Operator aA + BB je

injektivan ako i samo ako vaze sledeci uslovi:
(i) N(A)NN(B) ={0};
(ii) N(aA + BB)NN(B)* = {0};
(i) R((eA + BB)|7) N R(APy5)) = {0},
gde je T = B7Y(R(A)) NN (B)*.
Dokaz. Prvo moramo primetiti da operatori A i B imaju sledeée reprezentacije:
St B
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Glava 3. Osobine linearne kombinacije operatora
|0 By| | N(B) R(A)
p=[p 5] (et [Reas) o4

gde su H = N(B) ® N(B)+ = R(A) & R(A)* razlaganja prostora H. Vidimo da je
linearna kombinacija oA 4+ B injektivna ako i samo ako je operatorska matrica

{aAl BBl+aA2} . {N(B)] . [W} (3.5)

0 BB CIN(B)t R(A)*

injektivna. Prema Teoremi 3.1.1, operatorska matrica (3.5) je injektivna ako i samo
ako vaze sledeci uslovi:

(i) Ay je injektivan;
(ii) (CYAQ + /631)|./\/'(Bz) je injektivan 1 R((OzAl + /BBQ)L/\/’(BQ)) N R(Al) = {0}

Ocigledno je da (i) vazi ako i samo ako je N(A) NN (B) = {0}. Sada detaljnije
ispitujemo uslove iz (ii). Kako je a Ay+ 5B, = Pﬁ(aA—i—ﬁB)]N(B)L, 1T =N (By) C
N (B)*, imamo da je (aAs+ 8B1)|7 injektivan ako i samo ako je P%(A)(aAqLﬁB)\T/
injektivan i presek njegove slike sa R(A1) = R(A|n)) = R(APy(p)) sadrzi samo
nula vektor. Iz 7/ = B~(R(A))NN(B)* vidimo da je drugi uslov iz (ii) ekvivalentan
sa R((aA + 8B)|r) N R(APx)) = {0} (ovde koristimo ¢injenicu da R((aA +

BB)|r) € R(A) implicira Py 4 (A + BB)7 = (aA + BB)77). Ponovo koristeci

R((aA + BB)|7) € R(A) dobijamo da je Priay(aA + BB)|7 injektivan ako i samo
ako je N (Pr(a)(@A+BB)|n )T = {0}, 5to je ocigledno ekvivalentno sa N (e A+
BB) NN (B)* = {0}. Kako bismo zavrsili dokaz ostaje da pokazemo da je R((aA +
BB)|7) NR(APyg)) = {0} ako i samo ako je R((aA+ BB)|r) "R(APys)y) = {0},
gde je T = B Y(R(A)) N N(B)*. Dovoljno je posmatrati slucaj R(A) # R(A).
Potprostor 7' mozemo razloziti kao 7/ = T U T, gde je

Ti = B~ (R(A) \ R(4)) NN (B).

Primetimo da R((aA + B8B)|7) N R(APxs)) = {0} uvek vazi. Zaista, ukoliko bi
pretpostavili da postoji nenula vektor u R((aA + B)|r;) N R(APyx(p)), onda bi
postojali vektori z € 71 iy € N(B) za koje vazi a« Az + Bz = Ay. No onda bi dobili

BBz = A(ax +y),
iz cega sledi x € T, $to je kontradikcija sa ¢injenicom T NT; = (. 1z

R((0A + BB)|7) = R((aA + B)|7) UR((aeA + BB)|7,)
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Glava 3. Osobine linearne kombinacije operatora

iz iz prethodnog zakljucka vidimo da ¢e R((aA + BB)|7) N R(APyx(p)) = {0} vaziti
ako i samo ako je R((aA + 3B)|17) N R(APyp)y) = {0}. O

Vazno je napomenuti da zbog prirode Teoreme 3.1.1 ne moramo koristiti ortogo-
nalna razlaganja prostora H, tj. mozemo iskoristiti razlaganja

H=N(B)BSN =R(A) & M,
gde su M i N zatvoreni potprostori komplementarni potprostorima R(A) i N(B),
redom. Tako da uslov (ii) iz Teoreme 3.2.1 mozemo formulisati na sledeéi nacin:

N(aA + B) NN = {0}; gde je potprostor T sada dat sa B~*(R(A)) NN

Pre nego sto nastavimo sa daljim istrazivanjem iz narednog elementarnog pri-
mera vidimo da injektivnost linearne kombinacije operatora moze zavisiti od izbora
konstanti sto ¢e posluziti kao dodatna motivacija da potrazimo specijalne slucajeve
gde injektivnost linearne kombinacije operatora ne zavisi od izbora konstanti.
Primer 3.2.1. Neka su A, B € B(ly) operatori definisani kao blok- dijagonalni ope-
ratori ¢iji su dijagonalni blokovi matrice

b

Il
O NN
O NN =
= O O

za A, i B, redom. Lako se proverava da je A + B injektivan, dok A — B nije. Ako
situaciju analiziramo koriste¢i Teoremu 3.2.1 vidimo da vazi:

N(A) = {(zn)nen | T3p-1 = —T3r—2, 23, = 0, k € N},

N(B) = {(zn)nen | T3k-1 = Tap—2, 73 = 0, k € N},
N(B)" = {(zn)nen | T35-1 = —236—2, k € N},
R(A) = {(zn)nen | 361 = T31-2, k € N},
T = {0}.
Kako je N(A) NN (B) = {0}, i kako je T = {0} dobijamo da je uslov (i) Teoreme

3.2.1 zadovoljen, i pritom je uslov (iii) trivijalno zadovoljen. Lako se proverava da je
A + B injektivan na N'(B)*, dok A — B nije, pa iz Teoreme 3.2.1 sledi da je A+ B
injektivan, dok A — B nije.
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Glava 3. Osobine linearne kombinacije operatora

Primer 3.2.2. Neka su A, B € B(ly) blok-dijagonalni operatori ¢iji su dijagonalni
blokovi matrice

Ny =

_ o O

10
0 0], Ngp=
10

_ O O
o O O
O = O

redom. Lako se proverava da je A + B injektivan, dok A — B nije. Stavise, iz
N3 = N} =0 vidimo da su A i B nilpotentni operatori.

Iz ovog primera vidimo da i elementearne klase operatora nemaju osobinu da
injektivnost linearne kombinacije dva operatora ne zavisi od izbora konstanti u line-
arnoj kombinaciji.

U nastavku sekcije se bavimo specijalnim slucajevima kada injektivnost linearne
kombinacije «A + 5B ne zavisi od izbora skalara «, 5 € C\ {0}:

Teorema 3.2.2 Neka su A, B € B(H) takvi da je R(A) N R(B) = {0}, i a, 5 €
C\{0}. Tada je c A+ BB injektivan operator ako i samo ako je N(A)NN(B) = {0}.

Dokaz. 1z pretpostavke da je R(A) N R(B) = {0} sledi da je T = {0} pa su uslovi
(ii) i (iii) Teoreme 3.2.1 trivijalno ispunjeni. Mozemo zakljuciti da ¢e linearna kom-
binacija «A + B biti injektivna ako i samo ako je N'(A) N N(B) = {0}.0

Slicno se dobija sledec¢a teorema:

Teorema 3.2.3 Neka su A, B € B(H) takvi da je R(A) = R(APyxs)), i a, B €
C\{0}. Tada je « A+ BB injektivan ako i samo ako je N(A)NN(B) = R(A)NR(B) =
{0}.

Dokaz. Pretpostavimo da je aA + B injektivan. Iz pretpostavke da je R(A) =
R(APy(p)), sledi da vazi N (A) NN (B) = {0} . Iz Teoreme 3.2.1 sledi da vaze uslovi
(ii) i (iii). Pretpostavimo da je R(A) N R(B) # {0}. Iz ove pretpostavke sledi da
postoji ne-nula vektor z € H takav da je 2 = Ax = By, gde je z € N(B) (ponovo
koristimo pretpostavku da je R(A) = R(APyp))) iy € N(B)* (ovo znadi da je
y €T =B YR(A)) NN (B)1). Iz injektivnosti operatora A + BB imamo da je

(aA+ BB) (éa: - %y) = —%Ay # 0.

Koristeci R(A) = R(APy(5)), dobijamo da postoji w € N(B) takav da je §Ay =
Aw. Sledi,

07 (@d+ 58) (1) = Alw+a).
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Glava 3. Osobine linearne kombinacije operatora

gde smo ponovo koristili injektivnost operatora A + 8B i ¢injenicu da je N(A4) N
N(B) = {0}. Sledi da R((aA + 8B)|7) "R(APyn(p)) # {0} sto je u kontradikciji sa
uslovom (#4i) Teoreme 3.2.1. Zakljucujemo da mora vaziti R(A) N R(B) = {0}.
Obratno, ako je N(A) NN (B) = {0} i R(A) N R(B) = {0} ispunjeni su uslovi
(i) i (iii) Teoreme 3.2.1. Pretpostavimo da uslov (ii) nije ispunjen. Sledi da postoji
ne-nula vektor x € N(B)* takav da je Bx = A(—%x). Ovo je u kontradikciji sa
R(A) NR(B) = {0}, pa zaklju¢ujemo da je ispunjen i uslov (iz). O

[z Teorema 3.2.2 i 3.2.3 dobija se slede¢a Posledica:

Posledica 3.2.1 Neka su A,B € B(H) i o, 5 € C\ {0}. Ako vazi jedan od uslova
R(A)NR(B) = {0} ili R(A) = R(APx(p)), onda injektivnost linearne kombinacije
aA+ BB ne zavisi od izbora skalara o, € C\ {0}.

Prelazimo sada na ispitivanje injektivnosti linearnih kombinacija projektora (gde
¢emo posmatrati i razlike i zbirove).

Teorema 3.2.4 Neka su P,Q € B(H) dati projektori i o, 5 € C\ {0}. Operator
aP + Q) je injektivan ako i samo je

NP)ON(Q) =R@Q) NR(P(I = Q) = {0}, a+87#0;
N(P)NN(Q) = R(P)NR(Q) = {0}, a+p=0.

Dokaz. Napomenimo prvo da H moZzemo prikazati kao direktnu sumu N(Q) @
R(Q) i N(P)@® R(P). Stoga linearnu kombinaciju aP + @ mozemo u ovom slucaju
predstaviti operatorskom matricom:

o= ][] - [

Sada primenom Teoreme 3.1.1 na (3.6) zaklju¢ujemo da ¢e linearna kombinacija pro-
jektora aP + Q@ biti injektivna ako i samo je P, : N(Q) — R(P) injektivan i
(aPy + BQ1)|n(g,) injektivan i pritom se jedino nula vektor nalazi u preseku njegove
slike sa R(Py). P; je injektivan ako i samo ako je N(P)NN(Q) = {0}. Imamo da je
N(Q2) = R(P)NR(Q). Dalje, za x € R(P)NR(Q) imamo (aPy+ Q1)x = (a+0)x.
Iz ovog razloga dokaz nastavljamo posmatrajuéi dva odvojena slucaja, a + 5 # 0 i
a+ 5 =0.

Ako je a+f # 0, ocigledno da je (aPo45Q1) | ar(g,) injektivan i R((aPo+LQ1) | av@y)) =
R(P)NR(Q), pa je drugi uslov Teoreme 3.1.1 ekvivalentan sa {0} = R(P)NR(Q)N
R(P|nq) = R(Q)NR(P(I - Q)). Mozemo zakljuciti da ¢e u slucaju a+ 3 # 0, ope-
rator o P+/Q biti injektivan ako i samo ako je N (P)NN(Q) = R(Q)NR(P(I-Q)) =

(3.6)
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Glava 3. Osobine linearne kombinacije operatora

{0}.
Ako je a4+ 5 =0, onda sa svako x € R(P) N R(Q) imamo (aP, + fQ1)z = 0, pa ¢e
uslovi Teoreme 3.1.1 biti ispunjeni ako i samo ako je R(P) N R(Q) = {0}.0

Uslovi pod kojima je linearna kombinacija ortogonalnih projektora injektivna su
dati slede¢om teoremom

Teorema 3.2.5 Neka su P,Q € B(H) ortogonalni projektori i o, 5 € C\ {0}. Ope-
rator aP + Q) je injektivian ako i samo ako je

N(P)NN(Q) = {0}, a+f#0;
N(P)ON(Q) =R(P)NR(Q) ={0}, a+pF=0.

Dokaz. Ova teorema direktno sledi iz Teoreme 3.2.4 1 iz

gde smo iskoristili uslov da su P i ) ortogonalni projektori. [J

3.3 Leva (desna) invertibilnost linearne kombina-
cije operatora

U ovoj sekciji koriste¢i Teoreme 3.1.2 1 3.1.3 dajemo potrebne i dovoljne uslove
za levu (desnu) inveritiblnost linearne kombinacije «A + 8B, gde je o, 5 € C\ {0}.

Teorema 3.3.1 Neka su A,B € B(H) i a, 5 € C\ {0}. Operator a A+ BB je levo

wnvertibilan ako i samo ako su ispunjeni sledeci uslovi:
(i) M(A) NN (B) = {0},
(i) R(APy(my) je zatvoren potprostor,

(iii) N(B)*: = R(B*Pray:) + R((0A + BB)*|s).

gde je S = R(APy(p)) " NR(A).
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Dokaz. Kako je H = R(A) @ R(A)* = N(B)® N (B)*, operator A + B mozemo

predstaviti operatorskom matricom

Ay 531+aA2} ‘ [N(B)] . {W}

0 BB, | |NBY TR (3:7)

Koriste¢i Teoremu 3.1.2 vidimo da je aA + SB levo invertibilan ako i samo ako je:
(i) A; levo invertibilan,

(ii) R((aAs + BB1)*Ps) + R(B;) = N(B)™,

gde je § = R(APN’(B))J‘ NR(A).
Uslov (i) je ekvivalentan sa uslovima N(A) NN (B) = {0} i R(APy(p)) zatvoren.

Kako je S potprostor od R(A) i R(A;)* = N(43), uslov (ii) je ekvivalentan sa
R((@A + BBYls) + R(B" Prgays) = N(B)*, (33)
¢ime je dokaz zavrSen. [

Primedba: Uslov (iii) moze biti formulisan i na sledeéi nacin:

PS(aA—i_/BB)L/\/’(B)J_ ) 1 R(A) ) ' .
PrayB tN(B) — R(A) je levo invertibilan.

Teorema 3.3.2 Neka su A, B € B(H) i o, 3 € C\{0}. Operator a A+ BB je desno
wnvertibilan ako i samo ako su ispunjeni sledeci uslovi:

(i) R(A)+R(B) = *H,

(i) R(A) = R(APx(s)) + R((eA + 5B)]|7),

gde je T = B"Y(R(A)) N N(B)*.

Dokaz. Pretpostavimo da je aA + B desno invertibilan §to je ekvivalento desnoj
invertibilnosti operatorske matrice date sa (3.7). Koriste¢i Teoremu 3.1.3 vidimo da ¢e
operatorska matrica data sa (3.7) biti desno inveritiblna ako i samo ako su ispunjeni
uslovi:

(1) By je desno invertibilan,

(2) R(A) + R((ads + BB1)|7) = R(A),
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gde je T = N(By) = B~(R(A)) N N(B)*. Prvi uslov je ekvivalentan sa R(A)* C
R(A) + R(B), sto pak implicira da H = R(A) + R(B). Uslov (ii) je ekvivalentan sa

R(APy(p)) + R((eA + BB)|7) = R(A).

Ova jednakost zajedno sa R(A) + R(B) = H implicira da

#H = R(A) + R(B) = R(APy(s) + R((aA + BB)|7) + R(B)
C R(APy(s) + R(Al7) + R(Bl7) + R(B) € R(A) + R(B) C H.

Time smo dokazali da je «A + BB desno invertibilan ako i samo ako vaze uslovi (i)
i(ii).

Obratno, lako se proverava da ako vaze uslovi (i) i (ii) onda operatorska matrica data
sa (3.7) zadovoljava uslove Teoreme 3.1.3, na osnovu ¢ega zakljucujemo je «A + BB
desno inveritiblan. [J

Primedba: Nije tesko dokazati da prethodna teorema vazi za proizvoljne dekom-
pozcije

H=R(A) &M=NaN(B),
gde su M i N zatvoreni potprostori od H komplementari sa R(A) i N'(B), redom.

Uslove za levu i desnu invertibilnost linearne kombinacije operatora mozemo malo
drugacije formulisati Sto ¢e nam biti od velikog znacaja u poslednjoj sekciji ove glave.
Prvo ¢emo se pozabaviti uslovima pod kojim je linearna kombinacija operatora desno
invertibilna. Time se bavi naredna teorema:

Teorema 3.3.3 Neka su A, B € B(H) i «, 5 € C\{0}. Operator c A+ 5B je desno
invertibilan ako i samo ako su ispunjeni sledeci uslovi:

i) R(A)+R(B) = H,
ii) R(Ps(aA+ BB)|r) =S,
iit) R(APy(g)) = R(APy(5) + R (A + BB)|7) NR(APx(p)),

gde je T = B"Y(R(A) NN (B)* i S = R(APy(5)) " NR(A).

Dokaz. Pokazac¢emo da je uslov (ii) Teoreme 3.3.2 ekvivalentan uslovima ii) i iii). Iz
dokaza Teoreme 3.3.2 znamo da uslov (ii) proizilazi iz drugog uslova Teoreme 3.1.3,
to jest iz uslova da je operatorska matrica

(@A (ads+ BBy)|r] : N(B) @ N(B)*" — R(A)

47



Glava 3. Osobine linearne kombinacije operatora

desno invertibilna. Koriste¢i razlaganje R(A) = R(APypy) ® S vidimo da ¢e ova
operatorska matrica biti desno invertibilna ako i samo ako je operatorska matrica

CY‘All P,;Q(TN(E)(O[AQ + BBl)l'T

. n —
0 Pi(aAy + BBy)|r tN(B) @ N(B)” = R(APym) @S (3.9)

desno invertibilna, gde je Ay = PmAlN(B) : N(B) = R(APy(p)). Primenom

Teoreme 3.1.3 vidimo da ¢e operatorska matrica data sa (3.9) biti desno invertibilna
ako i samo ako je R(PS(aA+ BB)|r) =S8i
gde smo koristili ¢injenice da je N(Ps(aAy + 8B1)|7) C T idaje

(ada + BBy)|1r = (A + BB)|1

(s + BB wpstan+smir) = (@A + BB)In(psaa+smir):
Prvi od ovih uslova je oc¢igledno ekvivalentan sa R(Ps(aA + B)|7) = S. Kako je

N (Ps(aA + BB)|7) = (aA + BB) " {(R(APy(5))) N T
vidimo da je
R(PM(@A + BB)|n(ps(an+sn)r) = R (@A + BB)|7) N R(APy(s))-

Iz ove jednakosti, zajedno sa R(A11) = R(APy(s)), zakljucujemo da je operatorska
matrica data sa (3.9) desno invertibilna ako i samo ako vaze uslovi ii) i iii), ¢ime je
dokaz zavrsen. [

Analogno pokazujemo i slede¢u teoremu o levoj invertibilnosti linearne kombina-
cije operatora:

Teorema 3.3.4 Neka su A, B € B(H) i a, f € C\ {0}. Operator aA + BB je levo
wnvertibilan ako i samo ako su ispunjeni sledeci uslovi:

i) N(A)nN(B) = {0},

ii) R(APyxp)) je zatvoren potprostor,
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iii) operator Ps(aA + BB)|1 je injektivan sa zatvorenom slikom,
iv) R(B*Pgr(a)r) = R(B*Priayr) + R ((0A + BB)*|s) N R(B*Pryay+),
gde je T = B"HR(A)) NN(B)* i S = R(APy )" NR(A).

Koristeé¢i Teoreme 3.3.1 i 3.3.2 mozemo razmatrati specijalne slucajeve gde leva
(desna) inveritiblnost linearne kombinacije « A+ 5B ne zavisi od izbora skalara «, 5 €

C\ {0}.

Teorema 3.3.5 Neka su A, B € B(H) za koje vazi R(A) = R(APx ), ., €
C\ {0}. Operator a A+ BB je levo invertibilan ako i samo ako vaze sledeéi uslovi:

(i) N(A) NN(B) = {0},
(i)

R(
(iii) R(Pr(ay-B) je zatvoren potprostor,
R(

(iv) R(B) N R(A) = {0}.
Dokaz. Primetimo da iz R(A) = R(APyx(p)) sledi da je

A) je zatvoren potprostor,

S = R(APy )" N R(A) = {0}.

Prvo, pretpostavimo da je a« A+ 3B levo invertibilan, $to znaci da su ispunjeni sledec¢i
uslovi Teoreme 3.3.1:

1. N(A) NN (B) = {0},
2. R(APy(p)) je zatvoren.

Jasno je da je uslov 2. ispunjen ako i samo ako je slika operatora A zatvorena. Kako
je § = {0} uslov 3. postaje

N(B)" = R(B" Pray),

Sto je ekvivalentno tome da je B desno invertibilan, Sto pak implicira da je Bs
levo invertibilan, iz cega sledi da je R(B;) = R(Pgr(a)-B) zatvoren i T = {0}. Iz
jednakosti 7 = {0} sledi da je R(A) NR(B) = {0} (ovde ve¢ koristimo ¢injenicu da
je slika operatora A zatvorena).

Obratno, ako su uslovi (i)-(iv) ispunjeni lako se proverava da su takode ispunjeni
uslovi Teoreme 3.3.1. [J
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Teorema 3.3.6 Neka su A, B € B(H) za koje vazi R(A) = R(APx ), ., €
C\ {0}. Operator a A+ BB je desno invertibilan ako i samo ako vazZe sledeéi uslovi:

i) R(A)+R(B) =H,
ii) R(A) = R(A) + R(B|7),

gde je T = N(By) = BY(R(A)) NN (B)*.

Dokaz. Ako je A + BB desno invertibilan znamo da su ispunjeni uslovi Teoreme
3.3.2. U naSem slucaju drugi uslov Teoreme 3.3.2 je

R(A) =R(A) + R((acA+ BB)|r).

Sledi da

R(A) € R(A) + R(Al7) + R(B|r) € R(A) + R(Bl71) € R(A),

gde smo iskoristili da vazi R(B|r) C R(A). Dakle, ako je « A+ 5B desno invertibilan
uslovi (i) i (ii) vaze. Lako se proverava da ako vaze uslovi i) i ii) onda su ispunjeni i
uslovi Teoreme 3.3.2. [J

Teorema 3.3.7 Neka su A, B € B(H) za koje vazi R(A) N R(B) = {0} i a, B €
C\ {0}. Operator a A+ BB je desno invertibilan ako i samo ako vaze sledeéi uslovi:
i) RIA)®R(B) =H,
ii) R(APyxB)) = R(A).

Dokaz. Dokaz sledi direktno iz ¢injenice da u ovom slucaju imamo da je T =

B Y (R(A) NN(B)* = {0}. O

Sada dajemo uslove pod kojim je linearna kombinacija ortogonalnih projektora
levo (desno) invertibilna:

Teorema 3.3.8 Neka su P,QQ € B(H) ortogonalne projekcije i o, € C\ {0}.
Operator aP 4+ BQ je levo invertibilan ako

R(P)+R(Q)=H, a+pB#0
R(P)OR(Q)=H, a+p=0.
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Dokaz. Prostor H ima sledeée ortogonalne dekomporzicije H = R(P) & N(P) =
N(Q) ® R(Q). Primetimo da je sada 7 = R(P) NR(Q) i

S=R(P(I-Q))" NR(P)=N(I-QP)NR(P)=R(P)NR(Q) =T
Sada je

R(P)NR(Q) a#—p
{0} ,a=—pf.

Iz Teoreme 3.3.1 sledi da ¢e linearna kombinacija aP + @, gde sy «, 5 € C\ {0}
biti levo inveritiblna ako i samo ako vaze uslovi

(1) M(P)NN(Q) = {0},
(ii) R(P(I — Q)) je zatvoren,

() RIQ) = RQU = P))+ (RP)NR(@) adnjo o # = 1 R(Q) =R(QU - P
kada je a« = —f.

R((@P + BO)y) = R((aP + BO)|s) = {

Preciznije, uslov (iii) u slu¢aju o # — mozemo zapisati kao R(Q) = R(Q(I — P)) &
(R(P)NR(Q)) jer je R(Q(I — P)) NR(P) = {0} (Sto smo videli u dokazu Teoreme
3.2.5).
Pretpostavimo da je a P4 3@ levo invertibilan, to jest da su navedeni uslovi ispunjeni.
Iz uslova (i) sledi da je R(P) + R(Q) = H. Uslov (ii) je ekvivalentan uslovu da je
R((I — Q)P) zatvoren, a prema Posledici 2.5 iz [47] to je ekvivalentno uslovu da je
R(Q) + R(P) zatvoren. Zaklju¢ujemo da ako je aP + Q) levo invertibilan i o« # —f3,
onda je R(P) + R(Q) = H.
Obratno, pretpostavimo da je R(P) + R(Q) = H i a # — . Dokazimo da su uslovi
(1)-(iii) ispunjeni, is cega sledi da je aP + BQ levo invertibilan. R(P) + R(Q) je
zatvoren (i kako smo ve¢ napomenuli) to implicira da je R(P(I — Q)) zatvoren pa je
uslov (ii) ispunjen. Stavise, iz R(P) + R(Q) = H sledi da je N (P)NN(Q) = {0} pa
je uslov (i) takode ispunjen. Ostaje da pokazemo da je i uslov (iii) ispunjen. Imamo
da je operator @y (iz razlaganja (3.7)) desno invertibilan, pa je Q% levo invertibilan.
Kako je R(Q%) = R(Q(I — P)) primenom Posledice 2.5 from [47] dobijamo da je
R(Q3) zatvoren i

R(Q) = R(Q3) @ (R(Q3)" NR(Q)).

Kako je R(Q3)* NR(Q) = N(Q2) = T sledi da je
R(Q)=R(QU - P))&T =R(QU - P)) & (R(P)N R(Q)),
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pa uslov (iii) vazi.

Pretpostavimo da je R(P) & R(Q) = H i a = —f. Znamo da su uslovi (i) i (ii)
zadovoljeni. Vedmo prokomentarisali da je ()2 desno invertibilan, i kako je R(P) N
R(Q) = {0} zakljucujemo da je Q2 invertibilan, samim tim i Q3 je invertibilan, pa
je R(Q) = R(Q3) = R(Q(I — P)). Zaklju¢ujemo da je uslov (iii) ispunjen, ¢ime je

dokaz zavrsen. O

Iz Teoreme 3.3.8 vidimo da su linearne kombinacije aP + BQ i @P + BQ istovre-
meno levo invertibilne iz cega sledi da ¢e aP + S@) biti desno invertibilan ako i samo
ako je levo invertibilan. Iz ovog zakljucka dobijamo sledec¢e posledice:

Posledica 3.3.1 Neka su P,Q € B(H) ortogonalne projekcije i v, f € C\ {0}. Ope-
rator aP + 8Q) je desno inveritiblan ako © samo ako

R(P)+RQ)=H, a+B#0

R(P)®R(Q)=H, a+pB=0.
Posledica 3.3.2 Neka su P,Q € B(H) ortogonalne projekcije i o, 5 € C\ {0}.
Sledeca tvrdenja su ekvivalentna

(i) aP + BQ je levo (desno) invertibilan,
(i) aP + BQ je invertibilan.

Pitanje inveritiblnosti zbira, odnosno razlike dva ortogonalna projektora je bilo pred-
met vise interesantnih radova tako da ¢emo se ovim pitanjem detaljnije pozabaviti
u sekciji 3.5. Interesantni rezultati se mogu dobiti i o linearnih kombinacijama pro-
jektora:

Teorema 3.3.9 Neka su P,Q € B(H) projektori i, 5 € C\{0}. Operator a« P+ Q
je desno invertibilan ako i samo ako je R(P)+ R(Q) ="H i

R(P) =R(P(I - Q)+ (R(P)NR(Q)), a#=F
R(P) =R(P(I - @Q)), a=p.

Dokaz. Koriste¢i Teoremu 3.3.2 vidimo da ¢e linearna kombinacija aP + SQ biti
desno invertibilna ako i samo ako je R(P) + R(Q) = H i

R(P) =R(P(I = Q) + R((aP + Q)I7)-

Lako se proverava da ako posmatramo razlaganja H = R(P)®N (P) = R(Q)®N(Q)
imamo da je 7 = R(P) N R(Q). Kako bismo zavrsili dokaz ostaje da primetimo da u
slucaju a # —f imamo da je R((aP + Q)|7) = R(P)NR(Q), a u slucaju o = —f
imamo da je R((aP + pQ)|7) = {0}.0
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3.4 Invertibilnost linearne kombinacije operatora

Kao prirodan nastavak prethodnih sekcija prelazimo na proucavanje invertibilnosti
linearne kombinacije dva operatora, pri cemu je glavni rezultat slede¢a teorema

Teorema 3.4.1 Neka su A, B € B(H) dati operatori i o, 5 € C\ {0}. Operator
aA + BB je invertibilian ako i samo ako vaZe sledeci uslovi:

(i) N(A)NN(B) ={0}, R(A) + R(B) = H,
(ii) R(A|n(m)) je zatvoren potprostor,

(iil) Ps®r(Aly ) (@A + BB) |1 je injektivan operator ¢ija je slika S,

gde je R(A) = R(Alxs) &S, T = B! (R(A)) NP iH=N(B)aP.

Dokaz. Posmatrajmo razlaganja prostora H data sa H = N(B)® P = R(A) & Q.
Operatori A, B € B(H) imaju sledeca predstavljanja preko operatorskih matrica u
odnosu na ova razlaganja:

A= ﬁ)l /(ﬂ : {N;B)} — {R(Q“U , (3.10)
B= [8 g;] : [N;B)l — R<QA) : (3.11)

Neka su o, f € C\ {0} proizvoljni. Iz gornjih predstavljanja operatora A, B € B(H)
sledi da je linearna kombinacija A + S B invertibilna ako i samo ako je operatorska
matrica

[aAl ads + BBl] : {N (B)] _, | R(4) (3.12)

0 BB P Q

invertibilna. Koriste¢i Teoremu 3.1.5 vidimo da ¢e operatorska matrica (3.12) biti
invertibilna ako i samo ako vaze uslovi:

(i) aA; je levo invertibilan,
(ii) BBs je desno invertibilan,

(ili) Psr(ay) (@A + BBy) [a(B,) je injektivan operator sa slikom S, gde je R(A) =
R(A;) @ S.
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Ocigledno je da (i) vazi ako i samo ako je N(A) N N(B) = {0} i slika operatora
A|n () je zatvorena. Uslov (ii) je zadovoljen ako i samo ako je R(PQR B)=0.1z

R(PornB) = Q& Q C R(A) + R(B) & R(A) + R(B) = 4,

vidimo da je uslov (ii) ekvivalentan sa R(A) + R(B) = H.
Kako bi detaljnije razmatrali uslov (iii) primetimo da je

N(Bz):N(PQR( )mP B~ (W)m?
i neka je 7 = B! <W> N P. Imamo da je

N (Psgay) (@ds + BB1) |7) = N (Psra,) (@A + BB)|7)

R (Psr(a)) (@As + BB1) |7) = R (Psr(ay) (@A + BB)|7) .

Stoga zakljucujemo da je aA + BB is invertibilan ako i samo ako vaze uslovi:
(i) N(A)NN(B) = {0}, R(A) + R(B) = H,
(i) R(APy(py) je zatvoren potprostor,
(ili) Psr(a,) (@A + BB) |7 je injektivan operator sa slikom S.

Primetimo da se drugi deo uslova (i), R(A) + R(B) = H, moze zameniti sa R(A) +
R(B) = H: Pretpostavimo da su uslovi (i)-(iii) ispunjeni. Kako je

S = R(P&R(Al) (aA + BB) ‘7’)’

imamo da

§ CR((aA+B) lr) + R(A) C R(A) + R(B).

Sada, iz R(A) = R(A;)®S sledidaR(A) C R(A)+R(B). Stoga, R(A)+R(B) = H.
(Naravno, mozemo direktno iz surjektivnosti operatora aA + B zakljuciti da je

R(A) + R(B) = H). O

U slucaju kada je S ortogonalni komplement potprostora R(A|xp)) = R(APyx(s))
u prostoru R(A) i P = N(B)*, primenom Teoreme 3.4.1 dobijamo:

Teorema 3.4.2 Neka su A,B € B(H) i a, € C\ {0}. Operator aA + BB je
invertibilan ako i samo ako vaze sledecéi uslovi:
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(i) N(A)NN(B) ={0}, R(A) + R(B) =H,
(i) R(APy(m)) je zatvoren potprostor,
(iii) Ps(aA+ BB) |71 je injektivan operator sa slikom S,

gde je S = R (APy(p))" NR(A) i T = N (Praye B) NN (B)*.

Iz Teoreme 3.4.2 mozemo zakljuciti da je invertibilnost linearne kombinacije €A+ (5B
moguca za neke konstante «, 5 € C\ {0} samo ako je

dim (N (Preay. B) N N(B)Y) = dim (R (APy(z)" N W) :

odakle proizilazi slede¢a posledica:

Posledica 3.4.1 Neka su A, B € B(H). Ako je
dim (A (Preay B) NN (B)H) # dim (R (APy(s) " NR(A))

onda linearna kombinacija oA + B nije invertibilna ni za jedan izbor konstanti

a,f € C\ {0}.

Pozabavimo se uslovom (iii) Teoreme 3.4.2 koji kaze da R (Ps (a¢A+ B)|7) =S i
N (Ps (aA+ BB)|1) = {0}. Pretpostavimo da su A, B € B(H) dati sa (3.3) i (3.4),
redom, gde je S ortogonalni komplement potprostora R(A|n(p)) = R(APyxs)) u

prostoru R(A), T = N (Pra):B) N N(B)* i P = N(B)*. Prvi uslov iz (iii) je

ekvivalentan sa

R(A) = R(APx(p)) + R(A) NR ((aA + BB) Pyp+) (3.13)
jer je R ((aA+ BB) |7) = R(A) N R ((aA + BB) Py(py+ ). Drugi uslov iz (iii),
N (Ps(2A+ BB)|7r) = {0},
je ekvivalentan sa
N (A + BB1) NN (Bs) = {0}, R ((adz + BB1)|7) N R(APx(5)) = {0}. (3.14)
Ocigledno je da je prvo uslov iz (3.14) ekvivalentan sa

N (@A + BB)NN(B)* = {0}
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dok je drugi uslov ekvivalentan sa
R ((A + BB) Py(p)r) N R(APy () = {0}.

Sada, iz prethodna dva uslova i (3.13) mozemo zakljuciti da je uslov (iii) Teoreme
3.4.2 ekvivalentan sa

R(A) = R(APy(p)) ® R(A) NR ((A + BB) Py(p)r)

N (aA+ BB)NN(B)* = {0}.
Nasa zapazanja su formulisana u slede¢oj teoremi:

Teorema 3.4.3 Neka su A,B € B(H) i o, € C\ {0}. Operator aA + BB je
invertibilan ako i samo ako su ispunjeni sledeci uslovi:

(i) N(A)NN(B) ={0}, R(A) + R(B) = H,
(i) R(APy(my) je zatvoren potprostor,

(iii) R(A) = R(APy(s)) ® R(A) NR ((aA + 5B) Pyp)),
N (aA+ BB) NN (B)*t = {0}.

Kako su uslovi invertibilnosti operatora a A+ 5B simetricni po A i B mozemo dobiti
nove varijante potrebnih i dovoljnih uslova invertibilnosti ove linearne kombinacije
zamenom operatora A i B u uslovima Teorema 3.4.1, 3.4.2 i 3.4.3.

3.5 Invertibilnost linearne kombinacije specijalnih
klasa operatora

U Teoremama 3.4.1 i 3.4.2 problem invertibilnosti linearne kombinacije dva opera-
tora se svodi na to da nova linearna kombinacija operatora mora biti injektiva i sa
unapred zadatom slikom, §to na prvi pogled nije odgovor na glavni problem. No
uslovi koje smo dobiti u ovim teoremama su veoma korisni u daljoj analizi ovog pro-
blema za specijalne klase operatora gde mozemo dobiti mnogo kompaktnije uslove
invertibilnosti linearne kombinacije (Sto smo videli u prethodnim odeljcima u slucaju
injektivnosti i leve (desne) invertibilnosti). Ova sekcija se bavi bas takvim problemi-
ma. (1) Problem invertibilnosti oA + 8B u slucaju kada su A, B € B(H) regularni
operatori i o, 5 € C\ {0} je razmatran u radu [41].
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Teorema 3.5.1 [41] Neka su A, B € B(H) regularni operatori i o, 5 € C\ {0}.
Operator aA + BB je invertibilan ako i samo ako vaZe sledeci uslovi:

(i") M(A)NN(B) = {0}, R(A)* NR(B)+ = {0},
(i) R(ATA(I — B'B)) i R((I — AAT)BBT) su zatvoreni potprostori,
(iii") Py (aAB'B + BAATB) |m je invertibilan,
gde je L = (A*)T (R(A*) NR(B*)), M = B"(R(A)NR(B)) i P. € B(H,L) je
definisan sa Prx = Prx, v € H.

Kao posledicu Teoreme 3.4.2 dobijamo glavi rezultati iz [41], Teoremu 3.5.1. Kako
ovaj zakljucak nije ocigledan prvo pokazujemo jednu pomocnu lemu:

Lema 3.5.1 Neka su A, B € B(H). Ako operatori A i B imaju zatvorene slike, tada
vazi

(i) N (Pr(ayr B) NN(B)* = B~ (R(A)) NN(B)* = BT (R(A) N R(B)),
(i) R(A)NR (APy(m)" = (A9 (R(A*) N R(B")).

Dokaz. (i) Prva jednakost je oc¢igledna. Neka je # € B~ (R(A)) N NV (B)*t. Onda
je Bx € R(A) iz = B'Bz. Dakle, z € BT (R(A) N'R(B)). Pretpostavimo da je
z € BT (R(A)NR(B)). Tada za neke s,t € H imamo da je z = B'Bt = Bl As i
Bt = As. Zaklju¢ujemo da je z € R(B*) = N(B)* i Bx = Bt = As € R(A).

(ii)) Neka jey € R(A)NR (APN(B))L. Tada je y = AATy i A*y = BTBA*y. Stoga je
A*y = BT BA*y € R(A*) N R(B*). Imamo da je

y = (AN A%y = (AT B BA"y.

Pretpostavimo sada da je y € (A*)T (R(A*) N R(B*)). Onda postoje s,t € H takvi
da je y = (AN)*A*t = (A")*B*s i A"t = B*s. Imamo da je y € R(A) iz ¢ega sledi
y = AATy. Sada ¢emo pokazati da y € R (APN(B))L = N(PypA):

B'BA*y = B'BA*(A")*B*s = B'TBATAB"s
= B'BATAA*t = B'BB*s = B*s
= A"t = A*y.d

Naredni rezultat pokazuje da je Teorema 3.4.2 ekvivalentna Teoremi 2.1 iz [41] u
slucaju kada operatori A, B € B(#H) imaju zatvorene slike.
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Glava 3. Osobine linearne kombinacije operatora

Teorema 3.5.2 Neka su A, B € B(H) regularni operatori i o, 5 € C\ {0}. Uslovi
(i)-(iii) Teoreme 3.4.2 ekvivalentni su uslovima (i’)-(i1i’) Teoreme 3.5.1.

Dokaz. Prvo, primetimo da iz Leme 3.5.1 imamo da je M =T i § = L, za potpro-
store S, T koje smo definisali u Teoremi 3.4.2 i potprostore £, M iz Teoreme 3.5.1.
Takode, M C R(B') i L C R((A*)TA*) = R(A) iz cega sledi da je ABTB|y = A|m
i P, = AATP, = P.AA'. Zakljucujemo da su uslovi (iii) i (iii’) ekvivalentni. Pret-
postavimo da su ispunjeni uslovi (i)-(iii) Teoreme 3.4.2. Uzimanjem ortogonalnog
komplementa u R(A) + R(B) = H dobijamo R(A)* N R(B)* = {0}, pa je zadovo-
ljen uslov (i’). Iz H = R(A) + R(B) sledi da je R(A)* € R(A) + R(B) sto dalje
implicira da je R(PrayB) = R(A)L. Stoga Prayr B ima zatvorenu sliku sto je
ekvivalentno time da (I — AAT)BB' ima zatvorenu sliku. Ocigledno je da APy g
ima zatvorenu sliku ako i samo ako ATA(I — BYB) ima zatvorenu sliku. Sledi da je
i uslov (ii’) ispunjen. Obratno, pretpostavimo da su ispunjeni uslovi (i’)-(iii’) Teore-
me 3.5.1. Ostaje da pokazemo da je R(A) + R(B) = H. Trazena jednakost sledi iz
¢injenice da iz uslova (i’)-(iii’) sledi invertibilnost €A + SB. O

(2) Problem invertibilnosti linearnih kombinacija projektora (idempotenata) je raz-
matran u vise radova. Iz tog skupa mozemo izdvojiti interesantan rezultat da je
invertibilnost linearne kombinacije aP + Q, gde su o, € C\ {0}, a + 8 # 0,
ekvivalentna invertibilnosti P + () sto znaci da ne zavisi od izbora skalara v i 3. Ovo
su prvi put pokazali J. K. Baksalary i koautori u radu [2] za kona¢no dimenzionalni
slucaj

aP + BQ je invertibilan < R(P(I —Q)) NR(Q(I — P)) = N(P)NN(Q) = {0}
sto su kasnije generalizovali H.K, Du i koautori u radu [30] za sluc¢aj projektora na
Hilbertovim prostorima i kona¢no Koliha i Rako¢evi¢ u radu [53] za sluc¢aj idempote-
nata na Banahovim algebrama, ali bez potrebnih i dovoljnih uslova za invertibilnost
aP + BQ). Potrebni i dovoljni uslovi za inveritilnost linearne kombinacije projektora

na P i () na Hilbertovom prostoru su dati kasnije u drugom radu Kolihe i Rakocevica,
[50] (kao i za elemente prstena sa jedinicom):

Teorema 3.5.3 [50] Neka su P,QQ € B(H) projektori na Hilbertovom prostoru H.
Sledeci uslovi ekvivalentnai:

(i) P+ Q je invertibilan.

(i) Slika operatora P+ Q je zatvorena i
R(P)NR(QU = P)) = N(P)NN(Q) = {0},
R(P)NR(Q™(I = PT)) = N(P") N N(Q") = {0}.
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Glava 3. Osobine linearne kombinacije operatora

U slucaju kada su P, Q) € B(H) projektori primenom Teoreme 3.4.1 na razlaganje
H=N(Q)®R(Q) = R(P) & N(P) dobija se glavni rezultat iz [30], koji kaze da
je inveritilnost linearne kombinacije aP + () nezavisna od izbora skalara «, [ €
C\ {0}, a # —p, ali dobijamo i potrebne i dovoljne uslove za invertibilnost linearne
kombinacije aP + 5@ koji se razlikuju od uslova datih u Teoremi 3.5.3.

Teorema 3.5.4 Neka su P,QQ € B(H) dati projektori i o, f € C\ {0}, a + 3 # 0.
aP + BQ inveritibilan operator ako i samo ako vaze sledeéi uslovi:

(i) N(P)NN(Q) = {0}, R(P) +R(Q) =*H,
(ii) R(P) =R(P)NR(Q) & R(P|nq))-

Dokaz. U ovom slucaj potprostor 7 definisan u Teoremi 3.4.1 sa 7 = Q' (R(P))N
R(Q) jednak je T = R(P) N R(Q). Stoga za svaki x € T imamo da je (aP +
BQ)zx = (a+ )z, sto implicira da je injektivnost operatora Ps r(p| o) (P + Q) |7
ekvivalentna sa R(P|n ) N'T = {0} tj.

R(P|nq) NR(Q) = {0}. (3.15)

Takode, slika operatora Ps®(p|y ) (@P + BQ) |7 je S ako i samo ako je S C T +
R(P|n(@)), 5to je ekvivalentno sa R(P) = R(P)NR(Q)+R(P|nq))- Sada, iz (3.15)

imamo da je
R(P) =R(P)NR(Q) ® R(P|n@))- (3.16)

Koristeci (3.16), ¢injenicu da je presek dve slike operatora takode slika operatora i
Teoremu 2.3 iz [33] zakljucujemo da je R(P|yq)) zatvoren. Vidimo da su ispunjeni
svi uslovi Teoreme 3.4.1 ¢ime je dokaz zavrsen. [

Ocigledno iz Tepreme 3.5.4 dobija se sledeca teorema:

Posledica 3.5.1 Neka su P,Q € B(H) dati projektori i o, € C\ {0}, a + 5 # 0.

Invertibilnost linearne kombinacije aP + fQ nezavisna od izbora skalara o, 3 € C\

{0}, a+ B #0.

(3) Problem invertibilnosti linearne kombincaije a P + Q) kada su P i ) ortogonalni
projektori je takode bio tema dosta radova. U radu [8] Buckholtz razmatra specijalni
slucaj kada je a« + 8 = 1 i daje potrebne i dovoljne uslove pod kojima je razlika
ortogonalnih projektora na Hilbertovom prostoru invertibilna, kao i eksplicitnu for-
mulu za njen inverz. U [50] Koliha i Rakocevié razmatraju invertibilnost sume dve
ortogonalne projekcije, sto je kao sto ve¢ znamo, ekvivalentno invertibilnosti linearne

kombinacije aP 4+ fQ, a # —f3:
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Glava 3. Osobine linearne kombinacije operatora

Teorema 3.5.5 [50] Neka su P,QQ € B(H) ortogonalni projektori na Hilbertovom
prostoru H. Onda su sledecéi uslovi ekvivalentni:

(i) P+ Q je invertibilan,
(i) Slika operatora P+ Q je zatvorena i

R(P)NR(QU — P)) = N(P)NN(Q) = {0}.

Prvo moramo primetiti da je uslov R(P) NR(Q({ — P)) = {0} Teoreme 3.5.5 iz [50]
suv iSan sto pokazuje slede¢a teorema:

Lema 3.5.2 Neka su P,Q € B(H) ortogonalni projektori na Hilbertovom prostoru
H. Tada je
R(P)NR(Q(I — P)) =A{0}.

Dokaz. Najpre, primetimo da vazi
R(P)NR(QU = P)) = R(P) N R(QU — P)) NR(Q).

Dakle, dovoljno je pokazati da je R(P) N R(Q(I — P)) N R(Q) = {0}. Lako se

proverava da vazi
R(QU = P))" NR(Q) = N((I - P)Q) NR(Q) = R(P) NR(Q),

iz cega sledi R(P)NR(Q) C R(Q(I — P))*, tj. R(P)NR(Q)NR(Q(I — P)) = {0}.
O

Tako smo veé¢ dali uslove invertibilnosti linearne kombinacije ortogonalnih projektora
kroz Teoremu 3.3.8 i Posledicu 3.3.1, do slede¢ih zakljucaka ¢emo doci i Teoremom
3.4.1 kako bi stekli kompletniju sliku:

Teorema 3.5.6 Neka su P,Q € B(H) dati ortogonalni projektori i o, 5 € C\ {0},
a+ B # 0. Sledeci uslovi ekvivalentni:

(i) aP + BQ je invertibilan,
(i) R(P)+R(Q) =*H,
(iii) R(P + Q) je zatvoren i N(P) NN (Q) = {0}.
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Dokaz. (i)& (ii) Kao sto smo i ranije primetili, u slu¢aju kada su P,Q € B(H)

ortogonalni projektori, potprostori S i 7 definisani u Teoremi 3.4.2 su jednaki jer je
L : .

S =R (PPyn) NR(P)iT =N (PrpppQ) NN(Q)*:, tj. S =T = R(P)NR(Q).

Zaista, ako su P, Q) € B(H) ortogonalni projektori onda je

S =R (PPyg) NR(P)=R(P(I— Q)" NR(P)

=N(I - Q)P)NR(P) = R(P) N R(Q)

T =N (PripQ) NN (Q)F = N((I - P)Q) NR(Q)
:R(P)QR(Q).

Stoga za svaki € T imamo da je (aP+5Q)x = (a+f)x i Ps(aP+pQ)r = (a+5)z.
Zakljuéujemo da je Ps (aP + BQ) |7 iz uslova (iii) Teoreme 3.4.2 injektivan operator
sa slikom S ako i samo ako je a + 3 # 0. Takode, iz R(P) + R(Q) = H sledi da je
N(P)NN(Q) = {0}. Sada, koristeé¢i Teoremu 3.4.2 mozemo zakljuciti da u slucaju
kada su P, @ € B(H) ortogonalni projektori, aP 4+ 5@ je invertibilan operator ako i
samo ako vaze slede¢i uslovi:

(¥) R(P)+R(Q) =™,
(xx) P|n(@) ima zatvorenu sliku.

Primetimo da uslov (#%) moze biti zamenjen uslovom da je R(P(I — @))) zatvoren.
Prema Stavu 2.4 iz [47], imamo da je R(P(I—Q)) zatvoren ako i samo ako je R(P+Q)
zatvoren, $to je po Posledici 3 iz [33] ekvivalentno sa ¢injenicom da je R(P) + R(Q)
zatvoren. Kako uslov (%) garantuje zatvorenost R(P) + R(Q), zakljuc¢ujemo da je
uslov () potreban i dovoljan da bi aP + SQ bio invertibilan operator.

(i)« (iii) Sledi iz Teoreme 3.5.5 i Leme 3.5.2. [J.

(4) Sada razmatramo invertibilnost linearne kombinacije «A + 5B za date opera-
tore A, B € B(#H) u dva specijalna slucaja: kada je R(A) N R(B) = {0} i kada je
R (APN( B)) = W U oba slucaja ¢emo pored potrebnih i dovoljnih uslova za inver-
tibilnost A 4+ B zakljuciti i da je invertibilnost ove linearne kombinacije nezavisna
od izbora skalara o, € C\ {0}.

U slucaju kada su A, B € B(H) takvi da je R(A) N R(B) = {0} koriste¢i Teoremu
3.4.2 dobija se sledeca teorema:
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Teorema 3.5.7 Neka su A, B € B(H) dati operatori i o, 5 € C\{0}. Ako je R(A)N
R(B) = {0}, tada je operator a A + BB is inveritiblan ako i samo ako je

R(A) & R(B) =H, N(A) & N(B) = 1. (3.17)

Dokaz. Pretpostavimo da je aA + B invertibilan. Prema Teoremi 3.4.2 sledi da je
R(A)®R(B) = H pa po Teoremi 2.3 iz [33] sledi da su R(A) i R(B) zatvoreni. Sada
iz uslova R(A) NR(B) = {0} zajedno sa ¢injenicom da je R(A) zatvoren sledi da je
T =N (Pr(ayr B)NN(B)* = {0}. Iz ovog zakljucka i uslova (iii) Teoreme 3.4.2 sada
sledi S = R (APN(B))J_ NR(A) = {0}. Stoga je R(A) = R(APy(g)) iz cega dalje
sledi N'(A)* C N (B) + N(A). Zakljucujemo da je H = N (B) + N(A). 1z uslova (i)
Teoreme 3.4.2 dobijamo da je N'(A) NN (B) = {0}, pa vazi H = N(B) & N (A).

Sa druge strane pretpostavimo da (3.17) vazi. Ponovo zakljuéujemo da su R(A) i
R(B) zatvoreni i da je prvi uslov Teoreme 3.4.2 zadovoljen. Takode, R(A) = A(H) =
AN(A) @ N(B)) = AN (B)) = R(APyx(B)), pa je uslov (ii) Teoreme 3.4.2 zadovo-
ljen. Kako je T = S = {0} mozemo odmah zakljuciti da je i uslov (iii) Teoreme 3.4.2
zadovoljen, ¢ime je dokaz zavrsen.[]

Primedba: Iz dokaza Teoreme 3.5.7 vidimo da isti uslovi vaze i u slucaju kada je
R(A)NR(B) ={0}.

Na slican nacin se dobija i sledeca teorema:

Teorema 3.5.8 Neka su A, B € B(H) i, 5 € C\{0}. Ako je R (APy(p)) = R(A)
tada je operator oA + BB invertibilan ako i samo ako vaZe sledeéi uslovi:

(i) N(A) NN(B) = {0}, R(A) @ R(B) = H,

(i) R(APy(py) je zatvoren potprostor.
Dokaz. Ako je R (APN(B)) = R(A) onda za potprostor S koji smo definisali u
Teoremi 3.4.1 imamo da je & = {0}. Sledi da je uslov (iii) Teoreme 3.4.1 ispunjen
ako i samo ako je T = {0}, tj. ako i samo ako je R(A)NR(B) = {0}. Ostatak dokaza
direktno sledi iz Teoreme 3.4.1. [J

Posledica 3.5.2 Neka su A, B € B(H). Ako vazi R(A)NR(B) = {0} ili R (APy(5))
R(A) tada inveritibilnost linearne kombinacije « A + BB ne zavisi od izbora skalara

a,f € C\ {0}.
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(5) Sada razmatramo slucaj kada je jedan od operatora A, B € B(#) injektivan.

Kako su uslovi invertibilnosti aA + B simetricni po A i B, pretpostavimo da je
B € B(H) injektivan:

Teorema 3.5.9 Neka su A, B € B(H) pri ¢cemu je B injektivan i o, 5 € C\ {0}.
Tada je oA + BB invertibilan ako i samo ako vaze sledeéi uslovi:

(i) R(A) +R(B) = *H,

(ii)) («A+ BB) |B*1(W) je injektivan operator sa slikom R(A).

Posmatrajuéi neke specijalne klase operatora videli smo da invertibilnost linearne
kombinacije oA+ B moze biti nezavisan od izbora skalara «, 5 € C\ {0}. Jos jedan
slucaj gde ovu osobinu mozemo naci je dat u slede¢em rezultatu.

Teorema 3.5.10 Neka su A,B € B(H) i o, € C\ {0}. Ako postoji zatvoren
potprostor P takav da je H = N (B)®P i Alp = 0 ili PrayB = 0, tada invertibilnost
linearne kombinacije oA + BB ne zavisi od izbora skalara.

Dokaz. Koristedi reprezentacije (3.3) i (3.4) operatora A i B, i reprezentaciju (3.12)
operaora oA + B i koriste¢i Teoremu 3.1.5 vidimo da trazeni zaklucak direktno
sledi. [J

Dajemo i jedan interesantan primer:

Primer 3.5.1 Ako je operator (A B) € B(H & H,#H) bijektivan onda linearna
kombinacija «A 4+ fB nije invertibilna ni za jedan izbor konstanti a, € C\ {0}.
Ovo direktno sledi iz Stava 3.1. iz rada [46] 1 Teoreme 3.4.2.

3.6 Zatvorenost slike i konzistentnost u invertibil-
nosti linearne kombinacije operatora

Koristedi rezultate prethodnih sekcija prelazimo na glavni zadatak, dati potrebne
i dovoljne uslove za konzistentnost u invertibilnosti linearne kombinacije operatora.
Kako bi dali kompletan odgovor na ovo pitanje potrebno je prvo dati potrebne i
dovoljne uslove pod kojima je slika linearne kombinacije operatora zatvorena.

Teorema 3.6.1 Neka su A, B € B(H) i«a, 8 € C\ {0}. Slika operatora A+ BB je
zatvorena ako i samo ako su ispunjeni sledect uslovi:
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(i) slika operatora Ps(aA + BB)|r je zatvorena,
(i) R(APx(5)) = R(APy(z)) + R((aA + SB)|7) N R(APx (),

gde je T = B-Y(R(A) N N(B)* i S = R(APy(p)* NR(A).

Dokaz. Slika linearne kombinacije «A + 8B je zatvorena ako i samo sako je slika
operatorske matrice date sa (3.5) zatvorena (pri ¢emu pretpostavljamo da A i B ima-
ju predstavljanja data sa (3.3) 1 (3.4)). Iz Teoreme 3.1.7 sledi da ¢e slika operatoske
matrice date sa (3.3.1) biti zatvorena ako i samo ako vaze sledeci uslovi:

1) Pi(aAy + SBy)|r ima zatvorenu sliku,

2) R(ad;) = R(aA;) + R((ads + BBy)|r) N R(aA),
3) R((6B2)*) = R((8B2)") + R((ads + BB1)"[s) VR((BB2)"),

gde su T 18 definisani sa T = N(8B;) = B"Y(R(A))NN(B)* 18 = R(APyp)*N
R(A). Kako je S € R(A) i T C N(B)* imamo da je R(PS(ad; + 8B)|r) =
R(Ps(aA+ BB)|7) pa je uslov 1) ekvivalentan uslovu da je slika operatora Ps(aA +
B B)|r zatvorena.

Kako je R(aA;) = R(APy(p)) i R((ads + BB1)|7) = R((aA + B)|7), uslov 2) je
ekvivalentan sa R(APy(p)) = R(APx(s)) + R((aA+ BB)|7) N R(APyxB))-

Na slican nacin iz ¢injenice da je R((8B2)*) = R(B*Pray) i R((a A2+ BB1)*|s) =
R((A+BB)*|s), vidimo da je uslov 3) ekvivalentan sa R(B* Pr(a)1) = R(B* Pr(ay )+
R((aA+ BB)*|s) N R(B*Pr(ayL), ¢ime je dokaz zavrsen. [J

Pre nego sto predemo na glave rezultate ovog odeljka pozabavi¢emo se jednim pri-

merom koji ¢e posluziti kao dodatna motivacija za proucavanje nekih specijalnih
slucajevima gde zatvorenost slike linearne kombinacije «A + B ne zavisi od izbora
konstanti o i 3.

Primer 3.6.1: Neka su A, B € B(ly) operatori definisani sa

o n=4k—3 o n=4k —3

Ae,, = REE n:4k_2,Ben: 3 n:4k—27
0, n=4k —1 €n — €ni1, n=4k—1
0, n =4k €n — €n_1, n =4k
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gde je k € N i e, je n-ti vektor standardne baze prostora l,. Lako se proverava da
A — B ima zatvorenu sliku, dok slika A + B nije zatvorena. Ako posmatramo uslove
Teoreme 3.6.1 vidimo da je

N(B) = {(zn)nen | Tap-3 = Tagp—2 =0, T4p—1 = Tax, k € N},

N(B)* = {(zn)nen | an-1 = —2ar, k € N},
R(A) = {(zn)nen | 2441 = zax = 0k € N},
T = Bil(M) ON<B)l ={(Tn)nen| Tag—1 =24, =0, k € N} = W7
R(APys) = {0}, S=R(A) =T, R(A)* = {(&n)nen | Tar_3 = Tap_o, k € N}.

Sada je jasno da slika operatora A + B ne moze biti zatvorena jer je Ps(A + B)|r
kompaktan operator na beskonacno dimenzionalnom prostoru S = 7 = R(A). Sa
druge strane, kako je R(APyp)) = {0}, i kako su

R(PR(A)iB) = {(Tn)nen | Tap—3 = Tap—2 =0, 141 = —Ta, k € N}

R(Ps(A— B)|r) = {(zn)nen | Tak—1 = Tap—3 = Tap—3 = 0, k € N}

zatvoreni potprostori u H i S, redom, prema Teoremi 3.6.1 imamo da je slika opera-
tora A — B zatvorena.
Koristeci prethodni rezultat mozemo se pozabaviti nekim specijalnim slucajevima:

Teorema 3.6.2 Neka su A, B € B(H) takvi da je R(A) NR(B) = {0} i o, €
C\ {0}. Slika operatora A+ BB je zatvorena ako i samo ako su ispunjeni sledeci
uslovi:

(i) R(APn(p)) je zatvoren potprostor,
(i) N(B)* = R(B*Pr(a) + R((0A + 8B)*|s),

gde je S = R(APy(p)) " NR(A).

Dokaz. U ovom slu¢aju imamo da je 7 = B7(R(A)) N N(B)* = {0}, pa je uslov
(i) Teoreme 3.6.1 je trivijalno ispunjen. Dalje, iz istog razloga vidimo da je uslov (ii)
ekvivalentan uslovu da APy (p) ima zatvorenu sliku. Kako je 7 = {0} imamo da je
By : N(B)t — R(A)* injektivan iz ¢ega imamo da je R((Bz)*) = N(B)*. Kako je
R(B*Pr(ayr) = R((B2)*) vidimo da je uslov (iii) ekvivalentan sa

N(B)* = R(B*Pray:) + R((aA + BB)*|s) N N(B)™.
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Glava 3. Osobine linearne kombinacije operatora

Potprostor S je ortogonalni komplement potprostora R(A;) u prostoru R(A) pa ga
stoga mozemo posmatrati kao

8 = N(A7) = N(Plp A’ lzzy) = (A7) T V(B)Y) NR(A).

~—

Iz ove jednakosti sledi da je uslov (iii) ekvivalentan sa:
N(B)* = R(B*Pr(ay:) + R((a A+ 8B)*|s)

¢ime je dokaz zavrsen. [1.

Primedba: Iz Teorema 3.2.21 3.5.7 smo videli da injektivnost (invertiblnost) linearne
kombinacije «A + B, za «, 5 € C\ {0} ne zavisi od izbora skalara «, 5 u slucaju
kada je R(A) N R(B) = {0}, i prirodno je ¢ekivati da ¢e isto vaziti i za zatvorenost
slike. Sledeé¢i primer pokazuje da to nije slucaj:

Neka su A, B € B(ly) definisani sa:

Aen:{enJr;—;, n:2k—1’Ben:{—en+§—Z, n=2k-1
e

_en_;_Z7 n =2k ”_S_Z’ n =2k

gde je k € Ni e, je n-ti vektor standardne baze prostora ls. Lako se proverava da A i

B imaju zatvorene slike ¢iji je presek trivijalan, da je slika operatora A— B zatvorena,
dok slika operatora A 4+ B nije zatvorena (kao slika kompaktnog operatora).

Teorema 3.6.3 Neka su A, B € B(H) takvi da je R(A) = R(APyp) i o, €
C\{0}. Slika operatora a A+ B je zatvorena ako i samo ako Pr LB ima zatvorenu
sliku 1

R(A) = R(A) + R(B) N R(A),
gde je T = B~Y(R(A)) N N(B)*.

Dokaz. 1z R(A) = R(APyp)) sledi da je R(Ps(aA + 6B)|7) = {0} i N(Ps(aA +
BB)|7) =T paje uslov (i) Teoreme 3.6.1 trivijalno ispunjen. Kako je § = {0} vidimo
da je uslov (iii) ekvivalentan uslovu da Pg4). B ima zatvorenu sliku. Ocigledno je da
je uslov (ii) ekvivalentan sa R(A) = R(A)+R((aA+SB)|r). Preostaje da pokazemo
daje R(A)+R(B|7) = R(A)+R((c«A+5B)|7). Inkluzija R(A)+R((«A+BB)|r) C
R(A) +R(B|r) je ocigledna. Neka je Az + By iz R(A) + R(B|7) proizvoljan. Onda
iz . .
Az + By = A(x — By) + (A + B) (Ey>

vidimo da Az + By € R(A) + R((aA + BB)|r). Kako je R(B|7) = R(B) N R(A)
vidimo da je uslov (ii) zaista ekvivalentan sa (A) =R(A)+R(B)NR(A). O
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Glava 3. Osobine linearne kombinacije operatora

Posledica 3.6.1 Neka su A,B € B(H) i o, € C\ {0} takvi da je R(A) =
R(APypy). Tada zatvorenost slike operatora aA + BB ne zavisi od izbora skalara

a, € C\ {0}.

Sada mozemo napokon dati potrebne i dovoljne uslove za konsistentnost u inver-
tiblnosti linearne kombinacije operatora:

Teorema 3.6.4 Neka su A,B € B(H) i a, € C\ {0}. Operator aA + BB je
konzistentan u invertibilnosti ako i samo ako je ispunjen jedan od narednih uzajamno
1skljucivih uslova:

1° N(A)NN(B) = {0}, R(A)+R(B) = H, Al ) ima zatvorenu sliku, Ps(aA+
BB)|r) je injektivan operator sa slikom S,

2° Slika operatora Ps(aA + BB)|r nije zatvorena,
3 R(APxs) # R(APu) + R (04 + 8B)l7) N R(APyz),
4° R(B*Prayr) # R(B*Pr(ayr) + R((aA + BB)*|s) N R(B*PrayL),

5° Slika operatora Ps(aA + BB)|7) je zatvorena,
R(APus) = R(APy(s)) + R ((aA+ BB)i7) N R(APys),
R(B*PR(A)L) = R(B*PR(A)L) + R((aA+ BB)*|s) N R(B*PR(A)L)7
N(A)NN(B) # {0} i R(A) + R(B) # H,

6° Slika operatora Ps(aA+ BB)|r) je zatvorena,
R(APyp) = R(APy) + R ((aA+ BB)|1) " R(APys),
R(B*PR(A)J_) = R(B*PR(A)J_) -+ R((OéA + BB)*LS') N R(B*PR(A)J_>,
N(A) NN(B) # {0} i R(Ps(aA + BB)lr) # S,

7° Slika operatora Ps(aA + BB)|7) je zatvorena,
R(APyp) = R(APy5)) + R (@A + 8B)|r) N R(APy5),
R(B*Pgr(ayL) = R(B*Priayr) + R((aA + BB)*|s) N R(B*Pr(a)+),
slika operatora APy (p) nije zatvorena i R(A) + R(B) # H,

8° Slika operatora Ps(aA+ 5B)|r) je zatvorena,
R(APyB) = R(APy(3) + R (@A + 5B)|1) " R(ALyB),
R(B*PR(A)L) = R(B*PR(A)L) + R((eA+ B)*|s)N R(B*PR(A)L>,
slika operatora APy gy nije zatvorena i R(Ps(aA+ BB)|r) # S,
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9° Slika operatora Ps(aA+ BB)|r) je zatvorena,
R(APyp) = R(APy) + R ((aA+ BB)|1r) " R(APys),
R(B*Prayr) = R(B*Pr(ayr) + R((aA + BB)*|s) N R(B*Pr(ayL),
Ps(aA + BB)|r nije injektivan i R(A) + R(B) # H,

10° Slika operatora Ps(aA+ BB)|r) je zatvorena,
R(APyp) = R(APy5)) + R (@A + 8B)|r) N R(APy5),
R(B*Pgr(ayL) = R(B*Preayr) + R((aA + BB)*|s) N R(B*Pr(a)+),
Ps(aA + BB)|r nije injektivan i R(Ps(aA + BB)|7) # S;

gde je T = B™Y(R(A)) NN(B)* i S = R(APy5))* N R(A).

Dokaz. Dokaz direktno sledi iz Teoreme 1.2.1 i Teorema 3.4.2, 3.6.1, 3.3.4, 3.3.3. [.
Naravno koristec¢i Teoreme 3.3.1, 3.3.5, 3.3.7, 3.3.6, 3.5.7, 3.5.8, 3.6.2 i 3.6.3 mozemo
dati potrebne i dovoljne uslove pod kojima je linearna kombinacija operatora konzi-

stentna u invertibilnosti u specijalnim slucajevima R(A) = R(APy(p)) i
R(A) NR(B) = {0}. Lako se proverava da vaze sledeée teoreme:

Teorema 3.6.5 Neka su A, B € B(H) takvi da je R(A) = R(APyvp) i o, €
C\{0}. Operator a A+ B je konzistentan u invertibilnosti ako i samo ako je ispunjen
gedan od narednih uzajamno iskljucivih uslova:

1° N(A)NN(B) = {0}, R(A) ® R(B) =H, A ima zatvorenu sliku,
2° R(Pr(a)+B) nije zatvoren potprostor,
3° R(A) # R(A) + R(B) NR(A),

4° PR(A)iB ima zatvorenu sliku, R(A) = ( )+ R(B)NR(A),
N(A)NN(B) #{0}, R(A) +R(B) # H

5° Pr(ayL B ima zatvorenu sliku, R(A) = R(A) + R(B) NR(A),
slika operatora A nije zatvorena, R(A) + R(B) # H,

6° Preayr B ima zatvorenu sliku, R(A) = R(A) + R(B) NR(A),
R(A)NR(B) # {0}, R(A) + R(B) # H.

Teorema 3.6.6 Neka su A, B € B(H) takvi da je R(A) NR(B) = {0} i o, €
C\{0}. Operator a A+BB je konzistentan u invertibilnosti ako i samo ako je ispungjen
jedan od narednih uzajamno iskljucivih uslova:
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Glava 3. Osobine linearne kombinacije operatora

1° NA)a N(B) =R(A) & R(B) =H,
2° slika operatora APy gy nije zatvorena,
3° N(B)* # R(B*Prayr) + R ((aA+ BB)*|s),

) (A])D ) = R(APy()), N(B)* # R(B*Pray) + R (A + BB)’s),

R( ),
N(B) # {0}, R(A) @ R(B) # H,
(

5° R(APx(p)) = R(APy(5)), N(B)* # R(B*Pr(ar) + R ((aA + BB)*|s),
N(A) NN (B) # {0}, R(A) # R(APy(s))-

Takode, iz Posledice 3.3.2 sledi sledec¢a teorema:

Teorema 3.6.7 Neka su P,QQ € B(H) ortogonalne projekcije i o, € C\ {0}.
Linearna kombinacija aP + Q) je konzistentna u invertibilnosti.
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Glava 4

Rezultati o uopstenom
Bott-Duffinovom inverzu

4.1 Preliminarni rezultati

Kao sto smo napomenuli u predgovoru, jedan od ciljeva ove disertacije je se da se
AI MAN) predstavi operatorskom matricom koja odgovara razlaganju prostora M &
N = H,ina tajnacin prosiriti rezultate iz rada [60]. Reprezentacija uopstenih inverza
koriséenjem operatorskih matrica nije novina, $to mozemo videti u radovima [66, 48].
Iz definicije Bott-Duffinovog inverza vidimo da se njegovo proucavanje oslanja na
proucavanju linearne kombinacije APy n + Py, koju mozemo predstaviti preko
operatorske matrice na slede¢e nacine:

A 0O

APun + Pym = [AH [N] T MON - MO N, (4.1)

gdeje A[:P//\/LNAlMSM%M,A[]:P/\/VMA|MIM—>N,1

Ay 0

APpmn + Py = {A2+P1 IJ\/} NTON s NEa N, (4.2)

gde je Ay = Py (APun)lye : Nt —= N Ay = PU(APyplye - Nt = N
Py = PPy mlyr : Nt — N. Prvo ¢emo naéi predstavljanje preko operatorske
matrice operatora (AP + P/\/,M)T u obliku

(APM7N+PN7M)T: l:: :1 IM@N%M@N,
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i zatim iskoristiti tu operatorsku matricu da nademo predstavljanje uopstenog Bott-
Duffinovog inverza AJ(r MAN)- U tu svrhu ¢emo koristi rezultate koji se ticu problema
kompletiranja (gornje) trougaonih operatorskih matrica. Neki interesantni radovi na
tu temu su [12, 15, 29, 43, 46, 26]. Najvise ¢emo se oslanjati na rezultate modifiko-
vane za donje trougaone operatorske matrice date u radu [26]. Uzimanjem Hilbert
adjungovanih operatora u Teoremi 6 iz rada [26] dobija se sledeca teorema:

Teorema 4.1.1 Neka su A € B(H), B € B(K) i C € B(H,K), pri cemu je B
invertibilan. Onda postoji Moore-Penroseov inverz 2 X 2 operatorske matrice é, g]

ako i samo ako je slika operatora A zatvorena. Mur-Penrozov inverz je dat sa

(4.3)

A 0" [Af = (1 - ATA)CTACAT (I — ATA)CHA
C B| ~ _B*ACAf B*A

gde je A = (BB* + C(I — ATA)C*) .
U slede¢em odeljku bice koriséena i sledeca lema

Lema 4.1.1 Neka je X Banahov prostor i A € B(X). Ako je Z zatvoren potprostor
od X takav da je R(A) @ Z zatvoren onda je slika operatora A zatvorena.

Lema 4.1.1 je u stvari specijalan slu¢aj Teoreme 4.1.12. iz knjige [34] primenjena na
sluc¢aj ogranic¢enih linearnih operatora. Koristicemo i slede¢u elementarnu lemu koja
sledi iz definicije ortogonalnog komplementa:

Lema 4.1.2 Neka su M 1 N potprostori Hilbertovog prostora H. Ako je M C N
tada je N+ C M+,

4.2 Predstavljanje uopstenog Bott-Duffinovog in-
verza operatorskom matricom

Jedan od glavnih rezultata je sledeca

Teorema 4.2.1 Neka je A € B(H) i M, N zatvoreni komplementarni potprostori
prostora H. Uopsteni Bott-Duffinov inverz AIM,N) postoji ako i samo ako Py APy
ima zatvorenu sliku i dat je sa

Ay = {Cg g} MEN > Ma N, (4.4)

71



Glava 4. Rezultati o uopstenom Bott-Duffinovom inverzu

gde je
Al = PJI\/L(APM,N)‘NJ_ ZNJ' —)NL,
A2 = P/,\/’(APM,/\/”Nl : ./\/’L — N,
P, = PPy |yt - Nt = N,
-1
A= (IN + (Ag + P (Ine — ATAY) (As + Pl)*) N =N,
T = P}VLN<A]£P/’W — Iy — AJAL) (Ay + P)*A(Ay + P AP+
4 Iy — ATA) (A, + Pl)*AP/’\/) i M = M, (4.5)
S = Pyn(Iye — AJA) Ay + P)'A N — M.
Dokaz. Prvo ¢emo pokazati da uopsteni Bot-Dufinov inverz AI MA) postoji ako i
samo ako Py APy ima zatvorenu sliku, a potom pokazati da je dat sa (4.4).
Po definiciji znamo da AIM N) postoji ako i samo ako (AP + P/\/,M)Jr postoji.
Iz predstavljanja putem operatorske matrice (4.2) i Teoreme 4.1.1 znamo da je ovaj
uslov ekvivalentan uslovu da A; ima zatvorenu sliku. Kako je R(A;) € N+ ovaj uslov

je ekvivalentan uslovu da je R(P).. APpar|pt) ® N zatvoren potprostor prostora
‘H. 1z jednakosti

R(le\[lAPM7N’NL) ON = R(APM,N|NL> +N =
= R(PunAPmn|ne) &N,
zaklju¢ujemo da je slika operatora A, zatvorena ako i samo ako je R(Puyxy APy ae)®
N zatvoren, §to je pak ekvivalentno tome da je R(Puyy APy ar|as) zatvoren po Le-
mi 4.1.1. Konacno, iz R(PuyAPun|n:) = R(Pusx APy ) sledi trazeni zakljucak
da AI MA) postoji ako i samo ako je slika operatora Py APy zatvorena.

Iz Teoreme 4.1.1 znamo da je predstavljanje operatorskom matricom operatora
(APpn + Pyom)' 1 odnosu na razlaganje N+ @& N = H dato sa

[ > X] , (4.6)

1
gde je A = Ly + (Az + P)(Iy = AJA) (4 + P)*) i

X = Al — (Iyr — ATA)(Ay + P)*A(Ay + P)AT : N N
Y = (I — ATA) (A + P)* A N — N
Z =NA(Ay+ P)AT Nt = N
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Jedan nacin da dodemo do predstavljanja operatorskom matricom u odnosu na M @
N = H je da pomoZimo ovu operatorsku matricu sa

{HWWL01AF®M%M@N
Py mlnve Iy

s leva, i sa

ke P limon o atan
Pylm Iy

s desna. Dobijamo da (APy x + Py ) ima predstavljanje operatorskom matricom
u odnosu na M @& N = H dato sa:

Phlyve 01X Y][Pylm 0]
P//\/,M|NL Iv| (W Al | Pylm Inv|

_ | PuaX PunxY || Pyilm 0 _
TP X AW Py Y + A Pulm Iv]

_ Pun (X Py +Y Py v PunxY | (A7)
Py m(XPr + Y PO i+ Wim+ Al Py +A

Iz definicije AJ(r M) dobijamo da je predstavljanje ovog operatora operatorskom ma-
tricom u odnosu na M & N = H dato sa

AJ(rM,/\/’) = Pyn(APvy + Pyow)' =

B [PA,M,(XPJ’\/l + Y Py m PJ’M’NY} _ [T S}
N 0 0 {00

gdesu T, S i A datisa (4.5). Ovim je dokaz zavrsen. (J

Primedba: Kao sto smo videli u dokazu, R(A;) = R(P\.. APmr|nt) je zatvoren
ako i samo ako je
R(APMp|pr) + N

zatvoren i kako je R(APy|at) = R(APuy ) = R(A|m), zakljuéujemo da AIM,N)
postoji ako i samo ako je

R(A|pm) + N

zatvoren potprostor.

Sada dobijeni rezultat primenjujemo na sluc¢aj N' = M+
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Teorema 4.2.2 Neka je A € B(H) i M zatvoren potprostor prostora H. Uopsteni
Bott-Duffinov inverz AIM) postoji ako i samo ako je slika operatora Py APy zatvo-
rena i on je dat sa:

Al = {Tol %1} MM Mo M*, (4.8)

gde je
Ty = Al — (I — ATADASAAAT - M — M,
Sy = (Iy — ATAD)ALA - M+ — M,
Ay = PlyAlm, As = Pl Al i A = (Iye + As(Ing — AJ A1) A) ™1
Dokaz. Rezultat direktno sledi iz Teoreme 4.1.1 primenjene na APy + Py, predsta-

vljen operatorskom matricom datom sa (4.1), gde je N' = M i definicije uopstenog
Bott-Duffinovog inverza. [

Primedba: Li je u radu [60] dao potrebne i dovoljne uslove pod kojima vazi
AM)T = (PyAPy)T, Sto je ekvivalentno pronalazenju potrebnih i dovoljnih uslova
pod kojim je operatorska matrica kojim predstavljamao (AP + Py )t donje trou-
gaona. [z predstavljanja AI M) = Pup(APy + Py ) operatorskom matricom datom
sa (4.8) vidimo da ¢e ovo vaziti ako i samo ako je

sto je ekvivalentno sa N (A1) C N (As). Iz definicije operatora A; i Ay vidimo da je
ovaj uslov ekvivalentan sa

R(A|p) N M= = {0}.

Upravo smo dokazali Posledicu 4 iz rada [60] kao posledicu Teoreme 4.2.1.

Primedba: Uslov R(A|y) N ML = {0} uproi¢ava reprezentaciju AJ(r M) Opera-
torskom matricom u velikoj meri, ali u sluéaju N # M+ situacija je malo slozenija.
Slededi primer pokazuje da AZM ) = (Ppa APy )T moze vaziti i kada je ML # N

Primer 4.3.1. Neka su M, N, N} i N potprostori prostora [? dati sa:

M={z€l®: Typ_o==T4p_1,T4n =0, n €N},
N={r€l”: 143=124,5=0, n €N},
M={xcl®: 24, 9=24, 1 =724, =0,n €N},
No={x€l®: 24,3 =241 = 2T4p, =0, n € N}L.
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Dalje, neka je A € B(I*) definisan sa:

0, reN,
Az =
(xl,(),xz,(),...,x4n_3,0,x4n_2,0,...), e M.

Lako se proverava da su Py APy 1 APy + Py odredeni sa:
PunAPmn = Pry, APy + Py = Pyt
Iz ¢cega dalje dobijamo
(PrnAmn)' = PusAma = Py,

(APu + Pyo)' = APy + Py = Py

Sada lako mozemo izracunati AI ML

AJ(rMN)a: = Pun(APuyn + PMM)TQZ = Py, z,

za svaki x € [2. Zakljuéujemo da vazi (PyyAmn) = A(M/\/
U narednoj teoremi dajemo potrebne i dovoljne uslove za jednakost Al (MAN) = = (Pyn APy

Teorema 4.2.3 Neka je A € B(H) i neka je R(PyxAPum ) zatvoren potprostor.
Jednakost AIM Ny = (13/\/[7/\/141]3/\/[#\[)T vazi ako i samo ako su ispunjeni sledeci uslovi:

(i) N(APyn + Pym) = {z € N 0 APy € N},
(i) MLt C(AYN]NM) DN,
(iii) R(PuxAPun) C Nt

Dokaz. Pretpostavimo da vazi jednakost AI MAN) = (Pun APy ). Kako bismo
pojednostavili notaciju oznacimo APy n + Py sa A. Kako je R(A(M /\/)) CM,iz
jednakosti A(M )= = (Pyn APy sledi

R((PunAPrvn)) S M & MT CN(PuyAPuy) = (AT IN]NM) @

iz cega vidimo da vazi uslov (ii). 3
Pokazimo da vazi R(A'|y) C N. Neka je z € N proizvoljan. Kako je Ax = Py yz =
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x dobijamo da je x € R(fl) iz cega sledi AAfx = z . Dalje, znamo da postoje
jedinstveni z; € M iz, € N tako da je

ATZL‘ =21 + X2.
Iz x = AATz dobijamo,
r=AAlx = fl(xl + x9) = Azy + X9

Iz gornje jednakosti sledi Azy = x—xy € N iz ¢ega sledi da je 21 € N (PyyAPun).
Medutim, x; € N(PuyAPun)?t jer je

(PM,N’APMW')Tx = PM,N/IT:K = PMJ\[(.Q?l + xz) =T

= 11 € R((PunAPMN)T) = N(PryyAPyn)*
Zakljucujemo da je x1 = 0, pa vazi Atz = 2, € N. Kako je z € N proizvoljan
upravo smo dokazali da je R(Af|y) C N. Iz ove relacije sledi da je operatorska

matrica kojom predstavljamo At = (APy . + Py )" gornje trougaona u odnosu na
H=N+tONiH=MoN. Sldi

(Iye — ATA)(Ay + P A =0, (4.9)

gde su Ay, Ay i Py operatori iz (4.2). Kako je A inveritibilan operatora ova jednakost
je ekvivalentna sa

N (A1) CN(Ay + P)). (4.10)

Iz ove inkluzije sledi N'(A;) € N(A). Pokazimo da vazi i obratna inkluzija kada
(4.10) vazi. Neka je x € N(A) proizvoljan. Neka su 21 € N i 25 € N jedinstveni
vektori takvi da je © = z1 + x9. Iz x € N(A) dobijamo

e ] )= 1)

PN All'l . 0
(A2+P1)$1+ZL‘2 a 0
=4 (A1I1 =0A (A2+P1)LL’1—|—JI2:0).

Dakle, 2, € N(A;), paiz (4.10) dobijamo (Ay+P;)x; = 0 iz cega sledi z, = 0. Dobija-
mo da je x = 7. Kako je x € N(A) prozvoljan zakljucujemo da vazi N'(A) C N(A;).
Upravo smo pokazali da je uslov (i) ispunjen.
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Glava 4. Rezultati o uopstenom Bott-Duffinovom inverzu

Posto smo zakljucili da je operatorska matrica kojom predstavljamo AT donje tro-
ugaona u odnosu na M & N = H i iz (4.9) koristeéi Teoremu 4.2.1 dobijamo da
je

T pr
T _ P//\A,/\/AleL|M 0
A(M,N) o 0 0l

Iz ovog predstavljanja vidimo da je N' C /\/'(AIMN)) i kako je AIM,N) = (PunAPun)t
dobijamo

N CN(PunAPyn)Y) = R(PuNAPuN)T

iz cega sledi da je uslov (iii) ispunjen.
Obratno, pretpostavimo da su uslovi (i)-(iii) ispunjeni. Iz

Py PunAPyy = Pyr APy
i (iii) vidimo da Py APy mozemo predstaviti slede¢om operatorskom matricom

Pu APy — [“(‘; 8} NEON SN BN,

Sledi da (P APuva)' moZemo predstaviti operatorskom matricom

1
{f‘él 8} NGNS N DN

Iz (ii) dobijamo da je operatorska matrica kojom predstavljamo (PynAPuyn)" u
odnosu na H = M & N data sa

Pl Al Piilm 0
0 0]

Sada, iz (i) i iz Teoreme 4.2.1 sledi da AJ(r M) IOZemo predstaviti operatorskom

matricom
P AP im0
0 0]

Zakljucujemo da vazi (PynyAPyn)! = AZM vy Cime je dokaz zaisen. [J

Odeljak zavrsavamo slede¢om posledicom koja je ekvivalentna Posledici 8 iz rada
[60]:
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Glava 4. Rezultati o uopstenom Bott-Duffinovom inverzu

Posledica 4.2.1 Neka je A € B(H) i M i N zatvoreni komplementarni potprostori
prostora H. Ako je slika operatora Py APuma zatvorena, R(Alpm) NN = {0} i
Ay = (PrunAPumy)', tada je N = M*.

Dokaz. Kao i u dokazu Teoreme 4.2.3 vidimo da (PyAPu )" moZemo predstaviti
operatorskom matricom

Al 0

(PM,NAPM,N)TZ[ ] NteN s NtaN,

gde je Ay = Pl (APy)|ve @ Nt — Nt Iz pretpostavke da vazi jednakost
AIM ) = (PM’_/\/’APMJ\[)T i iz gornje jednakosti, sledi

R(A A1) = R(A]) = R ((PanAPun)' ) = R(Ax) € M.

Kako je N(ATA,) = N'(A;), iz uslova (i) Teoreme 4.2.3 dobijamo
N(AJA) = N(A) = N(APu + Pyv.m)-
Iz pretpostavke da je R(A|v) NN = {0} dobijamo
N(APpy + Pyom) = N(A) N M

odakle sledi
N(ATA) =N(A)NMC M.

Kako je Nt = R(ATA)) @ N (Al A)) iz gornje inkluzije sledi
N*C M,

¢ime je dokaz zavrsen. []

Iz Teoreme 4.2.1 mozemo dobiti i operatorsku matricu koja predstavlja Bott-Duffinov
inverz. Zaista, iz definicije Bott-Duffinovog inverza i jedinstvenosti Moore-Penroseovog
inverza imamo da ¢e ukoliko A(_Al/t Ay Postoji vaziti

tako da predstavljanje Bott-Duffinovog inverzna operatoskom matricom mozemo do-
biti podesnom modifikacijom operatorske matrice (4.4).

Teorema 4.2.4 Neka je A € B(H) i M, N zatvoreni komplementarni potprostori
prostora H. Bott-Duffinov inverz A(_Al/[ ) postoji ako i samo ako vaze sledeci uslovi
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Glava 4. Rezultati o uopstenom Bott-Duffinovom inverzu

1) N(A)n M = {0},
2) R(Alm) @ N =H.

Ukoliko postoyt, A(_Al/l Ny J€ dat sa

Afl _ |:‘AI_1 0

o= [ O]:M@N%M@N, (411)

gde je A = Pl yAlp s M — M.

Dokaz. Prvo ¢emo se pozabaviti uslovima egzistencije Bott-Duffinovog inverza. Iz
njegove definicije vidimo da A(_/\lxt,N) postoji ako i samo ako je APy n + Py in-
vertibilan operator. Iz Teoreme 3.4.1 znamo da je APy n + Py invertibilan ako i
samo ako su ispunjeni sledeci uslovi:

(i) N(APmn) NN (Pya) = {0}, R(APumw) + R(Pyvm) = H,
(ii) APmn|a(Py. ) ima zatvorenu sliku,

(iii) PS,R(APM,NIN(PMM)) (APymn + Py o) |7 je injektivan operator cija je slika S,

gde je R(APav) = RIAPvnIN Py o) © S, T = Py (R(APM,N)> NP i
H =N(Pym)®P.

Pretpostavimo da je APy + Py invertibilan, tj. da su ispunjeni uslovi (i)-(iii).
Kako je R(Py.m) =N 1 N(Py ) = M vidimo da je uslov (i) ekvivalentan sa

N(APy ) "M = {0}, R(Alm) + N =H.

Prvi jednakost gore je ocigledno ekvivalentna sa N (A) N M = {0}. Zakljucujemo da
uslov 1) mora biti ispunjen. Iz

APMN NPy ) = APMN | M = Al

vidimo da je uslov (ii) ekvivalentan uslovu da Al ima zatvorenu sliku. Sledi da je
S = {0}, iz ¢ega vidimo da je uslov (iii) ispunjen ako i samo ako jei 7 = {0}. Imamo
da je u nasem slucaju P = N i

T = P (RUPAA) ) NP = Pyl (R(APA)) NN = R(ALg) NN

Dakle, 7 = {0} ako i samo ako je R(A|m) NN = {0}. Iz ovog zakljucka i drugog
dela uslova (i) vidimo da i uslov 2) mora vaziti.
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Glava 4. Rezultati o uopstenom Bott-Duffinovom inverzu

Obratno, pretpostavimo da su ispunjeni uslovi 1) i 2). Odmah vidimo da je uslov (i)
ispunjen. Iz uslova 2) imamo da je slika operatora A|x( zatvorena pa je ispunjen i
uslove (ii). Iz predasnje analize vidimo da je i uslov (iii) ispunjen jer S = 7 = {0}.
Zakljucujemo da je APpyn + Py o invertibilan.

Da bismo zavrsili dokaz moramo dokazati je predstavljanje A(’/\l/t % operatorskom ma-
tricom zaista dato sa (4.11). Kako je u ovom slu¢aju A(jxlxt,N) = AIM,N)’ trazena ope-
ratorska matrica kojom predstavljamo A(_Al/t % data je sa (4.4). Ostaje da pokazemo
dajeS=0iT = A;', gde su operatori T : M — M i S : N — M dati sa (4.5).
Prvo, primetimo da iz uslova 1) i 2) sledi da je operator A; = Py \yA[y : M — M
invertibilan. Stavise, iz

R(A|m) = R(APun) = R(APva|pe)

i uslova 2) vidimo da je operator Ay = Py, (APy)|ar definisan u (4.5) surjektivan.
Iz uslova 1) sledi injektivnost operatora Ay, pa postoji A7'. Zato je Al = A7' i stoga

A= (Iv+ A+ P)(Lye — A4 (A4 + B)) = I
T = Py (A{P]w — (Iys — ATA) Ay + P)*A(Ay + P) AP +
+ (Iye — AJAL)(Az + Pl)*AP//v> | = P AT Pes
S = Py n(Iyr — AJA1)(As + P)* = 0.
Dakle, treba jo$ pokazati da je T = P/’\/[’/\/Al’lPJ’\,l M= A7t Iz
Plun AT Py mPhnA = Py AL Pros PrunA = Py AT Py A

= P/I\/LN'Al_lP/,\/J_A(pM,N + PN,M)
= PlynAr Py (APyn + APy )

= P//\/LNAl_lP/,\/‘J_ (APM,NPNL + APN7M)
- PM’NAIIPJ/\[L(APM’N)PNL + PM,NAIIP/,\/LAPN,Ma

vidimo da je

PMNAl‘le’\,JMPMNAW = PMNA;lp;W (APyvn) Pyl
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Sada, dobijamo

R(PynAr PyrilmPraAlm)

R(Pu AT Prys (APr
Prn AT P (APya) Py Pr)
(
(

( Pyri|pm)
(
(Pra AT Prei (APpn) Prt)
(
(
(

~— N ~— ~—r

Pl AT P (AP [ ae)
PlunAT AL = R(Py Iy |ve)
PMJ\/’PNL) = M.

R
R
R
R
R

Kako vaze uslovi 1) i 2) lako se proverava da je Py, y A7 Prro (APyviy) Prs v : M —
M injektivan operator. Zaklju¢ujemo da je T levi inverz operatora Ay, a samim tim
i inverz operatora Ay ¢ime je dokaz zavrsen. [

Primedba: Teoremu smo mogli da dokazemo i na drugi nacin koriste¢i rezultate o
invertibilnosti operatorskih matrica.

U sluéaju N' = M+ potpuno analogno se dokazuje sledeéa

Teorema 4.2.5 Neka je A € B(H) i M zatvoren potprostor prostora H. Bott-
Duffinov inverz A(_Al/l) postoji ako i samo ako vaZe sledeci uslovi

1) N(A)nM = {0},
2) R(A|p) ® M- =H.

Ukoliko postoji, A(_/\l/t Ny Je dat sa

_ ATt 0
Al = { 5 0] MM Mo M*, (4.12)

gde je Ay = P Alp : M — M.

Vidimo da je u ovom sluéaju A(’Al,l) = AIM) = (PyAPy)". Primetimo da, na

osnovu Posledice 4.2.1, ova jednakost vazi samo u sluéaju N' = M. Preciznije,
dobijamo da vazi

Posledica 4.2.2 Neka je A € B(H) i neka su M i N zatvoreni komplementarni
potprostori prostora H takvi da je operator APy + Py invertibilian. Ako vazi

A = — (PunAPy) tada je N = M*.
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H3JABA O AYTOPCTBY

U3jaBibyjeM fia je JOKTOpCKa JIMcepTaLHja, Moji HaCJI0BOM

KOH3MCTEHTHOCT U TIPOBJEMHA KOMILTETHPAIA ONEPATOPCKHX
MATPHIIA

Koja je onbparmena Ha [IpHpoOIHO-MaTEMaTHIKOM daxynTery YHusepsurera y Humy:

e pe3ynrar COMCTBEHOT UCTPAXKUBAYKOT pana,

e 2 OBY JAMCEPTALH]y, HH Y LIHHH, HUTH Y JICTIOBHMA, HHCAM NPHjaBJFMBA0/JIA HA IPYTHM
hakynTETHMA, HUTH YHHBEP3UTETHMA;

e JIa HHCAM MOBPENNO/NIa aAyTOPCKA NMpasa, HATH 3710ynoTpeOno/1a HHTEICKTYalHy CBOJHHY
APYTHX JTHIA.

Jlo3BosbaBam Ja ce objaBe MOjH JIMYHH MOJALH, KOjU Cy Yy B€3H ca ayTOpPCTBOM H
700MjambeM aKaJeMCKOr 3Bama [I0KTOpa Hayka, Kao IITO Cy MME W Tpe3uMe, ToJMHa M MECTO
pohema u natym oabpane paja, v TO y karanory buGnnoreke, [MrHTAIHOM pEro3nTOpPU]yMY
Yuusepsurera y Humry, kKao u'y myGnukanijamMa Y HUBEp3UTETa y Humy.
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Y Humy, [ 1. 7. 2070

TToTnHc ayTopa AMcepTaumje:
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W3JABA O HICTOBETHOCTH IITAMITAHOT M EJJEKTPOHCKOT OBJIMKA
JNOKTOPCKE TUCEPTAITUJE

HacnoB aucepraruje:

KOH3UCTEHTHOCT Y IIPOBJIEMH KOMILIETHPAA OTIEPATOPCKHX
MATPULA

U3jaBbyjeM /a je eleKTPOHCKH 00IHMK MOje TOKTOPCKeE AMcepTalmje, Kojy cam mpefdao/na

3a yHOmeme y JIMIHTATHA PENno3UTOPHjyM YHHUBep3uTeTa y Huury, HCTOBETaH IITAMIIAHOM
00HKY.

VY Humy, f"/ .f 2027

IToTnHc ayTopa AUcepTaluje:
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U3JABA O KOPUII'REKBY

Osnamhyjem VYHusepsurercky Oubmuorexy Huxona Tecna“ npa y /JlururanHu
penosuTopujyM YHuBepsutera y Huiry ynece MOjy JIOKTOPCKY JMCEPTalHjy, O] HACTOBOM:

KOH3UCTEHTHOCT M IMPOBJIEMH KOMILJIETUPAIbA OINEPATOPCKHX
MATPUIIA

JlicepTalMjy ca CBUM NPHIO3MMA NPEAo/1a caM y eNEKTPOHCKOM 06JIMKyY, TOrOTHOM 32
TPajHO APXUBHPABE. ™

Mojy JOKTOpCKY AMCepTaiujy, yHery y JIMruTanHu pEMO3UTOPUjyM Y HHUBEP3HTETA Yy
Huury, MOTy KOPHCTHTH CBH KOJH nowTyjy oapenbe cagpiaHe y 0JabpaHOM THIY JIMIEHLE
Kpearushe 3ajeaunue (Creative Commons), 3a KOjy €am ce OfLTyuHo/a.

1. Ayropcteo (CC BY)

2. Aytopcteo — HekomepuujanHo (CC BY-NC)

| 3. AyTOpCcTBO — HeKOMepuMjaiaHo — 6e3 npepaje (CC BY-NC-ND)

4. AyTOpCTBO — HEKOMEPLHJAJTHO — ACIHTH M0/1 UCTHM yCII0BUMA (CC BY-NC-SA)
5. Aytopctso — Ge3 npepaje (CC BY-ND)
6. AyTOpPCTBO — JIEJTUTH MO/ HCTHM yCIIOBHMA (CC BY-SA)

Y Humy, 144 2027
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