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Glava 1

Uvod

U ovoj tezi ¢emo razvijati i analizirati algoritme masinskog uc¢enja. Algoritmi masinskog
ucenja analiziraju realne skupove podataka i traze obrasce u njima. Danas imamo ma-
sivne skupove podataka jer je razvoj tehnologije doveo do toga da imamo pristup velikim
kolekcijama podataka sakupljenim iz heterogenih izvora (internet, pametni uredaji, sao-
bracaj itd.). Tipovi podataka su takode raznoliki (tekst, zvuk, itd). Zbog veli¢ine samih
skupova javlja se potreba za algoritmima koji mogu brzo da izvuku informacije iz ta-
kvih skupova i dovedu do rezultata. Mi ¢emo ovde istrazivati specijalnu klasu algoritama
ucenja koji se zovu spektralni metodi (poglavlje 1.1), zato $to analiziraju spektar nekih
matrica izracunatih iz ulaznih primera. Te metode ¢emo primenjivati na problemu kla-
sterovanja ili grupisanja podataka (poglavlje 1.2) i problemu kernel regresije (poglavlje
1.3).

Struktura teze je slede¢a. U prvoj glavije dat uvod u kome su opisani osnovni pojmo-
vi, postoje¢e metode iz literature i definisan je problem koji se resava. U drugoj glavi su
razvijeni algoritmi za spektralno klasterovanje sa ogranicenjima: jedan sa kvadratnom
slozenoséu i jedan sa linearnom slozenoscéu, koji je aproksimirana verzija kvadratnog al-
goritma. Data je teorijska analiza aproksimacije i empirijska analiza oba algoritma. U
trecoj glavi je definisan algoritam spektralnog klasterovanja sa samoucenjem sa linear-
nom slozenoséu koji je empirijski analiziran na podacima iz stvarnog sveta. U cCetvrtoj
glavi je analizirano ubrzanje kernel regresije ekstenzijom Nistromove metode. Terijski je
analizirana greska regresije i empirijski je pokazano da je ekstenzija Nistromove metode
bolja od same Nistromove metode na problemu kernel regresije. Na kraju u poslednjoj
glavi je dat zakljucak. Rezultati predstavljeni u glavama (2 i 4) su objavljeni u radovima
[Trokici¢ and Todorovi¢, 2020, 2019b,a).

Zeleo bih da se iskreno zahvalim Prof. Dr. Branimiru Todoroviéu na velikoj pomodi,
idejama, motivaciji, savetima i strpljenju za vreme doktorskih studija, kao i za to Sto
me je upoznao sa disciplinom masinskog uc¢enja. Takode bih izrazio zahvalnost i svim
Profesorima sa Prirodno-matematickog fakulteta na svemu ¢emu su me nauéili i na svim
diskusijama koje smo imali za vreme mojih studija. Na kraju bih se najtoplije zahvalio
svojoj porodici na nesebi¢noj podrsci za vreme mog skolovanja
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1.1. SPEKTRALNI ALGORITMI I ALGORITMI ZA APROKSIMACIJU MATRICE

1.1 Spektralni algoritmi i algoritmi za aproksimaciju
matrice

U ovom poglavlju ¢emo opisati spektralne metode ucenja i aproksimativne metode ko-
je se koriste za njihovo ubrzanje. Pratimo slede¢u literaturu i opisujemo neke algoritme,
metode i zakljucke iz [Halko et al., 2011, Chen et al., 2020, Mahoney, 2011, Kishore Ku-
mar and Schneider, 2017, Golub and Van Loan, 1996].

Kolicina podataka koja je dostupna danas je enormna i dolazi iz raznolikih izvora,
pa se javlja potreba za algoritmima koji imaju malu memorijsku i vremensku slozenost.
Ne samo sto je kolicina podataka velika, ona se i dalje povecava i to sve brze i brze.
Razlog za to je veliki tehnoloski napredak koji se dogodio. Izvori tih podataka su in-
ternet, rasprostranjenost pametnih telefona i ostalih pametnih uredaja, socijalne mreze,
baze genetskh podataka dostupne zbog razvoja u tehnologije analize samih genetskih
materijala, zdravstveni kartoni koji su u mnogome digitalizovani, finansijska trzista, ra-
zne prodavnice koja su takode digitalizovane sa povecanjem prodaje preko interneta,
baze podataka sakupljenih iz saobracaja, razni senzori itd. Vrste tih podataka mogu biti
raznovrsne kao na primer: tekst, slika, video, bioloske sekvence, razne mreze (bioloske,
socijalne, saobracajne, ...), zvuk, itd. Danas je dosta olaksano skladistenje podataka i
njihov prenos. Pored toga poveéanje kompjuterske brzine omogucéava obradu velike ko-
licine podataka. I pored velike dostupnosti podataka njihov kvalitet je ¢esto nedovoljno
veliki. Na primer skupovi podataka ¢esto nisu kompletni (fale im neki atributi ili njihove
vrednosti), podaci ¢esto imaju sum itd. Vrlo ¢esto su dostupni podaci u formi matrice i
to izuzetno velike matrice koja ponekad ne moze ni da stane u memoriju.

U skorije vreme spektralni algoritmi su se pokazali efikasni u resavanju ovih problema
[Chen et al., 2020]. Oni nekada menjaju klasicne metode masinskog ucenja, a nekada
mogu biti koriséeni kao prvi korak u nekom standardnom algoritmu (na primer presli-
kvanjem podataka u drugi prostor kao $to se koristi u spektralnom klasterovanu). Ulazni
parametar spektralnih metoda je ili neka ulazna matrica ili matrica na formirana iz
ulaznih podataka. Osnova samih algoritama je analiza spektra tih matrica. Prema to-
me u ovim algoritmima analiziramo sopstvene vrednosti i sopstvene vektore matrica ili
singularne vrednosti i singularne vektore matrica. Nasli su vrlo siroku lepezu primena:

e detekcija zajednica u socijalnim mrezama [Abbe, 2017, Newman, 2006],
e analiza slika [Chen and Candes, 2018, Shi and Malik, 2000],

e klasterovanje na grafu [Von Luxburg, 2007, Ng et al., 2002],

e redukcija dimenzija podataka [Belkin and Niyogi, 2003,

e aproksimacija matricom niskog ranga [Halko et al., 2011, Bach, 2013, Achlioptas
and McSherry, 2007/,

e cstimacija kovarijansne matrice [Fan et al., 2018],

e analiza finansijskih podataka [Fan et al., 2020],
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e analiza bioloskih podataka [Kalecky and Cho, 2018,
e rangiranje [Chen et al., 2019],

Algoritmi koje ¢emo analizirati uglavnom analiziraju velike matrice, jer su njihove
dimenzije jednake broju ulaznih primera. Znamo da spektralne metode, pogotovu kada
su u pitanju razne dekompozicije matrica, imaju kvadratnu ili kubnu slozenost po broju
ulaznih primera. Zbog tog ¢emo mi koristiti razne metode aproksimacije da bismo razvili
algoritme linearne slozenosti. Koristi¢emo metode aproksimacije matricnih dekompozi-
cija da bi smo dobili aproksimirane sopstvene vektore, a samom tom aproksimacijom
¢emo dobiti i aproksimaciju matrice malog ranga. U nekim slucajevima matrice ¢e biti
toliko velike da nece moci da stanu u memoriju, ali ¢e i u tim sluc¢ajevima ove metode
pomagati. Recimo metode koje su bazirane na Nistromovoj metodi ne zahtevaju na ulazu
kompletnu matricu da bi izracunali aproksimativnu dekompoziciju.

Metode aproksimacije koje ¢emo istrazivati su bazirane na slu¢ajnom izboru neke
male matrice nezavisne od ulaza ili na slucajnom izboru matrice koja je podmatrica date
matrice, i ta matrica se koristi za racunanje aproksimacije (eng. randomized methods).
Prednosti ovih metoda u poredenju sa klasi¢nim deterministickim metodama su sledece
(po [Halko et al., 2011]):

e imaju malu (¢esto proizvoljnu) vremensku sloZenosti,
e vrlo su jednostavni i efikasni,

e desava se u praksi da su robustni, imaju dobre performanse na podacima sa velikim
sumom.

Kako brzina algoritma ¢esto zavisi od proizvoljnog broja (hiperparametar), korisnik moze
da bira da li ho¢e brzu aproksimaciju ili teorijski ta¢niju (priblizniju) aproksimaciju.
Prikazacemo kako ove aproksimacije mogu da se kombinuju sa klasiécnim metodama da
bi dobili vrlo efikasne algoritme, koji resavaju probleme spektralnog klasterovanja i kernel
regresije.

Uvedimo sada neke osnovne pojmove o matricama.
Definicija 1.1.1. Data je matrica A € R"*". Sopstvena vrednost ove matrice je realan
broj A ako postoji netrivijalno resenje matri¢ne jednacine

Ax = Mz

gde se vektor x € R" zove sopstveni vektor koji odgovara sopstvenoj vrednosti .
Teorema 1.1.2. Data je simetricna matrica A € R™™. Ova matrica ima samo realne
sopstvene vrednosti:

A< A << A

Matrica A se moZe napisati u sledecem obliku:

A=UANUT

gde je A dijagonalna matrica sa spostvenim vrednostima na dijagonali, a U je matrica
¢ije su kolone ortonormirani sopstveni vektori matrice A i za nju vazi UTU = 1.
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U slucaju da matrica nije simetri¢na ili nije kvadratna moze da se faktorise na sledeci
nacin:

A=UxvT,

gde je ¥ dijagonalna matrica sa elementima na dijagonali koji se zovu singularne vredno-
sti, a za matrice U i V vazi UUT = I i VVT = I i njihove kolone se zovu levi singularni
vektori i desni singularni vektori, respektivno. Primetimo da su kvadrati singularnih
vrednosti sopstvene vrednosti matrica AAT i AT A i da su levi (desni) singularni vektori
sopstveni vektori matrice AAT (AT A).

Definicija 1.1.3. Data je simetri¢cna matrica A € R™*". Kazemo da je ona pozitivno
semidefinitna ako za svaki netrivijalni vektor x € R" vazi:

T Az > 0.

Teorema 1.1.4. Data je simetricéna i pozitivno semidefinitna matrica A € R™™. Ova
matrica ima samo realne nenegativne sopstvene vrednosti.

Teorema 1.1.5 (Rejlijev odnos). Data je simetricna matrica A € R™", sa slededih
k <n realnih sopstvenih vrednosti

A< A< < g

Neka su vektori x1, o, ..., x) sopstveni vektori koji odgovaraju ovim sopstvenim vredno-
stima respektivno. Tada je za svaki vektor y koji je linearna kombinacija ovih vektora
sledeci 1zraz tacan: .

y Ay
y'y
Jednakost vazi kada je y prvi ili poslednji sopstveni vektor.

Definicija 1.1.6. Date su simetri¢ne i pozitivno semidefinitne matrice A, B € R™*".
Kazemo da je A < B ako i samo ako za svaki netrivijalni vektor x € R" vazi

)\1 < < )\k:

2T Ax < 27 Bz,

Teorema 1.1.7. Date su simetricne i pozitivno semidefinitne matrice A, B € R™" 4
proizvoljna matrica C. Ako vazi A < B onda vazi CTAC < CTBC.

1.1.1 Metode aproksimacije

Sada ¢emo ukratko opisati metode koje ¢emo koristiti za aproksimaciju matri¢nih
dekompozicija i samim tim za aproksimaciju same matrice. Uglavnom pratimo [Halko
et al., 2011]. U nasem slucaju su sve matrice simetri¢ne i ¢esto pozitivno semidefinitne i
zato nas interesuju samo metode koji se primenjuju na takvim matricama. Razmatra¢emo
metode koje nam omogucavaju brzo i tacno izracunavanje aproksimativne dekompozicije
matrice. Analizira¢emo jednu vrstu takvih metoda, a to su nasumi¢ne aproksimacije (na
engleskom 'randomized approximations’). One su nasle svoju primenu u algoritmima
masinskog ucenja, a popularizovane su slede¢im radovima [Halko et al., 2011, Rahimi and
Recht, 2008, Bach, 2013]. Dekompozicije na kojima ¢emo primenjivati ove metode su SVD
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i spektralna dekompozicija. Sada ¢emo opisati intuiciju ispred nasumicne aproksimacije
i pocetni korak aproksimacije (nalazenje matrice @)) kao u radu [Halko et al., 2011].

Neka je A matrica koju zelimo da aproksimiramo. Problem racunanja aproksimativne
dekompozicije se moze podeliti na dva dela. Prvi deo je nalazenje matrice @) ¢ije kolone
su ortonormirane, i te kolone matrice () aproksimiraju bazu prostora kolona matrice A.
To jest prostor kolona matrice @) (prostor koji predstavlja raspon skupa vektora kolona
od Q) aproksimira prostor kolona matrice A. Trazimo matricu ) takvu da vazi

A~ QQTA.

To zna¢i kada projektujemo matricu na prostor R(Q) mi dobijamo priblizno istu matri-
cu. Da bi algoritmi faktorizacije bili sto brzi matrica () treba da ima $to manje kolona.
Nalazenje matrice () moze se obaviti vrlo efikasno nasumicnim (randomizovanim) me-
todama u kojima ili uzorkujemo neke slucajne podmatrice date matrice ili uzorkujemo
nove matrice odredenih dimenzija.

Drugi korak je primena matrice () za racunanje same aproksimacije, koja ¢e se racunati
deterministicki, a ne probabilisticki.

Prvo ¢emo opisati kako nalazimo matricu () € R™ ". Trazimo onu matricu koja
minimizuje:

|40 All.

Kako su kolone matrice ) ortonormirane one predstavljaju bazu prostora koji aprok-
simira prostor R(A). Sada ¢emo dati dve intuicije ispred (randomizovanog) algoritma
sa nasumi¢nim uzorkovanjem za formiranje matrice @), kako su opisani u [Halko et al.,

2011].

Intuicija 1 [Halko et al., 2011]. Pretpostavimo da je rang matrice A jednak r i
da trazimo bazu prostora R(A). Uzorkujemo 7 slucajnih vektora Q = {wy,wo, ..., w,} i
izracunamo sledece vektore 1y; = Aw;. Zbog sluc¢ajnosti u formiranju skupa €2 sledi da je
velika verovatnoca da je skup vektora €2 linearno nezavistan i da nijedan njegov element
ne pripada nultom prostoru matrice A. Prema tome i skup vektora {Awy,..., Aw,} je
linearno nezavistan, pa je onda njegov lineal upravo prostor R(A). Sledi da je 2 baza
prostora R(A).

Pretpostavimo da nemamo pristup matrici A, ali imamo pristup matrici B = A+ F,
gde je F mala greska. Ponovo uzorkujemo skup 2 veli¢ine r + [ (gde je [ mali prirodan
broj koji zovemo parametar prekomernog uzorkovanja), pa izracunamo skup vektora y:

['={Aw, + Ewy, ..., Aw,y; + Ew, iy}

Sto je I veée, veca je i Sansa da prostor koji dobijamo kao lineal vektora iz skupa T
obuhvata prostor R(A). U praksi se pokazalo da je vrlo ¢esto dovoljno dobro da je [ = 5.
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Intuicija 2 [Halko et al., 2011]. Resenje sledeéeg problema minimizacije

min ||A — X]|

rank(X)<r

je matrica oblika X = UUT A gde je matrica U sastavljena od r najveéih singularnih
vektora matrice A.

Iz ove dve ideje vidimo da se proces formiranja slu¢ajne matrice @ € R™" (Cije
kolone su baza prostora koji aproksimira R(A))moze sumirati na slede¢i na¢in kao u
[Halko et al., 2011]:

e Generisati Gausovu slucajnu matricu
!
Qe R,

gde je [ mali parametar prekomernog uzorkovanja (obi¢no 5).

e Konstruisati matricu

Y = AQ € R+,

Parametar prekomernog uzorkovanja [ je izabran jer povecava Sanse da matrica Y
obuhvati r-dimenzionalni potprostor prostora kolona R(A).

e Izvrsiti QR dekompoziciju matrice Y. Matrica () nam daje slede¢u aproksimaciju

A~ QQTA.

1.1.2 Ulazna matrica je proizvoljna kvadratna matrica

Objasnimo sada na jednom primeru (metod iz [Halko et al., 2011]) kako bi se racunala
aproksimacija SVD-a kada znamo matricu (). Pretpostavimo da je matrica A dimenzije
n X n (ne mora da bude simetri¢na) i aproksimiramo je matricom malog ranga r. Pre-
ma tome aproksimacija dekompozicije indukuje matricu ranga r. Zato prvo izracunamo
matricu @ dimenzije n X r. Zatim, izracunamo matricu B = QT A. Sledi da matrica QB
aproksimira matricu A jer

OB = QQTA ~ A.

Primetimo da je dimenzija matrice B jednaka r X n. Vremenska slozenost racunanja SVD
dekompozicije matrice B je zbog toga dosta manja nego slozenost racunanja dekompo-
zicije matrice A, pa izra¢unamo tu dekompoziciju:

B=UAVT.

Ako pomnozimo ovaj izraz matricom () sa leve strane dobijamo matricu koja je priblizna
matrici A:

A~ QUAVT.

Samim tim dobijeni izraz je i aproksimativna dekompozicija matrice A.
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Pretpostavimo da sada racunamo spektralnu dekompoziciju matrice A, koja je sime-
tricna i pozitivno semidefinitna. Matrica ) je takva da njen prostor kolona aproksimira
R(A) (izracunata kao u prethodnom koraku). Primetimo sledece:

A~ QQTA,
AT~ ATQQT,
Ar AQQT,
ArQQTAQQT,
A~ QBQT,

za matricu B koja je izracunata kao B = QT AQ. Dimenzija matrice B je rxr, i ta matrica
je isto simetri¢na i pozitivno semidefinitna. Izracunamo spektralnu dekompoziciju ove
matrice:

B=UAU"T.

Odatle sledi da je
A~ QUAUTQT

aproksimativna spektralna dekompozicija matrice A.

1.1.3 Ulazna matrica je simetri¢na i pozitivno semidefinitna

U prethodnom poglavlju smo uveli metode za aproksimativnu faktorizaciju kvadratne
matrice koja moze, a i ne mora biti simetricna. Sada ¢emo posmatrati slucaj kada je ma-
trica simetri¢na i pozitivno semidefinitna A € R™*"™. Podsetimo se da je matrica pozitino
semidefinitna ako i samo ako vazi 27 Az > 0 za svaki netrivijalni n-dimenzionalni vektor
x. U ovom slu¢aju Nistromov metod se moze iskoristiti da poboljsa kvalitet aproksima-
tivne dekompozicije. Sam Nistromov metod idejno dolazi iz analize integralnih jednacina
[Baker, 1977], ali je uveden u oblast masinskog ucenja radom [Williams and Seeger, 2001].
Nasao je dosta primena u drugim algoritmima:

e Gausovi procesi [Williams and Seeger, 2001]
e polu nadgledano ucenje [McWilliams et al., 2013, Sinha and Belkin, 2009]
e spektralno klasterovanja [Fowlkes et al., 2004, Choromanska et al., 2013]

Nistromov metod bazira svoju aproksimaciju na osnovu uzorkovanja malog broja kolona
matrice. U praksi se pokazalo kao najbolje reSenje uniformno nasumicéno biranje kolona
bez zamene. Naravno predlozene su i druge metode uzorkovanja [Kumar et al., 2009],
kao i razne ekstenzije samog algoritma [Li et al., 2015b]. Ovaj metod ¢emo primenjivati
za aproksimaciju kernel (Gramove) matrice i za aproksimaciju Laplasove matrice radi
razvijanja brzih algoritama.

Opisimo sada Nistromov metod ukratko kao u [Williams and Seeger, 2001, Choro-
manska et al., 2013]. Neka je £ skup nasumicno izabranih indeksa kolona. Definisemo
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maticu C' = A(L,:) i njena dimenzija je [ x n. Matrica @ je izvedena iz C' izborom [ redo-
va na sledeéi nacin @ = C(:, £). Nistromov metod kaze da slede¢a matrica aproksimira
matricu A:

A=cQ*c”.

Kako je matrica A simetri¢na i pozitivno semidefinitna sledi da je i matrica () simetri¢na i
pozitivno semidefinitna, ali mnogo manje dimenzije od matrice A, pa mozemo izracunati
njenu spektralnu dekompoziciju

Q = UgZoUy,

u maloj vremenskoj slozenosti. Odavde vidimo da Nistromova metoda generiSe i aprok-
simaciju dekompozicije matrice A sa slede¢im sopstvenim vrednostima i sopstvenim vek-
torima:

A (ﬂCUng)(%EQ)(\/ZCUng))T. (1.1)

Primena ovih algoritama na probleme koje ¢emo resavati se nalazi u glavama 2, 3 i 4.
Nistromova metoda i njene primene analizirane su u [Halko et al., 2011, Mahoney, 2011,
Bach, 2013, Choromanska et al., 2013, Rahimi and Recht, 2008, Kumar et al., 2009,
Williams and Seeger, 2001].

1.2 Klasterovanje

U ovom poglavlju ¢emo prikazati neke poznate algoritme za klasterovanje iz literature
[Law, 2006, Hoppner et al., 2000, Aggarwal and Wang, 2010, Von Luxburg, 2007, Ng
et al., 2002].

Cilj klasterizacije podataka, ili analize klastera, je da pronade najbolji nacin grupi-
sanja skupa podataka. Nacin grupisanja zavisi od aplikacije do aplikacije. Sama ocena
kvaliteta klastera takode zavisi od aplikacije i ne postoji univerzalan nacin ocene kva-
liteta. Na slici 1.1 vidimo primer podataka za klasterovanje, a na slici 1.2 sam rezultat
klasterovanja.

Analiza klastera se primenjuje u svakoj oblasti u kojoj analiziramo podatke. Kako
primena ima mnogo ovde ¢emo navesti samo neke:

e segmentacija slike, moze se resavati kao klasterovanje;
e klasterizacija dokumenata;
e klasterizacija genetskih podataka u biologiji.

Vratimo se na sliku 1.2. Primetimu da su tu klasteri istog oblika i lako se detektu-
ju (recimo najpoznatiji i najjednostavniji algoritam klasterovanja, algoritam k-srednjih
vrednosti, ¢e naéi korektne klastere). Sa druge strane, netrivijalni primer je prikazan na
slici 1.3 i ovde se klasteri ne detektuju lako. Sada imamo 7 klastera koji nisu svi istog
oblika: neki su u obliku kruznice, neki u obliku spirale, neki u obliku pravougaonika
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Slika 1.1: Slika podataka za klasterovanje.

Slika 1.2: Slika u kojima su podaci sa slike 1.1 klasterovani u tri klastera.

itd. Ovaj primer ilustrira fundamentalni problem klasterizacije po [Law, 2006]: Razli¢iti
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"dobri” klasteri u razli¢itim scenarijima dovode do nemoguénosti definisanja univerzalno

"dobrog” klastera.

Cilj analize klastera je da izvrsi particiju skupa podataka u klastere. Ovi klasteri treba

da zadovoljavaju sledeée osobine (kao §to je definisano u [Héppner et al., 2000]):

e homogenost u klasteru — podaci u istom klasteru treba da budu sto je moguce

sli¢niji;
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Slika 1.3: Slika podataka gde klasterizacija nije jednostavna zato Sto klasteri imaju raz-
licite oblike.

e heterogenost imedu klastera — podaci koji pripadaju razli¢itim klasterima treba

Mera sli¢nosti treba da se definise u zavisnosti od podataka. Posmatrajuci repozitori-
jum [Lichman, 2013] primeéujemo da su podaci u najveéem slucaju realni visedimenzionalni
vektori, pa se kao mera slicnosti moze uzeti rastojanje izmedu tih vektora. Ako koristi-
mo Euklidsko rastojanje svi elementi (koordinate) vektora ¢e imati istu vaznost. Kod
nekih skupova podataka se moze desiti da razlicite koordinate imaju razlicitu vaznost,
pa koris¢enje mere slicnosti koja ovo ne uzima u obzir ne¢emo dobiti korektne klastere.
Na slici 1.4 ovaj primer je lepo ilustrovan. U prvom delu oc¢igledno vidimo dva klastera
{x1, 2} 1 {x3,24}. Ako koordinate skaliramo logaritamskom skalom onda dobijamo dru-
gaciji izgled podataka, kao na drugom delu slike. I ovde takode vidimo dva klastera, ali
su oni drugaciji {z1} i {2, x5, x4}. Prema tome izbor mere slicnosti uti¢e na rezultata
klasterovanja, kvalitet rezultata klasterovanja i treba se dobro odabrati u zavisnosti od
ulaznog skupa podataka.

Podaci koji se klasteruju mogu biti proizvoljnog tipa dok god je mera slicnosti de-
finisana na njima. U slede¢em poglavlju ¢emo opisati najpoznatiji i najceS¢e korisc¢eni
algoritam za klasterovanje, zvan aloritam k-srednjih vrednosti.

1.2.1 Algoritam k-srednjih vrednosti

Dobro poznati algoritam u analizi klastera je algoritam k - srednjih vrednosti (eng. ” k-
means algorithm 7). Ovde ga opisujemo pratedi [Law, 2006]. Neka svi podaci {x1, 22, ..., 2, }
pripadaju vektorskom prostoru R%. Svaki klaster je predstavljen jednim njegovim elemen-
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Slika 1.4: Slike podataka sa razlicitim skaliranjem koordinata. Oznake podataka i na
jednoj i na drugoj slici su xy, xs, x3 i 4 oznaceno odozdo na gore.

tom, prototipom, u; € R? gde je j = 1, k. Imamo i indikatore z; koji oznacavaju kom
klasteru pripada element i. Izlaz ovog algoritma je minimum sledece funkcije cene:

2

T(zop) =)l = p
i=1

T(zpw) =D Iz =) |z — |

i=1 j=1

gde je I(z; = j) indikatorska funkcija. Sada trazimo optimum funkcije. Prvo ra¢unamo
{z1,29,...,2,} ako znamo {1, o, ..., ux} 1 to na sledeéi nacin:

2 = argmin [l; — ||

Zatim rac¢unamo prototipe klastera {1, pa, ..., pur} ako znamo {zy, 29, ..., z,} tako da
oni minimiziraju funkciju cene. To ¢emo odraditi na slede¢i nacin:

M ZQZI(zi:j) (w; — py)

o,

QZ[(Zi:j) (i — pj) =0
2> I(z = j) xi—QZl(zi —j) ;=0

i=1
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Algoritam 1 Algoritam k-srednjih vrednosti.

procedure KMEANS(X, k, €)

Input: skup podataka X;
Input: broj zeljenih klastera k;
Input: greska e;
Inicijalizujemo (fq, f2, - - -, fg);
J = o0;
while true do

for all + do

2 v= argming ||z; — ]|
end for

for all j do
- S I(zi=)) 4,
Hi = S T=g)
end for
Tnew = Z?:l sz Mz
if ||T — Jnew|| < € then
break;

end if
J = Tnew:
end while
Output: Indikator klastera u;
end procedure

2 .
)

=1 i=1

Tl IE=))n
’ i 1(zi =)
Startujuc¢i od nekih inicijalnih prototipa algoritam iterira sve dok ne dode u lokalni

minimum. Rezultujuéi 2z i p definiSu resenje. U praksi algoritam se moze zaustaviti kada
je razlika izmedu dvaju uzastopnih vrednosti manja od nekog praga.

Prednosti ovog algoritma su jednostavnost i lako¢a implementacije. Medutim on ima i
mane. Ako klasteri nisu konveksni (¢ak i sfernog oblika) algoritam necée naéi dobro resenje
[Law, 2006]. Takode nailazi na probleme kada razlic¢iti klasteri imaju veoma razli¢it
broj elemenata [Law, 2006]. Algoritam spektralnog klasterovanja resava ove probleme i
opisa¢emo ga u narednom poglavlju.

1.2.2 Grafovski algoritam klasterovanja: spektralno klasterova-
nje

Spektralno klasterovanje [Ng et al., 2002] pripada klasi grafovskih algoritama i opi-
sujemo ga kao u [Von Luxburg, 2007]. Na ulazu imamo neusmereni tezinski graf (¢esto
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nazvan graf slicnosti), G = (V, W) sa skupom od n ¢vorova V' = {vy,vs,...,v,} 1 ma-
tricom susedstva W. Konkretno, W je simetri¢cna matrica gde je pozitivan realan broj
w;; tezina ivice (v;,v;). Ako je W;; = 0, tada nema ivice izmedu v; i v;. Pored grafa na
ulazu imamo i Zeljeni broj klastera. Cilj ovog algoritma je grupisanje ¢vorova grafa tako
da vazi (po [Von Luxburg, 2007]):

e suma grana ¢iji krajnji ¢vorovi pripadaju istoj grupi (klasteru) treba da bude sto
vecéa,

e suma grana koje povezuju ¢vorove koji pripadaju razlicitim klasterima treba da
bude Sto manja.

Ovaj algoritam pripada klasi spektralnih algoritama zato Sto je metod baziran na analizi
spektra Laplasove matrice grafa. Moze se primeniti i na slu¢aj kada na ulazu imamo
skup vektora, meru slicnosti (najcesée kernel funkcija) i broj zeljenih klastera. Naravno
na ulazu ne moramo da imamo skup vektora, mozemo da imamo bilo koji skup predmeta
(instanci) na kome je definisana mera sli¢nosti. Kako algoritam spektralnog klasterovanja
na ulazu zahteva graf, prvi korak ¢e biti izvodenje grafa iz ulaznog skupa. Taj graf se
zove graf slicnosti. U narednom poglavlju ¢emo navesti neke nacine za formiranje grafova
slicnosti.

Uvedimo neke osnovne pojmove [Von Luxburg, 2007, Ng et al., 2002, Shi and Malik,
2000] iz teorije grafova koje ¢emo koristiti u tezi:

e Matrica stepena je dijagonalna matrica takva da se stepen ¢vora v; nalazi na i-om

mestu dijagonale:
Dy =) Wy
j=1

e Obim podskupa temena A je zbir stepena ¢vorova u A:

e Presek (rez) izmedu dva podskupa ¢vorova A i B definise se kao zbir ivica koje ih
povezuju:

;€A jw;EB

e Presek (rez) podskupa ¢vorova A je presek izmedu A i ostalih ¢vorova grafa:

cut(AVNA) = Y wy,

;€A Jw; €A

cut(A) = Z Wi

;€A ju;EA
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e Za skup particija od k particija (A1, A, ..., Ax) iz skupa ¢évorova V', mera reza
definisana je kao suma rezova svakog skupa:

Mw

Cut Alk CU/t szv\Al)a

i=1
Cut(Aig) Z cut(A

e Za skup particija od k particija (Aq, As, . .., Ag) iz skupa évorova V', normalizovana
mera reza definisana je kao normalizovana suma rezova svakog skupa:

k

NCut(Ayy) = Z

=1

cut(A;, V \ A;)
vol(A

Y

k

NCut(Ayy) Zc

@

1.2.3 Graf sliécnosti

Neka je dato n ulaznih primera {zq,xs,...,z,} i mera slicnosti s na njima. Od sva-
kog ulaznog primera formiramo ¢vor. Cvoru v; odgovara podatak z;. Prema tome skup
¢vorova grafa slicnosti je:

V =A{v1,09,...,0,}.

Sada formiramo skup grana. Prevodimo sli¢nosti u tezine grafa, pa racunamo w;; (tezina
grane koja povezuje ¢vor v; i ¢vor v;) koja modelira sli¢nost s;; (slicnost izmedu podatka
i i podatka j). Postoji vise metoda za formiranje skupa grana. Ovde ¢emo opisati neke
od njih kao sto su opisani u [Von Luxburg, 2007]:

1. k-najblizih suseda,
2. e-okolina,
3. kompletan graf gde tezine predstavljaju sli¢cnost.

Objasnimo sada svaki od ovih metoda malo detaljnije.

Algoritam k-najblizih suseda [Von Luxburg, 2007]. Ovde povezujemo ¢vor v;
sa évorom Uj ako je évor Uj medu k najbliiih suseda évora v;. Kada kaZemo najbliii
¢vor v; medu k nanhz1h suseda ¢vora v; ne mora da vazi i obratno. Posto je dva nacina
za reSavanje ovog problema:
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1. Ako je ¢vor v; medu k najblizih suseda ¢vora v; dodamo neusmerenu granu koja
povezuje ¢vorove v; 1 v;. Imajmo na umu da u ovom slucaju mozemo da imamo

¢vorove ¢iji je stepen vedi od k.

2. Ako je ¢vor v; medu k najblizih suseda ¢vora v; i ako je ¢vor v; medu k najblizih
suseda ¢vora v; dodamo neusmerenu granu koja povezuje ¢vorove v; i vj. U suprot-
nom ne dodajemo nijednu granu. Imajmo na umu da u ovom slu¢aju mozemo da
imamo ¢vorove ¢iji je stepen manji od k.

Kod ovog algoritma tezine grana mogu biti odabrane na slede¢i nacin:
1. Wi; = 1

2. ’LUl'j = Sij

Algoritam e-okolina [Von Luxburg, 2007]. Ovde povezujemo ¢vor v; sa ¢vorom v,
ako je slicnost s;; < €. Imajmo na umu da je mera slicnosti simetricna pa prema tome
ako povezujemo ¢vor v; sa ¢vorom v; onda povezujemo i ¢vor v; sa ¢vorom v;. Kako su
rastojanja izmedu ¢vorova koji su povezani otprilike ista, najvise € u ovom slucaju, graf
koji formiramo je najceSc¢e bestezinski. Zato stavimo da je w;; = 1 ako postoji grana
izmedu v; 1 v;.

Algoritam kompletan graf [Von Luxburg, 2007]. U ovom sluc¢aju povezemo sve
¢vorove grafa jedan sa drugim. Naravno kako je graf tezinski moramo da odaberemo i
tezine i zato stavimo da je tezina grane koja povezuje ¢vorove v; i v; jednaka

wij = Sij~

Najcesée se koristi Gausova mera sli¢nosti (tj. Gausov kernel) u slucaju da su ulazni
podaci vektori:
|z —yll?

S(Z‘,y) = exp(— 9252

Svi ovi algoritmi se koriste u algoritmu spektralnog klasterovanja [Von Luxburg, 2007].
Ne posotoji nacin da se odredi koji je algoritam od njih najbolji [Von Luxburg, 2007]. U
ovoj tezi ¢emo za empirijsku evaluaciju najcescée koristiti algoritam tri u kome se formira
kompletan graf.

1.2.4 Laplasova matrica grafa

Glavni alat koji se koristi u spektralnoj teoriji grafova je grafovska Laplasova matrica
ili grafovski Laplasijan [Von Luxburg, 2007]. Imajmo na umu da ne postoji univerzalna
definicija Laplasove matrice. U literaturi moze naci vise verzija. U ovom i narednom po-
glavlju ¢emo definisati dva tipa Laplasovih matrica koje ¢emo koristiti u daljem tekstu.
Opisujemo same matrice i njihovu primenu na problemu klasterovanja kao u [Von Lu-
xburg, 2007].
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Naravno kako ¢emo klasterovanje primenjivati na neusmerenim grafovima pretpo-
stavimo da je graf koji ¢emo analizirati i na kome ¢emo definisati Laplasovu matrici
neusmeren. Takode pretpostavimo da je graf tezinski. Znaci w;; predstavlja tezinu grane
koja povezuje ¢vor v; i ¢vor v;, ako ta grana postoji a grana postoji ako je w;; > 0.

Pretpostavimo sledece:

e Kada kazemo sopstveni vektor mislimo na normalizovan vektor. Prema tome kada
kazemo skup svih sopstvenih vektora mislimo na ortonormiranu bazu.

e Kada kazemo vektor jedinica mislimo na vektor ¢iji su svi elementi jedinice 1.

e Kada kazemo prvih £ sopstvenih vektora mislimo na one sopstvene vektore koji
odgovaraju najmanjim sopstvenim vrednostima.

Sada ¢emo definisati dva tipa Laplasove matrice i opisati neke njihove osnovne osobine.

1.2.5 Nenormalizovana Laplasova matrica
Laplasova matrica se definiSe na slede¢i nacin:
L=D-W.

Osobine 1. [Von Luzburg, 2007] Za grafov Laplasijan L sledeéi iskazi su tacni:

e Za svaki vektor f € R™ vazZi

FILE = 5 Y wlhi— 1)

e L je simetricna i pozitivno semidefinitna matrica,

e L ima n nenegativnih realnih sopstvenih vrednosti:

O:)\IS"'S)\TIJ

e 0 je sopstvena vrednost matrice L kojoj odgovara sopstveni vektor 1.

Dokaz. Sada ¢emo pokazati ove osobine:

e [z definicije i sredivanjem izraza dobijamo:
fILf = f'Df — ffW f
STLf = Z Di;f:f; — Z wij fif;

fTLf = de waf f;
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FLf = S dr =2 wufiy+ )
i 1,3 J
JTLf = %(Z wiiff =2 wififj+ ) wif})
fTLf = %Zwij(fi - fj)2-

e Simetricnost matrice sledi iz simetri¢nosti matrice susedstva i iz simetri¢nosti di-
jagonalne matrice stepena. Iz prve osobine tvrdenja sledi da za svaki vektor f
vazi

fILf >0

pa sledi da je matrica pozitivno semidefinitna.

e Primetimo da je

ij

ij
i ij

odakle sledi tvrdenje.

e [z Cinjenice da je matrica simetricna sledi da su njene sopstvene vrednosti realne,
a iz Cinjenice da je matrica pozitivno semidefinitna sledi da su one nenegativne.

O

Primetimo da grane koje povezuju ¢vor sam sa sobom ne uti¢u na Laplasovu matricu
[Von Luxburg, 2007]. Takode multiplikativnost sopstvene vrednosti 0 predstavlja broj
povezanih komponenti datog grafa [Mohar, 1997]. Laplasova matrica je analizirana u
radovima [Mohar et al., 1991, Mohar, 1997].

1.2.6 Normalizovana Laplasova matrica

Postoji vise matrica u literaturi koje se zovu normalizovana Laplasova matrica. U
ovoj tezi normalizovanom Laplasovom matricom ¢emo oznaciti slede¢u matricu:

L=D":D-W)D 2.

Iako je spektralno klasterovanje uvedeno jos 70-ih godina u [Fiedler, 1973, Donath
and Hoffman, 2003], sam algoritam je popularizovan primenama u slede¢im radovima
[Fowlkes et al., 2004, Ng et al., 2002]. Ovu definiciju normalizovane Laplasove matrice
¢emo koristiti zato Sto je to matrica koja je koris¢ena prilikom spektralnog klasterovanja
u radovima [Shi and Malik, 2000, Ng et al., 2002]. Primetimo da su autori [Shi and Malik,
2000] primenili ovaj algoritam na segmentaciju slike, dok je recimo rad [Ng et al., 2002]
jedan od retkih koji daje teorijsku analizu algoritma.
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Osobine 2. [Von Luzburg, 2007] Za normalizovanu Laplasovu matricu L sledeci
wskazi su tacni:

e Za svaki vektor [ € R™ vazi

frLf == Zw-- _— - \;il_j)2

e L je simetri¢na i pozitivna semidefinitna matrica,

e L ima n nenegativnih realnih sopstvenih vrednosti:

0=XA <--- < A\,

e 0 je sopstvena vrednost matrice L kojoj odgovara sopstveni vektor D21.

Dokaz. Sada ¢emo pokazati ove osobine:

e [z definicije i sredivanjem izraza dobijamo:
fTLf = fTD‘%(D _ W)D‘%f _ T D WDk

JTLf = Zf = > (D72 [)i(D7E f)jwy

7]

o dz fzf]
JTLf = ;ffd—i - ﬁ

=Yg S Zflff
fILf == Zf wij + = Zf , Z gl.éj,w”

/L?J

P =5 Sy~

e Simetri¢nost matrice sledi iz simetricnosti matrice susedstva i iz simetri¢nosti di-
jagonalne matrice stepena. Iz prve osobine tvrdenja sledi da za svaki vektor f
vazi

ffLf>0
pa sledi da je matrica pozitivno semidefinitna.

e [z ¢injenice da je matrica simetricna sledi da su njene sopstvene vrednosti realne,
a iz ¢injenice da je matrica pozitivno semidefinitna sledi da su one nenegativne.
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e Primetimo da je

LD*1=D"2(D—W)D 2D21=D"

vl
—
S
|
=
—
I
=

odakle sledi tvrdenje.
O

Kao i kod obicne Laplasove matrice i kod normalizovane Laplasove matrice multi-
plikativnost sopstvene vrednosti 0 predstavlja broj povezanih komponenti datog grafa.
Ova osobine i ostale osobine simetricne Laplasove matrice se mogu na¢i u [Chung and
Graham, 1997].

1.2.7 Intuitivni prikaz spektralnog klasterovanja: relaksacija pro-
blema nalazenja minimalnog reza datog grafa

Sada ¢emo opisati intuiciju ispred spektralnog klasterovanja kao $to je opisano u
[Von Luxburg, 2007], a koja idejno dolazi iz rada [Shi and Malik, 2000]. Sta je rezultat
algoritma klasterovanja? Rezultat su grupe podataka tako da su podaci u grupi sli¢ni,
a podaci koji pripadaju razli¢itim grupama razliciti. Kada od podataka formiramo graf
slicnosti ovu ideju mozemo preformulisati na slede¢i nacin: formiramo grupe ¢vorova tako
da je suma grana koje povezuju ¢vorove iz istog klastera Sto veca, a suma grana koje
povezuju ¢vorove iz razlicitih klastera sto manja. Sledi da klasterovanje na grafu mozemo
definisati kao problem minimalnog reza

min cut(A.g).

Ag:g
U slucaju da je k = 2, imamo samo dva klastera. Ovaj problem se moze resiti efikasno
[Stoer and Wagner, 1997]. Problem klasterovanja grafa kada imamo samo dva klastera se
na drugi nac¢in zove bisekcija ili biparticija grafa. U opstem slucaju, kada je k proizvoljan
broj, resenje ovog problema minimizacije ne daje uvek zadovoljavajuce resenje u praksi.
Vrlo cesto se moze desiit da algoritam napravi klastere koji sadrze samo jedan ¢vor,
Sto sa druge stane nije ono Sto zelimo jer klasteri obicno ne treba da budu tako mali
[Von Luxburg, 2007]. Zato se treba definisati neka funkcija cene koja ¢e ograniciti velicinu
samih klastera. U literaturi postoji vise funkcija cene koje se koriste i viSe nacina za
merenje velicine klastera, videti [Hagen and Kahng, 1992, Shi and Malik, 2000]. Mi ¢emo
koristiti normalizovani rez grafa za funkciju cene kao u radovima [Shi and Malik, 2000,
Ng et al., 2002]. Nju koristimo zato $to se ona pokazala u praksi kao vrlo dobra i zato sto
daje algoritam koji ima jednostavnu implementaciju. Problem klasterovanja se definise
kao problem minimiziranja normalizovanog reza:

min NCut(Ay.x).
Atk

Resenje ove optimizacije ¢e biti skup klastera koji su relatovno veliki. Idejno (po [Von Lu-
xburg, 2007]) to je zato Sto ako posmatramo funkciju

k

1
Z vol(A;)

=1




1.2. KLASTEROVANJE 33

vidimo da ona dostize minimum kada svaki skup A; ima isti obim. Prema tome resenje
slede¢e miny, , NCut(A;) klasterizacije su balansirani klasteri. Nazalost kada se doda
obim u funkciju cene dobijamo problem koji je NP tezak [Wagner and Wagner, 1993].
Zato se ova minimizacija relaksira i kao proces relaksacije dobijamo algoritam spektralnog
klasterovanja. Sada ¢emo to objasniti malo detaljnije. Prvo ¢emo posmatrati problem
bisekcije grafa kao u radu [Von Luxburg, 2007], tj. slucaj kada je broj Zeljenih klastera
jednak dva.

Posmatramo bisekciju grafa koju dobijamo kada minimiziramo normalizovani rez gra-
fa. Imamo dve particije A; i Ay za koje vazi da je AJUA; = V| jer se svi ¢vorovi klasteruju
u dve klase. Prema tome ako znamo jednu particiju onda znamo i obe particije. Minimi-
zacija normalizovanog reza reSava slede¢i problem:

min NCut(Aj.).

A1,A2
Definisimo vektor f na slede¢i nacin:

e Ako ¢vor v; pripada particiji A; onda stavimo
vol(V'\ Al)d B UOZ(Ag)d'
vol(A1) "\ wol(Ay) "
e Ako ¢vor v; pripada particiji A, onda stavimo
vol(Ay) g = vol(Al)d'
vol(V \ Ay) " vol(Ay) ™

Prvo izraéunamo koliko je fTLf. Iz teoreme 2 znamo da vazi:

odakle je ocigledno f; > 0.

odakle je ocigledno f; < 0.

T _1 L_LQE L_ fi \o i_ fi \o
f Lf_2i’j2€;41ww(\/z \/d—]) +2i7jze;42wl](\/gi \/d_]) +i€AlzJ:€A2wZ](\/d—i \/d_])

fi i
fTLf = (= — &)
ieA;jeAg ’ \/d_l \/d_J

T \//UOZ(AQ) \/vol(Al) )
Lf= Wjj —
;L ieAlzJ.:GAQ <\/v0l(A1) \/vol(Ag))

1 1
J'Lf = ieAlzg:eAQ wij(vol(Ay) + UOZ(AQ))(vol(z‘h) " vol(Az)

)



1.2. KLASTEROVANJE 34

1
vol(Ay) * 'Uol(Ag))

fILf = vol(V)NCut(A;, Ay)

fILf = cut(A1, Ay)(vol(Ar) + vol (Ag))(

Izrac¢unajmo sada normu vektora f:

ffr=> f

FTf— Z vol A2 Z vol(A;)d;

= vol (A = vol(As)

fTf = wol(V)

. Ceog 1
Jednostavno mozemo pokazati i da je vektor f ortogonalan na vektor D21. Prema tome
minimiziranje normalizovanog reza se moze napisati na sledec¢i nacin:

min fTLf

feRn
tako da vazi
frf = vol(V),
fLD21,

f ima odgovarajuci oblik

Ovaj problem je NP tezak i zato ga relaksiramo. To uradimo tako sto ignoriSemo oblik

vol A2
vol(A

vektora f, tj. ne mora da vazi f; = d ako v; pripada klasteru A;. Relaksacjom

dobijamo sledec¢i optimizacioni problem:

T
min 'L
min I Lf

tako da vazi

ST =wol(V),
fLD21. (1.2)

Iz Rejlijeve teoreme znamo da je reSenje problema 1.2, sopstveni vektor koji odgovara
drugoj sopstvenoj vrednosti. Izracunamo taj vektor, zvani indikatorski vektor, i iz njega
izvedemo particije na slede¢i nacin:

e kazemo da ¢vor v; pripada klasteru A; ako je f; pozitivno,

e kazemo da ¢vor v; pripada klasteru A, ako je f; negativno.
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Algoritam 2 Algoritam spektralne bisekcije grafa.
procedure BISEKCIJIA(G)
Input: graf G;
[zracunamo normalizovanu Laplasovu matricu L = D’%(D — W)D’%;
Nademo drugi sopstveni vektor f matrice L;

A = @;
Ay = @;
for all 7 do
if f; > 0 then
Al = Al U {Ui};
end if
if f; > 0 then
A2 = A2 U {’Uz},
end if
end for

Output: Particije {A;, Ao}
end procedure

Ovo nije jedini nacin relaksacije problema minimiziranja normalizovanog reza, [Bie and
Cristianini, 2006]. Nacin koji je prikazan u ovoj tezi se koristi najéesée zato sto tako do-
bijamo jednostavno analiticko resenje, sa jednostavnom implementacijom, koju mozemo
videti u algoritmu 2.

Posmatrajmo sada opsti slucaj kada je k proizvoljan broj veéi od dva. Sada se uvodi
indikatorska matrica sledeceg tipa:

Vi
H;; = vol(A;)
0 u suprotnom. (1.3)

ako v; € Aj,

Moze se pokazati da je problem minimizacije normalizovanog reza ekvivalentan slede¢em
problemu:
min tr(H'LH)
HERan

tako da vazi
HTH =1,
H je definisano kao u (1.3).

Izbacivanjem poslednjeg uslova dobijamo relaksiran problem koji ima jednostavno resenje:

min tr(HTLH)
HEeRnxn

tako da vazi

H'H =1.
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Resenje ovog problema (po Rejlijevoj teoremi) je matrica H ¢ije su kolone prvih & sop-
stvenih vektora matrice L. Kada se dobije indikatorska matrica H potrebno je izracunati
klastere. Oni se rac¢unaju primenom algoritma k-srednjih vrednosti na vrste matrice H
kao Sto je predlozeno u radu [Shi and Malik, 2000]. Ovaj algoritam se zove algoritam
spektralnog klasterovanja (videti pseudokod 3). U radu [Ng et al., 2002] u je spektralno
klasterovanje teorijski analizirano, i to je jedan od retkih radova koji daje ovakvu anali-
zu. Algoritam spektralnog klasterovanja nije jedini nacin relaksacije problema nalazenja
minimalnog normalizovanog reza ali je najcesce koris¢en zbog njegove jednostavnosti.

Algoritam 3 Spektralno klasterovanje.
[Ng et al., 2002]

Input: W i k;

for all 7,5 do

if = j then
Dy =", w;
else
Dij = O,
end if
end for

L=L=D"3(D-W)D 3.

Izracunati H cije su kolone prvih k sopstvenih vektora matrice L;
Normalizovati vrste matrice H;

Klasterovati vrste matrice H primenom algoritma k-srednjih vrednosti 1;
Output: Klasteri C1,...,Cy;

Primetimo da algoritam spektralnog klasterovanja moze da napravi klastere proizvolj-
nog oblika to nije slucaj sa algoritmom k-srenjih vrednosti (vidi sliku 1.5).

Da zakljucimo, pozitivna strana algoritma spektralnog klasterovanja je da on nudi
nekoliko prednosti u poredenju sa ostalim algoritmima klasterovanja:

e jednostavna funkcija cene sa analitickim resenjem,
e jednostavna implementacija,
e sposobnost izvodenja klastera proizvoljnih oblika.
Medutim, sa negativne strane, spektralno grupisanje ima sledece probleme:
e Cinjenica da se u velikoj meri i iskljuc¢ivo oslanja na kvalitet mere sli¢nosti,
e vremenska slozenost po broju primera.

Ovi problemi spektralnog klasterovanja su razmatrani u narednim glavama. Dodavanje
ogranicenja (koja nam kazu da li dva ¢vora treba staviti u isti klaster ili ne) je nacin
kojim se redukuje oslanjanje na meru slicnosti. Zato smo u ovoj tezi resavali problem
spektralnog klasterovanja sa ograni¢enjima. ResSili smo ga implementacijom algoritma u
kome smo prvo formirali viSeslojni graf time Sto smo ogranicenja kodirali novim grafovi-
ma, a zatim smo klasterovali njegove ¢vorove. Ovaj algoritam ima kvadratnu vremensku
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Slika 1.5: Slike podataka koji se mogu klasterovati algoritmom spektralnog klasterovanja
a ne algoritmom k-srednjih vrednosti.

slozenost koja je smanjena primenom Nistromove metode. Dakle u glavi 2 smo imple-
mentirali algoritme za spektralno klasterovanje sa ogranicenjima linearne slozenosti.

Algoritmi sa ograni¢enjima zavise od kvaliteta samih ogranic¢enja. Zbog toga smo u
glavi 3 razvijali algoritam koji moze sam da poboljsa skup ogranicenja. Kao resenje
ovog problema smo implementirali algoritam spektralnog klasterovanja sa samoucenjem
linearne slozenosti.

1.3 Kernel regresija

U ovom poglavlju ¢emo uvesti problem regresije koji ¢emo razmatrati u glavi 4. Ovde
pratimo literaturu i opisujemo neke algoritme, metode i zakljucke iz [Bach, 2013, Hastie
et al., 2009, Scholkopf et al., 2002a]. Pretpostavimo da imamo sledeéi trening skup na
ulazu D = {x1., Y1.n}, gde su vekori z; trening primeri (instance, podaci), a skalar y;
je oznaka (labela) odgovarajuceg primera. Cilj problema regresije je da nauci (estimi-
ra) funkciju predikcije (prediktor, regresor) f koja treba da modelira zavisnost izmedu
ulaznih vektora i izlaznih oznaka. Prema tome treba da vazi:

f(x:) = i

Funkcija se trenira na ulaznom trening skupu, ali treba dobro da generalizuje zavisnost
tj. da na nevidenom skupu dobro oznacava nevidene vektore. Algoritam ucenja se moze
definisati na sledec¢i nacin kao optimizacioni problem:

min 1 Z O(f(xi), ) + gQ(f)

fn

i=1n
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gde je /¢ funkcija cene ili greska predikcije jednog primera, a funkcija €2 je regularizaciona
funkcija. Takode ulazne primere mozemo preslikati u neki drugi prostor i resavati problem
u njemu. Recimo da je to preslikavanje ¢(z;). U tom slucaju se definise funkcija predikcije

¢iji je ulazni parametar ¢(x;), pa prema tome za nju treba da vazi f(¢(x;)) ~ y;. Mi
¢emo posmatrati dva slucaja ovog problema:

e linearna regresija i
e kernel regresije.

Uvedimo pojam kernela slede¢om definicijom.

Definicija 1.3.1. Kernel je pozitivno semidefinitna funkcija k£ : X x X — R ako i samo
ako za svaki skup {z1,z9,...,2,} C X vazi da je matrica (zvana Gramova) K € R™"
definisana na slede¢i nacin

(Vi,7) Kij = k(zi, ;)
pozitivno semidefinitna.

U oba slucaja funkcija cene je kvadratna greska. Kod linearne regresije funkcija pre-
dikcije je f(x;) = wlz; gde je w vektor parametara koji se estimira kao

w=(X"X+n\)"'X"y.

Kod kernel regresije pretpostavljamo da imamo pristup kernelu k(z;, z;) = ¢(z;)" ¢(z;),
pa je funkcija predikcije f(z) = >, ask(x, x;) gde je

a=(K+n\)'y.

Primetimo da je vremenska slozenost resenja kernel regresije O(n?), a memorijska slozenost
O(n?). Ovo je neresivo za velike ulazne skupove. Zato se primenjuju metode aproksimaci-
je radi linearizacije vremenske i memorijske slozenosti. U radu [Bach, 2013] je primenjena
Nistromova metoda na kernel regresiju i analizirana je greska koju ova regresija pravi. Mi
smo u glavi 4 razmatrali problem aproksimacije kernel regresije ekstenzijom Nistromo-
ve metode. Resavanjem ovog problema razvili smo algoritam koji daje bolje empirijske
rezultate nego algoritam iz [Bach, 2013], a teorijski ima slicnu gresku. Ovi rezultati su
prikazani u glavi 4.



Glava 2

Klasterovanje sa ogranicenjima

2.1 Uvod

Kod problema klasterizacije na ulazu nam je dat skup podataka (koji je u najveéem
broju slucajeva skup vektora (tacaka) u d-dimenzionalnom realnom prostoru) na kome
je definisana mera sli¢nosti izmedu parova podataka. Na izlazu dobijamo ulazni skup
podeljen u grupe zvane klasteri, tako da su elementi koji pripadaju istoj grupi sli¢ni , a
elementi koji pripadaju razli¢itim grupama su razli¢iti.

Algoritmi klasterizacije se bave nalazenjem najboljeg nacina za particiju jednog sku-
pa podataka. Mnoge metode su bazirane na eksplicitnoj ili implicitnoj pretpostavci da
klasteri formiraju konveksne regione. Medutim mi ¢emo ovde analizirati drugi pristup,
koji se zove spektralna klasterizacija [Ng et al., 2002, Von Luxburg, 2007, White and
Smyth, 2005]. Ona pripada klasi algoritama klasterizacije na grafovima. Graf je ko-
ris¢en za modeliranje ulaznog skupa tako da ¢vorovi modeliraju ulazne vektore a grane
modeliraju meru sli¢nosti. Takav graf se zove graf slicnosti (poglavlje 1.2). Spektralno
klasterovanje koristi spektar (sopstvene vrednosti i sopstvene vektore) matrice sli¢nosti
grafa, ¢iji elementi predstavljaju slicnost izmedu ulaznih vektora, da bi izvrsilo klastero-
vanje grafa slicnosti. Za razliku od algoritama klasterisanja zasnovanih na Euklidskom
prostoru poput algoritma k-srednjih vrednosti, algoritmi spektralnog klasterisanja mogu
da formiraju klastere proizvoljnog oblika.

Medutim, algoritmi spektralnog klasterisanja nisu nasiroko prihvaceni kao konkuren-
ti hijerarhijskom klasterisanju ili algoritmu k-srednjih vrednosti za analiziranje velikih
skupova podataka. Ocigledan razlog je taj sto algoritmi spektralnog klasterisanja iz-
racunavaju sopstvene vektore matrice slicnosti i zbog toga ovi algoritmi ima kubnu vre-
mensku slozenost po broju ulaznih podataka (¢vorova grafa). Jos jedno pitanje koje treba
razmotriti je kako omoguditi korisniku da vodi proces klasterisanja i iskoristiti (ugraditi)
prethodno znanje iz domena kome pripada ulazni skup podataka (domena kome pripada
problem koji se resava) kako bi se poboljsala ta¢nost izlaznog skupa klastera. Algoritmi
klasterisanja sa ograni¢enjima [Basu et al., 2008] uklju¢uju znanje iz domena u obli-
ku ogranicenja koja nam daju informacije o tome da li neka instanca moze pripadati

39
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klasteru ili ne. Algoritmi najcesée koriste dva tipa ogranicenja: ML (iz engleskog must-
link constraints) ogranicenja i CL (iz engleskog cannot-link constraints) ograni¢enja. ML
ogranicenja odreduju skupove instanci koje bi trebalo povezati, znaci koje pripadaju
istom klasteru. Sa druge strane CL ogranicenja su parovi instanci koje ne bi trebalo
povezati, znaci koje pripadaju razlicitim klasterima.

Algoritmi klasterisanja sa ograni¢enjima iz prethodnih radova se mogu podeliti u tri
kategorije. U prvoj kategoriji, ograni¢enja se uvode promenom matrice susedstva kao
u [Kamvar et al., 2003, Xu et al., 2005a, Lu and Carreira-Perpinan, 2008]. U drugoj
kategoriji, ograni¢enja se uvode ograni¢avanjem prostora resenja kao u [Coleman et al.,
2008, De Bie et al., 2004, Li et al., 2009]. U trecoj kategoriji su algoritmi koji modifikuju
problem u problem optimizacije sa ograni¢enjima kao u [Wang et al., 2014a].

Pristup, predlozen u ovoj glavi, se sastoji iz dva glavna koraka. Konvertujemo ulazni
skup sa ogranic¢enjima u viseslojni graf. Viseslojni graf je struktura koja predstavlja
skup grafova sa zajednickim skupom c¢vorova. Svaki graf u strukturi se zove sloj. Prvi
sloj je graf sli¢nosti, a naredni slojevi su grafovi ogranicenja formirani iz podskupa skupa
ogranicenja. Drugi korak je spektralno klasterisanje bez ograni¢enja na novoformiranom
viSeslojnom grafu. Za spektralno klasterisanje na viseslojnom grafu koristimo algoritam
dizajniran u [Dong et al., 2014]. Autori iz [Dong et al., 2014] su koristili algoritam koji
pripada klasi metoda baziranih na analizi vektorskih potprostora [Turk and Pentland,
1991}, zato $to algoritam ugraduje slojeve grafa u Grasmanovu mnogostrukost. Prethodni
rezultati koji koriste analizu potprostora na Grasmanovim mnogostrukostima mogu se
na¢i u [Hamm and Lee, 2008, 2009, Harandi et al., 2011].

Vremenska slozenost ovih algoritama spektralnog klasterovanja sa ogranicenjima kao
i slozenost obi¢nog algoritma spektralnog klasterovanja bez ogranicenja je O(n? + tp,)
gde tp,, predstavlja broj iteracija algoritma k-srednjih vrednosti i n predstavlja broj
instanci u ulaznom skupu. Da bismo postigli bolju vremensku slozenost, primenili smo
Nistromovu aproksimaciju. U literaturi postoji nekoliko pristupa [Choromanska et al.,
2013, Fowlkes et al., 2004, Li et al., 2011] koji ukljuc¢uju Nistromovu metodu u spektralno
klasterovanje. Medutim, samo su autori u [Choromanska et al., 2013] prikazali garancije
performansi za svoj algoritam. Ukljucujuéi ovaj algoritam u nas$ algoritam spektralnog
klasterovanja sa ograni¢enjima dobijamo algoritam slozenosti O(nl? + t,,,) gde je [ < n
broj izabranih ulaznih instanci.

Autori u [Li et al., 2015a] su predlozili algoritam za brzo spektralno klasterovanje sa
ogranicenjima, sa linearnom vremenskom slozenos¢u po n. Medutim, oni pretpostavljaju
da je broj ogranicenja ¢ mali ¢ < n, §to u principu moze biti veliko kao n?. Algoritam iz
[Li et al., 2015a] ima ili kvadratnu vremensku slozenost po ¢ ili kvadratnu memorijsku
slozenost po n, u zavisnosti od implementacije, i on je neprimenljiv za veliko n i ¢. Sa
druge strane, nas algoritam ima linearnu vremensku i linearnu memorijsku slozenost po
n bez obzira na broj ograni¢enja. Prema nasem znanju, to je jedini algoritam spektral-
nog klasterovanja sa ogranicenjima koji koristi i tvrda i meka ogranicenja i postize ovu
slozenost bez obzira na veli¢inu skupa ogranicenja.

Prilazemo sledeée rezultate:
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e Pokazali smo da algoritam spektralnog klasterovanja sa ograni¢enjima moze da se
primeni kao algoritam spektralnog klasterovanja bez ogranicenja na viseslojnom
grafu gde su ogranicenja predstavljena slojevima tog grafa. Vremenska slozenost
ovog algoritma je n na kvadrat.

e Da bismo resili problem vremenske slozenosti, u odeljku 2.4 predstavljamo algo-
ritam zasnovan na Nistromovoj metodi sa linearnom vremenskom i memorijskom
slozenoscéu.
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2.2 Spektralno klasterovanje

U ovom odeljku ¢emo ukratko objasniti algoritam spektralnog klasterovanja na grafu
G. Vise reci o tome je bilo u poglavlju 1.2. Neka je G = (V, W) neusmereni tezinski graf,
sa skupom od n temena V' = {vy,vs,...,v,} i matricom susedstva W. Konkretno, W je
simetri¢na matrica gde je pozitivan realan broj W;; tezina ivice (v;,v;). Ako je W;; =0,
tada nema ivice izmedu v; i v;. Dijagonalna matrica D takva da je

D;; = z”: Wi
j=1

se zove matrica stepena, a D;; stepen ¢vor v;.

U ovom algoritmu zelimo da ¢vorove grafa podelimo u &k grupa, za dati neusmereni graf
slicnosti G = (V, W) i broj zeljenih klastera k. Konkretno, cilj algoritma klasterizacije
je da pronade particiju koja minimizira normalizovani rez. Konkretno za dati podskup
evorova A C V, cut(A,V \ A) je zbir tezina ivica W;; gde su v; € Viv; € V \ A
Pored toga, vol(A) predstavlja zbir stepena ¢vorova u A. Prema tome, normalizovani rez
klastera (particije) skupa (Ay, As, ..., Ag) je zbir

cut(A;, V' \ A;
NCut(Ayx) = Z (UOZ(A'\> )
=1 '

Skup klastera Ay, takav da NCut(A;) dostize minimum, zovemo resenje problema
minNCut, tj. minimiziranje reza. Prema [Von Luxburg, 2007] regularizacija ovog proble-
ma daje:

min tr(U7LU)
UcRn Xk

s.t. UTU =1. (2.1)

Matrica L se zove normalizovana Laplasova matrica ili normalizovani grafov Laplasi-
jan i njena vrednost je:

L=D":D-W)Dz.

Osobine 3. [Von Luzburg, 2007] Za normalizovani grafov Laplasijan L sledeéi iskazi
su tacni:

e L je pozitivna semidefinitna matrica,

e L ima n nenegativnih realnih sopstvenih vrednosti:

0:)\1§§)\n,

e 0 je sopstvena vrednost matrice L ¢igi je sopstveni vektor D:1.
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Resenje problema (2.1) je matrica U, nazvana spektralna matrica ugradnje, Cije su
kolone prvih £ sopstvenih vektora Laplasijana L. Pripadnosti klasterima izvedene su
kao resenje klasterovanja koris¢enjem algoritma k-srednjih vrednosti gde ulaz ¢ine vrste
matrice U.

Algoritam 4 Spektralno klasterovanje.
[Ng et al., 2002]

Input: Wi k;

for all 7,5 do

if © = 7 then
Dy; = Zl Wi
else
D;j; == 0;
end if
end for

L=D"2D—-W)D 2.

Izracunati U ¢ije su kolone prvih £ sopstvenih vektora matrice L;
Normalizovati vrste matrice U,

Klasterovati vrste matrice U primenom algoritma k-srednjih vrednosti 1;
Output: Klasteri C1, ..., Cy;

Dalje, prostor kolona matrice U koristi¢e se za predstavljanje grafa potprostorom
prilikom klasterovanje na viseslojnom grafu kao u [Dong et al., 2014]. Prema tome graf
¢e biti tacka u Grasmanovoj mnogostrukosti. Sada ¢emo ukratko opisati Grasmanovu
mnogostrukost i njene osnovne osobine.
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2.2.1 Grasmanova mnogostrukost

Definicija 2.2.1. [Hamm and Lee, 2008] Grasmanova mnogostrukost G(k,n) je skup
k-dimenzionalnih linearnih vektorskih potprostora prostora R™.

Ortonormirana matrica Y € R™* se moze koristiti za predstavljanje tacke, prostora
kolona span(Y’), u G(k,n). Ova vrsta predstavljanja nije jedinstvena, jer span(Y;) =
span(Ys) moze biti tatno za dve razlicite matrice Y;, Y3. Prema tome, kada kazemo
da matrica Y pripada G(k,n), mislimo da njen prostor kolona pripada G(k,n). Udalje-
nost izmedu dva elementa G(k,n) moze se definisati pomocu glavnih uglova [Golub and
Van Loan, 1996].

Deﬁnicija 2.2.2. Neka su Y] i Y5 dve ortonormirane matrice iz R"**. Glavni uglovi
0<6, <--- <0 <7 izmedu dva potprostora span (Y1) i span(Ys), definisani su

cosf; = max max u?vi
u;€span(Y1) vi€span(Ya)

tako da vazi

;Tru-zl
z _17
T
u; u _O’
oo
v; v _O’

za svako j € {1,...,i—1}.

Primetimo da 6, predstavlja najmanji ugao izmedu dva jedini¢na vektora uzeta iz
span(Y7) i span(Ys) respektivno. Ugao 6 je na slican nacin izabran kao najmanji ugao
izmedu dva jedinicna vektora uzeta iz span(Y;) i span(Ys) respektivno, s tim da je
dodat jedan uslov da su ti vektori ortogonalni prethodno odabranim vektorima. Preostali
uglovi se biraju slicno. Glavni uglovi se mogu izra¢unati iz dekompozicije po singularnim

vrednostima (SVD) matrice
Y'Yy = UcosOV7,

gde je
U= [ uk],
V = [ Uk],
i cos O je dijagonalna matrica
cos © = diag(cos by, ..., cosb).

Prema [Hamm and Lee, 2008] rastojanje projekcije se definise kao

Yl,Y2 Zsm 0;)
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sto je prema [Dong et al., 2014] ekvivalentno sa

(tr(YV: + Y'Y, — 2V YT YLY,))) )
2
1
= Iy = vy (2.2)

A (V,Ys) =

Algoritam 5 Spektralno klasterovanje viseslojnog grafa.
[Dong et al., 2014]
Input: m, Wy, ..., W,, i k;
for all i = 1,k do
Izraéunat} matricu stepelna D; iz matrice W;
L; =D, *(D; — W;)D, ?;
Izracunati U; ¢ije su kolone prvih £ sopstvenih vektora matrice L;;
end for
Linod : Zz 1 L -« Z:il UiUz‘T;
Izracunati U ¢ije su kolone prvih £ sopstvenih vektora matrice L,,.q;
Normalizovati vrste matrice U,
Klasterovati vrste matrice U primenom algoritma k-srednjih vrednosti 1;
Output: Klasteri Cy,...,C}

2.2.2 Spektralno klasterovanje viseslojnog grafa

Sada ¢emo ukratko objasniti algoritam spektralnog klasterovanja (grupisanja) na
viSeslojnim grafovima razvijenim u [Dong et al., 2014]. Ovaj algoritam ¢e se koristiti u
nasem resenju zadatog problema spektralnog klasterovanja sa ogranicenjima. Viseslojni
graf koji se sastoji od m slojeva je skup od m pojedina¢nih grafova Mg = {(G; =
(V, E;, W;))i<m} sa istim skupom ¢vorova. V' je zajednicki skup ¢vorova, E; je skup ivica
i W, je matrica susedstva sloja 1.

Za svaki sloj izracunavaju se grafov Laplasijan L; i matrica spektralnog ugradivanja
U;. Autori iz [Dong et al., 2014] su predlozili da se pronade matrica U takva da je
tacka span(U) sto blize moguce tackama iz skupa {span(U;) }1<i<m, 1 to tako da U cuva
lokalna rastojanja izmedu slojeva. Na kraju se izvrsi algoritam klasterovanja k-srednjih
vrednosti na vrstama matrice U. Da bi izracunali matricu U, predlozili su sledeci problem
optimizacije za klasterovanje na viseslojnom grafu:

m

min tr(UT L;U) + alkm — Ztr (wuTu,un, (2.3)

UeRnxk
UTU=1 =1 =1
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gde je o parametar regularizacije. Ovaj problem je ekvivalentan slede¢em problemu:

in tr(U” L;— U,UNU). 2.4
min_ tr( (Z az ) (2.4)
UTU=1 =1 =1

Stoga su kolone matrice resenja U prvih k£ sopstvenih vektora modifikovane Laplasove
matrice:

Limod = i L —« i UUt. (2.5)

Imajmo na umu da je redosled slojeva irelevantan za izvodenje matrice L,,,q i da je
zbog toga redosled slojeva nebitan za klasterisanje.



2.3. SPEKTRALNO KLASTEROVANJE SA OGRANICENJIMA 47

2.3 Spektralno klasterovanje sa ograni¢enjima

U ovom odeljku ¢emo opisati nas algoritam spektralnog klasterovanja sa ogranicenjima.
Dat nam je graf slicnosti G = (V, W), izveden iz ulaznih vektora karakteristika, i skup
ogranicenja PC. Elementi skupa PC imaju sledeéi oblik

e = {v;, v, t, type} :
1. Ogranicenje e se odnosi na ¢vorove v; i vj,

2. type € {ML,CL} se odnosi na tip ogranic¢enja (dva ¢vora treba staviti u isti klaster
ili dva ¢vora ne treba staviti u isti klaster),

3. Broj t je tezina ogranicenja. Ako za tezinu t svakog ogranicenja iz skupa PC vazi
t € {0, 1}, tada se ogranic¢enja nazivaju tvrda (hard), ali ako se za neka ogranicenja
koristi tezina t € (0,1), onda se ogranicenja nazivaju meka (soft).

U literaturi postoji nekoliko metoda za resavanje ovog problema. Ovde ¢emo ukratko
spomenuti dve koje daju najbolje rezultate prema [Wang et al., 2014a]. U [Kamvar et al.,
2003] autori su razvili algoritam koji se moze primeniti samo na skup tvrdih ogranicenja,
koji se naziva algoritam spektralnog ucenja, baziran na promeni matrice susedstva

1. Ako je {v;,v;,1, ML} € PC, tada je tezina ivice W (i, j) postavljena na 1,
2. Ako je {v;,v;,1,CL} € PC, tada je tezina ivice W (i, j) postavljena na 0.

Nakon toga se primenjuje spektralno klasterisanje. Kreira se matrica, ¢ije su kolone
najveéih k sopstvenih vektora matrice (W + dpazl — D)/dmae gde je D dijagonalna
matrica stepena i d,,., najveéi stepen u grafu, i na redovima ove matrice se izvodi
algoritam klasterovanja k-srednjih vrednosti.

Autori u [Wang et al., 2014a] imaju drugaciji pristup i njihov algoritam se moze
primeniti i na skup podataka sa tvrdim ograni¢enjima i na skup podataka sa mekim
ogranicenjima. Njihova ideja je bila da pronadu vektor indikatora klastera kao reSenje
problema optimizacije sa ograni¢enjima. Prvo ¢emo objasniti njihov pristup na slucaju
dva klastera.

Prvo se kreira matrica ograni¢enja () na slede¢i nacin:

1, ako {’Ui,Uj,l,ML} GPC
Qi,5) =< —1, ako {v;,v;,1,CL} € PC
0, u suprotnom. (2.6)

U sluc¢aju mekih ograni¢enja umesto vrednosti {—1,1} se u matricu ogranic¢enja sta-
vljaju tezine {—t,t}. Matrica ograni¢enja normalizovana je na isti nac¢in kao i grafov
Laplasijan @) + D_%QD_%. Autori iz [Wang et al., 2014a] definisu problem spektralnog
klasterovanja sa ogranicenjima za 2 particije kao slede¢i problem optimizacije, Cije je
reSenje vektor indikatora klastera v:
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min v’ L
veR™

tako da vazi
vIQu > a,

1] = vol,

v+ D21, (2.7)

gde je obim grafa vol zbir stepena njegovih ¢vorova

vol = zn: Du
i=1

Za izabrano [ < a moze se dokazati da je reSenje v problema spektralnog klasterovanja
sa ogranic¢enjima (2.7) resenje slede¢eg generalizovanog problema sopstvenih vrednosti:

Lv=\Q - %m. (2.8)

Pored toga, prema [Wang et al., 2014a] samo generalizovani sopstveni vektori koji
odgovaraju pozitivnim sopstvenim vrednostima mogu biti resenje problema (2.7). Stoga
se algoritam iz [Wang et al., 2014a] moze sazeti na sledeé¢i nac¢in:

1. Resavanje generalizovanog problema sopstvenih vrednosti (2.8)

2. Kreiranje izvedivog skupa od generalizovanih sopstvenih vektora v koji odgovaraju
pozitivnim sopstvenim vrednostima i normalizovanje tih vektora tako da vazi vTv =
vol

3. Iz izvedivog skupa odabere se vektor v* = arg min,, v* Lv
4. Tz vektora indikatora klastera u* = D~2v* konstruidu se klasteri.

U slucaju da imamo k klastera, a ne dva, u koraku (3) matrica

V*=arg min tr(VILV)
VeRnx(kfl)
je konstruisana tako da se njene kolone biraju iz izvedivog skupa. U koraku (4) algoritam
klasterovanja k-srednjih vrednosti se izvrsava na redovima matrice D=2V*.

Mi predlazemo da transformisemo ulazni graf slicnosti G = (W, E) i skup ogranicenja
PC u viseslojni graf M. U svetlu ove transformacije primenjujemo algoritam spektral-
nog klasterovanja sa ogranic¢enjima na ulaznom grafu slicnosti i skupu ogranicenja kao
algoritam spektralnog klasterovanja bez ograni¢enja na viseslojnom grafu Mq. Prvo ¢emo
konstruisati viSeslojni graf koji ¢e odgovarati nasem problemu sa ogranic¢enjima. Svaki
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sloj ovog viseslojnog grafa imace isti skup ¢vorova V. Ocigledno koristimo graf slicnosti
ulaza kao prvi sloj, stoga je njegova matrica susedstva jednaka matrici susedstva ulaznog
grafa W, = W. Sledeci koraci su ugradivanje ogranicenja u naredne slojeve. Predlazemo
da se dva ugradena sloja koriste kao ugradena ogranicenja, jedan sloj za ogranicenja koja
se odnose na ¢vorove koji se moraju povezati i jedan sloj za ogranic¢enja koja se odnose
na ¢vorove koja se ne mogu povezati. Zbog toga konstruisemo troslojni graf u kojem je
prvi sloj ulazni graf, a drugi i treéi sloj predstavljaju ogranicenja.

ML ogranic¢enja ¢emo kodirati slede¢com matricom susedstva W5 drugog sloja

1, ako {UZ’,U]',]_,ML} e PC
0, u suprotnom (2.9)

Wal(i,j) = {

a CL ogranic¢enja sledecom matricom susedstva W3 treceg sloja

0, ako {v;v;,1,CL} € PC
1, u suprotnom (2.10)

Wsl(i, j) = {

U poslednjem koraku grupisemo ¢vorove ovog viseslojnog grafa koristeéi algoritam (5).
Nas algoritam je sazet u algoritmu (6). Imajmo na umu da redosled slojeva nije vazan
za algoritam.

Mozemo da izvuéemo nekoliko zakljucaka o ovom algoritmu:

1. Ovaj algoritam nije zavistan od tvrdih ogranicenja. Na primer, neka je
¢ = {v;, v, te, type} € PC

ogranicenje sa ulaza. Tezina ogranicenja je t. i zato kazemo da je tezina ivice izmedu
¢vorova v; 1 v; u sloju ogranicenja jednaka %..

2. Buduéi da su ogranicenja kodirana koristec¢i dva sloja viseslojnog grafa koji ima n
¢vorova, vremenska i memorijska slozenost ovog algoritma zavisi¢e samo od n, a
ne i od broja ogranicenja. Stoga mozemo dodati onoliko ogranicenja koliko Zelimo
i to nece uticati na brzinu algoritma.

3. Kako dodajemo jos ogranic¢enja, algoritam ¢e konvergirati prema istinskoj particiji.
Kada dodamo sva ogranic¢enja, drugi i treci sloj ¢e predstavljati tacnu particiju i
oni ¢e imati veliki uticaj na klasterovanje.
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Algoritam 6 Algoritam spektralnog klasterovanja sa ograni¢enjima kao spektralno kla-
sterovanje viSeslojnog grafa.
Input: W, ki PC ;

Wy =W;
Wy :=0;
W3 =1,

for all {v;,v;,1,type} € PC do
if type = M L then

WZ(Z7J) = 17
else
W3<Z7]) = 07
end if
end for

for alli =1,3 do

Izraéunat} matricu stepeina D; iz matrice W;;

L; =D, *(D; —W;)D, ?;

Izracunati U; ¢ije su kolone prvih £ sopstvenih vektora matrice L;;
end for
Linod = ZZZ1 Li —« Z:il UiUiT;
Izracunati U ¢ije su kolone prvih k& sopstvenih vektora matrice L,,.q4;
Normalizovati vrste matrice U,
Klasterovati vrste matrice U primenom algoritma k-srednjih vrednosti 1;
Output: Klasteri C1,...,C

2.4 Novi algoritam spektralnog klasterovanja sa ogra-
nicenjima linearne vremenske i memorijske slozenosti

Slozenost algoritma (6) je O(kn®+tg,,). Stoga ¢e njegova primena na velikim grafovima
biti spora. Da bi se resio ovaj problem, treba smanjiti vremensku slozenost spektralnog
ugradivanja. Ovde ¢emo primeniti slicnu ideju kao u brzom spektralnom klasterisanju
metodom Nistroma, implementiranoj u [Choromanska et al., 2013], kako bismo smanji-
li slozenost naseg algoritma spektralnog klasterisanja. Uzorkovac¢emo skup [ kolona L,
zajednicki za matricu susedstva svakog sloja, i upotrebiti ga za aproksimaciju grafovske
Laplasove matrice C; i iz nje izra¢unati aproksimativno spektralno ugradivanje U; za
svaki sloj. Dalje, aproksimiracemo modifikovani grafov Laplasijan sa

émod = ilcz + Oélmz1 UlUZT(,ﬁ)

i koristiti najmanjih k& sopstvenih vektora ove matrice kao ulaz algoritma klasterovanja
k-srednjih vrednosti.

Sada ¢emo ukratko opisati Nistromovu metodu za aproksimaciju simetricne i pozi-
tivno semidefinitne matrice X € R™*™. ViSe re¢i o ovoj metodi je bilo u poglavlju 1.1.
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Matrica C' izvedena je iz matrice X uzorkovanjem njenih kolona. Konkretno, neka £
bude skup nasumi¢no izabranih indeksa kolona. Otuda je C' = X (L, :) i njena dimenzija
je [ x n. Matrica @ je izvedena iz C' izborom [ redova na sledeéi nacin Q = C(:, £). Tako
mozemo izracunati dekompoziciju po sopstvenim vrednostima matrice

Q = UgSqUy,

jer je to simetricna matrica. Nistromova metoda generise aproksimaciju X matrice X sa
slede¢om dekompozicijom po sopstvenim vrednostima:

X = (\/%CUQE@(%EQ)(\/%CUQEE)T. (2.11)

Slozenost ove metode je O(ni?). Sledec¢a teorema iz [Kumar et al., 2009] daje gornju
granicu greske Nistromove metode:
Teorema 2.4.1. [Kumar et al., 2009] Neka je K € R™" simetricéna i pozitivno semide-
finitna matrica. Pretpostavimo da se l kolona matrice K uzorkuju nasumicno uniformno
bez zamena, da je K, Nistromova aproksimacija ranga r i da je K, nagbolja aproksimacija
ranga r matrice K. Neka je

b€ (0,1), >0

64r
1>,
€

. \/1og<§>5<z,n—z>

[

gde je
ab 1
£(a,b) =
a+b—1/21— —Qmaj((a’b)

Ako je v = ZieD(l) K;; gde je D(1) skup indeksa | najveéih dijagonalnih elemenata ma-
trice K i ako je 0 = \/n . K2 onda je sa verovatnoéom 1 — 0 sledeéi izraz tacan

1
1K — Kllr < ||K — Kol|r + e[(%) (0 + nm@nKii)] g (2.12)

=1n

Sada ¢emo opisati algoritam za brzo spektralno klasterovanje grafa G = (V, W) po-
moc¢u Nistromove metode iz [Choromanska et al., 2013]. Neka je £ skup indeksa [ uzor-
kovanih kolona matrice susedstva W. Matrica W = W (:, L) je matrica susedstva sa
uzorkovanim kolonama. Sada se izracunavaju dve (retke) dijagonalne matrice stepena
¢vorova:

D e R™™ takvadaje D; = —— (2.13)
Zj:l Wi
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1
A e R™ takvadaje Ajj=——— (2.14)

JJ S
\/ Zi:l VVij

Slede¢a matrica je aproksimacija uzorkovane grafovske Laplasove matrice

C=1I(L) - \/%DWA.

Sada se matrica () ra¢una kao sym(C(L,:)). U sledeéem koraku se racuna dekompo-
zicija po sopstvenim vrednostima matrice @)

Q = UgpXoUp.

Dijagonalna matrica sopstvenih vrednosti aproksimativne grafovske Laplasove matrice
je X = 7Y a aproksimativna matrica sopstvenih vektora je

~ l
=1/ —CULSH.
0=\ jevas:

Iz toga sledi da je aproksimativni grafovski Laplasijan jednak
L=Ux0".

Matrica spektralnog ugradivanja U racuna se iz prvih (oni koji odgovaraju najmanjim
sopstvenim vrednostima) k sopstvenih vektora matrice U i redovi matrice U se normali-
zuju. Kao i u uobicajenom algoritmu spektralnog klasterisanja, algoritam klasterovanja

k-srednjih vrednosti se primenjuje na redove matrice U.

Opremljeni brzim algoritmom spektralnog klasterovanja, modifikova¢emo algoritam
spektralnog klasterovanja za m -slojni graf Mg = {(G; = (V, E;,W,))i<m} tako da nje-
gova vremenska slozenost bude linearna po n. Prvi korak je izracunavanje aproksimacija
uzorkovanih Laplasovih matrica C; za svaki sloj i izracunavanje aproksimativnog spek-
tralnog ugradivanja U; kao u [Choromanska et al., 2013]. Sledeéi korak je izracunavanje
aproksimacije modifikovane Laplasove matrice (2.5) na osnovu £. Imajmo na umu da je
skup uzorkovanih indeksa kolona £ jednak za sve slojeve grafa:

Crmoa =Y _Ci+ad UU/(:L). (2.15)
=1 =1

Buduc¢i da ne zelimo da slozenost naseg algoritma bude kvadratna po n, ne mozemo prvo
izracunati U;U] a zatim uzorkovati njegove kolone, ali mozemo izracunati uzorkovanu
matricu odmah:

UUT (5 5) =Y Ui U (L, 1), (2.16)

t=1
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Koriste¢i teoremu (2.4.1) izra¢una¢emo gornju granicu za greSku aproksimacije Lnod-
Kao u [Choromanska et al., 2013] pretpostavimo da za svaki sloj grafovski Laplasijan
ima vrednost 1 u svakom polju na glavnoj dijagonali i dobijamo slede¢u ganicu:

Teorema 2.4.2. Neka je {L; € R""},_17 skup idealnih grafovskih Laplasijana svakog
sloja. Pretpostavimo da se | kolona matrice L; uzorkuju nasumicno i uniformno bez
zamena i da je Linod najbolja Nistromova aproksimacija ranga r matrice L,,.q. Neka vaZi

gde je 6 € (0,1) i
ab 1
a+b—1/21— —=

2max(a,b)

5(@, b) =

Sa verovatnocéom 1 — § sledeci izraz je tacan:

= k k
| Linod — Lunodl [ < {(H%)(nmnmm%)] (2.17)
Dokaz. 1z teoreme (2.4.1) imamo nejednakost:
- n 1
HLmod - Lmod‘ ‘F <e |:(7")/) (9 + 771’{1?7)( n<Lmod)ii)] (218)

gde v = ZieD(l)( Limod)ii , D(1) je skup indeksa [ najveéih dijagonalnih elemenata
matrice Liog, 1 0 = /1D 1) (Linod) -

Prvo ¢emo izracunati gornje granice za v, 6 i max;_1, 7(Limod)i:

Y = Z (Lmod)jj

jeDb()
= DO (L +ad (UU)
jeD() i=1 i=1

IN

ml+ « Ztr(UiUiT) < ml + amk (2.19)

i=1
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j=1

0 - J 0 (Linod)%; <O (Lmod)ji
,: j=1

= O (Li)j;+ad (UU]);)

i=1 =1 =

<

= mn—i—aZtr(UiUiT)
i=1

= mn + amk (2.20)

IN

n + nok (2.21)

Primenom (2.19), (2.20) i (2.21) u (2.18) dobijamo:

amk>]§'

~ k
Linod = Limodll < ne|(1+ =) (1 + amk +m + (2.22)

Koristedi istu ideju u pogledu predstavljanja ogranicenja slojevima grafa kao u pret-
hodnom poglavlju, implementiramo algoritam (7) za brzo spektralno klasterovanje sa
ogranicenjima. Algoritam (7) prvo kodira ogranic¢enja slojevima grafa, a zatim izvodi
brzo spektralno klasterisanje viseslojnog grafa na osnovu Nistromove metode. Slozenost
ovog algoritma je O(nl? + t4,,) dok je slozenost algoritma (6) jednaka O(n?k + tym).
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Algoritam 7 Brzi algoritam spektralnog klasterovanja sa ogranicenjima.

Input: W, [, ki PC;
Uzorkovati indekse kolona L;
Izracunati W.5 iz ulaza;
for i =1,3 do
W = VVi(:v ‘C)a
D = 0;
A = 0;
for all 7 do
Dy; := 1
Zé‘:l Wij
end for
for all j do

_ 1
Ajj = ==

?:1 Wi'

end for

C=1I(L)— \/gDWA.;

Q = sym(C’(ﬁ, :));

(Uq, Xq) = e1g(Q);

U = (\/%CUQEZS)(:, 1:k);

C; =C;
end for
Crod = >0y Ci +a S UL (:, L);
Izracunati U iz C,,,q, normalizovati pa klasterovati njene vrste;
Output: Klasteri C,...,C}
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2.5 Empirijska evaluacija algoritama spektralnog kla-
sterovanja sa ogranicenjima

U ovom odeljku procenjujemo performanse nasih algoritama:

e algoritam spektralnog klasterovanja sa ogranicenjima koris¢enjem viseslojnog grafa
(ConstrainedSPectral-MultiLayer (6)) koji ¢emo oznacavati CSP-ML,

e i brzi algoritam spektralnog klasterovanja sa ograni¢enjima koris¢enjem viseslojnog
grafa (FAST-ConstrainedSPectral-MultiLayer (7)), koji ¢emo oznacavati FAST-
CSP-ML.

Uporedujemo ove algoritme sa slede¢im algoritmima:

e algoritmom spektralnog klasterovanja sa ogranicenjima (CSP) iz [Wang et al.,
2014a],

e i algoritmom spektralnog ucenja (SL) iz [Kamvar et al., 2003].

U Matlabu smo implementirali nase algoritme CSP-ML i FAST-CSP-ML, a kod za
CSP algoritam je preuzet sa sajta jednog od autora [Wang, 2014]. Program smo iz-
vrSavali na masini sa Intel Core i7-4790 CPU-om 3.60GHz, koji ima 4 jezgra i 32GB
memorije, a izlaz programa su slike i tabele koje ¢emo analizirati na kraja ovog pogla-
vlja.

Tabela 2.1: Skupovi podataka na kojima ¢emo evaluirati algoritme klasterovanja sa ogra-
nicenjima. Prikazujemo naziv skupa, broj primera u skupu i koliko atributa ima svaki
skup.

Skup podataka Instance Atributi
Iris 100 4
Wine 130 13
Glass 214 9
Seeds 210 7
Ionosphere 351 34
Sylva 145 252 216
Orange 50 000 43
Sdd 58 509 49
Postures 78 095 38
Covtype 581 012 54

Koristimo 10 skupova podataka iz stvarnog sveta i svi su iz [Lichman, 2013]: Wine
(poglavlje 2.5.1), Iris (poglavlje 2.5.1), Seeds (poglavlje 2.5.1 - 2.5.5), Glass (poglavlje
2.5.1 - 2.5.5), Ionosphere (poglavlje 2.5.1 - 2.5.5), Sensorless drive diagnosis data set
(Sdd, poglavlje 2.5.6), Postures (poglavlje 2.5.6) i Covtype (poglavlje 2.5.6) osim skupa
Orange! (koristimo samo atribute koji nemaju podatke koji fale) skup podataka i Sylva'
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skup podataka. Matricu susedstva formiramo koriste¢i RBF kernel

||z — yl”
Sl AT

k(x,y) = exp( 5

Ogranicenja su izvedena iz tacnih oznaka. Na primer, biramo podskup A vektora ula-
znih karakteristika i pretpostavljamo da znamo njihove oznake. Ako ¢vorovi v;,v; € A
pripadaju skupu A, onda

1. ako pripadaju istoj klasi, onda dodajemo {v;,v;,t, M L} skupu PC
2. ako pripadaju razlicitim klasama, onda dodajemo {v;,v;,t, CL} skupu PC

Za informacije o skupovima podataka pogledajte tabelu (3.1). Rezultati su procenjeni
pomoc¢u Randovog indeksa kako je definisan u [Manning et al., 2008]:

B tp+in
tp+ fp+tn+ fn

gde tp, fp,tn, fn predstavlja true positive, false positive, true negative i false negative
respektivno.

U svim figurama broj na x-koordinati predstavlja poznate instance i y-koordinata
predstavlja Randov indeks, osim kod eksperimenata kod koga su ogranicenja meke ivice
gde broj na z-koordinati predstavlja broj poznatih ivica.

2.5.1 Polu nadgledano testiranje

Pocinjemo testiranje koriste¢i 30 primeraka sa poznatim oznakama i u svakom koraku
povecavamo poznate oznake za 15. U svakom koraku izvodimo 30 testova (na svakom te-
stu nasumicéno biramo poznate oznake) i prijavljujemo srednji Randov indeks. Objasnimo
rezultate na slikama (2.1) i (2.2):

e Nasi algoritmi CSP-ML (6) i FAST-CSP-ML (7) imaju dobar uc¢inak na svim
skupovima podataka. Oni efikasno koriste mali i veliki broj ograni¢enja. Sa malim
brojem zadatih ogranicenja algoritmi mogu da daju dobre rezultate i dosledno
daju bolje rezultate kako se dodaje vise ogranicenja. Dalje, skup klastera izveden
iz naseg algoritma konvergira u pravi skup klastera.

e Nas algoritam CSP-ML (6) moze da nadmasi ili proizvede uporedive rezultate sa
konkurentima algoritmom spektralnog klasterovanja sa ograni¢enjima [Wang et al.,
2014a] i algoritmom spektralnog ucenja [Kamvar et al., 2003] na svim skupovima
podataka. Zakljucujemo da je najveca razlika izmedu naseg algoritma CSP-ML

Thttp: //www.causality.inf.ethz.ch/activelearning.php
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i njegovih konkurenata postignuta kada je poznat veliki broj ograni¢enja. S dru-
ge strane, nas algoritam FAST-CSP-ML (7) dobija bolje rezultate od algoritma
spektralnog klasterovanja sa ograni¢enjima samo na Glass skupu podataka i bolje
rezultate od spektralnog ucenja samo na skupovima podataka Glass, Wine i Ionosp-
here. Medutim, najveca prednost algoritma FAST-CSP-ML je njegova slozenost
O(nl?+t1m) koja je bolja u poredenju sa slozenoséu ostalih algoritama ( kvadratna
po broju instanci).

Pored toga, u tabeli navodimo prosecni Randov indeks, njegovu standardnu devijaciju
kao i prose¢nu normalizovanu medusobnu informaciju (normalized mutual information),
kao i standardnu devijaciju, tabele (2.2) i (2.3). Normalizovana zdruzena koli¢ina infor-
macija (nmi) izmedu slucajnih promenljivih X 1Y izracunava se na slededi nacin

I(X:Y)

NMI(X,Y) = AR

gde je I(X;Y) zdruzena kolic¢ina informacija i H(X) je entropija. Zbog ¢injenice da je
standardna devijacija mala i slicna u svim preostalim eksperimentima, njihove rezultate
predstavljamo samo na slikama.

Tabela 2.2: Poredenje performansi razlicitih algoritama spektralnog klasterovanja sa
ogranicenjima na slede¢im skupovima podataka iz stvarnog sveta: glass, seeds i ionosp-
here. Prikazujemo prose¢ni Randov indeks i njegovu standardnu devijaciju .

Poznate Mera poredenja

oznake RI

algoritam CSP \ CSP-ML \ FAST-CSP-ML \ SL
skup podataka glass

30 0.68 £0.12 0.55£0.13 0.69 +£0.12 0.31 £ 0.06
75 0.72+0.13 0.69£0.13 0.71£0.13 0.31 £0.07
120 0.75£0.14 0.80 +0.14 0.76 + 0.14 0.41+0.14
165 0.78 £0.14 0.89 £0.16 0.85+0.15 0.58 £0.14
skup podataka seeds

30 0.87+0.16 0.91 £0.16 0.82 +0.15 0.88 £0.16
75 0.91 £0.16 0.94 +£0.17 0.83 £0.16 0.91 £0.16
120 0.93 £0.17 0.96 £0.17 0.85+0.17 0.95+0.17
165 0.93 £0.17 0.98£0.18 0.91 £0.17 0.98 £0.18
skup podataka tonosphere

30 0.76 £0.15 0.72£0.15 0.54 £0.10 0.55 £ 0.10
75 0.84 £0.15 0.79£0.19 0.55 £0.11 0.55 £ 0.10
120 0.88£0.16 0.90 £0.18 0.59 +£0.12 0.55 £ 0.10
165 0.90 £0.16 0.94 +£0.17 0.64 £0.14 0.55 £ 0.10
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Tabela 2.3: Poredenje performansi razlicitih algoritama spektralnog klasterovanja sa
ogranicenjima na slede¢im skupovima podataka iz stvarnog sveta: glass, seeds i ionosp-
here. Prikazujemo prose¢nu normalizovanu zdruzenu koli¢inu informacija i standardnu

devijaciju.

Poznate Mera poredenja

oznake NMI

algoritam CSP \ CSP-ML \ FAST-CSP-ML \ SL
skup podataka glass

30 0.36 £ 0.08 0.35 + 0.08 0.28 + 0.06 0.12 +0.02
75 0.39 + 0.10 0.49 + 0.10 0.33 +0.08 0.12 +0.02
120 0.44 +£0.11 0.61 +0.11 0.46 + 0.09 0.32 + 0.20
165 0.53+0.11 0.76 + 0.14 0.62+0.12 0.55+0.14
skup podataka seeds

30 0.71 +0.15 0.76 + 0.14 0.53+0.14 0.71 +0.13
75 0.75 + 0.16 0.81 +£0.15 0.57+0.14 0.78 +0.14
120 0.81 +0.15 0.87 +0.16 0.65 £+ 0.15 0.85 4+ 0.16
165 0.83 +0.15 0.92+0.17 0.75+0.14 0.92 4+0.17
skup podataka tonosphere

30 0.46 +0.11 0.36 +0.18 0.18 + 0.04 0.09 4+ 0.02
75 0.58 +0.12 0.52 +0.22 0.19 + 0.07 0.08 +0.02
120 0.64 +0.12 0.68 +0.18 0.21 + 0.08 0.07 4+ 0.02
165 0.71£0.13 0.80 +0.15 0.31 £0.09 0.06 £ 0.02

2.5.2 Nedosledna ogranicenja

Ako ne postoji dodeljivanje klastera koje zadovoljava ¢itav skup ogranicenja PC,
tada skup ogranicenja PC sadrzi nedosledna (kontradiktorna) ogranicenja. Na primer:
nedoslednost se moze pojaviti zbog gresaka u skupu oznaka. U ovoj tezi razmotri¢emo
slede¢u vrstu nedoslednih (kontradiktornih) ogranicenja. Neka su a,b i ¢ instance iz
ulaznog skupa podataka. Slede¢i skup ogranicenja je nedosledan:

{ML(a,b), ML(b,c),CL(a,c)}.

Tri skupa podataka (Glass, Seeds i Ionosphere) koriste se za testiranje u ovom pogla-
vlju. Pocinjemo sa 30 primeraka sa poznatim oznakama i u svakom koraku povecavamo
poznate oznake za 15. U svakom koraku (broj na x osi oznacava korak) izvodimo 30
testova (u svakom testu nasumic¢no biramo x poznatih oznaka i nasumicno biramo 0,08
x neusaglasenih ograni¢enja) i prijavljujemo srednji Randov indeks. Objasnimo rezultate
sa slike (2.3):

e U sva tri skupa podataka nasi algoritmi CSP-ML i FAST-CSP-ML su sposobni
da efikasno koriste kontradiktorna ogranicenja. U stanju su da koriste mali broj
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ogranicenja, a dodavanje ogranicenja poboljsava rezultate. CSP-ML je u stanju
da konvergira ka pravoj particiji klastera.

e Algoritam CSP-ML ili nadmasuje konkurente ili daje nesto slabije rezultate. S
druge strane, FAST-CSP-ML daje najbolje rezultate na skupu podataka Glass,
losije na Seeds skupu podataka i bolje rezultate nego algoritam spektralnog ucenja,
ali gore od algoritma spektralnog klasterovanja sa ogranicenjima CSP na lonosp-
here skupu podataka.

2.5.3 Skup ogranicenja sa 30% Suma

U ovom sluc¢aju pretpostavljamo da skup ograni¢enja ima 30% Suma. Ogranicenje
CL(a,b) je sum ako instance a i b pripadaju istom klasteru. Koristimo tri skupa podataka
(Glass, Seeds i Ionosphere) u ovom slucaju.

Poc¢injemo sa 30 primeraka sa poznatim oznakama i u svakom koraku povecavamo
poznate oznake za 15. U svakom koraku (broj na x osi oznacava korak) izvodimo 30
testova (u svakom testu nasumi¢no biramo x poznatih oznaka od kojih kreiramo 70%
tacnih ogranic¢enja i 30% netacnih ogranic¢enja) i prijavljujemo srednji Randov indeks.
Objasnimo rezultate sa slike (2.4):

e U sva tri skupa podataka nas algoritam CSP-ML je u stanju da efikasno koristi
ogranicenja sa 30% Suma i konvergira ka pravoj particiji. S druge strane, FAST-
CSP-ML obic¢no daje iste rezultate bez obzira na broj ogranic¢enja.

e Algoritam CSP-ML nadmasuje konkurente u sva tri skupa podataka. Primetili
smo da na skupu podataka Tonosphere (redak graf) CSP-ML nadmasuje konku-
rente i algoritam FAST-CSP-ML sa velikom razlikom. S druge strane, FAST-
CSP-ML daje bolje rezultate od spektralnog algoritma ucenja, ali losije od algo-
ritma spektralnog klasterovanja sa ogranicenjima na sva tri skupa podataka.

2.5.4 Meka ogranicenja

Do sada smo izvodili testove samo na skupovima sa tvrdim ogranicenjima, ali ovde
¢emo raditi eksperimente na primerima sa mekim ograni¢enjima. Koristimo tri skupa
podataka (Glass, Seeds i Ionosphere) u ovom slucaju. Buduéi da algoritam spektralnog
ucenja ne moze da koristi meka ogranicenja, uporedujemo nase algoritme CSP-ML i
FAST-CSP-ML samo sa algoritmom spektralnog klasterovanja sa ograni¢enjima [Wang
et al., 2014a].

Pocinjemo sa 30 primeraka sa poznatim oznakama i u svakom koraku povec¢avamo po-
znate oznake za 15. U svakom koraku (broj na z osi oznacava korak) izvodimo 30 testova
(u svakom testu nasumicno biramo x poznatih oznaka od kojih kreiramo ogranicenja sa
stepenom ta¢nosti izmedu 0,7 1 1,0) i prijavljujemo srednji Randov indeks. Sa slike (2.5)
zakljucujemo da:
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e U sva tri skupa podataka nasi algoritmi CSP-ML i FAST-CSP-ML su u stanju
da efikasno koriste meka ogranic¢enja. U stanju su da koriste mali broj ogranicenja,
a dodavanje ogranic¢enja poboljsava rezultate. Dodatno, CSP-ML je u stanju da
konvergira ka pravoj particiji klastera.

e Algoritam CSP-ML daje nesto bolje rezultate od svojih konkurenata u svim sku-
povima podataka, izuzev kod malog broja poznatih oznaka na skupovima podata-
ka Glass i Ionosphere. S druge strane, FAST-CSP-ML daje slabije rezultate od
svojih konkurenata na Seeds i lonosphere skupovima podataka i slicne rezultate
najboljem konkurentu na Glass skupu.

2.5.5 Meka ograniCenja na granama

Do sada smo testirali na skupovima sa ogranicenjima indukovanim iz skupa poznatih
oznaka na ¢vorovima. Kada smo saznali oznaku ¢vora onda smo izrac¢unali za svaku granu
tip ogranicenje: ML ili CL. Medutim, u ovom slucaju ¢emo nasumicno odabrati skup
ogranicenja iz skupa svih ogranicenja (skupa svih grana). Pored toga, sva ogranicenja
¢e biti meka. Zbog toga, s obzirom da algoritam spektralnog uc¢enja ne moze da koristi
meka ogranicenja, uporedujemo nase algoritme CSP-ML i FAST-CSP-ML samo sa
algoritmom spektralnog klasterovanja sa ogranicenjima [Wang et al., 2014a].

Svako ogranic¢enje ¢e biti upareno sa slucajno izabranim stepenom izmedu 0,7 i 1,0.
X-koordinata ¢e predstavljati broj poznatih ograni¢enja. Y-koordinata ¢e predstavljati
Randov indeks. Pogledajmo rezultate sa slike (2.6):

e U sva tri skupa podataka nas algoritam CSP-ML je u stanju da efikasno koristi
meka ogranicenja na ivicama. Ovaj algoritam efikasno koristi mali broj ogranicenja,
a dodavanje ogranic¢enja poboljsava rezultate. Dodatno, CSP-ML je u stanju da
konvergira ka pravom skupu klastera.

e Algoritam CSP-ML nadmasuje svoje konkurente ili daje uporedivo sli¢ne rezul-
tate. Konkretno na lonosphere skupu podataka nadmasuje konkurente sa velikom
razlikom. S druge strane, FAST-CSP-ML daje bolje rezultate od algoritma spek-
tralnog klasterovanja sa ogranicenjima na Seeds skupu podataka i slicne rezultate
na Glass i lonosphere skupovima podataka.

2.5.6 Veliki ulazni skup

U ovom odeljku testiramo svoje algoritme na velikim skupovima podataka. Prvo,
empirijski pokazujemo prednosti koje nasi algoritmi pokazuju na covtype [Lichman, 2013]
skupu podataka. Coutype je veliki skup podataka koji sadrzi 581 012 instanci sa 54
atributa koji pripadaju jednoj od sedam razlicitih klasa. U nasim eksperimentima koristili
smo samo 10 kvantitativnih atributa sa najve¢om varijansom u ulaznom skupu. Ovaj
skup podataka ¢emo nazvati covtypel0.
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Tabela 2.4: Performanse algoritma FAST-CSP-ML na velikim skupovima podataka sa
dve razli¢ite vrste ogranicenja (meko bez Suma i meko sa 30 % Suma). Izvestavamo o
prosecnom randovom indeksu i proseénom vremenu izvrSenja programa u sekundama
izrac¢unatom iz rezultata 20 izvedenih testova.

Poznate Ogranicenja sa Sumom

oznake No Yes

(%) RI Time RI Time
(s) (s)

skup covtype

podataka

10% 0.48 £0.01 20.23 0.46 +£0.01 22.32

30% 0.47 +£0.02 23.42 0.49 +£0.01 21.11

50% 0.52 £ 0.05 21.34 0.51+0.04 23.19

70% 0.52 +£0.05 22.11 0.53 £0.05 23.09

90% 0.65 £+ 0.06 21.51 0.54 +£0.03 21.78

skup sdd

podataka

10% 0.83 £0.01 241 0.84 £0.01 2.15

30% 0.84 £0.01 2.39 0.84 +£0.01 241

50% 0.87 £0.01 2.23 0.84 +0.01 3.74

70% 0.90 £ 0.01 2.20 0.84 £0.01 5.75

90% 0.96 £+ 0.01 1.86 0.85 +0.01 7.43

skup postures

podataka

10% 0.70 £0.01 2.33 0.68 +£0.01 2.15

30% 0.70 £0.01 2.36 0.69 +£0.01 2.20

50% 0.74 £0.02 2.19 0.69 +£0.01 2.85

70% 0.80 +0.03 2.05 0.70 £0.01 3.49

90% 0.87 +£0.03 1.79 0.724+0.01 4.47

Zbog memorijske slozenosti od O(n?) implementacije algoritama CSP-ML, CSP
i SL zahtevaju najmanje 2TB memorije. S druge strane, algoritam FAST-CSP-ML
ne bi imao takvih problema jer je njegova memorijska slozenost jednaka O(kn). Zbog
toga smo, da bismo uporedili ove algoritme, koristili podskup skupa covtype10 od 2100
instanci (tacno 300 pripadaju svakoj od sedam razlicitih klasa) koji su nasumicéno izabrani
od ukupno 581 012 instanci. Dalje, testove smo vrsili sa nedoslednim (poglavlje 2.5.2),
mekim (poglavlje 2.5.4) i mekim po granama (poglavlje 2.5.5) ogranic¢enjima i uporedili
smo performanse algoritama i njihovo vreme izvrsenja. Pogledajmo rezultate sa slika
(2.7,2.812.9):

e Na skupu sa nedoslednim ograni¢enjima oba nasa algoritma CSP-ML i FAST-
CSP-ML su dobila najbolje rezultate bez obzira na veli¢inu skupa ogranicenja.

e Na skupu sa mekim ogranicenjima sva tri algoritma (SL algoritam nije primenljiv
na skup sa mekim ograni¢enjima) su dobila sli¢ne rezultate, mada je CSP algoritam
bio nesto bolji od svojih konkurenata.

e Na skupu sa mekim ograni¢enjima po granama FAST-CSP-ML i CSP algoritmi
dobili su slicne rezultate dok je CSP-ML algoritam dobio najgore rezultate na
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malom skupu ogranicenja i najbolje rezultate na velikom skupu ogranicenja.

e U svakom testu i sa bilo kojom od tri vrste ogranicenja CSP je mnogo sporiji u
poredenju sa ostalim algoritmima.

e Prednost linearne vremenske i memorijske slozenosti algoritma FAST-CSP-ML
postaje ocigledna kada se grupise celokupan skup podataka covtype.

Izvrsili smo testove na celokupnim covtype i covtypel( skupovima podataka kao i
na drugim velikim skupovima podataka: sdd, postures, orange i sylva. Kao sto je veé
pomenuto samo FAST-CSP-ML algoritam je primenljiv na tako velikim skupovima
podataka. Autori u [Li et al., 2015a] su razvili aproksimativnu verziju CSP algoritma
zasnovanu na retkom kodiranju (eng. sparse coding). Medutim, njihov algoritam zahteva
matricu ogranicenja veli¢ine O(n?) §to je neresivo kada je broj ogranicenja veliki. S druge
strane, vremenska slozenost i memorijska slozenost naseg algoritma su linearne po veli¢ini
skupa podataka bez obzira na broj ogranicenja koji moze biti n?.

Izvrsili smo testove na skupovima podataka sa mekim ograni¢enjima bez Suma i sa
30% Suma i na skupu sa mekim ogranic¢enjima po granama. FAST-CSP-ML algoritam
je primenjen, a rezultati su prikazani u slede¢im tabelama (2.4 i 2.5). Primec¢ujemo da je
algoritam u stanju da efikasno koristi ograni¢enja i kako dodajemo ogranicenja, rezultati
se poboljsavaju.
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Tabela 2.5: Performanse algoritma FAST-CSP-ML na velikim skupovima podataka sa
dve razli¢ite vrste ogranicenja (meko bez Suma i meko sa 30 % Suma). Izvestavamo o
prosecnom randovom indeksu i prosecnom vremenu izvrSenja programa u sekundama
izracunatom iz rezultata 20 izvedenih testova.

Poznate Ograni¢enja sa Sumom

oznake Ne Da

(%) RI Time RI Time
(5) (5)

skup covtypel0

podataka

10% 0.59 +0.01 27.93 0.58 +0.01 26.27

30% 0.59 +0.01 27.03 0.59 +0.01 30.85

50% 0.62 +0.03 29.39 0.59+0.01 33.11

70% 0.68 + 0.04 34.03 0.59 +0.01 29.49

90% 0.70 + 0.04 27.90 0.58 +0.01 32.65

skup orange

podataka

10% 0.50 +0.01 1.06 0.50 +0.01 0.89

30% 0.54 +0.01 0.97 0.51 +£0.01 1.02

50% 0.62 £ 0.01 0.97 0.56 + 0.02 1.31

70% 0.74 +0.01 0.93 0.66 + 0.02 1.54

90% 0.89 £0.01 0.91 0.74 +0.02 2.55

skup sylva

podataka

10% 0.51 £0.01 1.13 0.50 £0.01 1.12

30% 0.54 4+ 0.03 1.11 0.50 £ 0.01 1.26

50% 0.64 £ 0.02 1.16 0.52 £ 0.01 1.29

70% 0.73 £ 0.01 1.18 0.58 + 0.03 1.39

90% 0.91 £0.01 1.18 0.67 £ 0.04 1.52
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Slika 2.1: Poredenje performansi razlic¢itih algoritama spektralnog klasterovanja sa ogra-
nicenjima na skupovima podataka iz stvarnog sveta za razli¢it broj poznatih labela koji

je dat na z-osi.
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Slika 2.2: Poredenje performansi razli¢itih algoritama spektralnog klasterovanja sa ogra-
nicenjima na skupovima podataka iz stvarnog sveta za razli¢it broj poznatih labela koji

je dat na x-osi.
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Slika 2.3: Poredenje performansi razlic¢itih algoritama spektralnog klasterovanja sa ogra-
nicenjima na skupovima podataka iz stvarnog sveta sa nedoslednim (kontradiktornim)

ogranic¢enjima za razli¢it broj poznatih labela koji je dat na xz-osi.
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Slika 2.4: Poredenje performansi razlic¢itih algoritama spektralnog klasterovanja sa ogra-
nicenjima na skupovima podataka iz stvarnog sveta, gde skup ogranicenja sadrzi Sum,
za razlicit broj poznatih labela koji je dat na z-osi.
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Slika 2.5: Poredenje performansi razlic¢itih algoritama spektralnog klasterovanja sa ogra-
nicenjima na skupovima podataka iz stvarnog sveta, gde skup ogranicenja sadrzi meka
ogranic¢enja za razli¢it broj poznatih labela koji je dat na x-osi.
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Slika 2.6: Poredenje performansi razlic¢itih algoritama spektralnog klasterovanja sa ogra-
nicenjima na skupovima podataka iz stvarnog sveta, gde skup ogranicenja sadrzi meka
ogranic¢enja po ivicama za razli¢it broj parova ogranicenja koji je dat na z-osi.
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Slika 2.7: Poredenje performansi i vremena izvrSenja razlic¢itih algoritama spektralnog
klasterovanja sa ogranicenjima na podskupu skupa podataka covtype sa tri razlicita
tipa ogranicenja (nedosledna, meka i meka po granama). Vreme rada je predstavljeno sa
logaritamskom skalom. Broj poznatih labela je dat na x-osi.
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Slika 2.8: Poredenje performansi i vremena izvrSenja razlic¢itih algoritama spektralnog
klasterovanja sa ogranicenjima na podskupu skupa podataka covtype sa tri razlicita

tipa ogranicenja (nedosledna, meka i meka po granama). Vreme rada je predstavljeno sa
logaritamskom skalom. Broj poznatih labela je dat na x-osi.
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Slika 2.9: Poredenje performansi i vremena izvrSenja razlic¢itih algoritama spektralnog
klasterovanja sa ogranicenjima na podskupu skupa podataka covtype sa tri razlicita
tipa ogranicenja (nedosledna, meka i meka po granama). Vreme rada je predstavljeno sa
logaritamskom skalom. Broj poznatih labela je dat na x-osi.



Glava 3

Brzo spektralno klasterovanje
pomocu samoucenja

3.1 Uvod i prethodni rezultati

Ponovimo ukratko prednosti i mane spektralnog klasterovanja (poglavlje 1.2). Sa po-
zitivne strane algoritam spektralnog klasterisanja nudi nekoliko prednosti u poredenju
sa ostalim algoritmima klasterisanja:

e jednostavna funkcija cene sa analitickim resenjem,
e laka implementacija,
e sposobnost izvodenja klastera proizvoljnih oblika.
Medutim, sa negativne strane, spektralno klasterovanje ima sledeca ogranicenja:
e vremenska slozenost po broju primera,
e Cinjenica da se u velikoj meri i isklju¢ivo oslanja na kvalitet mere slicnosti.

Predlozeno je nekoliko pristupa za reSavanje tih problema i neka od njih smo veé
analizirali u prethodnoj glavi 2. U cilju smanjenja vremenske slozenosti primena metode
Nistroma [Kumar et al., 2009] je predlozena. Nistromova metoda je tehnika aproksimacije
matrice koja moze ubrzati izracunavanje spektra matrice, sto smo i pokazali u prethod-
nom poglavlju. Uklju¢ivanje znanja o pripadnosti klasterima (poput korisnickog vodica
- eng. user guide koje zovemo ekspertsko znanje - eng. Oracle knowledge) moze smanjiti
oslanjanje na meru sli¢cnosti. Ovo je proucavano u literaturi i u prethodnoj glavi pod
definicijom algoritam spektralnog klasterovanja sa ogranicenjima. Ograni¢enja se mogu
kodirati kao (ML) indikator pripadnosti istim klasterima ili (CL) indikator pripadnosti
razlicitim klasterima. Imajmo na umu da ugradivanjem ograni¢enja u algoritam spek-
tralnog klasterovanja on vise ne pripada klasi algoritama ucenja bez nadzora, ve¢ pripada
klasi polunadgledanih algoritama ucenja.
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Medutim, pristup dobrom ekspertskom znanju je obi¢no redak. Zbog toga se razvi-
jaju metode aproksimacije tog znanja, i takve metode ¢e se koristiti za ucenje dodatnih
ogranic¢enja. One pripadaju klasi algoritama za klasterovanje koris¢enjem samoucenja. U
ovoj tezi razmotri¢emo brzo spektralno klasterovanje sa samoucenjem sa malom vremen-
skom slozenos¢éu. Nas algoritam iterativno uc¢i nova ogranic¢enja i koristi ih za poboljsanje
klasterovanja. Prema naSim saznanjima, ovo je prvi algoritam spektralnog klasterisanja
sa samoucenjem s vremenskom slozenoséu linearnom po broju predmeta bez obzira na
broj ogranicenja.

Spektralno klasterovanje sa ogranicenjima ima dobre performanse ako imamo pristup
dobrim ogranicenjima. Medutim, ponekad nemamo pristup ogranic¢enjima, ali imamo pri-
stup ekspertskom znanju (korisnicki vodi¢). Algoritam moze odabrati parove primera za
koje je najmanje pouzdan i pitati korisnika da li ti primeri pripadaju istoj klasi ili ne. Ova
vrsta algoritma naziva se aktivno spektralno klasterovanje [Wang and Davidson, 2010,
Wauthier et al., 2012, Xu et al., 2005b]. Problem sa algoritmom aktivnog klasterovanja
je pristup korisniku ili nekoj bazi korektnih informacija, jer odredene informacije nisu
uvek lako dostupne. Dakle, pitanje je da li bi sam algoritam mogao da predstavlja neku
aproksimaciju korisnika i da li bi algoritam mogao da nauc¢i dodatna ogranicenja. Ovaj
problem se naziva samoucenje [Dai et al., 2008, Raina et al., 2007], a pojam je nastao kod
istrazivanja algoritama transfera znanja (posebne klase algoritama masinskog ucenja)
[Pan and Yang, 2009]. Algoritam u [Raina et al., 2007] uvec¢ava ulazni skup velikim bro-
jem neobelezenih primera radi poboljSanja klasifikacije. Razlikuje se od polunadgledanog
ucenja time S$to ti neobelezeni primeri nisu nuzno uzorkovani iz iste sluc¢ajne raspodele.
Algoritam u [Dai et al., 2008] sledi iste principe, sa fokusom na klasterovanje. U [Wang
et al., 2014b] spektralno klasterovanje koje se samostalno uci definise se kao kombinacija
algoritma spektralnog klasterovanja sa ogranic¢enjima iz [Wang et al., 2014al, i ucenja
novih ogranicenja iz starih ogranicenja i matrice susedstva putem problema upotpunja-
vanja matrice. To je izvodivo jer su autori u [Wang et al., 2014b] pretpostavili da matrica
ogranicenja ima mali rang. Ovaj algoritam pripada klasi algoritama za samoucenje, jer
koristi znanje o matrici susedstva i znanje o prethodnim ograni¢enjima da bi naucio nova
ogranicenja. Stoga algoritam samoobucava skup ogranicenja, koji se zauzvrat koristi za
izvodenje spektralnog klasterovanja. Medutim, vremenska i memorijska slozenost ovog
algoritma je kvadratna po broju primera i stoga je neresiva za velike skupove podataka.
Mi ¢éemo definisati algoritam spektralnog klasterovanja koji se samostalno uci i koji je
primenljiv na velikim skupovima podataka.

U ovoj tezi razmotricemo problem spektralnog klasterovanja sa samoucenjem i nas
algoritam bi¢e nastavak algoritma opisanog u prethodnoj glavi 2. Odabrali smo ovaj
algoritam zbog nekoliko prednosti koje ima u poredenju sa konkurentima:

e Resava problem spektralnog klasterovanja sa ograni¢enjima, s vremenskom i me-
morijskom slozenoséu koja je linearna u n, bez obzira na broj ogranicenja.

e Algoritam jednostavno ugraduje skup ulaza i ograni¢enja u troslojni graf. Medutim,
ovo se lako moze prosiriti na graf sa vise od tri sloja, sto moze kodirati dodatne
informacije. To je ideja koju ¢emo koristiti.



3.2. ALGORITAM 76

e Funkcija cene je jednostavna, ima analiticko resenje i lako i brzo se implementira.
Nas algoritam se moze primeniti u dve razlic¢ite postavke:

1. Skup ulaza sadrzi samo skup uzoraka i funkciju sli¢nosti (standardno nenadgledano
podesavanje).

2. Ulaz sadrzi skup od n primera, meru sli¢nosti i skup ogranicenja.

Bez obzira na skup ogranic¢enja, nas algoritam iterativno uc¢i nova ogranic¢enja i koristi
ih za poboljsanje rezultujuceg skupa klastera. Ta nova ogranic¢enja su zapravo izvedena
iz rezultata klasterovanja u prethodnoj iteraciji. Ukratko, spektralno klasterovanje sa
samoucenjem izvodice se na slede¢i nacin:

1. Primeniti algoritam spektralnog klasterovanja sa ogranicenjima ili algoritam obi¢nog
spektralnog klasterovanja na ulaznom skupu.

2. Povecati ulazni skup novim skupom ogranic¢enja, gde su ML i CL ogranic¢enja iz
vedena iz rezultata prethodnog koraka.

3. Izvrsiti prva dva koraka t puta, gde je broj ¢t hiper-parametar algoritma koji je
izabran na pocetku.

Glavne prednosti naseg algoritma i samim tim glavni doprinos ove glave su sledece:

1. Brz, lako primenljiv algoritam spektralnog klasterovanja sa samoucenjem koji je
primenljiv na velikim skupovima podataka sa vremenskom slozenoséu od O(t(nk?+
tkm)). Prema nasim saznanjima, ovo je jedini algoritam spektralnog klasterovanja
sa samoucenjem linearne slozenosti.

2. U stanju je da ukljuci resenja algoritma klasterovanja (iz prethodnog koraka) kao
ogranicenja u slede¢em koraku spektralnog klasterovanja.

3.2 Algoritam

U ovom odeljku ¢emo objasniti nasu formulaciju spektralnog klasterisanja koji se
samostalno u¢i i prikazati nas algoritam koji resava ovaj problem. Nas algoritam je
prosirenje algoritma (7) iz prethodne glave. Prvo, diskutujmo o ulazu naseg algoritma.

Postoje dva slucaja koja istrazujemo, slucaj spektralnog klasterovanja bez ogranic¢enja
i spektralnog klasterovanja sa ogranic¢enjima. U prvom slucaju, ulaz je graf G = (V, W).
U drugom sluc¢aju, ulaz je graf i skup ogranic¢enja, a posto koristimo prosirenje algoritma
(7) ulaz je troslojni graf

Mg ={G, = (V,W1),Gy = (V,Ws),G5 = (V,Ws)},

gde su slojevi definisani kao u prethodnoj glavi. Imajmo na umu da je prvi slucaj zapravo
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podskup drugog slucaja. Hajde da analiziramo slucaj u kome nemamo ogranic¢enja:
e Prvi sloj u grafu Mg je isti kao i graf G.
e Prema tome, Laplasova matrica L; je ista kao L.

e Bududi da nemamo ogranicenja, drugi i treci sloj su prazni i stoga su Ly i L3 nula
matrice, Sto takode vazi i za ugradivanje Us i Us, respektivno.

e Dakle, kada pogledamo modifikovanu Laplasovu matricu

Lmod = ilLZ — OéilUZUZT

i Laplasijan L vidimo da je ugradivanje izvedeno iz obe ove matrice isto.
e Zakljucak, oba ova grafa indukuju isto grupisanje.

Prema tome, u ostatku ovog poglavlja, kada kazemo ulazni graf, mislicemo na viseslojni
graf
Mg ={G1 = (V,W1),G2 = (V, W), G = (V,W3)}.

Jednostavno formulisan, algoritam samoucenja uci skup dodatnih informacija (poput
ogranicenja) koje poboljsavaju ucenje ciljnog problema. Ovaj termin je nastao u polju
masinskog ucenja transferom znanja [Dai et al., 2008, Raina et al., 2007]. Algoritam u
[Raina et al., 2007] uvecava ulazni skup velikim brojem neobelezenih primera radi pobo-
ljsanja klasifikacije. Razlika od polunadgledanog algoritma je u tome sto ti neobelezeni
primeri nisu nuzno uzorkovani iz iste slu¢ajne raspodele. Algoritam u [Dai et al., 2008]
sledi iste principe, ali problem koji se reSava je klasterovanje. Zajednicka ideja izmedu tih
algoritama je da oba zapravo nauce novo predstavljanje ulaznih instanci (nauce funkciju
koja preslika ulazne instance u ulazne vektore karakteristika), a nakon toga u¢e model.
U [Wang et al., 2014b] spektralno klasterovanje koje se samostalno uci definise se kao
kombinacija algoritma spektralnog klasterovanja sa ogranicenjima iz [Wang et al., 2014a]
i ucenja novih ogranicenja putem problema upotpunjavanja matrice. Ovo je racunski iz-
vodivo samo zbog pretpostavke koju su autori izneli u [Wang et al., 2014b], da je matrica
ogranicenja malog ranga. Ovaj algoritam pripada klasi algoritama za samoucenje, jer ko-
risti znanje o matrici susedstva i znanje o ograni¢enjima da bi nau¢io nova ogranicenja.
Stoga se samoobucava skup ogranic¢enja, koji se zauzvrat koristi za izvodenje spektralnog
klasterovanja. Medutim, vremenska i memorijska slozenost ovog algoritma je kvadratna
po broju primera i stoga neresiva za velike skupove. Sada ¢emo definisati algoritam spek-
tralnog klasterovanja koji se samostalno u¢i i koji se moze primeniti na velike skupove
podataka.

Rezultate klasterovanja ¢emo koristiti kao dodatna ogranic¢enja, a nas algoritam ce
biti iterativni. Za razliku od algoritma iz [Wang et al., 2014b] koja koristi rezultate
klasterisanja da bi pronasla matricu ograni¢enja niskog ranga, nas algoritam ¢e koristiti
rezultate klasterisanja kao dodatne slojeve u viseslojnom grafu bez ikakvih dodatnih
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pretpostavki. Objasnimo detaljnije. Prvo, algoritmi u glavi 2 urade klasterovanje na
osnovu aproksimacije modifikovane Laplasove matrice (2.5):

Cmod = ilcz — Odzml UZUlT(,ﬁ),

U nasSem slucaju prvi sloj je izveden iz ulaznog skupa, drugi i treci sloj su izvedeni iz
skupa ogranicenja, a dodatni slojevi ¢e se sami nauciti i izvesti iz rezultata klasterisanja.
Stoga bi prva tri sloja trebala biti pouzdanija od slede¢ih. Dakle, malo ¢emo promeniti
modifikovanu Laplasove matrice:

C1mod = Z 051(01 - anUiT<Za E))? (31)
=1

gde su «; € (0,1) dodatne tezine koje ¢e odrediti pouzdanost sloja.

Hajde da razgovaramo o slojevima grafa. Na pocetku imamo 3 sloja: ulazni graf, sloj
gde su oznaceni primeri koji trebaju biti u istom klasteru (ML sloj) i sloj gde su oznaceni
primeri koji ne trebaju biti u istom klasteru (CL sloj). Zatim izvodimo klasterovanje i
dobijamo particiju évorova {A;, As, ..., Ax}. Imajmo na umu da s obzirom na to da je
ovo celokupno znanje o ogranicenjima, ne bi nam trebao ML sloj i CL sloj, jer bi oba
bila ista. Prema tome, cetvrti sloj je sledeci:

o 1, ako (Al)v;,v; € A
”4(%]) = { 0 ( ) ’ :
: u suprotnom. (3.2)

Sada se spektralno klasterovanje ponovo izvodi na grafu koji sadrzi samo prva cetiri
sloja i rezultati se slicno dodaju u viseslojni graf kao peti sloj, i tako dalje. Ovaj proces
se iterativno izvodi t puta, a konacno klasterovanje je reSenje. Algoritam se moze nadi
u algoritmu (8). Vremenska sloZenost ovog algoritma je O(t(nk? + t,)), a memorijska
slozenost je O(tnl). Prema nasim saznanjima, ovo je jedino spektralno klasterovanje sa
samoucenjem koje ima linearnu vremensku slozenost.

3.3 Empirijska evaluacija

Procenjujemo performanse naseg algoritma na skupovima podataka iz stvarnog sveta:
Postures, Covtype i Orange. Svi su iz [Lichman, 2013] osim Orange'(samo atributi bez
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Algoritam 8 Brzo spektralno klasterovanje koje se samouci.
procedure FAST-SLC(Mg, k, [, t)
Input: troslojni graf Mg ;
Input: broj kolona [, broj klastera k i broj iteracija t;
Input: hiperparametri o, a4 ;
for j=4...t4+1do
Uzorkovati indekse kolona L;

Wl - W1(7£)7
W2 = W2(>£)>
Wy = Ws(:, £);

[zracunati C; za sva 3 sloja;

[zracunati U; za sva 3 sloja;

if j <t then
m = 3: zato Sto za ucenje ogranicenja koristimo prva 3 sloja;
Izra¢unati C,,q;

else
m = t: za klasterovanje koristimo sva ogranicenja,;
Izracunati C,,.q4;

end if
Q = Sym(cmod(ﬁa ))a
(Uqg. Xq) = €ig(Q);;

Y= %ZQ;

U= (\/%CUQZE)(:, 1:k);
Normalizovati vrste matrice U;
Klasterovati vrste od U u klastere Ay, ..., A koristeéi algoritam KMEANS 1;
G = (V,W;) kao u (3.2) ako je j <t;
end for
Print Klasteri Ay,..., Ag;
end procedure

Tabela 3.1: Skupovi podataka na kojima ¢emo evaluirati algoritme spektralnog klastero-
vanja sa samoucenjem. Prikazujemo naziv skupa, broj primera u skupu i koliko atributa
ima svaki skup.

Skup podataka Instance Atributi
Orange 50 000 43
Postures 78 095 38
Covtype 581 012 54

podataka koji nedostaju) skupa podataka. Pogledajte tabelu (3.1) za vise informacija.

Thttp: //www.causality.inf.ethz.ch/activelearning.php



3.3. EMPIRIJSKA EVALUACIJA 80

Matrica susedstva se formira pomoéu RBF kernela

||z — yl”
Sl AT

k(x,y) = exp( 5

Ogranicenja su izvedena iz slucajnog podskupa A ulaznih vektora karakteristika. Ako
vazi v;,v; € A, onda

1. ako pripadaju istoj klasi, onda dodajemo {v;,v;,t, type = M L} skupu PC
2. ako pripadaju razli¢itim klasama, onda dodajemo {v;, v;,t, type = C'L} skupu PC

Rezultate smo procenili pomoéu Randovog indeksa koji je definisan kao u [Manning
et al., 2008]:

B tp+in
Ctp+ fp+tn+ fn

gde tp, fp,tn, fn su true positive, false positive, true negative i false negative respektivno.

Uporedujemo nas$ algoritam brzog spektralnog klasterovanja sa samoucenjem ( Fast
Self Learning - Spectral Clustering (8)) sa algoritmom spektralnog klasterovanja sa
ograni¢enjima pomocu viseslojnog grafa (Constrained Spectral - MultiLayer (7)) i al-
goritmom za spektralno ucenje (Spectral learning algoritam iz [Wang et al., 2014b],
koji je ekstenzija algoritma iz [Kamvar et al., 2003]) i rezultat predstavimo u sledecoj
tabeli. Imajmo na umu da je glavni algoritam iz [Wang et al., 2014b] neprimenljiv za
ove skupove podataka zbog velike potrebe za memorijom. Pokazujemo da samoucenje
novih ogranic¢enja poboljsava rezultate. Nova ogranicenja u algoritmu fsl-sc se uce u 10
iteracija. Rezultati su predstavljeni u tabeli (3.2).

Prvo bismo zeleli da primetimo da su performanse algoritma poboljsane kada do-
dajemo jo$ ogranicenja, Sto je jedan od zahteva klasterovanja sa ograni¢enjima. Pored
toga, nas algoritam je nadmasio konkurente u svim skupovima podataka. Zaklju¢ujemo
da se najveca margina izmedu naseg algoritma fsl-sc i njegovih konkurenata postize na
ulaznim skupovima sa veéim brojem ogranic¢enja. To znac¢i da je na$ algoritam u sta-
nju da bolje koristi ogranicenja u odnosu na druge algoritme. Dalje, ako gledamo slucaj
bez ogranicenja, primeticemo da kada dodamo ogranicenja samoucenjem poboljSavamo
rezultate. Konacno, nas algoritam takode ima manju varijansu.
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Tabela 3.2: Poredenje performansi algoritama csp-ml, fsl-sc i sl na slede¢im skupovima
podataka iz stvarnog sveta: Postures, Orange i Covtype. Prikazujemo prosecan Randov
indeks i njegovu varijansu. Ogranic¢enja predstavljaju procenat ulaznih vektora za koje
znamo oznaku.

Skup podataka Ogranicenja csp-ml sl
0 0.6907 £ 0.0095 0.6907 £ 0.0095
Postures 6 0.6920 £+ 0.0127 0.2565 £+ 0.0019
10 0.7004 £ 0.0106 0.3530 £ 0.002
15 0.7099 £ 0.0120 0.4250 £ 0.0038
0 0.4940 £+ 0.0018 0.4940 £+ 0.0018
Orange 6 0.4962 £ 0.0033 0.4950 £ 0.0081
10 0.5073 £ 0.0059 0.5061 £ 0.0092
15 0.5202 £ 0.0065 0.5294 £ 0.0154
0 0.4807 £ 0.0137 0.4807 £ 0.0137
Covtype 6 0.4968 £ 0.0029 0.4565 £ 0.0644
10 0.5137 £0.0178 0.4909 £+ 0.0519
15 0.5367 £+ 0.0199 0.5351 £+ 0.0521
Skup podataka Ogranicenja fsl-sc
0 0.6927 £+ 0.003
Postures 6 0.6969 £+ 0.0113
10 0.7130 £ 0.0079
15 0.7298 £+ 0.0007
0 0.4959 £ 0.0002
Orange 6 0.4990 £ 0.0030
10 0.5158 £ 0.0030
15 0.5322 £ 0.0013
0 0.4983 £ 0.0082
Covtype 6 0.5002 £ 0.0031
10 0.5311 £ 0.0211
15 0.5672 4+ 0.0191
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Glava 4

O ocekivanoj gresci aproksimacije
kernel regresije metodom Nistroma i
njenom ekstenzijom

Kernel metode predstavljaju klasu algoritama masinskog ucenja koja uce i otkrivaju
obrasce u velikom (moguée beskonacénom) prostoru dimenzija karakteristika dobijenih
¢esto nelinearnim (moguée beskona¢nim) preslikavanjem ulaznog prostora. Glavni pro-
blem kernel metoda je njihova vremenska slozenost. Za skup podataka od n ulaznih
vektora vremenska slozenost kernel metode je O(n?), sto je neizvodivo za veliki skup
podataka. Metoda zasnovana na slucajnim Nistrom karakteristikama je metoda aprok-
simacije koja je u stanju da smanji vremensku sloZenost na O(np? + p?) gde je p broj
slu¢ajno izabranih ulaznih primera. Vremenska slozenost O(p*) dolazi iz ¢injenice da je
potrebno izvrsiti spektralnu dekompoziciju Gramove matrice dimenzije p X p, i ako je p
veliki broj, cak je i aproksimirani algoritam spor.

U ovoj tezi ¢emo primeniti aproksimativni SVD metod umesto spektralne dekompozi-
cije da bi jos vise smanjili vremensku slozenost. Ulazni parametri aproksimativnog SVD
algoritma su p X p Gramova matrica i broj m < p. U ovom slucaju vremenska slozenost je
O(nm?+p?>m+m?), na koje se dodaje slozenost linearne regresije na m -dimenzionalnim
slucajnim vektorima karakteristika koja se primenjuje na kraju algoritma. Dokazacemo
da je greska prediktora nauc¢ena ovom metodom skoro ista u oc¢ekivanju kao i greska ker-
nel prediktora. Pored toga, empirijski ¢emo pokazati da je ovaj prediktor bolji od onog
koji koristi samo Nistromovu metodu.

4.1 Uvod

Kernel metodi [Williams and Rasmussen, 2006, Scholkopf et al., 2002b, Shawe-Taylor
et al., 2004] su klasa algoritama masinskog ucenja koji uce obrasce u prostorima karak-
teristika velike (moguée beskonacne) dimenzije dobijene obi¢no nelinearnim preslikava-

83
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njem ulaznog prostora: ¢ : RP — F. Ovo preslikavanje je ¢esto nepoznato i rac¢unski ne-
resivo zbog beskonacne dimenzionalnosti. Iz kernel metoda se razvijaju modeli masinskog
ucenja definisani kao

Fla A b) = Mk(x, ) + b,

koji ne zavise eksplicitno od nepoznatog preslikavanja, ali su linearna kombinacija kernel
funkcija definisanih na ulaznom prostoru. Ta kernel funkcija zapravo predstavlja i skalarni
proizvod u prostoru karakteristika:

k(z,y) = ¢(x) o(y).

Na ovaj nacin, racunski neresivo racunanje skalarnog proizvoda u prostoru sa veli-
kim ili beskona¢nim dimenzijama zamenjuje se racunanjem funkcije kernela u ulaznom
prostoru. Sastavni deo svake kernel metode je kernel matrica, ¢iji su elementi vrednosti
kernel funkcije, pa je ona pozitivno semidefinitna i dimenzije n x n, kada je n broj pri-
mera. Jo$ jedna pozitivna strana kernel metoda je razdvajanje samog algoritma ucenja i
definisanje prostora u kojem se ucenje izvodi jer je izbor kernel izbor vektorskog prostora
kome pripadaju vektori karakteristika. To zna¢i da mozemo dizajnirati kernel funkciju
od ulaznih primera nezavisno od dobrog algoritma ucenja. Pored toga, ulazni primeri
ne moraju biti vektori, kernel mozemo definisati na grafovima, slikama, stringovima itd
[Scholkopf et al., 2004]. Medutim, sa negativne strane kernel metode obi¢no imaju vre-
mensku slozenost koja je kubna po broju podataka sto je neizvodivo za velike skupove
podataka. Na primer, vremenska slozenost koja je potrebna samo za izracunavanje kernel
matrice je kvadratna po broju primera. Takode memorijska sloZenost je O(n?) $to je ne-
resivo za brojne primene. ReSenja ovog problem ukljucuju aproksimaciju kernel matrice
kao u [Bach and Jordan, 2005, Mahoney and Drineas, 2009].

Metode aproksimacije koje ¢emo analizirati u ovom poglavlju aproksimiraju kernel
matricu koristedi slucajni podskup ulaznog skupa i predstavljaju popularno resenje pro-
blema vremenske i memorijske slozenosti kernel metoda. Od ovih metoda Nistromov
metod postize dobre rezultate i u praksi i teorijski. U Nistromovoj metodi [Williams and
Seeger, 2001, Gittens, 2011, Kumar et al., 2012] nasumicno selektujemo m (gde je m < n)
kolona kernel matrice i aproksimiramo celu kernel matricu na osnovu njih. Glavna pred-
nost ovog algoritma je njegova vremenska sloZenost koja se smanjuje na O(nm? + m?).
Memorijska slozenost je takode smanjena na O(nm) jer ne zahteva izrac¢unavanje celo-
kupne matrice.

Autori u [Rahimi and Recht, 2008] su predlozili brzu metodu izra¢unavanja slu¢ajnih
karakteristika sto zauzvrat dovodi do brzog algoritama ucenja. Konkretno, ulazni pro-
stor se preslikava pomocu neke slucajne funkcije i njegovi elementi se nazivaju sluc¢ajnim
karakteristikama. Ovaj pristup se pojavljuje sa razli¢itim formulacijama u [Rahimi and
Recht, 2009] [Yang et al., 2012] [Le et al., 2013]. Na primer, posledica primene Nistromove
metode na kernel matricu je racunanje m-dimenzionalnih sluc¢ajnih vektora karakteristika
izracunatih za svaki ulazni vektor. Ti slucajni vektori nazivaju se slucajnim Nistromo-
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vim karakteristikama [Yang et al., 2012]. Proizvoljan broj m < n predstavlja i veli¢inu
slu¢ajnog podskupa ulaznog skupa i dimenziju vektora slucajnih karakteristika.

Glavna ideja se ogleda u tome da se koristi p (gde p > m) nasumicno izabranih ko-
lona kernel matrice za konstrukciju m-dimenzionalnih slucajnih vektora karakteristika
uz zadrzavanje vremenske slozenosi linearne po n i da ¢e tako kreirani vektori proizve-
sti bolje rezultate nego algoritmi koji upotrebljavaju samo m kolona. Ovo se razlikuje
od Nistromove metode koja koristi m izabranih kolona za izvodenje m-dimenzionalnih
vektora karakteristika. Autori u [Li et al., 2015b] su Nistromovu metodu promenili pri-
menom metode aproksimacije SVD-a [Halko et al., 2011] da bi je ubrzali. Koriséenje
standardne Nistromove metode zahtevace izvodenje SVD-a na p x p simetricnoj pod-
matrici kernel matrice i ona ¢e proizvesti p-dimenzionalne slucajne vektore karakteristi-
ka. Medutim, ako se primeni aproksimativni SVD kao u [Li et al., 2015b] algoritam ¢e
proizvesti m-dimenzionalne sluc¢ajne vektore karakteristika. Ovo takode omogucava da
algoritam zadrzi vremensku slozenost linearnu po n.

U ovoj glavi ¢emo izvrsiti teorijsku analizu ove metode aproksimacije primenjene na
problem regresije najmanjih kvadrata. Pored toga, pokazacemo teoretski da ovaj algo-
ritam sa subkvadratnom slozenoséu pokazuje iste prediktivne performanse kao i kernel
regresija. Pokaza¢emo da mozemo odabrati p tako da ocekivana greska aproksimirane
kernel regresije bude priblizno ista kao greska same kernel regresije. Dalje, pokazujemo
na skupovima podataka iz stvarnog sveta da m-dimenzionalni slucajni vektori karakte-
ristika izvedeni iz p slu¢ajno izabranih ulaznih vektora daju bolje rezultate od slucajnih
Nistromovih karakteristika.
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4.2 Brza kernel regresija

U ovom odeljku ¢emo opisati algoritam za brzu aproksimativnu kernel regresiju. Pret-
postavimo da je skup ulaznih podataka sledeé¢i skup:

T = {(IZ € Rd,yi c R)}Z:ﬁ (41)

Algoritam se sastoji iz dva glavna koraka. U prvom koraku svaki vektor karakteristika
se preslikava u m-dimenzionalni slucajni vektor karakteristika, koji se naziva slucajni
prikaz. U drugom koraku se primenjuje linearna regresija. Sada ¢emo ukratko objasniti
Nistromovu metodu, koja se koristi za konstrukciju m-dimenzionalnih sluc¢ajnih vektora
karakteristika i njeno prosirenje koje se dobija kombinacijom sa slucajnim SVD-om.

4.3 Nistromov vektor karakteristika

Slucajne karakteristike su vektori malih dimenzija izvedeni iz ulaznog skupa pomocu
nekog slucajnog preslikavanja. Svaki ulazni vektor se preslikava u odgovarajuéi vektor
slucajnih karakteristika. U literaturi je prisutno nekoliko vrsta slucajnih karakteristika
kao Sto su Slucajne Furijeove karakteristike [Rahimi and Recht, 2008] ili Sluc¢ajne Ni-
stromove karakteristike [Yang et al., 2012]. Njihova glavna prednost je upotreba kernela
sa vremenskom slozenos$éu linearnom po broju instanci.

Pretpostavimo da imamo skup podataka {(x; € RY)",} i kernel (pozitivna semidefi-
nitna funkcija)

E:RYx R?—= R.

Gramova matrica

Kij = k(xi, ;) = (®(z:), ®(;))

je nxn pozitivna semidefinitna matrica. Funkcija ®(z) preslikava podatke iz R% u prostor
velike dimenzije (moguée beskonacne). U metodi sluc¢ajnih karakteristika, svaki ulazni
vektor x; je preslikan u m-dimenzionalni slu¢ajni vektor karakteristika r; tako da r]r;
aproksimira k(z;, x;):

k(x;,z;) ~ riTrj.

Nistromova metoda je metoda aproksimacije matrice i kada se primeni na Gramovu
matricu K, njene posledice su slucajne karakteristike. Konkretno za dato m < n Ni-
stromov algoritam uzorkuje m vektora podataka {Z;},_1, iz ulaznog skupa. Matrica

aproksimacije K izrac¢unava se na sledeéi nacin:

K~K:= k;(xlznaill:m)k:(i'lzmajl:m)—‘rk(xl!n?‘%llm)T (42)
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Algoritam 9 Kernel regresija: NF algoritam.
[Halko et al., 2011, McWilliams et al., 2013]

procedure NF(T, k, m)
Input: skup podataka T' = {(2; € R%,y; € R)};_17 ;
Input: kernel £ ;
Input: broj uzorkovanih vektora karakteristika za Nistromovu metodu m ;
Kreirati sluéajnu permutaciju perm iz 1, n;
for i =1,m do
Ti = Tperm,; (* Uzorkovati m vektora {@;},_15; *)
end for
(V, D) = eig(k(Z1.m, T1.m)); (* Odraditi spektralnu dekompoziciju k(Z1.m, Z1.m) =
VDVT ¥)
for i =1,n do
ri = D V2V T k(21,0 #1.m)7; (* Nistromove karakteristike *)
end for
(* Linije 9-12 ¢e biti izmenjeni u nasem algoritmu 10 *)
Uraditi linearnu regresiju na (ry,y;) i = 1,n;
Output: Linearni regresor.
end procedure

gde je o
k(i’l:m;ﬁjl:m)—i_ == VD_lvT

pseudo inverz matrice k(Zi.,,Z1.,). Kolone matrice V' su sopstveni vektori, a dijago-

nalni elementi matrice D su sopstvene vrednosti matrice k(Z1., Z1.m). Slucéajni vektor
karakteristika r; definiSemo na sledeéi nacin

r, = ﬁ71/2VTk(ZC1m, i‘lzm)T. (43)
Prema izrazu(4.2) K;; = r7r;. Stoga slucajni vektor r; aproksimira ®(z;). Dalje, autori
u [McWilliams et al., 2013] zovu slu¢ajni vektor r; vektor Nistromovih karakteristika ili
slucajni Nistromov prikaz . Preslikavanje z(z;) = r; naziva se slu¢ajnim Nistromovim
preslikavanjem.

Obuka linearne regresije na ovom skupu podataka je ista kao i obuka na modelu kernel
regresije, gde se umesto kernel matrice koristi njena Nistromova aproksimacija.

4.4 Aproksimacija spektralne dekompozicije

Sada ¢emo ukratko objasniti aproksimaciju dekompozicije koja se koristi u ekstenziji
Nistromove metode. Pretpostavimo da imamo realnu simetri¢cnu matricu

W e RP*P.



4.4. APROKSIMACIJA SPEKTRALNE DEKOMPOZICIJE 88

U ovom poglavlju ¢emo primeniti ovaj algoritam na matrici kreiranoj tokom Nistromove
metode iz uzorkovanih redova i kolona (W = k(&1., Z1.5) gde su &1, uzorkovane instan-
ce). Mi zelimo da izvr§imo spektralnu dekompoziciju matrice W. Vremenska slozenost
spektralne dekompozicije je O(p*). Koriséenjem algoritma iz [Halko et al., 2011] aprok-
simirana dekompozicija se moze izracunati sa vremenskom slozenoséu od O(pm? + m3)
uz upotrebu slucajne matrice dimenzija p X m gde je m ulazni parametar. Vise reci o
tome je bilo u poglavlju 1.1. Ova metoda se sastoji od nekoliko koraka:

e Generisati Gausovu slucajnu matricu
!
Q0 e Rpx(mH),

gde je [ mali parametar prekomernog uzorkovanja (obicno 5).

e Konstruisati matricu

Y = WQ e RP¥mHD,

Parametar prekomernog uzorkovanja [ je izabran jer povecava Sanse da matrica Y
zahvati m-dimenzionalni potprostor prostora kolona matrice 1.

o Izvrsiti QR dekompoziciju matrice Y. Matrica () nam daje slede¢u aproksimaciju
W ~ QQTW odakle sledi

W~ QRTWQQT.
e (enerisati matricu
B=Q'WQ

i izvrsiti spektralnu dekompoziciju matrice

B=UAU"T.

e Kolone matrice QU su priblizni sopstveni vektori matrice W i dijagonalni elementi
matrice A su priblizne sopstvene vrednosti matrice W.

e Matrica V je izvedena iz pribliznih sopstvenih vektora matrice W kojima odgova-
raju m najvecih pribliznih sopstvenih vrednosti. Stoga je

W =VA,V"
gde matrica A,, sadrzi najvecée priblizne sopstvene vrednosti.

U slede¢em odeljku ¢emo primeniti ove algoritme na Nistromovu metodu. Umesto da
uzorkujemo m vektore iz ulaznog skupa podataka, mi uzorkujemo p > m vektora i
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izvrsavamo metodu koja predstavlja kombinaciju Nistromove metode i aproksimirane
SVD dekompozicije da bismo kreirali m-dimenzionalne vektore slucajnih karakteristika.

4.5 Vektori slucéajnih karakteristika kreirani eksten-
zijom Nistromove metode

Pretpostavimo da imamo skup podataka {(z; € R%)™,} i kernel (pozitivna semidefi-
nitna funkcija)

E:RYx R?—= R.

Za dato p < n Nistromov algoritam uzorkuje p vektora karakteristika {2;},_17 iz ulaznog
skupa. Podsetimo se da je iz Nistromove metode slede¢a matrica aproksimacija Gramove
matrice (K;; = k(x;, 25)):

K = k(l‘lzna il:p)k(i1:p7 jjl:p>+k(x1:n7 jjl:p>T~
Iz nje izvodimo p-dimenzionalne Nistromove karakteristike

T, = b_l/QVTk(xlznv ﬁlip)T’

Medutim, na$ cilj je preslikavanje ulaznih vektora u m-dimenzionalni prostor ko-
riS¢enjem p uzorkovanih primera, gde je p > m. lako mi dodajemo jo$ jednu aproksima-
ciju, zelimo da zadrzimo glavno svojstvo slucajnih Nistromovih karakteristika, a to je da
za svaku gresku e postoji dovoljno veliko p tako da greska postignuta m-dimenzionalnim
vektorima karakteristika (izvedeno iz p uzorkovanih primera) je manja od e.

Da bismo proizveli m-dimenzionalne sluc¢ajne vektore, predlazemo da koristimo aprok-
simativnu dekompoziciju sopstvenih vrednosti za izracunavanje pseudo inverza i stoga
za izracunavanje aproksimacije kernel matrice kao u [Li et al., 2015b]:

K~L:= k(xlznu i'lzp>k(§71:p; i'l:p)*k(xlzna i'lzp)T

gde je
(%1, 81)" = VD WV

aproksimacija pseudo inverza matrice k(Z1.,21.,). Kolone matrice V e RP™ gy pri-
blizni sopstveni vektori, a dijagonalni elementi matrice D € R™™ gy priblizne sopstvene
vrednosti matrice k(Z1.p, £1,). Priblizne sopstvene vrednosti i priblizni sopstveni vektori
izracunavaju se pomocu aproksimiranog (nasumic¢nog) SVD-a (4.4). Ovu matricu ¢emo
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zvati RNistrom kernel matrica, a ovu metodu RNistrém metoda ili ta¢nije RNistrém (p,
m) metoda. Stoga se sluc¢ajne karakteristike koje ¢emo nazvati RNistrom karakteristike
izracunavaju na sledec¢i nacin:

r; = ﬁfl/QVTk(xlzm il;p)T

Na kraju primenjujemo algoritam linearne regresije. Sastavljajuci sve zajedno dobijamo
algoritam (10) koji ¢emo nazvati RNistrom kernel regresija.

Algoritam 10 Kernel regresija: RNF algorithm.
1. procedure RNF(T, k,p,m,1)
2: Input: skup podataka T = {(z; € R%,y; € R)}
3: Input: kernel £ ;
4: Input: broj uzorkovanih vektora karakteristika p, dimenzija slucajnih vektora
karakteristika m ;
Kreirati slu¢ajnu permutaciju perm iz 1,n;
fori=1,pdo
Ti = Tperm,; (* Uzorkovati m vektora {#;};,_15; *)
end for
Izracunati © € RP*(™*) gluéajnu Gausovu matricu;
10: W = k(fi’lzp, Zil:p);
11: Y =WQ,
12: (Q, R) = qr(Y); (* Izracunati QR dekompoziciju Y *)
13: B=Q'WQ:;
14: (U, A) = eig(B); (* Izracunati spektralnu dekompoziciju B = UAUT *)

~

1=1n >

15: V =QU,

16: D =A;

17: fori=1,ndo

18: ri = DTV2VT k(21,0 #1,)7; (* RNistrom karakteristike *)
19: end for

20: (* Linije 9-19 su izmenjeni linije 9-12 iz algoritma 9 *)

21: Uraditi linearnu regresiju na (r;, ;) i = 1,n;

22: Output: Linearni regresor.

23: end procedure

U sledeéem odeljku, teorema (4.6.4), pokazujemo da je priblizni prediktor (prediktor
naucen na slucajnim karakteristikama) dovoljno blizu originalnom prediktoru (najbolji
sveukupni prediktor).
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4.6 Analiza priblizne greske

U slucaju regresije sa RNistrom karakteristikama, originalna kernel matrica se zamenjuje
sa RNistrom kernel matricom L. Ne uporedujemo direktno aproksimaciju kernel matrice,
ve¢ analiziramo kvalitet regresije (tj. gresku predikcije) koja koristi ovu aproksimaciju.
Dokazac¢emo da je ocekivana greska RNistrom regresije, ocekivanje od

(L +nAD) Lz — 2|,
s obzirom na raspodelu aproksimacije, skoro ista kao greska kernel regresije
(K 4+n\) 'Kz — 2|

Podsetimo se da je matrica L RNistrom aproksimacija matrice K.

Prvo nabrajamo dve teoreme koje ¢emo koristiti u dokazu leme o granici pribliznog
matri¢nog proizvoda.
Teorema 4.6.1. [Gross and Nesme, 2010] Neka je C konacan skup pozitivnih semi-
definitnih matrica dimenzija n. Uzorkujemo (Xq,...,X,) iz C uniformno bez zamene i
uzorkujemo (Y1,...,Y,) iz C uniformno sa zamenom. Neka je i f konveksna funkcija na
skupu C. Tada vazi:

Ex[f(Z X)) < Ey[f(Z Y;)]

Teorema 4.6.2. (Matriéna Bernstein-ova teorema) [Mackey et al., 2014] Neka
je (Yi)k>1 nezavistan niz simetricénih i pozitivno semidefinitnih sluc¢ajnih matrica koje
zadovoljavaju

EY,=0i||Yi|| <R za svaki indeks k

Neka je o* = || >, EY?||. Tada je za svako t > 0,

—2

P()‘mam(zk: Vi) > t) < dexp (m)

E[Amaz(Y_Yi)] < 04/3logd + Rlogd
k

Sada definiSemo lemu koja analizira aproksimaciju matricnog proizvoda. Za n-dimenzionalnu
matricu %\IJT\IJ i njenu aproksimaciju %\DE\I}E gde Ug sadrzi samo p izabranih kolona ma-
trice ¥, sledeca lema daje gornju granicu ocekivanja spektralne norme njihove razlike.
Ovaj rezultat ¢emo primeniti u dokazu teoreme (4.6.4), gde éemo ga koristiti za dokazi-
vanje monotonosti regularizovanih RNystrom aproksimacija kernel matrica.
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Postavka leme je vrlo sli¢na lemi u [Bach, 2013], sa razlikom da je dokaz malo drugaciji
i, po nasem misljenju, jednostavniji. Koristili smo noviju verziju Bernsteinove teoreme iz
[?], dok se u [Bach, 2013] koristi teorema iz [Tropp, 2011, 2012]. Takode, umesto rezultata
iz [Tropp, 2011, 2012] koristili smo teoremu (4.6.1).
Lema 4.6.1. Neka je matrica ¥ € R™" takva da za svako i vazi

1)l < R.

Neka je S C {1,2,...,n} slucajni podskup sa elementima odabranim uniformno bez
zamene. Onda vazi

(I R? 1 1 1,
B0 — WEW < [ Aaa (CUTT)3log 14— Aynae (U7 W) log
p p n p n

Dokaz. Posmatramo matricu

A:quT\p——\qufg?_ Zzpz ——Zq/;l

n
i=1,n ZES

gde v; predstavlja i-tu vrstu matrice W. Za matricu A znamo da je F[A] = 0. Neka je

1 1
B=-v"y - —yly?
n p

slucajna matrica izvedena na slican na¢in kao matrica A sa jednom razlikom:
Jc{1,2,...,n}

je slucajni podskup ¢iji su elementi nasumi¢no odabrani sa zamenom. Stoga se matrica
B moze izraziti na sledeci nacin:

= 3wl - ZW LSl —}9 > 2 Avad

i=1,n 'LEJ Z=1,n i=1n j=1p
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gde za svako 1, 7 vazi

Iz teoreme 4.6.1 i iz Cinjenice da je svaka norma konveksna funkcija imamo:

EIIA[]} < E[I|BII]-

Ovaj rezultat koristimo zbog njegove jednostavnosti dok su autori u [Bach, 2013]
koristili rezultate iz [Tropp, 2011, 2012]. Matricu B mozemo napisati u slede¢em obliku:

1 1
B _ Ly r -2 T
i=1,n p i=1,n j=1,p
11 1 ;
— == bl —= > > ]
np — — p— —
i=1,nj5=1,p i=1nj=1,p
= M, (4.4)
j=1lp

gde je M; = 3%, 1 2 (20TW — apl'). Ovde smo koristili rezultat iz [Mackey et al.,
2014], dok u [Bach, 2013] se koristi rezultat iz [Tropp, 2011, 2012]. Po [Bach, 2013] vazi:

E[M;] = 0
13 B - A OT) (1.5

Sada mozemo da primenimo teoremu (4.6.2) da bi dobili:

n

R? 1 1 1,
El1B]]] < 1/ " A (= UTT)310g 1 + = Amae(—TTT) log n
p b n

odakle sledi zeljeni rezultat.
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Sada ¢emo dokazati lemu o gornjoj granici sopstvenih vrednosti matrice koja je neop-
hodna za dokaz teoreme koja analizira gresku regresije. Ova lema pokazuje da je matrica
definisana na poseban nac¢in manja od matrice identiteta. U dokazu teoreme (4.6.4) ma-
trica, izvedena iz kernel matrice, imace strukturu koja zadovoljava slede¢u lemu, pa ¢emo
koristiti rezultat leme da dokazemo monotonost regularizovane RNistrémove aproksima-
cije.

Lema 4.6.2. Neka je ® € R™™ i~ > 0. Tada za matricu W = &(LdTP + 41)~7 vazi:

1
vty < 7T
n

Dokaz. 1z v > 0 imamo

1 1
—oTd < —TPd 41,
n n

Iz ¢injenice da za bilo koje tri matrice X,Y, Z vazi daiz X XY sledi Z7XZ < ZTY Z
dobijamo:

1 1 1 1 1 1 1
(=0T +~1) 2= 0T H(=DTD +~I) 2T < (=T D +4I) 2(=BTD+~I) (=BT D +~I) 27
n n n n n n

1

1 1
—(B(=DTD + 1) ) D(—DTD + 1) 2 < [
n-n n
Lo
—Urr <7
n
O
Posledica 4.6.1. Neka je ® € R™™" i~y > 0. Tada za matricu
. 1
U=0(—d P4 ~I) 2
n
i za svaki slucajni podskup S C {1,2,...,n} sledi da svaka sopstvena vrednost matrice

1 1
0Ty — Z0lwg < T
n P S

pripada segmentu [0, 1].

Kako RNistrom aproksimacija matrice prosiruje Nistromov metod uz primenu aproksi-
miranog SVD-a ovde ¢emo navesti teoremu o granici oc¢ekivane greske aproksimiranog

SVD-a:
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Teorema 4.6.3. [Li et al., 2015b] Kod aproksimiranog SVD-a (4.4) matrice W € RP*P,
gde racunamo k pribliznih sopstvenih vrednosti © gde je | parametar prekomernog uzor-
kovangja (obi¢no mali proizvoljan broj), oc¢ekivana greska

W - QQ"W]|

(gde je uzeta u obzir sluc¢ajnost u Gausovoj sluc¢ajnoj matrici) je ogranicena odozgo sa

e\/k—l—
(/7= HWWTH

Sada smo nabrojali sve leme i teoreme koje su neophodne za dokaz naseg glavnog rezul-
tata u ovom poglavlju. Prosiri¢emo teoremu iz [Bach, 2013] jer prosirujemo Nistromovu
aproksimaciju aproksimacijom SVD-a. Obe aproksimacije, i Nistromova aproksimacija i
RNistrom aproksimacija, koriste p slu¢ajno uzorkovanih kolona za aproksimaciju matrice.

Greska RNistrom kernel regresije moze biti proizvoljno blizu greske originalne kernel
regresije, odabirom odgovarajué¢e donje granice broja uzorkovanih kolona. To znaci da ako
zamenimo kernel matricu u kernel regresiji pribliznom, dobijamo priblizno isti prediktor.
Na primer, ogranicenje broja izabranih kolona u skupu podataka od 1000 elemenata
(podskup skupa podataka calHousing, pogledajte tabelu (3.1)) sa greskom 6 = 0.1 je
oko 100.

Teorema 4.6.4. Neka je dato A\ > 0, vektor izlaznih opservacija z € R™ i kernel ma-
trica izvedena iz ulaznih podataka K € R™ ™. Pretpostavimo da je d = n||diag(K (K +
nA)™Y||w @ da je R? = ||K||. Definisimo sledecu estimaciju

2z = (K +n\) 'Kz

Pretpostavimo da je skup S slucajni podskup p > k indeksa iz skupa {1,2, ... ,n}. Neka je
L aproksimacija kernel matrice bazirana na RNistrom (p, k) metodi gde je | parametar
prekomernog uzorkovanja. Definisimo sledecu estimaciju aproksimacije

2z, = (L4+n\) 'Lz

Za svako 6 € (0,1) i

6dlogn  tR?\6
>
p—2(10g”\/ 05 2 )
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zat=1+4 % + e—”f“ sledeci izraz je korektan

1 1
~E —2lP1< (1 +68)—||z — 2,
Bl 2P < (1+68)~ 1z — 2|

Dokaz. Posto je K kernel matrica, postoji matrica ® € R™" takva da je K = ®&T.
Priblizna kernel matrica L koja aproksimira kernel matricu K na osnovu kombinacije
Nistromove metode i aproksimacije spektralne dekompozicije moze se napisati na sledeci
nacin

L=K(,9)QQ"K(S,9)Q)'Q"K(S,:)
gde je matrica @) izvedena iz QR dekompozicije matrice K (S, S) ( £ je Gausova slucajna
matricea dimenzije p x (I 4+ k)) kao u poglavlju 4.4. Matrica K (:,S) se moze napisati na
sledec¢i nacin

K(:,S) = o}

gde je &g = ®(.59,:). Neka je

L, =0dLQ(QT0sPLQ + pyl) 'QT d5d”
regulazrizovana aproksimacija kernel matrice. Mozemo da napisemo
L,=®N, 0"

gde je
N, = dLQ(Q"®sPLQ + pyI) ' QT ®s.

Koriste¢i Sherman-Morrison-Woodbury identitet dobijamo:

N, - PLQIQTRsPEQ + 1) QT D
= 5Q(QT2s(Q"s)" +pyI)T'Q" P
= (QT®s) (QT®s)((Q"Ps)" (Q" Ps) +pyI) ™
PEQQT D5 (F5QQ s + 1)
- I 2QQ" a5 + 1)
(4.6)
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Pomoéu Sherman-Morrison-Woodbury identiteta, priblizna greska se moze izrac¢unati na
slede¢i nacin:

1 1 _
e = =z, - 2 = (Ly + nAD) T o]

= n\?||(L, +n\) 7'z
= nA2 2T (ON, T + nAl) 22 (4.7)

Obe funkcije v — N, i greska predikcije su matri¢no opadajuce. Stoga, kako bi se pronasla
gornja granica za gresku ||z — z||* dovoljno je pronaéi gornju granicu za ||z — zr_|| za
bilo koje v > 0 zato §to je L = Ly. Dalje, kako bi se pronasla gornja granica za ||z — zz,_||
za bilo koje v > 0 dovoljno je pronaci matricu koja je donja granica za N,.

Neka je U = ®(£07D + 41 )~ i matrica izvedena uzorkovanjem redova iz ¥ je
Vg =Dg(—D" O+ ~I) 2.
n

Odavde sledi:

1 ) 1 )
Ty = (E@ch+7[)*5¢T¢(E@T<I>+fyl)*a
1 1
T = (~eTd + 71)—%@?;@5(5@% + 1)z
1 1 1 _1
VEQQ Uy = (Eq)T‘I) + 1) 2®£QQT¢S(E®T¢ +7I)72 (4.8)

Primenjujuéi ovo na izraz N, i ako je X = (%@TQD + 7])% dobijamo
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1 _
N, = [ —y(=05QQ s+ 1)
b
1 1 1
= I— ’Y(Z;‘ID?SJQQT‘I’S +1+ E@T@ - E@T(I))_l

1 1
= I —y(XX - - XX'oToX'X + - XX 1oLlQQT o x 1 X)™!
n p

1 1 1 1
- =A@ 49D HI = 0T 4 SUEQQ) (S 070+ 90)

Definisimo ts,g = Apas (2970 — %\IIEQQT\PS). Po posledici (4.6.1) znamo 0 < tggo < 1.
Odavde sledi:

1 1
ExpTxp — ]—?\IngQT\IJS = tsol
1 1
(1—tsg)l < I— E\I/T\IJ + 5\1/§QQT\IIS
1 1 1
I— =0T + —90IQQTwg)™! < I 4.10
(1= W vEQQT ) < = (4.10)
Iz ovoga sledi
1 T -1 1 T 1 T T -1 1 T -1
Y L 7 -1
< -9 P I 4.11
< i Gl (4.11)

Odavde dobijamo K — L, = ®(I — N,)®* < _’;ZQ[. Pretpostavimo da je

1 )\(1—15,@) S 17
odakle sledi da je

v

L A< (1 — ————
( ’Y+n ) —( /\<1_tS,Q)

)N 4 nA) ™!

Primenjujuci ovo na pribliznu gresku aproksimacije dobijamo
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ﬁ||z—2L7||2 = N2T(L, +nA) 722
< P21 — — )2 T (K + )22
B ( /\(1—755,62)) ( )
v Y 2
= 1-— —|lz — 4.12
(U= 52y ke = =l (4.12)

Koristeci sledecu éinjenicu (1 — £)72 < 1+ 3e gde je € € (0,1) imamo

1 Y

1
~llz =z, |P < (1+6 ))_||Z_ZK||2

/\(1 — tS7Q n

Sledi:

LIl = 22,17 < (4 e ol = 2l

Sada moramo pronaéi gornju granicu za Eltgg].

1 1
Eltsq] = E[HE‘I’T‘I’ — ];‘IJEQQT‘PSH]
1 1 1 1
= El|=¥"0 — —UlWs+ - UiTg — ~TiQQ " Vg||]
n p P P
1 1 1
< E[||E‘I’T‘I’ — E‘I’E‘PSH] + Z;E[H‘I’g‘l’s — UEQQTYIL3)

Sada nalazimo gornju granicu E[||[¥5¥s — LQQTU4||]:

E[||w5¥s — T5QQ" Ws|| < E(|I(I - QQ")wsTll]

= Es[Eq[(I - QQ N

Bsl(1+ ) 1 ‘”’” —||<1>s<«1>§m>

IN

Poslednja nejednakost je izvedena iz tereme(4.6.3).
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o

evk+1

1
E[VIWs — TOQT W < ~(1 \/ Eg[||®sPL
15 Ws — TEQQ" s < S0+ + = Bslllesesl
1 k evk+1 T
< (1 D
< Ly A e

(4.15)

Primenom leme (4.6.1) i rezultata iz ([Bach, 2013]) za v < A imamo:

[||—\1qu:——\11qu5|| 1/—Ay 1d3logn logn

1
E —\1fo1/——\1qu/ <\/—/\ -141 —1
[Iln o Us sll] < g 1) (dlogn logn

Kombinujuéi poslednja dva rezultata imamo

1 Vi +1
Eltsq] < \/—)\’y 1dlogn logn—l— 1+ l—1+€ l+

Ubacujuéi t = 1+ /75 + 25+ k+ dobijamo

R2
Eltsg] < \/—)\7 1dlogn 1ogn—|——
by

ZapZQ(logm/%—i—@) izay =2 (gde je y <)) imamo

1
Eltsol < 5
Iz i b?[t&Q]) < § <1 sledi
Bl — 2,7 < (14 6 —) || — 2]
/\(1 — E[tS’Q]) n
odakle se izvodi Zeljeni rezultat LE[||z — zp |[*] < (14 68)L|]z — 2k ]|
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4.7 Eksperimentalni rezultati

Tabela 4.1: Skupovi podataka na kojima ¢emo evaluirati algoritme kernel regresije sa
slucajnim karakteristikima. Prikazujemo naziv skupa, broj primera u skupu i koliko
atributa ima svaki skup.

Skup podataka Instance Atributi
cal housing 1 7154 40
abalone 2) 2089 6
bank§ ) 4096 8
bank32 ) 4096 32
sarcos2 %) 44484 21
sarcos3 %) 44484 21
sarcosd ®) 44484 21
sarcosb?) 44484 21
sarcos6 ) 44484 21
sarcos7 ®) 44484 21
red wine quality 2 4898 12
white wine quality ) 4898 12
Combined Cycle Power Plant Data Set 2) 9568 4
Facebook Comment Volume Dataset 2) 40949 54
Gas Turbine CO and NOx Emission 2) 36733 11
SGEMM GPU kernel performance 2 241600 18
Superconductivty Data 2) 21263 81
census8H ) 22784 8
census16H D 22784 16
kin D 8192 33
pumadynH D 8192 33
pumadynM D 8192 33

U ovom odeljku procenjujemo ué¢inak naseg algoritma RNF (izvedenog iz RNistrom
metoda, algoritam 10) uporedujuéi ga sa algoritmom NF (izvedenim iz Nistromovog
metoda, algoritam 9).

Uporedujemo algoritme na skupovima podataka iz stvarnog sveta
1. http://www.dcc.fc.up.pt/ ltorgo/Regression/DataSets.html
2. https://archive.ics.uci.edu/ml/datasets.html
3. http://www.gaussianprocess.org/gpml/data/ .

Kompletan opis skupova podataka se nalazi u tabeli (4.1):

e Skup podataka Abalone P se moze koristiti za obuku modela koji se koristi za pred-
vidanje starosti skoljke iz njenih merenja. Broj prstenova reza ljuske koji se vide
kroz mikroskop odreduje starost skoljke. Medutim, s obzirom da je ovo dugotrajan
proces, ovaj skup podataka sadrzi i druga merenja do kojih je lakSe doci, a koja se
zatim koriste za predvidanje starosti.
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e CalHousing V) skup podataka se koristi za obuku modela koji se koristi za pred-
vidanje cene kuc¢a u Kaliforniji. Sadrzi sledece atribute: srednja vrednost kuce,
srednji prihod gradana, srednja starost stana, ukupan broj soba, ukupan broj spa-
vacih soba, stanovnistvo, domacinstvo, geografska Sirina i duzina.

e Bank8 (8 realnih atributa) i bank32 (32 realna atributa) Y je familija skupova
podataka sinteticki generisanih iz simulacije u kojoj klijenti banaka biraju svoje
banke. Model je obucen za predvidanje vrednosti odbijanja, sto je udeo ljudi koji
napustaju banku, jer svi otvoreni Salteri imaju pune redove.

e Podaci u Sarcos skupu podataka 3 se odnose na problem inverzne dinamike za kre-
tanje antropomorfne robotske ruke SARCOS. Model je osposobljen za predvidanje
obrtnih momenata analizom vektora iz 21-dimenzionalnog ulaznog prostora (7 po-
lozaja zglobova, 7 brzina zglobova, 7 ubrzanja zglobova). Sarcos-i se odnosi na
predvidanje i-tog obrtnog momenta.

e Wine quality odnosi se na dva skupa podataka koji se odnose na crvenu i belu vari-
jantu portugalskog vina ”Vinho Verde”. Model je obucen da predvida kvalitet vina
samo na osnovu fizicko-hemijskih (ulaznih) podataka. Podaci o vrstama grozda,
marki vina, prodajnoj ceni vina itd. se ne nalaze u skupu podataka.

e The Combined Cycle Power Plant 2 skup podataka se formira prikupljanjem po-
dataka iz elektrane sa kombinovanim ciklusom tokom 6 godina, kada je elektrana
radila sa punim optere¢enjem. Atributi su vrednosti temperature (T), pritiska oko-
line (AP), relativne vlaznosti (RH) i izduvnog vakuuma (V) prikupljeni na sat, a
vrednost koja se predvida je neto izlaz elektriéne energije po satu (EP) iz postro-
jenja.

e Skup podataka Gas Turbine CO and NOx Emission 2 dolazi iz iste elektrane.
Medutim, ovi podaci sadrze 11 atributa koji su zbirne mere senzora tokom jednog
sata i koriste se za predvidanje emisije gasova.

e Facebook Comment Volume skup podataka 2 sadrzi vektore karakteristika izvucene
iz facebook postova, a atribut koji se predvida je broj komentara koje ¢e post dobiti.

e SGEMM GPU kernel performance 2 skup podataka sadrzi merenje vremena iz-
vrSenja izraCunavanja matri¢nog proizvoda AB = (. Parametrizovani SGEMM
GPU kernel se koristi i testira na svim izvodljivim kombinacijama parametara. Sve
koriS¢ene matrice su velicine 2048 x 2048. Za svaku testiranu kombinaciju uradena
su 4 izvodenja i njihovi rezultati se u milisekundama prikazuju kao poslednje 4 ko-
lone. Kao ulaz koristimo parametre i model je obucen da predvida proseéno vreme
izvrsenja.

e Superconductivty skup podataka ? sadrzi 81 karakteristiku izdvojenu iz 21263
superprovodnika koje predstavljaju ulaz. U 82. koloni se ¢uva kriti¢na temperatura.
Model je obucen za predvidanje kriticne temperature.

e Census Y skup podataka odnosi se na dva skupa podataka census8 (8 neprekidnih
atributa) i census16 (16 neprekidnih atributa) i dizajniran je za analizu podataka
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Americkog Popisnog biroa. Model je obucen da predvida srednju cenu kuce.

e Kin (Kinematics) ! skup podataka prikuplja se simuliranjem prednje kinematike
8-clane robotske ruke. Postoje razne varijante ovog skupa podataka, a mi koristimo
onu sa 32 atributa, za koju se zna da je krajnje nelinearna i sa velikim Sumom.

e Pumadyn Y skup podataka je izabran iz porodice skupova podataka sinteticki gene-
risanih iz realne simulacije dinamike robotske ruke Unimation Puma 560. Postoje
razne varijante ovog skupa podataka, a mi koristimo onu sa 32 atributa, u dve
varijante: jako nelinearnu i sa velikim sumom (H) ili jako nelinearnu i sa srednjim
sumom (M).

Neki od skupova podataka su ve¢ podeljeni na trening skup i test skup. One koji nisu,
podelili smo na sledeéi nacin: prvih 80% podataka koristi se za obuku, a preostalih 20%
za testiranje. Koristili smo Gausov kernel ¢iji su hiperparametri izabrani pomoc¢u peto-
struke unakrsne validacije na 1000 oznacenih primera trening skupa. Dimenzija sluc¢ajnih
karakteristika je 10. U NF algoritmu, 10-dimenzionalni vektor slucajnih karakteristika
izveden je iz 10 slu¢ajno izabranih primera (kolone u Gramovoj matrici). Medutim u
nasem algoritmu RINF se izvodi 10-dimenzionalni sluc¢ajni vektor karakteristika sa do-
datnom aproksimacijom, a ne samo iz Nistromovog metoda, od 50 odabranih primera.

Prikazujemo srednju gresku predikcije i njenu standardnu devijaciju izracunatu na
test skupovima i izveStavamo rezultate u tabelama (4.3 i 4.2). U svim skupovima po-
dataka RNF nadmasuje NF. Stoga primec¢ujemo da se bolji rezultati postizu kada se
koristi kombinacija Nistromove metode sa aproksimacijom SVD-a u poredenju samo sa
Nistromovom metodom, dok vremenska slozenost ostaje linearna po veli¢ini skupa po-
dataka.



Tabela 4.2: Poredenje performansi algoritama RNF i NF na skupovima podataka iz
stvarnog sveta. Pokazujemo srednje vreme izvrsenja u sekundama. Broj slucajnih karak-
teristika je 10, a broj izabranih kolona je 50.

Skup podataka NF RNF
calHousing 0.048 0.048

abalone 0.006 0.007

bank32 0.014 0.014

bank8 0.009 0.009

sarcos?2 0.047 0.047

sarcos3 0.047 0.047

sarcos4 0.047 0.047

sarcosb 0.047 0.047

sarcos6 0.047 0.047

sarcos? 0.047 0.047

red wine quality 0.005 0.004

white wine quality 0.007 0.007
Combined Cycle Power Plant Data Set 0.008 0.008
Facebook Comment Volume Dataset 0.082 0.081
Gas Turbine CO and NOx Emission 0.008 0.008
SGEMM GPU kernel performance 0.233 0.235
Superconductivty Data 0.059 0.060
census8H 0.025 0.024

census16H 0.031 0.030

kin 0.015 0.015

pumadynH 0.017 0.016

pumadynM 0.015 0.015
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Tabela 4.3: Poredenje performansi algoritama RNF i NF na skupovima podataka iz
stvarnog sveta. Pokazujemo srednju gresku predikcije i njenu standardnu devijaciju. Broj
slucajnih karakteristika je 10, a broj izabranih kolona je 50.

Skup podataka NF RNF
calHousing 0.672 £ 0.052 0.639 + 0.032
abalone 0.640 £ 0.001 0.639 £ 0.000
bank32 0.510 £+ 0.027 0.492 £+ 0.005
bank8 0.059 £ 0.003 0.060 £ 0.003
sarcos2 0.307 £ 0.029 0.301 £ 0.020
sarcos3 0.248 +0.024 0.241 £0.025
sarcos4 0.083 £0.018 0.075 £ 0.008
sarcosb 0.498 + 0.066 0.454 + 0.037
sarcos6 0.694 £+ 0.072 0.643 £0.038
sarcos7 0.101 £0.019 0.085 £ 0.007
red wine quality 0.913 £0.048 0.936 £ 0.057
white wine quality 0.931 +0.032 0.929 +0.014
Combined Cycle Power Plant Data Set 0.111 +0.042 0.086 +0.016
Facebook Comment Volume Dataset 1.131 + 0.001 1.131 + 0.001
Gas Turbine CO and NOx Emission 0.550 £0.178 0.393 £+ 0.066
SGEMM GPU kernel performance 0.982 £+ 0.091 0.946 £+ 0.042
Superconductivty Data 1.630 + 0.018 1.602 + 0.018
censusSH 1.596 4+ 0.047 1.495 4+ 0.031
census16H 1.728 + 0.032 1.664 + 0.025
kin 0.996 £+ 0.003 0.997 £ 0.002
pumadynH 0.864 = 0.017 0.841 £ 0.004
pumadynM 0.832 £0.016 0.807 £+ 0.005




Glava 5

Zakljucak

U glavi 2 smo resavali problem spektralnog klasterovanja sa ogranicenjima. Predlozili
smo i implementirali novi algoritam zasnovan na algoritmu spektralnog klasterovanja
bez ogranicenja na viseslojnom grafu. Algoritam koristi grafovski prikaz podataka i ogra-
nicenja razlic¢itim slojevima viseslojnog grafa, na koji se primenjuje algoritam spektralnog
klasterovanja bez ograni¢enja na osnovu [Dong et al., 2014]. Proverili smo nas algoritam
na skupovima podataka iz stvarnog sveta, sa razli¢itim vrstama ograni¢enja (tvrdim,
mekim, nedoslednim i sa Sumom) i pokazali smo da postize superiorne ili sli¢ne rezultate
sa savremenim najboljim algoritmom [Wang et al., 2014a].

Dalje, razmotrili smo problem vremenske slozenosti naseg algoritma, koja je kva-
dratna po broju instanci. Kao resenje ovog problema predlozili smo upotrebu metode
Nistroma kojom se postize linearno vreme po broju predmeta. Koliko nam je poznato
ovo je jedini algoritam spektralnog klasterovanja sa ogranicenjima takve slozenosti koji
se moze primeniti i na tvrda i na meka ogranicenja, bez obzira na velicinu samog skupa
ogranicenja.

U glavi 3 smo resavali probleme koji nastaju kod spektralnog klasterovanja kada nema-
mo pristup dobrom skupu ogranic¢enja i resili smo ga implementacijom novog algoritma
za spektralno klasterovanje koji se samostalno uc¢i. Nas algoritam se moze koristiti i za
spektralno klasterovanje sa ogranic¢enjima i bez ograni¢enja. Samoucenje se primenjuje
kao samoucenje novih ogranicenja, bez obzira na vrstu ulaza. Stoga, cak i slucaju bez
ogranicenja, vestacki ih dodajemo kroz proces samoucenja. Algoritam je fleksibilan, u
smislu da ogranicenja mogu biti i meka i tvrda.

Algoritam postize vremensku slozenost linearnu po broju uzoraka i postize memorijsku
slozenost koja je takode linearna po broju uzoraka podataka. Ovo se postize metodom
Nistroma. Prema nasim saznanjima, ovo je jedini algoritam spektralnog klasterovanja
koji se samostalno uci sa ovom vremenskom i memorijskom slozenos¢u. Uporedili smo ga
sa drugim algoritmima (spektralnog klasterovanja sa ograni¢enjima) sa ovom slozenoséu
i postigli smo bolje performanse.

U glavi 4 smo razmatrali problem ubrzavanja kernel regresije pomocu slu¢ajnih Ni-
stromovih karakteristika. Metode kernela generalno imaju kubnu vremensku slozenost,

106



107

ali kada se koriste u kombinaciji sa slucajnim karakteristikama, ta slozenost je linearna.
U radu [Bach, 2013] je dokazano da je greska regresije koja koristi Nistromove vektore
karakteristika proizvoljno blizu greske kernel regresije za dovoljno veliki broj uzorkova-
nih kolona. Ovde smo analizirali gresku regresije koja koristi RNistrom karakteristike
(kombinacija Nistromove metode i aproksimacije svd-a). Ulazni skup

{(z; e RY)L )}

preslikava se u skup m-dimenzionalnih vektora sluc¢ajnih karakteristika

{(ri e R™)1,}

izveden koris¢enjem skupa od p ulaznih vektora {Z;},_1; nasumicno uzorkovanih iz ula-

znog skupa. RNistrom karakteristike racunaju se kao
r; = b_l/szk(xlznv jjl:p)Ta

gde su kolone matrice V e Rrxm priblizni sopstveni vektori i dijagonalni elementi matrice
D € Rm*m gy priblizne sopstvene vrednosti matrice k(Z1.,,Z1,), izracunati iz aproksi-
mativnog spektralnog razlaganja. Prema tome, mi smo dodali jos jednu aproksimaciju
Nistromovoj metodi i pokazali da se glavno svojstvo Nistromovih karakteristika zadrzava,
tj. da za svaku gresku e postoji dovoljno veliko p tako da je greska koju pravi regresor
naucen na ulaznim vektorima r; manja od €. Pored toga, empirijski smo pokazali da je
upotreba RNistromove metode bolja za racunanje m-dimenzionalnih vektora karakteri-
stika od Nistromove metode, uporedujuci njihove performanse na stvarnim skupovima
podataka.

Rezultati predstavljeni u glavama (2 i 4) su objavljeni u radovima:

e A. Trokici¢ and B. Todorovi¢. On expected error of randomized nystrom kernel
regression. Filomat, 34(11):3871-3884, 2020

e A. Trokici¢ and B. Todorovi¢. Randomized nystrom features for fast regression:
An error analysis. In International Conference on Algebraic Informatics, pages
249-257. Springer, 2019b

e A. Trokici¢ and B. Todorovié¢. Constrained spectral clustering via multilayer graph
embeddings on a grassmann manifold. International Journal of Applied Mathema-
tics and Computer Science, 29(1):125-137, 2019a
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MOTY KOPHUCTHUTH CBH KOjU TIOIITY]y onpeade campkaHe y omabpaHoMm Tumy JmieHne KpeaTuBHe
3ajepnauile (Creative Commons), 3a KOjy caM ce OTy4IHo/Ja.

1. AyropctBo (CC BY)

2. AyropctBo — HexkomepijarHo (CC BY-NC)

| 3. AyropcTBo — HekoMepuujaaHo — 0e3 npepaae (CC BY-NC-ND)

4. AyTOopcTBO — HEKOMEpIH]jaTHO — AeauTu nod uctuM ycinosuma (CC BY-NC-SA)
5. AytopctBo — 6e3 npepane (CC BY-ND)
6. AytopctBo — nenuTH noj uctum yciosuma (CC BY-SA)
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