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Наслов дисертације: Полиномијална ентропија за Морсове градијентне системе и ло-
гистичко пресликавање

Резиме: У овој тези је приказан метод за израчунавање полиномијалне ентропије
тополошког динамичког система који има коначан број нелутајућих тачака. Уведе-
но је специјално кодирање које је прилагођено оваквим системима. Захваљујући овом
кодирању полиномијална ентропија се може ограничити бројем специфичних међусоб-
но сингуларних тачака у затворењима стабилних многострукости нелутајућих тачака.
Затим је овај метод примењен на Морсове градијентне системе. Показано је да је поли-
номијална ентропија Морсовог градијентног система ограничена са n (F )−1, где је n (F )
број различитих Морсових индекса критичних тачака Морсове функције F . За Морсо-
ве градијентне системе на многострукости димензије n који имају критичне тачке само
индекса 0 и n доказано је да је полиномијална ентропија једнака 1, а за системе који
имају индексе критичних тачака 0, n/2 и n доказано је да је полиномијална ентропија
једнака 2. Израчуната је и полиномијална ентропија за различите вредности параме-
тра код логистичког пресликавања, и показано да полиномијална ентропија разликује
системе ниске комплексности са драстично различитим понашањем, које тополошка ен-
тропија не разликује. Дат је и пример хомеоморфизма компактног повезаног метричког
простора који није еквинепрекидан, а полиномијална ентропија се анулира.

Кључне речи: Динамички системи, полиномијална ентропија, Морсови градијентни
системи, логистичко пресликавање.
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Dissertation title: Polynomial entropy for Morse gradient systems and logistic map

Abstract: This thesis presents a method for calculating the polynomial entropy of the topolog-
ical dynamic system with finitely many non-wandering points. A special coding is adapted for
such systems. Thanks to this coding the polynomial entropy can be bounded by the number
of specific mutually singular points in the closures of stable manifolds of non-wandering points.
This method was applied to Morse gradient systems. It is shown that the polynomial entropy
of the Morse gradient system is bounded by n(F ) − 1, where n(F ) is the number of different
Morse indices of critical points of the Morse function F. If Morse gradient systems on mani-
folds of dimension n has only critical points of indices 0 and n, it is proved that the polynomial
entropy is equal to 1, and if the system has critical points of indices 0, n/2 and n, it is proved
that polynomial entropy is equal to 2. The polynomial entropy for different parameter values
in logistic map has also been calculated, and it has been shown that the polynomial entropy
distinguishes the systems of low complexity with drastically different behaviours, which cannot
be distinguished by the topological entropy. The example of the homeomorphism of the con-
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Увод

Проучавање комплексности тополошких динамичких система је једна од централних
тема ове области већ више од пола века. Разликовање понашања динамичких система
и њихова квалитативна анализа је важна како у теоријском раду тако и применама. Са
циљем класификовања система уведене су бројни појмови. Теорија хаоса се развила
у засебну област која је доста актуелна и занимљива. Једна од класичних величина
која региструје неуређеност система је и тополошка ентропија. За разлику од већине
других карактеризација тополошка ентропија је квантитативна величина и може добро
разликовати системе високе комплексности. Можемо рећи да она мери број суштин-
ски различитих орбита са експоненцијалним растом. Повезаност тополошке ентропије
са другим тополошким особинама динамичког система је добро проучена. Показало се
да тополошка ентропија има значајне лепе особине као што је на пример варијациони
принцип који је повезује са просторима са мером и ергодичком теоријом. Такође из-
рачуната је вредност тополошке ентропије разних система и развијени су алгоритми за
њену процену у случајевима када тачно израчунавање није могуће. Ипак тополошка
ентропија, као и већина других мера хаотичности, не разликује системе ниске комплек-
сности. Најбољи пример су можда хармонијски и нехармонијски осцилатор, који су
очигледно значајно различити, а тополошка ентропија се на њима анулира. Ипак, си-
стеми ниске комплексности су значајни и присутни како у теоријској математици тако
и у применама. Са циљем разликовања таквих система пре десетак година је уведена
полиномијална ентропија, која се природно појавила у истраживањима. Модификаци-
јом дефиниције тополошке ентропије уведена је ова величина која мери полиномијални
раст броја суштински различитих орбита, уместо експоненцијалног раста као што је то
био случај у тополошкој ентропији. Овако уведена величина се показала као корисна
за разликовање динамичких система код којих је тополошка ентропија нула. Разуме-
вање полиномијалне ентропије за сада није велико, објављен је мали број радова о њој
и истраживања су још на почетку. Полиномијална ентропија је израчуната за рела-
тивно мали број нетривијалних система. Такође, многе њене особине нису још увек
добро проучене. Мерењем полиномијаланог раста суштински различитих орбита, уме-
сто експоненцијалног раста, уочене су битне разлике. Једна од најзначајнијих је та што
је тополошка ентропија садржана у нелутајућем делу динамичког система и лутајући
део система занемарује. Полиномијална ентропија је баш насупрот добро прилагођена
лутајућој динамици и већ само постојање лутајуће тачке говори да полиномијална ен-
тропија није мања од 1. У лутајућој динамици је уведено специфично кодирање које
смо ми прилагодили динамичком систему са коначно много нелутајућих тачака. Ово
смо искористили како бисмо израчунали полиномијалну ентропију за значајне примере:
Морсове градијентне системе и логистичко пресликавање.

У Глави 1 су дати основни појмови који су нам били неопходни за рад. Дефинисани
су основни појмови тополошке динамике. Затим је дат приказ тополошке ентропије
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УВОД

и основних особина које су нам биле неопходне. Следи дефинисање полиномијалне
ентропије и преглед до сада познатих резултата. Дали смо и кратак опис Морсових
градијентних система и логистичког пресликавања. У овој глави нема оригиналних
резултата, сем у 1.5 где је познато кодирање за системе са једном нелутајућом тачком
прилагођено системима са коначно много нелутајућих тачака и у ком су објашњене
карактеристике овог кодирања. Показано је да је полиномијална ентропија ограничена
бројем специфичних међусобно сингуларних скупова који се могу наћи у затворењу
инваријантних подскупова.

Глава 2 доноси оригиналне резултате. Кодирање система са коначно много нелута-
јућих тачака примењено је на Морсове градијентне системе. Наиме код ових система
су нелутајуће тачке заправо критичне тачке Морсове функције и има их коначно много,
па је ова примена оправдана. Помоћу описа границе модулских простора показано је
да је полиномијална ентропија негативног Морсовог градијентног система ограничена
са n (F )− 1, где је n (F ) број различитих Морсових индекса критичних тачака Морсове
функције F . Специјално, за Морсове градијентне системе на многострукости димензије
n који имају критичне тачке само индекса 0 и n доказано је да полиномијална ентропија
једнака 1, а за системе који имају индексе критичних тачака 0, n/2 и n доказано је да је
полиномијална ентропија 2. Из претходног је изведен закључак за Морсове градијентне
системе на површи да је полиномијална ентропија 1 у случају када немају критичну
тачку индекса 1, односно 2 када постоји критична тачка чији је индекс 1.

У Глави 3 је разматрана полиномијална ентропија логистичког пресликавања у за-
висности од параметра. За вредности параметра за које је логистичко пресликавање
хаотично полиномијална ентропија је бесконачна. Међутим у делу где систем није хао-
тичан добијен је нов резултат. За вредности параметра које нису веће од 1 добијено је да
је полиномијална ентропија једнака нули, а за вредности параметра које су веће од 1 а
и даље се налазимо у нехаотичној области израчунато је да је полиномијална ентропија
једнака 1. Ове две области вредности параметра имају потпуно различито асимптотско
понашање. Наиме, за вредности параметра које нису веће од 1 систем колапсира у тач-
ку, а за вредности параметра веће од 1 систем има нетривијалан инваријантан скуп, а
понашање је доста правилно, постоји периодична орбита ка којој конвергирају орбите
свих тачака сем коначно много. Овим је још једном оправдано увођење полиномијалне
ентропије. Логистичко пресликавање се често назива и популациона једначина и има
доста примена у другим наукама, рецимо биологији. Може да се очекује да наши ре-
зултати моги имати примену у практичним наукама. Наиме, проценом полиномијалне
ентропије могла би се, на пример, предвидети будућност популације.

У Глави 4 је дат преглед многих отворених питања и проблема везаних за полиноми-
јалну ентропију. На примеру Мебијусових трансформација Риманове сфере показано
је да треба пажљиво одабрати систем на којем примењујемо уведене методе како би се
могли добити резултати који нам дају нове информације и унапређују знање. У циљу
карактеризације полиномијалне ентропије дат је и пример хомеоморфизма компактног
повезаног простора који није еквинепрекидан а чија је полиномијална ентропија нула.

Надамо се да ће наши резултати допринети бољем разумевању како полиномијалне
ентропије, тако и динамике Морсових градијентних система и логистичког пресликава-
ња.
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Глава 1

Основни појмови

1.1 Тополошка динамика
У овој глави дефинисаћемо појмове тополошке динамике који су нам били потреб-

ни у нашем раду и дати најосновније особине. Резултати ове главе су познати (осим
уопштења из Поглавља 1.5) и наведени су ради комплетности. Од обимне литературе
највише смо се ослањали на [8], [16] и [26].

Дискретан тополошки динамички систем подразумева метрички простор (X, d) зајед-
но са непрекидним пресликавањем f : X → X, док континуални тополошки динамички
систем подразумева метрички простор заједно са током ϕt(x) (или полутоком) непрекид-
ним по x и t на простору X. Користићемо углавном скраћени назив динамички систем,
подразумевајући да је јасно о ком од ових система се говори у конкретном случају. Ве-
ћину дефиниција и теорема даћемо за дискретан динамички систем, а у случају када
се не преносе аналогно на континуални динамички систем даћемо посебне дефиниције
и тврђења. У циљу једноставности излагања подразумеваћемо да је простор X локал-
но компактан и да задовољава другу аксиому пребројивости. (Понекад се тополошки
динамички систем дефинише и општије као дејство тополошке групе на тополошком
простору, али таква уопштења нису од интереса за наше истраживање.)

Итерације пресликавања f означаваћемо са

fn (x) = f ◦ · · · ◦ f (x)

подразумевајући да је f 0 = id. Како важи да је

fn ◦ fm = fn+m

итерације пресликавања чине полугрупу, односно групу у случају када је f инвертибил-
но пресликавање.

Дефиниција 1. Позитивна орбита тачке x ∈ X дефинисана је са

O+ (x) =
{
fn (x)

∣∣ n ∈ N0

}
.

Ако је систем инвертибилан дефинишемо и негативну орбиту

O− (x) =
{
f−n (x)

∣∣ n ∈ N0

}
.
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1.1. ТОПОЛОШКА ДИНАМИКА

Орбита тачке је унија негативне и позитивне орбите у случају инвертибилног система

O (x) = O+ (x) ∪ O− (x)

У случају неинвертибилног система позитивну орбиту некад називамо само орбитом.

Дефиниција 2. Тачка x ∈ X се назива фиксном уколико је f(x) = x. Скуп фиксних
тачака пресликавања f означаваћемо са Fix (f).

Дефиниција 3. Тачка x ∈ X се назива периодичном уколико постоји p ⩾ 1 тако да је
f p(x) = x. Најмање p за које претходно важи називаћемо периодом периодичне тачке x.
Скуп периодичних тачака пресликавања f означаваћемо са Per (f).

Дефиниција 4. За подскуп A ⊂ X кажемо да је унапред инваријантан ако је

fn (A) ⊆ A, за све n ∈ N.

Ако је систем инвертибилан за подскуп A ⊂ X кажемо да је уназад инваријантан ако
је

f−n (A) ⊆ A, за све n ∈ N,

и инваријантан ако је и унапред и уназад инваријантан.
И овде код неинвертибилних система унапред инваријантан скуп некад називамо

само инваријантним.

Дефиниција 5. Нека су f : X → X и g : Y → Y два динамичка система. Непрекидно
и сурјективно пресликавање

π : Y → X

које задовољава да је
f ◦ π = π ◦ g

се назива тополошком семиконјугацијом из g у f . Другим речима, π је тополошка
семиконјугација из f у g ако дијаграм

Y
g //

π
��

Y

π
��

X
f // X

комутира. Ако важи претходно, f називамо фактором од g, а g екстензијом од f .
Инвертибилна тополошка семиконјугација се назива тополошком конјугацијом, а

системи се у том случају називају тополошки конјугованим.

Није тешко утврдити да је тополошка конјугација релација еквиваленције. Многе
значајне особине динамичких система су инваријанте тополошке конјугације. Рецимо
тополошка конјугација чува орбите, па ћемо видети да су и тополошка и полиномијална
ентропија инваријанте тополошке конјугације.

Циљ нам је и да уочимо тачке и подскупове система који имају извесна карактери-
стична понашања, или поседују околину која је специфична у неком смислу. Са том
идејом дефинисаћемо најпре атракторе.
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1.1. ТОПОЛОШКА ДИНАМИКА

Дефиниција 6. Компактан скуп C ⊂ X се назива атрактором ако постоји отворен
скуп U , такав да је C ⊂ U , f

(
U
)
⊂ U и

C =
⋂
n∈N0

fn (U) .

Није тешко видети да је тада f (C) = C и да у компактном простору X орбита сваке
тачке x ∈ U конвергира ка C, односно да d (fn (x) , C) n→∞−→ 0. Најједноставнији примери
атрактора су пресек слика целог простора, атрактујућа фиксна тачка (фиксна тачка ко-
ја је атрактор) и атрактујућа периодична орбита (периодична орбита која је атрактор).
Многи атрактори имају јако компликовану и занимљиву структуру. Проучавање атрак-
тора се развило у целу област динамике, али су нама потребна само основна својства и
примери.

Пример 7. Нека је f : R → R пресликавање класе C1, p фиксна тачка тог пресликавања
и |f ′ (p)| < 1. Тада је тачка p атрактор (атрактујућа фиксна тачка).

Заиста, како је |f ′ (p)| < 1 постоји интервал [p− δ, p+ δ] и m ∈ (0, 1) тако да за свако
x ∈ [p− δ, p+ δ] важи да је |f ′ (x)| < m. На основу Лагранжове теореме постоји ξ између
x и p тако да је

|f (x)− p| = |f (x)− f (p)| = |f ′ (ξ)| |x− p| ⩽ m |x− p| .

Међутим тада важи да је и
|fn (x)− p| ⩽ mn |x− p|

Пустивши да n тежи бесконачно добијамо да

|fn (x)− p| → 0, n→ ∞.

Слично се може показати да у случају када је p периодична тачка са периодом k и∣∣∣(fk (p))′∣∣∣ < 1 следи да је орбита тачке p атрактујућа периодична орбита, односно скуп
O+ (p) је атрактор у смислу Дефиниције 6.

Аналогно атрактору можемо дефинисати и репелер за инвертибилне системе. За
компактан скуп R кажемо да је репелер ако постоји отворен скуп U ⊃ R тако да је
f−1

(
U
)
⊆ U и

R =
⋂
n∈N0

f−n (U) .

Интересантно нам је и понашање орбита тачака при великом броју итерација. Такође
занима нас да ли тачке којима се орбита приближава, или у околини којих се нагомилава,
имају неке специфичности.

Дефиниција 8. Нека је f : X → X тополошки динамички систем. За произвољну
тачку x ∈ X, тачка y је ω-гранична тачка ако постоји низ природних бројева nk → ∞
таквих да је

lim
k→∞

fnk (x) = y.

Скуп свих ω-граничних тачака неке тачке називамо њеним ω-граничним скупом ω (x),
односно

ω (x) =
⋂
n∈N

⋃
i⩾n

f i (x).
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1.1. ТОПОЛОШКА ДИНАМИКА

У случају да је систем инвертибилан можемо аналогно дефинисати α-гранични скуп

α (x) =
⋂
n∈N

⋃
i⩾n

f−i (x).

Тачка из α (x) се назива α-гранична тачка.

Тврђење 9. За свако x ∈ X скуп ω (x) је затворен и инваријантан подскуп од X.
Уколико је простор X компактан, скуп ω (x) мора бити непразан.

Доказ. Нека је yk низ тачака из ω (x) који конвергира ка тачки y. Тада је за произвољно
ε > 0 и довољно велико k растојање d (yk, y) < ε/2. Такође постоји подниз fkj (x) такав да
за довољно велико j важи d

(
fkj (x) , yk

)
< ε/2. Тада је на основу неједнакости троугла

за довољно велико j и d
(
fkj (x) , y

)
< ε, односно y ∈ ω (x), те је скуп ω (x) затворен.

Инклузија f (ω (x)) ⊆ ω (x) је очигледна.
Ако је простор X компактан низ тачака fn (x) мора имати конвергентан подниз чија

је гранична тачка у ω (x).

Посебно су занимљиве тачке које су елемент свог ω-граничног скупа па ћемо њих
дефинисати.

Дефиниција 10. Тачка се назива рекурентна ако је

x ∈ ω (x) .

Скуп рекурентних тачака означаваћемо са R (f). Овај скуп је такође инваријантан
и садржи све периодичне (па самим тим и фиксне) тачке динамичког система.

Уопштење појма рекурентних тачака су нелутајуће тачке.

Дефиниција 11. Скуп U ⊂ X се назива лутајућим ако за свако n ⩾ 1 важи да је

fn (U) ∩ U = ∅.

Тачка се назива лутајућом ако постоји њена околина која је лутајући скуп.
Тачка која није лутајућа се назива нелутајућа. Другим речима тачка x ∈ X је

нелутајућа ако за сваку околину U 3 x постоји n ∈ N тако да је

fn (U) ∩ U 6= ∅.

Скуп свих нелутајућих тачака динамичког система обележаваћемо са NW (f).

Тврђење 12. Ако је f : X → X тополошки динамички систем тада је

1. скуп NW (f) затворен и инваријантан,

2. за свако x ∈ X важи ω (x) ⊆ NW (f),

3. важи да је R (f) ⊆ NW (f),

4. и ако је систем инвертибилан NW (f−1) = NW (f).
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1.1. ТОПОЛОШКА ДИНАМИКА

Доказ. 1. Како бисмо показали затвореност уочимо тачку x /∈ NW (f). Тада постоји
околина U 3 x таква да је fn (U)∩U = ∅ за свако n. Али тада је и свака тачка y ∈ U
лутајућа тачка па је комплемент NW (f) отворен, односно скуп NW (f) затворен.
Изаберимо тачку x ∈ NW (f) и околину њене слике V 3 f (x). Дефинишимо око-
лину U 3 x са U = f−1 (V ). Тачка x је нелутајућа па постоји n ∈ N тако да је
fn (U)∩U 6= ∅. Дакле постоји тачка y ∈ fn (U)∩U . Из тога што је y ∈ U следи да
је f (y) ∈ V . Такође је y ∈ fn (U), па је f (y) ∈ fn (V ). Следи да је fn (V ) ∩ V 6= ∅,
па је и тачка f (x) нелутајућа, односно скуп NW (f) је инваријантан.

2. Нека је сада y ∈ ω (x) за неко x ∈ X и нека је U 3 y произвољна околина тачке y.
Тад постоји низ nk → ∞ тако да fnk (x) → y, па постоји z = fnk1 (x) ∈ U . Али из
конвергенције низа fnk (x) мора постојати и k2 > k1 тако да је fnk2 (x) ∈ U . Дакле
нашли смо тачку z ∈ U тако да је fnk2

−nk1 (z) ∈ U , односно fnk1
−nk2 (U) ∩U 6= ∅, па

је тачка y нелутајућа.

3. По дефиницији све рекурентне тачке су ω-граничне тачке и како је скуп NW (f)
затворен, инклузија затворења рекурентних тачака у нелутајућим је очигледна.

4. Ако је систем инвертибилан и тачка x нелутајућа за сваку околину U 3 x постоји
n ∈ N тако да је fn (U) ∩ U 6= ∅. Али тада је

f−n (fn (U) ∩ U) = U ∩ f−n (U)

односно U ∩ f−n (U) је непразан, те је x ∈ NW (f−1). Дакле добили смо да је
NW (f) ⊆ NW (f−1). Заменом улога f и f−1 добија се и обрнута инклузија, па
скупови морају бити једнаки.

На основу претходног скупови фиксних, периодичних, рекурентних и нелутајућих
тачака пресликавања f су повезани инклузијама датим у следећем тврђењу.

Тврђење 13. За тополошки динамички систем f : X → X важе следеће инклузије

Fix (f) ⊆ Per (f) ⊆ R (f) ⊆ R (f) ⊆ NW (f) .

Пример 14. Даћемо пример да скуп рекурентих тачака не мора бити затворен.
Посматрајмо кружницу

S1 = R/Z

и на њој задато пресликавање
x 7→ 2x (mod 1).

За сваку тачку облика x = k/(2n−1) важи да је fn(x) = x, па је тачка x рекурентна. Скуп
рационалних бројева датог облика је густ па можемо закључити да је у овом случају

R (f) = S1.

Ако уочимо тачку 1/2 важи да је f(1/2) = 0, али и fn(1/2) = 0 за свако n, па тачка 1/2
није рекурентна. Овим смо показали да скуп рекурентних тачака не мора бити затворен.

Даћемо још једно тврђење у вези са нелутајућим тачакама, које ће нам бити корисно
у даљем раду.
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1.1. ТОПОЛОШКА ДИНАМИКА

Тврђење 15. Нека је f : X → X непрекидно пресликавање компактног метричког
простора чије се скуп нелутајућих тачака састоји само од коначно много фиксних
тачака, односно

NW (f) = Fix (f) = {p1, . . . , pk} .

Тада за свако x ∈ X важи

lim
n→∞

fn (x) = pi, pi ∈ Fix (f) .

Доказ. Како је простор компактан низ fn (x) има конвергентан подниз fnk (x) → y. Како
је y ∈ ω (x) ∈ NW (f) мора бити y = pj за неко j.

Пресликавање f је непрекидно па за свако ε > 0 можемо изабрати δ > 0 тако да

d (x, pj) < δ =⇒ d (f (x) , f (pj)) = d (f (x) , pj) < ε, ∀j = 1, . . . , k.

Нека је
ε < min

{
d (pi, pl)

∣∣ pi, pl ∈ Fix (f)
}
.

Како је скуп фиксних тачака коначан можемо изабрати и да је δ довољно мало да за
кугле Ui = B (pi, δ) са центром у фиксним тачкама важи

d (Ui, Um) ⩾ ε, i 6= m.

Приметимо да само за коначно много n важи

fn (x) /∈
k⋃
i=1

Ui

иначе би постојао подниз који конвергира ка тачки p /∈ NW (f). Нека је

N = max
{
n
∣∣ fn (x) /∈

k⋃
i=1

Ui

}
.

Из конвергенције подниза који конвергира ка тачки pj ∈ NW (f) можемо изабрати nk >
N тако да је

d (fnk (x) , pj) < δ.

Како је nk > N знамо да је f (fnk (x)) ∈
k⋃
i=1

Ui. Са друге стране из непрекидности не
може бити f (fnk (x)) ∈ Ui, за i 6= j. На основу претходног мора важити

f (fnk (x)) ∈ Uj,

па можемо закључити да је
lim
n→∞

fn (x) = pj.

На компактном метричком простору (X, d) можемо увести и динамичку метрику за
свако n ∈ N са

dn (x, y) = max
0⩽k⩽n−1

d
(
fk (x) , fk (y)

)
.
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1.1. ТОПОЛОШКА ДИНАМИКА

Тврђење 16. Динамичке метрике dn су тополошки еквивалентне са метриком d.

Доказ. Ако уочимо отворену куглу Bn (x, ε) у метрици dn на основу дефиниције дина-
мичке метрике важи

Bn (x, ε) =
n−1⋂
k=0

{
y ∈ X

∣∣ d (fk (x) , fk (y)) < ε
}
.

Како је за свако k пресликавање fk непрекидно инверзна слика отворених скупова је
отворен скуп, па је сваки скуп који учествује у пресеку отворен у топологији генерисаној
са d. Пресек коначно много отворених скупова је отворен па је кугла Bn (x, ε) отворен
скуп и у топологији генерисаној метриком d.

Са друге стране, нека је U произвољан отворен скуп у топологији која је задата
метриком d. За x ∈ U тада постоји r тако да је B (x, r) ⊂ U . Али како је растојање у
метрици dn веће од растојања у метрици d следи да је

x ∈ Bn (x, r) ⊂ U,

па је скуп U отворен и у топологији задатој метриком dn.

Приметимо да за супремум по природним бројевима не мора претходно важити,
користили смо коначност броја индекса.

Претходна особина је јако значајна, јер многе карактеристике динамичких система
(на пример тополошка и полиномијална ентропија) не зависе од метрике, већ само од
топологије простора, што ћемо видети у Тврђењу 32 и Тврђењу 43.

За крај овог поглавља дефинисаћемо и неке глобалне особине тополошких динамич-
ких система, које омогућавају извесна разликовања и класификацију система у односу
на њихово понашање при великом броју итерација.

Дефиниција 17. Нека је f : X → X хомеоморфизам компактног метричког простора.
За пар тачака x, y ∈ X кажемо да је проксималан ако постоји низ nk ∈ Z такав да
d (fnk (x) , fnk (y)) → 0 кад k → ∞.

Пар тачака x, y ∈ X које нису проксималне називају се дисталне. Хомеоморфизам
коме је сваки пар тачака дисталан се назива дисталан.

Другим речима хомеоморфизам називамо дисталним ако за сваки пар тачака x, y ∈ X
важи да постоји δ > 0 тако да је

d (fn (x) , fn (y)) > δ, ∀n ∈ Z.

Дефиниција 18. Хомеоморфизам компактног метричког простора f : X → X се назива
еквинепрекидним ако је фамилија итерација

{
fn (x)

∣∣ n ∈ Z
}
еквинепрекидна фамилија,

односно ако за свако ε > 0 постоји δ > 0 тако да

d (x, y) < δ =⇒ d (fn (x) , fn (y)) < ε, ∀n ∈ Z.

Приметимо да је у претходној дефиницији n ∈ Z, тако да је еквивалентно да је f
еквинепрекидан хомеоморфизам и да је f−1 еквинепрекидан хомеоморфизам.

Изометрије су очигледно еквинепрекидни хомеоморфизми и овакви хомеоморфизми
деле многе особине изометрија.
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1.1. ТОПОЛОШКА ДИНАМИКА

Тврђење 19. Сваки еквинепрекидан хомеоморфизам је дисталан.
Доказ. Претпоставимо, супротно тврђењу, да хомеоморфизам f : X → X јесте еквине-
прекидан, а није дисталан. Тада постоји пар проксималних тачака x, y ∈ X, односно
постоји низ nk ∈ Z такав да d (fnk (x) , fnk (y)) → 0 кад k → ∞. Нека је ε = d (x, y) и

xk = fnk (x) , yk = fnk (y) .

Тада за свако δ > 0 постоји nk ∈ N тако да је d (xk, yk) < δ али и

d
(
f−nk (xk) , f

−nk (yk)
)
= ε.

Дакле можемо пронаћи две тачке које су произвољно близу, а чије растојање је у некој
(допуштамо и негативној) итерацији није мање од ε. Закључујемо да дати хомеоморфи-
зам није еквинепрекидан, што је контрадикција са претпоставком.

Иако имају донекле слично понашање дистални хомеоморфизми су ипак шира класа,
што нам говори следећи пример.

Пример 20. Посматраћемо раван торус T2 = R2/Z2 са наслеђеном Еуклидском метри-
ком и на њему задато пресликавање

f : T2 → T2 f (x, y) = (x+ α (mod 1), x+ y (mod 1))

где је α произвољна реална константа.
Уочимо две произвољне тачке (x, y) , (x′, y′) ∈ T2. Ако је x = x′ тада је

d (fn (x, y) , fn (x′, y′)) = d ((x, y) , (x′, y′)) ,

а ако је x 6= x′ онда је

d (fn (x, y) , fn (x′, y′)) ⩾ d ((x, 0) , (x′, 0)) > 0.

Како је почетно растојање тачака, односно почетно растојање по првој координати, кон-
станта следи да је пресликавање дистално.

Да бисмо показали да пресликавање није еквинепрекидно уочимо тачке (0, 0) и (δ, 0),
где је δ < 1/2. Пресликавање на првој координати можемо схватити као ротацију на
кругу за константан угао, па је растојање по првој координати константно у итерацијама
и једнако δ. Растојање по другој координати у итерацијама ових тачака је nδ докле год
је nδ < 1/2. За довољно мало δ можемо изабрати n тако да је 1/4 ⩽ nδ < 1/2. Из овога
можемо закључити да постоје тачке које су произвољно близу и чије ће растојање после
n итерација бити најмање 1/4, па пресликавање није еквинепрекидно.

Уведимо још једну занимљиву класу пресликавања.

Дефиниција 21. Хомеоморфизам метричког простора f : X → X се назива експан-
зивним ако постоји δ > 0 тако да за сваке две различите тачке x, y ∈ X постоји n ∈ Z
тако да је d (fn (x) , fn (y)) ⩾ δ. Овако изабрано δ се назива експанзивном константом
пресликавања f .

Овако дефинисани експанзивни хомеоморфизми су значајно различити од дисталних,
о чему говори следеће тврђење чији доказ се може видети у [8].

Тврђење 22. Експанзиван хомеоморфизам компактног метричког простора са беско-
начно тачака не може бити дисталан.
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1.2. ТОПОЛОШКА ЕНТРОПИЈА

1.2 Тополошка ентропија
Процењивање неуређености тополошког динамичкиг система и оцењивање његовог

понашања је у последњих пола века једна од централних тема проучавања у тополошкој
динамици. Тополошка ентропија је квантитативна мера неуређености која одређује ек-
споненцијални раст броја орбита које се суштински разликују. Тополошка ентропија
је данас већ класичан појам и огроман број радова о њој је објављен, тако да изгледа
немогуће дати чак и преглед свих значајних резултата. У овом поглављу дефинисаћемо
тополошку ентропију и доказати најосновније и најзанимиљивије особине. Дефиницију
тополошке ентропије коју ћемо ми користити дали су независно један од другог Бо-
вен у [5] и Динабург у [11], седамдесетих година двадесетог века. Резултати које ћемо
презентовати су делови већине уџбеника из динамичких система и могу се наћи на мно-
гим местима, а ми ћемо у основи пратити излагања дата у [8] и [16]. Иако су урађена
уопштења и за некомпактне просторе концентрисаћемо се на компактан случај, тј. под-
разумеваћемо да је (X, d) компактан метрички простор и пресликавање f : X → X
непрекидно кад и то није посебно напоменуто.

Дефиниција 23. Минималан број скупова дијаметра мањих од ε у метрици dn који
могу покрити простор X означаваћемо са

cov (n, ε) .

Приметимо да када је простор X компактан број cov (n, ε) мора бити коначан.
Уведимо сада величину

hε (f) = lim sup
n→∞

log cov (n, ε)
n

.

Како је вредност cov (n, ε) неопадајућа по ε оправдана је следећа дефиниција.

Дефиниција 24. Тополошку ентропију пресликавања f дефинишемо са

htop (f) = lim
ε→0+

hε (f) ∈ [0,∞] .

У литератури се често користи и ознака само h (f), међутим ми ћемо задржати су-
фикс како бисмо разликовали од друге ентропије коју ћемо увести.

Напомена 25. Можемо приметити и да

lim
n→∞

log cov (n, ε)
n

постоји и да је коначан. Како бисмо ово доказали потребна нам је једна лема.

Лема 26. (Фекете) За субадитиван низ реалних ненегативних бројева {an}n∈N , тј.
низ за који важи да је за свако m и n am+n ⩽ am+an, постоји lim

n→∞
an
n
и једнак је inf

n∈N
an
n
.

Доказ. За произвољна два природна броја p < n можемо записати n = pq + r где су q и
r природни бројеви и 0 ⩽ r < p. Тада из субадитивности следи

an
n

⩽ apq
n

+
ar
n

⩽ apq
pq

+
ar
n

⩽ q ap
pq

+
ar
n

=
ap
p

+
ar
n
.
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1.2. ТОПОЛОШКА ЕНТРОПИЈА

Сада на ове неједнакости можемо применити lim sup по n, а затим inf по p. Добијамо

lim sup
n→∞

an
n

⩽ inf
p∈N

ap
p
.

Како је сигурно
inf
p∈N

ap
p

⩽ lim inf
n→∞

an
n

следи да је
lim sup
n→∞

an
n

⩽ inf
p∈N

ap
p

⩽ lim inf
n→∞

an
n

па су, због тога што смо добили да је горњи лимес мањи од доњег лимеса, све неједна-
кости заправо једнакости.

Дакле, на основу Леме 26 довољно је доказати да је низ log cov (n, ε) субадитиван
као бисмо знали да лимес постоји. Фиксирајмо ε > 0. Нека је U покривање минималне
кардиналности у метрици dm скуповима дијаметра мањег од ε, а V покривање мини-
малне кардиналности у метрици dn скуповима дијаметра мањег од ε. Дефинишимо
сада покривање

W =
{
U ∩ f−m (V )

∣∣ U ∈ U , V ∈ V
}
.

Ако је W ∈ W тада је W подксуп неког U ∈ U па је и његов дијаметар у метрици dm
мањи од ε. Такође по дефиницији је и fm (W ) подксуп неког V ∈ V па има дијаметар
мањи од ε у метрици dn. Следи да скупови покривања W имају дијаметар мањи
од ε у метрици dm+n. Кардиналност покривања W мора бити мања од производа
кардиналности покривања U и V, па то мора важити и за минимално покривање у
метрици dm+n. Следи да је

cov (m+ n, ε) ⩽ cov (m, ε) cov (n, ε) ,

одакле применом логаритма добијамо потребно

log cov (m+ n, ε) ⩽ log cov (m, ε) + log cov (n, ε) .

И поред овога стандардна дефиниција тополошке ентропије укључује горњи лимес,
због аналогије са еквивалентним дефиницијама које ћемо дати у Последици 30.

Напомена 27. Тополошка ентропија се може дефинисати и општије у случају ком-
пактног, непразног Хауздорфовог простора. Ова општија дефиниција историјски прет-
ходи нашој, а дали су је Адлер, Конхајм и Мекендрју у [1]. Нека је V отворено покривање
простора X, а N (V) минимална кардиналност потпокривања. Из компактности следи
да је N (V) увек коначан број. За два покривања U и V дефинишемо

U ∨ V =
{
U ∩ V

∣∣ U ∈ U , V ∈ V
}
.

Нека је
Un = U ∨ f−1 (U) ∨ . . . f−n+1 (U)

где је
U−k =

{
f−k (U)

∣∣ U ∈ U
}
.
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1.2. ТОПОЛОШКА ЕНТРОПИЈА

Из субадитивности се може показати да за свако отворено покривање U постоји
гранична вредност

h̃ (U , f) = lim
n→∞

logN (Un)

n
.

Ентропију сада можемо дефинисати са

h̃ (f) = sup
U

{
h̃ (U , f)

}
где је супремум узет по свим отвореним покривањима. Еквиваленцију овакве дефиницје
ентропије са Дефиницијом 24 доказао је Бовен у [6].
Супремуму по свим отвореним покривањима у дефиницији h̃ (f) одговара лимес кад

ε тежи нули у Дефиницији 24, јер је и то супремум по ε ⩾ 0. Профињењем покривања
U се повећава h̃ (U , f). За најгрубље покривање U = {X} добија се да је h̃ ({X} , f) = 0.
Смањивање ε у Дефиницији 24 одговара у ствари профињењу покривања.
Дефиниција дата у овој напомени је инспирисана ентропијом у простору са мером,

која се назива и Колмогоров-Синајевом ентропијом. Динамички систем у простору
са мером се дефинише као (X,B, µ, T ), где је X скуп, B σ алгебра на Х, µ : B → [0, 1]
вероватносна мера и T : X → X мерљива трансформација која чува меру.
За дату партицију Q = {Q1, . . . , Qk} скупа X можемо дефинисати

T−1Q =
{
T−1Q1, . . . , T

−1Qk

}
.

Ако имамо и партицију R = {R1, . . . , Rm} дефинишемо

Q∨R =
{
Qi ∩Rj

∣∣ ∈ {1, . . . , k} , j ∈ {1, . . . ,m} , µ (Qi ∩Rj) > 0
}
.

Ентропија партиције Q се дефинише као

H (Q) = −
∑
Q∈Q

µ (Q) logµ (Q) ,

а ентропија динамичког система у односу на партицију Q

hµ (T,Q) = lim
n→∞

H
(

n∨
k=0

T−kQ
)

n
.

Колмогоров-Синај ентропија динамичог система у простору са мером је

hµ (T ) = supQ{hµ (T,Q)}

где је супремум узет по свим коначним мерљивим партицијама Q.
Можемо видети да су дефиниције из два различита контекста аналогне, али посто-

ји и дубља повезаност. Наиме у раду [12] доказан је варијациони принцип за ентропију

htop (f) = sup
µ

{hµ (f)}

где је супремум узет по свим f инваријантним Бореловим вероватносним мерама
простора на коме је задато пресликавање. Занимљива и бројна истраживања су урађена
у проучавању под којим условима се супремум достиже, и у којим случајевима је
јединствена мера на којој се достиже супремум.

13



1.2. ТОПОЛОШКА ЕНТРОПИЈА

Из практичних разлога, тј. лакшег израчунавања тополошке ентропије у конкретним
случајевима уводе се и друге еквивалентне дефиниције. Али најпре морамо дефинисати
неке специјалне врсте скупова.

Дефиниција 28. За скуп E ⊆ X кажемо да је (n, ε; f)-раздвојен ако за сваке две
различите тачке x, y ∈ E важи да је dn (x, y) ⩾ ε. Из компактности следи да је сваки
(n, ε; f)-раздвојен скуп коначне кардиналности. Максималну кардиналност (n, ε; f)-
раздвојеног скупа означавамо са sep (n, ε; f).
Скуп F ⊆ X називамо (n, ε; f)-мрежом ако за сваку тачку x ∈ X постоји y ∈ F тако

да је dn (x, y) < ε. Из компактности следи да је и свака (n, ε; f)-мрежа скуп коначне
кардиналности. Минималну кардиналност (n, ε; f)-мреже означавамо са span (n, ε; f).

Када је јасно о ком пресликавању се говори изостављаћемо f из нотације, ради краћег
записа и користити ознаке sep (n, ε) и span (n, ε).

За овако уведене величине показује се да имају слично понашање са cov (n, ε), наиме
важи наредна лема.

Лема 29. Важи следећи низ неједнакости

cov (n, 2ε) ⩽ span (n, ε) ⩽ sep (n, ε) ⩽ cov (n, ε) .

Доказ. Нека је F ⊆ X (n, ε; f)-мрежа минималне кардиналности. Тада је фамилија
кугли

{
B (x, ε)

∣∣ x ∈ F
}
покривање простора X скуповима дијаметра 2ε па је

cov (n, 2ε) ⩽ span (n, ε) .

Нека је сада E ⊆ X (n, ε; f)-раздвојен скуп максималне кардиналности. Тада је овај
скуп и (n, ε; f)-мрежа. Наиме ако би постојало x ∈ X такво да је dn (x, y) ⩾ ε за свако
y ∈ E тада би скуп E ∪ {x} био (n, ε; f)-раздвојен што је у супротности са тим да је E
(n, ε; f)-раздвојен скуп највеће кардиналности. Дакле, добили смо и другу неједнакост

span (n, ε) ⩽ sep (n, ε) .

На крају, ако је U покривање X скуповима дијаметра мањег од ε и E (n, ε; f)-
раздвојен скуп тада је за свако U ∈ U пресек U ∩E једночлан или празан скуп (скуп U
је дијаметра мањег од ε па не може садржати два елемента скупа E). Одавде следи и
последња неједнакост

sep (n, ε) ⩽ cov (n, ε) .

На основу претходне леме видимо да тополошку ентропију можемо дефинисати на
три еквивалентна начина, тако да можемо примењивати дефиницију која је у датом
тренутку најзгоднија за доказивање особина и израчунавање.

Последица 30. На основу претходне леме тополошку ентропију можемо дефинисати
на три еквивалентна начина

htop (f) = lim
ε→0+

lim sup
n→∞

log cov (n, ε)
n

= lim
ε→0+

lim sup
n→∞

log span (n, ε)

n
= lim

ε→0+
lim sup
n→∞

log sep (n, ε)

n
.
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Напомена 31. Иако граничне вредности lim
n→∞

(log cov (n, ε)) /n и lim
n→∞

(log cov (n, 2ε)) /n
постоје оне могу бити различите функције променљиве ε. Може се догодити да ни-
зови (log span (n, ε)) /n и (log sep (n, ε)) /n не конвергирају, па морамо користити горњи
лимес. Међутим гранична вредност кад ε → 0+ постоји и једнака је у свим датим
случајевима.

Докажимо најпре да је тополошка ентропија заиста тополошка особина, односно да
не зависи од метрике, већ само од топологије простора.

Тврђење 32. Тополошка ентропија не зависи од избора метрике које генеришу исту
топологију на X.

Доказ. Ово тврђење следи из резултата у [6] споменутог у Напомени 27. Овде ћемо
изложити доказ који се не ослања на резултате из [6].

Претпоставимо да су d1 и d2 две метрике на простору X које генеришу исту топо-
логију. Тада ће и метрике d1n и d2n генерисати исту топологију. Како генеришу исту
топологију метрика d1n је равномерно непрекидна у метрици d2n. За произвољно ε > 0
постојаће δ > 0 тако да кад год је d1n(x, y) < δ мора бити и d2n(x, y) < ε. Закључујемо
да скуп који има дијаметар мањи од δ у метрици d1n мора имати дијаметар мањи од ε
у метирици d2n. На основу овога произвољан покривач простора скуповима дијаметра
мањег од δ у метрици d1n биће и покривач простора скуповима дијаметра мањег од ε у
метрици d2n,па следи да је

cov2(n, ε) ⩽ cov2(n, δ).

Како је увек h1δ(f) мање од h1top(f) из претходног добијамо неједнакости

h2ε(f) ⩽ h1δ(f) ⩽ h1top(f),

одакле следи да је
h2top(f) ⩽ h1top(f).

Заменом улога d1 и d2 добија се и обратна неједнакост из чега следи тврђење.

На основу овог тврђења тополошка ентропија је добро дефинисана на класама пре-
сликавања, односно не зависи од представника класе тополошки конјугованих пресли-
кавања.

Последица 33. Тополошка ентропија на компактном метричком простору је инва-
ријанта тополошке конјугације.

Доказ. Претпоставимо да имамо два динамичка система

f : X → X, g : Y → Y

који су тополошки конјуговани, са конјугацијом

Φ : Y → X.

Ако је d метрика на просторy X тада на простору Y можемо задати метрику d′ са

d′ (x, y) = d (Φ (x) ,Φ (y)) .
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Метрика d′ генерише полазну топологију на Y . Како је Φ изометрија два дата простора
и на основу Тврђења 32 тополошка ентропија не зависи од избора метрике следи да је

htop (f) = htop (g) .

Најзначајније даље особине тополошке ентропије дајемо у следећем тврђењу.

Тврђење 34. Нека је f : X → X непрекидно пресликавање компактног метричког
простора у себе. Тада важе следећа тврђења:

1. htop
(
fk

)
= k htop (f) за сваки природан број k,

2. Ако је f инвертибилно пресликавање htop (f−1) = htop (f),

3. ако су A1, A2, . . . , Ak затворени и унапред инваријантни скупови такви да њихова
унија даје цео простор X тада је

htop (f) = max
{
htop

(
f
∣∣
Ai

) ∣∣ 1 ⩽ i ⩽ k
}
.

Специјално, за затворен инваријантан скуп A важи да је htop
(
f
∣∣
A

)
⩽ htop (f).

4. Ако је и (Y, d′) компактан метрички простор, g : Y → Y непрекидно пресликавање
и X × Y схватамо као метрички простор са било којом метриком која генерише
топологију производа, важи да је

htop (f × g) = htop (f) + htop (g) .

Доказ. 1. Фиксирајмо k ∈ N. Тада за сваке две произвољне тачке x, y ∈ X и прои-
звољно n ∈ N важи да је

max
0⩽i⩽n−1

d
(
fki (x) , fki (y)

)
⩽ max

0⩽j⩽kn−1
d
(
f j (x) , f j (y)

)
одакле следи да је

sep
(
n, ε; fk

)
⩽ sep (kn, ε; f)

lim sup
n→∞

log sep
(
n, ε; fk

)
n

⩽ lim sup
n→∞

k
log sep (kn, ε; f)

kn
.

Овим смо добили неједнакост

htop
(
fk

)
⩽ k htop (f) .

Са друге стране, за свако ε > 0 можемо дефинисати δ (ε), као у доказу Тврђења
32, тако да је dk (x, y) < δ (ε) кад год је d (x, y) < ε, користећи чињеницу да су d и
dk еквивалентне метрике. Следи да је

span
(
n, ε; fk

)
⩾ span (kn, δ (ε) ; f) ⩾ cov (kn, 2δ (ε) ; f)

lim sup
n→∞

log span
(
n, ε; fk

)
n

⩾ lim sup
n→∞

k
log cov (kn, 2δ (ε) ; f)

kn
.

Пушатњем граничних вредности добијамо и обратну неједнакост

htop
(
fk

)
⩾ k htop (f) .
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2. За фиксирано n ∈ N и ε > 0 нека је E (n, ε; f)-раздвојен скуп. Из дефиниције
оваквог скупа имамо да је за свако x, y ∈ E

dn (x, y) > ε,

док је са друге стране

dn (x, y) = max
0⩽i⩽n−1

{
d
(
f i (x) , f i (y)

)}
= max

0⩽j⩽n−1

{
d
(
f−j (fn−1 (x)

)
, f−j (fn−1 (y)

))}
.

Следи да је fn−1 (E) (n, ε; f)-раздвојен скуп за f−1. Међутим, како је f бијекција,
ова два скупа су исте кардиналности.
Слично, ако је E1 (n, ε; f)-раздвојен скуп за f−1 тада је f−n+1 (E1) (n, ε; f)-раздвојен
скуп за f . Из овога следи да мора бити и

sep (n, ε; f) = sep
(
n, ε; f−1

)
па следи тврђење.

3. Приметимо да је сваки (n, ε; f)-раздвојен скуп у Ai (n, ε; f)-раздвојен и у X, па
лако следи да је

htop

(
f
∣∣
Ai

)
⩽ htop (f) .

Такође унија (n, ε; f)-мрежа за Ai је (n, ε; f)-мрежа за X. Следи да важи неједна-
кост

span (n, ε) ⩽
k∑
i=1

spani (n, ε) ⩽ k max
1⩽i⩽k

{spani (n, ε)} ,

где смо са spani (n, ε) означили минималну кардиналност (n, ε; f)-мреже за Ai.
Одавде је

lim sup
n→∞

log span (n, ε)

n
⩽ lim sup

n→∞

log k
n

+ lim sup
n→∞

log max
1⩽i⩽k

{spani (n, ε)}

n
.

Како је k фиксирано први сабирак са десне стране неједнакости тежи нули, па
пуштањем лимеса да ε тежи нули добија се тврђење.

4. Приметимо прво да метрика задата са

d̃ ((x, x′) , (y, y′)) = max {d (x, x′) , d′ (y, y′)}

генерише топологију производа на X × Y и да важи за сваки природан број n да
је

d̃n ((x, x
′) , (y, y′)) = max {dn (x, x′) , d′n (y, y′)} .

Ако скупови U ⊂ X и V ⊂ Y имају дијаметар мањи од ε тада ће и U × V имати
дијаметар мањи од ε у метрици d̃ па је

cov (n, ε; f × g) ⩽ cov (n, ε; f) cov (n, ε; g)

односно
htop (f × g) ⩽ htop (f) + htop (g) .
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Са друге стране ако су E1 ⊂ X и E2 ⊂ Y (n, ε; f)-раздвојени скупови онда је и
њихов производ E1 × E2 (n, ε; f)-раздвојен у метрици d̃ па је

sep (n, ε; f × g) ⩾ sep (n, ε; f) sep (n, ε; g)

односно
htop (f × g) ⩾ htop (f) + htop (g) .

чиме смо доказали једнакост, односно последњи део тврђења.

Веома је занимљив однос тополошке ентропије према лутајућем односно нелутајућем
делу динамичког система. Наиме тополошка ентропија уопште не види лутајући део
система за разлику од полиномијалне ентропије што ћемо видети касније у Тврђењу 45.

Тврђење 35. Тополошка ентропија зависи само од скупа свих нелутајућих тачака
пресликавања f , односно важи да је

htop (f) = htop

(
f
∣∣
NW(f)

)
.

Доказ. Како је NW (f) ⊆ X инваријантан и затворен на основу Тврђења 34 знамо да је

htop

(
f
∣∣
NW(f)

)
⩽ htop (f)

па је потребно само доказати другу неједнакост.
Фиксирајмо n ∈ N и ε > 0. Изаберимо F1 (n, ε; f)-мрежу минималне кардиналности

за NW (f). Можемо формирати отворену околину NW (f) са

U =
{
x ∈ X

∣∣ (∃y ∈ F1) dn (x, y) < ε
}
.

Из компактности простора X следи да је и скуп K = X \ U компактан и састоји се
само од лутајућих тачака. Можемо K покрити лутајућим околинама тачака. Тада је
сваки скуп дијаметра мањег од Лебеговог броја покривача садржан у неком елементу
покривача, па је самим тим лутајући. На основу тога постоји η такво да је 0 < η ⩽ ε и
да за сваку тачку са центром у x ∈ K, полупречника η и за свако k ∈ N важи да је

fk (B (x, η)) ∩B (x, η) = ∅.

Изаберимо и минималну (n, η; f)-мрежу F2 за K. Унијом F = F1∪F2 добијамо и (n, ε; f)-
мрежу за цео простор X.

Сада за природан број l и дато n дефинишемо пресликавање

ϕnl : X → F l, ϕnl (x) = (y0, y1, . . . , yl−1) .

Ако је f in (x) ∈ U нађемо yi ∈ F1 тако да је dn (f in (x) , yi) < ε, односно ако је f in (x) ∈ K
нађемо yi ∈ F2 тако да је dn (f in (x) , yi) < η. Ово пресликавање можемо дефинисати јер
је F (n, ε; f)-мрежа за простор X. Особине овако задатог пресликавања, које су нам
потребне, можемо издвојити у неколико лема.
Лема 36. У l-торки ϕnl (x) = (y0, y1, . . . , yl−1) не може се два пута појавити исто
yi ∈ F2.
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Доказ. Тврђење следи из тога што су за yi ∈ F2 ⊂ K кугле B (yi, η) лутајући скупови.

Лема 37. Пресликавање ϕnl је инјективно за тачке које су (m, 2ε; f)-раздвојене ако је
m ⩽ ln.

Доказ. Претпоставимо, супротно тврђењу леме, да постоје две тачке x и x′ које су
(m, 2ε; f)-раздвојене, односно dm (x, x′) > 2ε, и за које важи да је

ϕnl (x) = ϕnl (x
′) .

Тада за i и j које задовољавају неједнакости 0 ⩽ j < n и 0 ⩽ i < l следи

d
(
f in+j (x) , f in+j (x′)

)
⩽ dn

(
f in (x) , f in (x′)

)
⩽ dn

(
f in (x) , yi

)
+ dn

(
yi, f

in (x′)
)
< 2ε.

Највећа вредност израза in+ j је ln− 1, па за m ⩽ ln− 1 важи да је dm (x, x′) < 2ε што
је контрадикција са претпоставком.

За кардиналност произвољног скупа A користићемо ознаку ♯A.
Означимо са q(n) = ♯F2 и са p(n) = ♯F1.
Лема 38. За произвољан подскуп E ⊂ X важи

♯ {ϕnl (E)} ⩽ (q(n) + 1)! lq(n) p(n)l.

Доказ. Нека је Aj скуп свих елемената ϕnl (E) таквих да је у слици тачке из E на тачно
j координата налазе тачке из F2. На основу Леме 36 овакви yi се не могу понављати
у ϕnl (E), па знамо да је j ⩽ q(n). За скуп Aj знамо да можемо j тачака из F2 да
изаберемо на

(
q(n)
j

)
начина и можемо да их распоредимо на l!

(l−j)! начина. Такође имамо
p(n)l−j ⩽ p(n)l начина за избор остатка l-торке тачкама из F1. Следи да је

♯Aj ⩽
(
q(n)

j

)
l!

(l − j)!
p(n)l.

Како је

♯ϕnl (E) =
∑
Aj

♯Aj ⩽
q(n)∑
j=0

(
q(n)

j

)
l!

(l − j)!
p(n)l

проценама
l!

(l − j)!
⩽ lq(n),

(
q(n)

j

)
⩽ q(n)!

добијамо
♯ϕm (E) ⩽ (q(n) + 1)! lq(n)p(n)l.

Изаберимо E да је (m, 2ε; f)-раздвојен скуп максималне кардиналности у целом про-
стору X, где је m = n(l − 1) < nl. Тада на основу Леме 37 важи

log sep (m, 2ε)

m
=

log ♯E
m

=
log ♯ϕnl (E)

m
.
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На основу Леме 38 имамо

log ♯ϕnl (E)

m
⩽

log
(
(q(n) + 1)! lq(n) p(n)l

)
n(l − 1)

=
log ((q(n) + 1)!) + q(n) log l + l log(p(n))

n(l − 1)
.

Са друге стране знамо на основу Леме 29 да је
log cov (m, 4ε)

m
⩽ log sep (m, 2ε)

m
.

Напомена 25 нам говори да лимес

lim
m→∞

log cov (m, 4ε)
m

постоји, па је

h4ε (f) = lim
m→∞

log cov (m, 4ε)
m

= lim sup
l→∞

log cov (n(l − 1), 4ε)

n(l − 1)
.

На основу претходног добили смо да је

h4ε (f) ⩽ lim sup
l→∞

log ((q(n) + 1)!) + q(n) log l + l log(p(n))
n(l − 1)

=
log (p(n))

n
.

Одакле пуштањем да n тежи бесконачно добијамо

h4ε (f) ⩽ hε

(
f
∣∣
NW(f)

)
.

Коначно пуштањем да ε тежи нули добијамо тражену неједнакост

htop (f) ⩽ htop

(
f
∣∣
NW(f)

)
чиме је тврђење доказано.

На основу Тврђења 12 скуп NW (f) садржи ω-граничне скупове свих тачака, па не
може бити празан. У случају када је скуп NW (f) коначан имамо следећу последицу
претходног тврђења.

Последица 39. Уколико је скуп NW (f) коначне кардиналности тада је htop (f) = 0.

Доказ. Скуп NW (f) је инваријантан и коначан па се састоји само од коначног броја
периодичних орбита. Периодичне орбите су инваријантни и затворени скупови, па на
основу Тврђења 34 тополошка ентропија скупа NW (f) биће максимум тополошке ен-
тропије на периодичним орбитама. Међутим тополошка ентропија периодичне орбите
је једнака нули, па ће и тополошка ентропија целог система бити једнака нули.

За крај овог поглавља даћемо примере израчунавања тополошке ентропије.

Пример 40. Ако је f : X → X изометрија важи да је htop (f) = 0.
Заиста, како је f изометрија следи да за свако n важи dn (x, y) = d (x, y). Из компакт-

ности простора знамо да је cov (n, ε) коначан број, који не зависи од n. Одавде следи да
је и

lim
n→∞

log cov (n, ε)
n

= 0

односно следи закључак.
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Пример 41. Нека је Ã целобројна 2 × 2 матрица са детерминантом ±1 и сопственим
вредностима λ и λ−1, |λ| > 1. Ако је A : T2 → T2 придружени торални аутоморфизам
тада је htop (A) = log |λ|.

Познато је да торус Tn можемо посматрати као количнички простор Rn/Zn. Свака
целобројна матрица Ã са сопственим вредности различитим по апсолутној вредности од
један индукује ендоморфизам групе Rn/Zn. Ово пресликавање је инвертибилно ако и
само ако је Ã−1 такође целобројна матрица, а ово је еквивалентно са тиме да је детерми-
нанта матрице једнака ±1. Ако је Ã инвертибилна матрица са сопственим вредностима
чија је апсолутна вредност различита од 1 тада придружено пресликавање A : Tn → Tn
има потпросторе у којима је експанзивно и контракција, и чија је димензија комплемен-
тарна. Овако задато пресликавање се назива хиперболичким торусним аутоморфизмом,
а ми ћемо га посматрати у димензији 2.

Означимо са v1 и v2 јединичне сопствене векторе који одговарају сопственим вредно-
стима λ и λ−1 (λ 6= λ−1 јер смо претпоставили да је |λ| > 1). Познато је да су сопствени
вектори линеарно независни и чине базу R2. Тада за свако x, y ∈ R2 можемо њихову
разлику записати као

x− y = αv1 + βv2.

Потражићемо мрежу за јединични квадрат [0, 1]2. Фиксирајмо ε > 0 и N тако да
је 1/N < ε/2. Посматрајмо сада дужи које спајају ивице квадрата које су у правцу
вектора v1. Претпоставимо да тих дужи има довољно тако да је њихово растојање у
правцу вектора v2 мање од 1/N . Изаберимо сада тачке на свакој од тих дужи тако
да су на растојању мањем од ε/2 |λ|n−1. Овако добијен скуп тачака означићемо са F и
показаћемо да је ово једна мрежа.

За произвољну тачку x ∈ T2 нека је y ∈ F њој најближа тачка датог скупа. Из
конструкције скупа можемо ограничити коефицијенте у линеарној комбинацији

x− y = αv1 + βv2.

Добијамо да је
|α| ⩽ ε

2 |λ|n−1 , |β| ⩽ 1

N
⩽ ε

2
.

Надаље показујемо да итерацијом пресликавања растојање ових тачака остаје мало.
Уочимо да је

Ãk (x− y) = αÃkv1 − βÃkv2 = αλkv1 − βλ−kv2.

Из неједнакости троугла имамо

d
(
fk (x) , fk (y)

)
⩽ d

(
fk (x) , fk (x− αv1)

)
+ d

(
fk (y + βv2) , f

k (y)
)
.

Ограничимо сад сабирке са десне стране неједнакости

d
(
fk (x) , fk (x− αv1)

)
= d

(
Ãk (x) , Ãk (x)− αλkv1

)
⩽ |α| |λ|k ,

и слично
d
(
fk (y + βv2) , f

k (y)
)
⩽ |β| |λ|−k .

Можемо закључити да је

d
(
Ak (x) , Ak (y)

)
⩽ |α| |λ|k + |β| |λ|−k ⩽ |λ|k ε

2 |λ|n−1 + |λ|−k ε
2
.
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Како је |λ| > 1 можемо видети да је за свако k ⩽ n− 1

d
(
Ak (x) , Ak (y)

)
⩽ ε,

односно F јесте (n, ε;A)-мрежа. Проценимо сад његову кардиналност. Није тешко ви-
дети да је

♯F ⩽ LNC

ε
|λ|n−1 ,

где је L дужина највеће од дужи које смо дефинисали, C константа која зависи од угла
између вектора v1 и v2 која нам говори колико дужи смо морали повући да би биле на
растојању мањем од 1/N у правцу вектора v2. Како је F мрежа мора бити

span (n, ε) ⩽ ♯F.

Добили смо да је

lim sup
n→∞

log span (n, ε)

n
⩽ lim sup

n→∞

log
(
LNC
ε

|λ|n−1)
n

= lim sup
n→∞

log LNC
ε

+ log |λ|n−1

n

одакле пуштањем граничних вредности добијамо неједнакост

htop (A) ⩽ log |λ| .

Конструисаћемо сада (n, ε; f)-раздвојен скуп. Изаберимо дуж највеће дужине L у
правцу вектора v1. Нека је E скуп тачака са ове дужи које су на растојању ε/ |λ|n−1.
Ако су x, y ∈ E две тачке овог скупа на најмањем растојању тада је

x− y = v1
ε

|λ|n−1 .

Применом пресликавања A k пута добијамо

Ãk (x− y) =
ε

|λ|n−1 Ã
kv1 =

ε

|λ|n−1 |λ|
k v1.

Видимо да је највећа вредност за k = n − 1 па ове две тачке јесу (n, ε; f)-раздвојене.
Како су тачке и после итерација на већем растојању од ε закључујемо да је E (n, ε; f)-
раздвојен скуп. Из претходног је

sep (n, ε) ⩾ ♯E ⩾ L |λ|n−1

ε
.

lim sup
n→∞

log sep (n, ε)

n
⩾ lim sup

n→∞

log L|λ|n−1

ε

n
= lim sup

n→∞

log L
ε
+ log |λ|n−1

n
.

На основу овога следи и друга неједнакост

htop (A) ⩾ log |λ| .
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1.3 Полиномијална ентропија
За разлику од тополошке ентропије, која је доста истраживана и чије су бројне карак-

теристике и понашања добро изучени, полиномијална ентропија је релативно нов појам
и о њој се још увек не зна много, тако да постоје многи отворени проблеми и питања у
вези са њом. Овај појам се појавио природно у жељи да се системи ниске комплексности
раздвоје. Наиме код многих динамичких система је тополошка ентропија нула, а они
се ипак значајно разликују. Класа система чија је тополошка ентропија једнака нули
обухвата и не сасвим једноставне системе као што су: хомеоморфизми круга, хармо-
нијски, нехармонијски осцилатор и клатно, Брауверови хомеоморфизми, елиптички и
полигонијални билијари, билијарска пресликавања у конвексном полиедру у R3, многи
(не сви) интеграбилни геодезијски токови… Са циљем да се боље проуче разлике ова-
квих система тражила се величина која ће мерити полиномијални раст броја суштински
различитих орбита, за разлику од тополошке ентропије која мери експоненцијални раст
броја оваквих орбита. Показало се да је полиномијална ентропија добро прилагођена лу-
тајућој динамици, за разлику од тополошке ентропије која лутајуће делове динамичког
система не примећује, што смо видели у Тврђењу 35.

Полиномијална ентропија се дефинише врло слично тополошкој, с тим да је прила-
гођена споријем расту различитих орбита. Захваљујући Леми 29 можемо дефинисати
полиномијалну ентропију на три еквивалентна начина.

Дефиниција 42. Нека је (X, d) компактан метрички простор и f : X → X непрекидно
пресликавање. Полиномијална ентропија пресликавања f је

hpol (f) = lim
ε→0+

lim sup
n→∞

log cov (n, ε)
logn = lim

ε→0+
lim sup
n→∞

log span (n, ε)

logn = lim
ε→0+

lim sup
n→∞

log sep (n, ε)

logn .

Овако уведена полиномијална ентропија има доста особина које су аналогне особина-
ма тополошке ентропије и доказују се истим техникама, па те доказе нећемо изводити.
Најпре је Марко у [23] доказао да је и полиномијална ентропија тополошка особина и
не зависи од избора тополошки еквивалентних метрика.

Тврђење 43. Полиномијална ентропија не зависи од избора метрика које генеришу
исту топологију на X. Полиномијална ентропија је инваријанта тополошке кон-
југације.

У истом раду [23] се може пронаћи доказ и осталих основних особина полиномијалне
ентропије, датих у следећем тврђењу.

Тврђење 44. Нека је f : X → X непрекидно пресликавање компактног метричког
простора у себе. Тада важе следећа тврђења:

1. hpol
(
fk

)
= hpol (f) за сваки природан број k.

2. Ако је f инвертибилно пресликавање hpol (f−1) = hpol (f).

3. Ако су A1, A2, . . . , Ak затворени и унапред инваријантни скупови такви да њихова
унија даје цео простор X тада је

hpol (f) = max
{
hpol

(
f
∣∣
Ai

) ∣∣ 1 ⩽ i ⩽ k
}
.

Специјално, за затворен инваријантан скуп A важи да је hpol
(
f
∣∣
A

)
⩽ hpol (f).
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4. Ако је и (Y, d′) компактан метрички простор, g : Y → Y непрекидно пресликавање
и на X × Y подразумевамо топологију производа важи да је

hpol (f × g) = hpol (f) + hpol (g) .

5. Важе следеће неједнакости

0 ⩽ htop (f) ⩽ hpol (f) .

Можемо приметити да је једина разлика, у односу на тополошку ентропију, у томе
што се заменом пресликавања f пресликавањем fk полиномијална ентропија не мења.
Ово у неким ситуацијама може бити корисно ако добијамо једноставнији систем за ра-
чунање. На пример код пресликавања које има коначно много периодичних тачака
можемо посматрати fk за добро изабрано k, тако да су све периодичне тачке заправо
фиксне тачке овог пресликавања.

У раду [19] примећена је чињеница коју смо већ поменули о вези лутајућих ску-
пова и полиномијалне ентропије. Само постојање лутајуће тачке обезбеђује позитивну
полиномијалну ентропију, односно важи следеће тврђење.

Тврђење 45. Нека је (X, d) компактан метрички простор и f : X → X хомеоморфизам
тог простора. Ако f има лутајућу тачку следи да је

hpol (f) ⩾ 1.

Доказ. Нека је x ∈ X лутајућа тачка пресликавања f . Тада постоји ε0 > 0 такво да за
свако k ∈ N важи да је

fk (B (x, ε0)) ∩B (x, ε0) = ∅.

Из овога следи да је за свако ε ⩽ ε0 и за свако k ∈ N

d
(
x, fk (x)

)
⩾ ε.

Фиксирајмо сада природан број n. Тада за свако k такво да је 1 ⩽ k ⩽ n важи

dn
(
x, f−k (x)

)
⩾ d

(
fk (x) , x

)
⩾ ε.

Дакле за свако ε ⩽ ε0 и за свако n ∈ N скуп тачака{
x, f−1 (x) , . . . , f−n (x)

}
је (n, ε; f)-раздвојен. Закључујемо да је

sep (n, ε) ⩾ n,

односно важи да је hpol (f) ⩾ 1.

Напоменимо само да обрат овога тврђења не важи. Претпоставимо да имамо систем
са позитивном тополошком ентропијом. Како је скуп NW (f) затворен и инваријантан
можемо као динамички систем гледати f : NW (f) → NW (f). Тополошка ентропија овог
система је позитивна па је полиномијална ентропија бесконачна, а систем не садржи
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лутајуће тачке. Дакле, системи са позитивном тополошком ентропијом могу бити без
лутајућих тачака, са полиномијалном ентропијом једнаком чак бесконачно.

Као што видимо из претходног тврђења занимљиво питање је како неке особине ди-
намичког система утичу на вредност полиномијалне ентропије, а и обрнуто питање шта
о неком динамичком систему можемо знати на основу вредности полиномијалне ентро-
пије. Рецимо, еквинепрекидност повлачи анулирање полиномијалне ентропије, односно
важи следеће тврђење.

Тврђење 46. Ако за хомеоморфизам f важи да је фамилија
{
fn

∣∣ n ∈ Z
}
еквинепре-

кидна тада је hpol (f) = 0.

Доказ. За еквинепрекидан хомеоморфизам f можемо задати тополошки еквивалентну
метрику са

d̃ (x, y) = sup
n∈Z

d (fn (x) , fn (y)) .

У овако заданој метрици сваки еквинепрекидан хомеоморфизам је изометрија. (У слу-
чају када f није еквинепрекидан хомеоморфизам не следи да је овако задата тополошки
еквивалентна метрика у којој је f изометрија.) Као у Примеру 40 уколико је f изоме-
трија скуп cov (n, ε) не зависи од n, те се полиномијална ентропија анулира.

Поставило се питање да ли у овом случају важи обрнуто тврђење да анулирање
полиномијалне ентропије повлачи еквинепрекидност. У раду [2] је дат пример да ово
не мора важити и дата је хипотеза да ово важи уз додатни услов повезаности простора.
Малом прерадом датог примера показаћемо у Примеру 122 да ни тада еквиваленција не
мора важити, већ су потребни додатни строжи услови.

У поменутом раду [2] дата су и следећа тврђења, које показује да се из вредности
полиномијалне ентропије могу сазнати неке карактеристике динамичког система.

Тврђење 47. Ако за хомеоморфизам f : X → X важи да је hpol (f) < 1 тада је свака
тачка из простора X рекурентна.

Доказ овог тврђења следи из наредног општијег тврђења.

Тврђење 48. Ако за хомеоморфизам f : X → X важи да је hpol (f) < 1 тада за свако
ε > 0 постоји m > 0, тако да за свако x ∈ X постоји n за које важи да је 0 < n ⩽ m и
важи да је fn (x) ∈ B (x, ε).

Доказ. Претпоставимо, супротно тврђењу, да је hpol (f) < 1 и да постоји ε > 0 такво
да за свако m ⩾ 1 постоји x ∈ X са особином да је fn (x) /∈ B (x, ε) за свако n које је
1 ⩽ n ⩽ m. Дефинишимо скуп

E =
{
x, f−1 (x) , . . . , f−m (x)

}
.

Изаберимо сада две тачке из овог скупа

a = f−j (x) , b = f−k (x) , 0 ⩽ j < k ⩽ m.

За ове две тачке важи

fk (a) = fk
(
f−j (x)

)
= fk−j (x) , fk (b) = fk

(
f−k (x)

)
= x.
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Како је 0 < k − j ⩽ m следи, на основу дефиниције скупа E, да

fk (a) /∈ B (x, ε) = B
(
fk (b) , ε

)
,

па је
dm (a, b) > ε.

Овим смо показали да је скуп E (m, ε; f)-раздвојен. Скуп E има m+1 елемент па следи
да је

sep (m, ε) ⩾ m+ 1

односно hpol (f) ⩾ 1 што је контрадикција са условом.

Доказ. (Тврђења 47)
Нека је x ∈ X произвољна тачка. Изаберимо ε1. На основу претходног тврђења

постоји n1 тако да је fn1 (x) ∈ B (x, ε1). Нека је сада ε2 = min
{
d (x, f i (x))

∣∣ i = 1, . . . , n1

}
.

Поново на основу претходног тврђења постоји n2 тако да је fn2 (x) ∈ B (x, ε2). Овим
поступком добијамо низ nk за који важи да је lim

k→∞
fnk (x). Следи да је x ∈ ω (x), односно

тачка x је рекурентна.

Приметимо да се као последица претходног може добити Тврђење 45.
Као што смо нагласили, полиномијална ентропија је још увек недовољно проучен

појам и потребно је још доста радити на њеном разумевању. За крај овог поглавља
даћемо кратак преглед неких значајнијих досадашњих резултата, а у Поглављу 4 нека
отворена питања и проблеме.

Појам полиномијалне ентропије се први пут појавио у радовима Марка [23] и [21].
Он је проучавао полиномијалну ентропију у контексту Лиувилових интеграбилних Ха-
милтонових система на површи, и доказао основне особине. Као последицу добио је
да је полиномијална ентропија хармонијског осцилатора мања од полиномијалне ентро-
пије нехармонијског осцилатора, а ова мања од полиномијалне ентропије клатна, иако
се тополошка ентропија на овим системима анулира и не разликује их. Такође у [22]
добијено је да је полиномијална ентропија строго конвексног билијара са аналитичком
границом једнака 1 ако и само ако је та граница круг, а у случају када је граница елипса
полиномијална ентропија је једнака 2.

У раду [19] је показано да вредност полиномијалне ентропије хомеоморфизама круга
који чувају оријентацију може узимати вредности само 0 или 1 и да је такав хомеомор-
физам конјугован ротацији ако му је полиномијална ентропија 0. Такође је показано
да ако је X C1 ненула векторско поље на торусу T2 са придруженим током ϕt важи
да је hpol (ϕt) ∈ [0, 1]. Даље, ако ϕt има периодичне орбите тада је hpol (ϕt) ∈ {0, 1}, а
hpol (ϕ

t) = 0 ако и само ако је ток ϕt конјугован ротацији.
У раду [4] је проучавана веза метрике g на торусу T2 и полиномијалне ентропије

геодезијског тока дате метрике. Добијено је да ако је полиномијална ентропија геоде-
зијског тока мања од 2 она мора бити једнака 1 и тада је метрика g равна метрика. За
метрику револуције је добијено да је полиномијална ентропија геодезијског тока једнака
2.

У раду [2] поред поменутих резултата показано је да за експанзиван хомеоморфизам
компактног метричког простора који има бесконачно тачака важи да је hpol (f) ⩾ 1.
Такође у овом раду је показано да је скуп позитивних реалних бројева који могу бити
вредност полиномијалне ентропије неког пресликавања на компактном простору густ у
R+.
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У раду [14] је уведено једно специфично кодирање за хомеоморфизам са тачно једном
нелутајућом тачком, чије смо уопштење дали у [15]. Поред тога проучавана је полино-
мијална ентропија Брауверових хомеоморфизама (хомеоморфизама равни без фиксне
тачке). Показано је да је полиномијална ентропија транслације једнака 1, а да је по-
линомијална ентропија Брауверовог хомеоморфизма који није конјугован транслацији
није мања од 2. Такође за свако α ∈ [2,+∞] конструисан је Брауверов хомеоморфизам
f тако да је hpol (f) = α.
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1.4 Морсови градијентни системи
Морсова теорија, која се развија већ стотинак година, представља моћну везу анализе

и топологије. Наиме омогућава нам проучавање топологије простора анализом генерич-
ки изабраних глатких функција на њој. Критичне тачке генеричке глатке функције
дају информацију о CW декомпозицији и хомологији простора. У нашем раду нећемо
детаљније улазити у диференцијално-тополошки аспект, већ више у динамички. Морс-
Смејлови системи (чији су специјалан случај Морсови) су доста проучавани и разуме-
вање тих система је прилично добро. Њихова комплексност је релативно ниска, па је из
тог разлога полиномијална ентропија погодан алат за њихово изучавање. Испоставиће
се да су Морсови индекси који се достижу у критичним тачкама од суштинске важно-
сти за израчунавање полиномијалне ентропије. Од обимне литературе о овој области
највише смо се ослањали на [27], [3], [34], [36] и [29].

Ако другачије не нагласимо посматраћемо глатку затворену (компактну и без гра-
нице) многострукост M коначне димензије n и глатку функцију

F :M → R.

Скуп критичних тачака овакве функције означаваћемо са

Crit (F ) =
{
p ∈M

∣∣ dF (p) = 0
}
.

У првом делу овог поглавља бавићемо се током који се може формирати градијентом
глатке функције и трајекторијама таквог тока.

Дефиниција 49. Нека је F : M → R глатка функција на Римановој многострукости
(M, g). Тада је градијент векторског поља функције F у односу на метрику g једин-
ствено векторско поље 5F за које важи да је

g (5F,X) = dF (X) = X · F

за произвољно глатко векторско поље X на M .

Нека је ϕt : M → M локална једнопараметарска група дифеоморфизама генерисана
негативним градијентом −5 F :

d

dt
ϕt (x) = −5 F (ϕt (x)) , ϕ0 (x) = x.

Интегралне криве γx за које важи да је

γx (t) = ϕt (x)

називају се трајекторије негативног градијентног тока.

Тврђење 50. Свака глатка функција F : M → R на глаткој, коначнодимензионој,
Римановој многострукости (M, g) опада дуж трајекторија негативног градијентног
тока.

Доказ.
d

dt
F (γx (t)) =

d

dt
(F ◦ ϕt (x)) = dFϕt(x) ◦

d

dt
ϕt (x) =

= dFϕt(x) (−5 F (ϕt (x))) = −g (5F,5F ) = − ‖ 5F (ϕt (x)) ‖2⩽ 0.
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Приметимо и да, на основу јединствености решења (неконстантно решење не може да
прође кроз критичну тачку), имамо строгу неједнакост уколико x није критична тачка.

Слично као и у дискретном случају и за ток ћемо дефинисати α-гранични скуп и
ω-гранични скуп.

Дефиниција 51. Нека је ϕt : M → M једнопараметарска група дифеоморфизама на
многострукости M .

За произвољну тачку x ∈M тачка y је ω-гранична тачка уколико постоји низ реал-
них бројева tn такав да tn → ∞ и да је

lim
n→∞

ϕtn (x) = y.

Скуп свих ω-граничних тачака тачке x назваћемо њеним ω-граничним скупом и озна-
чавати са ω (x).

За произвољну тачку x ∈M тачка y је α-гранична тачка уколико постоји низ реал-
них бројева tn такав да tn → −∞ и да је

lim
n→∞

ϕtn (x) = y.

Скуп свих α-граничних тачака тачке x назваћемо њеним α-граничним скупом и озна-
чавати са α (x).

Захваљујући Тврђењу 50 за α и ω-граничне скупове негативног градијентног тока
добијамо корисна ограничења.

Тврђење 52. Нека је F :M → R глатка функција на компактној многострукости M
и ϕt придружени негативни градијентни ток. Тада за свако x ∈M важи

ω (x) , α (x) ⊂ Fix (ϕt) ,

где је
Fix (ϕt) = Crit (F ) =

{
x
∣∣ ϕt (x) = x (∀t)

}
.

Доказ. На основу јединствености решења диференцијалне једначине са почетним усло-
вима знамо да је

Fix (ϕt) = Crit (F ) .

Претпоставимо, супротно тврђењу, да постоји тачка y ∈ M која није критична тачка
функције F и y ∈ ω (x) за неко x ∈ M . Како y није критична тачка на основу тврђења
50 знамо да је F (y) > F (ϕt (y)) за свако t > 0.

Фиксирајмо t0 и нека је δ = F (y)− F (ϕt0 (y)).
Како је y ∈ ω (x) постоји растући низ tn → ∞ тако да ϕtn (x) → y. На основу

непрекидности добијамо

lim
n→∞

F (ϕtn (ϕt0 (x))) = F (ϕt0 (y)) = F (y)− δ.

Специјално постоји n0 тако да је за свако n ⩾ n0

F (ϕtn (ϕt0 (x))) ⩽ F (y)− δ

2
.
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Како је низ tn растући и функција опада дуж негативног градијентног тока следи да је

F (ϕt (x)) ⩽ F (ϕtn (ϕt0 (x))) ⩽ F (y)− δ

2

за довољно велико t. Међутим ово је контрадикција са тим да је

lim
n→∞

ϕtn (x) = y.

За скуп α (x) тврђење се показује аналогно посматрајући функцију −F .

Тврђење 53. Нека је F : M → R глатка функција на компактној многострукости
M и ϕt придружени негативни градијентни ток. Тада скуп ω (x) садржи само једну
тачку или је бесконачан.

Доказ. Како је многострукост компактна знамо да ω (x) није празан скуп. Претпоста-
вимо да постоје две различите тачке y, z ∈ ω (x). Дакле знамо да постоје два низа tn и
sn таква да је

lim
n→∞

ϕtn (x) = y, lim
n→∞

ϕsn (x) = z.

Нека је ε = d (y, z) /2 и уочимо куглу B (y, ε). Позитивна орбита O+ (x) тачке x

O+ (x) =
{
ϕt

∣∣ t ⩾ 0
}

је крива у M која улази и излази из кугле бесконачно пута, па пресек O+ (x) ∩ S (y, ε)
позитивне орбите са сфером полупречника ε мора бити бесконачан скуп. (У дискретном
случају пресек може бити празан, док у континуалном случају мора бити непразан.)
Сфера је компактна, па овај пресек мора имати тачку нагомилавања која очигледно
припада ω (x), а различита је од y и z.

Хесијан Hp (F ) дате глатке функције у критичној тачки p је симетрична билинеарна
форма

Hp (F ) : TpM × TpM → R.

За два вектора Xp, Yp ∈ TpM можемо изабрати векторска поља X,Y која су њихова
проширења редом у некој отвореној околини тачке p и дефинисати Хесијан са

Hp (F ) (Xp, Yp) = Xp (Y F ) .

Како је диференцијал у критичној тачки нула следи да је

Xp (Y F )− Yp (XF ) = [X,Y ]p F = dF (p) [X,Y ]p = 0,

односно
Xp (Y F ) = Yp (XF ) .

На основу претходног можемо закључити да Хесијан не зависи од векторских поља X
и Y већ само од тангентних вектора Xp и Yp. Такође видимо да је форма симетрична.

Ако у околини U критичне тачке p изаберемо локалне координате

φ (x) = (x1, . . . , xn)
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тада је база тангентног простора у тачки p дата са(
∂

∂x1
, . . . ,

∂

∂xn

)
и матрица Хесијана у односу на ту базу је

[Hp (F )] =

[
∂2 (F ◦ φ−1)

∂xi ∂xj
(φ (p))

]n
i,j=1

.

Матрица Хесијана је симетрична, па је на основу тога дијагонализабилна и има реалне
сопствене вредности. Број негативних сопствених вредности се назива Морсовим ин-
дексом тачке p и означава са indF (p), уз изостављање индекса F ако је јасно о којој
функцији се ради. Приметимо да знак сопствених вредности не зависи од избора ко-
ординатне карте (величина сопствених вредности се мења). Другачије, индекс можемо
видети и као димензију потпростора од TpM на коме је Хесијан негативно дефинитан.

Ако је Hp (F ) недегенерисано пресликавање, односно ако је детерминанта Хесијана
различита од нуле, критична тачка p се назива недегенерисана.

Дефиниција 54. Глатка функција F :M → R којој су све критичне тачке недегенери-
сане назива се Морсовом функцијом.

За Морсову функцију можемо приметити одмах две особине скупа критичних тачака:
да се не могу нагомилавати и да их је коначан број, односно важе следећа тврђења.

Лема 55. Недегенерисане критичне тачке су изоловане.

Доказ. Нека је p ∈M критична тачка и изаберимо карту у околини U ове тачке

φ : U → Rn, φ (p) = 0.

Посматрајмо глатко пресликавање

g : φ (U) → Rn, g (x) = dF
(
φ−1 (x)

)
=

(
∂ (F ◦ φ−1 (x))

∂x1
, . . . ,

∂ (F ◦ φ−1 (x))

∂xn

)
.

Знамо да је g (0) = 0 и да је dg (0) несингуларна, па је g дифеоморфизам у некој околини
V тачке 0. Како је g инјективно за свако x ∈ V \ {0} мора важити да је g (x) 6= 0, те x
није критична тачка, чиме је тврђење доказано.

Последица 56. Ако је многострукост M затворена и F Морсова функција тада је
број критичних тачака коначан.

Доказ. Претпоставимо да број критичних тачака није коначан. Тада можемо формирати
низ {xn}n∈N различитих критичних тачака. Како је простор компактан овај низ мора
имати конвергентан подниз xnk

−→ x. Међутим из непрекидности пресликавања dF
мора и тачка x бити критична. Ово је контрадикција са тим да су критичне тачке
изоловане, односно са Лемом 55.

Пример 57. Посматрајмо функцију висине на n сфери

F : Sn → R, F (x1, . . . , xn+1) = xn+1.

У овом примеру критичне тачке су северни N и јужни S пол сфере. Обе критичне тачке
су недегенерисане и важи да је ind (N) = n и ind (S) = 0.
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Пример 58. Пример функције која није Морсова може бити квадрат висине на n сфери

F 2 : Sn → R, F 2 (x1, . . . , xn+1) = x2n+1.

Сада су све тачке са екватора критичне. Како су на основу Леме 55 код Морсове функ-
ције све критичне тачке изоловане функција F 2 не може бити Морсова.

Пример 59. Још један важан пример Морсове функције је функција висине на торусу
T2 који је постављен вертикално у односу на раван z = 0 у R3. Сада имамо четири
критичне тачке N,S, p, q. Све критичне тачке су недегенерисане и важи да је ind (N) = 2,
ind (p) = ind (q) = 1 и ind (S) = 0. Овај пример је илустрован на слици 1.1.

Слика 1.1: Функција висине на торусу

Напомена 60. Другачијим приступом можемо видети dF као сечење котангентог
раслојења T ∗M . Овако гледано недегенерисаност можемо дефинисати као трансверзал-
ност пресека затворених подмогострукости графика dF и M (односно нултог сечења).
Приметимо да је трансверзалност генеричко својство.

На први поглед се не види колико су Морсове функције значајне и присутне. Међу-
тим на основу тога што је трансверзалност генеричко својство може се доказати следећа
битна теорема, чији се доказ може видети у [3].

Теорема 61. Ако је многострукост M затворена тада је скуп Морсових функција
локално стабилан, отворен и густ у C∞ (M,R) са супремум нормом.

Морсове функције се понашају јако правилно у околини критичних тачака и у добро
изабраном координатном систему могу се задати у канонској форми, о чему говори
наредна лема која се назива Морсова и чији доказ се може видети у [27].

Лема 62. Нека је p ∈M недегенерисана критична тачка глатке функције F :M → R
и ind (p) = k. Тада постоји отворена околина U 3 p и глатка карта φ : U → Rn, тако
да је φ (p) = 0 и ако је φ (x) = (x1, . . . , xn) за x ∈ U тада је(

F ◦ φ−1
)
(x1, . . . , xn) = F (p)− x21 − x22 − · · · − x2k + x2k+1 + · · ·+ x2n.
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Иако нам у нашем раду нису биле потребне навешћемо неколико теорема које илу-
струју дубоку повезаност Морсових функција и топологије многострукости, чији се до-
кази могу наћи такође у [27] и [3].

Теорема 63. Нека је F : M → R глатка функција задана на коначнодимензионој
затвореној глаткој многострукости. За a ∈ R дефинишимо скуп

Ma = F−1 ((−∞, a]) .

Претпоставимо да је a < b и да је скуп F−1 ([a, b]) компактан и не садржи критичне
тачке функције F . Тада су Ma и M b дифеоморфни и Ma је деформациони ретракт
скупа M b.

Последица 64. Ако затворена многострукостM димензије n допушта Морсову функ-
цију F : M → R са само две критичне тачке тада је многострукост M хомеоморфна
сфери Sn.

Претходна последица је позната као Ребова теорема. Следећа теорема нам даје мо-
гућност конструисања CW декомпозиције простора на основу критичних тачака.

Теорема 65. Нека је F : M → R глатка функција задана на коначнодимензионој
затвореној глаткој многострукости. Претпоставимо да је a < b и да је скуп F−1 ([a, b])
компактан и садржи тачно једну критичну тачку функције F . Претпоставимо и да
је критична тачка недегенерисана индекса k. Тада M b има хомотопски тип Ma са
залепљеном једном k ћелијом. Постоји скуп ek ⊆M b дифеоморфан затвореном k диску
тако да је Ma ∪ ek деформациони ретракт M b.

За даљи рад потребне су нам карактеристике негативног градијентног тока Морсове
функције.

Тврђење 66. Нека је дата Морсова функција F : M → R на глаткој, затвореној,
коначнодимензионој, Римановој многострукости (M, g). Тада свака трајекторија не-
гативног градијентног тока почиње и завршава се у критичној тачки, односно постоје
граничне вредности

lim
t→+∞

γx (t) , lim
t→−∞

γx (t)

и припадају скупу Fix (ϕt).

Доказ. Уколико x није фиксна тачка знамо из компактности простораM да је ω (x) 6= ∅.
Како је функција Морсова на компактној многострукости мора имати коначан број кри-
тичних тачака, па је на основу Тврђења 53 скуп ω (x) једночлан. Из овог можемо заљу-
чити да постоји гранична вредност lim

t→+∞
γx (t), иначе бисмо имали низ који конвергира

ка тачки која није из ω (x). На основу Тврђења 52 гранична вредност мора бити у скупу
Fix (ϕt).

Постојање граничне вредности lim
t→−∞

γx (t) се показује истим поступком.

У случају када је функција Морсова следи карактеризација фиксних, односно нелу-
тајућих тачака.
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Тврђење 67. Нека је F :M → R Морсова функција на затвореној глаткој многостру-
кости М. Ако је ϕt ток негативног градијентног система тада је за свако t

Crit (F ) = Fix (ϕt) = NW (ϕt) .

Доказ. Како је свака фиксна тачка нелутајућа треба још само видети да тачка која
није критична, тј. фиксна мора бити лутајућа. Међутим ово следи из тога што за
произвољну тачку x /∈ Fix (ϕt) постоји lim

t→+∞
γt (x) ∈ Fix (ϕt).

Дефинисаћемо сада стабилну и нестабилну многострукост на стандардан начин.

Дефиниција 68. Нека је p ∈M недегенерисана критична тачка функције F .
Стабилна многострукост тачке p је

W s (p) =

{
x ∈M

∣∣ lim
t→+∞

ϕt (x) = p

}
.

Нестабилна многострукост тачке p је

W u (p) =

{
x ∈M

∣∣ lim
t→−∞

ϕt (x) = p

}
.

Ови скупови су инваријантни у односу на ток, односно важи следеће тврђење.

Тврђење 69. Стабилна и нестабилна многострукост су инваријантни скупови у од-
носу на ток ϕt.

Доказ. Доказ следи из тога што је ток једнопараметарска група дифеоморфизама. Нека
је дата произвољна тачка x ∈ M тако да је lim

t→+∞
ϕt (x) = p, односно x ∈ W s (p). Тада за

свако t0 важи
lim
t→+∞

ϕt (ϕt0 (x)) = lim
t→+∞

ϕt+t0 (x) = p,

односно
ϕt0 (x) ∈W s (p) .

Следи закључак
ϕt (W

s (p)) ⊆W s (p) .

Показало се да овако дефинисани скупови имају значајну улогу у разумевању Мор-
сових функција. Најпре важи следећа битна теорема, која и оправдава назив много-
струкости.

Теорема 70. Нека је F : M → R Морсова функција на глаткој Римановој многостру-
кости (M, g) коначне димензије n. Тангентни простор у критичној тачки p се може
записати као

TpM = T spM ⊕ T upM

где је Хесијан позитивно дефинитан на T spM и негативно дефинитан на T upM . Ста-
билна и нестабилна многострукост су сурјективне слике глатког улагања

Es : T spM →W s (p) ⊆M, Eu : T upM →W u (p) ⊆M.

Стабилна многострукост у тачки p је глатко уложен отворени диск чија је димензија
n − ind (p), а нестабилна многострукост је глатко уложен отворени диск димензије
ind (p).
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Доказ Теореме 70 се може наћи у [3].

Напомена 71. Нека је φ : M → M дифеоморфизам на глаткој Римановој многостру-
кости. Нека је фиксна тачка p таква да се тангентни простор у тој тачки TpM
дели на директну суму два потпростора Es (p)⊕Eu (p) који су инваријантни у односу
на диференцијал dφ, тако да је dφ контракција на стабилном потпростору Es (p) и
екстензија на нестабилном потпростору Eu (p). Тада се фиксна тачка назива хипербо-
личка. За Морсову функцију F свака критична тачка p је хиперболичка фиксна тачка
тока ϕt за свако t 6= 0.

На основу претходног показаћемо да се комплетна многострукост може реконструи-
сати из стабилних, односно нестабилних многострукости критичних тачака.

Тврђење 72. Нека је F : M → R Морсова функција на глаткој затвореној Римано-
вој многострукости (M, g) коначне димензије n. Тада је многострукост M коначна
дисјунктна унија стабилних многострукости критичних тачака функције F , односно
коначна дисјунктна унија нестабилних многострукости критичних тачака функције
F

M =
⊔

p∈Crit(F )

W s (p) , M =
⊔

p∈Crit(F )

W u (p) .

Доказ. Скупови су очигледно дисјунктни, јер је гранична вредност јединствена. На
основу Тврђења 66 свака тачка која није критична конвергира ка критичној тачки функ-
ције F , односно фиксној тачки тока ϕt , па на основу тога следи тврђење.

Надаље желимо да задамо додатне услове на Морсове функције како бисмо добили
неке јаче резултате.

Дефиниција 73. За Морсову функцију F : M → R на глаткој Римановој многостру-
кости (M, g) коначне димензије n кажемо да задовољава Морс-Смејлов услов трансвер-
залности ако се нестабилне и стабилне многострукости секу транзитивно, односно ако
је

W s (p) ⋔W u (q) , ∀ p, q ∈ Crit (F ) , p 6= q.

Морсова функција која задовољава овај услов (за фиксирано g) се називаМорс-Смејловом
функцијом.

Иако смо на први поглед задали доста рестриктиван услов нисмо много изгубили, јер
су функције које задовољавају овако задат услов и даље густе, односно важи следећа
теорема позната као Купка-Смејлова, чији доказ се може наћи у [3].

Теорема 74. Ако је (M, g) коначно димензиона, компактна, глатка Риманова много-
струкост, тада је скуп свих Морс-Смејлових функција, за фиксирано g, класе Ck густ
у скупу свих Ck функција на многострукости M .

Следеће тврђење је директна последица Морс-Смејлових услова.

Тврђење 75. Нека је F : M → R Морс-Смејлова функција на затвореној Римановој
многострукости (M, g). Ако су p, q ∈ Crit (F ) и важи да је W s (p) ∩W u (q) 6= ∅ тада је
W s (p) ∩W u (q) подмногострукост M димензије ind (q)− ind (p).
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Доказ. На основу Теореме 70 већ знамо да је W s (p) подмногострукост чија је димензија
n − ind (p) и такође W u (q) подмногострукост димензије ind (q). Услов да се ове под-
многострукости секу трансверзално можемо записати да је инклузија i : W u (q) → M
трансверзална на W s (p). Тада је инверзна слика скупа W s (p) заправо пресек који тра-
жимо

i−1 (W s (p)) =W s (p) ∩W u (q) .

За однос димензија важи

dimW u (q)− dim (W s (p) ∩W u (q)) = n− dim (W s (p))

односно добијамо тражено

dim (W s (p) ∩W u (q)) = ind (q)− ind (p) .

Пресек стабилне и нестабилне многострукости означаваћемо са

M (q, p) =W u (q) ∩W s (p) .

На основу претходног тврђења добијамо даље особине.

Последица 76. Ако је F : M → R Морс-Смејлова функција на затвореној глсткој
Римановој многострукости (M, g) коначне димензије, и ако за две различите тачке
p, q ∈ Crit (F ) важи да је M (q, p) 6= ∅, тада је

ind (q) > ind (p) .

Доказ. Из услова да је M (q, p) 6= ∅ знамо да постоји бар једна трајекторија негативног
градијентног тока од q до p. Та једна трајекторија прави подмногострукост димензије
1 и не може се десити да је dim (M (q, p)) = 0. На основу Тврђења 75 знамо да је
M (q, p) 6= ∅ подмногострукост димензије ind (q)− ind (p), па је

ind (q)− ind (p) = dim (M (q, p)) ⩾ 1.

Лако се могу на основу претходног добити још нека својства.

Последица 77. Ако је F : M → R Морс-Смејлова функција на затвореној Римановој
многострукости (M, g) коначне димензије тада важи и

1. Ако је ind (p) > ind (q) следи да је M (q, p) = ∅.

2. M (p, p) = {p} .

3. Ако је ind (p) = ind (q) и p 6= q тада је M (q, p) = ∅.

Приметимо да на основу ове последице функција висине на торусу из Примера 59
није Морс-Смејлова, јер постоји трајекторија која повезује седласте тачке индекса 1.
Међутим ако мало „искривимо” торус ова опструкција нестаје и немамо више трајекто-
рија које спајају ове тачке.
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Увешћемо још једну многострукост трајекторија које повезују критичне тачке са

M̂ (q, p) = M (q, p) ∩ F−1 (a)

за регуларну вредност a ∈ (F (p) , F (q)). Приметимо да су овако дефинисане многостру-
кости дифеоморфне за различите изборе тачке a, јер за различите регуларне вредности
из одговарајућег интервала постоји природна идентификација негативним градијентним
током. Ово је у ствари простор трајекторија негативног градијентног тока које повезују
тачке q и p, јер свака трајекторија ниво F−1 (a) сече једном. Може се показати да се
простор M̂ (q, p) добија слободним и дискретним дејством групе R на M (q, p), из чега
закључујемо да је то многострукост димензије

dim
(
M̂ (q, p)

)
= ind (q)− ind (p)− 1.

У случају када је ind (q)− ind (p) = 1 простор M̂ (q, p) је коначан скуп тачака.
Проучавање простора M (p, q) и M̂ (p, q), који се називају модулски простори, води

ка увођењу Морсове хомологије и другим значајним резултатима, али их ми овде нећемо
наводити. За наше истраживање нам је била потребна само структура ових простора.
У том циљу нам је потребна следећа дефиниција, где ћемо са Uε (A) означити околину
скупа A, односно

Uε (A) =
{
x ∈M

∣∣ d (x,A) < ε
}
.

Дефиниција 78. За скуп K ⊂ M̂ (q, p) кажемо да је компактификован додавањем
изломљених трајекторија ако за сваки низ тачака {pk}k∈N ⊂ K постоје критичне тачке

q = x0, . . . , xl = p

и постоје повезујуће трајекторије

γi ∈ M (xi−1, xi) , i ∈ {1, 2, . . . , l}

тако да за свако ε > 0 постоји k0 тако да за све k ⩾ k0 важи

γ (pk) ⊂ Uε
(
γ1 ∪ · · · ∪ γl

)
,

где је γ (pk) трајекторија кроз тачку pk.

Геометријска конвергенција низа скупова Cn ка неком скупу C значи да растојање
чланова низа до скупа C тежи нули, односно да за свако ε > 0 постоји n0 тако да за
свако n ⩾ n0 важи d (Cn, C) < ε.

Ако подразумевамо геометријску конвергенцију претходну дефиницију можемо ис-
казати да трајекторија кроз pk конвергира ка унији трајекторија. Подразумевајући
претходно можемо краће записати

γ (pk) −→
(
γ1, . . . , γl

)
, k → ∞

односно рећи да γ (pk) конвергира ка изломљеној трајекторији
(
γ1, . . . , γl

)
реда l. Под

редом изломљене трајекторије подразумевамо број повезујућих трајекторија γi у њој.
Илустрација претходног је дата на Слици 1.2.
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Слика 1.2: Геометријска конвергенција

Теорема 79. Претпоставимо да су за функцију F испуњени Морс-Смејлови услови.
Тада се простор M̂ (q, p) може компактификовати додавањем изломљених трајекто-
рија чији је ред највише ind (q)− ind (p).

Доказ ове теореме се може видети у [36].
Ову компактификацију можемо и прецизније да опишемо, а то нам је баш и по-

требно за наше истраживање. Модулски простор M̂ (q, p), када није празан скуп, је
многострукост која се састоји од трајекторија негативног градијентног система које по-
чињу у тачки q и завршавају се у тачки p. Тополошка граница ове многострукости је
на основу претходне теореме

∂M̂ (q, p) =
⋃

M̂ (q, x1)× M̂ (x1, x2)× · · · × M̂ (xl, p)

где је унија узета по свим xi ∈ Crit (F ) таквим да је

indF (q) > indF (x1) > · · · > indF (xl) > indF (p) .

У случају када је разлика индекса један модулски простор M (q, p) се састоји од коначно
много изолованих трајекторија.

За сваку трајекторију γi ∈ M (xi−1, xi) постоји строго монотон низ sin и низ трајек-
торија γn ∈ M (q, p) тако да

γ̃in

C∞
loc

⇒ γi,

где је
γ̃in (t) = γn

(
t+ sin

)
.

Са
C∞

loc

⇒ означавамо равномерну конвергенцију са свим изводима на сваком компакт-
ном подскупу R.

За крај овог поглавља даћемо пример који илуструје ово понашање.

Пример 80. Посматраћемо раван торус T2 = R2/Z2 са стандардном метриком. Задајмо
пресликавање

F : T2 → R F (x, y) = cos (2πx) + cos (2πy) .
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Пресликавање је добро дефинисано на торусу и глатко је. Можемо израчунати да
пресликавање има 4 критичне тачке

A (0, 0) , B

(
1

2
, 0

)
, C

(
0,

1

2

)
, D

(
1

2
,
1

2

)
.

Ако израчунамо Хесијан у овим тачкама добијамо њихове индексе

ind (A) = 2, ind (B) = ind (C) = 1, ind (D) = 0.

Овај систем представља у ствари две независне диференцијалне једначине првог реда,
за чија решења се добија

x (t) =
1

π
arcctg

(
e4π

2tctg (πx (0))
)
, y (t) =

1

π
arcctg

(
e4π

2tctg (πy (0))
)
.

Добијамо да трајекторије из M (A,D) попуне скоро цео квадрат, изузев тачака са
трајекторија које спајају тачке A и C, A и B, B и D, C и D. Другим речима, M (A,D) се
може комактификовати изломљеном трајекторијом која спаја тачке A, C и D, односно
A, B и D што се може видети на Слици 1.3.

Слика 1.3: Трајекторије на торусу
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1.5 Кодирање у лутајућој динамици
Као што смо већ приметили, полиномијална ентропија је уско повезана са лутајућим

делом динамичког система. Ово нам омогућава увођење нових техника, као што је једно
специфично кодирање. У даљем излагању у овом поглављу пратићемо конструкцију из
нашег рада [15]. Неки делови су инспирисани радом [14].

Максималну кардиналност скупа тачака које припадају (n, ε; f)-раздвојеном скупу
простора X и које су садржане у подскупу Y ⊂ X означимо са

sep (n, ε;Y ) .

Дефиниција 81. Полиномијалну ентропију пресликавања f на скупу Y ⊂ X дефини-
шемо са

hpol (f ;Y ) = lim
ε→0

lim sup
n→∞

log sep (n, ε;Y )

logn .

Аналогно можемо дефинисати скупове cov (n, ε;Y ) и span (n, ε;Y ) и помоћу њих де-
финисати полиномијалну ентропију пресликавања f на скупу Y .

У раду [23] је доказано следеће тврђење.

Тврђење 82. Ако простор X можемо представити као X =
m⋃
i=1

Xi, где су скупови Xi

инваријантни важи да је

hpol (f ;X) = max
{
hpol (f ;Xi)

∣∣ i = 1, . . . ,m
}
.

Уочимо да се у последњем тврђењу не захтева затвореност скупова Xi, па је овакав
приступ погодан за некомпактане подскупове.

Посматраћемо компактан метрички простор (X, d) и на њему дефинисано непрекидно
пресликавање f : X → X, такво да је скуп нелутајућих тачака коначан, односно

NW (f) = {p1, p2, . . . , pk} .

Ова конструкција је уопштење конструкције дате у [14], где је урађена за само једну
нелутајућу, дакле фиксну тачку, и за f које је хомеоморфизам (овде допуштамо да је f
произвољно непрекидно пресликавање).

Приметимо да у случају када је NW (f) коначан скуп све нелутајуће тачке су пери-
одичне. Ово је последица тога што је на основу Тврђења 12 скуп NW (f) инваријантан.
Специјално, у случају када је скуп NW (f) једночлан нелутајућа тачка мора бити и
фиксна.

Претпоставићемо надаље да је скуп Y ⊆ X инваријантан и да садржи тачно једну
нелутајућу тачку

Y ∩ NW (f) = {pj} .

Нека је F = {Y1, Y2, . . . , Yl} коначна фамилија непразних подскупова X \ NW (f).
Нека је ∪F = Y1 ∪ · · · ∪ Yl и

Y∞ = Y \ ∪F .

Сада за фиксирани природан број n означимо са

x = (x0, x1, . . . , xn−1)
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произвољан низ тачака из Y , а са

ω = (ω0, ω1, . . . , ωn−1)

означимо низ елемената из F ∪ {Y∞} такав да је

xk ∈ ωk, k ∈ {0, 1, 2, . . . , n− 1} .

У овом случају називамо ω кодирањем низа x релативно фамилији F . Често ће-
мо и ω називати реч, а елементе ωi словима. Приметимо да, како скупови фамилије
F нису априори дисјунктни, кодирање није јединствено. Означимо са An (F ;Y ) скуп
свих кодирања свих орбита (x, f(x), . . . , fn−1(x)) тачака из Y дужине n. Дефинисаћемо
полиномијалну ентропију скупа Y релативно фамилији F са

hpol (f,F ;Y ) = lim sup
n→∞

log ♯An (F ;Y )

logn .

Уколико нема могућности забуне изостављаћемо f из нотације и користићемо скраћени
запис hpol (F ;Y ). Ако се фамилија F састоји од само једног скупа, односно F = {K},
користићемо и ознаку hpol (K;Y ) уместо hpol ({K} ;Y ).

За скуп Z ⊆ X \ NW (f) са M (Z) означавамо максималан број тачака неке орбите
који припадају скупу Z, односно

M (Z) = sup
x∈X

♯
{
n
∣∣ fn(x) ∈ Z

}
.

На овом месту можемо приметити две чињенице. Прво ако је скуп Z компактан
тада је M (Z) коначан број. Ово следи из тога што компактан скуп можемо покрити
коначним бројем отворених лутајућих скупова и тога што орбита сваког елемента сече
лутајући скуп највише једном. На основу претходног следи и да је за довољно велико n
већина слова у кодирању произвољне орбите једнака Y∞.

Под условом да јеM (Z) коначан број можемо добити корисне особине полиномијалне
ентропије фамилије F , наиме важи наредна лема.

Лема 83. Нека су F и F ′ две коначне фамилије подскупова X \NW (f) за које знамо да
је M (∪F) < ∞. Претпоставимо и да је Y инваријантан подскуп X са тачно једном
нелутајућом тачком. Тада важе следећа тврђења:

1. монотоност
Ако за свако Y ′

i ∈ F ′ постоји Yi ∈ F тако да је Y ′
i ⊂ Yi тада је

hpol (F ′;Y ) ⩽ hpol (F ;Y ) .

2. адитивност

hpol (∪F ;Y ) = hpol (F ;Y ) .

3. лутајућа адитивност
Ако је фамилија F = {Y1, Y2, . . . Yk} таква да је скуп Y1 ∪ Y2 лутајући тада важи

hpol (F ;Y ) = max {hpol ({Y1, Y3, . . . , Yk} ;Y ) , hpol ({Y2, Y3, . . . , Yk} ;Y )} .
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Доказ. 1. Фиксираћемо n и дефинисаћемо пресликавање

Φ : An (F ′;Y ) → An (F ;Y ) .

За произвољну реч ω′ из An (F ′;Y ) изаберимо x такво да је ω′ кодирање орбите
тачке x дужине n релативно фамилији F ′. Дефинишимо сада да је Φ (ω′) = ω
кодирање исте орбите, али релативно фамилији F . Потражићемо сада број тачака
у инверзној слици речи ω при оваквом пресликавању. Ако је i-то слово у речи ω
једнако Y∞ то значи да f i (x) /∈ ∪F . Али тада и f i (x) /∈ ∪F ′, па је и i-то слово у
реч ω′ такође Y∞. Приметимо да има највише M (∪F) слова у ω која су различита
од Y∞ и да је ω′ реч у алфабету од ♯F ′ + 1 слова што нам даје неједнакост

♯An (F ′;Y ) ⩽ (♯F ′ + 1)
M(∪F)

♯An (F ;Y ) .

Како израз (♯F ′ + 1)M(∪F) не зависи од n логаритмовањем и пуштањем да n тежи
бесконачно добијамо тражену неједнакост

hpol (F ′;Y ) ⩽ hpol (F ;Y ) .

2. Применом првог тврђења леме на фамилије F и {∪F} добијамо неједнакост

hpol (F ;Y ) ⩽ hpol (∪F ;Y ) .

Међутим није тешко увидети да за свако n важи

♯An (∪F ;Y ) ⩽ ♯An (F ;Y ) ,

одакле добијамо обрнуту неједнакост

hpol (F ;Y ) ⩾ hpol (∪F ;Y ) .

3. Применом првог тврђења леме два пута добијамо неједнакост

hpol (F ;Y ) ⩾ max {hpol ({Y1, Y3, . . . , Yk} ;Y ) , hpol ({Y2, Y3, . . . , Yk} ;Y )} .

Са друге стране како знамо да је скуп Y1 ∪ Y2 лутајући скуп ниједна реч не може
садржати и Y1 и Y2 па следи закључак да је

An (F ;Y ) ⊂ An ({Y1, Y3, . . . , Yk} ;Y ) ∪ An ({Y2, Y3, . . . , Yk} ;Y ) .

Односно можемо закључити да је

♯An (F ;Y ) ⩽ ♯An ({Y1, Y3, . . . , Yk} ;Y ) + ♯An ({Y2, Y3, . . . , Yk} ;Y )

⩽ 2max {♯An ({Y1, Y3, . . . , Yk} ;Y ) , ♯An ({Y2, Y3, . . . , Yk} ;Y )}

одакле пуштањем граничне вредности добијамо и другу неједнакост

hpol (F ;Y ) ⩽ max {hpol ({Y1, Y3, . . . , Yk} ;Y ) , hpol ({Y2, Y3, . . . , Yk} ;Y )}

чиме смо доказали тврђење.
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Надаље тежимо томе да смањимо скуп на коме израчунавамо полиномијалну ентро-
пију, односно да видимо од којих тачака она зависи. Са тим циљем уводимо локалну
полиномијалну ентропију. Нека је S = {x1, x2, . . . , xk} коначан скуп тачака у X \NW (f).
Изаберимо за свако xi из овог скупа опадајући низ околина {U i

n}n∈N који чине базу око-
лина xi. На основу Леме 83, односно монотоности, низ

{
hpol

({
U 1
n, U

2
n, . . . , U

k
n

}
;Y

)}
n∈N је

опадајући и како је ограничен мора конвергирати. Такође, опет на основу монотоности,
гранична вредност низа неће зависти од избора околина, већ само од скупа S, чиме је
оправдана следећа дефиниција.

Дефиниција 84. Нека је S = {x1, x2, . . . , xk} коначан скуп тачака у X \ NW (f), и
за свако xi {U i

n}n∈N опадајући низ околина који формирају базу околина. Локалну
полиномијалну ентропију у тачкама {x1, x2, . . . , xk} дефинишемо са

hlocpol ({x1, x2, . . . , xk} ;Y ) = hlocpol (S;Y ) = lim
n→∞

hpol
({
U 1
n, U

2
n, . . . , U

k
n

}
;Y

)
.

Како бисмо повезали овако уведену локалну полиномијалну ентропију са полиноми-
јалном ентропијом целог система биће нам неопходно најпре неколико лема.

Лема 85. ([14]) За сваки компактан скуп K ⊆ X \ NW (f) и за свако ε > 0 постоје
дисјунктни, лутајући, компактни подскупови Y1, Y2, . . . , Yl ⊆ K дијаметра мањег од ε
такви да важи

hpol ({Y1, Y2, . . . , Yl} ;Y ) = hpol (K;Y ) .

Доказ. На основу претпоставке свака тачка из K има лутајућу околину, те можемо на-
правити покривање оваквим скуповима. Како јеK компактан сваки скуп довољно малог
дијаметра (мањег од Лебеговог броја покривача) је подскуп неког елемента покривача,
па је самим тим лутајући скуп. Дакле за довољно мало ε сваки скуп дијаметра мањег од
2ε је лутајући. Такође на основу компактности постоји коначно покривање {Y1, . . . , Ym}
компактним скуповима дијаметра мањег од ε. Тада је унија свака два подскупа из овог
покривања са непразним пресеком лутајући скуп.

Сада конструишемо опадајућу фамилију F0,F1, . . . ,Fn подскупова скупа K са истом
полиномијалном ентропијом. Кренућемо од фамилије F0 = {Y1, . . . , Ym} коју смо добили
из коначног покривања. Ако су њени скупови дисјунктни поступак је готов. Ако пак
постоје Yi и Yj такви да је Yi ∩ Yj 6= ∅ на основу конструкције њихова унија је лутајући
скуп. Тада на основу Леме 83, односно лутајуће адитивности, можемо одредити да је
F1 = F0 \ {Yi} или F1 = F0 \ {Yj} тако да важи

hpol (F1;Y ) = hpol (F0;Y ) .

Ако су сад скупови из F1 дисјунктни поступак је завршен, а ако нису понављамо
претходни корак. На основу коначности почетне фамилије поступак се мора завршити
у коначном броју корака n, и тако добијамо фамилију Fn компактних, дисјунктних
подскупова таквих да је

hpol (Fn;Y ) = hpol (K;Y ) .

Лема 86. ([14]) За сваки компактан скуп K ⊆ X \ NW (f) важи

hpol (K;Y ) ⩽ hpol (f ;Y ) .
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Доказ. Приметимо да на основу Леме 85 постоји фамилија дисјунктних, лутајућих ску-
пова F = {Y1, . . . , Yl} чија је полиномијална ентропија једнака полиномијалној ентропији
скупа K па доказујемо

hpol (F ;Y ) ⩽ hpol (f ;Y ) .

Изаберимо дисјунктне лутајуће околине U1, . . . , Ul елемената Y1, . . . , Yl фамилије F . Иза-
беримо сада ε као најмање растојање скупа Yi до комплемента скупа Ui за i ∈ {1, . . . , l},
и фиксирајмо број n.

За сваку подфамилију F ′ ⊂ F означимо са

An (F ,F ′;Y )

скуп елемената An (F ;Y ) чији је скуп слова тачно F ′ ∪ {Y∞} (сва слова фамилије F ′ се
појављују). Специјално у елементима An (F ,F ;Y ) се појављују сва слова фамилије F .

За изабрану подфамилију F ′ изаберимо две речи ω = (ω0, . . . , ωn−1) односно z =
(z0, . . . , zn−1) у An (F ,F ′;Y ) које представљају орбите тачака x, y ∈ Y . Ако су ове речи
различите тада тачке морају бити (n, ε; f)-раздвојене. Наиме, претпоставимо да се ра-
зликују на i-том месту. Ако су оба слова ωi и zi различита од Y∞ тада f i (x) и f i (y)
припадају различитим Yj па су за више од ε удаљени. У другом случају нека је рецимо
ωi = Y∞ и f i (y) ∈ Yj. Тада на основу дефиниције An (F ,F ′;Y ) постоји неко p такво да
је f p (x) ∈ Yj. Како је Yj лутајући скуп f p (y) /∈ Uj, па су опет f p (x) и f p (y) удаљени за
више од ε. На основу претходног следи

♯An (F ,F ′;Y ) ⩽ sep (n, ε;Y ) .

Можемо приметити да An (F ,F ′;Y ) дели An (F ;Y ) на 2l делова па је

♯An (F ;Y ) =
∑
F ′⊂F

♯An (F ,F ′;Y ) ⩽ 2l sep (n, ε;Y ) ,

односно
hpol (K;Y ) = hpol (F ;Y ) ⩽ lim sup

n→∞

log sep (n, ε;Y )

logn .

Како горња неједнакост важи за свако довољно мало ε следи тврђење леме.

Сада, на основу претходних лема, можемо доказати да се приликом израчунавања
полиномијалне ентропије можемо концентрисати само на коначне подскупове, односно
важи следеће тврђење.

Тврђење 87. За скуп Y ⊆ X који је инваријантан и садржи тачно једну нелутајућу
тачку важи

hpol (f ;Y )
(1)
= sup

{
hpol (K;Y )

∣∣ K ⊆ X \ NW (f) , K је компактан
}

(2)
= sup

{
hpol (K ∩ Y ;Y )

∣∣ K ⊆ X \ NW (f) , K је компактан
}

(3)
= sup

{
hlocpol (S;Y )

∣∣ S ⊆ X \ NW (f) , S је коначан
}

(4)
= sup

{
hlocpol (S;Y )

∣∣ S ⊆ Y \ NW (f) , S је коначан
}
.
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Доказ. Из дефиниције се директно види да важи друга једнакост, односно да је

hpol (F ;Y ) = hpol (FY ;Y )

где смо за коначну фамилију скупова F = {Y1, . . . , Yl} користили ознаку FY за фамилију
FY = {Y1 ∩ Y, . . . , Yl ∩ Y }.

Покажимо сада прву једнакост. Из Леме 86 једна неједнакост важи за сваки ком-
пактан скуп, па директно следи да важи и за супремум по свим компактним скуповима

hpol (f ;Y ) ⩾ sup
{
hpol (K;Y )

∣∣ K ⊆ X \ NW (f) , K је компактан
}
.

Како бисмо показали и обрнуту неједнакост потражићемо компактне подскупове са ве-
ликом полиномијалном ентропијом који не садрже тачке из NW (f). Изаберимо ε > 0
и F = {Y1, Y2, . . . , Yl} фамилију подскупова скупа X \ NW (f) који су дијаметра мањег
од ε. Нека је Y∞ = Y \ {Y1 ∪ Y2 ∪ · · · ∪ Yl}. Како скуп Y садржи само једну нелутајућу
тачку могли смо фамилију F изабрати тако да покрива цео скуп Y осим околине једине
нелутајуће тачке чији је дијаметар мањи од ε. Односно претходну фамилију смо могли
одабрати тако да важи да је скуп Y∞ дијаметра мањег од ε.

Фиксирајмо сада и n, и посматрајмо скуп E који је (n, ε; f)-раздвојен. За тачку x ∈ E
изаберимо кодирање α дужине n у односу на фамилију скупова {Y1, . . . , Yl, Y∞}. Како
су скупови Y1, . . . , Yl, Y∞ дијаметра мањег од ε, и за скуп E важи да је (n, ε; f)-раздвојен
две различите тачке овог скупа не могу имати исто кодирање. Закључујемо да је

sep (n, ε;Y ) ⩽ ♯An (F ;Y ) .

Последњу неједнакост можемо поделити са logn и пустити да n тежи бесконачности
чиме добијамо

lim sup
n→∞

log sep (n, ε;Y )

logn ⩽ hpol (F ;Y ) ,

Елементе фамилије F смо могли изабрати тако да буду компактни, па пуштајући лимес
да ε тежи 0 добијамо и другу неједнакост

hpol (f ;Y ) ⩽ sup
{
hpol (K;Y )

∣∣ K ⊆ X \ NW (f) , K је компактан
}
.

Пређимо на трећу једнакост. За произвољан компактан скуп K можемо изабра-
ти фамилију дисјунктних компактних подскупова Y1, . . . , Yl такву да важи једнакост
hpol (K;Y ) = hpol ({Y1, . . . , Yl} ;Y ). Сада можемо смањити сваки од Yi на Y 1

i тако да се
полиномијална ентропија не промени ако заменимо Yi са Y 1

i . На исти начин можемо до-
бити Y 2

i смањивањем Y 1
i без промене ентропије. Овим поступком добијамо низ {Y n

i }n∈N.
Можемо изабрати да дијаметри скупова Y n

i теже нули и дефинисати тачке

xi =
⋂
n∈N

Y n
i .

Очигледно је
hlocpol ({x1, . . . , xl} ;Y ) = hlocpol (K;Y ) ,

па узимањем супремума добијамо тражену једнакост.
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При доказивању четврте једнакости, са једне стране је очигледно да је

sup
{
hlocpol (S;Y )

∣∣ S ⊆ X \ NW (f) , S је коначан
}

⩾ sup
{
hlocpol (S;Y )

∣∣ S ⊆ Y \ NW (f) , S је коначан
}
.

Међутим, са друге стране за xi ∈ S \ Y можемо формирати скупове Y n
i , као у прет-

ходном поступку, тако да је Y n
i ∩ Y = ∅. Следи да је

hlocpol (S;Y ) = hlocpol (S \ {xi} ;Y )

чиме завршавамо доказ овог тврђења.

У вези са претходним тврђењем можемо приметити две занимљиве чињенице.

Напомена 88. Ако је F = {Z}, где је Z ⊂ Y лутајући скуп, и пресликавање f хомео-
морфизам можемо закључити да је ♯An (F ;Y ) = n+1 и да је hpol (F ;Y ) = 1. На основу
Тврђења 87 можемо закључити да је полиномијална ентропија f није мања од 1. Ово
смо већ и раније показали у Тврђењу 45 (хомеоморфизам са лутајућом тачком има
полиномијалну ентропију бар 1), а сада видимо и другачији доказ ове важне чињенице.

Напомена 89. Знамо да се слово Z у кодирању појављује највише M (Z) пута па је
♯An (Z;Y ) ⩽ nM(Z). Из овога следи и да је hpol (Z;Y ) ⩽ M (Z). Из доказа тврђења се
види да је за свако ε > 0 раст sep (n, ε;Y ) највише полиномијалан. Примећујемо да је
полиномијална ентропија заиста добро прилагођена лутајућој динамици, јер је раст
орбита увек најмање линеаран, а највише полиномијалан. Овим се може и оправдати
назив овога појма.

Завршавајући део излагања о локалној полиномијалној ентропији даћемо још једну
занимљиву и могуће корисну лему из [14], иако је не користимо за конкретне оригиналне
резултате дате у тези.

Лема 90. У случају када је f хомеоморфизам тада за произвољне тачке x1, . . . , xk у
X \ NW (f) важи

hlocpol ({x1, . . . , xk} ;Y ) = hlocpol ({fn1 (x1) , . . . , f
nk (xk)} ;Y ) .

Доказ. Доказаћемо прво да се локална полиномијална ентропија коначног скупа F не
мења ако овом скупу додамо коначно много тачака које се налазе у орбитама тачака из
F .

Претпоставимо прво да смо додали једну тачку из орбите тачке x1, односно докажимо
најпре да важи једнакост

hlocpol ({x1, fn1 (x1) , x2, . . . , xk} ;Y ) = hlocpol ({x1, . . . , xk} ;Y ) .

Ако је fn1 (x1) једнака некој другој тачки из F једнакост је очигледна. У супрот-
ном је такође очигледно из монотоности да десна страна једнакости не може бити
већа. Изаберимо сада дисјунктне околине U1, f

n1 (U1) , U2, . . . Uk одговарајућих тачака
x1, f

n1 (x1) , x2, . . . , xk и дефинишимо пресликавање

Φ : An ({U1, f
n1 (U1) , U2, . . . , Uk} ;Y ) → An+n1 ({U1, U2, . . . , Uk} ;Y ) .
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За произвољну реч ω ∈ An ({U1, f
n1 (U1) , U2, . . . , Uk} ;Y ) можемо изабрати x такво да

је ω кодирање орбите x, . . . , fn−1 (x). Дефинишемо сада пресликавање Φ тако да је Φ (ω)
кодирање f−n1 (x) , f−n1+1 (x) , f−n1+2, (x) . . . , fn−1 (x) у односу наAn+n1 ({U1, U2, . . . Uk} ;Y ).
Овако дефинисано пресликавање је инјективно. Наиме слова у Φ (ω) се поклапају са сло-
вима у ω, осим можда једног слова које је било fn1 (U1). Слово fn1 (U1), које се можда
разликује у слици, због дисјунктности околина је Y∞ у Φ (ω). Међутим ова разлика се
може уочити тиме што проверимо да ли се појављује слово U1 у првих n слова Φ (ω).
Овим је доказана неједнакост

♯An ({U1, f
n1 (U1) , U2, . . . , Uk} ;Y ) ⩽ ♯An+n1 ({U1, U2, . . . , Uk} ;Y )

из које следи друга неједнакост која нам је потребна.
Овим смо показали да се полиномијална ентропија не мења додавањем једне тачке из

орбите неке тачке из F . Даље индукцијом следи исти закључак и за додавање коначно
много тачака које се налазе у орбити неког елемента F .

Сада можемо доказивати лему под претпоставком да важи да су орбите свих тачака
x1, . . . , xk ∈ X \ NW (f) дисјунктне. Доказаћемо прво за замену само једне тачке x1
њеном сликом f(x1). Можемо изабрати дисјунктне околине U1, . . . , Uk такве да је и
f (U1) дисјунктна од свих. Исто као и у претходном доказивању следи да је

♯An ({f (U1) , U2, . . . , Uk} ;Y ) ⩽ ♯An+1 ({U1, U2, . . . , Uk} ;Y )

па је на основу тога и

hlocpol ({f (x1) , . . . , xk} ;Y ) ⩽ hlocpol ({x1, . . . , xk} ;Y ) .

Обрнуту неједнакост добијамо применом претходног на f−1. И на крају због коначног
броја тачака закључак леме следи индукцијом.

У тежњи да ближе одредимо скупове који су круцијални за полиномијалну ентропију,
и на основу којих је можемо израчунавати, дефинисаћемо сингуларне скупове.

Дефиниција 91. За коначну колекцију скупова U1, . . . , Uk ∈ X \ NW (f) кажемо да су
међусобно сингуларни ако за сваки реалан број R постоји тачка x и времена n1, . . . , nk
таква да за свако i важи да је fni (x) ∈ Ui, и такође важи да за i 6= j следи да је
|ni − nj| > R.

За коначан скуп тачака {x1, . . . , xk} ∈ X \ NW (f) кажемо да је сингуларан ако им је
свака фамилија одговарајућих околина међусобно сингуларна.

Није тешко видети да, ако су U1, . . . , Uk међусобно сингуларни и компактни скупови,
онда постоји сингуларан скуп {x1, . . . , xk} такав да за свако i важи xi ∈ Ui. Приметимо
још да је једна тачка увек сингуларан скуп из дефиниције сингуларних скупова. Следеће
тврђење нам даје могућност израчунавања полиномијалне ентропије које користи само
сингуларне скупове.

Тврђење 92. Нека је Y ⊂ X f -инваријантан скуп који садржи тачно једну нелутајућу
тачку. Тада је

hpol (f ;Y ) = sup
{
hlocpol (S;Y )

∣∣ S ⊂ Y , S је сингуларан
}
.
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Доказ. Претпостављајући да је S ⊂ Y коначан подскуп X \NW (f) који није сингуларан
показаћемо да постоји његов прави подскуп S ′ са једнаком полиномијалном ентропијом.
То значи да можемо смањивати број тачака у скупу док не добијемо сингуларан скуп
(једна тачака је увек сингуларан скуп), а да се полиномијална ентропија не промени.
Доказ онда следи из Тврђења 87.

Нека је S = {x1, . . . , xk}. Уочимо фамилију F која се састоји од лутајућих околи-
на U1, . . . , Uk одговарајућих тачака које су дисјунктне и нису међусобно сингуларне (на
основу претпоставке овакве околине постоје). Подсетимо се да са An (F ,F ′;Y ) озна-
чавамо елементе дужине n који се састоје од свих слова из F ′ ∪ {Y∞} за неки подскуп
F ′ ⊆ F . Како су скупови Ui лутајући знамо да се сва слова изузев Y∞ појављују највише
једном у речи.

За фиксирано n скуп An (F ;Y ) можемо представити као

An (F ;Y ) =
⋃

F ′⊆F

An (F ,F ′;Y ) .

Како скупови нису међусобно сингуларни постоји R такво да ако орбита неке тачке сече
сваки од скупова Ui тада се појављује у два од ових скупова са разликом у времену
највише R.

Означимо за i 6= j са
An ({i, j} ;Y )

скуп елемената ω ∈ An (F ,F ;Y ) таквих да се Ui и Uj појављују на удаљености највише
R.

Тада је
An (F ;Y ) =

⋃
F ′⊊F

An (F ,F ′;Y ) ∪
⋃
(i,j)

An ({i, j} ;Y ) .

Горња једнакост важи јер смо претпоставили да скуп S није сингуларан. Број правих
подксупова фамилије F је 2k − 1. Индексе i и j можемо изабрати на k(k − 1)/2 начина.
Следи да број скупова које учествују у једначини није већи од c =

(
2k − 1

)
+ (k − 1) k/2.

Можемо закључити да бар један од скупова⋃
F ′⊊F

An (F ,F ′;Y ) и
⋃
(i,j)

An ({i, j} ;Y )

има кардиналност најмање ♯An (F ;Y ) /c.
Како је број скупова који учествују у једначини коначан важиће једна од следеће две

могућности.

1. Можемо пронаћи подниз nk ∈ N и F ′ ⊂ F такав да је ♯Ank
(F ,F ′;Y ) ⩾ ♯Ank

(F ;Y ) /c.
У овом случају важи следеће

hpol (F ;Y ) = lim sup
nk→∞

log ♯Ank
(F ,F ′;Y )

lognk

⩽ lim sup
n→∞

log ♯An (F ,F ′;Y )

logn

⩽ lim sup
n→∞

log ♯An (F ′;Y )

logn = hpol (F ′;Y ) .
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Како из Леме 83 знамо да је hpol (F ;Y ) ⩾ hpol (F ′;Y ) следи да важи једнакост

hpol (F ′;Y ) = hpol (F ;Y ) .

2. Можемо пронаћи подниз nk ∈ N такав да је ♯Ank
({i, j} ;Y ) ⩾ ♯Ank

(F ;Y ) /c. Истим
поступком као у првом случају може се показати да је тада

hpol (F ;Y ) ⩽ lim sup
n→∞

log ♯An ({i, j} ;Y )

logn

Међутим у овом случају можемо пронаћи пронаћи пар (i, j) такав да је i 6= j и
фамилију F ′ тако да постоји подниз nk ∈ N за који важи

♯Ank
(F ,F ′;Y ) ⩾ ♯Ank

({i, j} ;Y ) /c.

Дефинишимо F ′ = F \ {Ui} и пресликавање

ϕ : A ({i, j} ;Y ) → A (F ,F ′;Y ) , ω 7→ ω′

које замењује слово Ui у ω са Y∞. Нека је ω инверзна слика речи ω′ при овом
пресликавању. Како је

ω ∈ An ({i, j} ;Y ) ⊂ An (F ,F ;Y )

где An (F ,F ;Y ) садржи сва слова, Ui може да се појави на местима која су највише
M удаљена од Uj. Закључујемо да за свако ω′ постоји највише 2M речи ω таквих
да је ϕ (ω) = ω′. Следи да је

♯An ({i, j} ;Y ) ⩽ 2M♯An (F ,F ′;Y ) .

Исто као у првом случају закључујемо да је

hpol (F ′;Y ) = hpol (F ;Y ) .

На основу добијене једнакости можемо извести потребан закључак. Наиме за сваку
тачку xi можемо изабрати опадајаћи низ околина {Un

i }n∈N0
које чине базу околина тачке

xi, уз услов да је U 0
i = Ui. Како скупови U1, . . . , Uk нису међусобно сингуларни ни

овако дефинисани скупови Un
i такође нису међусобно сингуларни. За свако n можемо

направити описану конструкцију и редуковати фамилију F на неку фамилију F ′ тако да
је hpol (F ′;Y ) = hpol (F ;Y ). Како скупови {Un

1 , . . . , U
n
k } имаји исту кардиналност за свако

n можемо издвојити подниз Unk
i , такав да је редуковани скуп F ′ који одговара поднизу

Unk
i из конструкције коју смо дали једнак, односно не зависи од nk. Дакле добили смо

да је
hpol (S;Y ) = hpol (S ′;Y ) ,

где је S ′ = S \ {x0} и x0 ∈ U0 ∈ F \ F ′.

Последица 93. Полиномијална ентропија hpol (f ;Y ) је ограничена максималном кар-
диналношћу сингуларног скупа садржаног у Y .
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Доказ. Образложење ове последице следи из тога што полиномијална ентропија конач-
ног скупа {x1, . . . , xk} ⊂ X \NW (f) не може бити већа од његове кардиналности. Наиме,
можемо изабрати лутајуће околине Yi 3 xi тако да свако слово Yi учествује у кодирању
произвољне орбите (x, f (x) , . . . , fn−1 (x)) највише једанпут. Примећујемо да има мање
од n (n− 1) · · · (n− k + 1) ⩽ nk кодирања. Следи закључак

hlocpol ({x1, . . . , xk} ;Y ) ⩽ hlocpol ({Y1, . . . , Yk} ;Y )

= lim sup
n→∞

log ♯An ({Y1, . . . , Yk} ;Y )

logn = lim sup
n→∞

lognk
logn = k.

Напомена 94. Претходно показано може бити јако корисно при израчунавању поли-
номијалне ентропије за непрекидна пресликавања на компактном простору са коначно
много нелутајућих тачака. У том случају све нелутајуће тачке морају бити перио-
дичне. Како их је коначно много мора постојати m ∈ N такав да су све нелутајуће
тачке и фиксне тачке пресликавања fm. Како важи да је hpol (f) = hpol (f

m) можемо
сматрати да посматрамо систем са коначно много фиксних тачака, док су све остале
тачке лутајуће. Међутим, тада за свако x важи да низ fn (x) конвергира ка некој
фиксној тачки на основу Тврђења 15.
Следи да цео простор можемо поделити на

X =
⊔

p∈Fix(f)

W s (p) ,

где је
W s (p) =

{
x ∈ X

∣∣ lim
n→+∞

fn (x) = p

}
.

Знамо да су скупови W s (p) инваријантни и садрже само једну фиксну, односно
нелутајућу, тачку па на основу Тврђења 82 следи да је

hpol (f) = max
{
hpol (f ;W

s (p))
∣∣ p ∈ Fix (f)

}
.

Напомена 95. Приликом израчунавања полиномијалне ентропије као супремума ло-
калних полиномијалних ентропија сингуларних скупова битно је да супремум узимамо
по сингуларним подскуповима затворења Y . Наиме могуће је да се сингуларни скупови
кључни за полиномијалну ентропију нагомилавају близу границе скупа Y , па у случају
кад граница не припада скупу можемо добити погрешан закључак. Ово је јасније из
примера који следи.

Пример 96. Посматраћемо у овом примеру најпре пресликавање задато са

f : R2 → R2 f (x, y) =
(
2x,

y

2

)
.

Простор који посматрамо биће X = R2 ∪ {∞}, тј. компактификација равни тачком
бесконачно уз природно продужење пресликавања са f (∞) = ∞. Овако продужено
пресликавање је и даље непрекидно. Није тешко уочити да се скуп нелутајућих тачака
састоји само из две тачке

NW (f) = {0,∞} .
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Како бисмо применили претходно доказано поделићемо простор X на инваријантне под-
скупове са једном нелутајућом тачком

Y1 = X \
{
(0, y)

∣∣ y ∈ R
}

Y2 = X \ Y1.

У скупу Y2, односно y оси, не постоје две лутајуће међусобно сингуларне тачке. Наиме
ако посматрамо лутајуће околине две овакве тачке, све тачке из тих околина ће тежити
тачки (0, 0), па ће све трајекторије које полазе из околине прве тачке после коначног
времена напустити и околину друге тачке. На основу тога што у скупу Y2 не постије
две међусобно сингуларне тачке следи да полиномијална ентропија овог скупа није већа
од 1. Са друге стране знамо да скуп са лутајућом тачком мора имати полиномијалну
ентропију бар 1, па важи

hpol (f ;Y2) = 1.

Посматрајмо сада скуп Y1. Ни у овом скупу не постоје две међусобно сингуларне тачке,
из сличних разлога као и у првом скупу.

Међутим, са друге стране уочимо два диска

B1 = ((x1, 0) , r1) , B2 = ((0, y1) , r2)

која не садрже координатни почетак и довољно су малог дијаметра да буду лутајући
скупови. Тада важи да је

hpol ({B1, B2} ;Y1) = 2.

Заиста, приметимо да су све речи из An ({B1, B2} ;Y1) облика

(Y∞, . . . , Y∞, B1, Y∞, . . . , Y∞, B2, Y∞, . . . , Y∞) ,

где је Y∞ = (X \ NW (f)) \ (B1 ∪B2).
Из овога можемо закључити да овај скуп може имати највише n (n− 1) елемената

што нам даје да је 2 горња граница полиномијалне ентропије. Можемо уочити и да
постоји R ∈ N такво да за свако n ⩾ R важи да је fn (B1) ∩ B2 6= ∅. Дакле скуп
An ({B1, B2} ;Y1) садржи све речи чији средњи део садржи k ⩾ R − 1 елемената. Сада
можемо проценити

An ({B1, B2} ;Y1) ⩾
n−2∑

k=R−1

(n− k − 1) ∼ 1

2
n2.

Ово нам даје доње ограничење и можемо закључити да је полиномијална ентропија
једнака 2. На Слици 1.4 дата је илустрација овог примера.

На први поглед смо добили контрадикцију, јер је супремум полиномијалних ентропи-
ја по скуповима Y1 и Y2 једнак 1, па би и полиномијална ентропија целог простора била
1, а са друге стране нашли смо подскуп полиномијалне ентропије 2, па из монотоности
и полиномијална ентропија целог простора мора бити већа од 2. Међутим, нисмо добро
закључили о полиномијалној ентропији скупа Y1, јер нисмо рачунали супремум броја
међусобно сингуларних тачака у Y 1. Није тешко уочити да ако узмемо две тачке из
Y 1, такве да једна припада x оси а друга y оси, оне јесу међусобно сингуларне, односно
имамо две међусобно сингуларне тачке. Следи закључак да је полиномијална ентропија
целог простора једнака 2.
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1.5. КОДИРАЊЕ У ЛУТАЈУЋОЈ ДИНАМИЦИ

Слика 1.4: Пример

52
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1.6 Логистичко пресликавање
Логистичко пресликавање је пример прилично једноставног дискретног, нелинеар-

ног динамичког система чија динамика може бити прилично компликована. Проучава-
ње овог дискретног система је постало актуелно након рада биолога Маy-а ([24]) 1976.
године, коме се ово пресликавање појавило природно у склопу проучавања популације
инсеката. Логистичко пресликавање се популарно назива и популациона једначина и
показало се да има доста примена у разним практичним истраживањима. Прва при-
мена је била у процени раста или опадања биолошке популације и процени могућности
преживљавања различитих еколошких система.

Иако је проучавано већ дуго, логистичко пресликавање је и даље веома актуелно.
Објављени су многи радови у којима се испитују и рачунају циклови, тачке бифуркација
и њихови полиноми, као и везе са теоријом хаоса. Логистичко пресликавање и његове
модификоване верзије још увек имају значајне примене како у биологији, тако и у дру-
гим наукама, рецимо енкрипцији, рачунарству (генерисање псеудо-случајних бројева),
економији.

Посебна занимљивост овог пресликавања је што динамика јако зависи од вредности
параметра и што се за различите вредности параметра добијају системи који показују
драстично различите особине, почевши од система који колапсирају у једну тачку до
потпуно хаотичних система који имају велику сензитивност од почетних услова.

Логистичко пресликавање је задато као пресликавање интервала [0, 1] на себе једна-
чином

f(x) = µx (1− x)

где је µ реалан параметар. Није тешко проверити да ово пресликавање достиже мак-
сималну вредност µ/4, те је добро дефинисано као пресликавање из [0, 1] у [0, 1] за
вредности параметра µ ∈ [0, 4].

Потражимо прво фиксне тачке логистичког пресликавања, односно решења једначи-
не f (x) = x. Добијамо две тачке 0 и 1 − 1/µ. Друга тачка се налази у интервалу [0, 1]
за вредности параметра веће од 1. Ово је илустровано и на Слици 1.5.

Дакле, у случају када је µ ⩽ 1 систем има само једну фиксну тачку 0. Како је

f ′ (x) = µ (1− 2x)

за овакве вредности параметра тачка 0 ће бити атрактор. Тада за свако x ∈ [0, 1] важи
да је

lim
n→∞

fn (x) = 0.

У овом случају систем показује прилично једноставну динамику, све тачке ће тежити ка
јединој фиксној тачки 0. Биолошки говорећи популација изумире без обзира на почетно
стање.

Под бифуркацијом се подразумева појава да мале промене вредности параметра иза-
зивају драстичне разлике у понашању динамичког система. Један од типова бифуркаци-
је је и бифуркација дуплирања периода. Код логистичког пресликавања за специјалне
вредности параметра долази до овог специфичног феномена.

Прва бифуркација код логистичког пресликавања (која није типа дуплирања перио-
да) се појављује за вредност параметра µ = 1. Наиме, када вредност параметра порасте
изнад један систем почиње да показује другачије понашање. Поред тачке 0 појављује се
још једна фиксна тачка пресликавања 1 − 1

µ
. Тачка 0 сада постаје репелер док је нова
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Слика 1.5: Фиксне тачке логистичког пресликавања

фиксна тачка атрактор за вредности параметра мање од 3. Може се показати да ће за
све тачке различите од нуле важити да је

lim
n→∞

fn (x) = 1− 1

µ
.

Динамика система је и даље врло једноставна, али ипак значајно различита од оне за
вредности параметра µ мање од 1. Популација у овом случају преживљава и приближава
се стабилној ненула вредности.

Када вредност параметра достигне 3 долази до нове бифуркације, систем опет мења
понашање и појављује се орбита са периодом 2. Наиме, сада се поред фиксних тачака
пресликавања f појављују и фиксне тачке пресликавања f 2. Другим речима решавањем
једначине

f 2 (x) = µ2x (1− x)
(
1− µx+ µx2

)
= x

добијамо поред 0 и 1− 1
µ
још два решења

p =
µ+ 1 +

√
(µ+ 1) (µ− 3)

2µ
, q =

µ+ 1−
√

(µ+ 1) (µ− 3)

2µ

која постоје за вредности параметра веће од 3. Очигледно је f (p) = q и f (q) = p одно-
сно добили смо 2-периодичну орбиту. Ова појава је илустрована на Слици 1.6. Може
се уочити да се повећавањем вредности параметра кад он достигне вредност 3 долази
до ситуације када је права y = x тангента на пресликавање f 2. Даљим повећавањем
вредности параметра из ове тангентне тачке настаје 2-периодична орбита.

Можемо потражити извод пресликавања f 2 у тачкама нове орбите периода 2(
f 2 (p)

)′
=

(
f 2 (q)

)′
= f ′ (p) f ′ (q) = −µ2 + 2µ+ 4.

Закључујемо да су обе тачке исте природе, тј. обе су атрактори или су обе репелери. За
вредност параметра µ = 3 важи да је (f 2 (p))

′
= 1 и ова вредност опада растом вредности
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Слика 1.6: Појављивање орбите периода 2

параметра да би стигла до вредности -1 за вредност параметра µ = 1 +
√
6. Дакле ове

тачке су атрактори пресликавања f 2 , односно добили смо атрактујућу 2-периодичну
орбиту пресликавања f за вредноси параметра

µ ∈
(
3, 1 +

√
6
)
.

У исто време тачка 1 − 1
µ

је постала репелер. Једноставно се може показати да све
нефиксне тачке конвергирају ка периодичној орбити.

Овај тип бифуркације као у тачки 3 надаље се понавља растом параметра. Кад
параметар достигне вредност 1 +

√
6 долази до нове бифуркације дуплирања периода,

рађа се нова 4-периодична орбита која је атрактујућа, док 2-периодична орбита постаје
репелер. Тако се појављују нове и нове 2n-периодичне орбите. Другим речима, када
вредност параметра достигне вредност µn појављује се периодична орбита периода 2n+1 и
периодична орбита са тим периодом постоји за свако µ > µn. Из претходног разматрања
је µ1 = 3 и µ2 = 1 +

√
6. Растојање између тачака бифуркација се смањује и појавиће се

периодичне орбите чији је период 2n за сваки природан број n док вредност параметра
не достигне вредност µ = µ∞ = 3, 5699 . . . . На Слици 1.7 је приказан почетак овог
процеса појављивања периодичних орбита. Представљена је зависност периодичних
атрактујућих тачака од вредности параметра.

Занимљива је чињеница да количник

µn − µn−1

µn+1 − µn

тежи ка универзалној Фајгенбаумовој констати која приближно износи 4.6692. За вред-
ности параметра изнад µ∞ систем постаје хаотичан.

Постојање Фајгенбаумове константе је показано коришћењем рачунарских метода
седамдесетих година двадесетог века. Почетком осамдесетих година дат је и матема-
тички доказ постојања ове константе, која се назива и универзалном. Ова константа је
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Слика 1.7: Бифуркације

једнака за сва S унимодална пресликавања која ћемо дефинисати на страни 70. Доказ се
заснива на теорији ренормализације која користи технике комплексне анализе и хипер-
боличке геометрије. Излагање ове теорије, као и докази тврђења се могу пронаћи у [25].
Теорија ренормализације примећује чињеницу да централни део графика пресликавања
f и пресликавања f 2 изгледају слично, с тим да је график f 2 рескалиран и окренут на
доле. Слично се дешава и са графицима f 4, f 8 и надаље. Тако добијамо све мање и
мање регионе са сличним понашањем система. Може се дефинисати

R (f) = L ◦ f 2 ◦ L−1

где је L линеарно пресликавање које рескалира реалну праву и помера координатни
почетак. Вишеструким понављањем R f се пресликава све ближе функцији F која
задовољава функционалну једначину

F = L ◦ F 2 ◦ L−1.

Показује се да постоји јединствен линеаран функционал L и холоморфна функција сте-
пена 2 који задовољавају ову једначину. На основу тога се показује да се у близини
тачака у којима се дуплира период функције понашају слично и доказује се постојање
универзалне константе.

Тополошка ентропија логистичког пресликавања је једнака нули за вредности пара-
метра које су мање од µ∞. Наиме, може се показати да је за ове вредности параметра
скуп нелутајућих тачака коначан; изузев тачака са периодичних орбита и фиксних тача-
ка којих има коначно много, све остале тачке теже јединој атрактујућој орбити и самим
тим су лутајуће (Тврђење 114). Како је тополошка ентропија концентрисана на нелу-
тајућим тачкама (Тврђење 35) следи претходни закључак. Показано је да је тополошка
ентропија растућа функција параметра ([10]) и да је позитивна за вредности параметра
µ које су веће од µ∞. График зависности тополошке ентропије од параметра и вредно-
сти за конкретну вредност параметра се још увек израчунавају нумеричким методама
и предмет су разних истраживања.
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Глава 2

Полиномијална ентропија за
Морсове градијентне системе

У овом поглављу нам је циљ да конструкцију из поглавља 1.5 прилагодимо и иско-
ристимо за процену полиномијалне ентропије Морсових градијентних система. Дакле,
морамо модификовати нотацију како бисмо је применили на токове и покушати у ова-
квим случајевима да одредимо кардиналност сингуларног скупа.

Дефиниција 97. Нека је дат ток ϕt : X → X. За скупове U1, U2, . . . , Uk ⊂ X \NW (ϕt)
кажемо да су међусобно сингуларни у односу на ток ϕt ако за свако R > 0 постоји x и
времена t1, t2, . . . , tk ∈ R таква да је

ϕti(x) ∈ Ui, |ti − tj| > R, за i 6= j.

За тачке x1, x2, . . . , xk кажемо да су међусобно сингуларне ако су све фамилије одго-
варајућих околина међусобно сингуларне.

У случају када је f = ϕ1 ако су тачке x1, x2, . . . , xk међусобно сингуларне за хоме-
оморфизам f оне су очигледно међусобно сингуларне и за ток ϕt. Са друге стране,
ако можемо пронаћи реалне бројеве tk који испуњавају услове Дефиниције 97 није очи-
гледно да можемо наћи природне бројеве који испуњавају аналогну Дефиницију 91 за
хомеоморфизам f = ϕ1. Није јасно да ли тачке које су међусобно сингуларне за ток ϕt
морају бити међусобно сингуларне за хомеоморфизам ϕ1. Међутим, истим поступком
као у Тврђењу 92, доказује се и следеће тврђење.

Тврђење 98. Нека је f = ϕ1. Тада за инваријантан скуп Y важи да је

hpol (f ;Y ) = sup
{
hlocpol (S;Y )

}
при чему супремум узимамо по свим S ⊂ Y који су међусобно сингуларни у односу на
ток ϕt.

Имајући на уму претходно, посматрајмо затворену n-димензиону многострукост M
и Морсову функцију F : M → R. Нека је g Риманова метрика таква да је пар (F, g)
Морс-Смејлов, односно задовољени су услови Дефиниције 73. Нека је f пресликавање
у тренутку t = 1 негативног градијентног система

d

dt
ϕt (x) = −5g F (ϕt (x)) , ϕ0 = Id, f = ϕ1.
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Подсетимо се да са Crit (F ) означавамо скуп свих критичних тачака глатке функције
F , а са indF (p) Морсов индекс критичне тачке p. Дефинишимо сада

n (F ) = ♯
{
k ∈ {0, 1, . . . , n}

∣∣ ∃p ∈ Crit (F ) , indF (p) = k
}
.

Како је M компактна многострукост функција на њој мора достизати минимум и мак-
симум, па знамо да је

2 ⩽ n (F ) ⩽ n+ 1.

При овим условима важе следеће теореме.

Теорема 99. Нека је n(F ) кардиналност скупа Морсових индекса функције F . Прет-
поставимо да је за свака два различита Морсова индекса k1 > k2 и за све тачке pj,
indF (pj) = kj скуп M (p1, p2) непразан. Тада је максимална кардиналност сингуларног
скупа негативног Морсовог градијентног система већа од n(F )− 1.

Доказ. Подсетимо се структуре модулског простора

M (p, q) =W u (p) ∩W s (q) =


γ ∈ C∞ (R,M)

γ (R) γ̇ (t) = −5 F (γ (t))
γ (−∞) = p, γ (+∞) = q

 .

Како смо претпоставили да је (F, g) Морс-Смејлов пар за свако p, q ∈ Crit (F ) за
које је indF (p) > indF (q) скуп M (p, q) = W u (p) ∩W s (q) је или празан скуп или глатка
многострукост димензије indF (p)− indF (q). Њена тополошка граница је облика

∂M (p, q) =
⋃

M (p, r1)×M (r1, r2)× · · · ×M (rm, q)

где је, на основу претпоставке да је M (ri, rj) 6= ∅ за indF (ri) > indF (rj), унија узета по
свим ri ∈ Crit (F ) таквим да је

indF (p) > indF (r1) > · · · > indF (rm) > indF (q) .

Приметимо да у случају када је разлика indF (p) − indF (q) једнака један M (p, q) се
састоји од коначно много изолованих трајекторија.

За свако j = 1, . . . ,m + 1 и за сваку γj ∈ M (rj−1, rj) постоји низ sjn → +∞ и низ
трајекторија γn ∈ M (p, q) тако да

γ̃jn

C∞
loc

⇒ γj

где је
γ̃jn (t) = γn

(
t+ sjn

)
.

Подразумевамо да је r0 = p и rm+1 = q. Ознака
C∞

loc

⇒ подразумева равномерну конверген-
цију заједно са свим изводима на сваком компактном подскупу скупа R.

Ограничимо сада одоздо број сингуларних тачака
Означимо, ради једноставности, L = n (F ) − 1. Нека је pL ∈ Crit (F ) апсолутни

минимум, а p0 ∈ Crit (F ) апсолутни максимум F . Можемо изабрати L − 1 критичну
тачку p1, p2, . . . , pL−1 такву да важи

n = indF (p0) > indF (p1) > · · · > indF (pL) = 0.
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Постојање оваквог избора тачака је обезбеђено из дефиниције n (F ).
Нека је γj ∈ M (pj−1, pj) за j = 1, 2, . . . , L и qj = γj (0). Показаћемо да су тачке

q1, q2, . . . , qL међусобно сингуларне.
Нека је γn ∈ M (p0, pL), sjn ∈ R и γ̃jn дефинисано као у претходном излагању. Како

γ̃jn (t)
C∞

loc

⇒ γj то специјално значи да γn (sjn)
n→+∞−→ γj (0) = qj. Из овога следи да за све

одговарајуће околине U1, U2, . . . , UL тачака q1, q2, . . . , qL и за довољно велико n и x = γn (0)
важи ϕsjn (x) ∈ Uj. Такође знамо да су сви низови {|sjn − sin|}n∈N неограничени за свако
i, j = 1, 2, . . . , L, i 6= j. Наиме, ако постоји ограничење рецимо∣∣s1n − s2n

∣∣ ⩽ R

тада постоји подниз s1n− s2n (можемо га исто означити) који конвергира ка неком s0 ∈ R.
Како γ̃1n равномерно конвергира на [−R,R] 3 s2n − s1n добијамо

γ̃1n
(
s2n − s1n

)
→ γ1 (s0) .

Али, са друге стране имамо и да

γ̃1n
(
s2n − s1n

)
= γn

(
s2n − s1n + s1n

)
= γn

(
s2n
)
= γ̃2n (0) → γ2 (0) .

Међутим ово није могуће јер су γ1 (R) и γ2 (R) дисјунктни.
Овим поступком смо пронашли L = n (F )− 1 међусобно сингуларних тачака.

Теорема 100. Нека је n(F ) кардиналност скупа Морсових индекса функције F . Та-
да је максимална кардиналност сингуларног скупа негативног Морсовог градијентног
система мања од n(F )− 1.

Доказ. Нека су r1, r2, . . . , rm ∈M \NW (f) произвољних m међусобно сингуларних тача-
ка. Приметимо најпре да постоји q ∈ Crit (F ) тако да је {r1, r2, . . . , rm} ⊆W s (q). Наиме,
на основу дефиниције међусобно сингуларних тачака постоји трајекторија која пролази
кроз сваку од m кугли B (rj, 1/n). Трајекторија која сече све кугле припада стабилној
многострукости неке критичне тачке, тј. за свако n све кугле B (rj, 1/n) секу W s (p) за
неко p ∈ Crit (F ). Како имамо коначно много критичних тачака можемо пронаћи подниз
nk скупа природних бројева и q ∈ Crit (F ) тако да све кугле B (rj, 1/nk) секу W s (q).

Истим поступком могли бисмо показати да мора постојати критична тачка p таква
да је {r1, r2, . . . , rm} ⊆W u (p). Међутим, и ако покажемо да је {r1, r2, . . . , rm} ⊆ M (p, q),
из тога не бисмо добили довољно добро ограничење, односно из тога не следи да је број
сингуларних тачака мањи од n (F )− 1. Оваква ситуација је илустрована на Слици 2.1.
Доказ који дајемо не дозвољава ситуацију као на слици и показује да морају постојати
изломљене трајекторије које се надовезују и на којима се налазе међусобно сингуларне
тачке са различитим вредностима функције F на њима.

Циљ нам је да докажемо да у случају кад постоји m међусобно сингуларних тачака
r1, r2, . . . , rm ∈W s (q) мора да важи да је m ⩽ n (F )− 1. Претпоставићемо и да је m ⩾ 2
(за m = 1 тврђење тривијално важи).

Доказаћемо прво да је {r1, r2, . . . , rm} ⊂ ∂ (W s (q)). Претпоставимо, супротно тврђе-
њу, да постоји

r ∈ {r1, r2, . . . , rm} ∩ int (W s (q)) .

Размотримо сада две могућности:
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Слика 2.1: Пример M (p, q)

(а) постоји друго r′ ∈ {r1, r2, . . . , rm} ∩W s (q) такво да r и r′ нису на истој орбити ϕt,

(б) постоји друго r′ ∈ {r1, r2, . . . , rm} ∩W s (q) такво да r и r′ јесу на истој орбити ϕt.

Размотримо прво могућност да важи (а).
Показаћемо да постоје околине U 3 r и U ′ 3 r′ такве да је ϕt (U) ∩ U ′ = ∅ за свако

t ∈ R. Ово је контрадикција са тим да су тачке међусобно сингуларне.
На основу Морсове леме знамо да постоји околина V тачке q и локалне координате

(x1, x2, . . . , xn) у V тако да негативни градијентни ток има облик

ϕt (x1, x2, . . . , xn) =
(
e−λ1tx1, e

−λ2tx2, . . . , e
−λntxn

)
где су λi сопствене вредности Хесијана функције F у тачки q. Метрика у којој ток има
дати облик не мора бити једнака полазној метрици. Негативно градијентно векторско
поље за које ток има локално дати облик назива се локално тривијално. Векторска
поља X1 и X2 се називају тополошки еквивалентним ако постоји тополошка конјугација
између одговарајућих токова која пресликава орбите поља X1 у орбите поља X2 и чува
им смер. У раду [32] је доказана следећа теорема.
Теорема 101. Нека је M глатка компактна многострукост и F Морс-Смејлова функ-
ција на њој. Тада постоји тополошка еквиваленција између негативног градијентног
поља функције F и векторског поља Y које је локално тривијално.

Поље Y из претходне теореме је и градијентно поље функције F , али у некој другој
метрици.

Теорема 101 нам омогућава да можемо радити у Морсовим координатама без обзира
на промену метрике.

У нашем случају за indF (q) = k имамо

λ1, λ2, . . . , λk < 0 λk+1, . . . , λn > 0.

Можемо закључити да пресликавање f у Морсовој карти може бити задано са

f : (x1, x2, . . . , xn) 7→ (α1x1, . . . , αkxk, βk+1xk+1, . . . , βnxn)

где су αi > 1, а βi < 1. Постоји околина U 3 r таква да је ϕt (U ∩W s (q)) ⊆ V за t ⩾ t0.
Изаберимо околину U ′ 3 r′ такву да је U ′ ∩ V = ∅. Како је интервал [0, t0] компактан,
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смањујући по потреби U и U ′, важи да је ϕt (U) ∩ U ′ ∩W s (q) = ∅ за свако t ∈ [0, t0].
Претходно нам даје да и ϕt (U) ∩ U ′ ∩ W s (q) = ∅ за t ⩾ 0. Исти поступак можемо
поновити и за t ⩽ 0, тако да имамо

ϕt (U) ∩ U ′ ∩W s (q) = ∅ ∀t ∈ R.

Претпоставимо да ϕt (U)∩U ′ 6= ∅ за неко t ∈ R, односно да постоји x ∈ ϕt (U)∩U ′. Како
је W s (q) подмногострукост у M на основу теореме о цевастој околини постоји отворен
скуп W 3 x, W ⊂ ϕt (U) ∩ U ′, W ∼= (W ∩W s (q))× (−1, 1)k. Али тада важи и да је

π (x) ∈ ϕt (U) ∩ U ′ ∩W s (q)

где је π природна пројекција

π :W ∼= (W ∩W s (q))× (−1, 1)k →W ∩W s (q) .

Размотримо сада могућност (б).
Претпоставимо да је F (r) > F (r′). Тада за довољно мале околине U 3 r и U ′ 3 r′

важи да је за довољно велико l
ϕl (U) ∩ U ′ = ∅.

Из овога можемо закључити да ако постоји орбита неке тачке x таква да је

ϕs(x) ∈ U, ϕt(x) ∈ U ′

мора бити |s− t| ⩽ l, па следи да тачке r и r′ нису међусобно сингуларне, односно скуп
{r1, r2, . . . , rm} није сингуларан.

Дакле закључили смо да је {r1, r2, . . . , rm} ⊂ ∂ (W s (q)).
Како је

W s (q) =
⊔

p∈Crit(F )

W s (q) ∩W u (p) =
⊔

p∈Crit(F )

M (p, q)

можемо закључити да је
∂ (W s (q)) ⊆

⊔
p∈Crit(F )

∂M (p, q) .

Знамо да се граница скупа M (p, q) састоји од уније скупова истог типа, односно скупова
M (pi, qk), где су pi, qk ∈ Crit (F ). Претпоставимо да је

r1 ∈ M (p1, q1) , r2 ∈ M (p2, q2) .

Тада важи да је indF (q1) ⩾ indF (p2) или indF (q2) ⩾ indF (p1). Наиме, претпоставимо да
важи

indF (q1) ⩽ indF (q2) < indF (p1) ⩽ indF (p2) .

Остале могућности се могу размотрити аналогно.
Нека је γn трајекторија која пресеца обе кугле Bn

1 = B (r1, 1/n) и Bn
2 = B (r2, 1/n).

Тада γn припада скупу M (un, un) за неке критичне тачке un и vn. Али како скупова
M (un, vn) има коначно много постоји подниз, за који можемо користити исту ознаку γn,
који припада само једном M (u, v).
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Две међусобно сингуларне тачке не могу припадати истом модулском простору, па
бар један од парова (p1, q1) и (p2, q2) мора бити различит од (u, v). Претпоставимо да је
(p1, q1) 6= (u, v).

Знамо да свака функција строго опада дуж сваке негативне градијентне криве која
није константна. Како γn сече обе кугле Bn

1 и Bn
2 за свако n видимо да је

F (u) > F (rj) > F (v) за j = 1, 2.

Поново имамо две могућности:

(i) низ γn равномерно конвергира на свим компактним подскуповима R ка
γ ∈ M (u, v),

(ii) низ γn конвергира у смислу Теореме 79 ка некој изломљеној трајекторији.

У случају (i) орбита γ (R) не може сећи Bn
1 за довољно велико n.

Заиста, како је γ (−∞) = u и γ (+∞) = v за произвољно изабрано и довољно мало ε
постоји довољно велико R да је

F (γ (R)) < F (r1)− ε F (γ (−R)) > F (r1) + ε.

За довољно велико n важи

F (γn (R)) < F (r1)− ε F (γn (−R)) > F (r1) + ε.

Како је интервал [−R,R] компактан и γ ([−R,R]) је компактан скуп и његово растојање
до тачке r1 је строго позитивно. За довољно велико n дијаметар кугле Bn

1 је мањи од
овог растојања па за довољно велико n је γ ([−R,R]) ∩ Bn

1 = ∅. За довољно велико n
важиће и да је γn ([−R,R]) ∩Bn

1 = ∅.
За t > R имамо

F (γn (t)) < F (γn (R)) < F (r1)− ε

што је могуће једино ако γn (R,+∞) не сече Bn
1 за довољно велико n, јер знамо да је за

довољно велико n дијаметар кугле Bn
1 довољно мали па важи да је

F (Bn
1 ) ⊆ [R (r1)− ε,+∞) .

Исти поступак можемо применити на t < −R.
Размотримо сада случај (ii). За довољно велико n, γn не сече бар једну од Bn

j .
Наиме, приметимо да је за довољно велико n слика γn близу неке изломљене трајекторије
γ̃ = (γ1, . . . , γm). Знамо да је

indF
(
γj (+∞)

)
< indF

(
γj (−∞)

)
.

Нека од трајекторија у γ̃ може бити трајекторија кроз r1, али тада све остале трајек-
торије не могу бити трајекторије кроз r2. Дакле, γn не може пресећи B (r2, 1/n) за
довољно велико n. Слично као у случају (ii) се доказују детаљи. Можемо констатовати
да сингуларне тачке rj имају редослед

rj ∈ M (pj, qj) =⇒ indF (qj) < indF (pj) ⩽ indF (qj−1) < indF (pj−1) .

На основу претходног можемо закључити да постоји највише n (F )− 1 сингуларних
тачака.
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На основу Теореме 99 и Теореме 100 можемо израчунати полиномијалну ентропију
за неке Морсове градијентне системе.

Теорема 102. Нека је M затворена n-димензиона многострукост и F : M → R Мор-
сова функција. Нека је f = ϕ1 где је ϕt ток негативног Морсовог градијентног система

d

dt
ϕtt (x) = −5g F (ϕt (x)) , ϕ0 = Id.

Ако F има критичне тачке индекса само 0 и n тада је hpol (f) = 1. (M је у овом
случају унија сфера Sn.)
Ако F има критичне тачке индекса 0, k и n тада је hpol (f) = 2. (На основу Поен-

кареове дуалности у овом случају је n парно и k = n/2)

Доказ. Пре свега, покажимо да је резултат из Тврђења 99 задовољен у овом случају, без
претпоставке да важи: постоји γ ∈ M (p, q) за свако p, q ∈ Crit (F ), indF (p) > indF (q).

1. У случају када постоје само критичне тачке индекса 0 и n на основу Тврђења 99
постоји највише једна сингуларна тачка (за горње ограничење није нам био по-
требан додатни услов да је скуп M (p1, p2) непразан). Али како увек постоји једна
сингуларна тачка следи закључак да у овом случају имамо тачно једну сингуларну
тачку.

2. У случају када постоје критичне тачке индекса 0, n/2 и n потребна нам је Хартман-
Гробманова теорема.

Теорема 103. Претпоставимо да је p хиперболички еквилибријум динамичког
система dϕt

dt
= X (ϕt) (тј. X (p) = 0 и dX (p) је хиперболичка матрица, односно

не постоји сопствена вредност чији је реални део једнак нули). Тада важи да
је динамички систем ϕt локално тополошки конјугован линеарном динамичком
систему dψt

dt
= Aψt где је A = dX (p), односно постоји околина U 3 p и хомеомор-

физам φ : U → V ⊆ Rn тако да је φ ◦ ϕt ◦ φ−1 = ψt.

Доказ претходне теореме се може пронаћи у [31].
Нека је p0 ∈ Crit (F ), indF (p0) = n/2. Тада постоје трајекторије система ψt, задатог
са dψt

dt
= Aψt где је A = dX (p), које теже ка p0 када t → +∞ , али и оне које теже

ка p0 када t → −∞ (тај систем се експлицитно решава у Rn). Како су системи
локално, односно у околини критичне тачке p0, тополошки конјуговани можемо
закључити да постоје трајекторије и система ϕt које теже ка p0 када t → +∞, и
оне које теже ка p0 када t→ −∞. Али индекс већи од n/2 је n, а мањи је 0. Следи
да за сваку тачку

p0 ∈ Crit (F ) , indF (p0) =
n

2
постоје тачке

p1, p2 ∈ Crit (F ) , indF (p1) = n, indF (p2) = 0

тако да важи

M (p1, p0) 6= ∅, M (p0, p2) 6= ∅, M (p1, p2) 6= ∅.

У доказу Тврђења 99 можемо тачке апсолутног максимума и минимума заменити
тачкама p1 и p2 редом.
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Подсетимо се да смо у Тврђењу 67 показали да су све нелутајуће тачке пресликавања
f заправо фиксне тачке тог пресликавања, односно критичне тачке функције F

NW (f) = Fix (f) = Crit (F ) .

На основу Тврђења 72 имамо поделу многострукости M

M =
⊔

p∈Crit(F )

W s (p) .

За свако p ∈ Crit (F ) стабилна многострукост је f инваријантан скуп са тачно једном
фиксном, односно нелутајућом тачком, па можемо применити технике које смо увели у
поглављу 1.5, па знамо да полиномијалну ентропију можемо да израчунамо као

hpol (f) = max
{
hpol (f ;W

s (p))
∣∣ p ∈ Crit (F )

}
.

Ако Морсова функција F има критичне тачке само индекса 0 и n на основу Тврђења
99 можемо закључити да постоји само једна сингуларна тачка, па је hpol (f) ⩽ 1 на основу
Последице 93. Са друге стране како знамо да постоји лутајућа тачка можемо закључити
да је hpol (f) ⩾ 1 на основу Тврђења 45. Тиме је први део теореме доказан.

Претпоставимо сада да постоји критична тачка p0 Морсовог индекса n/2. Нека је
тачка p1 тачка апсолутног максимума и p2 тачка апсолутног минимума F . Изаберимо
две криве γ1 ∈ M (p1, p0) и γ2 ∈ M (p0, p2). Морсову околину критичне тачке p0 означимо
са V . Изаберимо сада t1, t2 ∈ R такве да је

q1 = γ1 (t1) , q2 = γ2 (t2) ∈ V.

Хоћемо да покажемо да је
hlocpol ({q1, q2} ;W s (p2)) = 2.

У Морсовом координатном систему стабилна и нестабилна многострукост су дате са

W s (p1) = {(0, . . . , 0, xk+1, . . . , xn)}

W u (p1) = {(x1, . . . , xk, 0, . . . , 0)} ,
па имамо да је

q1 = (0, . . . , 0, bk+1, . . . , bn) , q2 = (a1, . . . , ak, 0, . . . , 0) .

Нека су Y1 ⊂ V и Y2 ⊂ V две лутајуће кугле са центром у q1, односно q2. Из записа
пресликавања f у Морсовим координатама видимо да постоји n0 такво да за све n ⩾ n0

важи да је fn (Y1) ∩ Y2 6= ∅. Можемо закључити да за свако m ∈ N ∪ {0} и свако n ⩾ n0

постоји x тако да је fm (x) ∈ Y1 и fm+n (x) ∈ Y2. Ово заправо значи да, ако означимо са
Y∞ комплемент уније Y1 ∪ Y2, за свако n ⩾ n0 постоји кодирање обликаY∞, . . . , Y∞︸ ︷︷ ︸

m

, Y1, Y∞, . . . , Y∞︸ ︷︷ ︸
n

, Y2, Y∞, . . . , Y∞

 .

Можемо видети да је

♯An ({Y1, Y2} ;W s (p1)) =

n−n0−1∑
m=0

(n− n0 −m) ∼ 1

2
n2.
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Одавде следи да је hpol ({Y1, Y2} ;W s (p1)) ⩾ 2, а како су Y1 и Y2 произвољне кугле са
центрима у q1 и q2 садржане у V следи да је и

hlocpol ({q1, q2} ;W s (p2)) ⩾ 2.

Са друге стране на основу Тврђења 99 и Последице 93 знамо да важи да је и

hlocpol ({q1, q2} ;W s (p2)) ⩽ 2.

Овим смо завршили доказ ове теореме.

Напомена 104. Претходна теорема нам даје вредност полиномијалне ентропије за
једну класу Морсових градијентних система. Та класа садржи многе значајне системе
као што су све криве и површи у свим димензијама са функцијом висине, затворене
површи сем сфере димезије 2 и CP 2 са Ботовом савршеном Морсовом функцијом...

За многострукости ниских димензија, на основу претходног, имамо прецизније ре-
зултате. Наиме важе следеће последице:

Последица 105. Ако је M глатка затворена површ, F : M → R Морсова функција и
ако је f пресликавање у тренутку t = 1 негативног Морсовог градијентног система
тада важи

• Ако F има критичну тачку индекса један онда је hpol(f) = 2.

• Ако F нема критичну тачку индекса један онда је hpol(f) = 1.

Слично претходном у случају Морсовог градијентног система на једнодимензионој
многострукости, односно кругу, добијамо резултат који је већ познат из [19].

Последица 106. Ако је M глатка затворена једнодимензиона многострукост (унија
кружница S1), F :M → R Морсова функција и ако је f пресликавање у тренутку t = 1
негативног Морсовог градијентног система онда је hpol(f) = 1.
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Глава 3

Полиномијална ентропија за
логистичко пресликавање

Тополошка ентропија логистичког пресликавања је доста проучавана. Показали смо
да је тополошка ентропија концентрисана на скуп нелутајућих тачака у Тврђењу 35, а
овај скуп је за логистичко пресликавање и вредности параметра мање од µ∞ коначан,
те се лако добија да је у том случају тополошка ентропија нула. Познати су резул-
тати да је тополошка ентропија за вредности параметра веће од µ∞ растућа функција
параметра ([10]). Подаци о тополошкој ентропији се добијају углавном нумеричким ме-
тодама. Међутим системи за вредности параметра мање од 1 и већег од те вредности се
суштински разликују, иако их тополошка ентропија не разликује. У првом случају цео
систем колапсира у 0, док се у другом случају то не дешава. Ако посматрамо систем
као биолошку популацију то би значило да у првом случају популација нестаје, док у
другом преживљава. (Ово би могло бити значајно у применама. На пример, актуелно,
ако бисмо посматрали популацију вируса, проценом вредности полиномијалне ентро-
пије могли бисмо предвидети будућу популацију вируса. Ако бисмо имали могућност
смањивања вредности параметра испод 1 то би довело до изумирања вируса.)

У даљем тексту показаћемо да је полиномијална ентропија једнака нули за вредности
параметра мање од 1 и већа од 1 у супротном случају. За вредности параметра веће
од µ∞ тополошка ентропија је позитивна, па је полиномијална тривијално бесконачна.
Другим речима доказаћемо следећу теорему:

Теорема 107. За логистичко пресликавање f (x) = µx (1− x) важи:

µ ∈ [0, 1] =⇒ hpol (f) = 0

µ ∈ (1, µ∞) =⇒ hpol (f) = 1

µ ∈ (µ∞, 4] =⇒ hpol (f) = ∞.

У доказивању резултата послужиће нам наредне две леме, које су интересантне и
као независна тврђења, па их доказујемо у општијем случају произвољног метричког
простора. Тврђење Леме 108 важи и у случају израчунавања тополошке ентропије.

Лема 108. Нека је (X, d) компактан метрички простор и f : X → X непрекидно
пресликавање такво да је f (X) ⊆ A. Тада је hpol (f) = hpol (f ;A).
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Доказ. Како је A ⊆ X инваријантан скуп неједнакост

hpol (f) ⩾ hpol (f ;A)

следи из монотоности полиномијалне ентропије.
Фиксирајмо сада ε > 0 и n ∈ N и нека су дати скупови

U1, U2, . . . , Uk

дијаметра мањег од ε у метрици dn који припадају покривачу простора X и у чијој унији
је садржан скуп A и важи да је

cov (n, ε;A) = k.

Можемо из покривача простора X скуповима дијаметра мањег од ε у метрици d издво-
јити скупове

V1, V2, . . . , Vl

који покривају X \A.
Дефинишимо сада

C =
{
Vj ∩ f−1 (Ui)

∣∣ j = 1, . . . , l, i = 1, . . . , k
}
∪ {U1, . . . , Uk} .

Приметимо да је кардиналност C ограничена са

♯ C ⩽ (l + 1) k.

Скупови Vj ∩ f−1 (Ui) су дијаметра мањег од ε у метрици dn. Наиме за две тачке
x, y ∈ Vj ∩ f−1 (Ui) важи да је

d (x, y) < ε,

јер се налазе у скупу Vj. За ове тачке важи и да је f (x) , f (y) ∈ Ui па како је скуп Ui
дијаметра мањег од ε у метрици dn следи

d (fm (f (x)) , fm ((y))) < ε, m = 0, . . . , n− 1,

односно
d (fm (x) , fm (y)) < ε, m = 1, . . . , n.

Како је C покривање простора X и на основу ограничења кардиналости C добијамо
неједнакост

cov (n, ε;X) ⩽ (l + 1) cov (n, ε;A) .

Константа l не зависи од n па пуштањем граничне вредности добијамо

hpol (f) = lim
ε→0

lim sup
n→∞

log cov (n, ε;X)

logn ⩽ lim
ε→0

lim sup
n→∞

log ((l + 1) cov (n, ε;A))
logn = hpol (f ;A) .

Како је слика логистичког пресликавања интервал [0, µ/4] имамо последицу претход-
не леме за логистичко пресликавање.
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Последица 109. Полиномијалну ентропију логистичког пресликавања можемо изра-
чунати као

hpol (f) = hpol

(
f ;

[
0,
µ

4

])
.

Лема 110. Нека је (X, d) компактан метрички простор, f : X → X непрекидно пре-
сликавање и γ ∈ X такво да за свако x ∈ X важи да је lim

n→∞
fn (x) = γ. Тада је

hpol (f) = 0.

Доказ. Фиксирајмо ε > 0.
Како је X компактан простор и lim

n→∞
fn (x) = γ можемо закључити да постоји n0 тако

да је за свако n ⩾ n0 и свако x ∈ X

fn (x) ∈ B
(
γ,
ε

2

)
.

Како је X компактан он је такође компактан и у топологији која је генерисана метри-
ком dn0. Компактан простор има коначну (n0, ε; f)-мрежу. За n ⩾ n0 и за свако x, y ∈ X
важи да је d (fn (x) , fn (y)) < ε, па је та мрежа такође (n, ε; f)-мрежа за свако n ⩾ n0. За-
кључујемо да је span (n, ε) ограничен коначном кардиналношћу (n0, ε; f)-мреже. Дакле
добили смо

hpol (f) = lim
ε→0

lim sup
n→∞

log span(n, ε)
logn = lim

ε→0
lim sup
n→∞

log span(n0, ε)

logn = 0.

Тврђење 111. За вредности параметра µ ∈ [0, 1] код логистичког пресликавања важи
да је hpol (f) = 0.

Доказ. За произвољно x ∈ [0, 1] и дате вредности параметра µ лако се види да важи

µx(1− x) ⩽ x, тј. f(x) ⩽ x.

Можемо закључити да је низ fn(x) опадајући, и како је ограничен мора конвергирати.
За овако изабране вредности µ једина фиксна тачка пресликавања f је 0, те следи да за
све x у [0, 1] важи

lim
n→∞

fn(x) = 0.

Закључак тврђења сада следи из Леме 110.

Како бисмо израчунали полиномијалну ентропију за веће вредности параметра иско-
ристићемо неке познате резултате из теорије унимодалних пресликавања. Унимодална
пресликавања су можда и највише проучавана пресликавања у теорији једнодимензио-
них динамичких система и дефинишу се као непрекидна пресликавања f : [0, 1] → [0, 1]
која имају јединствен максимум у (0, 1) и важи f (0) = f (1) = 0. Иако су на први поглед
веома једноставна на примерима ових пресликавања су дефинисани и проучени многи
појмови тополошких динамичких система.

Шварцов извод пресликавања класе C3 је дефинисан са

Sf (x) =
f

′′′
(x)

f ′ (x)
− 3

2

(
f

′′
(x)

f ′ (x)

)2

, ако је f ′ (x) 6= 0,
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односно
Sf (x) = −∞, ако је f ′ (x) = 0.

Специјалну класу унимодалних пресликавања чине S унимодална пресликавања која
се дефинишу као унимодална пресликавања са додатном особином да постоји Шварцов
извод пресликавања и да је за свако x

Sf (x) < 0.

Овако дефинисана пресликавања су доста проучавана и познате су бројне њихове осо-
бине. Приметимо најпре да је логистичко пресликавање S унимодално. Наиме, за
логистичко пресликавање можемо израчунати Шварцов извод

Sf (x) =
−6

(1− 2x)2
< 0, x 6= 1

2
,

односно
Sf

(
1

2

)
= −∞.

Периодична орбита се назива стабилном ако постоји околина те орбите таква да
итерације сваке тачке из те околине теже ка тој периодичној орбити.

Доказ следећег тврђења се може пронаћи у [35].

Тврђење 112. За S унимодално пресликавање f важи да има највише једну стабилну
периодичну орбиту у (0, 1). Ако таква орбита постоји она је ω-гранични скуп једине
критичне тачке (тачке у којој се извод анулира).

Доказ следећег тврђења које ћемо користити је дат у [9].

Тврђење 113. За S унимодално пресликавање f скуп тачака које не теже стабилној
периодичној орбити има Лебегову меру 0.

Проучавањем логистичког пресликавања добијени су прецизнији резултати који се
могу видети у [13] и које можемо формулисати као у следећа два тврђења.

Тврђење 114. За вредности параметра µ < µ∞ код логистичког пресликавања орбита
сваке тачке конвергира ка фиксној тачки или периодичној орбити којих има коначно
много. За вредности параметра µ ∈ (µn, µn+1] постоје периодичне орбите периода 2m

за свако m ⩽ n+ 1 и то су једине периодичне орбите.

Тврђење 115. Логистичко пресликавање има тачно једну стабилну периодичну орби-
ту.

У Тврђењу 45 видели смо да полиномијална ентропија хомеоморфизама при којима
постоје лутајуће тачке није мања од један. Очекивано је да сличан резултат важи за
шире класе пресликавања које поседују лутајуће тачке или тачке са сличним особинама.
Међутим не важи сличан закључак за сва логистичка пресликавања. На пример у
Тврђењу 111 тачка x = 1 је лутајућа, а полиномијална ентропија је нула. Међутим за
логистичка пресликавања при вредности параметра 1 < µ ⩽ 4 важи исти закључак, који
се добија малим прилагођавањем доказа за хомеоморфизме.
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Лема 116. За вредности параметра µ ∈ (1, 4] код логистичког пресликавања важи да
је

hpol (f) ⩾ 1.

Доказ. На основу Тврђења 113 за скоро свако x важи да fn (x) конвергира ка стабилној
периодичној орбити

S = {s1, s2, . . . , sm} .
У довољно малој околини нуле можемо изабрати x /∈ S тако да fn (x) конвергира ка

орбити S.
За x < min {1/2, 1− 1/µ} постоји x1 < x тако да је f (x1) = x. Истим закључивањем

постоји x2 < x1 тако да је f(x2) = x1. Оваквим индуктивним поступком добијамо
x1, x2, . . . , xn, . . . . Дефинишимо сада скуп

O (x) = {x1, x2, . . . , xn, . . . } ∪ {fn (x) , n ∈ N} .

Очигледно је
O (x) ⊂ O (x) ∪ S ∪ {0} .

Како је O (x) инваријантан скуп знамо да је

hpol(f) ⩾ hpol

(
f ;O(x)

)
,

па је довољно доказати
hpol

(
f ;O(x)

)
⩾ 1.

Нека је
ε0 = min

sj∈S
{d (x, sj)} .

Како важи да fn (x) → S постоји n0 тако да је

d(x, fn(x)) >
ε0
2
, n ⩾ n0.

За n < n0 знамо да је
fn(x) 6= x

јер x није периодична тачка, па постоји

min
1⩽n⩽n0−1

d(fn(x), x) = ε1.

Изаберимо сада
ε < min

{ε0
2
, ε1

}
.

За свако n ∈ N важи d(fn(x), x) > ε.
Фиксирајмо сада n ∈ N.
Нека су k, l ∈ N такви да је 1 ⩽ l < k ⩽ n− 1. Тада је

dn (xk, xl) ⩾ d(fk(xk), f
k(xl)) = d(x, fk−l(x)) > ε.

На основу претходног можемо закључити да су тачке x, x1, x2, . . . , xn−1 (n, ε; f)-раздвојене,
па је

sep
(
n, ε;O (x)

)
⩾ n
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и као последица тога

lim sup
n→∞

log sep
(
n, ε;O (x)

)
logn ⩾ 1,

односно
hpol

(
f ;O(x)

)
⩾ 1.

Тврђење 117. За вредности параметра µ ∈ (1, µ∞) код логистичког пресликавања
важи да је hpol (f) = 1.

Доказ. Знамо да у овом случају полиномијална ентропија не може бити мања од 1 на
основу Леме 116.

На основу Тврђења 114 све периодичне орбите имају период 2n за неко n и има их
коначно много па постоји m тако да су све тачке периодичних орбита фиксне тачке
пресликавања fm. На основу Тврђења 44 знамо да је hpol (f) = hpol (f

m) па можемо
израчунати полиномијалну ентропију пресликавања fm. На основу Тврђења 114 свака
орбита при пресликавању f конвергира ка фиксној тачки или некој периодичној орбити.
Орбите пресликавања fm су поднизови орбита пресликавања f , па из непрекидности
пресликавања fm следи да орбите свих тачака при овом пресликавању конвергирају
фиксним тачкама. На основу претходног можемо закључити да су све тачке које нису
фиксне лутајуће тачке пресликавања fm. Из Тврђења 112 и Тврђења 115 тачно једна
периодична орбита је стабилна и тачке те орбите су атрактори за fm.

Можемо поделити интервал

[0, 1] =
⋃

1⩽i⩽l
W s (pi) ,

подразумевајући да су pi фиксне тачке пресликавања fm, где је

W s (pi) =
{
x ∈ [0, 1]

∣∣ lim
n→∞

(fm)n (x) = pi

}
.

Како су W s (pi) инваријантни скупови, добијамо

hpol (f) = hpol (f
m) = max

{
hpol

(
fm;W s (pi)

) ∣∣ pi је фиксна тачка пресликавања fm
}
.

Ако лутајућа тачка x конвергира ка некој фиксној тачки тада постоји околина U 3 x
таква да свака тачка из U конвергира ка истој фиксној тачки. Заиста, скуп лутајућих
тачака је отворен па за довољно малу околину U све тачке конвергирају ка некој фик-
сној тачки. Како фиксних тачака има коначно оне су на позитивној удаљености, те из
непрекидности пресликавања fm тачке из околине U не могу тежити различитим фик-
сним тачкама. На основу тога у повезаним компонентама скупа лутајућих тачака важи
да све теже истој фиксној тачки, односно за свако x, y ∈ (pi, pj), где су pi и pj суседне
фиксне тачке пресликавања fm, важи да је

lim
n→∞

(fm)n (x) = lim
n→∞

(fm)n (y) .

Можемо закључити да су лутајуће тачке у унутрашњости W s (pi).
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Сваки од скупова W s (pi) је инваријантан и садржи тачно једну нелутајућу тачку, па
можемо на њих применити Последицу 93. Дакле, знамо да је полиномијална ентропија
оваквих скупова ограничена бројем сингуларних тачака у њиховом затворењу. Међутим,
ми сингуларне тачке тражимо само у лутајућем скупу, односно унутрашњостиW s (pi). У
унутрашњости ових скупова не постоје две међусобно сингуларне тачке. Претпоставимо
супротно, односно да постоје две међусобно сингуларне тачке x1, x2. Изаберимо сада
околине U1 3 x1 и U2 3 x2 такве да за свако x ∈ Uj важи lim

n→∞
fn(x) = pi. Тада постоји

n0 такво да за свако n ⩾ n0 важи

fn(x) /∈ U1, fn(x) /∈ U2.

То значи да ако је fn1(x) ∈ U1, fn2(x) ∈ U2 тада разлика |n1 −n2| мора бити ограничена.
Дакле x1 и x2 нису међусобно сингуларне тачке, односно

hpol (f) ⩽ 1.

Тврђење 118. За вредности параметра µ ∈ (µ∞, 4] код логистичког пресликавања
важи да је hpol (f) = ∞.

Доказ. За дате вредности параметра познато је да је тополошка ентропија позитивна
([10]), па следи закључак о бесконачности полиномијалне ентропије.

Занимљиво питање које је преостало је израчунавање полиномијалне ентропије за
вредност параметра µ = µ∞. Тополошка ентропија јесте нула, па полиномијална може
бити коначна. Међутим, број периодичних орбита није коначан, па нам резоновања која
смо претходно применили нису дала резултат.
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Глава 4

Даља размишљања

Полиномијална ентропија је још увек релативно нов појам, који није довољно проучен
и многе особине су још увек непознате или нејасне. То омогућава теме за разне правце
даљих истраживања. У овој глави дајемо идеје које су се појавиле као логичан наставак
наших истраживања.

• Појављују се системи на којима се не види како бисмо могли применити методе које
смо за сада открили за израчунавање полиномијалне ентропије. Метод кодирања
има смисла само у лутајућој динамици, а полиномијална ентропија може бити
позитивна и код система без лутајућих тачака. Било би занимљиво видети да ли се
у таквим случајевима може наћи метод за израчунавање различит од израчунавања
по дефиницији. Питање је и какви могу бити системи без лутајућих тачака и код
којих је тополошка ентропија једнака нули а полиномијална ентропија позитивна.
Можемо доћи и у ситуацију да релативно лако израчунамо полиномијалну ен-
тропију а да нам резултати не дају нове информације и класификације система.
Рецимо, могуће је да се и полиномијална ентропија анулира и резултат је незани-
мљив.

Пример 119. Једна од идеја би могла бити и да се израчуна полиномијална ен-
тропија за Мебијусове трансформације Риманове сфере. Како су и тополошка
и полиномијална ентропија инваријанте тополошке конјугације довољно би било
израчунати их на представницима класа. Позната је тополошка класификација
Мебијусових трансформација.

Тврђење 120. Свака неидентичка Мебијусова трансформација Риманове сфере
f : C → C је тополошки конјугована једној од следеће три

1. z 7→ 2z,

2. z 7→ µz, |µ| = 1,

3. z 7→ z + 1.

Доказ овог тврђења се може видети у [33]. Ротација је изометрија па се и тополо-
шка и полиномијална ентропија у том случају анулирају.
Није тешко видети да је код транслације и хомотетије број нелутајућих тачака
коначан. Како, на основу Тврђења 35, можемо тополошку ентропију израчунати
на скупу нелутајућих тачака закључујемо да је htop (f) = 0.
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Међутим у овом случају није тешко израчунати ни полиномијалну ентропију. Ова
два пресликавања јесу прилагођена кодирању које смо увели у поглављу 1.5. У оба
случаја не постоје две међусобно сингуларне тачке. Како постоје лутајуће тачке
закључујемо да је hpol (f) = 1.

У претходном примеру нисмо добили значајне резултате у разликовању динамич-
ких система. И поред тога мислимо да овај правац истраживања има потенцијала
за даљи рад. Један логичан наставак нашег рада би могло бити проучавање ен-
тропије Морс-Смејлових система.
Ако је M глатка компактна многострукост и f : M → M дифеоморфизам за
инваријантан скуп Λ кажемо да је хиперболички ако постоје λ ∈ (0, 1) и c > 0
такви да за свако p ∈ Λ важи:

TpM = Es
p ⊕ Eu

p ,

где су Es
p и Eu

p потпростори простора TpM за које важи да је:

dfp
(
Es
p

)
= Es

f(p), dfp
(
Eu
p

)
= Eu

f(p)

и за свако n ⩾ 0 је
‖ dfnp (v) ‖⩽ cλn ‖ v ‖, v ∈ Es

p

‖ df−np (v) ‖⩽ cλn ‖ v ‖, v ∈ Eu
p .

За периодичну орбиту периода n може се показати да је хиперболички скуп ако
и само ако у свакој тачки орбите dfn нема сопствену вредност чија је апсолутна
вредност једнака један.

Дефиниција 121. Дифеоморфизам f : M → M глатке многострукости M се на-
зива Морс-Смејловим уколико постоји коначан број периодичних орбита (укључу-
јући и фиксне тачке) p1, . . . , pk које су све хиперболичке, унија стабилних, односно
нестабилних многострукости периодичних орбита даје цео простор

M =
k⋃
i=1

W s (pi) , M =
k⋃
i=1

W u (pi)

и пресеци нестабилних и стабилних многострукости су трансверзални

W s (pi) ⋔W u (pj) .

Иако у овом случају немамо коначан број нелутајућих тачака већ периодичних
орбита природно је питање да ли је могуће пронаћи прилагођавање кодирања за
овакав случај уз неке модификације, рецимо да се гледа fk.

• Друга линија размишљања би била о томе шта нам одређена вредност полиноми-
јалне ентропије говори о динамичком систему, да ли из тога можемо извући неке
даље закључке о понашању система или дела система. Такође било би занимљиво
знати да ли одређена карактеристика динамичког система обезбеђује да полино-
мијална ентропија узима одређене вредности. У том правцу Тврђење 45 каже да
постојање лутајуће тачке имплицира да полиномијална ентропија није мања од
један.
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Посебно би било занимљиво видети шта о динамичком систему говори анулирање
полиномијалне ентропије. У Тврђењу 46 видели смо да је полиномијална ентропија
еквинепрекидног хомеоморфизма једнака нули. У раду [2] постављено је питање
да ли важи и обрнуто тврђење да анулирање полиномијалне ентропије обезбеђује
еквинепрекидност. Дат је и пример да то не мора бити случај и постављена је
хипотеза да тврђење важи на повезаним просторима. Дорадом примера из тог
рада показаћемо да и уз тај додатни услов тврђење не мора важити.

Пример 122. Даћемо пример повезаног, компактног метричког простора и хоме-
оморфизма овог простора чија је полиномијална ентропија нула, а хомеоморфизам
није еквинепрекидан.
Како бисмо конструисали простор дефинишимо прво скупове

Xk =
{
(ρ cosφ, ρ sinφ, z) ∈ R3

∣∣ 0 ⩽ ρ ⩽ 1, 0 ⩽ φ < 2π, z = e−k
}
,

X0 =
{
(ρ cosφ, ρ sinφ, 0) ∈ R3

∣∣ 0 ⩽ ρ ⩽ 1, 0 ⩽ φ < 2π
}
,

Y =
{
(0, 0, z) ∈ R3

∣∣ 0 ⩽ z ⩽ 1
}
.

Простор који посматрамо биће

X = Y ∪X0 ∪
⋃
k∈N

Xk

са метриком d наслеђеном из R3. Овај простор је приказан на Слици 4.1.

Слика 4.1: Простор X

Дефинишимо сада и пресликавање f : X → X на скуповима Xk са

f (ρ cosφ, ρ sinφ, z) = (ρ cos (φ+ z) , ρ sin (φ+ z) , z) ,
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односно пресликавање је ротација за угао који је једнак висини диска. На ску-
повима Y и X0 дефинишимо да је f идентитета. На појединим тачкама z-осе
пресликавање је дефинисано на два начина, али се дефиниције поклапају. Како је
пресликавање хомеоморфизам затворених подскупова чија унија даје цео простор
можемо закључити да је овако дефинисано пресликавање хомеоморфизам целог
простора.

Хомеоморфизам који смо задали није еквинепрекидан. Претпоставимо, супротно
тврђењу, да дати хомеоморфизам јесте еквинепрекидан и изаберимо ε такво да је
0 < ε < 1. За произвољно мало δ > 0 уочимо тачку A (1, 0, 0) и тачку B

(
1, 0, e−l

)
уз услов да је e−l < δ. Тада је d (A,B) < δ. Међутим, тада постоји n ∈ N такво да
је

π

2
⩽ n e−l ⩽ 3π

2
односно

dn (A,B) = d (A, fn (B)) ⩾
√
2 > ε

што је контрадикција са тим да је f еквинепрекидан хомеоморфизам.
Остало је још да покажемо да је полиномијална ентропија овако задатог хомео-
морфизма једнака нули. Фиксирајмо ε > 0 и n ∈ N. Конструисаћемо сада (n, ε; f)-
мрежу за простор Х. За дато n изаберимо минимално l ∈ N такво да је

n e−l <
ε

4
.

Поделимо сада простор X на три инваријантна подскупа

X̃1 =
⋃
k⩽l
Xk, X̃2 = X0 ∪

⋃
k⩾l
Xk, Y.

Сваки од дискова Xk је компактан па постоји (0, ε; f)-мрежа M1 коначне карди-
налности, и можемо изабрати да на сваком диску имамо (0, ε; f)-мрежу исте кар-
диналности. На сваком од дискова Xk пресликавање f је изометрија па је свака
(0, ε; f)-мрежа и (n, ε; f)-мрежа за свако n. Дискова у скупу X̃1, односно на виси-
ни већој од e−l, има мање од log (4/ε) + logn. Дакле за скуп X̃1 можемо пронаћи
(n, ε; f)-мрежу кардиналности (log (4/ε) + logn) ♯M1.
Посматрајмо сада подскуп X̃2. На скупу X0 из компактности постоји

(
0, ε

4
; f

)
-

мрежа M2 коначне кардиналности. Ова мрежа ће бити и (n, ε; f)-мрежа за скуп
X̃2. Наиме изаберимо тачку D са неког диска Xk, где је k ⩾ l. Тада је њено
растојање d до скупа X0 мање од ε/4, па је из неједнакости троугла растојање дате
тачке до неке тачке скупа M2 мање од ε/2. Али како важи да је e−k ⩽ ε/ (4n)
тачка D налази на довољно малој висини тако да важи d (D, fn (D)) < ε/2. Тачке
скупа M2 су фиксне, па је на основу неједнакости троугла и растојање dn тачке D
од изабране тачке скупа M2 мање од ε.
Скуп Y , опет из компактности, има (0, ε; f)-мрежуM3 коначне кардиналности, која
је и (n, ε; f)-мрежа, јер је f на скупу Y изометрија.
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Како кардиналности скупова M1, M2 и M3 као и log (4/ε) не зависе од n коначно
добијамо

hpol (f) = lim
ε→0

lim sup
n→∞

log span (n, ε)

logn

⩽ lim
ε→0

lim sup
n→∞

log
((

log 4
ε
+ logn

)
♯M1 + ♯M2 + ♯M3

)
logn = 0.

Упркос Примеру 122, можда има смисла наставити истраживање у овом правцу,
али уз наметање неког другог додатног услова (локална повезаност, локална по-
луповезаност...). Можемо приметити да су и систем из датог рада и из нашег
примера дистални. Намеће се питање да ли системи са нула полиномијалном ен-
тропијом морају бити дистални, или да ли морају бити дистални ако задовољавају
још неки услов. У раду [2] је дат и пример хомеоморфизам из кога се види да
дисталност не условљава да се полиномијална ентропија анулира.
Занимљиво је и питање које вредности полимијална ентропија може уопште има-
ти. У раду [14] је показано да су могуће све вредности из интервала [2,+∞] на
повезаном простору. За сада није познат одговор да ли сви бројеви из интервала
(0, 2) могу бити вредност полиномијалне ентропије неког пресликавања. У [2] је
показано само да је скуп могућих вредности полиномијалне ентропије густ у R+,
па и у овом скупу.
Поставља се и питање у каквој су вези вредности полиномијалне ентропије и друге
мере неуређености система. На пример у раду [28] је показано да глатко пресли-
кавање које је хаотично у Ли-Јорковом смислу може имати тополошку ентропију
нула.

Дефиниција 123. Непрекидно пресликавање компактног метричког простора
(X, d) се назива хаотичним у смислу Ли-Јорка ако постоји непребројив подскуп
S ⊂ X (назван scrambled) са својствима да је за све x, y ∈ S и сваку периодичну
тачку p ∈ X

lim sup
n→∞

dn (x, y) > 0,

lim inf
n→∞

dn (x, y) = 0,

lim sup
n→∞

dn (x, p) > 0.

Природно се поставља питање везе Ли-Јорк хаотичности и полиномијалне ентро-
пије. Рецимо, да ли постоји пресликавање са бесконачном ентропијом а да није
Ли-Јорк хаотично? Да ли Ли-Јорк хаотичност имплицира неке вредности полино-
мијалне ентропије? Да ли постојање било каквог подскупа који задовољава услове
дефиниције условљава неко ограничење за полиномијалну ентропију.

• Још једна класа потенцијалних проблема може бити преношење познатих резул-
тата за тополошку ентропију у контекст полиномијалне. Тополошка ентропија је
дуго проучавана и познати су многи резултати и уопштења. Није на први по-
глед јасно која питања треба поново поставити у новој поставци како би се добили
занимљиви резултати.
У раду [21] је показано да за полиномијалну ентропију не може важити тврђење
аналогно варијационом принципу, које би повезало полиномијалну ентропију са
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ентропијом у простору са мером. Природно се поставља питање да ли се може
дати тврђење које повезује полиномијалну ентропију са неком другом величином
ергодичке или неке друге теорије. Није јасно како би то тврђење уопште могло
изгледати и у ком правцу трагати.
За тополошку ентропију Бовен је урадио и уопштење за некомпактне просторе у [7].
Свакако би било занимљиво размислити да ли увођење неког оваквог уопштења
за полиномијалну ентропију има смисла и да ли доводи до нових разумевања.
Непрекидно пресликавање f на компактном метричком простору X на природан
начин индукује пресликавање на простору K (X) свих непразних компактних под-
скупова X, који се назива хиперпростор. У радовима [20], [30] и [18] је проучавана
тополошка ентропија на хиперпросторима и њена веза са тополошком ентропијом
самог простора. Занимљиво би било проучити какве вредности може имати по-
линомијална ентропија на хиперпростору за неке класе пресликавања, и у каквој
вези мора бити са полиномијалном ентропијом простора.
Тополошка ентропија је проучавана и на неаутономним системима, на пример у
раду [17]. Природно је поставити питање могућности оваквих уопштења и у случају
полиномијалне ентропије.

Поред наведених има сигурно још доста проблема који се могу поставити о полиноми-
јалној ентропији и на чијем решавању вреди радити. На основу изложеног мислимо да
смо започели проучавање теме која има доста потенцијала за даљи рад и која може до-
нети многе занимљиве резултате са циљем бољег и потпунијег разумевања тополошких
динамичких система.
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