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KOMBINATORNA TOPOLOGIJA I GRAFOVSKI KOMPLEKSI

SA�ETAK

U ovoj disertaciji izuqavamo nekoliko va�nih objekata i principa kombi-
natorne topologije, koriste�i i kombinatorne i topoloxke metode.

Kompleks uparivaǌa M(G) grafa G je kompleks qiji skup temena odgovara
skupu ivica grafa G, a simpleksi su zadati skupovima po parovima nesused-
nih ivica. Ovi kompleksi se pojavǉuju u raznim oblastima matematike. Nax
prvi pristup kompleksima uparivaǌa je nov i strukturni - dajemo kompletnu
klasifikaciju svih parova (G,M(G)) za koje je M(G) homoloxka mnogostrukost,
sa ili bez granice. Drugi pristup ovim kompleksima se fokusira na odre-
�ivaǌe homotopskog tipa ili povezanosti kompleksa uparivaǌa nekoliko klasa
grafova. U tom ciǉu, koristimo alat iz diskretne Morsove teorije pod nazivom
MTA algoritam, kao i induktivne konstrukcije homotopskog tipa.

Druge dve klase kompleksa koje izuqavamo su neizbe�ni kompleksi i prag
kompleksi. Simplicijalni kompleks K ⊆ 2[n] je r-neizbe�an ako za svaku parti-
ciju A1 t · · · t Ar = [n] va�i da bar jedan od skupova Ai pripada K. Motivi-
sani ulogom koju neizbe�ni kompleksi imaju u teoremama Tverbergovog tipa
i Gromov-Blagojevi�-Frik-Cigler redukciji, poqiǌemo sistematiqno prouqa-
vaǌe ǌihovih kombinatornih osobina. Istra�ujemo veze izme�u neizbe�nih
i prag kompleksa. Glavni ciǉ je odre�ivaǌe neizbe�nih kompleksa koji su
neizbe�ni iz apstraktnijih razloga nego xto je obuhvataǌe neizbe�nog prag
kompleksa. Naxi glavni primeri su konstruisani kao spojevi auto-dualnih
minimalnih triangulacija RP 2,CP 2,HP 2, i spojevi Remzijevog kompleksa.

Tako�e, disertacija sadr�i i primenu va�nog ,,konfiguracioni prostor -
test preslikavaǌe” metoda. Najpre dokazujemo kohomoloxko uopxteǌe Doldove
teoreme iz ekvivarijantne topologije. Zatim je primeǌujemo na Jangov sluqaj
Knasterovog problema, qime dobijamo novi jednostavniji dokaz. Tako�e, deli-
miqno uopxtavamo jox nekoliko sluqajeva Knasterovog problema.

Kǉuqne reqi: simplicijalni kompleks, kompleks uparivaǌa, homoloxka mno-
gostrukost, homotopski tip, neizbe�an kompleks, karakteristiqni prag, auto-
dualna triangulacija, MTA algoritam, Knasterov problem, ,,konfiguracioni
prostor - test preslikavaǌe” metod

Nauqna oblast: Matematika

U�a nauqna oblast: Topologija, Kombinatorika

MSC klasifikacija: 05E45, 55U10, 55P15, 05C70, 52A35, 52C99
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COMBINATORIAL TOPOLOGY AND GRAPH COMPLEXES

ABSTRACT

In this dissertation we examine several important objects and concepts in combinatorial
topology, using both combinatorial and topological methods.

The matching complex M(G) of a graph G is the complex whose vertex set is the set
of all edges of G, and whose faces are given by sets of pairwise disjoint edges. These com-
plexes appear in many areas of mathematics. Our first approach to these complexes is new
and structural - we give complete classification of all pairs (G,M(G)) for which M(G) is a
homology manifold, with or without boundary. Our second approach focuses on determining
the homotopy type or connectivity of matching complexes of several classes of graphs. We
use a tool from discrete Morse theory called the Matching Tree Algorithm and inductive
constructions of homotopy type.

Two other complexes of interest are unavoidable complexes and threshold complexes.
Simplicial complex K ⊆ 2[n] is called r-unavoidable if for each partition A1 t · · · tAr = [n] at
least one of the sets Ai is in K. Inspired by the role of unavoidable complexes in the Tverberg
type theorems and Gromov-Blagojević-Frick-Ziegler reduction, we begin a systematic study
of their combinatorial properties. We investigate relations between unavoidable and thre-
shold complexes. The main goal is to find unavoidable complexes which are unavoidable for
deeper reasons than containment of an unavoidable threshold complex. Our main examples
are constructed as joins of self-dual minimal triangulations of RP 2,CP 2,HP 2, and joins of
Ramsey complex.

The dissertation contains as well an application of the important “configuration space -
test map” method. First, we prove a cohomological generalization of Dold’s theorem from
equivariant topology. Then we apply it to Yang’s case of Knaster’s problem, and obtain a
new simpler proof. Also, we slightly improve few other cases of Knaster’s problem.

Keywords: simplicial complex, matching complex, homology manifold, homotopy type,
unavoidable complex, threshold characteristic, self-dual triangulation, Matching Tree algo-
rithm, Knaster’s problem, “configuration space - test map” method

Scientific area: Mathematics

Scientific field: Topology, Combinatorics

MSC Classification: 05E45, 55U10, 55P15, 05C70, 52A35, 52C99
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Uvod i pregled rezultata

Algebarska topologija, od svog nastanka, prouqava i koristi znaqajan broj kom-
binatornih i geometrijskih objekata. Sa druge strane, poqev od sedamdesetih
godina proxlog veka, veliki broj va�nih rezultata u diskretnoj geometriji i
kombinatorici pokazan je primenama algebarske topologije, qime nastaje oblast
topoloxke kombinatorike. Istorijski rezultat, koji oznaqava poqetak ove obla-
sti, je iznena�uju�i dokaz Knezerove hipoteze koji je dao Laslo Lovas 1978. go-
dine [69]. Naime, Knezerova hipoteza se odnosi na konaqne skupove, bez ikakve
povezanosti sa topologijom: ako n-toqlane podskupove skupa od (2n+k)-elemenata
podelimo u k+ 1 klasa, bar jedna klasa mora sadr�ati dva disjunktna podskupa.
Lovas je dokaz izveo metodima algebarske topologije, odre�uju�i povezanost
jedne klase grafovskih kompleksa i koriste�i Borsuk-Ulamovu teoremu, qime je
utemeǉio potpuno novi pristup rexavaǌu kombinatornih problema. Jox jedan
od va�nih poqetnih rezultata ove oblasti je teorema o deǉeǌu ogrlice, koju je
dokazao Noga Alon [2] 1987. godine. Zatim su usledile i brojne druge znaqajne
teoreme diskretne geometrije, kombinatorike i teorijskog raqunarstva. Veoma
lep uvod u ovu oblast dao je Matuxek [74], uz Bjornera [12] i �ivaǉevi�a [107].

Va�no je ista�i da rezultati u topoloxkoj kombinatorici qesto istovre-
meno zahtevaju i izuzetno kreativne kombinatorne konstrukcije, kao i veoma
zahtevne tehnike algebarske topologije, pa se mo�e re�i da se ovde susre�u
kombinatorika, topologija, geometrija i algebra, na veoma neoqekivane naqine.
Vremenom je prepoznat jedan generalni postupak koji se provlaqi kroz veliki
broj dokaza ove oblasti. U pitaǌu je metod ,,konfiguracioni prostor - test pre-
slikavaǌe”, koji je predstavǉen detaǉno u radu �ivaǉevi�a [104] i poglavǉu
[107] istog autora. Ovim metodom se problem postojaǌa neke kombinatorne ili
geometrijske konfiguracije prevodi u problem postojaǌa neprekidnog preslika-
vaǌa topoloxkih prostora sa odre�enim svojstvima, xto postaje predmet izuqa-
vaǌa algebarske topologije. Posebno, qesto je to preslikavaǌe oboga�eno nekom
ekvivarijantnom strukturom, qime se otvara prostor za primenu tehnika ekvi-
varijantne topologije. Sa druge strane, prirodno je da postaje va�no izuqa-
vati topoloxke invarijante prostora, posebno simplicijalnih kompleksa, koji
se pojavǉuju kao delovi konfiguracionih prostora. U najpreciznijoj klasi-
fikaciji ova oblast izuqavaǌa se naziva kombinatorna topologija. Me�utim,
ideje topoloxke kombinatorike i kombinatorne topologije su isprepletane do
te mere da se ove oblasti najqex�e poistove�uju.

Disertacija se zasniva na originalnim radovima [11], [49], [50] i [51], kao i
preglednom radu autora [48]. Najkra�e reqeno, predmet izuqavaǌa disertacije
predstavǉaju tri va�ne klase simplicijalnih kompleksa: kompleksi uparivaǌa
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Kombinatorna topologija i grafovski kompleksi

grafova, r-neizbe�ni kompleksi i prag kompleksi, kao i primena pomenutog metoda
,,konfiguracioni prostor - test preslikavaǌe” na poznati Knasterov problem
[62]. Radi kompletnije slike i konteksta, najpre �emo prikazati kratak istori-
jat i rezultate od kojih polazimo za navedene klase simplicijalnih kompleksa,
a zatim pre�i na pregled dobijenih rezultata.

Kompleksi uparivaǌa grafova pripadaju velikoj familiji grafovskih komp-
leksa. Me�u veoma raznovrsnim kompleksima ove familije mogu se uoqiti dva
najqex�a naqina pridru�ivaǌa kompleksa grafu. Prvi od ǌih datom grafu
G = (V,E) pridru�uje kompleks na skupu temena V , qiji su simpleksi zadati
skupovima temena sa odre�enim svojstvom. Na primer, takvi su kompleks nezavi-
snosti Ind(G) i kompleks susedstava N (G), koji se upravo pojavǉuje u pomenu-
tom Lovasovom radu [69]. Drugi tip kompleksa se dobija tako xto posmatramo
konaqnu kolekciju grafova G koja je zatvorena u odnosu na brisaǌe ivica, i ǌoj
pridru�imo simplicijalni kompleks K(G), qiji skup temena odgovara celokup-
nom skupu ivica, a skup simpleksa odgovara skupovima ivica grafova familije
G. U ove komplekse se ubrajaju kompleksi uparivaǌa, zatim kompleksi ograniqenog
stepena (eng. bounded degree complexes), kao i kompleksi grafova na n temena koji
nisu k-povezani. Naravno, postoje i razne druge konstrukcije, u koje spadaju po-
znati Box-kompleksi i Hom-kompleksi. Ve� i sami grafovski kompleksi povezuju
pojmove iz razliqitih oblasti na neoqekivane naqine. Ilustrativan primer je
poznata teorema Babson-Lovas-Kozlova, koja povezuje povezanost Hom-kompleksa
Hom(C2r+1, G) i hromatski broj χ(G) grafa G, a prvobitno je dokazana korix�e-
ǌem spektralnih nizova [6]. Drugi veoma znaqajan primer su kompleksi poveza-
nih i nepovezanih grafova, qiji homotopski tip se koristi u teoriji qvorova
Vasiǉeva, videti [5, 90, 91].

Grafovski kompleks koji nas interesuje, kompleks uparivaǌa M(G), definixe
se za proizvoǉan graf G = (V,E). Skup temena ovog kompleksa odgovara skupu
ivica E, pri qemu simpleksi ovog kompleksa odgovaraju svim skupovima ivica
koje su po parovima neusedne, tj. koje qine uparivaǌe. Dobar pregled poznatih
rezultata daje Jonsonova disertacija [57], objavǉena kao kǌiga [58], koja pred-
stavǉa detaǉnu studiju razliqitih kompleksa koji se pridru�uju grafovima.
Najvixe rezultata dato je za kompleks uparivaǌa kompletnog grafa M(Kn) i
kompleks uparivaǌa kompletnog bipartitnog grafa M(Km,n). Interesantno je
da su se ovi kompleksi prvobitno pojavili u algebarskoj teoriji grupa.

Kompleks M(Kn) je definisao Buk [19] 1992. godine, u vezi sa Braunovim
kompleksom ∆(Sp(G)) (to je ure�ajni kompleks netrivijalnih p-podgrupa konaqne
grupe G za prost broj p) i Kvilenovim kompleksom ∆(Ap(G)) (ure�ajni kompleks
netrivijalnih elementarnih Abelovih p-podgrupa konaqne grupe) [23, 24, 81].
Buk je prouqavao reprezentacije simetriqne grupe Σn na homologiji M(Kn) i
dobio niz interesantnih rezultata, uz koje je kao posledicu dobio i kombina-
tornu formulu za Betijeve brojeve kompleksa M(Kn). Bukovim rezultatima po-
qelo je detaǉno prouqavaǌe kompleksa uparivaǌa raznim tehnikama. Me�utim,
i pored veoma jednostavne formulacije, topologija kompleksa M(Kn) je i daǉe
velika nepoznanica. Naime, kompletna karakterizacija homologije je poznata
samo za n ≤ 12, dok su u vixim dimenzijama poznati samo delimiqni rezultati.
Na primer, qiǌenica da se u nekim sluqajevima pojavǉuju elementi reda 5, 7, 11
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Uvod i pregled rezultata

i 13 (videti [56]) ukazuje na to da je i sama homologija neobiqna na neki naqin.

Kompleksi M(Km,n), koji se nazivaju jox i xahovski kompleksi ∆m,n, prvi
put su se pojavili u Garstovoj tezi [39] pri analizi koset kompleksa sime-
triqne grupe. Motivisani problemima topoloxke kombinatorike, Bjorner, Lo-
vas, Vre�ica i �ivaǉevi� [13] su pokazali da je kompleks M(Km,n) ν-povezan,
gde je broj ν definisan sa: ν = min{m,n, bm+n+1

3
c} − 2. Tako�e, oni su postavili

hipotezu da je data ocena taqna, koju su dokazali Xarexian i Vaks [85]. Daǉe
znaqajne rezultate dali su Cigler [103], Atanasiadis [3], Fridman i Hanlon [40],
kao i Joji� [53]. Xahovski kompleksi, ǌihovi spojevi i ǌima srodni kompleksi
su naxli veliki broj primena u raznim problemima topoloxke kombinatorike,
kao na primer u raznim varijantama obojene Tverbergove teoreme (videti [106] i
[94]). Veoma lep pregledni rad Mixel Vaks [97] o topologiji kompleksa M(Kn) i
M(Km,n) detaǉno izla�e poznate rezultate i veze ovih kompleksa sa razliqitim
oblastima.

U izuqavaǌu kompleksa uparivaǌa korix�eni su najrazliqitiji alati, o
qemu osim gore pomenute literature govore i drugi va�ni radovi [10, 21, 32,
33, 73, 85, 100]. Me�utim, osim rezultata o kompleksima M(Kn) i M(Km,n), o
kompleksima uparivaǌa je i daǉe poznato veoma malo. Kozlov [64] je odredio
homotopski tip kompleksa uparivaǌa putaǌa i ciklusa, dok su Marieti i Testa
[73] pokazali da su kompleksi uparivaǌa xuma ili kontraktibilni ili homo-
topski ekvivalentni buketu sfera, ali karakterizacija dimenzija sfera u tom
buketu nije poznata. Komplekse uparivaǌa rexetki (eng. grid graphs) prouqavali
su Braun i Hag [21] korix�eǌem diskretne Morsove teorije, kao i Matsuxita
[76] korix�eǌem induktivnih topoloxkih konstrukcija.

U ovoj disertaciji, kompleksima uparivaǌa se pristupa na dva razliqita
naqina, od kojih jedan daje nov pogled na ǌih, pa �emo ga ovde pomenuti u
xirem kontekstu (same rezultate izlo�i�emo u pregledu ni�e). Naime, po-
znati radovi na ovu temu su se najqex�e bavili ispitivaǌem topoloxkih svo-
jstava kompleksa uparivaǌa konkretnih grafova ili familija grafova. Me-
�utim, sasvim je prirodno postaviti i obrnuto pitaǌe: Da li je posmatrani
simplicijalni kompleks zapravo kompleks uparivaǌa nekog grafa? Rezultati ovog
tipa su veoma retki i dati samo pod odre�enim uslovima - na primer, Jon-
son [58] je dao doǌu granicu dubine kompleksa M(G) u sluqaju kada graf G ima
savrxeno uparivaǌe. Pomenuto pitaǌe je prirodno postaviti i iz perspektive
kompleksa nezavisnosti, koji obuhvataju komplekse uparivaǌa. Naime, kompleks
uparivaǌa M(G) je zapravo kompleks nezavisnosti linijskog grafa pridru�enog
grafu G, tj. va�i M(G) = Ind(L(G)). Poznato je da se baricentriqka podela
svakog simplicijalnog kompleksa mo�e videti kao kompleks nezavisnosti odre-
�enog grafa (videti [31]), pa neformalno mo�emo re�i da su sve mnogostrukosti
kompleksi nezavisnosti. Me�utim, ako triangulabilne mnogostrukosti �elimo
da vidimo kao komplekse uparivaǌa, pokaza�emo da je to mogu�e samo u retkim
situacijama.

Druga klasa kompleksa koju ova disertacija izuqava je klasa r-neizbe�nih
kompleksa. Ovi kompleksi su prvi put posmatrani 2014. godine u radu [16]
Blagojevi�a, Frika i Ciglera, pod nazivom Tverberg - neizbe�ni kompleksi.
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Naziv potiqe od znaqajne uloge koju oni imaju u rexavaǌima problema Tverber-
govog tipa metodom ograniqeǌa (eng. constraint method) i redukcijom koja se sre�e
pod nazivom Gromov - Blagojević - Frick - Ziegler reduction (videti gore pomenuti rad
[16] i rad Gromova [43]). Posmatrani r-neizbe�ni kompleksi, preciznije sami
2-neizbe�ni kompleksi, su prirodno uopxteǌe poznatih Aleksanderovih auto-
dualnih kompleksa. U radu [51], na kome se zasniva glava 5 ove disertacije,
zapoqeto je sistematiqno prouqavaǌe kombinatornih invarijanti r-neizbe�nih
kompleksa i ǌihovih konstrukcija. U istom radu je prouqavana i tre�a klasa
kompleksa koja nas interesuje, a to su kompleksi zadati merom, odnosno prag
kompleksi (eng. threshold complexes). Ovi kompleksi su posmatrani pre svega u
kontekstu ǌihove povezanosti sa r-neizbe�nim kompleksima.

Xto se istorijata tiqe, r-neizbe�ni kompleksi su relativno nov pojam, ali je
zato istorija prouqavaǌa auto-dualnih, 2-neizbe�nih i prag kompleksa izuzetno
raznovrsna. Pri tome treba obratiti pa�ǌu na qiǌenicu da se ovi kompleksi,
osim u kombinatornoj topologiji, pojavǉuju potpuno nezavisno pod drugim nazi-
vima u razliqitim oblastima, kao xto su teorija igara, teorija druxtvenog
izbora (eng. social choice theory, reliability theory), geometrija konfiguracionih
prostora, teorija optimizacije i dr. Pre svega, u topologiji se pomo�u auto-
-dualnih kompleksa konstruixu prostori koji se mogu utopiti samo u euklidski
prostor relativno velike dimenzije, [74, glava 5]. U teoriji druxtvenih izbo-
ra i teoriji igara oni se pojavǉuju kao pobedniqke ili gubitniqke koalicije,
ali pod nazivom proste igre (eng. simple games) Fon Nojmana i Morgensterna
[79, 82, 83]. U teoriji optimizacije pojavǉuju se u radu [29] (eng. Bottleneck
theorem). Tako�e, u geometriji konfiguracionih prostora, oni se pojavǉuju kao
kompleksi kratkih skupova (eng. short sets). Na primer, u radu [41] je pokazano
kako se polaze�i od auto-dualnog kompleksa G na n temena konstruixe (n − 3)-
dimenzionalna kombinatorna mnogostrukost K(G), za koju se ispostavǉa da je
lokalno izomorfna konfiguracionom prostoru nekog fleksibilog poligona u
Euklidskom prostoru (eng. polygonal linkages).

Imaju�i u vidu sve prethodne primene, mo�emo re�i da postoje dva glavna
razloga za izuqavaǌe neizbe�nih i prag kompleksa (naravno, osim same intri-
gantnosti kombinatorne strukture koju ovi kompleksi imaju, a koja predstavǉa
dovoǉan samostalan razlog). S jedne strane, to su primene u problemima Tver-
bergovog tipa. Sa druge, prirodno je oqekivati da ovi kompleksi mogu imati
neke sliqne uloge onim koje imaju auto-dualni kompleksi. Skoraxǌi rezultati
Joji�a, Marzantoviqa, Vre�ice i �ivaǉevi�a [54] potvr�uju ovo oqekivaǌe
i nastavǉaju se na ideje koje se pojavǉuju u problemima Tverbergovog tipa.
Naime, znamo da auto-dualni kompleksi imaju ulogu u problemima utapaǌa,
a u pomenutom radu je pokazano da r-neizbe�ni kompleksi imaju va�nu ulogu
u problemima r-utapaǌa, tj. u konstruisaǌu takozvanih almost r-non-embeddable
kompleksa (to su oni kompleksi K koji ispuǌavaju uslov da za svako neprekidno
preslikavaǌe f : |K| → Rd postoji r po parovima disjunktnih strana σ1, . . . , σr
kompleksa K, takvih da va�i f(σ1) ∩ · · · ∩ f(σr) 6= ∅).
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Pregled strukture i originalnih rezultata disertacije

Disertacija je organizovana na slede�i naqin. Prva glava je preglednog
tipa, dok su ostale glave bazirane na originalnim radovima.

U prvoj glavi je dat pregled osnovnih pojmova i metoda koji se koriste u
disertaciji. Pre svega, date su osnovne definicije simplicijalnih kompleksa,
a zatim definicije i primeri kompleksa uparivaǌa i nezavisnosti grafova.
Zatim je opisana topoloxka konstrukcija spoja, koja ima va�nu ulogu u razli-
qitim konstrukcijama koje �e se pojaviti u disertaciji. Naredna tri poglavǉa
posve�ena su osnovnim pojmovima ekvivarijantne topologije. Pre svega, to su
dejstva grupa i ekvivarijantna preslikavaǌa. Zatim je detaǉno opisan metod
,,konfiguracioni prostor - test preslikavaǌe”. Na kraju, dati su osnovni
pojmovi ekvivarijantne teorije indeksa, pri qemu je posebno razmatran koho-
moloxki Fadel-Huseinijev indeks, jer je on korix�en u glavi 6. Napomenimo
da je texko�u pri pisaǌu ove disertacije predstavǉala raznovrsnost pojmova
i tehnika, pa je ova pregledna glava znaqajno sa�eta, uz navedene dodatne refe-
rence. Poznavaǌe osnovnih invarijanti algebarske topologije (homologija, ko-
homologija, homotopija i sl.) je podrazumevano svuda bez dodatnih objaxǌeǌa.

Druga glava je bazirana na originalnom radu [11] sa koautorima (M. Bayer i
B. Goeckner) i bavi se homoloxkim mnogostrukostima koje su kompleksi upari-
vaǌa grafova. Pre svega, pokazana su neka pomo�na tvr�eǌa i objaxǌena ra-
zlika izme�u razliqitih klasa simplicijalnih kompleksa koji se posmatraju
kao mnogostrukosti. Zatim je dat kompletan odgovor na slede�a dva pitaǌa:

Koje homoloxke mnogostrukosti su kompleksi uparivaǌa grafova?
Koje homoloxke mnogostrukosti sa granicom su kompleksi uparivaǌa grafova?

Pod kompletnox�u odgovora podrazumevamo i da su odre�eni svi grafovi koji
kao komplekse uparivaǌa imaju date homoloxke mnogostrukosti. U sluqaju mno-
gostrukosti bez granice, osnovni rezultati su teoreme 2.18 i 2.19, kojima je
pokazano da su me�u ovim mnogostrukostima jedini kompleksi uparivaǌa torus
dimenzije 2 i kombinatorne sfere u svim dimenzijama. Xto se tiqe homoloxkih
mnogostrukosti sa granicom, glavni rezultati su teorema 2.24 i teorema 2.25.
ǋima je pokazano da u dimenziji 2 kompleksi uparivaǌa mogu biti disk, cilin-
dar, Mebijusova traka i torus bez jednog diska, dok u vixim dimenzijama to
mogu biti samo kombinatorni diskovi.

Tre�a i qetvrta glava su bazirane na originalnom radu [50] sa koautorima
(H. Jenne, A. McDonough i J. Vega). Tre�a glava se bavi odre�ivaǌem taqnog ho-
motopskog tipa kompleksa uparivaǌa nekih klasa drveta, pomo�u induktivnog
pristupa, kojim se grafu dodaju ivice ili skupovi ivica, a paralelno se prate
promene homotopskog tipa posmatranog kompleksa. Radi kompletnosti, glava
poqiǌe dokazom teoreme Marietija i Teste koja ka�e da je kompleks uparivaǌa
xume ili kontraktibilan ili homotopski ekvivalentan buketu sfera. Glavni
rezultat ove glave je taqan homotopski tip kompleksa uparivaǌa proizvoǉne
gusenice bez trivijalnih temena, dat u teoremi 3.17. Za gusenice koje sadr�e
trivijalna temena data je rekurentna formula za odre�ivaǌa posmatranog homo-
topskog tipa. Zatim je dat i drugi dokaz teoreme 3.17, primenom tehnike koja se
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zasniva na teoremama o fibrama preslikavaǌa poseta. Ovaj dokaz daje boǉi geo-
metrijski uvid u interesantan kombinatorni niz dimenzija koji se pojavǉuje u
homotopskom tipu. Pomenimo ovde da se nakon objavǉivaǌa rada [50] na arhivu,
Sing [86] nadovezao na teoremu 3.17 i uopxtio je za xiru klasu grafovskih
kompleksa gusenica.

Qetvrta glava se bavi odre�ivaǌem povezanosti kompleksa uparivaǌa nekih
poploqavaǌa ravni, posebno sa�a (eng. honeycomb graphs), kao i savrxenih binar-
nih drveta. U ǌoj se kao alat koristi MTA algoritam (eng. Matching Tree Algo-
rithm). Ovaj algoritam je zapravo verzija diskretne Morsove teorije koja je pri-
lago�ena kompleksima nezavisnosti, i koja formiraǌem jednog binarnog drveta
konstruixe acikliqno uparivaǌe na posetu strana posmatranog kompleksa neza-
visnosti. Stoga je na poqetku ove glave data glavna teorema diskretne Morsove
teorije, a zatim je detaǉno opisan MTA algoritam, sa ciǉem da ǌegove kom-
binatorno slo�ene primene u nastavku budu xto jasnije. Grafovi na koje pri-
meǌujemo ovaj algoritam su najpre linijska poploqavaǌa poligonima, u oznaci
P t

2n, a ocena ǌihove povezanosti data je u teoremi 4.11, pri qemu je za n ≡ 1
(mod 3) odre�en taqan homotopski tip kompleksa M(P t

2n). Zatim se MTA algori-
tam primeǌuje na sa�a oblika r × s × t (videti sliku 60 u glavi 4). Pomenimo
da Jonson predla�e izuqavaǌe kompleksa uparivaǌa sa�a u glavi 11 kǌige [58].
Interesantno je pomenuti da se savrxena uparivaǌa sa�a, tj. ona uparivaǌa kod
kojih svako teme pripada jednoj ivici iz uparivaǌa, pojavǉuju u hemiji (gde su
poznata kao Kekulé structures [61, 46]) kao i u podelama ravni, tzv. plane partitions,
[87, 65]. Za sa�a oblika 2 × 1 × t procena povezanosti data je u teoremi 4.16,
a nexto slabija ocena je data i za sva sa�a oblika r × s × t u teoremi 4.19.
Na kraju, kombinacijom MTA algoritma i induktivne tehnike iz tre�e glave,
odre�ena je taqna povezanost kompleksa uparivaǌa savrxenih binarnih drveta
(teoreme 4.22 i 4.23). U vezi sa materijalom ove glave, pomenimo da je posle
objavǉivaǌa rada [50] na arhivu, Matsuxita [75] uopxtio neke rezultate vezane
za linijska poligonalna poploqavaǌa.

Peta glava je posve�ena sistematiqnom izuqavaǌu kombinatornih osobina
neizbe�nih kompleksa i prag kompleksa koji su zadati merom na skupu temena.
Glava je bazirana na originalnom radu [51] sa koautorima (D. Joji�, M. Ti-
motijevi�, S. Vre�ica i R. �ivaǉevi�), i proxirenom preprintu [52] istog
rada. Podeǉena je na vixe malih celina koje iz razliqitih uglova prouqavaju
pomenute komplekse. Uvode se dve fundamentalne invarijante. Prva je parti-
ciona invarijanta π(K), koja je mera minimalne neizbe�nosti koju kompleks K
poseduje, a druga je karakteristiqni prag ρ(K), za koji se neformalno mo�e re�i
da opisuje maksimalni prag kompleks koji je sadr�an u kompleksu K. Jedan od
glavnih rezultata je konstrukcija novih neizbe�nih kompleksa pomo�u spoja
maǌih neizbe�nih kompleksa (teorema 5.7), kao i procena karakteristiqnog
praga spoja kompleksa (teorema 5.26). Glavna veza izme�u invarijanti π(K)
i ρ(K) data je slede�om nejednakox�u (tvr�eǌe 5.18):

π(K) ≤
⌊

1

ρ(K)

⌋
+ 1.

Pokazuje se da se ova nejednakost svodi na jednakost taqno kada kompleks K
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sadr�i π(K)-neizbe�an kompleks koji je indukovan merom. Drugim reqima,
stroga nejednakost govori da neizbe�nost kompleksa K proizilazi iz nekih
apstraktnijih osobina, pa se ovi kompleksi nazivaju nelinearni, a uvodi se
mera nelinearnosti ε(K) = b 1

ρ(K)
c + 1 − π(K). Stoga je jedan od glavnih ciǉeva

konstruisati nelinearne komplekse koji imaju xto ve�u meru nelinearnosti (u
odnosu na broj temena). Konstrukcije ovih kompleksa koriste minimalne trian-
gulacije projektivnih ravni RP 2, CP 2 i HP 2, koje su auto-dualni kompleksi koji
nisu zadati merom, o qemu detaǉno i ilustrativno govori poglavǉe 5.4. Teo-
rema 5.31 objediǌuje skoro sve tehnike i pojmove koji su korix�eni u ovoj glavi,
i prikazuje najboǉe primere nelinearnih kompleksa koji su konstruisani.

Xesta glava predstavǉa primenu metoda ,,konfiguracioni prostor - test
preslikavaǌe” na Knasterov problem, a bazirana je na originalnom radu [49].
Pre ove primene, dokazana je teorema 6.1, koja je kohomoloxko uopxteǌe Doldove
teoreme iz ekvivarijantne topologije. Dokaz ove teoreme je izveden pomo�u ko-
homoloxkog Lere-Serovog spektralnog niza. Zatim se prelazi na primene ove
teoreme na Knasterov problem. Za zadate brojeve n,m, k ∈ N, Knasterov problem
prouqava one konfiguracije taqaka A1, A2, . . . , Ak ∈ Sn−1, koje zadovoǉavaju uslov
da za svako neprekidno preslikavaǌe f : Sn−1 → Rm, postoji rotacija ρ ∈ SO(n),
takva da va�i f(ρ(A1)) = · · · = f(ρ(Ak)). Poxto se rezultati koji su posmatrani u
disertaciji prirodno nadovezuju na poznate rezultate, radi celovitosti slike
ovde ne�emo govoriti o poznatim rezultatima, ve� �e oni ukratko biti nave-
deni u poglavǉu 6.2. Glavni rezultat ove glave je nov i kra�i dokaz Jangovog
sluqaja Knasterovog problema (teorema 6.2). Tako�e, razmatra�e se novi sluqa-
jevi Knasterovog problema i uopxteǌa nekih postoje�ih rezultata (teoreme 6.3
i 6.5).
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Glava 1

Osnovni pojmovi i definicije

Kombinatorna topologija, kao xto je oqekivano, koristi veliki broj kombina-
torno-geometrijskih pojmova, uz veoma razliqite tehnike algebarske topologije,
pa je skup osnovnih koncepata zaista raznovrstan. U ovoj glavi dajemo kratak
pregled najosnovnijih pojmova koji se koriste u disertaciji, uz reference na
detaǉniju literaturu. Tako�e, ovde izla�emo i neke od osnovnih metoda, dok
�e ostali metodi biti ukratko izlo�eni na prikladnijim mestima u narednim
glavama. Pri pisaǌu ove glave najvixe se oslaǌamo na kǌigu Matuxeka [74].

Poglavǉe 1.1 sadr�i osnovne pojmove vezane za simplicijalne komplekse i
nekoliko va�nih klasa kompleksa koje �emo koristiti. U poglavǉu 1.2 su defi-
nisani kompleksi uparivaǌa i nezavisnosti grafova, uz nekoliko ilustrativnih
primera. U poglavǉu 1.3 je prikazan topoloxki spoj, koji �e imati va�nu
ulogu u konstrukcijama kompleksa uparivaǌa i neizbe�nih kompleksa u ovoj
tezi. Naredna tri poglavǉa sadr�e osnovne pojmove ekvivarijante topologije.
Poglavǉe 1.4 se bavi dejstvima grupa, zatim poglavǉe 1.5 predstavǉa jedan od
osnovnih metoda kombinatorne topologije, tzv. ,,konfiguracioni prostor - test
preslikavaǌe” metod, dok poglavǉe 1.6 sadr�i osnovne pojmove ekvivarijantne
teorije indeksa, sa naglaskom na kohomoloxki Fadel-Huseinijev indeks.

1.1 Simplicijalni kompleksi

Za definisaǌe simplicijalnih kompleksa postoje dva pristupa: kombinatorni
(apstraktni) i geometrijski pristup. S obzirom na to da �e u ovoj disertaciji
kombinatorne invarijante imati va�nu ulogu, mi �emo poqeti od kombinatornog
pristupa, a zatim opisati geometrijsku realizaciju.

Definicija 1.1. Apstraktni simplicijalni kompleks K na konaqnom skupu teme-
na V je kolekcija podskupova skupa V (K ⊂ 2V ) koja zadovoǉava slede�i uslov:

ako va�i σ ∈ K i τ ⊂ σ, onda va�i i τ ∈ K.

Definiximo neke osnovne pojmove koji se vezuju za proizvoǉan kompleks K.

� Elementi σ ∈ K se nazivaju simpleksi ili strane kompleksa K.

� Simpleks τ ∈ K je strana simpleksa σ ∈ K ako va�i τ ⊂ σ.
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� Skup σ ⊂ V koji ne pripada kompleksu K naziva se ne-simpleks.

� Ako je L simplicijalni kompleks i L ⊂ K, onda se L naziva potkompleks
kompleksa K.

� Dimenzija simpleksa σ se definixe sa: dimσ = |σ|− 1, a simpleks dimenzije
k se naziva i k-simpleks. Dimenzija kompleksa K se definixe kao maksimum
dimenzija svih simpleksa iz K: dimK = max

σ∈K
dimσ.

� Ako je σ ∈ K proizvoǉan simpleks, onda se definixe slede�i potkompleks
koji se naziva link strane σ:

LkK σ = {τ ∈ K | τ ∪ σ ∈ K i τ ∩ σ = ∅}.

Ukoliko nije drugaqije naglaxeno, qesto se podrazumeva se da su svi jednoqlani
podskupovi skupa V sadr�ani u K, tj. da kompleks K sadr�i sva temena V .

Kao xto prostore topoloxki identifikujemo pomo�u neprekidnih preslika-
vaǌa, tako apstraktne simplicijalne komplekse poistove�ujemo pomo�u tako-
zvanih simplicijalnih preslikavaǌa. Naime, neka su K i L apstraktni simpli-
cijalni kompleksi i f : V (K) → V (L) preslikavaǌe na ǌihovim skupovima
temena. Ukoliko f preslikava simplekse u simplekse, tj. ako za svaki simpleks
σ ∈ K va�i da je f(σ) ∈ L, onda ka�emo da je f simplicijalno preslikavaǌe. Ako
postoji bijektivno simplicijalno preslikavaǌe f : V (K) → V (L) qiji je inverz
tako�e simplicijalno preslikavaǌe, tada ka�emo da su K i L izomorfni simp-
licijalni kompleksi, i pixemo K ∼= L ili K = L, jer je jasno da su tada K i L
zaista istovetne familije koje se razlikuju samo po imenima temena.

Sa druge strane, simplicijalni kompleks se mo�e definisati kao potpuno
geometrijski objekat. Za razliku od prethodnog pristupa, sada prvo definixemo
simplekse, pa pomo�u ǌih gradimo simplicijalni kompleks.

Definicija 1.2. Neka je dat proizvoǉan skup {x0, x1, . . . , xn} od n+1 afino neza-
visnih taqaka u prostoru Rd. Konveksni omotaq ovog skupa se naziva geometri-
jski simpleks dimenzije n, ili kra�e n-simpleks. Taqke x0, x1, . . . , xn se nazivaju
temena simpleksa, a konveksni omotaq bilo kog podskupa skupa temena se naziva
strana simpleksa.

Me�u geometrijskim n-simpleksima izdvaja se standardni n-simpleks ∆n, koji
se definixe kao konveksni omotaq vrhova ortonormirane baze u prostoru Rn+1:

∆n = conv{e1, e2, . . . , en+1}

=

{
(x1, x2, . . . , xn+1) ∈ Rn+1 | xi ≥ 0 za sve i ∈ [n+ 1],

n+1∑
i=1

xi = 1

}
.

Svaki geometrijski n-simpleks je afino homeomorfan standardnom n-simpleksu.
Geometrijski simplicijalni kompleks gradimo ,,lepǉeǌem” simpleksa du� zaje-
dniqkih strana.
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1.1. Simplicijalni kompleksi

Definicija 1.3. Geometrijski simplicijalni kompleks K u prostoru Rn je ne-
prazna familija simpleksa u Rn koja zadovoǉava slede�a dva uslova:

1) Strana svakog simpleksa σ ∈ K je tako�e simpleks u K.

2) Za sve σ1, σ2 ∈ K va�i da je presek σ1 ∩ σ2 strana oba simpleksa σ1 i σ2.

Unija svih simpleksa iz K naziva se poliedar kompleksa i oznaqava sa |K|.

Sada bismo mogli definisati odgovaraju�e pojmove dimenzije, linka i sl. i
za geometrijske simplicijalne komplekse, ali nam nije namera da daǉe izla�emo
osnovne pojmove (videti [74, glava 1] za detaǉe), ve� da ukratko objasnimo
vezu izme�u apstraktnog i geometrijskog kompleksa, sa ciǉem da u nastavku
ne moramo naglaxavati razliku.

Geometrijski kompleks −→ apstraktni kompleks: svakom geometrijskom
simplicijalnom kompleksu K̃ odgovara apstraktni simplicijalni kompleks K,
na skupu temena koji se dobija kao unija temena svih simpleksa iz K̃, i sa
skupom apstraktnih simpleksa koji taqno odgovara skupu geometrijskih simp-
leksa. Tada ka�emo da je K̃ geometrijska realizacija apstraktnog kompleksa K,
a pojmovi poliedra |K̃| od K̃ i poliedra od K se poistove�uju.

Apstraktni kompleks −→ geometrijski kompleks: svakom apstraktnom sim-
plicijalnom kompleksu K se mo�e pridru�iti geometrijski kompleks, tj. geo-
metrijska realizacija K̃. Na primer, ako je K kompleks na n temena, mo�e mu se
pridru�iti slede�a realizacija u prostoru Rn−1. Neka je V skup temena stan-
dardnog simpleksa ∆n−1, dakle |V | = n, pa V mo�emo identifikovati sa skupom
temena od K. Na skupu V definixemo kompleks K̃ = {conv(σ) | σ ∈ K}. Jedno-
stavno se proverava da K̃ zaista jeste geometrijska realizacija kompleksa K.
Dakle, svaki apstraktni kompleks na n temena ima geometrijsku realizaciju u
prostoru Rn−1. Tako�e, poznato je i da se svaki n-dimenzionalni apstraktni
kompleks K mo�e realizovati u prostoru R2n+1 [74, teorema 1.6.1], dok postoji
kompleks dimenzije n koji se ne mo�e realizovati u prostoru R2n (Van-Kampen
Floresova teorema [74, 5.1.1]). Naravno, geometrijska realizacija apstraktnog
kompleksa nije jedinstvena, ali se pokazuje da su poliedri svake dve geometri-
jske realizacije me�usobno homeomorfni prostori.

Kako �e se u disertaciji najvixe ispitivati kombinatorne invarijante simp-
licijalnih kompleksa, tj. osobine koje ne zavise od geometrijske realizacije, mi
�emo najqex�e kompleks poistove�ivati sa poliedrom i pisati znak jednakosti
umesto oqekivanog znaka izomorfizma (∼=) ili homeomorfizma (≈). Na primer,
ako je poliedar kompleksa K homotopski ekvivalentan topoloxkom prostoru X,
pixemo K ' X , i sliqno. Specijalno, uvodimo slede�i pojam.

Definicija 1.4. Neka je X topoloxki prostor, a K simplicijalni kompleks.
Ako je prostor X homeomorfan poliedru kompleksa K, onda ka�emo da je K jedna
triangulacija prostora X.

Kao primer koji se pojavǉuje u tezi imamo jednu triangulaciju sfere Sn−1.
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Glava 1. Osnovni pojmovi i definicije

Primer 1.5. Krospolitop dimenzije n (n-dimenzionalni krospolitop) se defi-
nixe kao konveksni omotaq vektora ortonormirane baze i ǌima suprotnih:

conv{e1,−e1, . . . , en,−en}.

Drugim reqima, u pitaǌu je jediniqna kugla u `1-normi prostora Rn. Granica
n-dimenzionalnog krospolitopa ima strukturu simplicijalnog kompleksa i ozna-
qava se sa ♦n−1. Pokazuje se da je ovaj kompleks jedna veoma simetriqna triangu-
lacija sfere Sn−1 (slika 1).

Tako�e, prime�uje se da neki skup σ ⊂ {e1,−e1, . . . , en,−en} obrazuje simpleks
u kompleksu ♦n−1 ako i samo ako ne postoji i ∈ [n] tako da va�i ei,−ei ∈ σ.

Slika 1. Krospolitop dimenzije 3 i ǌegova granica ♦2.

Istra�ivaǌe triangulacija razliqitih prostora je va�an pravac u kombina-
tornoj topologiji. Posebno, postavǉa se pitaǌe minimalne triangulacije nekog
prostora (posebno mnogostrukosti), tj. triangulacije sa minimalnim brojem
temena (qitalac se upu�uje na pregledni rad [70]). U glavi 5 ove disertacije �e
od posebnog znaqaja biti minimalne triangulacije projektivnih ravni. Tako�e,
u istoj glavi �emo posmatrati uopxteǌe veoma va�ne klase auto-dualnih komp-
leksa, pa ovde navodimo osnovne definicije.

Definicija 1.6. [74, definicija 5.6.1] Neka je K ⊂ 2[n] simplicijalni kompleks.
Aleksanderov dual kompleksa K, u oznaci K̂, je simplicijalni kompleks na skupu
[n] koji se definixe kao skup svih komplemenata ne-simpleksa u K:

K̂ = {σ ∈ 2[n] | [n] \ σ /∈ K} ∪ {∅}.

Jednostavno se prime�uje da je K̂ zaista simplicijalni kompleks (prazan skup
se dodaje da bi to bilo ispuǌeno i u sluqaju kada [n] ∈ K).

Definicija 1.7. Za simplicijalni kompleks K ⊂ 2[n] ka�emo da je auto-dualan
ako je jednak svom Aleksanderovom dualu, tj. ako va�i K = K̂.

Poglavǉe 5.4 sadr�i detaǉno opisane interesantne primere auto-dualnih
kompleksa. Kao xto smo pomenuli u Uvodu, auto-dualni kompleksi imaju veoma
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1.1. Simplicijalni kompleksi

raznovrsne primene, a posebno se istiqe ǌihov znaqaj za konstrukcije prostora
sa relativno malim brojem temena koji se mogu realizovati samo u prostorima
relativno velike dimenzije (videti [74, glava 5] i [78]).

Na kraju ovog poglavǉa opiximo jox dva va�na pridru�ivaǌa izme�u simp-
licijalnih kompleksa i poseta. Podsetimo se, poset (parcijalno ure�en skup)
(P,≺) je proizvoǉan skup P sa relacijom poretka ≺. Potpuno ure�en podskup
poseta se naziva lanac, a du�ina lanca se definixe kao broj ǌegovih elemenata
umaǌen za 1. Du�ina poseta P , u oznaci `(P ), se definixe kao du�ina najdu�eg
lanca u P (du�ina praznog poseta je −1).

Svakom simplicijalnom kompleksu K pridru�ujemo poset strana (P,≺), koji
se definixe kao skup svih nepraznih simpleksa iz K, sa ure�eǌem zadatim
inkluzijom:

τ ≺ σ ako i samo ako je simpleks τ strana simpleksa σ.

Na primer, na slici 2 prikazan je simplicijalni kompleks K qiji je poset
strana P (K) dat Haseovim dijagramom na slici 3.

Slika 2. Kompleks K.

Slika 3. Haseov dijagram poseta P = P (K).

Sa druge strane, svakom posetu P mo�emo pridru�iti apstraktni simplici-
jalni kompleks tako xto svakom elementu iz P pridru�imo teme, a svakom lancu
iz P pridru�imo stranu kompleksa. Time dobijamo ure�ajni kompleks poseta P
(eng. order complex) koji oznaqavamo sa ∆(P ). Ure�ajni kompleksi poseta pred-
stavǉaju izuzetno va�ne kombinatorne objekte sa mnoxtvom primena. Prime�uje
se da va�i veza dimenzije ure�ajnog kompleksa i du�ine poseta: dim ∆(P ) = `(P ).
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Glava 1. Osnovni pojmovi i definicije

Na slici 4 prikazana je jedna geometrijska realizacija ure�ajnog kompleksa
poseta P sa slike 3. Prime�ujemo da je u pitaǌu baricentriqka podela komp-
leksa K sa slike 2. To �e va�iti i u opxtem sluqaju, tj. ako uoqimo simplici-
jalni kompleks K, pa ǌegov poset strana P (K), a zatim ure�ajni kompleks ovog
poseta, dobijamo kompleks izomorfan baricentriqkoj podeli K1 kompleksa K:

K −→ P (K) −→ ∆(P (K)) ∼= K1.

Zaista, temena baricentriqke podele K1 odgovaraju nepraznim simpleksima iz
K, dok simpleksi u K1 odgovaraju lancima simpleksa iz K ure�enih inkluzijom.

Slika 4. Ure�ajni kompleks ∆(P (K)).

1.2 Kompleksi uparivaǌa i nezavisnosti grafova

Neka je G = (V (G), E(G)) prost graf, tj. graf bez petǉi i vixestrukih ivica, sa
skupom temena V (G) i skupom ivica E(G). Ukoliko je jasno o kom grafu je req,
koristimo oznaku G = (V,E), a radi jednostavnosti graf qesto poistove�ujemo
sa ǌegovim skupom ivica. Ivicu koja sadr�i temena x i y oznaqavamo sa {x, y}.
Teme stepena 1 nazivamo list. Tako�e, za neke va�ne klase grafova koristimo
standardne oznake: Cn oznaqava ciklus koji sadr�i n temena (n-ciklus); Pn
oznaqava put koji sadr�i n temena (n-put); Kn oznaqava kompletan graf na n
temena; Km,n oznaqava kompletan bipartitan graf sa klasama od po m i n temena.
Za disjunktnu uniju grafova koristimo simbol t, a ako se u disjunktnoj uniji
pojavǉuje k kopija istog grafa G, onda pixemo G t · · · tG = kG. Na primer, nP1

oznaqava diskretan skup od n taqaka.

Definicija 1.8. Uparivaǌe na grafu G = (V,E) je proizvoǉan skup ivica grafa
G koje su me�usobno disjunktne po parovima.

Sada definixemo simplicijalni kompleks koji je jedan od glavnih predmeta
prouqavaǌa ove disertacije.

Definicija 1.9. Neka je G = (V (G), E(G)) prost graf. Kompleks uparivaǌa grafa
G, u oznaci M(G), je simplicijalni kompleks sa skupom temena E(G) qiji skup
simpleksa odgovara skupu svih uparivaǌa na grafu G.
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1.2. Kompleksi uparivaǌa i nezavisnosti grafova

Dakle, svako teme kompleksa M(G) jednoznaqno odgovara ivici grafa G, pa
�emo svuda u disertaciji imati uskla�ene oznake:

teme v kompleksa M(G) odgovara ivici v grafa G.

Sledstveno, ako je σ simpleks kompleksa M(G), onda σ oznaqava odgovaraju�e
uparivaǌe na grafu G. Tako�e, kada je req o kompleksima uparivaǌa, uvek se
pretpostavǉa da graf G ne sadr�i izolovana temena, petǉe i vixestruke ivice.
Naime, izolovana temena grafa G ne meǌaju kompleks M(G). Petǉa u istom
temenu ne bi mogla pripadati nijednom uparivaǌu, a vixestruka ivica bi samo
,,duplirala” neki potkompleks posmatranog kompleksa, pa je ova pretpostavka
prirodna. Radi ilustracije navodimo dva elementarna primera.

Primer 1.10. Ako je graf G = nP2 sastavǉen od n po parovima disjunktnih
ivica, onda sve ǌegove ivice qine jedno uparivaǌe. Tada kompleks M(G) ima n
temena koja obrazuju simpleks, tj. M(nP2) ∼= ∆n−1.

Primer 1.11. Neka je G = nP3, tj. graf je sastavǉen od n parova susednih ivica,
oznaqenih sa ei,−ei, i ∈ [n], kao na slici 5. Tada kompleks M(G) sadr�i 2n temena
e1,−e1, . . . , en,−en, pri qemu neki skup temena obrazuje simpleks ako i samo ako
ne sadr�i dva temena koja odgovaraju susednim ivicama, tj. ne sadr�i ei i −ei
za neko i ∈ [n]. Na osnovu primera 1.5 vidimo da je ovaj kompleks uparivaǌa
upravo zadat kao granica n-dimenzionalnog krospolitopa, tj. M(nP3) ∼= ∂♦n−1.

Slika 5. Kompleks uparivaǌa M(nP3).

Na osnovu kompleksa M(G) ne mo�emo jednoznaqno odrediti graf G. Na
primer, grafovi G1 = K1,3 i G2 = K3 imaju isti kompleks uparivaǌa koji se
sastoji od tri diskretne taqke: M(Gi) = 3P1, i = 1, 2.

Primetimo jedno jednostavno svojstvo indukovanog potkompleksa kompleksa
uparivaǌa, koje �e biti podrazumevano nadaǉe. Pre svega, znamo da je graf
H = (V (H), E(H)) podgraf grafa G = (V (G), E(G)) ako va�i V (H) ⊂ V (G) i E(H) ⊂
E(G). Dodatno, H je indukovan podgraf ako je skup ivica E(H) taqno restrikcija
skupa E(G) na V (H), tj. ako va�i E(H) = {e = {x, y} ∈ E(G) | x, y ∈ V (H)}.
Analogno, za potkompleks N kompleksa M ka�emo da je indukovan potkompleks
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Glava 1. Osnovni pojmovi i definicije

ako su simpleksi kompleksa N taqno svi oni simpleksi kompleksa M qija su
sva temena sadr�ana u N . Dokaz slede�eg stava direktno sledi iz definicija
pojmova.

Tvr�eǌe 1.12. Neka je M = M(G) kompleks uparivaǌa grafa G, a N indukovan pot-
kompleks kompleksa M na skupu temena V (N) = {v1, . . . , vn} ⊂ V (M). Ako uoqimo
podgraf H grafa G odre�en ivicama {v1, . . . , vn}, onda je H upravo kompleks upari-
vaǌa grafa K.

Napomenimo da podgraf H ne mora biti indukovan podgraf grafa G.

Jox jedno bitno svojstvo kompleksa uparivaǌa, koje ove komplekse svrstava
u veoma znaqajnu familiju kompleksa, daju slede�a definicija i stav.

Definicija 1.13. Neka je K ⊂ 2V simplicijalni kompleks. Pretpostavimo da
za svaki skup σ ⊂ V va�i implikacija:

ako za sve i, j ∈ σ va�i {i, j} ∈ K, onda va�i σ ∈ K.

Tada se K naziva fleg ili zastaviqast kompleks (eng. flag complex).

Tvr�eǌe 1.14. Svaki kompleks uparivaǌa je fleg kompleks.

Dokaz. Posmatrajmo proizvoǉan graf G i ǌegov kompleks uparivaǌa M(G). Neka
je σ = {v1, . . . , vn}, n ≥ 3, podskup skupa temena kompleksa M(G), takav da za sve
i, j ∈ [n], i 6= j, va�i {vi, vj} ∈ M(G). Dakle, kada posmatramo ivice {v1, . . . , vn}
grafa G, znamo da nikoje dve ivice vi i vj me�u ǌima nisu susedne. Stoga
je {v1, . . . , vn} jedno uparivaǌe grafa G, pa odgovaraju�i simpleks σ pripada
kompleksu M(G). Zakǉuqujemo da je M(G) fleg kompleks.

Sada �emo definisati ve�u familiju grafovskih kompleksa koja obuhvata
komplekse uparivaǌa. U tom ciǉu, ako je A ⊂ V neki skup temena grafa G = (V,E)
takav da nikoja dva temena u A nisu susedna, onda ka�emo da je A nezavisan skup.

Definicija 1.15. Neka je G = (V,E) prost graf. Kompleks nezavisnosti grafa
G, u oznaci Ind(G), je simplicijalni kompleks na skupu temena V , qiji su simp-
leksi zadati nezavisnim skupovima temena grafa G.

Definicija 1.16. Svakom grafu G mo�emo pridru�iti ǌegov linijski graf L(G),
qija temena odgovaraju ivicama E(G) grafa G, dok su dva temena linijskog grafa
povezana ivicom ako i samo ako su odgovaraju�e ivice grafa G susedne.

Prime�ujemo da je kompleks uparivaǌa proizvoǉnog grafa G jednak komp-
leksu nezavisnosti linijskog grafa L(G) (slika 6), tj. va�i:

M(G) = Ind(L(G)). (1.2.1)

Poznato je da je proizvoǉan graf Γ linijski graf nekog grafa ako i samo
ako Γ ne sadr�i nijedan od 9 zabraǌenih podgrafova kao indukovani podgraf
(videti [98, teorema 7.1.18]).
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Slika 6. Primer konstrukcije M(G) = Ind(L(G)).

Interesantno je da se veoma jednostavno mo�e pokazati da va�i:

za svaki konaqan simplicijalni kompleks K
postoji kompleks nezavisnosti Ind(G) koji je homeomorfan sa K.

Naime, neka je G graf zadat na skupu svih nepraznih simpleksa iz K, takav
da su temena σ i τ povezana ivicom ako i samo ako za odgovaraju�e simplekse
va�i σ 6⊂ τ i τ 6⊂ σ (ovaj graf je zapravo komplement grafa pripadnosti komp-
leksa K, eng. complement of comparability graph [31, glava 9]). Tada se prime�uje
da je kompleks Ind(G) izomorfan baricentriqkoj podeli K1 kompleksa K, pa je
K ≈ Ind(G). Za nas je interesantno to xto svaku triangulisanu mnogostrukost
mo�emo triangulisati do baricentriqke podele tako da dobijemo kompleks neza-
visnosti. U glavi 2 ove disertacije razmatramo da li svaku mnogostrukost
mo�emo videti i kao kompleks uparivaǌa. Ispostavǉa se da je odgovor u ve�ini
sluqajeva odriqan, tj. kompleksi uparivaǌa qine dosta maǌu familiju, xto je
i oqekivano s obzirom na vezu (1.2.1).

Kompleksi nezavisnosti i uparivaǌa su znaqajni objekti koji su dosta izuqa-
vani, o qemu govore mnogobrojne reference i rezultati koje smo naveli u Uvodu.
Ova disertacija je velikim delom upu�ena na komplekse uparivaǌa, pa ovde
kratko ponavǉamo da xto se ovih kompleksa tiqe, najznaqajniji rezultati se
odnose na komplekse uparivaǌa grafova Kn, Km,n, xuma, puteva, ciklusa, kao i
nekih sluqajeva rexetki (grid graphs). Lepa pregledna izlagaǌa daju rad [97] i
kǌiga [58].

U glavi 3 �emo se baviti ispitivaǌem kompleksa uparivaǌa nekih vrsta
drveta, pa �emo kao polaznu taqku koristiti teoremu iz rada [73], koja ka�e
da ako je G xuma, onda je kompleks uparivaǌa M(G) ili kontraktibilan ili
homotopski ekvivalentan buketu sfera. Xto se tiqe sfera u ovom buketu, ne
postoji formula koja odre�uje ǌihove dimenzije u opxtem sluqaju. Izuzetak su
neke specifiqne klase drveta, kao xto su putevi.
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Glava 1. Osnovni pojmovi i definicije

Primer 1.17. (Kompleks uparivaǌa puta Pn)
Direktno se proverava da za male vrednosti n imamo slede�e komplekse

uparivaǌa M(Pn): M(P2) = P1 = ∗, M(P3) = 2P1 = S0, M(P4) = P2 t P1 ' S0,
M(P5) = P4 ' ∗, M(P6) ' S1, M(P7) ' S1. Generalno, Kozlov [64, stav 4.6] je
pokazao da M(Pn) ima slede�i homotopski tip:

M(Pn) '
{
Sd

n−4
3
e, n ≡ 0, 1 (mod 3),

∗, n ≡ 2 (mod 3).

Istom tehnikom kao za puteve, Kozlov je pokazao da slede�i rezultat va�i
za cikluse.

Primer 1.18. (Kompleks uparivaǌa ciklusa Cn)
Za male n kompleksi M(Cn) se odre�uju direktno: M(C3) = 3P1 = S0 ∨ S0,

M(C4) = 2P2 ' S0, M(C5) = C5 ≈ S1, M(C6) ' S1 ∨ S1, M(C7) ' S1. Na primer,
kompleks M(C6) mo�emo videti posmatraju�i C6 kao podgraf grafa G prikazanog
na slici 6 koji ne sadr�i ivicu c. Samim tim, na istoj slici kompleks M(C6)
uoqavamo kao potkompleks kompleksa M(G) koji se dobija izbacivaǌem temena c
i simpleksa koji ga sadr�e, za koji prime�ujemo da je homotopski ekvivalentan
buketu dve kru�nice.

U opxtem sluqaju, Kozlov [64, stav 5.2] je pokazao da va�i:

M(Cn) '

{
Sd

n−4
3
e, n ≡ 1, 2 (mod 3),

Sd
n−4
3
e ∨ Sdn−4

3
e, n ≡ 0 (mod 3).

1.3 Konstrukcija spoja prostora

Na samom poqetku definixemo spoj proizvoǉnih topoloxkih prostora, ali �emo
nexto kasnije dati definiciju prilago�enu simplicijalnim kompleksima, na
koju �emo se pozivati u disertaciji. Poglavǉe je bazirano na standardnoj lite-
raturi [45] i [74].

Definicija 1.19. (Topoloxki spoj) Neka su X i Y topoloxki prostori. Spoj
X ∗Y se definixe kao koliqniqki prostor proizvoda X×Y ×[0, 1], koji je poseqen
po relaciji ekvivalencije ∼ zadatom identifikacijama:

(x, y, 0) ∼ (x′, y, 0) i (x, y, 1) ∼ (x, y′, 1), za sve x, x′ ∈ X i sve y, y′ ∈ Y.

Na primer, za X = Y = [0, 1], spoj X ∗Y dobijamo tako xto u kocki X×Y × [0, 1]
dve suprotne strane skupimo du� datih identifikacija (slika 7). Prime�ujemo
da X ∗Y mo�emo videti kao tetraedar, tj. kao skup svih segmenata koji povezuju
taqke du�i X sa taqkama du�i Y .

18



1.3. Konstrukcija spoja prostora

Slika 7. Spoj dva segmenta.

Generalno, spoj X ∗ Y ,,na krajevima” sadr�i kopije prostora X i Y , i mo�e se
videti kao skup svih segmenata koji povezuju taqke iz X sa taqkama iz Y [74,
stav 4.2.4]. Na taj naqin se svaka taqka (tj. klasa) [(x, y, t)] ∈ X ∗Y , t ∈ [0, 1], mo�e
napisati u obliku formalne linearne kombinacije

tx⊕ (1− t)y, x ∈ X, y ∈ Y, t ∈ [0, 1],

pri qemu podrazumevamo identifikacije 0x ⊕ 1y = y i 1x ⊕ 0y = x (taqno tako
dobijamo kopije X i Y ,,na krajevima”). Analogno se spoj n prostora X1 ∗ · · · ∗Xn

(n ≥ 2) mo�e videti kao skup formalnih suma:

t1x1 ⊕ · · · ⊕ tnxn =
n∑
i=1

tixi, gde je xi ∈ Xi, ti ∈ [0, 1] i t1 + · · ·+ tn = 1,

pri qemu se izostavǉaju svi qlanovi oblika 0xi.

U sluqaju kada su prostori X i Y simplicijalni kompleksi, na spoju se
uoqava prirodna struktura simplicijalnog kompleksa. Zapravo, qesto se prvo
definixe spoj apstraktnih simplicijalnih kompleksa, da bi se zatim pokazalo
da se ova konstrukcija podudara sa topoloxkim spojem poliedara posmatranih
kompleksa (videti [74]). U svakom sluqaju, za primene u ovoj disertaciji je
va�no da spoj simplicijalnih kompleksa ima slede�i kombinatorni oblik, pa
to izdvajamo u definiciju na koju �emo se kasnije pozivati.

Definicija 1.20. (Spoj simplicijalnih kompleksa) Neka su K i L apstraktni
simplicijalni kompleksi. Spoj K ∗L je simplicijalni kompleks na skupu temena
V (K) t V (L), definisan na slede�i naqin

K ∗ L = {τ t σ | τ ∈ K i σ ∈ L}.

Napomenimo da iako K i L ne moraju biti disjunktni, oni se u definiciji
posmatraju kao takvi. Formalno, temenima kompleksa K mo�emo pridru�iti
drugu koordinatu 1, a temenima iz L drugu koordinatu 2, pa za sve σ ∈ K i
τ ∈ L, pod unijom σ ∪ τ zapravo podrazumevamo skup (σ × {1}) ∪ (τ × {2}).

Analogno se definixe spoj n simplicijalnih kompleksa K1, . . . , Kn:

K1 ∗ · · · ∗Kn = {σ1 t · · · t σn | σi ∈ Ki za sve i ∈ [n]}.

Ukoliko je u pitaǌu spoj n kopija istog prostora K, pixemo K∗n.
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Konstrukcija spoja ima razna lepa svojstva: poxtuje klase homeomorfizma
odnosno izomorfizma kompleksa, asocijativan je, a za polidere simplicijalnih
kompleksa va�i |K ∗L| ≈ |K| ∗ |L|. Navedimo nekoliko primera radi ilustracije.

� Spoj dve taqke je du�, spoj tri taqke je trougao; generalno, spoj n taqaka
je simpleks dimenzije n− 1, tj. P ∗n1

∼= ∆n−1.

� Spoj k-simpleksa i `-simpleksa je (k + `+ 1)-dimenzionalni simpleks.

� Spoj n kopija S0 se mo�e videti kao omotaq krospolitopa dimenzije n.
Naime, i-tu kopiju S0 mo�emo videti kao diskretan skup od dve taqke +i
i −i. Prime�ujemo da u spoju (S0)∗n skup temena formira simpleks ako i
samo ako se u ǌemu ni za jedno i ne pojavǉuju oba temena +i i −i. Kao
xto smo videli u primeru 1.5, to je upravo kompleks ♦n−1 ∼= Sn−1. Dakle,
(S0)∗n ∼= Sn−1.

� Konus CX i suspenzija SX prostora X se najqex�e definixu kao koliqniqki
prostori:

CX = (X × [0, 1])
/

(X × {1}) , SX = (X × [0, 1])

/
(x,0)∼(x′,0),(x,1)∼(x′,1)

∀x,x′∈X

,

ali se lakxe mogu videti pomo�u spoja: CX ≈ X ∗ {∗}, dok SX ≈ S0 ∗X.

U disertaciji �e znaqajnu ulogu imati osobine spoja sfera i diskova, pa
�emo ih sumirati u slede�a dva tvr�eǌa, od kojih se prvo tiqe topoloxkih, a
drugo homotopskih osobina.

Tvr�eǌe 1.21. Za spoj sfera i diskova va�e slede�e topoloxke ekvivalencije:

� Sm ∗ Sn ≈ Sm+n+1,

� Sm ∗Dn ≈ Dm+n+1,

� Dm ∗Dn ≈ Dm+n+1,

za sve m,n ∈ N0. Dodatno, ako prostori sa leve strane imaju strukture komp-
leksa, onda i ǌihov spoj ima strukturu kompleksa koja je data spojem.

Na osnovu prve relacije prethodnog stava induktivno sledi:

Sa1 ∗ Sa2 ∗ · · · ∗ Sak ≈ Sa1+···+ak+k−1, za sve k ≥ 2 i a1, . . . , ak ∈ N0.

Poznato je da se spoj lepo sla�e sa homotopskom ekvivalencijom, tj. va�i
implikacija: X ' X ′, Y ' Y ′ =⇒ X ∗ Y ' X ′ ∗ Y ′. Tako�e, pri nekim ele-
mentarnim uslovima, spoj je distributivan u odnosu na buket (pri homotopskoj
ekvivalenciji). Ovde navodimo odgovaraju�e tvr�eǌe za sfere.
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Tvr�eǌe 1.22. Neka su date sfere Sai, i = 1, . . . , k i Sbj , j = 1, . . . , ` (ai, bj ≥ 0, ∀i, j).
Tada va�i:

(Sa1 ∨ · · · ∨ Sak) ∗ (Sb1 ∨ · · · ∨ Sb`) '
∨

i=1,...,k
j=1,...,`

Sai+bj+1.

Specijalno, za suspenziju buketa sfera va�i:

S(Sa1 ∨ · · · ∨ Sak) '
∨

i=1,...,k

Sai+1.

Homotopska svojstva spoja su detaǉno opisana u literaturi [25] i [99].

1.4 Prostori sa dejstvom grupa i
ekvivarijantna preslikavaǌa

Osnovni pojam ekvivarijantne topologije je prostor sa dejstvom grupe. Neka je
X topoloxki prostor, a G topoloxka grupa. Po definiciji, levo dejstvo grupe
G na prostoru X je neprekidno preslikavaǌe ϕ : G × X → X koje zadovoǉava
uslove:

1) ϕ(e, x) = x, za svako x ∈ X (e je neutral grupe G),

2) ϕ(g1, ϕ(g2, x)) = ϕ(g1g2, x), za sve g1, g2 ∈ G, i sve x ∈ X.

Restrikcije ϕg = ϕ(g,−) : X → X su homeomorfizmi, pa se prethodni uslovi
kra�e zapisuju kao ϕe = 1X i ϕg1 ◦ ϕg2 = ϕg1g2. Par (X,ϕ) (ili sam prostor X) se
naziva (levi) G-prostor, a dejstvo elementa g ∈ G na x ∈ X se kra�e oznaqava
sa ϕg(x) ili g · x. Po analogiji sa teorijom grupa, i kod topoloxkog dejstva
mo�emo posmatrati prostor orbita X/G i prirodnu projekciju π : X → X/G. Sva
dejstva u ovoj tezi su dejstva konaqnih (diskretnih) grupa, pa �emo u nastavku
podrazumevati da je grupa G konaqna.

Potpuno analogno se definixe i desno dejstvo grupe G na X, kao neprekidno
preslikavaǌe X×G→ X, (x, g) 7→ x·g, koje zadovoǉava uslove (x·g1)·g2 = x·(g1g2) i
x ·e = x. Ako je (g, x) 7→ g ·x levo dejstvo, onda je sa (x, g) 7→ g−1 ·x definisano jedno
desno dejstvo. Ukoliko nije drugaqije naglaxeno, podrazumeva se da govorimo
o levom dejstvu, a nazivamo ga samo dejstvo.

Ako je X simplicijalni (�elijski) kompleks, i ako su svi homeomorfizmi
ϕg simplicijalna (odnosno �elijska) preslikavaǌa, onda X nazivamo simplici-
jalnim (�elijskim) G-kompleksom. Za naxu primenu su posebno va�na takozvana
slobodna dejstva. To su dejstva kod kojih za svaki element g ∈ G razliqit od
neutrala va�i da homeomorfizam ϕg nema fiksnih taqaka.

U klasi G-prostora znaqajna su preslikavaǌa koja poxtuju dejstvo grupe G.
Naime, ako (X,ϕ) i (Y, ψ) dva G-prostora, za neprekidno preslikavaǌe f : X → Y
ka�emo da je G-ekvivarijantno ako za svako g ∈ G va�i f ◦ ϕg = ψg ◦ f , tj. za sve
x ∈ X va�i f(g · x) = g · f(x). Ukoliko postoji ekvivarijantno preslikavaǌe iz
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prostora X u prostor Y , onda koristimo oznaku X G−→ Y . Mo�emo re�i da ekvi-
varijantna topologija prouqava prostore sa dejstvom grupe i ekvivarijantna
preslikavaǌa me�u ǌima.

Sada �emo napraviti kratak pregled nekih primera dejstva grupa, sa nagla-
skom na dejstva koja �emo koristiti u ovoj disertaciji.

� Verovatno najpoznatiji primer dejstva grupe je antipodalno dejstvo grupe
Z2 = {0, 1} na sferi Sn: neutral 0 dejstvuje kao identiqko preslikavaǌe,
dok 1 dejstvuje kao antipodalno preslikavaǌe ϕ1 : x 7→ −x. Ovo je i primer
slobodnog dejstva jer antipodalno preslikavaǌe na sferi nema fiksnih
taqaka. Koriste�i ovo dejstvo mo�emo formulisati ekvivalent Borsuk-
-Ulamove teoreme u terminima ekvivarijantne topologije. Ova poznata
teorema tvrdi da za svako neprekidno preslikavaǌe f : Sn → Rn postoji
taqka x0 ∈ Sn takva da va�i f(x0) = f(−x0). Jednostavno se pokazuje da je
ova teorema ekvivalentna tvr�eǌu da ne postoji preslikavaǌe h : Sn → Sn−1

koje je antipodalno, tj. preslikavaǌe koje zadovoǉava h(−x) = −h(x), za sve
x ∈ Sn [74, teorema 2.1.1]. Drugim reqima, Borsuk-Ulamova teorema tvrdi:

ne postoji Z2-ekvivarijantno preslikavaǌe iz sfere Sn u sferu Sn−1.

Primer Borsuk-Ulamove teoreme ilustruje kako je mogu�e rezultate iz
diskretne geometrije ili topoloxke kombinatorike formulisati u termi-
nima ekvivarijantne topologije.

� Osim grupe Z2, va�na su dejstva i ostalih cikliqnih grupa. Svako dejstvo
grupe Zn je odre�eno dejstvom jedinice, tj. homeomorfizmom ϕ1, jer za sve
k va�i ϕk = ϕ1 ◦ · · · ◦ ϕ1. Specijalno, za prost broj p va�i da je dejstvo
grupe Zp slobodno ako i samo ako je dejstvo generatora ϕ1 slobodno [74,
tvr�eǌe 6.1.3]. Elementaran primer slobodnog dejstva grupe Zn je dejstvo
na kru�nici S1, gde generator dejstvuje kao rotacija za ugao 2π

n
.

� Svaka grupa dejstvuje na ǌoj samoj pomo�u mno�eǌa, pri qemu kada grupu
G posmatramo kao prostor, podrazumevamo da je to diskretan skup od |G|
taqaka. Dejstvo definixemo na slede�i naqin: za g, h ∈ G, dejstvo elementa
g na elementu h je ϕg(h) := gh.

� Ako su X1, . . . , Xn proizvoǉni G-prostori (n ∈ N), na prirodan naqin mo�emo
definisati dejstvo grupe G na ǌihovom proizvodu i spoju, tako xto na
svakoj komponenti uoqimo odgovaraju�e dejstvo. Preciznije, za (x1, . . . , xn) ∈
X1 × · · · ×Xn i g ∈ G definixemo:

g · (x1, . . . , xn) := (g · x1, . . . , g · xn),

dok za
n∑
i=1

tixi ∈ X1 ∗ · · · ∗Xn (
∑n

i=1 ti = 1, xi ∈ Xi i ti ≥ 0 za sve i) imamo:

g ·

(
n∑
i=1

tixi

)
:=

n∑
i=1

ti(g · xi).
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� Za proizvoǉan topoloxki prostor X mo�emo definisati dejstvo sime-
triqne grupe Σn na n-tostrukom proizvodu Xn, kao i na n-spoju X∗n. Naime,
za proizvoǉnu permutaciju π ∈ Σn i (x1, . . . , xn) ∈ Xn definixemo

ϕπ(x1, . . . , xn) := (xπ(1), . . . , xπ(n)),

a za proizvoǉan element spoja
n∑
i=1

tixi ∈ X∗n:

ϕπ

(
n∑
i=1

tixi

)
:=

n∑
i=1

tπ(i)xπ(i).

Oqigledno, ni jedno ni drugo dejstvo grupe Σn nije slobodno. Qesto je
korisno posmatrati nasle�ena dejstva, dobijena smaǌivaǌem prostora ili
grupe, koja su slobodna. U sluqaju proizvoda, mo�emo posmatrati potpros-
tor svih n-torki iz Xn sa svim razliqitim koordinatama:

F (X,n) := {(x1, x2, . . . , xn) ∈ Xn | xi 6= xj za sve i 6= j}.

Ovaj prostor se naziva konfiguracioni prostor n-torki taqaka. Odgovara-
ju�e dejstvo grupe Σn na F (X,n) jeste slobodno, jer smo taqno izbacili sve
n-torke za koje postoji netrivijalna permutacija koja ih ostavǉa fiksnim.

Tako�e, qesto se koristi dejstvo cikliqne podgrupe Zn < Σn generisane
permutacijom π(1, 2, . . . , n) = (2, 3, . . . , n, 1). Dakle, generator grupe Zn dejstvu-
je na Xn na slede�i naqin:

ϕπ(x1, x2, . . . , xn) := (x2, x3, . . . , xn, x1).

Posmatrajmo sluqaj kada je n = p prost broj. Dejstvo grupe Zp na proizvodu
Xp nije slobodno, ali postaje slobodno kada iz Xp izbacimo dijagonalu:

∆ = {(x1, . . . , xp) ∈ Xp | x1 = · · · = xp}.

Naime, ve� smo pomenuli da je dejstvo grupe Zp slobodno ako i samo ako
generator dejstvuje slobodno, xto se jednostavno proverava. Dakle,

za prost broj p, Xp \∆ je slobodan Zp-prostor. (1.4.1)

Ovo dejstvo �e imati veoma znaqajnu ulogu u teoremama vezanim za Knaste-
rov problem u glavi 6.

Veoma sliqnu konstrukciju imamo i za p-spoj X∗p u sluqaju kada je p prost
broj. Kao i kod proizvoda, posmatramo dejstvo podgrupe Zp < Σp generisane
permutacijom ϕπ(x1, x2, . . . , xn) := (x2, x3, . . . , xn, x1), koja cikliqno pomera
koordinate spoja. Ovo dejstvo nije slobodno, pa posmatramo potprostor
spoja X∗p koji se naziva umaǌeni p-spoj:

X∗p∆ = X∗p \
{

1

n
x⊕ 1

n
x⊕ · · · ⊕ 1

n
x | x ∈ X

}
. (1.4.2)
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Sada se jednostavno pokazuje da na umaǌenom spoju X∗p∆ grupa Zp dejstvuje
slobodno. Napomenimo da se pored ovog umaǌenog spoja, u sluqaju kada je
X simplicijalni kompleks, definixe jox nekoliko vrsta umaǌenog spoja,
koje omogu�avaju slobodno dejstvo i nekih drugih grupa (videti [74, def.
6.3.1]). Ova konstrukcija se pokazala izuzetno korisnom u topoloxkoj
kombinatorici.

1.5 ,,Konfiguracioni prostor - test preslikavaǌe”
metod

Glavna ideja metoda ,,konfiguracioni prostor - test preslikavaǌe” je sadr�ana
u slede�em pitaǌu:

Kako transformisati problem iz diskretne geometrije ili kombinatorike
u problem ekvivarijantne topologije?

Izlo�imo ukratko osnovne korake, a detaǉna analiza se mo�e na�i u radovima
�ivaǉevi�a [104] i [107].

Pretpostavimo da �elimo da doka�emo da postoji neka konfiguracija taqaka
u prostoru, graf, ili skup temena grafa, koji zadovoǉava odre�eno svojstvo.
�eǉenu konfiguraciju nazivamo rexeǌem posmatranog problema. Da bismo
dokazali da rexeǌe postoji, postupamo na slede�i naqin.

� Konstruixemo topoloxki prostor X qiji elementi na neki naqin oznaqa-
vaju sve mogu�e kandidate za rexeǌe. Prostor X se naziva konfiguracioni
prostor.

� Konstruixemo neprekidno preslikavaǌe f : X → Y u neki pa�ǉivo odabra-
ni prostor Y , koje treba da proverava da li je element x ∈ X rexeǌe ili
nije. To se posti�e tako xto uoqimo potprostor Z ⊂ Y za koji va�i: x je
rexeǌe naxeg problema ako i samo ako va�i f(x) ∈ Z. Kodomen Y se naziva
test prostor, a f test preslikavaǌe.

� Ukoliko pretpostavimo da nax problem nema rexeǌe, zakǉuqujemo da mo�e-
mo smaǌiti kodomen, tj. da mo�emo posmatrati restrikciju f : X → Y \ Z.

� Va�no je od poqetka birati prostore X i Y tako da oni dopuxtaju dejstvo
neke grupe G, a preslikavaǌe f tako da ono bude G-ekvivarijantno, qime
dobijamo f : X

G−→ Y , a nakon toga f : X
G−→ Y \ Z.

� Sada je konfiguracija spremna i ciǉ je metodima ekvivarijantne topolo-
gije pokazati da ne postoji ekvivarijantno preslikavaǌe f : X

G−→ Y \ Z.
Dobijena kontradikcija ukazuje na to da f mora uzimati neku vrednost i u
Z, qime je dokazano da postoji rexeǌe posmatranog problema.

Postoji vixe tehnika razliqite slo�enosti kojima se pokazuje da neko ekvi-
varijantno preslikavaǌe ne postoji: nekoliko teorija indeksa, ekvivarijantna
teorija opstrukcija, spektralni nizovi itd. U narednom proglavǉu �emo opisa-
ti dve teorije indeksa.
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1.6 Ekvivarijantni indeksi G-prostora

Generalno govore�i, osnovna ideja svake ekvivarijantne teorije indeksa je pri-
dru�ivaǌe invarijante indeks(X) svakom G-prostoru X, koja zadovoǉava tako-
zvano svojstvo monotonosti u odnosu na neku relaciju poretka ≺, oblika:

za sve G-prostore X i Y va�i: X G−→ Y =⇒ indeks(X) ≺ indeks(Y ), ili

za sve G-prostore X i Y va�i: X G−→ Y =⇒ indeks(Y ) ≺ indeks(X).

Daǉe se razvijaju tehnike za raqunaǌe ove invarijante, koje omogu�uju da se
nezavisnim raqunaǌem indeksa prostora X i Y utvrdi da ekvivarijantno pre-
slikavaǌe iz X u Y ne postoji.

Osnovni ekvivarijantni indeks je numeriqki indeks, pa �emo najpre ukratko
opisati ovaj pojam. Zatim �emo nexto vixe pa�ǌe posvetiti dosta zahtevnijem
kohomoloxkom indeksu, koji se koristi u rezultatima disertacije u glavi 6.

Definiximo numeriqki indeks prostora za konaqnu grupu G. Za svako n ∈ N
uoqimo prostor EnG koji je konaqan simplicijalni G-kompleks dimenzije n, sa
slobodnim dejstvom grupe G, i koji je (n−1)-povezan [74, def. 6.2.1]. Pokazuje se
da je jedan primer takvog prostora spoj G∗(n+1), posmatran kao spoj diskretnih
prostora od |G| taqaka, sa dejstvom grupe G na spoju. Numeriqki indeks se defi-
nixe u odnosu na izabrani EnG prostor, ali se pokazuje da definicija ne zavisi
od izbora ovog prostora.

Definicija 1.23. [74, def. 6.2.3] Neka je X proizvoǉan G-prostor. Numeriqki
indeks prostora X se definixe kao

indG(X) = min{n ∈ N | X G−→ EnG}.

Veoma lep pregled numeriqkog indeksa dat je u kǌizi [74] (glava 6.2). Osno-
vno svojstvo je monotonost: za svaka dva G-prostora X i Y va�i implikacija

X
G−→ Y =⇒ indG(X) ≤ indG Y. (1.6.1)

Sasvim neformalno govore�i, veliki numeriqki indeks prostora onemogu�ava
postojaǌe odre�enih ekvivarijantnih preslikavaǌa iz tog prostora, dok prosto-
ri sa malim indeksom ne mogu biti kodomeni odre�enih ekvivarijantnih pre-
slikavaǌa. Jedna od osnovnih teorema ekvivarijantne topologije je takozvana
Doldova teorema, koja se mo�e dokazati pomo�u numeriqkog indeksa. Primene
ove teoreme su veoma raznovrsne i interesantne, i dale su mnogo znaqajnih
rezultata.

Teorema 1.24. (Dold [28], [74, teorema 6.2.6]) Neka je G konaqna netrivijalna
grupa, X jedan n-povezan G-prostor, a Y �elijski/simplicijalni G-kompleks
dimenzije najvixe n, na kome grupa G dejstvuje slobodno. Tada ne postoji G-ekvi-
varijantno preslikavaǌe iz prostora X u prostor Y.

U glavi 6 ove disertacije bi�e predstavǉeno uopxteǌe Doldove teoreme koje
koristi kohomoloxki indeks.
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1.6.1 Kohomoloxki Fadel-Huseinijev indeks

Kohomoloxki indeks prostora su definisali E. Fadel i S. Huseini [34] u vezi
sa teorijem kritiqnih taqaka. U najopxtijem obliku, ovaj pojam je definisan
za kompaktne Lijeve grupe G, parakompaktne parove G-prostora (X,A) i multi-
plikativne kohomoloxke teorije. Me�utim, ovde �emo se ograniqiti na konaqne
grupe i singularnu kohomologiju, uz daǉe reference.

Neka je G konaqna grupa. Da bismo definisali kohomoloxki indeks, potrebno
nam je univerzalno G-raslojeǌe G → EG → BG [88, poglavǉe I.8]. Prostor EG
je kontraktibilan slobodan G-kompleks. Konstruixe se kao direktni limes
spojeva G∗n (koje koristimo za definiciju 1.23 numeriqkog indeksa):

EG = colimn≥1G
∗n = G ∗G ∗G ∗ · · · .

Elementi prostora EG su formalne sume oblika∑
i≥1

tigi, gde za sve i va�i ti ∈ [0, 1], gi ∈ G,
∑
i≥1

ti = 1 i skup {i | ti 6= 0} je konaqan.

Iako smo rekli da se najqex�e podrazumeva da je dejstvo levo, u ovoj konstruk-
ciji se standardno uzima desno dejstvo grupe G na prostoru EG (videti [15]).
Ono se dobija tako xto proizvoǉan element g ∈ G dejstvuje mno�eǌem sa desne
strane: (∑

i≥1

tigi

)
· g :=

∑
i≥1

ti(gig).

Prostor orbita BG := EG/G se naziva klasifikacioni prostor grupe G. Poxto je
posmatrano dejstvo slobodno, svaka orbita je oblika grupe G, pa tako dobijamo
G-raslojeǌe G→ EG→ BG (detaǉna teorija G-raslojeǌa se mo�e na�i u [88]).
Na primer, za G = Z2, imamo EZ2 = colimn≥1(Z2)∗n = colimn≥1 (S0)∗n = colimn≥1 S

n−1 =
S∞, dok je BZ2 = RP∞.

Posmatrajmo sada proizvoǉan (levi) G-prostor X i neki komutativan prsten
sa jedinicom K. Konstantno preslikavaǌe c : X → ∗ je G-ekvivarijantno na
trivijalan naqin. Uoqimo proizvod ovih prostora sa EG i projekciju EG×X →
EG. Na prostoru EG ×X posmatramo takozvano dijagonalno dejstvo ϕ grupe G,
odre�eno kao proizvod dejstava na EG i X:

za g ∈ G i (a, x) ∈ EG×X definixemo ϕg(a, x) := (a · g, g · x).

Tada je posmatrana projekcija EG ×X → EG jedna G-ekvivarijantna funkcija,
pa je dobro definisano preslikavaǌe orbita p : (EG × X)/G → EG/G = BG.
Standardna oznaka za prvi prostor je XG := (EG × X)/G. Pokazuje se da je p
raslojeǌe sa fibrom X:

X → XG → BG.

Ova konstrukcija se najqex�e naziva Borelova konstrukcija [88, glava III] ili
Borelova fibracija. Raslojeǌe p indukuje homomorfizam u kohomologiji:

p∗ : H∗(BG;K)→ H∗(XG;K).
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1.6. Ekvivarijantni indeksi G-prostora

Pomo�u homomorfizma p∗ definixemo kohomoloxki indeks prostora X.

Definicija 1.25. Fadel-Huseinijev kohomoloxki indeks G-prostora X, sa koefi-
cijentima u K, se definixe kao jezgro ideal

IndG(X;K) := ker(p∗ : H∗(BG;K)→ H∗(XG;K)).

Najqex�e se oznaka prstena podrazumeva u kontekstu i pixe se samo IndG(X).

Napomena 1.26. U sluqaju kada je X slobodan G-prostor, mo�e se pokazati da
druga projekcija EG × X → X (koja je G-ekvivarijantna) u prostoru orbita
indukuje raslojeǌe EG → XG → X/G. S obzirom na kontraktibilnost sloja
EG, izme�u XG i X/G postoji slaba homotopska ekvivalencija koja je u sluqaju
�elijskih kompleksa i prava homotopska ekvivalencija. Dakle, za slobodno dej-
stvo G na X, mo�emo pisati IndG(X;K) = ker(p∗ : H∗(BG;K) → H∗(X/G;K)) [34,
napomena 3.15].

Osnovno svojstvo kohomoloxkog indeksa, koje daje neophodan uslov za posto-
jaǌe G-ekvivarijantnih preslikavaǌa, dato je slede�om teoremom.

Teorema 1.27. (Monotonost kohomoloxkog indeksa, [34]) Neka su X i Y prostori
sa dejstvom grupe G. Ako X G−→ Y , onda va�i IndG(X) ⊃ IndG(Y ).

Za daǉe izuqavaǌe kohomoloxkog indeksa mogu se koristiti radovi [34] i
[105]. Kohomoloxki indeks daje precizniju klasifikaciju G-prostora od nu-
meriqkog i pokazuje se kao veoma koristan alat. Samim tim, va�no je znati
kohomologije klasifikacionih prostora grupa. Specijalno, veoma qesto se po-
javǉuje kohomologija H∗(BZp;Zp) za prost broj p.

Teorema 1.28. [88, teorema III.2.5]

� Ako je p 6= 2 prost broj, onda va�i H∗(BZp;Zp) ∼= Zp[t]⊗Zp Λ[s], gde je deg t = 2,
deg s = 1, a Λ je spoǉna algebra nad Zp (s2 = 0). Dakle, grupa H2i je generisana
sa ti, dok je H2i+1 generisana sa tis.

� Za p = 2, H∗(BZ2;Z2) ∼= Z2[t], gde je deg t = 1.

Primera radi, ilustrujmo kako jednostavnom primenom kohomoloxkog indeksa
mo�emo dokazati znaqajnu Borsuk-Ulamovu teoremu. Naime, poznato je da je
indeks sfere (sa odgovaraju�im koeficijentima) oblika ideala IndZ2(S

n;Z2) =
〈tn+1〉 ⊂ Z2[t]. Na osnovu svojstva ideala 〈tn〉 6⊂ 〈tn+1〉 i monotonosti indeksa za-
kǉuqujemo da va�i Sn

Z29 Sn−1, xto je upravo Borsuk-Ulamova teorema.
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Glava 2

Klasifikacija homoloxkih
mnogostrukosti koje su kompleksi
uparivaǌa

U ovoj glavi �emo predstaviti klasifikaciju svih homoloxkih mnogostrukosti,
bez granice i sa granicom, koje su kompleksi uparivaǌa grafova. Preciznije,
da�emo kompletan odgovor na prirodno pitaǌe:

Za koje grafove G je kompleks M(G) homoloxka mnogostrukost?

Cela glava se zasniva na originalnom radu [11], pri qemu je sadr�aj organizovan
na slede�i naqin. Na samom poqetku �emo uvesti nekoliko oznaka i izdvojiti
dva jednostavna svojstva koja �emo qesto koristiti u dokazima. U poglavǉu 2.1
�emo klasifikovati grafove qiji su kompleksi uparivaǌa nepovezani, i ispita-
�emo dijametar kompleksa uparivaǌa. Poglavǉe 2.2 sadr�i potrebne detaǉe
o homoloxkim mnogostrukostima. Zatim prelazimo na glavne rezultate. U
poglavǉu 2.3 �emo dati klasifikaciju sfera dimenzije 0, 1 i 2, u poglavǉu 2.4
imamo kompletnu klasifikaciju svih homoloxkih mnogostrukosti bez granice,
a poglavǉe 2.5 daje klasifikaciju svih mnogostrukosti sa granicom.

S obzirom na du�inu dokaza i mnoxtvo detaǉa, sumirajmo ukratko rezultate
do kojih �emo do�i. Me�u homoloxkim mnogostrukostima bez granice (dim 6= 0),
jedini kompleksi uparivaǌa su torus i kombinatorne sfere svih dimenzija
(teoreme 2.18 i 2.19). U sluqaju mnogostrukosti sa granicom, u dimenziji 2
imamo vixe mogu�ih kompleksa uparivaǌa (teorema 2.24), dok �e u vixim dimen-
zijama jedini kompleksi uparivaǌa biti kombinatorni diskovi (teorema 2.25).

Precizirajmo nekoliko detaǉa koje se odnose na celu glavu. Svuda �emo
podrazumevati da posmatrani graf G = (V,E) nema petǉi (ivica qiji su krajevi
u istom temenu), vixestrukih ivica, ni izolovanih temena. Tako�e, kao xto smo
definisali u poglavǉu 1.2, saglasno �emo oznaqavati temena kompleksa M(G) i
odgovaraju�e ivice grafa G:

ivici v grafa G odgovara teme v kompleksa M(G).

U skladu sa ovom oznakom, ako je dat simpleks σ = {v1, . . . , vk} ∈M(G), onda sa σ
oznaqavamo odgovaraju�i skup ivica {v1, . . . , vk} grafa G (koje qine uparivaǌe).
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Glava 2. Klasifikacija homol. mnogostrukosti koje su kompleksi uparivaǌa

Definicija 2.1. Neka je v ivica grafa G. Tada sa Gv oznaqavamo podgraf grafa
G sastavǉen od svih ivica koje nisu susedne ivici v:

E(Gv) := {e ∈ E(G) | e ∩ v = ∅}.

Analogno, ako je σ podgraf grafa G, onda sa Gσ oznaqavamo podgraf grafa G
sastavǉen od svih ivica koje nisu susedne nijednoj ivici iz σ:

E(Gσ) := {e ∈ E(G) | (∀v ∈ σ) e ∩ v = ∅}.

Radi jednostavnijeg zapisa, u nekim sluqajevima �emo graf identifikovati sa
ǌegovim skupom ivica. U nastavku �e nam biti potrebni pojmovi indukovanog
podgrafa i indukovanog potkompleksa. Indukovani podgraf H grafa G se dobija
izborom podskupa temena V (H) ⊂ V (G), dok se za ivice podgrafa H uzimaju sve
indukovane ivice, tj. ivice qija su oba kraja u V (H):

E(H) := {{x, y} ∈ E(G) | x, y ∈ V (H)}.

Sliqno, ka�emo da je N indukovani potkompleks kompleksa M ako je N restrik-
cija kompleksa M na nekom podskupu temena V (N) ⊂ V (M):

N = {σ ∈M | σ ⊂ V (N)}.

Slede�a jednostavna qiǌenica direktno sledi iz definicija.

Tvr�eǌe 2.2. Neka je M = M(G) kompleks uparivaǌa, a N indukovani potkom-
pleks na skupu temena V (N) = {v1, . . . , vk} ⊂ V (M). Tada je N kompleks uparivaǌa
podgrafa od G zadatog ivicama v1, . . . , vk.

Napomena 2.3. Podgraf zadat ivicama v1, . . . , vk u tvr�eǌu 2.2 ne mora biti
indukovani podgraf grafa G.

Sada mo�emo dokazati prvu od dve pomenute korisne leme.

Lema 2.4. (Lema o linku) Neka je σ ∈ M(G) proizvoǉan simpleks. Tada je link
LkM(G) σ indukovani potkompleks, i on je jednak kompleksu uparivaǌa podgrafa Gσ:

LkM(G) σ = M(Gσ).

Dokaz. Poka�imo prvo da je LkM(G) σ indukovani potkompleks. Neka su w1, . . . , wk
temena u linku LkM(G) σ za koje simpleks τ = {w1, . . . , wk} pripada kompleksu
M(G). Treba dokazati da tada va�i i τ ∈ LkM(G) σ. Poxto τ, σ ∈ M(G), onda
odgovaraju�i skupovi ivica τ i σ qine uparivaǌa grafa G. Tako�e, kako sva
temena wi pripadaju LkM(G) σ, onda nijedna ivica wi nije susedna nijednoj od
ivica podgrafa σ. Zakǉuqujemo da skup σ ∪ τ qini uparivaǌe grafa G, pa
va�i σ ∪ τ ⊂ M(G). Dakle, τ ∈ LkM(G) σ, pa je link LkM(G) σ zaista indukovan
potkompleks. Daǉe, znamo da je onda on jednak kompleksu uparivaǌa podgrafa
na ivicama koje odgovaraju temenima LkM(G) σ, a to su taqno one ivice koje nisu
susedne nijednoj od ivica podgrafa σ. Dakle, va�i LkM(G) σ = M(Gσ).
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2.1. Povezanost i dijametar kompleksa uparivaǌa

Slika 8 prikazuje jedan primer grafa G i kompleksa M(G). Za ivicu y,
podgraf Gy je sastavǉen od ivica a, b, c i d. Sa druge strane, link temena y je
sastavǉen od ivica ac i bd, xto je taqno kompleks uparivaǌa podragafa Gy.

Slika 8. Podgraf Gy i potkompleks LkM(G) y = M(Gy).

Druga elementarna lema se odnosi na komplekse uparivaǌa nepovezanih grafova.

Lema 2.5. (Lema o spoju) Ako je G disjunktna unija grafova G1 i G2, tj. G =
G1 tG2, onda va�i

M(G) = M(G1) ∗M(G2).

Obrnuto, ako je kompleks M(G) oblika spoja M(G) = M1 ∗M2 dva neprazna simpli-
cijalna kompleksa M1 i M2, onda postoje (neprazni) grafovi G1 i G2 takvi da je
G = G1 tG2, M1 = M(G1) i M2 = M(G2).

Dokaz. Tvr�eǌe direktno sledi iz definicije 1.20 spoja simplicijalnih kom-
pleksa i definicije kompleksa uparivaǌa.

2.1 Povezanost i dijametar kompleksa uparivaǌa

Direktno iz leme o spoju 2.5 prime�ujemo da ako graf G nije povezan, onda je ǌe-
gov kompleks uparivaǌa sigurno povezan kompleks. Zato je prirodno postaviti
pitaǌe koji grafovi imaju nepovezan kompleks uparivaǌa. U ovom poglavǉu
�emo dati odgovor na to pitaǌe, a zatim �emo odrediti koje vrednosti mo�e
uzimati dijametar kompleksa uparivaǌa.

Teorema 2.6. Kompleks uparivaǌa M(G) nije povezan ako i samo ako G ∈ {C4, K4},
ili G sadr�i ivicu koja je susedna svim ostalim ivicama, pri qemu je |E(G)| ≥ 2.

Dokaz. (⇐) Jednostavno proveravamo da va�i M(C4) = 2P2 (pr. 1.18) i M(K4) =
3P2. Ako G sadr�i ivicu v koja je susedna svim ostalim ivicama, onda je v izolo-
vano teme kompleksa M(G) (koji zbog uslova |E(G)| ≥ 2 ima bar dve komponente
povezanosti). Dakle, kompleks M(G) je zaista nepovezan u ovim sluqajevima.

(⇒) Pretpostavimo da je M(G) nepovezan kompleks uparivaǌa i da je M1 jedna
ǌegova komponenta povezanosti. Neka je {u1, u2, . . . , uk} skup temena potkompleksa
M1, a {v1, v2, . . . , v`} skup preostalih temena kompleksa M(G) (` ≥ 1). Posmatra-
jmo odgovaraju�e ivice {u1, u2, . . . , uk}∪{v1, v2, . . . , v`} grafa G. Poxto u kompleksu
M(G) ne postoji nijedna ivica izme�u komponente M1 i ostatka M(G), zakǉuqu-
jemo da je svaka ivica ui susedna svakoj ivici vj u grafu G, za sve i ∈ [k], j ∈ [`].
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Glava 2. Klasifikacija homol. mnogostrukosti koje su kompleksi uparivaǌa

Pretpostavimo da u grafu G ne postoji nijedna ivica koja je susedna svim
drugim ivicama. Tada va�i k ≥ 2 i ` ≥ 2. Bez umaǌeǌa opxtosti, mo�emo
pretpostaviti da ivice u1 i u2 nisu susedne, i da ivice v1 i v2 nisu susedne (jer
znamo da mora postojati ivica koja nije susedna ivici u1; sliqno za v1). Poxto
su svake dve ivice ui i vj susedne, ivice u1, v1, u2 i v2 formiraju ciklus C4.
Svaka druga ivica ui mora biti susedna obema ivicama v1 i v2, a svaka ivica vj
mora biti susedna obema ivicama u1 i u2. Dakle, graf G ima qetiri temena i
sadr�i ciklus C4. Poxto ne sadr�i ivicu koja je susedna svim drugim ivicama,
G je ili ciklus C4, ili kompletan graf K4. Time je dokaz zavrxen i u ovom
smeru.

Na osnovu teoreme 2.6 jednostavnom analizom dobijamo sve grafove kojima je
kompleks uparivaǌa nepovezan. To su slede�ih pet primera.

(1) G = C4, pa je M(G) = 2P2.

(2) G = K4, pa je M(G) = 3P2;

(3) G = K1,n, pa je M(G) = nP1 (diskretan skup od n taqaka).

(4) G je graf koji se sastoji od ivice a = {x, y} koja ima m susednih ivica
b1, . . . , bm u temenu x, i n susednih ivica c1, . . . , cn u temenu y, pri qemu nikoje
dve ivice bi i cj nisu susedne (za sve i ∈ [m], j ∈ [n]). Tada jeM(G) = P1tKm,n.

(5) G je graf prikazan na slici 9, koji se sastoji od r trouglova acidi, i ∈ [r], sa
zajedniqkom ivicom a = {x, y}, uz dodatnih m− r ivica b1, . . . , bm−r u temenu
x, i dodatnih n−r ivica e1, . . . , en−r u temenu y (kao na slici, svaka od ivica
b1, . . . , bm−r i e1, . . . , en−r ima jedno teme u {x, y}, a drugo teme joj je stepena
jedan). Kompleks uparivaǌa grafa G je P1 t (Km,n \ H), gde je H skup od r
ivica {c1d1}, . . . , {crdr}.

Slika 9. Graf G iz primera (5) i ǌegov kompleks uparivaǌa.

Napomena 2.7. Primetimo da su svi nepovezani kompleksi uparivaǌa dimenzije
0 ili 1 (konaqni skupovi taqaka ili gore pomenuti grafovi).

Prelazimo na razmatraǌe dijametra kompleksa uparivaǌa. Poznato je da
se dijametar grafa definixe kao najmaǌi broj d takav da izme�u svaka dva
temena grafa postoji put sastavǉen od najvixe d ivica (tj. put Pd+1). Dijametar
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2.1. Povezanost i dijametar kompleksa uparivaǌa

kompleksa uparivaǌa se prirodno definixe kao dijametar ǌegovog 1-skeletona.
Tako�e, kada govorimo o (indukovanim) podgrafovima u kompleksu uparivaǌa,
zapravo posmatramo odgovaraju�e (indukovane) podgrafove 1-skeletona. Prime-
timo da put v1, v2, . . . , vk u kompleksu M(G) odgovara nizu ivica v1, v2, . . . , vk grafa
G, sa svojstvom da svake dve uzastopne ivice vi i vi+1 u nizu, nisu susedne ivice
u grafu.

Tvr�eǌe 2.8. Kompleks uparivaǌa grafa ne sadr�i indukovan put du�ine 5 (tj.
ne sadr�i indukovan podgraf P6).

Dokaz. Pretpostavimo da postoji graf G takav da kompleks M(G) sadr�i induko-
van put P6. Oznaqimo temena ovog puta redom od 1 do 6. Tada G sadr�i ivice 1
do 6, pri qemu va�i ekvivalencija:

ivice i i j su susedne ⇔ |j − i| ≥ 2

(imamo taqno deset parova susednih ivica). Posmatrajmo ivice 1, 3 i 5. One su
susedne po parovima, pa znamo da ili formiraju trougao K3, ili sve sadr�e isto
teme, odnosno formiraju K1,3. Nije mogu�e da formiraju trougao, jer postoji
ivica 2 koja nije susedna ni sa 1, ni sa 3, a mora biti susedna sa 5. Dakle,
ivice 1, 3 i 5 moraju imati zajedniqko teme. Daǉe, ivica 4 je susedna ivici
1, a nije susedna ni sa 3, ni sa 5. Tako�e, ivica 2 je susedna sa 4 i 5, a nije
susedna ivicama 1 i 3, pa zakǉuqujemo da ivice 1, 2, 3, 4 i 5 formiraju ciklus C4

sa dodatnom ivicom, kao na slici 10.

Slika 10. Graf Γ qiji je kompleks uparivaǌa put P5.

Sada ivica 6 treba da bude susedna ivicama 1, 2, 3 i 4, a znamo da nije susedna
ivici 5, xto nije mogu�e. Dakle, ne postoji graf G takav da kompleks M(G)
sadr�i indukovan put P6.

Definicija 2.9. Graf zmaj je ciklus C4 sa dodatnom ivicom, kao na slici 10.
U ovoj glavi �emo ga svuda oznaqavati sa Γ, a ivicu van ciklusa C4 nazivati
istaknutom ivicom.

Posledica 2.10. Dijametar svakog kompleksa uparivaǌa je maǌi od 5.

Dijametar kompleksa uparivaǌa mo�e uzimati sve vrednosti maǌe od 5 jer
su svi putevi du�ine maǌe od 5 kompleksi uparivaǌa. Naime, analizom kao u
dokazu tvr�eǌa 2.8 dobijamo sve grafove qiji su kompleksi uparivaǌa putevi
Pi, i ∈ [5]:

M(P2) = P1, M(2P2) = P2, M(P3 t P2) = P3, M(P5) = P4, M(Γ) = P5. (2.1.1)
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Iako vrlo jednostavni, ovi grafovi �e biti qesto korix�eni u detaǉima dokaza
u nastavku, pa ih zato ilustrujemo u tabeli 1. Time smo odredili i sve kom-
plekse uparivaǌa koji su mnogostrukosti sa granicom dimenzije 1.

Tabela 1. Kompleksi uparivaǌa koji su putevi Pi, i ∈ [5].

2.2 Mnogostrukosti

Glavni rezultati cele ove glave se odnose na homoloxke mnogostrukosti, pa
�emo u ovom poglavǉu razjasniti kako taqno definixemo taj pojam. Na poqetku,
neka je K neko poǉe ili prsten Z. Daǉe podrazumevamo da su sve homoloxke
operacije nad K, a oznaku poǉa izostavǉamo i podrazumevamo. Svi pojmovi
vezani za mnogostrukosti su definisani prema radu [60].

Definicija 2.11. Definixemo slede�e pojmove:

� Homoloxka sfera dimenzije d je d-dimenzionalni simplicijalni kompleks
K, takav da za sve simplekse σ ∈ K link LkK σ ima homologiju (d−|σ|)-sfere.

� Homoloxka mnogostrukost (bez granice) je d-dimenzionalni simplicijalni
kompleks K, takav da za sve neprazne simplekse σ ∈ K link LkK σ ima homo-
logiju (d− |σ|)-sfere.

� Homoloxka mnogostrukost sa granicom je d-dimenzionalni simplicijalni
kompleks K, takav da za sve neprazne simplekse σ ∈ K link LkK σ ima ho-
mologiju ili (d− |σ|)-sfere ili (d− |σ|)-diska, i skup

∂K = {σ ∈ K | LkK σ ima homologiju (d− |σ|)-diska} ∪ {∅}

je (d− 1)-dimenzionalna homoloxka mnogostrukost.

� Homoloxki disk dimenzije d je d-dimenzionalna homoloxka mnogostrukost
sa granicom K, takva da LkK ∅ = K ima homologiju d-diska.
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2.2. Mnogostrukosti

(Broj |σ| oznaqava kardinalnost apstraktnog simpleksa, odnosno broj temena u
skupu σ.)

Kao xto je uobiqajeno, kada ka�emo samo ,,homoloxka mnogostrukost”, podra-
zumevamo da je bez granice. Primetimo da se definicija homoloxke sfere i
definicija homoloxke mnogostrukosti razlikuju samo po linku praznog skupa;
analogno va�i za homoloxki disk i homoloxku mnogostrukost sa granicom.

Tako�e, koristimo pojmove unutraxǌosti i granice kao kod topoloxkih mno-
gostrukosti: simpleks σ je u unutraxǌosti K ako je LkK σ homoloxka sfera,
a σ je na granici K (∂K) ako je LkK σ homoloxki disk odgovaraju�e dimenzije.
Granica d-dimenzionalne homoloxke mnogostrukosti sa granicom je potkompleks
sastavǉen od svih (d − 1)-dimenzionalnih simpleksa koji su sadr�ani u taqno
jednom d-simpleksu.

Va�no je ista�i da postoje jox dve srodne klase simplicijalnih kompleksa
koje se tako�e nazivaju mnogostrukostima, pa je bitno napraviti razliku. Naime,
za simplicijalni kompleks K ka�emo:

� K je simplicijalna mnogostrukost (tj. triangulisana mnogostrukost) ako
je K triangulacija topoloxke mnogostrukosti M (sa ili bez granice), tj.
K ≈M (definicija 1.4);

� K je kombinatorna mnogostrukost ako je link svakog nepraznog simpleksa iz
K deo-po-deo linearno homeomorfan (PL−homeomorphic, [59]) ili simpleksu
ili granici simpleksa odgovaraju�e dimenzije.

Jednostavno se prime�uje da je odnos ove tri klase kompleksa opisan slede�im
implikacijama:

K je kombinatorna mnogostrukost
=⇒ K je simplicijalna mnogostrukost

=⇒ K je homoloxka mnogostrukost.

U dimenzijama 0, 1 i 2, sve tri definicije su ekvivalentne, pa ne�emo
praviti razliku u nastavku. Me�utim, to nije sluqaj u vixim dimenzijama. Na
primer, neka je kompleks K triangulacija Poenkareove 3-sfere. K je jedna ho-
moloxka 3-sfera nad Z koja nije simplicijalna 3-sfera. Daǉe, u radu [26] je
pokazano da je dvostruka suspenzija bilo koje homoloxke sfere nad Z topoloxka
sfera, xto znaqi da je S2(K) = S(S(K)) jedna triangulacija sfere S5, tj. sim-
plicijalna mnogostrukost. Uoqimo ivicu e koja povezuje dva istaknuta temena
suspenzije u kompleksu S2(K) (jedno teme prve suspenzije i jedno teme druge
suspenzije). Tada je LkS2(K)(e) = K 6≈ S3. Dakle, S2(K) je simplicijalna mno-
gostrukost koja nije kombinatorna.

Znaqajno je napomenuti da �e biti pokazano da sve homoloxke mnogostrukosti
koje se predstavǉaju kao kompleksi uparivaǌa, zapravo jesu i kombinatorne
mnogostrukosti. Posmatra�emo mnogostrukosti dimenzije bar 1, jer dimenzija
0 nije interesantna - jedno teme P1 je 0-disk, dok je kompleks 2P1 zapravo 0-sfera,
a ve� znamo da je diskretan skup od n taqaka kompleks uparivaǌa grafa K1,n, uz
dodatni sluqaj M(K3) = [3].

35



Glava 2. Klasifikacija homol. mnogostrukosti koje su kompleksi uparivaǌa

Sada �emo formulisati tvr�eǌe koje �e imati veoma znaqajnu ulogu u doka-
zima koji slede. To je teorema 1 iz rada [67] (prilago�ena naxem kontekstu), koja
se odnosi na predstavǉaǌe homoloxkih mnogostrukosti kao spoj mnogostrukosti
maǌih dimenzija.

Tvr�eǌe 2.12. [67]

1. Neka je K homoloxka mnogostrukost dimenzije d, takva da va�i

K ∼= ∆ ∗ Σ,

za neke neprazne simplicijalne komplekse ∆ i Σ. Tada je K homoloxka sfera
dimenzije d, a ∆ i Σ su homoloxke sfere dimenzija k i d−k− 1, redom, za neko
0 ≤ k ≤ d− 1.

2. Neka je K homoloxka mnogostrukost sa granicom dimenzije d, takva da va�i
K ∼= ∆ ∗ Σ, za neke neprazne simplicijalne komplekse ∆ i Σ. Tada je K ho-
moloxki d-disk, a kompleksi ∆ i Σ su homoloxki diskovi ili homoloxke
sfere, pri qemu je bar jedan od ǌih homoloxki disk. Tako�e, dimenzije ovih
kompleksa su k i d− k − 1, redom, za neko 0 ≤ k ≤ d− 1.

Napomenimo jox da �emo na vixe mesta pojednostaviti zapis. Kada budemo govo-
rili o sferama i diskovima, podrazumeva�emo da su u pitaǌu homoloxke sfere
i homoloxki diskovi (ukoliko nije drugaqije naglaxeno). Tako�e, qesto �emo
govoriti o temenima homoloxkih mnogostrukosti, koja su zapravo jednoqlani
simpleksi, pa �emo za teme v mnogostrukosti M , umesto zapisa {v} ∈ M kori-
stiti samo v ∈M .

2.3 Sfere malih dimenzija

U ovom poglavǉu �emo klasifikovati sfere dimenzija 0, 1 i 2 koje su kompleksi
uparivaǌa. Imamo dva razloga za izdvajaǌe ovih sfera od mnogostrukosti koje
�emo posmatrati u slede�em poglavǉu. Glavni razlog je to xto ovde klasi-
fikaciju 2-sfera dobijamo korix�eǌem svojstava planarnih grafova. Drugi
razlog je to xto se ispostavǉa da grafovi koji kao komplekse uparivaǌa imaju
sfere malih dimenzija, zapravo indukuju sve mnogostrukosti osim torusa, uzi-
maǌem odgovaraju�ih disjunktnih unija. Napomenimo da poxto se pojmovi ho-
moloxke i kombinatorne sfere poklapaju u ovim dimenzijama, svuda �emo ko-
ristiti samo pojam sfere i podrazumevati ǌenu kombinatornu strukturu.

Sfera dimenzije 0 je skup od dve taqke. To je kompleks uparivaǌa grafa
koji ima dve ivice koje su susedne, tj. G = P3, M(P3) = S0.

Sfera dimenzije 1 je ciklus Cn, za neko n ≥ 3. Slede�a teorema daje klasi-
fikaciju u ovoj dimenziji.

Teorema 2.13. Kompleksi uparivaǌa koji su 1-sfere su C4, C5 i C6. Grafovi qiji su
ovo kompleksi uparivaǌa su redom 2P3, C5 i K3,2.

Dokaz. Neka je G graf takav da je kompleks M(G) jedan n-ciklus Cn za n ≥ 3.
Imamo nekoliko sluqajeva.
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2.3. Sfere malih dimenzija

� n = 3 : Prema tvr�eǌu 1.14, kompleks uparivaǌa ne mo�e biti C3, jer
ukoliko su prisutne sve tri ivice trougla, u kompleksu uparivaǌa bi
morao biti prisutan i ceo trougao (2-simpleks).

� n = 4 : Oznaqimo temena ciklusa C4 sa 1, 2, 3 i 4, redom. Tada G ima qetiri
ivice 1, 2, 3 i 4, pri qemu su susedne ivice 1 i 3, susedne su ivice 2 i
4, a nema drugih susednih ivica. Dakle, G je disjunktna unija dva puta,
G = 2P3.

� n = 5 : Ponovo, oznaqimo temena C5 cikliqno sa 1, 2, 3, 4 i 5. Graf G sadr�i
odgovaraju�ih 5 ivica, od kojih imamo taqno pet susednih parova: 1 i 3; 3
i 5; 5 i 2; 2 i 4; 4 i 1. Prime�ujemo da je i G ciklus, tj. G = C5.

� n = 6 : Ako oznaqimo temena ciklusa M(G) = C6 redom sa 1, . . . , 6, onda u
grafu G imamo taqno 9 parova susednih ivica: 1 i 3; 3 i 5; 5 i 1; 2 i 4;
4 i 6; 6 i 2; 1 i 4; 2 i 5; 3 i 6. Znamo da ako su tri ivice susedne po
parovima, onda one formiraju ili K3 ili K1,3. Na isti naqin kao u dokazu
tvr�eǌa 2.8, pokazuje se da ivice 1, 3 i 5 moraju imati isto zajedniqko
teme; oznaqimo ga sa a. Analogno se pokazuje da ivice 2, 4 i 6 moraju imati
zajedniqko teme b (slika 11). Pomo�u preostala tri para susednih ivica
zakǉuqujemo koje ivice imaju zajedniqka temena razliqite od a i b: 1 i 4,
2 i 5, 3 i 6. Dobijeni graf je G = K3,2 (slika 11). Dakle, M(G) = C6 ako i
samo ako G = K3,2.

a b

1 3 5

4 6 2

Slika 11. Graf K3,2 qiji je kompleks uparivaǌa C6.

� n ≥ 7 : Za n ≥ 7, ciklus Cn sadr�i indukovani put P6, pa prema tvr�eǌu 2.8
ne mo�e biti kompleks uparivaǌa grafa.

Dakle, jedini ciklusi koji su kompleksi uparivaǌa su C4 = M(2P3), C5 = M(C5)
i C6 = M(K3,2).

Sfera dimenzije 2

Teorema 2.14. Neka je M sfera dimenzije 2 za koju postoji graf G takav da va�i
M(G) = M . Tada G ∈ {3P3, P3 t C5, P3 t K3,2}, a M(G) je dvostruka piramida nad
ciklusom Cn, za n ∈ {4, 5, 6}.

Dokaz. Neka je G proizvoǉan graf takav da je M = M(G) (kombinatorna) sfera
dimenzije 2. Ako je v ∈ M teme stepena n, onda je link LkM v jedan n-ciklus.
Prema lemi 2.4 va�i LkM v = M(Gv), pa iz teoreme 2.13 zakǉuqujemo da n ∈
{4, 5, 6}. Teorema Eberharda [44, Poglavǉe 13.3, teorema 1] tvrdi da triangu-
lisana 2-sfera mora imati teme stepena najvixe 5. Slede�a qetiri sluqaja
obuhvataju sve mogu�nosti.
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Glava 2. Klasifikacija homol. mnogostrukosti koje su kompleksi uparivaǌa

Sluqaj I : Postoji teme v ∈M qiji svi susedi imaju stepen 4.

Sluqaj II : Postoje susedna temena u i v takva da va�i deg u = deg v = 5.

Sluqaj III : Postoje susedna temena u i v takva da va�i deg u = 6, deg v = 5.

Sluqaj IV : M ne sadr�i teme stepena 5.

Napomenimo da �e pri razmatraǌu sluqajeva prilo�ene skice potkompleksa
i podgrafova qesto olakxati pra�eǌe detaǉa.

� Sluqaj I : Neka svi susedi temena v imaju stepen 4. Oznaqimo susede
temena v cikliqno sa 1, . . . , n, gde 4 ≤ n ≤ 6, tj. link temena v je ciklus
Cn. Poka�imo da je M dvostruka piramida (suspenzija) nad Cn. Svaka od
ivica ciklusa Cn je sadr�ana u taqno dva trougla, od kojih taqno jedan
sadr�i teme v. Neka je {n, 1} ivica trougla {n, 1, w}, za neko teme w 6= v.
Primetimo da imamo sve 4 ivice koje sadr�e teme 1: {v, 1}, {k, 1}, {w, 1}
i {2, 1} (znamo da je deg 1 = 4). Poxto svaki par susednih ivica pripada
trouglu u kompleksu, trougao {1, 2, w} pripada M . Drugim reqima, teme w
formira trougao sa ivicom {1, 2}. Ponavǉaju�i isti postupak, zakǉuqu-
jemo da za svako i ivica {i, i + 1} formira trougao sa temenom w. Dakle,
M sadr�i dvostruku piramidu sa bazom Cn i vrhovima v i w. Poxto 2-
sfera ne mo�e sadr�ati drugu 2-sferu kao potkompleks, M je upravo ova
dvostruka piramida. Jednostavnom analizom zakǉuqujemo da su grafovi
koji daju dvostruke piramide nad C4, C5 i C6, upravo grafovi 3P3, P3 t C5

i P3 tK3,2, redom.

� Sluqaj II : Poxto va�i deg u = deg v = 5, linkovi temena u i v su ciklusi
C5. Oznaqimo ǌihova temena kao na prvoj slici 12. Tada su podgrafovi
Gv i Gu tako�e ciklusi C5, sa zajedniqkim ivicama 1 i 4: Gv je ciklus
4, 1, 3, u, 2, dok je Gu ciklus 4, 1, 5, v, 6. Primetimo da su ivice ovih
podgrafova raspore�ene kao na (drugoj) slici 12. Zaista, ako bi ivice 3
i 6 bile susedne, ivica 6 bi morala biti susedna jednoj od ivica 1 i u,
xto nije mogu�e jer M sadr�i trougao {1, u, 6}. Dakle, ivice 3 i 6 nisu
susedne. Sliqno, ivice 2 i 5 nisu susedne, pa je podgraf od G prikazan
na slici 12. Zbog ova dva para nesusednih ivica u grafu G, kompleks M
mora sadr�ati ivice {3, 6} i {2, 5}. Me�utim, tada bi ivice kompleksa M
formirale graf koji nije planaran, xto je kontradikcija sa qiǌenicom da
je M triangulacija sfere. Zakǉuqujemo da sluqaj II zapravo nije mogu�.

5 4

v

16

3

2

uu v

6 2

5 3

v

4

1

u

Slika 12. Potkompleks od M i podgraf od G u sluqaju II. [11]
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2.3. Sfere malih dimenzija

� Sluqaj III : Pretpostavimo da postoje susedna temena u i v, takva da va�i
deg u = 6 i deg v = 5 (slika 13). Poxto je LkM u = C6, znamo da je Gu = K3,2, a
kako je LkM v = C5, onda je Gv = C5. Kao u prethodnom sluqaju, jednostavnom
analizom dobijamo da podgraf od G koji sadr�i Gv i Gu izgleda kao na
drugom delu slike 13. Tada {3, 6} i {2, 5} moraju biti ivice u M , xto nije
mogu�e jer bi tada ivice kompleksa M formirale graf koji nije planaran.
Dakle, ni sluqaj III nije mogu�.
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Slika 13. Potkompleks od M i podgraf od G u sluqaju III. [11]

� Sluqaj IV : Pretpostavimo da ne postoji nijedno teme stepena 5. Na poqetku
smo zakǉuqili da su sva temena stepena 4 ili 6, a prema teoremi Eberharda
mora da postoji bar jedno teme v stepena 4. Poxto smo sluqaj I ve� razmo-
trili, ovde mo�emo pretpostaviti da teme v ima bar jednog suseda u stepena
6. Neka su temena susedna temenima u i v oznaqena kao na slici 14. Odgo-
varaju�i podgraf na drugom delu slike dobijamo jednostavnom analizom:
ivice 1, v, 4, 5, 7 i 6 jednoznaqno obrazuju K3,2; teme 2 je susedno temenima
1, 4 i v, pa ivica 2 nije susedna nijednoj od odgovaraju�ih ivica, ali jeste
susedna ivici u jer temena 2 i u nisu susedna u M . Odatle zakǉuqujemo da
ivica 2 ne mo�e biti susedna nijednoj od ivica 5, 6 i 7, pa u kompleksu M
moraju postojati ivice {2, 5}, {2, 6} i {2, 7}. Tada M sadr�i temena i ivice
dvostruke piramide nad ciklusom 1, 6, 7, 5, 4, v; sa vrhovima u i 2. Na osnovu
tvr�eǌa 1.14, M sadr�i i sve trouglove ove dvostruke piramide, pa mora
biti upravo ta piramida. Specijalno, G = P3 tK3,2.
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Slika 14. Potkompleks od M i graf G u sluqaju IV. [11]

Time je dokaz teoreme zavrxen.
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Glava 2. Klasifikacija homol. mnogostrukosti koje su kompleksi uparivaǌa

Kao posledicu ove teoreme prime�ujemo da ako je kompleks M(G) jedna
2-sfera, onda G nije povezan graf. To svojstvo �e va�iti i u svim vixim dimen-
zijama. Xtavixe, grafovi koji za komplekse uparivaǌa imaju mnogostrukosti,
zapravo su disjunktne unije ve� pomenutih grafova P3, C5 i K3,2.

2.4 Klasifikacija mnogostrukosti bez granice

U ovom poglavǉu �emo odgovoriti na pitaǌe:

Koje homoloxke mnogostrukosti su kompleksi uparivaǌa?

Neka je homoloxka mnogostrukost M = M(G), dimM ≥ 1, kompleks uparivaǌa
grafa G. Posmatramo samo povezane mnogostrukosti, jer nijedan od nepovezanih
kompleksa uparivaǌa (dimenzije bar 1) nije mnogostrukost (teorema 2.6). U
dimenziji 1, jedina homoloxka mnogostrukost je triangulacija kru�nice:

dimM(G) = 1: tada je M(G) = S1, dok G ∈ {2P3, C5, K3,2}.

Pomenute ,,male” grafove posebno definixemo.

Definicija 2.15. Grafove P3, C5 i K3,2 nazivamo sfernim grafovima, a ǌihov
skup oznaqavamo sa

SG = {P3, C5, K3,2}. (2.4.1)

Odmah prime�ujemo da disjunktne unije ovih grafova za komplekse uparivaǌa
imaju kombinatorne sfere svih dimenzija.

Tvr�eǌe 2.16. Neka je G disjunktna unija grafova skupa SG. Tada je M(G) kom-
binatorna sfera. Preciznije, ako je G = `P3 t mC5 t nK3,2 (`,m, n ∈ N0), onda je
kompleks M(G) kombinatorna sfera dimenzije `+ 2m+ 2n− 1.

Dokaz. Kompleks uparivaǌa grafa G je spoj ` kopija sfere S0 i m + n kopija
sfere S1. Dakle, spoj je kombinatorna sfera, a taqnu dimenziju ` + 2m + 2n − 1
dobijamo direktno, koriste�i tvr�eǌe 1.21.

Specijalno, jox u poglavǉu 1.2 (slika 5) smo primetili da je kompleksM(`P3)
granica `-dimenzionalnog krospolitopa.

Mnogostrukosti dimenzije 2

Ako je dimM = 2, M je kombinatorna mnogostrukost. Teorema 2.14 ka�e kako
mo�emo dobiti 2-sferu kao kompleks uparivaǌa. Me�utim, poznato je da mo�emo
dobiti i torus (slika 15).

Tvr�eǌe 2.17. [13, str. 30] Ako je G = K4,3, onda je M(G) triangulacija torusa T 2.
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2.4. Klasifikacija mnogostrukosti bez granice
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Slika 15. Graf K4,3 i M(K4,3) = T 2 (odgovaraju�e ivice na granici su identifikovane). [11]

U nastavku glave �emo qesto koristiti jedno poznato svojstvo mnogostru-
kosti. Napomenimo da je ovde va�no da su u pitaǌu mnogostrukosti bez granice.

Ako su M i N zatvorene i povezane mnogostrukosti dimenzije d za koje
va�i N ⊂ M , onda je M = N . Drugim reqima, povezana i zatvorena
mnogostrukost ne sadr�i povezanu i zatvorenu podmnogostrukost iste
dimenzije.

Poka�imo sada da su torus i sfera jedine mnogostrukosti dimenzije 2 koje
su kompleksi uparivaǌa.

Teorema 2.18. Neka je G prost graf takav da je M(G) mnogostrukost dimenzije 2.
Tada va�i jedna od slede�ih mogu�nosti:

(1) G = K4,3 i M je triangulacija torusa T 2,

(2) G ∈ {3P3, P3 t C5, P3 tK3,2} i M je triangulacija sfere S2.

Dokaz. Pretpostavimo najpre da G nije povezan graf. Ako je G = G1 t G2, pri
qemu su G1 i G2 neprazni grafovi, iz leme 2.5 sledi M(G) = M(G1) ∗ M(G2).
Na osnovu tvr�eǌa 2.12 o predstavǉaǌu mnogostrukosti u obliku spoja, znamo
da tada M(G) mora biti 2-sfera. Svi mogu�i grafovi G su tada odre�eni u
teoremi 2.14, qime dobijamo sluqaj (2) ove teoreme.

Dakle, daǉe mo�emo pretpostavǉati da je G povezan graf. Pokaza�emo da je
jedina mogu�nost G = K4,3. U dokazu �emo vixe puta koristiti link temena u
kompleksu i odgovaraju�i podgraf grafa, Naime, znamo da za svako teme v ∈ M
va�i da je LkM v triangulacija kru�nice. Sa druge strane, va�i LkM v = M(Gv)
(lema 2.4). Na osnovu teoreme 2.13 (o kompleksima uparivaǌa koji su kru�nice)
znamo da tada LkM v mo�e biti C4, C5 ili C6, dok je odgovaraju�i podgraf Gv

oblika 2P3, C5 ili K3,2, redom. Dovoǉno je razmotriti naredna tri sluqaja.

Sluqaj I. Za sva temena v ∈M va�i LkM v = C4.

Sluqaj II. Postoji teme v ∈M takvo da va�i LkM v = C5.

Sluqaj III. Postoji teme v ∈M takvo da va�i LkM v = C6.
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Glava 2. Klasifikacija homol. mnogostrukosti koje su kompleksi uparivaǌa

• Sluqaj I : U ovom sluqaju va�i Gv = 2P3 za svako teme v ∈ M . Ako fiksiramo
proizvoǉno teme v, G mora zadr�ati podgraf prikazan na slici 16. Sve ostale
ivice grafa G moraju biti susedne ivici v.

2

1

v

4

3

Slika 16. Podgraf u sluqaju I teoreme 2.18. [11]

Poxto je G povezan, postoji ivica a koja povezuje v i put P3 sastavǉen od ivica
3 i 4. Tada G1 sadr�i ivice a, v, 3 i 4; specijalno, sadr�i put P4. Me�utim, po
pretpostavci va�i G1 = 2P3, qime dobijamo kontradikciju. Dakle, ovaj sluqaj
nije mogu�.

• Sluqaj II : Neka je teme v stepena 5. Tada graf G sadr�i ivicu v i ciklus
Gv = C5 (1, 2, 3, 4, 5) disjunktan sa v, dok su sve ostale ivice susedne ivici v.
Poxto je G povezan, postoji ivica koja povezuje v i ciklus C5, bez umaǌeǌa
opxtosti neka je to ivica a prikazana na slici 17.

v
1

2

3

4

5

a

Slika 17. Podgraf za sluqaj II teoreme 2.18, prvi deo. [11]

Razmatrajmo sada podgraf G3. Poxto ovaj podgraf ve� sadr�i v, a, 1 i 5, jedina
mogu�nost je G3 = K3,2. Poxto su sve preostale ivice susedne ivici v, moraju
postojati ivice b i c kao na slici 18.
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b

c

Slika 18. Podgraf za sluqaj II teoreme 2.18. [11]

Posmatraju�i podgrafove G2 i G4, na isti naqin kao u prethodnom delu za-
kǉuqujemo da i oni moraju biti oblika K3,2, pa postoje ivice d i e na slici 19.
Me�utim, tada podgraf G1 sadr�i trougao e, d, 3, xto je u kontradikciji sa
mogu�im oblicima G1, pa ni ovaj sluqaj nije mogu�.
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2.4. Klasifikacija mnogostrukosti bez granice

v
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Slika 19. Podgraf za sluqaj II teoreme 2.18, sa G2 i G4. [11]

• Sluqaj III : Neka je v ∈ M teme stepena 6. Tada graf G sadr�i ivicu v i sa
ǌom disjunktan podgraf Gv = K3,2, a sve ostale ivice moraju biti susedne sa v.
Oznaqimo temena stepena 3 u podgrafu K3,2 sa x i y. Poxto je G povezan, mora
postojati ivica koja povezuje v i K3,2. Razlikujemo sluqajeve zavisno od toga da
li takva ivica sadr�i neko od temena x i y, ili ne.

Sluqaj III.1. Ne postoji ivica susedna ivici v koja sadr�i x ili y. Zbog
povezanosti grafa, tada postoji ivica a koja povezuje neko od temena stepena
2 u K3,2 sa v; bez umaǌeǌa opxtosti mo�emo pretpostaviti da je to ivica
a kao na slici 20. Ivice b i c dobijamo slede�im zakǉuqivaǌem: poxto Ga

sadr�i 4-ciklus (2, 5, 6, 3), mora va�iti Ga = K3,2, a kako sve preostale
ivice u G sadr�e neko teme v, jedina mogu�nost je da postoje ivice b i c
kao na slici 20.
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Slika 20. Podgraf za sluqaj III.1 teoreme 2.18. [11]

Posmatraju�i G1, vidimo da ponovo mora biti G1 = K3,2, pa mora postojati
ivica koja povezuje y i levo teme ivice v. Me�utim, to je suprotno pretpo-
stavci u ovom sluqaju, pa ni ovaj sluqaj nije mogu�.

Sluqaj III.2. Neka postoji neka ivica izme�u temena x ili y, i nekog temena
ivice v. Bez umaǌeǌa opxtosti mo�emo pretpostaviti da postoji ivica a
kao na slici 21 (levo). Kao u prethodnom delu, G6 mora biti K3,2, pa
postoje ivice b i c na slici 21 (levo). Tako�e, podgraf G5, a zatim i
podgraf G1, mora biti K3,2, xto daje ivice d i e, redom, kao na slici 21
(desno). Dobijeni podgraf od G je K4,3.
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Slika 21. Postupno prikazan podgraf za sluqaj III.2 teoreme 2.18. [11]

Poxto je M(K4,3) triangulacija torusa T 2 (tvr�eǌe 2.17), a jedini naqin
da T 2 bude podmnogostrukost od M(G) jeste upravo ova (jer su T 2 i M(G)
iste dimenzije), mora da va�i G = K4,3, xto je upravo deo (1) teoreme. Time
je zavrxena analiza sluqajeva i dokaz je kompletan.

Mnogostrukosti dimenzije ve�e od 2

Pojavǉivaǌe torusa u teoremi 2.18 bi moglo navesti na pretpostavku da se i
u vixim dimenzijama kao kompleksi uparivaǌa pojavǉuju razne mnogostrukosti.
Me�utim, za d ≥ 3, jedina homoloxka d-mnogostrukost koja je kompleks upari-
vaǌa jeste kombinatorna sfera, a grafovi koji je zadaju su ve� uoqeni u tvr�e-
ǌu 2.16, kao xto pokazuje slede�a teorema.

Teorema 2.19. Neka je G prost grafa takav da je M(G) homoloxka mnogostrukost
dimenzije d ≥ 3. Tada je G disjunknta unija sfernih grafova SG = {P3, C5, K3,2}, a
kompleks M(G) je kombinatorna d-sfera.

Dokaz. Prirodno bi bilo pokuxati da se dokaz izvede indukcijom, ali se odmah
vidi da zbog pojave torusa nemamo bazu indukcije u dimenziji d = 2. Me�utim,
prime�uje se da nam zapravo za induktivni korak nije potrebna cela teorema u
prethodnim dimenzijama, ve� samo tvr�eǌe za homoloxke sfere. Preciznije, da
bismo dokazali teoremu u dimenziji d ≥ 3, potrebno nam je podtvr�eǌe teoreme:

ako je M(G′) homoloxka (d− 1)-sfera za neki prost graf G′,
onda je G′ disjunktna unija kopija sfernih grafova iz SG.

Ovo pomo�no tvr�eǌe je taqno za d = 3 na osnovu teoreme 2.14, pa za ǌega imamo
bazu indukcije. Sada postupamo induktivno na slede�i naqin: teoremu u dimen-
ziji d dokazujemo pretpostavǉaju�i da pomo�no tvr�eǌe va�i za sve k-sfere,
gde je k ∈ {2, . . . , d − 1}, a ako je d > 3, pretpostavǉamo i da cela teorema va�i
za sve k ∈ {3, . . . , d − 1}. Dokazuju�i induktivni korak za teoremu u dimenziji
d, dokaza�emo i pomo�no tvr�eǌe u dimenziji d, pa mo�emo daǉe induktivno
nastaviti.
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2.4. Klasifikacija mnogostrukosti bez granice

Pretpostavimo najpre da je G povezan graf i doka�imo da to nije mogu�e.
Za proizvoǉno teme v ∈M(G), link LkM(G) v je homoloxka sfera dimenzije (d−1)
i va�i LkM(G) v = M(Gv) (lema 2.4). Tada se na osnovu induktivne pretpostavke
podgraf Gv predstavǉa kao disjunktna unija sfernih grafova. Poxto d− 1 ≥ 2,
Gv sadr�i bar 3 kopije puta P3, ili sadr�i neki od grafova C5 i K3,2, i bar
jox jedan sferni graf. Primetimo da Gv nikada ne mo�e sadr�ati komponentu
povezanosti sa vixe od 6 ivica. Razmatramo dva sluqaja.

Sluqaj I : Postoji teme v ∈ M(G) takvo da Gv sadr�i tri kopije puta P3.
Oznaqimo ivice kao na slici 22. Sve ostale ivice grafa G su ili disjun-
ktne sa ivicama na slici (pripadaju ostatku Gv), ili su susedne sa v.

2

1

v

4

3 5

6

Slika 22. Podgraf za sluqaj I teoreme 2.19. [11]

Poxto je G povezan graf, mora postojati neka ivica a koja povezuje ivicu
v sa levom kopijom puta P3 (1, 2), kao i ivica b koja povezuja v sa desnom
kopijom P3 (5, 6) na slici 22. Me�utim, tada G3 sadr�i povezan podgraf
od bar 7 ivica: 1, 2, a, v, b, 5, 6, xto nije dozvoǉeno. Dakle, ovaj sluqaj
nije mogu�.

Sluqaj II : Neka je Gv = J t H, gde je J ∈ {C5, K3,2}, H 6= ∅. Poxto je
G povezan, a sve ostale ivice su susedne ivici v, mora postojati ivica a
koja povezuje ivicu v i neko teme podgrafa J. Oznaqimo proizvoǉnu ivicu
podgrafa H sa 1. Tada G1 sadr�i podgraf J, ivicu v i ivicu a, xto je
komponenta povezanosti sa bar 7 ivica. Time dobijamo kontradikciju i u
ovom sluqaju.

Dobijena kontradikcija u oba sluqaja pokazuje da je graf G nepovezan, tj. G
se predstavǉa u obliku G = G1 tG2, za neke neprazne grafove G1 i G2, pa prema
lemi 2.5 va�i M(G) = M(G1) ∗M(G2). Tada na osnovu tvr�eǌa 2.12 zakǉuqujemo
da su M(G), M(G1) i M(G2) homoloxke sfere. Prema induktivnoj hipotezi (za
pomo�no tvr�eǌe koje se odnosi na homoloxke sfere), grafovi G1 i G2 moraju
biti disjunktne unije sfernih grafova iz SG, pa takav mora biti i graf G.
Dakle, M(G) je zaista kombinatorna sfera (tvr�eǌe 2.16). Time je zavrxen
dokaz induktivnog koraka, pa i cele teoreme.
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Glava 2. Klasifikacija homol. mnogostrukosti koje su kompleksi uparivaǌa

2.5 Klasifikacija mnogostrukosti sa granicom

U ovom poglavǉu �emo dati kompletan odgovor na slede�e pitaǌe.

Koje homoloxke mnogostrukosti sa granicom su kompleksi uparivaǌa?

Neka je M homoloxka mnogostrukost sa granicom, dimM ≥ 1, takva da za prost
graf G va�iM(G) = M . Ako jeM nepovezana mnogostrukost, prema posledici 2.6
postoje taqno dve mogu�nosti: za graf G = C4 va�i M(G) = 2P2, dok je za graf
G = K4 imamo M(G) = 3P2. Nadaǉe �emo posmatrati povezane mnogostrukosti sa
granicom. Za dimenziju 1, jedina povezana homoloxka mnogostrukost sa grani-
com je put, a sve puteve koji se realizuju kao kompleksi uparivaǌa (i odgo-
varaju�e grafove) smo odredili u tabeli 1. To su:

M(P2) = P1, M(2P2) = P2, M(P3 t P2) = P3, M(P5) = P4 i M(Γ) = P5,

gde je Γ graf zmaj (definicija 2.9).
Kao xto je bio sluqaj kod mnogostrukosti bez granice, ispostavi�e se da

se skoro svi posmatrani kompleksi uparivaǌa dobijaju od grafova koji su dis-
junktne unije grafova iz jedne familije. Da bismo definisali tu familiju,
potrebno je da uoqimo novu klasu grafova.

Definicija 2.20. Za svako k ∈ N, graf sastavǉen od k kopija puta P3 koje sve
imaju jedno zajedniqko krajǌe teme, naziva se pauk i oznaqava sa Spk (slika 23).

Graf Spk mo�emo zamisliti kao graf sa centralnim temenom x i k ,,paukovih
nogu” du�ine 2, koje polaze iz temena x. Ovom definicijom smo obuhvatili i
grafove P3 i P5, jer va�i:

Sp1 = P3 i Sp2 = P5.

Napomenimo da se u literaturi naziv pauk qex�e koristi za opxtiju klasu
grafova, kod kojih ,,noge pauka” mogu sadr�ati vixe ivica i biti razliqite
du�ine.

Slika 23. Pauk Spk.

Odredimo kompleks uparivaǌa M(Spk) za k ≥ 2. Oznaqimo ivice i-te ,,noge
pauka” sa ui i vi, gde ui sadr�i centralno teme x, kao na slici 23. Skup ivica
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2.5. Klasifikacija mnogostrukosti sa granicom

{v1, v2, . . . , vk} je jedno maksimalno uparivaǌe grafa Spk. Poxto nikoje dve ivice
ui ne mogu biti u istom uparivaǌu, sva ostala maksimalna uparivaǌa se do-
bijaju kada u skupu {v1, v2, . . . , vk} taqno jednu ivicu vi zamenimo ǌoj susednom
ivicom ui. Zakǉuqujemo da kompleks uparivaǌa M(Spk) ima jedan centralni
(k − 1)-dimenzionalni simpleks C = {v1, v2, . . . , vk} i jox k simpleksa iste dimen-
zije, oblika (C \ {vi}) ∪ {ui}, i ∈ [k]. Dakle,

M(Spk) je kombinatorni disk dimenzije (k − 1), za sve k ≥ 2.

Sada mo�emo definisati familiju grafova BG, koja za mnogostrukosti sa
granicom ima ulogu sliqnu onoj koju familija SG ima za mnogostrukosti.

Definicija 2.21. Grafove P2, Γ i Spk za k ≥ 2 nazivamo disk grafovima, a ǌihov
skup oznaqavamo sa

BG = {P2,Γ} ∪ {Spk | k ≥ 2}, (2.5.1)

Istiqemo da je ovde ukǉuqen i graf P5 = Sp2, dok P3 nije.

Kao xto smo u tvr�eǌu 2.16 primetili da disjunktna unija grafova iz SG
daje komplekse uparivaǌa koji su sfere, ovde imamo sliqan rezultat za diskove.

Tvr�eǌe 2.22. Neka je graf G disjunktna unija grafova iz skupa BG ∪ SG, sa bar
jednom komponentom iz skupa BG. Tada je M(G) kombinatorni disk. Preciznije,
ako je

G = iP2 t jΓ t
⊔
d≥2

kdSpd t `P3 tmC5 t nK3,2,

pri qemu va�i i+j+
∑
kd ≥ 1, onda je kompleks M(G) kombinatorni disk dimenzije

i+ 2j +
∑

d dkd + `+ 2m+ 2n− 1.

Dokaz. Kompleks uparivaǌa posmatranog grafa G je spoj: i kopija taqke (D0),
j kopija diska D1, po kd kopija diska Dd−1 za sve d, ` kopija S0 i m + n kopija
S1. Koriste�i tvr�eǌe 1.21, zakǉuqujemo da je ovaj spoj kombinatorni disk
navedene dimenzije.

Pokaza�emo da ovo tvr�eǌe zapravo daje sve naqine na koje se mnogostrukost
sa granicom dimenzije ve�e od 2 realizuje kao kompleks uparivaǌa. U dimenziji
2 situacija je drugaqija, pa je posebno razmatramo.

Mnogostrukosti sa granicom dimenzije 2

Ako je M = M(G) dvodimenzionalna homoloxka mnogostrukost sa granicom,
ona je i kombinatorna mnogostrukost sa granicom, pa �emo je posmatrati na taj
naqin. Razdvoji�emo sluqajeve zavisno od toga da li je graf G povezan ili ne,
zbog velikog broja mogu�nosti u oba sluqaja.
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Glava 2. Klasifikacija homol. mnogostrukosti koje su kompleksi uparivaǌa

Teorema 2.23. Neka je G nepovezan graf takav da je M = M(G) mnogostrukost sa
granicom dimenzije 2. Tada je M disk, a svi mogu�i sluqajevi dati su u tabeli 2.

Tabela 2. Parovi G,M(G) u teoremi 2.23.

Graf G M ∼= M(G) Opis M(G)

3P2 P1 ∗ P2 Trougao
2P2 t P3 P1 ∗ P3 Dva trougla sa zajedniqkom ivicom
P2 t P5 P1 ∗ P4 Lanac od 3 trougla koji imaju zajedniqko teme
P2 t Γ P1 ∗ P5 Lanac od 4 trougla koji imaju zajedniqko teme
P2 t 2P3 P1 ∗ C4 Triangulisani kvadrat
P2 t C5 P1 ∗ C5 Triangulisani petougao
P2 tK3,2 P1 ∗ C6 Triangulisani xestougao
P3 t P5 2P1 ∗ P4 6 trouglova: suspenzija nad stazom P4

P3 t Γ 2P1 ∗ P5 8 trouglova: suspenzija nad stazom P5

Dokaz. Poxto je G = G1 tG2, onda je M(G) = M(G1) ∗M(G2), pa na osnovu tvr�e-
ǌa 2.12 znamo da se M(G) = D2 predstavǉa na jedan od tri naqina: M ∼= D0 ∗D1,
M ∼= D0 ∗ S1 ili M ∼= S0 ∗D1. Koriste�i klasifikacije grafova koji kao komp-
lekse uparivaǌa imaju S0, S1, D0 i D1, direktno dobijamo mogu�nosti prikazane
u tabeli 2.

U sluqaju kada je G povezan graf, neoqekivano se pojavǉuju razlne mno-
gostrukosti sa granicom dimenzije 2, o qemu govori slede�a teorema.

Teorema 2.24. Neka je G povezan graf takav da je M = M(G) dvodimenzionalna
mnogostrukost sa granicom. Tada M ima jedan od slede�a 4 topoloxka tipa, koji
se mogu realizovati pomo�u navedenih grafova G.

1. M je disk D2. G je pauk Sp3.

2. M je cilindar. G je graf sa 7 temena i 8 ivica, prikazan na slici 24.

Slika 24. Graf G u sluqaju 2.

3. M je Mebijusova traka.

(a) G = C7, 7-ciklus;

(b) G je graf sa 7 temena i 8 ivica, prikazan na slici 25;

48



2.5. Klasifikacija mnogostrukosti sa granicom

Slika 25. Graf G u sluqaju 3(b).

(v) G je graf sa 7 temena i 9 ivica, prikazan na slici 26;

Slika 26. Graf G u sluqaju 3(v).

(g) G je graf sa 7 temena i 10 ivica, prikazan na slici 27.

Slika 27. Graf G u sluqaju 3(g).

4. M je torus bez malog otvorenog 2-diska, kao na slici 28.

Slika 28. Torus bez malog otvorenog diska.

(a) G je graf sa 7 temena i 9 ivica, prikazan na slici 29;

Slika 29. Graf G u sluqaju 4(a).

(b) G je graf sa 7 temena i 10 ivica, prikazan na slici 30.
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Slika 30. Graf G u sluqaju 4(b).

(v) G je graf sa 7 temena i 11 ivica, prikazan na slici 31.

Slika 31. Graf G u sluqaju 4(v).

Dokaz. Dokaz se zasniva na analizi linkova temena mnogostrukosti M . Pokazali
smo da je link temena v ∈ M indukovani potkompleks od M , koji je kompleks
uparivaǌa podgrafa Gv u G (lema 2.4). Za temena ivice v u G koristi�emo
svuda oznake xv i yv. Zavisno od polo�aja temena v ∈M imamo dva sluqaja.

� Teme v je na granici od M , tj. v ∈ ∂M . Tada je link LkM v = M(Gv) zapravo
disk D1, tj. put Pj, gde je 2 ≤ j ≤ 5. Odgovaraju�i podgraf Gv se nalazi
u skupu {2P2, P3 t P2, P5,Γ}. Primetimo da tada krajevi puta Pj tako�e pri-
padaju granici.

� Teme v pripada unutraxǌosti od M . Tada je LkM v kru�nica, tj. ciklus
Cj, za 4 ≤ j ≤ 6. Odgovaraju�i podgraf Gv pripada skupu {2P3, C5, K3,2}.

Primetimo da ni u jednom sluqaju Gv ne sadr�i trougao (ciklus C3). Xta-
vixe, ceo graf G ne sme sadr�ati trougao. Naime, ukoliko bi graf G sadr�ao
trougao T , i ako bi postojala ivica v disjunktna sa T , tada bi Gv sadr�ao
trougao, xto nije mogu�e. Dakle, jedina mogu�nost bi bila da svaka ivica
grafa G sadr�i bar jedno teme trougla T . Me�utim, jednostavnom proverom
dobijamo da tada za bilo koju uoqenu ivicu u, Gu ne bi bio ni u jednom od gore
navedenih skupova, xto je kontradikcija.

Razmatra�emo sluqajeve I, II, III i IV prema strukturi linkova graniqnih
temena, i ǌihove podsluqajeve koji �e se pojaviti tokom analize.
• Sluqaj I : Postoji graniqno teme v takvo da je LkM v = P2, dakle Gv = 2P2.
Neka su temena 1 i 2 susedi temena v u M . Tada Gv ima dve nesusedne ivice 1 i
2, koje odgovaraju graniqnim temenima, dok su sve ostale ivice u G susedne sa
v. Poxto je G povezan, mora postojati ivica koja povezuje v i 1; bez umaǌeǌa
opxtosti neka je to ivica 3 = {xv, x1}. Kako G2 ne sadr�i trougao, G ne sadr�i
ivice {xv, y1} i {yv, x1}. Podeli�emo sluqaj I na dva podsluqaja, zavisno od toga
da li ivica {yv, y1} pripada grafu G ili ne.
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2.5. Klasifikacija mnogostrukosti sa granicom

Sluqaj I.1. Neka ivica {yv, y1} pripada G. Tada G2 sadr�i 4-ciklus, pa
mora biti Γ (jer 2 ∈ ∂M). Sve ostale ivice grafa G, osim ivice 2 i ivica
od Γ, moraju imati jedno zajedniqko teme sa v i drugo zajedniqko teme sa
2. Zbog povezanosti, mora postojati bar jedna takva ivica; bez umaǌeǌa
opxtosti neka je to {y2, yv}. Istaknuta ivica od Γ mo�e biti ili {xv, z}
ili {yv, z}, kao na slici 32. Poxto G1 ne sadr�i trougao, G ne sadr�i ni
{y2, xv} ni {x2, yv}. Graf G mo�e sadr�ati ili ne sadr�ati ivicu {x2, xv}. U
svakom sluqaju, G3 je ili P4 ili P4 sa jednom dodatnom ivicom na jednom od
unutraxih temena puta, a znamo da ove situacije nisu mogu�e (slika 32).

1

3

v

2

x2

y2yvxv

x1 y1

z

Slika 32. Sluqaj I.1. [11]

Sluqaj I.2. Neka ivica {yv, y1} ne pripada grafu G. Osim ve� pomenutih,
sve ostale ivice grafa G moraju biti susedne sa v, a nesusedne sa 1. Pod-
graf G2 sadr�i put P4 : y1, x1, xv, yv. Poxto va�i 2 ∈ ∂M , LkM 2 je 1-disk,
pa je G2 ili P5 ili Γ. Kako nema drugih ivica susednih ivici 1, G2 mora
biti P5. To znaqi da postoji jox taqno jedna ivica u G koja nije susedna
sa 2; oznaqimo je sa 4 (4 sadr�i teme yv). Posmatrajmo podgraf G1. On
sadr�i ivice v, 4 i 2, a sve ostale ǌegove ivice (bar jedna mora postojati)
su susedne i sa v i sa 2. Poxto 1 ∈ ∂M , i G1 mora biti ili P5 ili Γ.
Ukoliko bi bio Γ, onda bi G sadr�ao taqno jednu ivicu koja sadr�i jedno
teme ivice 2 i teme yv. Me�utim, tada bi G3 bio put P4, xto nije mogu�e.
Dakle, jedina mogu�nost je G1 = P5, xto znaqi da je G pauk Sp3 (slika 33).
Ovo je upravo deo 1 naxe teoreme.
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Slika 33. Graf u sluqaju I.2. [11]
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Glava 2. Klasifikacija homol. mnogostrukosti koje su kompleksi uparivaǌa

• Sluqaj II : Ne postoji graniqno teme v takvo da je LkM v = P2, ali za neko
graniqno teme v va�i LkM v = P3, tj. Gv = P3 t P2. Oznaqimo temena linka v sa
1, 2 i 3 (redom formiraju P3 i 1, 3 ∈ ∂M). Podgraf Gv se sastoji od puta sa
dve ivice 1 i 3, i disjunktne ivice 2. Oznaqimo zajedniqko teme ivica 1 i 3
sa y1, a odgovaraju�a druga dva temena sa x1 i x3. Osim 1, 2 i 3, svaka druga
ivica G mora sadr�ati teme od v. G je povezan, pa postoji ivica koja povezuje
v i 2; bez umaǌeǌa opxtosti neka je to ivica 4 = {xv, x2}. Poxto G ne sadr�i
trouglove, jedina dodatna mogu�a ivica izme�u temena v i temena 2 jeste {yv, y2}.
Posmatra�emo dva podsluqaja, zavisno od toga da li ova ivica pripada grafu
G ili ne.

Sluqaj II.1. Pretpostavimo da ivica {yv, y2} ne pripada G. Posmatrajmo
podgraf G3. On sadr�i put P4 : yv, xv, x2, y2, pa je ili P5 ili Γ. Bez ivice
{yv, y2}, G3 ne mo�e biti Γ, pa je G3 = P5 : z, yv, xv, x2, y2, za neko teme z.
Sve ostale ivice grafa G moraju povezivati ivicu v sa ivicom 3. Pret-
postavimo da je z = x1. Tada G1 sadr�i put P4 : yv, xv, x2, y2 i najvixe jox
jednu ivicu koja povezuje v i x3, pa G1 mora biti P5 : x3, yv, xv, x2, y2. Me-
�utim, G4 sadr�i ciklus C4, a ne mo�e se dopuniti nijednom ivicom do
Γ. Dakle, teme z ne pripada ivici 1. Tada G2 sadr�i 2P3 (ivice 1, 3, v i
{z, yv}), pa va�i G2 = 2P3. Time dobijamo kontradikciju jer G ne mo�e biti
povezan, poxto nema drugih ivica izme�u temena v i temena 1 i 3.

Sluqaj II.2. Pretpostavimo da ivica 5 = {yv, y2} pripada G. Znamo da sve
preostale ivice grafa G sadr�e neko teme od v i ne sadr�e nijedno teme
ivice 2. Podgrafovi G1 i G3 sadr�e ciklus C4 : xv, yv, y2, x2, xv, pa oba moraju
biti Γ. Zavisno od toga kako ih dopuǌujemo do Γ, imamo tri sluqaja.

Sluqaj II.2.a. Ukoliko imamo jednu dodatnu ivicu koja dopuǌuje oba
ova grafa, to je ivica koja sadr�i teme z koje nije ni u 1, ni u 3, i (bez
umaǌeǌa opxtosti) teme xv. Mora postojati jox jedna ivica koja �e
uqiniti G povezanim, a ne sme naruxiti G1 i G3, pa ta ivica sadr�i
teme y1 koje je zajedniqko ivicama 1 i 3. Me�utim, tada podgraf G2

nije mogu�, jer ima teme stepena 3, a ne mo�e biti K3,2.

Sluqaj II.2.b. Pretpostavimo da se G1 i G3 dopuǌuju razliqitim ivi-
cama iz istog temena xv od v: 6 = {xv, x1} i 7 = {xv, x3}. Dobijamo graf
koji je unija dva 4-ciklusa sa zajedniqkim temenom (slika 34), a komp-
leks uparivaǌa ovog grafa je cilindar prikazan na slici 35. Ostaje
da razmotrimo da li ovaj graf mo�e imati dodatnih ivica.
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Slika 34. Graf za sluqaj II.2.b. [11]
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2.5. Klasifikacija mnogostrukosti sa granicom

Sve dodatne ivice bi morale biti susedne sa svakom od ivica v, 1 i 3.
Me�utim, ivica y1xv ne postoji jer G ne sadr�i trougao, a ivica y1yv
ne postoji zbog podgrafa G4. Dakle, jedina mogu�nost je upravo graf
na slici 34, xto je deo 2 naxe teoreme.
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Slika 35. Kompleks uparivaǌa za sluqaj II.2.b. [11]

Sluqaj II.2.v. Preostali sluqaj je da su G1 i G3 kopije Γ sa istaknutim
ivicama koje sadr�e razliqita temena od v; bez umaǌeǌa opxtosti neka
su to ivice 6 = {xv, x1} i 7 = {yv, x3}. Svaka dodatna ivica bi napravila
trougao u G, xto nije dozvoǉeno. Kompleks M(G) je izomorfan Mebi-
jusovoj traci, qime dobijamo sluqaj 3(b) teoreme. Graf i kompleks su
prikazani na slici 36 (identifikacija ivica je oznaqena strelicama,
xto �emo nadaǉe podrazumevati).
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Slika 36. Graf i kompleks uparivaǌa za sluqaj II.2.v. [11]

• Sluqaj III : Nijedno graniqno teme nema link P2 niti P3, ali postoji teme
v ∈ ∂M takvo da va�i LkM v = P4, tj. Gv = P5. Ako su temena linka LkM v
oznaqena redom sa 1, 2, 3 i 4, podgraf Gv je put od ivica 2, 4, 1 i 3, redom, i
temena x2, y2, x1, y1, y3. Poxto su i 1 i 4 graniqna temena, znamo da su i G1 i G4

u skupu {P5,Γ}. Osim ivica 1, 2, 3 i 4, svaka druga ivica mora biti susedna sa
v. Razmatra�emo sluqajeve zavisno od toga da li je teme 2 (analogno se dobija
za teme 3) na granici ili u unutraxǌosti od M .
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Glava 2. Klasifikacija homol. mnogostrukosti koje su kompleksi uparivaǌa

Sluqaj III.1. Neka 2 ∈ ∂M . Tada va�i G2 ∈ {P5,Γ}, pa imamo dva sluqaja.

Sluqaj III.1.a. Pretpostavimo da va�i G2 = P5. Poxto podgraf G2

ve� sadr�i ivice v, 1 i 3, on sadr�i ili {xv, x1} ili {xv, y3}, a sve
ostale ivice u G moraju biti susedne i sa v i sa 2. Ako bi G2 sadr�ao
{xv, x1}, onda bi G4 sadr�ao ivicu 3 disjunktnu od ostalih ivica u G4,
xto nije mogu�e, jer G4 ∈ {P5,Γ}. Dakle, G2 sadr�i ivicu 5 = {xv, y3}.
Podgraf G4 sadr�i put P4 : v, 5, 3, a kako su sve preostale ivice susedne
i sa v i sa 2, G4 mora sadr�ati ivicu 6 = {yv, x2}. Tako G sadr�i
ciklus C7 : yv, xv, y3, y1, x1, y2, x2, yv. Poxto G ne sadr�i trouglove, jedina
mogu�a preostala ivica je 7 = {xv, y2}. Me�utim, kada bi ivica 7
pripadala G, podgraf G7 bi bio oblika P2 t P3, xto nije dozvoǉeno
u sluqaju III. Dakle, G = C7, a M = M(G) je Mebijusova traka sa
trouglovima 215, 156, 564, 643, 43v, 3v2, v21 (deo 3(a) teoreme).

Sluqaj III.1.b. Pretpostavimo da va�i G2 = Γ. Poxto su sve dodatne
ivice u G susedne sa v, G2 je ili ciklus C4 : x1, xv, yv, y1, x1 sa istaknu-
tom ivicom {y1, y3}, ili ciklus C4 : y1, xv, yv, y3, y1 sa istaknutom ivicom
{x1, y1}. Prva opcija nije mogu�a jer bi tada G1 imao samo qetiri
temena (x2, y2, xv i yv). Dakle, G sadr�i ivice 5 = {y1, xv} i 6 = {y3, yv},
a sve nove ivice su susedne i sa v i sa 2. Podgraf G4 sadr�i 4-ciklus
3, 5, v, 6, pa G4 mora biti Γ, xto znaqi da G sadr�i ivicu 7 koja povezuje
teme x2 sa ivicom v. Da bismo odredili koje teme ivice v je u pitaǌu,
primetimo da G5 sadr�i ivice 2, 4 i 6. Poxto smo u sluqaju III, G5

ne mo�e biti P3 tP2, ve� G5 = P5, pa ivica koja dopuǌava ovaj podgraf
do P5 jeste 7 = {x2, yv}. Tako�e, G1 sadr�i ivice 2, 6, 7 i v, pa mora
biti Γ sa ivicom 8 = {y2, xv}. Svaka dodatna ivica (susedna sa v i 2
po uslovu) bi napravila trougao, pa je G graf sa 9 opisanih ivica,
prikazan na slici 37. Kompleks M(G) je sastavǉen od trouglova 745,
456, 562, 612, 12v, 2v3, v34, 34v, 618, 187 i 873. Nakon identifikovaǌa
ivica, prime�ujemo da je M(G) torus bez jednog 2-diska, ograniqenog
ciklusom 1, 7, 5, 2, 3, 8, 6, 4, v, 1 (ovo je deo 4(a) teoreme).
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Slika 37. Graf i kompleks uparivaǌa za sluqaj III.1.b. [11]
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2.5. Klasifikacija mnogostrukosti sa granicom

Sluqaj III.2. Sada mo�emo pretpostaviti da su oba temena 2 i 3 u
unutraxǌosti odM (jer smo u delu III.1. koristili samo uslov 2 ∈ ∂M ,
bez pretpostavke o temenu 3). Tada G2 ∈ {2P3, C5, K3,2}. Posmatra�emo
svaki od ova tri podsluqaja odvojeno.

Sluqaj III.2.a. Neka je G2 = 2P3. Jedan od ta dva puta P3 se sastoji
od 1 i 3, a drugi od v i 5, za neku ivicu 5 = {xv, z} (z ne pripada
nijednoj od ivica 1, 2, 3 i 4). Sve druge ivice moraju biti susedne
ivicama 2 i v. Me�utim, tada je G4 nepovezan podgraf sa jednom
komponentom P2 = 3 xto nije mogu�e u sluqaju III.
Sluqaj III.2.b. Neka je G2 = C5. Bez umaǌeǌa opxtosti mo�emo
pretpostaviti da G sadr�i ivice 5 = {x1, xv} i 6 = {y3, yv} (G2 je C5 :
x1, y1, y3, yv, xv, x1). Sve ostale ivice u G su susedne i sa v i sa 2.
Poxto 4 ∈ ∂M i G4 ve� sadr�i P4 : y1, y3, yv, xv, mora va�iti G4 = P5,
sa dodatnom ivicom 7 = {xv, x2} (slika 38). Sada G5 sadr�i P3 tP2,
sa temenima y1, y3, yv;x2, y2. Sluqaj kada je G5 = P3 t P2 je pokriven
u delu II. Jedina druga mogu�nost je da postoji ivica 8 = {yv, y2},
qime je G5 = P5. Bilo koja nova ivica bi napravila trougao u G,
tako da smo opisali sve ivice grafa G. Kompleks uparivaǌa ovog
grafa je Mebijusova traka, kao na slici 38 (deo 3(v) teoreme).
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Slika 38. Graf i kompleks uparivaǌa za sluqaj III.2.b. [11]

Sluqaj III.2.v. Neka je G2 = K3,2. Bez gubǉeǌa opxtosti, G sadr�i
ivice 5 = {xv, y1}, 6 = {yv, y3} i 7 = {yv, x1}. Poxto podgraf G4

sadr�i C4 (y1, xv, yv, y3, y1), on mora biti Γ. Istaknuta ivica tog
podgrafa Γ mora spajati teme x2 i jedno od temena xv, yv. Ako je
to ivica {x2, xv}, onda G3 = C5, xto je sluqaj pokriven sa III.2.b.
Neka je zato istaknuta ivica 8 = {x2, yv}. Daǉe, podgraf G1 sadr�i
teme yv stepena 3, a kako 1 ∈ ∂M , mora biti G1 = Γ. Zato G
sadr�i ivicu 9 = {y2, xv}, qime je kompletan skup ivica prikazan
na slici 39. Svaka nova mogu�a ivica bi napravila trougao u G,
xto znaqi da smo opisali sve ivice grafa G. Kompleks uparivaǌa
M(G) je homeomorfan torusu bez diska na povrxini (slika 39). Ovo
je deo 4(b) teoreme.
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Slika 39. Graf i kompleks uparivaǌa u sluqaju III.2.v. [11]

• Sluqaj IV : Za svako graniqno teme v va�i LkM v = P5, tj. Gv = Γ. Uoqimo
jedno graniqno teme v i neka temena 1, 2, 3, 4 i 5 ǌegovog linka formiraju
put navedenim redosledom. Tada su 1 i 5 graniqna temena, pa su podgrafovi
G1 i G5 kopije Γ. Slika 40 prikazuje podgraf od G koji sadr�i v i Gv.
Svaka druga ivica grafa G je susedna sa v.
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Slika 40. Podgraf Gv za sluqaj IV. [11]

Razmotrimo podgraf G1 = Γ. On sadr�i ivice 2, v i jox tri ivice susedne
sa v. Bez umaǌeǌa opxtosti, dve od tih ivica su 6 = {xv, y2} i 7 = {yv, x2}.
Tre�a ivica, oznaqimo je sa 8, mo�e ili biti ivici 3 u temenu x3, ili ne
biti susedna sa 3. Ako nije susedna sa 3, onda G3 sadr�i G1 : 8, 6, 7, 2, v i
ivicu 4. Sa 6 ivica, G3 mora biti K3,2, ali to nije mogu�e jer vidimo da
je teme x1 stepena 1 u tom podgrafu. Dakle, ivica 8 mora sadr�ati teme x3.
Imamo dve mogu�nosti, zavisno od toga koje teme ivice v pripada ivici
8 (xv ili yv). Mogu�nosti su prikazane na slici 41, pri qemu su temena
razliqito raspore�ena zbog konstrukcija u nastavku.
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Slika 41. Dva mogu�a podgrafa G koji sadr�e Gv i G1 u sluqaju IV. [11]

Sluqaj IV.1. Neka va�i 8 = {x3, xv}. Sve druge ivice u G moraju biti
susedne obema ivicama v i 1. Poxto va�i 5 ∈ ∂M , onda G5 mora
biti Γ. Podgraf G5 sadr�i ivice 4, 6, v i 8, pa mora sadr�ati i
ivicu 9 = {x1, yv}. Poxto bi dodavaǌe bilo koje mogu�e ivice napra-
vilo trougao, opisali smo sve ivice grafa G. Na slici 42 prikazani
su graf G i kompleks M(G), koji je homeomorfan Mebijusovoj traci
(deo 3(g) teoreme).
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Slika 42. Graf i kompleks za sluqaj IV.1. [11]

Sluqaj IV.2. Neka va�i 8 = {x3, yv}. Kao i u prethodnom delu, sve
ostale ivice moraju biti susedne i sa v i sa 1. Tako�e, G5 je Γ, pa
mora postojati ivica 9 = {x1, yv}. Kako sve preostale ivice moraju biti
susedne svakoj od ivica v, 1 i 5, a ne postoji trougao, jedina mogu�a
preostala ivica je {xv, y1}. Ukoliko ona ne bi postojala, podgraf G7

bi bio P5 (3, 1, 4 i 6), pa bi ovaj sluqaj bio razmotren u delu III.
Dakle, postoji ivica 10 = {xv, y1}, i time je opisan ceo graf G. ǋegov
kompleks uparivaǌa je homeomorfan torusu bez diska, a prikazan je na
slici 43 (deo 4(v) teoreme).
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Slika 43. Graf i kompleks za sluqaj IV.2. [11]

Time je dokaz teoreme 2.24 zavrxen.

Mnogostrukosti sa granicom dimenzije ve�e od 2

Kao i u sluqaju mnogostrukosti bez granice, ispostavǉa se da u dimenzijama
ve�im od 2 jedina homoloxka mnogostrukost koja je kompleks uparivaǌa jeste
kombinatorni disk. Slede�a teorema daje potpunu klasifikaciju.

Teorema 2.25. Neka je G prost graf takav da je M(G) neka d-dimenzionalna homo-
loxka mnogostrukost sa granicom i d ≥ 3. Tada je M(G) kombinatorni disk, a
graf G je disjunktna unija grafova iz SG ∪BG, sa bar jednom komponentom iz skupa
BG, kao xto je opisano u Tvr�eǌu 2.22.

Dokaz. Neka je M = M(G) i dimM = d ≥ 3. Dokaz �emo izvesti indukcijom, sa
pretpostavkom sliqnom kao u dokazu teoreme 2.19. Naime, pretpostavimo da za
sve dimenzije maǌe od d va�i da jedini grafovi qiji su kompleksi uparivaǌa ho-
moloxki diskovi, jesu upravo grafovi opisani u Tvr�eǌu 2.22. Iz teorema 2.23
i 2.24 znamo da je to taqno za diskove dimenzije 2. Korix�eǌem teoreme 2.19 i
tvr�eǌa 2.16 o homoloxkim sferama koje su kompleksi uparivaǌa, i induktivne
hipoteze za homoloxke diskove dimenzije maǌe od d, pokaza�emo da je G jedan
od grafova iz Tvr�eǌa 2.22, xto dokazuje da je M kombinatorni d-disk.

Ako je v teme u unutraxǌosti M , onda je LkM v homoloxka (d− 1)-sfera. Na
osnovu teorema 2.18 i 2.19 znamo da za unutraxǌe teme v va�i da je Gv nepovezan
podgraf, koji je disjunktna unija grafova iz SG. Sa druge strane, ako je v
graniqno teme, onda je LkM v homoloxki (d − 1)-disk, pa na osnovu induktivne
pretpostavke znamo da je Gv disjunktna unija grafova P2, Γ, Spk (k ≥ 2), P3, C5,
K3,2, sa bar jednim od prva tri grafa. Razmatra�emo dva sluqaja koja se tiqu
graniqnih temena i ǌihovih linkova.

Sluqaj I : Za sva graniqna temena v va�i da je podgraf Gv nepovezan.
Sluqaj II : Postoji graniqno teme v takvo da je Gv povezan podgraf.

Pokaza�emo da u sluqaju I graf G nije povezan, pa �emo na osnovu Tvr�eǌa 2.12
zakǉuqiti da M mora biti disk. U sluqaju II, pokaza�emo da je G ili nepovezan,
ili pauk Spd+1.
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2.5. Klasifikacija mnogostrukosti sa granicom

• Sluqaj I : Za sva temena v ∈ ∂M , Gv je nepovezan. Gv sadr�i bar jedan od disk
grafova P2,Γ i Spk, pa imamo naredna dva podsluqaja na osnovu tog podgrafa.

Sluqaj I.1. Postoji graniqno teme v takvo da Gv sadr�i P2 kao komponentu
povezanosti. Neka je Gv = P2 t G′. Oznaqimo sa a ivicu podgrafa P2. Po-
smatrajmo podgraf Ga, koji je tako�e nepovezan. Poxto su sve ostale ivice
u G susedne sa v, Ga sadr�i G′, v i mo�da neke ivice koje su susedne sa
v. Zbog nepovezanosti podgrafa Ga, zakǉuqujemo da deo podgrafa G′ (ili
ceo taj podgraf), nije u istoj komponenti povezanosti grafa G kao ivica v.
Dakle, graf G nije povezan.

Sluqaj I.2. Pretpostavimo sada da ne postoji graniqno teme v takvo da Gv

sadr�i komponentu povezanosti P2. Neka je v proizvoǉno graniqno teme.
Oznaqimo sa Go komponentu povezanosti podgrafa Gv koja je ili Γ ili Spk
(k ≥ 2) i neka je G′ = Gv \Go (slika 44).

G′Go

v

Slika 44. Podgraf Gv za sluqaj I.2. [11]

Uoqimo nesusedne ivice a i b u Go za svaku od mogu�nosti, kao na slici 45.
Poxto Ga ne sme sadr�ati P2 kao komponentu povezanosti, ivica b mora
biti povezana sa ivicom v, pa su Go i v u istoj komponenti povezanosti
grafa G.

ba
a

b

Slika 45. Uoqene ivice a i b za Go = Γ i Go = Spk u sluqaju I.2. [11]

Sve ostale ivice grafa G (koje nisu u Go i G′) su susedne ivici v. Poxto
podgraf Ga ne sadr�i komponentu P2, zakǉuqujemo da su sve ǌegove ivice
ili u istoj komponenti povezanosti sa v, ili sadr�ane u G′. Poxto je Ga

nepovezan, deo G′ (ili ceo podgraf) nije povezan sa ostatkom grafa G. Tako
i u ovom sluqaju dobijamo da G nije povezan graf.

• Sluqaj II : Neka postoji teme v ∈ ∂M takvo da je podgraf Gv povezan. Poxto je
LkM v homoloxki (d−1)-disk, prema induktivnoj pretpostavci znamo da je Gv graf
pauk Spd. Oznaqimo ivice ovog podgrafa kao na slici 46 (isprekidana ivica y
nije relevantna za ovaj deo), pa razmotrimo a1 i Ga1. Imamo dve mogu�nosti za
podgraf Ga1, zavisno od polo�aja temena a1 u M .
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Glava 2. Klasifikacija homol. mnogostrukosti koje su kompleksi uparivaǌa

Sluqaj II.1. Pretpostavimo da je a1 teme u unutraxǌosti M . To znaqi
da je Ga1 disjunktna unija kopija elemenata SG = {P3, C5, K3,2}. Poxto put
a2, b2, bd, ad pripada Ga1 (jer d ≥ 3), ovaj put je ili deo ciklusa C5, ili deo
K3,2. Me�utim, sve ivice grafa G koje nisu na slici 46 moraju biti susedne
ivici v, pa zakǉuqujemo da ovaj sluqaj nije mogu�.

b1

a1

b2

a2

bd

ad

v y

Slika 46. Podgraf Spd za sluqaj II. [11]

Sluqaj II.2. Neka je a1 teme na granici M . Podgraf Ga1 sigurno sadr�i
Spd−1 (a2, b2, . . . , ad, bd) i ivicu v, kao na slici 46 (zanemarimo ivicu y o
kojoj �emo naknadno govoriti). Poxto znamo da je LkM a1 homoloxki disk
dimenzije (d − 1), prema induktivnoj hipotezi znamo da postoje tri opcije
za Ga1: Ga1 = Spd−1 t P2, Ga1 = Spd−1 t P3 ili Ga1 = Spd.

Sluqaj II.2.a. Neka je Ga1 = Spd−1 t P2 ili Ga1 = Spd−1 t P3. Tada
je podgraf Ga1 ve� prikazan na slici 46, sa ukǉuqenom isprekidanom
ivicom y u sluqaju kada je Ga1 = Spd−1 t P3. Sve ostale ivice grafa G,
ako postoje, moraju biti susedne obema ivicama a1 i v. Pretpostavimo
da postoji neka takva ivica i oznaqimo je sa x. Posmatrajmo sada teme
a2. Ukoliko bi a2 bilo u unutraxǌosti M , mogli bismo postupiti kao
u sluqaju II.1, pa mo�emo pretpostaviti da je a2 na granici. Prema
induktivnoj hipotezi, podgraf Ga2 je disjunktna unija grafova iz BG
i SG. Primetimo da Ga2 sadr�i indukovanu putaǌu od 5 ivica (ili
ad, bd, b1, x, v ili ad, bd, b1, a1, x, zavisno od toga da li je x susedna sa b1

ili ne). Me�utim, nijedan od grafova iz BG∪SG ne sadr�i indukovanu
putaǌu P6. Dakle, ivica x ne postoji, pa je G upravo nepovezan graf
prikazan na slici 46.

Sluqaj II.2.b. Neka je Ga1 = Spd. U ovom sluqaju, G mora da sadr�i
podgraf kao na slici 47. Tako�e, ivice grafa G koje nisu prikazane
na slici 47 (ako postoje) moraju biti susedne obema ivicama a1 i v.
Posmatrajmo ponovo LkM a2. Ako bi bilo koja od mogu�e qetiri dodatne
ivice postojala, Ga2 bi bio Spd sa dodatnom ivicom koja povezuje dva ne-
centralna temena ovog pauka, xto je u kontradikciji sa mogu�nostima
za Ga2 (prema induktivnoj hipotezi). Tako zakǉuqujemo da je graf G
taqno graf Spd+1, prikazan na slici 47.
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b1

a1

b2

a2

bd

ad

v

z

Slika 47. Podgraf za sluqaj II.2.b. [11]

Time smo pokazali da je graf G ili nepovezan, ili va�i G = Spd+1. U sluqaju
kada je G = G1 t G2, M je netrivijalan spoj kompleksa M(G1) i M(G2). Tada
prema tvr�eǌu 2.12 znamo da je M homoloxki d-disk, a kompleksi M(G1) i M(G2)
su homoloxki diskovi ili homoloxke sfere maǌe dimenzije, pri qemu je bar
jedan od ǌih disk. Prema induktivnoj hipotezi, grafovi G1 i G2 su disjunktne
unije grafova iz SG ∪ BG, kao xto je opisano u Tvr�eǌu 2.22, pa je takav i ceo
graf G. Sledstveno, M je kombinatorni d-disk. Tako�e, znamo da je i M(Spd+1)
kombinatorni disk Dd. Time je dokaz teoreme zavrxen.

Dakle, konaqan zakǉuqak je da se kao kompleksi uparivaǌa pojavǉuju slede�e
homoloxke mnogostrukosti sa granicom:

� Mebijusova traka,

� torus T 2 bez diska na povrxini,

� cilindar dimenzije 2,

� kombinatorni disk Dd, za sve d ∈ N.

61





Glava 3

Homotopski tipovi kompleksa
uparivaǌa nekih klasa drveta

U ovoj glavi �emo se baviti odre�ivaǌem taqnih homotopskih tipova kompleksa
uparivaǌa nekih klasa drveta. Poznato je da ako je G drvo ili xuma, onda je
kompleks M(G) ili kontraktibilan, ili homotopski ekvivalentan buketu sfera
[73]. Za familiju drveta poznatu kao grafovi gusenice (caterpillar graphs) ovde
�emo pokazati kako induktivno mo�emo odrediti taqne dimenzije tih sfera, za
koje se ispostavǉa da imaju veoma lepu kombinatornu interpretaciju. Glava je
organizovana na slede�i naqin. U poglavǉu 3.1 �emo pokazati dve leme koje �e
slu�iti kao alat za induktivno odre�ivaǌe homotopskog tipa. Tako�e, radi
kompletnosti, navex�emo dokaz teoreme o kompleksu uparivaǌa xume. Pogla-
vǉe 3.2 je posve�eno odre�ivaǌu homotopskog tipa kompleksa uparivaǌa gra-
fova gusenica. Podeǉeno je u nekoliko celina, prema tipu gusenica. Posledǌe
poglavǉe 3.3 daje drugi dokaz glavne teoreme 3.17, primenom teorema o fibrama
preslikavaǌa poseta. Materijal ove glave je baziran na originalnom radu [50].

3.1 Kompleksi uparivaǌa drveta

Induktivnu proceduru odre�ivaǌa homotopskog tipa kompleksa uparivaǌa �emo
primeǌivati u sluqajevima kada posmatrani graf sadr�i nezavisnu granu (kao
xto je sluqaj kod drveta), pa �emo najpre formalno definisati ovaj podgraf.

Definicija 3.1. Ka�emo da graf G ima nezavisnu m-granu, m ≥ 1, ako postoje
ivice x1, x2, . . . , xm i y takve da su sve ivice x1, x2, . . . , xm susedne ivici y u istom
temenu, a nijedna od ivica x1, x2, . . . , xm nema drugih suseda (slika 48).

Slika 48. Nezavisna m-grana grafa [50].

Poka�imo sada kako se postojaǌe nezavisne grane odra�ava na odre�ivaǌe
homotopskog tipa kompleksa uparivaǌa. Tako�e, podsetimo se pojma linka ivice
x (definicija 2.1): Gx = {e ∈ E(G) | e ∩ x = ∅}.
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Glava 3. Homotopski tipovi kompleksa uparivaǌa nekih klasa drveta

Lema 3.2. Neka je G graf takav da ivice x i y formiraju nezavisnu 1-granu, kao na
slici 49. Oznaqimo podgrafove G1 = Gx i G2 = Gy. Tada va�i M(G) ' S(M(G2)).

Dokaz. Neka je skup ivica podgrafa G2 oznaqen sa E(G2) := {a1, . . . , an}, a E(G1) :=
E(G2) ∪ {z1, z2, . . . , z`} je skup ivica podgrafa G1. Poxto E(G2) ⊆ E(G1) ⊆ E(G),
onda va�i M(G2) ⊆ M(G1) ⊆ M(G). Teme x ∈ M(G) odgovara ivici x ∈ E(G)
koja nema drugih suseda osim y. Zato teme x formira j-dimenzionalni simpleks
sa svakim (j − 1)-dimenzionalnim simpleksom u M(G1), tj. x formira konus nad
M(G1). Dakle, va�i M(G1∪x) = Cx(M(G1)). Sliqno, va�i M(G2∪y) = Cy(M(G2)),
pa kompleks M(G) zadovoǉava:

M(G) = Cx(M(G1))
⋃

M(G2)

Cy(M(G2)),

kao xto je prikazano na slici 49.

y

x

G2

G1

y

x

M(G2) M(G1)

Slika 49. Nezavisna 1-grana u grafu G i kompleks uparivaǌa M(G) [50].

Homotopski tip ovog kompleksa odre�ujemo koriste�i qiǌenicu da je svaki
konus kontraktibilan:

M(G) 'M(G)/Cx(M(G1)) =

Cx(M(G1))
⋃

M(G2)

Cy(M(G2))

 /Cx(M(G1))

∼= Cy(M(G2))/M(G2) ∼= S(M(G2)).

Ovde smo koristili topoloxko tvr�eǌe da pod odre�enim uslovima va�i da
je koliqniqki prostor (A ∪ B)/A homeomorfan prostoru B/(A ∩ B) (uslovi su
dovoǉno opxti; na primer, dovoǉno je da su A i B zatvoreni potkompleksi od
A ∪B, i da va�i A ∩B 6= ∅; videti [92, 22.3]).

Napomena 3.3. Pomo�u leme 3.2 se mo�e induktivno odrediti homotopski tip
kompleksa uparivaǌa za staze Pn, n ∈ N (primer 1.17, Kozlov [63]).

Analogno prethodnoj lemi imamo opxtiji rezultat za graf sa nezavisnom
m-granom (lema 3.2 je specijalni sluqaj slede�e za m = 1, ali ih navodimo
odvojeno zbog daǉih primena).
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3.1. Kompleksi uparivaǌa drveta

Lema 3.4. Neka je G graf sa nezavisnomm-granom x1, . . . , xm (m ∈ N), kao na slici 50.
Ako je G1 = Gx1, a G2 = Gy, onda va�i

M(G) '

(∨
m−1

S(M(G1))

)
∨ S(M(G2)).

Dokaz. Dokaz je analogan dokazu leme 3.2. Za sve i ∈ [m] va�i M(G1 ∪ xi) =
Cxi(M(G1)), dok M(G2 ∪ y) = Cy(M(G2)). Dakle,

M(G) =
⋃

M(G1)

(⋃
xi

(Cxi(M(G1)))

) ⋃
M(G2)

Cy(M(G2))

(slika 50). Kolapsiraǌem kontraktibilnog potprostora Cxm(M(G1)) dobijamo
homotopski ekvivalentan prostor, pri qemu to kolapsiraǌe preostalih m − 1
konusa pretvara u suspenzije.

y

x1 xm

G2

G1

y

x1 x2 xm

M(G2) M(G1)

Slika 50. Graf G sa nezavisnom m-granom i kompleks M(G) [50].

Napomena 3.5. Leme 3.2 i 3.4 se na drugi naqin mogu dokazati primenom leme
2.5 iz rada Engstroma [33]. U pitaǌu je lema o homotopskom tipu kompleksa
nezavisnosti grafova koji sadr�e odre�en podgraf, koju bismo primenili na
linijske grafove posmatranih grafova sa m-granom.

Pomo�u lema 3.2 i 3.4 mo�emo dokazati da je kompleks uparivaǌa xume ili
kontraktibilan ili homotopski ekvivalentan buketu sfera. Ovo je rezultat koji
su pokazali Marieti i Testa [73, teorema 4.13]. Radi kompletnosti, navodimo
dokaz koji je idejno sliqan ǌihovom, ali koristi prethodne leme.

Teorema 3.6. [73] Neka je graf G xuma. Tada je kompleks M(G) ili kontraktibi-
lan, ili homotopski ekvivalentan buketu sfera.

Dokaz. Doka�imo tvr�eǌe indukcijom po n = |E(G)|. Ako je n = 1, M(G) je taqka.
Kada je n = 2, G ∈ {P3, P2 t P2}. Poxto je M(P3) = S0, a M(P2 t P2) = P2 ' ∗,
tvr�eǌe va�i za n = 2. Pretpostavimo da tvr�eǌe va�i za sve xume sa k ivica
za k < n, gde je n ≥ 3. Neka je G proizvoǉna xuma sa n ivica. Razmatrajmo
sluqajeve zavisno od toga da li je G povezan graf, tj. drvo, ili nije.
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Glava 3. Homotopski tipovi kompleksa uparivaǌa nekih klasa drveta

Ako G nije povezan graf, onda je on oblika G = G1 t · · · t Gt, gde je Gi drvo
za svako i ∈ [t]. Tada prema tvr�eǌu 2.5 va�i M(G) = M(G1) ∗ · · · ∗M(Gt). Poxto
|E(Gi)| < n za sve i, prema induktivnoj hipotezi svaki M(Gi) je kontraktibilan
ili homotopski ekvivalentan buketu sfera. Ako je bar jedan od ǌih kontrak-
tibilan, M(G) je tako�e kontraktibilan. U suprotnom za svako i va�i M(Gi) '
∨

α∈Ai

Sα za neku konaqnu familiju indeksa Ai. Tada M(G) ' ( ∨
α∈A1

Sα) ∗ · · · ∗ ( ∨
α∈At

Sα),

pa je M(G) prostor homotopski ekvivalentan buketu sfera (tvr�eǌa 1.21 i 1.22).

Ako je G drvo, uoqimo (neki) najdu�i put v1, v2, . . . , vs u G. Poxto je n ≥ 3, onda
va�i i s ≥ 3. Ukoliko je s = 3, onda G mora biti kompletni bipartitni graf
K1,n. Tada je M(G) diskretan skup od n taqaka, preciznije M(G) = ∨

n−1
S0. Ako je

s ≥ 4, poka�imo da G sadr�i nezavisnu m-granu za neko m. Primetimo prvo da
svi susedi temena vs−1, osim temena vs−2, moraju biti listovi. Zaista, neka je
x proizvoǉan sused temena vs−1 razliqit od vs−2. Pretpostavimo suprotno, da
x nije list, tj. da postoji ǌegov sused y 6= vs−1. Poxto G ne sadr�i cikluse, y
nije u skupu {v1, . . . , vs}. Tada je v1, v2, . . . , vs−1, x, y du�i put od v1, v2, . . . , vs, xto
je kontradikcija. Dakle, temena vs−2, vs−1 i svi susedi vs−1 formiraju nezavisnu
m-granu, m ≥ 1. Oznaqimo ivice a = {vs−2, vs−1} i b = {vs−1, vs}. Neka je G1 = Gb,

a G2 = Ga. Tada na osnovu leme 3.4 va�i M(G) '
( ∨
m−1

S(M(G1))

)
∨ S(M(G2)).

Prema induktivnoj hipotezi, svaki od kompleksa M(G1) i M(G2) je ili kontrak-
tibilan ili homotopski ekvivalentan buketu sfera. Poxto je suspenzija buketa
sfera homotopski ekvivalenta buketu sfera za 1 ve�e dimenzije (tvr�eǌe 1.22),
zakǉuqujemo da kompleks M(G) ima �eǉeni homotopski tip.

3.2 Kompleksi uparivaǌa grafova gusenica

U ovom poglavǉu izuqavamo komplekse uparivaǌa grafova gusenica.

Definicija 3.7. Drvo u kome se mo�e uoqiti put sa svojstvom da je svako
teme van tog puta povezano ivicom sa nekim od temena puta, naziva se gusenica
(slika 51).

Slika 51. Graf gusenica sa centralnim putem P9.

Uoqeni put se naziva centralni put. Primetimo da ukoliko zahtevamo da temena
na krajevima tog puta imaju stepen ve�i od 1, taj put je jedinstveno odre�en.
Neka je centralni put Pn; oznaqimo ǌegova temena sa 1, 2, . . . , n. Ukoliko iz
svakog temena i osim ivica puta Pn polazi jox mi dodatnih ivica (mi ≥ 0), ovu
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3.2. Kompleksi uparivaǌa grafova gusenica

gusenicu oznaqavamo sa Gn(m1, . . . ,mn), i ka�emo da je ona du�ine n. Na primer,
na slici 51 va�i m1 = 4, m6 = 0, m7 = 6. Ukoliko ne postoji i takvo da je mi = 0,
ka�emo da je gusenica G bez trivijalnih temena.

Prema teoremi 3.6 znamo da kompleks uparivaǌa gusenica, kao i svih drveta,
ili ima homotopski tip buketa sfera, ili je kontraktibilan prostor. Za sve
gusenice G bez trivijalnih temena �emo odrediti taqan homotopski tip komp-
leksa M(G), a za sve ostale �emo dati rekurentnu formulu koja odre�uje broj
sfera odre�ene dimenzije u homotopskom tipu M(G). Najpre �emo izdvojiti
najjednostavniji sluqaj savrxenih gusenica.

Definicija 3.8. Savrxena m-gusenica du�ine n je gusenica qiji je centralni
put Pn, a svako od n temena tog puta ima dodatnih m grana van tog puta (videti
slike 52 i 53).

Savrxenu m-gusenicu du�ine n oznaqavamo sa Gp
n(m), pri qemu izostavǉamo

parametar m ukoliko se podrazumeva.

a1 am b1 bma1 am

c

Gp
1 Gp

2

Slika 52. Gp
1(m) i Gp

2(m) [50].

1 2 3 nn− 2 n− 1

Gp
n−2

Gp
n−1

a1 am

y

Slika 53. Savrxena gusenica Gp
n(m) [50].

Teorema 3.9. Neka je m ≥ 2 i Gp
n savrxena m-gusenica du�ine n (n ≥ 1). Tada je

homotopski tip kompleksa uparivaǌa M(Gp
n) slede�eg oblika:

M(Gp
n) '


k∨
t=0

∨
αt

Sk−1+t, ako n = 2k

k∨
t=0

∨
βt

Sk+t, ako n = 2k + 1
(3.2.1)

gde je αt =
(
k+t
k−t

)
(m− 1)2t i βt =

(
k+1+t
k−t

)
(m− 1)2t+1, za sve t = 0, 1, . . . , k.

Dokaz. Doka�imo tvr�eǌe indukcijom po n. Bazne gusenice Gp
1 i G

p
2 su prikazane

na slici 52. Kompleks M(Gp
1) je diskretan skup od m taqaka, tj. M(Gp

1) '
∨
m−1

S0,
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Glava 3. Homotopski tipovi kompleksa uparivaǌa nekih klasa drveta

xto je upravo (3.2.1) za n = 1. Tako�e, M(Gp
2) = Km,mt{c} (teme c odgovara ivici

c na slici 52). Poxto je Km,m '
∨

(m−1)2
S1, onda imamo M(Gp

2) ' S0 ∨

( ∨
(m−1)2

S1

)
,

qime je zadovoǉeno (3.2.1) za n = 2. Pretpostavimo sada da teorema va�i za
Gp

1, G
p
2, . . . , G

p
2(k−1)+1, G

p
2k (k ≥ 1) i doka�imo (3.2.1) za Gp

2k+1 i Gp
2k+2.

Uoqimo ivice a1, . . . , am i y gusenice Gp
n prikazane na slici 53. Primenimo

lemu 3.4 na posmatrani graf Gp
n. Primetimo da va�i Ga1 = Gp

n−1 i Gy = Gp
n−2,

odakle za n ≥ 3 imamo

M(Gp
n) '

(∨
m−1

S(M(Gp
n−1))

)
∨ S(M(Gp

n−2)).

Koriste�i induktivnu hipotezu i tvr�eǌe 1.22, za n = 2k + 1 dobijamo:

M(Gp
2k+1) '

(∨
m−1

S(M(Gp
2k))

)
∨ S(M(Gp

2(k−1)+1))

'

∨
m−1

S

 k∨
t=0

∨
(k+t
k−t)(m−1)2t

Sk−1+t


 ∨ S

k−1∨
t=0

∨
( k+t
k−1−t)(m−1)2t+1

Sk−1+t


'

 k∨
t=0

∨
(k+t
k−t)(m−1)2t+1

S(Sk−1+t)

 ∨
k−1∨

t=0

∨
( k+t
k−1+t)(m−1)2t+1

S(Sk−1+t)


'

 k∨
t=0

∨
(k+t
k−t)(m−1)2t+1

Sk+t

 ∨
k−1∨

t=0

∨
( k+t
k−1+t)(m−1)2t+1

Sk+t


≈

k−1∨
t=0

∨
((k+t

k−t)+( k+t
k−1+t))(m−1)2t+1

Sk+t

 ∨
 ∨

(k+k
k−k)(m−1)2k+1

S2k


≈

k−1∨
t=0

∨
(k+1+t

k−t )(m−1)2t+1

Sk+t

 ∨
 ∨

(2k
0 )(m−1)2k+1

S2k


=

k∨
t=0

∨
(k+1+t

k−t )(m−1)2t+1

Sk+t.

Dokaz za Gp
2k+2 je sasvim analogan, a kako �e opxta teorema 3.17 biti dokazana

detaǉno za sve n, dokaz za Gp
2k+2 ovde izostavǉamo.

Na sliqan naqin, primenom leme 3.2 umesto leme 3.4, dobijamo homotopski
tip kompleksa uparivaǌa savrxene 1-gusenice. Dokaz je dosta jednostavniji
jer na osnovu leme 3.2 va�i M(Gp

n) ' S(M(Gp
n−2)), odakle indukcijom direktno

dobijamo slede�e tvr�eǌe.
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3.2. Kompleksi uparivaǌa grafova gusenica

Tvr�eǌe 3.10. Neka je Gp
n savrxena 1-gusenica du�ine n ≥ 1. Tada va�i:

M(Gp
n) '

{
Sk−1, ako n = 2k

∗, ako n = 2k + 1.

Tabela 3 prikazuje homotopski tip kompleksa uparivaǌa savrxene m-gusenice
Gp
n za 1 ≤ n ≤ 8. Svaka vrsta odgovara buketu sfera koji je homotopski ekvi-

valentan kompleksu M(Gp
n), a poǉa vrste oznaqavaju broj sfera odgovaraju�e

dimenzije u tom buketu, pri qemu je uvedena oznaka t = m − 1 radi pregled-
nosti. Prazna poǉa oznaqavaju dimenzije u kojima nema sfera u pomenutom
buketu. Primetimo da binomni koeficijenti koji se pojavǉuju u tabeli formi-
raju Paskalov trougao u kome je svaki red pomeren za dva poǉa u odnosu na
prethodni.

Tabela 3. Homotopski tip kompleksa M(Gp
n), 1 ≤ n ≤ 8.

PPPPPPPPPM(Gp
n)

dim
0 1 2 3 4 5 6 7 8

M(Gp
1)

(
1
0

)
t

M(Gp
2)

(
1
1

)
t0

(
2
0

)
t2

M(Gp
3)

(
2
1

)
t

(
3
0

)
t3

M(Gp
4)

(
2
2

)
t0

(
3
1

)
t2

(
4
0

)
t4

M(Gp
5)

(
3
2

)
t

(
4
1

)
t3

(
5
0

)
t5

M(Gp
6)

(
3
3

)
t0

(
4
2

)
t2

(
5
1

)
t4

(
6
0

)
t6

M(Gp
7)

(
4
3

)
t

(
5
2

)
t3

(
6
1

)
t5

(
7
0

)
t7

M(Gp
8)

(
4
4

)
t0

(
5
3

)
t2

(
6
2

)
t4

(
7
1

)
t6

(
8
0

)
t8

Prelazimo sada na odre�ivaǌe kompleksa uparivaǌa proizvoǉnih gusenica
Gn = Gn(m1, . . . ,mn) bez trivijalnih temena, tj. gusenica kod kojih svako teme cen-
tralnog puta ima bar jednu dodatnu ivicu (∀i mi ≥ 1). U tabeli 4 (na slede�oj
strani) je prikazan broj sfera u buketu koji je homotopski ekvivalentan kom-
pleksu M(Gn) za 1 ≤ n ≤ 7, pri qemu je uvedena oznaka ti = mi − 1 jer su tada
izrazi dosta pregledniji. Iako na prvi pogled brojevi sfera po dimenzijama
deluju dosta komplikovanije nego kod savrxenih gusenica, ispostavǉa se da
imaju lepu kombinatornu interpretaciju. Teorema 3.17 daje taqan homotopski
tip kompleksa M(Gn). Prikaza�emo dva dokaza ove teoreme. U ovom poglavǉu
je teorema dokazana korix�eǌem leme 3.4, a u poglavǉu 3.3 dokaz je izveden na
osnovu teorema o fibrama preslikavaǌa poseta.

Da bismo formulisali glavnu teoremu, potrebno je da definixemo jednu
klasu nizova i jednu klasu suma. Napomenimo da u ovom poglavǉu (radi lakxeg
zapisa) oznaku [n] koristimo i za niz [n] = (1, 2, . . . , n), dok (i1, i2, . . . , ix) ⊂ [n]
oznaqava podniz niza (1, 2, . . . , n) od x elemenata (1 ≤ i1 < i2 < · · · < ix ≤ n).
Tako�e, izbor dva uzastopna qlana niza 1, 2, . . . , n nazivamo 2-blok.

69



Glava 3. Homotopski tipovi kompleksa uparivaǌa nekih klasa drveta

Tabela 4. Homotopski tip kompleksa M(Gn(m1, . . . ,mn)), 1 ≤ n ≤ 7, kao buket sfera.

G\dim 0 1 2 3 4 5 6

G1 t1

G2 1 t1t2

G3 t1 + t3 t1t2t3

G4 1 t1t2 +
t1t4 + t3t4

t1t2t3t4

G5 t1+t3+t5 t1t2t3 +
t1t2t5 +
t1t4t5 +
t3t4t5

t1t2t3t4t5

G6 1 t1t2+t1t4+
t3t4+t1t6+
t3t6 + t5t6

t1t2t3t4 +
t1t2t3t6 +
t1t2t5t6 +
t1t4t5t6 +
t3t4t5t6

t1t2t3t4t5t6

G7 t1+t3+t5+
t7

t1t2t3 +
t1t2t5 +
t1t4t5 +
t3t4t5 +
t1t2t7 +
t1t4t7 +
t3t4t7 +
t1t6t7 +
t3t6t7 +
t5t6t7

t1t2t3t4t5+
t1t2t3t4t7+
t1t2t3t6t7+
t1t2t5t6t7+
t1t4t5t6t7+
t3t4t5t6t7

t1t2t3t4t5t6t7

Definicija 3.11. Neka su dati brojevi n ∈ N i x ∈ N0 takvi da va�i x ≤ n.

� Za podniz (i1, i2, . . . , ix) niza (1, 2, . . . , n) ka�emo da je dozvoǉen ako se nakon
oznaqavaǌa izabranih x pozicija, ostalih n− x pozicija mo�e pokriti di-
sjunktnim 2-blokovima (pomo�u taqno n−x

2
blokova od po 2 uzastopna qlana).

� Definixemo skup Anx svih dozvoǉenih podnizova du�ine x:

Anx = {(i1, i2, . . . , ix) ⊆ [n] | (i1, i2, . . . , ix) je dozvoǉen podniz}.

Dakle, ako je razlika n − x neparan broj, onda ne postoji nijedan dozvoǉen
podniz, pa va�i Anx = ∅.

Neformalno govore�i, posmatramo sve izbore x pozicija u nizu 1, 2, . . . , n,
sa svojstvom da je preostalih n− x pozicija podeǉeno u blokove parne du�ine,
pomo�u izabranih pozicija.
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Primer 3.12. (Primeri skupa Anx)

(1) Ako je x = 0, a n = 2k, prazan podniz jeste dozvoǉen izbor podniza, pa imamo
A2k

0 = {∅}, tj. |A2k
0 | = 1.

(2) Ako je x = n, Ann = {(1, 2, . . . , n)}.

(3) Na slici 54 su prikazana dva troqlana podniza niza (1, 2, . . . , 9):

– (5, 6, 9) ∈ A9
3, jer posle oznaqavaǌa 5, 6 i 9, preostalih 6 pozicija se

mogu pokriti sa 3 disjunktna 2-bloka;

– (2, 5, 8) /∈ A9
3, jer se nakon oznaqavaǌa 2, 5 i 8, pozicije 1 i 9 ne mogu

pokriti blokovima du�ine 2.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Slika 54. (5, 6, 9) ∈ A9
3, dok (2, 5, 8) /∈ A9

3 [50].

Kardinalnost posmatranog skupa nizova data je slede�im tvr�eǌem.

Tvr�eǌe 3.13. Neka je anx = |Anx|. Ako su n i x iste parnosti, onda va�i:

anx =

(n+x
2

n−x
2

)
.

Dokaz. Neka su n i x neparni brojevi: n = 2k + 1 i x = 2` + 1, 0 ≤ ` ≤ k. Tada

imamo 2`+1 oznaqenih pozicija i
(2k + 1)− (2`+ 1)

2
= k−` blokova du�ine 2. Broj

naqina da rasporedimo ovih (2` + 1) + (k − `) objekata jeste (2`+1+k−`)!
(2`+1)!(k−`)! =

(
k+`+1
k−`

)
.

Dakle,

anx =

(
k + `+ 1

k − `

)
=

(n+x
2

n−x
2

)
.

Dokaz u sluqaju n = 2k i x = 2` je potpuno analogan.

Slede�i korak je definisaǌe sume koja je indeksirana podnizovima iz Anx.

Definicija 3.14. Za proizvoǉnih n nenegativnih brojeva t1, t2, . . . , tn ∈ N0 i x ∈ N
takvo da je n− x paran broj, definiximo sumu:

Mn
x =

∑
(i1,i2,...,ix)∈An

x

ti1ti2 · · · tix .

Parametre t1, t2, . . . , tn podrazumevamo i izostavǉamo radi jednostavnijeg zapisa.

S obzirom na to da je A2k
0 = {∅}, dodatno definixemo M2k

0 = 1.
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Primer 3.15. (Primeri suma Mn
x )

(1) Ako je x = n, Ann = {(1, 2, 3, . . . , n)}, pa va�i Mn
n = t1t2 · · · tn.

(2) Ako je n neparan broj i x = 1, A2k+1
1 = {(1), (3), (5), . . . , (2k + 1)}, pa va�i

M2k+1
1 = t1 + t3 + t5 + · · ·+ t2k+1.

(3) Primer za male vrednosti: n = 4 i x = 2. Tada je A4
2 = {(1, 2), (1, 4), (3, 4)} i

M4
2 = t1t2 + t1t4 + t3t4.

U dokazu glavne teoreme bi�e nam potrebne dve rekurentne veze suma oblika
Mn

x , pa ih izdvajamo u slede�e pomo�no tvr�eǌe.

Tvr�eǌe 3.16. Za sve 1 ≤ ` ≤ k, sume Mn
x (t1, . . . , tn) zadovoǉavaju:

(a) M2k+1
2`+1 = M2k

2` t2k+1 +M2k−1
2`+1 ;

(b) M2k+2
2` = M2k+1

2`−1 t2k+2 +M2k
2` .

Dokaz. Doka�imo samo tvr�eǌe (a) poxto je dokaz za (b) potpuno analogan. Po
definiciji va�i M2k+1

2`+1 =
∑

(i1,...,i2`+1)∈A2k+1
2`+1

ti1ti2 · · · ti2`+1
. Svi podnizovi iz skupa A2k+1

2`+1

se dele na dve vrste, zavisno od toga da li je izabrana posledǌa pozicija i2`+1 =
2k + 1, ili va�i i2`+1 < 2k + 1.

(1) Neka je podniz (i1, . . . , i2`+1) ∈ A2k+1
2`+1 takav da je oznaqena posledǌa pozicija,

tj. va�i i2`+1 = 2k + 1. Tada od prethodnih 2k pozicija treba markirati 2`,
tako da se neoznaqene pozicije mogu pokriti sa 2k−2`

2
disjunktnih blokova

du�ine 2. Dakle, qlanovi sumeM2k+1
2`+1 koji odgovaraju podnizovima ove vrste

se taqno dobijaju mno�eǌem sume M2k
2` sa t2k+1.

(2) Ako va�i i2`+1 < 2k + 1, posledǌa pozicija nije oznaqena, pa pozicije 2k
i 2k + 1 moraju biti pokrivene jednim 2-blokom. To znaqi da svih 2` + 1
elemanata podniza biramo me�u prvih 2k−1 mesta, poxtuju�i isto pravilo.
Dakle, odgovaraju�i qlanovi posmatrane sume taqno formiraju sumuM2k−1

2`+1 .

Na osnovu (1) i (2) sledi �eǉena relacija (a).

Sada mo�emo dokazati glavnu teoremu.

Teorema 3.17. Neka je Gn = Gn(m1, . . . ,mn) gusenica du�ine n ≥ 1, takva da za svako
teme i centralnog puta va�i mi ≥ 1. Tada je homotopski tip ǌenog kompleksa
uparivaǌa slede�i buket sfera:

M(Gn) '


k∨
`=0

∨
M2k

2`

Sk−1+` ako n = 2k

k∨
`=0

∨
M2k+1

2`+1

Sk+` ako n = 2k + 1

gde Mn
x oznaqava sumu Mn

x (t1, t2, . . . , tn) za parametre ti := mi − 1, i = 1, . . . , n.

72



3.2. Kompleksi uparivaǌa grafova gusenica

Dokaz. Tvr�eǌe �emo pokazati indukcijom po n, sa baznim sluqajevima G1 i G2.
Za n = 1 (k = 0) va�i M1

1 = t1. Znamo da je M(G1) = [m1] '
∨

m1−1

S0 =
∨
t1

S0, pa

tvr�eǌe va�i. Za n = 2 (k = 1), u oqekivanom buketu po formulaciji teoreme
pojavǉuju se M2

0 = 1 i M2
2 (t1, t2) = t1t2. Kompleks uparivaǌa grafa G2(m1,m2) se

sastoji od bipartitnog grafa Km1,m2 i jedne disjunktne taqke. S obzirom na to
da je Km1,m2 homotopski ekvivalentan buketu (m1 − 1)(m2 − 1) kru�nica, va�i:

M(G2) ' S0 ∨
(∨
t1t2

S1

)
, pa tvr�eǌe va�i i za n = 2.

Pretpostavimo sada da teorema va�i za grafove G1, G2, . . . , G2(k−1)+1, G2k, pa
doka�imo da va�i i za G2k+1 i G2k+2, k ≥ 1. Na isti naqin kao u teoremi 3.9,
uoqavamo nezavisnu mn-granu na kraju grafa Gn(m1, . . . ,mn), kao na slici 55.

1 2 3 nn− 2 n− 1

Gn−2(m1,m2, . . . ,mn−2)

Gn−1(m1,m2, . . . ,mn−1)

mn = tn + 1

Slika 55. Graf Gn(m1,m2, . . . ,mn) [50].

Primenom leme 3.4 na uoqenu nezavisnu granu zakǉuqujemo da za sve n ≥ 3 va�i:

M(Gn) '

(∨
tn

S(M(Gn−1))

)
∨ S(M(Gn−2))

(slika 55). Koriste�i induktivnu hipotezu i osobine buketa i suspenzije iz
tvr�eǌa 1.22, nakon sre�ivaǌa dobijamo homotopske tipove kompleksa M(G2k+1)
i M(G2k+2). Naime, za G2k+1(m1, . . . ,m2k+1) imamo:

M(G2k+1) '

 ∨
t2k+1

S(M(G2k))

 ∨ S(M(G2(k−1)+1))

'

 ∨
t2k+1

S

 k∨
`=0

∨
M2k

2`

Sk−1+`

 ∨ S
k−1∨
`=0

∨
M

2(k−1)+1
2`+1

Sk−1+`


'

 ∨
t2k+1

k∨
`=0

∨
M2k

2`

S(Sk−1+`)

 ∨
k−1∨
`=0

∨
M

2(k−1)+1
2`+1

S(Sk−1+`)


=

k−1∨
`=0

∨
M2k

2` t2k+1+M
2(k−1)+1
2`+1

Sk+`

 ∨
 ∨
M2k

2k t2k+1

S2k

 .

Znamo da je M2k
2` t2k+1 +M2k−1

2`+1 = M2k+1
2`+1 (tvr�eǌe 3.16), dok je M2k

2k t2k+1 = t1 · · · t2kt2k+1,
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xto je upravo M2k+1
2k+1 , pa va�i M(G2k+1) '

k∨
`=0

∨
M2k+1

2`+1

Sk+`. Time je zavrxen deo

induktivnog koraka za n = 2k + 1.

U sluqaju n = 2k + 2 postupamo analogno:

M(G2k+2) '

 ∨
t2k+2

S(M(G2k+1))

 ∨ S(M(G2k))

'

 ∨
t2k+2

S

 k∨
`=0

∨
M2k+1

2`+1

Sk+l


 ∨ S

 k∨
`=0

∨
M2k

2`

Sk−1+`



=

 k∨
`=0

∨
M2k+1

2`+1 t2k+2

Sk+`+1

 ∨
 k∨
`=0

∨
M2k

2`

Sk+`



=
∨
M2k

0

Sk ∨
∨

M2k+1
2k+1 t2k+2

S2k+1 ∨

k−1∨
`=0

∨
M2k+1

2`+1 t2k+2

Sk+`+1 ∨
k∨
`=1

∨
M2k

2`

Sk+`


= Sk ∨

∨
M2k+1

2k+1 t2k+2

S2k+1 ∨

 k∨
`=1

∨
M2k+1

2`−1 t2k+2+M2k
2`

Sk+`


(tvr�eǌe 3.16) = Sk ∨

 k∨
`=1

∨
M2k+2

2`

Sk+`

 ∨ ∨
t1···t2k+1t2k+2

S2k+1

=
k+1∨
`=0

∨
M

2(k+1)
2`

Sk+`.

Time je dokaz teoreme zavrxen.

Do sada je odre�en homotopski tip kompleksa uparivaǌa gusenica bez tri-
vijalnih temena. Preostaje sluqaj gusenica kod kojih postoji bar jedno teme
centralnog puta bez dodatnih ivica van tog puta (mi = 0), ali u ovoj tezi nije
odre�ena konkretna formula za posmatrani homotopski tip. Ipak, slede�a teo-
rema daje algoritam koji induktivno raquna broj sfera u svakoj dimenziji homo-
topskog tipa M(Gn(m1, . . . ,mn)), za proizvoǉne mi ≥ 0, tj. za sve mogu�e gusenice.
Ovu teoremu �emo primeniti na gusenice kod kojih je taqno svako drugo teme
trivijalno, a za koje se ispostavǉa da je homotopski tip kompleksa uparivaǌa
ponovo zadat jednim interesantnim nizom.

Pre formulacije teoreme, primetimo da za svaku gusenicu Gn(m1, . . . ,mn)
mo�emo pretpostaviti da va�i m1 ≥ 1, jer u sluqaju m1 = 0, gusenicu Gn mo�emo
posmatrati kao gusenicu du�ine n − 1 kod koje prvo teme centralnog puta ima
stepen m2 + 1.
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Teorema 3.18. Data je gusenica Gn = Gn(m1, . . . ,mn) sa centralnim putem du�ine
n ≥ 3, m1 ≥ 1 i za sve i va�i mi ∈ N0. Neka je ti = mi − 1, i = 1, . . . , n. Oznaqimo
sa An,d broj sfera dimenzije d u buketu koji je homotopski ekvivalentan kompleksu
M(Gn). Tada va�i rekurentna veza:

An+1,d =


tn+1An,d−1 + An−1,d−1, ako mn+1 ≥ 1

An,d + An−1,d−1, ako mn+1 = 0 i mn ≥ 1

An−2,d−1, ako mn+1 = mn = 0.

Dokaz. Posmatramo tri mogu�a sluqaja koja su uoqena u postavci teoreme.

(1) Neka va�i mn+1 ≥ 1. Na osnovu leme 3.4 (kao u teoremi 3.17), za n ≥ 2
imamo:

M(Gn+1) '

(∨
tn+1

S(M(Gn(m1, . . . ,mn)))

)
∨ S(M(Gn−1(m1, . . . ,mn−1))). (3.2.2)

Poxto su M(Gn−1(m1, . . . ,mn−1)) i M(Gn(m1, . . . ,mn)) buketi sfera, iz (3.2.2)
i tvr�eǌa 1.22 direktno dobijamo An+1,d = tn+1An,d−1 + An−1,d−1.

(2) Neka je mn+1 = 0 i mn ≥ 1. Poka�imo da tada za sve n ≥ 2 va�i:

M(Gn+1) 'M(Gn(m1, . . . ,mn)) ∨ S(M(Gn−1(m1, . . . ,mn−1))), (3.2.3)

iz qega sledi tra�ena jednakost An+1,d = An,d + An−1,d−1. Primetimo prvo
da va�i Gn+1(m1, . . . ,mn, 0) = Gn(m1, . . . ,mn−1,mn + 1). Koriste�i lemu 3.4 i
qiǌenicu mn − 1 ≥ 0, imamo slede�e homotopske ekvivalencije:

M(Gn+1) = M(Gn(m1, . . . ,mn−1,mn + 1))

'

(∨
mn

S(M(Gn−1(m1, . . . ,mn−1)))

)
∨ S(M(Gn−2(m1, . . . ,mn−2)))

'

( ∨
mn−1

S(M(Gn−1(m1, . . . ,mn−1))) ∨ S(M(Gn−2(m1, . . . ,mn−2)))

)
∨

∨ S(M(Gn−1(m1, . . . ,mn−1))).

Prethodni buket smo napisali na navedeni naqin jer za veliki buket u
zagradi, na osnovu leme 3.4, va�i:∨
mn−1

S(M(Gn−1(m1, . . . ,mn−1))) ∨ S(M(Gn−2(m1, . . . ,mn−2))) 'M(Gn(m1, . . . ,mn)),

odakle sledi homotopska ekvivalencija (3.2.3), koja daje tra�enu vezu.

(3) Neka va�i mn+1 = 0,mn = 0, n ≥ 3. Graf Gn+1(m1, . . . ,mn−2,mn−1, 0, 0) ima
nezavisnu 1-granu, pa va�i M(Gn+1) ' S(M(Gn−2(m1, . . . ,mn−2))) (lema 3.2),
odakle direktno sledi An+1,d = An−2,d−1.
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Kao xto smo ve� rekli, pomo�u teoreme 3.18 mo�emo induktivno odrediti
homotopski tip kompleksa uparivaǌa svake gusenice, poqev od baznih sluqa-
jeva. Ti bazni sluqajevi su kompleksi uparivaǌa koji se neposredno odre�u-
ju: M(G1(m1)) ' ∨

t1
S0, M(G2(m1, 0)) = M(G1(m1 + 1)) ' ∨

t1+1
S0, M(G2(m1,m2)) '

S0 ∨ ( ∨
t1t2
S1), kao i M(G3(m1, 0,m3)) ' ∨

t1+t3+t1t3
S1, pri uslovima m1,m2,m3 ≥ 1.

Me�u gusenicama koje sadr�e trivijalna temena, veoma interesantan primer
predstavǉaju gusenice neparne du�ine kod kojih je svako drugo teme centralnog
puta trivijalno, tj. va�i m2i = 0 (slika 56). Pokazuje se da je kompleks upari-
vaǌa ovakvih gusenica homotopski ekvivalentan buketu sfera iste dimenzije.
Pre nego xto formulixemo odgovaraju�u teoremu, potrebno je da definixemo
jednu sumu i odredimo neka ǌena svojstva.

1 2 3 4 2k + 12k − 1 2k

Slika 56. Gusenica kod koje je svako drugo teme trivijalno [50].

Definicija 3.19. Za k ≥ 1 i a1, . . . , ak ∈ R definiximo sumu Lk(a1, . . . , ak):

Lk(a1, . . . , ak) =
k∑
`=1

∑
1≤i1<···<i`≤k

(i2 − i1)(i3 − i2) · · · (i` − i`−1)ai1ai2 · · · ai` .

Primer 3.20. (Primeri sume Lk(a1, . . . , ak))

(1) Ako je k = 1, L1(a1) = a1.

(2) Ako je k = 2, suma L2 ima tri qlana. Za ` = 1, qlan a1 odgovara izboru i1 = 1,
dok qlan a2 odgovara izboru i1 = 2. Za ` = 2 imamo qlan a1a2 koji odgovara
(i1, i2) = (1, 2). Dakle, va�i L2(a1, a2) = a1 + a2 + (2− 1)a1a2 = a1 + a2 + a1a2.

(3) Za k = 3, L3(a1, a2, a3) = a1 + a2 + a3 + a1a2 + 2a1a3 + a2a3 + a1a2a3.

(4) Za k = 4, L4(a1, a2, a3, a4) = a1 + a2 + a3 + a4 + a1a2 + 2a1a3 + 3a1a4 + a2a3 + 2a2a4 +
a3a4 + a1a2a3 + 2a1a2a4 + 2a1a3a4 + a2a3a4 + a1a2a3a4.

Lema 3.21. Za sve k ≥ 2, sume Lk(a1, . . . , ak) zadovoǉavaju slede�u vezu:

Lk(a1, . . . , ak) = akLk−1(a1, . . . , ak−2, (ak−1 + 1)) + Lk−1(a1, . . . , ak−1). (3.2.4)

Dokaz. Date sume mo�emo posmatrati kao polinome. Po definiciji, svaki monom
koji se pojavǉuje u relaciji (3.2.4) je oblika ai1ai2 · · · ai`, pri qemu 1 ≤ ` ≤ k i
1 ≤ i1 < i2 < · · · < i` ≤ k. Treba pokazati da su koeficijenti uz ai1ai2 · · · ai`
na levoj i desnoj strani (3.2.4) jednaki. Ako va�i i` ≤ k − 1, koeficijent uz
ai1ai2 · · · ai` iz Lk−1(a1, . . . , ak−1) na desnoj strani, jednak je koeficijentu tog monoma
iz Lk(a1, . . . , ak) na levoj strani, pa je tvr�eǌe dokazano.
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Ostaje da razmotrimo sluqaj i` = k, tj. monome ai1ai2 · · · ai`−1
ak. Posmatra�emo

dva podsluqaja: i`−1 = k−1 i i`−1 < k−1. Ako je i`−1 = k−1 monom ai1ai2 · · · ai`−2
ak−1ak

se pojavǉuje na svakoj od strana jednakosti (3.2.4) po taqno jedanput. Na desnoj
strani se pojavǉuje kada pomno�imo qlan

(i2 − i1) · · · (i`−2 − i`−3)(k − 1− i`−2)ai1 · · · ai`−2
ak−1

iz sume Lk−1(a1, . . . , ak−2, (ak−1 + 1)) sa ak. Na levoj strani se pojavǉuje kao qlan

(i2 − i1) · · · (i`−2 − i`−3)(k − 1− i`−2)(k − (k − 1))ai1 · · · ai`−2
ak−1ak,

pa su odgovaraju�i koeficijenti zaista jednaki.
Ako je i`−1 < k − 1, monom ai1ai2 · · · ai`−1

ak se pojavǉuje na dva naqina na desnoj
strani jednakosti (3.2.4). To se dexava jer se monom ai1ai2 · · · ai`−1

pojavǉuje na
dva naqina u izrazu Lk−1(a1, . . . , ak−2, (ak−1 + 1)): prvo kao qlan

(i2 − i1) · · · (i`−1 − i`−2)ai1 · · · ai`−1
,

a drugi put kada u slede�em proizvodu iz posledǌe zagrade uzmemo 1:

(i2 − i1) · · · (i`−1 − i`−2)(k − 1− i`−1)ai1 · · · ai`−1
(ak−1 + 1).

Dakle, koeficijent uz ai1ai2 · · · ai`−1
ak na desnoj strani (3.2.4) jednak je:

(i2−i1) · · · (i`−1−i`−2)+(i2−i1) · · · (i`−1−i`−2)(k−1−i`−1) = (i2−i1) · · · (i`−1−i`−2)(k−i`−1),

xto je taqno koeficijent na levoj strani (3.2.4).

Gusenice kod kojih je svako drugo teme centralnog puta trivijalno oznaqava-
mo sa G0

k = G2k−1(m1, 0,m2, 0, . . . ,mk−1, 0,mk). Primetimo da ako imamo gusenicu
du�ine 2k oblika G2k(m1, 0,m2, 0, . . . ,mk−1, 0,mk, 0), mo�emo je posmatrati kao da
je du�ine 2k−1 i oblika G2k−1(m1, 0,m2, 0, . . . ,mk−1, 0,mk+1), pa je zaista dovoǉno
razmatrati samo sluqaj kada je centralni put neparne du�ine. Napomenimo da
ovde mi oznaqava broj ivica van centralnog puta u temenu (2i−1), umesto u i-tom
temenu kao xto je to bio sluqaj u prethodnom delu poglavǉa.

Teorema 3.22. Neka je k ∈ N i G0
k = G2k−1(m1, 0,m2, 0, . . . ,mk−1, 0,mk) data gusenica,

pri qemu va�i mi ≥ 1 za sve i = 1, . . . , k. Tada je homotopski tip kompleksa M(G0
k)

slede�i buket sfera:
M(G0

k) '
∨

Lk(a1,a2,...,ak)

Sk−1

gde je ai = mi − 1 za sve i = 1, . . . , k.

Dokaz. Doka�imo teoremu indukcijom po k. Za k = 1, M(G1(m1)) je diskretan
skup od m1 = a1 + 1 taqaka, tj. M(G1) =

∨
a1

S0. Poxto je L1(a1) = a1, tvr�e-

ǌe va�i. Pretpostavimo da teorema va�i za 1, . . . , k − 1 (k ≥ 2) i posmatrajmo
G2k−1(m1, 0,m2, 0, . . . ,mk). Poxto je mk ≥ 1, prema teoremi 3.18 imamo jednakost

A2k−1,d = akA2k−2,d−1 + A2k−3,d−1, (3.2.5)
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gde je A2k−1,d broj d-sfera homotopskog tipa M(G2k−1(m1, 0,m2, 0, . . . ,mk)), A2k−2,d−1

je broj (d− 1)-sfera za M(G2k−2(m1, 0,m2, 0, . . . ,mk−1, 0)) i A2k−3,d−1 je broj (d− 1)-
sfera za M(G2k−3(m1, 0,m2, 0, . . . ,mk−1)). Kada primenimo induktivnu hipotezu
na M(G2k−3(m1, 0,m2, 0, . . . , 0,mk−1)) znamo da je homotopski tip ovog kompleksa
odgovaraju�i buket sfera dimenzije k − 2, tj. va�i:

A2k−3,d−1 =

{
Lk−1(a1, a2, . . . , ak−1), ako d = k − 1

0, ako d 6= k − 1.
(3.2.6)

Tako�e, i na G2k−2(m1, 0,m2, 0, . . . ,mk−1, 0) mo�emo primeniti induktivnu hipotezu
jer va�i G2k−2(m1, 0,m2, 0, . . . ,mk−1, 0) = G2k−3(m1, 0,m2, 0, . . . , 0,mk−1 + 1), pa imamo:

A2k−2,d−1 =

{
Lk−1(a1, a2, . . . , (ak−1 + 1)), ako d = k − 1

0, ako d 6= k − 1.
(3.2.7)

Iz (3.2.5), (3.2.6) i (3.2.7) sledi da za sve d 6= k − 1 va�i A2k−1,d = 0, dok za
d = k − 1 na osnovu leme 3.21 zakǉuqujemo da va�i A2k−1,d = Lk(a1, a2, . . . , ak).
Dakle, kompleks M(G0

k) zaista ima homotopski tip buketa Lk(a1, a2, . . . , ak) sfera
dimenzije k − 1.

3.3 Teoreme o preslikavaǌima poseta
i drugi dokaz teoreme 3.17

U ovom poglavǉu �emo dati drugi dokaz teoreme 3.17, korix�eǌem teorema o
fibrama preslikavaǌa poseta (eng. Poset Fiber Theorems). Najpre �emo ukratko
navesti rezultate koje koristimo (prema radu [14]).

Neka je (P,≤) konaqan poset. Za proizvoǉan element x ∈ P definiximo
skupove:

P<x = {y ∈ P | y < x} i P≤x = {y ∈ P | y ≤ x},

a analogno i skupove P>x i P≥x. Za dva poseta (P,≤P ) i (Q,≤Q) proizvoǉna
funkcija f : P → Q se naziva preslikavaǌe poseta ako quva poredak, tj. ako za
svaka dva elementa x, y ∈ P va�i implikacija: x ≤P y ⇒ f(x) ≤Q f(y). Za svako
q ∈ Q, skup f−1(Q≤q) nazivamo fibrom preslikavaǌa f .

U veoma znaqajnom radu [81], Kvilen je predstavio nekoliko teorema o fi-
brama preslikavaǌa poseta. Idejno govore�i, teoreme imaju slede�u formu:
ako imamo preslikavaǌe poseta f : P → Q kod koga su fibre f−1(Q≤q) ,,dovoǉno
dobrog oblika”, onda na osnovu svojstava ure�ajnog kompleksa ∆(Q) poseta Q,
mo�emo zakǉuqivati o odgovaraju�im svojstvima kompleksa ∆(P ). Na primer,
ukoliko su sve fibre kontraktibilne, poznato je da kompleksi ∆(P ) i ∆(Q) imaju
isti homotopski tip (poznata Quillen fiber lemma). Tvr�eǌa ovog tipa su postala
veoma koristan alat u topoloxkoj kombinatorici. U radu [14] pokazano je vixe
uopxteǌa Kvilenovih rezultata (za razliqita svojstva koja �elimo dedukovati
za jedan poset na osnovu drugog). Jedno od ǌih je slede�a teorema koja povezuje
homotopski tip ∆(P ) i ∆(Q), ukoliko fibre f−1(Q≤q) imaju dovoǉno povezane
ure�ajne komplekse. Podsetimo se da `(P ) oznaqava du�inu poseta P (videti
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posledǌi deo poglavǉa 1.1).

Teorema 3.23. ([14], Teorema 1.1) Neka je f : P → Q preslikavaǌe poseta takvo da
za svako q ∈ Q va�i da je ∆(f−1(Q≤q)) bar `(f−1(Q≤q))-povezan prostor. Tada va�i:

∆(P ) ' ∆(Q) ∨
{

∆(f−1(Q≤q)) ∗∆(Q>q) | q ∈ Q
}
,

gde se navedeni buket formira identifikovaǌem temena q iz ∆(Q) sa proizvoǉnim
elementom iz f−1(Q≤q), za sve elemente q ∈ Q. Posebno, ako je kompleks ∆(Q) pove-
zan, onda va�i

∆(P ) ' ∆(Q) ∨
∨
q∈Q

(
∆(f−1(Q≤q)) ∗∆(Q>q)

)
.

Napomenimo da se ovde mo�e pojaviti spoj kompleksa sa praznim skupom, za
koji znamo da va�i X ∗∅ ≈ ∅ ∗X ≈ X. Radi ilustracije, navedimo jednu jedno-
stavnu primenu prethodne teoreme.

Primer 3.24. ([14], primer 1.2) Neka su P i Q poseti prikazani na slici 57, sa
relacijama poretka datim odgovaraju�im du�ima (na primer, a ≤Q b). Neka je
preslikavaǌe f : P → Q zadato sa: f(1) = f(2) = a, f(3) = f(4) = b i f(5) = f(6) =
c. Ovo je dobro definisano preslikavaǌe poseta.

P

1 2

3 4 5 6

a

b c

Q−→
f

Slika 57. Preslikavaǌe poseta, primer 3.24.

Prime�ujemo da va�i ∆(f−1(Q≤a)) ≈ S0 i ∆(Q>a) ≈ S0. Tako�e, ∆(f−1(Q≤b)) ≈
S1 ≈ ∆(f−1(Q≤c)), dok su Q>b i Q>c prazni skupovi. Dakle, za sva tri elementa q
iz Q va�i ∆(f−1(Q≤q)) ∗ ∆(Q>q) ≈ S1, pa na osnovu teoreme 3.23 zakǉuqujemo da
je ∆(P ) homotopski ekvivalentan buketu tri kru�nice S1, xto je taqno (ovde je
∆(P ) upravo bipartitni graf K2,4 prikazan na slici 57).

Ovde �emo koristiti primenu teoreme 3.23 na takozvana uve�aǌa kompleksa
(originalni naziv je inflated complex). Naime, neka je K simplicijalni kompleks
na skupu temena [n], a m = (m1, . . . ,mn) niz prirodnih brojeva. Posmatrajmo novi
simplicijalni kompleks Km definisan na slede�i naqin. Skup temena Km se
dobija tako xto se svako teme i ∈ [n] uzme sa vixestrukox�u mi, tj. to je skup

V (Km) = {(i, c) | i ∈ [n], c ∈ [mi]},

dok simplekse kompleksa Km formiramo tako xto svaki simpleks iz K ponovimo
sa vixestrukox�u koja je jednaka proizvodu vixestrukosti ǌegovih temena.
Preciznije:

Km =
{
{(i1, c1), . . . (ik, ck)} | k ∈ N, {i1, . . . , ik} ∈ K, (∀j ∈ [k]) cj ∈ [mij ]

}
∪ {∅}.
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Kompleks Km se naziva m-uve�aǌe kompleksa K. Primenom teoreme 3.23 na ovu
konstrukciju dobijamo slede�u teoremu.

Teorema 3.25. ([14], Teorema 6.2) Ako je K povezan simplicijalni kompleks, onda
je homotopski tip m-uve�aǌa kompleksa K dat slede�im izrazom:

Km '
∨
F∈K

(
S|F |(LkK F )

)∨ν(F,m) '
∨
F∈K

 ∨
ν(F,m)

(
SdimF ∗ LkK F

) ,

gde je ν(F,m) =
∏
i∈F

(mi − 1) i ν(∅,m) = 1, dok S|F | oznaqava |F |-tostruku suspenziju.

Napomenimo da je za F = ∅ odgovaraju�i qlan buketa jednak LkK ∅ = K.

Sada mo�emo dati drugi dokaz teoreme 3.17 pomo�u konstrukcije m-uve�aǌa.
Ovaj dokaz je skiciran u napomeni 5.12 iz rada [50] (na kome se bazira cela ova
glava), a ovde �e biti predstavǉen kompletno. Podsetimo se, ciǉ je odrediti
homotopski tip kompleksa uparivaǌa gusenice Gn = Gn(m1, . . . ,mn) bez trivi-
jalnih temena centralnog puta.

Dokaz. Neka je Γ savrxena 1-gusenica du�ine n, a K = M(Γ) ǌen kompleks upari-
vaǌa. Ako oznaqimo ivice grafa Γ sa a1, . . . , an, b1 . . . , bn−1, kao na slici 58, temena
kompleksa K qine skup V (K) = {a1, . . . , an, b1, . . . , bn−1}.

1 2 3 n
· · ·

b1 b2 b3 bn−1

a1 a2 a3 an

Slika 58. Savrxena 1-gusenica Γ du�ine n.

Posmatrajmo m-uve�aǌe Km kompleksa K sa vektorom vixestrukosti

m = (m1, . . . ,mn, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
n−1

),

gde se svako teme ai uzima sa vixestrukox�u mi, a svako bj sa vixestrukox�u 1.
Primetimo da je kompleks uparivaǌa gusenice Gn = Gn(m1, . . . ,mn) upravo ovo
m-uve�aǌe kompleksa K = M(Γ), tj. M(Gn) = Km. Iz tvr�eǌa 3.10 znamo da je
K povezan kompleks, pa na osnovu teoreme 3.25 va�i

Km '
∨
F∈K

CF , gde je CF =
∨

ν(F,m)

(
SdimF ∗ LkK F

)
, za sve F ∈ K. (3.3.1)

Odredimo homotopski tip qlana CF u zavisnosti od F . Primetimo najpre da
ako postoji j ∈ [n − 1] takvo da va�i bj ∈ F , onda je qlan CF kontraktibilan.
Naime, ν(F,m) je proizvod vixestrukosti temena iz F umaǌenih za 1, pa kako
je vixestrukost od bj jednaka 1, u ovom sluqaju va�i ν(F,m) = 0, odakle sledi
CF ' ∗. Zato od sada posmatramo samo simplekse F ∈ K koji zadovoǉavaju
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F ⊂ {a1, . . . , an}, tj. samo izbore temena koja odgovaraju vertikalnim ivicama na
slici 58. Neka je F ⊂ {a1, . . . , an} odgovaraju�i izbor vertikalnih ivica.

Odredimo homotopski tip potkompleksa LkK F za posmatrane F ⊂ {a1, . . . , an}.
Prema lemi 2.4 znamo da je LkK F kompleks uparivaǌa grafa ΓF koji se sastoji
od svih ivica grafa Γ koje nisu susedne nijednoj ivici iz F . Oznaqimo ivice iz
F sa ai1 , . . . , aik, gde va�i 1 ≤ i1 < i2 < · · · < ik ≤ n, k ≥ 1. Da bismo jednostavnije
opisali ΓF , oznaqimo jox i0 = 0 i ik+1 = n + 1. Primetimo da je ΓF disjunktna
unija savrxenih 1-gusenica Γ`0 , . . . ,Γ`k, du�ina `0, . . . , `k redom (slika 59), gde je

`j = ij+1 − ij − 1, za sve j = 0, 1, . . . , k,

pri qemu za ij+1 = ij + 1 va�i Γ`j = ∅.

· · ·

Γ`jΓ`0

aij aij+1

Slika 59. Podgraf F se sastoji od plavih, a podgraf ΓF od crvenih ivica.

Dakle, imamo:

LkK F = M(ΓF ) = M(Γ`0 t · · · t Γ`k) ≈M(Γ`0) ∗ · · · ∗M(Γ`k)

(ukoliko va�i Γ`j = ∅, onda i M(Γ`j) = ∅, pa taj qlan ne utiqe na spoj). Iz
tvr�eǌa 3.10 znamo da je kompleks uparivaǌa savrxene 1-gusenice kontrak-
tibilan kada je gusenica neparne du�ine. Zakǉuqujemo da ako postoji indeks
j ∈ {0, 1, . . . , k} takav da je broj `j neparan, onda je LkK F kontraktibilan, pa je
i qlan CF kontraktibilan i ne utiqe na homotopski tip kompleksa Km. Zato
je dovoǉno posmatrati samo one F za koje va�i da nakon oznaqavaǌa pozicija
i1, . . . , ik u nizu od n elemenata, preostali blokovi su parne du�ine, tj. taqno
va�i (i1, . . . , ik) ∈ Ank . Za takve F (odnosno F ), koriste�i tvr�eǌe 3.10 i tvr�e-
ǌe 1.22, zakǉuqujemo da va�i:

LkK F ≈ M(Γ`0) ∗ · · · ∗M(Γ`k) '
k∗
j=0

(
S
ij+1−ij−1

2
−1

)
' S

n−k
2
−1

(dimenzija posledǌe sfera se dobija sre�ivaǌem prethodnog spoja). Uvedimo
oznaku ti = mi − 1, za sve i = 1, . . . , n. Tada je broj ν(F,m) za posmatrane F jed-
nak proizvodu ti1 · · · tik . Koriste�i jox da va�i dimF = k − 1, na osnovu (3.3.1)
dobijamo da qlan CF ima slede�i homotopski tip:

CF '
∨

ti1 ···tik

(
Sk−1 ∗ S

n−k
2
−1
)
'

∨
ti1 ··· tik

S
n+k
2
−1.

Dakle, za fiksiran broj k = |F |, svaki qlan CF je buket sfera dimenzije (n+k
2
−1),

a ukupan broj sfera u svim buketima CF za koje va�i |F | = k jednak je sumi∑
(i1,i2,...,ik)∈An

k

ti1ti2 · · · tik , xto je upravo suma Mn
k (t1, . . . , tn). Tako�e, za F = ∅ va�i
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CF = K = M(Γ), xto je kontraktibilan prostor za neparno n, a za parno n
on je homotopski ekvivalentan sferi dimenzije (n

2
− 1). Konaqno, prolaze�i sve

simplekse F ∈ K (za sve k), na osnovu formule (3.3.1) dobijamo taqan homotopski
tip kompleksa Km = M(Gn):

M(Gn) '
∨

k=0,1,...,n
2|k+n

∨
Mn

k

S
n+k
2
−1,

xto je upravo tvr�eǌe teoreme 3.17 (drugaqije zapisano).
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Glava 4

Povezanost kompleksa uparivaǌa
i MTA algoritam

Ova glava je posve�ena kompleksima uparivaǌa dve vrste grafova - to su konaqna
poploqavaǌa ravni pravilnim poligonima i binarna drveta. Za razliku od
prethodne glave u kojoj smo odre�ivali taqan homotopski tip kompleksa upari-
vaǌa, ovde su grafovi komplikovaniji, pa nam je ciǉ da procenimo povezanost
ǌihovih kompleksa uparivaǌa, a taqan homotopski tip �emo odrediti u speci-
jalnim sluqajevima. Tako�e, za razliku od standardnih topoloxkih alata koje
smo koristili u prethodnoj glavi, ovde primeǌujemo kombinatorno slo�eniju
tehniku, pod nazivom MTA algoritam. Ovaj algoritam je verzija diskretne
Morsove teorije, prilago�ena kompleksima nezavisnosti. S obzirom na to da je
diskretna Morsova teorija jedna od najpoznatijih tehnika kombinatorne topolo-
gije, ne izla�emo je detaǉno, ve� navodimo samo osnovne pojmove (poglavǉe 4.1).
Zatim, u poglavǉu 4.2 detaǉno opisujemo MTA algoritam. Nakon toga prelazi-
mo na primene ovog algoritma na poligonalna poploqavaǌa. Poglavǉe 4.3 je
posve�eno linijskim poploqavaǌima (poligoni formiraju ,,red”), dok poploqa-
vaǌa ravni xestouglovima, odnosno sa�a (eng. honeycomb graphs), razmatramo u
poglavǉu 4.4. Kao xto smo pomenuli u Uvodu, interesuju nas sa�a oblika r×s×t,
tj. ona sa�a koja imaju r xestouglova du� doǌe leve strane, s xestouglova du�
gorǌe leve strane i t xestouglova na vrhu (slika 60). U posledǌem poglavǉu 4.5
posmatramo komplekse uparivaǌa savrxenih binarnih drveta i odre�ujemo ǌi-
hovu taqnu povezanost. Ova glava je bazirana na originalnom radu [50].

Slika 60. Sa�e oblika 4× 3× 2. [50]
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4.1 Diskretna Morsova teorija

Diskretna Morsova teorija (eng. Discrete Morse Theory) je postupak koji je razvio
Robin Forman [36, 37], za odre�ivaǌe povezanosti i homotopskog tipa simpli-
cijalnih kompleksa. Osnovna ideja ove teorije je da se na datom simplicijalnom
kompleksu formiraju parovi strana, na osnovu kojih se izvodi niz kolapsiraǌa
koja pojednostavǉuju posmatrani kompleks ne meǌaju�i ǌegov homotopski tip.
Nakon zavrxenog procesa kolapsiraǌa, dobijeni �elijski kompleks je jedno-
stavniji, a homotopski je ekvivalentan polaznom. Diskretna Morsova teorija
je kombinatorni analog originalne Morsove teorije za topoloxke prostore.

Ovde navodimo samo glavnu teoremu diskretne Morsove teorije, a za de-
taǉnije upoznavaǌe sa ovom teorijom qitalac se upu�uje na pomenute radove
Formana [36, 37] i kǌigu Kozlova [63, glava 11].

Neka je K proizvoǉan simplicijalni kompleks. Posmatrajmo ǌegov poset
strana P (K). Podse�aǌa radi, ure�eǌe ovog poseta je zadato inkluzijom:
a ≺ b ako i samo ako je simpleks a strana simpleksa b. Definixemo pojam
uparivaǌa na posetu kao uparivaǌe na odgovaraju�em grafu.

Definicija 4.1. Delimiqno uparivaǌe (ili samo uparivaǌe) na posetu (P,≺) je
uparivaǌe na grafu Haseovog dijagrama poseta P . Dakle, to je skup M ⊆ P × P
koji zadovoǉava dva uslova:

� za sve a, b ∈ P va�i: ako (a, b) ∈M , onda a ≺ b;

� svaki element a ∈ P pripada najvixe jednom paru iz M .

Ako va�i (a, b) ∈M , pixemo a = d(b) i b = u(a). Ako svaki element poseta pripada
nekom paru iz M , ka�emo da je ovo savrxeno uparivaǌe.

Uparivaǌa zadaju naqin na koji se vrxe gore pomenuta kolapsiraǌa. Me�u-
tim, da bi se ta kolapsiraǌa zaista mogla realizovati, neformalno govore�i,
potrebno je da ne postoje ciklusi koji onemogu�avaju da se kolapsiraǌe poqne
i nastavi. Tako dolazimo do slede�eg pojma.

Definicija 4.2. Uparivaǌe poseta P je acikliqno (ili Morsovo uparivaǌe), ako
ne postoji ciklus oblika:

a1 ≺ u(a1) � a2 ≺ u(a2) � · · · ≺ u(am) � a1,

gde je m ≥ 2 i svi ai, i = 1, . . . ,m su razliqiti. Za acikliqno uparivaǌe poseta
neuparene elemente nazivamo kritiqnim �elijama.

Sada mo�emo formulisati glavnu teoremu diskretne Morsove teorije. Iz
same formulacije teoreme uvi�amo znaqaj konstrukcije acikliqnih uparivaǌa
sa malim brojem kritiqnih �elija.

Teorema 4.3. [63] Neka je K simplicijalni kompleks i M acikliqno uparivaǌe na
ǌegovom posetu strana. Oznaqimo sa ci broj kritiqnih i-dimenzionalnih strana
pri ovom uparivaǌu. Tada je K homotopski ekvivalentan �elijskom kompleksu Kc

sa ci �elija dimenzije i, za sve i, uz jednu dodatnu 0-�eliju u sluqaju da je i prazan
skup uparen u M .
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4.2. MTA algoritam

O izuzetnom znaqaju diskretne Morsove teorije svedoqi raznovrsnost rezul-
tata dobijenih ǌenim korix�eǌem. Stoga su za neke posebne familije kompleksa
razvijene specijalne verzije ove teorije, koje u sebi imaju ,,ugra�ena” svojstva
posmatrane familije. Jedna od tih verzija je MTA algoritam koji se primeǌuje
na komplekse nezavisnosti.

4.2 MTA algoritam

U ovom poglavǉu �emo izlo�iti MTA algoritam (eng. Matching tree algorithm),
kojim se postupno konstruixe acikliqno uparivaǌe na kompleksu nezavisnosti
grafa. Ovaj algoritam je prvobitno konstruisan u radu [20], a naqin na koji
ga ovde prezentujemo koristi pristup iz rada [21]. Radi lakxeg razumevaǌa
konstrukcije koja ima nexto komplikovaniju kombinatornu strukturu, algoritam
�emo ilustrovati na jednom jednostavnom primeru, a zatim �emo dokazati dve
korisne leme. Ciǉ nam je da MTA algoritam primenimo za odre�ivaǌe poveza-
nosti kompleksa uparivaǌa u poglavǉima 4.3 i 4.4.

Posmatrajmo proizvoǉan prost graf G = (V,E). Neka je Σ = Σ(Ind(G)) poset
strana kompleksa nezavisnosti grafa G. �elimo da konstruixemo acikliqno
uparivaǌe na posetu Σ. Za proizvoǉno teme v ∈ V oznaqimo ǌegovu otvorenu i
zatvorenu okolinu:

� otvorena okolina oznaqava skup suseda temena v: N(v) = {w ∈ V | {v, w} ∈ E};

� zatvorena okolina sadr�i i samo teme v: N [v] = N(v) ∪ {v}.

Analogno, za skup temena S, uvedimo oznake N(S) :=
⋃
v∈S N(v) i N [S] :=

⋃
v∈S N [v].

Ideja algoritma je slede�a: izaberimo jedno teme v koje se naziva pivot, a
onda za svaku stranu I ∈ Σ za koju va�i v /∈ I i I ∩ N(v) = ∅, posmatrajmo
uparivaǌe (I, I ∪ {v}). Osta�e neuparene one strane I koje nisu disjunktne sa
N(v) ∪ {v}. Tada mo�emo izabrati novi pivot i ponoviti postupak. U nekim
situacijama je pogodnije podeliti skup neuparenih strana na dva dela i za
svaki od ǌih izabrati drugi pivot. Ponavǉaǌem ovog procesa, smaǌuje se skup
neuparenih strana, xto dovodi do acikliqnog uparivaǌa sa maǌe kritiqnih
�elija. Naravno, dobijeno uparivaǌe zavisi od izbora pivota.

Koriste�i prethodnu ideju, MTA algoritam konstruixe binarno drvo koje
poqiǌe od korena, a svaki qvor koji dodamo ili ima jednog ili dva naslednika,
ili je taj qvor list drveta, tj. nema naslednike i zavrxava odgovaraju�u granu.
(Temena ovog drveta nazivamo qvorovima da bismo ih lakxe razlikovali od
temena samog grafa.) U svakom qvoru se zapravo quva informacija o stranama
koje jox nisu uparene do tog trenutka. Svi qvorovi koji nisu prazan skup ∅ �e
biti slede�eg oblika:

Σ(A,B) = {I ∈ Ind(G) | A ⊆ I i B ∩ I = ∅},

gde A,B ⊂ V zadovoǉavaju uslove: A ∩B = ∅ i N(A) :=
⋃
a∈A

N(a) ⊂ B. (4.2.1)

Pre nego xto formulixemo algoritam, razmotrimo prirodu qvorova Σ(A,B).
Koren drveta �e biti poqetni skup neuparenih strana, tj. ceo poset Σ = Σ(∅,∅).
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Glava 4. Povezanost kompleksa uparivaǌa i MTA algoritam

Kada algoritam do�e do qvora Σ(A,B), ciǉ je upariti xto vixe elemenata ovog
skupa. Ako je Σ(A,B) jednoqlan skup, tj. Σ(A,B) = {A}, u ovoj grani drveta je
zavrxen proces uparivaǌa i ostaje nam neuparena strana A. Ovo se dexava kada
A ∪ B = V (kasnije �emo videti da u suprotnom mo�emo vrxiti uparivaǌe na
Σ(A,B)). Posmatrajmo zato sluqajeve kada |Σ(A,B)| ≥ 2 i A∪B 6= V . Tada imamo
slede�e tri situacije.

� Najjednostavniji sluqaj je ako postoji teme v ∈ V \ (A ∪ B) takvo da va�i
N(v) ⊂ A∪B. Iz uslova (4.2.1) zakǉuqujemo da va�i N(v) ⊂ B. Tada formi-
raǌem parova (I, I∪{v}), za sve I ∈ Σ(A,B) takve da v /∈ I, dobijamo savrxeno
uparivaǌe na Σ(A,B). Drugim reqima, u ovom sluqaju nema neuparenih
strana u posmatranoj grani drveta. Teme v se naziva slobodno teme.

� Pretpostavimo da postoji teme v ∈ V \ (A∪B) koje ima taqno jednog suseda
w u skupu V \(A∪B) (zbog uslova (4.2.1) tada N(v)\{w} ⊂ B). Nakon formi-
raǌa svih mogu�ih parova (I, I ∪ {v}) u Σ(A,B), prime�uje se da neupareni
ostaju taqno elementi skupa Σ(A∪{w}, B∪N(w)). Primetimo da i ovaj skup
zadovoǉava uslov (4.2.1), pa mo�emo pre�i na qvor pridru�en ǌemu. U
ovoj situaciji, teme v se naziva pivot, a teme w je dobro teme za pivot v.

� Teme v ∈ V \ (A ∪ B) koje ima bar dva suseda u skupu V \ (A ∪ B) ne mo�e
redukovati skup Σ(A,B) na jedan skup istog oblika. Me�utim, nezavisno
od broja suseda temena v, pomo�u v mo�emo skup Σ(A,B) predstaviti kao
uniju dva maǌa skupa ovog tipa:

Σ(A,B) = Σ(A,B ∪ {v}) ∪ Σ(A ∪ {v}, B ∪N(v)).

Primetimo da oba skupa zadovoǉavaju uslov (4.2.1). Ovaj proces se naziva
podela, a teme v deono teme.

Tako�e, vidimo da ako A ∪ B 6= V , uvek mo�emo smaǌiti skup Σ(A,B) na neki
od prethodna tri naqina, qime je opravdana ranije navedena tvrdǌa da kada
Σ(A,B) postane jednoqlan, sigurno va�i A ∪B = V.

Konaqno, sada mo�emo precizno definisati MTA algoritam.

Definicija 4.4. (MTA algoritam) Poqevxi od qvora Σ = Σ(∅,∅) u korenu
drveta, u svakom qvoru Σ(A,B) za koji va�i |Σ(A,B)| ≥ 2 primeǌujemo slede�i
postupak.

(1) Ako postoji slobodno teme v ∈ V \ (A ∪ B), tj. va�i N(v) \ (A ∪ B) = ∅,
pridru�ujemo qvoru Σ(A,B) jednog naslednika koji je prazan skup ∅.

(2) Inaqe, ako postoji teme v ∈ V \ (A∪B) za koje va�i da je N(v)\ (A∪B) jedno-
qlan skup {w}, teme v biramo za pivot, w je dobro teme, a qvoru Σ(A,B)
pridru�ujemo jednog naslednika Σ(A ∪ {w}, B ∪N(w)).

(3) Ukoliko ne mo�emo primeniti ni (1) ni (2), a postoji teme v ∈ V \ (A ∪ B)
(dakle, v ima bar dva suseda u V \ (A ∪ B)), ka�emo da je qvor Σ(A,B)
spreman za podelu. Tada pravimo podelu sa deonim temenom v, tj. qvoru
Σ(A,B) pridru�ujemo dva naslednika: desnog naslednika Σ(A∪{v}, B∪N(v))
i levog naslednika Σ(A,B ∪ {v}).
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Napomena 4.5. Naqin na koji je MTA algoritam opisan u radu [21] dozvoǉava da
korake (1),(2) i (3) izvodimo proizvoǉnim izborom, ali �emo mi uvek poxtovati
navedeni redosled jer on daje �eǉene originalne rezultate u naxem sluqaju.
Primetimo da ukoliko mo�emo primeniti bilo koji korak, i ako je w dobro
teme u odnosu na pivot v, mo�emo primeniti (2) ili (3). Ako primenimo (3)
biraju�i w za deono teme, levi naslednik Σ(A,B ∪ {w}) ima slobodno teme v,
pa time ovaj qvor ima jednog naslednika koji je ∅. Dakle, jedina grana koja se
daǉe istra�uje je poqev od qvora Σ(A ∪ {w}, B ∪N(w)), taqno kao u koraku (2).

Kada se MTA algoritam zavrxi, imamo drvo qiji su listovi ili jednoqlani
skupovi Σ(A,B), ili prazni skupovi. Svaki qvor drveta definixe delimiqno
uparivaǌe na posetu Σ (ti delovi su disjunktni), pa mo�emo posmatrati upari-
vaǌe koje se dobija kao unija svih tih delimiqnih. Jedini neupareni elementi
se tada nalaze u listovima drveta. Slede�a teorema je glavni rezultat koji
koristimo.

Teorema 4.6. [21, teorema 2.4] Drvo dobijeno primenom MTA algoritma kon-
struixe acikliqno uparivaǌe na posetu strana kompleksa Ind(G). Kritiqne �elije
su date jednoqlanim listovima ovog drveta, oblika Σ(A,B) = {A}.

Na osnovu diskretne Morsove teorije, zakǉuqujemo da �e kompleks Ind(G)
biti homotopski ekvivalentan prostoru sa �elijama koje odgovaraju kritiqnim
�elijama ovog uparivaǌa, sa jox jednom dodatnom �elijom dimenzije 0, jer je
prazan skup uparen MTA algoritmom (teorema 4.3). Primenu MTA algoritma
�emo detaǉno ilustrovati slede�im primerom.

Primer 4.7. Neka je G graf sa�e oblika 1 × 1 × 2 (dva xestougla koja imaju
jednu zajedniqku ivicu). ǋegov linijski graf L(G) je prikazan na slici 61, sa
temenima oznaqenim brojevima od 1 do 11. �elimo da odredimo homotopski tip
kompleksa M(G) = Ind(L(G)), pa �emo primeniti MTA algoritam na L(G).

1 6 11

2 7 9

8 103

4

5

Slika 61. Linijski graf L(G) na koji primeǌujemo MTA algoritam. [50]

Poqetni qvor, tj. koren Σ(∅,∅) je spreman za podelu, pa treba izabrati deono
teme. Biraju�i teme 1, dobijamo dva naslednika: Σ(∅, {1}) i Σ({1}, {2, 3}), kao
xto je prikazano na slici 62. Posmatrajmo prvo levog naslednika. Poxto
je teme 4 jedini sused temena 2 van {1}, koristimo 4 kao dobro teme u odnosu
na pivot 2. To daje qvoru Σ(∅, {1}) jednog naslednika Σ({4}, {1, 2, 6, 7}). Zatim
uoqavamo da je teme 5 dobro teme za pivot 3, pa dobijamo slede�eg naslednika
Σ({4, 5}, {1, 2, 3, 6, 7, 8}). Na kraju, koriste�i 11 kao dobro teme u odnosu na pivot
9, dobijamo qvor koji zavrxava ovu granu (jer je jednoqlan skup koji sadr�i
samo {4, 5, 11}):

Σ({4, 5, 11}, {1, 2, 3, 6, 7, 8, 9, 10}).

Prelazimo na analizu desnog naslednika korena, tj. qvor Σ({1}, {2, 3}). On je
spreman za podelu, pa koriste�i 6 kao deono teme i ponavǉaju�i isti postupak,
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Glava 4. Povezanost kompleksa uparivaǌa i MTA algoritam

dobijamo drvo prikazano na slici 62 (u svakom koraku na slici su oznaqeni ili
pivot ili slobodno teme, zavisno od prirode koraka).

Σ(∅;∅)

Σ(∅; {1})

Σ({4}; {1, 2, 6, 7})

Σ({4, 5}; {1, 2, 3, 6, 7, 8})

Σ({4, 5, 11}; {1, 2, 3, 6, 7, 8, 9, 10})

2

3

9

9

Σ({1}; {2, 3})

Σ({1}; {2, 3, 6})

Σ({1, 7}; {2, 3, 4, 6, 9})

Σ({1, 7, 8}; {2, 3, 4, 5, 6, 9, 10})

∅

4

5

11

Σ({1, 6}; {2, 3, 4, 5, 7, 8})

Σ({1, 6, 11}; {2, 3, 4, 5, 7, 8, 9, 10})

Slika 62. Drvo dobijeno MTA algoritmom. [50]

Listovi ovog drveta su qvorovi:

∅, Σ({1, 6, 11}, {2, 3, 4, 5, 7, 8, 9, 10}) i Σ({4, 5, 11}, {1, 2, 3, 6, 7, 8, 9, 10}).

Dva neprazna lista odgovaraju skupovima {4, 5, 11} i {1, 6, 11}, pa imamo dve
kritiqne �elije dimenzije 2. Tako�e, u konstruisanom uparivaǌu, prazan skup
je uparen sa skupom {2} (pri izboru pivota 2 za Σ(∅; {1})). Dakle, prema teo-
remi 4.3, kompleks Ind(L(G)) = M(G) je homotopski ekvivalentan prostoru sa
dve �elije dimenzije 2 i jednom �elijom dimenzije 0, pa znamo da va�i:

M(G) ' S2 ∨ S2.

Naglasimo da smo u ovom primeru mogli da odredimo taqan homotopski tip jer
su sve kritiqne �elije bile istih dimenzija, osim jedne �elije dimenzije 0.
Generalno, ovo ne�e biti sluqaj, ali �emo mo�i da dobijemo informacije o
povezanosti i homologiji kompleksa uparivaǌa.
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Proces primene koraka (1) i (2) na qvor Σ(A,B), dok ne stignemo do qvora
koji je ili spreman za podelu, ili je kraj grane (kritiqna �elija ili prazan
skup), nazivamo priprema za podelu. Naravno, u sluqaju kada je u pitaǌu kraj
grane, ne�e do�i do podele kako bi naziv sugerisao, ali se proces primene
koraka (1) i (2) prekida, kao kada do�emo do qvora koji je spreman za podelu.
Pokazuje sa da va�i interesantno tvr�eǌe - nezavisno od pripreme za podelu,
proces se ili uvek zavrxava praznim skupom ili su kritiqne �elije, u svakoj
mogu�oj realizaciji algoritma, uvek istih dimenzija, odnosno proces pripreme
za podelu nema uticaja na veliqinu kritiqnih �elija. U primeru 4.7, kada smo
pripremali za podelu Σ({1}, {2, 3, 6}), za dobra temena smo koristili redom 7
(pivot 4), pa 8 (pivot 5), a na kraju 11 kao slobodno teme i doxli do praznog
skupa kao kraja grane. Lako se provera da smo mogli uzeti prvo dobro teme 8
(pivot 5), pa dobro teme 11 (pivot 9), i na kraju slobodno teme 4. Grana bi se
svakako zavrxila na isti naqin. Slede�a lema pokazuje opxte tvr�eǌe.

Lema 4.8. Neka je G = (V,E) graf i Σ(A,B) qvor u drvetu MTA algoritma za
Σ(Ind(G)). Pretpostavimo da postoje dva naqina da izvrximo pripremu za podelu
ovog qvora, i oznaqimo te delove algoritma sa A′ i Ã. Neka je Σ(A′, B′) qvor koji
ili sadr�i slobodno teme, ili je kritiqna �elija, ili je spreman za podelu nakon
primene A′, a Σ(Ã, B̃) qvor nekog od ta tri tipa dobijen primenom Ã. Tada va�i
taqno jedna od slede�e dve mogu�nosti:

(a) Svaki od qvorova Σ(A′, B′) i Σ(Ã, B̃) ima po slobodno teme, tj. grana koja
poqiǌe sa Σ(A,B) se uvek zavrxava sa ∅ i ne daje kritiqne �elije.

(b) Va�i |A′| = |Ã| i A′ ∪B′ = Ã ∪ B̃.

(Primetimo da u sluqaju (b) ili uvek zavrxavamo granu kritiqnom �elijom iste
dimenzije, ili imamo qvorove spremne za podelu koji nastavǉaju proces na istom
skupu qvorova V1 = V \ (A′ ∪ B′) = V \ (Ã ∪ B̃), i sa istom kardinalnox�u u prvom
skupu, xto �e uzastopnom primenom ovog tvr�eǌa dati kritiqne �elije istih
dimenzija na kraju.)

Dokaz. Bez umaǌeǌa opxtosti, mo�emo pretpostaviti da na poqetku va�i
A = B = ∅, tj. da polazimo od qvora Σ(∅,∅). Primetimo najpre da tvr�e-
ǌe va�i u nekoliko jednostavnih sluqajeva. Kada graf G ima slobodno teme,
algoritam se jednoznaqno primeǌuje u jednom koraku. Kada se graf G sastoji
od jedne ivice {v, w}, algoritam se mo�e primeniti na dva naqina, zavisno da
li biramo v ili w za pivot, redom. U prvom sluqaju algoritam se zavrxa-
va kritiqnom �elijom Σ(A′, B′) = Σ({w}, {v}), a u drugom kritiqnom �elijom
Σ(Ã, B̃) = Σ({w}, {v}). Dakle, tvr�eǌe leme tada va�i. Razmotrimo jox jedan
jednostavan sluqaj, kada je G = N [w], za neko teme w. Mo�emo pretpostaviti
da va�i degw ≥ 2. Ukoliko w nema suseda koji je stepena 1, qvor Σ(∅,∅) je
spreman za podelu i tvr�eǌe va�i. Ukoliko w ima suseda v stepena 1, moramo
primeniti korak (2) algoritma sa pivotom v i dobrim temenom w, qime dobi-
jamo qvor Σ({w}, N(w)) koji je kritiqna �elija. Bilo koji pivot da izaberemo
dobijamo tu istu kritiqnu �eliju, tako da zakǉuqujemo da tvr�eǌe leme va�i
i u ovom sluqaju.

Pretpostavimo sada da lema nije taqna i uoqimo graf G sa najmaǌim mogu�im
brojem temena za koji lema ne va�i, tj. ne va�i ni jedan od uslova (a) i (b).
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Poxto G nema slobodno teme, znamo da �emo primeǌivati korak (2) dok ne
stignemo do temena spremnog za podelu ili kraja grane. To znaqi da za A′
postoji niz dobrih temena w1, . . . , wk i niz odgovaraju�ih pivota v1, . . . , vk, a za Ã
niz dobrih temena w̃1, . . . , w̃h i niz odgovaraju�ih pivota ṽ1, . . . , ṽh (k, h ≥ 1), koji
zadovoǉavaju slede�a qetiri svojstva.

1. Za svako i ≤ k, wi je dobro teme sa pivotom vi za skup V \N [w1, . . . , wi−1], a za
svako i ≤ h, w̃i je dobro teme sa pivotom ṽi za skup V \N [w̃1, . . . , w̃i−1]. Tako�e,
va�i A′ = {w1, . . . , wk}, B′ = N(w1, . . . , wk), Ã = {w̃1, . . . , w̃h}, B̃ = N(w̃1, . . . , w̃h).

2. V \N [w1, . . . , wk] i V \N [w̃1, . . . , w̃h] ne sadr�e dobra temena.

3. V \N [w̃1, . . . , w̃h] ne sadr�i slobodno teme.

4. Ako ni V \ N [w1, . . . , wk] ne sadr�i slobodno teme, onda mora da va�i bar
jedan od uslova: k 6= h ili V \N [w1, . . . , wk] 6= V \N [w̃1, . . . , w̃h].

Obrazlo�imo zaxto su ova qetiri svojstva zadovoǉena. Naime, nizovi w1, ..., wk
i w̃1, ..., w̃h su oba maksimalni nizovi temena koji mogu biti dodati u A za vreme
pripreme za podelu. U svakom qvoru prvo proveravamo da li imamo slobodno
teme, ali to se ne dexava dok prvo ne izvrximo navedene izbore dobrih temena.
Nakon toga, ne mogu i V \ N [{w1, . . . , wk] i V \ N [w̃1, . . . , w̃h] sadr�ati slobodno
teme jer bi tada graf G zadovoǉavao uslov (a) leme, xto ne va�i, pa zato pret-
postavǉamo da va�i svojstvo 3. Ako nijedan od ovih skupova nema slobodno
teme, G ne zadovoǉava uslov (b) leme, pa zbog toga mo�emo pretpostaviti da
va�i qetvrto svojstvo.

Kontradikciju �emo dobiti tako xto �emo pokazati da ako G zadovoǉava ova
qetiri svojstva, onda postoji maǌi graf koji ih tako�e zadovoǉava, pa G nije
minimalan.

Posmatrajmo prvi pivot v1 sa dobrim temenom w1 u algoritmu A′. Teme v1 je
stepena 1 u grafu G. Odgovaraju�i korak u drvetu je: Σ(∅,∅) → Σ(w1, N(w1)).
Ukoliko postoji i ∈ [h] tako da je w1 = w̃i, mo�emo promeniti redosled (w̃1, . . . , w̃h)
postavǉaǌem w̃i na prvo mesto, pri qemu se ne meǌa skup temena V \N [w̃1, . . . , w̃h].
Primetimo da nizovi dobrih temena w2, . . . , wk i w̃1, . . . , w̃i−1, w̃i+1, . . . , w̃h zadovoǉa-
vaju sva qetiri gorǌa svojstva na grafu G\N [w1]. Ovaj graf nije prazan, jer smo
pokazali da graf G = N [w1] zadovoǉava tvr�eǌe leme, pa smo dobili neprazan
maǌi graf koji zadovoǉava sva svojstva, xto je kontradikcija sa minimalnox�u
grafa G.

Ostaje da razmotrimo sluqaj kada w1 6∈ {w̃1, . . . , w̃h}. Postavǉa se pitaǌe gde
mo�e biti pivot v1 nakon primene Ã, tj. da li se nalazi u Ã, B̃, ili V \ (Ã∪ B̃).
Sigurno znamo da v1 /∈ V \ (Ã ∪ B̃), jer je deg v1 = 1 u grafu G, pa bi u podgrafu
sa temenima V \ (Ã∪ B̃) teme v1 bilo stepena 0 ili 1, xto nije mogu�e jer je qvor
Σ(Ã, B̃) ili kraj grane ili spreman za podelu. Tako�e, v1 /∈ B̃ = N(w̃1, . . . , w̃h),
jer bi se tu moglo pojaviti samo izborom dobrog temena w1 u Ã, a znamo da
w1 6∈ {w̃1, . . . , w̃h}. Dakle, mora da va�i v1 ∈ Ã, tj. jedina mogu�nost jeste da
je v1 dobro teme za pivot w1 (u Ã). To znaqi da za neko i ∈ [h] va�i v1 = w̃i,
w1 = ṽi. Tako�e, da bi w1 bilo dobro teme u posmatranom koraku, mora da
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va�i N(w1) = {v1} na skupu V \ N [w̃1, . . . , w̃i−1]. S obzirom na to da na V va�i
N(v1) = {w1}, pa va�i i na V \N [w̃1, . . . , w̃i−1], zakǉuqujemo:

N [w̃1, . . . , w̃i−1, v1, w̃i+1, . . . , w̃h] = N [w̃1, . . . , w̃i−1, w1, w̃i+1, . . . , w̃h].

Dakle, u i-tom koraku Ã, umesto dobrog temena v1, mo�emo uzeti dobro teme
w1 i pivot v1 bez promene ijednog svojstva, pa ponovo mo�emo promeniti redo-
sled w̃1, . . . , w̃i−1, w1, w̃i+1, . . . , w̃h postavǉaǌem w1 na poqetak. Kao i u prethodnom
sluqaju, ovo daje graf G \ N [w1] sa svim tra�enim svojstvima, xto je kontra-
dikcija sa pretpostavkom da je G minimalan. Time je dokaz leme zavrxen.

Napomena 4.9. Iako proces pripreme za podelu nema uticaja na veliqinu kriti-
qnih �elija, izbor deonih temena ima uticaj i na efikasnost algoritma, i
na veliqinu kritiqnih �elija. MTA algoritam �e uvek generisati acikliqno
uparivaǌe i prostor koji je homotopski ekvivalentan kompleksu nezavisnosti
grafa, ali �e od pa�ǉivog izbora deonih temena zavisiti koliko je taj dobijeni
homotopski tip jednostavan odnosno prepoznatǉiv.

Na kraju ovog poglavǉa dokazujemo lemu koja daje korisno doǌe ograniqeǌe
veliqine kritiqnih �elija koje se dobijaju primenom MTA algoritma.

Lema 4.10. Neka je G = (V,E) proizvoǉan graf i neka za temena v1, v2, . . . , vk ∈ V
va�i da su ǌihove zatvorene okoline N [v1], N [v2], . . . , N [vk] disjunktne po parovima.
Tada mo�emo primeniti MTA algoritam na poset Σ(Ind(G)) tako da nijedno teme
vi, i ∈ [k], nije izabrano za deono teme, i u tom sluqaju �e sve rezultuju�e kritiqne
�elije Σ(A,B) = {A} imati bar k elemenata (uz dodatnu 0-�eliju koju imamo zbog
uparivaǌa praznog skupa).

Dokaz. Poka�imo najpre da mo�emo zavrxiti MTA algoritam bez biraǌa ijednog
temena vi za deono teme. Pretpostavimo suprotno, da smo stigli do qvora Σ(A,B)
koji nije list i da jedina mogu�nost da nastavimo jeste da izaberemo neko vi za
deono teme. To znaqi da va�i V \ (A∪B) = {vi1 , . . . , vi`} ⊂ {v1, v2, . . . , vk} i da svako
od temena vi1 , . . . , vi` ima bar dva suseda u skupu {vi1 , . . . , vi`}, xto je u kontra-
dikciji sa uslovom o disjunktnosti okolina. Dakle, MTA algoritam se mo�e
realizovati na �eǉeni naqin. Ostaje da poka�emo da �e nakon ǌegove primene
sve kritiqne �elije imati bar po k elemenata.

Neka je Σ(A,B) = {A} kritiqna �elija. S obzirom na disjunktnost okolina,
dovoǉno je pokazati da za svako i ∈ [k] va�i A ∩N [vi] 6= ∅. Ako vi ∈ A, zavrxili
smo. Pretpostavimo zato da va�i vi ∈ B. Posmatrajmo vertikalnu putaǌu u
drvetu koja povezuje koren Σ(∅,∅) i list Σ(A,B), i korak u kome je teme vi
dodato u skup B. To se moglo desiti na dva naqina. Prvi je da je vi pivot, a
neki ǌegov sused wi dobro teme, pa je posmatrani korak

Σ(A′, B′)→ Σ(A′ ∪ {wi}, B′ ∪N(wi)), za neke podskupove A′ ⊂ A i B′ ⊂ B.

Drugi naqin jeste da postoji deono teme wi koje je sused temena vi, pa desna grana
podele sa temenom wi izgleda bax kao u prethodnom redu. U svakom sluqaju va�i
da wi ∈ A ∩N [vi], qime je dokaz zavrxen.
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4.3 Linijska poligonalna poploqavaǌa

Slika 63. Graf P t
2n. [50]

Neka je P t
2n graf sastavǉen od t pravilnih 2n-touglova pore�anih u red kao

na slici 63, za n ≥ 2 i t ≥ 1. U ovom poglavǉu dajemo jednu procenu povezanosti
kompleksa uparivaǌa M(P t

2n). Posebno, u sluqaju kada va�i n ≡ 1 (mod 3) odre-
�ujemo taqan homotopski tip ovog kompleksa.

Jonson [55] je posmatrao kompleks uparivaǌa ovog grafa za n = 2, tj. kada je
u pitaǌu niz kvadrata. Pokazao je da je kompleks M(P t

4) bar dmin
t -povezan, gde je

dmin
t =


2

⌊
t− 2

3

⌋
+ 2, ako t ≡ 0 (mod 3);⌊

2t

3

⌋
, inaqe.

U radu [21], Braun i Hag su dali dokaz istog rezultata korix�eǌem MTA algo-
ritma. Tako�e, pokazali su da je M(P t

4) homotopski ekvivalentan kompleksu koji

nema �elije dimenzije d > dmax
t , gde je dmax

t =

⌊
3t− 1

4

⌋
.

Slede�i prethodne rezultate, mi posmatramo komplekse M(P t
2n) za n ≥ 3. Na-

ravno, mo�emo pretpostaviti da va�i t > 1, poxto je homotopski tip kompleksa
uparivaǌa ciklova poznat.

Teorema 4.11. Neka je t ≥ 2 i n ≥ 3. Definiximo slede�e brojeve:

dmin =


2nt

3
− t ako n ≡ 0 (mod 3)

2nt− 2t

3
ako n ≡ 1 (mod 3)

2nt− t
3

−
⌊
t+ 1

2

⌋
ako n ≡ 2 (mod 3)

i

dmax =


2nt

3
−
⌊
t

2

⌋
− 1 ako n ≡ 0 (mod 3)

2nt− 2t

3
ako n ≡ 1 (mod 3)

2nt− t
3

− 1 ako n ≡ 2 (mod 3)

.

Kompleks uparivaǌa M(P t
2n) je homotopski ekvivalentan prostoru koji nema

�elije dimenzije d, za 0 < d < dmin i d > dmax. Specijalno, M(P t
2n) je bar (dmin − 1)-

povezan prostor.

Dokaz. Tvr�eǌe �emo dokazati korix�eǌem MTA algoritma. S obzirom na to
da ovaj algoritam konstruixe uparivaǌe na posetu strana kompleksa nezavisno-
sti grafa, posmatramo linijski graf G = L(P t

2n) prikazan na slici 64 i na ǌega
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primeǌujemo algoritam. Oznaqimo temena grafa G na slede�i naqin. Taqke
a1, . . . , at+1 su sredixǌa temena xestouglova (slika 64). Tako�e, j-ti 2n-tougao
pored temena aj i aj+1 ima ,,gorǌa” temena b(j,1), . . . , b(j,n−1), kao i ,,doǌa” temena
c(j,1), . . . , c(j,n−1), za sve j ∈ {1, . . . , t}.

a1 a2

b(1,1) b(1,n−1) b(2,1)

c(1,1) c(1,n−1) c(2,1)

at at+1

b(t,1) b(t,n−1)

c(t,1) c(t,n−1)

Slika 64. Linijski graf G = L(P t
2n) sa oznaqenim temenima. [50]

Prema lemi 4.8 i napomeni 4.9, znamo da veliqina kritiqnih �elija ne zavisi
od pripreme za podelu ve� od izbora deonih temena. Na poqetku, koren Σ(∅,∅)
je spreman za podelu i za deono teme biramo a1. Generalno, ideja je da za deono
teme biramo prvo teme aj sa leve strane, a nakon te podele, pripremamo se za
novu podelu kroz temena b(j,1), . . . , b(j,n−1) i c(j,1), . . . , c(j,n−1). Preciznije, ako je qvor
Σ(A,B) spreman za podelu, primeǌujemo

prvi korak: za deono teme biramo najmaǌe aj koje ne pripada A ∪ B, qime
dobijamo dva naslednika, Σ(A,B ∪ {aj}) i Σ(A ∪ {aj}, B ∪N(aj));

drugi korak: svaki od ova dva naslednika pripremamo za podelu.

Za prvi korak postoje dva mogu�a tipa skupa temena V (G) \ (A ∪ B), koja su
prikazana na slici 65 (odgovara sluqaju 1) i slici 66 (sluqaj 2). Za svaku
od ove dve mogu�nosti opisujemo podelu koju vrximo u prvom koraku i proces
pripreme za novu podelu u drugom koraku. Ispostavǉa se da je za to potrebno
napraviti detaǉniju podelu na sluqajeve, na slede�i naqin:

� razlikujemo dva navedena sluqaja za V (G) \ (A ∪B),

� za svaki od ǌih razlikujemo proces pripreme za podelu levog i desnog
naslednika qvora Σ(A,B),

� za svaku od prethodnih grana razlikujemo vrednosti ostatka n (mod 3) (jer
se ispostavǉa da naqin na koji se proces nastavǉa zavisi od ovog modula).

Slede�i podskupovi skupa V (G) olakxavaju opis temena koja dodajemo u A
tokom pripreme za podelu:

Fj = {b(j,k) | k ≡ 1 (mod 3)} ∪ {c(j,k) | k ≡ 1 (mod 3)};

Gj = {b(j,k) | k ≡ 2 (mod 3)} ∪ {c(j,k) | k ≡ 2 (mod 3)};

Hj = {b(j,k) | k ≡ 0 (mod 3)} ∪ {c(j,k) | k ≡ 0 (mod 3)};

Ej = {aj} ∪ {b(j,k) | k ≡ 0 (mod 3)} ∪ {c(j,k) | k ≡ 0 (mod 3)} = Hj ∪ {aj}.
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Poqiǌemo sa opisom postupka u sluqaju 1 (slika 65). Ovaj sluqaj se po-
javǉuje na samom poqetku, za qvor Σ(∅,∅). Pretpostavǉamo da smo stigli do
qvora Σ(A,B) koji je spreman za podelu i da je j najmaǌi broj takav da va�i
aj /∈ A ∪B.

Sluqaj 1 (deg(aj) = 2)

aj aj+1

b(j,1) b(j,n−1) b(j+1,1)

c(j,1) c(j,n−1) c(j+1,1)

at at+1

b(t,1) b(t,n−1)

c(t,1) c(t,n−1)

Slika 65. G \ (A ∪B) u sluqaju 1. [50]

Levi naslednik: Levi naslednik qvora Σ(A,B) je qvor Σ(A,B ∪ {aj}). Skup
temena V (G) \ (A ∪ B ∪ {aj}) (na kome vrximo pripremu za novu podelu)
sadr�i dva lanca temena b(j,1), . . . , b(j,n−1) i c(j,1), . . . , c(j,n−1) koji �e se sma-
ǌivati izborom pivota i dobrog temena dok god je to mogu�e. Na poqetku
imamo pivote b(j,1) i c(j,1) za dobra temena b(j,2) i c(j,2), redom. Dakle, dodajemo
temena b(j,2) i c(j,2) u A, a ǌihove susede u B. Nastavǉuju�i da se pripremamo
za podelu na taj naqin, doda�emo sva temena Gj u A, a N(Gj) u B. Zavisno
od n (mod 3) imamo razliqite naqine na koje se proces daǉe nastavǉa.

– Ako je n ≡ 2 (mod 3), najve�e k za koje va�i {b(j,k), c(j,k)} ⊆ Gj jeste n−3, a
posledǌa temena koja se dodaju u B su b(j,n−2) i c(j,n−2). Ukoliko je j = t,
stigli smo do kraja grafa, jer su b(t,n−1) i c(t,n−1) pivoti sa dobrim
temenom at+1. Dakle, u ovom sluqaju dodajemo Gt i at+1 u A, i dobijamo
kritiqnu �eliju. Ukoliko je j 6= t, u A dodajemo taqno Gj i prelazimo
na sluqaj 2 za j + 1.

– Ako je n ≡ 1 (mod 3), najve�e k za koje va�i {b(j,k), c(j,k)} ⊆ Gj jeste n− 2,
a posledǌa temena koja se dodaju u B su b(j,n−1) i c(j,n−1). Ukoliko je
j = t, at+1 nema suseda u skupu V (G) \ (A ∪ B) (kad posmatramo A i B
dobijene nakon dodavaǌa odgovaraju�ih temena), pa je at+1 slobodno
teme i ova grana algoritma se zavrxava praznim skupom. Ako va�i
j 6= t, prelazimo na sluqaj 1 za j + 1.

– Ako va�i n ≡ 0 (mod 3), najve�e k za koje imamo {b(j,k), c(j,k)} ⊆ Gj jeste
n − 1. Ovde razlikujemo tri podsluqaja. Ukoliko je j = t, samo Gt je
dodato u A, a posledǌe teme at+1 je dodato u B i dobijamo kritiqnu
�eliju. Ako j 6= t, nakon dodavaǌa {b(j,n−1), c(j,n−1)} u A, i dodavaǌa aj+1 u
B, imamo dva nova pivota b(j+1,2) i c(j+1,2) za dobra temena b(j+1,3) i c(j+1,3),
redom. Za razliku od prethodno analiziranih sluqajeva, sada jox jed-
nom ponavǉamo postupak smaǌivaǌa grafa izborom pivota i dobrih
temena, dok ne do�emo do temena spremnog za podelu. U ovom (dru-
gom delu) postupka, dobra temena imaju drugi indeks deǉiv sa 3, pa
prime�ujemo da �emo u A dodati Hj+1, a u B dodajemo okolinu od Hj+1.
Posledǌa temena koja se tada dodaju u A su b(j+1,n−3) i c(j+1,n−3). Ukoliko
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je j = t − 1, nakon dodavaǌa prvo Gt−1, pa onda Ht na ovaj naqin, preo-
stali skup temena je {b(t,n−1), c(t,n−1), at+1}. Izborom at+1 za dobro teme uz
bilo koje od preostala dva temena u ulozi pivota, dodajemo at+1 u A i
dobijamo kritiqnu �eliju. Konaqno, u sluqaju da j /∈ {t, t − 1}, nakon
dodavaǌa Gj i Hj+1 u A prelazimo na sluqaj 2 za j + 2.

Desni naslednik: Desni naslednik qvora Σ(A,B) je qvor Σ(A ∪ {aj}, B ∪
N(aj)). Postupak je sliqan kao kod levog naslednika, osim xto su qvorovi
koji se dodaju u A pomereni za 1. Nakon dodavaǌa aj u A, a ǌegovih suseda
b(j,1) i c(j,1) u B, imamo pivote b(j,2) i c(j,2) za dobra temena b(j,3) i c(j,3), i znamo
da ta dobra temena dodajemo u A. Nastavǉaju�i na isti naqin, dodajemo
ceo skup Ej = {aj} ∪Hj u A, a N(Ej) u B. Ponovo, zavisno od ostatka broja
n po modulu 3, imamo razliqite naqine na koje se algoritam zavrxava ili
nastavǉa.

– Ako je n ≡ 2 (mod 3), najve�e k za koje {b(j,k), c(j,k)} ⊆ Ej jeste n− 2. Kada
va�i j = t, kao u sluqaju n ≡ 1 (mod 3) za levog naslednika, dobija se
slobodni qvor at+1, pa se ova grana drveta zavrxava praznim skupom.
Ako j 6= t, prelazi se na sluqaj 1 za j + 1.

– Ako va�i n ≡ 1 (mod 3), najve�e k za koje imamo {b(j,k), c(j,k)} ⊆ Ej je n−1.
U sluqaju j = t, at+1 ∈ N(Et), pa je dodato u B, qime dobijamo kritiqnu
�eliju. Ukoliko j 6= t, onda su temena a(j+1,1), b(j+1,1) i c(j+1,1) dodata u
B kao elementi N(Ej), pa opet imamo ciklus izbora pivota i dobrih
temena. Primetimo da su prvi pivoti temena b(j+1,2) i c(j+1,2), za dobra
temena b(j+1,3) i c(j+1,3), pa �e ponovo u A biti dodavani elementi b(j+1,k) i
c(j+1,k) qiji je drugi indeks k deǉiv sa 3. Dakle, u A �e biti dodat ceo
skup Hj+1, a u B skup N(Hj+1). Ukoliko j+1 6= t, ponavǉamo potpuno isti
postupak, tj. dodajemo Hj+2 u A, a N(Hj+2) u B, itd. Proces se zavrxava
kada dodamo Ht u A, a N(Ht) u B. Zakǉuqak je da za n ≡ 1 (mod 3) u A
dodajemo Ej, Hj+1, Hj+2, . . . , Ht i zavrxavamo kritiqnom �elijom.

– Ako va�i n ≡ 0 (mod 3), najve�e k za koje {b(j,k), c(j,k)} ⊆ Ej jeste n − 3
(osim u sluqaju n = 3, kada va�i Ej = {aj}). Za j = t, b(j,n−1) i c(j,n−1) su
pivoti za dobro teme at+1, pa dodajemo i at+1 u A i dobijamo kritiqnu
�eliju. Ukoliko j 6= t, prelazimo na sluqaj 2 za j + 1.

Sluqaj 2 (deg(aj) = 4)

b(j−1,n−1)

c(j−1,n−1)

aj aj+1

b(j,1) b(j,n−1) b(j+1,1)

c(j,1) c(j,n−1) c(j+1,1)

at at+1

b(t,1) b(t,n−1)

c(t,1) c(t,n−1)

Slika 66. G \ (A ∪B) u sluqaju 2. [50]

Levi naslednik: Levi naslednik qvora Σ(A,B) je qvor Σ(A,B ∪ {aj}). Prvi
pivoti su b(j−1,n−1) i c(j−1,n−1), pa dobra temena b(j,1) i c(j,1) dodajemo u A, a
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susede od b(j,1) i c(j,1) dodajemo u B. Nastavǉaju�i redom da biramo pivote i
dobra temena u pripremi za podelu, doda�emo ceo skup Fj u A, a N(Fj) u B.
Kao u prethodnim sluqajevima, razmatramo ostatak broja n po modulu 3.

– Ako va�i n ≡ 2 (mod 3), najve�e k za koje va�i {b(j,k), c(j,k)} ⊆ Fj je n− 1.
Imamo razliqite situacije za j = t, j = t− 1 i j /∈ {t, t− 1}. U sluqaju
j = t, teme at+1 pripada N(Ft), pa je dodato u B i dobijamo kritiqnu
�eliju. Ako j 6= t, temena a(j+1,1), b(j+1,1) i c(j+1,1) su dodata u B na isti
naqin, pa se pojavǉuju novi nizovi pivota i dobrih temena pre nego
xto do�emo do deonog temena. Tokom ove pripreme za podelu, skup Hj+1

dodajemo u A, a N(Hj+1) u B. Ukoliko j = t−1, nakon dodavaǌa Ft−1 i Ht,
imamo slobodno teme at+1 i ova grana algoritma se zavrxava praznim
skupom. Ukoliko va�i j /∈ {t, t−1}, nakon dodavaǌa Fj i Hj+1 prelazimo
na sluqaj 1 za j + 2.

– Ako va�i n ≡ 1 (mod 3), najve�e k za koje je ispuǌeno {b(j,k), c(j,k)} ⊆ Fj
jeste k = n−3. Kada j = t, b(j,n−1) i c(j,n−1) su pivoti, a at+1 odgovaraju�e
dobro teme, pa dodajemo at+1 u A i dobijamo kritiqnu �eliju. U sluqaju
j 6= t, prelazimo na sluqaj 2 za j + 1.

– Ako je n ≡ 0 (mod 3), najve�e k za koje va�i {b(j,k), c(j,k)} ⊆ Fj je n− 2. Za
j = t, at+1 nema suseda u V (G) \ (A∪B), pa ne dobijamo kritiqnu �eliju
ve� ∅. Ako j 6= t, prelazimo na sluqaj 1 za j + 1.

Desni naslednik: Jednostavno se zapa�a da je postupak kod desnog nasled-
nika u ovom sluqaju potpuno isti kao postupak kod desnog naslednika u
sluqaju 1.

Primetimo da za n ≥ 4 va�i da su skupovi Gj, Hj i Fj uvek neprazni, dok
za n = 3 va�i Hj = ∅, ali to ne utiqe na prethodni postupak koji predstavǉa
korektan algoritam u svim sluqajevima n ≥ 3.

Analiza: Kada se opisani MTA algoritam zavrxi, listovi drveta su prazni
skupovi i kritiqne �elije. Sada �emo odrediti minimalan i maksimalan broj
temena dobijenih kritiqnih �elija. Neka je Σ(A,B) = {A} jedan list koji odgo-
vara kritiqnoj �eliji. Na osnovu navedenog postupka, prime�ujemo da va�i

A = X1 ∪X2 ∪ · · · ∪Xt ili A = X1 ∪X2 ∪ · · · ∪Xt ∪ {at+1},

gde je svako Xi jedan od skupova Ei, Fi, Gi i Hi. Radi jednostavnijeg zapisa,
izostavǉa�emo indekse, a ponekad i element a = at+1, pa �emo prikazivati A
kao req od t slova E,F,G i H. Na primer, ako je A = E1 ∪ F2 ∪ E3 ∪ {at+1},
pixemo EFEa, a ka�emo da ,,A poqiǌe sa E”, ,,nakon E sledi F” i sliqno.
Tako�e, ka�emo da req ,,sadr�i” odre�en broj elemenata, ako unija odgova-
raju�ih skupova ima tu kardinalnost. Element at+1 mo�emo izostavǉati jer
se prime�uje da qiǌenica da li at+1 pripada A ili ne, jednoznaqno zavisi od
posledǌeg slova u reqi. Na osnovu diskusije po sluqajevima utvr�ujemo taqno
koje reqi se pojavǉuju kao kritiqne �elije A. Analiza koja sledi je ilustrovana
na slici 67.
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� n ≡ 1 (mod 3)

– A poqiǌe sa E ili G.

– E dodaje 2n+1
3

temena i nakon ǌega se nalazi H.

– F dodaje 2n−2
3

temena i nakon ǌega stoji E ili F .

– G dodaje 2n−2
3

temena i nakon ǌega se nalazi E ili G.

– H dodaje 2n−2
3

temena i nakon ǌega sledi H.

– A se mo�e zavrxiti sa E, H ili Fa (za at+1).

Primetimo da se u ovom sluqaju slovo F nikada ne pojavǉuje, jer algori-
tam nikada ne prelazi u sluqaj 2. Svaka kritiqna �elija sadr�i taqno
jedno slovo E. Preciznije, kritiqne �elije su oblika GG · · ·G︸ ︷︷ ︸

k

EHH · · ·H︸ ︷︷ ︸
t−1−k

,

gde k = 0, 1, . . . t − 1. Dakle, svaka kritiqna �elija sadr�i taqno 2nt−2t
3

+ 1
elemenata, pa va�i dmin = dmax = 2nt−2t

3
.

Sluqaj 1
levi naslednik

(G)

Sluqaj 1 ili 2
desni naslednik

(E)

Sluqaj 2
levi naslednik

(F )

Pre�i na sluqaj 2
(F ili E)

Pre�i na sluqaj 1
(G ili E)

H, pa . . .

n ≡
1

n ≡ 2

n ≡ 0

n ≡
0

n ≡ 1

n ≡ 2

n
≡ 1

n ≡
2

n ≡ 0

n ≡ 0

n ≡ 2

n ≡ 1

Slika 67. Analiza reqi koje se pojavǉuju u dokazu teoreme 4.11.

� n ≡ 0 (mod 3)

– A poqiǌe sa E ili G, poxto se na poqetku nalazimo u sluqaju 1.

– E dodaje 2n
3
− 1 temena i nakon ǌega se nalazi E ili F .

– F dodaje 2n
3
temena i nakon ǌega se nalazi E ili G.

– G dodaje 2n
3
temena i nakon ǌega je H.

– H dodaje 2n
3
− 2 temena i nakon ǌega se nalazi E ili F .
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Glava 4. Povezanost kompleksa uparivaǌa i MTA algoritam

– A se zavrxava sa E, G ili H (F nije na kraju zbog levog naslednika u
sluqaju 2, koji ili indukuje slobodno teme, ili se postupak nastavǉa).

– Ako se A zavrxava sa E ili H, imamo i teme at+1, tj. kraj reqi mo�e
biti Ea, Ha ili samo G.

Poka�imo da je najmaǌi broj elemenata kritiqne �elije A jednak 2nt
3
− t+1,

xto je taqno broj temena u reqi EE · · ·EEa, koja je jedna od reqi dobijenih
algoritmom. Slovo H ima najmaǌi broj elemenata, ali je pre ǌega uvek
slovo G, sa najvixe elemenata me�u slovima. Posmatrajmo sve dobijene
reqi. Ideja je da poka�emo slede�e: za svaku dobijenu req koja sadr�i
slovo H, postoji dozvoǉena req koja ne sadr�i slovo H i koja ima maǌe
ili jednako elemenata. Ukoliko imamo slovo H koje nije na kraju reqi,
pojavǉuje se jedna od slede�e qetiri podreqi: na poqetku reqi stoji GHE
ili GHF , ili postoji jedna od podreqi FGHE i FGHF . Bez naruxavaǌa
dozvoǉenih susedstava me�u slovima, svaku od ovih podreqi mo�emo za-
meniti reqju sa istim brojem elemenata na slede�i naqin:

- ukoliko se nalazi na poqetku reqi, GHE zameǌujemo sa EEE, a GHF
sa EEF ;

- podreq FGHE meǌamo sa FEEE, a podreq FGHE sa FEEE.

Tako�e, ako se H pojavi na kraju reqi, tj. kraj reqi je Ha, prethodno mora
biti slovo G. Ukoliko je GHa cela req, EEa je dozvoǉena req sa istim
brojem elemenata, a ako nije, pojavǉuje se podreq FGHa koja se mo�e za-
meniti sa FEEa. Dakle, minimum elemenata se dosti�e na nekoj �eliji
koja ne sadr�i slovo H. Tako�e, bez slova H, kraj reqi mo�e biti Ea ili
G, pri qemu obe mogu�nosti dodaju isti broj elemenata. S obzirom na to
da E ima maǌe elemenata od F i G, zakǉuqujemo da se minimum dosti�e za
req EE · · ·EEa, xto je upravo 2nt

3
− t+ 1. Dakle, dmin = 2nt

3
− t.

Odredimo sada najve�i mogu�i broj temena koje mo�e imati kritiqna �eli-
ja A. Sada su najpovoǉnija slova F i G, ali kako nakon G sledi H (osim na
kraju), koje nije povoǉno za dostizaǌe maksimuma, ideja je da poka�emo da
se maksimum posti�e na �eliji koja ne sadr�i slovo G. Uoqimo proizvoǉnu
req koja sadr�i slovo G. Ukoliko je G na kraju, mo�e se zameniti sa Ea
(isti broj elemenata), jer pre G mo�e biti samo F koje mo�e stajati i
pre slova E. Ukoliko G nije na kraju, pojavǉuje se podreq GH. Ponovo se
jednostavno utvr�uje da se GH uvek mo�e zameniti sa EE (sva susedstva
�e biti dozvoǉena), a broj elemenata pri toj zameni ostaje isti. Dakle,
maksimum mo�emo posti�i pomo�u slova E, H i F , pa se on dosti�e kada
imamo najve�i mogu�i broj F -ova. Primetimo da i pre i posle slova F
mora stajati slovo E. Zbog toga, kada je t neparno, najve�a kritiqna �elija
se dobija za req EFEF · · ·FEa, a kada je t parno, najve�a �elija se dobija
dodavaǌem jednog slova E negde u prethodnoj reqi. U svakom sluqaju, tada
A sadr�i 2nt

3
− b t

2
c temena, pa va�i dmax = 2nt

3
− b t

2
c − 1.
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� n ≡ 2 (mod 3)

– A poqiǌe sa E ili G.

– E dodaje 2n−1
3

temena i nakon ǌega stoji E ili G.

– F dodaje 2n−1
3

+ 1 temena i nakon ǌega se nalazi H.

– G dodaje 2n−1
3
− 1 temena i nakon ǌega stoji E ili F .

– H dodaje 2n−1
3
− 1 temena i nakon ǌega sledi E ili G.

– A se zavrxava sa F ili Ga.

Analiza je potpuno analogna kao u prethodnim sluqajevima. Pri odre�i-
vaǌu minimalne kritiqne �elije, prime�ujemo da G i H imaju najmaǌi
broj temena, ali pre slova H uvek stoji slovo F koje nije povoǉno za mi-
nimum. Zato je ideja da poka�emo da se minimum dosti�e na reqi koja
ne sadr�i slovo H. Ukoliko se slovo H pojavilo, pojavǉuje se jedna od
podreqi GFHE i GFHG. Prva se mo�e zameniti sa GEGE, a druga sa
GEEG, bez pove�aǌa broja elemenata. Dakle, minimum se mo�e dosti�i
samo pomo�u slova G, E i F , pa treba koristiti xto je vixe mogu�e slova
G. Zbog dozvoǉenih susedstava, prime�ujemo da se za neparno t minimum
dosti�e za req GEGEG · · ·EG, a za parno t minimalna je req EGEG · · ·EG.
Raqunom utvr�ujemo da je minimalan broj temena jednak 2nt−t

3
− b t+1

2
c + 1,

odakle va�i dmin = 2nt−t
3
− b t+1

2
c.

Pri odre�ivaǌu maksimuma, prime�uje se da iako slovo F dodaje najve�i
broj elemenata, pre ǌega je G i posle ǌega H, a oba ova slova su nepovoǉna
za maksimum. Na isti naqin kao u prethodnim sluqajevima, pokazuje se da
se maksimum mo�e dosti�i na reqi koja ne sadr�i slovo F , i da je jedna
od reqi na kojima se dosti�e maksimum oblika EE · · ·EGa. Tada A sadr�i
2nt−t

3
temena, pa sledi dmax = 2nt−t

3
− 1.

Time je dokaz teoreme 4.11 konaqno zavrxen.

Kao posledica teoreme 4.11, uoqavamo da smo u sluqaju n ≡ 1 (mod 3) odredili
taqan homotopski tip kompleksa M(P t

2n).

Posledica 4.12. Ako je n ≡ 1 (mod 3), tj. n = 3m + 1, za neko m ≥ 1, kompleks
uparivaǌa grafa P t

2n je homotopski ekvivalentan buketu t sfera dimenzije 2tm:

M(P t
2n) '

∨
t

S2tm.

Dokaz. Za t ≥ 2, dokaz direktno sledi iz dokaza teoreme 4.11. Naime, znamo da
su u ovom sluqaju kritiqne �elije oblika

GG · · ·G︸ ︷︷ ︸
k

EHH · · ·H︸ ︷︷ ︸
t−1−k

za k = 0, 1, . . . t− 1.

Dakle, imamo taqno t kritiqnih �elija dimenzije dmin = dmax = 2nt−2t
3

= 2tm. Uz
jox jednu dodatnu �eliju dimenzije 0, na osnovu teoreme 4.3 zakǉuqujemo da
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M(P t
2n) ima homotopski tip buketa t sfera date dimenzije. Dodatno, za t = 1,

rezultat sledi iz tvr�eǌa 1.18, jer je M(P 1
2n) = M(C2n) ' Sb

2n−2
3
c = S2m. Tako

dobijamo da je formula uniformna za sve t ≥ 1.

Primer 4.13. Primer 4.7 je upravo primena teoreme 4.11 u sluqaju n = 3 i t = 2.
Tada smo zakǉuqili da MTA algoritam daje dve kritiqne �elije:

Σ({1, 6, 11}, {2, 3, 4, 5, 7, 8, 9, 10}) i Σ({4, 5, 11}, {1, 2, 3, 6, 7, 8, 9, 10}).

Prva �elija A = {1, 6, 11} odgovara reqi EEa, dok se �elija A = {4, 5, 11} dobija
iz reqi GHa (svako Hi je prazan skup za n = 3). Obe kritiqne �elije su dimenzije
2, xto se sla�e sa dobijenim procenama iz teoreme: dmax = 2, dmin = 2.

Za n = 3, graf P t
6 je zapravo sa�e oblika 1× 1× t. Tako da teorema 4.11 daje

delimiqan odgovor na pitaǌe o homotopskom tipu kompleksa uparivaǌa sa�a.

Posledica 4.14. Kompleks uparivaǌa sa�a oblika 1×1×t je (t−1)-povezan prostor.

Dokaz. Za t ≥ 2, tvr�eǌe sledi direktno iz sluqaja n = 3 teoreme 4.11, jer se
dobija dmin = t. Za t = 1, sa�e 1×1×1 je ciklus C6, za koji na osnovu tvr�eǌa 1.18
znamo da va�i M(C6) ' S1 ∨ S1.

Pokazuje se da teorema 4.11 daje boǉe ocene povezanosti od ocena koje bi
se dobile primenom rezultata Barmaka [10] i Engstroma [33] na grafove P t

2n.
U ovim radovima autori su proceǌivali povezanost kompleksa nezavisnosti
K1,3-slobodnih grafova, tj. onih grafova koji kao indukovani podgraf ne sadr�e
bipartitni graf K1,3 (eng. claw-free graphs). Jednostavno se prime�uje da je svaki
linijski graf K1,3-slobodan, pa se rezultati iz ovih radova mogu primeniti
na komplekse uparivaǌa. Uporedimo ukratko dobijene ocene. Naravno, ciǉ je
samo da poka�emo da dobijeni rezultati nisu posledica dosta opxtijih ocena, a
naglaxavamo da su teoreme Barmaka i Engstroma mnogo generalnije i znaqajnije.

Engstrom pokazuje da ako je G, K1,3-slobodan graf na n temena, sa maksimalnim
stepenom temena d, onda je kompleks Ind(G) b2n−1

3d+2
− 1c-povezan [33, Teorema 3.2].

Linijski graf L(P t
2n) ima (2n − 1)t + 1 temena, a maksimalni stepen je 4, pa

Engstromov rezultat tvrdi da je M(P t
2n) = Ind(L(P t

2n)) bar (b4tn−2t+1
14

c−1)-povezan,
xto je maǌe ili jednako dmin iz teoreme 4.11, za sve n ≥ 3.

U radu [10], Barmak daje ocenu povezanosti na osnovu dimenzije kompleksa:
ako je G proizvoǉan K1,3-slobodan graf, onda je Ind(G) bar (dim(Ind(G))−2

2
)-povezan

prostor [10, Teorema 5.5]. Dimenzija kompleksa M(P t
2n) je (n−1)t+1, pa Barmakov

rezultat ka�e da je povezanost ovog kompleksa bar tn−t−1
2

. Iako je ovaj rezultat
boǉi od Engstromovog za veliko n, teorema 4.11 daje boǉu ocenu povezanosti
kompleksa M(P t

2n).
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4.4 Kompleksi uparivaǌa sa�a

U ovom poglavǉu posmatramo komplekse uparivaǌa sa�a koja sadr�e vixe re-
dova xestouglova. Kao xto smo pokazali da kompleks uparivaǌa sa�a 1 × 1 × t
ima povezanost bar (t− 1), xto je broj xestouglova u ovom sa�u umaǌen za 1, u
nastavku pokazujemo da sa�e oblika 2 × 1 × t ima bar (2t − 1)-povezan kompleks
uparivaǌa. Zatim �emo dati nexto slabiju ocenu povezanosti za sa�a opxteg
oblika r × s× t.

Naredna lema opisuje konfiguraciju koja se qesto pojavǉuje u dokazu glavne
teoreme 4.16, pa je posebno dokazujemo radi preglednosti.

Lema 4.15. Neka je Σ(A,B) qvor spreman za podelu na grafu koji se sastoji od
trougla i xestougla sa zajedniqkom ivicom, kao na slici 68. Tada primenom
MTA algoritma (na ovu granu drveta) dobijamo 2 kritiqne �elije Σ(Ã, B̃) = {Ã} i
Σ(Â, B̂) = {Â}, za koje va�i |Ã| = |Â| = |A|+ 2.

Dokaz. U opxtem sluqaju, znamo da izbor deonih temena utiqe na broj i veliqinu
kritiqnih �elija, ali se u sluqaju ovog malog grafa ispostavǉa da ne utiqe. To
se utvr�uje jednostavnom proverom svih mogu�nosti, koju izostavǉamo. Razmo-
trimo samo jednu mogu�nost, kada za deono teme izaberemo v oznaqeno na slici.
Qvor Σ(A,B) tada ima dva naslednika, Σ(A,B ∪ {v}) i Σ(A ∪ {v}, B ∪N(v)).

Izborom proizvoǉnog pivota za Σ(A ∪ {v}, B ∪N(v)),
dobijamo slobodno teme, pa u toj grani nema kritiqnih
�elija, dok od levog naslednika Σ(A,B ∪ {v}) dobijamo
dve kritiqne �elije koje zadovoǉavaju tvr�eǌe leme.

v

Slika 68. V \ (A ∪B). [50]

Sad mo�emo dokazati glavnu teoremu za sa�a oblika 2× 1× t.

Teorema 4.16. Neka je t ≥ 1 prirodan broj. Definiximo brojeve

dmin = 2t i dmax =
7t

3
+ 1.

Kompleks uparivaǌa sa�a oblika 2 × 1 × t je homotopski ekvivalentan �elijskom
kompleksu koji ne sadr�i d-dimenzionalne �elije za sve 0 < d < dmin i sve d > dmax.
Posebno, ovaj kompleks uparivaǌa je bar (2t− 1)-povezan prostor.

Dokaz. Sa�e oblika 2× 1× t se sastoji od dva niza od po t xestouglova, a ǌegov
linijski graf G je prikazan na slici 69.

Slika 69. G je linijski graf sa�a oblika 2× 1× t. [50]

Dokaz ove teoreme je veoma sliqan dokazu teoreme 4.11, pa �emo izostaviti
detaǉe analize. Dakle, primeǌujemo MTA algoritam na graf G sa odre�enim
izborom deonih temena. Za svaki qvor Σ(A,B) koji je spreman za podelu imamo
dva koraka.
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Korak 1: Biramo deono teme v zavisno od trenutne konfiguracije, i dobi-
jamo dva naslednika: Σ(A,B ∪ {v}) i Σ(A ∪ {v}, B ∪N(v)).

Korak 2: Svaki od ova dva naslednika pripremamo za novu podelu.

U koraku 1 imamo xest mogu�ih konfiguracija zavisno od levog kraja grafa, do
na vertikalnu refleksiju, kao xto je prikazano na slici 70 i slikama 73 – 77.
Pod vertikalnom refleksijom podrazumevamo refleksiju u odnosu na sredixǌu
horizontalnu liniju izme�u dva horizontalna niza xestouglova. Primenom ove
refleksije ponovo dobijamo dva horizontalna niza xestouglova. Napomenimo
ovde da se tokom primene algoritma, u svim sluqajevima, prime�uje da broj
xestouglova u ova dva horizontalna niza ne mora biti isti, ali se razlikuje
za najvixe jedan xestougao, i to ne�e uticati na algoritam. Za svaku od xest
konfiguracija, izabrano deono teme je podebǉano na odgovaraju�oj slici i ozna-
qeno sa v.

Oznaqimo sa Thex := Thex(Σ(A,B)) broj celih malih xestouglova u grafu do
kog smo stigli, tj. grafu na temenima V (G) \ (A ∪ B). Na poqetku algoritma
va�i Thex(Σ(∅,∅)) = 2t, dok za qvor Σ(A,B) koji oznaqava kritiqnu �eliju va�i
Thex(Σ(A,B)) = 0.

Znamo da spuxtaju�i se niz drvo MTA algoritma, mi dodajemo temena u skup
A. Ukoliko qvor Σ(A′, B′) ima pretka Σ(A,B), mo�emo re�i da se ,,|A| uve�a za
|A′| − |A| dok idemo od qvora Σ(A,B) do qvora Σ(A′, B′)”. Ideja dokaza je da pra-
timo promene |A| i Thex u svakom koraku algoritma. Broj |A| �e se uve�avati,
dok �e Thex opadati, pa �emo dmin i dmax odrediti uoqavaǌem veza izme�u promena
|A| i Thex. Razmotrimo sada svaku od 6 mogu�ih konfiguracija i odgovaraju�i
izbor deonog temena.

Sluqaj 1.

v

Slika 70. G \ (A ∪B) u sluqaju 1. [50]

� Levi naslednik Σ(A,B ∪ {v}).

– Ako va�i Thex = 2, imamo konfiguraciju prikazanu na slici 71. Nakon
dodavaǌa temena v u B, imamo pivot p i dobro teme w. Dodajemo teme w
u A (pove�avamo |A| za 1), a ǌegovu okolinu u B i time dobijamo konfi-
guraciju sastavǉenu od trougla i xestougla kao u lemi 4.15. Prema
lemi, daǉe dobijamo dve kritiqne �elije i zakǉuqujemo da se u odnosu
na qvor Σ(A,B), broj |A| pove�ao ukupno za 3, dok se broj Thex smaǌio
za 2.

v
p
w

Slika 71. G \ (A ∪B) kada Thex = 2. [50]
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– Ako va�i Thex ≥ 3, na isti naqin dodajemo jedno dobro teme u A, i
smaǌujemo Thex za jedan. Nakon primene vertikalne refleksije dobi-
jena konfiguracija ponovo prelazi u konfiguraciju iz sluqaja 1. Na
primer, mo�emo posmatrati xta se dexava kada ovaj korak primenimo
na samom poqetku algoritma za qvor Σ(∅,∅). Nakon umaǌeǌa Thex za
1, gorǌi horizontalni niz ima (t − 1) xestouglova, dok doǌi ima t
xestouglova, pa primenom refleksije dobijamo da novi gorǌi niz ima
t xestouglova, dok doǌi ima (t− 1). Zatim primeǌujemo ponovo postu-
pak iz sluqaja 1.

� Desni naslednik Σ(A ∪ {v}, B ∪N(v)).

– Ako va�i Thex ≤ 5, direktnom analizom se dolazi do slobodnog temena
na kraju, tako da ne dobijamo kritiqne �elije.

– Ako va�i Thex = 6, tokom pripreme za podelu u A dodajemo qetiri dobra
temena i peto teme v. Na slici 72 dobra temena su oznaqena belim
kru�i�ima, a temena koja tokom postupka dodajemo u B su oznaqena sa
,,X”. Slika 72 prikazuje deo pripreme za podelu. Leva slika prikazuje
deono teme v i ǌegovu okolinu, a centralna slika prikazuje situaciju
nakon izbora prvog pivota i dobrog temena. Desna slika ilustruje
konfiguraciju koja je spremna za novu podelu, sastavǉenu od xestougla
sa dva trougla. Izaberimo tada za novo deono teme neko od temena
koje pripada i xestouglu i jednom trouglu. Nakon nekoliko koraka
dobijamo taqno jednu kritiqnu �eliju i dodajemo jox 2 temena u A.
Dakle, imamo jednu kritiqnu �eliju pri qemu se broj |A| pove�ao za
7, dok se Thex smaǌio za 6.

v

Slika 72. Sluqaj 1 kada Thex = 6, desni naslednik. [50]

– Ako va�i Thex > 6, kao u prethodnom delu dodajemo 5 temena u A (v i
qetiri dobra temena), dok se broj Thex smaǌuje za 5. Zatim prelazimo
na sluqaj 2 (nakon vertikalne refleksije).

Sluqaj 2.

v

Slika 73. Sluqaj 2. [50]

� Levi naslednik Σ(A,B ∪ {v}).

– Ne meǌamo ni A ni Thex, ve� odmah prelazimo na sluqaj 1.

� Desni naslednik Σ(A ∪ {v}, B ∪N(v)).
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– Ako va�i Thex = 2, dobijamo dve kritiqne �elije. Za svaku od ǌih,
broj |A| se pove�ao za 4, dok se Thex smaǌio za 2.

– Ako va�i Thex ≥ 3, |A| se pove�ava za 1 dodavaǌem temena v, Thex se
smaǌuje za 1 i prelazimo na sluqaj 3.

Sluqaj 3.

v

Slika 74. Sluqaj 3. [50]

Najpre se mo�e primetiti da u ovom sluqaju nije mogu�e dobiti Thex = 1. To
zakǉuqujemo posmatraǌem svakog od sluqajeva koji mo�e dovesti do sluqaja 3,
a to su sluqajevi 2, 3 i 6. Ako smo iz sluqaja 2 prexli na sluqaj 3, imali smo
bar 3 xestougla i izgubili 1, pa Thex ≥ 2. U nastavku �emo videti da iz sluqaja
3 mo�emo do�i do ǌega samog samo ako imamo bar 5 xestouglova, i izgubimo
3, pa isto tvr�eǌe va�i. Tako�e, pokaza�emo da iz sluqaja 6 prelazimo na
sluqaj 3 ne meǌaju�i ni |A| ni Thex, a do sluqaja 6 smo mogli do�i samo iz
desnog naslednika sluqaja 5 smaǌivaǌem broja xestouglova za 1. Sluqaj 5 se
mo�e dobiti ili iz ǌega samog od bar 6 xestouglova od kojih gubimo 3, ili iz
sluqaja 4 za 4 xestougla od kojih gubimo 1. Dakle, ako smo se naxli u sluqaju
2, sigurno va�i Thex ≥ 2.

� Levi naslednik Σ(A,B ∪ {v}).

– Ako va�i Thex = 2, dobijamo kritiqnu �eliju dodaju�i 4 dobra temena
u A, pri qemu se Thex smaǌuje za 2.

– Ako va�i Thex ≥ 3, dodajemo jedno dobro teme u A, umaǌujemo Thex za
1, pa prelazimo na sluqaj 4.

� Desni naslednik Σ(A ∪ {v}, B ∪N(v)).

– Ako va�i Thex = 2, dobijamo kritiqnu �eliju dodaju�i 4 temena u A
(teme v i 3 dobra temena), dok se Thex smaǌuje za 2.

– Ako va�i Thex = 3, dobijamo kritiqnu �eliju dodavaǌem 5 temena u A,
a Thex se smaǌuje za 3.

– Ako va�i Thex = 4, dobijamo kritiqnu �eliju dodavaǌem 6 temena u A,
dok se Thex smaǌuje za 4.

– Ako je Thex ≥ 5, dodajemo tri temena u A, smaǌujemo Thex za 3, pa po-
navǉamo sluqaj 3 (nakon vertikalne refleksije).

Sluqaj 4.

v

Slika 75. Sluqaj 4. [50]
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� Levi naslednik Σ(A,B ∪ {v}).

– Ne meǌaju se ni A ni Thex. Prelazimo na sluqaj 2.

� Desni naslednik Σ(A ∪ {v}, B ∪N(v)).

– Ako Thex = 2, dodajemo u A teme v i jedno dobro teme, pa dobijamo kon-
figuraciju iz leme 4.15 (trougao i xestougao sa zajedniqkom ivicom).
Prema ovoj lemi, daǉe dobijamo dve kritiqne �elije, i za svaku od
ǌih dodajemo jox po dva temena u A. Dakle, broj |A| se pove�ao za 4,
dok se Thex smaǌio za 2.

– Ako va�i Thex = 3, sliqno kao u prethodnom postupku, dodajemo v i dva
dobra temena u A, qime dobijamo konfiguraciju iz leme 4.15. Dakle,
ponovo imamo dve kritiqne �elije. Ukupno se broj |A| pove�ao za 5,
dok se Thex smaǌio za 3.

– Ako va�i Thex ≥ 4, dodajemo samo v u A, smaǌujemo Thex za 1, pa prela-
zimo na sluqaj 5.

Sluqaj 5.

v

Slika 76. Sluqaj 5. [50]

Kao u analizi na poqetku sluqaja 3, ovde se zakǉuquje da uvek va�i Thex ≥ 3.

� Levi naslednik Σ(A,B ∪ {v}).

– Ako va�i Thex = 3, dodajemo 3 dobra temena u A i dolazimo do kon-
figuracije sastavǉene od trougla i xestougla sa zajedniqkom ivicom.
Prema lemi 4.15, dobijamo dve kritiqne �elije, pri qemu za svaku od
ǌih dodajemo jox po dva temena u A. Dakle, za svaku od ovih �elija,
broj |A| se pove�ao za 5, dok se Thex smaǌio za 3.

– Ako Thex = 4, sliqno kao u prethodnom sluqaju na osnovu leme 4.15
zakǉuqujemo da imamo dve kritiqne �elije. Za svaku od ǌih, broj |A|
se pove�ao za 6, dok se Thex smaǌio za 4.

– Ako Thex = 5, ponovo imamo dve kritiqne �elije na osnovu leme 4.15.
Broj |A| je uve�an za 7, a Thex umaǌen za 5 za svaku od ǌih.

– Ako va�i Thex ≥ 6, dodavaǌem tri dobra temena u A, a smaǌivaǌem Thex

za 3, vertikalnom refleksijom dolazimo ponovo do sluqaja 5.

� Desni naslednik Σ(A ∪ {v}, B ∪N(v)).

– Dodajemo samo teme v u A, smaǌujemo Thex za 1, pa zatim prelazimo na
sluqaj 6.
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Sluqaj 6.

v

Slika 77. Sluqaj 6. [50]

� Levi naslednik Σ(A,B ∪ {v}).

– Nema promene ni A ni Thex. Prelazimo na sluqaj 3.

� Desni naslednik Σ(A ∪ {v}, B ∪N(v)).

– Ako va�i Thex = 2, nakon dodavaǌa v i tri slobodna temena u A, imamo
slobodno teme, pa nema kritiqnih �elija.

– Ako va�i Thex = 3, nakon dodavaǌa v i dva dobra temena u A, dobi-
jamo konfiguraciju spremnu za podelu sastavǉenu od xestougla i dva
trougla, kao kod desnog naslednika u sluqaju 1 za Thex = 6. Postupamo
isto kao u tom sluqaju i dobijamo jednu kritiqnu �eliju. Ukupno se
dodaje 5 temena u A, dok se Thex smaǌuje za 3.

– Ako va�i Thex ≥ 4, dodajemo 3 temena u A (v i dva dobra temena), dok
se Thex smaǌuje za 2. Zatim prelazimo na sluqaj 2.

Analiza: Prethodnu diskusiju ilustruje slika 78. Imamo taqno 6 sluqajeva
za konfiguraciju spremnu za podelu. Izborom odgovaraju�eg deonog temena do-
bijamo desnog i levog naslednika. Nakon pripreme za podelu svakog od ǌih,
dolazimo do novih konfiguracija. Crvene linije oznaqavaju konfiguraciju koju
dobijamo za levog naslednika, a plave za desnog.

Slika 78. Prikaz sluqajeva 1 – 6.

Na osnovu razmatraǌa svih sluqajeva vidimo da se tokom svake pripreme za
podelu ili dolaska do kritiqne �elije, broj |A| pove�a bar za onoliko za koliko
se Thex smaǌi. Posebno, kada se dobija kritiqna �elija, |A| se pove�a bar za 1
vixe nego xto se Thex smaǌi. Poxto je Thex = 2t na poqetku, zakǉuqujemo da za
svaku kritiqnu �eliju Σ(A,B) = {A} va�i |A| ≥ 2t+ 1, odakle sledi

dmin = 2t.
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Ostaje jox da odredimo dmax. Neka je sa Σ(A,B) = {A} data jedna kritiqna
�elija za koju skup A ima maksimalan broj elemenata. Na slici 78 par (x, y)
pored svake linije oznaqava da se tokom odgovaraju�eg postupka broj |A| uve�ao
za x, a Thex se smaǌio za y. Brojevi x i y su jednaki u svim sluqajevima osim kada
prelazimo sa sluqaja 6 na sluqaj 2 (tada dodajemo 3 temena u A, a smaǌujemo
Thex samo za 2). Mo�emo pretpostaviti da je kritiqna �elija A dobijena nakon
(k + 1) sluqajeva i1, . . . , ik+1 sa slike 78 (i1, . . . , ik+1 ∈ [6]):

i1
(x1,y1)−→ i2

(x2,y2)−→ · · · ik
(xk,yk)−→ ik+1

(a,b)−→ kritiqna �elija. (4.4.1)

Oznaqimo sa (xj, yj) odgovaraju�u promenu brojeva |A| i Thex pri prelasku sa
sluqaja ij na sluqaj ij+1, dok je (a, b) promena ovih brojeva na samom kraju po-
stupka. Iz diskusije po sluqajevima znamo da va�i

(a, b) ∈ {(3, 2), (7, 6), (4, 2), (5, 3), (6, 4), (7, 5)}.

Na osnovu promena |A| i Thex od poqetka do kraja postupka, imamo relacije:

|A| = x1 + x2 + · · ·+ xk + a,

2t = y1 + y2 + · · ·+ yk + b.

Poxto va�i xj = yj osim u sluqaju (xj, yj) = (3, 2), zakǉuqujemo da �e broj |A|
biti maksimalan kada imamo maksimalan broj pojavǉivaǌa prelaska 6

(3,2)−→ 2 u

nizu (4.4.1). Da bi se pojavili sluqajevi 6 i 2, tj. 6
(3,2)−→ 2, prethodno moramo

imati ceo ciklus (slika 78):

2
(1,1)−→ 3

(1,1)−→ 4
(1,1)−→ 5

(1,1)−→ 6
(3,2)−→ 2.

Prolaskom kroz ovaj ciklus pove�avamo |A| za 7, a smaǌujemo Thex za 6. Uz
to, poxto poqiǌemo u sluqaju 1, da bismo doxli do ovog ciklusa moramo imati

prelazak 1
(5,5)−→ 2, pa u maksimalnom sluqaju imamo x1 = y1 = 5. Sada zakǉuqujemo:

x2 + · · ·+ xk ≤ 7
6
(y2 + · · ·+ yk) = 7

6
(2t− 5− b),

odakle sledi |A| = 5 + x2 + · · ·+ xk + a ≤ 5 + 7
6
(2t− 5)− 7

6
b+ a = 7t

3
− 5

6
− 1

6
b+ (a− b).

Na osnovu a− b ≤ 2 i b ≥ 2, va�i |A| ≤ 7t
3

+ 5
6
, odakle imamo:

|A|max = b7t
3

+ 5
6
c, pa va�i dmax = b7t

3
− 1

6
c.

Time je dokaz teoreme 4.16 zavrxen.

Napomena 4.17. Kao xto smo primetili kod teoreme 4.11, sliqno se mo�e prime-
titi da su rezultati teoreme 4.16 jaqi od rezultata koji se mogu dobiti pri-
menom odgovaraju�ih tvr�eǌa Barmaka [10] i Engstroma [33] na sa�a 2× 1× t.

Prelazimo sada na ocenu povezanosti za kompleks uparivaǌa proizvoǉnog
sa�a oblika r × s × t. Primetimo najpre nekoliko jednostavnih svojstava sa�a.
Sa�e oblika r × s × t ima r + s − 1 vrsti koje sadr�e xestouglove, a isto va�i
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i za odgovaraju�i linijski graf. Tako�e, pri ispitivaǌu kompleksa upari-
vaǌa sa�a, mo�emo pretpostaviti da va�i r ≥ s, poxto vertikalna refleksija
pretvara sa�e oblika r × s × t u sa�e oblika s × r × t. Slede�a lema raquna
broj xestouglova u svakoj vrsti ovog sa�a (kao i ǌemu pridru�enog linijskog
grafa), a pomo�u ǌe dokazujemo glavnu teoremu.

Lema 4.18. Dato je sa�e oblika r× s× t, pri qemu va�i r ≥ s. Tada je broj xesto-
uglova u i-toj vrsti poqev od vrha ovog sa�a, jednak broju xestouglova u i-toj vrsti
ǌegovog linijskog grafa, i oznaqen je sa ρ(i), gde je:

ρ(i) =


t+ i− 1, za 1 ≤ i ≤ s

t+ s− 1, za s < i ≤ r

t+ s+ r − i− 1, za r < i ≤ r + s− 1.

Dokaz. Prvi deo tvr�eǌa, da je broj xestouglova u i-toj vrsti sa�a jednak broju
xestouglova u i-toj vrsti ǌegovog linijskog grafa, sledi direktno iz defini-
cija. Daǉe, znamo da prva vrsta sa�a sadr�i t xestouglova (slika 60 na poqetku
glave). Za prvih s vrsta va�i da svaka slede�a vrsta sadr�i jedan xestougao
vixe od prethodne (bez uslova r ≥ s, znali bismo da to va�i za prvih min(r, s)
vrsti). Broj xestouglova je konstantan u vrstama poqev od vrste sa rednim
brojem s, do vrste sa rednim brojem r. Nakon r-te vrste, svaka slede�a vrsta
ima jedan xestougao maǌe od prethodne, dok ne do�emo do posledǌe vrste (nume-
risane sa r + s− 1), koja sadr�i t xestouglova.

Teorema 4.19. Kompleks uparivaǌa sa�a r × s× t je k-povezan prostor, gde je

k = t

⌈
r + s− 1

2

⌉
+
⌈rs

2

⌉
− 2.

Dokaz. Neka je G linijski graf sa�a oblika r × s × t. Zbog simetrije mo�emo
pretpostaviti da va�i r ≥ s. Treba odrediti povezanost kompleksa nezavi-
snosti grafa G. Uoqimo skup X ⊂ V (G) koji se sastoji od centralnih temena
xestouglova u vrstama sa neparnim rednim brojem, poqev od vrha (tj. u svakoj
i-toj vrsti, za i ∈ {1, 3, 5, . . . , 2d r+s−1

2
e − 1}), kao na slici 79.

Slika 79. Linijski graf sa�a oblika 3× 3× 3. [50]

Svaka vrsta doprinosi u X jedno teme vixe nego xto je broj xestouglova u toj
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vrsti, pa va�i:

|X| =
d r+s−1

2
e∑

i=1

(ρ(2i− 1) + 1),

gde je ρ(i) definisano u lemi 4.18. Zatvorene okoline svaka dva temena iz X
su disjunktne, pa na osnovu leme 4.10 zakǉuqujemo da svaka kritiqna �elija
dobijena primenom MTA algoritma na kompleks Ind(G), ima bar |X| elemenata.
Tvrdimo da va�i:

d r+s−1
2
e∑

i=1

(ρ(2i− 1) + 1) = t

⌈
r + s− 1

2

⌉
+
⌈rs

2

⌉
.

Doka�imo ovu jednakost kada su r i s neparni brojevi. Prema definiciji broja
ρ, a koriste�i r ≥ s, imamo

|X| =
d r+s−1

2
e∑

i=1

(ρ(2i− 1) + 1)

=

s+1
2∑
i=1

(t+ 2i− 1) +

r+1
2∑

i= s+1
2

+1

(t+ s) +

d r+s−1
2
e∑

i= r+1
2

+1

(t+ r + s− (2i− 1))

=

d r+s−1
2
e∑

i=1

t+

s+1
2∑
i=1

(2i− 1) +

r+1
2∑

i= s+1
2

+1

s+

d r+s−1
2
e∑

i= r+1
2

+1

(r + s− 2i+ 1).

Posledǌi sabirak mo�emo srediti na slede�i naqin:

d r+s−1
2
e∑

i= r+1
2

+1

(r + s− 2i+ 1) =

d r+s−1
2 e∑

i= r+1
2

+1

(r + s+ 1− 2( r+1
2

+ (i− r+1
2

))) =

s−1
2∑
i=1

(s− 2i).

Kombinuju�i prethodne jednakosti, dobijamo:

|X| = t

⌈
r + s− 1

2

⌉
+

 s−1
2∑
i=1

2i+ 2 · s+ 1

2

− s+ 1

2
+
r − s

2
· s+

s · s− 1

2
−

s−1
2∑
i=1

2i


= t

⌈
r + s− 1

2

⌉
+
rs+ 1

2

2 - r, s
=== t

⌈
r + s− 1

2

⌉
+
⌈rs

2

⌉
.

Za ostale tri mogu�nosti parnosti brojeva r i s dokaz je potpuno analogan, pa ga
izostavǉamo. Dakle, svaka kritiqna �elija (osim jedne podrazumevane �elije
dimenzije nula) je dimenzije ve�e ili jednake broju |X| − 1, pa je povezanost
posmatranog kompleksa uparivaǌa bar |X| − 2, kao xto teorema tvrdi.

Napomena 4.20. Teorema 4.19 daje drugi dokaz posledice 4.14 za sa�a 1 × 1 × t
(za r = s = 1 dobijamo posledicu 4.14). Me�utim, za sa�a 2× 1× t, teorema 4.16
ipak daje mnogo boǉu ocenu povezanosti kompleksa uparivaǌa od teoreme 4.19.

109



Glava 4. Povezanost kompleksa uparivaǌa i MTA algoritam

4.5 Povezanost kompleksa uparivaǌa
savrxenog binarnog drveta

U ovom poglavǉu utvr�ujemo taqnu povezanost kompleksa uparivaǌa savrxenog
binarnog drveta. Interesantno je da pri tome najpre koristimo lemu 4.10 do-
bijenu MTA algoritmom, a zatim topoloxku lemu 3.4 o m-grani, koja je bila
kǉuqna pri odre�ivaǌu kompleksa uparivaǌa grafova gusenica u glavi 3.

Pod savrxenim binarnim drvetom podrazumevamo binarno drvo kod koga svaki
qvor koji nije list ima taqno dva naslednika. Dubina qvora u drvetu je broj
ivica u putaǌi koja spaja taj qvor sa korenom drveta, a visina drveta je dubina
proizvoǉnog lista. Savrxeno binarno drvo visine h ≥ 1 oznaqavamo sa Th.
Primetimo da drvo Th sadr�i 2h listova.

Slika 80. Savrxeno binarno drvo T4.

Primer 4.21. Mala binarna drveta i ǌihovi kompleksi uparivaǌa:

� h = 1 : T1 je P3, pa va�i M(T1) = S0;

� h = 2 : direktnom proverom dobijamo M(T2) ' S1 ∨ S1 ∨ S1;

� h = 3 : korix�eǌem leme 3.4 dobijamo M(T3) ' S4 ∨
[∨

4

S3

]
;

� h = 4 : tokom izrade rada [50] u programu Sage je dobijen slede�i rezultat:
M(T4) '

∨
56

S8 ∨
∨
11

S9 (kod ne�emo navoditi).

Definiximo sada broj dh koji �e se pojaviti pri odre�ivaǌu povezanosti u
slede�oj teoremi:

dh =

dh
3
e−1∑
i=0

2h−3i−1 − 2, h ≥ 1.

Teorema 4.22. Za sve h ≥ 1 kompleks uparivaǌa M(Th) je dh-povezan prostor.

Dokaz. Poxto je d1 = −1 i d2 = 0, tvr�eǌe je oqigledno taqno za h = 1 i h = 2.
Neka je sada Th savrxeno binarno drvo visine h ≥ 3. Linijski graf L(Th)
je sastavǉen od h − 1 vrsti trouglova, tako xto je u k-toj vrsti ukupno 2h−k

trouglova, gde su vrste oznaqene od 1 do h − 1 poqev od dna drveta ka vrhu
(slika 81). Za sve k ≡ 1 mod 3, oznaqimo doǌe levo teme svakog trougla u k-toj
vrsti sa vji , gde je j = k+2

3
, a i uzima vrednosti od 1 do 2h−k idu�i sleva na desno.
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v1
1 v1

2 v1
3 v1

4 v1
5 v1

6 v1
7 v1

8

v2
1

Slika 81. Linijski graf L(T4). [50]

Dodatno, ako je h ≡ 1 (mod 3), oznaqimo i levo teme na samom vrhu grafa L(Th) sa

vj1, gde je j = h+2
3
. Time smo oznaqili ukupno

dh
3
e−1∑
i=0

2h−3i−1 = dh+2 temena linijskog

grafa L(Th).
Primetimo da ovako izabrana temena imaju disjunktne zatvorene okoline (po

parovima), pa su ispuǌeni uslovi leme 4.10. Na osnovu ove leme znamo da posto-
ji Morsovo uparivaǌe kod koga sve kritiqne �elije (osim jedne 0-�elije) imaju
kardinalnost bar dh + 2, tj. dimenzije su bar dh + 1. Sledstveno, M(Th) mora
biti bar dh-povezan prostor.

Naqin na koji smo definisali broj dh je poticao od zbira koji se pojavio
u prethodnoj teoremi. Me�utim, direktnim raqunom dobijamo slede�i dosta
jednostavniji oblik:

dh =
2h+2 − rh

7
, gde je rh =


18, h ≡ 0 (mod 3)

15, h ≡ 1 (mod 3)

16, h ≡ 2 (mod 3)

.

Poka�imo sada da je ocena povezanosti data u teoremi 4.22 taqna.

Teorema 4.23. Za sve h ≥ 1 kompleks uparivaǌa M(Th) je homotopski ekviva-
lentan buketu sfera koji sadr�i kao komponentu sferu Sdh+1. Sledstveno, ocena
povezanosti u teoremi 4.22 je taqna, tj. kompleks M(Th) nije (dh + 1)-povezan.

Dokaz. Teoremu �emo pokazati koriste�i indukciju sa korakom 3. Na osnovu
primera 4.21 vidimo da tvr�eǌe va�i za h = 1, 2, 3.

Pretpostavimo da je teorema taqna za drvo Th−3 za neko h ≥ 4, pa doka�imo
da va�i i za drvo Th.

Oznaqimo sa T ′2 savrxeno binarno drvo visine 2 sa jednom dodatnom ivicom
u korenu, kao xto je prikazno na slici 82. Drvo Th sadr�i taqno 2n−2 kopija
podgrafa T ′2 na svom ,,dnu”, tj. podgrafova T ′2 koji sadr�e po taqno 4 lista Th.

ȳ

x̄

Slika 82. Podgraf T ′2. [50]
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Uoqimo ivice x i y podgrafa T ′2 kao xto je prikazano na slici 82. Na osnovu
leme 3.4 znamo da va�i:

M(Th) ' S(M((Th)x)) ∨ S(M((Th)y)) (4.5.1)

(definicija 2.1). Podgraf (Th)y je disjunktna unija podgrafa Th\T ′2 (tj. podgrafa
koji se dobija izbacivaǌem ivica T ′2 iz drveta Th) i jednog puta P3. Prema
lemi 2.5 o spoju zakǉuqujemo:

M((Th)y) ≈M(Th \ T ′2) ∗M(P3) ≈M(Th \ T ′2) ∗ S0 ≈ S(M(Th \ T ′2)). (4.5.2)

Znamo da je kompleksM(Th) homotopski ekvivalentan nekom buketu sfera (teo-
rema 3.6). Na osnovu (6.1.1) i (4.5.2) zakǉuqujemo da M(Th) kao komponentu
buketa ima prostor homotopski ekvivalentan dvostrukoj suspenziji S2(M(Th\T ′2)).
Ponovimo ovaj proces za svaku od 2h−2 disjunktnih kopija podgrafa T ′2 u drvetu
Th, i pratimo istu komponentu buketa. Nakon uklaǌaǌa svih podgrafova T ′2 iz
Th dobijamo drvo Th−3. Koriste�i homotopsku invarijantnost zamene redosleda
suspenzije i buketa, zakǉuqujemo da kompleks M(Th) sadr�i 2h−1-tostruku su-
spenziju kompleksa M(Th−3) kao komponentu buketa.

Prema induktivnoj hipotezi, kompleks M(Th−3) sadr�i komponentu buketa
homotopski ekvivalentnu sferi Sdh−3+1, odakle na osnovu prethodnog rezonovaǌa
sledi da M(Th) ima komponentu buketa homotopski ekvivalntnu sferi dimenzije:

2h−1 + dh−3 + 1 = 2h−1 +
2h−1 − rh−3

7
+ 1 =

2h+2 − rh−3

7
+ 1 = dh + 1,

(koristili smo oqiglednu jednakost rh = rh−3). Poxto M(Th) ima kao komponentu
buketa sfera i sferu dimenzije dh + 1, jasno je da nije (dh + 1)-povezan. Time je
dokaz zavrxen.
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Glava 5

Kombinatorika neizbe�nih
simplicijalnih kompleksa

Ova glava je posve�ena izuqavaǌu neizbe�nih simplicijalnih kompleksa.
Sadr�aj glave je organizovan na slede�i naqin. Prvo �emo definisati osnovne
pojmove, a zatim ukazati na najznaqajnije primene u poglavǉu 5.1. Poglavǉe 5.2
posve�eno je konstrukciji neizbe�nih kompleksa pomo�u spoja. U poglavǉu 5.3
posmatramo komplekse zadate merom na skupu temena i me�u ǌima uoqavamo
va�nu klasu neizbe�nih kompleksa qija neizbe�nost potiqe od mere. Nakon
toga, nax ciǉ je konstrukcija neizbe�nih kompleksa koji nisu zadati merom,
tj. qija neizbe�nost proizilazi iz nekih apstraktnijih razloga. Poglavǉe 5.4
daje osnovni ,,gradivni materijal” za tu konstrukciju - minimalne triangu-
lacije projektivnih ravni i Remzijev kompleks. U poglavǉu 5.5 uvodimo meru
nelinearnosti kompleksa, koja na neki naqin opisuje odstupaǌe stvarne neizbe-
�nosti kompleksa od neizbe�nosti koju mo�emo dobiti na tom kompleksu pomo�u
mere. Poglavǉe 5.6 sadr�i glavnu teoremu koja realizuje �eǉenu konstrukciju
- koriste�i komplekse iz poglavǉa 5.4, i teoreme iz poglavǉa 5.2 i 5.3, kon-
struisa�emo komplekse velike nelinearnosti sa relativno malim brojem temena.
Glava je bazirana na originalnim radovima [51] i [52].

Klasa kompleksa koju izuqavamo data je slede�om definicijom.

Definicija 5.1. Simplicijalni kompleks K ⊂ 2[n] je r-neizbe�an ako za svaku
particiju skupa [n] na r delova: A1 t A2 t · · · t Ar = [n], va�i da bar jedan od
skupova Ai pripada kompleksu K.

Particiju na r delova kra�e nazivamo r-particija.
Neizbe�ni kompleksi uopxtavaju pojam auto-dualnih kompleksa. Naime, pri-

metimo da svaki auto-dualan kompleks (definicija 1.7) zadovoǉava uslov
2-neizbe�nosti. Obrnuto, oqigledno, ne va�i.

Tako�e, iz same definicije simplicijalnog kompleksa direktno sledi oso-
bina da ako je K r-neizbe�an kompleks, a s > r proizvoǉan broj, onda je K tako�e
i s-neizbe�an. Zaista, ako je A1tA2t· · ·tAs = [n] proizvoǉna s-particija skupa
[n], onda je A1t· · ·tAr−1t(Ar∪· · ·∪As) = [n] jedna r-particija. Iz r-neizbe�nosti
kompleksa K zakǉuqujemo da neki od skupova A1, . . . , Ar−1 pripada K ili da va�i
(Ar ∪ · · · ∪ As) ∈ K. Ukoliko va�i posledǌa inkluzija, na osnovu definicije
kompleksa (definicija 1.1), svaki od skupova Ar, . . . , As mora pripadati K, pa
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u svakom sluqaju zakǉuqujemo da K zaista jeste s-neizbe�an. Ovo zapa�aǌe
ukazuje na to da je od posebnog znaqaja ,,najmaǌa neizbe�nost” datog kompleksa
K, pa je formalno definixemo.

Definicija 5.2. Particiona invarijanta π(K) kompleksa K ⊂ 2[n] definixe se
kao:

π(K) := min{r ∈ N | K je r-neizbe�an kompleks}.

Definicija je korektna jer je svaki (neprazan) kompleks K ⊂ 2[n] sigurno
n-neizbe�an, pa va�i π(K) ≤ n. Minimalna neizbe�nost je 1-neizbe�nost, koja
se doga�a samo u sluqaju K = 2[n], pa ova situacija nije interesantna. Zapravo,
naziv ,,minimalna neizbe�nost” se koristi za drugi pojam, dat definicijom 5.3.
Naime, ukoliko imamo r-neizbe�an kompleks K, svi kompleksi koji sadr�e K
(na skupu [n]) su tako�e r-neizbe�ni, dok potkompleksi mogu, ali ne moraju biti
r-neizbe�ni. Zbog toga su interesantni kompleksi koji nemaju potkomplekse iste
neizbe�nosti.

Definicija 5.3. Simplicijalni kompleks K ⊂ 2[n] je minimalno r-neizbe�an
ako je r-neizbe�an i nijedan ǌegov pravi potkompleks L  K nije r-neizbe�an.

Kao xto je prirodno oqekivati, pokaza�emo da svi minimalno r-neizbe�ni
kompleksi imaju particionu invarijantu jednaku r (posledica 5.13).

5.1 Znaqaj neizbe�nih kompleksa i primene

5.1.1 Neizbe�ni kompleksi i metod ograniqeǌa

Kao xto smo pomenuli u uvodu, neizbe�ni kompleksi su se prvi put pojavili pod
nazivom Tverberg neizbe�ni kompleksi u radu Blagojevi�a, Frika i Ciglera [16]
(uz napomenu da je ǌihova definicija 4.1 zavisila od izvesne funkcije, ali su
autori naglasili da su od glavnog interesovaǌa kompleksi koji su neizbe�ni
nezavisno od izbora funkcije). Ispostavǉa se da ovi kompleksi imaju izra-
zito va�nu ulogu u takozvanom metodu ograniqeǌa (Gromov - Blagojevi� - Frik -
Cigler redukcija), koji se primeǌuje u raznim teoremama Tverberg - Van Kampen
- Floresovog tipa. Zbog toga najpre ukratko navodimo osnovni tip teorema na
koje se ovaj metod primeǌuje, a zatim osnovni naqin primene metoda.

Po svom uticaju, Tverbergova teorema se mo�e porediti sa klasiqnim teo-
remama Helija i Karateodorija. Od ǌene pojave 1966. godine, nastala su veoma
razliqita uopxteǌa i pravci, uz korix�eǌe raznovrsnih metoda konveksne ana-
lize, topologije, kombinatorike i linearne algebre, a i daǉe se pojavǉuju novi
interesantni otvoreni problemi inspirisani ǌome. Originalna teorema glasi:

Teorema 5.4. [89] Neka su d ≥ 1 i r ≥ 2 prirodni brojevi. Svaki skup koji sadr�i
(r − 1)(d+ 1) + 1 taqaka u prostoru Rd se mo�e podeliti na r disjunktnih delova
X1, . . . , Xr qiji se konveksni omotaqi seku, tj.

r⋂
i=1

convXi 6= ∅.
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Evivalentna formulacija Tverbergove teoreme ka�e da ako je N = (r− 1)(d+ 1),
onda za svako afino prelikavaǌe f : ∆N → Rd, postoji r po parovima disjunktnih
strana σ1, . . . , σr simpleksa ∆N , takvih da va�i f(σ1) ∩ · · · ∩ f(σr) 6= ∅.

Prirodno je postaviti pitaǌe: da li �e tvr�eǌe Tverbergove teoreme va�iti
ako se za funkciju f pretpostavi samo neprekidnost, umesto afinosti? Pomalo
iznena�uju�e, ispostavǉa se da odgovor zavisi od prirode broja r. Poznato je da
je odgovor pozitivan kada je r stepen prostog broja [9, 80], a odgovaraju�e tvr�e-
ǌe se naziva topoloxka Tverbergova teorema, dok su za neke druge vrednosti r
u proteklih nekoliko godina prona�eni kontraprimeri. Veoma lep prikaz isto-
rijata i rezultata vezanih za ovu teoremu dat je u radu [8].

Pretpostavimo sada da �elimo da poka�emo neki rezultat Tverbergovog tipa
i ilustrujmo osnovnu ideju metode ograniqeǌa. Neka je dat simplicijalni
kompleks K ⊆ ∆N koji je r-neizbe�an (K je kompleks na N + 1 temena, pa je
r-neizbe�an na skupu [N + 1]). �elimo da doka�emo da za svaku neprekidnu
funkciju f : K → Rd postoje simpleksi σ1, . . . , σr ∈ K, disjunktni po parovima,
takvi da va�i f(σ1) ∩ . . . ∩ f(σr) 6= ∅. Posmatrajmo slede�i dijagram prostora,
gde su e i i prirodne inkluzije, a F �emo naknadno opisati.

K
f−−−→ Rd

e

y i

y
∆N F−−−→ Rd+1

Pretpostavimo da topoloxka Tverbergova teorema va�i za (∆N , r,Rd+1), tj. da za
svako neprekidno preslikavaǌe F : ∆N → Rd+1 postoji r po parovima disjunktnih
strana ∆1, . . . ,∆r simpleksa ∆N , takvih da va�i f(∆1)∩ . . .∩ f(∆r) 6= ∅. Primera
radi, ovo je taqno u sluqaju kada je r = pk stepen prostog broja, a N = (r−1)(d+2).

Neka je f : ∆N → Rd proxireǌe preslikavaǌa f na ∆N , tj. va�i f ◦ e = f .
Definiximo funkciju F : ∆N → Rd+1 sa

F (x) = (f(x), d(x,K)),

gde d(x,K) oznaqava rastojaǌe taqke x ∈ ∆N do K. Na osnovu pretpostavke za
(∆N , r,Rd+1), znamo da postoje po parovima disjunktne strane ∆1, . . . ,∆r simpleksa
∆N , takve da va�i F (∆1)∩ . . .∩F (∆r) 6= ∅. Preciznije, za sve i ∈ [r] postoje xi ∈ ∆i

takvi da F (x1) = · · · = F (xr). Poxto je kompleks K r-neizbe�an, postoji neko i0
takvo da va�i ∆i0 ∈ K. Tada je d(xi0 , K) = 0, pa za sve i ∈ [r] va�i d(xi, K) = 0. Na
osnovu zatvorenosti kompleksa zakǉuqujemo da xi ∈ K, za sve i. Ukoliko uoqimo
minimalni simpleks ∆′i ∈ ∆N koji sadr�i xi, onda mora va�iti ∆′i ∈ K. Ovi
minimalni simpleksi su naravno disjunktni po parovima (jer ∆′i ⊂ ∆i, za sve i),
i za ǌih va�i f(∆′1) ∩ . . . ∩ f(∆′r) 6= ∅ (jer f(x1) = · · · = f(xr)), pa je tako dokazana
topoloxka Tverbergova teorema i za (K, r,Rd).

Primena navedenog oblika metode ograniqeǌa mo�e se na�i u lemi 4.3 iz
[16] i teoremi 4 iz [38]. Razni drugi naqini primene, kao i opxtiji pristup,
nalaze se u [16], [68, stav 2.5], a tako�e i u veoma va�nom, i na neki naqin
revolucionarnom radu Gromova [43, sekcija 2.9].
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5.1.2 Neizbe�ni kompleksi i ekvivarijantni numeriqki indeks

U ovom odeǉku ilustrujemo primenu neizbe�nih kompleksa u problemima ekvi-
varijantne topologije koji se redukuju na neku nejednakost numeriqkih indeksa
prostora. Ciǉ odeǉka je da uka�emo na znaqajnu ulogu neizbe�nih kompleksa
sa malom particionom invarijantom. Naime, neizbe�ni kompleksi i ǌihovi
(umaǌeni) spojevi se pojavǉuju kao konfiguracioni prostori u metodu ,,konfi-
guracioni prostor - test preslikavaǌe” (glava 1.5), pa je stoga va�no proceniti
ǌihov numeriqki indeks. U radu [54] dato je nekoliko takvih procena, a ovde
navodimo jednu od ǌih koja �e biti primeǌena u primeru koji sledi.

Neka je K ⊂ 2[n] proizvoǉan p-neizbe�an kompleks, gde je π(K) = p prost broj.
Uoqimo s-spoj K∗s, a onda umaǌeni p-spoj ovih prostora, tj. prostor (K∗s)∗p∆
(videti (1.4.2)). Poxto je p prost, na ovom umaǌenom spoju prirodno dejstvu-
je grupa Zp koja cikliqno pomera p komponenti umaǌenog spoja. Primetili
smo da je ovo dejstvo slobodno jer je spoj umaǌen taqno za dijagonalu koja sadr�i
fiksne taqke. Pokazuje se da tada numeriqki Zp-indeks prostora (K∗s)∗p∆ zado-
voǉava slede�u nejednakost [54, teorema 4.6, sluqaj k = 1]:

indZp((K∗s)∗p∆ ) ≥ s(n− p+ 1)− 1. (5.1.1)

Prika�imo primenu ove nejednakosti na jedan sluqaj obojene Tverbergove
teoreme [95].

Primer 5.5. [51, primer 1.2] Neka je C ⊂ R3 kolekcija od 15 taqaka u prostoru,
od kojih je pet plavih, pet crvenih i pet belih, i neka su date taqke u opxtem
polo�aju (nikoje tri nisu kolinearne). Tada postoje trouglovi T1, T2 i T3, takvi
da svaki od ǌih ima po jedno teme od svake boje, i da va�i

T1 ∩ T2 ∩ T3 6= ∅.

Skica dokaza. Ovo tvr�eǌe je dokazano u radu [104, stav 4.5], a ovde je ciǉ
samo da uka�emo na primenu neizbe�nih kompleksa, pa �emo bez dokaza navesti
neke zakǉuqke iz originalnog dokaza. Metodom ,,konfiguracioni prostor-test
preslikavaǌe” problem koji posmatramo se svodi na pitaǌe postojaǌa ekviva-
rijantnog preslikavaǌa. Preciznije, dovoǉno je pokazati da ne postoji slede�e
Z3-ekvivarijantno preslikavaǌe:

f : ([5]∗3)∗3∆ −→ S7.

Tokom redukcije koja prethodi, zakǉuquje se da je odgovaraju�i indeks kodo-
mena indZ3 S

7 = 7 (videti tako�e [74, strana 150]). Imaju�i u vidu monotonost
numeriqkog indeksa (1.6.1), dovoǉno je dokazati da je indeks domena bar 8. Pri-
meni�emo nejednakost (5.1.1) na diskretan kompleks K = [5] koji je 3-neizbe�an;
π(K) = 3. Tako�e, ovde je n = 5, s = p = π(K) = 3, a grupa Z3 upravo dejstvuje na
naqin koji se zahteva u (5.1.1), pa dobijamo nejednakost:

indZ3

(
([5]∗3)∗3∆

)
≥ 3(5− 3 + 1)− 1 = 8.

Time je dokazano da ne postoji posmatrano Z3-ekvivarijantno preslikavaǌe, pa
tra�eni trouglovi T1, T2 i T3 postoje.
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5.2 Neizbe�nost spoja kompleksa

U ovom poglavǉu pokazujemo kako konstruisaǌem spoja kompleksa poznate
neizbe�nosti dobijamo novi kompleks qiju neizbe�nost znamo da procenimo, xto
�emo koristiti za konstrukciju nelinearnih kompleksa u delu 5.6. Prvo dokazu-
jemo jednu pomo�nu lemu.

Lema 5.6. Neka je K ⊂ 2V r-neizbe�an kompleks i neka je V = A1 t A2 t · · · t An
proizvoǉna particija skupa V , za neko n ≥ r. Tada postoji bar n − r + 1 indeksa i
takvih da va�i Ai ∈ K.

Dokaz. Posmatrajmo r-particije skupa V indukovane datom particijom V = A1 t
· · · t An, koje dobijamo tako xto izaberemo nekih r − 1 skupova Ai, a preostalih
n− r + 1 skupova Ai sastavimo u jedan skup. Imamo slede�a dva sluqaja.

(1) Pretpostavimo da postoji nekih n − r + 1 razliqitih indeksa i1, . . . , in−r+1

takvih da va�i Ai1 t · · · t Ain−r+1 ∈ K. Po definiciji simplicijalnog kom-
pleksa, tada za sve j = 1, . . . , n− r + 1 va�i Aij ∈ K, qime je dokaz zavrxen.

(2) U suprotnom, ne postoji n − r + 1 indeksa sa svojstvom (1). Posmatrajmo
slede�u r-particiju skupa V : V = A1t· · ·tAr−1t (Ar∪· · ·∪An). Prema pret-
postavci, posledǌa unija nije simpleks u K, pa na osnovu r-neizbe�nosti
znamo da bar jedan od skupova A1, . . . , Ar−1 mora pripadati K. Analogno
va�i za svaku r-particiju koju dobijemo kada uzmemo uniju nekih n − r + 1
delova Ai, pa zakǉuqujemo da me�u svakih r−1 skupova Ai, postoji bar jedan
indeks i0 takav da Ai0 ∈ K. Dakle, postoji najvixe r − 2 skupova Ai koji ne
pripadaju K, pa bar n− r + 2 skupova Ai pripada K, qime je dokaz zavrxen
(u ovom sluqaju procena je za 1 boǉa).

Sada mo�emo proceniti neizbe�nost spoja.

Teorema 5.7. Neka je K1, . . . , Kn familija simplicijalnih kompleksa takvih da je
kompleks Kj ⊂ 2Vj rj-neizbe�an, rj ≥ 1, za sve j = 1, . . . , n. Tada je ǌihov spoj
K = K1 ∗ · · · ∗Kn r-neizbe�an kompleks na skupu V = V1 t · · · t Vn, za

r = r1 + · · ·+ rn − n+ 1.

Dokaz. Posmatrajmo proizvoǉnu particiju skupa temena V = A(1) t · · · t A(r) na r
delova, za r = r1+· · ·+rn−n+1. Svaki skup A(i) se na jedinstven naqin predstavǉa
kao disjunktna unija delova A(i)

j , gde je A(i)
j = A(i) ∩ Vj (deo koji odgovara Kj):

A(i) = A
(i)
1 t · · · t A

(i)
n , i ∈ [r].

Na taj naqin smo za sve j = 1, . . . , n dobili r-particiju skupa temena Vj:

Vj = A
(1)
j t A

(2)
j t · · · t A

(r)
j .

Ciǉ nam je da poka�emo da bar jedan od skupova A(i) pripada spoju K. Dakle,
treba pokazati da postoji neko i ∈ [r] takvo da za sve j = 1, . . . , n va�i A

(i)
j ∈ Kj.
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U tom ciǉu, uoqimo skupove: Sj = {i ∈ [r] | A(i)
j ∈ Kj}, j = 1, . . . , n. �elimo da

poka�emo da va�i
n⋂
j=1

Sj 6= ∅, odnosno
n⋃
j=1

Scj 6= [r]. (5.2.1)

Poxto je svaki kompleks Kj rj-neizbe�an (na Vj), na osnovu leme 5.6 znamo da
skup Sj ima kardinalnost bar r − rj + 1, odakle sledi∣∣∣∣∣

n⋃
j=1

Scj

∣∣∣∣∣ ≤
n∑
j=1

|Scj | ≤
n∑
j=1

(rj − 1) =
n∑
j=1

rj − n < r.

Time je pokazano da va�i relacija (5.2.1), qime je dokaz zavrxen.

Ovu teoremu mo�emo preformulisati u terminima particione invarijante:
ako je K1, . . . , Kn familija kompleksa, onda za ǌihov spoj K = K1 ∗ · · · ∗Kn va�i:

π(K) ≤ π(K1) + · · ·+ π(Kn)− n+ 1. (5.2.2)

Za konstrukcije u nastavku teze �emo koristiti spoj n kopija istog kompleksa
(zbog simetrije koja je potrebna za druge karakteristike), pa ovde navodimo dve
korisne posledice.

Posledica 5.8. Neka je K proizvoǉan r-neizbe�an kompleks. Tada je spoj n kopija
kompleksa K, tj. kompleks K∗n, jedan (n(r − 1) + 1)-neizbe�an kompleks.

Posledica 5.9. Ako je K 2-neizbe�an, ili posebno, auto-dualan kompleks, onda je
spoj K∗n (n+ 1)-neizbe�an kompleks.

Dakle, za svako r ≥ 2 mo�emo konstruisati r-neizbe�an kompleks polaze�i
od auto-dualnog kompleksa K i formiraǌem spoja K∗(r−1).

5.2.1 Spoj minimalno neizbe�nih kompleksa

Nakon xto smo ustanovili neizbe�nost spoja kompleksa u teoremi 5.7, u ovom
odeǉku �emo se fokusirati na sluqaj spoja minimalno neizbe�nih kompleksa
i pokazati da se svojstvo minimalnosti prenosi i na spoj. U nastavku �e nam
biti potreban pojam maksimalnog simpleksa u kompleksu.

Definicija 5.10. Neka je K ⊂ 2V simplicijalni kompleks i A ∈ K\{∅} simpleks
u K. Ka�emo da je A maksimalni simpleks u K ako ne postoji simpleks B ∈ K
takav da va�i A  B.

Poxto je svaki simpleks u kompleksu ili sam maksimalan, ili sadr�an u
nekom maksimalnom simpleksu, jednostavno se prime�uje da definiciju 5.3 mini-
malno r-neizbe�nog kompleksa mo�emo preformulisati na slede�i naqin:

r-neizbe�an kompleks K ⊂ 2V je minimalno r-neizbe�an ako i samo ako za svaki
maksimalni simpleks A ∈ K va�i da kompleks K \ {A} ⊂ 2V nije r-neizbe�an.

Poka�imo najpre nekoliko korisnih tvr�eǌa.
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Lema 5.11. Neka je K ⊂ 2V neki r-neizbe�an simplicijalni kompleks. Ako je
A ∈ K neki maksimalni simpleks u K, onda va�i slede�a ekvivalencija:

K \ {A} je r-neizbe�an ⇐⇒ K|V \A je (r − 1)-neizbe�an na skupu V \ A,

gde K|V \A oznaqava restrikciju K na skupu V \ A, tj. K|V \A = {C ∈ K | C ⊂ V \ A}.

Dokaz. (⇒) Pretpostavimo da je K \ {A} r-neizbe�an. Posmatrajmo proizvoǉnu
(r− 1)-particiju skupa V \A (tj. particiju temena na kojima posmatramo K|V \A):

V \ A = B1 t · · · tBr−1.

Tada je V = A t B1 t · · · t Br−1 jedna r-particija skupa V , pa kako je K \ {A}
r-neizbe�an na V , mora postojati i0 ∈ {1, . . . , r − 1} takvo da va�i Bi0 ∈ K \ {A}.
Sva temena Bi0 su u skupu V \A, pa Bi0 pripada K|V \A. Dakle, K|V \A jeste (r− 1)-
neizbe�an.

(⇐) Sada pretpostavimo da je K|V \A (r−1)-neizbe�an na skupu V \A i doka�imo
da je K \ {A} r-neizbe�an na V . Neka je V = B1 t · · · tBr proizvoǉna r-particija
skupa V . Poxto je ceo kompleks K r-neizbe�an, postoji neko i0 tako da Bi0 ∈ K.
Imamo dva sluqaja. Ako Bi0 6= A, onda va�i i Bi0 ∈ K \ {A}, qime je dokaz
zavrxen. Ako je Bi0 = A, onda posmatrajmo particiju V \ A zadatu preostalim
skupovima Bi, i 6= i0:

V \ A = B1 t · · · tBi0−1 tBi0+1 t · · · tBr.

Kako je K|V \A (r− 1)-neizbe�an, postoji neko j 6= i0 tako da Bj ∈ K|V \A, pa va�i i
Bj ∈ K \ {A}. Dakle, K \ {A} mora biti r-neizbe�an.

Posledica 5.12. Neka je K ⊂ 2V r-neizbe�an kompleks. Tada va�i ekvivalencija:
K je minimalno r-neizbe�an ako i samo ako za svaki maksimalni simpleks A ∈ K
va�i da kompleks K|V \A nije (r − 1)-neizbe�an na V \ A.

Posledica 5.12 direktno sledi iz leme 5.11. Slede�a posledica daje svojstvo
minimalno neizbe�nih kompleksa koje prirodno oqekujemo.

Posledica 5.13. Ako je K ⊂ 2V minimalno r-neizbe�an kompleks, onda va�i
π(K) = r.

Dokaz. Poxto je K r-neizbe�an, svakako va�i π(K) ≤ r. Uoqimo neki maksimalni
simpleks A ∈ K. Zbog minimalne r-neizbe�nosti, na osnovu posledice 5.12 znamo
da postoji particija V \A = B1 t · · · tBr−1 takva da za sve i ∈ [r− 1] va�i Bi /∈ K.
Tako dobijamo particiju V :

V = (A ∪B1) tB2 t · · · tBr−1,

na (r − 1) delova od kojih nijedan ne daje simpleks u K. Dakle, π(K) > r − 1, pa
mora da va�i π(K) = r.

Poka�imo glavnu teoremu za spoj minimalno neizbe�nih kompleksa.
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Teorema 5.14. Neka je K1, . . . , Kn familija simplicijalnih kompleksa takvih da
je za sve j ∈ [n], Kj ⊂ 2Vj minimalno rj-neizbe�an kompleks, za neko rj ≥ 1.
Tada je ǌihov spoj K = K1 ∗ · · · ∗ Kn minimalno r-neizbe�an kompleks na skupu
V = V1 t · · · t Vn, gde je r = r1 + · · ·+ rn − n+ 1.

Dokaz. Na osnovu teoreme 5.7 znamo da je K zaista r-neizbe�an, pa treba dokazati
minimalnost. Daǉe, iz posledice 5.12 znamo da je dovoǉno dokazati da za svaki
maksimalni simpleks A ∈ K va�i da kompleks K|V \A nije (r − 1)-neizbe�an na
V \ A. Proizvoǉan maksimalan simpleks A u spoju K se predstavǉa kao spoj
maksimalnih simpleksa: A = A1 ∗ · · · ∗An, gde je Aj maksimalni simpleks u Kj, za
sve j ∈ [n]. Poxto je Kj minimalno rj-neizbe�an, ponovo na osnovu posledice 5.12
zakǉuqujemo da Kj|Vj\Aj

nije (rj − 1)-neizbe�an na Vj \Aj, pa za sve j ∈ [n] postoji
particija:

Vj \ Aj = B
(1)
j t · · · tB

(rj−1)
j ,

takva da va�i B
(i)
j /∈ Kj, za sve i = 1, . . . , rj − 1. Pomo�u skupova B

(i)
j mo�emo

dobiti slede�u particiju skupa V \ A =
⋃n
j=1(Vj \ Aj):

V \ A = B
(1)
1 t · · · tB

(r1−1)
1 t · · · · · · tB(1)

n t · · · tB(rn−1)
n .

Ovo je particija skupa V \ A na
∑n

j=1(rj − 1) = r − 1 delova takvih da nijedan od
ovih delova nije simpleks u K|V \A, pa ovaj kompleks nije (r−1)-neizbe�an. Time
je dokaz zavrxen.

Sliqno relaciji (5.2.2), teorema 5.14 daje slede�u vezu: ako su K1, . . . , Kn

minimalno neizbe�ni kompleksi, onda za spoj K = K1 ∗ · · · ∗Kn va�i:

π(K) = π(K1) + · · ·+ π(Kn)− n+ 1.

5.3 Neizbe�ni kompleksi definisani merom

U ovom poglavǉu razmatramo prag komplekse zadate merom na skupu temena.
Povezujemo neizbe�nost nekog kompleksa sa najve�im prag kompleksom koji je
u ǌemu sadr�an i u tom ciǉu uvodimo va�an pojam karakteristiqnog praga.
Pokaza�emo kako simetrija kompleksa znaqajno olakxava izraqunavaǌe karak-
teristiqnog praga, a na kraju �emo proceniti karakteristiqni prag spoja.

5.3.1 Prag kompleksi i karakteristiqni prag

Neka je µ : 2[n] → [0,+∞) monotona funkcija (tj. za svaka dva skupa A,B ∈ 2[n]

va�i implikacija: A ⊆ B ⇒ µ(A) 6 µ(B)), za koju va�i µ(∅) = 0. Za svako α > 0
mo�emo uoqiti skup:

Tµ≤α := {A ∈ 2[n] | µ(A) ≤ α}. (5.3.1)

Ovaj skup je simplicijalni kompleks koji se naziva prag kompleks, dok se α
naziva prag kompleksa. Mi �emo se fokusirati na prag komplekse zadate vero-
vatnosnom merom na skupu [n], tj. vektorom te�ina:

µ = µx = (x1, x2, . . . , xn), gde je xi ≥ 0 za sve i ∈ [n] i va�i
n∑
i=1

xi = 1.
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Sve verovatnosne mere µx na skupu [n] mo�emo posmatrati kao elemente stan-
dardnog (n− 1)-dimenzionalnog simpleksa ∆n−1:

∆n−1 =

{
(x1, . . . , xn) ∈ Rn | xi ≥ 0 za sve i ∈ [n],

n∑
i=1

xi = 1

}
= conv{e1, . . . , en}.

Tada je mera proizvoǉnog skupa A ⊂ [n] zadata kao zbir odgovaraju�ih te�ina:

µ(A) =
∑
i∈A

xi.

U nastavku �emo osim kompleksa Tµ≤α koristiti jox dva skupa zadata merom µ:

� simplicijalni kompleks Tµ<α := {A ∈ 2[n] | µ(A) < α},

� skup Tµ≥α := {A ∈ 2[n] | µ(A) ≥ α}.

Prva veza prag kompleksa sa neizbe�nim kompleksima opisana je slede�im
tvr�eǌem.

Tvr�eǌe 5.15. Ako je µ verovatnosna mera na skupu [n], onda je prag kompleks
Tµ≤1/r r-neizbe�an.

Dokaz. Neka je [n] = A1 t . . . t Ar proizvoǉna particija. Ukoliko nijedan od
skupova Ai ne pripada kompleksu Tµ≤1/r, to znaqi da za sve i ∈ [r] va�i µ(Ai) >

1
r
,

pa imamo:
1 = µ([n]) = µ(A1) + · · ·+ µ(Ar) > r · 1

r
= 1,

xto je kontradikcija. Dakle, bar jedan od skupova Ai pripada Tµ≤1/r.

Na osnovu osobine opisane ovim tvr�eǌem, posebno definixemo neizbe�ne
komplekse koji se mogu zadati pomo�u mere.

Definicija 5.16. Neka je K ⊂ 2[n] proizvoǉan r-neizbe�an kompleks. Ukoliko
postoji verovatnosna mera µ na skupu [n] takva da va�i

K = Tµ≤1/r,

kompleks K se naziva linearno realizabilan r-neizbe�ni kompleks.

Prirodno se postavǉa pitaǌe: koji je najve�i prag kompleks koji je sadr�an u
datom kompleksu K? Da bismo odgovorili na to pitaǌe, uvodimo invarijantu
ρ(K) koja zadovoǉava slede�u vezu: α < ρ(K) ⇐⇒ (∃µ ∈ ∆n−1) Tµ≤α ⊂ K. Jedno-
stavno se prime�uje da ako va�i Tµ≤α ⊂ K, onda postoji neko ε > 0 takvo da
va�i i Tµ≤α+ε ⊂ K, pa zakǉuqujemo da je skup {α ∈ [0,+∞) | Tµ≤α ⊂ K} otvoreni
interval sa desne strane.

Definicija 5.17. Neka je K ⊆ 2[n] simplicijalni kompleks. Karakteristiqni
prag ρ(K) kompleksa K definixe se kao

ρ(K) = sup{α ∈ [0,+∞] | (∃µ ∈ ∆n−1) Tµ≤α ⊂ K} (5.3.2)

= max{α ∈ [0,+∞] | (∃µ ∈ ∆n−1) Tµ<α ⊂ K} . (5.3.3)
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Ekvivalentnost definicija (5.3.2) i (5.3.3) se neposredno proverava, koriste�i
osnovna svojstva supremuma i maksimuma. Primetimo da ρ(K) = +∞ va�i ako i
samo ako K = 2[n]. Direktna posledica definicije (5.3.3) je slede�a formula za
raqunaǌe karakteristiqnog praga ρ(K) proizvoǉnog kompleksa K ⊂ 2[n]:

ρ(K) = max
µ∈∆n−1

min
C/∈K

µ(C) (5.3.4)

(gde C /∈ K prolazi sve ne-simplekse C ∈ 2[n] \ K). Zaista, uslov Tµ<α ⊂ K je
ekvivalentan uslovu Tµ≥α ⊃ Kc = 2[n] \K, pa je ρ(K) najve�e α za koje postoji µ
tako da va�i min

C/∈K
µ(C) ≥ α, odakle sledi (5.3.4).

Sada povezujemo naxe invarijante π(K) i ρ(K).

Tvr�eǌe 5.18. Ako je K ⊆ 2[n] simplicijalni kompleks, onda va�i

π(K) ≤
⌊

1

ρ(K)

⌋
+ 1. (5.3.5)

Dokaz. Ukoliko je 1/r < ρ(K), onda postoji mera µ ∈ ∆n−1 takva da je Tµ≤1/r ⊂ K.
Na osnovu tvr�eǌa 5.15 zakǉuqujemo da je tada K r-neizbe�an, pa va�i impli-
kacija: 1/r < ρ(K) =⇒ π(K) ≤ r. Kada izaberemo r = b1/ρ(K)c+1, dobijamo taqno
nejednakost (5.3.5).

Dodatno, pokaza�emo da se nejednakost (5.3.5) ne mo�e pojaqati u opxtem
sluqaju (videti primer 5.23).

5.3.2 Geometrijska interpretacija i
izraqunavaǌe karakteristiqnog praga

Geometrijska interpretacija pojmova koje smo definisali koristi ideje li-
nearnog programiraǌa. Neka je ambijent na kome posmatramo komplekse skup
od [n] temena. Posmatrajmo karakteristiqno preslikavaǌe χ : 2[n] → {0, 1}n
koje svaki skup A ∈ 2[n] identifikuje sa ǌegovom karakteristiqnom funkcijom
χA ∈ {0, 1}n. Na primer, za n = 7 i A1 = {1, 4, 5} ∈ 2[7], imamo χA1 = (1, 0, 0, 1, 1, 0, 0).
Na ovaj naqin svako A ∈ 2[n] vidimo kao taqku χA ∈ Rn, a kompleks K ⊂ 2[n]

identifikujemo sa skupom taqaka u prostoru:

K = χ(K) = {χA ∈ {0, 1}n | A ∈ K} ⊂ [0, 1]n.

Neka je µ = (µ1, . . . , µn) ∈ ∆n−1 verovatnosna mera na skupu [n], a α > 0 prag. Tada
prag kompleks Tµ≤α ⊂ 2[n] geometrijski vidimo kao:

Tµ≤α = {A ∈ 2[n] | 〈µ, χA〉 ≤ α} = {0, 1}n ∩H−(µ, α), (5.3.6)

gde je H−(µ, α) = {x ∈ Rn | 〈µ, x〉 ≤ α} negativni poluprostor pridru�en paru
(µ, α).

Kako utvr�ujemo da li za dati simplicijalni kompleks K ⊂ 2[n] postoje mera µ
i prag α, takvi da je K jednak odgovaraju�em prag kompleksu Tµ≤α? Posmatrajmo
geometrijske interpretacije kompleksa K i ǌegovog komplementa L = 2[n] \K. Na
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osnovu analize oblika prag kompleksa (5.3.6), zakǉuqujemo da je K prag kompleks
za neki par (µ, α) ako i samo postoji neka hiperravan koja strogo razdvaja K i
L. Ekvivalentno, zakǉuqujemo da je K prag kompleks ako i samo ako va�i:

conv(K) ∩ conv(L) = ∅.

Prelazimo sada na geometrijsku interpretaciju invarijante ρ(K). U tom
ciǉu koristimo blokiraju�i poliedar kompleksa K [84, glava 5.8].

Definicija 5.19. Neka je K ⊆ 2[n] simplicijalni kompleks. Konveksni skup

B(K) =
⋂

C∈2[n]\K

{x ∈ [0,+∞)n | 〈x, χC〉 ≥ 1} ,

naziva se blokiraju�i poliedar kompleksa K.

Tvr�eǌe 5.20. Neka K ⊂ 2[n] simplicijalni kompleks. Neka je φ : Rn → R funkci-
onal definisan sa φ(x) = 〈x,1〉 = x1 + · · · + xn, a m minimum funkcionala φ na
blokiraju�em poliedru B(K). Tada va�i:

ρ(K) = 1/m .

Dokaz. Znamo da je ρ(K) najve�e α > 0 sa svojstvom da postoji µ ∈ ∆n−1 takvo
da va�i Tµ<α ⊂ K, tj. Tµ≥α ⊃ 2[n] \K. Drugim reqima, α je maksimalno takvo da
postoji µ sa svojstvom

(∀C ∈ 2[n] \K) 〈µ, χC〉 ≥ α

⇐⇒ (∀C ∈ 2[n] \K)
〈

1
α
· µ, χC

〉
≥ 1

⇐⇒ (∀C ∈ 2[n] \K)
〈
ν, χC

〉
≥ 1, (5.3.7)

gde je ν = 1
α
· µ = (µ1

α
, . . . , µn

α
). Poxto je φ(µ) = 〈µ,1〉 = µ1 + · · · + µn = 1, onda je

φ(ν) = 1
α
. Na osnovu relacije (5.3.7) zakǉuqujemo da je ρ(K) maksimalno α za

koje postoji ν ∈ B(K) takvo da je φ(ν) = 1
α
, odakle sledi

ρ(K) =
1

min{φ(ν) | ν ∈ B(K)}
.

Poka�imo sada kako je odre�ivaǌe praga ρ(K) kompleksa K ⊂ 2[n] znaqajno
pojednostavǉeno ako K ima veliku grupu automorfizama. Neka je G < Σn grupa
automorfizama, tj. svih permutacija skupa [n] koje dejstvuju na kompleksu K (tj.
simplekse preslikavaju u simplekse, a ne-simplekse u ne-simplekse). Tako�e,
posmatrajmo G-invarijantne verovatnosne mere na K, tj. mere µ = (µ1, . . . , µn) ∈
∆n−1 koje zadovoǉavaju

µi = µg(i), za sve g ∈ G i sve i ∈ [n].

Oznaqimo skup svih G-invarijantnih verovatnosnih mera na K sa ∆n−1
G ⊂ ∆n−1

(jednostavno se vidi da je ∆n−1
G kompaktan i konveksan skup). Doka�imo da

se formula (5.3.4) za ρ(K) mo�e uprostiti posmatraǌem samo G-invarijantnih
mera.
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Tvr�eǌe 5.21. Neka je G ⊂ Σn grupa automorfizama kompleksa K ⊂ 2[n]. Tada
va�i:

ρ(K) = max
µ∈∆n−1

G

min
C/∈K

µ(C) . (5.3.8)

Dokaz. Neka je µ ∈ ∆n−1 proizvoǉna mera. Posmatrajmo ǌoj pridru�enu
G-invarijantnu meru ν ∈ ∆n−1

G definisanu na slede�i naqin:

ν(C) :=
1

|G|
∑
g∈G

µ(g(C)), za sve C ∈ 2[n].

Poxto va�i formula (5.3.4), da bismo dokazali (5.3.8) dovoǉno je pokazati:

min
C/∈K

µ(C) ≤ min
C/∈K

ν(C) . (5.3.9)

Pretpostavimo suprotno, da va�i min
C/∈K

ν(C) < a = min
C/∈K

µ(C). To znaqi da postoji

skup C̃ /∈ K za koji va�i ν(C̃) < a, pa na osnovu definicije mere ν postoji
neko g̃ ∈ G takvo da je µ(g̃(C̃)) < a. Me�utim, poxto je K G-invarijantan, a
C̃ /∈ K, zakǉuqujemo da ni skup g̃(C̃) ne pripada kompleksu K. Odatle sledi da
je min

C/∈K
µ(C) zapravo maǌi od a, xto je kontradikcija.

Najva�niju posledicu ovog tvr�eǌa imamo kod onih kompleksa qija grupa
automorfizama G dejstvuje tranzitivno, odnosno kada za svaka dva elementa
i, j ∈ [n] (tj. svaka dva temena kompleksa) postoji element g ∈ G takav da va�i
g(i) = j.

Posledica 5.22. Neka je K ⊂ 2[n] simplicijalni kompleks qija grupa automor-
fizama G dejstvuje tranzitivno. Tada va�i:

ρ(K) = min

{
|C|
n

∣∣ C ∈ 2[n] \K
}
. (5.3.10)

Dokaz. Poka�imo da je u ovom sluqaju skup ∆n−1
G jednoqlan. Zaista, pretposta-

vimo da µ = (µ1, . . . , µn) ∈ ∆n−1
G . Za svaka dva indeksa i, j ∈ [n] postoji neko g ∈ G

takvo da va�i g(i) = j, odakle sledi µj = µg(i) = µi. Dakle, µ1 = · · · = µn = 1
n
, pa

∆n−1
G = {( 1

n
, . . . , 1

n
)}. Sada formula (5.3.10) direktno sledi iz tvr�eǌa 5.21.

Drugim reqima, kod kompleksa sa tranzitivnim dejstvom grupe automorfiza-
ma, karakteristiqni prag odre�ujemo direktno na osnovu kardinalnosti mini-
malnog ne-simpleksa. Ilustrujmo na jednom primeru primenu posledice 5.22,
uz napomenu da �emo najznaqajnije primene imati u poglavǉu 5.6.

Primer 5.23. Posmatrajmo simplicijalni kompleks svih podskupova skupa [n]
sa ne vixe od k elemenata (k ≥ 1):

K =

(
[n]

≤ k

)
⊂ 2[n].

Grupa automorfizama kompleksa K je cela simetriqna grupa Σn, pa mo�emo
primeniti posledicu 5.22: kardinalnost minimalnog skupa koji ne formira
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simpleks je k + 1, odakle imamo ρ(K) = k+1
n
. Posmatrajmo specijalni sluqaj

n = r(k + 1) − 1, za r, k ≥ 2. Po Dirihleovom principu zakǉuqujemo da je tada
kompleks K r-neizbe�an i da taqno va�i π(K) = r. Poxto je ρ(K) = k+1

r(k+1)−1
, veza

(5.3.5) postaje jednakost: r ≤ br− 1
k+1
c+ 1 = r. Dakle, (5.3.5) se ne mo�e pojaqati

u opxtem sluqaju.

5.3.3 Karakteristiqni prag spoja kompleksa

Kao xto smo utvrdili vezu neizbe�nosti spoja sa neizbe�nostima kompleksa
koji uqestvuju u ǌemu, sada nam je ciǉ da procenimo karakteristiqni prag
spoja u zavisnosti od pragova ǌegovih komponenti.

Lema 5.24. Neka je K1, . . . , Kn familija simplicijalnih kompleksa, Ki ⊂ 2Vi za
i ∈ [n]. Tako�e, neka je K = K1∗· · ·∗Kn ⊂ 2V spoj ovih kompleksa, gde je V = V1t· · ·tVn.
Pretpostavimo da postoje prag α ∈ [0, 1] i verovatnosna mera µ na V , takvi da
va�i Tµ≤α ⊂ K. Tada postoje j ∈ [n] i verovatnosna mera ν na Vj za koje va�i

Tν≤nα ⊂ Kj.

Dokaz. Neka je µi restrikcija mere µ na temenima Vi i oznaqimo ti := µ(Vi) = µi(Vi),
za sve i ∈ [n]. Poxto je µ(V ) = 1 = t1 + · · · + tn, postoji neko j ∈ [n] takvo da
va�i tj ≤ 1/n. Poka�a�emo da taqno za ovo j kompleks Kj zadovoǉava tra�eno
svojstvo.

Kada skaliramo µj, dobijamo verovatnosnu meru ν = 1
tj
· µj na skupu Vj. Iz

uslova Tµ≤α ⊂ K znamo da za svaki skup A ⊂ Vj va�i implikacija:

µ(A) = µj(A) ≤ α =⇒ A ∈ K ∩ 2Vj = Kj.

Poxto je µj(A) = tj ·ν(A), zakǉuqujemo da za svako A ⊂ Vj va�i da ako ν(A) ≤ 1
tj
·α,

onda A ∈ Kj. S obzirom na to da je nα ≤ 1
tj
· α, zakǉuqujemo da va�i Tν≤nα ⊂ Kj.

Direktnom reformulacijom leme 5.24 dobijamo pregledniju procenu karakte-
ristiqnog praga spoja.

Posledica 5.25. Neka va�e sve pretpostavke leme 5.24. Tada va�i:

ρ(K) = ρ(K1 ∗ · · · ∗Kn) ≤ 1

n
·max{ρ(Ki) | i ∈ [n]}.

Specijalno, za K1 = · · · = Kn = K zakǉuqujemo da va�i:

ρ(K∗n) ≤ 1

n
· ρ(K). (5.3.11)

Posebno, u ovom sluqaju mo�emo dokazati da va�i i jednakost.

Teorema 5.26. Neka je K ⊂ 2V simplicijalni kompleks, a K∗n = K ∗ · · · ∗K ǌegov
spoj (na skupu V t · · · t V ∼= V × [n], n ∈ N). Tada va�i jednakost:

ρ(K∗n) =
1

n
· ρ(K). (5.3.12)
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Dokaz. Poxto ve� znamo da va�i nejednakost (5.3.11), doka�imo da va�i i obrnut
smer. Neka je α = ρ(K). Po definiciji 5.3.3 to znaqi da postoji verovatnosna
mera µ na skupu V takva da va�i Tµ<α ⊂ K. Treba pokazati da postoji mera ν na
skupu V × [n] takva da Tν< 1

n
α ⊂ K∗n. Tra�enu meru �emo konstruisati na slede�i

naqin. Na svakom temenu i ∈ V definiximo ν(i) := 1
n
µ(i), a onda prirodno na

skupu V × [n]:

ν(i, k) :=
1

n
· µ(i), za sve i ∈ V, k ∈ [n].

Poxto je µ(V ) = 1, onda je ν(V × [n]) = n ·ν(V ) = 1, pa ν jeste verovatnosna mera na
skupu temena kompleksa K∗n. Uoqimo proizvoǉan skup A = A1t· · ·tAn ⊂ V t· · ·tV ,
Ai ⊂ V , i ∈ [n] i poka�imo da va�i implikacija:

ν(A) <
1

n
· α =⇒ A ∈ K∗n. (5.3.13)

Imamo:
1

n
· α > ν(A) =

n∑
i=1

ν(Ai) =
n∑
i=1

1

n
· µ(Ai) =

1

n
·

n∑
i=1

µ(Ai), odakle zakǉuqujemo

da va�i
∑n

i=1 µ(Ai) < α, pa i za svaki skup Ai va�i µ(Ai) < α, i ∈ [n]. Iz uslova
Tµ<α ⊂ K sledi da Ai ∈ K za sve i ∈ [n], pa ceo spoj A pripada spoju K∗n. Dakle,
va�i implikacija (5.3.13), odakle sledi Tν< 1

n
α ⊂ K∗n, pa je ρ(K∗n) ≥ 1

n
· α. Uz

nejednakost (5.3.11), dokaz je zavrxen.

5.4 Auto-dualne triangulacije projektivnih ravni
RP 2, CP 2 i HP 2 i Remzijev kompleks

U ovom poglavǉu prouqavamo nekoliko va�nih 2-neizbe�nih kompleksa koji nisu
linearno realizabilni, odnosno ne mogu se predstaviti kao prag kompleksi Tµ≤ 1

2
.

To su minimalne triangulacije projektivnih ravni RP 2, CP 2 i HP 2, kao i Rem-
zijev kompleks. Ove komplekse �emo koristiti u poglavǉu 5.6 za konstrukcije
neizbe�nih kompleksa sa relativno malim brojem temena.

5.4.1 Realna projektivna ravan RP 2
6

Minimalna triangulacija realne projektivne ravni je kompleks RP 2
6 na 6 temena,

prikazan na slici 83, kod koga su odgovaraju�e ivice na granici identifikovane
[74, Primer 5.8.5]. Ovaj kompleks se naziva polu-ikosaedar (hemi-icosahedron), jer
se prirodno dobija identifikacijom suprotnih strana pravilnog ikosaedra.

Jednostavno se proverava da za svaki skup A ⊂ [6] va�i ekvivalencija

A ∈ RP 2
6 ⇐⇒ Ac /∈ RP 2

6 ,

odnosno RP 2
6 je auto-dualan, pa je 2-neizbe�an i va�i π(RP 2

6 ) = 2. Poka�imo da
ovaj kompleks nije linearno realizabilan.
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Slika 83. Minimalna triangulacija RP 2.

Tvr�eǌe 5.27. Ne postoje verovatnosna mera µ na skupu [6] i prag α takvi
da je RP 2

6 jednak prag kompleksu Tµ≤α. Specijalno, kompleks RP 2
6 nije linearno

realizabilan.

Dokaz. Pretpostavimo da postoji mera µ = (x1, . . . , x6) ∈ ∆5, µ(i) = xi za sva temena
i ∈ [6], tako da za neko α ∈ (0, 1) va�i RP 2

6 = Tµ≤α.

Slika 84. Tri simpleksa kompleksa RP 2
6 .

Poxto tri plava trougla (slika 84) pripadaju kompleksu, va�e nejednakosti:
x1 + x2 + x4 ≤ α, x3 + x2 + x5 ≤ α i x1 + x6 + x3 ≤ α, odakle sledi

2(x1 + x2 + x3) + x4 + x5 + x6 ≤ 3α. (5.4.1)

Sa druge strane, posmatranom kompleksu ne pripadaju trouglovi 126, 234 i 135,
pa va�e nejednakosti: x1 + x2 + x6 > α, x2 + x3 + x4 > α i x1 + x3 + x5 > α, odakle
zakǉuqujemo da va�i 2(x1 + x2 + x3) + x4 + x5 + x6 > 3α, xto je u kontradikciji sa
relacijom (5.4.1). Dakle, takvo α ne postoji ni za jednu meru µ. Specijalno, ne
postoji mera za α = 1

2
, pa kompleks nije linearno realizabilan.

Iako kompleks RP 2
6 nije oblika Tµ≤ 1

2
, ispostavǉa se da va�i ρ(RP 2

6 ) = 1
2
.

Zaista, grupa automorfizama ovog kompleksa dejstvuje tranzitivno, pa mo�emo
primeniti posledicu 5.22: kardinalnost minimalnog ne-simpleksa je 3, pa va�i

ρ(RP 2
6 ) =

3

6
=

1

2
.
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5.4.2 Kompleksna projektivna ravan CP 2
9

Minimalna triangulacija kompleksne projektivne ravni je jedan auto-dualan
kompleks na 9 temena. Postojaǌe minimalne triangulacije sa 9 temena je prvo
utvr�eno kompjuterskim metodama [66], a kasnije su Bagqi i Data [7] pred-
stavili elegantnu kombinatornu konstrukciju koju �emo ovde izlo�iti. Zatim
�emo pokazati da se ni ovaj kompleks ne mo�e zadati merom i odrediti ǌegov
karakteristiqni prag.

Konstrukcija kompleksa CCCP2
9. Neka je P = Z3 × Z3 afina ravan nad poǉem

Z3 (slika 85). Devet temena kompleksa CP 2
9 odgovaraju taqkama ravni P, dok

maksimalne simplekse konstruixemo pomo�u pravih u ovoj ravni.

Slika 85. Ravan P = Z3 × Z3.

Ravan P sadr�i ukupno 12 pravih, podeǉenih u qetiri klase od po tri paralelne
prave, a svaka prava sadr�i taqno tri taqke, kao na slici 86. Na primer, jedna-
qina crvene prave u klasi IV je y = x− 1 (sabiraǌe i oduzimaǌe je po modulu 3
svuda).

Slika 86. Qetiri klase paralenih pravih u ravni P.

Fiksirajmo jednu klasu paralelnih pravih, na primer klasu I. Oznaqimo cikli-
qno prave ove klase sa l0, l1 i l2, kao na slici 86. Kompleks CP 2

9 ima 36 maksi-
malnih simpleksa dimenzije 4, definisanih na slede�i naqin.

� Za svako i ∈ {0, 1, 2} i svako x ∈ li, skup (li ∪ li+1) \ {x} je strana kompleksa.
Tako dobijamo 3 · 3 = 9 petoelementnih podskupova P, tj. devet simpleksa
dimenzije 4.

� Zatim, posmatrajmo samo prave iz klasa II, III i IV. Svake dve prave m1 i
m2 iz razliqitih klasa se seku u taqno jednoj taqki, pa je |m1 ∪ m2| = 5
i m1 ∪m2 definixe simpleks dimenzije 4. Na ovaj naqin dobijamo ukupno
9·6
2

= 27 maksimalnih simpleksa.
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U radu [7] je pokazano da kompleks definisan ovim maksimalnim stranama (i
svim ǌihovim podskupovima) zaista jeste triangulacija kompleksne projektivne
ravni.

Detaǉnijim analiziraǌem maksimalnih simpleksa i ǌihovih komplemenata
se prime�uje da je kompleks CP 2

9 auto-dualan, pa va�i π(CP 2
9 ) = 2. Poput kom-

pleksa RP 2
6 , ni CP 2

9 se ne mo�e realizovati pomo�u mere.

Tvr�eǌe 5.28. Ne postoje verovatnosna mera µ na skupu [9] i prag α takvi da je
CP 2

9 jednak prag kompleksu Tµ≤α. Posebno, kompleks CP 2
9 nije linearno realizabilan.

Dokaz. Oznaqimo temena kompleksa CP 2
9 (tj. elemente ravni P) kao na slici 87.

Slika 87. Temena kompleksa CP 2
9 i cikliqno dejstvo grupe Z3.

Uoqimo dejstvo grupe Z3 na kompleksu CP 2
9 dato dejstvom generatora koji cikli-

qno preslikava pravu li u li+1, za sve i = 0, 1, 2 (po modulu 3). Preciznije, genera-
tor preslikava ai 7→ ai+1, bi 7→ bi+1 i ci 7→ ci+1, za i = 0, 1, 2. Jednostavno se zapa�a
da je ovo dejstvo dobro definisano, odnosno da se simpleksi preslikavaju u
simplekse, a ne-simpleksi u ne-simplekse.

Pretpostavimo da postoji mera µ na P takva da va�i CP 2
9 = Tµ≤α, za neki

prag α. Postupi�emo sliqno kao kod izraqunavaǌa karakteristiqnog praga
u odeǉku 5.3.2, tj. koristi�emo simetriju kompleksa, samo na elementarnijem
nivou. Uoqimo mere µ′ i µ′′ zadate cikliqnim pomeraǌem mere µ:

µ′(xi+1) := µ(xi), za sve x ∈ {a, b, c} i sve i ∈ {0, 1, 2};

a zatim µ′′(xi+1) := µ′(xi), za sve x ∈ {a, b, c} i sve i ∈ {0, 1, 2}.

S obzirom na to da je kompleks invarijantan pri posmatranom dejstvu grupe
Z3, zakǉuqujemo da mere µ′ i µ′′ indukuju potpuno isti prag kompleks, tj. va�i
Tµ′≤α = Tµ′′≤α = CP 2

9 . Uoqimo aritmetiqku sredinu mera µ, µ′ i µ′′:

µ(x) :=
µ(x) + µ′(x) + µ′′(x)

3
, x ∈ P .

Ponovo, na osnovu invarijantnosti simpleksa/ne-simpleksa u posmatranim prag
kompleksima, zakǉuqujemo da va�i Tµ≤α = CP 2

9 . Mera µ ima istu vrednost na
elementima iste kolone u P:

µ(ai) = a, µ(bi) = b, µ(ci) = c, za i = 0, 1, 2,

gde iz µ(P) = 1 sledi a + b + c = 1
3
. Poxto su {a0, b0, a1, b1, c1}, {b1, c1, a2, b2, c2} i
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{a2, c2, a0, b0, c0} simpleksi u CP 2
9 , va�i:

2a+ 2b+ c ≤ α, a+ 2b+ 2c ≤ α i 2a+ b+ 2c ≤ α,

odakle sledi 5(a + b + c) ≤ 3α, odnosno α ≥ 5
9
. Sa druge strane, {a0, a1, a2, b1, b2},

{b0, b1, b2, c1, c2} i {c0, c1, c2, a1, a2} nisu simpleksi, pa va�i:

3a+ 2b > α, 3b+ 2c > α i 3c+ 2a > α,

xto povlaqi α > 5
9
, qime dobijamo kontradikciju. Dakle, tra�eno α ne postoji,

pa kompleks CP 2
9 nije prag kompleks.

Odredimo jox karakteristiqni prag kompleksa CP 2
9 . Pokazuje se da ǌegova

grupa automorfizama dejstvuje tranzitivno (videti [66]), a najmaǌi ne-simpleks
ima 4 elementa, pa iz posledice 5.22 sledi ρ(CP 2

9 ) = 4
9
.

5.4.3 Kvaternionska projektivna ravan HP 2
15

Brem i Kunel su 1992. godine u radu [22] konstruisali vixe simplicijalnih
kompleksa dimenzije 8, a sa 15 temena, za koje su dokazali da se ,,ponaxaju kao
projektivna ravan” (ovaj pojam je definisan i ispitivan u radu [30], a odnosi
se na zatvorene mnogostrukosti koje dopuxtaju Morsovu funkciju sa taqno 3
kritiqne taqke). Me�utim, nisu uspeli da poka�u da se me�u ǌima zaista
nalazi triangulacija kvaternionske ravni HP 2. Dosta kasnije, 2019. godine,
Gorodkov [42] je potvrdio da najsimetriqniji me�u pomenutim kompleksima,
oznaqen sa M8

15, jeste minimalna triangulacija mnogostrukosti HP 2. Oznaqimo
ovu triangulaciju sa HP 2

15. Pokazano je da je HP 2
15 auto-dualan kompleks [22,

strana 176], pa je π(HP 2
15) = 2. Tako�e, poznato je da HP 2

15 dopuxta tranzi-
tivno dejstvo alterniraju�e grupe A5 [22, strana 169], dok je kardinalnost
minimalnog ne-simpleksa jednaka 6, pa na osnovu posledice 5.22 zakǉuqujemo
da va�i ρ(HP 2

15) = 6
15

= 2
5
.

5.4.4 Remzijev kompleks R3

Remzijeva teorija indukuje interesantnu klasu 2-neizbe�nih kompleksa. Ele-
mentarna Remzijeva teorema ka�e da za svaki graf G na 6 temena va�i da G
sadr�i trougao ili ǌegov komplement Gc sadr�i trougao. Oznaqimo sa V =

(
[6]
2

)
skup svih dvoelementnih podskupova skupa [6] (tada graf G vidimo kao podskup
od V ). Posmatrajmo kompleks R3 qiji je skup temena V . Simplekse definixemo
na slede�i naqin: G ⊂ V pripada kompleksu R3 ako i samo ako graf Gc = V \ G
sadr�i trougao. Jasno je da je R3 zaista simplicijalni kompleks, a na osnovu
Remzijeve teoreme zakǉuqujemo da je kompleks R3 2-neizbe�an, π(R3) = 2.

Odredimo karakteristiqni prag ρ(R3). Jednostavno prime�ujemo da grupa
automorfizama kompleksa R3 dejstvuje tranzitivno na ǌegovom skupu temena
V , pa prema posledici 5.22 treba samo odrediti kardinalnost minimalnog ne-
simpleksa. Na slici 88 (levo) prikazan je graf na 6 temena, sa maksimalnim
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brojem ivica (devet), koji ne sadr�i trougao. Zbog toga desni graf odgo-
vara minimalnom ne-simpleksu u R3. ǋegova kardinalnost je 6, pa na osnovu
posledice 5.22 va�i ρ(R3) = 6

15
= 2

5
.

Slika 88. Maksimalni graf na 6 temena koji ne sadr�i trouglove i ǌegov komplement.

Na osnovu opxtijih verzija Remzijeve teoreme mo�emo konstruisati i ve�e
Remzijeve komplekse Rn, za sve n > 3. Naime, neka je t = t(n, n) Remzijev broj -
to je minimalno m takvo da svaki podgraf kompletnog grafa Km mora sadr�ati
kompletan podgraf na n temena ili mora sadr�ati nezavisan skup od n temena.
Takvo t postoji na osnovu Remzijeve teorije, videti na primer [1, strana 312].
Neka je V =

(
[t]
2

)
skup ivica kompletnog grafa Kt na t temena. Kao i u sluqaju

kompleksa R3, kompleks Rn ⊂ 2V definixemo kao skup svih G ⊂ V takvih da
komplement V \G sadr�i kompletan podgraf Kn. Prema Remzijevoj teoremi, Rn

je 2-neizbe�an kompleks, za svako n ≥ 3.

5.5 Nelinearni kompleksi i mera nelinearnosti

Kao xto smo pokazali u tvr�eǌu 5.18, particiona invarijanta i karakteri-
stiqni prag kompleksa K su povezani slede�om nejednakox�u:

π(K) ≤
⌊

1

ρ(K)

⌋
+ 1. (5.5.1)

Ova nejednakost ima jednu veoma va�nu osobinu: ona se svodi na jednakost
taqno kada posmatrani kompleks K sadr�i prag kompleks Tµ≤1/π(K) (koji je π(K)-
neizbe�an prema tvr�eǌu 5.15), odnosno kada mo�emo re�i da se neizbe�nost
kompleksa K dobija preko mere. Preciznije, va�i slede�e tvr�eǌe.

Tvr�eǌe 5.29. Neka je K ⊂ 2[n] simplicijalni kompleks takav da va�i π(K) = r,
r ≥ 2. Tada va�i ekvivalencija:

π(K) =

⌊
1

ρ(K)

⌋
+ 1 ⇐⇒ (∃µ ∈ ∆n−1) Tµ≤1/r ⊂ K.

Dokaz. Pretpostavimo da va�i jednakost π(K) =
⌊

1
ρ(K)

⌋
+ 1 = r. Tada je

⌊
1

ρ(K)

⌋
=

r−1, pa va�i 1
r
< ρ(K) ≤ 1

r−1
. Po definiciji karakteristiqnog praga zakǉuqujemo

da postoji mera µ ∈ ∆n−1 takva da va�i Tµ≤1/r ⊂ K.
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Obrnuto, neka je Tµ≤1/r ⊂ K za neku meru µ. Tada iz definicije (5.3.3) sledi
1
r
< ρ(K), pa va�i

⌊
1

ρ(K)

⌋
≤ r − 1. Zajedno sa nejednakox�u (5.5.1), dobijamo

tra�enu jednakost.

Dakle, stroga nejednakost u (5.5.1) ukazuje na to da neizbe�nost posmatranog
kompleksa nije indukovana merom, ve� da je on neizbe�an iz nekih apstraktnijih
razloga. Zbog toga uvodimo slede�u definiciju.

Definicija 5.30. Neka je K ⊆ 2[n] simplicijalni kompleks. Ka�emo da je K
linearan kompleks ako se nejednakost (5.5.1) svodi na jednakost, a da je neline-
aran ako va�i stroga nejednakost. Tako�e, definixemo meru nelinearnosti
kompleksa, u oznaci ε(K), sa:

ε(K) :=

⌊
1

ρ(K)

⌋
+ 1− π(K). (5.5.2)

Dakle, kompleks K je nelinearan ako i samo ako je ǌegova mera nelinearnosti
ε(K) ve�a od nule. Posmatra�emo i relativnu meru nelinearnosti ε kompleksa
K kao odnos mere nelinearnosti i broja temena kompleksa: ε(K) = ε(K)

n
.

Podsetimo se da su jednu od najznaqajnijih primena neizbe�ni kompleksi
naxli u radu [16] za teoreme Tverberg - Van Kampen - Floresovog tipa. Pokazuje
se da svi primeri r-neizbe�nih kompleksa iz ovog rada sadr�e r-neizbe�ne prag
komplekse, pa su svi oni linearni. Generalno, stiqe se utisak da je konstruk-
cija nelinearnih kompleksa dosta te�a i da oni imaju posebna interesantna
svojstva zbog apstraktne prirode svoje neizbe�nosti. Ovi kompleksi figurixu
kao kandidati za ,,komplekse Kuratovskog u vixim dimenzijama”, koji su razma-
trani u radu [54].

Kolekciju svih nelinearnih kompleksa koje smo konstruisali pomo�u metoda
koje smo izuqavali, sumiramo u slede�em poglavǉu.

5.6 Glavna konstrukcija neizbe�nih kompleksa
velike mere nelinearnosti

Ciǉ ovog poglavǉa je konstrukcija kompleksa velike mere nelinearnosti, kao i
ispitivaǌe relativne nelinearnosti u odnosu na broj temena kompleksa. Ideja
je da konstruixemo velike spojeve 2-neizbe�nih kompleksa koje smo prouqavali
u poglavǉu 5.4. Svi kompleksi iz poglavǉa 5.4 su nelinearni, jer na osnovu
ǌihovih particionih invarijanti i karakteristiqnih pragova dobijamo:

ε(RP 2
6 ) = 1, ε(CP 2

9 ) = 1, ε(HP 2
15) = 1, ε(R3) = 1.

Uz prethodne komplekse, posmatra�emo jox i diskretan skup [3], jer se on ,,pona-
xa kao projektivna ravan” dimenzije 0 (u smislu definicije iz [30] koju smo
pomenuli u poglavǉu 5.4.3). Kompleks [3] je auto-dualan, π([3]) = 2, a ρ([3]) = 2

3

(grupa simetrija je tranzitivna, a minimalan ne-simpleks je kardinalnosti 2,
pa mo�emo primeniti posledicu 5.22).
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Naredna teorema prikazuje familiju najinteresantnijih primera
nelinearnih kompleksa koji su konstruisani metodama izlo�enim u ovoj tezi.
Mo�e se re�i da ova teorema sumira najva�nije rezultate do kojih smo doxli,
koriste�i ih za konstrukciju nelinearnih kompleksa.

Teorema 5.31. Neka je K jedan od kompleksa skupa {[3],RP 2
6 ,CP 2

9 ,HP 2
15,R3}, a K∗n

spoj n kopija kompleksa K, n ∈ N. Za svaki od kompleksa K∗n posmatramo parti-
cionu invarijantu π(K∗n), karakteristiqni prag ρ(K∗n), meru nelinearnosti
ε(K∗n), broj temena v(K∗n) i relativnu meru nelinearnosti ε(K∗n) = ε(K∗n)

v(K∗n)
. Tada

za navedene komplekse K∗n ove invarijante imaju vrednosti prikazane u tabeli 5.

Tabela 5. Va�ne invarijante kompleksa K∗n.

K [3] RP 2
6 CP 2

9 HP 2
15 R3

π(K∗n) n+ 1 n+ 1 n+ 1 n+ 1 n+ 1

ρ(K∗n) 2/3n 1/2n 4/9n 2/5n 2/5n

ε(K∗n) bn/2c n b5n/4c b3n/2c b3n/2c

v(K∗n) 3n 6n 9n 15n 15n

ε = ε/v ≈ 1/6 1/6 ≈ 5/36 ≈ 1/10 ≈ 1/10

Dokaz. Koristi�emo osobine ovih kompleksa koje smo uoqili u poglavǉu 5.4.
Znamo da prva qetiri kompleksa imaju svojstvo auto-dualnosti, a peti je 2-
neizbe�an, pa za sve K ∈ {[3],RP 2

6 ,CP 2
9 ,HP 2

15,R3} imamo π(K) = 2. Na osnovu
posledice 5.9 zakǉuqujemo da za spoj K∗n va�i π(K∗n) ≤ n+1. Tako�e, jednostavno
se zapa�a da ako kompleks K nije jednak partitivnom skupu temena, onda K∗n

nije n-neizbe�an, jer particija temena po komponentama spoja (temena(K∗n) =
temena(K) t · · · t temena(K)) ne zadovoǉava uslov n-neizbe�nosti. Dakle, za sve
posmatrane komplekse K va�i π(K∗n) = n+ 1, xto daje prvu vrstu tabele.

Karakteristiqne pragove kompleksa K∗n dobijamo direktno primeǌuju�i
jednakost ρ(K∗n) = ρ(K)

n
iz teoreme 5.26 na poznate karakteristiqne pragove ρ(K):

ρ([3]) =
2

3
, ρ(RP 2

6 ) = 1
2
, ρ(CP 2

9 ) =
4

9
, ρ(HP 2

15) =
2

5
i ρ(R3) =

2

5
.

Posledǌe tri vrste tabele, koje se odnose na meru nelinearnosti, broj temena
i relativnu meru nelinearnosti, dobijamo nakon standardnog raquna.

Prirodno se postavǉa pitaǌe maksimalne mogu�e vrednosti odnosa
ε(K)/v(K). U radu [51] izuqavana je interesantna veza invarijanti π, ρ i ε sa
uparivaǌima na hipergrafovima, na osnovu qega je dato nekoliko ocena. Pozna-
to je da ako je K fleg kompleks (definicija 1.13), onda va�i ε(K)/v(K) ≤ 1/6 [51,
teorema 1.8]. Tako�e, poznato je da ova ocena ne va�i za sve komplekse, ve� da
postoje kompleksi sa odnosom ε(K)/v(K) = 4/21 [51, glava 6]. U trenutku pisaǌa
ove disertacije, pitaǌe maksimalne vrednosti odnosa ε(K)/v(K) je otvoreno, pa
predstavǉa jedan od mogu�ih smerova daǉeg istra�ivaǌa.
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Glava 6

Primena metoda ,,konfiguracioni
prostor - test preslikavaǌe” na
Knasterov problem

U ovoj glavi primeǌujemo metod ,,konfiguracioni prostor - test preslikavaǌe”
(iz poglavǉa 1.5) na Knasterov problem. Za razliku od primene ovog metoda
u delu 5.1.2, gde je korix�en numeriqki indeks, u ovoj glavi koristimo ko-
homoloxki Fadel-Huseinijev indeks (opisan u poglavǉu 1.6.1). Preciznije,
pomo�u ovog indeksa pokazujemo jedno uopxteǌe teoreme Dolda (teorema 1.24),
koje zatim primeǌujemo u rezultatima vezanim za Knasterov problem. Svi
dokazi u ovoj glavi su bazirani na originalnom radu [49].

6.1 Uopxteǌe Doldove teoreme

Podsetimo se da Doldova teorema tvrdi da ako je X neki n-povezan G-prostor,
a Y slobodan G-kompleks dimenzije najvixe n, onda ne postoji G-ekvivarijantno
preslikavaǌe iz X u Y . Ispostavǉa se da je uslov n-povezanosti veoma jak i da
ote�ava primenu ove teoreme. Volovikov [93] je pokazao uopxteǌe koje umesto
povezanosti koristi trivijalnost odre�enih kohomoloxkih grupa. Naime, neka
je grupa G oblika konaqnog proizvoda G = Zp×· · ·×Zp, za prost broj p, a neka su
X i Y G-prostori bez fiksnih taqaka (to su taqke qije su orbite jednoqlane).
Neka za sve i ≤ n va�i H̃ i(X;Zp) = 0, i neka je Y konaqno dimenzionalan kom-
pleks koji ima kohomologiju n-dimenzionalne sfere nad Zp. Teorema Volovikova
pokazuje da tada ne postoji G-ekvivarijantno preslikavaǌe f : X → Y . Ovde
�emo prikazati sliqno uopxteǌe teoreme Dolda sa nexto jednostavnijim doka-
zom, prema radu [49].

Teorema 6.1. Neka je G konaqna grupa i n ∈ N. Neka je X jedan G-prostor za koji
postoji komutativan prsten sa jedinicom K, takav da za sve 0 ≤ k ≤ n va�i
H̃k(X;K) = 0, i jox Hn+1(BG;K) 6= 0. Neka je Y �elijski G-kompleks na kome grupa
G slobodno dejstvuje i za koji va�i dimY ≤ n. Tada ne postoji G-ekvivarijantno
preslikavaǌe f : X → Y .
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Dokaz. Pretpostavimo suprotno, da postoji neko G-ekvivarijantno preslikavaǌe
f : X → Y . Posmatrajmo Fadel-Huseinijeve indekse IndG(X) i IndG(Y ) sa koefi-
cijentima u prstenu K. Znamo da za ǌih va�i IndG(X) ⊃ IndG(Y ) (svojstvo
monotonosti, teorema 1.27). Nax ciǉ je da poka�emo da va�e slede�e dve
relacije:

IndG(X) = 0 i Hn+1(BG;K) ⊆ IndG(Y ), (6.1.1)

na osnovu kojih dobijamo kontradikciju sa monotonox�u indeksa.

Znamo da je IndG(X) = ker p∗X, gde pX : XG → BG, a p∗X : H∗(BG;K)→ H∗(XG;K).
Odredimo ovaj indeks u dimenziji n+ 1, tj.

Indn+1
G (X) = ker(p∗X : Hn+1(BG;K)→ Hn+1(XG;K)).

Posmatrajmo kohomoloxki Lere-Serov spektralni niz {E∗,∗r , dr} ([77], teorema
5.2.) Borelove fibracije X → XG

pX−→ BG. Znamo da ovaj spektralni niz kon-
vergira ka H∗(XG;K) i da za ǌegov drugi qlan va�i:

Ep,q
2
∼= Hp(BG;Hq(X;K)),

gde Hq(X;K) oznaqava lokalne koeficijente.

Odredimo preciznije E2-qlan. Na osnovu uslova teoreme znamo da je prostor
X putno povezan, pa va�i: Hp(BG;H0(X;K)) = Hp(BG;H0(X;K)) = Hp(BG;K),
odakle za sve p imamo Ep,0

2 = Hp(BG;K). Primetimo da iznad ove najni�e vrste
(q = 0) imamo n trivijalnih vrsta. Zaista, za 1 ≤ q ≤ n va�i Hq(X;K) = 0, pa
imamo proste i trivijalne koeficijente, odakle zakǉuqujemo da va�i:

Ep,q
2 = 0, za sve q ∈ {1, . . . , n} i sve p.

Tako�e, homomorfizam p∗X je jednak slede�oj kompoziciji ([77], teorema 5.9.):

Hn+1(BG;K) = En+1,0
2 � En+1,0

3 � · · ·� En+1,0
n+1 � En+1,0

n+2 = En+1,0
∞ ⊂ Hn+1(XG;K).

Primetimo da su svi epimorfizmi u ovom dijagramu istovremeno i izomor-
fizmi, jer su svi diferencijali dr : En+1−r,r−1

r → En+1,0
r trivijalni. Dakle,

p∗X je monomorfizam u dimenziji n + 1, odakle sledi Indn+1
G (X) = 0, qime je prva

relacija iz (6.1.1) dokazana.

Preostaje da ispitamo IndG(Y ). Poxto grupa G slobodno dejstvuje na Y , va�i
IndG(Y ) = ker p∗Y , gde p

∗
Y : H∗(BG;K)→ H∗(Y/G;K) (napomena 1.26). Me�utim, kako

je dimenzija kompleksa Y najvixe n, za sve k > n va�i Hk(Y/G;K) = 0. Zakǉuqu-
jemo da za sve k ≥ n + 1 va�i Hk(BG;K) ⊆ IndG(Y ), qime je i druga relacija iz
(6.1.1) dokazana. Konaqno, na osnovu (6.1.1), netrivijalnosti grupe Hn+1(BG;K)
i monotonosti indeksa, dobijamo kontradikciju. Time je dokaz zavrxen.
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6.2 Knasterov problem

Posmatrajmo konaqan skup taqaka A = {A1, A2, . . . , Ak} na sferi Sn−1, n ∈ N,
i uoqimo neko m ∈ N. Postavǉa se slede�e pitaǌe: da li za proizvoǉno
neprekidno preslikavaǌe f : Sn−1 → Rm postoji rotacija ρ ∈ SO(n), takva da
va�i

f(ρ(A1)) = f(ρ(A2)) = · · · = f(ρ(Ak))?

Ukoliko je odgovor potvrdan za svako preslikavaǌe f , konfiguracija A se naziva
rexeǌem Knasterovog problema za n i m. Ovim problemom se prvobitno bavio
Knaster u radu [62]. On je posmatrao sluqaj k = n−m+1 i postavio pitaǌe da li
je svaka konfiguracija od n−m+ 1 taqaka na sferi Sn−1 rexeǌe odgovaraju�eg
tipa. Vrednost k = n−m+ 1 se pojavǉuje jer je poznato da ako je konfiguracija
A rexeǌe Knasterovog problema, onda A le�i u nekoj (n − m)-dimenzionalnoj
ravni, pa ili su taqke konfiguracije A linearno zavisne, ili ih ima najvixe
n−m+ 1. Pokazano je da je generalni odgovor na Knasterovo pitaǌe negativan
(kontraprimeri se mogu na�i u radovima [71], [4] i [27]). Me�utim, problem
odre�ivaǌa svih Knasterovih rexeǌa, za date k, n i m, je veoma interesantan
i otvoren u ve�ini sluqajeva.

Pokazuje se da postoje mnoge konfiguracije sa lepom geometrijskom struk-
turom koje su rexeǌa Knasterovog problema. Najpoznatiji sluqaj je dat Borsuk-
-Ulamovom teoremom: za svaku neprekidnu funkciju f : Sn−1 → Rn−1, postoji neko
x ∈ Sn−1 takvo da va�i f(x) = f(−x). Drugim reqima, A = {e1,−e1} ⊂ Sn−1 je
rexeǌe Knasterovog problema za n i m = n − 1. Ovaj sluqaj je uopxtio Hopf
[47] pokazavxi da isto va�i za proizvoǉan dvoelementni podskup sfere Sn−1 i
m = n−1. Najvixe rexeǌa Knasterovog problema je odre�eno za m = 1: kada je A
proizvoǉan skup od tri elementa na sferi S2 [35]; A = {e1, e2, . . . , en} ⊂ Sn−1 skup
temena standardne ortonormirane baze [101]; A ⊂ Sn−1 skup temena pravilnog
(n − 1)-simpleksa [17], itd. Za m ≥ 2 je poznato mnogo maǌe rexeǌa. Jedno od
ǌih je Jangov rezultat koji daje pozitivan odgovor na Knasterovo pitaǌe kada
je m = n − 2, a A je skup temena jednakostraniqnog trougla na velikom krugu
sfere Sn−1 (veliki krug je proizvoǉan krug na sferi kome je centar u koordi-
natnom poqetku). Ovaj rezultat je prvobitno pokazan u radu [102], a drugi dokaz
je dat u [96] korix�eǌem teoreme o pore�eǌu spektralnih nizova. Korix�eǌem
teoreme 6.1 dobija se slede�i kra�i dokaz Jangovog rezultata.

Teorema 6.2. Neka su A1, A2, A3 ∈ Sn−1 temena jednakostraniqnog trougla na ve-
likom krugu sfere, za n > 2. Tada za svako neprekidno preslikavaǌe f : Sn−1 → Rn−2

postoji rotacija ρ ∈ SO(n) za koju va�i f(ρ(A1)) = f(ρ(A2)) = f(ρ(A3)).

Dokaz. Posmatrajmo konfiguracioni prostor koji reprezentuje sve trojke taqaka
(X1, X2, X3) koje su temena nekog jednakostraniqnog trougla na nekom velikom
krugu sfere. Za ovaj prostor se mo�e uzeti Xtifelova mnogostrukost V2(Rn).
Zaista, par (X1, X2) iz trojke (X1, X2, X3) je proizvoǉan par jediniqnih vektora
koji obrazuju ugao 2π

3
, jer je tre�a taqka X3 jednoznaqno odre�ena prvim dvema.

Svakom paru (X1, X2) jednoznaqno mo�emo pridru�iti par ortonormiranih vek-
tora (X1, X

′
2), gde je X ′2 vektor u maǌem uglu koji obrazuju X1 i X2. Dakle, ele-

menti Xtifelove mnogostrukosti zaista jednoznaqno odgovaraju posmatranim
trojkama taqaka.
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Pretpostavimo suprotno, da postoji neprekidno preslikavaǌe f : Sn−1 → Rn−2

za koje tra�ena rotacija ρ ne postoji. Poxto se bilo koji jednakostraniqni
trougao na velikom krugu mo�e dobiti nekom rotacijom skupa {A1, A2, A3}, to
znaqi da ne postoji jednakostraniqni trougao na velikom krugu qija temena
imaju istu sliku pri f . Definiximo preslikavaǌe

F : V2(Rn)→ Rn−2 × Rn−2 × Rn−2,

F (X1, X2, X3) := (f(X1), f(X2), f(X3)).

Prema pretpostavci, slika F (V2(Rn)) ima prazan presek sa dijagonalom ∆ u pro-
storu Rn−2 × Rn−2 × Rn−2 (∆ = {(x, x, x) ∈ (Rn−2)3 | x ∈ Rn−2}, dim ∆ = n− 2). Tako
da mo�emo uzeti maǌi kodomen i posmatrati F kao preslikavaǌe

F : V2(Rn)→ (Rn−2)3\∆.

Primetimo da i na domenu i kodomenu postoje prirodna dejstva grupe Z3. Grupa
Z3 cikliqno permutuje vektore iz V2(Rn): pri naxoj identifikaciji konfigu-
racionog prostora sa V2(Rn), generator grupe Z3 dejstvuje sa gZ3(X1, X2, X3) :=
(X2, X3, X1). Tako�e, Z3 cikliqno permutuje vektore dimenzije (n − 2) iz pro-
stora (Rn−2)3\∆ (videti (1.4.1)). Jednostavno se prime�uje da su oba ova dejstva
slobodna, a F je Z3-ekvivarijantno preslikavaǌe.

Da bismo primenili Doldovu teoremu moramo kodomen redukovati do �e-
lijskog kompleksa na Z3-ekvivarijantan naqin. Uoqimo ortogonalnu projekciju
na ortogonalni komplement dijagonale, p : (Rn−2)3\∆ → ∆⊥\{0}, pa radijalnu
projekciju r iz ∆⊥\{0} na jediniqnu sferu u prostoru ∆⊥, koja je dimenzije 2n−5.
Prostori ∆⊥\{0} i S2n−5 imaju Z3-dejstvo nasle�eno iz (Rn−2)3\∆, a jednostavno
se prime�uje da su p i r retrakcije koje su Z3-ekvivarijantne. Dakle, imamo
slede�u kompoziciju koja je Z3-ekvivarijantna, a sva odgovaraju�a dejstva su
slobodna:

φ = r ◦ p ◦ F : V2(Rn)
Z3−→ S2n−5.

Preostaje da poka�emo da ovakvo ekvivarijantno preslikavaǌe ne postoji.
Domen V2(Rn) je (n − 3)-povezan ([45], 4.53), a kodomen je ve�e dimenzije, pa
ne mo�emo primeniti standardnu Doldovu teoremu (teorema 1.24). Me�utim,
mo�emo primeniti opxtiju teoremu 6.1, za koju su nam potrebne kohomoloxke
grupe prostora V2(Rn) sa koeficijentima u nekom prstenu K. Ako je n neparan
broj, Hk(V2(Rn);Z) ∼= Z za k ∈ {0, 2n− 3}, Hn−1(V2(Rn);Z) ∼= Z2, dok su ostale koho-
moloxke grupe trivijalne, a za n parno va�i Hk(V2(Rn);Z) ∼= Hk(Sn−1 × Sn−2;Z)
([18], Stav 10.1). Zbog toga imamo naredna dva sluqaja.

(1) Neka je n neparan broj. Na osnovu teoreme o univerzalnim koeficijentima
odre�ujemo kohomoloxke grupe sa Z3-koeficijentima: Hk(V2(Rn);Z3) ∼= Z3 za
k ∈ {0, 2n−3}, dok su odgovaraju�e grupe u ostalim dimenzijama trivijalne.
Poxto za sve k ∈ N va�i Hk(BZ3;Z3) 6= 0 (teorema 1.28), mo�emo primeniti
teoremu 6.1 na φ, za G = K = Z3. Dakle, ne postoji ekvivarijantno preslika-
vaǌe V2(Rn)

Z3−→ S2n−5, qime dobijamo kontradikciju i teorema je dokazana
u ovom sluqaju.
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(2) Neka je n paran broj. Poxto su kohomoloxke grupe Xtifelove mnogostru-
kosti komplikovanije, u ovom sluqaju �emo dokaz izvesti svo�eǌem na
prethodni sluqaj. Posmatrajmo funkciju g : Sn → Rn−1, g := Sf - su-
spenzija preslikavaǌa f (slika f(Sn−1) je kompaktan potprostor od Rn−1,
pa je kodomen ove suspenzije upravo suspenzija tog potprostora iz Rn−1).
Pretpostavimo da za preslikavaǌe g postoje tri taqke na Sn koje su temena
jednakostraniqnog trougla na velikom krugu, a koje imaju istu sliku pri g.
Na osnovu definicije suspenzije preslikavaǌa, te tri taqke moraju biti
na istom ,,nivou” Sn−1 × {t} u Sn. Xtavixe, da bi bile na velikom krugu
sfere Sn, moraju biti na sredixǌem nivou Sn−1×{0}. Time dobijamo temena
velikog jednakostraniqnog trougla na sferi Sn−1 koja imaju istu sliku pri
f , xto nije mogu�e po pretpostavci. Dakle, opisane tri taqke ne mogu po-
stojati, pa funkcija g, na isti naqin kao f u analizi na poqetku dokaza,
indukuje ekvivarijantno preslikavaǌe G : V2(Rn+1)

Z3−→ (Rn−1)3\∆. Poxto je
n+ 1 neparan broj, dobijamo kontradikciju na osnovu prvog sluqaja. Time
je dokaz zavrxen.

Umesto trouglova, mo�emo posmatrati i druge pravilne poligone na velikom
krugu, ali da bismo imali odgovaraju�e slobodno dejstvo, posmatramo samo one
poligone koji imaju prost broj temena. Slede�a teorema je pokazana za m = 1
u radu Makeeva [72]. Ovde dokazujemo uopxteǌe za m ∈ N u sluqaju kada je n
neparno.

Teorema 6.3. Neka je p neparan prost broj, n,m ∈ N, n neparan broj, i neka va�i
(p − 1) · m < 2n − 2. Neka su A1, A2, . . . , Ap temena pravilnog poligona na nekom
velikom krugu sfere Sn−1. Tada za svako neprekidno preslikavaǌe f : Sn−1 → Rm
postoji rotacija ρ ∈ SO(n) takva da va�i f(ρ(A1)) = f(ρ(A2)) = . . . = f(ρ(Ap)).

Dokaz. Dokaz je u potpunosti analogan dokazu teoreme 6.2, pa �emo napomenuti
samo nekoliko detaǉa. Konfiguracioni prostor je ponovo Xtifelova mno-
gostrukost V2(Rn), jer je svaki pravilni p-poligon na velikom krugu jednoznaqno
odre�en sa prva dva temena. Tako�e, ovde koristimo dejstvo grupe Zp. Dej-
stvo generatora grupe na elementu (X1, X2) ∈ V2(Rn) (koji je identifikovan sa
p-torkom vektora (X1, X2, . . . , Xp) koji qine poligon) je dato sa:

gZp(X1, X2) ≡ gZp(X1, X2, . . . , Xp) := (X2, X3, . . . , X1) ≡ (X2, X3) ∈ V2(Rn).

Pretpostavǉaju�i suprotno i polaze�i od preslikavaǌa F : V2(Rn) → (Rm)p

zadatog sa F (X1, . . . , Xp) = (f(X1), . . . , f(Xp)), dobijamo niz Zp-ekvivarijantnih
preslikavaǌa:

V2(Rn)
Zp−→ (Rm)p\∆ Zp−→ ∆⊥\{0} Zp−→ Sm(p−1)−1.

Poxto je n neparno, za k ∈ {0, 2n− 3} va�i Hk(V2(Rn);Zp) ∼= Zp, dok su sve ostale
kohomoloxke grupe trivijalne. Tako�e, grupa Hk(BZp;Zp) nije trivijalna ni za
jedno k (teorema 1.28). Kako va�i 2n− 4 ≥ m(p− 1)− 1, na osnovu teoreme 6.1 (za
G = K = Zp), dobijamo kontradikciju.
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Glava 6. Primena metoda ,,konf. prostor - test presl.” na Knasterov problem

Posmatrajmo sada malo drugaqiju konfiguraciju taqaka na sferi, koja for-
mira skup temena pravilnog simpleksa. Primenom standardne Doldove teoreme,
Makeev je pokazao slede�i sluqaj Knasterovog problema u radu [71].

Teorema 6.4. [71] Neka su dati neparan prost broj p i prirodan broj n, takvi da
va�i 2p < n+1. Neka su A1, A2, . . . , Ap ∈ Sn−1 vrhovi ortonormiranog skupa vektora
(dakle temena pravilnog (p−1)-simpleksa). Tada za svako neprekidno preslikavaǌe
f : Sn−1 → R postoji rotacija ρ ∈ SO(n) takva da va�i f(ρ(A1)) = . . . = f(ρ(Ap)).

Pomo�u teoreme 6.1 za parno n mo�emo da poka�emo ovaj rezultat pod slabi-
jim uslovom: 3p ≤ 2n + 2 (za neparno n, dobija se ista ocena kao kod Makeeva).
Tako�e, rezultat va�i i za opxtiju klasu pravilnih (p− 1)-simpleksa.

Teorema 6.5. Neka je p neparan prost broj, n ∈ N paran broj, i neka va�i 3p ≤ 2n+2.
Neka su A1, A2, . . . , Ap ∈ Sn−1 temena pravilnog (p−1)-simpleksa, qiji centar nije u
centru sfere. Tada za svako neprekidno preslikavaǌe f : Sn−1 → R postoji rotacija
ρ ∈ SO(n) takva da va�i f(ρ(A1)) = f(ρ(A2)) = . . . = f(ρ(Ap)).

Dokaz. Dokaz je analogan dokazu teoreme 6.2, samo sa drugaqijim prostorima i
drugim dejstvom grupe. Pretpostavimo da za neko preslikavaǌe f : Sn−1 → R
tra�ena rotacija ne postoji. Konfiguracioni prostor svih p-torki (X1, . . . , Xp)
koje formiraju (p − 1)-simpleks izomorfan simpleksu (A1, . . . , Ap), jeste Xti-
felova mnogostrukost Vp(Rn). Zaista, ako su A1, . . . , Ap vrhovi ortonormiranog
skupa vektora, po definiciji imamo Vp(Rn). Inaqe, svakom posmatranom sim-
pleksu sa temenima (X1, . . . , Xp) mo�emo pridru�iti jedan simpleks (X ′1, . . . , X

′
p),

qija temena qine vrhove ortonormiranog skupa vektora, a qiji je centar koli-
nearan sa koordinatnim poqetkom i centrom simpleksa (X1, . . . , Xp), tako da to
pridru�ivaǌe bude jednoznaqno. Poxto za svaki simpleks (X1, . . . , Xp) postoji
rotacija ρ ∈ SO(n) takva da se skup {X1, . . . , Xp} dobija kao ρ({A1, . . . , Ap}), prema
pretpostavci zakǉuqujemo da taqke X1, . . . , Xp nikada nemaju sve istu sliku pri
f . Zato je dobro definisano preslikavaǌe

F : Vp(Rn)→ Rp\∆, F (X1, . . . , Xp) := (f(X1), . . . , f(Xp)).

Kao u teoremi 6.2, daǉe imamo ortogonalnu i radijalnu projekciju:

Vp(Rn)→ Rp\∆→ ∆⊥\{0} → Sp−2.

Grupa Zp dejstvuje na svim ovim prostorima cikliqnim pomeraǌem koordi-
nata, sva dejstva su slobodna i sva preslikavaǌa Zp-ekvivarijantna. Ostaje da
poka�emo da ne postoji Zp-ekvivarijantno preslikavaǌe Vp(Rn) → Sp−2. Makeev
je dobio kontradikciju na osnovu Doldove teoreme 1.24 za 2p < n+ 1. Za rezul-
tat pod slabijim uslovom koji smo mi postavili, posmatrajmo H∗(Vp(Rn);Zp).
Ova kohomologija je izomorfna kohomoloxkoj algebri (sa Zp-koeficijentima)
proizvoda

S2n−3 × S2n−7 × · · · × S2q+1,

dodatno pomno�enog sa Sn−1 za 2 | n, i dodatno pomno�enog sa Sq za 2 | q,
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6.2. Knasterov problem

gde je q = n−p, q je najmaǌi neparni broj koji je ve�i ili jednak q, a n je najve�i
neparan broj koji je maǌi ili jednak n [18, stav 10.2].

Prema pretpostavci, 2 | n, 2 - p i 2 - q = q, pa va�i H∗(Vp(Rn);Zp) ∼= H∗(X;Zp),
gde je X = S2n−5 × S2n−9 × · · · × S2(n−p)+1 × Sn−1. Tada imamo H̃k(X;Zp) = 0, za sve
k ≤ min{2(n− p), n− 2}. Iz uslova 3p ≤ 2n+ 2 zakǉuqujemo da va�i

min{2(n− p), n− 2} ≥ p− 2 = dimSp−2.

Konaqno, na osnovu teoreme 6.1 za G = R = Zp, zakǉuqujemo da ne postoji Zp-ekvi-
varijantno preslikavaǌe Vp(Rn) → Sp−2. To je u kontradikciji sa posledicom
poqetne pretpostavke, qime je teorema dokazana.

Navodimo bez dokaza potpuno analogan rezultat kada je kodomen Rm, m ≥ 2.

Teorema 6.6. Neka je p neparan prost broj, n,m ∈ N, n paran broj i m ≥ 2, i neka
va�i (p−1)m+1 ≤ n. Pretpostavimo da su A1, A2, . . . , Ap ∈ Sn−1 temena pravilnog
simpleksa qiji centar nije u centru sfere. Tada za svako neprekidno preslikavaǌe
f : Sn−1 → Rm postoji rotacija ρ ∈ SO(n) takva da va�i f(ρ(A1)) = . . . = f(ρ(Ap)).

Napomenimo na kraju da tehnika koja je primeǌivana u prethodnim dokazima,
uz korix�eǌe pomenute teoreme Volovikova, omogu�ava da dobijemo analogne
rezultate u sluqaju kada konfiguracija taqaka na sferi qini skup temena pra-
vilnog (pk − 1)-simpleksa, za prost broj p. Dobijene rezultate sumira slede�a
teorema u radu [49].

Teorema 6.7. Neka je p prost broj, n, k ∈ N, k > 1. Neka su A1, A2, . . . , Apk ∈ Sn−1

temena pravilnog (pk − 1)-simpleksa, qiji centar nije u kooordinatnom poqetku.
Ako p, k i n zadovoǉavaju neki od slede�ih uslova:
• p je neparan, n je paran i va�i 2n+ 2 ≥ 3pk;
• p je neparan, n je neparan i va�i n+ 1 ≥ 2pk;
• p = 2, n je paran i va�i n+ 1 ≥ 2k+1;
• p = 2, n je neparan i va�i 2n+ 2 ≥ 3 · 2k,

onda za svako neprekidno preslikavaǌe f : Sn−1 → R postoji rotacija ρ ∈ SO(n)
takva da va�i f(ρ(A1)) = f(ρ(A2)) = . . . = f(ρ(Apk)).

U sluqaju ove teoreme prirodno je da konfiguracioni prostor bude Xtife-
lova mnogostrukost Vpk(Rn). Na prostoru Vpk(Rn) dejstvuje simetriqna grupa Σpk,
pa mo�emo posmatrati dejstvo ǌene podgrupe (Zp)k. Problem se svodi na pitaǌe
postojaǌa (Zp)k-ekvivarijantnog preslikavaǌa

Vpk(Rn)→ Rpk \∆→ ∆⊥ \ {0} → S(pk−2),

Dokaz izostavǉamo uz napomenu da ovde koristimo pomenutu teoremu Volovikova
[93] umesto teoreme 6.1. Napomenimo da razlike u uslovima za p, k i n zavise
od parnosti zbog prirode kohomologije H∗(Vpk(Rn);Zp) (videti [18], 10.2 i 10.3).
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complexes, J. London Math. Soc. (2) 49(1) (1994), 25–39.

[14] A. Björner, M. Wachs, A. Welker, Poset fiber theorems, Trans. Amer. Math. Soc. 357
(2005), 1877–1899.
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[49] M. Jelić, On Knaster’s problem, Publications de l’Institut Mathématique 99(113) (2016),
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qega 11 prvih nagrada na republiqkim i saveznim takmiqeǌima/turnirima. Na
me�unarodnim takmiqeǌima osvojila je 11 nagrada, od qega su najznaqajnije tri
medaǉe na Me�unarodnim Matematiqkim Olimpijadama IMO (bronzana IMO
2006, bronzana IMO 2007, srebrna IMO 2008), kao i zlatna medaǉa na takmiqeǌu
1st Romanian Master of Mathematics. Nakon studija, na vixe me�unarodnih takmi-
qeǌa bila je jedan od vo�a tima Srbije ili koordinator.

Od 2012. godine zaposlena je na Matematiqkom fakultetu u Beogradu, najpre
kao saradnik u nastavi, a zatim kao asistent, uz porodiǉsko odsustvo 2018/19.
godine. Od 2012. do 2014. godine predavala je mentorskom odeǉeǌu u Matema-
tiqkoj gimnaziji. Tokom jeseǌeg semestra 2016. godine bila je nauqni sarad-
nik na institutu ICERM (Institute for Computational and Experimental Research in
Mathematics) u Americi. Zainteresovana je za oblasti kombinatorne topologije,
diskretne geometrije i (primeǌene) algebarske topologije. Objavila je 6 radova,
a jox 2 rada su trenutno na recenziji. Uqestvovala je na brojnim nauqnim
skupovima u inostranstvu.
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