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Glava 1

Uvod

Memristor, opisan kao teorijski koncept jo² mnogo pre nego ²to je uspe²no
fabrikovan 2008. godine, svrstan je u fundamentalne elemente teorije elektri£nih
kola, zajedno sa otpornikom, kondenzatorom i kalemom. Leon Chua, profesor sa
Univerziteta "University of California, Berkeley" i autor rada u kome je teorij-
ski postuliran memristor, neophodnost postojanja ove komponente zasnovao je
na £injenici da mora postojati element kome konstitutivna relacija povezuje mag-
netni �uks i koli£inu naelekrisanja. Do tada fundamentalni elementi su svojim
konstitutivnim relacijama povezivali struju i napon (otpornik), napon i koli£inu
naelektrisanja (kondenzator) i struju i �uks (kalem). Kako je �uks je po de�nicije
integral napona, a koli£ina naelektrisanja integral struje, jedina preostala relacija
izme�u dve od £etiri �zi£ke veli£ine je nedostajala.

�injenica da memristor kao fundamentalni element treba da svojom konstitu-
tivnom relacijom predstavlja me�uzavisnost magnetnog �uksa i koli£ine naelek-
trisanja, je najverovatnije bila najve¢a prepreka fabrikovanju prethodno detaljno
teorijski opisanog memristora. Naime, istraºiva£i su godinama uzalud usmeravali
svoja istraºivanja ka direktnoj vezi magnetnog �uksa sa koli£inom proteklog naelek-
trisanja, previdev²i vaºnu £injenicu da memristivni efekat moºe biti �sakriven� i
u speci�£nim nelinearnim konstitutivnim relacijama koje de�ni²u odnos struje i
napona. Zahvaljuju¢i £injenici da je �uks integral napona, a koli£ina naelektrisanja
integral struje, takve konstitutivne relacije se mogu jednozna£no preslikati u odgo-
varaju¢u formu koja prikazuje me�uzavisnost �uksa i koli£ine naelektrisanja, u
skladu sa teorijskim opisom memristora. Tek nakon fabrikacije prvog memris-
tora, utvr�eno je da na memristivni efekat komponente nikakav uticaj nije imao
magnetni �uks, niti je prime¢en ikakav uticaj magnetnog polja. Fabrikacija prvog
memristora se, zapravo, desila slu£ajno, a tek nakon ²to su kod svoje komponente
prepoznali �u²tinutu histerezisnu petlju�, jednu od osnovnih karakteristika mem-
ristivnih komponenti, istraºiva£i iz kompanije Hewlett-Packard su uspe²no opisali
novonastalu komponentu jedna£inama koje opisuju memristivne sisteme.

Jo² dok je postojao samo kao teorijski koncept, pokazano je da memristor ima
izuzetan potencijal kao komponenta koja se moºe koristiti za realizaciju nepromen-
ljivih, stalnih memorija koje svoj sadrºaj ne gube i nakon nestanka napajanja.
Ovaj zaklju£ak je o£igledna posledica £injenice da se koli£ina naelektrisanja kom-
ponente ne¢e menjati ukoliko kroz nju ne proti£e struja, jer je koli£ina naelek-
trisanja zapravo integral talasnog oblika struje u vremenu. Usled nepromenjene
koli£ine naelektrisanja, ne¢e se menjati ni poloºaj radne ta£ke u ϕ − q koordi-
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natnom sistemu, a samim tim ni memristansa memristora. Sa druge strane, usled
promene memristanse u zavisnosti od protekle struje, memristor se pona²a kao
element sa memorijom, £ije budu¢e stanje zavisi isklju£ivo od istorijata protekle
struje. Obzirom da se memristansa u op²tem slu£aju menja kontinualno, memris-
tor je prepoznat kao element koji moºe biti kori²¢en i za implementaciju analognih
memorija.

Memristor je postao interesantan istraºiva£koj zajednici tek nakon njegove fab-
rikacije, skoro £etrdeset godina nakon objavljivanja rada u kome je Leon Chua
teorijski opisao ovu komponentu. Tokom poslednjih 5-6 godina, publikovani su
brojni nau£ni radovi koji se bave temom memristora i memristivnih komponenti.
Kao ²to je i predvi�ano, primene fabrikovanih memristora u memorijskim kolima
bile su vi²estruke. Upotreba memristora u ovakvim kolima je utemeljena na £injeni-
cama da memristor kao gradivni element memorijskih kola omogu¢ava zna£ajno
pobolj²anje u pogledu gustine pakovanja, ali da se pokazuje i kao superioran u
pogledu potro²nje energije u pore�enju sa savremenim RAM ili FLASH memori-
jama. Ipak, memorijska kola sa memristorima su i dalje uglavnom samo teorijski
koncept £ija se primenljivost potvr�uje rezultatima dobijenim putem simulacija.
U cilju komercijalizacije memristivnih memorijskih kola, u dostupnoj nau£noj lit-
eraturi se mogu prona¢i brojni radovi u kojima je opisan dizajn i optimizacija
interfejsa ovih memorijskih kola, na primer kola za £itanje i upisivanje podataka
u memorije bazirane na memristorima. Tako�e, objavljeno je i mno²tvo rezultata
optimizacije potro²nje energije kod ove familije memorijskih kola. Pored toga, u
literaturi su predstavljene i sloºene memorijske komponente bazirane na mem-
ristorima, kao na primer memorije sa vi²e nivoa, u £ijem dizajnu se eksploati²e
£injenica da se, pod uticajem spolja primenjene naponske ili strujne pobude, mem-
ristansa memristora menja kontinualno. Sa stanovi²ta ove disertacije, posebno je
zna£ajna £injenica da se memristor, tako�e, moºe koristiti i kao gradivni blok za
implementaciju logi£kih kola.

Osim inovativnih ideja gde se memristori koriste kao alternativne kompo-
nente u ve¢ postoje¢im arhitekturama logi£kih kola (PLA, FPGA, itd) £injenica
da se memristori, osim za implementaciju memorijskih, mogu koristiti i za im-
plementaciju logi£kih kola, dovela je do jednog potpuno novog pristupa u diza-
jnu digitalnih kola. Zahvaljuju¢i mem-karakteristikama, arhitekture bazirane na
memristorima, mem-elementima i mem-ure�ajima imaju potencijal da u skoroj
budu¢nosti zamene jo² uvek aktuelnu, ali preko 60 godina staru i prevazi�enu Von
Neumann-ovu arhitekturu. Kod ove arhitekture, dominiraju¢e ograni£enje perfor-
mansi proisti£e iz £injenice da se obrada podataka i skladi²tenje vr²e na dve �zi£ki
odvojene lokacije, pri £emu se, dodatno, brzine rada bloka za obradu i bloka za
£uvanje podataka zna£ajno razlikuju. Ovaj problem je poznat pod nazivom �mem-
orijski zid� (eng. memory wall), a njegovo re²enje mogu predstavljati kola bazirana
na novim mem-elementima, koji omogu¢avaju procesiranje i skladi²tenje rezultata
na istoj lokaciji. Osim toga, mem-elementi nanometarskih dimenzija, omogu¢avaju
nastavak trenda smanjivanja veli£ine komponenti u skladu sa Murovim zakonom.

Jednu od brojnih familija logi£kih kola baziranih na memristorima £ine kola u
takozvanoj Stateful logic topologiji, koja pokazuju brojne prednosti u odnosu na
memristivna logi£ka kola iz drugih familija. Pre svega, zahvaljuju¢i £injenici da
se informacija u ovoj topologiji �£uva� u memristansi memristora, ovo kolo re²ava
problem degradacije signala, prisutan kod ostalih familija memristivnih logi£kih
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kola, baziranih na PLA, FPGA, i hibridnim memristivnim-CMOS strukturama,
koji je nastao kao posledica degradacije naponskih signala usled pada napona na
rezistivnim mem-komponentama. Osim re²avanja problema degradacije signala,
stateful logic memristivna kola re²avaju i fanout problem koji ograni£ava broj
logi£kih kola koja se mogu svojim ulazima povezati na izlaz memristivnog stateful
logic kola. Na kraju, stateful logic topologija najvi²e doprinosi optimizaciji logi£kih
kola sa stanovi²ta minimizacije povr²ine, jer ova topologija omogu¢ava izra£una-
vanje proizvoljne Bulove funkcije, sa proizvoljnim brojem ulaza i jednim izlazom,
kori²¢enjem samo dva radna memristora. Cena koja se pla¢a ovakvim pristupom
gde se izra£unavanje Bulove funkcije vr²i logi£kim kolom izuzetno malih dimenz-
ija, su sloºene i duga£ke sekvence pobudnih signala. Jedan od ciljeva istraºivanja
predstavljenog u ovoj disertaciji jeste dizajn i minimizacija rekurzivne Bulove for-
mule, koja se kreira za datu N -ulaznu 1-izlaznu Bulovu funkciju y : BN → B, B =
{0, 1}, a svojom rekurzivnom prirodom i konstrukcijom omogu¢ava izra£unavanje
polazne Bulove funkcije kori²¢enjem memristivnih logi£kih kola u stateful logic
topologiji. Kao posledica minimizacije rekurzivne Bulove formule, tako�e se mini-
mizuje duºina sekvenci pobudnih signala, odnosno vreme potrebno da se izra£una
Bulova funkcija od interesa.

Glavni nau£ni doprinos ove disertacije je teorijski koncept regularnih poredaka
pozitivnih proizvod termova, koji omogu¢avaju mimimizaciju rekurzivnih Bulovih
formula. U radu je najpre pokazano na koji se na£in konstrui²e rekurzivna Bulova
formula sa �ksnim poretkom pozitivnih proizvod termova. Zatim, u centralnoj
teoremi ovog rada, dokazano je da je regularnost poredaka pozitivnih proizvod
termova potreban i dovoljan uslov da bi rekurzivna Bulova formula, £ak i nakon
permutacija pozitivnih proizvod termova i dalje korektno predstavljala Bulovu
funkciju za koju je konstruisana. Na taj na£in je indirektno de�nisan i prostor za
pretragu svih poredaka pozitivnih proizvod termova, me�u kojima ¢e optimalni
rezultovati minimalnom duºinom rekurzivne Bulove funkcije, a samim tim i min-
imalnom duºinom sekvenci pobudnih signala za memristivno stateful logic kolo.
Iako potput, ovaj prostor pretrage je i dalje eksponencijalan u zavisnosti od veli£ine
ulaza, ²to rezultuje nepostojanjem e�kasnog optimalnog algoritma za pronalaºenje
najboljeg poretka pozitivnih proizvod termova. Za suboptimalno re²avanje ovog
problema u polinomijalnom vremenu, u disertaciji su predstavljene dve �greedy�
algoritamske heuristike. U pore�enju sa ostalim heuristi£kim algoritmima za min-
imizaciju rekurzivne Bulove formule dostupnim u literaturi, Bi-Color Vertex Par-
tition (BCVP) algoritam predstavljen u okviru teze daje bolje ili jednake rezultate
za ∼ 87% instanci problema, testiran na skupu svih 65536 Bulovih £etvoroulaznih
funkcija. Leaf relocation (LR) algoritam, koji se koristi kao post-procesiraju¢i al-
goritam rezultata BCVP algoritma, nakon dodatne minimizacije prikazuje bolje
ili jednake rezultate za 99.4% instanci problema, u pore�enju sa minimizacionim
algoritmima dostupnim u literaturi .

Na po£etku teksta disertacije, u drugoj glavi, dat je pregled postoje¢e liter-
ature i predstavljen je memristor, memristivni sistem, kao i ostali mem-elementi
(mem-kondenzator, mem-kalem, mem-tranzistor). U ovoj glavi je tako�e pred-
stavljen i periodni sistem mem-elemenata Leona Chua-e. U tre¢oj glavi je dat pre-
gled postoje¢e literature u kojoj se predlaºu nove digitalne arhitekture bazirane
na digitalnim kolima sa mem-elementima. Predstavljena su digitalna memristivna
logi£ka kola, �sekvencijalna� memristivna logi£ka kola, memorije bazirane na mem-
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ristorima i napredne masivno paralelne mem-strukture. U glavama £etiri, pet, ²est
i sedam predstavljen je originalan nau£ni doprinos ove teze. Najpre je u glavi £etiri
prikazana konstrukcija rekurzivne Bulove formule sa �ksnim poretkom pozitivnih
proizvod termova. Zatim je u glavi pet predstavljen model memristora koji je ko-
ri²¢en, kao i rezultati simulacije izra£unavanja na bazi osnovnog kola u stateful logic
topologiji. Tako�e u ovoj glavi je predstavljen i algoritam koji na osnovu ulazne
Bulove funkcije i vektora stanja ulaznih promenljivih, generi²e pobudne sekvence
koje se koriste kao pobuda memristora u cilju izra£unavanja Bulove funkcije od
interesa. U glavi ²est je data de�nicija regularnog poretka pozitivnih proizvod ter-
mova, za koji je dokazano da je potreban i dovoljan uslov za reprezentaciju ºeljene
Bulove funkcije rekurzivnom Bulovom formulom baziranom na takvom poretku.
U glavi sedam su predstavljene dve algoritamske heuristike koje, zahvaljuju¢i teo-
remi o regularnom poretku pozitivnih proizvod termova iz glave ²est, pronalaze
poredak koji ¢e rezultovati sub-optimalnom rekurzivnom Bulovom formulom, sa
aspekta njene duºine. Na kraju, zaklju£ak je predstavljen u osmoj glavi teze.

Rezultati prikazani u tezi su delom nastali u okvirima istraºivanja na projektu
za tehnolo²ki razvoj "Inovativne elektronske komponente i sistemi bazirani na ne-
organskim i organskim tehnologijama ugra�eni u robe i proizvode ²iroke potro²nje"
(evidencioni broj TR32016, 2011-2015) Ministarstva za nauku i tehnolo²ki razvoj
Srbije, i projektu APOSTILLE "Reinforcement of research potentials of the Fac-
ulty of Technical Sciences in the �eld of post silicon electronics", (EC FP7 REG-
POT 256615, 2010-2013).
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Glava 2

Dvokrajni i vi²ekrajni mem-elementi

i mem-sistemi

U ovoj glavi ¢e biti najpre predstavljena originalna de�nicija i teorijski model
memristora Leona Chua-e. Chua je memristor svrstao me�u osnovne elemente,
ravnopravno sa otpornikom, kondenzatorom i kalemom i to mnogo pre nego ²to je
prvi memristor fabrikovan. U nastavku glave ¢e biti re£i o generalizaciji memristora
u vidu memristivnih sistema, nakon £ega ¢e kroz ilustrativni primer biti predstavl-
jen memristor, sa svojom konstitutivnom relacijom i ostalim jedna£inama koje
opisuju njegov rad i funkcionalnost. Nakon toga ¢e biti predstavljeno istraºivanje
sprovedeno od strane grupe istraºiva£a iz kompanije Hewlett-Packard, koje je rezul-
tovalo fabrikacijom prvog memristora 2008. godine. U nastavku ¢e biti prikazani i
ostali mem-elementi, pre svih mem-kondenzator i mem-kalem ali i najsavremenije
mem-tranzistorske komponente. Na kraju glave ¢e biti prikazan periodni sistem
elektri£nih elemenata, prvobitno predstavljen od strane Leona Chua-e.

2.1 Memristor

Memristor kao element je prvi put predstavljen u literaturi 1971. godine u
radu [Chua71]. Iako u to vreme memristor kao komponenta nije postojao, autor je
predvideo njegovo postojanje i svrstao ga ravnopravno u grupu sa tada postoje¢im
osnovnim elektri£nim elementima: otpornicima, kalemima i kondenzatorima. U
radu su prikazana ekvivalentna kola bazirana na aktivnim komponentama koja se
pona²aju kao memristor, tj. koja emuliraju rad memristora. Kao jednu od osnovnih
karakteristika novog elementa, Chua je naveo osobinu pasivnosti koja bi trebala da
obezbedi mogu¢nost nastanka i fabrikacije memristora bez kori²¢enja tranzistora
i operacionih poja£ava£a.

U svojoj potrazi za £etvrtim osnovnim elementom, Chua je bio motivisan £in-
jenicom da su preostala tri osnovna elementa (otpornik, kondenzator i kalem)
de�nisani relacijama koje povezuju u parovima po dve od £etiri fundamentalne
veli£ine teorije kola: struju, napon, koli£inu naelektrisanja i magnetni �uks. Od
²est mogu¢ih kombinacija dve veli£ine, njih pet je u to vreme bilo poznato i us-
tanovljeno. Prva se odnosila na relaciju izme�u struje i koli£ine naelektrisanja
q(t) =

´ t
−∞
i(τ)dτ , a je druga de�nisala odnos napona i �uksa: ϕ(t) =

´ t
−∞
u(τ)dτ .

Preostale tri kombinacije su u skladu sa aksiomatskim de�nicijama osnovnih eleme-
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nata. Otpornik je de�nisan me�uzavisno²¢u napona i struje, kondenzator napona
i koli£ine naelektrisanja, a kalem struje i magnetnog �uksa. Jedina relacija koja
je ostala nede�nisana je ona koja uspostavlja odnos izme�u magnetnog �uksa i
koli£ine naelektrisanja, ²to je zapravo i motivisalo Chua-u da zaklju£i kako mora
postojati jo² jedan element ravnopravan sa preostala tri fundamentalna elementa.
Postulirani £etvrti dvokrajni element nazvan je memristor, kao kombinacija re£i
memory i resistor, budu¢i da se novi element pona²ao kao nelinearni otpornik sa
memorijom. U nastavku teze ¢e biti dat uslov koji treba da bude ispunjen da bi
se memristor pona²ao kao obi£an nelinearni otpornik bez memorije.

Memristor je karakterisan nelinearnom konstitutivnom relacijom u implicitnoj
formi g(ϕ, q)=0. Kaºe se da je memristor kontrolisan koli£inom naelektrisanja q
ukoliko se magnetni �uks ϕ moºe eksplicitno izraziti kao funkcija koli£ine naelek-
trisanja, pri £emu se podrazumeva

ϕ1 = f (q1) ∧ ϕ2 = f (q1)⇒ ϕ1 = ϕ2,∀q1

ili drugim re£ima, ne mogu postojati dve razli£ite vrednosti magnetnog �uksa
koje odgovaraju jednoj vrednosti koli£ine naelektrisanja. U slu£aju memristora
kontrolisanog koli£inom naelektrisanja, konstitutivna relacija memristora g(ϕ, q)
= 0 moºe se zapisati kao ϕ = ϕ (q) .

Sli£no, memristor je kontrolisan magnetnim �uksom ukoliko se koli£ina naelek-
trisanja moºe izraziti kao funkcija koli£ine naelektrisanja i, u ovom slu£aju, kon-
stitutivna relacija memristora g(ϕ, q) = 0 moºe se izraziti u eksplicitnoj formi kao
q = q (ϕ) .

Veza izme�u napona na krajevima memristora i struje kroz memristor, za
memristor kontrolisan koli£inom naelektrisanja, dat je relacijom

v(t) = M (q(t)) i(t) (2.1)

gde je

M(q) =
dϕ(q)

dq
(2.2)

U slu£aju memristora kontrolisanog koli£inom naelektrisanja kod koga se kon-
stitutivna relacija moºe zapisati u obliku ϕ = ϕ (q), jedna£ina (2.1) dobijena je
diferenciranjem konstitutivne relacije po vremenu, £ime se dobija

dϕ

dt
=
dϕ (q)

dq

dq

dt

odakle direktno dobijamo zavisnost napona na memristoru od struje koja pro-
ti£e kroz memristor (2.1).

Sli£no, za memristor kontrolisan �uksom, vaºi da je

i(t) = W (ϕ(t))u(t) (2.3)

gde je

W (ϕ) =
dq(ϕ)

dϕ
. (2.4)
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Obzirom da M(q), kao ²to se vidi iz jedna£ine (2.1), ima dimenziju otpornosti,
Chua ju je nazvao memristansom, dok je W (ϕ) nazvan memduktansom usled
toga ²to ima dimenziju provodnosti. Iz formula (2.1) i (2.2), moºe se primetiti
da memristansa u bilo kom po£etnom trenutku t0 zavisi od vremenskog integrala
struje u granicama od t = −∞ do t = t0. Iako se u datom trenutku pona²a
kao otpornik, M(q) zavisi od £itavog istorijata struje memristora, usled £ega je
memristor i dobio svoj naziv. Isto vaºi i za memduktansu £ija vrednost u datom
trenutku zavisi od £itavog istorijata napona primenjenog na memristor.

Za a�nu zavisnost izme�u ϕ i q dobija se da je M(q) = R = const i u takvom
slu£aju se memristor pona²a kao linearan, vremenski nepromenjiv otpornik, te je
nepotrebno tretirati ga kao poseban element.

Ovde je vaºno skrenuti paºnju na jedan detalj. Iako jedna£ine (2.1) i (2.3)
de�ni²u zavisnost napona od struje memristora, odnosno struje od napona, respek-
tivno, dinami£ke karakteristike memristora ne mogu biti jednozna£no odre�ene
samo na osnovu njih. Ako se t0 usvoji kao po£etni trenutak, iz jedna£ine (2.3)
sledi da vrednost memduktanse W (ϕ (t)) u svakom trenutku t > t0 zavisi od
napona primenjenog na memristor tokom intervala vremena [t0, t]. Samim tim, za
dati talasni oblik naponske pobude, struja memristora nije jednozna£no odre�ena
jedna£inom (2.3), ve¢ je, u cilju odre�ivanja struje memristora, potrebno pozna-
vati i po£etnu vrednost magnetnog �uksa ϕ (t0). Uticaj talasnog oblika pobudnog
signala i po£etne vrednosti magnetnog �uksa na dinami£ku strujno-naponsku
karakteristiku memristora kontrolisanog �uksom, razmatran je u radu [CAG12].
U ovom radu je, kori²¢enjem modela memristora sa deo-po-deo linearnom (eng.
piecewise linear) konstitutivnom relacijom q = q (ϕ), izvr²ena klasi�kacija svih
mogu¢ih dinami£kih strujno-naponskih karakteristika pri prostoperiodi£noj napon-
skoj pobudi. Kako je pokazano u radu [CAG12], u slu£aju memristora kontrolisanog
�uksom sa datom konstitutivnom relacijom, dinami£ke karakteristike memristora
su u potpunosti odre�ene odnosom amplitude i u£estanosti pobudnog prostoperi-
odi£nog naponskog signala, i po£etnom vredno²¢u magnetnog �uksa.

Kako u trenutku objavljivanja rada [Chua71] memristor kao komponenta nije
postojao, a kako bi prakti£no utemeljio i demonstrirao svoj teorijski koncept, Chua
je u radu pokazao kako se proizvoljna konstitutivna relacija memristora φ = φ(ϕ)
moºe realizovati pomo¢u odgovaraju¢eg nelinearnog otpornika i takozvanog M-
R mutatora. U radu su date dve realizacije M-R mutatora kori²¢enjem aktivnih

Slika 2.1 � M-R mutator kori²ten u [Chua71] kao emulator memristora (preuzeto iz
[Chua71])
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Slika 2.2 � Implementacija M-R mutatora kori²¢enjem aktivnih komponenti (preuzeto
iz [Chua71])

komponenti. Simbol dvopristupne M-R mreºe/mutatora je dat na slici 2.1, za
koji vaºi da je talasni oblik napona na prvom pristupu proporcionalan izvodu
po vremenu talasnog oblika napona na drugom pristupu, dok je struja na prvom
pristupu proporcionalna negativnoj vrednosti izvoda struje na drugom pristupu:

v1 =
dv2

dt
(2.5)

i1 = −di2
dt

(2.6)

Ukoliko drugi pristup ovakvog M-R mutatora zatvorimo nelinearnim otporni-
kom, na £ijim su krajevima dozvoljene vrednosti napona i struje predstavljene
ure�enim parovima (v2, i2), tada ¢e prvi pristup mutatora "videti" drugi u termin-
ima (v1, i1) koji su proporcionalni izvodima napona i struje na drugom pristupu,
²to odgovara memristoru £ija bi (ϕ1, q1) karakteristika bila istog oblika kao ²to
je i (v2, i2) karakteristika nelinearnog otpornika. Realizacija M-R mutatora koji
zadovoljava relacije (2.5) i (2.6), prikazana je na slici 2.2 u formi mreºe sa dva
pristupa.

Postuliranom elementu, Chua-e je namenio simbol prikazan na slici 2.3 na ko-
joj se tako�e moºe videti i hipoteti£ka kriva koja opisuje odnos magnetnog �uksa
i koli£ine naelektrisanja (tj. ϕ − q kriva). Kori²¢enjem mutatora, memristor sa
proizvoljnom ϕ− q krivom moºe biti emuliran priklju£ivanjem adekvatnog nelin-
earnog otpornika na port 2 sa slike 2.2, ²to je Chua tako�e demonstrirao u radu
koriste¢i nelinearni otpornik sa proizvoljnom strujno-naponskom karakteristikom
na osnovu koje je generisao ϕ− q krivu gotovo identi£nog oblika. Da bi omogu¢io
pore�enje ϕ−q krive emuliranog memristora sa v−i krivom nelinearnog otpornika,
Chua je dizajnirao analogno tracer kolo koje na svojim izlazima generi²e signale
proporcionalne integralu struje, odnosno napona na portu 1 kola sa slike 2.2.

U radu [CA12], autori su predstavili trenutno najjednostavnije nelinearno pa-
sivno kolo realizovano sa diodama i pasivnim otpornikom, kalemom i kondenza-
torom, koje ispoljava dinami£ki memristivni efekat (slika 2.4). U odnosu na M-R
mutator prikazan u [Chua71], dvopristupna aktivna RLC mreºa sa operacionim
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poja£ava£ima i tranzistorima je zamenjena Grecovim spojem kao dvopristupnom,
nelinearnom, pasivnom, rezistivnom mreºom. Osim toga, jednopristupna mreºa sa
nelinearnim otpornikom, koja se priklju£uje na port 2 u slu£aju M-R mutatora,
u radu [CA12] je zamenjena linearnom jednopristupnom RC mreºom. Kao rezul-
tat, strujno-naponska karakteristika jednopristupne mreºe u [CA12], pri prosto-
periodi£noj naponskoj pobudi na ulazu, ima oblik �u²tinute histerezisne petlje�,
koja je jedan od osnovnih znakova prepoznavanja memristivnih komponenti.

Nakon eksperimentalnog uvoda i demonstacije kako se kori²¢enjem nelinearnog
elementa i aktivnih komponenti unutar M-R mutatora moºe emulirati pona²anje
memristora, Chua je u radu [Chua71] posvetio posebnu paºnju teorijskom opisu
postuliranog elementa, kao i analizi kola sa memristorima. Iako je u radu pokazano
kako se memristor sa proizvoljnom karakteristikom g(ϕ, q) = 0 moºe emulirati ko-
ri²¢enjem kola sa aktivnim elementima, Chua je de�nisao neophodan uslov za
fabrikaciju memristora kao nezavisne komponente, realizovane bez dodatnih ak-
tivnih komponenti i internog napajanja. Ovaj uslov se svodi na uslov pasivnosti
memristora i u radu je pokazano da je memristor pasivan ako je zadovoljeno da je
M(q) ≥ 0.

U radu [Chua71] je tako�e pokazano kori²¢enjem strujnog i naponskog Kirho-
fovog zakona, da se jednopristupna mreºa sastavljena od vi²e memristora moºe
predstaviti kao jedan ekvivalentan memristor (Closure Theorem), a dokazano je
i da za svako kolo, sa£injeno od memristora sa pozitivnim memristansama, pos-
toji jedno i samo jedno re²enje (Existence and Uniqueness Theorem). Za razliku
od ove dve teoreme, koje se odnose isklju£ivo na kola sa memristorima, teorema
koja de�ni²e red kompleksnosti (Order of Complexity Theorem) se odnosi na kola
koja osim memristora uklju£uju i kaleme, kondenzatore, otpornike ali i nezavisne
strujne i naponske izvore. Ova teorema odre�uje dimenziju sistema diferencijalnih
nelinearnih jedna£ina prvog reda koje opisuju dato kolo sastavljeno od fundamen-
talnih elemenata i nezavisnih strujnih i naponskih generatora. Dimenzija sistema
diferencijalnih jedna£ina ujedno odre�uje maksimalan broj nezavisnih po£etnih
uslova koji mogu biti proizvoljno izabrani za kolo od interesa.

Na kraju svog pionirskog rada posve¢enog, Chua je potvrdio i opravdao svoju
teoriju opisav²i memristor kori²¢enjem Maksvelovih jedna£ina, ali je pored toga
prikazao i ideje za potencijalnu prakti£nu primenu svoje postulirane komponente.

Slika 2.3 � Simbol memristora i hipoteti£ka kriva koja opisuje zavisnost q = q(ϕ)
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Slika 2.4 � Nelinearno pasivno kolo koje ispoljava memristivni efekat (preuzeto iz
[CA12])

2.2 Memristivni sistemi

U radu [CK76], autori su generalizovali ideje i rezultate iz [Chua71], de�ni-
sanjem klase nelinearnih dinami£kih sistema, koju su nazvali memristivni sistem.
De�nicija n-dimenzionog memristivnog sistema data je jedna£inama:

ẋ = f(x, u, t) (2.7)

y = g(x, u, t)u (2.8)

gde y i u predstavljaju izlaz i ulaz sistema, respektivno, dok x predstavlja n-
dimenzioni vektor promenljive stanja sistema, pri £emu se podrazumeva da jed-
na£ina stanja (2.7) ima jedinstveno re²enje za proizvoljno inicijalno stanje x0 ∈ Rn.
Na osnovu rezultata istraºivanja prikazanih u radu [CAG12], dinami£ke strujno-
naponske karakteristike memristivnog sistema su u potpunosti odre�ene po£etnom
vredno²¢u promenljive stanja x0, uz jedna£ine (2.7) i (2.8).

Ono ²to na prvi pogled razlikuje ovakav jedan dinami£ki sistem od ostalih, je
£injenica da je izlaz sistema y jednak proizvodu funkcije g i ulaza u, ²to za posledicu
ima £injenicu da je y jednak nuli uvek kada je ulaz u jednak nuli, nezavisno od
vrednosti promenljive stanja x u tom trenutku. Ova osobina memristivnih sistema
se manifestuje takozvanim Lissajous �gurama, odnosno, ve¢ pomenutim �u²tinutim
histerezisnim petljama�, koje uvek prolaze kroz koordinatni po£etak u y−u ravni.

Kada govorimo o strujom kontrolisanom memristivnom sistemu n-tog reda sa
jednim pristupom, izlaz y u jedna£ini (2.8) je napon v, dok je ulaz sistema u iz
(2.8) struja i. Jedna£ine koje opisuju ovaj sistem su

ẋ = f(x, i, t) (2.9)

v = R(x, i, t) i (2.10)

dok je za naponom kontrolisan memristivni sistem n-tog reda sa jednim pristupom:

ẋ = f(x, v, t) (2.11)

i = G(x, v, t) v (2.12)
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gde v i i predstavljaju napon i struju memristivnog sistema, respektivno. U slu£a-
jevima kad imamo vremenski nepromenljiv sistem, u kome R (odnosno G) dodatno
ne zavise od i (odnosno v) vaºi da je:

ẋ = f(x, i) (ẋ = f(x, v)) (2.13)

v = R(x)i (i = G(x)v) . (2.14)

Kako bi dodatno motivisali uvo�enje pojma memristivnih sistema, osim o£i-
gledne generalizacije memristora kao njihovog specijalnog slu£aja, autori u [CK76]
navode i nekoliko primera nepravilno klasi�kovanih elektri£nih komponenti, koje
bi trebale biti okarakterisane kao memristivni sistemi (na primer termistor). U
nastavku rada, autori su predstavili osobine memristivnih sistema:

1. Uop²tenje kriterijuma pasivnosti
Strujom kontrolisan, vremenski nezavisan memristivni sistem za koji vaºi da
je R(x, i) = 0 samo kada je i = 0, je pasivan ako i samo ako je ispunjeno
R(x, i) ≥ 0 za svaku vrednost i(t), t ≥ t0, pri £emu je t0 vremenski trenutak
za koji vaºi da je x(t0) stanje minimalne energije. Ovaj kriterijum zapravo
predstavlja uop²tenje kriterijuma pasivnosti memristora koji je Chua de�n-
isao u [Chua71].

2. Nemogu¢nost praºnjenja energije
Ukoliko je zadovoljen kriterijum pasivnosti, disipirana snaga na memris-
tivnom sistemu je uvek ne-negativna. Kako bi istakli zna£aj ovog tvr�enja,
autori su ovu osobinu nazvali osobinom nemogu¢nosti praºnjenja energije,
usled £injenice da se energija memristivnog sistema, nasuprot pasivnim RLC
jednopristupnim mreºama, ne moºe utro²iti vezivanjem memristivnog ele-
menta u paralelnu vezu sa optere¢enjem.

3. DC karakteristika
Vremenski nepromenljivi, strujom kontrolisani memristivni sistem ima istu
karakteristiku kao nelinearni otpornik ukoliko je ispunjeno da je x = X(I)
(gde I predstavlja jednosmerne vrednosti struje), dobijeno kao re²enje jed-
na£ine f(x, i) = 0, jedinstveno i globalno asimptotski stabilno. O£igledno,

Slika 2.5 � a) Lissajous �gura kao mogu¢a strujno-naponska karakteristika memris-
tivnog sistema; b) Lissajous �gura koja ne moºe biti strujno-naponska karakteristika
memristivnog sistema
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Slika 2.6 � Degeneracija Lissajous �gure sa porastom pobudne frekvencije

za x = X(I) za koji vaºi da je f(x, i) = 0, izvod promenljive stanja po vre-
menu ¢e biti jednak nuli, ²to rezultuje u promenljivoj stanja £ija se vrednost
ne menja u vremenu. Kao posledica ovoga, imamo da je V = R (X (I) , I),
I = V̂ (I) ²to je zapravo karakteristika nelinearnog otpornika. Autori tako�e
tvrde da je u praksi ova osobina zadovoljena £ak i za periodi£ni reºim niskih
frekvencija u kome je perioda oscilovanja znatno ve¢a od prelaznog perioda
odgovaraju¢eg tranzijentnog odziva. Upravo ova karakteristika je, po au-
torima, razlog za²to je veliki broj memristivnih sistema do tada bio okarak-
terisan kao nelinearni otpornik.

4. Lissajous �gure sa dvostrukim vrednostima
Strujom kontrolisani memristivni sistem pri prostoperiodi£noj strujnoj pobu-
di i(t) = I cos(ωt) uvek rezultuje pojavom Lissajous �gure u v−i koordinat-
nom sistemu, pri £emu svakoj vrednosti struje odgovaraju maksimalno dve
vrednosti napona. Na slici 2.5 su prikazane dve Lissajous �gure od kojih je
na slici 2.5 a) mogu¢a v− i karakteristika memristivnog elementa, dok �gura
sa slike 2.5 b) to nije, obzirom da postoji struja i0 za koju postoji vi²e od
dve vrednosti napona v (i0).

5. Simetri£ne Lissajous �gure
Kao nastavak prethodne osobine, autori navode da je za strujom kontrolisan
memristivni sistem, pri strujnoj pobudi i(t) = I cos(ωt), Lissajous �gura
otvorena (slika2.13) ukoliko vaºi da je R(x, i) = R(x,−i), a x(t) periodi£an
sa istom periodom kao i(t) za koju vaºi polu-talasna simetrija (x(t − T

2
) =

−x(t)). Ukoliko je, pak, zadovoljena i £etrvt-talasna simetrija, Lissajous
�gura ima oblik neparne funkcije.

6. Ograni£avanje linearne karakteristike
Vremenski nepromenljiv strujom kontrolisani memristivni sistem za koji vaºi
da je BIBS (bounded-input bounded-state) stabilan, pri prostoperiodi£noj
pobudi ¢e se degenerisati u linearan, vremenski nepromenljiv otpornik sa
beskona£nim pove¢anjem pobudne frekvencije. Ovo je izuzetno zna£ajna oso-
bina memristivnih sistema i prikazana je na slici 2.6.

7. Ekvivalentno kolo za reºim malih signala
U slu£aju vremenski nepromenljivog strujom kontrolisanog memristivnog sis-
tema koji je globalno asimptotski stabilan za bilo koju jednosmernu vrednost
struje, ekvivalentno kolo za reºim malih signala ima topologiju otporno-
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Slika 2.7 � Konstitutivna relacija memristora kori²¢enog u primeru (preuzeto iz
[Chua11])

kapacitivne mreºe.

8. Kriterijum lokalne pasivnosti
Ovaj kriterijum de�ni²e uslove pri kojima je vremenski nepromenljiv strujom
kontrolisan memristivni sistem lokalno pasivan u radnoj ta£ki I = IQ.

Nakon ²to su naveli ovih osam osobina memristivnih sistema, u nastavku rada
[CK76] autori su prikazali i kanoni£ki model memristivnog jednopristupnog sistema
za tri klase ulaznih signala:

� DC ili sporo-promenljivih AC signala;
� prosto-periodi£nih signala proizvoljne amplitude i frekvencije;
� prosto-periodi£nih signala proizvoljne amplitude i frekvencije superponiranih
sa jednosmernim DC signalom.

Kanoni£ki model memristivnog sistema u prostoru stanja prikazan u [CK76] bazi-
ran je na £etvorodimenzionom vektoru stanja sistema, sa jedna£inama stanja speci-
jalnog oblika, u kojima je mogu¢e menjati samo odre�ene parametre. Iako je model
relativno kompleksan, prilago�avanje modela ºeljenom memristivnom sistemu koji
se modeluje podrazumeva odre�ivanje dva nepoznata parametra, α i M , i skupa
nelinearnih funkcija £ija kardinalnost zavisi odM . U radu [CK76] su autori tako�e
predstavili i algoritam za odre�ivanje nepoznatih parametara i skupa nelinearnih
funkcija na osnovu kojih ¢e u potpunosti biti de�nisan model konkretnog memris-
tivnog sistema sa jednim pristupom.

2.3 Idealan memristor kao strujom kontrolisan mem-

ristivni sistem prvog reda

U radu [Chua11] je prikazan ilustrativan primer, baziran na takozvanom ide-
alnom memristoru. U ovom primeru su analiti£ki izvedene jedna£ine i prikazane
karakteristike idealnog memristora kao jednodimenzionalnog strujom kontrolisanog
memristivnog sistema. Za idealan memristor, kori²¢en u primeru, vaºi da je

v = R(q)i (2.15)
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R(q) =
dϕ(q)

dq
(2.16)

dq

dt
= i. (2.17)

Pore�enjem jedna£ina (2.15), (2.16) i (2.17) sa jedna£inama (2.9) i (2.10), moºe
se primetiti da je idealan memristor zapravo jednodimenzioni, strujom kontrolisan
memristivni sistem, kod koga je promenljiva stanja koli£ina naelektrisanja q(t),
memristansa dobijena diferenciranjem �uksa ϕ po koli£ini naelektrisanja q, a za-
visnost promenljive stanja od protekle struje de�nisana sa i (t) = dq(t)

dt
. Dakle,

idealan memristor je specijalni slu£aj strujom kontrolisanog memristivnog sistema
za koji vaºi da je

x = q,

R(x, i, t) = R(q),

f(x, i, t) = i.

Najpre postmatramo strujom kontrolisan idealan memristor sa ϕ− q konstitu-
tivnom relacijom prikazanom na slici 2.7. Ova konstitutivna relacija u analiti£kom
obliku glasi

ϕ = q +
1

3
q3. (2.18)

U primeru ¢e se, za po£etak, smatrati da je prostoperiodi£na strujna pobuda mem-
ristora oblika

i(t) =

{
Asin(ωt), t ≥ 0

0, t < 0
(2.19)

£iji je talasni oblik prikazan je na slici 2.8. Talasni oblik pobude je izuzetno zna£a-
jan za odziv kola i kasnije ¢e biti pokazano kako promena faze prostoperiodi£ne
pobude rezultuje promenom odgovaraju¢e Lissajous �gure. U ovom primeru ¢e,
bez gubitka na op²tosti, biti usvojene vrednosti amplitude i u£estanosti prostope-
riodi£ne pobude A = 1 i ω = 1. Za datu strujnu pobudu, najpre ¢e se odrediti
koli£ina proteklog naelektrisanja kroz memristor, na osnovu nje ¢e biti odre�en
magnetni �uks i na kraju, na osnovu magnetnog �uksa, napon na memristoru.
U ovoj analizi, smatra¢e se da je po£etna vrednost koli£ine naelektrisanja q0 =

Slika 2.8 � Strujna pobuda i odgovaraju¢a koli£ina naelektrisanja (preuzeto iz [Chua11])
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Slika 2.9 � Napon i �uks memristora (preuzeto iz [Chua11])

q(0) = 0. Tada je analiti£ki izraz za koli£inu naelektrisanja, pri usvojenom talas-
nom obliku pobudne struje memristora:

q(t) =

tˆ

0

Asin(ωτ)dτ =
A

ω
[1− cos(ωt)] , t ≥ 0. (2.20)

Talasni oblik izra£unate koli£ine naelektrisanja je prikazan na istom gra�ku sa
strujnom pobudom memristora na slici 2.8. Zamenom jedna£ine (2.20) u jedna£inu
(2.18) za magnetni �uks dobijamo:

ϕ(t) =
A

ω
(1− cos ωt)

[
1 +

1

3

(
A2

ω2

)
(1− cos ωt)2

]
. (2.21)

Napon na memristoru dobijamo diferenciranjem magnetnog �uksa po vremenu

v(t) = A

[
1 +

A2

ω2
(1− cos ωt)2

]
sin ωt. (2.22)

Lissajous �gura odre�ena me�uzavisno²¢u izra£unatog talasnog oblika napona
(2.22) i datog talasnog oblika struje memristora (2.19), formira u²tinutu his-
terezisnu petlju, prikazanu na slici 2.10. Ovaj histerezis nastaje usled £injenice

Slika 2.10 � Lissajous �gura strujno-naponske karakteristike memristora (preuzeto iz
[Chua11])
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Slika 2.11 � Zavisnost memristanse od promenljive stanja memristivnog sistema
(preuzeto iz [Chua11])

da se maksimalne vrednosti napona na memristoru ne de²avaju istovremeno kada
i maksimalne vrednosti struje ²to se moºe primetiti sa slika 2.8 i 2.9. Sa druge
strane, samopresecanje histerezisa u koordinatnom po£etku je posledica istovre-
menog prolaska struje i napona kroz nulu, u skladu sa jedna£inama (2.19) i (2.22).
Ovo je, tako�e, u skladu sa ulazno-izlaznom jedna£inom memristivnog sistema
u kojoj se izlazni signal (u ovom slu£aju napon) dobija mnoºenjem ulaznog sig-
nala (struje) sa memristansom memristora. Kako bi pokazali da histerezisna petlja
uvek prolazi kroz koordinatni po£etak v − i koordinatnog sistema, memristansa
memristora se dobija diferenciranjem magnetnog �uksa po koli£ini naelektrisanja:

R(q) =
dϕ(q)

dq
= 1 + q2. (2.23)

Zamenom jedna£ine (2.20) u (2.23) dobijamo

R (q(t)) = 1 +

[
A2

ω2
(1− cos ωt)

]2

. (2.24)

Iz jedna£ine (2.23) kao i sa slike 2.11 moºe se videti da je R (q) > 0 a zamenom
jedna£ina (2.24) i (2.19) u jedna£inu v = R (q) i dobija se isti rezultat za napon
memristora kao i u jedna£ini (2.22). Obzirom da R(q) ima kona£nu vrednost za
svako kona£no q, sledi da je v(t) = 0 uvek kada je i(t) = 0. Izra£unata promena

Slika 2.12 � Zavisnost memristanse od struje i talasni oblik memristanse (preuzeto iz
[Chua11])
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Slika 2.13 � Degenerisana Lissajous �gura pri pobudi i(t) = cos ωt (preuzeto iz
[Chua11])

vrednosti memristanse u vremenu je prikazana na slici 2.12, a na istoj slici je
prikazana i zavisnost memristanse od struje memristora gde se moºe videti da ova
zavisnost tako�e ima oblik histerezisne petlje koja nije u²tinuta u koordinatnom
po£etku, obzirom na £injenicu da je memristansa uvek pozitivna.

Ono ²to se tako�e moºe primetiti posmatraju¢i talasne oblike struje, napona,
�uksa i koli£ine naelektrisanja, je da prve dve veli£ine uzimaju i negativne vred-
nosti, dok su druge dve stalno ve¢e od ili jednake nuli. Ovo vodi do zaklju£ka da je
jedino deo krive iz prvog kvadranta konstitutivne relacije u ϕ− q ravni �pose¢en�
kao posledica promena ulazne struje.

Jedna od osnovnih karakteristika memristora, ujedno i ²esta karakteristika
memristivnih sistema opisanih u prethodnom poglavlju, moºe se lako zapaziti
u ovom primeru. Osim konstitutivne relacije memristora koja daje zavisnost ϕ
od q i iz nje direktno odre�ene memristanse R(q), svi talasni oblici prikazani na
dijagramima su zavisni od amplitude i frekvencije pobudne struje, A i ω. Ova
zavisnost se kod koli£ine naelektrisanja i magnetnog �uksa ogleda u tome da obe
veli£ine teºe nuli sa pove¢anjem u£estanosti pobude. Koli£ina naelektrisanja, kao
integral struje, teºi nuli usled toga ²to povr²ina ispod talasnog oblika pozitivne

Slika 2.14 � Degenerisana Lissajous �gura za memristor sa konstitutivnom relacijom
ϕ (q) = 1

3q
3 i strujnu pobudu i(t) = cos (t) (preuzeto iz [Chua11])
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poluperiode pobudne struje teºi nuli sa pove¢anjem u£estanosti. Sa druge strane,
u skladu sa konstitutivnom relacijom memristora (2.18), i magnetni �uks tada
teºi nuli. Kao posledica, memristansa R (q (t)) teºi ka vrednosti R (0) = 1Ω kada
u£estanost teºi ka beskona£nosti. Do istog zaklju£ka se moglo do¢i i posmatranjem
jedna£ine (2.22), koja se za ω → ∞ svodi na v(t) = Asinωt, ²to je isti talasni
oblik kao u slu£aju struje memristora, i (t).

Me�utim, ono ²to u radu [Chua11] nije nagla²eno, a ²to su autori rada [CAG12]
detaljno razmatrali u svom istraºivanju, je £injenica da na dinami£ke strujno-
naponske karakteristike memristivnog sistema, osim amplitude i frekvencije pobud-
nog signala, su²tinski uti£e i po£etna vrednost promenljive stanja sistema. U
slu£aju idealnog memristora koji razmatramo u ovom poglavlju, po£etna vred-
nost promenljive stanja sistema je q0 = q (0) = 0. Ukoliko je q (0) 6= 0, jedna£ina
(2.20) dobija oblik

q(t) = q (0) +

tˆ

0

Asin(ωτ)dτ = q (0) +
A

ω
[1− cos(ωt)] , t ≥ 0. (2.25)

Posmatraju¢i jedna£ine (2.25), (2.21) i (2.22) o£igledno je da ¢e promena
po£etne vrednosti koli£ine naelektrisanja, uticati na promenu talasnog oblika napo-
na. Rezultat ovoga bi bila Lissajous �gura druga£ijeg oblika u odnosu na �guru
prikazanu na slici 2.10, £ak i za nepromenjene vrednosti amplitude i u£estanosti
pobudnog signala.

Osim ²to zavisi od amplitude i u£estanosti pobudnog signala, kao i po£etne
vrednosti promenljive stanja, oblik Lissajous �gure zavisi i od talasnog oblika
pobude. Da bi se ilustrovao uticaj pobude na karakteristiku u v − i koordinat-
nom sistemu, posmatra¢emo idealan memristor sa istom konstitutivnom relacijom
ϕ = q+ 1

3
q3, i promenjenu strujnu pobudu i(t) = cos ωt, pri kojoj se karakteristika

u²tinutog histerezisa degeneri²e u neparnu funkciju prikazanu na slici 2.13. Sli£no,
za strujnu pobudu oblika i(t) = cos ωt, ali za drugi memristor sa konstitutivnom
relacijom ϕ = 1

3
q3, Lissajous �gura dodiruje ta£ke na i - osi, kao ²to je prikazano

na slici 2.14. Za memristor sa ovakvom konstitutivnom relacijom, vrednost mem-
ristanse za q = 0 je R(0) = 0. Obzirom na £injenicu da memristansa R(q) = q2

ne moºe biti negativna, karakteristika u v − i ravni ne prelazi u drugi ili £etvrti
kvadrant, ²to se tako�e prime¢uje na slici 2.14.

Kao posledica zavisnosti oblika histerezisne petlje od amplitude, u£estanosti i
talasnog oblika pobudnog signala, kao i po£etne vrednosti koli£ine naelektrisanja,
histerezisne petlje ne treba koristiti kao modele memristora i memristivnih sistema.
Iako su u²tinute histerezisne petlje pouzdana indikacija da se radi o memristivnom
elementu, one same po sebi nisu dovoljne jer je nemogu¢e predvideti talasni ob-
lik napona na memristivnom elementu v(t) bez poznavanja talasnog oblika struje
kroz njega, i(t), i obrnuto. Dakle, jedino konstitutivna relacija ϕ = ϕ(q) i zavis-
nost memristanse od koli£ine naelektrisanja (u radu [Chua11] autori ovu zavisnost
nazivaju memristance vs state map) mogu da se koriste kao modeli memristivnog
elementa, dok je u²tinuta histerezisna petlja samo njegov manifest (eng. �nger-
print).

Sa gra�ka koji prikazuje zavisnost memristanse od koli£ine naelektrisanja (slika
2.11), moºe se primetiti da memristansa uzima vrednosti u opsegu [1,∞). Za
proizvoljnu po£etnu vrednost koli£ine naelektrisanja q0, sa ovog gra�ka se moºe
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odrediti i potrebna promena koli£ine naelektrisanja ∆q, koja ¢e rezultovati prome-
nom memristanse sa R0 = R (q0) na proizvoljnu vrednost R1. Kona£no, na osnovu
∆q moºe se odrediti trajanje impulsa ∆t struje amplitude Im, tako da bude zado-
voljeno da je ∆q = Im∆t. Na ovaj na£in je, u praksi, mogu¢e odrediti trajanje
strujnog impulsa sa proizvoljnom konstantnom amplitudom, koje ¢e dovesti do
ºeljene promene memristanse memristora.

Postavljanjem memristanse na ºeljenu vrednost i uklanjanjem napajanja, vred-
nost memristanse se ne¢e menjati veoma dugo (teoretski beskona£no dugo vre-
mena). Isto se de²ava £ak i u slu£aju da se krajevi memristora kratko spoje. Ovo
je rezultat £injenice da se koli£ina naelektrisanja, samim tim i memristansa, ne¢e
menjati ako se memristivni element postavi u stabilno stanje u kome je v = 0 i
i = 0. Stabilno stanje se postiºe ili isklju£ivanjem napajanja (i = 0), ili kratko-
spajanjem krajeva memristora (v = 0). Zahvaljuju¢i ovome, memristivni elementi
se mogu koristiti u memorijskim kolima koja ne gube sadrºaj (eng. non-volatile
memory).

Ako se posmatra memristansa memristora (odnosno memristivnog sistema), za
nju tako�e vaºi Omov zakon v = Ri, sa jednom zna£ajnom razlikom: R u ovom
slu£aju nije konstantna vrednost, ve¢ zavisi od dinami£ke promenljive stanja (u
slu£aju idealnog memristora to je q). Kao posledica, idealan memristor je de�nisan
pomo¢u Omovog zakona zavisnog od promenljive stanja x = q, sa:

v = R(x)i, (2.26)

jedna£ine promenljive stanja memristora

dx

dt
= i (2.27)

i po£etne vrednosti promenljive stanja x0 = q(0).
Jo² jedan izuzetno interesantan detalj se moºe primetiti na primeru memris-

tora iz [Chua11], a on se odnosi na povezanost memristanse u reºimu malih sig-
nala i takozvane tetivne memristanse (eng. chord memristance). Tetivna memris-
tansa predstavlja odnos v(tk)

i(tk)
za svaku ta£ku sa Lissajous �gure memristivnog ele-

menta, odnosno ona predstavlja koe�cijent pravca prave povu£ene kroz proizvoljnu
ta£ku Lissajous �gure i koordinatni po£etak. Leon Chua u [Chua11] navodi da je
u svakom trenutku tk, tetivna memristansa jednaka odgovaraju¢oj memristansi
malih signala u koordinatnom sistemu ϕ− q u ta£ki q(tk) pose¢enoj u trenutku tk.
Drugim re£ima, nagib prave povu£ene kroz ta£ke (0, 0) i (v (tk) , i (tk)) na Lissajous
�guri u proizvoljnom trenutku tk, jednak je nagibu tangente na ϕ−q krivoj u odgo-
varaju¢oj ta£ki (ϕ (tk) , q (tk)). Me�utim, za razliku od memristanse malih signala
koja ne zavisi od oblika strujne (ili naponske) pobude jer ona predstavlja koe�ci-
jent pravca tangente na ϕ−q krivu u datoj ta£ki, tetivna memristansa je direktno
zavisna od Lissajous �gure, a samim tim i od talasnog oblika strujne (ili naponske)
pobude kojom je ta Lissajous �gura generisana. Za jednom ustanovljenu strujnu
(ili naponsku) pobudu, mogu¢e je iscrtati odgovaraju¢u Lissajous �guru, sa koje se
mogu odrediti gornja i donja granica tetivne memristanse. Sa druge strane, ove dve
grani£ne vrednosti tetivne memristanse, odredi¢e i minimalnu i maksimalnu mem-
ristansu memristivnog elementa izloºenog takvoj pobudi. Tokom prve poluperiode
periodi£ne pobude na ulazu, tetivna memristansa menja vrednost od najmanje
do najve¢e vrednosti u prvom kvadrantu v − i ravni. U primeru sa pobudnom
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Slika 2.15 � Konstitutivna relacija memristora pogodnog za implementaciju binarne
memorije (preuzeto iz [Chua11])

strujom i(t) = sin ωt, dve grani£ne tetivne memristanse su 1Ω i 5Ω. Na sli£an
na£in, u drugoj poluperiodi ulazne pobude, tetivna memristansa menja vrednosti
od maksimalne do minimalne dok se iscrtava Lissajous �gura u tre¢em kvadrantu.
Vaºno je, me�utim, primetiti, da bi se pri druga£ijoj pobudi, menjale i grani£ne
tetivne memristanse.

Sa aspekta tematike ove disertacije, posebno je interesantno da je Chua je u
radu [Chua11] prikazao memristivni element koji bi bio idealan za realizaciju binar-
nih memorijskih ¢elija. Takav memristivni element bi trebao da ima dve diskretne
vrednosti memristanse, koje bi trebale biti ²to razli£itije jedna od druge. Konstitu-
tivna relacija u ϕ−q koordinatnom sistemu izgledala bi kao na slici 2.15, a opisana
je jedna£inom

ϕ = R0q +
1

2
(R1 −R0) [|q +B| − |q −B|] (2.28)

gde R1 predstavlja nagib karakteristike na delu q ∈ [−B,B] sa slike 2.15, dok R0

predstavlja nagib spolja²nja dva dela. Memristansa je u ovom slu£aju odre�ena
diferenciranjem jedna£ine (2.28) po koli£ini naelektrisanja, £ime se dobija

R(q) = R0 +
1

2
(R1 −R0) [sgn (q +B)− sgn (q −B)] (2.29)

gde je

sgn x =

{
1, x ≥ 0

−1, x < 0.
(2.30)

Zavisnost memristanse od promenljive stanja prikazana je na slici 2.16, za vred-
nosti parametara R0 = 6000Ω i R1 = 2500Ω. Ukoliko se na ulaz memristora sa

Slika 2.16 � Zavisnost memristanse od promenljive stanja (preuzeto iz [Chua11])
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Slika 2.17 � U²tinuta histerezisna petlja idealne memristivne binarne memorijske ¢elije
(preuzeto iz [Chua11])

ϕ − q konstututivnom relacijom (2.28) dovede prostoperiodi£na strujna pobuda
amplitude A = 2Bω, u tom slu£aju imamo

q(t) =

{
2B (1− cos ωt) , t ≥ 0

0, t < 0.
(2.31)

Podrazumevaju¢i da je u trenutku t = 0 po£etna vrednost koli£ine naelek-
trisanja q = 0, nakon prve poluperiode, u trenutku t1 = π

ω
, q ¢e dosti¢i vrednost

4B u skladu sa jedna£inom (2.31). Koli£ina naelektrisanja po£inje da raste od
vrednosti 0 u skladu sa nagibom dela deo-po-deo linearne karakteristike oko ko-
ordinatnog po£etka na gra�ku prikazanom na slici 2.15. Vrednost memristanse
je u tom periodu konstantna i iznosi R1. Nakon ²to q(t) dostigne vrednost B,
memristansa se trenutno menja na vrednost R0 ²to se manifestuje skokom na u²ti-
nutoj histerezisnoj petlji prikazanoj na slici 2.17. Nakon skoka, struja i napon na
gra�ku nastavljaju da rastu do trenutka π

2ω
(prva £etvrtina periode dok ulazna

struja raste). Od tog trenutka, struja i napon na gra�ku 2.17 po£inju da opadaju
po putanji sa ve¢im nagibom koji odgovara memristansi R0, dok q(t) nastavlja da
raste do vrednosti 4B, jer je struja memristora i dalje pozitivna, te ne moºe do¢i
do smanjenja q(t). U trenutku t1 = π

ω
, q dostiºe maksimalnu vrednost 4B, dok

se radna ta£ka na Lissajous �guri sa slike 2.17 vra¢a u koordinatni po£etak. Od
tog momenta q(t) po£inje da se smanjuje, struja i napon su negativni ali se radna
ta£ka na 2.17 i dalje kre¢e po pravoj sa ve¢im nagibom, sve dok q(t) ne padne do
vrednosti B, kada se de²ava skokovita promena memristanse sa vrednosti R0 na
R1. Nakon toga, po delu histerezisne petlje sa manjim nagibom se radna ta£ka u
v− i ravni vra¢a u koordinatni po£etak, dok se q(t) vra¢a na 0 u trenutku t2 = 2π

ω
.

2.4 Fabrikacija prvog memristora

Nakon ²to je 2008. godine fabrikovan prvi memristor, objavljeni su brojni
nau£ni radovi o fabrikaciji memristora i memristivnih elemenata zasnovanih na
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Slika 2.18 � Struktura HP memristora i uticaj spolja²njeg elektri£nog polja na domen
sa redukovanim kiseonikom (preuzeto iz [Tetz14])

drugim �zi£kim principima, razli£itim tehnologijama fabrikacije ili kori²¢enim funk-
cionalnim materijalima [SBJCDML10, LCGZCLK11, KCLKASAE11, SLMX11,
GHTR12, GHHDSRHG09, PMT10a, PMT10b]. U knjizi [Tetz14] je detaljno opisan
proces fabrikacije prvog memristora: od prvobitne ideje do dobijanja funkcionalnog
memristora. Kako je detaljno opisano u prvom poglavlju (How We Found A Miss-
ing Memristor) knjige [Tetz14], osnovna motivacija istraºiva£kog tima iz kom-
panije Hewlett-Packard, na po£etku njihovog istraºivanja 1995. godine, bila je
potreba da se prona�e alternativno re²enje problema fabrikacije digitalnih elek-
tronskih kola nakon trenutka prestanka vaºenja Murovog zakona. Murov zakon
predvi�a da se broj tranzistora u sastavu integrisanog kola, udvostru£ava, u prose-
ku, svake dve godine. Iako je do danas elektronska industrija prili£no uspe²no
pratila ovaj trend, evidentno je da ¢e konstantnim smanjivanjem dimenzija tranzis-
tora, u skladu sa Murovim zakonom, do¢i do situacije u kojoj ¢e dimenzije tranzis-
tora biti smanjene do dimenzija atoma silicijuma, kada pove¢anje gustine pako-
vanja vi²e ne¢e biti mogu¢e.

Jedan od potencijalnih pravaca istraºivanja u HP-u je bio razvoj novih elektron-
skih komponenti u okvirima nanoelektronike. podrazumevao je domen nanoelektro-
nike i nanoelektronskih komponenti. Kako bi elektronske komponente nanometar-
skih dimenzija u budu¢nosti uspe²no zamenile dana²nje tranzistore, neophodno
je da po performansama budu uporedive sa kolima baziranim na tranzistorima
fabrikovanim u komplementarnoj metal-oksid-poluprovodnik (CMOS) tehnologiji.
Nakon detaljne analize razli£itih nano-struktura, istraºiva£ki tim iz HP laboratorije
je odlu£io da usmeri svoja istraºivanja ka pobolj²anju karakteristika re²etkastih
struktura, £ije su karakteristike u to vreme bile obe¢avaju¢e. Re²etkaste strukture
su se sastojale od ukr²tenih nano-ºica, pri £emu se na svakom mestu ukr²tanja veza
nalazio mali prekida£. Potencijal ove matri£ne strukture ogledao se u £injenici da
ona, bez ikakvih modi�kacija, predstavlja memoriju, jer svaki prekida£ u dvo-
dimenzionom nizu moºe da bude u uklju£enom ili isklju£enom stanju. Re²etkasta
struktura je omogu¢avala izuzetno veliku gustinu pakovanja obzirom da se radi o
nano-strukturi izuzetno malih dimenzija (pogotovo u pore�enju sa standardnim
memorijskim kolima u tom periodu). Na kraju, re²etkaste strukture su bile imune
na defekte, jer su se jednostavnim ponovnim rutiranjem mogli eliminisati defektni
delovi strukture.

Prekida£i koji bi se koristili u okviru pobolj²anih re²etkastih struktura, neophod-
no treba da imaju dva stanja, pri £emu bi se promena stanja vr²ila primenom
adekvatnih naponskih impulsa na odgovaraju¢e nano-ºice. �itanje stanja preki-
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da£a bi se vr²ilo kori²¢enjem kratkotrajnih naponskih impulsa male amplitude.
Izazov u fabrikaciji prekida£a u tom periodu, zapravo je bio napraviti kvalite-
tan prekida£, sa dovoljno velikim odnosom otpornosti u isklju£enom i uklju£enom
stanju. Primera radi, kada se tranzistori koriste u ove svrhe, taj odnos je prib-
liºno 10000 : 1, ²to zna£i da je otpornost tranzistora, posmatrana od drejna do
sorsa, u isklju£enom stanju 10000 puta ve¢a u odnosu na otpornost tranzistora
u uklju£enom stanju. U slu£aju nano-prekida£a fabrikovanih u tom periodu taj
odnos je u najboljem slu£aju i²ao do 3 : 1, ²to je znatno manje. Istraºiva£i iz HP
laboratorije su zaklju£ili da bi bilo, u tu svrhu, neophodno ostvariti odnos mak-
simalne i minimalne otpornosti barem 1000 : 1, ²to bi rezultovalo prihvatljivim
prekida£kim karakteristikama u re²etkastim strukturama.

Vo�eni tom idejom, HP istraºiva£i su poku²ali da u svom dizajnu prekida£a iza-
zovu efekat koji je prisutan kod instrumenata baziranih na skeniraju¢oj tunelovanoj
mikroskopiji (STM), kod koje se malim promenama dimenzija drasti£no menja ot-
pornost materijala. Prvobitni dizajn se sastojao od dve elektrode od platine, jednog
sloja izuzetno provodnog platina-dioksida, na koji je stavljen tanak (debljine di-
menzija molekula) monolitski sloj koji je zami²ljen kao prekida£ki sloj. Povrh njega
je stavljen sloj titanijuma kao �lepak� do gornje platinaste elektrode. Rezultati su
u po£etku bili razo£aravaju¢i: generisanje pozitivnih i negativnih napona na elek-
trodama, nikako nije rezultovalo prekida£kim efektom. Nakon mnogo poku²aja i
²est godina istraºivanja, dobijena su dva �stanja� prekida£a, koja su se u pogledu
otpornosti zna£ajno razlikovala, obzirom da je odnos visoke i niske otpornosti bio
ve¢i od 1000 : 1. Ipak, nepredvidivost ogleda i nemogu¢nost ponovljivosti rezultata
i dalje su predstavljali ozbiljan problem, sve dok istraºiva£i koji su radili na ovom
projektu, nisu uo£ili da strujno naponska karakteristika fabrikovanog prekida£a
podse¢a na u²tinutu histerezisnu petlju opisanu od strane Leona Chua-e u radu
objavljenom nekih 30-tak godina ranije [Chua71]. Shvatili su da se njihov element
pona²a kao memristor, ali i dalje nisu mogli da odgonetnu za²to i kako, sve dok
dve godine kasnije nisu uspeli da rastave svoju �sendvi£� strukturu.

Rastavljena slojevita struktura nije imala iste osobine kao i polazna. Umesto
sloja platina-dioksida, na²li su sloj platine, dok je sloj titanijuma oksidirao kroz
monolitski sloj. Monolitski sloj nije pretrpeo bilo kakve strukturalne niti funkcio-
nalne promene. Detaljnijom analizom ustanovljeno je da se sloj TiO2 zapravo
sastojao od sloja £istog TiO2 (bliºe monolitskom sloju) i sloja osiroma²enog TiO2

sa redukovanim kiseonikom, koji je zbog toga ozna£en kao TiO2−x. Ovaj TiO2−x
se pona²ao kao donor elektrona, samim tim kao sloj sa pozitivnim naelektrisan-
jem, prikazan na slici 2.18. Tim istraºiva£a iz HP-a vr²io je ispitivanja o£ekuju¢i
da ¢e dovo�enjem pozitivnog napona prekida£ dovesti u stanje visoke otpornosti,
a dovo�enjem negativnog napona u stanje niske. Ono ²to se zapravo de²avalo,
bilo je sasvim suprotno od te pretpostavke. Egzoti£an monolitski sloj izme�u pla-
tine i titanijuma nije zapravo imao nikakvu ulogu u promeni stanja prekida£a,
²to su dokazali kasnije kada su ga uklonili bez ikakvog uticaja na funkcionisanje
kola. Njegova uloga se sastojala u tome da reguli²e dotok kiseonika od platina-
dioksida do titanijuma kako bi se u titanijumu formirali relativno uniformni slo-
jevi TiO2 i TiO2−x. Klju£ prekida£kog efekta bila je ova slojevita TiO2 − TiO2−x
struktura, u kojoj se TiO2 pona²a kao izolator, dok je TiO2−x izuzetno provo-
dan. Dovo�enjem pozitivnog napona izme�u elektroda, pozitivno naelektrisanje
iz provodnog sloja prodiralo je u neprovodni sloj i prakti£no ga £inilo provodnim.
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Ovo bi se de²avalo sve dok ceo prostor izme�u elektroda nije bio popunjen provod-
nim TiO2−x slojem (slika 2.18). Sli£no, dovo�enjem negativnog napona, pozitivna
naelektrisanja su privla£ena ka gornjoj elektrodi i na taj na£in, provodan sloj je
zapravo i²£ezavao sve dok ceo prostor izme�u elektroda nije bio ispunjen neprovod-
nim TiO2 (prikazano na slici 2.18). Me�utim, u naknadno objavljenim radovima
([MVCHHLRPK13, WA07, WDSS09, KJH11]), izve²teno je o druga£ijem meha-
nizmu nastanka memristivnog efekta: pod uticajem spolja primenjenog elektri£nog
polja i usled kretanja pozitivnih jona u sloju redukovanog oksida, uspostavljaju se
i i²¢ezavaju takozvani �lamenti, izuzetno provodni kanali nanometarskih dimenzija
(u radu [MCWHJLGRK12] je pokazano kako je pre£nik �lamenata u opsegu od
nekoliko nanometara do nekoliko desetina nanometara). Nastankom �lamenta, za
elektrone se formira provodan put izme�u spolja²njih elektroda, a usled njegovog
izuzetno uskog pre£nika, elektroni taj put prelaze balisti£ki, gotovo bez karakter-
isti£nog nepravolinijskog kretanja elektrona na nano-skali. Kao rezultat, nastaja-
njem (nestajanjem) �lamenata, u zavisnosti od spolja²njeg primenjenog napona,
provodnost materijala se pove¢ava (smanjuje) u celobrojnim umno²cima kvanta
provodnosti G0 (u radu [MVCHHLRPK13] je pokazano kako se provodnost menja
u koracima 0.5G0, u slu£aju speci�£nog materijala).

Otpornost prekida£a, odnosno memristansa obzirom da je element ve¢ tada
poistove¢en sa memristorom, nije menjala svoju vrednost £ak ni nakon ²to bi se
uklonio pobudni napon ili nakon ²to se primenjivao napon male amplitude sa ciljem
o£itavanja trenutnog stanja memristora. Pozitivna naelektrisanja nisu menjala svoj
poloºaj na globalnom nivou, ve¢ su zadrºavala svoje prethodno stanje u zavisnosti
od istorije prethodno primenjivanog napona. Ovo je bila kona£na potvrda da je
fabrikovan element zapravo memristor.

Jedan od razloga za²to je, nakon objavljivanja rada [Chua71] u kome je Chua
postavio teorijske temelje memristora, bilo potrebno vi²e od 30 godina da bi se
on fabrikovao, svakako je taj ²to su istraºiva£i sprovodili previ²e usmerena istraºi-
vanja poku²avaju¢i da izazovu memristivni efekat promenama magnetnog �uksa
ili koli£ine naelektrisanja. Time su prevideli £injenicu da je Chua koristio sloºen
matemati£ki model da opi²e svoju teorijsku komponentu, te da se memristivni
efekat kod komponente moºda moºe izazvati na neki drugi na£in, a da opet sis-
tem jedna£ina postavljen od strane Chua-e bude zadovoljen. Nakon fabrikacije
HP memristora, pokazano je da memristivni efekat kod njega nastaje kao posled-
ica speci�£ne nelinearne strujno-naponske me�uzavisnosti, koju je mogu¢e iskazati
u okvirima matemati£kog modela predstavljenog u [Chua71, CK76], obzirom da
je magnetni �uks integral napona a koli£ina naelektrisanja struje.

Osim ovog problema, na fabrikaciju memristora se £ekalo veoma dugo i zbog
dimenzija kola, kako je saop²teno u [Tetz14]. U slu£aju mikrometarskih dimen-
zija kola, memristivne karakteristike su znatno teºe uo£ljive, dok je za kompo-
nente milimetarskih dimenzija tako ne²to prakti£no nemogu¢e. Na nanometarskoj
skali, memristivni efekti postaju mnogo lak²e uo£ljivi. U narednom poglavlju bi¢e
prikazan model HP memristora na osnovu kojeg ¢e se videti da je memristivni
efekat £ak 106 puta ve¢i kod nano-elektronskih komponenti u pore�enju sa kom-
ponentama fabrikovanim u mikrometarskim dimenzijama.
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2.5 Modeli HP memristora

U radu [SSSW08] objavljenom 2008. godine autori su izvestili o fabrikaciji
prvog memristora, istovremeno daju¢i i njegov matemati£ki model. Osim toga,
istakli su i zna£aj grani£nih uslova koji nisu bili razmatrani u Chua-inom modelu
memristora, obzirom na £injenicu da grani£ni uslovi postaju zna£ajni tek kada
se govori o konkretnom, fabrikovanom, ure�aju. Kroz primere su pokazali kako
se promenom grani£nih uslova u modelu mogu dobiti razli£iti rezultati u pogledu
pona²anja komponente i talasnih oblika struja i napona. Kao ²to je ve¢ ranije
opisano, HP memristor se sastoji od tankog �lma poluprovodnika obloºenog me-
talnim kontaktima, debljine D (slika 2.19). Film poluprovodnika se sastoji od dva
sloja titanijum-dioksida razli£ite otpornosti, tako da se moºe modelovati kao dva
redno vezana otpornika. Ova dva sloja razli£ite otpornosti su rezultat postojanja
dopiranog sloja sa pove¢anom koncentracijom pozitivnih jona, koji ima malu ot-
pornost ozna£enu sa RON , i drugog sloja sa velikom otporno²¢u, ROFF (slika 2.20).
Debljina dopiranog sloja je ozna£ena sa w. Primenom spolja²njeg napona v(t) na
ovakvu komponentu, dolazi do drifta dopanata na jednu ili drugu stranu u zavis-
nosti od polariteta dovedenog napona, ²to pomera barijeru izme�u dva sloja. Ako
se usvoji linear ion drift model sa srednjom pokretljivo²¢u jona µV , dobijamo da
je

v(t) =

(
RON

w(t)

D
+ROFF

1− w(t)

D

)
i(t) (2.32)

dw(t)

dt
= µV

RON

D
i(t). (2.33)

Jedna£ina (2.33) je izvedena pod pretpostavkom da je brzina dopanata (a samim
tim i brzina pomeranja barijere) jednaka proizvodu pokretljivosti dopanata i spolja
primenjenog elektri£nog polja. Elektri£no polje je, za male dimenzije sloja D, jed-
nako naponu na oblasti dopanata podeljenom sa debljinom sloja tankog �lma. Iz
jedna£ine (2.33) sledi da je

w(t) = µV
RON

D
q(t). (2.34)

Kori²¢enjem jedna£ine (2.34) u jedna£ini (2.32) dobija se da je memristansa ovakvog
modela

M(q) = ROFF

(
1− µVRON

D2
q(t)

)
. (2.35)

Iz poslednje jedna£ine vidi se da deo zavisan od q(t) zapravo daje najve¢i do-
prinos memristansi, tako ²to raste porastom pokretljivosti dopanata i smanjenjem

Slika 2.19 � �irina dopiranog sloja kod HP memristora kao promenljiva stanja (preuzeto
iz [SSSW08])
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Slika 2.20 � Linearan model HP memristora sa serijskom vezom otpornika

debljine poluprovodnog tankog �lma D. Za proizvoljan materijal, ovaj £lan je 106

puta ve¢i u domenu nanometarskih, u pore�enju sa mikrometarskim tehnologi-
jama.

O£igledno je da memristivni element opisan jedna£inama (2.32) i (2.34) odgo-
vara teorijski opisanom memristoru u [Chua71]. Imaju¢i u vidu karakteristike ele-
menta opisanog jedna£inama (2.32) i (2.34), svaka pobuda (strujna ili naponska)
rezultova¢e u u²tinutoj histerezisnoj petlji kao na slici 2.21 a). Sa prikazane u²ti-
nute petlje se prime¢uje da se ona degeneri²e u pravu liniju sa pove¢anjem frekven-
cije pobude, ba² kao ²to je predvideo Chua u svojim radovima o memristorima i
memristivnim sistemima. Na slici 2.21 b) se moºe primetiti oblik �gure dobijene
asimetri£nom pobudom (tri pozitivne periode za kojima slede tri negativne). Sa
gra�ka se moºe videti redosled kojim se iscrtavaju krive u v − i koordinatnom
sistemu za ovakvu pobudu: polupetlja 1 u prvom kvadrantu za malo w(t), za-
tim polupetlje 2 i 3 za koju w(t) dostiºe maksimalnu vrednost, a onda iste takve
polupetlje u tre¢em kvadrantu obrnutim redosledom 4, 5 i 6.

Jedna£ina (2.34) vaºi samo za promenljivu stanja w u granicama [0, D]. Me�u-
tim, na£in na koji se modeluju ovi grani£ni uslovi zna£ajno uti£e na dinami£ke
karakteristike kola. Na primer, jedan od pristupa podrazumeva da kada jednom
dosegne grani£nu vrednost, promenljiva stanja w ostaje u tom poloºaju sve dok
se ne promeni polaritet pobudnog napona. U tom slu£aju Lissajous �gure mogu
imati razli£ite oblike u zavisnosti od promene amplitude i/ili frekvencije pobudnog
signala. Na slici 2.22 a) grani£ni uslov w

D
= 1 je dostignut u trenuku kada je

pobudni napon opadao, tj. na delu gde tangenta na talasni oblik napona ima
negativan koe�cijent pravca. Kao rezultat, odgovaraju¢i deo Lissajous �gure iz-
gleda kao da ima negativnu dinami£ku otpornost jer smanjenjem napona dolazi do
porasta struje. Naravno, ne treba zaboraviti £injenicu da je ovo samo dinami£ki
odziv i da ovakva dinami£ka negativna otpornost nema nikakve veze sa stati£kom
negativnom otporno²¢u kod nekih nelinearnih ne-memristivnih elemenata (npr.
tunel dioda). Kao potpora ovoj tvrdnji, na slici 2.22 b) se vidi sasvim druga£ija
Lissajous �gura nastala dovo�enjem naponske pobude dvostruko ve¢e amplitude
nego u slu£aju prikazanom na slici 2.22 a). Kao posledica ve¢e amplitude, grani£ni
uslov w

D
= 1 je dostignut ranije, zbog £ega na Lissajous �guri ne postoji deo

krive koji bi se okarakterisao negativnom dinami£kom otporno²¢u. Za ovakav na£in
modelovanja je vaºno ista¢i da ne postoji prag napona pri kome ¢e se memris-
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Slika 2.21 � Lissajous �gura dobijena kori²¢enjem linear ion drift modela HP mem-
ristora sa: a) prostoperiodi£nom; b) akumulativnom periodi£nom pobudom (preuzeto iz
[SSSW08])

tansa promeniti sa ROFF na RON : proizvoljan pozitivan napon v+, doveden na
memristor dove²¢e promenljivu stanja do grani£ne vrednosti D nakon vremena
4t ≈ ROFFD

2/ (2µvv+RON). Nakon toga, vrednost promenljive stanja w ostaje
nepromenjena sve dok se ne promeni polaritet napona na ulazu. Kada se to desi,
memristansa se vrlo brzo (gotovo trenutno ukoliko je RON � ROFF ) vra¢a na
vrednost ROFF . Usled toga je Lissajous �gura asimetri£na u odnosu na koordi-
natni po£etak i samo u prvom kvadrantu v− i ravni se moºe primetiti histerezisna
karakteristika, dok je u tre¢em kvadrantu ona deformisana usled velike memris-
tanse koja je u domenu negativnog napona prisutna.

Analiziraju¢i linear ion drift model HP memristora, moºe se zaklju£iti da on
nije potpuno adekvatan kada govorimo o elementima nanometarskih dimenzija
gde £ak i mali naponi mogu dovesti do pojave velikog elektri£nog polja, koje
moºe rezultovati u nelinearnom driftu dopanata. Osim toga, u radu [KFKW13]
je analizirano pet matemati£kih modela memristora poznatih iz literature, kao
i £etiri prozorske funkcije kori²¢ene u linear ion drift modelu u svrhu ograni£a-
vanja promenljive stanja na isterval [0, D]. To ograni£enje se ostvaruje mnoºe-
njem jedna£ine linearne zavisnosti izvoda promenljive stanja od struje memristora
prozorskom funkcijom. Osim osnovne pravougaone prozorske funkcije, mogu¢e je
koristiti i prozorsku funkciju opisanu u [JW09] sa ciljem da se ograni£i brzina
promene promenljive stanja njenim pribliºavanjem svojim �zi£kim granicama. Vre-
menski odziv i strujno-naponska karakteristika sa slike 2.22 c) dobijeni su kori²¢e-
njem modela memristora u kome se desna strana jedna£ine (2.33) mnoºi pro-
zorskom funkcijom w(D−w)

D2 . Ovakav model je specijalan slu£aj modela prikazanog
u radu [JW09]. Sa slike 2.22 c) se prime¢uje kako se promenljiva stanja sporije
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a) b) c)

Slika 2.22 � a) i b) Lissajous �gure generisane razli£itim amplitudama pobudnog sig-
nala; c) Lissajous �gura dobijena kori²¢enjem modela memristora sa prozorskom funkci-
jom (preuzeto iz [SSSW08]). Napomena: na slikama a), b) i c) crvenom bojom su
prikazani talasni oblici promenljive stanja, dok su plavom bojom prikazani talasni oblici
napona na memristoru

menja nakon ²to se pribliºi svojim grani£nim vrednostima (D odnosno 0). Pro-
mena memristanse sa RON na ROFF (i obrnuto), kod ovakvog modela se de²ava
kao posledica ve¢e koli£ine proteklog naelekrisanja (tj. ve¢e amplitude primenjenog
napona). Takav model je mnogo realniji od linear ion drift modela bez prozorske
funkcije, a rezultuje gotovo binarnom promenom stanja, usled toga ²to memris-
tor moºe mnogo duºe vremena da zadrºi svoju memristansu, pod uslovom da se
amplituda dovedenog napona drºi ispod kriti£ne vrednosti. Posmatranjem 2.22 c)
prime¢uje se i deo Lissajous �gure u tre¢em kvadrantu obzirom da ¢e w ostati blizu
D £ak i za negativne napone usled prozorske funkcije koja modeluje nelinearnost
drifta. Nakon dovoljnog vremena pod uticajem negativnog napona, memristansa
¢e se vratiti na ROFF i to je trenutak kada se de²ava promena stanja u tre¢em
kvadrantu v − i ravni.

Ipak, modelovanje grani£nih uslova prozorskom funkcijom predstavljenom u
radu [JW09], pokazuje nedostatak u situacijama kada promenljiva stanja memris-
tora dostigne svoje grani£ne vrednosti (0 ili D), nakon £ega vi²e ne moºe menjati
svoju vrednost. Model, koji uzima u obzir ovaj detalj prikazan je u radu [BBB09]
gde je predstavljena prozorska funkcija zavisna od smera struje koja proti£e kroz
element. Na ovaj na£in je omogu¢eno da promenljiva stanja, nakon dostizanja
svoje grani£ne vrednosti (0 ili D), moºe iz nje i da iza�e kao posledica promene
smera struje kroz komponentu. Neznatno unapre�eni model prikazan je u radu
[PPPT11], gde je samo dodat multiplikativni faktor u prozorsku funkciju, £ime
je omogu¢eno pode²avanje nivoa propu²tanja prozorske funkcije, koji moºe da se
postavi na vrednost manju ili ve¢u od jedan.

Svi prethodno opisani modeli koriste prozorske funkcije da bi preko njih mode-
lovali grani£ne procese i uslove. Ipak, oni zapravo ne uzimaju u obzir nelinearan
drift jona, po²to je u njima i dalje prisutna linearna zavisnost izvoda promenljive
stanja od struje memristora. Obzirom na £injenicu da su eksperimenti pokazali da
fabrikovani memristori imaju izuzetno nelinearne v−i karakteristike [YPLOSW08,
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SW09], nelinearna v − i zavisnost je neophodna za realizaciju kvalitetnog mo-
dela memristora. U radu [LL10a] je prikazan model baziran na eksperimentalnim
rezultatima iz [YPLOSW08], koji ima asimetri£ne prekida£ke karakteristike. U
ovom modelu, u jedna£ini stanja postoji nelinearna zavisnost od napona memris-
tora. Osim toga, izvod promenljive stanja u jedna£ini stanja je jednak proizvodu
funkcije zavisne od promenljive stanja i funkcije zavisne od napona. Unapre�eni
model, sa kompleksnijom jedna£inom stanja, prikazan je od strane istih autora u
radu [LPLL11].

Kod nelinearnog modela memristora prikazanog u radu [PSBYSSW09], za
razliku od dva serijski povezana otpornika koji modeluju otpornost oksida i re-
dukovanog oksida u klasi£nom linear ion drift modelu, kori²¢ena je serijska veza
otpornika i otpornosti koja modeluje barijeru tunelovanja elektrona, prvobitno
prikazanu u radu [Simm04]. Ovaj model manifestuje nelinearna prekida£ka svoj-
stva zahvaljuju¢i eksponencijalnoj zavisnosti u jedna£ini stanja. Simonsov electron
tunnel barrier model, svojim jedna£inama verodostojno opisuje i asimetri£no po-
na²anje realnih memristivnih komponenti kod kojih je �uklju£ivanje� memristora
zna£ajno brºe od �isklju£ivanja�, usled £injenice da su pri negativnom naponu na
memristoru i struja difuzije i struja drifta jona istog smera, ²to nije zadovoljeno za
pozitivne napone na memristoru. Simonsov electron tunnel barrier model memris-
tora u sebi uklju£uje dva strujna praga, u odnosu na koje je promena promenljive
stanja zanemarljiva pri strujama van opsega de�nisanog ovim pragovima. Zbog
toga, ovom modelu nije potrebna dodatna prozorska funkcija koja ¢e ograni£avati
opseg prihvatljive vrednosti promenljive stanja.

Nelinearan model predstavljen u [KFKW13] predstavlja upro²¢enje modela iz
[PSBYSSW09], ali ujedno predstavlja i generalizaciju modela obzirom na £injenicu
da adekvatnim pode²avanjem parametara model postaje prikladan za proizvoljne
memristivne komponente (u radu je prikazano kako se TEAM model, odabirom
odgovaraju¢ih parametara, podudara sa linear ion drift modelom). Problem sa
modelom prikazanim u [PSBYSSW09] leºi u £injenici da je on, iako izuzetno kom-
pleksan, prikladan samo za modelovanje odre�ene klase memristivnih elemenata.
Osim toga, kompleksan SPICE Simmons electron tunnel barrier model predstav-
ljen u radu [AP11] je tako�e veoma nee�kasan sa stanovi²ta izra£unavanja i simu-
lacije, ²to zahteva model sa manje kompleksnim jedna£inama, koji je opet dovoljno
verodostojan i kompletan. Predloºeno pobolj²anje modela prikazano u [KFKW13]
ogleda se u tome da je dvostruka eksponencijalna zavisnost u jedna£ini stanja
zamenjena polinomijalnom nakon razvoja u Tejlorov red i zanemarivanjem vi²ih
£lanova. Osim toga, zanemarena je promena promenljive stanja za vrednosti ispod
odre�enog praga prede�nisanog modelom. Simulacioni TEAM model je napravljen
po uzoru na predloºeni makromodel prikazan u [SKK10], a njegova jednostavnost
zna£ajno pove¢ava e�kasnost procesa simulacije, dok je gre²ka, nastala kao posled-
ica upro²¢avanja modela, veoma mala (∼ 0.2%) u pore�enju sa referentnim Sim-
mons electron tunnel barrier modelom.

2.6 Mem-kapacitivni sistemi i mem-kondenzator

U radu [DVPC09], autori su po uzoru na de�niciju memristivnih sistema de�ni-
sali mem-kapacitivne i mem-induktivne sisteme. Po de�niciji, naponom kontrolisan
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mem-kapacitivni sistem n-tog reda je sistem opisan jedna£inama

q(t) = C(x, vC , t)vC(t) (2.36)

ẋ = f(x, vC , t) (2.37)

gde je q(t) koli£ina naelektrisanja sistema, vC(t) napon primenjen na sistem, a
C(x, vC , t) mem-kapacitivnost (skra¢eno od kapacitivnost sa memorijom) koja za-
visi od stanja sistema. Sli£no, naelektrisanjem kontrolisan mem-kapacitivni sistem
n-tog reda je sistem opisan jedna£inama

vC(t) = C−1(x, q, t)q(t) (2.38)

ẋ = f(x, q, t) (2.39)

gde je C−1 inverzna mem-kapacitivnost.
Podklasa mem-kapacitivnih sistema je naponom kontrolisan mem-kondenzator,

kod koga mem-kapacitivnost zavisi od integrala napona:

q(t) = C

 tˆ

t0

vC(τ)dτ

 · vC(t). (2.40)

Sli£no, naelektrisanjem kontrolisan mem-kondenzator je komponenta kod koje
je inverzna mem-kapacitivnost funkcija integrala koli£ine naelektrisanja:

VC(t) = C−1

 tˆ

t0

q(τ)dτ

 q(t). (2.41)

Sli£no kao i u slu£aju memristora, posmatraju¢i jedna£inu (2.36) moºemo zak-
lju£iti da je q(t) jednako 0 uvek kada je vC(t) jednako 0. Me�utim, za razliku od
memristora, ovaj podatak ne implicira da je koli£ina naelektrisanja q(t) jednaka
0 uvek kada je struja koja proti£e kroz komponentu i = 0, ²to zna£i da mem-
kondenzator moºe da skladi²ti energiju.

Dinami£ki efekat prisutan kod mem-kondenzatora je sli£an kao u slu£aju mem-
ristora. Naime, kao ²to memristor menja memristansu u zavisnosti od prethodnih
vrednosti struje koja proti£e kroz njega, mem-kondenzator menja svoju mem-
kapacitivnost u zavisnosti od prethodnih vrednosti napona (za naponom kon-
trolisan mem-kondenzator) prisutnih na njegovim krajevima. U radu [DVPC09]
autori navode dva uzroka promene mem-kapacitivnosti. Prvi uzrok promene mem-
kapacitivnosti moºe biti promena geometrijske strukture sistema (na primer, pro-
mena poloºaja obloga kondenzatora tokom vremena). Drugi uzrok promene mem-
kapacitivnosti su odre�eni kvantni efekti koji se ispoljavaju kako kod nosilaca
naelektrisanja, tako i kod vezanih naelektrisanja dielektrika kondenzatora. Kao
posledica ovih kvantnih efekata, pod uticajem spolja²njeg napona moºe do¢i do
promene elektri£ne permeabilnosti εr, a samim tim i mem-kapacitivnosti mem-
kondenzatora. Autori u [DVPC09] tako�e navode i da promena mem-kapacitivnosti
moºe da nastane kao posledica oba gore navedena uzroka istovremeno.

Energija koju �daje� pasivni mem-kondenzator bez akumulisane energije, ne
moºe ni u jednom trenutku biti ve¢a od energije koja je prethodno �primljena�,

42



2.6. MEM-KAPACITIVNI SISTEMI I MEM-KONDENZATOR

²to se moºe zapisati na slede¢i na£in:

EC(t) =

tˆ

t0

vC(τ)i(τ)dτ ≥ 0 (2.42)

pod pretpostavkom da u trenutku t = t0 nema akumulisane energije unutar mem-
kondenzatora. Jo² stroºiji uslov u pogledu pasivnosti vaºi sa mem-kapacitivne
sisteme kod kojih postoje disipativni procesi (npr. grejanje) i kod njih se u nejed-
na£ini (2.42) znak ≥ zamenjuje sa >.

Za prostoperiodi£nu naponsku pobudu na mem-kondenzatoru, kriva u q − vC
ravni je histerezis koji prolazi kroz koordinatni po£etak sli£no kao u slu£aju Lis-
sajous �gura kod memristora. Dakle, ukoliko se govori o naponom kontrolisanom
mem-kondenzatoru, mogu postojati maksimalno dve vrednosti q(t) za svaku datu
vrednost vC(t), odnosno maksimalno dve vrednosti vC(t) za svaku datu vrednost
q(t) kod naelektrisanjem kontrolisanog mem-kondenzatora. Osim toga, kriva je,
kako tvrde autori u [DVPC09], asimetri£na u odnosu na koordinatni po£etak uko-
liko je zadovoljeno da je C(x, vC , t) = C(x,−vC , t) i f(x, vC , t) = f(x,−vC , t).
Tako�e, autori skre¢u paºnju da postoje slu£ajevi u kojima je u odre�enim vre-
menskim trenucima zadovoljeno da su i koli£ina naelektrisanja i mem-kapacitivnost
jednaki 0, odakle proisti£e da u tim trenucima napon vC ne mora biti jednak nuli.
Kao rezultat, u takvim slu£ajevima, q−vC kriva ne mora prolaziti kroz koordinatni
po£etak.

Sli£no kao u slu£aju memristivnih sistema, mem-kapacitivni sistem se pona²a
kao linearni kondenzator pove¢anjem frekvencije do ∞. U slu£aju nulte frekven-
cije (u DC reºimu) mem-kapacitivni sistem se pona²a kao vremenski-promenljiv
nelinearni kondenzator.

U radu [YLCI13] autori su prikazali realizaciju emulatora mem-kondenzatora
kori²¢enjem analognih kola. U radu je najpre prikazana realizacija emulatora mem-
ristivnog elementa kori²¢enjem analognih elemenata i kola (operacionih poja£ava£a,
otpornika, kondenzatora i mnoºa£a). Nakon toga, porede¢i konstitutivne relacije
memristivnih i mem-kapacitivnih sistema, prezentovan je emulator mem-kapaci-
tivnosti kori²¢enjem memristivnog elementa i analognih poja£ava£kih kola. Emula-
tor je testiran prostoperiodi£nim pobudnim naponskim signalom ²to je rezultovalo
u²tinutom histerezisnom petljom u q − vC ravni. Autori u [YLCI13] su tako�e
demonstrirali upotrebu emuliranog mem-kondenzatora na primeru R mem-C pro-
pusnika opsega u£estanosti.

Mem-kondenzator realizovan kori²¢enjem standardnog kondenzatora sa do-
datnim metalnim slojevima izme�u obloga kondenzatora, predstavljen je u radu
[MDVP09]. Ovakav sistem pokazuje mem-kapacitivne osobine zahvaljuju¢i mogu¢-
nosti tunelovanja naelektrisanja izme�u internih slojeva strukture, dok su tunelo-
vanja konstrukcijom kola zabranjena izme�u obloga kondenzatora i internih metal-
nih slojeva. Efekat nastaje usled superponiranja elektri£nog polja internih konden-
zatorskih struktura sa elektri£nim poljem kondenzatora, ²to kao rezultat moºe dati
beskona£nu vrednost kapacitivnosti ili £ak negativnu kapacitivnost u slu£aju kada
polarizacija internih kapacitivnosti generi²e elektri£no polje suprotnog znaka i ve¢e
amplitude u odnosu na elektri£no polje obloga kondenzatora. Autori su pokazali da
jedna£ine koje opisuju njihov sistem odgovaraju u potpunosti jedna£inama karak-
teristi£nim za mem-kapacitivne sisteme. Na primeru strukture sa 2 i 4 interna sloja,

43



GLAVA 2. DVOKRAJNI I VI�EKRAJNI MEM-ELEMENTI I MEM-SISTEMI

demonstrirali su karakteristike mem-kapacitivnog sistema. O£ekivano, rezultati su
pokazali da q − vC kriva ne mora da prolazi kroz koordinatni po£etak jer je zbog
internog elekri£nog polja mogu¢e imati vC = 0 u situacijama kada je q 6= 0 i,
obrnuto, q = 0 kada vC 6= 0. Simulacije prikazane u radu rezultuju histerezisnom
petljom koja nije �u²tinuta�. Za ovaj fenomen, autori nisu imali adekvatno obja²-
njenje. Sa druge strane, kao ²to su autori i predvideli, mem-kapacitivnost njihove
strukture dostiºe vrednosti +∞, odnosno −∞ za male vrednosti vC . Osim toga,
autori su pokazali da je njihov sistem disipativnog karaktera, ²to oni obja²nja-
vaju £injenicom da prilikom tunelovanja naelektrisanja dolazi do zagrevanja. Na
kraju, demonstrirali su simulacijama da se histerezisna kriva u q − vC koordi-
natnom prostoru degeneri²e u pravu sa pove¢anjem frekvencije, ²to zna£i da se
njihov mem-kondenzator pona²a kao linearan vremenski nepromenljiv kondenza-
tor na visokim frekvencijama (f → ∞). Autori su u radu prikazali i mehanizam
o£itavanja stanja mem-kondenzatora. Evidentna razlika u odnosu na o£itavanje
stanja kod memristivnih elementata se ogleda u tome da kratkotrajni impulsi
male amplitude nisu adekvatni jer oni ne omogu¢avaju zna£ajniju preraspodelu
naelektrisanja na unutra²njim strukturama. Sa druge strane, impuls ve¢e ampli-
tude i duºeg trajanja, ¢e svakako promeniti stanje sistema, ali, kako autori navode,
nakon o£itavanja stanja sistema, ono se moºe ponovo promeniti na svoju inicijalnu
vrednost. Ideja o£itavanja trenutne vrednosti mem-kapacitivnosti se svodi na to da
se meri koli£ina naelektrisanja koja protekne dok se napon na mem-kondenzatoru
ne izjedna£i sa spolja dovedenim naponom. Ipak, mem-kapacitivnost izmerena na
ovaj na£in, zavisi od stanja mem-kapacitivnog sistema kao i od naponske pobude:
merenje kapacitivnosti ¢e dati razli£ite rezultate za dva razli£ita po£etna stanja
mem-kondenzatora, sli£no kao ²to ¢e rezultati biti druga£iji i u slu£aju merenja
razli£itim naponskim impulsima (razli£it polaritet, na primer). Autori su u radu
[MDVP09] tako�e prikazali ekvivalentan model mem-kondenzatora koji se moºe
koristiti u simulacijama. Model se sastoji od redne veze kondenzatora i paralelno
vezanih nelinearnih otpornika koji odgovaraju svakoj pojedina£noj internoj kon-
denzatorskoj strukturi (nastaloj dodavanjem internih metalnih me�uslojeva). U
radu je pokazano da se predloºeni model u potpunosti moºe opisati prethodno izve-
denim jedna£inama mem-kondenzatora baziranog na tunelovanju nosilaca, £ime je
potvr�ena validnost modela.

2.7 Mem-induktivni sistemi i mem-kalem

Mem-induktivni sistemi su predstavljeni u radu [DVPC09]. Sli£nost izme�u
mem-induktivnih i mem-kapacitivnih sistema je o£igledna, uz zna£ajnu razliku
da se kod mem-induktivnih sistema u jedna£ini koja povezuje ulaz i izlaz, daje
zavisnost magnetnog �uksa od struje memristora (ili obratno), nasuprot mem-
kondenzatoru kod koga je tom jedna£inom de�nisana zavisnost koli£ine naelek-
trisanja od napona na elementu (ili obratno). Veza izme�u magnetnog �uksa φ (t)
i napona vL (t) na jednopristupnom mem-induktivnom sistemu je data sa

φ(t) =

tˆ

−∞

vL(τ)dτ. (2.43)
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Tada, strujom kontrolisani mem-induktivni sistem n-tog reda je opisan jed-
na£inama

φ(t) = L(x, I, t)I(t) (2.44)

ẋ = f(x, I, t) (2.45)

gde se L(x, I, t) naziva mem-induktansa. Na sli£an na£in, �uksom kontrolisani
mem-induktivni sistem n-tog reda je opisan sa:

I(t) = L−1(x, φ, t)φ(t) (2.46)

ẋ = f(x, φ, t) (2.47)

pri £emu se L−1 naziva inverzna mem-induktansa. Specijalna podklasa sistema
de�nisanog jedna£inama (2.46) i (2.47), je strujom kontrolisan mem-kalem n-tog
reda za koji vaºi

φ(t) = L

 tˆ

t0

I(τ)dτ

 · I(t), (2.48)

odnosno �uksom kontrolisani mem-kalem n-tog reda:

I(t) = L−1

 tˆ

t0

φ(τ)dτ

 · φ(t). (2.49)

Ako posmatramo strujom kontrolisani mem-kalem, iz jedna£ine (2.44) sledi da je

vL =
dφ(t)

dt
= L

dI(t)

dt
+ I

dL

dt
. (2.50)

Drugi sabirak sa desne strane u jedna£ini (2.50) predstavlja doprinos promeni
napona na mem-kalemu usled vremenski promenljive mem-induktivnosti. Sli£no
kao kod strujom kontrolisanog memristora (naponom kontrolisanog mem-konden-
zatora), kod koga se memristansa (mem-kapacitivnost) menja u zavisnosti od
struje (napona) na elementu respektivno, kod strujom kontrolisanog mem-kalema
se mem-induktivnost menja u skladu sa prethodnim vrednostima struje koja je
protekla kroz njega.

Energija koja se skladi²ti u mem-kalemu moºe se koriste¢i jedna£inu (2.50)
izra£unati kao

EL(t) =

tˆ

t0

VL(τ)I(τ)dτ =

tˆ

t0

[
L
dI(τ)

dτ
+ I

dL(τ)

dτ

]
I(τ)dτ. (2.51)

O£igledno, u situaciji kada imamo konstantnu, vremenski nepromenljivu mem-
induktansu L, gornji integral se svodi na dobro poznat integral £ijim re²enjem se
dobija da je energija skladi²tena u mem-kalemu jednaka energiji skladi²tenoj u
kalemu

EL =
1

2
LI2. (2.52)
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Energija u jedna£ini (2.52) se naj£e²¢e interpretira kao energija magnetskog
polja generisanog strujom koja proti£e kroz element. Sli£no kao u slu£aju pasivnosti
mem-kapacitivnih sistema, za mem-induktivni sistem koji se u trenutku t = t0
nalazi u stanju minimalne energije, vaºi da je EL(t) ≥ 0, za svako t > t0.

U situacijama kada je sistem pobu�en prostoperiodi£nom pobudom, o£ekivana
putanja φ − I krive prolazi kroz koordinatni po£etak i svakoj vrednosti struje
odgovaraju maksimalno dve vrednosti �uksa za strujom kontrolisani mem-kalem,
odnosno svakoj vrednost �uksa maksimalno dve vrednosti struje za �uksom kon-
trolisani mem-kalem.

Sli£no kao i kod mem-kondenzatora, ova petlja je asimetri£na u odnosu na ko-
ordinatni po£etak ukoliko je zadovoljeno da je L(x, I, t) = L(x,−I, t) i f(x, I, t) =
f(x,−I, t) za strujom kontrolisani mem-kalem. Tako�e, za mem-induktivne sis-
teme je mogu¢a situacija u kojoj su u odre�enom trenutku mem-induktansa i �uks
jednaki nula, ²to rezultuje u kona£noj (ne-nultoj) vrednosti struje u tom trenutku.
Kao posledica toga, mogu¢e je da φ − I histerezisna kriva ne prolazi kroz koor-
dinatni po£etak usled prostoperiodi£ne pobude. Na niskim frekvencijama, mem-
kalem se pona²a kao nelinearni kalem, dok se na visokim frekvencijama (f →∞)
pona²a kao linearan kalem. Ovo je posledica £injenice da magnetna permeabilnost,
a samim tim ni mem-induktansa, ne moºe da prati brze promene struje pri visokim
frekvencijama, ²to svakako nije slu£aj za niºe frekvencije.

Sli£no kao za memristore i mem-kondenzatore, u jednostavnom modelu mem-
kalema koji moºe da se koristi u simulacijama, mem-induktivnost se pove¢ava
do odre�ene gornje granice prilikom proticanja struje kroz mem-kalem u jednom
smeru, a smanjuje se do donje granice pri proticanju struje u suprotnom smeru.

2.8 Vi²ekrajni memristivni elementi

U radu [Mou10], autor je po ugledu na jedna£ine koje opisuju pona²anje mem-
ristivnih sistema (2.7) i (2.8), de�nisao naponom kontrolisani mem-tranzistor n-tog
reda:

dw

dt
= f(w, vg, vd) (2.53)

ig = g(w, vg, vd) (2.54)

id = h(w, vg, vd) (2.55)

pri £emu su vg i vd ulazni naponi, ig i id izlazne struje, w n-dimenzioni vektor
dinami£ke promenljive stanja sistema, funkcija f n-dimenziona neprekidna vektor
funkcija, a g i h neprekidne skalarne funkcije.

Osnovna razlika mem-tranzistora i memristivnog sistema leºi u £injenici da jed-
na£ine koje opisuju mem-tranzistor ne zahtevaju da kriva zavisnosti izlaznog od
ulaznog signala prolazi kroz koordinatni po£etak, dok je u slu£aju memristivnog
sistema opisanog u [CK76] izlazni signal uvek jednak nuli kada je ulazni signal jed-
nak nuli. Ovaj generalizovani pristup, kako tvrde autori, omogu¢ava modelovanje
aktivnih komponenti koje osim poja£ava£kih svojstava imaju i mogu¢nost £uvanja
podataka.

Na sli£an na£in, strujom kontrolisani mem-tranzistor n-tog reda je opisan jed-
na£inama
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dw

dt
= f(w, ig, id) (2.56)

vg = g(w, ig, id) (2.57)

vd = h(w, ig, id) (2.58)

pri £emu su, dualno prethodnom slu£aju, struje ulazne veli£ine, a naponi izlazne.
Tako�e autor u radu [Mou10] de�ni²e i takozvane hibridne naponom i strujom
kontrolisane mem-tranzistore kao:

dw

dt
= f(w, vg, ig) (2.59)

vd = g(w, vg, ig) (2.60)

id = h(w, vg, ig). (2.61)

Model mem-tranzistora za reºim malih signala prikazan u [Mou10], je dobijen
linearizacijom kao rezultat razvoja u red jedna£ina (2.53), (2.54) i (2.55), sa usvo-
jenim �ksnim, jednosmernim, vremenski nepromenljivim naponom vd. Laplasovom
transformacijom dobijenog modela dobija se transkonduktansa mem-tranzistora,
za koju su autori pokazali da je kompleksna veli£ina zavisna od frekvencije, koja se
na visokim u£estanostima svodi na transkonduktansu konvencionalnog tranzistora.
Autori su tako�e postavili i uslov za stabilnost DC radne ta£ke mem-tranzistora,
nakon £ega su pokazali da se odre�ene savremene komponente mogu modelovati
njihovim modelom mem-tranzistora. Prvi element za koji je pokazano da zapravo
spada u klasu mem-tranzistora je ure�aj sa elektronski kontrolisanom promenljivom
otporno²¢u kori²¢en za simulaciju neurona, a prikazan u radu [Wid60]. Tako�e,
isto vaºi i za tranzistor sa plutaju¢im gejtom [DHMM96] koji mimikuje sinapse u
aplikacijama adaptivnog u£enja, poseduju¢i mogu¢nost istovremenog £itanja i upi-
sivanja podataka zahvaljuju¢i injekciji i tunelovanju elektrona. Na kraju, tranzistor
kori²¢en za simulaciju sinapsi, a opisan u [LZLSWC10] tako�e spada u klasu kom-
ponenti koje se mogu modelovati kao mem-tranzistor de�nisan u [Mou10]. Ovaj
sinapti£ki tranzistor, kako ga nazivaju autori, sastoji se od vi²e slojeva hibrid-
nih materijala integrisanih u gejt konvencionalnog silicijumskog tranzistora, a u
radu je pokazana funkcionalnost ovakvog hibridnog tranzistora i njena analogija
sa funkcionalno²¢u sinapsi. Rezultati prikazani u radu [LZLSWC10] pokazuju da
predstavljeni hibridni tranzistor zamenjuje sloºena elektronska kola mnogo ve¢ih
dimenzija, ²to omogu¢ava vi²estruko pove¢anje gustine pakovanja. Zahvaljuju¢i
tome, autori rada [LZLSWC10] isti£u kako njihov sinapti£ki tranzistor omogu¢ava
kreiranje modela ljudskog mozga prihvatljivih �zi£kih dimenzija, koji se sastoji od
∼ 1014 sinapsi.

U radu [SDML12] predstavljene su razne trokrajne i £etvorokrajne savremene
memristivne komponente koje imaju potencijal kori²¢enja kako u memorijama tako
i u logi£kim kolima. Kao primeri trokrajnih elemenata navedeni su elektrohemijski
organski memristor predstavljen u [BECKEF09], nanometarski prekida£ sa £vrstim
elektrolitom [SBIKKMA05] i bipolarni FET sa �otkijevom barijerom (SB) i sili-
cijumskim nano-vlaknima (SiNW) (eng. SB SiNW FET: Schottky Barrier with Si
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Slika 2.23 � Trokrajni elementi: a)konvencionalna FET struktura, b) mem-FET sa
memristivnim dielektrikom u gejtu, c) mem-FET sa memristivnim kanalom, d) mem-
FET sa memristivnim dielektrikom u gejtu i memristivnim kanalom (preuzeto iz
[SDML12])

nanowires FET)[SBJCDML09, SBJCDML10, JCGADM09]. Kako je navedeno u
[SDML12], trokrajni memristivni elementi su konstruisani modi�kacijama osnovne
konvencionalne FET strukture. Kod njih se memristivni efekat moºe kreirati na
tri na£ina: inºenjeringom dielektrika gejta, konstruisanjem memristivnog kanala
ili istovremenom primenom oba prethodna metoda, kao ²to je prikazano na slici
2.23.

Bipolarni SB SiNW FET, predstavljen u [SBJCDML10] spada u ovu tre¢u
kategoriju (prikazano na slici 2.23 d) ) jer se kod njega memristivni efekat ost-
varuje na dva na£ina: zarobljavanjem nosilaca naelektrisanja na �otkijevom spoju
metal-poluprovodnik, kao i na izolatorskom dielektriku gejta. Efekat �otkijevog
spoja se manifestuje pojavom histerezisa u id − vds ravni, kao posledica promena
vds, ne samo u opsegu pozitivnih ve¢ i negativnih vrednosti napona. Drugi mem-
ristivni efekat je posledica naelektrisavanja i razelektrisavanja dielektrika gejta,
a ogleda se u histerezisu u id − vgs ravni kao posledica promena napona vgs, pri
konstantnom naponu vds. SBFET komponente, kako SiNW tako i poly-SiNW, su
postale vrlo interesantne usled £injenice da omogu¢avaju veliku gustinu pakovanja,
ali i mogu¢nost sprezanja sa standardnim CMOS komponentama putem hibridnih
nano-CMOS ko-fabrikacija. U radu [SBJCDML10] su prikazane i njihove primene
u memorijskim kolima koja gube sadrºaj sa prestankom napajanja, kao i u RRAM
(Resistive Random Access Memory) aplikacijama.

�etvorokrajni memristivni elementi predstavljeni u [SDML12] uvode dodatni
gejt koji ima ulogu da kontroli²e nosioce naelektrisanja, elektrone i ²upljine, bloki-
raju¢i jedne ili druge. Na taj na£in se kreira memristivni efekat, sli£no kao kod SB
CNT FET (Shottky Barrier Carbon Nano Tube FET ) opisanim detaljno u radu
[AKBRSR08]. U radu [SDML12] su tako�e predstavljena dva moda rada ovakvih
£etvorokrajnih elemenata: naponom kontrolisani £etvorokrajni memristivni ele-
menti i strujom kontrolisani £etvorokrajni memristivni elementi. Na kraju, pred-
stavljena je nekolicina potencijalnih primena ovakvih komponenti u aplikacijama
koje obuhvataju logi£ka kola, memorije i senzore.
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2.9 Mem-elementi vi²eg reda

Periodni sistem mem-elemenata, uveden od strane Leona Chua-e i prikazan
u [Tetz14, Chua03, Chua11], predstavlja generalizaciju teorije nelinearnih mem-
elemenata vi²eg reda, a svoj naziv je dobio zahvaljuju¢i sli£nosti sa Mendeljeje-
vim periodnim sistemom hemijskih elemenata. Sa ciljem da se svaki pojedina£ni
mem-element jednozna£no pozicionira u periodnom sistemu elemenata, najpre je
uvedena notacija:

v(α)(t) =


dαv
dtα
, α = 1, 2, ..,∞

v(t) α = 0´ t
−∞ v(τ)dτ α = −1´ t
−∞

´ τ|α|
−∞ · · ·

´ τ2
−∞ v(τ1)dτ1dτ2 · · · dτ|α|, α = −2,−3, ..,−∞

(2.62)

za napon na elementu i, na sli£an na£in, za struju elementa

i(β)(t) =


dβi
dtβ
, β = 1, 2, ..,∞

i(t) β = 0´ t
−∞ i(τ)dτ β = −1´ t
−∞

´ τ|β|
−∞ · · ·

´ τ2
−∞ i(τ1)dτ1dτ2 · · · dτ|β|. β = −2,−3, ..,−∞.

(2.63)

U gornjem zapisu α i β su celi brojevi. U skladu sa uvedenom notacijom,
otpornik je ozna£en sa

(
v(0), i(0)

)
, kondenzator sa

(
v(0), i(−1)

)
, kalem sa

(
v(−1), i(0)

)
i memristor sa

(
v(−1), i(−1)

)
. Tako�e, kori²¢enjem ove notacije, mogu¢e je opisati

beskona£nu familiju elemenata
(
v(α), i(β)

)
²to se jednostavnije zapisuje kao (α, β).

Prvih 25 elemenata prikazani su na slici 2.24, na kojoj su £etiri fundamentalna
elementa ozna£ena isprekidanom linijom. Mem-kondenzator se nalazi na �poziciji�
(−1,−2), dok se mem-kalem nalazi na (−2,−1) i predstavljeni su preko svojih sim-
bola. Kako je navedeno u [Tetz14], te²ko je o£ekivati da ¢e se elementi sa |α| > 2
i |β| > 2 pojavljivati u praksi, ali uvedeni periodni sistem svakako upotpunjuje
i uni�cira teoriju nelinearnih elemenata. Chua tako�e tvrdi da su svi elementi
kod kojih je zadovoljeno |α| + |β| > 2 aktivni, u smislu da njihova konstrukcija
podrazumeva kori²¢enje aktivnih komponenti (npr. tranzistora ili operacionih po-
ja£ava£a) koje zahtevaju adekvatne izvore energije. U radu je uvedena i takozvana
metrika kompleksnosti u periodnom sistemu elemenata za element (α, β) kao

χ
∆
= |α|+ |β|. (2.64)

Kao primer, za otpornik je χ = 0, za kondenzator i kalem χ = 1, dok je
za memristor χ = 2. Osim ²to prikazuje �udaljenost� nekog elementa od ot-
pornika u koordinatnom sistemu elemenata (pri £emu je dozvoljeno samo hori-
zontalno i vertikalno kretanje), metrika kompleksnosti predstavlja i minimalan
broj kondenzatora odnosno kalema neophodnih da bi se dati element napravio
uz dodatak standardnih komponenti. Na primer, jedan kondenzator uz aktivne
komponente (tranzistore, operacione poja£ava£e, ...) je dovoljan da bi se napravio
memristor, dok je za mem-kalem potrebno dva kondenzatora. Sa stanovi²ta teorije
kola, pove¢anjem metrike kompleksnosti, pove¢ava se i dimenzija prostora stanja
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odnosno pove¢ava se broj nelinearnih diferencijalnih jedna£ina koje taj element
opisuju.

U radu [Chua03] Chua je de�nisao £etiri kategorije elektri£nih elemenata za-
visnih od frekvencije, pri £emu svaka moºe biti reprezentovana proizvoljnim ele-
mentom iz te kategorije. Stoga, Chua za reprezente svojih kategorija usvaja: ot-
pornik (0,0), kalem (-1,0), kondenzator (0,-1) i otpornik sa negativnom otporno²¢u
najniºeg reda (-2,0). Ove £etiri kategorije elektri£nih elemenata prikazane su na
slici 2.24, a £ine ih elementi koji se nalaze na �istobojnim� dijagonalama (cr-
venoj, plavoj, zelenoj i sme�oj). Za proizvoljan element (α, β) i k ∈ Z, elementi
(α + 4k, β), (α, β + 4k) i (α + k, β + k) pripadaju istoj kategoriji kao i element
(α, β). Zahvaljuju¢i ovoj trostrukoj periodi£nosti, £etvoroelementni torus po £ijoj
su povr²ini �uvijena� £etiri reprezentativna elementa kategorija (predstavljen od
strane Chua-e u radu [Chua03]), sadrºi iste informacije kao i periodni sistem elek-
tri£nih elemenata prikazan na slici 2.24, budu¢i da se iz ova £etiri reprezenta mogu
izvesti svi preostali elektri£ni elementi periodnog sistema elemenata.

Slika 2.24 � Periodni sistem mem-elemenata (prvih 25) (preuzeto iz [Tetz14])
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Glava 3

Digitalna kola sa mem-elementima

O ovoj glavi ¢e biti dat pregled digitalnih kola baziranih na memristorima i
mem-elementima. Najpre ¢e biti prikazane razne familije logi£kih kola baziranih
na memristorima i ve¢ poznatim logi£kim arhitekturama (PLA, FPGA,...). U nas-
tavku ¢e biti analizirana sekvencijalna logi£ka kola bazirana na mem-elementima,
pre svega osnovno kolo sa dva memristora u stateful logic topologiji, kao i njegove
modi�kacije. Termin �sekvencijalna� u nazivu ove familije logi£kih kola se odnosi
na na£in izra£unavanja Bulovih funkcija koji se vr²i dovo�enjem sekvenci pobud-
nih signala na ulaz kola. Ova kola ne trebaju biti poistove¢ena sa standardnim
sekvencijalnim kolima u digitalnoj elektronici (kola bazirana na �ip-�opovima i
Bulovim kombinacionim kolima). U tre¢em poglavlju ¢e biti prikazana memorij-
ska kola sa mem-elementima. O£ekuje se da ¢e ova kola vrlo brzo postati alterna-
tivna kola savremenim memorijama (FLASH, RAM,..), obzirom da omogu¢avaju
znatno ve¢u gustinu pakovanja, uz u²tedu u energiji. Stoga, u dostupnoj litera-
turi postoji mno²tvo nau£nih radova u kojima se analiziraju i optimizuju kola za
upis i £itanje memorija baziranih na mem-elementima, uz optimizaciju potro²nje i
uve¢avanje broja logi£kih stanja sa ciljem uve¢anja kapaciteta memorije. Na kraju
glave, bi¢e predstavljen novi pristup �masovne paralelizacije� kod kola baziranih
na mem-elementima. Osim predstavljanja koncepta paralelne obrade podataka,
novi pristup potencijalno omogu¢ava procesiranje i skladi²tenje podataka na is-
toj lokaciji i na taj na£in re²ava problem �memorijskog zida� Von Neumann-ove
arhitekture.

3.1 Digitalna logi£ka kola sa memristorima

Upotreba memristora i memristivnih komponenti u gusto pakovanim progra-
mabilnim logi£kim kolima prikazana je u [RRMKP12]. Osim analize primene mem-
ristora u logi£kim kolima, u radu su prikazani i CAD alati za mapiranje ºeljene
funkcionalnosti na hibridne CMOS-memristivne programabilne komponente.

PLA topologije bazirane na re²etkastim strukturama, bile su interesantne is-
traºiva£ima znatno pre fabrikacije memristora [Sni05], pri £emu su se na mestu
spojeva koristili takozvani rezistivni prekida£i, po karakteristikama potpuno ekvi-
valentni memristorima i memristivnim komponentama. Pojavom memristora, javi-
la se i mogu¢nost kori²¢enja istih na mestu prekida£a na spojevima nanometarskih
re²etkastih struktura u PLA topologiji. Kao ²to je ve¢ ranije saop²teno, HP istraºi-
va£koj grupi Stanley Williamsa, jedna od osnovnih motivacija u istraºivanju, bila je
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upravo ideja fabrikacije kvalitetnih prekida£a koji ¢e biti kori²¢eni u nanometarskim
re²etkastim programabilnim strukturama. Ove strukture su vremenom izgubile na
zna£aju pojavom, pre svega, brºih logi£kih kola. Ipak, nastankom memristora,
one opet postaju atraktivne obzirom da omogu¢avaju veliku gustinu pakovanja i
jednostavnu fabrikaciju.

Predstava Bulovih funkcija u formi sume proizvoda (ili disjunktivnoj normal-
noj formi) je najadekvatnija za implementaciju kori²¢enjem PLA strukture koja se
sastoji iz dve �ravni�: I i ILI ravni. Prva ravan je zaduºena za kreiranje proizvoda
(konjukcija) koje ¢e se koristiti u kona£nom izrazu, dok je druga zaduºena za
kreiranje sume (disjunkcija) prethodno kreiranih proizvoda. Na slici 3.1 je prikaza-
no kolo punog sabira£a realizovano kori²¢enjem MPLA (Memristive PLA) struk-
ture sa memristorima kao prekida£kim elementima. Na slici su memristori u uklju-
£enom stanju (sa memristansomRON) prikazani tamnijom bojom, dok su isklju£eni
memristori (sa memristansom ROFF ) svetliji. Kada govorimo o I ravni, veze se
formiraju izme�u kolona koje predstavljaju ulaze Bulovog kola. Na primer, u
poslednjoj vrsti na slici 3.1, memristori u uklju£enom stanju rezultuju proizvodom
ABCin. Na sli£an na£in, veze u ILI ravni de�ni²u proizvode koji ulaze u sumu
za svaki od izlaznih signala. Obzirom da se memristori ovde isklju£ivo koriste kao
prekida£i koji mogu da se nalaze u jednom od dva stanja, ideja je da se prilikom fab-
rikacije nanometarskih re²etkastih struktura oni ume¢u na mesta prese£nih ta£aka
i na taj na£in formiraju PLA strukturu klasi£nog I-ILI tipa.

Glavna prednost kori²¢enja memristora na mestu spojeva, ogleda se u £injenici
da su stukture bazirane na memristorima programabilne, ²to podrazumeva jednos-
tavno reprogramiranje memristansi odgovaraju¢ih memristora u slu£aju potrebe
implementacije neke druge, proizvoljne, Bulove funkcije. Vaºno je napomenuti, a
na tu £injenicu skre¢u paºnju i autori u [RRMKP12], da ovakva primena memris-
tora podrazumeva dva diskretna stanja memristanse memristora, RON i ROFF , za
koje vaºi RON � ROFF . Sva �me�ustanja� u pogledu memristanse, u kojima se
mogu na¢i memristori, sa stanovi²ta ove aplikacije su neprihvatljiva.

Problem koji se javlja kod ovakve strukture, a zapravo je problem prisutan kod
svih modi�kacija PLA strukture, jeste degradacija signala koja je rezultat pada
napona na memristorima koji se nalaze u £vorovima PLA re²etke. Ovaj problem
zna£ajno uti£e na dimenzije MPLA strukture, ali tako�e onemogu¢ava kaskadi-
ranje ovakvih struktura sa ciljem implementacije kompleksnijih Bulovih funkcija.

Slika 3.1 � MPLA struktura
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Da bi se ovaj problem re²io, neophodno je dodavanje kola koja vr²e restauraciju
signala, a autori u [RRMKP12] preporu£uju upotrebu takozvanih Goto parova
[CJLPWHS01, RM07] u MPLA strukturama, obzirom da se oni mogu fabrikovati
u nano-tehnologiji. Goto par se sastoji od dva elementa sa negativnom diferenci-
jalnom otporno²¢u (naj£e²¢e tunel dioda). Ova dva elementa, povezana serijski,
obezbe�uju dva stabilna stanja na izlazu i na taj na£in ovo kolo vr²i restauraciju
degradiranih naponskih nivoa signala.

Problem koji se tako�e pojavljuje kod ovakvih PLA struktura sa memristorima,
nastaje usled takozvanih �puzaju¢ih� struja. Efekat ovih neºeljenih struja se mani-
festuje izlaznim naponom zavisnim od svih ulaznih signala, a ne samo onih koji u
tom trenutku treba da u£esvuju u formiranju izraza Bulove funkcije koja se izra£u-
nava. Ovo je posledica £injenice da su svi signali na isti na£in, preko memristora
(od kojih su neki manje a neki ve¢e memristanse) spojeni na zajedni£ke linije (I i
ILI ravni). Ovaj efekat dodatno ograni£ava dimenzije MPLA struktura.

Osim degradacije signala i problema �puzaju¢ih� struja, rad sa programabilnim
strukturama ovog tipa zahteva kvalitetno demultipleksiranje sa ciljem adresiranja
pojedina£nih spojeva na mestima preseka linija u okviru matri£ne PLA struk-
ture. Dodatan problem predstavlja £injenica da bi ovakav demultiplekser trebao
biti imun na defekte nastale u fabrikaciji nanometarskih struktura, koji su rela-
tivno £esta pojava. Jedno od mogu¢ih re²enja ovog problema predstavljeno je u
radu [LPSOLWW08]. U ovom radu je predstavljen demultiplekser nanometarskih
dimenzija, kod koga se memristori koriste za dekodovanje adresnih i generisanje
izlaznih signala. Predloºena struktura koristi redundantne adresne linije i teoriju
kodovanja u cilju implementacije robusnog demultipleksera, kod koga se funkcija
kola uspe²no izvr²ava i u slu£ajevima defekata memristivnih komponenti. Kori²¢e-
njem [n, k, d] linearnog koda sa minimalnim Hemingovim rastojanjem 1 d, generi-
sane su �kodovane� adrese sa d redundantnih bita. U radu [LPSOLWW08] je de-
monstrirano kako se uspe²no dekoduju ulazne adrese �kodovane� na ovaj na£in,
£ak i u slu£aju d -1 prisutnih defekata po liniji.

Drugu familiju memristivnih logi£kih kola, tako�e opisanu u radu [RRMKP12],
£ine takozvana logi£ka kola sa pragom (eng. Threshold logic circuits) i memris-
tivnim sinapsama. Nastanak ovih kola je bio motivisan £injenicom da se memristor
sa svojom promenljivom otporno²¢u (memristansom) sli£no pona²a kao i sinapse
u neuralnim mreºama. Prvi primer ovakvih kola jesu takozvana Bulova kola sa
ve¢inskim odlu£ivanjem (engl. Majority Threshold logic circuits). Kod ovih kola
sa n ulaza i jednim izlazom, vrednost izlaza je jednaka logi£koj nuli kada je vred-
nost n

2
ili vi²e ulaznih promenljivih logi£ko �0�, a logi£ko �1� u suprotnom. Ukoliko

se memristori koriste za realizaciju ovih kola, informacija se prenosi putem struja,
koje proti£u kroz memristore, pri £emu je struja svakog od memristora ustvari
odre�ena njegovom trenutnom memristansom (koja moºe biti RON i ROFF ). Spa-
janjem jednog kraja svih memristora u zajedni£ku ta£ku, struje memristora se
sumiraju kao direktna posledica strujnog Kirhofovog zakona. Ova zbirna struja,
odre�ena vrednostima ulaznih memristansi se vodi na komparator (npr. strujni
komparator ili Goto par) i poredi sa pragom odlu£ivanja. Na osnovu pore�enja,

1. Hemingovo rastojanje (engl. Hamming distance) izme�u bit-vektora a i b, iste duºine, je
jednako broju bitskih pozicija na kojima se bit-vektori a i b razlikuju. Drugim re£ima, Hemingovo
rastojanje me�u njima jednako je broju jedinica u izrazu a ⊕ b, gde je ⊕ oznaka za binarnu
operaciju ekskluzivno ILI.
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kolo na izlazu daje logi£ku vrednost u skladu sa logi£kim vrednostima ve¢ine
ulaznih promenljivih, odnosno logi£ko �0� u slu£aju kada je na ulazima jednak
broj logi£kih �0� i logi£kih �1�.

Drugi primer logi£kih kola sa pragom i memristivnim sinapsama su takozvani
programabilni ve¢inski logi£ki nizovi (eng. Programmable Majority Logic Arrays,
PMLA). Podrazumevaju¢i da je mogu¢e fabrikovati Goto par u nano-tehnologiji,
kori²¢enjem memristora, mogu¢e je napraviti veoma gusto pakovanu PMLA struk-
turu prikazanu na slici 3.2, a detaljno opisanu u [RM10, RM07]. Kao ²to se moºe
videti sa slike 3.2, memristori su povezani na odgovaraju¢e ulaze kola jednim svo-
jim krajem. a na ulazeGoto para (na slici predstavljen kao le£ kolo) drugim krajem.
Po²to se memristansa memristora moºe programirati, samo memristori koji su u
stanju niske memristanse ¢e uticati na izlaz odgovaraju¢eg le£ kola na £iji su ulaz
spojeni. Imaju¢i ovo u vidu, kada govorimo o prve £etiri vrste (ozna£ene sa R0-
R3) kola sa slike, odgovaraju¢e funkcije koje su implementirane memristorima i
le£ kolom sa takt signalom Clock1 su

R0 = Maj (A,B,Cin)

R1 = Maj
(
Ā, B̄, C̄in

)
R2 = Maj

(
A,B, C̄in

)
R3 = Maj (Cin)

gdeMaj(a, b, c) predstavljamajority funkciju ulaznih promenljivih a, b, c, de�n-
isanu kao

Maj(x1, ..., xn) =

⌊
1

2
+

(
∑n

i=1 xi)−
1
2

n

⌋
. (3.1)

U de�niciji majority funkcije (3.1) u brojiocu razlomka se pojavljuje umanjilac
−1

2
£ija je uloga da obezbedi logi£ku vrednost funkcije �0� u slu£ajevima kada je

jednak broj logi£kih jedinica i nula na ulazima. O£igledno je da R0 predstavlja
zapravo Cout izlaz punog sabira£a, te je stoga jedino R0 spojen na ulaz le£ kola sa
takt signalom Clock2 koji generi²e na svom izlazu signal C1. Ovaj signal se dalje
direktno povezuje na ulaz le£ kola sa takt signalom Clock3 i na izlazu generi²e
Cout. Preostala tri interna signala R1, R2 i R3 se koriste kako bi na sli£an na£in
generisali izlaz S = Maj (R1, R2, R3) koji predstavlja sumu jednobitnog punog
sabira£a. Na slici 3.3 se vide talasni oblici ulaznih i izlaznih signala jednobitnog
punog sabira£a, sa kojih se moºe primetiti da izlazi postaju validni tek kada Clock3
postane aktivan.

U radu [RRMKP12] su tako�e prikazane i takozvane hibridne strukture koje
u sebe osim memristivnih uklju£uju i CMOS komponente. Potrebu za ovakvim
komponentama autori vide u £injenici da su kola sa negativnom diferencijalnom
otporno²¢u, potrebna za restauraciju degradiranih signala, veoma te²ka za fab-
rikaciju u nano-tehnologijama. U radu, autori prikazuju dve familije ovakvih hib-
ridnih kola: CSTG (Charge Sharing Threshold Gates) i CMTG (Current Mirror
Threshold Gates). Obe familije kola zapravo spadaju u Threshold Logic kola, sa
razli£itim mehaniznom mimike neuralnih mreºa. Kod CSTG kola, ulazni napon
je odre�en vredno²¢u memristanse ulaznog memristora kori²¢enjem jednostavnog
naponskog razdelnika. Ovaj napon se dalje vodi direktno na ulaz tranzistora, tako
da se svaki ulazni signal vodi na poseban tranzistor. Uloga ovih tranzistora je
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Slika 3.2 � PMLA struktura punog sabira£a (preuzeto iz [RRMKP12])

Slika 3.3 � Talasni oblici ulaza i izlaza jednobitnog punog sabira£a implementiranog
PMLA kolom (preuzeto iz [RRMKP12])

dvostruka: osim poja£anja ulaznih signala zavisnih od memristansi memristora,
ovi tranzistori obezbe�uju i sumiranje vrednosti ulaznih napona. Sumiranje se vr²i
punjenjem i praºnjenjem interne parazitne kapacitivnosti zajedni£kog spoja svih
tranzistora, a logi£ki izlaz kola direktno zavisi od koli£ine naelektrisanja sadrºane
u parazitnim kapacitivnostima. Kod CMTG topologije zbir struja koje proti£u
kroz memristore, dobijen kori²¢enjem strujnih ogledala, se poredi sa referentnom
vredno²¢u struje, dok se na izlazu kola generi²e logi£ka vrednost u skladu sa tim
da li je dobijeni zbir struja manji ili ve¢i od referentne struje. Ova kola su, origi-
nalno prezentovana u radu [RMKR10] gde su autori detaljno analizirali i potro²nju
energije, zauzetu povr²inu kao i ka²njenje signala kod ovih kola.

Kada govorimo o hibridnim mem-CMOS strukturama, jo² jedna takva struk-
tura je prikazana i analizirana u radu [KWSKWF12]. U ovoj hibridnoj strukturi,
memristori sa svojim programabilnim memristansama su zaduºeni za izra£una-
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Slika 3.4 � Hibridna mem-CMOS FPGA struktura (preuzeto iz [XRCBCYW09])

Slika 3.5 � a) Pogled odozgo na hibridnu mem-CMOS FPGA strukturu; b) Na£in
povezivanja logi£kih kola u hibridnoj mem-CMOS FPGA strukturi (preuzeto iz
[XRCBCYW09])

vanje Bulove funkcije od interesa, dok CMOS deo kola sluºi za restauraciju de-
gradiranih signala i obezbe�uje kompatibilnost sa CMOS familijom logi£kih kola.
Kod ovih kola, promenljive stanja sistema su napon, ²to re²ava problem konverzije
memristanse u napon ili struju kod topologija gde je promenljiva stanja predstav-
ljena memristansom komponente. U radu [RRMKP12] je izvr²ena detaljna analiza
dizajna ovakvih kola, a koncept je demonstriran na primeru 8-bitnog punog sabi-
ra£a.

Kod hibridne memristivne-CMOS komponente prikazane u [BLSLOWW09],
memristori se koriste za izra£unavanje Bulove funkcije od interesa, zatim za povezi-
vanje FET tranzistora koji se koriste u procesu izra£unavanja i, na kraju, za sme²-
tanje dobijenih rezultata. Sa druge strane, FET tranzistori se koriste za restau-
raciju signala i invertovanje logi£kih nivoa, a autori su tako�e u radu pokazali da
ovakva hibridna struktura ima mogu¢nost samo-programiranja. Na primeru jed-
nostavne Bulove funkcije 4 ulazne promenljive, autori su demonstrirali rad kola, a
prikazan je i uticaj frekvencije ulaznih signala na rad kola.

Posebna klasa Bulovih logi£kih kola baziranih na memristorima su kola sa
FPGA strukturom. U [WJB10] autori su prikazali mFPGA rekon�gurabilnu struk-
turu koja se sastoji od takozvanih 1M1T ¢elija. 1M1T ¢elija se sastoji od jednog
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memristora i jednog tranzistora £ija je uloga upisivanje i £itanje stanja memris-
tora. Zamenjivanjem logi£kih, kon�guracionih i prekida£kih blokova, kao i SRAM
blok memorije standardnih FPGA kola, blokovima koji sadrºe 1M1T komponente,
autori su u radu pokazali da rezultuju¢a mFPGA pokazuje znatno bolje perfor-
manse ne samo u pogledu povr²ine kola, ve¢ i potro²nje energije. U radu je tako�e
pokazano da se jo² ve¢a u²teda moºe posti¢i takozvanom 3D mFPGA strukturom.
Obzirom da njihova mFPGA ima istu strukturu kao i konvencionalne FPGA struk-
ture, autori u [WJB10] tako�e zaklju£uju da je za sintezu kola na novoj hibridnoj
mFPGA platformi mogu¢e koristiti sve postoje¢e CAD alate za FPGA kola.

U radu [XRCBCYW09] autori su prikazali prvu fabrikovanu hibridnu mem-
CMOS FPGA strukturu. Nova struktura je bazirana na FPNI strukturi predstav-
ljenoj od strane istih autora u [SW07], i predstavlja pobolj²anje CMOL struk-
ture [SL05]. Autori u [XRCBCYW09] razdvajaju CMOS domen logi£kih kola
od kon�guracionog i rutiraju¢eg sloja implementiranog memristivnim elemen-
tima u re²etkastoj strukturi [YPLOSW08]. Memristori se, po tvr�enju autora,
pokazuju kao idealni za ovu svrhu jer zamenjuju nekolicinu tranzistora u kon�-
guracionim i rutiraju¢im blokovima standardnih FPGA kola (kon�guracioni �ip-
�op i multiplekser za rutiranje podataka). Dodatna prednost koju dobijamo ko-
ri²¢enjem memristora leºi u £injenici da se memristor moºe koristiti kao vremen-
ski nepromenljiva memorija koja zadrºava svoje stanje i nakon isklju£enja napa-
janja/energije. Uz to, adekvatnim kolom za detektovanje defekata uz pobolj²anu
kontrolnu logiku, redundantne memristivne putanje u re²etkastoj strukturi omogu-
¢avaju znatno pouzdaniju funkcionalnost ure�aja u pogledu tolerancije otkaza, u
pore�enju sa standardnim FPGA kolima. Autori su u radu pokazali da nova hi-
bridna FPGA struktura pokazuje znatnu u²tedu povr²ine/prostora, uz pribliºno
iste performanse u pogledu brzine i disipacije energije, £ak i u slu£ajevima do 20%
defektnih komponenti.

Konceptualni prikaz hibridne FPGA strukture prikazan je na slici 3.4. Vol-
framske vije svrstane u dve grupe (X i Y) su postavljene kao interfejs CMOS kom-
ponenti ka rutiraju¢em sloju sa memristorima. Dva sloja nanometarskih veza za-
jedno sa memristivnim prekida£kim slojem u �sendvi£u� £ine memristivnu re²etka-
stu matricu. Na slici 3.5 a) je prikazan pogled od gore na nano-oºi£enu strukturu
sa memristorima. Nano-ºice povezane sa volframskim vijama iz grupe X su nor-
malnog pravca u odnosu na one povezane sa vijama iz grupe Y. Na svakoj poziciji
na kojoj se preklapaju ove ortogonalne veze nalazi se memristor, koji prevo�enjem
u stanje niske memristanse omogu¢ava povezivanje dve logi£ke komponente. Kao
primer, na slici 3.5 b) se vidi kako se izlaz logi£kog kola A vodi na ulaz logi£kog
kola B, dovo�enjem memristora J u RON stanje niske memristanse.

U postoje¢oj literaturi postoje brojne strukture bazirane na konceptu kon�-
gurabilnih FPGA kola, koje ne sadrºe memristore ni memristivna kola, pre svega
iz razloga ²to u trenutku kada su ti radovi objavljivani, memristor jo² nije bio
fabrikovan, ve¢ je samo postojao kao teorijski koncept. U ta kola spadaju CMOL
[SL05], 3D-CMOL [TLW07], FPNI [SW07], rFGA[MW08], 3D nFPGA [DCHW07]
i FPCNI [DCHW07]. Ipak, odre�eni elementi u tim kolima bi mogli biti zamenjeni
mem-komponentama, ²to bi u najmanju ruku rezultovalo istim, a u ve¢ini slu£ajeva
pobolj²anim karakteristikama i performansama. Stoga su ovde navedena i ta kola,
iako se u radovima o njima ne spominju niti memristori niti, uop²teno, mem-
elementi.
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3.2 Sekvencijalna logi£ka kola sa memristorima

Posebna klasa digitalnih logi£kih kola sa memristorima, kod kojih se izra£una-
vanje proizvoljne Bulove funkcije vr²i generisanjem sekvenci pobudnih naponskih
signala, nazivaju se sekvencijalna memristivna Bulova logi£ka kola. Ovde je vaºno
napomenuti da ova kola ne treba poistovetiti sa sekvencijalnim kolima u digitalnoj
elektronici, jer je ovde termin �sekvencijalna� uveden da bi se akcenat stavio na
generisanje vremenske sekvence pobudnih signala koja obezbe�uje ºeljenu funkciju
logi£kog kola. Kao ²to ¢e se videti u ovom poglavlju, ova kola su minimalnih di-
menzija (u osnovnoj topologiju dovoljna su dva memristora), ali se nau²trb toga
pove¢ava vreme neophodno da bi se izra£unala proizvoljna Bulova funkcija, za
razliku od drugih topologija i kola kod kojih se izlaz kola generi²e trenutno nakon
promene ulaznih signala (ako zanemarimo propagaciju signala u kolima).

Stateful logic sekvencijalna memristivna logi£ka kola su prvi put prikazana u
radu [BSKYSW10], gde je pokazano da se operacija Bulove logi£ke implikacije,
sa simbolom → (za koju vaºi identitet p → q ≡ p̄ ∨ q) moºe realizovati kori²¢e-
njem memristora. Ovaj rezultat dobija na posebnom zna£aju usled £injenice da
je {→, false} jedna od baza Bulove algebre. Whitehead i Russell u radu [RW12]
su predstavili £etiri fundamentalne logi£ke operacije, od kojih je jedna bila upravo
operacija logi£ke implikacije. Nakon ²to je 1937. godine, vi²e od 10 godina pre
otkri¢a tranzistora, Claude Shannon u okviru svog master rada [Sha37] postavio
osnove digitalne elektronike, tri Bulove operacije (AND, OR, NOT) su izbile u
prvi plan, ostavljaju¢i implikaciju pomalo �zapostavljenom�. Shannon je u svom
radu opisao kako se logi£ke operacije AND i OR mogu implementirati jednos-
tavnim kolima kod kojih su dva prekida£a vezana serijski (za OR operaciju),
odnosno paralelno (za AND operaciju). Dodavaju¢i unarnu NOT operaciju, Shan-
non je pokazao da se ovim malim skupom elektronskih komponenti moºe izra£unati
proizvoljna Bulova logi£ka funkcija, tj. pokazao je da AND, OR i NOT operacije
predstavljaju kompletan (mada preop²iran) skup operacija u Bulovoj algebri. Ovaj
rezultat imao je zna£ajne posledice na razvoj i fabrikaciju logi£kih kola u godinama
koje su dolazile. Na sli£an na£in, sa nastankom novih, savremenih tehnologija i
zahvaljuju¢i rezultatima objavljenim u redu [BSKYSW10], operacija logi£ke imp-
likacije se pokazala kao ponovo interesantna, budu¢i da je bila adekvatna za imp-
lementaciju u memristivnim kolima.

Osnovno kolo stateful logic topologije prikazano je na slici 3.6, a idealizo-
vana strujno-naponska (odnosno prekida£ka) karakteristika memristora na slici
3.7. Kako je navedeno u radu [BSKYSW10], memristor menja svoju otpornost

Slika 3.6 � �Stateful logic� kolo (preuzeto iz [BSKYSW10])
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Slika 3.7 � Idealizovana strujno-naponska karakteristika memristora (preuzeto iz
[BSKYSW10])

(memristansu) sa niske na visoku vrednost ukoliko se na njegove krajeve dovede
pozitivan napon amplitude ve¢e od VOPEN (na slici je ovaj pozitivan napon ozna£en
sa VCLEAR) u trajanju tPULSE = 2µs . Isto kao i u slu£aju promene memristanse sa
niske na visoku vrednost, negativan napon dovoljno velike amplitude, po apsolut-
noj vrednosti ve¢i od VCLOSE, i dovoljno dugog trajanja, promeni¢e memristansu
memristora sa visoke vrednosti na nisku, tj. u terminima prekida£kih svojstava,
zatvori¢e prekida£. U radu [BSKYSW10] autori su stanje niske memristanse (kada
se memristor pona²a kao zatvoren prekida£) ozna£ili stanjem logi£ke �1�, dok su
stanje otvorenog prekida£a u kome memristor ima veliku memristansu ozna£ili
stanjem logi£ke �0�.

Ovde treba napraviti malu digresiju u vezi sa trajanjem pobudnog impulsa.
Karakteristika prikazana na slici 3.7 nije DC karakteristika, ve¢, kako je posebno
nagla²eno u glavi 2, zavisi od frekvencije i amplitude pobudnog signala. Usled
toga, kao ²to je i ranije zaklju£eno, karakteristika sa slike 3.7 ne moºe da se koristi
kao model, ve¢ se kao model mora koristiti isklju£ivo karakteristika koja prikazuje
zavisnost q = q(ϕ) ili zavisnost M = M(ϕ). Kao posledica, �uks odre�uje mem-
duktansu kod naponom kontrolisanog memristora, te stoga trajanje primenjenog
napona ima dominantan uticaj, obzirom da je �uks zapravo jednak integralu
napona. Dakle, ne postoji naponski �prag� koji ¢e dovesti do promene stanja mem-
ristora: ukoliko naponski impuls amplitude VCLEAR i ²irine tPULSE = 2µs prevodi
memristor u stanje visoke memristanse, za istu promenu stanja memristora bilo
bi potrebno samo vi²e vremena ukoliko bi se koristio naponski impuls istog polari-
teta a manje amplitude. U nastavku teksta, podrazumeva¢e se da svi naponski
impulsi koji se koriste za pobudu memristora u stateful logic kolu (VCLEAR, VSET
i VCOND), imaju jednako trajanje tPULSE = 2µs.

Kod stateful logic kola prikazanog na slici 3.6, memristori P i Q su spojeni jed-
nim krajem na otpornik RG, koji je svojim drugim krajem spojen na masu. Stanja
memristora P i Q su u daljem tekstu predstavljena preko odgovaraju¢ih logi£kih
promenljivih p i q. Gornji krajevi memristora spojeni su na izlaze tri-state napon-
skih drajvera, koji se nalaze u stanju visoke impedanse u trenucima kada se ne £ita
i ne upisuje novo stanje memristora. Za oba memristora vaºi da se mogu postaviti
u stanje logi£ke �1� tako ²to se na izlaz odgovaraju¢eg tri-state drajvera dovede
naponski impuls VSET . Zbog kompenzacije napona na otporniku RG, neophodno je
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da amplituda VSET po apsolutnoj vrednosti bude ve¢a od VCLOSE. Na sli£an na£in,
oba memristora se mogu prevesti u stanje logi£ke �0� dovo�enjem naponskog im-
pulsa VCLEAR na izlaze odgovaraju¢ih drajvera, pri £emu amplituda VCLEAR mora
biti ve¢a po apsolutnoj vrednosti od VOPEN . Negativan naponski nivo VCOND je
po apsolutnoj vrednosti manji od VCLOSE, te samim tim pobu�ivanje memristora
naponskim impulsom VCOND ne¢e izazvati promenu stanja memristora na logi£ko
�1�.

Kolo sa slike 3.6 izvr²ava operaciju logi£ke implikacije ulaznih promenljivih pod
uslovom da je zadovoljeno RON < RG < ROFF . Klju£an mehanizam za izra£una-
vanje Bulove implikacije je takozvano kondicionalno prekida£ko svojstvo opisano
prvobitno u [KSW04] na slu£aju le£ kola kod re²etkastih struktura. Operacija imp-
likacije q = p → q, nakon koje se rezultat operacije upisuje u Q memristor dok
se stanje P memristora ne menja, vr²i se istovremenim dovo�enjem naponskih
impulsa VSET na memristor Q i VCOND na memristor P . Dovo�enjem naponskog
impulsa VSET na memristor Q u stanju q = 0, bez pobudnog impulsa dovedenog
na memristor P , memristor Q bi pre²ao u stanje q = 1. Me�utim, istovremenim
dovo�enjem naponskih impulsa VSET i VCOND, prelazak memristora Q iz stanja
q = 0 u stanje q = 1 ¢e zavisiti od stanja memristora P u trenutku generisanja
impulsa. Kada je p = 0 u trenutku generisanja naponskih impulsa, za otpornik
RG odabran tako da je RG � ROFF , potencijal zajedni£ke ta£ke ¢e biti VC ≈ 0V
(naravno negativan zbog negativnog napona VCOND), a uklju£enje memristora Q
¢e se desiti ukoliko je |VSET − VCLOSE| > |VC |. Sli£no, za otpornik RG odabran
tako da je RG � RON , potencijal zajedni£ke ta£ke ¢e biti VC ≈ VCOND kada je
p = 1 u trenutku dovo�enja naponskih pobudnih impulsa. Tada, obzirom da je
trajanje pobudnih impulsa tPULSE = 2µs, rezultuju¢i napon na memristoru Q
ne¢e dovesti do promene njegovog stanja sa q = 0 na q = 1, sve dok je zadovo-
ljeno |VSET − VCOND| < |VCLOSE|. U skladu sa ovom analizom, za memristore
sa manjim odnosom grani£nih memristansi ROFF

RON
, potrebno je koristiti pobudne

impulse sa ve¢im apsolutnim vrednostima amplituda, da bi se zadrºale iste perfor-
manse u pogledu brzine rada kola. Ukoliko bi se zadrºali naponski nivoi kori²¢eni u
slu£aju pobude memristora sa ve¢im odnosom ROFF

RON
, potrebno je produºiti trajanje

pobudnih impulsa tPULSE, odnosno smanjiti brzinu rada stateful logic kola. Dakle,
dizajn stateful logic kola i talasnih oblika pobudnih impulsa, znatno je olak²an
kori²¢enjem memristora sa ve¢im odnosom ROFF

RON
.

Uslovna promena stanja memristora Q, u zavisnosni od stanja memristora
P , prikazana je u tablici sa slike 3.6, pri £emu je usvojeno da stanje logi£ke �1�
odgovara niskoj memristansi memristora RON , a da ROFF odgovara logi£koj �0�.
Na slici 3.8 mogu se videti signali dobijeni eksperimentalnim testiranjem kola,
koji su prikazani u radu [BSKYSW10]. Na slici nije prikazana inicijalizacija stanja
memristora P i Q, ve¢ su samo prikazana izra£unavanja operacije Bulove imp-
likacije za £etiri kombinacije vrednosti ulaznih promenljivih p i q. Nakon istovreme-
ne primene naponskih impulsa i o£itavanja stanja memristora, moºe se videti da
su nova stanja memristora u skladu sa funkcionalnom tablicom prikazanom na
slici 3.6.

U radu [BSKYSW10] je tako�e prikazana i implementacija NI kola kori²¢e-
njem kon�guracije sa tri memristora. Na slici 3.9 je prikazano kolo, kao i sekvenca
operacija koja ¢e rezultovati sa s = p · q:

s = 0
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Slika 3.8 � Eksperimentalna potvrda funkcionalnosti stateful logic kola (preuzeto iz
[BSKYSW10])

Slika 3.9 � NAND kolo u stateful logic topologiji (preuzeto iz [BSKYSW10])

s′ = p → s

s′′ = q → s′.

Ulazne promenljive za NI operaciju su inicijalna logi£ka stanja memristora P
i Q, dok se rezultat operacije akumulira u memristoru S. Me�urezultati kao i
eksperimentalna potvrda izra£unavanja prikazani su na slici 3.9.

U radu [LL09] autori su pokazali kako se proizvoljna Bulova funkcija f : Bn →
Bm moºe izra£unati kori²¢enjem m + 2 memristora u stateful logic topologiji.
Kao rezultat toga, za izra£unavanje proizvoljne n-ulazne 1-izlazne Bulove funkcije
f : Bn → B potrebna su 3 memristora. U radu [DVP12a] autori su pokazali
kako je za sli£no kolo, kod koga je otpornik RG zamenjen mem-kondenzatorom,
potrebno manje koraka za izra£unavanje proizvoljne Bulove funkcije. U radovima
[LPL10a, LPL10b], kao nastavak istraºivanja i rezultata objavljenih u [LL09], au-
tori su pokazali kako je mogu¢e proizvoljnu Bulovu funkciju f : Bn → B izra£unati
i kori²¢enjem dva memristora, uvo�enjem takozvane rekurzivne Bulove formule.
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Mana ovog pristupa se ogleda u duga£kim sekvencama pobudnih signala koje su
neophodne za korektno ra£unanje proizvoljne Bulove funkcije kori²¢enjem ovakve
logi£ke strukture. U radu [PLL12], isti autori su predstavili algoritam za mini-
mizaciju duºine pobudnih sekvenci sa ciljem minimizacije vremena potrebnog za
izra£unavanje Bulove funkcije od interesa. Upravo ovaj rezultat je zapravo bio
jedna od motivacija za istraºivanje sprovedeno tokom rada na disertaciji, te ¢e
ovoj temi biti posve¢eno vi²e prostora u nastavku teze.

Autori u radu [KKWF11] su detaljno analizirali stateful logic kolo sa aspekta
kori²¢enog modela memristora koji se koristi. U radu je istaknut state drift prob-
lem koji nastaje kao posledica izvr²avanja operacije implikacije, pri £emu rezultat
operacije moºe da bude pogre²an (�1� umesto �0�). Autori su tako�e zaklju£ili da je
u stateful logic kolu neophodno vr²iti periodi£na osveºavanja stanja memristora,
kako bi se izbegao ovaj neºeljeni efekat. Za linear ion drift model memristora,
autori su pokazali na koji na£in se vr²i kompromis izme�u brzine rada kola i
degradacije signala nastale kao posledica state drift efekta. Pokazano je, tako�e,
kako linear ion drift model memristora nije prikladan za analizu kola iz ove familije
logi£kih kola, i predloºili kori²¢enje drugih modela [KFKW13]. Autori u [KKWF11]
su posebnu paºnju obratili na odabir parametara kola RG, VSET i VCOND u cilju
pouzdanog rada kola. Obzirom da su VSET i VCOND konstantni naponski nivoi,
stanje memristora, sa gledi²ta njegove memristanse, vremenom polako �klizi� ka
RON u zavisnosti od amplitude primenjenih napona i duºine trajanja impulsa. Ako
posmatramo logi£ku operaciju p→ q, ovaj efekat postaje primetan u dve situacije:
p = 0, q = 0 i p = 1, q = 0. Za prvu situaciju, state drift problem ne¢e imati nega-
tivan uticaj jer je rezultat operacije svakako q = 1. Za vrednosti ulaznih signala
p = q = 0 se odre�uje brzina rada kola, kao vreme potrebno da memristor promeni
svoje stanje pod dejstvom pobudnih naponskih signala. Me�utim, za p = 1, q = 0,
rezultat operacije treba da bude q = 0 i moºe se desiti da usled state drift efekta
nakon nekoliko uzastopnih logi£kih operacija za p = 1, q = 0, do�e do pojave �laºne
jedinice�. Da bi se spre£io ovaj neºeljeni efekat, £iji uticaj postaje dominantniji sa
duºim trajanjem pobudnih impulsa, neophodno je periodi£no, nakon izra£unavanja
operacija implikacije, vr²iti osveºavanje vrednosti stanja memristora. Sli£an prob-
lem moºe da nastane i prilikom �£itanja� stanja memristora ali taj problem moºe
biti re²en £itanjem stanja memristora bipolarnim signalom sa nultom srednjom
vrednosti napona. Ovakav pristup je mogu¢ jer je prilikom £itanja stanja memris-
tora, vaºno samo odrediti amplitudu strujnog odziva nakon naponske pobude, bila
ona pozitivna ili negativna. Kori²¢enjem bipolarnog impulsa, stanje nakon £itanja
¢e ostati nepromenjeno.

Prilikom prora£una parametara koji ¢e obezbediti zadovoljavaju¢u brzinu uz
pouzdan rad kola, neophodno je najpre odabrati model memristora koji ¢e se
koristiti. U radu [KKWF11] je pokazano da je linear ion drift model memristora
nekompatibilan sa logi£kim kolom za implikaciju u stateful logic topologiji, jer se
kod tog modela memristansa menja linearno za proizvoljan nivo pobudnog napona,
²to rezultuje u zna£ajnom uticaju state drift fenomena. Na slikama 3.10 i 3.11
prikazane su promene promenljive stanja i memristanse u slu£aju izvr²avanja ope-
racije implikacije za razli£ite vrednosti ulaznih promenljivih. U slu£aju kada ulazne
promenljive imaju vrednosti p = 0, q = 0 do potpune promene promenljive stanja
dolazi nakon ∼ 470ns. Ipak, sa slike se vidi da do zna£ajne promene promenljive
stanja (∼ 49%) dolazi i u slu£aju kada su po£etni uslovi p = 1, q = 0. Sli£na je
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Slika 3.10 � Promena promenljive stanja tokom izra£unavanja Bulove implikacije p→ q
za vrednosti promenljivih p = 0, q = 0 (plava isprekidana linija) i p = 1, q = 0 (crvena
linija), kori²¢enjem linear ion drift modela memristora (preuzeto iz [KKWF11])

Slika 3.11 � Promena memristanse tokom izra£unavanja Bulove implikacije p → q za
vrednosti promenljivih p = 0, q = 0 (plava isprekidana linija) i p = 1, q = 0 (crvena
linija), kori²¢enjem linear ion drift modela memristora (preuzeto iz [KKWF11])

situacija i sa stanovi²ta memristanse: za p = 0, q = 0, memristansa se postepeno
smanjuje do grani£ne niske vrednosti u uklju£enom stanju, dok se za p = 1, q = 0
tako�e drasti£no menja iako ne dostiºe nivo koji odgovara logi£koj �1�. Na slikama
3.12 i 3.13 prikazane su promene promenljive stanja i memristanse za TEAM,
napredni model memristora predloºen u [KFKW13]. Sa slika 3.12 i 3.13 se vidi da
i u slu£aju kori²¢enja naprednog modela dolazi do neºeljene promene promenljive
stanja i memristanse, ali u znatno manjoj meri.

3.3 Memorije sa memristivnim elementima

Jo² dok je razmatran samo teorijski koncept memristora u radu [Chua71], Leon
Chua je zapazio da je jedna od glavnih potencijalnih primena memristora u memo-
rijama sa stalnim sadrºajem, usled £injenice da memristor zadrºava svoje stanje i
nakon nestanka napajanja. Fabrikacijom memristora u nanometarskoj tehnologiji,
memorijska kola sa memristorima su postala posebno interesantna zbog potenci-
jalnog pove¢anja gustine pakovanja i, samim tim, zna£ajnim uve¢anjem kapaciteta
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Slika 3.12 � Promena promenljive stanja tokom izra£unavanja Bulove implikacije p→ q
za vrednosti promenljivih p = 0, q = 0 (plava isprekidana linija) i p = 1, q = 0 (crvena
linija), kori²¢enjem TEAM modela memristora (preuzeto iz [KKWF11])

Slika 3.13 � Promena memristanse tokom izra£unavanja Bulove implikacije p → q za
vrednosti promenljivih p = 0, q = 0 (plava isprekidana linija) i p = 1, q = 0 (crvena
linija), kori²¢enjem TEAM modela memristora (preuzeto iz [KKWF11])

memorije po jedinici povr²ine. Ipak, kako bi do komercijalizacije memristivnih
memorijskih kola do²lo, neophodno je dizajnirati i implementirati interfejs, kola
za £itanje i upis memorije. Osim toga, elementarne operacije na tim kolima moraju
zadovoljiti odgovaraju¢e kriterijume u pogledu disipirane snage, kako bi memris-
tivna memorijska kola bila konkurentna savremenim memorijama tipa SRAM,
DRAM i FLASH.

U radu [HHL09] autori su prikazali koncept dizajna kola za £itanje i upisivanje
kod memorija baziranih na memristorima. Predloºeni dizajn je imun na smetnje
i ²um, a kori²¢enjem linear ion drift modela memristora demonstrirana je nje-
gova funkcionalnost i odre�eni ograni£avaju¢i faktori. Nakon izvo�enja jedna£ine
koja prikazuje zavisnost promenljive stanja (u slu£aju modela koji se koristi, ²irine
provodne oblasti sa redukovanim titanijum-dioksidom) od primenjenog �uksa, au-
tori su najpre zaklju£ili da stanje memristora ne zavisi od oblika pobudnog napona:
svaka naponska pobuda koja generi²e isti �uks (kao integral napona), za dato
po£etno stanje memristanse, rezultova¢e istim stanjem memristora. Na osnovu
ovoga, odre�ene su gornja i donja granica �uksa ϕMAX i ϕMIN , za datu po£etnu
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Slika 3.14 � Prikaz strukture i zona logi£kih stanja (preuzeto iz [HHL09])

vrednosti promenljive stanja w0: Ukoliko je, nakon proizvoljnog intervala vremena
t0 ukupna promena �uksa ϕ (t0) = 0, a vaºi da je ϕMIN < ϕ (t) < ϕMAX ,∀t < t0,
promenljiva stanja ¢e nakon isteka intervala t0 imati vrednost w0. Autori su u
radu predloºili normalizovane opsege promenljive stanja w/D (gde D predstavlja
ukupnu ²irinu titanijum-dioksid sloja) koji ¢e odgovarati logi£kim vrednostima �0�
i �1�, uzev²i u obzir i marginu ²uma, koja odre�uje oblast nede�nisanog logi£kog
stanja (slika 3.14):

w/D ∈ [0, 0.4]⇒ logička ”0”

w/D ∈ [0.4, 0.6]⇒ nedefinisano stanje

w/D ∈ [0.6, 1]⇒ logička ”1”

Autori u [HHL09] su tako�e odredili minimalno vreme potrebno da bi pri-
menjeni pozitivan naponski nivo promenio logi£ko stanje u �1�, odnosno da bi
primenjeni negativni naponski impuls rezultovao promenom stanja u logi£ko �0�.
Duºina trajanja impulsa, izme�u ostalog, zavisi od amplitude signala, u skladu
sa prethodnom konstatacijom da stanje memristora direktno i isklju£ivo zavisi
od primenjenog �uksa. �to se ti£e £itanja stanja memristora, kako tvrde autori,
ono je zna£ajno komplikovanije od upisivanja novog stanja. Autori u [HHL09] su
predloºili kori²¢enje bipolarnog impulsa u tu svrhu, kod koga najpre ide nega-
tivan, pa zatim pozitivan impuls, iste amplitude i istog trajanja. Kod takvog
pobudnog impulsa, ukupan �uks je jednak nuli, ²to ne¢e izazvati perturbaciju
stanja memristora, odnosno, stanje memristora nakon £itanja ¢e biti isto kao i pre
£itanja (slika 3.15). Kolo za £itanje predloºeno u radu sastoji se iz dva bloka. Prvi
blok ima ulogu da konvertuje struju memristora u napon, kori²¢enjem jednostavne
topologije sa naponskim razdelnikom, gde ¢e vrednost izlaznog napona direktno
zavisiti od trenutne memristanse memristora. Drugi blok se sastoji od kompara-
tora koji poredi izlaz prethodnog bloka sa referentnim naponom i u skladu sa
rezultatom generi²e logi£ku �0� odnosno logi£ku �1� na svom izlazu. Autori u radu
tako�e obra¢aju paºnju i na £itanje stanja u situaciji kada je trenutna vrednost
promenljive stanja memristora w

D
= 0. Za takvu vrednost promenljive stanja,

prvi, negativan impuls pobudnog signala za £itanje ne¢e dovesti do promene w,
ali drugi impuls ho¢e, ²to ¢e za posledicu imati promenu stanja memristora u
odnosu na trenutak pre £itanja. Ipak, obzirom da se ovo de²ava samo pri prvom
ciklusu £itanja, i da svako naredno £itanje bipolarnim impulsom ne¢e dovesti do
naknadne promene stanja memristora, neophodno je samo voditi ra£una o trajanju
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pozitivnog impulsa kako ne bi do²lo do prebacivanja memristora u nede�nisano
logi£ko stanje tokom pozitivnog naponskog impulsa tog prvog £itanja.

Dizajn memorijskog bloka, baziranog na gore opisanoj memorijskoj ¢eliji, sa
kompletnim interfejsom koji obuhvata dekoder, generator impulsa, i selektor koji
odre�uje da li se u datu memorijsku ¢eliju u datom trenutku upisuje, ili se iz nje
£ita vrednost, prikazan je u [HHL09]. Problem asimetri£nog bipolarnog signala
za £itanje stanja memristora, nastao usled nemogu¢nosti generisanja pozitivnog
i negativnog impulsa jednakog trajanja, naveo je autore u [HHL09] da de�ni²u
takozvanu �²emu osveºavanja�. Ova ²ema odre�uje dozvoljen broj uzastopnih cik-
lusa £itanja asimetri£nim signalom, pre neophodnog osveºavanja stanja memris-
tora. Na slici 3.16 je prikazana simulacija ovog problema sa koje se vidi da je za
datu asimetriju pobudnog bipolarnog signala (trajanje pozitivnog i negativnog im-
pulsa se razlikuju za 10%) kriti£an broj ciklusa 20, jer, prilikom £itanja logi£ke �1�
nakon 20 ciklusa dolazi do pogre²nog o£itavanja. Sa slike se tako�e vidi da prilikom
£itanja logi£ke �0� nakon 20 uzastopnih ciklusa i dalje ne dolazi do pogre²nog o£i-
tavanja, ali u ovom slu£aju na dizajn sistema svakako uti£e kriti£an odziv prilikom
sukcesivnog o£itavanja logi£ke jedinice. U radu [HHL11] isti autori su izvr²ili gene-
ralizaciju matemati£kog modela sa fokusom na dinami£ke procese u memristoru,
uz kori²¢enje istog linear ion drift modela memristora.

Nakon detaljne analize potro²nje energije tokom prelaznih procesa, sa ciljem
smanjenja potro²nje, u radu [NCX10] autori predlaºu pobolj²anu topologiju sa dva
memristora koja rezultuje u u²tedi energije do 80%, uz pribliºne performanse u
pogledu brzine rada kola. Autori su, tako�e kori²¢enjem linear ion drift modela
memristora, izveli jedna£ine koje opisuju snagu i potro²enu energiju tokom procesa
£itanja i upisa podataka. Kao zaklju£ak, autori navode da utro²ena energija naj-
vi²e zavisi od stanja memristanse nakon operacije upisa i predlaºu kori²¢enje samo
uskog opsega memristanse memristora, za razliku od originalnog modela predstav-
ljenog u [HHL09, HHL11] gde se memristansa kre¢e u granicama odre�enim sa
w ∈ [0, D]. Kao o£igledna posledica ovakvog dizajna, pojavljuje se problem male
margine ²uma, jer stanja logi£ke �0� i logi£ke �1� postaju �bliska�. Kao re²enje
ovog problema, autori u [NCX10] predlaºu kori²¢enje memorijske ¢elije sa dva
memristora, pri £emu dodatni memristor £uva komplementarnu vrednost u odnosu
na originalnu vrednost upisanu u prvi memristor.

Autori u radu [NCX10] tako�e predlaºu dinami£ku memoriju baziranu na mem-
ristorima, sa dva moda rada. Prvi mod predstavlja �normalan� mod rada u kome
se memristansa memristora menja od minimalne do maksimalne vrednosti, uz
zna£ajnu potro²nju energije. Drugi, e�kasan mod rada, podrazumeva kori²¢enje
memorijskih ¢elija sa dva memristora, ²to znatno umanjuje potro²nju energije, uz

Slika 3.15 � Kolo za £itanje stanja memristora, ulazni blok za konverziju struje mem-
ristora u napon i bipolaran impuls za £itanje stanja memristora (preuzeto iz [HHL09])
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Slika 3.16 � Gre²ka prilikom £itanja stanja nastala kao posledica asimetri£nog pobudnog
signala za £itanje (preuzeto iz [HHL09])

neznatno lo²ije performanse sa stanovi²ta brzine i mogu¢nosti razlikovanja logi£kih
stanja.

U radu [MHE13], autori tako�e analiziraju procese upisa i £itanja kod memorij-
skih kola baziranih na memristorima. U analizi koriste razne modele memristora:
linearan, linearan model sa prozorskom funkcijom koja modeluje grani£ne efekte
i eksponencijalan. Autori zaklju£uju da je eksponencijalan model najadekvatniji
za modelovanje realnih memristivnih komponenti. U radu je predloºena hibridna
¢elija koja se sastoji od jednog memristora i jednog tranzistora. Autori u radu
[MHE13] prime¢uju kako se utro²ena energija moºe zna£ajno redukovati £itanjem
stanja memristora eksponencijalnim opadaju¢im, umesto pravougaonim, napon-
skim signalom. Eksponencijalno opadaju¢i naponski signal se generi²e pomo¢u
jednostavnog RC kola u kome se prethodno napunjeni kondenzator prazni preko
memristora. Svoj matemati£ki model baziraju na £injenici da ¢e vremenska kon-
stanta pri maloj memristansi memristora biti zna£ajno manja od vremenske kon-
stante pri visokoj memristansi. Na taj na£in, razlika izme�u dva stanja moºe biti
identi�kovana nakon vrlo kratkog perioda. Negativan primenjeni impuls bi u tom
slu£aju imao minimalan efekat na promenu memristanse: ukoliko je memristor u
isklju£enom stanju negativan impuls svakako nema uticaja, a ukoliko je memristor
u uklju£enom stanju, uticaj je tako�e zanemarljiv usled male vremenske konstante
i kao posledica toga, malog dodatnog �uksa koji ne¢e zna£ajno uticati na memris-
tansu memristora. Kao rezultat analize, autori tvrde da ovakav pristup omogu¢ava
∼ 10000 uspe²nih sukcesivnih ciklusa £itanja bez ciklusa osveºavanja. Prilikom
upisivanja novog stanja, autori predlaºu kori²¢enje impulsa relativno velike ampli-
tude i kratkog trajanja. Ipak, da bi se dodatno spre£io drift stanja memristora u
slu£aju upisa, pre svakog upisivanja se vr²i £itanje stanja memristora, a upisivanje
nakon toga samo ako je potrebno (ako je trenutno stanje memristora razli£ito od
onog koje se upisuje). Na ovaj na£in se dodatno redukuje utro²ak energije, jer je
proces £itanja kratkotrajan i zahteva znatno manje energije od procesa upisivanja
nove vrednosti u memristor.

U cilju redukovanja utro²ka energije, autori u radu [JJMK10] predlaºu samo-
pode²avaju¢e kolo za upisivanje, adekvatno za memorijske blokove sa memris-
torima razli£itih karakteristika. Naime, autori u radu [JJMK10] zaklju£uju kako,
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Slika 3.17 � Samo-pode²avaju¢e kolo za upisivanje u memristivnu memoriju

u pore�enju sa konvencionalnim DRAM i FLASH memorijama, memorijska kola
bazirana na memristorima pokazuju zna£ajno lo²ije karakteristike u pogledu ne-
adekvatno velike struje tokom procesa upisivanja podataka i visokih PVT (Process-
VDD-Temperature) varijacija. Autori su po uzoru na rad [Was09], u kome je prikaza-
na samo-pode²avaju¢a ²irina impulsa u kolu za £itanje, predstavili sli£an koncept
kod kola za upis. Ova modi�kacija kola za upis je mnogo zna£ajnija sa stanovi²ta
u²tede energije, obzirom da se ve¢a energija disipira prilikom upisa, u odnosu na
disipiranu energiju prilikom £itanja. Autori u radu [JJMK10] tako�e koriste linear
ion drift model memristora. Kao ²to je prikazano na slici 3.17, kod standardnog
kola za upisivanje podatka u memristor, duºina trajanja impulsa prilikom pro-
gramiranja memristora je konstantna. Ona je adekvatna za memristor kod koga se
memristansa sporo menja sa promenom koli£ine naelektrisanja (na slici ozna£en
kao Rspori) ali u slu£aju memristivne komponente sa brzom promenom memris-
tanse (na slici Rbrzi), nakon promene stanja pobudni impuls traje nepotrebno
dugo, ²to zna£ajno disipira snagu usled £injenice da je nakon promene memristansa
memristora mala, te je disipirana snaga

V 2
pulse

Rbrzi,niska
. Na istoj slici se moºe videti i

funkcionalnost samo-pode²avaju¢eg kola za upis kod koga odmah nakon promene
stanja memristora, dolazi do ukidanja pobudnog impulsa. U slu£aju �sporijeg�
memristora, pobudni impuls svakako ima dovoljno dugo trajanje. Autori tako�e
napominju, na osnovu rezultata simulacije kola, da je u slu£aju tranzicije sa logi£ke
�1� na logi£ko �0� nee�kasno koristiti kolo za samo-pode²avanje duºine impulsa. U
ovom slu£aju, nakon promene sa niske na visoku vrednost memristanse, disipirana
snaga

V 2
pulse

Rbrzi,visoka
je zanemarljiva u odnosu na disipaciju snage samo-pode²avaju¢eg

kola. Autori su u radu pokazali da modi�kacija kola za upis dodavanjem samo-
pode²avaju¢eg kola, rezultuje u u²tedi energije i do 76%.

Jo² jedan dizajn memristivnog RRAM (Resistive RAM) kola koji je imun
na razlike karakteristika kori²¢enih komponenti prikazan je u [EP11]. Za dizajn
prikazan u ovom radu je pokazano da je u pogledu potro²nje energije uporediv sa
FLASH memorijama: ima deset puta manju potro²nju prilikom upisa i £etiri puta
manju prilikom £itanja. Dizajn predstavljen u [EP11] baziran je na kolu koje se
koristi kako za £itanje stanja memristora, tako i za upis novog stanja, pri £emu
autori razlikuju upis logi£ke �0� i upis logi£ke �1� obzirom na to da se ova dva upisa
vr²e na razli£ite na£ine. Posebno kolo sa multiplekserima je osmi²ljeno kako bi se
omogu¢ila promena polariteta memristora, po²to se £itanje i upis uvek vr²e unipo-
larnim naponskim signalima. Ova promena polariteta memristora je neophodna
prilikom upisa novog stanja, ali i kod £itanja, gde se stanje memristora degradira
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Slika 3.18 � Razli£ite vrednosti �uksa rezultuju u istoj vrednosti memristanse za mem-
ristore sa razli£itim ϕ− q nelinearnim karakteristikama (preuzeto iz [KSYC10])

samom akcijom £itanja. U slu£aju degradacije stanja memristora nakon £itanja,
ponovi se akcija £itanja sa suprotnim polaritetom memristora, ²to ¢e obezbediti
restauraciju inicijalne vrednosti memristanse memristora. Autori u simulacijama
koriste linear ion drift model memristora sa prozorskom funkcijom koja modeluje
grani£ne pojave i nelinearnost drifta. Raznim simulacijama matrice memristora
u stanju visoke memristanse, niske memristanse i promenljive slu£ajne vrednosti
memristanse, autori su demonstrirali rad svoje memorije i upisivanje podataka
u matricu istim kolom kojim se vr²i £itanje podataka iz matrice. Prilikom upisa
je potrebno ponoviti vi²e ciklusa, jer memristansa ¢elije u koju se upisuje menja
svoju vrednost u diskretnim koracima prilikom svakog ciklusa upisa. Autori su
analizirali uticaj memristanse memristora na broj ciklusa potrebnih da bi se upis
podatka uspe²no obavio, ali su analizirali i uticaj upisa u proizvoljnu ¢eliju na
promenu memristanse susednih ¢elija. U radu je tako�e analizirana i demonstri-
rana imunost kola na varijaciju donje granice memristanse memristora kori²¢enih
u kolu i pokazano je kako kolo uspe²no radi £ak i za ¢elije sa manjim odnosom
RON
ROFF

(gde su RON i ROFF minimalna i maksimalna memristansa memristora,
respektivno). Autori u [EP11] su tako�e predstavili matemati£ki prora£un disipi-
rane snage koji se u potpunosti podudara sa rezultatima dobijenim simulacijom, a
demonstrirali su i kako se nefunkcionalne ¢elije mogu identi�kovati i ozna£iti kao
defektne.

Topologija predloºena u radu [EP11] je izuzetno robusna, usled £injenice da
je imuna na varijaciju ekstremnih vrednosti memristansi kori²¢enih memristora,
£ak i u slu£aju da se ekstremne vrednosti memristanse menjaju tokom vremena.
Osim toga, ovakav metod rada sa RRAM komponentama je superioran i u situaci-
jama kada je rezistivni put do ¢elije od interesa znatno duºi, ²to kao posledicu
ima zna£ajan pad napona na vodovima. Ovakva situacija se pojavljuje kod ve¢ih
memorijskih blokova (npr. kod blokova veli£ine 4KB kori²¢enih kod savremenih
FLASH memorija). Topologija predloºena u radu [EP11] u takvom slu£aju samo
zahteva ve¢i broj ciklusa upisa za ¢elije koje se nalaze dalje od pobudnog kola, u
odnosu na ¢elije koje se nalaze u neposrednoj blizini pobudnog kola.

U cilju isticanja prednosti memorijskih kola baziranih na memristorima, u radu
[JJLVM12], autori su prikazali pobolj²anu optimizaciju potro²nje kod memris-
tivnih memorijskih kola, uz mogu¢nost primene u aplikacijama gde je mala potro²-
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Slika 3.19 � Programiranje memristanse memristora za razli£ite ϕ − q karakteristike
(preuzeto iz [KSYC10])

nja zahtevana (na primer, kod beºi£nih senzorskih mreºa napajanih baterijama).
U radu je predstavljeno hibridno kolo sa �ip-�opom i memristorom, kod kojeg
se, neposredno pre odlaska u mod niske potro²nje (sleep mod), vr²i upisivanje
stanja �ip-�opa u memristor. Na sli£an na£in, rekonstrukcija stanja �ip-�opa na
osnovu stanja memristora, vr²i se nakon ponovnog aktiviranja kola. Autori pred-
laºu dva tipa kola. U osnovnoj verziji, nastaloj modi�kacijom sli£nog kola pred-
stavljenog u radu [JLM10], memristivni element je dodat u paralelu sa �ip-�opom
zajedno sa interfejsom za upis i £itanje. U pobolj²anoj verziji, dodato je i kolo za
uslovno upisivanje koje omogu¢ava dodatnu u²tedu energije i do 87% u pore�enju
sa osnovnom verzijom. Uslovno upisivanje u ovom pobolj²anom kolu se odnosi na
situaciju kada je memristor u stanju logi£ke �0� u momentu kada se u njega upisuje
ista logi£ka vrednost. Kolo za u²tedu energije u takvim slu£ajevima detektuje da
nema potrebe za upisom iste vrednost koja je ve¢ sadrºana u memristoru. Autori
u radu [JJLVM12] su opravdali zna£aj svog dizajna i sa aspekta tzv. crossover
perioda. Ovaj period je de�nisan kao minimalno trajanje moda niske potro²nje za
koji se isplati koristiti predloºeno kolo za u²tedu energije, u pore�enju sa stan-
dardnim kolima i topologijama koje se koriste u ove svrhe. U radu je pokazano
da je crossover period 3ms za osnovnu verziju, a £ak 0.08ms za pobolj²anu ver-
ziju sa dodatno smanjenom potro²njom. Na visokim temperaturama (125◦C) ova
vremena su jo² kra¢a: 350µs za osnovnu verziju i 5µs za pobolj²anu. Sa druge
strane, kolo sa nultom potro²njom energije u modu niske potro²nje, kako ga au-
tori u [JJLVM12] nazivaju, zauzima samo 5% ve¢u povr²inu u osnovnoj varijanti,
odnosno 16% u slu£aju pobolj²ane verzije, u pore�enju sa savremenim kolima koja
se koriste u ovu svrhu.

U radu [KSYC10] autori su predstavili interesantan koncept memorije sa vi²e
logi£kih stanja baziran na memristorima. Kako navode autori u radu, problemi
koji nastaju kod ovog kola se odnose na nelinearnu ϕ− q krivu i negativan uticaj
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Slika 3.20 � �itanje memristora i restauracija stanja nakon £itanja (preuzeto iz
[KSYC10])

²uma. Nelinearnost ϕ−q krive za posledicu ima nemogu¢nost odre�ivanja trajanja
impulsa za prebacivanje memristora iz jednog logi£kog stanja u drugo (slika 3.18),
dok je uticaj ²uma destruktivan u smislu da stanje memristora moºe vremenom da
se promeni kao posledica primenjenog �uksa, £ak i u slu£ajevima kada je on nastao
usled ²uma ili nekog drugog naponskog poreme¢aja. Kolo za upisivanje predloºeno
u radu sastoji se iz referentnih otpornika i analognih komparatora koji porede
referentni napon sa otpornika sa naponom na memristoru koji se postepeno menja
generisanjem strujnih impulsa koji menjaju memristansu memristora. Dakle, pri-
likom programiranja memristanse memristora, ona se postepeno uve¢ava (ili sma-
njuje) sve dok se ne izjedna£i sa referentnom vredno²¢u referentnog otpornika. Kolo
za £itanje je sli£no, sa razlikom da omogu¢ava restauraciju vrednosti memristora
na �najbliºu� vrednost referentne otpornosti nakon svakog £itanja koje rezultuje
degradacijom memristanse elementa. Na slici 3.19 je prikazano programiranje tri
memristora sa razli£itim ϕ − q karakteristikama na vrednost memristanse 18kΩ.
Sa slike se moºe videti postepeno pribliºavanje memristanse ºeljenoj vrednosti u
diskretnim koracima. Na slici 3.20 je prikazan proces £itanja i restauracije stanja
memristora nakon £itanja, na najbliºu referentnu vrednost otpornosti (jednu od 8
prede�nisanih za memoriju sa 8 logi£kih stanja).

Pregled memorijskih elemenata kori²¢enih u fabrikaciji rezistivnih RAM modu-
la (RRAM), kao i njihovih razli£itih prekida£kih mehanizama je prikazan u [Was09].
U radu [KRLBW11] je izvr²ena karakterizacija bipolarnih prekida£kih materi-
jala sa aspekta njihove integracije u nanometarskim re²etkastim strukturama,
ali i analiza razli£itih strategija upravljanja memorijom sa aspekta gustine pako-
vanja i problema �puzaju¢ih� struja. U istom radu je, tako�e, paºnja posve¢ena
i tehnolo²kim procesima fabrikacije RRAM memorija ali i predloºena takozvana
komplementarna rezistivna prekida£ka ¢elija (CRS prvobitno predstavljena u radu
[LRKW10]) sa ciljem minimizovanja negativnog uticaja �puzaju¢ih� struja na ka-
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pacitet memorije.

Re²enje problema �puzaju¢ih� struja prilikom £itanja memorije predloºeno u
radu [VRKSSW09] sastoji se od pet koraka. U prvom koraku se o£ita stanje mem-
ristivne ¢elije, a zatim se u drugom koraku ponovo o£ita stanje iste ¢elije nakon
²to je u nju upisana vrednost logi£ke �1�. Tre¢i korak podrazumeva ponovno £i-
tanje iste ¢elije, nakon ²to je u nju upisana vrednost logi£ke �0�, a u £etvrtom
koraku se donosi odluka o logi£koj vrednosti merene memristanse iz koraka 1 na
osnovu vrednosti memristansi dobijenih merenjima u koracima 2 i 3. Peti, posled-
nji korak, zahteva ponovni upis po£etne vrednosti memorijske ¢elije odre�ene u
koraku 4. Ovaj metod o£itavanja memorije je izuzetno vremenski zahtevan, a osim
toga i nee�kasan kod memorijskih kola ve¢ih dimenzija kod kojih razlika izmerenih
vrednosti memristanse u koracima 2 i 3 ima jako malu vrednost.

�Razmotana� memristivna struktura u cilju eliminacije uticaja �puzaju¢ih�
struja je predloºena u radu [MRHW10]. Ovo re²enje, ipak, zna£ajno smanjuje
kapacitet memorije jer podrazumeva zasebnu kolonu u memristivnoj matrici do-
deljenu svakom pojedina£nom memristoru.

Kori²¢enje naizmeni£nog signala prilikom £itanja memorije, umesto jednosmer-
nog, u kombinaciji sa �lterskim kapacitivnostima, znatno redukuje negativan uticaj
�puzaju¢ih� struja, kako je predstavljeno u radu [QYMRW12].

U radu [JCM12] je pokazano kako kori²¢enje dva komplementarna memristora
vezana serijski u svakoj memorijskoj ¢eliji, pri £emu se jedan od njih nalazi u stanju
RON a drugi u stanju ROFF , dovodi do smanjenja uticaja �puzaju¢ih� struja, usled
visoke memristanse (RON + ROFF ) svake pojedina£ne ¢elije. U ovakvoj strukturi
se logi£ka vrednost memorijske ¢elije odre�uje na osnovu redosleda memristora u
serijskoj vezi: RON −ROFF ili ROFF −RON .

Kod struktura sa �blokiranjem� memristora dodavanjem serijski vezanih dioda
[MRHW10] u takozvanoj 1D1M ¢eliji, znatno je umanjen uticaj �puzaju¢ih� struja
na performanse kola. Ipak, ovakva struktura pokazuje nedostatke u vidu pogor²anja
dinami£kih karakteristika ¢elije zbog parazitne kapacitivnosti diode i degradacije
signala kao posledice pada napona na provodnoj diodi [FYZY12]. Ipak, najve¢i
problem kod ove strukture ogleda se u £injenici da je na ovaj na£in onemogu¢eno
upisivanje logi£ke vrednosti u ¢eliju, jer ova operacija zahteva primenu napon-
skih signala oba polariteta. 3D struktura koja re²ava ovaj problem je predloºena
u [Mou07]. Upotreba malih tranzistora umesto diode u cilju �blokiranja� mem-
ristora, smanjuje efekat �puzaju¢ih� struja, ali ga ne elimini²e jer ovakvi tranzis-
tori imaju relativno veliku struju u isklju£enom stanju, ²to dodatno pove¢ava
stati£ku potro²nju ovog kola [VRKSSW09]. Upotreba velikih tranzistora, sa znatno
boljim prekida£kim karakteristikama, re²ava problem �puzaju¢ih� struja ali zna£aj-
no pove¢ava dimenzije kola i drasti£no smanjuje gustinu pakovanja kod takvih
hibridnih memristivnih-CMOS memorijskih kola [VRKSSW09].

Re²enje problema �puzaju¢ih� struja demonstrirano u [ZFHS13], predlaºe ko-
ri²¢enje trokrajnih memistor ure�aja, umesto dioda i tranzistora, za �blokiranje�
memristivnih memorijskih ¢elija. Memistor, predstavljen u radu [Wid60], karakteri-
²e visoka otpornost u isklju£enom stanju u kome ¢e se zadrºati i nakon uklanjanja
jednosmernog naponskog signala sa kontrolnog terminala, ²to za posledicu ima i
dodatno smanjenje stati£ke potro²nje kola.
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3.4 Memristor i mem-elementi kao nova paradigma

digitalne elektronike

U dostupnoj literaturi postoji mno²tvo radova u kojima se predlaºu i diskutuju
kola i strukture bazirane na memristorima. U okviru ove teze, do sada su uglavnom
razmatrana i analizirana digitalna kola bazirana na memristorima i memristivnim
elementima. U dostupnoj nau£noj literaturi moºe se, tako�e, na¢i mnogo radova
u vezi sa analognim memristivnim kolima. Primeri nekih od njih su: aritmeti£ka
kola i kola za ra£unanje sa memristorima [BS10, MBS11a, SKK12, LLL12], oscila-
tori [CAG11, IC08, TRS12, TRS10, TRS11a, TRS11b, TRS11c, ZOSSRS13], �ltri
[DQKKKPB10, MBS11b], analogne memorije [KTUKF10, LL10b], poja£ava£ka
kola [WJ12, WJ11], kola za procesiranje signala [DHWL13, HDWL12, DHWGL13],
nelinearna dinami£ka kola u kojima se javlja �haos� kao aperiodi£no ustaljeno pona-
²anje [IYFSC11, MK09, Mut10, FYIS12, BFFG12, LLP10], A/D i D/A konvertori
[PSDV12], programabilna analogna kola [PDV10, SKK11], neuralne mreºe i neuro-
morfni sistemi [KSYRC12a, AYKC12, Tho13, WZ12, SGMPILB13, SYKC12a,
KSYRC12b, SYKC12b, JCEBML10, LL10c, PDV12], amplitudski, frekvencijski
i fazni modulatori [GOM13, WB09, KLCASA13], kao i razni senzori [WCGL10,
BZLCP12, MSS11, CWSL10].

Me�utim, sva literatura navedena iznad opisuje samo nov na£in implementacije
ve¢ postoje¢ih koncepata, struktura i mehanizama. Ono ²to predstavlja najve¢i
potencijal kola baziranih na memristorima i mem-elementima je zapravo jedna
potpuno nova paradigma, koja se ogleda u mogu¢nosti procesiranja i skladi²tenja
podataka na jednom mestu. U radu [DVP12b], autori su predstavili ovaj revo-
lucionaran teorijski koncept kao alternativu i dalje aktuelnoj, ali odavno prevazi-
�enoj Von Neumann-ovoj arhitekturi, koji pritom omogu¢ava pra¢enje trenda
smanjivanja dimenzija u skladu sa Murovim zakonom. Op²te je poznato da je jedan
od osnovnih problema savremenih arhitektura mikroprocesorskih sistema zapravo
£injenica da se �stalni� podaci skladi²te na jednom mestu (hard diskovi, solid-state
memorije,..), podaci koji se gube sa nestankom napajanja u radnim memorijama
(RAM) dok je mikroprocesor zaduºen za procesiranje podataka. Ovakav koncept
zahteva frekventnu i obimnu komunikaciju izme�u procesora sa jedne i memo-
rijskih jedinica sa druge strane, ²to ograni£ava performanse sistema ne samo u

Slika 3.21 � Memristivni procesor kori²¢en za re²avanje problema nalaºenja najkra¢eg
puta u lavirintu (eng. maze routing) (preuzeto iz [DVP12b])
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pogledu brzine, ve¢ i u pogledu dimenzija celokupnog sistema. Ovaj problem je
poznat kao problem �memorijskog zida� (engl. memory wall problem).

Kao jedno potencijalno re²enje ovog problema, predstavljen je koncept para-
lelnog procesiranja, koji podrazumeva distribuirano istovremeno procesiranje na
vi²e nezavisnih hardverskih modula. Ovakav koncept omogu¢ava kori²¢enje brzih
lokalnih memorija za sme²tanje ve¢ine podataka i, samo u retkim slu£ajevima,
sporu komunikaciju sa udaljenom memorijom dodeljenom drugom procesoru. Ipak,
ovakav koncept predstavlja samo inkrementalan doprinos i, naºalost, ne pruºa
re²enje na �duge staze�.

Kod mikroprocesorskih sistema sa Harvard arhitekturom, a posebno u slu£aju
modi�kovanih Harvard arhitektura, pobolj²anje performansi je posledica razdvoje-
nih adresnih prostora memorije za instrukcije i memorije za podatke, ²to omogu¢a-
va sinhrono preuzimanje instrukcija i podataka od strane procesora.

Kao jedan od pravaca istraºivanja koji bi mogao dovesti do re²enja problema
�memorijskog zida�, autori su u [DVP12b] predloºili ra£unanje uz pomo¢ memris-
tora i mem-elemenata, odnosno, memcomputing kako su ga oni nazvali. Motivaciju
za razvoj ovakvog koncepta autori nalaze u £injenici da takva kola inherentno vr²e
paralelno procesiranje, uz skladi²tenje podataka na istoj lokaciji, bez upotrebe do-
datnih aktivnih komponenti. Autori su u radu uveli pojam masovno paralelnog
procesora koji se sastoji od mem-elemenata i standarnih elektronskih komponenti
koje se koriste isklju£ivo kao prekida£i. Ra£unanje izvr²eno od strane jedne ovakve
strukture, posledica je evolucije sistema pod uticajem spolja primenjenog napona
(ili struje). Autori u radu navode ²est kriterijuma koje ovakav jedan super-procesor
treba da zadovolji:

1. Skalabilna masivno paralelna arhitektura sa mogu¢no²¢u procesiranja i skla-
di²tenja podataka;

2. Dovoljno duga£ko vreme £uvanja upisanih podataka;

3. Mogu¢nost inicijalizacije po£etnih stanja;

4. Mehanizam kolektivnog dinami£nog sistema;

5. Mogu¢nost £itanja sadrºaja kori²¢enih memorijskih elemenata;

6. Robusnost sa aspekta deformacija sistema i ²uma.

Kao primer strukture koja zadovoljava ovih 6 kriterijuma, autori navode struk-
turu predloºenu u [PDV11, DVP12a], koja re²ava problem rutiranja u lavirintu.
Kori²¢enjem memristivnog procesora prikazanog na slici 3.21, nakon inicijalizacije
svih memristora u stanje visoke memristanse, mapiranjem lavirinta na strukturu
tako da su uklju£eni prekida£i u skladu sa �putevima� u lavirintu i isklju£eni na
mestima gde se u lavirintu nalazi zid, primenjen je napon od 50V izme�u ulaza
i izlaza lavirinta. Nakon 75ms, stanje lavirinta je izgledalo kao na slici 3.22, na
kojoj se vidi da je re²enje problema odre�eno memristorima izuzetno male mem-
ristanse, dok se stanja ostalih memristora nisu menjala zna£ajno (osim memristora
sa najniºom vrednosti memristanse, svi ostali memristori su u stanju visoke mem-
ristanse). Ovakva struktura zadovoljava gore navedenih 6 kriterijuma:

1. Re²enje problema lavirinta je dobijeno kao rezultat masivno paralelnog pro-
cesiranja od strane svih memristora u kolu;

2. Re²enje je lokalno skladi²teno u samom sistemu sa teoretski neograni£enim
trajanjem valjanosti podataka;
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3. Inicijalizacija mreºe opisana je u radu [PDV11]: primenom odgovaraju¢ih
naponskih nivoa na £vorove mreºe mogu¢e je inicijalizovati stanje svakog
memristora ponaosob;

4. Dinamika pona²anja sistema je kolektivna, a ekstremne vrednosti memris-
tansi kori²¢enih memristora su odabrane tako da omogu¢e promenu stanja
svih memristora mreºe;

5. �itanje stanja svakog pojedina£nog memristora se ostvaruje generisanjem
odgovaraju¢ih naponskih impulsa male amplitude na odgovaraju¢im £vorovi-
ma mreºe;

6. Bilo kakva promena lavirinta, a samim tim i topologije sistema, automatski
bi rezultovala novim re²enjem problema.

U [DVP12b] kori²¢en je isti memristivni procesor kao u [PDV11], gde prekida£i
imaju dvostruku ulogu: omogu¢avaju nezavistan pristup svakom pojedina£nom
memristoru i omogu¢avaju promenu topologije sistema. Kao ²to je ve¢ nagla²eno
ranije, izra£unavanje sprovedeno od strane ovakve memristive strukture se de²ava
kao posledica evolucije stanja strukture. Stanje strukture je zapravo kolekcija
stanja svih elemenata od kojih je struktura sastavljena, a pod uticajem spolja
primenjene pobude.

U radu [DVP12b] je re²avan problem pronalaºenja najkra¢eg puta sa ciljem da
se demonstriraju jo² neke vaºne karakteristike ovakvog sistema. Sli£no kao i u radu
[PDV11] problem se re²ava u tri koraka: nakon inicijalizacije sistema postavljan-
jem svih memristora u stanje visoke memristanse, i nakon izra£unavanja primenom
napona na �ta£ke� izme�u kojih se traºi najkra¢i put, prihvatanje rezultata izra£u-
navanja se vr²i £itanjem stanja memristora strukture i identi�kovanjem najkra¢eg
puta odre�enog memristorima sa najmanjom memristansom u kolu. Re²enje prob-
lema, kao i inicijalno stanje strukture pre primene spolja²njeg napona, prikazano je
na slici 3.23. Mehanizam re²avanja ovakvog problema je jednostavan i jednozna£an:
primenom napona na prede�nisane spolja²nje ta£ke, struje po£inju da teku kroz
celu memristivnu strukturu. Ipak, najve¢a struja u kolu ¢e se pojaviti na putanji
najmanje otpornosti, u skladu sa Omovim zakonom. Kao posledica toga, usled
najve¢e struje, stanje memristora na putu najmanje otpornosti (memristanse), ¢e

Slika 3.22 � Re²enje problema nalaºenja najkra¢eg puta u lavirintu predstavljeno mem-
ristorima u stanju niske memristanse (preuzeto iz [PDV11])
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Slika 3.23 � Pronalaºenje najkra¢eg puta izme�u dve ta£ke kori²¢enjem memristivnog
procesora (preuzeto iz [DVP12b])

se najvi²e menjati i smanjivati, ²to ¢e opet rezultovati jo² ve¢om strujom koja
proti£e tom putanjom. U ovakvom jednom regenerativnom procesu, formira¢e se
putanja najmanje memristanse koja ¢e odrediti najkra¢u putanju izme�u polaznih
ta£aka. Sli£an mehanizam se pojavljuje i kod optimizacionog algoritma kolonije
mrava, opisanog u [GL10, DMC96].

U radu [DVP12b] je tako�e demonstrirana i imunost sistema na deformitet
strukture (kriterijum 6), tako ²to su uklonjene tri ¢elije koje se nalaze na najkra¢em
putu. Kao rezultat, ponovo je prona�en najkra¢i put koji zaobilazi deformisane
(uklonjene ¢elije) a opet kao posledica toka najve¢e struje putem najmanjeg otpora
(memristanse). Na slici 3.24 moºe se videti re²enje problema najkra¢eg puta koje je
izra£unato na deformisanoj strukturi. Masovno paralelno procesiranje demonstri-
rano u radu [DVP12b] je vrlo sli£no funkcionisanju sinapsi koje povezuju neurone
u mozgu. �ak i sa stanovi²ta upravo demonstrirane imunosti na deformitete, ova
struktura se pona²a sli£no kao ljudski mozak: odumiranjem neurona i sinapsi nji-
hovu funkciju preuzimaju drugi neuroni i sinapse.

Slika 3.24 � Demonstracija imunosti memristivnog procesora na deformacije strukture
(kriterijum 6) (preuzeto iz [DVP12b])
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Glava 4

Rekurzivna Bulova formula sa

�ksnim poretkom pozitivnih

proizvod termova

Memristori, mem-ure�aji i mem-sistemi dopunjuju i nadogra�uju klasi£nu teori-
ju elektri£nih kola, pronalaze¢i svoju ulogu u sve ²irem spektru trenutnih i budu¢ih
aplikacija. Izme�u ostalog, upotreba memristora kao gradivnog bloka za budu¢e
digitalne nano-strukture obe¢ava revolucionarni progres iza granica de�nisanih
Murovim zakonom i trenutnim tehnolo²kim ograni£enjima. Imaju¢i to u vidu, digi-
talna kola bazirana na memristorima dobivaju na zna£aju, a alati za projektovanje
i sintezu takvih kola i sistema postaju neophodni.

Memristor se, gledano sa stanovi²ta digitalnih kola, a kako je ve¢ ranije nave-
deno, moºe u dostupnoj literaturi na¢i u ²irokom opsegu kola najrazli£itijih topo-
logija (Boolean, Threshold Logic, Majority Logic) [RRMKP12] i arhitektura: ele-
mentarni memristorski par koji kombinuje mogu¢nost izvr²avanja logi£kih ope-
racija sa mogu¢no²¢u pam¢enja stanja (eng. stateful logic)[BSKYSW10], memris-
tivni nizovi i matri£ne strukture (eng. arrays and crossbars) kao i ostale regu-
larne strukture kao ²to su MPLA, PMLA, TLA [RRMKP12, LPL12]. U posto-
je¢oj nau£noj literaturi mogu se na¢i brojni radovi na temu hibridnih CMOS-
mem arhitektura [RRMKP12, KWSKWF12, MNY11], mem-sistema nalik FPGA
arhitekturama [KSK11][WJB10][GH10], kao i logi£ka kola bazirana na savremenim
mem-ure�ajima kao ²to su mem-tranzistori [SDML12].

Kada se govori o memristoru kao �gradivnom bloku� za sloºena logi£ka kola
dolazimo do problema koji je klju£an: po²to je memristor pasivna komponenta,
kaskadiranje vi²e memristivnih logi£kih kola neminovno vodi ka problemu degrada-
cije amplitude signala (napona ili struje) [RRMKP12], kao i nemogu¢nosti os-
tvarenja ºeljenog maksimalnog fanout-a [LPL12]. Topologije koje re²avaju prob-
lem fanout-a su predloºene u [LPL12], kori²¢enjem takozvanih �ispravlja£kih�
memristora koji izra£unavaju inverznu non-implikaciju (eng. converse non-implica-
tion), kao i u [KSK11] kori²¢enjem specijalnih sekvenci ulaznih signala u proto£noj
�stateful logic� topologiji.

Navedeni problemi predstavljaju osnovnu motivaciju istraºivanja u ovoj oblasti,
kao i istraºiva£ki pravac predstavljen u [LPL10a], [LPL10b],[PLL12] kao kom-
promisno re²enje, po²to omogu¢ava izra£unavanje proizvoljne N -ulazne Bulove
funkcije, imuno na degradaciju signala usled £injenice da se koriste samo dva mem-
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ristora u osnovnoj �stateful logic� topologiji. Ova, najjednostavnija mogu¢a mem-
ristivna struktura za izra£unavanje, je imuna na problem degradacije signala usled
£injenice da informaciju �£uva� otpornost, odnosno memristansa memristora (RON

i ROFF ), a ne prenosi se putem struje ili napona kao u slu£aju standardnog kaskadi-
ranja. Tako�e, kao posledica rekurzivne prirode izra£unavanja, fanout problem ne
uti£e na stateful logic topologiju jer je tokom rada samo jedan memristor aktivan
u datom trenutku, dok drugi akumulira prethodno izra£unat rezultat. Ipak, cena
koja se pla¢a je neophodnost pred-procesiranja i generisanja kompleksnih kontrol-
nih sekvenci [LPL12],[LPL10a],[LPL10b]. Kori²¢enjem ovog pristupa, vr²i se kom-
promis izme�u prostorne kompleksnosti Bulovog kola i vremenske kompleksnosti
algoritma za izra£unavanje ºeljene funkcije.

U [LPL10a],[LPL10b] autori su predstavili takozvanu rekurzivnu Bulovu for-
mulu (skra¢eno RBF) koja omogu¢ava izra£unavanje proizvoljne N -ulazne Bulove
funkcije y(x1, . . . , xN) kori²¢enjem samo dva radna memristora i N ulaznih mem-
ristora koji £uvaju vrednost svake odN promenljivih date funkcije. Za datu Bulovu
funkciju (BF skra¢eno) y(x1, . . . , xN), predstavljena rekurzivna forma je oblika:

ŷ =
(
(((πL)aL + πL−1)

aL−1 + · · ·+ π2)
a2 + π1

)a1 . (4.1)

U rekurzivnoj formuli ŷ £lanovi π1, π2, . . . , πL, L = 2N predstavljaju takozvane
pozitivne proizvod termove (PPT skra¢eno) takve da je:

π1 = x1x2 . . . xN

π2 = x2x3 . . . xN

π3 = x1x3 . . . xN
...

πL−2 = x2

πL−1 = x1

πL = 1.

Eksponenti u rekurzivnoj formuli predstavljaju skra¢enu notaciju za negaciju Bulo-
vog izraza tako da je x1 = x, x0 = x, a za datu BF y se ra£unaju kao:

α1 = y (β1) (4.2)

αk = 1 ⇐⇒ y (βk) = αk−1,∀k ∈ {2, .., L} , (4.3)

pri £emu su βk, k ∈
{

1, .., 2N
}
N -dimenzioni bit vektori kod kojih se na poziciji j

nalazi 1 ako i samo ako se u odgovaraju¢em πk pojavljuje promenljiva xj. Ubrzo
nakon objavljivanja rada [LPL10a], isti autori su objavili [LPL10b] u kome su
ispravili gre²ku iz originalnog rada, koja se odnosi na broj pozitivnih proizvod ter-
mova (PPT-ova). Ipak, na£in izra£unavanja eksponenata prikazan u originalnom
radu je ostao nekorektan. U tekstu koji sledi, najpre ¢e biti predstavljen primer
na kome se vidi da rekurzivna Bulova formula f̂ konstruisana na na£in prikazan
u [LPL10a, LPL10b], ne reprezentuje Bulovu funkciju f , za koju se konstrui²e.
Zatim ¢e biti pokazano na koji na£in se konstrui²e rekurzivna Bulova formula koja
¢e adekvatno predstavljati Bulovu funkciju. Predstavljena konstrukcija rekurzivne
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formule se zasniva na detaljnom i preciznom matemati£kom dokazu, dok ¢e na
ilustrativnom primeru biti demonstrirana primena teorijskog rezultata.

Tvrdnja 1. Postoji Bulova funkcija f : BN → B koja nije na adekvatan na£in
predstavljena rekurzivnom Bulovom formulom de�nisanom u tvr�enju Teoreme 1
u radu [LPL10a] (uklju£uju¢i i korekcije prikazane u [LPL10b]).

Dokaz. Neka je Bulova funkcija f : B2 → B oblika f (p1, p2) = p1 ∧ p2. Tada je:

π1 = p1 ∧ p2

π2 = p2

π3 = p1

π4 = 1.

Tako�e, imamo da je:
β1 = (1, 1)

β2 = (0, 1)

β3 = (1, 0)

β4 = (0, 0) ,

odakle sledi
f (β1) = 0

f (β2) = 1

f (β3) = 1

f (β4) = 1.

Izra£unavanjem eksponenata u skladu sa [LPL10a, LPL10b], dobijamo

f (β1) = 0⇒ α1 = 0

f (β2) 6= α1 ⇒ α2 = 0

f (β3) 6= α2 ⇒ α3 = 0

f (β4) 6= α3 ⇒ α4 = 0.

Tada, rekurzivna Bulova formula konstruisana u skladu sa tvr�enjem teoreme iz
[LPL10a, LPL10b] ima oblik:

f̂ = 1 ∨ p1 ∨ p2 ∨ (p1 ∧ p2) =⇒

f̂ = p1 ∨ p2 ∨ (p1 ∧ p2) =⇒

f̂ = (p1 ∧ p2) ∨ (p1 ∧ p2) =⇒

f̂ = p1 ∧ (p2 ∨ p2) =⇒

f̂ = p1

²to o£igledno nije ekvivalentno Bulovoj funkciji f (p1, p2) = p1 ∧ p2.
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GLAVA 4. REKURZIVNA BULOVA FORMULA SA FIKSNIM PORETKOM POZITIVNIH PROIZVOD TERMOVA

U nastavku ¢e biti prikazan jednozna£an i korektan na£in konstrukcije rekurzivne
Bulove formule koja predstavlja proizvoljnu Bulovu funkciju.

De�nicija 1. Leksikografski ure�eni pozitivni proizvod termovi π1, ..., πL, L = 2N

sa N promenljivih (uklju£uju¢i i logi£ko �1� dodat u [LPL10b]) su

πL = 1

πL−1 = p1

πL−2 = p2

...

π2 = p2 ∧ p3 ∧ · · · ∧ pN

π1 = p1 ∧ p2 ∧ p3 ∧ · · · ∧ pN .

De�nicija 2. Za skup leksikografski ure�enih pozitivnih proizvod termova, de�ni-
²emo binarne N -torke kao:

βk = (bk1, .., bkN) , ∀k ∈ {1, .., L} , L = 2N

takve da vaºi
bki = 1⇔ pi ∈ πk.

De�nicija 3. Za date leksikografski ure�ene pozitivne proizvod termove π1, π2, ...,
πL, L = 2N skup Πk = {i | pi ∈ πk} , k ∈ {1, 2, ..., L} zove se skup indeksa pozitivnih
proizvod termova.

U skladu sa De�nicijom 3, o£igledno je da se pozitivni proizvod term πk moºe
zapisati kao

πk =
∧

i|i∈Πk

pi, k ∈ {1, ..., L} . (4.4)

Tvrdnja 2. Za leksikografski ure�ene pozitivne proizvod termove π1, π2, ..., πL, L =
2N , i svaki ure�en par (Πk,Πt) , k, t ∈ {1, .., L} , k 6= t, vaºi

k < t⇒ Πk * Πt.

Dokaz. Kao posledica De�nicija 1 i 3,

Πk ⊆ Πt ⇒ k ≥ t,∀k, t ∈ {1, ..., L} (4.5)

Koriste¢i tautologiju kontrapozicije

(p⇒ q)⇔ (qq ⇒qp) (4.6)

sledi da je

Πk ⊆ Πt ⇒ k ≥ t⇔ k < t⇒ Πk * Πt, ∀k, t ∈ {1, ..., L} . (4.7)
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Lema 1. Neka su leksikografski ure�eni pozitivni proizvod termovi π1, π2, ..., πL,
L = 2N i β1, β2, ..., βL de�nisani De�nicijom 2. Tada vaºi da je

πk(βt) = 1⇔ Πk ⊆ Πt, ∀k, t ∈ {1, ..., L} , L = 2N .

Dokaz. Prvo ¢emo pokazati da vaºi da je πk(βt) = 1 ako je ispunjeno Πk ⊆
Πt,∀k, t ∈ {1, ..., L} , L = 2N . U skladu sa zapisom pozitivnog proizvod terma
kori²¢enjem skupa indeksa pozitivnih proizvod termova (4.4), imamo da je

πk(βt) =
∧

i|i∈Πk

bti, k ∈ {1, ..., L} . (4.8)

Tako�e, po de�niciji podskupa vaºi

Πk ⊆ Πt ⇔ i ∈ Πt,∀i ∈ Πk. (4.9)

Kao rezultat, dobija se
πk(βt) =

∧
i|i∈Πk

bti =⇒

πk(βt) =
∧
i|i∈Πt

bti =⇒

πk(βt) =
∧

i|pi∈πt

bti =⇒

πk(βt) =
∧

i|bti=1

bti = 1. (4.10)

Preostaje da se pokaºe da je Πk ⊆ Πt ukoliko je ispunjeno πk(βt) = 1.

πk(βt) =
∧

i|i∈Πk

bti = 1 =⇒

bti = 1,∀i ∈ Πk =⇒

pi ∈ πt, ∀i ∈ Πk =⇒

i ∈ Πt, ∀i ∈ Πk =⇒

Πk ⊆ Πt.

Iz Leme 1 direktno proizilazi da je

πk(βt) = 0⇔ Πk * Πt, ∀k, t ∈ {1, ..., L} , L = 2N . (4.11)

Tvrdnja 3. Za leksikografski ure�ene pozitivne proizvod termove π1, π2, ..., πL, L =
2N i β1, β2, ..., βL, vaºi da je

k < t⇒ πk(βt) = 0,∀k, t ∈ {1, ..., L} , L = 2N .
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GLAVA 4. REKURZIVNA BULOVA FORMULA SA FIKSNIM PORETKOM POZITIVNIH PROIZVOD TERMOVA

Dokaz. Na osnovu Tvrdnje 2 sledi da je

k < t⇒ Πk * Πt,∀k, t ∈ {1, ..., L} . (4.12)

Tada, obzirom na posledicu Leme 1 (4.11) imamo

k < t⇒ πk(βt) = 0,∀k, t ∈ {1, ..., L} , L = 2N . (4.13)

U nastavku teksta, simbol ⊕ predstavlja Ekskluzivno ILI (XOR) operaciju i
koristi se u cilju pojednostavljenja notacije.

Teorema 1. Neka je f : BN → B proizvoljna N-ulazna 1-izlazna Bulova funkcija
i π1, π2, ..., πL, β1, β2, ..., βL, L = 2N de�nisani De�nicijama 1 i 2. Tada, funkcija
f je predstavljena Bulovom formulom

f̂ =
(
(· · · ((πL)αL ∨ πL−1)

αL−1 · · · π2)
α2 ∨ π1

)α1 ,

gde su eksponenti αi, i ∈ {1, .., L}, koji predstavljaju negacije (x0 = x, x1 = x za
proizvoljni Bulov izraz x), de�nisani kao

α1 = f (β1) ,

αk = 1 ⇔ f (βk) = f (βk−1) ,∀k ∈ {2, ..., L} .

Dokaz. Najpre, treba obratiti paºnju da se eksponenti, de�nisani u tvr�enju teo-
reme mogu napisati na slede¢i na£in

α1 = f (β1) (4.14)

αk = 1 ⇔ f (βk) = f (βk−1) =⇒

αk = f (βk) ⊕ f (βk−1),∀k ∈ {2, ..., L} . (4.15)

Dakle, ra£unanje eksponenata α1, ..., αL, L = 2N , na osnovu vrednosti Bulove
funkcije f vr²i se na slede¢i na£in:

a1 = f(β1) (4.16)

a2 = f(β1)⊕ f(β2) (4.17)

a3 = f(β2)⊕ f(β3) (4.18)
...

aL = f(βL−1)⊕ f(βL) (4.19)

Da bismo dokazali tvr�enje teoreme, pretpostavimo suprotno:

∃βm | f (βm) 6= f̂ (βm) ∧ f (βi) = f̂ (βi) ,∀i < m. (4.20)

Ako takvo m ne postoji (trivijalan slu£aj), tada o£igledno imamo da je

f (βi) = f̂ (βi) ,∀i ∈ {1, .., L} , (4.21)
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²to zna£i da je funkcija f predstavljena rekurzivnom Bulovom formulom f̂ . Za
netrivijalni slu£aj, najpre ¢emo pretpostaviti da je m > 1. Tada, imamo

f̂ (βm) =
(
(· · · ((πL (βm))αL ∨ · · · πm (βm))

αm ∨ · · · π2 (βm))
α2 ∨ π1 (βm)

)α1 .
(4.22)

Na osnovu Tvrdnje 3, vaºi da je

πi (βm) = 0,∀i < m, (4.23)

dok je direktna posledica Leme 1

πm (βm) = 1. (4.24)

Kao rezultat, rekurzivnu formu moºemo zapisati kao

f̂ (βm) = ((· · · ((DC) ∨ 1)αm ∨ · · · 0)
α2 ∨ 0)

α1 =⇒

f̂ (βm) = (((1)αm · · · )α2)
α1 , (4.25)

gde DC stoji kao skra¢enica za Don't care, obzirom na rekurzivnu strukturu forme
koju posmatramo i teoremu Bulove algebre x ∨ 1 = 1 (za proizvoljan Bulov izraz
x). Zapisivanjem eksponenata iz rekurzivne formule u notaciji sa operacijom eks-
kluzivno ILI, za proizvoljan Bulov izraz x vaºi

x0 = x = x⊕ 1, (4.26)

x1 = x = x⊕ 0. (4.27)

Gornja dva zapisa moºemo generalizovati kao

xy = x⊕ y, (4.28)

pri £emu su x i y proizvoljni Bulovi izrazi. Ukoliko imamo dvostruki eksponent,
vaºi da je

(xy)z = (x⊕ y)z = x⊕ y ⊕ z, (4.29)

za proizvoljne Bulove izraze x, y i z. Na sli£an na£in, za vi²estruke eksponente i
proizvoljne Bulove izraze x, y i z vaºi

((xy) · · · )z = (x⊕ y ⊕ · · · )z = x⊕ y ⊕ · · · ⊕ z. (4.30)

Dakle, zapisuju¢i izraz (4.25) u notaciji sa operacijom ekskluzivno ILI, imamo da
je

f̂ (βm) = (((1)αm · · · )α2)
α1 = 1⊕ ᾱm ⊕ · · · ⊕ ᾱ2 ⊕ ᾱ1 (4.31)

f̂ (βm) = (1⊕ ᾱ1 ⊕ ᾱ2 ⊕ · · · )⊕ ᾱm (4.32)

f̂ (βm) = f̂ (βm−1)⊕ ᾱm. (4.33)

Po²to smo pretpostavili da vaºi f (βm) 6= f̂ (βm) dobijamo:

f (βm) 6= f̂ (βm) =⇒ f (βm) 6= f̂ (βm−1)⊕ ᾱm. (4.34)

Sa druge strane, tako�e na osnovu pretpostavke, imamo da je f (βi) = f̂ (βi) ,∀i <
m. Iz ovoga sledi

f (βm) 6= f̂ (βm) =⇒ f (βm) 6= f (βm−1)⊕ ᾱm. (4.35)
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Primenom ekskluzivno ILI operacije sa f (βm−1) na desnu stranu implikacije:

f (βm) 6= f̂ (βm) =⇒ f (βm)⊕ f (βm−1) 6= f (βm−1)⊕ f (βm−1)⊕ ᾱm (4.36)

f (βm) 6= f̂ (βm) =⇒ f (βm)⊕ f (βm−1) 6= ᾱm (4.37)

f (βm) 6= f̂ (βm) =⇒ f (βm)⊕ f (βm−1) 6= αm. (4.38)

Po²to u ovom delu dokaza podrazumevamo da je m ≥ 2, nejedna£ina (4.38) je
u kontradikciji sa de�nicijom eksponenata prikazanom u (4.15). Dakle, po£etna
pretpostavka

∃βm | f (βm) 6= f̂ (βm) ∧ f (βi) = f̂ (βi) ,∀i < m

nije zadovoljena, odnosno vaºi da je

f (βi) = f̂ (βi) ,∀i ∈ {1, .., L} , (4.39)

²to zna£i da rekurzivna Bulova formula f̂ predstavlja Bulovu funkciju f .
Ostalo je da se dokaºe i za slu£aj kada je m = 1, a ovaj slu£aj zahteva poseban

dokaz zbog £injenice da je eksponent α1 druga£ije de�nisan kao α1 = f (β1). Za
m = 1, sli£no kao u (4.25):

f̂ (β1) = ((DC) ∨ 1)α1 =⇒ f̂ (β1) = 1α1 = 1⊕ ᾱ1, (4.40)

odakle sledi
f (β1) 6= f̂ (β1) =⇒ f (β1) 6= 1⊕ ᾱ1 (4.41)

f (β1) 6= f̂ (β1) =⇒ f (β1) 6= α1 (4.42)

²to je tako�e kontradikcija sa de�nicijom eksponenta α1 datom u (4.14).

Gore predstavljenom i dokazanom teoremom, indirektno smo demonstrirali
na£in konstrukcije rekurzivne Bulove formule f̂ u zavisnosti od date proizvoljne
Bulove funkcije f : BN → B (obratiti paºnju da su eksponenti u rekurzivnoj
Bulovoj formuli zavisni isklju£ivo od Bulove funkcije f). Na osnovu rezultata
prikazanog u radu [LPL10a], ovako konstruisana rekurzivna Bulova formula f̂
omogu¢ava izra£unavanje Bulove funkcije f kori²¢enjem dva memristora.

Primer 1. Koriste¢i rekurzivnu Bulovu formulu konstruisanu tvr�enjem Teoreme
1, za Bulovu funkciju f (p1, p2) = p1 ∧ p2 iz Tvrdnje 1, dobijamo da je

π1 = p1 ∧ p2

π2 = p2

π3 = p1

π4 = 1.

Tako�e, imamo da je:
β1 = (1, 1)

β2 = (0, 1)

β3 = (1, 0)
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β4 = (0, 0) ,

odakle sledi
f (β1) = 0

f (β2) = 1

f (β3) = 1

f (β4) = 1.

Zahvaljuju¢i konstrukciji eksponenata u skladu sa tvr�enjem Teoreme 1, imamo

f (β1) = 0⇒ α1 = 0

f (β2) 6= f (β1)⇒ α2 = 0

f (β3) = f (β2)⇒ α3 = 1

f (β4) = f (β3)⇒ α4 = 1.

Tada, rekurzivna Bulova formula konstruisana na osnovu Teoreme 1 ima oblik:

f̂ = 1 ∨ p1 ∨ p2 ∨ (p1 ∧ p2)

f̂ = 1 ∨ (p1 ∧ p2)

f̂ = p1 ∧ p2

²to je ekvivalentno polaznoj Bulovoj funkciji f (p1, p2).

Primer 2. Posmatrajmo Bulovu funkciju 3 promenljive £ija je istinitosna tablica
prikazana u tabeli 4.1.

x1 x2 x3 y

0 0 0 1
0 0 1 0
0 1 0 0
0 1 1 1
1 0 0 1
1 0 1 0
1 1 0 0
1 1 1 0

Tabela 4.1 � Primer 3-ulazne 1-izlazne Bulove funkcije
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Za ovu funkciju, pozitivni proizvod termovi su

π1 = x1x2x3

π2 = x2x3

π3 = x1x3

π4 = x1x2

π5 = x3

π6 = x2

π7 = x1

π8 = 1,

a odgovaraju¢i βi, i ∈ {1, ..., 8} i vrednosti funkcije f za odgovaraju¢e bit-vektore
su

β1 = (1, 1, 1) =⇒ y (β1) = 0

β2 = (0, 1, 1) =⇒ y (β2) = 1

β3 = (1, 0, 1) =⇒ y (β3) = 0

β4 = (1, 1, 0) =⇒ y (β4) = 0

β5 = (0, 0, 1) =⇒ y (β5) = 0

β6 = (0, 1, 0) =⇒ y (β6) = 0

β7 = (1, 0, 0) =⇒ y (β7) = 1

β8 = (0, 0, 0) =⇒ y (β8) = 1.

Izra£unavanjem eksponenata rekurzivne Bulove formule dobija se:

a1 = y(1, 1, 1) = 0

a2 = y(1, 1, 1)⊕ y(0, 1, 1) = 0

a3 = y(0, 1, 1)⊕ y(1, 0, 1) = 0

a4 = y(1, 0, 1)⊕ y(1, 1, 0) = 1

a5 = y(1, 1, 0)⊕ y(0, 0, 1) = 1

a6 = y(0, 0, 1)⊕ y(0, 1, 0) = 1

a7 = y(0, 1, 0)⊕ y(1, 0, 0) = 0

a8 = y(1, 0, 0)⊕ y(0, 0, 0) = 1.

Kao rezultat, dobijamo da je rekurzivna Bulova formula oblika:

ŷ =


((((11 + x1

)0
+ x2

)1

+ x3

)1

+ x1x2

)1

+ x1x3

0

+ x2x3

0

+ x1x2x3


0

.

(4.43)
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U cilju pore�enja rekurzivne formule sa Bulovom funkcijom predstavljenom u
tabeli 4.1, rekurzivnu Bulovu formulu ¢emo zapisati kori²¢enjem standardne no-
tacije Bulovih negacija:

ŷ = 1 + x1 + x2 + x3 + x1x2 + x1x3 + x2x3 + x1x2x3 =⇒

ŷ = x2 + x3 + x1x2 + x1x3 + x2x3 + x1x2x3 =⇒

ŷ = x2 + x3 + x2x3 + x1x2x3 =⇒

ŷ = x2x3 + x2x3 + x1x2x3 =⇒

ŷ = x2x3 + x2x3 + x1x2x3 =⇒

ŷ = (x2 + x3) (x2 + x3) (x1 + x2 + x3) =⇒

ŷ = (x2x3 + x2x3) (x1 + x2 + x3) =⇒

ŷ = x1x2x3 + x1x2x3 + x2x3 =⇒

ŷ = x1x2x3 + x1x2x3 + (x1 + x1)x2x3 =⇒

ŷ = x1x2x3 + x1x2x3 + x1x2x3.

O£igledno, rekurzivna Bulova formula (4.43) odgovara Bulovoj funkciji predstav-
ljenoj istinitosnom tablicom iz tabele 4.1.
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Glava 5

Generisanje pobudnih naponskih

sekvenci za stateful logic kolo

5.1 Ra£unanje Bulove funkcije pomo¢u dva mem-

ristora

Rekurzivna Bulova formula (skra¢eno RBF), prikazana u prethodnoj glavi,
omogu¢ava da se, kori²¢enjem dva radna memristora u stateful logic topologiji
(slika 3.6), uz primenu odgovaraju¢e sekvence ulaznih signala, izra£una proizvoljna
N -ulazna Bulova funkcija. Ova tvrdnja se zasniva na £injenici da je

x�y≡x+ y. (5.1)

Osim dva radna memristora (m1 i m2) na raspolaganju su i N ulaznih memristora
(x1, ..., xN), od kojih svaki £uva po jednu vrednost N ulaznih promenljivih. RBF
oblika (4.1) moºe se realizovati kori²¢enjem 3 elementarne operacije:

op_1 ) xk � mi , k ∈ {1, ..., N};
op_2 ) mi � mj , mi = 0;
op_3 ) mi � mj , mi = 0, mj � mi , mj = 0, i
 j ;
U operacijama op_1, op_2 i op_3 vaºi da i, j ∈ {1, 2}. Prva operacija omogu-

¢ava nastajanje sume negiranih, odnosno kori²¢enjem De Morganove teoreme Bulo-
ve algebre, negiranog proizvoda nenegiranih promenljivih iz (4.1). Implikacije
ulaznih promenljivih sa promenljivom predstavljenom trenutnim stanjem jednog
od radnih memristora vr²i se operacijom op_1. Kao posledica, u mi ¢e se nakon
odre�enog broja primena operacije op_1 nalaziti vrednost mi = xtxk..xl, t, k, l ∈
{1, ..., N} u zavisnosti od toga koliko puta je op_1 izvr²ena i sa kojim ulaznim
memristorima. Op_2 vr²i implikaciju promenljivih mi i mj i rezultuju¢u vrednost
mi + mj upisuje u memristor mj. Op_3 je po svemu sli£na sa op_2, sa razlikom
da se vr²i dvostruko invertovanje, ²to zahteva da radni memristori zamene svoje
uloge nakon operacije op_3 : mi postaje mj i obrnuto. Op_2 se izvr²ava kada
je odgovaraju¢i eksponent αi u RBF pozitivan, dok se op_3 koristi kada je on
negativan.

Operacije op_1, op_2 i op_3 se moraju izvr²avati odgovaraju¢im redosledom
u zavisnosti od konkretne Bulove funkcije koju treba implementirati. Na primer,
za rekurzivnu Bulovu formulu

f̂ = 1 + x1 + x2 + x1x2
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izra£unatu u primeru 1 za Bulovu funkciju f (x1, x2) = x1x2, najpre je potrebno
oba radna memristora postaviti u stanje logi£ke �0�. Bez gubitka op²tosti, uzmimo
da je na po£etku i = 1, a j = 2. Zbog π4 = 1, u prvom koraku se vr²i operacija
op_1 sa logi£kom �1�. U slede¢em koraku se primenjuje operacija op_2, jer je
α4 = 1. U skladu sa tim, prva dva koraka su 2

korak 1 : m1 = 1→ m1 =⇒ m1 = 1̄ + 0 = 0

korak 2 : m2 = m1 → m2;m1 = 0 =⇒ m2 = 0̄ + 0 = 1.

U ova prva dva koraka je kreiran po£etni PPT �1� u memristoru m2. Kreiranje
slede¢eg PPT-a x1 vr²i se u naredna dva koraka primenama op_1 i op_2 operacija:

korak 3 : m1 = x1 → 0 = x̄1 + 0 = x̄1

korak 4 : m2 = m1 → m2;m1 = 0 =⇒ m2 = x1 + 1 = x1 + 1

Sli£no, u dva koraka koji slede, ali ovaj put primenama jedne op_1 operacije
i jedne op_3 operacije zbog £injenice da se izraz 1 + x1 + x2 invertuje u RBF,
dobijamo:

korak 5 : m1 = x2 → 0 = x̄2 + 0 = x̄2

korak 6 : m2 = m1 → m2;m1 = 0; =⇒
m2 = x2 + x1 + 1 = x2 + x1 + 1

m1 = m2 → m1;m2 = 0;m1 
 m2

m1 = 1 + x1 + x2 + 0 = 1 + x1 + x2

nakon £ega memristorim1 im2 menjaju mesta, u smislu da se kori²¢enjem memris-
tora m2 ubudu¢e vr²e op_1 operacije, dok memristor m1 skladi²ti do tog trenutka
izra£unatu vrednost. Ova promena se de²ava svaki put kada se u rekurzivnoj formi
nai�e na eksponent �0�. U naredna tri koraka se najpre kreira poslednji PPT (dva
koraka) i na kraju dobija izra£unat kona£an rezultat sme²ten u memristoru m2 u
poslednjem koraku.

korak 7 : m2 = x1 → 0 = x1 + 0 = x1

korak 8 : m2 = x2 → x1 = x2 + x1 = x1x2

korak 9 : m1 = m2 → m1;m2 = 0; =⇒
m1 = m2 → 1 + x1 + x2 = x1x2 + 1 + x1 + x2 = x1x2 + 1 + x1 + x2

m2 = m1 → m2;m1 = 0;m1 
 m2 =⇒
m2 = m1 → 0 = x1x2 + 1 + x1 + x2 + 0 = x1x2 + 1 + x1 + x2

Nakon devetog koraka, memristori m1 i m2 opet menjaju mesta, za izra£una-
vanja koja slede. Me�utim, obzirom da smo kao rezultat u memristoru m2 dobili
kompletnu rekurzivnu formulu x1x2 + 1 + x1 + x2, ovde se ra£unanje zavr²ava.
Kako je u primeru 1 pokazano, rekurzivna formula x1x2 + 1 + x1 + x2 predstavlja
dvoulaznu ni funkciju, te ¢e nakon gore predstavljenih 9 koraka, memristor m2

imati vrednost izra£unate funkcije x1x2, u skladu sa trenutnim vrednostima promen-
ljivih x1 i x2.

2. U opisu koraka izvr²avanja operacija op_1, op_2 i op_3 simbol → predstavlja operaciju
Bulove implikacije, dok simbol =⇒ ozna£ava da iz izraza sa njegove leve strane (Left Hand Side,
LHS ) sledi izraz sa njegove desne strane (Right Hand Side, RHS ).
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Slika 5.1 � Simulink model kola za izra£unavanje implikacije dve promenljive

Slika 5.2 � Rezultati simulacije logi£ke implikacije dve promenljive

5.2 Model memristora kori²¢en za simulacije

U simulacijama kola za izra£unavanje Bulovih funkcija pomo¢u rekurzivnih
Bulovih formula, kori²¢en je model memristora prikazan u [VTS11]. Model koji
je kori²¢en podrazumeva eksponencijalnu zavisnosti drifta jona od spolja primen-
jenog elektri£nog polja, kako bi se na adekvatan na£in modelovalo pona²anje real-
nih memristora. Eksponencijalna zavisnost drifta jona od spolja²njeg elektri£nog
polja je tako�e mnogo prikladnija za modelovanje operacija £itanja stanja memris-
tora i upisivanja stanja u memristor. Model prikazan u radu [VTS11] omogu¢ava
minimalnu degradaciju stanja memristora primenom spolja²njeg naponskog sig-
nala male amplitude koji se koristi za £itanje stanja memristora, zahvaljuju¢i
malom uticaju polja na brzinu drifta jona u tom slu£aju. Sa druge strane, model
omogu¢ava uspe²no upisivanje u memristor naponskim impulsom dovoljno velike
amplitude veoma kratkog trajanja, usled £injenice da polje ve¢eg intenziteta eks-
ponencijalno pove¢ava drift jona, ²to rezultuje brzom tranzicijom memristora iz
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stanja visoke u stanje niske memristanse, i obrnuto. Osim eksponencijalne zavi-
snosti drifta jona od spolja²njeg elektri£nog polja, model predstavljen u [VTS11]
koristi i prozorsku funkciju £ija je uloga da ograni£i promenljivu stanja sistema
(²irinu oblasti sa pozitivnim jonima u HP modelu memristora) na opseg [0, D],
gde je D ukupna ²irina tela memristora. Prozorska funkcija kori²¢ena u modelu
tako�e uzima u obzir i smer toka struje kroz memristor. Bez modelovanja uticaja
smera struje na promenljivu stanja memristora, promenljiva stanja ne bi imala
mogu¢nost promene nakon dostizanja grani£nih vrednosti (0 ili D). Jedna£ine
koje opisuju model memristora kori²¢en u simulacijama su

E = (1 + χF )
v

D
(5.2)

ẋ =

{
µvE

[
1− (x− sgn (−v))2p] E � E0

µvE0e
E
E0

[
1− (x− sgn (−v))2p] E ∼ E0

(5.3)

v = (RONx+ (1− x)ROFF ) i, (5.4)

gde je χ dielektri£na permitivnost titanijum-dioksida, a F stati£ki Lorencov faktor
za jone kiseonika (u kori²¢enom modelu podrazumevana je njegova vrednost 0,5).
Funkcija sgn koja se pojavljuje u jedna£ini (5.3), a modeluje uticaj smera struje
kroz memristor na promenu promenljive stanja memristora, de�nisana je sa

sgn(x) =

{
1, x ≥ 0

0, x < 0.
(5.5)

U jedna£ini (5.2) je modelovano elektri£no polje u skladu sa rezultatima prikazanim
u [SW09], gde je pokazano da intenzitet elektri£nog polja moºe imati znatno ve¢e
vrednosti u pore�enju sa elektri£nim poljem izra£unatim deljenjem napona mem-
ristora sa njegovom ²irinom. U radu [VTS11] su predstavljeni rezultati simulacija
dva razli£ita kola kori²¢enjem datog nelinearnog modela. Prvi primer predstavljen
u radu je simulacioni model stateful logic kola za izra£unavanje operacije Bulove
implikacije, dok je za drugi primer uzeto adaptivno analogno kolo koje modeluje
amoeba-learning proces [PLFDV09].

Na slici 5.1 je prikazan MathWorks SimscapeTM [MWS] model stateful logic
kola sa dva memristora M1 i M2, koje sa adekvatnim pobudnim signalima vr²i
operaciju implikacije dve ulazne promenljive, predstavljene vrednostima otpornosti
(memristanse) memristora. Na slici 5.2 su dati rezultati simulacije kola sa slike 5.1.
Prvi talasni oblik predstavlja ulazni signal sig1.mat koji se koristi za pobudu mem-
ristora M1, dok talasni oblik ispod predstavlja ulazni signal sig2.mat, pobudni sig-
nal memristora M2. Poslednji signal je signal sa naponskog senzora i predstavlja
talasni oblik napona u zajedni£koj ta£ki memristora M1 i M2 i otpornika Rg

(slika 3.6). U skladu sa idealizovanom karakteristikom memristora, opisanom de-
taljno u drugoj glavi, negativan naponski impuls dovoljnog trajanja i amplitude
VSET (|VSET | > |VCLOSE| zbog pada napona na otporniku Rg) prevodi memris-
tor iz stanja logi£ke �0� u stanje logi£ke �1�. Sli£no, pozitivan naponski impuls
dovoljnog trajanja i amplitude VCLEAR (|VCLEAR| > |VOPEN |, usled pada napona
na otporniku Rg), prevodi memristor iz stanja logi£ke �1� u stanje logi£ke �0�. Sa
druge strane, negativan impuls male amplitude (£ak i duºeg trajanja) ne moºe
menjati stanje memristora, ali omogu¢ava da se �pro£ita� stanje memristora na

92



5.3. GENERISANJE SEKVENCI POBUDNIH SIGNALA

osnovu struje koja protekne kroz njega. Posmatrajmo dva memristora M1 i M2,
u topologiji kola prikazanoj na slici 5.1. Na po£etku simulacije (videti sliku 5.2) se
oba memristora nalaze u stanju visoke otpornosti (logi£ka �0�), jer impulsi male
amplitude na M1, a nakon toga i na M2, ne dovode do pojave impulsa na sen-
zoru napona (kroz memristore proti£e jako mala struja, tako da je pad napona na
otporniku Rg zanemariv). Ukoliko se na M1 i M2 istovremeno dovedu naponski
impulsi VCOND (|VCOND| < |VCLOSE|) i VSET , respektivno, M2 ¢e nakon toga biti
u stanju �1� ili �0�, u zavisnosti od stanja M1 pre pojave naponskih impulsa, dok
stanje memristora M1 ostaje nepromenjeno. Ukoliko je M1 bio u stanju �0� pre
pojave impulsa, uticaj negativnog impulsa amplitude VCOND je zanemarljivo mali,
tako da impuls negativne amplitude VSET na memristoru M2 prevodi M2 u stanje
�1�. Ukoliko je M1 u stanju �1� prilikom pojave impulsa amplitude VCOND, poten-
cijal zajedni£ke ta£ke M1 i M2 u tom trenutku je pribliºno jednak VCOND, usled
male otpornosti otpornika u naponskom razdelniku, te stoga napon VSET −VCOND
na M2 nije dovoljno negativan da ga postavi u stanje logi£ke �1�. Kao posledica,
M2 ostaje u stanju logi£ke �0�. Jedino u situaciji kada je M1 u stanju �1�, a M2
u stanju �0� neposredno pre istovremenog dovo�enja naponskih impulsa VCOND i
VSET , M2 ¢e ostati u stanju �0�, dok ¢e u svakom drugom scenariju stanje mem-
ristora M2 nakon operacije implikacije biti logi£ko �1�. Kao zaklju£ak, topologija
kola u kojoj su dva memristora spojena preko otpornika na masu (slika 3.6) vr²i
operaciju Bulove implikacije promenljivih predstavljenih memristansama memris-
tora. Sa slike 5.2 se moºe primetiti da se nakon istovremenog pobu�ivanja mem-
ristora koji se nalaze u stanju logi£ke �0�, M1 i dalje nalazi u stanju �0�, ali je M2
u stanju �1� (poslednji impuls na talasnom obliku pobudnog signala sig2.mat, koji
je namenjen za £itanje stanja M2, kao posledicu ima pojavu impulsa na senzoru
napona tj. otporniku Rg).

5.3 Generisanje sekvenci pobudnih signala

Na£in konstruisanja rekurzivne Bulove formule, na osnovu proizvoljne Bulove
funkcije prikazan je u glavi 4. U poglavlju 5.1 su prikazane tri elementarne operacije
koje omogu¢avaju ra£unanje Bulove funkcije kori²¢enjem operacija Bulove imp-
likacije i osnovnog kola u stateful logic topologiji. Ovakav na£in ra£unanja Bulove
funkcije je prikladan rekurzivnoj Bulovoj formuli koja predstavlja Bulovu funkciju
od interesa. U ovom poglavlju bi¢e predstavljen algoritam iz [TVSD12], koji generi-
²e sekvence potrebnih signala u skladu sa elementarnim operacijama prikazanim
u poglavlju 5.1, na osnovu ulaznih parametara u obliku Bulove funkcije koja se
ra£una i vrednosti ulaznih promenljivih za koje se ta Bulova funkcija ra£una.
Blok koji je nazvan generator sekvenci je opisan algoritmom 5.1, a uloga mu je
generisanje sekvenci koje mogu da se direktno koriste kao pobuda za memristore
u osnovnoj stateful logic topologiji.

Simulink model za demonstraciju generatora sekvenci, tj. kori²¢enja RBF u
cilju izra£unavanja odre�ene BF je prikazan na slici 5.3. Mala modi�kacija u
odnosu na rad [LPL10a] se odnosi na broj ulaznih memristora. U radu [LPL10a],
osim dva radna memristora koji ra£unaju Bulovu funkciju od interesa, postoji N
ulaznih memristora koji £uvaju vrednost za svaku od N ulaznih promenljivih u
datom trenutku. Umesto velikog broja ulaznih memristora koji £uvaju vrednosti
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Slika 5.3 � Simulink model za izra£unavanje N -ulazne BF kori²¢enjem RBF

ulaznih vektora za razne kombinacije ulaznih promenljivih, u prikazanoj simulaciji
je kori²¢en jedan ulazni memristor (na slici ozna£en sa M1 ) kome se menja stanje
tokom izvr²avanja simulacije, u skladu sa vrednostima promenljivih koje u tom
konkretnom trenutku u£estvuju u operacijama sa memristorima. Na primer, kada
je potrebno kori²¢enjem op_1 operacije iz poglavlja 5.1, izra£unati vrednost PPT-
a x1x3, najpre se u M1 upi²e vrednost promenljive x1, izvr²i se operacija op_1,
promeni se stanje memristora M1 u skladu sa vredno²¢u promenljive x3, i na
kraju ponovo primeni operacija op_1. Kao rezultat ove modi�kacije, stanje mem-
ristora M1 je potrebno aºurirati pre svake operacije koja zahteva novu vrednost
promenljive. Tri sekvence signala, sig1.mat, sig2.mat i sig3.mat, se generi²u kao
izlaz generatora sekvenci realizovanog u Matlab-u. Generator sekvenci kao ulazni
parametar prima Bulovu funkciju koju treba izra£unati, zadatu u formi tablice is-
tinitosti, kao i vektor ulaznih signala za koji treba izra£unati datu BF. U nastavku
¢e ukratko biti obja²njen Algoritam 5.1.

U liniji 2 se poziva funkcija koja inicijalizuje parametre (naponski nivoi signala
koji ¢e se generisati, trajanje naponskih pobudnih impulsa i pauza). Na linijama
3-5 se sve tri sekvence inicijalizuju, dok se na linijama 6-7 postavljaju aktivan
i neaktivan memristor. Bez gubitka op²tosti, na po£etku je usvojeno: aktivan je
M2 i on se koristi za operacije op_1, a neaktivan je memristor M3. Linije 8-14
vr²e izra£unavanje eksponenata u zavisnosti od funkcije f (ukupno 2N , gde je N
broj ulaznih promenljivih). Ovo izra£unavanje se vr²i u skladu sa rezultatima Teo-
reme 1 iz prethodne glave. Nakon toga sledi osnovna petlja na linijama 15-40. U
okviru ove petlje se najpre na linijama 16-22 vr²i upisivanje logi£ke �0� u akti-
van memristor u skladu sa PPT-om πL = 1. Ovo se vr²i tako ²to se na liniji 17
kreira adekvatan naponski impuls u okviru sekvence 1 koja se koristi za ulazni
memristor preko koga se vrednosti promenljivih vode ka radnim memristorima 3.

3. Generalno, simbol & predstavlja �produºavanje� sekvence signala impulsima potrebnim
da bi se obavila neka konkretna logi£ka operacija u datom vremenskom trenutku. Na primer,
Sekvenca( 1)&=1 ima slede¢e zna£enje: produºi sekvencu 1 (koja se koristi kao pobudna napon-
ska sekvenca memristora M1) potrebnim signalima koji obezbe�uju upisivanje logi£ke �1� u
memristor M1, tj. produºi sekvencu naponskim impulsom amplitude VSET .
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Funkcija PrilagodiOstaleSekvence() prvi put pozvana na liniji 18, produºava sve
ostale sekvence dodavaju¢i pauze u intervalu kada se na sekvencu 1 (u ovom slu£aju
ona je modi�kovana na liniji 17) dodaju naponski impulsi. Ovo je neophodno da
bi na kraju generisane sekvence sve imale isto trajanje i, samim tim, mogle biti
kori²¢ene direktno kao signali pobuda za memristore. Na linijama 19 i 20, pro-
duºavaju se sekvence u tom trenutku aktivnog memristora i memristora M1 sa
ciljem obavljanja operacije op_1 koja izra£unava implikaciju M1 → MAM . Kao
rezultat, dodaje se naponski impuls amplitude V COND na sekvencu 1 i napon-
ski impuls amplitude VSET na sekvencu aktivnog memristora. Nakon ovoga opet
sledi prilago�avanje ostalih sekvenci (u ovom slu£aju sekvence neaktivnog memris-
tora koja jedina nije modi�kovana prethodnom operacijom) dodavanjem intervala
pauze. Na linijama 23-29 se vr²i, na sli£an na£in, niz operacija op_1 koji rezultuje
izra£unavanjem PPT-a u aktivnom memristoru. Varijable koje ulaze u PPT u toj
iteraciji odre�ene su jedinicama u vektoru βk (red 23). Vrednost svake od varijabli
se £ita iz ulaznog parametra v koji predstavlja vektor ulaznih promenljivih za koji
se ra£una funkcija f , i ta vrednost se upisuje najpre u memristorM1. U liniji 23 se
formira petlja za nalaºenje svih indeksa j za koje vaºi da je na j-tom bitskom mestu
u vektoru βk jedinica, dok se u liniji 24 vr²i �produºavanje� sekvence 1 sa napon-
skim impulsom koji ¢e rezultovati upisom vrednosti v(j) u ulazni memristor M1
(impulsom amplitude VCLEAR ili VSET u zavisnosti od vrednosti v(j)). Na sli£an
na£in kao i na 19-20, u linijama 26-27 se sekvence ulaznog i aktivnog memristora
�produºavaju� impulsima koji ¢e rezultovati operacijom implikacije M1 → MAM .
Na linijama 31-38 se u skladu sa prethodno izra£unatim eksponentima, formiraju
sekvence koje ¢e obezbediti op_2 ili op_3, u zavisnosti da li je odgovaraju¢i ekspo-
nent 0 ili 1 (obratiti paºnju da se aktivan i neaktivan memristor zamenjuju ukoliko
se vr²i op_3 : prva zamena ove vrste ¢e proglasiti memristor M3 za aktivan i M2
za neaktivan, obzirom da je na po£etku algoritma inicijalizovano suprotno). �Pro-
duºavanje� sekvence impulsima koji rezultuju operacijom op_2, osim impulsa koji
obezbe�uju operaciju implikacije MAM → MNM , uklju£uje i neophodan impuls
VCLEAR u sekvenci aktivnog memristora, koji ¢e da obezbedi postavljanje istog u
stanje logi£ke �0�, a sve u skladu sa operacijom op_2 de�nisanom u poglavlju 5.1.
Sli£no tome, operacija op_3 u sebe uklju£uje slede¢e korake:

1. generi²u se impulsi za implikaciju MAM →MNM ;
2. generisanje impulsa VCLEAR u sekvenci aktivnog memristora koji ¢e ga posta-

viti na logi£ko �0� ;
3. generi²u se impulsi koji ¢e vr²iti implikaciju MNM →MAM ;
4. generisanje impulsa VCLEAR u sekvenci neaktivnog memristora koji ¢e ga

postaviti na logi£ko �0�;
5. zamena aktivnog i neaktivnog memristora.
Na slici 5.4 su prikazane generisane pobudne sekvence za dvoulaznu NILI

funkciju sa vektorom ulaznih signala (0,1). Za dvoulazno NILI kolo eksponenti
se ra£unaju kao

α1 = f(1, 1) = 1 + 1 = 0

α2 = f(1, 1)⊕ f(0, 1) = 0⊕ 0 = 1

α3 = f(0, 1)⊕ f(1, 0) = 0⊕ 0 = 1

α4 = f(1, 0)⊕ f(0, 0) = 0⊕ 1 = 0,
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Slika 5.4 � Sekvence pobudnih signala za memristore M1, M2 i M3 prilikom izra£una-
vanja dvoulazne NILI funkcije

²to rezultuje rekurzivnom Bulovom formulom

f̂ (x1, x2) =

(((
(1)0 + x1

)1
+ x2

)1

+ x1x2

)0

.

Rezultuju¢e sekvence signala za dvoulaznu NILI funkciju i vektor ulaznih sig-
nala (x1, x2) = (1, 0) prikazane su na slici 5.4. Posmatraju¢i generisane sekvence s
leva na desno prime¢uju se elementarne operacije:

1. VSET impuls doveden na M1 odgovara pozitivnom proizvod termu π4 = 1;

2. Impulsi VSET na M2 i VCOND na M1 rezultuju operacijom op_1 kojom se
vr²i implikacija M2 = M1 →M2;

3. Impulsi VSET na M3 i VCOND na M2 obavljaju prvi deo op_3 operacije
kojim se vr²i implikacija M3 = M2 →M3;

4. Impuls VCLEAR na M2 memristoru sa ciljem upisivanja logi£ke �0� kao drugi
deo op_3 operacije;

5. Impulsi VSET na M2 i VCOND na M3 obavljaju tre¢i deo op_3 operacije
kojim se vr²i implikacija M2 = M3 →M2;
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6. Impuls VCLEAR naM3 memristoru sa ciljem upisivanja logi£ke �0� kao £etvrti
deo op_3 operacije nakon £ega se M3 progla²ava za aktivni memristor, a
M2 za neaktivni. Nakon primene ovih 6 operacija u memristor M2 bi bila
upisana vrednost 1 u skladu sa RBF dok bi M3 bio u stanju logi£ke �0�;

7. VSET impuls doveden na M1 odgovara pozitivnom proizvod termu π3 = x1

sa vredno²¢u 1 u skladu sa ulaznom vektor promenljivom;
8. Impulsi VSET naM3 (koji je sada aktivan memristor) i VCOND naM1 rezul-

tuju operacijom op_1 kojom se vr²i implikacija M3 = M1 →M3;
9. Impulsi VSET na M2 i VCOND na M3 obavljaju prvi deo op_2 operacije

kojim se vr²i implikacija M2 = M3 →M2;
10. Impuls VCLEAR na M3 memristoru sa ciljem upisivanja logi£ke �0� kao drugi

deo op_2 operacije.M3 ostaje aktivan memristor. Op_2 se koristi na ovom
mestu jer je odgovaraju¢i eksponent α3 = 1. Tako�e, kao posledica primene
ove i prethodnih 9 operacija, memristor M2 bi sadrºao vrednost 1 + 1;

11. VCLEAR impuls doveden naM1 odgovara pozitivnom proizvod termu π2 = x2

sa vredno²¢u 0 u skladu sa ulaznom vektor promenljivom;
12. Impulsi VSET na M3 (koji je i dalje aktivan memristor) i VCOND na M1

rezultuju operacijom op_1 kojom se vr²i implikacija M3 = M1 →M3;
13. Impulsi VSET na M2 i VCOND na M3 obavljaju prvi deo op_2 operacije

kojim se vr²i implikacija M2 = M3 →M2;
14. Impuls VCLEAR na M3 memristoru sa ciljem upisivanja logi£ke �0� kao drugi

deo op_2 operacije. M3 ostaje aktivan memristor. Op_2 se opet koristi
na ovom mestu jer je odgovaraju¢i eksponent α2 = 1. Kao rezultat ove i
prethodnih 13 operacija, memristor M2 bi u ovom trenutku imao vrednost
1 + 1 + 0, dok bi M3, naravno, bio postavljen na logi£ko �0�;

15. VSET impuls doveden naM1 odgovara x1 = 1 delu pozitivnog proizvod terma
π1 = x1x2, u skladu sa ulaznom vektor promenljivom;

16. Impulsi VSET na M3 (aktivan memristor) i VCOND na M1 rezultuju ope-
racijom op_1 kojom se vr²i implikacija M3 = M1 →M3;

17. VCLEAR impuls doveden na M1 odgovara x2 = 0 delu pozitivnog proizvod
terma π1 = x1x2, u skladu sa ulaznom vektor promenljivom;

18. Impulsi VSET na M3 i VCOND na M1 rezultuju operacijom op_1 kojom
se vr²i implikacija M3 = M1 → M3. Nakon ove poslednje £etiri operacije,
memristorM3 bi bio postavljen na vrednost 1 · 0 (invertovani PPT π1 = x1x2

za vrednosti ulaznog vektora (x1, x2) = (1, 0)). Preostaje jo² samo da se doda
ovaj proizvod na prethodno akumuliran rezultat sadrºan u memristoru M2;

19. Impulsi VSET na M2 i VCOND na M3 obavljaju prvi deo op_3 operacije
kojim se vr²i implikacija M2 = M3 →M2;

20. Impuls VCLEAR na M3 memristoru sa ciljem upisivanja logi£ke �0� kao drugi
deo op_3 operacije;

21. Impulsi VSET na M3 i VCOND na M2 obavljaju tre¢i deo op_3 operacije
kojim se vr²i implikacija M3 = M2 →M3;

22. Impuls VCLEAR naM2 memristoru sa ciljem upisivanja logi£ke �0� kao £etvrti
deo op_3. Obzirom da je ovo poslednji korak za ovo ra£unanje, zanemaru-
jemo £injenicu da su opet zamenjena mesta aktivnog i neaktivnog memris-
tora.
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Nakon pobu�ivanja memristora M1,M2 i M3 sekvencama de�nisanim u ovih
22 koraka, rezultat izra£unate funkcije ¢e biti sme²ten u memristor M3 koji ¢e
imati vrednost u skladu sa vektorom ulaznih promenljivih: 1 + 1 + 0 + 1 · 0 = 0.
Dakle, kori²¢enjem pobudnih sekvenci generisanih algoritmom 5.1 i prikazanih na
slici 5.4, memristor M3 sa slike 5.3 bi se postavio u stanje logi£ke �0� (M3 u
stanju visoke memristanse ROFF za ulazne signale (x1, x2) = (1, 0) i za funkciju
f (x1, x2) = x1 + x2).
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5.3. GENERISANJE SEKVENCI POBUDNIH SIGNALA

Algoritam 5.1 Algoritam za generisanje kontrolnih sekvenci
Ulaz:

- f, N -ulazna BF koja se izra£unava
- v, Vektor ulaznih promenljivih za koji se izra£unava vrednost funkcije

Izlaz:
- Sekvenca(i),i=1..3, signali za pobudu memristora

1: Begin

2: Init_param() ;
3: Foreach i in 1..3
4: Sekvenca(i)={} ; //prazne sekvence
5: End Foreach

6: AM=2 ; //aktivan memristor
7: NM=3 ; //neaktivan memristor
8: For k = 1...2N//odre�ujemo eksponente
9: If k==1
10: αk=f (βk)
11: Else

12: αk=f(βk)⊕ f(βk−1)
13: End If

14: End For

15: For k = 2N ...1
16: If k==2N

17: Sekvenca(1)&=1 //upis 1 u M1 na po£etku
18: Prilagodi_ostale_sekvence()
19: Sekvenca(AM )&=s_op1(M1 →MAM)
20: Sekvenca(1)&=s_op1(M1 →MAM)
21: Prilagodi_ostale_sekvence()
22: Else

23: Foreach j : βk(j )==1
24: Sekvenca(1)&=v(j )
25: Prilagodi_ostale_sekvence()
26: Sekvenca(AM )&=s_op1(M1 →MAM)
27: Sekvenca(1)&=s_op1(M1 →MAM)
28: Prilagodi_ostale_sekvence()
29: End Foreach

30: End If

31: If αk=1
32: Sekvenca(AM )&=s_op2(MAM →MNM)
33: Sekvenca(NM )&=s_op2(MAM →MNM)
34: Else

35: Sekvenca(AM )&=s_op3(MAM →MNM)
36: Sekvenca(NM )&=s_op3(MAM →MNM)
37: Zameni(AM,NM )
38: End If

39: Prilagodi_ostale_sekvence()
40: End For

41: End

99



GLAVA 5. GENERISANJE POBUDNIH NAPONSKIH SEKVENCI ZA STATEFUL LOGIC KOLO

100



Glava 6

Regularan poredak pozitivnih

proizvod termova u rekurzivnoj

Bulovoj formuli

U [LPL10a] i [LPL10b] autori su predstavili RBF za reprezentaciju proizvoljne
Bulove funkcije y : {0, 1}N → {0, 1} kori²¢enjem dva memristora. Ta formula
izraºena nad bazisom {and, or, not} moºe se jednozna£no prevesti u formulu koja
koristi bazu Bulove algebre {imply, false}. Vreme potrebno da se izra£una (evalu-
ira) y zavisi od duºine odgovaraju¢e RBF. Isti autori su nakon toga, u svom
slede¢em radu [PLL12], predstavili algoritamsku heuristiku za minimizaciju RBF,
koja je u osnovi bazirana na Depth First Search (DFS skra¢eno) pretrazi. Osim
²to je po svojoj prirodi DFS, minimizacioni algoritam iz [PLL12] je polinomijalan,
sub-optimalan i greedy. U radu [PLL12] autori su primetili da redosled pozitivnih
proizvod termova kori²¢en u radovima [LPL10a, LPL10b], moºe biti promenjen.
Promena redosleda PPT-ova, opet, rezultuje u promeni eksponenata, ²to eventu-
alno dovodi do skra¢ene rekurzivne forme u kojoj pojedini PPT-ovi nestaju kao
posledica absorbcije u Bulovoj algebri (A + AB = A). Ipak u radu [PLL12], au-
tori su kao potencijalna re²enja problema uzimali u obzir samo podskup poredaka
pozitivnih proizvod termova, koji jo² uvek rezultuju korektnom reprezentacijom
BF od interesa. Razlog ovoga je taj ²to autori u [PLL12] nisu bili upoznati sa
uslovom koji treba da bude zadovoljen da bi neki poredak PPT-ova u RBF i dalje
omogu¢io korektno predstavljanje Bulove funkcije kori²¢enjem te RBF.

Generalizacija rezultata i teorijskog koncepta minimizacije iz [PLL12], u ovoj
disertaciji je data u obliku tzv. regularnog poretka pozitivnih proizvod termova
unutar RBF. U radu [TDM13] je pokazano da je regularnost poretka PPT-ova
unutar RBF zapravo potreban i dovoljan uslov da bi RBF konstruisana u skladu
sa tim poretkom, korektno predstavljala BF od interesa. Kao posledica tog teorij-
skog rezutata, omogu¢en je razvoj naprednih algoritama za minimizaciju RBF,
baziranih na BreadthF irst Search (BFS skra¢eno) pretrazi grafova. Razvijeni
algoritmi su uporedivi sa algoritmom iz [PLL12] (polinomijalne, sub-optimalne,
�greedy� heuristike) koje obezbe�uju kra¢e RBF u proseku, za ve¢i broj instanci
problema.

U tekstu koji sledi, koristi¢e se notacija preteºno usvojena iz [LPL10a],[LPL10b],
[PLL12] i [TDM13]. Prisustvo/odsustvo logi£ke negacije Bulovog izraza x bi¢e, kao
i do sada, predstavljeno kori²¢enjem eksponenata x = x1, x = x0. Ova notacija je
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£itljivija i vi²e prikladna rekurzivnoj formi, pre svega imaju¢i u vidu �nadvla£enja�
kori²¢ena u standardnoj notaciji Bulove negacije. U jednostavnim izrazima, koris-
ti¢e se ravnopravno �nadvla£enje� izraza kao i notacija sa eksponentima. Tako�e, u
daljem tekstu, ·, + i ⊕ koristi¢e se za logi£ku konjukciju, disjunkciju i ekskluzivno
ILI. U proizvodu literala, na primer x1 · x2 · x3 · x4, naj£e²¢e ¢e biti izostavljen
simbol · i koristi¢e se zapis x1x2x3x4. Na kraju, P (X) predstavlja partitivni skup
skupa X, dokM(X) predstavlja skup monoma (konjukciju pozitivnih, nenegiranih
literala) sastavljenih od elemenata iz skupa X.

De�nicija 4. Za dati skup Bulovih promenljivih X = {x1, x2, . . . , xN}, bijektivna
funkcija π : P (X)→M(X) je de�nisana kao:

π(x) =

{
1, x = {}∏

xi∈x xi u suprotnom.
(6.1)

Elementi kodomena funkcije π ¢e se u daljem tekstu zvati pozitivni proizvod
termovi (PPT-ovi skra¢eno). De�nicija 4 je vrlo sli£na De�niciji 1 u kojoj su de�ni-
sani leksikografski ure�eni PPT-ovi. Razlog za uvo�enje nove de�nicije leºi u £inje-
nici da je redosled leksikografski ure�enih PPT-ova bio �ksan, dok ¢e se, u cilju
minimizacije RBF, u nastavku teksta smatrati da je poredak PPT-ova, de�nisanih
De�nicijom 4, promenljiv.

De�nicija 5. Za dati skup Bulovih promenljivih X = {x1, x2, . . . , xN}, bijektivna
funkcija B : P (X)→ {0, 1}N je de�nisana kao:

B(x) = (b1, . . . , bN)|bi = 1 ⇐⇒ xi ∈ x,∀x ∈ P (X), i ∈ {1, . . . , N}. (6.2)

De�nicija 6. Za dati skup Bulovih promenljivih X = {x1, x2, . . . , xN}, Poredak
Pozitivnih Proizvod Termova (PPPT skra¢eno) je bijektivna funkcija Π : O →
P (X), gde je O = {1, . . . , 2N}, N = |X|.

Funkcija Π je zapravo jedna mogu¢a permutacija skupa P (X), i postoji (2N)!
mogu¢ih PPPT za dato N = |X|. De�nicija 6 obezbe�uje na£in da se tako�e
uvede poredak i u funkcije π i B kroz kompoziciju funkcija. U nastavku teksta,
za dato �ksno Π i i ∈ O koristi¢e se pojednostavljena notacija Πi umesto Π(i),
πi za i-ti PPT (π ◦ Π)(i) = π (Π(i)) = π (Πi), Bi za i-ti bit-vektor (B ◦ Π)(i) =
B (Π(i)) = B (Πi), bmi za ozna£avanje m-tog bita bit-vektora Bi i, kona£no, πi (Bk)
za evaluaciju πi kori²¢enjem date istinitosne dodele Bk.

De�nicija 7. Poredak pozitivnih proizvod termova Π je regularan ukoliko vaºi
Πj 6⊂ Πk,∀j, k ∈ {1, . . . , 2N}| j < k .
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Teorema 2. Neka je Π poredak pozitivnih proizvod termova skupa Bulovih promen-
ljivih X = {x1, . . . , xN}, y : {0, 1}N → {0, 1} proizvoljna N-ulazna 1-izlazna
potpuno de�nisana Bulova funkcija i bit-vektor a = (a1, . . . , a2N ) izra£unat kao:

a1 = y(B1) (6.3)

ai = y(Bi)⊕ y(Bi−1), i ∈
{

2, .., 2N
}
. (6.4)

Tada, rekurzivna Bulova formula

ŷ (x1, .., xN) = ((.. (π2N (x1, .., xN))a2N + ..+ π2 (x1, .., xN))
a2 + π1 (x1, .., xN))

a1

(6.5)
predstavlja Bulovu funkciju y ako i samo ako je Π regularan poredak pozitivnih
proizvod termova.

Dokaz: Najpre ¢emo pokazati da za regularan PPPT Π, vaºi identitet

ŷ (x1, . . . , xN) ≡ y (x1, . . . , xN) .

Za sve permutacije Π, na osnovu osobine teorije skupova, vaºi da je

Πj 6⊂ Πk =⇒ ∃xm ∈ X |xm ∈ Πj ∧ xm /∈ Πk. (6.6)

Iz De�nicije 5 imamo

xm /∈ Πk ⇔ bmk = 0 (m-ti bit bit-vektora B (Πk)) (6.7)

Iz (6.6), (6.7) i (6.1) sledi

Πj 6⊂ Πk =⇒ ∃xm |xm ∈ Πj ∧ bmk = 0 =⇒

πj (Bk) = bmk ·
∏

i|xi∈Πj ,i 6=m

bik = 0.

Kao rezultat gornjeg niza implikacija, dobija se

Πj 6⊂ Πk =⇒ πj (Bk) = 0. (6.8)

Za regularan PPPT Π vaºi da je

Πj 6⊂ Πk,∀j, k ∈ {1, . . . , 2N}|j < k, (6.9)

²to ima za posledicu
πj (Bk) = 0, ∀j < k. (6.10)

Ukoliko je Πk = {} , πk (Bk) = 1 na osnovu De�nicije 4. U suprotnom, iz De�nicije
5 imamo da je

bik = 1,∀i|xi ∈ Πk =⇒

πk (Bk) =
∏

i|xi∈Πk

bik = 1. (6.11)
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Tada je:

ŷ (Bk) =
((

(.. ((DC)a2N + ..+DC)
ak−1 + 1)

ak + ..+ 0
)a2 + 0

)a1
,∀k ∈ {1, .., 2N},

(6.12)
gde DC stoji umesto �Don't Care� jer ¢e vrednost celog izraza biti odre�ena
isklju£ivo logi£kom �1� sa njihove desne strane. Dalje sledi:

ŷ (Bk) = 1⊕ ak ⊕ ak−1 ⊕ . . .⊕ a1,∀k ∈ {1, . . . , 2N}, (6.13)

zahvaljuju¢i identitetu x + 1 ≡ 1, i jednostavnim pravilima ve¢ predstavljenim
ranije, a ovde ponovljenim radi lak²e preglednosti:

qr ≡ q ⊕ r, (qr)s ≡ (q ⊕ r)s ≡ q ⊕ r ⊕ s, . . . (6.14)

Oblik (6.13) je adekvatan za pore�enje sa rekurzivno �razmotanim� (6.3) i (6.4):
y (B1) = a1 = 1⊕ a1

y (B2) = a2 ⊕ y (B1) = 1⊕ a1 ⊕ a2

...
y (B2N ) = 1⊕ a1 ⊕ . . .⊕ a2N .

(6.15)

Kona£no, iz (6.13) i (6.15) jasno je da vaºi

ŷ (Bk) ≡ y (Bk) ,∀k ∈ {1, . . . , 2N},

odnosno
ŷ (x1, . . . , xN) ≡ y (x1, . . . , xN) . (6.16)

Preostalo je jo² da pokaºemo da je Π regularan PPPT ako je zadovoljeno da je

ŷ (x1, . . . , xN) ≡ y (x1, . . . , xN) .

Ako je ta£no da je ŷ (x1, . . . , xN) ≡ y (x1, . . . , xN), iz (6.15) imamo:

ŷ (Bk) = 1⊕ a1 . . .⊕ ak,∀k ∈ {1, . . . , 2N} (6.17)

Pokaza¢emo da je Π regularan PPPT tako ²to ¢emo pretpostaviti suprotno i do¢i
do kontradikcije. Dakle, ako Π nije regularan PPPT, vaºi da je:

∃ (j, k) ∈ {1, . . . , 2N} × {1, . . . , 2N}| (j < k) ∧ (Πj ⊂ Πk) . (6.18)

Za takve Πj ⊂ Πk vaºi
xi ∈ Πk,∀i|xi ∈ Πj. (6.19)

Na osnovu De�nicije 5, ovo je ekvivalentno sa

bik = 1,∀i|xi ∈ Πj. (6.20)

Kao rezultat, dobija se
πj (Bk) =

∏
i|xi∈Πj

bik = 1. (6.21)
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Ukoliko postoji vi²e ure�enih parova (j, k) takvih da je Πj ⊂ Πk , odabra¢emo
ure�eni par (j, k) sa najmanjim j za koji vaºi da je

Πm 6⊂ Πk,∀m, 1 ≤ m < j. (6.22)

Ovakav odabir nam garantuje da je

πm (Bk) = 0, ∀m, 1 ≤ m < j, (6.23)

u skladu sa (6.8). Tada, u evaluaciji RBF (6.5) za dati bit vektor Bk, ima¢emo
logi£ku �1� na poziciji j i logi£ko �0� na svim pozicijama m < j ²to direktno
odre�uje vrednost ŷ (Bk):

ŷ (Bk) =
((

(· · · ((dc)a2N + · · ·+ dc)
aj+1 + πj (Bk))

aj + 0
)aj−1 · · ·+ 0

)a1
=⇒

ŷ (Bk) =
((

(· · · ((dc)a2N + · · ·+ dc)
aj+1 + 1)

aj + 0
)aj−1 · · ·+ 0

)a1
=⇒

ŷ (Bk) = (· · · ((1)aj)
aj−1 · · · )a1 (6.24)

Kori²¢enjem (6.14), poslednji izraz moºe da se zapi²e i kao

ŷ (Bk) = 1⊕ a1 . . .⊕ aj, (6.25)

²to mora biti jednako za svaku Bulovu funkciju y sa

ŷ (Bk) = 1⊕ a1 . . .⊕ ak, (6.26)

na osnovu tvr�enja teoreme i (6.17). Za proizvoljnu Bulovu funkciju y, postoji
2k−j istinitosnih dodela za eksponente aj+1, . . . , ak i za ta£no polovinu od njih (za
one sa neparnim brojem nula me�u eksponentima aj+1, . . . , ak), izraz

1⊕ a1 . . .⊕ aj ≡ 1⊕ a1 . . .⊕ ak (6.27)

ne¢e biti zadovoljen, ²to rezultuje kontradikcijom. Kao rezultat, Π na osnovu koga
je konstruisana RBF ŷ (x1, . . . , xN) za datu funkciju y (x1, . . . , xN), mora biti regu-
laran ukoliko vaºi da je ŷ (x1, . . . , xN) ≡ y (x1, . . . , xN).

Primer 3. Posmatrajmo dvoulaznu NI funkciju y(x1, x2) = x1 · x2 i proizvoljan
neregularan Π:

Π1 = {x2},
Π2 = {x1, x2},

Π3 = {},
Π4 = {x1}.

Kao posledica, RBF eksponenti imaju slede¢e vrednosti

a1 = a4 = 1,

a3 = a2 = 0,

²to rezultuje rekurzivnom Bulovom formulom

ŷ (x1, x2) =

(((
(x1)1 + 1

)0
+ x1x2

)0

+ x2

)1

.
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Zapisana standardnom notacijom negacije, ova rekurzivna Bulova formula je

ŷ (x1, x2) = x1 + 1 + x1x2 + x2 = 1 6= x1x2.

Ista funkcija sa regularnim PPPT Π:

Π1 = {x1, x2},

Π2 = {x1},

Π3 = {x2},

Π4 = {},

rezultuje eksponentima
a1 = a2 = 0,

a3 = a4 = 1.

Kao posledica regularnosti Π, ovakvi eksponenti formiraju rekurzivnu Bulovu for-
mulu

ŷ (x1, x2) =

(((
(1)1 + x2

)1
+ x1

)0

+ x1x2

)0

=⇒

ŷ (x1, x2) = x1x2=y(x1, x2),

koja korektno predstavlja Bulovu funkciju y za koju je konstruisana.
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Glava 7

Algoritamske heuristike za

minimizaciju rekurzivne Bulove

formule

U daljem tekstu ¢e biti predstavljene dve algoritamske heuristike sa poli-
nomijalnom vremenskom kompleksno²¢u, razvijene u cilju dizajna i minimizacije
rekurzivne Bulove formule koja reprezentuje proizvoljnu N -ulaznu 1-izlaznu BF.

7.1 Bi-Color Vertex Partition (BCVP) algoritam

Slika 7.1 � Graf G(V,E) za troulaznu �carry� funkciju

Prva heuristika, koja ¢e biti predstavljena, traºi regularne poretke pozitivnih
proizvod termova, u skladu sa Teoremom 2. Za datu N -ulaznu 1-izlaznu BF y :
{0, 1}N → {0, 1}, struktura podataka koja ¢e se koristiti je usmeren acikli£ni
graf (DAG skra¢eno) G(V,E), ekvivalentan reprezentaciji Bulove re²etke (eng.
Boolean lattice) nadskupova (X,⊃), de�nisanom za skup Bulovih promenljivih
X = {x1, . . . , xN} i relaciju ⊃. �vorovi iz skupa V imaju oznake (engl. vertex
labels) u skladu sa odgovaraju¢im elementima iz P (X), dok su pored toga obojeni
u skladu sa 2N vrednosti istinitosnih dodela za y. �vor v ∈ V je obojen crno
ukoliko y ima vrednost logi£ke �1� za B(label(v)), a belo u suprotnom. U takvom
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grafu G(V,E) de�ni²e se nivo rekurzije RL(v) za dati £vor v, kao jo² jedan atribut
£vorova. Za dati G(V,E) postoji 2N jedinstvenih nivoa rekurzije.

BCVP algoritam pravi particiju skupa V , koja ¢e se u daljem tekstu zvati
particija £vorova VP. VP se formira kao unija disjunktnih podskupova koji ¢e
biti ozna£avani sa VPk. Svi £vorovi koji pripadaju k−tom elementu VP £ine skup
VPk, pri £emu je max|V P | = N+1. VPk je maksimalan skup uniformno obojenih
£vorova, u skladu sa naslednom osobinom da je svaki njihov roditelj u grafu G £lan
ta£no jednog od VP l, l ≤ k. Primer grafa je dat na slici 7.1, na kome VP1 sadrºi
sve crne £vorove, dok VP2 sadrºi preostale bele.

Nivoe rekurzije (RL) ne treba poistove¢ivati sa poretkom PPT-ova, iako su
oni usko povezani i moºe se de�nisati 1-na-1 preslikavanje izme�u njih. Nakon
particionisanja skupa, kada su svi £vorovi dodeljeni jednom i samo jednom VPk

i svakom £voru v dodeljen razli£it nivo rekurzije RL (v), bijekcija Π moºe biti
odre�ena kao RL(v) = Π−1(label (v)) ,∀v ∈ V . Takav Π je regularan PPPT u
skladu sa De�nicijom 7, uzimaju¢i u obzir nivoe rekurzije RL (v) za svaki od
£vorova i osobinu BCVP algoritma da dodeljuje svakom £voru iz G (V,E) nivo
rekurzije j, samo nakon ²to su svim njegovim prethodnicima u grafu ve¢ dodeljeni
nivoi rekurzije i takvi da je i<j. Kao posledica, rezultuju¢a RBF bazirana na
takvom poretku Π predstavlja¢e BF y korektno po tvr�enju Teoreme 2, a nivoi
rekurzije odre�eni od strane BCVP algoritma su zapravo indeksi PPT-ova πi,
i = 1, . . . , 2N u RBF (6.5).

Algoritam 7.1 Bi-Color Vertex Partition algoritam
Ulaz:

- y, N -ulazna BF koja ¢e biti predstavljena preko RBF
Izlaz:

- Obojeni DAG G(V,E) u kome je svaki £vor u ∈ V dodeljen nekom V Pk

1: Begin

2: Konstrui²i G(V,E) u skladu sa BF y
3: k ← 0; r ← 1 //indeks V Pki trenutni nivo rekurzije RL
4: Kreiraj FIFO red QueueFree koriste¢i v ∈ V od gore na dole u G
5: While(QueueFree nije prazan)
6: k ← k + 1; v ← dequeue(QueueFree) ;c← color(v)
7: Dodaj v u V Pk i postavi RL(v) na r ;r ← r + 1
8: QueueTemp← QueueFree
9: While(QueueTemp nije prazan)
10: v ← dequeue(QueueTemp)
11: If color(v)=c ∧ ¬∃put(u, .., v), ∀u ∈ QueueFree\{v}
12: ukloni v iz QueueFree, dodaj v u V Pk i postavi RL(v) na r ;r ← r+ 1
13: End If

14: End While

15: End While

16: Return G
17: End
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Algoritam 7.2 VP2IF algoritam
Ulaz:

- Obojeni DAG G(V,E) u kome je svaki £vor u ∈ V dodeljen nekom VPk

Izlaz:
- formula ŷ u implikacionoj formi, u skladu sa G(V,E) i particijom VP

1: Begin

2: Prona�i kardinalnost particije skupa, k = |V P |
3: ŷk = F → F ; k ← k − 1
4: While (k> 0)
5: Prona�i listove L1, . . . , Ln iz VPk

6: ŷk =
(
¬πRL(L1) →

(
¬πRL(L2) → . . .→

(
¬πRL(Ln) → (ŷk+1 → F )

)))
7: k ← k − 1
8: End While

9: If (boja VP1 je bela)
10: ŷ1 = ŷ1 → F
11: End If

12: ŷ = ŷ1

13: Return ŷ
14: End

�vor iz VPk koji nema naslednike u istom VPk naziva se list particije. Za
proizvoljanVPk �1�-eksponenti u RBF (6.5) odgovaraju uniformno obojenim £voro-
vima iz VPk, na osnovu (6.4) i pravila bojenja £vorova u zavisnosti od BF y. Takvi
�1�-eksponenti u delu RBF (6.5) koji odgovara VPk vode ka lokalnom �zaravnjenju�
i upro²¢avanju RBF hijerarhije, koje za posledicu ima disjunkciju odgovaraju¢ih
PPT-ova u RBF. Takva disjunkcija dalje moºe biti minimizovana u disjunkciju
PPT-ova predstavljenu listovima particije iz VPk. Svi suvi²ni PPT-ovi bi¢e eli-
minisani iz izraza zahvaljuju¢i zakonu absorbcije Bulove algebre. Dakle, kona£an
RBF (6.5) formira se isklju£ivo od listova particije. Kao posledica, minimizacija
duºine RBF je dvostruko postignuta:

1. minimizacijom broja elemenata particije VP, zahvaljuju¢i �greedy� formi-
ranju maksimalnih skupova £vorova VPk;

2. vi²e £vorova unutar datog VPk omogu¢avaju potencijalno eleminisanje PPT-
ova iz RBF zahvaljuju¢i zakonu absorbcije.

Algoritam VP2IF je neophodan post-procesiraju¢i korak koji omogu¢ava da se
RBF predstavljena nad bazom Bulove algebre {and, or, not} transformi²e u izraz
nad bazom {imply, false}, sa ciljem da se dobijena RBF moºe izra£unati kori²¢e-
njem kola u osnovnoj stateful logic topologiji. Na liniji 3, postavlja se RBF deo koji
odgovara elementu najvi²eg nivoa VP |V P | na F → F (true), po²to je PPT �1� uvek
njen jedini list. Na liniji 6 konstrui²emo RBF kori²¢enjem preostalih VPk. Tako�e,
ovde koristimo osobinu da se samo PPT-ovi koji odgovaraju listovima particije
pojavljuju unutar RBF, zajedno sa identitetom Bulove algebre x→ y ≡ x+ y.

U situaciji kada je nemogu¢e dodati nove £vorove u datu particiju VPk, BCVP
algoritam kreira novu VPk+1 suprotne boje. U skladu sa (6.4) dva razli£ito obojena
susedna £vora, sa aspekta njihovih nivoa rekurzije (RL) izazivaju nastajanje �0�-
eksponenta u RBF. Zbog ovoga se tako�e i negira RBF deo koji odgovara VPk+1
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na liniji 6, kori²¢enjem identiteta x ≡ x→ F . 4

Kao ²to je ve¢ obja²njeno, svaki �0�-eksponent rezultuje u jednoj operaciji imp-
likacije sa F . Za prakti£nu implementaciju ove elementarne operacije, potrebna je
jedna operacija op_3 umesto op_2 (iz glave 5 i [LPL10a],[LPL10b]). Obzirom
da op_3 ima dva koraka vi²e od op_2, a imaju¢i u vidu da BCVP algoritam
minimizuje kardinalnost VP, moºe se re¢i da ovaj pristup minimizuje ukupan broj
elementarnih operacija, a ne samo duºinu RBF implikacione sekvence. Ipak, u cilju
pore�enja sa rezultatima prikazanim u radu [PLL12], nije uzet u obzir ovaj vid
minimizacije.

Vremenska kompleksnost BCVP algoritma je T (n) = O(n3logn), gde je n = 2N

veli£ina ulaza. 5 Ovde vredi ista¢i, tako�e, osobinu grafova G(V,E) izomorfnih
sa Hasse dijagramima (Boolean Lattice), kod kojih postojanje puta izme�u dva
£vora u i v moºe biti provereno u O(ld(n)) vremenu, kori²¢enjem Bulove I (AND)
operacije na bit-vektorima B(label(u)) i B(label(v)) na slede¢i na£in:

if AND(B (label (u)) , B (label (v))) = B (label (v)) =⇒ ∃path(u, . . . , v),

pri £emu je B funkcija de�nisana De�nicijom 5.

Primer 4. Posmatrajmo 3-ulaznu �carry� funkciju iz [PLL12] sa tablicom istini-
tosti 7.1.

A B Cin Cout
0 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 0
0 1 1 1
1 0 0 0
1 0 1 1
1 1 0 1
1 1 1 1

Tabela 7.1 � Tablica istinitosti 3-ulazne carry funkcije

Odgovaraju¢i graf G(V,E) i njegova particija VP dati su na slici 7.1. VP1 sa£i-
njavaju tri lista particije x1x2, x1x3 i x2x3, dok VP2 sadrºi logi£ko �1� kao jedini
list. Regularan PPPT odre�en BCVP algoritmom je:

π1 = x1·x2·x3,

π2 = x1·x2,

π3 = x1·x3,

4. Kao i u radu [PLL12] podrazumevano je da se za izra£unavanje invertovanih PPT-ova u
implikacionoj formi RBF u jednom koraku, mogu koristiti vi²e-ulazna kola za implikaciju.

5. Za veli£inu ulaza N -ulazne Bulove funkcije uzima se 2N , a ne N .
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π4 = x2·x3,

π5 = x1,

π6 = x2,

π7 = x3,

π8 = 1.

Dobijeni PPT-ovi i odgovaraju¢i eksponenti rezultuju implikacionom RBF

y = ¬π4 → (¬π3 → (¬π2 → F )).

U slu£aju iste funkcije, nakon minimizacije u [PLL12], RBF ima jednu implikaciju
vi²e:

y = ¬π4 → (¬π3 → ((¬π7 → ¬π2)→ F )) .

Primer 5. Postmatrajmo Bulovu funkciju 4 promenljive £ija je istinitosna tablica
prikazana u tabeli 7.2.

x1 x2 x3 x4 f

0 0 0 0 0
0 0 0 1 0
0 0 1 0 0
0 0 1 1 0
0 1 0 0 1
0 1 0 1 1
0 1 1 0 1
0 1 1 1 1
1 0 0 0 0
1 0 0 1 0
1 0 1 0 0
1 0 1 1 0
1 1 0 0 1
1 1 0 1 1
1 1 1 0 1
1 1 1 1 1

Tabela 7.2 � �etvoroulazna Bulova funkcija kori²¢ena u primeru 5

Graf na kome se izvr²ava BCVP algoritam, konstruisan za ovu funkciju, prika-
zan je na slici 7.2, dok je rezultat algoritma prikazan na slici 7.3.
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Slika 7.2 � Graf G (V,E) koji odgovara Bulovoj funkciji iz tabele 7.2

Pozitivni proizvod termovi Poredak
x1x2x3x4 π1

x1x2x3 π2

x1x2x4 π3

x2x3x4 π4

x1x2 π5

x2x3 π6

x2x4 π7

x2 π8

x1x3x4 π9

x1x3 π10

x1x4 π11

x3x4 π12

x1 π13

x3 π14

x4 π15

1 π16

Tabela 7.3 � Primer 5: PPPT odre�en BCVP algoritmom

BCVP algoritam prilikom particionisanja skupa £vorova grafa G (V,E) kre¢e
od £vora sa labelom {x1, x2, x3, x4} i njemu dodeljuje rekurzivni nivo (RL) 1. Nakon
toga, istom VP1 algoritam dodeljuje redom £vorove sa labelama {x1, x2, x3} ,
{x1, x2, x4} , {x2, x3, x4} jer je njihov roditelj u grafu, £vor {x1, x2, x3, x4}, ve¢ do-
deljen VP1. Me�utim, algoritam nakon toga nastavlja da sme²ta £vorove {x1, x2} ,
{x2, x3} , i {x2, x4} u VP1 jer su i njihovi roditelji ve¢ dodeljeni istom VP1. Na
kraju, i £vor sa labelom {x2} je sme²ten u VP1 jer su svi njegovi prethodnici u
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Slika 7.3 � Particionisan graf G (V,E) funkcije iz tabele 7.2 kao rezultat BCVP algo-
ritma

grafuG (V,E) tako�e dodeljeni VP1. Na sli£an na£in, VP2 sa£injavaju svi preostali
£vorovi grafa.

Ovakvim particionisanjem skupa £vorova grafa G (V,E), indirektno se odre�uje
regularan PPPT koji ¢e rezultovati minimalnom rekurzivnom formulom i omogu¢iti
izra£unavanje funkcije kori²¢enjem minimalnog broja elementarnih operacija imp-
likacije. PPPT odre�en particionisanjem £vorova grafa BCVP algoritma, prikazan
je u tabeli 7.3.

Kao rezultat ovakvog particionisanja skupa £vorova grafa G (V,E), £vor sa
labelom {x2} je jedini list particije unutar VP1, dok VP2 tako�e ima jedan list
particije, £vor sa labelom {}. Dobijena implikativna forma nakon primene VP2IF
algoritma na particionisani graf je

y = ¬π13 → F

7.2 Leaf relocation (LR) algoritam

Leaf relocation algoritam predstavlja post-procesiranje rezultata BCVP algo-
ritma, sa ciljem da se dalje minimizira duºina formule po cenu pove¢ane vremenske
kompleksnosti, ali i dalje polinomijalne u terminima veli£ine ulaza. LR algoritam
poku²ava da restruktuira £vorove grafa sa ciljem da se smanji broj listova particije
unutar svakog pojedina£nog VPk. Ukoliko je mogu¢e, LR algoritam analizira pre-
me²tanje svakog �nezaklju£anog� lista particije iz VPk u VPk+2 koji ima istu boju.
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Algoritam 7.3 Leaf Relocation algoritam
Ulaz:

- DAG G(V,E)
Izlaz:

- modi�kovani DAG G(V,E) sa manjim ili jednakim brojem implikacija u RBF
1: Begin

2: locked← ∅;CV P ← trenutna V P ;BV P ← CV P
3: While(bilo koji nezaklju£ani £vor moºe biti preme²ten)
4: Foreach leaf l ∈ V ∧ l 6∈ locked
5: particioni²i G u skladu sa CV P
6: MovingSet←svi £vorovi koji moraju biti preme²teni zajedno sa l
7: Foreach u ∈MovingSet
8: If u je jedini £vor u V Pk ∨ svi £vorovi iz V Pk+1 su potomci od u
9: Goto 3
10: Else

11: aºuriraj trenutni V P tako ²to ¢e² premestiti u V Pk+2 £vor u zajedno
sa svim svojim prethodnicima iz V Pk koji nemaju svoje potomke u V Pk+1

12: End If

13: End Foreach

14: If implikativna forma (BVP) duºa od implikativne forme trenutne V P
15: BV P ←trenutna V P ; BestLeaf ← l //zapamti najbolji £vor
16: End If

17: End Foreach

18: CV P ← BV P , usvoji BV P za graf G i dodaj BestLeaf u locked
19: End While

20: Return G
21: End

Preme²tanje je motivisano £injenicom da, nakon preme²tanja, preme²teni list po-
tencijalno vi²e ne¢e biti list u novoj VPk+2, ²to bi na kraju rezultovalo u kra¢oj
RBF. Nakon ²to su svi �nezaklju£ani� listovi procesirani, list, £ije preme²tanje ¢e
rezultovati najkra¢om RBF, je odabran, de�nitivno preme²ten i �zaklju£an�. Ova
procedura se ponavlja sve dok nisu svi listovi particija progla²eni �zaklju£anim� ili
do trenutka kada dalje skra¢ivanje RBF vi²e nije mogu¢e.

�vor grafa u iz bilo koje VPk moºe biti preme²ten jedino u istobojnu VPk+2

od strane LR algoritma, ²to zahteva da svi potomci u grafu koji se nalaze u
VPk+1 tako�e budu preme²teni u VPk+3, da bi bila zadovoljena regularnost PPPT
utvr�ena De�nicijom 7. Jedan mogu¢i scenario jeste onaj u kome su svi £vorovi iz
VPk+1 potomci £vora u. Tada, po²to je svaki £vor iz VPk+2 potomak barem jednog
£vora iz VPk+1 (u suprotnom bi bio dodeljen VPk od strane �greedy� BCVP algo-
ritma), ovo dalje podrazumeva preme²tanje, u rekurzivnom maniru, svih £vorova
iz VPk+2 u VPk+4 i tako dalje. Kao rezultat, dobija se prazna VPk+1, £vor u
kao jedini £vor unutar VPk+2 i VPk+3, VPk+4,..., VP |V P | identi£ni kao ²to su bili
prethodno, uz pove¢anje indeksa za 2. Po²to je VPk+1 prazan, VPk+2 i VPk mogu
biti sjedinjeni obzirom na to da imaju istu boju, ²to rezultuje istim rasporedom
£vorova kao i na po£etku ovakvog �preme²tanja� uz o£igledan gubitak vremena.
Zbog toga u LR algoritmu nije dozvoljeno preme²tanje poslednjeg preostalog £vora
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iz bilo koje VPk (linije 8-10).
Vremenska kompleksnost LR algoritma je O(n5logn), gde je n = 2N veli£ina

ulaza za LR algoritam.

Primer 6. Postmatrajmo Bulovu funkciju 4 promenljive £ija je istinitosna tablica
prikazana u tabeli 7.4.

x1 x2 x3 x4 f

0 0 0 0 0
0 0 0 1 0
0 0 1 0 1
0 0 1 1 1
0 1 0 0 0
0 1 0 1 1
0 1 1 0 1
0 1 1 1 1
1 0 0 0 1
1 0 0 1 1
1 0 1 0 0
1 0 1 1 1
1 1 0 0 1
1 1 0 1 1
1 1 1 0 0
1 1 1 1 0

Tabela 7.4 � �etvoroulazna Bulova funkcija kori²¢ena u primeru 6

Konstruisan graf na osnovu Bulove funkcije opisane tabelom 7.4 prikazan je
na slici 7.4. Nakon minimizacije BCVP algoritmom, particionisan graf G (V,E)
izgleda kao na slici 7.5. Sa slike se moºe primetiti da particionisan skup ima pet
podskupova £vorova. Particionisanjem skupa £vorova, kreiran je PPPT prikazan u
drugoj koloni tabele 7.5. Tokom izvr²avanja LR algoritma, poku²avaju se identi-
�kovati listovi particija, koji nakon preme²tanja u drugi element partitivnog skupa
od V (£vorova grafa G (V,E)) vi²e ne¢e biti listovi. U skladu sa tim, £vor {x1, x2}
moºe biti preme²ten iz VP2 u VP4, pri £emu je neophodno i £vor {x2}, koji je
njegov sledbenik u grafu premestiti iz VP3 u VP5. Preme²tanje £vora {x2} je
neophodno kako bi odgovaraju¢i poredak pozitivnih proizvod termova, formiran
tokom rada BCVP algoritma, i dalje bio regularan, u skladu sa De�nicijom 7 i
Teoremom 2. Kao rezultat ovog preme²tanja dobijamo dva lista particije manje,
jer preme²teni £vor {x1, x2} u VP4 vi²e ne¢e biti list particije, ba² kao ni pre-
me²teni {x2} u VP5. Upravo zbog toga je £vor {x1, x2} progla²en za BestLeaf od
strane LR algoritma (linija 15) u prvoj iteraciji LR algoritma, jer se njegovim po-
tencijalnim preme²tanjem iz VP2 umanjuje broj listova particije za dva. Particija
£vorova grafa nakon ovog prvog preme²tanja prikazana je na slici 7.6.
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Slika 7.4 � Graf G (V,E) koji odgovara Bulovoj funkciji iz tabele 7.4

Slika 7.5 � Particionisan graf G (V,E) funkcije iz tabele 7.4 kao rezultat BCVP algo-
ritma
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Slika 7.6 � Promena particija nakon ²to su dva lista particija realocirani u prvoj iteraciji
LR algoritma

Pozitivni proizvod termovi BCVP LR 1 LR 2 LR 3 LR 4
x1x2x3x4 π1 π1 π1 π1 π1

x1x2x3 π2 π2 π2 π2 π2

x1x2x4 π3 π3 π3 π3 π3

x1x3x4 π4 π4 π4 π4 π4

x2x3x4 π5 π5 π5 π5 π5

x1x2 π6 π12 π11 π10 π9

x1x4 π7 π6 π6 π6 π10

x2x3 π8 π7 π12 π11 π11

x2x4 π9 π8 π7 π7 π6

x3x4 π10 π9 π8 π8 π7

x1x3 π11 π10 π9 π9 π8

x2 π12 π15 π15 π14 π14

x4 π13 π11 π10 π15 π15

x1 π14 π13 π13 π12 π12

x3 π15 π14 π14 π13 π13

1 π16 π16 π16 π16 π16

Tabela 7.5 � Primer 6: PPPT odre�en BCVP algoritmom (kolona BCVP) i promena
PPPT nakon i-te iteracije LR algoritma (kolona LR i, i=1,...,4)
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Tako�e, ova realokacija £vorova podrazumeva modi�kaciju poretka pozitivnih
proizvod termova. Novi PPPT, nakon ove prve iteracije LR algoritma prikazan je
u tre¢oj koloni tabele 7.5.

U slede¢oj iteraciji, £vor {x2, x3} je odre�en da bude preme²ten iz VP2 u VP4.
Ovo preme²tanje, za razliku od prethodnog, ne¢e zahtevati dodatno preme²tanje
£vorova sledbenika £vora {x2, x3} u grafu G (V,E). Nakon ove promene, nova par-
ticija skupa £vorova grafa prikazana je na slici 7.7.

Na sli£an na£in, u tre¢oj iteraciji, preme²ten je £vor {x4} iz VP3 u VP5 (slika
7.8) i u poslednjoj, £etvrtoj iteraciji, preme²ten je £vor {x1, x4} iz VP2 u VP4

(slika 7.9). Promene PPPT-a nakon i -te iteracije LR algoritma prikazane su u
kolonama LR i tabele 7.5.

Smanjenjem broja listova particije, zna£ajno se skra¢uje i rezultuju¢a RBF,
obzirom da se ona, kako je ve¢ ranije nagla²eno, formira na osnovu listova par-
ticije. Nakon £etiri iteracije LR algoritma, prikazane u ovom primeru, realocira-
njem £vorova unutar particije skupa £vorova grafa G (V,E) broj listova particije
je smanjen za pet (u prvoj iteraciji preme²tena su dva £vora).

Nakon izvr²avanja LR algoritma VP1 je ostao nepromenjen u odnosu na rezul-
tat BCVP algoritma.

Slika 7.7 � Promena particija nakon druge iteracije LR algoritma
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Slika 7.8 � Promena particija nakon tre¢e iteracije LR algoritma

U VP2 su umesto 5 listova particije, ostala samo dva, £vorovi sa labelama
{x2, x4} i {x3, x4}. Ovde je neophodno prokomentarisati iz kog razloga ova dva
lista nisu preme²tena u VP4 od strane LR algoritma. �vor sa labelom {x2, x4}
preme²ten u VP4 bi ostao list particije jer obe njegove izlazne grane vode ka
£vorovima u VP5 a nijedna ka £vorovima iz VP4. Kao rezultat ovakvog preme²-
tanja, ne bismo dobili nikakvo pobolj²anje jer bi i dalje broj listova particije ostao
isti, a samim tim i duºina generisane RBF. �to se ti£e drugog lista iz VP2, £vora
sa labelom {x3, x4}, nakon preme²tanja u VP4 on vi²e ne bi bio list particije,
obzirom na £injenicu da jedna njegova izlazna grana vodi ka £voru {x3} koji je ve¢
list particije i nalazi se u VP4. Me�utim, u slu£aju preme²tanja £vora {x3, x4} u
VP4 nijedna od izlaznih grana £vora {x1, x3, x4} ne¢e zavr²avati u £vorovima iz
VP2 (dve ¢e voditi ka £vorovima iz VP4, a jedna ka £voru iz VP3). Zbog toga, do
ovog preme²tanja ne dolazi, jer bi nakon toga u VP2 ostao novi list particije, £vor
sa labelom {x1, x3, x4}.

VP3 je particionisanjem skupa £vorova grafa od stane BCVP algoritma sadrºao
dva lista particije, dok ¢e se nakon izvr²avanja LR algoritma u okviru VP3 nalaziti
samo jedan list, £vor sa labelom {x1, x3}.

U VP4 su tokom izvr²avanja LR algoritma preme²tena tri £vora, ali se broj
listova particije nije pove¢ao i ostao je jednak 2, ba² kako je bilo odre�eno i BCVP
algoritmom.
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Slika 7.9 � Promena particija nakon £etvrte, poslednje iteracije LR algoritma

Na kraju, u VP5 su dodata dva nova £vora od strane LR algoritma, ali to
tako�e nije rezultovalo pove¢anjem broja listova particije.

7.3 Pore�enje algoritamskih heuristika za minimi-

zaciju duºine rekurzivne Bulove formule

U cilju pore�enja rezultata, implementirani su algoritmi razvijeni u okviru is-
traºivanja obuhva¢enog ovom disertacijom i algoritam predstavljen u radu [PLL12].
Slika 7.10 prikazuje dobitak u broju implikacija kada se BCVP poredi sa re-
implementiranim algoritmom iz [PLL12]. Dobitak se ra£una tako ²to se broj imp-
likacija potrebnih za implementaciju dobijene RBF kori²¢enjem BCVP, oduzme od
broja implikacija potrebnih za RBF dobijenu algoritmom iz [PLL12] za proizvoljnu
Bulovu funkciju. Sli£no, na slici 7.11 je prikazan dobitak u broju implikacija u
slu£aju kada se, dodatno, optimizacija vr²i i LR algoritmom, u pore�enju sa origi-
nalnim algoritmom iz [PLL12]. Slike 7.10 i 7.11 se tuma£e na slede¢i na£in: brojevi
predstavljeni na ordinati prikazuju broj Bulovih funkcija sa 4 ulaza i jednim izla-
zom, dok je na apscisi predstavljen dobitak u broju implikacija. Na primer, sa slike
7.10 moºe se videti da postoje 8404 funkcije za koje su RBF, nakon minimizacije
BCVP algoritmom, za jednu implikaciju �kra¢e� od odgovaraju¢ih minimizovanih
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Slika 7.10 � Pore�enje BCVP i algoritma iz [PLL12]

Slika 7.11 � Pore�enje BCVP/LR i algoritma iz [PLL12]

implikativnih formi dobijenih za iste Bulove funkcije algoritmom predstavljenim
u radu [PLL12]. Sli£no, sa slike 7.11 se vidi da postoji 16748 £etvoroulaznih BF
za koje rekurzivne formule, minimizovane algoritmima BCVP i LR zahtevaju dve
operacije implikacije manje, u pore�enju sa rekurzivnim Bulovim formulama do-
bijenim minimizacijom istih Bulovih funkcija algoritmom iz [PLL12].

Podaci predstavljeni na slikama 7.10 i 7.11 su tako�e prikazani i u tabelarnoj
formi u tabeli 7.6, radi lak²e preglednosti rezultata. U ovoj tabeli, u drugoj koloni je
prikazan ukupan broj Bulovih funkcija sa odgovaraju¢im dobitkom iz prve kolone
u slu£aju BCVP, a u tre¢oj koloni u slu£aju BCVP i LR algoritma. U tabeli
su prikazani samo dobici u opsegu minimalnog i maksimalnog dobitka, odakle se
zaklju£uje da BCVP algoritam moºe kao rezultat dati rekurzivnu formulu £ak i
do 6 implikacija �duºu� u pode�enju sa algoritmom iz [PLL12]. Sa druge strane,
moºe rezultovati i do 14 implikacija kra¢om rekurzivnom formulom. BCVP i LR
algoritam zajedno, kao rezultat daju rekurzivnu formulu koja je maksimalno za
jednu implikaciju �duºa� u pore�enju sa rezultatom dobijenim algoritmom [PLL12]
i to samo za 418 BF, koje £ine 0,64% od ukupnog broja £etvoroulaznih Bulovih
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Smanjenje broja implikacija #BF BCVP #BF BCVP&LR
-6 48 0
-5 84 0
-4 554 0
-3 942 0
-2 2862 0
-1 4140 418
0 14660 14964
1 8404 8128

2 15632 16748

3 5808 8116

4 7218 9328

5 2314 3574

6 1500 2256

7 796 1174

8 402 532

9 82 182

10 72 69

11 12 12

12 0 2

13 0 0

14 6 6

Tabela 7.6 � Pore�enje rezultata BCVP i LR algoritama sa algoritmom iz [PLL12]

funkcija (njih 224 =65536).
Na slici 7.12 su prikazani rezultati pore�enja BCVP algoritma sa algoritmom

predstavljenim u radu [PLL12]. Procenti na slici se odnose na broj £etvoroulaznih
Bulovih funkcija za koje minimizacija BCVP algoritmom daje bolje, jednake i lo²ije
rezultate u pore�enju sa algoritmom [PLL12]. Na slici 7.13 su predstavljeni rezul-
tati pore�enja dodatne minimizacije LR algoritmom u odnosu na minimizaciju
algoritmom iz [PLL12].

Na osnovu rezultata sa slike 7.12, algoritam [PLL12] daje bolje rezultate za
∼ 13% test funkcija u pore�enju sa BCVP algoritmom. Ovo se moºe objasniti
prirodom obilaska grafa u BFS maniru od gore na dole kori²¢enim od strane BCVP
algoritma, nasuprot DFS obilasku od dole na gore kori²¢enim u [PLL12]. Ponekada
je BCVP previ²e �pohlepan�, pretrpavaju¢i gornje VPk skupove i na taj na£in
onemogu¢avaju¢i neke od listova particije iz VPk da budu locirani i absorbovani
unutar VPk+2. Iako nije izraºen u terminima kori²¢enim u ovoj disertaciji, algori-
tam iz [PLL12] u osnovi pronalazi VPk skupove sa samo jednim listom particije,
²to isklju£uje suvi²ne PPT-ove iz RBF za ∼ 13% test funkcija. Ovo je zapravo i bila
motivacija za razvoj napredne LR heuristike, koja preme²ta listove kandidate iz
VPk u VPk+2, ²to rezultuje u dodatno kra¢oj RBF. Slika 7.13 pokazuje da BCVP
i LR zajedno daju bolji ili jednak rezultat za 99.36% svih £etvoroulaznih BF. U
slu£aju preostalih 0.64% BF, BCVP i LR daju rezultat koji je jednu implikaciju
duºi, kao ²to se moºe videti na slici 7.11. Za ∼ 76% instanci problema, BCVP i LR
algoritmi daju bolji rezultat od algoritma iz [PLL12], sa do 14 implikacija kra¢im
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Slika 7.12 � Pore�enje rezultata dobijenih BCVP algoritmom i algoritmom iz [PLL12]

Slika 7.13 � Pore�enje rezultata dobijenih BCVP i LR algoritmima, sa rezultatima
algoritma iz [PLL12]

RBF, ²to se tako�e moºe primetiti na slici 7.11.
Na slikama 7.14 i 7.15 su prikazani procenti £etvoroulaznih Bulovih funkcija

predstavljenih sa ∆Imp implikacija manje nakon minimizacije BCVP (BCVP i
LR) u odnosu na minimizaciju algoritmom iz [PLL12]. Radi bolje preglednosti,
∆Imp je podeljen u pet kategorija: ∆Imp < 0 (funkcije koje su bolje minimizovane
originalnim algoritmom iz [PLL12]), ∆Imp = 0 (funkcije koje se jednako e�kasno
minimizuju BCVP, odnosno BCVP i LR algoritmima i algoritmom iz [PLL12]),
0 < ∆Imp < 3, 3 ≤ ∆Imp < 8 i 8 ≤ ∆Imp. Sa slika 7.14 i 7.15 se vidi o£igledan
dobitak kori²¢enja LR algoritma: procenat BF iz kategorije ∆Imp < 0 je smanjen
sa 13% na ispod 1%, dok je procenat BF iz kategorije 3 ≤ ∆Imp < 8 porastao sa
27% na 37%.

Sa slike 7.16 i iz tabele 7.7 prime¢uje se da je srednji broj implikacija u RBF za

Slika 7.14 � Skra¢enje duºine implikativne forme kao rezultat kori²¢enja BCVP algo-
ritma izraºen u procentima za pet kategorija ∆Imp
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Slika 7.15 � Skra¢enje duºine implikativne forme kao rezultat kori²¢enja BCVP i LR
algoritama izraºen u procentima za pet kategorija ∆Imp

19.67% manji u slu£aju minimizacije BCVP i £ak 25.75% u slu£aju minimizacije
BCVP i LR algoritmima, u pore�enju sa rezultatima minimizacije algoritmom iz
[PLL12] 6. Tako�e, sa slike 7.16 se moºe primetiti kako rezultati BCVP (BCVP i
LR) algoritma imaju znatno manju varijansu u pore�enju sa rezultatima dobijenim
algoritmom iz [PLL12].

Algoritam SV [impl.] PSV [impl.] PSV [%]
BCVP 9.64 2.36 19.67

BCVP&LR 8.91 3.09 25.75
Alg [PLL12] 12 0 0

Tabela 7.7 � Srednja vrednost broja implikacija i procentualno pobolj²anje

Slika 7.16 � Broj operacija implikacije potreban za izra£unavanje £etvoroulaznih
Bulovih funkcija

6. U tabeli 7.7 kolona SV prikazuje srednje vrednosti broja implikacija u RBF dobijenih
minimizacionim algoritmima BCVP, LR i [PLL12]. U koloni PSV je predstavljeno pobolj²anje
srednje vrednosti predstavljene u koloni SV u odnosu na srednji broj implikacija u RBF dobijenih
minimizacijom algoritmom iz [PLL12]. U poslednjoj koloni je prikazan procentualni dobitak
kori²¢enja algoritama BCVP i LR, sa aspekta smanjenja srednje vrednosti implikacija potrebnih
za izra£unavanje Bulovih funkcija.
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Zaklju£ak

Istraºivanje predstavljeno u ovoj disertaciji motivisano je nedavno fabriko-
vanim mem-elementima, mem-ure�ajima i mem-sistemima, koji svojim karakteri-
stikama omogu¢avaju novi pristup u dizajnu digitalnih logi£kih kola. Upotreba
ovih mem-komponenti omogu¢ava procesiranje i skladi²tenje podataka na istoj
lokaciji, nasuprot aktuelnoj i odavno prevazi�enoj Von Neumann arhitekturi kod
koje se obrada podataka vr²i od strane procesora, a podaci £uvaju u dislociranim
memorijskim jedinicama, ²to rezultuje problemom �memorijskog zida�.

U dostupnoj nau£noj literaturi postoji obilje predloºenih arhitektura logi£kih
kola baziranih na mem-komponentama. Jedna od ovih arhitektura, kolo sa dva
radna memristora u stateful logic topologiji, osim minimalnim dimenzijama, od-
likuje se i imuno²¢u na degradaciju signala usled pada napona na rezistivnim
elementima i problem fanout-a. Ipak, mana ovog kola se ogleda u sloºenim i
duga£kim sekvencama pobudnih naponskih signala, jer se ovim pristupom pros-
torna kompleksnost Bulovog kola kompromisno zamenjuje vremenskom kompleks-
no²¢u operacija izvr²avanih ovim kolima. �tavi²e, broj sekvenci potrebnih za izra£u-
navanje proizvoljne Bulove funkcije se eksponencijalno uve¢ava sa pove¢anjem
broja ulaznih promenjivih. Upravo zbog toga, osim sinteze logi£kih kola baziranih
na memristorima, cilj istraºivanja opisanog u ovoj disertaciji je i minimizacija
rekurzivnih Bulovih formula koje odre�uju kontrolnu sekvencu pobudnih signala.
Ova minimizacija se vr²i kori²¢enjem takozvanih regularnih poredaka pozitivnih
proizvod termova, koji omogu¢avaju pretraºivanje kompletnog prostora za mini-
mizaciju, nasuprot njegovom nekompletnom podskupu kori²¢enom u [PLL12], ili
jednom �ksnom poretku predstavljenom u [LPL10a],[LPL10b].

Obzirom da prostor pretraºivanja grafa, u cilju pronalaºenja optimalnog regu-
larnog poretka pozitivnih proizvod termova, raste eksponencijalno u zavisnosti od
veli£ine ulaza, predstavljene su dve so�sticirane BFS polinomijalne, �greedy� al-
goritamske heuristike, sa O(n3logn)i O(n5logn) vremenskim kompleksnostima. U
pogledu vremenske kompleksnosti, BCVP i LR algoritmi, predstavljeni u okviru
ove teze, su uporedivi sa ostalim algoritmima za minimizaciju rekurzivne Bulove
formule. 7 Algoritmi razvijeni tokom istraºivanja u ovoj disertaciji, testirani na
skupu svih £etvoroulaznih Bulovih funkcija, obezbe�uju do 26% pobolj²anja u
prose£nom broju implikacija i daju kra¢u rekurzivnu Bulovu formulu za £ak 77%
instanci problema, u pore�enju sa prethodno objavljenim algoritmima.

7. Vremenska kompleksnost algoritma prikazanog u [PLL12], iako nije eksplicitno navedena
u radu, moºe biti ustanovljena kao O(n4)
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