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Rezime

Betonske konstrukcije koje su izlozene periodi¢nim opterec¢enjima mogu dobiti ostec¢enja koja
nekad dovedu do loma. Ovaj fenomen pri kome se razvijaju osteCenja u materijalu pri
naponima manjim od granice te¢enja je poznat kao zamor materijala. Razvoj osteCenja u
materijalu prilikom cikli¢nog djelovanja opterecenja se moze posmatrati kroz tri faze: faza
iniciranja prsline tj. stvaranje mikroprslina, zatim faza formiranja i stabilnog rasta prsline i
treca faza koja predstavlja nestabilni razvoj prsline koji dovodi do loma materijala. Problem
zamora je prvobitno ispitan na metalima, a problem se matematicki opisuje kroz poznati
Parizov zakon kojim se moze dosta precizno opisati druga faza razvoja osteenja. Parizov
zakon povezuje gradijent Sirenja prsline sa faktorom intenziteta napona, koji je veoma bitan
parametar mehanike loma. Danas su nastale razne modifikacije Parizovog zakona, kako na
primjeni kod metala, tako i kod cementnih materijala. Kod betona se manifestuje dodatni
problem veli¢ine uzorka (size effect) kojim se otezava opisivanje zamora. Za matematicko
opisivanje Parizovog zakona je neophodno imati eksperimentalne podatke na osnovu kojih se
definiSu parametri u jednacini. Razvoj efektivnijeg matemati¢kog aparata tj. metode pomocu
koje se opisuje propagacija prsline kod betona je neophodna. U ovom radu se za rjesavanje
ovoga problema primjenjuje reolosko-dinamicka analogija.

Reolosko-dinamicka analogija (RDA) je matematicko-fizicka analogija koja je predlozena u
eksplicitnoj formi od strane Milasinovi¢a D. D., a kojom se opisuje ¢itav niz neelasti¢nih i
vremenski zavisnih problema vezanih 1D prizmati¢ne elemente. Pomocu RDA se opisuje
kriticno mehanicko ponasanje viskoelastoplasticnih materijala pod dejstvom cikli¢ne
varijacije napona. U ovome radu se primjenjuje RDA teorija na problemu propagacije prslina
betona koja se opisuje kroz primjere savijanja u tri tatke nearmiranih betonskih greda sa
inicijalnom prslinom. Ovo omogucava da se razvoj prsline pri eksperimentalnom ispitivanju
postize na planiranom mjestu tj. sredini grede. S druge strane ovo onemogucava primjenu
poznatih izraza iz otpornosti materijala kod proracuna ugiba ili napona, pa je time potrebna
primjena linearno elasticne mehanike loma ili metode konacnih elemenata. U ovome radu se
prikazuje novi pristup koji kombinuje RDA teoriju, linearno elasti¢cnu mehaniku loma (linear
elastic fracture mechanics-LEFM) i metodu kona¢nih elemenata kako kod dinamickog
(zamor) tako i kod statickog testa greda. Prema RDA se moZe opisati viskoelasti¢no
histerezisno ponasanje betona i odrediti brzina oslobadanja energije koja u vezi sa energijom
loma odreduje broj ciklusa optereéenja. Primjenom metode konaénih elemenata ili preko
analiti¢kih izraza iz LEFM se odreduje racunski napon u vrhu prsline kod greda koji je
potreban kod odredivanja brzine oslobadanja energije, pa se time lokalizuje karakter
problema. Savojna krutost grede ulazi u izraz za brzinu oslobadanja energije, a njena
promjena sa duzinom prsline se odreduje pomoc¢u metode kona¢nih elemenata. Relativna
frekvencija koja predstavlja odnos sopstvene frekvencije i frekvencije optereCenja takode
ulazi u izraz za brzinu oslobadanja energije prema RDA i mijenja se sa povecanjem duZzine
prsline. Odredivanje relativne frekvencije se sprovodi primjenom metode konacnih elemenata.
Koeficijent teenja se pojavljuje kao veoma bitan parametar za analizu, koji se odreduje iz
linearne veze za naponom prema RDA teoriji. Nova metoda proracuna se pored analize dugih
prslina moze koristiti i kod opisa kratkih prslina modifikovanjem ranga napona u vrhu prsline
primjenom linearne veze izmedu ranga napona i duzine prsline prema Kitagawa-Takahashi
dijagramu. Kritina duzina prsline koja predstavlja granicu izmedu kratkih i dugih prslina je
neophodan ulazni parametar za analizu ove oblasti.



Svi rezultati se prikazuju u obliku krive duzina prsline-broj ciklusa optereéenja, a pokazana su
veoma dobra slaganja sa eksperimentalnim rezultatima od strane razliCitih autora.
Eksperimentalna mjerenja su sprovedena i za jednu gredu bez inicijalne prsline pri cemu je
mjerenje duzine prsline sprovedeno fotogrametrijom. Pored zamora sproveden je i proraun
statiCkog testa prema RDA u obliku krivih sila-ugib ili sila-otvaranje prsline (crack mouth
opening displacement-CMOD) jer su veoma bitni za analizu zamora. Za ove krive se sprovodi
proracun uzlazne grane kontrolisanim povecavanjem sile tj. napona u vrhu prsline, koji je
povezan preko koeficijenta teCenja sa ugibom ili CMOD. Kod proracuna silazne grane se
sprovodi iterativni postupak relaksacije napona analogno postupku na radnom dijagramu
betona koji je izveden od strane Milasinovic¢a D. D.

Kroz primjere u ovome radu se pokazala i moguca primjena RDA teorije u kombinaciji sa
drugim teorijama kojima se opisuje propagacija kratkih prslina kod betona kao i zamor metala
kroz zamjenu modula elasti¢nosti sa RDA modulom. Na taj nacin se kod teorija koje se
baziraju na Parizovom zakonu uvodi koeficijent teCenja 1 relativna frekvencija u razmatranje.

Uporedivanjem svih eksperimentalnih rezultata prema RDA se dobija veoma dobro slaganje,
te se moze zakljuciti da se ovaj pristup moze koristi kod proracuna duzine prsline u betonu.
Upravo zbog jednostavnog matematickog proracuna i primjene metode konacnih elemenata
ovo otvara moguénosti za dalja ispitivanja na elementima sa slozenijom geometrijom kao i
kod drugih betonskih mjeSavina.



Abstract

Concrete structures can be exposed to cyclic loads, which can damage the material and
sometimes it leads to failure. This phenomenon in which damages develop in the material at
stress less than yielding stress is known as fatigue. The development of damage in the
material during the cyclic loads can be seen through three stages: crack initiation phase, stable
crack growth and unstable crack growth which leads to failure. The problem of fatigue was at
first researched on metals, and the problem is mathematically described through the Paris law,
which can accurately describe the phase of stable crack growth. Paris law connects the crack
growth with the stress intensity factor, which is a very important parameter of fracture
mechanics. To date, many modifications of paris law have been made for its application on
metals and cement materials. By concrete, an additional problem of the size effect manifests
itself, which makes it difficult to describe fatigue. For the mathematical description of paris
law is necessary to have the experimental data, which are used for defining the parameters in
equation. The development of a more effective mathematical apparatus, i.e. methods for the
concrete crack propagation is necessary. Rheological-dynamic analogy is applied to describe
this problem.

Rheological-dynamic analogy (RDA) is a mathematical-physical analogy proposed in explicit
form by Milasinovi¢ D. D. and it describes a inelastic and time-dependent problems related to
1D prismatic elements. The RDA describes the critical mechanical behavior of viscoelastic
materials under the cyclic stress variation. The application of RDA is used in this paper to
analyze the crack growth of plain concrete and it is described through examples of the
monotonic and cyclic three-point bending tensile tests on notched beams. The application of
the initial crack enables the crack growth in the experimental study to be achieved at the
planned site, i.e. in the middle of the beam. On the other hand, this prevents the application of
known expressions from the continuum mechanics for stress or deflection calculation and thus
requires the application of linear elastic fracture mechanics (LEFM) or finite element methods
(FEM). This paper presents a new approach that combines RDA theory, linear elastic fracture
mechanics (LEFM) and finite element method for dynamic (fatigue) and static beam loads.
According to the RDA, viscoelastic hysteretic behavior of concrete can be described and the
rate of energy release can be determined in connection with the fracture energy, which
determines the number of load cycles. By applying the finite element method or through
analytical expressions from LEFM, the stress at the crack tip is determined. It is required for
determining the rate of energy release and thus the character of problem is localized. The
bending stiffness enters in the expression for the rate of energy release and its change with
crack propagation can be determined using the finite element method. The relative frequency,
which represents the ratio of eigenfrequency and load frequency, enters in the expression for
the rate of energy release according to the RDA and it is also changed with the crack
propagation. The determination of relative frequency is carried out using the finite element
method. Creep coefficient is also shown as very important parameter for the analysis and it
can be determined using linear law according RDA theory.

In addition to describing the long crack growth, the new method of calculation can also be
used by the short crack growth analysis. It is necessary to modify the stress range at the crack
tip and it is used a linear law between the stress range and the crack length according to the
Kitagawa and Takahashi diagram. Critical crack length presents the border between short and
long cracks and it is necessary for short crack analysis according RDA.



All results are shown in the form of the crack length-number of load cycles and they have a
very good match with experimental results by different authors. Experimental measurements
were also conducted for one beam without an initial crack, where the measurement of the
crack length was carried out by photogrammetry. In addition fatigue tests, the results of RDA
and experimental curves force-deflection or force-crack mouth opening displacement
(CMOD) have been compared. These tests are necessary for fatigue calculation according
RDA. For these curves, the calculation of the ascending branch is carried out, controlled by
increasing the force, i.e. by increasing the stress in the crack tip, which is connected with
creep coefficient and deflection or CMOD. During the calculation of the descending branch,
an iterative stress relaxation procedure is carried out, analogous to the procedure on the
working diagram of concrete performed by Milasinovi¢ D. D.

Through examples, the possible application of RDA theory has been shown in combination
with other theories describing the propagation of short cracks by concrete as well as metal
fatigue through the replacement of elasticity modulus with the RDA modulus. In this way, the
paris law based theories introduce a creep coefficient and relative frequency into
consideration.

By comparing all experimental results with RDA is obtained very good match and it can be
concluded that this approach can be used by the calculation of the crack growth in concrete.
Precisely because of the simple mathematical calculation and application of the finite element
method, this opens up possibilities for further testing on elements with more complex
geometry and other concrete mixtures.
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1 UvOoD
1.1 Predmet istraZzivanja

Zamor materijala je fenomen koji predstavlja oSteéenje materijala uslijed djelovanja
periodi¢nih optereCenja pri ¢emu se lom materijala moze dogoditi pri znatno manjim
naponima u odnosu na njegovu ¢vrsto¢u. Najveci napon koji materijal moze podnijeti pri
neograni¢enom broju ponavljanja se naziva dinamicka c¢vrstoca materijala. Kod nekih
gradevinskih konstrukcija (npr. mostovi, tornjevi itd.) su dinamicka optere¢enja dominantna,
pa je ovaj fenomen od posebne vaznosti. Prva ispitivanja zamora su pocela sa radovima
Wohler-a koji je ispitivao lomove Zeljeznickih osovina i pri tome uocio da se sa smanjenjem
amplitude napona produzava radni vijek konstrukcije. Nakon potapanja brodova napravljenih
od krtih materijala u drugom svjetskom ratu pocinje sve vece interesovanje za mehaniku loma
kao i za pracenje razvoja oSteCenja (prslina) u materijalima. Tako je mehanika loma dobila
veliku ulogu kod analize zamora uvodeéi nove parametre i metode ispitivanja. Generalno
posmatrano u materijalu koji je izlozen cikliénom djelovanju ostecenje tj. prslina prolazi kroz
tri faze razvoja:

-faza iniciranja prsline
-faza stabilne propagacije prsline
-faza nestabilnog razvoja prsline

U prvoj fazi se javljaju nepovratne promjene na mikronivou koje dovode do stvaranja kratkih
prslina koje po pravilu nisu opasne za konstrukciju dok ne dostignu svoju kritiénu vrijednost.
Ova oblast, pogotovo u slu¢aju betona kao materijala, nije dovoljno istrazena. Druga faza tj.
slucaj kada su nastale makroprsline se moze jo$ podijeliti na dva dijela: stabilni i nestabilni
rast prsline. U ovoj fazi razvoja oSteenja su nastala mnogobrojno teorijska i eksperimentalna
ispitivanja kako pravca i smjera rasta prsline tako i duzine i $irine otvaranja prsline. Prvi
konkretan matematicki model koji opisuje propagaciju prsline u ovoj fazi je Parizov zakon [1]
(naziva se jos Pariz-Erdogan zakon) iz 1963 godine, a bazira se na primjeni mehanike loma. U
njemu je definisana veza gradijenta Sirenja prsline sa rangom faktora intenziteta napona.
Stabilna propagacija prsline se odvija sve dok se ne dostigne Zilavost materijala, nakon ¢ega
nastupa treéa faza propagacije tj. nestabilni razvoj prsline, koji dovodi do loma. Zilavost
materijala se moze jo§ izraziti i preko energije loma, a obe veli¢ine su veoma bitni parametri
kod analiziranja zamora materijala i za njihovo odredivanje se sprovode staticki testovi.
Parizov zakon je do danas dobio razne modifikacije koje su predlozene od strane raznih
autora, a njegova primjena se pokazala uspjesnija na metalima. lzvjestan broj autora je
predlagao modifikaciju Parizovog zakona na primjeni kod betona. Neki znac¢ajni prijedlozi se
mogu naci radovima Swartz S. E. i Go C. G. [2], Baluch M. H. i ostali [3] ili Ray S. i Kishen
J. M. C [4] itd. Ono $to dodatno oteZava primjenu mehanike loma kod betona je fenomen
efekta veliCine (Size effect) koji se moze naci u radovima Bazant Z. P: i Kangming X. [5] ili
Carpinteri A. i Spagnoli A. [6] koji uvode i empirijske koeficijente u svoje izraze. Predmet
istrazivanja ovog rada je analiza razvoja kratkih i dugih prslina kod betona sa primjenom nove
metode koja se ne bazira na Parizovom zakonu, ve¢ na kombinaciji linearno elasticne
mehanike loma, metode konac¢nih elemenata i reolosko-dinamicke analogije (RDA). Od 1998
godine u radovima Milasinovi¢a D. D. je razvijena je matematicko-fizicka analogija nazvana
reolosko-dinamic¢ka analogija (RDA) koja je predlozena u eksplicitnoj formi na nizu
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neelasticnih 1 vremenski zavisnih problema vezanih za 1D prizmati¢ne Stapove, kao $to su
izvijanje, zamor, itd. Ova teorija definise kriticna mehanicka svojstva viskoelastoplasti¢nih
(VEP) materijala. RDA se zasniva na prostiranju elasti¢nih talasa pod trenutnim nanoSenjem
uticaja. UspjeSan teorijski pristup koji je zasnovan na RDA i njenim prakti¢nim aplikacijama
dat je u vezi sa VEP ponasanjem metalnih Sipki pri zatezanju. RDA teorija je primjenjiva i na
problemu odredivanja uzlazne i silazne grane radnog dijagrama betona pri pritisku. Pri tome
je razvijen reolosko-dinamicki kontinuumski model koji povezuje RDA teoriju sa mehanikom
ostecenja pri ¢emu su povezani Poasonov koeficijent i skalarna varijabla oSte¢enja. Grani¢na
deformacija u postkriticnom ponasanju se odreduje sekantnom vezom napon-deformacija.
Ovim modelom se odreduju i parametri mehanike loma koji se baziraju na globalnoj analizi
prilikom kriticnog pomjeranja odnosno medusobnog prodiranja u materijalu.

1.2 ObrazloZenje o potrebama istrazivanja

U novije vrijeme se kod betonskih konstrukcija se sve viSe radi na povecanju ¢vrstoce,
smanjivanju koli¢ine armature i sopstvene tezine, pa se teze napraviti $to tanje konstrukcije.
Isto tako u praksi se mogu naci i neke nove vrste betona (npr. betoni visoke cvrstoce,
mikroarmirani betoni, laki betoni itd) koji imaju drugacije materijalne karakteristike u odnosu
na normalni beton. U praksi se analiza zamora betona uglavnom zasniva na primjenama
hipoteza o akumulaciji oSte¢enja, a manje na mehanici loma. Izvjestan broj autora nastoji
daljim modifikacijama Parizovog zakona da unaprijedi primjenu mehanike loma kod betona,
ali to nije ni malo jednostavan zadatak.

Posto se RDA teorija pokazala uspjeSnom kod analize zamora linijski opterec¢enih elemenata
od celika, onda se javlja potreba za dalju primjenu kod zamora betona pri ¢emu se po prvi put
na sveobuhvatan nac¢in nastoji ukljuciti RDA teoriju u mehaniku loma. RDA je nelinearna
teorija tako da je njenom primjenom u LEFM stvoren jedan "hibridni pristup” nelinearne
mehanike loma.

1.3 Cilj istrazivanja

Primarni cilj ovog rada je analiza procesa Sirenja prsline i formulisanje matematickog
modela/metode kojom bi opisivao razvoj prsline u betonu tj. definisala veza duzina prsline-
broj ciklusa optere¢enja. Razvijanje metode se sprovodi na primjerima savijanja u tri tacke
nearmiranih betonskih greda sa inicijalnom prslinom koje su izlozene ciklicnom opterecenju.
Razmatra se propagacija kratkih i dugih prslina prema RDA. Metoda bi se mogla i primijeniti
i na ostale vidove naprezanja kao §to su centri¢no zatezanje ili torzija itd. Pored problema
zamora analizira se problem loma betona pri statickim testovima tj. odredivanje dijagrama
sila-ugib i sila-otvaranje prsline (CMOD) prema RDA.

1.4 Primjenjena metodologija

Istrazivanje se temelji na metodama savremene nauke pri ¢emu se koristi matematicko
modeliranje, reolosko-dinamicko i numeri¢ko modeliranje. Eksperimentalni rezultati su
preuzeti iz literature od strane raznih autora. Na primjeru grede iz poglavlja 5.4 su sprovedena
1 eksperimentalna ispitivanja laboratoriji gradevinskog fakulteta u Kaiserlaternu (Njemacka).
Ta ispitivanja nisu dio istrazivackog projekta vezanog za ovaj rad.



1.5 Rezultati istrazivanja i njihova primjena

Metoda prorac¢una broja ciklusa optereé¢enja u zavisnosti od duzine kratkih i dugih prslina
primjenom RDA teorije u kombinaciji sa mehanikom loma i metodom konac¢nih elemenata se
pokazala veoma uspjesna. Preduslov za to su ulazni parametri kao $to su energija loma, napon
u vrhu prsline, gustina mreze kona¢nih elemenata kao 1 staticki test, koji moraju biti precizno
definisani, jer su dosta osjetljivi na rezultate. Pored primjene na normalnom betonu ova
metoda je kroz primjere verifikovana i kod betona visoke ¢vrstoce kao i mikroarmiranih
betona koji imaju drugacije mehanicke parametre. Na primjeru u poglavlju 5.4 je pokazan
uticaj geometrije grede na rezultate statickog testa i zamora. Primijenjena metoda se moze
primijeniti kod analize razvoja oStecenja prslina nearmiranih ili mikroarmiranih betonskih
greda koje su izloZene savijanju. Dalja moguénost istraZivanja koja su primjena na raznim
primjerima iz mehanike loma kao npr. centri¢no opterecena ploca sa zarezom kao i primjena
kod armiranog betona.

1.6 Kratak sadrzaj rada

Pored uvoda u poglavlju 2 se daje ukratko pregled osnovnih jednacina iz mehanike loma kao i
teorijski pristupi mehanike loma kod betona. U poglavlju 3 je detaljnije opisan problem
zamora i dat pregled nekih teorija koje se koriste kod opisivanja problema zamora betona a
koje su zasnovane na Parizovom zakonu. Poglavlje 4 daje pregled osnovnih jednacina RDA
teorije, zatim izvodenje jednacina potrebnih za ispitivanje problema zamora kod betonskih
greda opterecenih na savijanje. U poglavljima od 4.1 do 4.8 su prikazane osnovne jednacine
RDA koje su potrebne kod poglavlja 4.8 — 4.12 gdje se predstavlja reoloska-dinamicka
analiza zamora. Prikazana je moguca primjena RDA teorije na problemu zamora metala kao i
na propagaciji kratkih prslina kod betona, a to se zasniva na korigovanju mehanike loma
odnosno drugih teorija koje u zasnovane na Parizovom zakonu preko reolosko-dinamickog
modula. Zatim slijedi poglavlje 5 u kome su uradeni numeri¢ki primjeri i time sprovedena
verifikacija metode proracuna zamora prema RDA kod savijanja betonskih greda. U poglavlju
6 je dat zakljucak.
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2 OSNOVE MEHANIKE LOMA

Sa objavom radova Griffith-a A. A. iz 1920 [7] smatra se pocetak razvoja mehanike loma. On
je razmatrao lom krtog materijala koji je baziran na energetskoj hipotezi. Sa pojavom radova
Irwina G. R. (1957) [8]- [9] i Williams M. L. (1956) [10] dolazi do napretka u istrazivanju
analize napona i deformacija oko vrha prsline a time i usavrSavanje Griffith-ove teorije.
Potapanje brodova napravljenih od krtih materijala u drugom svjetskom ratu je bio jedan od
glavnih razloga koji je doveo do ubrzanijeg razvoja mehanike loma. Mehanika loma je nauka
u kojoj osnovu ¢ine Mehanika, Nauka o materijalima, Matematika kao i Statisticka Fizika
[11].

Pod lomom materijala se moze smatrati makroskopsko razdvajanje materijala koje rezultira
gubitkom nosivosti konstrukcije. Kod loma nastaje razaranje atomske ili molekularne veze u
materijalu ¢ime se stvara nova povrsina. Cvrstoéa je odredena kohezionim silama na nivou
atomske reSetke koje imaju velike vrijednosti 1 definiSu tzv. teorijsku ¢vrstocu. Zbog defekata
koji postoje u reSetkama Cvrsto¢a materijala je dosta manja od teorijske te je u slucaju
ispitivanja fizike loma od znadaja posmatranje defekata u koje spadaju: dislokacije, manjak
atoma u resetki, strani atom ili atom pomjeren iz svoje pozicije. Dislokacije u kristalu nastaju
kretanjem pojedinih oblasti kristala tokom njegovog rasta ili pri plasti¢noj deformaciji $to je
svojstveno za metale koji imaju izraZzenu plasticnu deformaciju. U slu¢aju krtih materijala kao
Sto je beton kretanje dislokacija je onemoguéeno pa Se energija ne trosi na promjenu oblika
ve¢ na formiranje novih povrSina. Granice zrna, jac¢i slojevi ili vlakna u kompozitnim
materijalima su najce$¢e barijere za kretanje dislokacija pa se oko takvih prepreka stvara
koncentracija napona koja dovodi do kidanja atomskih veza. Atomske veze kod Krtih
materijala su najéesce takve da onemogucéuju pojavu deformacije kretanjem dislokacijom $to
rezultira time da se krta deformacija definiSe kidanjem atomskih veza i odsustvom rezidualne
deformacije nakon rastere¢enja. Prilikom kidanja atomskih veza u materijalu se stvaraju
prsline ¢ija propagacija moze biti od kljucne vaznosti za stabilnost Citave konstrukcije. Brzina
i nadin propagacije zavise od geometrije, optereCenja, temperature i strukture materijala.
Pocetna prslina postaje opasna samo kada energija koja kida atomske veze prevazide energiju
potrebnu za stvaranje novih povrsina.

Principi odredivanja polja lokalnih naprezanja i deformacija najcesce se dijele na linearno
elasti¢ni pristup (eng. Linear Elastic Fracture Mechanics — LEFM) i nelinearni pristup koji se
dalje dijeli na elastoplasticni (eng. Elastic-Plastic Fracture Mechanics - EPFM),
viskoelasti¢ni i viskoplasti¢ni pristup [12]. Linearno elasti¢éna mehanika loma daje jako dobre
rezultate ako je tzv. procesna zona oko prsline u kojoj je dominirana koncentracija napona
jako mala u odnosu na duzinu problema, pa u toj maloj zoni dolazi do plasti¢ne deformacije.

2.1 Koncentracija napona oko otvora primjenom teorije elasti¢nosti

Da bi se bolje shvatio problem analize napona oko vrha prsline ovdje se samo ukratko
prikazuju specijalni problemi teorije elasti¢nosti koji pokazuju koncentracije napona oko
otvora u plo¢i. Naime problem teorije elasti¢nosti se svodi na rjesavanje sistema od petnaest
jednacina sa petnaest nepoznatih veli¢ina pri ¢emu su nepoznate 6 komponenata deformacije,
6 komponenata napona i 3 komponente pomjeranja. Zavisno od problema koji se posmatra
nastoji se eliminacijom nekih nepoznatih pojednostaviti sistem jednacina [13]. Jedna od
mogucénosti je traZzenje napona tako da se zadovolje jednacine kompatibilnosti i jednacine
ravnoteze uz razmatranje odgovarajucih grani¢nih uslova. George Bidell Airy-a [14] je
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predlozio rjesenje za dvodimenzionalne probleme, koji je baziran na formulisanju relacija tzv.
funkcija napona ¢. Funkcija napona treba da bude tako izabrana da zadovoljava uslove
ravnoteze kao i uslove kompatibilnosti i iz toga rezultira tzv. biharmonijska jednacina [15]
koja je prikazana u sljede¢oj jednacini (2.1),

92 92 azlaz<¢> 92¢ 9%¢

2.1)
ax2 T oy2 T 922 +

V2(V2¢) = 0

ax? " ay? T2 | T

Biharmonijska jednacina je pogodna je za izrazavanje u drugim koordinatnim sistemima i
moze biti koriStena prilikom analize razli¢itih fizickih problema. Ukoliko se biharmonijske
jednacine koriste prilikom analize nekog problema neophodno je formulisati odgovarajuca
rjeSenja tako da ona adekvatno opiSu prirodu razmatranog problema. Jedan od problema na
kojem se moze primijeniti je slucaj aksijalno napregnute beskonacne ploce sa kruznim ili
eliptiénim otvorom, slika 2.1.

i r

RRRRRRRRRRRRRNRRNN
ARRRRRRRRRRRNANNRY

Slika 2.1 Beskonacna ploca sa kruznim otvorom [15]

Rjesavanjem biharmonijske jednacine dobijaju se rjeSenja za napone oko otvora [15] koji su
dati u sljede¢im jedna¢inama (2.2),

o a’ 3a* 4a?
O'rrzz 1_7"_2 + 1+F—F COS(ZH)

o a? 3a* (2.2)
O = E [(1 + T'_2> - (1 + T'_4> COS(ZB)
o 3a* 2a?] .
Oy = —E 1 _F-I_T_Z sm(ZB)

Interesantno je posmatrati neke specijalne tacke sa razlic¢itim koordinatama,

12



o,(r=a,0)=0.,(r=a0)=0.(r=a,6=0)=0
T

O'tt(T = a,@ = O) = —0

gdje se za tangencijalni napon u slu¢aju koordinata r=a i ezg uvodi pojam faktor koncetracije
napona koji iznosi,

o
K, = r;ax _3 (2.4)

Na analogan na¢in se moze rijeSiti problem aksijalno napregnute beskonac¢ne ploce sa
elipti¢nim otvorom (slika 2.2).

SRARARARERREAR AR
o N L
\L;/f//mdw

AR RR AR R R R R RS RRRRRRAARY

Slika 2.2 Beskona¢na ploca sa elipti¢nim otvorom [15]

Ovdje su dobijaju naponi i faktor koncentracije napona prema sljede¢im jednac¢inama [15],

oyy(x =a,y =0) = 0(1 + 2%) =0o(1+2\/a/p) = 20 /a/p

K, = 2\/a/p

Na osnovu prethodnih jednacina se vidi da su komponentalni naponi realne funkcije polarnih
koordinata i da su zavisni od geometrije otvora. Faktor koncentracije napona je kod elipticnog

.....

(2.5)

grani¢énom slucaju kada bi radijus bio nula dobile bi se beskonacne vrijednosti faktora
koncetracije napona pa samim tim i napona ploc¢e. Takva geometrija odgovara realnoj prslini
a matematicki gledano vrh prsline je singularna tacka pa upotreba prethodnih funkcija sa
realnim argumentom nije dovoljna ve¢ se zahtjeva uvodenje kompleksnih funkcija i slozeniji
matematicki pristup koji je problem mehanike loma.
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2.2 Analiza napona oko vrha prsline

Kao $to se pokazalo u prethodnom poglavlju problem odredivanja napona i deformacije u
elasticnom materijalu sa prslinom nije trivijalan problem i zahtjeva upotrebu kompleksne
analize. U mehanici loma se razlikuju tri oblika (moda) deformacije prsline koji su prikazani
na slici 2.5. Mod 1-otvaranje prsline, Mod 2-smicanje (klizanje) i Mod 3-smicanje izvan
ravni, slika 2.3.

2 SR e

Slika 2.3 Oblici deformacije prsline (Mod 1-lijevo, Mod 2-sredina, Mod 3-desno) [12]

Kao $to je ve¢ spomenuto, za razliku od kruzne i elipticne Supljine u plo¢i koje imaju
zaobljene vrhove kod realne prsline se radi o oStroj ivici gdje je radijus nula. Upravo zbog te
singularnosti je potrebno prilikom rjesavanja biharmonijske jednacine uvesti kompleksne
promjenjive. Prvi koji je ovo predlozio je bio Westergard H. M. [16] za slucaj aksijalno
opterecene ploce za prslinom u sredini, Mod 1. Muskhelishvili N. 1. [17] je 1963 godine uveo
opste kompleksne funkcije napona i tako je pokazano da Airy-eva funkcija napona predstavlja
specijalan slu¢aj koji vazi kod tijela (otvora) sa glatkim granicama. Da bi se rijesio problem
vrha prsline pomo¢u kompleksnih funkcija potrebno poznavati pravila kompleksne analize.
Naponi i deformacije za tri moda otvaranja prsline su prikazani slede¢im jednacinama u
polarnim koordinatama, a detaljniji postupak izvodenja se moze naci u [15].

Mod 1

- 2 Jon(la)1-on 2o} ()
- & Jon(lo)fr+on(Ce)sn ()
= i fos (35 (L6) s )]
8 [ oo+ (2]
G

2(1+u)

N| =

(2.6)

9 =
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Mod 2

o= (30 (o) G0)]

o = 5 fon(L6) s (30)s (o)

S e )
e [ onl HHW@@)H
o )

Mod 3
O,y = Kuur — sin (1 0)]
= \Rar 2
Kin (1 >] (2.8)
O,y = cos|(=0 '
2 \2nr 2

_ 2Ky [T [ (10
2= 2w P72

U prethodnim jednacinama se vidi da je za odredivanje naponske slike u polarnom
koordinatnom sistemu (r,68) oko vrha prsline potrebno poznavati faktore intenziteta
napona K; , K;; i K;;; , koji su veoma bitni parametri mehanike loma. Kod izraza za pomjeranje
se pojavljuju jo§ Poasonov koeficijent u i modul elasti¢nosti E. Pored opisanog postupka sa
kompleksnim funkcijama rjesenja naponsko-deformacijskog stanja oko vrha prsline je jos
moguce dobiti i primjenom tzv. Wiliamsove polinomne metode ili Eftis-Subramonian-
Liebowitz-ovom metodom ¢ija izvodenja se mogu naci u [18].

Ono $to linearno elasticnu mehaniku loma ¢ini veoma pogodnom je primjena superpozicije u
slu¢aju sloZzenog naprezanja tj. kombinovanje modova prsline. S druge strane nedostatak koji
postoji je beskonac¢nost napona u vrhu prsline. Barentblatt G. 1. (1959-1962) [19]- [20] je za
slu¢aj cementnih materijala uveo hipotezu kojom se strogo ograni¢ava primjena LEFM.
Posmatrajuci elasti¢no-krti materijal on je uveo pretpostavku o postojanju sila kohezije koje
se nalaze na dijelu prsline na kome je razmak izmedu lica prsline reda veliine
intermolekularnog rastojanja. Ove sile kohezije vuku lica prsline jedno prema drugome na
slican nacin kao S$to je to na makroskopskom dijelu. Kohezivne sile prouzrokuju tzv.
kohezivni faktor intenziteta napona koje se dodaje makroskopskom faktoru intenziteta
napona. Ukoliko je ukupni faktor intenziteta napona nula to znaci da se beskonac¢na vrijednost
napona pomjerila tj. da su naponi kontinuirani sa naponima u procesnoj zoni FPZ (fracture
proces zone).
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Barenblatt je pokazao da Griffith-ova teorija i primjena LEFM zavisna dvije veoma bitne
hipoteze:

-veli¢ina procesne zone je mala u odnosu na duzinu prsline i geometriju elementa.
-oblik povrsine prsline je isti tokom stabilnog rasta prsline

Prva hipoteza je veoma dobro poznata, dok se druga rijetko spominje, a veoma je vazna kod
propagacije prsline cementnih materijala. Prema linearno elasticnoj mehanici loma
odredivanje naponsko-deformacijske slike oko vrha prsline je moguc¢e samo ukoliko se
poznaju faktori intenziteta napona K;, K;; 1 K;;; koji se odreduju pomo¢u metode konaénih
elemenata. Opsti izraz za faktor intenziteta napona je prikazan u sledecoj jednacini,

K = gvray (2.9)

gdje je a duzina prsline, a Y faktor koji uzima u obzir geometrijske karakteristike elementa.
Analiticki izrazi za izraCunavanje faktora intenziteta naprezanja za uzorke jednostavne
geometrije sa razli¢itim oblicima prslina, te razli¢ito opterecenih mogu se pronaci u literaturi,
kao recimo u radu od Tada H. i ostali [21]. U pocetnim studijama izracunavanja faktora
intenziteta naprezanja koris¢enjem metode kona¢nih elemenata, da bi se rijeSio problem
singularnosti polja naprezanja, koristila se veoma gusta mreza elemenata. Kako je kod
elasticnih materijala nemogucée singularnost posti¢i standardnim elementima, razvijeni su
hibridni elementi, tj. singularni izoparametarski ¢etvrtinski elementi [3]. NajceS¢e koriStene
metode za izraCunavanje faktora intenziteta naprezanja Su:

-Metoda korelacija pomaka (eng. Displacement Correlation Technique-DCT) Kkoristi metodu
kona¢nih elemenata za nalaZenje pomjeranja oko vrha prsline a zatim se ta pomjeranja
izjednaCavaju sa analitiCkim pomjeranjima koja se izrazavaju preko faktora intenziteta
napona.

-Faktor oslobodene potencijalne energije dobijen metodom modificiranog integrala zatvaranja
prsline (eng. Modified Crack Closure Integral Technique-MCC) je postupak koji se zasniva
na Cinjenici da je rad potreban za produbljenje prsline jednak radu potrebnom za zatvaranje
prsline.

-Metoda J-integrala dobijenog pomocu ekvivalentnog povrsinskog integrala (eng. Equivalent
Domain Integral-EDI) je zasnovana na krivolinijskom J integralu koji ne zavisi od oblika
krive koja se definiSe oko vrha prsline. Da bi se integracija pojednostavila krivolinijski
integral se zamjeni povrSinskim integralom. Krivolinijski J-integral ima primjenu u
nelinearnoj mehanici loma.

Kao §to je ve¢ spomenuto za neke jednostavnije primjere u mehanici loma postoje analiticki
izrazi za faktori intenziteta napona koji se mogu naci u literaturi [21]. Ono §to je od posebnog
znacaja za ovaj rad jeste odredivanje faktora intenziteta napona za probleme savijanja greda
sa inicijalnom prslinom. Na takvim gredama se analizira propagacija prslina u materijalu i
odreduje Zzilavost materijala. U literaturi se mogu naci razlicite varijante s obzirom na
dimenzije grede ili nacin optere¢enja. Ovdje se prikazuju primjeri greda koje su opterecene na
savijanje u tri tacke ali sa razli¢itim geometrijama, slika 2.4.
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Slika 2.4 Sematski prikaz grede sa inicijalnom prslinom - savijanje u tri tacke [22]

U literaturi se mogu najéesS¢e naci primjeri greda koji imaju odnos raspona prema visini grede
odB =S/D od25do 8,0.

Za slucaj grede S/D=2,5 faktor inteziteta napona se odredjuje prema sledecoj jednacini (2.10)
[5]
Pf(a) a
K, = , 0 = —
B\D D (2.10)

fl@)=1—-a)32(1-2,5a+ 4,49 — 3,98a® + 1,33a*)

B je Sirina popre¢nog presjeka grede.

Za slucaj grede S/D=4 se nalazi nekoliko formula u literaturi koje daju priblizno iste
rezultate:

prema [11],
1= 23BPL§2 Vma [1'09 - 173 (%) +8,20 (%)2 — 14,18 (%)3 + 14,57 (%)4] (2.11)
prema [15],
Ps v avs as 0l ol o1
Ki = 35377 |29 (E) — 46 (E) +21.8 (B) ~376 (5) +37.7 (5)
prema [23],
= 233[)52 va [1,93 - 3,07 () + 1453 (%)2 2511 (%)3 + 25,80 (%)4] (2.13)

U radu Tada H. i ostali [21] su prikazane vrijednosti geometrijske funkcije koja ulazi u izraz
za faktor intenziteta napona kod greda koje su opterecenje na savijanje u tri tacke. Napon kao
i faktor intenziteta napona se ra¢unaju prema sledecoj formuli (2.14) a na slici 2.5 se pokazuje
zavisnost geometrijskih funkcija od odnosa duzine prsline i visine grede.
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Slika 2.5 Promjena geometrijskih funkcija u izrazima za faktor intenziteta napona prema Tada
H. i ostali [21]

U radu Guinea G. V. i ostali (1998) [22] se predlaze opsti izraz za faktor intenziteta napona u
sluaju greda sa inicijalnom prslinom i to za slu¢aj § =S/D = 2,5 $to je dovoljno za
prakti¢nu upotrebu. Pri tome se kombinuju dva referentna slucaja greda f = 4 islucaj f = o
Sto bi se moglo posmatrati kao Cisto savijanje. Izraz je prikazan u sledecoj jednacini,
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6M

9N = BDp2

KI = O'N\/Ek[g ((l)

a=a/D (2.15)
kg(a) = \3/& Do (@) + % [ps(a) — pos (a)]
(1-a)z(1+ 3a)

ps(a@) =19+ 0.41a + 0.51a? — 0.17a3

Poo(@) = 1.99 + 0.83a + 0.31a? — 0.14a3

2.3 Otvaranje prsline CMOD (crack mouth opening displacement)

Kod eksperimentalnog ispitivanja savijanja greda sa inicijalnom prslinom se pored ugiba vrsi
mjerenje otvaranja prsline CMOD (crack mouth opening displacement), jer je veoma pogodno
na tome mjestu postaviti mjerace. CMOD je kao i ugib parametar kinematike koji se koristi na
statickim testovima, a Koji su opet veoma bitni kao ulazne informacije kod analize zamora.
Ovo je slucaj i kod primjene RDA teorije koja se razmatra u poglavljima 4 i 5. U radu Guinea
G. V. i ostali (1998) [22] je definisan opsti izraz za otvaranje prsline CMOD kod greda sa
inicijalnom prslinom, a koji je dat je slede¢im jednacinama,

0<ax<l1
B =25
4aoy
CMOD = T vg(a)
4 (2.16)
vp(a) = ve (@) + 3 [va(@) — Ve ()]
) 3 0.66
v4(a) = 0.76 + 2.28a + 3.87a* — 2.04a° + m
, 066
Vo () =0.76 — 1.7 + 2.4a° + m

Analogno ovim izrazima postoje i analiticki izrazi za ugib prema LEFM koji su prikazani u
poglavlju 5.1.2.

2.4 Energija loma i Zilavost

Sa radom Griffith-a A. A. (1920) [7] koji je posmatrajuci eksperiment sa staklom, koje se
lomi krto bez gotovo i najmanje deformacije, izvedena je zavisnost izmedu Sirenja prsline i
vanjskog opterecenja. Energije koje nastaju u elasticno krtom tijelu sa prslinom su
potencijalna energija spoljasnjeg opterecenja, energija deformacije i povrSinska energija.
Ukoliko je ukupna potencijalna energija, koja je zbir potencijalne energije spoljasnjih |
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unutrasnjih sila veéa ili jednaka povrsinskoj energiji onda dolazi do Sirenja prsline. Promjena
potencijalne energije koja je posljedica Sirenja prsline se naziva jo$ i brzina oslobadanja
energije. Ravnotezno stanje prema Griffith-u (2.17) je definisano sa znakom jednakosti
izmedu brzine oslobodene energije tokom Sirenja prsline i energije potrebne za stvaranje
novih prslina. [15],

G=2y (2.17)

Moze se reéi da specifi¢na povrsinska energija predstavlja rad potreban za stvaranje jedini¢ne
povrsine prsline. Na slici 2.6 je prikazana ploca sa prslinom u sredini opterecena na zatezanje
a izrazom (2.18) je data brzina oslobadanja energije prema Griffith-u [24],

YTy

#tgvtv

Slika 2.6 Zatezanje ploce sa centralnom prslinom [24]

G =1 dn _ ofma (2.18)
I'™ Bd(z2a) E*

B je debljina plo¢e a E* = E Jungov modul elasti¢nosti u slu¢aju ravnog stanja napona, dok u

v . . .. . . E [ . . e
slu¢aju ravnog stanja deformacije iznosi E* = 1,z pri demu je p Poasonov koeficijent.
Griffith je isto tako na osnovu uslova ravnoteze izracunao kriti¢nu vrijednost napona koja je
data slede¢im izrazom,
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e (2.19)

na

Vecina materijala se ne ponasa kao idealno elasti¢no-krt materijal i pored povrsinske energije
je potrebno mnogo vise rada za stvaranje loma. Pored povrsinske energije u vrhu prsline se
obavlja i disipativni rad, koji se jo§ naziva i plasti¢ni rad, pa se formira zona u kojoj se
materijal ponaSa neelastitno. Ova zona se jo$ naziva i procesna zona oko vrha prsline.
Plasti¢ni rad se moze posmatrati kao materijalna konstanta koja se dodaje povrSinskoj
energiji. Postala je uobicajena praksa povezati plasti¢ni rad sa podru¢jem loma jedne povrSine
pa se povrsinska energija moze i zanemariti. Kod cementnih materijala u procesnoj zoni FPZ
(fracture proces zone) dolazi do razmeksavanja materijala koje nastaje razdvajanjem agregata
I cementne paste. Kod cemente paste veli¢ina procesne zone se kre¢e oko 1 mm, kod maltera
do 30mm a kod betona moze biti i do 500mm [24]. Na slici 2.7 je dat prikaz procesne zone
oko vrha prsline sa distribucijom napona zatezanja koji kada dostigne granicu zatezanja

dovodi do propagacije prsline.

b,

FPZ

Slika 2.7 Procesna zona oko vrha prsline [24]

Ukoliko je veli¢ina procesne zone mala u odnosu na veli¢inu uzorka onda je moguca primjena
linearno elasti¢ne mehanike loma LEFM.

Faktor intenziteta napona se povecava sa porastom optereCenja i porastom prsline i tako sve
dok ne dostigne svoju kritiénu vrijednost koja se naziva Zilavost materijala. Zilavost je
karakteristika materijala koja se odreduje eksperimentalno pa su za to razvijene standardne
metode koje su ¢ak i uvedene u propise kao sto je ASTM E 399 i DD3 BSI [25]. S druge
strane se propagacija prsline moze opisati energetskim balansom izrazenim preko energije
loma. Pored savijanja grede u tri tacke, mjerenja zilavosti se sprovode i na opitima zatezanja,
koji su vise u primjeni kod metala. Prilikom eksperimentalnog odredivanja Zzilavosti je
pogodno odredivati dijagram optereéenje (sila) i pomjeranje (ugib) ili Sirinu otvaranja prsline
CMOD. Naslici 2.8 se mogu uo¢iti razlike izmedu krtog i duktilnog ponasanja materijala.
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Sila
Sila

Ugib ili CMOD Ugib ili CMOD

Slika 2.8 Krto ponaSanje materijala (lijevo) i duktilno ponaSanje materijala (desno) [24]

Irwin G. R. (1957) [8] je pokazao vezu brzine oslobadanja energije i faktora intenziteta
napona u sluc¢aju prvog moda i ravnog stanja deformacije prema sljede¢em izrazu,

K?
GI = E*
(2.20)
E* = £
=1
U slucaju ravnog stanja napona se dobija,
K (2.21)

Ako je u pitanju slozeno naprezanje onda se superpozicijom dobija ukupna brzina oslobadanja
energije koja se za slu¢aj ravnog stanja deformacije dobija prema sledecoj jednacini [15],

(1-p?)
E

G %) B (2.22)

G = (K + Kj) +

Dok za slucaj ravnog stanja napona se dobija [15],

1 2.23
G, = E (KIZC + KIZIC) ( )

Prilikom dostizanja kriticne vrijednosti duzine prsline koja predstavlja granicu nakon koje
prslina nestabilno raste i dovodi do loma sistema govori se kritinoj vrijednosti faktora
intenziteta napona ili zilavosti K;-. U tome slucaju se umjesto brzine oslobadanja energije
govori o energiji loma. U ovome radu se razmatra ravno stanje napona i prvi mod otvaranja
prsline pa se jednacina (2.20) jos prikazuje i na sledeci nacin,
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G = Kic (2.24)
IF — E

Posto se u daljem tekstu govori o prvom modu prsline za energiju loma se umjesto G, koristi
oznaka Gp.

Koncept linearno-clasticne mehanike loma, ¢ija je veli¢ina faktor intenziteta napona, ima
primjenu za materijale koji se ponasaju linearno elasti¢no i ako je plasticno podrucje ispred
vrha prsline malo u odnosu na razmjeru. U slucaju celika naj¢esée dolazi do otkazivanja tek
nakon velikog plasticnog deformisanja i stabilnog rasta prsline. Ograni¢ena mogucnost
koris¢enja linearno-elasticne mehanike loma za opis ponasanja materijala kod velikih
plasti¢nih deformacija dovela je do razvoja nelinearne mehanike loma. Osnovne poteskoce u
nelinearno-elasti¢énoj mehanici loma su sadrzane u nemoguénosti da se razdvoje energije
kretanja stabilne prsline i energije utroSene na razvoj plasticne deformacije. U nelinearno-
elasticnoj mehanici loma koristi se vise kriterijuma, a najznacajniji

su:

-CTOD (crack tip opening displacement) - kriti¢no otvaranje vrha prsline,
-J konturni integral.

Invarijantnost integrala J u odnosu na bilo koju putanju, koja obuhvata vrh prsline, ukazuje na
to da se moze razmatrati kao promjenljiva koja karakteriSe stanje u oblasti vrha prsline. Zbog
toga, u problemima dvodimenzionalnog polja deformacije se moze koristiti odgovarajuca
vrijednost J integrala. Kriterijum Jc predstavlja metod proracuna protoka elasti¢ne energije u
vrhu prsline po Zeljenom konturnom (krivolinijskom) integralu zbog ¢ega se i naziva J
integral. Odredivanje J integrala kao kriterijuma loma se ne ograniCava isklju¢ivo na
postojanje male plastiéne zone, pa se J integral mozZe izraCunati pri postojanju znacajne
plasti¢ne deformacije [25]. U ovome radu se ovi kriterijumi ne¢e analizirati ve¢ se analiza
ograni¢ava na primjeni LEFM.
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2.5 Teorijski pristupi mehanike loma betona

Prva istrazivanja mehanike loma krtih materijala su pocela sa radovima Coulomb C. A.
(1776) [26] na ispitivanju stijena. Galileo G. (1638) [27] je prvi istrazivao uticaj velicine
uzorka na lom materijala. Medutim kao §to je ve¢ spomenuto u prvom poglavlju savremeniji
razvoj mehanike loma pocinje sa radom Griffith-a A. A. (1920) [7] koji uvodi energetski
pristup. Prvu primjenu mehanike loma na betonu je uradio Kaplan M. E. (1961) [28] koristeci
se principima linearno elasticne mehanike loma. Clintock F. A. i Walsh P. F. (1962) [29] su
prvi uveli pojam trenja izmedu lica prsline. Barenblatt G. 1. (1959) [19] i Dugdale D. S.
(1960) [30] su razvili teorije sa kohezionim silama vrhu prsline, ali sa ograni¢enjem na teoriju
elastiCnosti. Prvu nelinearnu teoriju mehanike loma betona predlozili su Hilleborg A. i
Petersson M. M. (1976) [31] godine i nazvali je modelom fiktivne prsline (Fictitious Crack
Model). Ovaj je model slican Dugdaleovu i Barenblatt-ovu modelu za elastoplasti¢ne
materijale, a koristi se eksperimentalnim podacima dobijenim ispitivanjem uzoraka direktnim
razvlatenjem. Kesler C. E. i ostali (1972) [32] su u svojim radovima potvrdili da linearno
elasticna mehanika loma nije adekvatna za primjenu na normalnom betonu $to je jo$ potvrdio
Walsh P. F. (1972, 1976) [33] - [34] na svojim ispitivanjima na savijanju greda sa inicijalnom
prslinom. U radovima Bazant Z. P. (1976) [35] i Bazant Z. P. i Cedolin L. (1979) [36] se
razvija metoda razmazanih prslina na betonu. Bazant Z. P. u svojim radovima uvodi
parametar krtosti, koji kasnije uvodi i Carpinteri A. (1982) [37]. Pored toga Bazant Z. P. u
svojim radovima razvija i teoriju veli¢ine uzorka, koju je ispitivao i na problemima zamora.
Pored ovdje navedenih autora koji su dali najve¢i doprinos razvoju mehanike loma na betona
postoji veliki broj ostalih autora koji su dali svoj doprinos teorijskom, eksperimentalnom i
numerickom razvoju. U radu Murthy A. R. C i ostali [38] se prikazuje pregled znacajnih
radova u oblasti mehanike loma betona.

Mehanika loma u Sirem smislu je teorija koja koristi energetske kriterijume u kombinaciji s
kriterijumima ¢vrsto¢e i uzima u obzir Sirenje loma kroz materijal. Betonske konstrukcije su
dizajnirane i izgradene prema propisima koji potpuno ignoriSu teoriju mehanike loma. U
novije vrijeme sa razvojem novih vrsta betona kao primjenom sve tanjih konstrukcija
upotreba znanja iz mehanike loma je neophodna. Sa strogo fizickog gledista, iniciranje prslina
zavisi od napona, odnosno propagacija prslina zahtjeva odredenu energiju koja se naziva
povrsinska energija materijala. Kod lokalnog problema loma betona izbor pogodne metode
proracuna nije jednostavan zadatak, jer na rezultate mogu uticati gustina mreze konacnih
elemenata kao i parametri loma. Bazant Z. P. [39] je analizirao ove probleme kod betona, gdje
je pokazao na dijagramu sila-ugib (slika 2.9) da maksimalna vrijednost sile kao i citava
opadajuc¢a grana dijagrama zavise od veli¢ine konac¢nog elementa. Grubo rec¢eno, koeficijent
proporcionalnosti je h=/2gdje je h veli¢ina kona¢nog elementa.
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Slika 2.9 Uticaj gustine kona¢nih elemenata na lokalnom problemu loma betona [39]

Povrsina ispod opadajuceg dijela dijagrama naprezanje-deformacija tzv. omeksavajuceg dijela
(softening) predstavlja energiju loma koju element apsorbuje nakon dostizanja maksimalne
vrijednosti sile (napona). Granica plasti¢nosti ne pruza informacije o sistemu nakon dostizanja
maksimalne sile pa je stoga analiza pomo¢u mehanike loma neophodna. Proces loma se ne
moze posmatrati samo u jednoj tacki. Zona procesa (fracture process zone-FPZ) ima kona¢nu
vrijednost. Veli¢ina procesne zone se i koristi kao jedan od kriterijuma primjene linearno
elasticne mehanike loma pa se time pored energije loma uvodi i drugi parametar t;j.
karakteristicna duzina prsline. Hilleborg A. i Petersson M. M. (1976) [31] su prvi uveli ove
parametre na svome modelu fiktivnih prslina. Karakteristicna duzina prsline se koristi kao
mjera veli¢ine procesne zone. Prema Bazant Z. P. i Planas J. [40] i Hillerborg A. [41] veli¢ina
procesne zone ne bi trebalo da prelazi od 20% do 50% duzine prsline.

Prema Hilleborg A. i Petersson M. M. [31] kod betona karakteristi¢na duzina se ra¢una preko
sledeée formule,

., = E6r _Kic (2.25)
R S /5

pri ¢emu je f; zatezuca ¢vrstoca betona. Oni su procijenili da duzina procesne zone betona
oko 200mm. Irwin G. R. [42] je definisao duZinu plasticne zone 7, kod metala prema
sljedecem izrazu,

T

1 (ﬁ)z Len (2.26)
Oy

r, =— =
L
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pri ¢emu se napon na granici te¢enja gy moze zamjeniti sa ¢vrsto¢om na zatezanje f; 1 tako
dobiti veza sa karakteristicnom duzinom prsline kod cementnih materijala. Ova veza se moze
ostvariti zbog Cinjenice da je Irvin G. R. posmatrao konstantnu vrijednost napona te¢enja u
plasticnoj zoni metala, Sto odgovara pristupu Hilleborg A. i Petersson M. M kod
karakteristi¢ne duzine betona.

Bazant Z. P. i Oh B. H. (1983) [43] su zakljucili da procesna zona zavisi od veli¢ine zrna
agregata. Naime na problemima savijanja greda u tri tatke se dobija duzina i Sirina procesne
zone priblizno 12dmax i 3dmax respektivno pri éemu je dmax maksimalna veli¢ina zrna agregata.
Mehanizam linearne elasticne mehanike loma je primjenljiv samo kada je duzina procesne
zone mnogo manja od popre¢nog presjeka i dimenzije elementa. Medutim ovo stanje nije
zadovoljeno za ve¢inu konkretnih konstrukcija. Efekat veli¢ine konstrukcije dodatno otezava
¢itavu analizu. Generalno posmatrano efekat veli¢ine konstrukcije se moze podijeliti na
energetski koji razmatra brzinu oslobadanja energije u podrucju loma i statisticki koji je
zasnovan na ¢injenici da je makroskopski lom iniciran mikroskopskim defektima u materijalu,
pa Sto je vec¢i volumen konstrukcije to je veca vjerovatnoca za postojanje defekata. Efekat
veli¢ine konstrukcije je definisan uporedivanjem geometrijski slicnih konstrukcija za koje je
uveden pojam nominalnog napona koji se javlja pri maksimalnom sili opterecivanja
konstrukcije, svejedno da li se radi o problemu savijanja, smicanja ili torzije. Bazant Z. P.
[39] je analizirao ovaj fenomen i predstavio u vidu dijagrama nominalni napon-veli¢ina
uzorka, $to je u slu¢aju savijanja greda visina popre¢nog presjeka, slika 2.10.

log Oy

— L — — N\ _ Cvrstota materijala

\.2
\q1 LEFM
Veéina \

laboratorijskih \
testova \

\
Vecina konstrukcija

\
SN

log (veli¢ina)
Slika 2.10 Efekat veli¢ine konstrukcija prema Bazantu Z. P. [39]

Bazant Z. P. je ovaj problem rijesio uvodenjem empirijskih koeficijenata. Ukoliko je prslina u
elasticnom materijalu velika u odnosu na duzinu procesne zone onda je nominalna ¢vrstoca
materijala obrnuto proporcionalna kvadratnom korijenu veli¢ine uzorka. U slucaju velike
procesne zone kljuan parametar je zatezuca cvrstoca, dok klasi¢ne teorije loma ostaju
nezavisne od veli¢ine uzorka jer se kod njih govori samo o grani¢noj vrijednosti napona.
Krolo J. [44] je potvrdio Bazant-ovu teoriju odreduju¢i parametre mehanike loma na tri
geometrijski slicne grede, gdje posmatrao Krive sila-ugib za malu, srednju i veliku gredu. Ovo
je Sematski prikazano na slici 2.11 gdje se primjecuje da sa pove¢anjem visine grede dolazi do
povecanja duktilnosti i opadanja maksimalne sile. To zna¢i da manje grede pokazuju
elastoplasticno ponasanje za razliku od velikih (krtih) greda.
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Slika 2.11 Dijagrami opterecenje-ugib za tri geometrijski slicna uzorka prema Krolo J. [44]

Prema kriterijumu dopustenog naprezanja ili prema teoriji plasti¢nosti nazivno naprezanje
trebalo bi biti isto bez obzira na visinu grede. Male konstrukcije su duktilnije, pa se njihov
prora¢un moze Sprovoditi npr. po teoriji plasti¢nosti, dok velike konstrukcije pokazuju veéu
krtost i njihove analize bi se mogle sprovoditi pomocu linearno elasticne mehanike loma.
Narocito se to odnosi na velike betonske konstrukcije sa minimalnom koli¢inom armature. Za
najveci dio armiranobetonskih konstrukcija (koje nisu male ni prevelike) analiza temeljena na
mehanici loma je dosta slozenija. Kod njih je potrebno analizu temeljiti na nelinearnoj teoriji
mehanike loma koja uzima u obzir ponasanje betona na silaznoj grani dijagrama naprezanje-
deformacija (softvening).

Na sli¢an nacin je Carpinteri A. [37] primjenom problema dimenzionalne analize uveo tzv.
faktore krtosti koji se koriste na problemima mehanike loma, a koji pokazuju osjetljivost
konstrukcije. Ovi faktori su u vezi sa zilavosti, granicnim naponom i velicinom uzorka.
Ponasanje obi¢nog betona pri lomu zna¢ajno odstupa od principa LEFM-a. To se odnosi i na
slicne materijale kao $to su kamen, razli¢ite vrste keramike, ali i neke vrste metala.
Odredivanje energije loma kao i veli¢ine podru¢ja omekSavanja zahtjeva viSe paznje.
Dugdale-ov [30] i Barenblatt-ov [20] model za elastoplasti¢ne materijale razmatraju plasti¢énu
zonu oko vrha prsline i u toj zoni posmatraju napon na granici teCenja. Dugadale-ov koncept
se zasniva ha tome da se plasti¢na zona oko vrha realne prsline razmatra kao uska oblast u
kojoj se javlja napon zatezanja, pa se time realna prslina prikazuje tj. produzuje sa fiktivnim
dijelom. Time se sloZeni elastoplasticni problemi pojednostavljuju na elasticne. Kod
Barenblatt-ovog modela se jo§ uzima u obzir promjena napona sa porastom deformacije.
Hilleborg i Petersson-ov (1976) [31] model je sli¢an Barenblatt-ovom modelu i kod njega se
mogu uoditi tri oblasti (slika 2.12). Oblast u kojoj je prslina potpuno otvorena tj. nema
napona, odnosno materijal ne pruza nikakav otpor (lijeva strana). U sredini se nalazi procesha
oblast ili podrué¢je omeksanja u kojoj napon zavisi od Sirine prsline. Naime kada se dostigne
napon zatezanja u vrhu prsline nastaje propagacija pri ¢emu napon U vrhu opada sa
povecanjem otvaranja njenog vrha. Pored ve¢ formirane prsline u ovoj oblasti se nalaze i tzv.
mikroprsline. Treca oblast je oblast neoSteCenog materijala u kojoj se materijal moze
posmatrati kao linearno elastican gdje napon zavisi od dilatacije. PovrSina dijagrama do
kritiCne vrijednosti $irine prsline defini$e energiju loma prema sljedec¢em izrazu,

Stc

Gr = fo 0 (6,)dé; (2.27)
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Slika 2.12 Model fiktivne prsline [44]

Postoje razli¢ite pretpostavke za slucaj funkcije o (8,) a to su linearna, biliniearna, konstanta
i sl. Hilleborg A. i Petersson M. M. (1976) [31] su pretpostavili linearnu vezu kao na slici
2.13 gdje se vidi zavisnost napona od dilatacije za dio u kome nema prsline kao i oblast u
kome je prslina.

77777 BN + o

Slika 2.13 Veza napon-dilatacija-otvaranje prsline [45]

Karakteristicna duzina prsline tj. procesna oblast, prikazana izrazom (2.25), zasnovana je na
pretpostavci da na ¢itavoj duzini napon odgovara zatezucoj ¢vrsto¢i. Materijal u tom podrucju
brzo omeksava i dolazi do razdvajanja Cestica materijala. To je podrucje odredeno stepenom
nehomogenosti u mikrostrukturi i najve¢om veli¢inom zrna agregata u betonu. Model
trakastih prslina (Crack Band Model) koji su predlozili Bazant Z. P. i Oh B. H. (1983) [43]
predstavlja u sustini model razmazanih prslina. Za dovodenje u vezu neelasti¢ne deformacije
sa §irinom pukotine §; i GF potrebno je uvesti Sirinu trake u kojoj su se koncentrisale prsline.
Dakle parametri loma su zatezucéa ¢vrstoca betona, Sirina trake i energija loma, pa je dijagram
omeksavanja funkcija ova tri parametra. Pri tome se napon i na podrucju omeksanja definiSe
kao funkcija dilatacije. Schwartz S. E. i ostali (1978) [46] su rjeSavali problem savijanja
nearmirane betonske grede u tri tacke da bi rijesili duZinu prsline i tako predlozili kompilasnu
metodu (Compilance Method) koja je kasnije dobila odredene modifikacije ali se koristi kao
eksperimentalna metoda za odredivanje energije loma. Vrijednost kompilanse C kod savijanja
greda se oCitava na dijagramu sila-CMOD (slika 2.14) gdje se sa porastom duzine prsline
dolazi i do promjene nagiba krivih. Upotreba kompilansne metode je najbolje predstavljena
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kroz dvoparametraski model loma betona koji predlozili su Jenq Y. i ostali (1985) [47]. Ovaj
model uzima u obzir nelinearno ponaSanje betonskog uzorka s pocetnim zarezom koje se
izjednaCava s ponaSanjem uzorka koji sadrzi efektivnu prslinu u elasticnom podrucju. Uzorak
sa poCetnim zarezom se na testu savijanja u tri tacke pri kontrolisanoj deformaciji optereti do
95% zatezuée Cvrstoce pa se zatim rastereti. Pri tome se na dijagramu sila-otvaranje prsline-
CMOD (slika 2.14) ocitavaju vrijednosti kompilanse Ci i Cy pri optereCenju, a zatim pri
rastereCenju, a zatim izracuna efektivna duzina prsline koja je ekvivalentna elasti¢noj. Pri
tome se koriste geometrijske funkcije iz linearno elasti¢cne mehanike loma koje su funkcija
relativne duzine prsline. Na osnovu ovih geometrijskih funkcija je za svaku duzinu prsline
moguce izracunati faktor intenziteta napona, modul elasti¢nosti kao i otvaranje vrha prsline
6;. Ovi izrazi za kriti¢nu vrijednost duzine prsline a. su dati u slede¢im formulama dok su
geometrijske karakteristike grede prikazane na slici 2.14 (detaljniji opis se moze naci u [45]).

3Fmaxs

IC - 2d2b hY; T[aCF(a)

3 6sa.V;(a)

- C,d?b

6F, o5a.V, 2.8

CTOD, = 8,, = m“zsdicbl(“) JA=B)% + (1,081 — 1,149a) (B — B%) (2.28)
*=a

_%
B = .

pri ¢emu se geometrijska funkcija V; (a) odreduje iz LEFM [48]. Kriterijum loma je definisan
kada se dobije kriti¢na vrijednost faktora intenziteta napona kao i otvaranja vrha prsline. Oba
ova parametra moraju istovremeno imati kriti¢ne vrijednosti. Testovi na gredama su pokazali
da je ovaj model nezavisan od veli¢ine uzorka.

Si

CHWIOD

\‘“‘ >/

]

CMOD
Slika 2.14 Dijagram sila-CMOD za slu¢aj dvoparametraskog modela [45]
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Model efektivne prsline koji su predlozili Karihaloo B. L. i Nallathambi P. [49] je sli¢an
dvoparametarskom modelu, samo se efektivna duzina prsline odreduje na osnovu sekantne
kompilanse pri maksimalnoj vrijednosti sile sa dijagrama sila-CMOD.

Posto su opiti jednoaksijalnog zatezanja kod betona dosta komplikovani, kod odredivanja
jednoaksijalne ¢vrstoce na zatezanje i energije loma, u praksi se Cesto koriste testovi savijanja.
Prema RILEM TC 50-FMC [50] je recimo standardizovana metoda pomocu koje je moguce
odrediti energiju loma kod betona na betonskim gredama sa inicijalnom prslinom.

2.6 Parametri betona prema Evrokodu

Prema Evrokodu 2 [51] se pokazalo veoma pogodnim za prakti¢nu primjenu povezivanje svih
mehani¢kih parametara betona u zavisnosti od évrstoce na pritisak. Cvrstoéa na pritisak se
odreduje na cilindrima pre¢nika 150mm i visine 300mm ili betonskim kockama dimenzije
150mm. lzdanje Evrokoda 2 iz 2011 godine [51] se uglavnom bazira na preporukama fib
Model Code 2010 [52] i CEP-FIB Model Code 1990 [53]. U narednoj tabeli su prikazani
mehanicki parametri prema Evrokodu koji su u zavisnosti od ¢vrstoce na pritisak a neki od
njih se koriste u numerickim primjerima u ovome radu zbog nedostatka eksperimentalnih
vrijednosti.

Tabela 3.1 Pregled nekih znacajnih relacija prema Evrokodu 2 [51]

fex = 0,82 fek cube Veza karakteristi¢nih vrijednosti ¢vrstoce na
pritisak betonskog cilindra i betonske kocke

fem 03 Veza srednjih vrijednosti modula elasti¢nosti i
Ecm = ZZ'OOO(E) ' ¢vrstoce na pritisak

for = 030f % Veza srednje vrijednosti ¢vrstoce na zatezanje

ctm o ck | karakteristicne ¢vrstoce na pritisak betonskog
cilindra (formula vazi za klase betona manje
od C50/60)

fer = 0,9 ferop Veza ¢vrstoce na zatezanje_ dobi_jene
centriénim zatezanjem 1 cijepanjem

fctm = Qg fctm,fl gdje je
o Veza srednjih vrijednosti ¢vrstoée na zatezanje
0,06 hy,™ dobijene centriénim zatezanjem i savijanjem

U1 =
71 + 0,06k,

Veze izmedu mehanickih parametara betona iz prethodne tabele se odnose samo na normalne
betone. Ako su u pitanju druge vrste betona kao $to su npr. laki betoni ili reciklirani betoni
onda se u prethodne relacije uvode dodatni koeficijenti za podeSavanje koji su bazirani na
eksperimentalnim ispitivanjima. U radu Panc¢i¢ A. i Schnell J. [54] se mogu naci podeSene
jednacine iz tabele 3.1 za primjenu na recikliranim betonima.

Tecenje je reoloSka osobina materijala koja se takode pojavljuje i kod ¢vrstog betona. Ova
osobina se prikazuje preko koeficijenta tecenja koji predstavlja odnos viskoelasti¢ne i
elasti¢ne deformacije. Prema Evrokodu 2 [51] se koriste linearna i nelinearna viskoelasti¢nost.
Linearni Koeficijent tecenja Se odreduje prema sledecoj formuli,

0(t,t0) = o Be(t, to) = PrurB Fom) B(t0)Be(t, o) (2.29)
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gdje se vidi da je koeficijent teCenja u funkciji vremena t, srednje vrijednosti ¢vrstoce na
pritisak betonskog cilindra f,,, relativne vlaznosti vazduha RH i geometrije popre¢nog
presjeka. Sve funkcije iz jednac¢ine (2.29) su prikazane u [51]. Nelinearni koeficijent tecenja
se dobija kada se linearni koeficijent koriguje dodatnom eksponencijalnom funkcijom
(detaljnije u Evrokodu 2 [51]).

Prema fib Model Code 2010 [52] se za betone opterecene naponima -0,6fx<0:<0,8fk
predlaze vrijednost za Poasonov koeficijent od 0,14 do 0,26. Vrijednost od 0,2 za betone bez
prslina i vrijednost 0,0 za betone sa prslinama se usvajaju prema Evrokodu 2 [51] kao
racunske vrijednosti Poasonovog koeficijenta. Poasonov koeficijent i modul elasticnosti su
elasticne konstante koje su sastavni dio konstitutivne matrice prilikom primjene metode
konaénih elemenata u rjeSavanju razli¢itih problema teorije elasticnosti pa time i u trazenju
napona u vrhu prsline na modelima greda koje se koriste u poglavlju 5. Elasti¢éne konstante
ulaze i u izraze za deformaciju u vrhu prsline kod sva tri moda prsline (vidi jednacine (2.6)-
(2.8)). U izrazima za CMOD ili ugib prema LEFM se ne pojavljuje Poasonov koeficijent ako
se razmatra slu¢aj ravnog stanja napona. Zbog toga je u mehanici loma veoma bitno shvatanje
loma u slucaju ravnog stanja deformacije, ravnog stanja napona ili mjeSovitom slucaju. U
radu Oru¢ M. i ostali [25] se mogu naéi slucajevi ispitivanja ovih lomova na metalima. U
ovome radu se dalje razmatra samo slu¢aj ravnog stanja napona betonskih greda.

Energija loma se definise preko empirijskog izraza u funkciji pritisne Cvrstoce, a ovdje je
prikazan pregled znacajnih formula koje se koriste u primjerima u poglavlju 5. Prema fib
Model Code 2010 [52] je dat bilinearni dijagram zatezuci napon-otvaranje vrha prsline kao i
energija loma (slika 2.15) pri ¢emu se prelomna i krajnja tacka otvaranja prsline definisu
preko ¢vrstoce na zatezanje, izrazi (2.30).

A i

e ferm 4

0 eem |

Gp

S, .S, Povrsina ispod
c c ..
s | S dijagrama
(] ! (&)
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S S 0,2 feem |
o o
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c [ - = |
0.15 Oe1 = Gr/feem 8tc = 5Gr/fetm

dilatacija otvaranje vrha prsline &,

Slika 2.15 Napon zatezanja-deformacija-otvaranje prsline prema fib Model Code 2010 [52]

o)
O’Ct = fctm (1'0 - 0-8 ) 6_t> Za 6t S 6t1
t1

5, (2.30)
O-Ct == fctm (0.25 —_ 0.05 " 6_> Za 51’1 < 5t S 5tC

t1l

Gr = 73f3° %]
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fem je srednja vrijednost pritisne ¢vrstoce betona u MPa

Svi definisani izrazi u Model Code 2010 se odnose na betone pritisnih ¢vrstoc¢a manjih od
120 MPa, a u tu grupu ulaze betoni normalnih ¢vrstoca do 50MPa kao i betoni visokih
¢vrstoca veéi od 50MPa. U CEB-FIP-bulletin 42 [55] je dat pregled razli¢itih izraza za
proracun energije loma u zavisnosti od ¢vrstoce na pritisak, slika 2.16.

0.30
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Slika 2.16 Eksperimentalni i teorijski rezultati za prorac¢un energije loma u zavisnosti od

¢vrstoce na pritisak [55]

Prema CEB-FIP MC 90 [53] energija loma je data u zavisnosti od veli¢ine zrna agregata
slede¢im izrazom,

fem N
6o = Gpocmy [ 1]
F FO(fcmO) mm (2.31)
femo = 10MPa

Gro zavisi od veli¢ine zrna agregata i dato je slede¢om tabelom 3.2

Tabela 3.2 Uticaj maksimalne veli¢ine zrna agregata na energiju loma
dmax (MM) 8 16 32
N
—_— 0,025 0,03 0,058
Gro (mm)

Remmel G. (1994) [56] je na osnovu eksperimentalnih ispitivanja sa maksimalnom veli¢inom
zrna agregata od 16mm predlozio sledeci izraz za proracun energije loma,
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Gr = Groln(1 + ]Z:C:o) [év—m]

meO - 1OMPa

(2.32)

Gro = 0,065N/mm za betone sa rijeCnim agregatom
Gro = 0,106 N/mm za betone sa lomljenim agregatom

Na osnovu eksperimentalnih ispitivanja predloZzene su u CEB-FIP-bulletin 42 [55] jo$ dvije
formule za energiju loma betona,

fcmO [ N ]
Gr = Gre(1—0,77 —
F = Gro( ) |-

fem
(2.33)
fomo = 10MPa
GFO = 0,18N/mm
— fcm 018[ N ]
GF - GFO(fcmo) mm
(2.34)
femo = 10MPa

GFO = 0,11 N/mm

Pored gore opisanih teorija u kojima se definiSe veza izmedu napona zatezanja i Sirine
otvaranja vrha prsline postoje i drugi prijedlozi od strane raznih autora koji su proucavali
parametre loma betona.

Bilinearna funkcija prema Roelfstra i Wittmann (1986) [57]

_(fe = (ft —01)6¢/611 za 6; < 0pq
’ {al —01(8: — 811)/(6ec — 811) za 8y > 8¢ (2.35)
O
f;
Oy|--

6t1 5I‘C

Slika 2.17 Prijedlog funkcije napon-otvaranje vrha prsline od strane Roelfstra i Wittmann
(1986) [57]
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Eksponencijalna funkcija prema Hordijk D. A. [58]

J 6. O

o=f {[1 + (a4 —t)3] exp(—a; —t) — _t(l + a?)exp(_az)} (2.36)
6tC StC atC

a, i a, su parametri dobijeni aproksimacijom.

o
A

> Ot

6 te

Slika 2.18 Prijedlog funkcije napon-otvaranje vrha prsline prema Hordijk D. A. [58]

Pored toga u radu Murthy A. R. C i ostali [38] se mogu naci i prijedlozi od nekih drugih
autora.
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3 PONASANJE BETONA USLIJED ZAMORA

Prilikom dinamickog optere¢enja, materijal moze dozivjeti lom pri znatno manjim
naprezanjima od maksimalne ¢vrstoce, pa ¢ak i granice razvladenja Sto znaci da se u
materijalu prilikom ciklicnog opterecenja razvijaju osteéenja. Otpornost materijala prema
ciklickom naprezanju naziva se jo$ dinamicka izdrzljivost materijala. Problem zamora
materijala se pocinje istrazivati pocetkom 19 vijeka, a znacajan napredak je postigao August
Wodhler 1870 godine ispitivanjem zamora na metalima. Nakon toga sa razvojem auto- i avio-
industrije poc¢inje sve vece interesovanje za ovaj fenomen. Iskustva o zamoru metala posluzile
su Van Ornum J. L. 1907 [59] godine za opisivanje zamora na nearmiranom betonu i
armiranobetonskim gredama. U radu Muller F.P i ostali [60] se pokazalo da 60% svih otkaza
armirano betonskih konstrukcija je uzrokovano zamorom. Postoji veliki broj autora koji su
ispitivali beton pri ciklicnom opterecenju i to na pritisak, zatezanje i savijanje. Uglavnom su
ta ispitivanja zasnovana na empirijskoj bazi i sprovedena u laboratorijskim uslovima. Sa
razvojem mjerne tehnike (rentgenska zracenja, fotogrametrija itd.) nastao je veliki broj radova
u kojima su analizirana oSteCenja i deformacije pri ciklicnom opterecenju, a u radu od
Hohberg R. [61] se mozZe na¢i pregled radova vezanih za ispitivanje zamora betona. Posto
postoji izvjestan broj parametara koji uticu na odredivanje broja ciklusa do loma betona onda
se prilikom eksperimentalnih ispitivanja uglavnom definiSu promjenjivi i nepromjenjivi
parametri. Nepromjenjivi parametri su: ¢vrstoca, krutost, receptura betona, starost betona. U
varijabilne parametre spadaju: veli¢ina ciklicnog optere¢enja, kombinacije faze mirovanja i
opterecéenja, frekvencija opterecenja, uslovi sredine kao npr. vlaznost, temperatura i sl.

3.1 Cikli¢na opterecenja

Opterecenja koja djeluju na konstrukcije se dijele na staticka i dinamicka. Pri statickom
djelovanju razaranje materijala zavisi prvenstveno od intenziteta napona kojim je element
optereéen. Pri periodi¢no promjenjivom opterecenju, lom ili razaranja materijala zavisi pored
intenziteta napona i od broja njegovih promjena. Dinamicka optere¢enja se pored toga mogu
podijeliti na kratkotrajna (udarna) i dugotrajna opterecenja.

Spoljasnje optereCenje ukoliko je ciklicnog karaktera i konstantne amplitude moze biti
definisano pomoc¢u odgovarajuce relacije za napon u kojoj figurise tri ili vise fizickih veliCina
i to: amplitudni napon, srednji napon i frekvencija. Za vec¢inu konstrukcija vremenska
promjena napona se moze opisati sinusoidnim zakonom kao $to je dato slede¢im izrazom Koji
se koristi i u primjeni RDA teorije koja je prikazana u slede¢em poglavlju,

o(t) = gy + g, sin(wyt) (3.1)

w, = wr je kruzna frekvencija napona (sile).

Odnos maksimalnog i minimalnog napona se defini$e preko tzv. stepena asimetrije ciklusa,

R = 0pmin/Omax (3.2)
Konstante i varijabilne komponente ciklusa su date sljede¢im izrazima,
O-O = 2
(3.3)
Gmax(l - R)
O-A = —2
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Na slici 3.1 su date razlicite varijante ciklicnog opterecenja sa razli¢itim vrijednostima
stepena asimetrije.

R=1

rraa™rman ™5, Fa=0

U““"D
Slika 3.1 Varijante cikliénog opterec¢enja [62]

3.2 Razvoj oSte¢enja u betonu prilikom cikli¢nog djelovanja

Prilikom cikli¢nog djelovanja deformacije i oSteCenja u betonu prolaze kroz tri razli¢ite faze i
tako se definiSe kriva teCenja betona (cyclic creep curve), slika 3.2. Oblik te krive je slican
bez obzira da li se radi o deformacijama pritiska, zatezanja ili savijanja i to se potvrduje od
strane viSe autora [61]. Na slici 3.2 je prikazana zavisnost duzine prsline od broja ciklusa
optere¢enja. Umjesto duzine prsline se moze na vertikalnoj osi jo$ prikazati i deformacija ili
otvaranje prsline-CMOD.
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zona 1

duzina prsline

zona 2

-~

broj ciklusa

opterecenja

Slika 3.2 Faze oStecenja betona pri zamoru

U prvoj fazi dolazi do formiranja mikroprslina i preraspodjele napona u strukturi betona, a
onda nakon dostizanja 10-20% od ciklusa loma nastupa druga faza u kojoj se javlja stabilan
prirast deformacije sve do 80% od ciklusa loma. Prema Cornelissen H. A. W. [63] ova faza se
skracuje pri povecanju frekvencije optereCenja. TreCa faza je oblast nestabilnog razvoja
deformacije sve do loma. Na slici 3.3 se daje uporedni prikaz dijagrama napon-deformacija

pri statickom 1 dinamickom testu da bi se dao bolji uvid kako se razvijaju deformacije.

Staticki test

Dilatacija

Dinamicki test

Napon

Broj ciklusa opterecenja

Slika 3.3 Dijagram napon-deformacija pri statickom testu (lijevo) i pri dinamic¢kom testu

(desno) [63]
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Sa povecanjem broja ciklusa betonu dolazi do poveéanja ostec¢enja koja prouzrokuju prirastaj
deformacije i opadanje krutosti sistema. To znaci da se prilikom opterecenja i rastere¢enja na
dijagramu napon-deformacija formiraju histerezisne petlje i moduli elasti¢nosti koji
prestavljaju nagib prema osi deformacije opadaju. Na osnovu ovoga se moze definisati tacka
presjeka P ovih linija nagiba, slika 3.4. Ova tacka se u literaturi naziva common point ili focus
point a postoje i nacini njenog definisanja u zavisnosti o toga da li se kombinuje pritisak i
zatezanje.
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Slika 3.4 Prikaz opadanja krutosti prilikom ciklicnog naprezanja [61]
Propagacija prslina u betonu se moze analizirati sa tri razli¢ita nivoa:

-Makro-nivo na kome se beton posmatra kao homogen materijal sa svojim mehani¢kim
karakteristikama. PoSto beton pokazuje osobine teenja onda se na ovome nivou moze
posmatrati kao viskoelastiCan materijal. U ovome radu se razmatra makro-nivo, pri ¢emu
reolosko-dinamicka teorija, koja je detaljnije objaSnjena u narednom poglavlju uvodi
koeficijent tecenja betona u analizu zamora.

-Mezo-nivo podrazumijeva posmatranje betona kao heterogenog materijala pri ¢emu se
posmatraju veze cementnog kamena i agregata i pri tome odnosi izmedu mikro i makro
prslina.

-Mikro-nivo razmatra molekularni nivo cementnog kamena i pri tome analizira proces
hidratacije cementa i emitovanje toplote.

3.3 Teorijski pristupi kod zamora betona

Generalno posmatrano u praksi se primjenjuju dva pristupa propagacije oste¢enja u betonu
prilikom cikli¢nog opterecenja.

- primjena hipoteze o akumulaciji oste¢enja

- primjena mehanike loma
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U prvom slu¢aju kod primjene hipoteze o akumulaciji oStecenja najjednostavnija je linearna
hipoteza prema Palmgren (1924) i Miner (1945) koja je opisana pomoc¢u parametra oStecenja.
Drugim rije¢ima parametar oStecenja koji nastane pri jednom ciklusu je D = 1/Ny pri ¢emu je
N broj ponavljanja ciklusa sve do loma. Ostecenje sa n ciklusa je onda nD = n/Ny. Medutim
tokom svog zivotnog vijeka beton koji je izloZen razli¢itim amplitudama napona u sebi
akumulira ostecenja i onda kada parametar oStecenja dostigne D = 1 nastupa lom. To znaci
da broj ciklusa n; izaziva odredeno ostecenje u betonu pri odredenom rangu napona, dok N;
predstavlja ponavljanje tih ciklusa sve do loma i oni se odreduju eksperimentalno, pa se onda
sve moze povezati sa poznatom Wohler-ovom (S-N) krivom. Na krivoj se mogu u zavisnosti
od broja ciklusa definisati niskociklicni zamor (njem. Kurzzeitfestigkeit, eng. low cycle
fatique) i visokocikli¢ni zamor (njem. Zeitfestigkeit, eng. high cycle fatique) kao i za jako
niske vrijednosti napona tzv. trajna dinamicka ¢vrstoca (njem. Dauerschwingfestigkeit, eng.
fatique strength). Granice izmedu niskocikli¢nog i visoko cikliénog zamora kod betona nisu
precizno definisane. Postoji veliki broj radova na kojima su ispitane Wohler-ove krive za
slucaj zatezanja, pritiska, savijanja ili cijepanja betona pri ¢emu su koriStene konstantne ili
varijabilne vrijednosti amplitudnih napona i pri tome se zakljucilo da sa povecanjem ciklusa
opterec¢enja napon opada, ali za razliku od metala, dinamic¢ka ¢vrsto¢a betona nije precizno
definisana, jer ¢ak i nakon nekoliko miliona ciklusa se pokazalo da dolazi loma. Stoga se kod
betona moze govoriti samo 0 kvazi-dinamickoj ¢vrsto¢i [61]. Postoji veliki broj autora koji
analiticki opisivali Wohler-ove krive za beton i one su uglavnom zasnovane na empirijskoj
bazi. Prema CEB-FIP MC 90 [53] su definisani empirijski izrazi za Wohler-ove krive u
slucaju pritiska, zatezanja 1 kombinovanog djelovanja. Zbog svoje jednostavnosti ova
hipoteza je naSla primjenu u nekim propisima kao npr. Evrokod 2 [51], ali prema nekim
autorima se smatra neprikladnom za beton upravo zbog nedostataka informacija o nacinu
optereéenja i frekvenciji. U radu Chen i ostali (2018) [64] se dalje daje prijedlog nelinearne
hipoteze akumulacije o$teenja pri razli¢itim varijantama amplitude oSteCenja, ali 0 ovom
pristupu se nece, U ovome radu, dalje govoriti.

Drugi pristup u analizi propagacije oStecenja odnosno prslina u betonu je primjenom zakona
mehanike loma. Definisanje adekvatnih matematickih modela za simulaciju Sirenja prsline je
jedan od najvaznijih aspekata prilikom procjene pouzdanosti konstrukcija. Analiti¢ki pristupi
za opisivanje Sirenja prsline baziraju se na matemati¢kim modelima u kojima se ukljucuje
gradijent Sirenja prsline, duzina prsline, zatim veli¢ina zone plastifikacije, odgovarajuce
konstante materijala, napon i dimenzije uzorka. Jedan od najznac¢ajnih matematickih modela
iz ovog pristupa je Parizov zakon (jo$ se i naziva Pariz-Erdogan zakon) iz 1963 godine [1]. U
njemu je definisana veza gradijenta Sirenja prsline sa rangom faktora intenziteta napona i
njegov opsti oblik je dat sledeCom jednac¢inom,

da (3.4)

— = CAK™
dN

pri ¢emu su C i m materijalne konstante odredene eksperimentalnim putem, koje su zavisne
od materijala, sredine i odnosa napona, dok je rang faktora intenziteta napona dat slede¢im
izrazom,

AK = Kmax — Kmin (3'5)
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Posto je faktor intenziteta napona u vezi sa spolja$njim optere¢enjem (naponom) onda se opsti
izraz za rang faktor intenziteta napona moze pisati,

AK = AgYVTa, (3.6)

U prethodnom izrazu se jo§ dodaje geometrijska funkcija Y koja zavisi od posmatranog
problema, a to se ve¢ prikazalo na u izrazima u drugom poglavlju.

Nakon integracije jednacine (3.4) dobija se broj ciklusa optere¢enja do loma materijala,

1
da aca_%da

Nf ac
dN = = =
Jo Ja c(aovvma)”  c(aoyym)" %

2—-m 2—-m
Z(ac 2 —a; 2 )

T 2-m)c(aorvn)™

(3.7)

Ny

pri Cemu je a; pocetna vrijednost duzine prsline, a a, vrijendost duzine prsline pri dotizanju
zilavosti materijala.

U vecini slucajeva je podintegralna funkcija slozena upravo zbog geometrijskih funkcija koje
se uvode pa je neophodno primijeniti neke od metoda numericke integracije. Veoma je
prakti¢no matemati¢ku vezu gradijenta prsline sa rangom faktora intenziteta napona prikazati
u logaritamskoj razmjeri (slika 3.5) gdje se mogu uoditi sva tri stadijuma razvoja prsline.

Prsline se mogu inicirati na viSe nacina, ali vazno je istaknuti da se najéesS¢e pocinju stvarati
na slobodnoj povrSini, stoga je vazno stanje povrSine. NesavrSenost procesa izrade i obrade
materijala je glavni uzrok povrSinskih oS$te¢enja. Drugi korak predstavlja stvaranje
makroprsline (tehnicke prsline) iz niza mikroprslina iniciranih u prvom koraku. Ovdje dolazi
do promjene smjera rasta prsline, a kada ¢e do toga do¢i zavisi od veli¢ine naprezanja. Kod
vrlo velikih naprezanja (niskocikli¢ki zamor), korak iniciranja prsline je neprimjetan, tj. drugi
korak zauzima gotovo cijelo podrucje lomne povrSine. Nakon prva dva koraka dolazi do
naglog Sirenja prsline i nestabilnog loma konstrukcije. Kod materijala sklonih krtom lomu ova
faza zapocinje u trenutku kada je postignuta zilavost, dok kod duktilnih materijala pocéetak
loma zavisi od naprezanja. Na slici 3.5 se kao granice izmedu ovih oblasti definisu donja
granica faktora intenziteta napona K;; ispod koje nema propagacije velikih prslina ve¢ samo
kratkih mikroprslina i gornja granica K, koja prestavlja zilavost materijala. Obe granice se
odreduju eksperimentalno, a kod metala njihovo odredivanje je ¢ak i standardizovano.
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Slika 3.5 Faze propagacije prsline prema mehanici loma [15]

Parizov zakon se upravo odnosi na drugu oblast u kojoj vazi linearni zakon koji se moze
prikazati slede¢im izrazom,

da (3.8)
long =logC + mlogAK

Ovim se vidi da je logC vrijednost presjecanja lineranog dijela dijagrama (oblast 2) sa
osom logZ—;, a m je nagib te linije prema osi logAK. U mehanici loma postoji veliki broj

funkcionalnih zavisnosti, dobijenih empirijskim putem, kojim se moze opisati proces Sirenja
prsline, ali u danasnje vrijeme relacija ¢iji je opSti oblik prikazan jednac¢inom (3.4) ima
prednost prilikom primjene u odnosu na sve ostale relacije zbog velike jednostavnosti, ali i
zbog Cinjenice da ukljucuje napon i1 duzinu prsline zahvaljuju¢i uvodenju faktora intenziteta
napona. Parizova relacija u kojoj se kao zavisno promenljiva pojavljuje faktor intenziteta
napona je do danas dozivjela razli¢ite modifikacije. Pored toga na problemima zamora metala
su danas razvijeni razni matematicki modeli za simulaciju Sirenja prsline bazirani na
odgovaraju¢im relacijama za gradijent Sirenja prsline u kojima figuriSu faktor intenziteta
napona, duZzina prsline i odgovarajuce konstante materijala. U poglavlju 5 se prikazuje jedna
od tih teorija za koju ¢e biti sproveden numericki primjer sa ciljem povezivanja sa reolosko-
dinamickom analogijom. Veliki broj autora u svojim teorijama je primjenjivao Parizov zakon
(Swartz S. E. i ostali. 1978 [46]; Swartz S. E. i Go 1984 [2], Baluch M. H. i ostali 1987 [3],
Perdikaris P.C. i Calomino A. M. 1989 [65]). Jedan od najranijih pokusaja da se poveze
problem zamora sa problemom veli¢ine uzoraka su uradili Bazant Z. P. i Xu K. 1991 [5]. Oni
su predlozili modifikaciju Parizovog zakona prema slede¢oj jednacini,
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da c (AK,)m
dN T \K,.) ' 59

N| =

Kic = Klf (J%ﬁ)

pri ¢emu je K, zilavost, a parametar § = D/D, odnos visine grede D sa empirijskim
parametrom D,. Pored toga ovaj zakon je primjenjiv i za betone visokih ¢vrsto¢a Bazant Z. P.
i Shell W. F. [66]. Ono $to se u radovima Bazant-a primjecuje je da je kod primjene
Parizovog zakona kod betona problem efekta veli¢ine rjesava empirijskim koeficijentima.
Slowik V. i ostali (1996) [67] su predlozili modifikaciju Parizovog zakona pri ¢emu se uzima
u obzir i istorija opterecenja. Carpinteri A. i Spagnoli A. (2004) [6] su takode analizirali
fenomen veli¢ine uzorka uvodeéi dimenzionalnu analizu. Sain, T. i Kishen, J. M. C., 2007
[68] su napravili dalju modifikaciju pri ¢emu su predlozili drugaciji oblik funkcije opterecenja
I pri tome jo$ uzeli u obzir i frekvenciju spoljaSnjeg opterecenja. Ray S. i Kishen J.M.C
(2010) [69] su napravili dalju modifikaciju Parizovog zakona ¢iji je opsti oblik dat slede¢im
izrazom,

da
N ®(AG, G, 04, R,a,D,w,t) (3.10)

gdje se umjesto faktora intenziteta napona i zilavosti uvodi energija loma Gr. Pored toga
gradijent prsline je u zavisnosti od zatezuce ¢vrstoce a; i frekvencije w i stepena asimetrije
optere¢enja R. Na osnovu vise razli¢itin eksperimentalnih ispitivanja od strane razli¢itih
autora dalje modifikacije Parizovog zakona uz pomo¢ dimenzionalne analize se mogu naci jos$
i u radovima Ray S. i Kishen J. M. C (2011) [69], Fathima K. M. P i Kishen J. M. C (2013)
[70] i Prashanth M. H i ostali [71].
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4 ANALIZA ZAMORA PREMA REOLOSKO-DINAMICKOJ ANALOGIJI

U proucavanju deformacija zavisnih od vremena znacajnu ulogu imaju funkcija tecenja i
funkcija relaksacije. Procese koji se odigravaju u viskoelasticnim tijelima je moguce
predstaviti preko razli¢itih modela koji se sastoje od opruga i prigusivaca. Ako se prede u
podrucje viskoplasti¢nosti onda se ukljucuju i plo¢e medu kojima postoji Coulomb-0ovo trenje.
Modeli mogu biti prosti i slozeni sa viSe parametara. Medu nekim poznatim modelima su:
Hukov model, Kelvinov model, Maxwel-ov model, Newton-ovo tijelo, viskoplasti¢no tijelo,
elastoplasti¢no tijelo sa linearnim ojacanjem itd.

U radovima Milasinovi¢a D. D. se od 1996 godine do danas razvijala reoloSko-dinamicka
analogija (RDA) kojom su se analizirali neelasti¢ni i vremenski zavisni problemi vezani za
1D prizmati¢ne Stapove kao Sto su izvijanje ili viskoelastoplasticne deformacije 1 sl. U
poglavljima od 4.1 do 4.7 se u kratkim crtama daje opis najvaznijih pretpostavki i
jednacina prema RDA pri ¢emu se citiraju razliciti radovi od Milasinovi¢a D. D.. To je
neophodno da bi se mogla sprovesti analiza zamora greda prema RDA, koja je izloZena
u poglavljima 4.8 do 4.12.

4.1 Uvod u reolosko-dinami¢ku analogiju

Kod reoloskih modela se izvode diferencijalne jednacine za koje vrijedi da su naponi i
deformacije funkcije vremena. Kod RDA se razmatra viskoelastoplasticni model materijala za
koji vrijedi veza u nizu izmedu elasticnog (Hukov model), viskoeelasticnog (Kelvinov model)
i viskoplasticnog modela, slika 4.1. Kao i kod ostalih modela i kod ovog modela je primjenom
odredenih algebarskih operacija izvedena opsta diferencijalna jednac¢ina u kojoj se na jednoj
strani jednakosti nalaze funkcija deformacije i njeni izvodi a na drugoj strani jednakosti
funkcija napona i njeni izvodi.

Ex

O

Slika 4.1 Model viskoelastoplasti¢énog materijala [72]

Zbog veze u nizu naponi se izrazavaju odvojeno za svaki dio modela a ukupna deformacija se
dobija superpozicijom. Opsta diferencijalna jednacina je data slede¢im izrazom a detaljnije
izvodenje se moze naci u [73] i [72].
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() + (D) - (By /Ay + H'JAy) + 6(t) - Ex - H' /(g - Ay) =
3(8)/Ey + 6(8) - [Ex/ (A - Eg) + H' /Ay - Ey) + 1/ A + 1/23] + (4.1)
+o(t) [(Ex + H)/(Ag - Ay) + Ex "H'/(Ag - Ay - Ey)]l — oy - Ex /(Ag - Ay)

Da bi se jednacina mogla rijesiti potrebno poznavati deformaciju ili napon kao funkciju
vremena. U reologiji su ove funkcije poznate kao funkcija teCenja i funkcija relaksacije.
Sinusoidna funkcija napona ima Siroku primjenu mehanici pogotovo kod problema zamora i
moze Se shvatiti kao jedan opsti slucaj kojim se obuhvata ¢itav niz razli¢itih slucajeva
opterecenja. U izrazu (4.2) je prikazana sinusoidna funkcija napona kojoj je jo$ dodana
konstanta vrijednost napona.

o(t) =0y + 0, - sin(w, - t) (4.2)
Kada se jednacina (4.2) uvrsti u jednacinu (4.1) onda se dobija,
k Egx+H' m
E) m+e()-c+e(t) k=oy [<—+ K >—w(2,—l sin(wy, - t) +
Ey 14 Ey (4.3
c A+ Ay k Ex+H Ex
+0, (—+ )-a) cos(w -t)+0<—+ -0, —.
A\Ey ’ ’ \Ey = v Ty
¢ije ukupno rjesenje se sastoji od homogenog i partikularnog rjesenja [72],
_ _ s : : : (4.4)
et) =ey+e,=ey+C+A-sin(w, - t) + B cos(w, - t)

Posmatraju¢i homogenu diferencijalnu jednaéinu reoloskog modela uocena je analogija sa
homogenom diferencijalnom jednaCinom prigusenih vibracija sistema sa jednim stepenom
slobode pomjeranja pa je definisana matematicko-fizicka analogija data slede¢im relacijama,

¢ Ay = [(N - sec/m?) - (N - sec/m?)] = [kg - (N/m®)] = m -y,
Ex - Ay + H' - A = [(N/m?) - (N - sec/m?)] = [(Nsec/m) - (N/m®)] = c -y, (4.5)

Ex-H =[(N/m?®)- (N/m*)] = [[N/m)- (N/m®)] =k y.

Na slici 4.2 je prikazana veza izmedu reoloskog i dinamickog modela koja je predlozena od
strane Milasinovica D. D. [72].
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Slika 4.2 Analogija izmedu opsteg reoloskog i dinamickog modela [72]

Analogija prikazana u jednacini povezuje pet reoloskih parametara sa tri dinamicka parametra
pa se rjesavanje nelinearnog reoloskog problema pojednostavilo na linearno dinamicki
problem. Dio homogenog rjesenja zajedno sa konstantom C iz jedna¢ine (4.4) predstavlja
uticaj konstantnog napona o, i zavisi od pocetnih uslova dok partikularno rjesenje daje uticaj
cikli¢ne varijacije tj. amplitude napona. Prilikom analize homogenog rjeSenja Milasinovi¢ D.
D. [72] je analizirao vremena kaSnjenja viskoelasti¢ne i viskoplaticne deformacije koja su
prema reoloSkim modelima proporcionalna koeficijentima prigusenja, a zbog analogije iz
jednac¢ine (4.5) su dovedene u vezu sa dinami¢kim parametrima tj. masom, krutosti i
prigusenjem. Unos napona se uvijek odvija u nekom vremenskom intervalu, a to rezultira
deformaciju koja je takode vremenska funkcija. Razgrani¢enje vremenski zavisnih i
nezavisnih deformacija nije jasno pa se prema RDA pretpostavlja unos konstantnog napona
0, pri udaru u nekom kona¢nom vremenskom intervalu, a deformacija mjeri kada taj napon
bude postignut. Sa druge strane, uzimajuci aspekt dinamike razmatra se kriti¢no prigusenje
kao najvazniji sluc¢aj kojim se definiSu stanja deformisanja. Povezivanje dinamickih i
reoloskih parametra je izvedeno za jednodimenzionalan problem na Stapu pri ¢emu se
razmatra brzina prolaza mehani¢kog talasa pri udaru. Tako je postavljena prva teorema
reolosko-dinamicke analogije koja glasi [74]:

Ako je reolosko vrijeme kasnjenja VE deformacije jednako vremenu kasnjenja VP deformacije
tada su vremena jednaka dinamickom vremenu kasnjenja pri propagaciji mehanickog talasa u
u Stapu koji je u stanju kriticnog prigusenja.

4.2 Reolosko-dinamiéki modul

Milasinovi¢ D. D. [75] je posmatrajuci partikularni dio rjesenja diferencijalne jednacine (4.3)
odredio ciklicnu amplitudu deformacije kao i1 fazni ugao koji predstavlja zaostajanje
deformacije za naponom. Na osnovu poznatih ciklicnih amplituda napona i deformacije kao i
faznog ugla koji su funkcije reoloskih i dinamickih parametra dobija se kompleksni modul
elasti¢nosti koji moze biti definisan kao odnos napona i deformacije Hukovim zakonom.
Kompleksni modul elastiCnosti je uz pomo¢ Moivreove teoreme moguce rastaviti na
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dinamicki i izgubljeni modul. Dinamicki dio kompleksnog modula predstavlja tzv. reolosko
dinamicki modul. Uzimajuéi jo$ u obzir ¢injenicu da je brzina prolaza mehanickog talasa kroz
elastinu sredinu veoma velika pa je stoga vrijeme kaSnjenja mehanickog talasa brojcano
mala veli¢ina, uvedena su pojednostavljenja na VE dijelu modela $to omogucilo da se izraz za
reolosko-dinamic¢ki modul viskoelastoplasticnog modela izvede u funkciji relativne
frekvencije & i koeficijenta tecenja ¢ i modula elasti¢nosti Ey, izraz (4.6).

1+ 6%+ @y (4.6)
H Z
(1+¢,,) + 62

Er

pri éemu relativna frekvencija sistema predstavlja odnos frekvencije spolja$njeg optereéenja i
sopstvene frekvencije,

P (4.7)
w

U slucaju viskoelastiénog materijala kao S$to je beton u prethodnom izrazu se unosi
viskoelasti¢ni koeficijent tecenja pa se dobija,

1+6%+¢ (4.8)

Ep=Ey———
BT+ @)% + 62

Prethodni izraz predstavlja veoma bitnu relaciju koja je koristena kod izvodenja potrebnih
jednacina za zamor. Pored toga ovaj modul se moze zamijeniti umjesto modula elasti¢nosti i
kod drugih teorija zamora $to se pokazuje u poglavlju 4.11i4.12.

U kvazi-statickom slucaju je relativna frekvencija nula pa izraz za reolosko-dinamicki modul
dobija sledeci oblik,

By = 1 (4.9)
1+¢

4.3 Veza napona i koeficijenta tecenja

U slucaju aksijalno napregnutih betonskih cilindara na pritisak Milasinovi¢ D. D. [76] uvodi
linearni tok izmedu napona i koeficijenta te¢enja u vremenskom intervalu izmedu dostizanja
napona na granici elasti¢nosti oy i napona loma az. Ova linearna veza je prikazana na slici
4.3.
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p* 1p(t)epr
e t

Slika 4.3 Linearna veza napon-koeficijent tecenja [76]

(P

L

Na osnovu poznatih napona na granici elasti¢nosti oz | koeficijenta teCenja na granici
elasti¢nosti ¢* MilaSinovi¢ D. D. [76] ovu linearnu predstavlja slede¢om jedna¢inom,

Og
o(t) = qu(t)

1

O = K_E(P*

(4.10)

Da bi se odredila konstanta K potrebno je poznavati napon na granici elasti¢nosti ili vitkost
fiktivnog betonskog stuba, ¢ija duzina je mnogo vecéa od duzine betonskog cilindra. To nije ni
malo jednostavno, pa je Milasinovi¢ D. D. [75] ovaj problem rijesio izvodenjem veze vitkosti
fiktivnog stuba sa koeficijentom teCenja na granici elasti¢nosti, koja je data slede¢im izrazom,

3
1
_ 2 (4.11)

Brzina nanoSenja sile koja zavisi od prese kojom se vr$i mjerenje se moze unijeti jo§ u
prethodni izraz tako $to se uvede koeficijent ubrzanja f, tj. vazi y = f;, y4, pri Cemu je y,
zapreminska tezina. Koeficijent K je prikazan slede¢im izrazom, a veoma je bitan parametar
koji se dalje koristi kako kod statickog testa tako i kod zamora savijanja betonskih greda,

c 1 (4.12)

l
e = e T Ey
H

4.4 Veza Poasonovog koeficijenta i koeficijenta te¢enja

U radovima Milasinovi¢ D. D. [77] i [76] se izvodi veza izmedu koeficijenta tecenja I
Poasonovog koeficijenta koja je data u sledecoj jednacini,

__em (4.13)
1-2u

@
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Relacija je izvedena na osnovu Bernulijeve jednacine koja prikazuje odnos izmedu brzine,
pritiska i gustine fluida u kretanju i sustini predstavlja zakon o ocuvanju energije.
Uspostavljanjem direktne veze izmedu ova dva mehanicka parametra, vrijeme kao parametar
se iskljucuje, pa je traZenje reoloSko-dinamickog modula kako u dinamickom tako i u
kvazistatickom slu¢aju dosta pojednostavljeno. Prethodnom relacijom se vidi da je i Poasonov
koeficijent funkcija vremena tj. da je proporcionalan koeficijentu teCenja. Vrijednosti
Poasonovog koeficijenta se kod betona prema eksperimentalnim mjerenjima krec¢u od 0,15 za
manje vrijednosti napona pa do ¢ak 0,4 u slu¢aju loma. Ako se za pocetnu vrijednosti
Poasonov koeficijenta koristi vrijednost 0,15 onda se primjenom jednacine (4.13) prema RDA
dobija pocetna vrijednost koeficijenta tecenja od 0,43. Sa poveéanjem napona povecava se
koeficijent te¢enja a i Poasonov koeficijent, jer su sva tri parametra funkcionalno povezani.

4.5 Radni dijagram betona pri pritisku

Za odredivanje uzlazne grane radnog dijagrama betona pri pritisku Milasinovi¢ D. D. [76]
koristi reolosko-dinamicki modul za kvazistaticki slucaj koji je prikazan u jednacini (4.9) kao
i linearnu vezu izmedu kritiénog koeficijenta teCenja i napona pa postavlja kvadratnu
jednacinu sa naponom kao nepoznatom. RjeSenje ove kvadratne jednacine predstavlja relaciju
za uzlaznu granu radnog dijagrama betona, gdje pored prethodno opisanog koeficijenta Ky
ulazi modul elasti$nosti u pocetnom neoptere¢enom stanju E (0). Ova veza je data sledeCom
relacijom,

Ocr = %(\/1 + 4KpE (0)e — 1) (4.14)
E

pri Cemu je

E (0) = E4(1+ ¢*) (4.15)

Relacija (4.14) se moze iskoristiti i kod slu¢aja zatezanja tj. uzlazne grane radnog dijagrama
zatezanja s tim da treba imati na umu da su deformacije kod zatezanja betona dosta manje pa
je ponaSanje u tom opsegu skoro linearno. To ima smisla, jer realno ponasanje nearmiranog
betona pri centriénom zatezanju i jeste skoro linearno skoro do pred sam lom. To se vidi na
dijagramu predloZzenom prema fib Model Code 2010 [52] prikazanom na slici 2.15. | kod
uzlazne grane radnog dijagrama zatezanja bi se mogao Koristiti isti koeficijent K koji se
odreduje na pritisnutom betonskom cilindru. Opadaju¢i dio radnog dijagrama zatezanja je
poseban problem, jer zahtjeva matematicku vezu izmedu napona i otvaranja vrha prsline
CTOD.

Opadajucu granu radnog dijagrama, a samim tim i Zilavost pritisnutog cilindra Milasinovi¢ D.
D. [74] izvodi uz pomo¢ ultimne deformacije kao i izvedenog rjeSenja za relaksaciju napona.
Citav postupak se sprovodi iterativno pri éemu se paralelno sprovodi proradun reolosko-
dinami¢kog modula za kvazi stati¢ki slucaj datim izrazom (4.9). Kada napon prestane
mijenjati modul, tada se prekida iterativni proracun. Deformacija i napon su dati slede¢im
1Zrazima,

® @i-1)

gsof = gcr(l + (pcr ) (4'16)
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@ _  OcrrF
O p = —1 n (p(i_l) (4.17)

cr

Primjena ove metode proratuna na drugim betonskim mjeSavinama (kao npr. reciklirani
beton) kao i kod odredivanja rotacionog kapaciteta armiranobetonskih greda se moze naci u
radu Milaginovi¢ D. D, Gole§ D., Panci¢ A. i Ceh A. [78].

4.6 Veza skalarne varijable oStec¢enja i koeficijenta teenja

Poznato je iz mehanike oSte¢enja da problem odredivanja skalarne varijable oStecenja nije
jednostavan problem. Definiciju skalarne varijable oSte¢enja prvi je uveo Kachanov L. M.
1958 [79] godine u slucaju jednoosnog naprezanja pri ¢emu se ova varijabla definiSe preko
redukovane povrsine popre¢nog presjeka tj.

D4 (4.18)
A

pri cemu Ap prestavlja oSteceni dio poprecnog presjeka.

S druge strane postoji pristup baziran na redukciji modula elasti¢nosti koji su uveli Lemaitre
J.i Chaboche J. L. [80], a koji zasnovan na hipotezi o ekvivalenciji deformacije gdje se modul
elastiCnosti izrazava,

E(D) = (1 - D)Ey (4.19)

U radu Milasinovi¢ D. D. [76] je prikazan reolosko-dinami¢ki kontinuumski model o$tecenja
betona kojim se prikazuje odziv betona izloZenog jednoaksijalnom pritisku ¢ime je potvrdena
hipoteza o ekvivalenciji deformacije iz mehanike oStecenja. Taj model prikazan je Sematski
na slici 4.4. 1zvedena je relacija izmedu koeficijenta teCenja i skalarne varijable ostecenja pri
Cemu je pretpostavljeno da je kriticna skalarna varijabla oSteCenja jednaka reolosko-
dinami¢kom modulu VEP materijala,

D. — Gcer(1+ @) (4.20)
T A+ @) + 67

U kvazi statickom sluc¢aju je relativna frekvencija nula pa prethodna jednacina se
pojednostavljuje tj.,

__ Per (4.21)
1+ @

Ccr
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Reoloski model
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Slika 4.4 Reolosko-dinamicki kontinummski model betonskog cilindra [76]
4.7  Energija loma prema RDA

Pomoc¢u radnog dijagrama betona izlozenog pritisku Milasinovi¢ D. D. [76] je izveo izraz za
energiju loma koja predstavlja markiranu oblast na slici 4.5 i odreduje se prema sledecoj
jednacini,

o% 1

+ 5 Oresidual (gch - Ecr) + (Ucr - Uresidual)(sch - Scr) lO
2E, 2

Gp =
(4.22)

Oresidual = OcrF — Ocr

Eerr = ecr(l + (P)

A
Err
OorF /
Gch” =~
7 e — e — T
=l E\e+8_\-lb 81 F“I E
j_ Wcr/IO b
Oe| Yr _ __ _ B =
=
JE rF):ERF g
ol .
&3l Ecr EcrF
€ | €Dy A

Slika 4.5 Radni dijagram betonskog cilindra pri pritisku pri dinamickom opterecenju [76]
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Prethodni izraz predstavlja opsti slucaj tj. dinamicki radni dijagram kojim se uzima u obzir i
uticaj brzine nanoSenja opterecenja. AKo se posmatra prethodni dijagram jasno je da ostar vrh
dijagrama ne opisuje realno ponasanje. Stoga umjesto dinami¢kog razmatra staticki slucaj
napona i na njemu se definiSe energija loma, slika 4.6.

4 7
) =
/ -
Ocr 7 - — 2
;’# ,,-"-f ) e
; = -
EEL "E_.:'L'E::l _ S'I e " - o
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Slika 4.6 Radni dijagram betonskog cilindra pri pritisku pri statickom optere¢enju [76]

Na osnovu ovoga dijagrama se dobija slede¢a jedna¢ina za energiju loma za ¢ije odredivanje
je potrebno poznavati Poasonov koeficijent, modul elasti¢nosti i ¢vrstocu betona [76].

2

Gr = % + 0cr (Ecrr — &) | o

(4.23)

Ova energija se odnosi na energiju loma pri pritisku betona i odreduje se na bazi globalne
analize loma za razliku od energije loma zatezanja koja se odreduje analizom prsline tj.
povrsinom ispod opadajuceg dijela dijagrama zatezanje-otvaranje vrha prsline. Na primjeru u
poglavlju 5.1 je prikazan proracun pritisnute energije loma prema RDA.

4.8 Staticki test prema RDA kod savijanja greda

Prilikom analize problema zamora kod greda izloZenih savijanju stati¢ki test kako kod
teorijskog tako i kod eksperimentalnog ispitivanja pruza dosta informacija o ponasanju greda.
U literaturi se kod eksperimentalnih ispitivanja zamora od strane raznih autora nalaze
uglavnom dijagrami u obliku sila-ugib ili sila-otvaranje prsline (CMOD). Stoga se i kod RDA
analize namece problem trazenja ovih dijagrama. Analogno radnom dijagramu betona pri
pritisku prema RDA koji je dobijen na pritisnutim betonskim cilindrima se dalje prikazuju
uzlazne i silazne grane kod statiCkog testa savijanja nearmiranih betonskih greda. Uzlazna
kriva sila-ugib odnosno sila-CMOD se prema reolosko-dinami¢kom modelu moze dobiti kao
odstupanje od linearno elastiénog modela. Naime ako se posmatra izraz za deformaciju prema
reoloskom-dinami¢kom modelu u jednacini (4.22) uocava se da je RDA deformacija odredena
kao proizvod elasticne deformacije i koeficijenta (1 + ¢) pa se onda analogno tome za ugib
odnosno CMOD prema RDA moze pisati,

Wg = We(l + (P) = We(l + KEO_)
(4.24)
CMODg = CMODe(l + QD) = CMODe(l + KEO')
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Elasti¢ni dio ugiba se sastoji od ugiba bez prsline koji se ratuna prema poznatom izrazu iz
otpornosti materijala kao i uticaja prsline wy,.gine

pS3 4.25
We = M + Wprstine ( )

Odredivanje elasti¢nog dijela ugiba w, ili CMOD, se moze odrediti uz pomo¢ analitickih
izraza iz LEFM ili primjenom numericke metode tj. metode konaénih elemenata na
elasticnom modelu grede. Za ovaj drugi slucaj se u ovome radu za njihovo racunanje koristi
softverski paket Abaqus u kome se razmatra slucaj ravnog stanja napona. Na primjeru u
poglavlju 5.5 se recimo proracun ugiba i CMOD sprovodi samo prema LEFM pa se time oba
slu¢aja prikazuju u ovome radu. Koeficijent K; je neophodan ulazni parametar Kkoji je
definisan na granici elasti¢nosti, a odreduje se na betonskim cilindrima kao $to je opisano u
poglavlju 4.3. Prilikom analize nearmiranih betonskih greda sa inicijalnom prslinom kao
mjerodavan parametar se namece napon zatezanja u vrhu prsline tj. zatezu¢i dio poprecnog
presjeka grede se pokazuje kao mjerodavan kako za staticki test tako 1 za zamor. Upravo
problem odredivanja napona u vrhu prsline predstavlja jedan od glavnih zadataka mehanike
loma te njegovo odredivanje nije ni malo jednostavan zadatak. U ovome radu se uvodi napon
u vrhu prsline u razmatranje, a za njegovo odredivanje se pored LEFM Kkoristi i metoda
kona¢nih elemenata tj. upotreba Abaqus-a u slu¢aju ravnog stanja naprezanja, dakle isti
model, ulazni parametri i mreza kona¢nih elemenata koji se koriste kod odredivanja
elasti¢nog dijela ugiba i CMOD. Uticaj mreze kona¢nih elemenata na rezultate napona u vrhu
prsline kao i uporedivanje rezultata za napon prema LEFM se moze vidjeti na primjeru 5.1.
Kontrolisanim pove¢anjem sile tj. napona u vrhu prsline raste koeficijent tecenja pa se time u
jedna¢inama (4.24) RDA kriva sve viSe udaljava od linearno elasti¢nog dijela. Ujedno sa
rastom koeficijenta tecenja dolazi do povecanja Poasonovog koeficijenta jer su funkcionalno
povezani prema izrazu (4.13), a i do porasta skalarne varijable oStecenja. Povecavanje sile tj.
napona u vrhu prsline se sprovodi kontrolisano sve do dostizanja maksimalne vrijednosti sile
koja treba biti poznata iz eksperimentalnih ispitivanja. Na ovaj na¢in se dobija uzlazna grana
statickog testa prema RDA.

Opadaju¢i dio dijagrama sila-ugib odnosno sila-CMOD se dobija potpuno analogno
opadaju¢em dijelu radnog dijagrama dobijenog na betonskim cilindrima, a koji je ukratko
opisan u poglavlju 4.5. Postupak se sprovodi iterativno a za to se koriste sledece jednacine,

w = wer (14 087) = wer(1+ Ko )

sof
| | | (4.26)
cM0DY, = cMOD.(1+ ¢%) = wer (1 + Kpol ™)
o@D OcrF  _ OcrF
T4l 1+ Keoy, !
(4.27)
@~ _ P(O'cr,F)
P(Gcr,F - (i-1)
1 +KegP(o,. ")

Da bi se uvela sila umjesto napona u izraz za relaksaciju napona potrebno je prethodno na
linearno elasticnom modelu na¢i matematicku vezu izmedu sile koja djeluje u sredini grede i
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napona u vrhu inicijalne prsline grede. Ova funkcija se trazi numericki na elasticnom modelu
primjenom metode kona¢nih elemenata, tako $to se traze vrijednosti u nekoliko tacaka a onda
se napravi funkcija. Koeficijent K se odreduje na betonskim cilindrima kao §to je opisano u
poglavlju 4.3. Proracuni za staticki test prema RDA se mogu naéi na primjerima u
poglavljima 5.1, 5.3 1 5.5.

4.9 Propagacija dugih prslina prema RDA kod savijanja greda

Kao $to se pokazalo u prethodnom poglavlju, kod uzlazne grane statickog testa prema RDA se
sila odnosno napon kontrolisano unosi, a kao odgovor se racunaju kinematicke veli¢ine. Sila
tj. napon u statiCkom testu jeste nezavisno promjenjiva iz koje se jos moze dobiti koeficijent
teCenja koji raste veoma brzo do loma u kratkom vremenskom intervalu. PoSto je prema
Evrokodu koeficijent tecenja funkcija vremena onda on ima mnogo veéi znac¢aj kod problema
zamora koji traju u duzem vremenskom intervalu. S druge strane pri zamoru greda se
razmatra konstantan rang sile tj. napona pa je stoga potrebno kao ulazni parametar posmatrati
koeficijent teCenja. Da bi se objasnio problem dugih prslina kod betonskih greda potrebno
primijeniti relaciju za histerezisnu petlju prema RDA koju je izveo Milasinovi¢ D. D. [62].
Fenomen histerezisa, koji se javlja u raznim granama fizike predstavlja zaostajanje
magnetizacije iza magnetizirajuce sile, a poznata je kao histereza i bila je dugogodis$nja tema
istrazivanja. Histerezis je pojava da uc¢inci nekoga djelovanja kasne u odnosu na to djelovanje.
Milasinovi¢ D. D. [62] je primijenio novi reoloski model da bi dobio histerezisni odgovor
materijala pod uticajem ciklicnog dejstva sile (napona). Na slici 4.7 je prikazan reolosko-
dinamicki model sa ciklicnom varijacijom sile pri aksijalnom naprezanju Stapa sa masom M
[62].

: Z?Aln

o -l

AT
: M meq=m+M
I Fasin(ort) Fasin(ort)

Slika 4.7 Reolosko dinamicki model $tapa sa masom [62]

Ako je ovaj model rastegnut, elasti¢na energija deformacije ostaje u materijalu odnosno nema
gubitaka. Rad koji je potreban za istezanje ili kompresiju modela ne zavisi od tezine modela.
Shodno tome, gravitacija nije uklju¢ena u mjerenje elasti¢ne energije deformacije. Umjesto
toga, rad potreban za istezanje ili kompresiju zavisi od modula elasti¢nosti i dat je slede¢im
1Zrazom,

2
_ Ginax (4.28)

wW. =
LT 2E,
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Medutim prema RDA teoriji se posmatra neelastican materijal pa stoga linije opterecenja i
rasterec¢enja se ne poklapaju ve¢ zatvaraju povrSinu koja se naziva histerezisna petlja, slika
4.8.

Slika 4.8 Prikaz histerezisne petlje [62]

Histerezisna petlja nastaje prilikom optere¢enja nekog sistema koji je opterecen ciklicnim
optereé¢enjem i nastaje kao posljedica kasnjenja deformacije za ciklicnom promjenom napona
Sto je karakteristika za neelasticne materijale. Upravo povrSina koja je zatvorena
histerezisnom petljom predstavlja brzinu oslobadanja energije pri ciklusu optere¢enja. Kao $to
je ve¢ spomenuto rjeSenje diferencijalne jedna¢ine prema RDA u slucaju cikliéne promjene
napona se sastoji od homogenog i partikularnog rjeSenja pri ¢emu partikularno rjesenje
rezultira od ciklicne promjene napona. Uzimaju¢i u obzir cinjenicu da je napon
proporcionalan brzini deformacije £, (t) sa prigusenjem ¢ kao faktorom proporcionalnosti
Milasinovi¢ D. D. [62] polazi od sledece jednaline,

o' (t) = céy (t) = cwy 4 cos(wyt — @) (4.29)

pri ¢emu je w, frekvencija napona, €4 amplitudna vrijednost defrmacije i a fazni ugao.

Povrsinu histerezisne petlje Milasinovic D. D. [62] je dobio rjesavanjem sledeCeg
krivolinijskog integrala,

2T/ wg

W, = ff;a”(t) &, (t)dt = f céy (t)* dt = cwazeAzf cos(wyt — a) dt (4.30)
0
= TCw,Es

Milasinovi¢ D. D. [62] je na aksijalno opterecenim Stapovima izveo vezu izmedu Krutosti i
prigusenja koju je ubacio u prethodnu jednacinu i time prikazao povrsinu histerezisne petlje
datu slede¢om jednacinom za slucaj viskoelasticnog materijala,

54



(1-R)Z?(1+¢@)?+6° (4.31)
Wd ve(R) = 27-l'-k‘c:rznax .
' 4 1+ 62

Dalje se moze posmatrati slucaj viskoelastoplasticnog materijala,

(1= R)?(1+ @) + 62
4 1+ 062

(4.32)

Wd,vep (R) = Zﬂkgrznax 1)

Ako se recimo posmatra slucaj stapa sa slike 4.6 koji ima povrSinu poprec¢nog presjeka A onda
se ukupna disipacija energije dobija,

W,y = Wy e (4.33)

U specijalnom slucaju za ¢ — 0 za slucaj elasti¢ne energije se dobija,

(1-R)? 4.34

Za slucaj simetri¢nih ciklusa napona tj. R = —1 dobija se,

(1+ govp)z + 62

1+ 62 J

Wavep(—1) = 2mkef o

(1 + ¢)? + 62 (4.35)

Wy pe(—1) = 2mked oy 1157

Wd,el (—1) = Zﬂkgﬁlaxé‘

Posto beton ima viskoelastiéne osobine u daljim razmatranjima zamora koristi se jednacina
(4.31) gdje se vidi da brzina oslobadanja energije zavisi od koeficijenta asimetrije
opterecenja, krutosti, relativne frekvencije, koeficijenta teCenja i maksimalne deformacije. U
daljem tekstu slijedi objasnjenje za svaki od ovih parametara koji se koriste kod analize
nearmiranih betonskih greda na savijanje.

Kao §to je ve¢ spomenuto povrSina ispod opadaju¢e grane radnog dijagrama betona
predstavlja energiju loma zatezanjem koja se u linearno elasticnoj mehanici loma
pretpostavlja kao konstantna veli¢ina. Beton tokom cikli¢nog opterecenja prolazi zavisno od
amplitude opterecenja brze ili sporije kroz odredene nivoe ostecenja koji se manifestuju u
vidu prslina. Kada sistem tj. greda dostigne odredenu duzinu prsline odnosno kriti¢nu
vrijednost krutosti onda nastupa nestabilan rast prsline koji brzo vodi lomu grede. To znaci da
se povrsina ispod radnog dijagrama popunjava prilikom svakog ciklusa optereéenja sa
histerezisnim petljama koje nastaju pri svakom ciklusu. Drugim rijecima ako se povrsina
histerezisne petlje odnosno oslobodene energije pri jednom ciklusu pomnozi sa brojem
ciklusa opterecenja dobija se energija loma koja se prikazuje u slede¢oj jednacini,

Gr = Wd,veN (4'36)
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Kod testova na zamor se najcesce opterecenje (Sila) unosi kontrolisano tj. u svakom ciklusu se
dostize ista amplituda napona pa se energija loma mora iskoristiti za propagaciju prslina koje
dovode do opadanja krutosti, preraspodjela napona i promjene relativne frekvencije sistema.
Posto je odredivanje energije loma najces¢e moguée odredivanjem iz statickih testova onda se
polazi od toga da je energija loma poznata vrijednost pa se broj ciklusa moze izracunati,

N = GF/Wd,ve (4'37)

Posto se u ovome radu razmatra savijanje u tri tacke nearmiranih betonskih greda sa
inicijalnom prslinom potrebno je prilagoditi parametre iz jednacine (4.31) na savijanje grede.
Krutost se definise kao savojna krutost prema sledecoj jednacini,

AP
k@ = (4.38)

pri ¢emu se vidi da je krutost odnos ranga sile i ugiba. Posto je kod eksperimentalnih mjerenja
rang sile konstanta vrijednost onda se kao odgovor grede povecava ugib sa porastom duzine
prsline. Ugib se pri tome odreduje na elasticnom modelu primjenom metode kona¢nih
elemenata tj. na primjerima u poglavlju 5 se koristi softver Abaqus i to slu¢aj ravnog stanja
naprezanja. Kao S§to se vidi elasti¢ni ugib jeste funkcija duZine prsline, pri ¢emu se ona
odreduje aproksimativno tako $to se za nekoliko duzina prslina odrede ugibi u Abaqus-u.
Treba imati na umu da se ovdje ne razmatra pravac kretanja prsline tj. pretpostavlja se da
prslina propagira vertikalno u sredini grede tj. podrucju iznad inicijalne prsline. Kod cikli¢nog
testa se govori 0 rangu sile odnosno napona koji predstavlja razliku maksimalnog i
minimalnog napona. Analogno statiCkom testu koji je opisan poglavlju 4.8 i kod problema
zamora se uvodi rang napona u vrhu prsline kao parametar za dalju analizu. Njegovo
odredivanje se sprovodi pomo¢u metode kona¢nih elemenata ili prema LEFM, a osjetljivost
rezultata na izbor mreze konac¢nih elemenata tj. rastojanje od vrha prsline se prikazuje na
primjeru 5.1. Za poznati rang napona u vrhu prsline se ra¢una rang elasti¢ne deformacije koji
ulazi u izraz (4.31),

Ao (4.39)

Aerax = E

Relativna frekvencija je dinamicki parametar koji se pojavljuje u problemu zamora, a on se
izrazava jedna¢inom (4.7) kao odnos spoljasnje i sopstvene frekvencije grede. U primjerima
koji se obraduju, frekvencija spoljasnjeg opterecenja je poznata veli¢ina iz eksperimenata, dok
se sopstvena frekvencija odreduje numeric¢ki primjenom softvera Abaqus, pri ¢emu se koristi
ista mreza kona¢nih elemenata kojom se odreduje napon u vrhu prsline i ugib. Pri tome treba
imati u vidu da prilikom porasta prsline krutost sistema opada pa time i sopstvena frekvencija
pa se time aproksimativno moze odrediti relativna frekvencija kao funkcija duzine prsline, pa
Se moZe pisati,

5 (a) = w‘”(‘; ) (4.40)
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Kao $to je ve¢ napomenuto problem zamora traje u duzem vremenskom intervalu, gdje je
potrebno koeficijent te¢enja poznavati kao funkciju vremena. Jedna od mogucénosti jeste da se
koristi relacija za koeficijent te¢enja prema Evrokodu, koja je data jednac¢inom (2.29). Prema
ovoj relaciji promjena koeficijenta tecenja zavisna od vremena pri ¢emu se vrijeme izrazava u
danima. Pri tome je promjena u prvim nekoliko dana linearna pa onda nastupa nelinearnost.
Na primjerima koji su prikazani u poglavlju 5 se moze izraunati vrijeme trajanja
eksperimentalnog mjerenja na osnovu poznate frekvencije napona i maksimalnog broja
ciklusa do loma. Pokazalo se da je svim koristenim primjerima vrijeme trajanja iznosi
maksimalno jedan dan, Sto kada se primjeni relacija prema Evrokodu daje zanemarivu
promjenu koeficijenta tecenja. Iz toga razloga se na svim primjerima usvaja konstantna
vrijednost koeficijenta tecenja koja se dobija pomocu relacije (4.10) tj.,

0 = Koho (4.41)

Koeficijent Kz se dobija kao §to je opisano u poglavlju 4.3. tj. na pritisnutim betonskim
cilindrima.

Na osnovu do sada izlozenog se zakljucuje da se moze izraCunati broj ciklusa opterecenja do
postizanja odredene duzine prsline, pa se duzina prsline posmatra kao nezavisno promjenjiva
tj. iz izraza (4.31) i (4.36) se dobija,

= = & (4.42)
Wave AP (AU)Z (1= R)%2(1 4 KzA0)? + §(a)? 5(a) '

@\ \E) % 1+6(a)?

Kao $to se vidi u prethodnoj jednacini da bi se izraCunao broj ciklusa opterec¢enja za odredenu
duzinu prsline potrebno prije toga aproksimirati funkciju ugiba i relativne frekvencije, zatim
poznavati energiju loma i rang napona u vrhu prsline, kao i materijalnu konstantu K. Na
primjerima u poglavlju 5 se prilikom prora¢una uocio uticaj svakog od ovih parametara na
rezultate. Izraz dat jednacinom (4.42) se u literaturi prikazuje inverznom funkcijom gdje se na
ordinati nalazi duzina prsline, a na apscisi broj ciklusa opterecenja pa se tako rezultati i
prikazuju u poglavlju 5. Za razliku od Parizovog zakona u prethodnom izrazu nema
empirijskih koeficijenata ve¢ je zasnovana na postavkama RDA teorije za viskoelasti¢an
materijal i pri tome je potrebno primijeniti numeri¢ke metode i LEFM. Ova jednacina bi se
mogla primijeniti na razli¢itim problemima, recimo centri¢ni pritisak, zatezanje, savijanje itd.
Jednacinom (4.42) se opisuje oblast stabilne propagacije prslina pa je pored eksperimentalnih
rezultata u primjeru 5.1 izvrSeno uporedivanje sa Parizovim zakonom. Prilikom dostizanja
velike duZine prsline krutost greda pocinje naglo da opada i sve to vodi ka nestabilnoj
propagaciji koja rezultira lomom grede. Da bi ovo primijenili na prethodno opisani model dat
jednacinom (4.42) potrebno je pored povecavanja duzine prsline povecavati koeficijent
tecenja. Dakle sada prethodna funkcija broja ciklusa opterecenja ima jo§ jednu promjenjivu. U
sustini, postoje tri nepoznate a to su duzina prsline koja je granica izmedu tzv. stabilne i
nestabilne oblasti propagacije, broj ciklusa do loma i koeficijent te¢enja. Od ove tri nepoznate
dvije treba poznavati, a treca se moze izraCunati primjenom jednacine (4.42). Ova zona se
analizira na primjerima u poglavlju 5 samo u jednom ili dva koraka da bi se pokazao uticaj
povecanja koeficijenta tecenja.
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Prethodno opisana analiza statickog testa i propagacija dugih prslina su jo$ predstavljeni u
radovima Panci¢ A., Milasinovi¢ D. D. i Goles D. [81] i Panc¢i¢ A. i Milasinovi¢ D. D [82].

4.10 Propagacija kratkih prslina prema RDA kod savijanja greda

Kao $to je vec ranije spomenuto prema Parizovom zakonu se propagacija dugih prslina odvija
u podrucju izmedu donjeg i gornjeg praga zilavosti. Donji prag zilavosti se jo§ naziva prag
ciklicnog osteCenja i bitan je parametar kod analize kratkih prslina, ali jo§ uvijek je
nedovoljno istrazena oblast kako kod metala tako i kod cementnih materijala. Neki autori su
na razliitim vrstama metala eksperimentalno provjeravali uticaj koeficijenta asimetrije
optere¢enja R na donji prag zilavosti [83]. Pokazalo se da donji prag zilavosti opada sa
povecavanjem koeficijenta asimetrije opterecenja. Uticaj okoline takode igra ulogu, jer se pri
ispitivanju u vakuumu uticaj koeficijenta simetrije moze zanemariti. Drugi bitan parametar
koji je kljucan kod propagacije prslina kod metala je tzv. unutrasnji napon (internal stress)
koji zavisi od unutrasnje strukture i nepravilnosti strukture metala i koji se dodaje naponu koji
je izazvan spolja$njim optere¢enjem. Odredivanje ovog napona nije nimalo jednostavno, ali je
poznato da on ima uticaj na faktor intenziteta napona koji je od znacaja za razvoj prslina. Ovaj
unutraS$nji napon je jedna znaCajna veza izmedu nukelacije 1 propagacije kratkih i1 dugih
prslina. Upravo ova saznanja u vezi unutra$njeg napona kod problema kratkih prslina
nagovjestava da se i prema RDA modelu koji opisan za duge prsline treba napraviti korekcija
ranga napona kako bi se analizirale kratke prsline. Kitagawa H. i Takahashi S. [84] su prvi
predlozili graficku metodu koja povezuje kratke i duge prsline sa granicom zamora.
Vasudevan i ostali [83] analizirali kritiéne parametre za oblast kratkih i dugih prslina kod
metala koriste¢i graficku metodu Kitagawa i Takahashi, slika 4.9.
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Slika 4.9 Sematski prikaz Kitagawa i Takahashi dijagrama [83] (linearna interpolacija za
RDA prikazana crvenom linijom)

Prema njihovom dijagramu se pokazuje zavisnost napona i1 duZine prsline. U oblasti
nukleacije prslina se ¢ak pokazuje nezavisno ponasanje napona i duzine mikroprsline. Da bi
se ranije opisani model prema RDA podesio za opis kratkih prslina iskoristava se linearna
veza napona i duzine kratkih prslina tj. iskoriStava se linearna interpolacija prikazana
prethodnoj slici 4.9. Da bi se ta linearna funkcija izvela, potrebno je poznavati dvije tacke na
grafiku. Za prvu tacku koja odgovara pocetnoj vrijednosti duzine prsline tj. inicijalnoj prslini
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u sredini grede se usvaja vrijednost napona zatezanja u vrhu prsline o,,,, dobijen pri
statickom testu. Za drugu tacku koja odgovara kriti¢noj duzini prsline a* tj. granici izmedu
kratkih i dugih prslina se uzima vrijednost ranga napona o,qm,.r = Ao U vrhu prsline koji se
koristi pri testu zamora tj. kod dugih prslina. Oba napona se mogu odrediti primjenom metode
konac¢nih elemenata tj. koristi se isti model i mreza kona¢nih elemenata kao kod analize dugih
prslina. Na osnovu ovoga se vidi da je vrijednost napona u oblasti kratkih prslina veéa nego
kod dugih prslina. Na prethodnom dijagramu je takode prikazana relacija izmedu donjeg
praga zilavosti, duzine prsline i granice zamora. Upravo za analizu kratkih prslina je potrebno
poznavati dvije veliCine a tre¢a se moze izracunati. Na primjerima u poglavlju 5 se pokazalo
kao pogodno usvojiti kriti¢nu duzinu prsline kod betona u vrijednosti od 5 do 15mm. To je red
veli¢ine koji je vec¢i u odnosu na metale kod kojih se prema nekim autorima smatra 1mm kao
kriticna duzina prsline. Kod betona treba imati na umu joS$ 1 uticaj maksimalne veliine zrna
agregata koja se za eksperimentalne uslove uglavnom i uzima do 10mm. Kroz primjere u
poglavlju 5 u kojima je izvrSeno uporedivanje sa eksperimentalnim rezultatima se
pretpostavka kriticne duzine prsline pokazala boljom nego pretpostavka donjeg praga
zilavosti kod cementnih materijala za koju se u literaturi ne moze naci dovoljno radova, a koja
je dosta osjetljivija na rezultate §to se pokazuje u poglavlju 4.11. S druge strane za granicu
zamora kod betona postoje u literaturi razni prijedlozi u obliku S-N krivih gdje za obi¢no za
106 ciklusa odreduje rang napona. Linearnom interpolacijom napona u podruéju mikroprslina
1 kratkih prslina kao 1 pretpostavkom kriticnoj duzini prsline se izbjegava traZenje granice
zamora betona i donjeg praga Zzilavosti, a omogucava primjena istog RDA modela kao za
duge prsline.

Prethodno opisana analiza propagacije kratkih prslina je jo$ predstavljena u radu Panci¢ A.,
Milasinovi¢ D. D. [85].

4.11 Primjena reolo$ko-dinami¢kog modula na druge teorije-problem kratkih prslina
kod savijanja betonskih greda

Kao §to je ve¢ spomenuto prilikom cikli¢nog opterecenja oStecenja u betonu prolaze kroz tri
faze (zone) ostecenja. Oblast ispod donjeg praga Zilavosti (Zona 1) kod betona je nedovoljno
ispitana oblast kojoj je potrebno posvetiti posebnu paznju kod eksperimentalne i teorijske
analize. U radu Nimmy M. A. i ostali [86] je predlozena relacija za propagaciju kratkih
prslina prema slede¢em izrazu koji u sustini predstavlja modifikovan oblik Parizovog zakona,

da _ Gp AG, AGth

Kao sto se vidi prirastaj prsline sa brojem ciklusa je u funkciji od brzine oslobadanja energije
AG;, donjeg praga zilavosti AG,, Cvrstoée zatezanja o;, energije loma G, modula
elastiCnosti E, karakteristicne duzine prsline [.,, stepena asimetrije ciklusa R, i odnosa
veliéine zrna agregata prema Visini grede d /D Verifikacija ove teorije je sprovedena u radu
ovome radu na primjeru 5.1 jo$ jednom potvrdilo. Za razliku od Parizovog zakona gdje se
propagacija prsline izrazava preko faktora intenziteta napona u ovoj teoriji se propagacija
prslina izraZzava preko energije, pa je za propagaciju malih prslina od klju¢nog znacaja
poznavanje donjeg praga Zilavosti. U ovome radu se vrsi dalja modifikacija izloZene teorije iz
jednacine (4.43) gdje se umjesto modula elasti¢nosti unosi reolo$ko-dinamicki modul
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prikazan u jednacini (4.8) pa se time uvodi relativna frekvencija i koeficijent tecenja kao dva
nova parametra. Zamjena modula elasti¢nosti ulazi u izraz za karakteristicnu duzinu prsline
datu jednacinom (2.25), zatim u izraz za brzinu oslobadanja energije koji se dovodi u vezu sa
faktorom intenziteta napona, koji je promjenjiv sa porastom duzine prsline, a pri tome i u
funkciji ranga sile. Nakon zamjene modula elasti¢nosti i integraljenja prethodne jednacine
dobija se izraz za proracun broja ciklusa u funkciji duzine kratke prsline,

k da
N =
IGF (AG| /ﬂ(AKm ((l+€0) +5 )\ p2 E(1+¢’+52) 53 E(1+(/’+5 ) )/14(0'1 a)/fS(l R)/’Gq) ( )
Gr ' G.(E(rp+d?D) | o(@r@P+6?) o@rpP+s?) O (4.44)

$2=v11+72 (%) + V3 (%)2

Koeficijenti £; 1 y; se preuzimaju iz rada [86] i iznose B, = —3,99; B, = 7,79; B3 =
—-1,54; B, = —1,36; Bs = 5,96; B, = 0,09; y; = 11,46; y, = —421,24; y; = 3466,32.
Na primjeru u poglavlju 5.1 se prikazuje propagacija kratkih prslina sa uporedivanjem
eksperimentalnih rezultata pri ¢emu se jo§ definiSe granica izmedu prve i druge faze
propagacije prslina kao i osjetljivost donjeg praga zilavosti na rezultate.

4.12 Primjena reolosko-dinami¢kog modula na druge teorije-problem zamora metala

Kao $to ve¢ spomenuto problem zamora se prvo ispitivao na metalima a matematicki je
opisan pomoc¢u Parizovog zakona koji se zasniva na primjeni faktora intenziteta napona t;j.
poznavanjem mehanike loma. Za duktilnije materijale kao $to je metal veli¢ina procesne zone
se ne moze posmatrati kao mala, pa samim tim i primjena linearno elasticne mehanike loma
nije moguca. Postoje razli¢iti pristupi Koji analiziraju metale pri ciklicnom opterecenju i
uglavnom su svi oni modifikacija Parizovog zakona koja je za razliku od betona kod metala
dobro primjenjiva. U ovome poglavlju se kroz primjer pokazuje primjena reolosko-dinamicke
analogije kod zamora metala zamjenom modula elasti¢nosti sa reolosko-dinami¢kim
modulom datim u jednacini (4.8) koji je funkcija koeficijenta te¢enja, odnosno Poasonovog
koeficijenta kao i relativne frekvencije. Pristup koji se ovdje analizira se zasniva na gustini
energije deformacije. Do Sirenja prsline tokom jednog ciklusa optere¢enja dolazi, kada je
apsorbovana energija u istom ciklusu dostigla vrijednost energije rasipanja pri plasti¢noj
deformaciji u zoni procesa. Pre¢nik zone procesa se definise kao funkcija faktora intenziteta
napona i zilavosti, a cikli¢ni dijagram napon-deformacija pomoc¢u Ramberg-Osgood-ove
jednacine. Gradijent Sirenja prsline 1 broj ciklusa se racunaju prema slede¢im jednac¢inama

koju su detaljnije objasnjene u radu [18],

da (1-n")Y
da = aN —4EI p (AK;—AK.p)?,

(4.45)
B 4E1nra’fe’f ay
(1-nDy %

/

(AK;— AKth)Z'

Ovdje se razmatra primjer koji je opisan u radu [18] pri ¢emu je n’ eksponent deformacionog
ojacanja, I, i 1 konstante koje zavise od n', o'; koeficijent Cvrstoce pri zamoru, &'f
koeficijent duktilnosti pri zamoru, AK;; donji prag zilavosti i E modul elasti¢nosti. U pitanju
je ploca sa centralnom prslinom napravljena od legure aluminijuma Al 2219 T851. Spoljasnje
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ciklicno opterecenje je aksijalno sa gornjom amplitudom omax=55,16MPa. Za definisani
maksimalni napon omax razmatra se stepen asimetrije ciklusa R=0. Geometrijske karakteristike
ploce sa jednom centralnom prslinom su: b = 152,4mm, ag = 7,6mm. Potrebne karakteristike
analizirane Al legure pri dejstvu cikliénih optere¢enje su: o'r=613 MPa, £',=0.35, n'=0.121,
E=7,1x10*MPa, K;,=120MPa m*?, ,,=3.067, )=0,95152 i AK,,=8MPa m,

Rang faktora intenziteta napona se racuna prema sljedecem izrazu [18],

aK; = (1+0.256 ;) - 1152 (%)2 +12.2 (%)3) AovTa (4.46)

Kao $to je ve¢ spomenuto u prvom poglavlju faktor intenziteta napona je funkcija
geometrijskih karakteristika i spoljasnjeg optere¢enja. Na slici 4.10 se prikazuje promjena
faktora intenziteta napona sa porastom prsline a za gore navedenu geometriju ploce i
spoljasnje opterecenje.

Faktor inteziteta napona-duzina prsline
70
60

= 40
= 30
¥ 20
10

0 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07 0,08
a (m)

Slika 4.10 Promjena faktora intzeziteta napona sa porastom duzine prsline [18]

Poasonov koeficijent za aluminijum iznosi 0,33 a koeficijent tecenja se odreduje izrazom
(4.13) i iznosi 1,94. Sopstvena frekvencija plo¢e se odreduje izrazom iz dinamike
konstrukcija,

w = /’5”79%.:15,66 rad/s (4.47)

pri ¢emu je na ovom primjeru usvojena duzina plo¢e od L = 1m i y = 2840 kg/m?3.
Frekvencija spoljasnjeg ciklicnog opterec¢enja se prema teoriji izlozenoj izrazima (4.45) ne
uzima u razmatranje, pa se na ovom primjeru trazi frekvencija spoljaSnjeg opterecenja
odnosno relativna frekvencija sistema za slu¢aj kada se broj ciklusa poklopi sa
eksperimentalnom vrijednosti. Prema radu Milasinovi¢ D. D. [62] se u RDA teoriji izvodi
povezivanje relativne frekvencije sa prigusenjem sistema koji je jedan od klju¢nih parametara
dinamicke stabilnosti sistema. Konkretno se ovdje mogu analizirati cetiri sluc¢aja vezana za
relativnu frekvenciju.
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1.6 = 0 RDA staticki slucaj

2.6 = 1 RDA rezonantni slucaj

3.6 = 1,91 RDA realan slucaj u skladu sa eksperimentom
4.8 = oo slucaj koji se poklapa sa analitickim rjesenjem

Vrijednosti statickog modula elasticnosti za § = 0 je E=24140MPa, a u slucaju relativne
frekvencije § = 1,91 koja odgovara vrijednosti spoljasnjeg opterecenja w,=30rad/s se dobija
dinamicki modul elasticnosti Ep=38097,784MPa. Za rezonantni slu¢aj se dobija
E=28995,697MPa.

Prilikom odredivanja broja ciklusa opterecenja do pojave loma razmatrane ploce sa prslinom
u centru, prvo su izraunati faktori intenziteta napona primjenom jednacéine (4.46) pa su
odredeni gradijenti Sirenja prsline za izabrane inkremente duzine prsline. Nakon odredivanja
gradijenata Sirenja prsline za izabrane inkremente duZine prsline tj. upotrebom integralne
jednacine (4.45) moguce je procijeniti vijek odnosno odrediti broj ciklusa opterecenja do
pojave loma. Posto je podintegralna funkcija u jednacini sloZzenog oblika prilikom odredivanja
broja ciklusa optereenja do pojave loma koristena je metoda numericke integracije
upotrebom programa Wolfram Mathematica. Primjecuje se da u izrazu za faktor intenziteta
napona ne ulazi duzina posmatrane plo¢e koja je primjenom reolosko-dinamic¢ke analogije
uzeta u razmatranje preko izraza (4.47). Na slici 4.11 je data vrijednost dijagrama propagacije
prsline i faktor intenziteta napona a na 4.12 dijagrami a-N za sva cetiri slu¢aja prema RDA a
na slici 4.13 su dati rezultati iz rada [18] sa eksperimentalnim brojem ciklusa.

0,000040
analitic¢ki
0,000035
RDA -staticki
0,000030 RDA-dinami¢ki
% 0,000025 RDA-rezonanca
E 0,000020
=z
3
& 0,000015
0,000010
0,000005
0,000000 =
0 10 20 30 40 50 60 70
K1 (MPa Vm)

Slika 4.11 Zavisnost gradijent Sirenja prsline i faktora intenziteta napona
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Slika 4.12 Zavisnost duzine prsline od broja ciklusa
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Slika 4.13 Analiti¢ki i ekeprimentalni rezultati propagacije prsline prema iz [18]

Sve dinamicke propagacije prsline prikazane dijagramom a-N se nalaze izmedu RDA
statickog dijagrama i analitickog dijagrama. Ovdje treba uzeti u obzir da je duzina ploce
pretpostavljena a to ima uticaj na sopstvenu frekvenciju pa samim tim i na relativhu
frekvenciju tj. prigusenje. Sa smanjivanjem duzine ploce sopstvena frekvencija se povecava a
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ako bi spoljasnja bila konstanta onda bi se relativna frekvencija smanjila, a time bi sistem za
manji broj ciklusa dosao do loma. 1z izlozenog primjera Vvidi da zamjena modula elasti¢nosti u
jednacini (4.45) sa RDA modulom dovodi do poboljsanja postojece teorije, jer se u Citavu
analizu ukljucuje frekvencija spoljasnjeg optereCenja i sopstvena frekvencija koji su bitni
parametri za dinamicke procese.
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5 NUMERICKI PRIMJERI

Metoda kojim se opisuje propagacija prslina u betonu pomoc¢u RDA opisana u prethodnom
poglavlju se verifikuje kroz razli¢ite numericke primjere koji su prikazani u ovome poglavlju.
Rezultati eksperimentalnih ispitivanja su preuzeti iz literature od strane nekoliko autora koji
su ispitivali probleme zamora savijanjem u tri tacke betonskih greda sa inicijalnom prslinom.
Eksperimentalna ispitivanja za savijanje grede u tri tacke koja je bez inicijalne prsline
(poglavlje 5.4) su sprovedena u laboratoriji gradevinskog fakulteta u Kaiserslauternu-
Njemacka. Numericki primjeri se odnose na betonske grede napravljene od betona normalne i
visoke ¢vrstoc¢e kao 1 mikroarmiranog betona 1 razli€itih odnosa raspona prema visini grede
S/D.

5.1 Propagacija prsline u betonskm gredama dimenzija S/D=4 sa varijacijom
amplitude cikli¢nog optereéenja

Eksperimentalna ispitivanja za ovaj primjer su data u radu Toumi A. i ostali [87]. Ispitane su
betonske grede sa dimenzijama na slici 5.1.

LVDT
LVDT fixture

80 mm

i
50/, 320 mm 50,
A

Slika 5.1 Dimenzije betonske grede [87]

Prije samog testa sa ciklicnim opterecenjem sprovedeni su staticki testovi do loma na 10
greda i dobijena je srednja vrijednost maksimalne sile u iznosu od P,=920N. Nakon toga su
uradeni testovi sa ciklicnim sinusoidnim optere¢enjem i to sa razli¢itim gornjim amplitudnim
vrijednostima sile gdje je za test koriStena ista vrijednost donje granice za silu. Ovdje su
razmatrani slu¢ajevi sa gornjim amplitudama u iznosu od 0,87Py, 0,81Py i 0,76P, pri cemu je
minimalna vrijednosti sile 0,23Py. Na osnovu toga i koeficijent asimetrije opteretenja
R=Pmin/Pmax ima vrijednosti 0,264, 0,284, i 0,302. Frekvencija spoljasnjeg opterecenja iznosi
1Hz. Sve grede imaju iste dimenzije pri ¢emu odnos raspona prema visini grede iznosi 4.
Karakteristike betona su E=31600MPa, p=0,18, pritisna Cvrstoca betonskih cilindara
dimenzija l,/¢ = 236mm/118mm iznosi 56,9MPa, zatezuca Cvrstoca betona je 4,2MPa. U
eksperimentu je koriSten lomljeni agregat sa maksimalnom veli¢inom zrna 2,5mm.
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5.1.1 Parametri mehanike loma

Vrijednosti zilavosti betona odnosno energije loma, koja je klju¢ni parametar kako kod
primjene Parizovog zakona tako i kod primjene RDA teorije je data u radu Toumi A. i ostali
[87] i iznosi Kic=19,92MPamm¥? §to primjenom jednadine (2.21) odgovara energiji loma
Gr=0,0126 N/mm koja se dalje koristi kod RDA teorije. Treba spomenuti da se u radu Ray S.
i Kishen J. M. C. [4] koristi isti eksperiment od Toumi A. i ostali [87] za potrebe verifikacije
modifikovanog Parizovog zakona i pri tome Kkoristi veca vrijednost energije loma u iznosu od
0,07 N/mm, koja vise odgovara vrijednosti dobijenoj prema CEB-FIP MC 90 [53]. U narednoj
tabeli 5.1 se daje pregled proracuna energije loma prema formulama iz poglavlja 2, a koje su
empirijskog karaktera 1 u funkciji ¢vrstoce betona.

Tabela 5.1 Proracun energije loma betona prema razli¢itim formulama

Gr = 73" £5.18 prema [52] Gr = 0,151 N/mm
Gr = GFO(;ﬂ)‘”prema [53].

cmo
Maksimalna veli¢ina zrna je 2,5mm pri Gr = 0,071 N/mm

¢emu su vrijednosti iz tabele 3.1 linearno
interpolirane, Gp, = 0,021

Gr = Gpoln(1 + ;ﬂ) prema [56].
cmo

Za betonske mjeSavine upotrebljen je Gr = 0,201 N/mm
lomljeni agregat pa vrijedi
Gpo = 0,106N/mm

Gp = Gro(1—0,77 -’;fﬂ) prema [53] Gp = 0,156 N/mm

Gp = Gpo - (37";)0'18 prema [53] Gp = 0,150 N/mm

Kao $to se vidi u prethodnoj tabeli energija loma u iznosu od 0,071N/mm je najbliza energiji
koja je data u radu Toumi i ostali [87]. To je slu¢aj prema CEB-FIP Model Code 1990 [53]
gdje energija loma zavisi od veliCine zrna agregata tj. vrijednosti Gp, koja se dobila
interpolacijom. Prema ostalim izrazima se dobijaju veée vrijednosti energije loma §to je
posljedica veée veli¢ine zrna agregata. Kod eksperimentalnih ispitivanja greda sa zarezom
uticaj veliCine zrna agregata je veoma bitan parametar.

Pored prethodnih izraza energija loma se moze izraunati na osnovu prethodno sracunate
karakteristi¢ne duzine prsline kao §to je dato u radu [24],

EG
Ien = — = 110~ ag - £ = 110~ a - 56,9703 (5.1)

ftz

pri ¢emu su vrijednost za koeficijent aq dobijene linearnom interpolacijom vrijednosti prema
tabeli 5.2. U tabeli 5.2 su takode prikazane karakteristicne duzine prema jednacini (5.1) 1
prema relaciji Irwina (2.26). Za veli¢inu zrna agregata od 2,5mm dobija se karakteristicna
duzina prsline u iznosu od 85,7mm, a onda energija loma iznosi 0,048N/mm. Kao §to se vidi
karakteristicna duzina prsline je veca od visine grede pa je i primjena prethodne relacije
ogranicena tj. dosta zavisi od veliine zrna agregata tj. odredivanja empirijskog koeficijenta
ag.
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Tabela 5.2 Karakteristicne duzine prsline

Veli¢ina zrna | aq leh (mm) 4o (mm)
agregata (mm)

8 4 130,89 41,66

16 6 196,30 62,48

32 10 327,23 104,16

Na ovome primjeru se ¢vrstoca betona ispitivala na betonskim cilindrima dimenzija ly/¢ =
236mm/118mm pa se ovdje sprovodi prorac¢un energije loma i koeficijenta Kz prema RDA
tj. pomoc¢u jednacina za betonski cilindar koje su date u radu Milasinovi¢ .D.D. [76],

2p

2%*0,18

4

“1-2u 1-2+0,18

= 0,56

E(0) =E4;(1+ ¢) =31600 * (1 + 0,56) = 49375MPa

4o

_mp? 3,14+ 1182

4 4
I = ¢t _ 314+ 1187 9512128,385mm*
“ed T 64 bt
l=%=—=29,5mm

N 10_236_8

o7 i T 295

I

1
—=—=10,026989cm™*
e

¥y = 2350kg/m® - pretpostavka

fy = 1,37 - pretpostavljaju se isti eksperimentalni uslovi kao u radu [76].

Y = fy ¥g = 1,37 ¥ 2350,00 = 3219,5 kg/m?

i3

1
A =m?——=m?%0,026989

Iyp

i3

= 10930,34mm?

i°11
Ky = AETE—; = 147,57 * 0,026989
H

= 2 (1 + GchE)z

gCT' - E(O)

56,9
49375

3,22%1073 % 0,56

1

= 147,57

31600 * 3,22 % 1073

(1+56,9%0,039) =0,00371

Eerr = Ecr(1+ @) = 0,00371 % (1 + 0,56) = 0,00579

56,92

Gr = 2 % 31600

+ 56,9 * (0,00579 — 0,00371)[ x 236 = 40,02N /mm
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Energija loma betona dobijena pri pritisku prema RDA u iznosu od 40,02N/mm je dosta veca
od energije loma zatezanjem koje se mogu dobiti eksperimentalnim mjerenjem zilavosti greda
na savijanje ili izrazima iz tabele 5.2. Pritisna energija loma prema RDA zavisi od ¢vrstoce na
pritisak, ali i od kriticne i maksimalne deformacije, pa je radni dijagram betona neophodan
ulazni parametar. Cvrsto¢a betona na pritisak se obi¢no odreduje na kockama ili cilindrima
koji uglavnom zavisno od propisa imaju odnos strana od 1 do 2. Milasinovi¢ D. D. [76] je
posmatrao betonske cilindre kao stubove mijenjajuéi vitkost preko visine cilindra i pokazao
da sa opadanjem vitkosti ispod 15 kritiéni napon ostaje jednak Cvrsto¢i na pritisak. Kod
savijanja greda je slika napona u pritisnutom dijelu betonskog presjeka drugacija pa se
postavlja pitanje, koliko pritisne energije stoji na raspolaganju. Sa razvojem prsline opada
visina pritisnutog djela presjeka pa se time moze re¢i da dolazi do povecanja vitkosti
pritisnutog dijela, a to ujedno dovodi do opadanja kriti¢nog napona, sto prema RDA dalje
dovodi do opadanja pritisne energije loma. To pokazuje da i pritisna energija loma nije
konstanta vrijednost kao §to se to pretpostavlja u LEFM. Pored toga zavisnost napona u
betonu od visine grede jos§ dodatno otezava ovaj problem. Medutim kao $to se vidi iz tabele
5.2 energija loma zatezanjem ima dosta manje vrijednosti nego pritisna pa ostaje mjerodavna
za dalja razmatranja kod zamora i pri tome se usvaja kao konstantna veli¢ina, $to je u skladu
sa LEFM.

Kao $to je ve¢ spomenuto prema jednacini (5.1) dobija se karakteristicna duzina u zavisnosti
od zrna agregata iznosu od 85,9mm. Prema Hillerborg-u [31] tj. primjenom jednacine (2.25)
dobija se

(5.2)

19,922
lep = 177 = 22,5mm

Prema Irwin-u [9] - jednacina (2.26) duZzina procesne zone FPZ - (fracture process zone) za
betone je,
l 22.5
d, =L ="""=716mm (5:3)
s s
Prema prijedlogu Hillerborg-a se navodi tipi¢na vrijednost karakteristicne duzine za beton od
Ich=200mm. Duzina procesne zone se kre¢e od 7,16mm do ¢ak 104,16mm iz tabele 5.2. ali
ako usvojimo donju granicu iz tabele 5.2 u iznosu od 41,66mm, to bi odgovaralo polovini
visine grede.

Prethodnom analizom se pokazuje koliko parametri mehanike loma imaju Sirok opseg
rezultata u zavisnosti od primjene razli¢itih teorija koje uglavnom na osnovu eksperimentalnih
rezultata primjenjuju razlicite empirijske koeficijente. Posto zatezuca energija prema RDA
nije definisana, a pritisnuta energija loma je zasnovana na globalnoj analizi i uglavnom nije
mjerodavna za analizu greda sa inicijalnom prslinom ostaje da se u ovaj proracun koriste
zatezuce energije loma dobijene eksperimentalno ili pomocu neke od prikazanih formula a to
se pokazuje jos i na narednim primjerima.
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5.1.2 Stati¢ki test

Kao §to je ve¢ spomenuto za potrebe ispitivanja problema zamora na betonskim gredama
Cesto se sprovode stati¢ki testovi na gredama da bi se odredili neki ulazni parametri
neophodni za analiziranje zamora. Na ovom primjeru je sprovedeno uporedivanje nekoliko
pristupa sa izmjerenim rezultatima na dijagramu sila-ugib u sredini grede. Na slici 5.2
prikazana je eksperimentalna kriva iz rada [87] a na slici 5.3 su prikazani dijagrami dobijeni
prema linearno elasti¢noj mehanici loma LEFM-linear elastic fracture mechanic, prema RDA
teoriji (reoloSko-dinamicka analogija), numericki prorac¢un u Abaqusu na elasticnom modelu
(Abaqus-elasti¢an-ostecen), prema modelu Concrete Damage Plasticity (u daljem tekstu
CDP) 1 analiticki pristup prema otpornosti materijala ali za gredu bez inicijalne prsline prema

izrazu (4.25). Dalje slijede objasnjenja za svaki proracun.

0.9
0.8

0.7

0.6

{'15 '
04

Load (kN

0.3
0.2 -
0.1

Slika 5.2 Eksperimentalna kriva sila-ugib iz rada [87]
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Slika 5.3 Dijagrami sila-ugib grede prema razli¢itim teorijama
Sila-ugib prema LEFM

Prema linearno elasti¢noj mehanici loma se uz vrijednost ugiba neoStecene grede dodaje
uticaj prsline (oStecenja) i na sli¢an nacin kao kod faktora intenziteta napona kod racunanja
ugiba se uvode geometrijske funkcije, pa je ukupan ugib dat prema slede¢oj formuli,

pPS? 5.4
We = Wy + Wprsiine = m + Wprstine ( )

pri tome su prikazane dvije varijante zavisno od toga koja formula za proracun wp,gn. S€
koristi. Na gornjem dijagramu LEFM1 se odnosi na proracun ugiba od prsline kod greda
S/D=4 prema formuli (5.5) prema radu Sumarac D., Sekulovi¢ M., Kraj¢inovi¢ D. [88],

9PnS? (%
Worstine = —f alFp(@)]? da
prsiine ZBDZE o P
Fp(a) = 1,107 — 2,120 a + 7,71a? — 13,55a3 + 14,25a*
(5.5)
a=a/D
9PnS?

Wprstine = 5prag [0,61a? — 1,56a3 + 5,39a* — 12,54a° + 24,74a® — 38,48a”
+50,42a® — 42,91a° + 20,31a %]
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Integracija prethodne jednacine je izvr§ena pomoc¢u programa Wolfram Mathematica.

Kod druge varijante LEFM2 se dio ugiba od prsline racuna prema sledecoj formuli (5.6) iz
rada Sumarac D. i Kraj¢inovi¢ D. [11],

6M
Wprsline = WSV((X)
a 2
V(@) = (=) (558 19,57 a+3682a% - 34,94a° + 12,77a" (5.6)
L _PS
4

Kao sto se vidi kod oba pristupa se za kontrolisani unos sile do njene maksimalne vrijednosti i
konstantnu vrijednost relativne duzine prsline a se dobija linearna funkcija sila-ugib. Razlika
izmedu ove dvije linije je posljedica razli¢itih oblika geometrijskih funkcija koje se javljaju u
izrazima.

Sila-ugib prema Concrete Damage Plasticity-CDP

Kod primjene CDP (Concrete Damage Plasticity) teorije u programu Abaqus su neophodni
ulazni parametri kako za pritisak tako i za zatezanje betona. Na osnovu preporuka za normalni
beton iz (Abaqus Theory Manual-6.12) [89]. i (fib Model Code for Concrete Structures 2010)
[52] su koristeni slede¢i parametri: ugao dilatancije 40; ekscentricitet 0,1; fno/foc=1,16;
k=0,67, parametar viskoznosti je 0,0001. Naponi te¢enja kao i neelastiéna deformacija su
dobijeni su sa radnog dijagrama betona za pritisak koji se moze odrediti prema (fib Model
Code for Concrete Structures 2010) [52], slika 5.4. Dijagram zatezanje-otvaranje vrha prsline
se pokazao kao veoma osjetljiv na rezultate prema CDP modelu pa je zbog moguénosti
izvrSenja proracuna u Abaqusu usvojena linearna zavisnost sa maksimalnom vrijednosti
otvaranja vrha prsline u iznosu od 0,006mm (slika 5.5). Prema fib Model Code for Concrete
Structures 2010 [52] se razmatra bilinearni dijagram (slika 2.15) kod koga se vrijednosti
otvaranja vrha prsline ra¢unaju pomocu energije loma (0,0126 N/mm) i napona zatezanja (4,2
N/mm?). Ako se primjene izrazi sa slike 2.15 onda se dobijaju sledeée vrijednosti otvaranja
vrha prsline 0,0126/4,2=0,003mm i 5x0,0126/4,2=0,015mm. Pretpostavljena vrijednost
otvaranja vrha prsline u iznosu od 0,006mm se nalazi izmedu vrijednosti 0,003mm i 0,015mm
pa se je izbor linearnog zakona opravdan. U prora¢unu je Koristen je trougaoni konaéni
element CPS6M iz Abaqus-ove baze. Kod ovog modela je pored definisanja radnih dijagrama
usvajanje viskoznog parametara od klju¢nog znacaja ne samo zbog brzine proracuna ve¢ iz
zbog njegovog uticaja na rezultate. Sto je manja vrijednost to je rezultat realniji ali je vrijeme
racunanja duZze.

71



60,00

50,00

40,00

w
o
o
S

napon (MPa)

0 0,0005 0,001 0,0015 0,002 0,0025 0,003 0,0035 0,004 0,0045
dilatacija

Slika 5.4 Radni dijagram za pritisak kod upotrebe CDP
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Slika 5.5 Dijagram zatezanje-otvaranje vrha prsline kod upotrebe CDP

Pored CDP prikazani su rezultati sila-ugib za gredu sa pocetnom prslinom modeliranu u

Abaqus-u ali za idealno elastican materijal. Pri tome se koristi ista mreza kona¢nih elemenata
kao kod CDP modela.

Sila-ugib prema RDA

Proracun ugiba prema RDA je opisan u poglavlju 4.8. Lokalni karakter problema prema RDA
se unosi preko napona u vrhu prsline koji se dobija primjenom metode konacnih elemenata
modeliranjem u Abaqus-u pa se stoga upotreba faktora intenziteta napona na ovome primjeru
izostavlja. Proracun uzlazne grane je dat u tabeli 5.3 a silazne grane u tabeli 5.4.
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Tabela 5.3 Rac¢unanje ugiba grede prema RDA - uzlazna grana

P (kN) 6““A(b§é T;“Z) "kbggg) E(NMM) | Ke | o | weoa(mm)
0,015 0.14 0.0006 31600 | 0,039 | 001 | 0006
013 1,24 0,0048 31600 | 9,039 | 005 | 00051
0,20 1,91 0,0074 31600 | o039 | 0.07 | 00080
0,30 2,87 0,0111 31600 | 9039 | 011 | 00124
0,40 3,83 0,0149 31600 | 9039 | 015 | 00172
0,50 478 0,0186 31600 | 9039 | 019 | 00220
0,60 5,74 0,0223 31600 | go3g | 022 | 00273
0,70 6,70 0,0260 31600 | go3g | 026 | (0328
0,80 7,65 0,0297 31600 | go3g | 030 | 00386
0,90 8,61 0,0334 31600 | 9039 | 034 | 0,0446
0,92 8,80 0,0342 31600 | 9,039 | 034 | 0,0459

Tabela 5.4 Racunanje ugiba grede prema RDA - silazna grana

Ke | Gunsort (N/MM2) | e = Ke * Guinsor | Peoft = 0,104% Gumsort (KN) | Wroasort (Mm)
0,039 8,80 0,3430 0,92 0,0459
0,039 6,55 0,2554 0,68 0,0616
0,039 7,01 0,2732 0,73 0,0576
0,039 6,01 0,2694 0,72 0,0584
0,039 6,93 0,2702 0,72 0,0582
0,039 6,93 0,2701 0,72 0,0583
0,039 6,03 0,2701 0,72 0,0583
0,039 6,03 0,2701 0,72 0,0583
0,039 6,03 0,2701 0,72 0,0583
0,039 6,03 0,2701 0,72 0,0583
0,039 6,03 0,2701 0,72 0,0583
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Veza izmedu napona u vrhu prsline i sile u sredini grede se koristi kod proracuna silazne
grane, a prikazana je na slede¢em dijagramu. Pored toga primjenom izraza (4.21) za vezu
skalarne varijable ostecenja i koeficijenta tecenja moguce je izraCunati kriti¢nu vrijednost ove
varijable i ona iznosi 0,34/(1+ 0,34)=0,25.

0,2

0,1

y =0,1045x + 2E-05

6 (MPa)

Slika 5.6 Veza izmedu napona u vrhu prsline i sile u sredini grede

5.1.3 Uticaj mreZe konac¢nih elemenata na prorac¢un napona u vrhu prsline

Da bi se provjerilo koliki uticaj na proracun napona ima gustina mreze kona¢nih elemenata
kao i tip konacnog elementa u tabeli 5.5 se za slu¢aj statiCkog testa pri maksimalnoj
vrijednosti sile od 920N ocitavala vrijednost napona u vrhu prsline dobijena u Abaqus-u.

Tabela 5.5 Uticaj gustine mreze i tipa konaénog elementa na rezultate

Broj elemenata napon u vrhu prsline (MPa) tip konacnog elemetna
2866 7,5 CPS3-trougaoni
17116 8,8 CPS3-trougaoni
69092 12,3 CPS3-trougaoni

271578 16,8 CPS3-trougaoni
10144 8,0 CPS4R-cetverougaoni
41608 11,0 CPS4R-cetverougaoni

74



Modeliranje u Abaqus-u je analizirano kao slu¢aj ravnog stanja napona na elasti¢cnom modelu
koji zahtjeva poznavanje dvije materijalne konstante: Modul elasti¢nosti i Poasonov
koeficijent. Razmatrani su standardni trougaoni i ¢etvorougaoni konac¢ni elementi iz Abaqus-
ove palete. Posto se na modelu grede razmatra prvi mod otvaranja prsline kao rezultat ocitava
se napon upravan na prslinu i to kao vrijednost sa pragom osrednjavanja od 75%. Zbog
singularnosti vrha prsline potrebno je i rezultate koji se ocitavaju u Abaqusu pazljivo
posmatrati. Naime konacni elementi u Abaqusu imaju definisane tacke integracije u kojima se
racunaju Vvrijednosti napona, deformacija ili nekih drugih varijabli. Nakon dobijanja rezultata
za dalje vizuelno prikazivanje rezultata sprovodi se ekstrapolacija izmedu ovih tacaka kako bi
se doslo do rezultata u ¢vorovima elemenata. NumeriCka interpolacija i ekstrapolacija su
pojmovi iz numericke matematike koji se primjenjuju na nekom skupu tacaka za koje je
potrebno analiticki definisati funkciju s tim da je ekstrapolacija nesto komplikovanija
procedura. Red ekstrapolacije u Abaqus-u zavisi od tipa kona¢nog elementa pa se Koriste
linearna i ekstrapolacija drugog reda. Vrijednosti napona i deformacija su tenzorske veli¢ine
koje su ekstrapolirane u ¢vorovima pa je njithova konverzija u skalarne virjednosti moze
uraditi prije i poslije osrednjavanja vrijednosti. U Abaqus-u se koristi najée$ée konverzija
prije osrednjavanja pa se tako za svaki ¢vor elementa dobija ekstrapolirana skalarna vrijednost
a onda se sraCuna srednja vrijednost u ¢vorovima mreze. Kod ovoga nac¢ina se moze definisati
1 prag osrednjavanja koji se procentualno izrazava. Ako je relativna razlika izmedu vrijednosti
koje se sabiraju u jednom ¢voru veta onda nema osrednjavanja rezultata [89]. Prag
osrednjavanja kontroliSe osrednjavanje susjednih elemenata i za vrijednost od 0% nema
osrednjavanja dok za vrijednost 100% su svi rezultati osrednjeni. Sto je visi prag
osrednjavanja to se dobijaju ujednaceni rezultati bez diskontinuiteta. U narednoj tabeli 5.6 su
prikazani rezultati napona u vrhu prsline za istu silu kao iz tabele 5.5 ali sa variranjem praga
osrednjavanja i tipa ekstrapolacije. Pri ovoj analizi se koristi 17116 trougaonih konaénih
elemenata sa Sest stepeni slobode pomjeranja CPS3.

Tabela 5.6 Uticaj praga osrednjavanja i reda ekstrapolacije na rezultate napona u vrhu prsline
u Abaqus-u

Stepen osrednjavanja (%) napon u vrhu prsline (MPa)
0% i linearna ektrapolacija 11,00
75% i linearna ekstrapolacija 8,80
100% i linearna ekstrapolacija 8,80
0% i ekstrapolacija drugog reda 16,15
75% i ekstrapolacija drugog reda 14,32
100% i ekstrapolacija drugog reda 14,32

Na slici 5.7 prikazana je greda sa mrezom kona¢nih elemenata a na slikama 5.8, 5.9 i 5.10
prikazani rezultati za napone u vrhu prsline.
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Slika 5.7 Greda sa mrezom kona¢nih elemenata

S, S11
(Avg: 75%)
+8.800e+00
- +7.519e+00
+6.239e+00
+4.958e+00
+3.678e+00
+2.398e+00
+1.117e+00
-1.634e-01
-1.444e+00
-2.724e+00
- -4.005e+00
- -5.285e+00
-6.566e+00

Slika 5.8 Slika napona u gredi pri maksimalnoj sili iz statickog testa

S, S11

(Avg: 0%)
+1.101e+01
+9.456e+00
+7.900e+00
+6.343e+00
+4.787e+00
+3.230e+00
+1.674e+00
+1.171e-01
-1.439e+00

-2.996e+00
-4.552e+00
-6.109e+00
-7.665e+00

Slika 5.9 Slika napona u vrhu prsline pri osrednjavanju od 0%-linearna ekstrapolacija
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S, S11

(Avg: 100%)
+8.800e+00
+7.519e+00
+6.239e+00
+4.958e+00
+3.678e+00
+2.398e+00
+1.117e+00
-1.634e-01
-1.444e+00

-2.724e+00
-4.005e+00
-5.285e+00
-6.566e+00

Slika 5.10 Slika napona u vrhu prsline pri osrednjavanju od 100%-linearna ekstrapolacija

Vrijednost napona dobijena preko formule iz otpornosti materijala pri primjeni redukovane
visine poprecnog presjeka na mjestu prsline iznosi,

0 =2=55MPa
w
PS
-2 5.7
M= (5.7)
_ B(D - ao)z

6

pa moze posluziti orjentaciju kod odredivanja veli¢ine napona prema tabeli 5.4. Kao $to se
vidi vrijednost napona u vrhu prsline se ne mijenja znatno sa promjenom tipa kona¢nog
elementa iz Abaqus-ove baze ali zato gustina mreZe igra vaznu ulogu u definisanju napona.
Pored toga stepen osrednjavanja od 0% daje neSto vec¢e napone ali 1 vece diskontinuitete.
Ekstrapolacija drugog reda daje veée vrijednosti napona ali i duze vrijeme racunanja isto kao i
povecanje gustine mreze. Vrh prsline je modeliran kao §to je to uradeno u eksperimentu tj. vrh
ima nagib od 60° (slika 5.7). Naime pokazalo se da varijacija rezultata napona u vrhu prsline
koji se dobijaju u Abaqus-u i za druge uglove tj. oblike vrha prsline ista kao na primjeru ove
grede. Na eksperimentalnim analizama se zarez u gredi dobija najce$¢e ubacivanjem tanke
plocice u oplatu prilikom betoniranja pa se vrh prsline oblikuje sa dvije ostre ivice §to je
slu¢aj na slede¢im primjerima. Moze se re¢i da se sve numericki dobijene vrijednosti napona
u vrhu prsline nalaze izmedu vrijednosti dobijene prema otpornosti materijala i beskona¢ne
vrijednosti koju daje mehanika loma. Ako bi se napon ra¢unao pomocu formule iz mehanike
loma onda bi se morao definisati odreden razmak od vrha prsline da bi vrijednost bila
kona¢na. U ovom sluéaju za dobijanje napona prema izrazu (2.11) u iznosu od 8,8MPa
potrebno je usvojiti rastojanje od 1mm jer je napon u vrhu prsline beskonac¢na vrijednost. Na
ovom primjeru se koristi 17116 kona¢nih trougaonih elemenata (slu¢aj ravnog stanja napona -
Plane Stress) sa Sest stepeni slobode pomjeranja i linearna ekstrapolacija sa stepenom
osrednjavanja od 75%, jer se to koristi u Abaqus-u kao preporucena vrijednost [89].
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5.1.4 Propagacija prsline prema Parizovom zakonu

Na ovom primjeru se sprovodi prora¢un propagacije prsline i prema Parizovom zakonu za
koji je neophodno imati eksperimentalne podatke kako bi se odredili koeficijenti C i m.
Vrijednosti ovih koeficijenata su dati u narednoj tabeli 5.7, a Parizov zakon jednac¢inom (5.8).
Da bi se odredio broj ciklusa u zavisnosti od duzine prsline sprovedena je numeri¢ka
integracija jednacine (5.8) upotrebom programa Wolfram Mathematica (slika 5.10) Rezultati
su prikazani u tabeli 5.8.

Tabela 5.7 Koeficijenti za Parizov zakon iz [87]

PraxdPu (%) 87 81 76
m 418 2,31 2,25
C (um/cycle) 0,38 0,33 0,26
m
da _ . (%) (5.8)
dN K¢

E‘or[i =1, i<43, i+s,
K1f = 19.92234926;
€1 =0.00033;
nl=2.31;
P1=501.12;

bl=50;

D1=80;

11 = 320;

agornja = {{40}, {41}, {42}, {43}, {44}, {45}, {46}, {47}, {48}, {49}, {50}, {51}, {52}, {53}, {54}, {55},
{56}, {57}, {58}, {59}, {60}, {61}, {62}, {63}, {64}, {65}, {66}, {67}, {68}, {69}, {70}, {71}, {72}, {73},
{74}, {75}, {76}, {77}, {78}, {79}, {80}};

1
Neoiklus = Round [NIntegrate [

—, {a1, 40, agornjal[i, 111}]]
[&*112,\1'_-_1 a|ll_91_1.ﬂ'.|a;—i‘l4.53a|.;—i 245.114’]‘%]3,25.5“[%]’|] =t
1 | Lenram \ \ \ \az! )

> i

Print[Nciklus] ]

Slika 5.11 Primjer prorac¢una broja ciklusa prema Parizovom zakonu upotrebom softvera
Wolfram Mathematica za slu¢aj 0,81Pmax

78



Tabela 5.8 Rezultati proracuna prema Parizovom zakonu

a(mm) N-87% N-81% N-76%

0 0 0 0
1 13873 9530 14381,2
2 25562 18199 27495,2
3 35373 26068 39429,6
4 43578 33197 50268,6
5 50413 39641 60092,7
6 56086 45455 68978,9
7 60776 50688 77000,6
8 64641 55390 84227,6
9 67813 59607 90726,2
10 70408 63380 96558,9
11 72524 66750 101784
12 74244 69756 106458
13 75637 72431 110630
14 76762 74809 114350
15 77669 76919 117662
16 78398 78789 120606
17 78982 80444 123220
18 79449 81907 125537
19 79823 83199 127591
20 80120 84339 129409
21 80357 85344 131016
22 80545 86229 132436
23 80695 87008 133691
24 80813 87693 134798
25 80907 88296 135775
26 80981 88826 136637
27 81040 89291 137398
28 81087 89701 138068
29 81124 90060 138659
30 81153 90376 139180
31 81176 90654 139639
32 81194 90898 140044
33 81209 91113 140402
34 81220 91302 140717
35 81230 91468 140996
36 81237 91614 141242
37 81243 91743 141459
38 81247 91856 141651
39 81251 91956 141821
40 81254 92044 141971
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5.1.5 Prorac¢un zamora greda prema RDA - duge prsline

Kao $to ve¢ opisano u poglavlju 4.9 proracun broja ciklusa u problemu dugih prslina prema
RDA se racuna kao odnos poznate energije loma prema energiji disipacije koja se dobija iz
povrsine histerezisne petlje a sve je izvedeno u jednacini (4.42). Da bi se broj ciklusa mogao
odrediti potrebno je prije toga definisati zavisnost krutosti i relativne frekvencije od duzine
prsline koje su date u jednac¢inama (4.38) i (4.40). Na ovom primjeru spoljasnja frekvencija
sinusoidnog optere¢enja iznosi 1Hz, dok je sopstvena frekvencija odredena numericki
upotrebom programa Abaqus. Zbog kontrole frekvencije u Abaqus-u prvo je izvrSeno
uporedivanje rezultata sa analitiCkim prora¢unom frekvencije za neostecenu gredu bez prsline
a zatim je izvrSeno modeliranje grede u Abaqus-u. Formula za proracun kruzne frekvencije
neoStecene grede data je izrazom iz dinamike konstrukcija (5.9).

k  [48EI (5.9)
w= |—=
m mS3

Vrijednost sopstvene kruzne frekvencije iznosi 8427,35rad/s dok u Abaqus-u 9209,93rad/s.
Razlika se javlja zbog toga sto je u Abaqus-u greda posmatrana kao problem ravnog stanja
napona i na rezultate dosta utice definisanje konturnih uslova nepokretnih oslonaca na
krajevima grede. Vrijednosti sopstvenih kruznih frekvencija su odredene u nekoliko tacaka
odnosno za nekoliko razli¢itih duzina prsline pri ¢emu je za svaki od ovih slu¢aja izvrseno
modeliranje u Abaqus-u i to na elasticnom modelu, slika 5.12.
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a=40mm

a=45mm

a=55mm

a=79mm

Slika 5.12 Prikaz modela grede za nekoliko duzina prsline prilikom odredivanja sopstvene
frekvencije



U narednoj tabeli su dati rezultati sopstvene i relativne frekvencije koji su odredeni za
nekoliko duzina prsline. Na grafiku ispod je prikazana linearna aproksimacija izmedu
relativne frekvencije i duzine prsline.

Tabela 5.9 Proracun relativne frekvencije

a (mm) o (rad/s) o (rad/s) )
0 9209,93 6,28 0,00068187
40 8550,85 6,28 0,00073443
45 8489,30 6,28 0,00073975
55 8419,60 6,28 0,00074588
79 7552,96 6,28 0,00083146

Kao $to se vidi iz prethodne tabele sa propagagacijom prsline opada krutost grede pa samim i
tim i sopstvena frekvencija dok relativna frekvencija raste. Graficki je to prikazanao na slici
5.13

0,00084

0,00082 y = 3E-06x + 0,0006

0,00080

0,00078
2=}

0,00076

0,00074

0,00072

0,00070

0 20 40 60 80 100
a(mm)

Slika 5.13 Zavisnost relativne frekvencije od duZine prsline

U proracun broja ciklusa prema RDA ulazi i vrijednost ranga napona u vrhu prsline koji se
dobija isto kao u statickom testu primjenom Abaqus-a. Vrijednosti ranga napona su dobijene
kao odgovor elasticnog sistema uslijed djelovanja ranga sile AP=Pmax-Pmin za tri slucaja
gornje amplitudne vrijednosti 0,87Py, 0,81Py i 0,76P,.Vrijednosti ranga napona su 5,29MPa,
4,79MPa i 4,38MPa i te vrijednosti ostaju konstantne u svakom koraku prorac¢una broja
ciklusa, Sto predstavlja simuliranje eksperimenta kod kojeg je uradena kontrola preko sile.
Krutost grede se odreduje kao odnos sile i elasticnog ugiba koji se odreduje uz pomoé
Abaqus-a sa istom mrezom konac¢nih elemenata koja se koristi pri odredivanju napona u vrhu
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prsline. U narednoj tabeli su prikazani rezultati za ugib grede a na osnovu toga aproksimirane

funkcije izmedu ugiba i duzine prsline koje su prikazane na narednoj slici.

Tabela 5.10 Proracun ugiba u zavisnosti od duzine prsline

a (mm) We (mm)
AP=457,92 N AP=501,12 N AP=552,96 N
40 0,0172 0,0188 0,0208
45 0,0216 0,0236 0,0261
50 0,0292 0,0320 0,0353
55 0,0418 0,0458 0,0505
0,060
0,050 y = 1E-04x? - 0,0074x + 0,1601
y = 9E-05x? - 0,0068x + 0,1454
€
£0,030
(<B]
=
0,020
0,010
0,000
0 10 20 30 40 50 60
a(mm)

Slika 5.14 Zavisnost ugiba od duzine prsline

U narednim tabelama su prikazani cijeli proracun broja ciklusa za duge prsline prema RDA.
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Tabela 5.11 Tabelarni prikaz prorac¢una broja ciklusa prema RDA (duge prsline) za slucaj 0,76Py

AP(N) S(mm) B(mm) | D(mm) | E(MPa) Ac(MPa) [0) Ae we(mm) k(@)(N/mm) d(a) R Wve(N/mm) Ge(N/mm) N a=a0+ai(mm)
457,92 320 50 80 31600,00 | 4,38 0,17 0,000138608 0,01288 35552,80 0,000723 | 0,302 | 5,17743E-07 0,0125601 24259 | 41,00
457,92 320 50 80 31600,00 | 4,38 0,17 0,000138608 0,01332 34378,38 0,000726 | 0,302 | 5,02718E-07 0,0125601 24984 | 42,00
457,92 320 50 80 31600,00 | 4,38 0,17 0,000138608 0,01392 32896,55 0,000729 | 0,302 | 4,83036E-07 0,0125601 26002 | 43,00
457,92 320 50 80 31600,00 | 4,38 0,17 0,000138608 0,01468 31193,46 0,000732 | 0,302 | 4,59914E-07 0,0125601 27310 | 44,00
457,92 320 50 80 31600,00 | 4,38 0,17 0,000138608 0,0156 29353,85 0,000735 | 0,302 | 4,34565E-07 0,0125601 28903 | 45,00
457,92 320 50 80 31600,00 | 4,38 0,17 0,000138608 0,01668 2745324 0,000738 | 0,302 | 4,08086E-07 0,0125601 30778 | 46,00
457,92 320 50 80 31600,00 | 4,38 0,17 0,000138608 0,01792 25553,57 0,000741 | 0,302 | 3,81392E-07 0,0125601 32932 | 47,00
457,92 320 50 80 31600,00 | 4,38 0,17 0,000138608 0,01932 23701,86 0,000744 | 0,302 | 3,55187E-07 0,0125601 35362 | 48,00
457,92 320 50 80 31600,00 | 4,38 0,17 0,000138608 0,02088 21931,03 0,000747 | 0,302 | 3,29976E-07 0,0125601 38064 | 49,00
457,92 320 50 80 31600,00 | 4,38 0,17 0,000138608 0,0226 20261,95 0,00075 0,302 | 3,06087E-07 0,0125601 41035 | 50,00
457,92 320 50 80 31600,00 | 4,38 0,17 0,000138608 0,02448 18705,88 0,000753 | 0,302 | 2,8371E-07 0,0125601 44271 | 51,00
457,92 320 50 80 31600,00 | 4,38 0,17 0,000138608 0,02652 17266,97 0,000756 | 0,302 | 2,6293E-07 0,0125601 47770 | 52,00
457,92 320 50 80 31600,00 | 4,38 0,17 0,000138608 0,02872 15944,29 0,000759 | 0,302 | 2,43752E-07 0,0125601 51528 | 53,00
457,92 320 50 80 31600,00 | 4,38 0,17 0,000138608 0,03108 14733,59 0,000762 | 0,302 | 2,26134E-07 0,0125601 55543 | 54,00
457,92 320 50 80 31600,00 | 4,38 0,17 0,000138608 0,0336 13628,57 0,000765 | 0,302 | 2,09997E-07 0,0125601 59811 | 55,00
457,92 320 50 80 31600,00 | 4,38 0,29 0,000138608 0,0486 9422,22 0,00078 0,302 | 1,79726E-07 0,0125601 69885 | 60,00
457,92 320 50 80 31600,00 | 4,38 0,73 0,000138608 0,0906 5054,30 0,00081 0,302 | 1,80062E-07 0,0125601 69754 | 70,00
457,92 320 50 80 31600,00 | 4,38 1,13 0,000138608 0,14208 3222,97 0,000837 | 0,302 | 1,79856E-07 0,0125601 69834 | 79,00
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Tabela 5.12 Tabelarni prikaz prorac¢una broja ciklusa prema RDA (duge prsline) za slucaj 0,81Py

AP(N) S(mm) B(mm) | D(mm) | E(MPa) Ac(MPa) [0) Ae we(mm) k(@)(N/mm) d(a) R Wve(N/mm) Ge(N/mm) N a=a0+ai(mm)
501,12 | 320 50 80 31600,00 | 4,79 0,19 0,000151582 0,01789 28011,18 0,000723 0,284 | 5,27457E-07 0,0125601 | 23813 | 41,00
501,12 | 320 50 80 31600,00 | 4,79 0,19 0,000151582 0,01856 27000,00 0,000726 0,284 | 5,10526E-07 0,0125601 | 24602 | 42,00
501,12 | 320 50 80 31600,00 | 4,79 0,19 0,000151582 0,01941 25817,62 0,000729 0,284 | 4,90186E-07 0,0125601 | 25623 | 43,00
501,12 | 320 50 80 31600,00 | 4,79 0,19 0,000151582 0,02044 24516,63 0,000732 0,284 | 4,674E-07 0,0125601 | 26872 | 44,00
501,12 | 320 50 80 31600,00 | 4,79 0,19 0,000151582 0,02165 23146,42 0,000735 0,284 | 4,43086E-07 0,0125601 | 28347 | 45,00
501,12 | 320 50 80 31600,00 | 4,79 0,19 0,000151582 0,02304 21750,00 0,000738 0,284 | 4,18054E-07 0,0125601 | 30044 | 46,00
501,12 | 320 50 80 31600,00 | 4,79 0,19 0,000151582 0,02461 20362,45 0,000741 0,284 | 3,92976E-07 0,0125601 | 31962 | 47,00
501,12 | 320 50 80 31600,00 | 4,79 0,19 0,000151582 0,02636 19010,62 0,000744 0,284 | 3,68372E-07 0,0125601 | 34096 | 48,00
501,12 | 320 50 80 31600,00 | 4,79 0,19 0,000151582 0,02829 17713,68 0,000747 0,284 | 3,44625E-07 0,0125601 | 36446 | 49,00
501,12 | 320 50 80 31600,00 | 4,79 0,19 0,000151582 0,0304 16484,21 0,00075 0,284 | 3,21993E-07 0,0125601 | 39007 | 50,00
501,12 | 320 50 80 31600,00 | 4,79 0,19 0,000151582 0,03269 15329,46 0,000753 0,284 | 3,00635E-07 0,0125601 | 41779 | 51,00
501,12 | 320 50 80 31600,00 | 4,79 0,19 0,000151582 0,03516 14252,56 0,000756 0,284 | 2,80629E-07 0,0125601 | 44757 | 52,00
501,12 | 320 50 80 31600,00 | 4,79 0,19 0,000151582 0,03781 13253,64 0,000759 0,284 | 2,61996E-07 0,0125601 | 47940 | 53,00
501,12 | 320 50 80 31600,00 | 4,79 0,19 0,000151582 0,04064 12330,71 0,000762 0,284 | 2,44715E-07 0,0125601 | 51326 | 54,00
501,12 | 320 50 80 31600,00 | 4,79 0,19 0,000151582 0,04365 11480,41 0,000765 0,284 | 2,28737E-07 0,0125601 | 54911 | 55,00
501,12 | 320 50 80 31600,00 | 4,79 0,19 0,000151582 0,04684 10698,55 0,000768 0,284 | 2,13995E-07 0,0125601 | 58694 | 56,00
501,12 | 320 50 80 31600,00 | 4,79 0,19 0,000151582 0,05021 9980,48 0,000771 0,284 | 2,00412E-07 0,0125601 | 62672 | 57,00
501,12 | 320 50 80 31600,00 | 4,79 0,28 0,000151582 0,0614 8161,56 0,00078 0,284 | 1,9289E-07 0,0125601 | 65115 | 60,00
501,12 | 320 50 80 31600,00 4,79 0,89 0,000151582 0,14165 3537,73 0,000825 0,284 | 1,92808E-07 0,0125601 65143 | 75,00
501,12 | 320 50 80 31600,00 4,79 1,06 0,000151582 0,16989 2949,67 0,000837 0,284 | 1,93756E-07 0,0125601 64824 | 79,00
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Tabela 5.13 Tabelarni prikaz prorac¢una broja ciklusa RDA (duge prsline) za slucaj 0,87Py

AP(N) S(mm) B(mm) | D(mm) | E (MPa) Ac(MPa) [0) Ae we(mm) k(@)(N/mm) d(a) R Wve(N/mm) Ge(N/mm) N a=a0+ai(mm)
552,96 | 320 50 80 31600,00 | 5,29 0,21 0,000167405 0,0248 22296,77 0,000723 | 0,264 | 5,59007E-07 0,0125601 | 22469 | 41,00
552,96 | 320 50 80 31600,00 | 5,29 0,21 0,000167405 0,0257 21515,95 0,000726 | 0,264 | 5,41669E-07 0,0125601 | 23188 | 42,00
552,96 | 320 50 80 31600,00 | 5,29 0,21 0,000167405 0,0268 20632,84 0,000729 | 0,264 | 5,21583E-07 0,0125601 | 24081 | 43,00
552,96 | 320 50 80 31600,00 | 5,29 0,21 0,000167405 0,0281 19678,29 0,000732 | 0,264 | 4,995E-07 0,0125601 | 25145 | 44,00
552,96 | 320 50 80 31600,00 | 5,29 0,21 0,000167405 0,0296 18681,08 0,000735 | 0,264 | 4,76131E-07 0,0125601 | 26380 | 45,00
552,96 | 320 50 80 31600,00 | 5,29 0,21 0,000167405 0,0313 17666,45 0,000738 | 0,264 | 4,52108E-07 0,0125601 | 27781 | 46,00
552,96 | 320 50 80 31600,00 | 5,29 0,21 0,000167405 0,0332 16655,42 0,000741 | 0,264 | 4,27967E-07 0,0125601 | 29348 | 47,00
552,96 | 320 50 80 31600,00 | 5,29 0,21 0,000167405 0,0353 15664,59 0,000744 | 0,264 | 4,04137E-07 0,0125601 | 31079 | 48,00
552,96 | 320 50 80 31600,00 | 5,29 11 0,000167405 0,1321 4185,92 0,00081 0,264 | 3,56375E-07 0,0125601 | 35244 | 70,00
552,96 | 320 50 80 31600,00 | 5,29 15 0,000167405 0,1996 2770,34 0,000837 | 0,264 | 3,45407E-07 0,0125601 | 36363 | 79,00
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Oblast nestabilne propagacije prslina koja nastupa pred lom grede se pojavljuje kada duzina
prsline postane kriticna je opisana samo u nekoliko tacaka podizanjem koeficijenta tecenja
kao $to je to ve¢ opisano u poglavlju 4.9.

5.1.6 Prorac¢un zamora greda prema RDA - kratke prsline

Kao $to je ve¢ opisano u poglavlju 4.10 prethodno opisani postupak za propagaciju dugih
prslina prema RDA je potrebno modifikovati da bi se mogao primijeniti kod analize kratkih
prslina. Pokazalo se da povecanje ranga napona u zoni kratkih prslina priblizava RDA krive
eksperimentalnim, a $to i jeste u skladu sa Kitagawa i Takahashi dijagramom prikazanim na
slici 4.8. Za linearnu aproksimaciju ranga napona u ovoj oblasti potrebno je poznavati dvije
taCke. S obzirom da je donji prag Zilavosti betona nedovoljno istrazena oblast i da je to tesko
pretpostavljati ovdje se pretpostavlja duzina prsline od 10mm kao grani¢na vrijednosti izmedu
dugih i kratkih prslina.

Tabela 5.14 Rang napona za oblast kratkih prslina

a (mm) Ac(MPa)
AP=457,92N AP=501,12N AP=552, 96N
0 8,80 8.80 8,80 Napon u vrhu prsline iz
statickog testa
10 4,38 479 5.29 Rang napona za zonu
dugih prslina

U narednoj tabeli je prikazan prorac¢un u oblasti kratkih prslina za sluc¢aj 0,76Pu a za ostale
slucajeve se proracun sprovodi analogno.
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Tabela 5.15 Tabelarni prikaz prorac¢una broja ciklusa prema RDA (kratke prsline) za slu¢aj 0,76Py

AP (N) | S(mm) | B(mm) | D(mm) | E (MPa) Ac(MPa) [0) Ae we(mm) k(@)(N/mm) d(a) R Wve(N/mm) Ge(N/mm) N a=a0+ai(mm)
457,92 | 320 50 80 31600,00 | 8,80 0,17 0,000278481 | 0,0126 36342,86 0,00072 0,302 | 2,12751E-06 | 0,0125601 | 5904 40,00
457,92 | 320 50 80 31600,00 | 8,76 0,17 0,000277082 | 0,0126208 | 36282,96 0,0007203 | 0,302 | 2,10359E-06 | 0,0125601 | 5971 40,10
457,92 | 320 50 80 31600,00 | 8,58 0,17 0,000271487 | 0,01272 36000,00 0,0007215 | 0,302 | 2,00709E-06 | 0,0125601 | 6258 40,50
457,92 | 320 50 80 31600,00 | 8,40 0,17 0,000265892 | 0,0128448 | 35650,22 0,0007227 | 0,302 | 1,90968E-06 | 0,0125601 | 6577 40,90
457,92 | 320 50 80 31600,00 | 8,23 0,17 0,000260297 | 0,0129952 | 35237,63 0,0007239 | 0,302 | 1,81198E-06 | 0,0125601 | 6932 41,30
457,92 | 320 50 80 31600,00 | 8,05 0,17 0,000254703 | 0,0131712 | 34766,76 0,0007251 | 0,302 | 1,71458E-06 | 0,0125601 | 7326 41,70
457,92 | 320 50 80 31600,00 | 7,87 0,17 0,000249108 | 0,0133728 | 34242,64 0,0007263 | 0,302 | 1,61802E-06 | 0,0125601 | 7763 42,10
457,92 | 320 50 80 31600,00 | 7,70 0,17 0,000243513 | 0,0136 33670,59 0,0007275 | 0,302 | 1,52284E-06 | 0,0125601 | 8248 42,50
457,92 | 320 50 80 31600,00 | 7,52 0,17 0,000237918 | 0,0138528 | 33056,13 0,0007287 | 0,302 | 1,42949E-06 | 0,0125601 | 8786 42,90
457,92 | 320 50 80 31600,00 | 7,34 0,17 0,000232323 | 0,0141312 | 32404,89 0,0007299 | 0,302 | 1,3384E-06 0,0125601 | 9384 43,30
457,92 | 320 50 80 31600,00 | 7,16 0,17 0,000226728 | 0,0144352 | 31722,46 0,0007311 | 0,302 | 1,24992E-06 | 0,0125601 10049 | 43,70
457,92 | 320 50 80 31600,00 | 6,99 0,17 0,000221133 | 0,0147648 | 31014,30 0,0007323 | 0,302 | 1,16436E-06 | 0,0125601 10787 | 44,10
457,92 | 320 50 80 31600,00 | 6,81 0,17 0,000215538 | 0,01512 30285,71 0,0007335 | 0,302 | 1,08197E-06 | 0,0125601 11609 | 44,50
457,92 | 320 50 80 31600,00 | 6,63 0,17 0,000209943 | 0,0155008 | 29541,70 0,0007347 | 0,302 | 1,00294E-06 | 0,0125601 12523 | 44,90
457,92 | 320 50 80 31600,00 | 6,46 0,17 0,000204348 | 0,0159072 | 28786,96 0,0007359 | 0,302 | 9,27436E-07 | 0,0125601 13543 | 45,30
457,92 | 320 50 80 31600,00 | 6,28 0,17 0,000198753 | 0,0163392 | 28025,85 0,0007371 | 0,302 | 8,55542E-07 | 0,0125601 14681 | 45,70
457,92 | 320 50 80 31600,00 | 6,10 0,17 0,000193158 | 0,0167968 | 27262,34 0,0007383 | 0,302 | 7,87318E-07 | 0,0125601 15953 | 46,10
457,92 | 320 50 80 31600,00 | 5,93 0,17 0,000187563 | 0,01728 26500,00 0,0007395 | 0,302 | 7,22783E-07 | 0,0125601 17377 | 46,50
457,92 | 320 50 80 31600,00 | 5,75 0,17 0,000181968 | 0,0177888 | 25742,04 0,0007407 | 0,302 | 6,61919E-07 0,0125601 18975 46,90
457,92 | 320 50 80 31600,00 | 5,57 0,17 0,000176373 | 0,0183232 | 24991,27 0,0007419 | 0,302 | 6,04683E-07 0,0125601 20771 47,30
457,92 | 320 50 80 31600,00 | 5,40 0,17 0,000170778 | 0,0188832 | 24250,13 0,0007431 | 0,302 | 5,51005E-07 0,0125601 22795 47,70
457,92 | 320 50 80 31600,00 | 5,22 0,17 0,000165184 | 0,0194688 | 23520,71 0,0007443 | 0,302 | 5,00795E-07 0,0125601 25080 48,10
457,92 | 320 50 80 31600,00 | 5,04 0,17 0,000159589 | 0,02008 22804,78 0,0007455 | 0,302 | 4,53947E-07 0,0125601 27669 48,50
457,92 | 320 50 80 31600,00 | 4,87 0,17 0,000153994 | 0,0207168 | 22103,80 0,0007467 | 0,302 | 4,10343E-07 0,0125601 30609 48,90
457,92 | 320 50 80 31600,00 | 4,69 0,17 0,000148399 | 0,0213792 | 21418,95 0,0007479 | 0,302 | 3,69854E-07 0,0125601 33960 49,30
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5.1.7 Primjena reoloSko-dinami¢kog modula na Parizov zakon

Ovdje se dalje prikazuje proracun duzine malih prslina u zavisnosti od broja ciklusa prema
prikazanoj teoriji iz jednacine (4.44) [86] pri ¢emu se modul elasti¢nosti zamjenjuje sa RDA
modulom. Brzina oslobadanja energije deformacije se dobija pomocu jednacina (2.11) i (2.21)
pa se dobija sledeci izraz,

AG. = 1 3APS
I~ E,2BD?

2 3

—_ ma [1 09— 1,73 ( ) +8,20 (%) ~ 14,18 (%) +14,57 (%)4] (5.10)

Posto je promjena relativne frekvencije minimalna ovdje se usvaja konstantna vrijednost
0,0007. Ostale vrijednosti ulaznih parametara se preuzimaju kao u slucaju proracuna velikih
prslina osim zilavosti betona na granici izmedu malih i velikih prslina za koji se ispituje
nekoliko vrijednosti i time se potvrduje vaznost ovog parametra u propagaciji kratkih prslina
betona. Na slici 5.15 date su tri razli¢ite vrijednosti donjeg praga zilavosti koje se uporeduju
sa rezultatima u slucaju amplitude 0,76Py.

0,76 x Pu
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30 —a—male prsline
Kth=1,6
25 male prsline
£ Kth=1,9
£ 20
(4]
15
10
5 -‘...r'
0
0 20000 40000 60000 80000
N

Slika 5.15 Propagacija kratkih prslina u zavisnosti od donjeg praga Zilavosti

Kao $to se vidi na prethodnoj slici najbolji rezultati se postizu za vrijednost donjeg praga
zilavosti 1,6 N/mm? Ymm pa se ta vrijednost koristi u daljem proradunu. Na sledecoj slici 5.15
je prikazan primjer numericke integracije jednaine (4.44) upotrebom softvera Wolfram
Matematica. Rezultati prora¢una su dati na dijagramima u 5.1.8 pri ¢emu su oznaceni kao
Mod. Parizov zakon — Zona 1.
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Eth=1.6;

GEf =0.0126;
sigmat = 4.2;
Emodul = 31 600

dzrno = 2.5;

Pl = 457.92;
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Slika 5.16 Proracun broja ciklusa za vrijednost gornje amplitude sile 0,76Pu u oblasti kratkih

prslina primjenom Wolfram Matematica
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5.1.8 Rezultati

Na narednim slikama su prikazani svi rezultati ispitivanja problema zamora zajedno sa
Parizovim zakonom i RDA teorijom ukljucujuci propagaciju kratkih prslina. Dijagrami
(duzina prsline-broj ciklusa optere¢enja) su dobijeni tako §to je za konstantne vrijednosti
ranga sile (napona) izracunat odgovarajuci broj ciklusa za odgovarajuée duzine prsline.

0,76 x Pu
45 -
—o—RDA Zona 213
40 —o—Test 3
3 Parizov zakon
30 .
——Mod. Parizov +
25 zakon - Zona 1
€ RDA Zona 1
£ 20 Lo
©

0 20000 40000 60000 80000
N - broj ciklusa opterecenja

Slika 5.17 Duzina prsline — broj ciklusa za vrijednost gornje amplitude sile 0,76P,
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Slika 5.18 Duzina prsline — broj ciklusa za vrijednost gornje amplitude sile 0,81P,

a (mm)
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Slika 5.19 Duzina prsline — broj ciklusa za vrijednost gornje amplitude sile 0,87P,
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Na prethodnim slikama se moze vidjeti da se oblast kratkih i dugih prslina dobro moze opisati
pomoc¢u RDA teorije te da se Zona 2 RDA teorije za sva tri slu¢aja amplitudne sile dobro
slaze sa eksperimentalnim mjerenjima, iako je matematicki gledano oblik funkcije drugaciji u
odnosu na Parizov zakon. Parizov zakon lezi dosta nize §to je sigurno posljedica usvojenih
koeficijenata C i m. Isto tako se pokazuje da se oblast kratkih prslina moZe veoma dobro
opisati prema RDA tj. ako se model koji se koristi za stabilnu propagaciju prsline modifikuje
preko ranga napona. Na narednom dijagramu je dat prikaz rezultata pomoc¢u Parizovog
zakona na ¢itavom opsegu faktora intenziteta napona pa se vidi da njegova primjena na
betonu zahtjeva uvodenje korektivnih faktora sto i jeste pokusaj vecine autora.

45

Parizov zakon-0,87P
40

35 Parizov zakon-0,81P

30 Parizov zakon-0,76P

0 20000 40000 60000 80000 100000 120000 140000 160000
N

Slika 5.20 Rezultati Parizovog zakona

Generalno posmatrano kod RDA teorije kao i kod Parizovog zakona je problem odrediti
trenutak kada prslina postaje opasna odnosno kada Parizov zakon prestaje da vazi a RDA
teorija prelazi u trecu krivu koja vodi prema lomu. Jedna procjena bi se mogla dati pomocu
faktora intenziteta napona tako $to se za konstantnu vrijednost ranga sile trazi vrijednost
duzine prsline tako da se faktor intenziteta napona poklopi sa Zilavosti. Na ovaj nacin
vrijednosti duzina prslina se dobijaju za prethodne dijagrame 0,76Py - 13,22mm, 0,81P, -
11,44mm i 0,87Py - 9,44mm §to ima priblizno dobro slaganje sa eksperimentom i RDA
teorijom pogotovo u sluc¢aju 0,76Py i 0,87Py.
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5.2 Propagacija prsline u betonskoj gredi dimenzija S/D=8,9

Na ovom primjeru je izvrSen prorac¢un propragacije prsline za gredu dimenzija S/D=8,9.
Eksperimentalni podaci za gredu su prikazani u radu od Baluch M. H. i ostali [90]. Sproveden
je proracun broja ciklusa samo po RDA teoriji i to na isti nac¢in kao u prethodnom primjeru.
Greda ima raspon 1360mm, Sirine 51mm i visine 152mm. Pocetna vrijednost prsline iznosi
75mm. Cvrstoéa betona je izratunata na betonskim cilindrima 76x152,4mm i iznosi 27,6MPa.
Na osnovu poznate ¢vrstoée cilindra izracunaju se vrijednosti za modul elasti¢nosti i ¢vrstocu
zatezanja betona prema slede¢im jednacinama iz propisa ACI 318 [91] i pri tome se mora
voditi racuna o jedinicama koje se unose u psi.

fi =6-4/f. [psi]l =2,62MPa (5.11)

E = 57000 -.\/f. [psi] = 24865MPa

Rang sile kojim je greda optere¢ena u sredini je 270N dok se za odnos amplitudnih vrijednosti
dobija R=Pmin/Pmax=30/300=0,1. Poasonov koeficijent potreban za proracun u Abaqus-u je
usvojen 0,2. U radu [90] je data zilavost Kic=36,68N/mm®? §to primjenom jednadine (2.24)
daje energiju loma u iznosu od 0,054N/mm koja se dalje koristi kod proracuna broja ciklusa.
Posto je u radu [90] data i maksimalna veli¢ina zrna agregata od 2,36mm sprovodi se i
prora¢un energije loma prema izrazu (2.31) pa se dobija vrijednost 0,043N/mm, dok
primjenom jednacine (5.1) za proracun energije loma ulaze ¢vrstoc¢a na pritisak, ¢vrstoc¢a na
zatezanje kao i modul elasti¢nosti pa se vrijednost energije loma dobija 0,029N/mm.

Napon u vrhu prsline se dobijaju primjenom softvera Abaqus na isti na¢in kao u prethodnom
primjeru. Broj trougaonih kona¢nih elemenata sa Sest stepeni slobode pomjeranja iznosi
19024. Za vrijednost ranga sile od 270N se dobija rang napona 6,76MPa. Pocetna vrijednost
koeficijenta teCenja Se dobija primjenom izraza (4.41) tj. 0,022x6,76=0,15. Koeficijent
Ke =0,022 se odreduje analogno kao u prethodnom primjeru na pritisnutim betonskim
cilindrima.

Frekvencija spolja$njeg opterecenja grede je 0,5Hz dok su sopstvene frekvencije analogno
prethodnom primjeru odredene numericki primjenom programa Abaqus. Na sljedecem
dijagramu je prikazana vrijednost relativne frekvencije za slu¢aj neosteéene grede kao i za
vrijednosti duzina prsline 75mm i 100mm kao i funkcija ugiba i duzine prsline koja je
odredena analogno prethodnom primjeru, tj. upotrebom softvera Abaqus. U narednim
tabelama je prikazan prora¢un broja ciklusa za kratke i duge prsline prema RDA. Kod
prorac¢una kratkih prslina se pretpostavlja kriti¢na duzina prsline u iznosu od 4mm.
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Slika 5.21 Zavisnost relativne frekvencije od duzine prsline
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Slika 5.22 Zavisnost ugiba od duzine prsline pri konstantnom rangu sile
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Tabela 5.16 Tabelarni prikaz proracuna broja ciklusa prema RDA (duge prsline)

AP(N) | S(mm) B(mm) | D(mm) | E(MPa) Ac(MPa) [0) Ae we(mm) k(@)(N/mm) d(a) R Wve(N/mm) Ge(N/mm) N a=a0+ai(mm)
270 1360 51 152 24865,00 | 6,76 0,154506 | 0,000271868 0,10952 2465,30 0,00562 | 0,1 1,73579E-06 0,054 31110 76,00
270 1360 51 152 24865,00 | 6,76 0,154506 | 0,000271868 0,11143 2423,05 0,00569 | 0,1 1,72729E-06 0,054 31263 77,00
270 1360 51 152 24865,00 | 6,76 0,154506 | 0,000271868 0,11348 2379,27 0,00576 | 0,1 1,71695E-06 0,054 31451 78,00
270 1360 51 152 24865,00 | 6,76 0,154506 | 0,000271868 0,11567 2334,23 0,00583 | 0,1 1,70491E-06 0,054 31673 79,00
270 1360 51 152 24865,00 | 6,76 0,154506 | 0,000271868 0,118 2288,14 0,0059 01 1,69131E-06 0,054 31928 80,00
270 1360 51 152 24865,00 | 6,76 0,154506 | 0,000271868 0,12047 2241,22 0,00597 | 0,1 1,67629E-06 0,054 32214 81,00
270 1360 51 152 24865,00 | 6,76 0,154506 | 0,000271868 0,12308 2193,70 0,00604 | 0,1 1,65998E-06 0,054 32531 82,00
270 1360 51 152 24865,00 | 6,76 0,154506 | 0,000271868 0,12583 2145,75 0,00611 | 0,1 1,64252E-06 0,054 32876 83,00
270 1360 51 152 24865,00 | 6,76 0,154506 | 0,000271868 0,12872 2097,58 0,00618 | 0,1 1,62404E-06 0,054 33250 84,00
270 1360 51 152 24865,00 | 6,76 0,154506 | 0,000271868 0,13175 2049,34 0,00625 | 0,1 1,60466E-06 0,054 33652 85,00
270 1360 51 152 24865,00 | 6,76 0,154506 | 0,000271868 0,13492 2001,19 0,00632 | 0,1 1,58451E-06 0,054 34080 86,00
270 1360 51 152 24865,00 | 6,76 0,154506 | 0,000271868 0,13823 1953,27 0,00639 | 0,1 1,56369E-06 0,054 34534 87,00
270 1360 51 152 24865,00 | 6,76 0,154506 | 0,000271868 0,14168 1905,70 0,00646 | 0,1 1,54233E-06 0,054 35012 88,00
270 1360 51 152 24865,00 | 6,76 0,154506 | 0,000271868 0,14527 1858,61 0,00653 | 0,1 1,52051E-06 0,054 35514 89,00
270 1360 51 152 24865,00 | 6,76 0,154506 | 0,000271868 0,149 1812,08 0,0066 01 1,49834E-06 0,054 36040 90,00
270 1360 51 152 24865,00 | 6,76 0,154506 | 0,000271868 0,15287 1766,21 0,00667 | 0,1 1,4759E-06 0,054 36588 91,00
270 1360 51 152 24865,00 | 6,76 0,154506 | 0,000271868 0,15688 1721,06 0,00674 | 0,1 1,45326E-06 0,054 37158 92,00
270 1360 51 152 24865,00 | 6,76 0,154506 | 0,000271868 0,16103 1676,71 0,00681 | 0,1 1,43052E-06 0,054 37749 93,00
270 1360 51 152 24865,00 6,76 0,154506 0,000271868 0,16532 1633,20 0,00688 0,1 1,40772E-06 0,054 38360 94,00
270 1360 51 152 24865,00 6,76 0,154506 0,000271868 0,16975 1590,57 0,00695 0,1 1,38493E-06 0,054 38991 95,00
270 1360 51 152 24865,00 6,76 0,154506 0,000271868 0,17432 1548,88 0,00702 0,1 1,3622E-06 0,054 39642 96,00
270 1360 51 152 24865,00 6,76 0,154506 0,000271868 0,17903 1508,13 0,00709 0,1 1,33959E-06 0,054 40311 97,00
270 1360 51 152 24865,00 6,76 0,154506 0,000271868 0,18388 1468,35 0,00716 0,1 1,31714E-06 0,054 40998 98,00
270 1360 51 152 24865,00 6,76 0,154506 0,000271868 0,18887 1429,55 0,00723 0,1 1,29487E-06 0,054 41703 99,00
270 1360 51 152 24865,00 6,76 0,154506 0,000271868 0,194 1391,75 0,0073 0,1 1,27284E-06 0,054 42425 100,00
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Tabela 5.17 Tabelarni prikaz prorac¢una broja ciklusa prema RDA (kratke prsline)

AP(N) | S(mm) | B(mm) | D(mm) | E(MPa) Ac(MPa) [0) Ae we(mm) k(@)(N/mm) d(a) R Wve (N/mm) | G (N/mm) | N a0-+ai(mm)
270 1360 51 152 24865,00 | 17,52 0,154506 | 0,000704605 | 0,10775 2505,80 0,00555 01 1,17032E-05 | 0,054 4614 75,00
270 1360 51 152 24865,00 | 17,25 0,154506 | 0,000693786 | 0,1079207 2501,84 0,005557 | 0,1 1,13429E-05 | 0,054 4761 75,10
270 1360 51 152 24865,00 | 16,18 0,154506 | 0,000650513 | 0,1086175 2485,79 0,005585 | 0,1 9,95801E-06 | 0,054 5423 75,50
270 1360 51 152 24865,00 | 15,10 0,154506 | 0,000607239 | 0,1093367 2469,44 0,005613 | 0,1 8,66335E-06 | 0,054 6233 75,90
270 1360 51 152 24865,00 | 14,02 0,154506 | 0,000563965 | 0,1100783 2452,80 0,005641 | 0,1 7,45928E-06 | 0,054 7239 76,30
270 1360 51 152 24865,00 | 12,95 0,154506 | 0,000520692 | 0,1108423 2435,89 0,005669 | 0,1 6,346E-06 0,054 8509 76,70
270 1360 51 152 24865,00 | 11,87 0,154506 | 0,000477418 | 0,1116287 2418,73 0,005697 | 0,1 5,3236E-06 0,054 10144 77,10
270 1360 51 152 24865,00 | 10,80 0,154506 | 0,000434144 | 0,1124375 2401,33 0,005725 | 0,1 4,39208E-06 | 0,054 12295 77,50
270 1360 51 152 24865,00 | 9,72 0,154506 | 0,000390871 | 0,1132687 2383,71 0,005753 | 0,1 3,55131E-06 | 0,054 15206 77,90
270 1360 51 152 24865,00 | 8,64 0,154506 | 0,000347597 | 0,1141223 2365,88 0,005781 | 0,1 2,80106E-06 | 0,054 19278 78,30
270 1360 51 152 24865,00 | 7,57 0,154506 | 0,000304323 | 0,1149983 2347,86 0,005809 | 0,1 2,14101E-06 | 0,054 25222 78,70
270 1360 51 152 24865,00 | 6,49 0,154506 | 0,00026105 0,1158967 2329,66 0,005837 | 0,1 1,57073E-06 | 0,054 34379 79,10
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Na sljede¢em dijagramu su dati rezultati duzina prsline-broj ciklusa za slucaj opisane grede
prema RDA gdje se vidi veoma dobro poklapanje sa eksperimentalnom krivom.
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95
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.90
£
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©
80 o
""1:_._—0—0——
75
70
65
60
0 10000 20000 30000 40000 50000 60000
N - broj ciklusa opterecenja

Slika 5.23 Duzina prsline-broj ciklusa prema RDA
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5.3 Propagacija prsline u betonskim gredama (S/D=4,5) od normalnog i
mikroarmiranog betona

Na ovom primjeru se prikazuje primjena propagacije prslina prema RDA i to u sluc¢aju greda
dimenzija S/D=4,5 izradenim od normalnog i mikroarmiranog betona. Kod mikroarmiranog
betona se posmatraju tri razli¢ite koli¢ine ugradenih celi¢nih vlakana koji imaju uticaj na
mehani¢ke parametre koji su neophodni ulazni podaci za analizu zamora prema RDA.
Eksperimentalna ispitivanja su data u radu Banjara N.K. i Ramanjaneyulu K. [92] gdje su
sprovedeni staticki testovi i testovi zamora na gredama sa dimenzijama prikazanim na
sledecoj slici 5.24.

3 e S @ |

£ £

5 mm = =

1 o

fl ]{20 mm § =
450 mm S——

100 mm

Slika 5.24 Geometrija ispitanih greda [92]
Materijalne karakteristike ispitanih greda potrebne za dalju analizu su date u sledecoj tabeli,

Tabela 5.18 Materijalne karakteristike betona prema [92]

Mikroarmirani beton sa procentom
o 3 o ¢eli¢nih vlakana
Karakteristike materijala Nearmirani beton
0,5% V 1,0% V 2,0% V
Cvrstoéa na pritisak (MPa) 4470 48,60 49,10 47.20
Cvrtoéa na zatezanje (MPa) 2,97 3,42 3,79 3,45
Modul elasti¢nosti (MPa) 31500 36900 38450 37240
Energija loma (N/mm) 0,126 0,190 0,289 0,425
Pu (N) — staticki test 4850,00 5000,00 5800,00 5100,00

Proracun napona u vrhu prsline kako za slucaj statickog testa tako i za slu¢aj zamora se na
ovom primjeru odreduje prema LEFM tj. primjenom izraza,

o (r) =K, /N2nr

(5.12)

99



pri cemu se za faktor intenziteta napona racuna prema izrazu (2.15), a za napon se uzima
vrijednost koja odgovara rastojanju od vrha prsline u iznosu od 0,3mm jer se za ovu vrijednost
krive iz statickog testa i zamora najviSe priblizavaju eksperimentalnim vrijednostima.

Tabela 5.19 Proracun napona u vrhu prsline

P M On K1 E Gr r 6 ()

(N) | (Nmm) | (MPa) | (MPamm¥?) | (N/mm?) | (N/mm) | (mm) | (MPa)
4850 | 545625 3,27 25,79 31500 0,021 0,3 18,79 ©
5000 | 562500 3,38 26,59 36900 0,019 0,3 19,37 é
5800 | 652500 3,92 30,85 38450 0,025 0,3 22,47 g

5100 | 573750 3,44 27,12 37240 0,020 0,3 19,76
3152,5 | 354656 2,13 16,77 31500 0,009 0,3 12,21 o
3250 | 365625 2,19 17,28 36900 0,008 0,3 12,59 g
3770 | 424125 2,54 20,05 38450 0,010 0,3 14,61 ,"\1‘5

3315 | 372937 2,24 17,63 37240 0,008 0,3 12,84

U narednim tabelama je prikazan proracun za staticki test sila-CMOD prema RDA za slucaj
nearmiranog betona. Prora¢un otvaranja prsline CMOD je dobijen u Abaqus-u i analiti¢ki
primjenom izraza (2.16).

Tabela 5.20 Rac¢unanje sila - CMOD prema RDA za nearmirani beton - uzlazna grana

) ) CMODe CMOD,e | CMODrpa
P(kN) 6/2\;;21& ) 6(LNE/|r:nl\r/|n ) Ke 0 (mm) (mm) (mm)
Abaqus | Analiticki
0,00 0,00 0,00 0,02 0,00 0,0000 0,0000 0,0000
0,48 1,04 1,88 0,02 0,03 0,0013 0,0012 0,0013
0,60 1,30 2,32 0,02 0,04 0,0017 0,0015 0,0016
0,80 1,73 3,10 0,02 0,06 0,0022 0,0020 0,0022
1,00 2,16 3,87 0,02 0,07 0,0028 0,0025 0,0027
2,00 4,32 7,715 0,02 0,14 0,0055 0,0051 0,0058
3,00 6,48 11,62 0,02 0,21 0,0082 0,0076 0,0092
3,15 6,81 12,21 0,02 0,22 0,0087 0,0080 0,0098
4,85 10,48 18,79 0,02 0,34 0,0133 0,0124 0,0165
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Tabela 5.21 Racunanje CMOD grede prema RDA za nearmirani beton - silazna grana

Osot(N/Mm?) | Ke | @soft | CMODg(mm) | CMODgpa soft(Mmm) Psott(KN)
18,79 0,02 | 0,339 0,0165 0,0165 4,85
14,03 0,02 | 0,253 0,0165 0,0222 3,62
15,00 0,02 | 0,271 0,0165 0,0207 3,87
14,79 0,02 | 0,267 0,0165 0,0210 3,82
14,83 0,02 | 0,268 0,0165 0,0210 3,83
14,82 0,02 | 0,267 0,0165 0,0210 3,83
14,83 0,02 | 0,267 0,0165 0,0210 3,83
14,83 0,02 | 0,267 0,0165 0,0210 3,83

Veza izmedu napona u vrhu prsline 1 sile koja djeluje u sredini grede koja je potrebna u
prethodnoj tabeli je prikazana na sledecoj slici,

P(kN)

y = 0,2581x - 7E-16

4 6 8 10 12 14 16
6 (MPa)

18 20

Slika 5.25 Linearna veza sile i napona u vrhu prsline

Kriva sila-CMOD za nearmirani beton prema RDA je prikazana na sledecoj slici.
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Slika 5.26 Sila-CMOD za nearmirani beton prema RDA

Za slucaj ciklickog testa posmatran je rang napona sile 0,2Py, — 0,85Py pri ¢emu je Py
maksimalna vrijednost sile iz statiCkog testa. Frekvencija spoljaSnjeg opterecenja je SHz a na
slikama je prikazana promjena relativne frekvencije i ugiba koji se dobijaju primjenom
Abaqus-a na isti nacin kao u prethodnim primjerima.
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Slika 5.27 Promjena relativne frekvencije sa duzinom prsline
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Slika 5.28 Promjena ugiba sa duzinom prsline

Kao sto se vidi na prethodnom primjeru za betone sa ve¢im modulom elasti¢nosti dobijaju se
vece vrijednosti sopstvene frekvencije a sa tim manje vrijednosti relativne frekvencije.
Promjena elasti¢nog ugiba takode zavisi od modula elasti¢nosti 1 prikazana je na gornjoj slici.
Na slede¢im dijagramima su za Cetiri ispitana betona prikazane eksperimentalne i RDA krive
(duzina prsline - broj ciklusa) koje se dobijaju na isti nac¢in kao u prethodnim primjerima pa se
tabelarni prikazan na ovome primjeru izostavlja. Grani¢na duzina prsline izmedu Zone 1
(kratke prsline) i Zone 2 (duge prsline) iznosi 10mm kod nearmiranog i 0,5V betona, a 15mm
kod 1,0V i 2,0V betona.
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Slika 5.29 Zavisnost duzina prsline-broj ciklusa za nearmirani beton
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Slika 5.30 Zavisnost duzina prsline-broj ciklusa za mikroarmirani beton 0,5V
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Slika 5.31 Zavisnost duzina prsline-broj ciklusa za mikroarmirani beton 1,0V

100

a (mm)

30 { —e—Test
20 ——RDA Zona?2 i3

RDA Zonal

0 5000 10000 15000 20000 25000 30000
N - broj ciklusa opterecenja

Slika 5.32 Zavisnost duzina prsline-broj ciklusa za mikroarmirani beton 2,0V

Kao sto se vidi na prethodnim slikama i kod upotrebe mikroarmiranih betona primjena RDA
teorije je dosta uspjesna. Treba imati na umu da pored svih unaprijed definisanih ulaznih
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parametara slaganje ovih krivih sa eksperimentalnim dosta zavisi od napona u vrhu prsline
koji zavisi od mreze kona¢nih elemenata ili od unaprijed usvojenog rastojanja od vrha prsline
ako se proracun sprovodi prema LEFM.

5.4 Propagacija prsline u gredi od betona visoke ¢vrstoce (S/D=2,5)

Na ovome primjeru se prikazuje propagacija prsline kod grede od betona visoke ¢vrstoée koja
je izlozena cikli¢nom testu savijanja u tri tacke. Greda je bez inicijalne prsline pa je zbog
primjene RDA teorije prilikom proracuna broja ciklusa potrebno usvojiti pocetnu vrijednost
inicijalne prsline sa eksperimentalne krive. Eksperimentalna ispitivanja su sprovedena
laboratoriji gradevinskog fakulteta u Kaiserslauternu (Njemacka) i nisu predmet istrazivanja u
okviru ove disertacije, pa se dobijeni rezultati koriste da bi se verifikovala metoda proracuna
prema RDA, analogno prethodnim primjerima.

Fotogrametrijskim mjerenjem je analizirana propagacija prsline. Upotrebom softvera GOM
Inspect 2017 je izvrSeno mjerenje duzine prsline na slikama koje su dobijene fotogrametrijom.
Kao $to se ocekivalo prslina je nastala u sredini grede. Na slici 5.33 je prikazana prslina u
sredini grede u cikli¢nom testu i to pred stanje loma. Kao §to se vidi duzina prsline pred lom
odgovara polovini visine grede. Na osnovu fotogrametrije odredeni su parovi tacaka duzina
prsline 1 broj ciklusa optereCenja, a vrijednosti izmedu su linearno interpolirane.
Eksperimentalna kriva je prikazana na slici 5.36.

Slika 5.33 Test zamora - Prslina u gredi pred lom dobijena fotogramterijom
Ulazni parametri potrebni za RDA analizu:
dimenzije grede: Sirina 40mm, visina 40mm, duzina 160mm,
razmak oslonaca 100mm,

modul elasti¢nosti 48000MPa,
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Poasonov koeficijent 0,20

gustina betona 2500kg/m?®

¢vrstoca na pritisak 120MPa

maksimalna sila dobijena statickim testom 5,15kN

¢vrstoca na zatezanje dobijena statiCkim testom savijanja 12,06MPa
konstantna vrijednost gornje amplitude u cikli¢nom testu 4,64kN
konstantna vrijednost donje amplitude u ciklicnom testu 0,02kN
frekvencija ciklicnog opterecenja 2Hz

Koeficijent Ke = 0,011

Sa eksperimentalne krive se vidi da je prilikom nanoSenja sile na gredu nastala pocetna
prslina duzine 5mm pa se to dalje usvaja kao inicijalna prslina tj. u Abaqus-u se modelira
greda sa ovom prslinom i trougaonom mrezom konac¢nih elemenata sa Sest stepeni slobode
pomjeranja (veli¢ina KE u Abaqus-u je 1mm). Za pocetni otvor prsline na donjoj strani grede
tj. CMOD se usvaja 1,0mm sto se priblizno slaze sa izmjerenom vrijednosti. Kada se na ovaj
model u Abaqus-u unese rang sile od 4,62kN onda se dobija napon u vrhu prsline u iznosu
19,93MPa koji se dalje koristi kod prorac¢una broja ciklusa opterecenja prema RDA. Ova
vrijednost napona u vrhu prsline odgovara vrijednosti koja se dobija racunanjem preko izraza
(5.12) za rastojanje od vrha prsline u iznosu od 0,6mm.

Energija loma se racuna prema izrazu (2.31) na osnovu maksimalne veli¢ine zrna agregata
koja iznosi 5mm i iznosi 0,131 N/mm.

Naredne slike pokazuju promjenu relativne frekvencije i ugiba u zavisnosti od duzine prsline.
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Slika 5.34 Promjena relativne frekvencije sa duzinom prsline
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Slika 5.35 Promjena ugiba sa duzinom prsline

Proracun prema RDA kao i rezultati su prikazani na narednim stranama.
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Tabela 5.22 Tabelarni prikaz proracuna broja ciklusa prema RDA (duge prsline)

AP(N) | S(mm) | B(mm) | D(mm) | E(MPa) | Ac(MPa) | ¢ Ae we(mm) k@)(N/mm) | 8(a) R Wve(N/mm) Ge(N/mm) | N ai(mm) | a0(mm) | aO+ai(mm)
4615 | 100 40 40 48000,00 | 19,93 0,22 0,000415 | 0,0172 268313,95 | 0,0003024 | 0,0043 | 3,32545E-05 | 0,131 3939 | 1,00 5,00 6,00

4615 | 100 40 40 48000,00 | 19,93 0,22 0,000415 | 0,0178 259269,66 | 0,0003028 | 0,0043 | 3,21761E-05 | 0,131 4071 | 2,00 5,00 7,00

4615 | 100 40 40 48000,00 | 19,93 0,22 0,000415 | 0,0186 248118,28 | 0,0003032 | 0,0043 | 3,08329E-05 | 0,131 4249 | 3,00 5,00 8,00

4615 | 100 40 40 48000,00 | 19,93 0,22 0,000415 | 0,0196 235459,18 | 0,0003036 | 0,0043 | 2,92984E-05 | 0,131 4471 | 4,00 5,00 9,00

4615 | 100 40 40 48000,00 | 19,93 0,22 0,000415 | 0,0208 221875,00 | 0,000304 | 0,0043 | 2,76445E-05 | 0,131 4739 | 5,00 5,00 10,00
4615 | 100 40 40 48000,00 | 19,93 0,22 0,000415 | 0,0222 207882,88 | 0,0003044 | 0,0043 | 2,59352E-05 | 0,131 5051 | 6,00 5,00 11,00
4615 | 100 40 40 48000,00 | 19,93 1 0,000415 | 0,0628 73487,26 0,00031 0,0043 | 2,44488E-05 | 0,131 5358 | 20,00 5,00 25,00
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Tabela 5.23 Tabelarni prikaz prorac¢una broja ciklusa prema RDA (kratke prsline-kriti¢na vrijednost 5Smm)

AP(N) | S(mm) | B(mm) | D(mm) | E(MPa) | Ac(MPa) | ¢ Ae we(mm) k(@)(N/mm) d(a) R Wve(N/mm) | Ge(N/mm) | N ai(mm) | a0(mm) | aO+ai(mm)
4615 | 100 40 40 48000,00 | 22,24 0,22 0,000463 | 0,0168 274702,38 0,000302 0,0043 | 4,23415E-05 | 0,131 3094 | 0,00 5,00 5,00
4615 | 100 40 40 48000,00 | 22,19 0,22 0,000462 | 0,016831 274196,42 0,00030204 | 0,0043 | 4,20937E-05 | 0,131 3112 | 0,10 5,00 5,10
4615 | 100 40 40 48000,00 | 22,01 0,22 0,000458 | 0,016975 271870,40 0,0003022 | 0,0043 | 4,10661E-05 | 0,131 3190 | 0,50 5,00 5,50
4615 | 100 40 40 48000,00 | 21,82 0,22 0,000455 | 0,017151 269080,52 0,00030236 | 0,0043 | 3,9986E-05 | 0,131 3276 | 0,90 5,00 5,90
4615 | 100 40 40 48000,00 | 21,64 0,22 0,000451 | 0,017359 265856,33 0,00030252 | 0,0043 | 3,88611E-05 | 0,131 3371 | 1,30 5,00 6,30
4615 | 100 40 40 48000,00 | 21,45 0,22 0,000447 | 0,017599 262230,81 0,00030268 | 0,0043 | 3,76991E-05 | 0,131 3475 | 1,70 5,00 6,70
4615 | 100 40 40 48000,00 | 21,27 0,22 0,000443 | 0,017871 258239,61 0,00030284 | 0,0043 | 3,65077E-05 | 0,131 3588 | 2,10 5,00 7,10
4615 | 100 40 40 48000,00 | 21,08 0,22 0,000439 | 0,018175 253920,22 0,000303 0,0043 | 3,52945E-05 | 0,131 3712 | 2,50 5,00 7,50
4615 | 100 40 40 48000,00 | 20,90 0,22 0,000435 | 0,018511 249311,22 0,00030316 | 0,0043 | 3,40669E-05 | 0,131 3845 | 2,90 5,00 7,90
4615 | 100 40 40 48000,00 | 20,71 0,22 0,000432 | 0,018879 24445151 0,00030332 | 0,0043 | 3,2832E-05 | 0,131 3990 | 3,30 5,00 8,30
4615 | 100 40 40 48000,00 | 20,53 0,22 0,000428 | 0,019279 239379,64 0,00030348 | 0,0043 | 3,15963E-05 | 0,131 4146 | 3,70 5,00 8,70
4615 | 100 40 40 48000,00 | 20,34 0,22 0,000424 | 0,019711 234133,23 0,00030364 | 0,0043 | 3,03659E-05 | 0,131 4314 | 4,10 5,00 9,10
4615 | 100 40 40 48000,00 | 20,16 0,22 0,00042 | 0,020175 228748,45 0,0003038 | 0,0043 | 2,91463E-05 | 0,131 4495 | 4,50 5,00 9,50
4615 | 100 40 40 48000,00 | 19,97 0,22 0,000416 | 0,020671 223259,64 0,00030396 | 0,0043 | 2,79424E-05 | 0,131 4688 | 4,90 5,00 9,90
4615 | 100 40 40 48000,00 | 19,79 0,22 0,000412 | 0,021199 217698,95 0,00030412 | 0,0043 | 2,67587E-05 | 0,131 4896 | 5,30 5,00 10,30
4615 | 100 40 40 48000,00 | 19,61 0,22 0,000408 | 0,021759 212096,14 0,00030428 | 0,0043 | 2,55988E-05 | 0,131 5117 | 5,70 5,00 10,70
4615 | 100 40 40 48000,00 | 19,42 0,22 0,000405 | 0,022351 206478,46 0,00030444 | 0,0043 | 2,4466E-05 | 0,131 5354 | 6,10 5,00 11,10
4615 | 100 40 40 48000,00 | 19,24 0,22 0,000401 | 0,022975 200870,51 0,0003046 | 0,0043 | 2,33629E-05 | 0,131 5607 | 6,50 5,00 11,50
4615 100 40 40 48000,00 | 19,05 0,22 0,000397 | 0,023631 195294,32 0,00030476 | 0,0043 | 2,22916E-05 | 0,131 5877 | 6,90 5,00 11,90
4615 100 40 40 48000,00 | 18,87 0,22 0,000393 | 0,024319 189769,32 0,00030492 | 0,0043 | 2,12539E-05 | 0,131 6164 | 7,30 5,00 12,30
4615 100 40 40 48000,00 | 18,68 0,22 0,000389 | 0,025039 184312,47 0,00030508 | 0,0043 | 2,02509E-05 | 0,131 6469 | 7,70 5,00 12,70
4615 100 40 40 48000,00 | 18,50 0,22 0,000385 | 0,025791 178938,39 0,00030524 | 0,0043 | 1,92834E-05 | 0,131 6793 | 8,10 5,00 13,10
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Slika 5.36 Duzina prsline-broj ciklusa opterecenja prema eksperimentu i RDA
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5.5 Propagacija prsline u betonskim gredama razlicitih dimenzija (S/D=4,0)

Na ovom primjeru se ispituje zamor prema RDA, ali za slucaj tri grede razli¢itih veli¢ina kod
kojih odnos raspona prema visini iznosi 4. Pored zamora traze se RDA krive iz statickog testa
sila-ugib kao i sila-CMOD pri ¢emu se proracun ra¢unskog napona u vrhu prsline kao i
vrijednosti elasti¢nog ugiba i CMOD racunaju uz pomo¢ izraza iz LEFM. Eksperimentalna
ispitivanja propagacije prsline za tri grede razliCitih dimenzija su sprovedena u radu
Keerthana K. i Kishen J.M.C. [93]. Dimenzije greda su prikazane u tabeli 5.25, a u tabeli 5.24
su date vrijednosti maksimalne sile uz stati¢kog testa kao i vrijednosti energije loma.

Tabela 5.24 Vrijednosti sila iz statiCkog testa i i energije loma prema radu [93]

Greda Pu (kN) Gr(N/mm)

Mala 2,92 0,112
Srednja 4,89 0,241
Velika 8,57 0,240

Cvrstoéa betona iznosi 56,0MPa a modul elasti¢nosti 35305MPa. Kod ispitivanja zamora

koriStena je skokovita promjena ranga napona koja je prikazana na narednoj slici,

frekvencija sile iznosi 1,0Hz.

Tabela 5.25 Dimenzije greda iz rada [93]

a

— ... Pocetna prslina
Greda Visina D(mm) Raspon S(mm) Sirina B(mm) ao(mm)
Mala 75 300 50 15
Srednja 150 600 50 30
Velika 300 1200 50 60
1
I
g " (A
2 It
§ 05 nnm’umumlm ‘ |
()
8
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Slika 5.37 Skokovita promjena ranga opterecenja prilikom zamora prema radu [93]

Proracun broja ciklusa prema RDA je u ovome primjeru sproveden samo za slucaj
maksimalne vrijednosti ranga napona jer je cilj da se pokaze uticaj parametara prema RDA na
dijagrame statike i zamora, a ne uticaj ranga napona i koeficijenta asimetrije opterecenja na
propagaciju prslina. Pored toga ako se posmatraju eksperimentalne krive moze se re¢i da
oblast dugackih prslina pocinje otprilike iznad 1000 ciklusa sto odgovara rangu napona od
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800N. Ukoliko bi se analizirale kratke prsline onda bi bilo potrebno rang napona i koeficijent
asimetrije mijenjati u skladu sa brojem ciklusa i pored toga bi trebalo pretpostaviti granicu
izmedu kratkih i dugih prslina i rang napona povecati prema Kitagawa-Takahashi dijagramu.
Ovo bi bilo dosta komplikovano, a s obzirom da je ve¢ pokazano u prethodnim primjerima
ovdje se ta analiza ne sprovodi.

Slede¢im izrazima se pokazuje postupak prora¢un zamora (zona 2) i statike prema RDA na
ovome primjeru.

Funkcije sila-ugib i sila-CMOD se odreduju prema slede¢im izrazima,

ps3
wg(P, 1) = We(l + (,0) = (M + Wprsline)(l + KEU(r))

(5.13)
CMODg(P,7) = CMOD,(P)(1 + ¢) = CMOD,(P)(1 + Kzo(r))

Pri ¢emu se Wy,;.gine racuna prema izrazu (5.5) a CMOD. prema (2.16). Napon o () se rauna
prema izrazu iz LEFM kao funkcija rastojanja od vrha prsline prema izrazu (5.12), a faktor
intenziteta napona prema (2.15). Koeficijent Ke se racuna analogno primjeru iz poglavlja
5.1.1. i ovdje iznosi 0,033.

Funkcija duzina prsline — broj ciklusa za dugacke prsline se odreduje uz pomo¢ izraza (4.42)
koji sada dobija jos jednu promjenjivu r (rastojanje od vrha prsline).
Gp

AP (Aa(r)\* (1 — R)2 (1 + KzAc(r))? + 6(a)?
7Twe (a)( Ey ) 4 1+ 6(a)?

N(a,r) =

(5.14)

2 5(a)

Proracun relativne frekvencije je sproveden u Abaqus-u analogno prethodnim primjerima a
funkcije su prikazane na sledecoj slici,
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Slika 5.38 Promjena relativne frekvencije sa duzinom prsline

U narednim tabelama su prikazani proracuni ugiba, CMOD i zamora prema RDA samo za
malu gredu, jer se prorac¢un za druge dvije grede sprovodi analogno.
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Tabela 5.26 Prora¢un napona prema LEFM za malu gredu

B(mm) | D(mm) | a(mm) S (mm) P(N) M (Nmm) | K1 (MPamm?) | r(mm) | 6 (N/mm?) prema LEFM
50 75 15 300 50 3750 0,54 0,03 1,25
50 75 15 300 300 22500 3,25 0,03 7,49 Zamor
50 75 15 300 550 41250 5,96 0,03 13,72
50 75 15 300 800 60000 8,66 0,03 19,96
50 75 15 300 0 0 0,00 0,03 0,00
50 75 15 300 200 15000 2,17 0,03 4,99
50 75 15 300 400 30000 4,33 0,03 9,98
50 75 15 300 600 45000 6,50 0,03 14,97 Statika
50 75 15 300 800 60000 8,66 0,03 19,96
50 75 15 300 1000 75000 10,83 0,03 24,95
50 75 15 300 1500 112500 16,25 0,03 37,43
50 75 15 300 2000 150000 21,66 0,03 49,91
50 75 15 300 2920 219000 31,63 0,03 72,86

115




Tabela 5.27 Rac¢unanje ugiba male grede prema RDA - uzlazna grana

P (kN) 6Wh|_(|1:\IF/|\n/]|m2) WE'E(;“I\T) E(NMM) | Ke | o | wroa(mm)
0,00 0,00 0,0000 35305 | 0,033 | 0,00 | 0,000
0,20 4,99 0,0023 35305 | 0,033 | 0,17 | 0,007
0,40 9,98 0,0045 35305 | 0,033 | 0,34 |  0,0061
0,60 14,97 0,0068 35305 | 0,033 | 051 | 0,003
0,80 19,96 0,0091 35305 | 0,033 | 0,68 | 0,015
1,00 24,95 0,0113 35305 | 0,033 | 0,85 | 0,0210
1,50 37,43 0,0170 35305 | 0,033 | 1,27 | 0,0387
2,00 49,91 0,0227 35305 | 0,033 | 1,70 | 0,061
2,92 72,86 0,0331 35305 | 0,033 | 248 | 0,151

Tabela 5.28 Rac¢unanje ugiba male grede prema RDA - silazna grana

Ke Ourhsoft (N/MM?) | @sott = Ke * Gurhsot | Psoft = 0,04* Gumsoft (KN) | WrpA soft (MM)
0,033 72,86 2,4761 2,92 0,1151
0,033 20,96 0,7123 0,84 0,4003
0,033 42,55 1,4461 1,71 0,1972
0,033 29,79 1,0123 1,19 0,2817
0,033 36,21 1,2305 1,45 0,2317
0,033 32,67 1,1101 1,31 0,2568
0,033 34,53 1,1734 1,38 0,2430
0,033 33,52 1,1393 1,34 0,2503
0,033 34,06 1,1575 1,37 0,2463
0,033 33,77 1,1477 1,35 0,2484
0,033 33,93 1,1529 1,36 0,2473

116




Tabela 5.29 Racunanje CMOD male grede prema RDA - uzlazna grana

6 (N/mm?) CMODe (mm) | CMODgpa (mm)
P(kN) Ke ¢
LEFM LEFM
0,00 0,00 0,033 0,00 0,0000 0,0000
0,20 4,99 0,033 0,17 0,0008 0,0009
0,40 9,98 0,033 0,34 0,0016 0,0021
0,60 14,97 0,033 0,51 0,0024 0,0036
0,80 19,96 0,033 0,68 0,0032 0,0054
1,00 24,95 0,033 0,85 0,0040 0,0074
1,50 37,43 0,033 1,27 0,0060 0,0137
2,00 49,91 0,033 1,70 0,0080 0,0216
2,92 72,86 0,033 2,48 0,0117 0,0407
Tabela 5.30 Rac¢unanje CMOD male grede prema RDA - silazna grana
Osort (N/MM?) | Kg | @swft | CMODg (Mm) | CMODRpa soft (MmM) Psoft (KN)
72,86 0,033 | 2,48 0,0407 0,0407 2,92
20,96 0,033 | 0,71 0,0407 0,1414 0,84
42,55 0,033 | 1,45 0,0407 0,0696 1,71
29,79 0,033 | 1,01 0,0407 0,0995 1,19
36,21 0,033 | 1,23 0,0407 0,0819 1,45
32,67 0,033 1,11 0,0407 0,0907 1,31
34,53 0,033 | 1,17 0,0407 0,0858 1,38
33,52 0,033 | 1,14 0,0407 0,0884 1,34
34,06 0,033 | 1,16 0,0407 0,0870 1,37
33,77 0,033 | 1,15 0,0407 0,0878 1,35
33,93 0,033 | 1,15 0,0407 0,0874 1,36
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Tabela 5.31 Tabelarni prikaz prorac¢una broja ciklusa prema RDA za malu gredu

AP (N) | S(mm) | B(mm) | D(mm) | E (MPa) | Ac(MPa) 0] we(mm) | k(a)(N/mm) d(a) R Wve(N/mm) Gr(N/mm) N a/D
800 300 50 75 35305,00 19,96 0,68 | 0,0091 88149,60 0,000615 | 0,2 4,90591E-05 0,112 2283 0,200
800 300 50 75 35305,00 19,96 0,68 | 0,0093 85961,36 0,000616 | 0,2 4,7919E-05 0,112 2337 0,213
800 300 50 75 35305,00 19,96 0,68 | 0,0096 83756,30 0,000617 | 0,2 4,67656E-05 0,112 2395 0,227
800 300 50 75 35305,00 19,96 0,68 | 0,0098 81541,07 0,000618 | 0,2 4,56025E-05 0,112 2456 0,240
800 300 50 75 35305,00 19,96 0,68 | 0,0101 79321,45 0,000619 | 0,2 4,4433E-05 0,112 2521 0,253
800 300 50 75 35305,00 19,96 0,68 | 0,0104 77102,35 0,00062 0,2 4,32597E-05 0,112 2589 0,267
800 300 50 75 35305,00 19,96 0,68 | 0,0107 74887,96 0,000621 | 0,2 4,2085E-05 0,112 2661 0,280
800 300 50 75 35305,00 19,96 0,68 | 0,0110 72681,77 0,000622 | 0,2 4,0911E-05 0,112 2738 0,293
800 300 50 75 35305,00 19,96 0,68 | 0,0113 70486,64 0,000623 | 0,2 3,97392E-05 0,112 2818 0,307
800 300 50 75 35305,00 19,96 0,68 | 0,0117 68304,90 0,000624 | 0,2 3,8571E-05 0,112 2904 0,320
800 300 50 75 35305,00 19,96 0,68 | 0,0121 66138,33 0,000625 | 0,2 3,74074E-05 0,112 2994 0,333
800 300 50 75 35305,00 19,96 0,68 | 0,0125 63988,29 0,000626 | 0,2 3,62492E-05 0,112 3090 0,347
800 300 50 75 35305,00 19,96 0,68 | 0,0129 61855,74 0,000627 | 0,2 3,50971E-05 0,112 3191 0,360
800 300 50 75 35305,00 19,96 0,68 | 0,0134 59741,32 0,000628 | 0,2 3,39515E-05 0,112 3299 0,373
800 300 50 75 35305,00 19,96 0,68 | 0,0139 57645,37 0,000629 | 0,2 3,28125E-05 0,112 3413 0,387
800 300 50 75 35305,00 19,96 0,68 | 0,0144 55568,04 0,00063 0,2 3,16803E-05 0,112 3535 0,400
800 300 50 75 35305,00 19,96 0,68 | 0,0150 53509,30 0,000631 | 0,2 3,0555E-05 0,112 3666 0,413
800 300 50 75 35305,00 19,96 0,68 | 0,0155 51469,05 0,000632 | 0,2 2,94366E-05 0,112 3805 0,427
800 300 50 75 35305,00 19,96 0,68 | 0,0162 49447,16 0,000633 | 0,2 2,83249E-05 0,112 3954 0,440
800 300 50 75 35305,00 19,96 0,68 | 0,0169 47443,50 0,000634 | 0,2 2,72201E-05 0,112 4115 0,453
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Na slede¢im slikama su prikazani rezultati statickog testa i zamora za sve tri grede.
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Kao s$to se pokazalo na prethodnim dijagramima moguca je i primjena analitickih izraza iz

LEFM kod proracuna za static¢ki test i zamor, ali je neophodno pored precizno izmjerenih
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ulaznih parametara definisati i rastojanje od vrha prsline koje se na primjerima ovih greda
kre¢e od 0,02mm-0,03mm.

6 ZAKLJUCAK

Definisanje adekvatnih matematickih modela za simulaciju Sirenja prsline je jedan od
najvaznijih aspekata prilikom procjene pouzdanosti konstrukcija. Parizov zakon je jedan od
najznacajnih matematickih modela koji ima veoma uspje$nu primjenu kod metala. Razni
autori su uvodili razli¢ite modifikacije kod ovog zakona kako bi opisali propagaciju prslina
kod betona. Uloga mehanike loma kao i eksperimentalnih mjerenja je kod primjene Parizovog
zakona veoma bitna. Fenomen veli¢ine grede (size effect) dodatno optere¢uje zamor betona,
pa su neki autori predlozili koeficijente bazirane na eksperimentalnim rezultatima za
rjeSavanje toga problema. Uspjesna primjena RDA teorije kod analize zamora linijski
opterecenih elemenata od celika je pruzila mogucnost za dalja istrazivanja i primjenu RDA
teorije kod zamora betona, Sto je sprovedeno u ovome radu. Pri tome se po prvi put na
sveobuhvatan nac¢in uklju¢uje RDA teorija u mehaniku loma. Reolosko-dinamicka analogija
(RDA) je teorija koja definise kriticna mehani¢ka svojstva viskoelastoplasti¢nih (VEP)
materijala 1 opisana je u mnogobrojnim radovima MilaSinovi¢-a D. D. UspjeSan teorijski
pristup koji je zasnovan na RDA 1 njenim prakticnim aplikacijama dat je u vezi sa VEP
ponasanjem metalnih Sipki pri zatezanju.

U ovome radu se primjena RDA teorije kod propagacije prslina betona sprovodi tako $to se
izvodi jednacina za proracun broja ciklusa optere¢enja u funkciji duzine prsline. Pri tome se
najprije sprovodi analiza dugih prslina, pri ¢emu se polazi od izraza za brzinu oslobadanja
energije kod viskoelasti¢nih materijala, koji je izveden od strane Milasinovica D.D. Svaki
parametar u tome izrazu je podeSen za primjenu kod savijanja greda. Usvajajuéi pretpostavku
da je energija loma konstantna vrijednost, sto je u skladu sa LEFM, odreduje se broj ciklusa
opterec¢enja kao odnos energije loma i brzine oslobadanja energije. Preko izraza za brzinu
oslobadanja energije se u prora¢un uvode tri veoma bitna parametra: krutost, relativna
frekvencija i koeficijent teCenja. Savojna Krutost se izrazava u funkciji duzine prsline, pa se na
taj nain uspostavlja veza sa brojem ciklusa opterecenja. Promjena krutosti se odreduje preko
promjene ugiba u sredini grede koji zavisi od duZine prsline. Promjena ugiba se moze odrediti
numericki, primjenom metode konacnih elemenata na elasticnom modelu grede za slucaj
ravnog stanja napona. Drugi naéin je primjena analitickih izraza iz LEFM, koji su izvedeni
samo za neke standardne slucajeve greda. Funkcija sopstvene frekvencije tj. relativne
frekvencije u zavisnosti od duzine prsline se odreduje primjenom MKE tj. koris¢enjem
softvera Abaqus, tako da se za konstantu vrijednost ranga sile povecava duzina prsline §to
dovodi do slabljenja sistema tj. opadanja sopstvene frekvencije. Koeficijent tecenja je funkcija
vremena i moze se mijenjati prema relaciji iz Evrokoda. Medutim posto je kod posmatranih
primjera trajanje eksperimenata zamora maksimalno jedan dan, onda se za koeficijent tecenja
moze usvojiti konstanta vrijednost, koja se odreduje primjenom linearnog toka prema RDA tj.
vezom sa naponom u vrhu prsline. Lokalni pristup problemu se ostvaruje razmatranjem
napona tj. ranga napona u vrhu prsline koji takode ulazi u izraz za brzinu oslobadanja energije
prema RDA. Za njegovo odredivanje se koristi metoda kona¢nih elemenata MKE tj. elasti¢an
model grede u slucaju ravnog stanja napona ili analiticki izrazi iz LEFM. U prvom slucaju su
rezultati prora¢una napona dosta osjetljivi na gustinu mreZe konacnih elemenata, a u drugom
slucaju na rastojanje od vrha prsline.
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Tacan proracun napona u vrhu prsline takode igra veliku ulogu kod proracuna statickog testa
prema RDA. U ovome radu se prikazuje proracun ulazne i silazne grane dijagrama sila-ugib i
sila-CMOD. Kontrolisano povecéanje sile tj. napona u vrhu prsline dovodi do povecéanja
koeficijenta teCenja jer su povezani linearnim zakonom. Na taj nacin se ugib tj. CMOD prema
RDA udaljava od elasti¢nih vrijednosti tj. pokazuje odstupanje RDA teorije od idealno
elasticnog ostecenog sistema. Na osnovu uzlaznih grana se sprovodio iterativni postupak
relaksacije napona prema RDA i dobijene su opadajuée krive ovih dijagrama koje imaju
solidno poklapanje sa eksperimentalnim krivama. Ono §to se pokazalo kao bitan parametar
koji znacajno utiCe na rezultate statiCkog testa i zamora je odredivanje konstante Kg za
linearnu vezu izmedu napona 1 koeficijenta te€enja. Za odredivanje ove konstante je potrebno
poznavati napon na granici elastinosti. Medutim kako je to u slucaju savijanja greda jako
teSko odrediti, pokazalo se veoma uspjeSnim odredivanje pomocu relacije za pritisnute
betonske cilindre, §to je pokazano u radovima od Milasinovi¢ D. D. Primjena linearnog toka
se pokazala uspjeSnom i za oblast napona koji su ispod granice elasti¢nosti tj. za oblasti jako
malog koeficijenta teCenja, Sto je slucaj posebno u oblasti pocetne propagacije prsline. Kod
prora¢una zamora i statiCkog testa prema RDA je neophodno da se usvoji ista mreza kona¢nih
elemenata odnosno isto rastojanje od vrha prsline pa se time pokazuje vaznost statickog testa
kod ovih proracuna.

Pored propagacije dugih prslina u ovome radu se razmatra i propagacija kratkih prslina prema
RDA. Za razliku od dugih prslina kod ovog prorac¢una se koristi linearno povecéanje ranga
napona u ovoj oblasti i to u skladu sa Kitagawa i Takahashi dijagramom. Za ovu linearnu
interpolaciju je potrebno poznavati kriti¢cnu duzinu prsline ili donji prag zilavosti, kao i
vrijednosti napona u vrhu prsline iz statickog testa. Oblast kratkih prslina je kod betona jo$
uvijek nedovoljno istraZzena oblast pa se pretpostavka kriticne duZine prsline pokazala kao
veoma pogodna za sve sprovedene primjere u radu.

Kod zamora se u trecu oblast nestabilnog razvoja prsline prelazi kada se dostigne gornja
granica zilavosti. Tada nastupa nestabilna propagacija prsline koja veoma brzo vodi kao lomu.
Kod RDA se prelaz u ovu oblast moze sprovesti pove¢avanjem koeficijenta tecenja, Sto je u
prorac¢unu i sprovedeno samo u jednom koraku, kako bi se pokazao koliki uticaj koeficijent
teCenja moZe imati na rezultate.

Opisana metoda u ovom radu se kroz primjere pokazala tacnom, $to se vidi na primjerima
greda sa razli¢itim dimenzijama pa samim tim razli¢itim krutostima, frekvencijama i
naponima. Isto tako pokazana je uspje$na primjena i na mikroarmiranom betonu kao i betonu
visoke ¢vrsto¢e. Matematicki gledano kod zamora prema RDA se broj ciklusa opterecenja,
duzina prsline, rastojanje od vrha prsline kod proraduna ranga napona (ili gustina mreze
konac¢nih elemenata) dovode u jednu relaciju, pod uslovom da je prethodno poznata energija
loma, funkcija ugiba i relativne frekvencije u zavisnosti od duzine prsline. U primjerima je
pokazana i uspje$na primjena reolosko-dinamicke teorije u kombinaciji sa drugim teorijama
na problemima zamora metala ili kod primjene propagacije kratkih prslina preko
modifikovanog Parizovog zakona, pa se time uticaj frekvencije ili koeficijenta teCenja uvode
U razmatranje pomo¢u RDA modula.

Neke znacajne prednosti ove metode proracuna su:

- Primjena metode kona¢nih elemenata na elasticnom modelu grede u slucaju ravnog
stanja naprezanja kod porasta prsline omogucuje odredivanje promjene krutosti sa
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porastom prsline. Na osnovu ovoga upotreba analiti¢kih izraza iz mehanike loma koji
su izvedeni samo za neke standardne sluc¢ajeve nije neophodna.

Za razliku od Parizovog zakona ovdje su u proracun ukljuc¢ene sopstvena frekvencija
kao frekvencija spoljasnjeg opterecenja jer su veoma bitni parametri kod dinamickih
procesa kao $to je zamor.

Za razliku od Parizovog zakona je omoguéeno viskoelasticno ponasanje uvodenjem
koeficijenta teCenja koji je funkcija vremena.

Pomoc¢u napona u vrhu prsline na elasticnom modelu grede u slu¢aju ravnog stanja
naprezanja je ostvaren lokalni karakter problema, pa upotreba mehanike loma nije
neophodna.

Pretpostavka kriticne duzine prsline kao granice izmedu kratkih i dugih prslina je
pogodnija nego odredivanje donjeg praga zilavosti, koji je kod betona ionako
nedovoljno istrazena oblast

Nedostaci metode prorac¢una su:

Metoda prora¢una ne razmatra pravac Sirenja prsline . Ovdje se pretpostavija da
prslina propagira vertikalno od svoje inicijalne vrijednosti.

Osjetljivost rezultata na gustinu mreze kona¢nih elemenata kod proracuna napona ili
na promjenjivu r (rastojanje od vrha prsline), ako se primjenjuju izrazi iz mehanike
loma.

Osjetljivost rezultata na proracun energije loma, za koju kod betona postoje razlicite
prijedlozi bazirani uglavnom na pritisnoj ¢vrsto¢i

Moze se zakljuéiti da primijenjena procedura za prora¢un propagacije prsline ima vrlo
jednostavnu formulaciju bez upotrebe slozenog matematickog aparata. Pored toga, numericki
pristupom ili primjenom LEFM se opisuje lokalni karakter problema, a i vrijeme racunanja je
optimalno.

Moguci pravci za dalja istrazivanja su primjena za slu¢aj zamora ostalih primjera iz mehanike
loma, kao §to su recimo slu¢aj centri¢no zategnute plo¢e sa prslinom u sredini ili simetri¢éno
postavljenom prslinom na oba kraja plocCe, zatim moguénost primjene na nekim drugim
betonskim mjeSavinama sa drugim mehani¢kim parametrima (npr. reciklirani beton) ili
mogucnost primjene kod armiranog betona.
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