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Abstrakt

Ova doktorska disertacija izucava matrice zapisane u blok formi i
sistematizuje postojeca i predstavlja nova tvrdenja o osobinama takvih
matrica, koja se baziraju na ideji generalizovane dijagonalne domi-
nacije. Motivi za ovakva istrazivanja leze pre svega u mogucénosti
primene, i to na sasvim aktuelne probleme ne samo u okviru drugih
oblasti primenjene i numericke linearne algebre, veé¢ i u inzenjerstvu,
medicini, farmaciji, ekologiji, ekonomiji i drugim naukama.

Disertacija je bazirana na dve osnovne ideje:

e poznati rezultati u ,,tackastom” slucaju sluze kao osnova za blok
generalizacije,

e te generalizacije su izvedene na dva razli¢ita nacina.

Pri tome, pomenuta dva nacina generalizacije rezultata na blok
slucaj imaju oba opravdanje za svoje postojanje. U disertaciji su,
stoga, detaljno predstavljena oba, prvi zbog svoje jednostavnije pri-
menljivosti, a drugi zbog obuhvatanja Sire klase matrica na koju ¢e se
rezultati odnositi.

Disertacija je koncipirana na slede¢i nacin:

Prvo poglavlje predstavlja uvod, u kome je dat pregled aktuelnog
stanja u oblasti i objasnjena motivacija za istrazivanja obuhvacena
ovom disetracijom.

Drugo poglavlje predstavlja pregled nekih potklasa klase generali-
zovano dijagonalno dominantnih matrica i to u tackastom slucaju, sa
njihovim osobinama, kao i tehnikama na osnovu kojih se dobijaju do-
bri rezultati. U literaturi su neke od ovih potklasa dobro poznate, na
primer S DD matrice [74], Ostrovski matrice [87], Dasnjic-Zusmanovi¢
matrice [34], al matrice [88], Nekrasov matrice [44], a neke su rela-
tivno novijeg datuma, na primer PH —matrice [68], S—Nekrasov ma-
trice [30] ili { Py, P»}—Nekrasov matrice [29].

Trece poglavlje objasnjava dva moguca tipa blok uopstenja i rasve-
tljava njihov medusobni odnos. Prvi tip blok uopstenja moze se naci,
na primer, u knjizi [108], a drugi, na primer, u [2].

Cetvrto poglavlje predstavlja moguénost primene na ocenu norme
beskonacno inverzne matrice. Najpre je dat pregled rezultata u ,,ta-



ckastom” slucaju, medu kojima znacajan deo predstavljaju autorovi
originalni rezultati [19] i [27], a zatim je razmatran blok slucaj, u kome
su prezentovani potpuno novi rezultati. Numericki primeri birani su
tako da rasvetljavaju odnose izmedu razli¢itih ocena i, joS vaznije, da
prikazuju efikasnost svake novodokazane ocene za normu inverzne ma-
trice. S obzirom da je sa blokovskom strukturom matrice direktno
povezana i ideja na kojoj se bazira definicija PH —matrica, odnosu
,tackaste” PH klase i potklasa blok generalizovano dijagonalno domi-
nantnih matrica, u slu¢aju da su obe bazirane na istoj particiji indeksa,
posveceno je posebna sekcija.

Peto poglavlje odnosi se na primenu u oblasti lokalizacije karakte-
risticnih korena. Najpre je dat jedan deo poznatih rezultata u ,,tacka-
stom” slucaju, a zatim i neki rezultati u blok sluc¢aju. Iz veoma iscrpne
analize jednog od mogucéa dva pristupa u blok generalizaciji, date u
knjizi [108], prikazan je samo jedan deo, a zatim je, slicno tehnici
koris¢enoj u radu [70], dokazano nekoliko interesantnih rezultata, koji
su potom ilustrovani numerickim primerima.

Sesto poglavlje dodiruje problem ocene spektralnog radijusa. Osim
generalnog pristupa, pokazano je na koji nacin jedna od ,,tackastih”
potklasa H—matrica moze posluziti za izvodenje gornje ocene spek-
tralnog radijusa proizvoljne matrice, kao $to je to uradeno u radu [70],
a zatim je pokazano, sto je opet sasvim nov rezultat, kako se ona moze
iskoristiti za ocenu spektralnog radijusa proizvoljne nenegativne blok
matrice.

Disertacija se zavrsava zaklju¢nim razmatranjima i spiskom kori-
Scene literature.
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Abstract

This thesis relates to matrices written in their block form and it
systematizes its existence and presents new knowledge about proper-
ties of such matrices based on the idea of generalized diagonal domi-
nance. Motivation for this research lies primarily in possible applica-
tions to very actual investigations, not only within other areas of ap-
plied and numerical linear algebra, but also in engineering, medicine,
pharmacy, ecology, economics and other sciences.

The thesis is based on two main ideas :

e known results in the ”point-wise” case can serve as a good basis
for block generalization,

e this generalization is done in two different ways.

In addition, the two mentioned ways of generalization to the block
case both have a justification for its existence. The thesis, therefore,
presents them both, the first one because of its simple application, and
the other for capturing wider class of matrices which can be treated.

The outline of the thesis is the following:

The first chapter is an introduction, which provides an overview of
current situation in the field and describes the motivation for research
in this dissertation.

The second chapter presents an overview of some subclasses of ge-
neralized diagonally dominant matrices in the ”"point-wise” case, with
their properties, and the techniques by which one can get accurate
results. Some of these subclasses are well-known in the references, like
SDD matrices [74], Ostrowsky matrices [87], Dashnjic-Zusmanovich
matrices [34], al matrices [88], Nekrasov matrices [44], while some are
relatively new, such as PH —matrices [68], S—Nekrasov matrices [30],
or P, Py —Nekrasov matrices [29].

The third chapter explains two possible ways of block generali-
zations and highlights their relationship. The first type of block gen-
eralization can be found in the book [108], while the other one is less
known, for example, in [2].

The fourth chapter presents an application to estimation of max
norm of the inverse matrix. At first, an overview of the results in the
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"point-wise” case is given, and significant part of them are the author’s
original results [19] and [27]. Then, the block case is discussed, and
this part consists of completely new results. Numerical examples are
chosen to illustrate relations between various estimations, but more
important, to show the efficiency of every new estimation. Since a
block structure of the matrix is directly related to idea of PH matrix
definition, the relationship between "point-wise” PH class and sub-
classes of block generalized diagonally dominant matrices, if they are
both based on the same partition, is presented as a separate section.

The fifth chapter concerns the application in the field of eigenvalue
localization. At first, it provides some of the known results in the
"point-wise” case, and then some of the results in the block case.
From the detailed analysis of one of the block generalization ways,
given in the book [108], only a part is shown here, and then, similar
to the technique used in the paper [70], some interesting results are
proven, and then illustrated by numerical examples.

The sixth chapter is related to spectral radius estimation. In ad-
dition to a general approach, it is shown how one of the ”point-wise”
subclasses of H—matrices can be used for proving an upper bound of
the spectral radius of arbitrary matrices, as it was done in the paper
[70]. Then, again as a completely new result, it was shown how it can
be used for estimating the spectral radius of an arbitrary nonnegative
block matrix.

The thesis ends with concluding remarks and observations and
with a list of cited references.

v
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1
Uvod

Numericka matematika generalno, a posebno numericka linearna alge-
bra, dozivela je svoju ekspanziju razvojem ra¢unara i vremenom je
postala sastavni deo nekih od najbitnijih algoritama u nauci. Nu-
mericka linearna algebra se bavi proucavanjem algoritama za izrac¢una-
vanja u oblasti linearne algebre, pre svega matri¢nih operacija, i to na
racunarima. To je ¢esto temeljni deo inzenjerskih i racunarskih proble-
ma, kao Sto su obrada slike i signala, telekomunikacije, strukturna bio-
logija, data mining, bioinformatika, dinamika fluida, i mnogih drugih
podrucja. Korisnicki softver u tim oblastima se oslanja na razvoj,
analizu 1 primenu najsavremenijih algoritama za reSavanje raznih pro-
blema numericke linearne algebre, velikim delom zbog uloge matrica
u odgovarajuc¢im matematickim modelima.

Najceséi problemi numericke linearne algebre ukljucuju racunanje
neke od dekompozicija matrice, kao i racunanje ili utvrdivanje nekih
unapred zeljenih osobina singularnih vrednosti ili karakteristi¢nih ko-
rena matrice.

Pri tome je jedan od veoma vaznih aspekata teorija perturbacije,
u kojoj jednu od krucijalnih uloga igra takozvani wuslovni broj ma-
trice. To je velicina koja zavisi od neke matricne norme i jednaka
je proizvodu norme matrice i norme njene inverzne. Ne ulazeé¢i u
detaljno objasnjenje uloge uslovnog broja, zadrza¢emo se samo na
konstataciji da je veoma korisno unapred znati neku gornju ocenu za
uslovni broj posmatrane matrice. Ocigledno, izra¢unavanje norme ma-
trice nije racunski skupo, medutim izra¢unavanje inverzne matrice, da
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bi se izracunala njena norma, sasvim je neracionalno. Umesto toga,
nalaze se razni nacini da se ta norma inverzne matrice na neki nacin
oceni sa gornje strane. Jednom od mogucih nacina (u slu¢aju norme
beskonacno) bic¢e posvecen znacajni deo ove disertacije. Osim veé po-
znatih rezultata ovog tipa, publikovanih u radovima [1], [19], [27], [29],
(58], [68], [84], [102], bi¢e prezentovani i novi rezultati.

Mo¢no orude u diskusiji linearnih matematickih modela, kao i onih
koji se mogu linearizovati, jeste poznavanje singularnih vrednosti ili,
pak, karakteristicnih korena matrice. Njihovo efektivno izracunavanje,
medutim, nije uvek neophodno, u smislu da je isuvise racunski skupo,
a da za izvodenje zakljucaka o nekim bitnim osobinama problema koji
model opisuje nije potrebno poznavanje njihove ta¢ne vrednosti, ve¢
samo njihove pozicije u kompleksnoj ravni. Na primer, za utvrdivanje
stabilnosti dinamickih sistema dovoljno je utvrditi da se svi karakte-
risticni koreni odredene matrice nalaze u jednoj poluravni (desnoj ili
levoj). 1 ovaj deo numericke linearne algebre - lokalizacija karakteri-
sticnih korena - bi¢e obraden u disertaciji u vidu pregleda poznatih,
vidi [3], [4], [10], [12], [13], [14], [17], [18], [20], [21], [23], [32], [33], [34],
[35], [37], [38], [39], [43], [46], [47], [48], [53], [59], [60], [61], [63], [65],
[69], [70], [75], [80], [85], [87] [97], [99], [103], [106], [107], [108], [109],
[110], [111], [112], kao i nekih novih rezultata.

S obzirom na sloZenost problema koji opisuje neki matematicki
model, gotovo je izvesno da postupak za resavanje linearnog sistema
ili problema linearne komplementarnosti mora biti iterativni. Time
se automatski postavlja pitanje njegove konvergencije, u cemu kljuénu
ulogu igra spektralni radijus iterativne matrice. I njega je potrebno sto
bolje oceniti sa gornje strane, cemu ¢e, takode biti posveéena duzna
paznja u ovoj disertaciji. Rezultati ovog tipa brojni su u literaturi,
vidi [15], [16], [24], [25], [51], [55], [62], [67], [70], [100], [114], pa e
ovde biti prikazan samo njihov mali deo.

Svakoj od napred navedenih oblasti numericke linearne algebre
moguce je pristupiti na razne nacine. O tome svedoci iscrpna li-
teratura, navedena na kraju disertacije. Ono S$to u ovoj disertaciji
povezuje sve tri oblasti - nalazenje gornje ocene norme inverzne ma-
trice, lokalizaciju karakteristi¢nih korena i ocenu spektralnog radijusa
- jeste nacin na koji su rezultati izvedeni, tj. dokazani. To je ideja



generalizovane dijagonalne dominacije.

Uslovi uopstene ili generalizovane dijagonalne dominacije koji obe-
zbeduju regularnost matrice su tema koja je izuc¢avana s vise razlicitih
aspekata. Brojni rezultati ovog tipa nasli su svoju primenu ne samo
u okviru drugih oblasti primenjene i numericke linearne algebre, ve¢
i u inzenjerstvu, medicini, farmaciji, ekologiji, ekonomiji i drugim
naukama. Generalizovana dijagonalna dominacija ¢ini, u odredenom
smislu, objedinjujuéi okvir spomenutih istrazivanja i do danas pred-
stavlja aktivno polje istrazivanja, na primer, [9], [26], [29], [31], [64],
[69].

Predmet istraZivanja u ovoj doktorskoj disertaciji jeste razrada ideje
koja je u osnovi generalizovane dijagonalne dominacije na slucaj blok
matrica, s ciljem da se pokaZe kako se mogu ostvariti korisni novi
rezultati primenjene @ numericke linearne algebre, kao i nove mogu-
énosti primene.

Od do sada poznatih rezultata o blok matricama i njihovoj ulozi
u kontekstu raznih oblasti primenjene linearne algebre, spomenimo

samo [38], [55], [56], [57], [60], [61], [64], [90], [95], [114].

Jos od prvih rezultata na temu dijagonalne dominacije pocetkom
dvadesetog veka, pa sve do aktuelnih istrazivanja u poslednjih neko-
liko godina, uoceno je da, izmedu ostalog, postoji tesna veza izmedu
ovih rezultata i rezultata u oblasti lokalizacije karakteristicnih korena,
zatim u teoriji konvergencije iterativnih postupaka, oceni Peronovog
korena nenegativnih matrica, kao i gornjoj oceni norme beskonac¢no
inverzne matrice. Generalizovana dijagonalna dominacija u osnovi
potice iz radova Snajdera, Fidlera i Ptaka iz 1962. godine, gde je
rasvetljena snazna veza uslova dijagonalne dominacije, koji datira jos s
kraja devetnaestog veka, sa teorijom nenegativnih matrica, sto se kas-
nije u literaturi javlja pod nazivom teorija M —matrica i H —matrica.
[zuzetan i iscrpan pregled ovih odnosa dat je u [7], $to je jedno od
klju¢énih dela u ovoj oblasti.

U poslednjih nekoliko godina ostvaren je znacajan napredak u
pravcu raznih moguénosti uopstavanja osobine stroge dijagonalne domi-
nacije, na primer, u radovima [17], [22], [24], [29], [30], [40], [41], [54],
[69], [71], [76], [77] i nekih moguéih primena [9], [18], [19], [20], [23],
25], [26], [27], [28], [33]. Detaljan pregled i sistematizacija rezultata
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koji se odnose na ,tackasti” slucaj dat je u [69].

Prvo uopstenje dijagonalne dominacije za blok matrice desilo se
gotovo istovremeno u radovima Ostrovskog (1961), Fidlera i Ptaka
(1962) i Fajngolda i Varge (1962). Iz ovih rezultata prirodno su sledili
njima odgovarajuci rezultati koji se odnose na lokalizaciju karakte-
risticnih korena, koje nazivamo rezultatima blok Gersgorinovog tipa.
Postojao je, zatim, poduzi prekid u daljnjem razvoju ove oblasti, kada
su u pitanju blok matrice. Detaljan pregled dostupnih rezultata koji
se odnose na lokalizaciju karakteristi¢nih korena za blok matrice moze
se nac¢i u knjizi [108] Ric¢arda Varge ,,Gersgorin i njegovi krugovi” iz
2004. godine.

S obzirom da ogroman broj matematickih modela zaista ima blo-
kovsku strukturu, potrebno je tu ¢injenicu iskoristiti na sto bolji nacin,
kako bi se dokazale razne osobine matrice, kao i modela u ¢ijem pred-
stavljanju ona ucestvuje.

Stoga ova disertacija sistematizuje postojece rezultate i kompletira
th novim, da b1 se ideja generalizovane dijagonalne dominacije u blok
varijanti kompletirala zajedno s moguénostima njene primene.

Kao osnova za blok generalizacije, kao Sto smo ve¢ napomenuli,
posluzi¢e ne samo citava ,,tackasta” klasa generalizovano dijagonalno
dominantnih matrica, ve¢ i njene razne potklase, o cemu postoji obimna
literatura, da spomenemo samo [5], [13], [14], [17], [22], [24], [29], [30],
[34], [40], [41], [44], [54], [56], [57], [64], [65], [69], [70], [76], [77],
(78], [86], [87], [88], [91], [95], [98], [104]. Vazno je naglasiti da se
slicnom tehnikom na blok sluc¢aj mogu generalizovati i neke tackaste
klase regularnih matrica, koje nisu podskup H—matrica, na primer
klasa opisana u radu [71], ali to prevazilazi okvire ove disertacije.

Predstavljena su dva, u praksi prihvac¢ena, pristupa blokovskom
uopstenju ,,tackastog” slucaja i pokazano da svaki rezultat ,,blokovskog”
tipa, u opstem slucaju, ravnopravno konkurise svom ,,tackastom” ori-
ginalu, u smislu da je nekad primenljiv samo jedan od njih, a kada su
primenljiva oba, bolji moze biti bilo koji od njih.

Svi zakljucci su potkrepljeni numerickim primerima.
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GDD: Tackast slucaj

Koncept generalizovane dijagonalne dominacije proizasao je, sa jedne
strane, od stroge dijagonalne dominacije, a sa druge strane iz teorije
M —matrica. Stroga dijagonalna dominacija ispitivana je u raznim
oblicima jos od kraja devetnaestog veka, kada je pokazano da je ona
dovoljan uslov za regularnost matrica ([74], [83], [36] i [45]). Ka-
snije, 1931. godine, ona se pojavljuje u nesto drugacijem obliku u
vidu Gersgorinove teoreme. Generalizovana dijagonalna dominacija
jeste osobina koja se dobija iz stroge dijagonalne dominacije pomocu
tehnike skaliranja i tome ¢e biti posvecen jedan deo razmatranja u
ovom poglavlju.

Generalizovano dijagonalno dominantne matrice (GDD) takode se
mogu smatrati uopstenjem M —matrica, koje su prirodno nastale u
nekim diskretizacijama diferencijalnih operatora i detaljno su izu¢avane
u oblasti koja se i danas intenzivno razvija - scientific computing. De-
taljan pregled osobina M —matrica dat je u knjizi [7]. Taj pravac
generalizacije, medutim, sa stanovista prakse nema veliki praktic¢ni
znacaj, barem ne u kontekstu primena koje su predmet izucavanja
u ovoj disertaciji, pa ¢e mu u ovom poglavlju biti posve¢eno manje
paznje.

Na samom pocetku dac¢emo pregled oznaka:
e (C" kompleksni n-dimenzioni vektorski prostor

e R"” realan n-dimenzioni vektorski prostor
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C™™ skup svih kompleksnih matrica formata m x n

R™"™ skup svih realnih matrica formata m x n
N={1,2,...,n}

-

n-dimenzioni vektor je vektor kolona x = [x1, s, ..., z,]

m X n matrica A ima m vrsta i n kolona i zapisuje se kratko
A= [am] e C™™ili

11 Q12 -+ Q1n
Q21 Q22 -+ Q2p

A=| T T : (2.1)
Am1 Qm2 am,n

x > 0 oznacava da su sve komponente vektora x pozitivne

x > 0 oznacava da su sve komponente vektora x nenegativne
A > 0 oznacava da su svi elementi matrice A pozitivni

A > 0 oznacava da su svi elementi matrice A nenegativni

Ako je D = diag(dy, ds, . .., d,), oznaka D > 0 znaci da je d; > 0
za svako 1 € N

ri(A) == Y laiy| zasvakoi€ N (2.2)
JEN\{i}
je uobicajena oznaka za zbir modula vandijagonalnih elemenata

1—te vrste matrice A. U slucaju da je matrica formata 1 x 1,
odnosno reda 1, definisemo r1(A) := 0
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r¥(A) = Z la; ;| zasvakoie€ S (2.3)
J€S\{i}

gde je S C N neprazan podskup skupa indeksa. U slucaju da je

S jednotlan skup S = {i}, definisemo ri” := 0

o T = {pj}§:O je oznaka za particiju skupa indeksa, pri ¢emu
nenegativni brojevi p;, j =1,2,...,¢, zadovoljavaju uslov

Po:=0<p <ps <--- < ppi=n.

2.1 Strogo dijagonalno dominantne ma-
trice

Definicija 2.1. Matrica A = [a; ;] € C™" naziva se strogo dijagonalno
dominantna (SDD) ako vazi

la;i| > ri(A) za svakoi € N. (2.4)

Ova klasa matrica pojavljuje se prvi put daleke 1881. godine, u
radu [74], a kasnije, 1900. godine, u radu [83], u oba slucaja vezano za
realne matrice. Kompleksni slucaj razmatran je 1887. godine u radu
[36] 1 kasnije, 1903. godine, u knjizi [45]. U svim navedenim radovima
pokazano je da je u pitanju klasa regularnih matrica. Taj rezultat
¢emo ovde formulisati u vidu sledeée teoreme.

Teorema 2.2. Svaka SDD matrica je reqularna.

Kao sto ¢emo videti u nastavku disertacije, ova klasa regularnih
matrica zauzimace centralno mesto u razmatranjima koja slede. Vazno
je napomenuti da je ona, sama za sebe, klasa koja se Cesto susrece
u praksi, u matematickim modelima, kao Sto su, na primer, razni
dinamicki sistemi. Stoga ova klasa ve¢ iz tog razloga zasluzuje detaljno
razmatranje.

Medutim, u ovoj disertaciji pokaza¢emo da S DD klasa ima i drugu
ulogu. Ona ¢e posluziti i kao izvor brojnih generalizacija i to na takav
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nacin da se (zahvaljujuéi nacinu na koji se vrse generalizacije), dobijaju
novi rezultati o regularnosti koji omogucavaju kvalitetnu mogucénost
primene.

2.2 Generalizovano dijagonalno dominan-
tne matrice

Termin generalizovana dijagonalna dominacija pojavljuje se jos u ranim
sedamdesetim godinama, kada je teorija konvergencije iterativnih po-
stupaka bila veoma popularno polje istrazivanja. Ovaj termin je ko-
ris¢en u radu Jamesa i Riha iz 1974. godine [62]. Po njima, matrica
A = [a; ;] € C™" je generalizovano dijagonalno dominantna ako postoji

pozitivan vektor x = [z1, X9, ..., 2,]" € R", takav da je
|a; il > Z la; ;|z; za svakoi € N. (2.5)
JEN\{i}

Ova definicija, ocigledno uopstava definiciju SDD matrica. Naime,
za x = [1,1,...,1]T uslov (2.5) postaje uslov kojim se definisu SDD
matrice. Ova ista ideja se implicitno pojavljuje i ranije, u radovima
Gersgorina iz 1931. godine, o lokalizaciji karakteristi¢nih korena [43],
a mi je ovde navodimo u nesto izmenjenom obliku.

Definicija 2.3. Matrica A = [a;;] € C™" naziva se generalizovano
dijagonalno dominantna (GDD) ako postoji pozitivna dijagonalna ma-
trica X takva da je AX strogo dijagonalno dominantna.

Kao sto smo ve¢ napomenuli, klasa GD D matrica moze se posma-
trati i kao generalizacija M —matrica. Od njihovog prvog pojavljivanja
pod tim imenom, u radovima Ostrovskog iz 1937. godine, pa do danas,
dato je preko sedamdeset razlicitih ekvivalentnih definicija regularnih
M —matrica. Ovde navodimo jednu od osnovnih.

Definicija 2.4. Matrica A € R™" je matrica L—oblika ako su joj svi
vandijagonalni elementi nepozitivni.

Definicija 2.5. Realna matrica A € R™"™ koja je L—oblika zove se

M —matrica ako je reqularna © njena inverzna matrica je nenegativna,
tj. A7t > 0.
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Napomenimo da u ovoj disertaciji pod pojmom M — matrica po-
drazumevamo uvek reqularnu M —matricu. Takode, napomenimo da
je ocigledno da svaka M —matrica ima sve dijagonalne elemente pozi-
tivne.

Prirodno uopstenje ove definicije daje nam definiciju H —matrica,
i to na sledec¢i nacin.

Definicija 2.6. Neka je data proizvolina matrica A = [a; ;] € C™".

Tada je njena pridruzena matrica M(A) = [a; ;] € R™" definisana sa
L |a7§,i|7 1= j;
Qig = { —|ai;|, inace. (2:6)

Definicija 2.7. Matrica A = [a;;] € C™™ se zove H—matrica ako i

samo ako je njena pridruZena matrica M—matrica tj. ako je M(A)
regularna i M(A)™* > O.

Dakle, i u slu¢aju H—matrica, uvek pod tim terminom podrazume-
vamo regularne H—matrice. Takode, jasno je da svaka H—matrica
ima sve dijagonalne elemente razli¢ite od nule.

Na osnovu rezultata Fidlera i Ptaka iz 1962. godine, [39], sledi

Teorema 2.8. Matrica A = [a;;] € C"" je H—matrica ako i samo
ako je generalizovano dijagonalno dominantna.

Dakle, klasa (regularnih) H-—matrica i klasa GDD matrica su
jedna te ista klasa.

2.3 Potklase GDD matrica

Generalizacija SD D matrica odvijala se u vise razli¢itih pravaca. Prvi
medu njima je slucaj kada su sve vrste u posmatranoj matrici, osim
jedne, strogo dijagonalno dominantne. Taj slucaj se dalje generalizuje
na postojanje vise od jedne ne—SDD vrste.

Slede¢i prirodan pravac zasniva se na ideji kombinovanja vrsta i
kolona posmatrane matrice, s obzirom da su matrica i njena transpono-
vana ili obe regularne ili obe singularne.
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Pored toga, posebno mesto zauzimaju matrice koje imaju slicnu
vezu sa Gaus-Zajdelovim iterativnim postupkom, kao sto SDD ma-
trice imaju sa Jakobijevim postupkom.

U narednim podsekcijama bi¢e dat pregled svih navedenih pravaca
generalizacije.

2.3.1 Ostrovski matrice

Jedno od prvih uopstenja stroge dijagonalne dominacije odnosi se na
slucaj kada matrica ima sve vrste strogo dijagonalno dominantne osim,
eventualno, jedne. Dovoljan uslov da bi takva matrica bila regularna
dat je u radu Ostrovskog [86]. Tim uslovom definisa¢emo klasu ma-
trica koju ¢emo zvati Ostrovski matrice.

Definicija 2.9. Matrica A = [a; ;] € C™", n > 2, naziva se Ostrovski
matrica ako za svaka dva razlicita indeksa v,7 € N vazi

|aiillaj;| > ri(A)r;(A). (2.7)

Teorema 2.10. Svaka Ostrovski matrica je H—matrica i samim tim
je i reqularna.

2.3.2 Dasnjic-Zasmanovi¢ matrice
Dalje uopstenje stroge dijagonalne dominacije, koje je istovremeno i
uopstenje Ostrovski matrica, moze se naéi u radu [34] iz 1970. godine.

Definicija 2.11. Matrica A = [a; ;] € C*™, n > 2, naziva se Dasnjic-
Zasmanovi¢ (DZ) matrica, ako postoji indeks i € N, tako da za svako
Jj € N\ {i} vazi

|aiil - (laj ;| —ri(A) + laj]) > ri(A)|ajl. (2.8)

Teorema 2.12. Svaka Dasnjic-Zasmanovi¢ (DZ) matrica je H—ma-
trica v samim tim je reqularna.
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2.3.3 S —SDD matrice

Ova generalizacija vodena je idejom da matrica moze da ima vise
ne—SDD vrsta, a da i dalje bude regularna. Osnovna ideja ove gene-
ralizacije evoluirala je u vise oblika, a ovde je navodimo u obliku koji
je prezentovan u radu [21] 2004. godine.

Definicija 2.13. Neka je S C N neprazan podskup skupa indeksa.
Matrica A = [a; ;] € C™", n > 2, naziva se S — SDD matrica ako za
svako i € S, i za svako j € S := N\ S, vazi

|ai | > ri(A) i (2.9)
(lasal = r£(A)) - (lagl =75 (4)) > rf(A)rf(A), (2.10)

gde je r7(A) definisano sa (2.3).
Definicija 2.14. Matrica A naziva se ¥ — SDD ako postoji neprazan

podskup skupa indeksa S takav da je matrica A S — SDD matrica.

Teorema 2.15. Svaka X — SDD matrica je H—matrica © samim tim
je reqularna.

Napomenimo da do sada navedene potklase H—matrica stoje u
slede¢em medusobnom odnosu.

SDD C Ostrovski € DZ C X — SDD

2.3.4 PH-—-matrice

Prirodno uopstenje klase S—SD D matrica jesu takozvane P H —matrice,
definisane u radu [68]. Uvodimo oznaku

R1<A> = Zai,j, 1= 1,...,t,
j=1
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za sumu svih elemenata i—te vrste proizvoljne matrice A = [a; ;] for-
mata t X s.

Za datu particiju ™ = {pj}ﬁzo, kojom je skup indeksa N pode-
ljen na ¢ disjunktnih nepraznih podskupova S1, S, ..., S, gde je S; =
{pj-1+1,pj-1+2,...,p;}, 7 =1,2,...,¢ i matricu A reprezentovanu
u blok formi

Arg Aig o0 Aiy
Ay Agg o Agy

- : : | = [Aiglexe (2.11)
Aﬁ,l AZ,Q te Ag,g

definisemo kolekciju agregacionih matrica reda ¢:

R (A1n) Ri(Ai2) -+ Riy(Aig)
- Riy(As1) Ri(Ass) - Ry(A
Alivizeie) — ( 2’1>. ( 2’2). ( 2’2). ,  (212)
Ri, (A1) Ri(Arz) -+ Ri(Age)

gde je i, € S, k=1,...,¢. Kazemo da je A PM—matrica u odnosu
na particiju 7, ako je A L—oblika i ako su sve agregacione matrice
(2.12) M —matrice. Takode, kazemo da je A PH—matrica ako je
M(A) PM —matrica.
Za particiju m = {0,1,2,...,n}, PM—(PH—)matrice predstavlja-
ju, u sustini, klasu (regularnih) M —matrica (H—matrica). Ako je
= 1, dakle, za particiju 7 = {0, n} klasa PH—matrica je, u sustini,
klasa SDD matrica.

Ako je m = {0,m, n}, dakle, ako je njom skup indeksa N podeljen
na dva disjunktna podskupa:

S={1,2,....om} i S={m+1,m+2,...,n},
onda agregacione matrice (2.12) imaju sledeéi oblik:

Ri,(A11) Riy(Arp)

Alinsi2) —
Ri,(Azy) Riy(Azp)

in €8S, iy €8S.
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U naSim ranijim oznakama, agregacione matrice za M(A) izgledaju
ovako:

o R U All) _R(|A12|) ) . —_
M(A (i1,d2) |al1711| T“( , i1 , L i €S, iyeS.
W ~Ris([Asl) o] =i (Apo) €57
Matrica A ¢e biti PH—matrica u ovom slucaju, ako su sve agregacione
matrice M(A)12) M —matrice, odnosno ako su svi njihovi glavni
minori pozitivni, tj.

iy iy | — 73, (Arp) >0, iy €5, (2.13)

(i i | = iy (Ar))([@ig i | — 13, (A2,2)) — Ry ([Ar2]) Ry (|A2,1]) > 0,
11 € S, s €8 (214)

Kako je za svako i; € S,is € S
ri(Any) =75 (A), Ry (|Ara]) = 75 (A),

Ri,(|Ass]) = 15 (A), i 15y(Asa) = 2 (A),

vidimo da uslovi (2.13) i (2.14) predstavljaju, u stvari, definiciju S —
SDD matrica.

Slededi rezultat je pokazan u radu [68].

Teorema 2.16. Ako postoji particija © takva da je A = [a; ;] € C™"
PH—matrica v odnosu na tu particiju, onda je ona H—matrica 1
samim tim je 1 reqularna.

2.3.5 «l matrice

Poznato je da je proizvoljna matrica A regularna ako i samo ako je
njena transponovana matrica AT takode regularna. Zahvaljujuéi toj
¢injenici, joS jedan dovoljan uslov za regularnost matrice je

laii| > ci(A) :==r;i(AT) = Z laji| zasvakoi e N, (2.15)
JEN\{i}
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koji je, u stvari, uslov stroge dijagonalne dominacije za A". Stoga je
logicno pitanje da li i uslov da je svaki dijagonalni element strogo veéi
od konveksne kombinacije suma odgovarajuce vrste i kolone takode
obezbeduje regularnost matrice. Odgovor je pozitivan i dao ga je
Ostrovski 1951. godine u radu [87].

Definicija 2.17. Matrica A = [a;;] € C*", n > 2, naziva se al
matrica ako postoji o € [0, 1], takav da vazi

la; | > ari(A)+ (1 —a)c;(A) za svako i € N. (2.16)

Teorema 2.18. Svaka al matrica je H—matrica i samim tim je re-
gularna.

2.3.6 «2 matrice

U istom radu [87], Ostrovski je definisao jos jednu klasu regularnih
matrica, koju ¢emo ovde zvati a2 matricama.

Definicija 2.19. Matrica A = [a;;] € C"", n > 2, naziva se a2
matrica ako postoji o € [0, 1], takav da vazi

|aii| > (ri(A)*(ci(A)'™ za svako i € N. (2.17)

Teorema 2.20. Svaka a2 matrica je H—matrica © samim tim je re-
gularna.

Zbog odnosa izmedu uopstene aritmeticke i geometrijske sredine,
oc¢igledno vazi

SDD C al C o2.
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2.3.7 Nekrasov matrice

Iz teorije iterativnih postupaka poznata je bliska veza izmedu Jako-
bijevog iterativnog postupka i klase strogo dijagonalno dominantnih
matrica. Preciznije re¢eno, norma beskonacno Jakobijeve iterativne
matrice manja je od jedan ako i samo ako je matrica strogo dijago-
nalno dominantna. U slucaju Gaus-Zajdelovog iterativnhog postupka,
klasa matrica koja ima analognu ulogu jeste klasa Nekrasovih ma-
trica. Velicine pomocu kojih se ta klasa opisuje, zbog prirode Gaus-
Zajdelovog postupka, moraju biti definisane rekurentno.

Za matricu A = [a; ;] € C™", definiSemo veli¢ine h;(A):

i—1

= laggl,  hi(A) =iy

j#1 j=1

a; j =2,...,M.

Jj=i+1

(2.18)

Definicija 2.21. Matrica A = [a; ;] € C™", n > 2, naziva se Nekrasov
matrica ako je
la; ;| > hi(A) za svako i € N. (2.19)

U radu Roberta [95] pokazano je sledeée tvrdenje:

Teorema 2.22. Svaka Nekrasov matrica je H—matrica i samim tim
je reqularna.

Uoc¢imo da potreban uslov da matrica bude Nekrasov matrica jeste
da joj je prva vrsta SD D, sto navodi na sledecu prirodnu generalizaciju
ove klase, koju ¢emo nazvati po autoru (Gudkov) u ¢ijem radu [44] se
prvi put pojavljuje ova ideja. Medutim, pre nego sto definiSemo klasu
Gudkov matrica, definiSimo takozvane P—Nekrasov matrice.

Definicija 2.23. Ako je za datu permutacionu matricu P, PTAP
Nekrasov matrica, tada éemo matricu A zvati P— Nekrasov matrica.

Uniju svih P—Nekrasov matrica, po svim permutacionim matri-
cama P, zvatemo Gudkov matrice. Ocigledno, vazi slede¢i odnos
izmedu navedenih klasa:

Nekrasov € Gudkov.
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Teorema 2.24. Svaka Gudkov matrica je H—matrica i samim tim je
reqularna.

Takode, lako je uociti da je klasa SDD matrica podskup klase
Nekrasov matrica. Naime, vazi teorema:

Teorema 2.25. Svaka SDD matrica je istovremeno ¢ Nekrasov ma-
trica.

Dokaz: Kako je hi(A) = ri(A), ako je matrica A SDD ma-
hi(A)

|a1,1

hi(A) <r;(A) za svako i € N. Tada je i |hi(A)| < |a;;| za svako

1 € N, §to znaci da je A Nekrasov matrica. O

trica, onda je < 1, odakle se indukcijom lako dokazuje da je

Dakle, vazi:

SDD C Nekrasov C Gudkov.

2.3.8 {P, P,}—Nekrasov matrice

Za datu matricu A = [a; ;] € C™", n > 21 date dve permutacione ma-
trice Py, P, € C™", pretpostavimo da matrica A nije ni P;—Nekrasov
ni P,—Nekrasov matrica.

Prirodno se namece pitanje moze li se koriséenjem veé izracunatih
vrednosti, nekom njihovom kombinacijom, dobiti dovoljan uslov za
regularnost matrice A. Odgovor je pozitivan i prikaza¢emo ga u ovoj
podsekciji na nacin kako je to uradeno u radu [29].

Za datu matricu A = [a;;] € C™", vektor modula dijagonalnih
elemenata oznacimo sa

d(A) = [laral, .., lanal]", (2.20)
a vektor vrednosti h;(A) za i € N, gde su h;(A) definisani u (2.18) sa

h(A) == [h(A), ... ho(A). (2.21)
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Definicija 2.26. Ako za matricu A = [a; ;] € C*™ vaZi uslov
d(A4) > min{h""(4),h"™(A)}, (2.22)

gde je
h's(A) = P.h(PLAP,) k=12, (2.23)

tada matricu A zovemo { Py, P»}— Nekrasov matrica.
U radu [29] pokazano je da vazi sledeée tvrdenje:

Teorema 2.27. Ako je A = [a; ;] € C™", n > 2, {P, P,}—Nekrasov
matrica, onda je ona H—matrica © samim tim je regularna.

Kasnije ¢emo se vratiti na ovo tvrdenje i prikazati njegov dokaz.
Ovde se zadrzavamo samo na komentaru da umesto dve permutacije,
mozemo posmatrati p proizvoljnih permutacionih matrica i tako defi-
nisati novo svojstvo Nekrasovog tipa:

d(4) > min h%(A), (2.24)
=1,..5p
za koje se moze pokazati da obezbeduje regularnost matrice, medutim,
sa stanovista primene, postavlja se pitanje opravdanosti koriS¢enja
takvog pristupa.

2.3.9 S—Nekrasov matrice

Ova klasa matrica definisana je u radu [30], odakle navodimo neke
od rezultata. Za matricu A = [a;;] € C™" i neprazan skup indeksa
S C N, definisemo h;(A) na sledeci nacin:

hy(A) =17 (4),

i—1 S n
hS(A)'—Z|a~|M+ > aigl i=2,...n.  (225)
S(A) = ol il =20 .

Jj=1 ’ j=i+1

]jES
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Definicija 2.28. Neka je S neprazan podskup skupa indeksa S C N.
Matrica A = [a; ;] € C¥", n > 2, naziva se S-Nekrasov matrica ako je

|a;s| > hi(A) za svako i € S i (2.26)

(lai:| — hi(A)) (laj,] — hjg(A)) > h?(A)hf(A) zasve i€S, jES.
(2.27)

Teorema 2.29. Svaka S—Nekrasov matrica je H—matrica i samim
tim je reqularna.

Teorema 2.30. Svaka Nekrasov matrica je istovremeno i S-Nekrasov
matrica za svaki neprazan podskup skupa indeksa S C N.

Dokaz: Ako je S = N, tada je hi(A) = hN(A) = hi(A), pa
se uslov da je matrica S—Nekrasov matrica svodi na uslov (2.26) i
zadovoljen je. Ako je S proizvoljan neprazan pravi podskup od N,
tada iz |a; ;| > h;(A) otevidno sledi
Jaii = 17 (A) > B (A),

laj gl — b3 (A) > h$(A),
Sto ima za posledicu da je
(laii| — B2 (A)) (|aj | — 13 (A)) > hf (A)hT(A) zasvako i€ S j €S,

dakle, matrica jeste S—Nekrasov matrica. O

Prema tome, za proizvoljan neprazan podskup S skupa indeksa,
vazi sledeé¢i (medusobni) odnos

SDD C Nekrasov C S—Nekrasov.

Na Slici 2.1 prikazan je odnos izmedu najvaznijih (sa stanovista
primene) u ovoj disertaciji do sada spomenutih klasa.
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H
{P1,P2}-m\

=-5DD /
oz /
C;?v(ﬁ/ski

a2 |al

Slika 2.1: Odnos izmedu klasa

2.4 Tehnika skaliranja

Tehnika skaliranja bazira se na Teoremi 2.8. To je, dakle, ideja svode-
nja matrice A koja nije strogo dijagonalno dominantna, na matricu
koja jeste SDD matrica, mnozenjem polazne matrice A pozitivhom
dijagonalnom matricom X sa desne strane. S obzirom da su gene-
ralizovano dijagonalno dominantne matrice (GDD) generisane od S DD
matrica upravo mnozenjem sa desne strane pozitivnom dijagonalnom
matricom, ova tehnika je omogucila lepe rezultate o klasi G DD, odnosno
H—matrica.

Mnozenje date matrice A pozitivnom dijagonalnom matricom X
sa desne strane zvacemo skaliranje. Takode ¢emo Kkoristiti termine
skalirajuca matrica X i skalirana matrica AX. Ispostavlja se da moze
biti veoma korisno ako se unapred zna struktura skaliraju¢e matrice
X. Uvodimo slede¢e oznake:

D .= {X = diag($1,$2, R ,l’n) e R™™ . x; > 07 = N} (228)
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DS .= {X = diag(x1,xe,...,x,) E R™™ : x; =1,

rj =1, ieS;ngzanek07>0} (2.29)

gde je S neprazan podskup skupa indeksa N,

DS1525e .= {X = diag(z1,z2,...,2,) ER™ 12, =7, 2a 5 € 5,
ie{l,2,...,0}, zaneke v1,va, ..., Y > 0}
(2.30)
gde su, kao i ranije, Si,Ss,...,S; definisani particijom 7 = {pj}gzo
skupa indeksa.

U opstem slucaju, ako bismo izabrali sasvim proizvoljnu familiju D
pozitivnih dijagonalnih matrica kao skaliraju¢e matrice, onda bismo na
taj nacin mogli definisati i klasu matrica koje se svode na SDD oblik
pomocu neke od skaliraju¢ih matrica iz familije D. Ocigledno, tako
definisana klasa matrica je potklasa H —matrica. Da li je nju moguce
eksplicitno definisati uslovom ili uslovima koji se odnose na elemente
polazne matrice, drugo je pitanje. Kao sto ¢emo videti kasnije, nekada
je to moguce, a nekada ne.

Da bismo bili sasvim precizni, uvodimo slede¢u definiciju.
Definicija 2.31. Klasa K[D] matrica generisana familijom D je skup

svih matrica A za koje postoji matrica X € D takva da je AX SDD
matrica.

Direktno, na osnovu ove definicije i Teoreme 2.8, sledi da vazi
sledeéa teorema.

Teorema 2.32. Klasa K[D], gde je D proizvoljna familija pozitivnih
dijagonalnih matrica, jeste potklasa H—matrica.

Lako se vidi da je K[D] u stvari, ¢itava klasa GDD odnosno H —ma-
trica, dok je u radovima [21], [68] i [34] pokazano da je:

o K[U]D){i}] klasa Dasnjic-Zasmanovic (DZ),

=1

e K[D*] klasa S — SDD,
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K[| J D] Klasa & — SDD,
SCN

o K[ JDo192-5%] klasa PH, gde su Sy, Ss, ..., Sy definisani parti-
cijom m = {p; }§:0 skupa indeksa.

Medutim, moze se dokazati i vise. Naime, parametar v koji se
pojavljuje u definiciji familije D za datu konkretnu matricu A mora
pripadati otvorenom intervalu, ¢ije su granice definisane na sledeci
nacin

‘= max ri(4)
ag(A) = M Tl = 75(A)) (2.31)
Bs(A) = mi Jaz | =7 (A4)
s(A) = _min US4 (2.32)
jes, sz 15 (A)

pri ¢emu se definise fs(A) = 400 u slucaju da je rf(A) = 0 za svako
j € S. Za dato S, klasa S — SDD matrica je, u stvari, klasa generi-
sana familijom D°, s tim $to se dodatno zna da parametar + pripada
intervalu (ag(A), Bs(A)). Za vise detalja pogledati [110].

U slucaju kada je S = {i} dobijamo da je

(A
gy (A) = ri(A) (2.33)
]a”|
i |aj | — i (A) + |ajil
145 — ri(A) + [ay
iy(A) : : 2.34
Bui(4) = min o] (2.34)

Sto su gornja i donja granica za parametar v koji se nalazi na ¢-tom
mestu u skaliraju¢oj matrici za klasu Dasnjic-Zasmanovi¢ matrica.

Za razliku od prethodnog slucaja, kako eksplicitno izraziti granice
za parametre koji se pojavljuju u definiciji familije %1529 jog uvek
je otvoreno pitanje.

Na kraju ovog dela potrebno je primetiti da postoje i klase matrica
koje jesu potklase H—matrica definisane eksplicitnim uslovom na nji-
hove elemente, ali se, pri tome, eksplicitna forma familija dijagonalnih
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pozitivnih matrica koja ih generise ne moze utvrditi. Takva je, na
primer, klasa Ostrovski matrica opisana uslovom

|aigllaj;| > ri(A)ri(A), i # j.
Poznato je da je ova klasa podskup Dasnjic-Zasmanovic klase, to
jest da postoji indeks i takav da za svako j # i vazi

|aiil - (laj 5] = 75(A) +lazal) > ri(A)lajl.

Samim tim, ako je matrica Ostrovski matrica, ona je, dakle, i
Dasnjic-Zasmanovi¢ matrica za neko ¢, pa za nju postoji skalirajuca
matrica iz familije D, pri éemu se 7 bira iz odgovarajuéeg intervala
datog sa (2.33) i (2.34). Medutim, ova klasa nije klasa svih matrica A
za koje postoji matrica X € DU takva da je AX SDD matrica. Na
primer, matrica

211 1
1 411
A= 01 4 1
11 1 4

ne pripada klasi Ostrovski matrica, jer uslov
2-4= |a171||a2’2| > Tl(A)TQ(A) =3-3

nije zadovoljen. Medutim, za ¢ = 1 matrica A jeste Dasnjic-Zasmanovic
matrica, jer je za svako j # 1 nejednakost (2.8) zadovoljena. Naime,
vazi

2- (4 — 3 + 1) = ’CL171| . (|a2,2] - TQ(A) + ’CL271|) > 7’1(14)|CL271| = 3 . ].,

2-(4-2+0) =a11| - (lazs| — r3(A) + [as1|) > ri(A)asa| =30,

2- (4 -3 + 1) = ’CL171| . (|a4,4] — 7"4(14) + ’CL471|) > 7”1(14)|CL471| =3-1.

Da bismo odredili skalirajuéu matricu, kako je S = {1}, zakljucu-
jemo da 7 treba birati iz intervala (a, 8) gde je
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7'1(14) 3

jajil —ri(A) +lajal _ 4-3+1

Buy(A) =

J7#4,a5,170 |6Lj,1| 1

25

=2

Dakle, skaliraju¢a matrica je oblika W = diag(y, 1, 1,1), gde je para-
metar v € (1.5,2). Za svako tako izabrano 7, matrica AW bi¢e SDD

matrica.
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3
GDD: Blok slucaj

Tokom svih razmatranja koja slede, bi¢emo svesni ¢injenice da parti-
cija m = {pj}§:0 skupa indeksa N, u stvari, predstavlja i particiju
skupa C", u smislu konacne kolekcije {W;}{_,, gde su svaka dva li-
nearna potprostora W; medusobno disjunktna, gde je svaki dimenzije
bar jedan i ¢ija direktna suma je C™:

C'=WeWed- - W, (3.1)
Naime, nenegativni brojevi {p, }§:0 zadovoljavaju uslov
Po:=0<pr<pa<...<pp:=n

pa je

W; =span{e® :p; 1 +1<k<p;}, je€LlL:={1,2,---,0} (3.2
Vektori {€F}7_, su vektori standardne baze C", odnosno

e =1[6;1,652, 0",
gde je 0;; Kronekerova delta funkcija. Na osnovu toga imamo
dim W; =p; —pj—1, Jj€ L.

Kao §to smo i ranije naveli, za proizvoljnu matricu A = [a; ] €
C™™ i datu particiju = = {p;},_, matrica A se moze predstaviti u
blok formi

27
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Arq | Aig Ay
Ay | Asp Asy

4= | | = Al (3.3)
Agr | Aga | -+ | Auy

gde svaka blok podmatrica A;; predstavlja linearnu transformaciju
potprostora W; u potprostor W;.

U ovom poglavlju ¢emo za svaku od ranije navedenih tackastih
potklasa H —matrica navesti uopstenje na blok varijantu.

Oznacili smo ve¢ sa L := {1,2,...,(}, a za potencijalno pravouga-
one blokove koristimo oznaku ||4; ;|| u slede¢em smislu:

Ai i X||oo
| A jlloo == sup M— sup || A ;jX|oo- (3.4)
vew, %l 2]l oo=1
z#0
Dalje, uvodimo oznaku
A ) o= inf 1l gy (3.5)
7 xevgi HXHOO

koja je u skladu sa uobicajenom definicijom prirodne norme, u sluc¢aju
da je A;; regularna matrica. Ako je A;; singularna matrica, velic¢ina

A -
inf m jednaka je nuli.
zew; X[l
z#0

Svakoj blok matrici A = [A; j]¢x¢ oblika (3.3) dodeli¢emo pridruze-
nu matricu formata £ x £. Medutim, to mozemo uraditi na dva razlic¢ita
nacina. U oba slucaja pridruzena matrica zavisi od particije m kojom
je polazna matrica zapisana u obliku (3.3), pa ¢emo, shodno tome,
uvesti oznake koje naglasavaju tu zavisnost:

o Pridruzenu matricu I tipa oznatavamo sa ) A(™= [p; ;], gde je:

pii = (1A o)™ pij = —lAijllees 44 €L, i#j. (3.6)
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™

o Pridruzenu matricu I1 tipa oznacavamo sa (A)™ = [m;, ;], gde je:

mi; =4 —lA7 Aijllee,  iF# 1 det(Aiy) #0, (3.7)
0, inace.

Zbog toga Ce svaka tackasta potklasa H—matrica imati po dve
svoje blok varijante, I i I1 tipa.

3.1 Blok SDD matrice

Najranija uopstenja osobine stroge dijagonalne dominacije na blok ma-
trice javljaju se istovremeno i nezavisno jedan od drugog u radovima
Ostrovskog [90] iz (1961), Fidlera i Ptaka [39] iz (1962) i Fajngolda i
Varge [38] iz (1962).

U ovoj disertaciji formulisa¢emo rezultate u skladu sa oznakama
koje smo upravo naveli.

3.1.1 Prvi tip blok uopstenja

Definicija 3.1. Za datu particiju 7, blok matricu A = [A; j|exe zovemo
blok m SDD matrica I tipa (BfSDD ) ako je njena pridruZena matrica
prvog tipa YA(™ SDD matrica.

Drugim re¢ima, za datu particiju 7, matrica A je Bf SDD matrica,
ako vazi

(IAZ o)™ > Y Nl Aijllw za svako i € L. (3.8)
JeL\{i}
Teorema 3.2. Svaka BT SDD matrica je reqularna.

Dokaz: Pretpostavimo suprotno, da je A singularna matrica, tj.
da postoji neko x # 0 iz C" tako da je Ax = 0. Bez umanjenja opstosti
mozemo pretpostaviti da je ||x||.. = 1. Zapisimo vektor x u blok formi
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x = [X1, Xo, ..., X", pri ¢emu je dimenzija vektora X; jednaka redu
dijagonalnog bloka A; ; za svako j € L.
Tada je Z A; ;X; =0 za svako ¢ € L, odnosno
jeL
AZﬂXz = — Z Ai’ij, Z < L (39)
jeL\{d}
Kako je ||x||oc = 1, mozemo odabrati indeks k takav da je || Xx||c = 1.
Tada iz (3.9) za i = k, koris¢enjem nejednakosti trougla i (3.4), sledi

Ak Xilloo < ) 1Ak Xilloo < ) ks llso I Xjlloo <
JEINk) JEINR)

< D Il

JEL\{kR}
Medutim, iz (3.5) sledi

Ak Xilloo = (1A 1 lloo) ™ 1 Xklloo = (1A Nlo0)
pa zakljucujemo da je
(HAkls) ™ < >0 [HAkgllee,
JEL\{k}

sto je kontradikcija sa pretpostavkom da je ) A(™ SDD matrica. Dakle,
A je regularna matrica. O

3.1.2 Drugi tip blok uopstenja

Definicija 3.3. Za datu particiju w, blok matricu A = [A; j|ixe zovemo
blok m SDD matrica 11 tipa (Bf;SDD) ako je njena pridruZena ma-
trica drugog tipa (A)™ SDD matrica.

Pokazimo da smo na ovaj nacin ostali u klasi regularnih matrica.
Naime, pokazimo da vazi slede¢a teorema.

Teorema 3.4. Svaka B7;SDD matrica je reqularna.
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Dokaz: Primetimo, najpre, da iz uslova da je (A)™ SDD matrica,
sledi da su njeni dijagonalni elementi svi razlicit od nule, Sto znaci da
su svi dijagonalni blokovi polazne blok matrice A regularni.

Dokaz ¢emo izvesti kontradikcijom. Pretpostavimo suprotno, da je A
singularna matrica, tj. da postoji neko x # 0 iz C" tako da je Ax = 0.
Neka je ||x|[[cc = 1, $to ne umanjuje opstost. Zapisimo vektor x u
blok formi x = [X1, Xy, -+, X,|T, kao i ranije, pri ¢emu je dimenzija
vektora X, jednaka redu dijagonalnog bloka A; ; za svako j € L.
Tada je Z A; ;jX; =0 za svako ¢ € L, odnosno

JEL
AXo=— Y AyX;, i€l
jeL\{i}
. Xi=— > AlA,X; i€l (3.10)
JEL\i}

Kako je ||x||oc = 1, neka je k € L takav daje || Xy |loo = max 1 X0 = 1.
je

Primenjujuéi normu beskona¢no na (3.10) za i = k, dobijamo:

L= [1Xilloe < D A4 Xl < Y 1A Ak ool Xl <

JeL\{k} jeL\{k}
< D A ARl = D Imigl,
JEL\{k} JEL\{k}

sto je u kontradikciji sa pretpostavkom da je (A)™ strogo dijagonalno
dominantna. Dakle, A je regularna matrica. O

3.1.3 Diskusija odnosa prvog i drugog tipa blok
uopstenja

Pre daljih razmatranja, naglasimo ¢injenicu da, ako blok matrica A

oblika (3.3) pripada bilo klasi BfSDD, bilo klasi Bf,SDD, u oba

sluc¢aja svi njeni dijagonalni blokovi A;;,% € L, su regularne matrice.
Naime, u suprotnom, ako bi neki dijagonalni blok (na primer Ay ;) bio
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singularan, i u pridruzenoj matrici / tipa, i u pridruzenoj matrici 1/
tipa, k-ti dijagonalni element bio bi jednak nuli, Sto je nemoguce.

Neka je 7 data particija i neka je A BT.SDD matrica. Dakle, ) A("
je SDD matrica, odnosno vazi

(A )™ > Y Al za svako i€ L. (3.11)
JeL\{i}

Uslov (3.11) moze se zapisati i kao

1> 147 e D I1Ais oo (3.12)
JEL\i}

Kako je

14 e D Mislle = D 147 ol Aille =

JEL\{i} JEL\{i}
> > A Aulle = D Imagl,
JEL\{i} JeL\{i}
to znaci da je
1> Y Jmal,
JeL\{i}

to jest (A)™ je SDD matrica, odnosno A je Bf;SDD matrica.

Odnos SDD blok matrica I i I tipa, za istu particiju 7, dat je na
Slici 3.1. Na istoj slici prikazan je njihov odnos sa tackastom SDD
klasom. Da je on takav pokazuju slede¢i primeri:

Primer 3.5.

0 0.5
0 0.5
0 0.5
1 0
0 1
1 0

Ay

|
O O Ol = =
OO OO = =
O OO N =
_ o oo O O
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[\

AS A2
A6
Tip |
l Tip Il
A4
SDD

Slika 3.1: Odnos Bf SDD i BfSDD matrica za istu particiju 7 i njihov
odnos sa tackastom SDD klasom.

e i O P

Matrica Ay nije SDD matrica u tackastom smislu. Za particiju m =
{0, 3,6}, ova matrica nije BT S DD matrica, ali jeste Bf;SDD matrica,
jer je (A2)™ SDD matrica.

Primer 3.6.
8 1/-02 33
7 13 2 -3
As = —-13 6.7] 13 -2
0.5 3 1 6
- [ 6.4667 -5 . 1 —0.6649
A3 _[ —8 5.7143 } ()" = { —0.6625 1

Matrica Asz je SDD matrica u tackastom smislu. Za particiju m =
{0,2,4}, ova matrica nije BT SDD matrica, ali jeste Bf;SDD matrica,
jer je (A3)™ SDD matrica.
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Primer 3.7.

T 4 0]—-1 0l0 0]=1 =17

0 4| 0 0l0 0|—-1 —1

—1 0| 4 0/0 o0o]l-1 —1

A 0 —1| 0 4(0 —=1]-=1 0

1 0 Ol 004 —2[—-1 0

0O 0| 0 0[O0 4| 0 —1

1 —1]|-1 0ol0o o] 4 o0

| -1 —1|-1 0|0 0| 0 4|
4-1 0 —2 1-0.25 0 —05
|1 4 —1 -2 | —-025 1-025 —05
) A ("= 0 0 26667 —1 (A" = 0 0 1 —0.375
—2-1 0 4 —0.5-0.25 0 1

Matrica Ay je SDD matrica u tackastom smislu, a za particiju m =
{0,2,4,6}, ova matrica nije ni BfSDD matrica ni B7;SDD matrica.

Primer 3.8.
(3 -2 0] 1 0 0]
2 6 -1 0 1 0
0 -1 3/, 0 0 0
A=1T"0 0 1 =1 0
0 1 1/-1 6 -1
0 0 0] 0 0 4]
« [ 23333 —1 . 1 —0.3651
JAs{"= { —2 3.1724 } M) = { —0.3913 1

Matrica As nije SDD matrica u tackastom smislu, a za particiju © =
{0,3,6}, ova matrica je i BfSDD matrica i Bf;SDD matrica, poSto
su matrice )A5(™ i (A5)™ obe SDD matrice.
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Primer 3.9.
(8 —2 0] 01 0]
0 6 —1| 00 0
3 -4 11| 2 0 1
Ag = 1 0 0] 50 0
0 0 2|-17 -1
1 0 0] 00 -3 |
« [ 50707 -3 . 1 —0.3227
4o _[ -2 3 ] (As)” = { —0.3333 1

Matrica Ag je primer matrice koja je istovremeno SDD matrica u
tackastom smislu, i za particiju m = {0, 3,6} ona je i BfSDD matrica
i Bf;SDD matrica.

Navedeni primeri opravdavaju odnos SDD, BfSDD i Bf;SDD
klasa matrica, koji je prikazan na Slici 3.1.

3.2 Blok H—matrice

3.2.1 Prvi tip blok uopstenja

Analogno nac¢inima na koje smo uopstili klasu tackastih S DD matrica
na blok matrice, isto ¢emo uciniti i sa klasom tackastih H—matrica.

Definicija 3.10. Za datu particiju 7, blok matricu [A; jlixe zovemo
blok m H—matrica I tipa (BT H ) ako je njoj pridruZena matrica prvog
tipa Y A(™ H-matrica.

Primetimo da, na osnovu ove definicije, sledi da ako je blok ma-
trica A iz klase B} H, tada su svi njeni dijagonalni blokovi regularne
matrice. Inace, na dijagonali pridruzene matrice I tipa bi se pojavila
0, pa ona ne bi mogla biti H—matrica.

Teorema 3.11. Svaka B} H—matrica je regularna.
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Dokaz: Ako je [A; j|exe Bf H—matrica, tj. ako je )A(™ H—matrica,
onda postoji pozitivna dijagonalna matrica

X = diag(xy, 2, ..., xy), (3.13)

takva da je YA(™ X SDD matrica. Drugim re¢ima, za svako i € L
vazl:
z(l A7 )T > D 1Al

jeL\{i}
Definisimo matricu W € R™*" (n je dimenzija matrice A) na slede¢i
nacin:
W = diag(z1Lm,, Tolmy, - - Telm,), (3.14)

gde je I,,, jedini¢na matrica formata my X my, a my, je dimenzija bloka
Ak, k € L. Tada je

Al,l A1,2 Al,e ll?lfml 0o - 0
- Az,l. Azg Aui . 0 x2]m2. 0 _
Agr Ago - Agy 0 0 - @y,
$1A1,1 I2A1,2 T MAM
_ $1A2,1 $2A2,2 T SUAM
r1 A 22 o xeAuy

te je AW B7SDD matrica, jer je njena pridruzena matrica prvog tipa
YAW (™ SDD matrica, posto je

OAW (™) o)™ = 2147 o) 7"

HOAW (™), lloo = 2l Aijll- D
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3.2.2 Drugi tip blok uopstenja

Definicija 3.12. Za datu particiju 7, blok matricu [A; jlixe zovemo
blok m H—matrica II tipa (BT, H), ako je njoj pridruZena matrica
drugog tipa (AY™ H—matrica.

Primetimo i ovde da, na osnovu definicije, sledi da ako je blok ma-
trica A iz klase B];H, tada su svi njeni dijagonalni blokovi regularne
matrice. Inace, elementi bar jedne Citave vrste pridruzene matrice 11
tipa bili bi jednaki 0, pa ona ne bi mogla biti H—matrica.

Teorema 3.13. Svaka Bf;H—matrica je reqularna.

Dokaz: Ako je A = [A;;]ixe Bf;H—matrica, tj. ako je (A)"
H —matrica, onda postoji pozitivna dijagonalna matrica oblika(3.13)
takva da je (A)™ X SDD matrica, $to znaci da za svako i € L vazi:

-1
i > Z 1AL Aijlloo;-
JF
Definisimo regularnu dijagonalnu matricu W € R™*™ (n je dimenzija
matrice A) na isti na¢in kao i u dokazu Teoreme 3.11:
W = diag(z1Lm,, T2 lmy, - - Telm,),

gde je I,,, jedinicna matrica formata my x my, a my, je dimenzija bloka
A, k € L. Tada je

W AW =
zil[ml O~ . 0 A1’1A1’2. . Al,f xljml 0 . O
0 $[m2 .. 0 A271A272. .. A27£ 0 x?-[mg e 0
O 0...1%@["7’[ Aé,lAf,Q"'AZ,K 0 0...x£[me
Aig | PAip |- | F AL
— %szl A2,2 e %Azx
%Af,l i—jAéa e AZ,@
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a (W TAW)™ = [p,], pri cemu je
pig =1 =my;,

pig = —|(WTAW) W TAW), il = —||in,¢1Ai,j\|w = —jmi,j>
za i # j. Kako je (A)™ X SDD matrica, to je i X H{A)™ X, ¢iji su
elementi

(X HA™ X);=1, i €L,
_ - T; .
(X 1<A> X)i,j = _jmi,ju ? # 1 ) € L.

Dakle, (W—1AW)™ = X~ 1(A)™ X, pa zakljucujemo da je (W LAW)™
SDD matrica, odnosno, W~tAW je BT,SDD matrica, pa time i re-
gularna. Tada je i A regularna matrica. O

3.3 Potklase blok H—matrica

Pratedi isti put generalizacije, kao sto smo to uradili sa SDD i H—ma-
tricama, jasno je da mozemo definisati blok 7 analogone I i I] tipa
svim ranije navedenim tackastim potklasama H—matrica. Naime, ako
sa K oznac¢imo proizvoljnu potklasu H—matrica, onda je na sledeca
dva nacina mozemo generalizovati na blok slucaj:

Definicija 3.14. Za datu particiju w, blok matricu A = [A; |exs
zovemo blok m K matrica I tipa (BJK), ako je njoj pridruzena matrica
prvog tipa ) A("K matrica.

Definicija 3.15. Za datu particiju 7, blok matricu A = [A; lexs
zovemo blok m K matrica 11 tipa (BT, K), ako je njoj pridruzena ma-
trica drugog tipa (A)"K matrica.

Kako je K potklasa H matrica, na osnovu prethodne sekcije oci-
gledno vazi:

Teorema 3.16. Svaka BTK matrica je regularna.

Teorema 3.17. Svaka B;K matrica je regqularna.
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Ulogu klase K moze igrati bilo koja od potklasa H—matrica opi-
sanih u drugom poglavlju. Tada se na osnovu skaliraju¢e matrice X
(3.13), koja ¢e pridruzenu matricu skalirati na SDD matricu, moze
formirati matrica W oblika (3.14), koja ¢e polaznu matricu A skali-
rati na blok SDD matricu AW ili W=tAW. To je bitno posebno u
slucajevima u kojima se zna oblik i osobine skalirajuc¢e matrice, kao
sto su Dasnjic-Zasmanovic (DZ), S—SDD, PH—matrice. Isti princip
vazi kako za blok matrice I tipa, tako i za blok matrice I1 tipa.

Pokazacemo u nastavku na koji nacin potklase blok H—matrica
mogu imati znac¢ajnu ulogu i u nekim drugim oblastima linearne alge-
bre, a ne samo kao rezultati o regularnosti matrica.

Radi preglednosti navodimo sve potklase blok H—matrica koje
¢emo ovde razmatrati.

Definicija 3.18. Neka je data particija © i njom generisana blok ma-
trica A = [A; jlixe. Tada kaZemo da je A:

e blok m Ostrovski matrica I tipa ako je YA(™ Ostrovski matrica,
e blok m DZ matrica I tipa ako je YA(™ DZ matrica,

e blok m S — SDD matrica I tipa ako je YA(™ S — SDD matrica,
o blok m ol matrica I tipa ako je YA(™ al matrica,

o blok m a2 matrica I tipa ako je )A(™ a2 matrica,

e blok m Nekrasov matrica I tipa ako je YA(™ Nekrasov matrica,

o blok m { Py, Po}— Nekrasov matrica I tipa ako je YA(™ {Py, Pa}—
Nekrasov matrica,

e blok m S—Nekrasov matrica I tipa ako je yA("™ S—Nekrasov ma-
trica,

Definicija 3.19. Neka je data particija © i njom generisana blok ma-
trica A = [A; jloxe. Tada kazemo da je A:

e blok ™ Ostrovski matrica 11 tipa ako je (A)™ Ostrovski matrica,

e blok m DZ matrica I1 tipa ako je (A)™ DZ matrica,
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o blok ™ S—SDD matrica I1 tipa ako je (A)™ S —SDD matrica,
e blok m ol matrica 11 tipa ako je (A)™ ol matrica,
e blok m o2 matrica 11 tipa ako je (A)™ o2 matrica,

e blok m Nekrasov matrica I1 tipa ako je (A)™ Nekrasov matrica,

e blokm { Py, P,}— Nekrasov matrica I1 tipa ako je (A)™ { Py, Po}—

Nekrasov matrica,

o blok m S—Nekrasov matrica 11 tipa ako je (A)™ S—Nekrasov
matrica,

Njihovi medusobni odnosi ostaju isti kao i odnosi u tackastom
slucaju. To jasno proizilazi iz nac¢ina definisanja ovih blok generaliza-
cija.

Takode, slicno komentaru o odnosu blok 7 SDD matrica I i I1
tipa, datom ranije, lako se moze zakljuciti i da je svaka blok 7 K
matrica [ tipa istovremeno i blok 7 K matrica I tipa.

Sto se ti¢e odnosa izmedu tackaste i njoj odgovarajuée blok klase
za unapred zadatu particiju 7, on je, u opstem slucaju, takav da niti
je tackasta klasa podskup blok klase niti vazi obrnuto.
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Primena: Ocena HA_l | oo

Da bismo preglednije predstavili ocene koje su vezane za blok matrice,
kao i da bismo bili u moguénosti da ih poredimo sa tackastim ocenama,
u slucajevima kada je to moguée, u ovom poglavlju ¢emo se najpre
pozabaviti tackastim slucajem. Pri tome ¢emo pod pojmom ocene
norme beskonac¢no inverzne matrice uvek podrazumevati gornju ocenu
norme beskonacno inverzne matrice.

Od do sada u literaturi poznatih ocena za ||A™! || navodimo neko-
liko najvaznijih. To su one koje se odnose na slede¢e potklase H —ma-
trica: SDD matrice, S — SDD matrice, Nekrasov matrice, {P;, Py} —
Nekrasov matrice i S—Nekrasov matrice. Napomenimo da smo od
citave klase PH matrica izabrali samo slucaj S —S DD matrica, dakle,
slucaj podele indeksa na dva disjunktna podskupa. Razlog lezi u
¢injenici da u slucaju podele skupa indeksa na tri ili vise disjunktnih
podskupova, broj operacija potrebnih za izracunavanje ocene norme
beskonacno inverzne matrice se znacajno povec¢ava. Takode, napomeni-
mo da smo u ovoj disertaciji izostavili neke druge ocene norme beskona-
¢no inverzne matrice za odredene potklase H —matrica, kao, na primer,
ocene iz radova [79], [84], [58]. Razlog tome je ¢injenica da su neke od
njih ve¢ obuhvacene nekom od navedenih ocena, a neke nisu sasvim
povoljne za blok uopstenja.

Ocena (Varah) za SDD matrice, [1]:
1
min (Ja; ;| — r;(A))

1EN

1A oo < (Var)

41
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Ocena (Kolotilina) za S — SDD matrice, [68] :

JA™ oo < max_max{p];(A), pji(A)}, (Kol)
i€S,j€S ’ ’
gde je
Jaiil = 7 (A) + 17 (4)
pii(A) = ! (4.1)

(lasil =7 () (laz| = 77 (A)) = 7 (A)rf(A)

Prva ocena (Cvetkovié, Dai, Doroslovacki, Li) za Nekra-
sov matrice, [19]:

max z(4)
A7 < ’ , CDDL1
1EN
gde je
i1 lai |
21(A) =1, z(A) :Z| W|z-(A)+1, i=2,3,...n. (4.2
a. .
j=1 )

Druga ocena (Cvetkovié, Dai, Doroslovacki, Li) za Nekra-
sov matrice, [19]:

max ZZ(A)
1EN |ai,i|
(A)’
1 — max hz( )

iEN |CLZ‘77;|

[A™ oo < (CDDL2)

gde je z;(A) definisano u (4.2).

Prva ocena (Cvetkovié, Kostié, Nedovié) za { P, P»}-Nekrasov
matrice, [29]:

max{z; " (4)}
A oo < — I 5 : (CKN1)
min Ua”] —min{h; ' (A), h;* (A)}}

1EN
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gde je z;(A) definisano u (4.2), z(A) := [21(A), ..., z.(A)]|T, 2z (A4) =
Pz(PTAP), indeks k; € {1,2} je izabran tako da je

min{h{" (A), h*(A)} = ;" (A),
a hf*(A), k = 1,2, definisano u (2.23).

Druga ocena (Cvetkovié, Kosti¢, Nedovié) za {P;, P»}-Ne-
krasov matrice, [29]:

1A oo <

gde je z;(A) definisano u (4.2), z(A) = [z1(A), ..., z.(A)]T, z2"(A) =
Pz(PTAP), indeks k; € {1,2} je izabran tako da je

min{h!" (A), B2 (A)} = b, (A),
ah™(A), k = 1,2, definisano u (2.23).

Prva ocena (Cvetkovié, Kosti¢, Doroslovacki) za S-Nekra-
sov matrice, [27]:

147 oo < max z;(A) - max max{x{;(4),x}i(4)},  (CKDI)

i€5,jes
gde je z;(A) definisano u (4.2) i
il — 17 (A) + hi(A)
(laial = B3 (A)) (lazgl = h3(A)) = k7 (A)h3(A)

Xzs,j(A) =

Druga ocena (Cvetkovié¢, Kosti¢, Doroslovacki) za S-Ne-
krasov matrice, [27]:

1A e < max 2 o max(%5,(4), DuA)), (CKD2)

T ieEN |azz‘ i€S,j€S



44 4. PRIMENA: OCENA | A~/

gde je z;(A) definisano u (4.2) i

[iilla | = lasglhi (A) + |asalh7(A)
(laial = b3 () (lajgl — 15 (A)) = b (A3 (A)

)?ZS,]'(A) =

Ocevidno je da se ocena za ||A7!||,, izvedena za Sire klase matrica
moze primeniti i na sve klase koje su sadrzane u njoj.

S obzirom da su ocene za || A7 ||« u slucaju Nekrasovih i S—Nekra-
sovih matrica autorovi originalni rezultati, a, sa druge strane, ocene u
slucaju { P, P,}—Nekrasovih matrica jos nisu publikovane, posveti¢emo
im posebnu paznju u ovoj disertaciji i detaljno ih prezentovati. Za vise
detalja pogledati radove [27], [19] i [29].

4.1 Tackast slucaj

4.1.1 Nekrasov matrice

Za dokaz ocena (CDDL1) i (CDDL2) koristi se sledece svojstvo H—ma-
trica, dato u Berman Plemmons [7] :

Teorema 4.1. Neka je A = [a;;] € C™™ (regularna) H—matrica.
Onda vazi

AT < (M(A)7 (4.3)
gde je M(A) pridruZena matrica matrici A (vidi Definiciju 2.6).

Takode, koristi¢emo i rezultat Roberta iz [95] koji formulisemo u
vidu sledece leme:

Lema 4.2. Za proizvoljnu matricu A = [a; ;] € C*", n > 2, za koju
je a;i; # 0 za svako i € N, vazi

hi(A) = lag|[(1D] — | L) Ule] (4.4)

gde je e vektor ¢ije su sve komponente jednake jedan.

Neposredna posledica ove leme je svojstvo Nekrasov matrica, koje
je pokazao Sulc u radu [98]:
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Teorema 4.3. Matrica A = [a;;] € C™™, n > 2 je Nekrasov matrica
ako i samo ako je

(D] = L) Ule < e. (45)
Tada je I — (|D| —|L|)"YU| SDD matrica.

Prvi pokusaj da se oceni norma beskonac¢no inverzne matrice za
Nekrasov matricu dat je u radu [19]. Navodimo ga ovde sa dokazom.

Teorema 4.4. Neka je A = [a; ;| € C™" Nekrasov matrica. Onda je:
max z;(A)

Ao < LN : CDDL1
eEN

)

max
1eEN |CLZ,Z|
hi(A
1 — max i(4)
iEN |(lm‘|

gde je hi(A) definisano u (2.18), a z;(A) su definisani sa (4.2).

A o < (CDDL2)

Dokaz: Pre svega, uoc¢imo da su svi elementi matrice (|D| —
|L|)~*|U| nenegativni, zato $to je matrica (|D| — |L|) iz klase M —ma-
trica. Pretpostavimo da je A Nekrasov matrica. 1z nejednakosti (4.5)
vidimo da je suma svih elemenata u svakoj vrsti manja od 1, stoga
mozemo zakljuciti da su svi dijagonalni elementi manji od 1. Dalje,
na osnovu Teoreme 4.3, znamo da je

I—(ID| = |L]) U= C (4.6)
S DD matrica, pa je i
B:=|D|C = |D| - |D|(|D| - |L|)~"U|

takode S DD matrica, jer mnozenje sa leve strane dijagonalnom matri-
com | D| ne¢e narusiti svojstvo SDD. Sada mozemo koristiti Varahovu
ocenu za normu beskonaéno za matricu B!

1
min (]b”\ - ri(B)) '

1EN

1B o <
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Zmajuéi da su svi dijagonalni elementi matrice (|D| — |L|)~*|U| manji
od 1, dobijamo:
(b3l = laial — laisl [(| D] = [L]) 7 |U]]

1,3’

ri(B) =Y lau[(ID] = [L) U], .
J#1
(bl = 7i(B) = lais| = Y lai| [(1D] = [L) U], , =

j=1

= laii| — las | [(|ID] = [L)) ' Ue], = laii] — hi(A).
Dakle,
1

min (laiil = hi(A))

1B loo <
Da bismo dobili ocenu za ||[A™!||., ostaje da nademo vezu izmedu
matrica B~ti A7l Kako je
B = |D[(|D| - |L|)"" M(A),

odnosno

M(A) = (I - |L||D|™)B, (4.7)

na osnovu Teoreme 4.1 sledi da je

1A oo < IM(A) Moo < 1B looll (1 = [ZIIDI™H) oo
Kona¢no, da bismo izveli ocenu za ||(I — |L||D|™') ™|, polazimo od
I(Z = LD Moo = (1 = [LI[DI ™) elloc,

§to je tacno, jer je matrica [ — |L||D|™! iz klase M — matrica.
Ocigledno je da vazi z(A) := (I — |L||D|™!) e, tako da je

I(Z = LD Moo = [12(A) || = max z;(A), (4.8)

1EN

¢ime je prva ocena (CDDL1) dokazana.
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Da bismo dokazali drugu ocenu (CDDL2), najpre direktno prime-
njujemo Varahovu ocenu za normu beskonacno za inverznu matricu

matrici C: .

min (’Cz‘,i‘ — 7’@<C)) '

1EN

IC™ o <

Koriste¢i ¢injenicu da su svi dijagonalni elementi matrice (|D|—|L|) 7! |U]|
manji od 1, dobijamo:

leial = 1= [(ID] = [L))~"U]]

i’

n

ri(C) = Z [<|D| - |L|)71|Uui’jj

j#i
i stoga je:
|sz| —ri(C) =1~ Z [(|D| B |L|)_1|U|]i,j -
j=1
- hi(A)
— 1= (D] - |2l Ule], =1 - 24
Dakle,
1
HC_lHoo < . ’
1 — max hZ(A)
€N |a; ;|

Da bismo dokazali ocenu za ||A™!||., preostaje nam jos da nademo
vezu izmedu matrica C~1i A7L.
Kako je

C = (D] - [L])~'M(4A),

sledi da je
M(A) = (ID[ = [L[)C,

pa je, na osnovu Teoreme 4.1,

1A oo < TM(A) Moo < NIC Moo ll(ID] = [LD ™ -
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Kako je matrica |D| — |L| iz klase M —matrica, to je
I(IDI = 12D e = I1(ID] = |L) el

i, ako uvedemo oznaku y := (|D| — |L|) e, tada je e = (|D| — |L])y,
ili, po komponentama:

i—1
larilyn =1, aiilyi =1+ laiyly;, i€ N\ {1}.
j=1

Kako je |a;;|y; = z:(A), ¢ € N, dobijamo da je

¢ime je i druga ocena (CDDL2) dokazana. O

Obe ocene, (CDDL1) i (CDDL2), mogu se koristiti kao ocene
norme beskona¢no inverzne matrice za klasu S DD matrica, jer je klasa
S DD matrica podskup klase Nekrasov matrica. Poredi¢emo navedene
dve ocene (CDDL1) i (CDDL2) za Nekrasov matrice sa Varahovom
ocenom (Var), u slucaju kada je i ona primenljiva.

Slede¢i primer ilustruje odnos izmedu navedenih ocena:

Primer 4.5. Posmatrajmo sledecih 5 matrica:

-7 1 =02 2
7 88 2 =3

Ar=119 05 13 _2 |
0.5 3 1 6

21 —91 —42 —21 5 1 02 2
A | 07T 91 42 21 |1 21 -3
8 —0.7 —0.7 49 —21 |’ 71 2 05 64 —2 |’

—0.7 —-0.7 —-0.7 28 05 -1 1 9

6 -3 - Do 5 s
A10: —1 11 —8 ; Allz —6 _4 15 _3

—7 =3 10

-49 -09 -09 6



4.1. TACKAST SLUCAJ 49

Prve tri matrice su SDD matrice, pa je za njih primenljiva i Varahova
ocena, kao i (CDDL1) i (CDDL2). Matrice Ayo i Ay; nisu SDD, ali jesu
Nekrasov matrice, pa su primenljive samo ocene (CDDL1) i (CDDL2).

U tabeli je dat prikaz ocena za [|[A™!|| . Znak — znaci da ocena

nije primenljiva.

Matrica | [|[A7Y|» | (Var) | (CDDL1) | (CDDL2)
Az 0.1921 | 0.6667 0.5263 0.3805
As 0.8759 | 1.4286 | 0.9676 1.8076
Ag 0.2707 | 0.5556 | 0.7937 0.6200
Ao 1.1519 - 2.4848 1.4909
A, | 0.4474 - 0.5702 | 1.1557

Zavrsimo ovu podsekciju sa nekoliko komentara.

Prvo, za Nekrasov matrice koje nisu SDD, jedine primenljve ocene
su (CDDL1) i (CDDL2), koje su u opstem slucaju neuporedive, nekada
je bolja prva a nekada druga ocena.

Drugo, za klasu SDD matrica mozemo koristiti i Varahovu ocenu
(Var), kao i ocene (CDDL1) i (CDDL2). Iako je za svaku SDD ma-
tricu

hi(A) = ri(A),

hi(A) <ri(A), 1€ N\{1l}

zbog

max z;(A) > 1
ieN

ne mozemo zakljuéiti da je ocena (CDDL2) uvek bolja od Varahove

(Var). To pokazuje primer matrice Ag. Medutim, za matricu A7 ocena
(CDDL2) je znacajno bolja od Varahove ocene (Var).

4.1.2 S—Nekrasov matrice

Podsetimo se na definiciju S—Nekrasovih matrica. Ako su vrednosti
h?(A), i € N definisane rekurentno:

—1 n
(A ‘= ro(A ho(A) = M .
Y(A) =07(A), hP(A) = Jayyl + Y aigl,
j=1

a1 j=i+1,jeS
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tada se A naziva S—Nekrasov matrica ako vazi:
la;s| > hi(A) zasve i€ S i
(laii| — 27 (A)) (|aj | — h3(A)) > hf (A)hT(A) zasve i€ S, j€S.
Pre svega, dokazimo lemu analognu Lemi 4.2.

Lema 4.6. Ako je A = [a;;] € C*"™, n > 2, takva da je a;; # 0 za
sve 1 € N i ako je S proizvoljan neprazan podskup od N, tada je

13 (A) = laial [(I1D] — ILD)~'|U "], (4.9)
gde je €% definisano sa:
o5 _ 1, i€b,
! 0, 1€8
Dokaz: Definisimo vektor x preko njegovih komponenti
i = layg| [(|ID] — |L[)"'|Ule®],, i€ N,
i primetimo da je
D' = (D] — | L)~ U]e".
Dakle,
x =|L||D[""x + |U]e®,
ili, ekvivalentno,
i—1 |CL‘ | n
T = “lx + Z la;;|, zasve i€ N. (4.10)
=1 ;4] j=i+1,j€S

Pomoc¢u matematicke indukcije, pokazacemo da za svako ¢ € N vazi

Ocigledno, za i = 1, vazi

T = Z la1 ;| = rf(A) = hls(A).

jes\{1}
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Pretpostavimo da je h¥(A) = z;, za svako i < k — 1 i dokazimo da je
Zaista, iz (4.10), dobijamo

|a 4 Z _
4, T+ |ar;| =

n

(lk7'|
LhS(A) + D awyl = BE(A),

st a1 j=k+1,j€S

¢ime je dokaz zavrSen. O

Prvi rezultati o oceni norme beskonac¢no inverzne matrice za S—Ne-
krasov matricu (ocene (CKD1) i (CKD2)) dati su uradu [27]. Navodimo
ih ovde sa dokazom.

Teorema 4.7. Neka je A = [a;;] € C™™ S—Nekrasov matrica i neka
je zi(A) definisano sa (4.2). Tada vaZi:

|A™ | < maxz;(A) - max_max{x?,(4),x5;(4)},  (CKDI1)
1eEN i€S,j€S ’ ’

gde je

lass] — hi(A)S + BS(A)
(Jasil = R (A))(|aj ] = h5(A)) = b7 (A)RS(A)

Xii(A) = (4.11)

Takode, vazi

(A N -
1A oo §maxz( ) | max_max{¥?,(4),5;(4)},  (CKD2)
ieN |ai,i‘ i€S,j€8 ’ ’

gde je

|aiilla;;| — |aj7j|hf(i4) + |azz|ﬁf(A)
(laiil = h7(A)(laj] — b3 (A)) = AE (AR (A)

J

Xoj(A) = (4.12)
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Dokaz: Neka je A S—Nekrasov matrica. Tada postoji dijagonalna

matrica W = diag(wy, ws, ..., w,), definisana sa
>0, i€Ss,
w; = { 1, ieS. (4.13)

takva da je AW Nekrasov matrica (vidi [30]). Na osnovu Teoreme 4.3,
zakljucujemo da je

I—(IDIW — |LIW)"MU|W = W1 — (ID] = [L)"HUNW

SDD matrica, sto je ekvivalentno sa ¢injenicom da je (I — (|D| —
|L))~YU|) S — SDD matrica (vidi [30]).

Mnozenjem dijagonalnom matricom |D| sa leve strane, dobijamo ma-~
tricu

B = |D| - |D|(|D| - |L))~'|U], (4.14)

koja je takode S — SDD matrica, tako da mozemo primeniti ocenu
Kolotiline (Kol) koja vazi za S — SDD matrice:

1B oo < max_max{p7;(B), pj,;(B)}.

1€S,jES

Kako znamo da su svi dijagonalni elementi matrice (|D| — |L])~|U]
manji od 1 (Sto smo objasnili u dokazu Teoreme 4.4), imamo da je:

1bii| = laii| — |aii|[(|ID] = |L) U]

i

B = 3 lagl[(ID] - 1Z) U],
jes\{i}
i, takode, za i € S:
S — . .| — . _ -1 —
bii| = 77 (B) = laisl = Y lail [(|ID] = [L) U], , =
jeS
= lai | — lais| [(I1D] — [L) U], = |as| — B (A).

Slicno dobijamo:

4] = r7(B) = |aj;| — h3(A), j €T,

J
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r?(B) = hi(A), i€ S, ir(B)=hi(A), jeS.
Stoga je
pfj(B) = Xf:j(A) 1 pi(B) = X?(A), zasvako i € 5,5 € S.

J5t

Matrica B ista je kao i u dokazu Teoreme 4.4, pa vazi (4.7), na osnovu
¢ega zakljucujemo

1A e < IMA) ™ Hloo < 1B loolI (T = IZIDITH) ™| oo-
Takode, vazi i (4.8), odnosno

I = IZIDIT) oo = ll2(A)lloo = max zi(A),

i time je prva ocena (CKD1) dokazana.

Da bismo dokazali i drugu ocenu za ||A™!|| s, umesto matrice B de-
finisane sa (4.14), koristimo maticu C' = I —(|D|—|L|)~'|U| definisanu
isto kao u (4.6).

Na ovaj nacin, za svako i € S, j € S, dobijamo:

(A g hS(A)
Cii 7“;9 g)=1 L , ris C)=—"—=,
il =r2(C) =1 =28 H(0) = S
3 hs(A) h(A)
lejl =5 (C) =1 - —L—=, r7(C) =~

 ayl

Kako je
M(A) = (ID] = |L])C,
a iz
|DI7'2(A) = (ID] - |L|) e,
sledi

14D = 1L llee = D17 2(A) oo = max ==,

time je dokazana i druga ocena (CKD2). O
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Primer 4.8. Da bismo uporedili do sada navedene ocene, posmatrajmo

slededéih 6 matrica:

50 —30 —10 0 6 56 0 0
A —10 40 —10 —20 Ao_ |14 4 31 0
271 10 —20 50 —20 |’ B=1 0 22 7 29
90 0 0 70 0 —04 —04 3
40 8 7 0 60 —15 —15 —15
A _| 3 35 05 05 4. _ | 75 105 —45 0
“W=10 5 10 5 |’ 571 —60 —60 120 —15 |~
0 0 45 4 —15 —15 —15 45
12 8 —0.8 0 21 —-9.1 —-42 -21
4| 08 3 —08 05 |, | -07 91 -—42 -21
16 0 5 6 —08 "' | —0.7 —0.7 49 -—2.1
0 —-08 —-36 5 —0.7 —0.7 —-0.7 28

Lako se moze uociti da je matrica A;5 S—Nekrasov matrica za
S ={2,3}. Matrica Ajp, medutim, nije Nekrasov matrica, dakle, nije
ni SDD matrica, tako da jedine ocene koje se mogu primeniti su ocene
(CKD1) i (CKD2). Ocena (CKD2) je bolja od ocene (CKD1).

Matrica A3 je S—Nekrasov matrica za S = {3}, nije Nekrasov,
nije SDD matrica, te i za nju postoje samo ocene (CKD1) i (CKD2),
ali u ovom primeru je bolja ocena (CKD1) od ocene (CKD2).

Matrica Ay4 je Nekrasov matrica, sto implicira da je onda i S—Ne-
krasov za proizvoljan izbor skupa S. Dakle, moguce je primeniti ocene:
(CDDL1), (CDDL2), (CKD1) i (CKD2), medu kojima je najbolja
ocena (CKD2).

Matrica Ajs je isto Nekrasov matrica, Sto implicira da je onda i
S—Nekrasov za proizvoljan izbor skupa S. Moguce je primeniti ocene:
(CDDL1), (CDDL2), (CKD1) i (CKD2), medu kojima je sada najbolja
ocena (CKD1).

Konacno, matrica A4 pripada klasi SD D matrica, Sto implicira da
ona pripada i klasi Nekrasov i S—Nekrasov matrica, za bilo koji izbor
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skupa S. Dakle, u ovom primeru sve ocene mogu biti primenjene, a
najbolja je ocena (CKD?2).

Matrica Ay; pripada klasi SDD matrica, te je moguce primeniti
ocene: (Var), (CDDL1), (CDDL2), (CKD1) i (CKD2), medu kojima
je sada najbolja ocena (CKD1).

U slucaju da je data matrica S—Nekrasov matrica za viSe razlicitih
skupova S, u tabeli je prikazan onaj izbor za koji se dobija najbolja
ocena norme beskonacno inverzne matrice.

U tabeli je dat prikaz svih pomenutih ocena za svaku od navedenih
matrica.

Matrica| ||A™!||| Var | CDDL1 | CDDL2 | CKD1 CKD2
Axo 1.4800 | - - - 2.6320 1.7680
S—1{2.3} | S={2,3)
Ais 1.3618 | - - - 4.6297 6.0962
S—{3} | 5=1{3)
Ay 1.0618 | - 6.6047 | 5.5767 4.4239 4.4064
S—1{2,3) | §={2,3}
Az 0.6843 | - 1.5333 | 2.4667 1.1176 1.6864
S—{2,4) | 5={2,4}
Asg 0.4813 [5.0000{ 2.6507 | 2.2133 2.4008 1.8536
S—{1,3} | §={1}
Arr 0.8759 [1.4286| 0.9676 | 1.8076 0.9109 1.7672
S—{2,3) | S ={1,3}
4.1.3 {P,, P,}—Nekrasov matrice

Primetimo da, iako su obe klase - i SDD i Nekrasov matrice - gene-
risane idejom dijagonalne dominacije, medu njima postoji znacajna
razlika. Klasa SDD je zatvorena u odnosu na permutacije slicnosti
(istovrsne permutacije vrsta i kolona), a klasa Nekrasov matrica nije.
Naime, istovrsne permutacije vrsta i kolona nemaju efekta na sume
modula vandijagonalnih elemenata, dok prilikom izracunavanja reku-
rentno definisanih Nekrasovih suma redosled jeste bitan i zavisno od
njega, komponente vektora h(A) se mogu znac¢ajno promeniti.
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Iz tog razloga, u ovoj podsekciji prezentova¢emo rezultate dobi-
jene u radu [29], koji se odnose na novu klasu regularnih matrica,
koja je potklasa H—matrica, a nadklasa Nekrasov matrica. Kao sto
smo naveli u Posdekciji 2.3.8, motiv za definisanje ovakve klase lezi u
sledecoj ¢injenici: Nekrasov matrice, do na permutaciju vrsta i kolona,
su regularne matrice. Medutim, testiranje svih mogu¢ih permutacija
vrsta i kolona suvise je racunski skupo. Stoga, ako smo veé testirali
permutaciju P;, a zatim i neku drugu permutaciju P, i zakljucili da
ni matrica P AP ni matrica Py AP nije Nekrasov matrica, postavlja
se pitanje mozemo li nekom kombinacijom ve¢ izracunatih veli¢ina,
dakle, bez dodatnog racunskog troska, pokusati da izvedemo zakljucak
o regularnosti? Odgovor je potvrdan: u nekim slucajevima, to jeste
moguce.

Na ovaj nac¢in dobijamo novu potklasu H—matrica, za koju je,
kao sto ¢emo videti, moguce izvesti ocenu norme beskonac¢no inverzne
matrice.

Podsetimo se oznaka uvedenih u Podsekciji 2.3.8:
d(A) = [laral - lana7, B(A) = [Br(A), .., ha(A)".
U tim oznakama, klasa Nekrasov matrica opisana je uslovom
d(A) > h(A),

klasa P—Nekrasov matrica uslovom

d(A) > h(PTAP),
a klasa { Py, P, }—Nekrasov matrica uslovom

d(A4) > min{h"(A4),h"™(A)}.

Slede¢i primer pokazuje da se moze desiti da matrica nije ni P,—
Nekrasov ni P,—Nekrasov, ali jeste { P, P»}—Nekrasov matrica.

Primer 4.9. Neka je

511 1
05 1 4.3
A18_5150’
111 5
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Py identicka permutacija, a Py permutacija ,,unazad”, tj. neka je Py =
I, a

0001
0010
Py = 0100
1000

Lako se vidi da Aig nije ni Py— Nekrasov, niti Po— Nekrasov, ali jeste
{Py, P,}— Nekrasov matrica.

Za { Py, P,}—Nekrasov matrice, u radu [29] dokazana je lema analog-
na Lemama 4.2 1 4.6:

Lema 4.10. Za datu matricu A = [a;;] € C*", n > 2, takvu da je
a;; 70 za svei € N, i za datu permutacionu matricu Py, vazi

hi*(A) = laial [Pu(| Dl — [Li]) "' |Ukle] (4.15)

i’

gde je e vektor c¢ije su sve komponente jednake 1, a (Dy), (—Lg) 1
(—=Ux) su, redom, dijagonalni, strogo dongi i strogo gornji trougaoni
deo matrice PF AP.

Dokaz : Po definiciji je

hi*(A) = [Ph(F AF,)]

i

Primetimo da je
hi*(A) = hy(PlAP),
pri cemu su indeksi ¢ i j takvi da je (Py);; = 1. Na osnovu Leme 4.2,

zakljucujemo da je

hi(PLAPy) = |(PEAP) ;| [(1Dk] — |Li|) " Ukle]

j p—
= |asi [Pe(|Dx| = |Le]) " Ukle] ,

i, kako je e = Ple, sledi

hi*(A) = |aiq| [Pu(| Dx| — |Lk|)71|Uk|PkTeL. O
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Konstruisimo sada matricu C' € C™", na slede¢i nacin:

1

2

Q
—~~
©
N—

c=1| - |ecm

Q

L C(n) |
gde je ‘
C(i) = (") Pi,(|1 Dx,| = 1Lu )~ Uii | Py,

a €' je vektor standardne baze, ¢ije su sve komponente jednake nuli,
osim ¢—te komponente, koja je jednaka 1, a za svaki indeks ¢ izabran
je njemu odgovarajuéi indeks k; € {1,2} tako da je

min{h{* (A), h*(A)} = ;" (A).

Drugim re¢ima, matricu C' konstruiSemo tako da svaka vrsta te ma-
trice bude izabrana kao vrsta iz matrice Py(|D;| — |L1|)~ U | P ili
iz matrice Py(|Dy| — |Lo|) " Us| P}, zavisno od odnosa u kome stoje
A1 (A), hP2(A), tj. biramo vrstu iz one matrice za koju je dostignut
minimum ove dve sume.

Lema 4.11. Ako je A = [a;;] € C"", n > 2, {P, P,}—Nekrasov
matrica, tada je matrica I — C SDD matrica.

Dokaz: Pretpostavimo da je A { P, P»}—Nekrasov matrica. Tada
je
d(A) > min{h" (A), h™2(A)}.
Za proizvoljno i, i-ta komponenta gornje nejednakosti je
jaii > min{h;" (4), hi*(A)},

pri ¢emu, na osnovu Leme 4.10, zaklju¢ujemo

hi*(A) = laig| [Pe(| Dl — [ L))~ |UL| P e]

i

Iz ovoga sledi

|aii| > min{|a; | [Py(|D1|—| L))" UL P €], |ail [Po(|D2|—|La|) ' Us | P €]}

i
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Kako iz uslova da je A { Py, P, }—Nekrasov matrica sledi da je a;; # 0,
1 € N, dobijamo

1> min{[Pi(|Di| = [L) MU Pe],, [Pa(| Dol — [Lo|) 7 Us| Py €]},

i

Sto znaci da matrica I — C' ima sve sume po vrstama pozitivne. Kako
je (|Dg| — |Lk|) za k = 1,2 (regularna) M —matrica, sledi da su svi
vandijagonalni elementi matrice I — C' nepozitivni, dakle, I — C' je
SDD matrica. O

Konacno dolazimo do tvrdenja o regularnosti, koje smo formulisali
u uvodnom delu kao Teoremu 2.27, a ovde je navodimo sa dokazom.

Teorema 4.12. Ako je A = [a;;] € C™", n > 2 {P, P,}—Nekrasov

matrica, tada je ona reqularna. Stavise, ona je H—matrica.

Dokaz: Pretpostavimo suprotno, da je A singularna. Tada postoji
nenula vektor x takav da je Ax =0. Za k = 1,2, vazi:

PIAP.PI'x =0,
Sto se moze zapisati kao
DyPl'x = L;,PI'x + U,Pl'x, (4.16)
pri ¢emu su (Dy), (—Lg) i (—Ug), redom, dijagonalni, strogo donji i
strogo gornji trougaoni deo matrice P AP;.
Korigéenjem relacije trougla, iz (4.16) sledi
(1Dl = |LeD 1P %] < Ul P ).

Iz uslova da je A { Py, P,}—Nekrasov matrica sledi da su svi dijagonalni
elementi matrice A razliciti od nule i da je |Dy| — |Lx| M —matrica,
pa, dakle,

[P x| < (IDx] = |Lil) ™ Usl 1P .

Posto je |PIx| = |Pl||x| = PF'|x|, mnoZzenjem poslednje nejednakosti
sa leve strane matricom Py, dobijamo
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(1= PUDW] = 1L UL ) ] < 0. (4.17)
Ako se setimo ranije definisane matrice C', zakljuc¢ujemo da je
(I-0)x| <o. (4.18)

Medutim, u dokazu Leme 4.11 pokazali smo da je I —C' SDD matrica,
da je i L—oblika, dakle, to je M —matrica. Stoga iz (4.18) sledi da za
nenula vektor x vazi |x| < 0, §to je ocigledno kontradikcija. Dakle,
dokazali smo da je A regularna matrica.

Dokazimo sada da je ona i H—matrica. U tu svrhu pokazimo da je
p(D7'B) < 1, pri ¢emu je M(A) = D — B Jakobijevo razlaganje
matrice M(A) na dijagonalni i vandijagonalni deo.

Pretpostavimo suprotno, da je p(D~*B) > 1, dakle, da postoji karak-
teristicni koren A\ € o(D~!B) takav da je |A\| > 1. Tada je

det(AM — A) =0,
tj.
det(D~ ') det(AD — B) =0,
odakle, kako je D regularna matrica, sledi

det(AD — B) = 0.

Drugim rec¢ima, matrica F':= AD — B je singularna.
Medutim, za svako i € N,

[fiil = Mlaiql > laig| > min{h* (A), hj*(A)} > min{h;"* (F), h* (F)},

sto znaci da je F' takode { P, P»}—Nekrasov matrica, i zbog toga regu-

larna. Dobili smo kontradikciju, te zakljucujemo da je p(D™'B) < 1.

Sada iz (D7'M(A))" = (I - D'B)™" = Y (D7'B)¥ >0, sledi
k>0

M(A)™1 >0, pa je, dakle, A H—matrica. O

Na kraju, sledi rezultat koji se odnosi na ocenu norme beskonac¢no
inverzne matrice.
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Teorema 4.13. Neka je za dati skup od dve permutacione matrice
{P1, P}, A=a; ] € C"", n>2, {P, P,}—Nekrasov matrica. Tada
vazi

Pk,
max{z; " (4)}
1A oo < — T (CKN1)
mina;;| — min{h;" (4), h;*(A)}]

2 M (A)

%

Izréz}\%({ ;] }
hi*(A) hz-Q(A)H

1A | <

(CKN2)

min|1 — min{

)

iEN |am~| |CL7;7Z'|
pri cemu je
S, 2A)
2(A) =1, z(A) = lail ’] T 1, i=2,3,...n,
j=1 v

2(A) = [21(A), ..., 2(A)]T, 2P (A) = P2(PTAP), a indeks k; € {1,2}

je izabran tako da je
min{h/ (A), h*(A)} = ;" (A),

Dokaz: Dokazimo najpre drugu ocenu (CKN2).
Neka je A {P;, P,}—Nekrasov matrica. Iz Leme 4.11 sledi da je ma-
trica B := I — C' SDD matrica, pa za njenu inverznu vazi Varahova

ocena:
1

R ))

min
iEN

Kako je

by —ri(B)=1-min{[Py(|D1 || La|) |01 P{ €], [Pa(| Dl ~|Lal) ™' [Un| P ] } =

BP(A) P2 (A)

=1 — min{ T
a

}, i €N,

Y

il Jagl
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ostaje da se nade veza izmedu matrica B~!i A~!. Lako se vidi da je
I — Po(|D| = | L)) THUR| B = Pe(|De| — | Li|) ™' B M(A),
jer za fiksirano k vazi
Po(|Dy| = | L) B (I — Po(|Di| — | L)' URIPY) =
= Pu(|De| = [Li) B — Pl Ukl Py =
= Pul(| Di| = |Li| = [Ux) P = Po( P AP P = PPy (A) PPy = (A).

Sa C oznacimo sledeéu matricu

(Y

(1
c@)

C ' e C""

~—

L C(n) |

™

gde je
C(i) = (') Pi,(| Dy | — |Li,|) ' Py,

e’ vektor standardne baze, a za svaki indeks i, odgovarajuéi indeks
ki € {1,2} je izabran tako da je

min{h{* (A), h*(A)} = ;" (A).

Ocigledno je
B=1-C=CM(A),

odnosno,

M(A) = B7'C,

1A oo < IM(A) Moo = 1B Cllos < 1B oI Clle <



4.1. TACKAST SLUCAJ 63

1
hPH(A) hP2(A)

o Z
mip(l - min{ =0 lazs]

< 1€ oo

)

Kao i ranije, zaklju¢ujemo da je (I — |L||D|7')"'e = z(A) i ako
oznacimo z”'(A) = Pz(PT AP), zakljuéujemo da je

)

Py

z ' (A)

|az‘,i\

2

1€l = l[Celloc = max{

gde je za svaki indeks i, odgovarajuéi indeks k; € {1,2} izabran tako
da je
min{h/ (A), h{*(4)} = b (A).

Naime,

IClloc = [ICelloc = max(Py, (| D, | — [Li, )" Prie)i =

= IZ%%((P’%‘D’% 71([ - ’LkiHDkirl)ile)i = %%((sz‘Dkzrlz<Akz))l =

= m%}((PkiP/cT-\D|71PkiZ(P1¢TAPki))i = max(|D| 'z (A)); =
7,6 1 1

iEN

Pr.
- z; ' (A)
= mad =

Time je ocena (CKN2) dokazana.

Dokazimo sada i prvu ocenu (CKN1).

Umesto matrice B, posmatrajmo matricu B’ = |D|B. Tada je

V4l = ri(B) = laig| — min{h* (A), h*(A)},

M(A)~' = (B D|C.
Dakle,

1A oo < IM(A) oo = 1(B)DICloe < 1B looll [DIC [|os <
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1
(Jaiq| = min{h;* (A), h{*(A)})

. DIl
11
1EN

pri ¢cemu je
~ ~ P,
HDIC [l = | ID|Ce [loo = max{z" (A)},

a za svaki indeks i, odgovarajuéi indeks k; € {1,2} je izabran tako da
je

min{h!* (A), h*(A)} = ;" (A).

Time je ocena (CKN1) dokazana. O

Primer 4.14. Matrica

103 0 0
0 1 06 0

Az = 101 1 071
30 0 1

pokazuje da nalazenje permutacije vrsta i kolona koja transformise
polaznu matricu u Nekrasov matricu uopste nije lak zadatak, kako se
moze uciniti na prvi pogled. Naime, uzimajuéi u obzir nac¢in na koji
se formiraju Nekrasove sume h;(A), moze izgledati logi¢no da permu-
tovanje vrsta i kolona izvrsimo tako da sortiramo vrste po ,jacini”
dijagonalne dominacije od prve ka poslednjoj. Medutim, ovaj primer
pokazuje da takvo sortiranje ne¢e matricu transformisati u Nekrasovu.
Sa druge strane, ako poslednju vrstu postavimo na drugo mesto, ma-
trica ¢e postati Nekrasova! Dakle, cak i kad smo sigurni da postoji
permutacija koja matricu prevodi u Nekrasovu, i dalje je otvoreno i
komplikovano pitanje kako tu permutaciju naci.

Primer 4.15. Da bismo ilustrovali efikasnost navedenih ocena, pos-
matragmo sledece 4 matrice.
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Matrica Ay je SDD matrica, te za nju postoje ocene: (Var), (Kol),
(CDDL1), (CDDL2), (CKN1) i (CKN2).

Matica As; nije SDD matrica ali je S — SDD matrica i Nekrasov
matrica, te za nju postoje ocene: (Kol), (CDDL1), (CDDL2), (CKN1)
i (CKN2).

Matrica Ay nije ni SDD ni Nekrasov, ali jeste S—SDD i {P;, P,}—Ne-
krasov te za nju postoje ocene: (Kol), (CKN1) i (CKN2).

Kako matrica Ags pripada samo klasi { Py, P»}— Nekrasov matrica i
nijednoj drugoj navedenoj klasi, za ovu matricu postoje samo ocene

(CKN1), (CKN2).

U sledecoj tabeli dajemo pregled ocena (Var), (Kol), (CDDL1),
(CDDL2), (CKN1) i (CKN2), pri ¢emu, u sluc¢aju da neka od njih nije
primenljiva, to oznacavamo simbolom —.

Mat [[|A=Y]|s| Var Kol CDDL1| CDDL2 CKN1|CKN2

Ay | 0.1796 ] 0.5 0.3462 | 0.2443] 0.3108]0.2443]0.2132
S={6,10,11}

Ay | 0.3445] - 1.4286 | 2.2282| 2.87290.5992(0.7726
S={1,4,5,10}

Ay | 1.0578] - 45455 - -~ [1.1255(1.114

S={4,5}

Agg | 1.5490 | - - - 2.8205[2.0146

U ovom primeru izostavili smo poredenje ocena za klase { Py, Po}—
Nekrasov i S—Nekrasov, posto ove dve klase stoje u opstem odnosu,
a za matrice koje pripadaju i jednoj i drugoj klasi, nijedna od ocena
(CKN1), (CKN2), (CKD1) i (CKD2) generalno nije bolja od ostalih.
To ¢e biti ilustrovano primerima u narednoj sekciji, s obzirom da ¢e
oni prikazivati i tackaste i blok ocene.
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4.2 Blok slucaj

4.2.1 Preliminarna razmatranja

U ovoj podsekciji dokaza¢emo vezu izmedu norme beskonac¢no in-
verzne matrice za blok matricu A (u odnosu na particiju 7) i norme
beskonacno inverzne matrice za pridruzenu matricu I, odnosno I/
tipa ()A(™ odnosno (A)™). To ¢e nam posluziti kao alat za izvodenje
ocena normi za blok matrice koje pripadaju nekoj od potklasa blok 7
H—matrica [ tipa i blok 7 H—matrica 11 tipa.

Robert je u svom radu [95] dokazao rezultat koji se moze smatrati
uopstenjem Teoreme 4.1. Naime, ako oznacimo sa

[Arille [ Ar2lloo - [ ALello
M(4) = ||A2,‘1||oo ||A2,'2||oo HAzieHoo |
[Aeille [[Ae2lle -+ [[Aeello
N(A) = Ni(A) - No(A), gde je:
AT 0 Lo 0
Ny (A) = O ||A22||oo O ’
0 0 e AN
R — AT Al -+ —HAQALEHOO
NQ(A) _ _HA2,2.A2,1H00 1 _HAz,z‘AM“oo 7
A Acalle —11Az; Acalloe - 1

onda za svaku blok H—matricu A vazi
M(A™Y) < (N(4))
Napomenimo da je u Robertovom radu pojam blok H —matrice defini-

san na slededi nacin: Matrica A naziva se blok H—matrica ako je N(A)
M —matrica, dakle, na isti nacin kao sto je u ovoj disertaciji definisan



68 4. PRIMENA: OCENA ||A™||

pojam blok 7 H—matrice 11 tipa, pa dakle, obuhvata i slucaj blok 7
H—matrica I tipa.

Teoremu iz rada Roberta [95], formulisa¢emo u terminologiji koju
koristimo u ovoj disertaciji.

Teorema 4.16. Ako je A B7,H—matrica, onda je

M(A™Y) < (N(A) (4.19)
Posledica 4.17. Ako je A Bf H—matrica, onda je
M(A™Y) < (N(A) . (4.20)

U oznakama koje koristimo u ovoj disertaciji, oc¢igledno je:
JA("= Ni(A) — offdiag (M(A)),
(A)" = Na(A),

gde smo sa offdiag (A) oznacili vandijagonalni deo matrice A. Stoga,
lako pokazujemo da vaze sledeca dva tvrdenja. Pre toga, navodimo
poznat rezultat iz [7], koji ¢emo koristiti u daljem radu.

Teorema 4.18. ([7]) Ako su A i B dve M —malrice sa osobinom
A > B,

tada je
At <BL

Teorema 4.19. Ako je A = [A,; j|oxe BT H—matrica i ) A(™ njoj pridru-
zZena matrica I tipa (definisana u (3.6)) onda vazi

1A oo < 1 QA loo-

Dokaz: Pre svega, konstatujmo da su N(A)i)A(™ matrice L—obli-
ka koje stoje u odnosu
N(A) = )A(",

jer na dijagonali imaju iste elemente, a za svako i # j vazi

IAZHI N A Aiglloo < 11Ailloo-
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S obzirom da je A B H—matrica, onda je ona, takode, B, H —matrica,
odnosno blok H—matrica u smislu Roberta, odnosno N(A) je M —ma-
trica. Zbog toga, na osnovu Teoreme 4.18, sledi

Dalje, zbog definicije norme beskonacno, ocigledno vazi
A oo < IM(ATY]|oo-
Konacno, na osnovu Posledice 4.17, zaklju¢ujemo

1A oo < IM(A™ oo < (N (A) Moo <

<1 0AM) M- O

Analogan rezultat dokazujemo i za B}, H —matrice.

Teorema 4.20. Ako je A = [A; jlexe BfH—matrica i ako je (A) njoj
pridruzena matrica I1 tipa (definisana u (3.7)), onda vazi

1A oo < max |4 floo - [| ((A)) ™ e

Dokaz: S obzirom da je A Bj, H—matrica, zakljucujemo da je
Ny(A) M—matrica, pa je i N(A) M —matrica. Na osnovu definicije
norme beskonacno, ocigledno vazi

1A oo < 1M (Ao,

a na osnovu Teoreme 4.16 dalje sledi

A oo < 1M (A [loo < N (A) oo <

< NL(AD) oo - 1N2(A)) ™ floo = miax | A5 oo - [ ((A)) ™ loc

sto je i trebalo dokazati. O
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4.2.2 Ocena za blok SDD matrice [ i I] tipa

[ako se u literaturi pod pojmom Varahov rezultat uglavnom podrazu-
meva (Var), dakle tackast slucéaj, njegov pravi rezultat u radu [102]
je bas blok varijanta. Navodimo ga ovde u nasim terminima i oz-
nakama. Najpre, kao lemu, radi preglednosti, navodimo tackast slucaj
(napomenimo da je to, u stvari ocena (Var)).

Lema 4.21. Ako je matrica A SDD matrica, tada vazi

1
min(|a; ;| — ri(A))

1EN

1A oo <

(Var)

Na osnovu Leme 4.21 i Teoreme 4.19, direktno sledi:

Teorema 4.22. Ako je matrica A (za neku particiju ) B SDD ma-
trica, tada vazi

1
min (4R = D Idlle)

1<k<e ,
JeL\{k}

[A™ o < (B; Var)
Na osnovu Leme 4.21 i Teoreme 4.20, opet direktno sledi:

Teorema 4.23. Ako je matrica A (za neku particiju =) Bf,SDD
matrica, tada vazi

max [|A; o
JA " oo < — sks — . (B Var)
min, (1= 32 MeiAsl)
= JELN{k}

Kako ¢emo kasnije videti, ova ocena, iako je sama po sebi vazna i
vrlo ¢esto veoma dobra za B SDD matrice i Bf;SDD matrice, njen
znacaj lezi jos u jednoj ¢injenici: ona ¢e posluziti kao polazna tacka za
dokazivanje novih ocena i to za Sire klase matrica, koje se, samim tim,
mogu primenjivati i na klasu B7SDD matrica i na klasu B},SDD
matrica.
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U nastavku disertacije svaku novu ocenu (njene tri varijante: tacka-
stu, blok [ tipa i blok /7 tipa) poredi¢emo sa prethodno veé izvedenim
ocenama, ako su one uporedive. Plavom bojom oznacene su tackaste
ocene, crvenom ocene blok [ tipa i zelenom blok I7 tipa. Horizontalna
linija ljubicaste boje predstavlja ta¢nu vrednost norme beskona¢no in-
verzne matrice.

U primerima koji slede, radi preglednosti najpre navodimo tabelu
iz koje se ¢ita kojoj klasi matrica pripada posmatrana matrica. Cinje-
nica da matrica pripada datoj klasi oznacena je znakom +, a ¢injenica
da ne pripada znakom —.

U slucaju blok matrica ne¢emo posebno naglasavati o kojoj parti-
ciji indeksa je rec, jer se ona vidi iz posmatrane matrice, koja je vec
podeljena u blokove.

Takode, osim u prvom primeru koji sledi, ne¢emo posebno komen-
tarisati koje su ocene bile primenljive, a koje ne, kao ni koja od ocena
je najbolja. Sve te informacije vide se iz tabele i odgovarajuceg grafika,
a primeri su odabrani na takav nacin da svaki prezentuje neku novu
,,situaciju” u odnosu na sve prethodne.
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Primer 4.24.
21 —-9.1 2 =21 0 0 0 0]
—0.2 10 0 —2.1 0 —0.1 0 0
-0.1 -0.7 9 —-21 0 0 —0.1 0

-02 —-0.7]-0.1 26 0 0 0 —0.1

Au= 1570 0 0] 19 0 —i2 —2i
0 0|-0.1 0] —-0.1 8§ —4.2 —-2.1
0 0 0 0|—-0.2 —0.7 49 -21
| 0 0 0 -01|-02 —-07 0.7 28
Aoy SDD
Tackast +
Blok I tip +
Blok I17 tip +
A24
12 1.1161
1 | 05091
0.7852
0.8
0.7044
0.6
0.4
0.2
0
SDD
B Tackast W Blok | tip Blok Il tip ~ ===Ta¢na vrednost

Slika 4.1: Prikaz gornjih ocena za || A5} ||, iz Primera 4.24

Gornja tabela, dakle, sadrzi slede¢u informaciju: Matrica Ayy je
SDD matrica u tackastom smislu i ona je takode i Bf SDD matrica
za particiju 7 = {0,2,4,8} i ona je BJ,SDD matrica za particiju
© = {0,2,4,8}.

Taéna vrednost norme inverzne matrice je || A5, || = 0.7044, njena
tackasta ocena (Var) je 0.09091, a njene blok ocene za m = {0, 2,4, 8}
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su: (By Var) je 0.7852 1 (By; Var) je 1.1161. U ovom primeru najbolja
ocena je (Bj Var). Sve ove informacije su prikazane na grafiku, Slika
4.1.

Primer 4.25.

6 03|—-07 1
1 5| —21 0
As =55 55 1|°
-1 -3 -1 7
Aogs SDD
Tackast +
Blok I tip +
Blok I7 tip | +
A 25
25
2
2
1.5
1.0667 0.98
1
0.5
0.3248
0
sSDbD
W Tackast W Blok | tip Blok Il tip ~ ====Tacna vrednost

Slika 4.2: Prikaz gornjih ocena za || Ay||o, iz Primera 4.25

Za matricu Ays najbolja ocena je (B Var).
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Primer 4.26.

8] 1 —02 33
7113 2 =3

A= _13l67 13 —2
05 3 1 6
Agg SDD
Tackast +
Blok I tip -
Blok I7 tip | +
A 26
1.2
1
1
0.8
0.6 0.4355
0.4
0.2 0.239
0
SDD
S Tackast & Blok | tip Blok Il tip ~ ====T3cna vrednost

Slika 4.3: Prikaz gornjih ocena za || Ayg'||o, iz Primera 4.26

Matrica Ayg ilustruje situaciju u kojoj nije primenljiva ocena blok [
tipa, dok je blok ocena I1 tipa (B Var) znacajno bolja od tackaste
ocene (Var).
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Primer 4.27.
3 -1 0] 1 0 O O 0 O]
2 6(—-1}, 0 1 0 0 0 O
o -1, 3, 06 0 O O O O
r o 0 4 -1 0 O O O
Ayy=10 1 1] -1 6 —1 0 1 0
o o0, 0, 0 0 4 0 O 1
o of 0, 0 O 0 12 -1 O
o of 0, 0 4 -1 -1 6 -1
0 0] 0O/ O 0 1 0 -1 22
Aoy SDD
Tackast -
Blok I tip +
Blok [T tip +
A 27
2 19
1.5
1 0.8
0.5 0.5411
0
SDD
WS Tackast = Blok | tip Blok Il tip  ===Taina vrednost

Slika 4.4: Prikaz gornjih ocena za || Ay ||oo, iz Primera 4.27

Matrica Agy ilustracija je situacije u kojoj nije primenljiva tackasta
ocena. Stoga je ovo primer koji, izmedu ostalog, opravdava koris¢enje
blok pristupa.
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Primer 4.28.
1 1 1[0 05 0]
11 2{0 05 0
A 1 0 0[O0 05 O
®*71000[1 00
00 00 10
(00 0[1 0 1]
Asg SDD
Tackast -
Blok I tip -
Blok I7 tip | +
A 28
10
8
8
6
4 4
2
0
SDD
s Tackast W Blok | tip Blok Il tip  ®™==Tacna vrednost

Slika 4.5: Prikaz gornjih ocena za || Asg ||o, iz Primera 4.28

Matrica Asg nije SDD matrica u tackastom smislu. Tacéna vrednost
je [[Ax||leo = 4. Za particiju 7 = {0, 3,6}, ova matrica nije BfSDD,
ali jeste BT, SDD. Dakle, primenljiva je samo ocena (B;; Var) ¢ija
vrednost je 8.
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4.2.3 Ocena za blok S—SDD matrice [ i I] tipa

Potklasa H—matrica (tackasti slucaj) koju u ovoj disertaciji nazivamo
S—SDD, poznata je u literaturi i pod drugim imenima i razmatrana je
od strane vise autora. Za tu potklasu H—matrica viSe autora dokazalo
je 1 neke ocene za normu beskonac¢no inverzne matrice, vidi [58], [84]
i [68]. Uz manje modifikacije, sve se one mogu smatrati, u sustini,
istom ocenom, koja je najpreglednije zapisana u radu [68], gde klasa
S — SDD predstavlja specijalan slucaj PH matrica, kada je skup
indeksa podeljen u dva disjunktna podskupa S'i S.

Ocena za ||[A™!| ako je A iz S — SDD Kklase, izvedena je u radu
[68] i oznacena u ovoj disertaciji sa (Kol). Ovde je radi preglednosti,
navodimo u obliku slede¢e Leme.

Lema 4.29. Ako je A S — SDD matrica, za neki neprazan pravi
podskup S C N onda je

A7 e < s max{p(4), 5, (), (Kol
gde je
o5.(4) = |aii| — TiS(A)j r§(A) ~ 7
’ (laiil = r?(A)(laj;1 =77 (A)) = r7 (A)rj (A)
i gde je

rP(A) = > aigl
J€S\{i}
Na osnovu ove leme, izvodimo ocenu za blok 7 .S — SDD matrice
1111 tipa.

Naime, na osnovu Leme 4.29 i Teoreme 4.19, direktno sledi:

Teorema 4.30. Ako je matrica A = [A; jloxe B]S —SDD matrica za
neki neprazan pravi podskup S C L, tada je:

A oo < max_max{p7;()A(7), o7, () A(")}. (Br Kol)

i€S,j€S j’
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Isto tako, na osnovu Leme 4.29 i Teoreme 4.20, direktno sledi:

Teorema 4.31. Ako je matrica A = [A; jloxe Bf;S — SDD matrica
za neki neprazan pravi podskup S C L, tada je:

1A oo < max [|A; 3l - max max{p7;({(4)7), p7;({A)")}.

1<k<t i€S,je8 a
(B[[ KOI)

Ovu podsekciju zavrsavamo navodenjem ilustrativnih

e opravdavaju postojanje novih ocena blok tipa, posto su moguce
situacije da su blok ocene primenljive, a tackaste nisu,

e prikazuju efikasnost novodobijenih ocena u slucajevima kada su
primenljive i neke ,stare” ocene.

U primerima koji slede, zadrza¢emo isti pristup kao i u ranijim
primerima:

e Matrica je ve¢ izdeljena na blokove i iz te podele se vidi odgo-
varajuca particija indeksa,

e u vidu tabele prikazana je pripadnost do sada razmatranim kla-
sama, kao i izbor skupa S,

e u vidu grafika prikazane su primenljive ocene kao i tacna vre-
dnost norme inverzne matrice.
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Primer 4.32.

79

15 =8| -35 —1.1
A —-0.4 71 -35 —1.1
% —04 —04| 3.7 -11
—-04 —-04|-04 2
Asg SDD | S—-SDD
Tackast + +
S ={1,2,3}
Blok I tip | + +
S=A{1}
Blok IT7 tip + +
S=A{1}
A 29
25
1.93
2
1.48
1.5 1.25 111 107 008
! 0.8955
0
SDD S-SDD
W Tackast W& Blok | tip Blok Il tip ~ ®™==Tacna vrednost

Slika 4.6: Prikaz gornjih ocena za || Asq ||, iz Primera 4.32

Matrica Agg je takva da su sve dosadasnje ocene primenljive i u ta-
ckastom smislu, 1 u smislu blok I i Il tipa. Najbolja medu njima je

ocena (B Kol).
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Primer 4.33.

1 0 0 0 0 0
—-0.2 0.5 0 0 0 0
A 0 0 11-0.2 0 0
0 0 0 —02] 07 —02 0
0 0.1 0 0 05 —-0.2
0 0 0] 0 -02 22
Asop SDD | S—SDD
Tackast + +
S = {4,6}
Blok I tip + +
S = {1}
Blok IT tip + +
S={1}
A 30
6
5
5 4.61 45 445
a
3 2.7623
2
1
0
SDD S-SDD
[ Tackast e Blok I tip Blok Il tip  *™=Ta¢na vrednost

Slika 4.7: Prikaz gornjih ocena za || Az ||oo, iz Primera 4.33

Matrica Asy je, takode, takva da su sve dosadaSnje ocene pri-
menljive i u tackastom smaislu, i u smislu blok I i I tipa, ali ovog
puta najbolja medu njima je ocena (Bj; Kol).
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Primer 4.34.
22 —8|—1 0

A 0.1 3|1 —-2 —-1.1
3 01 01] 3 =2
0.1 0.1]0.1 3
Asr SDD S —SDD
Tackast - +
S = {2}
Blok I tip - +
S = {1}
Blok IT tip - +
S ={1}
A3l
2 1.72
L5 1.23
~ 0.99
1
0.7548
0.5
0
SDD S-SDD
Wl Tackast = Blok | tip Blok Il tip  ™==Tacna vrednost

Slika 4.8: Prikaz gornjih ocena za || A3} ||oo, iz Primera 4.34

Za matricu As; nije moguce primeniti Varahovu ocenu, ni u tacka-
stom ni u blok smislu. Ocene tipa S — SDD su sve tri primenljive, a
najbolja medu njima je ocena (B; Kol).
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Primer 4.35.

5 0 0(0 0 O
2 7 410 00
Agy = 0052 1 2
00 114 20
010[{0 50
|1 00/0 2 4
Aso SDD | S—-SDD
Tackast - +
S ={2,4,5}
Blok I tip - +
S = {1}
Blok I7 tip - +
S = {1}
A 32
15 333
3
2.5
1.92
2
1.5 1.07
1
0.5 0.5339
0
SDD S-SDD
Ll Tackast = Blok | tip Blok Il tip  ™===Tafna vrednost

Slika 4.9: Prikaz gornjih ocena za || Az ||o, iz Primera 4.35

Za matricu Ass, situacija je slicna kao u prethodnom primeru, samo
je sada znacajno bolja ocena (B Kol).
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Primer 4.36.

10 0 0 0 0
-1 2 1 0 0 0
A 0 0 3/-15 -1 -1
BT 00 15 4 0 0
01 0] —1.5 5 —1
00 0] 0 -15 2
Ass SDD | S—SDD
Tackast - +
S =1{2,3)
Blok I tip - -
Blok I7 tip | - T
S={1}
A 33
7 6
6
5 4.4938
4
3
2 1.7647
1
0
SDD S-SDD
S Tackast W& Blok | tip Blok Il tip ~ =====Tacna vrednost

Slika 4.10: Prikaz gornjih ocena za || 433 ||, iz Primera 4.36

Matrica Asz je takva da su za nju primenljive samo ocene (Kol) i
(Brr Kol), i bolja od njih je (B;; Kol).
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Primer 4.37.

2 1 1/0 —05 —05
1 120 0 0
dy_ | L0200 0 0
0 —05 0[1 0 0
0 05 0[1 1 0
0o o001 0 1]

Asy SDD | S—SDD

Tackast - -
Blok I tip - -
Blok I7 tip | + +
S = {1}
A34
7 6
6 5
5
4
3 3.33
2
1
0
SDD S-SDD
Wl Tackast W Blok | tip Blok Il tip ~ ™===Taina vrednost

Slika 4.11: Prikaz gornjih ocena za || A3} ||oo, iz Primera 4.37

Za matricu Agy primenljive su ocene (B; Var) i (B Kol), a bolja
je (B][ KOl)
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4.2.4 Ocena za blok Nekrasov matrice [ i I] tipa

Radi preglednosti, ponavljamo ovde Teoremu 4.4, koju ¢emo sada pro-
glasiti Lemom, dakle, tvrdenjem koje se odnosi na tackast slucaj, na
osnovu koga, kao i ranije, dokazujemo tvrdenja za blok slucaj I i 11
tipa.

Lema 4.38. Neka je A = [a; ;] € C™" Nekrasov matrica. Onda je:

max z;(A)

A < N DDLI1
1€

zi(A)
max
iEN ’ CLl i ‘

(A’
1—maxhl( )

iEN ‘a“’

[A™ o < (CDDL2)

gde je hi(A) definisano sa

i—1

:Z|G1,j|a hi(A>:Z zJ| la |+Z i1, "
]]

j#1 j=1 j=i+1

a zi(A) je definisano sa

1—1
2(A) =1, zi(A):Z;Z”‘l (A +1, i=2,3,...n
=1 1993

Na osnovu Leme 4.38 i Teoreme 4.19, direktno sledi:

Teorema 4.39. Ako je matrica A = [A;;]ixe B Nekrasov matrica,
tada je
max 2;() A(")
[A™ oo < L . (B; CDDL1)
min (||4;7 0 = hi(A()
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max || A7 |oozi () A(")

e < ieL By CDDL2
S e ) i )

gde su z;(A) i hi(A) definisani kao u Lemi 4.38.
Na osnovu Leme 4.38 i Teoreme 4.20, direktno sledi:

Teorema 4.40. Ako je matrica A = [A;;lixe B Nekrasov matrica,
tada je

A? max || A7 iGaLXZi«A)W) B;; CDDLI

B 00 < i i oo * )

A loo < Z.EaLXH | 'iLn(l_hMAy)) (Br1 )
1€

gde su z;(A) i hi(A) definisani kao v Lemi 4.38.

Kod B7;Nekrasovih matrica postoji samo jedna ocena, iako su
postojale dve (CDDL1) i (CDDL2) ocene u tackastom slucaju. Prva
ocena (B CDDL1) je ista kao druga (By; CDDL2), jer su dijagonalni
elementi pridruzene matrice I tipa svi jednaki 1.
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Primer 4.41.
[ 9 —4]-1 -2, 0 0] 0 O]
-1 12|-1 -2 0 O O O
-1 -2} 8 =2|—-1 0, 0 O
e — -2 —-1/-3 5|—-1 0, 0 O
B0 0] 0 -1 9 —4[-1 -2
o 0| 0 —-1|-1 10|-1 -2
o o0 0 O0|-1 =2 5 =2
| 0 0] 0 0|-2 —-1|-3 7|
Ass SDD S—SDD Nekrasov
Tackast - + +
S ={4,57,8}
Blok I tip - + +
S ={2,4}
Blok IT7 tip - + +
S ={1}

Slika 4.12: Prikaz gornjih ocena za || A3:'||o, iz Primera 4.41

12

10

A 35

10

sbD

S Tackast

S-SbD Nekrasl Nekras 2

LSS Blok | tip

Blok Il tip  ™==Tafna vrednost

87

Matrica Ass je primer matrice za koju su primenljive sve ocene
S — SDD tipa i Nekrasov tipa, a ocene Nekrasov tipa su generalno

bolje.
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Primer 4.42.

21 -9.1|-42 =21
—-0.7 10| —4.2 =21
-0.7 =0.7| 49 =21
-0.7 -0.7|-0.7 2.6 0 0 0 0

0 0 0 0 21 =91 -42 =21
—-0.7 91| -42 =21
-0.7 =07 49 =21
-0.7 -0.7]-0.7 28 |

oo O
oo O
oo O
oo O

0
0
0

o OO
o OO
o Ol o

Asg SDD | S—SDD | Nekras 1 | Nekras 2

Tackast + + + +
S={1}

Blok I tip + + + +
S ={1}

Blok I7 tip + + + +

S ={2,4}
A 36

35 3.24 3.24

25 219
193

1.088 1.085

0.9319

SDD S-SDD Nekrasl Nekras 2

W Tackast W Blok | tip Blok Il tip ~ ™==Ta¢na vrednost

Slika 4.13: Prikaz gornjih ocena za || Az ||, iz Primera 4.42

Matrica Asg je takva da su sve do sada navedene ocene primenljive,
a najbolja je ocena (B; CDDL1).
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Primer 4.43.
6 -2 0 2| 0 O O O O]
6 9/-1 0] 1 0 0 O O
O -1, 3 0] 0 O O O O
1 0] 0 4|-1 0O 0 0 O
Ay = 0 1 1 -1 6 -1 0 1 0
1 1/ 0 0 0 4 0 0 1
o o, 0 o] 0O O &8 -1 0
o o, 0 O] 4 -1 -1 6 -1
o 0, 0 O} 0O 1 0 -1 7]
Asy SDD | S—SDD | Nekrasov
Tackast - + +
S = {8}
Blok I tip - + +
S = {3}
Blok IT tip + + +
S ={1,2}
A 37
6 5.3
4.83 4.83

SDD S-SbD Nekrasl Nekras 2

Ll Tackast = Blok | tip Blok Il tip ~ ™===Tana vrednost

Slika 4.14: Prikaz gornjih ocena za || A3 ||o, iz Primera 4.43

Matrica As; je primer matrice za koju su generalno bolje ocene
blok I1I tipa od ocena blok I tipa, kao i od tackastih ocena.
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Primer 4.44.

21| -9.1 0]-21 0
—-0.7, 66 —42|-21 0
Ass= | =07 -0.7 49|-21 0
—-0.7]-0.7 =0.7 2 0
0 0 0 0 5
Asg SDD | S—SDD | Nekrasov
Tackast - + -
S ={1,3}
Blok I tip - + +
S={1
Blok IT7 tip - + +
S={1
A 38
! 5.95
6
5 455 469 4,69
4 3.63 319
3 2.66
2 2.0593
1 |l
0
SDD S-SDD Nekras1 Nekras 2
W Tackast W Blok | tip Blok Il tip ~ ====Taina vrednost

Slika 4.15: Prikaz gornjih ocena za || A3g||o, iz Primera 4.44

Matrica Asg je, suprotno od prethodnog primera, matrica za koju
bolju ocenu daje pristup blok I tipa, nego blok /7 tipa. Primetimo da
je ocena (B; CDDL1) bliska ta¢noj vrednosti norme inverzne matrice.
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Primer 4.45.
11 -7 0| 2 0 0| 0 0 O]
6 9 -1, 0 1 0 0 0 O
o -1 3,0 0 0 0 0 O
1 0 o0 4 -1 0, 0 0 O
Awg=1] 0 1 1|/-1 6 —1| 0 1 0
o 0 o0, 0 O 4| 0 0 1
o o0 o), 0 O O] 8 -1 0
o o0 o0, 0 4 -1|-1 6 -1
0 0 0] 0 0O 1] 0 —1 4
Asg SDD | S—SDD | Nekrasov
Tackast - + +
S =1{8}
Blok I tip | - - N
Blok IT7 tip + + +
S ={1,2}
A 39
3
2.46 238
2.5
2 1.8
1.5
1
0.5 I l I 0.5347
0
S-SDD Nekrasl Nekras 2
S Tackast W Blok | tip Blok Il tip ~ ™===Tacna vrednost

Slika 4.16: Prikaz gornjih ocena za || Az ||, iz Primera 4.45

Matrica Asg pokazuje da je moguce da ni jedna od blok ocena I tipa
nije primenljiva, a da su sve ocene [ tipa primenljive. Medu njima
je najbolja (B;; CDDL1), koja je jednaka sa ocenom (B;; CDDL2).
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Primer 4.46.

2 -1 0, 0 0O 0 O 0O
2 2 -1 1 0 0] 0 0O
0O -1 14, 0 0O O] O 0O
1 0 0] 3 -1 0] O 0O
A= | —1 1 0/—-1 3 -1 0O 00
o o o0} 0 -1 5(-1 00
o o oy, 0 0 7|12 -1 1
o o o0} 0 0 2|-1 2 0
0 0 0/ 0 0 5/ 0 04,
Ay SDD | S— SDD | Nekrasov
Tackast - - -
Blok I tip - - -
Blok I7 tip - + +
S =1{3}
A 40
30 25.62
25
20
15
10 5.3102 5.3102
5
o — — — 1.0025
SDD S-SbDD Nekras1 Nekras 2
W Tackast W Blok | tip Blok Il tip ~ ====Taéna vrednost

Slika 4.17: Prikaz gornjih ocena za || A}y ||o, iz Primera 4.46

Matrica Ay ilustruje slicnu situaciju kao i matrica Azg samo Sto za
nju nije primenljiva nijedna tackasta ocena.
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Primer 4.47.

93

21 5.0 —4.2]1-21 0
—0.7 7T —4.2|-21 0
Ap=1| =07 =07 49]-21 0
-0.71-0.7 =07 1.5 0
0 0 0 0 5
Apn SDD | S— SDD | Nekrasov
Tackast - - -
Blok I tip - - +
Blok 17 tip - - +
A4l
30 27.6 27.6
25
20 15.5 15.5
15
10
5
0 2.0772
SDD-Varah S-SDD Nekras1 Nekras 2
W Tackast W Blok tip 1 Blok tip 2 =====Tafna vrednost

Slika 4.18: Prikaz gornjih ocena za || Ay} ||eo, iz Primera 4.47

Matrica A4 je primer matrice za koju su primenljive samo Nekrasove
ocene blok I i I tipa. Bolja od njih je Nekrasova ocena blok I tipa.
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Primer 4.48.
[ 9 -8 0 0 0 0 0 0 07
5 7 —1 1 0 0 0 00
0 —1 44 0 0 0 0 00
1 0 0 3 -1 0 0 00
Agp = | —1 1 0] -1 3 -1 0 00
0 0 0 0 -1 5| —1 00
0 0 0 0 —2 7122 -1 1
0 0 0 0 0 4| -2 4 0
| 0 0 0 0 0 —10 0 0 6 i
Ay SDD | S— SDD | Nekrasov
Tackast - - -
Blok I tip - - -
Blok I7 tip - - +
A42
5 4357 4357
4
3
2
1 0.7152
0
SDD S-SDD Nekrasl Nekras 2
i Tackast = Blok | tip Blok Il tip ~ ™===Taina vrednost

Slika 4.19: Prikaz gornjih ocena za || Ay ||o, iz Primera 4.48

Jedina ocena koja je primenljiva za matricu A4 je blok Nekrasova
IT tipa (to je istovremeno i ocena (B;; CDDL1) i (B;; CDDL2)).
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4.2.5 Ocena za blok {P, P,}—Nekrasov matrice [/
i Il tipa

Ocena za ||[A™!| ako je matrica A iz klase {P;, P,}—Nekrasov ma-
trica, izvedena je u radu [29] i oznacena je u ovoj disertaciji sa (CKN1)
i (CKN2). Ovde je radi preglednosti, navodimo u obliku sledeé¢e Leme.

Lema 4.49. Neka je za dati skup od dve permutacione matrice { P, Py},
A=la;;] € C"" n>2 {P,P,}—Nekrasov matrica. Tada vaZi

max{z;" (A)}

A Mo < N , CKN1
1A e = ] — mmin {7 (A), AP (A)}] (CKN1)

n
iEN

2 M (A)

%

hit(A) hi*(A) ),

)

1A oo <

(CKN2)

min[1 — min{

iEN |aw-| |a”|

pTi cemu je

2(A) = [21(A), ... 2a(A)]T, 2P (A) = Pa(PTAP), a indeks k; € {1,2}

je izabran tako da je

min{hf* (A), B2 (A)} = b (A).

Na osnovu Leme 4.49, izvodimo ocene za blok m { Py, P»}—Nekrasov
matrice [ i I1 tipa.
Naime, na osnovu Leme 4.49 i Teoreme 4.19, direktno sledi:

Teorema 4.50. Ako je matrica A = [A;jlexe Bf{P1, P.}—Nekrasov
matrica, tada je
P ) ™
maxc{z " (JA(")}
“A_lHOO = i AN l n ROV AT W2 (VAT '
(B; CKN1)
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Takode, vazi
max{ [ A7} oz () A()}

win 1= min {|[ A7} | OAC), 1A |k 0AC) Y]
(B; CKN2)

1A oo <

gde suz(A) i z"(A) i indeks k; definisani u Lemi 4.49.
Na osnovu Leme 4.49 i Teoreme 4.20, direktno sledi:

Teorema 4.51. Ako je matrica A = [A;;lixe BY{P1, Po}—Nekrasov
matrica, tada je

47" oo < AL ma{=" ((4)7)}
I e G R

(B;; CKN1)
gde su z(A) i z¥(A) i indeks k; definisani u Lemi 4.49.

Kod B7,{ P, P,}—Nekrasov matrica postoji samo jedna ocena, iako
su postojale dve (CKN1) i (CKN2) ocene u tackastom slucaju. Prva
ocena (Bj; CKN1) je ista kao druga (B;; CKN2), jer su dijagonalni
elementi pridruzene matrice I tipa svi jednaki 1.

Radi preglednosti, iako za normu beskonacno inverzne matrice
Nekrasov matrice imamo dve ocene (CDDL1) i (CDDL2), u nastavku
prikazujemo samo bolju od njih.

S obzirom da je izbor permutacionih matrica otvoreno pitanje, a
ispitivanje { P, P, }—Nekrasov osobine za sve moguée izbore permuta-
cionih matrica P; i P, racunski je veoma skupo, u nastavku ove pod-
sekcije, a i do kraja ovog poglavlja, ograni¢i¢emo se samo na jedan
izbor permutacionih matrica P; i Ps:

0 0...1
P=1 Py=|: "
0 1...0
1 0...0
Za ovakav izbor permutacionih matrica P, i Py, klasu { P, P,}—Nekrasov
matrica zva¢emo F' B—Nekrasov matrice (ForwardBackward-Nekrasov).
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Primer 4.52.
[ —4 0 0o -2 0 000 0 0]
-1 =5 2 0 0 0 00 0 0
0 -3 =5 4 1/-01 0 0 0 0
0 0 —-0.5 2 0 0 00 0 O
Ags = 0 0 0 —01 2|-04 0 O 0 0
0 0 —-0.5 0 —1 2 00 0 0
0 0 0 0 0 0 4 1 1 0
0 O 0 0 0 1 16 0 0
0 0 0 0 O 0 0 6 12 6
| 0 0 0 0 0 00 6 —04 14

Ay SDD| S —SDD | Nekras |I'B—Nekras 1|/F'B—Nekras 2

Tackast - + - + +
S =1{3,7,9}
Blok I tip| + + + + +
S ={1}
Blok IT7 tip| + + + + +
S ={1}
A43

SDD

S Tackast

9.57

5.87

S-SDD

L Blok | tip

Blok Il tip

Nekras 112 FB-Nekras1 FB-Nekras 2

em—=Tactna vre

dnost

Slika 4.20: Prikaz gornjih ocena za ||A};||o, iz Primera 4.52

Matrica A4z pokazuje efikasnost blok pristupa u odnosu na tackasti
pristup. Takode, ovaj primer sluzi za poredenje ocena S — SDD tipa,
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Nekrasov tipa i {P;, P,}—Nekrasov tipa. Najbolja ocena dobija se u
slucaju (By Kol) i (B; CKN1).

Primer 4.53.

[ 12| 21 0|0 O O]
20121 2(0 0 O
Ay — 0] 0/12]/0 1 0
11 0] 1|8 0 0
0 0] 01 12 1
| 0] 0 212 2 12 |
Ay SDD|S — SDD| Nekras |'B—Nekras 1//'B—Nekras 2
Tackast + + + + +
S ={1}
Blok I tip| + + + + +
S ={2,3}
Blok IT tip| + + + + +
S ={1}
A 44
025 0.21
0.2 02 0.18 0.180.18 0.18 019 . 019 [).180'19

0.16 0.166 0.163 0.163 0.17

0.15

0.1

0.05

sbD S-SDD Nekras 1i 2 FB-Nekras 1 FB-Nekras 2

Wi Tackast == Blok | tip ~ Blok Il tip ~ ====Tacna vrednost

Slika 4.21: Prikaz gornjih ocena za || A}}||s, iz Primera 4.53

Matrica Ay je primer matrice za koju su primenljive sve do sada
navedene ocene, a medu njima su najbolje (B; CDDL1) i (B; CKN1).
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Primer 4.54.
[ —4| 0 0O -2 0 07
—1]-5 2 0] 0 0
A 0|—-3 =5 4| 1]-0.1
L0 0] 0 05 21 0 0
0| O 0 —-0.1] 2|-04
| 0] 0 =05 0] -1 2 ]
Ays SDD|S — SDD| Nekras |F'B—Nekras 1|{F'B—Nekras 2
Tackast - + - + +
S ={3,6}
Blok I tip| - + - + +
S ={2,4}
Blok IT7 tip| + + + + +
S ={1,2}
A 45

25

20

15

10

SDD S-SDD Nekras 1i2 FB-Nekras 1 FB-Nekras 2

s Tackast W& Blok | tip Blok Il tip  ®™==Tacna vrednost

Slika 4.22: Prikaz gornjih ocena za || A} ||, iz Primera 4.54

Matrica Ays pokazuje da se ponekad isplate dodatna racunanja pro-
uzrokovana koris¢enjem F'B—Nekrasov pristupa, jer se njime dobija
znacajno bolja ocena norme inverzne matrice. U ovom slucaju to je
ocena (B CKN1).
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Primer 4.55.
(8 2 1 40 0/0 0 0 00 O]
28 20000 0 0 00O00O0
0111 41 0/0 0 O O0O0O
10 18000 0O O 100
00 018 1|0 0 2 200
Ay — 00 222¢6/0 0 0 00O
00 0O0OO|6 2 0 0O00O0
00 O0O0O0OO0O}2 2 2 000
00 O00O0OT1|]0 012 -1 10
00 00221 -1 1 17 00
00 0O0OO0O|0O O O 361
10 00000 -1 0 -11 8]
Ay SDD|S — SDD | Nekras |[FFB—Nekras 1|{F'B—Nekras 2
Tackast - + + + +
5={1,2,3,4,12}
Blok I tip| - - - - -
Blok I1 tip| + + + + +
S={1}
A 46
2.5 2.2

1.5

0.7
0.55 0.67

0.46 05 046

0.285

SbD S-SbD Nekras 1i2 FB-Nekras 1 FB-Nekras 2

W Tatkast = Blok | tip Blok Il tip  ===Ta¢na vrednost

Slika 4.23: Prikaz gornjih ocena za || A}¢ /o, iz Primera 4.55
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Matrica Ayg opravdava pristup blok I tipa u odnosu na blok [
tip.
Primer 4.56.

716 0/—-2]0 0
6|11 7] 0[]0 O
Ao |5l T 15 4]1 -2
T =20 1] 7[0 0
O 0 O 118 1
L 0l 0 0] 0|0 4]
Ayr SDD\S — SDD|Nekras|F'B—Nekras 1/F'B—Nekras 2
Tackast - - - - -
Blok I tip| - 3 : - -
Blok I7 tip| - + - + +
S={3}
A 47
20
15.7
15
10
3 2.249 2249
0 0.6169
SDD S-SDD Nekras 1i2 FB-Nekras1 FB-Nekras 2
L Tackast s Blok | tip Blok Il tip  ™==T3fna vrednost

Slika 4.24: Prikaz gornjih ocena za ||A};||o, iz Primera 4.56

Matrica Ay; je jedan od primera koji opravdava, generalno, blok
pristup ovoj tematici.
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4.2.6 Ocena za blok S—Nekrasov matrice [ i I/
tipa

Radi preglednosti, ponavljamo ovde Teoremu 4.7, koju ¢emo sada pro-
glasiti Lemom, dakle, tvrdenjem koje se odnosi na tackast slucaj, na
osnovu koga, kao i ranije, dokazujemo tvrdenja za blok slucaj I i 11
tipa.

Lema 4.57. Neka je A = [a; ;] € C*™ S—Nekrasov matrica i neka je
2i(A) definisano u (4.2). Tada vazi:

JA™ | < maxz;(A) - max_max{x?,;(4),x5;(4)},  (CKDI1)
1eEN i€S,j€S ’ ’

1A e < max 2 e max{®,(4), ¥4)},  (CKD2)

T eN aii| iesjes

gde je
S (A) |ai| — hi(A) + h§(A)
Xi,j = — — ,
’ (laiil = 23 (A)) (lajj| = k3 (A)) = b (A)hF (A)
a
$5(4) = |aiallaj | — laj;|hi (A) + |aii|h7 (A)

(laial = B (A) (lazs| = B3 (A)) = h7 (A)RF(A)
Na osnovu Leme 4.57 i Teoreme 4.19, direktno sledi:

Teorema 4.58. Ako je matrica A = [A; j|oxe Bf S—Nekrasov matrica,
tada

IA™ oo < max z()A(") - max max{x{;(A(™), x5 A(")}.
ieL i€S,jes
(B; CKD1)
1
1A oo < max || A7} sozi()A(T) - max max{X7;()A(), X5 0A()}.
ieL i€S,jES
(B; CKD2)
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Na osnovu Leme 4.57 i Teoreme 4.20, direktno sledi:

Teorema 4.59. Ako je matrica A = [A; ;lixe Bf;S—Nekrasov matrica,
tada

1A floo < mac || A7 [l o max 2;((A)7) -max_max{x7;({4)"), X (A}
% t 1€S5,5€S5
(B;; CKD1)

Napomenimo da kod blok S—Nekrasov matrica I tipa postoji
samo jedna ocena, jer su dijagonalni elementi pridruzene matrice 11
tipa svi jednaki 1. Takode, kao i ranije, umesto obe ocene za Nekrasov
matrice, prikazujemo samo bolju od njih, a isti princip primenju-
jemo i na slucaj {P;, P,}—Nekrasov matrica. Za pripadnost klasi
S—Nekrasov matrica koristimo dve kolone, kako bismo naglasili koji
izbor skupa S se odnosi na koju od dve moguce ocene.
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Primer 4.60.

4. PRIMENA: OCENA ||A™" s

[ —1.5 —0.1 0 —0.1 0 0
—0.1 44 | —0.1 0 0 0
Ay — 0 —-0.1| 04 —-0.1{-0.1 -0.1
0 0—-0.5 44 0 0
—0.1 0 0 —0.1 44 —-0.4
i 0 0]-0.5 0| -1 1
Ay SDD| S — SDD [Nekras| FB— | S-Nekras 1 | S-Nekras 2
Nekras
Tackast - + + + + +
S ={2,4,5} S ={2,4,6}S ={1,4,6}
Blok I tip| + + + + + +
S ={1} S={1,3} | S={1,3}
Blok I1 tip| + + + + + +
S ={1} S={1,3} | S={1,3}
A48
12 10.8

10.05

1010

@m=Tacna vrednost

sSbD S-5DD Nekras FB-Nekras S-Nekrasl S-Nekras2
1i2 1i2
Wl Tackast = Blok I tip Blok Il tip

Slika 4.25: Prikaz gornjih ocena za || A}g||o, iz Primera 4.60

Primer matrice Ayg, za koju su primenljive sve ocene osim Vara-
hove tackaste ocene opravdava postojanje ocene blok S—Nekrasov [

tipa. Naime, ocena (B; CKD2) je najbolja.
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105
Primer 4.61.
211 -91 —42|-21 0
—0.7 5 —42|-21 0
A= | —-07]-07 49|-21 0
—-0.7]-0.7 =0.7{ 26 0
0 0 0 0 5
Ay SDD| S —SDD |Nekras| F'B— |S-Nekras 1| S-Nekras 2
Nekras
Tackast - + - - + +
S ={1,3,4,5} S=1{2} |S=1{3,4,5)
Blok I tip| - + - - + +
S =12} S={2} | §={2}
Blok IT7 tip| - + - - + +
S =12} S={2} | §={2}
A49
12 9.9 9.9
10 g85
3 7.4 64 7.5
6 45 >-1
| i
5 2.88
0
SDD S-SDD Nekras FB-Nekras S-Nekrasl S-Nekras2
1i2 1i2
W Tackast s Blok | tip Blok Il tip ~ =™====Taina vrednost

Slika 4.26: Prikaz gornjih ocena za || A}g | s, iz Primera 4.61

Matrica Ayg je primer matrice za koju funkcioniSe samo pristup
baziran na izdvajanju posebnog podskupa S skupa indeksa N. Pri
tome S'—Nekrasov pristup daje bolje ocene od S — SDD pristupa.
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Primer 4.62.

5 8|-3|-1] 0
5 0]-3/-1] 0
Asg= | 0 —1| 4|—-1]-2
0 —1|-2| 5|-2
0 —9| 0| o] 7

Asg SDD|S — SDDNNekras| F'B— |S-Nekras 1|S-Nekras 2
Nekras
Tackast - - - - - -
Blok I tip| - - - - - -
Blok I7 tip| - - - - I i
S ={2,3}|S ={2,3}
A50
30 25.2 25.2
25
20

15
10

0 e —— ()] ()

SbD S-5DD Nekras FB-Nekras S-Nekrasl S-Nekras2
1i2 1i2
W Tackast W Blok | tip Blok Il tip  ====T3¢navrednost

Slika 4.27: Prikaz gornjih ocena za || A5y ||o, iz Primera 4.62

Matrica Asg verifikuje potrebu postojanja ocena blok pristupa S—Nekrasov
11 tipa, posto nijedna druga ocena nije primenljiva.
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Primer 4.63.

[ —-16 2| 1 3] 4 5]
1 16 5 4] 3 2
A 1 2]16 3| 4 5
o 5 402 143 1
1 5] 3 2]16 4
| 2 3| 5 1| 4 16 |
Asp SDD|S — SDD|NNekras| F'B— |S-Nekras 1|S-Nekras 2
Nekras
Tackast - - - - + +
S=1{4} | S={4}
Blok I tip| - _ _ _ _ -
Blok 17 tip| - + - + + +
S = {3} S=1{3} | §={3}
A51
6 55
5
4 3.5 3.5 33
2 2 1.7 1.7
' +¥Jggw
0 144
SbD S-SDD Nekras FB-Nekras S-Nekrasl S-Nekras2
1i2 1i2
Wl Tackast W Blok | tip Blok Il tip  ====Tafna vrednost

Slika 4.28: Prikaz gornjih ocena za ||A5}'||o, iz Primera 4.63

Matrica As; prikazuje situaciju u kojoj nije primenljiva nijedna
ocena blok [ tipa, za razliku od ocena blok I tipa, koje su bolje od
tackastog slucaja.
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4.3 Pregled svih ocena

U prethodnim sekcijama prikazali smo razne vrste tackastih, blok [
i blok 11 ocena norme beskonacno inverzne matrice, koje su, svaka
za sebe primenljive samo za odgovarajuce tackaste, blok I i blok 17
potklase H—matrica. S obzirom da tackasta klasa stoji u opstem
odnosu sa odgovarajuc¢om blok I i blok I klasom, i s obzirom da
svaka od istovrsnih tackastih, blok I i blok I ocena norme beskonac¢no
inverzne matrice moze biti bolja od ostale dve, dobijeni rezultati imaju
dvostruki znacaj:

e prvo, prosiruju se klase za koje postoji neka ocena norme in-
verzne matrice 1

e drugo, za klase za koje su ve¢ poznate neke ocene, povecava se
katalog primenljivih ocena.

Tako, na primer, za klasu SDD matrica (koja je potklasa svih
navedenih klasa) katalog primenljivih ocena je, u sustini, spisak svih
do sada navedenih ocena:

e (Var), (B; Var), (B Var),

e (Kol), (B; Kol), (B Kol),

(CDDL1), (CDDL2), (B; CDDLI1), (B; CDDL2), (B;; CDDL1),
(B;; CDDL2),

(CKN1), (CKN2), (B; CKN1), (B; CKN2), (B;; CKN1), (B,
CKN2),

(CKD1), (CKD2), (B; CKD1) i (B; CKD2), (B;; CKD1) i (By;
CKD2).

4.4 Poredenje PH i blok H matrica

Kao sto smo naveli u uvodnom delu, klasa PH —matrica je potklasa
H—matrica, koja se bazira na particiji skupa indeksa na disjunktne
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podskupove. Kada je to particija na samo dva podskupa, ako ih na-
zovemo S i S, uverili smo se da je u pitanju, u stvari, klasa koju u
ovoj disertaciji zovemo S — S DD matrice.

Naime, u sluéaju £ =21 N = SJ S, gde je

S={1,2,....m} i S={m+1m+2,...,n},

matrica

Al 1 Al 2
A= ’ ’ 4.21
[ I ] (4.21)

je PH—matrica ako i samo ako su sve matrice

M(A)ED = [ il = r(4) o) } , i€8,j€S, (4.22)

—rS(A) Jajy — rS(4)

J J

regularne M —matrice, to jest

|a; ;] > r7(A) zasvako i€ S,

(Jaii] — r7(A)) (|az;] — 3(A)) > r¥(A)rf(A) zasveiec S,j€S.

J

U ovom slucaju gornja ocena norme beskonac¢no inverzne matrice je

—1

1A e < max_[|(M(A“D)) |,
i€S,jes

i to je ocena koju smo u ovoj disertaciji oznacili sa (Kol). Poredenje ove

ocene sa ostalim ocenama, ukljucujuci i ocene blok prvog i drugog tipa,

ve¢ je prikazano u ovom poglavlju. Stoga ¢emo ovde komentarisati

samo slucaj kada je ¢ > 3.

Kada je broj disjunktnih podskupova koji deli skup indeksa veéi od
dva, odnosno kada je N = S;US,U...USy, £ > 3, ¢ime je definisana i
particija 7 koja polaznu matricu prikazuje u blok formi A = [A; ;]sxe,
onda se moze desiti da je posmatrana matrica istovremeno:

e iz klase PH—matrica,

e iz neke potklase blok m matrica I tipa ili
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e iz neke potklase blok m matrica I tipa.

U tom slucaju za ocenu norme beskonacno inverzne matrice mozemo
koristiti i ocenu Kolotiline iz rada [68]:

A oo < max || (M(A)E) 7|, (4.23)
11 ,5.00y00

kao i odgovarajuce ocene blok tipa, prezentovane u ovoj disertaciji.
Postavlja se pitanje koja od tih ocena je efikasnija, u smislu - bliza
tacnoj vrednosti, ali i u smislu manjeg racunskog troska.

Pre svega, moze se desiti da je neki od dijagonalnih elemenata pos-
matrane matrice jednak nuli, a da su svi dijagonalni blokovi regularne
matrice. To znaci da polazna matrica nije H—matrica u tackastom
smislu, pa ne moze biti ni PH —matrica, te se ocena (4.23) ne moze
primeniti. Medutim, moze se desiti da je polazna matrica iz neke pot-
klase blok 7 I ili I tipa, pa se odgovaraju¢a ocena moze primeniti.

Generalno, kada se mogu primeniti i ocena (4.23) i neke ocene blok
tipa, poredenje potrebnog broja izracunavanja je u korist ocena blok
tipa.

Na primer, ako je matrica A dimenzije n = 100, a skup indeksa
podeljen na 10 jednakih podskupova, tada je za (4.23) potrebno izra-
¢unati 10'° inverza dimenzije 10 x 10. Sa druge strane, za ocene date
Teoremama 4.19 i 4.20 potrebno je izracunati 11 inverza dimenzije
10 x 10, dok ocene pomocu potklasa blok m H—matrica I i I tipa
svode ovaj broj na racunanje 10 inverza.
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Primena: Lokalizacija
karakteristiécnih korena

Generalizovana dijagonalna dominacija (u tackastom slucaju) pred-
stavlja elegantan nacin da se dode do znacajnih rezultata iz oblasti
lokalizacije karakteristicnih korena. Do sada, njena blokovska vari-
janta je nedovoljno ispitana, a kako ogroman broj matematickih mo-
dela ima blokovsku strukturu, potrebno je na Sto bolji moguéi nacin
iskoristiti blok generalizovanu dijagonalnu dominaciju, kako bi se do-
kazale razne osobine matrica, kao i modela koji su njima predstavljeni.

U ovom poglavlju prikaza¢emo kako se osobine potklasa blok H—
matrica mogu iskoristiti za konstrukciju oblasti lokalizacija karakteri-
sticnih korena. Pre toga, polazimo od tackastog slucaja, koji je osnova
za blok varijante lokalizacionih skupova.

5.1 Tackast slucaj

Polazimo od ¢uvenog rezultata Gersgorina iz 1931. godine, koji je
predstavljen u knjizi [108] Varge o lokalizaciji karakteristicnih korena
date matrice. Osnovna prednost Gersgorinove teoreme, u smislu alata
za lokalizaciju karakteristicnih korena, proizilazi iz njene jednostavno-
sti. Zbog toga su ovaj i brojni drugi sli¢ni rezultati nasli primenu u

111
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okviru drugih oblasti, na primer u inzenjerstvu, medicini, farmaciji,
ekologiji i drugim naukama.

U daljem tekstu, skup svih karakteristicnih korena matrice A =
la; ;] € C™" zovemo spektar i oznacavamo ga sa o(A), to jest,

o(A) :={\ € C: det(\,, — A) =0} . (5.1)
Uz oznake:
I'i(A):={z€C: |z—a;| <ri(A)}, ieN,
P(A) = (JTi(A).

ieN
poznata Ger§gorinova teorema iz rada [43], moze biti formulisana na
slede¢i nacin (vidi [108], Teorema 1.1).

Teorema 5.1. (Gersgorin) Za svaku kvadratnu matricu A = [a; ;] €
C™" i svaki karakteristican koren \ € o(A) postoji indeks k € N takav
da je

|)\ — ak,k] < T'k(A> (52)

Stoga je A\ € T'x(A), odakle sledi da je A € T'(A). Kako ovo vazi za
svaki karakteristican koren X\, vazi:

o(A) C T(A). (5.3)

Dakle, kao sto smo ve¢ napomenuli, lepota Gersgorinove teoreme
lezi u njenoj jednostavnosti. Naime, za proizvoljnu matricu A =
a; ;] € C™", lako se izracunavaju vrednosti {r;(A)},c y, koje predstavl-
jaju polupre¢nike (radijuse) n krugova ¢ija unija sadrzi ¢itav spektar
(n karakteristicnih korena) matrice A. Pri tome, raspored karakte-
risticnih korena u pojedina¢nim krugovima nije ravnomeran, ve¢ to
varira od slucaja do slucaja. Medutim, Gersgorin je u svom radu [43]
iz 1931. godine takode naveo i tvrdenje koje pod odredenim uslovima
opisuje raspored karakteristicnih korena matrice u Gersgorinovom sku-
pu. Preduslov koji je pri tome potreban je da se Gersgorinov skup sa-
stoji iz vise disjunktnih delova. Na taj nacin, ova druga Gersgorinova
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teorema nam daje mogucénost da izolujemo karakteristicne korene, ako
je jedan od Gersgorinovih krugova disjunktan sa ostalima. U specijal-
nom slucaju, kada su svi krugovi medusobno disjunktni, dolazi se do
zakljucka da svaki od njih sadrzi tacno jedan karakteristican koren,
implicirajuci, izmedu ostalog, dijagonalizabilnost matrice.

Neka jen > 215 C N, tada sa |S| oznacimo kardinalni broj skupa
S, to jest, broj elemenata skupa S, a komplement skupa S oznacen
jesa S := N\ S. Za datu matricu A = [a;;] € C™", skup ['s(A) :=
Uies Fi(A) predstavlja uniju krugova koja ,odgovara” indeksima iz
skupa S.

Teorema 5.2. (druga Gersgorinova teorema) Ako za matricu
A=la;;] € C"", n>2iskup indeksa 0 # S ¢ N, vazi

Ts(A)(T5(4) =0, (5.4)

tada I's(A) sadrzi tacno |S| karakteristicnih korena matrice A i, shodno
tome, I's(A) sadrzi preostale karakteristicne korene matrice A.

Gersgorinova teorema inspirisala je mnoga dalja istrazivanja u obla-
sti lokalizacije karakteristi¢nih korena, kako u proslosti, tako i u savre-
menoj literaturi. Medutim, prva generalizacija Gersgorinove teoreme
moze se naéi ve¢ u njegovom radu [43] iz 1931. godine. Ona je bazi-
rana na invarijantnosti spektra matrice pri transformacijama slicnosti.
Preciznije, Gersgorinova teorema se moze primeniti i na matricu ob-
lika X ' AX, za proizvoljnu regularnu matricu X. Pri tome je posebno
interesantan slucaj kada je X dijagonalna matrica.

Naime, za proizvoljan vektor x = [z1, Za, ..., 2,|T > 0, definig§imo
odgovarajuéu (regularnu) dijagonalnu matricu X:=diag(xy, za, . .., z,).
Skup svih takvih pozitivnih dijagonalnih matrica oznaéili smo sa D.

Kako je matrica

XX = |2
L
slicna sa A, sledi da je 0(A) = o(X1AX), tako da, ako Zelimo
da lokalizujemo karakteristicne korene matrice A, mozemo primeniti
Gersgorinovu teoremu na matricu X 'AX. Medutim, ta matrica za-
visi od n pozitivnih parametara, koji mogu biti odabrani proizvoljno
i, samim tim, mogu uticati na oblik i velicinu lokalizacionog skupa.
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Ako za dato x > 0 oznac¢imo sa

rX(A) ==y (X TAX) = Z M i €N, (5.5)

Z;
JEN\{i}

i-tu wopsStenu sumu po vrstama matrice A, i sa

IX(A):={z€C: |z —ay| <r(X'AX)}, i€ N,

TX(4) == [ TX(4),

iEN
onda éemo T'X(A) zvati i-ti uopsteni Gersgorinov krug matrice A, a
X (A) wuopsteni Gersgorinov skup matrice A.

Sledece tvrdenje je direktna posledica Gersgorinove teoreme:

Posledica 5.3. Za svaku kvadratnu matricu A = [a; ;] € C™™, n # 2,
1 pozitivnu dijagonalnu matricu X € D, vazi

o(A) CTX(A), (5.6)
pa sledi da je
o(A) CMGS(A4) == (| T¥(4). (5.7)

Presekom uopstenih Gersgorinovih skupova po svim mogucim iz-
borima vektora x dobijamo takozvani minimalni Gersgorinov skup
(MGS). Vise informacija o minimalnom Gersgorinovom skupu moze
se naéi u [108], [110]. Ovde ¢emo samo kratko napomenuti da je jedan
od osnovnih metoda za crtanje minimalnog Gersgorinovog skupa dat
u radu [110] i bazira se na izraCunavanju Peronovog korena esenci-
jalno nenegativne matrice —M(A). Ova posebno interesantna osobina
minimalnog Gersgorinovog skupa ¢e nam omoguciti da konstruisemo
odgovarajuci lokalizacioni skup baziran na blokovskoj podeli, a koji se
moze numericki odrediti i prikazati u kompleksnoj ravni.

Jos od prvih rezultata na temu dijagonalne dominacije pocetkom
dvadesetog veka, pa sve do aktuelnih istrazivanja u poslednjih nekoliko
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godina, uoceno je da, izmedu ostalog, postoji tesna veza izmedu rezul-
tata o regularnosti matrica i rezultata u oblasti lokalizacije karakte-
risticnih korena. Iako je sama ideja bila prisutna, implicitno, u mnogim
ranijim radovima, tek u knjizi [108], ona je jasno formulisana kao
ekvivalencija izmedu tvrdenja o lokalizaciji karakteristicnih korena i
tvrdenja o regularnosti matrica.

Da bismo naglasili znacaj ove ekvivalencije, navodimo slede¢u teo-
remu koja je u [69] nazvana Vargin princip ekvivalencije i formulisana
na sledeci nacin:

Teorema 5.4. (Vargin princip ekvivalencije) Neka je K kla-
sa kompleksnih kvadratnih matrica © neka je za proizvoljnu kvadratnu
matricu A definisan skup kompleksnih brojeva ©%(A) na sledeéi nacin:

O%X(A):={z€C: 21 - A¢K}. (5.8)
Tada su sledeca dva uslova ekvivalentna:
o Sve matrice iz klase K su regularne.
e Za proizvoljnu kvadratnu matricu A vazi o(A) C OK(A).

Dokaz: Pretpostavimo da su sve matrice u klasi K regularne.

Neka je A = [a; ;] € C™™ proizvoljna matrica i A € o(A) njen proizvo-
ljan karakteristicni koren. Tada je matrica A\l — A singularna, pa,
dakle, ne moze pripadati klasi K, tj. A\ — A ¢ K. Zbog toga je
A € ©%(A). Kako je X proizvoljan karakteristicni koren matrice A,
sledi o(A) C ©%(A).
Implikaciju u suprotnom smeru dokazujemo kontradikcijom. Neka za
svaku matricu A vazi 0(A) C ©%(A). Pretpostavimo da postoji ma-
trica A € K koja je singularna. Tada je 0 € o(A) i shodno tome
je 0 € ©%(A). Medutim, ovo je ekvivalentno sa Ginjenicom da je
0-1 —A=—-A¢K, sto je kontradikcija. Prema tome, svaka matrica
A iz klase K je regularna matrica. O

U slucaju kada je K klasa svih regularnih matrica, tada se lako
moze pokazati, na osnovu postojanja Zordanove kanonicke forme, da
za svaku matricu A vazi ©%(A) = o(A). Suzavanjem klase K, girimo
skup ©%(A), odnosno dobijamo lokalizacioni skup za spektar matrice.
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Tacnije, ako je K; C Ky, onda iz (5.8) sledi ©%2(A) C OF1(A), sto
mozemo razumeti kao odredeni princip monotonosti kom se podvr-
gavaju lokalizacione oblasti nastale na osnovu dijagonalne dominacije.

U slucaju kad je K klasa SDD matrica, tada je ©%(A) = T'(A),
odnosno odgovarajuc¢a teorema o lokalizaciji karakteristicnih korena
je Gersgorinova teorema. To je motivacija da uvedemo sledeéa dva
termina:

e Skup Gersgorinovog tipa je skup ©%(A), ako je klasa K pot-
klasa generalizovano dijagonalno dominantnih, tj. (regularnih)
H—matrica.

e Teorema Gersgorinovog tipa je teorema koja tvrdi da skup
Gersgorinovog tipa sadrzi spektar date matrice.

Izmedu ostalog, u [69] je pokazano i da verzija druge Gersgorinove
teoreme vazi i za sve skupove Gersgorinovog tipa, $to je nazvano prin-
cip izolacige.

Medu mnogim uopstenjima klase S DD matrica nalaze se, kao sto
smo ve¢ naveli u Podsekciji 2.3.1, Ostrovski matrice, tj. matrice A =
la; ;] € C™" za koje vazi

\aiilla; ;| > ri(A)r;(A) zasvakoi,j € N, i # j. (5.9)

Kako smo veé utvrdili da Ostrovski matrice ¢ine potklasu (re-
gularnih) H—matrica, na osnovu njih moze se formirati lokalizacioni
skup Gersgorinovog tipa. Ako oznac¢imo sa O klasu Ostrovski matrica,
tada je

@®(A) ={z€C:|z—aii|l|z—aj;| <ri(A)r;(A), zanekoi,j € N, i # j},

sto je u literaturi poznato kao Brauerov lokalizacioni skup (konstruisan
kao unija Brauer-Kazinijevih ovala) i uobic¢ajeno se oznacava sa:

ICi7j(A) = {Z c C : ’Z — GIZ'J'HZ — aj,j| S Ti(A)’I"j<A)}, Z,] c N, Z?é],

KA = JUKiA).

iEN j<i
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U preostalom delu ovog poglavlja bavi¢emo se blok lokalizacijama
karakteristicnih korena matrice, koje nastaju upotrebom blok SDD,
blok Ostrovski i blok H—matrica, dok se slican postupak moze spro-
vesti 1 na osnovu ostalih potklasa blok H—matrica, koriste¢i opsti
pristup koji ¢emo predloziti. Na kraju, dobijene lokalizacione oblasti
(blok Gersgorinovi skupovi I i I1 tipa, blok Brauerovi skupovi [
i I1 tipa i blok minimalni Gersgorinovi skupovi I i II tipa) ilus-
trova¢emo primerima nekoliko poznatih matrica koje se sre¢u u lit-
eraturi, a odnose se na problem karakteristicnih korena.

5.2 Blok matrice [ tipa

Uopstenje Gersgorinove teoreme i nekih teorema Gersgorinovog tipa
na blok matrice dato je u knjizi [108] i odnosi se upravo na slucaj koji
u ovoj disertaciji nazivamo I tip blok uopstenja. Deo tih rezultata
navodimo u nastavku.

Za datu particiju ™ = {pj}§:0 i datu blok matricu A = [A4; j]ixe u
odnosu na particiju 7, definiSemo skupove

I7(A) = JT7,(4), (5.10)
i€L
TA) ={zeC: (2L = Ai) o)< Y 1 Aille}
JEL\{i}

gde I; oznacava jedini¢nu matricu potprostora W, i € L.

Primetimo da je, shodno oznaci (3.5), za i € L, skup I'7;(A) dobro
definisan kada z € (A4, ;), jer je u tom slucaju

(1(zL; — Aii) Moo) " = 0.

Skup I'7(A) zovemo BJ Gersgorinov skup za matricu A.

Sledec¢a teorema, dokazana u [108], direktna je posledica ¢injenice
da su B]SDD matrice regularne (Teorema 3.4).
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Teorema 5.5. Neka je data particija m = {p;}‘_, i blok matrica A =
[A; jlexe w odnosu na particiju m. Ako je A € 0(A), tada postojii € L
takav da je N € T'7;(A). Kako je ovo tacno za svako \ € o(A), tada
o(A) CTT(A).

Medutim, kao i u tackastom slucaju, ovaj odnos je samo speci-
jalan slucaj sireg konteksta odnosa izmedu regularnih klasa matrica i
lokalizacionih oblasti karakteristicnih korena. Kao okvir za izgradnju
poboljsanih oblasti lokalizacija na osnovu uopstenja B7 SDD matrica,
formulisa¢emo i dokazati slede¢u teoremu, koja do sada nije navedena
u dostupnoj literaturi, a koju ¢emo zvati BT Vargin princip ekvivalen-
cije. Tim povodom, podsetimo se notacije iz Definicije 3.14:

A € BTK ako i samo ako )A("e K.

Teorema 5.6. (B7 Vargin princip ekvivalencije) Neka je K proiz-
voljna klasa kvadratnih matrica reda ¢, A € C™", n > {, proizvoljna
matrica i m = {p;}°_, particija skupa indeksa N. Definisimo skup kom-
pleksnih brojeva @K?(A) na sledeéi nacin:

O (A) = {2 € C :)2I — A" ¢ K}. (5.11)
Tada su sledeca dva tvrdenja ekvivalentna:

o Sve matrice iz klase BTK su regularne.

e Za proizvoljnu blok matricu A = [A; jloxe w odnosu na particiju

™ vaZi o(A) C Of:(A).
Dokaz: Dovoljno je konstatovati da je

0% (1) = ©%7(4),

pri cemu je ©%(A) definisano sa (5.8). Tvrdenje teoreme direktno sledi
na osnovu Teoreme 5.4, uzimajuci klasu BfK u ulozi klase K. O

Lako je uociti da se Teorema 5.5 moze tretirati kao tvrdenje ek-
vivalentno tvrdenju da su sve BfSDD matrice regularne. Stoga, po
uzoru na tackasti sluc¢aj, mozemo uvesti pojmove:

e Skup B7Gersgorinovog tipa je skup @E? (A), ako je klasa
K potklasa generalizovano dijagonalno dominantnih, tj. (regu-
larnih) H —matrica.
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e Teorema B7GerSgorinovog tipa je teorema koja tvrdi da
skup B] Gersgorinovog tipa sadrzi spektar date matrice.

Kao i u tackastom slucaju, ako je K; C Ky, tada iz (5.11) sledi
@%%(A) C @H]_;f% (A), za proizvoljnu blok matricu A u odnosu na parti-
ciju m. Dakle, princip monotonosti vazi za skupove B} Gersgorinovog
tipa.

Kao §to smo najavili, primeni¢emo sada Teoremu 5.6 na klase Os-
trovski matrica i H—matrica (u ulozi klase K), kako bismo formirali
odgovarajuce lokalizacione skupove B} Gersgorinovog tipa.

Za proizvoljnu blok matricu A = [A;]ix¢ u odnosu na parti-
ciju 7, skup @%(A) nazivamo B7 Brauerov skup 1 u daljem tekstu
oznacavamo ga sa K7(A). Lako se moze utvrditi da ovaj lokalizacioni
skup ima slede¢u formu:

’C}T<A> = U U ’C}r,i,j(A)

i€l j<i

gde z € K7, ;(A),i,j € L, i # j, ako i samo ako

(1L = Aig) Mloo) ™ (1L = A Mlso) ™ < (DAY VA().

Kao i u slucaju BjGersgorinovog skupa, tako su i ovde skupovi
K7 ;(A) dobro definisani.

Kako znamo da su Ostrovski matrice nadklasa SDD matrica, na
osnovu principa monotonosti, sledi da za svaku particiju 7 i svaku
matricu A = [a; ;] € C" vazi KT(A) C I'T(A), tj. BfBrauerov skup
predstavlja bolju lokalizacionu oblast od B} Gersgorinovog skupa.

Prate¢i ovaj princip monotonosti, lako zakljucujemo da od svih
skupova B7 Gersgorinovog tipa, najbolju oblast lokalizacije dobijamo
primenom Teoreme 5.6 na celu klasu H —matrica (tj. za izbor K = H).
Time, za datu blok matricu A u odnosu na particiju 7, dobijamo
skup @H?(A) koji nazivamo BJ Minimalni Gersgorinov skup i u da-
ljem tekstu oznacavamo sa MGST(A). Ovaj skup, iako pruza dobre
lokalizacije karakteristicnih korena, do sada nije posebno razmatran u
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literaturi, prevashodno zbog nedostataka efikasnih numerickih metoda
za njegovo odredivanje. Medutim, pomoc¢u B Varginog principa ek-
vivalencije, koji smo ustanovili u ovoj disertaciji, mozemo prevazi¢i
pomenute nedostatke, primenjujuc¢i pristup za izrac¢unavanje mini-
malnog Gersgorinovog skupa u tackastom slucaju, koji je predlozen
u [110].
Kljuéni argument predstavlja sledeca teorema o karakterizaciji B} Mi-

nimalnog Gersgorinovog skupa.

Teorema 5.7. Za proizvoljnu particiju © @ proizvolynu blok matricu
A = [A; jlexe u odnosu na particiju T,

MGSJ(A) = {z € C: u()zl — A(") <0}, (5.12)

gde je, za T € C*, u(T) = min {R(\) : A € o(T)} minimalni realni
deo karakteristicnih korena matrice T'. Pri tome, za svako z € C,
1()zI — A(™) pripada spektru matrice )zI — A(™.

Dokaz: Na osnovu B Varginog principa ekvivalencije, z € MGST (A)
ako i samo ako )zl — A("¢ H. Medutim, kako je )z — A(™ L—oblika, to
je ekvivalentno sa ¢injenicom da )zl — A(™ nije regularna M —matrica,
sto je, prema [7], ekvivalentno sa ¢injenicom da )zl — A(™ ima bar
jedan karakteristican koren ¢iji je realni deo nepozitivan, tj., u()zI —
A(”) < 0. Pored toga, za svako z € C postoji realan broj a > 0
takav da je al—)zI — A("> 0. Stoga je p(al—)zI — A("), prema
Peron-Frobenijusovoj teoremi za nenegativne matrice, realni karakte-
risti¢ni koren matrice af )21 — A(™, §to implicira da p()zI — A(™) =
o — p(al—)zI — A(") pripada spektru matrice )2/ — A(". O

Ova karakterizacija je kljuéna pri numerickom odredivanju B} Mi-
nimalnog Gersgorinovog skupa, jer se za svako z € C velic¢ina p(>z[ —
A(”) moze numericki dobro aproksimirati. Pored toga, prednost nala-
zenja BTMinimalnog Gersgorinovog skupa je i u tome Sto se, za raz-
liku od tackastog slucaja, ekstremni (najlevlji) karakteristi¢ni koreni
izracunavaju za matrice )zI — A(™, z € C, koje su dimenzije ¢ x ¢,
koja je, u principu, mnogo manja od dimenzije n pocetne matrice.
Na taj nac¢in, numericki najskuplji deo algoritma predlozenog u [110]
je znacajno pojednostavljen. U primerima koji slede na kraju ovog
poglavlja, za crtanje BT Minimalnog Gersgorinovog skupa koristili smo
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upravo ovaj pristup, izracunavajuci vrednosti ,u()z] — A(”) u ¢vornim
tackama na diskretnoj mrezi zadate pravougaone oblasti u komplek-
SNoj ravni.

5.3 Blok matrice I/ tipa

Za datu particiju m = {p;}i_y i datu blok matricu A = [A; ;s u
odnosu na particiju 7, definiSemo skupove

F?I(A) = U I_WIrI,i(A) (5-13)
€L
I (A) ={z€C\o(Ai,): 1< > (2L — Ai)) " Agjlloa} | o (Ai),
JEL\{i}

gde [; oznacava jedini¢nu matricu potprostora W;, za i € L.
Skup I'T;(A) zovemo BF, Gersgorinov skup za matricu A.

U [108] dokazana je i sledeca teorema koja je direktna posledica
¢injenice da su B}, SDD matrice regularne (Teorema 3.4).

Teorema 5.8. Neka je data particija m = {p;}‘_, i blok matrica A =
[A; jlexe w odnosu na particiju w. Ako je A € o(A), tada postoji i € L
takav da je A € ', ;(A). Kako je ovo tacno za svako \ € o(A), tada
a(A) € 7 (A).

Kako smo u Podsekciji 3.1.3 utvrdili da je svaka B7SDD matrica
ujedno i Bf;SDD, jednostavno se izvodi da je I'T;(A) C I'7(A), za
svaku particiju 7 i svaku blok matricu A u odnosu na particiju .
Medutim, za efikasnu numericku konstrukciju B}, Gersgorinovog skupa
potrebno je znacajno viSe izracunavanja nego za konstrukciju B Ge-
rSgorinovog skupa, jer, pored invertovanja matrica zI; — A;; za svako
fiksirano z € C\ 0(A;;), I'T;(A) zahteva racunanje sume

L= AT Ao

jeL\{i}

dok je u slucaju skupa I'T(A), suma
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Z | A; j||oo invarijantna u odnosu na z.
JEL\{i}

Pored toga, za matrice kod kojih je invertovanje trivijalno izvrsiti,
na primer one kod kojih su svi dijagonalni blokovi skalarni umnosci je-
dini¢ne matrice, Bf;Gersgorinovi krugovi I'f; ;(A4), a time i Bf Gersgo-
rinovi krugovi F’},Z-(A), nazalost, ne daju bolju lokalizaciju od origi-
nalne Gersgorinove teoreme.

Upravo zbog navedenih komentara, moguénost primene blok H—
matrica na lokalizaciju karakteristicnih korena ostaje za neka dalja
istrazivanja. Ovde ¢emo se zadrzati samo na formulaciji principa i
lokalizacionih oblasti, kao i u prethodnoj sekciji, koje ¢emo u posled-
njoj sekciji ovog poglavlja ilustrovati, dok slozenija pitanja o numeri-
¢kim metodama za njihovo kostruisanje ostaju otvorena.

Pre nego sto formuliSemo B7; Vargin princip ekvivalencije, ¢iji se
dokaz izvodi analogno dokazu Teoreme 5.6, podsetimo se oznake iz
Definicije 3.15:

A € BT, K ako i samo ako (A)™ € K.

Teorema 5.9. (B}, Vargin princip ekvivalencije) Neka je K pro-
izvoljna klasa kvadratnih matrica reda ¢ , A € C*", n > {, proizvoljna
matrica i ™ = {p;}t_, proizvolina particija. Definisimo skup komplek-
snih brojeva @KIWI(A) na sledeci nacin:

K - . 7
S E(A) ={ze€C: (zI-A)" €K}. (5.14)
Tada su sledeca dva tvrdenja ekvivalentna:

o Sve matrice iz klase BT;K su reqularne.

e Za proizvoljnu blok matricu A = [A; jlexe w odnosu na particiju

.. K
™ vazi 0(A) C Ogr (A).
Kao i u prethodnoj sekciji, uvodimo pojmove:
e Skup B7,Gersgorinovog tipa je skup @Héﬁ(A), ako je klasa

K potklasa generalizovano dijagonalno dominantnih, tj. (regu-
larnih) H —matrica.
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e Teorema B7,Gersgorinovog tipa je teorema koja tvrdi da
skup Bf;Gersgorinovog tipa sadrzi spektar date matrice.

Kao i ranije, vazi princip monotonosti, tj. ako je K; C Ky, tada
iz (5.14) sledi @E% (A) C @Héilrl(A), za proizvoljnu blok matricu A u
odnosu na particiju 7.

Dalje, formiramo B7;Brauerov skup i Bj;Minimalni Gersgorinov
skup.

Za proizvoljnu blok matricu A = [A;]ix¢ 1 odnosu na parti-
ciju m, skup @gﬁ(A) nazivamo BJ;Brauerov skup 1 u daljem tekstu
oznacavamo sa IC}’I(A) Pri tome,

U UICUM

i€l j<i

gde z € K7y, ,(A), 4,j € L, i # j, ako i samo ako je
® zC O'(Ai,i) ili

o 1< > Izl — Aig) Mkl D IE = Ay Ak,
keL\{i} keL\{j}

za z & 0(A;;).

Pored toga, oc¢igledno, K7;(A) C I'},(A) vazi za svaku particiju =
i svaku blok matricu A = [A; j]sx¢ u odnosu na particiju =.

Ponovo, od svih skupova BJ;Gersgorinovog tipa najbolju oblast lo-
kalizacije dobijamo primenom Teoreme 5.9 na celu klasu H —matrica,
¢ime se dobija BJ; Minimalni Gersgorinov skup, koji za datu blok
matricu A u odnosu na particiju 7, oznacavamo sa MGS7;(A4). Kao
i u prethodnoj sekciji, za numericko odredivanje skupa MGST; ko-

risticemo sledec¢u teoremu, ¢iji je dokaz analogan dokazu Teoreme 5.7,
jer i pridruzena matrica I tipa takode ima L—oblik.

Teorema 5.10. Za proizvoljnu particiju 7 © proizvoljnu blok matricu
A = [A; jlexe u odnosu na particiju ,

MGST;(A) = {z € C: p((zI — A)7) < 0}. (5.15)

Pri tome, za svako z € C, ,u((zf — A)") pripada spektru matrice
(z1 — A)™.
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Kao i u slucaju B7J;Gersgorinovog skupa, numericko odredivanje
skupova K7;(A) i MGST;(A) je zahtevnije od odredivanja skupova
K7(A) i MGS7(A), respektivno.

Utvrdeni odnosi izmedu potklasa H—matrica iz prethodnih sekcija
imaju za posledicu ¢injenicu da za proizvoljnu particiju 7 i proizvoljnu
blok matricu A u odnosu na particiju m, vazi:

MGS7(A) < Kf(4) < Tf(A)
N N N
MGS7(A) < Ki(4) < T7(A).

Pored toga, u tackastom sluc¢aju takode vazi MGS(A) C K(A) C
['(A), za svaku matricu A. Medutim, lokalizacije dobijene blokovskim
pristupom stoje u opstem odnosu sa originalnim lokalizacijama (dobi-
jenim tackastim pristupom).

5.4 Primeri lokalizacionih oblasti

Primer 5.11.
Poce¢emo sa jednostavnim primerom malih dimenzija. Neka je ma-
trica A = [a; ;] € C** razbijena particijom m = {0,2,4} na sledeci
nacin:

3 -1 i 0

-1 3] 0 —i A | Avg
A= . = : = . 1
1 0 5 —1 |i Agjl A272 (5 6)
0 —i|—1 5

Spektar ove matrice i njenih dijagonalnih blokova je:

o(A) = {2.2679, 4+i,4—i,5.7321}, o(Ay1) = {2,4} i o(Azs) = {4,6}.
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Karakteristi¢ni koreni su zaokruzeni na prve cetiri decimale. Ocigledno
je

(ZIl—Al,l)_lzm{z_—? Z__ﬂ
(ZIQ—Az,z)‘IZ(ZTl(ZW{Z__? Z__H

za svako z ¢ {2,4} u prvom slucaju i z ¢ {4,6} u drugom slucaju.
Dakle,
|z — 2| |z — 4]

L— A1) M)t = 1

(=L = A11) ™ o) T e—3 (5.17)
_ _ — 4] |z — 6]

I — Ay) M)t = 2 1

(et~ Aza) )t = EER S0 sy
pa sledi

A e e B e L N

[7,(A)={2€C:|z—4] |z —6] <[z - 5]+ 1}. ‘

Stoga jo TF(A) = {|= 2| |z — 4| < |2 3] + 1} U{Jz— 4] - |2 — 6] <
|z — 5] + 1}

Na slican nacin se dobija da je u ovom slucaju I'T(A) = I'T,(A),
sto je i prikazano na Slici 5.1(b), dok je

e e s ree ]

1+ |z =3 1+ |z —5]

prikazano na Slici 5.1(d). Radi poredenja, originalni Gersgorinov skup
['(A) je prikazan na Slici 5.1(a), a originalni Brauerov skup IC(A) na
Slici 5.1(c).

Kako je za matrice 2 X 2 minimalni Gersgorinov skup jednak Brau-
erovom skupu, tada je i MGST(A) = MGS7;(A) = K7(A), §to se moze
uociti na Slici 5.1(f). Ponovo, radi poredenja, originalni minimalni
Gersgorinov skup MGS(A) je prikazan na Slici 5.1(e).
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(a) Gersgorinov skup (b) BT i B}, Gersgorinovi skupovi
(¢) Brauerov skup (d) BT i BT, Brauerovi skupovi
e) Minimalan Ger§gorinov sku f) BT i BT, Minimalni Gersgorinovi
g p I II g
skupovi

Slika 5.1: Lokalizacione oblasti za matricu A (5.16)
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Primer 5.12. Posmatrajmo sledecu matricu:

10 1. 0 --- 0 0 O --- 00 07
1 1 0 0 O 00 0
W=(0 0 O -1 0 1 -+ 00 0. (520
0O 0 0 0 0 O 1 9 1
| 0 0 0 0 0 O 0 1 10

U literaturi ova tridijagonalna matrica je poznata kao Vilkinsonova
matrica reda n = 21 i javlja se kao karakteristican primer u oblastima
numericke linearne algebre i procesiranja signala. Uzimajuci particiju
m = {0,10,12,16,21}, na Slici 5.2 prikazani su lokalizacioni skupovi
razmatrani u ovom poglavlju. Sa leve strane (Slike 5.2(a), 5.2(c) i
5.2(e)) date su tackaste lokalizacione oblasti I'(1W), IC(W) i MGS(W),
redom, dok su sa desne strane date B} i BJ; lokalizacione oblasti i
to IT(W) i I'T,(W) na Slici 5.2(b), LT (W) i K7,(W) na Slici 5.2(d)
i MGST(W) i MGS7;(W) na Slici 5.2(f). Pri tome su lokalizacione
oblasti B} prikazane plavom bojom, a lokalizacione oblasti BJ; crve-
nom bojom.

Primer 5.13. Posmatrajmo Lotkinovu matricu reda n=100, koju cemo
podeliti na ¢ = 10 blokova jednakih dimenzija. Lotkinova matrica se
dobija od Hilbertove matrice zamenom vrednosti u prvoj vrsti tako da
nove vrednosti iznose svuda 1. Ona je nesimetricna, lose uslovljena i
ima veliki broj malih karakteristicnih korena.

Dakle, neka je particija m = {0,10,20,...,100} ¢
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4
3
2
1
oF X X X XX X X X X X X X
1
2
3
4

(¢) Brauerov skup

(e) Minimalan Gersgorinov skup (f) BT i B}, Minimalni Gersgorinovi
skupovi

Slika 5.2: Lokalizacione oblasti za Vilkinsonovu matricu W (5.20)

1 1 1 1 1
111 EEEE
2 4 1 101
SO G .
3 4 5 101 102
T = , 0L 102 | (5.21)
N T N U
99 100 101 197 198
S S GRS (R
L 100 101 102 198 199 |

Kao i ranije, na Slici 5.3 prikazani su lokalizacioni skupovi razma-
trani u ovom poglavlju. Sa leve strane, Slike 5.3(a), 5.3(c) i 5.3(e)
predstavljaju tackaste lokalizacione oblasti I'(T), K(T') i MGS(T), re-
dom. Pri tome, primetimo da je I'(T") priblizno krug poluprecnika 99,
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dok je KC(T') priblizno krug polupreénika 20, a MGS(T') priblizno krug
poluprecnika 3 i sadrzi najveéi karakteristiéni koren na svom rubu.
Slicne odnose mozemo primetiti i za B} i BJ; lokalizacione oblasti
koje su prikazane na Slici 5.3 sa desne strane, i to I'T(7) i I'7;(T") na
Slici 5.3(b), K7(T') i K7,(T) na Slici 5.3(d) i MGST(T") i MGS7,(T') na
Slici 5.3(f), gde su BT lokalizacione oblasti prikazane plavom bojom, a
BT, lokalizacione oblasti crvenom bojom. Pri tome, primetimo da ovaj
primer, zajedno sa prethodna dva, ilustruje ¢injenicu da se tackaste i
blok lokalizacione oblasti ne mogu uporediti u opstem smislu, ve¢ da
njihov odnos varira od slucaja do slucaja.

Primer 5.14. Kao poslednji primer, posmatrajmo Poasonovu matricu
reda n = 100, koja se dobija diskretizacijom Poasonove parcijalne
diferencijalne jednacine i ima veliku primenu u elektrostatici, mehanici
1 teorigskoj fizici. Poasonova matrica je blok tridijagonalna matrica

D -I 0 -~ 0 0 0
-I D —-I -« 0 0 0
P=\: = & - S , (5.22)
0 0 0 -I D -I
0 0 0 -~ 0 I D | .
gde je
[ 4 -1 0 0o 0 0 |
—1 4 -1 0 0 0
D= : :
0 0 0 ~1 4 -1
0 0 0 - 0 -1 4 |

Jasno, prirodna podela na blokove ove matrice je podela particijom
m = {0,10,20,...,100}. Kao i u prethodnim primerima, Slika 5.4
prikazuje lokalizacione oblasti razmatrane u ovom poglavlju. Prime-
timo da se, poput prvog primera, BT i B, lokalizacije podudaraju, dok
se blokovskim pristupom u sva tri slucaja dobija odredeno poboljsanje
lokalizacione oblasti u odnosu na tacakasti slucaj. Ovim primerom
ilustrovana je situacija da ni u tackastom ni u blok smislu upotreba
girih klasa matrica od SDD klase ne vodi znacajnim poboljsanjima
lokalizacionih oblasti.
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100 100
80 8
60 60
0 40
20 20
0 0
-20 -20
-40 -40
-60 -60
-80 -80
~-100 1 -100
-100 -50 0 50 100 -100 -50 0 50 100
(a) Gersgorinov skup (b) BT i BT, Gersgorinovi skupovi
20 100
157 &
60
10f
40
5r 20
or 0
-20
-5t
—40
1o}
-60
15} -80
ool -100
-20 -10 0 10 20 -100 -50 0 50 100
(c) Brauerov skup (d) BT i Bf; Brauerovi skupovi
10
10
8
8
6 6
4 4
2 2
0 [
,2 .
-4 1 -4
-6 4 -6
-8 1 -8
-10 . . . ~10
-10 -5 0 5 10 -10 -5 0 5 10
(e) Minimalan Gersgorinov skup (f) BT i B7; Minimalni Gersgorinovi
skupovi

Slika 5.3: Lokalizacione oblasti za Lotkinovu matricu 7" (5.21)



-2

-3

-4

-5

(a) Gersgorinov skup

(¢) Brauerov skup

—2f

-3t

4t

-5

=1

(e) Minimalan Gersgorinov skup
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or [POHKRBL KK IO I I RBIHIK XK XK IR

-1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

(b) BT i BJ;Gersgorinovi skupovi

or POHKRBL KK IO I I RBIHIK XK XK IR

-1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

(d) BT i BT, Brauerovi skupovi

PO IR IR IRMEOZHIK XK XK BN

(f) BT i BT, Minimalni Gersgorinovi
skupovi

Slika 5.4: Lokalizacione oblasti za Poasonovu matricu P (5.22)
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Primena: Ocena spektralnog
radijusa

U mnogim primenama, kao Sto su ispitivanje konvergencije iterativnih
postupaka za resavanje sistema linearnih jednacina ili, na primer, ispi-
tivanje stabilnosti dinamickih sistema, veoma je korisno ukoliko po-
stoji alat za ocenu spektralnog radijusa (vidi [70]). Koncept genera-
lizovane dijagonalne dominacije moze i u ovoj oblasti da pomogne, s
obzirom da je neraskidivo povezan sa konceptom lokalizacije karakte-
risti¢nih korena teoremama Gersgorinovog tipa.

Kao i u ranijim poglavljima, osnovnu ideju prezentova¢emo u tacka-
stom slucaju, a zatim prokomentarisati moguénost generalizacije na
blok slucaj.

6.1 Tackast slucaj

Kao sto je pokazano u radu [70], svaka potklasa H—matrica koja je
bila predmet razmatranja u ovoj disertaciji generise jednu ocenu spek-
tralnog radijusa proizvoljne matrice na slede¢i nacin:

Neka je K neka od potklasa H—matrica definisanih u Sekciji 2.3 i
A € C™" proizvoljna matrica. DefiniSemo veli¢inu

P(A) :=sup{|z| : 2l — A ¢K, z€C}, (6.1)
koju zovemo ocena spektralnog radijusa matrice A generisana klasom

K.
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Iz nacina definisanja velicine p®(A) sledi da za proizvoljnu matricu

A e C™" vazi

p(A) < p(A).
Naime, ako je A\ proizvoljan karakteristi¢ni koren matrice A, tada vazi
M — A ¢ K, posto su sve matrice iz klase K regularne. Dakle,
Al < p(A).

Osim toga, kako svaka H—matrica, pa time i svaka matrica iz
bilo koje njene potklase ima sve dijagonalne elemente razlic¢ite od 0,
zaklju¢ujemo da za svaku matricu A = [a; ;] € C™" i svaku potklasu
K koja se spominje u ovoj disertaciji, vazi

Sl < PR(A).
max |a;;| < p=(A4)

U slucaju kada je klasa K klasa SDD matrica, ocena p*(A) svodi
se na poznatu ocenu spektralnog radijusa pomoc¢u norme beskonacno:

p(A) < p*(A) = [|A]|oo,

koja vazi za sve matrice A = [a; ;] € C™™.

Kako bismo ilustrovali na¢in na koji se mogu izvoditi ocene spek-
tralnog radijusa proizvoljne matrice, u ulozi klase K posmatra¢emo
klasu a1l matrica. Podsetimo se da matrica A = [a; ;] € C*" pripada
klasi a1l ako i samo ako postoji parametar « € [0, 1], takav da je

la;i| > ari(A) + (1 — a)c;(A) za svako i € N,
gde je ¢;(A) == 1;(AT) = Z laji| zasvakoi e N.

JeN\{i}
U nastavku ¢emo objasniti kako mozemo eksplicitno izraziti velicinu

p*(A) :=sup{|z| : z € C,Va € [0,1],3i € N, (6.2)
|z —a;;| <ari(A)+(1—a)c(A)}.
Neka je data (proizvoljna) matrica A = [a; ;] € C™™ i neka je za svako

a € [0, 1] veli¢ina w(«) definisana sa

w(a) = rzrgvx{\a”| +ar;(A)+ (1 —a)c(A)}.
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Tada je za svako i € N
w(a) > |a;;| + ari(A) + (1 — a)ci(A),
a postoji indeks k takav da je
w(a) = lag k| + arg(A) + (1 — a)cx(A).
Neka je n(a) = w(a)e!*& %+, Ocigledno je tada za svako i € N
In(a) — ais| > ari(A) + (1 — a)ci(A),
a za indeks k vazi
() — arkl| = wla) = fark| = ar(A) + (1 — a)ce(A).
Dakle, za svako « € [0, 1] postoji n(a) takvo da za neki indeks k vazi
In(a) — app| = ark(A) + (1 — a)cr(A).
Zbog toga je alél[glu In(a)| = aIél[%]I’ll] w(a) < p*'(A). Kako za svako z € C
za koje je |z| > alél[glu w(a), postoji a € [0, 1], takav da je
|z| > |a;i| + ari(A) + (1 — a)c;(A), zasvako i € N,
pa, dakle, i
|z — ai;| > ari(A) + (1 — )¢ (A), zasvako i € N,
zakljucujemo da je zI —A a1l matrica, pa sledi da je alél[gll] w(a) = p*(A).
Dakle,
P (A) = min max {|a;;| + ar;(A) + (1 — a);(A)}. (6.3)

a€gl0,1] iEN
Napomenimo da za svako « € [0, 1], veli¢ina
max {|a;i| + ari(4) + (1 — a)ei(A)}

predstavlja ocenu spektralnog radijusa matrice A. Najbolja od njih
data je sa (6.3).

Medutim, moguce je uéiniti i viSe - ocenu (6.3) moguce je ekviva-
lentno zapisati u obliku koji ne zavisi od parametra a. Da bismo to
uradili, koristimo rezultat dokazan u radu [18]:
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Teorema 6.1. Proizvoljna matrica A = [a;;] € C*", n > 2 je al
matrica, ako 1 samo ako su zadovoljena sledeca dva uslova:

(1) |ai:| > min{r;(A),c(A)}, za svakoi € N,
(

|am| - z( ) Cj A) - |aj,j|
W) A e ~ 5(A) —r(A)

gdeje R :={ie N : r(A)>c(A)}iC:={ie N : ¢(A) >r(A)}.

za svakoi € R, i svako j € C,

Uslov (#7) moze se preformulisati na sledeé¢i nacin:
[laiil=ci(A)]e;(A)=r;(A)l+ a1 —c; (A)][ri(A) —ci(A)] > 0,i € R, j € C

tako da mozemo zakljuciti da je

p*H(A) < max{f(A),g(A)}, (6.4)
gde je
F(A) = max|ay | + min{ry(A4), e (A)}]
i
) i e Dl el () — ()] + [y + s (A[ra(4) — ci(A)]
T = R Gee c;(A) — 15 (A) + 15(A) — ci(A) '

Naime, za svako z € C, zI — A € al ako i samo ako:
e postoji i € N, takvo da je |z — a;| < min{r;(A), ¢ (A)},
ili
e postojei € Rij €C, takvi da
[lz=aisl—ci(A]le; (A)=r; (A)]+[1z=aj5| = ¢; (A)][ri(A) —ei(A)] <O.
Medutim, kako iz
(12 = aiil = ci(A)]e;(A) =7 (A)] + [z — a;5] = ¢;(A)][ri(A) —ci(A)] <0

sledi da je
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[21le;(A) = 75 (A) + 7i(A) = ei(A)] <
llaiil + ci(A)e;(A) = ri(A)] + llag;| + ¢;(A][ri(A) — ei(A)];

i pri tome je ¢;(A) —r;(A) + ri(A) —ci(A) >0,zai € RijeC,
dobijamo da za svako z € C, zI — A ¢ «al implicira da je |z] < f(A)
ili [z] < g(A).

Dakle, max {f(A), g(A)} je gornje ogranicenje za
{lz] : 2 — A& al,z € C}.
Kako ono ne zavisi od |z|, to je ujedno i gornje ogranicenje za p“!(A).

Zavrsicemo razmatranja u ovoj sekciji prezentovanjem jedne veoma
jednostavne ocene za spektralni radijus, ali ne viSe proizvoljne matrice,
ve¢ H—matrice.

U radu [55] dokazana je slededa teorema:

Teorema 6.2. Ako je A = [a; ] € C"™ H—matrica, onda je

< il .
p(A) < 2max|a; | (6.5)

U radu [114] ocena (6.5) je popravljena na sledeci nacin:
Teorema 6.3. Ako je A = [a; ] € C"™ H—matrica, onda je

p(A) S max (|ai,i’ + ]aj,j|) < Qmax ]am-\. (66)
1#£ 7 1EN
i,JjEN

6.2 Nenegativne blok matrice [ tipa

Kao sto je dobro poznato, teorija nenegativnih, odnosno pozitivnih
matrica zauzima posebno mesto u mnogim matri¢cnim modelima raznih
pojava u inzenjerstvu, ekologiji, medicini, farmaciji, biologiji itd.
Dobro poznata Peron-Frobenijuseva teorema kaze da ako je A pozi-
tivna matrica, tada je njen spektralni radijus jednak karakteristicnom
korenu, koji je pozitivan i jednostruk. Taj se karakteristicni koren u
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literaturi Cesto i naziva Peronov koren. Tvrdenje vazi i za nenegativne
nerazlozive matrice.

U preostalom delu disertacije bavicemo se gornjom ocenom Pero-
novog korena. Dakle, od sada pa nadalje pretpostavljamo da je A > 0,
i pokusavamo da $to bolje ocenimo p(A). I dalje ¢emo pretpostaviti
da particija 7 = {p, }5:0, deli matricu A na blokove:

Arg Aig o0 Auy
Ag1 Ago -0 Agy

A= : : S| = [Aijlexe (6.7)
Agr Agp o0 Agge

»

Oznac¢imo sa B matricu reda ¢:

lAiillee [[A12llee = [[ALe

[A21lle [[A22llec =+ [[A2llo0
B= : : — e (68)
[Aeilloo [Ae2lloe -+ [[Aeelloo

U radu [114] dokazano je da, ukoliko je A nenegativna matrica, za
ovako definisanu matricu B vazi

p(A) < p(B). (6.9)

Ako je A nenegativna B} H— matrica, tada je njoj pridruzena ma-
trica I tipa )A(™ M —matrica. Medutim, s obzirom da je

HAz,z [e'e)

> | A} s) zasvako i€ L, (6.10)

odnosno

M(B) = )A(",

lako zakljuc¢ujemo da je matrica B takode H—matrica, dakle za nju
vazi ocena spektralnog radijusa mf?((|bi,i| + 1b;;]), koja je, u ovom
i#]

slucaju i ocena spektralnog radijusa nenegativne matrice A:

p(A) < Hil;gX{HAi,iHoo + [[Aj [0}
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Na slican nacin, polaze¢i od nekih drugih ocena spektralnog radi-
jusa H—matrica, na primer datih u radu [114], izvode se analogne
ocene spektralnog radijusa nenegativne BT H —matrice.

Takode, ako je A nenegativna matrica, s obzirom da se spektralni
radijus matrice B moze oceniti na nacin slican onom koji smo prikazali
u prethodnoj sekciji za al klasu, ta ista ocena bice, istovremeno, i
ocena spektralnog radijusa polazne nenegativne blok matrice A:

p(A) < p™(B).

6.3 Nenegativne blok matrice /] tipa

Na slican nacin kao i u sluc¢aju blok I tipa, mozemo izvesti ocene za
¢itavu klasu nenegativnih blok H—matrica I tipa.

Naime, ako je A nenegativna B}, H— matrica, tada je njoj pridruzena
matrica /] tipa (A)™ M —matrica. S obzirom da je

[ Asillooll Aii A jlloe > | Aijlloe za svako i,j € Lyi#j,  (6.11)

odnosno

M(B) = D(A)T,

ade je D = diag([|Ar1 [l [|Asalloes - || Aeelloe), ponovo zakljucujemo

da je matrica B H—matrica, dakle za nju vazi ocena spektralnog radi-

jusa mj?((|bi,i| + 1b;;1), koja je, i u ovom slucaju istovremeno i ocena
i#]

spektralnog radijusa nenegativne blok matrice A. Analogno se mogu
izvesti ocene spektralnog radijusa za nenegativne B}, H —matrice koris-
¢enjem nekih drugih ocena spektralnog radijusa tackastih H —matrica.
Ponovo, ako je A nenegativna matrica, s obzirom da se spektralni
radijus matrice B moze oceniti na nacin slican onom koji smo prikazali
u prethodnoj sekciji za al klasu, ta ista ocena bice, istovremeno, i
ocena spektralnog radijusa polazne nenegativne blok matrice A.
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Zakljucna razmatranja

Namera da se detaljnije istrazuju osobine matrica zapisanih u blok
formi, koje se baziraju na ideji generalizovane dijagonalne dominacije
pokazala se sasvim opravdanom, s obzirom da su dokazani rezultati
koji nalaze znacajnu primenu u sasvim aktuelnim problemima pri-
menjene, odnosno numericke linearne algebre. Te moguénosti primene
prikazane su u okviru nekoliko konkretnih problema:

e ocena norme inverzne matrice,
e lokalizacija karakteristicnih korena i
e ocena spektralnog radijusa.

Najdetaljnije je razraden prvi od njih, s obzirom da je u ovom slucaju
zaista bilo moguce znacajno prosiriti katalog mogucih ocena za normu
inverzne matrice, kako za klase matrica koje su vec ispitivane, pri ¢emu
je dobijena moguénost poboljSanja ocene, tako i za neke sasvim nove
klase, sto prosiruje dijapazon matematickih modela na koje se ovakve
ocene mogu primeniti. Brojnim numerickim primerima opravdan je
ovakav zakljucak.

Nesto delikatnija situacija nastaje kada je u pitanju lokalizacija
karakteristi¢nih korena, ali i tada se ponekad isplati investirati u nesto
viSe racunskih operacija, da bi se koreni bolje lokalizovali.

Najmanje prostora posvec¢eno je oceni spektralnog radijusa, ali je
i tu dat generalni okvir, na osnovu koga se mogu izvoditi nove ocene
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spektralnog radijusa, i to za proizvoljne matrice u tackastom slucaju,
kao i za proizvoljne nenegativne matrice u blok slucaju.

Osim navedenih i dokazanih rezultata, disertacija predstavlja i
izvor opstih ideja i principa na kojima se mogu zasnivati dalje ge-
neralizacije. Predstavljena su dva moguca blok uopstenja klase gene-
ralizovano dijagonalno dominantnih matrica, ali je iz na¢ina njihovog
definisanja jasno da se analogne generalizacije mogu generisati pomocu
nekih drugih normi blokova, cak i tako da se na razlic¢ite blokove pri-
menjuju razli¢ite norme, kao sto je to predlozeno u knjizi [108]. Isto
tako, za ocenu spektralnog radijusa proizvoljne matrice, kao osnov za
izvodenje ocene moze posluziti neka druga potklasa H —matrica, a ne
samo potklasa al.

Ocigledno je da se istrazivanja u ovoj disertaciji mogu pokazati
veoma korisna i u nekim drugim oblastima primenjene linearne alge-
bre, poput ocene determinanti, lokalizacije generalizovanih karakte-
risticnih korena, ocene singularnih vrednosti, oblasti konvergencije
iterativnih postupaka, osobina Surovog komplementa, subdirektnih
suma itd. Samim tim i mogué¢a primena u drugim naukama nije
sporna.
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