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Apstrakt

U realnom okruzenju svakodnevno susre¢emo raznovrsne komplek-
sne mreZe, poput finansijskih, neuralnih, elektro-energetskih, drustve-
nih, bioloskih, ekoloskih i mnogih drugih. Ove mreZe se obi¢no odlikuju
velikim brojem medusobno povezanih dinamickih celina. Kao posledica
izuzetno visokog stepena sloZenosti, one mogu ispoljiti veoma razlicita
dinamicka svojstva, pa je od klju¢nog interesa uspostaviti vezu izmedu
topoloskog i dinamickog aspekta ovakvih sistema. Medu mnogobrojnim
pristupima uspostavljanju takve veze izdvaja se onaj koji je zasnovan na
implementaciji alata primenjene (numericke) linearne algebre koja u jeku
savremene “Big Data” ere, uz eksponencijalni rast ra¢unskih kapaciteta
savremenih racunara, sve vise dobija na znacaju.

Primarni cilj ove disertacije je da sveobuhvatnim pristupom poveze
teoriju H-matrica sa raznim dinamickim svojstvima sloZenih sistema. U
tom smislu, disertacija je kompoziciono sastavljena iz pet poglavlja.

Fundamentalni rezultati iz oblasti teorije H-matrica u okviru prvog
dela zapocinju detaljnom sistematizacijom relacija postoje¢ih potklasa
generalizovano dijagonalno dominantnih matrica, kao i njihovih blok
uopstenja.

Drugo poglavlje sluZi da se uvedu osnovni koncepti iz teorije dina-
mickih sistema, konciznim osvrtom na delove iz pomenute teorije, za cije
detaljnije proucavanje ¢itaoca upucujemo na [60]. Pri tome, akcenat sta-
vljamo na neprekidne kompleksne sisteme invarijantne u vremenu, ¢ija
se dinamicka analiza u praksi sprovodi izvodenjem zakljucaka o lokalnim
svojstvima nelinearnih sistema na osnovu odgovarajuéih osobina matrice
Jakobijana u ekvilibrijumu, odnosno donosenjem zaklju¢aka o globalnim
svojstvima linearnih sistema na osnovu osobina matrice sistema diferen-
cijalnih jednacina. Imaju¢i u vidu dominantno nelinearni karakter feno-



mena u prirodi i drustvu, koji se analiziraju na okolini ravnotezne tacke
na kojoj vaZi linearizacija, bavi¢emo se isklju¢ivo neprekidnim linearnim
autonomnim dinamickim sistemima. Osim toga, u ovom poglavlju je
predstavljen i model empirijskih mreZa ishrane ekosistema tla, a pogla-
vlje se zavrSava postavkom modela frakcionih dinamickih sistema, sa
posebnim naglaskom na benefite koje njihova upotreba pruza.

Trece poglavlje donosi pregled lokalizacija matri¢nog spektra koje su
u bliskoj vezi sa konceptom generalizovane dijagonalne dominacije. Na-
kon pregleda rezultata u oblasti, ono se zavrSava primenom u dinamic-
koj analizi kompleksnih sistema u svojstvu dovoljnih uslova za asimp-
totsku stabilnost, kao i pregledom jo3 nekih dinamickih svojstava.

U cetvrtoj glavi bavimo se sistematizacijom postoje¢ih ocena normi
inverza matrica iz nekih specijalnih potklasa H-matrica. Originalni na-
uéni doprinos predstavljen ovim delom obuhvata nove ocene matri¢ne
norme jedan pod pretpostavkom pripadnosti odgovarajucoj klasi, nji-
hovu primenu u oceni najmanje singularne vrednosti matrice, kao i blok
ekstenziju rezultata [37]. Svoj puni smisao ovo poglavlje dobija u kon-
tekstu naredne glave, ¢iji tehnicki alat upravo i predstavlja.

Peto i ujedno zaklju¢no poglavlje posveceno je matricnom pseudo-
spektru, kao i njegovim blok i frakcionim varijantama. Pored pregleda
postojecih i formulacije originalnih nau¢nih doprinosa, ovaj mocan alat
numericke linearne algebre analiziramo u svojstvu donjih granica za ra-
stojanje do nestabilnosti blok matrica [73], kao i sistema linearnih frakci-
onih diferencijalnih jednacina, [104].

Numericka algoritamska reSenja za sprovodenje izra¢unavanja ocena
normi inverza ali i reprodukciju vizualizacija lokalizacionih oblasti spek-
tra, blok i frakcionog pseudospektra u programskom paketu MATLAB
obuhvacena su katalogom kodova. Disertacija se zavrsava spiskom slika
i koriS¢enih relevantnih bibliografskih izvora.

Sasvim je ocekivano da prezentovana saznanja nadu svoj put do no-
vih potencijalnih primena u oblastima prirodnih, tehni¢ko-tehnoloskih
ali i drustvenih nauka, i na taj nac¢in usmere pravac buducih istraZivanja.



Abstract

In the real environment, we encounter various complex networks on
a daily basis, such as financial, neural, electricity, social, biological, eco-
logical and many others. These networks are usually characterized by
a plenty of interconnected dynamic entities. As a consequence of this
extremely high degree of complexity, they can exhibit very different
dynamic properties, so the necessity to establish a link between the topo-
logical and dynamic aspects of such systems is of key interest. Among
many approaches to establishing such a connection, the one based on
the implementation of the tools of Applied (Numerical) Linear Algebra
seems to stand out, which is gaining importance in the midst of the
modern "Big Data"era, boasting with the exponential growth in the com-
putational capacity of contemporary computers.

The primary goal of this thesis is to connect the theory of H-matrices
with various dynamic properties of complex systems via comprehensive
approach. In that sense, this dissertation is composed of five chapters.

The fundamental results in the field of H-matrix theory within the
first part begin with a detailed systematization of the relations among
the existing subclasses of generalized diagonally dominant matrices, as
well as their block generalizations.

The second chapter serves to introduce the basic concepts from the
theory of dynamic systems, with a concise review of the parts from it,
whereas the eager reader may refer to [60] for a more detailed study. In
doing so, we emphasize continuous complex systems invariant in time,
whose dynamic analysis in practice is carried out by drawing conclusi-
ons about the local properties of nonlinear systems based on the corre-
sponding properties of the Jacobian matrix evaluated at the equilibrium,
or by drawing conclusions about the global properties of linear systems
via properties of the system matrix of differential equations. Having



in mind the predominantly nonlinear character of phenomena in nature
and society, which are analyzed in the neighbourhood of the equilibrium
point at which linearization applies, we will deal exclusively with conti-
nuous linear autonomous dynamical systems. Additionally, this chapter
presents a model of empirical food networks of the soil ecosystem, and
the chapter concludes with the setting of models of fractional dynamic
systems, with a special emphasis on the benefits that their use provides.

The third chapter grants an overview of the localizations of the matrix
spectrum that are closely related to the concept of generalized diagonal
dominance. After a detailed study of the results in the field, we bring it
to an end through examples of their application in the dynamic analysis
of complex systems in terms of a number of sufficient conditions for
asymptotic stability, as well as providing review of some other dynamic
properties.

In the fourth chapter, we deal with the systematization of existing
estimates for the norms of the matrix inverse for some special subclasses
of H-matrices. The original scientific contribution presented in this sec-
tion includes new estimates of the matrix norm one of the inverse, their
application in the estimation of the smallest singular value of the matrix,
as well as the block extension of these results [37]. This chapter unlocks
its full potential in the context of the next chapter, whose technical tool
it represents.

The fifth and final chapter is devoted to the matrix pseudospectrum,
as well as its block and fractional variants. In addition to reviewing
existing and formulating original scientific contributions, we analyze this
powerful tool of Numerical Linear Algebra in terms of lower bounds for
the distance to instability of block matrices [73], as well as systems of
linear fractional differential equations, [104].

Numerical algorithmic solutions for the calculation of the estimates
for the norms of the matrix inverse, as well as codes for the reproduction
of visualizations of localization areas of the spectrum, block and fractio-
nal pseudospectrum via MATLAB software package are included in the
catalogue of codes. The thesis concludes with a list of images and used
relevant bibliographic sources.

It is expected that the results presented in this thesis will find their
way to new potential applications in the fields of natural, technical, tech-
nological and social sciences, and thus navigate the direction of prospec-
tive future research.



Xpy

Oznake

skup realnih brojeva

skup kompleksnih brojeva

skup svih realnih vektora dimenzije n

skup svih kompleksnih vektora dimenzije n
skup svih realnih matrica formata m x n
skup svih kompleksnih matrica formata m x n
skup indeksa

skup indeksa

element matrice A u i-toj vrsti i j-toj koloni
i—ta komponenta vektora x

nula vektor

vektor ¢ije su sve komponente jednake 1
jedini¢na matrica

i-ti vektor standardne baze (i-ta kolona jedi-
ni¢ne matrice)

nula matrica

ako je x,y € R" i ako za svako i € N vazi
relacijax; pyi, p€{<, <, =>,>}



akoje A,B € R™" iako zasvakoi € M,j € N
vazi relacija aij p bij/ [OS {<, <,=,>, Z}

ako su Aj i A, dijagonalne matrice, tada ova
relacija znac¢i odgovarajuéi odnos izmedu svih
njihovih dijagonalnih elemenata, p € {<, <,=
,>,>}

spektar matrice A

numericki raspon matrice A
Gersgorinov skup matrice A
spektralni radijus matrice A
spektralna apscisa matrice A
numericka apscisa matrice A
GerSgorinova apscisa matrice A
transponovana matrica matrici A

hermitovana (konjugovano-transponovana) ma-
trica matrici A

inverzna matrica matrici A

particija skupa indeksa N, pri ¢emu je 0 =:
M<M<M<---<7Tp:=n

suma modula vandijagonalnih elemenata i-te
vrste matrice A

suma modula vandijagonalnih elemenata i-te
kolone matrice A (odnosno ¢;(A) = r;(AT))

Kronekerov delta simbol
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Teorija H-matrica

"The essence of math is not to make simple things complicated,
but to make complicated things simple.”
STAN GUDDER

S obzirom da obuhvata fundamentalne koncepte teorije H-matrica,
ovo poglavlje predstavlja gravitaciono jezgro disertacije, pre svega zbog
toga Sto rezultatima spektralne i pseudospektralne teorije, kao i ocenama
norme inverzne matrice, poseduje preko potrebne kapacitete za davanje
kvalitetnih odgovora na veliki broj pitanja iz Sirokog obuhvata izazova
sa kojima se savremena primenjena linearna algebra suocava, u Zelji da
teorijskim rezultatima doda aplikativhu dimenziju. Osim toga, budu¢i
da su ovi rezultati u osnovi motivisani reSavanjem realnih problema, njih
u vedini slucajeva prati i konkretna argumentacija u terminima svojstava
kompleksnih sistema iz kojih su potekli, sto dodatno pojacava njihovu
prakti¢nu vrednost.

1.1 M-matrice

Sa istorijskog aspekta, fundamenti bogate teorije M-matrica posta-
vljeni su u prvoj polovini dvadesetog veka, premda se ni dan danas ne
moZe pouzdano ustanoviti ko je zaista zacetnik njihovog pojma. Tome
dodatno doprinosi i ¢injenica izuzetno Sirokog dijapazona ranih primena
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Glava 1. Teorija H-matrica

koje su nesumnjivo podstakle njihovo istrazivanje, tako da je sasvim iz-
vesno dolazilo do preklapanja sustinski istovetnih matematickih rezul-
tata, ali formalno razli¢itih u terminima oblasti primena u kojima su
nezavisno razvijani, sa stanovista terminologija, notacija i samih realnih
interpretacija, o ¢emu je svedocio i Ri¢ard Varga (Richard Varga), [115].
Na osnovu objavljenih radova, veruje se da je pojam M-matrica prvi upo-
trebio Aleksandar Ostrovski (Alexander Ostrowski) u svom radu [94] iz
1937, osvrcéudi se na rezultate Hermana Minkovskog (Hermann Minko-
wski), [86, 87], u ¢iju Cast i dan-danas, u oblasti numeric¢ke optimizacije,
ova klasa nosi naziv “Minkovski” matrice.

Sa namerom sistematizacije do tada poznatih rezultata bogate teorije
M-matrica, koju je ponudio u monografiji u koautorstvu sa Abrahamom
Bermanom (Abraham Berman), u kojoj su autori, izmedu ostalog, naveli
blizu 50 karakterizacija regularnih matrica iz pomenute klase, Robert
Plemons (Robert Plemmons) je u [5, 99] konstatovao da su rezultati, kako
teorijskog tako i aplikativnog karaktera, pristizali prevashodno od strane
pripadnika matematickih krugova kao i eminentnih ekonomista.

Matematicke nauke su dominantan akcenat stavile na primenu te-
orije M-matrica u svrhu rasvetljavanja klasi¢nih izazova primenjene li-
nearne algebre, koji se ti¢u analize spektra matrica kao i reSavanja si-
stema linearnih jednac¢ina. Rezultati u prvom pravcu govore o ogranica-
vanjima karakteristi¢cnih korena: nenegativnih matrica [105], M-matrica
[15, 42, 105] kao i stohastickih matrica [9, 46, 47]. Drugi pravac je za
cilj imao utvrdivanje kriterijuma konvergencije iterativnih postupaka za
reSavanje sistema linearnih jednacina velikih dimenzija, ¢ija matrica si-
stema poseduje retku (sparse) strukturu. Ovakvi sistemi se javljaju prili-
kom modeliranja realnih neprekidnih problema, kada je zbog implemen-
tacije rada na racunaru, takav problem neophodno aproksimirati diskret-
nim analogonom, postupkom diskretizacije obi¢nih, odnosno parcijal-
nih diferencijalnih jednacina [85]. ReSavanje dobijenih sistema u praksi
se svodi na upotrebu Jakobijevog, Gaus-Zajdelovog ili SOR (successive
over-relaxation) i drugih iterativnih postupaka, ali i definisanje oblasti iz-
bora parametara za koje ti relaksacioni postupci konvergiraju. Za konci-
zan pregled pomenutih postupaka ¢itaoca upucujemo na [30]. Pored ova
dva pravca, kao posebna oblast izdvaja se reSavanje problema linearne
komplementarnosti [13, 67], ¢iji dijapazon primena obuhvata probleme
linearnog i konveksnog kvadratnog programiranja [14], bimatri¢ne mo-
dele igara [78], rubne probleme dinamike fluida [16] kao i trZiSne rav-
noteZe [82]. Takode, teorija verovatnoce i teorija ¢ekanja su nasle svoje
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1.1. M-matrice

mesto u kontekstu M-matrica, izu¢avajuci konacne lance Markova, [97].

Ekonomisti su, sa druge strane, teoriju M-matrica i rezultate iz nje
razvijali i koristili u okvirima problema stabilnosti opsteg ekvilibrijuma,
to jest ravnoteZe trziSta kao celine, no sasvim je izvesno da najznacaj-
niju primenu predstavlja ona u terminima medusektorske analize, vrste
kvantitativne analize u ekonomiji sa ciljem utvrdivanja medusobne za-
visnosti privrednih sektora. Bududéi da se Vasilij Leontijev (Wassily Le-
ontief) smatra zacetnikom njene savremene varijante, u literaturi se ona
Cesto moze sresti i pod nazivom Leontijeva input-autput analiza eko-
nomskih sistema, [79].

Medu ostalim nau¢nim disciplinama u kojima je teorija M-matrica
opravdala svoju upotrebnu vrednost isti¢u se inZenjerstvo i veza sa ana-
lizom Ljapunov stabilnosti [2], zatim teorija kontrole [6, 7], dok se u
racunarskoj biologiji (computational biology) intenzivno primenjuje pri-
likom izucavanja dinamike populacija, [61].

Jo$ u svom preglednom radu iz 1977. godine, koji se tice sistemati-
zacije bogate liste karakterizacija regularnih M-matrica, Plemmons svoje
razmatranje zapocinje konstatacijom da modeli pojava u biologiji, in-
Zenjerstvu, ali i drustvenim naukama neretko proizvode zapis putem
matrica koje poseduju specijalnu znakovnu strukturu elemenata, isti¢uci
da je jedan od najzastupljenijih onaj kod kojeg su svi vandijagonalni
elementi nepozitivni, a elementi na glavnoj dijagonali nenegativni, [99].
Nacin na koji se do ovog oblika stize opisan je ilustrativnim primerom
numeric¢kog reSavanja obi¢ne diferencijalne jednacine, ta¢nije aproksima-
cijom kontinualnog problema diskretnim analogonom, u drugoj sekciji
Poglavlja 7 u [5]. Ovakav kriterijum znakovne strukture korespondira
podskupu matrica koje imaju Z oblik, a ¢ija je definicija data u nastavku.

DErFINICIJA 1 Za matricu A € R™" kaZemo da je Z oblika ako su joj svi
vandijagonalni elementi nepozitivni. Ako su, dodatno, svi dijagonalni ele-
menti pozitivni, tada kaZemo da matrica ima Z7 oblik.

Ostrovski [94] je primetio da je svaku matricu A koja ima Z oblik
moguce zapisati kao:

A=sE—B, B>0, s:=maxa;, bj=sj—a; zasvako i,j€N,
ieEN
pri Cemu je 4;; uobicajena oznaka za Kronekerov delta simbol. Unutar

klase Z matrica, posebno se izdvaja potklasa M-matrica, ¢ija je definicija
data u nastavku.
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Glava 1. Teorija H-matrica

DEFINICIJA 2 Svaka matrica A = sE — B, B > O, zove se (regularna)
M-matrica ako i samo ako je p(B) < s.

U sekciji 4 poglavlja 6 u [5], autori paznju posvecuju rasvetljavanju ne-
kih svojstava uopstenih M-matrica, koje su opisane uslovom p(B) < s
u kombinaciji sa Z oblikom. Tom prilikom, oni navode da ova klasa
sadrZi i sve matrice oblika p(B)E — B, B > O, koje se zovu singularne
M-matrice. Citaocu skre¢emo paznju da, od sad pa na dalje, pod M-
matricama podrazumevamo isklju¢ivo regularne M-matrice.

Sa stanovista reSavanja problema linearne komplementarnosti [5, 13],
veliki znacaj pripada sledecoj klasi matrica.

DErFINICIJA 3 Za matricu A € R™" kaZemo da je P-matrica ako su joj svi
glavni minori pozitivni.

S obzirom da je glavni minor najveéeg reda matrice njena determinanta,
sledi da su sve P-matrice regularne, ali i njihov pravi podskup.

Jedan od fundamentalnih rezultata znacajan za izu¢avanje M-matrica
je ¢uvena Peron-Frobenijusova teorema o nenegativnim matricama. Za
kompletan tretman, videti [5].

TEOREMA 1 (PERRON-FROBENIUS) Neka je A € R™™" proizvoljna nenega-
tivna matrica. Tada:

a) Matrica A ima realan nenegativan karakteristicni koren koji je upravo
njen spektralni radijus, p(A) € A(A), i on se zove Peronov koren,

b) Postoji nenegativan vektor x € R" (x > 0 i x # 0) koji odgovara
Peronovom korenu, i predstavlja Peronov vektor,
¢) Peronov koren moZe biti visestruk,
1
d A) = inf{rnax— a~~x~}.
) '0( ) x>0 L jeN X; ; e

Fall

U kontekstu rada sa realnim matricama koje van dijagonale nemaju ne-
gativnih elemenata, moguce je definisati i sledeci skup matrica.
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1.1. M-matrice

DEerINICJA 4 Matrica C € R zove se esencijalno nenegativna ako za
svako (dovoljno veliko) g € R vazi gE + C > O.

Ako je matrica A € R"" Z oblika, to jest A = sE—-BiB > O,
tada je —A esencijalno nenegativna matrica, za koju je —A = —sE + B.
Drugim rec¢ima, karakteristi¢ni koreni matrice —A su zapravo karakte-
risti¢ni koreni matrice B na koje je dodat Sift —s. Medutim, na osnovu
Teoreme 1, p(B) je karakteristi¢ni koren matrice B, stoga je njemu od-
govarajudi (najdesnji) karakteristi¢ni koren matrice —A upravo p(B) —s,
odakle se moZe zakljuciti da je najlevlji karakteristi¢ni koren matrice A
upravo —p(B) + s, §to uz pretpostavku da je matrica A u klasi M-matrica
ekvivalentno znaci da je njen najlevlji koren pozitivan.

Znacajan broj autora, medu kojima su [12, 39, 40, 41, 67] se svojim
naucnim radom (i to uglavnom nezavisno) bavio klasom M-matrica i
izvodenjem relevantnih osobina, $to je rezultovalo raznim ekvivalentnim
definicijama ove klase, sistematizovanim u [5]. Neke od najznacajnijih su
obuhvacéene slede¢om teoremom.

TEOREMA 2 Neka je A € R™" matrica oblika A = sE — B, B > O. Tada
su sledeéi uslovi ekvivalentni:

(i) p(B) <s,
(ii) A je reqularnaivazi A=' > O,
(iii) Postoji vektor z € R", z > 0 takav da je Az > 0,
(iv) Svi glavni minori matrice A su pozitioni (matrica A je P-matrica),

(v) Najlevlji karakteristicni koren matrice A je —p(B) + s i on je poziti-
van,

(vi) A je pozitivno stabilna: Ako je A € A(A) tada je Re(A) > 0, to
jest svi karakteristicni koreni matrice A se nalaze u desnoj poluravni
kompleksne ravni.

Osim toga, naredna pomo¢na tvrdenja su takode dobro poznati rezultati.

LeEMA 1 Svaka M-matrica ima Z+ oblik.

LEMA 2 Neka je A € R™" M-matrica i B € R"" matrica Z oblika, pri cemu
je A < B.Tada je i B u klasi M-matrica i vazi B~' < A~1,
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Glava 1. Teorija H-matrica

LEMA 3 Akoje A € R™" trougaona matrica Z™ oblika, tada je ona M-matrica.

Odnose koji postoje izmedu spomenutih klasa mogude je i vizuelno
predstaviti, Sto je u¢injeno Slikom 1.1, dok su matrice A; — Ag navedene
kao primeri koji ove relacije potvrduju.

Z" oblik Z oblik
As Ay
regularne A
6
P-matrice
Al A3
A2 M-matrice

Slika 1.1: Odnos klase M-matrica sa nekim drugim klasama.
0 1 1 -1 -1 -1
A1:|:_1 O:|/ A2:|i2 1:|/ A3:|:0 1:|/

0 -1 1 -1 1 -1
Sl U O e A
Narocito znacajna potklasa regularnih matrica, koja predstavlja ge-
neralizaciju M-matrica u smislu napustanja znakovne strukture, a i uz
pretpostavku o mogucem postojanju kompleksnih elemenata, ¢ije izuca-

vanje nalazi uporiSte u Sirokom spektru primena a ujedno ¢ini teorijski
okvir ove disertacije, jeste klasa H-matrica.
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1.2. SDD matrice

DEFINICIjA 5 Za proizvoljnu matricu A = [a;;] € C"", njoj pridruZena
matrica M(A) := [p;;] € R"" definisana je sa

o e, i=7,
Hij -= { —laijl, i#].

Prethodna definicija obezbeduje Z oblik matrice M(A), pa samim tim i
mogucnost da pojam M-matrica nad skupom realnih matrica uopstimo
na skupu matrica sa kompleksnim elementima. Na taj nacin stizemo do
definicije H-matrica.

DErINICIJA 6 Matrica A € C™" zove se H-matrica ako i samo ako je njoj
pridruzena matrica M(A) M-matrica. H-matrica sa pozitivnim dijagonal-
nim elementima naziva se H*- matrica.

Iz prethodnih definicija i ¢injenice o Z* obliku svake M-matrice, lako
zakljuc¢ujemo da su svi dijagonalni elementi H-matrice razlic¢iti od nule.

1.2 SDD matrice

Prvi pisani trag o pojmu stroge dijagonalne dominacije seZe u drugu
polovinu devetnaestog veka, kada je u svom radu iz 1881, Lisjen Levi
(Lucien Lévy) dokazao slededi rezultat, u prevodu iz izvornog oblika,
[80]:

Ako su svi elementi determinante pozitioni, osim onih na glavnoj dijagonali,
koji su negativni i po apsolutnoj vrednosti veci od sume elemenata vrste u kojoj
se nalaze, determinanta je uvek razlic¢ita od nule.

Ovim re¢ima je, svega nekoliko godina kasnije (1887), J. Deplank (J. De-
splanques) zapoceo svoju opservaciju, konstatuju¢i da je Levijevu pro-

poziciju moguce generalizovati na kompleksni slucaj, [36]:

Ako je svaki dijagonalni element determinante veci po modulu od sume mo-
dula ostalih elemenata te vrste, tada je determinanta nuzno razli¢ita od nule.

Cak se i Minkovski [86] dotakao ovog rezultata u realnom obliku, do-
duse u nesto drugacijoj formi, a koji glasi ovako:
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Glava 1. Teorija H-matrica

Ako je determinanta sa realnim elementima takva da su joj svi vandijago-
nalni elementi negationi, a sume svake vrste pozitivne, tada je ona uvek pozi-
tiona.

Mi éemo se, naravno, opredeliti za savremeniju formu definicije svojstva
stroge dijagonalne dominacije, u terminima kompleksnih matrica.

DErINICIJA 7 Matrica A = [a;;] € C™" zove se strogo dijagonalno domi-
nantna (SDD) matrica, ako za svako i € N vaZi

|aii| > ri(A), (1.1)

pri Cemu je
ri(A) =) |ayl.

jEN\{i}

Vrlo ¢esto ¢e, u slucajevima kada je jasno o kojoj matrici je rec¢, biti u
upotrebi skraena oznaka, r; = r;(A). Kao otigledni benefit ove klase
istice se lakoca verifikacije pripadnosti istoj. Pored toga, bitno svojstvo
SDD matrica koje govori o njihovoj regularnosti, u literaturi nosi naziv
teorema Levi-Deplanka.

TEOREMA 3 Svaka SDD matrica je regularna.

Razloge duboke ukorenjenosti svojstva stroge dijagonalne domina-
cije u vezivnom tkivu primenjene linearne algebre treba traZiti u termi-
nima kriterijuma Sirokog spektra primena, opravdanog na vise frontova.
Sa teorijskog stanovista, u kontekstu direktnih postupaka za resavanje
sistema linearnih jednac¢ina metodom Gausove eliminacije, zna se da
svaka SDD matrica ima jedinstvenu LU dekompoziciju, budu¢i da defi-
nicija ove klase matrica direktno implicira da su svi vodedi glavni minori
razli¢iti od nule. Pri tome, moZe se konstatovati i da rezultuju¢a ma-
trica U zadrZava svojstvo stroge dijagonalne dominacije. Sta vise, ako je
matrica strogo dijagonalno dominantna po kolonama, tada je sprovode-
nje Gausovog postupka eliminacije sa parcijalnim pivotiranjem moguce
realizovati bez zamene redosleda vrsta. Kada su iterativni postupci u
pitanju, ispunjenost SDD osobine na matrici sistema predstavlja uslov
koji obezbeduje konvergenciju Jakobijevog ili Gaus-Zajdelovog iterativ-
nog postupka ka ta¢nom reSenju sistema. U svetlu spektralnih lokaliza-
cija, prethodno tvrdenje o regularnosti i cuvena GerSgorinova teorema o
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1.3. GDD i skaliranje na SDD

lokalizaciji karakteristi¢nih korena proizvoljne kvadratne matrice, koja ¢e
kasnije biti precizno formulisana, matematicki su ekvivalentne. Aplika-
tivna priroda SDD matrica opravdana je frekventnom pojavom u osnovi
matematickih modela i raznovrsnih dinamickih sistema. Na osnovu re-
zultata [119] iz oblasti bezi¢nih senzor mreZa, stroga dijagonalna do-
minacija garantuje asimptotski stabilnu strategiju kontrole napajanja i
konvergencije odgovarajuceg algoritma ka jedinstvenom NeSovom ekvi-
librijumu. Medutim, ¢injenica da se u praksi, ¢cak mnogo cesce, javljaju
primeri ovakvih, ali i sli¢nih sistema, kod kojih je pretpostavka o stro-
goj dominaciji dijagonalnih elemenata u manjoj ili ve¢oj meri narusena,
dovoljna je motivacija da se upoznamo i sa konceptom koji sluzi da pre-
mosti navedene izazove, a nosi naziv generalizovana dijagonalna domi-
nacija.

1.3 GDD i skaliranje na SDD

DEerINICIJA 8 Matrica A = [a;] € C™" zove se generalizovano dija-
gonalno dominantna (GDD) matrica, ako postoji pozitivan vektor x =
[x1,x2,.. .,xn]T € R", takav da za svako i € N vaZi

laglx; > Y laglx;. (1.2)
jEN\{i}

Treba napomenuti da iako je u izvornom obliku [64] pretpostavljeno
da je dovoljan uslov za generalizovanu dijagonalnu dominaciju egzisten-
cija nenula skalara koji mnoZe¢i kolone polazne matrice ¢ine da ona po-
stane strogo dijagonalno dominantna, zarad jednostavnosti, ove skalare
moZemo birati da budu pozitivni, i kao takve ih uciniti komponentama
vektora x.

Osim $to je posluzila kao mocéan alat da Cvetkovi¢ i Kosti¢ u [23]
uopSste rezultat o stabilnosti i konvergenciji ka stabilnom stanju strate-
gije kontrole napajanja u uslovima postojanja smetnji svojstvenih topo-
loskoj strukturi same mreZe, koje ne narusavaju funkcionalni integri-
tet pomenutog algoritma, upotrebna vrednost Definicije 8 prevazilazi
te okvire, time $to nudi moguénost novih rezultata o regularnosti, pa
samim tim i nove kvalitetne primene, od kojih neke novijeg datuma u
ekologiji [70, 104].
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Glava 1. Teorija H-matrica

Znajudi da dijagonalna matrica D = diag(dy1,d2, . .., dnn) mnoZzi kva-
dratnu matricu A € C"" sa desne strane tako $to element d; skalira k-tu
kolonu matrice A, k € N, uslov (1.2) moguce je ekvivalentno preformu-
lisati u matri¢cnom zapisu i u terminima stroge dijagonalne dominacije.

DErFINICIJA 9 Matrica A € C"" zove se GDD matrica ako i samo ako
postoji pozitivna dijagonalna matrica X takva da je AX SDD matrica.

Zaista, birajuéi da su komponente pozitivnog vektora x iz Definicije 8
elementi dijagonalne matrice X, nije teSko proveriti da uslov (1.2) za-
pravo znaci da matrica AX ispunjava kriterijum (1.1).

Ako malo bolje analiziramo uslov (1.2), vide¢emo da on zapravo
znadi da je M(A)x > 0. To je upravo i kompleksno uopstenje veoma
vaznog rezultata do kojeg su, u realnom slucaju, dosli Miroslav Fidler
(Miroslav Fiedler) i Vlastimil Ptak (Vlastimil Ptak) [42] (Teorema 4.3).

TEOREMA 4 Matrica A € C™" je H-matrica ako i samo ako je generalizo-
vano dijagonalno dominantna.

Jedna od mnogobrojnih i koristih osobina H-matrica data je slede¢om
teoremom.

TEOREMA 5 Ako je matrica A € C™" H-matrica, tada vaZi:
(i) A je regularna,
(i) |[A7H < M(A)L

Drugi rezultat prethodne teoreme, koji uspostavlja relaciju izmedu
modula inverza i inverza pridruZene matrice za svaku H-matricu je po-
znata teorema Ostrovskog, [94].

Neka od bitnih svojstava klase H-matrica, kao neposredna posledica
definicije, jesu zatvorenost u odnosu na operaciju hermitovanja, kao i za-
tvorenost u odnosu na mnoZenje proizvoljnim dijagonalnim matricama
sa leve, odnosno sa obe strane.

LeEmA 4 Neka je A € C™" proizvoljna H-matrica. Tada je:
(i) AH takode H-matrica,
(ii) D1AD; u klasi H-matrica za svake dve regularne dijagonalne matrice Dq

i Dy.
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1.3. GDD i skaliranje na SDD

1.3.1 Potklase identifikovane skalirajuéom matricom

Naglasena konekcija GDD i SDD matrica, opisana Definicijom 9, u
osnovi je tehnike “skaliranja”, koja je izuzetno koristan alat sa ciljem
rasvetljavanja mnogih svojstava same klase H-matrica, a samim tim i
nekih njenih potklasa. Pri tome, pod terminom skaliranje podrazume-
vamo mnoZenje matrice A pozitivnom dijagonalnom matricom X (koju
zovemo skalirajuca matrica), pri ¢emu nastaje skalirana matrica AX, cije su
kolone skalarni umnosci polazne matrice A, pomnoZeni odgovarajuc¢im
dijagonalnim elementom u X.

U startu je jasno da je pretrazivanje skupa svih pozitivnih dijagonal-
nih matrica, koje imaju zadatak da “poprave” naruSenu strogu dijago-
nalnu dominaciju posmatrane matrice, neoptimalno reSenje, i od njega
se, pogotovo u visoko-dimenzionalnim problemima, odustaje. Umesto
toga, prednost se, onda kada je to moguce, daje odredivanju elemenata
matrice X upotrebom saznanja o postoje¢im funkcionalnim vezama iz-
medu elemenata matrice koja se skalira, a koje impliciraju bitne ¢injenice
o svojstvima matrice, kao $to je regularnost.

Uopstenje svojstva stroge dijagonalne dominacije moguce je pratiti u
nekoliko pravaca. Prvi od njih, za koji se ispostavlja da obuhvata pot-
klase H-matrica identifikovane skupom skaliraju¢ih matrica, predstavlja
particija indeksnog skupa. Preostali pravci, medu kojima su multiplikativni
pristup, rekurzione sume, kao i kombinacija suma vrsta i kolona, bi¢e analizi-
rani u narednoj podsekciji.

Dasnjic-Zusmanovic¢ matrice

Prva klasa matrica koju navodimo u smislu generalizacije osobine
stroge dijagonalne dominacije u pravcu particije indeksnog skupa, tice
se Cinjenice da je uslov (1.1) moguce oslabiti, a da pri tome matrica i
dalje ostane regularna. Uslovom ovog tipa prvi su se bavili L. Dasnjic
(Dashnits) i M. Zusmanovi¢ (Zusmanovich) u [33], u ¢iju cast je klasa
matrica i ponela naziv.

DEeriNICcyA 10 Matrica A € C", n > 2, zove se Dasnjic-Zusmanovic
(DZ) matrica ako postoji indeks k € N takav da za svako j € N \ {k} vaZi

gl (1] = ri(A) + lagel) > ric(A)lael (13)
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Glava 1. Teorija H-matrica

Kao preliminarni rezultat kojim su otvorili svoj rad, Dasnjic i Zusmano-
vi¢ su pokazali da je uslov (1.3) dovoljan da obezbedi regularnost. Pri
tome, moZe se pokazati da je svaka SDD matrica istovremeno i DZ, ali o
tome da obrat ne vaZi govori matrica

1 -1
we]L ]
O nesto konkretnijem rezultatu, u smislu identifikacije skalirajuéom

matricom, a koji kao posledicu potvrduje da je svaka DZ matrica ujedno
i generalizovano dijagonalno dominantna, govori slede¢a teorema.

TEOREMA 6 Neka je A € C"", n > 2, i neka je
Dpz := {X = diag(x1,...,x,) € R™, x, =9 >0, xj=1, j #k}.
Tada su sledeci uslovi ekvivalentni:

(i) A pripada DZ klasi,

(ii) AX je SDD matrica za svako X € Dpyz za koje je

r(4) _ + < min |aji| —1i(A) + ’ajk’.
| akk] j#k |ajx]
a]'k

Prema tome, za svaku DZ matricu moguce je konstruisati odgova-
rajuéu dijagonalnu matricu X koja je skalira na SDD. Sta vise, vazi i
obrnuto, da je svaka matrica koja se moZe skalirati na SDD na opisan
nacin upravo DZ matrica. Karakterizacija ovog tipa nece biti moguca za
svaku potklasu H-matrica.

S-SDD matrice

Sada ¢emo analizirati korak dalje u pravcu particije indeksnog skupa,
i prezentovati ga onako kako su ga predstavili Cvetkovi¢, Kosti¢ i Varga
u [17]. Neka je A € C"". Uo¢imo neprazan pravi podskup S skupa N,
isa S := N\S ozna¢imo komplement skupa S u N. Tada je, imajuci
u vidu sprovedenu particiju, sumu modula vandijagonalnih elemenata
svake vrste i € N moguce zapisati kao

ri(A) = 17 (A) + 13 (A),
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1.3. GDD i skaliranje na SDD

pri cemu su

A=Y layl i A=Y ayl.
jesS\{i} jeS\{i}

DEerINICyA 11 Matrica A € C*", n > 2, zove se S-SDD matrica ako
postoji neprazan podskup S indeksnog skupa N takav da, za svako i € S i
j € S, istovremeno vaZe slede¢i uslovi:

(i) |ai] > (A),
(i) (laal = r$(4)) (ol = r§(4)) > r¥(A)r5(A).

Specijalno, ako je S = N, tada je klasa N-SDD matrica zapravo klasa
SDD, u kom slucaju uslova (ii) nema.

Ova klasa matrica prakticnu primenu potvrduje na primerima real-
nih sistema kod kojih je struktura matrice interakcija takva da se mogu
uociti dve komplementarne podgrupe sistema koje, osim unutrasnjih in-
dividualnih interakcija medu ¢lanovima, ispoljavaju i zajedni¢ko medu-
dejstvo, nac¢inom koji prirodno indukuje izbor indeksnih podskupova,
SiS. Neki od primera takvih sistema koji ispunjavaju uslov prethodne
definicije, razmatrani su u ekoloSkom modeliranju i analizi dinamicke
stabilnosti empirijskih trofickih mreZza u ekosistemu tla [70], kao i opti-
mizaciji napajanja energetski nestabilnih kontrolnih sistema, [23].

Sli¢no kao i Dasnjic-Zusmanovi¢ matrice, i S-SDD matrice je moguce
okarakterisati tehnikom skaliranja na SDD.

TEOREMA 7 Nekaje A € C""',n>2,i

Ds.spp := {X =diag(x1,..., %) ER™, x;=7>0(i€S), x;,=1(i €8)}.
Tada su sledeci uslovi ekvivalentni:

(i) A pripada S-SDD klasi,

(ii) AX je SDD matrica za svako X € Dgs_spp za koje je

r(A) el =72 (4)
max ———=—— <7< mn —————
i€S |aj;| — r; (A) j€s r (A)
er(A)yéO
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Glava 1. Teorija H-matrica

Dokaz ovog tvrdenja ¢italac moZe pronaci u [17], gde su razmatrani i
dodatni benefiti koje ova klasa matrica pruza. U specijalnom slucaju,
kada je skup S = {k} jednoclan, u pitanju je klasa DZ matrica. Medu-
tim, postoje matrice koje nisu u klasi DZ, ali jesu S-SDD. Na primer, za

matricu
06 0 0 0

01 3 -2 —-11
05 2 3 05
2 05 01 3

ne postoji indeks k € N takav da je uslov (1.3) ispunjen, ali jeste S-SDD
matrica za S = {2,3}.

Ag =

DEerFINICTJA 12 Matrica A € C*", n > 2, zove se X-SDD matrica ako
postoji neprazan podskup S skupa njenih indeksa takav da je matrica A
S-SDD matrica.

TEOREMA 8 Svaka X-SDD matrica pripada klasi GDD matrica pa je samim
tim i reqularna.

Za kraj ove sekcije, skre¢emo paznju da je ideju o upotrebi particije
indeksnog skupa moguce prosiriti na slucajeve k-toclane particije, 3 <
k < n, pri ¢emu se grani¢ni i ujedno najveéi broj particija postize u
slu¢aju izbora singltona, S; = {i}, i € N. Kriterijumi koji u ovakvim
uslovima garantuju regulanost definisu klasu PH-matrica, [75].

1.3.2 Ostale potklase

Ova podsekcija posvecena je potklasama H-matrica koje za sada ne-
maju dokazanu potpunu karakterizaciju oblikom skalirajuée matrice. Me-
dutim, u praksi to ponekad i ne predstavlja problem, s obzirom da je
dovoljno odrediti barem jednu skaliraju¢u matricu.

Ostrovski matrice

Jedno od mogucih uopstenja svojstva stroge dijagonalne dominacije
ti¢e se matrica kod kojih postoji najvise jedna vrsta u kojoj uslov (1.1)
nije ispunjen. Ovom klasom se prvobitno bavio Ostrovski [94], po kojem
je inazvana, dok se u brojnim radovima moZe na¢i i pod nazivom duplo
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strogo dijagonalno dominantne (dSDD) matrice. Definiciju Ostrovski
matrica navodimo kao Sto je uc¢injeno u [116].

DEerFINICTJA 13 Matrica A € C*", n > 2, zove se Ostrovski matrica ako
za svako i,j € N, i # j vaZi

|aiillajj| > ri(A)r;(A). (1.4)
Uslov (1.4) zapravo predstavlja ekstenziju stroge dijagonalne dominacije
u kontekstu multiplikativnosti i dovoljan je da obezbedi regularnost.

TEOREMA 9 Svaka Ostrovski matrica je i H-matrica, pa samim tim i regu-
larna.

Ako je matrica A € C™" Ostrovski, to znaci da postoji najviSe jedan

indeks k € N za koji je |ag| < r¢(A), pri ¢emu je |ag| # 0. Ali u tom
slu¢aju, upravo za taj indeks k matrica je i DZ, jer je za svako j # k :

e (1ajl = ri(A) + lagel) = lael gl — lae] (1 (A4) = lanl)
> Jagellajl > ri(A)rj(A) = re(A)ag

Prema tome, svaka Ostrovski matrica pripada DZ klasi, ali da obr-
nuto ne vazi, pokazuje primer

Ag =

o O -
_ 0
—_

Nekrasov matrice

Potklase H-matrica u neposrednoj su vezi i sa analizom konvergencije
iterativnih postupaka za reSavanje sistema linearnih jednacina. Naime,
pod pretpostavkom razlaganja matrice A oblika

A:D_B, D:diag(ﬂll,...,ann)/

moZe se pokazati da karakterizacija stroge dijagonalne dominacije ma-
trice A u terminima matri¢ne norme beskonacno glasi

ID7!B||e < 1. (1.5)
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Glava 1. Teorija H-matrica

Kako matrica D~!B zapravo odgovara Jakobijevoj iterativnoj matrici, u
teoriji iterativnih postupaka kriterijum (1.5) predstavlja dovoljan uslov
za konvergenciju pomenutog postupka.

U kontekstu Gaus-Zajdelovog postupka, sli¢nu, ali ne potpuno istu
ulogu umesto SDD matrica preuzima nova klasa koju je, prema kore-
spodenciji Rudolfa Memkea (Rudolf Mehmke) i Pavela Nekrasova (Pavel
Nekrassov), formulisao V. Gudkov [52].

Nekaje A € C"", n > 2, proizvoljna matrica. Defini§imo i rekurentne
veli¢ine

w . k() ¢ .

m(A):=r(A),  h(A) =Y lajl-——+ ) lagl, i>2 (16)

=1 il 5

DEerFINICIJA 14 Matrica A € C™", n > 2, zove se Nekrasov matrica ako za
svako i € N vaZi |a;;| > hi(A).

Iz na¢ina na koji su definisane (1.6), matematickom indukcijom je mo-
guce pokazati da za svaku SDD matricu A, za svako i € N, vazi odnos
suma h;(A) < ri(A). To znadi da je svaka SDD matrica ujedno i Ne-
krasova. Da su SDD matrice pravi podskup klase Nekrasov, pokazuje

primer matrice
1 0
Ato = [0.5 0.5 }

Bitan rezultat koji rasvetljava odnos Nekrasov matrica sa jedne, i GDD
matrica sa druge strane, dokazan je u [52].

TEOREMA 10 Svaka Nekrasov matrica je i H-matrica, pa samim tim i re-
Qularna.

Rekurentna relacija u osnovi definicije Nekrasov matrica predstavlja
jasan izazov za identifikaciju svih mogucih skaliraju¢ih matrica, koje bi
dale potpunu karakterizaciju skaliranja, kao $to je to bio slucaj sa DZ
i S-SDD matricama. Motivisani ovim problemom, Tomas Sulc (Tomasz
Szulc), Cvetkovi¢ i Nedovié [106] su ustanovili metod konstrukcije skali-
rajuc¢e matrice za proizvoljnu matricu iz pomenute klase sa jednim dodat-
nim ogranicenjem na velic¢ine (1.6), isti¢u¢i da je u relevantnim primenama
dovoljno poznavanje barem jedne takve dijagonalne matrice, a ne kom-
pletno tvrdenje o karakterizaciji. Njihov rezultat je slede¢i.
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1.3. GDD i skaliranje na SDD

TEOREMA 11 Neka je A € C"", n > 2, Nekrasov matrica, takva da je
hi(A) # 0 za svako i € N. Ako elemente dijagonalne matrice X izaberemo
kao x; := e;hi(A)/|aj|, za svako i € N, gde je {e;}!'_, rastuci niz brojeva
takav da je e1 = 1i¢e; € (1, |a;i|/hi(A)), zai > 2, tada je matrica AX
SDD matrica.

a1 1 «2 matrice

Ovu podsekciju zavrsavamo osvrtom na dva rezultata koji se ticu
regularnosti matrica, a do kojih se dolazi kombinacijom suma vrsta i
kolona. Naime, poznato je da je klasa regularnih matrica zatvorena u
odnosu na transponovanje. Drugim rec¢ima, ako neke “lako-proverljive”
uslove koji garantuju invertibilnost matrice A primenimo na AT to ¢e re-
zultovati novim kriterijjumima regularnosti. Konkretno, u svetlu uslova
(1.1), moZemo zakljutiti da je svaka matrica A, takva da je AT strogo
dijagonalno dominantna, takode regularna. Zapravo, ovakve matrice
opisane su argumentom da je za svako i € N ispunjeno

|a;i] > ci(A), ci(A):= Y |lajl, (1.7)
JEN\{i}

i pripadaju klasi strogo dijagonalno dominantnih matrica po kolonama. Me-
dutim, ako pomenute uslove pokuSsamo da “ukombinujemo” na nacin
koji glasi

|a,~i| > T’i(A) ili |111'1'| > Ci<A), za svakoi € N,
Sto je ekvivalentno sa kriterijumom da je za svako i € N ispunjeno
|a,~i| > min{ri(A), Ci(A)},

na primeru matrice

1 8
A”:{o.5 4]'

zaklju¢ujemo da ovakav uslov nije dovoljan za invertibilnost. Medutim,
postoji na¢in “kombinovanja” suma po vrstama i po kolonama koji ée
biti dovoljan da obezbedi regularnost. Preciznije, postoje bar dva takva
nacina.

Dve poznate generalizacije svojstva stroge dijagonalne dominacije po-
tekle su iz rada Ostrovskog, [95].
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Glava 1. Teorija H-matrica

DerINICA 15 Matrica A € C", n > 2, zove se x1 matrica ako postoji
parametar « € [0, 1] takav da za svako i € N vaZi

|aii| > ari(A) + (1 — a)ci(A). (1.8)

DErINICIJA 16 Matrica A € C"", n > 2, zove se a2 matrica ako postoji
parametar « € [0, 1] takav da za svako i € N vaZi

|aji| > ri(A)*c;(A) . (1.9)

Medu pomenutim klasama postoji relacija, koja je posledica odnosa
tezinske aritmeticke i tezZinske geometrijske sredine za 4; > 0, kao i teZine
r; > 0,1 € {1,2}, sa osobinom r1 + r, = 1, koji tvrdi r1a1 + rpa, > aylas?.
Prema tome, svaka a1 matrica je ujedno i a2 matrica. Na osnovu regu-
larnosti matrica koje ispunjavaju uslov (1.9) kao i uobi¢ajene procedure
za dokaz monotonosti, moguce je proveriti da je svaka od njih zapravo
H-matrica.

Ispitivanje pripadnosti date matrice A € C™" klasi a1 odnosno a2
matrica je, u skladu sa definicijama, krajnje neprakti¢no, budu¢i da takav
zadatak iziskuje prolazak parametra « ¢itavim intervalom [0, 1]. Stoga su
Cvetkovi¢, Kosti¢, Rafael Bru i Francisko Pedroce (Francisco Pedroche) u
[22] ponudili alternativnu karakterizaciju pomenutih potklasa H-matrica,
nezavisnu od parametra «. S tim u vezi, medu elementima indeksnog
skupa N izvrSena je sledeca particija:

R:={ieN: rj(A)>c(A)},
C:={icN: ri(A) <c(A)},
E:={ieN: ri(A) =c(A)}.
Rezultati o karakterizacijama pomenutih klasa dati su teoremama.

TEOREMA 12 Matrica A € C*", n > 2, zove se a1 matrica ako i samo ako
su istovremeno ispunjeni slede¢i uslovi:

(i) |aj;] > min{r;(A),c;(A)}, zasvakoi € N,

(
. laii] = ci(A) cj(A) — |aj|
W A —ci(A) ~ (A) —r;(A)’

zasvakoi € R,j € C.
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TEOREMA 13 Matrica A € C"", n > 2, zove se x2 matrica ako i samo ako
su istovremeno ispunjeni sledeci uslovi:

(i) |aj;| > min{r;(A),ci(A)}, zasvakoi € N,

(ii) 4)
|a,'i] C]' A

> log.. ,
ci(A) ~ UBIA gy

log,(a)
CZ(A

Z

7j
za svako i € R takvo da je c;i(A) # 0 i svako j € C za koje je

>—SDD
DZ
a2
a1 Nekrasov
SDD
Ostrovski

Slika 1.2: Medusobni odnos raznih potklasa H-matrica.

Sa namerom vizuelne retrospektive, ilustracija prezentovanih pravaca
uopstenja svojstva stroge dijagonalne dominacije i potklasa H-matrica
koje su tom prilikom nastale, prikazana je slikom 1.2. Zelenom bojom
oznacene su klase nastale u pravcu particije indeksnog skupa, plava boja
odgovara multiplikativnom, narandZasta rekurentnom pristupu, dok cr-
vena korespondira ideji kombinacije suma vrsta i kolona.
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Glava 1. Teorija H-matrica

1.4 Blok H-matrice

Potreba za konceptom blok matrica opravdana je ¢injenicom da mnogi
aplikativni problemi u raznim sistemima u startu poseduju specijalne
strukture, koje govore u prilog medudejstava unutar pojedina¢nih funk-
cionalnih grupa, kao i interakcije grupa u celini (struktuirane mreze).
Ako tome dodamo i visoku dimenzionalnost ovakvih sistema, moguc-
nost iznalaZenja postupka kojim bi se problem ”optimizovao” u smislu
radne dimenzije i prilagodio ra¢unskim kapacitetima bez gubitka infor-
macija koje su u njemu sadrZane, opredeljenje za ovu tematiku biva jo$
vece. Da je pristup putem particije neizostavni rezultat i teorijskih okvira
ilustruje ¢injenica da reSavanje parcijalnih diferencijalnih jednacina pri-
menom postupaka diskretizacije, metodama konac¢nih elemenata ili ko-
nac¢nih razlika, takode implicira blokovski oblik.

S obzirom da teorijski okvir ove disertacije i njenih rezultata pociva
na konceptu dijagonalne dominacije, podimo od prve generalizacije u
svetlu blok slucaja koje su se desile u drugoj polovini 20. veka, [96, 43,
45].

Neka je A = [a;] € C™". Pod uslovom da nenegativni brojevi 7,
je{1,2,...,4} =: L, ispunjavaju uslov

T =0<m<m< - <7my:=mn,

kolekciju m = {nj}]ezo zovemo particijom indeksnog skupa posmatrane

matrice. Njena upotreba omogucava strukturalnu podelu matrice A na
{ x ¢ blokova,

A1,1 Al,Z ce Al,f
AZ,l A2,2 cee A2,£
A= : : . : = [Aijlexe, (1.10)

pri temu su A;; € C7Ni— 1,7
slucaj particije je izbor singltona (tackast slucaj), 7° = {0,1,...,n}, za

kojije L = N.

~7i-1, za svako i,j € L. Jedan specijalan

Za proizvoljno p > 1, funkcionelu || - ||, na prostoru C" zovemo vek-
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1.4. Blok H-matrice

torska p-norma i definiSemo na sledeéi nacin

1/p
x| == ( Y. |x,-|p> , za svako x € C".

ieN
Sa druge strane, funkcionela || - ||, na prostoru C"" data sa
A
|Allp := sup Ayl = max ||Ay|,, zasvako A € C"", (1.11)
y20 ¥y liyll=1
predstavlja matricnu p-normu indukovanu vektorskom p-normom. Speci-
jalno, |||l := max|x;| i |Alle = max )_|a;|. Dodatno, restrikcijom
ieEN 1 jeN

na prostor C""", moZe se pokazati da je

A
HA*1H;1 = inf | Aylly = min |Ay||,, zasvako A e C™",
y#0 [lylly  lyll,=1

uz napomenu da za singularne matrice ovu veli¢inu smatramo jednakom
0.

Poznato je da za nenegativne matrice p-norma ispunjava svojstvo mo-
notonosti, [73].

LEMA 5 Za svake dve matrice A, B € R"™" i preslikavanje (1.11) vaZi implika-
cija
O<A<B = [Al, <|Blp

U istom radu [73] dokazali smo sledec¢u korisnu relaciju.

LEMA 6 Za svaku matricu A € C"" vaZi

1Al < INP (A,

gde je
[A11llp 1As2llp - lAvellp
NP () = [A21llp [[A22llp -+ [1A2ellp
7T - . . . .
NAcilly |Ac2lly -+ [[Agellp
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Doxaz: Zaista, polaze¢i od definicije p-norme, znamo da postoji
vektor x # 0, takav da je ||x|, = 11 ||Al|, = || Ax||,. Ako zapiSemo
uoteni vektor spram particije 7 kao x = [x,xp,...x/]T, tada je

Y Aux ||

jeL )
lAlL = l1Ax]l; = s =¥ | Z 4

ZAZ,]‘X]' iel ' jeL P

jeL

p

Pellp |\
< Z(ZHALJ‘”V”XJ'”;?)F]:Z (fo)(A) : )

i€L " jeL = ||Xé||p

p
— max NP (A)y|h = NP (A5,

< g 1090 -

N HYszl icl

i

A

DEerINICIJA 17 Za matricu A = [a;;] € C"" njoj blok pridruZena matrica

spram particije 7T i matriCne p-norme, u 0znaci (A)Sf ) = [m;;] € R,
definisana je sa
1A 5 i=1,

—[[Aijllp, i #]-

Prethodna definicija, osim smanjenja dimenzije i garantovanog Z oblika,
predstavlja nac¢in da klasa H-matrica (i njene potklase) dobiju odgova-
rajuce blok analogone. U sluc¢aju da je neki od dijagonalnih blokova A;;
singularan, tada je m;; = 0.

Matrica <A)£Tp ) se u relevantnim izvorima [26, 27] zove prva pridru-
Zena matrica i poti¢e iz Vargine monografije [116], jer osim ovog postoji
jo$ jedan nacin formiranja takozvane druge pridruZene matrice, koji je pre-
dlozio Fransoa Rober (Francois Robert), [103]. Mi ¢emo se zadrzati samo
na prvom obliku.

Za proizvoljnu “tackastu” klasu K matrica, ozna¢imo sa Bgf 'K Klasu
blok matrica, definisanu na sledeéi nadin.
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DEerINICIjA 18 Matrica A € C™" je Bgf 'K matrica ako i samo ako (A>§Tp )
pripada klasi K matrica.

Prema tome, birajuci za KK ma koju od prethodno razmatranih (pot)klasa
H-matrica, direktna posledica ove definicije je svojstvo monotonosti,

K, CK, — BYK, CBYK,.

Medutim, iako odnos izmedu potklasa blok H-matrica korespondira
onom u tackastom slucaju, odnos blok i njoj odgovarajuée tackaste klase
unapred nije poznat. O tome svedoce slede¢i primeri. Naime, matrica

0 2/3 0 0
1/3 0 1/4 0
0 1/4 0 1/3
0 0 2/3 0

Agp =

nije SDD, ali izborom particije 7t = {0,2,4} nalazimo

<A12>(oo) _ | 03333 —0.2500
{024} —0.2500 0.3333

koja to jeste. Sa druge strane, matrica

8 2 5
Ap=1| 6 10 3
01 3 6

jeste SDD, ali njene pridruZene matrice u normi beskonac¢no to nisu ni
za jednu netrivijalnu particiju,

) _[ 8 =7 (@) _ [48571 —5
<A13>{0/1/3}_[—6 3.92311' <A13>{0,2,3}_[ 31 6 |

U nastavku navodimo blok analogon Teoreme 3, koji su dokazali Dej-
vid Frajngold (David Freingold) i Varga, Teoremom 1 u [45].

TeOREMA 14 Ako je za uolenu particiju mw = {”j}fzo i p > 1 matrica

A € C'" u klasi BETP)SDD, tada je ona regularna.
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Najsiri skup blok matrica koji razmatramo je klasa BSTP )H-matrica,
¢ija su esencijalna svojstva, po ugledu na tackasti slucaj (Teorema 5),
data tvrdenjem u nastavku, a dokazali smo ih u [73].

TeEOREMA 15 Ako je za uolenu particiju 7w = {nj}]‘;o i p > 1 matrica

A € C'" u klasi BSTP)H, tada je ona reqularna i vaZi
1A~y < 1A - (112)

Dokaz: Neka je 7t particija indeksnog skupa koja matricu A ¢ini

BSTP)H-matricom. Prema tome, <A>(7f) je H-matrica $to znaci da po-

stoji pozitivna dijagonalna matrica X € R%!, X = diag(xy,x2, ..., x;),
za koju je (A)Sf )X SDD matrica. Medutim, ako definiemo blok di-
jagonalnu matricu X € R"™" kao

X = diag(Xy, Xa, ..., Xy), Xi=xiEm, i €L,

gde su E,; jedini¢ne matrice reda m; = mr; — 7,1, lako se proverava
1

da je <A}?>£Tp) = <A>§TP)X, odakle sledi da je AX BSTP)SDD matrica,
Sto implicira regularnost matrice A.
Za potrebe dokaza relacije (1.12), najpre pokazujemo da vazi

NP (A < (), (1.13)

imajudi u vidu pripadnost matrice A klasi Bgf 'H. S tim u vezi, po-
smatrajudi istu particiju 77, ozna¢imo sa B;; element u i-toj blok vrsti
i j-toj blok koloni matrice A™!, §j. A™' = [B;]yxs. Iz A71A = E
ocigledno sledi da je

1, i=k
I Bl ={ o 12k

jeL
Na osnovu
1Y BijAiklly > IBixArilly — Y |IBijAjklly >
jeL jeL\{k}
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> |1 BixAkllpll A ol Age = D IBijllpllAjklly =
jEL\{k}

> 1BigllpllAgell, " = Y IBijllpllAjkllp,
jEL\{k}

imamo

1 za i=k
—1-1
IBalslagdls = T Iilolaids <{ o 2 125,

jeEL\{k}
odnosno,
—1-1
Bually [1Bizlly - IBuellp] [ 1ALl —||A11,2||f o =l Agellp
IBaallp Bazllp -+ IBoellp| | =N A21llp 1As2 115" -+ —1Azellp _
1Beally [1Beallp -~ 11Beellp) [=1Apally =l1As2lly -+ 1A, Hp
ili, drugim re¢ima,
NP (A A <E. (1.14)

Nakon mnoZenja (1 14) sa ((A >(P))71 (koja je nenegativna, buduéi

s
daje A uKklasi B H) dobijamo (1 13). Za kraj, na osnovu rezultata
Leme 6 primenjene na matricu A~! i monotonosti matri¢ne p-norme
primenjene na nejednakost (1.13), tvrdenje sledi. A

Skrec¢emo paznju da relacija (1.12) predstavlja okosnicu rezultata u vezi

(p)

sa ocenom matri¢ne p-norme inverza raznih potklasa B; ' H-matrica.
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Dinamicki sistemi

"E pur si muove.”
GALILEO GALILEI

U ovom poglavlju prezentujemo opsti koncept dinamickog sistema
kao i kriterijume spram kojih se isti mogu klasifikovati. Pri tome, skre-
¢emo paznju da primarni cilj nije formalni doprinos teorijskim rezul-
tatima u oblasti dinamickih sistema, ve¢ bolje razumevanje dinamickih
svojstava koje ¢emo u narednim poglavljima analizirati u terminima oso-
bina odgovarajuc¢ih matrica primenom kako poznatih tako i razvijenih
alata numericke linearne algebre.

2.1 Matematicki model i klasifikacija

Svaki fizicki sistem ¢ija su stanja podloZna promenama u vremenu re-
prezentuje dinamicki sistem. S obzirom da smo i sami deo materijalnog
sveta koji je u stalnoj metamorfozi, primeri ovakvih kompleksnih sistema
su izdasni, a uklju¢uju prirodne, ali i drustvene fenomene koji evoluiraju
u vremenu, u Sarolikom prostornom dijapazonu - od makro (kretanje
planeta) pa do mikro nivoa (medudejstva mikroorganizama). Pri tome,
sudejstva su vrlo ¢esto - osim unutar same celine (intra-reakcije), pracena
i veoma sloZenom komunikacijom sa ostalim sistemima iz bliZe ili dalje
okoline (inter-reakcije), pa je jasno da je re¢ o kompleksnim sistemima, ¢iji
su primeri ilustrovani Slikom 2.1.

Uoc¢imo proizvoljan fizi¢ki sistem (entitet, jedinka ili celina) i neki tre-
nutak vremena t € R. Tada je "polozaj” ovog sistema, odnosno njegovo
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KOMPLEKSNI
[ FINANSIJSKI ] «— SISTEMI e [ EKOLOSKI ]

AN

ELEKTRO- -
[ ENERGETSKI J l [ BIOLOSKI ]

[ DRUSTVENI ]

(MREZE)

Slika 2.1: Primeri kompleksnih mreZa.

stanje koje ga odreduje, definisano vektorom stanja sistema u trenutku ¢:

x(t) = [x1(t), x2(¢), .. .,xn(t)]T, (2.1)

¢ije komponente x;(f), i € N u najjednostavnijem slucaju odgovaraju
nekoj fizickoj karakteristici sistema koju je moguce kvantifikovati. Ako
je opservacija zapocela u trenutku t = 0, tada je vremenski domen T skup
svih trenutaka u kojima su registrovane vrednosti svake komponente
vektora (2.1). Prema tome, komponente x;(¢),i € N je prirodno tretirati
kao skalarne funkcije jedne realne promenljive na vremenskom domenu
T. Promene kojima je sistem (to jest njegova stanja) izloZen prate izvesne
zakonitosti koje povezuju elemente skupa mogucih stanja i zovu se upra-
vljajuce jednacine. Ako se ponaSanje sistema registruje u diskretnim tre-
nucima vremena, tada one odgovaraju rekurentnim relacijama izmedu
stanja sistema u dve susedne vremenske tacke,

xi(t+1) — x;(t) = P;i(x1(t), x2(¢), ..., x4(t)), i €N, (2.2)

dok tretmanom vremena kao neprekidne kategorije zakonitosti otkrivaju
brzinu promene stanja x;(t) tokom vremena, to jest

dxi

= @it %), xa(t), i€ N. (2.3)

i =

Dakle, dinamicki sistem je zapravo kolekcija ovih zakonitosti (pravila) po
kojima do promena dolazi, a jednacine (2.2) odnosno (2.3) na domenu T
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2.1. Matematicki model i klasifikacija

opisuju evoluciju sistema. Pri tome, dinamicki sistemi (2.2) predstavljeni
sistemom diferencnih jednacina zovu se diskretni, nasuprot neprekidnih
(2.3) definisanih sistemom obi¢nih diferencijalnih jednac¢ina prvog reda
sa n nepoznatih funkcija. Mi éemo se, od sad pa na dalje, baviti isklju¢ivo
dinami¢kom analizom poslednjih.
Uz oznake x = [%1,%p,...,%,]T i ® = [®1, Dy, ..., D,]T, sistem jedna-
¢ina (2.3) postaje
x = O(x(t)). (2.4)

Ako su sve komponente vektora & linearne funkcije po svim stanjima
x;, tada je sistem (2.4) linearan, u suprotnom je nelinearan. U slucaju da
se upravljajuce zakonitosti ®; ne menjaju protokom vremena govorimo
o dinamickim sistemima invarijantnim u vremenu (autonomni sistemi).

AUTONOMNI
LIN EARNI
NEAUTONOMNI
AUTONOMNI
NEAUTONOMNI

AUTONOMNI

DISKRETNI

NELINEARNI

NEAUTONOMNI

AUTONOMNI
NEAUTONOMNI

NEPREKIDNI

NELINEARNI

Slika 2.2: Razni kriterijumi klasifikacija dinami¢kih sistema.

Sa stanovista dinamicke analize, od svih stanja sistema posebnu pa-
Znju privlace ona koja kada se jednom postignu, sistem u njima ostaje.
Takva stanja zovu se ravnotezna stanja ili ekvilibrijumi. Dakle, stanje x* je
ekvilibrijum dinamickog sistema (2.4) ako i samo ako je brzina promene
u toj tacki po svim komponentama jednaka nuli, $to je ekvivalentno sa
d(x*) = 0.

Iako je linearnost “elegantnija” za matematicku analizu, nelinearnost
predstavlja precizniji alat za opis “realnog stanja stvari”, ali isto tako i
izvor potencijalnih izazova koji mogu da nastanu u tretmanu problema.
Sa stanovista dinamicke analize, ponasanje kompleksnih sistema nas naj-
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¢eSce interesuje na nekoj (dovoljno maloj) okolini ekvilibrijuma. Stan-
dardna tehnika za analizu lokalnog ponasanja je tehnika linearizacije, od-
nosno aproksimacije modela linearnim analogonom. Naime, poznato je
da, uz tehni¢ku pretpostavku o diferencijabilnosti vektorske funkcije P,
vaZzi:

O(x) = @(x*) + A(x —x*) +o([x = x*[[3), (2.5)

pri ¢emu je A = [a;j] € R™" matrica Jakobijana u tacki x*, odnosno

9D,

ax]'

(x*).

(Xij =

Zbog toga ¢emo u nastavku analizirati glavna dinamicka svojstva linear-
nih autonomnih neprekidnih dinamickih sistema oblika

x = AX, (2.6)

a u poglavljima koja slede dati i njihovu analizu kao i interpretaciju u
smislu karakteristika matrice A.

2.2 Glavna dinamicka svojstva

Sansu da teorija matrica, pa i teorija H-matrica nade bitnu primenu u
dinamickoj analizi kompleksnih sistema pruZio je klasi¢ni pristup njiho-
voj dinamickoj analizi, ta¢nije njihovog ponasanja u okolini ravnoteZzne
tacke, koji se zasniva na analizi asimptotske stabilnosti, koja je u literaturi
poznata i pod nazivom Ljapunov stabilnost. Ona se sastoji u odredivanju
poloZaja karakteristi¢nih korena matrice u kompleksnoj ravni i to matrice
sistema za linearne, odnosno Jakobijana u ravnoteznoj tacki za neline-
arne dinamicke sisteme. Medutim, isto tako se zna da su zakljucci izve-
deni isklju¢ivo na osnovu informacija iz spektra pre svega asimptotske
prirode, $to znaci da mogu iziskivati duge vremenske okvire realiza-
cije. Sta vise, u momentu kada dinami¢ki sistem generige funkcionalni
odgovor na tekuc¢e promene postoji mogucnost takozvanog tranzicionog
ponasanja, koje moZe ugroziti integritet sistema ili nepovratno izmeniti
njegovu strukturu, pa time staviti pod znak pitanja validnost izvedene
oCekivane asimptotske prognoze.

U nastavku se upoznajemo sa osnovnim dinamickim svojstvima kom-
pleksnih sistema i njihovim fizickim interpretacijama.
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2.2.1 Stabilnost

Stabilnost kompleksnih sistema jedna je od nezaobilaznih stanica na
putu njihove dinamicke analize i inspirativna tema, na konto koje su
upecatljive doprinose, izmedu ostalih, dali Zozef-Luj LagranZ (Joseph-
Louis Lagrange) (1788) proucavanjem mehanickih sistema i DZejms Klark
Maksvel (James Clerk Maxwell) (1868) koji je aparatom diferencijalnog
racuna opisao ponasanje centrifugalnog regulatora i formulisao kriteri-
jum o stabilnosti njegove linearizovane aproksimacije na osnovu poloZaja
karakteristi¢nih korena odgovarajuc¢e matrice. Pa ipak, najveci doprinos
razvoju teorije stabilnosti dao je Aleksandr Ljapunov (Aleksandr Lyapu-
nov) svojom doktorskom tezom (1892) pod nazivom “Opsti problem sta-
bilnosti kretanja” u kojoj je precizno definisao koncept stabilnosti kako
za linearne, tako i za nelinearne sisteme.

Ako je x* ekvilibrijum dinamickog sistema (2.6), interesuje nas na koji
nacin ¢e on odgovoriti na kontrolisane ”“Sokove” iz spoljasnje sredine.
Mogucée slucajeve najbolje ¢emo razumeti ako ekvilibrijum zamislimo
kao lopticu postavljenu u tri moguca specifi¢na slucaja, kao na Slici 2.3.

[ —

Slika 2.3: Vrste ekvilibrijuma: neutralan (levo), stabilan (u sredini) i nestabilan (de-
SNo).

Dakle, ako je ravnoteZna tacka takva da odoleva uticaju perturbacija,
tada govorimo o neutralnom ekvilibrijumu (slika levo). Kapacitet ravno-
tezne tacke da se u kona¢nom vremenu umiri i vrati u prvobitno stanje
govori u prilog njene stabilnosti (slika u sredini). U suprotnom, infinite-
zimalna promena ireverzibilno ¢e izmeniti stanje sistema i tada je re¢ o
nestabilnom ekvilibrijumu (slika desno).

Ako je x proizvoljna tacka u prostoru IR”, tada za proizvoljnu vektor-
sku normu || - || i pozitivan broj J, skup svih tataka koje su od uocene
tacke na udaljenosti manjoj od ¢ predstavlja njenu J-okolinu,

Os5(x) :=={zeR": ||x—z| < }.
U nastavku navodimo precizne definicije stabilnosti dinamic¢kog sistema
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u ekvilibrijumu, kao i njenih specijalnih oblika.
DErINICIJA 19 Dinamicki sistem je u ekvilibrijumu x* :

e stabilan ako svaka trajektorija x(t) koja pocne u Ogs(x*) ostaje u
O¢(x*), odnosno

(Ve > 0)(36 > 0)(Vx(0) : [|x(0) —x*|| <6 = ||x(t) —x*|| < t>0),

e asimptotski stabilan pod uslovom da svaka trajektorija x(t) koja
pocne u Og(x*) teZi da se vrati u x*, to jest ako je stabilan i vaZi

lim ||x(t) —x*|| =0,

t—o0

e eksponencijalno stabilan ako svaka trajektorija x(t) koja pocne u

Og(x*) teZi da se vrati u x* eksponencijalnom brzinom, odnosno ako
je asimptotski stabilan i postoje konstante M > 0 i K > 0 takve da
vazi sledeca implikacija

¥x(0) ¢ [[x(0) = x*|| < & = ||x(t) —x*|| < Me~Kt|[x(0) — x*|, t > 0.

Ilustracije ovih definicija prikazane su na Slici 2.4. Ako sa C~ oznac¢imo
otvorenu levu poluravan kompleksne ravni,

C :={z€C :Re(z) <0},
tada je moguce definisati pojam stabilnih matrica.

DEerINICIjA 20 Matrica A € C" je stabilna ako su realni delovi svih nje-
nih karakteristicnih korena negativni.

Au = [ 11 —H Ats = { o1 311}
Dakle, ispunjenost inkluzije A(A) C C~, pri ¢emu je sa A(A) oznacen
spektar matrice A, odnosno skup svih njenih karakteristi¢nih korena, de-
tiniSe stabilnost matrice A, Sto je potreban i dovoljan uslov za (asimptot-
sku) stabilnost kontinualnog linearnog autonomnog dinamickog sistema
oblika (2.6). Budu¢i da matrice A4 i Ajs imaju sve korene u C~, mo-

Zzemo zakljuciti da su one stabilne, a ovde smo ih naveli radi kasnijeg
poredenja.
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2.2. Glavna dinamicka svojstva

Slika 2.4: Tipovi stabilnosti: klasi¢na (gore), asimptotska (u sredini) i eksponencijalna
(dole).
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Slika 2.5: Region asimptotske (Ljapunov) stabilnosti kontinualnih dinami¢kih sistema
je skup C~.

2.2.2 Rastojanje do nestabilnosti

Izucavajuci problem stabilnosti matrica i dinamickih procesa koje one
opisuju, Carls Van Loan (Charles Van Loan) je u [112] istakao da za sta-
bilne matrice takve da im je najdesnji koren veoma blizu imaginarne ose,
uticaj kontrolisanih perturbacija ima potencijal da posmatranu matricu
udini nestabilnom, i time se dotakao teme robusne stabilnosti. Ipak, osvr-
¢udi se na ovu konstataciju, Nik Trefeten (Nick Trefethen) i Mark Embri
(Mark Embree) [111] podsecaju da ¢ak i kada su koreni matrice u C~
i svi veoma daleko od imaginarne ose, to ne znaci da je matrica daleko
od nestabilnosti, osim - ako poseduje svojstvo normalnosti, o kojoj ¢e biti
reci kasnije. Godinu dana nakon publikacije Van Loana, Diderih Hinrih-
sen (Diederich Hinrichsen) i Entoni Pri¢ard (Anthony Pritchard) u svojoj
studiji [59] nude nezavisnu analizu ove tematike, a u nameri da kvantifi-
kuju rastojanje do nestabilnosti, najpre uvode pojam kolekcije kompleksnih
nestabilnih matrica reda n :

Ny :={K e C"": A(K)[C" # O},

pri ¢emu je CT := {z € C : Re(z) > 0}, zatvorena desna poluravan
kompleksne ravni.

DErINICIJA 21 Za proizvoljnu matricu A € C™" i proizvoljnu matricnu
normu || - ||, veli¢ina

S(A) := inf{||K — A|| : K € N, } 2.7)

zove se rastojanje do nestabilnosti (radijus stabilnosti) matrice A.
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Drugim re¢ima, d(A) predstavlja najkra¢u distancu matrice A od skupa
N, merenu matriénom normom || - ||. Izratunavanje ove veli¢ine temat-
ski pripada oblasti robusne kontrole, a narociti interes je probudilo tokom
osamdesetih godina proslog veka [10, 58, 57, 44, 53], koje za cilj ima ra-
zumevanje ponasanja dinamickog sistema (2.6) i njemu odgovarajuceg
evolucionog procesa e'/.

2.3 Ostala dinamicka svojstva

Ako pretpostavimo da je potrebno resiti sistem oblika (2.6) uz pocetni
uslov x(t)|t=o = x(0), tada trajektorija koja reSava odgovaraju¢i pocetni
problem glasi

x(t) = e'x(0), t>0.

odakle primenom proizvoljne vektorske norme na obe strane jednakosti
moZemo izvesti slede¢i zakljucak

t
HX( )H < ||etA||/ t>0.

Stavise,

IO IOl g o s e
X(O)#oﬂx(o)ﬂ X(SS;EO 1x(0) || e ]| =: palt), t=>0. (2.8)

Preslikavanje ¢ 4 (f) nosi naziv funkcija evolucije dinami¢kog sistema (2.6)
odredenog matricom A i proizvoljnom matri¢nom normom || - ||, a njen
grafik zove se amplifikacioni omotac koji je prikazan za dve test matrice
A1q 1 Ags Slikom 2.6. Amplifikacioni omota¢ u trenutku ¢ predstavlja
maksimalnu amplifikaciju (relativni odnos stanja meren vektorskom p-
normom) koju proizvoljna perturbacija moze da proizvede.

Nakon analize Slike 2.6, mozemo zakljuciti da dinamicki sistemi opisani
matricama Aq4 i A5 postizu asimptotsku stabilnost, s jasnom razlikom
u pogledu karaktera pocetnih odgovora. Dok prvi sistem na poremecaj
ravnoteze gotovo da i ne reaguje (u smislu jasne tendencije postepenog
umirivanja), drugi sistem ima znacajniju (ali ipak kontrolisanu) reakciju
na uticaj “spoljaSnjeg Soka”.
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Slika 2.6: Amplifikacioni omota¢ u Euklidskoj normi (<pf> (t)) za matricu A4 (levo) i
matricu A5 (desno).

2.3.1 Vreme povratka i rezilijentnost

Pretpostavimo da je sistem u ravnoteZznom stanju x* i da je u trenutku
t = 0 perturbovan u smislu da je presao u novo stanje x(0) € Os(x*). U
slucaju asimptotske stabilnosti, osim $to znamo da ce se sistem u nekom
trenutku opet na¢i u dovoljno maloj okolini ekvilibrijuma i time povratiti
inicijalnu stabilnost, sa stanovista prakse je korisno imati predstavu koje
je to najkrace vreme za koje se sistem relativno stabilizuje. Kao jedna
takva mera koristi se veli¢ina

*
tﬁT := min {t >0: max M < eil},
x(0)€0;(c)\ [} [[x(0) — x|

koja se zove vreme povratka (return time) u ravnotezno stanje x* i po kon-
venciji ono odgovara prvom trenutku f u kojem je najveca relativna pro-
mena stanja po svim moguéim inicijalnim perturbovanim stanjima iz
Os(x*) ispod e~!. Uz odgovarajuéu smenu (translaciju) stanja, iz (2.8)
moZemo zakljuditi i da je

[x(t) —x*]]

t) = max —~—, t>0,
Pall) = B x(0) =]

odakle je t5T := min{t > 0: ¢a(t) < e '}, §to je ilustrovano na Slici

2.7. S obzirom da je prethodna veli¢ina zavisna od norme za koju se
opredelimo, moguce je definisati i vreme povratka invarijantno u odnosu na

46



2.3. Ostala dinamicka svojstva
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Slika 2.7: Vreme povratka u ravnotezno stanje (t57).

normu (norm-invariant return time),

YIRT = min {57 : | - || je vektorska norma |,

¢ija je reciprotna vrednost poznata kao rezilijentnost ili otpornost ekvili-
brijuma (na uticaje)
1
tA

Osim §to je invarijantna u pogledu izbora norme, rezilijentnost sluZi kao
veli¢ina koja pojacava zakljuc¢ak o asimptotskoj stabilnosti ekvilibrijuma
(kao i sistema na koji se odnosi). Sto je stabilnost izraZenija (u smislu br-
Zeg postizanja ravnoteZe nakon perturbacije), to je vreme povratka t)RT
krace i otpornost vec¢a. U suprotnom, ako je sistem nestabilan (Sto znaci
da se nikada nece stabilizovati) tada vreme povratka teZi beskonacnosti,
a otpornost je jednaka nuli.

2.3.2 Tranziciono ponaSanje i reaktivnost

Videli smo da asimptotska stabilnost ekvilibrijuma implicira njegovu
otpornost na perturbacije. Medutim, sve dok se ne ispolji asimptotika,
sistem tokom generisanja funkcionalnog odgovora na promenu koja je
narusila njegovu ravnoteZu mozZe proci kroz razli¢ite promene, pa cak i
one koje mu trajno mogu izmeniti strukturu ili staviti znak pitanja na re-
alnu validnost asimptotske procene. Vreme koje protekne od momenta
perturbacije ekvilibrijuma pa do stabilizacije predstavlja tranzicioni pe-

47



Glava 2. Dinamicki sistemi

riod, a ponasSanje sistema tokom istog nosi naziv tranziciono ponasanje.
Kao kritican momenat izdvaja se pocetni trenutak ¢t = 0 u kojem ima

smisla pratiti brzinu promene relativne promene stanja na Os(x*). Pre-
ciznije, veli¢ina od interesa je

4 Ix(t) —x*| _dr
Ya: dt x(O)e(DI?(ii()\{x*} |x(0) — x*H] ‘tzO dt [a(t)] ‘t:O
i ona nosi naziv reaktivnost ekvilibrijuma. Sa geometrijskog aspekta,
reaktivnost odgovara nagibu tangente na amplifikacioni omota¢ u mo-
mentu uticaja. Ako je pozitivna, ekvilibrijum je reaktivan, $to znaci da
¢e do¢i do amplifikacije izazvane perturbacijom pre njenog smanjenja i
postizanja asimptotike. U suprotnom, ravnoteZzna tacka je nereaktivna.
Ovo je prikazano Slikom 2.8.

N0
[N0]

N

t 0

Slika 2.8: Reaktivan ekvilibrijum (levo) i nereaktivan ekvilibrijum (desno).
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2.4 Model empirijskih mreza ishrane

Za model dinamickog sistema na kojem ¢emo najc¢esée analizirati po-
tencijalne primene uzeéemo model empirijskih mreZa ishrane, koji je de-
taljno analiziran u [29]. Pod pojmom empirijske mreZe ishrane podrazu-
meva se unija lanaca ishrane koji u€estvuju u procesu prenosa energije
izmedu vrsta koje je konstituisu. Primer jednog takvog modela je em-
pirijska troficka mreza u ekosistemu tla, koja pretpostavlja postojanje iz-
vesnog broja funkcionalnih grupa Zivih organizama pored kojih postoji
i odredena koli¢ina neZive organske materije (detritus). Za matematicki
opis protoka materije i energije u takvom kompleksnom sistemu moguce
je iskoristiti uopsteni Lotka-Voltera predator-plen model. Zainteresova-
nog ¢itaoca upucujemo na [88, 91, 92, 29] za detaljan i sveobuhvatan
tretman ove tematike.

Uoc¢imo grupu Zzivih organizama u ekosistemu tla. Za jedinke koje
dele sli¢ne izvore hrane, reZime ishrane, karakteristike Zivotnog veka i
staniSta kaZzemo da pripadaju istoj funkcionalnoj grupi. Neka je broj
takvih grupa n. Tada je N' = {1,2,...,n} skup indeksa funkcionalnih
grupa koje konstituisu datu populaciju N, unutar koje model predvida
egzistenciju slede¢ih subpopulacija:

P - proizvodaci: autotrofi koji proizvode energiju sebi i drugima
(kojima sluZe kao hrana)

C - potrosaci: heterotrofi koji nemaju sposobnost stvaranja energije,
vel je uzimaju ishranom

D - detritivori: heterotrofi koji se hrane detritusom (razlagaci)

¢ije skupove indeksa oznacavamo sa P, C, D, respektivno. Prema tome,
N = PUCUD. Osim toga, u postavci je pristuan i detritus, to jest ne-
ziva organska materija, koji u sistem ulazi jednim delom kao postojeca
biomasa, a drugim delom se stvara prirodnim odumiranjem jedinki kao
i prilivom neasimilovane biomase (na primer, nesvareni ostaci hrane).

Na nivou svake funkcionalne grupe kao i izmedu njih, odvijaju se in-
terakcije koje obezbeduju transfer materije i protok energije kroz sistem,
Sto je ilustrovano Slikom 2.9.

Ako sa x;(t), i € N, oznatimo gustinu biomase i-te grupe u trenutku
t > 0, a sa x,11(t) onu koja odgovara detritusu tada je, prema [88],
matematicki model koji opisuje mehanizam njihovih medudejstava dat
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.4 _: @ samoregulacija
©» i
A 4 « <<  uticaj predatorstva
l —  rast
1 . ‘. —»  prirodno odumiranje
»> 4

Slika 2.9: Sema interakcija funkcionalnih grupa uklju¢ujuéi i neZivu organsku mate-
riju (detritus).

slede¢im sistemom nelinearnih obi¢nih diferencijalnih jednacina, to jest
upravljajuéih zakonitosti.

brzina direktna
promene direktan indirektan prirodna konzumacija moresulacii
grupa gustine rast rast smrt od strane samoreguiacya
biomase predatora
P X = 8iXi Zf/(-\‘/)-\‘/ _fi(xi)xi
jeC
€ X = aipi Y fi(xj)x;i —bixi =Y filxi)x; = fi(xi)x
JEN jeC
j#i j#i
D %= a;pifi(Xns1)xi —bix; Yo i)y = filxi)x
jeC
2] . .
g2 = 8d L (A=a)fitadyy + Y b — ) fi(xn)y
E jeC JEN ieD
O keN
T k#j
brzina direktna
promene alohton autohton konzumacija
gustine izvor izvor od strane
biomase predatora

Slika 2.10: Sistem nelinearnih obi¢nih diferencijalnih jednacina koji opisuje dinamiku
medudejstava funkcionalnih grupa u trofickoj mreZi ekosistema tla.
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Pored toga, parametri koji ucestvuju u jedna¢inama su sledeci:

gi > 0 - stopa rasta proizvodaca

b; > 0 - stopa smrtnosti zbog netrofickih razloga svih (Zivih) funk-
cionalnih grupa

a; € (0,1) - procenat energetske efikasnosti asimilacije
pi € (0,1) - procenat efikasnosti produktivnosti

g4 > 0 - stopa rasta biomase detritusa po vremenu (alohton ulaz u
sistem)

fj(x;) - funkcionalni odgovor predatora j koji opisuje kako se on
adaptira promenama u gustini biomase plena, x;.

Detaljno obrazloZenje ovih veli¢ina kao i na¢in njihovog dobijanja iz
empirijskih podataka moze se pronadi u [88, 29].

Kako glavna uloga u dinamickoj analizi pripada matrici Jakobijana
izracunatoj u tacki ekvilibrijuma (koja se zove i community matrica), ovde
¢emo je samo navesti onako kako je to jednim izborom seta parametara
ucinjeno u [70]:

—6.0000 0 0 0 0.0200 0 0.0200 0
0 —1.8400 0 0 0 0.0015 0 0
0 0 —1.9200 0 0 0.0016 0 0
Avp — 0 0 0 —2.6800 0 0.0045 0 0
16 — —0.0263 0 0 0 —6.0000 0 0.0101 0
0 —10.5143 —13.6558 —12.0721 0 —1.2000 0 0.9302
—15.7632 0 0 0 —15.7618 0 —1.2000 0.9591

6.7895 7.0971 10.3866 7.5088 6.6331 —29147 —-3.0590 —6.2977
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2.5 Frakcioni dinamicki sistemi

Ovu sekciju posveti¢emo kratkom opisu fundamentalnih pojmova
frakcionog racuna, bez namere ekspanzije formalnih teorijskih rezultata
u toj oblasti, ve¢ sa naglaskom na aplikativhu dimenziju dinamicke ana-
lize sloZenih sistema opisanih frakcionim diferencijalnim jednacinama.

Osim duge tradicije, veliki znacaj frakcionog diferencijalnog racuna
objasnjava se frekventnim ali niSta manje uspeSnim primenama u opisu
i predikcijama modela tehnickih i fizickih procesa. Razlog njihove $i-
roke upotrebe u pomenutim disciplinama, u dobroj meri jeste direktna
posledica ¢injenice da frakcioni izvodi daju neposredne odgovore na pi-
tanja poput naslednih osobina i istorije ponaSanja dinamickih sistema,
Sto nije slucaj u radu sa obi¢nim izvodima koji, u vremenskom smislu,
ispoljavaju “lokalni” karakter. Drugim rec¢ima, prednost opisa dinamic-
kih sistema pomocu frakcionih diferencijalnih jednacina, osim veceg ste-
pena slobode u modelu, jeste ¢injenica da cela ”"proslost” ima uticaj na
“buduce” ponasanje. Prema tome, frakcioni izvodi, nasuprot obi¢nim
izvodima, uzimaju u obzir “istorijsku memoriju” procesa, i nisu lokalni
u tom smislu. Za detaljniji pregled konceptualnih benefita koji upotreba
frakcionog rac¢una donosi, ¢itaocu preporucujemo studiju [101], dok se
o nekim primenama novijeg datuma u oblasti modeliranja dinamike po-
pulacije moZe informisati u [31]. Celishodna i detaljna studija stabilno-
sti linearnih sistema frakcionih diferencijalnih jednacina moZze se naci u
[93].

2.5.1 Frakcioni diferencijalni operatori

Prema istraZivanju sprovedenom u [93], postoji nekoliko nac¢ina na
koje je moguce definisati frakcioni izvod reda a > 0, vidi [100, 11]. Kao
Sto je tamo ucinjeno, podseéamo se definicije Riman-Lijuvil (Riemann-
Liouville) frakcionog integralnog operatora reda a > 0 funkcije f(t),
definisanog na slede¢i nacin

Jf(t) = ﬁ/(t — )% f(t)dr, «>0,t>0.

0
Tada se, na osnovu ove definicije kao i izvoda celog reda, frakcioni izvod
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funkcije f(t) u Kaputo (Caputo) smislu, definise kao

t
LI _ Doy = prepm(y = 0 T) 47, (210)

0
zam—1<a<mmeNit>DO0.

2.5.2 Stabilnost sistema linearnih frakcionih diferencijal-
nih jednacina

Kao i u sluc¢aju izvoda pozitivnog celog reda, pitanje stabilnosti ekvi-
librijuma dinamickih sistema opisanih frakcionim diferencijalnim jedna-
¢inama je od izuzetnog znacaja u teoriji kontrole [93], pa je otuda ovo
dinamicko svojstvo bilo predmet detaljnih analiza u viSe navrata, vidi
[84, 35, 107, 98]. Na ovom mestu ¢emo spomenuti najpoznatiju karak-
terizaciju stabilnosti opisanu polozajem karakteristicnih korena odgo-
varajuce matrice u kompleksnoj ravni. S tim u vezi, uo¢imo sledeci ne-

prekidni autonomni sistem linearnih frakcionih diferencijalnih jednacina
(SLFDJ)

dw
u kojem x(t) € C", predstavlja vektor stanja sistema sa matricom A €
C"", dok je &« = [a1,a2,.. .,&,]T vektor frakcionih redova za operator
izvoda

e [dv ge den 7
dte {%EW}
K

o redaw; € (0,1],zak =1,2,.

definisanim sa (2.10). Za proizvoljnu matricu A € C*" i pr01zvoljn0
v € (0,1], definis§imo skup tataka u kompleksnoj ravni oblika

zadat Kaputo frakcionim izvodima

Q,(A) = {pei‘P eC: 'yg <@ <2m— 'yg, pE [0,+oo)}. (2.12)

U specijalnom slu¢aju kadajea; = ap = ... = ay, = 7, sistem (2.11) se
zove SLFD] sa proporcionalnim redom izvoda (7y-proporcionalan SLFDJ), ¢ija
je karakterizacija stabilnosti obuhvacena rezultatom iz [98], koji navodimo
u nastavku.
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TEOREMA 16 Neka je o = ap = ... = a, = v € (0,1]. Autonomni
proporcionalni sistem linearnih frakcionih diferencijalnih jednacina (2.11) je
asimptotski stabilan ako i samo ako je | arg(A)| > 5 za svako A € A(A),
to jest ako i samo ako

A(A) € Oy (A).

U ovom slucaju, komponente xi(t) za svako k = 1,2, ..., n opadaju ka 0
kao t—7, kako t — co.

Prema tome, skup tacaka (), je oblast stabilnosti za y-proporcionalan
SLFD]. Oc¢igledno, za y = 1 ova oblast redukuje na levu poluravan kom-
pleksne ravni, §to odgovara oblasti stabilnosti u slu¢aju sistema linearnih
(obi¢nih) diferencijalnih jednacina, kao sto je ilustrovano na Slici 2.11.

Sm
Sm

Re Re

(@ 1€ (0,1) (b) y=1
Slika 2.11: Oblasti stabilnosti u frakcionom smislu (levo) i u obi¢nom smislu (desno).
Pod pretpostavkom da su a; € (0,1] (ne nuzno jednaki) racionalni

brojevi, sistem (2.11) je neproporcionalan. Neka su veli¢ine ay zapisane
u obliku nesvodljivih razlomaka ay = Pk 7a svako k = 1,2,...,n, §to

13
znadi da su py, gqx € IN uzajamno prosti. Ozna¢imo najmanji zajednicki
sadrzalac brojeva g; sa m i definiS§imo veli¢inu ¢ := % Sada moZzemo

uvesti pojam spektra a-reda matrice A, u oznaci A, (A), kao skupa resenja
polinomnog problema karakteristi¢nih korena

Ay(M)v=0, v #0,
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gde je
Ag(A) :=diag(AT*, A2, 0 A — A (2.13)

ili, ekvivalentno,
Ay(A) :={A € C: det(Ax(A)) =0}.
Takode, od sad pa na dalje, uz notaciju

Dy (A) == diag(A™, A™82, o AT,
sledi da je Ay(A) = DI'(A) — A.

Tada o dovoljnom uslovu za stabilnost odgovarajuc¢eg neproporcional-
nog SLFDJ govori Teorema iz [98].

TeoREMA 17 Neka su a = % € (0,1, k = 1,2,...,n. Tada je auto-
nomni y-neproporcionalni sistem linearnih frakcionih diferencijalnih jed-
nacina (2.11) asimptotski stabilan ako je |arg(A)| > 5 za svako A €
Ay (A), to jest ako

Ay (A) C QO (A).

Primetimo da je u slu¢aju proporcionalnog sistema skup A, (A) upravo
A(A).

Od sad pa na dalje, matricu A koja odgovara asimptotski stabilnom
SLFDJ (2.11) zvaéemo a-frakciono stabilnom matricom.
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Lokalizacije spektra

”Mathematics is the music of reason.”
JAMES JOSEPH SYLVESTER

Jos je d’Alamber (Jean-Baptiste le Rond d’Alambert) u svojoj Enciklo-
pediji (Encyclopédie), osvréuéi se na stanje u oblasti matematike na prelazu
izmedu 17. i 18. veka, zaklju¢io da je vecina njenih teorijskih rezultata
nasla primenu u oblasti mehanike, koja je dala dodatni impuls istraZi-
vanjima tog vremena. Upravo u ovom periodu, znatno pre postanka
matricne teorije (sredinom 19. veka), treba traziti zacetke spektralne
analize, bududi da su intenzivna izucavanja diskretnih mehanickih si-
stema motivisala brojne algebarske probleme, izmedu ostalog i problem
“karakteristi¢nih korena”, koji su u prvoj polovini 18. veka inspirisali ra-
dove Johana Bernulija (Johann Bernoulli) i njegovog naslednika Danijela
Bernulija (Daniel Bernoulli), zatim d’Alambera i Leonarda Oijlera (Le-
onhard Euler), dok je u drugoj polovini istog veka dominantan naucni
pecat LagranZa i Pjer-Simon Laplasa (Pierre-Simon Laplace). Pocetkom
narednog veka vodama spektralne teorije zaplovio je i Ogisten-Luj Kosi
(Augustin-Louis Cauchy), koji je 1829. godine dokazao da su karakteri-
sti¢ni koreni simetri¢ne matrice (odnosno simetri¢nog sistema kako ih je
on zvao) realni, da bi 1839. godine uveo pojam karakteristi¢ne jednacine,
o ¢emu svedoci autor u [56]. U svojim radovima Kosi se sluzio terminom
racine caracteréristique da oznaci karakteristicne vrednosti, dok naziv koji
je danas u upotrebi datira s pocetka 20. veka, a usvojen je na inicijativu
Davida Hilberta koji je predloZio naziv eigenvalue, Sto u prevodu znaci
karakteristi¢na (svojstvena) vrednost.
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DEerINICIJA 22 Neka je A € C". Ako postoje A € Cix € C", x # 0,
takvi da je Ax = Ax, tada se A zove karakteristi¢ni koren matrice A, dok
je x njemu odgovarajuci karakteristi¢ni vektor.

Dakle, karakteristi¢ni koreni se mogu interpretirati kao skalari koji ¢ine
da su njima odgovarajuéi karakteristi¢ni vektori netrivijalna reSenja ho-
mogenog sistema linearnih jednacina sa matricom AE — A, odnosno za
koje posmatrana matrica postaje singularna. Skup svih takvih vrednosti
predstavlja spektar matrice A,

A(A):={A €C: det(AE— A) =0}. (3.1)

Posebno mesto pripada dominantnom karakteristicnom korenu po mo-
dulu, koji se zove spektralni radijus matrice A

A) = Al,
p(A) AIenAa&g)I |

koji predstavlja infimum nad kolekcijom svih prirodnih matri¢nih normi,
dok je realni deo "najdeSnjeg” korena poznat pod nazivom spektralna
apscisa matrice A

a(A) = Arer}\a(ﬁ){i)‘{e()\)}, (3.2)
koja ima krucijalnu ulogu u utvrdivanju asimptotske stabilnosti dina-
mickih sistema.

Poznato je da, u vecini slu¢ajeva, matri¢ni spektar pruza sasvim ade-
kvatnu koli¢inu informacija o ponasanju i dinami¢kim svojstvima kom-
pleksnih sistema opisanih matricom ili linearnim operatorom, osim kada
je struktura matrice takva da nije u stanju da amortizuje efekat malih per-
turbacija na inace osetljive korene (kao u slucaju ne-normalnih matrica),
prilikom kojih spektralna analiza moZe rezultovati nekompletnim (pa i
pogresnim) zaklju¢cima. Karakteristi¢ni koreni predstavljaju svojevrsni
“genetski kod” matrica koji, napustajuci apstraktni okvir, otkriva njihov
“karakter” i oslikava im ”genetski portret” u kompleksnoj ravni.

I premda su karakteristi¢ni koreni bili prisutni daleko pre ekspanzije
teorije matrica, u ¢ijem se kontekstu danas intenzivno izu¢avaju, mnoge
discipline savremene nauke ne mogu se zamisliti bez njih. Predstavlja-
njem naprednih ra¢unara sredinom 20. veka ispunili su se tehni¢ki pred-
uslovi za pocetak moderne ere u tretmanu problema karakteristi¢nih ko-
rena, kao i razvoja iterativnih algoritama za njihovu identifikaciju. Za
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pregled stanja u oblasti na prelazu iz 20. u 21. vek, ¢itaoca upucujemo
na [50]. Sinergija nau¢ne metodologije i mogu¢nosti realnih primena (in-
dustrija, ekonomija, medicina, ekologija, drustvene nauke) ucinila je ovaj
segment primenjene linearne algebre jos interesantnijim. Naucni interes
za ovu oblast je i dan-danas visoko pozicioniran, a podstaknut je potre-
bom realnih primena, kao sto su dinamicka analiza kompleksnih sistema
i perturbaciona analiza.

Numericki postupci za izracunavanje karakteristicnih korena imaju
dugu tradiciju. Sa jedne strane, najbolji postupci zasnivaju se na im-
plementaciji odgovarajuéih matri¢nih dekompozicija, u kojima se koreni
javljaju kao elementi faktora u zapisu razlaganja. Isto tako, u praksi se
vrlo Cesto koriste i spektralni solveri, koji su iterativne prirode.

Informacija o “egzaktnim” vrednostima (jednog ili svih) karakteri-
sti¢nih korena nije uvek dostupna, medutim, sa aplikativnog stanovista
nije uvek ni neophodna, budu¢i da je odgovor na mnoga interesantna pi-
tanja objasnjen prostornim rasporedom istih. Tako se u analizi stabilnosti
diskretnih dinamickih sistema zna da je stabinost obezbedena pripadno-
S¢u spektra jedini¢cnom krugu, dok region stabilnosti u slu¢aju kontinual-
nih dinamickih sistema postaje leva poluravan kompleksne ravni. Stoga,
umesto traganja za “ta¢nim” vrednostima, u fokusu sekcije o lokaliza-
cijama spektra je rasvetljavanje nac¢ina na koji teorija H-matrica uspesno
pomaze u tretmanu ovog problema.

3.1 Faktorizacije koje otkrivaju spektar

Vazno je napomenuti i da postoje dekompozicije koje ”otkrivaju” ka-
rakteristi¢cne korene, a zasnovane su na ¢injenici da je matri¢ni spektar
invarijantan u odnosu na transformacije sli¢nosti.

Dijagonalizacija

Ako posmatrana matrica A € C™" ima n linearno nezavisnih ka-
rakteristi¢nih vektora, tada ¢e matrica X ¢ije su kolone ti karakteristi¢ni
vektori biti punog ranga, te je moguce izvrsiti dekompoziciju tipa

A=XAX"1, (3.3)

pri ¢emu je A dijagonalna matrica sa karakteristicnim korenima matrice
A duz glavne dijagonale. Razlaganje (3.3) zove se dijagonalizacija ili de-
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kompozicija preko karakteristicnih korena, a zna se da je njena egzistencija
ekvivalentna uslovu da je matrica na koju se odnosi nedefektna, odnosno
da za svaki karakteristi¢ni koren postoji poklapanje izmedu algebarske i
geometrijske viSestrukosti.

Unitarna dijagonalizacija

Najpre definiS§imo jednu posebnu vrstu matrica, koja ¢e igrati veoma
bitnu ulogu u ponasanju odgovarajuc¢ih dinamickih sistema.

DEerINICjA 23 Matrica A € C™" je normalna ako i samo ako komutira sa
svojom hermitovanom, odnosno ako je ispunjeno ATA = AAH.

Ako se, pored uslova da su svi karakteristi¢ni koreni matrice A medu-
sobno nezavisni desi da su oni i uzajamno ortogonalni, tada matrica X
postaje unitarna matrica Q, stoga dekompozicija (3.3) glasi

A= QAQ"Y, (3.4)

i nosi naziv unitarna dijagonalizacija. Pri tome, s obzirom da su matrice
A i A unitarno slicne, karakteristi¢ni koreni matrice A Citaju se na di-
jagonali u A. Pored toga, zna se da je uslov (3.4) ekvivalentan svojstvu
normalnosti.

Prednost normalnih matrica ogleda se u ¢injenici da je || Q||2[| Q|2 =
1, 8to je poZeljna osobina za mnoga numericka izra¢unavanja koja uklju-
¢uju rad sa normalnim matricama.

Unitarna triangularizacija

Matri¢na dekompozicija koja je u najsiroj upotrebi, iz prostog razloga
$to postoji za svaku kvadratnu matricu, nosi naziv Surova dekompozicija
ili unitarna triangularizacija, a znaci da je uo¢enu matricu moguce pred-
staviti u obliku

A=QrQ",

pri ¢emu je T gornja trougaona, a Q unitarna matrica. I ovde je re¢ o
unitarnoj sli¢nosti, $to znaci da se karakteristi¢ni koreni matrice A nalaze
na dijagonali matrice T.
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3.2 Numericki raspon

Neka je A € C'"" proizvoljna matrica. Ako svakoj tacki x jedinic-
nog kruga u C" pridruzimo skalar oblika x/ Ax, tada je kodomen ovako
definisane neprekidne funkcionele

W(A) = {xHAx: x e C", ||x|| =1},

i on se zove numericki raspon ili polje vrednosti matrice A. Ovaj skup mo-
Zemo definisati i kao

xH Ax
xHx

W(A) := {r(A,x)  x € C", x o}, r(A,x) = ,
pri ¢emu veli¢inu 7(A, x) zovemo Rejlijev kolicnik pridruzen vektoru x.
Ispostavlja se da ovaj skup predstavlja jednu mogucu lokalizacionu oblast
spektra proizvoljne matrice.

TeoREMA 18 Za svaku matricu A € C™" vazi A(A) C W(A).

Doxkaz: Akoje A € A(A) proizvoljan karakteristi¢ni koren matrice
A, tada postoji x # 0 za koji je Ax = Ax. MnoZze¢i ovu jednakost
sa xH sa leve strane, dobijamo xHAx = AxHx, odakle sledi da je
A =r(A,x). A

Upotrebna vrednost informacija o skupu W(A), narocito zbog ko-
nekcije sa dinamickim svojstvima spektra koji lokalizuje, opravdala je
njegovo Siroko izucavanje. Tako se, izmedu ostalog, zna da za svaku
hermitsku matricu vazi W(A) = [Ayin(A), Amax(A)], odnosno njeno
polje vrednosti je zatvoren interval cije su granice najmanji i najveci ele-
ment spektra. Sa stanoviSta primena, posebno se izdvaja najdesnja tacka

skupa W(A) W(A) = Zénv\%){%e(z)}r

koja se zove numericka apscisa matrice A.
Ako sa
Hy = (A+AM)/2,

oznac¢imo hermitski deo proizvoljne matrice A € C™", tada se nume-
ricko izracunavanje numericke apscise matrice A svodi na odredivanje
spektralne apscise matrice H4.
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TEOREMA 19 Za proizvoljnu matricu A € C"" vaZi w(A) = a(Hy).

Doxkaz: Neka je A € C™" proizvoljna matrica. Primetimo najpre da
je
xHAx  xHAHx  xMAx  (xHAx)H
f— = — A
2y T Toxfy 2xfly T oxfy Pe(r(4,x)),
Sto implicira da je W(H,) = Re(W(A)) := {Re(z) : z € W(A)}.
Odatle je w(A) = max{z : z € W(Hx)} = a(H4), bududi da je
W(HA) = [Amin(HA)/Amax(HA)]- AN

r(Hpa, x)

Specijalno, ako pretpostavimo da je A € C""" normalna matrica, tada
na osnovu (3.4) i definicije Rejlijevog koli¢nika sledi da je

xTQAQHXx  yHAy lyil \2
MAX) = SHo0mx ~ yiy :g(nynz) A

uz oznaku y := QHx. Definiu¢i konveksnu obvojnicu skupa tataka S =
{s1,82,...,5,} sa
cO(S)::{Zocisi: a; >0 zaieNi thizl}, (3.5)
ieN ieN

jasno je da za normalne matrice vazi W(A) = ¢,(A(A)), dok u opstem
slucaju, za proizvoljnu kvadratnu matricu A, vazi W(A) 2D ¢,(A(A)).
Grafi¢ka ilustracija odnosa ovih skupova za normalne i ne-normalne ma-
trice data je Slikom 3.1.

Slika 3.1: Odnos matri¢nog spektra i numeri¢kog raspona u slu¢aju normalne matrice
(levo) i ne-normalne matrice (desno). Skup A(A) &ine crvene tacke, isprekidana linija
je njegova konveksna obvojnica ¢,(A(A)), dok je skup W(A) osencen.
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3.3 Lokalizacije spektra

Istorijska prekretnica na polju determinacije prostornog rasporeda
karakteristi¢nih korena matrice u kompleksnoj ravni dogodila se 1931.
godine, kada je profesor Instituta mehanickog inZenjerstva, Semjon Ara-
novi¢ Gersgorin (Semyon Aranovich GerSgorin), u nastojanju da proceni
karakteristicne korene proizvoljne kompleksne matrice reda n, formu-
lisao i dokazao niz rezultata, [49], koji su podstakli interesovanje na-
ucne zajednice i rezultovali velikim brojem nau¢nih radova na ovu temu.
Medutim, ni$ta manje znacajna uloga u afirmaciji ove oblasti, u smislu
koncizne i preko potrebne sistematizacije rezultata, koja je doprinela da
lepota Gersgorinovog doprinosa ostvari svoj pun potencijal, pripada pro-
fesoru Ric¢ardu Vargi i njegovoj ¢uvenoj monografskoj publikaciji “Gers-
gorin i njegovi krugovi”, [116].

Pre formulacije originalnog GerSgorinovog rezultata, uveséemo par
oznaka.

DEFINICIJA 24 Neka je A € C". Za svako i € N, skup tacaka u komplek-
snoj ravni koji odgovara krugu sa centrom u dijagonalnom elementu a;; i
poluprecnikom r;(A) zove se i-ti Gersgorinov krug matrice A,

T[i(A):={z€C: |z—a;| <ri(A)},

dok unija svih takvih krugova cini njoj odgovarajuéi Gersgorinov skup,

I'(A):= [ Ti(A).

iEN

Naredno tvrdenje moguce je pronaci u [116], kao Teoremu 1.1, ili u ori-
ginalnoj formi u [49] kao Stav IL

TEOREMA 20 (PRvA GERSGORINOVA TEOREMA) Neka je A € C"". Za
svaki njen karakteristicni koren A postoji indeks i € N takav da je

A —a;| <ri(A),

Sto znaci da A € T;(A), pa samim tim i A € T(A). Kako je ovo tacno za
ma koji karakteristicni koren, sledi da je

A(A) C T(A).
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Sa teorijskog stanovista, prethodna teorema predstavlja fundamentalni
rezultat u vezi sa lokalizacijom spektra proizvoljne kvadratne matrice.
Njenu eleganciju dodatno pojacava Cinjenica da je crtanje takvih oblasti
rac¢unski prihvatljiv i nezahtevan zadatak.

Od svih tacaka skupa I'(A), posebno mesto pripada najdesnjoj tacki
Gersgorinovog skupa koja se zove Gersgorinova apscisa

v(A) = Zg}?;f){%e(Z)} = max{Re(a;i) +r;}.

Sa analititkog stanovista, skup I'(A) kao unija n krugova predstavlja
kompaktnu, zatvorenu oblast, pri ¢emu nije mogucée sa preciznos¢u dati
odgovor na pitanje o broju karakteristi¢cnih korena u nekom njegovom
delu, osim u specijalnom slucaju kada jedan ili grupa krugova postane
disjunktna u odnosu na preostali deo skupa I'(A). Tvrdenje u nastavku,
u originalnoj verziji formulisano kao Stav III u [49] rasvetljava ovaj slucaj,
a njegov dokaz u generalizovanom obliku detaljno je izveden u [116].

TEOREMA 21 (DRUGA GERSGORINOVA TEOREMA) Neka je A € C™". Ako
postoji neprazan pravi podskup S indeksnog skupa N za koji je

I's(A)(T5(A) =,

tada je skupom I's(A) lokalizovano tacno card(S) karakteristicnih korena
matrice A, dok preostalih n — card(A) korena pripadaju T'<(A).

U specijalnom slucaju, kada su svi krugovi disjunktni, zna se da se u
svakom od njih nalazi ta¢no jedan karakteristi¢ni koren.

Uprkos relativno jednostavnom nacinu konstrukcije, jasno je da lo-
kalizacioni skupovi dobijeni na ovaj na¢in mogu biti veoma neprecizni i
neupotrebljivi sa aplikativnog stanovista. Primer tog tipa predstavljaju
matrice koje imaju vrstu u kojoj je suma vandijagonalnih elemenata ve-
lika, Sto se odrazava i na sam rezultuju¢i Gersgorinov skup.

Imajudi u vidu ¢injenicu da je matri¢ni spektar invarijantan u odnosu
na transponovanje, jedan od pokusaja “popravke” leZi u kombinaciji pri-
mene GerSgorinove lokalizacije na originalnu matricu kao i na njoj trans-
ponovanu. S obzirom da oba tako dobijena skupa sadrZe karakteristi¢ne
korene od interesa, to implicira da je

A(A) CT(A)(T(AT).
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Pored navedenih rezultata, u svom radu [49], GerSgorin je naglasio i
ideju koriS¢enja transformacija sli¢nosti, koje ¢uvaju spektar, sa namerom
poboljsanja rezultata Teoreme 20. Buduéi da je A(A) = A(X1AX), za
ma koju regularnu kvadratnu matricu X, to znaci da

A(A) CT(XTAX) =:TX(A).

Uzimajudi presek ovih skupova za svaku matricu X iz uocene familije B
regularnih matrica, stiZzemo do lokalizacionog skupa za spektar koji je
definisan kao
IP(A):= () T*(4),
XeB

i nosi naziv minimalni Gersgorinov skup indukovan familijom regularnih ma-
trica B. Jedna od detaljno analiziranih Varginih ideja bila je da se za ovaj
skup uzme familija svih pozitivnih dijagonalnih matrica,

D := {X =diag(x1,x2,...,%xn), x; >0, i € N},

i taj izbor je iznedrio veliki broj teorijskih rezultata u vezi sa osobinama
skupa I'°(A), koji éemo zvati minimalnim Gersgorinovim skupom za A:

°(A):= ) UTXA), (3.6)

x>0ieN

pri Cemu je

- 1
TX(A) = {z €C: |z—a; < rl.X(A)} PorA) = = Y el
i j#

Ono $to predstavlja izazov je ¢injenica da eksplicitna formula za crta-
nje ovakvog skupa ne postoji, Sto svrstava zadatak njegove aproksimacije
u red izuzetno atraktivnih oblasti istrazivanja. Postoji dobar deo radova
na temu algoritama koji reSavaju pomenuti problem, medu kojima isti-
¢emo rezultate rada grupe autora u [117], kao i unapredenu varijantu u
[72].

Dominantna teorijska (ali i niSta manje dragocena upotrebna) vred-
nost Gersgorinove teoreme o lokalizaciji spektra proizvoljne matrice lezi
u njegovoj ekvivalenciji sa Levi-Deplankovom teoremom o regularnosti
SDD matrica. Prvi formalni pisani trag na tu temu ostavio je Varga u
svojoj knjizi [116], bududi da u relevantnoj literaturi do tog momenta
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nije postojala eksplicitna konstatacija o matematickoj ekvivalenciji ovih,
naocigled nespojivih rezultata, iako je i sam autor podsetio da je Bra-
uer 1946. godine polaze¢i od Gersgorinovog rezultata uspeo da izvede
zakljucak o regularnosti klase SDD.

Ova rekurentna tema i ideja dokaza o ekvivalenciji, kao i veliki broj
radova iz ove oblasti, analizirani su u preglednom radu [18], da bi ka-
snije posluZzili i Kosti¢u u [68] da uopsti dotadasnje rezultate i analizira
univerzalne principe lokalizacije karakteristi¢nih korena zasnovanih na
konceptu dijagonalne dominacije, uz mnoge druge teorijske benefite. 1z
pijeteta prema profesoru Vargi, u Zelji da mu oda pocast, jedinstveni
teorijski okvir koji pruZza moguénost sistematskog uopstenja rezultata
o regularnosti potklasa GDD matrica na rezultate o oblastima lokali-
zacija spektra proizvoljne matrice, Kosti¢ je nazvao Varginim principom
ekvivalencije, u nadi da ¢e ova terminologija zaZiveti u okvirima naucne
zajednice.

TEOREMA 22 (VARGIN PRINCIP EKVIVALENCIE) Neka je K klasa komplek-
snih kvadratnih matrica i neka je za proizvoljnu kvadratnu matricu A €
C"" definisan skup kompleksnih brojeva

OX(A):={zeC: M(E-A) ¢ K}. (3.7)
Tada su sledeca dva turdenja ekvivalentna:
(i) Sve matrice iz klase K su regularne.

(ii) Spektar proizvoljne kvadratne matrice A sadrZan je u skupu @K (A).

Trivijalno, ako je K familija svih regularnih matrica, oblast @ (A)
proizvoljne matrice A koincidira sa njenim spektrom. Redukujudi skup
svih regularnih matrica na klasu H-matrica, oblast (3.7) postaje TP (A)
koja je vrlo ¢esto veoma dobra aproksimacija spektra, ali izuzetno teska
za crtanje. Uzimajudi da je K klasa SDD matrica, lokalizaciona oblast je
zapravo I'(A), ¢esto veoma gruba ali laka za crtanje.

Ako za proizvoljnu matricu A € C™" i proizvoljno z € C definiSemo
matricu Q(A,z) := —M(zE — A), tada je ona esencijalno nenegativna.
Naime, dovoljno je definisati veli¢inu g(z) := ms}l\]x|z — a;;| i matricu B :=

1€

q(z)E + Q(A,z), koja je po konstrukciji nenegativna. Tada je najdesnji
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koren matrice Q(A, z) dat sa

. A '
Ve = e, )

to jest, za svako A € A(Q(A,z)) je ispunjeno Re(A) < v(z). Narocito
znacajan rezultat koji, izmedu ostalog, pomaze u vizualizaciji skupa
I'P(A), dat je teoremom u nastavku.

TEOREMA 23 Za svaku matricu A € C™" i proizvoljno z € C vaZi:

zE — A nije H-matrica <= z¢€ FD(A) <~ v(z) >0,
gde je v(z) Peronov koren esencijalno nenegativne matrice Q(A, z).

Doxaz: Neka je A € C*" proizvoljna matrica i z proizvoljan kom-
pleksan broj takav da zE — A nije u klasi H. To zna¢i da M (zE — A)
nije M-matrica, odnosno da za svako x > 0 postoji indeks k € N
takav da je (M (zE — A)x); < 0, $to je ekvivalentno sa

1z — ape| < rE(A).

Drugim re¢ima, za svako x > 0 vaZi z € T*(A), odnosno z € TP (A).
Sa druge strane, ako pretpostavimo da z € TP (A), to zna¢i da za
svako x > 0 postoji indeks k € N za koji je

0 < —|z —ap| +15(A),

(Q(A, 2)x)

odnosno da za svako x > 0 postoji k € N za koji je ) k>0,
k

Sto je ekvivalentno sa v(z) > 0.

Sta vise, moze se pokazati da je (3.7) monotono opadajuca funkcija
po klasi K, to jest

KiCKy, = @le(A) - @H(l (A)

Drugim re¢ima, pomenuti princip monotonosti, formulisan u [68], pruza
mogucnost da, polaze¢i od SDD matrica, proSirenjem klase u okvirima
klase H-matrica, lokalizacioni skup spektra proizvoljne matrice A, nadje
mesto izmedu grani¢nih skupova, T'(A) i TP(A). Pri tome, ako je K
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potklasa H-matrica, skup ®X(A) zove se skup Gersgorinovog tipa, dok
odgovarajuce tvrdenje da @ (A) sadr#i spektar prozivoljne matrice nosi
naziv Teorema Gersgorinovog tipa.

Prateéi hronologiju publikovanja rezultata u vezi sa skupovima Gers-
gorinovog tipa, prvi doprinos u tom pogledu, nakon Gersgorinovog rada
iz 1931. godine, pripisuje se Alfredu Braueru, koji je 1947. godine u
[8] izveo lokalizacioni skup koji njemu u ¢ast zovemo Brauerov skup, a
predstavlja uniju Kazinijevih ovala. Rezultat u nastavku korespondira, u
smislu ekvivalencije, Teoremi 9 o regularnosti klase Ostrovskog.

TEOREMA 24 Neka je A € C"", n > 2. Za svaki njen karakteristicni koren
A postoji par medusobno razlicitih indeksa i,j € N, i # j, takvih da

A€ ]CZ,](A) = {Z eC: |Z - aii‘ ° ’Z — Ll]]‘ < T’i(A) 0 T’J(A)},

prema tome,
AE IC(A) = U U ICZ',]'(A),
iEN j<i

odakle sledi da je A(A) C KC(A).

Prosirenje klase Ostrovskog (ili duplo strogo dijagonalno dominant-
nih matrica) nas upucuje na klasu Dasnjic-Zusmanovi¢ matrica, a odgo-
varajuce ekvivalentno tvrdenje o lokalizaciji spektra proizvoljne matrice
publikovao je isti par autora 1970. godine radom [33] u kojem je spome-
nuta klasa i predstavljena.

TEOREMA 25 Neka je A € C*", n > 2. Tada je

AA)CDA) =) U D4,
ieN jeN\{i}

pri Cemu su, za svako i € N i svako j € N\ {i},

Dij(A):i={z€C: |z—ayl- (1z — a5 —r;(A) +|a;i]) <7i(A)-|ajl}.
U slucaju uopstenja DZ matrica povecanjem kardinalnosti podskupa S
indeksnog skupa N, klasa X-SDD matrica po principu Teoreme 22 pro-
izvodi lokalizaciju spektra proizvoljne matrice, poznatu pod nazivom

(Cvetkovi¢-Kosti¢-Varga) CKV skup. Za detalje, ¢itaoca upuéujemo na
[17] i reference u istom.
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TEOREMA 26 Neka je A € C*", n > 2. Tada je

A(A) CC(A) = [ C°(4),

@#SCN
gde je
cs(a) = (Uria) U (U Vi),
i€S i€S
j€S
a skupovi

I7(A):={z€C: |z—a; <r?(A)}, zasvakoi € S,

1

izasvakoi €S,j €S

Vii(4) = {z € C: (Jz—au| =17 (A)) (2= aj5| =1} (A)) <} (A)r} (A)}.
Kao napomenu, naves¢emo samo dva teorijska rezultata u vezi sa sku-
povima iz Teoreme 25 i Teoreme 26. Naime, ispostavlja se da skup:

e D(A) odgovara minimalnom Ger§gorinovom skupu indukovanom
familijom dijagonalnih matrica, ¢iji su svi elementi jedinice osim
jednog, koji je proizvoljan pozitivan vektor, rezultat iz [32],

e C(A) korespondira minimalnom Gersgorinovom skupu indukova-
nom familijom dijagonalnih matrica koje na dijagonali imaju jedi-
nice ili proizvoljan pozitivan skalar x, kao $to je detaljno razma-
trano u [19].

Ilustracija odnosa oblasti lokalizacije karakteristi¢cnih korena proizvoljne
kvadratne matrice A, na putu od Ger$gorinovog skupa (I'(A)) ka mi-
nimalnom Gerggorinovom skupu (I'”(A)), indukovanih ekvivalentnim
rezultatima o regularnosti poznatih potklasa H-matrica, na osnovu Teo-
reme 22, data je Slikom 3.2.

U sklopu bavljenja uslovima na elemente matrice koji obezbeduju
njenu regularnost, u smislu kombinacija vandijagonalnih suma vrsta i
kolona, u svom radu [95] iz 1951. godine, Aleksandar Ostrovski se, pri-
likom definisanja i dokazivanja teorijskih svojstava klasa «; i ap matrica,
dotakao i rezultata o lokalizacijama spektra proizvoljne matrice.
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regularne T'(A)
H : K(A)
D(A)
X-SDD )
C(A
DZ Tel9 “)
Ostrovski

Slika 3.2: Odnos odabranih potklasa regularnih H-matrica sa jedne, i njima induko-
vanih lokalizacija spektra proizvoljne kvadratne matrice A, sa druge strane.

TEOREMA 27 Neka je A € C'"", n > 2. Svi njeni karakteristicni koreni A
pripadaju skupu
Ai1(A) = () T,
0<a<1lieN

gde je, za svako i € N,
T(A):={z€C: |z—a;| <ari(A)+ (1 —a)c(A)}.

Citalac je sada ve¢ u stanju da jednostavnom proverom utvrdi da
vazi jednakost A;(A) = ©*1(A). Imajuéi na umu da je klasa ay matrica
Sira, princip monotonosti najavljuje uzi odgovarajuci lokalizacioni skup,
©"2(A) za proizvoljnu matricu A.

TeEOREMA 28 Neka je A € C™", n > 2. Svi njeni karakteristicni koreni A

pripadaju skupu
A (A):= () JT2(A),

0<a<lieN

gde je, za svako i € N,
T2(A):={z € C: |z —ay| < r;i(A)%;(A)17"}.

Premda teorijski jasni, ovi rezultati imaju o¢iglednu aplikativnu manu,
s obzirom da je za konstrukciju obe pomenute oblasti nuzno napraviti
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beskonacan broj preseka, kre¢uéi se dopustivim intervalom za parame-
tar «. Kao $to smo konstatovali, Cvetkovi¢, Kosti¢, Bru i Pedroce su u
[22] ponudili ekvivalentnu karakterizaciju klasa «1 i ap matrica nezavisnu
od « i konstruisali oblasti lokalizacija koje su sa racunskog stanovista
daleko poZzeljnije, a poklapaju se sa skupovima A4;(A) i A>(A). Zarad
jednostavnosti zapisa, koristimo oznake poput r;(A) = r;.

Za proizvoljnu kvadratnu matricu A € C"" za sve i € N defini§imo
skupove

el

,(A) = {Z eC: |Z — al','| < min{ri,ci}},
ija je unija
T'(A):= [JTi(A).
ieN
Sa druge strane, svakom paru indeksa i € R ij € C pridruzimo oblast u
kompleksnoj ravni

Tij(A):={z € C: [z —ag|-(cj—7)) + |z —ay| - (ri — ;) < cjri —cirj},

koja unijom daje

Tada vazi sledeée tvrdenje.

TEOREMA 29 Neka je A € C", n > 2. Za svaki njen karakteristicni koren
A postoji indeks i € N za koji je

|A —a;;| <min{r;c;},

odakle zakljucujemo da A € T;(A), pa samim tim A € T(A), ili postoje
indeksii € Rij € C takvi da je

A —aii| - (cj =) + A —aji| - (ri = ci) < ¢jri = cir,

Sto znaci da A € fi,]-(A), to jest A € T(A). Kako je ovo tacno za svaki
karakteristicni koren, sledi da je

A(A) CT(4)JT(4) = Ai(A).

Kao sto su autori prethodnog rezultata ustanovili, isti je moguce po-
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boljsati, u smislu suzenja skupa A;(A). S tim u vezi, defini§imo za svako
i € R sa osobinom ¢; # 0 i svako j € C takvo da je r; # 0, skupove

logori:
z—a;l /] Ie
Iii(A ::{ C: | - (
1,]( ) VS c c

Z—IZ]']'|) ﬁlgl},

]

koji zajedno ¢ine

i€R: Ci750
jGCi 7’]‘#0

TeEoREMA 30 Neka je A € C"", n > 2. Za svaki njen karakteristicni koren
A postoji indeks i € N za koji je
|A — a;;| < min{r;,c;},

odakle zakljuc¢ujemo da A € T;(A), pa samim tim A € T(A), ili postoje
indeksii € Rij € C,takvidasuc; #0ir; #0,idavaZi

|)‘_aii|(|/\ ”]]|> 7]:Ci<1
G Cj -

Sto znaci da A € f“i,]'(A), to jest A € T(A). Kako je ovo tacno za svaki
karakteristicni koren, sledi da je

A) CT(A) T (A) =: Ay (A).

Kao sto je ustanovljeno, oblast Ay(A) u opstem slucaju predstavlja
bolju lokalizaciju spektra od A;(A), a njihov odnos u svetlu Varginog
principa ekvivalencije, prikazan je slikom 3.3.

Ovu sekciju zavrSavamo napomenom da klasa Nekrasov matrica,
zbog rekurentne definicije, nije pogodna za indukciju odgovarajuce lo-
kalizacije spektra proizvoljne matrice.
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regularne A

Tel9

(65) —

) .

Slika 3.3: Odnos klasa a1 i a2 matrica sa jedne, i njima indukovane lokalizacije spektra
proizvoljne kvadratne matrice A, A;(A) i Az(A), sa druge strane.

3.4 Blok uopStenje lokalizacija spektra

Rezultatima o lokalizaciji spektra proizvoljne kvadratne matrice, izlo-
Zenim u prethodnoj podsekciji, moguce je dodati i nove, upotrebom blok
generalizovane dijagonalne dominacije. Znacajan broj istih sistemati-
zovan je u monografskoj publikaciji [116]. Kombinacijom Definicije 18
i Teoreme 22, direktno dobijamo informacije o skupovima koji sadrze
spektar proizvoljne matrice.

TEOREMA 31 (BSTP ) VARGIN PRINCTP EKVIVALENCIJE) Neka je K klasa re-
alnih kvadratnih matrica reda ¢ i neka je za proizvoljnu kvadratnu matricu
A € C"", n > {, proizvoljnu particiju 7w = {nj}fzo i matriénu normu p,
definisan skup kompleksnih brojeva

Oy (4) = {z€C: (zE~ AP ¢ K} (3.8)

Tada su sledeta dva turdenja ekvivalentna:

(i) Sve matrice iz klase B7(Tp 'K su regularne.

(ii) Spektar proizvoljne kvadratne matrice A sadrZan je u skupu G)];p) (A).

T
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Kao i ranije, trivijalno sledi da Sira blok klasa definiSe uzu lokalizacionu
oblast spektra proizvoljne matrice, odnosno da za ma koje A € C"*" i

proizvoljne dve klase blok matrica, B7(Tp )lKl i BSf )IKZ vazi

BYK, C BYK, — O, (4) C O17, (4).
Primetimo, medutim, da oblici lokalizacionih oblasti zavise kako od iz-
bora particije tako i od matri¢ne norme. Cinjenica da medusobni odnos
tackastih potklasa H-matrica i njihovih blok analogona nije poznat apri-
ori za proizvoljnu kvadratnu matricu povlaci isti zakljucak i u kontekstu
odnosa tackastih i blok lokalizacija spektra arbitrarne matrice.

3.5 Primena u dinamickoj analizi kompleksnih
sistema

3.5.1 Asimptotska stabilnost

Dinamicka analiza kompleksnih sistema u praksi najc¢esée pocinje
utvrdivanjem asimptotske (Ljapunov) stabilnosti. Podsetimo se, potre-
ban i dovoljan uslov za (asimptotsku) stabilnost ekvilibrijuma kontinu-
alnog linearnog autonomnog dinamickog sistema je pripadnost skupa
A(A) levoj poluravni kompleksne ravni, §to u kontekstu Definicije 20
ekvivalentno glasi a(A) < 0.

Porast dimenzije problema koji se reSava moZe doprineti racunskoj
kompleksnosti provere ovog kriterijuma, kada eksplicitno izra¢unavanje
spektra postaje neisplativ, a veoma cesto i nepotreban zadatak, imajuci
u vidu rezultate o lokalizacionim skupovima za spektar proizvoljne ma-
trice. No, ¢ak i tada treba imati na umu da ¢e neki skupovi u obavljanju
ovog zadatka biti uspesniji od drugih, ali takode i da isti skup na jed-
nom primeru moZe da odradi Zeljeni posao, a da na nekom drugom
bude sasvim neupotrebljiv. Neka je data matrica

5 2 0 -1 01
2 4 0 1 0
Ap=|-15 2 -5 —1 02
05 0 -2 -5 03
O 1 0 0 -5

Ako pretpostavimo da je potrebno proveriti asimptotsku stabilnost ekvi-

74



3.5. Primena u dinamickoj analizi kompleksnih sistema

librijuma sistema ¢ija je matrica Jakobijana A1y, tada se ispostavlja da
sam Gersgorinov skup daje potvrdan odgovor na ovo pitanje (Slika 3.4).

Sa druge strane, ako Zelimo da istu analizu sprovedemo na dinamic-
kom sistemu ¢ija je matrica Jakobijana u ekvilibrijumu community ma-
trica A1, tada nije moguce izvesti zaklju¢ak na osnovu lokalizacije spek-
tra Ger$gorinovim skupom. Sta vige, ispostavlja se da ni neke druge
lokalizacije spektra, kao $to su skupovi (A1) 1 D(A14) ne uspevaju
u tome, vidi Sliku 3.5(a). Sli¢na je situacija i sa skupovima A4;(Ag) i
Ay(Aje), Slika 3.6. Medutim, asimptotsku stabilnost implicira polozaj
CKV skupa (Slika 3.5(b)), i to je upravo potvrda ¢injenice da itekako
ima smisla raditi u pravcu formulacije novih (lako srac¢unljivih) oblasti
lokalizacija spektra proizvoljne matrice.

Tragom potencijalnih interesantnih i aktuelnih primera kompleksnih
sistema koji bi dodatno pojacali potrebu za lokalizacijama matri¢nog
spektra, naisli smo na primere takvih matrica na osnovu kojih je au-
tor u [102] izvodio zakljucke o stabilnosti ekvilibrijuma (disease-free equ-
ilibrium) koji asimptotski eliminiSe bolest iz populacije SVEIRS epide-
mijskog modela uz sprovodenje neprekidne vestacke imunizacije (vak-
cinacije). Matrice tog tipa date su redom u dva grani¢na slucaja - sa
kompletiranom vakcinacijom,

—0.05 0 0 —0.0302 0
0.01 —-0.1067 0.01 0.0092 0.01
Ag = 0 0 —0.05 0.0047 0 ,
0 0 0 —00512 0
0 0.0667 0 0.997  —0.05
i bez nje,
—-0.04 0.01 0.01 —0.0423 0.01
0 —01067 0 0 0
A9 = 0 0 —0.05  0.005 0
0 0 0 —0.0505 0
0 0.0667 0 0.997  —0.05

Procena parametara ovog i sli¢nih nelinearnih modela iz epidemi-
ologije u praksi se, po pravilu, izvodi tako Sto se nakon eksplicitnog
izrac¢unavanja karakteristicnih korena matrice Jakobijana u ravnoteZnoj
tacki postave uslovi koji garantuju stabilnost ekvilibrijuma, nakon cega
sledi diskusija slucajeva, pa je lokalizaciona tehnika u tim situacijama
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—TI(4)
—K(4)
D(A)
C(4)
x  A(A)

-10 -8 -6 -4 -2 0

—)
Ai(4)
A2(A)
ak x  A(A)

(b)

Slika 3.4: Odnos lokalizacionih skupova za A(Aj7). PoloZaj Gersgorinovog skupa
implicira zaklju¢aj o asimptotskoj stabilnosti.
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50 -

40

30

20

-20 -

-30 -

-40

-50 +

(a)
10 T(4)
K(A)
8 D(4)
C(A)
6l X A(4)

(b)

Slika 3.5: Lokalizacioni skupovi T'(Ayg), K(A1s), D(A1) i C(A1g) za A(A1g) (a) i
uvecani prikaz (b). PoloZaj skupa C(A14) daje odgovor na pitanje o asimptotskoj sta-
bilnosti. -
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50 F(A)
Ai(4)
e \ As(A)
X A4)
30+
20 -
10
o @
_10 L
_20 .
-30
-40 |
-50
-60 -50 -40 -30 -20 -10 0 10 20 30 40

Slika 3.6: Lokalizacioni skupovi I'(A1g), A1(A1g) i A2(A1g) za A(A1g). Nijedna od
ovih lokalizacija ne daje odgovor na pitanje o asimptotskoj stabilnosti.

nepotrebna. Ovde Zelimo da naglasimo da lokalizacije spektra, koje su
mnogo “jeftinije”, mogu uspesno zameniti nalaZenje karakteristi¢nih ko-
rena. Slike 3.7 i 3.8 odnose se na uslove potpune vakcinacije populacije,
a Slike 3.9 i 3.10 na slucaj kada vakcinacija nije sprovedena.

Medutim, u nadi da ¢e spomenuti modeli u skorijoj buduénosti biti
modernizovani, u smislu kalibracije parametara koja nije zasnovana na
eksplicitnom izra¢unavanju karakteristi¢nih korena (koje postaje nemo-
guée sa porastom dimenzije problema), za ocekivati je da bi pristup
pomocu lokalizacija spektra odgovaraju¢e matrice bio veoma pozeljan
i nezaobilazan alat u dinamickoj analizi takvih i slicnih modela.
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I —T(4)
1 \_K(A)
0.8 —D(A)

C(4)
x A(A)

0.6 [

0.4

0.2

0.4

-0.6 -

-0.8 -

0.1

0.08 - —

0.06 -

0.04 -

0.02 |-

-0.02 -

-0.04

-0.06 -

. 1 I I 1 I 1 I 1
-0.14 -012 -0.1 -0.08 -0.06 -0.04 -0.02 0 0.02 0.04

(b)

Slika 3.7: Lokalizacioni skupovi T'(Ag), K(A1g), D(A1g) i C(A1g) za A(Agg) (a) i
uvecani prikaz (b). Nijedna od lokalizacija ne daje odgovor na pitanje o asimptotskoj
stabilnosti.
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1f —TI(4)
\ _Al(A)
0.8F As(A)
x A(A)

0.6

0.4

0.2

-0.2

0.4

-0.6

-0.8 -

0.1r

0.08 | —A

0.06 [ x  A(A)

0.04 -

0.02 -

-0.02 -

-0.04

-0.06

-0.08 -

-0.1

1 . 1 1 . 1 1 1 I
-0.18 -0.16 -0.14 -0.12 -0.1 -0.08 -0.06 -0.04 -0.02 0
(b)

Slika 3.8: Lokalizacioni skupovi I'(A1g), A1(A1g) i Ax(Ag) za A(Asg) (a) i uveéani
prikaz (b). Polozaj skupa A, (A1) daje odgovor na pitanje o asimptotskoj stabilnosti.
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&

1k \—F(
0.8 _1’2
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x A

o

—_~
~— —

&

0.6

2

0.4

02r

-0.2

0.4

-0.6 -

-0.8 -

(a)

0.1

0.08 |- —_— (
(

0.06 |- C(A)

0.04 |-

0.02 |-

-0.02 -

-0.04 -

-0.06 -

-0.08 -

01k

1 L 1 1 1 1 L L 1
-0.12 -0.1 -0.08 -0.06 -0.04 -0.02 O 0.02 0.04 0.06

(b)

Slika 3.9: Lokalizacioni skupovi T'(Aq9), K(A1g), D(A19) i C(A19) za A(A1g) (a) i
uvecani prikaz (b). Polozaj skupa C(A19) daje odgovor na pitanje o asimptotskoj sta-
bilnosti. 41
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L —T(4)
]
08 Ay(A)
06l x  A(A)
041
02}
0 X¥
02F
04t
06
08F
AF
1 05 0 05 1
(a)
|
0.06 —TI(4)
— Ai(A)
Az (A)
0.041 x  A(A)
0.02 F
0 _ x @
-0.02}
-0.04
-0.06 |
-o.|12 o -o.koa -o.los -o.l04 -0.102 0
(b)

Slika 3.10: Lokalizacioni skupovi I'(A1g), A1 (A19) i Ax(A19) za A(A1g) (a) i uveéani
prikaz (b). Polozaj skupa A(A19) daje odgovor na pitanje o asimptotskoj stabilnosti.
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3.5.2 Ostala dinamicka svojstva

Studijom relevantne literature [111] nalazimo podatak da matri¢ne
veli¢ine, poput spektralne, numericke i GerSgorinove apscise, kriju od-
govore na pitanja o relevantnim svojstvima dinamickih sistema i njihovih
tacaka ravnoteZe.

Naime, analizom prirodnog logaritma funkcije evolucije u Euklidskoj
normi, In ||e*42, doslo se do zaklju¢ka da je spektralna apscisa matrice u
neposrednoj vezi sa dugorocnim (to jest asimptotskim) ponasanjem sistema

(relativno spram vremena)

tA
tim €2 oa), (3.9)

t—o00 t

dok je nagib tangente u pocetnom trenutku (trenutni odgovor, odnosno
impuls sistema) okarakterisan numeri¢kom apscisom, ta¢nije

d . In|let|2
S]] =1 — w(A), 3.10
dt[nHe I2 =0 ta0+ t w(4) (3-10)
Sto je ilustrovano na Slici 3.11.
y
0 %
t

0

Slika 3.11: Pocetni impuls sistema (nagib crvene isprekidane linije) kao i asimptotsko
P g p ! p
ponasanje (nagib zelene isprekidane linije).

Pored toga, spektralna apscisa odgovarajuc¢e matrice daje odgovor i
na pitanje o rezilijentnosti ekvilibrijuma (odnosno njegove otpornosti na
perturbacije), kao i vremenu koje je dinamickom sistemu neophodno da

se ponovo stabilizuje. U tom smislu, dobro je poznata veza otpornosti i

spektralne apscise
04 = —a(A),
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stoga (2.9) implicira da se vreme povratka invarijantno u odnosu na
normu odreduje kao recipro¢na vrednost spektralne apscise suprotnog

znaka,
1

ta = 2(A)

Ako pretpostavimo da je dinamicki sistem asimptotski stabilan, ve¢
smo videli da postoji veli¢ina koja govori o kapacitetu pocetne pertur-
bacije da proizvede amplifikaciju odnosno rast funkcije evolucije, a koja
predstavlja reaktivnost tacke ravnoteZe. Sa stanovista interpretacije u
kontekstu osobina matrice A, u slu¢aju norme beskonac¢no reaktivnost je
okarakterisana Ger$gorinovom apscisom,

') = 4(4),

dok u radu sa normom dva tu ulogu preuzima numericka apscisa,
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Ocene €p norme inverzne
matrice

"Wherever there is number, there is beauty.”
Procrus

Potreba za kvalitetnim i upotrebljivim ocenama inverza regularne
matrice u posmatranoj matri¢noj normi sa gornje strane proistekla je
iz znacajnog broja potencijalnih teorijskih i prakti¢nih primena u oblasti
numericke matematike. Postojanje neke od takvih ocena direktno impli-
cira ocenu uslovnog broja matrice, koji je definisan na sledeéi nac¢in

kP(A) = Al A,

a predstavlja meru “bliskosti singularnosti”, ili u svetlu reSavanja sistema
linearnih jednacina Ax = b, on je najveca stopa rasta relativne promene u
reSenju (x) uzrokovane relativnom promenom u podacima (b). Drugu intere-
santnu primenu ova tematika nalazi u ocenama [83, 48], kao i kontroli
greSaka prilikom reSavanja problema linearne komplementarnosti [28].
Ocena norme inverzne matrice je potvrdila svoj znacaj i u dokazima
konvergencije iterativnih postupaka za reSavanje sistema linearnih jed-
nacina velikih dimenzija, ¢ija matrica poseduje neku specijalnu (na pri-
mer, retku) strukturu, a koji se zasnivaju na razlaganjima (splitinzima) i
viSestrukim razlaganjima (multisplitinzima) matrice sistema, [3, 62, 63].
Narociti benefiti uopstenja ocene norme inverzne matrice bi¢e obradeni
prilikom analize principa lokalizacije pseudospektra matrica, u narednoj
glavi. U nastavku ¢emo slucajeve matri¢nih normi beskona¢no, jedan i
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dva razmotriti zasebno, uz napomenu da je pretpostavka o pripadnosti
nekoj od poznatih potklasa regularnih H-matrica neophodna.

4.1 Slucaj norme /o,

Prvi pisani trag o oceni norme beskonacno inverza proizvoljne SDD
matrice zvani¢na literatura beleZi u [1], u kojem su autori ovaj rezultat
dokazali i koristili kao ‘alat’ za dokaz teoreme o konvergenciji splajn
tita. Nesto viSe od decenije nakon toga, DZejms Varah (James Varah) je
formulisao i dokazao ovu ocenu u obliku u kojem je i danas u upotrebi,
uz prosirenje na blok slucaj, [114]. Tackasta varijanta tvrdenja, poznata
kao Varahova ocena, glasi.

TEOREMA 32 Ako je A € C™" proizvoljna SDD matrica, tada je

_ 1 -
A7 Yoo < =: 7(®)(A). (4.1)

~ min{|a;| —r;(A)}
ieEN

Jasno je da uslov stroge dijagonalne dominacije matrice A obezbeduje
pozitivnost imenioca u izrazu za T(*)(A). S tim u vezi, ocena (4.1) je
losija Sto je izraz u imeniocu manji, odnosno u sluc¢ajevima kada SDD
matrica ima vrstu koja je “slabo SDD”. Zbog toga je korisno traZiti nove
gornje ocene za Siru klasu matrica, koje ¢e vaziti i za SDD, a biti u nekim
slu¢ajevima i bolje od (4.1).

Pozivaju¢i se na Definiciju 9, Teoremu 32 moguce je uopstiti na celu
klasu regularnih H-matrica.

LEMA 7 Za svaku H-matricu A € C'" postoji vektor x > 0 tako da vazi

maxx;
1A oo < N =574). @2
fzfelll\fjl{ aii|xi — Y. | |ﬂij|xj}
JEN\{i}
Aplikativni izazov ove leme leZi u Cinjenici da eksplicitni oblik vektora
x (u funkciji od elemenata matrice A), odnosno skaliraju¢e matrice X
¢iji su dijagonalni elementi komponente posmatranog vektora, nije uvek
poznat.
Naredno tvrdenje ti¢e se ocene norme beskonacno inverza Ostrovski
matrica, i njegov dokaz je implicitno sadrZzan u dokazu Leme 3 u [70].
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TeorEMA 33 Ako je A € C™" proizvoljna Ostrovski matrica, tada je

- |aii| +7i(A) (o)

A 1 o < max J = T A). 4.3

47 < Pl =rcA ) — o (4 9
17]

U slucaju S-SDD matrica, odgovarajudi rezultat ponudio je Moraca u
[89], dok je isti zatim analiziran i uopsten, [74].

TEOREMA 34 Ako je A € C"", n > 2, S-SDD matrica za neki neprazan
podskup S indeksnog skupa N, tada je

| A" leo < maxmax{6;(A), 6},(A)} =: t(4), (44
j€S
gde su
aii| — 77 + V,S

radl rad 7
(laiil = r7)(lajj| = 7) —rir?

67:(A) :=

Koriste¢i ¢injenicu da je svaka SDD matrica ujedno i S-SDD (za svaki
neprazan podskup indeksnog skupa), slede¢e pomocno tvrdenje je ne-
zavisno dokazano u radovima [74] i [37].

LeEmA 8 Ako je A € C™" proizvoljna SDD matrica, tada za svaki neprazan
podskup S indeksnog skupa N vaZi

S tim u vezi, ovu lemu je moguce primeniti u smislu optimizacije ocene
(4.4), sto smo ucinili u [37], i zaklju¢ili da za svaku SDD matricu vazi
ocena () (o)
A Yo < min 17 (A) < T™)(A), 4.5
147 e < min 0™ (4) < 7)(4) 45)
nakon ¢ega smo ovaj rezultat iskoristili za ocenu najmanje singularne
vrednosti matrice koja zadovoljava svojstvo stroge dijagonalne domina-
cije.
Dva rezultata u vezi sa klasom Nekrasov matrica nalazimo u [25].
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TeEOREMA 35 Ako je A € C™", n > 2, Nekrasov matrica, tada je

zi(A)
m?\;( |a | (c0)
-1 1€ ii (o0
A" oo < A = ™ (A)
1 — max
iEN |[111|
i
maA;(zl(A) )
A—l o < 1€ — o0 A
147 = il =y N (4
iEN
pri Cemu su
L4 Zl(A) =1
Z| 1]! | ‘) za svakoi € N\ {1}.
ajj

(4.6)

(4.7)

S obzirom da postoje slucajevi kada jedna od ocena radi bolje a druga ne

i obrnuto, za svaku Nekrasov matricu A vazi

1A oo < min{z”(A), T (A)}.

Budu¢i da je svaka SDD matrica istovremeno i Nekrasov, ocene (4.6) i
(4.7) moguce je koristiti i za njih, s tim da u startu za te ocene i ocenu

(4.1) nije moguce unapred reci koja je najbolja.

Prethodni rezultati motivisali su novu ocenu, izvedenu u [76], koja

za svaku Nekrasov matricu popravlja ocene (4.6) i (4.7).

TeEOREMA 36 Ako je A € C™", n > 2, Nekrasov matrica, tada je

_ zi(A o
A e < max% =70 (A).

1IEN |IZ”| —

Osim toga, u istom radu dokazano je i slede¢e pomo¢no tvrdenje.

LEMA 9 Ako je A € C"" proizvoljna SDD matrica, tada vaZi

T3 (4) < T)(A).

Dakle, za svaku SDD matricu ocena (4.8) nije nikad gora od (4.1).
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4.2 Slucaj norme /¢,

Ovu podsekciju posveticemo ocenama norme jedan, koje su manje
izuCavane u literaturi ali koje, u kombinaciji sa prethodnim rezultatima,
mogu pomocdi u oceni najmanje singularne vrednosti. Pre nego Sto pred-
stavimo relevantan rezultat za klasu H-matrica, kao Sto je to u¢injeno u
[37], dokazaéemo sledece pomocno tvrdenje.

LeEmaA 10 Ako je A = [a;] € R™" M-matrica, w = [w;] € R" vektor sa
najmanje jednom pozitionom komponentom, A~'w =: 6,1 (AT)"ly =: 4, gde
je A=t = [byj], tada je

ming; miny;
min }_ b;; > LN i min) by >N (4.9)
ieN jeN I}é&?\;(wl JEN ieN Illéézi\;(]/l

Doxkaz: Oznac¢imo sa k € N indeks za koji je ||W|lcc = wy. Tada, na
osnovu pretpostavke da w ima najmanje jednu komponentu pozi-
tivnu, zaklju¢ujemo da je wy > 01 da je, za svako i € N, ispunjeno

6 =) bjjw; <Y bijwy,

JEN jEN
odnosno,
5
Y by >+,
jEN W
Sto implicira
mino;
min Z b i > ieN
iEN maxw
jEN iEN

Druga relacija sledi direkthom primenom ovog rezultata na matricu
AT, budu¢i da vazi jednakost (A~1)T = (AT)~1, kao i ¢injenice da
je klasa M-matrica invarijantna u odnosu na transponovanje. A

Ocene date sa (4.9) o0 minimalnoj sumi po vrstama (kolonama) svake M-

matrice su netrivijalne samo pod uslovom da je 6 > 0 (odnosno 1 > 0).
Upotrebom prethodnih ¢injenica u moguénosti smo da postavimo

uopsteni teorijski okvir o oceni norme jedan inverza proizvoljne H-matrice.
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TEOREMA 37 Neka je A € C"" proizvoljna H-matrica i x > 0 pozitivan
vektor za koji je M(A)x > 0 (takav vektor uvek postoji). Tada vaZi

1y < 2y Xl = SIM (A
A <&+ min(M () ,
1€
gde je
minx;
g = iEN .
max(M(A")x);
ieEN

Doxkaz: Pre svega, budu¢i da M(A) pripada klasi M-matrica, to
garantuje postojanje vektora x > 0, za koji je z := M(A)x > 0.
Pored toga, M(A)T je takode M-matrica.

Uverimo se sada da vektor y = M (A)Tx ima barem jednu pozi-
tivnu komponentu. S tim u vezi, pretpostavimo suprotno, to jest da
je yi <0, za svako i € N. Kako je x = (M(A)T) !y, nenegativnost
matrice (M(A)T)~!, za svako i € N, povlaci

xi = (M(A)")y)i <0,

Sto je ocigledna kontradikcija. Direktnom primenom Leme 10, bira-
juci = x, pri emu je M(A)~! = [b;j], sledi

minx;
min Y b;; > < =C. 4.10
JEN EV V= max(M(A)Tx); ¢ (4.10)

ieN

Sa druge strane, jednakost M(A) "'z = x po komponentama iz-
gleda ovako

Z bi]-zj = x;, zasvako i € N,

jEN
odakle, uzimaju¢i sume po i, dobijamo

Y. ) bizi=) %

ieN jeN ieN
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to jest,

Y.z ) b=} x

jEN ieN ieN

Primetimo da je za svako k € N

ze ) bt ), oz ) b=} x

ieN jJEN\{k} ieN ieN

odakle, primenom (4.10), moZemo zaklju¢iti da je za svako k € N

inZZkZbik—f—é Z zj.

ieN ieN jEN\{k}
Pozitivnost vektora z obezbeduje da, nakon deljenja sa zj, sledi
szk<_<2x1 Z Zj)/
ieN iEN jeN\{k}
Sto je ekvivalentno sa
x||1 —¢||z
szk<_<zx1 CZZ]+§Zk>:C+|| ||1 CH ||1
iEN iEN jEN Zk

Napokon, koristec¢i ovaj rezultat, imamo da je

1 [x]ls = ¢llz]lx
A = maxc T b < ma (¢ + )
Ix[l = Sl M(A)x][1

=6+ mkin(./\/l(A)x)k

Sada, na osnovu Teoreme 5, |A~!| < M(A)~!, i monotonosti norme

jedan sledi 1 1
A= < (M A

¢ime je dokaz zavrsen. A

Sa prakti¢nog stanovista, poZeljno je poznavati eksplicitan oblik vek-

tora x iz prethodne Teoreme. U slu¢aju SDD matrica, zna se da uloga
tog vektora pripada jedini¢cnom vektoru e. Na osnovu toga, jednostav-
nom proverom se mozZe pokazati da ovaj rezultat uopstava specijalan
slucaj, razmatran u [90].
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TeEorREMA 38 Ako je A € C™" proizvoljna SDD matrica, tada je

Y (Jaii| — ;) — min{|a;| — ri}
¢ 1EN

n— ieEN
max{|aj;| —c;}

1 JEN 1
Al < . =: 7D (A).
min{|a;| —r;}

ieN

Pored ovog, i u slucaju S-SDD matrica moguce je izvesti zakljucak o
obliku vektora x, $to se moZe zakljuciti na osnovu Teoreme 7.

Tvrdenje u nastavku, pored ove, dopusta i mogucnost da je podskup
S bas jednak indeksnom skupu N.

TEOREMA 39 Ako je A € C"", n > 2, S-SDD matrica za neki nepra-
zan podskup S indeksnog skupa N, za koji je card(S) = m < n, tada je

A=Y < Ts(l)(A), pri Cemu je

mg +mn —m —5(82|ﬂii| + Y lail -8} i - Zr?)

i€S i€S ieEN ieN

. . .Sy __ .S . .5 S5’
min ¢ min{g(|a;| —r7) — 7}, min{|a;| — gr7 —r7}
€S €S

t(A) =+

gde su
;- min{1, g}
max { max{g(|aa| — f) — ¢}, max{laz| - gef — f} |
i€S i€S
B, + B s
_ i 2y By := max i
2 i€S |a;| —r
(2B, , ako S =Q,
2B; , ako §7é®ir]5=0 za svako j € S,
BZ = . ]a]]] — 1’]5 _ . g . _
min———— , ako S#@zrjyéOzanekOJES,
jE€S r;
r]57é0 J

\

uz uobicajenu konvenciju da su minimum, maksimum i suma nad praznim
skupom nula.
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4.2. Slucaj norme /;

Dokaz: Neka je A proizvoljna S-SDD matrica, za neki neprazan
podskup S, &ija je kardinalnost card(S) = m < n. To implicira da
postoji skaliraju¢a matrica

. , 1€8
X =diag(x1,x2,...,%Xn), xi:{ ‘% icg

koja obezbeduje strogu dijagonalnu dominaciju skalirane matrice
AX. Sta viSe, dijagonalni elementi matrice X su komponente pozi-
tivnog vektora x za koji je M(A)x > 0. Moguc¢i slucajevi su:

B2 g
(%) S=0 2B 1
(Hx) Vies: r]$ =0 2By gBl
S#O laj| — 5
- i | B1+B
(% * %) EI]'ES:r]S#O min ]]S ! 1—; 2
]ES 7"]-
r}S;«éO

Vektori M(A)x i M(A)Tx su po komponentama dati na sledeéi
nacin

(M(A)x); = { slail g7 =17, i€$

|a,~i|—gri5—r15 , iE§

odnosno

| orS _ S ;
(M(A)Tx)i _ glaiil ggi gi ’ Z < E
|aji| —gc? —¢; , i€S.

Primetimo da su sve komponente vektora M (A)x strogo pozitivne.
Naime,

(x) Akoje S = N, 8to bi znatilo da je A SDD matrica, to povlaci
daje g =1, paje |a;| —r? —r? = |a;| —r; > 0 za svakoi € N.
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Glava 4. Ocene ¢ p norme inverzne matrice

(%#%) U ovom slu¢aju mozemo zaklju¢iti da za svako i € S vazi
5
§>i—

|a;i| — ris'

§to je, s obzirom na pozitivnost imenioca |a;;| — rl-s ekviva-

lentno sa gla;;| — gr? — rl-g > 0. Sa druge strane, bududi da
je r]S 0 za svako j € S, to znadi da je |ajj| — 5 rjs =

|ajj| — rj > 0, §to sledi iz S-SDD svojstva.

(x*x %) Ova moguénost znaci da za sve i € S i svako j € S takvo da
r]-s # 0 vazi

S S

rs |ajil =73

PRI S

|aii| —1; T

stoga, za svako i € S vredi g|a;| — gr? — rl-§ > Oizasvakoj €S
.. S . o S . S

za koje je r]-_gé 0 vaZi |aj;| r7—gry > 0’, dok za preostale

indekse j € S takve da r]s = 0 sledi |aj;| — r]s > 0, po definiciji

S-SDD.

Prema tome, pozivajuéi se na Teoremu 37, zaklju¢ujemo da je

[Ix||1 = &M (A)x||1

min(M(A)x);

A7 < ¢+

gde je
minx;
_ iEN .
max(M (4)Tx);
ieN

S obzirom da je card(S) = m, to je ||x||y = mg + n — m. Dalje,

IMAX]1 = Y (g(lau] =) = 1f) + X (lajl — gr¥ —13)

ieS jes
=gy laal+ Y lal —g Y7 =Y 1,
i€S ieS iEN ieEN
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4.3. Ocene za najmanju singularnu vrednost

dok je strogo pozitivan minimum m%l(M (A)x); jednak sa
[AS]

min { min (g(|a;| —17) — Vig),mill (lait| — gr{ — ”zg) }
ieS i€S

Jasno je da je mi]{]lxi = min {1, g}, dok je, na osnovu pretpostavki

4SS
max (M (A)Tx); = max { max (g (|a;i| — ) — ¢?), max (|ay]| — gcf — ¢7) },
iEN i€S i€S
strogo pozitivan. Time je dokaz zavrSen. A
Budu¢i da prethodna ocena dozvoljava i grani¢ni izbor S = N, to

znaci da je ocekivano da prolazak svim dopustivim podskupovima S u
smislu optimizacije moZe produkovati bolju ocenu sa gornje strane.

LeEma 11 Ako je A € C™" proizvoljna SDD matrica, tada vaZi

|47 < min 7V(4) < 7D(4). (4.11)

4.3 Ocene za najmanju singularnu vrednost

Kada je re¢ o Euklidskoj normi, gornja ocena inverzne matrice ima i
dodatno tumacenje, imajuci u vidu da je za proizvoljnu matricu A

1AM = gin(A)

njena najmanja singularna vrednost, pa zbog toga, o gornjim granicama
za Euklidsku normu inverza moZemo razmisljati u terminima donjih
granica za 0y;,(A). Medutim, zbog tehnickih izazova, ocena ¢;-norme
analizira se u svetlu prethodno razmatranih normi, buduéi da za svaku
matricu A € C"" vaZi relacija

[All2 </l AlleollAlly < max{[[Alleo, [|All1}- (4.12)

) > ! ,
VIIA ool A=]1

Prema tome,

Tin (A (4.13)
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Glava 4. Ocene ¢ p norme inverzne matrice

ocena
klasa A" oo A7y
5-SDD (A) 7 (4)
) (A) T (A)
SDD | (e o .
min {_min 7™ (4), 77 (A)} | min " (4)

Tabela 4.1: Uporedni pregled raznih ocena norme inverza za neke potklase H-
matrica.

pa adekvatna kombinacija dobrih ocena normi /s, i ¢; inverza sa gornje
strane moZe dovesti do potrebnih kvalitetnih donjih ocena za 0y,;,(A).
Radovi na ovu temu su mnogobrojni, a [114, 90, 37] su samo neki od
njih.

Primetimo da prethodna tehnika izvodenja donjih ocena za 0, (A)
polazi od bitne pretpostavke o pripadnosti matrice A nekoj od potklasa
H-matrica. Sa druge strane, u literaturi je poznat izvestan broj ocena,
videti [65, 66], koje su primenljive na proizvoljnu matricu A, s tim da u
nekim slucajevima te ocene postaju trivijalne.
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Pseudospektar

777

Obuvious’ is the most dangerous word in mathematics.”
Eric TEMPLE BELL

Literatura iz teorije dinamickih sistema (ali i teorije matrica) daje nam
podatke o postojanju matri¢nih struktura podloZnih visokoj osetljivosti
spektralnih osobina, kao $to je na primer stabilnost, ¢ak i u uslovima
kontrolisanih promena (perturbacija). Da stvar bude interesantnija, ova
osetljivost na male perturbacije u vecini slucajeva oslikava tranzicionu
nestabilnost inace asimptotski stabilnih kompleksnih sistema. Analiza
pseudospektra odgovarajuce matrice se pokazala kao izuzetno koristan
alat u nameri da se ovakve situacije rasvetle.

Pseudospektar je razvijen kao alat numericke analize sa jasnim ciljem
da dopuni informacije o matricama koje poseduju lose uslovljenu bazu
karakteristi¢nih vektora, $to u euklidskoj normi znadi da taj skup, ako
je potpun, ¢ine neortogonalni vektori. Ovaj alat je prvi put uveden u
radu [77] iz 1975. godine, a narociti interes privukao je tokom posled-
nje decenije proslog veka. Kolekciju primera koji motivisu potrebu za
novim konceptom nalazimo u [108], listu primena i pregled algoritama
za izraCunavanje (vizuelizaciju) koji nastoje da prevazidu potencijalne
vremenske i ra¢unsko-memorijske izazove u [109], a istorijski pregled u
[110]. Referencu [111] isticemo kao sveobuhvatnu studiju o rezultatima
koji se ti¢u i primena na linearne operatore.

Pojam pseudospektra najlakse ¢emo razumeti kao uopstenje spektra,
kroz analizu i ekstenziju uslova (3.1). Pre toga, za matricu A € C*" i
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Glava 5. Pseudospektar

proizvoljan kompleksni skalar z, defini§imo veli¢inu
Ru(z) := (zE— A)~!

koja nosi naziv rezolventa matrice A u tacki z. Prema tome, za svako
A € A(A) rezolventa je nedefinisana, pa uvodimo konvenciju da je
IRA(A)[l,1 = 0. Postavlja se pitanje 3ta je sa onim tatkama kompleksne
ravni u kojima je recipro¢na vrednost p-norme rezolvente veoma mala?
Apriori izborom proizvoljno malog ¢ > 0 kao gornje granice u toj kvan-
tifikaciji stiZemo do pojma uopstenog spektra.

DEerFINICIJA 25 Neka je A € C™" proizvoljna matrica i e > 0. Tada je
e-pseudospektar matrice A u p-normi, u oznaci A,EP ) (A), definisan sa

AP(A):={zeC: |[ZE- A, <) (5.1)

Iz ove definicije je jasno da za svako € > 0 i svaku p-normu vazi inkluzija
A(A) = AP (A) c AP (A).
Posledi¢no, vaZi i svojstvo monotonosti, u smislu implikacije

0<er<e = AP)cal(a),

Sto znaci da je spektar zapravo smesten u preseku svih e-pseudospektara,

N AP (A) = AA).

e>0

Osim toga, bududi da je upotreba Euklidske norme sa stanovista nu-
merickih izra¢unavanja u praksi dominantna, specijalizovan oblik (5.1)
glasi

AP (A) = {z € C: Opin(zE— A) < ). (5.2)

Serijom paralelnih tvrdenja u [38], Trefeten i Embri isticu da su mnoge
teoreme u oblasti spektra zapravo specijalni slucajevi pseudospektralnih
analogona za ¢ = 0. S tim u vezi, uopsteni oblici tvrdenja mogu biti od
koristi da “popune praznine” u razumevanju situacija kada karakteri-
sti¢ni koreni potcene prostorni okvir informacija o matrici.
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Relevantni izvori navode da je temu pseudospektra nezavisno obra-
divao i Varah, koji je u svojoj nepublikovanoj tezi [113] iz 1967. godine
upotrebio pojam e-pseudo-svojstvenih vrednosti.

DEFINICIJA 26 Neka je A € C"" proizvoljna matrica i € > 0. Tada je

Aép)(A) :={z€C: I3Be C"" takoda ||B||, < ezakojez € A(A+B)}. (5.3)

Dakle, o e-pseudospektru treba razmisljati kao o skupu u kompleksnoj
ravni koji predstavlja uniju spektara perturbovanih matrica A + B, pri
¢emu su perturbacije kontrolisane parametrom ¢, u smislu daje ||B||, < e
i

AP (A):= |J A(A+B). (5.4)

IBllp<e

Svako z € AV )(A) zove se e-pseudo-karakteristiéni koren matrice A,
kojem je moguce pridruziti (u opStem slucaju, ne jedinstven) e-pseudo-
karakteristi¢ni vektor v,

AP (A):={zeC:TIveC, ||v|, =1 takoda [(zE—A)v|, <e}. (5.5

Teorema 2.1 u [111] potvrduje ekvivalenciju definicija (5.1) i (5.4), ali
ne isklju¢uje njihovu paralelnu egzistenciju. Naime, prva definicija pred-
stavlja osnovu za lokalizacije pseudospektra, dok druga akcentuje upo-
trebu kontrolisanih perturbacija sa ciljem analize spektralnih osobina.
Jedna po mnogo ¢emu specificna tacka na rubu pseudospektra je pseu-
dospektralna apscisa matrice A,

alP)(A) = max {e(z)} (5.6)
zeAl) (4)

koja predstavlja realni deo najdesnje tacke skupa Agp ) (A).

Specijalno, pseudospektar proizvoljne normalne matrice A € C™*"
moZe se dovesti u vezu sa pseudospektrom njoj slicne dijagonalne ma-
trice A, i to

pri cemu je K(p)(Q) uslovni broj matrice Q iz (3.4) u p-normi. No, kako
je u praksi Euklidska norma u Sirokoj upotrebi, njenim izborom vazi
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Glava 5. Pseudospektar

k2 (Q) = 1, §to znadi da je AS_Z)(A) = AgZ)(A). Odatle, u svetlu (5.2)
moZemo zakljuditi da je

(2) _ C min(z — A
AT (A)={z € C: min(z—A;) < e} (5.7)
={z € C: dist(z, A(A)) <&},

pri ¢emu dist(z, A(A)) predstavlja Euklidsko rastojanje tatke z od skupa
A(A). Drugim retima, za svaku normalnu matricu A vaZi jednakost

AP (A) = A(A) + O, (5.8)

gdejesa O, := {z € C: |z]| < ¢} oznalena zatvorena ¢e-lopta, dok za

matricu A (ne nuzno normalnu) vazi AEZ) (A) 2 A(A) + Og. Ovi odnosi
prikazani su Slikom 5.1.

Slika 5.1: Euklidski pseudospektar normalne matrice (levo) i ne-normalne matrice
(desno). Skup A(A) &ine crvene tacke, isprekidana linija odgovara e-okolini spektra,

(skupu A(A) + O¢), dok je skup Agz) (A) osenten.

Slede¢a Teorema predstavlja poznati fundamentalni rezultat o poziciji

(2)

skupa A7 (A) nedefekinih matrica. Za dokaz, ¢itaoca upucujemo na
[111].

TEOREMA 40 (BAUER-FIKE) Ako je matrica A € C™" dijagonalizabilna, to
jest ako postoji reqularna matrica X € C™" takva da je X' AX dijagonalna

matrica, tada za svako € > 0 vazi

A(A) +0: € AP (A) C A(A) + Oy ),
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5.1. Lokalizacije pseudospektra

Kao posledica ove Teoreme, ako je A normalna (odnosno unitarno dija-
gonalizabilna), tada je (2)(X) = 1, &to je u saglasnosti sa (5.8).

Na samom kraju ove podsekcije, navodimo relaciju pseudospektra
u Euklidskoj normi sa jedne i numerickog raspona proizvoljne matrice
A € C"", sa druge strane:

AP (4) CW(A) + 0.

5.1 Lokalizacije pseudospektra

Poslednjih godina tema pseudospektra je aktuelizovana u pogledu
realnih benefita koje njegova prostorna lokalizacija pruza. U literaturi
novijeg datuma postoje pojedinacni uspesni pokusaji da se pomocu tih
lokalizacija rasvetle dodatna dinamicka svojstva kompleksnih sistema,
[70, 71, 104, 81]. Imajuéi u vidu da je generalizovana dijagonalna do-
minacija vezivno tkivo ove disertacije, u nastavku ¢emo dati koncizan
pregled postoje¢ih rezultata o lokalizacijama pseudospektra proisteklih
upotrebom ovog principa.

Motivisani rasvetljavanjem pitanja dinamicke stabilnosti interaguju-
¢ih sistema, analiziranog kroz proces razmene materije i protoka energije
u ekosistemima tla, Kosti¢, Cvetkovi¢ i Cvetkovi¢ su u [70], svesni limi-
tacija zaklju¢aka izvedenih na osnovu spektralne analize, postavili fun-
damente lokalizacija pseudospektra zasnovane na teoriji H-matrica. Ovaj
potez je sasvim opravdan imajuéi u vidu da racunanje pseudospektra
sistema velikih dimenzija moZe biti veoma problemati¢an zadatak, a da
tehnika generalizovane dijagonalne dominacije, osim racunski jeftinih
uslova zasnovanih na specifi¢nim relacijama elemenata matrice, omogu-
¢ava i bolje razumevanje samih interakcija.

Osnovni koncept na kojem je zasnovana ideja o lokalizaciji pseudo-
spektra dat je slede¢im pomoénim tvrdenjem, u [70] formulisanom pod
nazivom Princip lokalizacije, koji proizlazi iz karakterizacije (5.1).

LEMA 12 (PRINCIP LOKALIZACTJE) Ako je funkcionela uP) : C*" — R takva
da za proizvoljnu matricu A vaZi

uP(4) < lA7Y; (5.9)
tada je, za svako e > 0,
AP Ay col(A)i={zeC: uP(E-A) <e}. (5.10)
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Glava 5. Pseudospektar

Dakle, kad god je poznata neka donja ocena reciprocne vrednosti inverza
proizvoljne matrice A u nekoj p-normi, primenom ove leme moguce je

()

definisati njoj odgovarajuéi lokalizacioni skup za A;"’ (A). U situacijama
kada je mogucéa, uporedivost ocena za proizvoljnu matricu A implicira i
direktni odnos njima indukovanih lokalizacionih oblasti,

(p) (p)
WPy <pPa) = e (acel (4. (11

S obzirom da definicija samog e-pseudospektra zavisi od izbora matri¢ne
norme, konkretni izbori iste bi¢e posebno tretirani. Takode, koristimo
pojednostavljene oznake pi(A) i Ag(A).

Slucaj norme /o

Ova pregledna podsekcija sluZi kao podsetnik na postojece rezultate,
dokazane u [70], uz propratne komentare. Prvi od njih je slededi.

LeEmA 13 Neka je A € C™" proizvoljna matrica. Tada je

A7 ls" = pa(A) = min{au| = ri(A)}. (512)

Sasvim je izvesno da paZljivi ¢italac primecuje slicnost ocene (5.12) sa
Varahovim rezultatom (4.1) za SDD matrice. Prema tome, relacija (5.12)
je svojevrsno uopstenje ocene (4.1) i lako se proverava da za svaku SDD
matricu A vazi (7(®)(A))~! = u;(A). Primenom Leme 12 u kontekstu
ocene (5.12) izveden je odgovarajuéi lokalizacioni skup za A¢(A).

TEOREMA 41 (e-PSEUDO GERSGORINOV SKUP) Za svako € > 0 i proizvoljnu
matricu A € C"" vazi N(A) CTe(A), pri Cemu je

Te(A):= | J{ze€C: |z—a;| <ri(A) +¢}. (5.13)
ieN
Drugi rezultat tice se generalizacije ocene (4.3) sa klase Ostrovski ma-

trica na ma koju kvadratnu matricu.

LeEMA 14 Neka je A € C™" proizvoljna matrica. Tada je

|aiil|aj| — ri(A)r;(A)
A YL > A):=  min /] Ly 5.14
aij|+1j
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dok je, po definiciji, y>(O) = 0.

Za svaku Ostrovski matricu A vazi (T(OO) (A))~! = uy(A). Lokalizacioni
skup pseudospektra spram (5.14) formulisan je na slede¢i nacin.

TEOREMA 42 (e-PSEUDO BRAUEROV SKUP) Za svako € > 0 i proizvoljnu
matricu A € C"" vazi N(A) C Ke(A), pri Cemu je

Ke(A) == J{z € C: |z —aal- (12— 5] — ) < (ri(A) +¢) -7;(A)}. (5.15)
i

Treéi i ujedno poslednji u ovoj disertaciji rezultat ovog tipa u kontek-
stu norme beskona¢no bavi se uopstenjem ocene vezane za klasu S-SDD
matrica. Kako bismo pojednostavili notaciju, uz pretpostavku da je S pro-
izvoljan podskup indeksnog skupa N, a S njegov komplement, uvodimo
oznaku

T:={(i,j) €Sx5S : |ag| >ri(A) i |ay| >7r}(A)},
a za svako (i,j) € T definiSemo

o5 A) (Iasl = r5(a) Iyl = r(4)) ~ (A7)
! max{|ay| — r$(A) + 15 (A), ay| —rF(A) +15(A)}

LeEmA 15 Neka je A € C'"" proizvoljna matrica i S proizvoljan podskup od N.
Tada je

A" = ma(A), (5.16)
pri Cemu je

— mi : 48 . S : S

pa(A) = min { min (|a| - 7 (4)) ,min (lajl =rf(a) , min o5i(4)}.
Primenom ovog pomocénog tvrdenja na matricu A koja je S-SDD, u kom
slucaju je T = S x S, moguce je pokazati (TS(OO)(A))’1 = u3(A). Prema
tome, ocena (5.16) generalizuje (4.4). Tvrdenje koje sledi daje odgovara-

ju¢u lokalizaciju za A¢(A) proizvoljne matrice A, indukovanu pomoc¢u
(5.16).
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TEOREMA 43 (¢e—psEupo CKV skurovi) Za ma koje ¢ > 0, svaku ma-
tricu A € C™" i proizvoljan podskup S indeksnog skupa N vazi A¢(A) C
C2(A), pri Cemu je

CS(A):==TS(A)UTZ(A) UVE(A) UVE(A), (5.17)
dok su
Ff(A) — U{z €eC: |z—ayl < ris(A) +e},
ieS
I3(A) == J{z € C: |z—ay| <r{(A) +¢},
j€S
vi(a) = {zeC: (z-ail —r7(A) —)(lz—ayl -1} (4)) < FF(A)(F(A) +9) },
j&s
vi(4) = U{zeC: (z—aul -rf (D) (2 - a5~ (A) o) < (T (A) +e)r(A) }.
Posledicno,

Ocene (5.12), (5.14) i (5.16) su uporedive, Sto smo pokazali u [104].
LEMA 16 Za svaku matricu A € C" i proizvoljan podskup S skupa N vaZi:
i) po(A) = pua(A), i) us(A) = pa(A).

Doxaz: a) Ozna¢imo sa k, ¢ € N, k # ¢ indekse za koje je |ag| +
r¢(A) # 0 i za koje je posmatrani minimum dostignut, ta¢nije

(lawe| +re(A))p2(A) = larellace| — ri(A)re(A).
Poslednju jednakost moguce je zapisati kao
[12(A) = (lawe| = 7e(A))]re(A) + [p2(A) = (lage| = r¢(A))]|awe| = 0,
Sto pokrece analizu tri moguca slucaja:
e Ako pretpostavimo da je |ag| = 0, tada je ry/(A) > 0, prema

tome, pp(A) — (Jagk| —r¢(A)) = 0, $to implicira da je pp(A) >
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min (|a;| —ri(A)) = u1(A),

ieEN

e Analogno, kao posledica pretpostavke da je r(A) = 0 imamo
lagk| > 0, stoga, ua(A) — (|age| —r¢(A)) =0, a time i up(A) >
Hi(A),

e Za kraj, ako su oba faktora pozitivna, tatnije |ag| > 0ir,(A) >
0, tada su ili oba &lana pp(A) — (|agk| — ¢ (A)) i p2(A) — (Jage| —
r¢(A)) jednaka nuli, ili su suprotnog znaka. U svakom slu&aju,
opet imamo da je pi2(A) > p1(A).

b) Po definiciji, pt1(A) < |amm| — rm(A) za svako m € N, §to znaci

|Eli1‘| — T’ZS(A), VieS$
m(A) <

| —r7(A), Vj€S

Drugim rec¢ima,

11(A) < min { min <|ai,'| - rf(A)) r]rggn <|a]']~| - rf(A)) }

te ostaje da se proveri daje py1(A) < (p;.gl].(A) zasvako (i,j) € T.S tim
u vezi, pretpostavi¢emo suprotno, da postoji par indeksa (k,¢) € T
za koji je p1(A) > golflé(A), to jest da za svako m € N vazi

(lael = 7(4)) (lagel — 75 (4)) = r(A)r5(4)
max{|ag| — 5 (A) +75(A), lag| —r§(A) +r(A)}

|@mm| — rm(A) >

Primetimo da je max{|ag| — 3 (A) + 13 (A), |ag| — r?(A) + rE(A)}
pozitivnog znaka bududi da je (k,£) € T. Nastavak dokaza ras¢la-
ni¢emo na dva slucaja, pri ¢emu se drugi pokazuje analogno. S tim

u vezi, pretpostavimo da je |ag| — 1 (A) + 3 (A) > |ag| — r?(A) +
r (A). Sta viSe, biraju¢i m = ¢ (odnosno m = k kasnije), imamo da

(Iage] = re(A)) (law] = ri(4) +75(A)) >

(law = r(4)) (lal = 75 (4)) = ri(A)r5(A).
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Sredujudi izraze na obe strane nejednakosti, dobijamo
8 (A) (lagel = ro(A) = (lagl = i(4))) > 0.
1. Trivijalno, ako je 7 (A) = 0, kontradikcija je o¢igledna,

2. U suprotnom, ako pretpostavimo da je rS(A) > 0, tada uslov
postaje |ag| —r¢(A) > |aw| —r(A), $to je ekvivalentno sa

au| = 7(4) = 13(4) > lae| — 75(4) — 1§(4), a to nije mo-
guce.
Time je dokaz zavrsSen. A

Prema tome, prethodna lema u kombinaciji sa (5.11) povlaci zakljucak
da za svaku matricu A vaZe inkluzije K¢(A) C Te(A)iCS(A) CTe(A).

Odnos lokalizacionih oblasti za pseudospektar dajemo na primeru
aproksimacije matrice Jakobijana na okolini tacke ekvilibrijuma (com-
munity matrica Ajg).

Primer prikazan Slikom 5.2 i izborom skupa S = {1,2,3,4,5} koji je
takav da isfiltrira ostatak dominantnih delova matrice ¢ini da je oblast C2
vidljivo bolja lokalizacija pseudospektra, dok se uklju¢enjem indeksa {6}
na Slici 5.3 ta situacija pogorsava, u smislu da pomenuti skup postane
jednako dobar kao i ostale lokalizacije.

Kao drugi ilustrativni numericki primer, posmatramo matricu

6 1 04 19
-3 19 1 -3
-3 04 7 -3
05 -1 1 8

Ay =

Treba napomenuti da ocene (5.14) i (5.16) za fiksiranu matricu A i ma
koji podskup S od N u opstem slucaju nisu uporedive, pa stoga i sku-
povi (5.15) i (5.17) stoje u generalnom odnosu. Ova ¢injenica se jasno
vidi na primeru matrice Ay pri razli¢itim izborima skupa S (Slike 5.4,
5.5, 5.6). Osim toga, interesantno je da je skup C na momente postaje
unija disjunktnih oblasti. Za kraj, napominjemo da nazivi spomenu-
tih lokalizacionih skupova poti¢u od spektralnih lokalizacija pri izboru
¢ = 0, kada pseudospektar redukuje na spektar.
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40

30

20

-20 [

-30 [

40+

60 [

40 -

20

-20

-40 b

-60 [

L
-50

L L L L L L L L L
-40 -30 -20 -10 0 10 20 30 40

(@) /|| Atgleo = 1072

-60

-40 -20 0 20 40

(b) &/]| Agllos =107,

Slika 5.2: Lokalizacioni skupovi Te(A1g), KCe(Ag) i C2(A1g) za A§°°)(A16) is =

{1,2,3,4,5}.

107



Glava 5. Pseudospektar

40

30

20

-20 [

-30 [

40+

L L L L L L L L L L
-50 -40 -30 -20 -10 0 10 20 30 40

(@) /|| Atgleo = 1072

60 [

40 Cs

20

-20

-40 b

-60 &

% w0 20 o 0 4
(b) ¢/ Asglle = 10"
Slika 5.3: Lokalizacioni skupovi Te(A1g), KCe(Ag) i C2(Agg) za A£°°)(A16) is =

{1,2,3,4,5,6}.
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10 —AE”)(A) .
8 —T.(A) |-
o —K(4) ||

C(4)
4r x  A(A) 1
2t ® :
of ® ® 1
2 ® .

4l i
e 4
8l 4

0k i
é) é 1|o 1J5 2lo 2;3 36

(@) /|| Azolleo = 1072

(b) /|| Azo|cc = 1077

Slika 5.4: Lokalizacioni skupovi Te(Az), Ke(Az) i C3(Az0) za e-pseudospektar ma-
trice Ay i S = {1,2}.
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2+ ]
or ]
2k 4
-4 4
6 i
-8 -
-10 -
0 5 10 15 20 25 30
(@) &/ Azolleo = 1072
N )
15 A (4)
—TI.(4)
K-(4)
0 cs(4)
x  A(A)
5L
ol
5
-10
A5
5 0 5 10 15 20 25 30 35

(b) &/l Azl = 107

Slika 5.5: Lokalizacioni skupovi Te(Az), Ke(Az) i C(Azo) za e-pseudospektar ma-
trice Ay i S = {1,4}.
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3
2.

8
E

® o A~ M O N ~ O ©
®
® ®
X
o
=

'

o

o
T
!

(@) /|| Azolleo = 1072

15 Agao)(A)
—TI.(4)
K.(4)
x  A(A)
V
5k
0 |-
5+
A
10
15
0 5 10 15 2‘0 25 30 35

(b) /|| Azo|cc = 1077

Slika 5.6: Lokalizacioni skupovi Te(Az), Ke(Az) i C(Az0) za e-pseudospektar ma-
trice Ay i S = {1}.
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Slucaj norme /4

Rezultati za normu jedan bazirani su na primeni relacije ||A|; =
| AT/, na osnovu koje je moguce iskoristiti prethodne rezultate.

Slucaj norme /;

Iako je pseudospektar definisan za proizvoljnu matri¢nu normu, prak-
ticne primene su dominantan akcenat stavile na upotrebu Euklidske
norme, te stoga ne ¢udi Sto je vec¢ina radova i razvijenih algoritama
upravo bazirana na toj pretpostavci. Sa aspekta lokalizacija, postoje dva
fundamentalna pravca u kojima je njihov razvoj moguce pratiti. Teoreme
koje slede poznati su rezultati iz [70].

Direktna posledica relacija (4.12) i prethodnih ocena osnova je slede-
¢eg pomocnog tvrdenja.

LEMA 17 Neka je A € C"" proizvoljna matrica i ¢ € {1,2,3}. Tada vazi

|47 2" = /() e (AT) 2 minfue(A), (AN} (5.18)

7/ N~

Zbog toga je prvi pravac utemeljen na ideji primene ove dve sinteticke
ocene u aparatu lokalizacionog principa. Birajué¢i ¢/ = 1, sukcesivhom

zamenom ygz) (A) i ﬁgz) (A), Lema 12 generise oblasti

rP(a) = |J {z€C:0< (2= asl - ri(4) (|2 — al - r;(AT)) < &},
i,jEN

(2
@y =1 {z €C: |z — ai| < max{ri(A),r(AT)} +s}.
ieN
Ocekivano, odnos ocena diktira i sam odnos skupova, o kojem govori
naredno tvrdenje. Oznaku norme izostavljamo, ali podrazumevamo da
je re¢ o Euklidskom pseudospektru.

TEOREMA 44 (EUKLIDSKI é—PSEUDO GERSGORINOVI SKUPOVI) Za svako
e > 0 i proizvoljnu matricu A € C™" vaZi

Ae(A) cTP(A) c TP (A).
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5.1. Lokalizacije pseudospektra

Vazno je naglasiti da iako skup ng)(A) bolje lokalizuje pseudospektar

(2)

on je i ra¢unski kompleksniji u poredenju sa I:”(A). Prednost drugog
skupa postaje ocigledna ako primetimo da je

T (A) = T.(A) UT:(AT).

Pratedi sli¢nu logiku, odnosno slucajeve ¢ € {2,3}, moguce je definisati
i sledece lokalizacije Euklidskog pseudospektra:

Be(A)UBA(AT) i CS(A)uCS(AT),

koji nose nazive Euklidski e-pseudo Brauerov i Euklidski e-pseudo CKV skup,
respektivno.

Drugi pravac lokalizacija zasniva se na direktnoj oceni najmanje sin-
gularne vrednosti, buduéi da vazi (5.2). Jedna u nizu takvih ocena iz
[65, 66], koja je upotrebljena u [70], kaZe da je za proizvoljnu matricu A
ispunjeno

Omin(A) = C1(A) := min{|a;| — g:(A)},

pri ¢emu je, za svako i € N,

r; r; T
ai(4) = AL HAT)

Kako je

Zi(A) = %min{|ﬁii| —1i(A) + |ai;| — ri(AT)} > #(4)

iEN

+ 11 (AT)
2 v

iz odnosa aritmeticke i geometrijske sredine sledi da je &1 (A) > ygz) (A).
To znaci da

r(A) == |J{z € C: |z —ay] < gi(A) +¢}
iEN

predstavlja optimalan skup u pogledu da uz svako ¢ > 0 i proizvoljnu
matricu A, Euklidski pseudospektar zadovoljava

Ac(A) T (4) cTP(A) C TP (A).

Osim toga, racunski posao koji iziskuje crtanje I’Ee)(A) uporediv je sa
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(2)

poslom oko vizualizacije Ty’ (A). U sluaju skoro simetri¢nih matrica
velikih dimenzija, skup Fge) (A) predstavlja znacajno poboljsanje skupa
formulisanog Teoremom 12¢ iz [38], koji je izuzetno osetljiv na porast

dimenzije posmatranog sistema.

60

40

20 -

-20 [

40 F

Slika 5.7: Odnos lokalizacionih skupova rl® (A16), r? (Ag) i @ (A16) za Euklidski
e-pseudospektar matrice Aqg.

5.2 Blok uopstenje lokalizacija pseudospektra
u £, normi

Buduc¢i da je pseudospektar afirmisan kao relativno nov alat matri¢ne
analize, status atraktivne teme kako sa teorijskog, tako i sa prakti¢cnog
stanovista usledio je prirodno. Medutim, s obzirom da pseudospek-
tralna analiza matrica velikih formata predstavlja racunski zahtevan za-
datak, obim nau¢nih rezultata je, konsekventno, jos uvek relativno mali.
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5.2. Blok uopstenje lokalizacija pseudospektra u £, normi

Ovu podsekciju posvecujemo rezultatima koji koriste informacije o blok
strukturi matrice, a u narednoj podsekciji analiziramo uticaj vandijago-
nalnih blokova na pseudospektar matrice, sa ciljem redukcije troskova
izratunavanja, uz postizanje adekvatnih aproksimacija. Rezultati u na-
stavku su deo originalnog naucnog doprinosa ove disertacije, publiko-
vani u [73].

Imajuéi u vidu da definicija (5.1) pseudospektra predstavlja teorijski
okvir za konstrukciju njegovih lokalizacionih skupova, najpre formuli-
Semo opsti rezultat u slucaju £, norme, a potom analiziramo specijalne
slucajeve, akcentujudi primenljivost rezultata i troSkove izra¢unavanja.

TEOREMA 45 Neka je A € C'"" proizvoljna matrica, 7t proizvoljna parti-
cija indeksnog skupa i p > 1. Tada,

AP (a) c mP)(a),

ME(A) = {z € C: |((zE -~ AF) ;! < ef U{ze €l (2) 2 0},

pri Cemu je vﬁtp)(z) najdesnji karakteristicni (Peronov) koren esencijalno

nenegatione matrice —(zE — A)Y).

Doxkaz: Pretpostavimo da, za uo¢enu proizvoljnu matricu A € C"",
vazi z € Agp)(A). Pre svega, ako zE — A pripada klasi Bgf)H-
matrica, tj. ako je (zE — A)gf) M-matrica, na osnovu Teoreme 15,
zakljutujemo da je || ((zE — A)gf))’lﬂrjl < ||(zE — A)*lﬂrjl <e

U suprotnom, ako zE — A ne pripada Kklasi BSTP )H, na osnovu

Teoreme 23 prilagodene blok varijanti, z pripada blok minimalnom
(p)

Gersgorinovom skupu za A, $to je ekvivalentno sa v’ (z) > 0.

Prema tome, ako je A € C™" retka (sparse) matrica velikog formata,
tada se podelom na ¢ blokova (ne nuzno) jednakih dimenzija moze po-
sti¢i numericki jeftinija aproksimacija Mgf g(A) za A (A). Zaista, kako
bi se utvrdilo da li uocena tacka z € C pripada ovoj aproksimaciji, neop-
hodno je izracunati £ normi inverza matrica reda 7, zatim normu inverza
matrice reda ¢ i na kraju najdesnji karakteristi¢ni koren matrice formata
¢ x {. Poredenja radi, isti taj zadatak provere pripadnosti uocene tacke z
pseudospektru iziskuje izracunavanje “tacne” norme inverza reda n.
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Glava 5. Pseudospektar

U nastavku navodimo neke od svojstava ovog novog lokalizacionog
skupa za e-pseudospektar.

Prorozicija 1 Neka je A € C™" proizvoljna matrica, 7t proizvoljna par-
ticija njenog indeksnog skupa i p > 1. Tada vaZi sledece:

i) Skup Mgf 2 (A) ispunjava svojstvo monotonosti u smislu implikacije

€2

0<er<er = MPL(A) S MPL(A).
ii) Ako je A blok trougaona matrica spram particije 7, tada je

MEL(4) = {zeC: [[((zE - AP) ;" <.

ii1) Za svaku matricu A i particiju T,

U AP @) € AP(4) € mPla),
jeL

pri ¢emu se jednakost postiZe kada je A blok dijagonalna matrica
spram particije Tt.

U specijalnom slucaju ¢ = 0, dobijamo skup

MY (A) = M)

no(A) = {z eC: vSf)(z) > O},
koji moze da se posmatra kao blok minimalni Gersgorinov skup za lokali-
zaciju spektra matrice A. Ako dodatno pretpostavimo particiju na sin-

gltone, u oznaci 7°, tada vi’g) (z) = v(z) predstavlja najdesnji karakteri-
sti¢ni koren esencijalno nenegativne matrice —M (zE — A), te primenom

Teoreme 23, dobijamo minimalni Gersgorinov skup matrice A, FD(A), koji

je ovde oznacen sa M(po) (A). Takode je interesantno primetiti da je u [70]
7T

postavljeno otvoreno pitanje u vezi sa nac¢inom formulisanja minimal-

nog Gersgorinovog skupa za lokalizaciju e-pseudospektra. Skup P (A)

0e
upravo daje odgovor na to pitanje. Analogno, oblast M% g(A) preuzima

ulogu blok minimalnog Gersgorinovog skupa za lokalizaciju AE” ) (A), koji je
pogodniji za upotrebu na matricama velikih formata.
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5.3. Od pseudospektara dijagonalnih blokova do pseudospektra pune
matrice

5.3 Od pseudospektara dijagonalnih blokova do
pseudospektra pune matrice

U svetlu Propozicije 1, tacka iii) implicira da lokalizacija Jvtﬁf 2 (A) iz-

racunava (u smislu blok minimalnog Gersgorinovog skupa) “optimalne”
vandijagonalne korekcije koje bi trebalo uzeti u obzir prilikom lokaliza-
cije pseudospektra (velike retke) matrice na osnovu pseudospektara nje-
nih dijagonalnih blokova. Problem ovog tipa je inicijalno postavljen u
[51], pod pretpostavkom da je matrica blok formata 2 x 2, a formulisan
je u slede¢em obliku: za dato & > 0 i particiju matrice oblika

Al A ]
A= ’ “, 5.19
{ Az Azp (5-19)
izratunati optimalno f(¢) za koje je Agz)(A) - Aj(fz()g)(Alll) U A}z()g)(Azlz).

Najpre ¢emo navesti i dokazati originalni rezultat za proizvoljnu £, normu
i particiju 77, kao uopstenje analize iz [51].
Za datu matricu A € C"", particiju 7 i tacku z € C, ozna¢imo sa

DY (2) == diag(||(zE — A1) V15 I ZE = Az) M5 oo I (ZE — Age) 5T

dijagonalu matrice (zE — A)Sf) i defini§imo F7(Tp) = Dgf)(O) - (A>np),
koja je po konstrukciji nenegativna.

TEOREMA 46 Neka je A € C'"" proizvoljna matrica, 7t proizvoljna parti-
cija njenog indeksnog skupa i p > 1. Tada postoji funkcija fff ) R+ 5 R*
takva da je, za svako € > 0, fff ) (€) definisano kao najmanje f > 0 za koje
vaZe sledeci uslovi

I(fE—EP) 25t =
(5.20)

p(EY) < f < |EP |, +e.
Stavise, za svako € > 0 vaZe sledece inkluzije:

AP (A) c MPlA) c sP)(A) = A(72>(8)(AJ'J)'
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Doxkaz: Za pocetak, ako je ¢ = 0, tada je f7(rp)(0) = p(F}Tp)), sto
zadovoljava uslove date sa (5.20). Prema tome, neka je ¢ > 0. Pre
svega, definiS§imo preslikavanje

¥(f) = |(FE - EP) 11 —e

koje je neprekidna funkcija po f. Birajuéi a := p(Fy FY )) > 0, na
osnovu ¢injenice Fy; ) > O, zaklju¢ujemo da je p(F T([ ))E E} ¥ s
gularna M-matrica, na osnovu ¢ega je ¥(a) = —e < 0. Sa druge

(p)

strane, uzimajudi b := ||F7(Tp) |p +& >0, imamo da je bE — F;’ regu-
larna M-matrica, za koju je

°© k
|6E = E) My =71 Y (67 E)

k=0

<b12( TEP],) = b= IEP ) = e,

odakle je ¥(b) > 0. Na osnovu svega navedenog, zaklju¢ujemo da
¥ (f) ima barem jednu nulu na intervalu (a,b), $to implicira da je

preslikavanje fff)(e) dobro definisano.

Pokazimo sada da inkluzija Mgfg(A) C ngf g(A) vazi za svako
¢ > 0. U tom smislu, uo¢imo proizvoljnu tatku z € MSf g(A) i pret-
postavimo suprotno, da z ¢ ng g(A) Tada za svako j € L vazi
I(zE = A;) Mt > £ (e), odnosno DY (z) > fn (¢)E, dok su
vandijagonalni elementi matrica (zE — A) i fn (e)E (p ) jed-
naki. Budu¢i da uslovi (5.20) garantuju da je f7T (e)E — F7(T ) regu-

larna M-matrica, to implicira da je i (zE — A);p ) takode regularna
M-matrica. Ova relacija u kontekstu Leme 5 o monotonosti ma-
tricne £, norme znaci

I(zE = AN > (A (B - FP) 1|, =
Prema tome, z ¢ M( 2( A), 8to je otigledna kontradikcija. Dakle,

MPLA) C 5(” (A). A
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matrice

Kao direktna posledica prethodne teoreme, za svako € > fftp)(s)
imamo da je
AP(A) €M (A) € U Ad4y),
jeL
te izborom matri¢ne ¢, norme, prilikom kojeg se izracunavanje najbolje
vrednosti fép)(s) svodi na reSavanje netrivijalnog optimizacionog pro-

blema, moZemo birati ba§ € = ||F7(Tp ) |p + €, kao kompromis na ratun
dobijanja potencijalno grubih, ali lako srac¢unljivih aproksimacija.

Slucaj norme /o

Izbor norme beskonac¢no nosi benefit koji se o¢ituje kroz ¢injenicu da
je vrednost ||A71|| 5! u slu¢aju proizvoljne M-matrice A ekvivalentna re-
cipro¢noj vrednost najve¢e komponente po modulu reSenja x* linearnog
sistema Ax = e. S tim u vezi, za kvadratnu matricu A reda n, trosak iz-
ratunavanja ||A~1[|;! je reda velitine 2n° operacija. Zbog toga, uz pret-
postavku o particiji na ¢ x ¢ blokova jednake veli¢ine, i crtanjem na mreZzi

(o)

od m ¢vornih tacaka, vizualizacija skupa A; ' (A) bi zahtevala izvrSenje
%mn3 operacija, dok bi izraZunavanje lokalizacionog skupa Mﬁf‘;) (A) sta-
jalo reda veli¢ine ZT’” (’;—; + €3>. Sli¢na analiza otkriva da je kalkulacija
skupa S;i)(A) ekonomic¢nija u poredenju sa crtanjem samog pseudo-
spektra.

Slucaj norme /4

Na osnovu poznate relacije ||Alj; = ||AT]|e, stavove koji ukljuéuju
izbor norme jedan moguce je izvesti direkthom primenom prethodnih
rezultata na transponovanu matricu.

Slucaj norme /5

Analiza ra¢unskih benefita pri izra¢unavanjima u slucaju Euklidske
norme prati sli¢ne okvire kao i varijanta norme beskona¢no, i pri tome
stizemo do podatka da crtanje skupova MSEL(A) i 553, Z(A) iziskuje tro-

Sak reda % puta manji nego crtanje AEZ). Uspesnost kojom pomenuti
skupovi lokalizuju pseudospektar matrice ilustrovana je slikom 5.8 na
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primeru matrice
G* -10G G?
-G> —-G* E

pri ¢emu je G Grcar matrica reda n = 100. Podela na blokove je uzeta
particijom 7t = {0,100,200,300}.

G G* G?
Ay = ,

80

60 —

-40

-60

80
-80

Slika 5.8: Odnos lokalizacionih skupova Mgl(An) i 5512,2:(1421) za e-pseudospektar

matrice Ay ie =0.1.

U nastavku ¢emo izvesti eksplicitnu formulu za f(e) primenom Teo-
reme 46 za matrice oblika (5.19) i pokazati da takvi f(e) daju uporedivo
bolji rezultat od Teoreme 3.2 iz [51], koji glasi

AP(A) € AT (A1) UAL) (Arp) =: 85 (4), (5.21)
gde je
T(e) := \/(8 + [[Ar2ll2 + [ A24]2) (e + [[ A2, []2)- (5.22)

Nas rezultat formulisan je slede¢im tvrdenjem.
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5.3. Od pseudospektara dijagonalnih blokova do pseudospektra pune
matrice

TEOREMA 47 Neka je na proizvoljnoj matrici A € C'"" izvrSena particija
oblika (5.19). Tada je, za svako € > 0,

AP (4) C AR (A1) UAR) (Ar0) = 8% (4),  (629)

pri Cemu je

fle) := \/(€+ 1 A12]|2) (€ +[[ A2 l2)- (5:24)

Doxaz: Na osnovu Teoreme 46, da bismo sratunali f(e), neop-
hodno je da resimo (5.20), tj. da odredimo f > \/[[A12]]2[|A21]l2

takvo da je
_ f —[[A12]l2 D _
Omin (|: _HA2,1”2 f E.

Nastavljamo sra¢unavajuci karakteristi¢ne korene za (fE — F7(Tz) YA (fE —

F7(72)) i postavljaju¢i manji od njih na 2. Time, dolazimo do jedna-
¢ine

=22+ |Arall2ll A ll2) + (e* + [ Ar2 5] A2 ll5 — (| Avll5 + | A2413)) =0,

koju reSavamo po f. Napokon, jedino reSenje koje ispunjava neop-
hodne uslove glasi f = /(e + [[A12]]2) (e + [|A2,1]]2), ¢Cime je tvrde-
nje dokazano. AN

Oc¢igledno, za proizvoljnu matricu A i svako ¢ > 0, imamo da je
f(e) < 7(e), dok se u specijalnom slucaju 2 x 2 blok trougaone matrice
ove dve vrednosti podudaraju. Razliku izmedu njih ilustujemo na pri-
meru matrice

F 10~ %ee’

An = 10 leeT F !

(5.25)
gde je F Frankel matrica reda n = 100. Birajudi particiju 7t = {0,100,200},
Slika 5.9 poredi lokalizacije (5.21) i (5.23) za ¢ = 0.1. Pri tome, optimalne
vrednosti parametara su f(0.1) = 1.054 i 7(0.1) = 10.105.

Drugi ilustrativni primer odnosa analiziranih lokalizacionih oblasti
za matri¢ni e—pseudospektar u Euklidskoj normi i pri pretpostavljenoj
blokovskoj podeli na dva bloka baziran je na primeru matrice Jakobijana
(community matrica) Aj¢. Uz izbor ¢ = 0.1, optimalne vrednosti sracu-
natih parametara su f(0.1) = 1.8432 i 7(0.1) = 27.7655. Pri tome, u po-
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gledu izbora particije indeksnog skupa, uzeli smo onu koja prirodno po-
tice od strukture samog interagujuceg sistema, a glasi 7 = {0,5,8}. Kao

S$to se moZe videti sa Slike 5.10(a), skup 8}2(1) (A1) ubedljivo je bolja loka-

lizacija u poredenju sa skupom 852(1) (A16). Sa druge strane, Slika 5.10(b)
govori u prilog ¢injenici da je skup st

f(e)
macija Euklidskog blok minimalnog GerSgorinovog skupa za Agz) (Azs).

(A1¢) relativno dobra aproksi-

600 - Af)(A)
—8;(4)
— 82 (4)
— MEL(A) |1
- A4

400 -

200 -

-200 -

-400

I I ! I L L I
0 200 400 600 800 1000 1200

Slika 5.9: Odnos lokalizacionih skupova Siz()s)(Azz) (plava) i Sj(fz()g )(Azz) (crvena) i
Mﬁﬁl(Azz) (ljubicasta oblast) za A£2) (Apz) (osencena oblast), pri izboru € = 0.1 i particiji
7 = {0,100,200}. Skupovi s](?(l_) (Az) i ML (An) se poklapaju.
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5.3. Od pseudospektara dijagonalnih blokova do pseudospektra pune

matrice
40+ A§2)(A) .
2)
S
30t —_— 87(5) (A) |
— MZL(4)

20t « A(A) .
10 1

0 @ :
10 - 1
20 - -
-30 m

40 30 20 10 0 10 20 30 40
(a)

ab i

2t i

ol

2+ <
_4 L 1 L 1 1 Il

8 6 -4 2 0 2
(b)

Slika 5.10: Odnos lokalizacionih skupova ng()s ) (A1), SJ([Z()E) (Ag) i MS—?’)S(Alé) za

A£2)(A16) (osentena oblast), pri izboru ¢ = 0.1 i particiji 7 = {0,5,8} (a) i uvecani
prikaz (b).
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Glava 5. Pseudospektar

5.4 Frakcioni pseudospektar i njegove lokaliza-
cije

Usled potrebe da se pojam e-pseudospektra prilagodi frakcionom
ambijentu, po ugledu na zapise (5.1), (5.3) i (5.5), u nastavku uvodimo
pojam e-pseudospektra a-reda matrice A, koji predstavlja osnovu rezultata
koji slede.

DErFINICIJA 27 Neka je A € C™*" proizvoljna matrica, ¢ > 0, & € (0,1]"
vektor frakcionih redova i p > 1. Tada je e-pseudospektar w-reda matrice

(p)

A u matri¢noj p-normi, u oznaci N, ¢ (A), moguée definisati na sledece
nacine:

1. kao skup kompleksnih brojeva za koje je reciprocna vrednost p-norme
rezolvente w-reda ogranicena sa e,

AR(A) = {z€C: (4@ <) (6529
2. kao skup kompleksnih brojeva koji predstavlja uniju spektara a-reda

perturbovanih matrica A + B, pri cemu je perturbacija kontrolisana
parametrom € u smislu da vaZi relacija ||Bl|, <,

AP)(A):={z€C:3BeC"i|B||, <e, takvodaz € Ay(A+B)}, (527)

to jest,

IBllp<e

3. kao skup e-pseudo-karakteristicnih korena w-reda, pri cemu su v od-
govarajuci e-pseudo-karakteristicni vektori a-reda,

AP(A):={zeC:3vel, ||v|l, =1 takav da ||(A(2))V], < e}. (5.28)

Tvrdenjem u nastavku pokazujemo da su prethodne definicije ekvi-
valentne. Pri tome, podsecamo se konvencije da je ||A’1||r71 =0 za
svaku singularnu matricu A.
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5.4. Frakcioni pseudospektar i njegove lokalizacije

TEOREMA 48 Neka je A € C™" proizvoljna matrica, « € (0,1]" vektor
frakcionih redova i e > 0. Tada su tacke iz prethodne definicije ekvivalentne.

Doxkaz: Pokazujemo da vaZi lanac sledeéih implikacija.

[(5.26) = (5.27)] Uotimo proizvoljnu tatku z € C za koju je
[(Aa(z)) I, ! < & 8to implicira postojanje vektora u,v € C" ta-
kvih daje ||ul|, = |[v||, = 11iveli¢ine s < ¢ za koje je (Ax(z))V = su.
Dovoljno je da pokaZemo da postoji matrica B € C™" takva da je
|B||p =si(Ax(z) +B)v=0.

S tim u vezi, izaberimo

1
B=———suwl,
Iwllp
gde je vektor w € C" takav da wilv = ||w/||p, a ||x|p := Hrrﬁaxl\xHy|
Yilp=
dualna norma za || - ||,. Za tako izabrano B vazi
BIl. — H| _ H
IBllp HWHDSHuw I ”W”DSH?\T?;(JW X|
1

=s——|w|p=s<e
lwllp

Sta vise, vazii (A4(z) + B)v = 0.
[(5.27) = (5.28)] Pretpostavimo da je z € A,(A + B), $to znadi
daje
(Di'(z) —A—B)v=0
za neku matricu B € C™" takvu da je ||B|, < €1 vektor v # 0 koji
moZemo birati da je normiran, odnosno ||v||, = 1. Tada,

[Aa(2)v]lp = [[(Dg'(2) = A)vl]p
= |Bvlly < [IBl[yllvll, <e

[(5.28) = (5.26)] Neka je Ay(z)v = su, za neke vektore u,v €

C" takve daje |lul|, = ||v||, = 1is < e. Prema tome, (Ax(z)) 'u =

s~1v, odakle sledi

1(Ax(2) 7 lp = (Aa(2))Mallp = lls vl =571 > 7,

odnosno ||(Ax(z)) ™! ||;1 < ¢, time je dokaz zavrsen. A
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Bas kao sto je to bio slucaj u radu sa klasi¢cnim pseudospektrom,
i frakcioni e-pseudospektar se moZe iskoristiti sa ciljem uspostavljanja
spektralnih osobina frakcionog tipa koje su robusne usled matri¢nih per-
turbacija u nekoj p-normi i uz parametar kontrole ¢ > 0. Jedno takvo
svojstvo je svakako rezultat o stabilnosti iz Teoreme 17.

Naime, znajuci da je SLFDJ (2.11) stabilan pod uslovom A,(A) C Q,,
postavlja se pitanje za koje B € C™"" ova inkluzija ostaje o¢uvana za
matricu A + B? Drugim rec¢ima, da li je moguce dati adekvatnu procenu
mere robusnosti stabilnosti matrice A izra¢unavajuci najvece ¢ > 0 za

(p)

koje je Ay¢ (A) C Q,, 8to je u klasitnom smislu poznato pod nazivom
rastojanje do nestabilnosti, vidi [58].

Medutim, podsecajuci se da izrac¢unavanje takve veli¢ine ¢ > 0 u naj-
jednostavnijem slucaju #; = ap = ... = &, = 1 podrazumeva reSavanje
nekonveksnog optimizacionog problema primenom numerickih algori-
tama [10, 44, 53, 57, 111], formulacija preciznih (ali i ra¢unski isplativih)
lokalizacija za frakcioni pseudospektar moze posluZiti za izvodenje do-
njih granica radijusa stabilnosti, koje ¢e biti dovoljno dobre procene ili
dobre startne vrednosti u numerickim algoritmima.

LEMA 18 (FRAKCIONT PRINCIP LOKALIZACTE) Ako je u(P) : C"" — R funk-
cionela takva da za svaku matricu A vaZi

uP(a) < a7t (5.29)
tada je
A (4) C @Z,(gp) (A):={z e C: ulP)(Au(2)) <e}, (5.30)
za svaki vektor & € (0,1]" frakcionih redova i svako ¢ > 0.

Doxaz: Uoc¢imo proizvoljnu tacku z € A&p ) (A), $to znaci da

1(Au(z) ;" <&

Ali tada je, na osnovu (5.29), u(P)(Ay(z)) < [[(Ax(2)) 7Y, < €

(p) . .
odnosno, z € @} . (A), §to je i trebalo pokazati. A

Kao i ranije, jasno je da razli¢iti izbori donjih granica u(P) daju razli-
¢ite lokalizacione oblasti za frakcioni e-pseudospektar a-reda proizvoljne
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5.4. Frakcioni pseudospektar i njegove lokalizacije

matrice A. Takode, u slucaju kada su ocene recipro¢ne vrednosti p-
norme inverza uporedive, vaZi svojstvo monotonosti

(p) (p)
WPa) <u(a) = ol (A)C el (A).

U nastavku slucajeve razlic¢itih izbora normi tretiramo ponaosob, ko-
riste¢i pojednostavljenu notaciju Ay ¢(A) bez moguénosti zabune.

Slucaj norme /o,

Na osnovu Leme 13, prvi rezultat glasi.

TEOREMA 49 (¢-FRAKCIONT e-PSEUDO GERSGORINOV SKUP) Za svako & >
0, proizvoljno « € (0,1]" i proizvoljnu matricu A € C"" vaZi

Aue(A) CTue(A),
pri Cemu je
Tue(A) = |J{z €C : |a;— 2| < ri(A) +¢}. (5.31)
ieN
Doxkaz: Ako pretpostavimo da je

#1(Aa(2)) = min (|27 — ay| —1i(A)) <,

to znadi da postoji indeks k € N za koji je [z — ag| — rp(A) < ¢,
odnosno

OLL(A) = {z € C : m(Au(z)) <¢)

— U{z eC 2™ —ay) < ri(A) +¢}, (532)
ieN
Sto kompletira dokaz. A
Ocigledno, biraju¢i w1 = ap = ... = ay = 1ie = 0, skup Ape(A)

zapravo postaje A(A), dok se T'p¢(A) svodi na Gersgorinov skup I'(A),
Sto opravdava naziv iz prethodne Teoreme.

Koristeé¢i ocenu iz Leme 14, kao i odnos ocena y1 i yy iz tacke i) Leme
16, stizemo do naredne lokalizacije.
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TEOREMA 50 (#-FRAKCIONT €-PSEUDO BRAUEROV SKUP) Za svako € > 0,
proizvoljno & € (0,1]" i proizvoljnu matricu A € C™" vaZi

Ae(A) C Kae(A) CTae(A),
pri Cemu je
Kae(A) :=J{z € C : |[2™ —a;|(|2"% —a;| —¢) < (ri(A) +€)rj(A)}. (5.33)
i#j
Doxkaz: Dovoljno je pokazati da je Kne(A) = OL%(A). Zaista,

|2 — aiif 2™ — 5| —ri(A)ri(A)
A = ] =
H2(Ax(2)) I{;i]n |2 — a;;| +1;(A) =
‘Zm“i—aii|+7’]‘(A);éO

ako i samo ako postoje dva razli¢ita indeksa i,j € N takva da je
|2 — aji| +1i(A) # 01

2" — ay;||2"Y — aji| —ri(A)ri(A) < elz2™ — ay;| + erj(A).

S obzirom da poslednja nejednakost postaje jednakost samo ako je
|ag, — 2"%| =1;(A) =0, sledi da je

Oh%(A) = U{z € C : 2" —a;| (|2 —aj] —¢) < (ri(A)+¢)rj(A)}.
i#]

Sa druge strane, bududi da je u(A) > p1(A) zaklju¢ujemo
Aue(A) C Kue(A) CTae(A).

A

Kao i ranije, birajuéi oy = ap = ... = a, = lie =0, Aye(A) postaje
A(A), a skup Kye(A) je Brauerov skup K(A).

Treéi lokalizacioni skup za frakcioni pseudospektar u normi besko-
nacno izvodimo koristeéi rezultat Leme 15 kao i tacke ii) iz Leme 16.
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TEOREMA 51 (&-FRAKCIONT e-PSEUDO C° skuP) Za svako ¢ > 0, proi-
zvoljno o € (0,1]", proizvoljnu matricu A € C™" i ma koji podskup S
indeksnog skupa N vaZi

Ane(A) CC3(A) =T (A)UTS (A)UV5 (A)UVS(A), (5.34)

pri Cemu je

VS

a,c

Toe(A) = U{z € C: 2" —az| <17 (A) +e},

i€S

I5.(A) = J{z € C: 2" —aj| <7(A) +e},
jeS

(A) :=U {Z eC: (|Zm04i _aii| = rZS(A) —8)(|Zm“f —aj]-| —TE(A)) <

) ]
i€S
jeSs

(4) = {z € €: ()2 = a| = () (12" — ay| — rF(4) —e) <

ics

j€S

Doxkaz: Dovoljno je primetiti da za z ¢ T (A) U Fg/s(A) vazi sle-
deca ekvivalencija

u3(Ax(z)) < e akoisamo ako min ,(P;-SIJ'(A“(Z)) <e

(i,j)€SxS

Ostatak dokaza prati istu ideju kao i dokaz u vezi sa a-frakcionim
e-pseudo Brauerovim lokalizacionim skupom. A

Naziv ovog lokalizacionog skupa opravdan je ¢injenicom da prilikom
izbora a; = ay = ... = a, = 11ie = 0 isti postaje skup C°(A).

U nastavku éemo ilustrovati primene razmotrenih lokalizacionih sku-
pova za a-frakcioni e-pseudospektar na jednostavnim primerima. Iako je
matri¢ni spektar invarijantan na transformacije sli¢nosti, poznato je, vidi
[111], da iste mogu drasti¢no da promene pseudospektar, Sto je slucaj i
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sa lokalizacijama spektra. Slike 5.11-5.14, daju uporedni prikaz tri loka-
lizaciona skupa za w-frakcioni e- pseudospektar matrica u nastavku, gde

jes;: :2sm— i=12,..

—4 1 1 1 10°
0o 1 2 —2+1i 1 1 1
A23 = 0 0 1], A24 = —2—-1i 1 1 ,
01 0 O —2+2i 1
—2-2i
S1 1 -1
-5 1 -1 s 1
Az = 0 -5 1 | A= .
-5 -1 Sp—1 1
1 -1 Sn
2 T T T T T
Aoc(A)
150 — T (4) |
’C(),E(A>
; —C3.(4)

Slika 5.11: Lokalizacioni skupovi Ty ¢(Ap3), Kue(A2s) i C,i}gz} (Ap3) za Aye(Anz) pri
izboru & = (%,1,4) ie/| Azl = 0.033.

Analizom Slike 5.11 moguce je utvrditi da je skup Ky (A23) bolja
lokalizacija u poredenju sa T'p¢(A23), dok je C{ }(A23) najbolji. Ovo

nije slu¢ajno, buduéi da C’i/lg’z} (Ap3) uzima u obzir informacije na osnovu
particije, pa je u mogu¢nosti da, na izvestan nacin, "profiltrira” mnogo
veée vandijagonalne elemente u trecoj koloni.

Kada je re¢ o matrici A, na osnovu Slike 5.12 moZemo zakljuciti

da se T'ye(Aps) 1 Kue(A24) poklapaju, dok je C{ }(A24) znacajno bo-
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Slika 5.12: Lokalizacioni skupovi Ky (Aps) i Cii}(AM) za Aye(Apy) priizboru a =
(188 % 8)i¢e/llAzllo = 1075,

lja aproksimacija za ¢ = 1072 frakcioni pseudospektar. Primetimo da,
u posmatranom sludaju, relativni red veli¢ine perturbacije iznosi 1078.
Upravo ovo svojstvo ¢ini C, nezamenljivim alatom u lokalizaciji frak-
cionog pseudospektra matrica velikih formata koje poseduju specificnu
blok strukturu.

Slika 5.13 ilustruje svojstvo monotonosti frakcionog pseudospektra
i njegovih lokalizacionih skupova usled porasta veli¢ine perturbacije e.
Pri tome, posmatrana su dva izbora frakcionih redova. U skladu sa
ocekivanjima, lokalizacione oblasti koje su peciznije su istovremeno i
osetljivije na promene veli¢ine perturbacije. Ali, kao Sto se da primetiti
na osnovu formula (5.31), (5.33) i (5.34), svi skupovi ispoljavaju linearni
rast po ¢, ali sa razli¢itim stopama. Dok skup I'y raste prateci veli¢inu
perturbacije, preostala dva skupa uzimaju u obzir i veli¢inu elemenata

da se, u smislu procene robusne stabilnosti za SLFDJ skup C3, pokazao
kao najkorisniji. Naime, buduéi da za oba izbora a = (%, %, %, %) ia =

(8,81, 1), vazi C{¥* (Aps) € O, za e = 0.036 (Slike 5.13(a) i 5.13(b))
i e = 0.36 (Slike 5.13(c) i 5.13(d)), moZemo zakljuciti, (bez eksplicitnog
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)

150 3+ —— T (A) |4
Ka:(A)
W 2l —Ci.(4)
osf 1t N
oF o
0.5 B N I S B T
s 2l
-5 e
23 2 g B 1 2 s fs 4 s 2 4 o 1 2 s 4 5 s
a) & =(z,7,3,3), € 25|00 = - & =1(35,9,3,3), € 25]|c0 = N
@a=(3353) ¢/lAslle =107 ®) a=(3,§353), ¢/l As]e =107
2 4 ; T : . : . ! | :
Aos(A) —Aac(4)
15l Tac(A) || 4 Tae(A) |4
—Kae(4) Ka(A)
L —Ca.(4) || . —C5.(4)
05 . I A R O W -
o i o- —
05 gk e
s 2l
1.5 -3+
AZ-S -‘2 -‘1 é 1‘ ; 3 -4'5 >I4 -3 -2 1 0 1 2 3‘ ; ; 6
©@a=(3%3%32) ¢/|Asxslleo=10"2 d) o= (8,
2 i 4
Aae(A)
151 Toc(A4) | sk
Kas(A)
L —Ci.(4) .l
05l = IR
A ol
P D ab
Ak 2t
sk 3t
23 2 A o i 2 F L T
@a=(3333) ¢/lAslle=10" O a=(55 3 3) ¢/lAxsle=10"

Slika 5.13: Lokalizacioni skupovi Ty e(A2s), Kaue(A2s) i Ci,le’z} (Azs). Rub oblasti sta-
bilnosti ) je prikazan crnom isprekidanom linijom.
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| —A‘M(A)
1.5 _FL\-E(A) B
K{)‘S(A)

Slika 5.14: Lokalizacioni skupovi Ty ¢(Agg), Kae(A2e) iCi,lg""15} (Agg) za a-frakcioni e-
pseudospektar matrice Ay (n = 100), gdesu ) = ... = a35 = %, K1 = ... = K100 = %
ie/||Aggllo =2.5-10711 .

izratunavanja frakcionog pseudospektra) da SLFD] (2.11) sa matricom
Aps ostaje stabilan pod uslovom da su elementi matrice perturbovani
matricom B ¢ija je norma beskonacno najvise 0.36. Sa druge strane, kako
skupovi I'y ¢ i K¢ ne pripadaju u potpunosti oblasti stabilnosti, oni su u
ovom slucaju neupotrebljivi.

Napokon, posmatrajmo i tipi¢an primer nenormalne matrice date To-
eplitz matricom Aps reda n = 100, ¢ije su lokalizacije kao i sam skup A, ¢
predstavljeni slikom 5.14. Zna se, vidi [111], da se centralni karakteri-
sti¢ni koreni ove matrice menjaju eksponencijalno pri malim perturbaci-
jama. Prema tome, izvedene lokalizacije pseudospektra zapravo kreiraju
granice oblasti u kompleksnoj ravni u okviru koje koreni mogu zavisiti
nelinearno od veli¢ine perturbacije. Na ovom primeru mozemo primetiti
da se sva tri lokalizaciona skupa poklapaju.

Slucaj norme /4

Rezultati u vezi sa slu¢ajem norme 1 izvode se direktnom primenom
prethodnih rezultata primenjenih na matricu AT.
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Slucaj norme /;

Premda je, sa teorijske strane, a-frakcioni e-pseudospektar moguce
posmatrati u kontekstu proizvoljne matri¢ne norme, vecina teorijskih re-
zultata motivisana prakti¢nim primenama je adaptirana slucaju Euklid-
ske norme, izmedu ostalog zbog njenih korisnih svojstava. U skladu
sa vaznoS¢u i upotrebnom vrednoséu doticnog slucaja, u ovoj sekciji
¢emo detaljno analizirati lokalizacione skupove za Euklidski a-frakcioni
e-pseudospektar.

Ideja vodilja na putu formulisanja lokalizacija sustinski odgovara ideji
prezentovanoj u sekciji o lokalizacijama Euklidskog pseudospektra, a ba-
zira se na rezultatu Leme 17 i primene odgovarajucih ocena, (5.12), (5.14)
odnosno (5.16), respektivno. Rezultati su slede¢i.

TEOREMA 52 (EUKLIDSKI &-FRAKCIONI €-PSEUDO GERSGORINOV SKUP) Za
svako € > 0, proizvoljno & € (0,1]" i proizvoljnu matricu A € C"" vaZi

Ane(A) CTE(A) CTR(A), (5.35)
gde je
r(4):= U {zeC: (12" —aul = ri(4)) (12" — ayl — r;(aT)) < &},
i,jEN
i
fﬁfg(A) = J{zeC: |z"i—ay < max{r;(A),r;(AT)} +¢}.
ieN

(2)

Vazno je naglasiti da, iako I'y; (A) bolje lokalizuje pseudospektar, sa
prakti¢ne strane u smislu lakoce izra¢unavanja, prednost pripada skupu
fﬁfg (A), bududi da je isti mogucée definisati kao Ty (A) UT,(AT), oda-

kle je spomenuta prednost ocigledna.

TEOREMA 53 (EUKLIDSKI ®-FRAKCIONI €-PSEUDO BRAUEROV SKUP) Za
svako € > 0, proizvoljno « € (0,1]" i proizvoljnu matricu A € C"" vazi

Age(A) C Kye(A)UKye(AT).
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TeOREMA 54 (EUKLIDSKI #-FRAKCIONI £-PSEUDO C° SKUP) Za svako & >
0, proizvoljno & € (0,1]", proizvoljnu matricu A € C™" i ma koji podskup
S indeksnog skupa N vaZi

Awe(A) C C2(A) UC(AT).

Kao i ranije, osim kombinacija izvedenih donjih ocena recipro¢ne
vrednosti norme beskona¢no i norme jedan inverza proizvoljne matrice,
definisanju Euklidskog a-frakcionog e-pseudospektra moguce je pristu-
piti i direktnom primenom nekih poznatih donjih granica za najmanju
singularnu vrednost matrice.

TEOREMA 55 (EUKLIDSKI &-FRAKCIONT €-PSEUDO GERSGORINOV SKUP) Za
svako € > 0, proizvoljno & € (0,1]" i proizvoljnu matricu A € C"" vaZi

Aue(A) CTEN(A) CTE(A) CTE(4),
pri Cemu je

T (A) = | J{z € C : 2™ —ay| < gi(A) +¢}, (5.36)
ieEN

gde je

ri(A) + Vi(AT).

gi(A) :== >
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5.5 Primena u dinamickoj analizi kompleksnih
sistema

5.5.1 Aproksimacija rastojanja do nestabilnosti

Ako pretpostavimo da spektar matrice sistema linearnih, odnosno
matrice Jakobijana u ekvilibrijumu nelinearnih autonomnih neprekidnih
dinamickih sistema ima sve karakteristi¢ne korene u C~, postavlja se pi-
tanje koliko je ta stabilnost robusna, odnosno da li sistem ima kapacitet
da apsorbuje uticaj kontrolisanih perturbacija i povrati narusenu ravno-
tezu. Uz smenu B = K — A, jednakost (2.7) je moguce zapisati na sledeci
nacin

5P (A): =inf{||B|, : A+B & Ny,}

(5.37)
= sup{||Bll, : A(A+B) CC }.
Ogranicavajudi intenzitet uticaja kontrolisanih perturbacija na dinamicki
sistem u nekoj matri¢noj p-normi (p > 1) parametrom & > 0 i upotre-
bom matri¢nog pseudospektra (5.4), radijus stabilnosti (5.37) moZemo
definisati i kao

5P (A) :=sup{e >0 : AP (A) cC Y. (5.38)

Sama ¢injenica da postupak izra¢unavanja takvog ¢ predstavlja problem
nekonveksne optimizacije opravdava potrebu za efikasnim numerickim
algoritmima, vidi [10, 44, 53, 57, 111], koji u radu sa retkim matricama
velikih formata iziskuju znacajne racunarske kapacitete. Sa druge strane,
upotreba postojecih kao i formulacija novih lokalizacija pseudospektra
¢ije bi odredivanje bilo rac¢unski isplativije, postaje imperativ u smislu
da donje granice rastojanja do nestabilnosti izvedene iz informacija o
poloZaju i geometrijskim svojstvima lokalizacionih skupova za Agp) (A)
mogu biti dosta precizne, ili se mogu koristiti za akceleraciju postupaka
izra¢unavanja spomenutih numerickih algoritama.

Shodno (5.38), o radijusu stabilnosti moZemo misliti i u terminima
najmanje vrednosti ¢ za koju rub pseudospektra dodiruje imaginarnu
osu (Slika 5.15).

Ako sa z* ozna¢imo Zeljenu tacku dodira, za koju istovremeno vaze
uslovi

z¥ =it*, zanekot* € R i |(z"E— A)AH;1 = €%,
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JSm

Z*

Re

Slika 5.15: Rastojanje do nestabilnosti kao najmanje ¢* za koje skup Agf ) (A) dodiruje
imaginarnu osu.

tada optimizacijom po svim realnim vrednostima parametra ¢, dobijamo
daje
(p) = min ||(itE — A) 7|1 = ¢* .39
3P(4) = min | (5E — 4) 1), ! = ¢, (5.39)

Sto je formulacija koju smo u [73] iskoristili za izvodenje novih rezultata
u vezi sa donjim granicama za 6(P) (A).

Dakle, moZemo zakljuditi da ocena rastojanja do nestabilnosti u p-
normi predstavlja optimizacioni problem, za Cije reSavanje je moguce
primeniti rezultate izvedene u [69], a zatim i predstavljene ocene. Pre
toga, definiSimo sa

|[Re(a;)|, =]
(Red(A));j := o
—lagl, i#j

matricu Z oblika. Naredno pomo¢no tvrdenje iz [69] objedinjuje sluca-
jeve norme beskona¢no i jedan.

LEMA 19 Za proizvoljnu matricu A € C"" i p € {1, 00} vaZi da je
(s ~11-1
minl|(1tE — 4) 71,1 = 9,(4),

pri Cemu je . '
e , ako je Re -matrica

I[Red(A)] I, ako je Red(A) M-mat

O (A) ==

0, inace

Prema tome, funkcionela ¢,(A) predstavlja donju ocenu radijusa sta-
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bilnosti i netrivijalna je pod uslovom da je matrica Red(A) u klasi M-
matrica. Ako je dodatno i u nekoj od specijalnih potklasa obuhvaéenih
Tabelom 4.1, tada je moguce primeniti odgovaraju¢u ocenu na Red(A).

5.5.2 Aproksimacija rastojanja do nestabilnosti blok ma-
trica

Originalni doprinos doktorske disertacije koji predstavljamo ovom
sekcijom publikovan je u [73], a tice se rezultata u vezi sa donjim grani-
cama za radijus stabilnosti matrica koje poseduju blok strukturu i koji,
osim $to se mogu dovesti u vezu sa rezultatima u tackastom slucaju kao
njihova uopstenja, pri specijalnom izboru particije 77° pobolj$avaju i neke
postojece tackaste ocene.

Za proizvoljnu matricu A € C™", uo¢enu particiju 77 njenog indek-
snog skupa i matri¢cnu p-normu, definiSemo dijagonalnu matricu:

AP (A) = diag(6) (A11),6P) (Aa), ..., 0P (Ars)),

koja je regularna pod uslovom da su svi dijagonalni blokovi stabilne
matrice. Uz neke dodatne uslove, regularnost ove matrice je dovoljna
da obezbedi stabilnost kompletne matrice A, kao i da proizvede donju

granicu za 5(P)(A).

TEOREMA 56 Neka je za p > 1 i proizvoljnu matricu A € C'*" particija
7t indeksnog skupa takva da su svi njeni dijagonalni blokovi Aj; stabilne
matrice, odnosno A(A;j;) € C~, za svako j € L. Ako postoji regularna

dijagonalna matrica A takva da je O < A < Aﬁf) ip(A_lFfrp)) < 1, tada
je matrica A stabilna, odnosno A(A) C C~ i vaZi

5P (A) > (A —EP)

(p)

Doxkaz: Na osnovu pretpostavki zaklju¢ujemo da je A — F;’ matrica
Z* oblika, a uslov p(A’lFpr)) < 1 implicira njenu regularnost i ne-

negativnost inverza. Prema tome, A — F7(Tp ) je regularna M-matrica.
Sa druge strane, za svako t € R je ispunjeno

(itE— AP > AP (A) - FP > A —FP,
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odakle primenom Leme 2 zaklju¢ujemo da je i (itE — A>( P) takode
regularna M-matrica i da je

O < (WE- A < (a-F)
Stoga, na osnovu Leme 5, zaklju¢ujemo da vazi

|(atE = AP > (A= EP) Tt =8> 0.

Sto znaci da skup M( )(A) ne sefe imaginarnu osu. Pored toga,
bududi da su blok0V1 A] ;j stabilne matrice, na osnovu dela iii) u

P a
Propoziciji 1, zaklju¢ujemo da Mn’g( ) € C~, sto implicira da je
Aép)(A) C C7, pasamim tim i A(A) C C~, ¢ime je stabilnost ma-
trice A dokazana. Za kraj, &injenica da je (itE — A>( P) M-matrica

znadi da itE — A pripada BSTP )H-matrlcama, pa primena Teoreme
15 obezbeduje odnos

|(itE — A) 7, < [ GGEE = A) P,

odakle, uzimanjem recipro¢nih vrednosti i minimizacijom po t € R
sledi da je § (p) (A) > J, ¢ime je dokaz kompletiran. JAN

Primetimo da, iako je najbolji izbor za matricu A ocigledno NG (A),

ma koji izbor A (pozitivne) donje granice za rastojanja do nestabilnosti

dijagonalnih blokova matrice A koji ispunjava kriterijum p(A‘lFfrp)) <1

je dovoljan obezbedi stabilnost matrice A.

Specijalno, znajuci da je svaka trougaona matrica Z* oblika M-matrica,

zaklju¢ujemo da je kriterijum p(A’ll-)(Tp )) < 1 u slucaju blok trougaonih

matrica A ispunjen za bilo koju pozitivnu dijagonalnu matricu A, &iji
su dijagonalni elementi proizvoljne pozitivhe donje granice za rastoja-
nje do nestabilnosti stabilnih dijagonalnih blokova. Ovo postaje narocito
znacajno prilikom upotrebe blok Surove forme matrice i izbora unitarno-
invarijantne matri¢ne norme, poput Euklidske.

Slucaj norme /o

Proizvoljnoj matrici A € C"" moguce je pridruZiti realnu matricu

(A)re definisanu na slededi nacin:
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<A>re = —ditlg (9“&2([111),9{2(1122), e ,Z)%e(a,m)> — F(p)

70 7

de je
Bee) F =Dl (0) - M(4).

Ako pretpostavimo da je proizvoljna matrica A € C*" takva da je (A).
regularna M-matrica, to implicira da su Re(a;;) < 0 za svako i € N,
odakle se moze zakljuciti da je (A);, = Red(A). Tada, na osnovu Leme
19, matrica A je stabilna i vazi 6(®)(A) > ||(A),!||=!. Sledec¢a posledica
Teoreme 56 predstavlja generalizaciju ovog rezultata na slucaj matrica sa
blok strukturom.

PosLepica 1 Neka je matrica A € C™" takva da su, za particiju T,

(Aj;)re regularne M-matrice, za svako j € L. Ako je p(A‘1P7(T°°)) <1,
za

A = diag(|[{A1n)w' 155 {A22)7 IS5 - -/ I{Ag ez 1),

tada je matrica A stabilna, odnosno A(A) C C~ i vaZi

5)(A) > ||(A — &)L

Primetmo da je troSak izracunavanja ove granice reda veli¢ine %63 +

2 . S y o :
O(%), u poredenju sa Cinjenicom da se sratunavanje tatne vrednosti
svodi na reSavanje nekonveksnog optimizacionog problema, za koji svaka

iteracija nosi trosak cca. %ns’.

Slucaj norme /4

Kao i ranije, do rezultata koji se ticu matri¢ne norme jedan dolazi se
jednostavnom primenom prethodnog rezultata na matricu AT.

Slucaj norme /;

Za kraj, prezentujemo rezultat u vezi sa granicom za rastojanje do
nestabilnosti u slucaju Euklidske norme u formi posledice Teoreme 56 u
slucaju kada su dijagonalni blokovi srednjih dimenzija (te da je moguce
sratunati njihove Surove forme).
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PosLEpICA 2 Neka je matrica A € C'V" takva da su, za particiju 7, dijago-

nalni blokovi A;; stabilne matrice, za svako j € L. Ako je p(A‘lB(Tz)) <1,
za

A = diag(Gmin({T1,1)re), Omin({To2)re), - Omin((Te)re) )

gde je sa T; ; oznacena (kompleksna) Surova forma matrice Ajizaj€lL,
tada je matrica A stabilna, odnosno A(A) C C~ i vaZi

52 (A) > Omin(A — FP).

Dokaz: Stabilnost matrica Aj; povladi daje A(A;;) € C~, za svako
j € L. Pre svega, koriste¢i Surovu dekompoziciju svakog od tih
blokova, znamo da je A]-,]' = LI]-Y},]'LI]H, za svako j € L, pri ¢emu je
U; unitarna matrica a Tj; (kompleksna) Surova forma, to jest gornja
trougaona matrica ¢iji su dijagonalni elementi karakteristi¢ni koreni
matrice A; ;. S obzirom da je Euklidska norma unitarno invarijantna,
za svako j € L, imamo:

2 : : —1p—-1
5@ (A;;) = min |(itE — Aj;) " [l5
= min ||(itE — T; ) 74|51 5.40
R (1 i)l (540)
= ‘5(2)(ij)'

Sa druge strane, stabilnost matrica A;; implicira pripadnost dijago-
nalnih elemenata matrica T; ; otvorenoj levoj poluravni kompleksne
ravni, na osnovu ¢ega sledi da su matrice (itE — Tj,j>re = <T]~,]-)r€ re-
gularne M-matrice, za svako t € R. Medutim, kako za svako j € L
vaZi relacija
M(itE — T]’]) > <itE — T]',]'>,fe,

na osnovu Leme 2 sledi da su i M(itE — T;;) M-matrice, odnosno
itE — T;; pripadaju klasi H-matrica. Dakle,

IMGEE = T;)) "2 < IKTj 05 2
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odakle zaklju¢ujemo da je
Umin(M(itE - T],])) > U—min(<r1}‘,j>re)-

Budu¢i da je za svako t € R matrica itE — T;; H-matrica, tada
na osnovu (ii) iz Teoreme 5 zaklju¢ujemo da je 0y (itE — Tj;) >
Omin(M(itE — T;;)). Napokon,

52 (Ajj) = min Opin (itE — T;;)
S

teR
> mi i itE —T;;
= l'trélﬂrgo'mm(M(l ],]))

Z O'min(<Tj,j>re)-

Odatle, tvrdenje sledi direktnom primenom Teoreme 56. A

Primetimo da u sluéaju izbora particije na singltone (71°) prethodna
posledica tvrdi da za rastojanje do nestabilnosti u Euklidskoj normi pro-
izvoljne stabilne matrice A vazi 6@ (A) > omin({(T)re), gde je T njena
(kompleksna) Surova forma. Ovo pobolj$ava tackaste rezultate iz [69] i
[70].

5.5.3 Ostala dinamicka svojstva

Kao $to smo videli u preliminarnoj glavi o dinamickim sistemima,
tokom tranzicionog perioda reaktivni dinamicki sistemi na perturbaciju
odgovaraju amplifikacijom odnosno tranzicionim rastom. Medutim, re-
alne sisteme karakteriSu i brojni limitiraju¢i faktori u smislu postojanja
nosivih kapaciteta, kao prirodnih ogranicenja koja u ovoj kriti¢noj fazi
mogu biti kompromitovana, u kom slucaju zakljuc¢ak o asimptotskoj sta-
bilnosti postaje besmislen. Zbog toga ima smisla baviti se pitanjem o
najvecem relativnom odnosu stanja na datom vremenskom domenu koje
odgovara maksimalnoj amplifikaciji

(p)max , _ (p)
Pa = maxg(t),

kao i trenutku njenog dostizanja,

tmax = argmin 4)1(4}7)(1‘).
£>0
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Ako definiSemo veli¢inu

5%(A) = sup =) sup %e(2)[|(2E — 4) 1
e>0 € Re(z)>0

koja se zove Krajsova konstanta matrice A, tada u slucaju Euklidske norme,
postoji rezultat koji govori o intervalu najmanjeg gornjeg ogranicenja
funkcije evolucije u normi dva.

TEOREMA 57 [Krajsova teorema za matrice] Za proizvoljnu matricu A &
C"" vazi
K(A) < sup ||| < enK(A).
£>0

Prema tome, moZemo zakljuciti da je maksimalnu amplifikaciju funkcije
evolucije u normi dva moguce proceniti intervalom [K(A),enXK(A)], sto
je prikazano na Slici 5.16.

enX(A)
@ fgﬂax I jC(A)
1|
0 7 !

max

Slika 5.16: Maksimalna amplifikacija ((])f)’m”x) i trenutak njenog dostizanja (tnax).

5.5.4 Aproksimacija rastojanja do nestabilnosti SLFD]

Prate¢i slicnu logiku po ugledu na (5.37), u prilici smo da uvedemo
pojam a-frakcionog rastojanja do nestabilnosti u p-normi kao

5,§p)(A) := inf { |B|l,: B€ C"", A+ B nije a-frakciono stabilna matrica}.
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Na osnovu Teoreme 48, mozemo zakljuciti da a-frakcioni pseudo-
spektar nudi alat ¢ijom je upotrebom moguce izracunati a-frakciono ra-
stojanje do nestabilnosti proporcionalnog SLFD] (posledica Teoreme 16)
kao i aproksimirati a-frakciono rastojanje do nestabilnosti neproporcio-
nalnog linearnog SFDJ (posledica Teoreme 17). Naime,

6 (A) = sup {e > 0: Ae(4) €O, },

pri ¢emu jednakost vaZi pod uslovom da je SLFD] proporcionalan.

Sa ciljem izvodenja upotrebljivih donjih granica za (S,Sf )(A), krenu-
¢emo od cinjenice da je rub skupa (), moguce predstaviti na sledeci
nacin

20, = {|t| i8¢t e ]R},

gde sgn(t) predstavlja znak realnog broja t, $to povladi da je

() > =1 =1 _ ssen(t)yyy—1)—1
b " (A) g};&ll( «(2)) 7" = min || (Ax(Jt]1 Dl

Medutim,

Ap(t|15807) = Dyt (Jt]3"07) — 4 = D () D"V (1) - A.

Slucaj norme /o

Sto se ti¢e norme beskonac¢no, imamo da je

|(Ax(lt3" )T = inf DR (H)DE™ (1)x — AX|eo.

xlleo=

Svakoj matrici A € C™" mozemo pridruziti matricu Red*(A) definisanu
kao

1% _ R ( iz — | =Y il A
(Red (A))ij_{ H e(a;;) sin = ‘_|al’]|m a;i) cos & H .

i prisetiti se Leme 2 iz [69], koja kaZe da za date z, w € C, vaZi

|z| , w=0,

lw||Re (£)] , inace. (541)

min |z — itw| = {
teR
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TEOREMA 58 Neka je A € C'" matrica sistema neproporcionalnog SLFD]
sa vektorom frakcionih redova « € (0,1]". Ako je Red*(A) u klasi M-
matrica, tada je taj SLFD] (2.11) asimptotski stabilan i za njegovo a-frakciono
rastojanje do nestabilnosti u normi l« je ispunjeno

5N (A) > || [Red®(A)] ! |5 > 0.

Doxkaz: Cinjenica da su svi may pozitivni celi brojevi i da je
# -sgn(t)yyy—1 _ f Dm sgn(t) i)x — Ax||o
min [|(Aq ([£]15"07)) | = =min inf D2 (E)Da (1)x = AX]|

= inf minmax |[t]"%1%8" D%y, — (Ax)i|,
Ixlo=1 tER keN

u svetlu (5.41) implicira da vaZi

mm Ay (|58 D7) 1=l —  inf minmax
i (g (135707 2} = inf minmay

|t|mtxklsgn(t)rxk 1xk_ (AX) ’ >
> inf maxmin |i|t]i%8" D%y — (Ax)| >

[x[[o=1 kEN tER

> inf max min {mm |iti% Loy — (Ax)k|,rtni(r)1 |iti %Ly — (Ax)k|} >
>

Ixlo=1 keN >0
(Ax)x
e < i"‘klxk> ‘ '

7

(Ax
> inf max |xx| min ‘iﬁe( 1)k)
Ix||o=1 kEN i%—txy

Medutim, kako je
(Ax)g
)%e< o= 1xk)) N
me( gy ) >
j#k K

’&E (iljF“kakk) ’ = || ‘sz’m (arg(akk) T %)

Re ( 13F"‘kakk> + ) Re ( 1:F"‘kak] j)

j#k Xk

> e () -

dobijamo

min{ ‘9% (il_“kakk) ‘ , ‘9% (iH"‘kakk)‘ } = Hi)%e(akk) sin %‘ — ‘Jm(ukk) cos %

7
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i prema tome,
: csgn(f)yy\\—1—1 : o
min (A (155" 07) NS 2 inf ma { (Red*(4) ) |
> sup min< (Red*(A)|x]), ¢-
Ixlo=1 KEN { k}

Pretpostavka da je Red®(A) u klasi M-matrica obezbeduje da je
(Red*(A))~! > O, pa definiguci

[Red*(A)] e
| [Red=(A)] ™" e|oo

zaklju€ujemo da je

min [| (Aa(|#]25"07) TS > || [Red*(A)] el
S

= || [Red*(A)] " ||} > 0,

¢ime je dokaz zavrsen. A

Slucaj norme /4

Sli¢no predasnjim razmatranjima, a s obzirom da je klasa M-matrica
invarijantna u odnosu na operaciju transponovanja, kao direktnu posle-
dicu Teoreme 58 navodimo sledece tvrdenje.

TeEOREMA 59 Neka je A € C™"" matrica sistema neproporcionalnog SLFD]
sa vektorom frakcionih redova « € (0,1]". Ako je Red*(A) u klasi M-
matrica, tada je taj SLFDJ (2.11) asimptotski stabilan i za njegovo a-frakciono
rastojanje do nestabilnosti u normi {1 vazi

sV (A) > || [Red®(A)] 7 7 > 0.

Slucaj norme /5

U slucaju Euklidske norme, koristimo (4.12) kako bismo izveli gra-
nicu za Euklidsko a-frakciono rastojanje do nestabilnosti. Stoga se, kao
neposredna posledica Teorema 58 i 59 moze formulisati sledeéi rezultat.
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TEOREMA 60 Neka je A € C'" matrica sistema neproporcionalnog SLFD]
sa vektorom frakcionih redova « € (0,1]". Ako je Red*(A) u klasi M-
matrica, tada je taj SLFD] (2.11) asimptotski stabilan i za njegovo Euklidsko
a-frakciono rastojanje do nestabilnosti vaZi

5P (A) > /Il [Red=(A)] " = || [Red=(A)] ™" [ > 0.

Kada je re¢ o proporcionalnom SLFDJ, u prilici smo da ponudimo
oStriju granicu primenljivu na proizvoljan takav asimptotski stabilan
SLFDJ (2.11).

TEOREMA 61 Neka je A € C'"" matrica sistema proporcionalnog SLFD]
sa frakcionim redovima oy = ap = ... = ay = 7. Ako je SLFDJ (2.11)
asimptotski stabilan, tada je njegovo Euklidsko w-frakciono rastojanje do
nestabilnosti ograniceno sa

5P (A) > /Il [Red=(T)] |51 || [Red=(T)] |71 > 0,

pri Cemu T predstavlja (kompleksnu) Surovu formu matrice A. Sta vise,
jednakost vaZi pod uslovom da je A normalna matrica.

Doxaz: Budud¢i da je Euklidska norma unitarno invarijantna, u slu-
¢aju proporcionalnog SLFDJ, s obzirom da je DJ'(z) = zE,

2 . 11— . 15—
87(A) = min [[(Aa(z) 72" = min B - A) 7!

= min |[|[zE-T)7"[;;!
min (2 )2

= s2(T).

Medutim, na osnovu pretpostavke da je SLFDJ asimptotski stabilan
sledi da su svi karakteristi¢ni koreni A unutar oblasti stabilnosti
Q). Prema tome, koristeci 5.42, nalazimo da je (Red*(T));, > 0 za
svako k € N, §to implicira da je matrica Red*(T) trougaona matrica
Z oblika sa nenula dijagonalnim elementima, pa samim tim i M-
matrica. Primenljujudi prethodnu teoremu, tvrdenje sledi. A

147



Glava 5. Pseudospektar

Primena u ekologiji

Cilj ove sekcije jeste da ukaZe na primenu predstavljenih rezultata
koji uklju¢uju frakcioni pristup u modeliranju kompleksnih dinamickih
procesa u prirodi. U tom pogledu, analiziramo stabilnost dinamickog
sistema koji opisuje protok energije u kompleksnom ekosistemu tla.

Iako su rezultati iz [70] koji su znacajno doprineli boljem razumeva-
nju nekih dinamickih svojstava i tretmanu problema ekoloske stabilnosti
za dobro poznate modele spomenute u [88, 91, 92] analizirani u ter-
minima matri¢nog pseudospektra, primenom frakcionih izvoda smo u
mogucnosti da uzmemo u obzir Cinjenicu da bioloski sistemi poseduju izrazite
nasledne osobine, kao i Cinjenicu da razlicite funkcionalne grupe imaju razlicite
Zivotne vekove, pa samim tim i razliCite uticaje proslosti u jednacinama kojima
se opisuje dinamika. Prema tome, koriste¢i informaciju da funkcionalne
grupama ameba (i = 1) i bicara (i = 5), koje pripadaju protozoama, pose-
duju celije beskona¢nog Zivotnog veka, pristupamo modeliranju njihove
dinamike kao one sa najve¢com memorijom i postavljamo a; = a5 = % Sa
druge strane, bakterije (i = 7) imaju najkrace vreme Zivota (oko jednog
dana), zbog ¢ega biramo a7 = 1. Kada je re¢ o ostalim funkcionalnim
grupama, pratimo sli¢nu argumentaciju i biramo: a; = % (grinje Zive od
nekoliko meseci do dve godine), a3 = ay = % (nematode u proseku Zive
oko dve nedelje) i a5 = % (gljivice imaju Zivotni vek oko jedne nedelje).
Na kraju, za ukupan udeo neZive materije biramo ag = 1.

Dalje, posmatramo linearizovanu formu uopstenog nelinearnog SFDJ

le
ﬁx(t) = Ax(t) ,

x(0) =q

kojim se modelira propagacija male inicijalne perturbacije x = q € R®
ekvilibrijuma. Kada je re¢ o izboru norme, koristimo normu beskona¢no
kako bismo izmerili (po komponentama) najve¢e odstupanje biomase
funkcionalne grupe od ravnoteznog stanja.

Dalje, crtajuéi skup C§  (Ase) za ¢ = 1.1576 - 1072 moZemo videti da
on pripada Q),, dok I'y ¢ (A1¢) prodire daleko u region nestabilnosti, vidi
Sliku 5.17(a). Prema tome, C;(A) C Q, zasve 0 < ¢ < 1.1576- 102
$to nagovestava da je tako izabrano ¢ = 1.1576 - 1072 donja granica za
rastojanje do nestabilnosti u normi beskona¢no. Kako bismo uporedili
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5.5. Primena u dinamickoj analizi kompleksnih sistema

preciznost ove granice crtamo istu Sliku 5.17(b) za izbor ¢ = 8.1874 -
1072, koja ilustruje grani¢ni slu¢aj u smislu pripadnosti a-frakcionog e-
pseudospektra regionu stabilnosti.

0.5

05

05

05

(b) e = 8.1874 - 102

Slika 5.17: Lokalizacioni skupovi Tae(A1s), Kae(A1s) i Cye(A1s) za a-frakcioni e-

pseudospektar community matrice A za & = (%, %, %, %, %, %, 1,1).
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Zaklju¢na razmatranja

U osnovi modeliranja kompleksnih sistema i razvoja odrZzivih strate-
gija za njihovo oc¢uvanje i obnovu leZe pitanja vezana za dinamicka svoj-
stva, kao Sto su stabilnost, robusnost, reaktivnost, tranziciono ponasanje,
amplifikacioni okvir i sli¢no. Sistematsko povezivanje tih svojstava sa te-
orijom H-matrica zahtevalo je nove rezultate iz oblasti lokalizacije spek-
tra i pseudospektra, kao i ocene norme inverzne matrice, bilo u tackastoj,
bilo u blok formi. Ti rezultati predstavljaju originalni doprinos diserta-
cije oblasti primenjene linearne algebre i mogu se kratko rezimirati na
slededi nacin:

e Ocena norme inverzne matrice za neku od potklasa H-matrica, iz-
medju ostalog, predstavlja dobru polaznu tacku za ocenu rezol-
vente, a zatim i za lokalizaciju pseudospektra proizvoljne matrice. U
radu [37] predstavljen je generalni princip dobijanja ocena norme
jedan za proizvoljnu H-matricu, kako bi se u kombinaciji sa oce-
nama norme beskona¢no za neke specijalne potklase, dobile donje
ocene minimalne singularne vrednosti. Na primeru kompleksnih
sistema iz ekologije, kao i na primeru blok matrica velikih dimen-
zija proisteklih iz konturnih problema, ilustrovani su benefiti dobi-
jenih rezultata.

e Pomenute matrice velikih dimenzija sa blokovskom strukturom i
analiza njihovog pseudospektra poseban su izazov, s obzirom da
se one javljaju u velikom broju prakti¢nih primena, kao na primer



prilikom diskretizacije parcijalnih diferencijalnih jednacina meto-
dama konac¢nih elemenata ili konac¢nih razlika, zatim tokom rada
sa struktuiranim mreZama, ali i kao proizvodi u medukoracima
raznih numerickih algoritama. Originalni doprinos disertacije toj
problematici su rezultati prezentovani u radu [73], gde je, kao po-
sledica, izvedena i ocena za rastojanje do nestabilnosti blok matrica,
kako u normi beskona¢no, tako i u Euklidskoj normi.

e Uspesna upotreba frakcionih diferencijalnih jednacina u modelira-
nju raznovrsnih znacajnih procesa u prirodi i drustvu bila je mo-
tiv za jo$ jedan originalni nau¢ni doprinos, koji je izloZen u radu
[104], u kome su razvijeni alati za potrebe prakti¢ne analize ro-
busne asimptotske stabilnosti ekvilibrijuma kompleksnih sistema
opisanih (nesrazmernim) linearnim sistemom frakcionih diferen-
cijalnih jednac¢ina. Uveden je pojam frakcionog pseudospektra, a
potom i tehnika njegove lokalizacije. Ovaj novi pristup je imple-
mentiran i analiziran na realnom modelu empirijske troficke mreZe
kako bi se uspostavila veza izmedu asimptotske stabilnosti (koja
ukljucuje nasledne osobine u dinamici Zivih organizama) sa jedne
i empirijskih podataka (kao i mogucih greSaka prilikom njihovog
prikupljanja) sa druge strane.

Nakon poznatih, a ovde sistematizovanih saznanja, kao i nakon sva-
kog novog nau¢nog saznanja o nekoj potklasi H-matrica, dat je osvrt na
moguce primene u dinamickoj analizi kompleksnih sistema, gde je, osim
dobijenih rezultata, implementiran i odgovarajuci algoritam u program-
skom paketu MATLAB. Na taj nac¢in su analizirani kompleksni sistemi
u ekologiji i epidemiologiji, a izvesno je da se sli¢na analiza moZe pri-
meniti i na druge oblasti prirodnih, tehni¢ko-tehnoloskih i drustvenih
nauka.

Za ocekivati je da te potencijalne primene izrode potrebu za dodat-
nim rezultatima u teoriji H-matrica, Sto bi mogao biti pravac budu¢ih
istrazivanja.
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Katalog MATLAB kodova

Svrha ovog tehnickog dodatka jeste katalogizacija kodova pisanih za
programski jezik MATLAB, ¢ijim reprodukovanjem je moguce potvrditi
rezultate numerickih izra¢unavanja kao i grafickih vizualizacija.

Funkcyja 1 Program za crtanje oblasti lokalizacija spektra matrice A :
[(A), K(A), D(A), C3(A) i C(A).

function h=evl(A,S,strng ,eps)

[m,n]=size (A);

if m==n
a=diag(A);
B=abs(A-diag(a)) ’;
r=sum(B) ’;

h=clf;

axis equal;

hold on;

lr=min(real(a)—r)—50*eps; li=min(imag(a)—r)—50xeps;
ur=max(real (a)+r)+50xeps; ui=max(imag(a)+r)+50*eps;
[x,y]l=meshgrid(1.1x1r:eps:1.1xur,1.1x1i:eps:1.1%xui);

lgnd ={};
if ~isempty(find(strng=="g’))
lgnd {length (lgnd)+1}="$\Gamma(A)$ " ;

%G (A)
fg=abs(x+lixy—a(l))—r(1);
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for j=2:n
fg=min(fg,abs(x+lixy—a(j))—r(j));
end

contour(x,y,—fg,[0 0], ’k’, ’LineWidth’ ,1.5);
end

if ~isempty(find(strng=="b"))
lgnd {length (lgnd)+1}="${\mathcal {K}(A)}$";
%K (A)
fb=abs (x+lixy—a(1l)).*abs(x+lixy—a(2))—r(1)*r(2);
for j=1:n
for k=j+1:n
fb=min(fb ,abs (x+lixy—a(j)).*abs(x+lixy—a(k))
—r(j)er(k));

end
end

contour(x,y,—fb,[0 0], ’b’, LineWidth”’ ,1.5);
end

if ~isempty(find(strng=="d"))

lgnd {length (1gnd)+1}="${\mathcal {D}(A)}$";
Y9D(A)
fdash=NaNxones(size (x));
for j=1:n

f=NaNxones(size(x));

for k=1:n

if k~=j

f=min(f ,abs(x+lixy—a(j)).*(abs(x+1lixy—a(k))

+abs (A(k,j))—r(k))—abs(A(k,j))*r(j));
end

end
fdash=max(fdash, f);
end

contour(x,y,—fdash ,[0 0], ’g’, LineWidth’ ,1.5);
end

if ~isempty(find(strng=="s"))

lgnd {length (Ignd)+1}="${\mathcal {C}*"S(A)}$";
YICNS (A)

Sbar=1:n;
Sbar (S)=[1];

if size(S,2)=
rS=B(S,:)

else
rS=sum(B(S,:)) ’;

=1

;
end
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rSbar=r—rS§S;

fckvS=abs (x+1ixy—a(5(1))) —rS(S(1));
for j=S
fckvS=min(fckvS ,abs (x+lixy—a(j))—1rS(j));
for k=Sbar
fckvS=min(fckvS , (abs(x+lixy—a(j))—rS(j)).=*
(abs(x+1lixy—a(k))—rSbar(k))—rSbar (j)*rS(k));
end
end
contour(x,y,—fckvS,[0 0], ’r’, LineWidth”’ ,1.5);
end

if ~isempty(find(strng=="c’))
lgnd {length (Ignd)+1}="${\mathcal {C}(A)}$";
YC(A)
fckv=NaNxones(size(x));
for p=1:n
P=nchoosek (1:n,p);

for t=1:size(P,1)
S=P(t,:);

Sbar=1:n;
Sbar(S)=[1;

if size(S,2)==1
rS=B(S,:) ’;

else
rS=sum(B(S,:)) ’;

end

if size(Sbar,b2)==
rSbar=B(Sbar,:) ’;

else
rSbar=sum(B(Sbar ,:)) ’;

end

f=abs (x+1i*y—a(S(1))) —rS(S(1));

for j=S
f=min(f,abs(x+lixy—a(j))—rS(j));
for k=Sbar
f=min(f,(abs(x+lixy—a(j))—rS(j)).=
(abs(x+1lixy—a(k))—rSbar(k))—rSbar(j)*rS(k));
end
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end
fckv=max(fckv ,b f);
end
end
contour(x,y,—fckv ,[0 0], 'm’, LineWidth’ ,1.5);
end

if ~isempty(find(strng=="e"))

lgnd {length (lgnd)+1}="$\Lambda(A)$ " ;

eval=eig (A); plot(real(eval),imag(eval), "'kx’, MarkerSize’ ,8);
end

set(gca, 'XLim’ ,[ Ir —50«xeps ur+50%eps], "YLim’ ,[li —50«eps ui+50xeps]);
legend (lgnd, "Interpreter’, ’latex’, "fontsize’, 15)
legend (lgnd, 'Location’, "NorthEast’);

y=-60:60;

x=zeros (1,121);

o=plot(x,y, 'k=");

o.Annotation. LegendInformation. IconDisplayStyle = “off”;
else

h=NaN;
end

FuNkcija 2 Program za crtanje oblasti lokalizacija spektra matrice A :

T(A), A1(A) i Ay(A).

function h=evl2 (A, strng ,eps)

[m,n]=size (A);

if m==n
a=diag(A);
B=abs (A-diag(a)) ’;
r=sum(B) ’;
c=sum(B’) ’;

R=[]; C=[];
for i=1:n
if r(i)>c(i)
R=[R i];
elseif r(i)<c(i)
C=[C i];
end
end
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Rs=[]; Cs=[];
for i=1:n
if r(i)>c(i) && c(i)~=0
Rs=[Rs i];
elseif r(i)<c(i) && r(i)~=0
Cs=[Cs i];
end
end

h=clf; axis equal; hold on;

lr=min(real (a)—r—50«eps); li=min(imag(a)—r—50xeps);
ur=max(real (a)+r+50«eps); ui=max(imag(a)+r+50%eps);
[x,y]=meshgrid (1.5*1r:eps:1.5xur,1.5% 1i:eps:1.5%ui);
dmin=min(r,c);

lgnd ={};

if ~isempty(find(strng=="g"))

lgnd {length (lgnd)+1}="$\Gamma(A)$ " ;

%G(A)

fg=abs(x+lixy—a(l))—r(1);

for j=2:n

fg=min(fg,abs(x+lixy—a(j))—r(j));

end

contour(x,y,—fg,[0 0], ’k’, ’LineWidth’ ,1.5);
end

if ~isempty(find(strng=="a"))
lgnd {length (1gnd)+1}="%${\mathcal {A}] _1(A)}$";

%A_1
fla=NaNxones(size(x));
for j=1:n

fla=min(fla ,abs(x+lixy—a(j))—dmin(j));
end

f2a=NaN+xones (size(x));
for j=R
for k=C
f2a=min(f2a ,abs (x+lixy—a(j))*(c(k)—r(k))
+abs (x+lixy—a(k))*(r(j)—c(j))—c(k)*r(j)+c(j)*r(k));
end
end

fa=min(fla,b f2a);

contour(x,y,—fa,[0 0], 'r’, ’LineWidth’ ,1.5);
end
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if ~isempty(find(strng=="b"))
lgnd {length (1gnd)+1}="%${\mathcal {A}] _2(A)}$";
Y%A _2
f1b=NaNxones (size(x));
for j=1:n
flb=min(flb ,abs(x+lixy—a(j))—dmin(j));
end

f2b=NaNxones (size (x));
for j=Rs
for k=Cs
f2b=min(f2b ,abs (x+lixy—a(j))/c(j).*
((abs(x+lixy—a(k))/c(k)).”
(log(r(j)/c(j))/log(c(k)/r(k))))—1);
end
end

fb=min(f1b , f2b);
contour(x,y,—fb,[0 0], ’b’, LineWidth’, 1.5);
end

if ~isempty(find(strng=="¢e"))

lgnd {length (lgnd)+1}="$\Lambda(A)$ " ;

eval=eig(A); plot(real (eval),imag(eval), "'kx’, "MarkerSize’ ,8);
end

set(gca, 'XLim’ ,[lr —50xeps ur+50xeps], "YLim’ ,[1i —50xeps ui+50xeps]);
legend (lgnd, "Interpreter ’, "latex’, "fontsize’, 15)
legend (lgnd , "Location’, "NorthEast”);

y=-—60:60;

x=zeros (1,121);

o=plot(x,y, 'k=");

o.Annotation. LegendInformation. IconDisplayStyle = “off”’;
else

h=NaN;
end

Funkcija 3 Izracunavanje Varahove ocene 7(®) (A) norme beskonacno in-
verza SDD matrice A definisane sa (4.1).

function [o,t]=varah(A)

t=norm(inv (A), inf’);
n=size (A,1);
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D=abs (diag(diag(A)));
B=—(abs(A)—D);

MeB+4D;

m=min (M«xones(n,1));

if m>0
o=1/m;
else
o=NaN;
end

Funkcija 4 Kalkulacija triju ocena norme beskonacno inverza

T (A),

T](\Zo)(A) i TZ(\ZO)(A) za Nekrasov matricu A datih sa (4.6), (4.7) i (4.8).

function [nl,n2,n3,t]=nek(A)

t=norm(inv (A), "inf");
n=size(A,1);
a=abs(diag(A));
U=triu (A,1);

hu=abs (U)*ones(n,1);
zu=ones(n,1);

h=hu;

z=zu;

for i=2:n
for j=1:i—-1
h(i)=h(i)+(h(j)/a(j)*abs(A(i,j)));
2(1)=2(1)+(z(j)/a(j)*abs(A(i,)));
end
end

if all(a—h>0)
nl=(max(z./a))/(1—max(h./a));
n2=(max(z))/(min(a—h));
n3=max(z./(a-h));

else
n1=NaN;
n2=NaN;
n3=NaN;

end
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Funkcya 5 Program za izraCunavanje ocene norme beskonacno inverza
TS(OO) (A) za S-SDD matricu A definisane sa (4.4).

function [o,t]=kolotilina (A,S)

t=norm(inv (A), "inf’);
n=size (A,1);

if n>=2
a=abs(diag(A));
B=(abs (A)—diag(a)) ’;
Sbar=1:n; Sbar(S)=[];

if size(S,2)==1
rS=B(S,:) ’;

else
rS=sum(B(S,:)) ’;

end

if size(Sbar,2)==1
rSbar=B(Sbar ,:) ’;

else
rSbar=sum(B(Sbar,:)) ’;

end

test=all (a(S)>rS(S)) & all(all((a(S)-rS(S))
*((a(Sbar)—rSbar(Sbar)) ")
>rSbar (S)*rS(Sbar) "));

o=NaN;
04=NaN;
if test
for i=S
for j=Sbar
ol=(a(i)—rS(i)+rS(j))/((a(i)—r5(i))
*(a(j)—rSbar(j))—rSbar(i)*rS(j));
02=(a(j)—rSbar(j)+rSbar(i))/((a(i)—rS(i))
x(a(j)—rSbar(j))—rSbar(i)*rS(j));
o3=max(o0l,02);
o4=max(04,03);
end
o=max(0,04);
end
else
o=NaN;
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end
else

o=NaN;
end

FuNkcrja 6 Program za izraCunavanje optimizovane ocene norme besko-

nacno inverza min TS(OO) (A) za SDD matricu A.
©@#SCN

function [t,o,Sopt]=kolsdd (A)

t=norm(inv (A), "inf’);
n=size (A,1);

D=abs (diag(diag(A)));
B=—(abs(A)—D);

M=B+D;

m=min (M«xones(n,1));

if m>0
o=inf;
for p=1:n—1
P=nchoosek (1:n,p);
for k=1:size(P,1)
S=P(k,:);
oc=kolotilina (A,S);
if oc<=o0
0=0cC;
Sopt=S5;
end
end
end
else
o=NaN;
Sopt=NaN;
end

FUNKc1jA 7 Izracunavanje ocene V) (A) norme jedan inverza SDD ma-
trice A date Teoremom 38.

function [o,t]=moraca(A)

t=norm(inv (A) ,1);
n=size (A,1);
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if n>=2
a=diag(A);
D=diag(a);
B=D-A;
r=sum(abs(B) ") ’;
c=sum(abs(B)) ’;
dd=abs(a)—r;
cdd=abs(a)—c;

m=min(dd);

if m>0
1=1;
else

if 1
o=(n—(sum(dd)—m) / (max(cdd))) /m;
else
o=NaN;
end
else
o=NaN;
end

Funkcija 8 Kalkulacija ocene Ts(l)(A) norme jedan inverza S-SDD ma-
trice A definisane Teoremom 39.

function [o,t]=cdsh(A,S)

t=norm(inv(A) ,1);
n=size (A,1);

N=1:n;

m=size(S5,2);
a=abs(diag(A));
B=(abs(A)—diag(a)) ’;
r=sum(B) ’;
testl=min(a—r)>0;
Sbar=N; Sbar(S)=[];

if size(S,2)==1
rS=B(S,:) ’;
cS=B(:,S);
else
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rS=sum(B(S,:)) ’;
c¢S=sum(B(:,S) ") ’;

if size(Sbar,2)==1

rSbar=B(Sbar,:) ’;
cSbar=B(:,Sbar);

rSbar=sum(B(Sbar ,:)) ’;
cSbar=sum(B(: ,Sbar) ") ’;

test2=all (a(S)>rS(S)) & all(all((a(S)—rS(S))

x((a(Sbar)—rSbar (Sbar)) ")
>rSbar (S)*rS(Sbar) ’));

I=testl | test2;

Bl=max(rSbar(S)./(a(S)—rS(S)));
if m==n

B2=2—B1;
elseif all(rS(Sbar)==0)

B2=2xB1;
else

x=rS(Sbar);

Sbart=Sbar (find(x));

B2=min ((a(Sbart)—rSbar(Sbart))./ rS(Sbart));
end
g=(B1+B2)/2;
vl=g=x(a(S)—cS(S))—cSbar(S);
ocl=max(vl);
oc2=max(a(Sbar)—g*cS(Sbar)—cSbar (Sbar));
ksi=(min(1,g))/(max(ocl,oc2));
zagrada=g+sum(a(S))+sum(a(Sbar))—gssum(rS)—sum(rSbar);
brojilac=msg+n-m-ksixzagrada;
v2=g=«(a(S)—rS(S))—rSbar(S);
oc2=min(v2);
v3=a(Sbar)—g+rS(Sbar)—rSbar(Sbar);
oc3=min(v3);
imenilac=min(oc2,0c3);
o=ksi+brojilac./imenilac;

o=NaN;
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FuNkcija 9 Program za izracunavanje optimizovane ocene norme jedan

inverza min Ts(l) (A) za SDD matricu A.
@ASCN

function [t,o,Sopt]=cdshsdd(A)

t=norm(inv(A) ,1);
n=size (A,1);

D=abs (diag(diag(A)));
B=—(abs(A)-D);

M=B+D;

m=min (M«xones(n,1));

if m>0
o=inf;
for p=1:n
P=nchoosek (1:n,p);
for k=1:size(P,1)
S=P(k,:);
oc=cdsh(A,S);
if oc<=o0
0=0c¢;
Sopt=S;
end
end
end
else
o=NaN;
Sopt=NaN;
end

Funkcija 10 Program za crtanje oblasti lokalizacija e-pseudospektra ma-
trice A u matri¢noj normi beskonacno Te(A), Ke(A) i C3(A).

function h=psl(A,S,eps,ngrid, area)

[m,n]=size (A);

if m==n
a=diag(A);
B=abs(A-diag(a)) ’;
r=sum(B) ’;
I=eye(n);

Sbar=1:n; Sbar(S)=][];
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if size(S,2)==1
rS=B(S,:) ’;

else
rS=sum(B(S,:)) ’;

end

if size(Sbar,2)==1
rSbar=B(Sbar ,:) ’;

else
rSbar=sum(B(Sbar ,:)) ’;

end

if nargin<5
lr=min(real (a)—r—10+eps); li=min(imag(a)—r—10xeps);
ur=max(real (a)+r+10xeps); ui=max(imag(a)+r+10*eps);
area = [1.2x1r 1.2%xur 1.2«1i 1.2%ui];
else
Ir=area (1);
ur=area (2);
li=area (3);
ui=area (4);
end

dx=(ur—Ir)/ngrid;dy=(ui—1li)/ngrid;

[x,y]l=meshgrid (1.1%1r:dx:1.1+ur,1.1x1i:dy:1.1%ui);
l=size(x,1);

o=size(x,2);

ps=zeros(l,0);

lgnd ={};

z=x+1ixy;
ckv=z+NaN;
g=z*NaN;
b=z*NaN;

Y%pseudospectar u inf normi
lgnd {length (Ignd)+1}="$\Lambda_{\ varepsilon}*{(\infty )} (A)$ ;
for k=1:1
for j=1:0
zps=x(k,j)+1lixy(k,j);
C=zps*xI-A;
ps(k,j)=1/norm(inv(C), "inf ")—eps;
end
end

Yoeps—gersgorin
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else

end

lgnd {length (Ignd)+1}="$\Gamma {\ varepsilon}(A)$";
for j=1:n

g=min (g, abs(z-a(j))~r(j)—eps);
end

Y%eps—brauer
lgnd {length (lgnd)+1}="$\mathcal {K}_{\ varepsilon}(A)$’;
for j=1:n

for k=[1:(j—1) (j+1):n]

b=min(b, (abs(z—a(j))—eps).*(abs(z—a(k)))
—1r(j)x*(r(k)+eps));

end

end

%eps—CKV_S
Ignd {length (1gnd)+1}="$\mathcal {C} _{\varepsilon}*S(A)$";
for j=5
ckv=min(ckv ,(abs(z—a(j))—rS(j)—eps));
for k=Sbar
ckv=min(ckv,(abs(z—a(k))—rSbar(k)—eps));
ckv=min(ckv,(abs(z—a(j))—rS(j)—eps).*
(abs(z—a(k))—rSbar (k))—rSbar (j)*(rS(k)+eps));
ckv=min(ckv,(abs(z—a(j))—rS(j)).=*
(abs(z—a(k))—rSbar (k)—eps)—(rSbar (j)+eps)*rS(k));
end
end

% drawing the sets
h=clf; axis equal; hold on;box on;

Ycontourf(psx ,psy,—ps,—leps(1) epsl);
contourf(x,y,—ps,[0 0], k”, LineWidth’ ,1);
contour(x,y,g,[0 0],’b’, LineWidth’ ,2);
contour(x,y,b,[0 0], ’g’, LineWidth’ ,2);
contour(x,y,ckv,[0 0], r’, LineWidth’ ,2);
colormap ([0.7 0.7 0.7; 0.8 0.8 0.8; 0.8 0.8 0.8]);
Ignd {length (lgnd)+1}="$\Lambda(A)$";

eval=eig (A); plot(real (eval),imag(eval), "kx’, "MarkerSize’ ,8);
set(gca, 'XLim’ ,area(1:2), "YLim’ ,area (3:4));
legend (lgnd, "Interpreter’, ’latex”)

s=legend (lgnd , "Location’, "NorthEast”);

set(s, "FontSize’ ,14);

h=NaN;
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Funkcija 11 Program za crtanje oblasti lokalizacija e-pseudospektra ma-
trice A u Euklidskoj matri¢noj normi r? (A), T (A)i Tl (A).

function h=eukpsl (A, eps,ngrid, area)

[m,n]=size (A);

if m==n
a=diag(A);
B=abs(A-diag(a)) ’;
r=sum(B) ’;
c=sum(B’") ’;
rc=(r+c)/2;

if nargin<5
lr=min(real (a)—max(r,c)—10xeps
li=min(imag(a)—max(r,c)—10xeps
ur=max(real (a)+max(r,c)+10xeps
ui=max(imag(a)+max(r,c)+10xeps
area = [1.2%1lr 1.2%xur 1.2x1i 1.2xui];
else
Ir=area(1);
ur=area (2);
li=area (3);
ui=area (4);

4
7
7
7

~— — — —

end

dx=(ur—Ir)/ngrid;dy=(ui—-1li)/ngrid;
[x,y]=meshgrid (lr :dx:ur, li:dy:ui);
lgnd ={};

z=x+1lixy;
gk=zNaN;
g=z*NaN;

ge=zx*NaN;

Y%pseudospectar eigtool — Euklidska norma

lgnd {length (lgnd)+1}="$\Lambda_{\ varepsilon }*{(2)}(A)$~;
ps_opts.ax=area;

ps_opts.npts=ngrid;

ps_opts.no_graphics=1;

[psx,psy,ps] = eigtool(full (A),ps_opts);

%gk — gamma kappa 2

Ignd {length (1gnd)+1}="$\widehat{\Gamma} _{\ varepsilon }*{(2)}(A)$";
for j=1:n
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gk=min(gk,abs(z—a(j))—r(j)—eps);
gk=min(gk,abs(z—a(j))—c(j)—eps);
end

%g — gamma 2
lgnd {length (Ignd)+1}="$\Gamma_{\ varepsilon }*{(2)}(A)$";
for j=1:n
g=min (g, (abs(z—a(})—r(j)));
for k=1:n
| &7min(B (abs(za(1)=r(j). »(abs (2-a () —e (k) ~eps2);
en
end

%ge — gamma e 2, najbolji...
Ignd {length (lgnd)+1}="$\Gamma_{\ varepsilon}*{(e)}(A)$";
for j=1:n
ge=min(ge,abs(z—a(j))—rc(j)—eps);
end

% drawing the sets
h=clf; axis equal; hold on;box on;

contourf (psx,psy,—ps,—[eps(1l) eps]);

colormap ([0.7 0.7 0.7; 0.8 0.8 0.8; 0.8 0.8 0.8]);
contour(x,y,gk,[0 0],’b’, LineWidth’ ,2);

contour(x,y,g,[0 0], ’g’, LineWidth’ ,2);

contour(x,y,ge,[0 0], ’r’, LineWidth’ ,2);

lgnd {length (Ignd)+1}="$\Lambda(A)$";

eval=eig (A); plot(real (eval),imag(eval), "kx’,"MarkerSize’ ,8);

set(gca, 'XLim’ ,area(1:2), 'YLim’ ,area(3:4));
legend (lgnd, "Interpreter’, "latex”)
s=legend (lgnd, "Location’, "NorthEast”);
set(s, "FontSize’ ,14);

else
h=NaN;

end

Funkcija 12 Program za crtanje oblasti lokalizacija e-pseudospektra ma-

trice A u proizvoljnoj matri¢noj normi: M%ﬁ g(A) i 8%2 (A), kao na Slici

5.9. U slucaju izbora Euklidske norme i dvoelementne particije 7t indek-
snog skupa, realizuje posebno iscrtavanje oblasti st (A), s? (A) i skupa

f(e) T(e)
MS?Q(A), kao $to je to ucinjeno Slikom 5.10.
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function pseudo_block_separation(A, part,eps,ngrid,strng ,6area)
[~/ n]=size (A);

a=diag(A);

B=abs (A-diag(a)) ’;

r=sum(B) ’;

I=eye(n,n);

nrm = 2;

switch nargin

case 1
part = 1:n;
eps = le—3;
ngrid = 100;
strng = ‘psme’;

lr=min(real (a)—r—10%eps); li=min(imag(a)—r —10xeps);
ur=max(real (a)+r+10xeps); ui=max(imag(a)+r+10xeps);

area = [lr ur li ui];
case 2

eps = le—3;

ngrid = 100;

strng = ’‘psme’;

lr=min(real (a)—r—10%eps); li=min(imag(a)—r—10xeps);
ur=max(real (a)+r+10xeps); ui=max(imag(a)+r+10*eps);

area = [lr ur li ui];
case 3

ngrid = 100;

strng = ’‘psme’;

lr=min(real (a)—r—10+eps); li=min(imag(a)—r—10xeps);
ur=max(real (a)+r+10xeps); ui=max(imag(a)+r+10*eps);

area = [1r ur li ui];
case 4
strng = ’‘psme’;

lr=min(real (a)—r—10+eps); li=min(imag(a)—r —10xeps);
ur=max(real (a)+r+10xeps); ui=max(imag(a)+r+10*eps);

area = [1r ur li ui];
case 5
strng = ’‘psme’;

lr=min(real (a)—r—10+eps); li=min(imag(a)—r—10xeps);
ur=max(real (a)+r+10xeps); ui=max(imag(a)+r+10*eps);
area = [lr ur li ui];

case 6
Ir=area(1);
ur=area (2);
li=area (3);
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ui=area (4);
end

if part(end)~=n
part = [part n];
end

m=length (part);
part = [0 part];

dx=(ur—Ir)/ngrid;
dy=(ui—1i)/ngrid;
[x,y]=meshgrid (1r :dx:ur, li:dy:ui);

z=x+1ixy;

g=zxNaN;
ps=z*NaN;
clf; hold on;box on;
area = [Ir ur 1li ui];
lgnd ={};

if ~isempty(find(strng=="p’"))
Y%pseudospectrum
Ignd {length (lgnd)+1}="$\Lambda_{\ varepsilon } " {(2)}(A)$";
for k=1:size(x,1)
for j=1:size(x,2)
omega=x(k,j)+1lixy(k,j);
C=A—omegaxI;
if nim ==
ps(k,j)=min(svd(C));
else
rcnd=rcond (C);
if rend < le—16
ps(k,j)=1le—16;
else
ps(k,j)=1/norm(inv(C) ,nrm);
end
end
end
end
contourf(x,y,—ps,—[eps eps], LineWidth’ ,0.2);
end

%block pseudospectra
for j=2:(m+1)
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for k=2:(m+1)
if j~=k
if part(j—1)+l==part(j) && nrm == ’inf’
F(j —1,k—1)=sum(abs (full (A((part(j —1)+1):part(j),
(part(k—1)+1):part(k)))));
else
F(j —1,k—1)=norm( full (A((part(j —1)+1):part(j),
(part(k—1)+1):part(k))) ,nrm);
end
else
F(j —1,k-1)=0;
end
end
end

for p=2:(m+1)
if p>2 && (part(p-2)—part(p—1))==(part(p)—part(p—1))
if norm(A((part(p—2)+1):part(p—1),(part(p—2)+1):part(p—1))
—A((part(p—1)+1):part(p),(part(p—1)+1):part(p)), inf’)<le—6
ps_blocks {p—1} = ps_blocks{p—2};
else
ps_blocks {p—1} = zxNaN;
for k=1:size(x,1)
for j=1:size(x,2)
omega=x(k,j)+1lixy(k,j);
C=A((part(p—1)+1):part(p),(part(p—1)+1):part(p))—
omegaxeye(part(p)—part(p—1),part(p)—part(p—1));
if nrm==2
ps_blocks{p—1}(k, j)=min(svd (full (C)));
else
rcnd=rcond (C);
if rend < le—16
ps_blocks{p—1}(k,j)=1e—16;

else
ps_blocks{p—1}(k,j)=1/norm(inv(C) ,nrm);
end
end
end
end
g = min(g, ps_blocks{p—1});

end
else
ps_blocks{p—1} = z+NaN;
for k=1:size(x,1)
for j=1:size(x,2)
omega=x(k,j)+1lixy(k,j);
C=A((part(p—1)+1):part(p),(part(p—1)+1):part(p))—
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omegaxeye (part(p)—part(p—1),part(p)—part(p—1));
if nrm==2
ps_blocks{p—1}(k,j)=min(svd (full(C)));
else
recnd=rcond (C);
if rend < le—16
ps_blocks{p—1}(k,j)=1e—16;

else
ps_blocks{p—1}(k, j)=1/norm(inv(C) ,nrm);
end
end
end
end
g = min(g, ps_blocks{p—1});
end
end
feps=NaN;

if ~isempty(find(strng=="s"))
%block_approximation

if m==2
feps = sqrt((eps+F(1,2))«(eps+F(2,1)))
lgnd {length (Ignd)+1}=

"$\mathcal {S}_{f(\varepsilon )} {(2)}(A)$";
contour(x,y,—g,—[feps feps],’r’, LineWidth’ ,0.2);
feps_grammont = (eps+F(2,1))*(sqrt(1+F(1,2)/(eps+F(2,1))))
lgnd {length (Ignd)+1}=

"$\mathcal {S}_{\tau(\varepsilon )} {(2)}(A)$";
contour(x,y,—g, —[feps_grammont feps_grammont], 'b’,

"LineWidth’ ,0.2);
else
rho = max(real (eig(F)));
s = chebfun(@(x) min(svd(x*eye(m)—F))—eps,
[rho ,norm (F,nrm)+eps]);
feps = min(roots(s));
if ~isnan(feps)
lgnd {length (lgnd)+1}=
"$\mathcal {S}_{\pi,\ varepsilon }*N{(2)}(A)$";
contour(x,y,—g,—[feps feps],’r’, ’LineWidth’ ,0.2);
end
end
end

if ~isempty(find(strng=="m’))
YopseudoMGS
lgnd {length (lgnd)+1}="%$\mathcal (M} _{\pi,\ varepsilon }*"{(2)}(A)$";
for k=1:size(x,1)
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for j=1:size(x,2)
di = [];
for p = I'm
di=[di ps_blocks{pl}(k,j)];
end
M = diag(di) — F;
if nrm==2
psi = min(svd (M))—eps;
else
if rcond M)<le—20
mgsl(k,j)=0;
else
psi = 1/norm(inv (M) ,nrm)—eps;
end
end
mgsl(k, j)=min(min(real (eigs (M,min(5,m), "sr’))),psi);
end
end
contour(x,y,—mgsl,—[0 0], 'm’, LineWidth’ ,2);
end

colormap ([0.6 0.6 0.6;0.7 0.7 0.7; 0.8 0.8 0.8, 0.9 0.9 0.9]);

if ~isempty(find(strng=="e"))
eval=eig (full (A)); plot(real (eval),imag(eval), 'k."’,
"MarkerSize’ ,15);
Ignd {length (lgnd)+1}="$\Lambda(A)$";
end

box on;grid on; axis equal;
set(gca, 'XLim’ ,area(1:2), 'YLim’ ,area (3:4));
legend (lgnd, "Location’, "NorthEast”);

Funkcya 13 Program za crtanje oblasti lokalizacija a-frakcionog e-pseudo-
spektra matrice A u matri¢noj normi ‘nor’: Tae(A), Kae(A)iCy o (A).

function h=FDE_psl(nor,A, alpha,S,eps,ngrid,strng ,area)

[m,n]=size (A);
a=diag(A);
if nor==
B=(abs (A-diag(a)) +abs(A-diag(a)))/2;
else if nor==
B=abs (A-diag(a));
else
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end

r=sum(B) ’;

B=abs (A-diag(a)) ’;

end

’

I=eye(n,n);

switch nargin

end

case 7
area = [—-1 1 —1
(alpha (:
case 6
strng="pgbc’;
area = [-1 1 —1
(alpha (:
case 5
ngrid=100;
strng="pgbc”’;
area = [-1 1 —1
(alpha (:
case 4
eps=0;
ngrid=100;
strng="pgbc’;
area = [—-1 1 —1
(alpha (:
case 3
S=[1];
eps=0;
ngrid=100;

strng="pgbc’;
area = [—-1 1 -1

1]+max((abs(a)+r).
,1)*m))+10xeps);

1]*max((abs(a)+r).
,1)*m))+10xeps);

1]*max((abs(a)+r).
,1)*m))+10xeps);

1]*max((abs(a)+r).
,1)*m))+10xeps);

1]+*max((abs(a)+r).
,1)*m))+10xeps);

1]*max((abs(a)+r).

(alpha (:
case 2
alpha = ones(n,2);
S=[1];
eps=0;
ngrid=100;
strng="pgbc”’;
area = [-1 1 —1
(alpha (:

Ir=area (1);ur=area(2);
li=area (3); ui=area (4);

m=1;
for

j=1n

,1)*m))+10xeps);
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m=lem (m, alpha(j,2));
end

Sbar=1:n;Sbar(S)=[];

if size(S,2)==1
rS=B(S,:) ’;
else
rS=sum(B(S,:)) ’;
end

if size(Sbar,2)==1
rSbar=B(Sbar ,:) ’;
else
rSbar=sum(B(Sbar ,:)) ’;
end

dx=(ur—Ir)/ngrid;dy=(ui—1li)/ngrid;
[x,y]=meshgrid (1r :dx:ur, li:dy:ui);

z=x+1ixy;
ckv=z+NaN; g=z*NaN; b=z*NaN; ps=z+NaN;

clf; hold on;box on;

area = [lr ur 1li ui];
lgnd ={};
%pseudospectar

if ~isempty(find(strng=="p’"))
lgnd {length (lgnd)+1}="$\Lambda_{\alpha,\ varepsilon }(A)$’;
for k=1:size(x,1)
for j=1:size(x,2);
omega=x(k,j)+1ixy(k,j);
C=A-diag ((omegaxones(n,1)).” (mxalpha(:,1)./alpha(:,2)));
rcnd=rcond (C);
if rend < le—16
ps(k,j)=1e—16;
else
ps(k,j)=1/norm(inv(C),nor);
end
end
end
contourf(x,y,—ps,—[eps(1) eps]);
end

Y%eps—gersgorin
if ~isempty(find(strng=="g’))
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lgnd {length (lgnd)+1}="$\Gamma_{\ alpha,\ varepsilon}(A)$";
for j=1:n
g=min (g, abs(z./ (mralpha (j,1)./alpha(j,2)) ~a(j))—r(j)-eps);
end
contour(x,y,g,[0 0],’b’, LineWidth”’ ,1.2);
end

Y%eps—brauer
if ~isempty(find(strng=="b"))
lgnd {length (1gnd)+1}="$\mathcal {K}_{\alpha,\ varepsilon}(A)$”;
for j=1:n
for k=[1:(j—1) (j+1):n]
b=min(b, (abs(z.”(m+alpha(j,1)./alpha(j,2))—a(j))—eps).*
(abs(z.MN(mxalpha(k,1)./alpha(k,2))—a(k)))—r(j)*(r(k)+eps));
end
end
contour(x,y,b,[0 0], ’g’, LineWidth” ,1.2);
end

%eps —CKV_S
if ~isempty(find(strng=="c’))
lgnd {length (Ignd)+1}="$\mathcal {C}*{S}_{\alpha,\ varepsilon}(A)$";
for j=S
ckv=min(ckv,(abs(z.”(mxalpha(j,1)./alpha(j,2))—a(j))—rS(j)—eps));
for k=Sbar
ckv=min(ckv,(abs(z.”(m+alpha(k,1)./alpha(k,2))
—a(k))—rSbar(k)—eps));
ckv=min(ckv,(abs(z.”(mxalpha(j,1)./alpha(j,2))
—a(j))—rS(j)—eps).*(abs(z.N(mxalpha(k,1)./alpha(k,2))
—a(k))—rSbar (k))—rSbar (j)*(rS(k)+eps));
ckv=min(ckv,(abs(z.”(mralpha(j,1)./alpha(j,2))—a(j))—rS(j)).*
(abs(z.M(mxalpha(k,1)./alpha(k,2)) —a(k))—rSbar (k)—eps)
—(rSbar (j)+eps)*rS(k));
end
end
contour(x,y,ckv,[0 0], ’r’, LineWidth’ ,1.2);
end

Y%opseudoMGS
if ~isempty(find(strng=="m"))
lgnd {length (lgnd)+1}= "PseudoMGS " ;
for k=1:size(x,1)
for j=1:size(x,2);
omega=x(k,j)+1lixy(k,j);
C=abs(diag(a)—diag ((omega*ones(n,1)). (mralpha(:,1)./
alpha(:,2)))) —B;
kk = eig(C);
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mgsl(k,j)=min(real (kk));
end
end
contour(x,y,—mgsl, —[eps(1) eps], 'm’, LineWidth’ ,2);
end

colormap ([0.7 0.7 0.7; 0.8 0.8 0.8; 0.9 0.9 0.9]);

line ([0,sqrt(max(abs(area (3:4)))"2+
max(abs(area(1:2)))"2)xcos(pi/(2xm))],[0,sqrt(max(abs(area(3:4))) 2+
max(abs(area(1:2)))"2)*sin(pi/(2+m))], "Color’,’k’, LineStyle’,—");
line ([0,sqrt(max(abs(area(3:4)))"2+
max(abs(area(1:2)))"2)xcos(pi/(2xm))],[0, —sqrt (max(abs(area(3:4)))"2+
max(abs(area(1:2)))"2)*sin(pi/(2+m))], "Color’,’k’, LineStyle’, —");

set(gca, 'XLim’ ,area(1:2), 'YLim’ ,area (3:4));

legend (lgnd, 'Interpreter’, "latex’, 'fontsize’, 15)
legend (lgnd, "Location’, "NorthEast’);
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You can’t connect the dots looking forward,
you can only connect them looking backwards.
So you have to trust that the dots
will somehow connect in your future.

STEVEN JoBs, Stanford Commencement Address, 2005.
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