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Predgovor

O disertaciji

Kongruencijska A-poludistributivnost je rasprostranjen fenomen u univerza-
Inoj algebri i kao takva je nasla brojne primjene u ,,¢istoj” univerzalnoj alge-
bri, ali i u teorijskom racunarstvu, preciznije, u teoriji racunske slozenosti.
Jo§ preciznije, u Problemu zadovoljenja uslova. Takode, u univerzalnoj al-
gebri se ovo svojstvo, poput mnogih drugih strukturnih svojstava algebri i
varijeteta, posmatralo i kroz prizmu karakterizacija Maljcevljevog tipa. U
ovoj disertaciji ¢emo prezentovati rezultate jednog istrazivanja na tu temu.
Treba naglasiti da ti, a i svi ostali rezultati vezani za Maljcevljeve karak-
terizacije kongurencijske A-poludistributivnosti, imaju ¢isto univerzalno al-
gebarski karakter, ali su ipak motivisani nekolicinom radova sa algebarskim
pristupom u rjesavanju Problema zadovoljenja uslova.

U svojoj doktorskoj disertaciji Jelena Jovanovié (vidjeti [38] i [40]) je
predstavila u odredenom smislu optimalan jak Maljcevljev uslov za kongru-
encijsku A-poludistributivnost lokalno konac¢nih varijeteta, koji ée, prema
terminologiji koju ¢emo uvesti nesto kasnije, biti jedan pristojan Maljcevljev
uslov. U ovoj disertaciji ¢emo kao glavni rezultat prikazati karakterizaciju
svih pristojnih Maljcevljevih uslova za kongruencijsku A-poludistributivnost
u lokalno kona¢nim varijetetima.

Sadrzaj disertacije je podijeljen u pet glava.

U prvoj glavi prvo dajemo istorijat rezultata nastalih u toku izucavanja
kongruencijske A-poludistributivnosti, ali i Problema zadovoljenja uslova,
konkretno hipoteze o dihotomiji istog. Zatim uvodimo osnovne pojmove i
tvrdenja univerzalne algebre neophodne za dalji rad. Takode, jedno posebno
poglavlje posvecujemo teoriji pitomih kongruencija.

Druga glava je cijelim svojim dijelom posveéena Maljcevljevim uslovima.
Dat je pregled nekoliko istorijski najvaznijih karakterizacija strukturnih svo-
jstava varijeteta putem Maljcevljevih i jakih Maljcevljevih uslova. Zatim u
nastavku predstavljamo i jake Maljcevljeve karakterizacije kongruencijske A-

)



-poludistributivnosti u lokalno kona¢nim varijetetima. Za kraj su ostavljena
pitanja i rezultati koji su predstavljali motivaciju za pocetak istrazivanja
koje je rezultiralo karakterizacijom koju smo spomenuli u drugom pasusu.

Treca glava je svojim najveéim dijelom prezentacija rada Libora Barta
[4] o rjesivosti Problema zadovoljenja uslova pomo¢u algoritama zasnovanih
na provjeri uslova lokalne konzistencije. Razlog za to je taj Sto centralna
teorema pomenutog rada igra znac¢ajnu ulogu u dokazivanju glavne teoreme
ove disertacije.

U cetvrtoj glavi se dokazuje da neki pristojan Maljcevljev uslov realizo-
van u kongruencijski A-poludistributivnom lokalno kona¢nom varijetetu ako
i samo ako je realizovan u odredenoj ¢etvoroelementnoj algebri. Stoga je
prvi dio glave na neki nacin analiza relacija kojima su kodirani pristojni
Maljcevljevi uslovi realizovani u toj algebri. Takode, dajemo i efikasan
algoritam za provjeru realizacije pristojnog Maljcevljevog uslova unutar
pomenute algebre. Kao $to smo veé rekli, u ovom dijelu disertacije se ko-
risti Bartoova teorema, ¢ija upotreba u svrhu dokazivanja da je konkretan
jak Maljcevljev uslov realizovan u kongruencijski A-poludistributivnom vari-
jetetu generiSe probleme kombinatorne prirode. Konkretno, u pitanju su
problemi Remzijevskog tipa, pa je jedno poglavlje posveteno upravo jednoj
takvoj lemi, koja je kasnije bitan korak u dokazu glavne teoreme.

U posljednjoj glavi bavimo se najslabijim netrivijalnim jakim Maljcev-
ljevim uslovom. Prezentujemo jedan pokusaj optimizacije istog.

Zahvalnica

Iskoristio bih priliku da izrazim zahvalnost ¢lanovima komisije na pazljivom
¢itanju disertacije i mnogobrojnim korisnim savjetima i sugestijama. Nadam
se da mi ostali ¢lanovi ne¢e zamjeriti, ali dvojici od njih se posebno moram
zahvaliti. Bojan Basi¢ mi je od pocetka studija bio uzor po pitanju principi-
jelnosti i matematicke preciznosti. Pored toga, zahvalan sam mu Sto mi je
pruzio podrsku i motivisao me u periodu kada sam sumnjao u sebe. Najveéu
zahvalnost dugujem svom mentoru Petru Markoviéu. Mislim da ne postoji
osoba koja od njega nesebi¢nije dijeli svoje matematicko znanje. Ja sam
imao sre¢u da sa njim saradujem jos od prve godine osnovnih studija i ova
disertacija je plod te saradnje. Medutim, sada mogu slobodno re¢i da je
meni licno mnogo bitnija njegova ljudska strana i ¢injenica da u njemu,
pored mentora, imam i prijatelja.

Tako je ova disertacija na neki na¢in potvrda da umijem bar donekle
pronié¢i u matematiku i njeno ,ponasanje”, ¢esto uopste nisam (bio) u stanju
shvatiti druge ljude i njihove postupke. Sre¢om, moja dva najbolja druga
(prvi od njih mi je i kum), Boka i Lujo, su u tome mnogo bolji od mene
i nemali broj puta su me pazljivo saslusali i posavjetovali, pa koristim ovu
priliku da im se zahvalim na tome.



Neizmjerno sam zahvalan svojim roditeljima, Krstu i Boriki, i bratu
Filipu jer mi svemu daju smisao.

Na kraju, a prije svih, zahvalnost dugujem dvjema osobama koje nazalost
nisu dozivjele da procitaju ovu zahvalnicu. Prva je moj nastavnik matema-
tike iz osnovne gkole, Relja Sudzum, koji me je spremio i odveo na prva
takmicenja i bez kojeg se mozda ne bih bavio matematikom. Druga je moj
djed Bozo, koji me je za zivota konstantno motivisao svojim neumornim
pitanjem: ,Kad ¢e ta diploma?”.

Novi Sad, septembar 2020. Vlado Uljarevié






Glava

Uvod - osnovni pojmovi i
istorijat

MreZ (L, A\, V) je poludistributivna ako za sve z,y,z € L vazi

crAy=xzANz=>xAy=zA(yVz)

zVy=zVz=zVy=zV(yAz).

Za mrezu koja ispunjava prvu (resp. drugu) implikaciju kazemo da je
A-poludistributivna (resp. V-poludistributivna). U ovoj tezi ¢emo se baviti
algebrama i varijetetima koji imaju A-poludistributivne mreze kongruencija.
Preciznije, centralna tema su sintaksne karakterizacije pomenutog svojstva
u jednoj posebnoj, ali Sirokoj klasi varijeteta. Ove sintaksne karakterizacije
su tzv. Maljcevljevi uslovi i njima ¢emo se posebno baviti u drugoj glavi.
Za sada je dovoljno reéi su to skupovi identiteta na nekom jeziku.

1.1 Istorijat

O kongruencijskoj A-poludistributivnosti

Poludistributivnost je svojstvo koje je primjeceno tokom izucavanja slobo-
dnih mreza. Naime, u [37] je dokazano da su slobodne mreze poludistribu-
tivne.

Oslanjajuéi se na rezultate V. Tejlora [59] i V. Nojmana [52] B. Jonson
je u [36] dokazao egzistenciju slabog Maljcevljevog uslova koji karakterise
kongruencijsku A-poludistributivnost. Taj rad je objavljen 1980. godine.

*vidjeti definiciju u okviru poglavlja
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1.1. ISTORIJAT

G. Cedli je 1983. godine u [21] pronasao i konkretan takav uslov, sto pred-
stavlja prvu sintaksnu karakterizaciju ovog svojstva varijeteta. Sam uslov
je bio u obliku prebrojive konjunkcije prebrojivih monotonih disjunkcija
jakih Maljcevljevih uslova, $to je i definicija slabog Maljcevljevog uslova,
dok ¢emo eksplicitnu definciju jakog Maljcevljevog uslova navesti u nasta-
vku disertacije. D. Hobi i R. Makenzi su 1988. godine u [31] dokazali da
se za lokalno konacne varijetete kongruencijska A-poludistributivnost moze
okarakterisati putem Maljcevljevog uslova, ali njihov dokaz je bio ¢isto egzi-
stencijalnog tipa. Isto to, ali u opstem slu¢aju, nezavisno dokazuju P. Li-
parini u [48], i K. Kerns i A. Sendrei u [43]. Nesto kasnije R. Vilard je u [63]
izlozio Maljcevljev uslov za opsti slucaj. M. Kozik, A. Krokin, M. Valeriot i
R. Vilard su 2009. godine u [46]E| dali prvu jaku Maljcevljevu karakterizaciju
kongruencijske A-poludistributivnosti za lokalno konaéne varijetete. Kada
je u pitanju opsti slucaj, jo§ uvijek nije poznato da li se pomenuto svojstvo
moze okarakterisati jakim Maljcevljevim uslovom.

Kongruencijska A-poludistributivnost i varijeteti sa ovom osobinom su,
nevezano za Maljcevljeve uslove, tokom prethodnih 30-ak godina intenzivno
proucavani. Hobi i Makenzi su u pomenutoj monografiji [31] dokazali i da je
ova osobina u slu¢aju lokalno kona¢nih varijeteta ekvivalentna nepostojanju
pokrivanja tipova 1 i 2, te da je ekvivalentna osobini kongruencijske neu-
tralnosti (tj. komutator dvije kongruencije jednak je njihovom presjeku).
Kongruencijska A-poludistributivnost ekvivalentna je kongruencijskoj neu-
tralnosti i u opstem slucaju, $to je prezentovano u [43]. Takode, poznato je
da su Parkova [54] i restrikovana KvakenbuSova hipoteza [55] ta¢ne ako se
uvede dodatna pretpostavka da su posmatrani varijeteti kongruencijski A-
-poludistributivni. Uz ovo ograni¢enje Parkovu hipotezu je potvrdio Vilard
[63], dok je isti autor zajedno sa Kernsom u [44] dokazao restrikovanu Kvak-
enbusovu hipotezu uz pretpostavku kongruencijske A-poludistributivnosti,
kao Sto smo veé naglasili. Vilard je zapravo uopstio dokaz [2] K. Bejk-
era u kom je Parkova hipoteza potvrdena u kongruencijski distributivnom
slucaju. Upravo u [63] Vilard je na elegantan nacin iskoristio Maljcevljev
uslov koji smo pomenuli u prethodnom pasusu. Za kraj poglavlja navedimo
i ¢injenicu koja je vjerovatno i bila glavna motivacija za izuc¢avanje kon-
gruencijske A-poludistributivnosti u prethodnoj deceniji, a o ¢emu ce vise
rijeci biti u nastavku disertacije. Naime, relacijske strukture za koje se Pro-
blem zadovoljenja uslova moze efektivno rjesavati algoritmima sa provjerom
lokalne konzistencije su ta¢no one strukture ¢iji klon polimorfizama generise
kongruencijski A-poludistributivan varijetet.

O Problemu zadovoljenja uslova

Problem odlucivosti se definise kao problem koji za specifican ulazni skup

Trad je objavljen tek 2015. godine.
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GLAVA 1. UVOD - OSNOVNI POJMOVI I ISTORIJAT

kao izlaz (ili odgovor) daje DA ili NE. Problem zadovoljenja uslova (ili krace
CSPH) kao problem odlucivosti mozemo definisati na vise nacina. U litera-
turi nailazimo na tri osnovne definicije i to preko:

— homomorfizama
— zadovoljivosti formule, ili
— vrijednosti promjenljivih.

Prva definicija predstavlja problem odlucivosti postojanja homomor-
fizma iz jedne relacijske strukture, koja predstavlja ulaz problema, u drugu
fiksiranu relacijsku strukturu na istom jeziku. Druga ima logicku formu i u
njoj se postavlja pitanje tacnosti formule prvog reda sacinjene od atomskih
formula koriste¢i samo konjunkcije i egzistencijalni kvantifikator (tzv. pozi-
tivno-primitivna formula). Treta definicija je ustvari i osnovna definicija
Problema zadovoljenja uslova. Postavlja se pitanje da li postoji preslika-
vanje iz zadatog skupa promjenljivih u zadati skup dozvoljenih vrijednosti
(domen), a da su pritom zadovoljeni neki unaprijed odredeni lokalni uslovi.

CSP je, kao i svaki problem odlucivosti, u interesnoj sferi teorije racunske
slozenosti. Temelje istrazivanja CSP-a u tom polju postavio je T. Dz. Sefer
[57], nakon $to je dokazao da je problem postojanja homomorfizma iz relaci-
jske strukture u dvoelementnu relacijsku strukturu na istom jeziku ili rjesiv
u polinomnom vremenu, ili je NP-kompletan. Isto vazi i za polukompletne
digrafove [3], kao i za neorijentisane grafove [30]. T. Feder i M. Vardi [20]
su 1993. godine postavili hipotezu o CSP dihotomiji, koja postulira da se
Seferova teorema moze uopstiti na proizvoljan konacan domen. A. Bulatov
[13] je dokazao da je CSP dihotomija ta¢na za troelementne domene.

Najznacajniji napredak vezan za hipotezu o dihotomiji se desio nakon
zasnivanja algebarskog pristupa u rjesavanju iste. Prvi koraci ovakvog pri-
stupa Problemu zadovoljenja uslova su napravljeni u [33] i [34], dok je znatan
razvoj doSao sa [I7]. Sustina lezi u tome da slozenost CSP-a zavisi od kom-
patibilnih operacija (tzv. polz’morﬁzmﬁ) posmatrane relacijske strukture.
Upravo je u [§] koriséen ovaj pristup, gdje su uopsteni grafovski rezultati iz
prethodnog pasusa do digrafova bez izvora i ponora (tzv. glatki grafovi). U
[17] je dokazano da je za relacijske strukture koje nemaju Tejlorov polimor-
fizam rjesavanje CSP-a NP-kompletan problem, a kao hipoteza postavljeno
da vazi i suprotan smjer tvrdenja, odnosno da je za strukture sa Tejlorovim
polimorfizmom CSP rjesiv u polinomnom vremenu. Ovo se zove algebarska
hipoteza o dihotomiji i jasno je da ona pojacava hipotezu Federa i Vardija
jer postavlja i jasnu granicu izmedu dvije klase slozenosti. Nakon posta-
vljanja algebarske hipoteze o dihotomiji paznja je usmjerena na razvijanje

tod engl. Constraint Satisfaction Problem.
$vidjeti definiciju u okviru poglavlju
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1.2. UKRATKO O RELACIJAMA I RELACIJSKIM STRUKTURAMA

algoritama koji rade u polinomnom vremenu za $to Siru potklasu u okviru
relacijskih struktura koje imaju Tejlorov polimorfizam.

Jedna vrsta polinomnih algoritama je razvijena u [16]. U pitanju je
svojevrsna generalizacija Gausove eliminacije koja je u pomenutom radu
rjeSavala problem u polinomnom vremenu za strukture sa Maljcevljevim
polimorfizmom. Algoritam je uopsten u [22], da bi u [32] bila opisana najsira
potklasa CSP-a na kojoj je ova vrsta algoritama primjenljiva.

Druga vrsta algoritama zasniva se na provjeravanju odredene lokalne
konzistencije uslova. Ovi algoritmi nas posebno zanimaju i njima ¢emo se
baviti u ovoj disertaciji, preciznije, u trecoj glavi iste. Svaku ulaznu stru-
kturu (tacnije, njen skup uslova/relacija) je moguée u polinomnom vremenu
modifikovati do potrebnog nivoa konzistencije, a da se pritom ne mijenja
skup rjesenja. Omo Sto predstavlja problem jeste to da konzistencija ne
podrazumijeva i postojanje rjeSenja. Medutim, za veliku klasu relacijskih
struktura konzistencija implicira postojanje rjeSenja i za takve strukture se
kaze da imaju ogranic¢enu (relacijsku) sirinu.

B. Larouz i L. Zadori [47] dokazuju da ako struktura ima ograni¢enu
§irinu, onda algebra polimorfizama generise kongruencijski A-poludistributi-
van varijetet. Oni takode postavljaju i pitanje da li vazi i suprotna impli-
kacija. Nakon vise parcijalnih rezultata (J6],[15],]20],[45]) pozitivan odgovor
daju L. Barto i M. Kozik [7]. Ovakvom karakterizacijom ograni¢ene Sirine
na znacaju dobija kongruencijska A-poludistributivnost, odnosno varijeteti
¢ije mreze kongruencija imaju tu osobinu. Neki od radova koji su doprini-
jeli lakSem prepoznavanju kongruencijski A-poludistributivnih algebri i vari-
jeteta su [46], [40], [12]. Napomenimo jos da je u [4] data karakterizacija
ogranicene Sirine sa optimalnim uslovima konzistencije i upravo se ta karak-
terizacija koristi u dokazu centralne teoreme trece glave.

Kada je u pitanju algebarska hipoteza o dihotomiji, prvo ju je 2016.
godine D. Zuk potvrdio za relacijske strukutre sa najvise 7 elemenata, da
bi 2017. godine upravo Zuk [64] i, nezavisno, Bulatov [14] najavili dokaze
za sve konacne relacijske strukture.

1.2 Ukratko o relacijama i relacijskim strukturama

Neka je X neprazan skup i n prirodan broj. Proizvoljan podskup od X"
naziva se n-arna relacija na X. Za relacije arnosti 1 kazemo da su unarne,
arnosti 2 binarne, a arnosti 3 ternarne relacije.

Relacije ), X? i Ax = {(z,7) : € X} na nepraznom skupu X nazivaju
se prazna relacija, puna relacija i dijagonalna relacija na skupu X. Za
binarne relacije p,o C X? definidu se operacije:

e p = {(y,2): (x,y) € p} je inverzna relacija od p;

e poo={(x,y): (32)((z,2) € pA(2,y) € 0)} je kompozicija pio.

12



GLAVA 1. UVOD - OSNOVNI POJMOVI I ISTORIJAT

Binarna relacija p, p € X2, je refleksivna ako Ax C p, irefleksivna ako
Ax N p =0, simetriéna ako p~' = p, antisimetricna ako pN p~t C Ay i
tranzitivna ako p o p C p. Relacija p, = p U Ax je refleksivno zatvorenje
relacije p i to je najmanja refleksivna relacija koja sadrzi p. Sli¢no, ps =
pUp~ L je simetri¢no zatvorenje relacije p i predstavlja najmanju simetriénu
relaciju koja sadrzi p. Takode, moze se pokazati da je relacija

neN relacija

najmanja tranzitivna relacija koja sadrzi p i ona se naziva tranzitivno zatvo-
renje relacije p. Binarna relacija koja je refleksivna, simetri¢na i tranzitivna
je relacija ekvivalencije. Ako je p relacija ekvivalencije na skupu X, onda
za x € X uvodimo

[z], ={y € X : (x,y) € p},

klasu ekvivalencije relacije p. Ponekad se koristi i oznaka x/,. Primijetimo
da je {[z], : + € X} jedna particija skupa X. Skup klasa ekvivalencije
relacije p se oznacava sa X/p. Jasno je da je za proizvoljnu binarnu relaciju
p relacija prs najmanja relacija ekvivalencije koja je sadrzi i u tom slucaju
kazemo da je p,s; generisana relacijom p.

Za relaciju p C X? koja je refleksivna, antisimetriéna i tranzitivna
kazemo da je (parcijalno) uredenje ili poredak na skupu X. Tada skup X
zajedno sa relacijom p formira strukturu (X;p) koja se naziva parcijalno
ureden skup ili poseﬂl Ako je relacija samo refleksivna i tranzitivna, onda
je ona preduredenje ili pretporedak.

Neka je (P; <) parcijalno ureden skup i ) # A C P. Za a € A kazemo
da je maksimalan element skupa A ako vazi (Vz € A)(a < z = a = ).
Ukoliko za a € A vazi (Vx € A)(x < a), onda je a najveéi element skupa A.
Minimalan element i najmangi element se definisu dualno. Za Q C P sa Q]
oznacavamo skup {p € P: (3¢ € Q)p < ¢}, s tim da umjesto {¢}| piSemo
samo ¢l . Ako je Q] = @, onda je @ donji skup. Dualno definiSemo Q1 ,
qt i gorngi skup. Definig§imo i formalno skupove sa pridruzenim relacijama.

Relacijska struktura tipa (ni,...,nmy), gdje m,ny...,ny, € N, je bilo
koji skup X sa pridruzenim relacijama R;,..., R, pri ¢emu je R; C X™
za sve i, 1 < i < m. Koristimo oznaku X = (X;Ry,...,R;,). Skup X
se naziva univerzum ili nosac relacijske strukture, a brojevi ny,...,n,, su
arnosti odgovarajuéih relacija.

Neka su X = (X; Ry,...,Ry) 1Y = (Y;51,...,Sy) relacijske strukture
istog tipa (n1,...,ny,). Preslikavanje f: X — Y je homomorfizam iz X u'Y
ako za sve i, 1 <i <n,isve (z1,...,2,,) € X™ vazi implikacija

(X1, ;) € Ri = (f(x1),..., f(zn,;)) € 5.

Iskraceno od eng. partialy ordered set.
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Ukoliko u prethodnom redu umjesto implikacije vazi ekvivalencija, onda
je to jak homomorfizam iz X u Y. Injektivan homomorfizam se naziva
monomorfizam, a injektivan jak homomorfizam je utapanje. Bijektivan jak
homomorfizam je izomorfizam. Sa Hom(X,Y), SHom(X,Y), Mono(X,Y),
Emb(X,Y) i Iso(X,Y) se obiljezavaju redom skupovi homomorfizama, jakih
homomorfizama, monomorfizama, utapanja i izomorfizama iz X u Y.

Definisimo i jedan pojam o ,lijepom slaganju funkcija i relacija”. Ako
je X neprazan skup, n i m prirodni brojevi, f: X" — X i R C X™, onda
kazemo da je relacija R kompatibilna sa f, ili invarijantna za f, ako za sve
r1,...,Tn € R vazi

(fri(1),...,re(1)), ..., f(ri(m),...,r(m))) € R.

1.3 Elementarna sintaksa i semantika univerzalne
algebre

Jezik (ili tip) algebre je bilo koji skup simbola F. Elementi skupa F su
funkcigski (ili operacijski) simboli, a uz skup F uvijek je podrazumijevana i
funkcija ar: F — N koja se naziva funkcija arnosti. Ako je ar(f) = n za
neki f € F onda je arnost od f jednaka n i kazemo da je f n-arni funkcijski
simbol. Podskup n-arnih funkcijskih simbola jezika F obiljezavamo sa F,,
azai=0,1,2,3, F; nazivamo skupom konstantnih, unarnih, binarnih i
ternarnih funkcijskih simbola, redom.

Za dati jezik F, algebra A jezika F je uredeni par A = (A, FA), gdje je
A#(iFA={fA: fe F}, pricemu je fA preslikavanje iz A () u A,
za sve f € F. Skup A je univerzum ili nosac algebre A, dok su operacije
iz skupa F2 osnovne ili bazne operacije algebre A. Poduniverzum algebre
A = (A, .7-"A) je bilo koji podskup B C A koji je zatvoren za bazne operacije
iz FA tj. ako f € FA1ay,... s Qqr(f) € B, onda f(a1,...,aq.(p) € B. Ako
je B neprazan poduniverzum algebre A, onda je B = (B, FB) podalgebra
algebre A, u oznaci B < A, ako i samo ako za sve f € F vazi fB =
A [ gar(s). Drugim rijecima, B je podalgebra od A ako B C A i ako je
je svaka bazna operacija algebre B restrikcija odgovarajuée bazne operacije
algebre A. Jasno je da ako je B podalgebra od A onda je B poduniverzum
algebre A. Skup svih poduniverzuma algebre A oznacavamo sa Sub(A).

Ukoliko je X C A, jednostavno se provjerava da je presjek familije pod-
univerzuma koji sadrze X takode poduniverzum sa istom osobinom. Kako
je ta familija neprazna, onda sa Sg4(X) = N{S € Sub(A) : X C S}
oznacavamo poduniverzum algebre A generisan sa X. Skup Sg? (X) je uni-
verzum najmanje podalgebre od A ¢iji univerzum sadrzi X i tu podalgebru
¢emo zvati podalgebra generisana skupom X, dok ¢emo sam skup X zvati
skup generatora. Kazemo da je algebra konacno generisana ako ima konacan
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skup generatora, a da je lokalno konacna ako je svaka njena konaéno gene-
risana podalgebra konaéna.

Relacija ekvivalencije # na univerzumu algebre A jezika F je kongruen-
cija ako ima svojstvo kompatibilnosti:

za svako f € F, 1a;,b; € A, takve da a;0b; za 1 < i <n, vazi

fA(al, .. ,an)QfA(bl, ceaybp).

Skup svih kongruencija algebre A oznacavamo sa ConA. Svojstvo kompati-
bilnosti nam dozvoljava uvodenje koli¢nicke strukture na skupu klasa ekvi-
valencije A/6. Koli¢nicka algebra A /0 je algebra sa univerzumom A/6, na
istom jeziku kao A i ¢ije bazne operacije zadovoljavaju

fA/O([al]Gv SRR [an]e) = [fA(ala BE) an)]ﬁ’v

gdje ai,...,a, € Ai f je n-arni operacijski simbol jezika.
Mreza je algebra L = (L, A, V), gdje su A i V binarne operacije koje za
sve x,y, z € L ispunjavaju:

(M1) z Az =21ixVx=urz; (idempotentnost)

(M2) zAy=yAzizxVy=yVuz; (komutativnost)

(M3) A (yAz)=(xAy)ANzixzV(yVz)=(xVy)V z (asocijativnost)
(M4) zA(zVy)=xzizV(xAy)==x. (apsorpcija)

Ako na skupu L definiSemo relaciju < sa

x <y akoisamo ako x Ay =z,

za x,y € L, onda je L parcijalno ureden relacijom <. Kako mrezu mozemo

posmatrati kao parcijalno ureden skup onda, usvajajuéi notaciju parcijalnih

uredenja, njen najmanji i najveéi element (ako postoje) oznacavamo sa 0 i

1. Koristimo i oznaku a < b ako je a < bia # b. Ako a,b € L onda b

pokriva a, ili a je pokriven sa b, ako a < b, 1 ako iz a < ¢ < b slijedi a = ¢ ili

b = c. U mrezi sa 0 elementi koji pokrivaju 0 (ukoliko postoje) su atomi.
Neka 61,0, € ConA i neka

01 ANBy =61 N0 1
01V 0, ::91U(91092)U(91092091)U(91092091092)U...

Lako se provjerava da su na skupu kongruencija ConA algebre A A i
V binarne operacije i da je algebra (ConA, A, V) mreza. Ovu mrezu ¢emo
zvati mreza kongruencija algebre A i oznacavati sa ConA.
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Posmatrajuéi ConA kao parcijalno uredenje vidimo da je relacija < nista
drugo nego relacija inkluzije C. Najmanji element ovog parcijalnog uredenja
je dijagonalna relacija {(a,a) : a € A}, koja se ¢esto uz ranije pomenuto A 4
oznacava i sa 04. Ako je potrebno naglasiti da je u pitanju kongruencija
algebre A a ne neke druge algebre sa istim univerzumom, onda se koriste
oznake Ap i 0a. Sli¢no, najveéi element je puna relacija A x A i nju
oznacavamo sa V 4 ili 14, odnosno sa V5 ili 15. Atom u mrezi kongruencija
algebre nazivamo i minimalna kongruencija, pri ¢emu skre¢emo paznju da
to ocigledno nije i minimalni element u smislu parcijalnog uredenja.

Ako je {A;: i € I} familija algebri na jeziku F onda je (direktan)
proizvod te familije algebra A = [];.; A; na istom jeziku, sa univerzumom
[Lic; Ai itako daje za f € Fpisvear,...,an € [[;c; A,

fA(al, conap)(i) = fAi(al(z'), ooy an(i))

zai € l.
AkojeI ={1,...,n} onda je u pitanju konacan (direktan) proizvod i pisemo
A; x---x A,. Za proizvoljan I i A; = A za sve ¢ € I, koristimo oznaku
AT za direktan proizvod, i to je (direktan) stepen algebre A. Ako je jos i
I ={1,...,n}, onda direktan stepen oznacavamo sa A".

Nama ¢ée posebno bitni biti odredeni poduniverzumi direktnog stepena
algebre. Neka je n > 2 prirodan broj i A™ direktan stepen neke alge-

bre A. Za al; = (an,agl,...,anl), ag = (alg,agg,...,ang),...,am =
(@1m, @2my - - -, Gpm) 1z skupa A™ posmatramo poduniverzum od A" gene-
risan sa {a,...,ax}:

a1l a12 A1m

a1 a22 a2m

_ An
Y - Sg Y . 9 9
anl an2 Anm

S jedne strane, ovaj poduniverzum zajedno sa restrikcijama baznih ope-
racija algebre A" predstavlja podalgebru Y algebre A™. Medutim, na sam
skup Y se moze gledati i kao na n-arnu relaciju na skupu A kompatibilnu
sa operacijama algebre A. Naime, ako je f operacijski simbol arnosti k
jezika algebre Ai b1 = (blla bgl, ey bnl)a b2 = (blg, b22, ey bng), e ,bk =
(b1k, boky - - -, bpk) iz Y, onda je

bi1 bi2 bik fA(b11,b12, - -, b1g)
Y 5?1 , 5?2 . b?k _ fA(521,52?> ooy bag) v
bnl bn2 bnk fA(bnla bn27 ceey bnk)

Dakle, skup Y je zatvoren za bazne operacije algebre A, a to znaci da je
zatvoren i za kompozicije istih, ili drugim rije¢ima, zatvoren je za term
operacije algebre A, koje ¢emo uskoro definisati.
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Za algebre A i B na istom jeziku F, preslikavanje ¢: A — B je homo-
morfizam iz A u B ako vazi

QO(fA(ah e ’an)) = fB(SO(al)v ) So(an))

za sve f € Fo,n > 0,1ay,...,a, € A. Injektivni homomorfizam je
monomorfizam ili potapanje, dok se homomorfizam koji je bijekcija naziva
izomorfizam. Ako je ¢p: A — B je sirjektivni homomorfizam iz A u B onda
je B homomorfna slika od A.

Za klasu algebri K istog jezika definiSemo klase S(K),H(K) i P(K) sa:

e A € S(K) ako i samo ako je A podalgebra neke algebre iz K;
e A € H(K) ako i samo ako je A homomorfna slika neke algebre iz K;

e A € P(K) ako i samo ako je A direktan proizvod neke neprazne fami-
lije algebri iz KC.

Mi ¢emo koristiti jos i klasu Pgy, (K), klasu algebri koje su konaé¢ni direktni
proizvodi algebri iz K. Dakle, S,H i P su operatori koji preslikavaju klase
algebri u klase algebri. Klasa algebri IC je zatvorena za operator O ako vazi
O(K) C K.

Nepraznu klasu algebri istog jezika zatvorenu za operatore S, H i P nazi-
vamo varijetet. Kako je presjek klase varijeteta istog jezika (pri ¢emu je
bitno napomenuti da je u ovom slucaju klasa bas skup, a ne prava klasa)
takode varijetet, i kako sve algebre istog jezika Cine varijetet, onda za svaku
klasu algebri K postoji najmanji varijetet koji sadrzi K. Takav varijetet
se najcesée oznacava sa V(K) i naziva varijetet generisan klasom K. Za
varijetet kazemo da je lokalno konacan ako svaka njegova algebra lokalno
konacna.

TEOREMA 1.1 (Tarski). Za proizvoljnu klasu algebri K vazi V(K) = HSP(K).
Doxkaz. Vidjeti [19]. O

Neka je X skup promjenljivih i F jezik algebri disjunktan sa X. Indu-
ktivno definisemo T}, sa:

1. Ty = X U Fo;

2. Tpr1 =T U{f(t1,...,tn) : f € Fnitr,... .ty € Ty}
Na kraju, definisemo T(X) = |J T, skup svih terma na jeziku F nad
skupom promgjenljivih X. e

Napomenimo samo da za t € T'(X) piSemo t(x1, ..., z,) kada hoéemo da
naglasimo da je skup promjenljivih koje se pojavljuju u termu ¢ podskup od
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{z1,...,2,}. Dakle, term t je arnosti n ako je broj razli¢itih promjenljivih
koje se eksplicitno pojavljuju u njemu najvise n.

Skup terma T'(X) je univerzum term algebre T(X) = (T(X), FT(X)),
gdjeje fTX)N(ty, ... tn) = f(t1,... t,) zasvako f € Fpity,...,t, € T(X).

Definisali smo f#, interpetaciju funkcijskog simbola f, a kako su termi
samo nizovi simbola onda mozemo induktivno definisati i njihovu inter-
pretaciju. Za dati term t(z1,...,z,) jezika F nad skupom promjenljivih X
i datu algebru A jezika F, interpretacija terma t u algebri A je preslikavanje
tA: A" — A defnisano tako da:

(i) ako je t promjenljiva z;, onda
tAay, ..., an) = a;,
za ai,...,an € A, tj. t& je i-ta projekcija;

(ii) ako je t oblika f(t1(z1,...,@pn), ..., tk(x1,...,2y)), gdje f € Fi, onda
je
tAa1, ... an) = fAtMay, ... an), ...t (ay, ... an)),

Za a1, ...,0, € A.
Preslikavanje p® je term operacija algebre A koja odgovara termu p. Napo-

menimo samo da razli¢iti termi ne moraju nuzno imati i razlicite odgo-
varajuce term operacije. Term operacija p® arnosti n zavisi od i-te koordi-

nate ako postoje ai,...,a;,...,an,a; € A takvi da

pA(al,...,ai,...,an) #pA(al,...,a;,...,an).
Sve promjenljive iz skupa {x1,...,z,} od kojih zavisi odgovarajuéa term
operacija terma p(z1,...,x,) su esencijalne promgjenljive te term operacije,

dok su sve preostale promjenljive iz pomenutog skupa pseudo promjenlijive.

Ako su A’i A” algebre sa istim univerzumom A, onda kaZemo da su one
term-ekvivalentne ako imaju iste skupove term operacija. Drugim rijec¢ima,
one su term-ekvivalente ako za svaku term operaciju pA/ algebre A’ postoji
term operacija qA” algebre A” takva da pA/ = qA” i obratno.

Jednostavnom indukcijom po slozenosti terma se dokazuje da se, kada
su u pitanju kongruencije i homomorfizmi, term operacije ponaSaju isto kao
i bazne operacije.

TEOREMA 1.2. Za algebre A + B na jeziku F vaZi:

(a) Neka je p n-arni term na jeziku F, neka 0 € ConA i (a;,b;) € 0 za
1 <i<n. Tada je

pA(ar, ..., an)0p™ (b, ... by).
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(b) Ako je p n-arni term na jeziku F i ¢: A — B homomorfizam, onda
A( Blp(ar), .-, p(an))

o(p™(a1,...,an)) =p

20,G1,...,0y € A.

Doxkaz. Vidjeti [19]. O

Sada ¢emo definisati jo§ jednu vrstu operacija na algebri koja ¢e nam
trebati u narednom poglavlju — polinomne operacije. Neka je A algebra
jezika F i Fy njegov skup simbola arnosti 0. ProSirimo skup Fy dodava-
njem simbola a za svaki a € A. Novi jezik ozna¢imo sa F4, a algebru A
prosirenu skupom konstanti sa A 4. Dakle, algebra A4 je na jeziku Fyu.
Termi na jeziku F4 su polinomi algebre A. Odgovarajuée term-operacije
se nazivaju polinomne operacije algebre A, ali s obzirom na to da nam sin-
taksna struktura polinoma kao terma necée biti bitna, polinomne operacije
¢emo zvati polinomima. Sada mozemo reéi da polinome dobijamo tako Sto
u term operacijama algebre A neke promjenljive zamijenimo elementima
algebre. U tom slu¢aju moze doé¢i do smanjivanja arnosti operacije, pa
za arnost polinoma uzimamo broj promjenljivih koje nisu zamijenjene ele-
mentima algebre. Za n > 0 sa Pol, A ozna¢avamo n-arne polinome, a sa

PolA := [J Pol, A sve polinome algebre A. Ako je f polinom algebre A i
neN
ako je U C A zatvoren za f, onda je jasno da je f [y operacija na U. Sa

(PolA) |y oznacavamo skup svih f [y takvih da f € PolA i U je zatvoren
za f. Za dvije algebre kazemo da su polinomno ekvivalentne ako imaju isti
skup polinomnih operacija.

Neka je K klasa algebri na istom jeziku i X skup promjenljivih. Defini-
semo kongruenciju Ox(X) na T(X) sa

Oxc(X) =[x (X),
gdje je
Bi(X) = {6 € ConT(X): T(X)/6 € S(O)}:
a zatim definisemo Fy(X), K-slobodnu algebru nad X, sa
Fic(X) = T(X)/0x(X),
gdje je
X = [X]oe (x)-

Elementi skupa X su slobodni generatori ove algebre.
Identitet jezika F nad skupom promjenljivih X je izraz oblika p ~ ¢, gdje
p,q € T(X). Ako je A algebra na jeziku F onda kazemo da A zadovoljava
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identitet p ~ ¢ (ili da je identitet tacan u A, ili da vaZi u A) ako p® = ¢®,

i u tom slucaju koristimo oznaku
AkEp=qg.

Ako je K klasa algebri na istom jeziku, onda pisemo K = p ~ q ako A =
p~ q zasve A € K. Takode, ako je ¥ neki skup identiteta, pisemo K = X
ako K zadovoljava svaki identitet iz . Skup svih identiteta nad skupom
promjenljivih X koji vaze na klasi K oznacavamo sa Idx (K).

Rutinska je vjezba dokazati po definiciji da vazi Idx (K) = Idx (S(K)) =
Tdx (H(K)) = dx (P(K)) = Idx (V(K)).

Za skup identiteta ¥ na nekom jeziku F sa Mod(X) oznac¢avamo klasu
svih algebri na jeziku F koje zadovoljavaju 3. Klasa algebri K za koju
postoji skup identiteta ¥ takav da je £ = Mod(X) naziva se jednakosna
klasa. U tom slucaju kazemo da je klasa KC definisana, ili aksiomatizovana,
sa Y. Naredna teorema poistovjeéuje jednakosne klase sa varijetetima.

TeOREMA 1.3 (Birhof, [19]). K je jednakosna klasa ako i samo ako je K
varijetet.

Za neprazan skup A sa O, (A) := AA" oznacavamo skup svih n-arnih
operacija na A, dok je O(A) := |J{On(A4) : n € N} skup svih operacija
na skupu A. Ako n,m € N, f € On(A) i g1,...,9n € On(A) onda sa
f(g1,...,gn) oznacavamo m-arnu operaciju koja je definisana sa

(1, xm) = flo1(z1, s m)s oy (X1, oy Tm)).

Ova operacija se naziva uopstena kompozicija (odnosno superpozicija) f sa
91;---59n-

Podskup C od O(A) je klon na A ako sadrzi sve projekcije i zatvoren
je za uopStene kompozicije. Bitno je reéi da se u tom slucaju i algebra
(A,C) takode naziva klonom. Kao osnovni primjer klona mozemo navesti
klon term operacija neke algebre. Drugi vazan primjer je klon polinomnih
operacija. Za funkciju f i relaciju R skupa A smo ranije rekli Sta znaci da
je R invarijantna za f i u tom slucaju koristimo oznaku f > R. Oznaku
f > R koristimo kada je f > R za sve R € R, gdje je R neki skup relacija i
tada kazemo i da je f polimorfizam od R. Sli¢no, oznaka F > R nam kaze
daje fr>Rzasve f € FCO(A). Akojem e N, A#£0i1F C O(A) onda
definiS§emo

Inv™(F) .= {R C A™: F> R}i
Inv(F) := U{Inv[m](F) :m € N}.

Iz definicije je jasno da je n-arna relacija R na skupu A invarijantna u
odnosu na operaciju f ako i samo ako je R poduniverzum algebre (A, f)",
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pa Inv(F) = SPg,(A), gdje je A = (A, F). Ako je R neki skup relacija na
skupu A onda za m € N definiSemo

Poll™(R) := {f € Op(A) : f>R}

skup svih m-arnih polimorfizama od R, i Pol(R) := [J{Pol™(R : m € N}
je skup svih polimorfizama od R.

Propozicya 1.4 ([1]). Neka je A skup, neka su R,R1, Ro skupovi nekih
relacija na A i neka su F,Fi, Fo skupovi nekih operacija na A. Vazi:

(1) Ry € Ry = Pol(Ry) C Pol(Ry);
(2) F1 € Fo = Inv(F) C Inv(Fy);
(3) F C Pol(Inv(F));

(4) R C Inv(Pol(R));

(5) Pol(Inv(Pol(R))) = Pol(R);

(6) Inv(Pol(Inv(F))) = Inv(F).

Doxkaz. (1)-(4) se dokazuju trivijalno po definiciji, dok (5) i (6) slijede iz
(1)-(4)- O

TeorREMA 1.5 ([11],[29]). Neka je A konacan skup i neka je F C O(A).
Onda je Pol(Inv(F)) klon i za svaki klon C' takav da je F C C' vazi

Pol(Inv(F)) C C'.

DokAz. Vidjeti posljedicu 4.3 u [1J. O

Bitno je napomenuti da se kona¢nost skupa A ne moze ukloniti iz uslova
jer tvrdenje teoreme nije ta¢no za beskonacne skupove. Iz pomenute teoreme
slijedi da je Pol(Inv(F)) najmanji klon koji sadrzi F i on se najéeice oznacava
sa Clo(F). Takode, jos jedna jednostavna posljedica je da je svaki klon oblika
Pol(R) za neki skup relacija R. Posljednji dio gornje propozicije implicira
da F i Clo(F) imaju isti skup invarijantnih relacija. Drugim rije¢ima, ako
je data algebra A = (A, F) i ako je A’ = (A, Clo(F)), onda je SPgs,(A) =
SPan(A).
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1.4 Teorija pitomih kongruencija

Osamdesetih godina 20. vijeka D. Hobi i R. Makenzi su razvili i u [31] izlozili
teoriju pitomih kongruencijcm Kao sto se u uvodnoj glavi pomenute mono-
grafije navodi za osnovno otkri¢e se moze re¢i da je to da mreza kongruencija
konac¢ne algebre odreduje strukture te algebre, odnosno da se dosta infor-
macija o algebri moze dobiti na osnovu njenog lokalnog ponasanja. DefiniSe
se pet vrsta pokrivanja u mrezi kongruencija i svaki tip ima odgovarajucu
vrstu algebre koja mu odgovara. Ispostavlja se da je nedostatak odredenih
tipova ekvivalentan odredenim osobinama mreza kongruencija. U nastavku
pravimo kratak pregled definicija i rezultata iz [31] sve sa ciljem da vidimo
znacaj kongruencijske A-poludistributivnosti unutar teorije pitomih kongru-
encija. Mi ¢emo zapravo najveéim dijelom navesti pregled kao u [1§].

DEFINICIJA 1.6 ([18],[31]). Neka je A kona¢na algebra i a njena minimalna
kongruencija.

(1) Podskup U C A je a-minimalan skup algebre A ako vazi:
e U = p(A) za neki unaran polinom p(x) algebre A takav da postoji

bar jedna a-klasa na kojoj p(z) nije konstantan, i

e U je minimalan (u odnosu na inkluziju) skup sa prethodnom osobi-
nom.

(2) Podskup N C A je a-trag od A ako vazi:

e N =UNJa]q za neki c-minimalan skup U i a-klasu [alq, 1

° |N|>1.

Jasno je da a-minimalan skup U sadrzi bar jedan a-trag. Tijelo je unija
svih a-tragova minimalnog skupa U, a njegovi preostali elementi formiraju
rep od U. Ispostavlja se da algebra na svim a-tragovima indukuje uniformne
strukture, a sada ¢emo i ta¢no definisati pojam indukovane strukture.

DErINICIA 1.7 ([18],[31]). Neka je A algebra iU C A. Algebra indukovana
algebrom A na U, u oznaci Ay, je algebra sa univerzumom U, a ¢ije su
bazne operacije elementi skupa (PolA) |y .

Neka je A algebra i B i C neprazni podksupovi od A. Za skupove B i

A
C kazemo da su polinomno izomorfni u A, i piSemo B ~ C'ili samo B ~ C,
ako postoje f,g € Pol; A takvi da

f(B)=C, g(C) =B,
go flp=1idp, foglc =idc.

I engl. tame congruence theory.
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Koristimo oznaku f: B ~ C ako i samo ako f € Pol;A i postoji g €
Pol; A takav da vaze gornje jednakosti. U poglavlju[l.3]kod definicije algebre
skup njenih operacija je bio indeksiran nekim jezikom i tu smo definisali
tzv. indeksiranu algebru, ali u slu¢aju da skup operacija nije indeksiran
nekim jezikom onda je u pitanju neindeksirana algebra. 1 za jedne i druge
koristimo naziv ,algebre”, s tim da u [31] autorima pogoduje upotreba ne-
indeksiranih, dok ¢e nama u ostatku disertacije biti korisnije indeksirane
algebre. Za dvije neindeksirane algebre kazemo da su izomorfne ako se mogu
indeksirati istim jezikom tako da one budu izomorfne u smislu indeksiranih
algebri.

TeEOREMA 1.8 ([18],[31]). Neka je o minimalna kongruencija konacne alge-
bre A. VaZe sljedeée implikacije:

(a) Ako suU iV a-minimalni skupovi, onda su oni polinomno izomorfni,
a indukovane algebre Aly i Aly izomorfne;

(b) Ako su N i M «-tragovi, onda su indukovane algebre Aln i Alnr
izomorfne;

(c) Ako je N a-trag, onda je indukovana algebra Ay polinomno ekviva-
lentna jednoj od sljedecih struktura:

(1) Unarna algebra éije su osnovne operacije sve permutacije (unarni
tip);

(2) Jednodimenzionalni vektorski prostor nad konacnim poljem (afini
tip);

(3) Dwoelementna bulova mreza (Bulov tip);

(4) Dvoelementna mreza (mrezni tip);

(5) Dwoelementna polumreza (polumrezni tip).

Sada svakoj minimalnoj kongruenciji a neke algebre mozemo dodijeliti
tip na osnovu strukture a-tragova. Tipovi se oznac¢avaju masnim brojevima
1, 2, 3, 415, i odgovaraju rednim brojevima iz prethodne teoreme (1 je
unarni, 2 afini itd.). Ovu ideju je moguce na prirodan nacin koristiti i za
parove (a, #) kongruencija algebre A, pri cemu 3 pokriva . Naime, mozemo
formirati koliénicku algebru A /a i njenu kongruenciju /o = {([ala, [bla) :
(a,b) € B}. Kako f pokriva a u mrezi kongruencija algebre A, slijedi da je
B/« minimalna kongurencija algebre A/« pa joj se moze dodijeliti jedan od
pet pomenutih tipova. Prolaskom kroz sve pokrivajuée parove kongruencija
u algebri A dobijamo odgovarajuéi skup tipova koji ¢emo oznacavati sa
typ(A). Za proizvoljnu klasu algebri K definiSemo njen skup tipova typ(K)
kao uniju skupova tipova svih njenih konacnih ¢lanova.

Za konacnu algebru A (ili klasu K) kazemo da ispusta tip i, 1 <1i < 5,
ako se i ne nalazi u typ(A) (ili typ(K)). U [31] se na skupu tipova definise
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1.4. TEORIJA PITOMIH KONGRUENCIJA

odredeni poredak koji skup tipova ¢ini mrezom. Kako se taj poredak definige
ne¢emo ovdje navoditi jer nam nije neophodan, a mreza se moze vidjeti na
slici ispod.

1

Neka je Z = {{1},{1,2},{1,5},{1,2,5},{1,4,5},{1,2,4,5}} familija pra-
vih ideala Z ove mreze. Za svaki I € 7 se definise klasa lokalno konaé¢nih
varijeteta M takvih da V € M ako i samo ako typ(V) NI = (). Dakle, V
pripada klasi M ako i samo ako ispusta tipove iz I. U devetoj glavi [31] za
svaku od ovih klasa data je teorema koja karakterise varijetete koji se nalaze
u istima. Izmedu ostalog, dokazuje se da je svaka od tih klasa definabilna
Maljcevljevim uslovom (otuda i oznaka M), o kojima ¢e vise rijeci biti u
sljedecoj glavi. Mi navodimo samo jedan od uslova za My 2.

TEOREMA 1.9 ([3I, Teorema 9.10]). Neka je V lokalno konacan varijetet.
Sljedeci uslovi su ekvivalentni:

(1) Ve Mz

(2) V je kongruencijski N\-poludistributivan.
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Glava

Maljcevljevi uslovi

Sredinom proslog vijeka A. I. Maljcev je u [49] izlozio karakterizaciju jednog
strukturnog svojstva varijeteta putem sintaksnog uslova. U pitanju je bilo
svojstvo kongruencijske permutabilnosti. Od tada je za mnogobrojna svo-
jstva varijeteta dokazano da su ekvivalentna sa sintaksnim uslovima koji se
danas nazivaju (jaki) Maljcevljevi uslovi. Prije nego sto pomenute uslove i
formalno definiSemo naveséemo prvih nekoliko najznacajnijih rezultata na
tom polju.

Varijetet je kongruencijski permutabilan ako za svaku algebru A ovog
varijeteta i svaki par kongruencija «, § € ConA vazi ao = foa.

TEOREMA 2.1 (Maljcevljev term). Varijetet V je kongruencijski permutabi-
lan ako i samo ako postoji term p(x,y, z) na jeziku varijeteta V takav da V
zadovoljava:

p(z,z,y) =y i p(z,y,y) ~ .

DoxkAz. Vidjeti teoremu 4 u [49]. O

Naredne dvije teoreme takode karakterisu svojstva kongruencija vari-
jeteta, ali se od gorepomenute Maljcevljeve karakterizacije bitno razlikuju
po broju terma koji karakteriSsu posmatrano svojstvo. Prva je Jonsonova
karakterizacija varijeteta sa distributivnim mrezama kongruencija iz [35].

Varijetet V je kongruencijski distributivan ako za svaku algebru A ovog
varijeteta i svaku trojku kongruencija «, 8,y € ConA vazi

ah(BVr)=(anB)V(aA7).

Jednostavna vjezba iz elementarne teorije mreza je da se pokaze da je gore-
navedeni uslov ekvivalentan dualnom uslovu aV (A7) = (aV B) A (aV7y).
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TEOREMA 2.2 (Jonsonovi termi). Varijetet V je kongruencijski distributivan
ako i samo ako postoje n € N i termi do(z,y,2),...,dp(x,y,z) na jeziku
varyeteta V takvi da V zadovoljava:

Navodimo jo$ i ekvivalentan uslov za kongruencijsku modularnost za
koji je zasluzan A. Dej [23].

Varijetet V je kongruencijski modularan ako za svaku algebru A ovog
varijeteta i svaku trojku kongruencija a, 8,7 € ConA vazf

((aAy)VB)Ay=(aNy)V(BAY).

TEOREMA 2.3 (Dejevi termi). Varijetet V je kongruencijski modularan ako
i samo ako postoje n € N i termi mo(z,y, z,u),...,my(x,y, z,u) na jeziku
varyeteta V takvi da V zadovoljava:

mo(z,y, 2, u

mp(T,y, 2,u

~miy1(x, z,y,y) za sve parne i,

( ) ~
( ) ~
mi(z,y,y,x) = x za sve i,
mi(z,x,y,y) ~

( z) &

mi(z,y,y,2) = mip1(x, 9,9, 2) za sve neparne i.

Jak Maljcevljev uslov je konacan skup identiteta na nekom jeziku. Pod
interpretacijom jezika o u jeziku F podrazumijevamo preslikavanje koje
svaki simbol p € o slika u term p jezika F odgovarajuée arnosti. Algebra A
(ili varijetet V) jezika F realizuje jak Maljcevljev uslov 3 na jeziku o ako
postoji interpretacija jezika o u jeziku F takva da skup identiteta ¥ nad o
postaje skup identiteta 3’ u jeziku F koji su tac¢ni u A (ili V). Vidimo da se
u slucaju realizacije jakog Maljcevljevog uslova za varijetet trazi da postoji
zajednicka interpretacija jezika o u jeziku F za koju sve algebre varijeteta
realizuju uslov 3. Dakle, ako svaka algebra varijeteta realizuje neki jak
Maljcevljev uslov to ne znaé¢i da ga i sam varijetet realizuje. Jak Maljcevljev
uslov koji je realizovan u svakoj algebri je trivijalan. Napomenimo jos da
smo realizaciju umjesto za varijetet mogli definisati za proizvoljnu klasu, ali
za nase potrebe je dovoljna definicija u okviru varijeteta. Maljcevljev uslov
je niz {X,,: n € N} jakih Maljcevljevih uslova takvih da svaki varijetet koji

*Modularnost se moze izraziti i preko implikacije: « C v = (V) Ay =aV (BA7Y).
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GLAVA 2. MALJCEVLJEVI USLOVI

realizuje 3, realizuje i ¥,,11 za sve n € N. Maljcevljev uslov {¥,, : n € N}
je realizovan u V ako postoji n € N tako da V realizuje %,,.

Kazemo da je neko svojstvo S varijeteta (jako) Maljcevljevo svojstvo ako
postoji (jak) Maljcevljev uslov ¥ takav da za svaki varijetet V vazi da je
Y realizovan u V ako i samo ako V ima svojstvo S. Takode, mozemo se
ograniciti, sto ¢emo u ovoj disertaciji uglavnom i raditi, samo na lokalno
konaéne varijetete. Dakle, S je jako Maljcevljevo svojstvo lokalno konaé¢nih
varijeteta ako i samo postoji jak Maljcevljev uslov X takav da za svaki
lokalno konacan varijetet V vazi da je X realizovan u V ako i samo ako V
ima svojstvo S.

Ako se vratimo na teoreme sa pocetka sekcije vidjeCemo da je skup
identiteta iz teoreme [2.1] jak Maljcevljev uslov, dok su preostala dva iz teo-
rema[2.2]i[2.3] Maljcevljevi uslovi. Drugim rije¢ima, svojstvo kongruencijske
permutabilnosti je jako Maljcevljevo svojstvo, dok su kongruencijska distri-
butivnost i kongruencijska modularnost Maljcevljeva svojstva varijeteta.

(Jak) Maljcevljev uslov je linearan ako nisuje dozvoljene kompozicije
funkcijskih simbola njegovog jezika. Dakle, linearni jaki Maljcevljevi uslovi

sastoje se samo od identiteta oblika p(x1,...,2,) = 2z 1 p(x1,...,2T,) =
G(y1,.--,Ym), pri ¢emu su p i g simboli jezika posmatranog uslova, dok
SU ZT1,...,Tn, 2,Y1,---,Ym proizvoljne promjenljive medu kojima moze biti

istih. Jos$ jedna osobina Maljcevljevih uslova koja nam je bitna je idem-
potentnost. Maljcevljev uslov X je idempotentan ako se za svaki simbol p
njegovog jezika identitet p(x,...,x) ~ x moze izvesti iz X.

Naredno tvrdenje je opStepoznato; prvi put je vjerovatno videno u [60],
bez dokaza.

Prorozicuia 2.4. Za svaki linearan idempotentan jak Maljcevljev uslov X
postoji linearan idempotentan jak Maljcevijev uslov ¥ sa jednim operaci-
jskim simbolom takav da za svaki varijetet V wvazZi da V realizuje ¥ ako 1
samo ako V realizuje Y.

DoKAZ. Pretpostavimo da jezik ¥ sadrzi simbole f i g arnosti k i n, redom.
Konstruisa¢emo jak Maljcevljev uslov ¥; na sljedeéi nacin. Zamjenjujemo
f 1 g novim operacijskim simbolom h arnosti kn tako da:

(1) u svakom identitetu koji sadrzi f, zamjenjujemo f(x1,...,zx) term-
om h(z1,...,21,%2,..., T2, ..., T,...,2) (svaka od promjenljivih se

pojavljuje n puta);

(2) u svakom identitetu koji sadrzi g, zamjenjujemo g(z1,. .., T,) termom
R(Z1y oy Ty @y e e ey Ty ooy Ty e e vy L)

Ako V realizuje X, realizacija 31 u V se dobija interpretacijom h kao terma
flg(@r, o m0), 9(Tng1s - %20)5 -+ 9T (=1t 15 - - - Thn))- S druge strane,
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ako V realizuje X1, realizacija ¥ u V koristi h-terme iz (1) i (2) kao inter-
pretaciju za f i g, redom.

Na ovaj na¢in smo odstranili jedan operacijski simbol, pa nastavljajuéi
postupak u jednom trenutku dobijamo jak Maljcevljev uslov sa samo jednim
simbolom. O

NAPOMENA 2.5. Mi éemo u ovoj disertaciji isklju¢ivo razmatrati idempo-
tentne, linearne jake Maljcevljeve uslove sa jednim operacijskim simbolom
i na skupu promjenljivih {z,y}. Veé smo vidjeli da je dovoljno ograniciti se
samo na linearne jake Maljcevljeve uslove sa jednim operacijskim simbolom,
a sada ¢emo detaljnije objasniti zasto je dovoljno razmatrati samo idempo-
tentne jake Maljcevljeve uslove. A

Uveséemo prvo pojam idempotentni redukt varijeteta. Neka je )V varijetet
jezika F. Prvo, formiramo jezik F’ koji se sastoji samo od operacijskih
simbola f; iste arnosti kao t, za sve idempotentne terme ¢ varijeteta V.
Sada za svaku algebru A € V postoji algebra A jezika F,

Al = (A, {t* : t je idempotentni term varijeteta V}).
Na kraju, definiSemo idempotentni redukt varijeteta V kao
Vid — V{A™: A eV}).

Mnogobrojna strukturna svojstva algebri i varijeteta se prenose na nji-
hove idempotentne redukte. Recimo nije tesko dokazati da je varijetet V
kongruencijski distributivan (resp. modularan) ako i samo ako je V¢ kon-
gruencijski distributivan (resp. modularan). Ono $to je nama od posebnog
interesa je da ako je V lokalno konacan, onda je i V'@ lokalno konacan, te da
u slucaju lokalne konac¢nosti vazi da je V kongruencijski A-poludistributivan
ako i samo ako je V'@ kongruencijski A-poludistributivan. Ova ekvivalencija
¢e biti jasna nakon uvida u teoreme o karakterizaciji putem jakih Maljcev-
ljevih uslova iz narednog poglavlja jer svaki od njih zahtijeva egzistenciju
idempotentnih terma. Vazi i viSe, ako je V lokalno konacan, onda V ispusta
tip 1 (resp. tip 2) ako i samo ako V¥ ispusta tip 1 (resp. tip 2). Tvrdenje
posljednje recenice nije jednostavno za dokazivanje i posljedica je tvrdenja
devete glave iz [31]. Kako ¢emo se baviti karakterizacijom ovog svojstva u
lokalno kona¢nim varijetetima putem jakih Maljcevljevih uslova, dovoljno je
ograniciti se na idempotentne lokalno kona¢ne varijetete, odnosno mozemo
posmatrati samo idempotentne jake Maljcevljeve uslove.

TEOREMA 2.6 ([60]). Neka je V proizvoljan varijetet. Postoji netrivijalan
idempotentan jak Maljcevljev uslov ¥ takav da V realizuje ¥ ako i samo ako
postoji netrivijalan idempotentan linearan jak Maljcevljev uslov X' na jeziku
sa jednim operacijskim simbolom i identitetima sa samo dvije promgjenljive
takav da V realizuje Y.
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DokAz. Vidjeti posljedicu 5.3 u [60]. O

Da budemo precizniji, ta posljedica kaze i da ovaj uslov moze biti zapisan
u obliku

t(x,z,...,x) ~x,
t(al’l, a2, ... ,aLn) ~ t(bl,h 5172, ce 7b1,n)7
t(az,1,a22, ... ,a2n) = t(b21,b22,...,b2y),

t(an,lu an,2y -+, an,n) ~ t(bn,lv bn,2’ ceey bn,n)7

gdje za sve 4,7, 1 <i,j <mn, vazi a;,b;; € {z,y}, ai; =xibi; =y.

Ovakav jak Maljcevljev uslov se naziva Tejlorov uslov. Ako varijetet V
(ili algebra A) realizuje Tejlorov uslov ¥, onda se term kojim se interpretira
jedini operacijski simbol kori§¢en u ¥ naziva Tejlorov term varijeteta V
(algebre A). Za takav varijetet kazemo da je Tejlorov varijetet, a ako je
u pitanju algebra, onda se ona naziva Tejlorova algebra. Za nastavak je
bitno napomenuti da je iz same definicije Tejlorovog uslova jasno da isti ne
moze biti realizovan putem neke od projekcija. Takode, prema teoremi|2.6
egzistencija Tejlorovog terma je Maljcevljevo svojstvo.

Jake Maljcevljeve uslove mozemo porediti po sintaksnoj ja¢ini tako Sto
medu njima uvedemo relaciju <. Ako su X; i ¥ jaki Maljcevljevi uslovi,
onda je:

Y1 = X9 ako i samo ako svaki varijetet koji realizuje Yo realizuje i X7.

Iz same definicije relacije < je jasno da je refleksivna i tranzitivna, tj. ona
je pretporedak. Uslov X; je sintaksno slabiji (ili samo slabiji) od uslova Xy
ako je 1 =< 3. Takode se moze reéi i da je uslov Yo jaci od uslova ;. Ako
za jake Maljcevljeve uslove Y1 i 39 vazi 31 <X Y9 i 39 =X X1, onda kazemo
da su oni ekvivalentni i piSemo ¥, ~ . Identifikacijom ekvivalentnih
uslova dobija se mreza koja je izomorfna tzv. mreZi interpretacijskih tipova
varijeteta iz [28]. Mozemo vrsiti poredenje i samo u okviru lokalno kona¢nih
varijeteta i tada koristimo oznake =i i ~j;. Naravno, moze se desiti da jaki
Maljcevljevi uslovi koji nisu ekvivalentni u opstem sluc¢aju budu ekvivalentni
u lokalno kona¢nom.
Poglavlje zavrsavamo jednom korisnom propozicijom.

ProOPOZICIIA 2.7. Ako su X1 i Yo jaki Maljcevljevi uslovi, onda 31 = Yo
ako i samo ako Mod(X2) realizuje ¥ .

DokAz. Neka su o1 i 09 jezici uslova X1 i X9 redom, i pretpostavimo da
vazi 31 = 3g. Varijetet Mod(X9) trivijalno realizuje uslov X9, pa kako je
Y1 = Y9, onda on realizuje i .
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2.1. KARAKTERIZACIJE A-POLUDISTRIBUTIVNOSTI U LOKALNO KONACNIM VARIJETETIMA

Pretpostavimo sada da varijetet Mod(X2) realizuje ¥;. Drugim rije¢ima,
postoji interpretacija 7 jezika o1 u jeziku o9 koja je svijedok te realizacije.
Neka je V proizvoljan varijetet nekog jezika F i neka )V realizuje Yo. Sa
T9 oznacimo interpretaciju jezika oo u jeziku F koja svjedoci toj realizaciji.
Preslikavanje m se prirodno proS§iruje na sve terme jezika o2 i to prosireno
preslikavanje oznac¢imo sa 75. Kompozicija 75 o 71 je interpretacija jezika o
u jeziku F i svjedoci realizaciji uslova ¥; u varijetetu V. O

2.1 Karakterizacije A-poludistributivnosti u
lokalno kona¢nim varijetetima

Ovdje ¢emo izloziti neke Maljcevljeve karakterizacije svojstva kongruenci-
jske A-poludistributivnosti u lokalno kona¢nim varijetetima. Prvo definisimo
nekoliko neophodnih pojmova.

DEFINICIJA 2.8. Neka je t term arnosti n > 1 na jeziku F i neka su A iV
algebra i varijetet takode na jeziku F.

e Term t je skoro jednoglasaﬂ ili krac¢e nu-term algebre A (ili varijeteta
V) ako A (ili V) zadovoljava identitete

tz,x,...,x,y) = t(x,z,...,y,x) ~ - =t(y,z,...,T,T) = T

Egzistenciju nu-terma arnosti n u algebri A (varijetetu V) oznac¢avamo
sa A =NU(n) (V =NU(n)).

e Term t je slabo skoro jednoglasarﬂ, ili krace wnu-term algebre A (ili
varijeteta V) ako A (ili V) zadovoljava idempotentnost i identitete

Hx,z,...,x,y) = t(z,z,...,y,z) ~ - = t(y,z,...,z,x).

Egzistenciju wnu-terma arnosti n u algebri A (varijetetu V) oznaca-

vamo sa A = WNU(n) (V = WNU(n)).

DEFINICIJA 2.9. Neka je R = (R, +, -, —, 0, 1) neki komutativan prsten sa je-
dinicom. Algebra M = (M, +, —, (r+),¢r,0) je (lijevﬁ) modul nad prstenom
R (ili kra¢e R-modul) ako je (M, +,—,0) Abelova grupa i za sve r,s € R
vazi:

(W) r-(zt+y)=r-z+r-y;

fengl. near unanimity.

fengl. weak near unanimity.

$Desni modul se definiSe na isti na¢in samo §to se u uslovima 1-4. r i s pisu sa desne
strane x i y, ali kako pretpostavljamo da je prsten komutativan lijevi i desni modul su
isti, pa koristimo samo naziv R-modul.
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(2) (r+s)-z=~r-x+s-x;
3) r-(s-2) = (rs) -z
4) 1-xz~u.

Za modul kazemo da je netrivijalan ako njegov univerzum ima bar dva
elementa.

Ono $to je iz definicije R-modula M jasno jeste da mozemo dati jedno-
stavan i praktican opis terma pomenutog modula. Naime, za svaki term

t(x1,...,x,) postoje aq,...,ay € R takvi da u M vazi:
t(l‘l,...,xn)%041'1'1"‘"""@71‘33717 (*)
pri ¢emu n-torka (aq,...,ap) € R™ ne mora biti jednozna¢no odredena.
Ovakav opis terma modula nam omogucéava da precizno opiSemo i idem-
potentne terme modula. Term t¢(zy,...,z,) idempotentan ako i samo ako
elementi a4, ..., a, € R mogu biti odabrani tako da vazi a; +---+a, = 1.

Modul M je vjeran R-modul ako u njemu ne vazi identitet o - x =~ 0 ni
za jedan element o € R\ {0}. Lako se provjerava da je u slucaju vjernog
modula n-torka (aq,...,ay) € R" iz jednoznaéno odredena. Takode,
ukoliko uzmemo ideal I = {a € R: (Ym € M)« -m = 0}, onda R-modul
M na standardan naéin odreduje R/I-modul M, pri ¢emu je M vjeran
R/I-modul. Elementi skupa I ne uti¢u na term operacije u M, pa M i M
imaju iste term operacije tj. term-ekvivalenti su. Kako term-ekvivalentne
algebre realizuju isti skup Maljcevljevih uslova, onda u nastavku svaki put
kada radimo sa Maljcevljevim uslovima na modulu mozemo bez umanjenja
opstosti pretpostaviti da je isti i vjeran.

TEOREMA 2.10. Neka je V lokalno konacan varijetet. Sljedeéi uslovi su
ekvivalentni:

(1) V je kongruencijski N\-poludistributivan;
(2) Postoji prirodan broj m > 1 takav da V = WNU(k) za sve k > m;

(3) V realizuje idempotentan Maljcevljev uslov koji nije realizovan ni u
jednom netrivijalnom varijetetu modula;

(4) V realizuje idempotentan i linearan jak Maljcevljev uslov takav da za
proizvoljno konacno polje F on nije realizovan u varijetetu vektorskih
prostora nad F.

DokAz. Za dokaz ekvivalencije (1) i (2) vidjeti [50], ekvivalencija (1) i (3)
je dokazana u [41] (i to za proizvoljan varijetet, a ne samo lokalno konaé¢an),
a da je (4) ekvivalentno sa (1) dokazano je u [31]. O
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Postojanje wnu-terma konkretne arnosti k predstavlja jako Maljcevljevo
svojstvo, pa je jasno da ekvivalencija (1) i (2) iz prethodne teoreme pred-
stavlja Maljcevljevu karakterizaciju jer je neophodno da varijetet realizuje
prebrojivo mnogo jakih Maljcevljevih uslova. Da je svojstvo kongruencijske
A-poludistributivnosti jako Maljcevljevo svojstvo u lokalno konaénim vari-
jetetima dokazali su Kozik, Krokin, Valeriot i Vilard 2009. godine. Naime,
oni su pokazali da su dovoljna dva wnu-terma arnosti 3 i 4.

TEOREMA 2.11 (|46, Teorema 2.8]). Lokalno konacan varijetet V je kon-
gruencijski A-poludistributivan ako ¢ samo ako V realizuje jak Maljcevljev
uslov

p($7 :B, ':L” ':L') % q(:l:? ':U7 :L‘) % m7
p(y’ x? x? '/I:) ~ p(x? y? x? 'CL') ~ p(:L'? 'CL', y’ x) ~ p(x’ x’ x’ y) (KKVW)
~q(y,x,x) = q(x,y,x) = q(z,z,y).

DokAz. Za implikaciju (=) vidjeti dokaz posljedice dok se suprotna
implikacija dokazuje na slican nacin kao u narednoj posljedici. O

Kao sto vidimo klasa My 3 je definabilna i jakim Maljcevljevim uslo-
vom, a prema [40] to je zapravo jedina takva od 6 klasa iz poglavlja Jed-
nostavna posljedica prethodne teoreme je sljedeéi (neobjavljen) jak Maljce-
vljev uslov sa tri ternarna terma do koga su prvi dosli Janko i Maroti.

PosriepicA 2.12 ([0]). Lokalno konacan varijetet V je kongruencijski N-
-poludistributivan ako i samo ako V realizuje jak Maljcevljev uslov

r(x,z,z) =~ s(x,z,x) = t(z,z,r) = x,

r(z,z,y) = r(z,y,v) = r(y,r,z) = s(z,r,y)

~ S(xvyvx) ~ t($7y7$) ~ t(yux’$)7
s(z,y,y) = t(x,z,y).

(M)

Dokaz. Pretpostavimo prvo da je V lokalno konacan i da je kongruencijski
A-poludistributivan. Za r(x,y,2) = q(x,y,2), s(x,y,z) = p(x,z,y,2) i
t(x,y,z) = p(z,y, 2, 2), iz prethodne teoreme dobijamo da V realizuje trazeni
jak Maljcevljev uslov.

Dokazimo sada da uslov nije realizovan ni u jednom netrivijalnom
varijetetu modula. Pretpostavimo da je realizovan u vjernom R-modulu M
i neka je r(z1,z2,23) = aqxy + aoxg + asxs, s(xy,xe, x3) = 11 + Poxa +
Bsxs i t(x1,xe,x3) = y121 + Y222 + y3x3. Ubacivanjem x = 0 u drugi niz
identiteta dobijamo da je a1 = a9 = a3 = [ = 3 = 71 = 12 = Q.
Iz posljednjeg identiteta za y = 0 dobijamo da f; = 2« Sto zajedno sa
r(z,z,x) = s(z,z,z) = = daje 3a = 4o = 1. S jedne strane imamo da
a=4a—3a=1—-1=0, a s druge da je 3a = 1, pa zakljuCujemo da 0 = 1
u R. Dakle, R je trivijalan, paiz0 =1 u R slijedidaz =1z =0x =0 u
M. Stoga je i M trivijalan, ¢ime je dokaz zavrSen. O
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Sljedeéi rezultat je iz 2015. godine i za njega su zasluzni Jovanovié,
Markovié¢, Makenzi i Mur. Pomenuti autori su se u [40] bavili optimizaci-
jom jakih Maljcevljevih uslova i jedan od rezultata je karakterizacija putem
jednog terma arnosti 4.

TEOREMA 2.13 (|40, Teorema 3.2]). Lokalno konacan varijetet V je kon-
gruencijski N-poludistributivan ako i samo ako V realizuje jak Maljcevljev
uslov

t(x,z,z,x) = x,
ty, z,z,7) = t(z,y,z,v) = t(z,v,y,7) = t(z,7,2,Y) (JMMM)
~ Uy, Yy, 1) Ry, 2,y x) = Hx,y,y,T).

Jednostavna posljedica prethodne teoreme je i karakterizacija putem
jakog Maljcevljevog uslova sa dva ternarna terma.

PosvLieDICA 2.14 ([40, Posljedica 3.3]). Lokalno konacan varijetet V je kon-
gruencijski A-poludistributivan ako © samo ako V realizuje jak Maljcevljev
uslov
p(.’lf, xZ, .'IZ') ~ q($7 Z, x) ~ x,
p(z, z,y) = p(z,y,y), (JIMMM)
p(@,y, %) ~ q(y,z,2) = q(,y,2) ~ q(z,2,y).

Prema [40] gornji uslov je optimalan, odnosno ima najmanji moguéi
broj identiteta od svih jakih Maljcevljevih uslova sa dva ternarna terma
koji karakterisu kongruencijsku A-poludistributivnost lokalno konac¢nih vari-
jeteta. Pored toga je dokazano i da nijedan jak Maljcevljev uslov sa jednim
ternarnim i proizvoljnim brojem binarnih terma ne karakterise kongruenci-
jsku A-poludistributivnost u lokalno konaénim varijetetima.

2.1.1 Motivacija za dalja izucavanja

Sada ¢emo ukratko prezentovati problem koji je inicirao pocetak istrazivanja
Ciji su rezultati i tema ove disertacije, kao i jedan rezultat koji je bio moti-
vacija da se pocetne metode i rezultati dodatno uopste.

Neka su t i s termi arnosti n i k redom, a A = [aijlmxn 1 B = [bijlmxk
matrice promjenljivih. Izraz ¢t[A] ~ s[B] predstavlja sistem od m identiteta
t(ail, e ,am) ~ S(bil, e ,bik), 1 S 7 S m.

Koristeéi ovaj nacin zapisivanja sistema identiteta mozemo npr. reé¢i da
je neki term w arnosti n nu term ako i samo vazi w[C] =~ X, gdje je C
matrica formata n x n koja na glavnoj dijagonali ima sve y dok su svi ostali
elementi z, a X je matrica formata n x 1 sa svim elementima jednakim x.

TEOREMA 2.15 ([9, Teorema 1.3]). Lokalno konacan varijetet V je kon-
gruencijski A-poludistributivan ako i samo ako vazi jedan od sljedeca dva
ekvivalentna uslova:
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(I) postojin € N in-arni term t na jeziku varijeteta V takav da 'V zadovo-
ljava t[A] = t[B] za A = [aijlnxn © B = [bijlnxn, gdje je ay; = x i
bii =y za sve i, i aj; = b;j € {x,y} za svei > j.

(IT) postojin € N i n-arni term t na jeziku varijeteta V takav da'V zadovo-
ljava t[A] = t[B] za A = [aijlnxn © B = [bijlnxn, gdje je ai; = x i
bii =y za sve i ia;; =bjj € {x,y} za sve i # j.

Term ¢ iz uslova (I) se naziva SD(/\)—ternEl varijeteta V, dok se term iz
uslova (II) naziva jak SD(A)-term varijeteta V.

Na konferenciji Structure and Complexity in Universal Algebra odrzanoj
u jesen 2016. godine u Nesvilu Ros Vilard je na svom predavanju izmedu
ostalog postavio i naredna dva pitanja.

PROBLEM 2.16. Da li postoji prirodan broj n takav da svaki lokalno konacan
kongruencijski A-poludistributivan varijetet ima SD(A)-term arnosti n? A
jak SD(A)-term arnosti n?

Odgovor na prvo pitanje je potvrdan i to za n = 4. Trazeni SD(A)-term
je term p(z1,x2,x3,24) = t(x4, 3, 22,21), gdje je t term koji zadovoljava

sistem (JMMM)) iz teoreme Da je to SD(A)-term vidimo iz
Ty T x y r x x
r oz oz oy|| _ xT Yy oy
Pllz =z = y| | TPz 2 v v
r Ty x xr r oy y

Takode, jasno je da zbog pozicije (1,2) unutar matrice term p nije i jak
SD(A)-term, a moze se dokazati i da nijedno drugo uredenje identiteta siste-
ma ne daje jak SD(A)-term. Potvrdan odgovor i na drugi dio problemam
slijedi iz naredne teoreme, koja je ustvari posljedica teoreme [£.34]

TEOREMA 2.17. Lokalno konacan varijetet V je kongruencijski N-poludistri-
butivan ako i samo ako V realizuje jak Maljcevljev uslov

t(z,xz,z,x) = x,

t(a"" :E’ x? y) ~ t(l‘7 x’ y’ x) ~ t((’l’:7 y? :L" $) ~ t(y’ ',1:7 x? :L‘) (DMUZ)
Ry, y, @, @) =y, @y, @) =ty 2, 5,9).
DoxkAz. Vidjeti dokaz teoreme O
Term ¢ je jak SD(A)-term jer vazi
xr x x Yy y v or Yy
M A N O I T
y vz x| | y vy T
Yy T T T y T Ty

ISD je skraéeno od semidistributive, sto je engleska rije¢ za poludistributivnost.
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U nastavku predstavljamo uopstenje jednog smjera prethodne teoreme. U
[12] Z. Brejdi je opisao ¢itavu jednu klasu terma koji postoje u svakom
lokalno kona¢nom kongruencijski A-poludistributivhom varijetetu, a medu
kojima su i termi koji zadovoljavaju , odnosno (DMUZ|). Termi iz
[12] su indeksirani odredenim presijecajué¢im familijama skupova, pa ¢emo
sada iste i definisati.

DEeFINICIJA 2.18. Neka je X neprazan konacan skup. Neprazna familija
skupova F C P(X) \ {X} je presijecajuca ako svaka dva njena ¢lana imaju
neprazan presjek.

Za jednostavniju formulaciju teoreme nam je potrebna adekvatna no-
tacija: ako U C {z1,...,2},ondazl :=yzax; ¢ U,azl =2 zaz; € U.
Ovo je bas suprotno notaciji koju ¢emo koristiti u ve¢em dijelu cetvrte glave,
ali to radimo da bismo u originalu citirali teoremu iz [12].

TEOREMA 2.19 ([I2, Teorema 5]). Neka je V lokalno konacan kongruencijski
A-poludistributivan varijetet. Postoji term wu(zx,y) na jeziku varijeteta V
takav da za svako k > 2, svaki skup promjenljivih X = {x1,...,xx} @
svaku maksimalnu presijecajuéu familiju F na X, postoji idempotentan term

tr(z1,...,xE) na jeziku varijeteta V takav da V zadovoljava
tr(t, ... a}) = u(z.y)
za sve U € F.

Za term t koji zadovoljava mozemo uzeti {x iz prethodne teo-
reme za F = {{2,3},{2,4},{3,4},{1,2,3},{1,3,4},{1,2,4},{2,3,4}}, dok
za F' = {{1,4},{2,4},{3,4},{1,2,3},{1,3,4},{1,2,4},{2,3,4}} term tx
zadovoljava iz teoreme

U cetvrtoj glavi ¢e biti prezentovano uopstenje tehnike iz [40], kojim
je takode moguée dokazati teoremu [2.19] s tim da se usput dokazuje i
karakterizacija jakih Maljcevljevih uslova koji vaze u lokalno kona¢nim kon-
gruencijski A-poludistributivnim varijetetima putem realizacije u odredenoj
¢etvoroelementnoj algebri.
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Glava

Ogranicena Sirina

Ovdje najveéim dijelom izlazemo rezultate prezentovane u [, s tim da
su dokazi dosta detaljnije ispisani nego u pomenutom radu, a i u dio sa
primjenama dodata je jedna vazna posljedica.

3.1 Problem zadovoljenja uslova

U uvodnoj glavi smo naveli nekoliko na¢ina definisanja Problema zadovo-
ljenja uslova. Za naSe potrebe najpogodniji je posljednji od navedenih -
preko vrijednosti promjenljivih. S tim da mi neéemo koristiti standardnu
verziju ove definicije gdje se instanca CSP-a sastoji od skupa promjenljivih
V, domena D i skupa uslova C, u kome je svaku uslov oblika (x, R), pri
¢emu x € V¥ i R C D*. Sam problem je pitanje postojanja preslikavanja,
f:V — D koje zadovoljava sve uslove, tj. f(x) € R za svaki par (x, R).

Medutim, za naSe potrebe je pogodnija verzija u kojoj umjesto relacija
imamo funkcije. Uslovi u kojima dolazi do ponavljanja promjenljivih (to
nam ne odgovara u slu¢aju funkcija) mogu biti zamijenjeni uslovima bez
ponavljanja. Uzmimo recimo uslov ((x,y,y), R). Njega mozemo zamijeniti
parom uslova ((z,y, z), R), ((y,2),=), gdje je z nova promjenljiva. Sli¢no,
poredak promjenljivih mozemo mijenjati proizvoljno; npr. uslov ((z,y), R)
zamijenimo uslovom ((y,z), R™1).

DEFINICIJA 3.1. Instanca CSP-a je uredena trojka Z = (V, D,C), gdje je:
e I/ je neprazan, konacan skup promjenljivih;
e D je neprazan, kona¢an domen;

e C je neprazan, konacan skup uslova, gdje je svaki uslov C' podskup od
DW . zaneki W C V.
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Skup W C V iz prethodne definicije naziva se opseg uslova C, a njegova
kardinalnost je arnost uslova C. Instanca je trivijalna ako sadrzi prazan
skup kao uslov.

Postavlja se pitanje da li postoji rjesenje instance Z, odnosno da li po-
stoji funkcija f: V — D takva da je, za svaki uslov C' € C sa opsegom
W, restrikcija f[y; u C. Razmatra¢emo restrikciju problema tako da uslovi
budu iz nekog unaprijed datog skupa relacija.

DEeFINICIIA 3.2. Jezik uslova, u oznaci IT', je skup relacija na konactnom
skupu D zajedno sa relacijom jednakosti. Problem zadovoljenja uslova nad
jezikom T', u oznaci CSP(T"), je potklasa CSP problema definisana svojstvom
da svaki uslov ima uredenje koje pripada I'. Takode, koristi se i oznaka
CSP(D), gdje je D relacijska struktura (D;T).

Pojasnimo ovaj dio ’...definisana svojstvom da svaki uslov ima uredenje
koje pripada I'.’:

Neka je Z instanca CSP(T) i neka je C € D" jedan njen uslov arnosti
n. Na ovaj uslov moZemo gledati kao na skup dozvoljenih preslikavanja
skupa promjenljivih W u domen D. Ako promjenljive skupa W uredimo
na neki nac¢in, onda datom uslovu implicitno odgovara jedna n-arna relacija
R na skupu D. Naime, skup R C D" sadrzi sve uredene n-torke dozvo-
ljenih vrijednosti za promjenljive iz W. Da bi Z pripadalo klasi CSP(T"),
mora postojati permutacija skupa W (koja povlaéi i permutaciju elemenata
unutar n-torki relacije R) takva da se od relacije R dobija neka relacija iz
I.

Navedena definicija nije standardna jer se u njoj ne trazi da jezik sadrzi
relaciju jednakosti. Medutim, na osnovu [47] ubacivanje iste ne utice niti
na slozenost problema, niti na (relacijsku) Sirinu.

3.2 Konzistencija

3.2.1 Relacijska Sirina

Relacijsku sirinu (k,[) je najjednostavnije definisati preko (k,[)-minimalne
instance.

DEFINICIJA 3.3. Neka sul > k > 0 prirodni brojevi. Instanca Z = (V, D, C)
Problema zadovoljenja uslova je (k,)-minimalna ako:

(M1) Svaki najvise l-elementni podskup skupa promjenljivih je sadrzan u
opsegu nekog uslova iz C;

(M2) Za svaki W C V, |W| < k, i svaki par uslova C i Cy iz C ¢iji opsezi
sadrze W, vazi Ci [y = Calyy.
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Osobina (M1) se naziva [-gustina, a (M2) je k-konzistentnost. Dakle, in-
stanca je (k,l)-minimalna ako je l-gusta i k-konzistentna. Za instancu koja
je (k, k)-minimalna kazemo da je i k-minimalna.

Iz definicije (k,[)-minimalnosti je jasno da je (k,[)-minimalna instanca
i (K,l')-minimalna za sve I’ i k', I’ > k' > 0, takve da je k' < kil <.
Ono §to je nama vazno je to da za fiksirane k i [ svaku instancu Z Problema
zadovoljenja uslova mozemo u polinomnom vremenu transformisati u (k,[)-
-minimalnu instancu koja ima isti skup rjeSenja kao Z. To radimo pomocéu
sljede¢eg jednostavnog algoritma:

1. Za svaki podskup W C V kardinalnosti [, ukoliko W nije opseg nekog
uslova, dodamo uslov D"

2. Sljedeéi proces ponavljati dok se ne stabilizuje: za svaki W C V,
kardinalnosti najvise k, i svaki par uslova Cy i Co ¢iji opsezi sadrze
W, odstraniti iz C; i Cy sve funkcije f takve da fly & C1lyw NCalyy .

Iz samog algoritma je jasno da on rezultuje (k,[)-minimalnom instan-
com. Drugi korak iz opsega eliminiSse samo funkcije koje se neée pokla-
pati sa eventualnim rjeSenjem, pa dobijena instanca ima isti skup rjesenja
kao pocetna tj. ekvivalentne su. Takode, rezultat ne zavisi od redosli-
jeda odstranjivanja funkcija, pa ¢emo jedinstvenu instancu J dobijenu po
zavrSetku rada pomenutog algoritma zvati (k, [)-minimalna instanca pridru-
Zena T.

Ukoliko je J trivijalna, onda Z nema rjeSenja. Medutim, u suprotnom
ne mozemo u opsStem slucaju zakljuciti da pocetna instanca ima rjeSenje.
Stoga, uvodimo sljedeéu definiciju.

DEFINICIJA 3.4. Jezik uslova I' ima relacijsku Sirinu (k,l) ako za svaku
instancu Z problema CSP(I'), Z ima rjesenje ukoliko je (k,!)-minimlana
instanca pridruzena Z netrivijalna.

I ima relacijsku Sirinu k ako ima relacijsku sirinu (k, k), dok kazemo da
I ima ogranicenu relacijsku Sirinu ako ima relacijsku sirinu (k,[) za neke k
il

Jasno je da, ako I' ima relacijsku Sirinu (k, 1), onda ima i (k¥’,1") relacijsku
Sirinu za sve k' i l', ' > k, I’ > 1. U tom slucaju one probleme zadovoljenja
uslova koji imaju ograni¢enu Sirinu mozemo urediti u odnosu na najmanju
relacijsku girinu koju imaju. Medutim, ispostavlja se da (objedinjujuéi neko-
liko rezultata) ta hijerarhija znacajno kolapsira.

TEOREMA 3.5 ([22, Teorema 1]). Ako jezik uslova ima relacijsku Sirinu 2,
onda tma i relacijsku Sirinu 1.

TEOREMA 3.6 ([20]). Ako jezik uslova ima relacijsku Sirinu (1,1) za neko 1,
onda 1ma 1 relacijsku Sirinu 1.
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Objedinjujuéi prethodna dva rezultata, kao i glavni rezultat iz [4] (vidjeti
posljedicu [3.39)), dobijamo sljede¢u teoremu.

TEOREMA 3.7 (Trihotomija relacijske Sirine). Svaki jezik uslova T ima tacno
jednu od sljedeéih osobina:

(1) T ima relacijsku Sirinu 1;

(2) T ima relacijsku sirinu (2,3) ¢ nema relacijsku irinu 2, niti (1,1) za
[ >1;

(3) T nema ogranicenu relacijsku Sirinu.

3.2.2 (k,l)-sistem

Svaka (k,l)-minimalna instanca J implicitno sadrzi jedinstven uslov Py
za svaki najvise k-elementni opseg W. Naime, za W C V, [W| < k, zbog
osobine (M1) postoji uslov C' ¢iji opseg sadrzi W, a zbog (M2) projekcija
Py = Cly ne zavisi od izbora C. Stavise, ovi indukovani uslovi i svaki
uslov C' C DY instance J imaju osobinu:

(k-unaprijed za C) Za svaki W C U kardinalnosti najvise k i svako
f € Pw postoji g € C takvo da je gl = figly € Pz, zasve Z C U,
|Z] < k.

DEFINICUJA 3.8. Instanca K = (V,D,{Pw : W C V, |W| < k}) se naziva
(k,1)-sistem ako je (Pw)l, = Pz zasve ZW CV, ZCW,|[W|<EkiKk
zadovoljava k-unaprijed osobinu za DY za svaki U kardinalnosti /.

Instanca Z je kompatibilna sa (k,l)-sistemom K ako Z i K imaju isti
skup promjenljivih, isti domen i K zadovoljava k-unaprijed osobinu za svaki
uslov iz 7.

Sada ¢emo pokusati da uspostavimo vezu izmedu instance koja se dobija
na kraju rada algoritma za (k,[)-minimalnost za ulaznu instancu Z i (k,[)-
-sistema kompatibilnih sa Z.

TVRDENJE 3.9. Neka je J (k,l)-minimalna instanca pridruZena instanci T
i neka je K = (V,D,{Pw}) (k,1)-sistem pridruzen instanci J. Sistem K
je jednak najveéem (u odnosu na inkluziju uslova sa istim opsegom) (k,1)-
-sistemu K' = (V, D, { Py, }) kompatibilnom sa T.

Dokaz. Sistem K’ postoji jer je unija (k,l)-sistema kompatibilnih sa 7
(k, 1)-sistem kompatibilan sa Z. Sistem K je kompatibilan sa Z, pa je K < K'.
S druge strane, nijedno preslikavanje g € C koje dokazuje kompatibilnost
K’ sa T nije odstranjeno tokom rada algoritma za (k,[)-minimalnost, pa je
K' < K isamim tim K = K'. O
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ProprozicusaA 3.10. Neka je T instanca Problema zadovoljenja uslova vl > k
prirodni brojevi. Algoritam za (k,l)-minimalnost daje netrivijalnu instancu
ako i samo ako postoji netrivijalan (k,1)-sistem kompataibilan sa T.

Dakle, jezik uslova T ima relacijsku Sirinu (k,1) ako i samo ako svaka
instanca CSP(T") koja je kompatibilna sa netrivijalnim (k,1)-sistemom ima
rjesenje.

3.3 Karakterizacija ogranicene relacijske Sirine

Neka je I' jezik uslova na kona¢nom skupu D. Prema teoremi [L.5 skup D
zajedno sa sa svim polimorfizmima jezika I' formira klon polimorfizama D.

DErFINICIIA 3.11. Jezik uslova I je jezgro ako su svi njegovi unarni polimor-
fizmi bijekcije.
Naredna lema je u radu [47] dokazana za Sirinu, ali isto vazi i za relacijsku
Sirinu.
LEMA 3.12. (1) Za svek il, k <, jezik uslova ima relacijsku Sirinu (k,1)
ako i samo njegovo jezgro ima relacijsku Sirinu (k,1).

(2) Jezgro jezika uslova T ima ogranicenu relacijsku Sirinu ako i samo ako
I' zajedno sa svim jednoelementnim unarnim relacijama ima ograni-
cenu relacigsku Sirinu.

Napravi¢emo vezu izmedu ogranicene Sirine i nekih algebarskih osobina
klona polimorfizama. Konkretno, u pitanju je kongruencijska A-poludistri-
butivnost. Prvo se prisjetimo jedne od karakterizacija ove osobine, a koju
smo naveli i kao dio teoreme [2.10)

TEOREMA 3.13. Neka je D idempotentni klon sa konacénim univerzumom
D. Varijetet V(D) je kongruencijski N-poludistributivan ako i samo ako
postoji prirodan broj n takav da D ima wnu-term t arnosti m za sve m > n.

Potreban uslov za ogranicenu relacijsku Sirinu je da klon polimorfizama
generiSe kongruencijski A-poludistributivan varijetet.

TEOREMA 3.14 ([47, Teorema 4.2]). Neka je I' jezik uslova sa svim jedno-
elementnim unarnim relacijama i D njegov klon polimorfizama. Ako jezik
I’ ima ogranicenu relacijsku Sirinu, onda je varijetet V(D) kongruencijski
A-poludistributivan.

Prema [7], za konaéne jezike uslova to je i dovoljan uslov.

TEOREMA 3.15 ([7, Teorema 1]). Neka je I' konacan jezik uslova sa svim
jednoelementnim unarnim relacijama i D njegov klon polimorfizama. Ako je
V(D) kongruencijski N-poludistributivan, onda T' ima ogranicenu relacijsku
Sirinu.
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U odjeljku sa posljedicama ¢emo dokazati da prethodna teorema vazi i
u opStem slucaju, a ne samo za konacne jezike uslova.
Za kraj poglavlja definiSemo Problem zadovoljenja uslova za algebre.

DEFINICIJA 3.16. Neka je D algebra. Problem zadovoljenja uslova za algebru
D, u oznaci CSP(D), je CSP restrikcija na instance gdje je svaki uslov
poduniverzum nekog stepena algebre D.

Ako je D algebra sa univerzumom D a D = (D;T") relacijska struktura,
pri cemu je I' € SPy;, (D), onda kazemo i da je CSP(ID) kompatibilan sa D.
Dakle, ako je CSP(D) kompatibilan sa D onda je svaka instanca CSP(D)
ujedno i instanca CSP(D).

Klasa instanci Problema zadovoljenja uslova za algebru je invarijantna
na algoritam za dobijanje (k,[)-minimalne instance.

LEMA 3.17. Ako je D algebra i k < I, onda je (k,l)-minimalna instanca
pridruzena instanci CSP(D) takode instanca CSP(D).

DokAz. Dovoljno je dokazati da nakon primjene koraka 2 pomenutog algo-
ritma novonastali uslovi ostaju poduniverzumi nekog stepena algebre D.
Neka je W neki skup promjenljivih, a C7 i Co uslovi u ¢ijim opsezima je
sadrzan W. Takode, pretpostavljamo da su C7 i Cy poduniverzumi stepena
D. Neka je P = C1 [y NCayy . Skup P je presjek projekcija poduniverzuma
stepena, pa je P poduniverzum stepena algebre D. Nakon uklanjanja nekih
preslikavanja u koraku 2, dobijamo C! = {f € C; : fly € P}, sto je
poduniverzum stepena D. O

3.4 Praske instance

Definisa¢emo praske instance. Prije toga uvedimo nekoliko tehnickih pojmo-
va. U narednoj definiciji, ali i ostatku ove glave, ¢esto ¢emo koristiti notaciju
[n] :={1,2,...,n} zaneN.

DEFINICIJA 3.18. Neka je Z = (V,D,C) l-minimalna instanca Problema
zadovoljenja uslova.

e Putanja duzine k —1 > 0 od x; do =y, je (2k — 1)-torka
P = (leu 01,332, 027 ey Tl—1, Ck—hxk))

gdje z; € V zasvei € [k], C; € C,izasvei € [k—1] skup {zi, xit1} je
u opsegu uslova C;. Skup svih promjenljivih u p oznacavamo sa ||p||,
tj. ||pl| = {x1,z2,...,xx}. Putanja je zatvorena ako je x1 = wy.

e p-realizacija u I je (k — 1)-torka (f1,..., fr—1) takva da, za sve i €
[k—1], vazi f; € Ciizasvei < k—1, vazi fi(x;11) = fi+1(zi+1). Ova
realizacija povezuje f1(z1) 1 fr—1(zx). Kazemo da p povezuje a € P, i
b € P, ako postoji p-realizacija koja povezuje a i b.
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e Za X CV,ze Xia,be P, kazemo da su a i b povezani u X ako
postoji putanja p od x do x koja povezuje a i b tako da vazi ||p|| C X.

e Ako je p putanja od z do y i A C P,, definiSemo podskup A + p od
P, sa
A+p={be P, :(Ja € A) p povezuje aib}.

e Ako sup = (z1,C1,...,Cr_1,21) i ¢ = (y1,C1, ..., C]_{,y1) putanje
takve da je zj, = y; definiSemo p+¢ = (21,C1,..., 2 = y1,C1, ..., Y1)
i—p=(2g,Ck_1,...,C1,21). Za zatvorenu putanju p i prirodan broj
m koristimo oznaku m X p=p+p+---+p.

m
Pisaéemo A — p umjesto A + (—p) i A+ p + ¢ umjesto (A +p) +q =
A+ (p+ q). Sljedeée osobine proizilaze direktno iz definicije.

PropozicuA 3.19. Neka je T = (V, D,C) 1-minimalna instanca Problema
zadovoljenja uslova. Neka x,y € V., A C P,, neka je p putanja od x do y 1
C wuslov u ¢ijem se opsegu nalazi x. Vazi:

(1) Pr+p=DPy;
(2) ACA+p—p;
(3) A+ (z,C,x) = A.
Predimo na definiciju glavnog pojma ove glave.

DEFINICIIA 3.20. Instanca Z = (V, D,C) Problema zadovoljenja uslova je
praska instanca ako je 1-minimalna i vazi:

(P) za sve x € V, svaku zatvorenu putanju p od = do z, i sve a,b € Py,
ako su a i b povezani u ||p|| onda postoji k > 0 tako da k x p povezuje
aib.

Sljedeca lema nam daje odnos praske i (2, 3)-minimalne instance.
LEMA 3.21. Svaka (2,3)-minimalna instanca je i praska instanca.

Doxkaz. NekajeZ = (V,D,C) (2,3)-minimalna instanca. Na osnovu defini-
cije svaka (2,3)-minimalna instanca je i l-minimalna, pa onda ostaje da
dokazemo da vazi osobina (P). Neka su x € V, a,b € P, i putanja
p = (1,C4,...,2) od & do = takvi da su a i b povezani u ||p||. Dokaz
zasnivamo na sljedeé¢em tvrdenju.

TVRDENJE 3.22. Ako je T = (V,D,C) (2,3)-minimalna instanca, x,y € V
ic,d € D tako da je (¢,d) = (h(z),h(y)) za neko h € Py, \, onda svaka
putanja q = (x,C4,...,y) povezuje ¢ i d.
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Dokaz. Nekasu xi(= x),x9,...,z;(= y) promjenljive koje se redom javlja-
ju u putanji g i neka je ¢; = ¢,¢; = d,hy = h. Na osnovu 2-unaprijed
osobine za uslov D{#1:#2:%1} postoji element ¢y € Py, takav da je (c1,c) =
(9(%1),9(x2)) za neko g € Py, 4,1 1 (c2,c1) = (ha(x2), h2(x1)) za neko hy €
Proy ey Kako vazi Cilyy, 20y = Play a0}, zakljucujemo da postoji f1 € C1
tako da fi(z1) = c1 1 fi(z2) = c2. Analogno nalazimo c3 € Py, 1 fo € C
tako da fo(x2) = co 1 fo(w3) = c3 itd. sve dok nakon [—1 koraka ne dobijemo
g-realizaciju (f1,..., fi—1) koja povezuje c i d. O

Vratimo se na dokaz leme. Neka je p' = (z;,,Cj,,...,xi,) putanja
koja unutar ||p|| povezuje a i b, pri ¢emu je z;, = x;, = x. Onda postoji
p/-realizacija (f1,...,f) _1). Sada mozemo primijeniti gornje tvrdenje na
Tiy, Tiy € V1 fi(zi,)(= a) 1 f{(z,), pa dobijamo da p; = (x1,Ch,...,xi,),
pocetni segment putanje p, povezuje a i fi(z;,). U sljede¢em koraku do-
bijamo da ps = (xiy, Ciy, - .., Tiy) povezuje fo(xiy) = f1(xiy) 1 f4(wiy), pri
c¢emu je po takode jedan segment od p i nadovezuje se na p;. Nastavljajuci

postupak dobijamo niz segmenata py, ..., p, od p koji se nadovezuju jedan
na drugi, pa kona¢no imamo da putanja p; + --- + p,, = k X p, za neko
k > 0, povezuje a i b. ]

Sada dokazujemo neke korisne osobine praskih instanci.

LEMA 3.23. Neka je T = (V,D,C) praska instanca, x € V, i p zatvorena
putanja od x do x. Tada postojim > 0 tako da za sve k > m i sve a,b € Py,
ako su a i b povezani u ||p||, onda k x p povezuje a i b.

Dokaz. Dovoljno je dokazati da takav m postoji za a = b € P,. Kako je
7 praska instanca, na osnovu osobine (P) slijedi da postoji [ > 0 takav da
[ X p povezuje a sa samim sobom. Neka je ¢ € P, takav da p povezuje a i
¢, a (I —1) x p povezuje ¢ i a. Opet koristimo osobinu (P), ali ovaj put na
elemente a i ¢, te putanju I x p. Dobijamo I’ > 0 takav da I’ x (Ixp) = (Il')xp
povezuje a i ¢. Dakle, putanje [ x pi ('l + 1 — 1) X p povezuju a i a. Kako
sulil'l +1— 1 uzajamno prosti prirodni brojevi, slijedi tvrdenje. O

LEMA 3.24. Neka je T = (V,D,C) praska instanca, x,y € V, p putanja od
x do y, q putanja od y dox, AC P,,B C Py, i C € C uslov u ¢ijem opsegu
je skup {x,y}. Akoje A+ p=DB iB+q=A, ondaje A+ (z,C,y) = B.

DokAz. Prvo ¢emo dokazati da je svaki element iz A + (z,C,y) povezan
unutar ||qg + p|| sa nekim elementom iz B. Neka a’ € A + (z,C,y). Onda
postoje a € A1 f € C takvi da je f(z) = a i f(y) = d/. Pokaza¢emo da
postoji realizacija putanje (y, C, x)+p koja povezuje a’ sa nekim elementom
iz B. Medutim, to jasno slijedi iz ¢injenice da (y, C,z) povezuje da’ i a, koji
je dalje putanjom p povezan sa nekim elementom iz B jer vazi A+ p = B.
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Na osnovu definicije praske instance ovo zna¢i da za svaki element a’
skupa A + (z,C,y) postoje k > 01 b € B takvi da k x (¢ + p) povezuje b
i a’. Imajuéi u vidu da je B+ k x (¢ + p) = B (ovo induktivno slijedi iz
B+ g+ p = B) dobijamo da je A+ (z,C,y) C B. Analogno zaklju¢ujemo
daje B+ (y,C,z) C A. Sadaje BC B+ (y,C,z)—(y,C,x) C A+ (z,C,y)
i kona¢no imamo A + (z,C,y) = B. O

Dokazimo sada jos dvije osobine praskih instanci. U radu [7] 1-minimalne
instance koje imaju te osobine i imaju samo binarne uslove, i to najvise
jedan za svaki par promjenljivih, su autori zvali slabe praske instance. Tu
je dokazana teorema analogna glavnoj teoremi koju ¢emo dokazati u ovoj
glavi.

LEMA 3.25. Neka je Z = (V,D,C) praska instanca. Vazi:

(P1) Za svaku zatvorenu putanju p od x do x i svaki A C Py, ako je A+p =
A, onda je A+p—p=A;

(P2) Za sve zatvorene putanje p i q od x do x i svaki A C P, ako je
A+p+q=A, ondaje A+p= A.

DoKAZ. Za osobinu (P1) je dovoljno dokazati da A +p —p C A jer smo
ranije vidjeli da obratna inkluzija vazi za sve 1-minimalne instance. Neka
a€ A+p—pinekajeb e A+ p= A takav da —p povezuje b i a. Dakle,
b i a su povezani u ||p||, pa su onda na osnovu osobine praske instance
povezani i putanjom k X p, za neko k > 0. Kako uslov A + p = A implicira
A+kxp==A slijedidaac A+ k xp= A, paje dokaz gotov.

Dokazimo sada osobinu (P2). Primijetimo da mozemo direktno primi-
jeniti lemu [3.24] ¢ime dobijamo A + (z,C,z) = B tj. A+ (2,C,z) = A+p.
Sada iz stava (3) propozicije slijedi A +p = A.

O

3.5 Teorema o praskoj instanci
- dokaz i posljedice
TEOREMA 3.26. Ako je D idempotentni klon koji generise kongruencijski

A-poludistributivan varijetet, onda svaka netrivijalna praska instanca Pro-
blema zadovoljenja uslova CSP(D) ima rjesenge.

Dokaz ¢e se razlikovati u slu¢aju kad postoji P, koji ima tzv. apsorbujuéi
poduniverzum i kad takav P, ne postoji, pa defini§imo pojam apsorpcije i
navedimo neke rezultate koje ¢emo koristiti.

DEFINICIJA 3.27. Poduniverzum A idempotentnog klona P je apsorbujuci
ako postoji operacija t arnosti n > 1 algebre P takva da t(aq,...,a,) € A,
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za svaku n- torku (ai,...,a,) € P" za koju je |{i € [n] : a; ¢ A}| < 1.
Apsorbujuéi poduniverzum A je pravi ako 0 # A # P.

Za operaciju t iz prethodne definicije kazemo da je svjedok apsorpcije.
Sljedeéa teorema je kljuéna u dokazu glavne teoreme u slu¢aju da postoji
odredeni apsorbujuéi poduniverzum. U [9] autori su operaciju t iz naredne
teoreme zvali tackasta operacija.

TEOREMA 3.28 ([9, Lema 2.12]). Ako je P idempotentni klon koji generise
kongruencijski NA-poludistributivan varijetet, onda postoje operacija t i ele-
menti c1,...,cn,b € P takvi da je t(ay,...,a,) =b za sve (a1,...,a,) € P"
za koje je |{i € [n] 1 a; # ¢} < 1.

DEFINICIJA 3.29. Podskup R C P x @ je povezan ako je njegova projekcija
na prvu (resp. drugu) koordinatu jednaka P (resp. @)) i ako je tranzitivno
zatvorenje relacije (tj. najmanja tranzitivna relacija koja je sadrzi)

{(a,b) € P?: (3c € Q) (a,c), (b,c) € R}
jednako P?.

U slucaju nepostojanja apsorbujuéeg poduniverzuma koristimo rezultat
iz [5].

TEOREMA 3.30 (5, Teorema 2.3]). Neka je D idempotentni klon koji gene-
rise kongruencijski A-poludistributivan varijetet i R poduniverzum od D?.
Neka su P i @ projekcije R na prou @ drugu koordinatu, redom, a P i Q
odgovarajuce podalgebre od D. Ako ni P ni Q nemaju pravi apsorbujuci
poduniverzum i ako je R povezan, onda je R =P x Q.

U pomenutom radu prethodna teorema je data u opstijem obliku. Naime,
tvrdenje vazi i kada je D Tejlorova algebra, a mi smo iskoristili da je D
Tejlorova algebra ako i samo ako ima wnu-term operaciju i to da kongruen-
cijski A-poludistributivna algebra ima wnu-operaciju, sto je sve dokazano u
[50].

U dokazu koristimo i dvije tehnicke leme.

LEMA 3.31. Neka x,y € V i neka je p putanja od x do y. VazZi:

(1) Skup S = {(a,b) € P, x P, : p povezuje a i b} je poduniverzum od D?
i njegova projekcija na prou (resp. drugu) koordinatu je P, (resp. Py);

(2) Ako je s k-arna operacija na D, Ay, ..., Ax, B C Py i s(ay,...,ax) €
B za sve a; € A;, i € [k], onda za sve dl,...,a) € P, takve da
a, € A; +p, i € [k], vazi s(d), ..., a}) € B+p;

(3) Ako je A (apsorbujuéi) poduniverzum od P,, onda je A+ p (apsor-
bujuci) poduniverzum od P,.
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DokAaz. (1) Prvi dio se jednostavno dokazuje po definiciji, dok drugi sli-
jedi iz stava (1) propozicije

(2) Po definiciji;

(3) Slijedi iz (2).
O

LEMA 3.32. Ako su R i S poduniverzumi od D?, onda je i njihova relacijska
kompozicija Ro S takode poduniverzum od D?2.

DoxkAz. Po definiciji. O

Dokaz teoreme m:

Ukratko, ideja dokaza je da postepeno smanjujemo prasku instancu sve dok
skupovi P, ne budu jednoelementni. Onda je oc¢igledno da je preslikavanje
koje slika x u jedini element skupa P, rjeSenje.

Neka je D idempotentni klon koji generise kongruencijski A-poludistribu-
tivan varijetet i neka je Z = (V, D, C) praska instanca Problema zadovoljenja
uslova CSP(D) takva da je |Py| > 1 za neko z € V.

Dokazac¢emo da postoje n-arna operacija ¢t klona D, neprazan X C V' i
podskupovi Pi C P,, 2 € V,i € {0,1,...,n} takvi da je:

(D1) P? je pravi podskup od P, zasvakoz € X,a P! = Py zasvex € V\X,
ie€{0,1,...,n};

(D2) P! je poduniverzum od P, za sve x € V,i € {0,1,...,n};

(D3) Pi+ (z,C,y) = Pl zasve x € X,y € V,i € {0,1,...,n} i svaki uslov
C € C ¢iji opseg sadrzi skup {z,y};

(D4) t(ay,...,ay) € PJ? zasve r € V,ay,...,a, € P, takve da a; € P! osim
za najvise jedno i € [n].

Kao sto smo ranije naglasili nacin konstrukcije ée u mnogome zavisiti od
egzistencije apsorbujuceg poduniverzuma, pa posmatramo dva slucaja.
Sa apsorpcijom

Pretpostavimo da postoji z € V' tako da P, ima pravi apsorbuju¢i poduni-
verzum FE. Neka je t operacija algebre P, koja je svjedok apsorpcije i neka
je n njena arnost. DefiniSimo binarnu relaciju < na skupu svih uredenih
parova (A, z), takvidajex € Vi AC Py, sa

(A, z) < (B,y) ako i samo ako B = A + p za neku putanju p od x do y.
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Definisana binarna relacija je pretporedak. Svaku binarnu relaciju mozemo
posmatrati kao digraf, sto ¢emo sada uraditi i uo¢i¢emo komponente jake
povezanosti. Medu njima na prirodan nacin uspostavljamo poredak tako
Sto je komponenta 4; manja ili jednaka od komponente A5 ako i samo ako
je svaki element iz A; manji ili jednak od svakog elementa As.

Oznac¢imo sa M maksimalnu komponentu pretporetka koja je veca ili
jednaka od komponente u kojoj se nalazi par (F, z).

LEMA 3.33. Za sve x € V, ako (A, x),(B,z) € M, onda je A = B.

Doxkaz. Kako su (A4,z) i (B,z) u istoj komponenti jake povezanosti vazi
(A,z) < (B,x) < (A,x), pa postoje zatvorene putanje p i ¢ od x do x takve
daje A+p=BiB+q¢g=A. Ondaje A+p+q= A, pana osnovu (P2) iz
leme dobijamo A = A+ p = B. O

Za X ¢emo uzeti skup svih promjenljivih koje se pojavljuju u parovima
iz M. Prethodna lema nam omoguéava da za sve x € X definisemo P? =
Pl = ... = P? kao jedinstven skup A C P, takav da je (A,z) € M. Za
x € V\ X definisemo P! = P, zasve i € {0,...,n}.

Samo jos treba da pokazemo da za ovako definisane pojmove vaze osobine
(D1)-(D4).

e (D1) je zadovoljena na osnovu konstrukcije.

e Za z € V \ X osobina (D2) trivijalno vazi. Ako z € X onda za sve
i € {0,...,n} vaii P! = E + p, gdje je p putanja od z do z, pa je na
osnovu leme [3.31] (3) skup P! (apsorbuju¢i) poduniverzum od P,.

e Neka z € X,y € V,i € {0,...,n}, i neka je C' € C uslov ¢iji opseg
sadrzi {z,y}. Ako y € X onda je (Pi,z) < (P,,y) < (Pi ), pa
postoje putanja p od x do y i putanja ¢ od y do x takve da je P, +p =
Pyi i P; +q= P! Na osnovu lemeslijedi P +(z,C,y) = Pyi. Ako
ipak y € V \ X onda je P!+ (z, C’,y) = P, = P, jer bi u suprotnom
(tj. ako Pi+(z,C,y) € Py) par (Py+(x,C,y),y) pripadao pretporetku
definisanom u pocetku, i samim tim bi, zbog maksimalnosti M, y
pripadao skupu X.

e Osobina (D4) trivijalno vazi za € V' \ X, dok smo u dokazu osobine
(D2) naveli zasto je P! apsorbujuéi poduniverzum od P, pa (D4) vazi
izax e X.

Bez apsorpcije

Pretpostavimo da nijedan P, nema pravi apsorbuju¢i poduniverzum. Neka
je z € V proizvoljna promjenljiva takva da je |P,| > 1 i neka je ~ maksi-
malna kongruencija na P,. Na osnovu teoreme [3.28| postoji n-arna operacija
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tna P, ielementicy,...,cy, b € P, takvida t(as,...,a,) = b za sve n-torke
(a1,...,an), gdje a; € P; 1 [{i:a; # ¢} < 1.
Neka je P? =b/. i P! = ¢;/~ zasve i € [n]. Defini§imo skup X sa

X = {x € V : postoji putanja p, od z do x takva da P? + p, C P.}.

Sljededi korak je da fiksiramo putanje p, iz definicije skupa X (ako ih ima
vige proizvoljno odaberemo jednu). Na kraju za z € X definiSemo P! =
Pi+p,zasvei € {0,...,n},azax €V \X uzimamo P = P,. Ostaje
nam da dokazemo da vaze osobine (D1) - (D4).

e Osobina (D1) slijedi iz konstrukcije.

e Za x € V\ X trivijalno vazi (D2). Neka z € X. Klon D je idempotentan,
pa je P, kao ~-klasa, poduniverzum, §to na osnovu (3) iz leme znaci
da je i P! poduniverzum.

e Za dokaz osobine (D3) nam je potrebno sljedeée tvrdenje, koje je jedna
posljedica teoreme [3.30

TVRDENJE 3.34. Za svako x € V i svaku putanju p od z do x vazi tacno
jedan od stavova:

(1) za svei,j € {0,...,n} takve da je P! # P!, skupovi Pi +p i P! +p
su disjunktni;

(2) Pl+p=P, za sveic{0,...,n}.

DokAz. Oznacimo S = {(a,c) € P, x P, : p povezuje a i ¢} i neka je
R=~ oS ={(a,c) € P, X P, : ppovezuje neko a’ ~ a ic}. Relacije S i
~ su poduniverzumi od D?, pa je na osnovu leme i R poduniverzum
od D?. Takode, projekcije R na prvu i drugu koordinatu su P, i P,
redom.

Oznacimo sa [ tranzitivno zatvorenje binarne relacije {(a,c) € P, X P, :
(3d € P,)(a,d),(b,d) € R}. Drugim rije¢ima, relacija 8 je tranzitivno
zatvorenje relacije R o R™'. Ova relacija ekvivalencije je i kongruencija
na osnovu leme jerje R < (P,)2i8=RoR'oR... (konacan
broj kompozicija).

Kako je ~ maksimalna kongruencija i kako je ~ C B vazi 8 = ~ ili g =
P, x P,. Pretpostavimo prvo da je § = ~. Dokazac¢emo da onda vazi (1).
Neka su 4,5 € {0,...,n} takvi da su P} i P! disjunktni. Pretpostavimo
suprotno tj. da postoji d € P, takav da d € Pi+pide P!+ p. Onda
postoje a’ € P! i a” € P! takvi da p povezuje ' i a” sa d. Relacija ~ je
refleksivna, pa (a,d), (a”,d) € R. Medutim, ovo znaci da (a’,ad”) € g =
~, kontradikcija.
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Sada ¢emo dokazati da iz f = P, x P, slijedi (2). Na osnovu teoreme
[3:30) vazi R = P, x P, ali iz toga je ocigledno da za svako d € P, postoji
a € P! takav da p povezuje a i d, pa onda vazi (2). O

. . . z
Dakle, ako je P! # P!, onda su P. = P!+ p, i Pi = PJ + p, disjunktni.
Pokazimo da u tom slucaju za svako i € {0,...,n} vazi Pi —p, = P

Ako z € X i ako je p = p, onda vazi (1), jer za P? vazi P + p, C P,.

z
Naime, u suprotnom bi postojao a € P! —p, takav da a ¢ P!, $to implicira
da a € P! zaneko j #i. Iz a € P! — p, slijedi da postoji b € P! takav da
putanja —p, povezuje b sa a tj. putanja p, povezuje a sa b. Uz to imamo
daa € P! i P/ = P! + p,, pa dobijamo da b € Py, §to je kontradikcija.

Neka z € X, y € V i neka je C' € C uslov ¢iji opseg sadrzi {z,y}. Ako
y € V\X onda P?+p,+(x,C,y) = P,. Ovo znaci dazap = p,+(z,C,y)
vazi slucaj (2) iz prethodnog tvrdenja, pa je P! +p,+(x, C,y) = P,. Kako
je P. = P! + p,, dobijamo P! + (z,C,y) =Py = P;. 'Ako ipak y € X,
onda iz prethodnog pasusa znamo da je P; —p, = P; 1 Py —p, = P..
Konaéno, P! — p, +py = PZ i P; —Py+pe= P!, pa na osnovu leme
zakljucujemo da je P, + (v, C,y) = P,

e Za x € V \ X osobina (D4) trivijalno vazi. Ako je x € X onda koristimo
(2) iz leme zap=pg, B=P2i A; = P! za sve osim jedno i, za koje
uzimamo A; = P,.

Smanjivanje instance

Konaéno smo u situaciji da mozemo garantovati postojanje n-arne operacije
t na D, nepraznog skupa X C V i podskupova Pi C P,, i € {0,...,n},
z € V, koji zadovoljavaju (D1)-(D4).

Za svako i € {0,...,n} definiemo instancu Z' = (V, D,C?) tako da je
Ct = {C*: C € C}, gdje za uslov C sa opsegom W vazi

C'={feC:(NxeW)f(z)c P}

Zasvei € {0,...,n}ix € V skup P! je poduniverzum od P, paiod D.
Kako je C univerzum podalgebre nekog stepena D, onda i C* posjeduje tu
osobinu, pa je Z' instanca Problema zadovoljenja uslova CSP(D), za svako
i €{0,...,n}.

LEMA 3.35. Za svako i € {0,...,n} instanca I' je 1-minimalna i Pagzi) =
P;;, za svex €V.

DoxkAz. Treba dokazati da za svaki uslov C' € C i svako z koje se nalazi u

opsegu W uslova C, projekcija A uslova C? na z je jednaka P.. Inkluzija

A C P! je otigledna, pa nam ostaje da dokazemo da je P: C A. Neka a € A.
Razlikujemo slucajeve:
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(i) Pretpostavimo prvo da = € X. Neka je f proizvoljan element iz C
takav da je f(z) = a. Zbog (D3) znamo da za svako y € W vazi
P+ (x,C,y) = P, pa f(y) € P,. Slijedi da f € C" i samim tim
a= f(z) € A.

(ii) Ako = ¢ X i ako postoji y € W\ X, onda na osnovu (D3) i drugog
dijela (D1), vazi ng + (y,C,x) = P,. Analogno kao u (i) slijedi da
feC aodatleia € A.

(iii) Ako je XNW = 0, iz drugog dijela (D1) imamo da je C' = C?, odnosno
A=P, =Pl

O

Vratimo se smanjivanju instance, odnosno dokazu glavne teoreme. Osta-
je da se dokaze da je J = Z° praska instanca. Vodi¢emo ra¢una o tome da
li neka putanja u Z ili u Z% za neko i. Naime, ako je p = (21,1, 72,Ca,...)
putanja u Z koristimo oznaku p’ za odgovarajuéu putanju u Z', tj. putanju
p = (21,C,10,Ch,...).

Neka z € X, a,b € ngj) = P, neka je p zatvorena putanja od z do z,
i pretpostavimo da su a i b povezani u ||p|| unutar instance Z. Dokaza¢emo
da k x p° povezuje a i b za neko k. Neka je m prirodan broj iz leme
Dakle, ako su a’, b’ € PY povezani u ||p||, onda ih i putanja m x p povezuje.

Pretpostavimo prvo da z € V \ X. Pokaza¢emo da nm x p° povezuje a
i b tako §to ¢emo primjeniti operaciju t na n-torku realizacija

= (filw"’ﬁ,ml’fé,la"'7f5,mlv"'> :z,l"“'ffl,ml)v (S [n]

putanje nm X p, gdje je | duzina putanje p. Ove putanje konstruiS§emo na
sljededi nacin:

1. za svako i € [n], realizacija f' po¢inje u a i zavrsava u b, odnosno
fia@)=aif; . (x) =0

2. za sve i,j € [n], i # j, segment (f},l, e f;ml) je realizacija putanje

m X pt.

Sada éemo opisati postupak dobijanja realizacije f'. Kako a € P, = P,
onda postoji (i —1)m x p’-realizacija (fi 1, ..., fi_; ;) takva daje fi(z) =
a. Sli¢no, postoji i (n — i)m x pi-realizacija (ff+171, o f takva da je

’ rZL,ml)

i b. Ostaje nam da popunimo i-ti segment. Neka je a’ = ;_Lml(x)

nml —
it = §+171(a:) za i # 1,n, dok éemo za i = 1 uzimati a’ = a, a b/ =

za i = n. Putanja —(i — 1)m X p povezuje d’ i a, putanja (n —i)m X p
povezuje b i b, a kako su a i b povezani u ||p||, slijedi da su a’ i b povezani
u ||p|| unutar instance Z. Onda putanja m X p povezuje a’ i b’. Neka je
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onda (fii,h e ,fiml_l) jedna m x p-realizacija koja povezuje a’ i b’ i ovim
je konstrukcija f? zavrsena.

Neka je fi; = t( i%j,..., ;) za sve i € [n], j € [ml]. Za svako y iz
domena preslikavanja f; ; i za svako k € [n], k # i, vazi fl!fj(y) € P?j, pa
fi.j(y) € P na osnovu (D4). Ovim smo dokazali da je £ = (fi,1,..., fumi)
realizacija putanje nm x p°. Uzimajuéi u obzir da je t idempotentna ope-
racija dobijamo da je fi11(z) = t(fil, s f)(@) =ta,. .. a) = aislitno
frmi(z) = b, pa nm x p° povezuje a i b.

Ostaje nam jo$ da isto dokazemo i u slucaju kad x € X. Ako su sve
promjenljive iz ||p|| u skupu X, onda je zbog (D3), svaka realizacija m x p
koja povezuje a i b ujedno i m x p°-realizacija. Pretpostavimo sada da
postoji y € ||p|| koje nije u X. Neka je p = p1 + po, gdje putanja ps pocinje
u y. Postoje o', € Pz(/) takvi da p; povezuje a i a’, dok ps povezuje b’ i b.
Sada primjenimo prethodni slu¢aj na putanju ps + p1i elemente a’ i o’. Oni
su povezani u ||p2+p1]|, pa ih i putanja mn x (pa +p1)° povezuje. Konaéno,
putanja (p1 +mn X (p2 + p1) + p2)? = (mn + 1) x p° povezuje a i b, pa je
dokaz glavne teoreme gotov.

3.5.1 Posljedice i odlucivanje ogranicene Sirine

Po¢nimo sa jednom direktnom posljedicom teoreme o praskoj instanci i
leme koja kaze da je svaka (2,3)-minimalna instanca i praska instanca.
Ovu posljedicu, ali u nesto izmijenjenom obliku, koristimo za dokaz glavne
teoreme naredne glave.

PosLJEDICA 3.36. Ako je D idempotentni klon koji generise kongruencijski
A-poludistributivan varijetet, onda svaka (2, 3)-minimalna instanca CSP(D)
1ma rjesenje.

Veé smo rekli da ako je CSP(D) kompatibilan sa algebrom D onda je
svaka instanca CSP(D) instanca i CSP(D). U uvodnoj glavi smo vidjeli da
ako je D = (D, F) i D' = (D, Clo(F)), onda je SPg,(D) = SPg,(D’). Sa
CSP stanovista to znaci da je svaka CSP(D) instanca ujedno i CSP(D’)
instanca.

PosLieEDICA 3.37. Neka je D konacna idempotentna algebra koja generise
kongruencijski N-poludistributivan varijetet. Onda za svaki CSP(D) koji je
kompatibilan sa D, svaka netrivijalna (2,3)-minimalna instanca CSP(D)
ma rjesenje.

PosLJEDICA 3.38. Neka je I' jezik uslova sa svim jednoelementnim unarnim
relacijama 1 D njegov klon polimorfizama. Sljedeci uslovi su ekvivalentni:

(1) V(D) je kongruencijski A-poludistributivan;

(2) T ima relacijsku Sirinu (2, 3);
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(3) T ima ogranicenu relacijsku Sirinu.

Doxkaz. Implikacija (2) = (3) je trivijalna, dok (3) = (1) slijedi iz teoreme
Ostaje nam da dokazemo implikaciju (1) = (2). Neka je D klon koji
generise kongruencijski A-poludistributivan varijetet i Z instanca CSP(T).
Onda je Z instanca CSP(D), pa je zbog leme (2, 3)-minimalna instanca
J pridruzena instanci Z instanca CSP(D). Ako je J netrivijalna, onda na
osnovu posljedice ima rjeSenje, pa je dokaz gotov. O

PosLJEDICA 3.39. Neka je I' jezik uslova. Ako T’ ima ogranicenu relacijsku
girinu, onda I' ima relacijsku Sirinu (2, 3).

DokAz. Neka je I jezgro jezika I prosireno svim jednoelementnim unarnim
relacijama i neka je D njegov klon polimorfizama. Na osnovu leme [3.12
IV ima ogranic¢enu relacijsku Sirinu, pa zbog teoreme klon D generise
kongruencijski A-poludistributivan varijetet. Konaéno, zbog posljedice 3.38]
I ima relacijsku 8irinu (2, 3), a samim tim i I' ima relacijsku Sirinu (2, 3). O

Prva posljedica u domenu jakih Maljcevljevih uslova za kongruencijsku
A-poludistributivnost bilo je naredno tvrdenje iz [46], a ¢iji smo dokaz na-
javili jo§ u drugoj glavi.

PosLJEDICA 3.40 ([46, Teorema 2.8]). Svaki lokalno konacan kongruencijski
A-poludistributvan varijetet realizuje jak Maljcevljev uslov

p(x7 ':L” $? x) % Q('m? :L" x) % x?
p(y,r,z,2) = p(x,y,z,2) = plx,r,y,2) ~ q(x,0,2,Y) (KKVW)
~qly,x,x) = q(x,y,x) = q(z,z,y).

Dokaz. Neka je V lokalno konacan kongruencijski A-poludistributivan vari-
jetet i W njegov idempotentni redukt. W je takode lokalno konac¢an kon-
gruencijski A-poludistributivan varijetet koji mora biti i idempotentan. Sve
term operacije u W su idempotentne i sve idempotentne su term operacije
varijeteta V' term operacije varijeteta W, pa V realizuje (KKVW|) ako i
samo ako W realizuje bez identiteta za idempotenciju. Neka je
F slobodna algebra u W, slobodno generisana sa x i y. Definisimo sada
kompatibilne relacije R i S:

y| [z] [z] [z

s (171 17 |7 al |z |yl |z| |z

R=Sg" | |z|, |y]|.|z| ], S=5Se" o el |yl |
x| |z| |y

x| x| (x| |y

Neka je n > 3|F| i F = (F;R,S). Definisat¢emo Z = (V, F,C) instancu
CSP(F). Skup promjenljivih je V' = {x1,x9,...,2,} a skup uslova C se
sastoji od uslova oblika R(z;,,i,,xi;) za sve troelementne podskupove
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{@iy, @iy, ziy} SV i8(xj,xj,,xj,xj,) za sve Cetvoroelementne podskupove
{xj1,25,, 245,25, € V. Ocigledno je da R i S imaju iste projekcije na bilo
koji par koordinata, a to je SgFQ([:c,y]T, [z, 2]7, [y, z]7), kao i da je svaki
troelementni skup promjenljivih u opsegu nekog uslova, pa je u pitanju
(2,3)-minimalna instanca CSP(F). Na osnovu posljedice[3.37Z ima rjesenje
f € FV. Birali smo n > 3|F|, pa na osnovu Dirihleovog principa postoji
I C V, |I| = 4, takav da je restrikcija f[; konstantna. Recimo da je
f(zi) =7r(z,y) € F zasve z; € I.

Funkcija f je rjeSenje instance koja sadrzi uslove R i S sa opsezima
J i I redom, pri ¢emu je J jedan troelementni podskup od I. Stoga,
(r(2,9),7(2,9), (3, 9) € R 1 (r(z,9), 7(2,9),7(5,9), 7(z,)) € S. Pod-
univerzum R je generisan skupom {(y,x,z), (x,y,z), (z,z,y)} a S skupom
{ly,z,z,z), (z,y,x,x), (x,z,y,z), (z,x,2,y)}, $to znaci da postoje termi ¢
i p arnosti 3 i 4 redom, takvi da u F vaze identiteti

p(y,z,z,x) ~ p(z,y,z, ) ~ plz,z,y,z) = q(z,z,z,y) = r(z,y) i
q(y,z,x) = q(z,y,v) =~ q(x,z,y) = r(r,y).

Konac¢no, p i q su trazeni termi. ]

PosLieEDICA 3.41. Postoji algoritam koji u polinomnom vremenu odlucuje
da li je klon polimorfizama D datog jezika uslova I' sa svim jednoelementnim
unarnim relacijama generise kongruencijski N-poludistributivan varijetet.

Doxkaz. Algoritam koji éemo prezentovati ¢e u sluc¢aju potvrdnog odgovora
za izlaz imati par (p,q) term operacija iz teoreme Naravno, ulazni
parametri su D iI'. Prvo formiramo CSP instancu Z = (V, D, C) pri ¢emu je
V disjunktna unija D*1i D3. Sada funkciju f: V — D mozemo poistovijetiti
sa uredenim parom preslikavanja (p: D* — D,q: D® — D).

Za svaku relaciju R € T arnosti k i svaku trojku a; = [a11, ..., a1x]7,

as = [a21,. .., a7, a3 = [az1,...,a3:]7 iz R, u C dodajemo uslov

CR ay.ag.a3 = {f c D{(au,a21,a31),~-7(a1k,a2k,a3k)} : f(al’ as, a3) c R}'

Na ovaj nacin postizemo da ¢ iz rjeSenja (p,q) bude polimorfizam. Sli¢no
dodajemo i potrebne uslove za p. Takode, potrebno je dodati i uslove vezane
za identitete koje p i ¢ zadovoljavaju. Recimo, za sve a,b € D, u C dodajemo
uslov

Cop = {f € DU @sabl@ad}. f(q g a.b) = f(a,a,b)}.

Iz opisa uslova koje dodajemo jasno je da Ce veli¢ina instance Z biti
polinomna u odnosu na veli¢inu ulaza. Takode, (p, q) je rjeSenje ako i samo
ako su p i ¢ wnu-polimorfizmi za koje vazi p(a, a, a,b) = q(a, a,b), $to prema
teoremi [2.11| znaci da instanca Z ima rjeSenje ako i samo ako je D kongru-
encijski A-poludistributivan.
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Sam algoritam nije komplikovan i glavna ideja je da se trazi rjeSenje
f:V = D postepenim fiksiranjem vrijednosti promjenljivih. Ako je V =
{z1,29,...}, onda u k-tom koraku algoritma koristimo |D| puta, za svako
d € D, algoritam za (2,3)-minimalnost, pri ¢emu u svakom pokretanju
algoritma dodajemo uslov f(zy) = d. Ako algoritam za (2, 3)-minimalnost
za rezultat da netrivijalnu instancu, onda zadrzavamo uslov f(xp) = d i
prelazimo na naredni korak odnosno promjenljivu. U suprotnom, ako je
za sve d € D rezultirajuca instanca trivijalna, onda se glavni algoritam
zaustavlja i vraca negativan odgovor.

Ako algoritam da potvrdan odgovor sa izlazom f = (p, q), onda to znaci
da je D kongruencijski A-poludistributivan zbog teoreme [2.11] Takode,
posljedica [3.38| garantuje da ¢e u slucaju da je D kongruencijski A-poludi-
stributivan algoritam za (2,3)-minimalnost doéi do rjeSenja i samim tim
glavni algoritam ¢e na kraju dati potvrdan odgovor. O

PosLJEDICA 3.42. Postoji polinomni algoritam koji odlucuje da li konacan
jezik uslova T' koji je jezgro ima ogranicenu relacijsku Sirinu.

DokAz. Prvo jezik uslova I' proSirujemo svim jednoelementnim unarnim
relacijama i novodobijeni jezik uslova oznacavamo sa I". Ako je D klon
polimorfizama jezika I" onda é¢emo sa D’ oznagciti klon polimorfizama jezika
I". Prema lemi I’ ima ograni¢enu relacijsku Sirinu ako i samo ako I"
ima ogranicenu relacijsku Sirinu, a prema teoremi D’ je kongruenci-
jski A-poludistributivan ako i samo ako IV ima ogranic¢enu relacijsku Sirinu.
Objedinjuéi ove dvije ekvivalencije zakljucujemo da algoritam iz posljedice
daje odgovor i na ovo pitanje. O
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Glava

Karakterizacija jakih
Maljcevljevih uslova za
A-poludistributivnost

4.1 Pristojni Maljcevljevi uslovi

Kao §to smo to naglasili u napomeni [2.5] razmatramo idempotentne, line-
arne jake Maljcevljeve uslove sa jednim operacijskim simbolom i na skupu
promjenljivih {z,y}.

DEFINICIJA 4.1. Jak Maljcevljev uslov koji je linearan, idempotentan, i
sadrzi dvije promjenljive i jedan operacijski simbol, je pristojan Maljcevljev
uslov.

Svaki term pristojnog Maljcevljevog uslova sa n-arnim operacijskom sim-
bolom f jeili f(x1,x2,...,zn), gdje x; € {z,y}, ili promjenljiva z ili y. Ako
izuzmemo identitet za idempotentnost, svako pojavljivanje £ mozemo zami-

jeniti sa f(x,z,...,x), a y sa f(y,y,...,y). To znac¢i da sada mozemo
pretpostaviti da su svi termi identiteta pristojnog Maljcevljevog uslova,
osim idempotentnosti, oblika f(x1,x2,...,x,), gdje x; € {z,y}. Vidjeéemo

da ovakav, ekvivalentan oblik pocetnog pristojnog Maljcevljevog uslova, na
pogodan nac¢in moZzemo skupovno reprezentovati.

Fiksirajmo prebrojiv skup promjenljivih Var = {z1,29,...}. Za dati
podskup U C Var, uvodimo notaciju:

U y, ako z; € U;
o a—
I xz, ako z; ¢ U.

DEFINICIJA 4.2. Neka je X pristojan Maljcevljev uslov sa operacijskim sim-
bolom f takvim da n = ar(f), neka svi identiteti osim idempotentnosti
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iz ¥ imaju po dva pojavljivanja f (po jedan u svakom termu identiteta),
i neka je X = {x;,,xi,,...,z;, } neki n-elementni podskup od Var, gdje
i1 < ig < -+ < ip. DefiniSemo reprezentaciju ¥ na X, u oznaci rx (%), sa
rx(2) = {(U,V) e P(X)?*: f(al,...,a0 )~ f(z),....2}) e Z}.
1z prethodne definicije je jasno da za svaki n-elementni podskup od Var
pristojan Maljcevljev uslov ima po jednu reprezentaciju. S druge strane,
svaka reprezentacija odreduje jedinstven pristojan Maljcevljev uslov.

DEFINICIJA 4.3. Za datu relaciju € na P(X), uvodimo relaciju C(e) =
{(X\U,X\V):(UYV) €¢}.

Naravno, ekvivalencija
(U,V) € € akoisamo ako (X \U,X\V)€e
je tacna ako i samo ako € = C(e).

DEFINICIJA 4.4. Neka je ¥ pristojan Maljcevljev uslov na jeziku sa jedi-
nom operacijom f i X = {z;,,...,x;, } jedan n-elementni podskup od Var.
DefiniSemo binarnu relaciju €(3) na skupu P(X) kao relaciju ekvivalencije
generisanu sa rx (3) U C(rx(X)).

Naredna lema opisuje uticaj pseudo promjenljivih (vidjeti definiciju u

pododjeljku na €(X%).

LEMA 4.5. Neka je A algebra i ¥ pristojan Maljcevljev uslov reprezen-
tovan na X = {x1,...,zn}. A realizuje ¥ interpretacijom jedinog ope-
racijskog simbola f kao A-termat(z;,,...,x;,), gdje je E = {x;,, ..., @ } C
{z1,...,2n}, ako i samo ako A realizuje pristojan Maljcevijev uslov
UNE UNE VNE VNE
S = (@™ ) A f ) (U V) € ()}

(podrazumijevamo idempotentnost f'). U tom slucaju, €(X') je relacija ekvi-
valencije na skupu P(E) generisana sa {(UNE, VNE): (U V) € ¢eX)}.

DokaAz. Neka je t/(zi,,...,x; ) neki A-term takav da se interpretacijom
f kao t' dobija realizacija ¥ u A. DefiniSimo A-term t¢(x1,...,x,) =
t'(ziy, ...,z ), tj. term sintaksno jednak termu ¢’ ali sa dodatnim pseudo
promjenljivim. Ako (U, V) € ¢(X), onda A = t(2V,...,20) = t(2},...,2))

n n

ili, ekvivalentno, A t’(:vg, . ,xgc) R~ t’(acX, . ,xx) Zasve j, 1 <j <k,

imamo da z;; € E, vazi i A |=t/(x"F, ... 2l"F) = ¢/(}"F, . alOF).
Posljednji zakljucak, zajedno sa definicijom X', implicira da A realizuje Y.

Dokazimo sada obratnu implikaciju. Pretpostavimo da A realizuje Y’
interpretacijom f’ kao A-terma t'. Neka je f(z¥,...,20) =~ f(zV¥,...,2Y)
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proizvoljan identitet iz 3. Onda (U, V) € €(X) i, prema definiciji Maljcev-
ljevog uslova ',

UNE UNEY VNE VNE
A=ty ey ) = (e ).
Interpretacijom simbola f kao t(z1,...,2,), terma istog kao ¢’ samo sa do-
datnim pseudo promjenjljivim, jasno je da vaze jednakosti t(:c?, ozl =
t'(=VNE, ,x%”E) it(zy, .. ay) =t("F, ,:BX“E) jer su odgovarajudi
parovi terma sintaksno identiéni. Stoga, A = t(2Y, ..., 20) ~ t(2},... 2}),
pa je X realizovan u A. O

U cilju lakseg zapisa u nastavku koristimo sljede¢u konvenciju: operaci-
jski simbol pristojnog Maljcevljevog uslova ¥ biée f, operacijski simbol
pristojnog Maljcevljevog uslova Y’ bi¢e f/, dok ¢e g biti operacijski sim-
bol pristojnog Maljcevljevog uslova II.

4.1.1 Pristojni Maljcevljevi uslovi u vecinskoj algebri
Neka je A = ({0,1},m) jedinstvena dvoelementna algebra sa vecinskon(
operacijom m, tj.

A = m(x,z,y) = m(z,y, ) = m(y,z,r) ~ .

U nastavku provjeravamo koji pristojni Maljcevljevi uslovi su realizovani u

A.

LEMA 4.6. A realizuje pristojan Maljcevljev uslov 3 reprezentovan na X =
{z1,...,2n} ako i samo ako A realizuje pristojan Maljcevljev uslov I1 repre-
zentovan na X takav da, za p = €(Il):

(1) e(X) € p;

(2) p ima tacno dvije klase ekvivalencije (0], i [X],, ¢ pri tome vazi (0], =
{X\U:U € [X]p} (dakle, |[0],] = |[X]p|);

(3) [0, je donji skup i [X], gornji skup.

Takode, isti term kojim interpretiramo f wu realizaciji X moZemo uzeti za
term kojim éemo interpretirati g u realizaciji I1.

DoxkAz. Smjer ,zdesna nalijevo” slijedi iz €(X) C €(II), pa nam za dokaz
ostaje samo suprotna implikacija. Neka je t(z1,...,x,) term na jeziku {m}
takav da se interpretirajué¢i f kao t indukuje realizacija ¥ u A. Pokazimo
prvo da za svaki term s(z1, . .., x,) na jeziku {m} i svaku n-torku (a1, ..., a,)
takvu da {a1,...,a,} C {z,y}, vazi da ili A E s(ai,...,a,) ~ z ili

*od engl.majority, a algebra A je majority algebra.
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4.1. PRISTOJNI MALJCEVLJEVI USLOVI

A E s(ay,...,a,) = y. Dokaz sprovodimo indukcijom po slozenosti terma
s. Bazni slu¢aj je jasan, a ako s = m(sy, $2, $3), onda termi s; zadovoljavaju
tvrdenje na osnovu indukcijske pretpostavke. Stoga, ili su bar dva od njih
identicki jednaki z u A, ili su bar dva od njih identicki jednaki y u A. U
oba slucaja, na osnovu identiteta koje zadovoljava veéinska operacija slijedi
tvrdenje i za s.

Pristojan Maljcevljev uslov II reprezentovan na X definisemo kao

M= {g¥,....20)y~z: A=tV ... 20)~ ).

Ocigledno, A realizuje II interpretacijom g kao t. Takode, e(X) C pip =
¢(IT) ima tacno dvije klase ekvivalencije, [0], i [X], (vazi A £ z =~ y,
pa je [0], # [X], zbog idempotencije). Stoga, za sve U € P(X), imamo
(U], # [X\ U], jer (0,U) € p implicira (X \ 0, X \U) = (X,X\U) € p. Iz
prethodnog je jasno da |[0],| = [[X],|.

Dokazimo sada da je [0], donji skup. Neka U € [0], iV C U. U
tom slucaju imamo da A = t(z¥,...,2Y) ~ z, pa treba dokazati da
A E t(zV,...,2)) ~ 2. Dokaz izvodimo indukcijom po slozenosti terma
t. Ako je t(x1,...,x,) promjenljiva ili m(z;,z;,2), tvrdenje ocigledno
vazi. Pretpostavimo da tvrdenje vazi za svaki term sa manje operacijskih
simbola od terma t(z1,...,2,) i neka A = t(z¥,...,2Y) ~ 2. Onda
je t = m(t1,ta,t3), pri ¢emu indukcijska hipoteza vazi za ti(x1,...,xy),
to(z1,. .., mp) 1 t3(z1,...,2,). Kako vazi A | t;(z¥,...,2Y) ~ z ili
A EtjaY, ... 2l) ~ y za svako j € {1,2,3}, i m je veéinska operacija,
onda za bar dva j, vazi A = t;(z¥,...,2Y) ~ 2. Bez gubljenja opstosti
pretpostavimo da A = ti(z¥,...,2Y) =~ to(2¥,...,2¥) ~ x. Na osnovu
indukcijske hipoteze,

At 2=ty 2 =,

n

pa A Et(z),...,2¥) ~m(z,2,?) =z, gdie ? € {x,y}. [X], je gornji skup

n

jer je komplement od [0], u P(X). O

NAPOMENA 4.7. Pretpostavimo da je 3 realizovan u A interpretacijom f
kao A-terma t(z;,,...,;, ), gdje se svi x;; pojavljuju u sintaksnom zapisu
terma t. Onda za svaki E takav da {x;,,...,z; } C E C {x1,...,x,} postoji
A-term t takav da se sve promjenljive iz E pojavljuju u sintaksnom zapisu
t i A realizuje pristojan Maljcevljev uslov II reprezentovan na E takav da
p = €(II) zadovoljava (2)-(3) iz leme[d.6]i {(UNE,VNE): (U, V) € e(X)} C
p interpretacijom ¢ kao t. Ako je E = {z;,,...,x; }, onda ovo lako slijedi
iz lema[4.5]i[4.6] Za vece skupove F, dodajemo nove promjenljive = koje su
ustvari pseudo promjenljive jer se pojavljuju u termu t’ = m(¢, ¢, x). A

LEMA 4.8. Svaki pristojan Maljcevljev uslov II reprezentovan na X takav
da za p = €(Il) vaze (2) i (3) iz leme[{.6 je realizovan u A.
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DokAz. Primijetimo prvo da je dovoljno dokazati da ako je u A realizovan
pristojan Maljcevljev uslov II takav da za p = ¢(II) vaze uslovi (2) i (3)
iz leme onda je u A realizovan uslov I takav da €(I') = p/, gdje je
relacija 6’ takva da

(Xl = (X[, \{UD U{X \ U} i
0y = ([P, \A{X\NUD) U{U}

za neki minimalan element U iz [X],. Sukcesivnim primjenama ovog stava
dobijamo da je tvrdenje leme tacno ako je tacno tvrdenje da je jedan pristo-
jan Maljcevljev uslov sa istim osobinama realizovan u A, sto slijedi na osno-
vu prethodne leme. Naime, A realizuje neki pristojan Maljcevljev uslov, pa
na osnovu prethodne leme realizuje i neki pristojan Maljcevljev uslov sa
osobinama (2) i (3).

Neka su ILII', p i p' kao iz prethodnog pasusa i neka je U neki mini-
malan element iz [X],. Pretpostavimo da je pristojan Maljcevljev uslov
IT realizovan u A putem nekog A-terma ¢(x1,xo,...,z,). Takode, neka je
Ux(X\U)={(zi,,zj),---, (@i, z5,)}. Zasvel, 1 <1<k, definis§imo

(@1, .., xn) =HT1, o, Ti—1, Ty, Tigt1s - - -5 Tn)-
Zatim definiS§imo i niz sq,..., s; sa
si(x1y .. xp) i=t(xy, ..y p)
si(T1y ... xy) = m(t,t, s1-1)
za 2 <[ < k. Tvrdimo da je IT' realizovan u A putem terma si(x1,...,Z,).
Kako x;,,2j,,...,xj, € X \ U, onda xgjl = xJUQ =...= a:gjk = z. Stoga,

AEHEY, .. 20~ t(xlU\{I”}, e ,:Ug\{x”}) Ao,

n
za sve [, 1 < < k, pri ¢emu drugi dio identiteta slijedi iz minimalnosti
skupa U. Onda je i

AEsi(@Y,. . 2~ =Y, . 2) =

Naravno, jasno je da sada vazi A | sk(xf\U,...,mnX\U) ~ y, pa ostaje
da se pokaze da A = sp(zY,....2Y) ~ t(2},...,2}) za V # U, X \ U.
Pretpostavicemo da UNV # 01 V\U # 0 jer ako to nije slucaj, onda
mozemo posmatrati skup X \ V umjesto V', a dovoljno je dokazati za jednog

od njih. Dakle, postoji I’ < k takvo da z, eUNViz;, €V \ U. Sada je

v _ .,V _ S CE | |4 VY ~ Vy & :
x;, =5, =y, iz Cegaslijedi A =ty (x] ... x,) = t(z], ..., 2, ), Sto dalje
implicira

|4 VY ~ ~ |% VY ~ % \%4
AbEsp(z],. . ..,xp)~--msp(x],...,x,) =t(z],...,z,).
Ovim je dokaz zavrSen. O
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Sljedeca definicija je o odredenim relacijama ekvivalencije i igra ulogu
presijecajuéih familija iz [12] a koje smo uveli u definiciji Koristi¢éemo
je za algoritamski rezultat sa kraja ove sekcije.

DEFINICIJA 4.9. Relacija ekvivalencije € na P(X) je 0-1 razdvajajuca ako
ne postoje skupovi U, V, W, Z u P(X) takvi da:

(1) UeVeWeLZ;
(ii) UNV = 0;
(iii) WU Z = X.

LEMA 4.10. Relacija ekvivalencije p na P(X) koja zadovoljava (2) i (3) iz
leme[{.4 je 0-1 razdvajajuca.

DoxkAz. Pretpostavimo suprotno, da p nije 0-1 razdvajaju¢a. Onda postoje
UV, W,Z u P(X) takvi da vaze uslovi (i) — (#i7) iz definicije Pret-
postavimo da U,V,W,Z € [0],. Iz (i) imamo da (X \ W) C Z i onda
iz (3) leme zakljucujemo da (X \ W) € [0],, pa W p (X \ W), sto je
kontradikcija. Slucaj U, V, W, Z € [X], na slican nac¢in vodi u kontradikciju
sa (i1) iz definicije O

DEFINICIJA 4.11. Za datu relaciju ekvivalencije € na P(X), definiSemo bina-
rnu relaciju < na P(X)/e sa [Ule <. [V]e ako i samo ako postoje U’ € [U],
iV’ € [V]. takvida U’ C V'. Neka je <, tranzitivno zatvorenje od <. Ako
[Ule < [V]e 1 [V]e <¢ [U]e, onda kazemo da [Ul]¢ ~¢ [V]e.

Relacija <. je po definiciji refleksivna i tranzitivna, a ~ je relacija
ekvivalencije na P(X)/e.

DEFINICIJA 4.12. Za datu relaciju € na P(X), njeno zatvorenje € ée biti
{{U,V): U,V e€P(X)1i][U]e ~e [V]e}

LEMA 4.13. Za svaku relaciju ekvivalencije € na P(X), njeno zatvorenje €
je konveksno, odnosno ako U CV CW C X i (U, W) €€, onda (U, V) € €.
Stavise, ako € = C(€), onda za sve U,V C X, [Ulc < [V]e ako i samo ako
[X \ V]e <c [X \ Ule. Stoga, ako e = C(€), onda € = C(€).

DokAz. Nekaje U CV C W C X i (U, W) €€ UslovU C V implicira
[U]e <c¢ [V]e, pa nam ostaje da dokazemo [V]e <, [U]c. Iz (U, W) € € imamo
da [W]e <¢ [U]e, aiz V. C W da [V]e <¢ [W]e, pa je na osnovu tranzitivnosti
[V]e < [U).

Pretpostavimo sada da e = C(€). Kako je <. tranzitivno zatvorenje od
=, dovoljno je dokazati da [U]e =<, [V]e ako i samo ako [X \ V], =¢ [X \U]..
Po definiciji je [U]. <. [V]c ako i samo ako postoje U’ € [U]ci V' € [V], takvi
da U’ C V'. Desna strana ekvivalencije iz prethodne recenice je ekvivalentna
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sa tim da (U',U) € ¢, (V',V) € ei U C V', sto je opet ako i samo ako
(X\U,X\U) €e (X\V,X\V)€eiX\V CX\U. Dakle,
[X \ V]e =¢ [X \ U], sto je i trebalo dokazati. Preostali dio tvrdenja leme
slijedi direktno iz upravo pokazanog i definicije zatvorenja. O

Naredna lema opisuje ulogu zatvorenja na algebri A.

LEMA 4.14. Neka je X pristojan Maljcevljev uslov reprezentovan na X =
{z1,..., 2} koji je realizovan u A interpretacijom operacijskog simbola kao
A-terma t. Onda za sve U,V € P(X), ako (U, V) € €(X), onda A |=
t(@Y, .. 2 = t(zY, ..., 2)).

»rrn rrn

Dokaz. Tvrdimo da ako [Uls) <¢x) Vi) 1 A & txy,...,2Y) =~ z,

rrn
onda A = t(z{,...,2Y) = z. Kako je [Ul.s) <¢x) [V]gs), onda postoje
U = Wy, Wi, Wa, ..., Wa,Worpr1 = V u P(X) takvi da za sve parne i,
0<i<2k+1, vazi (W;,Wi41) € €(X), a za sve neparne i, 0 < i < 2k + 1,
vazi Wi Q Wz’—i—l-

Indukcijom po ¢ dokazujemo da A = t(m‘l%(kﬂjﬂ, e ,x,‘ivm*i)“) AT
Baza indukcije jezai = 0itoje A = t(x},...,x)) ~ z, §to je pretpostavka.
Pretpostavimo da tvrdenje vazi za i. Kako (Wag_s, Wor—i41) € €(2),
zakljuCujemo da

Wolk—_i Work_i Work_i Wolk—_i
At(r 2 ) () PO, T

Jos ranije, u dokazu leme smo dokazali da je [0)] ¢(z) donji skup, pri cemu
je [(D]E(Z) = {Z Q X: A ’: t(l'IZ,...,ZEZ) ~ l’} Kako WQ(k—i) S [@]6(2) i

n

Wotk—iy—1 € Wak—i), dobijamo Wy,_s—1 € [0]exy, ti-

AL t($?/2(k—i—1)+l’ . 73;3/2(1@71'71)“) ~ 1,
¢ime je dokaz indukcijom zavrsen. Za i = k imamo A | t(:c?, oo rl)y =
Sada iz (U, V) € €(X) slijedi [Ules) <ez) Ve 1 Vi) <em) [Ulem),

pa na osnovu tvrdenja iz prethodnog pasusa dokaza imamo

AEt@EY,. . . 2V)~ 2z akoisamo ako A l=t(z),...,z)) ~z.

rrn

Kako zasve W C X, ili A =t(z},.... 20 )~z ili A =t(z),....2)V) ~

n

y, kompletirali smo dokaz da A |=t(2Y,...,2¥) ~t(2},...,zV). O

r¥n rrn

Naredna lema uz lemu [4.6) predstavlja srz ovog poglavlja. U sustini ona
daje jedan lako provjerljiv kriterijum za realizaciju pristojnih Maljcevljevih
uslova u A.

LEMA 4.15. Neka je ¥ pristojan Maljcevijev uslov reprezentovan na X. A
realizuje ¥ ako i samo ako je e(X) 0-1 razdvajajuca relacija ekvivalencije na
P(X).
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Dokaz. Neka X = {z1,...,2,} i oznac¢imo € := €(X) i £ := €(X).
Dokazimo prvo smjer ,=". Pretpostavimo da ¢ nije 0-1 razdvajajuca
relacija ekvivalencije na P(X). Onda postoje U, V,W,Z € P(X) takvi da
Ule=[V]le=W]e=[Z],UNV =01 WUZ = X. Neka je t(x1,...,2,)
neki A-term i pretpostavimo da A realizuje Y intepretacijom svoje operacije

kaot. Ako A =t(2V,...,2Y) =y, izUNV =0 slijedi VC X\U,pa A

P 1
t(zY,...,2)) ~ z, sto protivrijeci A = t(2Y,...,20) ~t(zY,...,2Y) koje
dobijamo iz (U,V) € €1 leme S druge strane, ako A = t(2V, ..., 2¥) ~
z,onda (U, W) €e, (U Z) €€ ilema impliciraju
AptEl, . 2V =t@?,... %)~z

rrn ’rn

ali WU Z = X implicira X \ W C Z, pa
AE= t(xf\w,...,xff\w) ~ o,

dok A = t(x}V,...,2)V) ~ 2 implicira

A t(mf\w, WY g,

kontradikcija. Stoga, ne postoji realizacija ¥ u A.
Sada dokazujemo ,,<=”. Pretpostavimo

(1) € je 0-1 razdvajajuéa relacija ekvivalencije.

Dokazaéemo joS neka svojstva e, koja ¢e biti podebljana jer éemo dokazati
da se pomenuta svojstva prenose i na novu, veéu relaciju ekvivalencije. Ako
[U]e = [V]e, onda postoje U', V' C X takvi da [U]. = [U']e, [V']e = [V]: i
U CV'. Ovo znaéi da [Ul]e ~c [U']e, pa [U]e <c [U]e, i sliéno [V']e <c [V]e,
sto zajedno sa U’ C V' implicira [Ul]e <, [V].. Dakle, za <., tranzitivno
zatvorenje relacije <., mora da vazi da [U]. <. [V]. implicira [U]e <¢ [V]e.
Iz ovoga zaklju¢ujemo da, ako [U]. <. [V]:1[V]e <c [Uls, onda [Ule ~, [V],
pa [U]. = [V].. Kako je <. po definiciji refleksivna i tranzitivna, upravo
smo dokazali

(2) P = (P(X)/e;<c) je parcijalno ureden skup.

Iz antisimetriénosti <. slijedi da [U]. ~¢ [V]. ako i samo ako ([U]. <. [V]:
i [V]e <c [U]e) ako i samo ako [U]. = [V]e, pa vazi i

(3) e=e.

Najmanji element u P je [0]., a najveéi [X].. Iz definicije slijedi da
e = C(e), pa lema implicira da vazi

(4) e =C(e).
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Primjenom leme [4.13| na €, dobijamo i posljednju osobinu
(5) zasve U,V C X, [U]. < [V]: ako i samo ako [X \ V] <. [X\U]..

Kako je £ 0-1 razdvajajuéa, [(]c # [X].. Pretpostavimo da postoje vise
od dvije e-klase. Neka je Uy C X takav da je [Up]. minimalan u posetu
(P(X)/e \ {[0]c}; <c). U nastavku, koristeé¢i prethodno dokazane osobine
(1)-(5), dokazujemo da relacija ekvivalencije €', dobijena od e spajanjem
klase [0]- sa [Up]e i klase [X]. sa [X \ Up]., takode zadovoljava (1)-(5).

Osobina (4) ¢/ = C(&') slijedi iz e = C(e) i {X\U: U € [0]«} =
{X\U:U € [0:U[Uple} = [X]e U[X \ Uple = [X]er. Iz osobine (4) i
leme slijedi da &’ zadovoljava i (5). Da bismo dokazali da je relacija &’
0-1 razdvajajuéa, osobinu (1), dovoljno je provjeriti uslove za klase [()]./ i
[X]er jer su ostalo e-klase. Kako ¢’ = C(¢’), dovoljno je provjeriti samo za
[0].:. Pretpostavimo da postoje skupovi W, Z € [()].s takvi da WU Z = X.
Kako je € 0-1 razdvajajuéa, bar jedan od njih mora biti u [Up]e, recimo da
W e [Uple. Iz WUZ = X slijedida X\ W C Z, pa [X\ W] <. [Z]..
Vazi Z € [0]: U [Uple, pa zbog minimalnosti [Up]. slijedi da ili [X \ W], =
[Uo)e = [W]e, ili [X \ W]e = [0]c. Prvo je u kontradikciji sa tim da je e
0-1 razdvajajuca, pa zakljuéujemo da [X \ W], = [0].. Ovo implicira da
(Wle = [X \ 0, tj. [Up)e = [X]e. Kako je (P(X)/e; <c) parcijalno ureden
skup sa najveéim elementom [X];, a [Up]: = [X]c je minimalan, zaklu¢ujemo
da P(X)/e = {[0, [X]:}, Sto nije slucaj. Za dokaz (2), moramo pokazati
da je <. antisimetri¢na. Pretpostavimo da [U]. <. [V]o 1 [V]e <o [U]e.
Onda postoje W;, Z; C X takvi da

U::W()S/I/VlQWQS/W3Q'--§W2k€/W2k+1 =Vi
V = Zoe’Zlnga’Zgg---ngle’Zng =U.

Ako nijedna od klasa [Wile i [Z;]e nije ni 0], ni [X]., zakljucak sli-
jedi iz antisimetricnosti <.. Bez umanjenja opStosti, pretpostavimo da
[Wailer = [0].r. Induktivno dokazujemo da je za sve j, j < 2i, [Wj]o = [0].
Wai—1 C Wo; implicira da [Wa—1]. <o [Waile € {[0]., [Uo]c}. Minimalnost
[Uo]6 implicira da [WQifl]g € {[@]5, [Uo]g}, pa je I:WQifQ:Ia/ = {WQifl]g/ = [@]5/.
Nastavljajué¢i induktivni postupak dobijamo da [U]s = [@]o. Medutim,
onda [Zg4+1]. = [0], 1 isti induktivni argument primjenjen na Z; za rezul-
tat ima [V]o = [Zo]le = [0]. Dakle, [U]o = [V]o. Iz antisimetri¢nosti
relacije <. slijedi ¢/ = ¢/, osobina (3), isto kao u slucaju e.

Kako je ¢’ 0-1 razdvajajuca, imamo [()].s # [X]./, i mozemo nastaviti sa
spajanjem klasa na ovaj nacin sve dok ne ostanu dvije. Neka je p relacija
dobijena na kraju ovog postupka. Kako smo poceli sa ¢ = €(X) i u svakom
koraku poveéavali relaciju ekvivalencije, vazi e C p. Stavise, p ima tacéno
dvije klase ekvivalencije: [0], i [X],, pa kako p zadovoljava (4) p = C(p),
onda [0], ={X\U : U € [X],}. AkoU € [0],iV C U, onda [0], <, [V], <,
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[U],, pa zbog osobine (2) relacije <, dobijamo da [V], = [U],. Dakle, [0], je
donji skup u odnosu na inkluziju, i kako je [X], = {X\U : U € [0],}, slijedi
da je [X], gornji skup. Svi uslovi leme su ispunjeni, pa zaklju¢ujemo da
A realizuje X. O

4.1.2 Pristojni Maljcevljevi uslovi u polumrezama

Neka je B = ({0,1}, A) dvoelementna polumreiaﬂ Opet razmatramo pri-
stojne Maljcevljeve uslove, ali ovog puta one koji su realizovani u algebri

= ({0,1}, ), gdje s(x,y,2) = x Ay Az za sve z,y,z € {0,1}, i A je
polumrezna operacija iz B. B i C su ocigledno term ekvivalentne jer je i
x ANy = s(x,z,y). Sljedeta propozicija je dobro poznata i o¢igledna osobina
algebre C.

PRrROPOZICIIA 4.16. Za svaki term t(xy,...,zy) na jeziku {s} postoji nepra-
zan podskup {i1,...,ix} C{1,2,...,n} takav da

CEt,....zn) RTiy N Ay,

{xiy, ..., @i, } je skup promgenljivih koje se pojavljuju u sintaksnom zapisu
terma t.

Propozicija [4.16] implicira

ProprozicuIA 4.17. Za svaki term t(xy, ..., xy) na jeziku {s} i podskup U C
{z1,..., 2}
Cke=til,....2¥)~z, kade UNE =0,
CetY,....20)~y, kada E C U, ili
CeEtY,. ... 20~z Ay, kade ENU #0 # E\U.

Ovdje je 0 # E C {z1,...,x,} jedinstven skup takav da C =t~ A ;.
r;,€F

Iz gorenavedenih propozicija dolazimo do posljedice koja je analogon
leme [£.6] ali za algebru C.

PosLiEDICA 4.18. Neka je 3 pristojan Maljcevljev uslov reprezentovan na
X. Sljedeci uslovi su ekvivalentni:

(1) C realizuje X.

(2) Postoji podskup E, ) # E C X, takav da se interpretacijom f kao

A i indukuje realizacija ¥ u C.
r,€F

falgebra sa jednom binarnom operacijom koja je idempotentna, komutativna i asoci-
jativna.
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(3) Postoji podskup E, ) # E C X, takav da C realizuje pristojan Maljcev-
ljev uslov 11 reprezentovan na E i tako da je:

(a) {(UNE,VNE):(UV)eceX)} Ce(ll) 4

(b) p = €(Il) ima tacno tri klase ekvivalencije i dvije od njih su [0], =
{0} i [E), = {E}, ili |E| =1 i p ima dvije klase ekvivalencije,
{0} +{E}.

DoKkAz. (1) < (2) slijedi iz propozicije

(2) = (3) Neka je £ = {z;,,...,x;. }. (2) implicira da A realizuje
pristojan Maljcevljev uslov ¥’ dobijen od ¥ posmatranjem promjenljivih
iz X \ F kao pseudo promjenljivih. Lema implicira da (a) vazi ako p
zamijenimo sa €(X'). Prema propoziciji Eal A A a:g ~ y ako i
samo ako F C U, i C ):xZUl/\/\xg ~ z ako i samo ako UNE = 0, pa
[0esry = {0} 1 [Elesry = {E}. Kako za sve U,V € P(E)\ {0, E}, imamo

CezlA- Al mal A Azl =z Ay,

onda C realizuje pristojan Maljcevljev uslov II takav da vaze (a) i (b). (I
je dobijen od ¥’ spajanjem svih ¢(¥')-klasa u jednu, osim {0} i {E}).

(3) = (1) Neka je t C-term kojim je interpretiran simbol g u realizaciji II
u C. Na osnovu propozicije postoji skup promjenljivih £’ C E takav
da C =t~ A\, cp i Uslov [E], = {E} povlati da £/ = E. Za pristojan
Maljcevljev uslov ¥/, dobijen od ¥ posmatranjem svih promjenljivih van FE
kao pseudo promjenljivih, iz leme [4.5]1 (a) slijedi da e(X’) C p = €(II). Na
kraju, interpretacijom f’ kao istog terma t realizuje se ¥/, a zbog leme
(1) takode vazi. O

Kao sto smo vidjeli, prethodna posljedica je ¢isto egzistencijalnog karak-
tera. Prirodno se postavlja pitanje nacina na koji dolazimo do skupa E.
Oznac¢imo € := ¢(X). Naravno, ako (U,V) €ei VNE =0, onda UNE = ().
Drugim rije¢ima, ako se V sastoji isklju¢ivo od pseudo promjenljivihi U € V,
onda i U ima istu osobinu. Drugi kriterijum je da ako U C Vy U--- UV i
za sve Vi, vazi V; N E = (), onda U N E = (. U sustini, prvo isklju¢ujemo
iz E ¢lanove klase [(],, a zatim za svaki podskup do tog trenutka izbacenog
skupa promjenljivih i sve skupove promjenljivih koji su u njegovoj e-klasi.
Definisimo sada D(X) da bude najmanji podskup od X takav da:

i) D(X)| sadrzi [0] i
i1) D(X)] je unija nekih e-klasa.

Ako E zadovoljava uslove iz (3) posljedice onda pomenuti uslovi impli-
ciraju da X \ E zadovoljava 1) i ii). Stavise, X zadovoljava 4) i ii), i ako
Dy i Dy zadovoljavaju i) i i), onda to vazi i za D1 N Dy, pa je D(X) dobro
definisan.
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Naredna lema pokazuje da za skup F iz posljedice [£.18 mozemo uzeti
X\ D).

LEMA 4.19. Ako C realizuje pristojan Maljcevljev uslov 3 reprezentovan na
X ={z1,...,zn}, onda C realizuje ¥ interpretacijom f kao A X
z; €X\D(X)
DOKAZ. Ozna¢imo E := X \ D(X) i neka (U,V) € e(X). Prvo, UNE =0
ako i samo ako U C D(X) ako i samo ako V' C D(X) (jer je D(X) unija
e-klasa) ako i samo ako V N E = (). Takode, iz (U,V) € ¢(X) imamo da
(X\U,X\V) €eX), pp UNE = E ako i samo ako X \ U C D(X)
ako i samo ako X \ V C D(X) ako i samo ako V N E = E. Dakle, relacija
ekvivalencije na E ¢ije su jedine klase {0}, {E} 1 P(E)\{0, E'} sadrzi relaciju
{(UNE,VNE): (U, V) € €(X)}. Prema posljedici[1.1§| (3) = (2), ovo zna¢i
da C realizuje ¥ interpretacijom f kao A ;. O
r,€FE

U nastavku ¢emo, za pristojan Maljcevljev uslov X reprezentovan na X,

oznacavati F(X) := X \ D(X).

4.1.3 Pristojni Maljcevljevi uslovi u algebri D

Oznacimo D = A x C. Sljede¢a lema predstavlja opis relacija kojima su
reprezentovani jaki Maljcevljevi uslovi realizovani u algebri D.

LEMA 4.20. Ako D realizuje pristojan Maljcevljev uslov ¥ reprezentovan na
X ={x1,...,2,}, onda za E = E(X) postoji pristojan Maljcevljev uslov 11
reprezentovan na E takav da, za p = e(I1):

(1) {(UNE,VAE): (U,V) e} Cp;

(2) p ima tacno cetiri klase ekvivalencije, I, J, {0} i {E}, gdje I =
{E\U:U € J} (stoga |I| =|J|), ili |E| =1, i p-klase su {0} i {E};

(3) TU{0} je donji skup u P(E) i JU{E} gornji skup u P(E).

DokAz. Neka je ¥ realizovan u D interpretacijom f kao nekog D-terma t’
i neka je E’ skup svih promjenjljivih koje se pojavljuju u . Ondai A i C
realizuju ¥ interpretacijom f kao t’, pa prema napomenama, prije leme
imamo E’ C E. Koristeéi term koji dodaje pseudo promjenljive u A kao
u napomeni mozemo konstruisati term ¢ takav da A E ¢t ~ t' i da
je skup promjenljivih koje se pojavljuju u ¢t bas E. Dakle, A realizuje X
interpretacijom f kao t. Stavise, C Et~ A x; pa prema lemi{.19] C
r,€F
takode realizuje ¥ interpretacijom f kao t. Zbog toga, D = A x C realizuje
Y interpretacijom f kao t.
Iz leme |4.6| slijedi da postoji pristojan Maljcevljev uslov II; reprezento-

van na F koji je realizovan u A interpretacijom svog operacijskog simbola
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kao t i tako da p; := €(II}) zadovoljava uslov (2) pomenute leme, pri ¢emu
u njoj p; igra ulogu p i takode, na osnovu leme [4.6] i leme [1.5] imamo

(1) {(UNE,VAE): (UV)e«S)}Cp.

Kako je E skup promjenljivih koje se pojavljuju u sintaksnom zapisu

terma t, onda C =t ~ A z;. Zbog toga lema [4.19| i posljedica |4.18

T, €F

garantuju postojanje pristojnog Maljcevljevog uslova Ils reprezentovanog

na F koji je realizovan u C interpretacijom svog operacijskog simbola kao

t i uslovi (a) i (b) iz posljedice su ispunjeni (zamjenom p iz njihove
formulacije sa pg := €(Il3)).

Kako term ¢ u A zadovoljava identitete implicirane sa p; i u C identitete
implicirane sa ps, onda u D ovaj term zadovoljava sve identitete implicirane
sa p1 N p2. Sada oznacimo I := [0],, \ {0} i J := [E],, \ {E} i tvrdenje leme
slijedi. O

DErFINICIJA 4.21. Pristojan Maljcevljev uslov Y reprezentovan na skupu
X ={z1,...,2,}, n > 1, takav da:

(1) €(¥) ima tacno cetiri klase ekvivalencije, Iy, Jy, {0} i {X}, gdje
Is = {X\U:U € Jg} (dakle |I5| = |Js|),
(2) Ix U {0} je donji skup u P(X) i Jy U{X} je gornji skup u P(X) i
(3) €(X) je 0-1 razdvajajuca na P(X)
se naziva kanonicki pristojan Maljcevljev uslov.

NAPOMENA 4.22. Primijetimo da je svaki kanonicki pristojan Maljcevljev
uslov 3 sintaksno ekvivalentan sa

21:{f(xllj,...,acU)%f(:c}/,...,x;/):U,VEIE}

n

(i idempotentnost), kao i sa

Yo ={f@,...;al) = f(=Y,...,2)) : UV € Js}
(i idempotentnost). Vazi Iy = {(X \ U, X \ V) : (U, V) € Jg}, pa su
identiteti iz 37 ekvivalentni sa identitetima iz 5 kada medusobno zamije-
nimo promjenljive x i y. Jy, je maksimalna familija podskupova od X takva
da svaki par skupova iz Jy, ima neprazan presjek (presijecajuca familija iz
definicije . U nasem slucaju ¢e biti prakticnije da pretpostavimo da je
svaki kanonicki pristojan Maljcevljev uslov oblika 31, pa ¢emo to od ovog
trenutka i uraditi. AN

Lema [£.20] moze biti biti formulisana i kao
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PosLJEDICA 4.23. Ako D realizuje pristojan Maljcevljev uslov ¥ reprezen-
tovan na X = {x1,...,x,} onda za E = E(X), vazi ili |E| = 1, ili postoji
kanonicki pristojan Maljcevljev uslov 11 reprezentovan na E takav da

{(UNE,VNE): (UV)eceX)}Cel).
Takode, za potrebe narednog potpoglavlja, izvodimo i sljede¢u posljedicu.

PosLJEDICA 4.24. Neka je X pristojan Maljceviljev uslov reprezentovan na
X. Oznacimo sa € relaciju ekvivalencije na P(E(X)) generisanu skupom
{(UNEX),VNE®X)): (UV) € eX)}. Onda D realizuje ¥ ako i samo

ako je € 0-1 razdvajajuca relacija ekvivalencije na P(E(X)).

DokAz. Prema dokazu leme ako D realizuje X, onda realizuje i ¥
interpretacijom svoje operacije kao nekog terma t tako da je skup prom-
jenjljivih koje se pojavljuju u ¢t skup F(X). Prema lemi to znaci da
D realizuje pristojan Maljcevljev uslov ¥’ reprezentovan na E(X) tako da
e(X') = €. Sada iz leme i ¢injenice da A realizuje ¥’ slijedi da je ¢ 0-1
razdvajajuca na P(E(X)).

S druge strane, ako je € 0-1 razdvajajuéa na P(E(X)), lema impli-
cira da je pristojan Maljcevljev uslov ¥’ reprezentovan na E(X) koji je
definisan sa € realizovan u A. Prema napomeni postoji interpretacija
operacijskog simbola kao nekog A-terma t koji sadrzi sve promjenljive iz
E(Y) i realizuje ¥'. Iz leme [4.5] i definicija € znamo da interpretacijom
operacije kao ¢ dobijamo realizaciju ¥ u A. Takode, kako je F(X) skup
promjenljivih koje se pojavljuju u ¢, propozicija[d.17]i lema .19 impliciraju
da se interpretacijom operacijskog simbola kao ¢ indukuje realizacija > u C.
Zato D = A x C realizuje X. O

4.1.4 Algoritam za provjeru realizacije pristojnog
Maljcevljevog uslova u D

Objedinjujuéi dosadasnje zakljucke izvedene u ovoj glavi moguce je konstru-
isati algoritam koji na efikasan nac¢in odreduje da li algebra D realizuje pri-
stojan Maljcevljev uslov 3. Naravno, efikasnost podrazumijeva polinoman
broj koraka u odnosu na veli¢inu ulaznih parametara. U nastavku opisujemo
pomenuti algoritam koji je sukcesivna primjena sljedec¢ih pet procedura.

Procedura 1. Kodiranje €(X). Neka je ¥ pristojan Maljcevljev uslov
na skupu promjenljivih X. Prvo ¢emo linearno urediti skup X. Na ovaj
nacin smo u mogucénosti da kodiramo sve podskupove U C X kao elemente
{0, 1}IXI. Konkretno, U postaje rije¢ duzine | X | &ije je i-to slovo 1 ako i samo
ako se i-ti element skupa X nalazi u U. Sada uredujemo sve podskupove
na sljedeéi na¢in: U <V ako i samo ako je ili |U| < |V, ili |U| = |V i rije¢
kojom je kodiran U je leksikografski prije nego ili je ista kao rije¢ kojom je
kodiran V. Primijetimo da U < V ako i samo ako X \ V < X \ U i da jos
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< sadrzi (prosiruje) poredak inkluzije. Sada definisimo digraf I'(X) tako da
je U — V ako i samo ako U < V, (U,V) € €(X) i V je najvedi element u
odnosu na < u svojoj €(X)-klasi. Dakle, €(X) je relacija slabe povezanosti
digrafa I'(X), pa sve §to treba da uradimo je da dovoljno brzo i efektivno
konstruisemo I'(Y) iz X.

Za pocetak, za svaki identitet t(zY, ... 2¥) ~ t(2},...,2Y) € X u T
dodajemo grane U — V i X \V — X \ U, ako U < V, odnosno dvije grane
u suprotnom smjeru ako V' < U. Sada I' sadrzi najvise 2|X| grana i relacija
slabe povezanosti koja mu odgovara jednaka je e(X).

Dalje, svaki put kada U — ViU - W ul'iV < W, brisemo granu
U — V idodajemo V — W. Po zavrsetku postupka, digraf i dalje ima 2|3
grana, njegova relacija slabe povezanosti je nepromijenjena, a izlazni stepen
svakog ¢vora je i dalje najviSe 1. Opisani postupak ¢e se zavrsiti, i to nakon
kvadratnog broja koraka, ukoliko svaku primjenu vr§imo za najmanji skup
U za koji takvi V i W postoje. Na ovaj nacin se izlazni stepen U smanjuje
sve dok ne postane 1, i neée se mijenjati u nastavku, pa onda prelazimo na
sljede¢i najmanji takav U sve dok je to moguce.

Konacno, uvijek kada je U — V — W u I', briSemo granu U — V i

dodajemo U — W. Ovaj korak moze biti primijenjen na granu koja izlazi iz
U i na granu koja ulazi u V najviSe jednom, pa je broj ovih koraka najvise
kvadratan u odnosu na |I'|. Takode, nakon primjene i dalje postoji jedna
grana koja izlazi iz U i jedna koja izlazi iz V. Po zavrsetku postupka, broj
grana i slaba povezanost ostaju nepromijenjeni, izlazni stepen svakog ¢vora
je i dalje najvise 1, ali sada grana iz svakog U ide ka najveéem skupu u
njegovoj €(X)-klasi. Ovim je konstruisan I'(X).
Procedura 2. Pronalazenje D(X). Za dati digraf I', implicitno je data i
unarna operacija * na P(X): U* =V ako i samo ako je V najveéi element
(u odnosu na <) u [U]ys) ako i samo ako je ili U — V' ili je izlazni stepen
od U jednak 0i V =U.

Kada je A digraf na P(X), sa [U]a obiljezavamo komponentu slabe
povezanosti koja sadrzi U. Ako (* = (), onda D(X) = 0 i mozemo zavrsiti.
U suprotnom, poéinjemo sa A := I'(X) i prosirujemo klasu [(]a koristedi
se dvjema vrstama koraka sve dok ne dobijemo D(X). Fiksiramo V := 0%,
tj. 0 — V u A.

U prvoj vrsti koraka, zatvaramo [@]a za unije. Prvo provjeravamo da li
J{U :U — V} C V. Za to je potrebna provjera ako U — V,daliU CV,
pa je broj provjera jednak broju grana u A. Ako ({U : U — V} € V,
definiSemo W := V U J{U : U — V}, novi digraf A dobijamo zamjenom
svih grana U — V sa U — W™ i dodavanjem grane V — W?*. Jasno je da
A sada ima jednu granu vise, kao i da su [@]a i [W]a spojeni u jednu klasu.
Druga klasa moze sadrzati samo jedan element, pa broj koraka ove vrste
ne mozemo ograniciti brojem viseelementnih ¢(X)-klasa. Ovo je bitno jer
graf T'(X), kao i identiteti u X, kodiraju samo viseelementne ¢(X)-klase, a
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preostali skupovi su implicitno u jednoelementnim klasama. Medutim, vazi
|[W*| > |W| > |V|, pa ova vrsta koraka moze biti primijenjena najvise | X|
puta. Na kraju definiSemo V da bude W* i vratimo se provjeri da li V =
U{U : U — V}. Kada viSe nije moguée sprovesti prvu vrstu koraka, onda
V = (* ispunjava da ako U — V, onda U C V. Stavise, broj viseelementnih
A-klasa se nije povecao.

Nakon §to korak definisan u prethodnom pasusu nije vise moguce primi-
jeniti, prelazimo na drugu vrstu koraka. Korak pocinje trazenjem svih grana
U — U* u A takvih da U* # V. Ako neka takva grana zadovoljava U C V
ili U* C V, onda spajamo [@]a i [U]a. U sustini, ako max{U*,V} =V,
onda u novom grafu relacije A sve grane W — U* zamijenimo sa W — V
i dodamo granu U* — V. S druge strane, ako max{U*,V} = U*, onda
sve grane W — V zamijenimo sa W — U*, dodamo granu V — U* i
za novi V stavimo U*. Analizirajuéi potkorake koraka druge vrste jasno
je da on moze biti uraden u polinomnom vremenu od |X|. Stavise, broj
viseelementnih A-klasa se smanjuje za jedan, pa kako je I'(X) imao najvise
2|X| takvih klasa, onda broj koraka druge vrste moze biti ogranicen line-
arnom granicom. Nakon spajanja [@]a 1 [U]a, provjeravamo da li se moze
primjeniti prva vrsta koraka.

Na kraju dolazimo, u polinomnom vremenu od |X| i |X|, do grafa A
koji ispunjava: [@]a je unija slabih komponenata od I'(X) (to su ustvari
e(X)-klase), 0* = U[0]a i za sve U = V u A za koje je ili U C (* ili V' C 0*,
onda [U]a = [0]a. V := (0* ispunjava da je V | (u odnosu na inkluziju)
unija €(¥)-klasa i da sadrzi [(](s). Stoga je D(X) C V.

Sa druge strane, indukcijom po broju koraka dokazacdemo da [J[0]a C
D(¥). Baza indukcije jasno proizilazi iz [(]s) € D(¥) ]. Pretpostavimo
da je A dobijen od A’ spajanjem [0]as sa [U]ar = [Ul]x). Ako je A dobijen
od A’ primjenom koraka prve vrste, onda je klasa [()]a spojena sa [U]ar =
[Ulesy, gdje U = U[0]ar. Znamo da [P]ar € D(¥)] kao i da U = J[0]ar €
D(Y), prema indukcijskoj pretpostavci. Kako je D(X) | unija €(X)-klasa i
kako je [U]¢(x) jedna e(¥)-klasa koja sijece D(X) ], zakljucujemo da [U]ar C
D(X)]. Stoga, [0]a € D(¥)4, tj. UlP]a € D(X). Ako je A dobijen od A’
primjenom koraka druge vrste, onda je klasa [()]a+ spojena sa [U]ar = [U]¢x),
gdje U C J[0]as € [0]ar. Prema indukcijskoj pretpostavei, imamo |J[0]a
D(X),paU C D(X). Kako je D(X) ] unija ¢(X)-klasa, ovo implicira [U]a
[Ulesy € D(¥) ], i kako znamo da [0]ar € D(X) |, opet zakljucujemo da
s € D)L, . Ulla € D().

Procedura 3. Restrikcija na F(X). Nakon nalazenja D(X) dobijamo
E(X) = X\D(X). Zatim graf I'(X) mijenjamo grafom I'" na P(E(X)) takvim
daU — V ul” ako i samo ako postoji U’ — V' uI'(X) takoda U = U'NE(X)
iV =V'NE(X). I" ima grana ne vise nego I'(X), pa moze biti konstruisan
u linearnom broju koraka. Kako (X \ U) N E(X) = E(X) \ (E(X)nU),
zakljuéujemo da U — V u IV ako i samo ako E(X)\V — E(X)\U uI".

I 1N
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Takode, relacija slabe povezanosti grafa I'" jednaka je relaciji ekvivalencije
generisanoj sa {(UNE(X),VNE(X)) : (U, V) € €}. Medutim, moguce je da
IVsadrzi U -V = W iliU - ViU — W tako da V # W. Iz tog razloga
ovu proceduru zavrsavamo primjenom procedure 1 na I".

Procedura 3 za rezultat ima graf IV = T'(¢), gdje je € relacija ekviva-

lencije na P(E(X)) generisana sa {(UNE(X), VN E®X)): (U,V) € ¢(X)}.
Prema posljedici da li D realizuje ¥ zavisi od toga da li je relacija €
0-1 razdvajajuca.
Procedura 4. Pronalazenje ¢. Problem sa kojim se suocavamo kod
relacije € je taj §to su njene klase vjerovatno prevelike, odnosno njihova
kardinalnost je eksponencijalna u funkciji od |X|. Medutim, znamo da su
€/-konveksne u odnosu na inkluziju, pa éemo naéi relaciju ekvivalencije €’
na P(E(X)) takvu da je ¢ najmanja relacija ekvivalencije na P(E(X)) koja
sadrzi €’ i ¢ije klase su konveksne u odnosu na inkluziju. U sustini, ¢’-klase
su viseelementne €’-klase koje se nalaze unutar iste €-klase.

Prvo dokazujemo da, ako su [U]¢ i [V]e dvije €-klase, onda [U]y <¢ [V]e
ako i samo ako postoji konacan niz [Wile, ..., [Wg_1]e viseelementnih €'
-klasa takvih da [U]e <o [Wile, [Wi-1]e e [V]e izasvei, 1 <i<k—1,
[Wile ¢ [Wit1]e. Definicija <¢ je ista, osim $to je dozvoljeno da neki od
skupova [W;]¢ budu jednoelementne klase. Kakogod, ako [W;]es = {W;},
onda iz [Wi_1]e =<¢ [Wile =e¢ [Wit1]e (jedna od spoljasnjih klasa medu
ove tri moze biti [U]e ili [V]e) slijedi da postoje Z;—1 i Zit1 u P(E(X))
takvi da [Wi—l]e’ = [Z’i—l}eU [Wi+1]e’ = [Zi+1]e’ i Zi—l - VVZ - Zi+1~ Onda
(Wizile = [Witi]e 1 [Wi]e mogu biti izostavljeni iz niza koji svjedoc¢i da
[Ule <e [V]e. Stoga, kada su [U]e i [V]e dvije €-klase, [U]s <¢ [V]e a
samim tim i [U]e ~¢ [V]e mozemo naéi koristeéi samo visseelementne €'
-klase. Napominjemo da je dozvoljeno da [U]y i [V]e budu jednoelementne
klase.

Dalje, primijetimo da, kada je [U]o jednoelementna i [U] to nije, onda
postoje V,W € [U] takvida V C U C Widasu [V]o i [W]e viseelementne
klase. Da bismo to razjasnili, primijetimo da [U]. mora biti u relaciji ~g
sa nekom drugom klasom [U']., pa

UCWi W C...d W,CU U"CZ1éZ1C... Z, CU.

Prema tome Z; C U C Wi, $to je i trazeno. Posebne slucajeve kada je
[U’]e jednoelementna klasa, odnosno kada su U’ i U uporedivi u odnosu na
inkluziju, rjeSavamo na slican nacin.

Stoga, ako identifikujemo koje viseelementne €'-klase su u ~ relaciji sa
[U]er, onda je klasa [U]z njihovo konveksno zatvorenje. Sada sve §to treba
je da spojimo sve €/-klase koje su u ~ relaciji i dobijena relacija €’ ée za
svoje konveksno zatvorenje imati €.

Nakon sto smo zakljuéili sta ta¢no treba uraditi, lako opisujemo proce-
duru za to. Napominjemo da je [U]. viSeelementna klasa ako i samo ako
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postoji grana V' — W u grafu I takva da U € {V,W} i tada je U* = W.
Prvo kodiramo <. izmedu viSeelementnih ¢-klasa pomocu digrafa u kome
U* ~» V* ako i samo ako postoje U’ € [U]os 1 V' € [V]o takvi da U' C V',
Ovo postizemo provjerom inkluzije medu svim parovima grana u I koji
imaju razlicite izlazne ¢vorove.

Zatim svake dvije viseelementne €'-klase [U]e 1 [V]e spojimo ako i samo

ako su U* i V* u istoj komponenti jake povezanosti u odnosu na ~» (kompo-
nente jake povezanosti mogu biti odredene u polinomnom vremenu korisée-
njem nekim od klasi¢nih algoritama poput BFEﬂ pretrage u dubinu). Spa-
janje klasa [Ule i [V]e radimo istom metodom kao i ranije, ako U* < V*,
modifikujemo I zamjenom svih grana oblika W — U* sa W — V* kao i do-
davanjem grane U* — V*. Broj zamjena je ograni¢en brojem viseelementnih
€¢’-klasa, pa procedura za rezultat ima graf I = I'(¢”) u polinomnom vre-
menu.
Procedura 5. Provjera da li je ¢ 0-1 razdvajajuéa. Napomenimo
da ako postoje U,V,W,Z takvida U € V€ W € Z,idaUNV =0i
WU Z = E(Y), onda mozemo pretpostaviti da su [U]e, [V]e, [W]e i [Z]e
viseelementne klase. Naime, ako je [U]e jednoelementna klasa, onda po-
stoje viseelementne klase [U']y ~¢ [Ule takve da U’ C U (i sli¢no za V),
dok ako je [W]. jednoelementna klasa, onda postoje viseelementne klase
(W'er ~e [W]e takve da W C W' (i slicno za Z). Sve ovo slijedi iz za-
kljuc¢aka izvedenih u dokazu procedure 4.

Upravo smo pokazali da je € 0-1 razdvajajuéa ako i samo ako je € 0-1
razdvajaju¢a. Ostaje joS jedno da se provjeri. Prolazimo kroz sve grane u
I i provjeravamo da li takvi U, V, W i Z postoje medu skupovima Uy,
Us, Us, Uy i Us takvim da U; — Us u I'” za sve i, 1 < i < 4. Stoga, prema
posljedici znamo da li D realizuje 2.

4.2 Remzijeva lema na posetu sa disjunktnoscéu

4.2.1 Poseti sa disjunktnoséu i njihove reprezentacije

U ovom kratkom potpoglavlju uvodimo posebnu klasu poseta za koju é¢emo
uvoditi poseban tip uslova u CSP instanci iz narednog poglavlja.

Skup svih nepraznih podskupova skupa X oznac¢avamo sa P(X)T. Rela-
ciju disjunktnosti na P(X)" oznacavamo sa ||. Dakle, A||B ako i samo ako
AN B = (. Za proizvoljnu familiju F C P(X)*, relacija disjunktnosti na F
je simetri¢na relacija sa osobinom da A||B implicira Al N Bl= 0 i da, ako
A||B, A’ C Ai B’ C B, onda A'||B’. Prirodno se namece sljedeca definicija
parcijalno uredenog skupa (poseta) sa disjunktnoséu.

tskraceno od engl. breadth first search.
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DEFINICIJA 4.25. Neka je P = (P;<,||) skup sa dvije binarne relacije. P
je poset sa disjunktno$éu ako je < poredak na P, a || simetri¢na relacija P
koja ispunjava:

(1) al|b implicira al Nbl=0 i
(2) ako al|b, a’ <aib/ <b, onda d||V.

Sada dokazujemo da (P; <,||) mozemo predstaviti kao familiju skupova.
Dokazujemo za proizvoljne skupove, iako ¢e za naSe potrebe biti dovoljan
konacan poset. Dokaz koji izlazemo predlozen je od strane anonimnog re-
cenzenta u toku recenzije [25].

ProprPOZICIIA 4.26. Za svaki poset sa disjunktnoséu P, postoje skup X 1
familija F C P(X)T takvi da P = (F;C,||).
(] w (F; S, ||) oznacava bas disjunktnost skupova.)

Dokaz. Neka je A = ({0,1}; <, D), gdje D = {(0,0),(1,0),(0,1)} i neka
X := Hom(P,A). Iz definicije karakteristi¢ne funkcije je jasno da je za
proizvoljan gornji skup U iz P njegova karakteristi¢na funkcija kompati-
bilna sa poretkom, dok je kompatibilnost sa drugom relacijom uslovljena
nepostojanjem z,y € U takvih da z||y. Naime, u suprotnom bi vazilo da se
x iy slikaju u 1, sto bi bila kontradikcija jer (1,1) ¢ D. Takode, iz kom-
patibilnosti sa poretkom slijedi da su svi elementi skupa X karakteristi¢ne
funkcije gornjih skupova. Za a,b € P, sa s4, 84 € AP oznacavamo karak-
teristicne funkcije od a7 i af U bf, redom. Sada znamo da s, € X za sve
a € P, dok s, € X kad je a Jf b, ili a = b, na osnovu obrata definicije m
(2).

Definisimo sada ¢: P — P(X) sa ¢(a) = {f € X : f(a) = 1}. Kako
sa € p(a), onda ¢(a) € P(X)'T. Ako a < b, onda za sve s € ¢(a) vazi
s(b) > s(a) =1, pas(b) =1ip(a) C ¢(b). Akoa £ b, onda s, € p(a)\¢(b),
pa p(a) € ¢(b). Dakle, ¢ je injektivna, a i ¢ i njena inverzna funkcija su
monotone. Ako s € p(a) N p(b), onda (s(a),s(b)) = (1,1) ¢ D, pa a }f b jer
je s homomorfizam. Ako a }f b, onda s, € ¢(a) Np(b), pa w(a) N e(b) # 0.
Stoga, ¢ je utapanje, pa je ¢(P) trazena familija F. O

4.2.2 Monohromatska reprezentacija konac¢nih
poseta sa disjunktnoscéu

U onome §to slijedi bi¢e nam potrebne osnove tzv. Remzijeve teorije. U [56]
F. P. Remzi je dokazao da za proizvoljne prirodne brojeve k, N i n, postoji
prirodan broj m takav da za bilo koji skup X kardinalnosti m, ako su
svi k-elementni podskupovi od X obojeni sa n boja onda postoji podskup
kardinalnosti N ¢iji su svi k-elementni podskupovi iste boje. Najmanji
prirodan broj m iz tvrdenja prethodne recenice oznacavamo sa R} (N).

(6]
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LEMA 4.27. Za svaki konacan poset sa disjunktnoséu P i svaki prirodan broj
n postoji prirodan broj N takav da za svako bojenje P(N)™ un boja postoji
monohromatska familija F C P(N)T takva da P = (F;C,||).

Doxkaz. U dokazu koristimo skupovnu definiciju prirodnih brojeva tj. M =
{0,1,..., M — 1}. Takode, skupovi kardinalnosti k ¢e biti k-skupovi, a bo-
jenje sa n boja n-bojenje. Kolekciju svih k-skupova skupa X oznacimo
sa X[¥ a sve neprazne podskupove od X kardinalnosti najvise k — 1 sa
X<kl Takode, za skup kazemo da je k-monohromatski ako su svi nje-
govi k-podskupovi iste boje, dok za bilo koji K C N kazemo da je skup
K-monohromatski ako je k-monohromatski za sve k € K.

Iz propozicije [4.26] znamo da postoje prirodan broj M i familija G C
P(M)* takvi da P = (G;C,||). Izabra¢emo prirodan broj N takav da za
svako n-bojenje skupa P(N)' postoji monohromatska familija F C P(N)*
takva da (P(M)";C,||) = (F;<, ). Ovo je dovoljno jer se P utapa u
(P(M)*; S, ).

Definigimo t; sa t; = 2°M za sve i > 0. Dokaza¢emo da za N mozemo
uzeti broj

Nar = RE (R (R (RE L (bareynsn) ).

Neka je A skup kardinalnosti IV, s i fiksirajmo jedno m-bojenje skupa
P(A)*. Ny je, po konstrukeiji, dovoljno veliko da skup A ima ¢1-monohro-
matski podskup A; kardinalnosti

SR (R (arnsn) )
Sli¢no dobijamo te-monohromatski podskup As od A; ¢&ija je kardinalnost
jednaka Rf. (... (R?(Mil)n (t(M=1)n+1)) - - - ), 1 nastavljajuci ovaj postupak do-
bijamo niz skupova A3 2 Az 2 -+ D Ap_1yp41 = B'. Skup B’ je
{t1,t2, - - s t(Ar—1)n41}-monohromatski (on je ¢(p7_1)n4+1-monohromatski jer
|B'| = t(pr—1)n41)- Na osnovu Dirihleovog principa postoji

{tiwtiw s ﬂtiM} C {t17t27 s 7t(M—1)n+l}

pri ¢emu je i; < ig < --- < ipr 1 svi podskupovi od B’ kardinalnosti
tiystin, - - tiy, Su iste boje. Izaberimo jedan t;,,-elementni podskup od B’
i oznac¢imo ga sa B. Dakle, B je iste boje kao i svaki njegov podskup
kardinalnosti t;,, za sve 1 < j < M.

Oznacimo B! sa Bjzasve 1 < j < M. Zasvaki I € P(M)™, iza-
brac¢emo D € By (specijalno Dy = B) i na taj nacin formirati familiju
F ={Dy: I € P(M)*}. Primijetimo da je bilo koji #;41-skup dovoljno
veliki da ima (]\]f) < 2M disjunktnih podskupova kardinalnosti ¢; (za sve
k, 0 < k < M). Dy biramo induktivno, pocevsi od |[I| = 1, gdje samo
uzimamo bilo kojih M disjunktnih podskupova u Bi. Ako su Dj izabrani
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za sve skupove J € M1 za sve I € M definisaéemo i podskupove

E;r =U{Dy : J € I*"1}. U sljedeéem koraku biramo podskupove E} C B
takve da je E’ disjunktan sa svim Dy za |J| < k, da su za razli¢ite k-pod-
skupove Iy i I od M, skupovi E}, i E} disjunktni, i da za svaki I € M*),
vazi |E}| = t;, — |Er|. Ako mozemo odabrati E} tako da bude disjunktan
sa | J{Es : J € M}, onda ¢e biti disjunktan i sa |J{Dy : J € M<K} jer
je svaki Dy, gdje J € MI<F podskup nekog Fx, gdje K € M¥. Naredni
niz nejednakosti svjedoci da je skup B dovoljno veliki da mozemo izabrati
po parovima disjunktne skupove E’:

M
|B| > tiy+1 = 2Mtik > <k>t1k = Z ti, =
IeMlkl

S B+t~ [BaD) = 0B T e MW} 4 37 (1, = |Ed]).

IeMIk] IeMIk]

Konacno, neka D; = E; U EY. Iz odabira skupova je jasno, a bitno nam je
u nastavku, da E; N Dy = 0 ako J # I i |J| < |I|. Dakle, izmedu ostalog
vazi i da, ako I # J, onda Dy # Dj.

Ostaje da se pokaze da je preslikavanje iz P(M)" u F, definisano sa
I — Dy, izomorfizam (P(M)";C,||) i (F;C,][]). Iz prethodnog pasusa je
jasno da je ovo preslikavanje bijekcija, pa ostaje da se pokaze kompatibilnost
sa relacijama. Zbog korektnosti zapisa ozna¢imo Dy := (). Dokazujemo prvo
da D;N Dy = Djiny. Ako J C I, onda postoji niz skupova J = J; C Jo C
- C Jg = I takvih da |Jgy1| = |Ji| + 1, pa po konstrukciji Dy, € Dy, .,
za sve k, 1 < k < s. Dakle, Dy C Dj. U opstem slu¢aju ovo znaci da
Diny € DN Dy. Obratnu inkluziju dokazujemo indukcijom po |I]| + |J|.
Pretpostavimo da |I| > [J| i J € I. Bazni slucaj |I| = |J| =1 je tacan jer
DiNDy=0. Ako |I| = k > 1, onda je E} disjunktan sa D ; po konstrukciji,
pa

DinDy;=EnD;=|J{Dx:KeI* N} nD, =

U{DKQDJ K e I[k_l}} = U{DKQJ K € I[k_l}} C Diny.

Posljednja inkluzija slijedi iz toga da za sve K € I* 1 imamo Dgny C
Diny. Sada se jednostavno izvode sljedec¢a dva niza ekvivalencija:

ICJeInNnJ=1<Dinj=DrDiNDy=D;r< Dy C Dy;

IHJ<:>IQJ:®<:>DIQJ:D@<:>D[ﬁDJ:@<:>D[HDJ,

iz kojih slijedi da je preslikavanje sa pocCetka pasusa jak homomorfizam iz
(P(M)*; S, |]) u (F; S, 1), pa je dokaz gotov. O
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4.3 Kanonicki pristojni Maljcevljevi uslovi su
realizovani u svim lokalno konac¢nim
kongruencijski A-poludistributivnim
varijetetima

Naredna teorema je generalizacija [40, Teorema 3.2]. Forma dokaza je ista,
ali instanca Problema zadovoljenja uslova ima dosta komplikovaniji skup
uslova.

TEOREMA 4.28. Neka je ¥ kanonicki pristojan Maljcevljev uslov. Svaki
lokalno konacan kongruencijski N-poludistributivan varijetet realizuje 3.

Dokaz. Neka je V lokalno konacan kongruencijski A-poludistributivan va-
rijetet. Neka je W idempotentni redukt (ovaj pojam smo definisali u drugoj
glavi) od V. W je lokalno konacan, idempotentan, kongruencijski A-polu-
distributivan varijetet. Sve term operacije u W su idempotentne i sve idem-
potentne term operacije varijeteta ) su term operacije varijeteta W, pa V
realizuje Y ako i samo ako W realizuje X/, koji se sastoji od svih identiteta
iz 3, osim idempotencije.

Nadalje razmatramo Y’ i njegovu reprezentaciju na X = {x1,..., 2}
Prema napomeni Y’ je sintaksno ekvivalentan kanonickom pristojnom
Maljcevljevom uslovu

{fGV,. .. 20y~ fz),....2)): UV € Is},

gdje I, € P(X) zadovoljava (1) — (3) definicije Za svaki par skupova
UV € Iy vazi UUV # X, sto ¢emo sada i pokazati. U suprotnom bez
umanjenja opstosti mozemo pretpostaviti da ) # X \V C U, pa X \V € Iy,
zbog (2). S druge strane, zbog (1), iz V' € Iy slijedi X \ V' € Jy. Medutim,
kako su Iy i Jy klase ekvivalencije relacije (%), vazi Iy, N Jy, = 0, pa je ovo
nemoguée. Stoga, postoji bar jedan z; € X \ (UU V), pa 2¥ = 2} = z.
Definisimo poset sa disjunktnoséu P = (Iy;C,||). Fiksirajmo k = |Ix] i
m = | X|. Neka je F slobodna algebra varijeteta W, slobodno generisana sa
x iy, i na kraju fiksirajmo broj N iz tvrdenja leme primijenjene na P

in=|F|.

Sada éemo definisati neke poduniverzume od F? (ekvivalentno, kom-
patibilne binarne relacije algebre F) na isti nacin (do na permutaciju pro-
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mjenljivih) kao u [40]:
E = SgF2 ( b ) > )
ek  (HRVREHH)]
& R A R I
Prije nego sto nastavimo sa definisanjem dodatnih poduniverzuma, primije-

timo da je G jednaka F' x F. Naime, ako su p(x,y), q(z,y) € F proizvoljni,
onda je

o (E-ED (G- BD) - (P P57))

_ {p(w, y)} '

q(z,y)

v
I
N
o
H
N
Y
SRR
R
B @« 8«

Relaciju inverznu > oznacava¢emo sa <, dok su F i G simetri¢ne, pa su
jednake svojim inverznim relacijama. Neka su sada R; — R1; poduniverzumi
od F3 definisani (skoro) isto kao u [40]:

s (1Y 17 |F S 1EL 1YY
Ri=S¢" | |=|,|y|,|=| ]|, Re=Sg" | |z|, ||, |y]| ]|,
T T Yy T Y T
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5 X X X
RS = SgF MO PR U IR O P

Definigimo jos i relacije

Ry = {[pv q, T]T : [pa q]T € E}?

Rio={lp.¢.r]" : [p,q]" € >} i
Ri1=FxFxF.

Primijetimo sljedece ¢injenice u vezi projekcija gore definisanih relacija
na parove koordinata:

e Projekcija Ry na bilo koji par koordinata je F;

e Projekcija R na posljednji par koordinata je F/, dok su preostale dvije
projekcije jednake >;

e Projekcija R3 na prve dvije koordinate je >, dok su preostale dvije
projekcije jednake E;

e Projekcija R4 na bilo koji par koordinata je >;

e Projekcija Rs na posljednji par koordinata je G, dok su preostale dvije
projekcije jednake >;

e Projekcija Rg na prve dvije koordinate je G, dok su preostale dvije
projekcije jednake >;

e Projekcija R7 na prve dvije koordinate je >, na prvu i posljednju G,
dok je projekcija na posljednje dvije koordinate jednaka F;

e Projekcija Rg na posljednje dvije koordinate je GG, dok su preostale
dvije projekcije jednke E;

e Sve projekcije Ry, R1g i R11 na bilo koji par koordinata su jednake G =
F x F, izuzev projekcije Ry ¢ija je projekcija na prve dvije koordinate
E| i Ry, ¢ija je projekcija na prve dvije koordinate >.

80



GLAVA 4. KARAKTERIZACIJA JAKIH MALJCEVLJEVIH USLOVA ZA N-POLUDISTRIBUTIVNOST

NAPOMENA 4.29. Relacije Ry — R11 smo mogli definisati i kao:

( ) := E(z1,22) A E(x1,23) A E(22,23),
(1 x3) :=x1 > x9 Axy > x3 N\ E(22,23),
(1 x3) == x1 > x9 A E(x1,23) A\ E(x2,23),
(1 x3) :=x1 > X2 AT > X3 N\ T9 > T3,
(21 x3) = x1 > o Ax1 > x3 A G(x2,73),
Rg(ac xo,x3) := G(z1,22) N1 > T3 AN T2 > X3,
(x4 x3) := w1 > 22 A G(21,23) N E(22, 23),
(z1,22,23) := E(w1,72) A E(21,73) A G(12,73),
(z1,22,23) == E(x1,22) A G(21,23) A G(22, 73),
(1 x3) == x1 > 29 A G(x1,x3) N G(22, 73),
( )= G(x1,22) A G(x1,23) A G(22, T3).

Medutim, prvobitna definicija je bolja iz razloga §to je takvim definisanjem
jasno da je svaka projekcija na par koordinata ba$ neka od relacija F, G i
>, a ne neki njen podskup. Naime, u opstem sluc¢aju to nije tacno. Ako
uzmemo npr. R'(z1,x9,23) 1= x1 > 9 A E(x1,23) A G(22, x3), onda se lako
pokazuje da je 7o 31 (R') jednaka F, a ne G. A

Posljednja kompatibilna relacija koju éemo definisati je Ry, poduni-
verzum od F¥ generisan sa {@i,...,Gn} (podsje¢anja radi, m = |X| i

= |Is]), gdje su @; definisani na sljedeéi nac¢in: Skupove iz Iy, indek-
siramo tako da Iy, = {U;,Us, ..., Uy} i U; O Uj = i < j (drugim rijecima,
ako i < j, onda U; \ U; # (). Zatim definiSemo @;(j) = = ako z; ¢ U; i
a;(j) = y ako x; € Uy, tj. a;(j) = 165]] Na kraju, @; := [@;(1),...,a;(k)]7,
pa a; posmatramo kao vektor kolone elemenata iz F'.

Razmotrimo $ta su mogucénosti za 7y; j3(Rr) kad 1 < < j < k. Kako
UiUU; # X i U; \ U; # 0, onda postoje s, 1 < r,s < m, takvi da
a,(i) = v = a,(j), as(i) = y i as(j) = x. Drugim rijecima, 7y; ;3(Rr)
svakako sadrzi vektore [z, z]T i [y, z]7.

e Ako su U; i Uj uporedivi, onda U; 2 U; 2 0, pa postoji z: € U; NU;
za neko t, 1 <t <m, ali U; \ U; = 0. Dakle, @;(1) = y = @,(j), ali ne
postoji I, 1 <1 < m, takav da @;(i) = = 1 @;(j) = y, Sto ¢e reéi da je
7T{i,j}({al’ cesam}) = {[z, x]T’ [y, $]T’ ly, y]T} i 7T{i,j}(RI) = 2.

e Ako su U; i U; disjunktni, onda U; NU; = 0, a je U; \ U; neprazan
(zbog U;j # 0), pa postoji t, 1 <t < m, takav da a,(1) = z i a@:(j) = v,
ali ni za jedno I, 1 < 1 < m, nije q;(i) = y = @(j). Dakle, vazi
gy @y an}) = {[z, 2", [y, 2], [2,9) ) i 7y (R) = B
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e Ako U; i Uj nisu ni uporedivi, ni disjunktni, onda U;\U; # 0 # U;NU;,
pa postoje t,l, 1 <t,l <m,takvidaa, (i) =z, a(j) =yia(i) =y =
al(j)' Dakle, 7T{i,j}({ah s 7am}) = {[x7 x]T7 [y7 x]T7 [.%', y]Tv [y7 y]T} i
W{i,j}(R[) =G.

Sada definisemo relacijsku strukturu F = (F;E,>,G,Ry,...,R11,Ry) i
instancu (V, F,C) od CSP(F). Prvo, neka je Y konacan skup takav da
Y| = N, gdje je N ranije odredeno lemom ineka V =P(Y)".

U nastavku definiSemo C. Neka su Zq, Zy € V razliciti. Ako Z1 D Zs,
dodajemo uslov Zy > Zs u C. Ako Z1 N Zy = (), dodajemo uslov E(Z1, Z3)
u C. Kona¢no, ako Z; i Z5 nisu ni uporedivi, ni disjunktni, dodajemo uslov
G(Z1,Z3) uC.

Neka su Z1, Z2, Z3 € V po parovima razli¢iti i, pri tome, ¢ < j implicira
Z; ¢ Z;. U odnosu na relacije inkluzije i disjunktnosti skupovi Z1, Zs i Z3
medusobno mogu biti u sljedeé¢im odnosima:

e Ako jedan od skupova sadrzi preostala dva, onda Zy O Zs U Z3, pa
dodajemo uslov RQ(Zl, ZQ, Zg), R4(Zl, ZQ, Zg), ili R5(Z1, ZQ, Zg) u C,
kad su Zs i Z3 disjunktni, uporedivi ili nista od navedenog (redom).

e Ako je jedan od skupova sadrzan u preostala dva, onda Z3 C Z1 N Zy
i Z1 1 Z5 nisu disjunktni, Sto znaci da ako su Z; i Zs uporedivi, onda
je to prethodni sluc¢aj, pa preostaje nam slucaj kad Z; i Zo nisu ni
disjunktni ni uporedivi. Onda dodajemo Rg(Z1, Z2, Z3) u C.

e Ako samo jedan par skupova mozemo uporediti, recimo Z; O Zs,
onda je moguce da Z3 sijeCe i Z1 1 Zo, da Z3 sijeCe Z1, ali ne i Zs i
da je Zs disjunktan i sa Z; i sa Z3. U ovim slucajevima, dodajemo
RlO(Zla Z2, Zg), R7(Z1, Z2, Zg), ili R3(Z1, ZQ, Zg) uclC (redom).

e Konacno, pretpostavimo da nikoja dva od njih nisu uporediva. Ako
su sva tri skupa po parovima disjunktni, dodajemo Ry (Z1, Z2, Z3) uC.
Ako je Z; disjunktan sa preostala dva, ali oni se sijeku, onda dodajemo
Rg(Zy, Zy, Z3) uC. Ako su Z; i Zy disjunktni, ali se preostala dva para
sijeku, onda dodajemo Rg(Z1, Zo, Z3) u C. Ako svaki par izmedu Z1,
Zy 1 Z3 ima neprazan presjek, onda dodajemo R11(Z1, Z2, Z3) u C.

Pokrili smo sve moguénosti i za svaki podskup {Z1, Z2, Z3} uveden je odgo-
varajuéi uslov koji koji zavisi iskljucivo od relacija inkluzije i dsijunktnosti
izmedu Z1, Zo i Z3, pa je instanca 3-gusta. Takode, kako su sve projek-
cije ternarnih uslova na parove koordinata bas binarni uslovi uvedeni za te
parove koordinata, nasa instanca je i 2-konzistentna.

Za kraj uvodimo jos jedan tip uslova u C. Za svaku familiju F =
{Z1,...,Z;} CP(Y)" takvuda P = (F; C,||) izaberemo jedan izomorfizam
¢. Zatim uvodimo uslov R;(¢(Uy),...,¢(Ux)) na F. Naravno, dodavanje
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uslova ne narusava 3-gustinu instance. Dokazali smo da je 7r{i7j}(R1) jedna
od relacija E, >, < ili G, u zavisnosti od medusobnog odnosa skupova U;
i Uj, pa kako je ¢ izomorfizam u odnosu na pomenute odnose (inkluzija i
disjunktnost), onda ni 2-konzistencija nije narusena dodavanjem ovih uslova
uC.

Upravo smo pokazali da je instanca (V, F,C) problema CSP(F) netrivi-
jalna i (2, 3)-minimalna, dok je F kompatibilna sa algebrom F koja generise
kongruencijski A-poludistributivan varijetet. Sada primjenom teoreme [3.37]
dobijamo da (V, F,C) ima rjesenje g.

Rjesenje g: V — F je bojenje V = P(Y)" u |F| = n boja, pa kako |Y| =
N, lema garantuje egzistenciju monohromatske kopije P unutar P(Y)".
Dakle, postoji F C P(Y)* takvadaP = (F; C,||) i g| £ je konstantno. Neka
je 9(Z) = u(x,y) € F za sve Z € F. Znamo da je uslov R; odreden na F
u nekom poretku, pa smo upravo dokazali da R; sadrzi konstantan vektor
[u,u,...,u]T. Ovo dalje znaci da postoji neki W-term t(x1, ..., z,,) takav
da

F (@, am) = [u, ... u]”

Kako se termi u F” izracunavaju po koordinatama, ovo implicira da za sve
1, 1 <i<k,

tF @V el = F @ (d), ..., am()) = u(z, y).

Dakle, za sve 4,7, 1 < 1,75 <k,

. . U U;
F etV a0y (e, .. end). (&i)

Ali F je W-slobodna algebra na {z,y} i svaka od jednakosti (<»; ) od pro-
mjenljivih sadrzi samo x i y, pa za sve U,V € Iy,

Wit 2l ~ (), ..., 2)).

m m

Stoga, W realizuje ¥, i kao $to smo konstatovali u prvom pasusu ovog
dokaza, to znaci da V realizuje X. O

U ostatku ovog poglavlja dokaza¢emo neke rezultate koji se prirodno
oslanjaju na i proizilaze iz teoreme |4.28] koja je centralni rezultat citave
cetvrte glave.

Proprozicusa 4.30. Kanonicki pristojan Maljcevljev uslov ¥ reprezentovan
na X je Tejlorov uslov ako i samo ako za sve z; € X, Is, # P(X \ {z;})".

Dokaz. Neka je X = {z1,...,z,}. Ako Iy = P(X \ {z;})", onda je ¥
realizovan sa f(z1,...,x,) = x;. Pretpostavimo sada da je za sve z; € X
ispunjeno Iy, # P(X \ {x;})". Onda za sve 7,5, 1 < 4,5 < n, ¥ sadrzi
identitete f(x{mi}, . ,l'ilxi}) ~ f(xixj}, . ,:n;{ij}), koji, zajedno sa idempo-
tentnoscéu, svjedoce da je f wnu-operacija. Kako je svaki wnu-term ujedno
i Tejlorov term, onda je svaka realizacija X Tejlorov term. O
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PosrLieEDICA 4.31. Neka je V lokalno konacan varijetet © 3 kanonicki pris-
tojan Maljcevljev uslov reprezentovan na skupu X, | X| > 4, i ¥ je Tejlorov
uslov. Onda 'V realizuje ¥ ako i samo ako je V kongruencijski A-poludistribu-
tivan. Takode, ovo su sve karakterizacije lokalno konacnih kongruenci-
jski A-poludistributivnih varijeteta preko kanonickih pristojnih Maljcevljevih
uslova.

DoxAz. Ako je ¥ kanonicki pristojan Maljcevljev uslov reprezentovan na
skupu X, | X| > 4,1 ¥ je Tejlorov uslov, onda je ¥ realizovan u svim lokalno
kona¢nim kongruencijski A-poludistributivnim varijetetima, na osnovu teo-
reme Stavise, prema propoziciji Iy, sadrzi sve jednoelementne
podskupove od X, a kako je | X| > 4, imamo da Iy, sadrzi bar jedan dvoele-
mentni skup, recimo {x,z;}.

Neka je R proizvoljan prsten sa jedinicom, a M proizvoljan desni R-
modul. Pretpostavimo da M realizuje ¥. Bez umanjenja opstosti mozemo
pretpostaviti da je M vjeran jer je M term-ekvivalentan R/I modulu, gdje
je I ideal definisan kao I = {o € R : (Vx € M)ax = 0}. Prema pretpo-

n

stavci, postoji term t(z1,...,x,) = Z o;7; koji realizuje sve identitete iz
3. Vazi - )
t(wi%}, I (Z a;)T + 04y,
7
pa za vrijednost z = 0, identiteti

t(x‘l{xi}, . ,x{’”}) ~ t(ximj}, .. xiwj})

postaju M = oy = ajy. Modul M je vjeran, pa za sve 4, 1 < i < n, imamo
a; = a € R. Identitet

f(mixl}’ o 7xiﬂf1}) ~ f(xixk’xl}, o 71.;{5%901}),

isto za vrijednost = 0, postaje M |= 2ay =~ ay, pa je opet zbog vjernosti
modula, & = 0. Medutim, konstatacija M = t(z1,...,z,) =~ 0, i idem-
potentnost ¢t impliciraju M = x ~ 0, pa je modul M trivijalan. Kako je
svaki modul koji realizuje ¥ trivijalan, prema ekvivalenciji (3) < (1) teo-
reme [2.10} uslov ¥ je realizovan samo u kongruencijski A-poludistributivnim
varijetetima.

Ostaje nam da dokazemo da kanonicki pristojni Maljcevljevi uslovi koji
ili nisu Tejlorovi uslovi ili su reprezentovani na skupu sa manje od cetiri
promjenljive ne karakterisu kongruencijsku A-poludistributivnost u lokalno
kona¢nim varijetetima. Opet na osnovu ekvivalencije (3) < (1) teoreme
dovoljno je dokazati da su takvi uslovi realizovani u Abelovoj grupi
Z5. Oni uslovi ¥ koji nisu Tejlorovi uslovi su realizovani putem projekcije
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(ovi ne vazi samo u Zsg veé generalno), a oni uslovi 3 koji su Tejlorovi, ali
imaju manje od Cetiri promjenljive moraju biti ternarni wnu-term, a on je
u Zy realizovan sa t(z,y,z) =z +y + 2. O

Sada dajemo nesto snaZniju verziju teoreme Sam rezultat nije
toliko vazan dio rada [25], ali smo Zeljeli da pokazemo da je nasa tehnika
dovoljno jaka kao ona koju je Z. Brejdi predstavio u [12].

TEOREMA 4.32. Neka je V lokalno konacan kongruencijski N-poludistribu-
tivan varijetet. Onda postoji binarni V-term p(x,y) takav da za sve n >
2, svaki X = {x1,...,x,} i svaki kanonicki pristojan Maljcevljev uslov 3
reprezentovan na X, postoji realizacija X u'V u kojoj je f interpretiran kao
neki V-term t tako da V = t(2Y{,...,2Y¥) ~ p(z,y) za sve U € I.

Stavise, p(x,y) se moZe izabrati tako da V |= p(p(z,y), p(y, x)) ~ p(x,y).

Doxkaz. Takav term p(z,y) bi, ako postoji, morao biti idempotentan jer su
svi pristojni Maljcevljevi uslovi idempotentni. Kao u dokazu teoreme [4.28
koristimo idempotentni redukt od V, varijetet WW. Neka je F = Fyy(x,y)
slobodna algebra i |F| = n.

Pretpostavimo suprotno. Neka je skup svih razlic¢itih binarnih W-terma
{p1(z,y),...,pn(x,y)} (drugim rije¢ima, to je skup predstavnika elemenata
algebre F'). Onda za sve j, 1 < j < n, postoji pristojan Maljcevljev uslov 3;
reprezentovan na X; = {x;1,...,%jm,}, odreden sa I, = {U{, A Ulzj} -
PT(X;), tako da za svaku realizaciju ¥; u V, gdje neki V-term ¢ interpretira
operaciju iz 3;, vazi V £ t(:vg{l, e ,ajg{mj) ~ pj(z,y) za neki U € Iy,.

Sada tvrdimo da za svaki kanonicki pristojan Maljcevljev uslov X repre-
zentovan na skupu X = {z1,...,2x} postoji drugi pristojan Maljcevljev
uslov Y| reprezentovan na skupu Y = {x1,...,x;}, takav da k <[ i

{p(z,y) : GO(VU € )W Et(2], ... af) = p(z,y)} 2
{p(z,y) : GOVU € In)W (2, ... af) = p(x,y)}.

Dokaz za | = k + 1: Defini§imo I/ i Jyv sa:
e za U € Iy, neka U, U U {xpy1} € Iy,
e za U € Jy, neka U, U U{xy41} € Jyy,
o {zp1}elyiX ey

Ix U{0} je donji skup, pa je iz konstrukcije jasno da je to i Isy U{0}. Takode,
U € Iy ako isamo ako Y\U € Jyy, pa je JsyU{Y} gornji skup. Ako postoje
UV € Iy takvida UUV =Y, onda su U\ {zp11} 1 V \ {zps1} u Ix i
njihova unija je X, sto je u kontradikciji sa pretpostavkom da je 3 kanonicki
pristojan Maljcevljev uslov. Primijetimo da, ako x € Ui 0 C U € X, onda
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U € Iy, ako i samo ako U U {zg41} € Iy (ovo vazi i u slucéaju da x ¢ U).
Drugim rije¢ima, ako je

E:{f(ajllj,...,mg) %f(a:}/,,mkv) U,V e In},
onda je
¥ = {f’(a;?,,xg,xg) ~ f’(x}/,...,mg,xl‘;) U,V e Ixn}.

Ovo znaci da za svaku realizaciju ¢ uslova ¥/, term t(x1, zo, ..., Tk, Tg) pre-
dstavlja realizaciju X, ¢ime je kompletiran dokaz u slucaju [ =k + 1.
Za | > k + 1 induktivno dodajemo jednu po jednu promjenljivu. Sada
mozemo uvesti dodatnu pretpostavku za skupove na kojima su reprezen-
tovani pristojni Maljcevljevi uslovi ¥;. Konkretno da ¢ < j implicira
| Xi| < |Xj| jer ako to nije slu¢aj mozemo u skup na kome je reprezentovan
>; dodati jos promjenljivih na osnovu tvrdenja prethodnog pasusa.
Bez umanjenja opstosti mozemo pretpostaviti da su svi X; po parovima
disjunktni i uzeti X tako da X; C X zasve j, 1 < j < n,i|X|=1+
n

2 Y. mj =:m. Vazi Iy, C P(X;) C P(X). Defini§imo kanonicki pristojan
=1

M]aljcevljev uslov X reprezentovan na X sa

" m—1
Ig_{UgX.1§|U§;m]_2}.

U nastavku modifikujemo dokaz teoreme u kojem pokazujemo da V
realizuje 3, uz dodatni uslov koji je treba da ispunjava term p(x, y). To éemo
uraditi na sljedeéi nac¢in: zadrzavamo relacije uslova >, E, G, R — Ry1 i Ry,
skup V promenljivih i uslove C, ali ¢emo dodati i nove relacije uslova i nove

uslove. Prvo u jezik uslova dodajemo kompatibilne relacije Ry, 1 < j <n.

Zasve j, 1 < j <n, Rj; je poduniverzum od F¥ generisan sa {6{, e ,Eznj}

tako dazasver, 1 <r <mjisves, 1 <s<kj, vazi

x, inace.

. y, ako xj EUj;
(s :={ e

Sada uvodimo nove uslove sa odgovarajuc¢im relacijama uslova Ry,. Neka
je T skup promjenljivih na kome smo uveli uslov R; definisan izomorfizmom
or: (Is; S, |]) = (TS, ||). Za svaki takav T' i sve j, 1 < j < n, izabracemo
jedan podskup S]-T C T i uvesti Rj; na Sf. Podskupove S]T C T biramo
tako da

S ={or(U):UCX; CXiUE€Iy,}.

Jasno je da ovdje koristimo da Iy, C Iy jer su svi skupovi u Iy; ,mali”
podskupovi od X (manji od 3|X| ). Uvodimo Ry, na S]T na nacin koji

86



GLAVA 4. KARAKTERIZACIJA JAKIH MALJCEVLJEVIH USLOVA ZA N-POLUDISTRIBUTIVNOST

je odreden fiksiranim izomorfizmom ¢ | Iy, izmedu (Is;; G i (SJT; <D

Vazi |SJT] = 2IX1=1 — 1, 3to zajedno sa implikacijom i < j = |X;| < |X;]
daje da su skupovi SJT i SJT,/ razliciti za j # j'. Stoga se uslovi Ry, 1 RZ-],,
uvode na razli¢itim opsezima pa nece nastati problem kada se dvije relacije
uvode na istom opsegu. Ako postoje razli¢iti 7'i 7" takvi da ST = S]T/ =:5,
onda biramo isti izomorfizam izmedu (Iy;; C,[|) i (S;C,]|). Ovakav nacin
odabira izomorfizma nam garantuje da relacija uslova na S7 ne zavisi od 7.

Kao §to vidimo u odnosu na dokaz teoreme .28 mi smo dodavali nove
uslove, pa je instanca i dalje 3-gusta. Restrikcija na par promjenljivih
je uvijek binarni uslov odreden inkluzijom i disjunktnoséu, koji ne zavisi
od pocetnog uslova, ve¢ samo medusobnog odnosa te dvije promjenljive.
Dakle, instanca je i 2-konzistentna. Sada na osnovu teoreme [3.37] znamo
da postoji rjeSenje g. Kao i ranije, koristeéi lemu znamo da se za
neki skup promjenljivih 7' na kome je uveden uslov Ry, sve promjenljive
iz T preslikavanjem g slikaju u isti element w € F. Elemenat u je u V
jednak jednom od pj(z,y), za neko j, 1 < j < n. Medutim, svaki Ry, je
uveden na nekom podskupu od 7', pa je i uslov Rj; je uveden na skupu
Sf C T. Zakljucujemo da postoji neki W-term t(x1,...,Ty,;) takav da
{F (6{ ...,E%j) = [u,u,...,u]". Raspisujuéi prethodnu jednakost po ko-
ordinatama, za sve Uij € Iy, dobijamo

F Uij Uij F/e /- _ .
t (‘Tj717"'7mj,mj):t (al(l),...,amj(l)):u(x7y)'

Stoga, W realizuje X;, bez idempotencije, tako da

94 )
Wtz 7$j,;n]-) ~u(z,y) = pj(z,y)

za, sve Ul-j € Iy;. Kako je VW idempotentni redukt od V, to implicira da

J J .
V= t(:czjll,,a:g;nj) ~ pj(z,y) za sve U] € Iy, i da je t idempotentan
term varijeteta V. Medutim, ovo je kontradikcija sa izborom ;.

Ostaje nam da dokazemo posljednji dio tvrdenja teoreme. Definig§imo

niz binarnih terma sa

pD(z,y) = pla,y) i p* (2,y) := p(p® (2, 9), pP (y, z)).

Dokazad¢emo da za sve k > 1, p¥) moze zamijeniti p iz prvog pasusa teoreme.
Za k = 1 tvrdenje trivijalno vazi, pa dokazujemo indukcijom po k.

Neka je X pristojan Maljcevljev uslov na X,, = {x1,...,z,}, gdje
n > 2. Neka je Iy familija podskupova od X, standardno pridruzena
Y it(z1,...,x,) realizacija ¥ u V tako da za sve U € Iy, imamo V =
t(z¥,...,2Y) ~ p(z,y). Oznacimo t™M) := t. Definisimo kanonicki pristojan
Maljcevljev uslov X, reprezentovan na Xo,—1 = {z1,22,...,22,—1} sa

Is_, ={U C Xop—1 : 1 < |U| < n}.
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4.3. REALIZACIJA KANONICKI PRISTOJNIH MALJCEVLJEVIH USLOVA

Prema indukcijskoj pretpostavci primjenjenoj na uslov ¥.,, postoji reali-
zacija Yoy, putem (2n — 1)-arnog V-terma q,(lk) tako da za sve U € Ix_,,,
imamo
VE (@] 2f, ... af, 1) = p®(@,y).
Zarad kompaktnijeg zapisa, x] ¢e oznacCavati x;,x;,...,x;, gdje se x;
pojavljuje s puta. Definigemo ¢t*+1):

t(k+1)(a:1, cey Ty = t(qff) (2, x2,23,...,%n), &)
qgk)(xl,azg,arg, cey Ty ,(f)(xl,xg, ey Tp—1,T))).

Fiksirajmo proizvoljan () # U C X,,. Vazi

V ': qgk)(:l:?u cee 7335'{17 (xg'])n7$g~17 ce 7‘7:%) %p(k)(xvy)
akko |U N (X, \ {zi})| +n|U N {z;}| < n akko x; ¢ U.

S druge strane, analogno

rrn

V ): qv(@k)(l‘i], cee 7585{17 ($g)n7xg+1’ cee xU) ~ p(k)(ya J") akko T; € U.

Iz (&) slijedi da je t*® (Y, ... 2¥) u V jednako t(z{,...,2Y¥) u kom se

z zamijeni sa p®(z,y) i y sa p®(y,z). Kako je t realizacija ¥ u V), sa
dobijenom operacijom p(z,y), slijedi da za sve U C X,,, vazi

U e Iy akko V =tV @Y a2l = p(o®) (2,y),p®) (y, 2)) = p*FHV (2, y),

rrn

¢ime je dokaz indukcijom kompletiran.
Neka je preslikavanje ¢: F2 — F? definisano sa

(a,b) = (p(a,b), p(b, a)).
Skup F? je konacan, pa postoji prirodan broj [ takav da je preslikavanje
Yl :=1po--. 01 idempotentno, tj. da vazi 1! ot = ¢!, Primijetimo da
l

vazi (. y) = (0O (2, ), pO(y, ), pa iz ¢! 0 ¥ = ¢ projekeijom na prvu
koordinatu dobijamo

VD" (@,y),p"(y, 7)) ~ pW (2, y).
Konaéno, za p(z,y) mozemo uzeti term p(z, y). O

Sada dokazujemo najelegantniju karakterizaciju kongruencijske A-polu-
distributivnosti iz [12].

TEOREMA 4.33 ([12], Posljedica 1]). Lokalno konacan varijetet V je kongru-
encijski N-poludistributivan ako i samo ako realizuje sljedeci jak Maljcevijev
uslov:

fla, e, o) =,

F(Fy), Fla ), Fyp,a)) ~ f@,a) ~ (o, y.2) ~ fa,a). )

88



GLAVA 4. KARAKTERIZACIJA JAKIH MALJCEVLJEVIH USLOVA ZA N-POLUDISTRIBUTIVNOST

DokAz. Smjer (=) slijedi direktno iz teorememprimjenjene na kanonicki
pristojan Maljcevljev uslov W reprezentovan na {x1,x2,x3} i dat skupom
Iy = {{x1},{z2},{x3}}. Svaka realizacija W je ternarni wnu-term, dok
posljednja recenica teoreme implicira da u V vazi

f(f(z,z,9), f(z,2,9), f(y,y,2)) = p(p(2,y),p(y, 7)) = p(z,y) = f(v,2,y).

Sada dokazujemo smjer (<). Neka je R komutativan prsten sa jedini-
com i M proizvoljan R-modul. Pretpostavimo da M realizuje i bez
umanjenja opstosti mozemo pretpostaviti da je M vjeran. Postoji term

3
t(z1, 2, 23) = Y ayx; koji realizuje sve identitete u . Evaluacijom z = 0,
dobijamo a1y = lozgy = a3y za sve ¥, a vjernost M implicira a1 = ag = a3
u R (oznacimo a := a1). Ukoliko stavimo 2 = y u (B)), dobijamo 3az = z,
pa je 3a = 1. Evaluacijom z = 0 dobijamo o’y + o?y + 202y = ay.
Dakle, a(3a + a)y = ay, $to implicira a(a + 1)y = ay, odakle je dalje
a?y + ay = ay i konaéno oy = 0y, §to znaci da o = 0 iz osobine vjernosti
modula. Medutim, onda 0 = 9a? = (3a)(3a) = 1-1 = 1, §to znadi da za
sve x € M, vazi x = 1o = 0z = 0, pa je M trivijalan. Kako je svaki idem-
potenti redukt modula koji realizuje ¥ trivijalan, prema teoremi[2.10] X je
realizovan samo u kongruencijski A-poludistributivnim varijetetima. 0

4.4 Sinteza rezultata

Naredna teorema sumira najbitnije rezultate ove glave.

TEOREMA 4.34. Neka je X pristojan Maljcevijev uslov na skupu prom-
jenljivih X . Sljedeci uslovi su ekvivalentni:

(1) Svaki lokalno konacan kongruencijski A-poludistributivan varijetet re-
alizuje 2.

(2) D realizuje X.

(3) Postoji kanonicki pristojan Maljcevljev uslov I1 reprezentovan na sku-
pu E C X takav da {(UNE,VNE):(UV)eceX)} Ce(l).

Stavise, u polinomnom vremenu od |X| ¢ | X| moZemo provjeriti da li su tri
b
pomenuta uslova ispunjena.

Dokaz. (1) = (2) V(D) je lokalno konacan jer je D konacan. Takode,
D generise kongruencijski A-poludistributivan varijetet. Naime, ako je f
simbol standardne operacije iz D, lako se provjerava da za q(z,y,z) =
fz,y,2)ip(z,y,z,u) = f(z,y, f(z,z,u)), identiteti (KKVW]) vaze u V(D),

pa D generiSe kongruencijski A-poludistributivan varijetet.
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4.5. PROBLEMI

(2) = (3) Slijedi iz leme za B := E(X).

(3) = (1) Neka je V lokalno konacan kongruencijski A-poludistributivan
varijetet. Prema teoremi V realizuje II. Stoga, za E = {z;,,...,x; },
V realizuje uslov

UNE UNEY ~, (., VNE VNE\ .
= {g(ﬂ:ilm ,...,zikm ) ~ g(zilm ,...,mikm ): (U, V) €e(X)}.
Na osnovu leme V realizuje ¥ interpretacijom njegovog operacijskog
simbola kao nekog terma na skupu promjenljivih F.
Napominjemo da je algoritam za provjeru (2) opisan u poglavlju
O

PosLieEDICA 4.35. Neka je ¥ linearan, idempotentan jok Maljcevljev uslov
u kom se pojavljuju tacno dvije promjenljive. Sljedeéi uslovi su ekvivalentni:

(1) ¥ je realizovan u D, ali nije ni u jednom netrivijalnom konacnom
modulu.

(2) Ako je V lokalno konacan varijetet, onda V realizuje ¥ ako i samo ako
je V kongruencijski N-poludistributivan.

DokAz. (1) = (2) Ako je ¥ realizovan u D, onda mozemo, prema propozi-
ciji uzeti pristojan Maljcevljev uslov ¥/, takav da je ¥ realizovan u
svakom varijetetu u kom je realizovan uslov Y. Na osnovu teoremem Y je
realizovan u svakom lokalno kona¢nom kongruencijski A-poludistributivnom
varijetetu i koristeci opet propoziciju[2.4] zaklju¢ujemo da je i ¥ realizovan u
svakom lokalno kona¢nom kongruencijski A-poludistributivnom varijetetu.

Pretpostavimo sada da lokalno konacan varijetet V realizuje X. Neka
je £ := Mod(X). Prema pretpostavci (1), za proizvoljno konacéno polje F,
jednodimenzionalni vektorski prostor pV nad F ne realizuje 3. Varijetet
rV svih vektorskih prostora nad F je generisan sa gV, pa onda ni gV ne
realizuje ¥. Konacno, V realizuje ¥, pa na osnovu implikacije (4) = (1)
teoreme V je kongruencijski A-poludistributivan.

(2) = (1) Implikacija je ta¢na jer je V(D) kongruencijski A-poludistribu-
tivan lokalno konacan varijetet, a V(M) nije, gdje je M proizvoljan netriv-
ijalan konac¢an modul. O

4.5 Problemi

Za kraj glave smo ostavili diskusiju o moguéim pravcima daljih istrazivanja
kada su u pitanju Maljcevljeve karakterizacije kongruencijske A-poludistri-
butivnosti.

Kao prirodan se namecée problem uklanjanja uslova ogranic¢enja na dvije
promjenljive u skupovima identiteta. U [I2] autor je uspio da na elegantan
nacin kodira problem kao instancu CSP-a i samim tim znatno skrati dokaz,

90
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dok je nas nacin koji smo prezentovali u ovoj glavi tehnicki zahtjevniji i
duzi. S druge strane, metod iz [12] je sigurno ograni¢en na dvije pro-
mjenljive (vidjeti lemu 2 iz [I2] i njen dokaz), a to nije tako i u nasem
slu¢aju. Naime, mi smo identitete kodirali pomocu relacija ekvivalencije
koje su imale dvije klase ekvivalencije. Sli¢no mozemo uraditi i ako radimo
sa viSe od dvije promjenljive; recimo, ako bismo koristili tri promjenljive,
onda bi f(z,y,y, 2, x,z) bio kodiran kao relacija ekivivalencije sa klasama
Cy = {z1,25}, Cy = {z2,23} 1 C. = {x4,26}. Kako smo radili sa dvije
promjenljive odnosno sa dvije klase ekvivalencije mogli smo vrsiti kodiranje
samo pomocu Cy jer je bilo jasno da je C; njegov komplement. Medutim,
dok smo u ovom slu¢aju trebali da uzmemo u obzir disjunktnost, inkluziju
i ,nista od ta dva”, u situaciji sa tri promjenljive se suotavamo sa mnogo
viSe mogucih odnosa izmedu dvije relacije ekvivalencije. Drugim rije¢ima,
Remzijev argument postaje dosta komplikovaniji. Sljedeéi primjer iskljucuje
mogucénost karakterizacije putem realizacije u algebri D.

PrIMJER 1. Jaki Maljcevljevi uslovi

t(z,z,x,r) = x,

ta, x,y,2) = t(y, z,y,7) = 1z, 2, 2,9)

t(x,x,z,x) ~ x,
t("’U? x? y’ z) ~ t(y’ x? z? x) ~ t(y’ z’ x? y)

su realizovani u D, ali nisu realizovani u svim lokalno kona¢nim kongruen-
cijski A-poludistributivnim varijetetima. A

Gornji primjeri su otkriveni kompjuterskom pretragom u [40], gdje je i
ostavljeno otvoreno pitanje da li su realizovani u svim lokalno kona¢nim kon-
gruencijski A-poludistributivnim varijetetima. Z. Brejdi u [12], i nezavisno
M. Maroti (nije objavljeno), su dokazali da nisu.

Tako je prethodna diskusija indikator da je priliéno tezak, sljedeéi pro-
blem navodimo kao prirodan nastavak.

PRrROBLEM 4.36. Naci karakterizaciju svih linearnih jakih Maljcevljevih uslo-
va koji su realizovani u svim lokalno kona¢nim kongruencijskim A-polu-
distributivnim varijetetima.

Drugi, vjerovatno tezi, i sigurno privlacniji, problem lezi u izbacivanju
uslova lokalne konac¢nosti. Najveéi napredak u tom pravcu je rezultat M.
Olsaka [53], o kom ¢e vise rijeci biti u narednoj glavi.

PROBLEM 4.37. Da li postoji jak Maljcevljev uslov ¥ takav da za sve vari-
jetete V vazi da je V kongruencijski A-poludistributivan ako i samo ako V
realizuje X7
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Glava

O najslabijim jakim
Maljcevljevim uslovima

U prvoj glavi smo definisali pretporedak < pomoéu kojeg poredimo jake
Maljcevljeve uslove i rekli smo da identifikacijom ekvivalentnih uslova moze-
mo formirati mrezu interpretacijskih tipova. U [6I] je dokazano da ova
mreza nema atome. Medutim, ako se ograni¢imo na lokalno konacne vari-
jetete i/ili na idempotentne jake Maljcevljeve uslove, onda to ne mora vaziti
jer u prvom slu¢aju mreza interpretacijskih tipova kolapsira, dok se u dru-
gom posmatra njena podmreza.

Kao $to smo vidjeli u drugoj glavi, Tejlor je u [60] dokazao da je egzi-
stencija Tejlorovog terma najslabiji netrivijalan idempotentan Maljcevljev
uslov, ali nije bilo poznato da li je to i jak Maljcevljev uslov, ili ekvivalentno,
da li je to jedinstven atom podmreze mreze interpretacijskih tipova koja se
sastoji od idempotentnih jakih Maljcevljevih uslova.

M. Sigers je 2009. godine dokazao da je egzistencija Tejlorovog terma
jako Maljcevljevo svojstvo lokalno konac¢nih varijeteta.

TEOREMA 5.1 ([58]). Lokalno konacan varijetet V je Tejlorov ako i samo
ako realizuje jak Maljceviljev uslov

s(z,x,z,x,2,0) ~ x,
S(x7 x? :B, '1:7 y7 y) ~ S($7 y7 :L" y7 ':L'7 I‘)? (S)
sy, y, @, v, 2, %) = 5(x,,Yy,2,Y,T).

Doxkaz. Vidjeti dokaz teoreme 1.1 iz [5§]. O

Direktna posljedica je jaka Maljcevljeva karakterizacija lokalno kona-
¢nih varijeteta koji ispustaju tip 1, ili, prema notaciji iz poglavlja[l.4] klase
My
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PosLiEDICA 5.2. Neka je V lokalno konacan varijetet. V ispusta tip 1 ako
1 samo ako realizuje jak Maljcevljev uslov .

DoxAz. Slijedi iz teoreme [5.1]i teoreme 9.6 iz [31]. O

Ubrzo nakon objavljivanja ovog rezultata primjeéeno je da se dobijeni
uslov moze optimizovati koristeéi glavnu teoremu iz [8], dok se [58] oslanja
na nesto stariji i slabiji rezultat iz [30].

TEOREMA 5.3 ([42]). Lokalno konacan varijetet V je Tejlorov ako i samo
ako realizuje jak Maljcevijev uslov

e(r,z,z,x) =~ x,

e(y7 y7 x’ $) ~ 6(3/7 x’ y? ‘/L‘) ~ e(‘/I"7 x’ x’ y)'

(87

DokAz. Vidjeti dokaz teoreme 2.2 iz [42]. O

U [42] je takode pokazano da egzistencija Tejlorovog terma u lokalno
kona¢nom slu¢aju nije definabilna jakim Maljcevljevim uslovom sa samo
jednim termom arnosti manje od 4, pa term e iz prethodne teoreme pred-
stavlja optimalan jak Maljcevljev uslov za karakterizaciju pomenutih oso-
bina lokalno konac¢nih varijeteta.

Na 92. po redu izdanju konferencije Arbeitstagung Allgemeine Algebra
(AAA) u maju 2016. godine u Pragu najavljen je iznenadujuéi dokaz M.
Olsaka da je egzistencija Tejlorovog terma jako Maljcevljevo svojstvo i u
opstem slucaju. Sada ¢emo navesti prvobitnu verziju Olsakove teoreme.

DEFINICIJA 5.4. Kazemo da varijetet V ima DL term ¢ ako je ¢ term arnosti
12 na jeziku varijeteta V takav da u V vaze identiteti:

Hz,z,z,x, 0,2, 2,2,2,2,2,T) = T,
tx,z, 9,9, 2,2,y 9, T, 2,9,y) = (@, 2,9,9,9, 9 ,2,9,y,2,2), (O
tw,y, 2,9, 2,9,7,9, 2,9, 2,Y) (Y, 2,9, 2,2,Y,2,Y,Y, T, Y, ).

TEOREMA 5.5 ([53]). Varijetet ima Tejlorov term ako i samo ako ima DL
term.

Doxkaz. Vidjeti dokaz teoreme 1.1 u [53]. O

Kao i u sluc¢aju Sigersovog uslova u lokalno kona¢nom sluc¢aju, jedno od
interesantnijih pitanja je bilo da li se dobijeni uslov moze pojednostaviti.
Autor ove disertacije je zajedno sa P. Dapi¢em radio na optimizaciji DI
terma i nastavku Ce biti predstavljeni dobijeni rezultati, a koji su objavljeni
u [24].

Prvo dokazujemo da se arnost sa 12 moze smanjiti na 10.

*skraéeno od engl. double loop.
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GLAVA 5. O NAJSLABIJIM JAKIM MALJCEVLJEVIM USLOVIMA

LEMA 5.6. Varijetet V ima DL term ako © samo ako realizuje sljedeci jak
Maljcevljev uslov

f(x,x,x,x,a:,x,xm,x,x) ~ Z,
[,z y,y,2,0,,9,0,2) = f(2,2,9,9,9, 9,7, 2,9,Y), (PV1)
f(w7y7x7y7x7y7‘r7y7xay) ~ f(y7$7y7$7x7yaxay7y7‘r)‘

Dokaz. Ukoliko V ima term t sa jedanaest promjenljivih koji predstavlja re-
alizaciju uslova , onda je taj isti term i DL term, pri ¢emu se dvanaesta
promjenljiva DL terma ne pojavljuje u njegovom sintaksnom zapisu. Dakle,
ostaje da se pokaze obratna implikacija.

Kao $to smo ranije rekli, mozemo pretpostaviti da je V idempotentan.
Neka je t DL term u V i neka je F slobodna algebra u V), slobodno generisana
sa z iy. Neka

8 8 8
8w

G =S¥’

B e 8 8
SIS SIS
8 8 < 8
NSNS
8 8 8 w
SIS S

Y

Definisimo neke elemente iz F':

a=tr,r,9,9,2,2,Y,Y,7,7,9,Y),
a=t(y,y,r,r,2,2,Y,Y,T,,Y,Y),
b=1t(z,y,x,y,2,y,2,y,T,y,x,y) 1
V' =t(x,y,x,y,x,y,2,Y,1,Y,y,T).

Iz (O) slijedi

e, 2,9, Y, Y, Y, T, T, Y, Y, T, T),
a=t(Y,y, 2, 2,Y,Y, T, T,Y,Y, T, T)
b=t(y,z,y,2, 2,9, 2,9,Y, T, Y, T).

Dokaza¢emo da odredeni vektori pripadaju G. Neka je » automorfizam
od F koji prosiruje preslikavanje ¢ definisano sa ¢(z) = y i ¢(y) = «.
Kako [z,y,z,z]T, [y, z,z,z]T € G, onda za sve u € F, vazi [u,p(u),z, x|’ €
G zbog idempotencije. Sliéno, iz [x,y,v,%]7, [y, 2, y,9]7 € G i idempo-
tencije slijedi da za sve u € F, [u,p(u),y,y]T € G. Kako p(a) = a i
®(a) = a, dobijamo [a,a,x,z]?, (@ a,z,2])7, [a,@,y,y]", [@ a9,y € G.
Pretpostavljajué¢i da v = v(z,y) € F, idempotentnost terma v implicira
la,@,v,v]", @, a,v,v]" € G. Za pogodno odabrane v dobijamo

a a a a
a a a a
b 9 b/ 9 b 9 b/ G G .
b v b v
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Direktnim izracunavanjem vidimo da su i sljedeéi elementi u G:

z Y Yy Yy x Z Yy Yy T T Y Y a
t :1? ) :1: ) y ) y ) y b y ) x b :1: ) y b y b x b :Z: — a 6 G7
Y T Y T x y x Y Y x Y x b
=] (=] [y] [v] [yl [v] [=] [=] [v] [v] [z] [z] [a]
x x x x x x a
t g‘ b y ) b ) b ) y b y ) b ) y b) y - b E G’
Yy x Yy x Yy x Yy z Yy x Yy
(v Tyl [=] [=] [v] [y] [=] [«z] [v] [y] [=] [z] (@]
t x ) x ) y b y ) $ b x ) y b y ) x b x ) y b y — a E G7
x Y x Y x Y x Y x y x y b
[y [y [=] [=] [=] [=] [v] [v] [=] [z] [v] [v] (@]
x x x x x x a
t y b y ) b ) y b y ) b ) y b y ) b) - b E G .
Yy Y Yy Y x Yy x Yy Yy z Yy z
]yl =] vl =] lv] =] Lyl =] lv) Lyl | |V |

1z definicije poduniverzuma G vidimo da je njegov generatorni skup zatvoren
za transpoziciju posljednje dvije koordinate, $to je jedan automorfizam od
F*. Stoga je i G zatvoren za transpoziciju posljednje dvije koordinate.
Odatle dobijamo:

ISIERS]
Q

€ .

SN
0'@:@\
S X e g
SO SIS

Konaéno, dejstvom ¢ na dvanaest dobijenih vektora iz G dobijamo:

a a a a a a a a a a a a

" a a a a a a a a a a a a G
b b b/ b b b b/ ) b b b/ ) b b b/ ) b b b/ b b b b/ e .
b b v b b v b v v b v b

Prve dvije koordinate dobijenog vektora su medusobno jednake prema iden-
titetu

o, oy, y, @, 0,9, y, %, 2,y,y) 2 Hx, 2,9, 4,4, Y, T, T, Y, §, T, T),
dok su druge dvije medusobno jednake prema identitetu
tr,y, .y, 0,y,2,9,2,y,3,y) (Y, ,Y,%,2,Y,T,Y,Y,,Y,T).

Neka je onda pomenuti vektor [c, ¢, d, d]”.
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GLAVA 5. O NAJSLABIJIM JAKIM MALJCEVLJEVIM USLOVIMA

Dakle, postoji term f sa deset promjenljivih, koji kad se primjeni na
deset generatora od G, kao rezultat daje [c, ¢, d,d]”. Napomenimo samo da
je ovaj term implicitno dat naSom konstrukcijom, ali je suvise ,,glomazan”
da ga ovdje navodimo i eksplicitno. Vrijednost terma f nakon evaluacije
promjenljivih u F* se racuna po koordinatama, pa

w2y, y,2,2,y,y,2,0) =c= fF(,2,9,9,9, 9,7, 2,9, y)

Fley, ey, my,2,y) =d= fF(2,y,2,9,9,2,9,2,9,7).
Algebra F je V-slobodna algebra, Sto implicira

VEfl,z,yyz,2yy2c) = f(2,2999,9,22,Y,Y)

VEf@y ey zycy sy~ f(@yyy2y2Y1).
Idempotentnost f je zagarantovana u V (jer smo se, bez umanjenja opstosti,
ogranicili na idempotentne varijetete), f realizuje jak Maljcevljev uslov koji
smo i zeljeli da dokazemo. O

Na kraju, dokazujemo da je moguce ukloniti jo§ jednu promjenljivu,
¢ime dolazimo do jake Maljcevljeve karakterizacije termom arnosti 9.

TEOREMA 5.7. Variyetet V ima DL term ako i samo ako realizuje sljedeéi
jak Maljcevljev uslov

flz,z,z, 2,z 2,2, 2,2) = x,
fle,z g y,0,2,9,y,20) = f(z,2,9,9,9,9, 2,2, ), (PV2)
fley,z,y,0,y,0,y,0) = f(y,2,y,2,2,y,2,9,y).
DoKAZ. Slicno kao u prethodnoj lemi, term koji predstavlja realizaciju
jakog Maljcevljevog uslova (PV2)) je ujedno i DL term, pa ostaje da se dokaze
obratna implikacija.

Tehnika koju koristimo je ista kao u dokazu pomenute leme. Neka je f
term koji zadovoljava identitete (PV1)) iz leme Definisimo

xT

H = SgF4 ) ) ) )

< 8 8
8 8w
SERSSIRS]

T
Y
z

SIS
SIS SN
< R

T
T Y
Z Y
Y £ Y

8

T Yy Yy Y

Kao u dokazu leme [5.6] dovoljno je dokazati da H sadrzi vektor oblika
[u,u,v,v]T za neke u,v € F. Definisimo

a=f(z,r,y,y,2,7,y,y,7,7),

b= f(z,y,2,y,2,y,2,y,2,y) i

c=fY, 99,9 %2,2,2,9,y).
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Iz (PV1)) slijede jednacine

a=f(z, 2,999y z2yYy) i
b= fly,z,y,x,2,y,2,y,y,x).

H sadrzi
x x T x x x x T x x x
f Yy Yy Yy Yy €T T L €z Yy Yy _|€
€T ) €T ) y ) y ) T ) €T ) y 9 y ) T ) T a
T L Y Y Yy Yy L €z Yy Yy a
i
Yy Yy Y Yy Yy Yy Y Yy Yy Yy Yy
f Yy Yy Yy Yy T T T x Yy Yy I
m ) y b x b y ) x ) y ) 'f ) y ) x ) y b
Y T Y T T Y T Y Y T b
Konac¢no, H sadrzi
Yy Yy Yy Yy €T T T x Yy Yy c
f c c c c c c c c c c e
bl' (ol (b7 |b] |al|’|a|’ |al|’ |al’ [0 |b| ]| |d|’
b b b b a a a a b b d

gdjed = f(b,b,b,b,a,a,a,a,b,b). Ovo je tacno ono $to smo i zeljeli dokazati,
a ostatak je isti kao u lemi 5.6 O

Nakon uvida u teoremu [5.7] M. Olsak je uspio naéi sljedeéi jak Maljcev-
ljev uslov sa termom arnosti 6.

TEOREMA 5.8 ([53]). Varijetet V je Tejlorov ako i samo ako realizuje jak
Maljceviljev uslov

s(z,z,z,x,z,2) =~ x,

N (0)
s(x,y,y,v,2,2) = s(y,x,y, x,y,x) = s(y,y, x,z,2,y).

DokAz. Vidjeti dokaz teoreme 1.1 u [53]. O

Tako je jak Maljcevljev uslov sintaksno jednostavniji od uslova (PV2)
nije poznato da li je i slabiji. Naime, ako uslov bez idempotencije
zapisemo kao

S x’y7y7y7x7x

(

s(y,r,y, 2,9,
(
(

x
S y,l’,y,.’L‘,y,ZE ~
S y?y7$7x’$’y Y

)
);
)
)
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GLAVA 5. O NAJSLABIJIM JAKIM MALJCEVLJEVIM USLOVIMA

mozemo vidjeti da se u njemu koriste dva vektora kolona koji imaju po dva
x iy, dok uslov koristi samo jedan takav vektor. Jo$ uvijek ne znamo
koji je optimalni uslov u opstem sluc¢aju. Primjeéujemo da ako u termu s
iz prve dvije promjenljive posmatramo kao pseudo promjenljive, onda
je to u stvari term e iz (S7), Sto term e iz ¢ini dobrim kandidatom za
optimalan najslabiji netrivijalan jak Maljcevljev uslov i u opstem slucaju.
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Ogaj Obpazay uunu cacmagnu 0eo OOKMopcKe oucepmayuje, 0OHOCHO OOKMOPCKOZ
YMemHUuKo2 npojekma xoju ce oOpanmu ma Yuueepzumemy y Hosom Caody. Ionymwen
Obpazay ykopuuumu uza mekcma OOKmMopcke oucepmayuje, 0OHOCHO OOKMOPCKO2
VMemHUUKo2 npojexma.

IInan TpE€TMaHa nmoJaaTaka

Hasus npoje

IMonyauctpuOyTuBHOCT, IIpo0ieM 3a10B0OJbEbA YCIOBA U jakd MaJbIieBIbEBH YCIOBH

Ha3uB HHCTUTYLHje/MHCTUTYHja Y OKBHPY KOjHUX Ce CIIPOBOIH HCTPAKHBAH:€

a) [pupoaHo-maremarnuky (akyirer, Yuusepsurer y Hosom Cany

0)

B)
Ha3uB nporpaMa y 0KBHpPY KOI Ce peajiu3yje HCTPaKHBaHe

1. Onuc mogaraka ‘

1.1 Bpcra crynuje
Yxpamxo onucamu mun cmyouje y okeupy Koje ce nodayu npukynbajy

Y 0BOj CTY/W]H HUCY IPUKYIJbAHU TIOIAITH.

1.2 Bpcre nomartaka
a) KBAaHTHUTaTUBHU

0) KBAIUTATHBHH

1.3. HaunH npukynbama nojpaTaxka
a) aHKeTe, YIIUTHUIN, TECTOBH
0) KIMHUYKE MIPOLICHE, MEUIIMHCKH 3aIHCH, €ITEKTPOHCKH 3/IpaBCTBEHN 3aITHCH

B) T€HOTHITOBH: HABECTH BPCTY

Haronasnnu noprai oTBOpeHe Hayke — Open.ac.rs




') aAMIHUCTPATUBHY MOJALlM: HABECTU BPCTY

1) y30pLIY TKHBA: HABECTH BPCTY.

h) caumim, Gotorpaduje: HaBeCTH BPCTY

€) TeKCT, HaBECTH BPCTY

K) Mara, HaBeCTH BPCTY

3) OCTaJIO: OMUCATH

1.3 ®opmart nmonaraka, ynorpeGpeHe ckaje, KOJUMYHHA IToaTaKa

1.3.1 Ynorpebsseru copTBep u GopMaT IaTOTEKE:

a) Excel dajn, natoTeka

b) SPSS dajn, natoreka

¢) PDF ¢ajn, natoreka

d) Tekct dajn, natoTeka

¢) JPG oajn, naroreka

f) Ocrano, naroreka

1.3.2. bpoj 3anuca (ko[ KBAHTHTATHBHUX MOJATaKa)

a) 6poj Bapujadau

0) 6poj Mepema (MCIUTaHUKA, TPOIIeHA, CHUMAKa U CJ1.)

1.3.3. [loHOBIJbEHA MEpEHa
a) na

0) He

YKONUKO je 0AroBop Aa, OArOBOPHUTH Ha ciieneha nuTama:

a) BPEMEHCKHU pa3Mak U3Me[]jy MOHOBJBEHUX Mepa je

0) BapHjadJie Koje ce BHUIIE IyTa Mepe 0HOCEe Ce Ha

B) HOBe Bepauje (ajioBa Koju caipke MOHOBJbEHA MEpEha Cy IMEHOBaHE Kao
Hanomene:

Hanwmonaixau nopran oTBopeHe Hayke — OPen.ac.rs




Ja nu popmamu u copmeep omozyhasajy demerve u dy2opouny eaiuoHocm nooamaxa?
a) Ja
6) He

Axo je 002060p He, 06paznodcumu

2. Ilpukynibame nojaraka ‘

2.1 Mertozonoryja 3a IPUKYIUbake/TeHEPUCALE TTOJaTaKa

2.1.1. Y okBHpPY KOT UCTPAXKUBAYKOT HALIPTA CY MOJAIU NPUKYTIIbEHU?

a) CKCIICPUMECHT, HABECTHU TUII

0) KOpeIaMOHO HCTPAKUBAKE, HABECTH TUII

I.I) aHaJIn3a TCKCTa, HABCCTH THUIL

1) OCTaJI0, HABECTH IITa

2.1.2 Hagecmu épcme MepHux uHCMpyMeHama uiu cmanoapoe nodamaxa cneyuduunux 3a oopeheny
HAYYHY OUCYUNIUHy (ako nocmoje).

2.2 KBanurer nojaraka u CTaHaapau

2.2.1. Tperman HenocTajyhux nomaTtaka

a) Jla 1 MaTpuna canpxu Henoctajyhe monarke? Jla He

AKO je oZIrOBOp 1a, OATOBOPUTH Ha cieneha murama:

a) Konuku je 6poj Henocrajyhux mogaraxa?
0) Jla nmu ce KOPHCHHMKY MaTpuIle penopydyje 3ameHa Heaocrajyhux nmonaraka? la  He
B) AKO je 0roBop J1a, HABECTH CyrecTHje 3a TPeTMaH 3aMeHe HenocTajyhux nonaraxa

Hanuonannu nopran otBopeHe Hayke — Open.ac.rs




2.2.2. Ha xoju HauMH je KOHTPOJINCAH KBanuTeT nogaTtaka? Omnncatn

2.2.3. Ha koju Ha4uH je U3BpIlIeHa KOHTPOJIA YHOCA TTojlaTaka y MaTpuiry?

3. Tperman nogaraka u npareha qokymeHTanuja

3.1. TpermaH u yyBame IojaTaka

3.1.1. Ilooayu he 6umu denonosanu y Peno3umopujym.

3.1.2. URL aopeca

3.1.3. DOI

3.1.4. [la mu he nodayu bumu y omeopenom npucmyny?

a) pI]
6) a, anu nocne embapea xoju he mpajamu 0o
8) He

Axko je 00z060p He, nasecmu pasioe

3.1.5. llooayu nehe bumu oenonosanu y penozumopujym, anu he oumu uysamu.

Obpasnodicerse
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3.2 Meranoany ¥ TOKyMeHTaIMja ITojaTaka

3.2.1. Koju crannmapy 3a meranogaTke he OUTH IpUMEHEH?

3.2.1. HaBecTn MeTanofaTke Ha OCHOBY KOjUX Cy HOZALM JCTIOHOBAHU Y PEO3UTOPH]YM.

AKo je nompebHo, Hagecmu Memoode Koje ce Kopucme 3a npey3suMarbe no0amaxd, aHaIumuyKe u
npoyedypanne uHgopmayuje, RUX080 Koouparse, 0emasphe oOnuce eapujabau, 3anuca umo.

3.3 Crpaterdja u cTaHIapAy 3a 4yBambe MojaTaKa

3.3.1. Jlo xor nepuona he momanu OUTH YyBaHH Y PEIOZHTOPHjyMY?

3.3.2. la mu he moganu 6utu nenoHoBanu nox mmppom? la He

3.3.3. la mu he mm¢pa 6utn nocrymnHa oapeheHoM kpyry ucrpaxusada? Jla He

3.3.4. [la mu ce moany Mopajy yKJIOHUTH U3 OTBOPEHOT IIPHCTYTIA ITOCJIE H3BECHOT BpeMeHa?
Ja He

O0pasnoKUTH
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4. Be30eaHocT MoAaTAKA U 3aIITUTA OBEP/bUBUX HH(pOpPManuja

Ogaj oxesbak MOPA 6uTH momymeH ako Bally OAAlM YKJbYUyjy JIMYHE T0aTKe KOjU Ce OJJHOCE Ha
YUYECHHUKE Y HCTpaKMBamy. 3a Ipyra HCTpakuBamba Tpeda Takohe pa3sMOTPUTH 3aLITHTY U CUTYPHOCT
MoJIaTaKa.

4.1 ®opmanHu CTaHIAPIH 3a CUTYPHOCT HH(DOpMAaIHja/mogaTaKa

HctpaxkuBaduu KOjU CIPOBOJIC HCIUTHBAaA C JbYINMa MOPajy Aa ce MPUAPKaBajy 3aKoHa O 3alITUTH
mogaraka o muunoctu (https://www.paragraf.rs/propisi/zakon_o_zastiti_podataka o_licnosti.html) u
OI[FOBapajyhel" HUHCTUTYIHOHATHOI KOACKCA O aKaICMCKOM UHTCTPUTETY.

4.1.2. [1a mu je uctpaxxuBame 0100peHO 0f cTpaHe eTnuke komucuje? Jla He

Ako je onrosop Jla, HaBeCTH aTyM U Ha3UB €THYKE KOMHUCH]E KOja je 0Z00pHiIa UCTPAKHBAE

4.1.2. [la nu moanu yKJby4yjy JHYHE MOJAaTKE YISCHHKA y UcTpaxuBamy? Jla He

AKO je 0roBOp 1a, HaBEAUTE Ha KOjH HAUYMH CTEC OCUTYpATH TIOBEPIJFHUBOCT U CUTYPHOCT HH(OpMAIIHja
BE3aHMX 3a HCIIUTAHUKE:

a) IMopany HACY y OTBOPEHOM MPUCTYITY
0) [Nonmany cy aHOHUMH3HPaHU
1) Ocrajo, HaBECTH LITa

5. locTynmHOCT moaTaka ‘

5.1. llooayu he bumu
a) jasHo docmyntu
6) 0ocmynuu camo YCKom Kpyey ucmpaxcuseaya y oopehenoj nayytnoj oonacmu

y) 3ameopenu

Axo cy nodayu 0ocmynHu camo YycKOM Kpy2y UCmpaxicusayd, Hagecmu noo Kojum yciosuma mo2cy oa ux
Kopucme:

Hanuonannu nopran otBopeHe Hayke — Open.ac.rs



https://www.paragraf.rs/propisi/zakon_o_zastiti_podataka_o_licnosti.html

AKo ¢y nodayu 0ocmynHu camo YCKOM Kpy2y UCmpaNicugayd, Ha8ecmu Ha KOju HA4uH MO2y NpUCmynumu
nooayuma:

5.4. Hasecmu nuyenyy noo kojom he npuxynmwenu nooayu oumu apxusupanu.

6. Yjore 1 0AroBOPHOCT ‘

6.1. Hagecmu ume u npesume u meji aopecy 81dcHuKa (aymopa) nooamaxa

6.2. Hagecmu ume u npe3sume u mejn aopecy ocobe Koja 00paicasa Mampuyy ¢ nooayuma

6.3. Hasecmu ume u npesume u mejn adpecy ocobe koja omozyhyje npucmyn nodayuma Opyeum
ucmpascusayuma

Hanuonannu nopran otBopeHe Hayke — Open.ac.rs



Hanuonannu nopran otBopeHe Hayke — Open.ac.rs



	Predgovor
	Uvod - osnovni pojmovi i istorijat
	Istorijat
	Ukratko o relacijama i relacijskim strukturama
	Elementarna sintaksa i semantika univerzalne algebre
	Teorija pitomih kongruencija

	Maljcevljevi uslovi
	Karakterizacije -poludistributivnosti u lokalno konacnim varijetetima
	Motivacija za dalja izucavanja


	Ogranicena širina
	Problem zadovoljenja uslova
	Konzistencija
	Relacijska širina
	(k,l)-sistem

	Karakterizacija ogranicene relacijske širine
	Praške instance
	Teorema o praškoj instanci - dokaz i posljedice
	Posljedice i odlucivanje ogranicene širine


	Karakterizacija jakih Maljcevljevih uslova za -poludistributivnost
	Pristojni Maljcevljevi uslovi
	Pristojni Maljcevljevi uslovi u vecinskoj algebri
	Pristojni Maljcevljevi uslovi u polumrežama
	Pristojni Maljcevljevi uslovi u algebri d
	Algoritam za provjeru realizacije pristojnog Maljcevljevog uslova u d

	Remzijeva lema na posetu sa disjunktnošcu
	Poseti sa disjunktnošcu i njihove reprezentacije
	Monohromatska reprezentacija konacnih  poseta sa disjunktnošcu

	Realizacija kanonicki pristojnih Maljcevljevih uslova
	Sinteza rezultata
	Problemi

	O najslabijim jakim Maljcevljevim uslovima
	Literatura
	Kratka biografija

