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Uvod

Teorija uopstenih funkcija kao deo funkcionalne analize obiluje razli¢itim
rezultatima i mnoStvom razliCitih metoda koje mogu da se primene u drugim
oblastima matematicke analize. Istoriski gledano, nastala je u Zelji da se
matematickim modeliranih procesa, koji nisu bili matematicki jasno zasno-
vani, nadje pravilan matematicki pristup i omoguée matematicka reSenja

koja ¢e imati i prirodan smisao.

Koncepcija funkcija i operacija sa funkcijama u klasi¢noj analizi nije
uvek omoguéavala adekvatno reSenje tih modela. To je imalo za posledicu
viSe pokusSaja generalizacije pojma funkcije i operacija sa njome.

U monografiji " Theorie des distributions 1 i 11” iz 1950. godine, Laurent
Schwartz je u prvi objavio sistematizovanu teoriju jedne klase uopStenih
funkcija-distribucija. Teorije vektorsko-topoloSkih prostora, koje su sa tada
vec bile razvijane, omogucile su Schwartz-u izgradnju njegove teorije. On je
razvio i unificirao ideju koja se ranije mogla naci i u radovima Hadamard-a,

Bochner-a, Sobolev-a i dr.

Iz danaSneg aspekta, mozemo reé¢i da postoje dva komplementarna pris-
tupa proucavanju distribucija. Prvi, da je. distribucija neprekidni linearni
funkcional na prostoru kompaktno glatkih funkcija (test funkcije). Drugi,
da se distribucija dobija regularizacijom, pomoéu konvolucije koja slabo
konvergira ka originalnoj distribuciji. Na taj nalin dobijamo sekvencijalnu
reprezentaciju prostora distribucija.

Naziv distribucija koristi se za elemente Shcwartz-ovog prostora V il
nekog njegovog potprostora, a ako se posmatraju neprekidne linearne funkcio-
nele nad proizvoljnim prostorom osnovnih funkcija, koristi se naziv uopSte-

na funkcija.



Teorija distribucija, iSire, teorija oupStenih funkcija , pretstavlja matema-
ticki aparat za razne oblasti matematicke fizike, teoriju parcijalnih diferen-
cijalnih jednacina, harmonijsku analizu, teoriju pseudodiferencijalnih i Fu-
rijeovih operatora.

Problem proizvoda, odnosno konvolucije distribucija, pojavio se ha samom
pocetku razvitka teorije distribucija, i kako zbog razvoja ove oblasti, tako i
zbog njene primene, do danas je ostao aktuelan. Prvu definiciju proizvoda
i konvolucije distribucija dao je L. Schwartz. Jedna od najpoznatijih defini-
cija proizvoda i konvolucije distribucija data je u knjigama I.M. Gelfanda i
G.E. Shilov-a [35], koje daju originalan i sveobuhvatan nacin razvitka teorije
distribucija i njihove primene.

Van der Corput je 1959. godine uveo pojam o0 neutriks raunu. Neutriks
N je komutativna aditivhna grupa funkcija koje preslikavaju iz skupa N' u
komutativnu aditivhu grupu N" sa svojstvom da akoje / e N i/(E) =7
za sve £ G N' tada je 7 = 0. Funkcije iz N zovu se zanemarljive funkcije.
Koristeci van der Corput-ove rezultate o neutriksu, engleski matematicar B.
Fisher je osamdesetih godina definisao neutriks proizvod i neutriks konvolu-
ciski proizvod. Pokazalo se da tako uvedene operacije postoje za Sire klase
parova distribucija. MoZe se smatrati da je ova disertacija deo razvitka u
tom smeru. Delimicno je proSirenje ranijih radova Fisher-a, Kuribayashi-a,
Itano-a i drugih.

U prvom delu disertacije bi¢e dat pregled osnovnih pojmova teorije dis-
tribucija i osnovni pojmovi o neutriks racunu.

Dalje, u drugoj glavi, nakon definicije neutriks proizvoda distribucija,
dati su dovoljni uslovi za egzistenciju neutriks proizvoda distribucija £+ Inp
i XZX~r hi9X-.

Treca glava disertacije posvecena je konvolucionom proizvodu distribu-
cija. On moZze biti definisan na viSe nafina. Jedna od najpoznatijih definicija
je Gelfand-Shilov-a, a kasnije je Vladimirov dao i definicija bez ogranicenje
na nosat. Moguce je dokazati da ako su / i g dve lokalno integrabilne
funkcije sa kompaktibilnim nosacima, onda njihovi konvolucioni proizvod
postoji skoro svugde i ponovo je lokalno integrabilna funkcija. Konvolucioni
proizvod funkcije / i g koincidira sa konvolucionim proizvodom akosu/ ig

posmatrane kao distribucije. Ipak za veliki broj parova distribucija ovaj



proizvod ne postoji. U 1987. godine definisan je neutriks konvolucioni
proizvod A\*\g tako da postoji za vecu klasu parova distribucija. Dalje, dati
su dovoljni uslovi za egzistenciju neutriks konvolucionog proizvoda u kome
ucestvuje kosinusni integral Ci(x), (sinusni integral Si(x)) kako i njegove
asocirane funkcije Ci(x)+ i Ci(x)_, (Si(x)+ i Si(x)_). Posebno se obradjuje
i neutriks konvolucioni proizvod distribucija XxAL(x) i xt koje su definisane
preko sporo, odnosno regularno promenljivih funkcija.

Cetvrta glava bavi se kompozicijom distribucija u neutriks smislu. Raz-
matrane su distribucije sgnx|x]_A i [x]@r+1)/Ai dobijeni su dovoljni uslovi
za egzistenciju njihove kompozicije. Pored toga proucene su i kompozicije
(IXIr~1/2) 4S'i (sgn | xr¥2) '4S+2.

U pettoj glavi disertacije razmatra se Colombeau-ova teorija uopStenih
funkcija i njena primena na reSavanje jedne klase nelinearnih obi¢nin difer-
encijalnih jednacina.

Napomenimo da su neki od rezultata iz 2.,3. i 4. glave publikovani u
radovima [21],[41],[42],[43],[44], [45] i [46].

Na kraju je dat i spisak literature koja je koriS¢ena prilikom pisanja ovog
rada.

Svu zahvalnost za usmerenje ka ovom podrucju istraZzivanja, neprestano
vodjenje i pomo¢, uz veoma objektivne kritike i konstruktivne sugestije,
dugujem profesorima dr Arpad Takaci i dr Brian Fisher. Zahvaljujem se
takodje na korisnim savetima profesorima dr S.Pilipovi¢-u, dr D. PeriSi¢ i

dr B. Jovanovié-u.






Glava 1

Osnovni pojmovi

Prvi matematicar koji je koristio distribucije u eksplicitnom, i sada pri-
hvac¢enom obliku, bio je S. L. Sobolev u 1936 godine, kada je proucavao jedin-
stvenost reSenja KoSievog problema za linearne hiperboli¢ne jednacine. U
1950-1951, Schwartz publikovao je monografiju " Teorija distribucija”. Ova
teorija imala je dva vazna efekta u matematickoj analizi. Prvo, dala je
matemati¢ko opravdanje brojnim formalnim racunima koji su bili veoma
Cesti u tehnickoj literaturi. Drugo, i vaznije, otvorila je nove prostore za
matematicko istrazivanje, naroCito u oblastima kao Sto su: obi¢ne i par-
cijalne diferencijalne jednacine, teorija transformacija, funkcionalna anal-
iza, i druge. U svojoj knjizi Schwartz je sistematizirao teoriju distribucija
koriste¢i osnove teorije linearnih topoloSkih prostora. Dve do tri godine
nakon pojavljivanja njegove knjige, teorija distribucija doZivela je veliku
popularnost. Neki matematicari veruju da je teorija distribucija jedna od
najvec¢ih dostignuéa 20-tog veka. Oni misle da je to kompletiranje diferen-
cijalnog ratuna, kao Sto je bila i Lebesgue-ova teorija integracije.

Neki tipovi distribucija (kao 5-funkcija i njene izvode), koris¢eni su u
fiziCke i inZenerske nauke neko vreme pre pojave teorija distribucija. Zaista,

¢-funkciju prvi je definisao njemacki matemati¢ar Kirchoff [49] sa

59() =/éﬂ%7r ]!,ZuexR;-/iZa;Z.).

Jasno, S(x) = 0 za x /w0 i ¢(0) = oo. Isto, definisao je
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odakle sledi da
. 0, x<O0
¢(i) dt
—D 1, x>0
U ovom obliku jasno je da ¢-funkcija nije funkcija u uobi¢ajenom smislu.

Heaviside-ova funkcija H, definisana je sa

Analizirajuéi ovu funkciju, Heaviside je zakljucio da je njen izvod jednak, u
nekom smislu, ¢-funkciji.
Kasnije, Dirak je smatrao da je (-funkcija jednaka nuli, svugde osim u

nuli, gde je beskonatna i zadovoljava relaciju

1.1 Distribucije

Definicija 1.1 Neka je Q C Rn otvoren skup. Nosal neprekidne funkcije
f : Q — R je adheretan skup za skup {x £ Q\f(x) / 0}. Nosac funkcije

skraceno oznacimo sa suppf.

Definicija 1.2 Test funkcija ip : U — C je beskona¢no diferencijabilna
funkcija sa kompaktnim nosatem. Skup svih test funkcija je rektorski pros-

tor, kojeg oznatavamo sa D(f%).

Posebno, ako je Q = R, onda odgovarajuéi prostor oznatavamo sa V.

Primer test funkcije u V je:
(1.1

Lako je pokazati da svaki izvod ove funkcije postoji i da je jednak nuli za

X = =1

Definicija 1.3 Neka je {ipn} niz test funkcija u D(H). Niz {pn} konvergira
ka nuli ako postoji otvoreni interval (a, b) sa supp<®, C (a, b) za svakon £ N,
tako da lim «”™ p>n\x) = 0 zasve x £ fi i r = 0,1,2, me=. Ako je f linearna

funkcionela nad V(Q.) onda njenu urednost za p £ V(D) oznatavamo sa
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Neka je / linearna funkcionela nad Onda, / je neprekidna ako

lim7_ 00(/, yn) = 0 gde je {<pn} niz u V{0) koji konvergira ka nuli.

Definicija 1.4 Neprekidna linearna funkcionela nad T>(fl) naziva se dis-

tribucija. Skup svih distribucija je rektorski prostor i oznafava se sa P'(fZ).

Jedan od nacina da dobijemo distribuciju je sledeéi. Neka je f{x) lokalno
integrabilna funkcija. Tada definiramo distribuciju koja odgovara funkciji /

sa konvergentnim integralom

/OO f{x)tp{x)dx. (1.2)

-00
Jasno je daje (1.2) linearna funkcionela. Neprekidnost moZe biti dokazana

na slede¢i nacin. Neka je {(/’n(")}"=l niz test funkcija koja konvergira ka

ip(X) u ™= Posmatrajmo

I(¥>> - (f<Pn)\ = f{x) \y{x) - Wh{x)\ dx
< \fOO\\<p(X) - ipn(x)\dx (1.3)

gde su a i &realni brojevi izabrani tako da su ip(x) i ipn(x) jednaki nuli
izvan intervala a < x < b Za e > 0, postoji dovoljno veliko ug tako da
za n > no vazi Kp(x) —gm(x) | < e. Zamenujuéi ovu nejednakost u (1.3) i

koristeci Cinjenicu da / f(x)dx postoji, dobijamo da

Aimy Mf.<p) - (f,.<Pn) 1= o,

Sta smo i hteli pokazati.

Distribucije koje dobijamo iz lokalno integrabilnih funkcija pomocu relacije
(1.2) nazivamo regularnim distribucijama. Cinjenica je da su dve neprekidne
funkcije koje daju jednu regularnu distribuciju, identi¢ne. Znaci, svaka test
funkcija na jedinstveni nacin daje regularnu distribuciju, t.j.,, V C V".

Primer distribucije koja nije regularna je (-funkcija, definirana jednacinom:
@™ = <20. 1.4)

Ovako definisana ¢-funkcija je neprekidna linearna funkcionela nad T> Ali,

ova distribucija ne moze se dobiti iz neke lokalno integrabilne funkcije pomocu



11. DISTRIBUCIJE n

relacije (1.2). Ako takva lokalno integrabilna funkcija postoji onda bi imali
1.5)

za sve ip(x) G V. Ako izaberemo ip(x) da bude ((x/a), gde je a > 0 i Cje

funkcija iz primera (1.1), iz (1.5) dobijamo
(1.6)

Ako je S(x) lokalno integrabilna funkcija, onda bi prema Lebesgue-ovoj teo-
remi o konvergenciji dobili da desna da desna strana (1.6) konvergira ka nuli
kada a —0. Ovo je kontradikcija. Zato ¢-funkcija nije regularna distribucija.

Sve distribucije koje nisu regularne nazivaju se singularne distribucije.

Definicija 1.5 Niz distribucija {fn}”=I konvergira uV , ako za svako
ipeV brojni niz {(/n, konvergira u obitnom smislu. Granica nize
{(/,,, p)}*=I koju oznaCavamo sa (/, ip) definirafunkcioneluJnadV. KazZzemo

daje f granica u V' nize {fn}™=\>t.j., lim,woo fn = f.
Kako nije oCigledno da je / distribucija, dajemo sledeéu poznatu teoremu:

Teorema 1.1 Ako niz distribucija {/n}*Li konvergira u V' ka funkcioneli

f. tada je f takodje distribucija.

Da bi definisali izvod distribucije, prvo ¢emo razmatrati regularnu dis-
tribuciju f(x) dobijenu iz funkcije koja je diferencijabilna svugde i ima
neprekidni izvod. Njen izvod generira regularnu distribuciju f*(x) i za svako

< u V parcijalnom integracijom dobijamo

00 roo
/ fr{x)p{x)dx = - f(x)ip'{x)dx = (/, -¥>")m i1-7)
2C )] J—e0
Primetimo da je uV kade je pu V. Znali sa (1.7) definisana je /' kao

funkcionela nad V.

Definicija 1.6 Prvi izvod f'(x), proizvoljne distribucije f(x) je funkcionela

nad T> data. sa
{f'(x),ip(x)) = (f(x),-tp’(x)).
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Teorema 1.2 Ako niz distribucija {fn}*Lj konvergira ka f , tada niz dis-

tribucija j/In”™ j konvergira ka f~ zak=1,2,....

Primer 1.1 Pokazimo da je izvod distribucije koja definiSe Heaviside-ova
funkcija, ¢-distribucija. Za svako ip u V vaZi

roo
(H'(x),tp(x)) = ~{H(x),tp"(x)) = - T ip'(x)dx = ip(0) = (6(x),<p(x)).

Primer 1.2 Neka je x+ lokalno integrabilna funkcija definisana sa

X, x>0

0, x<0

X+

Tada je njen izvod Heaviside-ova funkcija H, jer

o B / B i ioo roo _
~OeRip 00) = -0 P O dxe= xiph)y )+ (pD)dx = (HE),<p(x)).

Primer 1.3 Neka je (A > —1) lokalno integrabilna funkcija definisana
sa

XX, X >0

0, x<0

Ako je A > 0 onda njen izvod je lokalno integrabilna funkcija Ax+-1, ali ako
—1 < A< 0, onda nije lokalno integrabilna funkcija i, i dalje ¢emo

smatrati da (i*)' = Arr*T1 ali izvod mora biti definisan sa

roo

-{x¥,<p\x)) = - xxd[<p{x)-p(0)]
JO

({xH)\ip{:r))

X X A-1 [<(r) —5H(0)j dx.
Jo

Zato, ako —2 < A < —1 onda treba definisati 1+ sa
(xx,jp(x)) = JIO xX[p(x) - ip{0)}dx.

U opStem slucaju indukcijom moZe biti pokazano da ako —+ —1 < A< —,

onda
roo Nl

(x+¥2(2)} = xx\p{x) - ~ -~(1)(0)] dx.
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Primer 1.4 Lokalno integrabilna funkcija Inx+ definisana je sa

o, X>0
0, X<O

Definirajmo distribuciju x+J tako da bude izvod funkcije Inx+..Zato

(x:1,<p(x))

((Inx+)",<™Mx)) = -(Inx+V (x)>

—J Inxd|MNX) —<0J —J  Inxdtp(x)

j x 1 ]y>® - v(0)j dx + x~lip{x)dx
— J xA[<px) - <p(O)H(l - Xx)j dx.

Takodje, definirajmo distribuciju x+r pomocu indukcije sa

x;r= (-r +i)-1x7 +1)

zar = 2,3, === ([14]), a ne kao 3to je definirana u Gel'fand i Shilov [35].
Ako oznalimo Gelfand-Shilov-ovu definiciju x+~r sa F(x+, -r), onda sledi
da r
X+r= F(x+, -r)+ ~AM\y~r~ DE(r_D(z)
zar = 2,3, =m=, gde
) \ r—12,-
P = < =l
0, r=20
Indukcijom moZe biti pokazano da
r-2

r- <t>(r- 1V (r_1)(0)

zar = 2,3, === (Fisher, [14])

Neka je sada / lokalno integrabilna funkcija. Onda

/oo f{~x)tp(x) dx= " f(x)ip{-x)dx

-00 J —00

Ovo sugerira slede¢u defuniciju:
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Definicija 1.7 Nekaje f proizvoljna distribucija. Onda f(—x) je distribu-

cija definisana sa

{t{-x),ip(x)) = (f(x),ip(-x)).
Primer 1.5 Distribucija xA definisana sa xx = (—x)+A tako da

(XA,<p()} = (xx,<p(-x)).

Zato
roo

(x_,ip(x)) = [ xxip(-x)dx,
Jo
za A> —1, i
=00 Nl \2

XA, <) =7~ xA(MX) -~ p-(tw(0)] dx,

za —+ —1< A< —r. Dalje,

(N<p()) = | X LA - vp(O)ii(l - 3 cfa

HOD A2 N2
{XZT<p{x)) = [ X“r[v?(-x) - ~ Mp-¥>()(O) -
Jo . i=o 1-
~ DI'Pr-DO)~ (1 - *)] dx + «(0)

zar = 2,3, een

Definicija 1.8 Definirajmo nekoliko razli¢itih distribucija
(i) XIA= XA+ XA;

(if) sgnx|x]A= XA —XA;
(iii) xXT= x# + (-1)rx!l, zar = 0, 1,£2,

Specijalno

roo —1 2

(x~2r, If(x)) = X-2r[ip() + ip(-x) - 2~ (f-yj~(2)(°)] dx

. roo ., ,r rl 21
(x=2r+l,ip(x)) = | x r+ljy>(x) - tp(-x) - 2
=0 (2z- 1)
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zar

1,2, e=== Sledi da ako In]x] = Inx+ + Ini_, onda
(InJz]) = x-1, (@Tr)' = -rx~r~1

zar

1,2, === [35].

Definicija 1.9 Niz funkcija {fn} je nula-mz ako vaZi:
(i) nosac funkcije /,, je u neki fiksiram domen V nezavisno od n £ N,

(i) niz {fnrm3 uniformno konvergira ka nuli uV, kada n teZi ka beskonacnosti,

za svako m.

Definicija 1.10 Niz funkcija {/,,} je regularna ako
(i) fn je beskonatno diferencijabilna za sve n £ N,

(V) niz {(/,,,<?)} konvergira ka (f,<p) za svaku test funkciju £ V, i

(Hi) (f,tp) je neprekidna u smislu limn_,o00(/i Vn) = 0 za svaki nula-niz test

funkcija {p>n}- (Temple [65]J
Definicija 1.11 Dve regularne nize {g,} i {hn} su ekvivalentne ako
Jim (gn- hn, () = 0

za svaku test funkciju tp £ D.

1.2 Neutriks racun

U 1932, Hadamard je posmatrao divergentni integral

/-1 _AX)_ (18)
Jo xP+U2 ° 1

gde je p prirodni broj ili nula, a A(x) beskonalno diferencijabilna funkcija.

Onda je razdvoio integral

u 4fxl
Je  An2 X,
e > 0, nadvadela, i to
UA(X) - B{x)
F(e) = cvt\/2 dx
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1 B(x)
[(t>- | rP+1/2
gde je
P_i/4d)]'0j
a.
=0
Integral F(e) teZi ka konatnoj granici F(0) kada e tezi ka 0, i integral 7(e)
divergira kada e teZi ka nuli. Definisao je F(0) kao finite part (kona¢ni deo)

integrala (1.8), t.,

fl A{x)
Lpl
Dalje,
T, v U A(i)(0) ~ 1AW (0)e-P+i+2 )
P - 5 ~ o+ li(e),
i=Qi\ (p-i- 5) zZip- z- 1)
i divergentni integral
rl £2(:r)
70 xP+1/2

ima konac¢ni dio K i divergentni dio /i(e). Dobili smo da

fl B{x)
f.p. dx —K
lo xP+1/2

pa se postavlja pitanje da li je Hadamard trebao napisati

rl A(x)
f-Pm[ ~ <ix =F0)+K?

Proucavajuci asimptotska ponaSanja funkcija, van der Corput [6], sreo
se sa slicnim problemima. Neke funkcije koje je dobio prosto je zanemario.
Naravno nazvao je te funkcije zanemarljivim, i tako razvio neutriks racun.
U disertaciji, koristicemo neutriks raun za raCunanje neutriks proizvode,

neutriks konvolucionih proizvoda i kompozicije distribucija.

Definicija 1.12 Neka je N' skup i neka je N komutativha aditivha grupa
funkcija koje preslikavaju N' u komutativhu aditivhu grupu N". Ako je
nulta funkcija jedina konstantna funkcija u N, onda N nazivamo neutriks,

afunkcije u N zanemarljive funkcije.
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Primer 1.6 Nekaje N' zatvoreni interval [0,1] = {a: : 0 < x < 1} i neka je

N skup svih funkcija definisanih na N* oblika
asmx + bx2,
gde su a i b proizvoljni realni brojevi. Onda je N neutriks, jer ako
asinx + bx2= ¢
za svako x GN', ondaa=b=c=0.

Sada, pretpostavimo da je N' potprostor topoloSkog prostora X i da
postoji grani¢na tatka y koja ne pripada u N'. Dalje, nekaje N" polje realnih
(kompleksnih) brojeva i neka je N komutativna, aditivha grupa funkcija
koje preslikavaju N1u N" sa svojstvom da ako N sadrZi funkciju / koja
konvergira ka kona¢noj granici ¢, kada x teZi ka y, onda ¢ = 0. U tom
slu€aju N je neutiks, jer ako je / u jV i f(x) = ¢ za sve r u N\ onda f(x)

konvergira ka konacnoj granici ¢ kada x tezi kay i tako ¢ = 0.

Definicija 1.13 Neka je f : N1 R ili (/ : N* —C) i neka postoji
konstanta c¢ takva da je f(x) - c¢ zanemarljiva funkcija u N.- Onda se c

naziva neutriks granica ili N-granica funkcije f, kada x teZi kay, tj,
N—im/(x) = c.
X Yy

Primetimo da ako neutriks granica c postoji, onda je ona jedinstvena, jer
ako f(x) - cif(x) - d suu N, tada konstantna funkcija c —d je isto u N
pac=d.

Ako je N neutriks koji sadrZi skup svih funkcija koje konvergiraju ka

nuli u normalnim smislu, kada x teZi ka y, onda
lim f = = N = c
x@y (x) =c¢ im/(x) =c¢

Primer 1.7 Nekaje N1skup i nekaje N skup svih funkcija definisanih nad
N' koje konvergiraju ka nuli u obi¢énim smislu kada x teZi kay. Ondaje N

neutriks i neutriks granica je ista kao i uobifajena granica kada x teZi kay.
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Primer 1.8 Neka je N' otvoreni interval (0,1) = {e:0<e< 1}, y —O0i

neka je N skup svih funkcija definisanih nad N loblika
olne+ & 1 + o(e),

gde su a i b proizvoljni realni brojevi i o(e) je proizvoljna funkcija koja

konvergira ka nuli kada e tezi ka nuli. Onda
/(e) = Ine+ 2e_1- cose- 1= Ine+ 2e_1- (cose- 1)—2,
gde je
Ine+ 2e_ 1 —(cose—1)

zanemarljiva funkcija. Sledi da neutriks granica /(e), kada e tezi ka nuli,
postoji i

N —lim/(e) = —2

U slede¢im primerima neutriks N koji koristimo ima domen A7, koji se
sastoji od pozitivnih realnih brojeva, kodomen N", koji se sastoji od realnih

brojeva, i zanemarljive funkcije koje su konacne linearne sume funkcija
eAlnr-1le, Inre (A<0, r=12-*) (1.9)

zajedno sa svim funkcijama koje konvergiraju ka nuli u obi¢nom smislu kada
e tezi ka 0.
Primer 1.9 Gama funkcija T(A) je definisana za A> 0 sa

f 00

r(A) =/ thendt
Jo

iza—4 < A< —a+ 1. r€N, sa

A=/°V ‘[e-"-£1t21] ot
y° L s it J
Primetimo da
00 r oo f  +\i
I tx~fe~tdt = 2 tx~ dt

N (_1)V+*
ho iIl(A+ 1)’
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pa sledi da
roo *00
r(A) = N—im / tx~le~tdt= fp. / tA-le-idt,
e—0 Je Jo

gde f.p. (0° tx~le~tdt oznatava Hadamard-ov konacni dio od /0° tx~1e~tdt.

Lako je pokazati da

roo feo .
rw (A = N-lim / fA1\Wte~ldt=fp. / fAllnrie-tdt,
£-0 Je do

za AN 0,-1, —=2,=-ir =0,1,2, -mm Ova neutriks granica definira T"(A)
zaA=0,-1, -2, e==ir = 0,1,2, me=,. (Fisher i Kuribayashi [29])

Primer 1.10 Beta funkcija obi¢no definisana je sa
EAp)=IV M1 -t)~dt
Jo

za A/~ > 0. Za njeno uopStenje
dT+s
5r,s(A,p) = dyd”~sB(X'"'

Fisher i Kuribayashi [28]) su pokazali da
Brs{XfJ) = N-lim tAlInrf(l —FH)M1Ins(l —t) dt
{X13) i Je \ ( JM1ins(l —t)

za Afi £ 0,-1,-2, ir,s = 0,1,2,---. Ova neutriks granica definira

BTSA /X) za Ali=0,-1, -2, »m=ir,s= 0,1,2, mee

Na kraju, primetimo da pri promeni skupa zanemarljivih funkcija, menja
se i neutriks granica. Recimo, ako pogledamo Hadamard-ov integral (1.8),

onda vazi

Mx) o FIAR) B{X) 4« +’; AW(0) _ (e-p+itli2 _ ~
J.xp+I/2 rP+1/2

Koristeci skup zanemarlivih funkcija (1.9) sledi

N-lim i’ dx = F(0) + K.
0 Je XP+U2
Ali, ako se skup zanemarljivih funkcija sastoji iz

eA—NDInr le!nre (A< O r= 12, mes (1.10)

dobijamo

NJ
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Neutriks proizvod

distribucija

U ovoj glavi disertacije bi¢e definisan neutriks proizvod distribucija fog. a
zatim dati su dovoljni uslovi za egzistenciju neutriks proizvoda (x+ Inpx+)o

{XZX~rIn9X-). Rezultati su i publikovani u [41].

2.1 Osnovne definicije

Proizvod proizvoljnih distribucija sa beskonacno diferencijabilnom funkci-

jom definisan je na slede¢i nacin.

Definicija 2.1 Neka je f distribucija i neka je g beskonatno diferencija-

bilna funkcija. Onda proizvod fg = gf definisan je sa

(f9.¥) = (of. V) = (f.gD

za svako ip u T™>
Neka sada f,ge C r. Indukcijom je lako pokazati da
— . r/:; Rr--
[(P=2 ; (-d/iB]
(=0
zar = 1,2, e== Ovo sugerira sledeée proSirenje definicije 2.1.

20
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Definicija 2.2 Nehaje f r-ti izvod lokalno integrabilne funkcije F izLp(a, b)
i nehaje t/M lokalno integrabilna funkcija u Lqg(a,b) gde I/p+1/g = 1. Onda,

proizvod fg —gf na intervalu (a, b) definisan je na sledeéi nacin
Is = s/l = Z r
i=0

Ovako definisan proizvod u opStem slu€aju nije asocijativan. (Schwartz [64].)
Dalje, nekaje p(x) fiksirana beskonatno diferencijabilna funkcija u V sa

slede¢im svojstvima:
(i) p(x) —0 za |i] > 1;

(i) p{x) > 0;
(ii) p{x) = p{-x)\ i
(iv) /: p(x)dx = 1.
Primer 2.1 Funkcija p moZe biti definisana na slede¢i nacin:

Jcexp {—(1 - x2)-1} za —1< x < 1,
za M > 1,

p(x) =
gde je

k 1=J Nexpj-tl - i2) dt.

Definirajmo funkciju Sh sa Sh(x) = np(nx), n = 1,2, e== Sledi da je
{¢ .} regularni niz beskonac¢no diferencijabilnih funkcija koja konvergira ka
dirakovu ¢-funkciju. Sada, neka je / proizvoljna distribucija u V . Defini-

ramo funkciju fn sa
fn(x) = f* sn(x) = (f(t),6n(x - i)),

n — 1,2, Sledi da je {/,,} regularni niz beskonacno diferencijabilnih
funkcija koja konvergiraja ka distribucii /.

Fisher je u [13] uopStio definiciju 2.1 na sledeéi nacin:

Definicija 2.3 Neka su f i g proizvoljne distribucije u V i neka

fn{x) = (/ *5n)(x), gn= {g*Sn)(x).
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Proizvod f mg distribucija f ig postoji ijednak je distribuciji h na intervalu
(a, b) ako {fn9n} je regularni niz koja konvergira ka h na otvorenom intervalu

(a,b).

Ovaj proizvod je oCigledno komutativan, ako postoji. Kasnije, u [15],

Fisher je ovako definisao nekomutativni proizvod distribucija:

Definicija 2.4 Neka su f ig distribucije uV i nekaje gn{x) = (g*5n)(x).
KaZzemo da proizvod f mg distribucija f i g postoji ijednak je distribuciji h

na intervalu (a,-b) ako

J™O(F(x)9Nn(.x),<p(x)) = (h(x),ip(x)),
za svako ip £ V sa nosacem u intervalu (a,b).

U [15] dokazano je da ako proizvod fg postoji prema Definiciji 2.2 onda
postoji i proizvod / =g prema Definiciji 2.4 i vazi fg = f-g.

Definicija 2.4 uopstio je Fisher u [16] na sledeéi nacin:

Definicija 2.5 Neka su f ig distribucije u V' i neka je gn{x) = {g*dn){x).
Kazemo da neutriks proizvod f o g distribucija f i g postoji i jednak je

distribuciji h na intervalu (a, b) ako
N—lim(f{x)gn(x),ip(x)) = {h(x).ip{x)),

za sve funkcije p GV sa nosatem u intervalu (a,b), gde je N neutriks (van
der Corput [6]) sa domenom N 1= {1,2, -sm n, -=a}, kodomenom skup realnih

brojeva i zanemarljivim funkcijama koje su konacne linearne sume funkcija
nAlnr-1n, Inrn: A>0 r =12,

zajedno sa svim funkcijama koje konvergiraju ka nuli u obi¢nom. smislu kada

n tezi ka beskonacnosti.

Ova definicija o neutriks proizvodu je u opStim slucaju nekomutativna.

Ocigledno je da ako proizvod / mg postoji tada i neutriks proizvod / o g

postoji i/ mg=1/ ° @
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2.2 Neutriks proizvod (rr+ Inpai+) o (X_X riIn9a;_)
Sledeée teoreme dokazane su u [15], [16] i [9].

Teorema 2.1 [15] Neka su f i g distribucije i pretpostavimo da neutriks

proizvodi / oj i f o g postoje na intervalu (a,b). Onda neutriks proizvod
/'0 j postoji i
(/0g)=/'"09+/ 091

na intervalu (a,b).

Teorema 2.2 [16] Neutriks proizvod X+ 0 XZX~r postoji i

z(r 1)

za AN0O,+x1,+£2,... ir=1,2,....

Teorema 2.3 [9] Neutriks proizvod (XAlnx+) 0 XZX~r postoji i

(XAlInx+) o +tp(X+ r)- r'(h]<sir_1(i)
za X/ 0,%1,+2,... ir=1,2,..., gde je F Gama funkcija i
ip{X + = = Intp(t)dt.
PXED =y SR = b Inte

Sledeca teorema pretstavlja uopStenje rezultata prethodne dve.

Teorema 2.4 Neutriks proizvod 4 Inpx+) o (xIA rlIn9x_) postoji kada

vazi: X¢ 0,+%1,+2,..., r=1212,... ip,q=0,1,2,.

Dokaz. Razmotrimo neutriks proizvod (x+ Inpx+) oxZ _r, gde je
s -1 <A <sis nenegativni ceo broj. Onda su xAlnpx+ ix1A+s_1 lokalno

integrabilne funkcije i

-A-r _ r(A —5+ 1) ~-A+s-l'ijr+s-1)
X- ~ Tr(A+r) 1 J

Zato

X_A Tin= x_ m *) = r(p(A™ ))E /n(t- xrx+ss™~ H t)d t
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zar=1,2,..., i imamo
rA+r) ee ‘>1< - dx =
F(A-s+ i) / B4 \PX+H{XZX~T)nxmdx =
rI/nrOO ri/n

=Jg Xxx+m\P Xj @ - x ) - x+s~16k+s- I\t)dtdx
ri/n rt
= AO # +S—l)(i)Jé xx+m\ n ?x{t-x)-x+s- | dxdt

= JiOI/ntrn’\SS’\+s- I\t)JB\ x+mlap{tv)(l-v)-x+a- 1dvdt

=E Q %o(A+m+ 1-A+5s)™ Untmt+sIn”-»i™r+i- (i) dt,

(2.1)
pomocu smene x = tv , gde B oznacava Beta funkciju i
HPH<T
Dalje, pomoc¢u smene nt = y dobijamo
M
. tm+s InetSN+s~1\t) dt =
i
k
— —1
=n"" f 1ym+sinfc Jyp(T+s 1){y)dy
j=o w i
zam= 0,1,2, — Sledi da
0o
/ \pXx+ (XZx~r)nxmdx = 0 (2.2)

-00
zam=20,1,2,..., r —2.

Za m = r —1, lako je pokazati indukcijom da

f 1yr+s- Ip[T+S 1){y)dy I(-iy+°-\r+ s- 1\
jo

\ Il yr+S~1Inyp(r+s- I\y) dy (-1 Y+S~\r + s- 1] O(r + s- 1)+ c(p)],

zar+s=12,..., gde

o(r) ¢=i
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c(p) = J Intp{t)dt.
o
Neka sada

(1yr+s~1Iinpyp(r+s- I\y) dy = cr+sp(p),
Jo

i iz (2.1) dobijamo
00 . .
N—im i Alnp:r+(a:._A r)nxr 1ldx =
n—m\o
-00

r() ~ 8+~ £ (p) fl,,olA+r,-A +»)cr+,r-M

r(A+r)
bT,p{X,p) (2-3)
zar=1,2,...izap=0,1,2,....
Dalje, neka
i"nN-~sup”r+”ror)l}.
T(A + r)p X ) '
Imamo
=A-r)n] = f 1nAtat1(u _ n3)-A+3-Inr+8 1p(r+.-
r(A+r)
[el+z
< Knx+T (u-ni)*A+S-1du
Jnx
Knx+r
s —A

i tako za m = r dobijamo

I'o

o
[ JiAlnpi+ (x:ADn,ar|di < n lInpi]di
= 0(n_1lnpn). (2.4)
Neka je sada tp proizvoljna funkcija u £~ Onda
=E ££ @Mm +
771=0

gde 0 < £ < 1i dobijamo
(iAlnpx+, (XZX%r)np(x)) = E ~ r 4 I n p~ = AV di +

T n IHI J —00

771=0

1 i°° i Alnpi+(X:ArnxVW(")dx.
rl J-oo
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Koristeéi nejednakost (2.4) sledi
‘00

2+ Nipx+ (x_x Tnxripr\"~x) dx = 0(n 1lnpn) (2.5)
0

I _o

i iz jednacina (2.2), (2.3), (2.4) i (2.5) imamo da

Ovo pokazuje da

(2.6)
zaA>-1, A~O0,,2,, r=1,2,..ip=0,1,2,
Sada pretpostavimo da je jednacina (2.6) tatna za neko p i sve
A 0,x1,+2,.... Ovo je sigurno tatno zap = 0ip = 1 prema teoremama

2.21 2.3. Isto tako, pretpostavimo da je jednacina (2.6) tatna za sve p kada
—s < A< —s+ 1. Ovo je tatno od onoga Sto smo malopre dokazali zas = 1.

Zato, kada —s < A< —s + 1, imamo

(E+ Inptlx+) 0 r = arp+i,0(Ap)5(r ~(z2). (2.7)

Diferenciranjem jednacine (2.7) dobijamo

[Ar+ lInptl x+ + (p+ I)x\ llnpx+]Jox_x r+

+ (A+ r)(a;+ Inptl x+) o xZx~r~1= ap+i™A, p)5™r\x)
i iz naSe pretpostavke dobijemo da

Acct+ 1lnp+l x+) o r = [ar,p+i,0(A p) —(p + Dar+iiPOA —1, p) —
- (A + r)ar+l<pHIfl{X,p)]6{r\x),

¢ime smo pokazali da jednacina (2.6) vaZi zap + 1 kada —s —1< X< —s.
Indukcijom dobijamo da jednatina (2.6) vazi zap = 0,1,2,..., r= 1,2,...
kada AN 0, +1, +2,....

Na kraju, pretpostavimo da

(z+ Inpx+) o (X_x riIngx-) = anPy(X,p)S™ ~(x) (2.8)
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za neko g kada A~ 0,1, +2,..., p=0,1,2,... ir—1,2,.... Ovo je tatno

za q = 0. Diferenciranjem jednacine (2.8) parcijalno u odnosu na A dobijamo

(X+ Inptl x+) 0 (XZX~rIn9x_) - (XAInpXx+) 0 (XZX-rIn9+lx_) =

= N a rAAp)<5(r_1 (x)
i iz pretpostavke imamo
d
(XAlnpx+) O(X1A-rIn9+l X-) = [arp+ii9(A,p) - 7 arP9(Ap)]<yr_1)(x).

Indukcijom dobijamo da jednalina (2.8) vazi za A/ 0,+1,%2,...,

p.q=0,1,2,... i 7= 1,2,..., C¢ime smo kompletirali dokaz teoreme.

Posledica 2.1 Neutriks proizvod (xAlnpx_) o (Xx+A_r In9x+) postoji kada
vazi: A™0,+1,+2,..., r=12,... ip,g=0,1,2,....

Dokaz. Zamenjujuéi x sa -x u jednacini (2.8) dobijamo
(XAlnpx_) o (x+A_rIn9x+) = (-1)r_larP9A, p<r_1)(x),

¢ime smo pokazali postojanje proizvoda (XAInpx_) o (X+A-r In9x+).
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Konvolucija distribucija

U ovoj glavi, na pocetku, bi¢e definisan neutriks konvolucioni proizvod
/ 0 g- Dalje, dati su dovoljni uslovi egzistencija neutriks konvolucionog
proizvoda u kome ucestvuje kosinusni integral ili njegove asocirane funkcije.
Sliéni rezultati dati su i za sinusni integral. Obradjuje se i neutriks kon-
volucioni proizvod distribucija x+L(x) i xf koje su definisane preko sporo.
odnosno regularno promenljivih funkcija. Rezultati su publikovani u [44],
[46] i [45].

3.1 Neutriks konvolucioni proizvod

Klasi¢na definicija konvolucionog proizvoda funkcija / ig data je slede¢com

definicijom:

Definicija 3.1 Neka su f i g funkcije. Onda konvolucioni proizvod } *g

dat je sa

za sve tacke x za koje integral postoji.
Jasno je iz definicije da ako f * g postoji onda g *f postoji i
f *9 = 9* f, (3.1)
iako (/ *g)'i/ *qg' (ili f *9) postoji onda
(fxg)' =f*g* (ili f'*g). (3.2)

28
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Definicija 3.1 moZe biti proSirena da definira konvolucioni proizvod f *g

dve distribucije / ig iz V sa slede¢om definicijom (Gel'fand i Shilov [35].)

Definicija 3.2 Neka suf ig distribucije izV . Onda konvolucioni proizvod

f * g definisan je jednainom

= (f()Ag{x),<p(x +¥)))

za proizvoljno ip £V, ijoS f i g zadovoljavaju bar jedan od sledecih uslova:

(i) f ili g imaju ograniceni nosac;
(if) nosacti distribucija f i g su ograniceni sa iste strane.

Konvolucioni proizvod distribucija moze biti definisan i u opStem smislu,
bez restrikcije na nosate koje su date u Definiciji 3.2. Ali, konvolucioni
proizvod distribucija u smislu Definicije 3.2 ne postoji za mnoge parove
distribucije. U [12] (i u drugim radovima) definisan je neutriks konvolucioni
proizvod tako da postoji za vefu klasu parova distribucija. U definiciji,
koriSéene su jedini¢ne niZe funkcija iz V, Sto dozvoljava da aproksimiramo
datu distribuciju sa niz distribucija sa ograni¢enim nosacem.

Neka je r fiksirana funkcija u V sa slede¢im svojstvima:

(i) t(x) =
(i) 0< t(x) < 1;
(i) t(x)= 1za pd < Wi
(iv) t(x)=0za jd> 1.
Dalje, funkcija -r, definisana je sa

1, M <
t(VWX —A/41), X> V

+ iA+1), X < —v

za svako realno v > 0.

Sledeca definicija neutriks konvolucionog proizvoda data je u [26].
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Definicija 3.3 Neka suf ig distribucijeuV ineka/, = /r, igv=grvza
v > 0. Onda, neutriks konvolucioni proizvod A\*\g definisan je kao neutriks
granica nize {fv *g,}, pod pretpostavkom da granica h postoji u smislu da
N—im{/, *qu,tp) = (h,p),
TI—+00
za sve p G D, gde je N neutriks (van der Corput [6]) sa domenom N'-
skup svih pozitivnih realnih brojeva, kodomenom N"-skup realnih brojeva i

zanemarljivim funkcijama koje su konacne linearne sume funkcije
uxInrlv, Inru, (ANO0, r= 1,2 ==

zajedno sa svim funkcijama koje konvergiraju ka nuli u obi€nhom smislu, kada

v tezi ka beskonacnosti.

Lako je pokazati da rezultati dobijeni Definicijom 3.2 vaZze i za Defini-
ciju 3.3. Sledeca teorema, dokazana u [26], tvrdi da neutriks konvolucioni

proizvod je uopStenje konvolucionog proizvoda.

Teorema 3.1 Neka su f ig distribucije uV koje zadovoljavaju bar jedan
od uslova (i) ili (ii) Definicije 3.2. Onda neutriks konvolucioni proizvod f\*\g
postoji i

/05 =f*9-

Teorema 3.2 Neka su f i g distribucije uV i pretpostavimo da neutriks
konvolucioni proizvod f\*\g postoji. Onda neutriks konvolucioni proizvod A\*\g'
postoji i
(/0 Sy =1/Bil-
Primetimo da jednacina (3.2) vaZi za neutriks konvolucionog proizvoda,

ali u opStem slucaju, (f\*}g)' nije jednako sa pa imamo slede¢u lemu

dokazanu u [32].

Lema 3.1 Neka su f ig distribucije uV i pretpostavimo da neutriks kon-

volucioni proizvod f\*\g postoji. Ako Njoim ((/r") *gn, Lp) postoji i jednak
n 0

jesa(h lp zasve p GV, ondaf 0 g postoji i

(10 #)/ —f 05 + h, (3.3)
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3.2 Kosinusni integral

Kosinusni integral Ci(x) definisan je za x > 0 sa
roo
Ci(x) = —/ u~lcosudu,
Jx
(Sneddon [62]), i integral divergira za x < 0. U opstem slugaju ([10]), ako
A 70, Ci(Ax) moZe biti definisan na realnoj pravi sa
roo
Ci(Ax) = Ci(A, x) __J/Xx u_1[cosu —H(1 - u)] du+ H(1 —XXx) In JAx],

gde H oznacava Hevisajdovu funkciju. Dalje, definirajmo Ci+ (Ax) i Ci_(AX)
sa

Ci+ (Ax) = H (x) Ci(Ax), Ci_(Ax) - H(-x) Ci(Ax),

tako da
Ci(Ax) = Ci+(Ax) + Ci_(Ax).

Tako, za A> 0, imamo

roo

Ci(Ax) = — u_1[cos(Au) —H(1 - Ali)] du+ H(1 —AX) In JA«],
oo
Ci (Ax) = — u-1 cos(Au) du, x > 0,
Jx
ru
Ci_(Ax) = — —/ u_1Jcos(Au) - 1Jdu+ In |Ax], x > 0O,
Jx
gde
oo
¢ = [/ u~1[cos(\u) —H (I + Xu)]du, A<O
Jo

oo
= [/ u_1[cos(Au) —H(1—Au)]du, A>0
Jo
I'oo

= |/ u_1[cosu —H (I —u)] du.
Jo

Dalje, za A < 0, imamo

/OO u- 1[cos(Au) —H{1+ Au)]du+ H(1—Ax) In Jfa

-X
X

Ci+(Ax) = —+ /[ u_1[cos(Au) —1lJdu+ In JA], x > 0,
J
. o]
/ u-1 cos(Au) du, x < 0.
2CD}
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Primetimo da ako zamenimo isa -iu Ci(A(x)), Ci+(A(x)) i Ci_(A(x)),

dobijamo

Ci(A(—x)) = Ci((-A)x),
Ci+(A(-x)) = H(-x) Ci(A(—)) = Ci_((—A)rc),
Ci_(A(-x)) = H(x) Ci+((—Aar).

Dokazano je u [10] da

[Ci(Aa)] = cos(Ax)x-1,
[Ci+(AX)]' = cos(Ax)xj,j1- (c- In JAD)<SE) (3.4)
[Ci_(AX)] = - cosiAccjccZ1l+ (c - In JAD)<SX).

Sada, definirajmo lokalno integrabilne funkcije sint(Ax) i cost(Ax) na

sledeéi nacin:

sin+(Ax) = H(x) sin(Ax), sin_(Ax) = H {-x) sin(Ax),

cos+(Ax) = H(x) cos(Ax), cos_(Ax) = ii(-x) cos(Ax).
Onda sledi da
sin+(A(-x)) = sin_((—A)x), sin_(A(-x)) = sin+((-A)x),

cos+(A(-x)) cos_((-A)x), cos_(A(-x)) = cos+((-A)x).

Sledeée dve jednacine dokazane su u [10]:

Ci+(AX)*X+ = -—---J— \r + 1)ar-i{x, A)xk+ —" -x r+1 Ci+(Ax), (3.5)
r+ .=o\ 1 / r+1

r+l

. . _ el r+1 ) )
Ci_(AX) *xr nyﬁ&\ Dl 2 AL + (O Ci(AX)

(3.6)
zar =0,1,2,..., gde

al(x,X)= [/ {-u)lcos(Ari) du,
zai=0,1,2,....

Za potrebe dokaza sledece teoreme povec¢avamo skup_zanemarljivih funkcija

i ukljuCujemo konalne linearne sume funkcija

= i/Mcos(Ai/), sin(A%), VvIC\{\v) (A ™ 0).
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Teorema 3.3 Ako Ay 0, onda
(3.7

zar=20,1,2,

Lu=0 L2i+i = (2i + D\ (-iyA¥ =22
zai=0,1,2,....

Dokaz. Neka [Ci+(AX)].

Ci+(Aa))t,(x) i (xr), = xrT,(x). Onda konvolu-

cioni proizvod [Ci+iAa:)]™ * (xr)u postoji prema Definiciji 3.1 i

[Ci+tAINN * (xr),, = | Ci+{\t)(x - Ore,(x - t)ydt + .

/rv+v~"Ci+(At) (x-t)rTv(t)Tv(x-t)dt.
Jv

+

Ako\>0i0< x < v, onda imamo

vV rv roo

/| Ci+(At)(X - Oreu(x - t)dt = - {x-t)r u~1I cos(Au) dudt
Jo A

i*u u roo rv

r
= - /| u-lcos(Au) / (x-t)rdtdu+ / u 1cos(Au) / (x-t)rdtdu
JO JO v do

= | ¢ ™M+ Qxapnr (-«)ricos(Au) dn + (-~)r- I+1 Ci(Aif] .(3.8)

Neka sada

1¢(iz) 50 {—u)1cos(Au) dL

A 1(—"esin(Ail) - (A 2(—i/)'-1 cos(AN) - i(z - 1)A~21¢-2
ako i > 2i specijalno
70(n) = A"1sin(An), h{u) = -A~Vsin(Aj/) - A-2 cos(An) + A-2.

Zato
Lj = Ndim/,(®) = —(i —1)A 2L 2

akoi> 2i
Lo=10, Li=A"2
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Dalje, dobijamo da
L2i=0, L2+ = {2i + D\ (-iyAv 22

zai= 0,1, 2,-— Sada, iz jednacine (3.8) dobijamo da

N-lim / Ci+(\t)(x - trTux - t) dt = ——- —  (V+ 1)Ledi*. (3.9)
neo 40 r+2~Q\ 1)

Neka sada —v < x < 0, pa imamo

rv ru+x

[ Ci+(At)(x - trev(x - t)dt = / Ci+(At) (x-t)rdt +
Jo Jo

4 | C\+(Xt)(x - t)rT,(x - t)df(3.10)
J I/ +X
gde
rv+x rv+x roo
/ Ci+(ADX - i)rdt = - X-t)r iD 1cos(Au) du dt
o (AT)( ) T ( ) 3 (Au)
ru+x ru

u~Icos(Aii) / (x —t)rdtdu —

ru v-\-x

/[ u*1lcos(Au) / (x-t)rdtdu-
Ju+x Jo

roo * rv+x

/  ri_1lcos(Au) / (x - t)rdtdu
Ju Jo

r ; 1.le0 \k‘Ti Ly'l/r-;: (™ + x) -

~r+l

(_--i r+l /"
-------- / u cos(Au) du —
r- 1 Jid+x
Xr+1 —g\—ll)r+l o 311
N Ci(A). (3.11)

Uzimajuci u obzir ¢injenice da su funkcije v%in[A(u+ i)] i ulcos[A(™+ x)]

zanemarljive, sledi
-li i + = li = Li.
Nvﬁor.p li{y + x) = li{v) = Li (3.12)
Dalje, ono Sto treba dokazati je:

N-limz/ / u 1cos(Au) du = O, (3.13)

“'-»00 Jv+x
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zar = 0,1, 2, Parcijalnom integracijom dobijamo
[v _x i/r_1sin(Av) vr sin[A(i/ 4- X\
% u- cos(Au)du = .
Jl+x A Al + X)
vr Qu .
+ — [ u-2sin(Au) du,

A v x
gde je desna strana suma zanemarljive funkcije i proizvoda oblika
vT u~2sin(Au) du. ProduZzavamo parcijalno integrirati i vidimo da je

leva strana zadnje jednacine suma zanemarljive funkcije i proizvoda oblika

rv ris
vr [/ u~T~Isin(Au)du ili vr / it~r_1 cos(Au) du.
Ju+x Ju+x

Lako je proveriti da

limv f ur 1sin(Au)du= lim vrf u r 1cos(Au)du= 0
Ju+x Jv+x

odakle sledi jednaclina (3.13).
Zbog

ris
lim / rGlcos(Aii) du = O,
V-7 Jx+U

iz jednacina (3.11), (3.12) i (3.13) sledi
~NOAK (r+ N

rv+x
N—im / Ci+(At){x-t)rdt = ----—-- -V . JLraxl. (3.14)
70 r+ 1=y 1 ]

Dalje, lako dobijamo da za svako fiksirano x,

rissis=I
lim / Ci+(\t)(x - t)rTAYTUX - t)dt = 0,i (3.15)
1/—*00 3,
ris+is u+x
lim / Ci+(At){x - t)TTv()Tu(x - t)ydt = 0 (3.16)
_*°° Ji/+x

pa jednalina (3.7) sledi direktno iz jednalina (3.8), (3.9), (3.14), (3.15) i

(3.16) za slucaj A> 0.
Ako A<0i0<x<” jednacina (3.8) i dalje vaZzi, ali sada imamo

[ Ci+(At)(x - t)rTiAx - t)dt (InWy—c) / (x- t)rdt+

+ [ x—t)r [ u 1Jcos(Au) —1] dudi +
Jo JO

+ i\x-ty'Intdt
oo Y
I\ +J2 + Jz-
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Sada
—i)r+l +1
i (x-ty dt:—(x ir Xr
Jo r+1
i sledi da
N—im I\ = 0. (3.17)
Dalje,

J2 = J {x-t)rJ u-1lfcos(Aii) - I]dudt
J u_lJcos(Azi) - JJ (x —t)Tdtdu
[(z- v)r+l - (x - u)r+1}irl[cos(Xu) - 1]du

E ( ){-v)r~I+IxI 1 ii-1[cos(Aii) - 1 du -
r+ 1S\ 1

~yyr[E (r*» JQ (-w)r_![cos(An) - 1]du

E (r) —ANr_i+1Ci+(A™) + ¢ - In |A]] -

1 r r+1
rﬁév i XIr_i+ {r-i + 1)_1(-i/)r-"+1]

i dobijamo da

N—im J? = (3.18)
Vv—*00
Konac¢no imamo
J3 = ——— r Intd[{x - i)r+l - Xr+1
Fi x40 It ) }
Inv \r+l el 1 (r 1IN () =1
X -"N) - X ]+4-TE 1 -
r+ K r+ 1 Vv 1 r-*+ I
i sledi da
N—imJ3= 0. (3.19)
vV—‘00 v 7

Kada je —v < x < O jednacina (3.10) vaZi, ali sada imamo

rv+x ru+x
N CiHAt){x~t)rdt = (InN- 0] (x - t)rdt +
f'H j rt
+ Jo (x-t)rJd n_1[cos(Au) - 1]dudi +
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t) TIntdt
= N+ 32+ "3

gde
<-v)T+Hl - x r+l

3.20
r+1 ( )

Ji=—HInKY- o

v-\-x
J* = - / Intd {{x-t)r+l - x r+xi
r+1 Jo
In(i/ + a)™_"~r+l _ +
r+ |
1 ris\ex o ,
+ = 1 (i-i)r+l - x r+l]di (3.21)
r+ 1Jo

i pomocu jednacina (3.20) i (3.21)

rv-tx rt
/ (x-t)r u 1fcos(Ali) - 1]dudt
Jo 0
rv+x [V+X
= J u~Il[cos(\u) - 1] (x -t)rdtdu

j'o

1 rv-\-x Yy n
S —— / f(-if)r+1 - (X - u)r+1]ii_1 [cos(Azi) - 1] du

{-u)r+l - xr+l
T+1

(-1)r+1 _ xr+l na ]
+ [ u_1Jcos(Ait) —1]du -
V+ 1 Jv+x

J/(: u-1 [cos(Au) —1] du +

f u I[(x- u)r+l - xT+1}du

{_u)r+| _ 01
-[Ci+(Au) + ¢ —InlAl—In V] +

r+
+ V)L - xrel \f u 1cos(Au) du —Inv + In(™ + x)j
rel o IAX

Y

v-}F B
v Xu*_i[(x- u)r+l - zr+1]du
r+1 Jo

(—/)r+1 —xr+1

Ci-).(Ai") —Ji +
r+ 1
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(~v)r+l-xr+l r
e / u cos(Au) du —
r+i Jv+x

- E (rt <+ *F)- N (3-22)

Konacno, jednacina (3.7) sledi direktno iz jednacina (3.10), (3.17), (3.18),
(3.19), (3.20), (3.21) i (3.22) za slutaj A< 0, to kompletira dokaz teoreme.

Posledica 3.1 Ako A~ 0 onda neutriks konvolucioni proizvod Ci+(Aa:)[*]xjl

postoji i

Ci+(Az)(*b- E ~ \ 7~ Lr-i® ~ar-i(x, Adl] +

t—\jr+l
+ rH) x xr+1Ci+{\x) (3.23)

zar = 0,1,2,....

Dokaz. Zbog distributivnosti neutriks konvolucionog proizvoda u odnosu

na sabiranje, imamo
Ci+(Ax) 03;r = Ci+(AX") *x# + (-1)rCi+(Ax) Ox1
i jednacina (3.23) sledi iz jednalina (3.7) i (3.5).

Posledica 3.2 Ako A~ 0 onda neutriks konvolucioni proizvod

[cos(AX)xjjI] O XT postoji i
[cos™)NMYO0 xr= (c- InJApar- ~ ~  Lr_,_xxi (3.24)

zar = 0,1,2,

Dokaz. Imamo da

vt/
[Ci+ (AX)rA(X)] * (xr), = J/v Ci(At)(x - t)rtu(x - t) dTwt)

— —Ci(AV)[x —V)TIV[X ~ v)—
ru+v="'

- J/U cos(Ai)i_1(z - t)rTu{t)Ty{x - t) dt +

nis\D

+ r Ci(At)(x~t)r ITIArIAx - t) dt +
rv+v "

+ Ci(At)(x - t)rT,(O)TI(x - t) dt. (3.25)

Ju
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Sada tu{x - u) je ili 0 ili 1za dovoljno veliko u, pa imamo

NI/:EB'lCi(Ai/)(a: - v)ttu{x - u) = 0. (3.26)
Dalje,
v+l v
/ cos(At)t I(x - t)rru{t)Tu(x - i)dt < v-v=i(\\+ 2v)T
vV
pa zato
lim ju cos(At)t 1(x - t)rTu(t)ru(x - t)dt=10 (3.27)
J/U Ci(Ai)(z - t)r TTu(t)rL(x - t) dt <{\x\+2v)r-I| MLI ICi(At)] dt.

Ako A> 0i K = supf{] Cix)] :x > 1} onda zav > A 1imamo

rv+v~1
r ICi(AI)] dt < Ku~u.

\

Ako A< 0Oi
Ki = [ t-11cos(Arg) - 1] du,
Jo

onda za u > 1 imamo

vV+v~u ri'+v ",

ft
/ ICi(AD)] dt J jin JAl —c + J

ii_ 1[cos(Au) - 1] dujldt

N

[kl + IInRAvV)] + Ki +2 In{2v)]v-".

I u prvom i u drugom slucaju dobijamo da

nH/~
lim Ci(AD( - Or ITu(t)ru(x - tydt = 0. (3.28)

V—>00

Kona¢no razmotrimo

ARV
/ C\(\t){x - t)TTu{t)Tu(x - t) dt.
Jv

Ako x N Oonda T{t)Tu(x-t) =Ona intervalu [u, v+ v U] za dovoljno veliko
vV pa
riy+u~"
lim / Ci(At)(a: - t)rTu(t)ri{x - t)dt= 0. (3.29)
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Ako x = 0 onda
| Ci(At){x - Oriv@®Tu(x -t)dt=\ J Ci(At)(-t)rdrl{t)
ru+U-u

= \{-W)TCI\V)+ [ [eos(A) + rCi(AD](-i)r_1r2(i)di

i slitno kako malopre dobijamo da

NA—limJii/ C'if\t){-t)rTv{t) Tl{x - t)dt = 0. (3.30)
Sada, iz jednacina (3.25)-(3.30) sledi da
N-lim[Ci+(Aa;)r(,(a;)] * xr = 0. (3.31)

Koriste¢i Lemu 3.1 ijednacine (3.4), (3.7) i (3.31), dobijamo
[cos(Aai)a;;1-(c-In] A])<5(a;)]ga:r = r Ci+ (AX)gx7T“ 1= N Lor_i_Ixi

odakle sledi (3.24).

Posledica 3.3 Ako A~ 0 onda neutriks konvolucioni proizvod

[cos(AX)xjl1] [*] xr postoji i
[cosiAzZ)MLO0 xr = (-1)r E Nj[Ar-lixi-ar_i_l@Aak] +
+ (- In AP+ (-1)"-1 Ci+(Ax)
zar = 0,1,2;
Dokaz. Posledica sledi iz
[cos™M)N10x1 = (-1)r[cos(Aa;)a;+1] Q xr - (-1)r[cos(Ax)x* 1] * x#
i iz jednacina (3.5) i (3.24).

Teorema 3.4 Ako A 70 onda neutriks konvolucioni proizvod

Ci_(A2Y0 xr postoji i
Ci_(Az)Oxr = 21y ( - (3.32

zar = 0,152,....
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Dokaz. Zamjenom A sa —Au jednacini (3.7) dobijamo

Ci+((-A)x)0xr = zZz N N Lr-ix\

pa jednacina (3.32) sledi smenom g sa -a; u prethodnoj jednacini.

Posledica 3.4 Ako A 0 onda neutriks konvolucioni proizvod Ci_(AX)[*]xT

postoji i
Ci_(AxX)Ox+ = --—- No(r+ 1][(-D7_ibr_ixl+ (-1),ar_i(x, Aal]
r+1,=oV 1)
+ N —xr+1Ci_(A: 3.33
A, 1xr i_(A:r) ( )
zar = 0,1,2,....

Dokaz. Jednacina (3.33) dobija se zamjenom A sa —A i onda x sa —x U

jednacini (3.23).

Posledica 3.5 Ako A~ 0 onda neutriks konvolucioni proizvod Ci(Ax) @a;+

postoji i
Ci(AX) 0 x# = r*lfrﬂ 13[(-1)r~1LT— Ix1+ oT-i{x, A)xI] +
+ —j-yxr+l Ci(Ax) (3.34)
zar =0,1,2, —
Dokaz. Jednatina (3.34) dobija se iz jednacina (3.5) i (3.33).

Posledica 3.6 Ako A~ 0 onda neutriks konvolucioni proizvod Ci(Ax)[*]x!l

postoji i

Ci(AX)Rxr = (T].)Fr f’O\r1 2J A)xi]+’\r]_111--xr+1 Ci(Az)
(3.35)

zar = 0,1,2,....

Dokaz. Jednaclina (3.35) sledi iz jednaline (3.34) zamjenom Asa -A ia sa

—X.
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Posledica 3.7 Ako A~ 0 onda neutriks konvolucioni proizvod

[cos(AXx)x11]0 xT postoji i

[cos(AXx)x11]0 xT—(c —In JADxr —» (—)r~ILr-i-ix| (3.36)
zar=0,1,2,....

Dokaz. Jednatina (3.36) dobija se zamjenom A sa —A i x sa —x ujednac¢im

(3.24).

Posledica 3.8 Ako A~ 0 onda neutriks konvolucioni proizvod

[cos(AX)x-1]10 xr postoji i

[cos(AX)x_1]0xr=£ Q ((H)r_i- JLr-i-i** (3.37)
zar =0,1,2,....
Dokaz. Iz
[cos(Ax)x_1]0 xT= [cos(AX)x+1JO0Oxr- [cos™~~110xr,

pomocdu jednacina (3.24) i( (3.36) dobijamo (3.37).

Posledica 3.9 Ako A~ 0 onda neutriks konvolucioni proizvod

[cos(AXx)x11] 0 x# postoji i

[cos(AX)XIJO®; - -2 QI[(_i)r-% -i_1I™_(_i)*ar_i_i(x,A)xt] +
+(c-In]A])x; -x rCi_(AX) (3.38)

zar=20,1,2,....

Dokaz. Jednacina (3.38) dobija se zamjenom Asa -A ix sa —x u jednacini

(3.32).
Posledica 3.10 Ako A~ 0 onda neutriks konvolucioni proizvod
[cos(AX)x_1]0x + postoji i
[cos(Ax)x_1]0 x# = £ Q [(-1)r iLr_i_ixi- ar-i-i(x, X)xi]+
+xr Ci(Ax) (3.39)

zar =0,1,2,....
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Dokaz. Jednacina (3.39) sledi iz jednacina (3.6) i (3.37).

Posledica 3.11 Ako A 0 onda neutriks konvolucioni proizvod

[cos(AX)x~X] [¥] xr postoji i
[cos(Ax)x 1]@a:L A)xI] -
- (- I)rxrCi(Ax) (3.40)
zar = 0,1,2,....
Dokaz Jednacina (3.40) dobija se zamjenom Asa —A i X sa —x u jednacini
(3.32).
3.3 Sinusni integral

Sinusni integral Si(Ax), (Sneddon [62]), definisan je na realnoj pravi za
A”Ona sledeci natin
r\x rx

Si(Ax) s Si(A,x) = / u*1lsinudu = / u-1sin(Au) du. (3-41)
Jo Jo

Dalje, funkcija Si+ (Ax) deiinisana je sa
(3.42)

i Si_(AXx) sa

gde H oznafava Heaviside-ovu funkciju.

Primetimo da zamenom x sa —x u jednacini (3.41) dolazimo do
Si(A(—x)) = Si((—A)X) - Si(—AXx)
i zamenom x sa —x u jednacini (3.42) do

Si+(A(-x)) = H{-x) Si(A(-x)) = H(-x) Si((-A)x).
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Zato
Sit(A(-2)) = Si_((-A)z),

za A/ 0. Sli¢no,
Si-(A(—2)) = Si+((—A)2)

za A/l 0.
Diferencijal Si(Az) dat je sa

[Si(A2)]' = sin(Az)z" !
i dalje,

[Si+(Az)]) = sin(Az)z+1, (3.43)

[Si_(A2)]/ —sin(Az)zIl

Sa oznakom
6i(z, A)= Ja (—u)1sin(Azi) du,

i—0,1,2,..., mozemo formulisati sledece rezultate dokazane u [4]:
1
Si+(Az)*z; = - -~ 52:3 r+ 1} br-i(x, A)z+ + v+—1$i+(Az), (3.44)
r—1
[sin(Az)z+1 *x\ = — "~ & r_i_j(z,A)z¥% H-zr Si+(Az). (3.45)

Za dokaz sledece teoreme povec¢avamo skup zanemarljivih funkcija ukljucujuci

konacne linearne sume oblika
cos(AN), sin(Ai'), i/*Si(Ai") (AN 0).
Lema 3.2 Funkcija ;/MSI[A(i”™ + a)] je zanemarljiva.

Dokaz. Iz
[*A(w.+a)

Si[A@zy + a)] = Si(AIN) + / rt-1 sinu du,
I\v

i iz Cinjenice da je Si(Ai') zanemarljiva funkcija, sledi da treba dokazati da

r\(v+a)
N-limz/ 1/ u 1sinudu = 0.
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Parcijalnom integracijom dobijamo

fAi+q)
7 I1sinudu = XA 1cos(\v) - X Iv~(v + a) 1cos[A(i/ + a))
I\
r\(\+Cx)
— u cosudu.
J\v

Desna strana ove jednacine je suma zanemarljivih funkcija i proizvoda oblika
iI*/7 ‘/+q ~~2cos udu. Daljom parcijalnom integracijom dobijamo kona¢nu
sumu zanemarljivih funkcija i proizvoda oblika v» fx™ +a”u~rsinudu ili

u~rcosudu gde r > v. Lako je dokazati da

N\ (I/+0t) r\{v-\-0t)
lim i/*_/ u~rcosudu = lim z/* / u rsinudu =0
v—oo  i\v A

i zakljutak leme sledi.

Teorema 3.5 Ako A~ 0 onda neutriks konvolucioni proizvod Si+(Ax)[*]a;r

postoji i
(3.46)
zar=0,1,2,..., gde
LA = (-1)22i)A-2-1, ¢2i+i =0
zai=0,1,2,....

Dokaz. Neka [Si+(Ai)],

Si+ (Ax)tu{x) i (xT), = xTrlAx). Onda konvolu-

cioni proizvod [Si+(A:2)],, * (xT)u postoji prema Definiciji 3.1 i

[Si+(AX)], *{x)L. = J Si+(AHKX -t)rT,.(x - t)dt +
riz+H/-1'
+ Si+ (Af)(X - DrTMAYTIAX - t) dt. (3.47)

\

Ako 0 < x < v onda

J% Si+(At)(x-t) rTv(x-t)dt = J(]; (x-t)rjO u 1sin(Au) dudt
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i u 1sin(Au)_f (x~t)rdtdu -
i (Au) f (x~ 1)

JQ U 1sin(*)[(® - v)r+l - {x - u)r+l]du

rdd | u_lsin(Au) E (" 1 1) I<[(_I/)r~i+1l ~ (~u)T~I+1]du

1 r+ 1. "
r+e1 y IXT (@ 1sin(Au)(-i/)r i+1 + {-u)r~Isin{\u)} du
&

(-v)r~I+1 Si(Aily) + Jio"(~u)r~isin(Azi) du.
(3.48)
Zbog toga Sto je
i = 3o {-u)1sin(Au) du

A A(-il)icos(Ail) - A 22(-~)2 1sin(Ail) - i(i - 1)A“2Z_2,

dobijamo
Li = N—imU = -i(i - DA 2L*_2,
zai=2,3,... 1
(0o —A\ L\=0
Zato
(22 = (-1)1(29!'A-2i-\ L2i+1=0
zai=0,1,2,..., iizjednacine (3.48) dobijamo
Ni/7(|)iom Jfo Si+(At)(x - t)TriAx - t)dt = _“':_*:T%/Qfl)(r? 1 Lrix\ (3.49)

Dalje, za u > A-1 i K = sup{] Si+(x)] : x > 1} imamo
ru\-u-u
1J Si+(A)(X - YrTu)Tu(x - t) d\ < K(v + I/-" + \x\Yu-',
za svako fiksirano x, pa

+/
lim Si+(Ai(X - triv(t)rv{x -t)dt = 0. (3.50)

Konatno, za 0 < x < u, jednalina (3.46) dobija se iz jednatina (3.47), (3.49)

i (3.50).
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Sada, za -v < X < 0 imamo

rv r\AX
[ Si+(At)(x - t)TTu{x - t) dt / Si+(At) (x-t)rdt +
JO "O

rv-l-il u+x
+ Si+(Ai)(a: —t)rfiAx t) dt,

gde

1+1 ru+x rt
Si (At)(x-t)rdt = / (x-t)r iT 1sin(Au) du dt
(I) Jo do

rv+x rv+x

=/ u_1sin(Au) / (x -t) Tdtdu
JO Ju

= -——;—;—l J{) u-1 sin(Au)[(—™)r+1 —(x —t;)r+1]du
R A 1sin(Au)[(—Er+l + (-zz)r+1) - ((i - u) xr+1]du
r+ 1do

A (21 (-N)rHD) SH(A + X)) +

i {-U-Y 1sin(Ait) du.

Zbog toga Sto
- i i 1' i py (i py N 3.51
Ni “oom lj(i" + i) = /i(iz) = ( )

i zbog Cinjenice daje Si+[A(iz + X)\ zanemarljiva, dobija se da

rv+x 1 L (r+1 .
N—im / Si+(Ai)(x-i)rdi = -TT i Lr~iXI (3.52)
i/l-~o0 Jo re'l1i=Q \ 1

Dalje, jasno je da za svako fiksirano x

rv+v-u+ X

lim /V+X Si+(At)(a; —t)TTu{x —t) dt — O
= lim J/rv+|l~/$+(Xt)(x - OrmAy)T,(x - t) dt (3.53)
°Jv

i konatno, jednacina (3.46) dobija se iz (3.47), (3.51), (3.52) i (3.53)
Posledica 3.12 Ako A~ 0 onda neutriks konvolucioni proizvod
Si+(Aa;) 0 xr postoji i

Si+(Ax)Oxr = ~ 1-Z ~ | ™ [Lr-i™ - br-i{x, A)xY] =

+1 \_ o~ 1Si+(Ax) (3.54)
r+1

zar = 0,1,2,....
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Dokaz. Neutriks konvolucioni proizvod je distributivan u odnosu na sabi-
ranje, pa zato

Si+(Ax) 0 x r = Si+(Ax) *x\ + (-1)rSi+(Ax) 0 xr,
i jednatina (3.54) dobija se iz jednacina (3.44) i (3.46).

Posledica 3.13 Ako A 70 onda neutriks konvolucioni proizvod
[sin(Aa:)a:ljl1] O x r postoji i

[sin~*z~1]0 xr=- "0 (3.55)

zar=20,1,2,....

Dokaz. Na pocetku

[Si+(AX)r(,(xX)] * (xr),, i Si(Ai)(x - t)rTu{x - t) dru{t)

= J—USi(Ai')(x —V)rev(x —v)—

- J/ sin(Xt)t~1(x - t)rTu(t)r™(x - t) dt+
+ r JVU o Si(At)(X —t)r~1Tv{t)Tu(x —t)dt +
+ o Si(Ai)(x - HrTu(t)TI{x - t)dt

Za dovoljno veliko v dobijamo

Ny SiAz2)(x - vieevix - V) = 0 (3.56)

zato Sto tada tv(x —v) = 0. Dalje,

u+u~u
J/ sin(At)t~I1{x - t)rru(t)ru(x - ) dt < v-v-\\x\+2v)r,
u

pa
rv+u

Um J sin(At)t~I1{x - t)rv{t)Tv(x - t)dt = 0. (3.57)

Sada, neka K = sup{] Ci(x)] : x > 1}. Onda za v > A-1, imamo

Si(A)(x —Or Irvf)Tv(x - i) dt < Kv~v{\ + 2u)r~1
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ru+u u
lim / Si(At)(x - t)r~1Tu(®)TIAx - t)dt = 0. (3.58)
nNeeJv
Konagno, razmatramo
rvily-"
/ Si(At){x - t)rTy®)Tv{x - t) dt.
Ju
Ako x = 0, onda za dovoljno veliko u, r,(i)r'(x - i) = 0 na intervalu
[v,v + i/-"] i sledi
rigHg~u
lim / Si(At)(rc - t)rTu(t)T,{x -t)dt = 0. (3.59)
Jv

Ako x —0, onda

ruH-" , _rutu 0
/ Si(At) (x -t) FTUTv(x-t)d t=\"J Si(At) (-t)rdri{t)

rv+v~1
= - (-is)rSi(An) + 5 (sin(Ai) + r Si(AD](-i)r_1r~(i) dt

i slicno kao i malopre dobijamo da
rv+v~u
N=lim Ci(Ai)(-i)rrt(i)r'(x - i)dt = 0. (3.60)
i-*oo Ju
Na kraju iz (3.56)-(3.60) dobijamo da
N-lim[Si+(AX)r'(x)] *xT= 0. (3.61)
U—»00
Pomocu leme i jednaline (3.43), (3.46) i (3.61), dobija se jednacina (3.55).
Posledica 3.14 Ako A~ 0 onda neutriks konvolucioni proizvod
[sin(AX)x"1] 0 xT postoji i
[sinfAIKYJO0 xr = (-1)r1£ Q [Lr-i-ixl- br-i-1(&, *)<] +
+(-1)r-VSi+(Ax) (3.62)
zar = 0,1,2,....
Dokaz. Imamo

[sin(Aa)a;jj1] 0 xT = (-1) r[sin(Ax)x+1]0 xr - (-1)r[sin(Ax)x+1] * x\

i jednacina (3.62) sledi iz (3.45) i (3.55).



50 GLAVA 3. KONVOLUCIJA DISTRIBUCIJA

Teorema 3.6 Ako A” 0 onda neutriks konvolucioni proizvod

Si_(A.r) 0 xr.postoji i
Si_(Ax)0 xr = (r] (- NHr <iT=<a< (363)
zar = 0,1,2,
Dokaz. Zamjenom Asa -A u jednacini (3.46) dobijamo
Si+((-A)x) 0 E ~ \1Lr-tf
i jednacina (3.63) sledi zamjenom x sa —x.

Posledica 3.15 Ako A~ 0 onda neutriks konvoluciski proizvod

Si_(Ax)0x+ postoji i

Si_(Ax)0 x\ = ANT[(-ir-Nr-in + i-ljn-iiar.Ada:*:]
+NE -xr+1Si_(Ax) (3.64)

zar = 0,1,2,

Dokaz. Jednalina (3.64) dobija se zamjenom Asa -A ix sa -x ujednacini

(3.54).

Posledica 3.16 Ako A~ 0 onda neutriks konvolucioni proizvod

Si(Ax)Ox!j_ postoji i
SI(AX) O xX\ = -~~~ o N 4I(-D)r-% _ia<+
+br-i{x,Ax*] + —E -~ +1i Si(Ax 3.65
{x, Ax*] B3 (Ax) )7
zar=20,1,2,....

Dokaz. Jednacina (3.65) dobija se iz jednacine (3.44) i (3.64).
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Posledica 3.17 Ako A~ 0 onda neutriks konvolucioniproizvod

Si(Ax) Ox !l postoji i

Si(AX) 0 xT = Z A1 1j [Lr-iXi- br-i(x, A)xq + (3.66)

[ e+l
----- xr+1l Si(Ax)
+ 1

zar =0,1,2, —
Dokaz. Jednacina (3.66) sledi iz (3.65) zamenom Asa -A ig sa -X.

Posledica 3.18 Ako A~ 0 onda neutriks konvolucioni proizvod

[sin”™i~11]0 xr postoji i

[sin(Aa;)x:1]0 xr=- £ Q (-1)r~'Lr™ IXI (3.67)

zar =0,1,2, —
Dokaz. Jednacina (3.67) sledi zamenom Asa - Aix i —x u jednacini (3.55).
Posledica 3.19 Ako A 0 onda neutriks konvolucioni proizvod
[sin(Ax)x"1] 0 xr postoji i

[sin(AX)x-1]0 x "=g Q ((-Dr-1- HLM X (3.68)
zar = 0,1,2,....
Dokaz. Imamo

[sin(Ax)x-1]0 xr = [sin(Ax)x+1]0 xr - [sin(Ax)x11]0 xr.

Sada, dobijamo (3.68) pomocu (3.55) i (3.67).

Posledica 3.20 Ako A~ 0 onda neutriks konvolucioni proizvod

[sin(Ax)x11]0 x\ postoji i

[sin(Ax)x11]0 xX\ = —"~ AN [(H)r ILr-i-\xl —(—1) br-i-i(x, \)x_] +
—Xr Si_(AXx) (3.69)

zar = 0,1,2,....
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Dokaz. Jednalina (3.69) dobija se zamenom Asa —A i X sa —x U (3.62).

Posledica 3.21 Ako A~ 0 onda neutriks konvolucioni proizvod

[sin(Ax)x_1][i] x# postoji i
[sin(AX)X_1][¥x# = J2 ~j[(-1)7T"iLr-2 1ai- 6r-i-1(a:;A)xl] +
+ X TSi(AX) (3.70)
zar —0,1,2,
Dokaz. Jednacina (3.70) dobija se iz (3.45) i (3.68).

Posledica 3.22 Ako A~ 0 onda neutriks konvolucioni proizvod

[cos(AX)x-1][*)xi postoji i
[sin(AX)x-1j0 xr = (-1)r_1X] - Br_i_i(x,A)xi] +
- () rxr Si(Ax) (3.71)
zar=20,1,2,....

Dokaz. Jednacina (3.71) sledi zamenom Asa —Ai x sa -x u (3.70).

3.4 Neutriks konvolucioni proizvod distribucija

X+L(X) 1 Xx_

Nekaje L : (0,0 0) » (0, 00) lokalno integrabilna funkcija koja zadovoljava

uslove
'L'(kX) =1 (3.72)
x—2*o+ L(x) ’ '
za svako k > 0, i
tim S0 _ 1 (3.73)
L(x) ’ '

za svako k > 0. Pozitivna lokalno integrabilna funkcija koja zadovoljava
uslov (3.72), odnosno (3.73), zove se sporo promenljiva funkcija u nuli,
odnosno sporo promenljiva funkcija u beskonacnosti. Primer funkcije koja

zadovoljava relacije (3.72) i (3.73) je logaritamska funkcija. Drugi primeri su
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pozitivni stepeni i iteracije logaritma, recimo, In3 i Inln. Osnovni pojmovi
teorije sporo promenljivih funkcija dati su u [61].
Distribucija X\ L(x) definisana je za razlicite vrednosti realnog parame-

tra A sa:

(3.74)

ako A> —1i

i=0
ako —k —1< A< —kikGN.
U ovom delu treée glave razmotricemo neutriks konvolucioni proizvod
distribucija sa sporo promenljivim funkcijama. Zato pove¢avamo i skup

zanemarljivih funkcija ukljucéujuci konacne linearne sume funkcija

nA nAL(n), LT(n)

za sve realne A/ Oir e N, gde L oznaCava sporo promenljivu funkciju.

Lako je pokazati da vazi slede¢a lema.

Lema 3.3 Nehaje L(x) sporo promenljiva funkcija u beskonagnosti. Onda

je K{x) = L(j) sporo promenljiva funkcija u nuli.

Teorema 3.7 Nehaje L sporo promenljiva funkcija u beskona¢nosti i neka

je f lokalno integrabilna funkcija na segmentu [a, 6] sa svojstvom da

Onda integral

postoji i

<) ~ L(t) / f(x)dx kada t—+o0.

Teorema 3.8 Nehaje x)rL(x) data sa (3.74) za —k—1< A< —kikGN

i neka je L sporo promenljiva funkcija u nuli i beskonagnosti. Onda postoji
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lokalno integrabilna funkcija K : (0, o0) —(0, 0o0) koja je sporo promenljiva

u nuli i beskonacnosti, i zadovoljava sledece uslove:
(x#+kK (x))iK) = xxL(x), K(x) ~ (A + 1) e==(A + k))~1L(x),
kada x —0+ i x — +00.

Teoreme 3.7 i 3.8 dokazane su u [67].
Sledeca teorema daje uslove za postojanje neutriks konvolucionog proizvoda

distribucija koje sadrZe sporo promenljive funkcije.

Teorema 3.9 Nekaje L sporo promenljiva funkcija u'.nuli i beskona¢nosti,

i neka parametri A i p zadovoljavaju uslove
Ap7™—1,—2,... i A+p~"0,+1,+2,. ... (3.75)
Onda neutriks konvolucioni proizvod
X+L()\N*\ x t (3.76)

postoji i

[4i(z) O xt]'= [xxL(x)]'0 xf. (3.77)

Dokaz. Prvo pretpostavljamo da A p.> -1 iA+p/ -1,0,1,2,..., tako

da su x+L(x) ix_ lokalno integrabilne funkcije. Neka
[Xx_ L(x)jn = xxL(X)Tn{x) i [xf\n= xfTn(x).
Onda konvolucioni proizvod x\L{x) *xf postoji prema Definiciji 3.1 i tako:
IL(xX)] *[xf\n = i [I~rT@)] [{x-t)f\ dt
mn ] —po ! 4in
00
/ txL{t){x - )tTn{t)Tn(x - t)dt. (3.78)

-00

Za 0 < X < n vazi
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Pomoc¢u smene t = xnu dobijamo:
J  txL(t)(t —xY dt = xxHi+lnx+l ux(nu —flL(xnu) du.

Sada, koriste¢i Teoremu 3.7 vidimo da desna strana zadnje relacije ponasa

se kao

L{Xn)nI+X [(1 + A+ /X)n-A N AN (-1 - A- J2)r(l + )+

+ nT{-X)2F1{-1 - A- fj,-¢t; -A - n;x/n)]/Z{1+ A+ fi)T(-X),

gde je 2Fi(a, bB\c; z) = Ylb=0 akbk/ckzk/K\ hipergeometriska funkcija. Odavde
imamo

N-lim r txL (t)[t-xyidt = 0. (3.80)

n—=*00 Jx
Kada je — < x < 0, imamo

00 rx+n

IAL()(X - HtTn®)Tn(x - t)dt =/ txL{t)(t —:r)Adt
io
0 *n+n n
+ J/ txL (t)(t —)NTn(t)Tn(x —t) dt. (3.81)
n

Pomoc¢u smene t = xn(1—u), dobijamo:
[eictn
[ XtntxL(t)(t - xY dt = nx+Ixx+™1 X
Jo
X J (@ —u)x{n —nu —1YL (xn(1—u)) du. (3.82)
i-i-i

Sli¢no kao u prethodnom slucaju imamo

rx+n
N—im / txL {t){t-xYdt = 0. (3.83)
n—00 Jo
Dalje, lako je videti da
rn+n .
/ txL(t)[t - X)fiTh(t)Tn(x - t)dt = 0 (n-n+x+~L{n + n"n))
Jn
i tako
/en+n 1
lim / txL(t)(t - xytTh()Tn{x - t)dt - O. (3.84)
77—>00 1 7)

Sada, iz jednalina (3.78), (3.79), (3.80), (3.80), (3.81) i (3.83) sledi da
neutriks konvolucioni proizvod xAL(x) 0 zO postoji i daje jednak nuli, Sto

dokazuje teoremu za slucaj A ior> —1i X+ Y —1,0,1,2,...
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Ostaje da ispitamo slucaj proizvoljnog A < - i/ z < —1, koji zadovol-
javaju relaciju (3.75). Pretpostavimo da jednatina (3.77) vaZi i da proizvod
X+L(X)\*\x”™_ postoji za -k < A< -k -11liizasvakon> - 1,

A+ /r~-1,0,1,-—0vo je sigurno tatno prema zakljutku kojeg smo dobili
zak = 1. Ako —k —I < X < —k onda proizvod

x\I<(x) = [x++1L(x)

postoji i indukcijom dobijamo da x+L(x) [xt postoji zaA / - 1,-2,...,
M> li A+/rY -1,0,1,—- Slino, moZzemo pokazati i odgovarajuéi slucaj
za n, pa konacno dobili smo uslove za egzistenciju neutriks konvolucionog
proizvoda (3.76).

Ostaje jo§ da pokaZzemo da vazi jednacina (3.77). Prvo, parcijalnom

integracijom dobijamo

XML (x)In* [xt\n = Jn txL (t) (t-x Y ITh(x-t)d T n(t)
—xL(n)(n —x)~Tn(Xx —n) —
A /rn+n~u tx~1L(t)(t —x Y rn(x —t)Tn{t)dt
Jn

J/ txL'(t)(t - X)™Tn(x - t)Tn(t)dt

rn+n~1
M/ txL(O)(t. - xX)IT(x - t)rn{t)dt
rn+n-u
/ txL(t)(t - xYr'n{x - t)rn(t)dt.
Jn

Za dOVO'jﬂO veliko n imamo
n—I»EI) X ( )( X) (X ) ’

jer je tada rn(x —n) = 0. Dalje, imamo

rn+n-n
/ tx=IL{t)(t - x)*rn(x - Yrn()dt < Cn~n+X\WA + 2n)M
Jn
i tako
rn+n
lim / tx~1L (t)(t - xYrn{X - )yTn{t)dt = 0.
n_»OOJn

Ovde je C konstanta koju smo dobili ocenom |L(&)] , koristeci svojstvo da

je L(x) sporo promenljiva funkcija.
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Sliéno, imamo da

rn+n
/ txL(t)(t - X)ATn(x - YTn(t)dt < Cin~n+x{\x\+2nY,
Jn
rn+n
/ txL (t)(t-xY IT(x - Tn(t)dt < C2n~n+X{\N\ + 2nY " m
Jn
Tako
rn+n n
lim / txL(t){t - xY wu(x - t)Tn(t)dt = 0,
Jn
rn+n
lim 7/ txL (t){t-xY rn(x - t)Tn(t)dt = 0.
n-"°°7n

Konatno, razmatramo integral
rn+n n
h txL(t)(t - xYx'n{x ~ ) Tn(t)dt.
Ako i/ O, onda Th{tyTn{x - t) = 0 na segmentu [n,n + n n} za dovoljno

veliko n. Zato

rn+n-
lim / txL(t)(t - xY+n(x - t)Tn{t)dt = 0.
Jn
Ako x = 0 onda
rn+n
h = U tx+»L{t)d,TA{t) = -\ n x L {n)
Jn
rn+n n }
g(t)txad + (A+ j r2(t)dt,
i slicno dobijamo da
N—im/4 = 0.
n—e0

Na kraju, koristeé¢i Lemu 3.3 i Teoremu 3.8 dobija se da

[xxL(x) 0 xt]" = [xXL(x)]'0 xt = x*~1K{x) 0 xt,

¢ime smo pokazali jednalinu (3.77).



Glava 4
Kompozicija distribucija

U ovoj glavi bavimo se kompozicijom distribucije u neutriks smislu. Deo
rezultata publikovani su u [21], [42] i [43].

Neka je funkcija 6n(x) definisana kao na poletku druge glave. Neka je
F distribucija u V1i Fn(x) = (F * 6n)(x). Sada, definiramo kompoziciju

distribucije F i lokalno integabilne funkcije /, kao u [17].

Definicija 4.1 Nekaje F distribucija i nekaje f lokalno integrabilna funkcija.

Distribucija F (f(x)) postoji i jednaka je h na intervalu (a,b) ako
N—im
za sve test funkcije tp sa kompaktnim nosatem u (a,b).
Sledeée teoreme dokazane su u [17], [19] i [53].
Teorema 4.1 [17] Distribucije (xf)® i (X™)* postoje i

(i) {X-)- = (x+)-=0,zan>0iXfit -1,-2,...;1i

i\p=—-—-2,....
Teorema 4.2 [19] Distribucija {x#)Zs postoji i
_(-ir+™M ) (r,n
r(rs - 1!

zar,s = 1,2r...., gde
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Teorema 4.3 [53] Distribucija (xr) s postoji i
{xr)~s = x~rs (4.1)
zar,s —1,2,—

U Teoremi 4.2 distribucija xZs definisana je sa

zas = 1,2,..., ane kako je data u [35].

Trebace nam i sledece leme koje je lako pokazati indukcijom.

Lema 4.1 Ako je ip proizvoljna funkcija uV sa nosafem u intervalu [—1,1],

onda
<*.m>(*»=£ *>«-e E)E**] *+e £ 0))
( [>c- e E)E**] %+ e ©
(4.2)
20r=1,2,....
Lema 4.2 Zar = 0,1,2,... uaii
fi 0, o<i<r
i mPf\v)dv= < (4.3)
/-1 I (-1) rY i=r
4.1 Kompozicija (Jajr 12) 4
Sledeca teorema je uopStenje Teoreme 4.3.
Teorema 4.4 Distribucija (|x|r_1//2)_4s postoji i
OAr- 1/2)~iS = X~irs+2S (4.4)

zar,s=1,2,....

Dokaz. Prvo imamo
[(alr 1/2)_4s], = (Ixr_1/2)_4s *;,.(z) =

(4s - 1) J-1A
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i primetimo da

0, za kK neparno

2fglxk(\N\r 1/2) 4sindx, za k parno
(4.5)

Dalje, neka je (p(x) proizvoljna funkcija u D sa nosatem u segmentu

J N K- i'2r is]ndx =

[—1,1]. Prema Taylor-ovoj teoremi imamo

4rs—2s—1 wArs—2s y
- x4 ' ST
v(x) = _ S) (™),
k=0 R\ (4rs —2s)!

0< £ < 1 Sada,

N-lim ([(]a:r¥2)-4s]ni ¥(1)> =

4rs—2s—1 0)
= i i\ KEN\r-i2r isindx +
N—im ‘[3?20 " W }
1 x4rs-2s
+ N—4dim ~r-1/2)-49n(p(d1S2s)~Mx) dx. (4.6)

n—0 3—_Ji (4rs —2s)!

Koriste¢i smene u = nxr~22iv = nt, dobijamo

-(4s —1)! JO xK[(xr 1/2) 4s]ndx =«/{) XkJ[—l/n In kr /2- t\o™s\t) dtdx

ri/n -UI(—X2)

¢14s) vKin\ar 112 —i] dx dt +
-l/n

) xkIn \xr~1"2 —t\ dx dt
J—/n —H (2

n(4rs-2s-fc-1)/(r-1/2) r1
pAS\v) | "uA2r-2k-3)/7(2r-1) *

r- /-1

~(brs—25—e4)/(r—1/2)

X In \{u—v)/n\ du dv +
w_(2r-2*-3)/(2r-1) x

x In ku —v)/n\ du dv

=h + h- (4.7)

Jasno je daza k= 0,1,..., 4rs —2s —2,

N—lim7i = 0. (4.8)
n—
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Dalje,
J WJ u-(2r_2fc-3)/(2r_1)In fu —Wﬁd.d/:
J p~s\v) U~"2r~2k~3 ZT~ U [In\l —v/u\ +Inu —\nn}dudv
J FM{V)J u-(2r-2fc-3)/(2r-i) In 11 _ v/u\ dudyv,
jer prema Lemi 4.2, p~M(v)dv=0,zas=12,.... Zbog

vJ pris\v) u-(2r- 2c- 3)/(2r- HIn L- v/u\dudv =

0, ri
Vopx MV eu-(2r-2fc-3)/(2r-1)-idudu
2r - | 2fc-2r* H2™ 2T-1
_ (2r )_[n( ¢ . ) —\J vip™s\v) dv,
= - E('Fi i(2k —2ri + i+ 2)
dobijamo da
-li = [ i;4sp(4s)(t;) du
Nn—lé&n 2 4se4rs4s R - — H?’ PEs)(t)
—1)!
(4s —1)! 4.9)
4rs —2s —ft —1
koriste¢i Lemu 4.2 za k = 0,1,... ,4rs - 2s- 2. Konacno iz jednacina (4.7),
(4.8) i (4.9) sledi
N—im ji" xK[(xrr s]ndx = — -——--- 1 (4.10)
n—*00 Jo 4rs - 2s- k- 1

zak=0,1,..., 4rs - 2s —2. Sada, iz (4.5) i (4.10) vidimo da

n f ljea—1
Nnjtlnm jJ—1Xk[(Xr)~S]ndX " 4rs —2s —k —1

zak=0,1,..., 4rs —2s —Ii

4rs—2s—1
N—im J2 tp(flz)\( )J \ kK\Xxri'2)-is]ndx =

n—»00 K;:O
(i)fc-i _ i

(4rs —2s —k — 1A Wfe)(0).  (4.11)

Za fc = 4rs - 2s jednacina (4.7) i dalje vazi, ali sada
n—/(r-1/2)

I
h } J p’\iv)vJ u (2r 8rst4s 3)/(r L In J(u—v)/n)\dudv
r- 1/2
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pa zbog neprekidnosti funkcije girs 2s\"x),

t-1/(r-1/2)

lim /r xirs- 2s[{xr- 112) - As}" Ars- 2s\ix)dx = 0. (4.12)
>Jo

Sli¢no,

r1I/i\r2)"|0 Ain—]/(i le)x4's-23[(A-]/2)-4s]’\’\s- 2x)(N)da = 0. (4.13)

Zatim, kada xr 1i2 > 1/n, imamo
pl/n

4s —)[(xr- 1/2) 4s]aoHr = [ Inli'-~-ilJ”~iOodi
— M( )_4s] Jain

= n4sJ In pa_1/2 - u/n|p™4s™Nu) dv

r\ 0o «i

n4s} _an7 v2- £ , . (r_1/2)i]P@9 («) d«
- =

oo -1
X) dv.
ini 4sx(r 42> PE)
Sledi da
00 r\
- N - - |pl4s)(X)| dv
1(ds - D[(xr-1/2)_4s] < 153 inl~AsU 421 Ip4s)(¥)|
00 K
< E i—4s/r(r—/2)z°
Z=4s
gde
Ip¥s™X) |
zas=1,2....
Ako sada nCI"T~1,2) < ) < 1, onda
XS 2s[(x,'- 12)-4s]n Jdx <
(as (e yz PAS B0 12)-4sIn |
Ksn4s—2 Xir-1/2)0 s-i) dx
< E Lur 12

z=4s
oo r—/(r—1/2) rnr)v V2

” (r- i2* A
n-1/(r-1/2)[(n7?r-1/2)4s-i+1/(r-1/2) _

(r —1/2)2(4s —i + 1/(r —1/2))

(s- 1+1/(r-1/2)-1

*

m

z=4s
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Dobijamo,

lim \[(xr- 1/2) - 4% \dx = 0(rJ,

7—00 J - 1/(7— 1/2)

zar,s=1,2,....

Funkcija <drs_2s)(£2) je neprekidna i zato

Jim. j’n_!/(,_][z)xirs- 2s[(xr- 12)-4sW  4S~2sH ~) dx = 0(77),  (4.14)

rs=12,....
Sli¢no,
-1/(7-172)

lim X (r- Y2)4s[(xr- 1/2) '4s],~ (@r6* 2s)(~ )~ = 0(77) (4.15)

71—»00 E_'ri

zar,s =1,2,....

Na kraju,

([(zr- 1/2) - 4a]n, ¥>(*)) [(zr 1/2) 4s],.il2(m) dm

&sg 17 10) P .
W J lxk[[xr- 1/2) -is}ndx +

k=0
-1/(r—1/2) NArs—2s

_n-if(r—=/.) (4rs - 25)
V.4rs—2s

t (=) (4rs —os) (XTI 1/2) - A6 Ars=2s\ (x) dx +

| [(x(r—/2))- 45n(A4rs—2s)(EX) dx +

3 (4rs —2g) LI YA -dsln(drs Z2)(7)d T +

—N“UNT"1Y2) N4Ars—2s

m/1 (4rs —2s)

7 ,4rs-2s

m/ (4r,-2«)(* (W<tC'

| o (xr—/ 2)~45] Tigp(4rs—=2s) (£x) dx +

Koristeci jednacine (4.11)-(4.15) i Cinjenica da niz [(xr 42) 4s]n konvergira

uniformno ka x_4rs_25 na segmentima [—,—-] i [77,1], sledi da

4rs—2s—1 4rs—2s—k—1
77(0) +

1vX4rs-2s) (") r-r, ~(4rs-25) (£x)
dx +

+0(77) + I, (475—2s)! ) o (4rs —2s)!
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Parametar 1 moze biti proizvoljno mali, zato koristeéi (4.1),

4rs—2s—1 ( i)4rs—25—k—| -1
N—im([(X'r- ¥2)_45T,i = E ) ) Loy,
i (I( ) _45]T, ip(x)) (hrs —3s —k —IjkI v,(fc)(0)
rl N4rs—=2s)(")
+ .
-i  (4rs —29)!
4rs—2s—1 k
—4rs—2s v (x)~ . TJT Ho) dx
-U x k=0 K

4rs—2s—1 ( i\drs—2s—k—1 i

OB frsWos Dz 0)

= £ 4rs+2s tp(X))

Odavde sledi da je relacija (4.4) tatha na segmentu [—1,1]. Jasno je da
jednacina (4.4) vaZi u svakom segmentu koji ne sodrzi nulu. Ovo kompletira

dokaz teoreme.

4.2 Kompozicija (sgnx|x]Jr 1'2) 4s+2
Sledeca teorema je uopStenje Teoreme 4.3.

Teorema 4.5 Distribucija (sgnx|a;[T_1/2)_4s+2 postoji i

(sgn XNA\r~112)~Ast2 = x ~4rs+2s+2r-1 (4.16)
zar,s =1,2,....
Dokaz. Primetimo da

[(sgnxX\X\r 1/2) 4s+2], = (sgnx”™r 1/2) 4s+2 * Sn{x)

| 2. 0\S"s At)dt
(4s —3) gy, MV Y2- DS AY

i da
I~ x K[(sgnx\Xrl/2)-4s+2}ndx =

0, za k parno
. (4.17)
2/o xk[(sgnxX\x\r~12)~is+2]ndx, za k neparno
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Sada, neka je ip(x) proizvoljna funkcija u V sa nosalem u segmentu

[1,1]. 1z Taylor-ove teoreme dobijamo da

Ars—2s—2r 4rs—2s—2r+1
(4rs—2s—2r-f1)
2>(*)= -
(= E, fo (4rst—2s —2r + 1)1 (&0

0< £ < 1 Onda,

N-lim([(sgna;]a:r 1/2) 4s+2],,p (X))

4rs—2s—2r

. <pW{0
N—im y~] p/fd{ )/ xfc(sgnx|x|r 12) 4s+2]ndx +
/c=0
r4rs—2s—2r+1
+ N—im [ | [(sgn X\NA\r~172)~is+2]n  (4.18)

n—og 7-1i (4rs —2s —2r + 1)!
XE(4"-2*-2r+l)(ia.) dx

Koriste¢i smene ii = nxr 12 i v —nt imamo
—(4s —3)! 7f Lx k{{sgnx\xT-" 2\)-is+2lndx =
0

= [ xk[ \N\xr~12 - t\5"s~2\t) dtdx
Jo J-uUn

ri/n rn Inr Y2~

I baS-2\t) xK\M\xr~12-t\dxdt +
J—/n J0

n ri
¢i4s* 2)(i) / XMn|xr- 1/2-i] dxdi
-1/n J n - 12
7(4rs—25—2r—K)/{r—1/2)
r- i f/ {4S-2)(v)1' u~[2r~2k-m 2r~1) x
X In fu —u)/n| dudv +
n{Ars-2s-2r-k)/{i—1/2) <1

+= N L

X In ku —v)/n] dudv

=h +h. (4.19)

I\ - (2 r-2k=3)/(2r-1) x

Ovde, jasno je da za fc= 0,1,... ,4rs —2s —2r —1,
N-lim/i = 0. (4.20)
n—00

Dalje,

J p@s_2(n)j -wiZ-2fc3)/(2r—4)In J(u- u)/n] dudv =
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J pYs 2Av) u (2r & 3A2r H[in L—v/u\ + Inu —Inn] dudv

J 1p(4s_2)(v) u-(2r_2/£ 3)/(2r~1) In L —v/u\ du dv,
jer iz Leme 4.2, /£ p(ds~2Nv)dv=0zas= 1, 2,.... Sada,
I\ °@s'2)v)i u-@2“2c3)/@2r-)In L- wu\dudv =

=~£ \\le[is AV) I\ -V r~2km2r-1)-i dudv

2r - I'j[n{2k-2ri+i+2)/{2r-1) _

iJads-
_ 2£v)d
=- 1£=1 ik —2ri+i+ 2 1-1 v v)dv,
i koriste¢i Lemu 4.2, za k= 0,1,..., 4rs —2s —2r —1, dobijamo da
1 n
N—diml2 = v4s-2p(4s-2)~dv
'm (4s —2)(4rs —2s —2r+ k) 1
(4s —3)!
4.21
4rs —2s —2r + k ( )
Iz jednacina (4.19), (4.20) i (4.21) vidimo da
1
N—im XK[(sgnxX\x\r- " 2) - 4s+2]ndx = — 4.22
n —>00 J[O [(sg ) 1 4rs —2s —2r —k’ ( )

zak=0,1,..., 4rs —2s —2r —1. Onda, iz (4.17) i (4.22), dobijamo

dbr £ ~2tox]|xr-r=)-**«],,dx = 4rjs fcm

zak=0,1,..., 4rs —2s —2r, i sledi

N -1 i m i 1 xK[(sgnx\x\r- 122y 4s+2indx =
™ K J~I1

(4-23)

Za k = 4rs —2s jednalina (4.19) i dalje vazi, ali sada imamo

=y
|

~ 1" . Rl _ . A\ . _
U U7 A0 §' piAs~2HY) Ji" u-{2r-Brstas™  2r- Thn\(u-v)/n)\dudv

O (n-10-V 2)j

pa zbog neprekidnosti funkcije gddrs 2 2r+I\"x),

SHI(r-112)

nIi_)ng0 //o NN AN(sgmrlair-Y2)-4 2],MN4— 2s- 2r+D(ex)dx = 0.
(4.24)
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Sli¢no, dobija se da

ro
Ii% / x4rS2S2r+l[(sgna. jar - 2)-4S+2InV,(4rS 2s-2r+1)(i;c)da; = Q
n- - 12

(4.25)

Kada xT V'l > 1/n, imamo
-(4s-3)![(sgnx ] a;r_1/2])4s+2ln = i j InNw~12- t\5"s~2\t) dt

J—1/n

= n45'2!J Aln far_1/2 - v/n\p~s~2\v) dv
1=1
00 /A i
= ~1=?7-23-1mi-4st2i(-i/2i »

Zato

o A

4s - 3)![(sgnxa:l* 1/2)_45+2]n] < ; / i

[¢ )(sg )_45+2]n| ﬁ:j!é)&“‘_—]l IV} dstonr-1/2i 1P 2NW)Idi;

00

< . k h
) y =245+ 2 ;r (r~L/2)i
j=4s-2
gde je
= I4s_2) (] dv,
s=1,2....
Ako n-1/~-1/2) < 1 < 1, onda
v 4rs—2s—2r+1

(4s —3)! / B [(sgnixr 1/2) 4s+2]n Jd&g <

— 1/2)
0 Kcnis~2~i n
* £ !
(.'_45 2 In-1/(r-1/2)
00 WU(T—12) nT—1/2
- £-m ,:n,. [
- /22 Ji

n-l/(r-1/2)An7or-112)(4i-i-1)/(r-1/2) _

or-1/2)[4s-2-i) dx

K. u(da-i-)/(r-1/2)-1 du

4
i=4s—2

- *%

= ids s —12)i(as —i —1)i(r —1/2)

Zbog toga,

n-+ooyn_1/(r_1/2) I[(SSn x la; |- 1 2)_4S+2n] dx = 0(7?),



68 GLAVA 4. KOMPOZICIJA DISTRIBUCIJA

rs=12,....
Iz neprekidnosti funkcije pGrs- 2s~2r+1) (£x) sledi

lim fv XIS 2s- 2r+1[(sgnxxr- 1/2) - 4s+2]n™ 4rs~2s- 2r+1\ M dx
\"

=00 Jn-i/Ce—il 2)

= 0(7?) (4.26)

zar,s=1,2,....

Sliéno, zar,s= 1,2 ,, imamo
S1/1(7—1/2)
lim vars—2s—2r+1 , .
n—00 [(sgna;a,’- U 2) - 4s+2]n\2(4rs* 2 2r+1)(~ )~
= 0(»7). (4.27)
Konacno,

([(sgnxa;r 1/2) 4s+2]n,<p(x)) = vJ {(sgnxxr 1/2) 4s+2]n<p(x) dx
9N - N )O) i

"o, xf(sgna:a;r™ 12) 4s+2]7 cte +
VR C ) _4s+2]T
S 12) y.4rs—2s—2r+1
-n~ V(12 @r/ - 2s _2r+ i) [(«g°~r-22)-4ti]l,y B~i- 2r+1>(~) dx +
m 4¥5—25—2r"1X
Sl(i—12) (4n- 2s—2r+ D![(sgin r-1/1)-&<+2],v|4 - 22 22+1>(&) * +
£,4rs—25—2r+l

+ - N - AN N + NN 4
I (4rs —2s —2r + 1)l [(sgn V2)-4~ 2« ™M 4— 20 2r+1) (M)

P—n-1/(r-1/2) Nrs—2s—2r+l
+/, (4rs _2s _ 2r+1}! N o+
— , LU SH2Tr 4 |

T @, -2 -2+ 1) <fc.

Iz jednaclina (4.23)-(4.27) i Cinjenice da niz [(sgnxa;r 42) 4s+2  uni-

formno konvergira ka 2 - 4rs- 2s- 2r+1 na segmentima [—1,—7] i [77, 1], dobij

se
4"3?25_2" iZi)/\4rs—25—2r—k . (A
N —im([(sgna::Er 1/2) 4s+2)n,ip(x _
| —im([(sg ) )n,ip(x)) (@ars - 25~ 2r - W (00) *
1 ¥(4rs-2S2r+1)" &) —1j ~(4rs—2s—2r

+1)(£z)

+o(r?) dx + _ .
(4rs - 2s- 2r + 1)! 7-i (4rs- 2s- 2r + 1)!

dx.
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Parametar 1j je proizvoljno mali, pa koristeci relaciju (4.4),

4rs—2s—2r [/ .\4rs—2s—2r—k 4

N—im([(sgnxa:7_1,2) _4s+2]§, <p(x)) = Y AZJ - NN 0) +
| —lim([(sgnxa:7_1,2) _4s+2]§, <p(x)) k—le o o e < (9

1 ("4rs- 2s- 2r+)("a)

. dx
-1: (4rs —2s —2r + 1)!
4rs—2s—2r k

-4rs—2s—2r-fl i v X ~ (O) dx +
/-1 R ok
Ars—2s—2r drs—2s—2r—k
1) AV(KXO
+ (4rs —2s —2r —Kk)k\" ( )

= /3; 4rs+2s+2r 1 ,<p(X)).

Ovo znali da je jednalina (4.16) tatna na segmentu [-1,1]. Jasho je da
(4.16) vaZi u svakom segmentu koji ne sodrzi nulu. Ovo kompletira dokaz

teoreme.

4.3 Kompozicija F\X\X\(2r+1)/X)

Teorema 4.6 Nehaje Fx{x) = sgnx]a:]_A,s-1 < A< s. Onda distribucija
R\(Ja: |(Z+1)/IA) postoji i

JAM M (2r+1)/A) = x~2r-\ (4.28)

zar,s =1,2,....

Dokaz. Neka

Fx,n(x) = Fx(x) *5n(x).

Onda

XDEPBRDY H-)sBe T5LI)

FOA + D)7A ()

J-i/n(x - t)~x+s- IsX~1\t) dt, X > 1/n
J-i/n(x -t) - x+a- 161?-1)(t)dt+
+ (-1)s/An( - dt, M\ < I/n

(-VsidNMt-xynN-'S~Xtjdt, x < —/n
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i imajuci u obzir daje F\in(J2j(2r+1™A) neparna funkcija sledi

; - 0, % parno
f_J An(W (2'|’+1)|OXIdX = _ _
20 Fxn{x~)/ *)xidx, i neparno
(4.29)
Dalje,
rCA+9 leth(\x\(Z +1W xid
. r xidx =
r(-A +1i) 50
n-A/(2r+l1) @r+h/A
JQ J Ii_ (X(2r+1)/A - t)-x+a- ixi8%-I\t)dtdx +
- Jn
-A/(2r+1) a
+(-1)s J<(2r+])/x(f - g(a+1/A)—Ars— D) dtdx +
rin
+ N (x(2r+1)/A _
In-V(2r+1) I_I/.
=/1+ (-1)s/2+ /3. (4.30)

Smenom nt = u i nA*2r+1”x = u, dobijamo

rl @r+1/A

= nAGri-Lized) | (v2er1)/x - u) x+s Vp(s Nu)dudv

i sledi da
N—im/i =0 (4.31)
zai=0,1,..., 2r —1.
Dalje,

I nAREEDIETD 30 or)/XUu ~ u@r+1)/A)“ Ats- 1u> (s 1)(ti) dudv

odakle sledi da

N—imK = 0 (4.32)
zai= 0,1,2,..., 2r —1. Konatno,
AI@2r-+1)
/3 = nA@2r-t)/(2r+l) | /i (War+D)/A- U)"A+S (- I(u)™ du dv
/< [ 72N(2rH)
A2r-<)/(2r+1) J ~p(s-1) () I {v@r+)/X _ u)-A+s-I wdu du
“ f-X+s-1
ALY kK J@r+ 1)(—A+s—1—fc)+iA + A
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xJ (-u)kp(s u)du —

-A +s- I\ n\(2r-i)/(2r+l)
AL, K J@r+ 1)(—A+s- I-fc)+iA + A
i zato
. r(-A +5s)
N—imJ3= —
m @r —i)r(—A+ 1)’ (4.33)
zaz=0,1,2, , 2r —2, koristeéi da
J (-u)s Ip(s Y(u)du=(s- 1.
Iz jednacina (4.29), (4.30), (4.31), (4.32) i (4.33), vidimo da
2
J F-FA?I(M2r+1)/A£2:+1 dx —r. 2i- 1 (4.34)

zai=0,1,2,..., r —1.

Zai=r,

r(-A +s) ""“V(2r+l)
r(-A + 1)jr0

AJ(2r+) @r+n/A
j>_‘§'/n i 2r+1(i (2r+1)/A- 1) A+ 17 1)(0 1~ A +

1-A/(2r+1)  1/n

x2r+1FAn(|x|2r+1)/A) | dx

F(-1)s P2rH(  a@e )/ AR RS i)(D] dt dx

X(2r+1)/A
3 2r+)/A
= n- A(2r+i) ™N(@2r-+1)/A _ u)-Ats-lv2r+l]p(S-1)~ ] ¢u dy +

+ N_A(2r+l) ATl (u_ v@@+h)/A)- A -lu+l psSH W~ »

0 (n- A(2r+1))

i sledi da ako je ip proizvoljna neprekidna funkcija, onda
X/(2r+ 1)
Aim 0 Xx2r+1IFAN(| xpr+1)/A~(z) dx = 0. (4.35)
Sli¢no, dobija se da

lim | x2r+iF AT(IXI@+i)A1i(x) dx = 0. (4.36)

T™WOO § _ n - A/2r+I
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Sada, neka je 7 izabrano tako da n A(2r+l) < 77< 1. Onda imamo

r(-A + 8) . .
FA + 1) b XPEHIRN(Ial@rD/A dx =
ri/n
il f U/h x2r+i(x {2r+i)/x - dtdx

Jn-X/(2r+l1) J _1/n

[rr y(i~ X+kS~13x’\+|’\-1-f\xns-k-lukp/\(u)dxdu

7-1 7n-V(2.+1)

-fs- A A[/2r+1)(s~1fc)/A+In5-£-1 - n™A(2r+1))
N @r+1)(s —1—Kk) + A

X \J 1ukp<-*—V(u)du

A=2Z A (TN n-M(2r+l)) +
r(-A+1)

~ J-A +5- LU v Pl (sel-k) e Ins-k-l _ n~A/r+l))
+ E ~ fc J @r+1)(s —1—fc)+ A

X‘J ukp(s_1)(u) du ,
jer je
ufp(« H(wydtt = 0, 0<fc<s—2
t-i (—)s x(s —1), o= s—1

Zato, dobijamo da

li \N@r+1F X A\i2r+1)/x)\dx =
n_"*Tl Jrn-\/(2r+|) r o2 ANdx = 7]

i ako je tp neprekidna funkcija, onda

FU(T(])O][n-vaH) x2r+1IF\n(\W\Lr+15x)U{x) dx = O M. (4.37)

Sliéno,
r_ n-A/(2r+1)

Jig X2 +1IF A (| X722+ 1N AN (X) dz = O(r?). (4.38)

Neka je  proizvoljna funkcija u V sa nosatem u segmentu [—1,1]. Iz

Taylor-ove teoreme dobijamo da

vM =y A M X+
V{1 25 ! + (2r+ 1) 1 '
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kada 0 < f < 1. Onda

(F\,n(M (2r+1)/A),y>(x)) = T~ F x M {2r+|),XM x)dx

% ol
FW(0
©i%
10 :
1 mfA/(2r+l)
+ + i2r+ i -
@2r + 1y Jo x2r+1Fx,n(\x\2r+1)/X) v i2r+1Hlix) dx
1
r
(2r + i -
Lo
@r + i
L r
+(2ré qyr-nn i 12r+, A <A 2 AN 2+ (&) A Y
1 -A/(2r+1)
r N n N .
@r+ 1y U +IFAN(XI@+DIA ~ + D(~)da +
1 r
@r+nmJ1

Neutriks granica ovog izraza, kada n ide u beskonacnost, koriSéenjem:
jednacina (4.34)-(4.38), uniformne konvergencije x2r+1FAJ(|:r](2r+1)/A) ka 1
na segmentima [77,1] i [ -1, —77, Cinjenice da 77 moZe biti proizvoljno malo i

Leme 4.1, dobija se da

N—im(FAn(Ix]@r+1)/A <p(X)) = - y -—-— VvV 2+1)(0)

™o gl , (Z @i+ DI2r- 2i- 1) +

+WTTI\ | *QHRS* +°("pt 1y +77TIIC A (M
= a0

T tes @+ 1)1(2r-22-1)

0
-2r—1
RN

Time smo pokazali da vazi relacija (4.28).



Glava 5

ODJ 1 teorija Colombeau-a

5.1 Prostori Colombeau-a

Neka je A asocijativnha algebra i neka je D : A — A linearno pres-
likavanje koje zadovoljava Leibniz-ovo pravilo D (fog) = Df °g+ f ° Dg.

Pretpostavimo da su sledec¢e funkcije elementi algebre A:
h(x) =1, f2(x) = x, h(x) = x(n]x] - 1),
fi(x) = x2(In jx] —1), x 6 R,

gde je fi jedinica u A, fz 0/2 = fi, i preslikavanje D : A A Je obi¢no
diferenciranje. Onda A ne sadrzi $” 0 za koja vazi xoS = 0. Ovo je poznati
Schwartz-ov rezultat o nemoguénosti ¢ime je pokazao da prostor distribucija
T)'(f2) nad otvorenim skupom iz C R" ne moZe se potopiti u asocijativhu
komutativnu algebru (_4(£7), +, o) koja zadovoljava sledece uslove:

(i) 1) je linearno potopljen u yl(iZ) i f(x) = 1je jedinica u .A(f2);

(ii) postoji diferencijalni operator di : —NA(i2), i = 1,2,... ,n, koji

je linearan i zadovoljava Leibnitz-ovo pravilo;
(iii) 9i]x>(n) je obitan parcijalni izvod, i = 1,2,..., n; i
(iv) o]c(f2)xC(0)> restrikcija proizvoda, koincidira obi¢nim proizvodom.

Konstrukcija ovakve diferencijalne algebre sa optimalnim svojstvima dao
je francuski matematicar Colombeau u [5]. Potreba algebre vakvog tipa proi-

zlazi iz, na primer, prouavanja nelinearne parcijalne diferencijalne jednacine

74
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gde ili koeficienti ili moguca reSenja nisu glatke funkcije. Problemi ovakvog
tipa javljaju se i u najednostavnijim dinami¢kim sistemima kao 3to je evolu-
cija gustine populacija grabljivce i Zrtve. Klasitna linearna teorija dis-
tribucija ne dozvoljava prouCavanje ovih problema. Colombeau-ove algebre
pokazale su se uspeSnim i za primenu u numerici, matematickoj fizici, i t.d..

Neka je {On} niza glatkih funkcija koje konvergiraju ka dirakovoj meri.
Onda, familija regularizacija {/,} mozZe se dobiti konvolucijom na sledeci
nacin

fn{x) =/ *0, = (f{y).(pn{x - y)).

Ova niza slabo konvergira ka originalnoj distribuciji / G P'(Rn). ldenti-
fikacijom dve nize {</>,} i jd>j , uslu€aju kada imaju istu granicu, dobijamo
sekvencijalnu reprezentaciju prostora distribucija. Drugi autori koriste ek-

vivalentne klase mreZe regularizacija. Delta mreza {Oe}e>0 definisana je sa
<Pe(x) = e~nP(™j .

Regularizacijom naruSava se nelinearna struktura identifikacijiom niza
(mreZza) koje imaju iste granice. Zato Colombeau-ova nelinearna teorija
koristi regularizacije, ali manje identifikuje, Sto daje moguc¢nost primene na
velike klase nelinearnih problema.

Osnovna ideja koja karakterizira Colombeau-ovu teoriju, u jednom od
njenih jednostavnijih oblika, je potapanje prostora distribucija u faktor al-
gebri C°°(R7i, I = (0,1), sa regularizacijom dobijenom konvolucijom sa
fiksiranom funkcijom &

Prostor test funkcija je:
A (Rn) - € CO°(Rn) : J(t>(x)dx = 1}.
Sa £ (Rn) oznatavamo skup funkcija
u:A(Rn xRn-» C, (0,a) - u(0,x),

gde u(<f>x) G C°°(R") za svako fiksirano 0. Prakti¢no, sa ovom relacijom
dato je funkcionalno dejstvo test funkcije. Neka sada $e{x) = e~n{(])
za 0 G A (R n)- Niza (u *0e)e6/ konvergira ka u u P'(R n). Uzimajuéi nizu

kao reprezentaciju funkcije u dobijamo potapanje D'(Rn) u algebri C°°(R").
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Svakako, potapanje C°°(Rn) C P'(Rn) neée dati podalgebru jer u opstem
sluéaju (/ * q®) (g * 4€) 7~ (fg) * qe. Ideja je, zato, dobiti ideal AC(Rn) tako

da ne bi bilo razlike u novo dobivenom faktor prostoru. Za konstrukciju

ideala AC(Rn) dovoljno je naci ideal koji sadrZi sve razlike (/ * q&) —(/) £o/
Neka je

Jasno, ako (p£ ,49(Rn), q £ No, onda za svako e > 0, ¢e{x) —e n&(]) ,
x £ Rn, pripada u ™9(Rn).

Definicija 5.1 Element u £ £(R") je urneren ako za svako K CC g i
a £ Nq postoji N £ No tako da za svako $£ An postojir)>0iC>0sa
svojstvom

\chn (92,x) |< Ce N,

x £ K, 0 < e < . Skup svih umerenih elemenata oznatavamo sa ;ov/(Rn)-

Definiramo i prostor funkcija u : Ao — C koji oznatavamo sa £0(R")- To

je podalgebra u £(Rn) u smislu prirodne identifikacije.

Definicija 5.2 Element u £ £0(Rn) ja urneren ako postoji N £ No tako da

za svako £ An postoji r]>0i C>0sa svojstvom
\u(ep() I< Ce N,

0 < e < 1j. Skup svih umerenih elemenata oznatavamo sa £om(R").
Koristiéemo i sledeéu ekvivalentnu definiciju:

Definicija 5.3 Element u £ £d/(R") je urneren ako
VK CC R”Va £Nq 3p > 0 tako da Mp £ ~ 9(RN)
supXeK\dau (g)e,x) |= 0(e p) kada e — 0.

Oznacimo sa G skup svih rastuc¢ih nizova {a9} koji teZze beskona¢nosti.
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Definicija 5.4 Element u G £M(R n) je nulti ako za svako K CC Q i svako
a ¢ Ng postoje N ¢ NO i {ag} GG takvi da za svako g > N isvako ¢ Aq

postoje r]>0iC>0sa svojstvom
\dau(4>t,x)\ < Cea,~N,

X 6 K, 0 < e < T]. Skup svih nultih elemenata oznatavamo sa Af(Rn).

Definicija 5.5 Element u ¢ £0(Rn) je nulti ako postoje N ¢ NOi{a,} GG
takvi da za svako g > N i svako i G Aq postoje )> 0 i C > 0 sa svojstvom

M &)l <Cea'~N,
0 < e < 4. Skup svih nultih, elemenata oznatavamo sa AV R n).
Koristiéemo i sledeéu definiciju:
Definicija 5.6 Element u ¢ A/"(Rn) zove se nulti ako
VK CC RnVaGN, 3p > 0 tako davqg > p iV§>g ™ (R n),
supxeK\dau(<pe,x) |= 0(eq~p) kadae O.

Jasno, KR n) i A/o(Rn) su ideali u (M (Rn) i £om(R"), odgovarajuce.

Drugim recima, umereni elementi i svi njihovi izvodi zadovoljavaju lokalnu
uniformnu polinomnu ocenu kada e —0, dok nulti elementi iS¢ezavaju brze
od bilo koji stepen e-na pri istim uslovima.

Takodje moZzemo primetiti da neke funkcije koje smo smatrali zane-
marljivim pri primeni neutriks raCuna u prethodnim glavama (primer: nA)
su umerene prema definiciji 5.3. Prema tome zanemarljive funkcije u neu-
triks racunu, u opStem slucaju, nisu nulti elementi, pa zato neutriks racun

nije specijalan slutaj Colombeau-ove algebre.

Definicija 5.7 Prostor generaliziranih funkcija Q(Rn), generaliziranih kom-

pleksnih brojeva i generaliziranih realnih brojeva definisan je na slede¢i nacin:

QR): ﬂ\M] C tom(C)alq(c), R =£M(R)AIAR).
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Prostor distribucija potapan je pomocu konvolucijom:
i : D'(Rn) —¢/(Rn), i(u) = class [ x) —u * <p{x)].

Ekvivalentne klase niZe (ut)c€i in ¢?(Rn) oznatavamo sa U = class [(uc)£gj] .
Ako je G generalizirana funkcija sa kompaktnim nosatem K CC R" i ako

je Ge(x) pretstavnik elementa G, onda njegov integral definisan je sa
\Jde = class / 4>{x)Gt{x)dx

Neka F,G G £(Rn). Onda:
(i) F i G sujednaki u distributivnhom smislu, G =v F, ako

G —F)<pdx = 0eC,
za svako 0 GV (Rn).

(if) F i G su asocirani, F « G, ako postoje pretstavnici Fe i G( elemenata

F i G, odgovarajuce, tako da
;_i,[g j (Ge(x) —Fe(x)) <p(x)dx = 0,
za svako 0 G 2?(Rn).

Primer 5.1 Nehaje C, z”™ 0. Onda

lz, ako supp G (0, 00),0 GAq
m(0) = i
10, u suprotnom,

pripada u£gm i opredeljuje element izC razliCit od nule koji nije inverzibilan.
Primer 5.2 Jedan element iz £m {R n) dejinisan je sa .
x R" 9 (0, x) —4>(x),
gde je 0(x) = 0(—x), dok element
Ao xRn3 (0,1) -»

pripada £(R")/Em (R").
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5.2 Primena u diferencijalnim jednaCinama

U ovom delu disertacije primeni¢emo teoriju Colombeau-a za reSavnje

nekih klasa obi¢nih diferencijalnih jedns€ina. Razmotrimo sistem

4(0 = z2(t)
40 = ;3@
(5.2)
4(0 =/(0%i(0
sa pocetnim uslovima *i(0) = z10l z2(0) = z20, m.. zn(0) = znO, gde su / i
i =1,2,..., n elementi Colomobeau-ove algebre C/(R), a zw, 220, ... zn0

su dati elementi Colombeau-ove algebre C. Sistem (5.1) u njegovom ekviva-
lentnom matri¢énom obliku glasi:

Z'(t) = A(t)Z(t), Z(0) = ZO,tE R, (5.2)

gde Z 41i,z2,...,zn), Zqg ((Nioi™05*--1zno), i

i o0 10 - o~
0 01 0
A = (AI3(D) = ;
0O 00 1

v/(0O 00 == 0J
Sada, neka je K kompaktni skup u R, A(t) = class [a(ipe,t)eEl] el-

ement Colombeau-ove algebre £(R), i \\a(ipE,t) XX = supte K \\a(e,t)\\.
Pokaza¢emo da vazi slede¢a teorema.

Teorema 5.1 Nehaje

eXP{|0 F(Ve's)IM s} -

Onda matri¢na diferenciajalna jednacina Z'(t) = A(t)Z(t), A[t) e gn(R),
sa pocetnim uslovom

i Zio \
Nt Z0= €C

\ zn0 /
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ima jedinstveno reSenje

2
Nt=0 — e Sn(R)

V Zn)
Dokaz. Dokaz teoreme bice podeljen na dva dela. Prvo ¢emo konstruisati
jedno reSenje jednacine koje pripada Colombeau-ovoj algebri, a zatim ¢emo
dati uslove za njegovu egzistenciju i jedinstvenost u <n(R).
Imamo da A(t) = (Aij(t)), i,j = 1,2,...,n, gde Atje £(R) zai,j =
1 , 2 Ako ftp(xX)dx = 1i 9e(x) = e 'V(f) zaipGV ie€ (0,1),
regularizirana uopstena funkcija definisana je sa A(t) = class [a(yje,i)] .

Sada razmatramo problem

1 ZI(t) N/ \(<dot) 0 1 Zi{t)
0 1<%, i) y
2(t) ~ z2{t)
0 0 I(<do t)
V zn(t) ) V zn(t) )
V /('do t) 0 0 0 )

Integriraju¢i u odnosu na t i ukljucuji¢i pocetne uslove, dobijamo ekviva-

lentni sistem integralnih jednacina

(2% ] o
20 _ %)
\ Zn(t) / ~¢n0 )
(0 I<dej) © 0 o
0 ®0 |dot) 0 1 Z'ZET;
zz(t
0 0
- I(<do t) \ zn() J
Vv /('do i) 0 0 0 )

Nekaje Z = (zi,z2,..., zn) i neka je

\\A<Pet)\\K = maXj=i2,...,n sup Y(ipe, t)].
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Koriste¢i Gronwall-ovu nejednakost imamo
\\Z(iPe,t)\\K < \\Za(qe,t)\\exp » l1a(®9)] IKds] < (5.3)
ee (0,1) i ip GAn,. Postoji i nr EAIi takvo da ipe An,, ee (0,1) i
N\ (Z(<pe,t))\\i<<-", (5.4)

Prethodna relacija daje

Z M € ShiTl). (5.5)

Sada, da bi dokazali jedinstvenost reSenja u £n(R) pokazaéemo da svako
drugo reSenje pripada istoj klasi Colombeau-ove algebre. Zato, pretpostavimo
daje W = class [w((pe,t)\ redenje jednaline (5.2) u 5n(R) razli¢ito od Z.

Ovo znaci da postoji N = class [n(ipe, i)] tako da
z(ty - w(ty = A(t) (z(t) - w{t)) + N{t).
Sli¢no kao i ranije, koristeéi da iV 6 Aén(R) imamo:

\\Z(t)-WIHN\K < \\Z(0)-W (O)O\N\+\\Nmm [J* \H",s)\\Kds} < 0{C)
(5.6)
i dobijamo da Z = W u t/n(R), Sto kompletira dokaz teoreme.

Sada, pokazac¢emo daje sistem (5.1) ekvivalentan jednoj klasi nelinearnih
diferencijalnih jednacina. Diferenciranjem prve jednacine sistema dobijamo
z"{t) = Z2(t) = z3(t). Ponavljanjem ovog postupka imamo da z[n\t) =
(nit) = m Ako je zi reSenje jednacline zj(i) = x(t)zi(t), gde je x

element Colombeau-ove algebre, onda koristec¢i Leibniz-ovu formulu dobija

se
zin)(i) = f(t)ZI(1),
n1 k-l g
E t
kico D ® G0 k@

= /(0Zi(0-
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1IZO<K<n- 1 0<KO<nNn- 2,...,0< kn\ < 1dobijamo kn = 0,
t--,

Sto odgovara nelinearnoj diferencijalnoj jednacini oblika:
x~1N\t) + nx(t)x*n- 2\t) + =mm+ xn(t) = f(t).
Za n = 2 dobimo poznatu Rikatievu nelinearnu diferencijalnu jednacinu
x'(t) + x2(t) = f(t), X(0) = xq, te R (5.7)

gde su / i x elementi Colombeau-ove algebre C?(R) ; xq je poznati element iz
Colombeau-ove algebre C. Re3enje jednacine (5.7) je ekvivalentno reSenju

sistema diferencijalnih jednacina:

(5.8)
4(0 = /(0 mift),

gde je 2\ reSenje jednacine z[(t) = x(t)zi(t). Ekvivalentna matricna forma

sistemu (5.8) je

Z'(t) = A()Z(t), z{0) = Z0, te R, (5.9)

gde Z = (21,22), Z0= (2j(0), 22(0)) i A(t) = ~~  *| =

Kao rezulatat prethodne analize dobijamo slededu:

0 1\
Posledica 5.1 Neka je A(t) = ( £ Q(H)i neka vazi
0)

eXP{lo

Onda diferencijalnajednacina X1(t)+x2(t) = f(t) gdex e <7(R), sa poCetnim

uslovom x(0) = xq, ima jedinstveno reSenje u Q(R).
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