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Uvod

Teorija uopštenih funkcija kao deo funkcionalne analize obiluje različitim 
rezultatima i mnoštvom različitih metoda koje mogu da se primene u drugim 
oblastima matematičke analize. Istoriski gledano, nastala je u želji da se 
matematičkim modeliranih procesa, koji nisu bili matematički jasno zasno­
vani, nadje pravilan matematički pristup i omoguće matematička rešenja 
koja će imati i prirodan smisao.

Koncepcija funkcija i operacija sa funkcijama u klasičnoj analizi nije 
uvek omogućavala adekvatno rešenje tih modela. To je imalo za posledicu 
više pokušaja generalizacije pojma funkcije i operacija sa njome.

U monografiji ’’ Theorie des distributions I i II” iz 1950. godine, Laurent 
Schwartz je u prvi objavio sistematizovanu teoriju jedne klase uopštenih 
funkcija-distribucija. Teorije vektorsko-topoloških prostora, koje su sa tada 
već bile razvijane, omogućile su Schwartz-u izgradnju njegove teorije. On je 
razvio i unificirao ideju koja se ranije mogla naći i u radovima Hadamard-a, 
Bochner-a, Sobolev-a i dr.

Iz današneg aspekta, možemo reći da postoje dva komplementarna pris­
tupa proučavanju distribucija. Prvi, da je. distribucija neprekidni linearni 
funkcional na prostoru kompaktno glatkih funkcija (test funkcije). Drugi, 
da se distribucija dobija regularizacijom, pomoću konvolucije koja slabo 
konvergira ka originalnoj distribuciji. Na taj način dobijamo sekvencijalnu 
reprezentaciju prostora distribucija.

Naziv distribucija koristi se za elemente Shcwartz-ovog prostora V  ili 
nekog njegovog potprostora, a ako se posmatraju neprekidne linearne funkcio- 
nele nad proizvoljnim prostorom osnovnih funkcija, koristi se naziv uopšte- 
na funkcija.



Teorija distribucija, i šire, teorija oupštenih funkcija , pretstavlja matema­
tički aparat za razne oblasti matematičke fizike, teoriju parcijalnih diferen­
cijalnih jednačina, harmonijsku analizu, teoriju pseudodiferencijalnih i Fu- 
rijeovih operatora.

Problem proizvoda, odnosno konvolucije distribucija, pojavio se na samom 
početku razvitka teorije distribucija, i kako zbog razvoja ove oblasti, tako i 
zbog njene primene, do danas je ostao aktuelan. Prvu definiciju proizvoda 
i konvolucije distribucija dao je L. Schwartz. Jedna od najpoznatijih defini­
cija proizvoda i konvolucije distribucija data je u knjigama I.M. Gelfanda i 
G.E. Shilov-a [35], koje daju originalan i sveobuhvatan način razvitka teorije 
distribucija i njihove primene.

Van der Corput je 1959. godine uveo pojam o neutriks računu. Neutriks 
N  je komutativna aditivna grupa funkcija koje preslikavaju iz skupa N' u 
komutativnu aditivnu grupu N " sa svojstvom da ako je /  e N  i /(£ ) =  7 
za sve £ G N' tada je 7 =  0. Funkcije iz N  zovu se zanemarljive funkcije. 
Koristeći van der Corput-ove rezultate o neutriksu, engleski matematičar B. 
Fisher je osamdesetih godina definisao neutriks proizvod i neutriks konvolu- 
ciski proizvod. Pokazalo se da tako uvedene operacije postoje za šire klase 
parova distribucija. Može se smatrati da je ova disertacija deo razvitka u 
tom smeru. Delimično je proširenje ranijih radova Fisher-a, Kuribayashi-a, 
Itano-a i drugih.

U prvom delu disertacije biće dat pregled osnovnih pojmova teorije dis­
tribucija i osnovni pojmovi o neutriks računu.

Dalje, u drugoj glavi, nakon definicije neutriks proizvoda distribucija, 
dati su dovoljni uslovi za egzistenciju neutriks proizvoda distribucija £+ lnp 

i xZX~r hi9 X - .

Treća glava disertacije posvećena je konvolucionom proizvodu distribu­
cija. On može biti definisan na više načina. Jedna od najpoznatijih definicija 
je Gelfand-Shilov-a, a kasnije je Vladimirov dao i definicija bez ograničenje 
na nosač. Moguće je dokazati da ako su /  i g dve lokalno integrabilne 
funkcije sa kompaktibilnim nosačima, onda njihovi konvolucioni proizvod 
postoji skoro svugde i ponovo je lokalno integrabilna funkcija. Konvolucioni 
proizvod funkcije /  i g koincidira sa konvolucionim proizvodom ako su /  i g 
posmatrane kao distribucije. Ipak za veliki broj parova distribucija ovaj
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proizvod ne postoji. U 1987. godine definisan je neutriks konvolucioni 
proizvod f\*\g tako da postoji za veću klasu parova distribucija. Dalje, dati 
su dovoljni uslovi za egzistenciju neutriks konvolucionog proizvoda u kome 
učestvuje kosinusni integral Ci(x), (sinusni integral Si(x)) kako i njegove 
asocirane funkcije Ci(x)+ i Ci(x)_, (Si(x)+ i Si(x)_). Posebno se obradjuje 
i neutriks konvolucioni proizvod distribucija xA L(x) i x t  koje su definisane 
preko sporo, odnosno regularno promenljivih funkcija.

Četvrta glava bavi se kompozicijom distribucija u neutriks smislu. Raz­
matrane su distribucije sgnx|x|_A i |x|(2r+1)/A i dobijeni su dovoljni uslovi 
za egzistenciju njihove kompozicije. Pored toga proučene su i kompozicije 
(|x|r~1/2) _4S i (s g n | x r1/ 2) ' 4S+2.

U pettoj glavi disertacije razmatra se Colombeau-ova teorija uopštenih 
funkcija i njena primena na rešavanje jedne klase nelinearnih običnin difer­
encijalnih jednačina.

Napomenimo da su neki od rezultata iz 2.,3. i 4. glave publikovani u 
radovima [21],[41],[42],[43],[44], [45] i [46].

Na kraju je dat i spisak literature koja je korišćena prilikom pisanja ovog 
rada.

Svu zahvalnost za usmerenje ka ovom području istraživanja, neprestano 
vodjenje i pomoć, uz veoma objektivne kritike i konstruktivne sugestije, 
dugujem profesorima dr Arpad Takači i dr Brian Fisher. Zahvaljujem se 
takodje na korisnim savetima profesorima dr S.Pilipović-u, dr D. Perišić i 
dr B. Jovanović-u.
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G lava 1

Osnovni pojmovi

Prvi matematičar koji je koristio distribucije u eksplicitnom, i sada pri­
hvaćenom obliku, bio je S. L. Sobolev u 1936 godine, kada je proučavao jedin­
stvenost rešenja Košievog problema za linearne hiperbolične jednačine. U 
1950-1951, Schwartz publikovao je monografiju ’’ Teorija distribucija” . Ova 
teorija imala je dva važna efekta u matematičkoj analizi. Prvo, dala je 
matematičko opravdanje brojnim formalnim računima koji su bili veoma 
česti u tehničkoj literaturi. Drugo, i važnije, otvorila je nove prostore za 
matematičko istraživanje, naročito u oblastima kao što su: obične i par­
cijalne diferencijalne jednačine, teorija transformacija, funkcionalna anal­
iza, i druge. U svojoj knjizi Schwartz je sistematizirao teoriju distribucija 
koristeći osnove teorije linearnih topoloških prostora. Dve do tri godine 
nakon pojavljivanja njegove knjige, teorija distribucija doživela je veliku 
popularnost. Neki matematičari veruju da je teorija distribucija jedna od 
najvećih dostignuća 20-tog veka. Oni misle da je to kompletiranje diferen­
cijalnog računa, kao što je bila i Lebesgue-ova teorija integracije.

Neki tipovi distribucija (kao 5-funkcija i njene izvode), koriščeni su u 
fizičke i inženerske nauke neko vreme pre pojave teorija distribucija. Zaista, 
¿-funkciju prvi je definisao njemački matematičar Kirchoff [49] sa

5(x) =  lim 7r 1/,2u ex p (-/i2a;2).V /.¿—> OO V '

Jasno, S(x) =  0 za x =/=■ 0 i ¿(0) =  oo. Isto, definisao je
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odakle sledi da

— OO
¿(i) dt

0, x < 0
1, x > 0

U ovom obliku jasno je da ¿-funkcija nije funkcija u uobičajenom smislu. 
Heaviside-ova funkcija H , definisana je sa

Analizirajući ovu funkciju, Heaviside je zaključio da je njen izvod jednak, u 

nekom smislu, ¿-funkciji.
Kasnije, Dirak je smatrao da je ¿-funkcija jednaka nuli, svugde osim u 

nuli, gde je beskonačna i zadovoljava relaciju

1.1 Distribucije

Definicija 1.1 Neka je  Q C R n otvoren skup. Nosač neprekidne funkcije 
f  : Q —> R  je  adheretan skup za skup {x  £ Q\f(x) /  0 }. Nosač funkcije 
skraćeno označimo sa suppf.

Definicija 1.2 Test funkcija ip : U —> C je beskonačno diferencijabilna 
funkcija sa kompaktnim nosačem. Skup svih test funkcija je rektorski pros­

tor, kojeg označavamo sa D(fž).

Posebno, ako je Q =  R , onda odgovarajući prostor označavamo sa V. 

Primer test funkcije u V  je:

Lako je pokazati da svaki izvod ove funkcije postoji i da je jednak nuli za 

x =  ± 1.

Definicija 1.3 Neka je {ipn} niz test funkcija u D(H). Niz { p n} konvergira

funkcionela nad V(Q.) onda njenu urednost za p £ V(D) označavamo sa

( 1.1)

ka nuli ako postoji otvoreni interval (a, b) sa supp<^„ C (a, b) za svako n £ N, 
tako da l i m « ^  p>n\x) =  0 za sve x £ fi i r =  0,1,2, ■ • •. Ako je f  linearna
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Neka je /  linearna funkcionela nad Onda, /  je neprekidna ako
lim7l_ 00( /, y>n) =  0 gde je {<pn} niz u V{0)  koji konvergira ka nuli.

Definicija 1.4 Neprekidna linearna funkcionela nad T>(fl) naziva se dis­

tribucija. Skup svih distribucija je rektorski prostor i označava se sa P '(fž).

Jedan od načina da dobijemo distribuciju je sledeći. Neka je f { x )  lokalno 
integrabilna funkcija. Tada definiramo distribuciju koja odgovara funkciji /  
sa konvergentnim integralom

/OO

f{x)tp{x)dx. (1.2)
-OO

Jasno je daje (1.2) linearna funkcionela. Neprekidnost može biti dokazana 
na sledeći način. Neka je {(/?n(^ )}^ =1 niz test funkcija koja konvergira ka 
¡p(x) u T>. Posmatrajmo

I (/.¥>> -  (f,<Pn)\ =

<

f {x )  \y{x) -  Wn{x)\ dx

\f(x)\\<p(x) -  ipn(x)\dx (1.3)

gde su a i & realni brojevi izabrani tako da su ip(x) i ipn(x) jednaki nuli 
izvan intervala a < x < b. Za e >  0, postoji dovoljno veliko uq tako da 
za n > no važi |<p(x) — <pn(x) | < e. Zamenujući ovu nejednakost u (1.3) i 
koristeći činjenicu da /  f (x)dx  postoji, dobijamo da

lim \{f,<p) -  (f,<Pn) I =  o,n—̂oo

šta smo i hteli pokazati.
Distribucije koje dobijamo iz lokalno integrabilnih funkcija pomoću relacije 

(1.2) nazivamo regularnim distribucijama. Činjenica je da su dve neprekidne 
funkcije koje daju jednu regularnu distribuciju, identične. Znači, svaka test 
funkcija na jedinstveni način daje regularnu distribuciju, t.j., V  C V '.

Primer distribucije koja nije regularna je ¿-funkcija, definirana jednačinom:

(¿,(̂ >) =  </?(0). (1.4)

Ovako definisana ¿-funkcija je neprekidna linearna funkcionela nad T>. Ali, 
ova distribucija ne može se dobiti iz neke lokalno integrabilne funkcije pomoću
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relacije (1.2). Ako takva lokalno integrabilna funkcija postoji onda bi imali

za sve ip(x) G V. Ako izaberemo ip(x) da bude ( ( x/a), gde je a > 0 i Ç je 
funkcija iz primera (1.1), iz (1.5) dobijamo

Ako je S(x) lokalno integrabilna funkcija, onda bi prema Lebesgue-ovoj teo­
remi o konvergenciji dobili da desna da desna strana (1.6) konvergira ka nuli 
kada a —> 0. Ovo je kontradikcija. Zato ¿-funkcija nije regularna distribucija. 
Sve distribucije koje nisu regularne nazivaju se singularne distribucije.

Definicija 1.5 Niz distribucija { f n}^=l konvergira u V , ako za svako 
ip e V  brojni niz { ( / n, konvergira u običnom smislu. Granica niže

{ ( / „ ,  p)}^=l koju označavamo sa ( / ,  ip) definira funkcionelu JnadV. Kažemo 

da je f  granica u V' niže {fn}™=\> t.j., lim,woo f n =  f.

Kako nije očigledno da je /  distribucija, dajemo sledeću poznatu teoremu:

Teorem a 1.1 Ako niz distribucija { / n}^Li konvergira u V' ka funkcioneli 
f. tada je f  takodje distribucija.

Da bi definisali izvod distribucije, prvo ćemo razmatrati regularnu dis­
tribuciju f ( x )  dobijenu iz funkcije koja je diferencijabilna svugde i ima 
neprekidni izvod. Njen izvod generira regularnu distribuciju f '(x)  i za svako 
<p u V  parcijalnom integracijom dobijamo

Primetimo da je u V  kade je <p u V. Znači sa (1.7) definisana je / '  kao 

funkcionela nad V.

Definicija 1.6 Prvi izvod f'(x) , proizvoljne distribucije f ( x )  je  funkcionela 
nad T> data. sa

(1.5)

( 1.6)

/oo r oo
f '{x)p{x)dx =  -  f(x)ip'{x)dx =  ( / ,  -¥>')■ i1-7)

-OO J — oo

{f'(x),ip(x)) =  ( f ( x ) , - tp ’ (x)).
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Teorem a 1.2 Ako niz distribucija { f n}^Lj konvergira ka f , tada niz dis­

tribucija j/n ^  j  konvergira ka f  ̂  za k =  1, 2, . . . .

P rim er 1.1 Pokažimo da je izvod distribucije koja definiše Heaviside-ova 
funkcija, ¿-distribucija. Za svako ip u V  važi

r oo
(H'(x),tp(x)) =  ~{H(x),tp'(x)) =  -  ip'(x)dx =  ¡p( 0) =  (6(x),<p(x)).

J o

Prim er 1.2 Neka je x+ lokalno integrabilna funkcija definisana sa

x+
x, x > 0 
0, x < 0

Tada je njen izvod Heaviside-ova funkcija H , jer

/ / i oo roo
~(x+,ip (x)) =  -  x<p (x) dx = -xip(x)\ + (p{x)dx =  (H(x),<p(x)). 

J0 10 J0

Prim er 1.3 Neka je (A > — 1) lokalno integrabilna funkcija definisana 
sa

x x, x > 0 
0, x < 0

Ako je A > 0 onda njen izvod je lokalno integrabilna funkcija Ax+-1 , ali ako 
— 1 < A < 0, onda nije lokalno integrabilna funkcija i, i dalje ćemo 
smatrati da ( i * ) ' =  Arr^T1 ali izvod mora biti definisan sa

roo
({x+)\ip{:r)) =  - { x x¥,<p\x)) =  -  x xd[<p{x)-p(  0)]

J0
roo

= X xA-1 [</?(:r) — </5(0)j dx.
J o

Zato, ako — 2 < A < — 1 onda treba definisati 1+ sa

(xx ,jp(x)) =  I x x [p(x) -  ip{0)}dx.
J o

U opštem slučaju indukcijom može biti pokazano da ako — r — 1 < A < —r, 
onda

roo  ̂ 1 j
(x+,¥?(z)} =  x x \p{x) -  ^  | -^ (l)(0)] dx.
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Prim er 1.4 Lokalno integrabilna funkcija lnx+ definisana je sa

{Ino:, x >  0
0, X < 0

Definirajmo distribuciju x+J tako da bude izvod funkcije lnx+ ..Zato

( x ;1,<p(x)) =  ((lnx+ )',<^(x)) =  - ( ln x + V (x )>

=  —J lnxd|^(x) — <̂ (0)J — J ln xdtp(x)

=  j  x _1 |y>(x) -  v?(0)j dx + x~lip{x)dx

— J  x_1 [<p(x) -  <p(0)H(l -  x)j dx.

Takodje, definirajmo distribuciju x+r pomoću indukcije sa 

x ; r =  ( - r  +  i ) - 1(x7 +1)'

za r =  2,3, • • •, ([14]), a ne kao što je definirana u Gel’fand i Shilov [35]. 
Ako označimo Gelfand-Shilov-ovu definiciju x+~r sa F(x+,  - r ) ,  onda sledi 

da r

x+r =  F(x+,  - r ) +   ̂^ \ y ^ r ~ l )č (r_1)(z)

za r =  2,3, • ■ •, gde

<j>{r) =  <
\ r — 1, 2, -

i=l
0, r = 0

Indukcijom može biti pokazano da
r- 2

<t>(r- l V (r_1)(0)
(r -  1)!

za r =  2,3, • • •. (Fisher, [14])

Neka je sada /  lokalno integrabilna funkcija. Onda

/ oo r oo
f{~x)tp(x) d x =  f (x ) ip { -x )dx

-OO J  — OO

Ovo sugerira sledeću defuniciju:
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D efinicija 1.7 Neka je f  proizvoljna distribucija. Onda f ( —x) je distribu­
cija definisana sa

{ f { -x ) , ip (x ) )  =  ( f (x) , ip( -x) ) .

Prim er 1.5 Distribucija xA definisana sa x x =  (—x )+A tako da

(xA,<p(x)} =  (xx ,<p(-x)).

Zato
roo

(x_,ip(x)) =  /  x xip(-x)dx,
J o

za A > — 1, i

/• oo  ̂ 1 / \ 2
(xA, </?(*)) = ^  xA[(^(-x) -  ^  p-(^w (0)] dx,

za —r — 1 < A < —r. Dalje,

(x:\<p(x)) = j  x_1[<^(-x) -  vp(0)ii(l -  x)J cfa,

i
/»OO  ̂ 2 / \ 2

{xZT,<p{x)) =  / x“ r [v?(-x) -  ^  Mp-¥>(,)(0) -
Jo . i=o 1-

~ 1)! (P(r~1)(0) ^ ( l  -  *)] dx +  «(O)

za r =  2, 3, • • ■.

D efinicija 1.8 Definirajmo nekoliko različitih distribucija
(i) |x|A =  xA +  xA ;

(ii) sgnx|x|A = xA — xA ;

(iii) xT =  xr+ + ( - l ) rx!l, za r =  0, ± 1, ± 2,

Specijalno

roo —1 2 i
(x~2r, If(x)) =  x - 2r [ip(x) +  ip(-x) -  2 ^  (f-y j^ (2,)(°)] dx

roo „ , r r_1 -r2* -1
(x~2r+1, ip(x)) =  /  x r+1 jy>(x) -  tp(-x) -  2

¿=0 (2z -  1)!
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za r =  1,2, •••• Sledi da ako ln|x| =  lnx+ +  ln i_ , onda 

(ln |z|)' =  x-1 , (aTr)' =  - r x ~ r~1

za r =  1,2, • • •, [35].

Definicija 1.9 Niz funkcija { f n} je nula-mz ako važi:
(i) nosač funkcije / „  je  u neki fiksiram domen V nezavisno od n £ N,

(ii) niz {fnm'>} uniformno konvergira ka nuli u V, kada n teži ka beskonačnosti, 

za svako m.

Definicija 1.10 Niz funkcija { / „ }  je regularna ako 
(i) f n je beskonačno diferencijabilna za sve n £ N ,

(U) niz {(/„ ,< ?)} konvergira ka (f,<p) za svaku test funkciju <p £ V, i

(Hi) (f,tp) je neprekidna u smislu limn_,oo(/i Vn) =  0 za svaki nula-niz test 

funkcija {p>n}- (Temple [65]J

Definicija 1.11 Dve regularne niže {g „} i {hn} su ekvivalentne ako

lim (gn -  hn, (p) =  0
n—► oo

za svaku test funkciju tp £ D.

1.2 Neutriks račun

U 1932, Hadamard je posmatrao divergentni integral

/-1 _A(x)_ (l 8)
Jo xP+U2 ’ 1

gde je p prirodni broj ili nula, a A(x) beskonačno diferencijabilna funkcija. 

Onda je razdvoio integral
/u 4fxl

■ dx,
Je A ^p + l/2

e > 0, na dva dela, i to

*  B  : ž .  1(2 «  
r  a? * iv  -r. 5? ,j.

t .... ... ’ <

F(e) =
U A(x)  -  B{x)

t v +\/2 dx
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/ (t>- /
1 B(x)

r P + 1/2
dx,

gde je
P_i/4d)|'0j

a: .
¿=0

Integral F(e) teži ka konačnoj granici F(0) kada e teži ka 0, i integral 7(e) 
divergira kada e teži ka nuli. Definisao je F (0) kao finite part (konačni deo) 
integrala (1.8), t.j.,

fl A{x)
L p l

Dalje,

T, v U  A (i)(0)  ̂ 1
i=Qi \ ( p - i -  5) z!(p -  ž -  i )

AW(0)e-P+i+2
^  +  /i(e),

rl £?(:r)
dx

i divergentni integral

7o xP+1/2

ima konačni dio K  i divergentni dio /i(e ). Dobili smo da

fl B{x)f.p. dx — K
Io xP+1/2

pa se postavlja pitanje da li je Hadamard trebao napisati

rl A(x)
f -P■ [  ^ < i x  =  F (0 ) +  K ?

Proučavajući asimptotska ponašanja funkcija, van der Corput [6], sreo 
se sa sličnim problemima. Neke funkcije koje je dobio prosto je zanemario. 
Naravno nazvao je te funkcije zanemarljivim, i tako razvio neutriks račun. 
U disertaciji, koristićemo neutriks račun za računanje neutriks proizvode, 
neutriks konvolucionih proizvoda i kompozicije distribucija.

D efinicija 1.12 Neka je N ' skup i neka je N komutativna aditivna grupa 
funkcija koje preslikavaju N' u komutativnu aditivnu grupu N " . Ako je  
nulta funkcija jedina konstantna funkcija u N, onda N  nazivamo neutriks, 
a funkcije u N  zanemarljive funkcije.
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Prim er 1.6 Neka je N' zatvoreni interval [0,1] =  {a: : 0 < x <  1} i neka je 
N  skup svih funkcija definisanih na N' oblika

asmx +  bx2,

gde su a i b proizvoljni realni brojevi. Onda je N  neutriks, jer ako

a sin x +  bx2 =  c

za svako x G N', onda a =  b =  c =  0.

Sada, pretpostavimo da je N' potprostor topološkog prostora X  i da 
postoji granična tačka y koja ne pripada u N '. Dalje, neka je N " polje realnih 
(kompleksnih) brojeva i neka je N  komutativna, aditivna grupa funkcija 
koje preslikavaju N 1 u N"  sa svojstvom da ako N  sadrži funkciju /  koja 
konvergira ka konačnoj granici c, kada x teži ka y, onda c =  0. U tom 
slučaju N  je neutiks, jer ako je /  u jV i f (x )  = c za sve r  u N\ onda f (x )  
konvergira ka konačnoj granici c kada x teži ka y i tako c = 0.

Definicija 1.13 Neka je f  : N 1 R  ili ( /  : N' —► C) i neka postoji 
konstanta c takva da je f ( x )  -  c zanemarljiva funkcija u N.- Onda se c 
naziva neutriks granica ili N-granica funkcije f ,  kada x teži ka y, tj ,

N —lim /(x ) =  c.
x *y

Primetimo da ako neutriks granica c postoji, onda je ona jedinstvena, jer 
ako f ( x )  -  c i f ( x )  -  d su u N,  tada konstantna funkcija c — d je isto u N  

pa c =  d .
Ako je N  neutriks koji sadrži skup svih funkcija koje konvergiraju ka 

nuli u normalnim smislu, kada x teži ka y, onda

lim f (x )  =  c => N —lim /(x ) =  c. x—*y

Prim er 1.7 Neka je N 1 skup i neka je N  skup svih funkcija definisanih nad 
N' koje konvergiraju ka nuli u običnim smislu kada x teži ka y. Onda je N  
neutriks i neutriks granica je ista kao i uobičajena granica kada x teži ka y.
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Prim er 1.8 Neka je N' otvoreni interval (0,1) =  {e : 0 < e < 1}, y — 0 i 
neka je N  skup svih funkcija definisanih nad N 1 oblika

oln e +  &e_1 +  o(e),

gde su a i b proizvoljni realni brojevi i o(e) je proizvoljna funkcija koja 
konvergira ka nuli kada e teži ka nuli. Onda

/(e )  =  Ine +  2e_1 -  cose -  1 =  Ine +  2e_1 -  (cose -  1) — 2,

gde je
ln e +  2e_1 — (cos e — 1)

zanemarljiva funkcija. Sledi da neutriks granica /(e ), kada e teži ka nuli, 
postoji i

N — lim /(e ) =  —2.£—*0 ** '

U sledećim primerima neutriks N  koji koristimo ima domen 7V7, koji se 
sastoji od pozitivnih realnih brojeva, kodomen N", koji se sastoji od realnih 
brojeva, i zanemarljive funkcije koje su konačne linearne sume funkcija

eAlnr - 1e, lnr e (A < 0, r =  1, 2, - • -) (1.9)

zajedno sa svim funkcijama koje konvergiraju ka nuli u običnom smislu kada 
e teži ka 0.

Prim er 1.9 Gama funkcija T(A) je definisana za A > 0 sa
f  OO

r(A) =  /  t ^ e ^ d t  
J o

i za — r <  A < — r +  1, .r € N, sa

r(A) = / ° V ‘[e-‘ - £ t 2 i ]
y °  L ,ts i! J

dt.

Primetimo da

/ oo r oo f +\i
tx~1e~t dt =  2  tx~ dt

^  ( _ 1)V+*

h o  i !(A +  i) ’
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pa sledi da
roo /*oo

r(A) =  N —lim / tx~1e~t dt =  f.p. /  tA-1e- i dt, 
e—»0 Je J 0

gde f.p. (0°° tx~le~t dt označava Hadamard-ov konačni dio od / 0°° tx~1e~t dt. 

Lako je pokazati da
roo f°0  .

r w (A) =  N -lim  /  fA_1 \W te~l dt =  f.p. /  fA_1 lnr ie-t dt,
£-.0 Je do

za A ^  0, -1 ,  —2, • - - i r =  0,1,2, - ■ ■. Ova neutriks granica definira T^(A ) 
za A =  0, -1 , -2 , • • • i r =  0,1,2, ■ • •,. (Fisher i Kuribayashi [29])

Prim er 1.10 Beta funkcija obično definisana je sa

£(A ,p ) =  / V ^ l  - t ) ^ d t  
J o

za A, ^ > 0. Za njeno uopštenje
dT+s

5r,s(A,p) =  d y d ^ s B (X' ^ '

Fisher i Kuribayashi [28]) su pokazali da

Br,s{X,fJ.) =  N -lim  [  tA_1 lnr f( l  — f)M_1 lns(l — t) dt
e—»0 Je

za A ,fi ■£ 0 , - 1 , - 2 ,  i r,s  =  0 ,1,2, - - -. Ova neutriks granica definira 
BT)S{A, /x) za A, /Li =  0, -1 ,  -2 ,  • ■ • i r, s =  0,1,2, ■ • •.

Na kraju, primetimo da pri promeni skupa zanemarljivih funkcija, menja 
se i neutriks granica. Recimo, ako pogledamo Hadamard-ov integral (1.8), 

onda važi

j: M x)
x p+l/2 dx f 1 A(x)

r P + l / 2

B{x)  , ^' dx +  )
AW(0) _ ( e-p+i+l/2 _  ^

Koristeći skup zanemarlivih funkcija (1.9) sledi

N -lim  i '  dx =  F(0) +  K.
c—+0 Je XP+U2

Ali, ako se skup zanemarljivih funkcija sastoji iz

(eA — !) lnr_1 e, !nr e (A < 0, r =  1,2, ■ • •) (1.10)

NrJ
dobij amo
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Neutriks proizvod 
distribucija

U ovoj glavi disertacije biće definisan neutriks proizvod distribucija fog .  a 
zatim dati su dovoljni uslovi za egzistenciju neutriks proizvoda (x+ lnp x + ) o 
{xZX~r ln9 X-) .  Rezultati su i publikovani u [41].

2.1 Osnovne definicije

Proizvod proizvoljnih distribucija sa beskonačno diferencijabilnom funkci­
jom definisan je na sledeći način.

Definicija 2.1 Neka je  f  distribucija i neka je  g beskonačno diferencija- 
bilna funkcija. Onda proizvod fg  =  g f  definisan je  sa

(f 9, ¥>) =  (gf, V) =  (f , g<p)

za svako ip u T>.

Neka sada f , g e C r. Indukcijom je lako pokazati da

¿=o
/(r)9=z ; (-d‘[/jb]ml (r-*)

za r =  1, 2, • • •. Ovo sugerira sledeće proširenje definicije 2.1.

20
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D efinicija  2.2 Nehaje f  r-ti izvod lokalno integrabilne funkcije F  izLp(a, b) 
i nehaje t/M lokalno integrabilna funkcija u Lq(a, b) gde l/p+l/q =  1. Onda, 
proizvod fg  — g f  na intervalu (a, b) definisan je na sledeći način

i=0
/ s  =  s /  =  Ž r

Ovako definisan proizvod u opštem slučaju nije asocijativan. (Schwartz [64].) 
Dalje, neka je p(x) fiksirana beskonačno diferencijabilna funkcija u V  sa

sledećim svojstvima:
(i) p(x) — 0 za |i| > 1;

(ii) p{x) >  0;

(iii) p{x) =  p{ -x)\  i

(iv) / :  p(x ) dx =  1.

Prim er 2.1 Funkcija p može biti definisana na sledeći način:

/cexp { —(1 -  x2) -1 } za — 1 <  x  <  1,
p(x) =

za |x| > 1,

gde je

k 1 =  J  ^ e x p j - t l  -  i2) dt.

Definirajmo funkciju Sn sa Sn(x) =  np(nx), n =  1,2, •••. Sledi da je 
{¿ „ }  regularni niz beskonačno diferencijabilnih funkcija koja konvergira ka 
dirakovu ¿-funkciju. Sada, neka je /  proizvoljna distribucija u V . Defini­

ramo funkciju f n sa

fn (x) =  f *  sn(x) =  ( f ( t ) ,6 n(x -  i)),

n — 1,2, Sledi da je { / „ }  regularni niz beskonačno diferencijabilnih 

funkcija koja konvergiraj a ka distribucii / .
Fisher je u [13] uopštio definiciju 2.1 na sledeći način:

D efin icija  2.3 Neka su f  i g proizvoljne distribucije u V  i neka

fn{x) =  ( /  *5n)(x), gn =  {g*Sn)(x).
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Proizvod f  ■ g distribucija f  i g postoji i jednak je distribuciji h na intervalu 
(a, b) ako { f n9n} je regularni niz koja konvergira ka h na otvorenom intervalu 
(a,b).

Ovaj proizvod je očigledno komutativan, ako postoji. Kasnije, u [15], 
Fisher je ovako definisao nekomutativni proizvod distribucija:

Definicija 2.4 Neka su f  i g distribucije u V  i neka je gn{x) =  (g*5n)(x). 
Kažemo da proizvod f  ■ g distribucija f  i g postoji i jednak je distribuciji h 
na intervalu (a,-b) ako

,}™0( f ( x )9n(.x),<p(x)) = (h(x),ip(x)),

za svako ip £ V  sa nosačem u intervalu (a,b).

U [15] dokazano je da ako proizvod f g  postoji prema Definiciji 2.2 onda 
postoji i proizvod /  • g prema Definiciji 2.4 i važi f g  =  f - g .

Definicija 2.4 uopštio je Fisher u [16] na sledeći način:

Definicija 2.5 Neka su f  i g distribucije u V' i neka je gn{x) =  {g*dn){x). 
Kažemo da neutriks proizvod f  o g distribucija f  i g postoji i jednak je 
distribuciji h na intervalu (a, b) ako

N —lim ( f {x)gn(x),ip(x)) =  {h(x),ip{ x)),
n—* do

za sve funkcije p  G V sa nosačem u intervalu (a,b), gde je N neutriks (van 
der Corput [6]) sa domenom N 1 =  { 1, 2, • ■ ■, n, • • ■}, kodomenom skup realnih 
brojeva i zanemarljivim funkcijama koje su konačne linearne sume funkcija

nAlnr~1n, lnr n : A > 0, r =  l,2 ,

zajedno sa svim funkcijama koje konvergiraju ka nuli u običnom. smislu kada 
n teži ka beskonačnosti.

Ova definicija o neutriks proizvodu je u opštim slučaju nekomutativna. 
Očigledno je da ako proizvod /  ■ g postoji tada i neutriks proizvod /  o g 
postoji i /  ■ g =  /  ° g-
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2.2 Neutriks proizvod (rr+ lnp a:+ ) o  (x_x r ln 9 a;_) 

Sledeće teoreme dokazane su u [15], [16] i [9].

Teorem a 2.1 [15] Neka su f  i g distribucije i pretpostavimo da neutriks

proizvodi /  o j  i f  o g' postoje na intervalu (a,b). Onda neutriks proizvod 

/ ' o j  postoji i

( / 0 g)' = / ' 0 9 + / 0 91

na intervalu (a,b).

Teorem a 2.2 [16] Neutriks proizvod x+ o xZX~r postoji i

z(r 1).

za A ^  0, ±1, ± 2 , . . .  i r =  1,2, . . . .

Teorem a 2.3 [9] Neutriks proizvod (xA lnx+) o xZX~r postoji i

(xA lnx+) O + tp(X +  r ) -  r'(l)]<sir_1)( i )

za X /  0, ±1, ± 2 , . . .  i r =  1, 2 , . . . ,  gde je  F Gama funkcija i

ip{X +  r) =  c(p) =  [  ln tp(t)dt.
l(A + r) J o

Sledeća teorema pretstavlja uopštenje rezultata prethodne dve. 

Teorem a 2.4 Neutriks proizvod 4  lnp x+) o (x IA_r ln9 x_) postoji kada

vazi:: X ¿  0, ±1, ± 2 , . . . ,  r =  1, 2 ,.. .  i p, q =  0,1, 2,.

Dokaz. Razmotrimo neutriks proizvod (x+ lnpx+ ) o xZ _r, gde je 
s - l < A < s i s  nenegativni ceo broj. Onda su xA lnp x+ i x I A+s_1 lokalno 

integrabilne funkcije i

- A - r  _  r ( A  — 5 +  1) ^ - A + s - l ' i j r + s - l )
X-  ~  r(A + r) 1 J

Zato

X _ A T)n =  x_—A—r m *) =  r(p (A ^ )1) £ /n(t -  x r x+s- ^ H t ) d t
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za r = 1, 2, . . . ,  i imamo

/OO

■ 4  \np x+{xZx~T)nxm dx =
-OO

r(A + r) r°° x
r ( A - s + i)

r l /n  rl/n
=  Jq x x+m\n P x j  (■t - x ) - x+s~16k+s- 1\ t)d tdx

ri/n rt
=  /  # +s_1)(i) /  xx+m\ n ? x { t - x ) - x+s- l dxdt

J o Jo

= i l/n tm^s5^+s- l\t) f \ x+mIap{ t v ) ( l - v ) - x+a- 1dvdt 
J 0 J 0

=  E  Q  % o(A  +  m +  1, -A  +  s) ^ 1/n tm+s ln” --» i^ r+i- 1)(i) dt,

(2.1)

pomoću smene x =  tv , gde B označava Beta funkciju i

¿)P+<7

Dalje, pomoću smene nt = y dobijamo

1/n

i
tm+s lnfe tS^+s~1\t) dt =  

k
=  nr —m — 1

f 1 ym+slnfc_Jyp('T+s l){y)dy 
j =o w  jQ

za m =  0 ,1,2, —  Sledi da

/OO

\np x + (xZx~r)nx rn dx =  0 (2.2)
-OO

za m =  0, 1, 2, . . . ,  r — 2.
Za m =  r — 1, lako je pokazati indukcijom da

f 1 yr+s- 1p[T+S- 1){y)dy = I ( - i y + ° - \ r +  s -  1)\,
j o

\ l  yr+S~l ln yp(r+s- l\y) dy =  ( -1  Y +S~\r + s -  1)![| 0 (r +  s -  1) +  c(p)], 

za r +  s =  1, 2, . . . ,  gde

0 (r)
E » ' 1, r =  1, 2, . . .
¿=i

0, r =  0
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Neka sada

c(p) = [  ln tp{t)dt.
J o

( l yr+s~1 lnpyp(r+s- l\y) dy =  cr+s,p(p), 
J o

i iz (2.1) dobij amo

N — lim
n—► oo /oo . .

i A lnp :r+(a:_A r)nxr 1 dx =
-OO

r( ) ~ 8+ ^  £  ( p)  fl,,o(A + r, -A  + »)cr+, r- M  
r(A +  r)

bT,p{X,p) (2-3)

za r =  1, 2, . . .  i za p =  0, 1, 2, . . . .  
Dalje, neka

i ^ ^ - ^ s u p ^ + ^ o r ) ! } .
T(A +  r) x

Imamo

=A-r)n| =  f 1 nA+a+1(u _ n3;)-A+3 -1nr+8- 1p(r+.-

_̂A+S~1 du

r(A +  r)
/•l+nz

< K n x+T ( u - n i ) '
Jnx

K n x+r 
s — A

i tako za m =  r dobij amo
/'O O  K

/  |iA lnpi+ ( x :A_r)„a;r|di < ^  |lnpi|di

= 0 (n _1lnpn).

Neka je sada tp proizvoljna funkcija u £>. Onda

= E  £ £ (m|m  +

(2.4)

771=0

gde 0 < £ <  1 i dobij amo

( i A lnp x+, (xZX~r)n‘p(x )) =  E ^ r 4 l n p ^ = A- V d i  +
T n  I H l  J —  OO771=0

1  i°°  i A lnp i + ( x :A- r)n x V W (^ )d x . 
r! J-oo



26 GLAVA 2. NEUTRIKS PROIZVOD DISTRIBUCIJA

Koristeći nejednakost (2.4) sledi

i
'OO

2+ \ripx + (x_x T)nxrip(r\^x) dx =  0 (n  1lnpn) (2.5)
— OO

i iz jednačina (2.2), (2.3), (2.4) i (2.5) imamo da

Ovo pokazuje da

(2 .6 )

za A > - 1 ,  A ^  0 ,1, 2 , ,  r =  1,2, . . .  i p =  0 ,1 ,2 ,___
Sada pretpostavimo da je jednačina (2.6) tačna za neko p i sve 

A 0, ± 1, ± 2, . . . .  Ovo je sigurno tačno za p =  0 i p =  1 prema teoremama 
2.2 i 2.3. Isto tako, pretpostavimo da je jednačina (2.6) tačna za sve p kada 
— s < A < — s + 1. Ovo je tačno od onoga što smo malopre dokazali za s =  1. 
Zato, kada — s < A < — s +  1, imamo

[A:r+ 1 lnp+1 x+ +. (p +  l )x\  1 lnp x +] o x _ x r +

+  (A +  r)(a;+ lnp+1 x+) o xZx~r~1 =  a^p+i^A, p)5^r\x)

A(cc+ 1 lnp+1 x+) o r =  [ar,p+i,o(A, p) — (p +  l)a r+ iiP)0(A — 1, p) —

-  (A + r)ar+1<p+lfl{X,p)]6{r\x),

čime smo pokazali da jednačina (2.6) važi za p +  1 kada — s — 1 < X < — s. 
Indukcijom dobijamo da jednačina (2.6) važi za p =  0,1, 2 , . . . ,  r =  1,2, . . .  
kada A ^  0, ±1, ± 2 , . . . .

Na kraju, pretpostavimo da

(£+ lnp+1 x+ ) o r =  ar,p+i,0(A,p)(5(r ^ (z). (2.7)

Diferenciranjem jednačine (2.7) dobijamo

i iz naše pretpostavke dobijemo da

(z+ lnp x + ) o (X_x r lnq x - )  =  artP̂q(X,p)S^r ^(x) (2.8)
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za neko q kada A ^  0, ±1, ± 2 , . . . ,  p =  0,1, 2, . . .  i r — 1 ,2 , . . . .  Ovo je tačno 
za q =  0. Diferenciranjem jednačine (2.8) parcijalno u odnosu na A dobijamo

(x+ lnp+1 x+) o (xZX~r ln9 x_) -  (xA lnp x+) o (xZX~r ln9+1 x_) =

=  ^ a r,Pil?(A,p)<5(r_1) (x)

i iz pretpostavke imamo

d
(xA lnp x+) O (x IA~r ln9+1 X -) =  [ar,p+i i9(A,p) -  7̂ a riP,9(A,p)]<5(r_1)(x).

Indukcijom dobijamo da jednačina (2.8) važi za A /  0, ±1, ± 2 , . . . ,  
p,q =  0, 1, 2, . . .  i 7~ =  1, 2, . . . ,  čime smo kompletirali dokaz teoreme.

Posledica 2.1 Neutriks proizvod (xA lnpx_)  o (x+A_r ln9 x+) postoji kada 
važi: A 7̂  0, ±1, ± 2 , . . . ,  r =  1, 2, . . .  i p,q =  0 ,1 ,2 , . . . .

Dokaz. Zamenjujući x sa - x  u jednačini (2.8) dobijamo

(xA lnpx_) o (x+A_rln9x+) =  ( - l ) r_1ar,Pi9(A, p)<5(r_1)(x),

čime smo pokazali postojanje proizvoda (xA lnp x_) o (x+A-r ln9 x+).
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Konvolucija distribucija

U ovoj glavi, na početku, biće definisan neutriks konvolucioni proizvod 
/  0  g- Dalje, dati su dovoljni uslovi egzistencija neutriks konvolucionog 
proizvoda u kome učestvuje kosinusni integral ili njegove asocirane funkcije. 
Slični rezultati dati su i za sinusni integral. Obradjuje se i neutriks kon-

odnosno regularno promenljivih funkcija. Rezultati su publikovani u [44], 
[46] i [45].

3.1 Neutriks konvolucioni proizvod

Klasična definicija konvolucionog proizvoda funkcija /  i g data je sledećom 
definicijom:

D efinicija 3.1 Neka su f  i g funkcije. Onda konvolucioni proizvod }  * g 
dat je sa

volucioni proizvod distribucija x+L(x)  i x f  koje su definisane preko sporo.

za sve tačke x za koje integral postoji.

Jasno je iz definicije da ako f  * g postoji onda g * f  postoji i

f  *9  =  9*  f, (3.1)

i ako ( /  * g)' i /  * g' (ili f  * 9) postoji onda

(f * g ) '  =  f * g ' (ili f ' * g ) . (3.2)

28
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Definicija 3.1 može biti proširena da definira konvolucioni proizvod f  *g 
dve distribucije /  i g iz V  sa sledećom definicijom (Gel’fand i Shilov [35].)

Definicija 3.2 Neka su f  ig  distribucije iz V . Onda konvolucioni proizvod 

f  * g definisan je jednačinom

za proizvoljno ip £ V , i još f  i g zadovoljavaju bar jedan od sledećih uslova:

(i) f  ili g imaju ograničeni nosač;

(ii) nosači distribucija f  i g su ograničeni sa iste strane.

Konvolucioni proizvod distribucija može biti definisan i u opštem smislu, 
bez restrikcije na nosače koje su date u Definiciji 3.2. Ali, konvolucioni 
proizvod distribucija u smislu Definicije 3.2 ne postoji za mnoge parove 
distribucije. U [12] (i u drugim radovima) definisan je neutriks konvolucioni 
proizvod tako da postoji za veću klasu parova distribucija. U definiciji, 
korišćene su jedinične niže funkcija iz V, što dozvoljava da aproksimiramo 
datu distribuciju sa niz distribucija sa ograničenim nosačem.

=  (f(y)Ag{x),<p(x +  y)))

Neka je r fiksirana funkcija u V  sa sledećim svojstvima: 

(i) t (x ) =

(ii) 0 < t (x ) < 1;

(iii) t (x ) =  1 za |x| < \\ i

(iv) t (x ) =  0 za |rc| > 1.

Dalje, funkcija -r„ definisana je sa

1, M <
t (vVX — !ZI/+1), X > V

+ iA+1), x < — v

za svako realno v > 0.
Sledeća definicija neutriks konvolucionog proizvoda data je u [26].
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Definicija 3.3 Neka su f  i g distribucije u V  i neka /„  =  /r„ i gv =  grv za 
v >  0. Onda, neutriks konvolucioni proizvod f\*\g definisan je  kao neutriks 
granica niže { f v * g„} ,  pod pretpostavkom da granica h postoji u smislu da

N —lim {/„ * gu, tp) =  (h,p),
TI—*  OO

za sve p  G D, gde je  N  neutriks (van der Corput [6],) sa domenom N '- 
skup svih pozitivnih realnih brojeva, kodomenom N"-skup realnih brojeva i 
zanemarljivim funkcijama koje su konačne linearne sume funkcije

ux lnr_1 v, lnr u, (A ^  0, r =  1,2, • • •)

zajedno sa svim funkcijama koje konvergiraju ka nuli u običnom smislu, kada 
v teži ka beskonačnosti.

Lako je pokazati da rezultati dobijeni Definicijom 3.2 važe i za Defini­
ciju 3.3. Sledeća teorema, dokazana u [26], tvrdi da neutriks konvolucioni 
proizvod je uopštenje konvolucionog proizvoda.

Teorema 3.1 Neka su f  i g distribucije u V  koje zadovoljavaju bar jedan 
od uslova (i) ili (ii) Definicije 3.2. Onda neutriks konvolucioni proizvod f\*\g 
postoji i

/ 0 5  =  f * 9 -

Teorema 3.2 Neka su f  i g distribucije u V  i pretpostavimo da neutriks 
konvolucioni proizvod f\*\g postoji. Onda neutriks konvolucioni proizvod f\*\g' 
postoji i

( / 0 S)' =  / B i / -

Primetimo da jednačina (3.2) važi za neutriks konvolucionog proizvoda, 
ali u opštem slučaju, (f\*}g)' nije jednako sa pa imamo sledeću lemu
dokazanu u [32].

Lema 3.1 Neka su f  i g distribucije u V  i pretpostavimo da neutriks kon­

volucioni proizvod f\*\g postoji. Ako N —lim (( /r ') * gn, Lp) postoji i jednak
n—> oo

je sa (h, Lp) za sve p G V, onda f  0  g postoji i

( / 0 #)/ — f  0 5  +  h. (3.3)
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3.2 Kosinusni integral

Kosinusni integral Ci(x) definisan je za x  >  0 sa

r oo
Ci(x) =  — / u~l cosudu,

Jx

(Sneddon [62]), i integral divergira za x  <  0. U opštem slučaju ([10]), ako 
A 7̂  0, Ci(Ax) može biti definisan na realnoj pravi sa

r oo
Ci(Ax) =  Ci(A, x) — — /  u_1[cosu — H(1 -  u)] du +  H(1 — Xx) ln |Ax|,

J Xx

gde H  označava Hevisajdovu funkciju. Dalje, definirajmo Ci+ (Ax) i Ci_(Ax) 

sa
Ci+ (Ax) =  H (x) Ci(Ax), Ci_(Ax) -  H ( - x )  Ci(Ax),

tako da
Ci(Ax) =  Ci+ (Ax) +  Ci_(Ax).

Tako, za A > 0, imamo

r oo
Ci(Ax) =  — u_ 1[cos(Au) — H(1 -  Ali)] du +  H(1 — Ax) ln |Ax|,

J  X  
noo

(Ax) =  — u-1 cos(Au) du, x > 0,
Jx

Ci

Ci
r u

i_(Ax) =  —c — / u_ 1[cos(Au) -  1] du +  ln |Ax|, x >  0, 
Jx

gde

r oo
c =  /  u~1[cos(\u) — H (l +  Xu)]du, A < 0

J o
r oo

=  /  u_ 1[cos(Au) — H(  1 — A u)] du, A >  0
J o

r oo
=  /  u_1[cosu — H ( l  — u)] du.

J o

Dalje, za A < 0, imamo

/ OO

u- 1[cos(Au) — H{  1 +  Au)] du +  H(  1 — Ax) ln |Aa
- X

rx
Ci+ (Ax) =  — c +  /  u_ 1[cos(Au) — 1] du +  ln |Ax|, x >  0,

J o

/X

u-1 cos(Au) du, x  <  0.
-OO
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Primetimo da ako zamenimo i s a - i u  Ci(A(x)), Ci+(A(x)) i Ci_(A(x)), 
dobij amo

Ci(A(—x)) =  C i((-A )x),

C i+ (A (-x)) =  H (-x )  Ci(A(—as)) =  C i_ ((—A)rc),

C i_(A (-x )) =  H (x) C i+((—A)ar).

Dokazano je u [10] da

[Ci(Aa:)]' =  cos(Ax)x-1 ,

[Ci+(Ax)]' =  cos(Ax)xj,j1 -  (c -  ln |A|)<5(a:) (3.4)

[Ci_(Ax)]' =  -  cosiAccjccZ1 +  (c -  ln |A|)<5(x).

Sada, definirajmo lokalno integrabilne funkcije sin±(Ax) i cos±(Ax) na 
sledeći način:

sin+ (Ax) =  H (x) sin(Ax), sin_(Ax) =  H {-x )  sin(Ax), 

cos+ (Ax) =  H (x) cos(Ax), cos_(Ax) =  i i ( - x )  cos(Ax).

Onda sledi da

sin+(A (-x)) =  sin_ ((—A)x), sin_(A (-x)) =  sin+ ((-A )x ),

cos+(A (-x)) =  cos_((-A )x ), cos_(A (-x )) =  cos+ ((-A )x ).

Sledeće dve jednačine dokazane su u [10]:

Ci+(Ax)*x+ = ------J— \ r +  1 ) ar -i {x , A)xl+ +  —^ - x r+1 Ci+(Ax), (3.5)
r +  .=o\  1 /  r +  1

( - l ) rCi_(Ax) * xr_ =  ±--y
r +  1 r—Lr +  i \ i 1=0

r +  1 r + l
( - l ) lar_2(x,A)xL + ( X\  Ci_(Ax) 

r +  l
(3.6)

za r =  0, 1, 2, . . . ,  gde

al(x ,X )=  / { -u )1 cos(Ari) du,

za i =  0, 1, 2, . . . .

Za potrebe dokaza sledeće teoreme povećavamo skup_ zanemarljivih funkcija 
i uključujemo konačne linearne sume funkcija

• ¡/Mcos(Ai/), sin(A^), v*1 C\{\v) (A ^  0).
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Teorema 3.3 Ako A y  0, onda

(3.7)

za r = 0, 1,2, ,

Lu =  0, L2i+i = (2i +  l)\ (- iy \i \ —2i—2

za i =  0 ,1 ,2 ,. . . .

Dokaz. Neka [Ci+(Ax)]„ =  Ci+(Aa:)t„(x) i (xr)„ =  xrT„(x). Onda konvolu- 
cioni proizvod [Ci+iAa:)]^ * (xr)u postoji prema Definiciji 3.1 i

[Ci+tAir)  ̂* (xr)„ = j  Ci+{\t)(x -  t)rt„(x -  t) dt + .

rv + V~’'
+  / Ci+(At ) ( x - t ) rTv(t)T v(x-t)d t.

J V

Ako \ > 0 i 0 < x < v ,  onda imamo
~v rv roo

/  Ci+(At)(x  -  t)rtu(x -  t) dt =  -  { x - t ) r u~l cos(Au) dudt 
J o A

¡•u ru roo rv
=  -  /  u-1 cos(Au) /  ( x - t ) r d tdu+  /  u 1 cos(Au) / (x - t ) r dtdu

J 0 J 0 Jv do

= __I_  ¿  ^ +  1 j X1 [ ^ ( - « ) r_i cos(Au) dn + ( -^ ) r- l+1 Ci(Ai/)] .(3.8)

Neka sada

/¿(iz) =  [  {—u)1 cos(Au) diL
J o

=  A_1( —í̂ )¿ sin(Ai/) -  ¿A- 2(—i/) '-1 cos(A^) -  i(z -  l)A~2I¿-2 

ako i > 2 i specijalno

70(n) =  A" 1 sin(An), h{u ) =  -A~Vsin(A ¡/) -  A-2 cos(An) +  A-2 .

Zato

ako i > 2 i

Lj =  N —lim/¿(^) =  —i(i — 1)A 2L¿_2

Lo = 0, Li =  A“ 2.
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Dalje, dobijamo da

i \ —2i—2L2i= 0 , L2l+1 =  {2i +  l )\ (-iy \

za i =  0,1, 2 ,---- Sada, iz jednačine (3.8) dobijamo da

N -lim  /  Ci+(\t)(x -  t)rTu(x -  t) dt = ----- -— ( V +  1 ) Lt—ii*. (3.9)
'^°° •'O r +  ^~ 'Q\ 1 )

Neka sada —v < x < 0, pa imamo

rv  ru+x
/  Ci+(At)(x -  t)rtv(x -  t) dt =  /  Ci+ (At ) ( x - t ) r dt +  

J o J o

4- /  C\+(Xt)(x -  t)rT„(x -  t) df(3.10)
J  l/ + X

gde 

rv+xrv+ x  rv+ x  r oo
/  Ci+ (Ai)(x -  i)r dt =  -  ( x - t ) r iD 1 cos(Au) du dt 

Jo Jo Jt
ru+x ru

u~l cos(Aii) / (x — t)r dtdu —

ru rv-\-x
/  u“ 1 cos(Au) / (x - t ) r d td u -

Ju+x J 0
roo * rv+ x
/  ri_1cos(Au) /  (x -  t)r 

Ju J 0
dt du

Z l J l  l ' T  1 )a-'l / r-,:(^ + x) -r +  1 “  \ i 2 =  0 \

~r+l ( - " )-i/)r+1 /•"
--------- / u cos(Au) du —
1 J i/+xr  "I- 1 Ju+x

Xr+1 — ( — l/)r+1
------------^ — Ci(Ai/).r +  1 v ' (3.11)

Uzimajući u obzir činjenice da su funkcije v% sin[A(u +  i)] i u1 cos[A(^ + x)] 
zanemarljive, sledi

N -lim  Ii{y +  x) =  Ii{v) =  Li.v—*oo

Dalje, ono što treba dokazati je:

(3.12)

N -lim z / /  u 1 cos(Au) du =  0, 
‘ '-»oo  Jv+x

(3.13)



3.2. KOSINUSNI INTEGRAL 35

za r =  0,1, 2 ,___Parcijalnom integracijom dobijamo

[v _ x i/r_1sin(Av) vr sin[A(i/ 4- x)\
v u cos(Au) du =  -------- ------------------------------------

J l/ + x A A(i/ +  x)
+

vr Cu+ — / u-2 sin(Au) du,
A Jv +  X

gde je desna strana suma zanemarljive funkcije i proizvoda oblika 
vT u~2 sin(Au) du. Produžavamo parcijalno integrirati i vidimo da je 
leva strana zadnje jednačine suma zanemarljive funkcije i proizvoda oblika

r v ris
vr / u~T~l sin(Au) du ili vr / it~r_1 cos(Au) du.

J u+x Ju+x

Lako je proveriti da

lim v f  u r 1 sin(Au) du =  lim vr f  u r 1 cos(Au) du =  0 
Ju+x Jv+x

odakle sledi jednačina (3.13).
Zbog

ris
lim / rG1 cos(Aii) du =  0, 

v-^°°Jx+u
iz jednačina (3.11), (3.12) i (3.13) sledi

rv+x  ̂ Ak, (r  +  l\
N —lim /  Ci+(At ) { x - t ) r dt = --------- V  . )Lr^ x l. (3.14)

7 o r +  1 .=Q y i j

Dalje, lako dobijamo da za svako fiksirano x,

ris+is~L'
lim

l/—* OO

r V + V ~ v

/ Ci+ (\t)(x -  t)rTl/(t)Tl/(x -  t) dt =  0, i (3.15)
JIS

ris+is u+ x
im /  Ci+(At){x -  t)TTv(t)Tu(x -  t) dt =  0
_*°° Ji/+x
lim (3.16)

pa jednačina (3.7) sledi direktno iz jednačina (3.8), (3.9), (3.14), (3.15) i 

(3.16) za slučaj A > 0.
Ako A < 0 i 0 < x < ^  jednačina (3.8) i dalje važi, ali sada imamo 

[  Ci+(At)(x  -  t)rTl/(x -  t)dt =  (ln |A| — c) /  (x -  t)r dt +

+ [  (x — t)r [  u 1[cos(Au) — 1] dudi +
J 0 J 0

+ ¡ \ x - t y
J 0

’ ln t dt

J \ + J2 +  Jz-
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Sada

i sledi da

i  ( x - t y
J o

dt =  —(x — i')r+1 xr+1
r +  1

N — lim J\ =  0. (3.17)

Dalje, 

J2 = J  { x - t ) r J  u-1[cos(Aii) -  l]dudt 

J  u_1[cos(Azi) -  1] J  (x — t)T dt du

[(z -  v)r+l -  (x -  u)r+1} i r l [cos(Xu) -  1 ]du 

E  ( ) { - v ) r~l+lxl I  ii-1[cos(Aii) -  1] du -
r + 1 S \  1

~ y y r [  E  ( r *  ^  JQ ( -w )r_ ![cos(An) - 1] du

E  ( r )  —I/)r_i+1[Ci+(A^) +  c -  ln |Az/|] -

1 r — Yj- 1 £—/r +  1 i - i  V i 1=0

r +  1

i dobij amo da

N —lim J? =
v—*oo

xl[Ir_ i +  { r - i  +  l ) _ 1( - i / ) r- ' +1]

(3.18)

Konačno imamo

J 3 = ---- ---  r  ln t d[{x -  i )r+1 -  Xr+ 1}
T* i -*- «/ 0

K  \r+l r + li  1 ( r  "1" 1^ x i ( — l/')r  *+1-[(x - ^ )  - x ] +  — - r E  . — -----’— r—r + 1 V 1 J r - *  + i
ln v

r +  1 1

i sledi da
N —lim J3 =  0. (3.19)

V —‘ OO v 7

Kada je —v < x < 0 jednačina (3.10) važi, ali sada imamo
rv+ x  ru+x

J  ̂ Ci+(A t ) { x ~ t ) r dt =  (ln | A| -  c) j  (x -  t)r dt +
f 'H j  rt

+  Jo ( x - t ) r J  n_ 1[cos(Au) -  1] dudi +
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=  J\ +  J2 +  3̂-

t)T ln tdt

gde

J'i =  —(ln |A| -  c)
<-v)T+l - x r+l

r +  1

J* = -
rv-\-x
/  ln t d { { x - t ) r+l - x r+xï 

Jo
ln(i/ +  a: ) ^ _ ^ r+1 _  +
r +  l

r +  l
rv-\-x

+
r +  1 Jo

i pomoću jednačina (3.20) i (3.21)

1 ris-fX ,
—  /  r 1[ ( i - i ) r+1 - x r+1] d í
+ 1 Jo

rv -tx  rt
j'o =  /  ( x - t ) r u 1 [cos(Ali) -  1] dudt

J 0 0̂
r v + x  [ V + X

=  J  u ~ l [ c o s ( \ u )  -  1] J  ( x - t ) r d t d u

1 rv-\-x , , n
— ------------ /  f ( - i / ) r+1 -  (x -  u ) r+ 1] i í_1 [cos(A zí) -  1] du

r +  1 Jo
{ -u )r+1 -  xr+1 r"

+

/ u-1 [cos(Au) — 1] du +
Jo

ris
/ u_1[cos(Ait) — 1] du -

Jv+x

T + 1
( - l /) r+1 _  xr+l ru 

V +  1 Jv+x

 ̂ /■i'+z
r +  1

f  u l [(x -  u)r+l -  xT+1}du
Jo

{-u ) r+l _  0-T+1

+

r +  l
- v ) r+1  -  x r+1 r f "

-[Ci+(Au) +  c — In IAI — ln v] +

r +  l '-JI/+X 

¿  i7” + lN) x Í ! r - i { v  + X)r + 1Ù>\ 1 J
1 r +x _ i r

\ [ u 1 cos(Au) du — ln v +  ln(^ +  x)j 
'-J V+X

T v -\ -X

/  u_1[(x -  u)r+1 -  z r+1] du
Jo

Ci-).(Ai') — Ji +

r +  l 
( — i/)r+1 — xr+1

(3.20)

(3.21)

r +  l
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(~ v )r+1- x r+1 r
+  -----------—--------  / u cos(Au) du —

r +  i Jv+x

-  E  ( r t  <(" +  *) -  ^  (3-22)

Konačno, jednačina (3.7) sledi direktno iz jednačina (3.10), (3.17), (3.18), 
(3.19), (3.20), (3.21) i (3.22) za slučaj A < 0, što kompletira dokaz teoreme.

Posledica 3.1 Ako A ^  0 onda neutriks konvolucioni proizvod Ci+(Aa:)[*]xjl 
postoji i

Ci+(Az)(*b- = E  ^  \  ^  \Lr - i^  ~ ar-i(x , A)ag!|_] +

t — \ jr+l
+  rH) x xr+1Ci+{\x) (3.23)

za r =  0, 1, 2, . . . .

Dokaz. Zbog distributivnosti neutriks konvolucionog proizvoda u odnosu 
na sabiranje, imamo

Ci+(Ax) 0 3 ;r = Ci+(Ax') * xr+ +  ( - l ) r Ci+(Ax) 0 x 1  

i jednačina (3.23) sledi iz jednačina (3.7) i (3.5).

Posledica 3.2 Ako A ^  0 onda neutriks konvolucioni proizvod 
[cos(Ax)xjj1] 0  xT postoji i

[ c o s ^ ) ^ 1] 0  xr =  (c -  ln |A|)a;r -  ^  ^  Lr_ ,_ xx i (3.24)

za r =  0, 1, 2, ___

Dokaz. Imamo da 

[Ci+ (Ax)r^(x)] * (xr)„
rv-t-L/

=  / Ci(At)(x  -  t)rtu(x -  t) dTw(t)
J V

— — Ci(Av)[x — v)TTv[x ~ v ) —
ru+v~''

-  / cos(Ai)i_1(z -  t)rTu{t)Ty{x -  t) dt +
J U

ris-\-D
+  r Ci(At ) ( x ~ t ) r lTl/(t)rl/(x -  t) dt +

rv+v "
+  / Ci(At)(x -  t)rT„(t)Tl(x -  t) dt. (3.25)

Ju
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Sada tu{x -  u) je ili 0 ili 1 za dovoljno veliko u, pa imamo

N —limCi(Ai/)(a: -  v)ttu{x -  u) =  0. (3.26)i/—»OO

Dalje,

rv+l' v
/ cos(At)t l (x -  t)rru{t)Tu(x -  i) dt

J V
< v~v~i (\x\ +  2v)T

pa zato

lim /  cos(At)t 1 (x -  t)rTu(t)ru(x -  t) dt =  0 (3.27)Ju

/ Ci(Ai)(z -  t)r 1Tu(t)rL,(x -  t) dt
J U

r i ' + L '

<{\x\+2v)r~l | Ci(At)| dt.

Ako A > 0 i K  =  sup{| Ci(x)| : x > 1} onda za v > A 1 imamo

rv+v~1'

Ako A < 0 i

r  | Ci(Ai)| dt < Ku~u.
J V

Ki =  [  t¿-1 1 cos(Ar¿) -  1| du, 
J o

onda za u > 1 imamo

/
v + v~ u ri'+v " , f t  |

| Ci(Ai)| dt =  J jln |Ai| — c +  J ii_ 1[cos(Au) -  1] duj dt

< [|c| +  | ln(2Av)| + K i + 2  ln {2v )]v -'.

I u prvom i u drugom slučaju dobij amo da

rv+i/~
lim

v—>oo

Konačno razmotrimo

rv-\-v

Ci(Ai)(i -  t)r lTu(t)ru(x -  t) dt =  0. (3.28)

ru-\-v
/ C\(\t){x -  t)TTu{t)Tu(x -  t)

J V
dt.

Ako x ^  0 onda T„{t)T'u( x - t )  = O n a  intervalu [u, v +  v u] za dovoljno veliko 

v pa
riy+u~"

lim /  Ci(At)(a: -  t)rTu(t)rl{x  -  t) dt =  0. (3.29)
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Ako x =  0 onda

l  Ci(At){x  -  t)rTv(t)T'u(x - t ) d t = \  J  Ci(At ) ( - t ) r drl{t)

ru + U-u
= - \ { - u ) TCi{\v)+  /  [cos(Ai) + rCi(Ai)](-i)r_1r2(i)di

J V

i slično kako malopre dobij amo da

N —lim i  C 'i{\t){-t)rTv{t)Tl{x -  t) dt =  0. (3.30).  ̂ J i/

Sada, iz jednačina (3.25)-(3.30) sledi da

N-lim[Ci+(Aa;)r(,(a;)] * xr =  0. (3.31)

Koristeći Lemu 3.1 i jednačine (3.4), (3.7) i (3.31), dobijamo

[cos(Aa:)a;;1-(c-ln|A|)<5(a;)]ga:r =  r Ci+ (A x )g x 7'“ 1 =  ^ L r_ i_ 1x i 

odakle sledi (3.24).

Posledica 3.3 Ako A ^  0 onda neutriks konvolucioni proizvod 
[cos(Ax)xjl1] [*] xr_ postoji i

[cosiA z)^ 1] 0  xr_ =  ( - l ) r^ E  ^ j [ A r - I- i x i - a r_i_ 1(a:,A)a;l+] +

+  (c -  ln |A|)x(_ + ( - l ) " - 1̂  Ci+(Ax)

za r  =  0, 1, 2,'___

Dokaz. Posledica sledi iz

[ c o s ^ ) ^ 1] 0 x 1  =  ( - l ) r [cos(Aa;)a;+1] Q x r -  ( - l ) r [cos(Ax)x“ 1] * x r+ 

i iz jednačina (3.5) i (3.24).

Teorem a 3.4 Ako A 7̂  0 onda neutriks konvolucioni proizvod 
Ci_(A2.')0 xr postoji i

C i_ (A z )0 x r =  ( ?' | 1j ( - (3.32)

zar =  0 ,1-5.2 , . . . .
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Dokaz. Zamjenom A sa —A u jednačini (3.7) dobijamo

Ci+ ( ( - A ) x ) 0 x r =  Ž  ^  ^  Lr-ix\

pa jednačina (3.32) sledi smenom a; sa -a; u prethodnoj jednačini.

Posledica 3.4 Ako A ^ 0 onda neutriks konvolucioni proizvod Ci_(Ax)[*]x7f 

postoji i

C i_ (A x )0 x +  = -----^  ( r +  1 ] [ ( - l ) 7'_iLr_ixI +  ( - l ) ,ar_i (x, A)a:!_]
r +  1 ¿=o V 1 )

+  ̂ — xr+1Ci_(A:r) (3.33)
r +  1

za r =  0, 1, 2, . . . .

Dokaz. Jednačina (3.33) dobija se zamjenom A sa —A i onda x sa —x  u 
jednačini (3.23).

Posledica 3.5 Ako A ^ 0 onda neutriks konvolucioni proizvod Ci(Ax) @a;+ 
postoji i

Ci(Ax) 0  xr+ = ----- V ' i 1 +  ] [(-1  )r~1LT- lx1 +  o.T-i{x , A)xl] +r + lfr'0\ 1 J
+  —j-yxr+1 Ci(Ax) (3.34)

za r =  0, 1, 2, ----

Dokaz. Jednačina (3.34) dobija se iz jednačina (3.5) i (3.33).

Posledica 3.6 Ako A ^  0 onda neutriks konvolucioni proizvod Ci(Ax)[*]x!l 

postoji i

Ci(Ax)Rxr_ =  (~ 1)r- ^  T  i r +  )  A)xi] + ^~1 r̂+-xr+1 Ci(Az)r + l f̂ 0\ i J r +1
(3.35)

zar =  0,1,2, . . . .

Dokaz. Jednačina (3.35) sledi iz jednačine (3.34) zamjenom A sa -A  i a sa

—x.
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Posledica 3.7 Ako A ^  0 onda neutriks konvolucioni proizvod 

[cos(Ax)xI1] 0  x T postoji i

[cos(Ax)xI1] 0  xT — (c — ln |A|)xr — ^  (—l ) r~lLr- i - i x l (3.36)

za r =  0 ,1 ,2 , . . . .

Dokaz. Jednačina (3.36) dobija se zamjenom A sa —A i x sa — x  ujednačim 

(3.24).

Posledica 3.8 Ako A ^  0 onda neutriks konvolucioni proizvod 

[cos(Ax)x-1 ] 0  xr postoji i

[cos(Ax)x_1] 0 x r =  £  Q  ((—l ) r_i -  lJL r-i-i**  (3.37)

za r =  0 ,1 ,2 , . . . .

Dokaz. Iz

[cos(Ax)x_1] 0  xT =  [cos(Ax)x+1] 0 x r -  [ c o s ^ ^ I 1] 0 x r,

pomoću jednačina (3.24) i( (3.36) dobijamo (3.37).

Posledica 3.9 Ako A ^  0 onda neutriks konvolucioni proizvod 

[cos(Ax)xI1] 0  xr+ postoji i

[cos(Ax)xI1] 0 ® ;  -  - 2  Q [ ( _ i ) r- % - i_ 1̂ _ ( _ i ) * a r_i_ i(x ,A )x t_] +

+ (c -ln | A | )x ; - x r Ci_(Ax) (3.38)

za r =  0 ,1 ,2 , . . . .

Dokaz. Jednačina (3.38) dobija se zamjenom A sa -A  i x sa —x  u jednačini 

(3.32).

Posledica 3.10 Ako A ^  0 onda neutriks konvolucioni proizvod 

[cos(Ax)x_1] 0 x +  postoji i

[cos(Ax)x_1] 0  xr+ =  £  Q  [(-1  )r' iLr_ i_ ix i -  ar- i - i ( x ,  X)xi] +

+ x r Ci(Ax) (3.39)

za r =  0,1,2, . . . .
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Dokaz. Jednačina (3.39) sledi iz jednačina (3.6) i (3.37).

Posledica 3.11 Ako A 0 onda neutriks konvolucioni proizvod 

[cos(Ax)x~x] [*] x r_ postoji i

[cos(Ax)x 1]@a:L A)xl] -

- ( - l ) rx r Ci(Ax) (3.40)

za r  =  0,1,2, . . . .

Dokaz Jednačina (3.40) dobija se zamjenom A sa —A i x  sa — x  u jednačini 

(3.32).

3.3 Sinusni integral

Sinusni integral Si(Ax), (Sneddon [62]), definisan je na realnoj pravi za 

A ^ O n a  sledeći način

r \ x  rx

Si(Ax) s  Si(A,x) =  /  u*1 sinudu =  /  u-1 sin(Au) du. (3-41)
J 0 J 0

Dalje, funkcija Si+ (Ax) deiinisana je sa

gde H  označava Heaviside-ovu funkciju.
Primetimo da zamenom x sa —x u jednačini (3.41) dolazimo do

Si(A(—x)) =  Si((—A)x) -  Si(—Ax)

(3.42)

i Si_(Ax) sa

i zamenom x sa —x u jednačini (3.42) do

Si+(A(-x)) =  H { - x )  Si(A(-x)) =  H ( - x )  Si((-A)x).
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Zato

S i+ (A (-z)) =  S i_((-A )z),

za A /  0. Slično,

S i-(A (—z)) =  Si+ (( —A)z)

za A /  0.
Diferencijal Si(Az) dat je sa

- i

i dalje,

[Si(Az)]' =  sin(Az)z

[Si+(Az)]/ =  sin(Az)z+1, 

[Si_(Az)]/ =  — sin(Az)zI1.

(3.43)

Sa oznakom

6i(z, A )=  [  (—u)1 sin(Azi) du,
Ja

i — 0, 1, 2, . . . ,  možemo formulisati sledeće rezultate dokazane u [4]:

S i+ (A z )* z ; =  - - ^ £ ^ r +  1
2=0 

r —1

1
br-i(x , A)z+ +  — —- Si+ (Az), (3.44)

i } V.+ 1

[sin(Az)z+1j * x\ =  — ^  ^ & r_ i_ j(z ,A )z !+ H-zr Si+(Az). (3.45)

Za dokaz sledeće teoreme povećavamo skup zanemarljivih funkcija uključujući 
konačne linearne sume oblika

cos(A^), sin(Ai'), i/*Si(Ai') (A ^  0).

Lema 3.2 Funkcija ;/MSi[A(i  ̂+ a)] je zanemarljiva.

Dokaz. Iz

/•A(w.+a)
Si[A(zy +  a)] =  Si(Ai )̂ +  / rt-1 sinu du,

J\v

i iz činjenice da je Si(Ai') zanemarljiva funkcija, sledi da treba dokazati da

r\(v+a)
N -lim z/ 1 /  u 1 sin udu =  0.
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Parcijalnom integracijom dobij amo 

f A(i/+q)
7J\v

1 sin udu =  XA 1 cos(\v) -  X lv^(v +  a) 1 cos[A(i/ +  a))

r\(v+Oc)
— u cos udu.

J\v

Desna strana ove jednačine je suma zanemarljivih funkcija i proizvoda oblika 
i/* / 7 ‘/+q ¿̂~2 cos udu. Daljom parcijalnom integracijom dobijamo konačnu 
sumu zanemarljivih funkcija i proizvoda oblika v» f x^ +a  ̂u~r sin u du ili 

u~r cos u du gde r > v. Lako je dokazati da

r \ ( l / + O t )  r \ {v -\ -O t )

lim i/* / u~r cos u du =  lim z/‘ / u_r sin udu =  0
v—oo i\v j Xl/

i zaključak leme sledi.

Teorema 3.5 Ako A ^  0 onda neutriks konvolucioni proizvod Si+(Ax)[*]a;r 

postoji i

(3.46)

za r =  0, 1, 2, . . . ,  gde

L2l =  ( - l ) 1(2i)!A-21- 1, ¿2i+i = 0

za i =  0, 1, 2, . . . .

Dokaz. Neka [Si+(Ai)]„ =  Si+ (Ax )tu{x ) i (xT)„ =  x Trl/(x). Onda konvolu­
cioni proizvod [Si+ (A:z)]„ * (xT)u postoji prema Definiciji 3.1 i

[Si+(Ax)]„ * {xr)L, =  J  Si+ (Af)(x - t ) rT„(x -  t)dt +

rlz+L/-1'
+  / Si+ (Af)(x -  t)rTI/(t)Tl/(x -  t) dt. (3.47)

J V

Ako 0 < x < v onda

r  Si+(At)(x- t ) rTv( x - t ) d t  =  f  ( x - t ) r [  u 1 sin(Au) dudt 
J o Jo Jo
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i  u 1 sin(Au) f  (x ~ t ) r dtdu -  
J 0 Ju

JQ U_1 sin(*«)[(® -  v)r+l - { x -  u)r+1] du

T i  l  u _ l s i n ( Au) E  ( '  1 1) I < [(_ I / ) r ~ i+1 ~  ( ~ u)T~l+1]dur + 1

1
r +  1 ¿=0

r +  1 ", jxT (u 1sin(Au)(-i/)r i+1 + { - u ) r~l sin{\u)} du

( - v ) r~l+1 Si(Aiy) +  i''(~ u )r~i sin(Azi) 
J o

du.

(3.48)

Zbog toga što je

Ii =  { -u )1 sin(Au) du
J o
-A  1( - i / ) i cos(Ai/) -  A 2ž (-^ )2- 1sin(Ai/) -  i (i -  l)A “ 2Zi_2,

dobij amo

za i =  2,3 , . . .  i

Zato

Li =  N —lim U =  - i ( i  -  1) A 2L*_2,
i / —‘ OO

¿o — A \ L\ =  0.

¿22 = (-1 )!(2z)!A-2i-\  L2i+1= 0

za i =  0 ,1 ,2 , . . . ,  i iz jednačine (3.48) dobijamo

N — lim f  Si+ (At)(x -  t)Trl/(x -  t) dt = ----- -— V ' ( T +  1¡/^oo Jo r + 1  ++ \ i2=0 \

Dalje, za u > A-1 i K  =  sup{| Si+(x)| : x > 1} imamo

ru-\-u~u

Lr-ix\  (3.49)

IJ  Si+(Ai)(x -  t)rTu(t)Tu(x -  t) dt\ < K (v  +  I/- " +  \x\Yu-',

za svako fiksirano x, pa 

lim /!/+!/
Si+(Ai)(x -  t)rTv(t)rv{x - t ) d t  =  0. (3.50)

Konačno, za 0 < x < u, jednačina (3.46) dobija se iz jednačina (3.47), (3.49) 
i (3.50).
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Sada, za - v  < x < 0 imamo
rv rV+X
/  Si+(At)(x -  t)TTu{x -  t) dt =  / Si+(At ) ( x - t ) r dt +  

J O "'O
rv-l-i/ u+ x

+  / Si+(Ai)(a: — t)rTl/(x
J  V + X

gde
1/+I

fdo
Si

ru+x rt
(A t ) ( x - t ) r dt =  /  ( x - t ) r iT 1 sin(Au) du dt 

J o do
rv+x rv+x

=  / u_ 1sin(Au) / (x - t ) Tdtdu
J 0 Ju

= ----- -— f  u-1 sin(Au)[(—̂ )r+1 — (x — t¿)r+1] du
r +  1 Jo

1 r V + X

= ----- —  /  ii" 1 sin(Au)[(—£r+1 +  (-zz)r+1) -  ( ( i  -  u)
r +  1 do

= - ^ - ( z r+1 -  ( -^ )r+1) Si+(A(^ + x)) + 
r +  1

í  {-U-Y 1 sin(Ait) du.

Zbog toga što
N -lim /j( i ' + i )  =  /¿(iz) =  ^

¡s—+oo

i zbog činjenice daje Si+[A(iz +  x)\ zanemarljiva, dobija se da

Lr~iXl
rv+x 1 _L, ( r  +  1

N —lim /  S i+ (A i) (x - i )r di =  - ]T  ,
i/-^oo Jo r  ■*" 1 i=Q \ 1

Dalje, jasno je da za svako fiksirano x
r v + v ~ u +  X

lim / Si+(At)(a; — t)TTu{x — t) dt — 0v+x
r v + l '~ ,/

=  lim / S\+(Xt)(x -  t)rTl/{t)T„(x -  t) dt
°Jv

i konačno, jednačina (3.46) dobija se iz (3.47), (3.51), (3.52) i (3.53)

Posledica 3.12 Ako A ^  0 onda neutriks konvolucioni proizvod 

Si+(Aa;) 0  xr_ postoji i

S i+ (A x )0 x r_ = ^  1 - Ž  ^  |  ^  [L r-i^  -  br-i{x, A)xY]

+  l \  o: ^ 1 Si+ (Aa:) 
r + 1

t) dt,

xr+1] du

(3.51)

(3.52)

(3.53)

+■

(3.54)

47

zar =  0 ,1 ,2 ,....
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Dokaz. Neutriks konvolucioni proizvod je distributivan u odnosu na sabi­
ranje, pa zato

Si+(Ax) 0 x r =  Si+ (Ax) * x\ +  ( - l ) r Si+(Ax) 0  xr_,

i jednačina (3.54) dobija se iz jednačina (3.44) i (3.46).

Posledica 3.13 Ako A 7̂  0 onda neutriks konvolucioni proizvod 
[sin(Aa:)a:IjI1] 0 x r postoji i

[ s i n ^ z ^ 1] 0  xr =  -  ^ 0  (3.55)

za r =  0 ,1 ,2 ,. . . .

Dokaz. Na početku

[Si+(Ax)r(,(x)] * (xr)„ =  i  Si(Ai)(x -  t)rTu{x -  t) dru{t)
J  U

=  — Si(Ai')(x  — v)r tv(x — v ) —

-  / sin(Xt)t~1(x -  t)rTu(t)r^(x -  t) dt +
J U

ru+u~u
+  r Si(At)(x — t)r~1Tv{t)Tu(x — t)dt +J l/

ru+u "
+ Si(Ai)(x -  t)rTu(t)Tl{x -  t ) dt.

Za dovoljno veliko v dobijamo

N —lim Si(Azz)(x -  v )ttv{x -  v) =  0 (3.56)U—*00 '

zato što tada tv(x — v) =  0. Dalje,

ru+u~urv+v
/ sin(At)t~l {x -  t)rru(t)ru(x -  t) dt

Ju < v - v-\ \ x\ + 2v)r,

pa
rv+u

Um J  sin(At)t~l {x -  t)rTv{t)Tv(x -  t) dt =  0. (3.57)

Sada, neka K  =  sup{| Ci(x)| : x > 1}. Onda za v > A-1 , imamo

Si(Ai)(x — t)r 1 rv{t)Tv(x —  i) dt < Kv~v{\x\ + 2u)r~1
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ru+u u
lim /  Si(At)(x  -  t)r~1Tu(t)Tl/(x -  t)dt =  0. (3.58)

^ ° ° J V
Konačno, razmatramo

rv+v-“rv+ls "
/ Si(At){x  -  t)rTy(t)T'v{x -  t) dt.

J u

Ako x ±  0, onda za dovoljno veliko u, r „ (i)r '(x  -  i) =  0 na intervalu 

[v, v +  i/- "] i sledi

rv+v~uris+is u
lim /  Si(At)(rc -  t)rTu(t)T„{x - t ) d t  =  0. 

Jv
(3.59)

Ako x — 0, onda

rv+vru+v-" , ru+u o
/  Si(A t ) ( x - t ) rTu{t)T'v( x - t ) d t = \  J Si(A t ) ( - t ) r drl{t)

rv+v~1'
= -  ± (-is )r Si(A^) +  /  (sin(Ai) +  r S i(A i)](-i)r_1r^(i) 

J U
dt

i slično kao i malopre dobij amo da

rv+v~u
N- (3.60)-lim  [  C i(A i)(-i)rrt,(i)r '(x  -  i) dt =  0.

i-*oo Ju

Na kraju iz (3.56)-(3.60) dobijamo da

N -lim [Si+ (Ax)r'(x)] * xT =  0. (3.61)
U—»oo

Pomoću leme i jednačine (3.43), (3.46) i (3.61), dobija se jednačina (3.55).

Posledica 3.14 Ako A ^ 0 onda neutriks konvolucioni proizvod 

[sin(Ax)x^1] 0  xT_ postoji i

[s in fA iK 1] 0  xr_ =  ( - l )r_1 £  Q  [L r-i-ix l -  b r -i-1 (a:, * ) < ]  +

(3.62)+  ( - l ) r-V S i+ (A x )

zar =  0, 1, 2, . . . .  

Dokaz. Imamo

[sin(Aa;)a;jj1] 0  xT_ =  ( - l ) r [sin(Ax)x+1] 0  xr -  ( - l ) r[sin(Ax)x+1] * x\

i jednačina (3.62) sledi iz (3.45) i (3.55).
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Teorem a 3.6 Ako A ^  0 onda neutriks konvolucioni proizvod 
Si_ (A.r) 0  xr. postoji i

Si_(Ax)0 xr =  ( r | 1) ( - l ) r_<i'T'_<a:< (3-63)

za r  =  0, 1, 2, ___

Dokaz. Zamjenom A sa -A  u jednaćini (3.46) dobijamo

Si+ ((-A )x ) 0  E  ^  \  1 j  L r - t f

i jednačina (3.63) sledi zamjenom x sa —x.

Posledica 3.15 Ako A ^ 0 onda neutriks konvoluciski proizvod 
S i_ (A x )0 x+  postoji i

Si_(Ax)0 x\ =  ^ ^ [ ( - i r - ^ r - i ^  +  i-lj^-iiar.AJa:*:]

+  ̂ E - x r+1Si_(Ax) (3.64)

za r =  0, 1, 2, ___

Dokaz. Jednačina (3.64) dobija se zamjenom A sa -A  i x sa - x  u jednačini 
(3.54).

Posledica 3.16 Ako A ^ 0 onda neutriks konvolucioni proizvod 
Si(Ax)0x!j_ postoji i

Si(Ax) 0  x\ =  - ^ ^ ¿ ^ r | 1j [ ( - l ) r- % _ ia:< +

+br- i { x , A)x*] +  —E -^ + i  Si(Ax) (3.65) 
r +  1 7

za r =  0 ,1 ,2 ,. . . .

Dokaz. Jednačina (3.65) dobija se iz jednačine (3.44) i (3.64).
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Posledica 3.17 Ako A ^ 0 onda neutriks konvolucioniproizvod 

Si(Ax) 0 x ! l  postoji i

Si(Ax) 0  xT_ =  Ž  ^  | 1 j  [Lr-iXi -  br-i(x , A)xž] +  (3.66)

/ i  '\r+1
-----xr+1 Si(Ax)

r +  1

za r =  0, 1, 2, ----

Dokaz. Jednačina (3.66) sledi iz (3.65) zamenom A sa -A  i a; sa - x .

Posledica 3.18 Ako A ^  0 onda neutriks konvolucioni proizvod 

[ s in ^ i^ I 1] 0 xr postoji i

[sin(Aa;)x:1] 0  xr =  -  £  Q  ( -1  )r>~'Lr^ lXl (3.67)

za r =  0, 1, 2, ----

Dokaz. Jednačina (3.67) sledi zamenom A sa -  A i x i —x u jednačini (3.55).

Posledica 3.19 Ako A 0 onda neutriks konvolucioni proizvod 

[sin(Ax)x"1] 0  xr postoji i

[sin(Ax)x-1] 0 x ' = g  Q  ( ( - l )r- 1 -  l)L M X ' (3.68)

za r =  0, 1, 2, . . . .

Dokaz. Imamo

[sin(Ax)x-1 ] 0  xr =  [sin(Ax)x+1] 0  xr -  [sin(Ax)xI1] 0  xr.

Sada, dobijamo (3.68) pomoću (3.55) i (3.67).

Posledica 3.20 Ako A ^  0 onda neutriks konvolucioni proizvod 

[sin(Ax)xI1] 0  x\ postoji i

[sin(Ax)xI1] 0  x\ =  — ^  ^ ^  [(—l ) r lLr-i-\ x l — (—1) br- i - i ( x ,  \)x_] +

—xr Si_(Ax) (3.69)

zar =  0, 1, 2, . . . .
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Dokaz. Jednačina (3.69) dobija se zamenom A sa —A i x  sa —x u (3.62).

Posledica 3.21 Ako A ^  0 onda neutriks konvolucioni proizvod 
[sin(Ax)x_1] [i] xr+ postoji i

[sin(Ax)x_1] [*] xr+ =  J2  ^ j [ ( - l ) 7'“ iL r-2- 1a:i - 6r - i - 1(a:,A)xl] +

+ x T Si(Ax) (3.70)

za r — 0, 1, 2, ___

Dokaz. Jednačina (3.70) dobija se iz (3.45) i (3.68).

Posledica 3.22 Ako A ^  0 onda neutriks konvolucioni proizvod 
[cos(Ax)x-1 ] [*)xi postoji i

[sin(Ax)x-1 j 0  xr_ =  ( - l ) r_1X ] - 6r_i_ i(x ,A )x i] +

- (  — l ) rxr Si(Ax) (3.71)

za r =  0, 1, 2, . . . .

Dokaz. Jednačina (3.71) sledi zamenom A sa —A i x sa - x  u (3.70).

3.4 Neutriks konvolucioni proizvod distribucija
x+L(x) i x_

Neka je L : (0, o o ) » (0, oo) lokalno integrabilna funkcija koja zadovoljava
us love

L(kx) lim -■
x—*o+ L(x) =  1, (3.72)

za svako k > 0, i
L(kx)lim
L(x) =  1, (3.73)

za svako k >  0. Pozitivna lokalno integrabilna funkcija koja zadovoljava 
uslov (3.72), odnosno (3.73), zove se sporo promenljiva funkcija u nuli, 
odnosno sporo promenljiva funkcija u beskonačnosti. Primer funkcije koja 
zadovoljava relacije (3.72) i (3.73) je logaritamska funkcija. Drugi primeri su
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pozitivni stepeni i iteracije logaritma, recimo, ln3 i lnln. Osnovni pojmovi
teorije sporo promenljivih funkcija dati su u [61].

Distribucija x\L(x) definisana je za različite vrednosti realnog parame­

tra A sa:

ako —k — 1 < A < —k i k G N.
U ovom delu treće glave razmotrićemo neutriks konvolucioni proizvod 

distribucija sa sporo promenljivim funkcijama. Zato povećavamo i skup 
zanemarljivih funkcija uključujući konačne linearne sume funkcija

za sve realne A /  0 i r e N, gde L označava sporo promenljivu funkciju. 
Lako je pokazati da važi sledeća lema.

Lema 3.3 Nehaje L(x) sporo promenljiv a funkcija u beskonačnosti. Onda 
je  K {x ) =  L( j )  sporo promenljiva funkcija u nuli.

Teorem a 3.7 Nehaje L sporo promenljiva funkcija u beskonačnosti i neka 
je f  lokalno integrabilna funkcija na segmentu [a, 6] sa svojstvom da

(3.74)

ako A > —1 i

i=0

nA, nAL(n), LT(n)

Onda integral
■b

m

postoji i

<J>(i) ~  L(t) / f (x )d x  kada t —> +oo.

Teorem a 3.8 Nehaje x)rL(x) data sa (3.74) za —k — 1 < A < — k i k G N 
i neka je  L sporo promenljiva funkcija u nuli i beskonačnosti. Onda postoji
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lokalno integrabilna funkcija K  : (0, oo) —> (0, oo) koja je  sporo promenljiva 
u nuli i beskonačnosti, i zadovoljava sledeće uslove:

( x x++kK (x ) ) ik) =  xx L(x), K (x )  ~  ((A +  1) • • • (A +  k))~1L(x),

kada x  —> 0+ i x —» +oo.

Teoreme 3.7 i 3.8 dokazane su u [67].
Sledeća teorema daje uslove za postojanje neutriks konvolucionog proizvoda 

distribucija koje sadrže sporo promenljive funkcije.

Teorem a 3.9 Neka je L sporo promenljiva funkcija u'.nuli i beskonačnosti, 
i neka parametri A i p zadovoljavaju uslove

A, p 7̂  — 1, — 2, . . .  i A +  p ^  0, ± 1, ± 2, . . . .  (3.75)

Onda neutriks konvolucioni proizvod

x+L(x)\*\ x t  (3.76)

postoji i

[ 4 i ( z )  0  x t ] ' =  [:x x L (x )]' 0  x f . (3.77)

Dokaz. Prvo pretpostavljamo da A, p. > -1  i A +  p /  - 1 , 0 , 1, 2 , . . . ,  tako 
da su x+L(x) i x̂ _ lokalno integrabilne funkcije. Neka

[xx_L(x)jn =  xx L(x)Tn{x) i [xf\n =  x f Tn(x).

Onda konvolucioni proizvod x\L{x) * x f  postoji prema Definiciji 3.1 i tako: 

lL (x)] * [x f\ n =  i  [i^T(i)] [ { x - t ) f \  dt
j n j  —qq l -i n-oo 

r oo/ oo
tx L{t){x -  t)tTn{t)Tn(x -  t) dt. (3.78)

-oo

Za 0 < x < n važi
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Pomoću smene t =  xnu dobijamo:

J  txL(t)(t — xY  dt =  xx+fi+1 nx+1 ux(nu — l ) flL(xnu) du.

Sada, koristeći Teoremu 3.7 vidimo da desna strana zadnje relacije ponaša 

se kao

L{xn)n1+X [(1 +  A +  /x)n-A- ^ 1+A+^ r ( - l  -  A -  /z )r(l +  /*) +

+  n T {-X )2F1{ - l  -  A -  fj., -¿t; -A  -  n;x/n)]/{ 1 +  A +  fi)T (-X ),

gde je 2Fi(a, b\ c; z) =  Ylb=o akbk/ckZk/k\ hipergeometriska funkcija. Odavde 
imamo

N -lim  r  txL ( t ) [ t - x y i dt =  0. (3.80)
n—*oo Jx

Kada je — n < x <  0, imamo

/ oo
iA L(i)(x -  t)tTn(t)Tn(x -  t)

-OO

dt =
rx+n
/  txL{t)(t — :r)A 

io
dt

+
/*n+n n
/ txL(t)(t — x)^Tn(t)Tn(x — t) dt. (3.81) 

Jn

Pomoću smene t =  xn( 1 — u), dobijamo: 

/•¡c+n
[ X+n txL(t)(t -  x Y  dt =  nx+1xx+^+1 x
J o

x [  (1 — u)x{n — nu — 1Y L  (xn( 1 — u)) du. (3.82)
J i - i - i

Slično kao u prethodnom slučaju imamo
rx+nrx+n

N —lim /  txL { t ) { t - x Y d t  =  0. (3.83)
n—+oo J o

Dalje, lako je videti da

rn+nrn-tn  .
/  txL(t)[t -  x)fiTn(t)Tn(x -  t)dt =  0 ( n - n+x+^L{n +  n "n)) 

Jn

i tako
/•n+n 71

lim / txL(t)(t -  x y tTn(t)Tn{x -  t)dt -  0. (3.84)
77—>0O J 7)

Sada, iz jednačina (3.78), (3.79), (3.80), (3.80), (3.81) i (3.83) sledi da 
neutriks konvolucioni proizvod xA L(x) 0  zO postoji i daje jednak nuli, što 
dokazuje teoremu za slučaj A, ¿r > —1 i X +  ^ Y  —1, 0, 1, 2, . . .
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Ostaje da ispitamo slučaj proizvoljnog A < —l i / z < —1, koji zadovol­
javaju relaciju (3.75). Pretpostavimo da jednačina (3.77) važi i da proizvod 
x+L(x)\*\x^_ postoji za - k  <  A < - k  -1- 1 i i za svako n >  - 1,
A + / r ^ - 1 ,0 ,1 , ---- Ovo je sigurno tačno prema zaključku kojeg smo dobili
za k =  1. Ako —k — l < X < —k onda proizvod

x\l<(x) =  [x++1L(x)

postoji i indukcijom dobijamo da x+L(x) [*] x t  postoji zaA /  - 1, - 2 , . . . ,
M > l i  A +  /r Y - 1 ,0 ,1 , ---- Slično, možemo pokazati i odgovarajući slučaj
za n, pa konačno dobili smo uslove za egzistenciju neutriks konvolucionog 
proizvoda (3.76).

Ostaje još da pokažemo da važi jednačina (3.77). Prvo, parcijalnom 
integracijom dobijamo

[x^L(x)r^(x)]n * [xt\n =

Za dovoljno veliko n imamo

[  txL ( t ) ( t - x Y lTn(x - t )dTn(t)
Jn
—nxL(n)(n  — x)^Tn(x — n) — 

rn + n ~ u
A / tx~1L(t)(t — xYrn(x — t)Tn{t)dt

J  n
rn+n~n

/  txL'(t)(t -  x)^Tn(x -  t)Tn(t)d.t
J n

rn + n ~ 1L
M /  txL(t)(t. -  x)fJ’~lTn(x -  t)rn{t)dt

J n

rn + n ~ u
/  txL(t)(t -  xYr'n{x -  t)rn(t)dt.

J n

N -lim nxL(n)(n  -  x)^Tn(x -  n) =  0,n—»oo

jer je tada rn(x — n) =  0. Dalje, imamo

rn+n~n
/  tx~l L{t)(t -  x)^rn(x -  t)rn(t)dt

J n
< Cn~n+X(\x\ +  2n)M,

i tako
lim

n—»oo

rn+n
/  tx~1L(t)(t -  x Y rn{x -  t ) T n { t ) d t  =  0.

J  n

Ovde je C  konstanta koju smo dobili ocenom |L(a;)| , koristeći svojstvo da 
je L(x) sporo promenljiva funkcija.
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Slično, imamo da

rn+nrn+n
/ txL'(t)(t -  x)^Tn(x -  t)Tn(t)dt

Jn
< C1n~n+x{\x\+2nY,

rn+n
/ txL ( t ) ( t - x Y  lTn(x -  t)Tn(t)dt 

J n
< C2n~n+X{\x\ +  2 n Y ^ ■

Tako
rn+n n

lim /  txL'(t){t -  xY tu(x -  t)Tn(t)dt =  0, 
Jn

rn+n
lim /  txL ( t ) { t - x Y  rn(x -  t)Tn(t)dt =  0.

n-"°°7n
Konačno, razmatramo integral

h
rn+n n

txL(t)(t -  xYx'n{x ~ t)Tn(t)dt.

Ako i / O ,  onda Tn{t)T'n{x -  t) =  0 na segmentu [n,n + n n} za dovoljno 

veliko n. Zato
rn+n~rn+n

lim /  txL(t)(t -  xY+n(x -  t)Tn{t)dt =  0. 
Jn

Ako x =  0 onda
rn+n

h  =  U  tx+»L{t)d,T2n{t) =  - \ n x^ L {n )
Jn

rJ (t)tX+xl +  (A + j r 2(t)dt,
rn+n n

i slično dobij amo da
N —lim/4 =  0.n—► 00

Na kraju, koristeći Lemu 3.3 i Teoremu 3.8 dobija se da

[xx L(x) 0  x t ] '  =  [xX+L(x)]' 0  x t  = x x+~lK {x )  0  x t ,  

čime smo pokazali jednačinu (3.77).



G lava 4

Kompozicija distribucija

U ovoj glavi bavimo se kompozicijom distribucije u neutriks smislu. Deo 
rezultata publikovani su u [21], [42] i [43].

Neka je funkcija 6n(x) definisana kao na početku druge glave. Neka je 
F  distribucija u V 1 i Fn(x) =  (F * 6n)(x). Sada, definiramo kompoziciju 
distribucije F  i lokalno integabilne funkcije / ,  kao u [17].

Definicija 4.1 Neka je F  distribucija i neka je f  lokalno integrabilna funkcija. 
Distribucija F (f(x ))  postoji i jednaka je h na intervalu (a,b) ako

N —lim

za sve test funkcije tp sa kompaktnim nosačem u (a,b). 

Sledeće teoreme dokazane su u [17], [19] i [53].

Teorem a 4.1 [17] Distribucije ( x f ) >L i (x^)* postoje i 

(i) {X - ) -  =  (x + )-  =  o, za n >  0 i Xfi ±  - 1, - 2,. . . ; i

i \p =  —1, —2, . . . .

Teorem a 4.2 [19] Distribucija {xr+ )Zs postoji i

_ ( - i r +M ,)  (r,.n
r(rs -  1)!

za r, s =  1, 2r...., gde

58
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(4.1)

Teorem a 4.3 [53] Distribucija (xr) s postoji i

{xr)~s =  x~rs

za r ,s  — 1, 2, —

U Teoremi 4.2 distribucija xZs definisana je sa

. (lnx_)(s)r = — ------—
( 5 - 1 ) !

za s =  1 ,2, . . . ,  a ne kako je data u [35].
Trebaće nam i sledeće leme koje je lako pokazati indukcijom.

Lem a 4.1 Ako je ip proizvoljna funkcija u V  sa nosačem u intervalu [—1,1], 

onda

<*-■>(*»=£ [*>« -  e  £ )£ **] * + e  £  (0)’
/c—0 &—0

(4.2)

20 r =  1, 2, . . . .

Lema 4.2 Za r =  0,1,2, . . .  uaii

fi 0, 0 < i < r
i mP{-r\ v )d v =  <
/ - l  I (-1) r!, i =  r

(4.3)

4.1 Kompozicija (|a:|r 1/2) 4s

Sledeća teorema je uopštenje Teoreme 4.3. 

Teorem a 4.4 Distribucija (|x|r_1//2)_4s postoji i

(\x\r- 1/2)~iS = X~irs+2S (4.4)

za r,s =  1, 2, . . . .

Dokaz. Prvo imamo

[(|a;|r“ 1/2)_4s]„ =  (|xr_1/2)_4s * ¿„(z) =  

(4s -  1)! J - 1/n
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i primetimo da

j \ k[\x\r- i'2r is]n dx =
0, za k neparno

2 fg1 xk(\x\r 1//2) 4s}n dx, za k parno
(4.5)

Dalje, neka je (p(x) proizvoljna funkcija u D sa nosačem u segmentu 
[—1,1]. Prema Taylor-ovoj teoremi imamo

4rs—2s—1
v(.x ) =

k=0 k\
X* +

X.4rs —2s

(4rs — 2s)!
(4 rs—:2s)(^ '),

0 < £ < 1. Sada,

N -lim ([(| a :r1/ 2) - 4s]ni ¥»(!)> =

0)4rs—2s—1
=  N —lim J2n—>oo ‘—' klk= 0

1 x4rs-2s

¡ \ k[{\x\r- i/2r is}ndx +

+  N —limim [
»  J-1n—>oo J_i (4rs — 2s)!

Koristeći smene u =  nxr~1/ 2 i v = nt, dobijamo

^r-l/2)-4Sjn(p(4TS-2s)^ x ) dx. (4.6)

-(4s — 1)! [  xk[(xr 1/2) 4s]n dx = [  xk [  ln | xr 1/2 -  t\5̂ s\t) dtdx 
J 0 «/0 J — l/n

r l/n
¿i4s)

-l/n

J —l/n

-!/(,—1/2)

— !/ ('—1/2)

vk ln \xr 1!2 — i| dx dt + 

xk ln \xr~1̂ 2 — t\ dx dt

n ( 4 r s - 2 s - f c - l ) / ( r - l / 2 )  r 1

r -  I ' 2 /-I
p^S\v) I ' uA2r-2k-3)/(2r-l) *

x ln \{u — v)/n\ du dv +
~(4rs—2s—/c—l)/(r—1/2) rl w_(2r-2*-3)/(2r-l) x

x ln | (u — v)/n\ du dv

= h  +  h- (4.7)

Jasno je da za k =  0 ,1 , . . . ,  4rs — 2s — 2,

N — lim 7i =  0.n—+oo (4.8)



4.1. KOMPOZICIJA {\X\R- l/2) - iS 61

Dalje,

J p(As\v) J u-(2r_2fc-3)/(2r_1) ln | (u — v)/n\ du dv =

= J p^s\v) u~^2r~2k~3'>̂ 2T~1'l [ln\l — v/u\ + lnu — \nn}dudv 

=  J pM{v)J u - ( 2 r - 2 f c - 3 ) / ( 2 r - i )  ln  11 _  v/u\ dudv, 

jer prema Lemi 4.2, p ^ ( v )  dv =  0, za s =  1, 2 , . . . .  Zbog

J p̂ -is\v) u- ( 2r- 2fc- 3)/(2r- 1) ln |1 -  v/u\ dudv =

oo , ri
V  p x M V •u - ( 2 r - 2 f c - 3 ) / ( 2 r - l ) - i d u d u

=  - £¿=i

(2r -  l)[n(2fc-2r*_H+2̂ 2T'-1) 
i(2k — 2 ri +  i +  2)

— J vlp̂ As\v) dv,

dobij amo da

N -lim  72 =  -r-j-— :------ ;-----7T /n—><x 4s(4rs4s — k — 1) 7 -i
i;4sp(4s)(t;) du

(4s — 1)! (4.9)
4 rs — 2s — fc — 1

koristeći Lemu 4.2 za k =  0,1, . . .  ,4rs -  2s -  2. Konačno iz jednačina (4.7), 

(4.8) i (4.9) sledi

N —lim i"  x k[(xrr s]ndx =  — ------- 1 . - (4.10)
n—*oo Jo 4rs -  2s -  k -  1

za k =  0 ,1 , . . . ,  4rs -  2s — 2. Sada, iz (4.5) i (4.10) vidimo da

r1 f 1 j fc— 1 — 1
N —lim j xk[(xr)~s]ndx =
n—>oo j —1

za k =  0 ,1 , . . . ,  4rs — 2s — l i
4rs—2s—1

N —lim J2
tp(fc)(0)

n—»oo ‘—" k\7c=0

4 rs — 2s — k — 1

J \ kK \ x r i'2) - is]ndx =

(_i )fc-i  _  i

h

(4rs — 2s — k — 1 )k\

Za fc =  4rs -  2s jednačina (4.7) i dalje važi, ali sada
n —l / ( r - l / 2 )  r l

<p(fc)( 0). (4.11)

r -  1/2
J p ^ i v )  J u (2r 8rs+4s 3)/(2r L ln |(u — v)/n)\dudv
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pa zbog neprekidnosti funkcije <p(irs 2s\^x),

t-l / ( r -l /2 )

lim / xirs- 2s[{xr- ll2) - As}^ Ars- 2s\ ix )d x  =  0. (4.12)r>Jo

Slično,

lim / °  x4’'s- 2s[ ( ^ - 1/ 2 )-4s] ^ ^ s- 2s) (^ )d a; =  0. (4.13)
n^oo J—n—1 /(■/ 1/2)

Zatim, kada xr 1/i2 > 1/n, imamo

p 1/n
— (4s — l)![(xr- 1'/2)_4s]JT =  / '  lnl i ’- ^ - i l J ^ i O d i

v/ — 1/n

=  n4s J ln |xr_1/2 -  u/n|p^4s (̂u) dv

r \  OO « i

n4s [  [ln X7- 1/ 2 -  £  , . (r_ 1/2)i] P(4S) («) d«
/ - i 1

oo -1
1=1

ini 4sx(r -1-/2)*
p(45)(x) dv.

Sledi da

|(4s -  l)![(xr- 1/2)_4s]
OO r \

< E
z=4s 

oo

< E

i inl~AsxU 4/ 2)1 

K„

- |p{4s)(x)| dv

Z=4s
i—4s/r(r—l/2)z ’

gde
|p̂ 4s (̂x)|

za s =  1,2 . . . .
Ako sada nCl^T~l,2') < r) < 1, onda

(4s -1/ (T= 1/2)
|x4rS- 2s[(x,' - 1/2)-4s]n |dx <

< E
K sn4s—z

z=4s 7,—1/(T' 1/2)
x i r - l / 2 ) O s - i )  d x

00 r? — l / ( r —1/2) rnr)v 1/ 2

”  (r -  i/2)* A
(4s- I+ l / (r- l / 2 ) - l

* . E
z=4s

n - l / ( r - l / 2 ) [ ( n7?r - l / 2 ) 4 s - i + l / ( r - l / 2 )  _

(r — l/2)ž(4s — i +  l / ( r  — 1/2))
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Dobijamo,

lim /
77.—»OO J -  1 /(7 — 1 /2 )

\[(xr- 1/2) - 4%\dx =  0(r1),

za r, s =  1, 2, . . . .
Funkcija </>(4rs_2s)(£2:) je neprekidna i zato

lim
n—► 00

r  xirs- 2s[(xr- 1/2) - 4sW 4rS~2sH ^ ) dxJn-!/('—1/2)
=  0(77), (4.14)

r,s =  1, 2, . . . .  
Slično,

lim
71—»OO rJ-Ti

--1/(7-172)
x (r- 1/2)4s[(xr- 1/2) ' 4s]„^ (4r6“ 2s)( ^ ) ^ =  0(77) (4.15)

za r,s  =  1 , 2 , . . . .  
Na kraju,

( [ ( z r - 1 /2) - 4a]n, ¥>(*)) [(zr 1/2) 4s]„.i/?(m) dm

4rsg _1 ^ 1(0) ^

k=0 kl
j l̂xk[[xr- l/2) - is}n dx +

+

+

-l/(r—1/ 2) ^4rs—2s

_n- i/( r—1 / 2 ) (4 rs  -  2s)! [(x(r—1/2))- 45]n(/?(4rs—2s)(£x) dx +

v.4rs—2s

- 1 /( 1—1 / 2 ) (4rs — 2s)! [(xr- 1/2) - 4s]n^ 4rs~2s\ (x )  dx +

Jrj (4 rs — 2s)!
[ ( ir- 1/ 2) - 4s]n^(4rs- 2s)(^ )d T  +

■ /

■ /:

.—n“ 1/^7""1/ 2) ^,4rs—2s
■ [(xr—1/ 2)~45]Tlcp(4rs—2s) (£x) dx +

t) (4 rs  — 2s)!
77 „4 rs -2 s

( 4 r , - 2 « ) ! l( *  (W < tC '

Koristeći jednačine (4.ll)-(4 .15) i činjenica da niz [(xr 4/2) 4s]n konvergira 
uniformno ka x _4rs_25 na segmentima [—1 , —77] i [77, 1 ], sledi da

4rs—2s— 1 4rs—2s—k —1
7 ^ ( 0 )  +

+0(77) +
1 v?(4r-s-2s)('^;r) r-r, ^(4rs-25) (£x )

/,, (4?’S — 2s)!
-dx +

- 1  (4 rs  — 2s)!
dx.
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Parametar T) može biti proizvoljno mali, zato koristeći (4.1),

4rs—2s—1
( - i ) 4rs  — 2s — k — l - 1N —lim([(x'r- 1/2)_4's]Tl, ip(x)) =  E  ,, „ ,n-»oo (4rs — 2s — k — ljkl v,(fc)(0 )

+
rl ^ (4 rs—2 s ) ( ^ )

- i  (4rs — 2s)! dx

U

- U x
4rs—2s—1

—4rs—2s
4rs—2s—1 k

v (x ) ~  ¿  TJT^Ho)
k= 0 K'

dx

( i \4rs—2s—k — 1 i

+ E  £ W ^ > ( 0 )

=  £
k=0 

4rs+2s

(4rs — 2s — k — l)fc!

tp(x))

Odavde sledi da je relacija (4.4) tačna na segmentu [—1,1]. Jasno je da 
jednačina (4.4) važi u svakom segmentu koji ne sodrži nulu. Ovo kompletira 
dokaz teoreme.

4.2 Kompozicija (sgnx|x|r l '2) 4s+2

Sledeća teorema je uopštenje Teoreme 4.3.

Teorem a 4.5 Distribucija (sgnx|a;|T'_1/2)_4s+2 postoji i 

(sgn x\x\r~ll2)~As+2 =  x ~ 4 r s + 2 s + 2 r - l

za r,s =  1 ,2 ,. . . .

(4.16)

Dokaz. Primetimo da

[(sgnx\x\r 1/2) 4s+2]„ =  (sg n x ^ r 1/2) 4s+2 * Sn{x)

(4s — 3)! J-!/.
ln \xr 4/ 2 -  t\S^s 2\t)d t

i da

l ^ x k[(sg n x\ xr1/2) - 4s+2}ndx =

0, za k parno
2 /o x k[(sgnx\x\r~1/2)~is+2]n dx, za k neparno

.(4.17)
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Sada, neka je ip(x) proizvoljna funkcija u V  sa nosačem u segmentu 
[—1,1]. Iz Taylor-ove teoreme dobijamo da

4 rs— 2 s—2r

?>(*)= E  1
4 r s—2 s—2 r + l

k=0

0 < £ < 1. Onda,

fc! (4rs — 2s — 2r +  1)!
(4 rs— 2 s—2r-f 1)

(&0 -

N-lim([(sgna;|a:r 1/2) 4s+2]„,p (x ))
4 rs—2 s—2r

N —lim y~] <pW{ 0)

/c=0 /fc! /  xfc[(sgnx|x|r 1̂ 2) 4s+2]n dx +

+  N —limim [ l 
X) 7 - 1

r 4 rs—2 s—2 r + l

n —oo 7 - i  (4rs — 2s — 2r +  1 ) !  

X¥>(4"-2*-2r+l)(ia.) dx

[(sgn x\x\r~l 2̂)~is+2]n (4.18)

Koristeći smene ii =  nxr 1/2 i v — nt imamo

— (4s — 3)! f L xk{{sgnx\xT- ^ 2\)-is+2}n dx =
7o

=  [  x k [  \n\xr~1̂ 2 -  t\5^s~2\t) dtdx
J 0 J - U n

rl/n rn 1̂ r 1/ 2^
/  b(n S~2\t) xk \n\xr~1' 2 -t\ d xd t +

J — l/n J 0

/1/n r 1
¿i4s“ 2)(i) /  xMn|xr- 1/2-i| d x d i

- l/n  J n - 1/2)
7(4rs—25—2 r—k)/{r — 1/2) /•!

r -  i
x ln | (u — u)/n| du dv +  

n { A r s - 2 s -2 r -k ) / { i— 1/2) <-1

+— n — L
x ln | (u — v)/n| dudv

=  h  + h .

f / {4S~2)(v) l '  u~[2r~2k~m 2 r~1) x

J \ - ( 2 r - 2 k ~ 3 )/ (2 r - l )  x  

(4.19)

Ovde, jasno je da za fc =  0 ,1 ,.. .  ,4rs — 2s — 2r — 1,

N -lim /i  =  0.
n—* oo

Dalje,

J  p(4s_2)(n) j  -u- i27"-2fc—3)/(2r—4) ln |(u -  u)/n| dudv =

(4.20)
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= J  p̂ 4s 2\v) u (2r 2k 3'>/(2r 1)[ln |1 — v/u\ +  Inu — Inn] dudv

= J 1 p(4s_2)(v) u- (2r_2/£_3)/(2r~1) ln 11 — v/u\ du dv,

jer iz Leme 4.2, / £  p(4s~2̂ (v) dv =  0 za s = 1, 2, . . . .  Sada,

I \  '°(4S“ 2)(v) i  u - (2r“ 2fc- 3)/(2r- 1) ln |1 -  v/u\ du dv =

= ~ £  \ j\ Vlp[iS- 2\v) J \ - V r~2k-m 2 r - l )-i dudv

= - £  
1=1

( 2 r  -  l'j[n {2k -2 r i+ i+ 2 )/ {2 r - l )  _

i(2k — 2 ri + i + 2)
i J 4 s -

1-1
V p 2£ v) dv,

i koristeći Lemu 4.2, za k =  0,1, . . . ,  4rs — 2s — 2r — 1, dobijamo da

N — lim I2 =
1

(4s — 2)(4rs — 2s — 2r + k) 1 

(4s — 3)!

v4s-2p(4 s -2 )^ dv

4 rs — 2s — 2 r + k
Iz jednačina (4.19), (4.20) i (4.21) vidimo da 

N — lim [  xk[(sgnx\x\r- ^ 2) - 4s+2]ndx =  —
n —>oo J  0 <

1
4rs — 2s — 2r — k ’ 

za k =  0,1, . . . ,  4rs — 2s — 2r — 1. Onda, iz (4.17) i (4.22), dobijamo

d b r  £  ^ [ t o x | x r - r = ) - * * « ] „ d x  =  4rjs _  fc ■

za k =  0,1, . . . ,  4rs — 2s — 2r, i sledi

(4.21)

(4.22)

N - l i m i 1 xk[(sgnx\x\r- 1/2y 4s+2}n dx =
™  kl J~l

(4-23)
Za k =  4rs — 2s jednačina (4.19) i dalje važi, ali sada imamo

h  = U 1/(T~ I f0 i '  p{As~2Hv) i"  u -{2r- 8rs+4s^ 2r- 1hn\(u-v)/n)\dudv r — 1/2 J- 1 J 0
=  O (n -1/ 0 -V 2))j

pa zbog neprekidnosti funkcije <pl4rs 2s 2r+l\^x),
- l / ( r - l / 2 )

lim / ^ - ^ - ^ ^ ( s g m r la i r - 1/2) - 4̂ 2],^ !4— 2s- 2r+D(ex)dx = 0.
n —>00 „/0

(4.24)
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Slično, dobija se da 

ro
lim / xn- *00 - 1/2)

4rS-2S-2r+l [(sgna.|a.r - 1/2) -4S+2]nV,(4rS- 2s-2r+l) (i;c)da; =  Q

(4.25)
Kada xT v!'1 > 1/n, imamo

-(4s-3 )![(sgnx|a;r_1/2|)“ 4s+2]n =  í ¡ In \xr~1/2 -  t\5^s~2\t) dt
J  — 1/n

! J ̂ ln |a:r_1/2 -  v/n\p^s~2\v) dv=  n45-2

1 =  1
oo />! i

=  ~ I= ? - 2J' - 1 m i- 4s+2i ( ’- i / 2)i ^

Zato

00 /*i
|(4s -  3)![(sgnxa:I'“ 1/2)_45+2]n| < ¿  /

•i—/I o _0  -̂  — 1i=4s — 2 ‘ 
oo

< y  —««ni—4s

-1 IV} 4s_t2^(7’- l / 2)i

k h

|p(4s 2̂ (u)|di;

j= 4 s -2
ln i -4 s + 2 ;r(r~ :L/2)i ’

gde je

=  |p(4s_2) (v)| dv,

s =  1, 2 . . . .
Ako n-1/^ -1/ 2) < 7] < 1, onda 

rv
(4s — 3)! / |a;

'  — 1/ 2)

4rs—2s—2r+ l [(sgn i x r 1/2) 4s+2]n |da; <

* £
00 Kcnis~2~i n

¿=45—2
i "  ¿ r - l / 2 ) [ 4 s - 2 - i )  d x

J n - l / ( r - 1 /2 )

00 - 1 / ( 7 — 1/ 2) ,n  77— !/2
K .  ¿  £ - ■  , ;n , .  [  u ( 4 a - i - l ) / ( r - l / 2 ) - l  d u

i=4s —2

= **  £
i=45—2

(r - 1/2)2 Ji
n - l / ( r - l / 2 ) ^ n7?r - l / 2 ) ( 4 i - i - l ) / ( r - l / 2 )  _

(r — l/2 )i(4s — i — l ) / ( r  — 1/2) '

n-+oo yn_1/(r_1/2) l[(SSn x la;|r- 1/ 2)_4S+2]n| dx =  0 (  7?),

Zbog toga,
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r,s =  1, 2, . . . .
Iz neprekidnosti funkcije ipGrs- 2s~2r+1) (£x ) sledi

lim
71—»OO

f V x4TS- 2s- 2r+1[(sgnxxr- 1/2) - 4s+2]n^ 4rs~2s- 2r+1\ M  dx
J n - i /Ct—i / 2) v '

=  0(7?) (4.26)

za r, s =  1, 2, . . . .

Slično, za r, s =  1 , 2 , ,  imamo

.  - 1 / ( 7 — 1 /2 )

lim
n —>oo

v,4r,s —2 s—2 r + l
[(sgna;a;,' - 1/ 2) - 4s+2]nv2(4rs“ 2̂ 2r+1)( ^ ) ^

=  0(»7). (4.27)

Konačno,

([(sgn xa;r 1/2) 4s+2]n, <p(x)) =  J {(s g n x x r 1/2) 4s+2]n<p(x) dx 

' - j  x fc[(sgna:a;r ^ 1/ 2)_4s+2]7j cte +
4̂ - 2r ^ ) (0) i

^  fc! U
k= 0
- l / ( , - l / 2 )  

-n~ 1/(1—1/2)
rn

y.4rs— 2 s—2 r + l

„-l/(i—1/2)

(4r/ -  2s _  2r + i)! [ ( « g ° ^ r- 1/2) - 4‘ t i ] ,y |4" ~ i- 2r+1>( ^ )  dx +
4t*5—25—2r ”1“ X

( 4 n -  2s — 2r +  1)! [(sgTm r- 1 / !) - 4*+2]„v|4' - 2- 2' +1>(&) *  +

+
£,4rs — 2s—2 r + l

- [ (sg n ^ ’- 1/ 2) - 4̂ 2] « ^ 4— 2̂ 2r+1) ( ^ ) ^  +Jn (4rs — 2s — 2r +  1)!
/*—n -1 / ( r -1 / 2) ^4rs—2,s —2r+l

+ / ,  (4rs _ 2s _ 2 r+1}! ^ +
,4r5—2 s—2 r + l

+
— 7/ „ t i o - i o - i / T i

, (4„  -  2,  -  2r +  I)! <fc.

uni-Iz jednačina (4.23)-(4.27) i činjenice da niz [(sgnxa;r 4/ 2) 4s+2 
formno konvergira ka 2; - 4rs- 2s- 2r+1 na segmentima [—1, — 77] i [77, 1], dobij
se

N —lim([(sgna::Er 1/2) 4s+2)n,ip(x))
n —> 00

+o(r?)

4 rs—25—2r \4 r s— 2 s— 2 r —k - 1r  iz i )^ ______________ (
(4rs -  2s -  2r -  k)k\ ^ (fc)(0) +

1 ¥,(4rs-2S-2r+ l)^a;)
dx +

— rj ^ ( 4 r s —2 s—2r
•+ 1 ) ( £ z )

(4rs -  2s -  2r +  1)! 7 -i (4rs -  2s -  2r +  1)! dx.
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Parametar rj je proizvoljno mali, pa koristeći relaciju (4.4),

4 r s—2s—2r / .. \ 4 r s—2s—2 r—k -i
N —lim([(sgnxa:7’_ 1/,2) _4's+2]Ij, <p(x)) =  Y ] AZJ.------------------^ ^ « ( 0) +

n .— ^ / A v> n O «  O™ 1„ \  K ]  i v /

- i :
1 (̂ (4rs- 2s- 2r+1)(^a;) 

(4rs — 2s — 2r +  1)!

k—0 (4rs -  2s -  2r -  k)k\

dx

-4 rs—2s—2r-fl
/ - I

4rs—2s—2r k

-  Y , x ~ ,w
k = 0 k\ <p{k>(0) dx +

(-1)4 r s—2s—2 r—k - 14rs—2s—2r

+  (4rs — 2s — 2r — k)k\'V(kX 0)

=  /3;_4rs + 2s + 2r_1 ,<p(x)).

Ovo znači da je jednačina (4.16) tačna na segmentu [-1 ,1]. Jasno je da 
(4.16) važi u svakom segmentu koji ne sodrži nulu. Ovo kompletira dokaz 
teoreme.

4.3 Kompozicija F\(x\x\(2r+1')/X)

Teorem a 4.6 Nehaje Fx { x) =  sgnx|a:|_A, s - 1  < A < s. Onda distribucija 
F\(|a:|(27'+1)//A) postoji i

jFM M (2r+1)/A) =  x~2r~\ (4.28)

za r,s  =  1 ,2 ,. . . .

Dokaz. Neka

Fx,n(x) =  Fx(x) * 5n(x).

Onda

F(^A + l)^Â (rr) = x+X+S~1*5inS~1Xx) + (-l)sxZx+s-1*5t1)(̂)
J-i/n(x -  t)~x+s- 1sX~1\t) dt, X > 1/n

J-i/n( x - t ) - x+a- 16l?-1)(t)d t+
+  ( - l ) s / x1/n(i -  dt, \x\ <  l /n

( - V s i J ^ t - x y ^ - ' S ^ X t j d t ,  x < —l/n
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i imajući u obzir daje F\in(|2,j(2r+1^A) neparna funkcija sledi

f _ J A,n(W (2''r+1)IOx i dx = 0, % parno
2 So Fx,n{ x ^ ) / * ) xi dx, i neparno

(4.29)
Dalje,

r( -A  +  s) f 1 
r ( -A  +  i)

[  FXtn(\x\(2r+1W x i dx =
J o

n-A/(2r+l) (2r+l)/A

JQ J  i (x(2r+1)/A -  t ) - x+a- ix i8%-l\ t)d tdx  +

+  ( - l ) s 

+  ^

- l jn
-A/(2r+l) , / ,

Jx(2r + 1)/X
(f -  a;(2T’+1)/A) —A+s— 1) (¿) dt dx +

r 1/n
/ n - V ( 2 r + l )  J _ l / .

=  / 1 +  ( - l )s/ 2 +  / 3.

Smenom nt =  u i nÂ 2r+1 x̂ =  u, dobij amo

rl (2r+l)/A

( x (2 r + l ) /A  _

(4.30)

=  n A (2 r - i - :L ) / (2 r + l )

i sledi da

za i =  0, 1, . . . ,  2r — 1. 
Dalje,

{v{-2t+1)/x -  u) x+s V p (s l\u)dudv
-I

N —lim / i  =  0 (4.31)

J 2 _  n A ( 2 r - i - l ) / ( 2 r + l )  

odakle sledi da

J  Jv(2r+1)/X(u ~ u(2r+1)/A)“ A+s- 1u > (s- 1)(ti) dudv

N —lim K =  0
TI—* OO

za i  =  0,1,2, . . . ,  2r — 1. Konačno,
A/(2r-+l) j

/ 3 =  n A (2 r - t ) / ( 2 r + l )  / / i (W(2r+1)/A- U) " A+S" 1p(- 1)('u)^
/•l /.72̂ /(2r+l)

A (2 r -< ) / (2 r + l )  J   ̂ p(s-l) ( „ )  J  { v (2r+ l)/X _  u )

(4.32)

du dv

, - A + s - l
uJ du du

“  f - X  +  s -  1
A Z^

k=0 k J (2r +  1)( — A +  s — 1 — fc)+iA +  A
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- A £
k=0

x J  ( -u )kp(s u)du —

- A  +  S -  l\ n \(2r-i)/ (2r+ l)

k J (2 r +  1)(—A +  s -  l - f c ) + i A  +  A

i zato
N —lim J3 =  — r ( -A  +  s)

(2r — i)r (  —A +  1) ’ (4.33)

za z =  0, 1, 2, ,  2r — 2, koristeći da

J  ( - u)s 1p('s 1') ( u ) d u = ( s -  1)!.

Iz jednačina (4.29), (4.30), (4.31), (4.32) i (4.33), vidimo da

2
J 1 * * *̂ -FA,?i(M(2r+1)/A)£2¿+1 dx — —2r -  2i -  1 (4.34)

za i =  0, 1, 2, . . . ,  r — 1. 
Za i =  r,

r ( -A  +  s) ''"“ V(2r+1)
rj  0r ( -A  + 1)

A/(2r+l) (2r + l)/A

x2r+1FA,n(|x|(2r+1)/A)|dx

j \j i 2r+1( i (2r+1)/A- i ) _A+s“ 1|̂ s_1)( 0 l ^ ^  +

+  ( - l ) s

> — 1 / n
1-A/(2r+l) 1/n

i"2r+i(í _  a;(27'+l)/A)_A+s- 1|(5(¡s_i)(í)| dt dx, - A + s - i

=  n - A/ ( 2r+ i)

X(2r+1)/A 

3 (2r+l)/A

/o J- 1
rl /■!

(^ (2r-+ l) /A  _  u ) - A+ s - l v 2r+ l| p (S- l ) ^ |  ¿ u  d y  +  

+  n_ A/(2r+1) ^  (u _  v(2r+l)/A) - A+ - l u2r+l |p(S- l ) (u)| ^  ^

0 ( n - A/(2 r + l ) )

i sledi da ako je ip proizvoljna neprekidna funkcija, onda

X / ( 2 r  +  l )

10
lim

n —► 00
x2r+1FA)n(|xpr+1)/A)^(z)  dx =  0. (4.35)

Slično, dobija se da

/lim
TWOO J _ n ~  A/(2r+l)

x2r+iFA)Tl(|x|(2r+i)/A)?/i(x) dx =  0. (4.36)
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Sada, neka je 7] izabrano tako da n A/(2r+1) < 77 < 1. Onda imamo

r(-A  +  8)
[  \x2t+1F\ „(|a;|(2r+1)/A)| dx =

J n - X / ( 2 r + i )  

r l / n

r(-A  + 1)

i 1 f 1/n x2r+i(x {2r+i)/x -  dtdx
J n - X / ( 2 r + l )  J _ 1 /n

[ l r  y ( ~ X +  S~ 1) x ^ +l^ - 1- ^ xns- k- 1ukp ^ ( u ) d x d u  
7 - 1  7 n - V ( 2 . + l )  \ k )

E
A=0

- f  s -  A  A(7/2r+1)(s~1-fc)/A+1n5-,£-1 -  n^A/(2r+1))
(2r +  l)(s — 1 — k) +  A

x J1 ukp<-*-V(u)du 

^ = ± Ž A ( T1̂ n-M(2r+l)) +
r( -A  + 1)

~  / - A  +  5 -  l \  \ ( v P r + l ) ( s - l - k ) / x + l n s - k - l  _  n ~A/(2r+l) )

+  E ^  fc J  (2r  +  l ) ( s  — 1 — fc) +  A

x J ukp(s_1)(u) du ,

jer je

t - i
ufcp(« 1)(w)dtt = 0, 0 < fc < s — 2

(—l ) s x(s — 1)!, fc =  s — 1

Zato, dobij amo da

lim r  \x2r+1FXn{\x\i2r+1)/x)\dx =  T]
n _ *°° Jn -\/(2r+l)

i ako je tp neprekidna funkcija, onda

lim [  x2r+1F\n(\x\<'2r+1'>/x)U{x) dx =  O M .n^oojn-xa 2,+i) (4.37)

Slično,
r_ n-A/(2r+l)

limn—>00 x2r+1FA>„(|x72r+1̂ A)^(x) dz =  0(r?). (4.38)

Neka je proizvoljna funkcija u V  sa nosačem u segmentu [—1,1]. Iz 
Taylor-ove teoreme dobij amo da

v M  =  y  A M X. +
V{ 1 2 -  .! +  (2r + 1)! 1 ’

2=0
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kada 0 < f  < 1. Onda

(F\, n(  M (2r + 1) / A ) , y> (x ) )  =  f ^ F x M {2r + l ) , X M x ) d x

2 r
E
1=0

FW(0) j ■1
F,

1 rri
(2r + 1)! Jo

1
r(2r + 1)! i -

1 i 1
(2r + 1)! i '

1 r
(2r + 1)! l -n

1 r
(2 r + 1)! U

1 r
(2r + !)■ J- 1

-A/(2r+l)

x2r+1Fx,n(\x\{2r+1)/X)v i2r+1Hlix) dx •

+ ( d r n i l2r+,^ . " < ' ^ {2r+,,/A)^,2' +1,( &)  ^ +
-A/(2r+l)

^ +1FA,n(|x|(2r+1)/A) ^ + 1)(^ )d a ; +

Neutriks granica ovog izraza, kada n ide u beskonačnost, korišćenjem: 
jednačina (4.34)-(4.38), uniformne konvergencije x2r+1FAjJ1(|:r|(2r+1)/A) ka 1 
na segmentima [77, 1] i [ - 1, —77], činjenice da 77 može biti proizvoljno malo i 
Leme 4.1, dobij a se da

N —lim(FA n(|x|(2r+1)/A, <p(x)) =  -  y ------- V 2l+1) (0)_____
™  ' ’ u 1 ”  ¿Z  (2i +  l)l(2r -  2i -  1) +

+WTTi\ I ‘ *’{2r+1)K*> *  + °("> + + 757TI)i C  ̂ ‘'(M d*
r—1

(2r +  1)1
2<p(2!+1)(0)

=  - Y  —
fcS (2t + l ) ! ( 2 r - 2 ž - l )

¿=0
-2r—1 F ^ ))-

Time smo pokazali da važi relacija (4.28).



G lava 5

ODJ i teorija Colombeau-a

5.1 Prostori Colombeau-a

Neka je A  asocijativna algebra i neka je D : A  —> A  linearno pres­
likavanje koje zadovoljava Leibniz-ovo pravilo D (f  o g) =  D f  ° g +  f  ° Dg. 
Pretpostavimo da su sledeće funkcije elementi algebre A:

h (x )  =  1, f 2 (x) =  x, h (x )  =  x (ln|x| -  1) ,

f i (x )  =  x2 (ln jx| — 1), x 6 R,

gde je f i  jedinica u A, fz o / 2 =  f i ,  i preslikavanje D : A  A ]e obično 
diferenciranje. Onda A  ne sadrži <5 ^  0 za koja važi xoS =  0. Ovo je poznati 
Schwartz-ov rezultat o nemogućnosti čime je pokazao da prostor distribucija 
T)'(fž) nad otvorenim skupom iž C R "  ne može se potopiti u asocijativnu
komutativnu algebru (_4(£7), + , o) koja zadovoljava sledeće uslove:

(i) 1) je linearno potopljen u yl(iž) i f (x )  =  1 je jedinica u .A(fž);

(ii) postoji diferencijalni operator di : —> ^4(iž), i =  1 ,2 ,... ,n, koji 
je linearan i zadovoljava Leibnitz-ovo pravilo;

(iii) 9i|x>'(n) je običan parcijalni izvod, i =  1, 2, . . . ,  n; i

(iv) o|c(fž)xC(0)> restrikcija proizvoda, koincidira običnim proizvodom.

Konstrukcija ovakve diferencijalne algebre sa optimalnim svojstvima dao 
je francuski matematičar Colombeau u [5]. Potreba algebre vakvog tipa proi­
zlazi iz, na primer, proučavanja nelinearne parcijalne diferencijalne jednačine
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gde ili koeficienti ili moguća rešenja nisu glatke funkcije. Problemi ovakvog 
tipa javljaju se i u najednostavnijim dinamičkim sistemima kao što je evolu­
cija gustine populacija grabljivce i žrtve. Klasična linearna teorija dis­
tribucija ne dozvoljava proučavanje ovih problema. Colombeau-ove algebre 
pokazale su se uspešnim i za primenu u numerici, matematičkoj fizici, i t.d..

Neka je {0 n} niza glatkih funkcija koje konvergiraju ka dirakovoj meri. 
Onda, familija regularizacija { / „ }  može se dobiti konvolucijom na sledeći 
način

fn{x) =  /  * 0„ =  (f{y),(pn{x  -  y )) .

Ova niza slabo konvergira ka originalnoj distribuciji /  G P '(R n). Identi­
fikacijom dve niže {</>„} i jd>j , u slučaju kada imaju istu granicu, dobijamo 
sekvencijalnu reprezentaciju prostora distribucija. Drugi autori koriste ek­
vivalentne klase mreže regularizacija. Delta mreža {0e}e>o definisana je sa

<Pe(x) =  e~n<p ( ^ j  .

Regularizacijom narušava se nelinearna struktura identifikacijiom niza 
(mreža) koje imaju iste granice. Zato Colombeau-ova nelinearna teorija 
koristi regularizacije, ali manje identifikuje, što daje mogućnost primene na 
velike klase nelinearnih problema.

Osnovna ideja koja karakterizira Colombeau-ovu teoriju, u jednom od 
njenih jednostavnijih oblika, je potapanje prostora distribucija u faktor al­
gebri C°°(R71)i , I =  (0,1), sa regularizacijom dobijenom konvolucijom sa 
fiksiranom funkcijom &.

Prostor test funkcija je:

A ( R n) -  € C0°°(R n) : J(t>(x)dx =  l } .

Sa £ (R n) označavamo skup funkcija

u : A ( R n) x R n -»  C, (0,a:) -  u(0,x),

gde u(<f>,x) G C°°(R") za svako fiksirano 0 . Praktično, sa ovom relacijom 
dato je funkcionalno dejstvo test funkcije. Neka sada <j>e{x) =  e~n(f> (|) 
za 0 G A ( R n)- Niza (u * 0e)e6/ konvergira ka u u P '(R n). Uzimajući nizu 
kao reprezentaciju funkcije u dobijamo potapanje D '(R n) u algebri C°°(R").
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Svakako, potapanje C°°(Rn) C P '(R n) neće dati podalgebru jer u opštem 
slučaju ( /  * <pe) (g * 4>c) 7  ̂ (f g ) * cpe. Ideja je, zato, dobiti ideal AĆ(Rn) tako 
da ne bi bilo razlike u novo dobivenom faktor prostoru. Za konstrukciju 
ideala AĆ(Rn) dovoljno je naći ideal koji sadrži sve razlike ( /  * <pe) — ( / ) £g/ •

Jasno, ako (p £ ,49(R n), q £ No, onda za svako e > 0, <t>e{x) — e ncf> (|) , 
x £ R n, pripada u 4̂9(R n).

Definicija 5.1 Element u £ £(R") je urneren ako za svako K  C C  Si i 
a £ N q postoji N  £ No tako da za svako <f> £ A n postoji r ) > 0 i C > 0 s a  
svojstvom

x £ K, 0 < e < r). Skup svih umerenih elemenata označavamo sa ¿ov/(Rn)-

Definiramo i prostor funkcija u : Ao —» C koji označavamo sa £o(R")- To 
je podalgebra u £(Rn) u smislu prirodne identifikacije.

Definicija 5.2 Element u £ £o(Rn) ja urneren ako postoji N  £ No tako da. 
za svako <j> £ A n postoji r ] > 0 i C > 0 s a  svojstvom

0 < e < rj. Skup svih umerenih elemenata označavamo sa £’o m ( R " ) .  

Koristićemo i sledeću ekvivalentnu definiciju:

Neka je

\dan (<pe,x )  | < Ce N,

\u(cp() | < Ce N,

Definicija 5.3 Element u £ £a//(R") je urneren ako

VK C C  R” V a  £ N q 3p > 0 tako da Vcp £ ^ 9(Rn)

supX£K\dau (<j)e,x ) | =  0 (e  p) kada e —» 0.

Označimo sa G skup svih rastućih nizova {a9} koji teže beskonačnosti.
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Definicija 5.4 Element u G £M(R n) je nulti ako za svako K  CC Q i svako 
a  G  Ng postoje N  G  N 0 i {ag} G G takvi da za svako q > N  i svako G  A q 
postoje r ] > 0 i C > 0 s a  svojstvom

\dau(4>t ,x)\ < Cea,,~N,

x G  K, 0 < e < T]. Skup svih nultih elemenata označavamo sa A f(R n).

Definicija 5.5 Element u G  £o(Rn) je nulti ako postoje N  G  N 0 i {a ,}  G G 
takvi da za svako q > N i svako <fi G A q postoje T) > 0 i C >  0 sa svojstvom

M & ) l  < C e a"~N,

0 < e < tj. Skup svih nultih, elemenata označavamo sa A V R n).

Koristićemo i sledeću definiciju:

Definicija 5.6 Element u G  A/"(Rn) zove se nulti ako

VK CC R n Va G N„ 3p >  0 tako daVq > p i\/<j> g ^ ( R n),

supxeK\dau(<pe,x )  | =  0 (e q~p) kada e 0.

Jasno, J\T{R n) i A/o(Rn) su ideali u ¿M (R n) i £om(R "), odgovarajuće. 
Drugim recima, umereni elementi i svi njihovi izvodi zadovoljavaju lokalnu 

uniformnu polinomnu ocenu kada e —> 0, dok nulti elementi iščezavaju brže 
od bilo koji stepen e-na pri istim uslovima.

Takodje možemo primetiti da neke funkcije koje smo smatrali zane- 
marljivim pri primeni neutriks računa u prethodnim glavama (primer: nA) 
su umerene prema definiciji 5.3. Prema tome zanemarljive funkcije u neu­
triks računu, u opštem slučaju, nisu nulti elementi, pa zato neutriks račun 
nije specijalan slučaj Colombeau-ove algebre.

Definicija 5.7 Prostor generaliziranih funkcija Q(Rn), generaliziranih kom­

pleksnih brojeva i generaliziranih realnih brojeva definisan je na sledeći način:

g(Rn) =  £M(Rn)/Af(Rn)] C = £ o m ( C ) / A / q ( C ) ,  R = £0m (R)/A/o(R).
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Prostor distribucija potapan je pomoću konvolucijom:

i : D '(R n) —> ć/(Rn), i (u) =  class [(</>, x) —> u * <p{x)].

Ekvivalentne klase niže (ut)c€i in č?(Rn) označavamo sa U =  class [(uc)£gj] . 
Ako je G generalizirana funkcija sa kompaktnim nosačem K  CC R "  i ako 
je Ge(x) pretstavnik elementa G, onda njegov integral definisan je sa

J Gdx =  class / 4>{x)Gt{x)dx

Neka F,G  G £ (R n). Onda:
(i) F  i G su jednaki u distributivnom smislu, G = v  F, ako

G — F)<pdx =  0 e C ,

za svako 0 G V (R n).

(ii) F  i G su asocirani, F  «  G, ako postoje pretstavnici Fe i G( elemenata 
F  i G , odgovarajuće, tako da

lim [  (Ge(x) — Fe(x)) <p(x)dx =  0, f-*o J

za svako 0 G 2?(Rn).

Prim er 5.1 Nehaje C, z ^  0. Onda

I z ,  ako supp G (0, oo), 0 G A q 
m(0 ) =  i

1 0 , u suprotnom,

pripada u £qm i opredeljuje element izC različit od nule koji nije inverzibilan.

Prim er 5.2 Jedan element iz £m {R n) dejinisan je sa .

x R " 9 (0, x) —> 4>(x), 

gde je  0 (x) =  0 (—x), dok element

Ao x R n 3 (0 , 1) -»

pripada £ (R " ) /£ m (R ").
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5.2 Primena u diferencijalnim jednačinama

U ovom delu disertacije primenićemo teoriju Colombeau-a za rešavnje 
nekih klasa običnih diferencijalnih jednsčina. Razmotrimo sistem

4 ( 0  =  z2(t)

4(0 = ¿3 (t)
(5.1)

4(0 = /(0*i(0
sa početnim uslovima *i(0) =  z10l z2(0) =  z20, ■.. zn(0) =  zn0, gde su /  i 

i =  1 ,2, . . . ,  n elementi Colomobeau-ove algebre Ć/(R), a zw, z20, . . .  zn0 
su dati elementi Colombeau-ove algebre Č. Sistem (5.1) u njegovom ekviva­
lentnom matričnom obliku glasi:

Z'(t) =  A (t)Z(t), Z (0) =  Z0, t E  R , (5.2)

gde Z 4 i , z2, . . . ,  zn) , Zq (^io i ^2o 5 * - - 1 zno), i

i 0 1 0 -  0 ^
0 0 1 0

A(t) =  (Al3(t)) =  ; : . . .  :

0 0 0 1
v / ( 0  0 0 ••• OJ

Sada, neka je K  kompaktni skup u R , A(t) =  class [a (ipe,t )eEl] el­
ement Colombeau-ove algebre £ (R ), i \\a(ip€,t) \\K = supteK \\a(<pe,t)\\. 
Pokazaćemo da važi sledeća teorema.

Teorem a 5.1 Nehaje

eXP{Io Ha(Ve’ s) I M s}  -

Onda matrična diferenciajalna jednačina Z '(t) =  A (t)Z(t), A[t) e g n(R), 
sa početnim uslovom

Z\|t=o Z0 =

i  Z io  \

Z2Q
€ C

\  z n0  /
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ima jedinstveno rešenje

Z\t=o —

(  z, \

¿2

V Zn )

e Sn(R)

Dokaz. Dokaz teoreme biće podeljen na dva dela. Prvo ćemo konstruisati 
jedno rešenje jednačine koje pripada Colombeau-ovoj algebri, a zatim ćemo 
dati uslove za njegovu egzistenciju i jedinstvenost u <5n(R).

Imamo da A(t) =  (Aij(t) ) ,  i, j  =  1,2, . . . ,  n, gde Atj e £ (R ) za i , j  =  
1 , 2 Ako f tp(x)dx =  1 i <pe(x) =  e_ ’V ( f )  za ip G V  i e € (0,1), 
regularizirana uopštena funkcija definisana je sa A(t) =  class [a(yje, i)] .

Sada razmatramo problem

1 Zl(t) N
/

Z2(t)
=

V zn(t)
V /( 'd o  t)

l(<do t) 0
0 1 (</?e, i)

0 0
0 0

0
0

1 Zi{t) y
z2{t)

l(<do t)

0 )
V zn(t) )

Integrirajući u odnosu na t i uključujići početne uslove, dobijamo ekviva­
lentni sistem integralnih jednačina

( zx (*) ]
i  Zl° )Z2{t)

= ¿20

\ Zn(t) /  ̂ ¿n0 )

( 0
0

V /( 'd o  i)

+

l(<de,i) 
■ 0

0
0

0

l(<do t)

0
0

Neka je Z =  (z i,z2, . . . ,  zn) i neka je

0
0 1 zi (T)  ̂

z2(t)

l(<do t)

0 )
\ Zn{r) J

\\Z{<Pe,t)\\K =  maXj=i2,...,n sup \Zj(ipe, t)|.
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Koristeći Gronwall-ovu nejednakost imamo

\\Z(iPe,t)\\K < \\Za(<pe,t)\\exp ^  ||a( ,̂s)||Kds| < (5.3)

e e (0 ,1) i ip G A n,.. Postoji i nr E Ai takvo da ip e A n,., e e (0, 1) i

\\dr (Z(<pe,t))\ \ i< < -^ . (5.4)

Prethodna relacija daje

Z M  € S'hiTl). (5.5)

Sada, da bi dokazali jedinstvenost rešenja u £ n(R) pokazaćemo da svako 
drugo rešenje pripada istoj klasi Colombeau-ove algebre. Zato, pretpostavimo 
daj e  W  = class [w((pe,t)\ rešenje jednačine (5.2) u 5 n(R) različito od Z. 
Ovo znači da postoji N  =  class [n(ipe, i)] tako da

z ( t y  -  w (ty  =  A(t) (z ( t ) -  w {t))  +  N{t).

Slično kao i ranije, koristeći da iV 6 Aćn(R) imamo:

\\Z(t)-W(t)\\K < \\Z (0)-W (0)\\+\\N m m  [J *  \H^,s)\\Kds} < 0 {C )

(5.6)
i dobijamo da Z =  W  u t/n(R), što kompletira dokaz teoreme.

Sada, pokazaćemo daje sistem (5.1) ekvivalentan jednoj klasi nelinearnih 
diferencijalnih jednačina. Diferenciranjem prve jednačine sistema dobijamo 
z"{t) =  z'2(t) =  z3(t). Ponavljanjem ovog postupka imamo da z[n\t) =  
¿nit) =  )■ Ako je zi rešenje jednačine zj(i) =  x(t)zi(t), gde je x
element Colombeau-ove algebre, onda koristeći Leibniz-ovu formulu dobija 
se

zin)(i) =  f ( t ) Zl(t),

n—1

E
ki=0 h (t)

k i - l
E

k2=0

ki — 1
k2

= / ( 0 Z i (0 -
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Iz 0 <  k\ < n -  1, 0 < k% < n -  2 , . . . ,  0 < kn-\ < 1 dobijamo kn =  0, 

t-j-,

što odgovara nelinearnoj diferencijalnoj jednačini oblika:

x^n~1\t) +  nx(t)x^n- 2\t) +  ■ ■ ■ +  xn(t) =  f(t) .

Za n =  2 dobimo poznatu Rikatievu nelinearnu diferencijalnu jednačinu

x'(t) +  x2(t) =  f(t ) , x(0) = x q , t e  R  (5.7)

gde su /  i x elementi Colombeau-ove algebre C?(R) ; xq je poznati element iz 
Colombeau-ove algebre C. Rešenje jednačine (5.7) je ekvivalentno rešenju 
sistema diferencijalnih jednačina:

(5.8)
4 ( 0  =  / ( 0  ■ zi{t),

gde je z\ rešenje jednačine z[(t) =  x(t)zi(t). Ekvivalentna matrična forma 
sistemu (5.8) je

Z'(t) =  A (t)Z(t), Z{ 0) =  Z0, t e  R,

gde Z = (21, 22), Z0 = (2j (0), 22(0)) i A(t.) =  ^ ^  * j  •

Kao rezulatat prethodne analize dobijamo sledeću:

(  0 1 \
Posledica 5.1 Neka je A(t) =  £ Q(H)i neka važi

{ m  0 )

eXP{Io

(5.9)

Onda diferencijalna jednačina X1 (t)+ x 2(t) =  f ( t ) gdex e  <7(R), sa početnim 
uslovom x (0) =  x q , ima jedinstveno rešenje u Q(R).
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