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Apstrakt

Problemi klasifikacije i segmentacije digitalnih slika su veoma aktuelni i za-
stupljeni u praksi. Potreba za modelima koji razmatraju ovu problematiku
u poslednjih nekoliko decenija ubrzanim tempom poprima sve veéi znacaj
i obim u svakodnevnom zivotu. Koriste se u rac¢unarskoj grafici, prepoz-
navanju oblika, medicinskoj analizi slika, saobracaju, analizi dokumenata,

pokreta i izraza lica i sl.

U okviru ove doktorske disertacije, predstavljeno je istrazivanje motivisano
primenama razvijenih modela u klasifikaciji i segmentaciji digitalnih slika.
Istrazivanje obuhvata dva segmenta. Ovi segmenti povezani su termi-
nom neodredenosti, koji je uz upotrebu adekvatnog matematickog aparata

(teorije fazi skupova) ugraden u modele razvijene za primenu u obradi slike.

Jedan pravac istrazivanja baziran je na teoriji fazi skupova, t-normama,
t-konormama, operatorima agregacije i agregiranim funkcijama rastojanja.
U okviru toga, istrazivanje je sprovedeno sa struktuiranom matematickom
podlogom, izlozene su osnovne definicije, teoreme kao i osobine koristenih
operatora, pro§ireni su teorijski koncepti ¢-normi i ¢-konormi. Definisani su
novi tipovi operatora agregacije i njihovom primenom konstruisane su nove
funkcije rastojanja, ¢ija je upotreba diskutovana kroz uspesnost u procesu

segmentacije digitalnih slika.

Drugi pravac istrazivanja, izlozen u ovoj disertaciji, obuhvata vise inzenjerski
pristup reSavanju problema klasifikacije tekstura digitalnih slika. U skladu
sa tim, detaljno je analizirana i diskutovana klasa lokalnih binarnih deskrip-
tora teksture (eng. Local Binary Patterns, LBPs). Inspirisana uspesnoséu
pomenute LBP klase deskriptora, uvedena je jedna nova podfamilija a-
deskriptora teskture. Uvedeni model deskriptora formiran je na temeljima
idejnih principa lokalnih binarnih kodova i bazi¢nih pojmova iz teorije fazi
skupova. Prakti¢na upotreba i znac¢aj predstavljenog modela demonstrirani
su kroz veoma uspesSne procese klasifikacije na nekoliko javno dostupnih

baza slika.






Abstract in English

Classification and segmentation problems of digital images is a very attrac-
tive topic and has been making impact in many different applied disciplines.
In the past few decades, the demand for models that address these issues has
been gaining momentum and applications in everyday life. These models
are used in computer graphics, shape recognition, medical image analysis,

traffic, document analysis, facial movements and expressions, etc.

The research within this doctoral dissertation was motivated by the ap-
plication of developed methods in classification and segmentation tasks.
The conducted research covered two segments, which were linked by the
term of indeterminacy, with the usage of the theory of fuzzy sets, which is

incorporated into methods developed for application in image processing.

One direction of the research was founded on the theory of fuzzy sets,
t-norms, t-conorms, aggregation operators, and aggregated distance func-
tions. Within this framework, the research was conducted with a structured
mathematical background. Firstly, basic definitions, theorems and charac-
teristics of the used operators were presented, followed by the theoretical
concepts of t-norms and t-conorms that were extended. New types of ag-
gregation operators and distance functions were defined, and finally, their
contribution in the digital image segmentation process was explored and

discussed.

The second direction of the research presented in this dissertation involved
more of an engineering-type of approach to solving the problem of the clas-
sification of digital image textures. To that end, a class of local binary tex-
ture descriptors (LBPs) was analyzed and discussed in detail. Inspired by
the results of the above-mentioned LBP descriptors, one new sub-family of
the a-descriptors was introduced by the author. The introduced descriptor

model was based on the conceptual principles of LBPs and basic definitions



from the fuzzy set theory. Its practical usage and importance were estab-
lished and reflected in very successful classification results, achieved in the

application on several publicly available image datasets.
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Poglavlje 1

Uvod

1.1 Struktura teze

Doktorska disertacija koja je pred Vama podeljena je u 6 poglavlja.

Prvo poglavlje sadrzi motivaciju za istrazivanje koje je sprovedeno u okviru
doktorskih studija kandidata. Navedeni su neki od aktuelnih problema iz
prakse kojima je posveéena paznja tokom istrazivanja. Na kraju poglavlja
dat je pregled originalnih radova koji su publikovani ili podneti za pub-
likovanje u toku doktorskih studija kandidata. Veéina ostvarenih nauc¢nih
doprinosa i rezultata koji su predstavljeni u navedenim radovima je pre-

gledno ukljucena u sadrzaj ove disertacije.

U okviru drugog poglavlja predstavljeni su osnovni pojmovi vezani za dig-
italnu sliku i njenu analizu i obradu. Zatim su posebno razmatrani poj-
movi segmentacije i klasifikacije digitalnih slika, koji predstavljaju osnovna
podruéja primene matematickih modela koji su razvijeni u okviru ovog is-
trazivanja. Navedeni su neki od ¢esto koristenih metoda (alata) iz prakse
koji su kasnije u tezi upotrebljeni pri sprovodenju eksperimentalnih rezul-

tata.
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Treée poglavlje obuhvata osnovne matematicke pojmove vezane za teoriju
fazi skupova i fazi operacije, kao Sto su operatori agregacije, t-norme i
t-konorme. Navedeni su neki od osnovnih primera za veéinu formalno
uvedenih matematickih struktura, koji su pronasli upotrebu u razlicitim
primenjenim disciplinama. Pored toga, u ovom poglavlju dati su neki od
originalnih doprinosa disertacije, koji se ogledaju u definisanju novih klasa
operatora agregacije, kao i nekoliko teorijskih rezultata vezanih za t-norme

i t-konorme.

Cetvrto poglavlje posveéeno je funkcijama rastojanja i metrikama, kon-
strukciji novih funkcija rastojanja i takode predstavlja deo originalnog do-
prinosa disertacije. Naime, primenom nekih od operatora agregacije uve-
denih u poglavlju 3 ove teze, dosli smo do novih funkcija rastojanja koje
su pronasle svoju upotrebu u segmentaciji digitalnih slika. Testiranje je
sprovedeno koris¢enjem FCM algoritma za segmentaciju i upotrebom Mat-
lab programskog paketa. Ova sekcija obuhvata osnovne teorijske koncepte
vezane za konstrukeiju novih rastojanja, odnosno definisanja razli¢itosti/sli-
¢nosti za posmatrane piksele. Zatim su predstavljeni novi deskriptori pik-
sela, koji su takode ukljuc¢eni u formiranje pomenutih funkcija rastojanja,
dok su na kraju prikazani eksperimentalni rezultati i uspesnost novih mo-

dela u segmentaciji digitalnih slika.

Peto poglavlje bavi se analizom teksture digitalnih slika. Istrazivanje u
okviru ovog poglavlja moze se posmatrati izdvojeno od prethodna dva
poglavlja koja se bave operatorima agregacije i funkcijama rastojanja. Pose-
bnu paznju ovde smo posvetili klasi LBP deskriptora teksture i njihovoj pri-
meni u klasifikaciji digitalnih slika. Prikazan je pregled nekih od znacajnih
predstavnika pomenute klase i uvedena je nova familija a-deskriptora teks-
ture. Formiranje nove klase deskriptora motivisano je teorijom fazi skupova
i pojmom « preseka, odakle i potice ime uvedene klase deskriptora. Binarni,
ternarni i kvinarni predstavnici novodefinisane klase deskriptora testirani
su na nekoliko javno dostupnih baza slika i dobijeni rezultati klasifikacije su

analizirani kroz poredenje sa drugim aktuelnim predstavnicima iz oblasti.
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Poglavlje 6 sadrzi zakljucke istrazivanja koje je sprovedeno u toku izrade
ove doktorske disertacije i nekoliko ciljeva i pravaca planiranog buduceg

rada.

1.2 Motivacija

Stvarni svet koji nas okruzuje je veoma slozen. Ova slozenost proizilazi
iz razlicitih odnosa, pojava i situacija koje nisu eksplicitno definisane i
odredene. Ljudski um nesvesno je u stanju da percipira i obraduje takve
slozene, dvosmislene i nejasne probleme i pojave zahvaljujuéi daru razmislja-
nja. Taj misaoni proces je moguc jer ljudima nije potreban potpun opis
problema, obzirom da su sposobni da priblizno ocenjuju i rasuduju. Sa
pojavom i usavrSavanjem rac¢unara, inZenjeri i naucnici iz raznih disci-
plina sve viSe su zainteresovani za formulisanje i stvaranje metoda koje
bi ra¢unarima omoguéile rad sa takvim nepotpunim (fazi) informacijama.
Teorija klasi¢nih skupova zasniva se na fundamentalnom principu skupa,
gde posmatrani element moze biti u skupu ili ne. Dakle, postoji jasna
granica i razlika izmedu ¢lanova skupa i onih koji to nisu, i pripadnost skupu
je jasno odredena i definisana. Ovo implicira da mnogi realni problemi
ne mogu biti modelovani upotrebom klasi¢ne teorije skupova. Suprotno
tome, teorija fazi skupova podrazumeva parcijalne (nepotpune) pripadnosti
skupu, zato se smatra uopstenjem klasi¢ne teorije i ¢esto se koristi za inter-
pretaciju i modelovanje raznih pojava i problema iz realnog sveta. Slozenost
sistema neretko je obrnuto proporcionalna razumevanju koje imamo o sis-
temu ili informacijama u njemu. Ovo je uglavnom posledica sadrzine velikih
koli¢ina neodredenih (fazi) informacija koje treba obraditi. Razumevanje
takvih sistema temelji se na fazi percepciji, poimanju i formalnoj inter-

pretaciji takvih informacija uz upotrebu teorije fazi skupova.

Istrazivanje u ovoj doktorskoj disertaciji bazirano je na metodama koje se
oslanjaju upravo na teoriju fazi skupova, a u svrhu modelovanja tehnika i

alata za upotrebu u obradi digitalnih slika.
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Sa brzim tehnologskim napretkom poslednjih decenija, koli¢ina vizuelnih
informacija razli¢itih vrsta eksponencijalno se poveéava. Uredaji za sni-
manje slika i video zapisa su lako dostupni i Siroko rasprostranjeni. Svako
od nas na dnevnom nivou samo upotrebom mobilnog telefona zabelezi
nekolicinu fotografija. Naravno, ovaj fenomen mozemo posmatrati ne samo
u svakodnevnim liénim situacijama, ve¢ i u specijalizovanim oblastima
poput medicinskih, biomedicinskih i biometrijskih istrazivanja, analize do-
kumenata, pokreta lica i sl. Dakle, stru¢njaci iz raznih oblasti imaju
pristup velikoj koli¢ini podataka (slika ili video zapisa), koji mogu biti raz-
licitih kvaliteta i dimenzija. Analiza ovih slika je veoma vazna, precizni
automatski ili poluautomatski alati su ne samo korisni, ve¢ i neophodni
za funkcionisanje velikih sistema. Stoga je dizajn i razvoj algoritama za
analizu i obradu slike uvek interesantna tema u istrazivackim krugovima.
Rezultati iz ovog domena pomazu u automatskom reSavanju problema koje

su prethodno stru¢njaci iz oblasti resavali ru¢no.

Jedan deo ove disertacije baziran je na teorijskoj podlozi iz teorije fazi
skupova, ukljucujuéi razlic¢ite fazi operacije, funkcije rastojanja i metrike.
Ovaj deo istrazivanja motivisan je modeliranjem novih funkcija rastojanja
koje bi na odgovarajuéi nacin koristile i u procesu segmentacije ocuvavale
fazi informacije sadrzane u slici. Primenom fazi segmentacije izbegava se
formiranje strogih i ostrih granica (eng. crisp decisions) na samom pocetku
procesa analize slike, ¢ime se oCuvava veca koli¢ina podataka o sadrzaju
slike i te informacije ostaju dostupne u narednim procesima analize i obrade
slike. Sam proces segmentacije nije primarna interesna sfera disertacije,
veé je koriSten kao alat za poredenje i procenu uspesSnosti novih funkcija

rastojanja.

Drugi deo disetacije fokusiran je na opis (deskripciju) slike i njenu klasi-
fikaciju. U ovom procesu sustinski zadatak je unapred nepoznatom ulaznom
podatku (slici) dodeliti neku od poznatih klasa, isklju¢ivo na osnovu vizuel-

nih karakteristika slike. Opisani postupak se sastoji od dva osnovna koraka.
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U prvom koraku izdvajaju se karakteristike iz slike, koristeé¢i funkcije mo-
delirane u tu svrhu - deskriptore. U narednom koraku, karakteristike ek-
strahovane iz slika koriste se u procesu klasifikacije. Nas rad fokusiran je na
deskriptore teksture digitalnih slika, odnosno ekstrahovanje §to detaljnijih
informacija iz slike u cilju preciznije klasifikacije podataka. Proces klasi-
fikacije je u okviru ove disertacije isklju¢ivo koriSten kao alat za procenu

uspesnosti odgovarajuce klase predstavljenih deskriptora.

1.3 Pregled originalnih radova

1. Nebojsa Ralevié¢, Marija Deli¢, Ljubo Nedovié, ” Aggregation of fuzzy

metrics and its application in image segmentation” - submitted

2. Marija Delié¢, ” Local Binary Patterns Based on a-cutting Approach”
- submitted

3. Marija Deli¢, Ljubo Nedovié¢, Endre Pap, ”Extended power-based ag-
gregation of distance functions and application in image segmenta-

tion”, Information Sciences, Vol. 494, pp.155-173

4. Ljubo Nedovi¢, Endre Pap, Nebojsa Ralevi¢, Marija Deli¢, " X-ray
image segmentation using product-type aggregation of distance func-
tions”, XLVI International Symposium on Operational Research, Kla-
dovo, Serbia, Sept. 2019, pp.361-366

5. Endre Pap, Marija Delié¢, Ljubo Nedovi¢, ” Information fusion by ex-
tended power-based aggregation in image segmentation”, SINTEZA
2019, International Scientific Conference on Information Technology
and Data Related Research, Belgrade, Singidunum University, Serbia,
April 2019, pp.162-167

6. Ljubo Nedovi¢, Marija Deli¢, Nebojsa Ralevi¢, "OWA aggregated

distance functions and their application in image segmentation”, In



Marija Delié 6

Proceedings of the 16th IEEE International Symposium on Intelli-
gent Systems and Informatics (SISY), Subotica, Serbia, Sept. 2018,
pp-311-316

7. Ljubo Nedovi¢, Marija Deli¢, ”Image segmentation by applying median-
aggregated distance function”, Zbornik radova META, Novi Sad, Sr-
bija, Maj 2018, pp.1-6

8. Marija Deli¢, Joakim Lindblad, NatagSa Sladoje, ”aLBP - a Novel
Member of the Local Binary Pattern Family Based on a-cutting”, In
Proceedings of the 9th IEEE International Symposium on Image and
Signal Processing and Analysis (ISPA), IEEE, Zagreb, Croatia, Sept.
2015, pp.13-18
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Analiza digitalne slike

2.1 Digitalna slika

Slika je predmet vizuelne percepcije, dok njena upotreba u multimedijal-
nim sistemima podrazumeva digitalnu reprezentaciju ovog pojma. Pod
pojmom digitalne slike uglavnom se misli na elektronski zabelezenu, dvodi-
menzionalnu sliku, diskretizovanu na graficke jedinice koje nazivamo pikseli.
Matematicki slika se moze predstaviti kao funkcija dve promenljive, f(z,y).
Promenljive, (x,y), predstavljaju prostorne koordinate piksela, a vrednost
funkcije, f(x,y), moze se neformalno povezati sa intenzitetom neke fizicke
veli¢ine, npr. svetlosti u datoj tacki. Digitalizacija uklju¢uje uzorkovanje
(merenje osvetljenja na mestu svakog piksela) i kvantizaciju (dodeljivanje

diskretnih vrednosti svakom pikselu), Slika 2.1.

U postupku kvantizacije svakom pikselu slike dodeljuje se vrednost iz pre-
definisanog skupa intenziteta. Finoca kvantizacije vrednosti piksela obi¢no
se izrazava brojem bita koji se koriste za reprezentaciju intenziteta jednog
piksela. Kada se za reprezentaciju piksela koristi samo 1 bit, govorimo o
binarnim ili 1-bitnim monohromatskim slikama. Svakom pikselu slike tada

se moze dodeliti vrednost 0 ili 1, tako da se na ovaj na¢in mogu predstaviti
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231 229 228 227 224 193

234 233 230 228 226 190

235 233 231 230 229 188

237 235 232 229 225 184

222 206 188 160 183 175 179 190 Rl

202 213

198 223

163 208

SLIKA 2.1: Digitalna slika moze biti prikazana kao matrica, ¢iji su ele-
menti vrednosti piksela na odgovarajuéim pozicijama.
*Prikazana slika je preuzeta iz doktorske disertacije [1].

samo dva nivoa osvetljenja. U ovom slucaju O se koristi za prezentaciju
crnih pojmova, dok 1 predstavlja svetle (bele) segmente na slici. Zbog
oc¢igledno malog broja kvantizacionih nivoa, ovakve reprezentacije koriste
se uglavnom za prikaz teksta ili jednostavne grafike. U praksi se najcesce
za kvantizaciju vrednosti piksela koristi 8 bita, §to implicira 28 = 256 raz-
licitih vrednosti za predstavljanje nivoa intenziteta piksela. Pri tome, 0
opet odgovara potpuno crnim tonovima, dok 255 odgovara potpuno belim
tonovima. Vrednosti koje se nalaze izmedu predstavljaju razli¢ite nivoe sive
boje, zato se ovakve reprezentacije nazivaju ”sive slike” (eng. gray-level,
gray-scale images). Dok sive slike imaju jednu vrednost kvantizacije koja
odgovara pikselu, slike u boji koje imaju uglavnom tri kanala (RGB - cr-
veni, zeleni i plavi) odlikuju tri vrednosti kvantizacije po pikselu, za svaki

kanal pojedinac¢no.

2.2 Obrada slike

Obrada i analiza digitalne slike je veoma obiman i Siroko rasprostranjen po-
jam, koji se sastoji iz viSe segmenata od kojih se neki delimi¢no i preklapaju.
U ovoj tezi pod pojmovima obrade i analize digitalne slike smatraé¢emo
proces ekstrahovanja znacajnih informacija iz digitalnih slika, kao i nji-

hovu dalju upotrebu na problemima segmentacije i klasifikacije. Na Slici
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F:rmiran]e S o Deskripcija : o
igitalne |mp| Pretprocesiranje |m)p| Segmentacija |mp slike = | Klasifikacija
slike

SLIKA 2.2: Sematski prikaz glavnih pojmova u obradi digitalne slike.

2.2 predstavljen je Sematski prikaz osnovnih pojmova vezanih za obradu

digitalne slike od kojih ¢e neki u nastavku teze biti detaljno razmatrani.

Formiranje digitalne slike. Ovaj korak je nekad zanemaren, ali je veoma
bitan jer od njega zavise svi dalji procesi u analizi slike. Naime, ponekad
smo ograniceni uslovima formiranja digitalne slike, zbog Cega dobijamo
losiji kvalitet na samom pocetku procesa analize. Razni su segmenti koji
uti¢u na formiranje i kvalitet slike, a neki od njih su: osvetljenje scene,
udaljenost i tehnicka opremljenost uredaja kojim se snima, vreme ekspozi-
cije, balans bele boje, potencijalni gubitak podataka u kompresiji slike,
itd. Najcesé¢i problemi kod formiranja digitalnih slika su prisustvo Suma i
zamagljenja, koji su gotovo neizbezni uprkos savremenim tehnickim opre-
mama. Pojava ovih smetnji rezultira smanjenom preciznoséu kako seg-
mentacije, tako i ostalih postupaka koji se primenjuju u automatskoj obradi
digitalne slike, ali je i svakodnevna motivacija istraziva¢ima iz ove oblasti

za razvijanje novih modela koji bi bili rezistentni na ovakve probleme.

Pretprocesiranje digitalne slike. U nekim slu¢ajevima moze se jav-
iti potreba za pretprocesiranjem slike, koje se obavlja na samom pocetku
obrade i analize slike. Takvi koraci uglavnom uklju¢uju tehnike za sman-
jenje i uklanjanje Suma i zamagljenja, ispravljanje geometrijskih distorzija,

ispravljanje neravnomernog osvetljenja pozadine ili registraciju slike.

Segmentacija digitalne slike. Segmentacija slike predstavlja proces ko-
jim se digitalna slika deli na segmente, odnosno srodne skupove piksela.
Preciznije, segmentacija slike je proces dodeljivanja oznake svakom pikselu

na slici, tako da pikseli sa istom oznakom imaju iste vizuelne karakteristike.
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Cilj segmentacije je da se pojednostavi ili promeni predstava slike, tako da

bude pogodna za dalju analizu.

Deskripcija digitalne slike. Razlicite karakteristike i mere celokupne
slike, segmentovanih objekata ili regiona mogu biti koriStene za opis slike.
Skup relevantnih funkcija, odnosno opisnih podataka koje bismo u tu svrhu
koristili, u velikoj meri zavisi od primene. Geometrijske karakteristike ob-
jekta, kao Sto su veli¢ina i oblik, se dosta Cesto koriste u raznim aplikaci-
jama. Takode, statisticka svojstva vrednosti sivih tonova koji se pojavljuju
u objektu kao S$to su srednja vrednost, standardna devijacija, korelacija
i kontrast se koriste kao opisne karakteristike. U okviru ove disertacije,
posebna paznja posveéena je deskriptorima (opisnim karakteristikama) tek-

sture digitalnih slika i njihovoj primeni u klasifikaciji istih.

Klasifikacija digitalne slike. Pojam klasifikacije predstavlja proces or-
ganizovanja podataka u nekoliko unapred definisanih kategorija ili klasa.
Klasifikacija znaci sistemski i smiSljeno rasporediti posmatrane pojmove u
manje grupe po slicnosti. Problem klasifikacije tekstura digitalnih slika
predstavlja odlucivanje kojoj od poznatih klasa tekstura pripada proma-
trani uzorak. Da bi se to postiglo potrebno je ’a priori’ znanje o klasama
koje treba prepoznati. Kada je to znanje dostupno i karakteristike teks-
ture odredene, koriste se metode klasicne klasifikacije kako bi se obavila

raspodela kompletnog uzorka u odgovarajuce kategorije ili klase.

2.3 Segmentacija digitalne slike

Segmentacija se moze definisati kao proces koji deli sliku na njene sastavne
delove (regione) ili izvlaci iz slike objekte od interesa, tako sto selektuje
tacke na slici (piksele) koji pripadaju objektu. Segmentacija je veoma tezak
i zahtevan zadatak, ali ujedno i jedan od najbitnijih procesa u analizi slike.
Ovaj proces smatra se veoma znacajnim delom automatske obrade slike, jer

se Cesto koristi da bi se slika dekomponovala na delove radi dalje analize,
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Sto onda direktno utic¢e na procese reprezentacije, deskripcije i klasifikacije
objekata. Oblasti segmentovane u istoj kategoriji treba da imaju sli¢na,
uniformna i homogena svojstva u odnosu na neke posmatrane karakteris-
tike, kao $to su na primer boja ili tekstura, dok susedni, razdvojeni regioni
treba znacajno da se razlikuju upravo u ovim svojstvima. Razli¢iti regioni
se ne bi smeli preklapati i granice svake oblasti treba da su §to jednostavnije

i glatke.

Razmotrimo dermoskopsku sliku sa prikazanim jednim objektom, Slika 2.3.
Binarnu segmentaciju u ovom sluc¢aju karakterisale bi dve vrednosti kvan-
tizacije (0 1 1). U ovakvoj reprezentaciji, svaki piksel je ili u potpunosti
pokriven objektom, ili uopste nije pokriven objektom, pri ¢emu je ob-
jekat prikazan belom bojom, dok su regioni koji pripadaju pozadini crni.
Medutim, ovakav tip segmentacije, dosta tesko se nosi sa izazovima realnih
slika koje odlikuje velika heterogenost klasa objekata. Kao posledica ovoga,
namece se razmatranje fazi segmentacije, koja podrazumeva da pikseli do
neke mere pripadaju objektu. Time se izbegava formiranje oStrih granica,
odnosno odluka o pripadanju piksela nekoj klasi, na samom pocetku procesa
automatske obrade slike, ¢uva se veca koli¢ina podataka i informacija o
samoj slici i ostavlja se prostora za detaljniju analizu u narednim segmen-
tima procesiranja slike. Rezultat fazi segmentacije je siva slika interesnog
objekta, gde su pikseli objekta beli, pozadina je crna, a sivi nivoi odgovaraju
delimi¢noj pripadnosti objektu, Slika 2.3(d). U radovima [2-5] demonstri-
rano je da ovakvu reprezentaciju digitalne slike, koju karakterise delimi¢na
pokrivenost piksela objektom, odlikuje vecéa koli¢ina informacija. Takode,
pokazano je da su deskriptori segmentovanih oblika razvijeni za ovakvu
reprezentaciju precizniji u odnosu na deskriptore koji se koriste u klasi¢noj

binarnoj reprezentaciji slike.

Segmentacija, kao jedan od bitnih procesa u analizi i obradi digitalne slike,
zauzima znacCajno mesto u literaturi. Postoje mnoge tehnike predlozene

u tu svrhu, a pregled najistaknutijih i najcesée koristenih modela dat je
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(b) () (d) (e)

SLIKA 2.3: Ilustracija binarne i fazi segmentacije: (a) originalna slika, (b)
fazi segmentacija, (c) klasi¢na binarna segmentacija, (d) i (e) su redom
prikazani zumirani delovi slika (b) i (c).

*Prikazana slika je preuzeta iz doktorske disertacije [6].

(a)

u knjigama [7-9]. Velika veéina modela zasnovana je na binarnoj seg-
mentaciji koja nazalost dovodi do znacajnog gubitka podataka sadrzanih
u slikama. Tehnike binarne segmentacije uglavnom ne ¢uvaju inherentne
varijacije karakteristi¢ne za realne slike i takode su veoma osetljive na Sum

i zamagljenje, koji su skoro neizbezni na realnim slikama.

Zbog navedenih razloga nama je posebno interesantna fazi segmentacija.
Deo istrazivanja u ovoj tezi posvecen je upotrebi Fuzzy c-Means Clustering
algoritma za segmentaciju i demonstrirana je njegova primena na realnim

slikama.

2.3.1 Fazi segmentacija

Jos od prve pojave i predstavljanja u literaturi, fazi skupovi [10] su pronasli
Siroku primenu za opisivanje i definisanje "nejasnih” (nepotpuno odredenih)
pojmova u okviru matematickog modela. Fazi skupove karakterise parci-
jalna (nepotpuna) pripadnost skupu, koja je definisana preko odgovarajuce
funkcije pripadanja. U poredenju sa pojmom klasicnog skupa gde svaki
element ili pripada skupu ili ne, kod fazi skupova moguca je delimi¢na
pripadnost elementa skupu, §to zna¢i da funkcija pripadanja moze uzeti
proizvoljnu vrednost iz intervala [0, 1]. Klasi¢an skup zapravo moze se sma-
trati specijalnim slucajem fazi skupa, gde su vrednosti funkcije pripadanja

u okviru skupa {0,1}. Upotreba fazi skupova i fazi logike od izuzetne je
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vaznosti u mnogim primenjenim disciplinama, pa i u analizi digitalnih slika,
[5, 11]. U ovoj tezi razmatrane su i razvijene nove metode motivisane i bazi-
rane na teoriji fazi skupova i diskutovana je njihova primena u segmentaciji

i klasifikaciji digitalnih slika.

Fazi segmentacija podrazumeva proces konvertovanja digitalne slike u fazi
particiju skupa piksela, dodeljujuéi svakom pikselu funkciju pripadanja koja
oznacava stepen pripadnosti objektu. Najjednostavniji na¢in za sprovodenje
fazi segmentacije je skaliranje sivih vrednosti piksela na interval [0, 1]. Na
taj na¢in dodeljena vrednost moze biti posmatrana kao mera pripadanosti
svetlim pikselima (objektu). Ako uobic¢ajeno razmatramo da beli tonovi
odgovaraju objektu, a crni pozadini, opisani na¢in dodeljivanja vrednosti
pikselu predstavlja funkciju pripadanja koja odreduje stepen pripadnosti
piksela objektu. U veéini sluc¢ajeva potrebnije su zahtevnije tehnike za
sprovodenje fazi segmentacije, jer ocigledno da nivo osvetljenosti nije do-
voljan kriterijum za formiranje funkcija pripadanja koje bi rezultirale do-
brom segmentacijom. Za razliku od stroge podele koja je karakteristi¢na za
metode klasi¢ne binarne segmentacije, dodeljivanje parcijalne pripadnosti
klasi definise meksu, glatkiju granicu izmedu razmatranih klasa. Takva
particija bolje odrazava karakteristike objekata i slike i ¢uva strukturalne
informacije koje mogu biti od izuzetne vaznosti u kasnijim procesima analize
slike. Predstavljanjem klasa objekata i pozadine kao fazi skupova i formi-
ranjem funkcija pripadanja koje odrazavaju stepen pripadnosti svakoj od
ovih klasa, formiraju se regioni za koje nije zagarantovano da se medusobno
isklju¢uju. Odnosno, granica izmedu ovih regiona nije potpuno jasna, jer
piksel moze u isto vreme izrazavati odredeni stepen pripadnosti i objektu
i pozadini. Uoceno je da se fazi segmentacija mnogo uspesnije od klasi¢ne
binarne segmentacije, nosi sa problemima negativnih efekata na slikama,
kao $to su sum i zamagljenje. Primena teorijskih koncepata fazi skupova
na obrasce prepoznavanja i klasterovanja rezultirala je raznim metodama
koje uklju¢uju dvosmislenost i neki stepen neodredenosti u svoje osnove,
[12-15].
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2.3.2 Fuzzy c-Means Clustering Algorithm (FCM)

FCM algoritam koristi osnove fazi skupova i fazi logike, pri ¢emu je objek-
tima, podacima ili u slu¢aju analize slike pikselima, dozvoljena pripadnost
veéem broju klastera (grupa). Sliéno ideji fazi skupa, pripadnost objekta
nekoj grupi izrazava se tezinskom vredno$éu funkcije pripadanja koja je broj
iz  intervala [0, 1]. Suma pripadnosti svim klasterima (grupama) za jedan
objekat (piksel) jednaka je 1. Prvu verziju modela predstavio je Dunn 1973.
godine u publikaciji [16], a kasnije ga je unapredio Bezdek [17, 18], ¢ije se

ime najcesée i vezuje za ovaj algoritam.

FCM je iterativni algoritam za formiranje pseudo-particije koja reprez-
entuje klastere, P = {4, Ag,...,A.}. Elementi ove pseudo-particije su
fazi skupovi, ¢ijom defazifikacijom se formira krajnji rezultat segmentacije.

Neka je X = {x1,x9,...,2,} skup objekata ili piksela slike dimenzije p,

odnosno z; € RP i € {1,...,n}. Za pseudo-particiju P vaze sledeéi uslovi:
1. Za piksel z;,7 € {1,...,n}, ukupna suma pripadnosti klasama je jed-
naka 1,

Vie{l,...,n}, Y Ap(z:) =1,
k=1
gde Ag(z;) predstavlja meru pripadnosti piksela z; klasi Ay.

2. Svaki klaster sadrzi najmanje jedan piksel sa pozitivnom pripadnoséu
(# 0) i ne sadrzi sve piksele sa maksimalnom pripadnoséu (= 1), sto
implicira

VEe{l,...,c}, 0< ZAk(ﬂfi) < n.
i=1

Pseudo-particija moze biti predstavljena matricom P = [ug;]exn, gde ug; =
Apg(z;) predstavlja meru pripadnosti piksela x; € X fazi skupu, odnosno

klasteru Ag.
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Ovaj iterativni postupak baziran je na minimizaciji funkcije cilja:

¢ n
J = ZZ(uki)mdQ(:vi,vk), zi, v € X,
k=1 i=1
gde je d definisana funkcija rastojanja, a vy su centri odgovarajué¢ih klastera.
Navedena funkcija predstavlja jednu od osnovnih mera kvaliteta sprovedene
FCM segmentacije i naziva se ”performance index”, gde manja vrednost
ukazuje na bolje obavljenu segmentaciju, odnosno jacu grupisanost klas-

terovanih podataka.

Detaljan postupak sprovodenja ovog algoritma dat je u knjizi [19], a neke
od primena u segmentaciji digitalne slike diskutovane su u doktorskoj dis-

ertaciji [20].

2.3.3 Defazifikacija

Vizuelna interpretacija fazi objekata nije jednostavna, stoga i pored mnogih
prednosti fazi segmentovanih slika na kraju je ipak potrebno izvrsiti klasiénu
reprezentaciju objekata. Tako klasi¢na reprezentacija sadrzi manje informa-
cija, ona je uglavnom dosta jednostavnija za interpretaciju, vizualizaciju i
razumevanje. Takode, mnogi od razvijenih alata primene nisu prilagodeni
fazi reprezentacijama objekata. Navedene Cinjenice razlog su sto je nakon
obrade u fazi sistemu podatke potrebno predstaviti u klasi¢nom sistemu.
Defazifikacija je proces konverzije fazi podataka u njima odgovarajuce klasi-
¢ne podatke. Proces defazifikacije nije jednozna¢no odreden, veé¢ dosta
zavisi od tipa i reprezentacije podataka, interpretacije polaznih i dobi-
jenih podataka, cilja obrade i intuitivne percepcije. Rezultati dobijeni de-
fazifikacijom fazi segmentovanih slika koriste se kao alternativa klasi¢nim
pristupima segmentacije. Kao osnovna prednost ovog modela istice se
mogucénost uvida, oCuvanja i uklju¢ivanja u proces odlucivanja nekih os-
obina i karakteristika objekata koje nisu vidljive u klasi¢nim sistemima, ali

dolaze do izrazaja u fazi sistemima. Te informacije i karakteristike kojima
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na odredeni nac¢in pristupa fazi sistem, bivaju oCuvane pri defazifikaciji
objekata, Sto omogucava njihovu upotrebu u daljoj analizi i obradi slike.
Proces defazifikacije, odredivanje kriterijuma, uslova koji trebaju biti zado-
voljeni, kao i kompatibilnost ovog procesa sa algebarskim strukturama uz
date ilustrativne primere, detaljno je diskutovan u publikaciji [21]. U anal-
izi i obradi slike defazifikacija predstavlja prevodenje fazi slike u sliku sa
strogim granicama klasa. U tom smislu podrazumevamo da za svaki piksel
mora biti odredena pripadnost nekoj od klasa, odnosno nije vise dozvol-
jena parcijalna pripadnost klasama. Jedan od nacina za sprovodenje ovog
procesa je upotreba odgovarajuée vrednosti praga (eng. threshold value),
koji bi predstavljao granicu izmedu piksela koji odgovaraju objektima i
onih koji pripadaju pozadini. U tu svrhu koristi se pojam iz teorije fazi
skupova, odredenije a-presek (eng. a-cut), ¢ija je upotreba razmatrana
u publikacijama [22-25]. Defazifikacija moze biti posmatrana kao proces
inverzan procesu fazifikacije objekata od interesa, sa ciljem da se rekon-
struiSe fazifikovani original primenom inverzne funkcije na formirani fazi
skup. Drugi nac¢in je da ova dva pojma potpuno razdvojimo, odnosno da
posmatramo defazifikaciju kao preslikavanje iz fazi skupa u klasi¢can skup
definisano nezavisno od pocetne klasi¢éne interpretacije objekta sa kojim je
zapoceto procesiranje. Tip primenjene metode defazifikacije dosta zavisi
od tipa podataka i oblasti primene, a neke od ¢esto upotrebljivanih su:
metod maksimalne pripadnosti, metod centra oblasti, metod centra mak-
simuma, metod proseka maksimuma, metod centra suma, metod centra

najveée oblasti, itd [20].

U ovoj doktorskoj disertaciji nije posebno razmatran proces defazifikacije,
u smislu da nismo razvijali metode koje se bave ovom problematikom, ali

se osvréemo na pojam kao jedan od bitnih procesa u fazi segmentaciji.
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2.4 Klasifikacija digitalne slike

Klasifikacija predstavlja proces dodeljivanja kategorije ili skupa kategorija
posmatranom uzorku. Cilj klasifikacije je kategorisati neki nepoznati ob-
jekat u unapred definisane klase ili pronac¢i verovatnoéu za svaku od poz-
natih kategorija. Programi koji sprovode klasifikaciju nazivaju se klasi-
fikatori (eng. classifiers) i dele se u dve grupe: modeli sa nadzorom (eng.
supervised) 1 modeli bez nadzora (eng. unsupervised), [7, 8. U prvom
slucéaju, kod modela sa nadzorom, podrazumeva se da je klasifikatoru na
odgovarajudi nacin dodeljena definicija svake klase. Klase slika su ovde un-
apred poznate i odredene. Sa druge strane, u slucaju kad se klasifikacija vrsi
automatski, pri ¢emu je klasifikatoru dodeljena samo informacija o broju

razlic¢itih klasa, govorimo o modelima bez nadzora.

U klasifikaciji tekstura, koja predstavlja interesnu sferu ove teze, slike se
klasifikuju tako $to se nepoznatom uzorku dodeljuje kategorija, odnosno
odgovarajuca labela, neke od unapred poznatih klasa. Uglavnom su slike
opisane (predstavljene) deskriptorima, odnosno vektorom karakteristika koji
nosi vazne informacije o slici. Pomenute karakteristike mogu biti kvalita-
tivne, kvantitativne ili kategoricke, pri ¢emu je bitno naglasiti da su upravo
ove karakteristike od izuzetne vaznosti za proces klasifikacije, jer predstavl-
jaju ulazne podatke klasifikatora i na osnovu njih se dalje vrsi raspodela
slika u klase. Vektori karakteristika ekstahovani su iz slika analizom, pro-
cesiranjem i primenom razli¢itih deskriptora teksture (operatora), koji su

detaljno razmatrani u Poglavlju 5 ove disertacije.

Proces klasifikacije tekstura sastoji se iz faze ucenja i faze prepoznavanja.
Ovaj proces obuhvata trening i test skupove slika, koji sadrze razli¢ite pred-
stavnike tekstura. U fazi u¢enja koristimo slike iz trening skupa da nauc¢imo
klasifikator kako da razlikuje klase. Pod tim podrazumevamo formiranje
modela, odnosno vektora karakteristika za svaku sliku iz trening skupa i
dodeljivanje labele svakom od njih. Na osnovu ovoga, u fazi prepoznavanja

klasifikator za svaki nepoznati primerak teksture, odnosno sliku koja nije
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videna u trening skupu, formira vektor karakteristika i poredi ga sa on-
ima iz trening skupa za koje zna raspodelu po klasama. Novi primerak

karakteristika.

U ovoj tezi klasifikacija je koriStena kao alat za evaluaciju i testiranje
deskriptora teksture. Kako klasifikacija nije glavna tema teze, veé¢ samo
pomocéno sredstvo za evaluaciju rezultata, kratko ¢emo uvesti dva osnovna
principa koja smo koristili u testovima, metod k-najblizih suseda (eng. k-
Nearest Neighbor, k-NN) i Support Vector Machine (SVM). Pored nave-
denih, postoje i mnogi drugi tipovi klasifikacije, ali se njima ovde neé¢emo
baviti. Knjige [7, 9, 26] obuhvataju pregled razlicitih modela klasifikatora,

uklju¢ujudéi i ilustrativne primere.

2.4.1 k-Nearest Neighbor (k-INN)

Metod k-najblizih suseda je jedan od najjednostavnijih principa klasifikacije,
[27]. Kao §to sam naziv kaze odreden je sa k suseda i funkcijom rasto-
janja izmedu istih. Vektor karakteristika slike je rezultat procesa deskrip-
cije i ekstrakcije koji prethode klasifikaciji i on predstavlja ulazni podatak
za klasifikator. Dimenzija ulaznog vektora zavisi od koriStenih deskrip-
tora i predstavlja dimenziju prostora elemenata koji se klasifikuju. Svi
vektori koji se medusobno porede moraju imati istu dimenziju. Ako su
koristeni dobri deskriptori, odnosno formirane karakteristike nose dovoljno
opisnih informacija, vektori koji predstavljaju slike iz iste klase treba da
su grupisani zajedno. Kada se klasifikuje novi, nepoznati uzorak, za njega
je prethodno formiran vektor karakteristika i dodeljuje mu se labela klase
koju ima njegovih k-najblizih suseda, odnosno, labela koju ima veéina od
njegovih k suseda, ukoliko nisu svih k suseda iz iste klase. Najjednostavniji
tip ovog klasifikatora je 1-NN, tacnije metod najblizeg suseda, gde se la-
bela novom uzorku dodeljuje posmatrajuéi samo jednog njegovog suseda

i to onog koji se nalazi na najmanjoj udaljenosti u odnosu na unapred
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SLIKA 2.4: Sematski prikaz k-NN procesa klasifikacije.

definisano rastojanje. U publikaciji [28] prezentovano je poredenje k-NN
klasifikatora sa drugim pristupima klasifikaciji i demonstrirano je da up-
rkos svojoj jednostavnosti ovaj klasifikator postize dobre rezultate. Zbog
jednostavnosti modela (Slika 2.4) i malog broja parametara ovo je jedan od

najcescée koristenih pristupa u praksi.

2.4.2 Support Vector Machine (SVM)

Osnovni princip originalnog binarnog SVM klasifikatora je da pronade lin-
earnu funkciju diskriminacije koja razdvaja sve vektore u dve klase, [29].
Reprezentacija SVM modela moze biti predstavljena kao prikaz tacaka u
prostoru, tako da su primerci iz razli¢itih kategorija (klasa) razdvojeni jas-
nim jazom, koji je pozeljno sto &iri (Slika 2.5). Novi primerci preslikavaju
se u isti prostor, koji je formiran na osnovu trening skupa podataka, a
klasa se im se dodeljuje u zavisnosti od toga na koju stranu u odnosu na

linearnu funkciju razvajanja su pozicionirani. Prednosti ovog klasifikatora
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su velika robustnost, ¢ak i kada uzorci u trening skupu sadrze greske. SVM
metod odlikuje velika tacnost predvidanja za nove uzorke i u praksi se dosta
¢esto upotrebljava. Pored toga, postoje i nedostaci ovog modela od kojih
se izdvajaju: cesta preklapanja klasa u trening skupu podataka [30, 31] i
problem podele na vise od dve klase koji se uglavnom svodi na uzastopno

ponavljane binarne klasifikacije [32].

SLIKA 2.5: Tlustracija razdvajanja klasa binarnog SVM klasifikatora.

Crvena linija ne razdvaja klase, plava ih razdvaja ali je margina dosta

mala, dok zelena linija predstavlja najbolje resenje i ilustruje cilj SVM

klasifikatora koji tezi da formira linearni separator izmedu klasa sa $to
veéim jazom.

Nelinearni SVM klasifikator: Pomenuti linearni SVM klasifikator, moze
biti prosiren u nelinearni, dopustajudéi sloZenije granice izmedu klasa, upotre-
bom funkcije jezgra. Ideja je da se funkcija jezgra (nelinearno mapiranje)
koristi za prebacivanje u prostor veée dimenzije gde se onda primenjuje lin-
earni SVM Kklasifikator. Mapiranje se ne racuna eksplicitno, veé¢ se skalarni
proizvod u trening fazi i narednim koracima klasifikacije zamenjuje funkci-

jom jezgra. Najcesce je u upotrebi SVM klasifikator sa Gausovim jezgrom.



Poglavlje 3

Fazi skupovi 1 fazi operacije

3.1 Fazi skupovi

Fazi logika je dugo vremena bila predmet filozofskih razmatranja u oblasti
modeliranja i upravljanja sistemima, a pojam fazi skupa zvani¢no je uveo
Lotfi Zadeh, 1965. godine [10]. Teorija fazi skupova prosiruje pojam pripad-
nosti teorije klasiénih skupova, definisanjem parcijalne (nepotpune) pripad-
nosti skupu. Moze se reéi da je fazi skup jedan vid generalizacije klasi¢nog
skupa. U klasi¢noj teoriji skupova, kada se razmatra pripadnost elemenata
skupu, kaze se da neki element pripada ili ne pripada tom skupu. U poj-
movima fazi logike, umesto odredivanja da li neki element pripada skupu
ili ne, definiSe se stepen pripadnosti tom skupu. Fazi skupove karakterise
funkcija pripadanja, koja svakom elementu skupa dodeljuje jednu vrednost

iz intervala [0, 1], kojom se odreduje stepen pripadanja tog elementa skupu.

Ako klasican skup posmatramo kao jedan specijalan slucaj fazi skupa,
mozemo primetiti da funkcija pripadanja koja odgovara klasicnom skupu
uzima vrednost nula ili jedan. Za dati univerzalni skup X, njegov proizvol-
jan podskup A ta¢no je odreden pripadno$éu elemenata x € X skupu A,

sto moze biti predstavljeno karakteristicnom funkcijom y4 : X — {0,1}

21
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skupa A:

1, z€A
xa(z) = (3.1.1)
0, x¢ A.

Sa klasi¢nim skupovima izvode se uobicajene operacije, unije, preseka i
komplementa, koje se uz pomo¢ karakteristi¢ne funkcije mogu iskazati slede-

¢im jednakostima:

xang(x) = min(xa(z), xz(x)), (3.1.2)

Osnovne osobine ovih operacija sa klasi¢nim skupovima su navedene u nas-

tavku, [33].

Komutativnost: AUB=BUA, ANB=BnNA;
Asocijativnost: (AUB)UC =AU (BUCQO),
(ANB)NC =ANn(BNC);
Distributivnost: AN(BUC)=(ANB)U(ANCQO),
AU(BNC)=(AUB)N(AUCQC);
Idempotentnost: AUA=A ANA=A4
Apsorpcija: AN(AUB)=A, AU(ANB)=A4; (3.1.3)
Apsorpcijasa X i0: AUX =X, An0=0;
Neutralni elementi: AUD=A, ANX = A;
Involucija: A= A,

Zakon kontradikcije: ANA=10;
Zakon iskljuéenja treceg: AU A = X;

De Morganovi zakoni: (AUB)=ANB, (ANB)=AUB.

Uvodenje formalne definicije fazi skupa imalo je za cilj uopstenje klasi¢ne

teorije skupova i potencijalno povec¢anje primene teorije skupova u raznim
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disciplinama, ukljuc¢ujuéi i analizu digitalnih slika.

U svakodnevnom zivotu i prenosenju informacija i znanja, javlja se potreba
za formalnim predstavljanjem pojmova nepotpune odredenosti i rasplin-
utosti (eng. fuzziness). Teorija fazi skupova u ovom domenu pokazala
se kao izuzetan model, koji omogucava spajanje, definisanje i objasnjenje
pojmova i pojava koje uklju¢uju razlic¢ite stepene odredenosti, odnosno neo-
dredenosti sistema. Rec¢ fazi potice od engleske reci 'fuzzy’ i predstavlja neo-
dreden ili neprecizan pojam. Zahvaljujuéi uvodenju fazi pojma, moguce je
nekom iskazu dodeliti vrednost koja varira od potpuno neta¢no do potpuno
tacno. Za fazi skupove i fazi logiku mozemo reéi da su sliéne inzenjerskim
naukama, jer omogucuju karakterizaciju pojmova, pojava i situacija iz re-
alnog sveta na priblizan na¢in. Upravo zbog ove svoje osobine, fazi skupovi

su pronasli veliku upotrebu u razli¢itim primenjenim disciplinama.

Percepcija sveta oko nas je protkana pojmovima koji nisu u potpunosti
jasni ili nemaju jasno definisane granice. Na primer, neki takvi pojmovi
su: mnogo, visok, mnogo veci od, nizak, tezak, mlad, star, zdrav, kratak,
itd. Navedeni pojmovi su ta¢ni do nekog stepena, ali su takode i netacni
do nekog stepena, zavisno od objekta koji opisuju. Uobicajeno je za ovakve
pojmove Kkoristiti termin fazi ili neprecizni. Ljudski mozak je u stanju
da veoma jasno percipira takve podatke i kvalitetno radi sa njima, dok
racunarski sistemi uglavnom nisu u moguénosti da prihvate takve podatke.
Dakle, mozemo konstatovati da su prirodni jezici fazi, dok programski jezici
to nisu. Odatle se javlja potreba za formiranjem formalnog, matematickog
i ra¢unarskog alata pomocu kojeg je moguée baratati fazi informacijama.
Ove informacije su po svojoj prirodi jako kompleksne. Njihova slozenost
potice od nesigurnosti, nepotpune odredenosti podataka, preciznije, od
viSeznacnosti, koja ukoliko nije dobro modelirana moze predstavljati veliki
problem za celokupan sistem koji se razmatra. Teorija koja nam omoguéava

rad sa takvim podacima naziva se Fazi logika.

Definicija 3.1.1. (Zadeh 1965.[10]) Fazi podskup A univerzalnog skupa X,
je skup uredenih parova A = {(z, ua(x)) | x € X}, gde je pua : X — [0,1]
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odgovarajuéa funkcija pripadanja.

Dalje nas interesuju operacije sa fazi skupovima koje predstavljaju prirodna
uopsStenja operacija sa klasi¢nim skupovima. Navodimo osnovne i naj-
jednostavnije operacije, pored kojih postoje jo§ mnoge opstije. Formule
koje smo prikazali za operacije unije, preseka i komplementa sa klasi¢nim
skupovima izrazene preko karakteristi¢ne funkcije (vidi formulu 3.1.2) pren-

osimo na funkcije pripadanja fazi skupova na sledeé¢i nacin:

paup(@) = maz(ua(), up(a)),
parp(@) = min(ua(), up(a)), (3.1.4)
pg() = 1 — pua(a).

Skup svih fazi skupova definisanih nad X ima algebarsku strukturu mreze
u odnosu na pomenute operacije unije, preseka i komplementa, ¢ija je nula
prazan skup, a jedinica skup X, odnosno fazi skupovi sa funkcijama pri-

padanja pg(z) =01 px(x) =1,Ve € X.

Za operacije sa fazi skupovima vaze gotovo sve osobine navedene za klasi¢ne
skupove u formuli 3.1.3, osim zakona kontradikcije i zakona iskljucenja

treeg. Takva mreza zove se De Morganova mreza, [33].

Fazi skupovi mogu se pogodno reprezentovati pomocu izuzetno bitnog po-

jma iz teorije fazi skupova, a-preseka.

Definicija 3.1.2. Neka je dat univerzalni skup X i jedan njegov fazi pod-
skup A. Za proizvoljno « € (0, 1], a-presek skupa A je

AY={z e X | pa(z) > a}. (3.1.5)
Definicija fazi skupa moze biti data u terminima a-preseka. Za fazi skup

A nekog univerzalnog skupa X, sledeCe dve reprezentacije su ekvivalentne
[34]:
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1. funkcija pripadanja pg : X — [0, 1] svakom elementu x € X dodeljuje

njegovu meru pripadnosti fazi skupu A, pa;

2. skup a-preseka A(A) = {A% | a € (0,1]} fazi skupa A, pri ¢emu je
AY={z € X | pa(z) > a}.

Funkcija pripadanja p4 fazi skupa A moze biti prikazana kao:

1
wa(x) :/ Tyo(z) da (3.1.6)
0
gde je I indikatorska funkcija odgovarajuéih a-rezova

1, ze€A®
0, z¢ A~

Prikazana povezanost funkcije pripadanja i a-rezova predstavlja jedan od

moguéih nacina fazifikacije i baratanja fazi skupovima.

Neke od najcesce koristenih funkcija pripadanja prikazane su na Slici 3.1.
Primetimo da prva od funkcija koje vidimo na slici, predstavlja karakter-
isti¢nu funkciju klasi¢nog skupa, jer moze uzeti samo vrednosti 0 ili 1. Os-
tale prikazane funkcije mogu se koristiti za fazifikaciju bilo koje jednodimen-
zionalne karakteristike, gde se kroz funkciju pripadanja reflektuju postepene

promene vrednosti posmatrane karakteristike.
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SLIKA 3.1:

Gaussian, P=[2 5]
(e)

Primeri funkcija pripadanja.

S-shaped, P=[1,6]
()

(a) []-funkcija, (b) trape-

zoidna funkcija, (c) trougaona funkcija, (d) sigmoid funkcija, (e) Gausova
funkcija, (f) S-funkcija.
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3.2 t-norme i t-konorme

Operacije fazi-preseka i fazi-unije poznate su pod nazivima t-norme i t-
konorme, respektivno. Pomenute operacije prirodna su interpretacija kon-
junkcije i disjunkcije u semantici fazi logike [35], i Cesto se koriste za kom-

binovanje kriterijuma u multi-kriterijumskom odluéivanju.

Zatetak razvoja trougaonih normi datira jos od davne 1942. godine, [36].
Glavna ideja koja stoji iza razvoja trougaonih normi, bila je proucavanje
metrickih prostora gde se distribucije verovatnoée umesto brojeva koriste za
modeliranje udaljenosti izmedu elemenata odredenog prostora. Trougaone
norme koje danas koristimo, pojavile su se upravo u kontekstu verovatnoce
metrickih prostora, [37-39]. Kao dualne operacije trougaonim normama,
u publikaciji [40] uvedene su trougaone konorme. Pomenute fazi operacije
(t-norme i t-konorme) imaju znacajnu ulogu u procesu donosenja odluka
[41, 42], statistici [43], teorijama neaditivnih mera [44-47] i mnogim drugim

primenama.

Definicija 3.2.1. Trougaona norma, krace t-norma, je binarna operacija

T :10,1]? — [0, 1] koja zadovoljava sledeée aksiome. Za sve a, b, c, by € [0,1]

vazi:
1. T(a,1) =a (granicni uslov),
2.0<by = T(a,b) <T(a,b) (monotonost),
3. T(a,b) =T(b,a) (komutativnost),
4. T(a,T(b,c)) =T(T(a,b),c) (asocijativnost).

Dodatno, t-norma je Arhimedovska, ako pored navedenih aksioma vazi:

5. T je neprekidna funkcija,

6. Va € (0,1), T(a,a) <a (subidempotentnost).
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Napomena 3.2.2.

(i) Iz aksioma navedenih u definiciji ¢t-norme sledi monotonost po obe

koordinate, odnosno za sve ay,as, by, by € [0, 1] vazi:

(a1 <az A b1 < bg) = T(al,bl) < T(ag,bg).

(ii) Ako umesto uslova monotonosti zahtevamo striktnu monotonost, od-

nosno za sve aj,ag, by, by € [0, 1] vazi:
(a1 <ay N b < bQ) = T(al,bl) < T(az,bg),

onda kazemo da je t-norma striktna.
Binarna operacija t-norme moze se prirodno prosiriti na n-arnu operaciju,
7" :[0,1]™ — [0,1],n € N, na sledeéi nacin.
Definicija 3.2.3. Stepen t-norme odreden je jednakostima:
T (ay,az2) = T(ay,az),

T"(a1,a2, .., G, Qpy1) = T(T”’l(al, ey Q) Qg 1)

Odnosno, vaze u nastavku navedene osobine:

T%(ay,az,a3) = T(T(a1,a2),a3) = T(a1, T(az,a3)),

T3(a1,az,as,a4) = T(T?(a1,az,a3),a4) = T(T(T(a1,a2),a3), as)
=T(T(a1,a2),T(as,a4)) = T(a1,T (a2, T(az,as)))
=T(T(a1,T(a2,as)),as) = T(a1, T(T(az,as),as))...

Lema 3.2.4. Za stepen t-norme i n € N vaze sledeée osobine, [48, 49]:

(1) T™(a1,a2,...,an,ant1) = T™(Ar(1), Gr(2)s - - - > Ar(n)> Cr(nt1))> &dE je T
proizvoljna permutacija skupa {1,2,...,n,n + 1}.

(2) T™(a1,a2,...,an,ap41) =1 & a3 =+ =aps1 = 1.
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(3) Ako je T striktna trougaona norma, onda vazi:

(a) T™ je striktno rastuéa funkcija;

(b) T™(a1,a2,...,an,0n41) =0 < (a3 =0V ---Vays =0).

Reprezentacija t-normi moze biti izrazena preko striktno monotone funkcije
definisane na intervalu [0, 1], koju nazivamo generator t-norme. U tu svrhu
uvodimo definiciju generatora t-norme, kao i pseudo-inverzne funkcije gen-

eratora.

Definicija 3.2.5.
(i) Opadaguéi generator g je neprekidna striktno opadajuéa funkcija g :
[0,1] — R, takva da vazi g(1) = 0.

(ii) Pseudo-inverzna funkcija opadajuéeg generatora g je funkcija g(*l) :

R — [0, 1] definisana jednakoséu:

1 , a¢€ (—OO, 0)
3 @=1% g7%a) , aclog0)]
0, a€(g(0),+00)

gde je g7' : [0,g(0)] — [0,1] obi¢na inverzna funkcija za funkciju
9:10,1] = 10,4(0)].

Opadajuéi generator g i njegova pseudo-inverzna funkcija, ¢{=), na inter-

valu [0, 1] ponasaju se kao uzajamno inverzne funkcije u slede¢em smislu:
g(_l)(g(a)) =a, Va € [07 1]7

0 , a€(—00,0)
g(¢" V@) =2 a , ael0,g(0)]
g(0) , a€(g(0),+00)

Napomena 3.2.6. Primetimo da za opadajuéi generator g vazi da je

g(g(_l)(a)) < a, za svako a > 0.
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Teorema koju u nastavku navodimo je poznati rezultat u vezi sa reprezenta-
cijom Arhimedovske t-norme upotrebom opadajuée generatorske funkcije,

[19].

Teorema 3.2.7. Preslikavanje T : [0, 1]? — [0, 1] je Arhimedovska t-norma
ako i samo ako postoji opadajuéi generator g tako da za sve a,b € [0,1]
vazi T(a,b) = 9" (g(a) + g(b)).

Trougaone konorme (t-konorme) razlikuju se od trougaonih normi samo u
grani¢nim uslovima. U teoriji fazi skupova, poznate su kao operacije fazi

unije.

Definicija 3.2.8. Trougaona konorma (¢-konorma) je binarna operacija

S :[0,1]? — [0, 1] koja zadovoljava sledeée aksiome za sve a, b, c,by € [0,1]:

1. S(a,0)=a (granic¢ni uslov);
2. b<b = S(a,b) < S(a,br) (monotonost);
3. S(a,b) = S(b,a) (komutativnost);
4. S(a,S(b,c)) = S(S(a,b),c) (asocijativnost).

Dodatno, t-konorma je Arhimedovska, ako je pored navedenih aksioma
zadovoljeno:

5. S je neprekidna funkcija;

6. Ya € (0,1), S(a,a) >a (superidempotentnost).
Napomena 3.2.9.

(i) Iz aksioma navedenih u definiciji t-konorme, sledi monotonost po obe

koordinate, odnosno za sve ay,as, by, by € [0, 1] vazi:

(a1 <ag N by < bg) = S(al,bl) < S(CLQ,bg).
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(ii) Ako umesto uslova monotonosti zahtevamo striktnu monotonost, od-

nosno za sve ay, az, by, be € [0,1] vazi:
(a1 <ag N by < bg) = S(al,bl) < S(CLQ,bQ),

onda je t-konorma striktna.
Slicno kao $to smo naveli kod ¢t-normi, binarna operacija t-konorme moze
se prosiriti na n-arnu operaciju, S™ : [0,1]" — [0,1],n € N na sledeéi nacin.
Definicija 3.2.10. Stepen t-konorme odreden je jednakostima:
Sl(al, CLQ) = S(al, ag),

S™(a1,a2, ..., an, any1) = S(S" Hay, ..., an), Gni1).

Odnosno vaze sledeCe jednakosti:
S2(a1,a2,a3) = S(S(a1,a2),a3) = S(a1, S(ag,as)),
S3(a1, az,a3,a4) = S(S?(a1,az,a3),as) = S(S(S(a1,as),as),as)
= S(S(a1,a2),S(as,as)) = S(a1, S(az, S(as,as)))
= 5(5(a1, S(az,a3)), as) = S(a1, S(S(az, a3), as))...
Lema 3.2.11. Za stepen t-konorme i n € N vaze sledece osobine, [48, 49]:
(1) S™(a1,a2, ..., an,an11) = S™(Ar(1), Ar(2), -+ Cr(n)s x(n+1)), gde je m
proizvoljna permutacija skupa {1,2,...,n,n + 1}.
(2) S™(a1,az2,...,6n,0p41) =0 < a3 =-+-=an41 =0.
(3) Ako je S striktna trougaona konorma, onda:

(a) S™ je striktno rastuca funkcija;

(b) S™(ar,... an41) =1 & (a1 =1V - Vany =1).



Marija Delié 32

Reprezentacija t-konormi moze biti izrazena preko striktno monotone funk-
cije na intervalu [0, 1], koju nazivamo generator t-konorme. Stoga, uvodimo

definiciju generatora t-konorme, kao i preudo-inverzne funkcije generatora.

Definicija 3.2.12.

(i) Rastuéi generator h je neprekidna i striktno rastuéa funkcija h :
[0,1] — R, takva da vazi h(0) = 0.

(ii) Pseudo-inverzna funkcija rastuceg generatora h je funkcija (=1 .

R — [0, 1], definisana jednakoséu:

0 , a€ (—00,0)
MVa) =< hla) , a€l0,h(1) ,
1, ae (h(1),+00)

gde je b= : [0,h(1)] — [0,1] obiéna inverzna funkcija za funkciju
h:[0,1] — [0, h(1)].

Rastuéi generator h i njegova pseudo-inverzna funkcija, h{~1), na intervalu

[0, 1] ponasaju se kao inverzne funkcije u sledeéem smislu:
K (h(a)) = a, Va € [0,1],

0 , aé€(—00,0)
h(hD(a)) = a , ael0,h(1)
h(1) , ae (h(1),400)

Napomena 3.2.13. Primetimo da za rastuéi generator h vazi da je
h(h{=Y(a)) < a, za svako a > 0.

Teorema koju navodimo u nastavku poznati je rezultat u vezi sa reprezen-

tacijom Arhimedovske t-konorme upotrebom rastuée generatorske funkcije.

Teorema 3.2.14. Preslikavanje S : [0,1]> — [0,1] je Arhimedovska t-
konorma ako i samo ako postoji rastuéi generator h tako da za sve a,b €
[0,1] vazi S(a,b) = K=Y (h(a) + h(b)) .
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Definicija 3.2.15. Funkcija c: [0,1] — [0,1] je fazi komplement, ako vazi:

c1) c(0)=11i¢(1)=0 (graniéni uslovi),

c2) Ya,be [0,1], a<b = c(a) > c(b) (monotonost).

Ako je ¢(c(a)) = a, za sve a € [0, 1], onda je funkcija ¢ involutivna. Ako je

¢ neprekidna funkcija, onda kazemo da je ¢ neprekidni fazi komplement.

Definicija 3.2.16. t-norma T i t-konorma S su dualne u odnosu na fazi

komplement ¢ ako za sve a,b € [0, 1] vaze uslovi

c(T(a,b)) = S(e(a),c(b)) 1 c(S(a,b)) =T(c(a),c(d)).

3.3 Operatori agregacije

Agregacioni problemi su veoma $iroki i heterogeni. Teorija operatora agre-
gacije (zdruzivanja) se brzo razvija, jer je podrzana Sirokom upotrebom
u modeliranju razli¢itih inzenjerskih, socijalnih, drustvenih i ekonomskih
problema. Uloga agregacije je objedinjavanje, odnosno fuzija vise ulaznih
vrednosti u jednu izlaznu vrednost. U daljem tekstu bavimo se formalnom
definicijom i osobinama operatora agregacije. Pravi¢emo razliku izmedu
funkcija agregacije koje imaju ograni¢en broj argumenata i prosirenih funk-
cija agregacije definisanih za proizvoljan broj ulaznih argumenata, [50]. Ako
je broj ulaznih vrednosti fiksiran, recimo n, onda je agregacioni operator re-
alna funkcija sa n promenljivih. Preslikavanja ¢emo ograni¢iti na neprazan

realni interval I = [0, 1] C [—o0, o0].

Definicija 3.3.1. Za fiksirano n € N, n-arna agregaciona funkcija je funkcija

Apy  [0,1]" = [0,1] koja zadovoljava sledece osobine.

(a01) Za svako n > 2 i uredene n-torke (0,0,...,0) 1 (1,1,...,1) vaze
granicni uslovi Ap,;(0,...,0) =01 Ap,(1,...,1) =1.



Marija Delié 34

(a02) Za svako n > 2, funkcija A}, je monotono neopadajuca po svakoj

komponenti, odnosno implikacija
Vie{l,...,n}, a;<b; = A[n](al,...,an)SA[n](bl,...,bn)
je zadovoljena za proizvoljne uredene n-torke (ay,...,a,) € [0,1]",
(b1,...,by) €0,1]".
Specijalno, u slucaju n = 1, Ap)(z) = =, Vo € [0, 1].

Definicija 3.3.2. ProSirena agregaciona funkcija je preslikavanje

o0

Az (0,1 — [0,1], takvo da je svaka restrikeija Ap, ¢ [0,1]" = [0, 1],
n=1

Vn € N, jedna n-arna agregaciona funkcija.

Napomena 3.3.3. Ako je broj argumenata oc¢igledan, ¢esto se umesto oznake

Apnpsn € N koristi samo A.

Pored osobina, (a01) i (a02), pomenutih u definiciji, agregacione funkcije
mogu imati i dodatne karakteristike, koje su od znacaja za razli¢ite vrste

primena, stoga ih navodimo u nastavku, [50].

oo

Definicija 3.3.4. Ako je A : U[O, 1] — [0,1] prosirena agregaciona
n=1

funkcija, onda moze imati sledece osobine.

(a03) Svaka restrikcija A, je neprekidna funkcija.

(a04) Funkcija A je simetri¢na po svakoj komponenti, odnosno, za svako
n € N, svaku n-torku (ai,...,a,) € [0,1]"™ i svaku permutaciju 7

skupa {1,...,n} vazi
Apyar, .. an) = Ap)(arays - - Ar(n))-

(a05) Funkcija A je idempotentna, odnosno, za svako n € N, i sve

(a,...,a) €[0,1]" vazi

Ap(a, ... a) = a.



Marija Delié 35

(a06) Funkcija A je aditivna, odnosno, za svako n € N i sve n-torke
(a1,...,ay) €[0,1)" 1 (b1,...,b,) € [0,1]" koje zadovoljavaju
(a1 4+ b1,...,an +by) €[0,1]" vazi

A[n}(al + bla ceeyQp bn) = A[n](ala .- '7an) +A[n](b17 .- 7bn)

(a07) Funkcija A je subaditivna, odnosno, za svako n € N i sve n-torke
(a1,...,ay) €[0,1)" i (b1,...,b,) € [0,1]" koje zadovoljavaju
(a1 +b1,...,an +by) €0,1]" vazi

A[n}(al +b1,...,an + bn) < A[n](al, .. .,an) +A[n](b1, - ,bn)

(a08) Funkcija A je pozitivno homogena, odnosno, za svako ¢ > 0, sve
n € N i sve n-torke (ay,...,a,) € [0,1]" koje zadovoljavaju

(tai, ... tap) € [0,1]" vazi

A[n] (tay, ..., ta,) = tA[n] (a1y...,ap).

(a09) Funkcija A je pozitivno subhomogena, odnosno, za svako ¢t > 0,
svako n € N i sve n-torke (aq,...,a,) € [0,1]" koje zadovoljavaju

(tai, ..., tap) € [0,1]" vazi

A[n] (tay, ..., ta,) < tA[n] (aty...,ap).

(al0) Za svako n € N, vazi

A[n](aly-..,an)zo = VZE{l,,n},aZ:O

(all) Za svako n € N, vazi

A[n](m,...,an)zo = E|i€{1,...,n}7 a; = 0.

Napomena 3.3.5. U nastavku navodimo neke zakljucke i komentare u vezi

sa prethodnom definicijom.
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L. Restrikcija Apgj(z), = € [0,1] proSirenog agregacionog operatora A,

ocigledno zadovoljava sve osobine navedene u Definiciji 3.3.4.

2. Osobina (a04) je objedinjenje i uopstenje osobina komutativnosti i

asocijativnosti binarnih operacija.

3. U zavisnosti od primene, u literaturi se javljaju proSireni agregacioni

operatori definisani nad skupom [0, co[. Kod takvih preslikavanja, A :
o

U [0, 00["— [0, oo[, grani¢ni uslov A(1,...,1) =1 (a0l) iz Definicije

n=1
3.3.1 zamenjuje se uslovom

lim Ap(ag, ..., ay) = oo.
Vie{l,...,n}, a;—o00 [n]( ! n)

U tom slucaju, argumenti a; + b; i ta; operatora A, navedeni u osobi-
nama aditivnosti (a06), subaditivnosti (a07), pozitivne homegenosti
(a08) i pozitivne subhomogenosti (a09), uvek pripadaju njegovom

oo
domenu U [0, co[™, [50].

n=1

4. Pri razmatranju osobina aditivnosti (a06), subaditivnosti (a07), pozi-

tivne homegenosti (a08) i pozitivne subhomogenosti (a09), pojavljuju
se jednakosti i nejednakosti u kojima figuriSu argumenti oblika:

(a1 4+ b1,...,an +by)i(tay,..., ta,), zan-torke (ay,...,a,) € [0,1]™,

(b1,...,b,) € [0,1]™ i ¢t > 0. Pri tome ovi argumenti ne zadovol-
javaju nuzno sledeca dva uslova: (aj +b1,...,a,+0b,) € [0,1]" i
(tay,...,ta,) € [0,1]™. Umesto nametanja dodatnih uslova i ogranice-

nja za argumente, pogodno je razmatrati ekstenziju agregacionog op-
o

eratora, koja je definisana na sledeéi nacin, A* : U [0, co["— [0, 1],

n=1

A ey Qp) ,e..,ap) €0, 1]
A*(a1,...,an):{ (a11 n) (a1 an) € [0,1]
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Primer 3.3.6. Slede primeri nekih od bitnih predstavnika operatora agre-
gacije, koji se ¢esto upotrebljavaju u literaturi i praksi. Svi navedeni oper-

atori su neprekidni, simetri¢ni i idempotentni.
e Aritmeticka sredina:

1 1
AM(xla---axn):E<$1+$2+"'+1’n):ﬁz$i-

e Kvazi-aritmeticka sredina:

My(x1, x2, ..., xp) = h_l(

SHE
>
—~
8
N
N———

gde je h:[0,1] — R neprekidna i striktno monotona funkcija.

Geometrijska sredina:

[

GM(x1,...,2p) = (:legxn)% = (HZL'1> )
i=1

e Harmonijska sredina:

- Vie(l,...,n), z; #0
1 1 M b ) )
HM(zq,...,xy) = e, '
0 , Jie(,...,n), ;=0
e Operacija minumuma:
Apin = man(x1, ..., Ty) .

e Operacija maksimuma:

Apmaz = maz(xy,...,Ty) .
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e Medijana operator: Neka je (2,...,2}) € [0,1] neopadajuéa per-
mutacija n-torke (z1,...,2,) € [0,1], tada je
xln +$ln
2 20 pn =2 keN
Aped = med(x1,...,x,) = 2 ’ ’
2

Napomena 3.3.7. Aritmeticka, geometrijska i harmonijska sredina iz pretho-
dnog primera su specijalan slu¢aj jedne klase operatora agregacije koju
nazivamo stepeno korenske sredine, u oznaci A,,,, @ € R\ {0}. Za

svako o > 0, pomenuti operator definisan je slede¢om jednakoséu

1
$a+...+$a a
Am,a(xla---vxn):( ! n = ) )

dok za o < 0 vazi

Q=

1Yt tan® S Yie(1,....n), 7 #0
Am,a(xl,-..,$n): ( n ) ( ) 747&

0 , Jie(1,...,n), z;=0

Pri tome je zadovoljeno sledece:
e za o = 1 definisani operator se svodi na aritmeticku sredinu (AM) iz
Primera 3.3.6;
e za o = —1 dobija se harmonijska sredina (HM) iz Primera 3.3.6;

e za a — 0 operator konvergira ka geometrijskoj sredini (GM), nave-

denoj u Primeru 3.3.6.

3.3.1 Operatori agregacije koji poticu od operatora

aritmeticke sredine

Aritmeticka sredina je prototip strogo monotone, neprekidne, simetricne
i idempotentne funkcije. Mozemo sa velikom sigurnoséu tvrditi, da je to

agregacioni operator koji se naj¢eSée primenjuje u praksi. Intuitivno je
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lako pojmljiv i na obi¢nom jeziku kazemo da ovaj operator modelira prosek
(prose¢ni dohodak, proseénu temperaturu, ocenu i slicno). Ako iz nekog
razloga neka svojstva operatora aritmeticke sredine ne odgovaraju stvarnoj
situaciji koju zelimo da modeliramo, pokusavamo da modifikujemo ovaj
operator u odnosu na naruSeno svojstvo, ali sa ciljem da i dalje sacuvamo
Sto vise njegovih drugih svojstava. Ovo poglavlje je posveteno predsta-
vljanju nekih od klasa operatora agregacije koji su dobijeni modifikacijom

operatora aritmeticke sredine.

3.3.1.1 OWA operatori agregacije

Predstavljamo klasu OWA operatora agregacije, koju je definisao Ronald
R. Yager, [51], a koja se intenzivno koristi u raznim oblastima racunarskih

nauka i vestacke inteligencije, [52-56].

Definicija 3.3.8. (Extended Ordered Weighted Average) Za familiju real-

nih brojeva

w= {Wmi >0
o0

OWA agregacioni operator, OWA,, : U [0,1]" — [0, 1], definisan je slede¢om

n=2

neN\{1},ie{l,..n}, > wni= 1},
=1

jednakoséu:
OWA, (a1, ... ,an) = wp1a) + -+ + wy pa,. (3.3.1)

Pri ¢emu je (a,...,al,) neopadajuca permutacija n-torke (ai,...,a,) €

[0, 1]™, za proizvoljno n > 2.

Napomena 3.3.9. Za svako w, koje zadovoljava osobine iz definicije, OWA
operator je neprekidna, simetri¢na i idempotentna funkcija. Pored toga,

primetimo da vazi i sledece :

1. Apin < OWA, < Apae ;
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2. Specijalno, za odgovarajuée vrednosti tezinskog koeficijenta, pomocéu
OWA operatora se dobija parametrizovana grupa operatora agregacije
koja obuhvata poznate operatore kao §to su minimum, maksimum,

aritmeticka sredina i medijana. Naime,

e zaw = (0,...,0,1) dobija se operator A,,q,, naveden u Primeru
3.3.6;

e zaw = (1,0,...,0) dobija se operator A,,;,, naveden u Primeru
3.3.6;

e zaw = (%, e %) dobija se operator aritmeticka sredina (AM),

naveden u Primeru 3.3.6;

e za familiju koeficijenata definisanu sa

Wy, mi1 = 1 , ako je n neparan broj
W= wyzn = % , Wnny1 = % , ako je n paran broj
wni=0 , inace

dobija se agregacioni operator medijana tipa, naveden u Primeru
3.3.6.

Spomenuli smo da su osobine (a03), (a04) i (a05) zadovoljene za klasu
OWA operatora. Dalje, mozemo razmotriti koje jo§ od osobina navedenih

u Definiciji 3.3.4, operator OWA tipa ispunjava.

U nastavku pokazujemo da OWA operator u opstem sluc¢aju ne zadovolja-
va osobine aditivnosti (a06) i subaditivnosti (a07). Neka je jedan OWA
agregacioni operator oblika: A(a1,as,a3) = 0.4a} + 0.1a}, + 0.5a}, gde je
(a}, al, ay) neopadajuéa permutacija uredene trojke (a1, as, a3) € [0,1]3. Za
odgovarajuci odabir uredenih trojki

(x1,91,21) = (0.1,0.4,0.6) i (22,92, 22) = (0.4,0.5,0) vazi:

A({lfl, Y1, 21) + A({L‘Q, Y2, 22) = 0.38 +0.29 = 0.67,

A(z1 + z2,y1 + Y2, 21 + 22) = A(0.5,0.9,0.6) = 0.71
> A(.%'l, Y1, 21) + A(.%'Q, Y2, 22) = 0.67.
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Ovaj operator zadovoljava osobine homogenosti (a08) i subhomogenosti

(a09), jer u opStem slucaju vazi sledeéa jednakost:

OWA, (tai, ..., tay) = wp1(tar) + - + wnn(ta,)
=t (wn10] + - + wonay,)
=tOWA,(a1,...,ay)

za svako n > 2, (ai,...,a,) € [0,1]™ i ¢ > 0. Ukoliko je (a},...,al)
neopadajuéa permutacija n-torke (ai,...,a,) it > 0, onda je ocigledno
((ta1)', ..., (tay)") takode neopadajuéa permutacija od (tay,...,tay).

n
Osobina (all) vazi uvek, jer zbog uslova ) w,; = 1 mora postojati bar
i=1
jedan wy,; # 0, Sto implicira da postoji bar jedan a; = 0. Dok, osobina
(al0) vazi samo ako je wy,; > 0 za sve n € N ,i € {1,...,n}. Razmatrane

osobine sumarno su prikazane u Tabeli 3.1

TABELA 3.1: Osobine OWA,, operatora agregacije.

y | (a03) | (a04) | (a05) | (a06) | (a07) | (a08) | (a09) | (al0) | (all)

OWA,| DA | DA | DA | ne | ne | DA | DA | ne* | DA |

* Osobina (al0) vazi u specijalnom slucaju, ako je w,; > 0 za sve
neN jie{l,...,n}.

3.3.1.2 WAM operatori agregacije

Definicija 3.3.10. (Extended Weighted Arithmetic Mean) Za familiju re-

alnih brojeva

w= {Wn,i >0

i uredenu n-torku (ay,...,a,) € [0,1]", WAM agregacioni operator, WAM,, :

U [0,1]" — [0, 1] definisan je jednakoséu

n=1

n
neN, ie{l,..,n}, an,i = 1}
=1

WAM,, (a1, ... ,an) = wp1a1 + - - + Wy nln. (3.3.2)
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WAM operator je neprekidan (a03) i idempotentan (a04), ali nije simetrican
(a05). Takodje, ovaj operator zadovoljava osobine aditivnosti (a06) i pozi-
tivne homogenosti (a08), Sto implicira da ispunjava i uslove (a07) i (a09).
Sto se tice osobina (al0) i (all) istim rezonovanjem kao i kod OWA op-
eratora, zakljuéujemo da (all) vazi uvek, dok osobina (al0) vazi samo u
specijalnom sluc¢aju, odnosno ako je wp; > 0zasven € N i€ {1,...,n}.
Detaljna analiza osobina i karakteristika ovog operatora izloZena je u pub-
likacijama [50, 57, 58.

3.3.1.3 Nova klasa agregacionih operatora - WAMP operatori sa

stepenima

Inspirisani postoje¢im WAM operatorom agregacije, u radu [59] definisali
smo novi WAMP agregacioni operator (eng. Extended Weighted Arith-
metic Means of Powers). Uvedena funkcija moze biti posmatrana kao
generalizacija postojeteg WAM operatora. Karakteristike novog opera-
tora bi¢e diskutovane kroz ispitivanje osobina agregacionih operatora iz
Definicije 3.3.4. Njegova primena ilustrovana je u narednom poglavlju
ove teze, ukljuc¢ivanjem operatora u formiranje nove funkcije rastojanja
i reSavanje problema segmentacije digitalnih slika. Verujemo da pored
primene prikazane u ovoj disertaciji, uvedena struktura moze pronaéi pri-

menu u razli¢itim inzenjerskim disciplinama.

Definicija 3.3.11. (WAMP) Za familiju koeficijenata

w={wn; >0|neN,ie{l,...,n}},

Az{An,izOneN, ie{l,...,n}, Z)\M-:1}’
i=1

funkcija WAMP,, ,, : U [0,1]" — [0, 1] definisana sa

n=1

WAMP,, (a1,...,an) = > Ania;™, (3.3.3)
=1
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zan € Ni(ay,...,an) € [0,1]" naziva se prosirena tezinska aritmeticka

sredina sa stepenima (eng. extended weighted arithmetic mean of powers).

Definisana WAMP,, ,, funkcija je jedna proSirena agregaciona funkcija, u
smislu Definicije 3.3.2. Naime, grani¢ni uslovi (a01) su oc¢igledno zadovol-
jeni i funkcija je monotono neopadajuéa (a02), jer je kompozicija monotono
neopadajucih funkcija.

Primetimo da je WAM) specijalan slucaj WAMP, ,, operatora. Odnosno,
za odgovarajudi izbor koeficijenata, w = {wp; =1|n e N, i e {1,...,n}},
operator WAMP,, ,, redukuje se na WAM .

Napomena 3.3.12. U nekim primenama, WAMP, ., operator predstavlja
dobar matematicki model objedinjivanja (zdruzivanja) operanada. Kod
takvih modela, koeficijenti ), ; kontroliSu ucesce i-te komponente u modelu,
a stepenima wy, ; definiSemo tempo rasta uticaja iste komponente. Naime,
za stepene wy; > 1, operandi a; koji su blizi 0 daju manji doprinos modelu,
dok operandi a; koji su blizi 1-ci pri porastu stepena wy, ; > 1 viSe doprinose

modelu. Za stepene wy,; < 1, situacija je obrnuta.

Dalje, razmotrimo koje osobine agregacionih operatora navedene u Defini-

ciji 3.3.4 operator WAMP, , zadovoljava.
Za proizvoljnu familiju koeficijenata

w={wn; >0|neN,ie{l,... ,n}},

/\:{)\n,iZO\neN, ie{l,...,n}, Z/\mzl},
=1

operator WAMP,, ,, zadovoljava osobine (a03) i (all), dok osobine od (a04)

do (al0) nisu ispunjene.

e (a03) WAMP, ., je neprekidna funkcija, jer je kompozicija neprekidnih

funkcija.
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e (a04) U opstem slucaju ovaj operator nije simetri¢an, sto pokazujemo
navodedi sledeéi kontraprimer.
Za odabir koeficijenata Ao 1 = Ao = 0.5, wo1 =11 wo o = 2 vazi:
WAMP, ,,(0.2,0.1) = 0.1050 # WAMP,, ,,(0.1,0.2) = 0.0700,
Sto je dokaz da funkcija ne zadovoljava osobinu simetri¢nosti.
Specijalno, uslov simetri¢nosti ispunjen je u slede¢em slucaju:
VneN,Vie{l,...,n}, A= %,
VneN, Vi,je{l,...,n}, wn; = wnj,

odnosno, za familiju koeficijenata

w={wpi=wp,>0|neN, ie{l,...,n}}, sto implicira
1 n
WAMP, , (a1, . . ., an) = - > agm.
i=1

e (a05) U opstem slucaju, operator WAMP) ,, nije idempotentan, $to
ilustrujemo jednim kontraprimerom:.
Za koeficijente Ay 1 = A2 = 0.51wa1 = wyo = 2 vazi:
WAMP), ,(z,2) = 0.5 - 22 4+ 0.5 - 2% = 2% # , za sve z €]0, 1] .
Specijalno, uslov idempotentnosti ispunjen je za familiju koeficije-
nata w = {wp; =1|neN, ie{l,...,n}}, odnosno u sluc¢aju kada

je WAMP,, ,, redukovan na WAM, operator.

e (a06) U opstem slucaju, WAMP) ,, operator nije aditivan (a06) ni
subaditivan (a07). Naime, za odabir koeficijenata
)\271 = )\272 = 0.5, w21 = w22 = 21isve r1,22,Y1,Y2 € [0, 1] takve da
je (z1,91) # (0,0) ili (z2,y2) # (0,0) vazi:

1
WAMP, (21 + Y1, 22 + y2) = 3 ((961 + 1) + (22 + y2)2)

1
=3 (aF +yf + 23 +13) + 21y1 + 229
= WAMP, (1, 72) + WAMP )\ ,,(y1,%2) + T1y1 + 232
> WAMP, , (21, 72) + WAMP, (Y1, ¥2),

sto predstavlja kontraprimer za osobine (a06) i (a07).
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Specijalno, operator je aditivan samo u slucaju
w={wp;=1|neN,ie{l,...,n}},
odnosno, kada je redukovan na WAM), operator.

e (a07) U prethodnom koraku pokazali smo da osobina (a07) ne vazi u

opStem slucaju. Medutim, za specijalan odabir parametara, odnosno

familiju koeficijenata
w={wp; <1l|neN, ie{l,...,n}},

pomenuta osobina je ispunjena. Poznato je da ukoliko je funkcija
f :[0,00[— [0,00[ konkavna i f(0) = 0, tada je ona i subaditivna.
Zbog konkavnosti funkcije f i uslova f(0) =0,zat € [0,1]iz € [0, 00[
vazi: f(tx) = f(tx+ (1 —1t)-0) > tf(z)+ (1 —t)- f(0) =tf(x).

Tada za sve z,y € [0, oo sledi

[ty = flty)+ )

<1 wrn) 41 (o) = 1@+ )
Dalje, kako je funkcija f : [0, 00[— [0,00[, f(x) = a“m+ konkavna za

wp,; < 1, imamo da je
(l'i +yi)w"’i S J?;Jn’i _{_y‘:n,i
zasven €N ie{l,...,n}ixz;,y €[0,1].

Dakle, za proizvoljno A,; > 0, n € N, i € {1,...,n}, na osnovu

prethodne nejednakosti zaklju¢ujemo da je
A (@i + 3) < i - 2™+ Ay ™,

Sto dalje implicira da za sve n € N vazi

n n n
D @i )t <> Mg Y Ay
i=1 i=1 i=1
Time je dokazano da za sve n € Ni z;,y; € [0,1], 7 € {1,...,n},
WAMP, , (21 + Y1, - - Tn + Yn)
<WAMP , (21, ..., 2n) + WAMP) o, (Y1, ..., Un) -
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Za familije koeficijenata w kod kojih nije ispunjen uslov w,; < 1,
u pogledu subaditivnosti operatora WAMP) ,, ne mozZemo iznositi

nikakve zakljucke.

e (a08) Kao sto ¢emo diskutovati kroz slede¢u osobinu, operator WAMP, ,,
nije pozitivno subhomogen (a09), pa samim tim ni pozitivno homogen
(a08). U specijalnom slu¢aju, kada je redukovan na WAM ), pomenute

osobine su ispunjene.

e (a09) Kontraprimerom pokazujemo da pozitivnha homogenost i poz-
itivna subhomogenost ne vazi u opstem slucaju. Dakle, za odgo-
varajuci odabir koeficijenata a1 = A2 = 0.5, w1 = woa = 2, i

argumente t = 2 i (x1,z2) = (0.1,0.2) vazi:
WAMP)HW(t:L'l,t{L‘z) =01>005=t¢ WAMP)\7w($1,ZL‘2).

Za proizvoljne familije koeficijenata Aiw, n € Nt > 0i(x1,...,2,) €
[0,1]™ takve da (tz1,...,tx,) € [0,1]", nejednakost
WAMP, ,(tz1, ..., tx,) <EWAMP) (21, ..., 2,),

n n n

_ e o

odnosno, g An,itx;) i = g Apitmiz, ™ <t g Anjiz;
i=1 i=1 i=1

je zadovoljena kada je t“ni < t, Vi € {1,...,n}, Sto zavisi od ra-
zli¢itih kombinacija odabira ¢ § 11wy § 1. Stoga, ne mozemo
tvrditi neku dodatnu pravilnost u pogledu zavisnosti osobine pozi-
tivne subhomogenosti od koeficijenata A i w.

e (al0) Za wp; >0, neN,ie{l,....,n} 1 z; €0,1] sledi da je

Wn, g

;"> 0. Stoga mozemo zakljuciti da ¢e sledeca implikacija:

X

n
WAMP,\,w(xl, e ,{En) = Z)‘n,zxfnl -0
i=1
= Vie{l,...,n}, ;=0

sigurno biti zadovoljena samo ako je A\,; > 0 za sve n € N, ¢ €

{1,...,n}. U opstem sluc¢aju ova osobina nije ispunjena.

e (all) Za wp; >0, neN,ie{l,...,n} 1 z; €0,1] sledi da je
Wn, g
i

T > 0, odakle zaklju¢ujemo da
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Ay =0 = Ap; =0,
Zbog prethodno navedenog, uslova za familiju A koeficijenata iz Defi-

n
nicije 3.3.11, 3 Ans = 1 (odnosno 3i, A > 0), i sledece implikacije
=1

WAMPs (01, 20) = 3 A =0
=1

= Vie{l,...,n}, Ma;™ =0,

zakljucujemo Ji € {1,...,n}, tako da je x; = 0.

Napomena 3.3.13. Na osnovu prethodno navedenog, za agregacioni opera-

tor WAMP,, ,, mozemo zakljuciti sledece:

e osobina (a04) vazi samo ako je

Mi=riwni=wy,>0zasveneN, ic{l,...,n};

n
e osobine (a05), (a06) i (a08) vaze za

w={wpi=1|n>2,ie{l,...,n}};
e osobina (a07) vazi za w = {w,; <1|n>2,i€{l,...,n}};

e osobina (al0) vazi za A ={\,; >0|n>2, i€ {1,...,n}}.

3.3.2 Operatori proizvoda

Kroz publikaciju [59] definisan je novi prosireni agregacioni operator, u
smislu Definicije 3.3.2 i razmatrane su neke njegove osobine, koje diskutu-
jemo u podsekciji 3.3.2.2 . Uvedeni operator motivisan je poznatim i ¢esto
upotrebljivanim prosirenim operatorom proizvoda, [50]. Prvo ¢emo dati
formalnu definiciju klasi¢nog operatora proizvoda i diskutovati njegove os-
obine, a zatim u narednoj podsekciji razmatramo operaciju koja predstavlja

njegovu generalizaciju.
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3.3.2.1 Klasicni operator proizvoda

Definicija 3.3.14. Funkcija H : U[O, 1] — [0,1] koja je definisana

n=1
jednakoséu
n
[, . an) =] @ (3.3.4)
i=1
za n € N i uredenu n-torku (ay,...,a,) € [0,1]", naziva se prosireni agre-

gacioni operator proizvoda (eng. extended product aggregation operator).

Navedeni operator je o¢igledno operator agregacije, jer je monotono neopad-
ajuca funkcija i zadovoljava grani¢ne uslove iz Definicije 3.3.2. Dalje, moze-
mo primetiti da je operator proizvoda neprekidan i simetrican (a03 i a04),

ali ne ispunjava uslov idempotentnosti (a05), jer je

H(a,...,a):ﬁa:a”#a.
i=1

Osobine aditivnosti (a06) i subaditivnosti (a07) nisu ispunjene, sto dokazu-
jemo navode¢i kontraprimer.

Naime, za (a1, a2) = (0.7,0.2) i (b1,b2) = (0.1,0.6) dobijamo:

[T(a1 + 1,02 + b2) = [](0.8,0.8) = 0.64, i
[1 (a1, a2) + [ (b1, b2) = 0.14 + 0.06 = 0.20, sto znaci da je

H(a1 + b1, a9 + bg) > H(al, ag) + H(bl, bz)

Takode, funkcija proizvoda ne ispunjava osobine (a08) i (a09), pozitivne

homogenosti i pozitivne subhomogenosti, sto dokazujemo u nastavku. Za

svako n > 2, t > 1 i n-torku (ay,...,a,) € [0,1]" takvu da je zadovoljeno
(tay,...,ta,) € [0,1]", sledi da je t" > t, $to za posledicu ima sledec¢u
nejednakost:

n n
H(tal,...,tan) = t"Hai > tHai = tH(al,...,an).
=1 i=1

Jasno je da operator proizvoda zadovoljava osobinu (all), ali ne i (al0).

Razmotrene osobine sumarno su prikazane u Tabeli 3.2.
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TABELA 3.2: Osobine operatora proizvoda.

| [| (a03) | (a04) | (a05) | (a06) | (a07) | (a08) | (a09) | (al0) | (all) |
’HHDA‘DA‘ne‘ne‘ne‘ne‘ne‘ne‘DA‘

3.3.2.2 Nova klasa agregacionih operatora - Operator proizvoda

sa stepenima

Agregacioni operator koji navodimo u nastavku, definisan je u publikaciji
[59], gde su detaljno ispitane njegove osobine. Daljom analizom kroz pub-
likaciju [60] ilustrovana je i njegova prakti¢na primena u segmentaciji digi-
talnih slika.

Definicija 3.3.15. Za proizvoljnu familiju nenegativnih koeficijenata

w={wn; >0|neN,iec{l,... ,n}},

[e.9]

funkcija H“’ : U [0,1]" — [0, 1] koja je definisana jednakoséu
n=1
n
Mot an) =] o™ (3.3.5)
i=1
za n € N i n-torku (ai,...,a,) € [0,1]" naziva se prosireni operator

proizvoda sa stepenima (eng. extended powers product operator).
n

Za familiju koeficijenata w sa osobinom Vn € N, an,i = 1, operator
=1

H‘*’ se naziva extended 1-powers product i oznacava sa H |-

Napomena 3.3.16. Specijalno, za familiju w koeficijenata

21
Wni =

— 2 neN,ie{l,...,n},
iy MEN { n}

definisani operator HW naziva se prosirena tezinska (ponderisana) ge-
ometrijska sredina (eng. extended weighted geometric mean) i oznacava
sa Ga, [57]. Primetimo da je ovaj operator specijalan slucaj H lw| Opera-

tora, odnosno klase extended 1-powers product.
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Definisana Hw funkcija je jedna proSirena agregaciona funkcija, u smislu
Definicije 3.3.2. Granicni uslovi (a01) su o¢igledno zadovoljeni i funkcija je
monotono neopadajuéa (a02), jer je kompozicija monotono neopadajuéih
funkcija. Za familiju koeficijenata w koji zadovoljavaju uslov w,; = 1,
Vi € {1,...,n}, za sve n € N, Hw operator se redukuje na operator
proizvoda H iz Definicije 3.3.14.

Za proizvoljnu familiju koeficijenata w = {w,; >0|n e N, i € {1,...,n}},

osobine u smislu Definicije 3.3.4, operatora Hw navedene su u Tabeli 3.3,

dok su u nastavku pojedina¢no diskutovane.

e (a03) Operator Hw je neprekidna funkcija, jer je kompozicija nepre-
kidnih funkcija.

e (a04) U opstem slucaju, operator H“’ nije simetrican, jer za a # 3
vazi a‘f‘ag #* aga? za skoro sve a1 # as. Specijalno, uslov simetri¢nosti
je zadovoljen ukoliko za sve n > 2 postoji ¢, > 0 takvo da je wy,; = ¢y,

Vie{l,...,n}.

e (a05) Za svako x €]0, 1] vazi

n
s 20 Wni -
Hw(x,...,x):Hx ni = pi=1 =r < E wni = L.
i=1 i=1

Stoga, mozemo zakljuciti da uslov idempotentnosti vazi ako i samo

ako je operator tipa extended 1-powers product.
e (a06) U opstem slu¢aju operatori tipa HW nisu aditivani.

e (a07) U opstem slucaju operatori tipa HW nisu subaditivni, $to

potvrduju sledeéi primeri za razlicite familije tezinskih koeficijenata,
n

n
an,i>1ian,i<1.
=1

n
koje redom ispunjavaju uslove: » wy; =1,
=1 i= i=1

1=

12
1. Posmatrajmo operator Ga (ai,a2) = ajas, koji je specijalan

slucaj operatora tipa extended 1-powers product. Za argumente,
(a1,a2) = (0.6,0.2) i (b1,b2) = (0.2,0.7) vazi:
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Ga (a1 + b1, a0 + bg) ~ 0.8653
> 0.7495 ~ G (a1, a2) + Ga (b1, b2).

2. Razmotrimo sada, operator H‘” sa familijom koeficijenata w
koji ispunjavaju uslov Zn: wp; > 1. Neka je n = 2 i vrednosti ko-
eficijenata su redom, w12:11 = 21iws2 = 3. Za odabir argumenata,
(a1,a2) = (0.6,0.3) i (b1, b2) = (0.3,0.5) vazi:
[].(0:6+0.3,0.3+0.5) ~ 0.4147

> 0.021 & [ [(0.6,0.3) + [] (0.3,0.5).

3. Neka familija koeficijenata w ispunjava uslov i wng < 1. Za
n = 2, stepene wo1 = 0.4 i wgo = 051 odazgilr agrumenata,
(a1,a2) = (0.1,0.7) i (b1, b2) = (0.8,0.1) vazi:
[].(0.1408,0.7+0.1) ~ 0.86

>0.62 % [[w(0.1,0.7) + [ [ (0.8,0.1).
e (a08) Razmotrimo osobinu pozitivnhe homogenosti,

Hw(tal,...,tan) = tHw(al,...,an).

Za t = 1, jednakost je oc¢igledno zadovoljena.

Zat=0iliVi € {1,...,n}, a; = 0 jednakost sledi iz grani¢nog uslova
agregacionih operatora (Definicija 3.3.1), A(0,...,0) =0.
Zat>0,t#11Fe{l,...,n}, a; =0, vazi

n

n
[[o(tar, ... tan) = [[(ta) s =0=t-0=t-[a;™"

i=1 i=1
=t]Juwlar.... an).
Zat>0,t#1iVie{l,...,n}, a; > 0, dobijamo
n
. an,i
[ tan) = [Jtai)*ms == []w(ar, ... an).

i=1
Mozemo zakljuciti da jednakost

[t tan) =t ][ (o, an)
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n

vazi ako i samo ako je g wn,i = 1, za sve n € N. Odnosno, prosireni
i=1

operator sa stepenima, H w, ispunjava osobinu (a08) ako i samo ako

je tipa extended 1-powers product.

(a09) Operatori tipa extended 1-powers product su pozitivho ho-
mogeni (a08) i pozitivno subhomogeni (a09). Za operator H"J koji
ne pripada klasi extended 1-powers product, iz prethodno diskuto-
vanog razmatranja osobine (a08) mozemo zakljuciti da je sledeéa ne-

jednakost zadovoljena

an,i
l_Iw(tcn7 cotay) = ti=t Hw(al,...,an) < tHw(al, )

n

Z Wn, g
ako i samo ako ti=1 < t. Odnosno, ako i samo ako je
n n
€l0,1] A D wni>1 ili tefloof A D wni <1
i=1 i=1

Ovo znaéi da ne postoji operator [, tipa, osim klase extended 1-

powers product, koji ispunjava uslov pozitivne subhomogenosti.
(al0) Ne postoji operator Hw tipa koji zadovoljava ovu osobinu.

(all) Svaki operator H‘*’ tipa zadovoljava ovu osobinu.

TABELA 3.3: Osobine agregacionog operatora H » tipa i njegovih speci-

jalnih klasa.

|

| (a03) | (a04) | (a05) | (a06) | (a07) | (a08) | (a09) | (a10) | (all) |

[l

DA ne ne ne ne ne ne ne DA

H |w]

DA ne DA ne ne DA DA ne DA

Ga

DA ne DA ne ne DA DA ne DA
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3.4 Novi teorijski rezultati o t-normama,

t-konormama i operatorima agregacije

U ovoj sekciji dokazana su neka svojstva t-normi, t-konormi i funkcija
agregacije. Definisani su uslovi kompatibilnosti agregacionih funkcija sa
t-normama i t-konormama i dalje su diskutovana svojstva pomenute kom-

patibilnosti, [49].

U nastavku navodimo dve teoreme koje predstavljaju jedan metod kon-
strukcije nove t-norme (odnosno t-konorme), upotrebom inicijalne ¢-norme
(t-konorme) i jedne sirjektivne funkcije. Pomenute teoreme nisu originalni

rezultati (detaljnije vidi u [61]), ali ih radi ilustracije navodimo sa dokazima.

Teorema 3.4.1. Neka je h : [0,1] — [0,1] rastuca sirjektivna funkcija.
Ako je T : [0,1]*> — [0, 1] t-norma, onda je

Ty(a,b) = ho T(h1(a), " 1(b)), a,be[0,1],

takode t-norma.

Dokaz. Neka je T : [0,1]> — [0,1] jedna t-norma. Preslikavanje h je
ocigledno bijekcija, jer je sirjekcija i zbog monotonije h(0) = 0, h(1) = 1,
Sto znaci da postoji rastuée inverzno preslikavanje h=! : [0,1] — [0, 1] tako
da su sledeée jednakosti zadovoljene: h=1(0) =01 h~1(1) = 1.
Onda, za svako a,b € [0,1] vazi h=1(a), h=1(b) € [0,1] i dalje je

T(h=Y(a),h71(b)) € [0,1] = Th(a,b) = L(T(h= (a), h71(b))) € [0, 1].
Odnosno, T, je preslikavanje T}, : [0, 1]% — [0, 1].

Dokaz aksiomatike ¢-normi sledi u nastavku.

(1) Th(a,1) =hoT(h Y (a),h 1 (1)) = ho T(h (a),1)
= h(h Ya)) = a.
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(2) b<b = ) <h 7 (by)

= T(h™}(a), A" (b)) < T(h™"(a),h™" (b1))
= WT (" (a), A1 (b)) < W(T(h™"(a), k™" (b1)))
= Th(a b) < T (a bl)

(3) Th(a,b) = hoT(h™(a), " (b))
=hoT(h7t(b),h " (a))
= Th(b, a).

(4) Th(a, Tn(b,c)) = ho T(h™*(a), h™ ' (Th(b, )

=hoT(h™'(a), T(h~(b),h""(c)))

=hoT(T(h™}(a),h™ (b)), h" 1 (¢))

=hoT(h Y ohoT(h Y (a),h~1(b),h7(c))
(R~ o Ty(a,b),h ™" ()

= Th(Th(a, b), C).

=hoT
O
Naredna teorema analogno je tvrdenje prethodnoj samo $to se odnosi na

t-konorme, [61].

Teorema 3.4.2. Neka je h : [0,1] — [0,1] rastuca sirjektivna funkcija.
Ako je S :[0,1]? — [0, 1] t-konorma, onda je

Sp(a,b) = ho S(h™Y(a),h71(b)), a,be0,1],

takode t-konorma.

Dokaz. Neka je S : [0,1]> — [0,1] jedna t-konorma. Preslikavanje h je
ocigledno bijektivno, jer je sirjekcija i zbog monotonije h(0) =0, h(1) =
Sto implicira da postoji rastuée inverzno preslikavanje h=1 : [0,1] — [0, 1]
tako da su sledeée jednakosti zadovoljene: h=1(0) =01 h~1(1) = 1.

Za svako a,b € [0,1] vazi h='(a),h~1(b) € [0,1] i
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S(h~Ya),h 1 (b)) €[0,1] = Si(a,b) = h(S(h~(a), " 1(D))) € [0,1].

Odnosno, Sy, je preslikavanje Sy, : [0, 1]% — [0, 1].

Dokaz aksiomatike ¢-konormi sledi u nastavku.

(1) Sp(a,0) =hoS(h~(a),h 1(0)) = hoS(h ' (a),0)
= h(h Ya)) = a.

) < h7Hby)

= S(h™Y(a),hH(b)) < S(h™H(a), A~ (b1))

H(b
) h
= h(S(h™'(a), k™' (1))) < h(S(h™"(a),h™" (b))
= Sp(a,b) < Sp(a,by).

(2) b< by = h~

(3) Sn(a,b) = hoS(h™*(a),h™ (b))
=hoS(h~(b),h  (a)) = Sp(b,a).

(4) Sh(a, Su(b, ) = ho S(h~ (a), " (Sh(b, c)))
=hoS(h™'(a),S(h™'(b),h~(c)))
=hoS(S(h"(a),h™(b)),h " (¢))

=hoS(h ™ ohoS(h (a),h 1 (b)),h"\(c))

=hoS(h™(Sh(a,b)),h~'(c))

= Sp(Sh(a,b),c).
OJ

Primer 3.4.3. Neka su h : [0,1] — [0,1] i h; : [0,1] — [0,1], @ €
{1,...,n},n € N neprekidne funkcije koje zadovoljavaju jedan od sledeé¢ih

uslova:

(i) h i hi,i € N su striktno rastuce funkcije i vazi
Vi=1,..,n, h(0)=h;0)=0 A h(1)=h;(1)=1;
(ii) h i h;,i € N su striktno opadajuée funkcije i vazi

Vi=1,.n, h(0)=hi0)=1 A h(1)=hi(1) =0.
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U nastavku ¢emo pokazati da je funkcija
1 n
M ) =R (S hi(a) 41
(z1, @2, , Tn) n; () (3.4.1)

n-arna agregaciona funkcija koju smo nazvali generalizovana kvazi-aritmeticka

sredina, [49].

(i) Funkcije h i h;, i = 1,...,n su striktno rastuce bijektivne funkcije,
stoga imaju inverzne funkcije, A1 i h; ! koje su takode striktno
rastuce, neprekidne i vaze jednakosti:
h=H0) = h; 1 (0) =0, (1) = ;1 (1) = 1.

Granicni uslovi za agregacionu funkciju M su zadovoljeni:

M(0,0,...,0)=h"1 (i zn: hi(0)>
=1

M(,1,...,1)=h"1 <:L Zn: hi(1)>
=1

1
=pt ((1 +14..+ 1)> =ht1) =
n
Dokazimo jos osobinu monotonosti za funkciju M.

Neka je a; < b;,Vi =1, ...,n, onda mozemo zakljuciti:

Vi=1,...n, hi(a;) < hi(b;)

=1

1=1

1< 1<
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(ii) Funkcije h i h;, ¢ = 1,...,n su bijektivne i striktno opadajuce, stoga
postoje inverzne funkcije, h~! i h;l koje su takode striktno opadajuce,
neprekidne i vaze jednakosti:
h=Y(1) = h; (1) =0, h~1(0) = h;1(0) = 1.

Granicni uslovi za agregacionu funkciju M su zadovoljeni:
REAEL
M(0,0,...,0) = h~! <n z; hi(0)>
=

=h! <;(1 +1+..+ 1)> = h7l(1) =0,

M(@,1,...,1)=h"1 <le Zn: hi(1)>
=1

=ht (711(0 +0+ ... +0)> =h10) = 1.

Dokaz monotonosti funkcije M sledi u nastavku. Ako je a; < b;,

Vi =1,...,n, zbog monotonosti funkcije h; dobijamo:

Vi=1,...n, hi(a;) > hi(b;)

=1

=1
= %Zhi(ai) > =3 hi(by)
i=1 =1

1 n
M ey Gy =ht[= hi(a;
o) =17 (13 )

1 n
<h! <n Zhi(bi)> = M (b1, bz, ..., bn).
i=1

Definicija 3.4.4.

(i) Proizvoljna n-arna agregaciona funkcija A je (neprekidno) kompat-
ibilna sa t-normama T1,...,T),, ako postoji (neprekidna) t-norma T’

takva da vazi

A(Ty(a1,b1)s oo Tn(an, bn)) = T(A(ar, ... an), A(br, .., b)), (3.4.2)
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(i)

Proizvoljna n-arna agregaciona funkcija A je (neprekidno) kompati-
bilna sa t-konormama S, ..., S, ako postoji (neprekidna) t-konorma

S takva da vazi

A(S1(a1,b1), oo Sn(an, b)) < S(A(ar, ..., an), A(by, ..., b)), (3.4.3)

U narednoj teoremi, dokazana je kompatibilnost agregacione funkcije M

(generalizovane kvazi-aritmeticke sredine (3.4.1)), sa t-normama and t-

konormama koje su generisane primenom neprekidnog, monotonog gene-

ratora h; iz (3.4.1).

Teorema 3.4.5. Neka su h: [0,1] — [0,1] i h; : [0,1] — [0, 1] neprekidne,

striktno monotone funkcije.

(i)

(i)

Ako funkcije h i h;, i = 1, ...,n zadovoljavaju uslove h(0) = h;(0) = 0,
i=1,.,n1h(1l) = hi(1) = 1,7 =1,..,n, onda je generalizovana
kvazi-aritmeticka sredina M definisana u (3.4.1) agregaciona funkcija
koja je neprekidno kompatibilna sa Arhimedovskim ¢-konormama

S1, ...,y generisanim primenom rastuéih generatora h;, i = 1,...,n.

Ako funkcije h i h;, i = 1, ...,n zadovoljavaju uslove h(0) = h;(0) = 1,
i=1,..,n1h(l) = hi(1) =0, i =1,..,n, onda je generalizovana
kvazi-aritmeticka sredina M definisana u (3.4.1) agregaciona funkcija
koja je neprekidno kompatibilna sa Arhimedovskim ¢-normama

T1,...,T, generisanim primenom opadajucih generatora h;, i =1, ...,

Dokaz. (i) Primetimo da neprekidne, monotone funkcije h i h;, i =

1,...,n koje zadovoljavaju uslove h(0) = h;(0) = 0,i=1,...,nih(l) =
hi(1) = 1,4 = 1,...,n, jesu striktno rastuée i postoje njima inverzne
funkcije h~! i hi_l, koje su takode monotono rastuce, neprekidne i
ispunjavaju uslove 2 =1(0) = h; 1(0) =0 i h=1(1) = h; *(1) = 1.

Neka je M agregaciona funkcija iz Primera 3.4.3 definisana jedna-
¢inom (3.4.1). Neka su dalje, 51, ..., Sy, t-konorme, generisane rastué¢im

funkcijama h;, i = 1,...,n, odnosno Vi = 1, ..., n vazi



Marija Delié 59

Va,b € [0,1], Si(a,b) = h{™V(hi(a) + hi(b)).

Oznac¢imo sa L levu stranu jednakosti

= M(S1(a1,b1), ..., Sp(an,by)) = h~* ( Zh (i, b;) >

i pokazimo da je agregaciona funkcija M neprekldno kompatibilna sa

t-konormama. Zbog Napomene 3.2.13, iz jednakosti
Si(a,b) = b (hi(a) + hi(b))

Va;, b; € [0,1] i svako i = 1, ...,n dobijamo

hi(Si(as, b)) = hi(h{™ (hiaz) + hi(b:))) < halai) + ha(by).

Stoga mozemo zakljuciti
1 n
=) _hi(Si(ai, b)) < — > (hiai) + hi(bi)),
Z (@1:6) < 3 D2 (0) + (6)
odnosno

( Zh al, ) < h_l <71l zn:(hz(al) + hz(bz>))

i=1
1z prethodno navedenog zakljucujemo:

L<ht <11z Zn:(hi(ai) + hi(b@-))>
a1 IR
i=1 i=1

(o 5] o1 (2 (25 e))

= h™ Y (h(M (a1, ...an)) + h(M(by, ..., bn)))

= S(M(ay,...,an), M(b1,...,b,)).
Dakle, prethodnim razmatranjima smo dokazali da vazi
M(Si(a1,b1), ..., Sn(an, b)) < S(M (a1, ..., an), M (b1, ...,by)),

gde je S t-konorma generisana funkcijom h u smislu Teoreme 3.2.14.

Primetimo da su hih;, ¢ = 1,...,n neprekidne, monotone funkcije koje
zadovoljavaju uslove h(0) = h;(0) =1,i=1,....,n1 h(1) = hi(1) =0
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i =1,...,n, striktno opadajuée i postoje njima inverzne funkcije A"
ih; ! koje su takode monotono opadajuée, neprekidne i ispunjavaju

uslove h=1(0) = h; 1 (0) =11 h~'(1) = h; 1(1) = 0.

(2
Neka je M agregaciona funkcija iz Primera 3.4.3 definisana jedna-
¢inom (3.4.1). Neka su dalje, T1,...,T}, t-norme generisane opada-

ju¢im funkcijama h;, ¢ = 1,...,n, odnosno Vi = 1, ..., n vazi
Va,b € [0,1], Ti(a,b) = h{™(hi(a) + hi(b)).

Oznacimo sa L levu stranu jednakosti

L = M(Ti(a1,b1), ..., Tu(an, bp)) = h™ 1( Zh 2(ai, bi) )

i pokazimo da je agregaciona funkcija M neprekldno kompatibilna sa
t-normama. Zbog Napomene 3.2.6, iz jednakosti

Tia,b) = b~ (hi(a) + hi(b))

Va,b € [0,1] i svako i = 1,...,n dobijamo

hi(Ti(ai, bi) = hi(hy ) (hilai) + ha(B:)) < ha(ai) + ha(bi),

Stoga mozemo zakljuciti

—Zh (as,00)) < S (hala) + ha(b)
i=1

odnosno

( Zh i(ai, b; ) >ht (711 zn:(hi(ai)+hi(bi))>'

i=1
Iz prethodno navedenog zakljucujemo:

L>hn! (i Zn:(hi(ai) + hi(@))

=1
=p! (n 3 hi(ai) + % ihi(bz)>
S e () ) (5e))

= T(M{(at, o, an), M (b1, ..., bp)).
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Dakle, jednakostima iznad dokazali smo da vazi
M(Tl(al, bl), vavy Tn(an, bn)) > T(M(al, ceny an), M(bl, ceny bn)),

gde je T' t-norma generisana funkcijom h u smislu Teoreme 3.2.7. =

Teorema 3.4.6. Neka je T (neprekidna) ¢-norma i S (neprekidna) ¢-

konorma. Onda su 7! i §"~! agregacione funkcije koje su (neprekidno)

kompatibilne sa t-normama T} = T, = --- = T, = T i t-konormama
S =8, =---=85, =85, respektivno (sa odgovarajué¢im 7' i S iz Definicije
3.4.4).

Dokaz. 1z asocijativnosti i komutativnosti zaklju¢ujemo da za t-norme vazi:
T YT (a1, by), ..., T(an,by))
=T Yay, by, ..., an, by)
=T(T" Yay,...,a), T" (b1, ..., bn)).
Analogno vazi i za t-konorme:
S" (S (a1, br), .., S(an, bn))
= SQn*l(al, b1y ooy @p, by)
= S(5" Yay,...,an), S L(by, ..., by)). O

Lema 3.4.7. Ako je Ay, striktno monotona n-arna agregaciona funkcija,

onda vazi:
(a) A[n]<a1, ...,an) =0 & aqg=..=a,=0,
(b) Aplar,..uan) =1 & a1 =..=a, =1

Dokaz.  (a) Neka je Ay, striktno monotona n-arna agregaciona funkcija.
Neka vazi A[n](al,...,an) = 0. Pretpostavimo suprotno, odnosno
da je za neko j € {1,...,n}, a;j > 0. Posto je A, agregaciona

funkcija, znamo da je Vi € {1,....,n} a; > 0, nakon ¢ega uslov stroge
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monotonosti funkcije A, implicira sledecu kontradikciju:
0= A[n] (al, e an) > A[n}((), ey 0) = 0.

Drugi smer sledi direktno iz definicije agregacione funkcije.

(b) Analogno.



Poglavlje 4

Nove funkcije rastojanja

Ovo poglavlje posvecéeno je konstrukciji novih funkcija rastojanja i njihovoj
primeni u segmentaciji digitalnih slika, upotrebom FCM algoritma. Rezul-
tati prikazani u nastavku predstavljaju deo istrazivanja koja su sprovedena
u publikacijama [49, 59, 60, 62-65]. Jedan deo teorijske osnove istrazivanja
detaljno je predstavljen u doktorskoj disertaciji [20]. Pomenuti naé¢in kon-
strukcije novih funkcija rastojanja zasniva se na primeni operatora agre-
gacije na polazne funkcije rastojanja. Na ovaj nacin formiramo nova ras-
tojanja, koja nasleduju veéinu teorijskih osobina polaznih funkcija, dok u
primeni ispoljavaju znac¢ajno bolje rezultate od njih. Naime, karakteristike
novoformirane funkcije rastojanja zavise od odabira agregacionog operatora
koji se koristi pri njihovoj konstrukciji, kao i od inicijalnih funkcija rasto-
janja na koje je pomenuti agregacioni operator primenjen. U zavisnosti
od zeljenih osobina i primene, pri konstrukciji novih funkcija, koristeni su
neki od postojec¢ih operatora agregacije ali su uvedene i nove klase koje su
pokazale izuzetna upotrebna svojstva i rezultate u segmentaciji digitalnih
slika, [49, 59, 60, 63, 65]. Pored inicijalnih funkcija rastojanja i opera-
tora agregacije, kako bi metod imao konkretniju i ilustrativniju primenu, u
formiranje novih funkcija rastojanja ukljuc¢eni su novi deskriptori piksela.

Kroz sprovedeno istrazivanje i testiranje razli¢itih vrsta slika, uoceno je da

63
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upotreba deskriptora, koji nosi informacije o lokalnom okruzenju piksela,

znacajno utice na poboljSanje rezultata segmentacije.

4.1 Osnovni pojmovi funkcija rastojanja i metrika

Pojam rastojanja vezan je za osnovno ljudsko iskustvo. U svakodnevnom
zivotu rastojanje obi¢no percepiramo kao stepen fizicke blizine, odnosno
udaljenosti dva objekta (pojma), kao $to su na primer duzina, vremenski in-
terval, razlika u rangu, temperaturi, udaljenosti i sl. Metrike i funkcije ras-
tojanja postale su veoma vazno sredstvo u mnogim oblastima matematike
i njene primene, uklju¢ujuéi geometriju, statistiku, teoriju kodiranja, klas-
terovanje, analizu podataka, prepoznavanje objekata, racunarsku grafiku,
astronomiju, inZenjerstvo i mnoga druga podruéja nauke. Osmisljavanje i
konstruisanje najprikaladnije funkcije rastojanja za kvantifikaciju blizine,
odnosno udaljenosti objekata postao je standardni zadatak mnogih istrazi-
vaca. Modeliranje ovakvih funkcija u velikoj meri zavisi od oblasti njihove
primene. Narocita potreba za ovakvim funkcijama izrazena je u analizi
slike, prepoznavanju govora i ra¢unarskoj biologiji. S obzirom na rastuéu
potrebu za ovakvim funkcijama i njihovu interdisciplinarnu upotrebu, jedan
deo istrazivanja u ovoj disertaciji bavi se upravo formiranjem novih funkcija
rastojanja sa akcentom na primenu u racunarskoj analizi i obradi slika,

tacnije segmentaciji digitalnih slika.

Definicija 4.1.1. Neka je X proizvoljan neprazan skup, funkcija d : X? —

[0, co[ moze imati sledeée navedene osobine.

(d01) Simetri¢nost:
Va,y € X, d(z,y) = d(y,).

(d02) Refleksivnost:
Ve e X, d(z,x)=0.

(d03) Vx,y € X, d(z,y) =0 = z=uy.
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(d04) Nejednakost trougla:

Vz,y,z € X, d(z,z) <d(z,y)+d(y, 2).

(d05) Ultrametricka nejednakost:

Va,y,z € X, d(z,2) < max{d(z,y),d(y, 2)} .

(d06) C-nejednakost trougla:

Vo, y,z € X, d(z,z) < C(d(z,y) +d(y, 2)) ,

za neko C' € [1,00].
(d07) Vz,y € X, d(xz,y) =0 = Vze X, d(z,z) =d(y,z).
(d08) Ogranicenost:

d:X*—=10,1 vV 3a>0,d: X*—]0,d].

(d09) Vz,y € X, d(x,y) < d(z,z).
(d10) Vz,y € X, d(x,z) < d(z,y).

(d11) Vz,y € X, d(x,y) =d(x,z) & x=y.

Rastojanje izmedu tacaka x,y € X mozemo interpretirati kao meru raz-
like d(z,y) € [0, 00| izmedu istih, §to dalje koristimo pri klasterovanju ob-
jekata. Dakle, ukoliko posmatramo konacan skup X = {x1,za,...,z,}, gde
elemente skupa treba razvrstati u klase (odnosno klasifikovati), funkcija nji-
hove medusobne razli¢itosti moze se predstaviti matricom M = [r; j|nxn,
pri ¢emu je r; j = d(z;, ;) rastojanje (razlicitost) elemenata z; i x;, i,j €
{1,2,...,n}. Razvrstavanje elemenata skupa X u grupe, predstavlja formi-

ranje jedne particije skupa X na osnovu matrice razlicitosti.
Definicija 4.1.2. Neka je X proizvoljan neprazan skup. Funkcija rasto-
janja definisana na skupu X je funkcija d : X2 — [0, 00[ koja ima osobine

(d01) i (d02). Uredeni par (X, d) tada se naziva prostor sa rastojanjem.
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Definicija 4.1.3. Neka je X proizvoljan neprazan skup. Funkcija rasto-
janja d : X2 — [0, 0o[ je metrika na skupu X ako zadovoljava osobine (d03)

i (d04). Uredeni par (X, d) se tada naziva metricki prostor.

Definicija 4.1.4. Neka je X proizvoljan neprazan skup. Funkcija sli¢nosti
na skupu X, d : X? — [0, 00[ je funkcija koja zadovoljava osobine (d01) i

(d09), pri éemu jednakost u (d09) vazi ako i samo ako je x = y.

Detaljan enciklopedijski prikaz funkcija rastojanja, metrika, funkcija sliénosti,

kao i njihove upotrebe u raznim disciplinama moze se naéi u knjizi [66].

Primer 4.1.5. U nastavku navodimo neke ¢esto koristene i poznate funkcije

rastojanja i metrike.

e Rastojanje Minkovskog (L, metrika)
Za proizvoljno p € [1,00[in-torke a = (a1, a9,...,a,)ib= (b1, ba,...,by)

vektorskog prostora R”, funkcija rastojanja definisana je sa:

Navedena funkcija je metrika i indukuje L, normu vektorskog prostora
R™.

Specijalno, za p = 1 ima oblik dr,(a,b) = Y., |a; — bi|, ¢esto se
koristi u primenama i poznata je pod nazivima taxicab i Manhattan
rastojanje.

Za p — oo, poznata kao maksimum metrika definisana je sa:

dr..(a,b) = maXie{1,..,n} la; — bil.

e Euklidsko rastojanje (Euclidean distance)
U vektorskom prostoru R™ funkcija rastojanja izmedu n-torki

a = (a1,ag,...,a,) b= (b1,ba,...,by,) definisana jednakoséu

dg(a,b) =
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naziva se Euklidsko rastojanje. Naziv poti¢e od upotrebe u klasi¢noj
Euklidskoj geometriji, gde se rastojanje izmedu dve tacke definiSe
upravo na ovakav nacin. Primetimo da je ovo specijalni slucaj L,

metrike, za p = 2.

e Hemingovo rastojanje (Hamming distance)
Neka je X proizvoljan neprazan skup (alfabet) i neka je X™ skup
svih redi iste duzine, n € N, nad alfabetom X. Za proizvoljne reci
a = a1ay...an,b = biba...b, € X™ njihovo Hemingovo rastojanje
predstavlja broj komponenti, odnosno slova u kojima se rec¢i a i b

razlikuju:

0, inace.

- . L, ai #b;
dp(a,b) =Y g gdeje g :{
=1

Funkcija rastojanja dg(a,b) je metrika, koja se ¢esto upotrebljava u
otkrivanju i korekciji gresaka pri prenosu binarnih informacija (krip-
tografija). U nastavku navodimo jedan primer radi ilustracije pomenu-
tog rastojanja. Posmatrajmo binarni skup X = {0, 1} i kodove duzine
n = 8. U skupu X" je ukupno 2% = 256 moguéih kombinacija binarnih
reCi. Izaberimo dva koda, a = 10110101 i b = 01101011. Hemingovo
rastojanje izmedu posmatranih binarnih kodova je broj pozicija na

kojima se njihovi bitovi razlikuju, sto je u ovom sluc¢aju dg(a,b) = 6.



Marija Delié 68

4.2 Agregirane funkcije rastojanja

Veliki deo istrazivanja u okviru ove disertacije zasnovan je na operatorima
agregacije, agregiranim funkcijama rastojanja i njihovoj primeni u seg-
mentaciji digitalnih slika. Naime, agregacija za cilj ima objedinjivanje
viSe razlicitih karakteristika u jednu, koriste¢i odgovarajuéi kriterijum koji
je definisan funkcijom (operatorom) agregacije. Nas konkretno interesuje
agregacija funkcija rastojanja, primenom operatora agregacije na niz po-
laznih funkcija rastojanja i na taj nac¢in formiranje nove funkcije rastojanja.
U publikaciji [62] i disertaciji [20] detaljno su ispitane i dokazane osobine
ovako formiranih funkcija. Ovde izdvajamo najbitnije karakteristike koje

su koristene u daljem radu.

Razmotrimo najpre pojam ograni¢enosti polaznih funkcija rastojanja. Neka
je di : X2 = [0,a,i € N,a; > 0 niz ogranicenih funkcija na nekom

nepraznom prostoru X # 0, koje mogu biti funkcije rastojanja, metrike,
alldi, zZa

x,y € X su tada funkcije sa vrednostima iz intervala [0, 1]. Pri tome, ovako

funkcije sliénosti, itd. Funkcije definisane jednakoséu, d;(z,y) =

definisane funkcije nasleduju neke osobine od polaznih funkcija, kao Sto su
(d01),...,(d11), [20, 62]. Iz navedenog mozemo zakljuciti da ukoliko je po-
lazna funkcija d; : X2 — [0, a;] funkcija rastojanja, tada je i novoformirana
funkcija, d; : X2 — [0, 1] takode funkcija rastojanja. Analogno razmatranje

vazi za metrike.

Dalje, posmatrajmo konstrukciju nove funkcije d : X? — [0, 1], primenom
agregacionog operatora na polazne funkcije, d; : X2 — [0,1],7 € N. Neka
su d;, ¢ € N, redom sve ogranic¢ene funkcije rastojanja na skupu X, odnosno
zadovoljavaju osobine (d01) i (d02), i neka je A proizvoljan agregacioni
operator.

Funkciju d : X? x N '\ {1} — [0, 1] definiS§emo na sledeéi naéin:

d(z,y;n) = A(dy(z,y),...,dn(x,y)), v,y € X, ne N\ {1}.
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Za svako n € N\ {1} oznacimo sa dp, funkcije dp,) : X? — [0,1] :

d[n](x7y) - d(l’,y; TL) - A(dl(xay>v cee 7dn(x7y))a z,y € X.

Teorema 4.2.1. Neka je d; : X2 — [0,1],7 € N niz proizvoljnih funkcija
rastojanja i neka je A proizvoljan agregacioni operator. Tada za svako
n € N\ {1} i funkcije dp, : X? — [0, 1],

dp) (7, y) = A(di(2,y), ..., dn(z,9)), 7,9y € X,

vaze sledeta tvrdenja.

e Funkcija dp,) je funkcija rastojanja.

e Ako za svaku od funkcija d;,i € N vazi osobina (d03) iz Definicije
4.1.1 i agregacioni operator A za svako n € N\ {1} i svako a; € [0, 1]
ima osobinu (all) iz Definicije 3.3.4, tada funkcija dj, takode ima
osobinu (d03).

e Ako bar jedna od polaznih funkcija rastojanja d;,7 € N ima osobinu
(d03) iz Definicije 4.1.1 i agregacioni operator A za svakon € N\ {1}
i svako a; € [0, 1] ima osobinu (a10), navedenu u Definiciji 3.3.4, tada

funkcija dj, takode ima osobinu (d03).

e Neka su sve funkcije d;,7 € N metrike i neka je A : [Jo2 5[0,00)" —
[0, 00) subaditivna funkcija ¢ija je restrikcija na skup (J,-,[0, 1]™ op-
erator agregacije, odnosno za sve n € N \ {1} i a;,b; € [0,1],7 € N je
ispunjen uslov subaditivnosti:

A(ay +b1,...,an +by) < Alay,...,an) + A(b1, ..., by).
Ako operator agregacije A ima svojstvo (all), navedeno u Definiciji
3.3.4, tada je funkcija dp,;,n € N\ {1} metrika.

e Neka sve funkcije d;,7 € N zadovoljavaju C-nejednakost trougla sa
odgovarajuéom konstantom Cj, osobina (d06) iz Definicije 4.1.1, i

neka je A : Uy 5[0,00)" — [0,00) funkcija ¢ija je svaka restrikcija
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na skup (J;7 5[0, 1]" operator agregacije sa svojstvima subaditivnosti
i pozitivne subhomogenosti

(a07) A(ay +b1,...,an +by) < A(ai,...,an) + A(b1,...,by)

(@09) Altai,...,tan) <tA(ai,...,an)

zasven € N\ {1}, a;,b; € [0,1],7 € Nit > 0. Tada za svaku funkciju
dppsn € N\ {1}, vazi C-nejednakost trougla sa odgovarajué¢om kon-

stantom Cp,,) = max{C1,...,Cy}.

4.3 Deskriptori piksela

Deskriptore piksela mozemo percipirati kao karakteristike koje nose opisne
informacije o posmatranom pikselu ili njegovoj razmatranoj okolini. U ovoj
sekciji, uvodimo deskriptor koji ¢emo koristiti u konstrukciji funkcije rasto-
janja, sa primenom u segmentaciji digitalne slike. Dobar izbor deskriptora,
kao mera koja nosi karakteristiku piksela i okoline, moze se upotrebljavati
za modeliranje razlike izmedu dva piksela i znac¢ajno uticati na uspesnost

segmentacije.

U oblasti racunarske grafike, lokalni binarni deskriptori (LBP, [67, 68]) se
uglavnom koriste za probleme analize tekstura digitalnih slika, u prepozna-
vanju objekata i klasifikaciji. LBP-ovi i njegove razli¢ite modifikacije, koje
uklju¢uju dosta binarnih i nebinarnih modela pokazali su izuzetne karak-
teristike u raznim primenama. Njihovu diskriminativnu mo¢ prate racunski
atraktivna svojstva, kao Sto su jednostavna implementacija i izvrsavanje u
realnom vremenu, jer se formiraju sa svega nekoliko operacija u lokalnoj
okolini. Deo istrazivanja u okviru ove disertacije posveéen je upravo klasi
LBP deskriptora. Detaljna analiza klase, istorijski pregled, prikaz raznih
modifikacija, kao i njihova primena u klasifikaciji tekstura predstavljena je

u Poglavlju 5.

Novi deskriptor, koji predstavljamo u ovom poglavlju, uveden je u radu

[59] 1 motivisan LBP klasom deskriptora. Posmatrali smo lokalnu okolinu
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piksela i dodeljivali susednim pikselima vrednosti 1 ili 0, u odnosu na un-
apred definisani prag (eng. threshold value). Razlika u nasem razmatranju
u odnosu na ve¢inu LBP metoda, koje na razli¢ite na¢ine uglavnom formi-
raju celobrojne reprezentacije koje odgovaraju prethodno dobijenim bina-
rnim kodovima (vidi u narednom poglavlju teze, odeljak 5.2.1), je $to mi
zelimo samo da prebrojimo pojavljivanje 0 u dobijenom kodu. Formirani
broj koji u tom sluc¢aju dodeljujemo centralnom pikselu predstavlja broj
susednih piksela koji su do odredenog nivoa njemu sliéni. Mera sli¢nosti
odredena je izabranom vredno$¢u parametra «, unapred definisanog praga.
Prilikom formiranja deskriptora posmatrali smo najjednostavniju 3 x 3
okolinu piksela sa 8 suseda. Moguce je razmotriti i generalizaciju ovog pris-
tupa na proizvoljan broj suseda N koji su jednako rasporedeni na kruznici

poluprecnika R, kao §to je u [69] definisano za LBP klasu deskriptora.

Neka je a € {0,...,255} unapred definisana vrednost, koja reprezentuje
meru sli¢nosti u nivou sive boje izmedu dva posmatrana piksela. Definisemo
indikatorsku funkciju a-sliénosti za centralni piksel p = p; ; i svakog od nje-
govih suseda ng, k € {1,...,8}. Indikatorska vrednost 1 oznacava da je raz-
lika u nivou sive boje izmedu posmatranih piksela veéa od « € {0, ...,255},
dok 0 ukazuje na suprotnu situaciju, odnosno oznacava da su pikseli sli¢ni

do na « nivo.

Definicija 4.3.1. Za proizvoljan piksel p; ;, unapred definisanu vrednost
praga o € {0,...,255}, i svaki od susednih piksela ng, k& € {1,...,8},
a-indikator sli¢nosti, I; ;.o (k) € {0, 1}, je funkcija

0 ) % S
Iijia(k) = pammlse e sn o (@a)
L, |pij —nkl > o

U prethodnoj jednacini, p; j,ni, € {0,...,255} predstavljaju sive vrednosti
piksela. Za razmatrani piksel p; ; koji se nalazi na rubu slike, pa zbog toga

nema neke od 8 razmatranih suseda, ny, definiSemo I; ;. (k) = 1.

Napomena 4.3.2. Za piksele p; ; koji pripadaju rubu slike i zbog toga ne-

maju susedni piksel ny, smatramo prirodnim definisati ; ;. (k) = 1, umesto
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I; j.o(k) = 0, jer bi indikatorska vrednost 0 ukazivala na slicnost piksela p; ;

sa susednim pikselom nyg, koji u ovom slu¢aju ne postoji.

Razmotrimo sada sliku u boji, zapisanu u RGB formatu. Analogno raz-
matranje moze se primeniti i na druge formate slika u boji. Poznato je da
je u RGB tehnici, piksel koji se nalazi u i-tom redu i j-toj koloni pred-
stavljen kao uredena trojka p; ; = (ri;, 9ij,bij) € {0,...,255}3, crvene,
zelene i plave komponente, respektivno. Zbog jednostavnosti, uvodimo oz-

nake pgj) = Tij, pg;qj) = gij i pl(b]) = b;;. Analogno, za susedne piksele

ng, k € {1,...,8}, neka su sa ng), n,(cg) i n,(gb) oznacene njihove RGB kom-
ponente. Prethodno definisanu indikatorsku funkciju za sive nivoe, sada

mozemo definisati za svaku komponentu boje, ¢ € {r, g, b} na slede¢i nacin:

(0 _ (@
0 () _ <
) (k) = { APy = m | < o (4.3.2)

L 1, B -0l >a

U nastavku, definiSemo deskriptor piksela, prvo za sive nivoe. Za predefin-
isanu vrednost praga o € {0,...,255} i centralni piksel p; j, broj 0 vred-
nosti koji se pojavljuje u indikatorskoj funkciji I; j.o (k) za k € {1,...,8},
reprezentuje broj susednih piksela koji se razlikuju u sivom nivou od cen-
tralnog p; ;j, za najvise a vrednost. Ovo znaci da mi zelimo da prebro-
jimo susede koji su do na a-nivo sliéni centralnom pikselu. Tako formi-
rani deskriptor nazivamo broja¢ a-indikatora (eng. a-indicator counter) i

racunamo prema sledecoj formuli:
8
ICa(pig) =Y (1= 1Iija(k) =8 =Y I ja(k). (4.3.3)
k=1 k=1

Napomena 4.3.3. Ocigledno je da je definisani deskriptor rotaciono invari-

jantan. Takode, iz definicije mozemo zakljuciti da vazi:
a< ,3 = Vk € {1, . ,8}, Ii,j;a(k) > Ii,j;ﬁ(k)

= 1Ca(piy) <1Ca(piyj) -
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Ako razmatramo RGB sliku, deskriptor IC, je definisan za svaku kom-

ponentu boje. Odnosno, za piksel p; ;, odgovarajuéi izbor o nivoa, o €
{0,...,255} i svaku od komponenti boje ¢ € {r, g, b} vazi:

8 8

IC) (ig) = D (1= 150 (K)) =8 = D15 (k) (4.3.4)

k=1 k=1

gde je 1 (k), k € {1,...,8} definisano u jednacini 4.3.2.

1,5 00

Ako razmatramo sliku u boji, potrebno je jednom pikselu dodeliti jednu
karakteristiku, IC,, koja obuhvata (zdruzuje) pojedina¢no razmatrane kom-
(c)

ponente boja, 1Cy”, ¢ € {r,g,b}. Smatramo da je za ovu ulogu pogodno

iskoristiti odgovarajuéi operator agregacije f,

IC i) = £ (1€ (i) 1CP i) ICP 1)) . (435)

Daljom analizom problema zdruzivanja pojedinacno formiranih karakter-

istika, namece se pitanje koji bi to operator agregacije bio odgovarajuci

za ovakve upotrebe. Zbog specificnih vrednosti deskriptora IC&f ) (pij) €
{0,...,8}, prosirena agregaciona funkcija f mora biti razmatrana kao pres-
oo

likavanje f : U[0,8]” — [0,8]. Odnosno, ako hoéemo da posmatramo
n=1

preslikavanje f nad skupom [0, 1], jednacina (4.3.5) mora biti modifikovana
(o)
na slede¢i nacin, f : U [0,1]" — [0, 1]:

n=1

|C£ (pi,j) = [ (a;b,c), (4.3.6)

1 1 1
a=21C0 iy),  b=SIC0 (hiy), = SICY (pig) -

U daljoj analizi ¢emo koristiti modifikovanu verziju funkcije f definisanu
u 4.3.6. Nekoliko agregacionih operatora koji mogu biti pogodni za izbor

funkcije f su navedeni u nastavku:
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o f(x1,...,2y) =min(zy,...,2,),

o f(x1,...,2y) = max(zy,...,Ty),

[ ] f(a:l,...,xn):lZ:ci,

[ ] f(l’l, ceey IL‘n) = Z )\n,ixi
=1

n
pri cemuje A,; >0 1 > Ay;=1,1€{l,...,n},
i=1

1
o) 44 ap\ P
.f(x17"'a$n):<1nn> ’ p>0

Saturacija piksela, slike ili oblasti na slici predstavlja meru zasi¢enosti raz-
matrane regije bojom. U skladu sa intuitivnim poimanjem ovog pojma, u
pogledu sivih slika, kao prirodna mera saturacije namece se sama vrednost
sivog nivoa, s;; € {0,...,255}, dok se kod slika u boji, u ovu svrhu moze

razmotriti nekoliko modela:

° Smin (pi’j) = min{ri,j,gi,j, bi’j} S {0, ... ,255},

1
® Swa (pij) = 3 (ri,j + 9i,j + bij) € [0,255],

o Se(pij) = \/r2; +92; +b?; €[0,255V3).

Primetimo da se svaki od navedenih deskriptora saturacije piksela moze
interpretirati kao vrednost dobijena primenom agregacionog operatora na

RGB komponente boja.

4.4 Primena agregiranih funkcija rastojanja u

segmentaciji digitalnih slika

U ovoj sekciji, prikazani su neki od rezultata sprovedenih istrazivanja koja
su publikovana u radovima [49, 59, 60, 63, 65]. Nekoliko slika u boji, kao



Marija Delié 75

i jedan rendgenski snimak koriSteni su za ilustraciju primene novoformi-
ranih funkcija rastojanja u segmentaciji digitalnih slika. U svim navedenim

primerima za sprovodenje segmentacije koristen je FCM algoritam, [18].

Pored digitalne slike, koja je glavni predmet analize, neki od veoma bitnih

ulaznih parametara algoritma su navedeni u nastavku.

e Broj klastera koji ¢e biti produkovan segmentacijom. U nasim eksper-

imentima to je uglavnom c = 4.

e Tezinski koeficijent, koji utice na kvalitet i brzinu segmentacije. Na
osnovu eksperimentalnih rezultata iz literature poznato da vrednosti
oko 2.0 rezultuju uspesnim performansama, stoga smo u sprovedenim

testovima koristili upravo tu vrednost, m = 2.0.

e Funkcija rastojanja kojom se definise kriterijum segmentacije, d :
P2 — [0, 00, pri ¢emu je P skup piksela. Za piksele p; i p2, vrednost
d (p1,p2) € [0,00) predstavlja meru njihove razlike. U cilju poredenja
koristenih funkcija rastojanja i dobijenih rezultata, sve funkcije su

normalizovane tako da im vrednosti budu u okviru intervala [0, 1].

Sto se tice izlaznih parametara algoritma, pored segmentovane slike razma-

tramo nekoliko vrednosti, koje ukazuju na kvalitet sprovedene segmentacije.

e PI - ”Performace index” koji predstavlja osnovnu meru uspesnosti
segmentacije. Naime, ova vrednost ukazuje na kompaktnost klas-
terovanih podataka. Manja vrednost indeksa oznacava kompaktnije
klastere, odnosno snazno grupisane piksele i simboliSe dobro sprove-

denu segmentaciju.
e IT - Broj iterativnih koraka sprovedenog postupka.

e RT - Vreme rada algoritma, u sekundama.
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SLIKA 4.1: Rendgenski snimak vilice.
4.4.1 Segmentacija rendgenskog snimka

U radovima [60, 63] razmatran je uticaj razlicitih funkcija rastojanja na
rezultate segmentacije, pri ¢emu je korisSten jedan rendgenski snimak dela

vilice, Slika 4.1. Procesirana slika je veli¢ine 466 x 628 piksela.
Test 1

U prvom sprovedenom testu, originalna slika segmentovana je FCM algo-
ritmom, prvo upotrebom funkcije rastojanja dg, a zatim novom funkcijom
rastojanja koja je dobijena primenom OWA operatora na polazne funkcije,
ds i dy. U ovom slucaju, funkcija dg predstavlja razliku u sivim nivoima
dva piksela koje poredimo, dok dy modeluje razliku izmedu srednjih vred-
nosti njihovih najblizih suseda. Naime, primetimo da je ovde uvedena
nova karakteristika. Svakom centralnom pikselu pored odgovarajuée sive
vrednosti dodeljuje se srednja vrednost njegovih 8 suseda koji se nalaze u
najblizoj 3 x 3 okolini. Za piksele koji se nalaze na rubu slike, te zbog
toga nemaju svih 8 suseda, razmatrano je po 3 ili 5 suseda u zavisnosti od

polozaja piksela na slici.

Svaki piksel razmatrane slike predstavljen je na sledeéi nacin:
p=(s,n,i,j) € P,

P={0,...,255}* x {0,...,466} x {0,...,628},

gde je s siva vrednost piksela, n je srednja vrednost nivoa boje njegovih

najblizih suseda i (4, j) su prostorne koordinate razmatranog piksela.
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SLIKA 4.2: Slika dobijena upotrebom dg funkcije rastojanja.

Funkcije rastojanja dg : P* — [0,1] i dy : P? — [0,1] definisane su jed-

nakostima:

1 )
ds (p1,p2) = === - |s2 — s1| 1 dn (p1,p2) = |ng — nq,

255 255
za sve piksele p; = (s1,n1,11,J1) € P, p2 = (s2,n2,12, j2) € P. Ove funkcije
rastojanja su normalizovane i mogu biti tretirane kao metrike na skupu sivih
nivoa {0, ...,255}. Rezultati segmentacije dobijeni upotrebom funkcije dg

prikazani su na Slici 4.2.
Za proizvoljno w € (0, 1), razmotrimo OWA agregacioni operator:
OWA,, (71, 12) = wx) + (1 —w)xh, 1,22 € [0,1],

gde je (2, 24) neopadajuéa permutacija uredene dvojke (1, z2). Primenom
OWA,, operatora na normalizovane funkcije rastojanja dg i dy, formiramo

novu funkciju rastojanja:

ds,Nw(P1,p2) = OWA, (ds(p1,p2), dn (p1, p2))
= wd1(p1,p2) + (1 — w)da(p1,p2)

za piksele p1, p2 € P, gde je (d1(p1,p2), d2(p1, p2)) neopadajuca permutacija
uredenog para (ds(p1,p2), dn(p1,p2))-

Slika 4.3 i Slika 4.4 predstavljaju rezultate segmentacije dobijene upotr-
ebom funkcije rastojanja dg .., za vrednosti parametra w = 0.2 1 w = 0.8.
U Tabeli 4.1 su prikazani izlazni parametri FCM algoritma, koji ukazuju na

kvalitet sprovedene segmentacije, redom za funkcije rastojanja dg, ds n.0.2 i
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SLIKA 4.4: Slika dobijena upotrebom dgs n.0.s funkcije rastojanja.

TABELA 4.1: Rezultati sprovedene segmentacije, OWA operator.

ds ds N0.2 | ds,N;0.8
Pl: || 1007.5 | 1131.7 | 902.5
IT: 24 26 29

RT: 33 672 723

ds N.0.8- Analizom vrednosti prikazanih u Tabeli 4.1, mozemo zakljuéiti da
upotrebom funkcije rastojanja dg n.0.8 dobijamo bolju vrednost PI param-
etra u poredenju sa funkcijom dg, dok je broj izvrSenih iteracija tek malo

vedi.
Test 2

Drugi test je sproveden na istom rendgenskom snimku (Slika 4.1), upotre-
bom operatora proizvoda [, na polazne funkcije rastojanja. Svaki piksel

razmatrane slike predstavljen je kao uredena trojka:

Pij = (cm,ni,j,si’j) S P, P = {O, .. ,255} X [0, 1] X [0, 1],
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gde je ¢;; siva vrednost piksela, a n;; = NA(p;;) i si; = 1Ca(pij) su
deskriptori piksela. Naime, n; ; = NA(p; ;) predstavlja normalizovanu sred-
nju vrednost sivih nivoa suseda iz 3 x 3 okoline, dok s; j = 1Cq(p; ;) pred-

stavlja normalizovanu vrednost deskriptora definisanog u jednacini (4.3.3):

—
Mm
\_/

I

—_

|
ol =
~

<

Q

—
N
N—

pw

J a
k:l k=1

U sprovedenim testovima upotrebljena je vrednost a = 20.

Inicijalne funkcije rastojanja (metrike) su
2 1 L .
o dy: P* — [0,1], di(pij,prp) = 255 |ci,j — ckl, kojom je modelirana

mera razlike izmedu sivih vrednosti piksela,

o dy : P2 — [0,1], dao(pij,pri) = |xij — xky|, kojom je modelirana
razlika izmedu vrednosti deskriptora dodeljenih pikselu;

x;; predstavlja deskriptor - n; ; ili s; ;.

Inicijalne funkcije rastojanja agregirane su upotrebom operatora proizvoda,
[Te : [0,1]3 — [0,1] definisanim u jednacini (3.3.5) i odgovarajuéim od-
abirom koeficijenata w = (w1, ws,ws) € {0.5,1.0,2.0}3. Dakle, funkcija ras-

tojanja primenjena u FCM algoritmu za segmentaciju je d,, : P? — [0, 1]:

de(Pijs Py) = A5 (i Pryt) - Ao (Dij Pryt) - A (Digy Drt)- (4.4.1)

Koriste¢i Euklidsku metriku za poredenje, dobijena je vrednost ”perfor-
mance index”, Pl = 1007.5. Upotrebom d, funkcije rastojanja za 27 ra-
zlic¢itih kombinacija vrednosti parametara w = (wy,ws,w3) € {0.5,1.0,2.0}3
dobijene su izuzetne vrednosti Pl indeksa, koji je osnovni pokazatelj kom-
paktnosti grupisanih klastera. U nastavku navodimo dva primera. Naime,
za izbor parametara: wq = (2.0,2.0,2.0) i wp = (0.5,2.0,2.0), zamenom
u jednacini 4.4.1, dobijamo nove funkcije rastojanja, Cije su performanse
u segmentaciji rendgenskog snimka prikazane u Tabli 4.2 i na Slici 4.5,

zajedno sa rezultatima produkovanim upotrebom Euklidske metrike.
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TABELA 4.2: Rezultati sprovedene segmentacije.

dp de o depy
PI: || 1007.5 | 0.000012702 | 0.0021
IT: 24 35 17
RT: 31 929 447

(a) dg segmentacija (b) dw, segmentacija (¢) dwp segmentacija

SLIKA 4.5: Segmentovane slike, dobijene upotrebom FCM algoritma uz
razli¢ite funkcije rastojanja.

4.4.2 Segmentacija slike u boji

U publikaciji [59] razmatrali smo tri slike u boji i analizirali uticaj WAMP
operatora, definisanog jednac¢inom (3.3.3), na rezultate segmentacije. Piksel
lociran u i—toj vrsti i j—toj koloni oznacen je sa p;; = (rij,gij, bij) €
{0,...,255}3, gde 7; 4, gi; i bi; predstavljaju redom crvenu, zelenu i plavu
komponentu boje. U analizu i konstrukciju funkcije rastojanja su pored

vrednosti piksela ukljuceni i deskriptori navedeni u nastavku.

(s) Saturacija piksela p; j, koju modeliramo jednakos¢u:

1
6 . —
" 9553

i g+ b7 €[0,1]. (4.4.2)

(q) Deskriptor ICé, koji predstavlja a-meru sli¢nosti centralnog piksela
D;,j sa njegovim najblizim susedima. Za funkciju agregacije f, koja

objedinjuje u jednu karakteristiku pojedina¢ne vrednosti izra¢unate
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za svaku komponentu boje, odabrali smo aritmeti¢ku sredinu. Vred-
nost praga o = 20, je selektovana eksperimentalnim izborom u neko-
liko inicijalnih pokusaja. Stoga, deskriptor IC£ za centralni piksel p; ;

ima sledeéi oblik:

1/1 1. 1 1
65 =1Co0" (Pig) = 3 (8a + bt 86) = gpla+b+o) o],
(4.4.3)
gde je

r b
a=1CY) (pig),  b=1CY) (pij), c=1CY (pi)-

Za svaku od komponenti boje ¢ € {r, g,b} vazi,

8

ICS) (pig) =8 — > 10 (k).
k=1

(c) @
= {00 g <20
4,35 1, |p£’cj) _ 71;:)| > 20

gde pi?,nl(f) € {0,...,255} predstavljaju intenzitet boje centralnog

piksela p; ; i njegovih 8 razmatranih suseda ny, k € {1,...,8}.

Razmatrajuéi definisane deskriptore i komponente boja, svaki piksel prikazu-

jemo kao uredenu 5-torku:
pm' = (Ti,j7gi,j7 bi,j, si,j,qm) e P y P = {0, . ,255}3 X [O, 1]2.

Za inicijalne funkcije rastojanja biramo L1 metrike. Normalizovana funkcija

dy:{0,...,255}% = [0,1], razmatrana je za svaku komponentu boje:
1
di (c1,¢2) = 5= ler = eal,

dok su za uvedene deskriptore vrednosti ve¢ u [0, 1] intervalu, pa normal-

izacija nije potrebna ds : [0,1]? — [0, 1]:
do (tl,tg) = ’tl — tg‘.

Dalje je za familiju koeficijenata,
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w={w; >0]ie{l,...,5}},

5
)\:{)\i20|i6{1,...,5}, ZAi:1},
i=1

definisana nova agregirana funkcija rastojanja dy, : P? — [0,1], koja je

dobijena primenom WAMP operatora na inicijalne funkcije dy i do:

daw (P1,p2) = Mdy (11, r2) + A2di2 (91, 92) + A3d7® (bi, b2)
+ Aady* (s1, 82) + Asds® (g1, q2),

(4.4.4)

za piksele p; = (14, gi, bi, 8i,q;) € P, i € {1,2}. Izborom vrednosti param-
etara A i w, dobijamo funkciju rastojanja dy,, kojom modeliramo kriteri-
jum segmentacije u FCM algoritmu. Evaluaciju rezultata sprovedene seg-
mentacije, koji su dobijeni upotrebom WAMP agregacionog operatora pri
formiranju funkcije rastojanja, vrsili smo poredenjem sa onim koje smo do-
bili upotrebom Euklidske metrike. Naime, dp : P [0, 1] je koristena kao

referentna funkcija rastojanja:

1
d ,p2) = V124 g2 + b2, 4.4.5
E(pl p2) 255\/3 g ( )

gde jer =11 — 19, g =g1 — g2 i b = by — b, za piksele
p1 = (r1,91,b1) € P, po = (r9,92,b0) € P, P ={0,...,255}>.

Sva tri sprovedena testa koja su navedena u nastavku obuhvataju poredenje
rezultata segmentacije dobijenih upotrebom FCM algoritma sa razlic¢itim
kriterijumima segmentacije koji su odredeni izabranim funkcijama rasto-
janja. Kao referentna funkcija rastojanja upotrebljena je Euklidska metrika,
dg, dok su ostale funkcije rastojanja dobijene primenom WAMP agrega-
cionog operatora sa deset razli¢itih kombinacija vrednosti parametara A i

w u jednacini (4.4.4).

Naime, za ¢ € {1,...,10} formiramo nove funkcije rastojanja di(p1,p2) =
dxw(p1,p2), u zavisnosti od izbora parametara A = {A1, Ao, A3, Mg, A5} 1

w = {wl,WQ,W3,W4,W5}:
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SLIKA 4.6: Originalna slika koja je procesirana u FCM algoritmu za
segmentaciju slike upotrebom razli¢itih funkcija rastojanja.

1. di : w=1{0.5,0.5,0.5,2.0,2.0} , A = {0.3,0.3,0.3,0.05,0.05};

2. dy:w=1{05,0.5,0.5,2.0,2.0}, A = {0.2,0.2,0.2,0.25,0.15};

3. ds:w=1{05,0.5,0.5,2.0,2.0}, A = {0.3333,0.3333,0.3333,0.0, 0.0}
4. dy:w={2.0,2.0,2.0,2.0,2.0}, A = {0.3333,0.3333,0.3333,0.0,0.0};
5. ds: w={2.0,2.0,2.0,2.0,2.0}, A = {0.25,0.25,0.25,0.25,0.0};

6. dg:w={2.0,2.0,2.0,2.0,2.0}, A = {0.25,0.25,0.25,0.0,0.25};

7. d7 s w={2.0,2.0,2.0,2.0,2.0}, A = {0.2,0.2,0.2,0.2,0.2};

8. dg: w={2.0,2.0,2.0,0.5,0.5}, A = {0.25,0.25,0.25,0.25,0.0};

9. dg:w=1{2.0,2.0,2.0,0.5,0.5}, A = {0.25,0.25,0.25,0.0,0.25};

10. dyo : w = {2.0,2.0,2.0,0.5,0.5}, A = {0.2,0.2,0.2,0.2,0.2}.

Test 1

U prvom testu procesirali smo sliku, veli¢ine 225 x 300 piksela, koja je formi-
rana upotrebom mobilnog telefona za potrebe istrazivanja sprovedenog u
[62], Slika 4.6.

Izlazni parametri FCM algoritma za sprovedene segmentacije, upotrebom

Fuklidske metrike dg i upotrebom agregirane funkcije rastojanja dobijene
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TABELA 4.3: Rezultati sprovedene segmentacije, WAMP operator.

| PI IT RT
dg | 279.8552 18 55

di | 1.4048-107 37 906
dy | 3.4608-10% 37 889
ds | 1.7176-10% 27 375
dy 9.6296 19 178

|
|
k
ds | 3.4540-10° 37 765
|
|
|
|

de | 12.2833 19 319
d; | 2.2106-10% 37 639
ds | 2.5180-10* 34 515
dy | 493797 2 17

dyo | 1.6725-10* 39 635

primenom WAMP operatora za razlicite vrednosti A i w parametara, dy,,
prikazani su u Tabeli 4.3. Posebno nas interesuje parametar PI ”per-
formance index”, ¢ija manja vrednost ukazuje na kompaktnije klastere,
odnosno bolje sprovedenu segmentaciju. Pored toga navedeni su broj it-
eracija i vreme rada algoritma, koji takode mogu biti sagledavani kao bitni
kriterijumi u smislu efikasnosti metode. Iz prikazane tabele mozemo za-
kljuciti da WAMP agregirana funkcija rastojanja sa prikladno izabranim

parametrima daje mnogo bolje rezultate od Euklidske metrike.
Test 2

U drugom testu procesirana je slika velicine 481 x 321 piksela, koja je
preuzeta iz javno dostupne baze slika - Department of Electrical Engineering
and Computer Sciences at University of California, Berkeley, segmentation
dataset-training images, [70], Slika 4.7. Originalna slika segmentirana je
upotrebom Euklidske metrike, dg i upotrebom WAMP agregirane funkcije
rastojanja di, i € {1,...,10} za razlicite vrednosti parametara A i w, kao

§to smo prikazali u prethodnom testu. Izlazne vrednosti parametara FCM
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SLIKA 4.7: Originalna slika koja je procesirana u FCM algoritmu za
segmentaciju slike upotrebom razlicitih funkcija rastojanja.

TABELA 4.4: Rezultati sprovedene segmentacije, WAMP operator.

| PI IT RT
dp | 787.6247 26 222
di |5.2807-107 12 512
dy |1.3054-10° 12 580
ds | 4.8550-10° 33 1850
dy | 200298 40 2185
ds |1.3024-10° 12 291
ds | 40.3574 18 787
dr |8.3390-10° 12 480
ds | 7.1235-10' 28 1374
do |1.3277-10° 2 42
dio | 5.4901-10* 34 1506

algoritma prikazane su u Tabeli 4.4, koja nam ukazuje da su rezultati do-

bijeni upotrebom nove funkcije rastojanja, sa odgovarajué¢im vrednostima

parametara (funkcije dy i d~6), bolji nego oni dobijeni upotrebom Euklidske

metrike.
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SLIKA 4.8: Originalna slika koja je procesirana u FCM algoritmu za
segmentaciju slike upotrebom razli¢itih funkcija rastojanja.

Test 3

Na tre¢em testu ponovljena je ista procedura kao u prethodna dva opisana
slucaja. Naime, procesirana je Slika 4.8, velicine 321 x 481 piksela, koja
je preuzeta iz javno dostupne baze slika namenjenih za segmentaciju - De-
partment of Electrical Engineering and Computer Sciences at University of
California, Berkeley, segmentation dataset-training images, [70]. Tabela 4.5
predstavlja izlazne parametre FCM algoritma za sprovedenu segmentaciju.
Analizom rezultata prikazanih u tabeli mozemo zakljuciti da se adekvatnim
izborom parametara i WAMP agregirane funkcije rastojanja (funkcije dy,
dg i d~9), mogu produkovati znacajno bolji rezultati od onih koji su dobijeni

upotrebom Euklidske metrike dg. Na Slici 4.11 ilustrativno su prikazani

rezultati sprovedene segmentacije.

(a) Segmentacija sa metrikom dp. (b) Segmentacija sa funkcijom dg4.

SLIKA 4.9: Ilustracija rezultata segmentacije dobijenih primenom Euk-
lidske metrike i WAMP agregirane funkcije rastojanja.
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TABELA 4.5: Rezultati sprovedene segmentacije, WAMP operator.

| PI IT RT
dp | 816.0351 22 269

di | 3.9367-107 23 1119
dy |9.6430-10% 23 1289
ds | 5.5064-10% 2 41

dys | 186072 13 403

|
|
k
ds |9.6142-10% 23 994
|
|
|
|

ds | 19.9910 16 679
d; | 6.1545-10% 23 851
ds | 82491-10* 26 1392
dy | 469.3552 2 148

dio | 5.8831-10* 31 1714

4.5 Fazi metrike

Kao §to smo veé¢ spomenuli postoje razlicite funkcije kojima se moze mod-
elirati rastojanje izmedu dva objekta. U zavisnosti od konstrukcije i razma-
tranih osobina, ovakve funkcije razli¢ito su tretirane u literaturi i koristene
se sa fazi metrickim prostorima, [72-75], kao i primerima fazi metrika, koji
su pronasli upotrebu u analizi i obradi digitalnih slika [48, 76, 77]. U
ovoj sekciji razmatramo osobine i primere fazi T-metrika i fazi S-metrika,
[48, 49], koje ¢emo zatim upotrebiti za konstrukeiju nove funkcije rastojanja

i demonstrirati primenu iste u segmentaciji digitalnih slika, [49].

Definicija 4.5.1. Neka je X proizvoljan neprazan skup, i neka su 7' i S
t-norma i t-konorma, respektivno. Neka je d : X? — [0, 00) funkcija koja

moze imati sledeée osobine.
(1) Ve € X, d(z,z) =0.

(2) Vz,y € X, d(z,y) = d(y, x).
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(3) Vz,ye X, d(z,y) =0 = z=uy.

(4) Vz,y,z € X, d(z,2) < d(z,y) + d(y, 2).

Dodatno, ako je preslikavanje d ograni¢eno, odnosno skup vrednosti
mu je interval [0,1], d : X2 — [0, 1], naredne dve osobine mogu biti

razmatrane:
(4°) Va,y,z € X, d(x,2) = T(d(z,y),d(y, 2));
(47) Va,y,z € X, d(z,2) < S(d(z,y),d(y, 2)).
U zavisnosti od toga koje su od pomenutih osobina ispunjene, razlikujemo

nekoliko tipova rastojanja. Neka od njih smo ranije ve¢ spominjali, ali ovde

objedinjujemo pregled.

e Ako d ispunjava osobine (1) i (2), naziva se funkcija rastojanja.

Ako je samo osobina (1) ispunjena, onda je d kvazi-rastojanje.

Ako su ispunjene osobine (1)-(4), d je metrika.

Ako su ispunjene osobine (1), (2) i (4), d je pseudo-metrika.

Ako su ispunjene osobine (1), (3) i (4), d je kvazi-metrika.

Ako su ispunjene osobine (1), (2) i (3), d je semi-metrika.

e Semi-metrika koja umesto nejednakosti trougla (4) zadovoljava neku

od nejednakosti (4’) ili (4”) naziva se ultra-metrika.

Definicija 4.5.2. Fazi S-metricki prostor je uredena trojka (X, s,S), gde
je X neprazan skup, S je neprekidna ¢t-konorma, a s fazi skup na X2 x (0, 00)
tako da su zadovoljeni sledeéi uslovi:

Ve,y,z€ Xia,f>0
1. s(z,y,a) €[0,1),

2. s(z,y,0) =0 & x =y,
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3. s(z,y,a) = sy, x, ),
4. S(s(z,y,0),8(y,2,8)) = s(x,2z,a + B),
5. s(x,y,-):(0,00) = [0, 1] je neprekidna funkcija.

Fazi skup s naziva se fazi S-metrika. Ako umesto uslova 1. za fazi skup s
vazi s(x,y, ) € [0,1], kazemo da je fazi S-metrika u sirem smislu, i uredena
trojka (X, s,S) je onda fazi S-metricki prostor u Sirem smislu, [48]. Ako

umesto uslova 2. vazi:
2. s(z,x,a) =0,
kazemo da je s fazi S-pseudo metrika.

Definicija 4.5.3. Fazi T-metricki prostor je uredena trojka (X,¢,7T), gde
je X neprazan skup, T je neprekidna t-norma, a t fazi skup na X2 x (0, 00)
tako da su zadovoljeni sledeé¢i uslovi:

Ve,y,z€ Xia,B>0.
1. t(z,y,a) € (0,1],
2. t(x,y,a) =1 & x =y,
3. t(z,y,a) = t(y,z, ),
4. T(t(z,y. ), by, 2. B)) < t(z, 2.0+ B),
5. t(z,y,—) : (0,00) — [0, 1] je neprekidna funkcija.

Fazi skup t naziva se fazi T-metrika. Ako umesto uslova 1. za fazi skup
t vazi t(z,y,a) € [0, 1], kazemo da je fazi T-metrika u Sirem smislu, onda
je 1 uredena trojka (X,¢,T) fazi T-metricki prostor u Sirem smislu. Ako

umesto uslova 2. vazi sledeéa jednakost:
2. t(x,z,a) =1,

kazemo da je t fazi T-pseudo metrika.

Specijalni slucajevi fazi metrika su funkcije s and t koje ne zavise od « €
(0, 00).
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Definicija 4.5.4. Fazi S-metrika s (odnosno fazi T-metrika t) je sta-
cionarna na skupu X ako s (odnosno t) ne zavisi od «, odnosno za sve
fiksirane z,y € X, funkcija s, () = s(z,y,a), o € (0,00) je konstanta

(tzy(a) =t(z,y,), a € (0,00) je konstanta).

Napomena 4.5.5. Primetimo da u sluc¢aju stacionarne fazi T-metrike ¢ i
stacionarne S-metrike s u Sirem smislu, funkcije ¢ i s su funkcije rastojanja

1 semi-metrike.

Dokaz naredne teoreme, koja govori o dualnim t-normama i t-konormama,

kao i njima odgovarajuéim fazi metrickim prostorima, prikazan je u [48].
Teorema 4.5.6.
(a) Ako je (X,s,S) fazi S-metricki prostor i T je t-norma dualna ¢-

konormi S u odnosu na neprekidni involutivni fazi komplement c,

tada je (X,cos,T) fazi T-metri¢ki prostor.

(b) Ako je (X,¢,T) fazi T-metricki prostor i S je t-konorma dualna t-
normi 7" u odnosu na neprekidni involutivni fazi komplement ¢, tada

je (X,cot,S) fazi S-metricki prostor.

Definicija 4.5.7. Za fazi metricke prostore (X,s,S5) i (X,¢,7) i njima
odgovarajuée fazi metrike s i t iz prethodne teoreme, kazemo da su dualni

u odnosu na fazi komplement ¢, odnosno vazi:

(X,s,S5) je dualno sa (X,co0s,7T)1(X,t,T) je dualno sa (X,cot,S).

U nastavku navodimo nekoliko primera fazi metrika iz literarure, [48, 72—

75, 77], koje ¢emo kasnije koristiti u eksperimentima.

Primer 4.5.8. Za fiksiran parametar K > 0, funkcija t : [0,00)> — R

definisana sa

min{z,y} + K

tz,y) = ————
max{z,y} + K

je fazi T-metrika u odnosu na ¢-normu mnozenja (eng. multiplication t¢-

norm), T(z,y) ==zy, z,y€[0,1],
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i preslikavanje s : [0,00)? — R definisano jednakoséu

sy = U
’ max(x,y) + K

je fazi S-metrika u odnosu na t-konormu algebarske sume (eng. algebraic
sum t-conorm),

S(x,y)=1-1-z)1—-y) =z+y—=ay, z,y€]l0,1].

Prethodno navedene fazi metrike su dualne u odnosu na standardni fazi

komplement c(z) =1 —z, z € [0, 1].

Primer 4.5.9. Za fiksirani parametar K > 0, funkcija t : [0,00)2 — R
definisana sa
Tty
=+ K
toy) = —F———
max{z,y} + K
je fazi T-metrika u odnosu na t-normu mnozenja, dok je preslikavanje s :
[0,00)2 — R definisano sa

[z —y|
2(max(z,y) + K)

s(z,y) =
fazi S-metrika u odnosu na t-konormu algebarske sume.

Primer 4.5.10. Ako je (X,d) metricki prostor i parametar ¢ > 0, pres-
likavanje ¢ : X2 x [0,00) — R definisano narednom jednakoséu,
t(x,y,t) = ————
(@,y,%) t+d(z,y)
je fazi T-metrika u odnosu na t-normu mnozenja.
U odnosu na standardni fazi komplement, pomenuta fazi T-metrika dualna
je fazi S-metrici s : X2 x [0,00) — R
d(z,y)

s(z,y,t) =1—t(z,y,t) = ——2

(@,y,t) (z,y,t) [T d,y)

koja je fazi S-metrika u odnosu na t-konormu algebarske sume.

Sledec¢a teorema koju navodimo predstavlja novi metod za formiranje fazi
S-pseudo metrike primenom agregacione funkcije na niz inicijalnih fazi S-

pseudo metrika, [49].
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Teorema 4.5.11. Neka je A neprekidna n-arna agregaciona funkcija, koja
je neprekidno kompatibilna sa neprekidnim ¢-konormama S, ...,S,. Ako
sus; 1 X2 x (0,400) — [0,1), i € I = {1,...,n} fazi S-pseudo metrike
u odnosu na t-konorme S;, i € {1,...,n} respektivno, onda za X = X; X
-+ x Xy, funkcija s : X2 x (0, +00) — [0,1] :

s(x,y,a) = A(si1(x1,y1,@), ..., 80 (Tn, Yn, @))

x = (r1,...,2n),y = (Y1,---,yn) € X, je fazi S-pseudo metrika u Sirem

smislu u odnosu na neku neprekidnu t-konormu S.

Ako je A striktno monotona funkcija, onda je s fazi S-pseudo metrika. Ako

su dodatno s; fazi S-metrike, tada je s fazi S-metrika.
Dokaz. Za funkciju s, dokazaéemo osobine iz Definicije 4.5.2.

1. Iz si(z4,yi, ) € [0,1), i € I o¢igledno sledi
s(x,y, ) = A(s1(x1, Y1, @), oy Sp (T, Yny @) € [0, 1].
2’. Koristeéi osobinu 2’. fazi S-pseudo metrika s;, iz @ = y dobijamo
Viel, x;=y; = Viel, sij(x;,y;,a) =0,
i onda koristeéi grani¢ni uslov agregacione funkcije A zaklju¢ujemo
s(x,y,a) = A(s1(z1,y1,@),. .., 8n(Tn, Yn,a)) = 0.
3. Koristeéi osobinu 3. funkcija s;, ¢ € I dobijamo
s(z,y,a) = A(s1(z1,y1,0), ..., 8n(Tn, Yn, @)
= A(s1(y1,21,0), ., Sn(Yn, Tn, )
= s(y,x, ).

4. Nekajex = (x1,...,2n) € X,y = (y1,.--,yn) € Xiz=1(21,...,2,) €
X. Iz osobine 4. fazi S-pseudo metrika s; sledi

Viel, sij(zi,zi,a+ )< Si(si(xi, v, ), 8i(Yi, zi, ).

Dalje, koriste¢i monotonost agregacione funkcije A dobijamo
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S(CC,Z704 +/8) = A(Sl(xlvzlva +/8)7 .. ‘78n(xn7zn7a +B))
< A(Si(s1(z1, 91, @), 81(y1, 21, B)),

L) Sn(sn(xny yn7 a)’ Sn(y'fh 27% /8)))

Zato §to je agregaciona funkcija A neprekidno kompatibilna sa neprekid-
nim t-konormama St, . . . , Sp, postoji t-konorma S tako da vazi naredna

nejednakost
A(Si(s1(@1, y1, @), 51(y1, 21, B8)) - - Sn(Sn (T, Yns @), Sn(Yn, 2, B)))
< S(A(s1(z1,y1,Q), -« -y Sp(Tn, Yn, @),
5 A(s1(y1, 21, B)s - Sn(Yns 2ns B)))-
Dakle, mozemo zakljuciti da postoji neprekidna t-konorma S tako da
s(x, z,a+ B) < S (A(s1(21, 91, 0), - -, 80 (Tn, Yy @),
- A(s1(y1, 21, 8); -5 Sn(Yn, 2ns B)))
=S5 (s(x,y, ), 8(y,2,5))-
5. Kako su fazi S-metrike s;, i € I neprekidne po parametru o i A

je neprekidna funkcija, njihova kompozicija s je takode neprekidna

funkcija.
Dakle, ovim smo pokazali da je s fazi S-pseudo metrika u Sirem smislu u
odnosu na neku ¢t-konormu S.

Ako je A striktno monotona agregaciona funkcija, iz Leme 3.4.7.(b) i vazi

si(xi, yi, ) € [0,1), 7 € I sledi
8(33, Yy, Oé) = A(Sl(l‘l, Y1, Oé), LR Sn(x'na Yn, OZ)) S [03 1)7
odnosno s je fazi S-pseudo metrika.

Ako je A striktno monotona funkcija i s; su fazi S-metrike, onda iz Leme

3.4.7.(a) sledi osobina 2. za s, odnosno s je fazi S-metrika. O

Napomena 4.5.12. Ako su u prethodnoj teoremi, s; dodatno jo$ stacionarne

metrike, one su neprekidne po parametru «, $to implicira da i s ima istu
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osobinu. Zbog toga pretpostavka o neprekidnosti funkcije A u tom slucaju

nije neophodna.

Iz Teoreme 3.4.6 i Teoreme 4.5.11, kao specijalan sluc¢aj vazi naredna teo-

rema koja je dokazana u publikaciji [48].

Teorema 4.5.13. Ako su s; fazi S-metrike u odnosu na istu striktnu ¢-

konormu S, onda je

S(Ivy) = Snil (31(x17y1)7 SO Sn(xmyn))

fazi S-metrika u odnosu na istu (striktnu) ¢-konormu S. Ako S nije striktna,
onda je s fazi S-metrika u Sirem smislu. Ako je S neprekidna t-konorma,

onda je
s(z,y,a) = S (sy(x1,y1,Q), ..., 80(Tn, Yn,)) fazi S-metrika.

Napomena 4.5.14. Razmatrajuéi generalizovanu kvazi-aritmeticku sredinu
M i odgovarajuéu Arhimedovsku t-konormu s; iz Teoreme 3.4.5, zakljucuje-

mo da su ispunjeni uslovi Teoreme 4.5.11, §to implicira da je

s(x,y) = M(s1(z1,y1)s- -+ Sn(Tn,yn)) fazi S-metrika.

Naredna Teorema analogna je Teoremi 4.5.11, samo §to sada razmatramo
konstrukciju fazi T-pseudo metrike, dok smo prethodno prikazali postupak
za fazi S-pseudo metriku. Obe teoreme dokazane su u radu [49] i predstav-

ljaju originalni doprinos disertacije.

Teorema 4.5.15. Neka je A neprekidna n-arna agregaciona funkcija, koja
je neprekidno kompatibilna sa neprekidnim ¢t-normama 717, ...,7T,. Ako su
t; : X2 x (0,00) = (0,1], 3 € I = {1,...,n} fazi T-(pseudo) metrike u
odnosu na t-norme Tj, respektivno, onda za X = X; x --- x X,,, funkcija

t:X? x (0,00) — [0,1] definisana sa
t(w7y7a) = A(t1($17y17a)7 s 7tn(mn7ynva))

x = (z1,...,2n),y = (Y1,...,yn) € X, je fazi T-pseudo metrika u Sirem

smislu u odnosu na neku neprekidnu t-normu 7'.
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Ako je A is striktno monotona funkcija, onda je t fazi T-pseudo metrika.

Ako su dodatno t; fazi T-metrike, onda je t fazi T-metrika.

Dokaz. Za funkciju t dokazac¢emo osobine iz Definicije 4.5.3.

1. Ocigledno vazi,
t(x,y,a) = A(t1(z1, 91, @), .. ., tn (T, Yn, @) € [0, 1]
jer t;(z;, yi, ) € (0,1], 1 € 1.
2’. Koristeéi osobinu 2’. fazi T-pseudo metrike, iz & = y dobijamo
Viel, xi=y; = Viel, ti(z;,y, o) =1,
i onda koristeéi grani¢ni uslov agregacione funkcije A zaklju¢ujemo
tx,y,a) = A(ti1(z1,y1,@), ..., tn(Tny Yn, ) = 1.
3. Koristeéi osobinu 3. fazi T-pseudo metrika ¢;, i € I dobijamo
t(x, y,0) = A(ti(z1,91,0), ... tn(Tn, Yn, @)
=A(t1(y1,21,0), .., tn(Yn, T, @))
=t(y,z, ).
4. Neka @ = (z1,...,2,) € X, y=(y1,...,yn) EX iz =(21,...,2) €
X. Iz osobine 4. fazi T-pseudo metrika ¢; sledi
Viel, ti(x,zi,a+ B) > Ti(ti(zi, v, ), ti(vi, 2, 5)).
Dalje, koristeéi monotonost agregacione funkcije A dobijamo
t(x,z,a+p) = A(ti1(x1, 21,0+ B), ..., tn(xn, 2n,a + B))
> A (T (61 (21,91, @), ta (v, 21, B)),
<3 Ta(En(@n, Y, @), B0 (Yn, 20, B)))-

Zato §to je agregaciona funkcija A neprekidno kompatibilna sa neprekid-

nim t-normama 711, ..., 7T, postoji t-norma T tako da
A(Ti(ti (21, 91, @), t1(y1, 21, B)),

.- 7Tn(tn(xna Yn, a), tn(yna Zn, B)))



Marija Delié 96

> T (A<t1(x17y17 Oé), v 7tn($n7ym a))?
.. ‘7A(t1(y17217/8)7 o 7tn(ynazn75)))-

Dakle, mozemo zakljuciti da postoji neprekidna ¢t-norma 7' tako da

je ispunjeno
t(x,z,a+ B) > T (Alt1(z1,y1,0), - st (T, Yn, ),
S A (1, 21, 8)s -t (Yns 20, B)))
=T (t(z,y, ), t(y, z,5)).

5. Kako su T-metrike t;, i € I neprekidne po parametru « i A neprekidna

funkcija, njihova kompozicija t je takode neprekidna funkcija.
Dakle, ovim smo pokazali da je t fazi T-pseudo metrika u Sirem smislu u
odnosu na neku ¢t-normu 7.

Ako je A striktno monotona agregaciona funkcija, iz Leme 3.4.7.(a) i zato

sto vazi t;(xi, yi, ) € (0,1], 7 € I sledi
t($, Y, Oé) = A(tl (;Ula Y1, Oé), s 7tn($n7 Yn, Oé)) € (Oa 1]7
odnosno t je fazi T- pseudo metrika.

Ako je A striktno monotona funkcija i ¢; su fazi T-metrike, onda iz Leme
3.4.7.(b) sledi osobina 2. za t, odnosno t je fazi T-metrika. O

Napomena 4.5.16. Ako su u prethodnoj teoremi, ¢; dodatno stacionarne
metrike, onda su one neprekidne funkcije po parametru «, $to implicira da
i t ima istu osobinu. Zbog toga pretpostavka o neprekidnosti funkcije A u

tom slu¢aju nije potrebna.

Iz Teoreme 3.4.6 i Teoreme 4.5.15 kao specijalan sluc¢aj vazi naredna teo-

rema koja je dokazana u publikaciji [48].

Teorema 4.5.17. Ako su t; fazi T-metrike u odnosu na istu striktnu ¢-

normu 7', onda je
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t(:c,y) = Tnil (tl(xhyl)? v 7tn(xnayn))

fazi T-metrika u odnosu na istu (striktnu) ¢-normu 7". Ako T nije striktna,
onda je t fazi T-metrika u Sirem smislu. Ako je T neprekidna t-norma,

onda je

t(z,y,a) =T (t1(z1,91,Q), ..., tn(Tn, Yn, @) fazi T-metrika.

Napomena 4.5.18. Specijalno, za vrednosti « € (0,00), & = (21,...,2,) €
Xiy=(y1,-...,yn) € X preslikavanje

n

t(a:,y,a) = Hti(xiﬁyiv Oé),

i=1
je fazi T-metrika u odnosu na agregacioni operator proizvoda, $to ¢emo
koristiti u eksperimentalnom delu pri formiranju funkcije rastojanja za pri-
menu u segmentaciji digitalnih slika.
Napomena 4.5.19. Razmatrajuéi generalizovanu kvazi-aritmeticku sredinu
M i odgovarajuéu Arhimedovsku t-normu t; iz Teoreme 3.4.5, sledi da su

zadovoljeni uslovi Teoreme 4.5.15, Sto implicira da je

t(x,y) = M (t1(x1,91), ..., tn(zn,yn)) fazi T-metrika.
Sledece dve teoreme koje navodimo predstavljaju originalni doprinos diser-
tacije i dokazane su u radu [49].

Teorema 4.5.20. Neka je h : [0,1] — [0, 1] neprekidno striktno rastuce
sirjektivno preslikavanje i neka je X proizvoljan neprazan skup. Ako je
s: X2 x (0,+00) — [0,1) fazi S-(pseudo) metrika u odnosu na neprekidnu
t-konormu S, onda je funkcija s, : X2 x (0, 4+00) — [0, 1),

Sh(l’, Y, Oé) = h(S(.ﬁU, Y, Oé))

takode fazi S-(pseudo) metrika u odnosu na neprekidnu ¢-konormu Sy,

Sp(a,b) = hoS(h=t(a),h"1(b)), a,be]0,1].

Ako je s fazi S-(pseudo) metrika u Sirem smislu, onda je sj takode fazi

S-(pseudo) metrika u Sirem smislu.
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Dokaz. Jasno je da je funkcija h bijektivna i h(0) =01 k(1) = 1. Funkcija
Sp je t-konorma (vidi Teoremu 3.4.2) i S}, je neprekidna funkcija jer je

kompozicija neprekidnih funkcija.

1. Iz aksioma 1. Definicije 4.5.2, za s vazi s(z,y,«) € [0,1), i posto je
funkcija h : [0,1] — [0,1] striktno rastuca, mozemo zakljuciti 0 =

h(0) < h(s(z,y,a)) < h(1) =1 = sp(x,y, ) € [0,1).
Ako je s fazi S-(pseudo) metrika u §irem smislu onda s(z,y, @)
€ [0, 1], pa slicnim razmatranjem kao $to je prethodno navedeno za-
kljuc¢ujemo sp(z,y,a) € [0, 1].
2. Kako je h bijektivna funkcija i h(0) = 0, mozemo zakljuciti:
sp(z,y,a) = h(s(z,y,a)) =0 & s(z,y,a) =0 & x=y.
Ako je s fazi S-pseudo metrika, onda implikacija sa desna na levo i
dalje vazi i sj, je fazi S-pseudo metrika.
3. sn(x,y, @) = h(s(z,y, ) = h(s(y, z, ) = sn(y, =, ).
4. Koristedi aksiomu 4. iz Definicije 4.5.2, monotonost funkcije h i defini-
ciju funkcije Sy dobijamo
S(s(z,y,a),s(y,2,8)) > s(z,z,a + P)
= h(S(s(z,y,a),5(y,2,8))) = h(s(z,z,a+ b))
= hoS(h toh(s(z,y,a)),h ' oh(s(y, 2 B))) > sp(z,z,a+ B)
= hoS(h™ (sn(z,y,)),h ™ (sn(y, 2, B8))) = sp(z, 2, a + B)
= Sy(sp(z,y,a), sn(y,2,8)) > sp(z, z,a + B).
Prema Teoremi 3.4.2, S}, je t-konorma, pa mozemo zakljuciti da ak-

sioma 4. iz Definicije 4.5.2 vazi za s, u odnosu na t-konormu Sy. Iz

neprekidnosti funkcija h i .9, sledi da je i funkcija Sy neprekidna.

5. Iz neprekidnosti funkcija h : [0,1] — [0,1] i s(z,y,—) : (0,400) —
[0, 1] sledi da je funkcija sy, (z,y, —) : (0, +00) — [0, 1] takode neprekidna.

O]
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Teorema 4.5.21. Neka je h : [0,1] — [0,1] neprekidno striktno rastuce
preslikavanje i neka je X proizvoljan neprazan skup. Ako je t : X2 x
(0, +00) — (0, 1] fazi T-(pseudo) metrika u odnosu na neprekidnu ¢-normu

T, onda je preslikavanje t; : X2 x (0, +o0) — (0, 1],

th(z,y,a) = h(t(z,y,a))

takode fazi T-(pseudo) metrika u odnosu na neprekidnu t-normu T,
Th(a,b) = hoT(h=Y(a),h~1(b)), a,be€ [0,1].

Ako je t fazi T-(pseudo) metrika u Sirem smislu, onda je t; takode T-

(pseudo) metrika u Sirem smislu.

Dokaz. Jasno je da je funkcija h bijektivna i vazi h(0) = 0 and h(1) = 1.
Funkcija T}, je t-norma (vidi Teoremu 3.4.1) i T}, je neprekidna funkcija jer

je kompozicija neprekidnih funkcija.

1. Iz aksioma 1. Definicije 4.5.3, za t vazi t(x,y,«) € (0,1] i posto je
funkcija h : [0,1] — [0,1] striktno rastuca, mozemo zakljuciti 0 =
h(0) < h(t(z,y,a)) < h(l) =1= ty(z,y,a) € (0,1].

Ako je t fazi T-(pseudo) metrika u Sirem smislu, onda t(x,y,«) €
[0,1], pa slicnim razmatranjem kao $to je prethodno navedeno za-
kljucujemo ty(z,y,a) € [0, 1].

2. Kako je h bijektivna funkcija i h(1) = 1, sledi da je:
th(z,y,a) = h(t(z,y,0)) =1 & t(z,y,a) =1 & z=y.

Ako je t fazi T-pseudo metrika, onda implikacija sa desna na levo i

dalje vazi ity je fazi T-pseudo metrika.

3. th(z,y,a) = h(t(z,y, o)) = h(t(y,z, o)) = tp(y, z, ).

4. Koristeéi aksiomu 4. iz Definicije 4.5.3, monotonost funkcije h i defini-

ciju funkcije T}, dobijamo

T(t(z,y,),t(y, 2, 08)) < t(z,z,a+ F)
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= h(T(t(z,y,a),t(y,z,0))) < h(t(z,z,a+ B))

= hoT(h toh(t(z,y,a)),h L oh(t(y,z ) < tylz,z,a+p)
= hoT(h ! (tu(z,y,a)),h " (ta(y, 2, 8))) < tn(w,z,a + B)

= Th(tn(z,y,a),th(y,2,B)) < ta(z, 2,0+ B).

Prema Teoremi 3.4.1, T}, je t-norma, pa mozemo zakljuciti da aksiom
4. iz Definicije 4.5.3 vazi za t; u odnosu na t-normu 7j. Iz neprekid-

nosti funkcija h i T, sledi neprekidnost funkcije T},.

5. Iz neprekidnosti funkcija b : [0,1] — [0,1] i ¢t(z,y,-) : (0,400) —
[0, 1] sledi da je funkcija ty,(z,y, —) : (0, +00) — [0, 1] takode neprekidna.

O]

4.6 Primena fazi metrika u segmentaciji

digitalnih slika

Uloga funkcija rastojanja i metrika je od izuzetne vaznosti u oblasti seg-
mentacije digitalnih slika. Definisanjem odgovarajuée funkcije rastojanja
zapravo se definise kriterijum kojim se pikseli razvrstavaju u grupe (klastere)
po sli¢nosti. U nastavku predstavljamo jednu od mogué¢ih upotreba nove
fazi metrike, koja je dobijena primenom funkcije agregacije na dve polazne

(inicijalne) fazi metrike.

Odredivanje razlike, odnosno sli¢nosti izmedu razmatranih piksela u prikaz-
anom slucaju modelirali smo sa dva kriterijuma, njihovom razlikom u boji
i razlikom izmedu vrednosti deskriptora piksela, koji nosi informacije o
prostornim odnosima okoline. Za definisanje ovih kriterijuma koristili smo
fazi metrike koje su navedene u Poglavlju 4.5 ove teze. Kako smo razma-
trali komponente boje i vrednosti deskriptora, svaki piksel reprezentovan je
vektorom dimenzije ¢etiri. Prve tri koordinate odgovaraju komponentama

boje, redom crvenoj, zelenoj i plavoj, dok ¢etvrta komponenta odgovara
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vrednosti IC{; deskriptora piksela. Dakle, svaki piksel predstavljen je kao
pi = (F,d;), i € {1,...,n}, gde su F; = (Ff, F¥, F?) normalizovane kom-
ponente boje, dok je d; normalizovana vrednost deskriptora IC{; (4.3.6) koja
je dodeljena razmatranom pikselu, a n je broj piksela na slici I,
—manefo L 200 o (4.6.1)
pl_ 7y 1 72557"'72557 9 * e
Fazi T-metrika koju smo u eksperimentima koristili za modeliranje sli¢nosti

u komponentama boje izmedu piksela oznacena je sa 7 i definisana nared-

nom jednakosc¢u:

Fl+F!

J +K
T(Fy, Fj) = H T )
1e{R,G,B} max{ £, Fj} + K

(4.6.2)

gde je K > 0 parametar koji odreduje korisnik. Da je ovo zaista fazi T-

metrika sledi iz Primera 4.5.9 i Napomene 4.5.18.

Druga fazi T-metrika koju koristimo u eksperimentima za definisanje sli¢no-
sti izmedu vrednosti deskriptora IC/, oznacena je sa t i definisana jed-

o)
nakoséu (vidi Primer 4.5.10):

k
t(dy, dy) = ———— 46.3
(d1,d2) k+|dy — da|’ (463)

gde je k > 0 parametar koji odreduje korisnik.

Najbitniji deo segmentacijskog procesa je upravo odredivanje funkcije koja
modelira slicnost, odnosno razli¢itost izmedu piksela slike. Ona treba da
predstavlja zdruzenu karakteristiku faktora koje razmatramo, stoga sma-
tramo da je upotreba odgovarajuce funkcije agregacije u ovakvim slucaje-

vima najprikladniji izbor:

c((F1,dy), (Fo,da)) = A(T(F1, F2),t(d1,dz)) . (4.6.4)
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Ovako definisana funkcija zavisi od dve inicijalne fazi metrike 71 ¢, kao i od
odabrane funkcije agregacije A. Novoformirana funkcija ¢ je takode fazi T-
metrika, ako je agregaciona funkcija A neprekidno kompatibilna u odnosu
na norme koje odgovaraju metrikama 7 i ¢, §to sledi iz Teoreme 4.5.15.
Dobar odabir fazi metrika 7 i ¢ i funkcije A koja je koriStena za njihovu
agregaciju, od izuzetne je vaznosti za uspesnost segmentacijskog procesa, jer
nova funkcija ¢ predstavlja glavnu meru koja se koristi u segmentacijskom
algoritmu za klasterovanje piksela u grupe, odnosno njihovo medusobno
razlikovanje. Dakle, ovakvim postupkom mi definiSemo novu funkciju koja
predstavlja ukupnu meru razlike u boji i vrednosti deskriptora za dva raz-
matrana piksela slike (F}, d;), i € {1,2}, koju dalje upotrebljavamo u FCM
algoritmu segmentacije. Sli¢ni pikseli grupisani su zajedno, pri ¢emu su dva

piksela p; i p; slicna ako je definisana razlika c(p;, pj) dovoljno mala.

Kako pored komponenti boje u formiranju funkcije ucestvuje i deskriptor
ICé, potrebno je formulisati adekvatnu funkciju agregacije f za deskrip-
tor piksela, kako bi se sumirale vrednosti dobijene za svaku komponentu
boje pojedina¢no. Smatramo da je dobar izbor za f agregacioni opera-
tor aritmeticke sredine, jer ¢e jednako ukljuciti u izracunavanje vrednosti
deskriptora dobijene na svakoj od tri komponente u boje. Dakle, deskriptor

IC/ definisan je kao:

1
IC3M (i) = 5 (a+b+0)

1
= o (1€ (pi) + 1€ (i) +1CP) (1))

(4.6.5)

gde su a, b i ¢ definisani u jednaé¢ini 4.3.6. Primetimo da smo sa ovim

normalizovali vrednosti deskriptora, odnosno ICAM (p; ;) € [0, 1].

Prema rezultatima navedenim u Teoremi 4.5.21 i formiranjem funkcije
h(z) = a¥, za w > 0, sledi da su h(7) i h(t) fazi T-metrike, kao $to su
to 7 i t. Koristedi agregacioni operator, bazirano na Teoremi 4.5.15 dalje
zakljuujemo da je

co=71Y-tY (4.6.6)
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fazi T-metrika u odnosu na ¢-normu proizvoda, T'(z,y) = x - y. Novoformi-
rana metrika, c,, upotrebljena je u FCM algoritmu za segmentaciju, kao

mera razlike, odnosno sli¢nosti izmedu razmatranih piksela.

4.6.1 Eksperimenti

Implementacija eksperimentalnih rezultata zahteva odredivanje parametara
ki K, koji se javljaju u fazi metrikama, kao i stepena w koji figurise u agre-
gacionoj funkciji i parametra « u deskriptoru piksela, koji odreduje nivo
slicnosti centralnog piksela sa okolinom. Kvalitet sprovedene segmentacije
uslovljen je pogodnim izborom navedenih parametara. Prezentacija uspe-
Snosti sprovedene segmentacije uradena je kroz poredenje rezultata do-
bijenih upotrebom novoformirane fazi metrike sa onim koji su dobijeni
koris¢enjem Euklidske metrike, kao $to je uradeno u publikacijama [59, 62].
Normalizovana Euklidska metrika, dg : P - [0, 1], odredena je slede¢om

jednakoséu:

dg (p1,p2) = 2551\/§\/(RI_R2)2+(Gl_G2)2+(Bl—B2)27 (4.6.7)

gde je svaki piksel predstavljen kao uredena trojka RGB komponenti boje,
pi = (R;,Gi,By) € P, ie{1,2}, P=1{0,...,255}>.

Izlazni i ulazni parametri FCM algoritma veé¢ su objaSnjeni u prethod-
nim eksperimentima koji su prikazani u ovom poglavlju teze. Kao naj-
znacajniji parametar izdvajamo PI indeks (eng. performance index) koji
predstavlja meru grupisanosti podataka u izdvojenim segmentima, manja

vrednost parametra ukazuje na bolje rezultate segmentacije.
Test 1

Prvo smo razmatrali Sliku 4.10, veli¢ine 481 x 321 piksela. Slika je preuzeta
iz javno dostupne baze slika koje su namenjene za segmentaciju, Depart-

ment of FElectrical Engineering and Computer Sciences at University of
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SLIKA 4.10: Originalna slika - Cvetovi.

California, Berkeley, segmentation dataset-training images, [70]

https://www2.eecs.berkeley.edu/Research/Projects/CS /vision/bsds/.

U prvom testu koristili smo vrednost parametra a = 20, kao sto je predloze-
no u [59]. Vrednosti parametara, k i K, koji figurisu u fazi metrikama in-
tuitivno su podeSeni u nekoliko inicijalnih pokusaja. Menjajuéi vrednost
parametra w, od 1 do 7, u agregacionoj funkciji, dobili smo razli¢ite metrike
i rezultate, ¢, = 7 - t“. Posmatrajuéi rezultate prikazane u Tabeli 4.6,
mozemo zakljuciti da povecanje stepena w povoljno uti¢e na kvalitet seg-
mentacije. Takode, primetimo da je veéina rezultata dobijenih upotrebom
novoformirane metrike mnogo bolja nego oni koji su formirani upotrebom

Euklidske metrike. Neke od segmentovanih slika prikazane su na Slici 4.11.

(a) Euklidska metrika dg. (b) Fazi metrika ¢3. (c) Fazi metrika c7.

SLIKA 4.11: Segmentovane slike, dobijene upotrebom razli¢itih metrika.
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TABELA 4.6: Parametri i rezultati sprovedene segmentacije, dobijeni na
Slici 4.10.

Metric Parameters Results (PI)

c K=10k=1,aa=20| 8.5891-103

co K=10k=1,a=20| 2.3978-103

s | K=10k=1,a=20| 802.6006
ci | K=10k=1a=20 7.0391
cs | K=10k=1,a=20 0.9440

ce |K=10k=1,a=20 0.1364
c; | K=10k=1,a=20 0.0206
dg / 1.4245 - 103

Test 2

Drugi test proveden je na istoj slici kao i prvi, Slika 4.10. Kroz ovaj test
posmatrali smo zavisnost uspeha segmentacije od parametra a koji se po-
javljuje u deskriptoru ICfi. Kao §to je ranije spomenuto, deskriptor opisuje
prostorne relacije izmedu susednih piksela, stoga smatramo prirodnim da
bi njegova vrednost trebala da zavisi od razmatrane okoline ili slike koja se
obraduje. Rezultati iz rada [78] potvrduju da parametar « treba da zavisi
od standardne devijacije (s) slike. Podesili smo da parametar o = const s,
bude konstantna vrednost const € [0, 1] puta standardna devijacija s slike
koja je procesirana FCM algoritmom. Test je sproveden upotrebom fazi
metrike c3 = 73 - 3, sa fiksiranim vrednostima parametara K = 10 i
k = 1 u agregiranim metrikama 7 i t respektivno, dok su promene rezul-
tata segmentacije posmatrane samo u zavisnosti od parametra «. Relacija
izmedu pomenutog parametra i rezultata segmentacije, odnosno PI indeksa

prikazana je na Slici 4.12.

Posmatrajuéi grafik 4.12 mozemo primetiti da je najbolji rezultat seg-

mentacije (Pl = 4.71), dobijen za vrednost o« = 0.15s i do sledeéeg rezultata
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SLIKA 4.12: Zavisnost rezultata segmentacije od parametra a.

je uocen prilicno veliki jaz. Za vrednost o = 0.35s = 0.35 - 57.8344 ~ 20
dobili smo Pl = 802.6006 iz Tabele 4.6 za funkciju c3. Dobijeni rezultati
koji su graficki predstavljeni (Slika 4.12) a ukazuju na zavisnost PI indeksa
od parametra o mogu biti diskutovani sa aspekta definicije deskriptora ICé.
Mi smo u testovima posmatrali najmanju 3 x 3 okolinu piksela i ako bismo
dozvolili velike vrednosti za parametar o pomenuti deskriptor ne bi bio u
mogucénosti da ispolji svoju prirodu. Naime, vrednosti koje se nalaze u
najblizoj okolini piksela se ne razlikuju mnogo u sivoj vrednosti ili boji od
razmatranog centralnog piksela, izuzimajuéi one na ivici objekata. Stoga
bi velika vrednost parametra « implicirala dobijanje kodova sa ve¢inom 0
vrednosti i mnogo istih vrednosti deskriptora za razli¢ite okoline piksela,
§to znaci da bismo izgubili diskriminativnu moé¢ deskriptora. Na§ cilj je da
dobrim odabirom parametra « uhvatimo veéinu prostornih relacija sused-
nih piksela. Verujemo da je zavisnost parametra od standardne devijacije
slike dobar izbor, jer standardna devijacija ukazuje na koli¢inu varijacije

koja postoji u slici u odnosu na prosecne vrednosti piksela.
Test 3

Treéi test potvrdio je rezultate dobijene u prethodna dva testa. Posmatrali

smo sliku u boji, veli¢ine 481 x 321 piksela, Slika 4.13. Ova slika je takode
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SLIKA 4.13: Originalna slika - Pustinja.

TABELA 4.7: Parametri i rezultati sprovedene segmentacije, dobijeni na

Slici 4.13.

Metric Parameters Results (PI)
c1 K=10k=1,a =20 1.1365 - 10*
c3 K=10k=1,a=20 34.6579
cs K=10k=1,a =20 0.2843
cr K=10,k=1,a =20 0.0300
dg / 816.0351
c3 K=10,k=1,a=0.15"s 26.6366
c3 K=10,k=1,a=0.35"s 33.0776
c3 K=10,k=1,a=0.55-5| 1.8417-10°

preuzeta iz javno dostupne baze - Department of Electrical Engineering
and Computer Sciences at University of California, Berkeley, segmentation
dataset-training images, [70]. Rezultati iz Tabele 4.7 potvrduju da porast
stepena w povoljno utice na PI indeks, odnosno rezultate segmentacije.
Takode, opet je potvrdeno da zavisnost parametra o od standardne devi-

jacije procesirane slike snazno uti¢e na uspeh segmentacije.






Poglavlje 5

Analiza teksture digitalne
slike

5.1 Pojam teksture digitalne slike

Teksturu prepoznajemo kada je vidimo, ali je veoma tesko formalno defin-
isati, Sto je rezultiralo nedostatkom univerzalno prihvacene definicije pojma
teksture. Ova poteskoca ogleda se u velikom broju pokusaja definisanja od
strane istrazivaca koji se bave pomenutom temom. Problem je detaljno
diskutovan u publikaciji [79], gde je i navedeno nekoliko definicija iz liter-
ature. U knjizi o lokalnim binarnim paternima, [80], autori su predlozili

jednu relativno kratku definiciju:

” A textured area in an image can be characterized by a non-
uniform or varying spatial distribution of intensity and color.”
”Tekstura u slici okarakterisana je neuniformnom prostornom

raspodelom intenziteta i boje.”

Pojam teksture najlakse mozemo prihvatiti i objasniti kroz primere. Naime,

prikazane slike (vidi Sliku 5.1) imaju iste histograme, srednju vrednost,

109
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SLIKA 5.1: Primeri slika koje se razlikuju samo u teksturi. Slika jedne

teksture (gore levo) i njoj odgovarajuéi histogram (gore desno). U don-

jem redu nalaze se Cetiri slike koje su formirane prostornim promenama

intenziteta sivih nivoa. Sve slike imaju identi¢ne skupove piksela i his-

tograme, samo se razlikuju u prostorom rasporedu vrednosti piksela sto

je karakreristika teksture slike. *Prikazana slika je preuzeta iz doktorske
disertacije [1].

standardnu devijaciju, itd. Jedina razlika izmedu ovih slika je u prostornoj

lokaciji intenziteta sivih novoa, odnosno u teksturi.

Tekstura predstavlja veoma vaznu karakteristiku objekta i ¢esto se u praksi
koristi za identifikaciju klase kojoj objekat pripada. Prisustvo onoga Sto
od multispektralnih satelitskih do mikroskopskih podataka. Varijacije u
prostornom rasporedu intenziteta i boje odredene teksture, reflektuju prom-
ene na uslikanoj sceni. Specificna struktura teksture zavisi od topografije
povrsine i albeda, osvetljenosti, polozaja posmatraca, itd. Tekstura se raz-
likuje od boje po tome §to se odnosi na prostornu organizaciju skupa njenih
osnovnih ¢inilaca (tekstona), fundamentalnu mikrostrukturu u prirodnim

slikama i ljudsku vizuelnu percepciju [81]. Teksturirana regija ispoljava
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neke statisticke osobine, pokazujuéi periodi¢no ponavljane tekstone sa odre-

denim stepenom varijabilnosti u njihovom izgledu i relativnim pozicijama.

Prepoznavanje objekata i klasifikacija koja se zasniva na teksturi digital-
nih slika ima veoma Siroku rasprostranjenu primenu u razli¢itim disci-
plinama. Koriste se u analizi medicinskih slika za detekciju bolesti i prom-
ena Celija [82-85], analizi slika dokumenta [86, 87], industrijskih materijala i
povrsina [88-90], prepoznavanju objekata [91, 92], analizi slika lica [93-95],
i biometrijskih podataka [96, 97]. Intenzivno proucavanje teksture pocelo
je jos od 60-tih godina proslog veka, ali je poseban znacaj dobilo od kada su
racunarski sistemi zabelezili ekspanziju. Pojavljivanje tekstura na raznim
prostornim rezolucijama, rotacijama, skaliranju i razli¢itim uslovima osvetl-
jenja, inspirisalo je mnoge studije koje su imale za cilj razvijanje deskriptora
teksture koji su invarijantni na jednu ili viSe navedenih svojstava. Izazov je
definisati snazan deskriptor teksture koji je visoko diskriminativan, u smislu
mogucénosti razlikovanja klasa objekata, efikasan, zatim da se moze ekstra-
hovati sa malim troskovima racunanja i omoguditi da se zadatak klasifikacije
realizuje u realnom vremenu. Veliki broj metoda i tehnika je predlozen za
pomenute svrhe, mada mnoge od njih nisu sposobne da se izbore sa realnim
teksturama, u smislu da su vrlo racunarski zahtevne i da je potrebno veoma

mnogo vremena za njihovo izvrSavanje pa nisu pogodne za upotrebu.

Reprezentacija tekstura, odnosno ekstrakcija deskriptora koji dobro opisuju
i odreduju posmatranu teksturu, jedan je od glavnih problema u analizi
tekstura. Identifikovanje osobina teksture u slici je prvi korak ka izgradnji
matematickog modela. Kroz literaturu, sledeé¢a svojstva se isti¢u kao bitna
u opisivanju tekstura: uniformnost, gustina, grubost, hrapavost, linearnost,
frekvencija, faza, itd [98]. Cinjenica da vizuelna percepcija teksture ima
mnogo dimenzija je razlog viSe da ne postoji jedinstveni metod predstavl-
janja teksture koji je adekvatan za svaku pojavu teksture. U publikaciji
[79] data je jedna podela metoda za analizu tekstura: statisticke metode
(GLCM matrice, autokorelacijske funkcije [99]), geometrijske metode (Vo-

ronoi dijagrami [100], strukturalne metode [101]), metode zasnovane na
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modelu (Lanci Markova [102], fraktali [103]) i metode obrade signala (fil-
tri u prostornom domenu [104], filtri u Furijeovom domenu [105], Gabor i
talasni modeli [106, 107]).

5.2 Deskriptori teksture

Analiza teksture je veoma znacajna u mnogim aspektima i primenama
racunarske analize slike, a poseban znacaj ispoljava kroz klasifikaciju i seg-
mentaciju slika koje su bazirane na lokalnim prostornim varijacijama u
intenzitetu sivih piksela ili boji komponenata RGB slika. Uspesni procesi
klasifikacije i segmentacije zahtevaju efikasne deskriptore teksture. Proces
klasifikacija tekstura, koji je nas predmet istrazivanja, ukljucuje dve faze:
fazu ucenja i fazu prepoznavanja. U fazi ucenja cilj je formirati karakter-
istiku prepoznavanja za svaku sliku iz trening skupa i svakoj klasi dodeliti
po jednu labelu. Karakteristike prepoznavanja (eng. features) se formiraju
tako Sto se osmisli model koji izvlaci bitne osobine sadrzaja slike. Te karak-
teristike mogu biti veoma razlic¢ite, u zavisnosti od modela koji se koristi:
skalarne vrednosti, histogrami, vektori, empirijske raspodele, karakteristike
kao §to su kontrast, ocekivanje, standardna devijacija, orijentacija, pros-
torna struktura, itd. U fazi prepoznavanja novi, u trening fazi nepoznati
primer teksture (slika iz test skupa), prvo se opisuje istom karakretistikom
i onda se kroz algoritam klasifikacije poredi sa svim karakteristikama formi-
ranim kroz trening fazu. Svakoj slici iz test skupa se dodeljuje labela klase

sa kojom kroz proces poredenja pokaze najvise sli¢nosti.

U svojoj sustini, deskriptor teksture je metod koji uzima u obzir prostorne
odnose izmedu intenziteta piksela i na osnovu toga formira karakteristiku

koja se moze koristiti za razlikovanje i identifikovanje tekstura.
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Kada govorimo o analizi teksture i deskriptorima teksture digitalne slike,
jedna od osnovnih i ¢esto koristenih metoda su GLCM matrice (eng. Gray-
level Co-occurrence Matrices), uvedene u publikaciji [99]. Ovaj metod zas-
niva se na pretpostavci da su informacije o teksturi odredene skupom ma-
trica prostorne zavisnosti, koje se formiraju za razli¢ite razdaljine i uglove.
Dakle, potrebno je definisati distancu i pravac koji se posmatra, na os-
novu Cega se formira matrica. Nakon izra¢unavanja matrice raspodele
prostorne zavisnosti sivih tonova, u [99] predlozen je skup od 14 tekstural-
nih karakteristika koje se iz pomenutih matrica mogu izdvojiti. Najcesce
su u upotrebi karakteristike kao $to su kontrast, korelacija, homogenost,
energija i sl. Uobicajeno je da se koriste simetri¢ni relacijski operatori
{<,1, N, ), odnosno posmatraju se prostorni odnosi izmedu pik-

sela koji se nalaze u najblizoj okolini levo, desno, gore, dole i dijagonalno.

Lokalni binarni deskriptori (eng. LBP descriptors) predstavljaju teori-
jski veoma jednostavan metod za analizu teksture digitalnih slika, koji je u
praksi pokazao izvanredne rezultate. Ovi operatori mogu se posmatrati kao
objedinjuju¢i metod svojih statistickih i strukturalnih prethodnika u anal-
izi teksture. Osnovna ideja pomenutog modela je da se svakom pikselu na
posmatranoj slici dodeljuje lokalni kod, koji nosi statisticke osobine inten-
ziteta 1 polozaja piksela, a pored toga i informacije o prostornoj strukturi
teksture, poziciji i medusobnom prostornom odnosu piksela iz razmatrane
okoline. Zbog svojih dobrih osobina klasa LBP desktiptora je postala jako
interesantna velikom broju istrazivaca i u poslednjih dvadesetak godina
dozivela ekspanziju broja novih modela. Publikacije [80], [108], [109] i [110]
predstavljaju pregled razvoja LBP deskriptora i njihovih modifikacija, kao

i veliku upotrebu i znacaj u obradi slike i ra¢unarskoj grafici.

U poslednjih desetak godina metode bazirane na neuronskim mrezama
su veoma popularne i u nauci i u inzZenjerskim disciplinama, sa velikom
prakti¢nom upotrebom [85, 111-115]. Ove metode su veoma diskrimina-
tivne, u smislu da ih odlikuje izuzetna moé u razlikovanju tekstura, stoga su

u praksi pokazale zavidne rezultate u klasifikaciji istih, ali su sa druge strane
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veoma rac¢unarski zahtevne. Njihove najveée mane su takozvana ’black box’
priroda (ne znamo ta¢no kako se sprovodi proces uc¢enja), potrebna koli¢ina
podataka (slika) i veoma velika ra¢unarska slozenost koja zahteva najsavre-
meniju opremu i izrazito obimne hardverske resurse. Svi ovi zahtevi nisu
uvek proporcionalni benefitima njihove upotrebe. Zato se u eri pristupa
masinskom ucenju i dalje bavimo definisanjem deskriptora koji mogu biti
kombinovani sa klasi¢nim metodama klasifikacije (k-NN, SVM). Pomenuti
klasifikatori su jednostavni za tumacenje, razumevanje i mogu se koristiti

uz razumnu tehni¢ku opremljenost.

5.2.1 LBP deskriptori

Osnovna ideja lokalnih binarnih deskriptora zasnovana je na dodeljivanju
labela susednim pikselima i tumacenju dobijenog binarnog koda kroz nje-
govu celobrojnu reprezentaciju. Jedna od bitnih prednosti LPB modela je
§to ovakav pristup nije racunarski zahtevan za implementaciju, jer se real-

izuje sa svega nekoliko operacija u lokalnoj okolini posmatranog piksela.

Originalni LBP model uveden je razmatrajuéi 3 x 3 okolinu piksela, [67,
68]. Svaki piksel iz posmatrane okoline poredi se sa centralnim pikselom i
dodeljuje mu se 1 ili 0, u zavisnosti od toga da li je odgovarajuéi sivi nivo
posmatranog piksela veéi ili manji od sivog nivoa centralnog piksela (vidi
Sliku 5.2). Citajuéi dobijene cifre u smeru suprotnom od kazaljke na satu,
formiramo binarni kod. Kako se u okolini nalazi 8 piksela, broj razli¢itih

binarnih kodova koji se mogu formirati je najvise 2% = 256.

156 | 165 | 143 1 1 1
150 | 138 | 125 |:> 4 " :> :ulnlalrm kod:
195 | 136 | 124 ¥ 0 0

SLIKA 5.2: Primer 3 x 3 okoline i formiranja binarnog koda.



Marija Delié 115

Histogram binarnih kodova koji se pojavljuju u okolini predstavlja karakter-
istiku tog regiona. Po jedan LBP kod kreira se za svaku poziciju piksela iz
slike. Tako formirani kod odgovara jednom binu u histogramu svih moguéih
kodova te slike. Vektor karakteristika (eng. feature vector) za razmatranu
sliku formira se tako $to se dobijeni binarni kodovi za svaki piksel (vidi

Sliku 5.3) nagomilavaju u histogram i predstavljaju u vektorskom zapisu.
Binamni kod:

9 11|21 o|o|1
TIE ] e R Y I Y fe—
24 |28 |17 111
Slika F —— Vektor
::> Lokalna akolina ‘:;> t‘:l_’:l':r'::’e ::> Rezultujui I::>
jednogpiksela koda g histogram

Promena ckolinei Promena kodiranja,
uzorkovanja vrednosti praga ili nivoa

Redukcija dimenzije
SLIKA 5.3: Procedura formiranja LBP deskriptora.

Prvobitna definicija uopstena je u publikaciji [69], razmatrajuéi proizvoljan
broj suseda N koji su cirkularno jednako rasporedeni na kruznici poluprec-
nika R u odnosu na centralni piksel (vidi Sliku 5.4). Centralni piksel lociran
je na poziciji (z¢,y.), a pozicije susednih p razmatranih tacaka, za p €
{0,1,...,N — 1} su (zp,yp) = (zc + Rsin(2mp/N),y. — Rcos(2mp/N)).
Ukoliko se tacka p, sa pozicijom (z,,yp,), ne poklapa sa centrom piksela,

njena siva vrednost, g,, se racuna koristeci bilinearnu interpolaciju.
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SLIKA 5.4: N suseda jednako rasporedenih na kruznici poluprecnika R.

LBP kod koji odgovara formiranom paternu, za poziciju centralnog piksela

(e, ye) 1 N njegovih suseda je:

N-1
LBPN,R(wm yc) = S(QP - gc)2p7 (5.2.1)
p=0
gde je
1, >0
s(x) = { - (5.2.2)
0, inace.
2 2’ 2
® ) ® ® & 02 200

©Oe—-00 0—,
OOO Ooo =

SLIKA 5.5: N suseda rasporedenih na kruznici, sa na¢inom dodeljivanja
celobrojne vrednosti binarnom kodu.
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5.2.1.1 Neke modifikacije LBP deskriptora

ILBP deskriptor

Veoma blizak LBP deskriptoru je Improved local binary pattern -
ILBP deskriptor, uveden u publikaciji [116]. Osnovna razlika u odnosu
na LBP deskriptor, je $to se ovde umesto centralnog piksela, kao praga
(eng. threshold) koji razdvaja klase nula i jedinica, koristi srednja vrednost
sivih nivoa iz okoline (uklju¢ujuéi i centralni piksel). Ako sivu vrednost
centralnog piksela oznacimo sa gy, i srednju vrednost piksela iz razmatrane

okoline sa gmean, onda je :

N
ILBPNR xw yc = Z 5 gmean)2p’ (523)
p=0

gde je Gmean = ﬁ Z;];V:O gp 1 funkcija s definisana u jednacini (5.2.2).
Primetimo da je ovde centralni piksel uklju¢en u izracunavanje srednje
vrednosti razmatrane okoline, kao i u formiranje binarnog koda. Ovo im-
plicira da se povecava duzina binarnog koda, sa N na N + 1, u odnosu na
klasican LBP. Istovremeno, povec¢ava se i broj potencijalno razli¢itih bina-
rnih kodova koji se mogu formirati za razmatranu okolinu, sa 2 na 2V+1

vrednosti.
LTP deskriptor

Jedna od generalizacija LBP deskriptora je ternarni deskriptor, Local
ternary pattern - LTP [117, 118]. U odnosu na LBP on je diskrimi-
nativniji i manje osetljiv na prisutnost Suma u slici, dok kodira razlike u
sivim nivoima piksela sa tri vrednosti (—1,0,1). Indikatorska funkcija za

LBP deskriptor iz jednacine (5.2.2) zamenjena je slede¢om funkcijom:

17 gp — 9Yc Z t
53(9p» ger t) = 0, —t<gy—ge<t (5.2.4)

—1, inace.
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Umesto upotrebe koda sa tri vrednosti (—1,0, 1), svaki ternarni kod razlaze
se na dva binarna, kodirajuéi posebno vrednosti (—1,1), Slika 5.6. Formi-
rani binarni kodovi, koji reprezentuju pozitivnu i negativnu komponentu
ternarnog koda, tretiraju se odvojeno i formiraju u dva zasebna LBP his-

tograma koji se na kraju izracunavanja nadovezivanjem spajaju u jedan

ternarni kod, LTP deskriptor.

1 1 [} ]
Ternami kod: o o
(-1){-1)001100
o o o
40 44 61
1 1 o Binarni kod:
=5 11000000
62 | 60 | 59 :I'> o o
57 | 88 | 95 o 1

‘\ooo

[ [

[ 1 1
Binami kod:
00001100

SLIKA 5.6: Tlustracija LTP deskriptora i primer razdvajanja ternarnog
koda na dva binarna koda.

LQP deskriptor

Kvinarni deskriptor, Local quinary pattern - LQP iz publikacije [82],
predlaze pet vrednosti za kodiraju¢u funkciju (—2,-1,0,1,2). Funkcija s

iz jednacine (5.2.2) ovde je zamenjena funkcijom:

(

2, 9p — Ge = 12

1, 1 < gp— ge < t2

55(9p, ge, L1, 2) = 0, —t1<gp—9c.<t (5.2.5)
o —t2<gp—9g.<—l

—2, inace.
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Istim razmatranjem kao u pomenutom slucaju ternarnog koda, kvinarni
kod razlaze se na ¢etiri binarna koda (Slika 5.7), koji se odvojeno tretiraju
i kolektuju u LBP histograme. Na kraju izra¢unavanja ¢etiri formirana LBP

koda nadovezivanjem se spajaju u jedan kvinarni kod, LQP deskriptor.

212 | 210 | 204 11110

=3, =10 Kvinamni kod:
220 | 205 | 196 |::> 2 1 | 122)E2) )00

190 | 180 | 200

-2 -2 -1
0 0 0O 1,1 |0 0o 0| 0 0 0 0O
1 o [} o 0 1 0 o
0| 0 O 0| 0| 0O 0| 0 1 1 1|0
Binamni kod: Binamni kod: Binamni kod: Binamni kod:
00100000 11000000 00000110 00011000

SLIKA 5.7: Tustracija LQP deskriptora i primer razdvajanja kvinarnog
koda na ¢etiri binarna koda.

Fuzzy LBP / Soft LBP deskriptor

Fuzzy LBP, [119], i soft LBP, [120], su nazavisno uvedeni ali razmatraju
okolinu na isti na¢in. Oba deskriptora podrazumevaju da jedna okolina
moze doprinositi u nekoliko binova histograma, sa ograni¢enjem da suma
doprinosa jedne okoline svim binovima bude 1. Definicija FLBP deskriptora

pociva na slede¢im funkcijama pripadanja:

07 g S _f
mi(g, f) = fTJ}g, —f<g<f (5.2.6)
1, otherwise

mO(gvf) =1 *ml(gvf)v
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gde parametar f odreduje regiju fazi prelaza (—f, f). Funkcije pripadanja
se koriste da izraze nivo pripadanja klasi '1’-ca i klasi '0’-la, respektivno.
Specijalni slu¢aj su vrednosti ¢ = f = 0, tada su funkcije pripadanja
m1(0,0) = 11my(0,0) = 0.

4 m(9,f)

1-/

F f g

SLIKA 5.8: Funkcija pripadanja, koriStena za izracunavanje FLBP
deskriptora i a-deskriptora.

Ako se razmatrana lokalna okolina sastoji od N suseda, rezultujuéi his-
togram sacinjen je od 2V binova, numerisanih 0,1,...,2% — 1. Doprinos
jedne okoline, za poziciju centralnog piksela (z.,y.), binu ¢ u histogramu

(H) svih moguéih binarnih kodova dat je slede¢om jednac¢inom:

FLBPN,R(QJC, Ye, Z)

Nt 5.2.7
= H [bp(1)ma (gp — ge ) + (1 = bp(2))mo(gp — e, f] ( )

p=0

gde by(i) € {0,1} oznacava p-ti bit binarnog koda i. Kako sve pozicije

piksela (sa svojim okolinama) mogu doprineti binu ¢ u histogramu, sledi:

Hprpp(i) = Y  FLBPyg(2e,ye,i), i =0,...,2% — 1. (5.2.8)

Ze,Ye

Motivacija za uvodenje ovog deskriptora je povetanje robustnosti na pris-
ustvo Suma u slikama. Medutim, velika mana je znacajno povec¢anje racu-

narske slozenosti.
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Shift LBP deskriptor

U definiciji klasicnog LBP deskriptora, za svaku poziciju centralnog piksela
(¢, y.) formira se jedan binarni kod. Formirani kod odgovara jednom binu
u histogramu svih moguéih kodova generisanih pri procesiranju jedne slike.
Kroz formiranje nekoliko pragova za razdvajanje binarnih klasa, shift LBP
deskriptor iz publikacije [121], pokuSava da obuhvati fazi okolinu piksela bez
ra¢unanja pripadnosti svakom od 2V binova. Za svaku poziciju centralnog
piksela (zc,y.) i jednu okolinu, formira se unapred fiksirani broj binarnih
kodova. Ovo se postize uvodenjem vise vrednosti pragova, tipa g. + k, za
sve k € [, UZ, pri ¢emu je g. siva vrednost centralnog piksela. Dakle,
za svaku vrednost k formira se po jedan binarni kod. Broj generisanih
binarnih kodova za jednu okolinu je 2/ 4+ 1 i svi oni doprinose finalnom
histogramu. Odgovaraju¢i SLBP kod za poziciju centralnog piksela (x., y.)

i jednu vrednost k je:

N—

SLBPN (e, ye k) = > 5(gp — ge — k)27, (5.2.9)
=0

—_

hS]

gde je k € [—1,l]NZ. Vrednosti u finalnom histogramu podeljene su sa
faktorom 27 4+ 1. Primetimo, u specijalnom slucaju ako je [ = 0 samo jedan

kod se formira i SLBP deskriptor svodi se na klasican LBP.
ELBP deskriptor

Dok klasi¢ni LBP deskriptor kodira samo odnos izmedu centralnog piksela
i njegove okoline, Extendel Local Binary Pattern (ELBP) [122] je
formiran tako da kodira karakteristicne prostorne odnose u lokalnoj regiji
i sadrzi viSe informacija. Ovaj deskriptor predstavlja kompoziciju tri LBP
motivisane strukture, ELBP-CI, ELBP-NI, ELBP-RD, koje su formirane
na osnovu prostornog polozaja i intenziteta centralnog piksela i njegovih
suseda, kao i na osnovu medusobnog odnosa susednih piksela koji se nalaze
na razli¢itoj udaljenosti u odnosu na posmatrani centralni piksel. Princip

formiranja ELBP deskriptora slican je ideji klasi¢cnog LBP-a. Intenzitet
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centralnog piksela poredi se sa srednjom vrednoséu piksela cele slike (n

ukupan broj piksela na posmatranoj slici):
n
i 1
ELBP — CI(x.) = s(z. — 8), gdeje B=—) . (5.2.10)
n c=0
Umesto upotrebe sive vrednosti centralnog piksela kao praga za formiranje

binarnog paterna, sto je slucaj kod klasicnog LBP-a, ELBP-NI u istu svrhu

koristi proseé¢nu vrednost sivih nivoa piksela iz razmatrane okoline:

N-1
ELBP — NIRJV(I'C) = S(xp,R,N - BR,N)2P7 (5211)
p=0
gde je
1 N-1
BrN = ~ pzo TpRN- (5.2.12)

Paralelno sa deskriptorima zasnovanim na intenzitetu centralnog piksela
(ELBP-CI) i njegovom odnosu sa N piksela iz okoline koji su kruzno ras-
poredeni na nekoj udaljenosti R (ELBP-NI), ELBP-RI izveden je iz razlika
piksela koji se nalaze na razli¢itoj udaljenosti od centralnog, ali u odgo-

varajuéem pravcu:

N—

ELBP — RDpp-1n(ze) = > 8(tprN — Tpr-1.5)2". (5.2.13)
p=0

[y

Konaé¢no, ELBP deskriptor dobija se nadovezivanjem njegovih pomenutih
modifikacija, nakon §to se prethodno za svaki od njih formira rotaciono
invarijantni kod. U publikaciji [122] su demonstrirane izuzetno dobre per-

formanse ovog metoda u klasifikaciji tekstura.
MRELBP deskriptor

Uprkos dobrim rezultatima klasifikacije, ELBP deskriptor je veoma osetljiv
na Sum i zamagljenje. Da bi se prevazi§li ovi nedostaci, uveden je Median
Robust Extended Local Binary Pattern (MRELBP) [123], koji je
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zasnovan na ELBP deskriptoru i ideji da se individualne vrednosti piksela
zamene nekom reprezentacijom posmatranog regiona ili okoline. U [123]
razmotreni su efekti zamene pojedinacnih vrednosti piksela u uzorkovanim
tackama jednostavnim odgovorima filtra dobijenim iz lokalnih maski koje
su centrirane u lokacijama uzorkovanja. ELBP deskriptor je modifikovan
u MRELBP, tako $to se pojedinac¢ni intenziteti piksela zamenjuju odzivom
filtra ¢(), odnosno konkretno medijana filtra. U istoj publikaciji razmatrano
je nekoliko razli¢itih modela filtra ali se medijana pokazao kao najbolji u

smislu redukovanja osetljivosti deskriptora na Sum.

Formalno, za centralni piksel z. i medijana filter ¢(), MRELBP deskriptor

je definisan kao kompozicija nadovezivanja sledecih struktura:

1. Reprezentacija centralnog piksela rezultat je primene filtra ¢() na
X¢w, Sto predstavlja deo lokalne okoline veli¢ine w x w centriran u .,

dok p,, oznacava srednju vrednost odziva filtra cele slike ¢(X,):

MRELBP — CI(z.) = s(¢(Xew) — o). (5.2.14)

2. Reprezentacija susedstva vrsi se histogramom:

N-1
MRELBP — NIgn(xc) = Y s(¢(XpwrN) = Ho,mN)27, (5.2.15)
p=0
gde je
1 N-1
HoN = 1 > H(XpwrN)- (5.2.16)

p=0
Xpw,r,N Predstavlja deo lokalne okoline veli¢ine w X w centriran u
pikselu x, iz kruzne okoline poluprecnika R, u kojoj se razmatra N

suseda.

3. Razlike izmedu susednih piksela koji se nalaze na istom pravcu, ali ra-

zli¢itim udaljenostima od posmatranog centralnog piksela x. kodiraju
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se slede¢om reprezentacijom (posmatraju se dva susedna polupre-

¢nika, na udaljenostima Ri R —1 od x.):

MRELBP — RDR R_1.Nwrw,_y (Tc)

N-1 (5.2.17)
= s Xpw, r.N) — S Xpuw, 1. R-1,8))2".
=0

3

U prethodnoj formuli X, ., rn i Xpw,  r—1,8 Oznacavaju lokalne
maske koje mogu biti razlic¢itih veli¢ina, a centrirane su u sused-
nim pikselima x, r v 1 Tp r—1,~8 koji se nalaze na istom pravcu, ali
na razli¢itoj udaljenosti u odnosu na centralni piksel, z.. Oznaka
{zp.R, N};V:_Ol predstavlja jednako rasporedenih N suseda na kruznici

poluprecnika R, takode u odnosu na posmatrani centralni piksel.

5.2.1.2 Uniformni i neuniformni deskriptori

U sirokoj literaturi o LBP deskriptorima i njihovim modifikacijama, neretko
se sre¢emo sa pojmovima ”uniformnih” i ”neuniformnih” kodova. Termin se
odnosi na izgled formiranog koda, koji proizilazi iz ograni¢enog broja crno-
belih i belo-crnih tranzicija. Binarni kodovi sa samo dve tranzicije izmedu
klasa ’0’-lai’1’-ca nazivaju se uniformni, npr. 00100000,10000000,00011110,
dok su svi paterni koji imaju viSe ovakvih promena neuniformni, npr.
10100010,00011001,01100110. Istrazivacka grupa sa Univerziteta Oulu (Fin-
ska) je otkrila da uniformni kodovi predstavljaju veliku veé¢inu 3 x 3 lokalnih
binarnih kodova u povrsinskim teksturama, [68]. U slucajevima gde uni-
formni kodovi preovladuju, uobic¢ajeno je iskljuciti neuniformne kodove iz
razmatranja, odnosno sve ih razmatrati kao jednu grupu i svrstati u jedan
bin u histogramu, [124]. Razmatrajuéi samo uniformne kodove ocigledno
je da broj binarnih kodova koje uklju¢ujemo u histogram znacajno opada,
§to direktno utice na smanjenje dimenzije vektora karakteristika. Medutim,
ovaj pristup ima neke znacajne nedostatke. Smanjenjem broja razmatranih

binarnih kodova, neke bitne karakteristike teksture bivaju zanemarene i
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javlja se dodatna osetljivost na sum, [125]. Takode, uoceno je da u onim
teksturama ¢ije ivice i oblici nisu glatki (regularni, uobic¢ajeni), dominantni

kodovi uglavnom nisu uniformni, [126, 127].

Uzimajuéi u obzir navedene ¢injenice, mi smo odlucili da u istrazivanje
uklju¢imo sve kodove koji se pojavljuju, smatraju¢i da tako dobijamo pot-

puniju i ta¢niju informaciju o teksturi koja se analizira.

5.2.1.3 Rotaciona invarijantnost deskriptora

Rotaciona invarijantnost je veoma bitna karakteristika svih deskriptora tek-
sture, jer je vecina slika formirana u razli¢itim orijentacijama i polozajima.
Rotacija slike moze biti posledica rotacije aparata pri formiranju fotografije
ili rotacije samog objekta koji se slika. Nazavisno od toga Sta je uzrok
nastanka rotirane slike koja se procesira, rotaciono invarijantni deskriptori
takve slike treba da razmatraju kao identi¢ne uzorke i da formiraju za njih

identiéne vektore karakteristika.

Rotaciona invarijantnost za veé¢inu LBP metoda postize se ciklickim pomer-
ajem binarnog koda na njegovu najmanju vrednost, po uzoru na LBP"
koji je uveden u publikaciji [69] . Osnovna ideja ovog metoda je da se svi
kodovi koji su ciklicki siftovi jedan drugog predstavljaju jednim binom u
histogramu. Naime, krece se od klasicnog LBP histograma koji nije rota-
ciono invarijantan i onda se binarni kodovi grupisu na osnovu toga da li se

mogu ciklickim pomerajem svesti na isti kod.

Na primer, ako je broj suseda koji razmatramo N = 8, nekoliko grupa
rotaciono invarijantnih kodova navedeno je u nastavku i njihove ilustracije
prikazane su na Slici 5.9. Prvi red ilustracija na slici odgovara grupi
{11100000, 01110000, 00111000, 00011100,00001110, 00000111, 10000011, 11
000001}, drugi red odgovara kodovima {00110011, 10011001, 11001100, 0110
0110}, dok tre¢a grupa ima samo dve reprezentacije {01010101, 10101010}.
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SLIKA 5.9: Primeri rotaciono invarijantnih kodova.

Primetimo da maksimalan broj kodova u grupi odgovara broju suseda koje
razmatramo, ali on moze biti i manji ukoliko se rotirane verzije koda pokla-
paju sa nerotiranim (sto je slu¢aj u drugom i tre¢em prikazanom primeru).
Rotaciono invarijantan deskriptor formiran ovom metodom je histogram
koji prikazuje prisustvo i ucéestalost pomenutih rotacionih grupa, pri ¢emu
su pojave kodova unutar rotacione grupe sumirane. Na ovaj nacin deskrip-
tor postaje kompaktniji i jednostavniji, jer pomenuti metod direktno utice

na redukciju dimenzije vektora karakteristika.

Drugi nacin za formiranje rotaciono invarijantnog deskriptora je upotrebom
Diskretne Furijeove transformacije (DFT). Ovaj pristup je za LBP deskrip-
tore koji razmatraju uniformne kodove prezentovan u radovima [128], [129],
dok je njegova ekstenzija koja ukljucuje i neuniformne kodove predstavl-
jena u publikaciji [130]. Diskretna Furijeova transformacija je u praksi ¢esto
koristen metod za postizanje rotacione invarijantnosti, sa ograni¢enjem da
moze biti primenjen na prostor gde rotacija teksture odgovara cirkularnom
pomeraju unutar vektora karakteristika (eng. circular shift property). Pro-
cedura koja koristi DFT, rezultuje globalnom rotacionom invarijantnoséu,
§to znaci da su dobijene karakterisike invarijantne na rotaciju celokupnog

ulaznog signala, dok pri tome zadrzavaju informacije o rasporedu i odnosu
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lokalnih binarnih kodova.

Razmotrimo kruzni binarni kod formiran za N = 8, njegovu rotiranu verziju
i verovatnoce pojavljivanja ovih kodova u histogramu. MozZemo primetiti da
ukoliko rotiramo teksturu za 45°, odgovarajuéi kodovi vrse kruzni pomak

za jednu poziciju, kao i njihovi binovi u histogramu (Slika 5.10).
00 0%e 0% 0% 0% 0% e°0 0C0
080000000 0000000000080 @
040 0g® 0,0 O,0 0,0 040 040 0,0

N-1

LBP,, o (x,.y.) =Y .5(g, —8.)2°
p=0

Celobrojne reprezentacije koje odgovaraju patemimasu: 7, 14, 28, 56, 112, 224, 193, 131

45°

7 14 28 56 112 224 193 131 14 28 56 112 224 193 131 7

SLIKA 5.10: Rotacija teksture izaziva kruzni pomeraj u okviru grupe
binova koji odgovaraju rotaciono ekvivalentnim kodovima.

Uopsteno, isto se deSava za proizvoljni veliku okolinu sa brojem suseda
N i ugao rotacije a. Dakle, ako za neki polozaj odreden uglom 6, ty =
(t1,ta,...,tN) predstavlja skup vrednosti koje se pojavljuju u histogramu i
odgovaraju kodovima koji se kruznim pomerajem svode na isti binarni kod,
nakon rotacije teksture za ugao a dobijamo kod u kome su cifre pomerene
za jedno mesto, tg1o = (tn,t1,...,tn—1). Rotaciono invarijantnu verziju
vektora ¢ mozemo dobiti primenom Furijeove transformacije, DFT(t) =
T = (To,Th,...,Tn-1). Moduli transformisanih koeficijenata |T;|, i €
{0,1,..., N — 1} su nezavisni od proizvoljnog kruznog pomeraja ulaznog
vektora t. Imajuéi u vidu da je Furijeov spektar simetrican, dobijamo

potpunu informaciju posmatrajuéi samo jedan njegov deo, odnosno prvih
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[N/2+ 1] elemenata (gde je [%] oznaka za ”ceo deo od argumenta”). U nas-
tavku su detaljno navedeni i opisani koraci za formiranje rotaciono invari-

jantnog deskriptora primenom Diskretne Furijeove transformacije, [130].

1. Formirati klasican LBP histogram,

H={Hy,... Hy}.

2. Ukloniti prvi i poslednji bin iz histograma,

H = {HQ, “ee ,H2N71}.

3. Pregrupisati histogram u grupe binova koji odgovaraju rotaciono in-
varijjantnim kodovima, H' = {z1,...,x,}. Dakle, u jednoj grupi
nalaze se svi binovi koji predstavljaju kodove koji se kruznim pomer-
ajem svode na isti kod. U specijalnom sluc¢aju kada posmatramo 8
suseda (N = 8), postoje k = 34 takve grupe (odnosno, k = 36 ako
racunamo i prvi i poslednji bin koji predstavljaju grupu za sebe).
Svaka grupa, x; = {H;1,...,Hin}, za i € {1,...,m}, formirana je
od osnovnog koda i svih njegovih rotiranih verzija. Preciznije, od
binova koji odgovaraju rotaciono ekvivalentnim kodovima. Da bi se
zadovoljilo svojstvo kruznog pomaka binovi se u svakoj grupi sorti-
raju po pravilu: H;; bin odgovara osnovnom kodu, H;2 bin odgovara
kodu koji se odbija od osnovnog rotacijom za ugao QW“, i tako redom.
Uopsteno, svaka grupa sastoji se od NN razli¢itih rotaciono ekvivalent-
nih kodova. Ali taj broj moze biti i manji od N, ukoliko se rotirane
verzije poklapaju sa nerotiranim, $to je ranije pomenuto i ilustrovano

na Slici 5.9.

4. Izracunati DFT X; za svaku grupu binova x;. Zbog simetri¢nog spek-

tra uzimamo samo moduo prvih [N/2 + 1] elemenata od X;.
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5. Izvrsiti normalizaciju X;,

N
> Hig
=1

(N/2)+1

> Xik

k=1

X; =c¢X;, gdeje ¢; =

6. Formirati rotaciono invarijantni deskriptor nadovezivanjem,

X = {X1.....%m}.

7. Vratiti prvi i poslednji bin na mesto.

5.2.2 aLBP deskriptori teksture

Podfamilija poznate klase LBP deskriptora, koju smo mi uveli, kombinuje
osnovnu ideju LBP modela sa bazi¢nim definicijama iz teorije fazi skupova.
Predlazemo generalni pristup za razmatranje okoline piksela kao fazi skupa i
formirajuéi odgovarajuée a-rezove dobijamo razlicite kodove koji opisuju tu
okolinu. Ovaj metod se moze kombinovati sa viSe nivoa kodiranja, binarnim

[78], ternarnim, kvinarnim, itd [131].

Delimi¢na pripadnost skupu, kao osnovna karakteristika fazi skupova, kroz
literaturu je na razli¢ite nac¢ine uklju¢ivana u analizu okoline piksela i formi-
ranje deskriptora (FLBP, soft LBP, shift LBP). Motivaciju za uvodenje
nove klase pronasli smo upravo u pomenutim primerima iz literature, kao i
u prednostima a-rezova pri definisanju i razmatranju osobina fazi skupova.
Posebno su nam bili interesantni deskriptori koji razmatraju vise pragova
za razdvajanje klasa '0’-la i '1’-ca, formirajuéi tako veéi broj kodova za
jednu okolinu. Takvi deskriptori koriste uglavnom unapred definisan broj
pragova, koji su jednako rasporedeni u nekom opsegu. Medutim, ovako
unapred definisan broj pragova indukovan je parametrom koji se eksperi-
mentalno odreduje i nije direktno povezan sa pikselima i okolinom koja se
razmatra. Smatramo da okolinu bolje opisuje deskriptor koji koristi nivoe

koji zavise od te iste okoline, odnosno koji se pojavljuju u njoj. Ovakvo
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razmatranje daje detaljniju informaciju o pikselima u posmatranoj okolini

i bolje opisuje prostorne relacije i odnos intenziteta izmedu istih.

Opisujemo okolinu piksela kao fazi skup tako sto formiramo preslikavanje
sivih vrednosti u interval [0, 1]. Ovo postizemo uvodenjem regije fazi prelaza
(—=f,f), gde parametar f zavisi od sadrzaja slike. Ovim parametrom
definisemo oblast oko vrednosti praga (eng. threshold value), koja rezul-
tira mekSom dihotomizacijom. Dakle, male varijacije oko vrednosti praga
ne uti¢u na razdvajanje klasa (’0’-la i '1’-ca), odnosno granica izmedu klasa

¢e biti glatkija.

Neka je g. siva vrednost centralnog piksela, i neka su g,, p € {0,1,...,

N — 1}, sive vrednosti N suseda koji su jednako rasporedeni na kruznici
polupre¢nika R. Za razmatranu okolinu, preslikavanje vrednosti piksela u
interval [0, 1] postize se izracunavanjem nove vrednosti a;, za svaki piksel

iz okoline (vidi Sliku 5.11), na sledeéi nacin:

ap=mi1(9p — ge, f), p€{0,1,...,N —1}, (5.2.18)

gde f predstavlja regiju fazi prelaza, a funkcije m; i mg, predstavljaju
funkcije pripadanja (definisane u 5.2.6), koje se koriste da izraze nivo pri-

padanja klasi '1’-ca i klasi '0’-la, respektivno.

Nakon $to smo odredili parametar f i primenili m; funkciju, izvrSeno je
preslikavanje celokupne okoline posmatranog piksela (z.) u interval [0, 1],
pa ona moze biti tretirana kao fazi skup. Dalje je taj fazi skup razlozen i
razmatran kroz pojam a-rezova. Za svako « € [0, 1], odgovarajuéi a-rez je
obican skup reprezentovan indikatorskom funkcijom. Bitno je naglasiti da
nije potrebno razmatrati sve o € [0, 1], ve¢ samo one slucajeve kod kojih
funkcije pripadanja odgovaraju vrednostima piksela iz posmatrane okoline,
odnosno interesuju nas vrednosti & = a,,. Ovo je posledica neizmenjenog
a-reza, odnosno formiranog binarnog koda za svako a € (Qx(i—1), aﬂ(i)], gde

je m permutacija sortiranja.

Procedura za formiranje a-histograma je sledeéa:
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Primena m, funkcije

@ @ pef{0,1,..,7}
@ @ @gpe{4.e,z,3,1.9,7,10}
@) 0 (3) %23

m, (g, - &, )

ap = my (gp—9erf)
ap € {0.4,0.6,0.2,0.3,0.1,0.9,0.7, 1}

£ of f BB
Sortirane @, vrednostisu: Olnti) Binam_i Odgw?ijée tefine
kodovi u histogramu
{0.1,02,03,04,06,07,09,1}. Gpy =0.2 | 11110111 | w, =0.2-0.1=01

Za svakuvrednost @, formira se Qp(zy = 0.3 11010111 w, =03-02=0.1

binamni kod kojem se dodeljuje Qp(z) = 0.4 11000111 w; =04-03=01
odgovarajuca tezina u histogramu.

Qpay = 0.6 | 01000111 | w, =0.6-0.4=02
‘ Uy =07 | 00000111 | wy =0.7-0.6=01
Upey =09 | 00000101 | w=09-07=02

tp7y =10 | 00000001 | w; =1.0-09=01

SLIKA 5.11: Procedura formiranja aLLBP kodova, ilustrovana na jed-
noj okolini. Kodovi su predstavljeni sa odgovaraju¢im doprinosima his-
togramu.

1. Izracunate vrednosti o, sortirane su u neopadaju¢i niz. Sortiranje
nije neophodno, ali se koristi za pracenje postepenih promena tokom
formiranja kodova i za ubrzavanje izraCunavanja. Po redu i-ta vred-
nost koja se razmatra u algoritmu je ay(;), gde je m permutacija sor-

tiranja.

2. Za porziciju centralnog piksela (z,y.), fiksirano i € {1,2,...,N — 1}

i svako oy, p € {0,1,...,N — 1} iz okoline, razlika o) — ar(;), moze
biti kodirana sa 2k + 1 nivoa (—k,...,—1,0,1,...,k), uz upotrebu
k vrednosti pragova (eng. threshold value) ti,...,tx. Za svako j =

1,...,k ity = 00, to mozemo predstaviti slede¢om formulom:

Js tj < ap —agru) < tjin
52k+1(ap7 aw(z’)atj) = 0, =t < ap — O () < t1 (5219)
=7, —lit1 < ap — Qg < —tj.

3. Citajuéi dobijene vrednosti u smeru suprotnom od kretanja kazaljke

na satu, formira se kod sa 2k + 1 razlicitih vrednosti.
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4. Dobijeni kod moze se rastaviti na 2k binarnih kodova:

bi(z) = { L oe=t (5.2.20)

0, inace
pri ¢emu [ € {—k,...,—1,0,1,... k}.

5. Svaki od dobijenih binarnih kodova se posebno analizira i kolektuje u
aLBP histogram (vidi Sliku 5.11).

(a) Celobrojna reprezentacija za svaki tretirani binarni kod, sa ko-
jom se isti kolektuje u histogram binarnih kodova, ra¢una se na

osnovu sledeée jednakosti:

P

ozLBPMR(xC, Ye, ’i, l) = bl(ap — Oz,r(i))2p. (5.2.21)

i
o

(b) Kako se za o € (Qr(i—1), Qr(s)], @-Tez i odgovarajuéi kod ne men-
jaju, sledi da se mera doprinosa histogramu svih kodova, za
@ = ag;) 1 formirani kod moze izraziti kao Sirina intervala u

kojem kod ostaje nepromenjen:

w; = aw(i) — aw(i—l)' (5.2.22)

Svaka okolina ucestvuje u histogramu sa nekoliko kodova, odnosno njima
odgovarajuéih binova sa razli¢itim doprinosima. Broj formiranih kodova
za jednu okolinu zavisi od broja posmatranih suseda. Za svako fiksirano
i€{l,2,...,N — 1}, jedan od suseda preuzima ulogu praga koji razdvaja
klase '1’-ca i ’0’-la i formira se jedan kod. Na kraju izracunavanja, nakon
formiranja rotaciono invarijantnog histograma za svaki od razmatranih bi-
narnih kanala, 2k formiranih karakteristika (histograma) nadovezivanjem

spajaju se u jedan histogram.

Motivisani idejom ILBP deskriptora, definisali smo sliécnu verziju naseg

modela, koja ukljucuje centralni piksel u kodiranje. Za svaku vrednost iz
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okoline preslikavanje u interval [0, 1] izvrSava se primenom sledece formule:

o, = m1(gp — gmean, ), P €1{0,1,...,N}, (5.2.23)

gde je gn siva vrednost centralnog piksela i gpeqn srednja vrednost svih
piksela okoline, uklju¢ujuéi i centralni piksel. U ovom slucaju funkcija

(5.2.21) zamenjena je slede¢om:

N

IaLBPN (e, Yer iy 1) = > bi(a), — ol ;)27 (5.2.24)

p=0

Predlozeni metod podrazumeva mogucénost adaptacije za razli¢ite vrste
kodiranja. Mi smo razmatrali i testirali binarnu, ternarnu i kvinarnu mod-
ifikaciju predstavljenog modela. Binarni slucaj podrazumeva da je razlika,
Qp — Qr(), kodirana sa 1 ili 0 u zavisnosti da li je odgovarajuca vrednost ay
veca ili manja od o (;), za fiksirano i € {1,2,..., N—1}isve susedne piksele
p€{0,1,...,N — 1}. Na ovakav nacin, za svako i formira se jedan binarni
kod. Svaka vrednost iz okoline jedna po jedna uzima ulogu praga (o (;)) i
binarni kod se formira poredeéi njenu vrednost sa ostalima iz okoline. Ovo
implicira da jedna okolina ucestvuje sa potencijalno N — 1 razli¢itih bina-
rnih kodova u formiranju histograma, odnosno sa najvise njih N ako je i
centralni piksel ukljucen u kodiranje. Ternarni i kvinarni kodovi dobijaju se
tako Sto se pored vrednosti iz okoline, razmatraju jos jedan ili dva dodatna
praga. U ternarnom slucaju, sive vrednosti u zoni +¢ oko razlike a;, — az ),
kodiraju se sa 0, one iznad njih sa +1 i ispod sa -1. Dakle, razlike iz pos-
matrane okoline kodirane su sa 3 vrednosti (—1,0,1), dobijene za k = 1
u formuli (5.2.19). Analognim razmatranjem, uz uklju¢ivanje jo§ jednog
praga ternarno kodiranje prelazi u kvinarno, sa 5 vrednosti (-2,-1,0,1,2),
dobijeno za k = 2 u formuli (5.2.19). Ternarni i kvinarni kodovi razlazu
se na dva, odnosno Cetiri binarna koda koji se odvojeno tretiraju i kolek-
tuju u aLLBP histograme (kao $to je objasnjeno u proceduri za formiranje
aL.BP-ova). Na kraju izra¢unavanja dobijeni histogrami nadovezivanjem

formiraju odgovaraju¢i aL.TP, odnosno aLQP histogram.
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5.3 Primena aLBP deskriptora u klasifikaciji
tekstura digitalnih slika

5.3.1 Skupovi podataka (Texture datasets)

Za evaluaciju predstavljenih deskriptora koristili smo tri javno dostupne
baze slika: KTH-TIPS2b, UIUC i Virus. Navedeni skupovi slika su iz-
abrani tako da predstavljaju izazov za deskriptore, §to znaci da su veoma
raznovrsni u broju klasa i uzoraka unutar klase, skaliranju, rotaciji, osvetl-
jenju, rezoluciji, ukljuc¢ujuéi i razli¢ite tipove i nivoe degradacije slika. Ove
baze smo izvojili, jer smo kroz pregled literature primetili da su vise puta

preporuéivane za upotrebu [110, 132, 133], zbog velikih varijacija unutar

klasa.

SLIKA 5.12: Primeri test slika — KTH-TIPS2b baza.

KTH-TIPS2b baza [134, 135] sadrzi 11 materijala i u svakom od njih
po 4 razliita uzorka RGB slika, prikazanih na Slici 5.12. Svi materijali su
uslikani u 3 razli¢ite poze, sa 4 tipa osvetljenja i 9 skaliranja, sto rezultuje
sa 108 slika po uzorku. Varijacije izmedu uzoraka unutar klasa nisu jed-
nake. U nekima se nalaze fabricki, ru¢no pravljeni ili pleteni materijali,
Sto ¢ini ovakve klase veoma heterogenim i to ne samo u uslovima formi-
ranja slika. Vecina slika u ovom skupu podataka je veli¢ine 200 x 200
piksela. Slike su u toku obrade konvertovane u sive, koriste¢i BT.601
(Y=0.299R+0.587G+0.114R).
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UIUC baza [136] sadrzi 25 klasa, od kojih se u svakoj nalazi po 40 slika
razli¢itih povrsina teksture. Ovaj skup podataka odlikuje izrazita het-

erogenost klasa, sa naglasenim razlikama u skaliranju, rotaciji, perspektivi

i nekontrolisanim uslovima osvetljenja. Sve slike su sive i veli¢ine 640 x 480
piksela, Slika 5.13.

SLIKA 5.13: Primeri test slika — UIUC baza.

Virus baza [137] sadrzi 15 klasa, gde se u svakoj nalazi po 100 slika virusa,
Slika 5.14. Jedna klasa reprezentuje jedan tip virusa. Slike su formirane
upotrebom TEM mikroskopa (eng. Transmission Electron Microscope) i
sve su velicine 41 x 41 piksela. Tipovi virusa se razlikuju po veli¢ini i
obliku, variraju od izoedarskih do visoko pleomorfnih, ali je pre¢nik virusa

relativno konstantan unutar jedne klase.

SLIKA 5.14: Primeri test slika — Virus baza.
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5.3.2 Metod klasifikacije

Efikasnost i diskriminativna moé¢ predstavljene klase a-deskriptora teks-
ture, prezentovana je njihovom primenom u klasifikaciji na razli¢itim skupo-
vima podataka. Kao metode klasifikacije koristili smo metod najblizeg

suseda 1-NN sa x? rastojanjem i SVM sa Gausovim jezgrom.

U raznovrsnom pregledu literature o analizi teksture i klasifikaciji zasno-
vanoj na teksturi, nekoliko razlizitih metrika je predlozeno i koristeno u
kombinaciji sa 1-NN klasifikatorom. Euklidska metrika je verovatno naj-
jednostavnija i intuitivno najprihvatljivija za upotrebu [121]. Dok se u pub-
likacijama koje je predstavila istrazivacka grupa Univerziteta Oulu koristi
Kulllback-ova mera [67-69], koja proizilazi iz minimalnog principa entropije
[138]. Ova mera smatra se veoma dobrom i moze se koristiti u kombinaciji
sa mnogim klasifikatorima, kao §to su k-NN, SOM i SVM. Medutim, dosta
je nestabilna sa malim vrednostima uzorka i to je osnovni razlog zasto je mi
nismo koristili u testiranjima. Za naSe podatke najprikladnijom se pokazala
hi-kvadrat mera rastojanja (x?):
2

X2(P, Qi) = ézm (5.3.1)

gde su P i Q diskretne vrednosti i x2(0,0) = 0. Pomenuta mera je uspesno

koristena za klasifikaciju tekstura i objekata u radovima [123, 139-143].

Na UIUC i Virus bazama, sprovodili smo stratifikovanu desetostruku vali-
daciju, po ugledu na referencu [121]. Ovo znaci da je svaka slika nasumiéno
rasporedena u jednu od deset grupa priblizno iste veli¢ine. U svakom po-
jedinacnom validiranju jedna grupa se koristi za test a preostalih devet
za trening. Na kraju se deset dobijenih rezultata kombinuju u jednu esti-
maciju. Da bismo dodatno smanjili varijacije u rezultatima, uzimali smo
prosek od pet Monte-Karlo ponavljanja, sa razli¢itim particijama. KTH-
TIPS2b baza je kroz literaturu koriStena na razli¢ite nacine, Sto u slucaju

ove baze znaCajno uti¢e na rezultate, [135]. Mi smo sprovodili trening
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fazu na tri uzorka, a testirali na preostalom Cetvrtom uzorku, kao $to je
predlozeno u [110]. Koristimo isti princip kao u [110], jer smo neke od
rezultata koji su prezentovani u pomenutoj publikaciji preuzeli i koristili u

poredenjima sa nasim modelom a-deskriptora teksture.

5.3.3 Eksperimentalni rezultati

Diskriminativna mo¢ a-deskriptora testirana je na tri baze i dobijeni rezul-
tati uporedeni su sa nekoliko drugih metoda iz oblasti klasifikacije tekstura.
Izvedena poredenja uklju¢uju neke od postojeé¢ih LBP metoda na kojima
je novoformirana klasa deskriptora bazirana (LBP, ILBP i LTP), skorasnju
verziju LBP deskriptora koja je pokazala zavidne rezultate u klasifikaciji
tekstura (MRELBP) i nekoliko metoda masinskog uc¢enja koje su bazi-
rane na neuronskim mrezama (ScatNet, AlexNet i FV-VGGVD). Uspesnost
klasifikacije zavisi od deskriptora, parametara i razmatranog skupa slika.
Dobri rezultati pri klasifikaciji ukazuju da deskriptor ima jaka diskrimina-
tivna svojstva i da moze prevazi¢i mnoge izazove klasifikacije, koji ukljuc¢uju
promene u rotaciji, skaliranju, osvetljenju, broju klasa i uzoraka unutar
klase, razlic¢ite tipove i nivoe degradacije slika. Testiranje je sprovedeno
sa dva rotaciona pristupa (shift i DFT) i dva metoda klasifikacije (1-NN
i SVM). Neki od dobijenih rezultata prikazani su u tabelama 5.1, 5.2 i
5.3. Poredenje takode ukljuc¢uje najbolje rezultate iz obimne komparativne
studije [110], koja obuhvata 40 metoda za analizu tekstura (od ¢ega su 32
LBP metode).

Svaki od LBP metoda zavisi od nekoliko parametara. Broj posmatranih
suseda iz lokalne okoline (N) i poluprecnik (R), su parametri zajednicki za
sve LBP deskriptore. Osim LBP i ILBP, svi ostali pomenuti LBP deskrip-
tori imaju dodatno jo$ jedan do tri parametra koje treba podesiti. Mi smo
razmatrali ove parametre kao funkciju sadrzaja slike, umesto fiksne vred-
nosti za ceo skup podataka, sto je uglavnom sretano u pregledu literature.

U publikaciji [78] sprovedeni su testovi radi utvrdivanja da li parametri
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treba da zavise od lokalne okoline ili od sadrzaja cele slike. Tada je za-
klju¢eno da je najprikladnije da parametri zavise od standardne devijacije
(s) celokupne slike za koju se histogram formira. U zavisnosti od deskrip-
tora i kvantizacije, razlikuje se duzina vektora karakteristika, odnosno his-
tograma koji se formira. Najvei uticaj na veli¢inu histograma ima broj
razmatranih suseda (N) i da li je centralni piksel uklju¢en u kodiranje ili
ne. Pored toga, povecanjem kvantizacije sa binarne na ternarnu i kvinarnu,
duzina vektora raste dva, odnosno Cetiri puta, respektivno. Ovo se smatra
prihvatljivim, ako uo¢imo da povecanje kvantizacije ima povoljan uticaj na

rezultate klasifikacije.

Prvi testovi izvrSeni su na Virus bazi, koja se pokazala kao veoma zahtevna
za klasifikaciju. Tabela 5.1 pokazuje da svi a-deskriptori imaju bolje perfor-
manse u verzijama koje ukljuc¢uju centralni piksel u kodiranje. Takode, svi
postizu bolje rezultate sa SVM klasifikatorom. Veé binarna verzija naseg
deskriptora, aLLBP, daje znac¢ajan napredak, sa 67.05% ispravno klasifiko-
vanih virusa. Iz tabele 5.1 moze se zakljuciti da povecanje nivoa kvan-
tizacije povoljno deluje na rezultate. Za kvinarno kodiranje, sa IaLQP
deskriptorom, dobijamo najbolji rezultat, koji odlikuje 75.65% uspesnosti
klasifikacije.

Primetimo da je u tabeli 5.1 prikazan samo jedan metod rotacione invar-
ijantnosti. Suprotno ocekivanom i iskustvima iz literature, u sprovedenim
testovima sa DF'T rotacionim pristupom dobili smo znacajno loSije rezul-
tate. Ovo mozemo objasniti specificnoscéu slika u posmatranom Virus skupu
podataka. Imajmo na umu da su teksture u ovom skupu ekstrahovane u ob-
liku disk regiona istog prec¢nika kao i virusi, ali ne uvek pravilno centriranim
(za vise detalja pogledajte publikacije [121, 144]). U nekim slucajevima,
ove slike sadrze dosta pozadine pored prikazanih virusa ili se ekstrahovane

teksture samo delimi¢no preklapaju sa pravim virusima.

Nisu svi skupovi slika jednako jednostavni/komplikovani za klasifikaciju. U
poredenju sa Virusima, klasifikacija slika na UIUC bazi se pokazala mnogo

jednostavnijom. Iz Tabele 5.2 moze se videti da gotovo sve metode postizu
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TABELA 5.1: Rezultati testiranja sprovedeni na Virus bazi.

Metod Rotacioni Klasifikator [Parametri Uspesnost
pristup (u %)

LBP shift 1-NN R=4, N=14 51.13

ILBP shift 1-NN R=4, N=11 53.97

LTP shift 1-NN R=4, N=10, t=0.5s 58.50

aLBP shift 1-NN R=4, N=14, {=1.7s 67.05

IaLBP  |shift 1-NN R=4, N=13, {=0.75s  |68.68

IaLBP  |shift SVM R=4, N=13, {=0.75s |74.88

aL TP shift 1-NN R=5, N=15, {=1.75s,/67.20
t=0.85s

IaLTP  |shift 1-NN R=4, N=14, {=0.7s,/69.09
t=0.9s

IaLTP  |shift SVM R=4, N=14, ({=0.7s,/75.11
t=0.9s

aLQP shift 1-NN R=5, N=15, f=1s, t; =|66.77
1s,t9 = 1.25s

IaLQP  |shift 1-NN R=5, N=15, f{=0.5s,/69.88
tl = 0.58,t2 =0.75s

IaLQP  |shift SVM R=5, N=15, {=0.5s,75.65
tl = 0.5S,t2 = 0.75s

* Implementacija rotacione invarijantnosti: shift - rotiranjem koda na
najmanju celobrojnu reprezentaciju.

vise od 90% ispravno klasifikovanih tekstura. Takode, mozemo primetiti
da a-deskriptori imaju veéu moé¢ diskriminacije od klasi¢nih metoda, na
kojima su zasnovani. Izuzetno je bitno naglasiti da IaLQP sa 97.26% is-
pravno klasifikovanih tekstura, nadmasuje MRELBP, koji je prikazan kao
najbolji LBP u komparativnoj studiji [110], koja obuhvata 32 razli¢ita LBP
deskriptora. Takode, uz mnogo manju ra¢unarsku slozenost predlozena
klasa a-deskriptora nadmasuje neke od metoda zasnovanih na principima

masinskog ucenja.

Skup podataka KTH-TIPS2b se kroz literaturu testira na razli¢ite nacine.
U zavisnosti od toga variraju i rezultati klasifikacije. Mi smo sledili pristup
predstavljen u radu [110], jer smo neke od njihovih rezultata koristili u

poredenjima. Tabela 5.3 pokazuje da je predloZzena metoda mnogo bolja
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TABELA 5.2: Rezultati testiranja sprovedeni na UIUC bazi.
Metod Rotacioni Klasifikator [Parametri Uspesnost
pristup (u %)
LBP shift 1-NN R=5, N=13 89.09
ILBP shift 1-NN R=5, N=13 95.04
LTP shift 1-NN R=5, N=13, t=0.5s 94.21
aLLBP shift 1-NN R=5, N=13, {=1.25s  |93.02
aLBP dft 1-NN R=5, N=13, f=1.25s |95.88
IaLLBP shift 1-NN R=5, N=13, f=0s 94.86
IaLBP dft 1-NN R=5, N=13, f=0s 96.78
al TP shift 1-NN R=5, N=15, =0s,/95.08
t=0.55s
IaLTP shift 1-NN =5, N=13, f{=0.5s,(95.62
t=0.4s
aLQP dft 1-NN R=5, N=13, f=0.75s,/96.88
tl = 0.853,t2 =1.25s
IaLQP dft 1-NN R=5, N=15, {=0.45s,97.26
tl == 0.558, t2 =0.7s
MRELBP |/ 1-NN / 94.73
MRELBP |/ SVM / 96.88
FV- / SVM / 99.80
VGGVD
FV- / SVM / 99.10
AlexNet
ScatNet |/ PCA / 96.15

*Poslednjih pet rezultata preuzeto je iz komparativne studije prikazane

u [110], gde parametri nisu naznaceni.
Implementacija rotacione invarijantnosti: shift - rotiranjem koda na na-
jmanju celobrojnu reprezentaciju, dft - primenom Diskretne Furijeove
transformacije.

nego svi klasi¢ni pristupi, ¢ak i u najjednostavnijem binarnom obliku. Do-

datno, pristup rotacione invarijantnosti koji koristi DFT transformaciju

ovde daje znacajno bolje rezultate. Iz Tabele 5.3 mozemo videti da 78.16%

uspesne klasifikacije postignute sa IaLTP, i 79.23% koji poticu od IaLQP

deskriptora, pobeduju gotovo sve metode, osim FV-VGGVD. Napomenimo

jos da predstavljeni metod ima neuporedivo manju ra¢unarsku slozenost
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nego metode zasnovane na masinskom ucenju, a da im postignutim razul-

tatima klasifikacije moze parirati.

TABELA 5.3: Rezultati testiranja sprovedeni na KTH-TIPS2b bazi.

Metod Rotacioni  |Klasifikator |Parametri Uspesnost
pristup (u %)

LBP shift 1-NN R=2, N=14 59.53

ILBP shift 1-NN R=1, N=8 61.16

LTP shift 1-NN R=2, N=10, t=0.2s 63.49

aLLBP dft 1-NN R=2, N=14, f=0.6s 65.45

alLLBP dft SVM R=4.5, N=14, f=1s 74.43

IaLBP dft 1-NN R=2, N=14, f=1s 67.38

al TP dft SVM R=1.5, N=9, f{=1.6s,75.46
t=1.4s

IaLTP dft SVM R=1.8, N=14, {=2s,78.16
t=1.85s

aLLQP dft SVM R=2, N=14, f=1s, t; =|75.88
0.75s,t9 = 1.25s

IaLQP  |dft 1-NN R=2, N=14, {=0.4s,/68.43
tl = 0.48,t2 = 0.6s

IaLQP  |dft SVM R=1.8, N=14, {=3s,/79.23
t1 = 2.75s,t9 = 3.15s

MRELBP |/ NNC / 68.98

MRELBP |/ SVM / 77.91

FV- / SVM / 88.20

VGGVD

FV- / SVM / 77.90

AlexNet

ScatNet |/ PCA / 68.92

*Poslednjih pet rezultata preuzeto je iz komparativne studije prikazane

u [110], gde parametri nisu naznaceni.
Implementacija rotacione invarijantnosti: shift - rotiranjem koda na na-
jmanju celobrojnu reprezentaciju, dft - primenom Diskretne Furijeove
transformacije.

Pored veoma dobrih rezultata klasifikacije, treba napomenuti da je slabost

metoda osetljivost na promenu parametara. Rezultati ukazuju da je iz-

bor parametra uslovljen skupom podataka koji se klasifikuje. Bazirano na
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istrazivanjima sprovedenim u publikaciji [78], gde je uradeno iscrpno pre-
trazivanje optimalnih parametara, primetili smo da postoji vise lokalnih
maksimuma i da rezultati izrazito variraju oko optimalnih vrednosti. Ova
zavisnost ilustrovana je na slici 5.15, gde je pojedina¢no za svaki param-
etar (R, N, f) prikazano kako utic¢e na rezultate klasifikacije. Parametri su
uslovljeni izborom skupa podataka, ali mozemo primetiti da je veli¢ina raz-
matranog susedstva povezana sa skaliranjem dominantnih karakteristika,
dok manje eksplicitna veza izmedu kontrasta i prisutnog Suma na slikama
utice na parametar f. Grafik implicira da kontrast parametar utice najvise
na performanse postignute na Virus skupu podataka, $to je povezano sa
kvalitetom slika. Naime, zbog specificnosti dobijanja TEM mikroskopom,
slike iz Virus skupa su degradirane prisustvom Suma i zamagljenja. Ovim
isticemo bitnu karakteristiku predstavljenog metoda, koji pokazuje diskrim-
inativnu mo¢ na slikama nizeg kvaliteta, $to je od izuzetne vaznosti za razne
primene. Zbog mnogo prikazanih novih deskriptora i razli¢itih parametara,
prostor za iscrpno pretrazivanje parametara postaje prevelik i u ovom te-

stiranju parametri su ru¢no podeseni nakon nekoliko inicijalnih pokusaja.
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SLIKA 5.15: Osetljivost klasifikacije na promenu parametara, prikazano
za svaki skup podataka i aLLBP deskriptor.



Poglavlje 6

Zakljucak

6.1 Zakljucak sprovedenog istrazivanja

Digitalna slika je veoma popularna i zastupljena oblast u raznim aspek-
tima svakodnevnog zivota. Istrazivanje sprovedeno u okviru ove doktorske
disertacije imalo je za cilj razvijanje novih metoda i prezentovanje njihove
prakticne upotrebe kroz sprovedene eksperimente u razli¢itim zadacima
u okviru analize i obrade digitalnih slika. Ova teza sadrzi dve vece celine,
odnosno dva pravca istrazivanja kojima se kandidat bavio u toku doktorskih

studija.

Jedan segment istrazivanja obuhvata teoriju fazi skupova, svojstva nekih
tipova rastojanja, t-normi, t-konormi i operatora agregacije, kao i konstruk-
ciju i primenu novih funkcija rastojanja u segmentaciji digitalnih slika.
U okviru pomenute teme poglavlje 3 posveéeno je teorijskim osnovama
navedenih pojmova, uvedene su dve nove klase operatora agregacije [59] i
prosireni su teorijski koncepti t-normi i t-konormi [49], a zatim je prikazana
i njihova praktiéna primena. U poglavlju 4 demonstrirana je konstruk-

cija novih funkcija rastojanja i metrika primenom operatora agregacije na

143
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neke inicijalne funkcije rastojanja. Osobine novoformirane funkcije rasto-
janja zavise u velikoj meri i od karakteristika polaznih funkcija rastojanja
i od svojstva primenjenog operatora agregacije. U skladu sa tim mogu
se modelirati nova rastojanja i metrike sa razli¢itim osobinama. Ovako
konstruisane funkcije rastojanja pokazale su izuzetno dobre rezultate u
zadacima segmentacije digitalnih slika, tako da pored teorijskih dobrinosa
publikacije [49, 59, 60, 63, 65] demonstriraju i prakti¢ni doprinos sprove-

denih istrazivanja.

Drugi segment istrazivanja posveéen je analizi teksture digitalnih slika.
Tekstura predstavlja znacajnu karakteristiku sadrzaja slike i kao takva
neizostavan je deo analize slike i racunarske grafike. Informacije koje mo-
zemo dobiti analizom teksture digitalnih slika uspesno se koriste za procese
klasifikacije u mnogim primenjenim disciplinama, obuhvatajuéi razlicite
vrste podataka - od mikroskopskih do multispektralnih slika. Posebna
paznja u okviru ove teze razmatrajué¢i pojam analize teksture, posveéena
je deskriptorima teskture, tacnije klasi LBP deskriptora. U poglavlju 5
dat je pregled najbitnijih karakteristika LBP klase i njenih zna¢ajnih pred-
stavnika, kao i kratak istorijski pregled razvoja deskriptora koji se zas-
nivaju na teksturi. Naglaseno je da ”dobar” deskriptor karakterisu vi-
soka efikasnost, snazna diskrimintivna svojstva, u smislu moguénosti ra-
zlikovanja klasa objekata, jednostavnost implementacije i izvrSavanje u
realnom vremenu. Svi navedeni uslovi vodeni su formiranjem §to prih-
vatljivijih karakteristika deskriptora, radi efikasnije implementacije u real-
nim problemima i praksi. Motivisani primenom deskriptora u klasifikaciji,
formirali smo novu familiju a-deskriptora teksture, koja je bazirana na os-
novnim principima LBP metoda i dodatno prozeta pojmovima iz teorije fazi
skupova. Odlike ovako formirane klase deskriptora, varijacije njenih bina-
rnih, ternarnih i kvinarnih predstavnika, njihova uspesnost u klasifikaciji
i prednosti i eventualne mane predlozenog metoda detalno su izlozeni u
publikacijama [78, 131] i kroz poglavlje 5 ove teze. Uvedena klasa deskrip-
tora pokazala je izuzetne rezultate u klasifikaciji na razli¢itim bazama slika.

Dobijeni rezultati poredeni su sa aktuelnim predstavnicima iz klase LBP
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deskriptora i nekoliko drugih metoda koje u analizu uklju¢uju modele zas-
novane na masinskom u¢enju. Znacajno je pomenuti da se predlozena klasa
deskriptora uspesno bori sa procesima klasifikacije, dostizuéi uglavnom per-
formanse metoda koje su podrzane masinskim uc¢enjem, a pri tome je od-

likuju mnogo jednostavnije rac¢unarske performanse.

6.2 Bududi rad

Na osnovu istrazivanja koje je sprovedeno u toku doktorskih studija kan-
didata i predstavljeno u ovoj tezi, nekoliko ideja za buduéi rad isticemo u

nastavku.

Dobri eksperimentalni rezultati navedeni u poglavlju 4 ove teze, potvrdu-
ju teorijske pretpostavke da se ciljanim odabirom operatora agregacije i
polaznih funkcija rastojanja mogu matematicki modelirati nove funkcije
rastojanja koje pored primene u segmentaciji mogu imati i niz drugih pri-
mena u praksi. Naime, osim upotrebe FCM algoritma za segmentaciju
digitalnih slika, moguce je ovako konstruisane funkcije rastojanja primeniti
koriste¢i druge algoritme klasterovanja podataka. Takode, smatramo da
se pomenute funkcije i metod njihove konstrukcije, koji je prezentovan u
tezi, mogu uspesno koristiti i u drugim zadacima iz oblasti obrade digital-
nih slika, kao §to su klasifikacija, uklanjanje Suma i zamagljenja na slici,
registracija i razne oblasti koje obuhvataju primenu teorije prepoznavanja
oblika.

Polja primene karakteristika teksture su veoma Siroka i raznovrsna. U
okviru teze bavili smo se razvojem nove klase deskriptora i testirali smo
njenu uspesnost u procesima Kklasifikacije. Smatramo da se predlozeni
metod moze dodatno prosiriti u 3D analizi slike, koja bi obuhvatala procese
klasifikacije objekata ili analize pokreta i izraza lica. Takode, u eri ekspanz-
ije metoda zasnovanih na masinskom ucenju, verujemo da bi eventualne

modifikacije naseg modela i njegovo uklju¢ivanje u odgovarajuéi pristup
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masinskog ucenja mogao da rezultuje dobrim performansama, tako da ovo
predstavlja jednu od vodecih interesnih sfera bududéeg istrazivanja. Do-
datno, izuzimajuéi klasifikaciju kao primarnu upotrebu, deskriptori teskure
mogu biti uspesno koristeni u drugim procesima analize digitalnih slika. Pre
svega navodimo segmentaciju teksture kao znacajnu i Siroko rasprostran-
jenu u razli¢itim primenama. Smatramo da klasa a-deskriotora, sa svojim
izrazenim diskriminativnim svojstvima ima veliki potencijal u zadacima
segmentacije, gde bi od izuzetnog znacaja bila dijagnostika i primena u
medicini koja podrazumeva analizu od mikroskopskih do MRI slika. Pored
navedenog, kao potencijalne primene isti¢emo sintezu teksture, kao i dobi-

janje oblika iz tekstura.
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