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PROROK
"Pun duhovne ja lutah Zedi
pustinjom Sto je mracna bila,
i Serafini se sa Sest krila
ukaza meni na razmedi
A.S.Puskin

PREDGOVOR

Kada matematiCar reSava geometrijske probleme, vrlo lako moze
cla ih svede na algebarske, topoloske ili numeriCke. Zato i izgleda
cudno to, da iz kruga geometrijskih problema u teoriju grafova, kao da
nema izlazne taCke. Ni geometrija ni teorija grafova nemaju svesilni,
svereSavajuci metod za probleme koji se u njima pojavljuju. Tako se
namece zaklju€ak da su te dve oblasti uglavnom nezavisne, osim $to graf
ima svoj geometrijski model. Na toj Cinjenici se uglavnom i zavrSava
znanje geometrijskog ili grafovskog teoreticara.

Medutim, mi nikako ne smemo zaboraviti poruke velikog ruskog
svetitelja i tajnovidca Serafima Sarovskog (upokojenog 2. januara 1883.
godine) u razgovoru sa ucenim arhimandritom Makarijem, rektorom
semmarije kada je objaSnjavao da u prirodi uvek postoji bolje od bol-

jega.

”Ima bolje od boljega, radosti moja”, govorio je on. Ovu svoju
tezu on je stavio na dugacCku liniju sveCoveCanske drame od pocetka do
kraja.

”Ima bolje od boljega, radosti moja", govorio je on. ”Ovo je istina i
pod vodom i na zemlji i na nebesima. Pod vodom alge su dobre, ribe su
bolje, biser je najbolji. Na zemlji rastinje je dobro, Zivotinje su bolje,
covek je najbolji. Na nebu stoji ¢in nad ¢inom, lik nad likom, kolo nad
kolima, sve bolje od boljega. Taj poredak vaZzi i za svu istoriju i nauku
roda ljudskog”.



Sada mozemo verovati da postoji izlazna tacka iz kruga geometri-
jskih problema u krug grafovskih i obrnuto. Njihova sveprozimajuca
veza, ostaje za nas velika tajna.

Ovaj skroman rad samo je mali pokusSaj da ukazemo na postojanje
duboke veze geometrije i teorije grafova.

Veoma, sam zahvalan prof. dr Dragoslavu Hercegu rukovodiocu
Instituta za matematiku Prirodno-matematickog fakulteta u Novom
Sadu, koji me je ohrabrio da radim na ovoj temi i koji se vrlo rado
prihvatio i pored svojih velikih obaveza da bude predsednik Komisije.
Zahvaljujem prof. dr Nenadu Petrovicu,redovnom profesoru UcCiteljskog
fakulteta u Somboru koji me je podrzao u radu. Veoma sam zahvalan
pokojnom dr Draganu Acketi na nizu divnih sugestija koje mi je dao i
ljudskoj toplini koju je ostavio za sobom.

Posebno se zahvaljujem dr SiniSi Crvenkovi¢u na nizu korisnih saveta,
literaturi i podrSci koju mi je nesebi¢no dao.

Iznad svih hvala mom mentoru prof. dr Ratku ToSi¢u bez Cije velike
pomoci u stru¢nom delu i njegovog divnog dugogodiSnjeg prijateljstva
ovaj rad ne bi bio napisan.

Ocu Dositeju Arhimandritu igumanu manastira Grgeteg dugujem
najvecu zahvalnost za duhovne odrednice ovoga rada.

Irig, ... 2002. god.
M9, go Autor



UuvobD

Sadrzaj rada je podeljen u nekoliko poglavlja.

Napominjemo najpre da ¢emo se u ovom radu, baviti iskljucivo
konacnim grafovima. Pored lema i teorema koje se pojavljuju u tekstu,
dato je i nekoliko ilustrativnih zadataka. Njihov kraj ¢emo oznaciti
simbolom A, a kraj dokaza teoreme sa 1.

Geometrijaje najstarija, dok su grafovi jedna od najmladih matema-
tiCkih disciplina. Bez obzira na to, te clve matematiCke oblasti imaju
veoma mnogo dodirnih taCaka.

Graf kao struktura je veoma amorfna matematicka struktura, i
najéesce se definise kao uredjen par {V, E) dva skupa objekata. Ele-
menti jednog skupa su ¢vorovi, a elementi drugog skupa su grane grafa.
lako se najceSée predstavlja graficki, tj. crtezom (odakle iime), apstrak-
tna svojstva grafa ni u kom slucaju ne zavise od njegovog geometrijskog
modela u ravni. Bez obzira na to, Cesto je moguce, koristeCi specijalan
nacCin geometrijskog predstavljanja grafa, ispitivati neke njegove osobine
Cisto geometrijskim metodama.

S druge strane, niz geometrijskih problema u ravni i prostoru, mogu-
¢e je reSavati koriste¢i metode teorije grafova. Po pravilu, takva resenja,
kad su moguca, elegantnija su i kraéa od klasi¢nih geometrijskih pos-
tupaka.

Cilj ovog rada je da istraZi navedene metode i ukaZze na mogucnosti
njihove primene. Posebna paznja obratiCe se na reSavanje nestandard-
nih zadataka takmicarskog karaktera.

Iz grafovskog ugla, naglasak ¢e bitu na problemima koji se odnose
na planarnost, stabla, bojenje, Ojlerove i Hamiltonove grafove, bojenje
grana grafa, faktorizaciju i teoriju Ramzeja. Sto se tiCe geometrijske
komponente, posebno ¢e se istai uloga geometrijskih transformacija,
mnogouglova (posebno pravilnih) i bojenja, tj. razbijanja ravni. U vezi
s tim. naci ¢e svoje mesto i takve nestandardne metode, kao Sto su
Dirihleov princip i metod invarijanti. Svi ti problemi bice tretirani i sa
gledista njihove metodiCke transformacije.



U prvom poglavlju date su osnovne definicije i tvrdenja koja se
koriste u radu.

Drugo poglavlje ima za cilj da poveéa aksioloSke lestvice matem-
atike makar za jedan stepenik. Tu su nasli svoje mesto Stajnerov
zadatak na grafovima, teorema Erdos-Sekeresa bojenje mnogouglova,
jedan zadatak o rasporedu taCaka, ijedno verujem originalno reSenje
geometrijskog zadatka. Nije zaobiden problem ”Kako Cuvati muzej”,
”0 vetrenjaCama i politiCarima”, kao i stavovi tipa Silvestera.

Dok se u drugom poglavlju grafovski dokazuju geometrijska tvrdenja
u treéem poglavlju se €ini obratno. Geometrijski se dokazuju grafovska
tvrdenja. Jasno je sada da Teorija grafova i Geometrija Cine Zivi dvos-
merni savez. U ovom delu rada naglasak je na primeni Pikove teoreme.

Cetvrto poglavlje ¢ine metodicke transformacije u kome su prethodni
problemi obradeni metodicki.

Ponudeno je, verujem dosta matematickih uopstenja, otvorenih prob-
lema i metodickih novina.

Svakako bi taj deo bio nepotpun da u njemu nisu nasli svoje mesto
LakatoSeva teorija dokazivanja i opovrgavanja i ESerova demonstracija
virtuelne stvarnosti i Neeuklidskih geometrija.

| kao Sto su biseri razbacani pod morem, i kao Sto se svetitelji po-
javljuju u raznim vremenima i kod raznih naroda, tako su i biseri dokaza
matematiCkih teorema veoma retki. Sticajem okolnosti neki od njih
nasli su se u knjizi [I], odakle su preuzeti u ovom radu.

Peto poglavlje sadrzi neka misljenja G.H.Hardija i joS nekih savre-
rnenih matematicara filozofa i drugih o matematici. U njemu je sadrZzana
i preporuka UNESCO od 1992. godine.

Hardijevo misljenje daje lepota prvi test i reCi |.P.Pavlova poznatog
ruskog fiziologa kojima se zavrSava ovaj rad, daje mi verovatno za pravo
da verujem da je ovom tezom postignut i drugi cilj.

Da shvatimo da su radovi tipa "Teorema-dokaz” samo jedna slika
naSe matematiCke snage. Da je zaista krajnje vreme da bez stida



izvr§imo naSe matematicko preumljenje. Ako to ne ucinimo verujem
da naSa dela, ma koliko se trudili neCe preziveti vreme. Setimo se samo
knjige naSeg verovatno najveceg intelekta danaSnjice. Vladete Jerotic¢a
”Samo dela ljubavi ostaju”.

Vrednosnu matricu disertacije dace vreme.
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On prstom lakim kao san
Zenica mojih kosnu dan
Vidovitost mi prenu Zene
Ko u orli¢e preplaSene
Moga se uha kosnu on

| ispuni ga Sum i zvon

G Iava 1 A.S.Puskin

1. Osnovni pojmovi, definicije | teoreme

Definicija 1.1 Neka je X neprazan skup i p binarna relacija na X.
Ureden par G = (X, p) se naziva graf. Elementi skupa X su Cvorovi
grafa, a elementi skupa p grane grafa. Svaka grana odredena je parom
¢vorova. Cvorove oznatavamo simbolima vi,v2,... a grane ei,e2,...
Grama koja polnje i zavrSava se u istom cvoru naziva se petlja. Graf
se oznaCava i sa G = (V,E) gde je V skup Cvorova a E skup grana
grafa.

Definicija 1.2 Grafje prost ako nema petlji ni paralelnih grana. Graf
G je reda n ako skup njegovih ¢vorova ima n elemenata.

Definicija 1.3 Stepen ¢vora d(vx) je broj grana incidentnih ¢voru
Vi-

Definicija 1.4 Graf G — (V, E) se naziva bipartitnim ako se skup
njegovih €vorova V moZe razbiti na takva dva podskupa W\ i V2 da svaka
grana ima jedan krajnji ¢vor u podskupu W a drugi u V2.

Definicija 1.5 Neka su G\ = (V}, E{] 1 G2= {V2,E2) dva grafa a V(
podskup od JA koji pripada granama £j, a Vj podskup odV2 koji pripada
granama E2. Graf G, = (VJ/OV®, E\®E?2) naziva se prstenska suma
grafova G\ 1 G2. Prstenska suma se oznaCava sa Gi © G2 i to je graf
G3 indukovan na skupu grana Ri © E2. Drugim recima graf G3 nema

1"



12 glava 1

izolovanih Cvorova i sastoji se samo iz grana koje se nalaze ili u G\ ili
u Q2. ali ne u oba grafa istovremeno.

Definicija 1.6 Za dva razli€ita ¢vora neorijentisanog grafa kazemo da
su susedna ako su spojena granom.

Definicija 1.7 Grafje regularan ako iz svakog njegovog Cvora izlazi
isti broj grana.

Definicija 1.8 Regularni grafovi sa n €vorova stepena n —1 nazivaju
se potpuni grafovi. Potpun graf sa n ¢vorova oznaCavamo sa Kn.

Definicija 1.9 Konacan povezan regularan graf stepena dva zove se
kontura - Cn.

Definicija 1.10 Stablo je povezan grafsan(> 1) ¢vorovaim =n—1
grana.

Definicija 1.11 Pravolinijskim grafom se naziva ravan graf kod
koga je svaka grana odseCak prave linije.

Definicija 1.12 Ako je svaka oblast ravnog grafa ogranicena ciklusom,
od tri grane, onda se takav graf naziva ravna triangulacija.

Definicija 1.13 S je najvece pokrivajuce stablo grafa G.

Teorema 1.1 ([58]) Za povezan orijentisan graf G sledeca tvrdenja su
ekvivalentna:

1) G - orijentisan Ojlerov graf;
2) za proizvoljan ¢vor v grafa G vazi jednakost d~(v) = d+(v).

3) G - je unija nekoliko gransko disjunktmh kontura.
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| Fari je dokazao sledeCu teoremu.

Teorema 1.2 ([9]) Svaki prost ravan grafje izomorfan pravolinijskom
grafu.

Teorema 1.3 ([9]) Svaki konaCan prost graf (graf bez petlji %paralelnih
grana) se moze predstaviti u trodimenzionalnom prostoru, pravolimjski.

Dokaza¢emo Teoremu 1.2 pomocu niza od pet lema.

Lema 1.1 Ako je graf G izomorfan pravolinijskom grafu, tada je svaki
njegov podgraf takode izomorfan pravolinijskom grafu.

Dokaz. Ako je G izomorfan pravolinijskom grafu G, a podgraf
iz G se dobija udaljavanjem temena i grana, koji ne pripadaju tom
podgrafu, to odgovarajuca operacija u G daje pravolinijski podgraf, koji
je izomorfan posmatranom podgrafu u G. (Ovde G nije komplement
grafa G). O

Lema 1.2 Svaki prost ravan graf G je podgraf ravne triangulacije sa
tim istim, skupom, ¢vorova.

Dokaz. Pretpostavimo da G ima makar Cetiri ¢vora. KonstruiSimo
ravnu trijangulaciju G' koja sadrzi G u ulozi podgrafa. Ako je R - oblast
od G, a W i W dva Cvora iz R, koji nisu povezani granom, spojimo U
i v2 granom koja potpuno lezi u R. Bobijamo nov graf, koji opet mora
biti prost. Produzimo taj proces spajanjem nepovezanih parova ¢vorova
granama dok svaki par Cvorova ne bude spojen granom. Posle zavrSetka
procesa dobijamo prost graf G' sa tim istim brojem Cvorova.

Ocigledo je G' povezan, jer u protivhom slucaju postoji oblast R,
susedna sa dve komponente iz G, za koju se moze izabrati Vi unutar
Jedne od komponenti a v2 unutar druge i povezati ih granom u R. §to
je suprotno sa konstrukcijom G'.
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Pokazimo, da je G' - ravna triangulacija. Prethodno primetimo da
ako je neka trijangulacija ogranicena samo jednom granom, graf se sas-
toji iz te grane i dva njegova Cvora. Oblast ne moze biti ograniCena sa
dve grane, jer bi tada graf sadrZzao samo tri ¢vora. Oba slu€aja pro-
tivureCe pretpostavci o Cetiri ¢vora. Zbog toga se granica svake oblasti
B' sastoji u krajnjem slucaju iz tri grane eL,e2,e$. Ako one ne obrazuju
ciklus, to postoji makar Cetiri ¢vora W,v2,V3,v4 na granici B. Sada G'
sadrzi grane koje povezuju te Cvorove, tj. VAV2, VI3, tiUi, \2V3, v2v4 (kao
na narednoj slici) koje clele ravan na

Slika 1.

Cetiri oblasti, a granica svake od njih sadrzi samo tri Cvora. Ali to je
dalje razbijanje B 1, koja i sama jeste oblast G'. Dobili smo kontradikciju.
Dakle, e1; e2,e3formiraju ciklus isvaka oblast G' je ograniCena ciklusom
od tri grane. O

Lema 1.3 Neka je prost graf G ravna triangulacija i ima najmanje
Cetiri Cvora. Ako su vv\, vv2, .... vkk - grane koje izlaze izv i rasporedene
u cikliénom, poredku (tj. u smeru kretanja kazaljke na satu), grane
Cv — (t''62,\V2\3, WKU) pripadaju G 1formiraju ciklus koji odvaja v
od drugih temena iz G.

Dokaz. Dovoljno je dokazati lemu pod pretpostavkom da v ne lezi
na granici beskonacne oblasti, koja sadrzi potrebnu tacku u beskonacno-
sti, jer pomocu sferne projekcije moze se postici to da v leZi na granici
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unutrasSnje oblasti. Kako je graf ravna triangulacija, to v mora lezati
unutar nekih ciklusa dakle, postoji unutrasnji ciklus C\ sa temenima
V],V ],V m, koji ukljuCuje v. Svaki niz parova cvorova V[,V'l+v lezi na
granici trougaone oblasti koja dakle, sadrzi tre¢i ¢vor. Mi zakljuCujemo
daje v' = v, uprotivnom slu€aju ciklus (v[v!2, vfvA,.... uf, v'ivvi+l, ... Vmv[
sadrZi unutar sebe v i leZzi unutar Cv, §to protivureCi gornje reCenom.
Dakle, trougaone oblasti, susedne sa CV, ukljuCuje zajednicki Cvor v, a
kako je G prost graf, to Cv mora da se poklapa sa Cv i lema je dokazana.
O

Ako se Cvor v u Lemi 3. (pretpostavlja se da on lezi na unutrasnjoj
oblasti R) i povezane sa njim grane uklone obrazuje se prazna oblast
unutar Cv, i ako zatiru v\ spojimo sa vz,...,Vk-i granama od kojih se
nikoje clve ne seku i leZze unutar Cv. dobijen graf G ne mora biti prost.
U tom slucaju vazi sledeCe tvrdenje.

Lema 1.4 Ako graf G nije prost, tada G sadrzi ciklus od tri grane koji
razdvaja dva cvora.

Dokaz. G moze biti prost samo u tom slucaju ako je tg spojen sa
nekim ¢vorom vt (3 < i < k—1) novom granom i granom koja se nalazi
naspram Cv, ciklus {vp),vvlvlvi) u grafu G sa granom igig nalazi se
naspram Cv i razdvaja V2 i tg,. Lema je dokazana. O

Lema 1.5 Svaka ravna triangulacija prostog ravnog grafa izomorfna je
pravohmjskom grafu.

Dokaz. Ocigledno je lema tacna za grafove sa tri Cvora. Pret-
postavimo da je ona taCna za grafove sa n ¢vorova i neka je G graf sa
n + 1c¢vorova.

Konstrui§imo G, kako smo prethodno opisali, pri uslovu, da ¢vor v
grafa G lezi na granici unutrasSnje oblasti R.

BeskonacCna oblast je ograniCena istom granicom u grafu G kao
u grafu G. Ako je G - prost graf, to po induktivnoj hipotezi pos-
toji pravolinijski graf S, izomorfan G. Sada treba dokazati da Cvor
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v, koji odgovara v, moze biti izabran na taj naCin, da se on moze
povezati, odseCcima prave sa potrebnim ¢vorovima, ne presecajuci pri
tome druge odseCke. Posmatrajmo ciklus Cv = (Ui, v2, ..., vk, W\) grafa
5, koji odgovara Cv, u Lemi 3. gde vlu S odgovara r, u G. Prave linije
ulU+i (2 < %< k —1) ne prolaze kroz v\, inace bi vlvl u v\Vi+l imale
zajednicCki odseCak. Zbog toga, 74 pripada jednoj od dve poluravni koje
formira prava w;M+1 (2 < i < k + 1), i presek tih poluravni obrazuje
konveksnu oblast sa unutradnjim tackama. Razmotrimo zajedniCki deo
k te oblasti i unutrasnje oblasti Cv.

Odsecak koji spaja proizvoljnu tacku iz k sa grani¢nim ¢vorovima
~0/, lezi unutar Cv, osim njegove granicne taCke. Ako bi odsecci W,
WVA ..., VA\Vk-i bili udaljeni iz S, onda bi unutrasnja oblast Cv postala
prazna. Odabirajuci taCku v unutar k i formirajuci odsecke vo, V2, s \i-
dobija se graf izomorfan sa G.

Ako G nije prost, to po Lemi 4. u G postoji ciklus A od tri grane,
koji razdvaja dva €vora. Ciklus A zajedno sa konstruisanim granama,
obrazuje ravnu trijangulaciju grafa G\, a sa unutrasnjim granama -
ravnu trijangulaciju grafa Gi- Oba grafa sadrZe najviSe n Cvorova i
dakle, po induktivnoj hipotezi, oni su izomorfni sa pravolinijskim gra-
fovima Si i S2- U grafu S\ unutraSnja oblast Al koja odgovara A.
postaje prazna. S druge strane S2 leZi unutar ciklusa A2, koji odgovara
AuS2

Pri odgovaraju¢em izboru afine transformacije, A2 se moZe pres-
likati na Ai tako da se susedne grane u G preslikaju na susedne grane.
Kao rezultat dobijamo pravolinijski graf izomorfan G. Ovim je teorema
dokazana. O



Treptanje Cuh u nebu sila

I andeoskih krila let,

Nemani morskih skriven svet
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G |aV a 2 On prini¢e uz moje usne
| jezika mi grehe gnusne

A.S.Puskin

1. Grafovski dokazi geometrijskih tvrdenja

U ovom delu ¢emo geometrijska tvrdenja smestiti u prostor teorije
grafova, i pokazati kako grafovi reSavaju geometrijske probleme.

Teorema 1.1 Od pet taCaka, u ravni u opStem polozaju (nikoje tri nisu
kolinearne) cCetiri su temena konvesknog Cetvorougla.

Dokaz. Graf I\5 nije planaran. Posmatrajmo dve grane koje se
selcu. Njihovi krajevi su temena trazenog konveksnog Cetvorougla. O

Teorema 1.2 ([35]) Konveksan poliedar sa n temena i m, ivica ima
f = m—n+ 2 strane.

Mada se ova teorema moZe dokazati Cisto geometrijskim putem,
njen grafovski dokaz je jednostavniji. Naime, ova teorema je primena
Ojlerove teoreme za planarne grafove u geometriji. Ona glasi:

Teorema (L.Euler, 1752.). Povezan planaran graf sa n Cvorova
i m grana deh ravan na f = m —n + 2 oblasti.

Dokazimo sada Ojlerovu jednakost za konveksne poliedre.

Dokaz. Ovaj stav je direktna posledica Ojlerove teoreme za pla-
narne grafove, ako se primeti da je graf formiran od temena i ivica
poliedara planaran graf.

17
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Svaki poliedar moze se deforrnisati tako da mu se ne menja broj
ternena, ivica i strana, a da se oko njega moze opisati sfera. Ovo se
moZe izvesti tako da se posle projektovanja ternena i ivica poliedra
zracima iz centra sfere, na njoj dobija graf (koji odgovara poliedru)
Cije se grane ne selcu. Sa sfere se graf moze stereografskom projekcijom
preslikati u ravan. Centar projekcije se pri tom ne nalazi na nekoj
grani ili u nekom Cvoru grafa sa sfere. Projektovani graf u ravni, ima
osobinu da mu se grane ne presecaju. pa je dakle, planaran graf. Dakle,
svakom poliedru P moze da se pridruzi planaran graf G(P) koji se
dobija kao njegova stereografska projekcija. Na primer, tetraedru i
kocki odgovaraju grafovi, na slici 1

Slika 1

Poznato je da obrat nije tatan. Naime, ako je G proizvoljan povezan
planaran graf, ne mora da postoji poliedar P, takav da je G(P) = G.
O

2. Stajnerov zadatak na grafovima

U Stajnerovom zadatku treba naci najkrace stablo (drvo) T, koje pokriva
dati podskup P C X c¢vorova grafa G. Drugi ¢vorovi koji pripadaju
X\ P, mogu ili biti pokriveni drvetom T, ili ne, u zavisnosti od potrebe
minimizacije duZine drveta T. Dakle, zadatak Stajnera ekvivalentan je
nalazenju najkradeg pokrivajuceg stabla proizvoljnog podgrafa G' =
(X', P) grafa G pri uslovu P C X' C A
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Euklidski zadatak Stajnera prvo je bio postavljen kao geometrijski u
kome je trebalo skup taCaka P u euklidskoj ravni spojiti linijama rako
da zbir duzina odseCaka bude minimalan. Ako se ne dopuSta presele
proizvoljne dve linije u tatkama van zadatog skupa P. to se zadatak
svodi na neki od zadataka definisanja S ekvivalentnog grafa na |P|
¢vorova sa matricom teZina izracunatih kao euklidsko rastojanje medu
taCkama skupa P.

Ako se u ravni dopuSta uvodenje dopunskih ”prirodnih” Cvorova
(koji se nazivaju tacke Stajnera) to se duZina S na skupu tataka P‘p P
moZe umanjiti odgovaraju¢im izborom taCaka. Na primer. za Cetiri
tacke, na slici 1, S ima duZinu veéu nego S grafa, dobijenog posle
dodavanja dve nove tacke 5j i S2, koje se nalaze "izmedu” datih tacaka.

Slika 1.

Na taj nacin za redenje zadatka Stajnera moze se dodati na proizvo-
linim mestima u ravni toliko taaka Stajnera, koliko je neophodno za
konstruisanje najkraceg drveta koje pokriva skup od P tacaka. Dobi-
jeno najkrace drvo se naziva najkrace drvo Stajnera.

Zadatak Stajnera u euklidskoj ravni dovoljno je dobro izucen i poz-
nat je veliki broj osobina najkraCeg drveta Stajnera. Najvaznija su
sledeca svojstva:

1) Tacka Stajnera  ima stepen d(Sl) = 3. To se moZe lako dokazati
pomocu geometrijske konstrukcije, jer ugao izmedu grana koje su inci-
dentne tacki Stajnera Si, mora biti jednak 120° i tacno tri grane su inci-
dentne proizvoljnoj tacki Stajnera St. Dakle, ta tacka je ”centar” (cen-
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tar Stajnera) formiranog trougla, ¢ija su temena tri druge tacke drveta.
s kojima je ona povezana pomoéu najkraéeg drveta Stajnera. Neke
Cacke, koje su temena takvog trougla, mogu biti druge tacke Stajnera.
Na primer, na prethodnoj slici tatka Stajnera S2 je centar formiranog
trougla sa temenima P3 P41 Sj.

2) Za temena P%E P stepen d(Pt) < 3. Ako je d(p?) = 3, to ugao
izmedu proizvoljnih dveju grana, koje su incidentne sa Pi: mora biti
jednak 120°. Ako je d(Pl) = 2, ugao izmedu dve grane incidentne Pt
mora biti veci ili jednak 120°.

3) Broj tacaka Stajnera u najkraéem drvetu Stajnera k zadovoljava
uslov

O0<k<n—2 gdeje n=|Pj.

Ipak, euklidski zadatak Stajnera resen je samo za mali broj tacaka
u P (ne vise od 10) pomocéu odgovarajucih algoritama. Zato euklidski
zadatak Stajnera moZemo smatrati nereSenim. U kasnijim varijantama
zadatka Stajnera u ravni, Koristi se obiéno linearno (umesto euklidskog)
rastojanje medu taCkama. Takvu postavku zadatka je predlozio Henom.
Rastojanje izmedu tacaka sa koordinatama A(xi,yi), B(x2,y2) u tom
sluGaju clefiniSe se na sledeéi nacin:

d(A, B) =m\xi - x2\+ \iji -y 21

Pri takvim uslovima moguée je lako pokazati da ako kroz svaku
tacku iz skupa P povucemo horizontalne i vertikalne linije, reSenje
zadatka Stajnera moguce je dobiti, posmatrajuéi kao moguce tacke
Stajnera, tacke preseka dobijene mreZe linija.

Neka je graf G konstruisan tako, da skup njegovih ¢vorova X bude
skup taCaka preseka neke mreze linija i grane grafa G odgovaraju lin-
ijama mreZe koje spajaju dve tacke preseka. Tada zadatak Stajnera
u ravni sa linearnom metrikom, prelazi u zadatak Stajnera za konacan
graf. Na prvoj narednoj slici pokazan je primer najkra¢eg drveta Stajne-
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ra za linearan zadatak sa Sest taCaka, a na drugoj S tog zadatka.

Slika 2. Slika 3.

Zadatak Stajnera za obicne neorijentisane grafove izucavali su Haki-
mi. Drejfus i Vagner. Oni su nasli tacne algoritme reSenja takvih za-
dataka. Ali ti algoritmi sa tacke stanovista izracunljivosti su neefikasne
procedure. U svakom slucaju (kao i u slu¢aju zadatka sa euklidskim ras-
tojanjem) maksimalan broj ¢vorova nije veéi od deset, u skupu P. Tako
posmatran zadatak Stajnera na grafu moZemo smatrati neredenim.

Zadatak. U ravni je dato n taCaka. 1z svake tacke polazi po 2000
vektora do ostalih tacaka i u svakoj tacki zavrSava 2000 vektora iz
ostalih taCaka. Dokazati da je zbir svih ovih vektora jednak nuli.

Resenje. Posmatrajmo taCke u ravni kao Cvorove, a vektore kao
grane orijentisanog grafa G. Graf G je orijentisan Ojlerov graf jer je
za proizvoljan ¢vor v grafa G ispunjena jednakost d~(v) = d+(v). Ovo
zakljuCujemo jer vazi teorema:

Orijentisan Ojlerov graf ima orijentisanu zatvorenu konturu koja
sadrzi sve grane grafa. Dakle, ako krenemo iz proizvoljnog ¢vora, us-
merenom granom Kkoja izlazi iz njega moZemo obiéi sve grane grafa i
vratiti se u polazni ¢vor.

Dakle, zbir vektora u zadatku je zaista jednak nuli. A
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3. Bojenje mnogougiova

Teorema 3.1 ([59]) Neka su stranice i dijagonale pravilnog n - tougla
X. obojene su sa k boja, tako da vaZi sledece:

a) Za svaku boju a i svaka dva temena A i B ili je AB obojeno
bo)om g ili postoji teme C tako da su AC i BC obojeni bojom a

b) Stranice svakog trougla Cija su temena temena mnogougla X obo-
jena su sa najviSe dve boje.

Tada je k < 2

Dokaz. Primetimo da ako moZzemo da dobijemo kontradikciju za
k = 3 to ¢e nam biti dovoljno. Mozemo redukovati svaki slu€aj za
k > 3, a sluaj za k = 3 odabravsi 3 od k boja, recimo crvenu plavu i
zelenu, koje ¢emo zadrZati i prebojivsi u zeleno svaku ivicu koja nije ni
zelena ni plava ni crvena. O

Lema 3.1 Pretpostavimo da im,amo 4 temena W, X,Y, Z, takva da su
W X,XZ, i YZ obojeni razliCito i WY je obojeno isto kao WX. Tada
WZ mora biti iste boje kao WX i1 WY.

Dokaz. Po uslovu b) svaki od trouglova W XZ i WY Z ne moze da
sadrzi sve 3 boje. Dakle jedino bojenje koje ispunjava uslov je kada je

W Z iste boje kao WX 1 WY.
O

Pokazacemo da odatle sledi da naS mnogougao ima beskonacno
mnogo strana Sto je kontradikcija sa polaznim. Sledi konstrukcija.

Po pretpostavci mora biti najmanje jedna crvena ivica. Neka ona
spaja temena X i R\. Po uslovu a) postoji teme Bi tako da su XBi |
RBi plavi. Takode po uslovu a) postoji teme G\ tako da su XG\ i BiG\
zeleni. Na osnovu leme 4.1. G\R\ mora biti zelena. Primetimo da smo
konstruisali ova temena u redosledu X, Ri, Bi, Gi. Nastavicemo da kon-
struiSemo temena u redosledu RIBI1GIRi+HBI+Gi?i ... tako da kad god
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konstruiSemo teme ono mora imati ivice te boje prema svim ve¢ pos-
tojecim Cvorovima. Ipak pokazacemo da nikada ne mozemo zavrSiti (tj.
uslov a nikad nece biti potpuno zadovoljen). Primer: Predpostavimo
da smo konstruisali sva temena do Gn. Dodajmo Rn+i. Na osnovu in-
duktivne hipoteze za svako teme Y = GnBn koje je ve¢ konstruisano,
YBn mora biti plavo. Takode za svako teme Y = Gn koje je ve¢ kon-
struisano. YGn mora biti zeleno. Prema tome uslov a) nije zadovoljen
za temena GnBn i zelenu boju. Dakle, mora da postoji neko Rn+ tako
da su Rn+iBn i Rn+iGn zeleni. Ali sada primetimo da za svako teme
P (razli¢ito od An+,Bn i Gn) naSeg grafa, moZzemo primeniti naSu lemu
saW = Rn+i, X = BnY =Gn, Z = P, i Rn+1P je takode crveno.
Slicno mozemo primetiti da mora postojati Bn+i tako da su Bn+RnH
i Bn+\Gn plavi i zaklju€iti da -Bh+i mora biti povezan sa svim pos-
tojeim temenima plavom ivicom. Kona¢no mora da postoji Gn+1tako
da su Gn+iRn+i i GnH\Bn+ zeleni. Takode zaklju¢ujemo da Gn+H mora
biti povezan sa svim postojeCim temenima zelenom ivicom. Sa ovim
mozemo nastaviti beskonacno posto posle svakog “ciklusa” Gn i Bn
nee zadovoljavati uslov a). Prema tome na$ poligon ima beskonacno
mnogo temena, i time je dokaz zavrSen. O

Zadatak 1. U ravni je dato nekoliko jedini¢nih kvadrata, Cije su
stranice medusobno paralelne tako da medu svakih n od njih postoje
4 kvadrata koji imaju zajednicku taCku. Dokazati da se svi kvadrati
mogu razbiti na najvise n —3 grupa, tako da svi kvadrati iz jedne grupe
imaju zajednicku tacku.

Resenje. UoCimo prvo da u svakom skupu kvadrata sa paralelnim
stranicama, ukoliko svaka dva imaju neprazan presek, svaka 3 imaju
neprazan presek. To povlaci da je presek svih kvadrata neprazan: He-
lijeva teorema tvrdi da ako svaka 3 Clana jedne kolekcije od konacno
mnogo ogranicenih konveksnih skupova imaju neprazan presek, tada je
presek svih Clanova kolekcije neprazan. Drugo, uoCimo da ako konacCan
skup jedinicnih kvadrata ne sadrzi k+1 medusobno disjunktnih kvadrata,
tada se moze razbiti na 2k —1 grupa takvih daje presek svih kvadrata
svake grupe neprazan.

Slucaj k = 1je trivijalan. Dokaz nastavljamo indukcijom. Uoimo
kvadrat S Cija je leva stranica najviSe levo od svih kvadrata. Kolekcija
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kvadrata Ciji je presele sa S prazan ne sadrzi k disjunktnih kvadrata. Po
induktivnoj hipotezi ona se moze razbiti na 2k —3 kvadrata. Preostali
kvadrati sadrze ili desni gornji ili desni donji ugao kvadrata S tako da
mogu da se podele u 2 grupe pri Cemu je presek svake grupe neprazan.
Time je induktivni dokaz zavrsen. A

Vratimo se na osnovni problem. Neka je P graf Ciji su Cvorovi
kvadrati pri ¢emu su 2 ¢vora povezana granom akko je presek odgo-
varajucih kvadrata neprazan.

Na osnovu prvog paragrafa dovoljno je dokazati da se Cvorovi grafa
mogu razbiti na n —3 ili manje kompletnih podgrafova. Neka je Pi
prazan podgraf grafa F sa maksimalnim brojem ¢vorova. Neka je T2
prazan podgraf grafa P —Ti sa maksimalnim brojem cvorova i slicho
neka je r 3 prazan podgraf grafa P —Ti —P2 sa maksimalnim brojem
Cvorova. Uzmimo da graf T2ima  Cvorova. Ako je ni + n2+ n3 > n,
tada prema Dirihleovom principu medu svaka 4 ¢vora 2 su u istom Pt
pa ne mogu biti susedni Sto je kontradikcija sa uslovom zadatka. Stoga
mora da vazi ni + n2+ n3 < n —1. Graf Ti UP2je bipartitan pa se
moze razbiti na nx kompletnih podgrafova na osnovu Holove teoreme.
(U protivhom za neko k postoje k ¢vorova u T2 koji obrazuju prazan
podgraf sa najmanje ni —k + 1 ¢vorova u Pi Sto je suprotno izboru
grafa Px). Dalje P —Ti —P2 moze se razbiti na 2n3 —1 kompletnih
podgrafova na osnovu drugog zapaZzanja. Na taj nacin dokaz je zavrsen
ukoliko ne vazi nejednakost ni + 2n3—1 > n —2.

Kombinujuci dve naznacene nejednakosti dobijamo n3> n2 a kako
je ocigledno ni > n2 > n3 zakljuCujemo da je n2 = n3. Ponovo na
osnovu drugog zapazanja T —Ti moze da se razbije na 2n2 —1 kom-
pletnih podgrafova. Neka je H jedan od njih. Primetimo da Pt U fl
moZe da se razbije na nx kompletnih podgrafova uzimajuci svaki ¢vor
iz Ti zajedno sa svim onim ¢vorovima sa kojima je susedan. (Ako bi
neki Cvor Q preostao, on bi se mogao dodati grafu Ti i tako dobiti
vedi prazan podgraf, Sto je kontradikcija sa izborom To Cini jednu
dekompoziciju grafa P na 2n2—2 kompletnih podgrafova koji obrazuju
graf T —T] —fi, i nLkompletnih podgrafova koji obrazuju Pi UQ. Sve
ukupno to je ni + 2n2—2 = m + n2+ n3 —2 < n —3 kompletnih
podgrafova Sto je i trebalo da se dokaze. 0O
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Teorema 3.2 ([59]) 1z svakog konaCnog skupa taCaka u ravni moze
da se ukloni jedna tacka, tako da se ostatak skupa moze podeliti na 2
podskupa od kojih svaki ima precnik manji od pre¢nika pocetnog skupa.

U dokazu ¢emo koristiti sledeée leme:

Lema 3.2 Ne postoji ciklus duZine 4.

Dokaz. Dokazatemo to kontradikcijom. Neka je AB = BC —
CD —DA = g Onda je ABCD romb ijedan od njegovih uglova npr.
ABC = 90u. Na osnovu kosinusne teoreme imamo da je AC > q\J2 sto
je kontradikcija. O

Lema 3.3 Ako postoji ciklus [M], onda svaka grana ima zajednicki
¢vor sa tim ciklusom.

Dokaz. Zasvaku tacku X nekaje Ox krug sa centrom u X polupre-
¢nika g Neka je tacka ciklusna tacka ako je u [M], Za svaku ciklusnu
taCku P nacrtajmo Op. Neka je R presele svih unutradnjosti i granica
tih krugova. Taj skup R mora da sadrZzi sve tatke ovog skupa posto
bilo koje dve taCke nisu dalje od g, i taj skup je konveksan jer je presele
konveksnih skupova. Rub ovog skupa R €ine mali lukovi iz Op, i njegovi
¢vorovi su tacke u ciklusu.

Neka je AB = q ali neka niti ,4 niti B ne pripadaju [M], Imamo
dva slucaja:

() jedna od tacaka ,4 i B je na granici R.
(i) Nijedna nije na granici R.

(i) Bez gubitka opStosti moZzemo uzeti daje .4 na granici od R. Tada
je ,4 na malom luku kruZnice Ciji je centar u nekoj cikiusnoj taclei C i
taj luk je ogranicen sa 2 cilelusne tatke D i E. Neka krug Oa sece Oc
u taCkama S i T, i neka je S u unutrasnjosti Od ali ne u unutradnjosti
0 Eiobrnuto T je u unutrasnjosti O E ali ne pripada unutrasnjosti 0 B-
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Posto je AB = ¢, B leZi na Oa- Posto je BC < g, B ne leZi izvan
Qc. Dalje B A C jer B nije ciklusna taCka. Tada B lezi ili na luku
SC ili CT kruga CD. U prvom slucaju tacka B ne pripada Oe pa je
BE > g Sto je kontradikcija. U drugom sluCaju B lezi izvan Od pa je
BD > g Time zakljuCujemo da ako je A na rubu onda je i B na rubu.
Kontradikcija.

(i) Neka AB lezi u unutrasnjosti R. Produzimo zrak AB tako da
preseCe granicu od R u nekoj tacki P. Ako je P Cvor onda je PA > q
a to je kontradikcija. U suprotnom neka je Q taCka na zraku PA tako
daje PQ = gsegment. Posto je Q na PA iR je konveksan skup. onda
Q pripada R, takocte. Odavde sledi da je PQ duZine g koji je sadrzan
uR i P jenarubu od R. Ali ovo je nemoguce prema gornjem.

Dakle, gde god da je duz AB, imamo kontradikciju. Znaci, ili 4 ili
B je Cvor kako smo tvrdili. O

Lema 3.4 Postoji najvise jedan ciklus.

Dokaz. lzvedimo dokaz kontradikcijom. Neka je [P] ciklus sa min-
imalnom duZinom. Svaki drugi ciklus [Q] mora imati bar jedno teme
V koje ne pripada [P]. Ovaj Cvor je susedan ¢vor za neke Cvorove W i
X. (Prema Lemi 2) W i X su u [P].

Ako 2 ili vise ¢vorova razdvajaju W i X u ciklusu [P], tada njihovom
zarnenom u [P] sa V dobijamo manji ciklus. Kontradikcija.

Ako samo jedan Cvor Y razdvaja W i X u ciklusu [P], tada je
WY XV ciklus duzine 4 §to prema lemi 1 ne mozZe biti.

Ako nema ¢vorova izmedu W i X koji ih razdvajaju ondaje VW X —
3 ciklus. Posto je [P] minimalni ciklus on mora biti 3—ciklus i W i A
susedne za neko teme Y. Tada je WY XV ciklus duzine 4 (kontradik-
cija sa lemom 1). Dakle, nasa pocCetna pretpostavka je bila pogresna i
postoji najviSe jedan ciklus kao Sto smo i tvrdili. O

Neka je Q precnik skupa, a taCke Cvorovi grafa.

Dokaz teoreme.
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Ako postoji ciklus izvadimo bilo koju tacku iz njega. U protivnom
ako nema ciklusa, uklonimo proizvoljnu tacku. PoSto je postojao na-
jvise jedan ciklus, sada nema viSe ciklusa. Svaki poseban povezan pod-
graf novog grafa mora biti drvo, poSto nema ciklusa. U svakom pod-
grafu obojimo proizvoljnu taCku V u crveno. Onda iz tacke V do bilo
koje taCke \V u podgrafu postoji jedinstven put. Ako ta staza ima
neparno mnogo ivica, obojimo W u plavo. U suprotnom, obojimo W
u crveno. Dva susedna ¢vora uvek imaju razli¢itu boju. Razdvojmo
taCke po boji. U istom skupu nikoje dve tacke nisu na rastojanju 2
jedna od druge, kako smo i Zeleli. O

Zadatak 2. Dat je segment duzine 1L Na koliko najmanje delova
se on moZe iseCi tako da se od tih delova moZe sastaviti pravilan n—
tougao obima jedan i pravilan m—tougao obima jedan ? (pravilan nx
- ugao obima 1,za svako i = 1,2,..., k)

Resenje. Podelimo jedini¢nu duz 1, na m jednakih deleova. Skup
tih delova oznaCimo sa A. Dakle, |A] = m. Zatim tu jedinicnu duz
podelimo na n jednakih delova. Skup tih delova neka je oznaCen sa
B. a njegov kardinalni broj \B\ = n. Zadatak zahteva da odredimo
kardinalni broj od \A UB|. Neka je joS NZD(m, n) =d.

Po formuli uklju€ivanja i isklju€ivanja dobijamo da vaZi jednakost:
[.4uB| = \A\ + \B\ - \An B\
Kako je |An B\ = d, dolazimo do jednakosti
™ i4UB\ —m + n —NZD(m, n).

Ta jednakost ima svoju reprezentaciju na bipartitnim grafovima. Duzi-
ma iz prve podele pridruzimo Cvorove koje stavimo u jednu klasu.
Analogno duZima iz druge podele odgovarace Cvorovi iz druge klase.

Granama ¢emo spajati ¢vorove u klasama ako je presek duzi kojima
oni odgovaraju neprazan i nije tacka nego neka duz. Tako nastaje stablo
Ciji je broj grana odreden bas formulom (*).

Primer: Nekaje m —3in = 5 Jedini¢na duz tada ima 7 delova.
Bipartitni graf odreden na gornji nacCin pretstavlja stablo sa 7 grana.
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U ovom primeru je NZD(3,5) = 1, pa formula (*) daje \AUB\ =
34-5-1 =7. A

Ako je od jedinicne duZi potrebno konstruisati nx tougao, n2 -
tougao »3 - tougao, naravno pravilan, tada formula ukljucivanja i isklju-
Civanja daje,

\AuBuC\ = |Al- \B\+\C\- |.4n£|-\BnC\- \CnA\ +\AnBnC\.
Kako je
|A] = nu\B\ = n2,\C\ —n3,\An B\ = NZD(ni,n2)
\BDC\ = NZD(n2,n3),\CDA =NZDin”nJ,
JAfl B n C\ = NZD{ni, n2,n3)
! \AUBU Cj=7 7 n3—NZD{nx.n2)—
-NZD{n2,n3)- NZD(n3,n1) 4 NZD[nx,n2,n3).
Primer: Neka je nj = 4,n2 = 6,n3 = 10. Tada je najmanji

broj delova 4 + 6 + 10 - NZD{A,6) - NZD(6,10) - NZD(IOA) +
A'ZD(4,6,10) = 44-6 + 10- 2- 2-2 +2=16. A



Jasno je da u sluCaju da treba sastaviti pravilan nz - ugao obima
1za svako i — 1,2,..., A treba koristiti opStu formulu ukljuCivanja i
isklju€ivanja

4 UA2U .. UAK = —Ti<i<j<k IA; HA; |+

~'£\<i<j<i<k\Ai N Aj N At\—... + (—)k nA2n ..n Ak|

4. Kako Ojlerova formula za povezane
planarne grafove reSava jedan
poznat geometrijski zadatak

[Kako Ojlerova formula za povezane...]

Zadatak koji je u domenu skoro svakog dobrog srednjoskolskog
takmicara, glasi: Broj delova na koje n—pravih u opStem polozaju dele
ravan je "&1"+ 1. To tvrdenje moZe se dokazati lako matematiCkom
indukcijom ili pomoc¢u funkcija izvodnica. Da li je mogu¢ drugaciji
pristup? Naredni tekst pokazuje da je taj rezultat posledica Ojlerove
formule. DokaZimo to.

Prave u ravni u opStem poloZaju (svake dve se seku i nikoje tri ne
prolaze kroz istu tacku) dele ravan na oblasti od kojih su neke zatvorene
a neke otvorene. Ako ih ima n, onda ako njihove preseke shvatimo
kao Cvorove planarnog grafa, a duzi koje spajaju njihove preseka kao
grane grafa zakljuCujemo da na svakoj pravoj u grafu odredenom na
gornji nacin, postoje dve grane koje su takve da svaka od njih prolazi
kroz svoju beskonacno daleku taCku, koje su sve medusobno razlicite.
TransformiSimo graf na sledeéi nacin: Sve te beskona¢no daleke ¢vorove
spojimo u jedna ¢vor. Broj oblasti se ne menja. U tom novom grafu
G. broj grana je n2 a broj ¢vorova ( plus jedan beskonacno
daleki ¢vor. Tada nam Ojlerova formula daje broj oblasti koji je jednak

| =n'-((;m) + 1) +2 =n2- “1+2 = 4H=+12 + 1.
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Ovim je dokaz zavrSen. Na slici 1 dat je primer kada je n = 4.
Tada je broj oblasti 11. Ojlerova formula daje / = 42- +1)+2=
6—6—1+2=11. A

Slika 1.

5. Teorema Erdos-Szekeres

Teorema 5.1 ([68]) Za svaki prirodan broj m postoji prirodan broj n
takav da u svakom skupu od n taCaka u ravni u opStem polozaju mozemo
naci m taCaka koje obrazuju konveksni poligon.

Dokaz. Nekajen — (77)3inekasu f\, ... Pndate taCke u ravni tako
da se nikoje tri od njih ne nalaze na istoj pravoj. Zal<i<j <k <n
stavimo da k}) = 0 ako je PiPjPk orijentisan u pravcu kazaljke
na satu; neka je /({?!. j. k}) - 1 ako je orijentacija obrnuta.

PoSto n — (771)3, postoji A C {1,.... u} moéi m tako da je / kon-
stantna na [,4]3. To znaci daje svaki trougao formiran od taCaka skupa
{P% i £ .4} isto orijentisan. Iz toga lako sledi da taj skup taCaka
formira konveksni poligon. O
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6. Jedan zadatak o rasporedu tacCaka

Neka je u ravni dato n taCaka od kojih nikoje tri ne leze na jednoj
pravoj (samo takve skupove taCaka ¢emo posmatrati). .Jasno je da ako
je n > 3, postoji prost konveksan mnogougao - trougao - sa temenuna
u tri od datih taCaka.

Da li se uvek za n > 3, moze naci konveksan Cetvorougao sa temenima
u tim tackama? Ako je n —4 i taCke su temena nekonveksnog Cetvorougla
to se ne moze uraditi. Ako je n > 5, za proizvoljan raspored tataka
moZe se naci konveksan Cetvorougao. Jasno, ako je konveksni omotac
(ljuska) naSeg skupa k—tougao, gde je k > 3, proizvoljna Cetiri temena
tog k—tougla su temena trazenog Cetvorougla.

Neka je k = 3, konveksni omotac je tada trougao ABC. Tada se mogu
na¢i makar dve tacke - D i E - koje leZze unutar tog trougla (si. 1).

Slika 1. Slika 2.

Prva DE ne prolazi kroz temena trougla ABC. Zbog toga dva
temena tog trougla (recimo .4 i C) se nalaze sa jedne strane prve DE.
Tada je ACED - konveksan Cetvorougao.

Dakle, dovoljno je da n bude vece od Cetiri. Kakvo treba da bude



n. cla bi bilo moguce izdvojiti konveksan petougao? Na$ je cilj da
objasnimo to pitanje. Iz slike 2, jasno je da mora biti n veée od 8.

Zbog toga, ako mi dokazemo da skup taCaka, od kojih nikoje tri ne
leze na jednoj pravoj i nikojih pet nisu temena konveksnog petougla,
sadrzi ne viSe od osam taCaka, zadatak Ce biti potpuno reSen. Neka je
N - takav skup tacka.

OznaCimo sa K njegov konveksni omotaC, sa L- konveksni omotac
skupa N \ 1\, asa M—skupa (N\ I\ L.

Razmotrimo slede¢e mogucnosti:

1) skup M je prazan

2) skup M se sastoji iz jedinstvene taCke
3 skup M sadrZi ne manje od dve tacke.

1) Skup M je prazan. Tada N sarzi samo temena mnogouglova K
i L, odnosno ne viSe od 8 taaka (posto svaki od mnogouglova K i L,
ili je trougao ili Cetvorougao).

2) Skup M sadrzi jedinstvenu tacku. OznaCimo je sa P. Ako je
L - Cetvorougao, konstruiSemo jednu njegovu dijagonalu. Tada je on
rastavljen na dva trougla. TaCka P lezi unutar jednog od njih. (si. 3).
Oznaimo temena tog trougla slovima A, B, C.

Ako je L trougao, oznacimo njegova temena sa A.B, C. TaCka P lezi
unutar tog trougla. U svakom sluCaju medu temenima mnogougla L,
naci Ce se takva tri temena A, B, C da P - bude unutradnja tacka trougla
ABC. Konstruisemo iz tactke P zrake PA, PB, PC. Oni razbijaju ravan
na tri ugla APB, BPC, CPA. Lako se vidi da u svakom od tih uglova
leZi najviSe jedno teme mnogougla K. Neka na primer ugao APB sadrZi
dva temena mnogougla K, a znaCi sadrzi neku stranu RQ mnogougla
I(. Tada su tacke A, P, B, Q, R temena konveksnog petougla (si. 4) Sto
je nemoguce. Dakle, K ima najviSe tri temena (po jedno u svakom
od razmotrenih uglova). Kako L ima najviSe Cetiri temena, a M, po
pretpostavici se sastoji iz jedne taCke P, skup N sadrzi ne vise od osam



6.. wWedan zadatak o rasporedu taCaka 33

tClOrkal.

Slika 3. Slika 4.

3) Skup M sadrzi ne manje od dve tatke. OznaCimo sa E i F

proizvoljne dve taCke skupa M.

Pretpostavimo prvo da je L— Cetvorougao. Prava EF ne prolazi
kroz temena mnogougla L i seCe dve njegove strane. Ako bi EF
sekla dve susedne strane cCetvorougla L (si. 5), onda bi tri druga
temena B,C,D cetvorougla L zajedno sa E i F bila temena konveksnog
petougla. Sledi da EF seCe dve suprotne strane Cetvorougla L. Neka
na primer zrak EF seCe stranu AB a zrak FE seCe stranu CD (si. 6).
KonstruisSemo zrake FA, FB, EC i ED. Zajedno sa duzi EF oni razbi-
jaju ravan na 4 dela. Ako bi unutar ugla AFB (koji je jedan od Cetiri
dela) lezala dva temena mnogougla K, a znacCi i neka strana TR mno-
gougla K, tacke A, F, B, T, R bile bi temena konveksnog petougla (si.7).
Sledi da unutar ugla AFB lezi ne vise od jednog temena mnogougla
li. Takode unutar ugla CED lezi ne vise od jednog temena mnogougla
K. Sto se tiCe ostala dva dela, u njima se ne mogu rasporediti temena
mnogougla K (inaCe zajedno sa tatkama A,F,E.D ili B,F,E,C oni
bi formirali konveksni petougao (si.6). Dobija se da K ima ne vise od
dva temena (po jedno unutar uglova AFB.CDE), $to je nemoguce,
jer je A' - trougao ili Cetvorougao. Pretpostavimo na kraju, da je L
- trougao. Prva EF izdvaja jedno teme tog trougla. Neka na primer
zrak EF seCe stranu AB, a zrak FE- stranu AC (si.7). Rezonujuci kao
i ranije, nalazimo da u uglovima AEC i AFB leZi ne viSe od jednog
temena mnogougla K, a deo ravni, ograniCen zracima EC,FB i duzi
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EF. uopSte ne sadrzi remena mnogouglova K. Tako pretpostavka, da
M sadrzi ne manje od dve tacke, dovodi do kontradikcije. Ako je M
prazan ili sadrzi jednu taCku. onda N ima ne viSe od osam taCaka. Time
se i zavrSava dokaz. O

Slika 5.

Slika 6.
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7. O vetrenjaCama i politiCarima

"Pretpostavimo dg, imamo grupu ljudi u kojoj svaki par ljudi ima tacno
jednog zajedniCkog prijatelja. Tada postoji osoba (politiCar) koji je
svaciji prijatelj”.

Matematickim zargonom ovo zovemo teorema o prijateljstvu, (frien-
ship theorem).

FormuliSimo ovaj problem jezikom teorije grafova. Predstavimo
ljude €vorovima grafa G = (V.E) i spojimo dva ¢vora granom ako
su odgovarajuci ljudi prijatelji. Pretpostavimo da je prijateljstvo uza-
jamno. Dalje, nijedna osoba nema samo jednog prijatelja. Posmatra-
jmo sledeéu geometrijsku figuru, koju ¢emo nazvati "vetrenjaca” (si.
1). Zapazimo da graf koji odgovara vetrenjaCi zadovoljava uslove naseg
problema. Odmah se namece pitanje: Da li su grafovi "vetrenjace”
jednini takvi grafovi9

Slika 1.

Prvi potvrdan odgovor na ovo pitanje dali su Paul Erdos, Alfred
Renvi i Vera Sos.

Teorema 7.1 ([1]) Pretpostavimo da je G graf u kome bilo koja dva
Cvora, vma,ju tacno jednog suseda. Tada postoji Cvor koji ima zajedniCku
granu sa svakim cvorom, grafa.



36 glava 2

Dokaz. Dokaza¢emo teoremu svodenjem na apsurd. Pretpostavimo
da tvrdenje nije tacno i da je G kontraprimer tj. da nijedan ¢vor od
G nije spojen sa svim ¢vororima. Do kontradikcije ¢emo doéi u dva
koraka. Prvi cleo je kombinatorni a drugi je linearna algbra.

(1) Tvrdimo da je G regularan graf. tj. d.(u) = d(v) za bilo koje
u.v e V. Primetimo da uslov teoreme implicira da ne postoje ciklusi
duzine Cetiri u G. Nazovimo ovo C4 - ciklus uslov. Dokazimo prvo da
bilo koja dva Cvora, koja nisu spojena granom, u iv imaju cl(u) —d(v).
Neka je div) —Kk, gde su wi, w2, ... uik susedi od u. SI. 2

U

Tacno jedan od tvt. recimo w2, je povezan granom sa Vv i tro je
povezan granom sa tacno jednim od W, recimo W\, tako da imamo
situaciju kao na gornjoj slici. U suprotnom u bi imao jo$ jednog suseda
vise. Cvor v ima sa W\ zajedniGkog suseda iv2 i sa wl(i > 2) za-
jedni¢kog suseda zt(i > 2). Po uslovu C4svi # su razliciti. ZakljuCujemo
d(v) > k = d(u) i prema tome d{u) —d(v) = k zbog simetri¢nosti.

Da dovrSimo dokaz (1), primetimo da bilo koji ¢vor, razliCit od
koji nije spojen granom sa u ili v ima stepen k. prema prethodnom. Ali,
obzirom da i u;2 ima ne-suseda, onda i d(w2) = k, paje G, k - regularan.
Ako saberemo sve stepene suseda od u dobijamo k2. Kako svaki ¢vor
(sem u) ima tacno jednog suseda sa u, mi smo prebrojali jednom sve
Cvorove, sem u, koje je brojano k puta. Dobijamo da je ukupan broj
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¢vorova od G
™ n=k2—k+ 1.

(2) Ostatak dokaza je lepa primena linearne algebre. Primetimo
prvo da k mora biti veCe od 2, jer za k <2samosu G = K] i G = A3
i oba su trivijalni primeri vetrenjace.

Posmatrajmo matricu incidencije grafa G, A = (a®). Prema (1) u
svakoj vrsti matrice A imamo k jedinica. Po uslovu teoreme za bilo koje
dve vrste postoji tacno jedna kolona u kojoj obe imaju 1. Zapazamo
da se glavna dijagonala sastoji od nula. Sledi da imamo

k 1 .. 11
1 k

=(j~1)E+],
1 P ¢

gde je E jedini¢na matrica a J matrica u kojoj su sve jedinice. Odmah
vidimo da .J ima karakteristiCne korene n (multipliciteta 1) i 0 (multi-
pliciteta n - 1)

Sledi da A2 ima karakteristiCne korene k —14-n = k2, zbog (*)
(multipliciteta 1) i k —1 (multipliciteta n —1). Kako je A simetri¢na
i prema tome dijagonalizabilna (slicna dijagonalnoj) zaklju¢ujemo da
A ima karakteristicne korene k (multipliciteta 1) i +\A —1 Neka je r
karakteristicnih korena jednako \/k —1 a s od njih jednako —yjk —1,
gde je r+s = n—L Zbir karaketristi¢nih korena jednak je tragu matrice
(koji je 0) pa imamo

k+ r\fk~—1—sVk—1=0
i obzirom da je
r ”™s,\Ilk —1= ——.
S —

Sledi da je y/k —1 ceo broj h (ako je y/m racionalan, onda je ceo
broj) i dobijamo da je

h(s —r) —k = h2+ 1.
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Kako h deli h2 + 1i h2sledi daje h = 1i prema tome k —2, Sto srno
veC iskljucili. Tako smo dosli do kontradikcije i dokaz je kompletan. O

Medutim, priCa nije zavrSena. Ako razmatramo staze u grafu koje
su duZze od dva, Anton Kotzig je 1983. godine dao sledecu hipotezu:
Neka. je i > 2. Tada ne postoje grafovi sa osobinom da su svaka dva
¢vora spojena tacno jednom stazom duZine i.

Kotzig je ovu hipotezu proverio za i < 8. Xing i Hu su 1994. godine
pokazali da je hipoteza tacna za | > 12. Preostale slucajeve su resili
Yang, Lin. Wang i Li 2000. godine. Tako je Kotzigova hipoteza postala
teorema.

8. Kako Cuvati muzej

Jedan interesantan problem postavio je Viktor Kli (Victor Klee) 1973.
godine. Direktor muzeja zeli da je sve vreme svaka taCcka u muzeju
posmatrana od strane Cuvara. Cuvari su postavljeni na fiksna mesta i
mogu se okretati. Koliko je potrebno Cuvara?

Zamislimo muzej kao mnogougao od n strana. Jasno, ako je mno-
gougao konveksan, dovoljan je jedan Cuvar. U tom sluCaju Cuvar se
moze postaviti u bilo koju tacCku muzeja. U opStem slucaju, zidovi
muzeja mogu imati oblik bilo kog zatvorenog poligona. Posmatrajmo
muzej u obliku ”CesSlja” n = 3m zidova, kao na slici

Slika 1.

Lako se pokazuje da je potrebno najmanje m = 1 1Cuvara. Tada je
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broj zidova n. Primetimo da se tacka 1 moze videti samo iz osencenog
trougla Cije teme je 1. Za druge tacke 2.3 ___m je slicno. Kako su
svi ovi trouglovi disjunktni, zakljuCujemo da je potrebno najmanje m
Cuvara. Medutim m cuvara je i dovoljno jer se mogu rasporediti na
gornjoj stranici trougla. Ako sklonimo jedan ili dva zida na krajevima,
zakljuCujemo da za svako n postoji muzej sa n zidova kome je potrebno
|jj Cuvara. SledeCi rezultat kaZze daje to najgori slucaj.

Teorema 8.1 ([1]) Za svaki muzej koji ima n zidova, dovoljno je
Cuvara.

Dokaz. Pre svega, nacrtajmo n —3 dijagonale poligona, koje se ne
seku, dok ne dobijemo triangulaciju unutrasnjosti. Ka primer mozemo
povuci 9 dijagonala u muzeju na slici 2.

Slika 2

(Slika 2. Muzej sa n = 12 zidova) i dobiti jednu trijangulaciju. Nije
vazno koju triangulaciju biramo, bilo koja ¢e biti dobra. Zamislimo ovo
kao planaran graf.

Teorema 8.2 ([1]) Graf koji se dobija triangulacijom bilo kog m,no-
gougla se moze obojiti sa tri boje.
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Dokaz. Zan = 3je jasno. Ako je n > 3 odaberimo dva terriena u
i v da su spojena dijagonalom. Ta dijagonala ¢ée podeliti graf na dva
manja trijangulisana grafa sa zajedniCkom granom uv Po induktivnoj
hipotezi moZzemo obojiti oba dela sa 3 boje.

Zajedno mozemo odabrati boju | za teme u i boju Il za teme v u
svakom bojenju. Tako dobijamo bojenje celog grafa sa 3 boje. Ostalo
je lako dokazati. PoSto imamo n temena, svaka grupa temena obo-
jenih. istom bojom ima najmanje bar [|] elementa. Neka je to boja I.
Cuvare postavljamo u te tacke poligona. Po3to svaki trougao ima boju
I. zakljuCujemo da oni kontroliSu ceo muzej. O

Nuzno je, naravno, utvrditi da li triangulacija proizvoljnog mno-
gougla postoji. Primetimo da prirodna generalizacija ovog problema
na 3 - climenzionalni prostor ne postoji, kao Sto se to moze videti iz
Senhardovog poliedra (Schonhardt) na slici 3.

Slika 3.

Dobija se od trostrane prizme rotiranjem gornjeg trougla, tako da
se svaka Cetvorougaona strana razbije na dva trougla sa nekonveksnom
ivicom. Zapazamo da svaki tetraedar koji sadrzi trougao ABC mora
sadrZati jedno od temena .4, B, C. Ali rezultujuci tetraedar neée pripa-
dati (ceo) Senhardovom poliedru.
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Egzistenciju trijangulacije nekonveksnog mnogougla dokazimo in-
dukcijom po broju n temena mnogouglova. Za n = 3 mnogougao je
trougao. Neka je n > 4. Da iskoristimo indukciju, moramo naci jednu
dijagonalu koja deli mnogougao P na manje delove koji se mogu slepiti.
Nazovimo teme A konveksno, ako je unutradnji ugao kod njega manji
od 180°. Kako je zbir unutradnjih uglova mnogougla P, (n —2)180°,
mora postojati konveksno teme A. U stvari mora biti najmanje 3 takva
temena, To je u sustini primena Dirihleovog principa.

Sada pogledajmo dva susedna temena od A. Neka su to tacke B i C.
Ako duz BC lezi sva u unutrasnjosti od P, onda je ona trazena dijag-
onala. Ako nije, onda trougao ABC sadrzi druga temena. Pomerajmo
duz BC prema A paralelno sa BC dok ne dodirne poslednje teme Z u
trouglu ABC. Sada je AZ unutar P i imamo dijagonalu.

Dijagonala AZ deli mnogougao na dva mnogougla €iji je broj strana
manji od broja strana posmatranog mnogougla. Neka su to mnogou-
glovi Pj i Pj, i+j = n. Indukcijska hipoteza vaZi za Pj i P3 pa dobijamo
dve triangulacije koje zajedno daju triangulaciju mnogougla Pn.

Slika 4.

Postoji mnogo varijanti teoreme o Cuvarima muzeja. Na primer,
mozemo samo Zeleti da Cuvamo zidove (jer tu su sve slike) ili su Cuvari
svi smeSteni u temenima. Posebno lepa (nereSena) varijanta glasi: Pret-
postavimo da svaki Cuvar patrolira (Cuva) jedan zid muzeja, tako da
on seta duZ svog zida i moZe da vidi sve Sto se vidi iz bilo koje tacke
zida. Koliko onda treba Cuvara da odrZzavamo kontrolu? Gotfrid Tusen
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(Gottfried Toussant) je konstruisao primer muzeja kao na slici 5 koji
pokazuje da je neophodno

Slika 5.

Ovaj poligon ima 20 strana (i u opStem slucaju 4m strana) i lako
se verifikuje da je potrebno m Cuvara. Hipoteza je. sem za neke male
vrednosti n, da je ovo i dovoljno.

9. Prave u ravni i dekompozicija grafova

Mozda najpoznatiji problem o konfiguraciji taCaka postavio je J.J. Sylves-
ter (Silvester) 1893. godine u Casopisu The Educational Times 46(1893).
156. 11851 (Professor Sylvester) - Dokazati da nije moguce rasporediti
konacan broj realnih taCaka tako da prava koja prolazi kroz bilo koje dve
taCke mora prola,ziti kroz treéu tacku, sem ako sve tacke ne pripadaju
istoj pravoj.

Da li je Silvester imao dokaz nije jasno, medutim korektan dokaz je
dao Tibor Gallai (Grunwald) 40 godina kasnije. Prema tome, sledeca
teorema se pripisuje Silvestru i Galaiju. Posle Galaijevog dokaza po-
javilo se nekoliko drugih ali slede¢i argumet L.M.Kelija (Kelly) smatra
se najjednostavniji.

Teorema 9.1 ([1]) U bilo kom rasporedu od n taCaka u ravni, koje nisu
sve na istoj pravoj, postoji prava koja sadrzi tacno dve od ovih tacaka.

Dokaz. Neka je P dati skup taCaka i posmatrajmo skup L svih
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pravih koje prolaze kroz najmanje clve tacke skupa P. Od svih parova
(.4, 1) gcle A nije na i, izaberimo par (AQ0,4) tako da je rastojanje AO
do p najmanje i neka je Q taCka na  najbliza AO (to znaCi na pravoj
kroz Ao normalnoj na ).

Dokaza¢emo da je /j, trazena prava.

Ako nije, /D sadrzi najmanje tri taCke iz P i prema tome, bar dve
od njih leze, recimo Ai i A2, sa iste strane taCke Q. Pretpostavimo da
je Q —AI —A2 gde se Ai mozda poklapa sa Q. Pnkazimo ovo na slici
1.

Sledi da je rastojanje od I\ (koja je odredena sa AOi A2) manje
od rastojanja AO od i to je u suprotnosti sa nasSim izborom para

i1A0: £(]).
U dokazu smo koristili aksiome metrike (najkrace rastojanje) i druge

aksiome (Ai lezi izmedu Q i A2) realne prave. Da li nam stvarno tre-
baju ove osobine osim uobicajenih aksioma incidencije tacaka i pravih?

Neki dodatni uslov je potreban, kao Sto poznata Fano ravan na slici
demonstrira.
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Slika 2.

Ovde je P = {1,2, ...,7} i L se sastoji od 7 troelementnih pravih,
kao Sto je prikazano na slici 2, ukljucujuéi i pravu {4,5,6}. Bilo koje
dve taCke odreduju pravu, tako da vaze aksiome incidencije, ali nema
pravih sa samo dve taCke. Silvester - Galaijeva teorema, prema tome
pokazuje da Fano konfiguracija ne moze biti smeStena u realnu ravan
tako da sedam kolinearnih trojki lezi na realnim pravama: mora posto-
jati ”kvarna” prava.

Medutim, Coxter (Kokster) je pokazao da su aksiome poretka do-
voljne da se dokazZe Silvester - Galaijeva teorema. Prema tome moze se
dati dokaz koji ne koristi osobine metrike.

Silvester - Galaijeva teorema direktno implicira jo$ jedan poznati
rezultat o taCkama i pravama u ravni, koji su dobili Pal Erdes (Paul
Erdds) i Nikolas de Brijn (Nicolas de Brujin). Ali u ovom sluaju
rezultat vaZi opstije za prozvoljne tacka - prava sisteme.

Teorema 9.2 ([li) Neka, je P skup od n > 3 tacke u ravni, koje nisu
na istoj pravoj. Tada skup L pravih koje prolaze kroz najmanje dve
taCke sadrzi najmanje n pravih.
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Dokaz. Zan = 3 nema Sta da se dokazuje. Nastavljamo indukcijom
po n. Neka je |[P| = n+ 1 Prema prethodnoj teoremi, postoji prava

g L koja sadrzi tatno dve tacke P i Q od P. Posmatrajmo skup
P'= P\ {Q} iskup L' pravih odredenih sa P'. Ako taCke P' ne leze
na jednoj pravoj onda je [L'j < n, po induktivnoj pretpostavci, i prema
tome |L| < n + 1 zbog dodatne prave i0 £ L'. Ako, s druge strane,
taCke P leze sve na jednoj pravoj, onda imamo “pramen” pravih koji
ima tano n + 1pravu. 0O

Evo rezultata, koji se moze primeniti na mnogo opsStije “geometri-
jske incidencije”.

Teorema 9.3 ([']) Neka je X skup od n > 3 elementa, %A....... 4n
pravi podskupovi od X, tako da je svaki par elemenata iz X sadrzan u
tacno jednom skupu A*. Tadaje m >n.

Dokaz. Sledeéi dokaz pripisuje se Mockinu (Motzkin) i Konveju
(Conway) i stvarno je jednostavan.

Za x G X neka je rx broj skupova A* koji sadrze x. Primetimo da
je 2 < rx <m po pretpostavci. Sada ako x  Au onda je rx > |A]|
jer jA| skupova koji sadrze x i element od moraju biti razliciti.
Pretpostavimo da je m < n. Tada je m m|AZ < nrx i prema tome
m(n —JAi|) > n(m —rx) za x 0 -4j.

Neka je A" = {xi, x2, ..., xn} i neka
Xi ne pripada skupovima An, AV2, ..., Ain
X2 ne pripada skupova A2, A2, A22

xn ne pripada skupovima Anl,An2,, Anin gde je Ap neki od skupova
Al,..., Am.

ii=m- rA

i0—m —rx3

in=m- rxn
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Iz dobijene nejednakosti imamo:

1
n(rn, —rXI) g m(n-|.4u))
>i\

n(m—rx) ~ m(n - \AUI\ |

n(m —rxn) g m(n - \Ani

1 S 1
n(m —rXxn) m(n - \Am|) ,

Ako saberemo sve leve strane ovih nejednakosti dobijamo

1
10—mmmmmeaee + e = Z p-ho +
n(m - rXl) 'Ign(m - TX, nfm—rxn) n n

Sabiranjem desnih strana dobijamo

1 1 1
r [ 1 t
Lr2?2, (ri - Amii ) m (n — [|[.4ujK ~mo(n - |.4n 1) " 'm (n - \VAnin\)

Neki od skupova Av i Akt su isti jer na primer, xi i X2 ne moraju biti
u 45 pa su na primer sabirci

1 : 1
m(n - [.412) m(n - |.427)
isti i jednaki
1
m(n - |A5])'
U gornjoj sumi sabirak A se javlja onoliko puta koliko ima x -

ova koji nisu u .45tj. n —|.45 puta. Kako u sustini imamo samo m
skupova A(; dobijamo da je desna suma m m—= 1. Kontradikcija! O
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Postoji joS jedan dokaz ove teoreme Kkoji koristi linearnu algebru.
Neka je B matrica incidencije za (x. Ai, A2, A m) tj.

i. xe
0. xX£
fij A2 .. Am
0101 .. 0"X
100 0 .. 1 x2
B
0 01 0 Xn

$to bi znaCilo da xv £ A2,x2 £ B1.x4 £ 4 3itcl. Posmatrajmo proizvod
BBT. Dobijamo matricu n x n,

r4 1 1

1 R 1
C =

1 rJn

element c12 matrice C dobija se skalarnim mnoZenjem vektora prve
vrste matrice B i vektora druge vrste. Ovi vektori ne mogu imati dve
iste koordinate

010...10...1..0

010...10...0...0

jer bi to znaCilo da su xxi x2 u ,42 i u nekom Ak $to je suprotno
pretpostavci. Matrica C se moZe prikazati kao zbir,

"rA- 1 0 0 "11 .. 1"
0 rx-1 0 11 ..1

c = +
0 7 ~1. 11 1

Prvi sabirali je pozitivno definitna matrica (ima samo pozitivne
karakteristiCne korene) a drugi je pozitivno semi-definitna matrica (ima
karakteristiCne korene n i 0).
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Sledi daje BB1 regularna matrica. Ovo implicira daje rang BBT
jednak n. Sledi da rang n x m matrice B mora biti najmanje n. Za-
kljuCujemo da je n < m, jer rang matrice ne moze biti ve¢i od broja
kolona. O

Pogledajmo determinantu matrice C. OznaCimorX saa* i = 1,2,....n
fl 1 1 1
1 @1 ...1
1 1 3 . 1

ol 1 1 o1

1- i g2-1 0 .0
o 1-01 0 03 - 1

1- 4 O 0

vrstu oduzeli od ostalih,

oi - M8 1 1.0
1- ol a2- 1 0
1- ol 0

(In—+
1 —ax

gde smo poslednju vrstu pomnozili sa —-37 i dodali prvoj. Dalje,

svaku 1 - tu vrstu mnozimo sa —7-37 i dodajemo prvoj. Dobijamo
trougaonu (gornju) determinatu Cija je vrednost

1—d  1-—0] L. g
an- 1 ond- 1 a2—1) (@2- )..(a, - 1.

(U]

Ovo prikazimo kao

A7, 4 al—1

(i + "7 4 “h(a2-n...an-1)
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. ai 1 ¢ci-1 al —1
ai- 1 Q 1+ ® 1 a e(@- ...(a,, - 1)

= ( g it 4 gy WO —D) ek —)—o7i~ hm

Vrednost ovog izraza je ve€a od O jer je a*> 2,Z2= 1.2.....n.

Krenimo malo dalje prema Teoriji grafova. Odmah vidimo da sledeéa
teorema tvrdi isto Sto i Teorema 3.

- Ako razlozimo kompletan graf Kn na m klika (kompletan podgraf)
razli¢itih od Kn, tako da je svaka grana samo u jednoj kliki, onda je
m > n.

Naravno, neka X odgovara skupu ¢vorova od Kn i skupovi A2¢voro-
vima klika. Onda su tvrdenja identi¢na.

Na$ slede¢i zadatak je da razloZimo Kn na kompletne bipartitne
grafove tako daje ponovo svaka grana u tacno jednom od ovih grafova.
Postoji jednostavan nacin da to uradimo. NumeriSimo ¢vorove sa
1,2 ...,n. Prvo uzimamo kompletan bipartitni graf koji spaja 1 sa os-
talim Cvorovima. Tako dobijamo graf Kiin-i, koji se zove zvezda.

Sledece, spajamo 2 sa 3.....n i dobijamo zvezdu KiflF2- Nastavl-
jajuci tako dobijamo razlaganje Kn na zvezde I, AA,, 2, ..., ATi,i.

Ova dokompozicija koristi n —1 kompletan bipartitan graf.

Mozemo li ovo uraditi bolje? Mozemo Ii ovo uraditi sa manje
grafova? Ne, kaZze sledeCi rezultat Rona Grema (Ron Graham) i Henrija
Polaka (Henry 0. Pollak).

Teorema 9.4 ([1]) Ako je Kn razlozen na kompletne bipartitne grafove
Hi, H2, ... Hm, onda je m > n —1.

Interesantna stvar je da nasuprot teoreme ErdeS - De Brijna, nije
poznat nijedan kombinatorni dokaz ovog rezultata. Svi dokazi koriste
linearnu algebru na ovaj ili onaj naCin. Od nekoliko manje viSe ekviva-
lentnih ideja pogledajmo dokaz Tverberga (Tverberg).
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Dokaz. Neka su cvorovi od Kn {1, 2,.... n} ineka su LJyRj skupovi

¢vorova kompletnog bipartitnog grafa —1.2___m. Svakom ¢voru
i dodelimo promenljivu xt. Kako razlazu I\n, imamo
(i) Ej’\d :k—E1(Z d BE X

Pretpostavimo suprotno, m < n—1. Tada sistem linearnih jednacina

D+ mm+ =0

E =0

aef.K
ima viSe jednaCina nego promenljivih. pa postoji netrivijalno reSenje
G- ..., con.

Iz (1) zakljuCujemo

Z_ CD= 0-
1<
Ali ovo implicira,
n n
o= (cL+... + N)2=E +2E cis= E ¢?>Q
i=1 i<] =

Kontradikcijal O

Zadatak. (R.ToSi¢) U prostoru je dato 18 taCaka tako da su svake
Cetiri temena tetraedra sa ivicama razliCite duzine. Dokazati da se
medu tim tetraedrima mogu naci dva takva da je nakraca ivica jednog
istovremeno i najduza ivica drugog.

Ovo je verovatno najlepSi zadatak u ovom radu. Da bismo ga resili,
koristicemo cleo Ramzejeve teorije.

1930. godine engleski matematicar i logiCar Frank P. Ramsev (1903-
1930) je dokazao teoremu za koju je Dirihleov pricip samo specijalan
slucaj.
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Osnovni problem Ramzejeve teorije grafova moze se formulisati
na sledeci nacin.

Za dati graf G treba odrediti najmanji broj N = N{G), takav da za
svako 2—bojenje grana grafa Kn postoji jednobojni podgraf izomorfan
datom grafu G.

Da bismo dobili osetaj o ¢emu je re¢. dokazaéemo slede¢u jednos-
tavniju teoremu iz Ramzejeve teorije, koja ¢e nam koristiti u reSavanju
postavienog zadatka.

Teorema 9.5 (Frank P.Ramsey) Za svako 2-bojenje grana grafa K6,
postoji jednobojni podgraf (kontura C3).

Dokaz. Oznacimo ¢vorove grafa Kesa 1,2.3. 4, 5, 6. Obojimo grane
grafa sa dve boje, na primer plavom i crvenom. S obzirom na ¢vor
oznaCenog sa 1, ostale mozemo podeliti u dva skupa P = {Cvorovi
spojeni plavom granom sa 1} i N = {Cvorovi spojeni crvenom granom
sa 1}. Tadaje P UN = {2, 3 4,5, 6} Tih pet ¢vorova rasporedeno je u
dva skupa, pa prema jekoj formi Dirihleovog principa, bar jedan skup

. o—1 " .. )
sadrzi barem !\———! 1= 3 ¢vora. Ako P sadrzi tri ¢vora onda su oni

povezani granam'a'obojenim crveno, ili medu njima postoji par ¢vorova
koji su povezani plavom granom. AKko postoji takav par, onda ta dva
¢vora sa ¢vorom 1 odreduju tri ¢vora spojena plavim granama, dakle,
postoji kontura C3, Cije su grane obojene plavom bojom.

Ako pak, N sadrzi tri ¢vora, onda su oni ili spojeni plavim granama
ili medu njima postoji par ¢vorova koji su spojeni crvenom granom. U
ovom zadnjem slucaju, ta dva Cvora sa ¢vorom 1 odreduju konturu C3
Cije su sve tri grane crvene boje.

Dokaza¢emo sada tri pomocne leme.

Lema. 9.1 Dato je 6 taCaka tako da su svake tri temena trougla, tj. ne
postoje medu njima tri kolinearne. Svaka duz odredena datim taCkarna
obojena je jednom od dve boje: crveno ili plavo. Za svako takvo bojenje
postoji jednobojni trougao, tj. trougao sa temenima u datim taCkarna
Cije su sve stranice iste boje.
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Dokaz. Dokaz je direktna posledica prethodno dokazane Ramze-
jeve teoreme, ako taCke smatramo Cvorovima grafa a duzi granama
grafa Kb. .

Lema 9.2 Uprostoru je dato 9 taCaka tako da sv, svake Cetiri temena
tetraedra, tj. medu njima ne postoje tri taCke koje leze u istoj ravni.
Svaka duz odredena datim taCkama obojena je jednom od dve boje: cr-
veno ili plavo. Za svako takvo bojenje postoji ili crveni tetraedar (tj.
tetraedar Cije su sve ivice obojene crveno) ili pravi trougao (tj. trougao
Cije su sve stranice obojene plavo).

Dokaz. Ako medu datim taCkama postoji takva taCka A iz koje
izlazi Sest crvenih duzi, uoCimo Sest taCaka koje su drugi krajevi tih duzi.
Posmatrajmo duZi sa krajevima u tih Sest taaka. Prema prethodnoj
lemi medu njima postoji tri iste boje koje obrazuju trougao. Ako je
to crveni trougao, onda on sa tri crvene duzi, koje spajaju njegova
temena sa tatckom A obrazuju crveni tetraedar. U protivnom imamo
plavi trougao. O

Napomena: .Jasno je da boje mogu zameniti uloge, tako da vaZi
da za svako bojenje postoji ili plavi tetraedar ili crveni trougao.

Lema 9.3 U prostoru je dato 18 taCaka tako da su svake 4 temena
tetraedra. Svaka, duZ odredena datim taCkam,a obojena je jednom od
dve boje: crveno ili plavo. Za svako takvo bojenje postoji jednobojni
tetraedar, tj. tetraedar Cije su sve ivice obojene istom bojom.

Dokaz. Neka je A jedna od datih tacaka. 1z nje izlazi 17 duzi. Medu
njima postoji 9 duZzi iste boje, na promer, plave. Uocimo 9 tataka koje
su drugi krajevi tih duzi. Posmatrajmo duZi sa krajevima u uocenim
taCkama. Prema prethodnoj lemi, medu tim duzima postoji 6 koje
obrazuju crveni tetraedarili postoje tri koje obrazuju plavi trougao. U
drugom slucaju, taj plavi trougao zajedno sa tri plave duzi koje spajaju
njihova temena sa tatkom .4, obrazuju plavi tetraedar. O

Prelazimo sada na reSenje zadatka.
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Obojimo crveno svaku duz koja je najkracéa ivica u nekom od tetraeclara.
Ostale duzi obojimo plavo. Prema prethodnoj meli dobiéemo bar jedan
tetraedar Cije su sve ivice iste boje. Plavi tetraedar ne postoji jer je
u svakom tetraedru bar jedna ivica (najkraca) crvena. Dakle, postoji
crveni tetraedar. Njegova najduZa ivica je najkraca ivica u nekom dru-
gom tetraedru.
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Swu brbljivost i podlost smrvi
| tada zalac mudre zmije

U obamrla usta mi je

Rinuo rukom punom krvi

| zario u grudi mac

| ustreptalo srce trgo

G |aV a 3 | Zisku plamenu uz pla¢

U otvorene grudi vrgo.”
A.S.Puskin

1. Geometrijski dokazi u grafovima

U ovom clelu rada ¢emo grafovske probleme smestiti u geometrijski
prostor i pokazati kako geometrija pomaze teoriji grafova.

Teorema 1.1 ([16]) Ukompletnom, grafu sa n temena postoji k gransko
- disjunktnih Hamiltonovih kontura, ako je n neki neparan broj in > 3.

Dokaz. Kompletan graf G sa n temena ima ~ —- grana I
Hamiltonova kontura u G se sastoji od n temena. Prema tome broj

- . , . . —1
gransko disjunktnih Hamiltonovih kontura u G ne moze da prede -

To da postoji U gransko disjunktnih Hamiltonovih kontura kada je
n neparan broj moZe se pokazati na sledeci nacin:

Podgraf (kompletnog grafa sa n temena) na slici 2. je Hamiltonova
kontura.
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ZadrZavajuci temena fiksnim na kruZznici, rotiramo poligonalni uzorak
u smeru kazaljke na satu za

60 2-30 A—3 360
n—1' n—1 ' 2 p—q Stepent

Primetimo da svaka rotacija daje Hamiltonovu konturu koja nema

oy . . T
zajedniCke grane ni sa jednom prethodnom. Prema torne. imamo--—--

novih Hamiltonovih kontura, sve gransko disjunktne medusobno. Otuda
tvrdenje. O

Teorema 1.2 ([16]) Granica broja seCenja pri pravolmijskom pred-
stavljanju potpunog bipartitnog grafa Knh je 47)

Dokaz. Razmotrimo slucaj kad su m i n parni brojevi, n = 2k i
rn = 21. Smestimo temena grafa na koordinatne ose x \y. tako da k
¢vorova budu sa raznih strana koordinatnog poCetka na x-osi, a po i sa



1. Geometrijski dokazi u grafovima Oi

raznih strana koorclinatnog poCetka na y-osi.

Tada je broj preseka ocigledno

Dokaz u ostalim sluCajevima je analogan. O

Nejednakost Cauchy - Schwarza moze vrlo lako da se dokaze ge-
ometrijski:

{ciibi + 09°2 + » + anbn)~ —(oj T a2k 4" T + by

Pretpostavimo da graf G —(V, E) ima n ¢vorova i ne sadrZi cikluse
duzine 4 (oznaCene sa c4). to jest nema podgrafove oblika C4, koliko
najvise grana moze imati graf G4



58 glava 3.

Kao primer grafa bez 4 - ciklusa uzimamo graf na slici 4.

On ima 5 ¢vorova i 6 grana. MoZe se lako pokazati da grafovi bez 4
- ciklusa koji imaju 5 ¢vorova ne mogu imati vise od 6 grana.

Pogledajmo opsti slucaj. Nekaje S —{(u, {u, tu})} gde je u spojeno
saviw,iv”® w

Odredicemo broj elemenata skupa S, drugim recima brojimo sva
pojavljivanja

u
! \
Vv w
u G. Odmah vidimo da je |5] = u/(\ev S druge strane, svaki par
{u, iu} ima najvise jednog zajednickog suseda (jer je G bez C4). Prema
tome je
Zakljucujemo

™ 53 d(u)2<n(n- 1)+ d(u).
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OznaCimo sa a = (d(u\), rf(ti2),....d.(un)) ib= (1,1,.... 1) gde je ut ri V.
Cauchv - Schwarzova nejednakost, daje

Z ;(u) <n~2du)2

-UEvV uEV
Iz (*1 sledi
12
2(n —1 Z d(u).
Z f(W <n2n—h+nZ du

Koriste¢i poznatu relaciju \év d(u) = 2\E\, dobijamo
u

4E\2 < n"{n —1) + 2n\E\.
ili
n2{n - 1) <0

~N
\E\2 ~M\E\ 4

Ova nejednakost daje
E\ < [*1 +\/4"3)J.

Ovim je dokazano tvrdenje koje je pokazao Istvan Reiman 1958. god.
O

Teorema 1.3 ([!]) Ako graf G od n ¢vorova nema 4-ciklusa, tada je
Ei< ~(1+ V4n - 3)J.

Zan = 5 ovo daje |E] < 6, 1 nas prirner pokazuje da jednakost moze
da vazi.

Jedna, od osnovnih teorema Teorije grafova je teorema Turana iz
1941. godine koja je inicirala stvaranje ekstremalne Teorije grafova.
Turanova teorema je otkrivena vise puta u razli¢itim okruzenjima i sa
razli¢itim dokazima. Uvedimo sledeCu notaciju
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V ={i, wvn}iakosuvliljsusedni ¢vorovi onda pisemo vjUj G
E. p—Kklika u G je potpun podgraf od G sap ¢vorova koji oznacavamo
sa Kp.

Paul Turan je postavio sledeéi problem:

Neka je G prost graf koji ne sadrzi p-klike. Koji je najveci broj
grana koji G moze imati?

Teorema 1.4 ([1]) Ako je G = (V. E) graf sa n Cvorova, koji nema
p—klike, p > 2. tada

Dokaz. Zap = 2 imamo trivijalni slu€aj. Prvi interesantan slucaj
je p = 3 koji smo ve¢ obradili koristeCi nejednakost izmedu aritmeticke

. .. ... N2
i geometrijske sredine. Takav graf sadrzi najviSe — grana. Takode
1

za p = 4 imamo gore naveden dokaz koji koristi nejednakost Cauchv -
Schwarza. Dokaza¢emo opsti slucaj indukcijom po n.

Za n = 1trivijalno. Nekaje G graf sa maksimalnim brojem grana.
G sigurno sadrzi (p —I)-klike, jer u protivnhom mozemo dodavati jos
grana. Neka je 4 (p —1)—klika i nekaje B = V \ A. A sadrzi (0]
grana i odredimo broj grana u B, e#, i broj grana koje povezuju A i
B, e4

G nema p-klika, svaki Cvor Vj G B je vezan najviSe sa p —2 ¢vora u T.
Dobijamo

eAb <{P~ 2)(n- p+ 1)
Zajedno, ovo daje

\E\ <

Sto je tacno
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2. Primena Pikove teoreme

Pod celobrojnom kvadrathom mrezom u ravni podrazumevac¢emo skup
svih taCaka u ravni sa obe celobrojne koordinate. Ako se takve taCke
posmatraju kao ¢vorovi grafa, pri ¢emu su dva ¢vora spojena granom
ako i samo ako su na rastojanju 1, dobija se beskonacan graf koji je
planaran, regularan, stepena 4. Svaka oblast takvog grafa je ograniCena
konturom duzine 4 (si. 1).

Slika 1.

Opisana mreZa se moze interpretirati i kao pokrivanje ravni sa po-
dudarnim kvadratima bez zajedniCkih unutradnjih taaka. Svaka dva
kvadrata u takvom pokrivanju su ili disjunktna, ili imaju jednu za-
jednicku stranicu, ili imaju jedno zajednicko teme.

Poznato je da se ravan osim sa podudarnim kvadratnima moze
pokriti i sa podudarnim pravilnim Sestouglovima i sa podudarnim jed-
nakostrani¢nim trouglovima. To su jedine tri mogucnosti za pokri-
vanje ravni sa podudarnim pravilnim mnogouglovima. Sestougaona i
trougaona mreZa prikazane su na si. 2a,b.

A\\A

Slika 2. ) b)

Austrijski matemtiCar Pik Georg Aleksandrov (1859-1943) dokazao
je jednu interesantnu teoremu koja se odnosi na povrSinu prostog mno-
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gouglasa temenima u ¢vorovima (celobrojnim tatkama) kvadratne mreZze.

Pikova teorema. Neka je M prost m.nogougao sa temenima u
Cvorovima kvaclra,tne mreze. Tada je povrSina rnnogougla M jednaka

gde je a broj Cvorova u unutrasnjosti rnnogougla a b broj taCaka na
grenici rnnogougla.

Vise detalja o ovoj teoremi moZe se naci u [1]. Primer.

Slika 3.

Za mnogougao na si. 3je a= 16.b= 11, pa je njegova povrsina

16+ — - 1= 20,5.

Benzenoidni hidrokarbonati su jedinjenja sa hemijskom formulom
CiHs, pri ¢emu su atomi ugljenika povezani u Sestougaone (heksago-
nalne) prstenove. Primer jednog takvog benzenoida dat je na si. 4.
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(benzo-a-piren):

If  f ke

benzo-a-piren -

Slika 4.

Strukturna formula benzenoidnog hidrokarbonata predstavljena je
grafom u kome atomima vodonika odgovaraju viseCi ¢vorovi a atomima
ugljenika ¢vorovi stepena tri. Odstranjivanjem viseCih ¢vorova dobija
se novi graf sa n ¢vorova, bez viseCih ¢vorova u kome svaki ¢vor pripada
nekom Sestouglu. Na taj naCin pridruzen graf grafu sa slike 4 dat je na
slici 5

Slika 5.

Svaki takav graf moze se posmatrati kao podgraf Sestougaone mreze
i to onaj njen deo koji je obuhvacen jednom konturom te mrezZe (zatvore-
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nim putem bez samopreseka) i delom koji lezi unutar te konture (si. 6.)

DuZina te konture (broj grana konture) uvek je paran broj. Sam graf
naziva se heksagonalni sistem {HS) a kontura koja ga ogranicava je
njegov perimetar. Termin perimetar koristimo i za duzinu konture i za
to koristimo oznaku p. Sa h oznaCavamo broj heksagona datog HS.

Koristiéemo i slede¢e oznake:

n - ukupan broj C¢vorova HS (tj. broj atoma ugljenika u odgo-
varajéem benzenoidu).

7 - broj grana.
nt - broj unutra$njih ¢vorova, tj. broj ¢vorova unutar perimetra.
n2 - broj ¢vorova stepena 2.

.Jasno je da se svi Cvorovi stepena 2 nalaze na perimetru i da je

m2=s.

gde je s broj atoma vodonika u odgovaraju¢em benzenoidu.

Teorema 2.1 (R.ToSi¢) Za HS vazi
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Dokaz. Predstavimo heksagonalni sistem kao podrgraf kvadratne
mreze. Kao primer, posmatrajmo sliku 7, koja predstavlja HS sa si 6.

Slika 1.

Ako za jedininu povrSinu uzmemo povrsinu jednog kvadrata te
mreze, onda jedan heksagon ima povrSinu 2. Perimetar HS ima duZinu
p i na njemu se nalazi tatno p celobrojnih tacaka (CGvorova kvadratne
mreze). Broj Cvorova unutar perimetra je n —p. Na osnovu Pikove teo-
reme zakljuCujemo da je povrSina mnogougla odredenog perimetrom
HS jednaka:

2h={n- p) +V —1,

odakle sledi (1). O

Teorema 2.2 (R.ToSi¢) Za HS vaii:

Dokaz. HS ima h oblasti ograni€enih sa 6 grana i 1 oblast (beskona-
¢nu - spoljasnju) ograni¢enu sa p grana (perimetrom). Obilazeci svaku
oblast po jedanput, svakom granom proci ¢emo dva puta, jer je svaka
grana grani€na za dve oblasti. Dakle, dvostruki broj grana je

2 m=6h+p. 3

S druge strane, u svakom grafu je zbir stepena Cvorova jednak
dvostrukom broju grana. Kako je broj Cvorova stepena dva jednak
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s. a broj €vorova stepena 3 jednak n —s, to je
3 (h—9 + 25 = 2m,
tj-
3n —s = 2m. 4
Iz (3) i (4) sledi
6 h+p=3n—s,
tj-
3n —6h =p +s. 5
Medutim, iz (1) dobijamo daje

3n —6h =

Sto sa (5) daje

PXS—— +3
2p

odakle sledi (2). O

Teorema 2.3 (R.ToSi¢) Iz teorema 1i 2 tj. iz (1) i (2) dobija se

=-(n —s+2). 6)

Ako posmatramo parametre h i p vidimo da izmedu njih postoji
sledeca veza:

="n-s+2),p=2s- 6, (7

odnosno,
n=2h+—1s=—3 (1

Prema napred izloZzenom, odredivanje broja izomera benzenoida
CnHs, moZe se svesti na odredivanje broja neizomorfnih HS sa h hek-
sagona i sa perimetrom duzine p, gde izmedu navedenih parametara
vaze veze (7)) i (77).



2.. Primena Pikove teoreme 67

U svetu trenutno radi nekoliko istrazivaCkih grupa na problemima
gonerisanja i prebrojavanja razlicitih izomera bezenoida CnHs, tj. odgo-
varajucih HS. To su:

Grupa u Novom Sadu je razvila softver koji ne samo da generise i
prebrojava heksagonalne sisteme, nego ih i klasifikuje po parametrima
liip. Prvi rad u toj oblasti je gde je data tablica brojeva koji su kasnije
u literaturi dobili naziv STD - brojevi.
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Ko trup u pustinji sam pao

I boga glas je mene zvao:

”ProroCe ustaj, motri, vnemlji,

Ispunjen mojom voljom budi,

G Iava 4 I hodeéi po moru. zemlji.
Recima Zezi srca ljudi.”

A.S.Pudkin

Metodicke transformacije

1. Prave u ravni i dekompozicije grafova

Mozda najpoznatiji problem o konfiguraciji taCaka postavio je J.J. Syl-
vester Ciji dokaz se Cini krajnje elementaran i koga smo prezentirali.
Cetrdest godina kasnije Erde$ ponovo postavlja isti problem i pret-
postavlja da je odgovor pozitivan. Galai ga reSava 1933. godine.

ErdesS je 1943. ponovo postavio problem u Casopisu American Math-
ematical Monthly. Medu prispelim reSenjima bilo je i L.M.Kelijevo
reSenje koga je Erde$ smatrao za najelegantnije.

Dualiziranjem Silvesterovog i Erde$ - Da Brijnovog tvrdenja dobi-
jamo da u bilo kom rasporedu od n pravih u ravni, koje nisu sve iz istog
pramena i medu kojima nema paralelnih, postoji tacka u kojoj se selcu
tacno dve prave. Neka je P skup od n > 3 pravih u ravni koje se sve
medusobno seku i ne pripadaju istom pramenu. Tada skup L prosecnih
taCaka ima najmanje n elemenata.

Sledece tvrdenje pripada ErdeSu.

Neka je P konacan skup taCaka u ravni, tako da bilo koje tri tacke
nisu, kolineame i sve ne pripadaju istoj kruznici. Tada postoji bar jedna
kruznica koja sadrZi tacno tri tacke skupa P.

69
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Dokaz. Neka je P\ taCka skupa P i neka je c proizvoljna kruznica
u ravni sa centrom uP[. OznaCimo sa o inverziju u odnosu na c. Slike
taCaka skupa P razli€itih od Pxu odnosu na a €ine nekolinearni skup P'.
Prema Silvester - Galaijevoj teoremi postoji prava I' kojoj pripadaju
tacno dve tacke skupa P, recimo P2 i P3. P\ ne pripada t' jer bi u
protivnom | —a(l') sadrzavala R, P2= a(Pj) i P3= a(Pj), suprotno
pretpostavci tvrdenja. Sledi da je a(l') kruznica koja sadrzi tacno Px, Po
1P3. O

Prethodni dokaz preuzet je iz knjige Judite Cofman What to Solve?
Oxford, 1990. U delu 4 koji je nazvan Selekcija elementarnih problem,a
koje su reSavali eminentni matematiCari dvadesetog veka, moZzemo naci
i pricu 0 Silvestrovom problemu.

Jednostavna generalizacija Silvesterovog trvrdenja glasi:

Dajto je n > 3 paralelnih pravih u prostoru tako da ne pripadaju sve
jednoj ravni. Tada postoji ravan koja sadrzi tacno dve od da,tih pravih.

SledeCe uopStenje problema Silvester-Galija je u knjizi .Judite Cof-
man pripisano Motzkinu.

Neka je P konaCan skup taCaka u prostoru tako da ne pripadaju sve
istoj ravni.

(@) Dokazati da postoji ravan t u prostoru tako da su tacke iz P
koje su u ¥ rasporedene na ne viSe od dve prave u n.

(b) Pokazati, konstruiSuci kontraprimer, daje sledece tvrdenje neto-
¢no:

Postoji ravan u prostoru koja sadrzi tacno tri nekolinearne tacke iz
P.

Dokaz. (a). Kako taCke skupa P nisu sve u istoj ravni, P mora
sadrzavati najmanje Cetiri taCke PXP2,P" i P4 koje nisu u istoj ravni.
(Ovo implicira da bilo koje tri tacke od PX P2, Rs, P+ nisu kolinearne).
Neka je ttravan kroz Px, P2 i P3. Za bilo koju tacku P e P, razli€itu od
P4 oznacimo tacku u kojoj prava P4P seCe T (ako seCe) sa P1 Neka je
P' skup svih takvih tacaka P. Skup P' nije prazan jer je P[ —Pi, Pj =
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P2,P] = Pj. Stavise, obzirom da P\. P2 i p3 nisu kolinearne, tatke P’
nisu sve kolinearne. Prema tvrdenju Silvester-Galaija, postoji prava {
u 7% koja sadrzi taCno dve tacke iz P', recimo P/ i Pj. Prema tome. u
ravni kroz P4,P/ i Pj sve taCke iz P moraju leZati na jednoj (ili obe)

Lako se uveravamo da skup P = {S, Ai, Bi, C\, A2,B2,C2,P, Q, R}
ima trazene osobine. Ne postoji ravan u prostoru koja sadrzi tacno tri
nekolinearne tacke iz P.

SledeCe uopStenje teoreme Silvester-Galaija tj. tvrdenje dokazano
od strane Motzkina i Conwaya odnosi se na blok-dizajne. Postoje razne
vrste blok - dizajna. U knjizi .Judite Cofman predloZena je sledeca
definicija:

Blok - dizajn V se sastoji od n elementa, nazvanih tackama iizvesnih
podskupova tacaka koji se zovu blokovi, tako da

svaki blok sadrzi najmanje dve tacke

bilo koje dve taCke sadrzane su u tacno jednom bloku.

Primen blok-dizajna su konaCne projektivne ravni. Skupovi P i L
iz teoreme Silvester - Galaija su tacke i blokovi.

U ovom kontekstu, ranije dokazana teorema glasi:

Teorema 1.1 Ako blok dizajn V sadrZi n taaka i m blokova tako da
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jem > 1. ondajem >n.

Analizirajuci dokaz prethodne teoreme, koji korisri linearnu algebru
dolazimo do sledeceg tvrdenja:

Teorema 1.2 Neka je X skup od n > 3 elemenata, i .4%LT U ,Am
pravi podskupom od X, tako da je svaki par elemenata iz X sadrzan u
tacno A< m —1 skupova Az. Tadaje m > n.

Dokaz. Posmatrajmo matricu incidencije B za (Y,AXx A2, ...,Am)

tj- _ _

1L 'G'L}J i — N

\ 0 lieAs D2 3
od A< An
odo 1 0' X
1000 1 X

B =
.001 .. 0 ah

Primetimo da vrste elemenata xI i x3 sadrze jedinice u Aistih kolona.
U ostalim kolonama se razlikuju tj. ako je, na primer, u nekoj od
preostalih kolona jedinica u vrsti Xi, onda u toj koloni stoji nula u vrsti
xv Matrica BB T ima oblik

o A A L. A
A no AL A

A A . I

rXi, kao i ranije, oznaCava broj pojavljivanja elemenata xz u skupovima
«dl,.42, .... Am.

rix> A
jer se proizvoljan element y G X, vy zajedno sa x| javlja u
A skupova. Postoji treCi element i / ;// r, [/ i koji nije u svim
skupovima u kojima su xt i y. U protivnom At skupovi bi bili ceo X.
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I t moraju biti u A podskupova pa je xI| sadrzan u bar joS jednom
skupu pored Askupova u kojima je zajedno sa .

Vrednost determinante matrice BBr je

i A
P> A
A r Xn

ip, - A)(M- A..{rx —A) X £/A+ Iy - At 0 A+ ¥ P, - -

Sto znaCi da je matrica BB1 regularna. Sledi, kao i u dokazu teoreme
za A= 1l.dajem > n.

Pogledajmo neke primere:

A" = {1,2. 3,4}
*Ai = {1,2.3}. ¢2 = {1,2,4%}, 43 = {1,3,4}, 44 = {2,3,4}
{123 CAi i {12} Cho
{13} C.4, i {13} CA3
{1,4ycd2 i {14} C 43
{23} C i {2,3}C.44
{24y C 42 i {24} C A4
{3,43C.43 i {34} C A4

Ovo je primer tzv. (4,4, 3, 3, 2) - konfiguracije (videti knjigu R.ToSica:
Kombinatorika, str. 201)

Sledeéi primer nije blok - dizajn.

A= {1234}

A = {1,2,3}, 42={1,2,4}, A3= {1,3}, Ad4= {1,4} 45= {2.3,4}
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e = {3,4}.
{12} CA, i {12} CA2
{13} CA, i {13} CA,
{14} CA2 i {14} CA4
{23} CA, i {23}+cC,1
{24y CA2 i {24} CA5
{3,43CA5 i {34} CA,

Sada bi grafovska interpretacija teoreme u "A

Teorema 1.3 Ako razlozimo kompletan graf Kn
pletnih podgrafova od Kn, tako da je svaka grana
kompletnih, podgrafova, onda je m > n.

Ako razlozimo Kn na kompletne bipartitne grafove Hi,H2,..., Hm
tako da je svaka grana u tacno jednom od ovih grafova, tada je kao Sto
srno videli m > n —1 Pogledajmo primer za /v5.

Iz dokaza teoreme o kompletnim bipartitnim grafovima vidimo da
mozemo zahtevati da je svaka grana, na primer, taCno u dva grafa.
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Tada se suma (1) iz dokaza menja u sumu

@ k., =E(E E
i<j k=l \aELp bERK 7/

Sistem linearnih jednacCina ostaje isti

i+ +xn—0
E xa=0
a"Lk

pa dobijamo sledece tvrdenje:

Teorema 1.4 Ako je Kn razlozen na kompletne bipartitne grafove H\...
tako da je svaka grana u tacno dva bipartitna grafa, tada je m > n —1.

Pogledajmo primer:

Slike

2. Dokazi i opovrgavanja

Ojler je 1758 godine do%ao do formule o odnosu temena, ivica i pljosni
poliedara ali se ovaj rezultat mogao dobiti i iz Dekatrovih rukopisa iz
1639. godine. Istina, Dekart nije sam izveo do kraja ono Sto se danas
naziva Ojlerova formula.
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Knjiga Dokazi i opovrgavanja, Imre Lakato$a u sustini je saZetak
njegove filozofije matematickog otkrica. Kao $to je poznato, Lakato$
na primeru dokaza Ojlerove formule v—e + f = 2 pokazuje kako se iz.
naizgled nepreciznih pretpostavki, moZe na neformalan nacin doci do
tatnog matematickog otkrica.

Dokazi 1 opovrgavanja su se na naSim prostorima pojavili u pozna-
toj seriji "Moderna matematika” krajem sedamdesetih godina prosSlog
velca. Vrlo brzo ova knjiga je postala bestseler medju matematicarima
i prakti¢no razgrabljena.

0 LakatoSu su napisane mnogobrojne studije iz matematicke filo-
zofije, metodike, pedagogije, psihologije. Interesantno je da se dokaz
Ojlerove formule danas nalazi i u udzbenicima algebre. Ovu temu smo
uvrstili u nasu tezu jer na lep nacin ilustruje vezu geometrija - grafovi,
grafovi - geometrija. Kako je sama tema dosta eksploatisana, mi ¢emo
se osvrnuti na neke kritike LakatoSove filozofije.

Lakato$ otkriva "karte” ve¢ u uvodu svoje knjige: MoZda ovde treba
spomenuti paradoksalan polozaj matematiCara: prema formalistiCkim,
ili Cak deduktivistickim merihma, on nije Castan mafematicar. Dieudon-
né govori o “apsolutnoj nuznosti nametnutoj bilo kom matematicaru
koj'i, se brine za intelektualnu Cestitost™ da svoje zakljuCivanje izlozi u
aksioma,tskom obliku.

Pod sadaSnjom, prevlas¢u formalizma podstaknuti smo da parafrazi-
ramo Kanta: istonja matemtike, gubeCi vodstvo filozofije, postala je
u istoriji matematike, postala je prazna. “Formalizam™je branik filo-
zofije logickog pozitivizma. Prema logickom pozitivizmu, recenica je
smislena samo ako je ih “tautologija” ili empirijska. Buduci da ne-
formalna matematika nije ni “tautologija,”” ni empirijska, mora biti be-
smislena, krajnja glupost.

Te dogme logickog pozitivizma, bile su Stetne za istoriju i filozofiju
matem,atik:e.

Svrha ovih eseja je priblizavanje nekim problemima metodologije
matematike. ReC “metod™je grckog porekla i znaci put ka istim. Ovde
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reC “rnetodologija’ upotrebljavam u smislu bliskom Polya,inoj i Bernay-
sovoj "heuristika” i Popperovom ~logika otkrica™ili *%itna,ciona logika,”.

U knjizi Razvmevanje u matematici, 1994, Ana Sierpinska (Anna
Sierpinska), govore¢i u uvodu kaZe o LakatoSu:

”Ovaj pogled na matematiku zahtevao je premisljanje proucavanja i
ocenjivanja ucenickog razumevanja. On je relativizovao njihove greske.
Neke od njihovih greSaka uzrokovane su nacinima razmisljanja sasvim
legitimnim u okviru izvesnog misljenja, izvesnog konteksta, problema
I izvesnog verovanja u ono Sta je istina u matematici. Postalo je
jasno da bar neka uceniCka razumevanja zasluzuju viSe postovanja i
paznje i da umesto da pokuSa da zameni uceniCko ”pogresno’ znanje
tacnim, uciteljski trud treba da se ulaze u pregovaranje sa ucenicima
0 znaCenjima, pronalaZenje posebnih izazovnih problema kroz koje ce
u€enik iskusiti mentalni konflikt, koji ¢e ga dovesti do svesti da njegov
ili njen naCin razumevanja verovatno nije jedini, da nije univerzalan™.

Jasno je da ovakav pristup proucavanju zahteva "didakticki inZenje-
ring” koji ée pruZziti uslove ucenicima da razumeju matemti¢ke sadrzaje
bolje i dublje.

Na strani 167 navedene knjige Ana Sierpinska kaze: "Posle Godela
neki filozofi, su pokuSali da nadu izlaz iz ovog osecanja nesigurnosti. U
stvari, neki od njih su nastavili da grade sigurnost na ovoj nesigurnosti.
Ovako se moze opisati filozofija LakatoSa.

U godinama 1960-70 Lakatos je poCeo da promovise filozofiju pogresne
matematike: matematike kao kvazi-empirijske nauke™. Prema Lakato-
Su (1978) osnovni matemticki protok nije prenos istine kroz kanale de-
dukcije od aksioma do teorema, veé pre svega preusmeravanje neta¢nosti
od specijalnih, tvrdjenja, (tzv. “osnovnih tvrdjenja’) prema aksiomama.
U ovom pristupu, aksiomi su “radne hipoteze” i ako ispadne, na osnovu
aksioma,, da neko od osnovnih tvrdjenja ne vaZzi, onda ¢emo pre menjati
aksiome nego osnovna, tvrdjenja’.

U knjizi Matematika: Izgubljena sigurnost, 1980, M.Klajn (M.Klein)
na neki nacin nastavlja LakatoSev argument kada kaze: U stvari mate-
matiCar .« ne oslanja na rigorozne dokaze kako se to normalno pret-
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postavlja. Njegove tvorevine imaju za njega, znacenje koje prethodi bilo
kojoj formalizaciji, i ovo znaCenje daje tvorevinama postojanje ili real-
nost ipso facto (samo po sebi). PokuSaj da se odrede precizne granice
rezultata izvodeCi ga iz aksiomatske strukture moZe pomoci na naki
nacin ali mu u stvari ne povecavaju urednost”

NasSa tema nije kritika filozofije Imre LakatoSa ali pogledajmo neka
razmisljanja Solomona Fefermana iz knjige U svetiosti logike (In the
light of Logic, Oxford, 1998).

Sta ¢mi polazni dokaz? Odakle on dolazi?

Lakato$ kaZe da je to misaoni eksperiment ili naivni dokaz - ideja.
Ali u primerima koje nam daje, ideja dokaza je ve¢ uveliko napredovala.
Ima znacCajnu strukturu i korake, pretvara se da je racionalan lanac od
hipoteze do zakljucka. Ne mozemo zamisliti da takav dokaz izvire u
punoj snazi samo iz formulacije hipoteza.

Koja je forma hipoteze?
U svim primerima hipoteze koje nam daje LakatosS su oblika:

(1) Za sve objekte koji zadovoljavaju hipoteze A, zakljuCak B vazi,
Sto je logicki ekvivalentno sa

@) (VXIAX) -» B{x)}.

Ali, postoje mnogobrojna matematicka tvrdjenja od istorijskog znacaj
na primer tvrdjenje e’# = — ili

64122 + 1, koja nemaju formu (2).

Zar nema kristalno jasnih matematic¢kih koncepata? Lakato$ kaZe
da nema kristalno jasnih matematickih koncepta.

Sta je to posebno kod matematike?

Lakato$ ne Cini nikakav napor da nam objasni Sta je to o koncep-
tualnom sadrzaju ili o verifikacionoj strukturi matematike Sto je Cini
posebnom u odnosu na druge oblasti znanja.
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MoZe li se obi¢nom logickom analizom doCi do istih primera kao
metodom dokaza i opovrgavanja?

Po svemu sude¢i moze. Postupak obicne logizacije LakatoSevog
metoda dat je u knjizi Fefermana.

Sta Cini poboljSanje u dokazu?

Lakatos ne daje teorijski kriterijum za ovo. On jednostavno proizvodi
primere i pokazuje promenu koja se deSava kao odgovor na kritiku ili
kontraprimere. Evidentno i za njega i za nas poboljSanje se desilo.

LakatoSeva metodologija uspeva u ograni¢enim delovima matem-
atike nastalim aktivnim i rastu¢im intelektualnim naporima Kkoji su
podlozni konfuziji, nesigurnosti i greSkama. Nasuprot tome, logika daje
koherentnu sliku matematike ali koja se na prvi pogled Cini idealnom
i staticnom i koja je irelevantna svakodnevnoj praksi. Medutim logika
sama objaSnjava Sta je to posebno kod matematike, njene koncepte i
ideje, i metode.

Solomon Feferman dalje kaze: ”Verujem da nas LakatoSev uspeh
inspiriSe da trazimo viSe realisticnu teoriju matematike. Ah njegovi
propusti i neuspesi treba da nas osveste da mnogo vise logike mora biti
priznato i ugradeno u takvu teoriju. Trebalo bi rezervisati ime ~logika
matematiCkog otkri¢a” za ono $to dolazi. ™

3. O problemima i njihovom reSavanju

Prethodno izlozeni problemi i njihova reSenja predstavljaju, po misljenju
mnogih matematiCara primere lepog u matematici.

Poznati engleski matematicar G.H.Hardy (Hardi) u svojoj autobi-
ografiji A Mathematicians Apolagy (Opravdanje jednog matematicCara)
kaze:

“Matematicar, kao i slikar ili pesnik, stvaralac je ornamenata. Mate-
mati¢ki ornamenti moraju biti kao i slikarski ili pesnici lepi: ideje kao
boje ih re¢i moraju se slagati na harmoni¢an nacin. Lepota je prvi
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test”.

Ono $to uzbudjuje umove matematicara, ono o ¢emu oni govore kada
kaZzu da matematika ima svoju lepotu moZe se ilustrovati na primeru
lepog dokaza:

- videti neSto kao neSto drugo
- izvuéi ga iz uobiCajenog konteksta
- uvesti u pricu nesto poznato ali uCiniti to na neoCekivan nacin

- promeniti tacku glediSta i dopustiti da ta promena razotkrije novi
vid interpretacije.

IzloZeni problemi u naSoj tezi, odnosno njihova reSenja, koriste izmedu
ostalog, metodu zamene uzroka i posledice: pretpostavimo daje ono §to
hoéemo da dokaZzemo tacno da bismo videli kakve posledice to proizvodi,
a potom ¢emo iz tih posledica mozda izvuci pouke koje ¢e nam (uz malo
sre¢e) ukazati na put ka formalnom dokazu.

Zameniti konkretno apstraktnim, ili se baviti apstraktnim kao daje
to neSto sasvim konkretno, to su bitna odli¢ja Matemtickog stila,.

Jedna od osnovnih heuristickihn metoda matematike mogla bi se
opisati na sledei nacin: pronaci klju¢ni primer, onaj koji u neku ruku
predstavlja Citav ”svet” objekata, i ispitati hipotezu na njemu.

Primetimo da se ovde ne radi o formalno korektnom misljenju vec
o logici matematickog stila. Na primer, niSta nam ne daje za pravo
da iz jednog kriticnog” slu€aja izvodimo opSte zakljucke. NaSe re-
zonovnaje tu se oslanja samo na intuiciju, na sasvim neosnovano uv-
erenje da i jedan primer moze biti dovoljan da se uspostavi ili izmeni
Citav dokaz. 0 upotrebi analogije i “namernih greSaka” u matematici,
Imre LakatoS i Djerdj Poja napisali su Citave knjige. Na zalost iz ra-
zloga tradicije njome uslovljenih vidova matematickog obrazovanja i
prihvacenih oblika nau¢ne komunikacije, ovi aspekti kreativnog procesa
u matematickom misljenju obi¢no bivaju izbrisani iz udzbenika i stru¢ne
problematike.

Matematika, kao i knjizevnost, bavi se jednom “paradoksalnom”
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ontologijom, priCanjem priCe o svetovima i objektima koji ne postoje
ali imaju identitet.

Tu je neSto mnogo viSe od prostog manipulisanja brojevima: mate-
matika je nacin misljenja o stvarima.

Pitanje kako predavati matematiku staro je koliko i matematika kao
samostalna nauka. Istorijski gledano matemtika. se razvijala i predavala
onako kako je to zeleo jedan ili vise "autoriteta” vremena u kome se
zivelo.

Da li se povoditi za autoritetima ili predavati matematiku po svom
osecaju? U knjizi Otvoreno drustvo i njegovi neprijatelji (Car Platona
Karl R. Poper kaZe:

"Ne postoje nadljudi. Postoje neki veliki mislioci ali m oni njaveci
su skloni pravljenju velikih greSaka. Moramo da budemo skromni i-
da ispitujemo svoj put kao Sto bi to Cinio Slep Covek, pipajuci svojim
rukama i stopalima, krecuéi se paZljivo i koristeCi svoj razum, uvek
svesni da mozemo pogresiti. Mi moramo da izbegavamo nasilje "

Zasto smo u nasoj tezi odabrali bas navedene probleme a ne neke
druge? Dobar deo navedenih problema prezentiran je. kao Sto je reCeno
u knjizi Aignera (Ajgnera) i Zieglera (Ciglera ) Proofs from The Book.

Smatra se da su navedeni dokazi pravi biseri u matematickoj litera-
turi. Ovo kazuje da naSa tema krije lepotu povezivanja vise matematickih
oblasti, koris¢enje mnoStva matematickih tehnika ijednostavnost jezika
kojim je prezentiran svaki problem.

Naglasi¢emo kod svakog problema kljuéne momente. Prethodno
primetimo da smo u reSavanju koristili

- generalizaciju
- specijalizaciju
- analogiju

Prema Djerdju Poji, generalizacija je prelazenje sa razmatranja
datog skupa objekata na veci skup. koji sadrzi dati. Cesto generaliSemo
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prelazeCi sa jednog objekta na Citavu klasu koja sadrzi dati objekat.

Specijalizacija je prelaZzenje sa razmatranja datog skupa objekta na
manji skup, sadrzan u datom. ”Kada govorimo o analogiji nalazimo se
na manje sigurnom tlu” kaze Poja. Analogija je vrsta slicnosti. Slicni
objekti se slazu jedan sa drugim. Ako Zelimo da svedemo aspekt po
kome se objekti slazu na neki koncept onda gledamo slicne objekte kao
analogne. Poja kao pnmer navodi da pesnici porede mlade Zene sa
cvetorn i to njima znacCi slicnost. Oni ne idu na analogije, na nesto Sto
se konceptualno definise.

U svom Cuvenom clanku Generalizacija, specijalizacija, analogija,
Djerdj Poja kaze:

“Ako smo u pnrodnjackom muzeju gde su kosturi razliitih sisara,
svi nam, se Cine zastraSujuci. Ako je ovo sli¢nost koju nalazimo rnedju
njima, onda ne vidimo mnogo analogije. Ipak, moZemo videti lepu
analogiju izmedju CoveCije ruke Sape macke, krila slepog misa,”.

Kod specijalizacije razlikujemo jos i
- Slucaj ekstremne specijalizacije
- Glavni specijalni slucaj

Sposobnost reSavanja problema o€igledno mora da se stekne dugo-
rocnim reSavackim iskustvom (videti Friedrich Zech, Metodika matem-
atike, str. 413) (Fridrih Ceh).

TeSkoce na koje ucenici nailaze kod reSavanja problema prema Gold-
bergu (1992) mogu se klasifikovati kao:

- teSkoce u stru¢nom izraZavanju
- teSkoce & upotrebi varijabli i simbola

- nedovljno shvatanje jezicko-logickog razumevanja za egzistenci-
jalno i nedvosmisleno (na primer znaCenje ”Postoji jedan ... ”)

- mehani¢ko umesto heuristickog ucenja dokazivanja

- prenaglaSenost formalnog prikazivanja dokaza
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Walsch (1992) (VolS) izmedju ostalog, zakljuCuje da bi se trebalo
orijentisati prema jednom drugom pojmu dokaza koji obuhvata svaku
vrstu argumentacije i obrazlozenja i1 koji se. u nekoj datoj situaciji,
mogu smatrati “doslednim”, "dovoljnim” i “ubedljivim” (videti knjigu
Irnre Lakato$a: Dokazi i opovrgavanja,).

U odeljku 11. 7. 2 knjiga Fridriha Ceha, koji nosi naslov 0 reSava.nju

konkretnih zadataka u osnovnoj Skoli, data su heuristiCka pravila za
reSavanje problema. Ova pravila, naravno, vaze i za ostale uzraste.
Navedeno je Sest postupaka, koji se prema misljenju autora dopunjavaju:

1. Impulsi, pitanja i upotstva nastavnika za vreme reSavanja prob-
lema.

2. Refleksija, nakon reSavanja problema i povremeno fiksiranje
nekih zapamcenih pravila.

3. Kognitivno modelovanje postupaka pri reSavanju problema (od
strane nastavnika)

4. Rad ucenika prema pism.emm, uputstvima.
5. Ciljno uveZbavanje parcijalnih radnji.

6. Po moguéstvu, samostalno uceni¢ko reSavanje problemu.
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Prednosti i mane ovih metoda moga se ukratko iskazati tabelom:

Metode Prednost? Opasnost?

_ i .impulsi fleksibilno i pnmenljivo mali stepen svesnosti u
[ sa ciliem oostupan)u [
v . . . . “ ~ . I
2.refleksija ucCenici postaju svesni suviSe se. mozZzda, vezuju za |
sopscvenos misljenja pojedinacne zadatke [
3.modelovanje  moze dobro da pojasni malo obra¢a paznju ra j

moguce procese misljenja pojedinacnog ucenika

d.uputstvo za  naroCito pojaCava svest 0 malo prilagodeno pojedinacnim |
| rad znaCaju pravila ucenicima i zadacima h
nevezanih za zadatak

|

. i.vezba parci-  redukcija kompleksnosti !  uodredenim okolnostimaje '
jalnih radnji celokupne radnje j previse izolovana od celokupne 1

! radnje

| o.reSavanje uCenje o postupku na frustracija ako je nedovoljna

' problema osnovu sopstvenog priprema

iskustva

(Tabela 1 Proces nalazenja teoreme)
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Prikaz dokazivanja

(Tab. 2. Prikaz dokazivanja)
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4. Podsticanje kreativnog ponaSanja

Pre svega da kazemo: “Kreativnost je jedan od najneodredjenijih, na-
jambivalentnijih i najzamrSenijih pojmova danasnje psihologije i peda-
gogije” (Ausubel i dr. 1981., str. 650).

Pod ”kreativno$¢u” ¢emo prosto shvatiti sposobnost i spremnost
neke osobine da stvori neSto (za sebe) novo (vidi razliCite pokuSaje
defimsanja kod Schifflera (Sifler) 1973, str. 10). Ovde ¢emo svesno izaéi
iz okvira kognitivne strane matematickog reSavanja problema i preci na
opsSte ljudsko ponasanje sa kognitivnom i afektivnom dimenzijom.

“PospeSivanje kreativnog ponasanja” se moze shvatiti kao sumereni
pokuSaj da se unaprede odredene sposobnosti i spremnosti Coveka da
bolje izade na kraj sa (svojim) problemima.

Utoliko je matemati¢ka sposobnost reSavanja problema deo krea-
tivnog ponaSanja. Obrnuto, moZe se oCekivati da opSte podsticanje
kreativnog ponaSanja povratno deluje na matemati¢ku sposobnost resa-
vanju problema tako $to ce bar stvoriti uslove za to.

Skoro uopste nije sporno da se kreativnost, u odredjenom obimu
moZe nauciti i to odgovara proSirenom uverenju, iako je vrlo teSko naci
dokaze za to. Oslanjajuci se na istrazivanja u vezi sa tim, Hallmann
daje nekoliko ideja za ”kreativne nastavnike”, koje i danas vrede. Ovi
saveti delom upucuju daleko van okvira neke situacije obucavanja i
predmeta matematike, ali vrlo dobro dopunjuju ranija izlaganja.

1 Kreativni nastavnik se zalaZze za samoinicijativno ucenje, samoak-
tivnost, ohrabruje ucenike da se iskazu, da se upuste u ekspenmenti-
sanje. da stvaraju hipoteze.

2. Kreativni nastavnik uspostavlja ne-autoritarnu okolinu za ucenje.
Slobodni uslovi olakSavaju stvaralacko delovanje.

3. Kreativni nastavnik ohrabruje ucenike da se preucavaju (over-
learn). da se zasite informacijama, utiscima i znaCenjima ... PreuCavanje
deluje kreativno tako Sto dopuSta uceniku da se odvoji od materijala,
tako da gradivo moze da postane plasticno i predmet nove izgradnje.
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4. Kreativni nastavnik podstiCe kreativne procese misljenja. On
podstiCe uCenike da naciju nove veze izmedju podataka, da stvaraju
asocijacije, da mastaju ...

5. Kreativni nastavnik odlaZze ocenu. On ne blokira istraZzivatke na-
pore tako $to najavljuje rezultate ili daje reSenja... Kreativni nastavnik
umanjuje znacaj greSaka. On stavlja do znanja da su greSke ocCekivane
kao 1 neophodne.

6. Kreativni nastavnik podstiCe intelektualnu fleksibilnost kod uceni-
ka. On ohrabruje ucenike da promene svoje pozicije posmatranja ... i
da izbegnu da se ucvrste na jednoj jedinoj liniji, kada krenu na reSavanje
zadataka.

7. Krativni nastavnik ohrabruje samoprocenjivanje individualnog
napretka i postignutog ... Ko Zeli da postane kreativan, samostalan i
odgovoran, treba stalno da vezba samoprocenjivanje.

8. Kreativni nastanvik pomaze ucenika da postane osecajan ¢ovek
- senzitivniji prema socijalnim i licnim kao i Skolskim problemima ...

9. Kreativni nastavnik zna kako da koristi pitanje. Svaki kreativni
akt pocinje pitanjima, ali pitanja moraju da budu za ucenike operaciona
I otvorena i da imaju smisla, da nemaju predodredjene odgovore a
pogotovu da odgovori na njih ne zahtevaju izlaganje Cinjenica napamet.

10. Kreativni nastavnik pribavlja u¢enicima priliku da se zanimaju
materijalima, idejama, pojmovima, alatima i strukturama ... Aktivno
vladanje stvarima podstie ono stvaralaCko, jer to u€eniku pomaze da
shvati procese koji se odvijaju ...

11. Kreativni nastavnik pomaze uceniku da prevazilazi frustracije i
promasaje ...

12. Konacno, kreativni nastavnik usmerava ucenike da posmatraju
probleme kao celinu, da prevashodno naglaSavaju celokupne strukture
a ne pojedinaCne aditivne elemente. Konstrukcija, kao integrativna
celina, daje smernice za aktuelni kreativni proces ... ”

Slicne ideje, ali koje se opet neSto vise odnose na nastavu matem-
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atike, sazeo je Wittmann 1981. godine pod naslovom ’Uslovi za, pod-
sticanje kognitivnih strategija’

1. Sticati znanja putem ucenja otkrivanjem.
. Ohrabriti uCenike na divergentno misljenje.
. Ometati automatizovane tokove misli i davati prividne paradokse.

. Postavljati otvorene i izazovne probleme.

2
3
4
5. Pustiti ucenike da sami postavljaju probleme i da ih vode dalje.
6. Postici preglednost problema za ucenike.

7. Podsticati intuitivno argumentovanje i pretpostavljanje.

8. UCiti heuristiCke strategije.

9. lzgraditi konstruktivni odnos prema greSkama.

10. Podsticati raspravu, refleksiju i argumentaciju.

Konacno i Winter 1991. godine polaze¢i od psihologije, daje isto-
smerne predloge za veZbanje kreativnosti, koji mu se €ine “najvise teo-
retski opravdanim i prakticno moguéim za realizaciju”.

1 Probleme (ne dati, nego) razviti iz konteksta koji deluje iza.zovno,
stimulisati na pitanja

2. Ukazati na mogucnosti slobodnog eksperimentiranja, narocito
Culne prirode i ohrabriti na davanje pretpostavki

3. Dovoljno daleko drzati pomagala za ucenje i otkrivanje, manje
nuditi pomagala za nalazenje rezultata, a vise pomagala za samostalno
nalazenje rezultata

4. Pobrinuti se za toplu atmosferu za u€enje, naroCito biti uzdizan
u ocenjivanju (tacno/netacno) doprinosa ucenika, uklanjati stidljivosti
zbog davanja neobicnih predloga

® PredoCiti heuristiCke strategije i govoriti uopSteno o misljenju,
izraZzavanju, predstavljanju, pamcenju, secanju, zaboravljanju, greSkama,
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vezbanju itd.
6. UCiniti jasnim sadrzajni ili”formalni” znacaj teme.

Grupa autora. Steinhofel (Stajnhefel), Reichold (Rajhold), Franzel
(1975) navode jednu Semu za rad sa ucenicima kod reSavanja konkretnih
zadataka. lako su dati primeri u knjizi Fridriha Ceha jednostavni i
odnose se na osnovnu Skolu, oni se lako primenjuju u svim slucajevima:

1) Shvati i analiziraj zadatak!

Shvati date i trazene veliCine!

Mora$ shvatiti odnose u zadatku!

Proceni (koliko je moguce) rezultat!

2) Pronadji matematiCku postavku!

Postavi formulu!

Odrediti jednaCinu putem koje se moZe pronaci trazena veli€inal
«J Resi matematiCke zadatke!

4) Proveri rezultat (rezultate)!

Proces kreiranja problema moZze se lepo videti na primeru Seme,
prezentirane u knjizi Fridriha Ceha: Videti skice na stranicama 402,403.

5. M.C.Escher

Matematika, kao zanat, mora se dobro savladati. Biti uitelj igre veliko
je umeée. Sta je potrebno ucitelju matematike da uspeSno vodi decu
stazama ove Cudesne nauke?

- Mora voleti decu!
- Mora voleti matemtiku!

Lepota dokaza, lepota igre, draz novog, privlacnost nepoznatog,
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mo¢ saznanja, sve ovo matematika ima. Smatramo da je ponekad
vaznije prikazati mladima neki biser u moru matematickih tema, nego
”ugnjavit! ucenika tehni¢kim detaljima zadate teme”.

Problemi koje smo prezentirali namenjeni su pre svega studentima
matematike. Njima je apsolutno jasno da su oni lepi i da su dokazi
elegantni i inspirativni.

Najuspesniji ilustrator matematiCkih ideja, svih vremena, bio je
holandski graficar Mauritz Cornelis Escher (1898-1972). On je moga,0
napraviti sliku na zadatu matemati¢ku temu kao renesansni majstori
na zadatu temu iz Biblije. Kroz njegova dela matematicki paradoksi
postajali su”prirodne stvari”. Umeo je da inspiriSe istrazivaCa, da
pouci. .Jednom recju, veliki umetnik. Escher je napisao interesantnu
misao: “Pravilni poligoni imaju apsolutno nehuman karakter. Om nisu
izmiSljotina ljudskog uma jer su postojali kao kristali u zemljvnoj kori
mnogo pre nego Sto se CoveCanstvo pojavilo na scem”.

Tema “kako Cuvati muzej” zahvalna je za rad sa decom razlicCitih
uzrasta i zbog mogucnosti da se ”na mala vrata” uvede M.C.Escher i
njegova umetnsot u rad matemtickih sekcija, a ponekad i u redovnoj
nastavi.

U ESerovom svetu nalazimo tri naCina da uklonimo barijeru izmedju
nauke i maste. Prvi je zasnovan na ESerovoj "nemogucoj” arhitekturi.
Ona nam omogucava da shvatimo da:

(@) nas normalan sistem pravila nije ni jedini ni najbolji.

(b) Cudna stvar nije uvek nonsens: ona moze pripadati drugim sis-
temima pravila koje treba razumeti.

Tako, posmatrajuci, crtaju¢i ”nemogucu arhitekturu”, naSa cleca
pocinju rad na idejama razli€itosti i na vezama naucne teorije i magicnih
elemenata.
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Evo (gtoog

Kako se ovo uklapa u naSu temu7 MoZemo se zapitati da li je graf
koji dobijamo od ESerove "nemogucée kocke” planaran.®

Slika 2.

Ovaj graf je izomorfan grafu na narednoj slici pa je jasno da je
planaran.
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Interesantno je da vecina originalnih ESerovih slika, kada se inter-
pretiraju kao grafovi, daju planarne grafove.

Evo jedne ESerovske slike Cija "graf interpretacija” predstavlja K5
koji, kao S§to znamo, nije planaran graf.
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U ESerovim radovima razlikujemo pet tipova transformacija:
- funkcionalne

- sluCajne

- analogne

- simulirane

- apstraktne

Sve ovo se moze iskoristiti u razliCitim matemtiCkim temama.

Drugi nacin uklanjanja barijere izmedju nauke i maste ESer prezen-
tira u radovima tipa "metamorfoza”

Ovde imamo primer “oZivljavanja” Sestougla. TrecCi naCin uklan-
janja zida koji deli nauku i mastu kod ESera su tzv. "ogledalski efekti”
Sto predstavlja do sada neprevazidjenu ilustrciju neeukiidskih geometrija
i svetova. Ali, ovo je ve¢ druga prica.
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Evo predvorja jednog muzeja kome su potrebni Cuvari.

(Slika muzeja)
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U st,vari. ovo je primer kako ne treba Cuvati muzej.

(Slika muzeja)

6. O politiCarima i vetrenjaCama

Pretpostavimo da u nekoj grupi ljudi imamo situaciju da bilo koji par
osoba ima. to,Cno jednog poznanika. Tada uvek postoji osoba *politicar”
koji je prijatelj sa svima.

1) Kako se matematicki moze prikazati dati problem?
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impuls: Dati graf relacije prijateljstva.
Naglasiti da refleksivnost relacije nije bitna.
u je prijatelj sa v

kognitivno modelovanje: Primetiti da u grafu koji zelimo da odgo-
vara nasoj situaciji nema podgrafa C4 :

Posle nekoliko ”poku$aja 1pogreSaka” dolazimo do “vetrenjace”

2) Nacrtati pravilnu vetrnjacu!

Zahtevati da se konstruiSe pravilna vetrenjaca sa 6.8 krilaca.

Refleksija nakon reSenja problem,a:

Primetiti da se dati problem moze prikazati u prostoru kao ’jez”,



6.. 0 politiCarima i vetrenjaCama 97

Napomenuti na kom principu "radi” Rubikova kocka.

Sledeci korak odnosi se na uCenike srednje Skole (specijalci ili matema-
tiCka sekcija).

3) Ivonstruisati vetrenjaCu sa proizvoljno mnogo krilaca

Vezbe parcijalnih radnji: Jasno je da se radi o konstrukciji pravilnih
mnogouglova. Konstrisati sve poznate pravilne mnogougle ukljucujuci
petougao.

PokuSaj generalizcije: Od ve¢ konstruisanog pravilnog mnogougla
dobiti novi polovljenjem stranica.

Sta je sa sedmouglom?

Teorema 1. (Gaus - Wantzel). Neka je p neparan prost broj.
Regularni p- mnogougao je konstruktibilan ako i samo ako je p = 22 +1
za neko t > 0.

Gaus je konstruisao 17-tougao eksplicitno. Rezultat na kome bi mu
pozavideli stari Grci. S druge strane sledi, na primer, da je nemoguce
konstruisati pravilan sedmougao, 11-tougao, itd.

Naravno, svemu prethodi pri¢a o pravilima Euklidovske konstruk-
cije.
Refleksija: Brojevi Ft = 22+ 1, zovu se Fermatovi prosti brojevi,

ako su prosti. Za 0 <t < 4, mozemo proveriti da su 3,5,17,257 i 65537
prosti.

- poznato: nekoliko narednih vrednosti za t daju slozene brojeve.
- nepoznato: da li postoji jo§ neki Fermatov broj?
Sledeéi rezultat je poznat.

Teorema 2. Regularni n-tougao je konstruktibilan ako i samo ako je
n proizvod stpena, dvojke i razliCitih Fermatovih brojeva.

4) Forrriulisati teoremu prijateljstva
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Teorema 6.1 ([21]) Neka je G graf u kome bilo koja dva ¢vora imaju
tacno jednog suseda. Tada postoji Cvor koji je direktno povezan sa svim
ostalim ¢vorovima.

Postoji mnogo dokaza prijateljske teoreme ali je izgleda dokaz Pala
ErdeSa. Alfreda Renjija, i Vere So3 iz 1966. godine najlepsi.

Prvi deo dokaza razumljiv je i srednjoSkolcima.
Ovo je primer dokazivanja svodjenjem na apsurd.

impulsi: Podsetimo se tautologije

\=[a => (pa1py) ->\a

Formulacija problema na nivou matematicke olipijade:

Zadatak. Ako je G graf u kome svaka dva ¢vora imaju tacno
jednog suseda i nema ¢vorova koji su direktno povezani sa svim ostalim
¢vorovima, onda je G regualran.

Pogodnija formulacija problema:

Pretpostavimo da u nekoj grupi ljudi imamo sitaciju da bilo koji par
osoba ima tacno jednog poznanika i nema osobe koja poznaje svakog iz
grupe. Ako u grupi ima n osoba, koliko osoba poznaje svaki ¢lan grupe?

Kljucni deo reSenja bio bi dokaz da je graf G regularan tj.
d(u) = d[y) = k,u,v e V.
Ovo daje vezu (*) iz dokaza
*) n=ki—k+ 1,

iz koje lako izraCunavamo Kk,

K - st
2

Zan =3 k—2 Takodje zan=7imamo k = 3, n = 21, k = 5 itd.
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Ako pokuSamo da nacrtamo graf od 7 Cvorova sa d(u) = d(v) =
3.u,v £V videCemo da takav graf ne postoji. Ali kako dokazati da u
opStem slu€aju postoji samo jedan takav graf K3 za n = 3?

5) Drugi deo dokaza.

Ovo je materijal razumljiv studentima koji su usvojili osnovne poj-
move Linearne algebre.

Neophodno predznanje:
Za graf G = (M E) definiSemo matricu susedstva A = (a% na

sledeéi nacin

1 akoje VvtVjEE
aP 0 inace

A je realna simetricna matrica sa 0 na glavnoj dijagonali. Ako je
V = {v\\V2,..tm}. ondaje A (m x rn) matrica sa m karakteristicnih
realnih vrednosti Al > A2> ... > Am (neke mogu biti jednake).

tr(A) = Al + A2+ .. + Am= (,
pa sledi da najmanji karakteristicni koren mora biti negativan.

U naSem problemu matrica susedstva je n x n matrica za koju vazi

kol 1
1 k 1
1 1 k

Lako se pokazuje da je karakteristiCni polinom ove matrice
p(x) = [x —(n + k —D][x —(k —jn_1-

Relacija (*) daje da je k2 = n + k —1 karakteristiCan koren. Ovo znaci
da je k ili —k karakteristiCan koren od A multipliciteta 1 Za svaki
karakteristicni koren a matrice .4 sledi da je c? karakteristicni koren
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matrice A2. Kako su k2 i k —1 jedini karakteristi¢ni koreni od A2 sledi
da karakteristicni koreni matarice A mogu biti k, -k, \/k —1, —y/k —1.
U najgorem slucaju sledi da imamo

k +ry/lk —1—sy/k —1= 0.

gde mora biti r = sjerje k/ 0.
Ostalo je skolski zadatak.

Zadatak. Neka su k, r, s prirodni brojevi za koje vazi
k+r\/k —1—sy/k —1= 0.

Tada je k = 2. Dokazati!
Generalizacija (Kotzig)

Teorema. (Y. Yang, J.Lin, C. Wang, 2000). Neka je i > 2. Tada
ne postoje grafovi sa osobinom da su svaka dva Cvora spojena tacno
jednom stazom duZine i.



Glcivii 5

Komentari

PriCe koje smo ispricali imale su dva cilja, da pouce i da prikazu lepotu
teme.

NaSa tema je lepa ali teSka. Kako ispricati temu koja se retko obrad-
juje i na studijama matematike a da neSto od toga bude dostupno deci
u osnovnoj Skoli?

Iz prethodnog izlaganja vidimo daje moguce “spustiti” neke sadrZaje
i na Skolski nivo.

Grafovi mogu i moraju zauzeti mesto koje im pripada u udzbenickoj
literaturi. Sve viSe je grafova u svakodnevnoj praksi. Ovo se najbolje
vidi u raCunarstvu.

S druge strane, insistiranje samo na apstraktnim temama koje su
primenljive u praksi dovelo bi nas u drugu krajnost. Matematika je
civilizacijska tekovina savremenog ¢oveka. Ona je deo njegove kulture.
Retko se pitamo koliko je neko muzicko delo korisno. Pa zasto bi to
onda radili sa matematikom?

Na Kkraju svoje Cuvene autobiografije G.H. Hardy kaze: ”Nisam
nikad, uradio bilo Sta korisno. Nijedno moje otkri¢e nije ucinilo, a iz-
gleda nece ni uciniti, direktno ili indirektno, u dobru ih zlu, ni najmanji
pomak za dobrobit ¢oveCanstva. ...

101
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... Sudeci po svim prakti¢nim standardima,, urednost mog matematickog
Zivota je niStavna, a van matematike trivijalna svakako

U Clanku Kako zastititi drustvo od nauke (Radical Philosophy 2,
1975. prevod iz knjige Filozofija nauke, Molit, Beograd) poznati filozof
Pol Fejerabend (Paul Feverabend) kaze:

"Ja u stvari, ne stavljam primedbu samoj nestru¢nosti, ve¢ zameram
tome Sto je ona pracena dosadom i zadrtoS¢u. A to je upravo ono Sto
se deSava. Mi ne dobijamo zanimljive lazne ideje, ve¢ dosadne ideje,
ili re¢i koje nisu povezane ni sa kakvim idejama".

Ovo se moZe rei i za naSe udzbenike matematike. Primer ”laZzne
ideje” je prica o unutrasnjosti konveksnog mnogougla. Nije odmah
jasno kako objasniti pojam unutrasnjosti, koja je ogranicena Zordanovom
krivom u srednjoj Skoli. ldeja sa Setnjom po krivoj je sasvim prih-
vatljiva. Dokaz da kod bilo kog mnogougla postoji dijagonala koja ¢ela
pripada unutradnjosti mnogougla, moze biti isprican koriste¢i "laznu”
nematematicku ideju o posmatracu koji stoji u nekonveksnom uglu
muzeja (Videti knjigu V.V. Prasolov, Zadaci po planimetriji, Nauka,
Moskva, 1986).

Problem unutrasSnjost - spoljasnjost lepo se vidi na primeru uzetom
iz knjige V.G.Boltjanski, V.A. Jefremovic, Ocigledna topologija, Zavod
za udzbenike i nastavna sredstva, Beograd, 1984.

Na slici je prikazana prosta zatvorena izlomljena linija, ali nikako
nije oCigledno da ona deli ravan na dve oblasti, ne moze se odmah videti
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u kojoj oblasti (unutrasnjoj ili spoljasnjoj) leZe tacke a.b,c,d.

Interesanto je da je prvi dokaz o tome da poligon deli ravan na dve
disjunktne oblasti, unutrasnjost ispoljasnjost dao holandski matematicar
B.L. fan der Varden (B.L. van der Wareden) u radu. De logische grond-
slagen der euklidsche meetrunde, Crhistian Hvgensens, 13 jaargang,
Nr., Groningen, 1934/35.

Kakvi treba da budu ciljevi matematickog obrazovanja
uCenika srednjih skola?

- Razvijanje pravog razumevanja matemtiCkih izraza, koncepata,
procesa i dokaza.

- Pripremiti ucenike koji Zele da studiraju matematiku ili predmete
koji koriste matematiku.

- Razvijanje sposobnosti logickog misljenja, rezonovnaja, analiziranja
i preciznog izraZzavanja.

- Razvijanje sposobnosti primene matematike u profesionalnom Zivotu
na primer proCuvanje okoline, smanjenje zagadjenja, razvoj pravih nu-
tricionistickih programa.
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- Razvoj gernetrijskog nacina razmisljanja ukljuCujuéi dokaze ge-
ometrijskih tvrdjenja i veStine crtanja.

- UCiniti prelaz sa aritmetike na algebru, reSavanje problema ko-
risteCi algebarske metode.

- Razviti ljubav za predmet tako da se uCenik ukljuci u samoobra-
zovanje i uCeSCe na matematickim takmicenjima.

- Razviti sposobnost ucenika da odgovore zahtevima moderne teh-
nologije i inovacija, na primer racunara.

- Da cene lepotu i moé matematike i da su svesni njenih organicenja.

- Da cene doprinos matemticCara sa nasih prostora koji su u proslosti
clali znaCajne rezultate u nauci.

0 ovome se moze nac¢i u knjizi Studies in mathematics education,
*moving into the twenty first century. Vol. 8, UNESCO, 1992.

Napomenimo da se dobar deo ovih ciljeva postavlja i za osnovnu
Skolu.

Gornji ciljevi su postavljeni od strane Ministarstva za obrazovanje
Indije devedesetih godina proSlog veka i mogu se od reCi do reci pri-
meniti na nasu sredinu.

Na kraju, citirajmo reci 1.P. Pavlova, poznatog ruskog naucnika
fiziologa:

"Upamtite da nauka trazi od Coveka sav njegov zivot. | kada biste
imali dva Zivota ni to vam ne bi bilo dovoljno. Velike napore i velike
strasti iziskuje nauka,. Budite strastveni u vasem radu i vasim stremljen-
jima. Nikad nemojte misliti da ve¢ sve znate. | ma koliko vas visoko
cenili, imajte uvek hrabrosti da sebi kaZete: ja sam - neznalica. Ne
dozvolite da gordost ovlada vama. Zbog nje Cete, mozda, biti uporni i
tada kada je potrebno prihvatiti tudje misljenje. Zbog nje Cete odbiti
neki koristan savet i drugarsku pomoC. Zbog nje Cete izgubiti meru
objektivnosti”.
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problema. Neki od problema razlozeni su na delove koji se mogu
prezentirati od osnovne Skole do poslediplomskih studija.

Peto poglavlje sadrzi komentare prethodnog, kao i preporuku UNESCO-
a iz 1992. godine o obrazovanju ucenika u novom milenijumu.
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ISPRAVKE DOKTORSKE DISERTACIJE
BORIVOJA SUBOTICa

Strana 11, Definicija 1.1: Data je definicija digrafa, ne grafa. Graf je
simetri¢an digraf.

Strana 12, Definicija 1.13: Treba da stoji 's(c) je pokrivajnce stablo
grafa G.

Strana 13, Lema 1.2: U dokazu treba da stoji da, Lako je ¢ ravan graf,
a Ii oblast sa bar 4 ¢vora, mora da postoji v\t>2 koji nisu spojeni n G.

Strana 15, dokaz Leme 13: 3. red na ovoj strani treba izmeniti
n:'...koji ukljuCuje v i sadrzi minimalan broj trougaonih oblasti. Svaki
par ¢vorova leZi na granici trougaonc oblasti u nnutradnjosti cv,
koja. dakle sadrzi tre¢i ¢vor ?/.

Strana 15, Lema 1.4: U formulaciji treba da stoji: ’Ako graf c nije
prost, tada G..." Slicno i n dokazu Leme 1.5 na 10. strani, treba da
stoji ¢ nmesto ¢ na poCetku pretposlednjeg pasusa.

Strana 15, Lema 1.5: Treca recenica dokaza treba da glasi: ... ¢vorv

grafa ¢ ne lezi na granici spoljasnje oblasti.’

Strana 17, Teorema 1.1: Dokaz treba da poCne sa: ’Posmatrajmo sve
duZi odredjene datim taCLnna - to je pravolinijska reprezentacija grafa
AV

Strana 21, Zadatak: U reSenju treba se ograniCiti na komponente jake
povezanosti grafa. Dakle imamo disjnnktnu uniju konacno mnogo
Ojlerovih kontura, ali zbir vektora ostaje 0.

Strana 23, Teorema 3.1: U dokazu u 5. i 6. redovima 23. strane treba
da stoje 7P (umesto ’=’). Takodje, u 8. i devetom redu iste strane
treba da stoji ’crvenu’ i ’crveni’ umesto ’zelenu’ i ’zeleni’, redom.

Strana 24, drugi red, reSenje Zadatka 1. Treba da stoji \..2k —3 grupa
kvadrata...”.

Strana 25, Teorema 3.2: Odmah posle formulacije treba ubaciti: ‘Pos-
matramo graf ¢ = {v,E) gde je v dati skup taaka, a - skup svili
dijametara v (duzi maksimalne duzine sa krajevima u P).’



» Strana 30, Teorema 5.3: Treba umetnuti 11a poCetak dokaza: ’Neka
je n = (m]j, Ramzejev broj za 2 boje i 3-hipergrafove (dakle, u
3-hipergrafu sa n Cvorova gde su grane obojene u dve boje, postoji
monohromatski podgraf sa m €vorova), i neka...”.

0 Strana 45, Teorema 9.2: u 5. redu dokaza treba da stoji L/ > n, a u
6. redu dokaza treba da stoji L > n + 1

e Strana 52, Lema 9.2: U drugom redu tvrdjenja Leme treba da stoji
*Cetiri' umesto 'tri’, a 11a kraju dokaza treba dodati sledeci pasus: ’Sa
druge strane, ako postoji taeka A iz koje izlazi bar Cetiri plave duzi,
onda svaki par taCaka koje su povezane sa A plavom duZi mora biti
povezan crvenom duzi. Ali, tada imamo crveni tetraedar. Preostali
slu€aj, kada iz svake taCke izlazi po tri plave i po pet crvenih duZi, je
nemogué, jer zbir po ¢vorovima broja plavih duZi koje su incidentne
sa ¢vorom je neparan (27), a svaka plava duz je u tom zbiru brojana
dva puta.’

u Strana 55, Teorema 1.1: U tvrdjenju teoreme treba zameniti k sa j.

e Strana 56, Teorema 1.2: Tvrdjenje teoreme treba zameniti sa: 'Broj
seCenja grafa je minimalan broj parova grana koje se seku u pravolini-
jskom predstavljanju tog grafa. Gornja granica broja seCenja je4(*) (),
gde j& 5™ a AP,

e Strana 60, Teorema 1.4: Prvi pasus dokaza treba izbrisati i zameniti
sa:

'Dokaz. Slu€aj p = 2je trivijalan, a slu¢aj p = 3 ima efektan dokaz
koriS¢enjem nejednakosti Cauchy - Schwarza. Dakle, neka je ¢ graf
bez 3-klike, i nekaje nm Ge. Kako uc nema trouglova, svaki ¢vor koji
je snsedan sa u ne sine biti susedan sa v i obratno. Dakle, du+dv < n,
pa onda

(du ¥ dv) - n\E V
uvCE

U ovoj sumi sa leve strane nejednakosti, stepen du je sabran du puta,

pa je
E < <(({\]:

udV



Sada iskoristimo nejednakost Canchy - Schwarza, na vektore d =
(di, g2, dmy i 1= (1,1----- 1). Dobijamo

2\E\ = 2 du= de1 <
uCv

Dakle,

iz Cega sledi trazena nejednakost.

lladi kompletnosti, prilazemo i doka» op3teg slucaja indukcijom po n.

» Strana 66, dokaz Teoreme 2.2: U 10. i 12. redu na ovoj strani treba
zameniti J- sa

» Treba dodati sledece autorove reference:
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