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J nvodas

Pooeci diferenci®lalnih jednnoina datiraju s kraja sedanna-
estoft €@ iZzucavahjem nekih prdblema mehanike kao i1 nekih ge-
ometriskih problena. Nasiv Je potekao od G. Leibniza (1646-1716)
1676 rcodine a ned;"u prvira radove su inali G. Leibniz, J. Ber-
noulli 1 I. New/ton, da bi se u ow.j oblasti ogledalt mnosi ve-
likani ;atematike.

Obicne diferencij®alne jednaoine imaju veliki znaCaj /u pri-
menarna, javljaju se mbénim orudjem u reSavanju nnogih proble-
ma iz prirode i tehnike, Siroko se koriste u nehanici, astro-
nomiji, Fi“zici 1 mnogim problemima kenije i biologije. ITajvecu
primenu nalaze u teoriji kolebanja 1 teoriji automatskog upra—
vljanja.

Za razliku od samih poCetaka, kada je tezisSte bilo na reSi-
evosti i1 kada se uvidel®o da je-egzaktno reSenje moguce dobiti
saro u 1ianjem broju slucajeva, vrlo brzo su se kao glavni pro-
blemi pojavili egzistencija, jJedihstvenost, asimptotika 1 raz-
"6 vrste stabilnosti.

biferencijalne jedhacCine sa otklonjenim argumentom pojavlju-
Ju se ta“codje veoma rano, 1771 godine, u radu Condorceta veza-
ni’rza. reSenje geonetriskog problema koji je postavio Luler.
Pugo su predstavljale previSe tvrd orah za prouCavahje a nije
se ni u praksi pokazivala neka veca potreba njihovog izuCava-

Poslednjih pedeset podina obnovilo se interesovanje za
..V, "ta-0 zbog rezliCiti*® primena, tako 1 zbog efikasnosti
bdredjenog matematiCkofe aparata u njithovbm reSavanju.

Pro- le . interpolaci je je doveo do velc <or 5 :teresovanja za



Jnac z3' 'o _jo€ u SAdatnnaesStonl wvekti, ali se prva di ferenr-
c = jed laCida pdjavljuje u radu Brooka Tavlora (1685-1731) tek
17151 pri reSavanju odredjenog prohle ma at: .osferske refrakcije.
1759 j. Lagrange resava linearnu jednaCinu sa promenljivim ko-
eficijentima, da ai sve to uopsStio P. S. Laplace u radovima iz
1774 1 1776. Tin problemima su se zatim bavili Condorcet, G.
Mo -e, J. A. C. Ciarles kao 1 mn"ogi drugi. Interes za njihovim
prouCavanjem pojaCan je razvojem numeriCkih metoda i1 diskret-
ne :ate-atike uopSte. Posebno su postale ir.teresantne sa sta-
noviSta analize jer je uoCer.o da se problem asimptotikeJ 1 Ir

oripadnosSti moze, U bdredjenim sluCajcvi.ma, izu.Cavati metoda-

Jra rarrradjer.in rri prouCavanju obicnih ddferencijalnih jedna-?

ir.a.

¢

Ideja da se, reCavaujn :ie’5 mprohler.a vezanih za dife-
- koriste metode razradjene pri reSavanju od-
61 diferencijalnih jednacCina potakla je verova:je da
¢e se dobi-ti analovni rezultati. Prvi radovi su posperivali
takvo eivererje ali se nvrzo pojavil? nrineri ~de se 2. re-
Cenja d5ferencne jedhaCi.ne dobija.jV- “enomeni koji su nepoznati
za reSehja odpovarajuce diferenoijalne jednaCine (videti I2ol,
1221 - 135 ). sar pojam "odjovarajuca' d:ferencna jednacCina
7.lJe jednozriacno definisan pa se, u zavisnosti od izbora, mo-
dobiti .—.1icita ponaSanja reSenja (videti 1361 1 1371).
"ar.era ove disertacije je da se neki noviji rezultati veza-
iI-nptots®-0 ponaSar.je reSenja diferencijalne jednacCine
dok&Zv, ez ogpo". #ru juce modi.fFikaci je, za odpovarajuéu diferen-
cry, jed.n takodje, uopStavaju sv i piroSiruju neki do™ro

poz "at® rezul rtatl vezani za L -perturbaciju lineame diferen-

cijal: e d e-teda ’se ns kraju oni pror.eli 1 na diferen-



cne jednacCine, "o 1slu"atu se dobija 5".teresantno objedinja-
vanje rezultata.

Doktorska disertacija pored uvoda sadrzi dve plave. Prva
ina naslov "Asinptotska analiza nelinear e diferencne j"ednaCi-
ne drugog reda” 1 podeljena je na sedam paragrafa. Prva dva su
uvodna 1 daju formulaciju problema, neka poznata tvrdjenja ko-
ja Ce se se koristiti u daljem radu, lIcao i dve leme koje impli-
ciraju uVodjenje pojma mininalnog 1 malcsir.alnog reSenja. U tre-
¢em paragrafu se dobija karakterisacija r.eoscilatornih resenja
minimalno; m i maksimalnbg tipa. Faranraf ¥ sadrzi neke "oscila-
torne rezultate u zavisnosti od toga da Ii1 je p(n) konstantnog
znaka. U paragrafd 5 primenjujemo dobiver.e resultate na diskre-
tnu Snden-Pov/lerovu diferer.cnu jednaCinu 1 dobijamo konpletnu
informaciju o oscilatorno?. 1 neoscilatornom ponasanju te jed-
nacine. Pokazu.je se da, pod odredjenim uslovima, ona ima samo
neoscilatorna resSenja :iini~;alnor i1li maksimalnog tipa. fakodje,
dobijaju se 1 odredjer.i sre“iilizacioni resultati za linearni
slucaj. Sesti paragraf sadrzi neke komparacione rezultate Stur-
movor tipa. T poslednjem paragrafu ove plave se daju neka uop-
Stenja prethodnih.orezultata, diskutuju moguCi pravci .prosirenja
i osvetljava pojam "odgovarajuce diferenc-e jednacCine™. ITave-
deni su 1 primeri lcada za diferencijalnu jednaCinu 1 njoj od-
povarajucu diferencnu jedr.aCinu ne vaze analoghe tvrdnje.

U.Oigrgc’:oj ~lavi prouCavamo iP pripadnost reSenja 1 njihovih
izvoda obicne diferencijalne jednacCine 1 pridruzenih diferen-
cijalnih operatora. Pored uvodnih napomena o znaCaju ove pro-
bleraatike 1 o0 dosadasSrj™m “e’m™atima u ovoj oblasti, u drugof?
paragrafu. . data obelezavar.ja kao i1 neke pomoc¢ne tvrdnje. U
tro¢em para~ro.fr so daju uopStenja poznafih rezultata V/evla i

i-HvJcuhare za, u praksi najinteresantniji., slucaj linearne



pectnr? acije, da bi se " slede¢im pj....rafima sve to prenelo
a ar ke pertnrbacije, tako 1 na linearne penturba—
c-3e sa otklo"menim argrimentom. Posle onSirne diskusi.ie o0 zna-
oa-iu ovih rezultata i1 mogucim poboljSanjima ili daljim pravci-
na uopstavanaa, n poslednjem paragrafu se vecina rezultata iz
trecdeg paragrafa, uz odgovarajuc¢e modifikacije, prenosi i na
odgovara.-ju.ee dr ferencne jednaCine. Il diskusiji se ukazuje na
pravce mogucih uon3tenja.

Pbeo rezultata iz ove teze je ve¢ publikovan (1341,IVv550 1ili
primljen u Stanmnu. (1311,1151).

/A “ra_ju, zelio bih da se zahvalim svo.jim profesorima, aka-
deivimu Bovol.juhu. Stankovicéu. za niz korisnih saveta koji su don-
rineli pobol.jSaniu kvaliteta disertacije i1 profesoru Maric¢ dr
Vojislavu za visSegodisdnji interes 2 pomo¢ ko.ju mi je pruzao
u morv r.aucnom radu a posebno pri i1zradi ove doktorske diserta-
ci.je brojnim korishin savetima 1 predlozima.

Takodje se za’valju.jem "Culenovi¢ dr Mustafi, sa"ko.jim sam
uspesno Saradjivao poSlednjih godina 1 Cire r.a je iskustvo 1
znanje 1z oblasti diferencijalnih 1 diferencnih jednaCina ve-
a.la pomoglo pri izboru te::e doktorske disertacije 1 njenoj i1z-
radj. i1 akadeni™e Olgi Madzi¢ za podrSku koju mi je pruzala u

mom nauc¢nom radu.



I A3IMPTOTS KA AKALIZA I1SLINEARNE
DIPERE NGNE JEDNACINE DSUGOG REDA

1. UvOD

U ovoj glavi ceno se pozabaviti oscilatornoS¢u i asinptotskin
ponasan, jen reSenja nelinearne difenencne jednaCine drugog reda
obllka - i
@ A(r(mAy())+p(r_+Df(y(n+tl))=o , n=o,l,... ,
gde su {r(n} 1 (P(M)}* dati realni nisovi i r(n)>o0 za
n=o,l,.., , a A diferencni operator aefinisan sa Aj(n)=y(n+l)-
-y(n) . Za funl®ciju f predpostavljano da zadovoljava slede¢i us-

lov

I+

) f je neopadajuéa 1 uf(u)> o za u o]

Poznato je (videti 1211) da se opsSti linearni diferencni ope-
rator drugog reda noze prcdstaviti >ao prvi cClan jednaCine (1).

Pod reSenjem jednaCine (1) podrazumevatEO real.ni niz {y(n)j”
koji1 je zadovoljava. CcCigledno, reSenje (y(n)}” od (1) je je-
dnoznacno odredjeno pocCetnin vredr.ostina y() 1 y(l) ili ,
Sto je ekvivalentno, sa bilo koje dve uzastopne vrednosti y(k)
1 y(k+l) 1 noze se definisati za sve n=o,l,...

Sledece obelezavanje ¢e se koristiti u nizu.

El riz {f"(n)}; 1na finclno neku osobinu ako postoji

N 3Fo tako da g(n) iIm. tu osobinu za r.=N,IT+l,... . Kroz Ci-
tavu o~va glava obelezavaceno reSenje {y(r.)” jednaCine (1) je-
dnostavno sano sa y 1 posmatracero sano netrivijalna reSenja y
Netrivijalno reSenje y d.i.ferencne jednaCine (1) ¢eno zvati ne-

oscilatornlrn ako je y(n) finalno stalno®™* znaka. U suprotnon



¢emo y zvati oscilatornim

JednaCina (1) se zove oscilatornom ako je svako njeno reSe-
nje oscilatorno. I suprotnom ona se zove neoscilatornom.

Detaljna diskusija o razli¢itim problemima kvalitativne teo-
rije diferer.cnih jednaCina, ukljuCujuéi oscilacije 1 probleme
stabilnosti, mozZze se na¢i u 1191 1 1321. Takodje navodimo rado-
ve 1241 , 1221 i 1291 za neka dalja prouca\mnja problema osci-
laci~a 1 asir.ptotskog ponasanja reSenja jednacCine (1).
2. POKOCUE TVSDPKJE

U ovom paragrafu ¢emo nabrojati neke thmdn,je koje c¢emo Kkori-
stiti u pararrafima koji slede.

Pr\ra od r._jih je jedna jednostavna teorema fiksne taCke koja
potiCe od Ur.astera a moZe se naCi u radovi~a 25! i 1331.

Teorema- PT» ITeka je (A, - ) parcijalno ured_jer. skup 1 pret-
postavimo ca za svaki podskup B , BG'A vredi infB,supBe A
Pretpostavimo da F preslikava A u A na taj r.aCin da za sve X,y
i1IzA , x —*“ povlac? da 'e — Py . "a™a "e za r.eko

X eA

Tl dalje- radu ¢e se koristiti i slededa jednostavna formuT.a

za susirar.je po delovima

r-1 r-1
(€)) I_E_—(i)AvCi) = u(n)v(n)—u(m)v(m)tﬂ[v(i+I)Au(i) .
I=m (o I=m

Sledece tvrdr.je daju korisne informaciie o orranicenjj.ma re-
oscilatorrm®™v reSeria jedraCine (1).
Le~a 1. keka su zadovoljend uslovi

(Cn) p(n) o zu "=0,1,... 1 p(m) nije finalno nula ,



C2 . <@
(€2 o ()

Tada, svaTo neoscilatorno reSen;je y .iednaCine (1) zadovoljava

finalno ocenu

(@) ag(n) 4 Ily(n)l 4 A
za neke pozitivne konstante a 1 A (koj.e zavise od y) vde ;e
@

a( o Ethe-

L"okaz: lie umanju”~uci opStost, r.ozemo pretpostaviti da je
y>0 Tfinalno, Sto povlaci da .,k A(r(n)A~(r)) 4 o finalno, sto
daie da ;e Ay(n) finalno konstantnor zma.-a,

Prvo, pretpostavino da i1e Ay(n) - o finalno, tj. Ay(n) - o
ra n ™ IMT4 o . Tada, ocCirledno je y(n) - (1) 1 StaviSe za

n 4 1Im
n-1
o r(n)Ay(n) 4 c =>y(n) 4 y(N)+c_HN J-pr 4
1=

4 y(W)+CfZE(|) ri’r _ci

Pretpostavimo sada da ‘e Ay(n) <o finalno, tj. Ay(n) <o
za n + MM+ 0 . OCigiedno, moZdrao pretposfaviti da ge y(
za n + IT . Stoya, dohi-jano da je y() 4y(T) za n + N
r(n)Ay(n) 4 -C za neku konstantu C>0 i n + N . Sada,

za n + 1T



=] k-1
yoo-y(n) "~ -g2__ {5 ~sy(n) N y(0 +c2z ni

X=n i=n "D
B, kada —"® | povlaci da je y(n) * cn> o
y(n) ~ aq( ako je y(0)=0 .
Lema 2. ITeka si. zadovoljeni uslovi (cp i
n-1
) _ cc B8 n —>
x(n) 1=0 rST\)]/ *

Tada, svaho neoscilatorno reSenje ¥ jednacCire (1) zadovoljava
final.no sledec¢u apriornu ocenu
o) a + ly(nl ~ AR(n) ,

no :e pozitivne "ronstante a 1 A (hoje zsvise od y).

DoTraz: Ne unan.pujuc¢i opsStost, mozemo pretpostaviti da je
G>o0 final.no, sto implicira da je A(r(n)A7(n)) ~ c Tznalno,
sto snaCi da je Aj(n) Tfinalno konstantnon znaka.

Prvo, pokazimo da Ay(n) <o Ffinalno, r.e noZe da vazi. Kada
bi moglo, imali bisno

r(n)Ay(n) ~ -H<o finalno,
Sto vodi ka

n-1
y(n)-y(n,) + -H) - @ n -"o
2 (T
Sto je neposredna kontradikcija.
Stoga, zairlJucu+emo da ,je Ay(n) ~ o finalno, Sto vodi ka
y(n) N~ a>o0 finai-.lo i
r(n)Ay(n) ~» finalno.

Prema torne



n-1
ym *y (n-,)+ A" AR(D) ,

~1=n" K

Sto je 1 trebalo pokazati.

Lene 1. 1 2. nas prirodno navode da uvedemo pojam maksimal-
nor i1 "ii.niz-alnop: tipa reSenja. U sluCaju kada je zadovoljen us-
lov (4) , reSenje asimptotski ekvivalentno sa aq(n) ce se zva-
ti reSenjen minimalnog tipa, dok ¢e se reSenj"e koj'e Jelasimptot—
ski ekvivalentno sa, od nule razliCitom, konstantom zvati reSe-
Ijem maksinalnog tipa. Sli¢no se, ako ,je zadovoljen uslov (5),
reSenje asimptotski ekvivalentno sa, od nule razlicitom, kon-
stantom naziva reSenjem minimalnog tipa, dok je reSenje koje je
asimptotski ekvivalentno sa AR(n) naziva reSenjem maksimalnog
tipa«

3. ICARAKTERIZACIJA MINIMALNOG 1 MAKSIMALI70G TIPA RESENJA

U ovon paragrafu ¢emo dati potrebne i dovoljne uslove koji
obezbedjuju postojanje minimalnog 1 maksimalnor tipa reSenja.

""eorema 1. Neka su zadovoljeni uslovi G, ) 1 (Cp). Tada di-
ferencna jednaCina (1) ima neoscilatorno reSenje maksimalnog ti-

pa ako 1 samo ako je zadovoljen slede¢i uslov

@

cc4) 2Z°-(M)p(n)4 ®
n=o0 <O’-

Dokaz: Prvo, pretpostavimo da (C) vazi. Tada, postoji I1T>0

takvo da je
®

FN)Hg(n)p(n) * K
n=N



Gre je W>0 proisvoljna konstanta.

Keka je S skup svih nerastucih nizova X sa osobinom

K”~x(n) 2K za n "N
Skup S snabdevano uobicajenim tackastim irredjenjem ~ kao Sto
sledi:
¥ LY, —> % (@) ~x?2(n) zasvako n AN

Dalje, posmatrajno pneslikavanne F na S definisano na sledecC
nacin: !
n-1 (9]
(Fx)(n):E+q(n)=§B(i+l)f(x(i+l))+£§-q(i+l)p(i+l)f(x(i+l))

n=N,N+I, ...
Sledec¢a kalkulacija
n-1 @

(Fx)(n):K+q(n)igip(i+l)f(x(i+l))+£;ﬁ(i+l)p(i+l)f(x(i+l))

n-1 ®
- K+%§ﬂ(i+A—)p(i+l)f(x(i+I))+22q(i+l)n(i+I)f(x(i+I)):

:K+%;&q(i+I)p(i+l)f(x(i+l)) z K+FQ2K)ZIq(i+Dp(i+l) » 2K
= =T

pokazuje da .Je pneslikavanje zatvoneno. Monotoniju pnovenavamo
kao Sto sledi
C——
n n-1

A((Fx)(n)):q(n+I)Z%F(i+I)f(x(i+l))—q(n)2hp(i+I)f(x(i+l))+
i= i.

@ - (03]
_H. _qg(i+Dp@(+DTfX(G+D))-ZgGi+Dp(+DHfFx(a+1)):
i=n+l1 i=n

10



n n-1
=ﬂ(n+|)Zjﬁ(i+l)f(X(i+l))iQ(n+|lHH(i+|)f(X(i+l))+
1= 1=

-1

AP DTG+ -q(n+Dp(n+DHTe(n+1)) =

)

-q(n)

n-1
= - 7y Hp(i+DFx i+l
-y BRI+ DF(X(i+1)) <o

Cc,1 _led.no, s\Y?. n.slovi teoreme H". su zadovoljeni, Sto oovla—
Ci da posto,it1 weS takvo da je Fw=w , tj.
n-1 ®
v;(n)=K+q(n2§ﬁp(i+I)f(w(i+|))+%§$I(i+|)p(i+l)f(w(i+l)) , n™N

I"ako ge
n-1

ACr(nAw(n) )=a (—i_Np(i+l—)f(V:( 1+1)))= —p(-n+tDFW(n+1))

sledi da -e \i trazeno neoscilatomo reSen.je jednaCine (1).
rretpostavimo sada da (1) ima neoscilaiorno reSenje y takvo

da je Iinmy(n)=A>o . Tada, na osnovu leme 1., zakljucCujemo
n—

da de (™) fTinalno konstantnog znaka. Prema tome, postoji
k>0 takvo da
nz MH=> y(m) -8 1 Ay(n) o i1l Ay(n) o
r."o ie Ay(n) ™~ o , uvodimo niz u(n)=q(Mr(n)~y(n) 1 do-
aamo
Au. (N)=o(n+DA(r(nNAy(n))-Ay(n)= -q(n+Dp(r+DHT(y(n+1))-Ay(n)

>0ae, sumiranjem od N do k-1 (k>N), vodi ka

11



k-1

o * u(k) 6 U(N)+y(N)-Y(k)-)~I\<IJ(n+|)p(n+|)f(Y(n+|)) n
n=

k-1
C-J~g(n+Dp(n+DHFCy(n+1))
rfeN

gde ge C=u(n) + A . Stoga, dobijamo
© @®
fCDHLgh+Dp(n+D) ~ J~g(n+Dp(n+tDHfy(n+1)) ~ C
n=N n=N

U sluoag®u kada je Ay(n) z o , ponovo dobigamo relaciju

k-1

u(k) ’\C—XZI\CIJ(n+I)p(n+I)f(y(n+l)) , k>N
n=

@ povlact

—1
uk) ~ C—f(A)nZ:Nq(n+l—)p(n+l) k>N

Ako (C,,) ne bi bilo zadovoljeno, poslednja relacija bi dala da

je u(k) ~ -1 za k £H ~ N , Sto neposredno povlacCi

Ay(k) - ~-HIMFr ~ k-n ~

pa sumiranjem od M do n>M dobig®amo

n-1 n-1
7(n) <7(B)-L :y(K)+kZ_MI n

~ y(H)+Ing(n-1) dok n —->®©

Prena tome. lim y(n)= - @ , Sto je kontradikcija*
n—-> 3

leorema S. Neka su zadovolj“eni uslovi (C) 1 (CO). Tada di-

ferencna jednaCina (1) ina neoscilatorno reSenje minimalnog ti-

12



pa ako 1 samo ako je

(€3}

(Cn) / p() If(gg(n)) I<~ , za nek"™ konstantu a * o
n=o0

Dokaz: Prvo, pretpostavimo da.(C*) vazi. Tada postoji N - o

tako da

27p(n) IfCaqmy) 1 2
n=1J

Neka je S skup svih nerastucih nizova takvih da je
gyq(m) ~ x(n) ~aqm) , n P
S snabaevamo uobioa-ienin taCkastin uredjenjea ™ kao 1 u dokazu

prethodne teoreme. balje, posmatra.ro rreslikavanje G na S defi-

risano na sledeé¢i nacin:

® i—1
GM)= Jg(n)+H i r EpG+1-)FXD)) , n=N+1,1v2, ... .
"I-n <N

OCirledno, svi uslovi teorene PT. su zedovol+eni, Sto povla-
C¢i da G ina fiksnu tacku z , t§. Gz=z , i1 jasno je da je z
.trazeno resSenje od (1).

Pre .postavimo sada oa je y neoscilstomo reSenje nininalnop;
tipa. lizima.juci u obzir lemu 1. zakljuoujerro da je y nerastucCi
niz za koji postoji konstanta k ~ o takha. da

=5y(n) ~a,ch) 1 1y(n) - o -~de je a> o konstanta.
Sada, (1) povlaci

n-1
r(n)Ay(n)+i/_ZNp(y—I)f(y(i+|)):r(::)Ay(:') za n>I .

lioristeé¢i sledec¢i identitet

D



N

® y(\'+|)=y(N+l)—r(l\/|)A,y(li)i:ZkZ+I ~CTAJ+
N k-1
+( L JT*yY)lIlp(i+Df(y(i+D) +
i=k+3 A "= 1=M
N N

+11(11 IYj)p(n+DF(y(n+1l)) , M<k<N ,
n=k 1=n A *
ko;j1 6dnah povladi
N k-1
y(k+1) » (_H ’\Vt)XLp(|+Df(y(u D) , M<k<N
i=k+l1

i, shod.no tome,
k-1
@ y(h+1) - q(k+D) ;I_p(i+l)f(y(i+l))

Cdavde, dobijamo
@ (€3]

H p(i)fCaq(i)) ~ Hp()F(y(i)) ~ lir.
1=M 1=M @m A A

Sto completira dokaz teore.me.
Teorema a» Neka su zadovoljeni uslovi ©-,) 1 (C,.). Tada di-
ferencna jednacCina (1) ima neoscilatorno reSenje minimalnog ti

pa ako i1 samo aho ,le zadovoljen siedeCi v.slov

@©

(CD ZZMN(D)p(1) <o
=0
/

Dokaz: Prvo, pretpostavimo da ,je uslov (Cg) zadovoljen. Ta-

da, postoji IT~ o tako da je



FCOL*(DPCG) -~ *

za neku proizvoljnu konstantu K >0
Neka je S skup svih neopadajuc¢ih nizova x sa osobinom da je
K~~x(n) 2K za n ~N
Skup S snabdevamo uobicCaj-enim taCkastim trredjenjem kao 1 u do-
kazu teoreme 1. Ocigledno, za svako B?S , infB,supBe S

Sada, posmatrajno presli® avanje F na S definisano kao Sto sledi

“ n-1
(FX)(N)=K+R(NM)2Z p(DFX(D))+ZIR(1 )p(DFfXX(1)) , n>R
1=n =T

Jasno je da su svi uslovi teorene FT zadovoljeni Sto povlaci

da postoji z€S talcvwo da je Pz=z tj.
@ n—

z(N)=K+R(N) T—p(DF@())+7-R(i)n()D)F(z(1)) , n>N
i=n iI=\"

OC.i1~ledno, niz z “fe trazer.o neoscilatorno resSenje od (1).
3ada, pretpostavimo da (1) ima neoscilatorno reSenje y tako

da y(n)—>a>o0 dok n—->» , Sto na osnovu leme 2 povlacCi da

Ay(n) ~ o fTinalno. Stoga, posto.ji N ~ o tako da je za
n> i
y(n) » 1 y(m "o
kktepezavajuc¢i u(i)=P(i)r(i)Ay(i) i koristec¢i (1) dobijamo
Au(i)=Ay(D)+p(i+DA(r (DAY(1))=Ay(D)-R(A+Dp(+Df(y(i+))
posle suniranja od k do n-1, vodi do
n-1

o M u(Mm=uM+y(M-y(ND-/_RA+Dpi+Df(y(+1) )
1=t

1?



n-1
n u(N)+a—y(N)—f(/!)_IZNR(i+I)p(i+I)
1=

Odavde
n-1
f(v )_HNR(i+I)p(i+I) N u(Im)+a-y(N) ,
* i=

Sto lcompletira dokaz teoreme.
Teorema 4. Neka su sadovoljeni uslovi G3) 1 (CM). Tada di-
ferencna jednaCina (1) 1na neoscilatorno resSenje maksimalno;™

tipa aloo 1 samo ako je zadovoljen u.slov

®
(Cr?) Y—pGn) IF@RM)) I<= 5

sa neku konstantu a + o
Dokaz: Prvo, pretpostavi.no da je uslov (C9) zadovol jen. .Tada,
postoji ¥/~ o tako da je
@

_H_NP(i)f(ocR(i)) ~ %

Heka ,je S skup svih neopadajuc¢ih nizova x takvih da je
rP() ~x(n) ~"aR(n) za n>I
Skvp 3 shnahdevar.o taCkastim iiredjenjem Tao i1 u dokazu teoreme 1.

Dalje, posmatrajmo preslikavanje G na 3 definisano na slede-

cl nacm:
n-1

GXY(N)= £ P.(n)+E + tt E P(d) f«d» , nh>
=T J ;i=++!

‘- . S +0 povlaci
OCi.nledno, sv uslovi teoreme PT su zadovolrjeni o p

16



da & ima fiksnu tacku z tj. Gz=z . Odavde, dobijamo

®) Az(n)= g + Tnrr L PGL)F(s(@)) @ n>T
"t J=n+1

Sto povlaCi da je z trazeno neoscilatorno reSenje od (1).

Sada, pretpostavimo da (1) ina neoscilatorno reSenjie malcsi-
malnos tipa y ta-0o da y(n)~AR(n) dok n->< , gde ,e A> o
konstanta. Lena 2 povlaci i1a je Ay(n) ™ o Tfinalno. Tako, pos-
toji N 2o t@al"o da je sa n>N

y(n) t4 P.(n) 1 Ay(n) o

Sada, i1z (1) dotijamo svriranjem od N do n-1

n-1
© <NASIC+0-n(MAY(N) =ZZp (i+DF(Y(i+D)

Sto vodi ka
i[__h(i+l)f§\ki+D) - iZ:_NP(i+I)t(y(i+I)) + r(NDAY(C) |,

1 dokas je komplatan.

Primedba 1. Leorena 3 je povesana sa resultatom Hookera i Pa-
tule 122,teorera 4.2.1, koji predstavlja diskretni analogon At-
kinsonovog rezvltata 1191. GtaviSe, teorena 4 je poboljSanje i
uopStenje rezultata Hookera 1 Patule 122,+eorena 4.4.1, dolc je
oCigledno da je reSenie, :o.je ima asimptotski pozitivno ograni-
cene diferencije u smislu definisanom u 14!, reSenje naksinal-
nog tipa.

Primedba 2. Lako je dokazati da se u dovoljnorn delu teorene 3,

uslov (C6) moze zameniti sledecCim



(D) I _ﬁ(i ) <O

n=o v ' 1=n
4. OSCILACIONE TEOREME
U ovon paragrafu éemo dati neke oscilacione rezultate jedna-
cine (1) koji su komplementami rezultatima prethodnog paragrafa,

Teorena r. Ueka su zadovoljeni uslovi (C-,),(C9),

(Co) y_a(m)p()=

- ¥, oy £, JOR==

Ako je sadovoljen sledeci uslov
AC10) iG-r(rj#urjy cm , >0 |,
oXW
tada ree diferer.cr.a jednacCina (1) oscilatorr.a.
To™as: '"'eka je x neoscilatorno resSe i1e cd (1). Tada, x je
constantnog znaka finalno, recimo za n ~ . Ueka je
»E»)-g# 2 @ 2a(n) , n *

Tada 1nano
/<) =aln+1 S TGP\ r(DnX(n) -y
_ - nr
SA0D =7 (n+1))  F(x(n))F(x(n+id 1 (x(n))
=.qG+)pG+1).gtn+idd ~ ~ | 0~ L ,

Sto povlaci

vin) ~ -g(n+Dp(n+)- > ~ , N n ,

pa posle su.niranja od IMdo n-1, m>MN , dolija-.0

18



m-1 m-1
(1o) w(m) ’\v/(rO—Hq(n+I)p(n+I)—I§ , m>N
_N [—

Sada, uzimajuc€i u obzir uslove (cqs) 1 (¢~ ) zakljuCujemo da

lim v/(m)=— B 1 prema tome postoji M >N takvo da je

je
m->@
x(nNax(n) ~o za svako n ~M _ Shodno tome Iim Ix(n)I=6 ,
n—>@®
61M0

Cdavde, koristec¢i uslove (Cc) 1 (C™Q), relacija (1o) povlaci

da Je
m

v(h) - - v JZci(n)p(n) za m NI,
n=N+

gde re pogodno izabrano. Stoga, Imamo da je

m
AX(m) Z 1 1 - N
2(x(M)  “2 qmrm) _ M, Mrm L LI

Sto daje
L
T . k>1T
ﬂ' q(m‘ljr(ra) n:|T+|q(n)p(n)
PuStajuc¢i da k- i koriste¢i (CO) 1 (C-,0) dobijamo kontra-

dikciju, Cime je kompletiran dokaz teoreme.

Ceorema 6. Ne’a su zadovoljeni uslovi (C-?),(CO) 1

00

G, fg(r-)p(MIf(ag(n))l=® za sve @+ 0
n=0

made e diferencua ;;ednaCina (1) oscilatorna.

Cokaz: Neka je :j neoacilatorno reSenje jednaCine (1). fada

;e 020 konstantnog znaka finalno 1 ocena (4) vazi, Sto znaCi da

19



postcgi ™ o takvo da
n ™ L ==eqn) ™ ly(nl A 1 Ay(n) $ konstantnop; znaka.
® unan.iujuéi®™ opsStost, mozeno pretpostaviti da je y>o

Stoga, na osnovu (C-"), zakljuCujemo da ,je

(11) Y icpfam): L «mp =

::=0

.1 sunirajué¢i (1) od Nl do n-1, nalazimo da je

n-1
r(mAy(n)-r(N)*y(N)+ _XZNp(i+ Df(y(i+1))=0
i=

-"0Oe, na osno-vu relaciie (11), povlaci da je Lim r(nA,y(n)=- «
n—>

Tavo, Ay(n) ~ o Tfinalno. Ne uman,iufuc¢i opStost, pretoostavimo
ia £ Ay(n) o za n N . Uvode¢i niz u(n), kao u dokazu
teorene 1, dobipavo relaciju

k-1
u(ky+y(ky ~ C-ZZq(n+Dp(n+DFfy(n+))

rr_TT

gde je C=u(\)+y(IT)
Sada je lako pokazati-da je u(k)+y(k) ™ o finalno, u kom

sluCa;;u poslednja ne.jednakost povlaci traZeni zakljucCak.

Y
Stvarno, mmnozeC¢i (1) sa _ZI I pttt 1 sumirajuc¢i tada od m-1
i=n+ :
do k-1, dobijamo
i k-1 k
L c L  IWMA(r(ii)?ty(n))+ YLI('H+I ~-Pp+DFCy(n+l))=o
n=m-1 i=n

koje, oosle pri-ene formule za sumiranje po delovima, povlacCi



12) - SrrTDr(mN7(-1) =

F K
’M'_+1)+A'er1(i—:2;ql+/\| INYDp(+DHFy(h+1)) 1 o

Stoga, doM.i1amo
y y(m+q(mr(mAy(m) i o ,
sto omplenra do:az teoreme.
\
. —t¢ka su zadovoljeni uslovi (Cn),(Cg) 1 (C]Jo).
:akc. ,c dijerenc.ua o"ednaCina (1) oscilatorr.a a":0 1 samo ako je

zadovolien uslov (Cg).

Cc"-az: Sledi neposred.no iz teoreme 1 1 "eorene 5, ako se uz-

ne u oizir cCinjenica da (Cg) 1 (Cg) povlace (CO) 1 (Cqg).

eore” . ,eua su zadovoljeni uslovi
~C12n H n =
HR
3 n
Con.) 2 Hp(i> =
n=o v J i':dp(

Ako ,e zadovoljen uslov (Clo) tada je diferencna jednaCina (1)

oscilatorna.

Do-az: Teka ," x neoscilatorno reSenje od (1). Tada je x kon-

stantnog zr.aka finalno, recir.o za n * N . "Teka 4

OF iy v T

Gada, Ime.no
-(rO= n*"(N?FA(r ™M) -r(n)Ax(n)AT(x(n))

2.1



_NAF(xX(n
n) )T(x(n+l

Sto Nodi ka
Av(n) ~ -p(n+th) , n~r N ,
m
(1?) v(m+D-w(N) 4 -1Zp(n+l)
n=F
oto-a 1lim v;(m)=- i prema tome postoji N A~ N takvo da

o0 M x(NAx(n) za svako n ™ N,
pa je Ilir. Ix(n)lI=d , d ™~ o
-3
Cdavde, na osnovu uslova (C12), relacija (13) povlaci da }e

m e
w(mtl) ~  ~ Zip(n+l) za svako m> N9 ,
n=n

gde Je r9 ~ N pogodno izakrano. StaviSe, za svako m >Ng

m

Ax(m+1) 1 1 Y~ . *
1xX(m+1)) ? r(m+h) n+» 7
koje, posle suniranja od Ng do n >N? , daje
n m+1
f ’
iz Jx(m+1)) til ~ = P

PuCtaju¢i da n->«¢ , na osnovu (C-"), dobijamo

r du

x((2) ©
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Sto Je, na osnovu (C]q), kontradiivcija.

<x’2."a . Neka su sadovolgeni r.slovi (G-,)

(M14) E(n)P() =<«
n=0
i
+
r du ,
(c15) / r(O0TT<M » cCc>0 =
—C

Tada, diferencna ~ednac”na (1) je oscilatorna.

Dokas: 1ileka ,je v "eoscilatorno neSenje od (1). Tada je x kon-

stantnoT r'yef'a .finalno, recino za n ~ " _ Ako je
/ n rfTilArfnk/ s
()= -

tada je a,v(n)=

+4 ~ n i1 iIR(n)v

-H(r+D)n(n+i)+ n4n -~
Sur.ira_juéi poslednju nejednakost od Hdo ->1I gocijamo
m n
+ D) - +D)+ >
v(m+l) v(|l)n:I%IRC«I)p(n D nE:N Vev-i: za m>N

Uz?.majué¢?. u obzir uslove (C”) i (0~) zakljuCujemo da je

Ivl X(n).]=d , d ~ o i x(nN)Ax(n) <o =ze svako n ~ N, >N
n—->§F

Ne umanjujucéi opStost, moZemo pretpostaviti da je x(n)>o ,

Sto povlacdi da jJe Ax(n) £ o
3ad, u.vode¢i niz u(n)=R(MM)r(n)Ax(n) za n>N* i.mamo da je

Au(n)=



=R(N+1))A(r(N)AX(N))+r(nN)AX(N)AR(N)=-p(n+DR(n+1)T(X(n+1))=Ax(n)

A n>N, , Sto posle suniran.ja od N do n > , vodi Tta
m+1
u(mD=u(N-, )+tx(m+D-X(N-, )-T~-p(n+DR(M+DFX(n+1)) =
1 1 n-N~
m n
=UN-, )tX(M+D-X(N-, )-H FXX(+D))A( Ls(i)p (i)
n=N1! i=NI
Sada, primenom relacije (3), dobijamo
m n+1
u(m+1)=u(N d+x(m+D-x(N-, )+Z1 ( ZZR(Dp(I) HAF(x(n+1))-
n=% i=NI

n+1
-Fx(m+2)) H-R(Dp(i) N u(N,)<o za m >N,
i=IL

Sfo"ja, dobijamo

AX(M+1) A uND I mis IMh+T) “= u(IDAI-+li za m>N1

Sto povlaci

Gada, uzimajuc¢i u obzir uslov (C-), docijamo Ulin x(lo)= - = ,

[ [e]e)

Sto je Nontradihcija.
Posledica 2. Nelca su zadovoljeni uslovi (GG), () 1 (C,M.

Nada je diferencna “ednaCina (1) oscilatorna ako 1 samo ako va-

zi (H™).
bo>az: To je neposredna posledica teorene 3 1 teoreme S.
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"Urinedba 3« Teoren.a 5 se aoze posmatrati kao delimioni dis-
kretni analogon resultata I1"ulenoviéa 1 Granrnatikopoulosa 123 1
yoji se odnosi na od®"ovarajuéu diferencijalnu jednacinu. Stavi-
Se, teorema 6 jJe diskretni analogon rezultata Kulenovicéa 13ol.

Primedba G. -Posledica 2 poboljSava 1 uopStava u raslicit™im
pravcima rezultat "lookera 1 Patule 122,teorema 4.1.1.

Takodje, napomenimo da su teorene 7 1 diskretni analogoni
odgovarajucih rezultata za diferencijalne rednaCine i nejedna-
Cine datih od Kulenov-ic¢a 1 Grammatikopoulosa 1231.

KonaCno, teore e 7 1 3 su, u zajedniCkim taCkama, opStije
od rezultata Gzr.ande 1261.

5. PRIMLNA ITA PKPEK-PONIERCVU JEDI"TACIKU

D ovom paragrafu ¢emo posnatrati Emden-Pov/lerovu diferencnu
JjednacCihu
(@) A(r(DHA7TM)HpCG-+D 1jCn+l) s 7 (n+tD=0 ,

~>o0  , n=o,l,... ,
i1 doditi neke daije rezttltate o opStem asi-.ptotskom ponaSanju
njenih oscilatornih 1 neoscilatornih reSer.-a.

Teorema 9. Ueka su zadovoljeni uslovi G,) i (Cp). Ako vazi
(C,) 1 ako je ~~ 1 , tada jJe svako neoscilatorno reSenje di-
ferencne jednacCine (14) ili minimalnog 1l1 ~avsimalnog tipa.

Do"-:az: Posto e ~~ 1 , uslov ) povlaci (C™) 1 na osno-
vu teorema 1 i 2 :ednaCina (14) ina ooa tina resenja. 3ada ¢emo
do™azati da (14) rema dnri: tipova reSenra.

;;0-a ?e y proizvolcno neoscilatorno re en; e od (14), ile uma-
ijuju¢i opCtost, Ilozemo pretpostaviti da je y>o0o fTmalno, Sto
povlaci da jo Ay(n) Tinalno konstantnog znaka. Ako je ay(n) 1

1 al "o, ii.umo tvrd:."u teore: e. ') suprotro. , Ay(n) 4 0 finalno
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> moaeno pretpostaviti da je [lini y(a)=o Sto"a, postoii
->
H ™o taJ;o da "
p~~"~>Z'"r(lI0 >0 1 Ay(n) 4 o 5 oceva (4) vasSi.

Polaze¢i od relacijie (12) 1 puSta.iu¢éi da —>m® 7} dobijamo

@©

Ir]:Im__l2("!+I)p(n+l)(y(n+l) q()r(rPA7 (n) . m~H

Sto na osnovj. ocene (4) 1 uslova (Cv) vodi !a

00

y(m) 4 y(n)n_nq(n)p(n)(y(n))'>—1—c(r-)r(::)Ay(m) 4

A V-l
y(n E,ampm-a(:dr:-/A~() A

- Ey(rm)-g(mr(mAy(n) , nVH ,

a0 re N dovolino veliko da bi bilo zadovolieno
A* 1 YyLg(n)p(n) 4 e
n=::

proizvoljno, unapred dato £>o0 . Stoma, do:itamo

-q(nyr(mAy(ra) ~ (I-£)y(n) , v s
Gada, uzimaiuc¢i u obzir ovu relaci.ju, ocenu (4) 1 (C.) dobi-
;Eno

r-1
(-5 [rMDAYUD-r(MmMAY(M |=(-£.) He ¢ +DCE™+D T
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1

n-
“r|Zﬁ\IP(n+I)('y(ri+l) ~Tq(m+DrC+DAy(m+1)

~ A yay ) Hanypery 4
Ha,

N

- ~k —Ir(n)Ay(n)/___Ig(m)p(m) 4 -£r(n)~y(n)
g |

Stoga, zaklj“uCujeno da ,e
(-e)[r(MAY(N)-r(MAy(n)] 4 -Er(rHAy(n) ,
Sto povlaci
r¢DAy(n) ~ ri”~oDAydn
1 tako je rI]igacor(n)’\y(n):s t (- °°,0] , Sto na osnovu Stolzove
teoreme daje

figg 1+« = HFOOAM =6
Cirae ge kompletiran dokaz teorene.

olicnira rezonoxrmn,jera dolazirao do odgovarajuceg rezultata za
sublinearnu (4 ~ 1) diferencnu jednacinv. (14),

"eoreraa 1o. raeka su zadovoljeni uslovi G,) 1 (C?). Ako je
N~ 1 1 7azi uslov (Cc), tada je svako neoscilatorno reSenje
diferencne jednaCine (14) ili1 miniraalnog |11 raaksiraalnog tipa,

¢emo pos atrati. raedjureSenja 1 za njin dobiti neSto 03-

triju. ocenu nerao (4).
"eorcraa 11. Te":a su zadovoljeni uslovi (C?) i (CM). Ako vazi
ANo>

slede¢i uslov

)

17) liminf (¢(-0))x ZZpCO > o
n-> = k=0



., rd svwcivo neoscilatomo pesenje diferencne jednaCine (14),

vaSi sledec¢a ocen.a

AR

a(g(n))“ - ly(n) 1 ~A finalno, o<i<X”"1

Ako vazi dodatni uslov

cI18) tin gy @) KL peo -

tada vasi sledeCa ocena
‘ X-1
(5) ag(n) ™ ty(m1l ~"A(q(n))v_x finalno, 1<X”"% ,
za neke odSovara-"uce konstante a i A (koje zavise od reSenja Yy),
Dokaz: Pretpostavino da je y neoscilatorno reSenje od (14).
ke uman-""-u¢i opStost, moSemo pretpostaviti da y>o0 final-
no. Tada, lako je zalcljuCiti da je Ay(n) ™ o Ffinalno.
Gtvarr.o, ako ;e Ay(n) X o- , u prvom sluoaju tada imamo tra-
zeni zakljuCa-. U drugom slucaju, koriste¢i (C-,-), imano -

r. n n
Ir "'L(cC-)fvC-) e (q(n)TFEp(k).

Sto na osnovr tecreme 1 povlaCi da je H€im y(n)=0 1 prema tome
Ay(n) N~ o Tfinalr.o* e
Neka e k X o takvo da
n x —=>y(r-)>0 1 Ay(n) 40
Polaze¢i od identi.teta (k) dobijamo nejedr.ak.ost (7) ko,ja povlacCi
>-1 k-1
y(k+l) X Q(’—+l).|=:,JO(i+l)(y(i+l)) X O|(k+|)(y(k+|)_iriZ_iZfle(i) ,

na na orvovu uslova (C-,”) cobi.jamo
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L # qQu:+IKy(C=+))) LHR(D -

k_l n)—l
= v q(k+DX Lp(Vv) ~
(q(k+|))X“—q( ) i:?ﬂ( ) Qk+Dr ™
za neko C>o0 , Sto odnah povlaCi trazenv ocenu.

Prtnedba 6. Po~to uslov (C-jO) povlaci mslo™y (Cq), CTHrs deo
teoreno 11 noSe se sw atiti na sledecCi naCir.: r.-p postoji neos-
cilatorno reSen.ie od (14) tada ocena (15) vaZi.

Posledica 5« Teha su zadovoljeni uslovi G,) 1 (Cqg)- Ako je
9>1 , tada re diferendria jedriaCina (14) oscilatoriia ako 1 .sa-o0

ako vazi sledeéi uslov

=) QICOTE

n=o0

Pokar: Potrebar deo. sledi i1z teoreme 2 dok se dovolian deo
moze doditi fia slican naciri kao u dokazu teorema 5 i1 6.

Pada c¢emo dati rezultat koji se tiCe opZte~ ponaSanja osci-
latornih reSenja od (1).

Teorema 12. Neka su zadovoljeni uslbvi (C-j),(C9) 1

C

©20) ,Lr r(n) k:lmp(k) <

A'-0 'le T slabo su.blinearno, tj. €im sup u“l1.f(u) <® , tada sva
Iui->®

oscilatorna reSenia diferencne JednacCine (1) teze nuli.
Dokazt Ako nasSa tvrdn,ja vt je taCna, tada postoje nizovr pri-
todnih brojeva {t(n)}* 1 @&()”N 1 oscilatorno reSenje x,

Glo da je Llim t(n)=lin ()= < , t(+D> t(n)+l i n(h)e
n—@ n->>»
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e (t(n-1) ,t(n)) sa osobinama x(EM)x@i(r.)) + o 1 IxCe(n))l>
>6>0 < 0 n.larjujnci opstost, moseno prstpostaviti da je
c(n() o 1 xen))=max{x(m) : t(n-1) <- <t(m+)}

Sada, sumirajuc¢i (1) od k do t(n)-1, dobijamo

t(n)-I
r(e(M)AxCE())=r(K)Ax(K)- }4k p(i+DFXx(+D)) ., n=l,2,...
1=

Uzimajuéi u obzir Cingenicu da je Ax(t(n)):x(t(n)+I)—?(t(n)) £ o0
poslednja relacig®a povlaci

_t(n)-1
rgOAx(k) £ H  pG+DFG+D)  , r=1, ..., t(n-1) ~: <t(n)

Sto vodi ka
t(\r.tl
Ax(k) - 7TTPJ p(i+Dfxa+D)) , n=1,... ,t(nh-1) ~k<t(n)

pa, sunirajuc¢i od n:(n) do t(n)-1, iImaco

t(n)-1 t(:)-!
x(t(n")) t x((n))+ E k P(i+DFf(x(i+1l)) 4

k=71(n) 1=X

t(n)-I t(r.)-I

- f(X(t(n)))kzi;C(n) I:L>7 IJ:zk 1"i+1) -

w -
Z P L
n)))k=7t(n) ru; i=k+l

Stora, dobi;jamo

x(t(n " k:Lu(n) RCY v p(i)



Sto je, na osnovu (C?0) i pretpostavki o funlcciji f, kontradik-
cija.
Prinedba 7. OCi.vledno, uslov (CpO) je posledi.ca uslova

00 co

(40) t . . - r]E:|8(n)<—

kao 1 uslova

1
(C2o0> &:O ATNT = © nIZ_OR(n)p(n) <

PoSto (Cg0) povlaci uslove (CM 1 (CM), nozeno dobiti slede-
¢i resultat.

Posledica 4-. Neka su sadovoljeni uslovi (C) 1 (cO ). Ako je
N1 , tada jJe svako neoscilatorno reSenje diferencne jedna-
cine (14) ili. ninir.alnop ili maksimalnog tipa i1 svako oscilator-
no reSenje tezi nuli. Aro je =1 , to snaCi da su sva. reSenja

od (14) stabilna.

"a"rodje, u svetlu teorere 12, nozZzeno dociti sledeCi resultat.

osled~rca f. ITeka su zadovoljeni uslovi G, ) 1 (C"Q). Ako je
O -1 , tada svako neoscilatorno reSenje diferencne jednacCine
(14) :e ili asimptotski ekvivalentno sa, od nule razlicitom,
m'onsoantom 1l1 sa AP.(n) (A h 0) 1 svako oscilatorno reSenje te-
z1 ka nuli.

1K= ed™a wm Veki dalji rezultati o stabilhosti 1 asimptotskoj
stabilnosti linearne jednaCine (14) (™)=!)) hogu se dobiti upore-
d/i.van."-er uslova nasSik rezultata sa pretkodnin rezultatima IToo-
era 3 Patitle 1291, :de s-” dati neki. resultati stabilnosti. Na-

poneni > da se linearna diferencna jednaCina drugog reda



c(n+tDy(n+r)+c(My(M=b(n+Dy(n+1) , n=o,l,... ,
"de je c(n)>o0 , =0,l,... , mbSe v.vo': redujcovati na jedra-
¢inu (14) sa V=1
ACc(mAx(n))+a(nt)x(n+l)=0 , n=o,l,... ,
Cdo je a(n)=c(n)+c(n-1)-b(n) , n=1,2,... (videti 1211 1 1291).

ICoristeCi tu rinjenicu 1 oscilacione i neoscilacione resul-
tate 1z 1211 1 1291 mozemo dati neke dalje nezultate o stabil-
nosti 1 asimptotskoj stabilnosti jednaCine (14).

Teorena lo. “le’a su zadovol.jeni uslovi G,) 1 (C7). Ako je
9Nl 1 vazi uslov (C7), tada svako neoscilatorno resSenje di-
ferencne jednaCine (14) je i1li minimalnog 1l1 maksimalnog tipa.

Dokaz: Posto je 911 , uslov (CM) po*/laCi (Cg) pa prema
teorenama 3 1 ¢ jednaCina (14) ima oba tipa reSenja. 3ad ceno
pocazati da (14) nema drupih tipova reSenja.

Pretpostavimo da .y neograniceno reSer.j.e od (14). lle uma-
njujuc¢i opsStost, nozeno ioretpostaviti da fe y>o fTinalno, tj.
7(nN)>0 za n”™N _ Tada, na osnoZu leme 2, zalcljuCujemo da
je Av7(n) - o Tfir.alno 1 da vazi ocer.a (5). Kozemo pretpostavi-
ti da jJe Ay(n) o za n ~ K . Sada, na osnovu Stolzove te-

oreme, dobijamo da je

lin lim r(r)Ay(n) = Lc Co,~)
n->¢

n->@® -n-v
n
Hnoze¢i (14) sa —rvv i sumirajuc¢i, nalazimo da je
k=N
n-1 k n-1 K
Z1_A(r(HAYyC"D) H +Up(k+D)(y(k+1))gH =»,-*m= o0 ,
k=N i=H ru; k=N i-H rix;



n-1 n-1 k
6 r(MHAYy(NDL_ Trprj -7(m)+y(N)+ZIp(k+Dy(1;+1F 11 , =0

Sto, na osnovu Ay(n) o za n N , vodi do
n-1
a?» y) 4 y(W)jg§$k+l)p(V+l)(y(k+l))54?—(n)r(n)Ay(n) , n>N

Stoga, 1mamo da je
n-1

J*0) + y(H)+y(n)lg§\fk+X)p(k+l)(7(k+|))',—1+?,(Sn)r(n)4y(n) ., n>N

n-1
@6) 1 <$ 0 +EEQIHDpk+DY(:+D)"™>»>1+ —(okj+™n) " sN .

Sada, koriste¢i ocenu (S), nalazino da re
n

BLHOCMK) ~A)) A1* Ls(k)p(k) (ARCK)IV~~ AV 1 7 RK))IVPK)
k=N+1 k=N

A":0 je Il 1zabrano dovoljno veliko, da ?i1 zadovoljilo, da je
®

a® E c¢crO0~”™p0O0 e
M

za proizvoljno unapred dato £> o0 , tada (11) povlacCi da ie

zgl} + , x_£ €
Y
Sto neposred.no daje

lin inf a(n);K)Ay(n) , »
n-0 I\-1/

a9 R(Mr(nMA7() ~ (-£.,)y(n) za svako n M ~ N
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ida, koristec¢i relaciju (19), iz (14) dobijamo

n-1
A-Et) [r*rOMO0-r*"n*"AMnAINL -e™) 1Zp(k+ D) (y(k+D)) 4
k-1T

n

4 L pOy@EN™ 1r(RUDAY(K) 4
k=H+1

n-1

4 p, ~LHPCK) (H(D) . ~Lr(OHG)ay () <

00

e (r)AY(MWD kH=M RE))Mp(K) < €-,r(HHAY(M)

ako je K dovoljno veliko da bi vazilo

AV-1Z1 (R(K)%(K)< £
k=M . 1

Sto"-a, dobijamo

) (&) [r MHAY(MD-r(n)Ay(n)j < 6,r(MAy(M)

r(n)Ay(n) > (-zeprdiyd finalno,

Pto povlaCi da je I1im r(n)Ay(n)=L>0 1 prena tome
n-> @

I[ig . k*Q =1p°» cime je kompletiran dokaz teoreme.
—>00

Odsovarajuci rezultat za r*linearni sluCaj je sledeli.

feorerna 14. ITeka su zadovoljeni uslovi (C, ) 1 (Cx). Ako je
94 1 x vazi uslov (C"), tada svako neoscilatorno reSen_je di-
ferencne -jednaCine (14) je i1li minimalnog i1li maksimalnos tipa,

Dokaz: 2onto e 9 4 1 , uslov (C) povlaci (CM) pa na os-

3/\



novu teorema o 5 4, jjednaCina (14) ima oba tipa reoenja.

Pretpostavimo da ;e y neograniceno reSenje od (14). Ne uma-
r;JbolU65 opsStost, r.oSeno pretpostavit; da 1e y>o0 finalno, Sto
povlaCi da pe Ay(n) 4 o Tfinalno, §". postoji N ~ o takvo da
BB y(n)>o0 1 A7Ti(-0 0o :a n N . Polaze¢i od relacije
(16) dobip*ano (Ir) Sto, na osnovu A3(n) ~ o 1 ocene (5), vo-
di la

n-1 j
y(n) 4 y(H)+33?.(-+Dpk+1) (y(k+>))) +P(n)r(n)Ay(n) 4

Ny((ID+y(N) I Z22.GADp(-=+))Y G+ “1+P(Dr(n)av(n) 4

- y(\)+a™  yC )*R(K)p(k)+P(n)r(n)Ay(n)

Sada, nalazino da ie

s -A-1L "c-)?2Cc:)+ Yy O”™n)A-+1
N\
<Ifl} "<HOc)p (k) + 203 4
ftt *I+ za n”™F ,
2 O_

:de ;je Il dovol._jno veliko da bi vazilo
co

A~ L r0")p(kK) <e
N

/a proizvoljno £ >6 . EoristeCi Iiste arprumente kao u dokazu
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prethodne teorene dobijall® ~el”~cpyp ((I"D»
TS

(i-e,) [<tfHay(fO-» (nh>»y<n)1*d-F?.), fi~c-KvM) -

-(1-£) £ yOoOp(K)(y(k)t 1* ErOOfIy(‘r(;—)p(!O(yé(O-)
L ];—=H+ K-1+1

N .
4 a*"1 1ZRO:)p(10r(10Ay00 -  ”1r("~.7(Gi:" _ ~00p00 -

- F.r(A7(D

"de ,je Il 1zabrano tako da oude zadovol.jerc

b-1LEOOp(Vv) * £,

3t"*a, nalazir.o relaciju (P.0) .1 dckaz tece. ?.stim tpcom :ao0

1 dokaz prethodne teoreme.

Sledeci rezultat daje oStriju ocer.v asirptotskog ponaSanja

neoscilatornih reSerja jednaon ne (14).

neorer.a 15. ITeka su zadovoljeni uslovi 73-) 1 (C;‘)- Ako va-

z1 sledec¢i uslov
(C21) Lim inf (R(n))XKJZ P(k)>0 , zareko o<X 49
r-> =N

tada, za svako neoscilatorno reSen-"e diferencne jednacCine (14)

vazi sledeéda ocena

(21) M “n)l ~aARm))* , finaln0j

[le su a 1 A ode;ovara,juce pozitivne konstsrte . .
jJe zavise od vy.



Dotas: Pretpostaviino da je y neoscilatorno resSenje od (14).
:ie unanjujuci opstost, iIncSerao pretpostaviti da je y >o final-
no, Sto na osnovn lerae 2, povlaci da te Ay(n) - o TFfinalno t".

postoji N ~ o takvo da je y(n)>o 1 Ay(n) -0 za n - N

Knoze¢i (14) sa “.—rrr a surairagju¢i od N do k-1, dobi-

i=N
Jarao
k-1 n K-1 n
(22) EE>(U-)AT(n))L Jtt +Cp( D(yC-+1)) T T7TJ .
n:I7 i:N n:H i:N

Priraen~"uju¢i relaciju (3) na drura5 safcirak poslednje rela—

cije, dobi,la.no
k-1 n
A(r(nA7(n)) H

k-1 n
=rO-)A7(D L "
rO-)AT( i=IT > n=N 1=N p\"~-
k 11 he: y-
-(>)Ay(k)t 4-3 -Ay(N)-tAy(n+D)=r(k)A7(k) E
i=H N n=N r=ii

=r(k)Ay(k)t J-pr -y(k+1)+700
=T r~10 -0

>toga, nalazimo da Je
o | n

(25) %-_;I'#(r(n)A7 (n))_iZ_1]F‘: \1—{‘] :r(DAy(>)*E 2ITT -~ %1 ) * A

druge strane i1z (14) iIraareo
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M-1
@) "00aj0O0 —r(k)Ay(')+nI:ZI:\p(n+—)(y(n+i) =0

Koriste¢i (2?) i1 (24), relacija (22) vodi ka
k k M-1

@5 y(k+tD=y(D)+r(Wi7 (M) E £y JVtI +( I-IN Jvtt) | Ip(n+l)(y(n+l))

mr P(+D(y (n+1)) T JTJ | finalno,
n=N =n
Sto neposredno povlaci da je
r M-1

70--¥D 4 H -ipv ZIip(n+D)y(n+1)) ~»
i=N 1~ J n=k

+ CHC:)HEp(n+l)(y(n+l)N , finalno,
n=It
za neku odgovarajuc¢u konstantu C « (o,1) . PuSta.juéi da M—+ »
do™Mijn.c
®

y(k+1) " CR(K)YHP(M)y(n)) ™ CRK<y(k))* Hp(n) »Finalno,
> p=>

Sto, na osnovu (C91) i ocene (5) vodi ka

S il o
N R(k)Ff+1L * Ay(KON2ETTIL . finalno,
y(v) . (+))>.( (k) +1m|0(n) y( )(V AL inalno

rp "eek’L popodno wza"branu konstantu (I, Cime je konpletiran do-
—d' teoreve.
ITa slican nacCin, noCermo dokazati sledeCu. tvrdnju.

koorera. 16. keka su sadovol.jeni uslovi (C-?),@ 1 (cpi).



rdn ? za. 9--sdzo neoscilatorno reSen,ie difenencne tednaCine (14)

o

vaCi sledeéa ocena

X-1
a - ly(n)l 4 A(R(n))" , finalno, za 1<X~"

=

1-A
?(R()) Aty 4 hR(n) , finalno, ra o<-p<\<I

Posled™ a. 6. Posnatragmo diferencnu _jedr.aCinu (14) 1 neka

S" zadovolienit uslovi (C-,),(CY) 1 (cn)- Ako je

(@ 0>1 , tada svako reSenje, sa ograniCenim diferencijama,
jednacCine (14) je 1li minimalnog i1li r.aksioalnog tipa.

D) o<>?<1 1 Ay(n) ne tezi nuli dok r—>«¢ , tada svako re-
Senje od (14) je ili minimalno”™ 1l1 maksimalnog tipa.
Dovaz: "0 je neposredna posledica teorer.a 13 1 14 kao 1

I2R,teorera 5.1 .1.

4. :p;7Aracicni rezuifat
ovor paragrafu dobijamo komparacioni rezultat Sturmovog
npa z\ T".eiinearru jednaCinu. Posmatrajmo diferencnu jednacCinu
ACMA7 (M)+P(n+DF(y(n+l))=0 , n=o,l,... ,
fde je :GC-)>»o i P(n) o za n=o,l,... a P neopadajuca
funl*cija takva da je uF(u) >0 za u 4 o
ecre-.a Jrit Feka su ispunjeni uslovi

ef_ -

(2?)

(28) rn) RM) 1 P(M) ~p(nh) za n=o,l,...
5

(@) (FF)[o,>) 40 1 (F-H)(-0Lo 40



Ako j°c diferencna -jcdnaCina (1) oscilatorr.a, tada je i1 diferen
cna jednaCina (26) oscilatorna takodje.

Do-:az: Neka 1ie j neoscilatorno reSenje od (26). Ne unanju-
Jjuéi opsStost, moZzemo pretpostaviti da je y>o finalnho Sto,
na osnovu leme 2, povlaCi da je Ay(n) ™ o finalno tj. posto-
i N - o0 takvo da je y(n) >o 1 Ay(n) o za n”~N .O-
davde, na osnovu (28) i1 (29), Inamo
P(MFy()) * p(Mf(y(n)) za n~N

\
ACP(-DAy(n-1))+p(mfy(n)) *o , n”* N ,

Sto"povlaCi

R(n-DAy(n-1) #~ J-"p(m)f(y(n)> , m ~ N
n=m

1 na osnovu (28)

(60) co

A7TC -1) - prkirjw Hp(N)FCy(n)) N jmr-3719qH PM)TCY(N))
\% n=m n=m

Sumirajuc€i poslednju nejednacinu od N do k, nalazimo da je
k (o
7CO0 ~7("-D*E _—-rl in Lp(N)TF(y(r.)) ., k>0
m=IT ~Lj Nn=m

ITeka je X skup svih neopadajuc¢ih nizova x, takvih da je
y@al- ~» x(k) *y(k) za svako k NN
Skup X snabdevamo uobicajenim tacCkastim uredjenjern kao u

dokazu teoremel* Posmatre.no preslikavanje X na X definisano sa

((e)Co=3(::)tl J-rv [p(Df(It(n)) , k>I!
m=N Vv JJ n=m
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Uzimajuc€i u obzir sve pretpostavke, lako se proverava da su
svi uslovi za primenu teoer.".e PT ispunjeni, Sto povlaci da H
ina fiksnu taCku z tj. (Is)(k)=z(k) za svako k>N . OCigle-

dno z ge neoscilatorno reSenje od (1), Sto Je kontradikcija.

7. ZAKLJUCNA RAZIiATHAIIJA

Prinedba °. U sluCaju T2i1omas-Fermigeve diferencne jednacine
i), tj. u sluCaju kada je uslov (" zarenjen sledecim
(D) p(n) 4 0 za n=o,l,... 1 p(n) nite finalno np.la,
coristeCi slic¢ne metode kao u dokazu teorer.e 1 i 2, mbZemo do-
-"cazati, uz od.novara.iuce uslove, postojanje reSenja asimptotski
ekvivalentnih konstanti i q(n). Dokazace*mo sledece.

"ecrera I— lleka su zadovoljeni uslovi (CM) 1 (cp). Tada
diferencna jednaCi.na (1) ima nebscilatornb reSenje mi-nimalnog
tipa ako 1 samo ako vazi sledecCi uslov

n

(Cg2) r 1 4 pco
Nn=0 0

Jiforo cra Jcl.iaCina (1) ? :a rerenje naksiralno-r tipa ako 1
samo ako vazi uslov (CM).

.edoa lo. Lako se vidi da su u sluCa.pi Thomas—Permijeve
dierencne JednaCine sva reSenja neoscilatorna (videtil22l).
ion.ste¢?. sliCne metode *-a0 u dokazima teorema 13 i 14 moZemo
do azati., uod odr’ovarajucim nretpostavkama, erz—istelr_];:i-ju reSe-

asimptotski ekvivalentnih konstanti 1 H(n). Odgcj)\_/ar-ajuc"
rezirltat se moze formulisati kao Sto sledi.
Ir. eva su :-adovol,jeni uslov.i (C-,) 1 (CM). Tada

d?.ferencna .jednaCina (1) ima neoscilatorno reSenje
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(@ minimalnps fcipa alco 1 samo ako ,e sadovoljen uslov (Cpo)*
(=) nal"sir.alalo tipa ako 1 sano ako Je zadovoljen uslov (C7).

Ca Salost, u sluoaju Thonas-Fermijeve d"Terencne JednaCine
apriorne ocene (4) i1li (B) ne vaze.

Prinedba 11. Vecina dobivenih rezultata se nozZze proSiriti
na diferencnu nejednacinu
G yMIAC(MAY(M)+p(ntDHf(y(n+1))J 40 , n=o,l,... ,
gde nisovi r 1 p 1 fun.kci.ia T zadovoljava~u iste uslov”™ kao
i U sluCaju diferencne jednaCine (1). Precizni.ie, svi rezulta-
ti para~rafa 2 - 4 1 6 mogu se proSiriti, pod iIstin pretpostav-
kar.a, na slucaj nejednacine (30). Stavide, kao i u sluda.lu od-
povarajuc¢ih diferencijalnih _jednaCina i1 nejednaCina, mozZzemo
dokazati sledec¢u tvrdnju o ekvivalenciji od (1) i1 (30) s obzi-
i na oscilatornost (videti. 1231 1 1271 aa detaljnije proucCa-
vanje to a predmeta).

Teorera 2o0. Posmatrajmo diferencnu jednaCinu (1) 1 odgova-
rajucu nejednacinu (30) i1 neka su zadovol~eni uslovi ) i
(C3). Tada vazi slede¢i zakljucak

(1) je oscilatorna <> (30) Je oscilatorna

Dalje, u sluCaju linearr.e diferencr.e jednacCine i ne.jednaCi-
ne mozeno dobiti oStriji zakljuCak (videti 1241 za analognu
tvrdnju u neprekidnom slucaju).

"eore.ua 21. Posmatrajmo linearnu diferencnu .jednaCinu (1)

linearnu nejednacinu (30). Tada,
(1) ,Je oscilatorna <= (30) je oscilatorna
Dokazi poslednje dve teoreme se u ideji ne razlikuju od od-

govarajuc¢ih dokaza za neprekidni sluCaj, koji se mogu naci u
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lom™a I°rl1 i 1011, samo sv. potrehne od<ovaraiuce nodifika-
ciie r.bof dis.kretne pronenljive, pa ¢e biii isostavljeni .
eKonaeao, prinetirno da u sluCaju Thomas-?er~ijeve diferencne
jednaCine (1), tJ. u sluCaju kada je p(n) ~o , n=o,l,...
od "ovara.iu¢a jednacina ima obli_k
G 7TMAMr(MDHA7T (ND)+p(n+DF(y(n+1))J , n=o,l,... |,
va se teorema 18, rezultat iz primedbe lo,kao ¥ rezultat iz
1221, —oli se odnose na ovu jednaCinu, mo " proSiriti nja ovaj =
oosti jL. sluCaj -

rI".edha 12. UvodeCi diskretni analonon star.dardne Liouvi-

1leo”. sformacije jedr'r*-l-e (1) se no"n redukovati na ob-

lik
on(n)+ﬁ(m+l)r(x(m+l)):o , m=o,l,._ .-. ,
al.i mi radije operiSemo sa oblikom (1) zbon tehnicke jednosta—
vnosti.
ITapor.enimo da se Svi dobijeni rezultatl moeu proSiriti na

sledeéa dva oblika diferencnih lednac¢ina d-U.fo~ reda

A(rmAy(n))+p(mMf(y(n))=o , n=o,l,...

A(rmAy(n)))+p(n+?)f(y(r+9))=o , n=o,l,... ,
u vojim sluCajevima, u.slove koje s™o koristili, morano zameni-
ti. odpovarajucima, dok metode ostaju iste.

Takodje, dobiveni rezuitati paragy*afa - 4 1 6 vaze 1 kada
ce uslov (2), na funkciji f, zameni sa uslovon da je F subli-
nearna (U. ~“f(u) je neopadaj'¢a za u<o0 i nerastu¢a za u >0)
Hii superlinearna (u ~.f(U) je neopadajuce za <0 1 nerastu-

e za u>0).



OB.novu pretiiodnih islananja dalo bi se pretpostaviti da
se sa diferencij"alnu jednaCir.u i njoj odgovarajucu diferencnu
-iedeG-Inu dobi jag®u aslonT;?" resultati.

Ve¢ san termin "odgovara.juca" diferencna jednaCina nije pre
cizan Sto ¢emo ilustrovati sledec¢im primerom. U biologiji ima
veliku prinenu nelinearra diferencijalna -"ednaCina Verhulsta
»0-"a se koristi kao nodel jednostruke populacije ekolos}<og si-
stera sa faktoro’: rasta x :(C.;i se men.ia usied spreCavajuceg

P S . _
clana -x , Cije reSerie je dobro poznata loristiCka kriva

UobiCajena diskretizacija se
AX(ro=(x(n)-/(r."1At(n) , n=c,I,... ,
ali 1 ona kao 1

Ax(n>=(x(n+D)-x(n)x(n+1))h , n=o,l,... ,

x(n+1)-x(n-1)=(x(r)-x2(n))h , r-o0,1,..
1"aju tzv. '"fantorska™ reSer.ra, reSenja sa oscilatornim pona-
Sanjen. Uev jedr.aCina
AxX(nN)=(x(n)-x(n)x(n+1))(ex-1) , h>o , h=o,l,_..

sa reSenjem

T (n)=[x-a-x-1(o))e-nrl-1 ,
da.je diskretne tacCke pravov reSenja (i, prema tome, fantomskih

reSenja nema). ViSe o owr. pro“olemu videt: u radu B. Pottsa

1571 .
Posnatrajrno sada B'.de:-— cvlerovu diferenci.jalnu jednacinu
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(33) y'+; (DDy™=0 , t>o , t o .

i ngoj odrovarajucu dislviretisaciju

€D A y(n)+tg(n)y*(n+l)=0 , n=o,l,...

U radu Utza 13 ,teorema 1.1 je dokazano da ako ,e g(t)> o
ili nerastu¢a i ograniCena sa donje strane po-
da su sva reSenja od (33) ograniCena. U

kao Sto pokazmje

1 neopadaj "uca,
zitivnom konstantom,

diskretnom slucaj-i analorna tvrdnja ne vaZzi,

primer dat u radu. "Tookera 1 Patule 1221.
-4

Prir.er 1. lleva Je t= a grH)=(n+tD* ((h+2)4+2(n+DM+n*)

Lako se provera\ml da fe y(M)=C-D*"(n+l) reSenje jednacine

(34) koje r.i.je o":ranicCeno.
U radu. Atkinsona 1201 ,je polrazano da ako ,)¢ ™1 , g(t) - o
g*(t) 40 1 @x&g(x)dx <® ,

1 r:(® nije jedrako nuli finalno,

tada jedndcCdna (33) r.ena oscilatornih reSenja.

Analomr.a tvrdnja - diskretnon sluCaju re vazi kao Sto poka-

zuje sledecCi pri er iz istog rada 1381.
®'a je J5 a _e(n)=(+t)*“~°A..1 +Sn+6) . Sada.

®
N n™g(n) <<» pa ipak postoji

Prir.er 2.

je "e(: ) pozitivno 1 opadajuce,

oscilatorno reSenje y(M)=(-Dn(n+l )2]
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m NNMNURBAKNTJS LINFf R=ZI I 51FESE

IR I DIpPERENCNI?™”JEDNA S TN A

1. UvOD

Pozabav\¢eno so L*-—ogranicenoz¢éu (o X r} reSen™a i
n . . . S . . v .. < dooren—
izvoda obicnih diferencijalnih jednaCina 1 pridruzenin;
44

ci . jrinih operatora. U sustini, naCi ¢orao uslove koji °e ;-,-;
cirati da svi j-ti i1zvodi (0 6 J ™ n-1) reSenja pertur "-irai‘e
diferenci,inlne JednacCine pripadaju L"o0,°°), za neko v " 7
pod pre”postavkpn da svi j-ti izvodi reSenja neperturbi?ane
jednacCine posedu”™u istu osobinu. Odsrovare -"uée tvrdnje ce-re
ppkazati i1 za sluCaj diferencnih JednacCina.
Takvi rezul-tati "su <potstaknuti 1Japuncvl jevim -istraSivanjl-
m 1lnosti sistema diferencijalnih jednaCipa 121 kao 1 o0s-
novnim pezultati a V/eylovih 1istrazivan.ja sinpularnih rubnih

problena za (Jednodinenzionalnu talasnu) JednaCinu drugog re-
da

(1) +p(y=0 , t "o

videti 161,181 1 njihove reference.

Tipi¢ni rezultati te vrste su sledeCi:

n

Teorema A (Dini-"lukuhara 12,str. 361). Ako su g.(t), te ()

merljive funkcije 1 q.(t)t L[o,») , 1=o,1,...,n-1 , L ako
su c”realni brojevi. takvi da su sva reSenia jednacCine

@ s 74 n)'+Cn—1/\(n_1) +coy=°
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O;~;ranicena na [o,”), tada su 1 sva resenjj?- rednacCine

€), by s Ky+gn_1(t)y™n 1%*._+Qo(t)y=°
takodje ogranicCena.

Teorena B (Weyl 161,181 1 191). Posmatrajno jednaoinu (1)
satedno sa perturbiranom linearnom jednaCir.on
) y"+[p()+q(t)]3=0 , t "o ,

e su p(t) 1 g(t) lokalr.o integrabilne furlcci®e na [o,°°). Ta-
da vazi sledecCa -jejlova alterns.tiva: Ako s"ra resenja jednacCine
(1) pripadaju (ne pripadaju) L~[0,°®) 1 ako je q(t)e6L [o,~)
tada 1 sva reSenja jednaCine (4) pripadark™. (re prapada.ju)

T<O’ [0,«>).

Uzimajuc€i u obzir Cinjenicu da ,je stabilnost (2) 1 (3) ek-
vivalentna sa ogranicenos¢éu (2) i1 (3), videti 121, zalcljuCuje-
r.o Ca ,Jp teorerma A perturbacioni rezultat vesan za stabilnost.

=;eylov alternativni rezultat je, u nekon snislu, uopSten
od Patule 1 VO :;a 191 da ukljuCi proizvolinu L™o,«5) perturba-
ciju gq(t). Takodie, Mironov 71 ,je uopsStio teoremu B na slucCaj

diferencijalne ,jednaCine sa kasSnjenjer, dc'r e 7yrwinska 1121

posmatrala eSto opStije sluCajeve perturkacija. Konacno, V/ong
1111 je dokio od~ovara,juce rezultate teoreue 3 za specijalan
sluCaj sa.-oadjvnpovane jednaCine 2n-tog reda, dok je Zettl
1131,1141 dao neka uopSter.ja teoreme 3 za opStu linearnu dife-
rencijalnu jednaCinu n-tog reda. IMla zalost, V/ongovi rezultati
1111 vaze za veona restriTrtivnu ilasu di ~erenci,jalnih jednacCi-
ru k -tog reda dcl' Zettlov? re::u.ltati 1131,! 141 vaze samo za

lincarne perturbac'*ie.

Taa. ;e Na-e™e da sve ove, -ore spomenvte rezultate, nrosSi-
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xiileo ta slucaj o-\"'to linearne dj.ferenpijalnt fiedinCi.ne nT]|;0g9

redn

" THT = xn\ /'Hon_l-@}“?._1)+-_:i'*ec+NF:0 d o

i1 nridr’icenih linearnih 1 nelinearnih perturhacija

G) DTy = Ly+qr, 1 ()y" 1""+*e_+q0(t)y=0 , t ~o ,
(7) DNy 5 Tp+on_1(®)(Y(-D) -1+...+go(t)v o0=0 t,h o
~de su r. o , §=0,-.-,n-1 dol: realr.e Punhci.ie p. (t) 1

g,-(t), ’=o0,...,r-1 , cadovol r'aa_ju uohicCalene uslove rintkos-
1? tat+o da renenia (?) nostoie za svaki ic+or pocCetnih uslova

1 noul da se produSe na Citav interval [c,”).
2. OBELS7AVANJA 1 POMOCHE TVRDNJE

Uvecji’o re-a. ohelezavan.ja 1 nab.ro,inma ne™*e rezultate koje
éem.o ’-oristiti u daljem radu.
Helra le 5) ma koji od diferencigalnih cperatora K,K ,D,Dr

ili Da . Obelezino sn

D (I3)={v" 3)y=0} za k=0,...,n-1
Prema tore, G(J ) oznaCava s-uip svih reSer.-"a .jednaCina (2), (3),
( > 111 (7)), S"( <) oznaCava skup prvih i1zvoda reSenja tih

medracCina, 1td. Dal.je, neka suy. za 11=1,...,n reSenja od (6)

odred.iena pocCetnirn uslovima y\£+/\(o):64:»&-_ za J=0,-...,n-1 ,
"T’0 ;% 6 kroreckerov simbol. T

rrvi od rezultata koje koristimo je reprezentacija vezana
>a Cornulu za vari jaci ju konstanti .

1 (Goldbergl3»str.140l). Pretpostavimo da je funkcija
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lotalno 13 , p -1 , 1 da Je reSenje "ednaCine Dy=F(t)

Tada
n
y@EH)-E <ty,GEH(t)+/ » m SMs , za j=o, , n-1
i=I o] otJ
ke je
y2(s) ee= yn(s)
/ R-2)(S) 4 n-2)(s> ekek \7/9’1‘“2)(8)
6(s. ) = 71(t) y2(t) eee yn(t)
17,0
s

a '(s):exP(—éPn_T (u)du) je Vronski.jan od y;(,-- yn

SledeCi rezultat je tehnicke prirode.
'a - (Bec™erzach®, Be.llman 11 ,str.170!). a.y uvela ,

W TdxJ za P»r -1 1 n>1 tada v el za mr”"™ max|p,
i "=0,...,n-1

olede¢i rezultat je uopStenje Gronwall-Bellmanove nejedna-
dre kao i1 nekih njenih nelinearnih varijanti.

Parca r (Cesari IC,str.351 i1 Villet,"Von- 191). Meka su u(t),
V() dve nenegativne funlccije, lokalno integrabilne na fo0,«).

Tada slede¢a nejednacina

u(t) M c+/v(s)up(s)ds , C”™~o za pel[o,D)
t
u(t) ™ C+/v(s)u(s)ds , C * o za P=l
(0]



u® ~ fc-p+(1-p)/v(s)ds]® ., za pt (o.D)

u(® » Cexp(/v(s)ds) , za p=Il
o]

respektivno.
ITavedir.o sada nejed.na.kost ":0oju ¢er.o Sesto koristiti.

Lera 4 (TTardy, Littlev/ood 1 Polya 15,s~r.2?1). Tleka su

a. ~o za 11=l,..., ra . Tada je
%?’\ral_p( ar)p , -a c<p ™1 ,
1=1 1 i=l 1
odnosno
m
n5-1_ La? » ( Ca.2n

3. LHTEAPIIE ?1P— _"E.-".0LE
Prvi rezultat fe opSta verzija V/eylove Ar.a -vre teorerae.
Teorera 1. Teka je 3(M) USr 1(D)ci [c,») 1. q.(P) el>fo,»)
za 1=0,...,n-1 _ Ako je () eL][o,~) , tada S(LL)USNn 1Q.
ZJfCo,«0 , de A (D)=raax{pn_i(t) ,c-

Dokaz: “Ta osrovu leree 1 zakljuCujerao de se sva reSenja od

(c) reow. predstavit?* kao

n n t g

y()=r Ic:.y. O+ L Iy\ (O/(¢-D" +17T.(s)er//?_- ~)du)F(s)ds
i=l < - i=1 " o ~ o **

ede V,. oznaCa.va Vronskija.n od %, , wq > » n



n-1
T(s)= —1Z:Zoq (s)y( G-

1Jzimaju€i u obzir cCinjenicu da <e G(t,t)=0 dobiiamo

n n
II_:’\bt)+_rIyr’\,)}(—o—G’\—I(u)duf(s)ds
i= o]

cs) y(kb t)

za k=o0,...,n-1
\

3 druge strane, lema 2 povlacl da ;e '.ilws*o dc 1] Lp lo,«»)

=
Sto dafe
n
Ll -nYy_ly. 1" r I= 91|
=1 ~
J1li
Za sa-.0 i-1,..., n i neko >0 . a%o, pomo¢u ( ), dobijamo
n
(9) iy('I(t)i < E iyfe(t)i[i: +:/ E 17 'n J"’ iI=(s)idr,l
1=1 b = 1
t ™0 =0 -1 ,
il
t /P t@)
(10) s/ /() 1 ~ @y (L) [I+/dPo(s)e® "()lds] , t o,
o)

b=o,. ..,n-1

mk smo uveli obe] ;avanje <kM(©)=maxjlyv 1(Hl: i1=1,.._,n}

=0,..., -1-1 , sto zbog p ( t )€: . [ o neposred.no povlacCi

(1) T{zZt)l ~ GIdv(E)[H/EQE) H(DIET .t 5~ o ~noj.
(0]
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OdavcLe, na osnovu Cauchy-Sc.hwarzove nejednaCine, sledi
ro. L 1t 1
lyo0O ()1 6 Ci1<Er(t) [1+{/B2(s)ds)N(/F2(s)ds)r1 , t - o
0 0
0O ,®**M-1 7~
sto u svetlu cCin,Jen? ce da 40(t) e I%[o,°°) , povlaCi. da j%

t 1
(12) ly@OMmIl 2 C2ik(O)[1+(/F2(s)ds)3 ] , t s o , ":=0,... ,n

MO @1« * C3*J(O)[1+/F2(s)ds] , t»c , k=o,..., n-1

Sada, uzinagu€¢i u obzir Cinjenicu da je ~(t) elL"[0,> ,

mano

s 3 firl
«(0 ()12 i C,*2(O)[1+/1 3-q .(s)y(i)(s)l2dsl ~
o i=o

_n-1
z Cz=2(O)[1+/ L1qgi1(s)I2ly(i)(s)lads]
0 1=0 J

n-1
- CAOI+r /ly()(I2ds] . tho , k=o,....n-l
1I=0 O

)to neposredno povlaci

n-1 n-1
(S ; Hly (°(s)l~ds - C5/ Z /() [1+/ 11 ly(D)(u)l2dulds ,
0 k=o k=0 K L o x=0 J
t™Mo
Koristec¢i Cinjenicu da yt)el2Jo,») za svako k=o,..., n-1
dobijano
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Warercom Moon (oo 2
f elldy”:"(s)l12ds C6+CA /( H<t>v(s))(é ’ ly-""(u) I'du)ds ,
(0] (0]

Z
k=0 k=0 =0
t™~o ,
Sto-zfcog leme 3 da,jJe y*"~(t)e LNMo,°°) za svako k=o0,..., n-1

Cine je konpletiran doaz teoreme.
Posledica 1. Neka S(MO) U Sn_1(D)~L21o,=) 1 ~M(t)6L°°[o,~)
za 1=0,..., n-1 . Ako P*-, (®) elL[o,°?) , tada S(O™) U/Sn*“""* oM

cE1 ™[0 ,®)
Dokar: Pretpostavir.o da je S(MO™) U Sn“~(r™)9L"[0,“) , Sto

na osncm, teoreve 1 povlaci da je S(O) U O E£ w0, ,
3er seQOy r.oze pos’atrati kao linearna perturbaci/ja od Dj , tj.

n-1
1>7=DI7-Z1g1(D)y(D(®)

r-~"Q4a 1. U specipalnom sluCaju, ako je pn_j(t)=gn -,(O=-o

-ao.a operatori D i Dr uzir.aju oblike

a4 7 = 7N 4P~ ?2(0)y(n~""™H+ ... +P ()y=0 , t ao

@as) vi7 = r(”-‘539--+--_+qo(t)7:° , t&o ,

00.r.ja- 0 jz teorene 1 i posledice 1 stroSe t'/rdjenje, kao Sto

sledi.
Teoreaa 1f. A":0 qgmn(t) eL™Jo,~) za 1i1=0,..., n~2 , tada
"®)u "(2;)9Jd n -~ ’[o) ako 1 samo akc S(UT)HU Sn“~(Mj )S

srtn-"[0,.,)

kr.?"Qdv,- p. ueorena I" , u sluCaju kada je n=2 , daje pro-
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Cirenje “clasicne "_./eyloe alternativne teoreme, dok u sluCaju
kada .,,e My realni formalno samoad/jungovani t linearni diferen-
cijalni operator reda n=2m , dobijamo uopStenje linearnog
dela rezultata \7onga 111 ,teorema 1.1 (videti 1111 za reprezen-
taciju opStep reSenja sar.oadjungovane,. linearne diferencijalne
jednacine).

SledecCi rezultat je opSta verzija rezultata Dini, Hukuhara
(teorer.a A).

7eore~T. 2> Neka 1o 3(®) USn“~(D)E iT*fo,«) i neka -e
q-(v) 6 I;[0,) za 1=0,...,n-1 . Ako te p™ n(® elLf[o ., ,
tada je 3(@j)USr~~(D7)E£L" [0,~)

Dokaz: Ta isti <".air kao 1 pri dokazu teorene 1, dobi"cano
rclaci-ju (11), koia, na osnovu Cinjenice da iv(t) eL~Co,») ,
za k=o0,...,n-1 , odnah povlaci

£
iy* (O i * CTw (D) [1+/IF(s) ids] ~

-C7riv(@® [1+/ zZz IH () ] "(s) lds] ~
0 1=0
n-1
Cp[1+/q(s)1Z Iy*\s)ldsl , % o , k=o,...,n-1 ,
0 1=0
pde snmo -Vveli obelezavarie q(s)=nax{I(s) I: 1=0,..., --K{
Gomia nejednakost da.je
erl-1 n-1
- nlp" "OI - nGotn/q(s)) Wk-"3(s)ylds , t o ,
- - =6

:0;ie, na osnovu leue 3 i Ci.n_jenice da e r(t) e L[o,<”) , po-



viaci

n-1

T~y (&) I1~A , t”™~o ,
k=0

gde 1e A pozitivna konstanta,

Posledica 2. Nekaje S(MO)Uusu I® ~I/"fo,~) 1 q (©) BL[0,»)

za 1=0,...,n-1 . Ako je p* ~(© &LJo,°?) , tada

S(DT)USn-1(DL)#L” to,~) . j
Dokaz: Sledi neposredno na osnovu teoreve 2 na isti nacCin
kao 1 dokaz posledice 1.
r.—-dr._edba U specijalnom sluCaju, ”-ada operiSemo sa dife-
rencijalnim operatorima M i Ik , dobi.jamo opStigu tvrdnju.

Deorena z* . Ako q.(® £LJo,«) 2z 1i=0,...,n-2 , tada
S(MUSn_ 2(M) c L&[0,~) ako 1 samo ako D(Tr)U Sn“**(§) SL°°[o,')

Leorema 2- je uopStenje teoreme A Sto se tiCe operatora M.
Takodje naglasino da se teorema A moze dckazati istim modelom
dokaza ko.ji je koriscen za dokaz teoreme 2.

Sledeci rezultat je opSta v.erzija pert-;.rbacionog rezultata
pote "lor od Patule i I7onga 191 1 uopStenog od Uonga 1111.

Deorer.a k. Neka e "S(O)USN"1 (D) £L2nL°°[o,00) 1 ct"e
EL:O[O,«:) za 1=0,...,n-1 1 neko p ™1 . Ako je pA’ -,(®e

e L[o,00) , tada.r].e S(DL)U Sn-1(DL)G L2 1* [o,00)

Dokaz: Na isti nacin kao i u dokazu teoreme 1, dolazimo do
relacije (11). Dalje, lema 2 povlaci da 1i.,,(® € LNMo,«) za
svako k=o0,...,n-1 1 svako p ™ 2

Prvo, pretpostavimo da je 1 ~p ™ 2

Sada, i1z (11), dobijamo relaciju
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n-1
I’ "(©l1 - CA-.CH [I+/nd>o(s) lJ_Z@ lo. (s) '.,yO—-)(s) lasl ,

t™o V-0, ..., n-1
koja povlacCi
n-1 n-1
ﬂ:ZOIy(:)(t)I i nri[I+g*o(s)q(sl)zl-loly(iks):!]ds , t»o0

-mamerju”uci le:-: 3 1 "-oriste¢i Cinjenicu da je <wwft)q(b)e
€ jlo,=~. , dobija:0 da je yC \t) elL°°[o,@ za svako
>=0,...,n-1 , gg. SCD~US~ACD~c”"foO, «)

I:z:az;:é u vidu ovu Cinjehicu 1 relaciju (11), zakliuCuiemo

t n-1
*ct), - MMM [I+K (s ) r, qd(S),,ycl)(S).dsi +
o0 1=0
- CQ=>(O)[1+/d>0(s)q(s)ds] ~ Clod~.(® , 0 9 =0~ MF ~
sto da.je yvy(®elL"(o,«) , k=0,...,n-1 , tJ. S(Ot)U Sn_1(OT)C
- L"[c,0)

Sada, pretpostevimo da je p>2

DefiniSivo p*>2 tako da zadovolriava p+ p-=3 . Tada,

t®e . ,r [O0,-) za k=0,...,n-1 , Sto povlaci da q®d>,.(DE

2
€j lo-0 za k=0,...,n-1 . Odavde, (11) povlaci

1*/\t)\ 6 clM t©)[1+/*0(s),f(s),ds] ~

+ n-1
Ci* tO)[1+/*o(E)c(s) E1y<D(3)idsl , 09 O0,eeeng N
(o] 5=0 &
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koje, na osnor.i Caucl:y-Sci

(16) 1Iy(k)()rc * ci;liK(

o vr. A + n-1
~ nchh KD J|+/d>8($
~ " ~ 0 0 1=0
- [’?+/ ZZI7(7)CS)I2ds] , tSO0 , k=o,..1i,n-l1
L o 5=o
Prer.a toroO
t 8 1t t -l
£ ,1 _170: )(s)l’?'ds e Cl2 E /*2(3)d$_]|+/ E W@)(s),2ds] »
0 =0 k=0 o B=p
n-1
- >z / 1T ly(hD)(Gs)I1'ds , t 20
0 =
pa “riraenon 1e-;e - _ledi da S(DL)U Sn~1(rT)<=;i?£0,«) . Koris-

le¢i ta om™err.cu, zakl.juCugemo r.a osnovu relacije (17) da Je
*KC\NBDI-C-j™p/H) , t ™0 , :=0,..., n-1

& ,e .roapletirar doa= teorene.
t o -icro orm_  ‘orr,5ea ,je sledeCi rerriltat.

PoaTodma 7. Ke>a je S(D)u Sn"r(D)jfr[o,«) 1 S(O)U3n_1(D)9
~3J O, 1 ql7-. 6 [O)BB) za 1=0,...,r-1 1 neko p -1 =

Ako ;e pj_1(t)e :|5“) , tada 3(@OTPUSr“1(OL)EL2][0,°)

Ko..az; e —a. ,CI opCtost, moZer.o rretoostavit? da je

, ;Jer se svarc g. () e J [0,°°) noze pretstaviti kao

Tj(o)=pr(H)+c) (v , 1=0,..., n-1 , ?;ce 7t(t) €ELto, ) 1



=

h [o,°°) :asva 0o t=0,...,n-1 . Stvarno, definiSirao za

svalco 1=0,...,n-1

, fqg.(t) za Ig. (Y 1>1

i (t):/\ 1 i q ‘_(t) =
o] za Iqg. (I ™1 g,-(® za Ilg=(t)l ™1

za Iq.(©)>1

Sada, u svetlu posledi.ce 1, zakljuCu™erao da maZerao zadrSati
nasu paznju na sluCaju p=I

Pretpostavimo da riasa tvrd Ja nije tacna, tj. S(DL)U Sn_1(DL)
? I'p'[o,cr)) . Polaze¢i od relacije (11) i kcristeCi cinjenicu da

<®) 61 Jo ,c0) dobi-tarao nejednacCinu

-1
1I7(k)O1 ~ o1api+f Elg,-(s)11j@)(s)lds] »
0 1=0
n-1
cl4[|+/q(s)».]z {1 ~(s) lds] , A/ k=0, ...,n-1
1=0
n-1
& y ()1 * 3014[x+/«cs)Ei7(ibc*:i<ul , £t »o0
(o] 1=0 J

Frn -zer.a leme 3 1 Cin_jenice da q(t) e Ifo,«) , neposredno
povlaCi da y(™~(t) 6L [o,») za svako ;:=o,...,n-1 , tj.
3@T)HU 3n"""(D-)cj, [o0,°°) . Stoga, poraoCu neorerae 3 dobij"amo

a- S() u Sr'*1(10 S 152 n LOMo,00) , Sto aac"e kontradikci ju.
Vv 0002 4# jJic 0 se vidi da teoreraa 3 1 posledica 3 aogu

dokazane 1 pod slabijim pretpostavkana o funkcijaraa . (©)-
S5 .
qa-M £L [o,«0 , s; ™1 za svako 1=0,...,n-1 |

J *. re tada dosta izii- #l0 . ,jednostannosti dokaza.
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U speciQalnoRi slfrcaju, za rb\ferencijaliie operatore M 1 ME |,

dobijamo j"atu tvrdnju kao Sto sledi.

Teovena - . Ako g™(t) eLSi [0,~) , s- "~ 1 za svako
1I=0,... ,n-2 1 S(MHUSN"2Mc1”o,~) , tada e S(M) U Sn"2(M)
ci/ Jo,”) alom 1 samo ako SGIT)U Sn_ "FA)SL" [o,)

U specijalnon sluCaju, kada je n=2 , dobijamo poboljSanje
rezultata Patule 1 V/onga 19,teorema 5*1* 1 5*4.1, dok u slucCa-
ju kada je «kj realan formalno samoadjungovan, dife_rencijalni
operator reda n=2m dobijamo poboljSanje i uopStenje rezulta-

ta V/onga 1l1l1,teorema 2.1 u linearnom sluca.ju.

U moguénosti smo da damo poboljSanje teoreme 5 kao Sto sledi.

Teorer.a 1. lleka Je SO USN"™“@BELiL°[o,») za 1 "p M"o©
1 neka su q-() €M0,«3 za k™1 1 p 4Pp- .Ako je
pr-1(t) 6L1o,”“) tada je S(OL)YUSr'™(M™ £ir0iT[0,-)

Dokaz: Sledeci istu liniju dokaza kao i1 v. teoremi 1 dobija-

mo relaciju (11) na osnovu koje se doija
)]

(17) WAL A CL¥KE) [1+/*%0(8)q(s), ri7 (i)(s)|dsJ

t”~o , k=0 -1
Staviro -+ q= I+ /=1 < Razlikovacevo sledece slucCajgeve:

a 1 "k”p” (=>K"p
Tla osr.owu relacije (17) a zbog 3M®) U """ \d)c1 ® sledi

da je

i . n-1

Hiyr(t)l *C,c[1+/*_(s)q(s)H ly*(s)lds] , t*o
k=0 "o o] 1=0 J
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ralio do(t)el OT Jo,®) povlaCi da je KN(®elL to je,
-off g®ellL , *0o®q(d) €L[o,”) . Sada, na osno\m leme 7,

slodi da

n-1
y~- iy:\w»w@® lel”’ro.”) , t-o0
k=0

KoristeCi ponovo relaci.in (Im) dobijamo

A @i * A
&) i 1+C16 /40(s)a(s)dsd ~ -, (O

tao , k=o,...,n-1 ,
Sto povlac¢i da ;2 y( \ HelL[o,« , k=0,...,n-1 , Sto je
1 trecalo dokacati.
b) 1 pa2-~p< =2?"p>k)
DeLinisimo sJnrpove AN i1 BN na slede¢i naCin: B =[o,D\A. ,

Npo,t] - q(s) M 1] . Tada" se, primenor Kolderove nefiedna-

Cine, ddobi_ja
n-1
(18) /*O(S)a(s) H I y(@A\s) lds= ¢ ; ¢
At Bt
r-1 1 1
- (E17( )(s)OPds)P(/ C*, (s)o(s))Pds)p +/ i
At ;=p
T n-X . I t o 1,

- o/ 1E(; y( )(S)lpdS)p(/*p(S)dS)p +

£ re- 1t I " .+ n-1 i
+Co {) i1;0I A(S) IDdS)"(/a(S)dS)" <c19(/ Ely( Y(s)Ipds)p .
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Uvrstavanjem ’0¥3lJe nejednakosti u relaciju (17) dobijamo

t n-1 1

19 ly(kO (M1 z G, <Ep(t) [1+C1Q(/ 11 iY(l)(S)lpdS); 1 .
0 X=0

t o , k=o,...,n-1 ,

Sto, posle primene- leme 4, povlaci

n-1 n-1 n-1
) lyG)H)@® Ip ~Cp ZTACEAFI+Cno / /L ly(r\s) 1pds] ,t ™Mo
k=0 "° k=0 W L " o 1=0 J

Kalco je &/(®H e lL]o,©) za k=0,...,n-1 , to se integracijom
poslednje nejediiakosti od o do t 1 primenon Bellmanove leme,
dobija da yje S(@Oj)USn-~PT)-LpJo,«0 pa na osnovu relacije
(10) sledi da ;;ie S(DL)USn_1(DL)c L°°[0,*)

. P

C) 1<p<2<p , w<k 0.2
.ako je
00 0-0
/ (1 (s)q(s))pds * (/ dp(s)ds)p(/ (q(S))p p/ds)pp/ *
t “t
3 o-p*
N (/ *5(s)ds)P(/ qgk(S)dS)I>» *C, , t i*o |,
A, ° A <L
(o] T

(der je >~ Pa se ponovo dobir*a relacija (18) 1 do-

kaz teCe poznatin tokom.
Lako Je sa uslovima a), b) 1 ¢) prekrivena Citava oblast

\Y
Pi1« -1 , P - P , teorema je dokazar.e,

Za slvCa-“ n=8 ova teorema je proSj rev.je rezultata Eutlera
1 Paoa H7,teore: a 4.1.1, >0,ji su u istor. radu pokazali da je

to 1 .ogjvir.e sto o0ze da se uradi na teoreni 1, u smislu, da
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za svaki par (p,”) , k>1 , p - P postoji jednacina ob-

lika (1) Cija su sva reSenja u LpnLcJo,«) 1 funlccija q(t)e

¢L Jo,«) tako da jednaCina (4) ima reSer.je koje nije u Lp[o,»)
Frimedba Uslov p* ~(t) &L[o,«>) u teoremama 1 - 3 1 pos-

ledicama 1 -3 noCe da se zameni sa sledecCima:

t
qr(®exp(pl* -, (s)ds)eL"[o,«>) za 1=0,...,n-1
1 o **

xe

u teoremi 1 1 posledici 1, /
V4
o- (Dexp(/p* -, (s)ds) elL]Jo,«) za i=0,...,n-1
o]

u teoremi 2 i1 posledici 2,

4
Oexp(/T™ -j (s)ds) elr[o,«) ,p 1 , za 1=0,...,n-1

u teoremi 3 1 posledici 3*
4. PERTURBACIJE SA FETARDIRANIL ARGUMENTULA

Sada c¢emo docazati neke tvrdnje, analorne onima koje su do-
bivene u prethodnim paragrafima, za sluCar kada perturbirana
jednaCina sadrzi neko kasSnjenje.

Posmatrajno jednacCinu (5) zajedno sa perturbiranom retardi-

ranog tipa

(20) DRy=Dy+gn_1(t))y(h-1)(t-rn_i(t» +._._.+co(t)y(t-rCt))=0 ,
t”~0 , ©

r'de, za svako "=o0,...,n-1 , I1im (&"T. (t))=
t— o X

StaviSe, pretpostavir.o da funkcije q,.(t) zadowvol,iava,ju uo-
bica.jene uslove glatkosti tako da reSenje jednaCine (20), za

sve pocetne fn.nkcijo ¥(t) definisane na pcCetnim skupovima
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E.={o)u{S: s=t-f. (D<o :tma * * o}, postoji (videti 141 ro
osnovne nezultate o proMeai v mistenci.je za (C’0))*

Sada, uvodino sledeCi. usl.ov
) /() "B<l zafro 1 MDD e »] i

i=0,®**™M-__ =

SledeCi rezultati se 3alo -ioou. dokazati onsteci slior.e
ractode kao u prethodnov. para rafu.

Teorema p. Posmatra.” o .iednaCinu (5) ra.-edno sa jed/iacinon
(20) 1 pretpostavino da s -adovoljeni uslovi teorema 1 - 3,
I/ - 3-i posledica 1 - 3 i d? je zadovoljen dodatni uslov (21)
kogi vazi za p=2 u teorenama 1, 1 i posledici 1 i za p= =
u ostalim slucCa.jevina. fada, sve odgovara."uce tvrdnje osta.j’.
na snazi.

Dokaz: PoSto dokazi slede iste korake kao u odgovarajucim
rezultatima prethodnor parar-rafa, dac¢emo sar.o razliku dokaza
analogona teoreme 3. fao 1 dokazu teore~e 1 dobijano relaci-

ju (13) gde je " x)(U) -a en."er.o sa (u)). Sada, imamo

t
/1 i) (u-"ri (-.0)i2du= £ ly(Dh(u)|2rifrur -

/  I~A~~C)12du=B, [ / INCI) ()i ndu+/17 (i\u) 12dul
(1-Bf —%g€2) -~(0) 0 J

/Bo+Bo /1;DWIrdu , t”™o , 1=0,...,n-1
N\ N\ 0

i dokaz mozZe biti r.astavljer. kao u dokazu feoreme 1.

63



5. NELIrTEARNE PSRTIM™O1™™

U ovom raragrafu ¢eno se posabaviti nelinearnim perturbaci-
Jama jednacine (6) -"oje su ooli.ca ( ), Preciznije, pretposta-
vimo da su r- g1 za svako 1=0,...,n-1 , tj. posmatrajmo
sublinearnu perturbaciju (?). ".ealtati. koji ¢e se dobiti pro-
Siruju 1 uopStava~u prethodne i1z paragrafa 3* Za razliku od

paragrafa 3, gde sr.o se, Zborv tehniCke jedr.ostavnosti ocigle-

\-I

dnosti, viSe upustali u ftetalje, u ovom paragrafu cemo: manje
detaljisati, stir pre Sto u dokazina koristimo sliCne ideje

kao 1 u paragrafu 3.

ITaponenino da, v svin sledeC¢in rezultatima, brojeve »

i=0,...,n-1 treba iInterpretirari T:a0 > ako su =1
Teorena 6. Posr.atrajmo diferenciJdalne -"ednaCine (5) 1 (7)

i1 p.eka su zadovoljene pretpostavke teorene 1, gde Je ¢.(b)e
A(n -p -1
c-L (0,°0) za 1=0,...,n-1 zanenjemo sa ¢g-(t)elL 1 (0,»)

za svako 1=0,...,::-1 . Tada, vazi zakljuCak teorene 1.

bokaz: Polaze¢i od relaci.ie (12) i kcriste¢i Holderovu ne-

Jednacinu, dobijano

1+/1 (s)(y™(s)) xlzds
o i=0

‘0
azp*y(*>[1+/ 1 1 1 s )i21ly(15(s)12ridS]
O 1=0
2
-~ . 1— 1 r e g P
02p*?2(e) | X+11(/.,9,(E)r ds) k/1j~ka)!”~) 11 <
I=C O (0] J

64



n-1
c"<t)J:(t)IE1+_II(/iy’\(s)rcnls) ], t~o
1 =0 O

Jc=0, *<e,n-3

sSto vodi ka
n'l n'l Vv

E /<y()(S)dds, c2x £ EXALSIri+E(/ "y (@)W Wri )5 1
k=0 o o k=o L 1=0 o

n-1 n-1
- coi+c2® /(IE*S“( s)H(. (u),2du)_lds * -° e
0 k=0 i=0 O
Obelezavajuci
zjét):/ly'v y(s))"ds , k=o0,..., n-1 ~
o]

zakljuCuiemo da su zv(t) neopadajuce funkcije Stc, Pre”o pos-
lednje nejednaCine, povlaCi da moSeno pretpostaviti da je
zZv(t) ~1 za svako k=o0,..., n-1 1 t o (u suprotnom, pos-

matne.no u poslednjoj nejednacini funJdccije I+zk(t), k=o,... ,n-1).
r.
storra, (Zj,(®) x - (z>(t))F za svako k=c,...>np ] t o

u Mujr..o -1 - n-1j 4 x . Uzima-ucCi % obzir ovu &i-

njenicu 1 lenu 4, poslednja uejednakost povlacCi da je
r-i ¥ n-1 - H

N0 - 04H'yz é‘(l(Z:% CCs)) Z;O u()ds z

P
1 <

+n ,+C,. é(_l:(l)*S(n)g:EO"(S))rdS

o, na osnovu le~e 3, uslovljava da .je
r-J t N1

r,(t) 4
=D f/r
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¢ime ;je lcompletiran dokaz, teoreme.

Pr~medba Ocigledno, posledica 1 i1 teorema 1 se mogu pro-
Si.riti 1 na nelineamu nertnrhi rann jednaCinu (p), na iIsti na-
in kao 1 teorema 1. U svetlu te Cinjenice, aakljuCujemo da

ie nelinearna versij"a teoreme 1# poboljSanie i uopStenje rezul-

tata Wonga !ll,teorema 1.1.
Teorema 7. Posnatrajmo diferenciJalne iednacine (B) i1 (7)

sa obzirom na pretpostavke teoreme Tada, zakljuCci ”“eoreme 2

ostaj"u na s.nazi.

Dokac: Polazec¢i od relacije (11) i koriste¢i cCinjenicu da

k() e 0. . k=o,....n-1 , dobio*amo
n-1
Iy~ \t) 1 Acir(t)("1+/q(s) 1Z ly~'(s) | ~dsl ~
L o 1=0 J

L — . r.
£C98|I+/q(s)7qﬂ. /6 1dsl , t~o , k=o,...,n-1 ,
-L o 1=0 J

Sto vodi ka

n-1 -
wk () z C26[1+/q(s)_l11(wi(s)) "dsj , t”~o , k=0,...,n-1 ,
pde smo uveli obelezavanje wr(O=I+1r" "(®1I , t ~o ,
v=0,...,n-1 _ Uzimajuéi u obzir Cinjenicu da _-E w, () 11 za
svako k=0,...,n-1 1 lenu4, 1mamo

k * 076 i_[i+/%)(s)L(",—'ZS))‘idsl"" (
k=0 k=0 1=0 J

+ n-1 N

- nClC_)LI+6q(s) JzZ(w.(s)) xds} ,
i=0



kcge, ponoc¢u leme ? povlaCi da wv(t) €L"Co,«) za k=0,...,n-1 ,
Ciine je kompletiran dokaz teoreme.
™: .ed>a 7. OCigledno, posledica 2 1 teorema 2 se mogu pro-

iriti na nelinearnu pertiirbiranu diferenci”alnu Jednacinu (7 )

()4

Teorerna 7 de proSirenje teoreme A na nelinearni sluCaj, 1 Sta
viSe, zakljuCak teore ¥ A vazi za nelinearne perturbacije li-
nearne .jednaCine sa konstantnim koeficijentima (2).

Teore-ra 2. Fosmatrajmo diferencijalne jednaCine (6)/i (7)
sa obzirom na pretpostavke teoreme 3, gde je Q- () e iP [0 2

m.

za 1=0,...,- -1 1 p ~ 1 zamenjeno"uslovima qg.(t)e L 1]o0,°°)

0
za 1 7™Mr2 -T2 1 svako 1=0,...,n-1 . Tada vaze zakljucci

teorene 3.
Dokaz: PoSto je dokaz slican dokazu teorerae 3, a zbog neli-

nearnosti koriste rastavljanja demonstrirana u dokazima teore-

ma 6 1 77 izostavljano ga.

?ri,a™a "¢ OCirledno, posledica 3 1 teorema 3# se m.ogu pro-
siriti 1 na slucaj nelinearne perturbirare diferencijalne jed-
naCine- (7). Stoga, zakljucCujemo da je nelir.earna verzija teo-

rerae 37 poboljSar.je i1 uopStenje rezultata Vonga 1l1l,teorema 2.1.

6 . PPIMSD33 1 DISIOJSIJA

Razraotrimo izlozene rezultate 1 ukazimc na moguca uopStenja
vezana za opStije T"lase diferencijalnih operat"dra.
ri edki, 9. k/i rezultati dobiveni u paragrafima 4 -6 mogu

se proziriti na diferencijalne jednaCine oblika:

Dy- A€, T(12),....y(0™H)(®) , t*o ,
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(24) Dy=F(t,y(t-"(t)),... ,yC1]"@®Cr,_1(t))) , t*o ,
He e

IFCt,ul}...,unl * g()+h1 ()lull +...+hn(t)lun. n t™o
- ®°<ux<*® , rM>o0 , 1=1,...,n

Osin toga, hasn.ienja £j(t) zadovoljavaju uslove date u pa-

rarra-fu H, do": funlccije .(t) zadovoljavaju iste uslove rao 1

perturbirjani koeficijenti g.(t) iz paragrafa 3 -5« Dodatni,

nehomogenit cClan g(t) zadovol;;ava razliCite uslove u razlicitm

rezultatina. Lako se vidi da teorerae 1 1 6 (teoreme 2 1 7) va-
ze za diferenci,ialnu lednaCinv (23), ako dodatno pretpostavirao
da je -"(®el°fo,~) ((t)tL[o,*) ). Stavide, teoreme ? i 8
vaze uz dodatni -slov g(t) 6 L"o,0) . Seda Ce ocCigledno, ka-
ko se 1 ostali rezu.ltati paragra.fa 3 -5 "Ogu proSiriti na di-

ferencijalne jednacCine (23) 1 (24).
U svetlu ove cCino“enice, teorema 1 za n=2 , ,je pobol._jSanje
rezultata " Ar'.-/irde 112 ,teoreme 1, 1 2.1, dok je teorema 5 za

n=2 , poooljSan.je rezultata Mironova Il.
Konacno, sv? dobiveni rezultati se mogu podesiti da glase:

ako je q () = o za j=1,...,m tada je dovoljno pretpos-

taviti da je 3(3)U3r JF1($ )s 1rp [o,@) za odgovarajuce
p~™~1 ,gde je <3 bilo koji od D 1 M, da bi imali zakljucak

3(3»)H)U3n™"1( H)SXLd[o,») , gde ,e x bilo koji od Dj , D,,,

Pri* edba lo. Verojratno, na.jinteresapkimi,H sluCaj u primeni

Je sluCa.j kada ,je Dy =ky . U tom sluCaju lako se dobija ka-

rakterizacija kada se sva reCenja jednaCi.ie Ky=0 nalaze u Lpfo,”°)

6B



za relo pfi 1 . OheleSavajuc¢i karalcteristic¢ni polinom aa
(2 sa b(A), ti.
b(A)=A +Cj, A "+._..+CQ ,

zalcl.iuCujemo sledece: jJednacCina (2) ima sva reSenja u LpGo,«) ,
1 -P<® , zajedno sa svin svojim izvodina ako 1 samo ako jJe
Re(\) <o , i1=l,...,n , gde je karakteristdCni koren a
Re(X®) njegov realni deo. StaviSe, jednaoina (2) ima sva re3e-
nja u L Lo,°?; zajedno sa svim svojim lzvodima alco 1 sano ako
je ke(A,:) + o 1 viSestrukost korena, Ciji realni deo je nula
(ako 1h uopsSte 1 a) Je 1. Stoga, na osnov dobro poznatih re-
zultata (videti 12! 1 njegove reference), zakljuCujemo da je
3@A)Hus“~"*)—1h[o,>) zaneko J=l,...,n 1 neko 1 4 p<*>
ako 1 san.o ako f§e-diferencijalna jednaCina (2) asimptotski sta-
bilna, do:: e slov S(K) USn“J(K)£ L*°Jo,») za neko j=I1,...,n
ekvivalentan. sa stabilnoS¢u jednaCine (2). betaljnije o ovom
I za ovo vezanin problemir.a noze se na¢i u I12,str. 19-271.
TTI"ed"™-a 11. Ako Zelimo da izbegnemo pretpostavke o vlatko-
sti reSenja neperturbirane jednaCine u nasim. rezultatima, mo-
Zro koristiti oblik formule za varijaciju parametara ko,ji Ko-
risti Zettl 1131 1 1141, u kom sluCaju nar trebaju neke odgo-
varajuce pretpostavke o reSenjima adjungovane jednaCine. Sada,
uzimajuc¢i u obzir ovu Cin._jenicu, lako se uogu preneti svi rezul-
tati ove rlave da sadrze pretpostavke o reSenjima adjungovane

jodnaCir.e uvesto pretpostavki o Sn_1(@) 1li Sr* (M) ili 3n_1(Dp).-
7 . PEP.DTJRSACIJE DIP*CREITCITIH JEDKACIN®A

D ovom paragrafu ¢emo posnatrati linearr.u diferencnu jedna-

tinu n-tog reda
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c4) = y(n+Hm)+ . p ACY(-1+In) + . _+po(R\™(")-0 1 M=0,1,...

1 njoj pridrnzenu perturbiranu jednaeinu

m=o, I,

(25) Dy = "y j (My(n-1+m)+. ..+, (m)y(r):
1 po™-uSati da prenesemo rezultate analogne cnima iz paraprafa 3

Zbop jednostavr.5,le strukture skupa prostora 1* , odnosno zbog

osobine da I"E IQ kad mod 1e 1 *p ~q ™= » formulacite

teorema kao i relci dokazi poprimice Jednostavmju formiji«
ITvedir.o “eka obelezavanja 1 navedimo neke dobro pozhate re-

zultate kole ¢éemo koristiti u dallem radu.

ket*' le 3 bilo ko.ii od operatora T), D , k 51 vr . Tada

uvodi mo obelezavan.ie

c (8)=(G@V :5y=} za k=0,...,n-1
Tako, S(8) oznacava skup svib reSenia od (24), (SS), (29) il
(30), 1( ) oznaCava skup svih prvih diferenci.ia. reSer.ja i1 td.

Dalje, neka su .y™m), 1i1=1,...,n Jlinearrc nezavisha resenja

jednasire (94).

Prvi rezultat le reprezentaciia reSenja proistekla i1z for-

mule ze vari.iaci.ju konstanti .

Lema 3» Heka 1e P(u,v) neprekidna funkci.ja nad r2 s v(m)

reSen.je jednacine Uy=F(m,y(m)) . Tada je

m-1

CA Y- (m)+:_OA- GG MF(sLY(S)) 0=0, ...In-1



y:(sti) ses yr(sti)

N(s*tn-1) eee  7n(s+n-1)

no) ss= yn(m
N(st+l) yn(s+i;

(s+n) eee yN(s+n)

/
Determinanta D(s) je Casoratijeva deterninanta 1 za nju va-

zi sledec¢a tvrdnja (videti 118, str. 354-3581).
" 3. (Hejmannova teorema) Casoratijeva determinanta D(S)

zadovoijava linearnu diferencnu jednacCinu prvog reda
D(s+D)=(-Dnpo(s)D(s)
GledeCi rezultat je direl"tna posledica leme 4.
Le.-a 7« Ako uellr tada 1 17
Slede¢a lema je generalizacija diskretnog analogona Gronv/ali
-Bellmanove leme 1 mozZe se nac¢i u radu Willeta i Wonga llol.
Le a 8. ITeka su v(n), w(®m) i1 u(ntl), n=o0,l,... , nenegati-

vni nizovi brojeva za koge . v(o)=w(o)=0 a uQ 1 p su kon-

stante, takve da jJe p ~*o , p 41 1 uQ>o0 . Tada, nejed-
nacina
n n
(n+t1) 4 u+ H v Hu@)+ Hw((J)Hupg) , n=o,l,... ,
0=0 JE)

povlaci da je
n 1
-(Mu(+) £ ~J~P+(1-p) Hv/00el PW] ~+* ., n=o,1,... ,
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Gde

n

e(m=f j(I+v@g)) 1 , n=o,1,

J=o0

Sarta raocseno da forraulisemo diskretnu verziju uopStenja Vey-

love alternativne teoreme.

Teoreraa ?. Neka je S(U)gl2 1 g e 1 za 1=0,...,n-1
s

A"-0 postoji M tato da je | |[p (MmMI M, >0 za s=o,l,...
rao

tada je S(DT) SI™

Do 0.z ..a osnovu leme 5 zaklguCujerao da se sva reSenia od

(25) m 1 pretstaviti kao
n n m-1

SRR SR ELE A ] C%éé NH™M »***»7—i_1_>i+iq]_3_»--- n)®*

er DN+Hi__ LL?J .. m_0 1
Dy [ 1958

Sde je D =D(o) dok je

T. n
X=0 1=-0

CCi ledno su g*.(s) linearne kombinacije od q.(s), pa preraa

toree . e 1<

Morisfec¢i Cinjenicu da e G(s,m)=o0 za s=r-n+l,... ,m-1

dobi jamo
n n r_i
@7 a 7(m)= C.Ay-(m+ @Diz (-Dn+iM. (8)-——————-——-
i=I i=1 S=0 1 2
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/_;j i-i— ecoeoe _O/\ /\]_O_ Py
Na osnovu leme ?, S(L)£12 povlaCi da €te S(U)E I , pa Je

n n
i)l - K E ly.(stDI ~ KEly..(8+DI
; ,_]*:li J o=I ,°
sa svai'o 1=1,..., n 1 relco K> o . Tako, na osnovu (26) do-
bijamo
J m-1 n
laVvV()I =~ |1£=1 "Ay.(m) iErr~+kSE:0 pE-~I iy,-(s+1) 1————J1{—_ ——————— ]_>,
»>8 "idb W (? i
sa r=o,..., r-1 »»-- - » odnosno
n-3
IAYGDI < 1%, (DIHE X 0(«N)—--Tmmm e 1,
UL Ry
k=0, ..., n-1 , m=o0,1,...

6de sr.o uveli obelezavanje #k(m)=max [laz. (M) ': 1=1,...,n}

u=o, ..., r,-1 . Zbor; pretpostavke o orrnnioenosti sa donje

trane ( Jp (w)!, sledi da ®e -
=0

m-1
(op) TAv(n)I I’\”‘v(m)[I+E"‘O(s+l)lf(s)l]J ,
L s=o

-—0,.-. ,n-1 , m=0,1,

odakle, ra osnovu Cauchy-oc-"v/arzove nejednakocti, dobijamo

m— 1 n4 1
ANy(m I ™ A GO[I+( E:04o(s+1’\ ( IS:IOf’?(S))7 J *

0,..., -1 , m-0,]1, ..



Sto, zZor; | € , povlaci.da le
m-1 1
., 7CH1 - yd\-(ra) [I+( J~r~(3)r jJ =0,...,n-1 , m=o0,l,...
;70

odnosno,
il
N\A~7 (VN2 * K5<br(rn)ri+y2 f2(s)] , k=o0,...,n-1 , m=o0,1,...
nom L s™o J

Iloriste¢i Cinlenicu da je q:LG I” , i=o0,...,n-1 , nalasi
i
mo da Je

m—1 n-1
IAy(n)!'2 " Ks€®(m)[I+E IE g, (8)aV(s)l2 1 ~
L s=o0 1=0 4

m—1 n-1
- ktL 1Z -gc(s)I-1A~7(s)I12 1
s=0 i=o0 “ J
-1 m-1
=" Iv=-2(ra) [1+ H E IAX7(s)122 ] , »>=0,. .,n-1 , m=o0,1,
i=0 s=o0 J

Sto posle sur.lranla po - od o do n-1 povlaci

_nh-1 ~ n-1 ral n-1
zZ Wy(ra) ™ 4 K7 Zv-2(m)(I+z1 zZz_1~r7(s)12 ]
=0 ( k=0 L s=o0 1=0 41

Definisino sada

=

n
rr(1-_ 1A/ 12 , ra=l,2,...
1:

o

pa 1z poslednje relacije iraamo

N\
< n-1 a1l

nC y - k? H*2(n)[I1+Eu(s)| s
* k=0 L s=o J



odnosno

P n-1 p m-1
\L'a(m) 4Kr; J7 \]_*2 (ra) Fl+ Y~u (s )3
n=o k=0 -,D0 Vv L s=o

mP
Stavimo v:(p):fY~ u(m , pa Cemo zbog 4> el2 _ dobiti
eo K

p m-1 <
w(p) < ~ /
m=0 nglo uc9)
P p-1

=Ks[1+ TL *(nDw(ni-1IKgri+y”™ *(=+DHw(m)]
n=0 J * n=o »

n-1
gde sno stavili d>(M=£]<;(-) 1 u(-1)=0 Sto povlacCi da je
r=o0 ~
v:(-D=0 . Koristeci sada lenu 5 dobijamo e(p-Dv;(p) » T Sto
je elrvivalentno sa

p-1
w(@) * vt— tv Ana+*(ii+i))<-

a ovo povlaci da Je Ko+1)<® , O%r Is el " sledi da

;e del
losledica €. Keka S(D) 12 ,1 neka je qg. €1 D A:;0 ge

s
*]>0 tako da oe ( [lp (M!~P,>0 za svako s=o,l,...
MO

tada 3(TL)4 12

Dokaz: Pretpostavimo da S(ITL)S012 Sto, na osnovu teoreme 9



povlaci da je 1 3(D)-1 , Ier se Dy moSe posmatrati kao li-
nearna perturbacia od D,y, t,l1.

21-1

‘0j(m = ULy(m)-" q. (My(a+m) .

1=0

Primedba 12.. U specijalnom sludagu, ako je p (m) =1 i
qoO ™o ¢ Mhda  sdnacine Ty i Py primaju specijalne oblike

(29) Uy = y(nh+n
i
B0) «“Ly = “y+qr_; e
dobi jamo iz teore:
Ueorora Viosu q+xtf” za i=l,...,n-1 tada je
s00 sr ako 1 samo ako je S(!TE)E 1-

llec.eCi rezultat je proSirenje teoreme Dini-Hukuhare sa slu-

v m
cal diferencne cednacine.

__ocrema ~o. eka je S(0) 1 neka su q,tl za
1-Ol®ee,n~1 . "o posto™® .> o tako da je za svalso m=o,l,..
m
n 1Pr(s) 1 " >0 tada 1 S(U) c I
S=0 U X H

Dokaz: Kao 1 u dokazu teoreme 9 dobija se relacija (28). ko-
-e? na osncva Cin_jenice da () el z. k=o0,...,n-1 , nepo-
oredno oovlaci

n-1
b V(A Torv(FI+5~ 17Tl »

n-1 r-1

- KOoiv(m H H lgo-(s)IIAV s)1
()L s:olzoq'() )-1
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ml
z Tf - _
] fi+H s).H iaVvV(s) i , 0,...,41 , 0,1 ,_.. ,
lo :Oq( )i.:o' (s)

gdc smo uveli obeleSavaeje q(s)-ma>:|1 () I: i=0,... ,n-1]
Prethodna ne.iednal-rost date

n— 1 n-1
ZZIAYy(™MI1 = H s)E 177(8). , M=0,1,...
Y g (s)E 1V7(®)

Stavimo n(m)=}~ IflI"y(1))l pa dobi.jamo

m—1
- Kn+Kn £c(s)u(s)
s=o

sto, na osnovu lene daie
m_

K
<r) - e(r—T):=}:C:O(|+Q(S))<CB ,

Sto je ebvlvalentno sa Z_1(s)~® , odr.osno qel
S=0

KoristeCi se istom idejom dokaza kao u posledici 4, na os-
novu teoreme lo, moZzemo dokazati sledecCe.
Posledica 5. ieka ST ™1 1 neka jJe o0. el za

m

1=0,...,n-1 _ Ako postoji M,>0 tako da ¢ U |p &SI ™*M>o0

s=0
za svabo rn=o,l,... tada S(TL)
J specijalnom sluziaju, za diferencne jednaCine I7 1 Fv, do-
bija se ostriji rezultat kao Sto sledi.

Toorena lo”". Avo je el za i=0,...,n-1 tada S(7)E£ 1=
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at 1 samo ako S(; )9l"°

Ulvasimo na ne-ce pnirnedbe kao i1 na nopnca uopSbenja*

-dfLe- m* O su slu " «u diferencijalnih jednaCina te-
orema A i teorena B bile uopStene teoremar.a 1 i u slucaju
diferencnih jednaCir.a, nji”™ova diskretna ropStenja su objedi-
ngena teoremo.n

-T— s<ra . Prir.etir.o da je diferencr.a i1ednaCina My=0
odgovarajuca diferer.cijalnoo jednaCini My=o0 i u prakii od

veli1’.0p sr.acCaia.
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