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1.1. Uvod

Pri reSavanju gotovo svih matematickih modela iz tehnike, prirodnih i
drustvenih nauka javljaju se sistemi linearnih i nelinearnih jednaéina,
pa su numericki postupci za odredjivanje resenja sistema jednaéina
veoma interesantni. Znacaj ove grane numericke matematike se poveéa-
va u poslednjih par decenija zahvaljujuéi intenzivnoj primeni sve razvi-
jenije racunarske tehnike. Pri refavanju modela iz prakse uglavnom
nastaju sistemi velikih dimenzija u linearnom slucaju i sistemi nelin-
earnih jednacina koji se ne mogu resiti direktnim postupcima, te je
neophodno koristiti iterativne postupke za njihovo resavanje.
Iterativni postupak za resavanje sistema jednacina obuhvata izbor
pocetne aproksimacije i iterativnog pravila, ¢ijom primenom se dobija
niz aproksimacija koje konvergiraju ka resenju posmatranog sistema
jednacgina. Kod sistema linearnih jednagina postupci koji se definisu
su globalno konvergentni, (kada su konvergentni), pa je izbor pocetne
aproksimacije proizvoljan, dok kod postupaka za resavanje sistema ne-
linearnih jednacina razlikujemo lokalno i globalno konvergentne. Kako
se u modelima iz tehnike i prirodnih nauka javljaju uglavnom sistemi sa
specijalnim osobinama, nastoji se da se postupak prilagodi tim osobi-
nama sistema u cilju $to brze konvergencije i jednostavnije primene. U
praksi se javljaju i veliki i retki sistemi bez specijalne strukture, pa je za
njihovo resavanje potrebno definisati postupke sa §to opstijim uslovima
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za konvergenciju. Pored toga, postupci treba da su definisani tako da
je njihova implementacija na racunaru $to jednostavnija.

Posebnu klasu iterativnih postupaka ¢ine relaksacioni postupci, kod
kojih se javlja jedan ili vise relaksacionih parametara. Relaksacioni
parametri se uvode iz dva razloga. Prvo, pomocu relaksacionih para-
metara je moguce postici konvergenciju kada osnovni postupak nije kon-
vergentan 1 drugo, pogodnim izborom parametara konvergencija pos-
tupka se moze ubrzati. To je razlog sto se kod relaksacionih postupaka
razmatra oblast konvergencije 1 brzina konvergencije. U ovoj disertaciji
su razmatrani najpoznatiji dvoparametarski relaksacioni postupci za
reSavanje sistema linearnih jednacina, AOR i nesimetricni SOR, nastali
kao generalizacija SOR postupka, i njihova uopstenja na sisteme nelin-
earnih jednacina.

U prvom delu su navedene oznake, definicije i teoreme koje se koriste
u disertaciji.

Drugi deo je posvecen resavanju sistema linearnih jednac¢ina. Prvo
je dat pregled definicija najpoznatijih jednoparametarskih i dvoparam-
etarskih postupaka, a zatim su razmotrene neke specijalne klase ma-
trica, kao sto su SDD, H - matrice, M - matrice, nerazlozive matrice i
njihove osobine. Ove klase su izdvojene jer se sistemi sa takvim matri-
cama Cesto javljaju u praksi, a njihove specijalne osobine su znacajne
pri dokazu konvergencije posmatranih postupaka.

Nesimetriéni SOR postupak se dobija primenom dve poluiteracije,
od kojih je jedna SOR sa parametrom o, a druga obrnuti SOR sa pa-
rametrom w. Za ovaj postupak je odredjena oblast konvergencije za
sisteme sa H - matricom, [57]. SDD matrice su potklasa H - matrica,
~pa dokazani rezultat vazi i za sisteme sa ovakvim matricama. Pokazalo
se da je moguce dokazati i posebno tvrdjenje za ovu potklasu. Oblast
konvergencije dokazana za SDD matrice, [20], [21], ima neprazan presek
sa oblasti konvergencije za H - matrice i nijedna od njih nije podskup
druge, no uslovi dati za SDD matrice su laksi za proveru jer zavise samo
od elemenata matrice sistema. Odnos dokazanih oblasti konvergencije
je ilustrovan odgovarajué¢im numerickim primerima.

U radu [76] je predlozena kombinacija jednog koraka Gausovog (Ga-
uss) postupka eliminacije i Jakobijevog (Jacobi), odnosno Gaus-Zajde-
lovog (Gauss - Seidel) postupka. Dokazano je da takva kombinacija
moze ubrzati postupak. Ovde je razmatrana kombinacija jednog ko-
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raka Gausove eliminacije i SOR, odnosno AOR postupka. Dokazano je
da se takvom kombinacijom prosiruje oblast konvergencije AOR pos-
tupka za sisteme sa SDD matricom, [56], i SOR postupka za sisteme sa
nerazlozivom H - matricom.

Za sisteme bez specijalne strukture, sa velikom i retkom matricom,
definisan je dvoparametarski postupak relaksacije po kolonama, kao
specijalan slu¢aj AOR postupka. Ovaj postupak je generalizacija poz-
natog Kacmarcovog (Kaczmarz) postupka. Odredjeni su dovoljni uslovi
za konvergenciju, [54], i dati numericki rezultati za sistem sa matricom
slu¢ajnih brojeva.

Za primenu iterativnog postupka je veoma vazna i brzina kojim pos-
tupak konvergira. U tu svrhu se definise asimptotski i prose¢ni red kon-
vergencije. Pokazano je da se primenom ve¢ opisane kombinacije jednog
koraka Gausove eliminacije i SOR, odnosno AOR postupka, smanjuje
spektralni radijus iterativne matrice, odnosno povectava asimptotski red
konvergencije, ako je matrica sistema nerazloziva M - matrica, ¢ime je
u potpunosti opravdano posmatranje takve kombinacije, [65]. Dat je
numericki primer koji ilustruje postignuto ubrzanje konvergencije.

Hibridni postupci, definisani u radu [25], sastoje se iz ciklusa sa p
iteracija osnovnog postupka i ¢ iteracija sekundarnog postupka. Ovako
definisani postupci imaju osobinu da maksimalno koriste pocetni red
konvergencije koji moze biti brzi od prose¢nog i asimptotskog. Poznati
su uslovi za konvergenciju hibridnog Gaus - Zajdel - SOR postupka
ako je matrica sistema simetri¢na i pozitivno semidefinitna. Ovde je
razmatran hibridni postupak, pri ¢emu su osnovni i sekundarni pos-
tupak bili postupak dvoparametarske relaksacije po kolonama, ali sa
razlicitim parametrima. Dati su dovoljni uslovi za konvergenciju, [54],
a efikasnost postupka je ilustrovana numerickim primerom.

Treci deo je posvecen numerickom resavanju sistema nelinearnih
jednacina. Najpoznatiji postupak za refavanje nelinearnih sistema jed-
natina je Njutnov (Newton) postupak. Dat je pregled tvrdjenja o
konvergenciji Njutnovog postupka i opisane su moguce modifikacije
u cilju pojednostavljenja postupka. Zatim je definisan nesimetrieni
SORN postupak, koji spada u klasu linearno - nelinearnih postupaka i
dokazana lokalna konvergencija ovog postupka primenom rezultata ko ji
su dobijeni za nesimetricni SOR postupak, [22].

Odredjeni su uslovi za globalnu konvergenciju ovog postupka za sis-
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tem jednacina kod kog je nelinearnost izrazena samo na dijagonali,
primenom Banahovog principa kontrakcije i rezultata o nesimetricnom
SOR postupku, [22]. Uticaj nelinearnosti na oblast konvergencije je
ilustrovan na numerickom primeru.

Parcijalno relaksirani postupci, predlozeni u ovom radu, mogu se
posmatrati i kao specijalan slu¢aj postupka paralelne secice, [81]. Ovaj
postupak zahteva resavanje jednog sistema linearnih jednacina pri svakoj
iteraciji, sto je bio motiv za njegovu modifikaciju. Pogodnim izborom
matrice ometanja, sistem se transformise na oblik koji sadrzi SOR
ili AOR matricu, odnosno matricu simetri¢nog ili nesimetricnog SOR
postupka, pa se u svakoj iteraciji primenjuje samo jedan korak odgo-
varajuéeg postupka za reSavanje sistema linearnih jednacina. Tako
je dobijen globalno konvergentan postupak za reSavanje sistema ne-
linearnih jednacina. Uslovi za konvergenciju su odredjeni primenom
Banahovog principa kontrakcije i rezultata o konvergenciji postupaka
za teiavanje sistema linearnih jednacina, [64]. Oblast konvergencije
je ilustrovana na primeru sistema jednacina nastalog diskretizacijom
elipticne diferencijalne jednacine.

Nelinearni AOR postupak je uopstenje postupka za resavanje sis-
tema linearnih jednaéna. Dokazana je konvergencija ovog postupka za
sisteme specijalnog oblika, kod kojih je linearni deo H - matrica sa
pozitivnom dijagonalom, a nelinearni deo dijagonalno i izotono pres-
likavanje, [67]. Ovaj rezultat je prosirenje dosada poznatih, jer kao
specijalne slucajeve sadrzi rezultate date u [81].

Svi numerié¢ki rezultati u ovoj disertaciji su dobijeni primenom pro-
gramskog paketa Mathematica.

Posebno se zahvaljujem dr Dragoslavu Hercegu, redovnom profesoru
Prirodno - matematickog fakulteta u Novom Sadu, koji me je uputio u
ovu oblast numericke matematike, a svojim idejama, savetima 1 pred-
lozima konstantno i nesebi¢no pomogao moj celokupni naucni rad, kao
1 izradu ove disertacije.

Zahvaljujem se dr Ljiljani Cvetkovi¢, vanrednom profesoru Prirodno
- matematickog fakulteta u Novom Sadu, na korisnim idejama, sugesti-
jama i zainteresovanosti kojom je svesrdno pomagala i pratila moj rad.

Takodje se zahvaljujem dr Miodragu Petkovicu, redovnom profesoru
Elektronskog fakulteta u Nisu, na interesovanju sa kojim je pratio moj
rad i korisnim predlozima prilikom izrade ove disertacije.



1.2. NEKE OZNAKE, DEFINICLJE I TEOREME
1.2. Neke oznake, definicije 1 teoreme

U radu se koriste sledece oznake:

C - skup kompleksnih brojeva

R - skup realnih brojeva

N - skup prirodnih brojeva

C™™ - skup kompleksnih matrica formata n x m
R™™ - skup realnih matrica formata n x m

C™ - skup kompleksnih vektora kolona formata n
R™ - skup realnih vektora kolona formata n

A~! - inverzna matrica za matricu A

AT - transponovana matrica za matricu A

AH - transponovano konjugovana matrica za matricu A

A = [a;;] - matrica iz C"™ sa elementima a;;, 1 =1,...,n,
1= 1.7 ERER L

E - jedini¢na matrica
- Cr™ - skup matrica iz C™ sa osobinom a;; #0, 1 =1,...,n
p(A) - spektralni radijus matrice A

A=D—T - S - standardno razlaganje matrice A na dijagonalnu
matricu D, strogo donju trougaonu matricu —7 i strogo
gornju trougaonu matricu —S.

A= D(E — L —U) - standardno razlaganje matrice A € C*" na
dijagonalnu matricu D, strogo donju trougaonu matricu —L i
strogo gornju trougaonu matricu —U.

Pi(A) = Tier,.mpip laiil, i=1,...,n
l,‘ = P,(L), U; = P,(U), = 1,... ,
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Qi(A) = Cjeq,mpiiy laiil, 1=1,...,n
P,"a(A) == CYP,(A) =+ (1 — a)Q,-(A), ac [0, 1], g = 1, B
Qi (A) = maXjeqs,..angi}laiil, 1=1,...,n

QI(4) = maxe,ce, ye, las, gde ivr € {1,...,n}, a€[0,1] i O, je
skup svih izbora ¢, = {11, 1, ..., %, } razli¢itih indeksa iz {1, ..., n}.

T,y ER", S (KL s (<, t=1,..n

A,BER™, ALS(K)B®a;; < ()b, i=1,...,n, j=1,....m
AeR™, A>(2)0&a;>(2)0, i=1,...,n, j=1,....m
B(z,r) - otvorena lopta u R™ sa centrom u z i poluprecnikom r
F(x,_r) - zatvorena lopta u R" sa centrom u z i polupre¢nikom r

C™(D) - skup svih n- puta neprekidnih i diferencijabilnih funkcija nad
oblasti D

Definicija 1.2.1. Matrica A = [a;j] € R™ sa osobinom a;; < 0,
t# 7, 1,7 =1,...,n, naziva se Ly - matrica.

Definicija 1.2.2. Ly matrice A = [a;;] sa osobinom a;; > 0, 1
1,...,n, naziva se L - matrica.

Definicija 1.2.3. Matrica A € R™ koja je L, oblika je M - matrica
ako je nesingularna i A= > 0.

Definicija 1.2.4. Za A € C™ matrica poredjenja M(A) = [my] €
R™ je definisana sa

my; = lag|, mij = —laij], i#3, i,j=1,...,n.
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Definicija 1.2.5. Skup ekvimodularnih matrica povezanih sa matri-
com A € C™ je

Q(A) = {B = [b,'j] € C™% |b,‘j| = Ia,-jl, Z,] = 1, ,n}

Definicija 1.2.6. Matrica A € C™ se naziva H - matrica ako je njena
matrica poredjenja, M(A), M - matrica.

Definicija 1.2.7. Matrica A € C™ je razloZiva ako i samo ako postoji
permutaciona matrica P € R™ takva da je

B. B
T . 11 12
PAP_[ : Bﬂ],

gde su By i By kvadratne matrice formata manjeg od n. Matrica je
nerazloziva ako nije razloziva.

Definicija 1.2.8. Matrica A € R™ koja je L oblika je Stiltjesova ma-
trica ako je simetriéna i pozitivno definitna.

Definicija 1.2.9. Razlaganje matrice A= M — N je regularno ako je
M nesingularna matrica 1 M~* > 0, N > 0.

Definicija 1.2.10. Matrica A € C™ je konvergentna ako je p(A4) < 1,
a slabo konvergentna ako je p(A) < 1.

Definicija 1.2.11. Preslikavanje F : D C R™ — R™ naziva se Frese
— diferencyjabilno (F - diferencijabilno) u unutrasnjoj tacki z € int(D)
oblasti D ako i samo ako postoji matrica A € R™ takva da je
||F(z + k) — F(z) — Ah||
={.
||R]]

Matrica A se naziva F — izvodom preslikavanja F v tacki z, A = F'(z).

]jmh-—rO
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Definicija 1.2.12. Jakobijan preslikavanja F = [f1,..., fu]T : R* —
R™ u tacki z je matrica F'(z) = [fi5], fij = g}%(x)’ L,i=1...,m

Definicija 1.2.13. Preslikavanje F' : D C R* — R"™ zadovoljava

Lipsicov uslov na D sa konstantom v ako za sve z,y € D vazi

|[Fz — Fy|| < v9]lz — y]|.

Definicija 1.2.14. Preslikavanje F : D C R® — R"™ se naziva
(1) izotono (antitono) (na Q) ako vazi implikacija

T,y €Qy 'z <y =>Fz < Fy (Fz > Fy);
(1t) strikino izotono (striktno antitono) (na Q) ako pored (i) vazi imp-
likacija

T,y €Q, z<y=Fz < Fy (Fz > Fy);
(112) inverzno izotono (na Q) ako je taéna implikacija

z,y €@y e Fy'sg <y

(1v) strikino inverzno izotono (na @), ako pored (iii) vazi implikacija

z,y€Q, Fr< Fy=z<uy.

Definicija 1.2.15. Neka je FF : D C R™ — R", i zFt1 = FzF.
Tacka z* je tacka atrakcije za niz {z*} ako postoji otvorena okolina
S tacke z* tako da je S C D i za svako z° € S, élanovi niza {z*}
pripadaju D 1 konvergiraju ka z*.

Definicija 1.2.16. Neka je F' : R* — R™. Tacka z* je nepokretna
tacka preslikavanja F' ako je

T =rz.
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Definicija 1.2.17. Neka je F' : R* — R". Ako postoji konstanta
q € [0,1) tako da je

|1F(z) — F()I| < qllz —yll, =,y €D,

preslikavange F' se naziva kontrakcija sa konstantom kontrakcije q.

Teorema 1.2.1. [6] Neka je ' = HzF 4+ f, k=0,1...,
HecC™, p(H)<1 i z=Hz+ f. Tada je

a = sup{ lim ||z* — xII% :zg € C"} = p(H).

n—00

Teorema 1.2.2. [75] Za matricu H = (E—L)"'U, L, U € R™, L >
0, U >0, sledeca tvrdjenja su ekvivalentna:

(a) 0 < p(H);
(b) p(L +tU), t >0, je neogranicena funkcija;

(¢c) Postoji pozitivan broj t; takav da je p(L +t,U) = 1.
Teorema 1.2.3. [85] Stiltjesova matrica j¢ M - matrica.

Teorema 1.2.4. [85] Ako je A < 0, onda su sledeéa tvrdjenja ekviva-
lentna:

(1) a > p(A);

(2) aE — A je nesingularna matrica i («E — A)™! > 0.

Teorema 1.2.5. [85] Ako je A= M — N regularno razlaganje i
A1 >0, onda je

p(M™'N) < 1.
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Teorema 1.2.6. [8§] Neka j¢e B M - matrica, A > B ¢ A je L oblika.
Tada je A takodje M - matrica.

Teorema 1.2.7. [85] Neka su A ¢ B dve matrice koje zadovoljavaju
0 < |B| £ A. Tada je

p(B) < p(A).

Teorema 1.2.8. [85] Neka je A = M — N € C™, pri éemu su A 1
M nesingularne matrice. Tada za H = M™'N i ¢ = M~'b, iterativni
postupak

= HeF 4+ ¢, kE=0,1,...

konvergira ka resenju sistema Az = b za svaki pocetni vektor z° € C*
ako i samo ako je p(H) < 1.

Teorema 1.2.9. (Teorema ekstrapolacije). Neka je M konvergentna
matrica. Tada da je ekstrapolirana matrica H = (1—w)E+wM takodje
konvergentna za 0 < w < 2/(1 + p(M)) i

p(H) < |1 —w] + wp(M) < 1.

Teorema 1.2.10. [26] Neka je %! = Hz* 4+ ¢, k= 0,1,... Sledeéa
‘tvrdjenja su ekvivalentna:

(1) Niz {z*} konvergira za svaki izbor z°;
(2) limy_, o ||z*+! — 2¥|| = 0, 2a svaki izbor z°;
(8) H je slabo konvergentna matrica i sistem linearnih jednaéina

(E—H)z=c

je resiv.
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Teorema 1.2.11. (Ostrowski) [81] Neka preslikavange F': D C R™ —

R™ ima nepokretnu tacku =™ u unutrasnjost: skupa D i neka je F
F - diferencijabilno u z*. Ako je p(F'(z*)) = a < 1, onda je z* tacka
atrakcije za niz definisan iterativnim pravilom

€ D, zF! = Fo*

Teorema 1.2.12. (Banach) [81] Neka je preslikavanje F' : R" —
R™ kontrakcija sa konstantom kontrakcije q. Tada postoji jedna 1 samo
jedna nepokretna tacka z* preslikavanja F, 1 ona je grani¢na vrednost
niza definisanog iterativnim pravilom

z° € R*, zF! = F(zF).
Takodge je

k
q
l2* — || < —lle" = 2’|




2.

Relaksacioni postupci za

resavanje sistema linearnih
jednacina

2.1. Definicija nekih relaksacionih postu-
paka

Neka je dat sistem linearnih jednacina

Az = b, (2.1.1)
gde je A = [a;;] € CI™, a b € C". Treba odrediti nepoznati vektor z.

Pretpostavka je da je sistem jednoznacno resiv, odnosno da je matrica
" A regularna, a tada je reSenje vektor

= A~1b.
Opste razlaganje matrice A se moze zapisati u obliku
A=M-— N,

pri cemu je matrica M nesingularna. Sistemi jednacina r = Hz + ¢ i
Az = b, gde je

e}

Bare

H=M"N, c= M7, éﬂ\

15
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su ekvivalentni, §to sugerise iterativno pravilo
z° € C", 1 = gk Pty b= 1, .., (2.1.2)

Za resavanje sistema jednacina (2.1.1). Razlicitim izborom matrice H
dobijaju se razliciti iterativn; postupci.

izborom parametara konvergencija moze ubrzat;.

Najpoznatiji postupci, koji zavise od jednog ili dva, parametra, se
definisu na sledeéi nagin.

Ako je

1 1
M=—(D-uwTl), N= —((1 —w)D +wS), w #0,
w w
iterativno pravilo (2.1.2) postaje

R RS, fp 1 wT) ™1,

gde je
Lo=(E—-wL)™! (1-w)E +wl). (2.1.3)

Ovaj postupak se naziva postupak sukcesivne gornje relaksacije (SOR
- Successive Overrelaxation). Specijalni slucaj ovog postupka za w = |
je poznati Gaus - Zajdelov postupak.

Kada je

1 1
M=—D, N=—((1—w)D+wT+wS),
w w

dobija se postupak zajednicke gornje relaksacije (JOR - Simultaneous
Overrelaxation) sa iterativnom matricom

Ju = (1 ~w)E +w(L 4 U). (2.1.4)
Odgovarajuée iterativno pravilo je

gt — Joz*f +wD1p.
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Za w =1 JOR postupak se svodi na Jakobijev iterativni postupak.

Svi do sad spomenuti postupci mogu se posmatrati kao specijalan
slu¢aj ubrzanog postupka gornje relaksacije (AOR - Accelerated Over-
relaxation). Za parametre w # 0, o i razlaganje

L ({1 - ) PP

w

M = l(D —oT), N
w
iterativno pravilo (2.1.2) postaje
o** = H, 2k + w(D — oT)™ b,
gde je
How =(E—0L)™ (1 -w)E + (w— o)L+ wl). (2.1.5)
Ocigledno je

Ho=J - Jakébijeva matrica,

Hi1 = B - Gaus-Zajdelova matrica,
Huw = Ly - SOR matrica,

How = Jo, - JOR matrica.

Sledeca dva postupka se definisu preko dve poluiteracije. Prvi od
njih, simetri¢ni SOR (SSOR) postupak nastaje tako sto se prva poluit-
eracija izracuna SOR postupkom,

k+1 k -1
2 = L,z" +w(D — wT)™ ',

a naredna iteracija se racuna pomocu te poluiteracije, primenom SOR
postupka sa jednacinama u obrnutom redosledu, odnosno

o = Y 25 4 w(D —wS)™ ',

pri cemu je
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U, = (E - wU)™ (1 —w)E +wl). (2.1.6)

Iterativna matrica za SSOR postupak je

Sww = quw) (217)

a odgovarajuce razlaganje

1
M = w—(z_—w)(D == wT)(D -3 wS),

1
N = m((l —w)D +wT) ((1 —w)D + wS).

Ako se u prvoj poluiteraciji koristi parametar o, a u drugoj poluit-
eraciji parametar w, dobija se nesimetriéni SOR (USSOR) postupak,

2F = £ ok 4 o(D — oT)™ b,

" = Y, z*t3 4 w(D — wS)™ 1y,

sa 1terativnom matricom

Sa'w = Z/{wl:a' (2.1.8)
1 razlaganjem
1
M = = +a—0w(D —oT)(D — ws),
1
No= g il (1 -w)D +wT)((1 —0)D +085).

Svi navedeni postupci su veoma pogodni za reavanje sistema jed-
nacina €ije matrice imaju specijalnu strukturu, kao sto su M - i H -
matrice, simetricne, nenegativne, dijagonalno dominantne, nerazlozive
matrice, §to je motivisalo proucavanje tih postupaka. U delu 2.2 ovog
rada su razmatrane moguénosti za prosirenje oblasti konvergencije, a

u delu 2.3 su dati neki od naina za ubrzanje konvergencije opisanih
relaksacionih postupaka.



9.2. OBLAST KONVERGENCIJE
2.2 . Oblast konvergencije

2.2.1. Neke klase matrica

Pri resavanju raznih matematickih modela iz primenjenih disciplina
nastaju sistemi linearnih jednacina ¢ija matrica ima specijalnu struk-
turu, zavisno od prirode problema. To su najces¢e M - 1 H - ma-
trice, nerazloZive matrice, i dijagonalno dominantne matrice. Kako
oblast konvergencije relaksacionih postupaka zavisi od matrice sistema,

proucavanje navedenih klasa je veoma znacajno. U ovom delu je dat
pregled osobina matrica iz tih klasa.

H - matrice su, kao $to se vidi iz definicije 1.2.6, generalizacija M -

matrica. Slededa teorema daje neke od dovoljnih uslova da bi matrica
pripadala toj klasi.

Teorema 2.2.1. [1/] Neka je A matrica iz C™ koja zadovoljava bar
jedan od uslova za neko a € [0,1] :

1. Iai,-l > Pi,a(A), 'L = {1,2,,1’),},

2. loal > PRQiT(A), i€ {L.2,...,1f;

S |a,-,-||ajj| > P,(A)PJ(A), ) & {1,2,. ..,TL}, ] € {1,2,. . }\{Z},

4. |aiillaj;| > PH(A)Q; *P2(A)Q;™%(A), i€ {1,2,...,n},
je{l,2,...,n}\{z};

5. laiil > Pia(A) ili |au| + Xjeslajil > Qi(A) + Ljes Qi(A),
J:={1€{1,2,...,n}:|as| £ Q:i(A)};

6. laiil > mm(P,(A),Q:‘(A)),z € {172a' iy an} U
|a’iil+ Ia’jjl > Pi(A)+PJ(A)7 NS {172 . ,TL}, ] = {1723- .- ,'I’L}\{Z},

T las| > Q(S+T), ¢ €{L,2,...,n} i Y, lail > Tier, Bi(A),
t, € 0,, za neko p € {1,2,...,n};

8. Postoji 1 € {1,2,...,n} tako da je
|aiil(laji| — Pi(A) + lajil) > Pi(A)lasil, 5 €{1,2,...,n}\{s}.
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Tada je A H - matrica.

Strogo dijagonalno dominantne matrice, (krace SDD), zadovoljavaju
svaki od uslova navedenih u teoremi, na primer, prvi uslovza a =1, a
imaju poseban znacaj zbog sledeceg tvrdjenja.

Teorema 2.2.2. [14] Matrica A je H - matrica ako i samo ako postoji
reqularna dijagonalna matrica W tako da je AW SDD matrica.

Iterativne matrice Lo, How 1 Sow 22 sistem jednacina sa matricom
A i sistem sa matricom AW su slicne:

AW = DW(E — WILW — W'UW),
Lo(AW) = (B =W LW)™ (1 —w)E + WWIUW)

= (W (W —wLW)) " (W (1~ o)W + WUW))

=W L, (AW,
slicno je
U,(AW) = WU, (AW,
pa je1
Sou(AW) = WS, (A)W.
Takodje je

H,o(AW) = (E — W LW) ((1 — w)E

+(w— )W LLW + oW IUW = W Hou (A)W.

Spektralni radijusi odgovarajuéih iterativnih matrica za sistem jednaci-
na sa matricom A i sistem sa matricom AW su jednaki, pa iz konvergen-
cije postupka za resavanje sistema sa matricom A sledi konvergencija
postupka za resavanje sistema sa matricom AW i obrnuto.
Zahvaljujuéi ovoj osobini, oblast konvergencije odredjena za SDD

matrice se moze preneti na H - matrice, kao sto je uradjeno u radovima
[48], [49] i [37], kada je matrica W poznata, [37].
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Primer jedne potklase, koja nije obuhvacena teoremom 2.2.1, a za
koju je poznata matrica W dat je u sledeCoj teoremi. Neka je A € C™,

N ={ie€{1,...,n},|as| > P(A)},

N, ={1e{l,...,n},|a;| < P,(A)},

@ Qi .
Q; = Z Il Ulla Bi = Z | 2J|, t=1,...,n,

jen, 1% JEN: |aii|
ri; = o + B+ ajfi —aif;, 1 € Ni, j € Ns.

Teorema 2.2.3. [/8] Ako elementi matrice A € C' zadovoljavaju
uslov

T,‘j<1, iENl, j€N2)
onda j¢e A H - matrica.

Matrica W = diag(wy,ws,...,w,) za ovu potklasu je odredjena na
sledeéi nacin, [48]:

w-;—_{l’ € s 7E(max % mjnl_ai>
‘ v, 1€ Ny’ JEN2 1 — ,3] €Ny [3; .
NerazloZive matrice su opisane u definiciji 1.2.7. Ova klasa se moze
okarakterisati 1 preko teorije grafova.
Za matricu A € C™" usmereni graf I'(A) se definiSe kao par (V, F),
- gde je V = {1,2,...,n} skup ¢vorova i F = {(3,5) : ai; # 0,,j =
1,...,n} skup grana. Put od 7, do i, je uredjeni niz &vorova, (21,22, - -+ 514)

takv1h da za svako p, (ip,%p41) € F. Usmereni graf je jako povezan ako
za svaki par Cvorova (z,7) postoji put od &vora 7 do &vora j.

Teorema 2.2.4. [85] Matrica A € C™ je nerazloZiva ako i samo ako
Je ngen usmereni graf I'(A) jako povezan.

Sledece dve teoreme imaju veliku primenu u analizi konvergencije
relaksacionih postupaka.
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Teorema 2.2.5. (Perron - Frobenius) [85]

(a) Ako je A pozitivna matrica, onda je p(A) pozitivan, jednostruki
karakteristiéni koren matrice A, a odgovarajuci karakteristicni vektor
je pozitivan;

(b) Ako je A nenegativna i nerazloziva matrica, onda je p(A) jednos-
truki karakteristicni koren matrice A. Sta vise, svaki karakteristiéni ko-

ren modula p(A) je takodje jednostruki i A ima pozitivan karakteristicni
vektor = koji odgovara korenu p(A).

Teorema 2.2.6. [85] Neka je A € R™, A = [a;;] > 0 nerazloziva
matrica 1 P* hiperoktant vektora x > 0. Tada, za svako x € P*, vazi

g b s s
min [—’—1 3 J] < p(A) < max [—Z’“l 2 J]

i

2.2.2. Nesimetricni SOR postupak

Nesimetri¢ni SOR (USSOR) postupak je dvoparametarska generalizacija
SOR postupka. Primena ovog postupka je posebno interesantna kada

optimalni parametar za SOR postupak nije poznat, sto je u praksi cest

slucaj. Prednosti USSOR postupka su detaljno opisane u [87]. Dovoljni

uslovi za konvergenciju ovog postupka su odredjeni za neke specijalne

klase matrica kao §to su p-cikli¢ne matrice, [82], [61], tzv. ”crno-crvene”

(red - black) matrice, [62], [72], simetri¢ne pozitivno definitne matrice,

[87].

Ovde je odredjena oblast konvergencije nesimetricnog SOR pos-
tupka za klasu H - matrica, koja zavisi od spektralnog radijusa odgo-
varajuce Jakobijeve matrice. Zatim je za klasu SDD matrica dokazana
oblast konvergencije koja je izraZena preko elemenata matrice sistema,
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pa je lako proverljiva. Kako je svaka SDD matrica i H - matrica, in-
teresantno je uporediti ove dve oblasti. Moze se videti da one imaju
neprazan presek i da nijedna od njih nije pravi podskup druge. Tvr-
djenje dokazano za klasu SDD matrica je moguce uopstiti za one H -

matrice za koje je poznata matrica W koja H - matricu prevodi u SDD
maftricu.

Matrica USSOR postupka je data sa
Sy =L,

Sledeca teorema daje oblast konvergencije ovog postupka za H -
matrice.

Teorema 2.2.7. Neka je A = [a;;] € C™, n > 2. Tada su sledeéa
tvrdjenja ekvivalentna:

(1) A je nesingularna H - matrica;

(2) USSOR postupak za resavanje sistema Cz = f je konvergentan za
sve C' € Q(A) i sve o,w € O(p)

gde je p = p(|L| + |U|), a oblast O(p) je odredjena sa:
> L +pSp+ 1)
20 7 2p

[L=oltlolo=1 Ji=o|tlolp=1y - ¢ 1+[1-oltplo| 1+[1—a|—p|o]
= (ma"’{|1—al+p(|al+1)’ [1—ol(1-p) }’m"“{p<1+|an+|1—o|’ —oltits) })-

o e (

' Dokaz. (1) — (2).
Ako je A H - matrica, onda je M(A) M-matrica, pa je

P(J(M(A))) = p(lJ(C)]) < 1

za sve C € Q(A). Matrica C se razlaze na standardni naécin

C=D(E-L-U).
Kako je
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Sy =(E —wU)™((1 —w)E +wL)(E—0oL)™ ((1 - 0)E +0U)

(1 —w)E+wL)(E—oL)'=(E—-0oL)'((1 -w)E+wl),

S,. se moze zapisati u obliku

Spo=(E—wU)™(E—-0cL) ' (1 —w)E+wL)((1-0)E +aU).

Koristedi nejednakosti

(B —wU)7| < (B = |wllU)T,

(E —oL)™'| < (E —|ollL])~,
dobija se

|Soul < S,
gde je

S =(E—|w|lU)E—|o|IL)™" (1 —=w|E + |w||L])(I1 - o|E +|o||U]).
Za matricu B definisanu sa

I G i L ) d

S S e e o g

1 njeno razlaganje

|L| - |U|

B=M-N,

1

M =
w| + o]l — |

(E — |o||LD)(E — |w||U]),
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1
N = 1 = B + W1 - o|E + [o][U]),
o]+ Tl =] )

ocigledno je

S=M"N,

a kako je M= > 0, N >0, po definiciji 1.2.9, to razlaganje matrice B
je regularno.
Uocena su sledeca dva slucaja:

() 1. 1-|1-w||l—a]>0,

ol 4Ll ol

wl + o1 — ]
IM+Wm—Mp

1 -1 —-w|l-od]

e

@) 1. 1—|1-w||l -0 >0,

ol +lolll el _

wl + o[l = w|
|ﬂ+wm~ﬂp

1 -1 —w||l -0

<1.

Ove dve grupe uslova definisu oblast O(p).
Ako se izaberu o,w tako da je slucaj (i) zadovoljen, onda je

B> 1—|1 —wl|]l —0]
w| + o[l —w]

1 W= > 0. Odavde, primenjujuéi teoremu 1.2.6, moe se zakljuciti da
je B71 > 0. '

E—(Ll+U)=w
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U slucaju (ii) je

1-[1-wlll—g|, |o|+ w1~

B >
~ e+ olll - jw| + o1 -

g
oL+ = w

1 W=1 >0, pa po teoremi 1.2.6 sledi B~! > (.
Tako je pokazano da je za sve (o,w) € O(p) matrica B M-matrica.

Kako je razlaganje B = M — N regularno, ispunjene su pretpostavke
teoreme 1.2.5, sto znaci da je

p(S) < 1.

Na osnovu teoreme 1.2.7 moze se zakljuciti da je

P(Saw) < p(ISsul) < p(S) <1,
pa je USSOR postupak konvergentan za sve (o,w) € O(p).
(2) — (1).
Treba pokazati da je za sve parametre (o,w) € O(p) zadovoljeno
p(J(M(4))) < 1.
Posmatra se deo oblasti O(p) u kom vazi uslov (i). Neka je p =

p(J(M(A))). Za onaj deo u kom vaze nejednakosti

2p

1—wl+plol =1 _ _,
T=wl(tZp) ~7=

je

pw —1 < —p|l - w|,

odnosno

plw+ |1 —wl|) < 1.
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Ako je w < 1, onda je

< : =]
B iy
a kada je w > 1, dobija se
< . <1
PSS ow—1 ’

1 tako je pokazano da je p < 1 u oba slucaja. Sliénim razmatranjem
se pokazuje da je p < 1 1 za ostale delove oblasti (i), kao i za onaj deo
oblasti O(p) u kom vaze uslovi (ii). Na osnovu toga moze se zakljuciti,
primenom teoreme 1.2.4, da je M(A) M - matrica, §to znaci da je A H
- matrica. Ovim je dokaz zavrsen. O

Ako je matrica hermitska i pozitivno definitna, onda je USSOR. pos-
tupak konvergentan za o € (0,2), w € (0,2), [87]. Prethodna teorema
omogucava prosirenje ovog rezultata za klasu Stiltjesovih matrica.

Posledica 2.2.1. Neka je A Stiltjesova matrica. Tada je USSOR pos-
tupak konvergentan za o € (0,2), w € (0,2) i (o,w) € O;J0O,, gde
je |

( 2
0<0‘<m,

|1—o|+ap—1
\ C2ws [1—o|+p(14+0)°

3 1—p
0>0> Sie Vi

02 e ﬁ
!1—0!—pa—1 1+!1—a!+pa
(U 1=)-p) <~ “Y<"rn)-o) -

Oblast konvergencije odredjena u teoremi 2.2.7 zavisi od veli¢ine p =
p(|L| + |U]), koja je ista za sve matrice iz skupa (A), ali je najéesée
nepoznata. Ovaj problem se moze prevazi¢i ako je A SDD matrica,
koris¢enjem ocene za spektralni radijus.

Lema 2.2.1. [10] Neka je A SDD matrica i1 — |wl|u; >0, 1— lo|l; >
0, 2,7 =1,...,n. Tada za iterativnu matricu USSOR postupka vazi
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[1—wl+wlk |1 -0+ ]|ofy;
Sow) < : '
p(Sou) < 123,?)5(11 1 — |w|y; 1 — o]l

Da bi se ova lema iskoristila za odredjivanje oblasti konvergencije
definisu se sledece funkcije:

(1 —I; — ;)
li, i’l") o
fla by wiy by uj) Lt +uy —2(1 4 uj — L — L + Lu)
2—:!:(1 —li+ui)
li’ i)l') L) —
g(% Uiy b5 uJ) 1+lj+u]-—:1:(1 +Uj—li—liuj+ljui)
h(m,liauialj?uj) = z_x(1+lz+u1)

(141 + u; + Luy — Liu;) — 1=+ u;)

:12(1 == l_,' 5 Uj)
;1;(1 -+ li R U, - l,"dj — lju,) — (1 + li — ui)

S(xali)uialﬁuj) -

f1(z) = min flslisws, I, ;)

1<1,9<n

£2e) = iy e,
gl(.’E) = 13%‘2719(3:’ lia U4, lj? uj)

g2(:1:) o 12?3‘%,,9(3’”’“3" lj’ Uq, l‘l.)

hl(:l:) = 12‘11;%71 h(x, lia Uq,y lj)“’.‘i)

h2($) = 1?3%:1 h(.'li, Uy, lj7 Uy, ll)
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sl(x)=:1é%¥%n3($,h,uhlj,uj)

2

t:&lilélnl-l-li-Fui

Teorema 2.2.8. Ako je A SDD matrica, onda je USSOR postupak
konvergentan za sve (o,w) koji zadovoljavaju jedan od sledeéih uslova

(a) 0 <w<1, —fl(w) <o <gl(w)
(b)) 0 <o <1, —f2(0) <w < g2(0);
(c) 1<o<gl(l), 1 <w<sl(o);
(d) 1<w<t, —hl(w)<o<0;

() 1<o<t, —hl(o)<w<D0.

Dokaz. Neka parametri o i w zadovoljavaju uslov (a). To znaci da je
l<w<l1li

. w(l = li = u,-)
— min
1<y,5<n 1 + lj Sty ~ Lt)(]. Ty — l; — l,—uj -+ lju,‘)
: Z—w(l—l,--}-u,-)
min :
1g<n 1+ L4 uj —w(l+u; — I — liuj + ;)
Lako se vidi da je 1 + [; + u; — w(1 4+ u; — I; — Liu; + Lju;) > 0 za sve

0 < w < 1. Sada postoje dve mogucnosti: ¢ < 0ili ¢ > 0. Ako je o < 0,
- dobija se

<O

<

—w(l—=li—w)—o(l+1+u; —wl+u; — - Lu; + L)) <0,
zasve 1,7 = 1,...,n, §to je ekvivalentno sa

l-0c—-ou; 1-—w4wl = )
: 2ty =1, . . 0.
1+0’lj l—wu,-
Kako je0 <w <110 <0, onda je
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1=l lwlk [ ol + fol
1 — |w|u; 1 — |ol;

SliMirs=l,...

1—wl 4wl |1 —o|+|ofy;
max .
1<igsn 1 — |wlu; 1 —|o|l;

<o)

Na osnovu leme 2.2.1 moze se zakljuciti da je p(S,,) < 1, tj. USSOR
postupak je konvergentan. Slicno, ako je o > 0,

o(1+lj+uj—w(1——l,-+uj—l,-uj+u,-lj))—2——w(1—l,-—{—u,‘) <0,
zasve 1,7 =1,...,n, 1l
l-oc+4ou; 1-w+uwl
1 - al; 1 — wu;

Kako je gl1(w) <1 za 0 < w < 1, dobija se

&y Bl . e

= L 11— - o
Lol tlolk M—oltlof; .,
1-— |w|u,- 1— |0’|lj

$to znaci da je

1—w|+wll |1 —0o|+]|ou;
max :
1<ij<n 1 — |wl|y; 1 — ol
1 USSOR postupak je konvergentan na osnovu leme 2.2.1.
U slucajevima (b) - (e) dokaz se izvodi analogno. O

Kao specijalan slu¢aj mogu se posmatrati SDD matrice sa osobinom
‘da postoji k € {1,...,n} tako da je

<1,

ILlleo = Pe(L) =1, ||U]leo = P&(U) = u. (2.2.9)

Tada se spektralni radijus moze oceniti sa

1 —w|+|w|l |1-0|+]|o|u
p(Sow) < : ,
1 — |wlu 1—|oll
a analizom uslova pod kojima je ova ocena manja od 1 dobija se oblast
konvergencije formulisana u sledecoj teorema.
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Teorema 2.2.9. Neka je A SDD matrica sa osobinom (2.2.9). Tada

je USSOR postupak konvergentan za sve (o,w) koji zadovoljava]u jedan
od sledecih uslova:

w(l—1—u) 2—w(1—-l+4u)
(0)0<w<l, ~rruaiciy <% < FHeoicha)

o(1=1—u) 2—o(1+l-u)
(b)0<o<1, T Hu—o(i+i—y) <Y < Tifu—o(14l-u)’

[ —u o(1-l4u
(c)l<o< i, 1<w< U(IHL)_(&,_“),

2—w(1+14u)

(d) 1 <w< 1+1+ " T el ry-a-lay, ~ T < 0,
2—o(1+1+u)

(C) l<o< 1+l+u’ a(1+l+u) —(141-u) <w<0.

Poznato je da za svaku H - matricu A postoji regularna dijagonalna
matrica W tako da je AW SDD matrica i da je

P(Sou(A) = p(Sou(AW)).

Koristeci ovu ¢injenicu teoreme 2.2.8 i 2.2.9 se mogu primeniti na sis-
teme sa H - matricom, pri ¢emu je

li = B(W™LW), w = P(WWUW), i=1,...,n,

Sto ima praktican znacaj kada je matrica W poznata.

Rezultati dobijeni u teoremama 2.2.7, 2.2.8 1 2.2.9 su ilustrovani na
slikama 1 1 2. Neka je data matrica

1 1/9
A:[1/4 1]'

Za ovu matricu je p(|L|+|U|) = 1/6. Slika 1 predstavlja oblasti dobijene

u teoremi 2.2.7 i teoremi 2.2.8 Zasencena oblast je dobijena primenom
teoreme 2.2.8.

Za 1lustraciju teoreme 2.2.9 moze se posmatrati blok tridijagonalna
matrica B formata mn X mn
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T - 0
-E R -FE 0
B :
0 0 R —-FE
0 0 S A A
gde je R m x m matrica
[ 6, .—1 (6 fe |
-1 6 -1 0
R= '
| | S o R |
e 0 .. =T @ |

1 E je jedini¢na matrica formata m x m. Zam =6in = 100, spektralni
radijus Jakobijeve matrice je p(IL] + |U]) = 0.6218472286921422 . ,a
! = u =1/3. Oblasti dobijene primenom teoreme 2.2.7 ; teoreme 2.2.9

su prikazane na slici 2. Zasen¢ena oblast je dobijena primenom teoreme
2.2.9.
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XAXAXXAXXKXXXXXX KKK XK XK X
XXRXAXAXAXXXAXXXXXXXXX XXX XXX XX,

Slika 1.
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sistem, nastao posle primene jednog koraka Gausove eliminacije, Jako-
bijev i Gaus - Zajdelov postupak brze konvergiraju nego za polazni
sistem, ako matrica sistema ima odredjene osobine.

U ovom delu je ispitivan uticaj takve modifikacije na oblast konver-
gencije SOR i AOR postupka. Dokazana je Sira oblast konvergencije za
oba postupka uz dodatne pretpostavke o matrici sistema. Pored toga,

pokazano je da je klasa H - matrica invarijantna u odnosu na takvu
transformaciju.

Neka je A € CI". Tada su sistemi

Az = b, (2.2.10)

D7l Azi= DY,

gde je D = diag(aiy,..-,0y,,) regularna dijagonalna matrica, ekviva-
lentni, pa se moze pretpostaviti da matrica sistema ima oblik

A=E-L-U.

Za fiksno k, 1 < k < n, izvodi se jedan korak Gausove eliminacije,
odnosno anuliraju se elementi a;, @ =1,...,n, 7 # k, u matrici A.
Tako nastaje sistem jednacina

Az =¥, (2.2.11)

gle je A" = [ai;], ¥ = [b], a}; = aj —agay;, j#Ek i,5=
: 1,...,1’1,, a:-k = 0, b: = b,-—a,-kb,-, g = 1,...,n

Oblast konvergencije za AOR postupak za sisteme jednaéina (2.2.10)

1(2.2.11) je uporedjivana za slu¢aj kada je A SDD matricaik = 1. Tada
jeA'=D(E-L -U"i

— l/ | 1 11 U1y
> = T G

3=1 11 h|

- i [uisl = Z Iu” +ll’1u1’|.

1=t+1 J=1+1 'luhl
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Jedan od dovoljnih uslova za konvergenciju AOR postupka daje
sledeca teorema.

Teorema 2.2.10. [78] Neka je A SDD matrica, w 2 0 20 ¢

2
1 + maxy<icn(li + i)

Tada je AOR postupak za resavanje sistema (2.2.10) konvergentan.

I<w<

Na osnovu prethodne teoreme, AOR postupak za sistem (2.2.11) je
konvergentan ako je

2
1 + ma,xlsis,l(lf + ‘U,:) ’
Klasa SDD matrica je invarijantna u odnosu na Gausovu elimi-
naciju, kao $to tvrdi sledeca lema.

w>0c2>20,0<w<

Lema 2.2.2. [60] Neka je A SDD matrica. Tada je 1 A" SDD matrica.

Neka je

2
I(A) = {0, ;
( ) ( 14+ maxls,-Sn(l,- + ‘u;))

I,(A) = [0,w).

Progirenje oblasti konvergencije AOR postupka je dato u narednoj teo-
remi.

Teorema 2.2.11. Neka je A SDD matrica i A" matrica dobyjena pri-
menom jednog koraka Gausove eliminacije sa k=1. Tada je

I(A) c L,(A")

L(A) = L(A").
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Dokaz. Potrebno je dokazati sledecu nejednakost:

l§+u§<l,-+ui, izl,...,n. (2212)

1
l: -1 u: R (Z llt_‘l + l,]'U,lJl -+ Z qu + lzl“ly')

1=1+1

1
S——l—|l-1u1-| (zll,,|+|l,1|Z|u1,|+ 37 fwii] + |l Z |u1]|)

=2 7=1+1 7=1+1

Kako je

Z lui;| + Z lug;| <1 — |ugil,

7=1+1

sledi da je

lé % u: < ll 1U1 (Z lltjl W Z |utJl + Ilzll lulil))

= =141

1 nejdnakost (2.2.12) je zadovoljena ako je

L4 ui — |lyuas| < b 4wy — [lugs| (G + ;).
. Ova nejednakost je tacna jer je [; 4+ u; < 1.

Na osnovu (2.2.12) neposredno sledi tvrdjenje teoreme. O

Klasa H - matrica sadrzi kao svoju potklasu SDD matrice, za koje
je poznato da su invarijantne u odnosu na opisanu transformaciju.

Koris¢enjem teoreme 2.2.2, ovde se pokazuje da je i cela klasa H -
matrica invarijantna u odnosu na Gausovu eliminaciju.

Teorema 2.2.12. Neka je W regularna dijagonalna matrica. Tada je
(AW) = A'W.
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Dokaz. Neka je W = diag(w,...,w,) regularna dijagonalna matrica.
Elementi matrice (AW, za fiksno k, 1 < k < n, su

Qi Wi

(AW), = [aijwj - ’w—kakjwj] = [(a,-j — a,-kakj)w]-] = A'W.

a

Posledica 2.2.2. Neka je A H - matrica. Tada je A’ takodje H - ma-
trica.

Dokaz. Ako je A H - matrica onda postoji regularna dijagonalna ma-
trica W tako da je AW SDD matrica. Na osnovu leme 2.2.2 matrica
(AW)' je takodje SDD matrica, a kako je (AW) = A'W, sledi da je A’
H - matrica. O

Ova posledica omoguéava da se rezultati teoreme 2.2.11 prenesu
na Citavu klasu H - matrica u onim slu¢ajevima kada je matrica W
poznata.

U radu [76] je pokazano da ako je A nerazloziva M - matrica, A’
matrica nastala posle primene jednog koraka Gausove eliminacije, a J
1 J" odgovarajuée Jakobijeve matrice, onda vazi sledeéa teorema.

Teorema 2.2.13. [76] Ako je A nerazloziva matrica i p(J) <1, onda
je p(T") < p(T).

Oblast konvergencije za SOR postupak, kada je matrica sistema H
- matrica, data je sledeéom teoremom.

Teorema 2.2.14. [6] Neka je A € C™. Tada su sledeéa tvrdjenja ekvi-
valentna:

(i) A je regularna H - matrica;
(1) SOR postupak konvergira za sve B € Q(A) kada je

&

e
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Ako je

1,(A) = (0’ L3 p(?7(w4)))

interval konvergencije SOR postupka, na osnovu prethodna dva tvrdje-
nja, moze se zakljuc¢iti da se primenom jednog koraka Gausove elim-

inacije prosiruje oblast konvergencije SOR postupka tj. vazi sledeca
teorema.

Teorema 2.2.15. Neka je A nerazloziva H - matrica. Tada je

I(A) C L(A).

2.2.4. Postupak relaksacije po kolonama

U ovom delu se posmatra problem najmanjih kvadrata

min ||Az — b]?, (2.2.13)

gde je A € R™" retka matrica bez specijalne strukture. Za resavanje
ovakvih problema klasi¢ni iterativni postupci nisu pogodni jer se uslovi
za konvergenciju ne mogu lako odrediti ako se ne zna struktura matrice,
a optimalni relaksacioni parametri su obi¢no nepoznati. Zbog toga se
ovakvi problemi resavaju specijalnim iterativnim postupcima.

Ovde je definisan dvoparametarski postupak relaksacije po kolonama
i odredjena oblast konvergencije tog postupka. Definisani postupak se
moze primeniti i na resavanje problema sa pravougaonom matricom.

Neka je

A= [ala"'aanL
a; = [a1i,02i,...,am]", ¢ = 1,...,m. Osnovna iteracija postupka
relaksacije po kolonama se sastoji od n koraka. U i-tom koraku, 7 =
1,...,n, menja se samo i-ta komponenta tekuée aproksimacije, dok se

ostale promenljive ne menjaju. Neka je z* aproksimacija na kraju k-te
iteracije. Tada se sledeca aproksimacija dobija po pravilu
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T it
it = gF 4 ;L,' (wrk +o) aj(zh - xf“)) yt=1,...,n, (2.2.14)

gde je

¥ =b— Az*

a w,o # 0 su realni parametri.
Problem (2.2.13) je ekvivalentan sa sistemom linearnih jednagina

AT Az = ATb. (2.2.15)

Lako se moze videti da je iterativno pravilo (2.2.14) zapravo AOR
postupak za sistem (2.2.15), pa je konvergencija postupka relaksacije po
kolonama dokazana na osnovu rezultata o konvergenciji AOR postupka.
Kada je w = o postupak je jednoparametarska relaksacija po kolonama.,
sto e ekvivalentno sa SOR postupkom za sistem (2.2.15), [26], a za
w =1 dobija se poznati Katmarcov postupak.

Teorema 2.2.16. Neka je A € R™". Dvoparametarski postupak relak-
sacije po kolonama (2.2.1}) je konvergentan za

h<oed2,- 0itnsig.

Dokaz. Poznato je da je AOR postupak konvergentan za ovakav izbor
parametara ako je matrica sistema simetri¢na i pozitivno semidefinitna.
Kako je postupak (2.2.14) ekvivalentan sa AOR postupkom za sistem
(2.2.15) i matrica AT A je pozitivno semidefinitna, moze se zakljuciti da,
je postupak konvergentan. O

Numericki rezultati dati u tabeli 1 pokazuju efikasnost predlozenog
postupka. Matrica A je 100 x 100 matrica slucajnih brojeva sa etiri
nenula elementa u svakoj koloni, pri ¢éemu je mesto nenula elemenata,
(sem dijagonalnog) takodje slucajno. Vektor b Je izabran tako da je
tacno resenje z = [1,...,1]%, a izlazni kriterijum je bio
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||zF — z|| < 107%.

Broj iteracija dvoparametarskog postupka relaksacije po kolonama je
oznaten sa k, a k; je broj iteracija potrebnih za ispunjenje izlaznog

kriterijuma jednoparametarskim postupkom relaksacije po kolonama
sa parametrom w.

(w,0) (1,1) | (1.2,1.6) | (1.3,1.7) (0.9,1.2) | (0.8,1.7) | (1.6,1.8)
k 799 309 343 748 352 105
ky 799 560 513 913 1136 231
Tabela 1.

2.3 . Ubrzanje konvergencije

2.3.1. Brzina konvergencije

Prirodni kriterijum za izbor iterativnog postupka jeste brzina konver-

gencije. U tu svrhu se definie prosecni 1 asimptotski red konvergencije.
Neka je dat iterativni postupak

$k+1 - ka +C,

gde je H € C™. Vektor greske u svakoj iteraciji je e¥ = z*

— z, pri
cemu je ¢ = Hx + ¢, 1 tada je

ef = He* 1= ... = H*®, £>0.

- Kako je

eI < HAFI !,

veli¢ina ||H*|| daje gornju granicu za koli¢nik ||e*||/||€°|.

Definicija 2.3.1. Neka su Hy, H, € C™. Ako je za neki ceo pozitivan
broj k, ||HF|| < 1, onda je

—In || Hy||

R(HY) = —
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prosecni red konvergencie za k iteracija sa matricom Hy. Ako je R(HF) <

R(HE) kaze se da je Ho iterativno brza matrica za k iteracija nego mat-
rica H.

Proseéni red konvergencije za k iteracija se iskazuje preko ||HF|| i
ocigledno zavisi od broja k. Moze se dogoditi da je matrica H, iterativno
brsa od matrice Hy za ky iteracia, a iterativno sporija za ky # ki
iteracija. To je razlog za definisanje asimptotskog reda konvergencije
koji zavisi od spektralnog radijusa matrice.

Definicija 2.3.2. Neka je H € C™" matrica za koju je p(H) < 1 1
r = Hz + c. Za iterativni niz {z*} dat sa (2.1.2) 1

o = sup {klirn ||z* — z||F : 2° € C"},
broj

3 Ty = — e (2.3.16)

naziva se asimptotski red konvergencije iterativnog postupka (2.1.2).

Koristeéi teoremu 1.2.1 dobija se

odakle se vidi da je asimptotski red konvergencije nezavisan od norme
koja se koristi u definiciji. Takodje vazi sledeca veza izmedju asimptot-
skog 1 prosetnog reda konvergencije.

Teorema 2.3.1. [85] Neka je H € C™ i p(H) < 1. Tada je

lim R(H*) = ~In p(H) = Reo(H).

Jedna od prednosti relaksacionih postupaka za reSavanje sistema
linearnih jednacina jeste da se pogodnim izborom parametara moze
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povecati asimptotski red konvergencije, odnosno postupak se moze ubr-
zati. Ovde je ispitivan uticaj transformacije sistema jednacina i primene
hibridnih postupaka na brzinu konvergencije. U delu 2.3.2 je pokazano
da se primenom jednog koraka Gausove eliminacije mogu ubrzati SOR 1
AOR postupak za specijalnu klasu sistema jednacina, dok je u delu 2.3.3
pokazano ubrzanje konvergencije postupka relaksacije po kolonama, pri-
menom kombinacije sa razli¢itim parametrima.

2.3.2. Ubrzanje konvergencije primenom Gausove
eliminacije

Neka je dat sistem jednacina

Az.=b (2.3.17)
pri ¢emu je A € R™ L - matrica.

Kako je a; > 0,2 = 1,...,n, sistem (2.3.17) je ekvivalentan sa
sistemom

D 'Az = D1,

pa se u ovom delu pretpostavlja da je matrica A = F — L — U. Tada se
sistem (2.3.17) moze transformisati u oblik

z = Bz +b, (2.3.18)
gde je = [b,’j] = L+ U.
Za fiksno k, 1 <k < n, izvodi se jedan korak Gausove eliminacije

~ t). anuliraju se elementi b, 1 < ¢ <n, 7 # ku matrici B. Tako
nastaje sistem jednacina

z=B'z+b (2.3.19)

sa matricom B’ = [b;;], b = [bl], b = b+ bibs;, j #£Fk, 1,5 =
| S b:k =0, b =0b; + bybe, 1= | T

Utica] opisane transformacije na oblast konvergencije SOR i AOR
postupka je pokazan u delu 2.2.3, a ovde je ispitivana moguénost ubrzanja
konvergencije tih postupaka. Poznata je sledea teorema. -
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Teorema 2.3.2. [9] Neka je A H - matrica. Tada je SOR postupak
konvergentan za sve 0 < w < 1, a AOR postupak je konvergentan za
sve 0 < w,0 < 1.

Za parametar w SOR postupka vazi tvrdjenje.

Teorema 2.3.3. [85] Neka je B = L+U = [b;;] € C™ ma koja matrica
sa nulama na dyagonali. Ako je

L,=(FE—-wL)™((1 —w)E + wl),
tada je za w € R

p(Hy) 2 |w —1].

Iterativna matrica SOR postupka za sistem (2.3.17) je definisana
kao |

L,=(E-wLl)™ (1 -w)E+wl).
Ako je L' strogo donji trougaoni deo matrice B'i U’ = B' — [/,

dobija se modifikovani SOR postupak za sistem (2.3.19) sa iterativnom
matricom

L,=(E-wl) (1 -w)E+uwl").

Za odredjivanje brzine konvergencije SOR i modifikovanog SOR pos-
tupka potrebno je odrediti odnos velicina p(L,,) i p(L.,).

Ako su S'i T nenegativne kvadratne matrice, teorema, 1.2.2 implicira
da ako je p(5) < p(S+T), onda je funkcija p(S+tT),t > 0 neograniéena
1 ako je p(S) < 1, postoji jedinstveno ¢; > 0 tako da je p(S + HiIe) =1
koje zadovoljava i jednakost p((E — S)7IT) = #71.

Sledece tvrdjenje je uopstenje teoreme 3.1 iz rada [76].

Teorema 2.3.4. Ako je B nerazloziva matrica sa osobinom p(B) <
I, 0 <w <1, onda je

p(L,) < p(Ly) < 1.
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U”/ uz. Kako je p(B) <1, L >0, U > 0 postoji jedinstveno t; tako
T p(wl+t((1 —w)E+wU)) =11 p(Ly) = t;! < 1, po teoremi
0.2 Dakle, potrebno je dokazati da je p(L},) < p(L.,)-

Matrica wL + t;((1 — w)E + wU) je nerazloziva 1 za neko z > 0 je

z=(wLl 4 t:(1 — w)E + wl))z.
Mogu se uociti dva slucaja.
(a) 72 1 > k vazi

%=w Z biszs + whikzy + (1 — w)tyz; + tlwz b T 5
s<1,s¥#k s>1

T = W Z bkmxm < (1 - w)tlxk .y tlw E bkmxm-

m<k m>k
Kzako je 0 < w <1, t; > 1,1 po teoremi 2.3.3, t7! > w—1, sledi
aje
. . w
1—(1—-w)t;y >0 1 S My >l (2:3:20)

pa je zadovoljena nejednakost

zi>w | Y, (bis + bikbes)zs + b1 D (bis + bikbes)zs
(ot 2 (2.3.21)

+w(t1 — 1) Z birbrsTs + (1 -— w)tlmi.

k<s<1

(b) Ako je 7 < k onda je

T; =w Z biszs + tiwbirzi + (1 — w)tyz; + tw Z biszs,
5<1 s>1,5%#k

T = w E bimZm + (1 —w)tyzy + tw E bkmTom-
m<k m>k
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Koristeci (2.3.20), dobija se

z; > w | > (bis + tibikbis)zs + 1) (bis + t1bigbis )z, | +

s<1 s>k

+wty Z (b,’s A b,-kbks)xs <+ (1 = w)tla:,-.

1<s<k

U oba slucaja, iz (2.3.21) i (2.3.22) moze se zakljuciti da je

(2.3.22)

zi>2w Y, (bis+ bibks)zs +tiw D> (bis + bigbrs)zs + (1 — w)as,

s<1,s#k 8>1 .3k

(2.3.23)

za sV s ks = P3N . 0.

Po pretpostavkama teoreme matrica B je nerazloziva, pa postoje 1, 7
tako da je bjrbx; # 0 i nejednakost (2.3.23) je striktna za neko 2. Ako se
sa z' oznaci vektor dobijen od vektora z izostavljanjem k-te komponente
isa Ly, U, E' glavne podmatrice matrica L', U’, E respektivno, nastale
1zostavljenjem njihovih k-tih kolona i vrsta, pretpostavka implicira

(WL +t1((1 — w)E' +wU)))z' < 2/,

pri Cemu je jednakost isklju¢ena. Matrica wLj + t;((1 — w)E' 4+ wU})
je nerazloziva, pa je po teoremi 2.2.6 p(L} +t1((1 — w)E' + wU})) < 1.
Neka je 7 > 0 broj za koji je p(L} + t1((1 —w)E' 4+ wU})) = 1. Tada je
ty <t
(L) = p((E" = wLi) (1 —w)E' + wly)) = (1)) 7" < 7" = p(L.).0

AOR matrica za sistem (2.3.18) je

Hoo = (E —wL)7((1 = 0)E + (¢ — w)L 4 oU).
Za sistem (2.3.19) modifikovana matrica AOR postupka je

Hoo=(E—-wl) ™ ((1-0)E+ (0 —w)L'+aU").
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Teorema 2.3.5. Ako je B nerazloziva matrica sa osobinom p(B) <
1, 0 <w,o <1, onda je

p(H,,) < p(Hus) < 1.

Dokaz. Po teoremi 2.3.2 je

p(Huo) < 1.

Dokaz nejednakosti

P(Hém) < P(Hwa)

se 1zvodi za dva slucaja.
() 0<w<o<1
Neka je t; > 0 takav broj da je za neko z > 0
(wL+t((1—0)E+ (60 —w)L+0U))z = z.

Takav broj postoji kao u prethodnoj teoremi. Koris¢enjem nejednakosti

wttic—w)>w

/)

0 >1
I —til—0) = °

11ste tehnike kao u dokazu prethodne teoreme, moze se zakljuciti da je

p(Hie) < p(Huo).
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b)0<o<w<1

AOR postupak se moze posmatrati kao ekstrapolirani SOR sa parametrom
ekstrapolacije =, t].

MHow=(1-D)E+ g,
w w

Moo =(1-2)E+ 2L,
w

w

Svi karakteristi¢ni koreni matrica Huo 1 H,,, mogu se izraziti kao

77121_(;"" /\n Z—l, y Ty
nzl—z_i_g’\:) v=1, y Ty
w
gdesu X;, A, i=1... ,n, karakteristi¢ni koreni matrica el i il

respektivno. Kako je 0 < o = 1,ap(L,) 1 p(L) su karakteristicn;
koreni matrica £, and L, lako se pokazuje da je

MJZH—Z+EM§1—Z+ZMﬂ%i=LHWn
: w w w w

Ll et 2 B e et e
w o w w o ow
sto implicira

(o
HUJU = 1 - = w)y
p(Huo) o T =r(ly)

50 PO, R SSRY
p(Hwa) =1 w + wp(‘cw)

Uslovi prethodne teoreme su zadovoljeni, pa se moze zakljuciti da
je
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¢ime je dokazana nejednakost

p(H,) < p(Huo)-
0

Kako je AOR postupak generalizacija SOR postupka, ova teorema
je uopstenje prethodne teoreme i teoreme 3.1 iz rada [76].

Sledeéi jednostavan primer ilustruje efikasnost predlozene modifikacije.

Neka je data matrica A,

200 ‘=4 =4 -1

-4 20 -1 -4
A= —4 -1 20 -4
-1 —4 —4 20

Odgovarajuca Jakobijeva matrica je

B 0.240.2. 605
02 0 005 0.2
02 005 0 02
005 02 02 0

j:

~ Eliminisana je prva kolona, tj. £ =1. Za w = 0.9 1 0 = 1 dobjjen:
su sledeci rezultati:
p(J) = 0.4500000000000007, p(J") = 0.3700000000000004,

(L) = 0.3388656424722313, p(L.,) = 0.2940528233467771,

p(H.o) = 0.2654062694135904, p(H.,) = 0.2156142481630851.
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2.3.3. Hibridni postupci

Neka je dat sistem linearnih jednacina

An' =15, (2.3.24)

pri cemu je A simetri¢na pozitivno semidefinitna matrica ¢iji su dija-
gonalni elementi razliciti od nule.

Ovakav sistem jednacina se moZe resavati iterativnim postupkom
oblika (2.1.2) sa iterativnom matricom H.

Neka je z = A~1b resenje sistema (2.3.24). Vektori greske e*,
k=0,1,..., se definidu kao

e =g" B, (2.3.25)

Ocigledno je

el = Hek k=0,1,2,... (2.3.26)

1

eF = H*°, £k =0,1,2,...

Neka je
1 7 T
P(z) = 3% Az —zb.

Ova funkcija zadovoljava jednakost

F(z**) = F(z*) — %(xk“ _ )T P(HH — ghy (2.3.27)

gde je matrica P definisana sa

P=M+4+MT_A (2.3.28)

Koristeci jednakost (2.3.27) moze se pokazati da iterativni niz {z*}
konvergira ka reSenju sistema (2.3.24) kada je matrica P pozitivno

definitna. Iterativno pravilo (2.3.26) definiSe niz pribliznih resenja. sis-
tema Ae = 0.
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Odgovarajuca funkcija greske je definisana sa

1
E(e) = §6TA€,

1 ta funkcija zadovoljava

E(Ek+1) e E(Ek) o %(Elﬂ—l =5 Ek)TP(Ek+1 . Ek),
Ble" )= Beh)= %(ack+1 — YT P(L*H — by, (2.3.29)

Konvergencija nizova {zF} i {e*} je odredjena spektralnim osobi-
nama matrice H. Pretpostavljeno je radi jednostavnosti da H ima
kompletan sistem karakteristicnih vektora vy, v, ..., v, koji odgovaraju
karakteristicnim korenima, Ay, ..., A, 1 vazi

1> (M| > |A2] > .o > |-

Tada su vektori vy, vy, ..., v, linearno nezavisni pa se €° moze predstaviti

u obliku

£ = Zajvj, a; €'C,
j=1
sto daje
Ek — Z /\fajvj.
j=1

Poslednja jednakost pokazuje da se e* priblizava pravcu v; dok ||e¥||
tezi nuli brzinom koju odredjuje ||, tj. asimptotski red konvergencije
odredjuje spektralni radijus matrice H, kao $to je ranije konstatovano.
Isti zakljucak vazi kada sistem karakteristi¢nih vektora nije komple-
tan. No, komponente vektora €* koje odgovaraju po modulu manjim
karakteristicnim korenima se smanjuju znatno ve¢om brzinom, pa ako
postoji veci broj karakteristicnih korena koji su osetno manji po mo-
dulu od |A;|, onda je konvergencija na pocetku znatno bria nego $to
pokazuje asimptotski red konvergencije. Ovakav slucaj je veoma cest u
praksi, pa je to razlog za uvodjenje hibridnih postupaka.
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Hibridni postupci, predlozeni u radu [25], kombinuju dva razlicita
postupka oblika (2.1.2): osnovni postupak sa matricom H; i sekun-
darni postupak sa matricom H,. Osnovna iteracija hibridnog postupka
se naziva ciklus i sastoji se iz dva dela: prvi deo se sastoji od p iteracija
osnovnog postupka, a drugi deo se sastoji od g iteracija sekundarnog
postupka, pa je tako formiran postupak zapravo stacionarni linearni
iterativnl postupak sa iterativnom matricom HjHY. Osnovna ideja je
da se u prvom delu ciklusa iskoristi relativno veliki broj komponenti
vektora greSke koje odgovaraju po modulu manjim karakteristiénim ko-
renima, a da se u drugom delu broj "malih” komponenti vektora greske
poveca dok se vrednost funkcije greske drzi $to je manje moguéom.

Teorema za hibridni Gaus — Zajdel - SOR postupak je data u radu
[25].

Teorema 2.3.6. [25] Neka je niz {z*} generisan hibridnim postupkom
cyr se osnovni ciklus sastoji od p iteracija Gaus - Zajdelovog postupka
1 q iteracya SOR postupka sa w = 2. Tada taj niz konvergira za svaki
izbor pocetnog vektora i njegova granica je resenje sistema (2.3.24).

Gaus — Zajdelov i SOR postupak su specijalni sluéajevi AOR pos-
tupka, a postupak relaksacije po kolonama je AOR postupak za sistem
jednacina sa matricom AT A koja je simetri¢na i pozitivno semidefinitna.
Kako numericki primeri pokazuju efikasnost hibridnog postupka relak-

sacije po kolonama, u ovom delu je ispitana konvergencija takvog pos-
tupka.

Neka je dat problem najmanjih kvadrata

min || Az — b||%, (2.3.30)

gde je A realna, retka matrica sa nenula dijagonalnim elementima for-
mata m X n bez specijalne strukture.

Ako je z* aproksimacija na kraju k-te iteracije, primenom postupka
relaksacije po kolonama naredna iteracija se dobija po pravilu

T

i-1

FEEY_SLas um k k _ _k+1 -

2, =4+ (wr +.0) gkt o 25 soldey bedaa Jigl
=1

T
ai a;
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gde je

rF=b— Az*

a w,o # 0 su realni parametri.
Ovaj problem je ekvivalentan sa sistemom linearnih jednacina

AT Az = ATb,

a postupak za njegovo resavanje sa AOR postupkom za sistem sa ma-
tricom

Busdt A=l DB LU ) (2.3.31)

Osnovni ciklus hibridnog postupka se sastoji od p iteracija dvopara-
metarskog postupka relaksacije po kolonama sa parametrima 0 < o <
2, o 2 w > 0,1 ¢ iteracija sa parametrima ¢ = 2, 0 < w < 2.
Iterativna matrica takvog postupka se moze zapisati u obliku

H — ngHg‘w'

Teorema 2.3.7. Neka se hibridni postupak sastoji od p iteracija pos-
tupka relaksacije po kolonama sa parametrima o < 2, o > w > 0 i
q iteraciyja istog postupka sa parametrima o = 2 1 0 > w > 0. Tada
niz {z*} generisan ovim postupkom konvergira ka resenju problema

(2.5.0).

Dokaz. Matrica P za AOR postupak sa matricom B je P = (2—0) D+
(0 —w) B. Kako je ta matrica pozitivno definitna za ¢ < 2, ¢ > w > 0,
" na osnovu (2.3.29) je E(e*) < E(e¥), sto znati da je niz {E(e*)}
opadajuci 1 ogranic¢en sa donje strane sa nulom, pa je

lim (E(e**!) — E(eF)) = 0.

Kako je 2(E(e*) — E(e**!)) = (aF+! — 2F)T P (21 — 2¥), koristedi
jednakost (2.3.29) dobija se

Sl = APURERT TSGR O P o

—00 =>00
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gde je r* = Az* — b rezidualni vektor. To zna¢i da AOR iteracije
zadovoljavaju

lim ||z"*! — 2F|| =01 lim A z* =b.

k—o0 k— o0

Za drugi deo hibridnog postupka matrica P je P = (¢ — w) B,
sto daje E(eFt!) < E(eF), tj. niz E(e*) je nerastudi i svi zakljuéci za
prvi deo hibridnog postupka ostaju tacni. Ako se sa y' oznaci tekuca
iteracija na kraju l-tog ciklusa onda je lim;_, |[|[y"** — || = 0, §to po
teoremi 1.2.10 znagi da je niz y' konvergentan za svako z° i njegova
granica reSava sistem (2.3.24), ¢ime je dokaz zavrsen. O

Numericki rezultati dati u tabeli 2 pokazuju efikasnost hibridnog
postupka. Matrica A je 100 x 100 matrica slucajnih brojeva sa &etiri
nenula elementa u svakoj koloni, pri ¢emu je mesto nenula elemanata
(sem dijagonalnog) takodje slucajno. Vektor b je izabran tako da je
tacno reSenje z = [1,...,1]%, a izlazni kriterijum je bio

||=F — z|| < 1072

Prvi deo ciklusa je bio sa parametrima (o,w) a drugi deo ciklusa
sa parametrima (2,w). Postupak je testiran za razlicite vrednosti p i g.
Broj iteracija hibridnog postupka relaksacije po kolonama je oznacen
sa k, a k; je broj iteracija potrebnih za ispunjenje izlaznog kriterijuma
dvoparametarskim postupkom relaksacije po kolonama, sa parametrima
(o,w).

(P,Q) (w70) k ks
(102) | (1,1) | 91 |143
(20,10) [ (1,1) |120 | 143
(10,10) | (0.5,1.3) | 147 | 207
(10,4) | (0.7,1.3) | 88 | 142
(10,5) | (0.9,1.4) | 67 | 111
(10,3) [ (0.7,1.3) [ 104 | 144
(8,3) | (0-3,0.9) | 149 | 271

Tabela 2.



3.

ReSavanje sistema
nelinearnih jednacina

3.1. Njutnov metod i njegove modifikacije

3.1.1. Definicije postupaka

Neka je dat sistem nelinearnih jednacina

I =1, (3.1.1)

gdedeill =uffiray filfisloFss DogrRPOLoReSSpL S pa
R, z € R". Pretpostavlja se da je F' Frese diferencijabilno na D.
Najpoznatiji postupak za resavanje sistema (3.1.1) je Njutnov iterativni
postupak. Ako je F'(z) = | G@ = g—i‘f, ,) =1,...,n,jakobijan
preslikavanja F' u tagki z, Njutnov iterativni niz se definise sa

%€ D, zF!' =k _ [F'(z")]'F(z*), k=0,1,... (3.1.2)

Kao i kod sistema linearnih jednacina, postavlja se pitanje kada
je niz (3.1.2) dobro definisan, konvergentan i kada je njegova granica

resenje sistema (3.1.1). Dovoljne uslove za konvergenciju daje poznata
Njutn - Kantoroviceva teorema.

Teorema 3.1.1. [29] Neka je r > 0,2° € R™F :R™ — R"™ i neka
je F neprekidno diferencijabilno preslikavanje na lopti B(zo,r). Pret-

%)
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postavlja se da F' zadovoljava Lipsicov uslov nad B(z°,r) sa konstan-

tom v i da je F'(z°) nesingularna matrica. Neka postoje konstante
B,n > 0 tako da je

IF'(z°)|] < B, ||F'(z°)"" F(z°)|| < n.

Definise se ygr = yn, = yry. Ako je a < % 1T >,
ro = (1 — V1 —2a)/(B7) onda je niz {z*} generisan Njutnovim itera-

tivnim pravilom
ol = gk _ [F'(z")]1F(zF), k=0,1,...,

dobro definisan i konvergira ka z*, jedinstvenom resenju jednacine
Fz =0 na B(z%r). Ako je o < ; onda je z* jedinstvena nula funkcije

F' na B(z%11), gde je r1 = min{r, (1 + /1 —2a)/(Bv)} i vazi ocena

k * ok 7]
- <'(2 —.
le* — 2]l < (209

Pretpostavke ove teoreme ne zahtevaju egzistenciju z* niti nesingu-
larnost F'(z*), ali nisu pogodne za proveru, pa je njen znacaj uglavnom
teorijski.

Obicno je lakse odrediti uslove za lokalnu konvergenciju iterativnog
postupka. Pod lokalnom konvergencijom se podrazumeva da niz {=*}

konvergira ka z* ako je pogetna aproksimacija z° dovoljno blizu ta¢nog
reSenja. Dovoljne uslove daje sledeéa teorema.

Teorema 3.1.2. [29] Neka je F : R® — R™ neprekidno diferencija-
bilno preslikavanje na otvorenom konveksnom skupu D C R™. Pret-
postavlja se da postoji z* € R™ i r,f > 0 tako da je B(z*,r) C
D,F(z*) = 0,F'(z*)™" postoji i |F'(z*)7'|| < B, a F zadovoljava
Lipsicov uslov na B(z*,r) sa konstantom Y- Tada postoji € > 0 tako
da je za sve z° € B(z*,€) niz {z*} generisan Njutnovim iterativnim
pravilom (8.1.2) dobro definisan, konvergira ka =* i vazi

2" — 2*|| < Byllz* - 2*|]%, k=0,1,....
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Osnovni problem kod primene Njutnovog postu{)l\'u jeste 1zraCuna-
vanje jakobijana i njegove inverzne matrice F’'(z*)™" u svakoj iteraciji.
To je bio motiv za razne modifikacije Njutnovog postupka u kojima se
koristi neka aproksimacija za F’(xk)_l.

Drugi pravac u modifikacijama Njutnovog postupka predstavlja ge-
neralizacija iterativnih postupaka za resavanje sistema linearnih jed-
nacina. Postoje dva nacina za kombinovanje postupka za resavanje
sistema linearnih jednacina sa Njutnovim postupkom. Prvi od njih
se sastoji u sledetem. Iterativno pravilo (3.1.2) se moze zapisati u
ekvivalentnom obliku

F'(zF)z* ! = F'(z%)z* — F(2F), (3:1.3)

odakle se vidi da je izracunavanje (k+1) - ve iteracije zapravo resavanje
sistema linearnih jednagina sa matricom F'(z*). Na taj sistem se moze
primeniti ma koji od postupaka definisanih u delu 2.1 i tako se dobijaju
odgovarajuci nelinearno — linearni postupci.

Druga generalizacija postupaka za sisteme linearnih jednacina su
linearno — nelinearni postupci. Na primer, nelinearnim Gaus — Zajde-

lovim postupkom bi se i-ta komponenta (k + 1)-ve iteracije dobijala
kao resenje jednacine

f,-(xlfH,...,:cffll,xi,:cfﬂ,...,a:ﬁ) =) (3.1.4)
poz; zav = 1,...,n, k = 0,1,.... Analogno se definisu i ostale
nelinearne generalizacije postupaka iz dela 2.1.

Ovde se posmatra nesimetricni SOR - Njutnov postupak, u da-
ljem tekstu nesimetricni SORN postupak, koji nastaje kao kombinacija
nelinearnog USSOR postupka i jednog koraka Njutnovog postupka u

svakoj poluiteraciji. Za tako definisan postupak odredjeni su uslovi

- za lokalnu i globalnu konvergenciju sistema jednagina sa specijalnim
osobinama.

3.1.2. Lokalna konvergencija nesimetri¢nog SORN
postupka

U ovom delu je ispitivana lokalna konvergencija nesimetricnog SORN
postupka za resavanje sistema nelinearnih jednaéina

F(z) =0,
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gdeje F': D C R™ —- R"™, ili ekvivalentno

f,‘((l)):O, i:17"'7n7

pricemu f;:DCR*"—>R, 1:=1,...,n
Primenom teoreme Ostrovskog i rezultata o USSOR postupku za

sisteme linearnih jednacina, dobijeni su rezultati za lokalnu konvergen-
ciju nesimetricnog SORN postupka.

Nelinearni nesimetricni SOR postupak se, po analogiji sa linearnim
slucajem, definie kao postupak od dve poluiteracije na sledeé nagin:

1. korak: Resiti po Z; jednacinu
k+3 kgt Lk k
fi(wl 3oy Ly g axia$i+1)"-axn) =07
1

2. korak: Odrediti novu poluiteraciju xf tz

%
mf+2 =o0z;+ (1 — o)z

1. 12. korak se primenjuju redom zaz =1,...,n

3. korak: Resiti po 7; jednacéinu

k+3 k+3 k+1 k+1
Bil®s ot - deBeg o BBl oniialitias0)

4. korak: Odrediti novu iteraciju z+?
zk
H=ws+(1 - w)x
3. 14. korak se primenjuju redom za i = n,...,1
Pri tome su w, o realni nenula parametri. Ako se nelinearne jednacine

k+; B S k
fi Ty <9 L1 3 T4, i+17“'7xn):0’

k+2 k‘*‘% = k+1 k+1
f‘l -wxi—-l 3y Liy T z+1""’$ )"Oa
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resavaju jednim korakom Njutnovog postupka, dobija se nesimetricni
SORN (USSORN) postupak, koji se moze zapisati na sledeci nacin:

k+3 & fi(z*")

T, —mi_as;_.t( )’ g =1 .. 40 (3.1.5)

T
: k+3 k+3

xk,z:[‘rl 2,...,.’1), lzvxfamf+17 "1$5]T

k+1 k+3 fz(fki) .

e (xkz) 1 =90, .. 53 (3.1.6)
3:5‘

J k+1 k+3

= [y 2, % 2T i o8

Ovakva kombinacija poznatih iterativnih postupaka za sisteme line-
arnih jednacina i Njutnovog postupka je posmatrana u mnogim radovi-
ma, na primer SORN postupak - [31], MSORN - [37], AORN i MAORN
postupak - [50], [9], [15], [47], [45]-

Iterativna pravila (3.1.5) i (3.1.6) se mogu krace zapisati kao

=U,(z"*7).

Tada je operator nesimetricnog SORN postupka dat pomocu
Sow = Z:[wﬁoa

~ pa se iteracije (3.1.5) - (3.1.6) mogu zapisati u obliku

1 = §,.(z5), k=0,1,.... (3.1.7)

Sistem F(z) = 0 ima resenje z* ako i samo ako je z* nepokretna
tacka za preslikavanje S

L, je operator SORN postupka i u radu [31] je pokazano da F -
1zvod operatora L, u z* ima oblik

£1(5) = (B — oL(a*)) (1 — 0)E + oU(z")).
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E oznatava jediniénu matricu, a
F'(z*) = D(z")(E - L(z") = U(z"))

je standardno razlaganje matrice F (z*).
Koristeéi ¢injenicu da je U, operator obrnutog SORN postupka,

moze se pokazati da je
0 (2% = (B — wU (@) (1 - w)E + wL(z"))

Operator S,,, je diferencijabilan u z* 1 vazi

8t (@%) = UL (Lo (z)) £ (a7) = Us(a™) L0 (27),

odnosno

3! (z*) = (E —wU (") ™((1 —w)E +wl(z")-
(E — oL(z*))((1 — 0)E — aU(z")).
Ocigledno je da &' (z*) ima oblik iterativne matrice USSOR pos-
tupka za sistem linearnih jednacina sa matricom Fidz")s

Po teoremi Ostrovskog (teorema 1.2.11) dovoljan uslov za lokalnu
konvergenciju USSORN postupka je

p(Seu(z™) <1,

pa se svi.dovoljni uslovi za konvergenciju USSOR postupka u linearnom
slu¢aju mogu smatrati dovoljnim uslovima za lokalnu konvergenciju

nesimetricnog SORN postupka. Jedno takvo tvrdjenje se moze dobiti
na osnovu teoreme 2.2.7.

Teorema 3.1.3. Neka je F preslikavanje koje je F' - diferencijabilno u
z*, pri éemu je F(z*) = 0, F'(z*) je H - matrica 1 parametri (o,w)
pripadaju oblasti O(p), p = p(|L(z*)| +|U(z")|), definisanoj sa

l=yp pt1l

—oltlolo—1 |i=oltlolo=1\ . . ¢ 1+[1=ol4plo| 1+{1=c|-plo]
w € (mas{ 515 (or1) Timoli-7) bmind S e Hi—al» im0 ) 1) -

Tada ie =* tacka atrakcije za iteracije generisane iterativnim ravilom
p

(3.1.7).
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3.1.3. Globalna konvergencija nesimetri¢nog
SORN postupka

Neka je dat sistem nelinearnih jednacina

f,-(:r:):O, 7::1,...,77,, (318)
specijalnog oblika

f,(.’IZ) = Za,-j:cj -4 si(xi) t= 1, coeqlly (319)
i=1
gdeay; €ER, 1,5 =1,....,n, a3 F0;.8=1,....,n a za svako i =
l,...,n, t €R, s;(t)surealne nelinearne diferencijabilne funkcije.
Za ovakav sistem nelinearnih jednatina u ovom delu su odredjeni
uslovi za globalnu konvergenciju modifikovanog nesimetricnog SORN
postupka. Modifikacija postupka se pravi da bi se izbeglo izracunavanje
izvoda preslikavanja s;, 1 =1,...,n.

Modifikovani postupak se moze zapisati preko sledeéeg iterativnog
pravila

g7 =2 320 =05 Yaion. o (3.1.10)
Qi
k+1 k+3 1 i
;7 =z, P —w e (3.1.11)
@i
gde su zF*, 7% kao ranije. Ako se sa £, oznaéi operator koji generise

iteracije date sa (3 1.10), a sa U, operator za (3.1.11), onda se iterativno
pravilo modifikovanog nesimetri¢cnog SORN postupka moze zapisati u

obliku
! = S, (z*) = U, (L, (z*), k=0,1,.... (3.1.12)

Dovoljni uslovi za globalnu konvergenciju postupka (3.1.12) se od-
redjuju primenom Banahovog principa kontrakeije.

Neka je

-1

a;; a::
pii(e) = ZI (11— o + |elpij(a)) + Z = caey T

1=1+1 "
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= _
pai(@) = |0‘|Z|;JT|P21’(01) +1, :=1,...,n
j=1 “u

i) = 21“”|+§;| 3111 = of + lelgi(@)), i=m,--0s1

_z+1 tt

g2i(a) = la\Zl | gi(@) +1, 1=mn,..., 1.

7=1+1 Gi¢

Teorema 3.1.4. Neka su zadovoljent sledeéi uslovi:
(a) |si(t) <7, tER, 1=1,...,m,

() lai| > a>0, 1 =1,...,m,

(c) 6=0102<1, gde je

= max (1 - ol +lolpu(o) + D),

b= o (11—l + lolaw () + ol g

Tada, za svako z° € R™, niz {z*} definisan iteratinim pravilom (3.1.12)
konvergira ka resenju z* sistema (8.1.8) - (3.1. 9).

Dokaz. Koristeéi matematicku indukciju moze se dokazati da za sve
z,y € R™ vaze nejednakosti

[(Uo(2))i — U ®))il £ &allz = Ylloo, 1=15---57
‘(Ed(x))i » (Ea(y))l| < 51“1: - y“oo') 1= 17 R
sto znaci da je
”LL(:IZ) i dw(y)“oo < 62”3: i y“oo-;

1£o(z) = Lo(®)lleo < 8allz = yllo-
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Na osnovu toga je

1800(2) = Su(®)lloo < &2IL0 () = Lo(®)lleo < 628117 — yllco.

Kako je 6162 < 1, (uslov c¢) preslikavanje 5= je kontrakcija, ¢ime je
teorema dokazana.

a

Da bi se eksplicitno odredili uslovi za parametre (o,w) tako da je
0 < 1, uvode se oznake

p(o) = max {p1i(o) + (v/a)p2i(0)},

1<i<n

¢(w) = max{qii(w) + (v/a)gai(w)}.

1<i<n
Kako je
=]
p(0) = max Z —2|(|t — o + |olp1j()+
-1 Qi
Qi;
+ Z | 2|+ ( ‘//a)|0|2| lezJ +1),
1=1+1 Gei 9=1 Qi
sledi da je
p(o) < |1 — ol + u; + (v/a) + |o|lip(0),
" odnosno

|1 —o|l; + ui + v/a

=
Po) S B o
Analogno je
¢(w) < max L —wluitli+9/a
1<i<n = Iw‘ui :

pa se dobija slededi rezultat o globalnoj konvergenciji.
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Teorema 3.1.5. Neka su zadovoljeni uslovi
(9) [sit)| <7, teR, i=1,...,n

(b) |a,-,-|2a>0, z=1,,n

b}

Ako su parametri o i w izabrani tako da vazi

(¢c) 1—|oll; >0, 1— |w|y; >0, =1, ni

5 = max 1Lt l0l(u+ 7/0) 1 -] + |l + v/a)

1<5,5<n 1 —|o|; 1 — |w|u; ’

onda, za svako z° € R™, niz {z*} definisan iterativnim pravilom (8.1.12)
konvergira ka resenju z* sistema(3.1.8) - (8.1.9).

U slucaju kada je v = 0, preslikavanje (3.1.9) postaje linearno, pa
se tvrdjenje teoreme 3.1.5 svodi na tvrdjenje leme 2.2.1, a oblast za
parametre je data teoremom 2.2.8.

Oblast globalne konvergencije modifikovanog nesimetricnog SORN
postupka iz teoreme 3.1.5 je ilustrovana na slici 3. Posmatran je sistem
jednatina Az + S(z) = 0, gde je S(z) = [s1(z), ..., s,(2)]" dijagonalno
preslikavanje, tj. s;(z) = siz:), 1 sl £t € Ri=711.. %
Matrica A je blok tridijagonalna kvadratna matrica:

R -E 0 ... 0 ]
calgs) By =g T 2 g
A e S N !
0 B L ROnaE
0 0 ... —-E R |
gde je R matrica
e 0 ]
=g 1 0
0=
0 0 8 -1
20 o
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Na slici 3 je prikazana oblast konvergencije nesimetricnog SORN pos-

tupka za sistem jednacina ovakvog oblika i razli¢ite vrednosti parametra
5.

T

FTTT

el Ud

3
,

v =3.99
¥ =
4=
g At |
¥ ()
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3.2. Parcijalno relaksirani postupci

3.2.1. Konstrukcija postupaka

Neka je dat sistem jednacina

Az = Gz, (3.2.13)

pri ¢emu je A = [g;;] € R™ regularna matricai G : R" — R", G =
[g91,---,9n)T, ¢i: R* = R, i=1,...,n. Pretpostavlja se da preslika-
vanje G zadovoljava Lipsicov uslov sa konstantom 7,

IGz — Gyllo < 7|z — ¥l =,y € R™ (3.2.14)

Sistemi ovakvog oblika se javljaju u praksi, na primer u mate-
matickim modelima optimalnog napajanja elektricne mreze, [5]. Za
reSavanje takvog sistema jednaCina mozZe se primeniti postupak direk-
tnih iteracija

AzFt = Gz*, k=0,1,...,

ili postupak paralelne secice

. (A=R)z**! = Gz* — Rz*, k=0,1,..., (3.2.15)

gde je R neka regularna matrica iz R™". Detaljna analiza ovog postupka
je data u [7], [81].

Oba navedena postupka su interesantna jer ne zahtevaju pozna-
vanje 1 izracunavanje izvoda preslikavanja (G, ali za izracunavanje svake
naredne iteracije treba resiti jedan sistem linearnih jednacina. Da bi
se taj problem s§to efikasnije resio, ovde je pokazano kako se moze iz-
abrati matrica R tako da se sistem (3.2.15) lako resava. Za tako kon-
struisane postupke dokazana je globalna konvergencija primenom Ba-
nahovog principa kontrakcije i1 rezultata o konvergenciji postupaka za
reSavanje sistema linearnih jednacina.

Neka je

A=M-N

opste razlaganje matrice A, pri ¢emu je matrica M regularna. Ako se
izabere R = —N, iteracije (3.2.15) postaju
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MzF = Nz* + Gz*, k=0,1,.... (3.2.16)

Preslikavanje F' se definise na sledeci nacin

Fz=M"'Nz+ M 'Gz. (3.2.17)

Sistemi jednacina Az = Gz 1 z = Fz su ekvivalentni, sto sugerise
iterativno pravilo

"l = Fzf, £ =0,1,..., (3.2.18)

pri ¢emu se matrica N bira tako da je M~'N neki od poznatih relak-
sacionih postupaka opisanih u delu 2.1. Ako je

A=D-T-S

standardno razlaganje matrice A, definiSe se postupak SOR - paralelna

se¢ica (SOR-PC)

2 o 25 (D < W) O (3.2.19)
AOR - paralelna secica (AOR - PC)
k+1

" = H,, 2" + w(D — oT) 'G*; (3.2.20)
. SSOR - paralelna secica (SSOR - PC)

! = §,,75 + w(2 — w)(D — wS) YD — Wl G2k, (3.2.21)

1 USSOR - paralelna secica (USSOR - PC)

"1 =8,,7" + (w+ 0t wo)(D —wS)™(D —oT)'Gz*. (3.2.22)
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3.2.2. Konvergencija postupaka

Teorema 3.2.1. Neka je {z*} niz generisan iterativnim pravilom (5.2.20),
pri cemu je £° € R™ proizvoljno. Ako su zadovoljeni uslovi:

(a) |lai;| > a >0,

(b)) 1—|o|ll; >0, i=2,...,n 1

1 —w|+ (jw||l = o] = |o]]1 = w])li + |w]|w |lw|vy/a
max o
1<i<n 1 —|o|l; 1<i<n 1 — |o|l;

=4

onda niz {z*} konvergira ka jedinstvenom resenju sistema jednaéina

Az = Gz.

Dokaz. Sistemi jednacina Az = Gz iz = Fz, gde je

Fr =M,z +w(D —oT) 'Gxz,
su ekvivalentni.
Preslikavanje F' zadovoljava

1Fz = Fylloo = [[Houw(z — y) + w(D — 0T) ™ (Gz — Gy)||o,

Za procenu ||Hyw||oo definidu se velicine

-

a;j SN T
(@) = L1 —al + lalps (@) + - 195, i=1,...,n, a€R.

j=1 %ii j=i41 i

Koris¢enjem matematicke indukcije, moze se pokazati da za vektor z =
H,ou, pri Cemu je ||ul|lo = 1, vazi

71 < max {11 — wl + [wlpi(o)}

Tada, po definiciji matri¢ne norme, vazi

< Kol .
”va”oo =~ 112?'572{'1 wl + |w|p;(0)}-

T T RIS ST A 1 s g -
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Ako je
p(o) = max pi(o),
dobija se
lat] azJ
Z i i +Z|
= _1+1 u
odnosno,
11— o|l; + u;
<
plo) < max T ol
pa je

il < e L= @l (@][1 — o] —o][1 —w])i; + folu;
7UHe = 1<idn 1__|0“

Kako je

1Fz = Fylleo < (Houlloo + [@III(D = o) Hloo7)l|z = yllco,

1
I(D —oT)77|| < B i

onda je

|Fz — Fylleo < gllz — yl|oo,
gde je

1— el = . .
N e (% [ R o L
1<i<n 1._|0-|lt

4 el

|
1<i<n ] — |0‘|l =
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Prema tome, zadovoljeni su uslovi Banahovog principa kontrakcije,
¢ime je teorema dokazana. O

Kada je w = o postupak (3.2.20) se svodi na (3. 2. 19), i neposredna
posledica prethodne teoreme je sledece tvrdjenje.

Posledica 3.2.1. Neka je niz {z*} generisan iterativnim pravilom (3.2.20).
Ako su zadovoljeni uslovi:

(a) lai;| 2 a>0, 1 =1,...,

(b)1—|wli>0, :=2,...,n1

n

1~ ;
max I wl + ‘w‘u max .M’Z/i < 1,
1<i<n 1 — |wl|l; 1<i<n 1 — |w]|l;

onda niz {zF} konvergira ka jedinstvenom resenju sistema jednacina
Az = Gz za svaki poéetni vektor z° € R™.

Ako je v = 0, sistem (3.2.13) je linearan, a rezultat teoreme 3.2.1
se svodi na tvrdjenje dato u radu [41].

Teorema 3.2.2. Neka je niz {z*} generisan iterativnim pravilom (3.2.22).
Ako su zadovoljent uslovi:

(a)lai| Z2a>0, :=1,...,n

()1 —|o|ll; >0, 1—|wlu; >0, :=1,...,n1

1= o] + lolu; |1 — ol + folt Lo
max : ma
1<iy<n 1 —|oll; 1 —|wly;  1<ii<n (1 — |o|b)(1 — |wlu;)

£

onda niz {zF} konvergira ka jedinstvenom resenju sistema jednacina
Az = Gz za svaki poéetni vektor z° € R™.

Dokaz. Dokaz se izvodi istom tehnikom kao 1 za prethodnu teoremu.

Kako je Sy = U,L,, a ocena za ||L,|| je data u dokazu teoreme
3.2.1., za procenu ||U,||co definisu se veli¢ine
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il a;; b a;; .
qi(a)zzlﬁl+ Z Ia__J_I(ll_al'*'lal‘Ij(a))’ i=1,...,n, a€eR.
=1

1 j=i4+1 Y

Za
9(«) = max ¢:(w)
vazi
1~ I
Gl

1<<n ] — |wlu;

Sto implicira

e < o Lot ol
e 1<i<n ] — |w|u; .

Dalje je
1 - L.
1Srulle < max Lol tlolus 1= ol + ol
1<i<n 1 — ol 1 — |w|u;
Kako je
|1Fz — Fy|lo < (l1Sowlloo + w4+ o — wo|-
(D = oT) HlaolI(D = w8) o)z — oo
W+ 0 —wol [|[(D = 0T) | [I(D — wS)™[eoy
lw + 0 — wo|y/a?
= 185% (1~ (o)1 — fwu;)’
vazi

|Fz — Fyl|loo < ql|z = 9||oo,
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gde je
- < 11— o]+ |oly; : 11 —w|+ |w|
Ll lo|l; 1 — |wlu;
it lw + 0 —woly/a? g

1<5,5<n (1 — |o] ) (1 — |w|u;)

pa su uslovi Banahovog principa kontrakcije zadovoljeni i tvrdjenje teo-
reme dokazano.

a

Kako se za ¢ = w nesimetri¢ni SOR postupak svodi na simetri¢ni

SOR, neposredna posledica ove teoreme je tvrdjenje o konvergenciji
postupka (3.2.21).

Posledica 3.2.2 Neka je niz {z*} generisan iterativnim pravilom (3.2.21).
Ako su zadovoljeni uslovi:

(a) laizl| > a>0, i=1,...,n

()1 —|wll; >0, 1—|wlu; >0, 2=1,...,n1

ol el [1 =]+l (2. )/
1<i5<n 1 — |w|i; 1 — |w|y; 1<05<n (1 = |w]L)(1 — |wly;)

g

onda niz {z*} konvergira ka jedinstvenom resenju sistema jednacina
- Az = Gz za svaki poéetni vektor z° € R™.

Sistemi jednacina koji nastaju diskretizacijom konturnih problema
su oblika (3.2.13). Oblast konvergencije AOR - PC postupka odredjena

u teoremi 3.2.1 je ilustrovana na primeru elipti¢cne jednacine:

Au+ Au = s(u), u=u(z,y), (z,y) €N (3.2.23)

uz konturni uslov

u(z,y) =0, (z,y) € 99, (3.2.24)
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pri ¢emu je () kvadrat u R? i |s'(t)| < v, t € R.

Diskretizacijom ovog problema na uniformnoj kvadratnoj mrezi, sa
prirodnim poretkom, [33], dobija se sistem jednacina oblika (3.1.8) -
(3.1.9). Za dati prirodni broj n, nastaje (n — 1)? jednaéina oblika

(=44 AR Y+ timg j+ b g Ftiga jHtijen = h2s(ty), i,5=1,...,n—1
h = 1/n, uz konturni uslov
0 :tkn ztnk :tOk:tkO’ L= 1,...,77,.

Vrednosti parametara o,w za A = —4, su odredjene uslovima (a) —
(d) :

(@)0<w<1l,¢<o<aq,
(0) 0 <o <1,1<w<(8+8h—140)/(8+4h> + yh* — 40),
(c) c2<0 <0, 1 <w< (8+8h%+40)/(8 + 4h% + vh2),

(d)1<o<cgl S w < (8+48h* —40)/(4 + 4h* + vh?),
gde je

T : Cz — __T
Lako se vidi da D = (0,1] x (0,1] uvek pripada oblasti konvergencije
za v < 4.

Uticaj Lipsicove konstante 5 na oblast konvergencije je ilustrovan

na sledeCem primeru. Posmatran je sistem jednaéina Az — G(z), pri

‘¢emu je |G'(z)] < v, z € R, a A je kvadratna blok tridijagonalna
matrica,

1 0 ]
F R -E 0

A= ,
0 0 R -E

0 o -E R |

gde je R matrica
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Blinordn ol 0
o B U O
Bl o5 statnga- bed il
TR TR
S TSR S P

Oblast konvergencije AOR - PC postupka je prikazana na slici 4 za
razli¢ite vrednosti konstante .
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3.3 . Nelinearni AOR postupak

3.3.1. Formulacija postupka

Neka je dat sistem nelinearnih jednacina

P=1;
gde je

Fz = Az + @z, (3.3.25)

A=la;] € R"™1®:R"* - R" je dijagonalno preslikavanje, odnosno
Oz = [$1(21), -y Pul(@n)]F, $i:R—-R, i1 =1,...,n.

Problem refavanja jednacine F'z = 0, gde F' ima oblik (3.3.25), a
matrica A pripada nekoj klasi specijalnih matrica sreée se u éitavom
nizu oblasti, kao 5to su: metod konac¢nih razlika u resavanju diferenci-
jalnih jednacina, problemi linearne komplementarnosti u operacionom
istrazivanju, Markovljevi procesi u verovatnoéi i slicno.

U knjizi [81] posmatran je nelinearni SOR postupak kada matrica
A pripada klasi M-matrica. Ovde su ispitivanja prosirena na AOR pos-
tupak 1 slucaj kada A pripada klasi H-matrica. Kako su M-matrice
potklasa H-matrica, a SOR postupak specijalan slu¢aj AOR postupka,
uslovi za konvergenciju koji su ovde odredjeni se odnose na opstiji pos-
tupak 1 vaze za Siru klasu matrica, pa kao specijalan slucaj sadrze
rezultate iz [81]. Dokaz se zasniva na uopstenju Banahovog principa
kontrakcije, preciznije na teoremi o P - kontrakciji.

Po analogiji sa postupcima za reSavanje sistema linearnih jednacina,
definisu se 1 postupci za sisteme nelinearnih jednagina, kao §to je veé
navedeno u delu 3.1.

Nelinearni JOR postupak za sistem F'z = 0, gde je F oblika (3.3.25)
1 w # 0 moZe se opisati na sledei nacin:

1. korak: Resiti po z; jednacinu

;4 OilZ ) o) gz = U

I=1g#
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9. korak: Odrediti novu iteraciju z++?
k+1 _ _k Lk
' =z +w(z - x;)

gt =1 ot =010

Nelinearni SOR postupak za isti problem dat je iterativnim pravi-
lom:

1. korak: Resiti po z; jednacinu
1—1 n
k+1 k_
aiTi + i) + ) ezt + > a;;z; = 0.
J=1 j=1+1

k+1

1

2. korak: Odrediti novu iteraciju z
it = 2% 4 w(z; — zF)

Tt =Lyt k=1, 12

Iterativno pravilo za nelinearni AOR postupak za posmatrani sistem
glasi:

1. korak: Resiti po z; jednacinu

1—1 n
(oo ot ¢,~(x,~) + Z a,-j:fjk“ + Z a,-,-:cf =4l (3326)
9=1 Jj=1+1

2. korak: Izracunati z;*!

751 = zf + o (z; — 2F). (3.3.27)

3. korak: Odrediti novu aproksimaciju z++1!

2 = (1 = Z)gk 4 ‘;—):E,-k“ (3.3.28)

(o

/- ST ST T T | R S

gde su w # 01 o realni parametri.

Zaw = o jednatine (3.3.27) i (3.3.28) postaju ;¥ = z¥+w(z;—z¥)
i ¥+ = £;**! pa se kao i u linearnom slu¢aju dobija SOR postupak, a

za o = 0 postupak se svodi na JOR.
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3.3.2. Konvergencija nelinearnog AOR postupka

U [81] razmatrana je konvergencija JOR i SOR postupka i dokazano je
tvrdjenje da oba postupka globalno konvergiraju kada je ¥ neprekidno,
dijagonalno i izotono preslikavanje, a A iz klase M-matrica i w € (0,1].

U ovom delu se razmatra konvergencija nelinearnog AOR postupka.
Za dokaz teoreme o konvergenciji koristi se sledece tvrdjenje.

Teorema 3.3.1. [81] Neka preslikavanja Gy, : Dx D C R*xR™ — R™
zadovoljavaju uslove za neko Dy C D

Gi(e,2) — Gily, 2)| < Qlz —y], (3.3.29)

Gi(2,2) — Gi(2,y)| < Rz —y], (3.3.30)

za sve z,y € Do, pri cemu su Q, R € R™ nenegativne matrice, p(Q) <
1iP=(E—-Q)'R. Neka za H, : D C R™ — R" dato sa

Hyz = |Gi(z,2) — Gz|, k=1,2,...
vazi
klim Hyz =0, z € D,,

i neka je z° € Dy takva tacka za koju z = G1(z,2°) ima resenje 21 € D,
i

S={zeR"|z—2'|<u= (E—P)_I(P|:c1—:v0|+2(E—Q)‘1v) C Do,
gde je v > Hy(z'), k=1,2,....
Tada jednacina
z = Gi(z,z" 1), k=1,2,...

ima jedinstveno resenje ¥ € S, i limg_, zF = z*, gde je z* € S
jedinstvena nepokretna tacka preslikavanja G u D.

Na osnovu ovog rezultata dokazuje se teorema o konvergenciji AOR
postupka.
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Teorema 3.3.2. Neka je A = [a;;] € R™ H - matrica sa osobinom
a; >0 i=1,...,n, ®: R* — R"™ neprekidno, dijagonalno i izotono
preslikavanje ¢ neka je Fx = Az + ®z. Tada je iterativni niz {a:k}
generisan nelinearnim AOR postupkom dobro definisan za svako z° €
R*, w € (0,1], o € [0,1] 7 konvergira ka jedinstvenom resenju z”
jednaéine Fx = 0.

Dokaz. Nekaje A= D—S—T = D(E— L—U) standardno razlaganje
matrice A1 ® = [¢1,...,a)T, ¢ : R = R, i=1,...,n. Funkcije
r; : R = R se definisu kao

T,'(t) = aiut + ¢,‘(t), t e R, =1l

Kako je ai; > 0 i ¢; izotono preslikavanje sledi da je preslikavanje r; bi-
jekcija, pa postoji inverzno preslikavanje za r;, odnosno postoji inverzni
operator za D + ®. Na osnovu izotonosti preslikavanja @, za t;,7, € R
isvakot=1,...,n vazi

o= 12l < (61 = b2+ —(ilt2) = $i8))] = —-lriCta) = ri(t)),

pa za proizvoljne s1,5, € R ity =17 (s1), to =r7"(s2) sledi
a1 5 1
77 (s1) — 7 (s2)] £ ;Isl — Sa. (3.3.31)

(X

Ako je sa (D + ®)~! oznacen inverzni operator za D + @, tada je

(D+@) 'z =[r7'(z1),- -, 70 (=a)]

i relacija (3.3.31) se mozZe pisati u matricnom zapisu

(D + @) 'z — (D + ®)'y| < DMz —y|, z,y € R

Neka je preslikavanje G : R* x R* = R*, G = [§1, ..., Jn]T
G :R*XR™ >R, 1 =1,...,n, definisano sa

’
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Gi(z,y) = (1 —w)y; +wr;! (1—— Ea”y] (3.3.32)

- Z ai;y; + ( Zaw%)

=141
1 preslikavanje G, : R* — R"
Gz = (1 —w)z +w(D+9)" (S + T)z.

Jednacine F'z = 01 G,z = z su ekvivalentne za w # 0. Takodje je
zadovoljeno

G(z,z) = G,az. (3.3.33)
Niz {z*} definisan AOR postupkom zadovoljava

= Gz*, ), k=0,1,.. (3.3.34)

Prema tome, problem se svodi na ispitivanje konvergencije niza

datog implicitnim pravilom (3.3.34). U zavisnosti od parametara o,w,
mogu nastupiti dva slucaja:

(i) slutaj: 0<o<w<1, w#0.

Za z,y,z € R™ na osnovu (3.3.31) vazi
|9i(z, 2) — §iy, 2)| < |(1 — w)z; + wry ((1 - = Zaqzj

3 Z @ijZj + ( Za,,x, ) —(l-w)z

7=t+1

I=t+1

tw ((1 A ran Zaw Z a2 + — Zauya )
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<0'|_( Zaqx +Zauy1 —_ E|a”||$,— 1
a;;

"jl

gat = 1,...,R. Odnosno,

|G(z,2) — G(y,2)| < o|Ll|z — y]-

Analogno je

|9:(2, 2)—gi(z,9)| < L ((1—w)+ (w—o Zlau|+w Z Iaul) yil,

= j=1+1

za 1 = 1,...,n. U matricnom zapisu prethodne relacije glase

G(2,2) = G(2,9)| < (1 = w)E + (w = 0)|L| + w|U]) |& — y|.
Neka je

Q=o0|L| i R=(1—-w)E+ (w—o0)|L|+w|U]|.
Kako je p(Q) =01 Q >0 to je (FE— Q)™ >0, sto zajedno sa R > 0

daje da je razlaganje matrice

wM(DA)=E—-Q—R

regularno, a kako je w > 0, D™' > 01 A je H-matrica onda je

wM(D~1|A]) M-matrica pa je p((E — @)™'R) < 1 na osnovu teoreme
o regularnom razlaganju, (teorema 1.2.5).

Tako su zadovoljeni svi uslovi teoreme 3.3.1 sa Gi(z,y) = G(z,y) k =
0,1,..., pa niz {z*} konvergira ka resenju jednacine Fz = 0.

(i1) sluéaj: O < w <o <1
Ako je w = o na osnovu (i) slucaja zna se da je postupak konver-

gentan. Tada se operator G(:c y) svodi na operator nelinearnog SOR
postupka H = [k, ...h,]T, odnosno

1—1 n
hi(z,y) = (L= o)y + oy (= D aizi— Y aiy;), i=1,...,n
3=1 J=t+1
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=[5, 24).

Kako je o € (0, 1] zadovoljene su nejednakosti

|H(z,2) - H(y,2)| < o|L||z -y,

|H(2,2) = H(,9)| < (1= 0)E + o|U])|z — y|.

Za razliku dve uzastopne iteracije AOR postupka vazi

81

ka+1 _xkl — |(1 . (ﬁ)mk & E:Ek L (1 115 __"‘i)xk—l % Li.’fk—ll <

g g (o)

S (1 r (i)l.’bk " xk—ll 4i lﬁ'.’fk o 5k_1|.
g g

Takodje je

|£k e ik—ll - |ﬁ(ik7$k) ga f{(jk_laxk—ll

< 1H(@a%) = H(z,a* )| + |H (3, 251 - (24,247 <

<((1—-0)E +a|U])|z* — x4 o|L||z*F — 1.
Neka je B = (E — o|L|)™((1 — 0)E + o|U|). Tada je

b

" — 2| < (1 = 2)E + 2B)|z* — o+
g g
" odnosno . 3
2"+ — 2k < ((1- SE+—B)fa" — 2.
Dalje je

k+m k Sl w w 1]...1 0
2" — 27| Se b (1 = =)E + =B)‘|z* — 1°|.
1=k & o

Neka je C' = (1 — 2)E + “B. Razlaganje matrice

(3.3.35)
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s M(D7THA]) = E —o|L| — (1 = 9)E + 0|U])

je regularno, a kako je o > 0, D' > 0 i A je H-matrica, onda je 1
o M(D~'|A]) M-matrica, pa je na osnovu teoreme 1.2.5 p(B) < 1.
Na osnovu teoreme o ekstrapolaciji za 0 < * < 1 vazi

p((1—f)E+‘-‘5’B) <1,
g

odnosno p(C) < 1.
Iz relacije (3.3.35) dobija se

m—1
|$k+m . $k| S Ck Z CiIIIJl _xol S_ (E e C)'lC’kIml = $0|

=0

za k,m € N. Prema tome niz {z*} je Kosijev u prostoru R", pa je
konvergentan, limj_,., ¥ = z*. Na osnovu neprekidnosti preslikavanja

G i relacije (3.3.33) vazi

T }}Lngo 1 = klgilo G(z*, 251 = G(z*,z*) = G, z",
pa je z* reSenje jednacine F'z = (0. O

Ocigledno, kao posledica ove teoreme dobija se da JOR (o = 0) i
SOR (w = o € (0, 1]) postupci konvergiraju ako matrica A pripada klasi
- H-matrica sa pozitivnhom dijagonalom koja je ira od klase M-matrica.
Prema tome, teoreme date u [81] specijalni slucajevi teoreme 3.3.2.
Oblast konvergencije za parametre w, o moZe se prosiriti za neke speci-
jalne potklase H-matrica na osnovu teorije o linearnom AOR postupku.
Pri primeni AOR postupka potrebno je resiti nelinearne jednacine u 1.
koraku algoritma. Ukoliko se ne mogu ta¢no resiti, primenjuje se neki
od iterativnih postupaka za nelinearne jednacine.

Posmatra se primer dat u [70].

f1 (.’D) = 21,'1 — T2+ 002(231 + 12)3
fa(z) = 229 — 23 — 21 + 0.02(z2 + 1.4)?
fa(z) = 223 — 4 — 25 + 0.02(z3 + 1.6)°
f4($) = 23.'34 — I3 + 002(.’134 + 18)3
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Neka je z° = {0.5,0.5,0.5,0.5}. Kao izlazni kriterijum koristi se
||£5¥! — zF||o < 107% i ||Fz"||eo < 1077,

odnosno, zF*! je numericko resenje posmatranog problema ako su zado-
voljene obe prethodne relacije.

w 4
BRVEVEVEVEVEVEVEVEE X F X N X N X X ¥ )
QOOOOOOO O I*x x x % x +x % x x &
QOO OOO OO IMIx *x * x x x % x x &
QOOOOOO O hdxo o 00 ¢ x x % %
QOOOQOO O+ e o000 0 0 ¢ x %
QOOQOO O+ o hdhe Ve o006 0 ¢ ¢ x %
QOO O d*x x o dhe o VDO0Ve e 0 0 ¢ %
QO O+ o 06060606 DOQQVe o0 ¢ ¢ %
Odx o006 06060606 VQDe QD0Ve o 0 ¢ «
* o 0606 06006060606 VDOQe o060 0 0 o
1| o0 0 0606 0606 06060606 VOQe e 00 ¢
e e 0o 060606060606 060606 Ve e o000 000
k X x © 06 © 6 6 ¢ 06 0606 06 0 06 0 0 0 % %
X * Kk X k X © © € © 6 06 06 © 0 0 0 0 0 %
X % k * k K k X © 0 06 0 © © 0 0 © 0 K %
* k k *k k kK kx k X x 6 6 0 0 0 0 0 K * %
* Kk ok ok ok ok ko k Kk k ok ok kK Kk & ¥ *x K * *
* Kk ok ok Kk ok Kk ok kK k k ok k Kk *k * k K * %
PSPPI I + x %k x %k ok x KK
bhbbbbbbbbbdbbdbbbdbbdbdd
1 2 o
Q e * o o

k<20 20 < k<50 50 <k <150 k> 150 diverg.

Slika 5.
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Testiran je AOR postupak za (o,w) = (0.1.2,0.1-7), 2,7 =1,...,20,
a k je broj iteracija potreban za ispunjenje izlaznog kriterijuma.

Slika 5 pokazuje oblasti razlicite brzine konvergencije za posmatrani
problem.

Oblast konvergencije, kako se to moze videti sa slike, je sira nego
$to je to dokazano u teoremi 5.3. Najbolji rezultat, £ = 13, dobijen je
gaw= 1310 =12
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