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Predgovor

Tema doktorske disertacije - konvergencija simultanih postupaka za
nalazenje nula polinoma - pripada oblasti numericke matematike. Odre-
divanje nula algebarskih polinoma je veoma aktuelno, kako sa teorijskog,
tako i sa prakticnog stanovista. Algebarski polinomi se javljaju pri
resavanju velikog broja problema ne samo teorijske i primenjene mate-
matike, ve¢ takode i mnogih grana inzenjerskih i racunarskih nauka,
fizike, astronomije, finansija, itd. Zbog toga je ovom problemu oduvek
pridavana velika paznja, o ¢emu svedoci ogroman broj radova tokom
vise vekova, kao i brojne knjige i monografije. Konstruisan je veliki
broj numerickih algoritama za resavanje algebarskih jednacina, a nagli
razvoj ove discipline usledio je Sezdesetih godina sa pojavom i razvo-
jem elektronskih rac¢unara. Posebno su postali interesantni postupci
za simultano nalazenje svih nula polinoma. Zbog svega toga izbor ove
oblasti primenjene matematike za temu disertacije je ne samo prirodan
vet istovremeno predstavlja i izazovan istrazivacki projekat.

Pri realizaciji svakog numerickog algoritma za reSavanje jednacina
jedan od klju¢nih problema je nalazenje pocetnih aproksimacija koje
obezbeduju sigurnu i brzu konvergenciju primenjenog iterativnog pos-
tupka. Ovaj problem je veoma tezak ¢ak i u slucaju jednostavnih
funkcija kakve su algebarski polinomi. Klasi¢ni rezultati koji se mogu
naci u literaturi koriste pocetne uslove koji zavise od nepoznatih para-
metara, §to nije od prakti¢nog znacaja. To je bio dodatni motiv za rad
na ovom problemu. Zbog napred navedenog neresenog problema tema
disertacije, usmerena ka nalazenju takvih pocetnih uslova koji garan-
tuju konvergenciju brzo konvergentnih algoritama i koji su racunski
proverljivi, veoma je aktuelna sa aspekta primene.

Kao rezultat trogodignjih istrazivanja dobijeni su originalni metodi
za jednostavnu konstrukciju pocetnih uslova za sigurnu i brzu konver-
genciju najcesce primenjivanih iterativnih postupaka za istovremeno
nalazenje svih nula polinoma. Neki od rezultata publikovani su u pozna-



tim internacionalnim ¢asopisima za numeri¢ku matematiku i racunarske
nauke (Comput. Math. Appls., BIT, Numer. Algorithms, Internat. J.
Computer Math., Nonlinear Analysis, J. Comput. Appl. Math., Japan
J. Indust. Appl. Math.) ili saopsteni na domaéim i internacionalnim
konferencijama i Stampani u odgovaraju¢im zbornicima. Dalja istrazi-
vanja prikazana u disertaciji dovela su do poboljsanja pocetnih uslova
datih u pomenutim radovima. StaviSe, za ve¢inu simultanih postupaka
dobijeni su optimalni pocetni uslovi sa stanovista primenjenih metoda
prikazanih u 3. i 4. poglavlju disertacije.

Zahvaljujem se svima koji su doprineli izradi ove disertacije.

Posebno se zahvaljujem dr Miodragu Petkovi¢u, redovnom profesoru
Elektronskog fakulteta Univerziteta u Nigu, koji me je uputio u oblast
kojoj pripada ova doktorska disertacija, a svojim savetima i predlozima
neprekidno i nesebi¢no pomagao u toku magistarskih studija, pri izradi
magistarske teze i doktorske disertacije. Veé¢ina mojih nauénih radova
Je nastala u bliskoj saradnji i koautorstvu sa njim.

Takode se zahvaljujem dr Snezani 1li¢, vanrednom profesoru Filozof-
skog fakulteta Univerziteta u Nigu, dr Ljiljani Petkovi¢, redovnom profe-
soru Masinskog fakulteta Univerziteta u Nigu i dr Slobodanu Tri¢koviéu,
docentu Gradevinskog fakulteta Univerziteta u Nisu na saradnji pri-
likom izrade nasih zajednickih radova.

Zahvaljujem se dr Katarini Surla, redovnom profesoru Prirodno-
matematickog fakulteta Univerziteta u Novom Sadu, na korisnim save-
tima i sugestijama koji su mi pomogli pri izradi ove disertacije. Takode
se zahvaljujem dr Natasi Kreji¢, docentu Prirodno-matematickog fakul-
teta Univerziteta u Novom Sadu i dr Zorici Uzelac, vanrednom profesoru
Fakulteta tehnickih nauka Univerziteta u Novom Sadu, na interesovanju
za moj rad i pomoéi koju su mi pruzile.
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. Problem odredivanja nula datog polinoma sa kompleksnim
koeficijentima je pravi nelinearan problem. U isto vreme problem
je jednostavan. On je toliko jednostavan da, u stvari, postoji
nada da éemo jednog dana biti u stanju da ga u potpunosti
resimo."

Peter Henrici (1968)



1 Uvodni deo

1.1 Uvod

Problem re$avanja nelinearnih jednacina i sistema nelinearnih jed-
nacina jedan je od prvih nelinearnih problema sa kojim se matematicari
srecu u svom istrazivanju i primeni. Ovo je jedan od najvaznijih prob-
lema u teoriji i praksi, ne samo primenjene matematike, ve¢ takode
i mnogih grana inzenjerskih nauka, fizike, kompjuterskih nauka, as-
tronomije, finansija, itd. Mada je veliki znacaj ove oblasti istrazivanja
doveo do razvoja velikog broja numerickih postupaka tokom poslednje
tri decenije, savrSen algoritam za resavanje jednacina jo$ nije dobijen,
¢ak ni za relativho proste klase jednacina kao $to su polinomne jed-
nac¢ine. Svaki postupak ima svoje prednosti i mane, tako da je posma-
trani problem aktuelan i u danasnje vreme.

Pri resavanju jednacina oblika f(z) = 0 jedan od najvaznijih prob-
lema je formulisanje pocetnih uslova koji dovode do sigurne konvergen-
cije primenjenog iterativnog numerickog postupka. Takav izbor treba,
takode, da obezbedi i brzu konvergenciju. U literaturi se najcesce ko-
riste uslovi za konvergenciju koji zavise od nepoznatih parametara, na
primer, od ,izvesnih koeficijenata® ili cak od korena jednacina koji se za-
pravo traze. Cesta je upotreba termina ,dovoljno dobre po¢etne aproksi-
macije“ ili ,lokalna konvergencija u dovoljno bliskoj okolini (trazenog)
korena*“ i sli¢no, bez dovoljne kvantitativne karakterizacije ovih termina.
Ovakvi rezultati su uglavnom od teorijskog znacaja. Zbog toga je glavni
motiv i cilj ove disertacije nalazenje pocetnih uslova koji ispunjavaju
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2 1. Uvodni deo

gornje zahteve (garantovanu i brzu konvergenciju), ali zavise samo od
dostupnih podataka, na primer od karakteristika date funkcije f i pocet-
nih aproksimacija. Drugim rec¢ima, domen konvergencije treba da koristi
samo informacije o funkciji f i pocetnoj aproksimaciji 2(9) . Ova ¢injenica
predstavljala je glavnu motivaciju za moj rad na problemu definisanja
praktiéno primenljivih uslova za konvergenciju jedne klase iterativnih
postupaka.

Problem izbora pocetnih aproksimacija koje obezbeduju sigurnu i
brzu konvergenciju je u opstem slucaju dosta tezak i ne moze se resiti
na zadovoljavajuéi nacin ¢ak i u slucaju jednostavnih funkcija, kao sto
su algebarski polinomi. U disertaciji je problem pocetnih uslova izuca-
van u slucaju algebarskih polinoma i iterativnih postupaka za istovre-
meno nalazenje svih prostih nula ovih polinoma. Razvijeno je nekoliko
originalnih postupaka za ispitivanje konvergencije iterativnih postupaka
zasnovanih na dva principa: principu korekeija i principu konvergentnih
nizova.

U ovoj disertaciji posmatra se izra¢unavanje svih nula moni¢nog poli-
noma

P(z)=2"4+an 12" '+ ---+a1z+ap

stepena n > 3 sa kompleksnim koeficijentima a; € C, j =0,...,n — 1.
Pocetni uslovi za konvergenciju iterativnih postupaka za istovremeno
nalazenje svih prostih nula polinoma P, izlozeni u disertaciji, zavise
samo od koeficijenata tog polinoma, njegovog stepena n i pocetnih
aproksimacija z§0), Jids ’27(10)' S obzirom da je konvergencija iterativnih
postupaka za nalazenje nula date funkcije strogo povezana sa distribu-
cijom njenih nula, mera razdvojenosti nula je uzeta kao argument koji
se pojavljuje u pocetnim uslovima. Umesto nepoznatih nula, za ovu
meru uzeto je minimalno rastojanje izmedu pocetnih aproksimacija

d® = min |z(0) - z(.O)l
1<i,j<n ' ° 7 r
J#i

Bliskost pocetnih aproksimacija trazenim nulama je, takode, vazan para-
metar koji utice na konvergenciju primenjenog postupka. Mera ove

LS L




1.1 Uvod 3

bliskosti moze se zgodno izraziti pomoéu veli¢ine oblika

gde je F(z) # 0 za svako z koje pripada okolini nule ¢ polinoma P.
Opsezna istrazivanja izlozena u radovima [61], [64], [65], [68], [69], [70],
[71], [75] kao i u radovima kineskih matematicara [98] i [100], pokazala
su da su pocetni uslovi oblika

¥

w® < ¢,d?, (1.1)
gde je PG|

1
w(o) = max ———————————

1<i<n H '21(0) i z’(CO)‘,
J#i
veoma efikasni kod najcesce koriséenih iterativnih postupaka za istovre-
menu aproksimaciju nula polinoma. Veli¢ina ¢, zavisi samo od ste-
pena polinoma n i naziva se n-faktorom. Glavna paznja pri konstrukciji
pocetnih uslova oblika (1.1) posvecena je nalazenju $to je moguce veceg
n-faktora c,.

Veéi deo disertacije sastoji se od originalnih rezultata. Oni pred-
stavljaju poboljsanja rezultata koje sam dobio u svojim trogodinjim is-
trazivanjima i koji su publikovani u poznatim inostranim casopisima za
primenjenu matematiku i racunarske nauke Intern. J. Comput. Math.
65], J. Comput. Appl. Math. [68], BIT [70], Numerical Algorithms
(71], Comput. Math. Appl. [75], domaéim Casopisima Novi Sad Journal
of Mathematics [31], [32], Scientific Review [64] i saopsteni na medu-
narodnim i domaéim nauc¢nim konferencijama.

Ovaj rad se sastoji od sledecih poglavlja:
1. Uvodni deo;
Simultani postupci za nalazenje nula polinoma;
Sigurna konvergencija: princip korekcija;

Sigurna konvergencija: princip konvergentnih nizova;

oo W oW
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4 1. Uvodni deo

Prvo poglavlje je preglednog karaktera i ne sadrzi nove rezultate. U
odeljku 1.2 uvedene su neke oznake koje su ¢esto koristene u disertaciji,
kao i neke definicije, leme i teoreme. Vaznost problema izbora pocet-
nih aproksimacija koje obezbeduju sigurnu konvergenciju primenjenog
algoritma za resavanje nelinearne jednacine f(z) = 0, kao i kratak is-
torijat ovog problema, dati su u odeljku 1.3. Teorija tackaste ocene
koja daje uslove za sigurnu konvergenciju iterativnog postupka datira
iz 1981. godine kada je Smale [89] uveo pojam aproksimativne nule
kao pocetnu tacku koja obezbeduje konvergenciju Newtonovog postupka
(videti definiciju 1.9).

U istom odeljku dat je kratak pregled poznatih rezultata koji se
odnose na aproksimativne nule i konvergenciju Newtonovog postupka,
Chen [11], Smale [89], [90], kao i postupaka viseg reda ukljuc¢ujuéi pos-
tupak Euler-Chebysheva i Halleyev postupak treceg reda, razmatranih
u [12].

Problem lokalizacije nula polinoma, koji je veoma znacajan pri resa-
vanju polinomnih jednacina, razmatran je u odeljku 1.4. Naveden je
sledeé¢i vazan rezultat dokazan u monografiji [69] autora M. Petkovica,
D. Hercega i S. 1li¢ koji koristi Weierstrassovu korekciju

P(zi)

Iz - z)

i

W; =

Teorema 1.1 Neka je za fiksno n > 3

1

Cn:An+B’

A>2 B>(2-A)n
1 neka vazi

w < Cpd.

Tada su diskovi

An+ B An+ B
Dl={z;—_w } i, o fpedn b B
4 (A—l)n+Bl 1l - (A—l)n-i—BIW"|

medusobno disjunktni i svaki od njih sadrzi jednu i samo jednu nulu
polinoma P.




1.1 Uvod 5

Ovaj rezultat ima jednu od klju¢nih uloga pri konstrukciji jednog
originalnog pristupa za ispitivanje konvergencije simultanih postupaka,
izlozenog u cetvrtom poglavlju i primenjenog na neke postupke za is-
tovremeno nalazenje nula polinoma. U okviru odeljka 1.4 dat je kratak
pregled funkcija iz programskog paketa Mathematica koje mogu da se
koriste za lokalizaciju i izolovanje nula polinoma.

U nekim slucajevima koris¢enje kompleksne kruzne intervalne arit-
metike predstavlja vrlo efikasan postupak za nalazenje granica nekih
veli¢ina u kompleksnoj ravni koje se javljaju u iterativnim formulama.
Zbog toga je u odeljku 1.5 dat kratak pregled osnovnih osobina i ope-
racija kruzne kompleksne aritmetike.

U drugom poglavlju data je kratka istorija razvoja iterativnih pos-
tupaka za nalazenje nula polinoma, sa posebnim osvrtom na postupke
za istovremeno nalazenje prostih nula polinoma. U odeljku 2.2 kratko
je opisan nacin dobijanja simultanih postupaka zasnovanih na relaciji
nepokretne tacke i navedeno je nekoliko najéesce koris¢enih postupaka:
Weierstrassov, Ehrlich-Aberthov, Ehrlich-Abethov sa Newtonovom ko-
rekcijom, Borsch-Supanov, Borsch-Supanov sa Weierstrassovom korek-
cijom, Tanabeov, zatim postupak kvadratnog korena, Wang-Zhengov
postupak i familija simultanih postupaka Hansen-Patrickovog tipa.

Originalni rezultati su prikazani u trecem i cetvrtom poglavlju. Kao
s5to je veé refeno, brojna istrazivanja su pokazala da su pocetni uslovi
za konvergenciju simultanih postupaka u oblika (1.1) dosta pogodni.
(Jlavna tema istrazivanja u ovoj disertaciji je usmerena ka nalazenju
sto je moguce veteg faktora ¢, jer se time eliminise potreba za izborom
vrlo bliskih pocetnih aproksimacijama. Rezultati dobijeni u disertaciji
popravljaju n-faktor ¢, za sve razmatrane postupke u odnosu na fak-
tor ¢, koji je dobijen u nedavno publikovanim radovima [31], (32], [61],
(65], (68], [70], [71], [75], [98], [99], [100], [101], [102], i monografiji [69].
Stavige, kod vecine postupaka dobijene su optimalne vrednsoti ¢, (u
smislu da se ne mogu povecati) sa stanovista izlozenih pristupa: prin-
cipa korekcije (trece poglavlje) i principa konvergentnih nizova (¢etvrto
poglavlje).
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U treéem poglavlju najpre je opisan princip korekcije ve¢ izlozen u
radu [70] M. Petkovi¢a, . Hercega i S. Ili¢c. Posmatrani su iterativni
postupci za istovremeno nalazenje svih nula polinoma u obliku

2™ =M o™, ™), i€, m=0,1,.., (L2

)

gde je I, = {1,...,n} indeksni skup, zgm), . s By zSZ") aproksimacije prostih

nula (;,...,(, respektivno, dobijene u m-toj iteraciji, i

gy Ci(zgm), ..., 2tm)

1

iterativna korekcija. Istrazivanja su ogranicena na korekcije oblika

Ci(z) = 5((2))’

(1.3)

gde je F(z) # 0 za svako z iz okoline nule ¢;. Ova klasa je prili¢no siroka
i ukljucuje najcesce koristene postupke za istovremeno nalazenje nula
polinoma. Princip korekcije je zasnovan na sledecoj vaznoj teoremi o
konvergenciji iterativnih simultanih postupaka.

Teorema 1.2 Neka je C; iterativna korekcija oblika (1.3) pri ¢emu je
F(2)5£.0 28 2 2=(; 2= zl(m),i €I,, m=0,1,..., i neka je g(t) realna
funkcija definisana na intervalu (0,1) pomoéu

1+ 2t, 0<t§%
g(t) =

i l<t<1

1% #9 i

Ako za neko v € (0,1) iz pocetnog uslova (1.1) sledi

@ |c™| <qletm)], i€ L, m=0,1,...,
" 0 0 TR dg
@) |27 >g0) (1ICV1+1671), #3400 € I,

tada je iterativni postupak (1.2) konvergentan.

L e T N R ———



1.1 Uvod 7

Ova teorema je poboljsanje teoreme iz rada [70] u kojoj je funkcija

14
t:——
9(t) el

sto je vece za fiksno t u poredenju sa izrazom za g datim u teoremi 1.2.

Teorema 1.2 primenjena je za nalazenje pocetnog uslova za sigurnu
konvergenciju Weierstrassovog postupka (odeljak 3.2), Borsch-Supano-
vog postupka (odeljak 3.3), Tanabeovog postupka (odeljak 3.4) i familije
simultanih postupaka Hansen-Patrickovog tipa (odeljak 3.5). U ovom
poslednjem slu¢aju primenjen je originalan postupak za ocenu modula
nekih kompleksnih veli¢ina korig¢enjem kompleksne kruzne aritmertike.
Za svaki od navedenih postupaka diskutovana je optimalna vrednost n-
faktora c,. Dobijene vrednosti za ¢, su vete u odnosu na one date u
okviru teorema za konvergenciju cetiri pomenuta postupka analizirana
u [60], [69], [71], [100], [109], sto drugim rec¢ima znaci da su oslabljeni
uslovi za konvergenciju ovih postupaka.

Pristup korekcije koristi pocetne uslove oblika (1.1) i sastoji se iz
slede¢a Cetiri koraka:

1. Sa pogodno izabranom konstantom ¢, odreduju se konstante f3,,, An
i 6, tako da vazi

w® < ¢, d®, (1.4)
Bu<l  9(Bn) < 5 (15)
n 4 ) g n 2)\77,’ .
bn <1—=2X,. (1.6)
2. Pod uslovom (1.4) indukcijom se dokazuje da vazi
w™D) < e d™t) m=0,1,... (1.7)
1
]w}m“), gén‘Wi(m)‘, N R o (1.8)

3. Dokazuje se da vazi prvi uslov teoreme 1.2

‘c}m“)\gﬂnjcf’")\, iel,, m=0,1,... (1.9)
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i nejednakosti

e

An

4. Na osnovu prva tri koraka pokazuje se da su diskovi

$i={#%9B2|C?|}, i€k

medusobno disjunktni, §to dokazuje da vazi i drugi uslov teoreme
1.2. Sada, sa v = f3,,, konvergencija iterativnog postupka (1.2) sledi
kao direktna posledica teoreme 1.2.

Cpﬂg‘u4®L i € In. (1.10)

04

2

Vazno je napomenuti da je osnovna ideja da se za svaki pojedinacni
postupak izborom konstante ¢, ostale konstante é,, v, i A, odreduju
kao funkcije od ¢, tako da vaze uslovi (1.4) i (1.5) i da se na osnovu
njih dobije (1.7), (1.8), (1.9) i (1.10). Na taj nacin, ako su pocetne
aproksimacije zl(o), i € I, izabrane tako da vazi (1.1), dakle, uslov
postavljen u jednoj tacki, iterativni postupak (1.2) konvergira.

U cetvrtom poglavlju dat je originalan prilaz za ispitivanje konver-
gencije simultanih postupaka zasnovan na principu konvergentnih nizova

{ugm)}, X {uslm)}, gde je
w™ =2™ _¢. iel, (1.11)

Ovaj pristup takode koristi pocetne uslove oblika (1.1) i sastoji se iz
sledeca tri koraka (odeljak 4.1):

1. Pod uslovom (1.1) teorema 1.1 daje inkluzivne diskove
d
20 - Lo 1 _wol e,
1=nec,”

Ako se n-faktor ¢, izabere tako da su ovi diskovi medusobno dis-

Junktni, tada svaki od njih sadrzi jednu i samo jednu nulu polinoma
P. Odavde sledi da je

0 0 1 0
R R e L

T T—
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Ova nejednakost ima vaznu ulogu u analizi konvergencije nizova

{zfm)} koji se dobijaju pomo¢u posmatranog simultanog postupka.
2. U slede¢em koraku izvode se nejednakosti
d<a(n)d, i |Wi|<B®)|Wil|, i€l

koje ukljuéuju minimalno rastojanje i Weierstrassovu korekciju u
dve uzastopne iteracije. Simbol ,"“ oznacava velicine dobijene u
narednoj iteraciji. n-faktor ¢, koji se javlja u uslovu (1.1) treba
da bude tako izabran da daje takve vrednost a(n) i ((n) koje
obezbeduju implikaciju

w<epd = W< cpd.

Primetimo da ¢e gornja implikacija vaziti ako je a(n)B(n) < 1.

3. U poslednjem koraku izvode se nejednakosti oblika

T

™| < A, ™)™ P (Y™ i€ T, m=0,1,...
J#i

i dokazuje da svi nizovi {|u§m)|} teze nuli pod uslovom (1.1), sto

znaci da zi(m) — (; za svako i € I,. Red konvergencije nizova (1.11)
jep+qr.

Princip konvergentnih nizova primenjen je za konstrukciju pocet-
nih uslova oblika (1.1) koji garantuju konvergenciju Ehrlich-Aberthovog
postupka (4.3), Ehrlich-Aberthovog postupka sa Newtonovom korekci-
jom (4.22), Bérsch-Supanovog postupka sa Weierstrassovom korekcijom
(4.44) i Wang-Zhengovog postupka (4.63). Novi n-faktori su poboljsani
(imaju vecu vrednost) u odnosu na one koji su za pomenute postupke
dobijeni u nedavno publikovanim radovima [64], [68], [70], [72].

Na kraju, kao peti deo, navedena je literatura koja je direktno ko-
rig¢ena ili citirana u radu.
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1.2 Neke oznake, definicije i teoreme

Koristi¢emo sledece oznake:

N — skup prirodnih brojeva,

C — skup kompleksnih brojeva,

Cm — vektorski prostor uredenih n-torki kompleksnih brojeva,
K(C) — skup diskova u kompleksnoj ravni,

mid Z — centar diska Z € K(C),

rad Z — radijus diska Z € K(C),

{e;r}={2€C:|z—¢| <r} - disk sa centrom c i radijusom r,
x=[ry,...,2,)" — vektor kolona sa komponentama x;,

x| — transponovani vektor vektora z,

foet., {:c(k)} — niz brojeva, odnosno vektora,

P®)(2), — k-ti izvod polinoma P(z) u tacki z;,

f®)(2), — k-ti izvod funkcije f(2) u tacki z;,

n
[Isi =115

J# i=1
J#i
n

E :Sj o E :Sj’
J#i i=1
J#1

Luz=dLlecccin}s sn &N,

za prirodan broj n > 3, sa P (z) oznatavamo moni¢ni polinom ste-

pena n sa kompleksnim koeficijentima a;,i = 0,...,n — 1, i prostim
nulama (;,j € In, tj.

P(2)=2"+apn12" '+ ---+a1z+ap

Ci?égj, 'L#], i’jEInd

T —
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e Weierstrassove korekcije

ik
W (z) = i, iel, =ze€C,
[[Gz-2)
i
W;=W;(z), z€C, i€l,,
Iz (zEm))
Wi(m): oz eC. e Ly wwm =010
T
i J
J#i

e maksimalna vrednost Weierstrassovih korekcija u m-toj iteraciji

w™) = max W'i(m)‘, m=0,1,...,

1<i<n

. inimal W ksi .. _(m) (m)
minimalno rastojanje aproksimacija z; *,..., 2n

d™ = min zl(m)— (m)

2y o e = Ul - o
1<i,j<n ’
i#] B
2
e Newtonove korekcije N (z;) = P’((ZJJ-))’ € dns
1 .
¢ Spi=Y — k=12, i€l,
7 (2 — )
| .
o Zk‘,,i:z——_—-za k:1727 le[na
7 (2= G5)
N; .
e XN;i= Ll WS
i ; (2i — 2j + Nj)(zi — 2)) ’
W; :
[ ] ZWi = = 3 1 € In,
’ ; (2 — 2)(2i — %)
) Ui‘—‘zi—Cia iEIn,
e kada se veli¢ina ® izracunava jednom pomocu zgm), e ,z,(zm), a drugi
put pomocu z§m+1), A .,zimﬂ) , a nije vazno da se naglasi konkretna

vrednost za m, pisacemo kratko @, odnosno ®. Tako éemo umesto Wi(m)
i wmH) pisati W; i W: umesto w(™ i w(™*1) kratko w i @; umesto

1

d™ i d(m+1) samo d i d itd.
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Lema 1.3 Ako su(y,...,C, proste nule polinoma P onda je h

n

1 P(2) _ y - 1 1
N(Z)— P (2) —ZZ_Ci—ZZ—Cj+Z_<i.

i=1 j#i

Lema 1.4 Za medusobno razlicite vrednosti z1,...,2n vazi

Plz).= (Z thlizv + 1) H(Z — 2).

=1 i=1

Lema 1.5 ([8]) Ako su z1,...,2n medusobno razlicite vrednosti, onda
je

W.

D ot

P (z) 1 ey
Zzi—zj+ LV,‘

J#1

Lema 1.6 Za Weierstrassove korekcije vazi

W = i 1+Z<Wj
PRl

Lema 1.7 ([69]) Za medusobno razlicite vrednosti z1,. .., 2n VaZi

. P(Zz) ) lli(S% +S2i)
i §2;+ 824) = mr—t—=—~
( ) 2P (zi)( 1 2, ) 2(1 =t Uizl,i) ’
(ii) P (Zi) " 22171 — lL,Z%,i ar lLiZQ,i
2P (z1) 2(1 4 u;214) ’

P’(Zi) P"(Zi) 2% 2“1'21,1' = U?E%,i + U?ZQJ‘

(417) P(z) - 2P'(z) -, 2u; (1+ uigl,i)
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Lema 1.8 Za medusobno razlicite vrednosti 21, . .., %, i za medusobno
razlicite vrednosti zy, . . ., z, neka je
. e Ry :
lﬁnlly;r%n lzl zj' . In’
i#]

1

|2 — 2| € Xad, Vel (1.12)
Tada je

15— 2| > (1= An)d, i€ I,

|2i—2j|2(1—2)\n)d, 1 € I,

5 21
i — Zj Ao \"
=& [l S
Héi—éj _<+1—2/\n>

j#i

Dokaz. Ocigledno vazi

|éi—zjl 2 Izi——zj|—|2i—zi| Zd—/\ndZ(l—/\n)d,

1
|2: — 2] = |2i — 2] — |2 — 2| = |25 — 2| Z2d = And — And > (1 - 2)) d.

1z
?:'i — Zj 2j S Zj
— 1+ - -
Hi‘i—éj H( Zi—zj)
i i
i
Zj — 2| o And Xt
% — 2| = =2 (L 2]

direktno sledi

ez - I
2 — 2

JF#i
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1.3 Aproksimativne nule i konvergencija
iterativnih postupaka

Jedan od najznacajnijih problema u resavanju jednacine f(z) =0 je
odredivanje takvih pocetnih uslova koji obezbeduju sigurnu konvergen-
ciju posmatranog numerickog postupka. Tradicionalni prilaz ovom prob-
lemu zasniva se na asimptotskoj analizi konvergencije, koja ¢esto sadrzi
nepoznate parametre (konstante ili ¢ak i trazene korene jednacine). Ovi
rezultati su ¢esto samo od teoretskog znacaja i daju samo kvalitativni
opis osobina konvergencije. Zbog toga je potrebno obezbediti prakticno
primenjive uslove koji garantuju sigurnu i brzu konvergenciju. Ovi uslovi
bi trebalo da zavise samo od dostupnih podataka, na primer, od poz-
natih karakteristika date funkcije f i pocetne aproksimacije.

Problem izbora pocetnih aproksimacija koji obezbeduje sigurnu kon-
vergenciju posmatranog postupka je veoma tezak i ne moze biti reen na
zadovoljavajuéi nacin u opstem slu¢aju, ¢ak ni u slu¢aju jednostavnih
funkcija kao sto su algebarski polinomi. Teorija tackaste ocene daje
uslove i oblast konvergencije za resavanje jednacine f(z) = 0 koristeci
samo informacije o funkciji f i pocetne aproksimacije. Ova teorija se
pojavila 1981. godine, kada je Smale [89] uveo pojam aproksimativne
nule kao pocetne tacke koja obezbeduje konvergenciju Newtonovog pos-
tupka. Posle toga su Kim, u svojoj disertaciji [39] i Smale, u radu [90],
nezavisno jedno od drugog uveli pojam a-testa za Newtonov postupak.

Nadalje ¢emo posmatrati samo slucaj jedne jednacine sa jednom
nepoznatom, sa napomenom da ovi rezultati vaze i za sisteme nelinear-
nih jednacina, pri ¢emu treba modul zameniti normom.

Newtonov postupak i njegove modifikacije se ve¢ dugo koriste za resa-
vanje jednacina i sistema jednacina. Ovaj postupak za reSavanje jed-
nacine f(z) =0 glasi

o e Kl f (zm) ¥
m+1 Zm f’ (Zm), = 0,1,... (113)

1 startuje sa po¢etnom vredno$éu zp. Ako je ova pocetna vrednost dobro
izabrana, niz {2,,} konvergira veoma brzo.

P G ——



1.3 Aproksimativne nule i konvergencija iterativnih postupaka 15

U opstem slucaju se ne zna mnogo o oblasti konvergencije i tesko je
odrediti uslove koji garantuju konvergenciju. Kada se radi o jednacini
sa jednom nepoznatom, konvergenciju Newtonovog postupka proucavao
je jos Fourier [19]. Kasnije je Kantorovich [36] dao dokaz konvergen-
cije Newtonovog postupka u Banachovim prostorima. Ovaj fundamen-
talni rezultat od teorijskog i prakti¢nog znacaja pokrenuo je niz radova:
Gregg i Tapia [25], Kantorovich i Akilov [37], Ostrowski [54], Rall [82],
Traub i Wozniakowski [94]. Kantorovichev pristup dominira u literaturi
iz ove oblasti i koristi pretpostavke koje treba da vaze u svakoj tacki
domena konvergencije. Sa druge strane, Smale [89], [90] posmatra uslove
samo u jednoj tacki.

Prve racunski proverljive rezultate koji se odnose na oblast konver-
gencije dobili su Shub i Smale [87], [88] i Smale [89]. Kasnije, Smale [90]
predlaze drugu strategiju zasnovanu na podacima u tacki da bi dokazao
konvergenciju Newtonovog postupka u Banachovom prostoru.

Pocetna vrednost za koju posmatrani postupak brzo konvergira ka
resenju date jednacine naziva se aproksimativna nula. Ovaj pojam uve-
den je sledecom definicijom, videti [90].

Definicija 1.9 Tacka zg € C je aproksimativna nula funkcije f za pos-
tupak reda konvergencije k

Zm+1 Zd)k(zm), m=0,1,...

ako postoji pozitivan broj q < 1 takav da vaZzi

Flem) | i gomeia| o) i
f,(zm)‘ . £, U8 il
Neka je
i @]
12 =S T )
Funkcija
(e, 1) = | 55 )
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ima vaznu ulogu u formiranju testa za aproksimativne nule. U cilju
utvrdivanja konvergencije Newtonovog postupka, Smaleova teorija (90]
koristi informaciju o funkciji f u tacki zp umesto uslova na celoj oblasti
kao kod Kantorovicha [36]. Smaleov fundamentalni rezultat dat je u
slede¢oj teoremi.

Teorema 1.10 Ako je za zy ispunjen uslov

a(zo, f) < ap = 0.130707, (1.14)
onda je Newtonov postupak (1.13) dobro definisan i vazi
|Zm+1 — 2m| < ¢*" "'z — 20|, m=0,1,...,
gde je
q= a(z0, /) Y(r) =2r —4r + 1.

(20, f))?’

Ocena iz teoreme 1.10 ukazuje na kvadratnu konvergenciju Newto-
novog postupka. Naime, iz (1.13) sledi

|zm+1 _zm| Sq2m_1 |21 "_20'7 m=071)"'

2

sto obezbeduje sigurnu konvergenciju Newtonovog postupka sa pocet-
nom aproksimacijom zg.

Kim [39] je u svom a-testu nasla ag = 1/54. Kasnije je poboljsala
konstantu na ag = 1/48, ali samo za jednu jednacinu sa jednom nepoz-
natom. Wang i Han [98] su dobili

ap = 3 — 2v/2 2 0.171573 > 0.130707,

§to je poboljsanje Smaleovog rezultata. Wang i Zhao [100] su dalje

poboljsali ove rezultate pod slabijim pretpostavkama. Nova poboljsanja
Smaleovih rezultata data su u [97].

Chen [11] je posmatrao konvergenciju uopstene klase kvadratno kon-
vergentnih postupaka. U specijalnom sluc¢aju dobio je sledeci rezultat
za Newtonov postupak.




1.3 Aproksimativne nule i konvergencija iterativnih postupaka 17

Teorema 1.11 Ako za zy vazi

f(z0)
f'(z0)

onda je zy aproksimativna nula funkcije f za Newtonov postupak.

(v4(20) +1) < 0.1423,

Smaleove rezultate [90] uopstio je Curry [12] za postupke viseg reda.
On je takode posmatrao i familiju postupaka Eulerovog tipa.

Dva postupka treceg reda koji su od prakti¢nog znacaja su postupak
Euler—-Chebysheva

s = o — 0L (1 Sy
m+1 m f/(Zm) 1+ 2(f’(zm))2 3 0,1,... (115)
i postupak Halleya
T, 1730 ) 1 h
Zovkl = Zm Flzm) g e o)’ m=11.... (1.16)
2(f'(2m))?

Curry [12] je dokazao sledece teoreme koje se odnose na aproksimativne
nule i konvergenciju ova dva postupka.

Teorema 1.12 Ako je ag < 0.11565 i ako za zp vaZi a (29, f) < ao,
tada postupak Buler—Chebysheva (1.15) konvergira i vaZi

f(zm) 1\*" 7| £(20)
Fzm)| = (2> F(z0)

Teorema 1.13  Ako je ap < 0.11283 i ako za 29 vazi a(zo, f) < ao,
tada je zo aproksimativna nula Halleyevog postupka (1.16) 7 vazi

\JJ’C’((Z)) . (%)3"‘—1 J{’((Zz?)))

Posle Smaleovog pionirskog rada, pojavio se veliki broj rezultata iz
ove oblasti od kojih navodimo [11], [12], [39], [40], [60], [61], [65], [70],
(72], (98], [100], [109]. Vetina ovih radova odnosi se na simultano odredi-

vanje nula polinoma.

A e

s pE=l e
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U slu¢aju polinoma
P(z) = 2" + an-12""' + - + a1z + ao,

koji je glavna tema naseg razmatranja, pocetni uslovi bi trebalo da budu
funkcije koeficijenata polinoma, tj. vektora

are=lagyiy. ,an_l]T J

njegovog stepena n i pocetnih aproksimacija, tj. vektora
T
20 = [zgo),...,zﬁlo)] .

Siroka klasa ovih uslova moze da se opise nejednacinom

#(z9,a,n) <0. (1.17)

Poznato je da je konvergencija bilo kog postupka za nalazenje nula
date funkcije strogo povezana sa rasporedom njenih nula. Ako su nule
dobro razdvojene, ve¢ina postupaka pokazuje dobre konvergentne karak-
teristike. Nasuprot tome, ako su nule bliske, tj. ako se pojavljuju
grozdovi nula, ve¢ina algoritama ili ne konvergira, ili zahteva veoma
dugotrajno racunanje. Na osnovu ovoga moze se zakljuciti da mera
razdvojenosti nula treba da bude uzeta kao argument funkcije ¢ date u
(1.17). Posto su tacne nule ¢, ..., (, nepoznate, preostaje da se radi sa
minimalnim rastojanjem izmedu pocetnih aproksimacija

d® = min |2? - Z('O).
1<ij<n| * J |7
1#]

Bliskost pocetnih aproksimacija takode ima uticaja na konvergenciju

posmatranog postupka. Mera te bliskosti moze se adekvatno izraziti
preko funkcije

PG
=126

gde je Q(z) # 0 za z iz okoline nule {. Na primer, u slu¢aju da su nule
posmatranog polinoma proste, svaki od slede¢a tri izbora daje dobre

’
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rezultate:

Pk)(2)

Q@I = IP'(2)I sup |77

k>1

Koriste¢i minimalno rastojanje izmedu pocetnih aproksimacija i ve-
licinu u (2) , umesto uslova (1.17) moze se uzeti uslov

0 (u(o),d(o),n) <0, (1.18)

pri cemu u(?) zavisi od P, Q u pocetnoj tacki 20,

Na osnovu rezultata prikazanih u radovima [31], [32], [60], [61], [64],
65], [68], [72], [75], [99] i [100] sledi da se pogodni pocetni uslovi, koji
obezbeduju sigurnu konvergenciju iterativnih postupaka za simultano
odredivanje nula polinoma, mogu iskazati pomo¢u minimalnog rasto-

el B . . (0 0) . :
janja izmedu pocetnih aproksimacija zg ), o ,z,(l) i maksimalne vred-

nosti Weierstrassovih korekecija w(®) = max }Wi(o)’ u tim tackama u ob-
liku

w® < ¢, d®. (1.19)

Napominjemo da je (1.19) specijalan slucaj uslova (1.18). Velicina ¢y,
koja zavisi samo od stepena n polinoma, naziva se n-faktor. Poslednjih
nekoliko godina posvecuje se posebna paznja povecanju n-faktora c,,
jer se na ovaj nacin oslabljuje uslov (1.19). Naime, malo ¢, zahteva
da vrednosti (po modulu) Weierstrassovih korekcija Wi budu male, sto
dalje znaci da pocetne aproksimacije treba da budu dovoljno bliske.

1.4 Lokalizacija nula polinoma

Problem lokalizacije nula polinoma, ponekad tretiran kao ,geometrija
nula®, Gesto je razmatran u literaturi (videti monografije [27] 1 [43] i
literaturu citiranu u njima). Medutim, jo$ uvek ne postoji algoritam
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visoke racunarske efikasnosti, koji bi izolovao nule u dovoljno malim
disjunktnim diskovima i odredio njihove vigestrukosti. O tome svedoce
i brojni radovi i doktorske disertacije na ovu temu objavljeni nedavno.
Ovde je posebno vazno napomenuti da se gotovo sva istrazvanja obav-
ljaju uz primenu racunara, kako bi se brzo i ta¢no analizirali predlozeni
algoritmi.

Problem odredivanja broja nula analiticke funkcije i njihovih vise-
strukosti moze se resavati i pomoc¢u Cauchyjeve teoreme, kao Sto je
uradeno u [27) i [47]. Naravno, ovi rezultati se tada mogu lako primeniti
i na odredivanje broja nula polinoma u posmatranoj oblasti.

Neka je D prosta povezana oblast u C i neka je f: D — C analiticka
funkcija na D, a I pozitivno orijentisana Jordanova kriva u D, koja ne
prolazi ni kroz jednu nulu funkcije f. Oznacimo sa N broj nula funkcije f
koje pripadaju unutragnjosti krive I', brojeci pri tome svaku nulu onoliko
puta kolika je njena visestrukost. Tada je na osnovu Cauchyjeve teoreme

L (13,

C2mi ) f(2)
|73

Ova formula dozvoljava izra¢unavanje broja N pomo¢u numericke inte-

gracije. Dobre i loge strane ovakvog racunanja broja N analizirane se u
doktorskoj disertaciji Kravanje [41].

Integralna reprezentacija broja N je povezana sa principom argume-
nata (videti [27]), tj. broj N se moze odrediti kao

= o fare £ (2);er-

]\Y

.U- stvari, N je broj ,obilazaka® krive f(I') oko koordinatnog pocetka
i jednak je broju nula funkcije f. Ako se kriva I' medusobno razlicitim

tactkama cy, ..., ¢, podeli na m segmenata, sa ¢,,41 = ¢1, onda je
1 m
N=o arg (f(ck+l)) ’
27—~ f (ex)
ako je

‘largf(Z)]ze[wM] < 7y k= L oot (1.20)
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Drugim rec¢ima, ako vazi (1.20), onda se broj nula N moze izracunati jed-
nostavnim racunanjem vrednosti funkcije f u tackama cy, ..., cp. Ovaj
pristup je osnova Henricijevog algoritma razvijenog u [27]. Nazalost,
uslov (1.20) nije lak za proveravanje za proizvoljnu analiticku finkciju f.
Ako je izbor tacaka cy,..., ¢, neadekvatan, moze se dobiti i pogresno
N. U tom smislu Henricijev algoritam nije pouzdan, a isto vazi i za
numericku integraciju. U stvari, konacan broj vrednosti funkcije f ili
njenih izvoda nije uvek dovoljan da se odrede sve nule funkcije f, ¢ak
i u slucaju kada je f polinom. Ovo je dokazao Ying u svojoj dok-
torskoj disertaciji [108]. Zbog toga je Kravanja razvio algoritam, bazi-
ran na teoriji formalnih ortogonalnih polinoma, kojim se racunaju i
aproksimacije nula i njihova vigestrukost. Ovaj algoritam ne zahteva
pocetne aproksimacije nula i daje tacne rezultate. Kravanja pri tome
koristi rezultate Petkovica, [60], Petkovica, Carstensena i Trajkovica,
[61], Petkovi¢a i Hercega, [62] i Petkovita i Marjanovica, [74].

Prisustvo gregke pri numerickoj integraciji integrala

7 (2)
Jipeay%
I

iskoristili su u [47] Muto, Suzuki i Suzuki za formiranje novog algoritma
za izracunavanje broja N. Njihov algoritam se zasniva na analizi greske
numericke integracije i po pristupu je potpuno nov. Takode je globalno
konvergentan.

Sa razvojem programskih paketa za resavanje jednacina pojavilo se
i vige programa koji uspesno resavaju problem lokalizacije nula. U pro-
gramskom paketu Mathematica 3.0 dat je paket RootIsolation, koji se
zasniva na radu Akritasa [2]. Ovde je interesantno napomenuti da je
to u stvari implementacija Vincentove szaboravljene“ teoreme iz 1836.
godine [95)].

U [28] i [29] dat je postupak za lokalizaciju nula polinoma pomoc¢u
testa iskljucenja predlozenog u [59], za koji je u programskom paketu
Mathematica 3.0 napisan odgovarajuci program.

Programski paket Mathematica 3.0 sadrzi vige funkcija i pakete koji
se odnose na rad sa polinomima i mogu se koristiti za odredivanje broja
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nula polinoma u zadatoj oblasti. Navodimo ih sa kratkim opisom.

Solve i NSolve

Funkcija
Solve[p[x] == 0, x]

resava jednacinu p (x) = 0, pri ¢emu je u nasem slucaju p (x) polinom.
Ovo je opsta funkcija koja se moze koristiti i za resavanje sistema jed-
naé¢ina uz eliminaciju promenljivih i sli¢cno. Medutim, zbog svoje opsto-
sti ona ne daje precizne rezultate kada je stepen polinoma veliki (oko
20 i vige). Tada se mogu javiti prilicno neugodne greske, na koje Solve
¢ak i ne upozorava. Funkcija NSolve bi trebalo da nalazi numericko
regenje, medutim i za nju se pokazalo da nije pouzdana za polinome
veceg stepena.

Algebra‘RootlIsolation

Paket RootIsolation sadrzi funkcije

e CountRoots([p(x], {x, z1, z2}],
e ComplexRootIntervals[p[x]] i

e RealRootIntervals([p[x]].

CountRoots broji nule polinoma p(z) = 0 u otvorenom komplek-
snom intervalu, to jest pravougaoniku odredenom dijagonalom (z,z22) ,
¢ije su stranice paralelne sa koordinatnim osama. ComplexRootInter-
vals i RealRootIntervals nalaze intervale koji sadrze nule polinoma
f (z) . Medutim, iako su re$enja dobijena ovim paketom tacnija od onih
dobijenih funkcijom Solve, polinom mora imati racionalne koeficijente.
To znaéi da polinomi &iji koeficijenti nisu predstavljeni u vidu koli¢nika
celih brojeva ne mogu da se analiziraju. Doduse, problem realnih (t].
masinskih) brojeva se moze resiti time 3to ¢e se oni predstavljati u ob-
liku razlomaka, ali to svakako nameée dosta dodatnog posla korisniku
paketa.

]

e LD o s—
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FindRoot
Funkcija

FindRoot[A == B, {x, x0}]
ili
FindRoot[A == B, {x, x0, x1}]

trazi numericko reSenje jednacine A = B po promenljivoj x i sa pocet-
nom aproksimacijom zg, odnosno poc¢etnim aproksimacijama xg i xj.
Ona se moze iskoristiti za nalazenje jedne nule polinoma sa visokom
preciznoscu. Koriste se Newtonov postupak ili neke modifikacije pos-
tupka secice, u zavisnosti od toga da li je zadata jedna ili dve pocetne
aproksimacije. Medutim, ovde se postavlja pitanje lokalizacije nula, kao
i problem nagomilavanja greske ako se FindRoot koristi u kombinaciji
sa deflacijom. Obi¢no je FindRoot pogodan za interaktivni rad, kada se
graficki lokalizuju nule. Ukoliko pocetne vrednosti nisu dobro odabrane,
moguce je da postupak i divergira. To se moze spreciti koris¢enjem
funkcije oblika

FindRoot[lhs == rhs, {x, x0, xmin, xmax}],

gde se iterativni postupak prekida ukoliko aproksimacija izade iz zadatog
intervala (zmin,zmax).

Izbor pocetnih oblasti koje sadrze nule polinoma usko je povezan sa
uslovima za konvergenciju iterativnih postupaka. U ovom delu posma-
tracemo pocetnu oblast koja zavisi samo od aproksimacija zgo), e ,z,(lo)

prostih nula ¢y, ..., , posmatranog polinoma P i njegovih koeficijenata.

Neka je

1

P(z)=2"4+an12"" " +---+az+ap (1.21)

moniéni polinom sa prostim nulama Cq,---,Cy,. Pretpostavimo da su
z%o), Ly zr(lo) dobre aproksimacije nula polinoma P. U radu [6] dokazana
je sledeca teorema.
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Teorema 1.14 Ako su diskovi
0w, i€,

medusobno disjunktni, tada svaki od njih sadrzi tacno jednu nulu poli-
noma P.

Znatno poboljsanje ovog rezultata dato je u sledece dve teoreme
dokazane u monografiji [69] autora M. Petkovica, D. Hercega i S. Ilic.

Teorema 1.15 Neka je za fiksnon > 3
1

— >92 B>((2-A
An + B’ 422 2.4 i

c‘n —
i neka vazi
w® < ¢, d?. (1.22)
Tada su diskovi
e 3,0 _ (0, 4 w® el
4% {% W;’m—1m+B|1|}’z€"’
medusobno disjunktni i svaki od njih sadrzi taéno jednu nulu polinoma
B

Teorema 1.16 Pod pretpostavkama teoreme 1.15 svaki od diskova
e_J @ An+B (0) ,
D; : {zi ’(A—l)n+BlWi | ¢, €Iy,

sadrzi tacno jednu nulu polinoma P.

Iako svaki disk D} ima veci poluprecnik od odgovarajuceg diska D; iz
teoreme 1.15, racunanje sa diskom D} je jednostavnije. Ova pogodnost
¢e biti iskoris¢ena kasnije za ocenu razlike 21(0) - (;-

Iz teorema 1.15 i 1.16 vidimo da malo ¢, ima za posledicu inkluzivne
diskove malog poluprecnika, ali u tom slucaju uslov (1.22) zahteva da
w(®, odnosno, veli¢ine |VV‘(O)I , budu veoma male. Sada se postavlja pi-
tanje da li je bolje povecati n-faktor ¢, i oslabiti uslov (1.22), ili smanjiti

— e e——

S—
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¢, 1 time dobiti manje inkluzivne diskove. Da bismo dali odgovor na
ovo pitanje najpre napomenimo da su mali diskovi potrebni uglavnom
da bi se pojednostavila teorijska analiza. U praksi iterativni postupci
konvergiraju i kada se pode od ve¢ih diskova kao domena konvergencije.
Na kraju treba napomenuti da malo ¢, moze da bude uzrok teskocama u
realizaciji nejednakosti (1.22) jer malo w(?) zahteva veoma dobre pocetne
aproksimacije nula. Dakle, izbor §to je moguce veceg n-faktora c, ima
nesporne prednosti. Prema tome, moze se zakljuciti da je osnovni cilj
odrediti gto je moguce veci n-faktor ¢,, ¢ime se oslabljuju zahtevi koji
se odnose na bliskost aproksimacija zio), . & ,27(10) i obezbeduje sigurna
konvergencija iterativnih postupaka odgovaraju¢im nulama.

1.5 Kompleksna kruzna intervalna aritmetika

U poglavljima 3 i 4 koristimo kompleksnu kruznu intervalnu arit-
metiku da bismo dobili neke ocene i granice. U ovom odeljku dajemo
kratak pregled osnovnih osobina i operacija kruzne kompleksne inter-
valne aritmetike. Za vise detalja pogledati monografiju [3] Alefelda i
Herzbergera.

Disk Z sa centrom ¢ = mid Z i poluprec¢nikom r = rad Z oznacava se
sa
Z={¢gr}={z:|z—¢ <}
Skup svih kompleksnih kruznih intervala (diskova) oznacava se sa K (C) .

Ako je 0 & Z (to jest |¢| > r), onda se inverzni disk diska Z dobija
bilinearnom transformacijom

= G5 Luit £ o {1
Z —{|c|2—r2’|c|2—r2}—{z'ZEZ}’ (1.23)

sto znadi da je inverzija diska tacna operacija. Isto vazi i za sabiranje i
oduzimanje diskova.

Ako je Zp = {ck; Tk}, k= 1,2, onda je
e e e {Cl =C9 B +T2} = {21 +2:2€ 2,20 € Zg}.
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U opstem slucaju vazi

n n n
z={S sy
k=1 k=1 k=1

Proizvod Z1Zs je definisan kao u [23]:

Z1Zs = {cieg;|eilra + |ealm +7mire}
(1.24)

D {z122:21 € 21,22 € Z3}.

Iz (1.24) se vidi da je u opstem slucaju proizvod diskova Z;Z; uvecani
disk koji okruzuje tacnu oblast.

Na osnovu prethodnog je
Zv:Zo=71Z5" (0¢ Zy).

1z definicije (1.24) izvodi se formula
n n n
H{ck;rk} = { Ck;H(ICk|+Tk)—H|Ck|}.
k=1 k=1 k=1

k=1
Za dva diska Z) = {c1;7m} 1 Z2 = {ca; 72} vazi

n

Zy C 2 & |a—cl<r—-mn,
(1.25)
Z1iNZy = 0 & IC] — 02| >r +72.

Apsolutna vrednost diska Z = {¢;r} je definisana sa
|Z| ;= |mid Z| + rad Z = |c| + .
Vazna osobina intervalnog racuna je inkluzivna izotonost koja €ini
osnovu za veliki broj primena intervalne aritmetike. Ova osobina vazi

za Cetiri osnovne racunske operacije u kruznoj kompleksnoj intervalnoj
aritmetici (videti [3]). Naime, ako A, By €e K(C), k=1,2,1i

A C B, k=12,
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tada
A1 * A2 C B1 * B2
vazi za svaku operaciju * € {4, —,,:}.

Neka je f kompleksna funkcija definisana na disku Z € K(C). Skup
{f(2) : z € Z} nije disk u opstem slucaju. Da bi se i dalje radilo sa
diskovima, uvodi se kruzno progirenje F' funkcije f, koje se definise na
podskupu D C K (C) tako da za sve Z € D vazi:

F(Z) D {f(z):z€Z} (inkluzija),

F(z) = f(2) (restrikcija).

Za kompleksno intervalno progirenje F se kaze da je inkluzivno izotono
ako za svako Z;, Z; € D vazi implikacija

Zl g Zl = F(Zl) (_:F(ZQ)

2€Z = f(z)=F(z) € F(2).
Vazi slede¢a jednostavna, ali vazna osobina:

|f(2)] € lmid F(Z)| + rad F(Z), z€ Z. (1.26)

Kvadratni koren diska {c;r} u centriranoj formi, gde je ¢ = |c[e?’ i
lc| > r, definisan je kao unija dva diska (videti [21]):

siierki= {\/l—c_lew/Q;R}U{— |c|ei9/2;R}, (1.27)
gde je R=/Ic| = /Id| -7



2 Simultani postupci za nalazenje
nula polinoma

2.1 Iterativni postupci

Problem nalazenja nula polinoma je izuzetno interesantan i veoma
aktuelan. Kroz dugu istoriju matematike sre¢u se razni postupci za
izracunavanje nula polinoma. Ako se ovde ubroji i reSavanje kvadratne
jednacine, onda se moze re¢i da se matematicari ovim problemom bave
vet oko 3500 godina. Stotinama godina ulagani su napori da se poli-
nomne jednacine rese algebarskim postupcima, tj. da se reSenja izraze
pomocu koeficijenata i konacnog broja algebarskih operacija sabiranja,
mnozenja, deljenja i korenovanja, ili kako se to jednostavnije kaze, po-
mocu radikala. U mnogim specijalnim slu¢ajevima dobijen je odgovor
na postavljeno pitanje. Tako su dobijene formule za resavanje kubne
jednacine, poznate kao Cardanove formule, i formule za resavanje poli-
nomnih jednacina cetvrtog stepena. Dalja istrazivanja u ovom pravcu
dovela su do znacajnih rezultata Abela i Galoisa. Prvo je Abel 1828.
godine dokazao da se opsta jednacina petog stepena ne moze resiti po-
mocu radikala, a dve godine kasnije Galois je dokazao da se opsta alge-
barska jednacina stepena veceg od Cetiri ne moze resiti pomocu radikala
(rezultati su objavljeni tek 1846. godine, cetrnaest godina posle njegove
smrti).

Rezultati Galoisa i ¢injenica da su formule za resavanje jednacina
treceg i cetvrtog stepena prilicno komplikovane i prakti¢no neprime-

29
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njive, ubrzali su numericki pristup resavanju algebarskih jednacina. Kao
najpogodniji pokazali su se postupci iterativne prirode.

Jedan od prvih iterativnih postupaka za resavanje jednacina dao
je Newton 1666. godine (formula (1.13)). Prvu sistematsku analizu
Newtonovog postupka uradio je njegov savremenik Raphson 1690. go-
dine. Zbog toga mnogi Newtonov postupak nazivaju i Newton-Raphso-
nov postupak. Znacaj Newtonovog postupka je veoma veliki zbog nje-
gove efikasnosti ali i jednostavnosti, tako da ovaj postupak ima veoma
siroku primenu u mnogim matematickim disciplinama. Newtonov pos-
tupak ima red konvergencije dva, §to je prvi dokazao J. Fourier [19].

Mnogi slavni matematicari bavili su se numerickim resavanjem jed-
nac¢ina i dali znacajne doprinose u ovoj oblasti. Razvoj elektronskih
racunara uslovio je pojavu mmnogih novih postupaka za resavanje jed-
nacina i omoguéio brojne modifikacije ve¢ postoje¢ih. Postoje brojne
knjige i monografije koje se bave iterativnim postupcima kako za jed-
nacine tako i za sisteme nelinearnih jednacina. Ovde navodimo samo
najpoznatije, koje se mogu smatrati nezaobilaznim pri istrazivanjima u
ovoj oblasti: [52], [53], [86] i [93].

Raniji postupci za odredivanje nula polinoma zasnivali su se na prin-
cipu deflacije. Neka je odredena jedna nula ¢ polinoma P (z) stepena n.
Ostale nule tog polinoma su nule polinoma stepena n — 1

P(z)

z—(

Posle izracunavanja koeficijenata polinoma P,_; (2) moze se izracunatfi
ponovo jedna njegova nula, tj. druga nula polinoma P (2), a zatim
se formira novi polinom reda n — 2 na ve¢ opisan nacin, itd. Kako
se u praksi svi ovakvi postupci sprovode pomoéu ra¢unara, do izrazaja
dolazi uticaj gresaka zaokrugljivanja u toku rac¢unanja kao i ¢injenica da
umesto ta¢ne vrednosti nule polinoma poznajemo samo njenu aproksi-
maciju. Naime, navedene greske, ma kako bile male, mogu imati za
posledicu veoma velike gregke pri izracunavanju koeficijenata sledeceg
polinoma u postupku deflacije, te zbog toga ve¢ slede¢e nule ne mogu
biti dobro aproksimirane. Drugim re¢ima, postupak sukcesivne deflacije
moze biti numericki nestabilan.

Pn—] (Z) =
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U poslednjih tridesetak godina glavni pravci proucavanja i rada u
oblasti iterativnih postupaka za reSavanje jednac¢ina vezani su za inter-
valnu matematiku i implementaciju iterativnih postupaka na paralelnim
racunarima. Osnovni cilj pri tom je da se postigne kontrola greske pri
svim izra¢unavanjima i da se dobiju oblasti koje sadrze trazene nule, tj.
da se obezbedi inkluzija trazenih nula, a sve to sa §to manje utrosenog
vremena. Vise o intervalnoj matematici i intervalnim postupcima za
resavanje jednacina moze se na¢i u monografijama (3], [48] i [58].

2.2 Relacija nepokretne tacke i simultani
postupci

Teskoce koje se javljaju u postupku deflacije u mnogim situacijama
mogu se prevazi¢i simultanim izratunavanjem aproksimacija nula. Razvi-
jeni su mnogi algoritmi zasnovani na ovom pristupu: postupak trazenja i
iskljucivanja, (Henrici [27]), postupci zasnovani na relacijama nepokretne
tacke, (na primer, Borsch-Supan [4], [5], Ehrlich [15], Gargantini [21],
[22], Henrici [27], Wang i Zheng [101]), globalno konvergentni algo-
ritmi koji se primenjuju interaktivno, (Farmer i Loizou [18]), postupak
tridijagonalnih matrica, (Brugnano i Trigiante, [7]) modifikacije pos-
tupaka za nalazenje jedne nule pogodne funkcije, (Kanno, Kjurkchiev
i Yamamoto [35], Petkovi¢, Ilic i Trickovié (73], Petkovi¢, Trickovi¢ i
Herceg (79], Sakurai i Petkovi¢, [83]), postupak racionalnih aproksi-
macija, (Carstensen i Sakurai [10], Sakurai, Torii i Sugiura [84], [85]),
kao i mnogi drugi; videti na primer, Farmer i Loizou [16], [17], Jenk-
ins i Traub [34], Pasquini i Trigiante [56], [57], Wilf [105]. U nedavno
publikovanom radu [565] Pan daje pregled postupaka za nalazenje nula
polinoma i veliki broj referenci.

U ovom i slede¢im poglavljima bavimo se uglavnom simultanim pos-
tupcima zasnovanim na relaciji nepokretne tacke. Ovaj prilaz daje al-
goritme koji veoma brzo konvergiraju u kompleksnoj aritmetici i inter-
valnoj kompleksnoj aritmetici.

Da bismo pojednostavili pisanje, kad god se posmatra iterativni pos-
tupak oblika
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zi(m“):(b(zgm),...,z,(,m)), it€l,, m=01 ..
a nije vazno da se naglasi konkretna vrednost za m, pisacemo
2,':(1)(21,...,2,1), 1 € I,.

Pri tom podrazumevamo da su 2; i 2; uzastopni ¢lanovi iterativnog niza
{zi(m)} i da z; prethodi ¢lanu 2;.

Neka su 2i,...,2z, aproksimacije nula (y,...,(, datog polinoma P
stepena n. Razmatramo dve vrste relacije nepokretne tacke

Ci = Fl(zlv"';2i—17Ci»zi+1)-"7Zn)$ ieIna (21)

G = FZ(CI’"'vCi—lazaCi+1"")<n)’ 1 € In. (22)

Zamenom taénih nula njihovim aproksimacijama i stavljajuci 2z = z; u
(2.1) i (2.2), dobijaju se opsti oblici iterativnih postupaka

20 =" Hy (zl,n-»zn)’ i € In, (2'3)
2{ = F2 (zlw"’zn)v i € In’ (24)
u obi¢noj kompleksnoj aritmetici, gde je 2; nova aproksimacija nule (;.

U nastavku ¢emo prikazati nekoliko relacija nepokretne tacke koje
su bile osnova za konstrukciju najcesce korig¢enih iterativnih postupaka
za simultano odredivanje nula polinoma u kompleksnoj aritmetici. De-
taljno izvodenje ovih relacija nepokretne tacke moze se, izmedu ostalog,
na¢i u monografiji [59] autora M. Petkovica.

2.2.1 Weierstrassov postupak

Polazeci od faktorizacije polinoma PP

P(z)=H(Z‘Cj)=(Z—Ce)n(2“c_j)»
j=1

J#
dobijamo relaciju nepokretne tacke Weierstrassovog tipa:
P ;
Ci i (z) 1€ I,. (25)

—H(’-—Cj)’

J#i

i ——
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Na osnovu (2.2) i (2.4) iz (2.5) dobijamo Weierstrassov postupak
P(z)

[TGe-2)

JF

Zi=z;-W(z), W)= #:6 (2.6)

Ovaj postupak se vrlo ¢esto koristi za simultano nalazenje nula poli-
noma zbog svojih dobrih osobina. Njegov red konvergencije je 2. Ite-
rativni postupak (2.6) je otkrivan nekoliko puta i izvoden na razlitite
nacine, videti Borsch-Supan [4], Dochev [13], Durand, [14], Kerner [38],
Presi¢ [81]. Medutim, malo je poznato da je iterativnu formulu (2.6)
mnogo ranije, 1891. godine, koristio Weierstrass [103] u svom konstruk-
tivnom dokazu osnovne teoreme algebre. Dochev [13] i Durand [14] su
prvi prakti¢no primenili iterativni postupak (2.6) za simultano izracu-
navanje aproksimacija nula polinoma.

Kerner [38] je 1966. godine dokazao da je iterativni postupak (2.6)
ustvari Newtonov postupak

t=z-F(2)7'F(2),
primenjen na sistem nelinearnih jednaéina F'(z) = 0, pri ¢emu je pres-
likavanje F = (fi,..., fn) definisano sa
k
Bulznyite,tm) = (=1 @, .. ., 20) =ty (2.7)
Ovde o) oznacava k—ti elementarni simetri¢ni polinom
Uk: Z Zjlzjz.‘.zjk)
1SH S-Siusn

aag, k=0,1,...,n—1, su koeficijenti polinoma P. Budu¢i da je Newto-
nov postupak kvadratno konvergentan, sledi direktno da je i iterativni
postupak (2.6) kvadratno konvergentan. Dokaz o kvadratnoj konver-
genciji moze se naci u [13].

Kako se mnogo autora bavilo iterativnim postupkom (2.6), ovaj pos-
tupak je poznat pod razliitim imenima. Cesto se naziva Weierstrassov,
Durand-Kernerov ili postupak Weierstass-Docheva. Mi éemo ga u da-
ljem radu zvati Weierstrassov postupak.
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Mnogi autori su kroz mnogobrojne numericke eksperimente dosli do
zakljucka da postupak (2.6) konvergira za skoro sve pocetne medu-
sobno razlicite aproksimacije zgo),‘ - ,z,(lo). Globalna konvergencija je
dokazana za n = 2, (videti [24], 1li¢, Petkovi¢ i Herceg [33]) i za kubni

polinom P (z) = 2%, ali u opstem slucaju za n > 3 dokaz jos nije dat.

Napomenimo jo§ da postupak (2.6) konvergira i u slu¢aju kada nule
polinoma P nisu nuzno razliite, &to je predmet razmatranja u radovima
Carstensen [8], Fraigniaud [20], Kanno, Kjurkchiev i Yamamoto [35],
Miyakoda [45], [46], Pasquini i Trigiante [56], Yamamoto, Furakane i
Nogura [106], Yamamoto, Kanno i Atanassova [107].

2.2.2 Ehrlich-Aberthov postupak

Polazeé¢i od identiteta

P(z) <= 1 = 1 1
= = s 2.8
P(2) ;Z—Cj ;Z—Cj z -, il
dobija se relacija nepokretne tacke Newtonovog tipa:
1 .
(i=2z-— (o) Z T i€ I (2.9)
P(z) Py =L

Smenjujuéi ¢; aproksimacijom z; i koris¢enjem (2.2) i (2.4), iz (2.9)
se dobija iterativni postupak reda konvergencije 3
2= 2 — :
PSRN P ) . 1’
P (z)

i € In. (2.10)
G
Postupak (2.10) obiéno se naziva Ehrlich-Aberthov postupak, iako ga je
prvi predlozio Maehly [42] 1954. godine. On ga je koristio za poboljganje
Newtonovog postupka, a Bérsch-Supan [4] za odredivanje aposteriorne
ocene greske za nule polinoma. Ehrlich [15] je dokazao kubnu konver-
genciju ovog postupka, dok je Aberth [1] dao znacajan doprinos njegovoj
prakti¢noj realizaciji.
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2.2.3 Ehrlich—Aberthov postupak sa Newtonovim
korekcijama

Kao sto smo videli, zamena (; = z; u relaciji nepokretne tatke (2.9)
daje Ehrlich-Aberthov postupak treceg reda. Neka je
P (z;)

N() =5 (2;)

Newtonova korekcija. Poboljsanje konvergencije iterativnog postupka
(2.10) moze se ostvariti koris¢enjem aproksimacije z; — N (z;) umesto
¢; u (2.9), kao sto je predlozio Nourein u [51]. Na taj nacin dobijamo
Ehrlich-Aberthov postupak sa Newtonovim korekcijama

- 1
Z2i = 25 —

1 E Iy (2.11)

1 1 ’
N () —%:Zi_zj+N(zJ)

J#1

Iterativni postupak (2.11) ima red konvergencije 4. Ocigledno je
da se povetanje reda konvergencije postupka (2.11) u odnosu na (2.10)
ostvaruje sa neznatnim povecanjem broja numeric¢kih operacija jer se
u sumi koriste ve¢ izra¢unate vrednosti N (z1),...,N (2,). Odatle za-
klju¢ujemo da iterativni postupak (2.11) ima vrlo visoku rac¢unarsku
efikasnost (videti [59]).

2.2.4 Borsch-Supanov postupak

Neka su z, . . ., 2, medusobno razli¢iti kompleksni brojevi i neka vazi

<i¢{zl7--~,zn}, 1€In

Polinom P se moze izraziti preko svog Lagrangeovog interpolacionog
polinoma

P(z)= ZM+1 H(z—zj). (2.12)
j=1

2= &
=1 E

Za z = (;, resavanjem dobijene jednacine po (; — z; dobija se relacija
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nepokretne tacke Borsch-Supanovog tipa:

W(Zi) ) .

Ci =2 — - W (Z]) ) 1€ In- (213)
Z ‘1 Ci — 2j
J#i

Na osnovu (2.1) i (2.3) iz (2.13) dobijamo iterativni postupak

2,‘ = 2; — W (Zi) N () & In, (214)
14 Z w (Zj)
2; — Z4
i /

reda konvergencije 3. Ovaj postupak predlozio je Borsch-Supan (5] a
kasnije su ga proucavali Nourein [49] i Werner [104].

2.2.5 Borsch—Supanov postupak sa
Weierstrassovim korekcijama

Postupak Borsch-Supana (2.14) se moze ubrzati na isti nacin kao i
Ehrlich-Aberthov postupak (2.10), &to je pokazano u radu [50]. Koristi
se Weierstrassova korekcija W; (2;) i zamena (; sa z; — W; (2;) u relaciji
nepokretne tacke (2.13). Na taj nacin dobija se Borsch-Supanov postu-
pak sa Weierstrassovim korekcijama

2 Wi(z)

=) 20—
1 1 W(z) 3
1+ .
Zzt_ Z,)—ZJ

i € In. (2.15)

Red konvergencije postupka (2.15) je 4, isto kao i kod postupka (2.11).
Ovo ubrzanje postize se uz samo malo dodatnog rac¢unanja, budu¢i da se
pod sumom koriste ve¢ izracunate Weierstrassove korekcije. To znaci da
je ratunska efikasnost postupka (2.15) veta nego kod postupka (2.14).
Interesantno je pomenuti (videti [9]) da je (2.15) zapravo postupak secice
za Weierstrassovu funkciju

W) = P20

H(Z—Zj)‘

J#
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2.2.6 Tanabeov postupak

Ovaj postupak se moze posmatrati i kao modifikacija Borsch-Supano-
vog postupka. Naime, pod pretpostavkom da je veli¢ina

I#
po modulu dovoljno mala, koristeéi razvoj
! 2
l—ei =1+€1+O(€1)
iz (2.14) se dobija
. Wi (z; .
5 =2 — Wi(z) 1*?;7(3 , i€l (2.16)
JF

Ovaj postupak se naziva Tanabeov postupak, po Tanabeu [92], iako je
bio poznat i ranije, videti [44] i [80].

U nedavno publikovanom radu [35], Kanno, Kjurkchiev i Yamamoto
su pokazali da se Tanabeov postupak moze dobiti primenom Cheby-
shevljevog postupka na sistem (2.7).

2.2.7 Postupak kvadratnog korena

Diferenciranjem se iz (2.8) dobija
(P’ (z))' _P'(2’-P(2)P'(z i
P(z) P(Z) s z—CJ)

odakle se izdvajanjem ¢lana (z — Ci)2 dobija relacija nepokretne tacke
kvadratno—korenskog tipa

ooy okl

1
. , i€, (2.18)

P (2)’-P(2) P"(2) _ 1
P(2)? 2
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Kao i ranije, koris¢enjem (2.2) i (2.4) iz (2.18) se dobija postupak
kvadratnog korena

2,‘ = 2Z; — x ’ 1€ In, (219)

\l P (z)2 - P (%) P" () 1

P ()’ i (n—7)
koji ima red konvergencije 4. Ovaj postupak se moze smatrati modi-
fikacijom postupka Ostrowskog (videti [53]) treceg reda
1
P (z)? — P (z) P" ()
\/ P (z,—)2

2i = 2 —

i € In. (2.20)

Dodatni ¢lan u obliku sume u (2.19) obezbeduje simultano odredivanje

svih nula polinoma i, u isto vreme, povecava red konvergencije sa 3 na
4.

Zanimljivo je da je relacija nepokretne tacke (2.18) prvi put prime-
njena u [21] za konstrukciju simultanog intervalnog postupka korenskog
tipa. Postupak kvadratnog korena (2.19) i njegove modifikacije su de-
taljno razradeni u (76].

2.2.8 Wang-Zhengov postupak

Zamenom suma iz (2.8) i (2.17) u relaciji

D (P (B

dobija se Wang-Zhengova relacija nepokretne tacke (Halleyevog tipa):

1
Ci:Z— ) ieIn,

P(2)
1) =P (f; = <,> P =

J#i

(2.21)
P'(z) P"(2)

gde je f(2) = Pi) 2P () Zapravo, relacija (2.21) je specijalan
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slucaj opste relacije nepokretne tacke koju su Wang i Zheng izveli u
radu [101]. Na isti nac¢in kao i ranije iz (2.21) se dobija postupak sa
redom konvergencije 4:

Zi = 2 — 5 . e b,

oy PG 1 L
f(z) 2P,( ) ;Zi_zj +;(zi—zj)2

(2.22)
Neki modifikovani postupci koji ubrzavaju postupak (2.22) su razma-
trani u [77).

Wang-Zhengov postupak se moze posmatrati i kao postupak Halley-
evog tipa, posto se funkcija f(z) javlja u Halleyevoj formuli
1
f(z)

Z2=2z—

2.2.9 Familija simultanih postupaka
Hansen—Patrickovog tipa

Neka je f funkcija od z i neka je « fiksni parametar. Hansen i
Patrick su u [26] izveli jednoparametarsku familiju iterativnih funkcija
za nalazenje prostih nula funkcije f u obliku

(a +1)/ (2) _
el @ F @ -+ f() ()

Ovde je z tekucta aproksimacija a z je nova aproksimacija trazene nule.
Ova familija obuhvata razne postupke sa kubnom konvergencijom za
kona¢éno « i, za graniéni sluéaj kada a — oo, kvadratno konvergentni
Newtonov postupak.

2=

(2.23)

U nastavku ¢emo zbog jednostavnijeg zapisivanja koristiti skraéenicu

G IZZW]‘(ZI‘--ZJ‘)-IC, k=12
J#1

Primenom Hansen-Patrickove formule (2.23) na funkciju koja ima
iste nule kao i polinom P, Petkovi¢, 1li¢ i Trickovi¢ su u (73] izveli
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slede¢u familiju jednoparametarskih iterativnih postupaka za simultano
nalazenje svih prostih nula polinoma P:

(a o 1) W;
a (14 G1) £ /(1 +G1)? +2(a+1) WGy

2=z - y 1E In.

(2.24)
U tom radu je dokazano da je red konvergencije iterativnih postupaka
iz familije (2.24) jednak 4 za svaki fiksan i konac¢an parametar a. Ova
familija postupaka ostvaruje:

1) simultano nalazenje svih nula polinoma,
2) povetanje reda konvergencije sa 3 na 4.

Prikazujemo neke specijalne slucajeve iterativne formule (2.24):

e a = 0, postupak tipa Ostrowskog
. Wi
%=z - ;
\/(1 + Gl'i)z + 2W;Gai

e a = 1, postupak Eulerovog tipa
. 2W;
2 = 2§ —
14 G /(1 +G1)? + WG

1
* x = n_—l’ postupak La.guerreovog tipa
TI.W,'

2 =2z — :
1+ Gri £ /(0= 1) (1 + G1)* + 2n.(n — 1) WG,

a = —1, postupak Halleyevog tipa

L o Wi(l+Ghri)
(1+G1,)* + WGy,

(2.25)
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* « — 00, postupak Newtonovog tipa, tj. Borsch-Supanov postupak
(uporediti sa (2.14))

P o Wi N, S RS (2.26)
1+G1,1’ 1+Z Wj
i T

U iterativnoj formuli (2.24) se ispred kvadratnog korena nalazi znak
+. Ako su aproksimacije dovoljno blizu nulama polinoma P, jednostavna
analiza slicna onoj predstavljenoj u [79] pokazuje da treba uzeti znak
+. Zbog toga (2.24) zapisujemo u obliku

. (a+1)W;

2=z — , L€, (2.27)
(1+Ghy) (a + /14 2(a+ 1)t,)
gde je
- WGy,
T RERA
Kako je
@l 1

lim = ,
£ (a+ 1+2(a+1)t,-> 1+t

iz (2.27) dobijamo za o = —1 simultani postupak Halleyevog tipa

. Wi :

Z2; = 2§ — ’

, (1+Gl,i) (1+t)

L= (2.28)

Neka je

(n—1)c?
= L A=+1-2 1|q,
1= A -tm-1cn)?’ vi=2Za+d

gde je g parametar koji zavisi od n i bira se tako da A bude realan
nenegativan broj.

Da bi parametar A bio realan, o mora da pripada o-disku

il (1 — 263)2
v -1 — D) = e > 3.
Ay (@) : { 1: Qq} D { I 4c§ ,rn=>3
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_(1 —263)2}.

7]
4cs

a-disk A, (@) je najmanji za n =3, A3 () = {—1,

Slika 2.1 Oblast A, (n) parametra o

Analiza konvergencije data u [73] pokazuje da se za velike vrednosti
parametra a dobijaju postupci ¢iji je red konvergencije samo 3. Nume-
ricki primeri pokazuju da izbor relativno velike vrednosti za a smanjuje
efikasnost postupaka iz familije (2.27). Iz tog razloga gore navedeno
ogranicenje za « ne treba smatrati nepovoljnim (videti odeljak 3.5). U
nastavku éemo uvek smatrati da a iz (2.27) lezi u disku A, ().




3 Sigurna konvergencija: princip
korekcija

3.1 Konvergencija simultanih postupaka

U ovom i slede¢em poglavlju posmatramo simultane postupke za
odredivanje aproksimacija prostih nula polinoma P sa stanovista kon-
vergencije i dovo;knih uslova za konvergenciju. Vet¢ina simultanih itera-
tivnih postupaka moze se zapisati u obliku

Lm+1l) — (m) _ & (Z(m)) T =10 S (3.1)
gde je

L(m) — [zim), y Z('nl)] ] PRl == (1 T L

a preslikavanje C (z) je za z = [z, .. ., zn]T definisano sa
C(z) = (C1(2),...,Cn(2)), Ci(z) =Ci(z1,...,2n), tEI,.
Ocigledno (3.1) se moze zapisati i na sledeci nacin

1

Lm+1) _ zfm) _c (zgm), B .,zﬁ;"‘)) , i€l,, m=01,.... (3.2

Polazeéi od medusobno razlic¢itih aproksimacija zfo), 1 € I, na ovaj

nacéin se formira n nizova aproksimacija {zf )} , i € I, koji pod

43
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odredenim uslovima konvergiraju trazenim nulama, tj. vazi

lim 2™ =¢;, i€

m—00

U daljem izlaganju koristicemo skraceno obelezavanje

Cl(m) :Ci (ng),...,zy(lnl)) 3 i€ ]'n.) 1"':031a"')

¢ - /. . m .o . .
pri ¢emu ¢emo izraz Cf ) zvati iterativnom korekeijom.

U ovoj glavi posmatraju se iterativni postupci pod sledec¢im osnovnim
pretpostavkama za korekcije C; :

i Ci(Zl,...,Zn) =

2. Fi(€1,---,¢,) #0, t€l,,
3. Fi(z1,...,2n), 1€ Iy, je neprekidno u C".

Ako se dokaze da postoje grani¢ne vrednosti

¢; = lim zfm), 1 € I,
m—0o0
i da su medusobno razli¢ite, onda su (;,7 € I, proste nule polinoma F.

Zaista, iz (3.2) za svako 1 € I, imamo

0 = i (7~ ) = i i (47,47
= lim P<Z£m)) - Ps) i € In,

m—.ooﬂ(zgm),__.yzfl'")> Fi(Cyovs C4)’

odakle sledi P (¢;) =0, tj. ¢; je nula polinoma P.

U analizi koja sledi zna¢ajnu ulogu ima funkcija g definisana u sledecoj
lemi.
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Lema 3.1 Neka je

m
sm(t) =) _t+t", te(0,1),m=12,....
1=0

Tada je sp, (t) < g(t), gde je

1o 28, 0<t§%,

g(t) = (3.3)
L 1<t<l
1 it 2 '

Dokaz ove leme je veoma jednostavan, te ga izostavljamo.

Teorema 3.2 Neka su zadovoljene osnovne pretpostavke 1 — 3 i neka
su date medusobno razlitite pocetne aproksimacije zgo), .3 ,2510). Ako za
neko v € (0,1) za sterativni postupak (3.2) vazi

(2) ) m=0,1

? $ B

Ci(m+1)| <y |01(m)

(@) [ -2 >0 (|69 +|e?)), i#4 iieh,
onda je taj iterativni postupak konvergentan.

Dokaz. Posmatrajmo diskove

Di(m) _ {zi(m-i-l); C,'(m) } , i€l,, m=0,1,...,
pri cemu je zi(mH) odredeno iterativnom formulom (3.2). Tada je

Dl(m) ' {zi(m) _ Ci(m); lC,'(m)

}

" {me—l) s Ci(m—l) A Ci(m); C,'(M)

}

= :{ZI(O) _ ci(o) » Ci(l) o L Ci(m); Cf’")I} c {250);r§m)} ’
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gde je
A0 GO i) + 2

.

Na osnovu (i) sledi lC"(k)' < Ak IC,(O)I , k=1,2,..., te je na osnovu
leme 3.1 {

W™ <Oyt ™ ™) < o) |6, }
gde je g (y) definisano sa (3.3). Znaci, za svako i € I, vazi

p{™ c 5; = {2{”;g(n |c?|},

tj. disk S; sadrzi sve diskove Dfm), m=20,1,..., sa centrima 2

(m)

i
Diskovi S;,7 € I,, su medusobno disjunktni, §to sledi direktno iz (i)
i (1.25), jer je za svako i # j, 1,j € In,

mid S — mid 5] = | - 27|

> g(v) (‘Ci(o)| + IC](-O)I) =rad S; + rad S;.

To znaci da polazeti od medusobno razli¢itih 21(0) dobijamo medusobno
(m)
i

1z (3.2) sledi direktno

razlicite aproksimacije z;"’ u m-toj iteraciji.

L — N N

A= ol [ ol

m
|z§m+k) _ 2™ < 17__7 |C§°)|, k=172....
(m)

Kako je v < 1, svaki od nizova 1 z

} je Kosijev, dakle konvergen-
tan. Diskovi S; su medusobno disjunktni, pa su i grani¢ne vrednosti

lim zfm)
m—o0

disku. Odavde, na osnovu pretpostavki 1—3 sledi da svaki niz {zfm)} ,1E
I,, konvergira jednoj i samo jednoj nuli polinoma P. W

,1 € I, medusobno razli¢ite i svaka pripada odgovarajucem
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U nastavku ¢emo primeniti teoremu 3.2 na neke konkretne postupke
za simultano nalazenje svih nula polinoma. Pri tome éemo smatrati da
- je iterativni postupak dobro definisan ako pod razmatranim pocetnim
uslovom vazi F; (z),...,2,) # 0. Posmatracemo konvergenciju Weier-
strassovog postupka (odeljak 3.2), Borsch-Supanovog postupka (odeljak
3.3), Tanabeovog postupka (odeljak 3.4) i familije simultanih postu-
paka Hansen-Patrickovog tipa (odeljak 3.5). U ovom poslednjem sluéaja
primenjen je originalan postupak za ocenu modula nekih kompleksnih
velicina koris¢enjem kompleksne kruzne aritmertike. Za svaki od nave-
denih postupaka diskutovana je optimalna vrednost n-faktora c,. Do-
bijene vrednosti za ¢, su vete u odnosu na one date u okviru teorema
za konvergenciju Cetiri pomenuta postupka analizirana u [60], [69], [71],
[100], [109], sto drugim rec¢ima znac¢i da su oslabljeni uslovi za konver-
genciju ovih postupaka.

Pristup korekcije koristi pocetne uslove oblika
w® < ¢,d® (3.4)

1 sastoji se iz sledeca ¢etiri koraka:

1. Sa pogodno izabranom konstantom ¢, za koju vazi (3.4), odreduju
se konstante (3, A, 1 6,, tako da vazi

B, <1, g(B,)< % (3.5)
$ose 1 Bpiiies (3.6)

2. Dokazuje se da vazi
w™t) < ¢, d™) m=0,1,... (3.7)

|vv§"'“>|55n\wf’")|, iel, m=0,1,.... (3.8)
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3. Dokazuje se da vazi prvi uslov teoreme 3.2

|c,.‘"‘+“| < B, cf"‘)t i€ Ly m=0,1 (3.9)
1 = ¢ < IWi(O)i, heat (3.10)
4. 1z (3.10) dobijamo
£ Ci(o)! < M < “_’(_O_) < d9.
An Cn Cn

Na osnovu toga i (3.5) vidimo da za svako i # j,1,7 € I, vaZi

lztgo) B zgo)l > d© > 1? > 571\: (

o[

> 9(8) (|c]+ |c]) -
Ova nejednakost pokazuje da su diskovi

Si = {Zfo);g(ﬁn)

Cfo)‘}, i€ I,

medusobno disjunktni. Time je dokazan i uslov (i7) teoreme 3.2.

Sada, sa vy = f3,,, konvergencija iterativnog postupka (3.2) sledi kao
direktna posledica teoreme 3.2.

Kao sto se vidi, za svaki konkretan postupak, Weierstrassov, Borsch-
Supanov, Tanabeov i familiju simultanih postupaka Hansen-Patrickovog
tipa, potrebno je dokazati da iz uslova (3.4) slede relacije (3.7)-(3.10)
sa konstantama f3,,6n i A, za koje vaze uslovi (3.5) i (3.6). Tada,
imajuci u vidu da je ispunjenost drugog uslova teoreme 3.2 posledica

ve¢ ispunjenih uslova (prva tri koraka), sledi konvergencija postupka
(3.2).
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3.2  Weierstrassov postupak

Weierstrassov postupak je specijalan slu¢aj postupka (3.2) pri éemu
je

E(ZI)"'yzn):H(zi_Zj)7 ZGIII

J#i

Sa oznakom

(m) iy (zyn))

W. =
1 H (Z(m) = z(.m)> :
A ’
Weierstrassov postupak glasi
2™ ™ e, m=0,1,.... (3.11)

Radi jednostavnosti, kada to ne dovodi do zabune, pisacemo umesto

(m+1) kiatko 3 4 R . lici koi ¢ ol .
z; ratko 2; i analogno za veli¢ine koje se pojavljuju u m + 1-voj
iteraciji.

U odeljku 1.3 uveli smo sledece veli¢ine
d® = min ‘21(0) -~ 21(_0)' b ieEEl Sy =" (]

1<4,j<n
1#£]

y ey

1<i<n

Polazeéi od ovih veli¢ina i uslova
w® < ¢,d©, (3.12)

gde je ¢, pogodno izabrana vrednost, moguce je dokazati konvergenciju
Weierstrassovog postupka. Pri tom se dokaz svodi na primenu teoreme
3.2, a ¢, se bira tako da je za svako n > 3 vrednost ¢, $to veta i da
i uslova (3.12) slede uslovi teoreme 3.2. Ocigledno, posto je d© > 0 i
w® > 0, mora biti ¢, > 0.
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Teorema 3.3 Neka za fiksno n > 3 vaz

cn € (0,0.25), (3.13)
(n—1)cn R
= 14+ —F— 1 - 2cy. .14
On ey + o, < Cn (3.14)
Ako su 21, ..., 2n, medusobno razlicite vrednosti za koje vazi (3.12), onda

je Weierstrassov postupak konvergentan.

Dokaz. Tvrdenje ove teoreme sledi na osnovu teoreme 3.2, 1dokazuje
se po koracima navedenim u odeljku 3.1. U daljem radu, zbog jednos-
tavnosti, izostavicemo indeks iteracije.

Neka je
bW
Iz (3.11) sledi
|2; — zi| = |[Wi| < w < And, (3.15)
a iz leme 1.8
5 — 51 2 (1= M) d (3.16)
i
12 — 251 > (1 = 2\,) d. (3.17)

Kako je na osnovu Lagrangeove interpolacione formule (lema 1.4)

"W n
P(z) = ZZ_JZ. +1 (z — ), (3.18)
j=1 ? j=1
iz (3.11) se dobija
Wi _
Z -z '

a zatim

n

§ = 2 -+ 1= o - + = WJ + 1 = - WJ
— 2i 25 : : : E : -
5=1 j#i
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Sada iz (3.18), za z = 2, sledi

P(&)=(2—z) ) 5 L [ - 2).

— % T Zj s
I AT

Posle deljenja sa [] (2; — Z;) dobija se
J#i

/\,__-___B(_é'i_)_:é._z, W u
Wi=rri 2y =& J(Zéiﬁj)ﬂz%.

joki i#i i#i

Koriste¢i relacije (3.15), (3.16), (3.17) i lemu 1.8, dobijamo

= |W;] Zi — zj
Wi| = "—zll 2
l ;M—zjlr[izi—zj
(n — 1)\, R, - H NP
& A Shmll b et S AT
A T 1+1_2)‘11
S 6n|Wi'1

gde je

B (n—1)A, Ay n=}
b= \1t1Ton, :

Iz (3.17) sledi

pa je, zbog (3.14),

5"c"d = cn(f.

W, J< <
1 Sénl‘/Vt' _5ncnd_ 1_2/\n >

Iz (3.17) sledi takode da pod uslovom (3.12) vazi

‘zf"‘) &N 50 i35 4 €L

51

(3.19)
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To znaci da je
H (zt(m) — zgm)) #0
i#3
u svakoj iteraciji, te je Weierstrassov postupak (3.11) dobro definisan.

Kako je C; = W; imamo

o -

la| < Bn|Cil
sa ,, = 6n.

Znadi, dokazali smo da iz uslova teoreme slede uslovi (3.6)-(3.10) i
da bismo mogli da primenimo teoremu 3.2 dovoljno je jos dokazati da

vazi uslov (3.5).
Zbog B, = 6 iz uslova (3.14) sledi 5, < 1. Ako je 3, = %, onda
uslov
1
9(5) < 31 (3.20)

postaje

Bidhaiuid
1-8, 2\,

Sto je ekvivalentno sa uslovom (3.14). Ako je f3, < %, onda je uslov

(3.20) ekvivalentan sa uslovom

1
142 e
+ ﬂ"<2/\n

Ovaj uslov ¢e biti zadovoljen ako je

1-2X\,

B, < S

S ¥ R —

R —————



3.2 Weierstrassov postupak 53

Prema uslovu (3.13) imamo A, € (0,0.25), a na osnovu toga

1  1-2)\,
< — e e
Fn 2 ¥ 4\, ’

tj. vazi i uslov (3.5).

Ovim smo dokazali da su ispunjeni svi uslovi teoreme 3.2, pa konver-
gencija Weierstrassovog postupka sledi na osnovu te teoreme. M

Pri formulisanju pocetnih uslova za konvergenciju simultanih postu-
paka posebno je vazan izbor konstante c¢,, koja se javlja u nejednakosti
(3.12). Ocigledno, pocetni uslovi su bolji, tj. lakSe ih je ostvariti u
praksi, ukoliko je konstanta ¢, veta, jer se tada ne moraju birati vrlo
bliske pocetne aproksimacije. Sledeta teorema daje ,skoro® optimalne
vrednosti za c¢,. Pojam ,skoro optimalna“ konstanta za Weierstrassov
postupak, kao i za ostale postupke, ima znacenje koje je povezano
sa graniénim procesom i preciznos¢u korid¢ene racunarske aritmetike.
Naime, optimalna vrednost bi se dobila kao rezultat graniénog procesa
kada n — oo. Medutim, s obzirom da radimo sa aritmetikom konacne
preciznosti, ¢, se bira tako da bude ne$to manje od optimalne vred-
nosti. Pri tom su trazeni uslovi (u obliku nejednakosti) ispunjeni sa
velikomn tacnostéu (na-primer sa 5 ili 6 tacnih decimainih mesta, videti
komentar posle leme 3.4). Ovo smanjenje n-faktora c, je zanemarljivo
sa prakti¢nog stanovista.

Lema 3.4 Niz
i
e 7053 ~ 3AT5TT
4000 400 000
zadovoljava uslove (3.13), (3.14).

Dokaz. Neka je

- 7053 _ 347577
~ 4000’ ~ 400000
Tada je
1
Lo

T~ An+ B’
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Ocigledno je ¢, € (0,0.25) i
il 400000
= 2463477
Time je dokazano (3.13). Neka je

In e (BT H 0 G <1+-—c"—-)"—1. '

< 0.16238.

bn = T2, (3.21)

=1-9c, l-¢n1—26
Da bismo dokazali (3.14), potrebno je dokazati da je bn < 11, n > 3.
Lako se dobija da je

(n=1lcn
1-2¢n\ 1-2¢c,

b, = 1 (n-1)cn <1+10ncn> Cn

1z

J Cn
lim 1+ Cn -
n—oo < 1 — 2071) e’

lim ¢, = ae® < 0.99998,

n—oo

dobijamo

gde je
1 4000

AT 7053
Niz ¢,,, definisan sa (3.21), je strogo rastu¢i zan > 3, pa je ¢, < 0.99998
zan>3. N
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Konstanta A je odredena kao recipro¢na vrednost pribliznog resenja
jednagine xe® = 1, za koje vazi

ze® < 1,
a ¢, se moze zapisati kao
1

= 1.76325n + 0.8689425°

Iz dokaza prethodne teoreme vidi se da konstanta A u izrazu za ¢, ne
moze biti manja od recipro¢ne vrednosti jedinstvenog pozitivnog resenja
jednacine xze® = 1. Uzimanje pribliznog resenja ove jednacine umesto
tacnog resenja (koje se ne moze predstaviti u aritmetici konacne pre-
ciznosti) upravo dovodi do pojma ,skoro optimalne“ vrednosti, o emu
je vet bilo reéi.

Cn

Na osnovu teoreme 3.2 i prethodne teoreme, sledi teorema koja daje
pocetne uslove koji garantuju sigurnu konvergenciju Weierstrassovog
postupka.

Teorema 3.5 Weierstrassov postupak je konvergentan pod uslovom

1
w© ©)
WS 7083 3ATHTTY

2000" * 200000

Neki autori kao uslov za konvergenciju Weierstrassovog postupka pos-
matraju nejednakost

>[5 < 2ad®

=1
umesto uslova (3.12). Ocigledno, mozemo uzeti
fr<ncn;
jer (3.12) ima za posledicu

WJ(O)‘ < cnd(o), d=1,....n.

Da bi se sa vige slobode birale poéetne aproksimacije zfo) pozeljno je da

2a svako fiksno n konstante ¢, i {2, budu sto je moguce vece.
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Wang i Zhao [100], [109] dobili su
Qn=——(3- 23) € (0.1716,02574), n 23
n—1

Isti autori su u [100] popravili gornji rezultat dobivsi interval
Q, € (0.2044,0.3241), n>3.

U radu [60] Petkovi¢ je dobio opstu konstantu

:

3)

gime je poboljsao rezultate iz [100] i (109). U [69] dobijen je jos bolji
interval za 2,,

Qp =

0, € (0.4286,0.5), n >3,

a zatim, u radu [71] i konstanta

1
Qn S 5.
U naSem slucaju je
. 400000 1 400000 4000
fIn € (363’JL”5.‘°”°") - (821159’2) _ (821 159 7053) ;
odnosno
Q, € (0.48712,0.56713), n >3, (3.22)

sto je bolje od svih prethodnih rezultata.

Za konvergenciju Weierstrassovog postupka dovoljno je odrediti n-
faktor ¢, za svako n > 3 tako da vaze uslovi (3.13) i (3.14). Ako se cp

ne trazi u obliku
1

“= An+ B’
mogu se za ¢, dobiti i bolje vrednosti od navedenih. Naime, ako se cj,
odredi kao aproksimacija resenja jednacine

6n=1—2An
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za koju vazi

(n—1)c, Cn s
15 <1-2
l-cp 1-2¢c, it

tj. (3.14), dobice se najbolji n-faktor za ovakav naéin dokazivanja kon-
vergencije Weierstrassovog postupka. U sledetoj tabeli prikazane su za
1

n=3,...,10 vrednosti za ¢* i .
’ ’ SolAN PR

b 1

“n An + B
0171350 | 0.162372
0.130070 | 0.126231
0.106153 | 0.103250
0.089300 | 0.087348
0.077089 | 0.075690
0.067828 | 0.066778
0.060560 | 0.059743
0.054702 | 0.054049

~
—

OO0 N[O O | WO

p—
o

Kako je zan > 10

N 1 . 1
‘C" " An +B‘ =% T 7053n+ 347577
4000 400 000

<6.53-1074,

moze se uzeti

s 3 <n <10,
o ! > 10
_— n !
An+ B’

U ovom sluéaju je

Q,, € (0.51405,0.56713), n >3,
sto je bolje od (3.22).
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3.3 Borsch-Supanov postupak

U odeljku 2.2.4 prikazan je Borsch-Supanov postupak (2.14), koji ne
koristi izvode i ima kubnu konvergenciju. Ovaj postupak definisan je
formulom

(m)
AmH = 2™ — i iel, m=0,1,... (3.23)
wi™
D
JFL < J
i ima oblik (3.2) sa korekcijom
P(z) .
i A B e~y SRS I b
G-z = per )y TS
i
F,’(Zl zn)z 1+Z Wj H(Z'—Z') 1 € I.
) ) %— 2 1 i

J#i J#i

Interesantno je napomenuti da je ovaj postupak ekvivalentan sa Ehr-
lich-Aberthovim postupkom (2.10), &to sledi na osnovu identiteta datog
u lemi 1.5. U praksi, iterativni postupci (2.10) i (2.14) pokazuju razlicita
svojstva.

Pre nego $to dokazemo teoremu o konvergenciji ovog postupka, dokaza-
¢emo dva pomocna rezultata.

Lema 3.6 Neka zan > 3 i medusobno razlicite vrednosti zy, . . . , Zn VOZ
cn € (0, ;) (3.24)
n+1
1
w < cpd. (3.25)

Onda je

P




3.3 Borsch-Supanov postupak

: Cn W, Cn
6 iz £ (1 A St
(2) +) <2 g

s o An
(”) Izi . Z‘il < Z'WII SN

(i) |2 — 2] > (1= ) &;

() |2i—2)|>(1-2\)d;

=W cn(n—1) A,
4 < .
) Zéi—zjﬂ = e

( ) H 21—2]' < 1+ )‘n n—1
vl e
. *APEE by TS S SN
J#
gde je
c
Ay = —————.
" l=-(m-1e

Dokaz. Lako se vidi da je
0<1-2\,<1,

to jest A\, € (0,0.5) . Iz (3.25) sledi

430 >~ et
el z] |2 — zj] d An
1
Ll < (n—l)w<1+(n 1yeli= 2 a
l+zzl_zj o d o /\n

59
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sto dokazuje (i). Pomo¢u (i) i (3.23) dobijamo (74):

W 1774
|2i _Zi| =1 l ‘l 0 S | t| S /\nd
W 1-(n—1)cn
J
o Z 2i — 2
J#i

Tvrdenja (i) , (iv) i (vi) slede direktno na osnovu leme 1.8.
Iz (3.23) sledi

tako da je
n

W. - Wi W » W'(Z,' — 2,)
zéi_JZjJrl— éi—zi+§ J +1—Z(2 4

=y ki it j#i i~ %)z - 7)|

Odatle je, koriste¢i (3.25), (1) i (i),

n
w; |W;|
2 5 J
7 +1 < 2 — 24
Zzi_zj o | * Z|Z|21 <

o ol zjl|zi — 2]
. (n — 1) caAnd? . (n—1) Ancn
- (1= X,)d? 1= 100

gto znaci da je i (v) taéno. Time je lema u potpunosti dokazana. W

Na osnovu rezultata prethodne leme, dokazuje se sledeca lema.

Lema 3.7 Za fiksno n > 3 1 medusobno razlicite vrednosti zy,..., 2z,
neka vazi

1
Cn € (0, o 1) , (3.26)

Py, 1) A2 A n—1
6 = (n n 1 n .
n ( o <¥ =24, (3.27)
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3.3 Borsch-Supanov postupak
Tada je

(@) |Wi| < 6alwil;

(1) D < cud.

Sa z = 2z;, gde je 2; nova aproksimacija dobijena prema

Dokaz.
(3.23), na osnovu leme 1.4 sledi
P(%) = (2 — z) z": Wi +1 H(ii — z;j).
j=1 & joki ’

Posle deljenja sa [] (2 — 2;), dobijamo
J#

2’,‘*23‘

W= (-2 (S| [[ 222
# 1

=] VESD
Kako je
— S 174 3 — 2
7] = b ifS 2 el [T
= Z; — 2j oy Zi — 25
(n—1) A2  SIQTRE T
< 1
Wale g bl it s o
dobijamo
Wi < dulwil,

§to znaci da je (i) tacno. Na osnovu (#v) iz prethodne leme sledi
d>d(1-2)\,),
sto sa tvrdenjem (i) iste leme daje tvrdenje (i), tj.

sl ) 8 &
W, Wil < s <c,d. N
l 1|S6n| 1|__ 1_2/\ncnd_cn
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Teorema 3.8 Neka za fiksno n > 3 pored uslova 1z leme 3.7 vaz

Py = (2/\” - 1) bn <1 (3.28)
Cn
i
1

- 3.29
9(Bn) < 55 (3.29)

Ako su zgo), rE 27(10) medusobno razlicite aproksimacije za koje vazi
w® < ¢, d®, (3.30)

onda je Borsch-Supanov postupak (3.23) konvergentan.

Dokaz. Tvrdenje ove teoreme sledi na osnovu teoreme 3.2, pri cemu
je
wim™
(m) ’

1+ Z (m) (m)

Prema tome, dovoljno je dokazati da su ispunjeni uslovi (z) i (i) teoreme
3.2. Sa obzirom da (3.30) vazi, primenjujemo lemu 3.7 i indukcijom
dokazujemo da za m = 1,2,... vazi

b
12\,

¢

iel,, m=0,1,....

w(m+1) < 6nw('m) < Cnd(m+l) < cnd(m-i—l).

Takode se dokazuje da vazi

™). (3.31)

Polazeéi od tvrdenja (i) leme 3.6, indukcijom se dokazuje da pod
uslovom (3.30) vazi

)

F}(zgm),...,z,(,m)) = 1+Z (m) ('" =y H(zfm) —zﬁm)) #0
- z; (ks

J#i

za svako 1 € I,, im = 0,1,... . Prema tome Bércsh-Supanov postupak
(3.23) je dobro definisan u svakoj iteraciji.
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Koristec¢i tvrdenje (¢) leme 3.7 nalazimo

udi e (3.32)
‘/VJ T
s Z e
j#i ¢

tako da za sledeci iterativni korak dobijamo

~ .IL Wi
cl < ’w P L
ch  1—nc, +c,
. )‘nbn “’VLl 1 ‘/VJ
C‘IL % Z.l' — ZJ
J#1
1
+y L &
J#i
AIL(SIL
= C;| |11
Cn l | a L Zi — ZJ

INA

A”,{)ll , (’l
2= C;
2 (- 32 ) jo
, 225 )
- 5.(%2-1) = A,
("'IL

Kako je, prema pretpostavci, 3, < 1, to je ispunjen uslov () teoreme
3.2 say=pf3,, tj. vaii

‘Cl(.,rrl-l)| < B, C"l(’“) iel,, m=01,....

Ostaje da se dokaze da su diskovi
s = {98}, i€k,

medusobno disjunktni. Iz (3.32) sledi

Cn

'C}U)‘ < Wi,

*———
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a zbog (3.30) dobijamo
1
An

Na osnovu toga i (3.29) vidimo da za svako i # j, 1,7 € I, vazi

040 > 40> 22> o (0] o)

+ ICJ(.O)D .

c

> (8 (

Ova nejednakost pokazuje da su diskovi
si={="96|c?|}, i€,

medusobno disjunktni. Time je dokazan i uslov (iz) teoreme 3.2, pa

konvergencija Borsch-Supanovog postupka (3.23) sledi na osnovu te teo-
reme. W

Izbor n-faktora ¢, iz uslova (3.30) razmatra se u slede¢oj lemi.

Lema 3.9 Niz {¢,} definisan pomoéu
1

ntds s
Ch = 1 (333)
39 > 20

zadovoljava uslove teoreme 3.8.

Dokaz. Direktnom proverom zakljuéujemo da je ¢, € (0, #T) -
to jest uslov (3.26) vazi. Za niz f3,, vazi
B < Bs3 =0912999..., n >3, (3.34)
te je f, < 1,n > 3, tj. zadovoljen je uslov (3.28). Kako je

bn <64 =0291233..., n>4,
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1 —4ec:
1=, > 799 5 (699642
1 — 2c3

vidimo da je i uslov (3.27) zadovoljen. Na slican nacin dokazujemo da
vazi i (3.29). Prvo, vazi

=13,

1 I — 310;') "
2 s s AR
DAn: b w2680 '
Za 3 <n < 31 direktno se moze proveriti da je uslov (3.29) zadovoljen.
Na osnovu ove €Cinjenice, kao i na osnovu (3.35) i (3.36), zaklju¢ujemo
da je

n > 32. (3.36)

1 ;
9(B,) < —, n=3,4

S &
ZA”’) 7 )

Na osnovu leme 3.9 1 teoreme 3.8 moze se formulisati sledeé¢a teorema.

Teorema 3.10 Borsch-Supanov postupak (3.23) je konvergentan pod
uslovom

w0 < c:,td(o),
gde je ¢, dato sa (3.33).

3.4 'Tanabeov postupak

Kao sto smo videli u odeljku 2.2.6, Tanabeov postupak je dat itera-
tivnom formulom

(m)
W,
(m+1) _ _(m) (m) . J
Z =2 - H/z ! : : (m) Z(m) g
i#i 4 j

e, =101

(3.37)
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i ima red konvergencije 3. Ovaj postupak je takode oblika (3.2) sa ko-
rekcijom

Ci(z1,--.,2n) = —I_;—(ZIE’L%—)’—ZS, 1€ I,
i
[1G-2)
Fi(z1,...,2n) = I—Jﬂ—vj—, 1 € In.
; 2z — %
Ako su 2, .. ., 2z, medusobno razlicite vrednosti tada je F(z1,...,2n) #

0. Primetimo da preslikavanja C; i F; zadovoljavaju osnovne pretpostavke
1 — 3 date u odeljku 3.1.

Tanabeov postupak je veoma slican postupku Borsch-Supana, koji
je takode kubno konvergentan. Cak se moze i izvesti iz njega, kao sto
je pokazano u 2.2.6. Numericki eksperimenti pokazuju da se Béorsch-
Supanov postupak pona%a nesto bolje u pogledu konvergencije. Jedan
od razloga za to je i ¢injenica da je Bérsch-Supanov postupak izve-
den iz relacije nepokretne tacke, dok je Tanabeov postupak nastao nje-
govom modifikacijom. Zbog toga, kao §to ¢emo videti u ovom odeljku,
Tanabeov postupak zahteva i nesto stroze pocetne uslove u odnosu na
Borsch-Supanov postupak.

Kao i kod prethodnih postupaka, pre nego §to dokazemo teoremu
o konvergenciji, dokazacemo dva pomoéna rezultata. Velicine 8,, i Ay,
definisane u slede¢oj lemi koristi¢emo i u ostalim lemama i teoremama.

Lema 3.11 Za fiksno n > 3 1 medusobno razli¢ite vrednosti 2y, .

e
neka vaz

cn € (o, #) (3.38)

w < cpd. (3.39)

Onda je




3.4 Tanabeov postupak

o, A
(1) |z — 2| < C—"|Wz‘l < And;
n

(i) |z —z;| > (1 = \,) 4

() 12— 2| 2 (1—-2)\,)d;

(‘U) : Wj +1 < 611(4;’
e An
) TI|E=2< (142 o
(9
i =g f T 1—2\, '
gde je

An = (1 = ('I”L - l)cn) Cn,

5 = (“ = 1) An ()‘ucn + An Cn)
X (1= ) (2en — M)

Dokaz. Na osnovu (3.39) sledi

67
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sto dokazuje (i) . Pomoéu ove nejednakosti i (3.37) dobijamo (72):

W NG
|5 — 2z = Wil [1 =) - gy B |Wi|zn- < And.

— s
T R

Tvrdenja (iii) , (iv) i (vi) slede direktno na osnovu leme 1.8.

Neka je

W,
o; = E 2 .
bt 2; — 25
J#i
Tada, na osnovu dokazanog i pretpostavke (3.38) sledi

(n-1)en <1,

s (i e e

|(7i| < (n_l)cn _ An —Cn
1—|oil " 1-(n—1)ecn 2cn—An

1 < 1 & Cr .
[1=0il = 1—=loi] = 2¢n—An

1z (3.37) nalazimo

Neka je




3.4 Tanabeov postupak

Tada je
(N —
<
=
<
<

1 Wi (zi — 2) |o ]
1-012(”- l—lallzz,—zj

ey 2; — zj)(zi s Z]
zi| Z [W;l i: o] (Wil
1—01 — |2 — z5| |2z — 25| 1 —|oi| &~ |& — 2]
J J#1
An I (n - 1)w Ap —Cp ("l = 1)'10
.
%en —An = D)@ " 2en = An (1= Aa)d
Ac2  (n—1) MAn—c¢n (Rn—1)cn

2‘%1—)\71(1 “)\u) Cn.— An (1_/\n)

(TL R 1) Cp (Aucn s An - C'n) . 6ncn
(1 T /\u) (QCn _ /\n) A11 .

Time je dokazano da je i tvrdenje (v) tacno. W

69
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Na osnovu rezultata prethodne leme, dokazuje se sledeca lema.

Lema 3.12 Za fiksno n > 3 i medusobno razlicite vrednosti 21, ..., 2n
neka vaze uslovi (3.38), (3.39) 1
On <1 =2A,. (3.40)
Tada je
(@) || < 6alwil;

(i1) @ < end.

Dokaz. Za z = %, gde je 2 nova aproksimacija dobijena po-
moéu (3.37), iz leme 1.4, koja daje reprezentaciju polinoma P preko
Lagrangeovog interpolacionog polinoma, sledi

n

P(é,') = (ﬁi - Z,') (Z 2.Wj =+ 1) H(i, - Zj).

. — Zj B ba
=17 7 J#i

Posle deljenja sa [](2; — Z;) dobijamo
J#i

Wie L&) _ 5 i gD 5 4 Héi—zj.

jl;[i(ii - Z:'j) =1 2,’ - Zj Py 2,’ - 2]'
Kako je
Wi| = |Zi-2z 5 27
| |2 ZIZQi_z.+1H5._§.
An OnCn A e
Wi|— = 14+ 2
— | lcn An ( 1 . ZAn b
dobijamo

|| < enlwi. (3.41)
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Na osnovu tvrdenja (iv) iz prethodne leme sledi
d>(1-2)\,)d,
5to sa tvrdenjem (z) iste leme daje konaéno

bn
1- 2\,

IV/IZ c,l(i < cnd. |

< bu|Wi| <

Teorema 3.13 Neka za fiksno n > 3 vaze uslovi iz prethodne dve leme
1 neka je, pored toga,

dnAn
’Bn - 2011 —IAn bl (342)
1
il

(0) U

Ako su zy’,...,zn  medusobno razliite aproksimacije za koje vazi
w©® < cnd(o), (3.44)
onda je Tanabeov postupak (3.37) konvergentan.
Dokaz. Tvrdenje ove teoreme sledi na osnovu teoreme 3.2 pri ¢emu
je
’ (m)
W;

(m) _ pyy(m) _ [ S—
Cz' o ‘Vl 1 Z Z(m) . z(m) i
JF# < J

= B = e

Prema tome, dovoljno je dokazati da su ispunjeni uslovi (4) i (i2) teoreme
3.9. Na osnovu leme 3.11, koja vazi sa obzirom na uslove (3.38) i (3.39),
indukcijom se dokazuje da za m = 1,2,... vazi

WD < B < Pi_c gmed) < g atmD),
1-2c,

Indukcijom se takode dokazuje nejednakost

|C§"‘+‘)| <8, lc™|. (3.45)
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Dalje, s obzirom na tvrdenje (iv) leme 3.11, pod uslovom (3.44) vazi

[TE™ -2™)

F‘i(zgm)v ey zSnm)) - = W(m) ?é Oa
1- Z (m.) e (m)
i#i % i)

zasvakoi € I, im =0,1,..., sto znaci da je Tanabeov postupak (3.37)
definisan u svakoj iteraciji.

Na osnovu (ii) leme 3.11 imamo, izostavljajuci indeks iteracije,

W; By
ICil = |2 — zi| = |W; (1—2 — || <l (3.46)

odakle je

o] < |Wf|5'1san|w,.|ﬁ=6nxn P
Cn Cn o
Z J
i
- 6';:n2cn—,\|cl—ﬂn|0|

Kako je, na osnovu pretpostavke, 3, < 1, to je ispunjen uslov (7) teoreme
3.2 sa v = f3,, tj. vazi

C(m+1)| <8, lC(m)l I., m=0,1,....

Ostaje da se dokaze da su diskovi
8= {=%; C§°’|}, i€ I,
medusobno disjunktni. Iz (3.46) dobijamo
=[] < wi,
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a zbog (3.44) sledi
X
An

Na osnovu toga i nejednakosti (3.43) vidimo da je za svako i # j, i,j €
L,

Wil _ w©
<
tn T Ca

< d©)

c,.(o)| <

w(0)
@ ("" > g0 ¥ 51 (‘ .(0)' ‘ (.O)l
2; z > 2 2o G+ |G )

> 98 (|c] +]e)) -

Ova nejednakost pokazuje da su diskovi
Si - {ZEO);y(ﬁn) Cz(U)’} ) t e I”’

medusobno disjunktni. Time je dokazan i uslov (i¢) teoreme 3.2, pa
konvergencija Tanabeovog postupka sledi na osnovu te teoreme. M

Teorema 3.14 Neka je za fiksnon > 3
1
Cht= ’
2.7481n

0 0 o \ 1 . W
5 ), e z,(, ) medusobno razlicite aproksimacije za koje vazi

Ako su z
w©® &S cnd(o),
onda je Tanabeov postupak (3.37) konvergentan.
Dokaz. Dokaz ove teoreme sledi na osnovu téoreme 3.13. Dokaza-

¢emo da su ispunjeni uslovi te teoreme, tj. da vaze uslovi (3.38), (3.40),
(3.42) 1 (3.43). Neka je A = 2.7481. Tada je

-l 1
i An’
1
Ocigledno je ¢, € (0, 1), tj. vazi (3.38). Niz 6, je monotono
n—
rastuéi i za n > 3 vazi
by < b < lim 6, = L o < 0 4664
027< o e “<nl—lo{.lo n-——AQ(A_l)e g -~
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gde je
A+1
A

a=
Kako jezan > 3

064 <1—2(1+(n—1)cs)cs <1 -2\,
sledi da je uslov (3.40) ispunjen. Niz f3,, iz uslova (3.42) je monotono

rastudi i vazi

. _ (A+1)?
0.4469<ﬁ35ﬂn<7}gr;0ﬂn—m6-

Kako je A odredeno kao priblizno resenje jednacine

2
—Ag’? A+ —1)1) =1 (3.47)
za koje vazi
=
A—(z’%/;“l—)l)?e“ < 0.999922 < 1,

vidimo da je i uslov (3.42) ispunjen. Poslednja vrlo stroga nejednakost

(razlika je na petoj decimali) govori da je re¢ o ,skoro optimalnoj“
konstani A.

Niz

Je strogo opadajuéi za n > 3 i kako je

1
9(B3) — % = ~1.509... <0,

relacija (3.43) sledi direktno. Sada na osnovu teoreme 3.13 sledi kon-
vergencija Tanabeovog postupka. W

Iz dokaza prethodne teoreme vidi se da konstanta A u izrazu za Cn
ne moze biti manja od jedinstvenog pozitivnog resenja jednacine (3.47).
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3.5 Familija simultanih postupaka

U ovom odeljku primeni¢emo teoremu 3.2 i pocetni uslov oblika w <
¢pd da bi utvrdili pod kojim uslovima konvergira jednoparametarska
familija (2.24), izvedena iz Hansen-Patrickove familije (odeljak 2.2.9).
Kao i ranije koristicemo oznake:

w; W; WGy,
i = , i = T = YR
, ; zi — z; G Z (zi — 2j)? (1+Ghy)?

Imajuéi u vidu da u nasoj analizi konvergencije radimo sa aproksi-
macijama koje su veoma blizu nulama polinoma, saglasno diskusiji u
odeljku 2.2.9 uzimamo znak + u (2.23). Na taj nac¢in dobijamo

% ((Y+ 1)"Vi
2 =2 — )
(1 4G (a+ 1+2(a+1)t,-)

i€ 1. (3.48)

Ako je @ = —1, tada iz (3.48) dobijamo postupak Halleyevog tipa

W;
(1 -+ Gl’i)(l + ti) ;

2, = 2 —

(3.49)

koji je takode prikazan u odeljku 2.2.9. U daljem radu koristicemo
oznake

(n—1)c?
£ L A=+/1-2|a+1lq.
1= - m-1Dec)? la+ 1lg

Da bi parametar A bio realan, uzimamo o iz a-diska definisanog sa

sa centrom u tacki z = —1 (videti odeljak 2.2.9 i sliku 21)

Pre glavnog rezultata dokazatemo sledece dve leme.

Lema 3.15 Za fiksno n > 3 neka su zy,. .., z, medusobno razlicite ap-
roksimacije nula Cy, . .., ¢, polinoma P ineka suz,,...,z, nove aproksi-
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macije dobijene pomocu familije (3.48). Ako vaZzi

2
< —_—, 3.50
w < cnd, cn€<0,5(n_l)) (3.50)
tada 2a 1,j € I, dobijamo
. Cn Cn
— <1 i < 2- 1 3 T
) (1-2q) \n S+ Guil < (1—29) An
@) 16wl < 22,
(111) |t < g5

: 2o+ 1g
14+2 1)t; e Bt L 0
(1v) +2(a + ),E{l, T },

(v) a+1 ¥ i {1. 2q }
(1+G1,i)(a+ 1+2(a+1)r,,-) 1+Gi | "1+A-2¢)"

) . An
(vi) |2 — 2| < —|Wi| < And,
Cn

gde je

An = CL
(1-29)(1 = (n—1)cn)

Dokaz. Prvo ¢emo dokazati da je q € (0,2/9). Kako je ¢ rastuéa
funkcija po ¢, i vazi (3.50), dobija se

o 4
§ 9(n—1)

<2 >
=9’ n :

Polazeti od (3.50) i definicije minimalnog rastojanja d, nalazimo

5 Wil  (n-1w
lzi =2 = d
i#i ?
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Odatle izvodimo sledeée procene

W n— 1)
RGnl =2 b= —u—>1—(n—1)£21—(n—1)cn,

N

Il +G1,1‘| =

|W;| S (n=1Nw
1+Z’Z“J<1+—(—Sl+(n—l)cn,

|Wj| (n—1)w
|G2i| < Z = el < R

Ovim su tvrdenja (z) i (i2) dokazana, jer je
Cn

1MW 04," = MESea :
(n‘ )Cn (1 r3 2(1) /\na (3 51)
Cn
14n—-1jey = 2~ —reig—
( ) (1 - QQ) /\n
Na osnovu toga i (3.50) dokazujemo (i22):
it = WG (n — 1)w? - (n—1)c2 B
T+ G)? T - -1)e)?d T 1=(n-1)c)?

Odavde zaklju¢ujemo da t; pripada disku 7" = {0; ¢}. Na osnovu (1.27)
za kvadratni koren diska, uzimajuéi skup glavnih vrednosti sa centrom
u v/|c|e’?/?, dobijamo

1+2(a+Dt; € V1+2ja+1|T=+/{1;2|a+1]|q}

2|+ 1|q
= {Ll1-)A}=¢1;,———
; J { 1+ A }
sto dokazuje (iv).

Neka je o # —1, §to znaci da radimo sa kvadratnim korenom u (3.48).
Na osnovu (iv) , primenjujuéi centriranu inverziju diska (1.23), dobijamo

a+1 a+1

610 (a+ 1+2(a+1)t1~) : (1+Gr) (a+ {1;?%%)
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1
2
(1 +Gl,t) {1) 1 +,\}

1 2q
1y .
= 1+G1‘i{ l+)\—2q}

Na ovaj nacin je dokazano (v). Koriste¢i poslednju inkluziju, iz (3.48)
dobijamo

- (a+1)W,-
(1+Ghy) (a + 1+ 2(a+ 1)ti)

€ Wt £
1+G1,,' ’1+)\——2q ’

gde je Cj iterativna korekcija iz (3.48). Na osnovu (1.26), iz poslednjeg

izraza sledi
2q
1 S
( o 1+A- 2q)

- w; | 2¢ \!
|1+ Gy, 1+X)

Koristec¢i nejednakosti

2,‘—35 = —C,':

W,
b il e fC i
Wy =] Gl < |1+G,,i

(3.52)

14+Gil 21— (n—1)cy, 1_:])‘ <2q
i (3.50), iz (3.52) i (3.51) sledi
2 1
: — . = Ci e LR S - : — -1
Cn
di=rxyd:
(1-(n—1)en) (1 -29)

Na taj natin je dokazano i (vi).

U sluaju a = —1 nejednakosti (i) — (iii) leme 3.15 su takode tacne.
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Iz (3.49) sledi
. W; 1 1
zZi —zi| < b Wi
el < || e S e naasa™
An (1 =2 ) 1-2
b ( l]) < = q/\nd < )\nd;
Cn 1= 1~4g
Sto se podudara sa tvrdenjem (vi) leme 3.15za a# —-1. W
© 29

Lema 3.16 Za fiksnon > 3 i medusobno razlicite vrednosti z
1
—> ) (3.53)

w <cud, cn€ (O’
n—1
3 2 _ n—1
(n-1)X 8/\nq> (1+ 1—/\121)\ ) <tk " en
n

neka vaze uslovi

On =
< 1-2An 3cn
Tada je
@) Wil < 8uWil;
(i1) @ < cpd.
Dokaz. Na osnovu leme 1.4 dobijamo
- Vl W_’) i o
Fia)= Zi — z +1+Zéz—zj H(zi—z])
J# J=1
Posle deljenja sa H(éi — 2;) nalazimo
j#i
P(éi) . 21‘ ZJ
r ey Yl 1 n ) 3500
(- ) E[(+— (3.55)
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gde je
Y. =

+1+Zz,—z]

t

Neka je prvo a # —1. Na osnovu (2) i (wv) leme 3.15, iz (3.48) dobi-
jamo koristeéi kruznu kompleksnu aritmetiku

Wi (14 Gy,) (a + 14 2(a + l)ti)

2i — 24 a+1

1+ G+ 0 {135 )

14X
E ==
a+1
2q
= {-1-Giil+ G5 1,
{ G | +G1,|1+)‘}
odakle je
W; 8q
A i {—1 —Gl,i,-g-}. (356)

Imajuéi to u vidu, dobijamo

8q W,
Yi € (170G Y —
i { 1, 3}+1+ 21'—2]'

J#i
= {-1-Y W; +1+ZAWJ s
P Bk el i 3
. 8q
= Zt)
{ ; ~—z,)(z,—z]) 3

Odavde, koriste¢i (1.26), nalazimo

: Ww;| 8
Y;l <12 - i I 5 q
Yil < |2 ZIJ-EiIzi“Zjllii—zj|+_3. (3.57)
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Na osnovu (vi) lema 3.15 i 1.8 ocenjujemo

Iéi = Zj' 2 (1 o )\n) (l,

12 — 2] > (1-2\,)d.
Iz poslednje nejednakosti direktno sledi
dz (=2 )e. (3.58)

Koristeti ocene za |2; — zj| i |2; — 2;] i nejednakosti (3.50) i (vi), iz (3.57)
dobijamo

Y| < Yo (3.59)
gde je
(n—1)Acn

8
Yo=—""—""—+-q>\.d
0 TRty +3(1_ 1

(n—-1w 8

—“(1 e )\”) 7 aE ﬁq (3.60)

a iz leme 1.8

a n—1
ZJ'—ZJ' < 1 /\n 1
H<1+—z}-~%> _<+1_2/\n> : (3.61)

i
Pomocu (vi) leme 3.15, (3.59) i (3.60), iz (3.55) sledi

o~ . 2]' -—Zj
Wil < |z —2z|Yo H<1+ 21___%)
J#i

An (n—1)Ancn 8 s TR Rl
S 4 . R B Al e, - A 1
C" I‘/V‘ll ( 1 ==t /\n + 3(1) ( + 1 i QA',—L )

(Wi| < 6a|Wil. (3.62)

IA

odnosno

Koriste¢i nejednakosti (3.50) i (3.58) dokazujemo ():

5, 5
W < dpw < dpcpd < %d <icnd

e n
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jer je
on 1
1-2\,
Sada ¢emo posmatrati sluéaj a = —1. Iz (3.49) sledi
Wi W;j WiGa
=-1-G1i—-ti{(1+G14) =-1- — —,
2,‘_21' L ( ]') Zli—zj' 1+Gl,i
J#i
Neka je
"Vi W
Ui = - +1+Y —-.
Z2i — 24 poy Z; — Z]’

Na osnovu prethodnog dobijamo

- W, WGy,
Ut = (2’ Zl);(zi —Zj)(iigz]') k. 1 +Gl'i.

Na osnovu (3.50), (3.57), (3.59) i nejednakosti

(n — 1)w? & (n—1)c?
I-(n-1ec)d? ~1-(n—-1)cy

)\n(l —2/\n) Cn )
= —|1—-—— | Cn
Cn /\n(l —ZQ)

= M (1-2q) —cn,

1""1'(;'2)1'
1+ Gy i

a imajuci u vidu tvrdenja (z) i (#¢) leme 3.15, dobijamo w

e ——

_ (n—1)w
|U1| < An({m + An (1 g 2(1) —Cn
(n — l) )\n.cn

< 4 ) 2 .
< 1=, An (1 —29) — cp.

Poslednja nejednakost, zajedno sa (3.60), daje (3.62), jer je

(n—1)Aen

T + M (1-29) —cn < Y. (3.63)

LA Al e
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Nejednakost (3.63) se lako dokazuje polazeéi od

8
34 > A (1 —2q) — cp.
sto je ekvivalentno sa

8 (n—1)c2 Cn s ps (n—1)c?
3I-n-1ec)?2 " 1-(n-1)c, (/"_l—(n—l)c,l’

odnosno

_ 8>23(1-(n—-1)c,) > 3.
Na taj nacin je, kao i u slucaju « # —1, dokazano da su ta¢na tvrdenja
(2) i (42) leme 3.16. MW
Sada smo u mogucnosti da dokazemo glavni rezultat koji se odnosi
na konvergenciju familije iterativnih postupaka (3.48).

Teorema 3.17 Neka za fiksnon > 3 1 o € A,(a) a pored uslova leme

3.16 vazi
2\, il 8Ang Lot N
— 6, - —2d Y < 3.64
/Bn 5' ( Cn 1-— 2(] + 3Cn ) ( )

1
q (ﬂn) = 2/\”‘

Tada je jednoparametarska familija (3.48) konvergentna.

(3.65)

Dokaz. Kao u lemi 3.16, tvrdenje (¢2) , imamo
wsiead = WS Cpd.
Analogno, indukcijom se dokazuje da (3.53) ima za posledicu
w™ <, d™, m=1,2,....

Zbog toga, iz uslova (3.53) sledi da su sva tvrdenja lema 3.15 i 3.16
tacna za svako m = 1,2, ... . Posebno, vazi

IWi(1n+l)l < 6"“/,Vi(m)|, = In’ mi= 07 1, P (366)
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i

O™ = 2+ _ ) < A e L, m=0,1,.... (3.67
1 1 1 . Cn 1

Iz (3.48) dobijamo za C(™
(o + I)Wi(m)

cm _ . (368
(1+ Gi7) (a +4/142(a+ l)tg"‘))
gde je
wim™
G = S ——2 ., k=12,
' T ( (m) (m))
J#i o\ 2, 2z
i
SR St . S
(1+G(1f?)>

Sada ¢emo dokazati da vazi

)Cf’"“)lgﬁn C,."")|, icl, m=0,1,....

Izostavljajuéi indeks iteracije, iz (3.68) pomo¢u (3.66) i (3.67) dobijam

— An [ An s
G| < 22 | W] < 2260 Wil < Z26alCil Il (3.69
Cn o Cu
gde je
(14+Ghry) (a + /14 2(a + 1)t,-)
Yi = (3.70
o+ 1
Zbog (3.56) je
yi € {1 +Gl,i§%q} )

odakle nalazimo gornju granicu za |y,|:

8q e 8
il <N+G|l+—<2-—2___ 4 "o,
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Koristeci ovu ocenu iz (3.69) sledi

Cn 8
Gooookm g0 e |
n ( (1 - 29) ' + 3‘1> ICi| = B,|Ci]
U sluéaju ao = —1 iz (3.70) dobijamo, kada o« — —1,

vi =1+ G)(1+t).

Na osnovu (2) i (i) iz leme 3.15, sledi

wd§H+GmH1+MDS(2—aj%ﬁx>ﬂ+ﬂr

Ako dokazemo da je

Cn \ Cn 8 .
B A E e SRR 3.71
(2 (1—2q)/\")(1+Q)_ (=29, | 37 k22

opet ¢emo imati

Ci| < B, ICil .-

Iz (3.71) sledi da je potrebno dokazati da vazi

(5 8
o £ i,
(1—-29)x, — 3
tj.
iag ) LT < g,
(1—=29) A — 3

5to je ocigledno tacéno. Prema tome, u oba slucaja i za o # —11i za
a = —1, dokazali smo

|Cl.(""+1)( < B, lCz'(M) , i€l,, m=0,1,....

Ostaje jos da se dokaze disjunkcija diskova
s1= {9 B 1CO1} - {250 (B) 1G]}
Na osnovu leme 3.15, tvrdenje (vt), imamo

1c9| < An
! T G
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i na osnovu (3.65)

0)
> 22jc) > oo (IW1+ w)))

d0 > Y
Cn
o
2,

IV

(11 +161) > 9(8a) (161 +1¢71) .
Odatle je
120 — 20 > d® > g(5,) (1] + |c(°)|) = rad S; + rad S,

sto znaci da su diskovi Sy, ..., S, disjunktni.

Na kraju, dokazatemo da je familija iterativnih postupaka dobro
definisana u svakoj iteraciji. Izostavljajuéi indeks iteracije iz (3.48)
vidimo da je

-1 P(Zi)
Ct_l?i(zla"'azﬂ.),
gde je
, » r A 1+Gy; :
F,(zl,...,zn)--r[(z1 z])(1+a)(a+ 1+2(a+1)t,).

J#
Neka je a # —1. Iz (3.56), tvrdenja (i) iz leme 3.15 i (3.51) i ocena
koridcenih u dokazu ove teoreme, ocenjujemo

(a+ 1) Wi
. 2 |(1+Gl,i)(0'+ 1+2(a+1)ti)l
> |0+1| <|1+G1,i'—8?q)
> |a+1|(1—(n.—1)cn—-%)
3 82
Sk e 40 {2 i 2 B,
2 o I(5 ) |+1|135>0
Kako je jos H(Zi —2;) # 0, nalazimo da je Fj(zy,...,2,) # 0. Na
J#i

R —
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slican nacin izvodimo dokaz i u slu¢aju o = —1. Naime, tada je
Fi(z1,...,22) = H(Zi = 2;) (1 +Gr;) (1 +t;)
J#i
i
Wi
| > (1+G) A+ 2 (1= (= 1)en) (1-0)
3l e O
> - == — 3
o il TR

Teorema 3.18 Neka je za fiksnon >3

1

“ = 9 Tn+065

Ako su zio), e ,zy(lo) medusobno razliite aproksimacije za koje vazi

onda je familija simultanih postupaka (3.48) konvergentna.

Dokaz. Dokaz ove teoreme sledi na osnovu teoreme 3.17. Dokaza-
¢emo da su ispunjeni uslovi te teoreme, tj. uslovi (3.53), (3.54), (3.64)

9
" ( ' 5 (]L - ].) Y

tj. vazi (3.53). Niz 6, je monotono opadajuéi za n > 4 1 vazi
0.353 > 63, 0.3615 > 84 > 6n, n =>4
Kako jezan >3
0.675 < 1 —2An,

sledi da je uslov (3.54) ispunjen. Niz 3, iz uslova (3.64) je monotono
opadajuci za n > 4 i vazi

$to znadi da je uslov (3.64) ispunjen.
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Niz
(Bn) ~ 51
g n 2/\n
je strogo opadajuci za n > 3 i kako je |
1
g(ﬂg) = 5\—3 = —0.0033...<0,

relacija (3.65) sledi direktno. Sada na osnovu teoreme 3.17 sledi kon-
vergencija familije simultanih postupaka. W




4 Sigurna konvergencija: princip
konvergentnih nizova

4.1 Opsti postupak
Nekasuz™, ... 2™ aproksimacije prostih nula (4, ..., ¢, polinoma
1 3 ) =1 1 Sn
P, odredene nekim simultanim postupkom za nalazenje nula u m-tom
iterativnom koraku. U ovom poglavlju prou¢avamo pocetne uslove za
sigurnu konvergenciju simultanih postupaka koriste¢i analizu konvergen-

cije nizova {ugm)} , gde je

W™= _¢, iel,.

2

I ovde éemo, kao i u prethodnom poglavlju, koristiti pocetni uslov oblika
w® < ¢,d®, (4.1)

gde je w(™) maksimalna, po modulu, Weierstrassova korekcija, a dm)
je minimalno rastojanje izmedu aproksimacija u m-toj iteraciji. U
ovoj analizi éemo se usredsrediti na izbor n-faktora c, koji obezbeduje
sigurnu konvergenciju posmatranih simultanih postupaka. Rezultati
dati u ovom poglavlju predstavljaju poboljsanje rezultata prikazanih
u radovima [65], [68], [70] i [72].

Nasa analiza konvergencije iterativnih postupaka u ovom poglavlju
sastoji se od sledecih glavnih koraka:

89
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1. Izbor vrednosti n-faktora
1
b o An+ B

tako da diskovi
Zl.(o) = {zl(o);p \Wi(o)\} , L€l

gde je 1 An+ B

p= l-nc, (A-1)n+B’
budu disjunktni. Prema teoremi 1.16 dovoljan uslov za to je da je
A>2iB > (2-A)n. Ako se vrednost c, izabere tako da su fi
diskovi uzajamno disjunktni, tada svaki od njih sadrzi tacno jednu
nulu polinoma P. Odatle se dobija

u©

40 - <olw®).

Ova nejednakost je znacajna u daljoj analizi konvergencije nizova
(m) ” Lo £ g
z; koji se dobijaju iz posmatranog simultanog postupka.

2. U ovom koraku se dokazuju nejednakosti

d<oand, i ;W < B |Wil,

u kojima se koriste minimalna rastojanja i Weierstrassove korekcije
iz dva uzastopna iterativna koraka. Pri tome n-faktor c, koji se
pojavljuje u (4.1) treba birati tako da vazi implikacija

w<epd = W< cpd.
Ova ¢&injenica je od sustinskog znacaja za dokazivanje teorema o

konvergenciji pomoc¢u indukcije. Primetimo da gornja implikacija
vazi ako je anf3, < 1.

3. Za i € I, dokazujemo nejednakosti

r
= Y .
JFi

gde su p,q i r prirodni brojevi a v pozitivna konstanta.
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4. Sa novom promenljivom t; uvedenom pomoéu

: — 1) ~\ Vt+ar-1)
RN ol s i€l
d \ 1-2X\, ’ it
gde v i A\, zavise od postupka koji se posmatra i vazi

|2 — zi| < And,

polaze¢i od nejednakosti iz koraka 3, dokazuje se da vazi

-
t< t‘?
J#1

5. U finalnom koraku dokazuje se da je

lim t™ =0, i<,

m—oo

$to znaéi da svi nizovi {‘ugm)i} , 1 € I, teze ka nuli, tj. da je

lim z = e 1€ Iy,

m—oo

Na osnovu (4.2) sledi da je red konvergencije nizova{tgm) } i {ul(-m)}
jednak p + gr.

U analizi konvergencije iterativnih postupaka uobi¢ajeno je da se
pretpostavi da su greske

uﬁm) = Z,(m) =L

razli¢ite od nule za kona¢no m. Medutim, ako je u(m") = 0 za neke in-
dekse i1,...,ix € I, i mg > 0, usvaja se da su z(m") ey fm") aproksi-
macije nula G s inr 1 iterativni postupak se ne prlmenJuJe za indekse

i1, ...1,. Ako nizovi { ul™ )} , 1 € I\ {t1,...%} imaju red konvergencije

jednak R, tada ce, otigledno, nizovi {ug")} s {ufnm) } konvergirati sa
redom bar R. Ova primedba se odnosi na sve iterativne postupke koji
se razmatraju u ovom poglavlju.



92 4. Sigurna konvergencija: princip konvergentnih nizova

4.2 Ehrlich—Aberthov postupak

Jedan od najefikasnijih numerickih postupaka za simultano izracu-
navanje nula polinoma je Ehrlich—Aberthov postupak,

Z§m+l) =Zt(m) ) 1 eIﬂ‘r m=071)"'1

(m Z (m) (m)
N; j#i Zi

1

ili, bez indeksa iteracije i sa Newtonovom korekcijom izrazenom pomocu
polinoma i njegovog izvoda,

Zi=z—

Fa 1€ I (4.3)

P(z)

1 7
2 — Zj

ik

JFi

(formula (2.10) u odeljku 2.2.2).

Pre dokaza konvergencije ovog postupka dacemo nekoliko pomoc¢nih
rezultata. Dokaz prve leme sledi neposredno iz teoreme 1.16.

Lema 4.1 Neka je za fiksnon > 3
( 1

mils T

—1_. n—4

on+125"

anﬁ

! = DabwT

2n+17 —ry
1

L o’ AT
1 neka vazi

w < cnd. (4.4)

Tada svak: disk

1 .
{Z‘hl_ncﬂ |VV1|}, 'leIn

sadrzi jednu i samo jednu nulu polinoma P.
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Lema 4.2 Neka su zi,...,z, medusobno razlicite aproksimacije nula
Cyy---,Cpn polinoma P stepenan 1 neka su 2y, ..., 2, nove aproksimacije
dobijene Ehrlich—-Aberthovim postupkom (4.3). Tada vazi

Wi=—(@-2Y = w; H(u-%‘".j). (4.5)

o (B - 2)(z - 7)1 gy

Dokaz. 1z (4.3) dobija se

1 . Z 1 P/ (Zi)
éi_zi—j#i Zi—Zj P(Zi)’

tako da, koriste¢i lemu 1.5, dobijamo

U skladu sa tim imamo

2 ‘ Vi 1%
> AWJ +1 = AL +y_ ===l
' 3 — 25 2= 2 — 2 — 25
j=1 JF1
- %%
=i 3 4 ~14) ———+1
T S
prris Wb e Rk
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Uzimajuéi u obzir lemu 1.4 za t = z;, nalazimo

P(%) = ZZVY
=17

= =(3 —z)% W 3. — 2
= G- e L)

JF# J#F
Odavde, deljenjem sa H . — 2;) , dobijamo formulu (4.5). &
J#
Uvedimo oznake
_ 1
P = 1— nCn,
1
vy = 5
1 - pen — (n—1) (pen)
An = pen(l—=pen)y

Az / /\\n n-—1
ﬁn ol nl—A (1+1—2A‘n> .

Lema 4.3 Za fiksno n > 3 neka su z,...,2, aproksimacije dobijene
postupkom (4.3) i neka je U
i = 2 — C‘U ﬁ‘l =2‘l—(17 ie-[n-

Ako vazi nejednakost (4.4) sa c, 1z leme 4.1, onda je

(1) d<

: ~ 8
() |l < o lwal® Y .
J#i



4.2 Ehrlich-Aberthov postupak 95

Dokaz. Na osnovu pocetnog uslova (4.4) i leme 4.1 imamo
us| = |2 = G < p|[Wi| < pw < pend. (4.6)

Prema definiciji minimalnog rastojanja d nalazimo da je

|2 =Gl 2 |25 =zl = |5 =i > d—pead = (L= pen)d. (47)

Koriste¢i identitet

P2) «— 1
P(z) N Cj’
iz (4.3) dobijamo
1
ﬁ"i = ‘éi—C'=z‘i_C'—
1 1 1 1 l
;+Zzi—§- _Zz1«z~
by 7 g :
(4.8)
Uj uf.S'1
. i s ’
1 —u;S; 1 —w;S;
gde je
W
Si = 2 i
; (2 — Cj)(zi - 2j)
Dalje, na osnovu (4.6) i (4.7) dobijamo
|us]
u;Si| < |us
l | I |;lz1_<-]|‘zl_z]l
(4.9)

. pend(n—1)pend _ (pen)* (n = 1)
= (L-pen)d? 1 — pen
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Sada, prema (4.6), (4.7) i (4.9), nalazimo iz (4.3)

15— 2| = u; |
&R 1—wSi| = 1—|wSi
1
< plWil
T () (=)
1 —pecn

= pcn (1= pcp)yd = And

1

(pcn)? (n = 1)
1 —pen

2, —2z| < p|Wi
]__

= p(1 = pep) v[Wi| = And.

Prema ovome i imajuéi u vidu da je |2; — z;| > d, dobijamo

|2i = 2| 2 |zi —zj| —|2i —zi| 2d - Ad = (1 = ) d,

12 = 2| 2 |z — 25| = |& — 2] = |25 — 2]

v

d—2:nd = (1 - 2),) d.

Iz (4.13) sledi

odnosno

sto dokazuje tvrdenje (i) leme.

(4.10)

(4.11)

(4.12)

(4.13)

(4.14)

(4.15)
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Koriste¢i pocetnu nejednakost % < ¢, i ogranicenja (4.10), (4.11),
(4.12) i (4.13), ocenjujemo veli¢ine koje figurisu u (4.5),

AN L Sy O R
|2 — 25|z — 2] = |2; — 2]

JF

Wi

‘

n—1 An n=l
< Megtdo (1 5] W=swil.

Odatle dobijamo

w < Bw, (4.16)
aiz (4.4), (4.14) i (4.16) dobija se
~ 671. 7
< B w< = '
w < Bw < Bhend < T 2/\ncnd

Da bi vazilo

Cnd,
potrebno je da bude
Bn
1.
1-2\, ©
Neposredno se proverava da je ] 2/\ manje od vrednosti datih u tabeli
= 3
n 3 4 5 6 7

3, | 0.401 | 0.504 | 0.544 | 0.461 | 0.398

ida je
/Bn = /38
1-2\, ~ 1-2),
Na taj naéin su dokazana tvrdenja (i) i (i77) leme.

<0.598, n >8.

Koriste¢i veé¢ odredene granice i (4.8) dobijamo

A |wi | i |Uz| Z |y
e <
[l < 1—|wS:| — | — | —C] | "ZJ|

(pen)® (n = 1)
1 - pcn
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" 1— pcn 2 l“Jl
1 < )
S o D™ 2 T s @

odnosno
ol < gl Yl (4.17)
JF#

a time je tvrdenje (iv) leme dokazano. W

Teorema 4.4 Ako su z(o) » 21(10)_ medusobno razlicite aproksimacije

za koje vazi
w® < c,d© (4.18)

sa cn 1z leme 4.1, onda je Ehrlich-Aberthov postupak (4.3) kubno kon-
vergentan.

Dokaz. Analiza konvergencije se zasniva na oceni greske uﬁ"‘) =

zEm) — (,. Dokaz se izvodi indukcijom, koristeci sli¢no razmatranje kao
pri dokazu leme 4.3. Sve procene date u lemi 4.3 su vazete za indeks
m = 1 zato &to se poletni uslov (4.18) slaze-sa (4.4). Zapravo, ovo je
deo dokaza za m = 1. Stavide, nejednakost (iii) se opet svodi na uslov
oblika (4.4) i odatle opet pretpostavke (i) — (iv) iz leme 4.3 vaze za
slede¢i indeks i tako dalje. Sve procene i ograni¢enja za indeks m se
izvode na sustinski isti naéin kao za m = 0. Zapravo, implikacija

ima kljuénu ulogu u analizi konvergencije Ehrlich-Aberthovog postupka
zato §to ukljucuje pocetni uslov (4.18) pod kojim vaze sve nejednakosti

iz leme 4.3 zasve m =0,1,... . Na osnovu (4.15) i (4.17) imamo
d™ 1
S Sk e (4.19)
1
1
™V < LS Wl™ES W), ie I, (4.20)

(d ) j#i
za svaki iteracioni indeks m = 0,1,... ako (4.18) vazi.
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Neka je

t(m) 1 (n— I)Vlugm”

dm) \[ 1 -2\, , 1€l, m=0,1,....

Iz (4.20) sledi

g - L [lr-Dy (m+1)
¢ dm+1) \[ 1-2\,

1 (TL s 1) (m

< ™S ™
+1 — I
dm 0\ T-2n, (d< )2 £
Kako je
2
1 ™2 = 1 [(n-1) 7lu(m)| 1-2\,

dmz '™ am\[1T=2x, (n—1)4

_ ( (m) 2 1-=-2\,

\* J (n-1)7

(n—1)y (W) = gm) 1 [(n=-1)v  (m)
T-—2\, Z' PP Z(d(m) o, % |
I
#™ T4

I

dobijamo

(0 < LB (4o

7 +1)
(n—1)dm o

Odavde je, koristeéi (4.19),

#m+) < 1 (gm R XS (4.21)
n—l( ) ;
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Iz (4.6) dobijamo

@ _ L [a=Dr @ L 40 [(r=DY
BT dO\ 1-2\, [ I—d(O)’Dc"d I
(1)
L b
S pln 1-2\,

za svako i = 1,...,n. Neka je

[ © ¢y [P=DY
fn = mEX & S P\ T o0,

Neposredno se proverava da h, nije vece od vrednosti datih u tabeli

n 3 4 5 6 7
hn | 0.545 | 0.527 | 0.500 | 0.448 | 0.409

i da je
hn, < hg <0.448, n > 8.

U skladu sa tim iz (4.21) zakljuéujemo da nizovi {tfm)} (i, zajedno sa

njim, {]ugm)l}) teze ka nuli za svako i = 1,...,n. Odatle sledi da je

Ehrlich—-Aberthov postupak konvergentan.
Kako je

im d™ = min |(, - (,
"}.I_I,nood i r‘gél;l |Cz C]la

sa u(™ = max |u£m)| iz (4.20) sledi

1<i<n

™| < ym+) < =17 emyps
T (dm)?

sto dokazuje drugi deo teoreme. W
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4.3 Ehrlich-Aberthov postupak sa
Newtonovim korekcijama

Kao sto je ve¢ pomenuto u odeljku 2.2, konvergencija Ehrlich-Aber-
thovog postupka moze se ubrzati pomoéu Newtonovih korekcija. Na taj
nacin se dobija novi postupak

5 1 .
2z =2z — 1 1 e In, (422)

N(z) el il + N (2)

koji predstavlja poboljsanje Ehrlich-Aberthovog postupka. Njegova vi-
soka racunska efikasnost je posledica povecanog reda konvergencije (sa
3 na 4) uz zanemarljivi broj dodatnih racunskih operacija, budu¢i da se
ve¢ izraCunate veli¢ine IV (z;) koriste u sumi u (4.22).

Lema 4.5 Neka je za fiksnon > 3

r 1
- 22n+2’
i neka vazi
w < cpd. (4.23)

Tada svaki disk
{Zz‘; S |W1|} , 1€l
1 —nc,
sadrzi jednu 1 samo jednu nulu polinoma P.

Lema 4.6 Za Ehrlich-Aberthov postupak sa Newtonovim korekcijama
(4.22) vazi

i X Zs — 23
W; = —(2 — z) Wiln,i + (3 — z)Zw;i) H <1 + 21 - zj) ,  (4.24)
J#i
gde je
N]‘ ¥ iZ]
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Dokaz. 1z (4.22) dobija se

1 . Z il e P’(Z,,)
ii—zi_j#iz,-—-zj-i—Nj P(Z-,;)’
odakle je, koriste¢i lemu 1.5,

Wi W ! z - 20 E !
Z -z Z z; — zj + N i P(z;)

e, PP
1 W
= -W; |Zni+ =5 ek
Wi T 2i — 25
%%
= -WEn;— Z Aol
— 2 — 25
JF#
Prema tome, imamo
n
j=1 4T % - J#i T
W; W,
= —WzZN,z - Z . Z > : '
et Zi =~ %4 — 2 — 25
JjFi J#Fi
odakle je
n WJ N
- - + l=-WZn;i— (2i — z1))Zwi-
= AT

Zamenjujuéi poslednji izraz u Lagrangeov interpolacioni polinom (videti
lemu 1.4) za t = t; nalazimo

n

1% g
> —-+1 H(a - zj)
j=1

P(z)

Il

fr=rt 2 — 24

—(& — ) (Win; + (8 — ) Zwy) [ [ (2 - z)-
JFi

Nakon deljenja sa H (2; — ;) i sredivanja, dobija se (4.24). W

i
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Uvedimo oznake
_ |
,0 — = ncna
n—1
vy = - ,
(1= pea) ((1 = pen)” = (n = 1) pen)
O pcn
n N b)
1-(pcn)’ (n—1)5
n—1 A nl
= M| An—— 1-— 2 e .
Bn n(nl_/\n+cn( pcn) w) <1+1—2/\n>
Lema 4.7 Za fiksno n > 3 neka su zi,...,2, aproksimacije dobijene
postupkom (4.22) i neka je
u’izzi—gh ﬁi:é‘i—Civ 'LEIT&
Ako vazi nejednakost (4.23) sa c, iz leme 4.5 onda je
B d< 1 -
1
PGS T
(1) @ < Bnw;
(i55) @ < cad;
: " 0 2 2
() 2l < Ll Yl
J#F
Dokaz. Prema podetnom uslovu (4.23) i lemi 4.1 imamo
lui| = |z — (| < p|Wil < pw < pend. (4.25)
Na osnovu toga i definicije minimalnog rastojanja d dobijamo
l2j = ¢ > |z — zil = |zi = Gi| 2 d = pead = (1 - pcn)d.  (4.26)
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Koriste¢i identitet
P'(2) < 1
P(2) ol G

i nejednakosti (4.25) i (4.26), dobijamo

P'(z) 1 1 1 n-1
> — = > e
P(z)| — |za—di ;IE—CH ~ pend (1 —pen)d
i )
pen (1 = pen)d’
gde je
6=1-pep = (n—1) pen.
Odatle je .
P(z)|  pen (L —pcn)d
NGl = > 2
| Vi 'P,(Zi) > 5 : (4.28)
tako da je
zi—z;+N;j| 2 |z - z| = |Njl
(n-1)
Y(1—=pcn)é

' Polazeci od iterativne formule (4.22) i koriste¢i identitet (4.27) nala-
zimo

1

Il

Uy i =G =2zi— (-

1 ’
e, R
Uq j;éiz1_<j j;éizi—zj+Nj




4.3 Ehrlich-Aberthov postupak sa Newtonovim korekcijama 105

ili posle sredivanja
. Usg

Ui = Us — (4.30)
N; — u;
1+, R
% ; (z,- — C]-)(Zi —zj + N])
Neka je
=0 1
S; = ! hy = .
I e e R Y
Tada se (4.30) moze zapisati u obliku
u; u?S;
=" — = : . 4.31
- u 1+ u;S; 1+ u;S; ( )
Takode dobijamo
2
T u hj
N; 2 N; —u; = ——21—|
J 1+ u]h J Ui 1+ Ujhj
tako daje
u?h]‘
1+ ujh;
S, = — Rl .
; (Z-L' = Cj)(zi -z + ZVJ)
Buduéi da je zbog (4.26)
1 n—1
th = Z , _
k] 25 = Clc (]- ,DC,,,) d
na osnovu ove nejednakosti i (4.25) dobijamo procenu
h Al
1+ u;h; 1 — Ju||hy]
(4.32)
n—1
(l-pcn)d  _n—1
5 n—-1 — 6d °

1 — pepd—————e—
P (1 —pcq)d
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Koristeéi (4.32) i prethodna ogranicenja (4.25), (4.26) i (4.29), dobijamo

h‘
lwil? |
il +u_-,'hj
uSi| < |us
Sl < WD e =2+ Ny
n—1 3
) (n = 1) =5~ (pend) st
 (1-pen)d n-1) |
(1—pcn)é
= y(n-1)(pca)’
Na sli¢an nacin nalazimo
A
12 J
|Sl| |u]| 1+ Ujhj
l—IUiSil o Izi"Cj||zi—Zj+Nj|
n—1 :
dd
S s M
— pcy, ) F#1
P = pen) s
~
< B ZI%‘I?-
Jj#
Pomocu (4.25) i (4.33), iz (4.22) se dobija
5 Ui |
|2i —z| =
1+u;S; 1-— |uiS,'|
p Wil A

IN

I—7(n—-1)(pea)® ©n

. ) ¥
|2 — 2| < o [Wi| < And. (4.35)
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Odatle, imajuéi u vidu da je |z; — z;| > d, procenjujemo
[21' - Zjl Z |zi it Zj| g |2i - Zz'l Z d— /\nd = (1 — /\n) d. (436)

Na slican nac¢in dobijamo

12— 3] 2 |z -zl -2 -zl =3 - 2
(4.37)
> d—-2M =(1-2)\,)d,
§to znaci da je
d>(1-2\)d, (4.38)
odnosno
a< 1- 2/\nd‘

Ovim smo dokazali tvrdenje (i) leme.

Koristeéi polaznu nejednakost (4.23) i ogranicenja (4.28), (4.29), (4.35),
(4.36) i (4.37), ocenjujemo veliGine iz (4.24):

(n_1>pcn(l-pcn)d

i " . A S w . 2

Willbngl & w . < =pen (1 —pen)™y

IWillZw,il D 7 Pen (1= pen)
(1= pen)d

< pck(1—=pen)’,

An

< —1)en,
(1—/\n)d2—1‘"/\n(n )C‘n

2i_zil|2¥/‘/,i| S )\nd(n—l)cnd

AT s A n—1
e 81 B o B 1 <(1+ = ) :
H<1+éi—2j> L H(+|2i—2jl - 1-2A,

JFi JF

Koristeéi poslednje granice, iz (4.24) ocenjujemo
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—~ . 2 -
1 < 16— 2 (WallEwl + 12~ =z [T (14 232 )|-

i sty
Dalje je
~1
o An | Wil 2 2 A (n—1)cn An E
. An 1771l _ LB S o O

—— 1
Tl < A (Mt + o1 = e 10) WAL < B W,
to jest,
w < Brw. (4.39)
Prema tome tvrdenje (1) leme je tacno.

Polazeéi od (4.39), pomo¢u (4.34) i (4.38) dobijamo

F Bn 3
< < 3 d

w_ﬁnw_ﬁncnd_ 1_2/\ncn ]

odakle je
cnd
ako je
Bn
1—-2\, — b

Neposredno se proverava da je

3

o o _Ps_ 0902, n>3.

1-2\, ~ 1-2),
Ovo dokazuje tvrdenje (ii7) leme.
Koristeci ve¢ izvedena ogranicenja, iz (4.31) nalazimo

lu1| |Si]
|u1| < |'US| - d3| "»l 2|u1l2

J#1
sto dokazuje tvrdenje (iv) leme. W
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Teorema 4.8 Ako su z§0), fe ,21(10) medusobno razlicite aproksimacije

za koje vazi
w® < ¢, d® (4.40)

sa ¢, 1z leme 4.5, onda je Ehrlich-Aberthov postupak sa Newtonovim
korekcijama (4.22) konvergentan sa redom konvergencije Cetirs.

Dokaz. Kao i pri dokazu teoreme 4.4, analiza konvergencije se za-
sniva na proceni greske ugm) = zi(m) — (;. Dokaz se izvodi indukcijom,
na isti naéin kao i dokaz leme 4.7. S obzirom da se uslovi (4.40) i (4.23)
podudaraju, sve procene date u lemi 4.7 vaze i za indeks m = 1, $to
predstavlja prvi deo induktivnog dokaza. Na isti naéin kao u lemi 4.7

dokazuje se da tvrdenja (¢) — (iv) vaze za svakom = 0, 1, ... . Implikacija

ukljuéuje pocetni uslov (4.40) koji garantuje validnost svih nejednakosti

datih u lemi 4.7 za sve m = 0,1, ... . Posebno imamo
dm 1
< 441
dm+1l) — 1 -2\, ( )
i
|u$m+1)| < —'7—3|U5m)‘2 Z |u§'m)lg» 1€l (4.42)
(d(m)) J#
za svako m = 0,1,... ako (4.40) vazi.

Neka je

ti - dm) 1 -2\, |uz I’ : i ’

Iz (4.42) sledi

t(m+1) i) 1 3 (TL— 1)7 Iu(-mH)\
' T d(m+1) 1-2\, !

1 L/(n-1)7v 7« (m)2 (m)2
3 A iR |
S g \ T2 (d<m))3| ol Z;' £
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Kako je

2
2 1 J(n=1)7v @m o/ 1= 2An
(m)2 _ (m) 3 . R & X
e = (d ) (d(m) 1—2\ i (n—1)y

Odavde je, zbog (4.41),

) < L ((W) S ((8V), iehh (443)
JF

Iz (4.25) dobijamo za svako i =1,...,n

(0) 1 3 (n — 1) Y, (0) 1 (0) 3 (n j 1) Y
t = —_—f— o T il P
' 70\ T, % | S goyPend 1-2\,

3 (n—1)7
1-2\,

IA

pen
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Kao i ranije, neka je

3 (n—'l)’y

(0)
7+ max ='0Cr T—2x,

1<i<n ¢
Neposredno se proverava da vazi

hn < h3 < 0.524, n > 3.

Na osnovu ovog iz (4.42) zakljucujemo da nizovi {tl(-m)} (i, zajedno

sa njima, {Iugm)l

zi(m) — (;. Prema tome, Ehrlich-Aberthov postupak sa Newtonovim

korekcijama (4.22) je konvergentan.
Kako je

}) teze ka nuli za svako ¢ = 1,...,n, Sto znaci da

im d™) = min |, — C,
lim _d i Jo s Oy

stavljajuéi u(™ = max ]ugm)| iz (4.43) dobijamo

1<i<n

(m)|4

[

™| < ulmt) < (n_—_})%!u

(@)

sto dokazuje drugi deo teoreme. W

4.4 Borsch-Supanov postupak sa
Weierstrassovim korekcijama

Bérsch—-Supanov postupak je kubno konvergentan, ali se moze ubrzati
na isti nacin kao i Ehrlich—-Aberthov postupak pri ¢emu se ovde koriste
Weierstrassove korekcije. Kao $to je u odeljku 2.2.5 navedeno, ovaj
postupak je dat iterativnom formulom
Wi(z:)

Wilz) 7

1 € In. (4.44)
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Red konvergencije Borsch-Supanovog postupka sa Weierstrassovim ko-
rekcijama je Zetiri. U analizi konvergencije ovog postupka koristi se
sledeca lema.

Lema 4.9 Neka je

1
b 14,
on+1’ g
Cn ——
. n> 14
2n7 —
1 neka vazi
w < cpd. (4.45)

Tada svaki disk

1
{Z-"; lWl‘} 3 1 E In
1 —nc,

sadrzi jednu 1 samo jednu nulu polinoma P. W

Lema 4.10 Neka su z1, ..., 2z, medusobno razlicite aproksimacije nula

C1,---,Cn polinoma P stepenan i neka su 2y, ..., 2, nove aproksimacije

dobijene Bérsch-Supanovim postupkom sa Weierstrassovim korekcijama.
Tada vaz

W, = __PGE)
H#i(éi )
W.
= (21 = Zi)(z1 " W = 2,) . ) Hi
1 ; (2i — 2z;)(zi — Wi — 25)
gde je

: ¥ Zj — 2
n’_H(1+2i-éj)'

J#F
Dokaz. Pod uslovom (4.45) iz leme 4.9 imamo
lui| = |zi = (i < p|Wi| < pw < pend. (4.46)
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Na osnovu ovoga i definicije minimalnog rastojanja d dobijamo

|z; — Gil = |25 — 2| — |zi — ;| =2 d — pend = (1 — pcy) d. (4.47)

Na osnovu leme 1.6 imamo

W,
Wi=w 1+ 3 _’z. . (4.48)
9 "E Y

Sada polazimo od (4.44) i koriste¢i (4.48) nalazimo

W,
(2 —¢) |1+ Z .
W
1+Z.zi—wi-zj
J#

i i
W, o 5o )
; ](Zi—u/i‘“zj Ci— %

W
1+Zzi—VVi——zj
JF

U = Z—C=2z—(—

2

Z W; (¢ — 2z + Wi)
(z

= U
¢ W;
1+Zzi = W~ 25
JF#

Koriste¢i ponovo (4.48) dobijamo

W I’VJ
C;i—zi+Wi=—u; +ui 1+Z<‘_Jz‘ :uizc__z,’
jpaiet— 4 g#
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tako da je

%% i
G=w?y - . (4.49)
j#i Gi=% 1+Z s
i 2; — VVI — Zj
7
Na osnovu (4.47) dobijamo
| = zj — Gk |z — Cl
Wl = lz]_Cjinz 3 S‘quH(1+|z T
k#j k#j
Cnd n—1 -
< ful (1+555) 7 =l (Lo
Pored toga, imamo
|lzi = Wi—2zj| 2 |zj—z|-|Wi|>2d-w
(4.50)
> d—cad=(l-cn)d
1
W (mn-1w 1-—ncy
;Zi-Wi—z] (l1—ch)d 1—cq (4:51)
Koristec¢i (2.12) za t = 2; dobijamo
P(z) = [ = +3 /IR P (4.52)
1) = z“i—zl pre 21;_2]_ =5 ]]Jl(zt—z])- y
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tako da (4.52) postaje

.:1:

P(%) = Zz,—z]—zz,—

JF#i J# J=1

W.
= (2, —2z)(z =W, —2; = 1 ii“zj,
( 4 );(Zi*zj)(zz'—m—zj) L1 :

2 — 2;
Wi — 5)
Zj

odakle se, posle deljenja sa H#i (2; — 2;), dobija tvrdenje leme. W

Neka je
= 1
p - 1 il ncﬂ?
B p(1+ pen)™?
(1-pen)®
A = p(l—cn)cn,
2 2 n—1
2 w1} /\n
gn — /\npcn (TL 1) 1_+_ > )
(1 =) (1—cn) 1-2\,
Lema 4.11 Neka su 21, ..., zn aproksimacije dobijene Bérsch—-Supano-

vim postupkom sa Weierstrassovim korekcijama 1 neka je
=ZZ—C,L-, ﬂ.i:.éi—ci, 1 € In.

Ako je n > 3 i vazi nejednakost (4.45) sa cp iz leme 4.9, tada vaZz
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1 a
) d< d;
(@) ds755%

(1) W < Bpw;
(i) @ < cnd;

() | < B I'U'1| (Z |“J‘>

J#

Dokaz. S obzirom na (4.50) i (4.45), iz (4.44) dobijamo

W;
-2l = Wil <p(l - cn) Wil

W.
1+ZZ,'-—W-:—ZJ'

(4.53)
< p(l—cn)cnd = And.

Na osnovu toga je

12 — 25 2 |2i — zj| = |2 — 2| >d = Ad = (1= An)d, (4.54)

12— 2] 2 |z — 2] =& -zl = 1 — 7l
(4.55)
> d—2\d = (1 - 2)\,)d.

Iz poslednje nejednakosti zaklju¢ujemo da je

d>(1-2\)d, (4.56)
i odatle
1 =
<
4< 1T 22n &

sto dokazuje tvrdenje (i) leme.

|

1




4.4 Borsch-Supanov postupak sa Weierstrassovim korekcijama 1.7

Dalje, budué¢i da je

z—%-W; = == W
W. 1
1+ -
; 2= W=y
AP
e
g W y
il J
= ; z-W;:—2
iz (4.50) i (4.51) dobijamo
(n—1)cpd .
|zi — 2 = W;| < 1_7(“1,4: Cn)d |[W:]
l'=en

(4.57)

Koristeéi ocene (4.53), (4.54), (4.55) i (4.57), za W, iz leme 4.10
nalazimo

Wi < And 1) ca |Wil (n— 1) cnd | ke >n_l
il S nde(n —D Wil T ST ) d 1 =2

Anpc2 (n —1)* 55 A"
T (1-A)(1-cn) <1+1—2/\n) el

t.
Wil < B Wil (4.58)
i tvrdenje (it) leme je dokazano.

Ako pokazemo da je

Pn o1
1-2\,
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onda iz (4.56) i (4.58) sledi

@ < Bpw < Bacad < Po__crd < cad.
1-2\,

Neposredno se proverava da je

B

1 3<n<14,
T—on < 0.151, <n<
——ﬁl—- < 0.105, n > 14.
1-2\, ' -

Dakle, vazi implikacija
w<ed = W< end,
sto dokazuje tvrdenje (u1) leme.

Polazeéi od (4.49) i koriste¢i navedene procene, dobijamo

1
2
) 1+pcn)™ 2 (1= pep)d(l —cn)d
v (1 = pen) 1-nc
1 -2
2
P Mm=2 (2
———— (1+ pea)™ sl | D s
B, 2 3( 7 )
(1-pcn)°d per
to jest,

2
~ Y
[l < =3 fal® { D Jugl )
17
Dakle, tvrdenje (iv) leme je dokazano. M

Teorema 4.12 Ako su zgo), " .,zs,o)

medusobno razlicite aproksimacije
za koje vazi

w® < ¢, d©® (4.59)

sa cn i; leme 4.9, onda je Borsch-Supanov postupak sa Weierstrassovim
korekcijama (4.44) konvergentan sa redom konvergencije Eetiri.
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Dokaz. Analiza konvergencije se zasniva na oceni greske ugm) =

zlgm) — (; i sliéna je odgovarajucoj analizi za iterativne postupke (4.3) i

(4.22). Polazeti od pocetnog uslova (4.59) pokazuje se da vazi

d(m) 1
s S (4.60)
1
2
) < PR S ™), ek (4.61)

(™) Fr

za svaki iteracioni indeks m =0,1,... .
Neka je

2
ti ] d(m) \/:;lui ‘7 1€ In, m 0, gus e &

Iz (4.61) i tvrdenja (iv) leme 4.11 sledi

t(m+1) . 1 3 (n L 1)2 ’Y lu(m+l)\
: T dm+) 1+ 2%, *Ff
1 S(n=1%7 v | mp (m)
= s U
Kako je

2 2
—1)2 1-2X
myz (N2 [ L /(=17 m) J 1=2M
i1 = (d ) (d(m 1-2\, i (n—1)%7
L= 9)\
- (m) t s ok
(d < (n— 1 )
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2 2
(zm) - (5ot (o)

2
N2 [, 1-—2\ (m)
=" (dtm) ( ___(n—l)2’y> 3™

#i

dobijamo

)

2
m) )2, 1= 2M (m)
VI—2A (Z:W ') = (4m) (n—U27<%;% >'

Na osnovu prethodnog je

- (1 = 2\,) d™ =
g +1)‘( )den( ) 235))

JFi

odakle, zbog (4.60), imamo

2
(m+1) 1 (m))? (m) ;
t; < (7’1,——1)2 (ti ) (th ) , 1€In.

J#
Na osnovu (4.59) i (4.56) dobijamo

0 _ (=1%o Jma(n—1f7
: &m —do 1= 2x,
n—l
< P N A
< pcn\/ 1_2/\11

za svako i = 1,...,n. Neka je

J[(n—1)%y

0)
= t -
h, = max < pcn )

1<i<n

(4.62)
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Neposredno se proverava da je

h, < 0988, 3<n<l14,

hn < 0.999, n>14.

Na osnovu ovog iz (4.62) sledi da nizovi {tgm)} (i, zajedno sa njima,

{]uSm)l}) teze ka nuli za svako i = 1,...,n. Prema tome, Borsch—

Supanov postupak sa Weierstrassovim korekcijama (4.44) je konvergen-
tan.

Kako je
lim d™ = min [¢; - (1,

m—o0 o

1<i<n

(m+1)l < um+D) < (n — 1)27‘u(m)\47
2 = e (d(m))3

sto dokazuje drugi deo teoreme. W

|u

4.5 Wang-Zhengov postupak

U ovom odeljku razmatracemo Wang—Zhengov postupak, opisan u
odeljku 2.2.8. Ovaj postupak je definisan formulom

1

f(z) - 51;—3% (Sfi + 52.1‘) 7

2, = 24 —

i € In, (4.63)

gde je
P'(z) P'(2)
&) =B ~2PQ)
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1
Ski = — ., k=12, i€l (4.64)
; (2i — 2)

Red konvergencije Wang-Zhengovog postupka je cetiri.

Lema 4.13 Neka je za fiksnon > 3

i\
_ <
S1ant29ds SSt<T™
Cn = :
_— >
3.1n’ nz7
1 neka vazi
w < cnd. (4.65)

Tada svaki disk

1
1 —nc,

sadrzi jednu 1 samo jednu nulu polinoma P.

Lema 4.14 Neka su z, ..., 2z, medusobno razli¢ite aproksimacije nula
¢1s---,Cy, polinoma P stepenan i neka su 21, ..., 2, nove aproksimacije
dobijene Wang-Zhengovim postupkom (4.63). Tada vazi
— P(3 i 5 . il
W, = _——_.( )A = (% — z)(WiCi — Dy) H (1 42 ;f]> , (4.66)
[1G-2) i .
j#i
gde je

P(Z-") P(Z,’)
P(z) 2Pz

P"(z) P()

Ci =
2Pt (zi) Piz)

(Sii == Sz,i) o

- S (4.67)

P Ve et P
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Dokaz. Iz (4.63) se dobija

1 -y P// (Zi) - P' (Zi) X P(Zi)
% —2z 2P'(z) Pl(z) 2P (z)

Odatle, na osnovu leme 1.5, dobijamo

(S3i+ S2,)-

Wi W;
——=-1-) —L-+ W
2i — 24 —1 2 — Zj
JF#
Na osnovu ovog nalazimo
= W; Wi W,
So—+1 = 5 +y = +1
et 2 — 25 Z; — 24 Py Z; — 24
W; W
= WG+ 3= ) 7
AT mATH
to jest
n W
> ——+1=WCi-D: (4.69)
— 2; — 24
J._

Koristeéi ovu relaciju i lemu 1.4 dobijamo

P(ﬁz) = (2?1' ] Z,‘)[VViCi = Dz] H(?:’i = Z]').

J#
Posle deljenja sa [] (2 — 2;) i sredivanja, dobija (4.66). W
JF
Uvedimo slede¢e oznake
- 1
p = JLEEE TLCn,,
o - 2(-npc) (2 —pcn) PP (n—1)n
L= pen (1 - pen)”
n(2 — pcn
o (2 — pen)

G(1-pen)?
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2(1 — pcn +(n — 1) pcn) pen

= W =
" G (1 - pcn)
An (2 -—n (pcn)2) PCn (n I ]‘) /\zl (TL = 1) 1+ An "3
P = 2(1 = pea) (1 —npen) o 1-2)./ &
Lema 4.15 Neka su zy,. .., 2z, medusobno razli¢ite aproksimacije nula
¢1y---,Cn polinoma P stepena n, neka su 2y,...,2, nove aproksimacije

dobijene Wang-Zhengovim postupkom (4.63) i neka je
ui=2z—¢;, U =2-C; 1€l

Ako je n > 3 1 vazi nejednakost (4.65) sa cp iz leme 4.13, onda vaz

(1) w < B w;

(i12) W < cpd;
() sl < %5 hal® Y gl

J#i

Dokaz. Neka je I ; definisano sa (4.64). Ako podemo od formule
(4.63) 1 koristimo identitet iz leme 1.7, dobijamo

SRR —2ui(1 e uizl,,-) 7 (4‘70)
Gi
gde je
Gi=2+2uZy; +uf (23, - 5%,) +uf (Ta: — S2:) - (4.71) |

Na osnovu leme 4.13 vazi

lui| = |zi — ;| < p|Wil| < pead. (4.72)
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Koristeéi (4.65) i (4.72) dobijamo
2 =Gl =z =zl = |2 = ¢
(4.73)
> d—pcad=(1—pcn)d
1 n—1
121 < < ; (4.74)
;.z'l—cjl (1—pcn)d
1 n—1
Sl < . (4.75)
= |z — 7]
Osim toga, imamo
v
|21 — Sl = |- ,
;( C])( i — zj) Z'zz Cj“z’i—zj‘
odakle pomoc¢u (4.73) dobijamo
1211_51;|<(n—l)pcﬂ‘d:(n_l)pcﬂ. (476)
PO S T e @ T (T pen)d
Na slican nacin ocenjujemo i
Uj 1 iL
Toi—S2il = |- J ( + >
12, 2l ;(zi"'gj)(zl_zj) zi—GCj Z—Z%
sl i ) |
i [z = G5l 1z — 2l \ |z —¢5] 12— %]
odakle je
(n—1) pend ( 1 })
122,1 i~ 52,1| = (1 . ,Dcn) d2 (1 L3 ,OCn) d d
(4.77)

(n — l)pcn(2 pen)
(1 — pen)? a2
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Koristeéi (4.72) i (4.74) — (4.77), iz (4.71) sledi
Gl > 2 - 2wl S0l = [wl® 1216 = Sual<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>