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Predgovor

Knaster, Kuratowski i Mazurkiewicz 1929 su dokazali tvrdjenje kasnije poznato kao
KKM lema. Iz KKM leme Ky Fan je 1961, (23], napravio koncept KKM preslikavanja.
Granas 1981 daje neke primjere KKM preslikavanja koji se mogu koristiti za rjesavanje

zadataka iz:
1. Varijacionih problema,
2. Najboljih aproksimacija,
3. Varijacionih nejednakosti.

Izucavanje osobina KKM preslikavanja i njihovih primjena na rjesavanje odredjenih
problema, danas je poznato kao KKM teorija. U okviru ove teorije dobijeni su mno-
gobrojni rezultati o fiksnim tatkama. Razvojem KKM teorije pojavilo se mnogo
rezultata koji su ekvivalentni sa Brouwerovom teoremom o fiksnoj tacki i nekim tvrd-
jenjima nelinearne funkcionalne analize . Klasicni rezultati se mogu vidjeti na primjer
u [22] i [82]. Jedan od najvaznijih dogadjaja u istoriji ove teorije je povezan sa Ky
Fanom. On je prosirio KKM lemu na beskonacno dimenzionalne prostore i dobijeni
rezultat iskoristio za dokazivanje teorema o fiksnoj tacki, generalizirajuci teoremu
Tihonova o fiksnoj tacki [23]. Zakljucujuéi predavanja u Montrealu 1983, Ky Fan je

naveo listu razli¢itih oblasti u matematici gdje se mogu koristiti KKM preslikavanja:
1. Teorija potencijala,

2. Prostori Pontrjagina (prostori Bochnera),




Vi

3. Ideali prostora,

4. Slabo kompaktni podskupovi u lokalno konveksnim

vektorskim topoloskim prostorima,
5. Algebra funkcija,

6. Harmonijska analiza,

~

Varijacione nejednakosti,
8. Granicni problemi,

9. Konveksna analiza,

10. Matematicka ekonomija,
11. Teorija igara,

12. Matematicka statistika.

U tu listu S. Park je prikljucio sljedecée oblasti: nelinearna funkcionalna analiza, teorija
aproksimacija, teorija optimizacije, teorija fiksne tacke.

Ovaj rad se bavi izucavanjem najboljih aproksimacija za viseznacna preslikavanja
i njihovim primjenama u kojima se odredjuju dovoljni uslovi za egzistenciju nula
viseznacnih preslikavanja, tacaka koincidencije i fiksnih tacaka.

Rad je sastavljen od pet glava.

U uvodu su dati osnovni pojmovi o neprekidnosti viseznacnih preslikavanja. Date
su definicije razlicitih vrsta neprekidnosti viseznacnih preslikavanja i odnosi izmedju
njih. Dokazan je jedan rezultat o neprekidnosti optimalnog rjeSenja koji se koristi u
daljem radu.

U drugoj glavi date su definicije viseznacnih K-konveksnih i K-kvazikonveksnih pres-
likavanja i osnovne osobine [55]. Uveden je pojam p-konveksnih preslikavanja i dat
odnos izmedju K-konveksnih, p-konveksnih i K-kvazikonveksnih preslikavanja. Data

je jedna karakterizacija K-kvazikonveksnih preslikavanja. Uvedena je norma skupa




i date neke osobine. Koristeéi metodu L. V. Hota [37] dokazana je jedna osobina

tako definisane norme u vezi sa viseznacnim preslikavanjima. Uvedena je mjera nek-
vazikonveksnosti viseznaénih preslikavanja i date njene osnovne oscbine.

U tre¢oj glavi prvo je dat pojam KKM preslikavanja i dati primjeri A. Granasa [22].
Zatim se daju rezultati Ky Fana i W. K. Kima [41]. Dokazana je teorema o najboljim
aproksimacijama za dva viseznacna preslikavanja koja uopstava rezultate D. Delbosca
J. Lina [82]. Dokazana je teorema o simultanim aproksimacijama koja je varijanta
rezultata D. Delbosca [19] za proizvoljan normiran prostor. Osim toga, data je gen-
eralizacija za viseznacna preslikavanja koristeci pojam kvazikonveksnih preslikavanja.
Kao posljedica dobijen je rezultat o koincidenciji. Na kraju je razmatran opsti slucaj
najboljih aproksimacija i dat rezultat u kome se koristi pojam mjere Kuratowskog i
mjere nekvazikonveksnosti uveden u prvoj glavi.

U cetvrtoj glavi koriste¢i najbolje aproksimacije dati su neki rezultati o egzisten-
ciji nula viseznacnih preslikavanja kod kojih se koristi tangentni uslov, a koji mogu
da se primjene na rjesavanje nekih nelinearnih zadataka. Dat je primjer u kome
se utvrdjuje egzistencija rjesenja diferencijalnih inkluzija [1]. Koristeci tehniku na-
jboljih aproksimacija i metod neprekidnog produzenja Poencarea dati su rezultati o
nulama viseznacnih preslikavanja tipa Leray-Schaudera i dokazana jedna teorema o
nelinearnoj alternativi. Dalje, date su teoreme o egzistenciji V-tacaka koincidencije
dva preslikavanja. To je verzija rezultata iz [32] za dva viSeznacna preslikavanja.

U petoj glavi su date teoreme o aproksimacijama u paranormiranim prostorima koji
su viseznacna verzija rezultata iz [31]. Data je definicija G-konveksnih prostora S.
Parka [71] i osnovni koncept KKM teorije u G-konveksnim prostorima. Dati su
odnosi izmedju razlicitih tipova prostora i uveden je pojam G-KKM preslikavanja

[70]. Dokazana je teorema koja predstavlja uopstenje teoreme o najboljim aproksi-
macijama za G-konveksne prostore. Uvedeni su pojmovi G-kvazikonveksnog preslika-

vanja i G-konveksnog zatvorenja skupa.




Glava 1

Uvod

U ovom dijelu dajemo definicije nekih razlicitih tipova neprekidnosti viseznacnih pres-
likavanja kao 1 njihove osobine [2].

Smatra¢emo da su X i Y topoloski prostori. Sa P(X), Peo(X), BC(X), K(X), Keo( X)
oznacavacemo familije svih nepraznih, nepraznih konveksnih, nepraznih zatvorenih
ogranicenih, nepraznih kompaktnih, nepraznih kompaktnih konveksnih podskupova
od X respektivno.

Za viseznacno preslikavanje F: X — P(Y) i U C X koristimo oznaku

Pod okolinom skupa U podrazumijevamo skup koji sadrzi skup U u svojoj un-
utrasnjosti.

Definicija 1.1. Viseznacno preslikavanje F' : X — P(Y') naziva se poluneprekidno
odozgo u tacki ¢ € X ako za svaku otvorenu okolinu V' skupa F'(z) postoji otvorena

okolina U tacke z takva da F(U) C V. Preslikavanje F : X — P(Y) je pol-

uneprekidno odozgo ako je poluneprekidno odozgo u svakoj tacki r € X.
Uvodimo sljedece oznake:

FH(D)={z € X : F(z) C D},
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F(D)={ze X:F(z)n D #0}.

Teorema 1.2. Sljedeci uslovi su ekvivalentni:

(i) preslikavanje F' je poluneprekidno odozgo,

(i1) za svaki otvoreni skup V C 'Y skup F* (V) je otvoren skup u X,
(4ii) za svaki zatvoreni skup V CY skup F~(V) je zatvoren skup u X.

Definicija 1.3. Viseznaéno preslikavanje F' : X — P(Y’) naziva se poluneprekidno
odozdo u tacki z € X ako za svaku otvorenu okolinu V' C Y, takvu da je F(z)NV # 0
postoji otvorena okolina U tacke = takva da F'(y)NV # 0 zasve y € U. Preslikavanje
F : X — P(Y) je poluneprekidno odozdo, ako je poluneprekidno odozdo u svakoj
tacki z € X.

Teorema 1.4. Sljedeci uslovi su ekvivalentni:

(i) preslikavanje F' je poluneprekidno odozdo,

(i1) za svaki otvoreni skup V C 'Y skup F~ (V) je otvoren skup u X,
(ii1) za svaki zatvoreni skup V C Y skup F*(V) je zatvoren skup u X.

Definicija 1.5. Ako je preslikavanje F' : X — P(Y’) poluneprekidno odozgo i pol-
uneprekidno odozdo naziva se neprekidno.

Definicija 1.6. Preslikavanje F' : X — P(Y) naziva se zatvorenim ako je njegov
grafik
Gr={(z,y) e X XY :y € F(z)}

zatvoren u X x Y i F(z) je zatvoren u Y za svaki z € X.
Definicija 1.7. Neka je (X, d) metricki prostor. Za A, B € BC(X) definisSemo

H(A, B) = max{D(A, B), D(B, A)},

gdje je
D(A, B) = sup inf d(z,y).
yEA TEB
Preslikavanje H je metrika na skupu BC(X) i naziva se Hausdorffovom metrikom.
Teorema 1.8. Preslikavanje F : X — K(Y) je neprekidno u metrici Hausdorffa ako
i samo ako je neprekidno.
Dajemo primjer preslikavanja koje je poluneprekidno odozgo (odozdo) ali nije

poluneprekidno odozdo (odozgo).
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Primjer 1.9. Preslikavanje F': R — P(R),

o {0, z#0
“l)_{[—l,u, =0

je poluneprekidno odozgo ali nije poluneprekidno odozdo,
preslikavanje G : R — P(R),

Cla) = {{0}, z=0
(-1,1], z#0
je poluneprekidno odozdo ali nije poluneprekidno odozgo.
Lema 1.10. [}/ Neka je X normiran prostor i A, B elementi iz BC(X). Tada je
[ inf [|al| - nf |Ibl | < H(A, B).
Dokaz. Dovoljno je pokazati
inf [laf| < jnf [1o] + D(B, ).
Neka je € > 0. Postoje a. € A i b € B takvi da je

inf ||b]] = |lbel] — e,

inf ||be — a|| > ||be — ae|| — €.
a€A

Sada imamo

inf ||b||+sup inf ||a—b|| > ||be||—€+inf ||be—al| > [|be||+[|be—ac||—2¢ > inf ||a||—2e.
beB beB a€A acA acA

O

Sljedece tvrdjenje je jedna varijanta rezultata o neprekidnosti optimalnog rjesenja.

Lema 1.11. Neka je X normiran prostor i preslikavanje F : X — BC(Y') neprekidno
u metrici Hausdorffa. Tada je preslikavanje f : X — R definisano sa

flx)=inf ||yl

yeEF(z)

neprekidno.
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Dokaz. Na osnovu Leme 1.10 vrijedi

f(z) = f(y)| < H(F(z), F(y)),

pa zbog neprekidnosti preslikavanja F' u metrici Hausdorffa slijedi neprekidnost pres-
likavanja f.
O

Primjetimo da sliéno tvrdjenje kao u Lemi 1.10. vrijedi i u metrickom prostoru.
U metrickom prostoru (X, d), koristiécemo oznaku d(A, B), A, B € P(X) definisanu
na sljedec¢i nacin

d(A, B) = inf inf d(a, ).

a€AbeEB

Lema 1.12. Neka je (X, d) metricki prostor, tada vrijedi:
|d(A,C) — d(C, B)| < D(A, B), za sve A,B,C € BC(X).
Dokaz. Vrijedi sljedece
d(A,C) <d(a,c), zasvea € A, ce C,

kako je
d(a,c) < d(a,b) + d(b,c), zasveb€ B,

1mamo

d(A,C) < d(a,b) + d(b,c).

Sada je
d(A,C) < inf d(a,b) + [inlf} d(b,c),
IS

beB
pa je

d(A,C) < sup inf d(a,b) + 111f d(b, c).

acA bEB
Odavde je
d(A,C) < supinfd(a,b) + mf inf d(b, c),

a€EA beB eC beB
to jest
d(A,C) < D(A, B) +d(C, B).
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Teorema 1.13. Neka je X topoloski prostor, a Y vektorski topoloski prostor.
(1) Ako su preslikavanja Fy,Fy : X — P(Y) odozdo poluneprekidna onda je © suma
Fi+F: X —P{),
(F1 I F_))(l) = F](I) iy FJ(I)
odozdo poluneprekidno preslikavanje.
(i1) Ako su preslikavanja Fy, Fy : X — K(Y) odozgo poluneprekidna onda je i suma
Fi+ F,: X = K(Y), odozgo poluneprekidno preslikavanje.
Teorema 1.14. Neka je X topoloski prostor, a 'Y wvektorski topoloski prostor.

(i) Ako je preslikavanje F : X — P(Y) poluneprekidno odozdo, a funkciyja f : X — R
neprekidna onda je i proizvod f - F : X — P(Y),

(f- F)(z) = f(z)F(z),

odozdo poluneprekidno preslikavanje.
(ii) Ako je preslikavanje F : X — K(Y) poluneprekidno odozgo, a funkcya f: X — R
neprekidna onda je i proizvod f-F : X — K(Y) poluneprekidno odozgo preslikavanje.

Teorema 1.15. Neka je X topoloski prostor, a Y lokalno konveksan vektorski topo-
loski prostor. Ako je preslikavanje F : X — K(Y') poluneprekidno odozgo (odozdo)
onda je 1 konveksno zatvorenje CoF : X — Ko(Y),

(ecoF)(z) = cl(co(F(z))),

poluneprekidno odozgo (odozdo).
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K-kvazikonveksna i neka njima
srodna viSeznacna preslikavanja

2.1 Odnos K-konveksnih, i -konveksnih 1
K-kvazikonveksnih preslikavanja

U ovom dijelu dajemo definicije K-konveksnih i K-kvazikonveksnih viSeznacnih pres-
likavanja [55]. Dalje, uvodi se pojam p-konveksnih preslikavanja i daju neke karak-
terizacije kvazikonveksnih preslikavanja.
Definicija 2.1. Podskup K u vektorskom prostoru X nazivamo konusom s vrhom u
nuli, ako je AK C K za sve A > 0. Konus je ostri ako 0 € K i tupi ako 0 ¢ K.

U daljem radu pod konusom podrazumijeva¢emo konus s vrhom u nuli.

Definicija 2.2. Neka su X i Y proizvoljni vektorski prostori, C' neprazan konveksan
podskup od X i K konus u Y. Viseznacno preslikavanje F' : C' — P(Y) je K-

konveksno ako 1 samo ako je
AF(z1) 4+ (1 =M F(z2) C F(Az; + (1 — A)z2) + K, (2.1.1)

C.

Preslikavanje F' : C — P(Y') je K-konkavno ako i samo ako je

za sve A € [0,1] i sve z,, x2

m

F(Azy + (1 = XNaxs) CAF(z;) + (1 — N)F(z9) + K, (2.1.2)
za sve A € [0,1] 1 sve x;, x € C.

§
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Za preslikavanje F : C — P(Y) kazemo da je konveksno (konkavno) ako i samo
ako je zadovoljen uslov (2.1.1) (uslov (2.1.2)) za K = {0}.
Primjer 2.3. Neka je f : C — R konveksna i g : €' — R konkavna funkcija,
gdje je C C R. Ako je f(z) < g(z) za sve x € C tada je viseznactno preslikavanje
F : C — P(R) definisano sa
F(z) = [f(z), 9(z)]
konveksno.
Ako je g(z) € f(z) za sve z € C tada je preslikavanje F': C' — P(R) definisano sa
F(z) = [9(z), f(z)]
konkavno.
Teorema 2.4. Ako je preslikavanje F : C — P(Y) K-konveksno (K-konkavno) tada
je
/\IF(.I']) e E ar /\nF(In) C F()\yTl S ol p S )\nl‘n) ~F ]\,.
(F(Mxy + -+ + AZn) C M F(z1) + - + M F(z,) + K)

za sven €N, xy,..., Tpn €C i A,..., \ €[0,1] takve da je Ay +---+ Ay = 1.

(2.1.3)

Definicija 2.5. Za preslikavanje F : C — P(Y') kazemo da je K-kvazikonveksno ako
1 samo ako vrijedi

Flz)N(S-K) # 0, F(z)N(S—K) # 0= F(Az1+(1-N)z2)N(S—K) # 0 (2.1.4)
za sve koveksne skupove S C Y, z;, 7, € C'i X € [0,1].

Definicija 2.6. Za preslikavanje F : C — P(Y’) kazemo da je K-kvazikonkavno ako
1 samo ako vrijedi

Fz;))CS+K,F(z))CS+K=FMAx;+(1-ANz) CS+ K (2.1.5)

za sve konveksne skupove S C Y, z1, 1, € C'i A € [0,1].
Ako je K = {0} onda je F kvazikonveksno (kvazikonkavno) ako i samo ako vrijedi
(2.1.4) (uslov (2.1.5)).

Primjer 2.7. Neka je F : C — P(R) funkcija i K = [0,00). Uslov (2.1.4) se svodi na
F(z,) <a,F(zy) <a= F(Az; + (1 = N)z2) < a,
zasve a € R, x1, 20 € C'1 A € [0,1], to jest na
F(Az; + (1 = N)zg) < max{F(z,), F(z2)},

za sve 1, T2 € C, A € [0,1].
U ovom sluc¢aju uslov (2.1.4) je ekvivalentan klasi¢noj definiciji kvazikonveksnih fu-
nkcija.
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Lema 2.8. Ako je preslikavanje F : C — P(Y') K-kvazikonveksno (K-kvazikonkavno),
tada je

Flz)N(S-K)#0,i=1,..., n=FME1+ 4+ zn)N(S - K) #0, (2.1.6)
(Fiz;)CS+K,i=1,...,n=>F(Az1+ -+ ATn) C S + K), e

zasven €N zy,..., 2, €C i )Aq,..., A € [0,1) takve daje My + -+ A =1

Dokaz. Pretpostavimo da je preslikavanje F' : C — P(Y) K-kvazikonveksno. Tada
implikacija (2.1.6) vrijedi za n = 1 i n = 2. Pretpostavimo da vrijedi za nekin € N 1
neka su tacke 1,...,Zn, Tny1 € C takve da je

Flz)Nn(S—-K)#0, i=1,...,n,n+1

i brojevi A1, ..., An, Ang1 € [0,1] takvida je Aj 4+ -+ + Ay + Any1 = 1. Vrijedi

A An »
F(II)O(S—]\') #@,7: 1,...,77,$F(l——;—I1+"‘+1_)\—;T7l>m(S-I\) #@
— \n+l1 — \n+1
pa je
Flz)Nn(S-K)#0,i=1,...,n,n+1=

A An . ,
gy ok —=2g. | O (8 — K) # 0, F(zni) N (S - K) # 0.
1-— /\,,+1 1-—- /\n+1

Sada imamo

A An -
F <(1 =R (1—11‘1 B 3 ————In> 4 )\nH.’L‘,,H) NS —K)#0,

- An—H i— /\n+l
to j()St F(All‘l TR g /\71+1-T11+1) N (S - ]") 7& 0.
Ako je F : C — P(Y) K-kvazikonkavno tvrdnja se dokazuje analogno. O

Primjer 2.9. Neka je K = [0,400) i f,g: C — R funkcije takve da je f(z) < g(z)
za ¢ € C. Ako je f kvazikonveksna funkcija tada je preslikavanje F' : C — P(R)
definisano sa F(z) = [f(z), g(z)] K-kvazikonveksno.

Teorema 2.10. Ako je preslikavanje F : C — P(Y') K-kvazikonveksno, tada je

(F(z1) + K)N(F(z2) + K) C F(Az; + (1 = A\)x2) + K, (2.1.7)
F(Az, + (1= Naz2)N e (F(II)UF(.I‘Q))—I\'] # 0, (2.1.8)
za sve 1,22 € C 1 A € [0, 1].
F K-kvazikonveksno ako 1 samo ako vrijedi
F(Azy + (1 = XN)z3) C co(F(z;) U F(x2)) + K, (2.1.9)

za sve 1,22 € C 1 A € [0, 1].
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Primjer 2.11. Neka je preslikavanje F' : R — P(R) definisano sa

{-2,2}, <0

{0}, € (0,1)
{-1,1}, zzl.

F' zadovoljava uslove (2.1 1.8) za K = {0} ali nije kvazikonveksno. Naime, za

Az[l,?]inuunoF(O)ﬂ # ()ﬂ47£@ ali F(3)NA=0.

Primjer 2.12. Za preslikavanje F' : R — P(R) definisano sa

vrijedi F(z,)NF(z;) = {0} € F(Az;+(1—\)z2), pa vrijedi uslov (2.1.7) za K = {0}
ali F' nije konveksno,

SF(0)+ 3F(1) € F(3)

&

Primjer 2.13. Neka je S neprazan otvoren podskup od R" i f : § — R. Subdifer-
encijal preslikavanja f u tacki x definiSe se sa

of(xz) ={z": f(y) — f(z) > (z*,y — ), zasvaki y € S}

Za preslikavanje 0f : S — P(R) vrijedi uslov (2.1.7) ali u opstem slucaju df nije
kvazikonveksno.

Definicija 2.14. Za viseznaéno preslikavanje F' : C — P(Y) kazemo da je p K-
konveksno (p K-konkavno) ako vrijedi uslov:
za sve 71,79 € C i A € [0,1] postoji u = p(zy,z2; A) € [0,1] takvo da je

pF(z) + (1 — p)F(z2) C F(Azy + (1 = A)z2) + K,

2.1.1
(F(Az1+ (1 = N)z2) C uF(z1) + (1 — ) F(z: )_Y—[\ ( 0)

Primjer 2.15. Neka je preslikavanje F' : [0, +00) — P(R) definisano sa
F(z) = [-2*, +00).

Za x,,x9 € [0,+00), T # T2 je

1 1 T1 + To
§F(.1'1) + 5F(.z,-g) ¢ F( ! . ) ,
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pa F nije konveksno, ali za 0 < z; < 2o, A € [0,1] iza

1—[1+ A& -1
= 2 e [0, 1],

vrijedi (2.1.10), pa je F' pu-konveksno.

Prethodni primjer pokazuje da su p-konveksna preslikavanja Sira klasa od kon-
veksnih preslikavanja. Svako u-konveksno preslikavanje je i K-kvazikonveksno sto je
pokazano u sljedecoj lemi.

Lema 2.16. Ako je preslikavanje F : C — P(Y) p-konveksno ono je i K-kvaziko-
nveksno.

Dokaz. Neka je

1,2.

I

Flz,)N(S—-K) #0, i
Tada postoje

y; € F(z;))N(S—K), i=1,2.
Za x1,29 € C'i X € [0,1] postoji u € [0,1] takvo da je

HF (@) + (1= p)F(z2) € FQAzy + (1= Na2) + K,

uyy + (1 = pys € F(Azy + (1 = N)zg) + K.

Kako je S konveksan imamo da py; + (1 — u)y2 € S, pa je

Fz; + (1= Nz2) N (S — K) #0.

Nuzni uslovi za K-kvazikonveksna preslikavanja se u slucaju kvazikonveksnih svode
na

F(z,)NF(zy) C F( Az + (1 = AN)z2), (2.1.7)
F(Azy + (1 = N)zx2) N [co(F(zp) U F(z,))] #0 (2.1.8).

Medjutim, iz definicije kvazikonveksnih preslikavanja slijedi i vise od (2.1.7) 1 (2.1.8).
Naime, F(Az; + (1 — X)x») sijece svaku duz sa krajevima u F(z;), odnosno F(z).

Pokazacemo da je ovim data karakterizacija tih preslikavanja.
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Teorema 2.17. Preslikavanje F : C — P(Y) je kvazikonveksno ako i samo ako je
F(Azy+ (1= N)z2) N[y, y2] # 0 (2.1.11)
za sve T1,22 € C,yy € F(x1),y2 € F(x2) 1 A € [0,1], gdje je
i, ) ={z €Y z=ap+(1—-a)y,, aecl01]}.
Dokaz. Neka je F': C — P(Y) kvazikonveksno preslikavanje i
y; € F(z;), 1=1,2.

Tada za S = [y, yo] vrijedi

SNF(z;)#0,i=1,2
te je
SNFAz;+ (1= Nag) #0
Obrnuto, neka vrijedi (2.1.11) i
Flz)nS #0, i=1,2

Tada postoje

N

v € Fz;)N S, i=1,

pa je [y1,y2] C S'i

[y1,y2) N F(Azy + (1 — X)xo) # 0.

Znaci,

F(Ax, + (1= Xzo) NS # 0.

/

Iz Teoreme 2.17. zaklju¢ujemo da je F : C — P(Y) kvazikonveksno ako i samo

ako vrijedi:

po=

Ako y; € F(x;), i = 1,2 tada za X € [0, 1] postoji u € [0, 1] takvo da
pyr + (1 — )y € F(Azy + (1 — A)za).

Tu cinjenicu koristimo u dokazu sljedece leme.
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Lema 2.18. Ako je F : C — P(Y) kvazikonveksno preslikavanje i D C'Y konveksan
skup tada je preslikavanje G : C — P(Y') definisano sa

kvazikonveksno.

Dokaz. Neka y; € G(z;), i = 1,2. Postoje d; € D, © = 1,2 takvi da

8]

v € Flz;) —d;, i =1,

Znaci,

O

y; +d; € F(z;), 1 =1,
pa zbog Teoreme 2.17. je
[y1 + d1, vz + do) N FOAzy + (1 = N)z2) # 0
za sve A € [0.1]. Dakle, za A € [0, 1] postoji u € [0, 1] takvo da
pu(yr +dy) + (1 — p)(y2 + da) € F(Azy + (1 = A)xo),

pa
wyr + (1 — wys € F(Azy + (1 = N)xa) — [udy + (1 — p)ds).

Odavde slijedi da je
pyy + (1 = )y, € F(A\zy + (1 — Nz2) — D,

to jest

[y1,92) N G(Az1 + (1 — A)x2) # 0.

Sada na osnovu Teoreme 2.17. zakljuc¢ujemo da je G kvazikonveksno preslikavanje.

Definicija 2.19. Neka je X normiran vektorski prostor, preslikavanje
|- : P(X) — [0,4+00)
definisemo na sljedeci nacin

|A]| = inf{||a|| : @ € A}. (2.1.12)
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U vezi sa ovim dajemo sljede¢e poznate ¢injenice [82].
Neka je K kompaktan podskup metrickog prostora X. Za svaki elemenat z € X

postoji y € K takvo da je d(z,y) = inlf d(z,z) = d(z, K), jer je
ZEX

d(z,-): K — [0,+00)

neprekidno preslikavanje.
Neka je K neprazan zatvoren konveksan podskup refleksivnog Banachovog prostora

X. Tada za svako z € X, jednacina
|lz — yl| = d(z, K)

ima rjeSenje u K.

Definicija 2.20. [82] Za Banachov prostor X kazemo da je striktno (strogo) konvek-
san ako i samo ako za sve z,y € X,

z#0, y+#0,

2+l = llall + [lyll = = = Ay
za neko A > 0. Ekvivalentno, X je strogo konveksan Banachov prostor ako je za sve

z,y € X,
! Tyll < 1.

lzll =yl =1, z#y = ||—

Primjeri prostora koji nisu strogo konveksni su l; i L; dok su 7,1 < p < +
strogo konveksni prostori.

Teorema 2.21. [82] Neka je X strogo konveksan normiran prostor, C slabo kompak-
tan konveksan podskup od X. Tada za svaki x € X problem
|z —y|| =d(z,C), zayeC

ima jedinstveno rjesSenje.

Lema 2.22. Za funkciju || - || : K(X) — [0, +00) definisanu sa (2.1.12) vrijedi:
(i) ||A|]| =040 € A,
(1) ||A+ Bl < |[A

|+ 1Bl
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(iii) [|aAll = |all|All,
za sve A,B e K(X) ia€R.

Primjetimo da ||A — B|| < ||A — C|| + ||C — B|| u opstem slucaju ne vrijedi, kao
sto pokazuje sledeci primjer.

Primjer 2.23. Neka je A =[0,1],B=12,3],C = [1,2].
Tada je

1A-Cll = |

C-B||=01i ||A-B| =1,
pa ne vrijedi
|A-BJ| <[|A-Cll+[|C - BJ|.
Za preslikavanje F' : C — K(X) definiSemo

||F(z)|| = inf{||y]| : v € F(z)}. (2.1.13)

L. Van Hot je koriste¢i aparat konveksne analize dao neke osobine viSeznacnih kon-
veksnih preslikavanja.
Teorema 2.24. [37] Neka su X,Y Banachovi prostori, ' : X — P(Y) konveksno

zatvoreno preslikavanje takvo da je domF = X i F(xo) je ogranicen za neki zo € X.
Tada postoji jedinstveno jednoznacéno linearno preslikavanje T : X — Y takvo da je

Koristeéi slican postupak kao u dokazu prethodne teoreme dobijeno je sljedece
tvrdjenje o normi viseznactnog preslikavanja.

Teorema 2.25. Neka je X refleksivan prostor i F : X — K(X) konveksno preslika-
vanje. Ako je
sup ||F(z)|| £ M < 40

=

tada je ||F(z)|| = const za sve z € X.
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Dokaz. Definisimo funkciju f : X — [0, +00) na sljede¢i nacin
f(z) = |IF@)|| - M.
Preslikavanje f je konveksno. Naime,
fzy + (1 = Nz2) = ||[F(Azy + (1 = N)z2)|| = M,
posto je F' konveksno preslikavanje to je
AF(z1) + (1 = M) F(z9) C F(Az1 + (1 = A)x2),

pa je
|F(Azy + (1 = Nz2)|| < [|]AF(z1) + (1 = A)F(z2)]]-

IF(Az1 + (1= A)z2)|| < MIF(@1)|] + (1 = M| F(z2)]]-
Dakle,
FOT+ (1= Naz) < AIF@)] + (1 = VIF @)l = M = Af(z1) + (1 - N f(z2),

za sve T1,T9 € X, A € [0, 1].
Znaci, f je konveksna i ograni¢ena odozgo pa je konstanta.
Primjetimo, ako je f neprekidna, tada 0f(z) # 0 za svaki z € X, paza y € 9f(xo),
vrijedi
(y,z — x0) < f(x) — f(zo) za svaki z € X.

Sada uzimajuéi = z + o imamo

(y,2) < f(z+ z0) — f(20) £ —f(20),

jer je f(z) = ||F(z)|| = M <0 zasvaki z € X.
Dakle, (y,2) < —f(zo) za svaki z € X. Znaci, mora biti y = 0, pa je df(zo) = {0}

za svaki ro € X. Sada vidimo da je f(z) = const za sve x € X. O
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2.2 Mjera nekvazikonveksnosti preslikavanja

U ovoj sekciji dajemo jednu karakterizaciju kvazikonveksnih i kvazikonkavnih visezna-
¢nih preslikavanja koristeéi oznake F~ 1 F'*. Ta karakterizacija je motiv za uvodjenje
pojma mjere nekvazikonveksnosti preslikavanja.

Lema 2.26. Preslikavanje F : C — P(Y) je kvazikonveksno ako i samo ako je F'~(S)
konveksan skup za svaki konveksan podskup S od Y .

Dokaz. Preslikavanje F je kvazikonveksno ako i samo ako vrijedi
Flz)NS#0,i=12=FAz;+(1-XNz) NS #0

za svaki konveksan podskup S od Y isve A € [0,1], 21,22 € C.
Medjutim, to je ekvivalentno sa

L= F_(‘S'), =l PR AT, + (1 = )\)IQ S F_(S)

za svaki konveksan podskup S od Y isve A € [0,1], 21,2, € C.
Dakle, F' je kvazikonveksno ako i samo ako je F'~(S) konveksan za svaki konveksan
SCY.

O

Na slican se dokazuje i sljedeca lema.
Lema 2.27. Preslikavanje F : C — P(Y) je kvazikonkavno ako i samo ako je F*(S)
konveksan skup za svaki konveksan podskup S od Y .

Ako je X normiran prostor sa B oznatavamo jedini¢nu kuglu sa centrom u 0.

Definicija 2.28. Neka su X i Y normirani prostori i preslikavanje F' : X — P(Y).
Broj mq(F') definisan sa
mq(F) = inf{e > 0: co(F~(S)) C F~(S + €B) zasvaki S € P,(Y)}

zovemo mjerom nekvazikonveksnosti preslikavanja F.

Teorema 2.29. Neka je X normiran prostor i preslikavanja F,G : X — P(X).
Tada je :

(i) mq(aF) = |almq(F) za svaki a € R,
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(ii) ako je F' je kvazikonveksno 1
(GoF)(z)= |J Gu)
ueF(z)
tada je mq(F) =0 i mq(G o F) < mq(G).
Dokaz. (i) Neka je
Flz)NS#0,i=1,2= F(z;+ (1 = Xz2) N (S + (mg(F) +¢€)B) # 0,
tada je
aF(z)NaS#0,i=1, 2= aF(\z; + (1 — A\)z2) N (aS + a(mq(F) + €)B) # 0,
to jest
aF(z)NS#0,i=1, 2= aF\r; + (1= A)z2) N (S + a(mg(F) +¢€)B) # 0,
gdje je S proizvoljan konveksan skup, jer je
Peoo(X) ={aS: S € P,(X)} za a#0,

pa slijedi da je
mq(aF) = |a|mg(F)za svaki a € R\{0}.
Za o = 0 tvrdjenje je o¢igledno. (ii) Ako je F' kvazikonveksno, tada je mq(F) = 0
zbog Leme 2.26.
Dalje, neka je (Go F)(z;) NS # 0, i =1, 2, to jest

tada je

Dakle
G (S)NF(x;) #0
1 Imamo
z; € F7(G7(S)), 1
Posto je preslikavanje F kvazikonveksno zakljucujemo da je F'~(co(G~(S))) konveksan
skup. Kako je

1, 2:

I

co(G~(S)) Cc G (S + (mq(G) +¢€)B)
imamo da
F~(G7(S)) Cc F7 (G~ (S + (mq(G) +€)B)).
Dakle, mq(G o F') < mq(G). O
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o

Primjer 2.30. Neka je preslikavanje F : R — P(R) definisano sa

F(z) = {{O.—roc), lz| <1
o

2 —1,400), |z|>1.

-

Ocigledno je F kvazikonveksno preslikavanje i mq(F’) = 0.

Primjer 2.31. Neka je preslikavanje F' : R — P(R) definisano sa

1, +00), || <
F(z)=¢[0,400), 3<]z|<1
[z? — 1,+00), |z| > 1.

=

F nije kvazikonveksno preslikavanje, jer na primjer za konveksan skup S = [0,
vrijedi

=

F)NS#0, F(-1)NS #0

ali

| =
\
>~
=t
_+
—
—
|
>~
N
—
|
p—
o
.
5
>
Il
|

U ovom slucaju je mq(F') = 1.
Primjer 2.32. Neka je f kvazikonveksna funkcija na skupu R, za preslikavanje
epi(f) : R — P(R),

epi(f)(z) = [f(z), +00)
vrijedi mg(epi(f)) = 0.
Naime,

epi(f) " ((a,b)) = {z: [f(z),+00) N(a,b) # 0},
pa je

epi(f)~((a,b)) = {z : f(z) < b},

pa posto je f kvazikonveksna funkcija zaklju¢ujemo da je epi(f)~((a,b)) konveksan
skup.




(zlava 3

Najbolje aproksimacije u
normiranim prostorima

3.1 KKDM-preslikavanja

U ovom dijelu navodimo neke primjere KKM-preslikavanja kao i neka tvrdjenja KKM
teorije [60], [71] koja koristimo u daljem radu.

Definicija 3.1. [22] Neka je X neprazan podskup vektorskog topoloskog prostora
(LTP) E. Za viseznacno preslikavanje F : X — P(E) kazemo da je KKM-preslikava-
nje ako vrijedi

co{zy,...,za} C | JF(z:) (3.1.1)

1.Varijacioni problemi: Neka je C konveksan skup od i ¢ : C — R konveksno pres-
likavanje. Za svaki z € C neka je

Gz)={yeC:¢y) < o(z)}.
Tada je G : C' — P(C) KKM-preslikavanje.

Primjetimo da je G KKM preslikavanje ako i samo ako je ¢ kvazikonveksno preslika-

vanje.

19
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2. Najbolje aproksimacije: Neka je X normiran vektorski prostor C' konveksan pod-

skup od X i preslikavanje f: C — X. Za svaki z € ' definisimo
G(z)={ye C:lly— fWIl < llz = FW)Il}-

Tada je G KKM-preslikavanje.
3. Varijacione nejednakosti: Neka je H Hilbertov prostor, C' konveksan podskup od

H i preslikavanje f : C — X. Za svaki z € C neka je
Gz)={yveC:{(fly),y—z) <0}

Tada je G KKM-preslikavanje.
Sljededi rezultat je poznat kao KKM (Knaster, Kuratowski, Mazurkiewicz) lema.
Ovde, €' je oznaka za i-ti jedini¢ni vektor u prostoru R".
Teorema 3.2. Neka je A = co{e!,...,e™} C R™ ¢ Fj, i = 1,...,m zatvorens
podskupovi od A tako da za svaki I C {1,...,m} vazi inkluzija
cofe' i€ I} C UFlu
i€l

m
Tada je () F; neprazan i kompaktan skup.

=1

Ky Fan je 1961 uopstio KKM lemu za proizvoljan LTP koriste¢i pojam KKM

preslikavanja.

Teorema 3.3. (Ky Fan, [23]) Neka je X neprazan podskup LTP E i T : X — P(E)
KKM preslikavanje takvo da je

(i) T(x) zatvoren za svaki xz € X,
(i1) T(zo) kompaktan za bar jedan zy € X.

Tada je
() T(z) #0.

zeX
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Prije nego §to ¢emo navesti dva uopstenja Ky Fanove Teoreme definisimo konacnu
(kompaktnu) relativnu zatvorenost, [41].
Sa F oznacimo proizvoljan LTP.

Definicija 3.4. Neka je Y neprazan podskup od E. Skup X C Y je konacno relativno
zatvoren podskup od Y ako je X N F relativno zatvoren podskup od Y N F, za svaki
podprostor F' od E, takav da je dimF' < +o0.

Definicija 3.5. Neka je Y neprazan podskup od E. Skup X C Y je kompaktno
relativno zatvoren podskup od Y ako je X N K relativno zatvoren podskup od Y N K,
za svaki kompaktan podskup K od E.

Teorema 3.6. Neka je Y C E konveksan, X C Yneprazan i T : X — P(E) KKM
preslikavanje takvo da je svaki T(z) konacno relativno zatvoren podskup od Y. Tada
je za svakin € N i sve x1,...,T, € X

Teorema 3.7. Neka je Y C E konveksan, X C Y neprazan i T : X — P(E) KKM
preslikavange takvo da je svaki T'(x) kompakino relativno zatvoren podskup od Y. Ako
postoji neprazan podskup Xo C X sadrian u nekom predkompaktnom konveksnom
podskupu Yy od Y tako da je cl( () T(z)) kompaktan podskup od Y, tada je

S .\'(]

() T(x) # 0.
zeX
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3.2 Najbolje aproksimacije u normiranim
prostorima

Sljede¢u teoremu o najboljim aproksimacijama je dao Ky Fan 1961, [23]. Dokaz tog
tvrdjenja se zasniva na Teoremi 3.3.

Teorema 3.8. Neka je C kompaktan konveksan podskup normiranog vektorskog pros-
tora X i f: C — X neprekidno preslikavanje. Tada postoji yo € C takvo da je

1o — f(wo)ll = inf |z — f(vo)

Teorema 3.8. ima primjene u raznim oblastima matematike. Kao primjer navodi-
mo sljedeé¢u teoremu o fiksnoj tacki [82].
Teorema 3.9. Neka je C kompaktan konveksan podskup normiranog vektorskog pros-
tora X i f : C — X neprekidno preslikavanje. Ako za svaki x € C takav da je
x # f(x) skup [z, f(z)] sadrzi bar dvije tacke iz C onda f ima fiksnu tacku.

Teorema 3.8. je prosirivana na vise naéina, kao na primjer u: [19], [29], [31], [30],

28], [27], [33], [39], [63], [61], [73]. Jedno prosirenje je dao D. Delbosco [20].

L
Definicija 3.10. [20] Za preslikavanje f : C' — X kazemo da je skoro kvazikonveksno
ako je
£ (z2) = 2| < max{||f(z1) = 2l], [f(z2) = =[}, (3.2.1)
gdje je £y = Ax1 + (1 = Nz, zasve 7y, 22 € C, A€ [0,1], z€ X,

m

Teorema 3.11. [20] Neka je C neprazan konveksan podskup normiranog vektorskog
prostora X i f : C — X neprekidno preslikavanje. Neka je g : C — C neprekidno,
skoro kvazikonveksno "na” preslikavanje i postoji neprazan kompaktan konveksan pod-
skup Cy od C takav da je skup

B={yeC:|lglx) - fWIl =1lgy) = fW)ll za sve z € Co}
kompaktan. Tada postoji yo € C takvo da je

ll9(o) = f(wo)l| = inf llz = f(yo)ll.

Koriste¢i Teoremu 3.11. dobijena je sljedeca teorema, koja je uopstenje rezultata

navedenog u [82].
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Teorema 3.12. Neka je C neprazan konveksan podskup normiranog vektorskog pros-
tora X i f : C — X neprekidno preslikavanje. Neka je g : C — C neprekidno skoro
kvazikonveksno i "na” preslikavanje i Cy neprazan kompaktan konveksan podskup od
C tako da je skup

B={yeC:llglx)- fll > llg(y) = fW)l za sve z € Co}

kompaktan. Tada, ako za svaki z € C takav da je f(z) # g(x) skup [f(z), g(z)] ima
bar dvije tacke u C onda postoji zo € C takvo da je g(zo) = f(zo).

Dokaz. Zbog Teoreme 3.11. postoji yo € C' takvo da je
lo(yo) = F(wo)l| = ink [|z = (go)ll.
Neka je g(yo) # f(yo). Tada je z = Ag(yo) + (1 —A)f(yo) € C zaneki A € (0,1), paje
12 = f(wo)ll = Alg(wo) = f(wo)ll < llg(vo) = f(wo)ll = inf [|lz = f(yo)ll;

Sto je kontradikcija. Znaci, g(vo) = f(¥o)-
O
Prirodno pitanje je da li se Teorema 3.8. odnosno Teorema 3.11. moze prosiriti
na viseznacna preslikavanja.
U [27] je dokazano jedno tvrdjenje o najboljim aproksimacijama za viseznacna pres-
likavanja, pri ¢emu je koriStena mjera nekompaktnosti Kuratowskog.

Definicija 3.13. Neka je (X, d) metri¢ki prostor i @ ogranicen podskup u X. Mjera
nekompaktnosti Kuratowskog a(Q), skupa @ je

n

a(Q)=inf{e>0:Q C US,, S; C X, diamS; <e,i=1,..., n, n € N}

=1
Teorema 3.14. (Ch. Horvath) Neka je (X,d) kompletan metricki prostor 1 {F:}ier

familija zatvorenih podskupova od X koji imaju osobinu konacnog presjeka. Ako je

infa(F;) =0

1€l

tada je () F; neprazan i kompaktan skup.
il
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Teorema 3.15. [27] Neka je X normiran prostor, M neprazan konveksan i kompak-
tan podskup od X, g : M — M neprekidno "na” preslikavanje za koje vrijed:

Ilg(A1z1 + Aaza) — Mi21 — Aezo|| < max{||g(z1) — 2], ||g(z2) — 2|}, (3.2.2)
za sve A, Ao > 0N+ =1,21,70 € M,21,20 € X i F: M — P(X) neprekidno
preslikavanje, takvo da je F(x) neprazan kompaktan konveksan skup za svaki x € M
1

inf afy € M : d(g(y), Fy)) < dlg(x), F(y)} =0. (3.2.3)

Tada postoji yo € M takvo da je

d(g(wo), Flw)) = inf d(z, Fyo)).

Primjetimo da uslov (3.2.2) povlaéi uslov (3.2.1) u teoremi D. Delbosca. Jedna
primjena prethodne teoreme je sljedeci rezultat o egzistenciji rjeSenja problema g(z) €

F(z).

Teorema 3.16. Neka je X normiran prostor, M neprazan konveksan i kompaktan
podskup od X, g : M — M neprekidno "na” preslikavanje za koje vrijed (5.2.2
i F o M — Ko \') neprekidno preslikavanje za koje vrijedi (8.2.3). Ako za svaki
z € M takav da g(z) € F(z) svaki od skupova [g(z),u],u € F(z) ima bar dvije tacke
u M tada postoji yo 6 M takvo da

9(v0) € F(yo)-
Dokaz. Na osnovu Teoreme 3.15. postoji yo € M takvo da je

l9(y0) — F(wo)ll = jél_\f, d(z, F'(yo))-

Neka je g(yo) € F(yo), F(yo) je kompaktan skup pa, zbog neprekidnosti preslikavanja
g, postoji ug € F(yo) takvo da je d(g(vo), F(yo)) = d(g(¥0), u0). Sada zbog uslova da
svaki od skupova [g(z),u], u € F(z) ima bar dvije tacke u M, za svaki u € F(yo)
postoji A € (0,1) tako da

Ag(yo) + (1 — A)u € M.

Zakljucujemo da vrijedi

Ag(yo) + (1 = Nu — u|| = [|Ag(yo) — Aul| = Alg(vo) — ull < [lg(yo) — ull.
Dakle, za ug 1 neko A € (0,1) vrijedi
Ag(yo) + (1 — Nuo — uol| < [|9(¥0) — uol| = d(g(¥0), F(w0)) = inf d(z, F(yo)),

zeM

sto je kontradikcija, jer
/\(j(y()) = (1 - )\)Uo e Mi Uy € F(yu) O
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Dokazaéemo teoremu analognu Teoremi 3.15. pri ¢emu se umjesto funkcije
g : M — M za koju vrijedi uslov (3.2.1) posmatra viseznacno kvazikonveksno pres-
likavanje G : C — P(C).

Teorema 3.17. Neka je C neprazan zatvoren konveksan podskup normiranog vek-
torskog prostora X i viseznaéna preslikavanja F,G : C — K(X) takva da vaze
sljedeci uslovi:

(i) F 1 G su neprekidna preslikavanja,
(i) G je kvazikonveksno preslikavanje,

(iii) postoji Cy € Keo(C) takav da je skup

N{yeC: Gy - FO)I <IGz) - FW)II}

z€Cyp

kompaktan.

Tada postoji yo € C takvo da je

|G (o) — F(y)l| = J“elg |G (z) — F(yo)ll-

Y

Dokaz. Koristimo Teoremu 3.7. U tom cilju definisimo preslikavanje T : C' — P(C)
na sljedeci nacin

T(z)={y€C:||Gly)— Fy)|l <IG(=) = F(y)l[}-

Dokazimo prvo da je T(zx) zatvoren skup za svaki z € C. Preslikavanja [’ 1 G su
neprekidna te su poluneprekidna odozgo i poluneprekidna odozdo. Zbog Teoreme
1.13. i Teoreme 1.14. preslikavanja

z+— G(z) - F(z), z€C

z+— G(y)— F(z), ze€C i yeC fiksiran

su poluneprekidna odozdo i poluneprekidna odozgo. Znaci, ta preslikavanja su nepre-
kidna. Prema Lemi 1.11. zakljucujemo da su preslikavanja

T |

G(z) - F(z)||, z€C

z+— ||G(y) — F(z)||, ze€C i ye C fiksiran
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neprekidna. Dakle, T'(x) je zatvoren skup za svaki z € C. Zbog uslova (172) skup
N 76
z€Co

je kompaktan.
Pokazimo da je T" KKM preslikavanje.

U suprotnom bi postojalin € N, z; € C, i € {1,..., n}iy € co{zy,...,: r,} takvi da
mn
y ¢ | JT ().
j=1
T n
Tadajey =5 Miz; zaneke \; >0, > N\ =11y & T(z;) zasvetr € {1,..., n}.
== 1=1

Znaci vrijedi

IG(y) = F)ll > ||G(zi) — F(y)ll (3.2.4)
zasvei € {1,..., n.
Kako je G(z), F(z) € K(X) za svaki ¢ € C postoje

W e Gly) — Fy), ) € G(x;) — F(y), i € {1,..., nt,
takvi da
IOl = inf  ul|> nf vl =[]
ueG(y)—F(y) vi€G(z;)—F(y)
za sve i € {1,..., n}.
Neka je S = co{29,..., v9}. Zbog konveksnosti skupova F(z), = € C, uslova (i1) i
Leme 2.18. preslikavanje
r— G(z)-F(y), ze€C
je kvazikonveksno za svaki y € C. Dakle,
(G(y) = F(y)) NS #0,
jer je
(G(z;) - F(y))NS #0zasvei€{l,..., n}
Znadi, postoji 7 € S takav da v € G(y) — F(y) 17 = ) pvy, za neke
t=]

n
(i > 0, > pi = 1. Sada imamo
p=1]

IG(y) - Fy)ll= __inf [jul| < |7l =
11»2(:'(1/\—}‘ y)
mn n
=] vt ]| < E wil|v?|] € max ||v;|| = max ||G(x;) — F(zi)]]-
: . 1<i<n

- \
1<i<n s
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Ovo je zbog (3.2.4) nemoguce. Koristeé¢i Teoremu 3.7. zakljucujemo da je

m T(z)#0

zeC

Znaéi, postoji yo € C takvo da je

1G (yo) = F(wo)ll = in [|G(z) = F(yo)ll:

Sljede¢i primjer pokazuje da ako se uslov o kompaktnosti skupova

izostavi u prethodnoj teoremi, ona ne mora da vazi.
Primjer 3.18. Neka su preslikavanja F, G : R — P(R) definisana na sljedeci nacin
F(z) = [z, +00),

G(z) = (—oo,z — 1].

Preslikavanja F i G su kvazikonveksna i neprekidna, ali skupovi F/(z), G(z), zeR
nisu kompaktni. Ako bi postojao yo € R takav da vrijedi

1G (w0) = F(yo)ll = inf [|G(z) = F(yo)l]

onda vrijedi

inf ||G(2) = F(w)ll =01 G(yo) N F(yo) =0

Sto je nemoguce.

Primjenom Teoreme 3.17. dobija se sljedece tvrdjenje.

Teorema 3.19. Neka je C neprazan zatvoren konveksan podskup normiranog prostora
X i preslikavanja F, G : C — K(X) zadovoljavaju uslove (1), (12), (1) Teoreme 3.17.
Ako za svaki x € C vrijedi

G(C)N F(z) # 0,

onda postoji yo € C takvo da je

G(yo) N F(yo) # 0.
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Dokaz. Zbog Teoreme 3.17. postoji yo € C takvo da je
“G((’/W — F(yol| = J“:l(f HG(J',) - F(UU\)“'
Kako je G(C) N F(z) # 0 za svaki z € C to je 1l

G(C) N F(y) # 0,

pa
0 € G(C) = F(yo).
Znaci,
n;lé |G(z) = F(w)l| =0,
pa je

11G(yo) — F(yo)|| = 0.
Kako je G(yo), F(yo) € Keo(X) zakljucujemo da
0 € G(yo) — F(yo)-
Dakle, G(yo) N F(yo) # 0. O

Posljedica 3.20. Neka je C neprazan zatvoren konveksan podskup normiranog pros-
tora X i f: C — X neprekidno preslikavanje takvo da postoji kompaktan konveksan
podskup Cy od X takav da je skup

B={yeC:lly-fll < llz— f(y)l

za svaki z € Cp}
kompaktan. Tada postoji yo € C takvo da je
— f (%o, \‘{ == A“lf.‘ z — f(yo)ll-
xzel
Dokaz. Definisimo prelikavanja F, G : C — K (X) na sljedeci nacin

F(z) = {f(z)},

Primjenom Teoreme 3.17. dobijamo da postoji yo € C takvo da vrijedi

[lvo = f(vo)ll = inf [[z — f(vo)
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Sljedece tvrdjenje je dokazao L. J. Lin [22].

Posljedica 3.21. Neka je C neprazan zatvoren konveksan podskup normiranog pros-
tora X 1 vaze sljedeci uslovi:

(i) f:C — X neprekidno preslikavange,

(i) g : C — X neprekidno preslikavanje takvo da je g7 ([y1, y2]) konveksan skup za
sve y1, Y2 € 9(C),

(1) posm]{ kompaktan konveksan podskup Co od C takav da je skup
B={yeC:llgly) - fwll < llglz) = )| za sve z € Co}
kompaktan.

Tada postoji yo € C takvo da je
lg(yo) = f(yo)ll = IHE% lg(z) = f(wo)ll-
Dokaz. Preslikavanja F,G : C — K(X) definisana sa
F(z) = {f(z)},
G(z) = {9(2)},

zadovoljavaju uslove (4) i (ii7) iz Teoreme 3.17. Pokazacemo da vrijedi i uslov (i7), to
jest da je preslikavanje G kvazikonveksno.

Neka je skup S konveksan skup takav da je G(z;) NS #0zai=1,2.

'I‘ull pusmjc y1, Yo takvi da y; € G(z;) NS zat = 1,2. Zbog konveksnosti skupa S je
[y1,y2) € S. Ocigledno je z; € G Y[y, y2)) zai = 1._. pa zbog uslova (i7) je

Az1 + (1 = Nzg € G [y, v2]) za sve A € [0, 1].

Znaci,
Az; + (1 = Nzz € G uyy + (1 — p)y2) za neko p € [0,1]
to jest
pyy + (1 — p)y2 € G(Azy + (1 — A)xo).
Dakle,

C;(/\Al'l + (1 Yo /\).l'-_v) N AS ?t U

Sada zbog Teoreme 3.17. zakljuéujemo da postoji yo € C takvo da je

ll9(vo) — £(wo)ll = inf [lg(x) = f(wo)ll
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Sljedeca teorema o koincidenciji je dobijena primjenom Teoreme 3.17. Kao posljed-
ica te teoreme dobijen je rezultat o fiksnoj tacki koji je dokazao Ky Fan .

Teorema 3.22. Neka je C neprazan zatvoren konveksan podskup normiranog prostora
X iF.G:C — Kq(X) preslikavanja za koje vrijede uslovi (i) — (it1) 1z Teoreme 3.17.
Ako za svaki y € C vrijedi uslov

(iv) G(y) N F(y) = 0 = card([u,v] N G(C)) 2 2 za sve u € bd(G(y)),v € bd(F(y)),
onda postoji yo € C takvo da je

G(yo) N F(yo) # 0.

Dokaz. Zbog Teoreme 3.17. postoji yo € C takvo da je
1G(yo) — F(yo)ll = mf |G () — F(yo)ll-

Neka je
G (o) N F(yo) = 0.
Kako je G(yo), F (o) € Keo(X) postoje ug € G(yo),v0 € F(yo) takvi da je
||uo = vol| = [IG(¥o) — F(%o)ll-

Zbog konveksnosti skupova G(yo) i F (o), uo € bd(G(yo)), vo € bd(F(y 0))-
U protivnom bi postojao A € (0,1) takav da Aug + (1 — A)vo E F(y0) UG(yo). Ako na
primjer Aug + (1 — A)vg € F(yo), imali bi da je

[Aug + (1 = Mo — vol| = [|A(uo — vo)|| < |luo — woll,

Sto je nemoguce.
Sada, zbog uslova (iv) postoji A € (0,1) tako da

)\Uo SIS (1 - /\)l'() (< G(C)

pa je
|[Aug + (1 = A)vo — ol < [|uo — wol| = 1G (o) — F(yo)ll = mf |G(z) = F(yo)ll
sto je kontradikcija. Znaci, G(yo) N F(yo) # 0. O

Posljedica 3.23. [82] Neka C neprazan konveksan kompaktan podskup noTmiTanoyg
prostora X i f : C — X neprekidno preslikavanje. Ako svaki nedegenerisani interval
[z, f(z)], = € C, sadrzi bar dvije tacke iz C onda f ima fiksnu tacku.
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3.3 Simultane aproksimacije u normiranim pros-
torima

U ovom dijelu polazimo od rezultata D. Delbosca [19]. U tom radu je uveden po-
jam simultanih aproksimacija i data verzija Ky Fanovog Teoreme 3.8. o najboljim
aproksimacijama za dvije funkcije u Hilbertovim prostorima. Mi dajemo varijantu
tog tvrdjenja za konacan broj viseznaénih preslikavanja u normiranim prostorima.
Neka je C podskup Banachovog prostora X. Funkcija ¢ je definisana u [19] na sljedeci
nacin

12

l 7
6(C,(z1,22)) = Ielé{ify—l‘lilz +|ly — z2||°}2, 21,22 € X,

1
v

U slucaju da je z; = 2 imamo

6(C, (z1,21)) = V2 inf |y — z1]|.
yeC

Definicija 3.24. [19] Za tacku z € C kazemo da je tacka J-simultanih aproksimacija
za par (z1,T2) ako je

(S

(Il = 21| + ||z = 22|[)2 = 6(C, (21, 22)).

Ako je x; = xo, 2 je tatka najbolje aproksimacije za ;.

Sljedeca teorema je dokazana u [19] pomoc¢u Schauderove teoreme o fiksnoj tacki.

Teorema 3.25. Neka je H Hilbertov prostor, C € Keo(H), fi : C — H, 1 = 1,2
funkcije. Tada postoji bar jedna tacka y € C takva da je

lly — AW+ lly = f2)I1> = 6*(C, (H1(v), f2(¥)))-

Sada dajemo teoremu o simultanim aproksimacijama u normiranom prostoru za
viSeznacna preslikavanja.

Teorema 3.26. Neka je X normiran prostor, C € K(X), preslikavanja
Fi,G;: C = Ke(X), 1=1,..., n su takva da je
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(i) F; i G; su neprekidna preslikavanja,
(ii) G; je kvazikonveksno preslikavange,

Tada postoji yo € C' takvo da je
S 11Gi) - @)l = inf 3 1Gi(z) - Fo)ll
i=1 i=1
Dokaz. Definisimo preslikavanje T : C — P(C) na sljedeci nacin
r@) = e C: S 1IG) - EWIl < 3 1Gi@) - Bl
i=1 i=1

Pokazimo da je T'(z) zatvoren skup za svaki z € C.

Preslikavanja F},G;, ¢ = 1,...,n, su neprekidna , pa su poluneprekidna odozdo
i poluneprekidna odozgo. Posto Fj(z),Gi(z) € Keo(X) koriste¢i Teoremu 1.13. 1
Teoremu 1.14. zaklju¢ujemo da su preslikavanja

r— Gi(z)— F(z), z€C

z+— Gi(y) — Fi(z), ze€C, yeCdl fiksan,

poluneprekidna odozdo i poluneprekidna odozgo, pa su 1 neprekidna. Sada, zbog
Teoreme 1.8. zaklju¢ujemo da su ta preslikavanja neprekidna u metrici Hausdorffa.
Koriste¢i Lemu 1.11. dobijamo da je preslikavanje

Y ||Gi(z) - Fi(z)ll, z€C

neprekidno kao suma neprekidnih preslikavanja. Na slican nacin zakljuCujemo i da je
preslikavanje

Y ||Gily) - )|, z€C
ge=1

neprekidno za svaki y € C.
Dakle, skup T(z) je zatvoren za svaki ¢ € C. Dalje kako je T'(z) C C, to je i
kompaktan za svaki z € C. Dokazimo da je T KKM preslikavanje. Ako to ne bi bilo

m

postojali bi zy, ..., Tm €C1Ap..., Am € [0,1], takvidaje > A; =11

J=1

m m

y=Y Naz; ¢ |JT ()
J=1 F=1
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To znadl,

Z |1Gi(y) — Fi(y)|| > Z ||Gi(z;) — Fi(y)|| zasve j=1,..., .
$=1 j=

Kako su Gi(z), Fi(z) € Keo(X), postoje vl € Gi(y) — Fi(y),vy; € Gi(z;) — Fi(y) za
svet1=1,..., n, j=1,...,m, takvi da je

Z ]| = Z 1Gi(w) = Bl > 3 1IGilz;) - Fw)ll = SR, i=1,...,m.

=1

Kako je Fi(y) € Keo(X) 1 G; kvazikonveksno preslikavanje prema Lemi 2.18. imamo
da je preslikavanje

z+— Gi(z) - Fi(y), z€C

kvazikonveksno za sve y € C, 1 = 1,...,n.
Neka su skupovi S;, 1 =1,..., n definisani na sljedeci nacin
Sl o CO{(IUI """ lz[)m}
Kako je (Gi(z;) — Fi(y))NSi #0zasvej=1,..., m, to je (Gi(y) — Fi(y)) N S; # 0.
m
Dakle, postoje v; € (Gi(y) — Fi(y)) N'S;, to jest v; € (Gi(y) — Fi(y)) 1 vi = > vy,
j=1 :
gdjeje pu; >0, D puj=1zasvei=1,..., n.
j=1
Sada je
Z |1Gi(y) — F;(y)|| = Z inf{||u|| : v € Gi(y) — Fi(y)} <
i=1 i=1
< T | Y/u o5 < ST willdll =D u D 11Gi(=zs) = @)l
lrl i=1 i=1 j=1 Jj=1 1=1

pa je

Z |G:i(y) — Fi(y)|| max Y |Gi(z;) — Fi(y)|]

=1 1=

IA

Sto je nemoguce.
Konaé¢no primjenjujuc¢i Teoremu 3.3. zaklju¢ujemo da postoji

Yo € ﬂ T'(z)

s
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odnosno da je

Z 1Gi(yo) = Fi(wo)ll = gZ 1Gi(z) = Fi(wo)ll.
]
Kao jednu primjenu prethodne teoreme dajemo sljedeci rezultat o egzistenciji tacke
koincidencije, koji je uopstenje Teoreme 3.19.
Posljedica 3.27. Neka je X normiran prostor, C € K.(X) 1 2a preslikavanja
F;,G;:C = Ky,(X),1=1,...,n

vrijede uslovi (1) 1 (it) iz Teoreme 3.26. Ako je
((Gi(C)NFi(y)) #0 za sve y€C
1=1

onda postoji yo € C takvo da je

Gi(yo) N Fi(yo) #0 zasve i=1,...,n.
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3.4 Primjena mjere nekvazikonveksnosti

Neka je K € X i€ > 0, sa N.(K) oznacavamo otvorenu e-okolinu skupa K,
N.(K) =K +€B.
Teorema 3.28. Neka je X normiran prostor, C € Keo(X) 1

F:C — Keo(X), G:C — Ke(C) neprekidna preslikavanja.

Tada je
inf [|G(z) - F()l| £ D(G(C), F(C)) + alF(O)] + ma(G).

Dokaz. Pokazimo prvo da postoji yo € C takvo da je
1G(yo) — F(yo)ll < inf [|G(2) = F(yo)l| + ma(G).
U tom cilju definisimo preslikavanje T : C' — P(C) na sljedeci nacin

T(z) ={y € C:[|G(y) = FW)Il < lIG(z) = F(y)ll + mq(G)}-

to (at

Na sli¢an na¢in kao u dokazu Teoreme 3.26. zaklju¢ujemo da je T'(z) zatvoren odnosno
kompaktan skup za \\d}\l x € C. Pokazimo dd Je T KKM preslikav AIIJ( Ako to ne bi

bilo postojao bi y = Z Aizi, gdje je A; > 0, Z Ai=1litakavday ¢ U T(a
1=1 i=
je
IG(y) = F(y)|| > ||G(z:) = F(y)|| + mq(G) zasvei =1,..., n.

Kako je G(z), F(z) € Keo(X), z € C to postoje
u) € G(z;) — F(y), i=1,..., n,

takvi da je
||| = IG(2:) = F)ll-
Neka je S = co{u},..., u}. Tada je

(G(z:) = F(y)) NS # 0, paje G(zi) N (F(y) +5) # 0.

. Tada

Dakle, z; € G~ (F(y) + S),zasvei =1,..., n. Kako je F(y) + S konveksan skup i

mq(G) mjera nekvazikonveksnosti preslikavanja G slijedi
I J

ye G (F(y)+ S+ (mq(G) +¢€)B)




Glava 3 Najbolje aproksimacije u normiranim prostorima 36

to jest

G(y) N (F(y) + S+ (mq(G) + €)B) # 0.
Znaéi, postoji v € (G(y) — F(y)) N (S + (mq(G) + €)B), pa postoje s € Sibe

(mq(G) + €)B tako da je v = s + b. Kako je s € S postoje p; >0 1 > pi =1 takvi
i=1

dajes= 3 wul.
1=1
Sada je ’
Gy) — F)Il < Iloll < llsll + [lell = 11 Y ]| + [[bl] <

i=1

|

< Z/z,Hu?H + mq(G) + € < max ||G(z;) — F(y)|| + mq(G) +¢,
1=1

1<i<n

sto je kontradikcija. Dakle, T' je KKM preslikavanje. Zbog Teoreme 3.3. postoji
yo € C takvo da je

1G(yo) = F(wo)ll < inf |IG(z) = F(vo)ll + mq(G)- (3.4.1)
Sada je dovoljno dokazati da je
inf [|G(z) - Fw)ll < D(G(C), F(C) +alF(C))

Neka je 6 > 01 {z1,...,2,} C F(C) tako da je

n . . 6
F(C) C LJIB(:I:T). gdje je r = a[F(C)] + 3
F(z) c C, papostojet, € C, i=1,..., n, takvi da 2; € F(t;). Kako je
F(t;) C Np(e),rc)(G(C)) postoje 1 v; € G(C),i=1,..; n

tako da je
: §
ll2i — vil| < D(G(C), F(C)) + 5 -

Neka je M = co{t,,..., by Ulye e ey vn }. Zbog (3.4.1) postoji yo € M takvo da je

1G(vo) — F(wo)ll < inf [|G(z) = F(wo)ll + ma(G).
Dalje, za svaki u € F(yo) postoje u; € F(t;)is; € G(C), i=1,..., n takvi da je

l|u — ui|| < a[F(C)] + g i ||lui —sil| < D(G(C), F(C)) + % :




e e

Glava 3 Najbolje aproksimacije u normiranim prostorima 37
Sada je ||u — si|| < ||Ju — wl| + ||ui — si|| < o[F(C)] + D(G(C), F(C)) + ¢, pa je
inf [|G(z) - Fw)l| < alF(C)] + D(G(C), F(O)).
O

Posljedica 3.29. [27] Neka je X normiran prostor, C € Keo(X) i F: C — P(N(C))
neprekidno preslikavanje. Tada je

i‘l_lg |z — F(z)|| < e+ a[F(C)].




Glava 4

Neke primjene najboljih
aproksimacija

4.1 Nule viseznacnih preslikavanja

U raznim oblastima matematike (na primjer, Matematicka ekonomija, Jednacine
matematicke fizike, Varijacioni problemi, Optimizacija) koriste se metodi za rjes-
avanje nelinearnih problema koji se svode na rjesavanje jednacine f(z) = 0, ( gdje je
z elemenat beskona¢nog dimenzionalnog prostora ) ili na rjesavanje inkluzije

0 € F(z), gdje je F viseznaéno preslikavanje. U specijalnom slucaju kada jednacina
ima oblik f'(z) = 01ili 0 € df(x), gdje je O oznaka za subdiferencijal, radi se o
varijacionim zadacima. Ako je f konveksna funkcija tada svako rjesenje inkluzije
0 € df(x) predstavlja minimum funkcije f. Zadaci tog tipa izucavaju se u konvek-
snoj optimizaciji.

Kao ilustraciju dajemo primjer gdje se teorema o egzistenciji nula viseznacne funkcije
primjenjuje na rjeSavanje jedne klase zadataka iz diferencijalnih inkluzija [1].

Definicija 4.1. [2] Neka je K neprazan konveksan podskup LTP X i z € K. Skup
Tl\'(lv)'

Tk(z) = (-I(U l(]\' - I)),

h>0

38
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se naziva tangentni (Bouligandov) konus skupa K u tacki z.
Za viseznacno preslikavanje F': X — P(Y') skup
Dom(F)={z € X : F(z) # 0}

zove se domen preslikavanja F'.
Preslikavanje F : X — P(Y) je strogo ako je Dom(F) = X, to jest F(z) # () za svaki
z € X.
Preslikavanje 0 : X x Y* — R,
o(F(z),p) = sup (p,y)
yeF(z)
se naziva potporna funkcija preslikavanja F' .

Definicija 4.2. [2] Kazemo da je viseznacno preslikavanje F hemineprekidno odozgo
u tacki o € Dom(F) ako je za svaki p € Y* funkcija

z— o(F(z),p)
poluneprekidna odozgo u zo. F je hemineprekidno odozgo ako je hemineprekidno
odozgo u svakoj tacki svog domena.
Sljede¢a teorema je o egzistenciji nula preslikavanja F', u slucaju kada vrijedi
tangentni uslov (4.1.1) . Osnovni fakt koji se koristi u dokazu je nejednakost Ky
Fana [22].

Teorema 4.3. [2] Neka je X Hausdorffov lokalno konveksan vektorski prostor, K C
X kompaktan konveksan skup, F strogo hemineprekidno odozgo preslikavanje iz K u
X sa zatvorenim slikama tako da je

F(z)NTk(z) #0 (4.1.1)
za sve x € X. Tada vrijedi

(i) postoji T € K takav da 0 € F(Z),
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(ii) za svakiy € K postoji T € K takav day € T — F(Z).

G. Haddad [2], je dokazao da pri uslovima navedene teoreme za svako zg € K
diferencijalna inkluzija

/

z (t) € F(z(t)), z(0) = z¢ (4.1.2)
ima rjeSenje za koje vrijedi
z(t) e K, t > 0. (4.1.3)

Pokazuje se (2], da je uslov (4.1.1) u ovom slucaju potreban.

U ovom dijelu koriste¢i najbolje aproksimacije dajemo neke rezultate o egzistenciji
nula viseznacih preslikavanja koji mogu da se primjene na rjeSavanje nekih nelinearnih
zadataka navedenog tipa.

U tom cilju odredjujemo neke dovoljne uslove za postojanje tacke yo € C u normira-

nom prostoru X takve da vrijedi

P (o)l = inf |13 (G() - Glaw)) — Flwo)ll (4.1.4)

gdje je C € Koo(X) , F, G: C — P(X) i h > 0. Pokazuje se da je uslov
1 Y[/ Y / -
}—(G(C) - G(z))NF(z) # 0, (4.1.5)
!

uz jos neke uslove za preslikavanja F, G dovoljan za egzistenciju yo € C' takvog da

0 € F(yo)-

Lema 4.4. [75] Neka su A, B, C neprazni podskupovi LTP X . Ako je skup B zatvoren
i konveksan, C' ogranicen i
A+CcB+C
onda je A C B.
Lema 4.5. Neka je C € Koo(X) i preslikavanja F,G : C — K(X). Tada vrijed:
G(z) - G(z) = F(z) C —=F(z) = card(G(z)) =1 za sve x € C.
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Dokaz. Kako je G(x) kompaktan i konveksan onda je takav i G(z) — G(z). Osim
toga, —F(z) je ogranicen skup, pa koristec¢i Lemu 4.4. sl jedi

G(z) — G(z) C {0} zasve z € C
Dakle, card(G(z)) =1 zasvez € C. O

e

Teorema 4.6. Neka je C € K(X), preslikavanja F,G : C — K(X) takva da
vrijedi

(i) F i G su neprekidna preslikavanja,
(ii) G je kvazikonveksno preslikavange,

(iit) postoji h > 0 takvo da je

7 (G( ) — G(z)) — F(z) C —F(z) za svexz € C.

Tada je pre s[z/u(un/c G oblika G(z) = {g(z)}, pri tome je preslikavanje g : C' — X
neprekidno, g~ ([y1, y2]) l\(mz(lks(m \sAu]) za sve y1,y2 € g(C) 1 postoji yo € C takvo
da je

1
H[‘ [,/U H— lllgH}—

(9(z) = g(y0)) — F(vo)l|-
Dokaz. 1z Leme 4.5. slijedi da je G(z) = {g(z)}. Kako je G neprekidno to je 1 g
neprekidno. G je kvazikonveksno presli l\(mmju pa ( koriste¢i Lemu 2.17.) dobijamo
da je skup ¢7'([y1, v2]) konveksan za sve y1,y2 € g(C).
Definisimo preslikavanje T': C' — P(C) na sljedeci nacin

T(z) ={y € C:||[F)ll < lI3(g(z) = 9(v)) — F(y)||} za sve z € C.
Pokazimo da je skup T'(zx) zatvoren za svaki z € C. Zbog uslova (z) zakljucujemo da
je preslikavanje F neprekidno. Posto F(z) € Keo(X) zasve z € C koristec¢i Teoremu
1.13. i Teoremu 1.14. zakljutujemo da je preslikavanje

1
z— 3+(9(y) - 9() — Fla), z€C

neprekidno za svaki y € C. Zbog Teoreme 1.8. ono je i neprekidno u metrici
Hausdorffa. Sada iz Leme 1.11. zakljucujemo da su preslikavanja

z— ||F(z)]], z

Cv

m

1
T — Hﬁ(!](.lj) —g(z)) = F(z)||, z€C, yeCC fiksan

neprekidna.
Dakle, T'(x) je zatvoren za svaki € C, pa posto je C kompaktan skup on je kom-
paktan za svaki z € C.
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Pokazimo da je T KKM })1(5111\(1\ anje. Ako to ne bi vrijedilo postojao bi y € C takav

(1&](/—2\111'; UT

. Tada imamo

1wwm>u%m@ww@n—

Kako je F(z) € Ko X

F(y)|| zasvei =1
) za sve x € C postoje

e F(y) i € 7(9(z) — 9(v) — Fv),

takvi da je (zbog uslova (ii7))

]l = [IF @)l =

11}1(f |u|| > inf{||ui|| : u: € 1( (z:) — g9(y) )} = |[ul]]
uer(y)

Zbog Leme 2.18.

i uslova (41) kao i ¢injenice da F(y) € Ke(X) za sve y € C
preslikavanje
1 1 : ,
T 2g(z) = +9y) - Fly), z€C
1 !
je kvazikonveksno za svaki y € C. Neka je S = co{u}, ..., u’}. Tada je
n 1 . ;
SN (}—(‘q(.m‘) —g(y)—F(y) #0zasvet=1,..., n,
!
pa je
_
S0 (2 (9(6) ~ 9(v)) = F(v) #0.
Odnosno, SN (—=F(y)) # 0, pa postoji v € SN (—=F(y)), to jest, za neke u; > 0,2 =
| F i n, Sopi=1jev=> pud € —F(y). Sada je
i=] 1=1

n n
011 - 11. 011 P
=[] ) mw|| £ ) pallug]l <
=1 =1

1
< max ||u|| = max ||=(g(:

z:) — 9(y)) — Fll,
1<i<n 1<i<n }
sto je nemoguce. Dakle, T je KKM preslikavanje.
Na osnovu Teoreme 3.3. zaklju¢ujemo da postoji yy € C takvo da je

: . 1 , .
| F(yo)l|| = ,‘.L‘£~HTZ(-(/("') —9(w)) — F(yo)l|-
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Posljedica 4.7. Neka je C € Ko(X) , f, g : C — Ke(X) neprekidne funkcije
g ([y1, y2)) konveksan skup za sve y1,y2 € g(C). Tada za svaki h > 0 postoji y, € C
takvo da je

1@l = ink 113 (9(2) — 9(um)) = £l

Posljedica 4.8. Neka je C € Ko(X), f,g9: C — X neprekidne funkcije 1 g [y1, v2))
konveksan skup za sve yy,y2 € g(C). Ako postoji h > 0 takvo da

f(z) € %(Q(C) —g(x)) za svex € C

onda postoji yo € C takvo da je

f(yo) = 0.

Posljedica 4.9. Neka je X normiran prostor i C € Ke(X), f: C — X neprekidna
funkcija. Ako postoji h > 0 takvo da je

1
f(z) € }—C za sve z € C,
!

onda postoji yo € C takvo da je

f(yo):%—j

Dokaz. Preslikavanje

z+— f(z)— zelC

zadovoljava uslove Posljedice 4.8. pri g(z) = z, = € C. Zato, postoji yo € C takvo
da je

=18

L
fwo) = 5 =0.
l

Primjetimo da za h = 1 Posljedica 4.9. je Schauderova teorema o fiksnoj tacki.
Koriste¢i Teoremu 4.6. i metod neprekidnog produzenja Poencarea mogu se dobiti
neke teoreme tipa Leray-Schaudera.

Teorema 4.10. Neka je X normiran prostor i F : [0,1] x C — K(X) neprekidno
preslikavanje, gdje je C € K(X) takav da je intC # 0, . Ako postoji h > 0 takvo da
je

(i) F(0,z)(3(C —z)) #0 2a sve z € C,
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(ii) 0 ¢ F(\ z) za sve z € bd(C), X € [0,1],

tada postoji yo € C takvo da

Dokaz. Definisimo skupove A i B na sljedec¢i nacin:
A=bd(C), B={zeC: postoji A € [0,1] takav da 0 € F(),z)}.

Zbog Posljedice 4.7. postoji ¢y € C takvo da 0 € F(0,z0), pa je B # (. Osim
toga, B je zatvoren skup jer je F' neprekidno preslikavanje. Skup A N B je prazan,
jer ako z € A i X € [0, 1] tada zbog uslova (i) imamo z ¢ B. Definisimo neprekidnu
funkciju ¢ : C — [0, 1] i preslikavanje G : C' — K(X) na sljedeci nacin

Iz = Al
[z = Al +lz- B’

¢(z) = G(z) = F(¢(z), z).
Preslikavanje G je neprekidno i na skupu A4 je G(z) = F(0,z), pa 0 € G(zo), to jest
0 € F(¢(z0), o). Sada zakljuéujemo da zo € B, pa je ¢(zo) = 1. Znaci,

0 € F(1, ).
0

Posljedica 4.11. Neka je X normiran prostor, C € Keo(X) , f:C — X neprekidna
funkcija i G : C — Keo(X) neprekidno preslikavanje. Ako postoji h > 0 takvo da
vrijedi
1
f(z) € I_(C —z)zasvex €C 1
!

f(z) ¢ —uG(zx) za sve z € bd(C), p > 0,
onda postoji yo € C takvo da
0 € G(vo)-
Dokaz. Koristimo Teoremu 4.10. Stavimo
F(\z)=(1-XN)f(z)+ AG(x).

Uslov
FO,z)N(=(C—2z)) #0
za sve = € bd(C), znaci
f(z) € %(C — ).
Sada dobijamo da postoji yy € C takvo da 0 € F(1,yp), to jest, 0 € G(yo).

O
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Kao posljedica Teoreme 4.10. dobijena je sljedeca teorema alternative.

Teorema 4.12. Neka je X normiran prostor, C € Keo(X) takav da zo € intC' 1
F:C — Keo(X) je neprekidno preslikavanje. Tada vrijedi

postoji yo € C takvo da 0 € F(yo) ili

postoje yo € bd(C) i p > 0 takvi da o € yo + pF (yo)-

Dokaz Pretpostavimo da 0 ¢ F(z) zasve z € C iz & x + pF(z) zasve z € bd(C)
i > 0. Defini§imo preslikavanje f: C — X sa

f(z)=z—1z9, z€C.
Ocigledno je f(z) ¢ —uF(z) za sve z € bd(C) i p > 0. Posto je zo € intC postoji

h > 0 takvo da
(C—z)zasvez € C.

f(z) €
Sada zakljucak slijedi iz Posljedice 4.11. O

=
~
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4.2 Tacke V-koincidencije

Definicija 4.13. Neka je X LTP sa fundamentalnim sistemom okolina nule V,
0#+DcXiFG:D— P(X). Kazemo da je y € D, V-tacka koincidencije (V € V)
preslikavanja F i G ako i samo ako je F(y) N (G(y) +V) # 0.

Teorema 4.14. Neka je X kompletan metrizabilan vektorski topoloski prostor i za-
tvoren skup K € Peo(X), F : K — Pe(X) odozdo poluneprekidno preslikavanje
G : K — P(X) kvazikonveksno preslikavanje takvo da vrijedi F(z) N G(K) # 0, za
svaki z € K. Ako za svaki V € V postoji U € V takav da vrijeds

coUN(G(K) - F(K))) CV,

i za svaki V €V je
inf o[ F*((G(z) +V)9)] =0,

€K

onda postoji V -tacka koincidencije preslikavanja F i G za svaki V € V.
Dokaz. Pretpostavimo suprotno. Tada postoji otvorena i simetricna okolina nule
V €V takva da je
F(z)N (G(z)+V) =0 zasvaki = € K.
Neka je U otvorena i simetri¢na okolina nule, takva da je
colUN(G(K) - F(K))) CV.
Stavimo W = co(U N (G(K) — F(K))) i definisimo preslikavanje T : K — P, (K) na

sljedeci nacin
T(z)={ye K:F(y)n(G(z)+U) =0}.
Vrijedi
K\T(z)={ye K:Fly)n(G(z)+U) # 0} = F(G(z) + U),

pa posto je F odozdo poluneprekidno, T'(z) je zatvoren skup za svaki z € K.
Pokazimo da je 7' KKM preslikavanje.
Ako to ne bi vrijedilo postojao bi {z,...,: r,} C K tako da je

Znaéi, postoje \; € [0,1], i=1,..., n, SN =1, takvidajey =Y Nz ¢ U T'(xi).
=1 1=1 1=1

Tada bi vrijedilo

F
1
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pa je

Fy)n(G(z;))+W)#0, i=1,..., n.
Dalje, F(y) — W je konveksan skup, a preslikavanje G kvazikonveksno, pa vrijedi
F(y) N (G(y) + W) # 0.
Znaci,
Fiy)n(Gly)+V)#0

sto je nemoguce. Kako je
T(z)={y€ K:F(y) C (G(z)+V)}=F"((G(z) +V)°)

to je inf a(7'(x)) = 0. Sada koriste¢i Teoremu 3.14. 1 Teoremu 3.3. imamo

z€K

() T(x) #0.

zeK

Neka je yp € () T'(x). Tada je

zeK
Fly))N(G(z)+V)=0 zeK (4.2.1)

Kako je F(2)NG(K) # 0 zasve z € K, postoji 7o € K takvo da je F(yo) NG (o) # 0,
Sto je u suprotnosti sa (4.2.1).

Definicija 4.15. [31] (E,|| - ||) je paranormiran prostor ako je E vektorski prostor
nad Ril|-||: E — R™ takvo da je

1. ||z|]| =0« x =0,

2. zasvakiz € E, || — z|| = ||z,

m

3. zasvez,y € E, ||z + || < ||z|| + ||yll,

4. akosu \,, A€ R iz, € E takvida

i,\” S /\

|| — 0,

e .
— 0, ||z, —1

tada

AnZn — Az|| — 0.

Definicija 4.16. [26] Neka je E LTP, K C E i U fundamentalan sistem okolina nule
u E. Za skup K kazemo da je Zima tipa ako za svaki V € U postoji U € U tako da
je

colUN(K - K))) CcV.
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Primjetimo da je svaki konveksan podskup lokalno konveksnog vektorskog topo-
loskog prostora Zima tipa [26].
U daljem {V,}cs0 je oznaka za fundamentalni sistem okolina nule u paranormiranom
prostoru X, gdje je V; = {z € X : ||z]| < €}.

Posljedica 4.17. Neka je (X,
konveksan 1 zatvoren podskup od X 1

| - ||) kompletan paranormiran prostor, K neprazan

F: K — P,(X) odozdo poluneprekidno preslikavanje,
G : K — P(X) kvazikonveksno preslikavanje
tako da postoji broj C'([:) gdje je K = G(K)U F(K) ¢ vriged:
M =)l < C(K)N|u=vll, inf of F*((G(z) + Vo)) =0,

zasve A€[0,1), uw,ve K, e>0.

Tada za svaki € > 0 postoji V.-tacka koincidencije preslikavanja F i G.

Posljedica 4.18. [31] Neka je (X, ||-||) kompletan paranormiran prostor, K neprazan
konveksan i zatvoren podskup od X, F : X — Pe(X) odozdo poluneprekidno pres-
likavanje takvo da je F(z) N K # 0 za sve x € K. Ako postoji broj C(R) gdje je
K = KU F(K) takav da je

AMu —v)|| < C(I:'))\Hu — || za sve A €[0,1],u,v € K

1 za sve € > 0 je

inf a[F*((z +V.)%)] =0

zeK

tada F 1ma V,-skoro fiksnu tacku za svaki € > 0.

Teorema 4.19. Neka je X LTP, V familija zatvorenih okolina nule u X, K neprazan
konveksan podskup od X, preslikavanje F : K — P(X) je odozdo poluneprekidno, a
preslikavanje G : K — P(X) kvazikonveksno takvo da vrijedi

G(K)NF(z) # 0 za svakixz € K i za svaki V €V
postoji konacan {xy,...,: r,} C K takav da je G(K) C U(G'(Iz) + V).
=1

Ako je G(K)U F(K) Zima tipa onda postoji V -tacka koincidencije preslikavanja F' 1
G za svakiV € V.
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Dokaz. Neka je V € V. Treba dokazati da postoji z € K takvo da je

F(z)N (G(z) + V) # 0.

Odaberimo U € V takav da je co(UN(G(K) — F(K))) C V i definiSimo preslikavanje
T:K—PK)sa T(z)={ye K:F(y)n(G(z) +U) = 0}.
Preslikavanje F' je OdO/do poluneprekidno, pa je T'(x) zatvoren skup za svaki z € K.
Za odabrani U postoji konacan {z1,...,z,} C K takav da je

G(K) C O(G 1

Za svaki y € K vrijedi
F(y) N G(K) € Fu) n (| (G(z) + 1)) = | J(F) N (Glz) + 1)),
i=1

paje () T(z;) =0 jerje F(y)NG(K) # 0. Znadi, postoji podskup {z1,...,2m} C K
i=1
takav da je

m

co{z1,...,2m} € U T(z
i=1

Zato postoje \; € [0, 1], i sy = i Nizi, y ¢ T(z), zasvet=1,...,m, pa
vrijedi F'(y) N (G(z;) + US:% Dalje, posltzolje 1T AT O m takvi da je
w; € Fy) 1 w; € G(z)+ U, i=1,...,m.
Znaci, w; € F(y) i w; = v; + u; za neke v; € G(2;), u; € U, pa
u, =w; —v; € (GIK)—-F(K))NnU, 1=1,..., m.

Vidimo da
u; € colUN(G(K) - F(K)))iw € F(y) — G(z),

pa je
(F(y) —G(z:))Neco(UN(G(K) - F(K))) #0, i=1,..., m,

to jest
(F(y) —co(UN(G(K) - F(K)))NG(2:) #0, i=1,..., m.
Preslikavanje G je kvazikonveksno, pa slijedi
(F(y) —co(UN(G(K) - F(K))))NG(y) # 0.
Znaci, F(y) N (G(y) + V) # 0.

0
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Posljedica 4.20. [92] Neka je X LTP, V familija otvorenih okolina nule u X, K
neprazan konveksan prekompaktan podskup od X i F : K — Pe(X) odozdo pol-
uneprekidno preslikavanje takvo da je za svakiz € K, f(z)NK # 0. Ako je KU f(K)
Zima tipa tada f ima V -skoro fiksnu tacku za svaki V € V.
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4.3 Primjene u matematickoj ekonomiji

Neka je K podskup vektorskog topoloskog prostora i £ viseznacno preslikavanje defin-
isano na K. U matematickoj ekonomiji relacija y € F'(z) se moze interpretirati tako
da je y preferirano u odnosu na z, to jest izbor y je bolji od izbora x. Na primjer,
ako je F(z) = {y : f(y) > f(z)}, gdje je f neka neprekidna funkcija na K, vrijedi
y € F(z) ako i samo ako je f(y) > f(z), pa ako je F(zo) = 0 za neki zp € K
zakljucujemo da je f(xo) > f(z) za sve ¢ € K. Zbog toga, od interesa je ispitati da
li postoji xy € K takav da je F(zg) = 0, jer u tom slucaju imamo da ne postoji bolji
izbor od xg 1 za z( se kaze da je maksimalni element.

U ovom dijelu koristeéi najbolje aproksimacije za viseznac¢na preslikavanja ( Teorema
3.17. ) dajemo neke rezultate o egzistenciji maksimalnog elementa.

Definicija 4.21. [9] Neka je K podskup vektorskog topoloskog prostora X i F
viseznacno preslikavanje definisano na skupu K. Elemenat z € K je F'—maksimalan
ako je F(x) = (). F—maksimalan skup je {z € K : F(z) = 0} i oznacavamo ga sa
Mpg.

Kao primjer tvrdjenja o egzistenciji maksimalnog elementa navodimo sledecu teo-

remu Ky Fana.

Teorema 4.22. [9] Neka je K C R™ neprazan kompaktan skup 1 za viseznacno
preslikavanje F' definisano na skupu K vrijedi:

(i) x € F(z) za sve z € K,

K,

(i1) F(x) je konveksan za svaki x

Mm

(1ii) {(z,y):y € F(x)} je otvoren u K x K.

Tada je Mg neprazan @ kompaktan skup.

Koriste¢i najbolje aproksimacije dobijena je sljedec¢a teorema.
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Teorema 4.23. Neka je K neprazan kompaktan i konveksan podskup mormiranog
prostora X i F i G neprekidna viSeznacna preslikavanja definisana na skupu K sa
kompaktnim 1 konveksnim slikama takva da vrijedi:

(i) G je kvazikonveksno preslikavanje,
(1)) F(z)NG(z) =0, za svex € K,
(i) F(z) C G(K).
Tada je Mg U Mg # 0.
Dokaz. Ako bi bilo M U Mg = 0, zbog Teoreme 3.17. postoji zy € K takav da je
1G(20) = F(xo)l| = inf ||G(z) — F(o)]].

Zbog uslova (iii) zakljucujemo da je mf ||G(z) = F(z0)|| = 0, pa je F(zo)NG(xo) # 0,

jer su skupovi F(z)iG(z),z € K l\ompal\tm Medjutim, ovo je nemoguce zbog uslova
(i1). Dakle, zakljucujemo da je Mg U Mg # 0. O

Primjer 4.24. Neka je

1
r)={y: = +1<y <2},
T

G(z) ={y: 3z <y < 3z +2},
za T € [% 2]. Ispunjeni su uslovi () — (4i7) iz Teoreme 4.23, pa zakljucujemo da je
.\[}-‘ U :\[(,' ?'i 0

Posto je Mg = () mora biti Mg # (. Naime, Mg \r% 1).

Prethodni primjer pokazuje da u Teoremi 4.23. ne mozemo tvrditi da je skup Mp
kompaktan kao u Teoremi 4.22.

Posljedica 4.25. Neka je K neprazan kompaktan konveksan podskup normiranog
prostora X 1 F viseznacno neprekidno preslikavanje sa kompaktnim i konveksnim
slikama definisano na skupu K koje je irefleksivno, to jest x ¢ F(z) za sve v € K,
tada je Mp # ().

Dokaz. Primjenimo Teoremu 4.23, stavljajuéi G(z) = {z}, : U
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Posljedicu 4.25 mozemo iskazati u obliku tvrdjenja o fiksnoj tacki za viseznacna
preslikavanja u normiranom prostoru, to jest kao varijantu Kakutanijeve teoreme o
fiksnoj tacki.

Posljedica 4.26. Neka je K neprazan kompaktan konveksan podskup mormiranog
prostora X i F : K — K.(K) neprekidno preslikavange. Tada postoji xg € F(z0).




GGlava 5

Najbolje aproksimacije u
paranormiranim i GG-konveksnim
prostorima

5.1 Paranormirani prostori

U ovom dijelu se daju rezultati o najboljim aproksimacijama u paranormiranim pros-
torima za viSeznacna preslikavanja. Dokazacemo viSezna¢nu verziju teoreme o na-
jboljim aproksimacijama iz [31]. Prije toga dajemo definiciju skupa jakog Zima tipa

i primjer paranormiranih prostora.

Definicija 5.1. [31] Neka je (E, || -||) paranormiran prostor i {V.}o fundamentalan
sistem okolina nule u E. Ako postoji neprekidna slijeva, strogo monotono rastuca
funkcija 6 : R* — R* (R* = [0, +00)) takva da je

co(Vsiy N (K — K)) C V. zasvaki € > 0,
kazemo da je K jakog Zima tipa.
Primjer 5.2. [31] Neka je S(0, 1) prostor svih klasa ekvivalencije mjerljivih funkcija

~

z:[0,1] = Ri
!’I'T . : ’I(t>‘ C /l\ \ T /I\
IE H—/O ’——1+':1‘({)‘1f‘ z e S(0,1), { (f)}E. :

Tada je (S(0,1),]|| - ||) paranormiran prostor i konvergencija u S(0, 1) je ekvivalentna
konvergenciji u mjeri. Ako je a > 01

Ko,={Z € S(0,1): |z(t)| £ a, t € [0,1]}

o4
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tada za sve T, § € K, i s € [0,1] vrijedi
Is(Z =PI < (14 2a)s]|Z - ¥]|.
U tom slucaju dobija se
€
d(e) =
(€) 14 2a
i K, je podskup jakog Zima tipa.
U paranormiranom prostoru uvodimo oznake kao 1 u normiranom prostoru:
Al| = inf , ACE,
14]] = in |jall, A
D(A, B) =supinf |ja — b||, A, B € BC(F),
acA bEB
H(A,B) =max{D(A, B),D(B,A)}, A, B e BC(E).

Teorema 5.3. Neka je (E,|| - ||) paranormiran prostor, K neprazan kompletan i

konveksan podskup od E, F,G : K — K.(E) preslikavanja za koja vrijedi:
(1) lim H(F(y), F(y)) =0, lim D(G(y),G(v)) = 0,

y—vo Y—Y0
(2) G je kvazikonveksno,
(8) G(K)U F(K) je jakog Zima tipa,
(4) inf afy € K : (Y € > 0) (G(2)=F())NVao # 0 = (Gy)—F(y))NVe # 0} = 0.
Tada postoji yo € K takvo da za svaki x € K vrijedi
(V € > 0) (G(z) — Flyo)) N Vi # 0 = (Glyo) = F(yo)) N Ve # 0
i ako za svaki z € K vrijedi G(K) N F(z) # 0 onda je G(yo) N F(yo) # 0.
Dokaz. Definisimo preslikavanje T : K — P(K) na sljede¢i nacin
T(z)={ye K:(Ve>0)(G(z)—- F(y)NVsy # 0= (Gly) — Fy)) NV # 0}.
Pokazimo da je ono KKM preslikavanje.

n
U suprotnom bi postojali zy,...,: t, € K1Ap,. .., An >0, > A =1 takvi da
=1

y=Y Az ¢ | JT(x),
g=1 i=]
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to jest

(G(z;) — F(y)) N Vi) #0, zanekee; >0, 1 =1,..., n

(Gy)-Fy)nV,=0, i=1,...,n
Za 0(¢;) = max {d(e;} 1 S = co(Vi(,)) N (G(K) — F(K)) imamo

1<i<n

SN(G(z;) — F(y)#0 za i=1,...,n,

(G(y) — F(y)) NV, # 0,

sto je kontradikeija.
Pokazimo da je T'(z) zatvoren skup za svaki z € K.
Neka ||y —y|| = 0, 1 yn € T(z) za sve n € N. Treba pokazati da vrijedi

(Ve > 0) (G(z) — F(y)) N Vi #0 = (G(y) — F(y)) N Ve #0.

Neka je (G(z) — F(y)) N Vs # 0. Tada je

uz — Uy|| < 6(€) za neke
u; € G(z), vy € F(y).
Stavimo da je £ = d(¢) — ||uz — vy||. Kako D(F(y), F'(yn)) — 0, to je

sup inf lu—v]| = 0.
ueF(y) vEF (un)
Dalje je

inf |[lv, —v|| < sup inf ||lu -],
vEF (yn) " weF(y) vEF (yn)

pa

inf |lv, —v|| — 0.
rem“)H y — V|

Dakle, postoji ng € N takvo da je

lv, — vn|| < 2 za n > ng, gdje je v, € F(yn).

DO v

Sada imamo

H”J‘ _ l‘uH S H“J‘ _ l'_l/H + H('!/ o I‘HH S (i(() - E +

B |y
[N 7

za T = Ng-
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Funkcija d je neprekidna slijeva strane i strogo monotona, pa postoji n < € takvo d
je

=
5(€) = 5 < 8(m) < 8(e)
i za sve n 2> ng je
l|lug — vnl] < 8(n) < d(€).
Posto y, € T'(z) to je

|luy — vy|| <n za neke uy € G(yn), vy € F(yn).

Postoji podniz {z,} niza {u}} takav da je lim 2, = z. Dakle, imamo

20 € G(tn), n €N, gdje je {t,} podniz niza {y,} i vrijedi lim¢, =y
Pokazimo da z € G(y). Kako je

inf |[z —u|| < mf H~—:,l||+H:,l—uH):l|:-—~,li|+ inf ||z, — ul|
ueG(y) ueG ueG(y)
i inf |lzn—ul|| < sup inf ||z, —ul|
ueG(y) 2n€G(tr )uc6(1)
toje inf ||z —ul| <]z

ueG(y)

- :HH + D(G(Un)»G(U))-
Zbog uslova (1) za

akljucujemo da je inf ||z —u|| = 0. Sada vidimo da je
ueG(y)

|2 = 3]| = lim ||z, —vp|] < 7 <,

gdje je {v,} pmlm/ niza {v7'} takav da vy € F(y,) i {y,} podniz niza {1/,,} Na sli¢an

nacin, posto vrijedi D( ((/”) F(y))) — (. se dokazuje da v € F(y). Dakle, z € G(y)
e V. toje (G(y) — F(y)) NV, # 0. Znaci T'(x) je zatvoren

zbog Teoreme 3.14. postoji yp € K takvo d:

iv € F(y), pa posto z

v
skup za svaki z € K. Sada

to jest postoji yo € K takvo da za svaki z € K vrijedi
(Ve > 0) (G(z) = F(yo)) N Vi) = (G(yo) — F(w)) N Ve # 0.
Neka je za svaki z € K, G(K) N F(x)

# (). Tada postoji zg € K takvo da je

G(z0) N F(yo) # 0,
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odnosno

0 € G(xo) — F(yo)-

Znaci vrijedi

(V€ > 0) (G(zo) = F(yo)) N Vi) # 0,

odakle je

(Ve>0) (G(yo) — F(yo)) N Ve # 0.

Na kraju zakljucujemo da 0 € G(yo) — F(yo), to jest G(yo) N F(yo) # 0. O
Posljedica 5.4. [31] Neka je (E,||-||) paranormiran prostor, K neprazan kompletan

i konveksan podskup od E i f : K — E neprekidno preslikavanje takvo da je KU f(K)
jakog Zima tipa. Ako je

inf a({y € K: (Ve >0)z— f(y) € Vso =y — fly) €Ve}) =0

zeK
tada postoji yo € K takvo da za svaki x € K vrijeds
(Ve > 0) z — f(yo) € Vi) = yo — f(v0) € Ve.

Ako je f : K — K onda f ima fiksnu tacku.

U daljem dajemo neke rezultate o najboljim aproksimacijama u paranormiranim

prostorima kod kojih je na odredjenom skupu K
[ Aul| < g\)||ul| za uwe K, A€ [0,1],

gdje je g : [0,1] — [0, +00) funkcija za koju vrijedi

n

5\11){251(/\1) :neN, A\ >0, Z’\I =1} < +o0.
1=1

=1

Jedna funkcija tog tipa i paranormiran prostor dat je u Primjeru 5.2, [31]. Tu je

g(A) = A(1 + 2a) na skupu K, i

n

snp{Zg(/\,) :n€eN, \ >0, Z)“ =1} =1+ 2a.

§=1 =1

Dajemo primjer funkcije g za koju vrijedi dati uslov, a koja nije linearna.
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5. Neka je S(0,1) prostor svih klasa ekvivalencije mjerljivih funkcija

Primjer 5
z:[0,1]—-R

1
1
|z = / In(1 + |z(t)])dt, € S(0,1), {z(t)} €Z.
Akojea > 01
K,={z2€5(0,1): |z(t)]| < a, t € [0,1]},
ada za sve T € K,, a € [0, 1] vrijedi
P o
ol < 22D iz,

AM14+a) . N s S8 . :
1 U vezl sa tim 1mamo

U tom slucaju je g(A) = T35,
sup{ig(,\l) neN, N\ >0, i/\i =1}<1+a.
=1 =1
Uvedimo sljedece oznake
5tg) =1 “ gAi):neN A\ >0 i,\i =1}
i=1

N < e = F)ll}, = € K.

1
Gz)={ye K: TIH‘U — F(1

\ ]:(11(171()7‘/711’11'1 prostor, K neprazan kompletan, kor
[0, +00), preslikavanja za koja

Teorema 5.6. Neka je (E,||-|])
veksan podskup od E i F : K — K(X), ¢g:[0,1] —
vrijedi:
(1) lim H(F(zo), F(z)) =0,
(2) supS(g) < M < 400,
| za sveue K — F(K), A €|0,1].

7) || Au|] < g(A\)||u
Ako je inf a(G(z)) = 0, tada postoji yo € K takvo da je

reK

|

1 \ ,
27 1Yo — £ yo)ll < inf [[z = F(yo)ll-
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Dokaz. Pokazimo da je preslikavanje G : K — P(K),

;1 .
G(z) ={ye K: 7lly = Fll < llz = FW)Il},
KKM preslikavanje. U suprotnom bi postojalin € N, z; € K 1 A; € 0, 1],
i=1,..., ntakvidaje >N =11y=> Az ¢ |J G(z;). To znaci
i=1 i=1 i=1

1 A
v = F@Il > lz: = F(y)||, za i=1,...,n.

Sada imamo

Z
ly — Fy)ll > = HJ— UH>ZJ ||u—FuH>Z<|A I,

gdje je u; € F(z/) takav da je ||z; — F(l/)” = ||lz; — wl|, ¢ = 1,...,n. Sada je
lly — F(1 1/1‘?\ |—1|(/—_/\ w;|| > |ly — F(y)||, $to je nemoguce.
1=1

Dokazimo da je G(. ) zatvoren za svaki € K. Vrijedi sljedece
HIF@) = [FW)I | < H(F(z), F(y))-

(Dokazuje se analogno kao i Lema 1.10). Zbog toga i uslova (1) zakljucujemo da
je G(zx) zatvoren za svaki z € K. Sada zbog Teoreme 3.3. zakljuCujemo da postoji
Yo € K takvo da je

\]‘ Yo = F(yoll < inf ||z = F(yoll-

Posljedica 5.7. [91] Neka je (E,||-||) paranormiran prostor, K neprazan kompletan
i konveksan podskup od E i f : K — E neprekidno preslikavanje takvo da je za neko
C(K)>1

A (u —v)|| < CE)M|u—1]|], u,ve f(K)UK, A€ [0,1].

Ako je mlf a(G(zx)) = 0, tada postoji yo € K takvo da je

1 y
———||lyo — f(yo)|| < inf ||z — f(vo)|l-

C (1\) by TeK
Dokaz. Za funkciju g : [0,1] — R*, g(\) = C(K)A, jesupS(g) = C(K) < +00 1
ispunjen je uslov (2). Osim toga vrijede uslovi (1) i (3) prethodne teoreme, pa na
osnovu toga slijedi zakljucak. O

e, e L R I L S T A TR



Teorema 5.8. Neka je (E,|| - ||) neprazan paranormiran prostor, K kompletan kon-
veksan skup i F : K — Ko (E) neprekidno preslikavange,

II\u]| < g(V)||ul], zasve ue K - F(K), A€ [0,1],

gdje za funkciju g vrijedi
sup S(g9) < M < 4o0.
Neka je inf a(G(z)) = 0, 1 2a sve y € K, u € F(y) postoji A € [0,1] takav da

€K

gMM < 1idy+ (1 —Nu€ K, tada postoji yo € K takvo da yo € F(yo).

Dokaz. Zbog Teoreme 5.6. postoji yo € K takav da je

1

ntei M < i . :

2710 = Fwoll < inf llz — F(yo)ll
Neka je ug € F(yo) takav da je ||yo — F(yo)|| = ||yo — uol|. Postoji A € [0, 1] za koji je
g(A)M < 11Ayg+ (1 —=A)up € K. Imamo

1
M

Lo ~ woll = 37llv0 = F@oll < inf le = Flw)ll <

inf ||Ayo + (1 = Nug — ul| < [|Ayo + (1 = XNuo — uol| =

u€ F(yo)

A(yo — uo)|| < g(M)lyo — uoll,

sto znaci da za ||yo — uo|| > 0 je g(A)M > 1. Medjutim to je nemoguce. Dakle,
Yo = uo € F(yo). O

Posljedica 5.9. [31] Neka je (E,||-||) paranormiran prostor, K kompletan konveksan
podskup od E i f : K — E neprekidno preslikavanje takvo da za neko C(K) 2 1 vrijedi

1A (u —v)|| < C(K)A||u—v]||, u,v € KUF(K), A€ [0,1].

Ako je il_llf’ a(G(z)) =0 1 2a sve y € K postoji A € (0, ﬁ) takav da

My + (1= )\)f(y) € K onda postoji yo € K takav da je f(yo) = Yo

Dokaz. Neka je g : [0,1] — [0,4+00), g(A\) = C(K)X\, A€ [0,1],aza F: K — Keo(E)

4

uzmimo F(z) = {f(z)}, ¢ € K i primjenimo Teoremu 5.8. O
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5.2 G-konveksni prostori

Klasa dopustivih preslikavanja UK(X,Y), [60], se sastoji od preslikavanja
T : X — P(Y), takvih da za svaki T' i svaki kompaktan podskup K od X postoji
preslikavanje T' € U.(X,Y) takvo da je I'z C Tz za sve ¢ € K, gdje je U klasa svih

konacnih kompozicija preslikavanja iz U i U je klasa preslikavanja za koja vrijedi:
(i) U sadrzi klasu C neprekidnih funkcija,

(ii) svako preslikavanje F' € U, je odozgo poluneprekidno i kompaktno preslika-

vanje,
(iii) za svaki politop P, svako preslikavanje F' € U.(P, P) ima fiksnu tacku.

Primjeri klase U su neprekidna preslikavanja C, Kakutanijeva preslikavanja K (pres-
likavanja kod kojih je kodomen konveksan prostor, a slike konveksni skupovi ), Aron-
szajnova preslikavanja M, acikli¢cna preslikavanja V, Powerova preslikavanja V., O’Ne-
illova preslikavanja N, aproksimativna preslikavanja A u LTP, dopustiva preslikavanja
Gorniewicza [60], [70], [71].

Za neprazan skup D, (D) je oznaka za familiju svih konacnih podskupova od D i
A, oznaka za standardni n-simpleks. Neka je X skup u vektorskom prostoru i D
neprazan podskup od X. Za (X, D) kazemo da je konveksan prostor ako su kon-
veksni omotaci nad kona¢nim podskupovima od D sadrzani u X i X ima topologiju
indukovanu Euklidskom topologijom nad njima. Ako je X = D, tada se radi o kon-
veksnom prostoru u smislu Lassondea . Topoloski prostor X je kontraktibilan ako je
idcnt‘i(‘no preslikavanje na X homotopno sa konstantnim preslikavanjem.

Neka je X topoloski prostor, c-struktura na X je preslikavanje F : (X) — P(X)

takvo da je

O

|
!.
|

e
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(1) zasve A € (X), F(A) je kontraktibilan,
(2) zasve A, B€ (X), AC B= F(A) C F(B).

Par (X, F) se naziva c-prostor, (Ch. Horvath [36]) odnosno H-prostor, (C. Bardaro
i R. Ceppiteli [60]).
Generalizovani konveksni prostor ili krace G-konveksan prostor (X, D;T") (S. Park

[60]) ¢ine topoloski prostor X, neprazan podskup D od X i preslikavanje

I': (D) — P(X) takvo da je
(1) zasve A,B€ (D) AC B=T(A) c I'(B),

(2) za svaki A € (D) sa |A| = n + 1 postoji neprekidna funkcija ¢4 : A, — I'(A)
takva da J € (A) = ¢a(A,) C T'(J).

Ovdje Ay oznatava standardni simpleks pridruzen skupu J € (A). U daljem koris-
timo oznaku I'(A) = ' za svaki A € (D). Neka je (X, D;I") G-konveksan prostor,
njegov podskup C je G-konveksan ako za svaki A € (D), vrijedi AC C = T4 CC.
Ako je D = X tada (X, D;T') oznacavamo sa (X;I'). Ako stavimo ['4 = coA onda
vidimo da je svaki konveksan prostor (X, D) i G-konveksan prostor (X, D;T’). Sli¢no
H-prostor (X, F) je G-konveksan prostor (X;I'), ako se stavi 'y = F(A), jer za svaki
A € (A) postoji neprekidno preslikavanje ¢4 : As — X tako da za sve J C A vrijedi
da(Ay) C F(J), (Horvath [36] ).

Drugi primjeri G-konveksnih prostora su konveksni podskupovi LTP, metricki pros-
tori sa Michaelovom konveksnom strukturom , S-kontraktibilni prostori, Horvathovi
pseudokonveksni prostori, Komiyini konveksni prostori, simpleksna konveksnost Bie-
lawskog 1 Joo-vi pseudokonveksni prostori [60]

J

U konveksnom prostoru (X, D) preslikavanje G : D — P(X) je KKM preslikavanje
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ako je co(N) C G(N) za svaki N € (D). Za G-konveksan prostor (X, D;T') preslika-
vanje G : D — P(X) je G-KKM preslikavanje ako 'y C G(NV), za svaki N € (D).
Sljedeéu KKM teoremu za G-konveksne prostore je dokazao S. Park [71].

Teorema

5.10. [71] Neka je (X, D;T') G-konveksan prostor, Y Hausdorffov prostor
i F el (XY

). Neka jC G : D — P(Y) preslikavanje takvo da vrijedi:
(1) G(x) je kompak fn() zatvoren u Y, za svakix € D,

(2) F(Ty) C G(N), za svaki N € (D),

(3) postoji neprazan kompaktan podskup K od Y takav da je

(i) (| Gz C K za neki M € (D) ili

TeEM

(1) za svaki N € (D) postoji kompaktan G-konveksan podskup Ly od X koji
sadrzi N takav da je

ﬂ( ﬂ Ga ) C K.
z€LnND
Tada je
XK (ﬂ GI) )
zeD

Definicija 5.11. Neka su (\" )i (Y;T) dva G-konveksna prostora. Za preslikavanje
F: X — P(Y) kazemo da je G-kvazikonveksno ako je F~(S) G-konveksan skup za
svaki G-konveksan skup b cY.

Definicija 5.12. Neka je (X;T') G—konveksan prostor i A C X, G—konveksno
zatvorenje skupa A je skup

n =
Z je G—konveksan i ACZ
G —konveksno zatvorenje skupa A oznacava¢emo sa co (A).

Definicija 5.13. [33] Neka je (X;T') metrizabilan G—konveksan prostor sa metrikom
d0#KCXiF:K — P(X). F zadovoljava Zs—uslov na K, gdje je ¢ : (0, +00) —
(0, 400), za svaki € > 0 ako je

co (L(F(y),0(e)) N K) C L(F(y),€),
gdjeje L(M,r)={z € X :d(z,M)<r}, MC X, r>0.
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Teorema 5.14. Neka je (X,T') metrizabilan G—Fkonveksan prostor sa metrikom d,
K ¢ X G- konveksan skup i Fy, Fy : X — K (X) neprekidna preslikavanja takva
da je Fy G—kvazikonveksno i Fy zadovoljava Zs-uslov na K, gdje je 6 : [0,+00) —
[0, +00) neprekidno preslikavanje. Ako postoji neprazan kompaktan skup M C K
takav da je

(N {y € K : 6(d(Fa(y), Fi(y)) < d(Fa(y), Fi(2))} € M, za neki D € (K)

€D

tada postoji zg € K takav da je

5(d(Fa(xo), Fi(zo)) < inf d(Fy(x), Fi (o))

zeK

Dokaz. Koristi¢emo Teoremu 5.10. Definisimo preslikavanje T : K — K (K) na
sljedeci nacin:

T(z) = {y € K : §(d(F2(y), Fa(y)) < d(F2(z), Fi(y))}-

Pokaza¢emo da je preslikavanje T G—KKM preslikavanje.
Treba pokazati da je za svaki A € (K),

[ CT(A).
Pretpostavimo da postoji A = {z1,...,: r,} C K takav da je
Ca € T(A).
Tada postoji y € I'4 takav da y ¢ T'(A) to jest
y & T(z;)zasvei=1,..., n.
[z definicije preslikavanja 7" to znaci da je
S(d(Fy(y), Fi(y)) > d(Fa(x;), Fi(y)), i=1,..., n.
Sada zakljucujemo da je
Fo(z;) N (L(Fy(y),6(d(Fa(y), Fi(y)) NK) #0, zasvei=1,..., n.
Posto je
L(F\(y),6(d(F2(y), Fi(y)))) C co L(F1(y),d(d(Fa(y), F1(y))))
1 preslikavanje Fy» G—kvazikonveksno imamo da je

Fy(y) Neo (L(F(y),8(d(Fa(y), Fi(y)))) N K) # 0.




Glava 5 Najbolje aproksimacije u paranormiranim i G-konveksnim prostorima 66

Preslikavanje F, zadovoljava Zs-uslov, pa vrijedi
co (L(Fi(y),8(d(F2(y), F1(y)))) N K) C L(F1(y), d(F2(y), F1(y)))-

Sada imamo da je
Fy(y) N L(Fi(y), d(F2(y), Fa(y))) # 0,
odavde je d(F»(y), Fi(y)) < d(F»(y), Fi(y)), sto je nemoguce. Dakle T je G— KKM

preslikavanje.
Dokazimo da je T'(z) zatvoren skup za svaki z € K.
Neka je y, € T(z), n € Nilimy, = y. Pokazimo da tada y € T'(z). Neka vrijedi

§(d(Fa(yn), Fi(yn))) < d(F2(z), Fi(yn)), n € N.
Na osnovu Leme 1.12. imamo sljedece:
|d(Fy(2), Fi(yn)) — d(F2(z), Fi(y))] < D(Fi(ya), F1()),

‘(Z(F_)(‘I/,,), Fl(!/n)) - (I(FJ(QVI)-F1<U))| < D(FI(UH>$ Fl(!/))
pa zbog neprekidnosti funkcije 6 1 Teoreme 1.8. zakljucujemo da y € T(x).
Prema tome, ispunjeni su svi uslovi za primjenu Teoreme 5.10. i time je tvrdjenje
dokazano. O

i A R R RS T,
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Lista simbola

int(+) unutrasnjost skupa
co(+) konveksni omotac skupa
cl(+) zatvorenje skupa

bd(-) granica skupa

B(z,r) otvorena kugla u normiranom prostoru sa centrom u poluprecnika 7
al) mjera nekompaktnosti Kuratowskog skupa

H Hausdorffova metrika

0 subdiferencijal preslikavanja

mq(-)  mjera nekvazikonveksnosti preslikavanja

N(+) e-okolina skupa

a0 standardni n-simpleks u prostoru R™*!

P(-) familija svih nepraznih podskupova

P.,(-)  familija svih nepraznih konveksnih podskupova
K(-) familija svih nepraznih kompaktnih podskupova

K.()  familija svih nepraznih kompaktnih konveksnih podskupova
BC(:) familija svih nepraznih ogranicenih zatvorenih podskupova od
card(-) broj elemenata skupa

LTP vektorski topoloski prostor

epi(-) epigraf preslikavanja
X konjugovani prostor prostora X

=
o
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We have also given the results about best approximation for multivalued K-quasi-

convex mappings. The measure of non-quasiconvex multivalued mappings has been
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defined here.
Some applications in fixed point theory have been given as well as some results which
can be applied in solving certain differential inclusions.
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