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n-kvazigrupa vrlo brzo razvija, tako da se veé

=5

972. godi-
ne pojavljuje monografija V.D.Belousova [2] posveéena is-
kljudivo n-kvazigrupama. Osim u algebri, binarne i n-kva-
zigrupe imaju primenu u kombinatorici i izudavanju geome-
trijskih konfiguracija.

Jugoslovenski matemati¢ari su takodje dali pri-
log razvoju kvazigrupa i1 n-kvazigrupa i to V.Devide, G.
Cupona, B.Trpenovski, S.Milié, B.Alimpié, J.USan, Z.Stoja-
kovié, A.Krapez, S.Krstié, K.Stojmenovski, N.Celakoski,
M.Polonijo 1 drugi.

U prvoj glavi ovoga rada je razmatran sledeéi

problem: 3ta moZe da se kaZe o n-kvazigrupi (Q,f) ako vazi

(%) i(xo(l)""’xo(n)) =X (n+1) = f(xl,...,xn) =X 41
n+1l A - ’

za svako X4 €Q, pri C¢emu je g element podgrupe G grupe

permutacija S_,; nad skupom N__, ={1,...,n,n+1} ? Drugim

re¢ima, kakve osobine ima n-kvazigrupa koja je donekle si-
metric¢na?

Neki specijalni slucajevi ovakvih n-kvazigrupa
su ranije izucavani. Najpre je izucavan slucdaj G :Sn+1

[2] 1 [51]. Zatim je posmatran sludaj G =C (tj. cikliéna

grupa generisana ciklusom (1,2,...,n,n+1)) u [57] i [67] i,

kona¢no, sluc¢aj kad je G = A1 (alternativna podgrupa grupe

nn+l) N {31 [
U ovom radu razmatran je opSti sludaj, kada je
G proizvoljna podgrupa grupe S+l ([43]).
U slucdaju binarnih kvazigrupa je G podgrupa od
S3s pa se C3 poklapa sa A3, dakle u binarnom slucaju za
G = Cy :A3 se dobijaju polusimetridéne kvazigrupe koje su izu-

¢avane u [47],[48],[49], a dopudtaju i kombinatornu inter-
pretaciju kao Mendelsonovi sistemi trojki [36]. Ako je G=S,

tada se dobijaju totalno simetridéne kvazigrupe ¢ ija je jedna




klasa ekvivalentna sa Stajnerovim sistemima trojki, koji
su veoma blisko povezani sa nizom kombinatornih i geome-
trijskih konstrukcija.

U n-arnom sludaju je najinteresantniji sluca

G :Cn+1’ [57], koji omoguéava da se algebarskim metodama

prouc¢avaju razna uopstenja nekih poznatih kombinatornih
struktura [55]. Samoortogonalne polusimetridne kvazigrupe
su izuéavane u [4],[35],[37],[47]1,[54], a ovde su dokazane
teoreme ([67]) koje uopStavaju rezultate dobijene u navede-

nim radovima. Pokazano je da postoji samoortogonalna cikli-

aqB
dna n-kvazigrupa za svako q :p11 R pmamsm’gde su
Pqse+esPp prosti brojevi, a S EREEEIN prirodni brojevi takvi

olis
da je pil‘zl (mod si), gde je s; > 1 delitelj od n+1, i=1,
My @ B proizvoljni prirodni brojevi.

U drugoj glavi su ispitivane n-grupe (Q,f) koje
zadovolijavaiju uslov (*)., Kako se n-grupa najcesée definise
kao n-kvazigrupa koja je ujedno i n-polugrupa, a posto ovi
uslovi nisu nezavisni, to se moZe naéi ekvivalentna defini-
cija koja zahteva manje provera i1 prema tome je pogodnija
za rad. Naime, ako se pretpostavi da vazi asocijativnost,

dovoljno je zahtevati jednoznad¢nu resivost po x Jjednadine

i-1 n

f(aj ,x,ai+1) = n ili (i) za i=1 4i i=n, ili (i) za i€ {2,

.,n-1}, a ako se pretpostavi kvazigrupnost (jednoznac¢na re-

givost po x Jjednadine f(ai—l,x,a?+1) =b za svako i=1,...

..,n) tada je dovoljno zahtevati (i,i+l)-asocijativnost
za neko i€ {1l,...,n-1} ili neka kombinacija ta dva ekstrem-
na sludaja (Posledica 2.6.). n-grupe, a samim tim i njihova
aksiomatika su veoma izucavane [2],[9]1,[22],[25],[26],[40],
[461,171).

Ovde je posebno razmatrana klasa G-n-grupa u
¢ijoj definiciji se uslovi za asocijativnost mogu jo$ vise
oslabiti. IzloZeni su sludajevi G :Cn G=A i 6 =<(i,

+1° n+l

1i+1

sesssn+l)>, za i€{1,...,n-1} ([56],[60] i [66]).




Koristedi moénu Hosu-Gluskinovu teoremu o
reprezentaciji operacije n-grupe pomoéu binarne grupe([2],
[60],[53]) moguée je dati potpun opis G-n-grupa pomocu bi-
narnih grupa i to je izloZeno u teoremi 2.18., teoremi 2.20.
i teoremi 2.22. ([56]1,[66]).

Treéa glava je posveéena multikvazigrupama. Mul-
tikvazigrupe su uuedene u [19] kao prirodno uopstenje pojma
n-kvazigrupe. [n,m]-kvazigrupa (ili multikvazigrupa ili
vektorsko-vrednosna kvazigrupa) je [n,m]-grupoid koji is-
punjava uslove koji predstavljaju uop&tenje reSivosti od-
govarajuéih jednaé&ina. [n,m]l-grupoidi su dosta izudavani u
[58],[58],[60]. Multikvazigrupe imaju razne interpretacije:
Svaka multikvazigrupa je ekvivalentna sistemu od m jako or-
togonalnih n-kvazigrupa, a takodje je ekvivalentna i multi-
dimenzionim geometrijskim reZetkama [15],[16],[17],[21],
[41]1,[u45]1,[501,[52]),[58],[70].

Ovde je najpre dokazana egzistencija klase ne-
linearnih multikvazigrupa ([65]), a zatim su razmatrane mul-
tikvazigrupe koja zadovoljavaju prirodna uopStenja asocija-
tivnog zakona, komutativnog zakona ili prirodno uopStenje
neutralnog sloga ([64]). U nastavku je izloZena jedna kons-
trukcija klase multikvazigrupe koje uop&tavaju medijalne
n-kvazigrupe ([44]).

U &etvrtoj glavi su razmatrani problemi u vezi
sa (m,n)-prstenima koji se dosta razlikuju od ranije prou-
davanih struktura. Naime, u prethodnim glavama su razmatrani
algebarski sistemi sa jednom n-arnom operacijom, ili sa vise
operacija iste vrste definisanih nad jednim istim skupom, dok
je (m,n)-prsten algebarska struktura dve operacije: komuta-
tivna m-grupa, (koja se obié&no naziva aditivna m-grupa), 1
n-polugrupa, (koja se obi&no naziva multiplikativna n-polu-
grupa), koje su povezane distributivno$éu. (m,n)-prstene je
uveo G.Cupona u [14] i D.Boccioni u [5]’ pri &emu su u [5 ]
definisani i izu&avani (m,2)-prsteni. U [14] su dokazane

dve teoreme koje su dva razlidita uopsStenja Postove teoreme

o reprezentaciji m-grupne operacije pomodéu obié&ne binarne




grupe. Prva od njih je dokazana bar jo$ tri puta u litera-
turi u [5]1,[11],[34], pri &emu je [5] objavlijen 1965, kao
i [14], dok je [11] objavlijen 1972. a [34] ¢ak 1980. godine.
Druga teorema o reprezentaciji iz [14] je data u celosti
(teorema 4.16), jer je vrlo interesantna i vrlo malo poz-
nata, s$to je, po naSem misljenju, velika Steta.

Ovde je posebno izudavana problematika poveza-
na sa homomorfnim preslikavanjem jednog (m,n)-prstena u
drugi, tako da se neka multiplikativna n-podpolugrupa prvog
(m,n)-prstena preslika u multiplikativnu n-podpolugrupi
drugog (m,n)-prstena koja je n-grupa. Kako je pri tom na-
ro¢ito interesantan sluc¢aj kad je homomorfizam monomorfi-
zam, to je izucavan i slucaj kad je multiplikativna n-polu-
grupa (m,n)-prstena kancelativna u odnosu na neku svoju n-
podpolugrupu. Konstrukcija koja je opisana u [42] je uop-
Stenje klasic¢ne konstrukcije lokalizacije u binarnom slu-
taju, a takodje i konstrukcije koliénickog (m,n)-prstena
opisanog u [12].

Na kraju bih Zeleo da se zahvalim rukovodiocu
ovog rada profesoru Z.Stojakoviéu i profesoru G.Cuponi za

stalnu podrsku i mnogobrojne sugestije koje su mi veoma

koristile pri izradi ove disertacije.




n - KVAZIGRURE

Navodimo najpre definicije nekih osnovnih pojmova.

- 2 . n g L o
Niz X oznactavacemo sa {x.}. 111 jednostavnije

X X « o
m> m+1°? 1°1=m

n . n .
sa X . Ako je m >n tada se pod X podrazumeva prazan niz, a
i

ako je y X£> X, =X, i=m,m+l,...,n, tada ¢ée se ovaj niz ozma-
davati sa "XV
DEFINICIJA 1.1, Neka je Q neprazan skup, n pri-

rodan broj >1 i f funkcija f:Q"+Q. Algebra (Q,f) se nazi-

va n-grupoid.

DEFINICIJA 1.2. Element g € Q n-grupoida (Q,f) se

n
naziva idvipotent ako i samo ako je f(gq) =q. Ako za svako q€Q
vazi f( g) = g n-grupoid se naziva idempotentan.

Slede¢om definicijom uvodi se jedno uop&tenje pojma

izomorfizma koje je veoma znacajno u teoriji kvazigrupa.

DEFINICIJA 1.3. n-grupoid (Q,f) je izotopan n-gru-

poidu (Q,g) ako i samo ako postoji niz bijekcija T :(a?+1)>

a; :Q+Q, 1 =1,...yn, takvih da'je
g (x™) :a—l + (Lax. 30 )
Skl n+1l 171°1=1

T se naziva izotopija, a da je f 1izotopno g oznalava se

T . . . i .
sa g =f . Ako je Op 41 :1dO , Pri cCemu je sa id, oznacdeno 1iden-

Q Q

ti¢no preslikavanje skupa Q, izotopija se naziva glavna. Sa




= ! g1 ob = =il 5514
™! se oznadava izotopija T L : }2:%)
DEFINICIJA 1.4. Neka je (Q,f) n-grupoid takav da
za svako a?,b>€Q i svako i €NN_-= {1,...,n} jedna&ine

1-1 n )

f(a1 X5y 4

= b

ima jednozna¢no reSenje po x. Tada se n-grupoid (Q,f) naziva

n-kvazigrupa.

Za kvazigrupe je znacajan i pojam parastrofiije.

DEFINICIJA 1.5. Neka je (Q,f) n-kvazigrupa, o

permutacija skupaﬁmn+1 ={1,...,n+1} i neka je n-kvazigrupa
(O,fg) definisana sa

o o(n)) ! n

FRETTE

Tada se (Q,fo) naziva o-parastrof (ili jednostavno
parastrof ako to ne moZe da dovede do zabune) n-kvazigrupe
(Q,f).

Sa Sn oznacavacemo grupu permutacija stepena n.

(o1)

Neka gu o,T € S tada je f = (£ ",

n+l°?
Parastrof koji odgovara transpoziciji s = (i,n+1),
i=1,...,n, se naziva i-ta inverzna operaciija.
Sada moZemo definisati osnovnu' klasu n-kvazigrupa

koja se izucava u ovoj glavi, a to su G-n-kvazigrupe.

DEFINICIJA 1.6. [43] Neka je (Q,f) n-kvazigrupa i

G podgrupa od Sn+1' n-kvazigrupa ako i samo ako je f = 7 za

svako o € G.

DEFINICIJA 1.7. Neka je (Q,f) n-kvazigrupa i

4] €8n+1 takva da je £9 = f. Tada se ¢ naziva autoparastrofija
od f. Skup svih autoparastrofija kvazigrupe (Q,f) je podgrupa

od Sn+1 1 oznadava se sa N(f).

Uzimajuéi za G razne podgrupe od She1 dobijaju se

sledeCe G-n-kvazigrupe koje su izudavane u literaturi.




DEFINICIJA 1.8. G-n-kvazigrupa (Q,f) se naziva

totalno simetrid&na (TS) ako i samo ako je G :Sn+1'

Totalno simetriéne kvazigrupe su prve ispitivane

G-n-kvazigrupe.

DEFINICIJA 1.9. G-n-kvazigrupa (Q,f) se naziva

alternativno simetridéna (AS) ako i samo ako je G =A

n+l’

S-kvazigrupe su definisane i ispitivane u [56].

DEFINICIJA 1.10. G-n-kvazigrupa (Q,f) se naziva

cikliéna ako i samo ako je G=<(12,..n+l1)> :Cn+1’

Ciklié¢ne n-kvazigrupe su izudavane u [57].
Ovde je navedena samo definicija G-n-kvazigrupe,
medjutim moguce je analogno definisati i G-n- erupoide. Is-

traZivanja u tom pravcu su vrSena u [60], [61]

DEFINICIJA 1.11, n-grupoid (Q,f) se naziva G-n-

grupoid ako i samo ako vazi
o(n) y =x
o(1) 7 ~“o(n+l)

L ) : n+l
za svako ¢ €Gs§8n+1 1 svako X4 €Q.

n _
f(xl) = Xr1+1 e

Interesantno je da ne postoje TS, AS ili ciklic&ki

n-grupoidi koji nisu n-kvazigrupe.

TEOREMA 1.1. Neka je (Q,f) G-n-grupoid pri &emu

je G tranzitivna grupa permutacija. Tada je (Q,f) n-kvazigru-

pa.

DOKAZ. Neka je (Q,f) G-n-grupoid sa tranzitivnom

grupom permutacija G i1 neka je data jednadina

1 n >
flay, x, a;,4) = 4,44

Kako je G tranzitivna grupa permutacija postoii o € G takvo
da je o(n+l) =i pa je

O(n))

flag(1)

tj. X je jednoznad¢no odredjeno.




POSLEDICA 1,2, Svaki TS, AS osnosno ciklidki n-
grupoid je TS, AS odnosno ciklidka n-kvazigrupa respektivno.
OKAZ. Sn+1’ An+1’ Cn+1 su tranzitivne grupe

permutacija.

Posto je A3 EC3 to dobijamo da se u binarnom slg—
¢aju klasa alternativno simetri&nih i klasa ciklié&kih kvazi-
grupa poklapaju. U tom sluc¢aju se dobija klasa polusimetri-
&nih kvazigrupa koje je izudavao A.Sade u vezi sa klasifi-
kacijom latinskih kvadrata i koje imaju velike kombinatorne
primene. Idempotentne polusimetri&ne kvazigrupe su ekviva-

lentne sa Mendelsonovim sistemom trojki.

U radu [29] je D.G.Hofman dao konstrukciju G-n-
kvazigrupe (Q,f) reda mp 2za svako m >n, p=2 za svako
G< S takve da je NM(f) = G. Navedimo sada neke konstruk-

cije kojima se dobijaju pojedine klase G-n-kvazigrupa.

TVRDJENJE 1.3. Neka je (Q,+) binarna abelova
grupa, n prirodan broj =22 i ¢:Q+Q automorfizam (Q,+) takav
da je za n = 2k n+1(x) =-X, za svako Xx €Q, a za n = 2k+1

n+1(x) =X, za svako x €Q, 1 a€Q takav da je ¢(a) = -a. De-
finigimo f:Qn-+Q sa
2 3 ntlen
f:(xl,...,xn)-+®x1—w Xot@ x g + ... +(-1) ©x +a
Tada je (Q,f) cikli&na n-kvazigrupa.

TVRDJENJE 1.4, Neka je (Q,*) proizvoljna grupa
@:Q > Q automorfizam takav da je QN+1 :idO, a ¢ centralni ele-
ment takav da je ac =c. Tada je sa ‘

f:(x x_) +oax: talx 1 afx o

P(Xy X 1 R n s
definisana ciklid&na n-kvazigrupa.

POSLEDICA 1.5, Neka je (R,+,+) prsten sa jedinicom
1 neka je r €R element za koji vazi rn+1 = -1 ako je n = 2k,

o .
odnosno r" 4 =1 za n=2k+l. Tada je @:x *rx automorfizam
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komutativne grupe (R,+) pa Je

2 3 n+l n
f:(xl,...,xn)-+rxl—r Xotr ' Xg = ... +(-1) r X

n

n-arna operacija takva da je (R,f) ciklicéna n-kvazigrupa.

PRIMER 1.6. Neka je (Q,+) abelova grupa takva

da je za svako x # 0, x+x # 0. Ako se definiSe ternarna ope-
racija f sa

f:(xl,x2,x3) TXy Xy = Xg o

tada je (Q,f) §-3-kvazigrupa pri ¢emu je G Klajnova cCetvor-
na grupa {(1),(12)(34), (13)(2u), (14)(23)}. (0,f) nije ni
TS ni AS, ni ciklidna ternarna kvazigrupa.

Neposredno iz definicije G-n-kvazigrupe sledi:

TEOREMA 1.7. n-kvazigrupa (Q,f) je G-n-kvazigrupa

> . n .
ako 1 samo ako za svako o €T 1 svako X4 €0Q vazi

}k_l, f(x?),{x

i=1

n - -
FX5 1) g(i) izk+1’) T Xg(n+l)

pri Cemu je o(k) =n+l, a I' je skup generatora grupe G.

Iz teoreme 1.7. se moZe dobiti niz posledica ako
se uod¢i da je n-kvazigrupa G-n-kvazigrupa ako 1 samo ako za
svako o € I' zadovoljava identitet naveden u teoremi, tj. G-
n-kvazigrupe su varijetet. Iz toga odmah sledi da je na pri-
mer direktan proizvod G-n-kvazigrupa opet G-n-kvazigrupa, da
je podkvazigrupa G-n-kvazigrupe takodje G-n-kvazigrupa.

Ako se specijalizira grupa G, dobijaju se sledece

posledice:

POSLEDICA 1.8, n-kvazigrupa (Q,f) je AS-kvazi-

grupa ako i samo ako je zadovoljen bar jedan od sledeéa tri
sistema identiteta:

i-1 n i n o
s { f(XZ’Xi’x3 ’Xl’xi+1) = f(xl) s 17 3,0i4.,0,

f(xz,f(x;), xg) = Xq




(ii) f(xl_ ,f(x?), Xi:l’ x:)=x. 5 1 =1, ,n-1
. 1 - -1
(iii) f(xi 1, X x2+1, f(x?)) =x, 4 1=1, ,n-1
DOKAZ. Tvrdijenije neposredno sledi iz prethodne
jenj P D

teoreme i sledeéih generativnih skupova alternativno sime-

tridne grupe:

za (1) {(123),(124),...,(12,n+1)}

za (ii) {(n+1,n,1),(n+1,n,2),...,(n+1,n,n-1>} ,
za (iii) {(n,n+1,1),(n,n+1,2),...,(n,n+1,n-1)}
POSLEDICA 1.9. n-kvazigrupa (Q,f) je alternativ-
no simetrié¢na ako i samo ako je
T
£5°5 2 f
za svako i,jEﬁNn.
DOKAZ. S ={o = WM 2 i,jEiWn} = {id, (n+1,j,1),

13 eEN_, i #3} P& S sadr?i skup generatora iz stava (ii)

prethodnog tvrdjenja.

POSLEDICA 1.10, n-kvazigrupa (Q,f) je ciklié&na

ako 1 samo ako vazi bar jedan od uslova

; Bele : - . ny _
(1) f(xn+1,x1 ) =X ako i1 samo ako je f(xl) =X 41
za svako x?+1 € Q.
(ii) f(x3) =x ako 1 samo ako je f(xn+1 Xi_l) = X
1 n+l J i+1° ™M1 - %3
n+l z ; 2
za svako X4 €Q 1 svako J,Eﬁmrl takvo da je
nzd(n+1, i) =1,
(iii) £CEx™, xP71) =x za svako x € Q
179 ¥4 n 1 :
DOKAZ. Sledi iz teoreme 1.7 i &injenice da cik-

li¢na grupa ima jednoelementni generativan skup.




POSLEDICA 1.11. n-kvazigrupi (Q,f) je ciklicna

ako 1 samo ako je

m m i e AT
£ n n-1 2 1 - f.

POSLEDICA 1.12. Neka je (Q,f) AS-n-kvazigrupa

i n=2k. Tada je (Q,f) cikliéna n-kvazigrupa.

DOKAZ. Treba primetiti da je ciklus neparne du-

Zine parna permutacija.

POSLEDICA 1.13. n-kvazigrupa (Q,f) je totalno

simetric¢na ako i samo ako Jje

za svako i€ﬁmi

Za ispitivanje cikliénih n-kvazigrupa su od po-
sebnog interesa takozvani cirkularni pirostrofi uvedeni u
i i

DEFINICIJA 1.12, Neka je (Q,f) n-kvazigrupa,
o, €Sn+1, i€ﬁmn+1, definisagé sa Oi:x-+x+i, (mod(n+1)).
Tada se svaki parastrof (Q,f *¥), i=1,...,n+l, naziva cir-

kularni parostrof n-kvazigrupe (Q,f).

Pomoéu cirkularnih parastrofa mogu da se daju sle-

dec¢e karakterizacije cikli&kih n-kvazigrupa ([571).

POSLEDICA 1.14. n-kvazigrupa (Q,f) je cikliéna

ako 1 samo ako vaZzi bar jedan od sledeéa dva (ekvivalentna)
uslova:
O
(1) f se poklapa sa svojim parastrofom f j, gde je 0.
cirkularan parastrof takav da su j i n+l uzajamno
prosti brojevi.
(ii) f se poklapa sa svim svojim cirkularnim parastro-

fima.

TVRDJENJE 1.15. Neka je (Q,f) ciklidna n-kvazi-

grupa i neka je (Q,f%) parastrof takav da je

o(t+1l) =o(t) +1i mod(n+1)

za neko i i svako t. Tada je (Q,f%) cikli&na n-kvazigrupa.




Cirkularni parastrofi uvek zadovoljavaju uslov
teoreme za o0, ali postoje i necirkularni parastrofi koji
zadovolijavaiju taj uslov. Tako na primer uslov za ¢ dat u
teoremi zadovoljava sve permutacije 1z 83.

Ispitujemo sada kako se G-n-kvazigrupe ponaSaju
u odnosu na izotopiju. Najpre imamo korisnu posledicu defi-
nicija.

n
1

o
a c€S_,q. Tada je (fT)O = (£fHT gde je T

Neka je T = (o +1) izotopija n-kvazigrupe (Q,f),

o o(n+1)>

= (g 01)

TVRDJENJE 1.16. [57] Neka je n-kvazigrupa (Q,f)

izotopna ciklidkoj n-kvazigrupi (Q,g). Tada

(i) (Q,f) je izotopno svakom svom cirkularnom parastro-
(o8
fu (Q,f ).

(ii) Svaki mw-parastrof od (Q,f), pri d&emu je
m(t+l) = w(t) + 3

za svako t E]Nn i JEN je izotop ciklidne

+1 n+l ?

n-kvazigrupe.

P oy ls = o . o T
Sada ¢€emo 1ispitati Sta se moZe reéi ako je f =f

tj. 8ta se deSava kad je parastrof £9 jednak izotopu £

Najpre slucaj kad je o ciklus, a zatim op$ti slucdaj.

TVRDJENJE 1.17.[57]Neka je (Q,f) n-kvazigrupa izo-

. o +1 . T
topna svom parastrofu £ izotopijom T :(a? Yo V. ¥ = £ 3

N+l ciklus duZine n+l1. Tada postoji bijekcija
S5

8:Q~+»Q 1 n-kvazigrupa (Q,g) izotopna (Q,f) takva da je g0=g~

gde je o0 €S

sa izotopijom

S :(id,...,id,Q_la ) .

n+1ao(n+D"'ucn(n+1)Q

TVRDJENJE 1.18. [57] n-kvazigrupa (Q,f) je izo-

topna ciklic¢koj n-kvazigrupi (Q,g) ako i samo ako postoji
. O 7 . . - .

cirkularan parastrof f ', gde su i i n+l uzajamno prosti

o i n+l
i

brojevi takvi da je f izotopno sa f izotopijom T :(OL1 )

pri Cemu je

= id .

OLn+10L0.(n+1)Q‘c52(n+1)'''OLCJU(rHl)
i i i




TVRDJENJE 1.19. Neka je (Q,f) n-kvazigrupa izo-
topna svom parastrofu £9 izotopijom T =(a?+1), fT :fO,OE 844
i neka je o :(i1 "'ir)(jl ...jS)...(k1 f"kt) razlaganije

permutacije o u v disjunktnih ciklusa (pri &emu su ralunati
i ciklusi duZine 1), Tada postoje permutacije 91,...,9V sku-
pa Q i n-kvazigrupa (Q,g) izotopna (Q,f) takva da je g izo-

(o S s
topno g 1zotopijom S

. -1 .
S = (idyee.ydd,® "0: O_ 0 yoool 4. y8,,1d,...
- s i 0(11) ST 1(11) 1
=l .
Lot el SR e TN B A IR TRCE . AP, . PP
Bt Bt iq O(jl) Os—l(jl) 2
-1 A :
.,1d,8_ "o, o ceelh o s PTG T b e

o i Ke 0(k1) ot 1(k1) 5

pri &emu su bar n+l-v komponenti identiteta, a najvisSe po
jedna komponenta razlidita od identid¢ne permutacije skupa Q
za svaki ciklus permutacije o . Komponenta razlic¢ita od iden-

tigke permutacije skupa Q koja odgovara ciklusu (il""’ir)
moze da se nalazi na bilo kom mestu il""’ir 1 analogno za

ostale cikluse. Ako je (il) ciklus duZine 1 njemu odgovara

komponenta G;la. 91 i nalazi se na mestu

e
iq 1

DOKAZ. Neka je g proizvoljan izotop od f,

o . X : -
g = f gde je S :(8?+1). Kako je fT =fG to sledi da je

Iz definicija izotopije i parastrofije sledi da je (ho_l)S:
o
= (hS )O—1 za svaku n-kvazigrupu (Q,h) pa je zato

_ = _
S 1T)SO)U " S L o g

((g =g tj. g TS™ = g

Sto znac¢i da je svaki izotop g n-kvazigrupe f izotopan
SV an parastrofu.
PokaZimo sada da postoji izotop g od f takav

S5

da je g izotopan go izotopijom oblika navedenog u tvr-

djeniju. Kako je




™ L@l -1 n+1
S "IRES LB OBy fky 1 s
to 1z pretpostavke da je
il n+l
(185 0iB5ayti=1 ) _
g =g

dobijamo sistem jednac¢ina za prvih n komponenata izotopije

-1 -1

S E‘1 OLIBO(l) X ld""’Bn OLneo(n) A
tJ.

%1 Pgtay = ByeeeeatBochy 5 By o

Neka je Bn+1 proizvoljna permutacija skupa Q i
pretpostavimo najpre da je o ciklus duZine n+l tj. da

se svaki indeks i€INn moZe dobiti od n+l primenjujuéi od-

govarajuéi stepen permutacije o tada, ako je 1 :0-1(n+1),
: . il - - . g
imamo j =0 (i) =0 2(n+1) itd. pa je konacno

B

B = Q

0_1(n+1) 0-1(n+1) n+l 2

B _- o B _ e o _ B

o 2(n+1) o] 2(n+1) o] 1(n+1) o] 1(n+1) o] 1(n+1) (H+1)
B = Q o e e O B8

o M(n+1) o Mn+1) o ™Ml(ne1y o l(nery (MDD

Ako sada sve vrednosti iskoristimo za izradunavanie

-]
n+l komponente izotopije S it i dobijamo da je

-1 -1

E‘n+10Ln+1Bo(n+1) :8n+1an+1

Bo=n(n+1)

_1 8 ~ ~
n+1%n+1%N(n+1)Pg-n+l(ps+1) “* 7
-1
n+1%n+1%-n(n+1) " "%s-1(n+1)

B

B &) =

n+l

-1
n+1an+1ao(n+1)ao2(n+1)"'aon(n+1)8n+1'

=B




o B e

Kako se sve komponente 81""’8n izrazavaju preko alfi i

dobijamo tvrdjenije kad je

=

ako stavimo da je 8 :Bn+1

W

n+1l
0 ciklus duZine n+l.

Op&ti sludaj se sad lako dobija ako se sistem

jedna¢ina (*) razbije na v sistema
; -1 >
my ) A1 Bocs y ¥ 3dseeeaBy 08y Bags y 5 34
. i, r °r r
-1 ; -1
(m,) B.7a. B _,. 214 v5Bs Ba B id
2 P P 0(]2) Ty 0(]8) -
1 ’ i
d ,

(m_) B. "o, B =3d, .0 4By 0O B =1
v K, Ko O(k2) ki kt O(kt)

i ako pretpostavimo da su B. ,B. ,...,B proizvoljne per-
s A U1 A
mutacije skupa Q tada se sistemi (ml),(mz),...,(mv) redavaju

analogno kao &to je refen sistem (*) i tvrdjenje sledi.

TVRDJENJE 1.20. Neka je (Q,f) n-kvazigrupa izo-

topna n-kvazigrupi (Q,g) takvoj da postoji parastrof gO =g.

Tada je f izotopno f9 izotopijom T =(a§+1)

takvom da je

o = 34

a -
or 1(11)

# o .
iq 0(11)

za svaki ciklus (ii’iz""’ir) u razlaganju o na disjunktne

cikluse ukljudujuéi i cikluse duZine 1 (gde ako je (j) cik-
lus duzine 1 tada je aj = id).
DOKAZ, Neka je f izotopno n-kvazigrupi g sa

izotopijom S :(B?+1), fS =g, takvoj da je g :go za neko

o € Sn+l' Tada je
S .
£5 = g = g% = (£)9 = (£9)°
pa Jje
o4-1
S8
f(G) _—
) 3 p ;& g,-1 : o]
Ako oznad¢imo sa T izotopiju S(S7) ~, tj. T =S(S7)
(u?+1) imamo da je

s~1irs® = 1,

=t

"



-1 FdL gk w4

%2 B MPoe) ~ 14 o |

st L

Iz ovog sistema jednadina analognom eliminacijom

kao u dokazu prethodne teoreme dobijamo za slucdaj kad je o

ciklus
8_1 o B = 1id
n+1%n+1%(n+1) *** %oN(n+1)"n+1 - 19 o
ty.
an+1ao(n+l) ...agn(n+1) = id .,

Ako 0 nije ciklus tada se sistem jedna&ina (%)
raspada na podsisteme koji odgovaraju pojedinim ciklusima
u razlaganju permutacije o na disjunktne cikluse i re8ava-
juéi te podsisteme, kao Sto je bilo uradjeno u dokazu pret-

)

hodne teoreme, dobijamo za ciklus (il,iQ,...,i

k
-1 o WO b B . =id9
IO i AT
£y,
o a cee @ g = 3id .,
i1 o(il) o (il)

Analogno za ostale cikluse i cikluse duZine 1.

TEOREMA 1.21. Ako je T = (oc?ﬂ) autotopija G-n-
” ; A o n+l

. = = = . .
kvazigrupe (Q,f) i o0 €G S 41> tada je i §=T ({ao(l)}1=1)
takodje autotopija G-n-kvazigrupe (Q,f).

DOKAZ. PoSto je T autotopija to je fT = f, a kako
je (Q,f) G-n-kvazigrupa to je £9 = f pa je i

o o
F=(f)%= gDt = T

t§a=0TH je autotopija od (Q,f).

U specijalnim slucajevima kad je G jedna odredje-

na podgrupa od Sn+1 dobijaju se daleko precizniji rezultati.




TVRDJENJE 1.22. Neka je (Q,f) G-n-kvazigrupa i

Te@

Sh41 takva da je G invarijantna pri unutradnjem automor-
]

fizmu indukovanim sa 1 . Tada je (Q,fT) G-n-kvazigrupa.
DOKAZ . Kako je G invarijantno pri automorfizmu

) »10T_1 sledi da za svako 0. €G postoji Oj € G takvo da je
4§ i )

0. =T10.T . Otuda sledi da je

-3
TO.T O TO -

=fJd=f paje £ *=¢"T

za svako o, €EGC tj. i je G-n-kvazigrupa.

POSLEDICA 1.23, Ako je (Q,f) H-kvazigrupa i H

je invarijantna podgrupa grupe G<S tada je svaki para-

n+1°?

strof fT, T €G, takodje H-n-kvazigrupa.

TVRDJENJE 1,24, Neka je (Q,f) G-n-kvazigrupa

gde je G =T(f). Parastrof f' je G-n-kvazigrupa ako i samo

ako je G invarijantna podgrupa za unutra$nji automorfizam

indukovan sa T .

X =

DOKAZ . Ako T1oT € G za svako o € G tada zbog tvr-
djenja 1.22, sledi da ije £L G-n-kvazigrupa.

Da dokaZemo obrnuto neka je £1 G-n-kvazigrupa.
LT 3 ; TR0 2T S Tor=1 . 3
Tada za svako 0 €G (f)° =f" tj. f = f. Kako je G =T1(f)
jedini parastrofi jednaki sa f su oni koje indukuju permu-
tacije iz G pa toT - €G za svako o €G tj. G je invarijantno

za unutrasnji automorfizam indukovan sa T.

LEOREMA: 1..25., Neka je n-kvazigrupa (Q,f) izotop-

na G-n-kvazigrupa (Q,g). Tada je f izotopno parastrofu f° za
svako ¢ € G 1 svaki parastrof fT, pri ¢emu je T permutacija

. . : -1 ; i .

1z S .4 takva da je 16t =G, Je 1zotop G-n-kvazigrupe.

DOKAZ.  (Q,g) je G-n-kvazigrupa pa je g =g za

o

svako 0 €G. PoSto su odgovarajuéi parastrofi izotopnih n-

kvazigrupa izotopni sledi da je i (Q,fo) izotopno sa g :go




za svako 0 € G.
. -1 : o
Ako je T takvo da je G = TGT tada iz tvrdjenja l.

23. sledi da je gT G-n-kvazigrupa. Otuda sledi da Jje odgo-

varajuéi parastrof (Q,fT) kvazigrupe (Q,f) izotopan G-n-

. . T
kvazigrupi (Q,g ).

Postoji tesna veza izmedju AS-n-kvazigrupa i TS-
kvazigrupa, naime da za n=>3 svaka AS-n-kvazigrupa defini-

e familiju TS-(n-2)-kvazigrupa dokazano je u [56], dok se

ovde daje malo modifikovana teorema.

TEOREMA 1.26., Neka je (Q,f) AS-n-kvazigrupa,pri

Semu je n=>U4 i a €Q proizvoljan element. Tada je (n-2)-kva-

zigrupa (Q,g) definisana sa

n-—-2 - .
r*(x,l ) = X -1 ako i samo ako je

o-1 -1 n—2 o : ;
f(x1 ,a,xi ,a,xj ) =Xo1 1,j€INn_1 R e

TS-(n-2)-kvazigrupa.

DOKAZ. Dobro je poznato da je Sn*2 ‘*An, naime
n-2 elemenata moZemo permutovati kako hoéemo, a n-1 i n ili
ostavimo na mestu ako je permutacija bila parna, ili n-1 i
n zamene mesta ako je bila neparna. Naravno ulogu n-1 i n
mogu igrati bilo koja dva elementa iz Hﬁn.

U slucaju AS-n-kvazigrupa je opis autopija preciz-
niji.

TVRDJENJE 1.27. [56] Neka su a i B permutaciije

skupa Q i n>3, ne N. T = (a,B,id,...,id) je autopija AS-n-
xvazigrupe (Q,f) ako i samo ako vazZi

(i) B=a 7

(ii) f(xi—1 aX s sX o) :f(xj_1 OX . ,X+..) za neko

s LR s T I i e T | ;
i,j€N_, i#3, i svako xy €Q.
% P o " _ n+1l ,
TVRDJENJE 1.28, [55] Neka je T = (a; ) autotopi-

ja AS-n-kvazigrupe (Q,f). Tada je




(i) Ako je n=>2 tada je za svaka tri, medjusobno raz-

li¢ita elementa, i,j,kEjmn+1 111

i | g -1

(ai cxj,aj Oy 5 0 Gi,ld,....ld) 113

( = -1 ol
Otj Clk

autotopija od f.

j 1#7,

(ii) Ako je n>4 tada je za svako 1,7 EN 1>

« -1 =1 g ;
(oci uj,aj ai,ld,...,ld}

autotopija od f.

TVRDJENJE 1.29. [56] Neka je (Q,f) AS-n-kvazi-

: n=d, ol . o n+
L > 1 . = = - :
grupa, n>4 i T =(a; ) autotopija od f. Tada je T ({ao(l>}1:1)

autotopija od f za svako © €Sn+1 .

Alternativno simetridne n-kvazigrupe imaju vrlo

interesantnu kombinatornu primenu [63l.

Cikli¢ne n-kvazigrupe imaju raznovrsne kombinator-
ne primene. Veze ciklidkih n-kvazigrupa i uopStenja Mendel-
sovih sistema trojki su date u [55], a sada ¢emo izloZiti
iruga njihova kombinatorna svojstva koja se odnose na orto-
gonalnost.

Binarna kvazigrup& (Q,*) se naziva polusimetricna
ako u (Q,+) vazi identitet x(yx) =x. Ukoliko u (Q,+) vaZi

5

identitet x° =x, (Q,*) se naziva idempotentna. Svaka konacna,
idempotentna, polusimetrid¢na kvazigrupa je ekvivalentna Men-
delsovom sistemu trojki uvedenom u [36]. Kvazigrupa (0Q,%) se
naziva transpozicija kvazigrupe (Q,:) ako je zvezdica defi-
nisana sa x*y = yx. Binarna kvazigrupa (Q,*) je samoortogonal-
na ako je ortogonalna na svoju transpoziciiju tj. ako za sva-
ko a,b€Q sistem jedna¢ina xy =a, yx =b ima jednoznaclno re-
genje. Ako je Q konadan skup tada je kvazigrupa (Q,*) samo-
ortogonalna ako i samo ako iz xy =zu i yx =uz sledi da je

X =z 1 y=u. Samoortogonalne polusimetridne kvazigrupe su

nuzno idempotentne.




~§ 7L

Samoortogonalne polusimetridne kvazigrupe su izu-
tavane u [y],[28]1,[37]1,[47],[54] i dokazano je da one pos-
toje za q =1 (mod 3) osim za q =10, gde je q red kvazi-
grupe. Kako ne postoje Mendelsovi sistemi troiki za q =2
(mod 3) i za q =6 [36] to ne postoje samoortogonalne polusi-
metridne kvazigrupe tih redova. U [4] je dokazano da ne po-
stoje za q =9 1 otvoreno je pitanje da 1li postoje samoorto-
gonalne polusometriéne kvazigrupe za q =0 (mod 3) gq=>12,

Sada ¢emo pokazati kako se navedeni rezultati mogu uop-
§titi na ciklidke n-kvazigrupe koje predstavljaju generali-

zaciju polusimetriénih kvazigrupa.

DEFINICIJA 1.13.  Skup {(Q,f;),...,(Q,f )} od n
n-arnih kvazigrupa se naziva ortogonalan ako i samo ako za
svako al,...ﬂﬂl€Q postoji jednoznaéno odredjen (bl,...,bn)E

€Q"” takav da je f;(bj,...5b ) =a; , i=1,...,n.

DEFINICIJA 1.1k, Neka je (Q,f) n-kvazigrupa ta-
kva da je skup {(Q’f)’(Q’f1)""’(Q’fn—l)} ortogonalan pri

¢emu su fi’ i=1,...,n, parastrofi od f definisani sa
, n n i : :
fi(xl) :f(xi+1,x1), i=1,...,n, tada se n-kvazigrupa (Q,f)

naziva samoortogonalna.

TEOREMA 1.30. Neka je (Q,+) abelova grupa, n =2

i @ automorfizam grupe (Q,+) takav da je 1+¢ bijekcija pri

gemu je 1+9:Q ~Q definisano sa 1+@:x *x+@(x), i za koji vaZi

n¥l -X Za n = 2k
® (x) = {
5%

2k+1

za n
Ly e n
Ako se definisana operacija f:Q »+Q sa

3 n+l n
Lz(xl,...,xn)—+@x1—@2x2 e X, - ...+ (=1) © X

tada je (Q,f) samoortogonalna cikli&na n-kvazigrupa.

DOKAZ. Na osnovu teoremel.3 je (Q,f) ciklicna n-
kvazigrupa. Neka su Aqseesdy €Q i posmatrajmo sistem Jjedna-
¢ina

f(xl,...,xn) = ay

fi(xl""’xn) =ag,io i=21,,.esn"1 ,

pri c¢emu su fi parastrofi od f definisani u teoremi.




Na osnovu definicije operacije f to je u stvari

sistem jedna&ina u grupi (Q,+)

» 2 B (= 1)n+1 n -
(DAl—(D X2 Xn & 1
- 2 n n-1 n+1 n
(%) (@-:2—(px3+...+(1) x+( 1) © Xq Ta; ,
Wl i + (- 1)n+1 nx = a |
prngp.{l n-1 0ot |

Ako primenimo ¢ na drugu jednadinu i dodamo je pr-
voj dobijamo

o DL T Bl o
ti.

x, = (1+@) *(a, +ga,)

Xq = ) a; tea,).

Analogno postupku iz i-te i i+l-ve jednadine sis-

tema (*), i =2,...,n-1, dobijamo da je

-1 :
Xi:(1+(p) (ai+@ai+1), 1 =24.0.,0n-1

b
a iz poslednje i prve jednadine konad&no da je
B -1
,\n—(lﬂp) (an‘r(pal)
Lako se proverava da je (1+@)—1 takodje automor-
fizam komutativne grupe (Q,+) koji komutira sa ¢. Ako se do-
bijene vrednosti zamene u (*) dobija se da su to refenja sis-

tema (*). Jasno je da je reSenje jednoznaé&no.

POSLEDICA 1.31. Neka je n prirodan broj =22 i

(R,+,°) asocijativan prsten sa jedinicom 1, takav da postoji
b€R koji zadovoljava:
(i) b ima inverzni element,
(ii) 1+b ima inverzni element,
(1ii) -1 za n=2k
n+l _
T
1 za n=2k+1

Ako se defini%e u R operacija f:R" »R sa

.
t:(xl,...,xn)-+bx1—b‘x2+b3x3 - o0 ot(= 1)n+1 %

tada je (R,f) samoortogonalna cikli&na n-kvazigrupa.




PRIMEDBA., U sluc¢aju kada je prsten konacdan dovo-
1jno je u uslovima (i) i (ii) zahtevati samo da b ne bude

delitelj nule.

DEFINICIJA 1.1k, Prsten (Ry+,°) koji zadovolja-

va uslov posledice 1.31. se naziva C-n-prsten, a element b
koren C-n-prstena.
C-n-prsteni su uopStenje S-prstena definisanih u

[477.

POSLEDICA 1.32. Neka su R, i R, C-n-prsteni tada

je 1 direktan proizvod Ry xR, je C-n-prsten xiji je koren

koren C-n-prstenovi R, 1 R, respek-

(bl’L%?) ako su b1 Tt D 1 y

2

tivno.

Sada ¢emo odrediti neke vrednosti za n i q za
koje postoje C-n-prsteni tj. samoortogonalne ciklicke n-kva-

zigrupe.

POSLEDICA 1.33. Neka su n,q neparni brojevi

>3. Tada postojl samoortogonalna ciklidna n-kvazigrupa.

DOKAZ. U prstenu Zq ostatak po modulu g,
b=1 se koren, jer je b+l =2 invertibilan element i bn+1 =1.
TEOREMA 1.34, Neka je k >1 prirodan broj takav

g k . : :
da je 2 -1=rs, r,s € N, s >1. Tada za svaki prirodan broj
n oblika ts-1 gde je t>1 postoji samoortogonalna cikli-

. : k
¢na n-kvazigrupa reda 2.

DOKAZ . Neka je G multiplikativna grupa polja
Galoa GF(ZK). G je cikliéna grupa sa 2X_1 elementom i posto-
ji tac¢no jedan element takav da je a+l1 =0 tj. a=-1 =1 Jer ije
k

char(GF(27)) = 2. Kako 1 odigledno nije generator (k >1) to
postoji generator b €G takav da je b+l #0.
Za svako c€G, ¢ #1 sledi da je c+l1 #0 pa ako je

k .8

2°-1=vrs, r,s, €N, s>1 tada ke b* #1 i (b"™)% =1 iz Zega




sledi da je za svako t € IN (br)St =1. Iz svega dobijamo
da je b" koren C-n-prstena GF(2k) kad je n =ts-1.
Prethodna teorem se moZe formulisati u sledeéem

obliku, gde je n fiksno.

TEOREMA 1.35. Neka je n=>2 prirodan broj takav

da je n+l =0 (mod s) gde je s prirodan broj >1. Tada za

svako k >1 takav da je 7 & (mod s) postoji samoortogonal-

o . k
na cikliéna n-kvazigrupa reda 2.

TEOREMA 1.36. Neka je k € N, p neparan prost

broj takav da je (pk—l)/2 =rs, gde su r,s €N, a s nepa-
ran broj >1. Tada za svaki prirodan broj n =ts-1, gde je
t neparan prirodan broj postoji samoortogonalna cikliéna

n-kvazigrupareda p

DOKAZ. Neka je G multiplikativna grupa polja
Galoa GF(pk) i neka je b generator grupe (G,*) takav da
je b #-1. Dokaz da takav generator postoji se dokazuje ana-
logno kao u teoremi 1.34: Jednadina x2 =1 u G ima resdenje
-1, a kako je G ciklidna grupa jedini elementi u G koji su
reSanje su 1 ili b (PF-1)/2 pa je

k
b(p -1) 1.

Ako ije (pk—l)/2 =rs, r,s €IN i s neparan >1, tada je

r

b- £+1 i (bF)° = -1 pa je (p¥)St = -1 za svaki neparan broj

t. Otuda je za n=ts-1, b  koren C-n-prstena GF(pk).
Ako se prethodna teorema formulife za fiksno n

tada se dobija

TEOREMA 1.37. Neka je n paran prirodan broj ta-

kav da je n+l =0 (mod s) gde je s prirodan broj >1. Tada

za svaki prirodan broj k i svaki neparan prost broj P

a k "r. 3 :
takav da je p =1 (mod s) postoji samoortogonalna cikli&na

- k
n-kvazigrupa reda p

Ako se iskoristi posledica 1.32. dobija se slededa

opsta teorema.




TEOREMA 1.38. Neka je n paran prirodan broj,

Pqse- P prosti brojevi, a Qe ee s prirodni brojevi tak-
Q.
vi da je pil =1 (mod si), gde je S >1 delitelj od n+l1, i=

=1,...,m. Tada za proizvoljne nenegativne cele brojeve 8.,
i=1,...,m, postoji samoortogonalna ciklié¢na n-kvazigrupa
reda q
a181 OLmbm
q:pl ...pm

Ova teorema predstavlja uopStenje veceg broja au-
tora [35],0361,[37],[47] &iji su rezultati objedinjeni u

slede¢oj teoremi:

TEOREMA 1.39. [4] Neka su Dys<sP, prosti bro-

jevi =1 (mod 3), neka su PR prosti brojevi =2(mod 3)
1 neka je
2

0ayq o B4 28

Q = Pqg ¢+ Ppn 94 -+ Qg ’
gde su ai’Bi nenegativni celi brojevi. Tada postoji samo-
ortogonalna polusimetridna kvazigrupa reda q.

Teorema 1.39. je specijalan slucaj teoreme 1.38.

Zaista za n=2 je n+l =3 prost broj, pa je u teoremi 1.38.

s; =3 za svako i=1,...,m. Ako je qj prost broj =2 (mod 3)

tada je qg =1 (mod 3) pa je teorema 1.39. posledica teoreme
5 S8

LEMA 1.40. Neka je n prirodan broj =22, a p

prost broj p >n+l. Neka je p(x) polinom

n

(%) p(x) sx - ¢ B

n+%xnw2
1 ,

+ ( ’

Falod Nt Bty e x [x)
n P
tada reSenje jednac¢ine p(x) =0 nisu 0 ni 1.

DOKAZ. Kako je p >n+l jasno je da 0 nije reSenje,

a kako je xp(x) :(x—l)n+1 - (-1)"*1 51edi da ni 1 nije resenje.




TEOREMA 1.41. Neka je n prirodan broj, a p

prost broj takav da je p >n+l. Neka je r(x) nesvodljivi
faktor, nad Zp, polinoma (*) i neka je k stepen polino-
ma r(x). Tada postoji samoortogonalna cikliéna n-kvazigrupa

reda pk.

DOKAZ. Neka je R = Zp[a] gde je o koren po-

linoma r(x). Tada je zbog Lemel.y0 a #0 pa o ima inverzni,

. " g : . . - n+l
alpPB=a-1#0 pa i B 1ma inverzni. Izradunajmo B

n+1 n+1 n+1l

g™ - (a-1)™*1 = gp(a) + (~1)F = (1)

1+B = o je invertibilan pa je B koren C-n-prstena R reda

__k
qQ=p -
Koristeéi posledicu 1.32. dobija se teorema
TEOREMA 1.42, Neka je prirodan broj n=2 i nkka
SU Pyse--.sDPg prosti brojevi takvi da je P; >n+l, i=1,...,s.

Tada postoje prirodni brojevi kl”"’ks’ 1=<kit;n, s B I
.,s takvi da za svaki prirodan broj A, i=1,...,s postoji

samoortogonalna cikliéna n-kvazigrupa reda

0q
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n-GRUPA

U odnosu na n-kvazigrupe struktura n-grupa moZe
da se opiSe pomoéu binarne grupe nad istim nosadem, &to omo-
gucava da se svaki problem sa n-grupama svede na problem sa
binarnim grupama koje su mnogo bolje izu&ena algebarska struk-
tura. Najpre su navedene teoreme koje daju nekoliko jedno-
stavnijih uslova za proveru, od definicije, kada je n-kvazi-
grupa, odnosno n-polugrupa, n-grupa 1 teoreme o reprezenta-
ciji, a zatim se prelazi na osnovnu temu izudavanja ove teze,

G-n-grupe.

DEFINICIJA 2.1. n-grupoid (Q,f) se naziva (i,j)-

asocijativan ako i samo ako vazi identitet

croi-1 _i+n-1 2n-1, _ j-1 _j+n-1 2n-1
L(K1 JFEx5 )’Xi+n ) —f(x1 ,f(xj )’Xj+n Do
DEFINICIJA 2.2, n-grupoid (Q,f) se naziva n-polu-

grupa ako i samo ako je (j,i)-asocijativan za svako i,] €N, .

DEFINICIJA 2.3. n-polugrupa (q,f) se naziva n-

grupa ako 1 samo ako je (Q,f) i n-kvazigrupa.




Za n=23 nisu svi uslovi((i,j)-asocijativnost za

g THE ‘14 , - k-1 -1
svako 1,] EINn i jednoznac¢na resivost f(a1 ,x,ai ) = b

za svako k ED%W) nezavisni. Naime, vazi ([46],[40]1,[91).

TEOREMA 2.1. Neka je (Q,f) n-polugrupa, n=3.

Tada je (Q,f) n-grupa ako i samo ako je ispunjen jedan od
uslova
(i) Postoji bar jedno i € {2,3,...,n-1} takvo da

jednacdina

f(ai_ ,X,a. ) = Db

ima jednoznac¢no reSenje za svako ay ,D€Q.
(ii) Jednadine

f(x,a?_l) = b i f(a?ﬂl,y) = b

' s s & byl g’ n
imaju jednozna¢na reSenja za svako ay s €05

DEFINICIJA 2.4. Neka je (Q,f) n-grupoid. Niz

’1’62""’en—1> se naziva i-ti jedini¢ni slog ako i samo
ako za svako x €Q vazi

f(ei_ Xl,8. ) = X

Za 1 =n (e?—l) se naziva levi jedinidéni slog, a
za i=1 se (e?—l) naziva desni jediniéni slog. Ako Je (e?_l)
i levi i desni jedini&ni slog i ako je svaka ciklié&na per-
mutacija od (e?_l) takodje i levi i desni jediniéni slog ta-
da se (e ') naziva (n-1)-adski jediniéni slog ili pro-
sto jedinid&ni slog ako to ne moZe da dovede do zabune.

U sluc¢aju kada je e; =e, i=1,...,n-1, tada se
element e naziva i-ti jedini&ni element, levi jediniéni
element, desni jedini&ni element. Ako je e i-ti jediniéni
element za svako i €INI1 tada se e naziva jedinid¢ni element
ili prosto jedinica.

Iz dokaza teoreme 2.1. dobijamo




POSLEDICA 2.2, Neka je (Q,f) n-grupa. Da bi

slog (e?_l) bio jedinid¢ni slog dovoljno je da postoji bar

jedan element x € Q takav da je

: -1
(1) flel ~,x) = x ,
ili
;3 -1
(i1) f(x,e? ) = x.
Dakle u n-grupi jedinidni slog moZe da se izabere
- -2 o
posebno jednostavno, Jjer za svako e? € Q postoji e 1 tako

da’ vagi (1) it fCaan)

DEFINICIJA 2.5. Neka je (Q,f) n-grupa. Tada se

reSenje jednacine

fla,e..,a,x) = a

naziva kosim elementom elementa a 1 oznadava sa a.

Iz posledice 2.2. se dobija

TEOREMA 2.3. Neka je (Q,f) n-grupa i a kosi ele-

ment za element a€ Q. Tada je za svako 1€ D%l

i-1 - -1
f(la L e, na)=a.

POSLEDICA 2.4, Neka je (Q,f) n-grupa i a€ Q. Ta-

da je za svako x € Q i svako ieﬁmn

f(x,"a~, a &) =x i f(lél,é, n'_é—l,x)

"
b

Ako se pretpostavi kvazigrupnost operacije f (re-
i-1 n-1
X, a.

Sivost f(al s X o

) =b za svako ieﬁmn) tada, da bi (Q,f)

bila grupa ne moramo pretpostaviti (i,j)-asocijativnost za
svako 1i,j €N, . Naime, imamo sledeéu teoremu [53]. Nave&éemo
dokaz ove teoreme, jer iz njega sledi neto op&tija posledica

koja je najpogodnija za primenu,.

TEOREMA 2.5. Neka je (Q,f) n-kvazigrupa n=3. Tada

je (Q,f) n-grupa ako i samo ako je (i,i+l)-asocijativna za

neko i1 € IN .
n-1




DOKAZ. Neka je a proizvoljan element iz Q.

Tada iz (i,i+l)-asocijativnosti sledi

_,i-1 i i+n 2n-1 n-i N
f(~a ,f(xl,f(xi+1 ’xi+n+1)’ ) =
i-1 i+n 2n-1 n-i-1

= F(7a7 %y, (x5, £(x,1),X

1417 9%14ne103)5 3 )

pa ako sada na unutradnji izraz desne strane ponovo prime-
nimo (i,i+l)-asocijativnost dobijamo da je

i-1 il i+n 2n-1 n-i-1
£C7a" 3%, 5 £y, 03 1) 55 0 g sa), &) =

_ i-1 i+1 i+n+1 2n-1 n-i-1
= f(7a ,xl,f(x2 ,f(xi+2 )’Xi+n+2’a

Primenimo sada na desnu stranu (i,i+l)-asocijati-
vnost tako da od operacije na i+l-vom mestu dobijemo opera-
ciju na i-tom mestu pa je

i-1 i+1 1+n+1 2n-1 n-i-1
f(Ta ,xl,f(x2 ,f(xi+2 3X: ne 22

i+l Ji+n+l 2n=1 n-i

i-1
a 1 ,f(z<i+2 )’Xi+n+2)’ a)

= f( , F(x

tj. iz (i,i+l)-asocijativnosti sledi (i+1,i+2)-asocijativnost
pa na osnovu tranzitivnosti dobijamo (i,i+2)-asocijativnost
itd.

DokaZzimo sada (i-1,i)-asocijativnost.

L i-1 i+n+l, _2n-1, n-i-1
f(a,f(x1 ,F(x ) A i+n ), a 7)) =
o f<i—1 £ i-1 £( i+n—1) 2n—2) n—i—l) E
= a ,fla,x; 7, f(x; X 41 29Xop_10 4 =
By SF el i-2 i+n-2 2n-2 n-i-1, _
= f(Ta ,f(a,x1 ,f(xi_1 )’Xi+n—1)’x2n—1’ a ) =
et i-2 i+n-2 2n-1 n-i-1
= f(a,f(x1 ,f(xi_1 )’Xi+n—1 s a )
pa je zbog Jjednozna&nosti redenja f(ai,x,a?l%) =b sledi da
je
i-1 i+n-1 2n-1 i-2 i+n-2 2n-2
f(x1 SN ),xi+n ) -f(x1 ,f(xi_1 s X: g




tj. (i-1,i)-asocijativnost i nastavljajuéi (i-2,i)-asoci-
jativnost itd. Dakle iz (i,i+l)-asocijativnosti sledi (i,3)
-asocijativnost za svako JjE€ D%l, a takodje i (i,k)-asoci-

jativnost za svako j,k€ IN_, &ime je dokaz zavr$en.

Iz dokaza prethodne teoreme sledi da je za dokaz
(i,j)-asocijativnosti za j >i dovoljna Jjednoznacna resivost

o, i-1 -1 . i 33 ’
f(ai ,x,a? ) =b na i-tom mestu, a za (j,i)-asocijativnost

)

je dovolija reSivost f(ai,x,aili) =b na (i+l1)-vom mestu pa

imamo sledeéu posledicu.kombinujuéi teoreme 2.1 i 2.5.

POSLEDICA 2.6. Neka je (Q,f) n-grupoid. (Q,f)

je n-grupa ako i samo ako je zadovoljen bar jedan od uslova:

(i) (Q,f) je (i,i+l)-asocijativan za i€{2,...,
...,n-2} i jednacina

f(a?—l,x,agri)

ima jednozna&no resenje za k=i i za bar jos

= b

jedno k > 1.

k=1

(ii) (Q,f) je (1,2)-asocijativan i f(a1 3

n-—
sX 53y )=

= b ima reSenje za k=n i ima jednoznacno re-
Senje za k=1.

k-1 n-1

(iii) (Q,f) je (n-1,n)-asocijativan 1 f(a1 Xsay )=

= b ima redenje za k=1 i ima jednoznac¢no re-

Senje za k=n.

Pri izradunavanju n-grupa su vazne dve teoreme O
reprezentaciji n-arne operacije pomoéu binarnih operacija,
teorema Posta [46] 1 teorema Hosu-Gluskina [36]. Po3to &emo
u daljem izlaganju koristiti teoremu Hosu-Gluskina nju ¢emo

dati sa dokazom dok éemo teoremu Posta samo formulisati.

TEOREMA 2.7. (Post [46]. Neka je (Q,f) n-grupa

Tada:
(i) Postoji binarna grupa (G,*) &iji je skup gener

ratora Q takav da G sadrZi normalnu podgrupu N takvu da je

N :Qn-l




(ii) f({‘) =X Xpe e X, X €Q, i%1,...,n.

(iii) Faktorgrupa G/N je ciklid¢na grupa reda n-1.

(iv) G je jednozna¢no odredjena (do na izomorfizam).

TEOREMA 2.8. (Hosu-Gliskin) Neka je (Q,f) n-grupa

n=>3, Tada postoji binarna grupa (Q,°) i njen automorfizam

takav da je

n-2 n-1

_ 2
f(X?) =x1q)(X2)gp (x3)...(p (Xn__l)q) (Xn)c .

pri demu je c¢ fiksan element iz Q takav da je

w(e) = ¢ i wn—l(x) = exec T .
DOKAZ. Definisimo operaciju ¢ 1 preslikavanje
@ sa
n-2
xy = f(x, a ,y) ,
H n-—2
e(x) =fla,x, a ).
Tada je

(xy)z :f(f(x,néz,y),néz,z) =

2
= f(x,nah,f(y,naz,z)) =x(yz)

pa je (Q,*) podgrupa

bx = ¢ <> f(b,n52,x)

-2
yb = & < f(y,na ,b) = ¢

C 5

imaju jednoznaé¢na redenija, jer je (Q,f) n-kvazigrupa pa je
{(Q,*) grupa. Neposredno sledi da je jedinica grupe (Q,*)

a, kosi element od a.
Izradunajmo sada @(xy).

n

- -9 - - - -
o(xy) f(a,f(x,na ,y),naz) :f(f(a,x,naz),y, az) z

n--2
)

flo(x),y, a
Kako je za svako y € Q (posledica 2.4)

f(n52, a, 'y) =y




to je

FOtR Sy A& F(PORY FEI4 T ¥ PR3

E Floteiyia «#(amr.Tas))

1"

:f(w(x),naQ,m(y)jzw(x)w(y)

pa je ¢ homomorfizam koji je bijekcija pa je ¢ automorfi-
Zam.,
Neka je

¢ &5 FCa,, na@ls Tada je

p(c) = £(a,c, 2%) = £(c,5,"2°) = c
Konac¢no
n-2
a

cx = fc, X) 2 fla,. esdsX) =

11}

PR i £t , TR ST = T, B0 Bnge ¥, 5) o
= FC e rn B (X )yB 8) 2. ..%

n-1

= £Cp  (X)pyByeasa) =

= (£l T (x),"3%,3),3,..,3)

n-1 n-2

pa j e

wn—l(x) =0 Ko

Izradunajmo sada f(x?).

W L n-1 n-2
f(xl) —f(x1

- n-1 n-2 - n-2 -
,f(xn, a ,a)) :f(xn ,E(f(Ta ,a,xn,),a ,al)=

- fc{fl,f<“5‘,@<xn>,a>) = £(x] 7% %y 0(x ),3)

R s Lo - -
= i(x1 ,xn_2@(xn_1@(xn)),a,a) = ... =

n

-1 - -
f(xlw(xz)...w (xn),a,...,a) =

f(f(x1w<x2>...w“‘l(xn>,“5f5>,a,...,5) .

-1 -2
f(xlw(xq)...wn (xn,na ,c) :xlcp(xz)...cpn

—1(x )c
n

PRIMEDBA.  Grupa (Q,°) je odredjena jednozna¢no (do na izo-
morfizam),




= MW -

Prec¢i¢emo sad na osnovni objekt nageg izuéavanja:@-n—grupe.

DEFINICIJA 2.6, n-grupa (Q,f) se naziva G-n-

grupa ako i samo ako je f = f% 3z3 svaku permutaciiju o grupe

permutacija G, gde je G podgrupa od Sn+1'

Ako sada specijaliziramo grupu permutacija G do-
bijamo niz klasa n-grupa koje mogu da se definisu nekim

identitetima.

DEFINICIJA 2.7. n-grupa (Q,f) se naziva C-n-

grupa ako i samo ako je f cikli&na n-kvazigrupa.

DEFINICIJA 2.8, n-grupa (Q,f) se naziva AS-pn-

grupa ako i samo ako je f AS-n-kvazigrupa.

DEFINICIJA 2.9, n-grupa (Q,f) se naziva i-permu-

tabilna n-grupa ako i samo ako je G-n-grupa za G =<(i,i+1,,,.
«.yNyn+l1)>

Za ove klase nN-grupa mozZemo jod oslabiti kvazigrup-
nost i1li asocijativnost. Naime, za C-n-grupe vaZi slededa

teorema.

TVRDJENJE 2.9. Neka je (Q,f) (i,j)-asocijativna

ciklidna n-kvazigrupa. Tada je (Q,f) (i+1,j+1)—asocijativna

(pri ¢emu su i+l, j+1 redukovani PO modulu n).

DOKAZ . Neka je i,3 #n. Ako primenimo ciklid&nost

na (i,jl)-asocijativnost dobijamo da je

Cdmd i1+n-1 2n-1, _

f(xr ,f(xi ),xi+n ) = Xon
ekvivalentno sa

) 1-1 1+n-1 2n-2, _

r(XQn’Xl ’f(xi >*{4n = Xop-1
a zbog ciklidnosti je i

-1 j+n-1 2n-1
£ J o
L(x1 ,f(xj )’Xj+n ) = Xon

ekvivalentno sa
.1 o _
J70  f(xIt0-1y L 2n-2,

2n’"1 3 >>j+n Xon-1 >




- 35 -

pa je otuda

i i-1 i+n-1 Zn-2, j-1 J+n-1 2n-2
f(x~“,x1 ,F(x’ )’Xi+n ) —f(xzn,x1 ,f(xj ),xj+n )
tj. u ovom sludaju je f (i+l1,j+l1)-asocijativno.
Neka je sada i=n, j #n. Tada je
i-1 i+n-1 2n-1, _
zbog ciklicnosti ekvivalentno sa
) i-1 i+n-1 2n-2, _
I(Azn,xl E(x. )’Xi+n ) = Xon-1
dok na
-1 2n-1 3
f(x1 ,f(xj )) = Xon
dva puta primenimo cikli¢nost pa dobijamo
) j=-1 2n-2, _
f(f(xQn,x1 ),Xj ) = Xon-1 >
pa je konaéno
e i-1 i+n-1 2n-2, _ j-1 2n-2
i(AZR,xl ,f(xi ),xi+n ) -f(f(x2n,x1 ),xj L S
sto je 1 trebalo dokazati.
POSLEDICA 2.10. Neka je (Q,f) (i,j)-asocijativna

ciklidka n-kvazigrupa. Tada je (Q,f) (i+m,j+m)-asocijativna
n-kvazigrupa (pri demu je i+m, j+m redukovano po modulu n),
Koristedéi ovu posledicu dobijamo sledeéu karakte-

rizaciju C-n-grupa«

TEOREMA 2.11. Neka je (Q,f) (i,j)-asocijativna

ciklid¢na n-kvazigrupa. Ako je j-i uzajamno prosto sa n tada

je (Q,f) C-n-grupa.

DOKAZ. Neka je j-i=k. Tada je (Q,f) (i,i+k) -
asocijativna n-kvazigrupa. Na osnovu prethodne posledice
imamo da je (Q,f) (i#+mk,iHm+l)k)-asocijativna, pri &emu se

svi brojevi redukuju po modulu n. Odatle sledi da je (Q,f)




(i,i+mk)- asocijativno za svaki prirodan broj m. No
medjutim, i+mk(mod n) daje potpun sistem ostataka jer (k,
n) =1. Otuda dobijamo da je (Q,f) (i,j)-asocijativno za
svako 1,] EIhn.

U sludaju i-permutabilnih n-grupa imacéemo slede-

éu karakterizaciju.

TEOREMA 2.12, Neka je (Q,f) i-permutabilan

n-grupoid i neka su 1<i<j<k<n prirodni brojevi. Grupoid

(Q,f) je (j,k)-asocijativan ako i samo ako je (j+1,k+1)-

asocijativan,

DOKAZ. Neka je (Q,f) i-permutabilan (j,k)-aso-

2
cijativan n-grupoid, 1<i< j<k<n. Tada je za svako x1n€ZQ

j=1 j+n-1 2n-1., _
f(x1 ,f(xj )’Xj+n ) = Xon
ako 1 samo ako Je
k-1 k+n-1 74 o En
f(x1 ,f(xk ),xk+n ) = Xon

pa je zbog i-permutabilnosti

f(xi_l,xzn,xg-l,f(xg+n_1),x§2;2) = X501
ako i1 samo ako je
f(xi_l,x?n,xﬁ_l,f(xt+n—1), i?;z) X on-1
tj, za svako x?hg,x2n€(1 je
f(xi_l,xzn,xg_l,f(x§+n-1), §2;2) =
- f(xi—l,xzn,x§_1,f(xi+n—1),xi?;2),

tj. (Q,f) je (j+1,k+l)-asocijativan. Jasno je da Cemo se,
ponavljajuéi gornju postupak dovoljan broj puta, ponovo vra-
titi na identitet (j,k)-asocijativnosti, pa sledi da polazeci

od (j+1,k+l)-asocijativnosti moZemo dobiti (j,k)-asocijativ-

Nost .




POSLEDICA 2.13. Neka je (Q,f) i-permutabilan

n-grupoid i 1<i<j<k<n. Tada je (Q,f) (j,k)-asocijativan

ako i samo ako je (j-1,k-1)-asocijativan.

POSLEDICA 2.14, Neka je (Q,f) i-permutabilan
n-grupoid koji je (j,k)-asocijativan gde je 1<i<j<k<n.
Tada:

(i) Ako je k< n tada je (Q,f) (i+s,k+s)-asocija-

tivan za svako s€imn_k.
(ii) Ako je i< j tada je (Q,f) (j-t,k-t)-asocija-
tivan za svako tEZmﬁ_i.

Koristeéi prethodnu teoremu i njene posledice
imamo

TEOREMA 2.15, Neka je (Q,f) i-permutabilna n-

kvazigrupa koja je (j,k)-asocijativna za 1<i<j<k<n. Ta-

da je (Q,f) n-grupa ako i samo ako je (p,m)-asocijativna,

pri ¢emu je i<p<m<n i k-j=m-ptl,

DOKAZ. Neka je (Q,f) i-permutabilna n-kvazigru-

pa koja je (j,k) i (p,m)-asocijativna za i< j<k<n i 1<pc«<

<m <n. Kako je tada (Q,f) takodje (j+s,k+s)- i (p+t,m+t)-

i telN
n

o)

pa ako je k-3 =

socijativna za svako SEImn e

= m-p+l tada je (Q,f) (r,r+l)-asocijativna za neko r*EINn_ﬁ,
&to je dovoljno za asocijativnost na osnovu teoreme 2.5.
Koristeéi posledicu 2.6 dobijamo sledeée tvrdie-
nje.
TEOREMA 2.16. Neka je (Q,f) i-permutabilan n-

grupoid. Tada je (Q,f) n-grupa ako i samo ako je zadovoljen

bar jedan od sledeéih uslova:

(i) Ako je i=1 tada je dovoljno da je (j,j+1)-

asocijativan za neko j €N 3"
n—

(ii) Ako je i€{2,...,n-2} tada je dovoljno da Je

(j,j+1l)-asocijativan za neko j € {i,i+l,...,
«..,n=2},




(iii) Ako je 1 =n-1 1ili i=n tada je dovoljno da
je (n-1,n)-asocijativan i da jednadina

k-1 -
f(a1 ,x,ai !

nje ne mora biti jedinstveno).

) =b ima redenje za k=1, (rede-

Ako iskoristimo teoremu 2.1 dobijamo

TEOREMU 2.17, Neka je (Q,f) i-permutabilna n-
polugrupa gde Jje i.E]Nn

1 Tada je (Q,f) n-grupa.
U sluc¢aju AS-n-grupa, iz Hosu-Gluskinove teoreme
(teorema 2.8) se dobija opis strukture operacije f AS-n-

grupe.

TEOREMA 2.18. [56] 'Neka je (Q,f) n-grupa. (Q,f)

je AS-n-grupa ako 1 samo ako postoijli komutativna binarna
] grup D 3

grupa (Q,+) takva da je za svako x €Q, x*+x =0 i

f(x?)=x1+x24-.” tx tc o,

pri Cemu je ¢ fiksan element skupa Q.
Koristeéi poznati rezultat o konaé¢nim bulovim gru-

pama (tj. grupama u kojima za svako x vaZi x+x = 0) dobija se

POSLEDICA 2.19. [56] Neka je (Q,f) kona&¢na AS-n-

grupa. Tada je |Q| jedinica ili stepen dvoijke.

Ako iskoristimo Hosu-Gluskinovu teoremu u slucdaju

C-n-grupa dobijamo

TEOREMA 2,20, Neka je (Q,f) n-grupa pri &emu je

n paran broj. n-grupa (Q,f) je C-n-grupa ako i samo ako pos-

toji abelova grupa (Q,+) takva da je x+x =0 za svako x €Q i

F(x™) =
1 k

X, 0
1 kK

nes-13

gde je c¢ fiksan element skupa Q.

DOKAZ. Neka je (Q,f) C-n-grupa. Na osnovu Hosu-

Gluskinove teoreme postoji binarna grupa (Q,°*), njen auto-




morfizam ¢ i element c €Q tako da Jje

n

f(x?) = xlw(x2)...w —1(xn)c "

. . -1 -1 1 Py
gde je @(c) =c 1 @n (x) =ecxc¢c ~. Korigsteéi tu reprezenta-

ciju za identitet

o epa n=d e
i(f(xl),xl ) = X

koji vazi u C-n-grupama dobijamo

n

e . il 2 n-1
(%) xlw(AQ)...w (xn)cw(xl)w (xz)...w

(x X0 =

n-1 n

Ako sada u (#*) stavimo X: e, Ledisniiyn, gde Je

e neutralni element od (Q,*) dobijamo da je c =e,.

Stavimo sada X; e, i=2,...,n, u (*) dobijamo

B - _.=1
xlw(xl) = e tj. (x)=Xx

-1
© (x) = x,
a kako je n parno to je

(x_l)n_1 g T

pa je

- R 2 .

Grupa u kojoj je za svako x, X =e je na osnovu
poznatog rezultata komutativna pa je u jednom pravcu dokaz
zavrsen,

Drugi deo tvrdjenja se proverava direktnim izraduna-

vanjem.,
POSLEDICA 2.21. Neka je (Q,f) C-n-grupa i n pa-

ran broj. Tada je Q vred grupe (Q,f) ili jedinica ili ste-

pen dvojke.

TEOREMA 2.22, Neka je (Q,f) n-grupa pri &emu je

n neparno. n-grupa (Q,f) je C-n-grupa ako i samo ako posto-

ji abelova grupa (Q,+) takva da je




n
f(x =g, e XX SUgan = i 0L, F X e
¢ 1) 1 2 3 n ?
pri demu je ¢ fiksan element iz Q za koji vazi c = -c.
DOKAZ. Koristeéi se postupkom koriséenim u do-

kazu teoreme 2.20 se dobija da je @(x) =x_1 pa je
n =1 -1
£(x1) = X4Xo Xg w0 X _gX C

. ’ : -1, -
za elemente binarne grupe (Q,*) pri demu je c=c i Q" 1(x):

-1 .
= cXcC pa je Xxc =cx.
Ako sad u identitetu (*) dokaza teoreme 2.20 stavi-
. B . . 2 ; o
mo X. = e, i=2,...,n-1 1 iskoristimo ¢ =e 1 cx =xc dobijamo
XX x_1 e ‘
1R S n '
5 :
Xlxn ’ anl

i grupa (Q,*) je komutativna.

Dokaz u suprotnom smeru se dobija direktnom pro-

veraom.

POSLEDICA 2.23,. Neka je n neparan prirodan broj.

Tada za svaki prirodan broj q € N postoji C-n-grupa (Q,f)
takva da je |[Q| =q.

POSLEDICA 2,24, Neka je (Q,f) AS-n-grupa ili C-

n-grupa pri ¢emu je n parno. Tada n-grupa (Q,f) ima jedin-

stven jedinidéni element.
DOKAZ. Na osnovu teoreme 2.20 sledi da je
+X,F* i X _FC
n

pri C¢emu je x+x = 0 za svako x € Q. Na osnovu posledice 2

(i) dovoljno je resSiti

X = X, *TX ¥ oo FTX FC
3 1 >

kako je n parno tada je




POSLEDICA 2.25,. Neka je (Q,f) AS-n-grupa ili

C-n-grupa pri &emu je n neparno. Ako je y reprezentaciji

operacije f ¢ =0 tada 7je
I J J

(i) x=x za svako x €Q

(ii) Za svako x€Q je f( Xx) = x.

POSLEDICA 2.26. Neka je (Q,f) AS-n-grupa pri

je n neparno. Ako je u reprezentaciji operacije f

cem

u
c =0 tada je svaki element x €Q jedinidni element za (Q,f).




IETLE

MULTIKVAZIGRUPE

0d svih n-arnih algebarskih struktura razmatranil
ovoij tezi, (n,m)-kvazigrupe ili jednostavnije multikvazi-
1pe, su se najkasnije pojavile, uvedene su 1980. godin
[ ]. Kao &to se kvazigrupe dobijaju kao podklasa grupoida
kojoj jednadine ax =b i ya =b imaju jednoznacéna reenja po
;. tako su i multikvazigrupe podklasa (n,m)-grupoida
istem uopstenih jedna&ina ima jednoznacno resSenje.

1 e u ovoj tezi po prvi put izlaZe algebarska teo:

S+

tikvazigrupa to se, zbog celovitosti, navodi nest« vise

ita drugih autora nego 3to je u tezama uobida

DEFINICIJA 3.1. Neka je Q neprazan skup, a n I

ol g s s MR : o o T m
odni brojevi nym=21 1 f funkcija f:Q -

ra (Q,f) naziva (n,m)-grupoid ili jednostavno multigru-

] ako to ne dovodi do zabune.

DEFINICIJA 3.2. (n,m)-grupoid se naziva (n,m)

. . . 3 | s n ~ o . . = .
grupa ako i samo ako za svako aq €Q 1 svaku 1inje LJu

)
y
D
i
o
)
o
o)
~\
+
o
R
|
t
0

Al s TN ) ¢ I_'.,' “TednorTnAasn iRa)
Q. UN AN pOS ] 1 1 €AllOLIIaCllO arxy 1
I n+m ) - e




Ako to ne dovodi do zabune (n,m)-kvazigrupa se

naziva multikvazigrupa.

DEFINICIJA 3.3. Neka je (Q,f) (n,m)-grupoid i

neka je f:(xq,...,xn)->(y1,...,ym). Funkciije fi:Qn-*Q defi-

nisanje sa fi:(x .,xn)-+yi, i=1,...,m, se nazivaju kom-

15+
ponente operacije f 1 to se oznadava sa f :(fl""’fm)' |
Koristeéi pojam komponente operacije dobija se

;ledec¢a definicija multikvazigrupe.

DEFINICIJA 3.4. (n,m)-grupoid (Q,f) se naziva

. . N .
(n,m)-kvazigrupa ako i samo ako za svako (al,...,an) €EQ 1

1 svaku injekciju w:D%l+ DJn postoji jednoznac¢no odredjen

+m
} 1 n+m ) .
(wl,...,un+m) € Q takav da jJe
(1) a, = bw<i> s, 1=1,...,n,
(i1) fi(bl""’bn) :bn+i’ 1S 5 s « 4T

Postoji tesna veza izmediju multivkazigrupa i skupa

rtogonalnih n-arnih operacija.

DEFINICIJA 3.5. Skup n-arnih operacija {gq,-

.,x“+m} definisanih nad nepraznim skupom Q se naziva or-

togonalan skup n-arnih operacija ako i samo ako za svaki (al,

(¢ A i Y . a LR o
,...,m“) Q" i svaku injekciju ¢ , w.D%1+IWIHﬂ1 postoji jedno
znadno odredjen (Cl""’cn) EQn takav da je

g®<i)(cl,...,cn) =a;, 1=1,...,n

DEFINICIJA 3.6. Skup n-arnih operacija {fl,---,fm}

nad nepraznim skupom Q se naziva skup jako ortogonalnih ope-

~

. . n

racija nad skupom Q ako 1 samo ako za svako (a ..,ar) €Q
] 1

&

svaku injekeciju @:IN -~ N postoji jednoznadno odredjen

n+m

(b, y...,b ) €Qn+m takav da je

1
4

n+m




(1) alls

(ii) fi(a ...,an) Bty ABLGE s e

TEOREMA 3.1. [19] Neka je (Q,f) (n,m)-grupoid.

(Q,f) je (n,m)-kvazigrupa ako i samo ako nad Q postoji or-

togonalan skup n-arnih operacija {gl,...,gn+m} takav da je

f(xl,...,x I AR, ) ekvivalentno sa

n+m
o n -
postoji (tl”"’tn) €Q takvo da je x; :gi(tl""’tn) za

svako 1 =1,...,n+m.

DOKAZ. Neka je (Q,f) (n,m)-kvazigrupa gde je

f =(f,,...,f ). Definidimo skup od n+m n-arnih operacija na
1 m ¥

sledeéi nadin:

{ gi(xl"°"xn) =X., 1=1,...,n ,

g i(xl""’xn) :fi<X1""’Xn)’ LB PSRN,

R+
Zbog definicije 3.4 sledi da su g4+ s8 4y OTtO-

gonalne operacije 1 obrnuto ako su gqs-- ortogonalne

" 2Bn4m
operacije onda se lako proverava da operacije £15...,f 2zado-

voljavaju definiciju 3.4.

POSLEDICA 3.2. Skup n-arnih operacija {fl,...,fm}

nad nepraznim skupom Q Jje jako ortogonalan skup operaciija

ako i samo ako je skup {gl,...,gn, fl""’fm} skup ortogonal-

nih operacija pri c¢emu ije g; definisano sa
g::Q *+Q , g.:(xl,...g%g x4 =1

Za n=2 su pojmovi skupa jako ortogonalnih operacija
1 skupa ortogonalnih operacija ekvivalentni. Za n>2 skup or-
togonalnih operacija ne mora da bude skup jako ortogonalnih

operacija. Zaista, ako je {f;,...,f } skup ortogonalnih binar-

narnih operacija, tada je i skup {gl,gQ, fl""’fm} ortogonalan

jer ako sistem fi(cl’CQ) =ay s fj(cl’CQ) =a, ima reSenje za




svako i,j=1,...,m, Jjasno je da ée 1 sistem gl(a1502) =
= a,, fi(cl’CZ) =a, imati regenje, jer 1z ¢injenice da je
£, kvazigrupa sledi da jednacina fi(al’CZ) =a, ima jedno-

znaédno regenje. Analogno se dokazuje za g, (g2(C1’C2) :cz)

Da za n > 2 ne mora da bude skup ortogonalnih n-arnih opera-
cija istovetno i skup jako ortogonalnih operacija sledi iz |

sledeéeg primera.

Neka je Q skup od 3 elementa i identifikujemo

7 a sa Z, ={0,1,-1} . Definisimo ternarne operaciije

EP R S - -

f1<x’y’2) = X+y+z, f2(x,y,z) =xX-y+z, f3(x,y,z) = X+y-2

Tada sistem

X+yra = aq»
X=yrinZ = do s
X+y=2 = a3,

ima jednoznadéno reSenje

dok sistem

1 b
X -y +2z = a, ,
y = a3 o

nema jednoznadéno resSenje za an =0 1 aq =a, =1,

..

Primenjujuéi teoremu 3.1. na skup operacija {gl,

"’gn+m} definisanih nad komutativnim prstenom R pri &emu je
g.:Rn—+R definiesnt Ba Grtlely . .. 3X ) *a, o X, ¥ ... Fa_ X
=1 1 1 n 110 71 ni n

dobijamo sledeéu posledicu

POSLEDICA 3.3. [18] Neka je A :[aij] matrica for-

mata nx (n+m) sa elementima iz komutativnog prstena R takva




da je svaka kvadratna podmatrica A reda n invertibilna.

. : . o m » 3
Neka je f:R +R funkcija definisana sa

Yy =

f(xl,...,xn) :(Xn+1""’xn+m) S di O SIPRIPRIPS SI,

= ) ¢ &8 w A Za nexo DY t E 2
(,]’ D) I’l) k ( :], . n)

Tada je (R,f) (n,m)-kvazigrupa.

5 ) il R g
DOKAZ. Neka je 9-—(c1,...,pn)€<R LN +IN_

injekcija. Matrice B :[bij] formata nxn definisana sa

} -

By s _diw(j) je invertibilna po pretpostavci pa sistem 1li-

e i . . .

nec 11 N 2l 11c¢ cq 9 e ey = .o Z

nearnih jednaé¢ina (c sc ) =(t ,t_)B ima jednoznad&no
: 1 n 1° n

: . -1 o
reSenije (tl""’tn) :(cl,...,cn)B . Tako dobijamo da posto-

1 (Ll""’bn+m) tako da je bw(i) =css e B TG TR | (bl’

b, ) = (ty,...,t DA,

DEFINICIJA 3.7. Multikvazigrupe koje pripadaju

klasi multikvazigrupa opisanoj u posledici 3.3.

se nazivaju
linearne multikvazigrupe.

DEFINICIJA 3.8. Matrica A formata mx n sa elemen-

tima iz komutativnog prstena se nazivaju jako regularna ako

samo ako je svaka kvadratna podmatrica reda k, k=1,..

)
min(n,m), invertabilna.

[z posledice 3.2 dobijamo

POSLEDICA 3.4,

Neka je A :[ai4] jako regularna
o
matrica formata nxm sa elementima iz komutativnog prstena

. . i e n -
Ako je funkcija f:R" +R definisana sa

£ . ~ , ¥ P o ] y - ~ A
_.(Al,...,xn)<+(yl,...,ym) == (51,...,ym) —(xl,. .,“n)u,

tada je (R,f) (n,m)-kvazigrupa.

POSLEDILGA :81:5.,

Neka je A :[aij] jako regularna

matrica formata nxm sa elementima iz komutativnog prstena
Ruifada:




(i) Transponovana matrica A” matrica A definige
(m,n)-kvazigrupu.
(ii) Svaka podmatrica B formata px q matrice A

definise (p,q)-kvazigrupu.

Ako se umesto komutativnog prstena R uzme polje F
lobija se klasa multikvazigrupa, koja je narodito interesan-
tna kada je polje F konacno. ‘

U sledeéim primerima su date linearne multikvazi-

grupe konstruisane nad malim poljima. Primeri su iz [18].

PRIMER 3.1.

1 1]
F=@GF(3) ={0,1,-1}, n=m=2, A= {1 _1} -
L
f(x,y) = (x+y, x-y)
PRIMERSSN
1 1
F=GF(5) ={0,1,2,-1,-2}, n=3, m=2, A=] 1 2|,
| 1 -1
f(x,y,2) = (xty+z, x+2y-2)

e T 1 1 1
F=GF(5), n=2, m=3, A= >
1 2 -1
f(x,y) = (X+y,x+2y ,x~-y).
PRIMER 3.4
RS
F=GF(5), n=m=3, A-= 1 2 1 ,
 geogd

f(x,y,2) = (2x+y+2 ,X+2y+2 ,X+y+22)

Sledeéa teorema iz [18 ] povezuje arnost multikvazi-

ardinalnost skupa Q.

TEOREMA 3.6. Neka je F konac¢no polje sa q eleme-

nata 1 neka sum i n prirodni brojevi takvi da je

n+m)

( < q

Tada postoji jako regularna matrica A formata nxm sa elemen-

tima iz F, tj. postoji (n,m)-kvazigrupa nad skupom od q ele-

menata.




- 48 -

Ako se celobrojna matrica A posmatra kao matrica

> A

elementima 1z Zq dobija se sledeée tvrdjenje.

w

i [18]1 Ako postoji celobrojna ma-

TVRDJENJE
trica A formata nxm takva da je svaki minor matrice A uza-
jamno prost sa prirodnim brojem q, tada postoji (n,m)-kva-
zigrupa reda q.

Neposredno se dobijaju sledele posledice.

POSLEDICA 3.8. Neka je q = 2k+#1, k=1,2,... tada

$upd
je matrica A = jako regularna pa postoje (2,2)-kva-
2
.igrupe svakog neparnog reda.
-2 1 -1
POSLEDICA 3.9. Matrica A= |-1 2 -1| je jako
1 -1 2

regularna za svako q uzajamno prosto sa 6 pa postoje (2,3)-
(3,2)- 1 (3,3)-kvazigrupe reda q za svaki prirodan broj q
uzajamno prost sa 6.

Sli¢no kao i kod n-arnih grupoida i kod multigrupo-

ida se uvodi pojam izotopije.

DEFINICIJA 3.9. (n,m)-grupoidi (Q,f) i (Q,g) se

nazivaju izotopnim ako i samo ako postoji niz (@1,...4pr+q)
permutacija skupa Q takav da je

X )=y

N X gqoe - eoX ) ako i samo ako je

n+m
g(wl(xl),...,@n(xn)) :(wn+1(xn+l>""’®n+m(xn+m))

Multigrupoid (Q,g) se naziva izotop multigrupoida
T
F 8

:(wl,...,w ) se naziva izoto-

(Q,f), a niz permutaci’
. > } P i J n+m

<

u multigrupoid (Q,g) i to se obele-

pija multigrupoida (Q,f)

zava sa g :fl.
DEFINICIJA 3.10. Ako postojli izotopija T :(wl...
"®n+m) multigrupoid (Q,f) u multigrupoid (Q,g) takav da
X _ g = oo =1 _ _ -1 ; e ke
J€ V) Wy T et FO @ LT FO tada je multigrupoid

(Q,g) izomorfan multigrupoidu(Q,f).




Iz definicije izotopije neposredno sledi.

TVRDJENJE 3.10. Neka su multigrupoidi (Q,f) i

(Q,g) izotopni. (Q,f) je multikvazigrupa ako 1 samo ako je

(Q,g) multikvazigrupa.

4

TVRDJENJE 3.11. Izotopija je relacija ekvivalen-

cije u skupu svih (n,m)-kvazigrupa definisanih nad istim |

skupom

TVRDJENJE 3.12. Skup svih izotopija multikvazi-

JY
(e

upe (Q,f) je grupa u odnosu na kompoziciju izotopija koja

je definisana na sledeéi nadé¢in: S :(ml""’®n+m>’ T :(Wla

U SOT = (@1 ¥q 5+ - 50, ¥

1
n+m n+m

n+m

DEFINICIJA 3.11. Neka su (Q,f) i (Q,g) multikwa-
: . T .
zigrupe takve da je (Q,g) =(Q,f ) gde je T=(@;,...,0

n+m
pri c¢emu je = ... = = id. Tada se ziva glav-
_ nu - ® 41 ® . = id a se (Q,g) naziva gla
ni izotop multikvazigrupe (Q,f), a izotopija glavna izoto-
plja.

TVRDJENJE 3.13. Neka je (Q,f) (n,m)-kvazigrupa

. et . L oy
i (Q,g) = (Q,f ) gde je T :(@1,...,mn+m). (Q,g) je izomorfan

glavnom izotopu multikvazigrupe (Q,f) ako i samo ako je
© 4 Fee. =@

n+1 n+m’

Jedno od primarnih pitanja koje se postavlja pri-
likom 1lzucavania multikvazigrupa je da 1li postoje multi-
kvazigrupe koje nisu linearne. Na to pitanje daéemo odgovor
konstruisué¢i klasu konadénih multikvazigrupa koje nisu line-
irne. U tom cilju éemo najpre dokazati dva stava iz teorije
brojeva.

Nad konad¢nim poljem F je svaka funkcija f:F-» F jed-
noznac¢no odredjena svojim interpolacionim polinomom ako je
stepen interpolacionog polinoma <Card(F). Zbog toga éemo
permutaciju kona¢nog polja F zvati linearnom ili nelinear-

nom veé prema tome da 1li je interpolacioni polinom najniZeg

pena kojli j¢ odredjuje linearan ili nelinearan.




- S =

TVRDJENJE 3.1k, Za svako kona&no polje F = GF(p")

F#GF(2) i F #GF(3), postoji pk(pk—l)((pk—?)l—l) permutaci-

ja skupa F koje nisu linearne funkcije.

DOKAZ. PoSto postoji pk(pk—l) linearnih funkcija
f(x) =ax+b, (a #0) i kako postoji (pk)l permutacija polja F,

to ako je pkl >pk(pk-1) tada postoji pk(pk—l)((pk—Z)I—l)

. s k k
nelinearna permutacija nad skupom F. Za k=1, p ! >p (pk—l)

za p=25, a ako je k >1 tada nejednakost vaZi za svaki prost

broj.
Lako se proverava da su sve permutacije nad GF(2)

1 GF(3) linearne funkcije.

i VEDITENTENRS ., 185 . Neka je F polje Galoa F #GF(2),
F #GF(3).
(i) Ako je F

GF(p) tada je o(x) =xp—2 nelinearna

i

permutacija.

GF(Dk), k22 tada je @(x) = xP neli-

(ii) Ako je F

nearna permutacija.

DOKAZ. Neka je F = GF(p").

-9
(i) k=1. Neka je o(x) =xP™°, Zbog uslova teoreme

\ s : . -1 ;
je p-2=23, a zbog male Fermatove teoreme je x =1 za x#£0

pa je @(x) :x—l za x #0, a @(0) =0 tj. ¢ je permutacija.

Pretpostavimo da je ¢ linearna tj. da za neko a,b€F, a#0

vazi x¥ " -ax -b =0 za svako x € GF(p). Tada bi polinom ste-
pena p-2 imao u polju GF(p) p reSenja, a to je nemogude.

(ii) k>1. Neka je @(x) =xP, Preslikavanije ¢ ]
automorfizam GF(pk) pa je bijekcija. Neka je opet xP-ax-b =0
za svako x € GF(pX). Tada bi jednadina stepena p imala u po-

g K . - - 3 .
1ju p (k>1) reSenja §to je opet nemoguée,

TEOREMA 3.16 , Za svaku linearnu (n,m)-kvazigrupu

(F,f) definisanu nad poljem Galoa F :GF(pk), F#GF(2) 1

F'#GF(3) postoji bar (pkl)m —(Pk(pk—l))m razli¢itih nelinear-




nih (n,m)-kvazigrupa koje su izotopne sa (F,f).

DOKAZ. Neka je F :GF(pk) polje Galoa koje zado-
voljava uslove teoreme i neka je (F,f) linearna multikva-
zigrupa takva da je

n n
f(x ...,xn) = ( Z R M Z kaxk) )

pri &emu je matrica L :[Qij] jako regularna matrica formata
nxim.

Posmatrajmo izotop (F,g) multikvazigrupe (F,f) do-
bijen izotopijom T :(wl,...,wn+m) gde su @, = ... e = idF’
a e . ., i=1,...,m, neke permutacije skupa F. Na osnovu
tvrdjenja 3.10. je (F,g) multikvazigrupa i dovoljno je doka-

zatli da je bar jedna od funkcija @i i=1,...,m, nelinearna.

Svako preslikavanje polja Galoa F je jednoznacdno
odredjeno svojim interpolacionim polinomom, jer je stepen

. - 4 L s : k " "
interpolacionog polinoma kojli prolazi kroz p tadka najvise

k . G : ; e k T
p -1, a razliditi polinomi stepena najvise p -1 uvek defini-
. b LS ) S k= .

Su razlic¢ite funkcije, jer x~ #x za svako s <p , Kako su

-

) L1 K e i=1,...,m, linearne funkcije to je stepen polinoma
k =1 -

n
@}(x) isti kao i stepen 3 « ) ijxk), j=1,...,m. To znadi
k=1 N

n
da ako je funkcija wj nelinearna, nelinearna je 1 wj( ) 2 )

K
k=1 I K

ne~—3

g(xl,...,xn) :(®n+1 (

n
. Qlkxk)""’@n+m ( Z Rmkxk)),

1 k
}

biti linearna (n,m)-kvazigrupa.

ne moze

Neka su @j 1 wj razli¢ite permutacije nad F, tada

n
ijxk) # wj (kZ1 ijxk)

Neka su T :(wl""’wn+m) gde je © % ... T :idF i S :(wl,

"wn+m) gde je ¢4 = ... =¥,

:idF dve razlidite izotopije




(n,m)-kvazigrupe (F,f) pa su i (n,m)-kvazigrupe (F,fT) i

(T,fb) razlidite. Zbog tvrdjenja 3.14. sledi da postoji

(™= (pF(pF-1))™ pazligitih izotopija oblika & i 7

()

RN ) kod kojih je bar jedno ®n+j nelinearno. Tako

n+l’’ n+m

dobijamo da za linearnu multikvazigrupu (F,f) postoji bar

K I < 4 : . . . 5 " e
(p‘!)m—(p}(py—l))m nelinearnih multikvazigrupa koje su joj
i zotopne.
Koristeéi prethodna dva stava se mogu lako konstrui-

sati primeri nelinearnih multikvazigrupa.

PRIMERT.
1. Posmatrajmo sledeéu linearnu (2,4)-kvazigrupu
(GF(5),f) gde je f definisano sa
f:(x,y) =+ (2x+2y ,x+Uy ,x+3y,3y+y).
Primenimo izotopiju T :(wl,wz,m3,wu,m5,w6) gde je
8 L Y i 3 3 ey
©; =0, =id, mg(x) g @u(x) =2x +1, @5(x) = 3%,
wﬁ(x) = Ux+2,
Dobijamo nelinearnu multikvazigrupu (GF(5),g) gde je g de-
finisano sa
?:(x,y)<+(3x3+ux2y+uxy2+3x3,2x3+ux2y+xy2+3y3+1,
2x+3y+2) .,

2. Neka je F =GF(4) =GF(2)[t]/(t°+t+1). Tada je

F(u) ,f) (2,2)-kvazigrupa ako je f definisano sa
f:(x,y) > (x+y, x+ty).
Primenimo izotopiju Tri(wl,wz,wg,wu) definisanu sa
. ¥ 4
©, =9, =1id, w3(x) BX" mu(x) =x“+t. Dobijamo nelinearnu multi-

kvazigrupu (GF(4),g) pri &emu je g definisano sa

2 2
g:(x,y)~+(x2+y‘, x“+(t+l)y2+t).




Multikvazigrupe dozvoljavaju i geometrijsku inter-
polaciju pomoéu koje se dobija vrlo interesantan rezultat o

broju ortogonalnih n-arnih operacija nad konad&nim skupovima.

DEFINICIJA 3.12, Neka su P i B neprazni skupovi
neka je B disjunktna unija m+n nepraznih skupova B = %}U..
. UBn+m’ n>2, m2>21, a I podskup od PxB. Struktura
(P;BI""’Bn+m; I) se naziva n-dimenziona (n+m)-mreZa ili
(n,n+m)- mrezZa ako 1 samo ako vazi:

(1) Ako je p € P tada postoji taéno jedan niz

LA,...,Bn+m € B takav da (p,Bi) €1, E%_GBi, 1=1,...,n+m.

(ii) Ako je w:ﬂdn->DJr

P injekcija 1 Bi €B

@(1)
tada postoji jedinstveno p € P takvo da je (p,Bi) €I za svako

A1s, 1 Gl

Elementi skupa P se jo$ nazivaju tacdke, dok se ele-

menti skupa 8 nazivaju blokovi ili linije.

TEOREMA 3.17. [18] Neka je (Q,f) (n,m)-kvazigrupa

pri ¢emu skup Q ima bar dva elementa. Tada multikvazigrupa

(Q,f) definise (n,n+m)-mrezu.

X

DOKAZ., Neka je (Q,f) multikvazigrupa koja zadovo-
ljava uslove teoreme. Definifimo skup tadaka sa

P n+m1

T 0%

1}

{(xl,...,x ) €Q

X_) =
n+m < n

1] 00 KGR

E (3 % ) }

X P
n+l’ n+m

Ako q€Q, a i €N ,, tada definiSemo blok sa

-q _ i o g
B: -{(xl,...,x m) € P| x; =q} ,

n+

dok je skup blokova

B = 9 1 }
{Bii q€Q, ieWN

Particiju skupa B, B :BllJ... UBn+m definisemo sa

B. :{B%[ Q€Ql, i=1,...,n+m

L




Relaciju incidencije I definiSemo sa

I :{<p,B§)e Px B| p€B?, i€N _, , q€Q}

+m
Iz definicije (n,m)-kvazigrupe neposredno sledi da

je definisana struktura n-dimenziona (n+m)-mreza.

TEOREMA 3.18. [18] Svaka (n,n+m)-mreZa definise

(n,m)-kvazigrupu.

DOKAZ. Neka je (P; Bl""’8n+m; I) (n,n+m)-mreza.
Najpre ¢emo dokazati da su svi skupovi Bl""’Bn+m

iste kardinalnosti.
Primetimo da iz (i) definicije 3.12. sledi da ako

je P#0 tada je Bi 0, za 1=1,...,n+m.
Neka su r,s € IN r#s i neka je IN*® ={i_ 5.
n Dais 2

.,in}gz L podskup koji sadrZi n-1 element i ne sadrzi

+m

ni r ni s. Za svako BE€ Qp zbog uslova (ii) definicije 3.12.

sledi da postoji ta¢no jedna tacka p takva da p€B 1 p € B,

za svako k EINi'C, a tada iz uslova (i) definicije (n,n+m)-
,\J

mreZ?e sledi da postoji jednozna&no odredjen B” € B_ takav da

je (p,B”) €I. Na taj nad¢in se definiSe preslikavanije wSP:B—+B’
iz Bp u Bs' Analogno se definige preslikavanje wPS:BS—>BP.

Neposredno sledi da Je

z b = id i = 1
Vrs¥sr B Vor¥ps g
r s
tj. V.. Je bijekcija.
Posto gvi Bi’ i=1,...,n+m, imaju isti broj eleme-

nata moZemo izabrati skup Q i bijekcije wi:Q'+Bi, i=1,...,n4m.

T v g n m
DefiniSemo funkeciju f:Q =»Q

sa

<

f:(xl,...,xn)-+(xn+1,...,xn+m) ako i samo ako

(3pePMI(VieW , )((p,o,(x,)) €I)

Neposredno iz definicije 3.9. sledi da je (Q,f)

(n,m)-kvazigrupa.




POSLEDICA 3.19. Neka je data (n,n+m)-mreza (P;

BT""’Bn+m’I)' Ako se na nju primeni postupak iz teoreme
3.19, a na dobijenu multikvazigrupu postupak 1z teoreme 3.

18 dobija se (n,n+m)-mre?a izomorfna sa polaznom.

TVRDJENJE 3.20. Neka (n,n+m)-mreZa indukuje dve
multikvazigrupe (Ql’fl) 1 (Qz’fz)' Tada su (Ql’fl) i (Q2,f2)

izotopne multikvazigrupe.

TVRDJENJE 3.21. [18] Neka su n,m,q prirodni bro-

jevi >2. Ako postoji (n,m)-kvazigrupa (Q,f) reda q tada

je

m < g-1

POSLEDICA 3.22. Ako su m,n prirodni brojevi =2

tada ne postoji (n,m)-kvazigrupa reda 2.

Iz teoreme 3.21 sledi vazZno tvrdjenje o broju or-

togonalnih operacija nad skupom od q elemenata.

TEOREMA 3.23. [18 1] Neka su n,q prirodni brojevi

>2 1 (fl""’fk) sistem ortogonalnih n-arnih operacija defi-
nisanih nad skupom Q od q elemenata. Tada Jje
k < n+q -1.
DEFINICIJA 3.13. Sa wn(q) oznadiéemo maksimalan

broj ortogonalnih n-arnih operacija nad skupom sa q eleme-
nata, a sa Wn(q) maksimalan broj ortogonalnih n-arnih kvazi-

grupa nad skupom sa q elemenata.

TEOREMA 3.24, Neka su n,q prirodni brojevi 22.

Tada je
ﬂn(q) < wn(q) < n+q-1

Ova teorema u nizu slu&ajeva poboljSava rezultat

iz [20] str. 186 koji daje da je

ﬂn(q) < (n-1)(g-1)




Teorija n-kvazigrupa koje zadovoljavaju pojedine
identitete je veoma razvijena i dobijen je niz zajednickih
rezultata za klase kvazigrupa definisanih pomoéu identite-
ta. Sada ¢éemo razmotriti pitanje kako se pojedini identite-
ti mogu uopititi na multikvazigrupe i dokazati da prirodna
uop&tenja zakona asocijativnosti, komutativnosti i neutral-
nog elementa (ili sloga) ne daju rezultate u teoriji mul®i-

kvazigrupa.

DEFINICIJA 3.14, Neka je (Q,f) (n,m)-grupoid ta-

kav da je n>m. Multigrupoid (Q,f) se naziva (i,j)-asoci-

t+ivan ako i samo ako vazi sledeéi identitet:

SR b IS L)

.1 . B
X en = £(x3 ,f(xg+n 1),x2n »

1 j j+n ).

i+n-1 2n-m
X% ) ,X . )
floatol]

je oznacden

-1 m 2n~m) gde je f(xi+n—1

i ¢
1 sY1 s%X54n ):(yl,...y ).

DEFINICIJA 3.15. (n,m)-grupoid (Q,f) (n>m) koji

je (i,j)-asocijativan za svako i,j =1y...,n-m se naziva (n,

m)-polugrupa. (n,m)-polugrupe su ispitivane u radu [16]

TEOREMA 3.25. Neka su n,m prirodni brojevi takvi

da je n>m>2 i neka su i,j medjusobno razlid¢iti prirodni
beojevi takvi da je 1<i,j<n-m. Ako je (Q,f) (i,j)-asocija-

< 2

tivna (n,m)-kvazigrupa tada skup Q ima samo jedan element.

DOKAZ. Neka je (Q,f) (i,j)-asocijativna (n,m)-
kvazigrupa i neka je i< j. Kako je n>m tada je j <i+n-1.
Uvedimo sledeée oznake k =n-m, £ = j-i.

Najpre posmatrajmo jednakost

(1) f(xi’xi+1""’xi+n—1

Ako u (i) stavimo x_=a_, P=1i,...,k+i-1, Yq ¥ @i+q-1° ¢ e

a3ty £4G B ap, p=1,...,max(k+i-1,i+m-1) proizvoljni




o
~

fiksni elementi i1z Q dobijamo

+i- 1+n- I +m-
f(ak+l 1, Lo 1) = (a%+m 1)
1 | o ot 1

Kako je (Q,f) (n,m)-kvazigrupa postoji jednozna&no odredje-

na m-torka (bi:?’j)E 0" takva da je
(ii) 3t i Lt - Poade bl e e
k+1 i

Ako su u identitetu (i,j)-asocijativnosti stavimo Xp =8

vL;:l)-..3]","‘J’_"’l) :‘(r\ :br" P:k+i>"'9i+n_1 dObija se

" £ Y cewdt=1" oy K¥i=1 i+n-1 2n-m
(iii) £(x] ,f(ai s Diys X:en ) =
. _i-1 j-1 j+n-1 2n-m
E f(xi s @z ’f(cj""’bi+n—1’xi+n ’Xj+n )
at ako je t <k+i-1 cxe NPT .
cde ‘Ge L' Iz (ii) i (iii) sledi
] t by ako je t >k+i-1
- (o 1-1 _i+m-1 _2n-m, " _
(iv) I(Al ,ay X3 4 =
B g il = Y=g B j+n-1, _2n-m
= f()\l .,di ’f(hj’.."bi‘fn—l’xi"”n ),A\j_’_n )
Ak 'j+n—1 = 7 111 G 3 —~
Ako sad u f(x: ) <“1) stavimo X cﬁ""’xj+n—1
= Li+n~l‘ Zl =a, z2 :aj+1,...,zQ :aj+ﬁ—1 pri ¢emu su a 1 as,

; = max (k+1-1 i+m-1),....,9+2-1 proizvolini elementi 1z Q
’ b) ) ] b) L J »

tada sledi da postoji jednozna&no odredjena m-torka

(by s v oDy godyseeesdy o) € Q" takva da je
f(cj’ >7J+n-1 '(a,a]+1, =12 ’dm—Q)
Ako u (iv) stavimo da je Xson :bi+n""’xj+n—1 -
= b}+n—l’ dobija se
(v) f(x“i'l,a?m”l,bg:ﬁ"l,. if;m -
= f(xi~1,a3—1,a,ajif_i,dT_R,xgi;m)




U prethodnom identitetu (v) su bar n-m odgovaraju-

¢ih komponenata dveju n-torki jednaki. To su XqoewesXs 15

Aisevendy o g Xj+n""’x2n—m’ a kako je (Q,f) multikvazi-
grupa to 1 sve ostale odgovarajuée komponente moraju da bu-

du medjusobno jednake pa je a AT, No a 1 aj su bili proiz-

voljni elementi iz Q , tj. svi elementi iz Q su medjusobno

jednaki

POSLEDICA 3.26. Ako je (Q,f) (n,m)-kvazigrupa,
gde je n>m>2, koja je i (n,m)-polugrua tada je Q jedno-

elementni skup.

DEFINICIJA 3.16. Neka je o € S, - (n,m)-grupoid
(0,f) se naziva o-komutativan ako i samo ako u (Q,f) wvazi

identitet

o

Flxq 50X ) = f(x )
n

g(1)° """ (n)

DEFINICIJA 3.17. (n,m)~grupoid (Q,f) se naziva

komutativan ako i samo ako je o-komutativan za svako ¢ €S
n

TEOREMA 3.27. Neka je o € S_ takva permutacija da

postoje i,j, 1 #3, 1<i,j<n, takav da je o(i) =3 1 o(j) =1.
Ako je (Q,f) o-komutativno (n,m)-kvazigrupi pri demu je

tada je Q jednoelementni skup.

DOKAZ. Neka je (Q,f) multikvazigrupa koja zadovo-
ljava uslove teoreme, i neka je 1 < J.
Ako se u identitet
. Ao R 2 O(3=19, 0 o)
17T a1y 2 P32 o(i+l)e i’“o(j+13

stavi x, =a, k=1,...,i-1,i+1,...,n, gde je a proizvoljan

fiksan element iz Q dobija se

- - £(
r(a,...,a,xi,a,...,a) = fla,...,a,x,a,...,a).

U ovom identitetu su bar n-m odgovarajuéih komponenata jed-

nake pa kako je (Q,f) multikvazigrupa sledi da je x. =a, tj.

' &

da je Q jednoelementni skup.




POSLEDICA 3.28, Ako je (Q,f) komutativna (n,m)-

kvazigrupa i m =2 tada je Q jednoelementni skup.

DEFINICIJA 3.18, Neka je (Q,f) (n,m)-grupoid i
neka je n >m. (n-m)-torka (e?—m) se naziva i-ti neutral-

ni slog za (Q,f) ako i samo ako za svaku m-torku (xl,...,ﬂm)E

m .
€Q vazi

£ (R AL ey s ZUTS S - SRR R CIUETRR. Y 2
1 2 b 1_1 b 1 2 b m 5 i b b n-m 1 b b m
(u],...,on_m) se naziva neutralni slog ako i1 samo ako Jje

i-ti neutrani slog za svako u=1,...,n-m+l.

DEFINICIJA 3.19. Element e €Q se naziva i-ti neu-

tralni element (n,m)-grupoida (Q,f) ako i samo ako je (e,...
.y € o™

de

i-ti neutralni slog. Element e €Q je neutralni

»lement ako i samo ako je i-ti neutralni element za svako

i=1,...,n-m+1,

TEOREMA 3.29. Neka je (Q,f) (n,m)-kvazigrupa i

n>m. Ako je (el,...,en_m) i-neutralan i (i+l)<neutralan

slog tada je Q jednoelementni skup.

DOKAZ. Za svaku n-torku (XA,...,xm) vazi
S L
t(el,...,ei_l,xl,...,xm,ei,...,en_m) :(Xl""’xm)'

Stavimo x, =e.. Tada se dobija

fle 220 . e.,X U P S = =
<tl’ >el_1ﬂ ;3% 9> ’/m’ 3°%141° 5 n_m)
= (BiaXrnseosoX )& LNLgoessX 5852

LL’ 22 >*m ( 22 m’Ti

er je (cl,...,en m) takodje i (i+l)-neutralni slog pa je

=e. tj. Q je jednoelementni skup, jer x, moZe da bude

i L - <
proizvoljan element iz Q.

Osim multikvazigrupa koje zadovoljavaju uopsteni

asocijativni i komutativni proucdavane su i multikvazigrupe

koje su uopStenje medialnih n-kvazigrupa ([44]). Naime, n-




kvazigrupa (Q,f) se naziva medialna ako i samo ako u (Q,f)

vazi sledeéi identitet.

eGSO 1T ) = FUEGx] I

Strukturu medialnih n-kvazigrupa prikazuje sledeca

teorema: [12} 4 st Wi

TEOREMA (Tojoda) Neka je (Q,f) medialna n-kva-

zigrupa. Tada postoji binarna komutativna grupa (Q,+) takva da Je

n
n -
F(xy) = 1 @;(x;) +c
i=1
gde su ¢., i=1,...,n, automorfizmi grupe (Q,¥) takvi da jJe
©. 0. :ijl, i,j=1,...,n, a c¢ neki fiksan element skupa Q.
1

DEFINICIJA 8.20. Neka je (Q,f) (n,m)=kvazigrupa

pri &emu je f :(fl""’fm)' Multikvazigrupa (Q,f) se naziva

medialna (n,m)-kvazigrupa ako i samo ako vazi

Yok vn g B K0 ins s 5% B OIRE

ti(fj(xll""’xln 5 X n hoe

= fi(fj(xll’°"’an)""’fj(xln""’Xnn))

a svako X :[XKQ]’ k,2=1,...,n i svako i,j=1,...,m.

Iz definicije neposredno sledi

TVRDJENJE 3.31. by ] (1 ,m)-kvazigrupa (Q,f) gde

F

je f :(fl,...,fm) je medijalna ako i samo ako su f;,...,f
o - " i

bijekcije skupa Q za koje vazi f.f. =f.f. za svako a T (i AP
v J < 1 :] j 1 b bl

TVRDJENJE 3.32. [uy] Neka su (Q,f) i (Q,g) dve me-

T 5 . : g
dialne n-kvazigrupe za kole vazi

11""’X1n)"'"g(xnl""’xnn>) =

s £
“11""’an)"'"*(Xln""’xnn))

Tada postoji komutativna grupa (Q,+) takva da Je

J




(i) f(xl,...,xn) :al(xl) + ... +an(xn) +tv ,

(1i) g(xl,...,xn) :Bl(xl) + ... +en(xn) + W

gde su al,...,an,Bl,...,Bn fiksni automorfizmi grupe (Q,+)

koji komutiraju po parovima, a v i w su dva fiksna elementa

ey 6 ‘

Sledeéa teorema neposredno sledi iz Tojodine teo-

reme 1 prethodnog stava.

TEOREMA 3.33. [uh] Neka je (Q,f) medijalna (n,

m)-kvazigrupa, n=2. Tada postoji abelova grupa (Q,+) takva

la i e
ii(xl,...,xn) :ail(xlb +...-+ocin(xn)+wi L

za svako Xj,...,X_ €Q, i=1l,...,m gde su aij (i=1,,.

j=1,...,n) fiksni automorfizmi grupe (Q,+) koji komutiraju

‘Sm’

po parovima, a w., i=1,...,m su fiksni elementi iz Q.
! 3 )

Ako se sa funkcijske oznake y = f(x) predje na ek-
vivalentnu relacijsku oznaku (x,f(x)) dobija se, u sludaju

(n,m)-kvazigrupa, sledeéa ekvivalentna definicija [19].

DEFINICIJA 3.21. Neka je peQ™™ relacija arnosti

n+m nad nepraznim skupom.Q. Relacija p se naziva (n,m)-kvazi-
.. . n .
grupna relacija ako i samo ako za svako (ai,...,an)é Q i

svaku injekeciju @:ﬂqn-+ﬁun+w postoji jednoznaéno odredjen

(Ll,...,t' m) € p takav da je a; =b 1 5 (NN [, 18

n+ L (i)’

Iz definicije 3.4 i 3.21 se neposredno dobija:

TVRDJENJE 3. 33. (n,m)-grupoid (Q,f) je (n,m)-kva-

zigrupa ako i samo ako je relacija p, arnosti n+m, defini-
sana sa
(x

1""’Xn+m) € p ako i samo ako f(xl,...,xn) =(x

(n,m)-kvazigrupa relacija.




Ako je p definisano kao u prethodnom tvrdjenju ta-

da ¢éemo (Q,f) obelezavati sa (Q,p).
Relacijska definicija multikvazigrupa Je vrlo po-
godna, jer se pomofu nje mogu zgodno definisati parcijalne

multikvazigrupe.
>

DEFINICIJA 3.22. Neka je pSQ™'™ relacija arno-

sti n+m nad nepraznim skupom Q, a m:Diﬂ-*Edn+m injekcija.
Struktura (Q,p) se naziva parcijalna (n,m)-kvazigrupa ako

i samo ako 1z

(X, 9000sX m) EN0% (yla...,ynﬂn) €p 1 X(D(i) :yw(i),

|
4L

2

i=1,...,n, sledi Xﬁ :yj, 3j=1,...,n+m.

Parcijalna (n,m)-kvazigrupa (Q,p) se naziva parci-
jalna multikvazigrupa (n,m)-kvazigrupe (R,0) ako i samo ako
je QSR i pco. (n,m)-kvazigrupa (R,0) se naziva prodirenie
(n,m)-kvazigrupe (Q,p).

Parcijalna multikvazigrupa je prirodno uop&tenje
multikvazigrupe u sledeéem smislu. Ne zahteva da se za svaki
izbor od n elemenata postoji m jednoznacno odredjenih eleme-
) € p, nego samo da ako za neki iz-

nata tako da (Xi""

X
% m
bor od n elemenata postoji (Xl""’xn+m) € p tada su preosta-

1i elementi jednoznadno odredjeni. Koristeéi pojam parcijalne

multikvazigrupe se dokazuje sledeca vaina teorema.

TEOREMA 3.34. [1¢9] Za svaku parcijalnu (n,m)-kva-

-

zigrupu (Q,p) postoji (n,m)-kvazigrupa (R,0) koja je prosi-

renje parcijalne multikvazigrupe (Q,p).




IV

(m,n)-PRSTENI

Tako su (m,n)-prsteni ¥Vrlo prirodno uop&tenje bi-
narnih prstena, oni su uvedeni tek 1965. godine ali je po-
sebno zna&ajno da ih je definisao i ispitivao na& matematidar
Dj.Cupona. U ovoj tezi ée se ispitivati lokalizacija u ko-
mutativnim (m,n)-prstenima tako da su navedeni i neki re -
zultati o kancelativnosti i komutativnosti u n-polugrupama

n-grupama.

DEFINICIJA 4.1. n-grupoid (Q,f) se naziva o-ko-

mutativan ako i samo ako je

£(x )

1,...,xn) :f(xc(l)""’xo(n)

gde je o permutacija skupa N_ - Ako je (Q,f) o-komutativan

za svako o €8 tada se (Q,f) naziva komutativan n-grupoid.

TVRDJENJE 4.1. Neka je (Q,f) komutativna n-grupa

Tada su sledeé¢a tvrdjenja ekvivalentna
(1) e je idempotent.
(i1):. e = e,

(iii) e je jediniéni element.

DEFINICIJA 4.2. Neka su (Q,f) i (R,g) n-grupoidi

i ¢ preslikavanje skupa Q u skup R. Preslikavanje ¢ se nazi-

va homomorfizam ako i samo ako je




., N ~ n
O(F0x)) = gllotx I 1)

n
za svako X €q.

TVRDJENJE 4.2, Neka su (Q,f) i (R,g) n-grupe 1

© homomorfizam Q u R. Tada je @(x) = @(x)

TVRDJENJE 4.3, Neka je (Q,f) komutativna n-grupa. f

Tada je

f<x§> = f(?l‘).

DEFINICIJA 4.3. Neka je (Q,f) n-polugrupa. Ele-

ment z € Q se naziva nula te polugrupe ako i samo ako je

n-1 n-1 n-1
1 ) :f(xl,z,x2 ) = ... :f(x1 ,2) = Z,

f(z,x
za svako X§1€Q.

Sa Q* éemo ozna&iti podskup elemenata od Q razli-

&itih od nule. Ako Q nema nulu tada je Q* =Q.

TVRDJENJE 4.4, Neka je (Q,f) n-polugrupa sa nu-

lom. Tada je nula jedinstvena.

DEFINICIJA 4.4, n-polugrupa (Q,f) se naziva i-

kancelativna u odnosu na skup Mc(Q ako i samo ako za svako
n-1

. n-1 i-1 n-1 :

i ; . ) sledi x-=y.

Ako je i=1 tada se (Q,f) naziva desno kancelativna
u odnosu na M, a ako je i=n tada se naziva levo kancelativna
u odnosu na M. Ako je (Q,f) i-kancelativna u odnosu na M za
svako i EINn tada se naziva kancelativna u odnosu na M.

Ako je M =Q* tada se naziva samo i-kancelativna,
levo kancelativna, desno kancelativna odnosno kancelativna

respektivno.

TVRDJENJE 4.5. Neka je (Q,f) n-polugrupa n > 2,

Tada su sledeéa tvrdjenja ekvivalentna:




(i) Q je kancelativna n-polugrupa.
(ii) Q je levo i desno kancelativna n-polugrupa.
(iii) Q je i-kancelativna n-poclugrupa za neko
i€{2,...,n-1}

DOKAZ. O¢igledno (i) = (ii).
Neka vazi (ii) i neka je

1 n-1

i-1 n-1 i-
. flay »Ysas '

f (e »Xsdas

ay )

-1 ,
Tada je za neko b? € Q¥

-1 *
F(b ,f(al ,Xs,a. ),b
1 1

1i-1 n-1

n-1 3!
= f(bj ,f(a1 Y sas ),b1 )

pa je zbog asocijativnosti

-1 i-1 - { -
f(f(b? ,ai ,x),an i i

1 i

n- -1 n-1
= f(f(bi »aq ,y),ai

i-1
,b1 3
Zbog leve i desne kancelativnosti dobijamo da je x =y, tj.
(1ii).
(iii) = (i). Dokazimo j-kancelativnost. Neka je

> 1 1 neka je

Neka b?—l €Q* i neka je k =n+i-j-1. Tada je

k 1-1 n-1 n-1
f(bl,f(a% ,x,aj )’bk+1)

k -1
= £(by,f(a) " ,y,a5 )sby,g)

zbog asocijativnosti sledi

i-2 K j=-1 n-1 _n-1, _
£(b, " ,E(b_g,a3 Jax,ayT Lbyly) =

1-2 k j-1 n-1 _n-1
1 ’f(bi—l’al ),y,aj b )

pa je sada zbog i-kancelativnosti x = y.




Ako je j <i tada treba uzeti k =i-j-1.

TVRDJENJE U4.6. Neka je (Q,*) n-polugrupa i (S,*)

n-polugrupa takva da je (S,¢) n-grupa i neka je zadovoljen

jedan od uslova
n-1

(i) Q ima bar jedan jedini&ni slog e, takav da
I'l"l ]
ey € S5. B
et — y AT i ¢ L
(ii) Za svako x €Q postoje s,t €S 1 u,,v, € Q
takvi da je
X :suQ...un A H :vl...vn_it.

Tada je (Q,<)kancelativno u odnosu na S.

DOKAZ. Neka je zadovoljen uslov (i). Dokazacemo
levu kancelativnost, dok se desna kancelativnost dokazuje
analogno. Neka je

) >‘ B n-1
(%) d1a2 an—1X = a1a2 an—ly’ a €8S.

Posto je S n-grupa to je

ey e 4(a 1) a,_q -(a,) a,(ag) al(ala2 a _x)=
= ¢ e (a yo-dz (a >n—3a (Ca,) a,a,a,la a .x =
By e 1te g n-1 2 1 181877858, 4
= e e (a )n—3- (a )" 35 A 8..eed@ 4X = -
oo ig by sl 2 23233 n-1
= @ e (e (a )n_35 a )X = e e X = X
1 *"n=-2""n-1""n-1 n-1"n-1"7 1" " "n-1 >

a analogno se dobija da je desna strana jednakosti (*) y pa
je x =y. Ako je n =3 tada se izostavlja &lan (a%n_3, i=l,...

oy T =1,
Neka je (ii) i (*). Dokazimo opet levu kancelativ-

nost. Analogno se dobija da je

(a )n—3— )n—3— n-3-

n-1 a_1---(aq al(alaQ...an_lx) =(a,_1) a_q2,.1% °
Ky n-3- _ n-3- N i
= (an_l) an_lanﬁl(suz...un)—((an_l) an_lﬂyis)uQU.un-suQH.un-x,




pa je x =y. Koristeéi prethodno tvrdjenje tada je (Q,*)

kancelativna n-polugrupa u odnosu na S.

DEFINICIJA 4.5. Algebra (R,f,g) se naziva (m,n)-

prsten ako 1 samo ako je

(i) (R,f) je komutativna n-grupa, m=>2.
(ii) (R,g) je n-polugrupa, n=2.

(11ii) Za svako 1 €]Nn vazi sledeéi distributivan

zakon za svako a?,b? €ER

n

n-1,.m
; )

i-1 _,.m, n-1._ i-1
gla] ,f(bl),a ) —f({g(a1 ,bjai j:1).

Kako su oznake u prethodnoj definiciji komplikovane
i nepregledne koristiéemo i1 sledeée oznake:

[ - m -—
f(xl) = Xy +x2 by o8 +xm

1 operaciju f <¢emo nazivati m-arno sabiranje (ili prosto
sabiranje ako to ne dovodi do zabune) pri &¢emu treba voditi
raduna da je Xqg b oo+ X dopusten izraz ako i1 samo ako je
k=1 mod(m-1).

Analogno ¢emo operaciju g nazivati n-arno mno-

zenje (ili samo mnoZenje ako to ne dovodi do zabune) i oz-

nactavati je sa

g(x2) = X, X, +.. X
=1 12 n
pri demu treba voditi raduna da Jje Xy Xpeo X definisano ako
L samo ako je r =1 mod(n-1). Ako je X FX,=. 07X =X tada
' 3 : n
c¢emo x,X,...x oznatavati sa (x) .
172

Komutativnu m-grupu (R,f) éemo zvati aditivna m-
grupa (m,n)-prstena, a n-polugrupu (R,g) éemo zvati multi-
plikativna n-podgrupa (m,n)-prstena.

Neka je T<S. Ako je (T,f,g) {m,n)-prsten tada se
(T,f,g) naziva (m,n)-podprsten od (R,f,g).

TVRDJENJE 4.7. Neka je (R,f,g) (m,n)-prsten i
a?‘ER. Tada je za svako i1 € IN
n
. .n i-1 - n
glay) = g(a1 ,ai,ai+1).




= BB =

DEFINICIJA 4.6. Neka je (Q,f,g) (m,n)-prsten.

Reéicéemo da je (Q,f,g) (m,n)-prsten sa nulom ako i samo ako

multiplikativna n-polugrupa (Q,g) ima nulu. Nulu prstena

oznatiéemo sa Oy (ili prosto 0).

TVRDJENJE 4.8. Neka je (R,f,g) (m,n)-prsten. Ako

(m,n)-prsten R ima jedinstven aditivan idempotent e tada

je .e _nula,

DEFINICIJA 4.7. Neka je (R,f,g) (m,n)-prsten sa
nulom. Element a € R* se naziva i-ti delitelj nule ako i samo
-1 - . -1 -1 .
ako postoje b? € R* takvi da je g(bi ,a,b? =0. Ako jJe

i-ti delitelj nule za svako i_EINn tada se a naziva delitelj

nule.

DEFINICIJA 4.8. (m,n)-prsten se naziva i-kancela-

tivan ako i samo ako je njegova multiplikativna n-podgrupa
i-kancelativna, levo kancelativna, desno kancelativna ili

kancelativna respektivno.

DEFINICIJA 4.9. (m,n)-prsten se naziva o-komuta-

tivan odnosno komutativan ako i samo ako mu je multiplika-

tivna n-polugrupa o-komutativna odnosno komutativna.

DEFINICIJA 4.10. (m,n)-prsten (Q,f,g) se naziva

(m,n)-domen integriteta (ili integralni (m,n)-domen) ako i

samo ako je komutativan i kancelativan.

TVRDJENJE 4.11. Neka je (R,f,g) (m,n)-prsten sa

nulom. Tada su sledeéi uslovi ekvivalentni:

(i) (R*,g) je n-polugrupa, tj. R nema delitelja nule.
(ii) (R*,g) je kancelativna n-polugrupa.

(iii) (R,f,g) je kancelativan (m,n)-prsten.

TVRDJENJE 4.12. Neka je (R,f,g) kancelativan (m,

n)-prsten. Tada je zadovoljan jedan i samo jedan od uslova:
(i) R nema aditivnih idempotenata.

(ii) R ima nulu.

(iii) svaki element R je aditivan idempotent.




DEFINICIJA u4.11. Neka (R,f,g) (m,n)-prsten ako

multiplikativna n-polugrupa (R,g) ima n-podpolugrupu (S,g)

takvu da je (S,g) n-grupa tada se multiplikativni kosi ele-

ment elementa a oznacdava a.

DEFINICIJA 4.12, Neka je (R,f,g) (m,n)-prsten,

a skup IST. I se naziva ideal (m,n)-prstena (R,f,g) ako i |

samo ako Jje

(i) (I,g) je n-podgrupa aditivne n-grupe od R.
(ii) Za svako r?-l €ER, svako a €1 1 svako 1 €INn

e a,rgvl) €1.

DEFINICIJA 4.,13. Neka je (R,f,g) (m,n)-prsten i

1ﬁf§F pri ¢emu je k=1 mod(m-1). Tada je

(@R

a def o .
5y ¥ g == {x €R|x=aq *+ ... +a, a; €I, i E]Nk}.

TVRDJENJE 4.13. Neka je (R,f,g) (m,n)-prsten i

neka su Ikideali (m,n)-prstena R, pri ¢emu je k =1 mod(m-1).

Tada je I, +... +I, ideal (m,n)-prstena R.

1 k 2

DEFINICIJA 4.14, Neka je (R,f,g) (m,n)-prsten i
K. . . .
S;{ER pri Zemu je t=1 mod(n-1). Tada je

Spe»+Sy ={x €R| x zaj .--85, ... tapy

At aij 68%, 1€ka ,:}E]Nt, k=1 mod(m-1)1}.

J

TVRDJENJE U4 .14, Neka je (R,f,g) komutativan (m,
n)-prsten i neka su I§ ideali (m,n)-prstena R, pri &emu Jje
t =1 mod(n-1). Tada je Il"'It ideal (m,n)-prstena R.

Za (m,n)=prstene moZe da se dokaZe teorema analogna

Postovoj teoremi za n-arne grupe. Prvi je dokazao tu teoremu

Dj.Cupona 1965. [14], a posle toga je dokazana bar jo$ tri

puta ([°],[11],[34 ]). Ovu teoremu éemo navesti bez dokaza.




TEOREMA 4.15. (8upona) Neka je (R,f,g) (m,n)-prsten,

o)
ol

(i) Postoji komutativna binarna grupa (K,+) koja
je skup generatora R takva da K sadrZi podgrupu N gde je
N = (m-1)R.

(ii) f(x?) =Xy FXp oo+ X, xiE R, i=1,...,m.

(iii) Faktorgrupa K/N je cikli&na grupa reda m-1.

(iv) U grupi (K,+) moZe da se definiSe n-arno
mnozenje h tako da je (K,+,h) (2,n)-prsten.

(v) Podgrupa N je ideal u R, a R je koset u fak-
tor prstenu K/N.

(vi) Restrikcija h na R je g.

(vii) (K,+,h) je jednozna&no odredjen (do na izo-
morfizam).

Nave&éemo jog jednu teoremu Dij.Cupone koja zaslu-
J J J D J

uje da bude poznatija.

TEOREMA 4.16. (Cupona) Neka je (R,®,g) (2,n)-

prsten. Tada postoji binaran prsten (Q,+,+) takav da je:
(i) R<Q,
(ii) (R,®) je podgrupa grupe (Q,*+),

s n, _ ) y Q .
(iii) g(xy) =x X, X 5 X, €R » 1€IN_

DOKAZ. Neka je (S,*) univerzalna pokrivajucéa

polugrupa n-polugrupe. Podsetimo [13] da je

S ={a1a2 . .apf a. €ER, 1<p<n} |,
da je pri tom iz

a, ap :tl bq, 1<p<qg<n sledi p=gq
i da za 1 <p<n vaii

(a1 .a )(ap+1 .an‘ = g(a?)




Neka je (T,+,°) podgrupni prsten konstruisan nad

(s,*), tj. (T,+) je slobodna komutativna grupa za koju Jje
skup slobodnih generatora, dok se mnoZenje definiSe pro-
du?avanjem po distributivnosti. Na taj nadin se svaki ele-
ment od T mo%e predstaviti kao zbir konadno mnogo sabira-

ka oblika

€asa, «..ap, gde je e =%1, 1<k<n-1

Definigimo preslikavanje ¢ iz S u R sa:
p(a) = a, za acE€R

= 0 2 = Yi-
m(alaQ...a ) 0, za 2<k<n-1, a; €ER ,

gde je sa 0 ozna&ena nula prstena (R,®,g). Kako je T polu-

grupni prsten to postoji jedinstven homomorfizam

g: (T,+) + (R,8),

takav da je restrikcija od ¥ na S bas ¢. (Uo¢imo da ¥ nije

!

"prstenski'’ homomorfizam).

Ozna&imo sa A skup svih onih elemenata iz T oblika

aLad santde=ib = d.)a.. . a
il 1+

1 1 k

gde je k=20, ai,b,c,de'P i vazi d=b&c u (R,®,g). Neposredno
sledi da je podgrupa I, grupe (T,+) generisana sa A, ideal

prstena (T,+,°). Naime, I je definisano sa

l:{igi giui[ gi:il, uiQA, p=>11.

Neka je u proizvoljan element A tj.

u :al...ai(d—b—c)ai+1 R
= ay aldal+1 a, —ay - a bal+1 ak -
- al...aicai+1 cee @y s

i neka je kza (mod n-1). Tada po definiciji homomorfizma

imamo da je za a >0, Y(u) :6, dok je za a =0




Y(u) :w(ai...aidai+1...ak) Gw(al...aibai+1‘ ak)e
8 w(al...aicai+1...ak) :a1°"aidai+1"'ak 6
6 al"'aibai+1"'ak eal...aicai+1...ak =
= al...ai(d 6 b ec)ai+1...ak =
= L8l .aif]ai+1...ak = 0 f |

gde je sa 6 oznacdena inverzna operacija za ©.

Prema tome, imamo da je y(u) =0 za svako u €A,

pa je tada i y(u) =0 za svako u €I, tj. Icker (VP)

Posmatrajmo faktor prsten (R1,+,') = (T/I,+,°).

Jasno je da je kanonidko preslikavanije

definisano sa

Tr @ X >X 2

homomorfizam (2,n)-prstena (R,®,g) u (2,n)-prsten (R ,8,g”)
Fos . - - . - n .

gde je g~ definisano sa g (xl) =X XKy e X

Ako je pri tom WI(a) :WI(b), za neko a,b €R, tada

je b€a+I, tj. b=a+u za neko u€I, pa je

1"
o]
“+

o>
1
ol

b=y(b) =y¢(a) +y(u)

1 T je monomorfiizam.
Stavljajuéi da je Q =R, dobija se tvrdjenje teo-
reme. Naime, lako se proverava da dobijeni prsten (R ,+,*)

ima sledeée "univerzalno svojstvo':

Ako je (Q,+,') proizvoljan prsten koji zadovoljava
uslove (i), (ii) i (iii) teoreme, tada postoji jedinstven ho-

momorfizam £:R +Q, takav da je £(a) =a, za 'svako a €R.

DEFINICIJA 4.15. Neka je (R,+,') komutativan (n,

m)-prsten i neka je (S,°') n-podpolugrupa multiplikovane n-po-

lugrupe (m,n)-prstena R. Nad skupom R x sn-1 definifemo rela-




CLAw sa

(P?)’M(S?) ako i samo ako postoji

t, €S tako da je

TEOREMA 4.17, Neka je (R,+,*) komutativan (m,n)-

prsten. Tada je relacija n definisana u definiciji 4.1. rela<

cija ekvivalencije.

DOKAZ. Dokaz reflektivnosti i simetrije sledi

neposredno iz definicije. DokaZimo tranzitivnost. Neka je
n n ; n n
(rl)fv(oi) i (51)'v(u1)

Na osnovu definicije 4.15je tada

x T ia N _ n. oit=1 .

(1) LIJQ...QNT2...tn slr2...rnt2...tn za neko t2€ S 1

C2) T a8 U & d Sl IV stk VL AT S ava o 8 M £ o) 4V za neko vn€ Sn—1 £
=50 n 2 n e 7 n 2 n g

Tz (1) i (2) slede

P S e e B Cals as Gt
LT n n

2 2...unvz... i
= Slr2 rntz. T u?. nv2 .vn 1
31U2 .unv2 .VnPQ rntz tn =
= uls2 'SnVZ .vnrz. rntz tn
pa 3Jje
Plsz. S tQ‘ tnu2 U wz vn =

= - PR X il Powinrd Tl -
M489 SnVQ Va2 3 W n

Koristeéi asocijativnost i komutativnost n-arnog mnoZenja

dobijamo da je




=Tk
pa je
n n
v (u
(Fl) (11)
tij. v Jje RST relacija.
DEFINICIJA 4.16. Neka je ~ relacija ekvivalen='-

cije opisana u definiciji 4.15 1 teoremi 4.17, Tada se klasa

ekvivalenciije koja odgovara (s?) u odnosu na relaciju ~Nvoz-
L n ) . W, ~n-1
nac¢ava sa [51], a skup klasa ekvivalencije Rx S /v sa
R. Ako je TSR tada se skup klasa ekvivalencije [s?]
-1

pri d¢emu 54 €T 1 52 €S oznacava sa S 'T.
PRIMEDBA. Ako je n-polugrupa R kancelativna u

NC 21 Q n ’ ’**»n oy Y =
odnosu na S tada se (al)’v(ul) svodi na a1b2"'bn b1a2"‘
.a_, relacija, koja je uvedena u [12]

n

TEOREMA 4.18. Neka je (R,+,°') komutativan (m,n)-

prsten i (S, *) n-podpolugrupa multiplikativne n-polugrupe.

Defini&imo u skupu S—lR, klasa ekvivalencije po relaciji

operacije na sledeé¢i nacdin:

(i) Neka je [a?],[b?],[c?],...,[d?],[e?] m ele-

menata skupa s”1R. Definigimo
n n n n n, .
[ay1+[by1+[cy) + ... + [d])+[e]]

= [(albz...bn...ez...en-+b1a ++@ CheniC vn.B/ L e+,

$ B B e and am e Oness@ JXyneeoX o 5 il Sl ok
172 n 2 n 12 1n k2 kn °?

d.e.Xx . 5 @ a1 X

Rl A S ) Ja2 - nbn"'dnenxln" kn]

gde je k prirodan broj takav da re&i a.b....d.e
g ] P J 2 B |

c€L.X L.l X, .
+ e L s ki

postanu dopustive za multiplikativnu n-polugrupu, a x.. € S,
. i

j,EINk, j €INn, su proizvoljni.




a R, defini&emo
Il n 1
ad h pe - — }
(a; ]l 1] [e;]=T[a;b, e »a b e ]
-1

rada je (S "R,+,°) komutativan (m,n)-prsten.

DOKAZ., Dokaz se svodi na direktnu verifikaeiju.

Da ne bismo preterano opterec¢ivali notaciju dokazecemo tvr-
djenje za (3,4)-prsten.

Najpre dokazujemo da je ternarno sabiranje dobro

definisano. Neka su
M M 4 4 ; 4 M
(a;)~n (ayq), (bl)qJ(Bl) i (Cl)ﬂJ(yl)

treba pokazati da Je
M Y m m M 4
[al]+[b1]+[c1] :[a1]+[81]+[yl] 5
a da bismo to dokazali dovoljno je da dokaZemo da Je
. 4 4 T 4 4
() [al]+[b1]+[ci] - [a1]+[b1]+[cl] >
jer se potpuno analogno dokazuje

L4 4 L 4 4 4
[ay1+[by1+[cq] = [aq]*[B41*[c]

4 S Yy 4 4 Y
(aq]1*[B417*[Cq] = [aq1+[B11+[vq]

pa Zeljeno tvrdjenje sledi iz tranzitivnosti.

Da se dokeZe (*) treba pokazati da jJe

» @,D,C X 5, @3D3CaXy 4, @b, CXy )
’ ~ +b
v (Cayb,bgbycycae, +bjajsagza, cycqe, +

* cqapa30yPoPaPL )Y, 5V 3V




- 76 =
0 9D oY1 950 3D3C Yy 350, Py Cy Yy
, 4
ako je (qi)nj(al).
Neka je

a, 9333, t ety = ajajsngaytyrtaty

: s : i . . s :
za neko t.e S. Tada je zbog distributivnosti 1 komutativno-

o]
<

st

(a,bsbsb.e,c,¢,+b;a,aa

 Dobabye,cae +byasaga coc,e +eyajzaza,b,ybsby)

4727374 71727374

X4 %1 3%q @030, Pobgbycocac vy oy gy Totaty, =

= (dlu 2JQL3O¢L*JC2t3‘tu1321)3]:)“C2(:3(3‘4‘i'bla:za3<':11+C22C3CL+QL20L3QLHt2t3tu i+

+ c,aga?aub,b3bua2a3a L P A

2574 2 ytotaty )Xy 0% g% Pobgbycocge,y

374 2%3%yY19¥13Y14~

= (a ajaza t tat bobyb cocge, +bia,y3,53, T3t asa5a,C)C5C, *

cqajaga,tytatyasaga, bobab, 0xy %y 4Xg Dobabycocae,yy oY 3V 4"

/

=(ay@,a53,b,byby +byaya 30, CoCC, +C 0 03a,DyPaby )Yy 5y, 3V

4

= H 5
a:dgdu‘2L3buc2c3cuxl2X13X14t2t3tu .

a to je i trebalo dokazati.

DokaZ%imo sad (1,2)-asocijativnost.
Y b4 b 4
([a1]+[b1]+[c%])+[d1]+[el] -

=[(a b,b

bc.c.c +b,a.a.a c,c,c, tc,a,a,a, b, b,b J)x
374 218 2374

3 uS Y8ty Tt 4 120 P23y * 1 27*13% 100
- I ~ b b X + ALL ¥ eu —
» @ybyc Xy 55a3DaC Xy 553Dy e Xy 1H ¢ 1716, ]

= [((a1h7h b

L 8 A, C.C 0 ¥ e b .1
pD3bycoC 3¢, +bjaya3a,C)C 30, *C 35353, Dybyby )

37472737y

X dqd d e,e

1 2%1 3%14 39359489038 +91 39333, PpP 3P o050, X €2%3%y7

g<2% 3% 121 3%14%2%3%y

+ e.a,a.& B by, ¢ . CcC d

13,353, b,bab e c e Xy Xy 9Xy, dodad) )y oYy 3y,

b.c. p: d e y.c.d.e. X 1
» a,bycodse Xy ¥ ,s33bgcgdseaX, 3y, 358,

byeydyeyX Yyl >




dok Je
4 Y M 4 L
[a1]+([b1]+[c1]+[dl])+[e£] s

it
= [ dﬂ +[(LJCQCECQdgdadu+cib2b3bud2d3dq+

d.b.b.b c.c.c )X, . X..X . x...b ¢
+ dyb,ybab cocge Ixy X X,y ,byc,d Xy 5sbaeadaxy 4,by e dyxg 1 4

L

Bs . 1 o 3 .
+ [eg]1 =[la;bybgbyc, cq0,dpdad X 9%y g%10% %%  *

4

b, . c.c, d,d,d, +c,b, b b , >
* (bjeycye,dydgd, toy bybab,dydad, #d bybsbyeyesey,)

X1 9%Xq 3% 3,833,888, ve, bbb e cge dodad x) Xy 9x g @5a5a,,)

d a

Y19Y13Y1y229PpC 0978 9% 1 9V 9523P303d3€ 5%, 3y, 55aybye dye x, vyl
Koristeéi distributivnost, komutativnost i1 asocijativnost po
. . 5 k% - -1 TR
prvoj komponenti se vidi da je S "R (1,2)-asocijativan.
. B2 w M 4 M

Da bismo resili jednadinu [a1]+[b1]+[x1] :[Cl]
dokaZimo jednu jednostavnu formulu.

Neka je (R,+,+) komutativan (m,n)-prsten. Tada je

; T e n
za svako a, €ER 1 svako b? €S

1
ol . n n n
(%) [dlapz] i’ L +[am’b2] = [a1 + e +am,b2]
[a, ,b27] + SRR P (s (D, ... B TR
il LSt m’> 2 1 52 n
i =1
;- dm(bz...bn) ),\12...X1n...xk2...
m .\ =
\kn’(bZ) %422 q1n? ’(bn) X1n an] b
& . n
- [i1+ s m’tf] >
1er 1e
m m r -
(ai+ .+am)(bz) "'(b1> X4 9 Xppr oo Xy Xyp ©
, m-1 =14
= (dl(n2 b_) +. .+am(b2.. b_) )x12. Xy o




Sada lako moZemo reSiti

l
11 + [b,

[a $

¢ Ix0] =
[x4] = [c
Naime za neko ng S Je
1u] =[a b Db e, 0z0 u3 a,b,c,u,a b 4C3U,a b, c, u]
(a4 172737423 »3272C%s TR
b 3

[by] = [byaj35a,c,050,u" ,a,b, e,U,a5b5¢,u,8, by cul

9

3
—[cla2d3agf b b u ,azb u ,a b3c u,a bucuu] .

25 3

[c

1]

pa ako stavimo da je

X, =asb,cou, Xg=agbgequ, X, =a,byeu

dobijamo da treba resiti,

3
alb2b3buc203cuu +b1d a3an2C3Cu

~ 3
+ Xy = c1a2a3aub2b3buu

pa x,, a to je uvek moguée, jer je (R,+) n-grupa.

7 Da je (S—lR,') polugrupa se proverava bez problema,
jer je mnozenje definisano po komponentama, a takodje i komu-
tativnost mnoZenja.

Dokazimo distributivnost

4 TR
(Ta;1+[b; 1+[c; 1) [d; 11e, 11E,] =

[(d b3buc2c c,+tbja,a,a,c,C4C +c1a2a3agt2b3bu)y X g %y

L. b b _
, aybyC Xy 5sagbaeaxy 9,8, byey Xy 11d ITeq 105, ] =

i
—
~
o)
)
T

. e o
(1”3‘3uuC2C3cu+blazaSau 2C3C,*tC a, aBaLbe b )y12 13 1ud1”‘f1’

C } ,AV
» a,b,c Xy dse, f),a b 05X, gdgeafg,a,by e Xy dye, £y ]

[((lldlglil)t L3uucqc Sy +(b dlelfl)““aga C?C3Cu+

+

(“]dlelfl)a2a3aubzb b )x12x13x1u,(a2d2e2f2)b202x12,




(a3d,e f. )uﬁ %4 (a d )bucuxlq] =

L

, n
= 1 S o b d .« =
= [{a;9;8;%:35.4) + [{D; lcif.}"‘lj tilc d.e:%:3:.41

4 4 4 4 4 L L L 4 L 4
= [a;10d;10e 10547 +[by10d,00e10E,] + e 1ldqIleq]0E4]

¢ime je dokaz zavrsSen,

Formuligimo formulu (**) posebno

POSLEDICA 4.19. Neka je (R,+,") komutativan (m,

n)-prsten i neka je (S,*) n- podpolugrupa multiplikativne n-

podgrupe. Tada je za svako a € R 1 svako b €S
n n, _ n
[al’bQ] + . +[am,b2] = [a1+...+am,b2]

DEFINICIJA 4.17. Neka je (R,+,°) komutativan (m,

n)-prsten i (S,*) n-podpolugrupa multiplikativne n-polugrupe.
(m,n)-prsten (S'lP,+,') definisan u teoremi %17 se naziva
Q

lokalizacija (m,n)-prstena R sa S.

POSLEDICA 4,20. Neka je (R,+,") komutativan (m,n)-

prsten i (S,*) n-podgrupa multiplikativne n-polugrupe. Ako je
[ ideal (m,n)-prstena (R,+,°) tada Jje s~11r ideal u (m,n)-pr-

|
L

stenu S

DOKAZ. Tz dokaza teoreme 4.18 sledi da je (s7i1,+)

3

N . ~1 {
aditivna m-podgrupa komutativne m-grupe (S "R,+) ako je (I,+)
m-podgrupa m-grupe (R,f) dok stabilnost u odnosu na n-arno

mnoZenje sledi direktno iz definicije n-arnog mnoZenja u

POSLEDICA U4.21. Neka je (R,+,*) komutativan (m,

n)-prsten, (S,*) n-podgrupa multiplikativne n-polugrupe i

.,I, ideali (m,n)-prstena R pri ¢emu je k =1 mod(m-1).

T s
Tada je

k

Ly o1 =1
S (Il+...+Ik) =5 I1+...+S Ik




DOKAZ. Neposredno sledi iz definicije sume ide-

edice 4,19,

98]
F
4]
[
s
(0]
()
=

POSLEDICA 4,22, Neka je (R,+,*) komutativan (m,

n)-prsten, (S,°) n-podpolugrupa multiplikativne n-polugrupe

i Jl”"’Ji ideali (m,n)-prstena R pri &emu je i= 1 mod(n-1).

Tada je
S ikdyn s oy 5 (8700 (8710
DOKAZ. Dokaz sledi ako se u dokazu teoreme 4,17
stavi
g TTyqcerTyge Dy FToq i Tos 5 Cf STgq - Taus
» 49 T P11 Tpe1,i0 ©1 T Pn1cccTmi >0 pri Cemu

pri ¢emu YT €

st Jt> S €]Nm , t €N, i zatim primeni posledica 4.19.

Takodje se dobija

POSLEDICA 4.23. Neka je (R,+,*) komutativan (m,

n)-prsten, (S,*) n-podpolugrupa multiplikativne n-polugrupe

i I,J ideali (m,n)-prstena R. Tada Je

stzng) =strns iy,

TEOREMA 4,24, Neka je (R,+,') komutativan (m,n)-

prsten i (S,*) n-podpolugrupa multiplikativne n-polugrupe.

Tada je (;'12,‘) n-grupa.
DOKAZ . Neka je data jednacdina
n n _ n
x[ai] . 5.4 [tl] = [al] ;
pri c¢emu [S?],...,[t?],[a?] €S ~S. Tada je

X = [la,8hess8_ <ot '"tn’&Qsl"’tl’a3"'"an]

n

X[bl] [tl] [als1 Sn t1 .tn,sl. t1a252
_ n

tos@g83-cetgyeeerd st ] = [ag]




TEOREMA 4.25. Neka je (R,+,') komutativan (m,n)-

prsten i (S,*) n-podpolugrupa multiplikativne n-polugrupe.

. -1 -
Tada je (m,n)-prsten (S "R,+,') kancelativan u odnosu na

DOKAZ. Posto je R komutativan (m,n)-prsten do-
voljno je dokazati l-kanvelativnost. Neka je
n n n n n n
[x310a7]+..[e4) = [yqllajl...[eq] .

. : n
Tada je za neko t, €S
4

(ylal...clxzaz...c2...xnan...cn)t2...t

pa je zbog komutativnosti

(lez"'yn)al"'C1a2'"an"'CZ"'CntQ"' -

. 1g .xn)a Coneeed seC SR ey 15

}71)(2.. 1..- 1 2 rl- ch- n 2- n .

Kako je (S,*) n-podpolugrupa to je

[x31 = [ypl-

TEOREMA 4,26, Neka je (R,+,') komutativan (m,n)-

prsten i neka je (S,*) n-podpolugrupa multiplikativne n-polu-

grupe. Tada je preslikavanje

-1
T Al "R g
o
definisano sa
n S i=9
T a—+[a52. SH257 15 s €05 FERE ey Tl

" . -1
homomorfizam (m,n)-prstena (R,+,*') u (m,n)-prsten (S "R,+,").

DOKAZ. DokaZzimo najpre da je T dobro definisano.




Neka je tg € S. Tada se lako vidi da je

t .t

n
(a .-.on’oz) 4 (atz... n, 2

©2

b

pa je m_ dobro definisano preslikavanje.

o

Iz posledice 4.19 odmah sledi da je
= ™
ﬂs(a1 tooota) Ws(al) e an b S(am) :

pa je 7_ aditivan homomorfizam,
o

Takodije Ije
ﬂg(al)...ﬂs(an) :[alsQ...sn,sg]...

[a S, .sn,q?] :[al'"an(SQ)ni"(Sn)n’(Sz)ns
(8 )" =[a;...a s,..:8 ;6]

&to se lako proverava pa je

Ws(al)...ﬂs(an) = ﬂs(al...an)

DEFINICIJA 4.18. Neka je (R,+,°') komutativan (m,

n)-prsten, a (S,*) n-podpolugrupa multiplikativne n-polugru-
*)

pe (R,*). Tada se homomorfizam m_ (m,n)-prstena (R,+,") u (m,
S

-1 S : : m
n)-prsten (S "R,+,*') definisan u teoremi 4.2 naziva kanonicki

1 g L) 1
homomorfizam (m,n)-prstena (R,*+,-) u (m,n)-prsten (S8 "R,+,*).

TEOREMA 4.27,. Neka je (R,+,*') komutativan (m,n)-

prsten i (S,*) n-podpolugrupa multiplikativne n-polugrupe
(R,*). Ako je (R,*) kancelativna n-polugrupa u odnosu na S
tada je kanoni&¢ki homomorfizam T (m,n)-prstena (R,+,°) u

(m,n)-prsten (S™"R,+,*) monomorfizam.

DOKAZ. Neka je
[asz...sn,sg] :[bSQ...sn,sg], 82653,
tada je
asz...sns2...snt2...tn :b52...sn52...snt2...tn

n . . . .
za neko t, €S, a kako je R kancelativno u odnosu na S to je




TEOREMA 4,28, Neka je (R,+,') komutativan (m,n)-

e

prsten S,*) n-podpolugrupa multiplikativne n-polugrupe
takva da je (S,°*) n-grupa i da (R,*) zadovoljava bar jedan
od uslova tvrdjenja 4.6. Tada je kanoni&ki homomorfizam

izomorfizam (m,n)-prstena (R,+,°) i (S_lR,+,').

S

DOKAZ, S obzirom na tvrdjenjel4d i teoremul.i?7 do-
voljno je da dokaZemo da je T surjektivno. Neka je [t,ug],

t €R, uf‘gs, proizvolijan element iz S_lR. Da bi T bilo sur-

jektivno tada, na osnovu definicije preslikavanja Mg treba

da postoji bar jedan element s € R takav da je

n n
[852...sn,52] =[t,u5]

111 ekvivalentno

X

L),‘?nto n 2!.. n(zn . n >LO . n 20' n,
za neko xg € 8.
Neka je
n-3 n-3
S -t(uz) Ez...(un) U, 9

Tl < ; s el : n-3 .
pri ¢emu se za n=3 izostavljaju c¢lanovi (ui) s AZ255 vosN,

L. - : - n-2
PoSto je (S,*) komutativna n-grupa to je (Ui) B:Y=Y 24

)n—3 ( )n-3u MU eoell SneeeB =t8.0se8

(t(u2 Uyewo(uy u Ju, 0S92 = . .

tj. m_. Je surjektivno.

TEOREMA 4.29. Neka je (R,+,°') komutativan (m,n)-

prsten i (S,*) n-podpolugrupa multiplikativne n-polugrupe tak-
va da je (S,*) n-grupa i da (R,*) zadovoljava bar jedan od
uslova tvrdjenjal.6, Neka je (T,+,°') (m,n)-prsten i neka je ¢

¢ homomorfizam (m,n)-prstena (R,+,*) u (m,n)-prsten (T,+,")

takav da je @(S) n-grupa u multiplikativnoj n-polugrupi (T%*,°).




o 3 -

Tada postoji jednoznadno odredjen homomorfizam ¢ (m,n)-

1P,+,') u (m,n)-prsten (T,+,') takav da je @ns = .

prstena (S~
: P Ty : g - e
DOKAZ. Defini8imo preslikavanje ¢:S R~—*>T sa

- <Na yyN-3 n-3
w.[r,uz] w(r)(w(sQ)) w(sz)...(w(sn)) w(sn)

pri &emu se za n=2 ¢lanovi (w(si))n_3 izostavljaju. Tada je
o

zbog posledice 4,18,

, n n n £
w([r1,52]+...+[rm,82]) -w([r1+...+rm,82]) =

= @lry+. .o ) ols,))  0ls,) . (ols N o(s ) =

1

-3 -3
= (plr )+ toln ) (5,007 Pp(s ). 0. (pls )" (s ) =

-3 -3
= p(r, ) (els,N" w(sQ)...(w(sn))n Ols ) +...

-3 -3
ol ) (els,) " Tels,) (s ) p(s ) =

5 w<[rl,sg])+...+w([rm,s2]).

-1 :
Neka su sada [rl,sg],...,[rn,tg] n elemenata S "R. Tada je

n n .
@([rl,SZ]...[rn,tQ]) :@([rl...rn,sQ...t2,...,sn...tn]) =

-3 n-3
z @kxi...rn)(w(SQ...t2))n @Sy e ty)en l@ls et ))

(s _.vot ) = o) (e, " P0ls,) ...

n-3 n-3
...((p(Sn)) (p(sn)...(p(rn)(q)(tz)) q;)(tz)

n-3

n n
...(@(tn)) m(tn) :w([r1,52]l..w([rnat2])

pri Cemu je koriséeno da je @(xj...x )

k w(xl)...w(xn) Sto je

neposredna posledica tvrdjenja4.2 1 4.3,

Izradunajmo sada 6(HS(P>) za r € R. Tada po defini-

ciji n_ i ako (R,g) zadovoljava uslov, (i) tvrdjenjaWf imamo

o

@(ws(r)) = @([rsz...sn,sg]) =

. -
= glre,...e s,...5 ) (0(s,0)" 0ls,). .. (0(s 1" 0(s ) =

oe




. w(r)w(eQ)...w(en)w(sz)...w(sn)(w(sz))n_gw(sz)...

b 0 e

3
...(@(Fn)) @(sn):w(r)w(e3).“

-5, -3
.w(on)(w(eQ)(w(sz)P ?(52))...(w(sn))n w(sn) =

R w(p)w(ez)...w(en) :w(rez...en) = @(r)

Ako (R, *) zadovoljava uslov (ii), tj. r =b1...bn_1t, t€ 38,
t?—l € R, tada je

L

n-2 _ n-2 _
@(r)(w(sn)) ?(sn)«—w(bl...bn_lt)(w(sn)) w(sn)-

- n-2 _
= w(ri)...w(bn_l)(w(t)(w(sn) ?(sn)) = w(bl)

...@(bﬁ_i)w(t) :w(bl...bn_lt) = p(r)

Neka je ¥ neki drugi homomorfizam w:S—lR-+T takav

da je y7_

5 3

=¢@. Tada za svako s €S, Y(mw (s)) ima multiplikati-
s

van kosi element u T i tada je w(ﬂs(s)) =w(ﬂs(s)).

s + n 2 -
Zamenom se lako proverava da je X :[P,SQ] resenje
jednacine

n n
x[82t2...tn,t 9]

n -
2]"'[Snt2] -[rt2...tn,t

: - n o : Bl o o
Oznadimo [Sitg...tn,t2] =u. tada je po definicijil m_, ﬂs(Si):

U P

. ..n. Ako su u. elementi n-grupe tada je i
sl b b 1

! n n-3 n-3
y '[PtQ"'tn’t2]<u2) _2...(un) iﬂ
takodje reSenje, pri &emu se za n=3 izostavljaju &¢lanovi

= 7 . > ; - -
(ui)n , i=2,...,n, ako vaZi uslov (i) tvrdjenja 4.6 o jedi-

ni¢nom slogu. Naime

n n-3 n-3 _
[PtQ"'tn’t2]<u2) ig...(u ) u U, u, =
o n-2
= [rty. .t eyeeee sty€p e %y ytoege e 1lud™ Tu,
n-2 _ n, n n-2 n-2
.(un) un—[rt2...tn,t2][ez] e 1(u2) u, (u_) u_ =




~ i ng s n n n-2 n-2 ~
2 [rtz...tn,tz][e3]...[en]([eQ](uz) Ez)...(un) o ?
X n,.n n ._
e e i3 [1t2...tn,t2][ez]...[en]—[rtQ...tnez...en,t2ez...en,...
J e ] n
. ,t“ey. - .en]—[rtfz. . .tn,tz]

Ako je zadovoljen uslov (ii) tvrdjenja 4btada je

- s n .
F:tbQ.'.un’ B s i b2€R pa Je

n n-3 n-3 N
[rt2...tn,t2](u2) EZ...(un) U Upeeeu =

~ n n-2 n-2 _

= [tb2...bnt2...tn,t2](u2) QZ...(un) u, =

~ : n n n n-2

= [b,ty.e et stoleealb tye. ot stolltty. .t ,t1Cu,) Upe e
(i D0 BB e 8 55 T4 0 DDt dat At « oot St
n L= R e S e ey 25" Y2

"

b gswabyty, « (€ D] = [rts. ot

T n 2] 2 n 2]

pri ¢emu je koriZéena komutativnost i &injenica da je

n n e a
[a1t2...tn,t2][a2t2...tn,tz]...[antz.. tn’tQ] —
= [a,.e0a_Ct )0, e 07, ()" (t )™ =
Tl b AAR AT A SR Al
& n
= [al antQ' tn,tj]
za svako a, €R
U oba slu&aja imamo da Jje
n n-3 n-3 L n
[1t2...tn,t2](u2) uz...(un) u, = [r,sz]

zbog kancelativnosti, jer u}} pripadaju n-grupi. Ako sada pri-

menimo Y dobijamo




n n-3 ’
2](u2) Upe e (U n

" ~ C‘rl —_
¢([r,02]) -w([rtQ...tn,t

n -3 n-3
= YClrt, .ot S0 (pluy ) Ty lu,d e Colu D)7 " ylu ) =

n-3

&3
= Y(r_(r)) (P(m (s,))) (?(ﬂs(sz)))...(w(ﬂs(un)))n Y (u))=

-3 1-3 -
= o(r)(o(s,))" m<82>...<@<sn>)r o(s ) = ®([r,s,1),

pa je ¥ =9, pri ¢emu je korisceno da je ym_ =@, da je ws(si):

- u., i=2,...,n i definicija preslikavanija @.

TEOREMA 4.30. Neka je (R,+,*) komutativan (m,n)-

prsten, a (S,*) i (T,*) n-podpolugrupe multiplikativne n-po-

lugrupe takve da SET i da ili u S postoji jediniéni slog

e’ €S takvo da je ej ujedno jedini&ni slog u (R,*), ili za

&

svako r €ER postoji s €S i ag €R takvi da je r =Sap...a . Tada

(i) Postoji jednoznaé¢no odredjen homomorfizam ©

(m,n)-prstena (S_lR,+,') u (myn)-prsten (T—lR,+,') takav da

(ii) S-lT je n-podpolugrupa multiplikativne n-polu-
grupe (m,n)-prstena (s~1r,+,").

1

(1i1) (m,n)-prsteni T 'R i (1 (T (ST'R) su izo-

morf ni .

1l 1 .-1

(iv) (m,n)-prsteni (n (T 1(sT'R) i (s7'T)7 (s R)

su izomorfni.

DOKAZ, Da dokaZemo (i), neka su t?E'T, 82618 i
kako je SST, pa kao i u dokazu teoreme 426 sledi da ako s €S
da tada

1

n., _ n -
WT(S) = [sty.. .t syl =[s5,.+.5 ,5,] €S 78

n

. -1
pa kako je na osnovu teoreme 4.22, § ~S n-grupa to moZemo da

primenimo teoremu 4,29,pa postoji jednoznadni homomorfizam ¢

takav da je Ty = @T

s*
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Dokaz (ii) sledi nrposredno iz definicije.
5 x B ; ; -1, .-1
Da dokazemo (iii) primetimo da se (HS(T)) (S "R)

a kompozicijom homomorfizama L i e (T) posto je

; =1 : : . -1
m (T) =S ~T n-podpolugrupa multiplikativne n-polugrupe (S "R,*)
na osnovu (ii). Dakle vaZi

™ m
W m (T) L Ao
R =2+ §7*R —&» (m_(T))77(STR),

myy=1 =1 - G - . .
pa (m_(T)) “(S8 "R) takodje ima univerzalnu osobinu iz teore-
me 4.29, tj. za svaki element t €T, WﬂS(T>(ﬂS(T)) je sadrZano
1 n-grupi

Kako su univerzalni objekti jednoznadno odredjeni

‘ : 't : T - 4
do na izomorfizam to sledi da su (m,n)-prsteni T "R i
1

(m (T)) (S—lT) izomorfni.

(iv) se dokazuje slidno kao i (iii).
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