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0ZNAKE

a) SKUFOVI BROJEVA

N, R, € - skup prirodnih, realnih i kompléksnih brojeva

Nc, Rz, rRT - skup nenegativnih celih, nenegativnih realnih
i pozitivnih realnih brojeva
L]

b) PROSTORI FUNKCIJA

¢? - prostor q - puta (1 < gq < ®)neprékidno diferencijabil-
nih funkecija nad R ’
L, - prostor Lebeg ~ integrabilnih funkeija nad R snabdeven
sa topologijom datom sa . if] z = PE(x) |dx
1 R
L_ . prostor ograni&enih funkeija nad ® snabdeven sa topclo-

o
gijom datom sa [{f ; 1= es.sup. {1£¢x)], xer }
-]
D - prostor glatkih funkeija kompaktnog ncsaa nad R
snabdeven induktivnom topologijom kao u [13]
S . prostor brzo opadajuéih funkecija nad R snabdeven topo-
logijom kao u [13]
E « prostor svih glatkih funkeija nad R snabdeven toplogijom
kao u [13] _
bi - prdstor q -~ puta neprekidno diferencijabilnih funkeija
sa nosalem u kompaktnom skupu K<R ’
D, ~ prostor glatkih funkeija sa nosadem u kompaktnom skupu
K< R '

U - prostor celih analiti&kih funkeija nad ¢



) PROSTORI DISTRIRUCIJA

rostor distribucija = prostor neprekidnih linearnih

el

th

snkcicnela nad »p
distribucije konafnog reda

prostor temperiranih distribucija = prostor neprekid-

nih linearnih funkcionela nad s

prostor distribucija kempaktnog nczada = prostor nepre-

kidnih linearnih funkcionela nad E

d) SIMBOLI

H(+) Hevisajdova funkeija = karakteristic¢na funkcija r*

§

8
T

X

g

k-l

Dirakova delta funkecija
Dirakova delta funkcija sa nosacem u T € R
karakteristiéna funkcija skupa E

M (+) dualna funkcija po Jungu za M(-)

supp

D

x

nosad distribucije ili funkcije
operator distribucionoh izvoda
konvolucija u smislu distribucija

kraj dokaza
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Teorija distribucija ima korene u vedem broju radova iz
matematike i fizike tckom prve polovine dvadesetog veka. P.
Dirak (Dirac) je 1926. godine u svoJim isfraiivanjima iz
Xvantne mehanike uveo tzv. "6 - funkeciju" na sledeéi nadin :

8x) =0, x A0 1 f §xIexrax = ¢(0)
r? .

za proizvoljmu neprekidnu funkciju $(x) ..iépitujuéi KoFi~
jev problem za hiperboliéhe jednadine S.L.Soboljev je traZe-
&i nadin da prodiri skup rééenﬁa uveo tzv. "uopiteni izvod",
Lokalno ~ integrabilna funkeija’ fi je "uopSteni izvod” po
promenljive] . xy {12 i»j n} lokalne - integrabilne funkeije
f ako za sve funkecije ¢(x) koje su ogranilenog nosada i
imaju uobilajeni parcijaini izvod po -x; vaii

gn(bf-%‘: - £ e4ddx = 0
Jasno je da ako je £ neprekidno diferencijabilna po x4
da se tada klasiZ%an i uopSteni izvod poklapaju, medjutim,.
moZe se desiti da- lokalno-integrabilna funkciia f ima uop$-
teni a nema klasifan izvod.

Veé je samom Diraku bile jasno da je "§ ~ funkcija'u
stvari funkcionela nad prostorom neprekidnih funkeija. Ipak,
trebalo je da prodju jos dve i po decenije da se u Fuvenoj
monografiji L.3varca (Schwartz) objedipe ideje spomenutih
i jof mnogih drugih autora i lokalno konveksni prostori is-
kcriste za zasnivanje teorije distribucija. Tako su distri-
bucije u [28] definisane kao neprekidne linearne funkcione-
le nad prostorom glatkih funkeija kompaktnog nosata snabde-



in-

tenzivan razvol teorije distribuciia koia ubrzo donosi veli-
ki napredak w razliditim oblastima, a nzrofito u onima iz
ko}ik je potekla : parcijalnim diferencijalnim jednadirama

i kvantnoj fiziei.

Jedno od bitnih uopstenja koje je teorija L.8varca do-
nela bilo je prodirenje klasi&ne kcnvolucije , a odatle do
konvolucionih jednadina nije bilo daleko.

Konvoluciona jednalina na nekom potprostoru distribuci-

ja X” je jednadina cblika
(1 T%U-=1Y

gde " ¥ " oznadava konvelueciju u smislu distribucija,

V je data distribucija iz X~ , a redenje U traZimo u
X”. Distribucija T Je konvolutor na X”, tj. preslikavanie
nje T % :U=>T=*U je neprekidno preslikavanje pro-
stora X" u sama sebe.

Zna¢aj konvolucionih jedna&ina dovoljne ilustruju po-
sebni siuéajevi jednaéine (1) , odnosno konvolutora T :

a) Ako je
ni' ak1+k2+..+kn .
T(x) := a . E—— Y §'3
b Koakos.nsk kX, k X
Ikl=o *1°%27--3%, .y axzz___aan

s T
gde je x:(xl,xz,..,xn) € R , (kl,kz,..,,kn) € Nﬁ s E N

BIAREY, .t i c, tada se (1) suc~.
kiz 51+k2+. +xn i ak1 kz""kp € C, 1 :
@i za n > 1 na parcijalnu diferencijalnu jednainu sa kon-

stantnim koeficijentima.

b) Ako je



gde mewN 4 2 €°C i b € R, tada jednadina (1) postale
diferentna jednadina.

¢) Ako se posmatraju regularni elementi iz X7, tj. takvi da
su U,V funkcije (npr. iz L, ), tada se za )

T(x) := A-K{x) +8{x) , A € R, K(x) € L,
dobija integralna jednadina

AL K(x=t)U(E)dt + U(x) = V{x) , X ER. 4
R .

a ako se izostavi pretpostsvka o regularnosti distribucija
U,¥ i jezgra KX , dobija se "opitena” integralna jednadina.

d) Razliéitim kombinacijama prethodna tri sluZaja dobijaju se -
diferencijalno - diferentne, integro - diferencijalne jedna#i-

ne, itd.

Keonvolucione jédnaéine pa razliditim prostorima distribu-
cija i uop#tenih funkcija se ispituju, kao Zto smo veé prime-~
tili, od po&etka pedesetih godina pa sve do danaénﬁih dana.
Prve duboke rezultate dali su L.Erenprajs (Ehrenpreis) u . [5]
L.Hermander (Hbrmander) u [141,{15], [151 i B.Malgrani (Mal-

grange) u [191. - » '

Ispitivanja spomenutih autora odnosila su se na redivost
i hipoelipti&nost konvolucione jedna&ine u prostoru »p” svih
distribucija i bps distribucija konadnog reda. Kasnije su ova
ispitivanja profirena na neke druge poznate prostore distribu-

cija (npr. temperirane u [37] [291), a takodje i na neke nove
prostore distribucija , kac 5to su eksponencijalne dlstrlbuCl-
je ([12] ) i prostori x~(M) ([34]) o kojima ¢e biti govora
malo kasnije. Smisao ovih ispitivanja je u &injenici da je pot-
rebne poznavati uslova da konvoluciona jednadina (1) ima ree-
nje koje poseduje unapred zadano ponaSanje u beskonadnosti. Pod
ponasanjem distribucije u beskonadnosti podrazumeva se ponaSanie
reprekidne funkeije u beskonaznosti ¢iji je konaan distribucioni



igvod bad ta funkcija ;3 jasno, ova definiciix ima smisle samo
za distribucije konatnog reda. )
U radu [21] S.Pilipovié i Ja smo definisali prostor H’{MD}
koji je opdtiii od prostora k* i g7(M). Na ta] nadin se rani-
je deobijeni rezultati dobijaju kac poseban slula) nafih.Fros-
G (x))) iz {77 , s tim

0

tor H’{MD} je prostor tipa TR {exp
Zto su funkcile M_(x) konadne za sve D&# i pored ostalog

zadovoljavaju uslov (A), gde je

7a svake peN postole Xp>0 i p7ewn tako da za

(a)
[x!>Xp vazi Mp(px) < Mp,(x)

Ovaj uslov koji daje brii rast funxc1ge M (x) -od Mp(x)

ne mora biti zadovoljen u op3tem sludaju proetora tipa "${/{exp Mﬁxﬁ'
iz [7] . Sa druge strane on je.zadovoljen u do sada ispitiva-
nim slufajevima prostora H'{Hp} . Naime, prestori eksponen-

eijalnih distribuciia K; » sen ,koje Je pored Hasumija u f12]
najvige ispitivao Z.Zelezni (Zielezny) ~ sa saradnicima u l37]

[381,[271, 1221, [24],[29], a takodje i J.Coranesku (Cioranescu)
u [2] i 0.Grudzinski u [9],[10] ., mogu se dobiti za Mp(x) 1=

= p-!xES, pex i !x[EJ .kaec prostor tipa - #”{M_} . Jasno je
da je uslov (A) zadovoljen. Prostor k“(M) ko3ji su ispitiva-
I Vloka (Wloka) u {341 1 0. Grudzinski u [11] u okvirima Berling-
£y Afstribucija, moZe se dobiti za M {x%):=M(px) , peN,XeR.
kac prostor tipa A “{M_} u kome vaZi uslov (A) .
Glavni deo ove teze (druga do peta glava) posveéen je is=-
pitivanju konvolucionih jednalina na prostoru # {M } 5 vedi-
na rezultata je iz [21],[22],[23] koje sam radio z°3edno sa

dr. $. Pilipovicem.

Doktorska disertacija sadrZi Sest glava. U prvoj glavi iz=-
lofene su neke osobine konveksnih fuﬁkcija, podte one igraju
vafnu ulegu u definiciji prestora H’{M?} . '

U drugej glavi data je def cija prostora H‘{Mp}([21]) .



Prostor H’{Mp] se dobija kao dualan prestor za prostor H{Mp}

gde se niz '{Mp(x))pe” definige sli¥no kac u [34] , Prostor
#°{M_} je izomorfan sa jedniim potprostorom distribucija -,

a sadrii prostor temperiranih distribucija §“.  Pokazano je

da se H’ﬁMp] mofe dobiti kao induktivna granica prostora X” (M)
pes, 1 to u skupovnom i topolodkom smislu. Na osnovu karak-
terizacije konvolutora na r“{M_} pokazuje se da je prestor
konvolutora na §“{M_} skupovno jednak sa presekom prostora kon-
volutora na &“(M_) , p=1,2,.. .

" Treéa glava je posveéena Furijeovoj transformaciji na pro-
storu H“{M_} . Osnovni rezultat te glave je teovema koja daje
potreban i dovoljan uslov da cela analitidka funkcija bude Fu-
rijeova transformacija konvolutora na H-{M } . ’

U Zetvrtoj glavi razmatra se refivost Konvolucione jedna-
¢ine na prostoru H?{Mb}lzzlﬁlavna teorema iz [11] kojas daje po~-
treban i dovoljan uslov za refivest konvolucione. jednadine nad
k(M) (a to je tzv. "M ~ sporo opadanje” Furijeove transforma- -
cije konvelutora T iz (1)) je dokazana na'drugi nalin nego u
[11]. Da je uslov potreban pokazuje se kao u [5] 1 (2], & do-
voljnost tbg uslova sledi iz jednog opdtijeg tvrdjenja koje se
oslanja na lemu Hermandera iz [18). U poglavlju 4.3 ‘dati su
potrebni i dovolini uslovi ze refivost konvolucione jednadine
(1) nad m-{M_}. Izmedju ostalog, dobija se jedno uopstenje
jedne teoreme iz [10] .

U petej glavi dati su potrebni- i dovoljni uslovi za hipo-
eliptiénost konvolucicne jedna&ine nad H’{Hp)([Zaj).Teoremé
5.5 Jje glavni rezultat te glave i u uvodu pete glave je deta-~
1ino izloZena fema dokaza te teoreme. Hapomenimo ovde da za raz-
liku od prethodnih rezultata koji se bez tefkofa prevode na vi-
e dimenzionalan sluaj, leme 5.5 i 5.6 se u tom sludaju ne bi
mogle dokazati na izloZeni nadin.

‘U dodatku ilustrovani su na jednoj diferencijalno-diferent-
noj jednadini pitanja reSivosti i hipoeliptiZnosti konvolucione
jednadine u prostoru A; » koji je ispitivan u [20] .



Zesta glava se izdvaja od prethednih u tom smislu $to se
posmatra tzv. "p - asimptotika" distribucija iz f3e} i [231]
primenjene na prostor x; {eksponencijalnih distribucija defi-
nisanih u [12]). Dokazano je tvrdjenje koje daje asimptotiku .
distribeije V:=T#U ako je poznato ponaganje T 1 U u spo-
menutom smislu. Obrnuto pitanje, tj. na osnovu ponadanja T i
Vv dati asimptotsko ponafanje re3mja je vainije i (&ini se)bez
naknadnih uslova se to ne moZe rediti. Delimidan odgovor je po-
natanje Laplasove transformacije reZenja na osnovu ponadanja

Laplasove transformacije T 1 V.

Prijatna mi je duZnost da se zahvalim skademiku dr.
Bogoljubu Stankovidu, prof. dr Endre Papu i dr Sstevanu .
Pilipoviéu na primedbama i savetima u toku rada na ovoj
tezi. Dr Stevanu Pilipovidéu se zahvaljujem na saradmji iz

koje su dobijeni neki rezultati ove teze.



GLAVA T

KOMVEKSNE FUNKCIJE

Posto konveksne funkeije imaju vaZnu ulogu u sledede
tri glave, u prvoj glavi €emo izloZiti one osobine konvek-
snih funkcija koje su neophodne za dalji rad. Tvrdjenja ne-
¢e biti data u najop$tijem obliku pre svega zbog posebnog
oblika :konéeksne funkcije koji je nama.potreban. Naglasak
je na osobinama dualne funkcije po Jungu za datu konveksnu -
funkciju. ViZe o konveksnim funkcijéma moZe se nadi u [7] 1
[3] odakle su uglavnom i uzeta ova tvrdjenjé.

"R >R funkeija keja je parna,

U celoj glavi je M :
strogo rastuéa za x>0 1 zadovoljava sledefe uslove :

(1 M{0) = 0,
. M(x)
(2) lim ——= = «
Koo X

Definicija 1.1. Funkeija M(x) 3je konveksna ako i

samo ako za sve x,y e R i t e [0,1] wva2i

(3) MOtx+{1-t)y) < t+M(x) + (1-t)+M(y) ..

Neke Jednostavne osobine konveksnih funkeija daje

Lema 1.1. Ako Jje M(x) konveksna funkeija, za nju
vaZe sledede nejednakosti : E



} pettind @ Mlex} 5 ko2 1, x e 7
- . +
(53 M{x) + Miy) < Mix+y) , xey € K
Doxaz. Relacija (4) sledi ake u (3) szavime <+=1i/k, v=0-

i zamenimo x/% sa x. Relaciiu (5) feme dcka
n } =

z
zbog parncsti M 1 simetriénosti (5} prema x i y ostali
t

«t
it

<
~
5
Q.
o
o
b
e
]
5
o

(47} (1+EIM(x) < M{x+tx) = Mlx+y)

Relacija (3) daje M(tx) < tM(x), i ako stavimo <t=y/x u ovu

nejednakost, dobijamo

MZex) < Lem(x) = teM{x) .
X - X

Sabiranjem ove nejednakosti sa (47) dobija se relacija (5) .A°
U daljem tekstu pretpostavijamo pored veé spomenutih osc-
bina da je M(x) kenveksna funkcija. Primetimo da-je tada M(x)

ranifena odczgo, prema tome ogranidena, na svakom ogranifenom

o0

(el

E
ntervalu. U stvari, ako je {a,b) neki ctvoreni intervel u R,
a

rt

da za svaku talku x e (a,b)} posteji < ¢ (,1) tako da je

X # ta + (i-t)h. Usiov (3) daje
M(x) < max(M(a) ,M(B)) < » z& sve =x ¢ (a,b) .
Pyrdfende 1.1. Xonvegksna funkcija ie neprekidna.
Dokaz. Dovoljine je ispitati tafku x=C., Prema pret-
hognom razmatranju, 2a svexu cogranifenu ckeolina nule ¥ posteil
konstanta X=K(V) <tako Za vazi M{x) < X za sve x g V. Ako
tvrdjenie nije *talre, postell niz {xk} u ¥V otakec da je 1im % 7
=L , 1 1im F(xk) = r > J. Izaberizoc Zq.p > K.
'a osrevu (&) je 1im inf M(Zxk} >
. < " N
im inf M(quk) > 2%p , &%to je keco i

Ty — oy 5 = Tt R £ ..
Primedbe, Akc je neprekidna fu konveksna';
o k.,
P o - - = — -7 14 3 -y T~ - o~ - -—— S 3 o -—
2ko relacija {23) wvazii zz +=0,5 i =sval " LY T R . Tala je one



konveksna. &
Lako je videti da je zbir kona&no mnogo konveksnih funk-
cija i supremum familije konveksnih funkeija (ako je konadan)

konveksna funkcija.

P
- Definieija 1.2. Funkeija M : r + R definisana sa
(6) M (y) := sup { |x|[y] - M(x) ; xeR }

naziva se dualna funkeija za M(x) po Jungu (Young).

Jasno je da Je M*(y) parna i za y)0 strogo monotono rastu-
¢a funkecija. Zbog relacije (1) je M (0)=0, a zbog relacije (2)
je_M*(y) konatna za sve yeR. (Uslov (2) je zapravo potreban i
dovoljan da bi M'(y) bila konatna funkcija.)  Podto je za Fik- -
sirano x funkeija |x{]y| = M(x) 1inearna po y za y»0, dakle
konveksna, to je M (y) konveksna funkeija kao supremum familije
konveksnih funkcija. Prema tome, funkcija M (y) zadovoljava iste
uslove kao i M(x). Pokafimo sada 0pravaanost naziva "dualna”.

Turdjenje 1.2. Dualna funkeija po Jungu za M*(y)' je fun-
keija M(x) (M (y) je definisana relacijqm (6)). '

Dokgz. Neka je Cy t= {(x,2)¢R’ ; 2>M(x) } .O%evidno je.
skup CM konveksan, a po$to je po tvrdjenju 1.1 M(x) neprekidna
funkcija, to je skup CH zatveoren skup u Hz._Ako je data talka Xgr
x,e8, tada je tadka (xo,zo—d) van CM ako je zd:EM(xo) i d>0.Jed~-
na oé posiedica tecreme Hana = Banaha je da postoji neprekid-

. 2 . .
na . linearna funkcionela L(x,z) nad R tako da Je
L(xo,z°~d) < inf {L(x,2) 3 (x,2) € CM} . Op&ti oblik neprekid-
ne linearne funkcionele nad Rz je L{x,z) = ax + bz za
- 2
neke a,b € R nezavisne od (x,z} € R® . Dakle

7> ax_+ b(z =-d) < ax + bz za sve (x,z)eC,, .
[+] o M

A¥oc stavimo (x,z):=(xo,zo) u relaciju (7), dobijamo bH>0 ,
rosle deljenja sa b i smene c=M(x), :=~a/b dobijamo

clx-x_3) < d + M(x) - M(x ) .
° o
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Tofto je d»0 proizwoline, to je ex - Mix) < ex - MGx))

<

za sve xeR . Dakie, po definiciji 1.z

MiCe ) = oaxg - Mix) i exg - M (e )=Mlx)

v

Buduéi da se nejednakost M""(xn) < M(x_) nepesredno dobija
= &

. o
iz definicije 1.2, to sledi M (xc) = M(xo) . 4

Neposredna posledica definicije 1.2 je sledefa lema koju

Zemo kasnije &esto koristiti.

Lema 1.2. Dualna funkeija po Jungu funkcije aM(kx) de

aM (y/ab) , a,b>0

0 odnosu konveksnih i njihovih dualnih po Jungu funkecija
govori '
Lema 1.3 Ako su Ml(x) i Mz(x) dve konveksne funkcije za

koje vaze osobine (1) i (2) i ake Je Ml(X) < Mz(x) za
* * -
Ix[>xo , tada je M, (y) » M, (y) za dovoljno veliko 1yl

Dokaz, Pretpostavideme da je X=X i y>3. Na osnovu

ol

retpostavke je xy - Ml(x) > xy - Mz(x) i vzimajuéi supremum
po x» <dobijame M;(y) > M,(y} =za dovoljnc veliko y . Ostali

siu®ajevi se dokazuiju na isti nalin. A

MoZe se pokazati da je konveksna funkeija diferencijabilna
skero svuda i da je njen prvi izved mecpadajuéa funkeija za
x>C . Ako se pretpostavi da je funkeiia M(x) neprekidno dife-~
rencijabilna na R , tada je m(x):=M’(x)>0 za x>0
Primetimo da je m(0)=C zbog parnosti funkcije M(x) i
m(=)=e na osnovu uslova (2). Po csacvnej tecremi integral-
nog raduna i uslova (1) Je

X
() M(x) = [ m(t)ét , x>0
0



[y
w

Fretpostavimo jos da da je funkeija m(x) sTtrogo rasrtula za

. s - ‘s -1 . + o . .
x>0 j.njena inverzna funkcija m v B - R, je u tom siu-
¢aju suriextivna funkcija. Njen znalaj pokezuje =sledels

Turdienje 1.3, Ako je funkcija M(x) neprekidno cife-

rencijabilna na B sa strogo rastuéim izvedom m(x) za x>C,
tada je

% y 1
(3 MAy) = f m “(x)at , y>0 ,
. . -0
gde.je mi(x) inverzna funkcija za m(x) .
Dokasz. Neka ije ¥,>0 dato s tada je

. N . .
(10) XYy = M(x) ¢ M (yo) za sve x>0 .

Posledica uslova (2) i monotonosti funkeije M(x) je da posto-
ji x°=x°(yo)>ﬁ tako da vazi

B £
(10 XV, = M(xo) + M (yo)

Sa druge strane, geometrijski je o&evidno da vaiZi

X Yo -1
(12) xy, £ J n(t)dt + [Tm “(t)dt , x>0,
T e 1]
. * Yo
Relacije (11).1 (12) za X=X, povliade M (yo) </ m (i)t
. . 0
’”
Surjektivnost funkcije m’l(x) daje egzistenciju broja x;>0
sa osobinom m_l(yo)=xé. Ako stavimo tu .wrednost za x u (1§) i
(12}, dobijamo : '
¥ - .
P n 1(t)dt < M2(y ) ,
: - o
[
Prema tome vaZi (9) i mora biti xo=x5 . ) &

primedba. Lako je pokazéti da ako je funkecija

n: e >R , §a osobinama : m(0)=0 , m(w»)== , strogo rastuéa za
Q o



Bh

xy2 , déa je rada Tunkeija M(x) cefinisans

sna i ako se parno prodiri na ceoc i
voijava 1 usliove (1) 1 (2) . Ovakav
a i mi éemo ga koristiti u sledecc]

U Zetvrtej glavi demo koristiti
inverznu funkciju dualne funkcije po
3.

j0f i

v _az . - -z +
(tadnije, njene restrikcije na R,
Mx)

Tada

pored ranije datih uslova

je prema tvrdjeanju 1.3 funkcija

funkciju M“-l(y) , v>0, tjl

M(x)

tretpostavidemo da ie funkeija

Jungu za funkciju

neprekidno diferencijabilna.

M (y) neprekidnc diferenci-

jabiina za y>0, i pcito je M (y) strogo menotono rastuda za
e
y>0, to M “(y)

Slededa lema Se se koristiti kod ispitivania konvelucio-

postoji 1 monotone tefi u beskonalnost.

nih jednacina.

Lema 1.4, Za y>0 je
(12) yw ey < ¥TNy < oyl
gde je M~ Y(x) inverzna funkcija za restrikciju funkeije M(x)
na R:.

Dokaz. Zbog monotonosti nad 7 funkeija M{x), M*(y) i

njihovih inverznih funke’ja je prva nejednakest u (13) ekviva=-

lentna sa
M*(M(x)/x) < M(x) , x:=ﬁ1y), y>0 ; i1i

(14} tMix)/x < MUt} + M(x) za sve t>0 .

Za t>x ona sledi

zbog monotonosti funkcije

t<x  relacija (14) je trivijelna, a za
M(x) /=

zati pomo&u prvog izvoda te funkcije.)

za x>0.{(0vo se moZe poka-

Désna rejednakost u relaciji -{13) je skvivalenina sa

(15) Mex) < sup { t 2L Lwcey 3 oo g

S& druge strane je M{x) = x-

relaciitl (23, &



GLAVA II

PROSTORT TIPA °0)

U ovej glavi éemo definisati prostor H’{M_}, koii je u-
veden u radu [21]. H’{Mp} je prostor tipa n{f{exp(MP(x))}
(videti . [7]', a nadin definicije je slifan kac u '[3u] . Po-
sebni sludajevi prostora tipa H’{MP} su ispitivani u [3u]_
{27],[28],[11],120] u svim tim prostorima je ispunjen uslov -
(A) (videti poglavlje 2.1}, koji je glavna pretpostavka o ni-
zu funkcija _{Mp(x)}PEN . To znadi da Ce rezultati ove glave

sadr3avati ranije dobijene rezultate, a sa druge strane oni
mogu dovesti do novih prosfora ovog tipa.;

Na% zadatak je ispitivanje konvolucionih jednaZina na pro-
storu H’{Mp} , 1 u tom cilju femo u ovoj glavi definisati kon-
volucione operatore - konvolutore na prostoru H’{M_ } i doka-
zati njihoée glavne osobine. Ti rezultati ¢e nam omoguéiti da u
slededoj glavi ispitamo Furijeovu transfermaéiju konvolutora,
pomoéu koje se daju uslovi za redivost i hipoeliptiZnost’
konvolucione jednadine (Zetvrta odnosno peta giava).



Neka je (mp(x);PaN

kcija na R; sa slededim osobinarma
(1) m (0) = 0 , m {®) = » za svake pel 1
P P

. +
hY ‘ T
mp+1(x/ za svake pel i xeR,.

A

(23 m_(x)
P

DefiniZimo funkeije Mp(x) na slede¢i nalin :

(3) M (x) := |§1m (t)dt , pe¥ , xc£k .
P c P
Funkcija Mp(x) za fiksirano pe¥ je konveksna,za x>0 ras-
tuéa i tefi beskonadnosti brZe nego proizvelina linearna fun-
kcija. Te znaZi da je uslov (2) prve glave ispunjen, a buduéi
da je uslov (1) prve glave trivijalno ispunjen, tc za funkciju

M (x) moZemc primeniti rezultate prve glave. Pre svega je fun-
=

P *
keija Mp(y), dualna po Jungu za M_(x), kenadna za svako yes.
: D
Pretpostavidemo da za niz funkeila {M_(x)} vaZl sledeti
R P
usiov pelN

Za svako pel postoje pled i Xp>0 tako da vaii

Xap 3tc je ved

en u svim do sada ispitivanim slu

ji p??:28 +ako da de funkeila

an —_ Y - ML ,(x)) sumabtilna na

realnod praved B i funkcoija ¥ __,,(x) teZi nuli kada
| *e :

PF



definisanin re-

2.1 ko za niz funkeija {M_(x ‘
c 2.1. Ako za niz funkcija { p(/)}peh

laciicm (3) vaZi uslov (A), tada za njega vazi uslov ().

Dokaz. Neka je ped dato i uzmimo -Xp>0 i p’eF kao
w uslevu (A) ;) specijalnec za p=1 staviéemo p’:=2. Za ovo

p?  postoje 'XP, > Xp i p®’eN take da vazi MP,(p’x) <

‘

<M (x) za |x13x;, . Na osnovu nejednakosti

‘p)’
ZMP,(x) < Mp>(P’X) < Mp,,(x) < Mp,,(px) za qxlzx;,
doﬁijamo
@ . « :
J exp(M_(x)-M_,,(x)¥dx = p+f exp(M_(pt)=M, ,,{pt))dt <
pX_,- P P Xp’ P - P
P

< pef exp(M_,(t)-2M ,(1))At < p-f exp(-t)dt < = .
B S P P X,
P P
Posto je funkecija exp(Mp(x)-Mp,,(x)) parna i neprekid-
na na R , to je na osnovu prethodnog i sumabilna na B . Daljes
ta funkcija je pozitivna i monotono opadajuéa nad R+-, jer je
za x>0 njen izvod negativan. Prema tome postoii

lim exp(Mp(x)-MP,,(x))r koji je zbog dokazane sumabilnosti na &
W=

te funkcije jednak nuli. T A

Zhog monotonosti niza {Mp(x)}PsN po p mogufe je za da-

to p izabrati takav najmanji prirodan broj r(p) (koji nije
vedi od maksimuma brojeva p’ iz uslova (A) i. p*’ iz usle-
va (N)) da vaZe i uslov (A) i uslov (N) za to r(p).

Definieija 2.1. Vektorski prostor glatkih funkeija ¢{x)
na 'R takvih da za svako peN vaZi

(%) Yy (8):2 sup{3¢(j’<x))éxpcnp(x)) : xeR,0<j<p} <



Frostor H{MD} je tirpa TK’iexp(h’(&); iz (71 , dakle
ore svega jé kompletan U O4ROSU ra
uvslow (N) povledi da je E£{M_} nu
fekian (Montelov) ‘prostor (vgdeti

M _{x} po pretpostavci konalne, *c¢

prostor D svuda gus®
u

M e
v

D finija od inducirane topclcgije iz F{
Ereme toms je prostor H’{Mp} (du {
izomorfan sa jednim podskupor od
ge strane Hi{Y_lcs i da prostor
temperiranih distribucija s§7 .
jeno, EAS 3 demo snabdeti sa jzkom topologijom ; zbog
perfektncstiyprostora H{Mp} se slaba I jaka
u #>{M_} poklapaju. Pokafimo sada dve bitne cscbine pros-

tora H{MP} y sada i ubuduée pretpostavliamo da uslov (&) vali.
Tvrdienje 2.1. Protor H{MD} je zatvoren u odnosu na

u izvoda D+ $(x) ~ $7{x) i operaciiu
¢(x) * ¢(x~y) za svaki realan broj vy -

Dokaz. Neka je ¢€E{Mp} . Akc Je . pel dato,ta-

.
Y. (¢7)= sup {w‘J*“cx)iexpcmp(xn ; xe®,n<§<pl <

(3

v {olx-y2) < sepilée Y o) lens (M fx4v)) SER, 0% ¥ <
P T - -




[
IRy

-jsur 1ex;(3’1_(;(+y)-}\’sp (%)) 5 5xi<]{h o+
- a 2 Py

R . Celsy i
+ sup {expOi Cxvy) th(X)) 3 .XE>A91;JA

PokaZimo cgranidenost drugog supremuma. HNa

va (A} je s

K

exp(M_(x+y)-M_ (%)) < exp(M_ (p,x)-M_ (x))
p (M, Cery) P, ) < exp p, P T

)(x)~M (x)) <1, za sve !x}iZD .

< exp(M
P2 B -'l

r-(p1

Po§to se prvi supremum uzima po kompaktnem

K=K(y,p)>0 tako da vaZi

(x- <K (¢) .
Yp(d) X y)) = Yp2 ¢

Iz dokaza tvrdjenja 2.1 neposredno sledi da su operaciise
izveda 1 translacije (naravno, pod pretpostavkom da
vaZzi uslov (A)) neprekidna preslikavanja prostora H{MD} u

sama sebe.w

2,2 EKVIVALENTNI NIZOVI FUNKCIJ

ne, ali u opZtem siudaju nisu glatke. Pokazzéermo
{Mp(X)}psN mofe zameniti sa ekvivalentnim nizom
cija {Np(X)}DEN » koje inafe zadovoljavaju isteusioc:

funkcije»MD(x) . Ekvivalentnost nizova cbjadnjava

Detinieija 2.2. Nizevi funkeija M_GOY} i {N_(x)}
AL AL IV I L pel D ped
mislu definiciie

su ekvivalentni ake defini¥u isti prostor u smi

‘o

2.1,



(52 M (x) < N_{x) + ¥
r - Pl Pl
(53 N_(x) < M_ {x) + K_
b4 :"2 L)
za neke K_ LK s 0 i sve xeF. Tada su nizovi {M_0OY__.
pl ?? - PEw
i {¥ (x)}p,vekvivalentni. A

koja zadovolijava sledele uslove @

‘pelN

. Neka je w(x) glatka nenegativna funkeija na R
=353 vye I q[ﬁ,i} N

0w
Jw{x)dx = 1 (poznate je da takva
—c
=
(7) B (x) := f M (Dwlx-t)ét , x>1 i
P —w P -
(8) Np(x) o s-:D(}xj) za |®|>l., pe¥ .

FTunkcija Np(x) je glatka za {x{>2 i rastuéa za x>1.
Poznatc je da se onz mofe naknadnd definisa+t? na intervalu
[0,1} take da bude parna, pozitivna i glatka na R, i,naj-
zad,rastuca na B, . Ubudude Ce E_(x) uvsk oznalavati funkeiju

w
Gefinisanu sa relacijom (8)za fxi>1 koja ima spomenute 050~
tine.

Dekazademo sada dve leme 1 jedno cyrdiznie ¢ odnmosu ni-
zova {M_ix)} i {F_(x3 ..

Tt TpeX p 7 pel
Lema 2.2, Vare sledelfe nelednakestl -
{e) Nr(x) < M_(x) za ix|x 1]
(o) M_(x) & N_ (=3 + -z rewe S.=o,0p) &M > [,%eER
P - P R v -



8
8

Np(x)v= I Mp(t)w(x—t)dt = - f Mp(x—t)w(t)dt =

o -

i 1
= é Mp(x-t)w(t)dt < Mp(x)'é w(t)dt = Mp(x) N

»

ito dokazuje relaciju (9).
Za dovoljno veliko x>1 i p>1 koristeéi uslov- (A)

dobijamo

(11)Mp(x) < Mp(2(x-1)) < Mp(p(x-l)) < Mr(P)(;-l) .
Ako pckaZemc nejednakest

(12) Mp(x-i) < Np(x) o za x>l i svako - pelN

relacija (10) sledi na osnovu relacija (11) i (12) (za p:=p;:=
=r(p)) za p>1. Za p=1 relacija (10) sledi iz M, (xJ < Mz(x).
Primetimo da egzistencija broja KP sledi iz neprekidnosti
funkcija Mp(x) i Nr(p)(x)

Ostaje da se dokafe relacija (12) :

i «
M (x-1) = M_(x-1)-/ w(r)dt < M_(x-t)wlt)dt = N _(x). &
pl¥ ) pt¥ ) ! W < _i b pt¥)
Posledica ove leme je da uslov (A) (sa eventualno drugim
p’ i XP .z%.dato p) vaii za niz'funkcijar {Np(X)}peN'

Zbog jednostavnosti demo gﬁuduée za dato pe¥N sa r(p) femo ozna-
zavati najmaniji prirodan broj takav da uslov (A) vaZi za oba ni-
- N . r = > N

za {Mp(x)}pEN i {Np‘X)}psH . Leme 2.27§ 2.3 daju

Tordjenfe 2.2. Prostori E{Mp} i H{Np} su ekviva-

ientni u smislu definicije 2.2.
Sledeéa lema se koristi u dokazima nekih tvrdjenja.

Lema 2.4. Funkcija

(k)
Np (x)exp(-NF( )(x)) s PEN,

p

ke teri nuli kada (x|ee .



oo
ot o s ey«
..
< Gy e S ar i

Na osnovu relaciie

dokazu leme 2.3 mogude

N (k)(x)lexD(—N (x))=< C,
T S r(p? — Tk,
za neko Ck p>C- . Tyrdienje leme I.% sade sledi iz &inje-
3
nice da funkcija MD(X) monotone teii ka +w  kada |x!
tezl ka 4= . T

R
.
w

HTACICA FUNKCIONELA HAD #{M 1
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P

(15) uprostiti. Primetimo da je funkecija ! fb(t)exp(ny(t))dt
¢ = t

0<kzp,y > neprekidna . Uslov (A) za niz funkecija IN_(x)}__,

— - }.lv

implicira da-je funkeija
x . . . .
exp(—Nr(p)(x))'é fk(t)exp(Np(t))dt ogranicena, jer je
. . ) '
sup {exp(~Nr(P)(x))~J£ fk(t)exp(Np(t))dLJ, xeR} <
< sup {exp(Np(x)-Nr(p)(x))Jxlr;“xsﬁ} +ess sup{|f, (£} %eR} < =.

To znadil darintegraleéi k-+ti sabirak u (15) Pi—k+1 puta,
0<k<p, , dobijamo '

Tvrdjenje 2.3. Svaka neprekidna -1inearna funkciconels
nad H{Np} ima reprezentaciju

(16) £(x) =Dm2(F2(x)exp(NP2(x)))

za neko mzsﬂo » pzeN i ogrﬁniéenu neprekidnu funkeiju ?z(x).
Tvrdjenja 2.2 1 2.3 daju sledeéu tecremu.
Te;rema 2.2. Svaka neprekidna linearna funkcionela nad

E{Mp} ima reprezentaciju
(17 £(x) = Dm(F(x)exp(Hp(x)))

za neko me¥,, pe¥ i ogranidenu neprekidnu funkeiju F(x}



ovom poglaviiu ¢emo poka:
o

topoloski izomorfan sa induktivis

Dsfinicija 2.3. Vektorski prostopy giatkih funkcija ¢(x)

nad £ takvih da za svako ke¥ = vaii
AN )
(¢) := sup {!¢<j“(x)1cxp(Mp(kX)) y xeR, 0<i<k} < =

fp.x

(ifemo =a K(Mp) ; P Je fiksiran prircdan brej. Tope-
a

na K(MD) je definisana sa prebrol r familijom . .

normi
mi {ep yhyen
Qo
U navedenim radovima je pokazano da je X(M 2 kompletan,
=
prema tome Fredeov prostor. (Ove se moZe dokazati i koristeéi

T .
¢Q¢ex¥(Mp(xx))kEHO} -

¢injenicu da je K(Mp) prostor tl
ﬁalje, prostor D je svuda gust u K(Mp) ‘za sve DEl.Z,.-
jer je funkcija exp(MD(kx)) keonaina za sve xeR, peN 1

‘ktﬂo . Pokazademo da jé K(M_ ) &vzrcov prostor. To znali da

za svaku okolinu nule U u X{M_ ) posteji okol rule ¥
P

u K(M ) tako da je V totalno cgranifen u ocnosu na

U
(ti. V je sadrZan u lirearnoj obveoinicl cd U 1 za svako

arno i
>0 postoli konaZan skup AsA(Q)  sadrian u U tako da je

a
V £A+dU ). Prcstor K(MD) je prciskiivna granica spekira normi-

(¥_) skup glatkin funk-

.
i

3 1 M
renih prostora LE, Tl ey s

IS
e taj spektar kompaktan
N
K

cifa ¢(x) sa osabinom o 3
tada je X{M_) Evarcov .7.5%, & dovclian usliov z&
I g
to je
exp(M_Ckxd)
{19) lim — = 0 A 3
tefoem exp(M_ (k1)




n
-1

relaciia (19), Prema tome, K(Mp) je Frese-&varcov prcestor
za sve pzl,2,..

Prostor X(M ) je podskup od prostora K(Mp), jer je

ptl

(20) 1P 6o fexp ) < 16830 femptr,, G

.

za sve 0<j<k 1 keNO . Nejednakcst (20) pokazuje i da je

konvergencija u k(M finija od inducirane iz K(Mp) .

p+1)
Koristedi simbol + za neprekidnu inkluziju moZemo pisatsi

KM

_p+1) = K(Mp) i ima smisla definisati proj K(Mp). Na-

pre

ravnc, u skupovnom smislu ie

proj ¥(M

N ow
p) = N X(MP) . Pokazimo sada
p-un =1

Tyrdjenje 2.4. Prostori H{MP} i proj K(M su topo-

)
@ P
logki izomorfni. s

Dokaz. Neka je ¢eproj K(MP). Tada je

P
Yp(¢) < Dp,p(¢) za sve pelN , dakle ¢eE{Mp}.

Obrnuto, ako je waH{Mp} , tada je

pp’k(w) =< cp,k'Yr(p+k)(w) za sve (p,k)swxmo ,» ti.

v € proj k(M ) . Medjutim , ove nejednakosti pokazuju ne samo
p+® .

skupovnu, nego 1 topolsdku jednakost prostora H{Mp} i

proj x(M_ ) .
pre= P
Mnogo slorenije pitanje je odnos prostora H’{M_} i
ind K’(MP) , gde je X’(MP) dualan prostor za X(MP) snab-~

pre
deven sa jakom topologijom. Na osnovu ranije redenog je

» — o1
K (Mp) e*,K(MP+1). vaii
Tecrema 2.3. Proétori g7{M_t 1 dind K’(M_) su topo~-
_— P o P

loskdi izcmoﬁfni, ako su E’{Mp} i K’(Mp) snabdeveni sa ja-~



tekvih da je X 72 peN 3 ¥ Je

p

kenveksan prostor.

.. Oy 2 FoesoanCU o

pev P pen =

w . 0] * - = =
gde 1h oznadava linearnu obvoiricu. Ake u P (P) uvedenc
najclabiju (najjaZu) lokalno koavsksnu topolegiju, take da su

inxluzije PcoX (?:xp) nepr

o« 0

AX s .
- ¢ ¥ X . Ako su X
pst PO L e P

tada vaii prema tvrdjeniu k.s.b iz [39)

/A XP)’ E Xp' gde X7 cznafava jaki dual lo-
p=1 p=1

kalno kenveksnog prostora X .
Ako ovu skupovnu i topoloSku jednakost srimenime na pro-
store X_:3x(M_) , doblijamo
P I
s .
E7{M_}t= (prej E(M D))
= A‘D-)OQ

(z1) = Vo




ie ¢at niz funkeoija ¥_ ()}, kci=
5 ‘

saju usiove pozlavlja 2.1. 1 neka je Mix 7
neopadajuca funkcija nad R tako da vaii

M{x) := Mp(x) za D-1 < x < p-0,5, p=1,2,... 1 M{x):=0
za x<0 . Tada regularna distribucija definisana funkeijom
M(x) ne pripada prostoru H,{MP}’ ako za niz {Mp(x)}PE”
uslov(A). ’ :

- Dokaz. Ako bi funkeija M(x) posmtrana kao regularna
distribucija pripadala nekom prostoru .MMP ) ; tada bi mora-

lo biti ©

vaz

(21a} M (x) < MP (k) za neko keN_ i ‘Ix | dovoljne velino.

)
Medjutim, prema uslovu (A) postoji Py tako da je

M {kx) < MP (x) (npr. za Py := r(pc+k))'za dovolino
o 1 '
velike ]x] , @ to Jje kontradikcija sa nejednakosti (21a).

Prema tome M(x) ¢ \) k(M , pa na oshovu teoreme 2.3

)
PEN P

sledi tvrdjenje leme. A

2.5 KONVOLUTORI _NA PROSTORU H’{Mpi

Cilj ovog poglavlia je da se da karakterizacija kon-

volutora na prostoru E’{M_} . Pre toga moramo definisa-

ti konvoluciju izmedju TsH’{Mp} i ¢EE{MP}.
befinieiia 2.4. Neka je TeH’{MP} i ¢eE{MP}. Kon-
velueciju izmediu T 1 ¢ definifemo relacijom

(2) (T*¢)(x) 1= <T(v),el{x-y)> , XeR .

~
>



(m} .

T*$)(x) = (-1 f Fly) exp(M_(y)¢ T{x-y)edy .
R = ,

PokaZime da integral

(24} I Fly)eexp(M_(y)eo¢ " =y )edy
» ?

uniformno konvergira po x do

taktnom skupu K za sve J=C
Neka je p1:=r(p) i Po:i= (p1)+“+j . Taia le uslo-
vua (&)
(25) M {y) < M_{y/2) + kK <M X=y) + 27
B - Pa - :

-
gde e <¢”= ¢“(p)>0 . Podto po pretpostavel ¢ & H{M:? , to ds
(28> Fet™ 3] - < o7explad_ (x)) , c 7t (pam,iint.

= £y

Ka osnovu (25) i (26) sledi da je integral u (24) po apsclut-
noj vrednosti manii od
27) e eexp(M_ (2)) «f exp! (w)=M_ {ydi=dy <

£1 R 2 -




5 e
krajnjod liniji od T, 41 j . O0davde sledi uniformna ionver-

gencija po x za sve J=0,1,.. integrala u (2#) Zok Je x & K

Poito je K proizvoljan kompaktan skup, na osnovu poznate teo

reme o diferenciranju po parametru pod znakom irntegrala Je
] (m+3) .
(rep) P00 = D™ By eexpOl (32006 Gemydo2y
R

Relacija (23) sledi sada iz (27) , naime funkcija u (27) majo-
rira integral u (24) . A

Tvrdjenje 2.5 se moZe formulisati i na sledeéi nadin:
Preslikavanie N

(28) T*: ¢ + T*¢ )

definisanc relacijom (26) prevedi bﬁostdr F{M_} u skup

H’{Mp}f\cm. Iz skupa preslikavanja (28) posebno &

he

emo istak-~
nuti ona koja preslikavaju prcstor H{Mp} Uy sama sebe, iz
razloga koji ée ubrzo biti jasni.

Definteija 2.6, Distribucija Te7*{M_} 3je konvolu-

P
cionl operator - konvolutor nad H’{Mp} ako i samo ake je
preslikavanije (26) neprekidno preslikavanie pr

cstora Z{M 1}
u sama sebe.

~

Skup konvolutora nad & ’{M_} obeleZifemo sa 0;(?’{Hp}).
O&evidno je da je skup konvolutora vektorskil potprostor

H’{MP}. Sam- izraz "konvolutor" opravdava

u

Tvrdjenfe 2.6. Neka je Se?’{MD} i TeQ;(H’{Mp}).
Teda konvolucija ST (definisana na uobidajeni nalin
u tecriji distribucija) postoji i definife elemenat iz
g {mM_} .

P



N

konveluter na

ALY
<L

e meNc i neprekidna

= C(exp(-Mp(x))) kaca

<T(y+x),6(yl> = <T{v},adlx~y}> = {(T#){x)e £ I{M_}

te prema tvrdjeniu

vu teoreme . XXII
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isucija T onazive se fundamentalnim reZenjem Jedna-

‘ne (27} , i poznato je da E posto}i za proizvelino
¥ . "¥a primer za m:s2 opfte redenje jednaéine (27)
T(x) = xB(x) - xH(-x) + Cix + C2 ,» gde su C1 i C2

cizvoljne konstante. Integraljenjem ove neprekidne funk-
je dovdino mnogo puta, vidimo da se za dato nel mozZe

rediti meN tako da je refenje jedriaiine (27) klase .

Ako je sada geDK((tj. g je glatka funkcija sa nosacem

u kompaktnom skupu K) i g1 u nekoj okolini nule, tada
je gEeDn i vaZi
X
m noo . i
DMgE) = § (F)epigD"E =6 -h
.:0 j .
J
gde Je heDKCDi Ovo povladi

T = &#T = (h4 DT(gE))*T = h#T + DT((gE)sT) .

Obe konvolucije postoje po kenstrukeiji i zapravo 'su
cije klase e posto je {h,gE}CDE » to su prema
e peZenom h¥T i gExT funkcije sa osobinom da su
(—ND(X))) kada |x|+~ za svake p=1,2,.. . Da je uslov

poiretan sada sledi iz sledede leme tehnidke prirode i

i

Ta

Lema 2.6, . Neka je ¢$(x) neprekidna funkeija za XX
nekas je 0(x)=0(exp(-NP(x))) kada %+« za svako p=1l,2,..
da za funkcijiu

[

wlx) 1= = [ ¢(L)4t
x

vazi da 5& O(exp(-NP(x))) kada x> za p=1,2,..

Dokaz lewe Z.€. Neka je peN dato. Tada je za x>XP
nexks r_>»G

o



¢
r{p)

Uslov teorare 2.4 J¢ doveligan.
a

pcstoje mel 1 neprekidn funkcijs  F(x)
- I
je  L:= sup { !F(x)hxp(Mp(x)) 3 XeF G

Yska je ¢cF iM_}. Na csnovu ofevidne nejed
[ -

C

‘Mp(p)(x-t) < —Mr(p)(x/Z) + Mr(;)(t) zi X,teR
dobijamo za svako j,05j5§

3G = 1 s Pt BT any ¢
< L s expit. Gt 18T ey dr ¢ Laexplan (22D
I Pi — T r(p)

LT mei Y,

:i [¢ or3 (02 lexpMy, y (£))dT <
< L’.exp(-Mp(x))-Ypi\w)-_i exp(Mr(p>(t)-Hp1(t))dt

gde Je p1::-(r(p))+m. Prema tome Jje ¥

AT*¢) < Loy (&) 5 L=L{p)>C
L‘i =

Zto znadi da Je (T¥¢3(3)(x) = OCexp(-M_(x))), j<p =2a
svakce pe¥ i preslikavanje Tx : ¢ » THp je neprekid-
no preslikavanje prostora H{Mp} u szma zebe. A

L T4 . . . . .
v 1117 date je karektsrizacije konvelutoraz na prosto-
1

zrveksna funkcija ti-




({777, vati da Je E'MDE’ (M)
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C[111,8.2)

Dualni prostecr

E2(M) opr
poklapa se sa skupom konvolutora prostora X

Na osnovu poznatih tvrdjenja o reprezentaciji funkcionela

naravno, funkcije

Ml(x)

i Mg(x)

ako je
su tipa (3)

M () < M ()

. Imajuéi ovo

u vidu, tvrdjenje 2.7 Zajedno sa teoremom 2.3 daje

(28)

Tecrema 2.% implicira da se inkluzijes u (28) moZe zameniti sa

o
M E*M
p=1

. ’7
Qe

jednakoddéu, tj. da vaii

Teorema 2.5.

0y D)) =

VaZi skupovna jednakost

p=l

N O;(K?{MP}) .

i



rvelutosrs mole fxoSat: noveilva-

. za tempesriranim Zistribucijama. Vaiil

rordierie £.7. Ako Je TaOé(H’{H i) . tada

Dokasz. Prema teoremi Z.4% za svako Dp,e¥ , postoje me
{

\
el neprekidna funkeija F(x), wy=0(exp(-%_ (x))) kada
3 E = -,

o ™ . . : = .
Ixl+e tako da vafi -T(x)=D"F(x). £ko Je p>1 dazo, uzmlmo
da je p1:=r(r(p)) . Na osnovu Lailbnicove formule za distri-
sucioni izvod (koja vaZi jer exp(N_(x))el 1} debijamo

T(x)exp(Np(x)) = DmF(x)-exp(N{(x)) = Dm(F(x)exp(ND(x)) -

bt (expr_GOID () = DRE(x)exp(H_(x)) -
i D o
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Primetimo da je DI (exp(N (x)) = (exp(Np(x))(]) -

(x
(N o

Yy - (1) (k_) (1)
3 *...(Np Txyy 7 exp(Np(x)) ,

"
ja R uce]

-9
“x,1

$20,%,.m,gde se sumira po svim mogulim nenegativnim broje-

vima n take da postoje k=(k1,k2,..,kn) . 1:(11,12,..,1_)

- I - . .

iz W i k.l +..+k 1 = 3 3 ¢ . su konstante. Na osnovu
o 171 n o k1

leme’ 2.4 dobijamo

ND(X))

IDj(exp(Np(x))l < E c;:l(Mp(x))j.exp(

za neke > §. Frema tome Je

L]
“x,1
fD](exp(N GO < CLoeexp(N_ (x)) za neke C: > G, j=0,

B -3 Dy -

1,2,.. .m. To znadi de Je distribuciia T(xdexp{N_{(x))

konadan zbir distribucionih izveoda

jer je po pretpestavei I(x)=0(exp(-N [x))) kada Ixi-owm,

he]



a *z je dovoljan uslov uslov da distribucija pude temperi-
4

rana. Za p=1 <*vrdienje vazi jer vaZi za (na rrimer) ps2. 1

Obrnuto tvrdjenie nije tadno u opitem slufaju. Jedan do-
voljan uslov daje sledece

Tordienje 2.8. Ako je zadovolien uslov

Za dato geX¥ postoii dqs(U,l) tako da za doveli-
(E) no veliko |x| wvazi (MP()-:))q < exp(Mp((i-dé)x))

za Ppsl,2,.. (dq ne zavise od p)

i ako su distribucije T{(x)exp(N_(x}) temper{rane za svake
P=1,2,.. , tada je TsOé(E’{Mp}).-

pPrimedba, Uslov (E) u su$tini ogranidava suvide brz rast
funkcije Mp(x) za fiksirano ope¥N . Videfemo u sedmom pog-
lavlju ove glave da je taj uslov ispunjen u slu€aiu tzv. ekspo-

nencijalnih distribucija.

Dokaa turdjenja 2.8, = Neka je peN dato i neka je'p,:=

= r{p) + [1/dé] + 1 , gde Je 0<dé<dq . Foitc je T(x)exp(ﬂp (x))

temperirana distribucija, posteji neprekidna funkcija spo-
rog rasta G(x) tako da je T(x) = exp(-—Np (%)) D76(x%)
1

za neko msNO. Prema tome

m » .
T(x) = D™(G(xYexp(-N_ (x))) - I (it (exp(-N_ (x)ND" * (3l M)
Pq i= . Pq

oy

PR ¥
1 Afoy=D .
lb (ngocn,i;(x)n (expl(-H

>

(z9) = D(GCx)expl-N (x))) -
=1

nr~1g

(%))}
i i

¥adiimo sada majoraciju za [ (exp(-NP (t))}(‘
b4 1

G(t)ét

~za fiksirano nefdl i xeR :



s Cesn(-N_ (+0 ™M aroydae) =

i Ps

| fm( § Gy y
Sl ST et T ey

fx[ i 15K Pl
< Je2? b oarin (o) Mexpt-N
- g C.Aak‘ ng Pl ’ b P

e, = a;

< eI GOy T L exn(-N_ (At < 02000, (0)) Texp(-K_ (x))

i pl IX} by .- £q Fa

ma se sabira kao

za neko C;’ >0 1 qgeN . U navedenim suma
u sliéned sumi u dokazu tvrdienja 2.7, Pretpcslednija majora=-
cija sledl na osnovu pretpostavke o funkeiji !'aix)[da je fun-
kcija sporog rasta , te se moie majorirati sa C(Mp(x))q,

za nekoe C>0 1 q’e¥F koji zavise od pelF. Najzad, posliednia
majoracija sledi na osnovu granicéne vrednosti

xzp{-N_{t))dt
J exp D )

1im [x] = 0 za dovelirs velike sel¥

Jx|+m (Mp(x))sexp(—Np(x))

koja se lake dokazuje. Prema tome, integraledi svaki cd

[}
]
H
Q
by
0
H
.
0]
+
[

raka u izrazu (29) dovoljno mnogo puta, dobi
prethodno razmatranje

(30) T(x) = Dm(exp(-Np (x))-K(x))
1
gde je K(x) neprekidna funkeija za koju vaii
KGO < e (xn9 za neko C>0- i qew.
- F

i

Dalje, za doveljne welike |x! e

P4

exp(M_()=N_ (x))+ K| < expM_G)=M_ ({x!~1))+Ce 0 (x))% <
i Pq - i pl =

< C~exp(-Mp1((1-dq)x)-Mp1(déx)+Mp(x)B(NP‘(x))‘

g : N_oo(x) > M (fxf-1) 3 1 i-a
jer je Py x) > 5, [xi-1) > W?lC(i qu)) + Mpltdéx)

Uslov (E) daje



3¢
exp(M_{x1-N_

s

(x))+JK(x)| < Crexp(M
1
Pcétc 3

-M_(@x

P(x) b, q?))
Mfesa) < Mr(p)+[1/d&]+1(t) Mpi(t)
za doveclino velike |t}

, to je za dovolino velike |x]
Qx) . Prema tome Je
exp(—Np

e KGO | =
1

O(exp(-Mp(x))) kada [x|+= za p=1,2,..

tj. imajuéi u vidu relaciju (30) i teoremu 2.4 dobijamo
da je T konvolutor na prostoru H’{Mp} .

&ine

A
Navedene osobine konvolutora &e nam omoguéiti da u tre-
éo3 glavi damo karakterizaciju Furijeove transformacije kon-

T*U =

volutora . Po¥to je nad cilj ispitivanje konvolucione jedna-
v o, Tsmc’(ﬁ’{Mp}),U,VeH’{Mp}

~

Tetl

to se prelaskem na Furijeovu transformaciju(naravne, sada
samo formalne) dobija jednadina

A

=V

Zto pokazuje znalaj ponadanja Furijeove transformacije
konvolutora T ; videéemo da je T
funkcija.

~

T

zapravo cela analitilka
Za kraj ove glave

3 t]
tipa % {Mp)}.

stavili smo neke primere prostora



2.6 PRIMEPI PROSTORA T_vh H i

pPrimer 1. ( [3’4:[ . [1iJ Y k(M)

Prostor K (M} de uveo J.Vicka (Jcseph Wlioka) 198%.

odine, a njegove rezultate je procu
3 = & r

i prebacio na Ber-
lingove distribuecije 0.Grudzinski ¢ vefem broju radova,
koji &ine sadrZaj njegovog habilitacioneog rada iz 1930.
godine.

MNeka je M(x) fiksirana konveksna funkcija oblika
(3) i neka je k(M) prostor osncvnih furkecija dat u
definiciji 2.38. Ako stavimo MD(X} = M{px} , p=1,2,..
vidimo da je k(M) prestor tipa 2H{Mp} . Uslov (A} je
:=p°. Uslov (E) dobija oblik

ispunjen, jer moZemc uzeti p’

(E) M) < Corexp(M{(1-d )x))  2a dovoljno velike Ixl.

~ Za razliku od uslova (A), uslov (E?) nije ispunjen u
op&tem suZaju.

U poglavliju 2.4 pokazana je veza izmedju prosteora
K*(M) {tj. dualnog prostera za K(M)) I prostora H’{MD}.
Primetimo jo# samo da teorema 2.4 daje potreban i doveclian
uslov da distribucija Te K’(M) Dbude konvolutor na pro-
storu K°’(M) , i taj kriterijum ne sledi iz inale dubokih

ispitivanja dvojice spomenutih autora.

’

primer_2. ([27},[28],[24]) k7

U padovima Z.Zeleznog (Zbigniew Zielezny) i niegovih
saradnika v prvoj polevini sedamdesetih godina ispitivani
su prostori eksponenciialnih distribucija K; , seN .Prc-
stor K; se mo2e dobiti kac konafan distribucioni izvod
neprekidne furkcije kojz je Dlexplkix (%))} kaca |xbw za

. . y 1S g .
neko ksﬁo . £XO stavimo Mp(x):zﬁixf , vidimo da odgova -



H{MD} postaje bag K; ,t3. rrcoestor csnovnil
funkciia za K; . Uslov (A) je zadovelijen, jer =oZemo uzeti
+1 - .
p’::pS . 2 uslov (Z) se svodi na
g P E 7 - 8 s : . 151 Lt
plelni®t < explpli-d) %1% za dovoijno veliko Ix!

gto je tadnc na primer za dq:=0,5 za sve gqel .

Primer 3. ([20}) )2
U spomenutom radu S.Pilipovié i A.Taka&i su ispitivali
prostor H) , koji je u stvari prestor tipa #’{M_} =za
M_(x) := lx!P , DEN. Jasno je da su uslovi (&) i (D ispunje-
£ . ,A‘

ni.



GLAVA ITI
FURIJEOVA TRANSFORMACIJA T PROSTCR & (M}

U teoriji distribucija, a naro¢itc u'njencj primeni na
parcijalne diferencijalne jednaline, Furijeova transformaciia
igra nezamenjivu ulogu. Velika je’'zasluga L.8varca {Laurent
Schwartz) da je klasicnu Fhrijeovﬁ transformaciju preneo u
teoriju distribucija ; svakako su u pravu zutori koji tu uop-
§tenu integralnu transformaciju nazivaju "transformacija Fu-
rije - Svaveca.

Kao 5to je poznato, Furijeova transformacija distribuci-
je sa kompaktnim nosalem je cela analitiZka funkeija. Videée-
mo da to vaifi 1 za Furijeovu transformaciju konvolutora na
prostoru H’{Mp} . Imajuéi to u vidu, sasvim je prirodnc da
gemo potrebne i1 dovoline uslove za razlilite osobine konvolu-
cione jednaZine dati za spomenutu analitifku funkeiju. Za po-
Betak, moramo ispitati Furijeovu transformaciju osnovnih fun-
kcija. Za niz funkcija {MP(X)}pEN stalno pretpostavljamc da

vaZzi usiov (A).

3.1 TURIJEQOVA TRANSFCRMACIJA PRCSTORA H{Mpi

¥urijeova transformacija funkcije e H{MP} se definife

integralicm



oAb e = f oaml{eluwTAg{niEn . C=E+in g C
(1) wlgy = Flalay 0oy = f o enpiixl ein oA s (35

za T:=f & R, (&) Je glatka funkeija nad r Jer je
s(x)=00exp(-M_(x))) kada jxi+e za p=2,2,.. . Pokafimo sela
F
I's

rvrdjenje 3.1 Funkeija w(z) definisana integralom (13
jenj 1.

ie cela analiti&ka funkeija.

Dokaz, Pre svega, vaZi majoracija

[——vexp( ixg)ep(xr| < xij

exp(ix|-in|)1etx)| &
8z .

< Cp-;xlj-exp(ixl-fni—Mp(x)) za j=0,1,.. . Pretpostavke o

nizu funkcija {Mp{x)}PEN pokazuju da je funkcije na kraju
ove produfene nejednakosti integrabilna nad R za sve p=1,2,. .
Na osnovu poznate teoreme o regularnosti funkciie definisane
nesvojstvenim integralom, sledi.da je funkClja Y(E+in) cela
analitidka funkecija i vaZi

. j ©
g—;w(c) = [ exp(-ixg)(~ 1x)3¢(x)dx s 3=0,1,2, . A
<14 -

Posto iz ¢ef {MP} sledi da je ¢ §, to vazi ([ 3],s.140)
(2) {(FFP¢X(x) = 2np(-x)} , xeR .

Cbeleiimo sa H{M } skup celih analitidkih funkciia
${r) nad € za koje post031 funkcija ¢e H{F } 5 tako da je
Fosy . Skup H{M } demo okarakterisati u teoreml 3.1 5 pre to-
ga moramc de*lnlsatl neke prostore tipa W ({8]), dokazati dve
leme i jedno tvrdjenje.

CheleZimo sa HF(M_ ), p fiksiran prirodan broj, skup glat-
kih funkeija ¢(x) nadéd B sa osobinom da je v _(¢)<w, H(Mp)
je normiran prestor koji nije Banahov. U radu [3&} definisa~
ni gu glede¢i normirani prostori



ak

; x 3y, . Faee . L - .
hS A 7 loer { supil¢ J (wd =rp{Min AY) y weR,0¢ian; < =°
144 -
N o S . P
W 1= {yel | sup {(1+lx]) §9ixriv)iay; T-N(By) ) yxtly eli<e )

gde je M(x). konveksna funkeija obliks (2) iz glave 1, N(x) . ie
dualna funkeija po Jungu neke kenveksns funkeije spomenutog obii-
kKa, g 1 Xk su neregativni celi broisvi, a £ i B su pozitiv-

ni brojevi. Primetimo da je

(3) H(Mp) = WED,i »Za& Sve  p=l,2,..
U [8] ie pokazano da va¥i
q M LA+d .
(4) F<WM,A) = Wq i
(5) F(Wk+2-)t= Wk,.{ za svake 4>0.
N ,B+d

Sledete dve leme €e biti koriiéene u dokazu tvrdieniaz 3.2.

Lema 3. 1 Za svake de(0,1) va%i u skupovnom smislu

% .
, w M ;1+4d e M L1
(6) nwpp =N pr
P=1 P=1 & - &
. A Mpyl M s 1+d
Dokaz. Jasno je da je wP e wpp , te odmah slie-

"
w M1 o M, 14d
ai " Nw P ¢ Nuk . Obfnutec, za dato pe¥ postoii
.4 P -1 D i
p=1 p=1 T
py=p,(p,ddel 1 x_=x _(p,d)>0 take da je za bxf>x

Mp((1+d)x) < MP (x) (ove je posledica uslova (A))
i

£ko sade iskoristimo osobine dualnih funkeila pe Jungu (vide-
t

1 glavu 1) dobijamo
L x . * % .
M_(x/(1+2)) > M (x) 11i M _(y) > M. ((i+d)y) za do-
e = o, 270 = T,
= M 1+d
voline velixe |y!. Neka je - e,V w P . Tada je



L5
i % k . L A
(1+ix5)klw(x+iy)ieXP(—Mp(Y)) < (1+1=0) !W(x+1y)!exp(-?p((;+d)]))

L
i uzimanjem supremuma po X+iy sledi ve Mw

Sli%nem metodom se moZe pokazati

Lema 2.2. Za svako de(0,1) vazi u skupovnom smisliu
-] [~ P
(7> Nk =MW
pe1 Mp+2,1+2d pe1 MP,l
Priredba. U lemama 3.1 i 3.2 bez teSkoéa se moZe pokaza-

ti da jednakosti (6) i (7) vafe i u topolofkom smislu, ako se
sva &etiri spomenuta prostora snabdeju sa projektivnom topolo-
gijom, Primetimo da zbog pretpostavke .o monotonosti pe p ni-
za {Mp(x)}pgﬂ slede 1nklgz1j§

M

. _
M*.B
W ? Ty o wBtl o~k

=
p+l’ P
W
p+l P .Mp+1,AcZ MP,A

2a '  A,B > 1

pa ima smisla definisati projektivne topologije u spomenutim

prostorima.

- o0
_ Po3to je u skupovnom smislu H{Mp}: N E(MP) to neposred-
p=1
no dobijamo - .

(8) HIM. } = FINZM ) C MFEM ).
p p=1 P p=1 - P

Pokazademo da se u (8) inkluziia mofe zameniti sa‘jednakoééu.

Tvrdjenje 3.2. Nram

S
= M
iR p)) F@{ p})

: oo
Dokaz. Neka je @({E+inde r\EWH(MP)) ; prema relaciji (&)

p=1- .
=-amo da je $(z) cela analitidka funkeija i da po § - osi opa-
Za brie nego bilo koji stepen od 1/]g] . Inverzna Jurijeova

transformacija funkecije $(E&)



-

13y $(x) iz FTR(ULEIIX) = —im o [ AxD(ixEIYCEISE  , xeR

.

ie glatka funkecija na E . Primetimo £a opravdancst naziva ine-
28 1 15

werzna sledi iz relacije (2). Prema relacijama (2) 1 (3) sledi

2w {x) ; F(p(-£)) (x) ¢ ;Hwﬁ ]
p=1 p+2,1+2d
familija normi {Y;JPEN . gge je
y£(¢) = sup {]¢(j)(x)]exp(Mp+2(x)) ;'Dijgp, %xeR } , pelV ,
je ekyivalentna familij; normi {Y?}paﬂ (videti rglaciju

o s s s
(4) druge glave), Jer Je yp(¢) < Yp(¢) i YP(¢) L3 ¥ (p+2)(¢)3

#{x)e H{MP} , §to se lako proverava. Koristedi lemu 3.2 i ekvi-

valentnost navedenih familija. . nermi, dobiiamo

-]
14 P = ]
2 p(x) € ;Diwnp’i - H{§P} k odnosno

F(p{x))(£+in) = ¢(E+in) € FOH{MP}) . A

Skup H{M_}:= F(H{Mp}) je ofevidne vektorski prostor u odno-
gu na uobiéajgne operacije ; topolegiju na prostoru H{Mp} &emo

definisati pomoéu prebrojive familije " normi
(10) hp(¢) 1= sup {(1+lEE)PI¢CE+in)!exp(—M;(n)) ; E+in e .Cl-

gde je p=1,244 a M;(n) je dualna funkcija po Jungu za Mﬁ(x).

Teorema 8. 1. a) Cela analitiZka funkecija ¢(£+in) pripada

prostoru H{Mp} ako i samo ako je ‘hp(w}<w, za sve p=1,2,..
b) Furijeova transformacija je topeloski izo-

morfizam prostora H{HP} na H{MP] .

Dokgz.  a) Prema tvrdjenju 3.2 e

o
E{Mp} z F(H(MD)) te je na ognovu relacije (&)
=1 < .



g7
o M1+
B ) @ nwr . Koristedi lemu 3.1 dobijamo HiK_ l<&

pet

. ,
c WP, t3. wr) e HIM ] povladi
P=1 P r4

lo(E+in)| < Cp-(1+]£[)-p-exp(M;(n)) sg+in € € ili b (Y)<e

za -sve P=1,24.. . . N# 1
. * >
Obrnuto, ako je hp(w)<w 2Z8 P=1,2,.. , ti. () e NW P
; 5

tada prema dokazu tvrdjenja 3.2 postoji glatka funkeija ¢{(x)
¢a¥{Mp} tako da je F(¢(x2)(g) = (g .

b) Na osnovu prvog dela teoreme 3.1 prostor
H{MP} je prostbr tipai Z{(1+|€i)P-exp(-M;(n))} (videti [77])
te, izmedju ostalog, on je Frefeov prostor. Podto je po
samoj definiciji prostora H{M_} Furijeova transofrmacija sur-
jektivna, a oba prostora H{MP]‘ i HlMP} kompletna, ispunje-
ni su uslovi teoreme o otvorenom preslikavanju. Prema toj teo-
remi i sledi da je Furijeova transformacija topolodki izomorfi-
zam (hemeomorfizam) prostora H{MP} na prostor H{Mp}. ' A

3.2 FURIJEQVA TRANSFORMACIJA DISTRIBUCTIJA

2 L g0l
1z EZMM YT 03N D)

Sa H'{M_} éemo obele2iti dualan prostor zé H{Mp]. Na os-
riovu teoreme 3.1.b) sledi da je preslikavanjie

N { 3} o> K?
Fy: ‘H’\Mp, - H {Mp} s

definisano tzv. Parsevalovom formulom

(1) < FL £y , P($) > iz 27 < £, ¢ > gde Je f e H2M)

Pl
i



¢ e FAM_) i ,;(x) 1= ¢(-x), topcloiki izcmorfizam prostora
HM ) “na prostor H’{Mp} . {Freszlika: ] e ;
preslikavanje adiungovanog preslikavanja za Furijecvu trans-
formaciju.) Ako je f e §5? (< H’iMp}), tada formula (11) da-
je uchbidajenu definiciju Furijeove transformacije temperirane
distribucije 3 iz tog razloga éemo ubuduée preslikavanie EI
takodje zvati Furijeovom transforms~ijom-i pisademo prosto F
umesto F, . ’ .
Ovako ‘definisana Furijeova transformacija zadriava neke’

poznate osobine Furijeove transformacije, na primer

(12) FOOME(x))CEY = (ig)™ POE(I(E)
(13) DEF(f(x))(E) = FO-1x0™E(x))(E)

gde Jje f ¢ H’{Mp} ; EER 1 .meN.

Iz same definicije prostora- H”{MP} sledi da su njegovi ele-
menti ultradistribucije u smislu-§.Silve,tj. Furijeova transforma-
cija proizvoline distribucije iz H'{MP} nije distribucija, Me-

djutim, kao 3to smo veé rekli, o Furijeove] transformaciji kon-
volutora se moZe reéi mnogo vide.

Tyrdjenje 3.3. Furijeova transformacija konvolutora
T ¢ 0;(3’{MP}) je funkecija T(E) ,EeR, koja se moZe anali-
tidki produ?iti na celu kompleksnu ravan.

‘ggggﬁ; Prema teoremi 2.4 za dato pel postoie meﬁo
i neprekidna funkcija nad R sa osobinom F(x) = O(exp(-Mp(x)))
kada |x|»» tako da ie T(x)=D"F(x) . Na osnovu relacije
(12) je

(1) Tg) = o™ T F(E) 1= F(FOOIE),

ponadanje funkecije F(x) u beskonalnostl pokazuje da je

%(i) glafka funkcija realne promenliive £ .Ako sada u relaciji
(1%) zamenimo £  sa kompleksnom promenliivom T=zf{+in ,analog-

nim razmatranjem kao u dokazu tvrdjenja 3.1 dobljame da je fum-
keija %(;) 1= (i;)F-F(P(x))(;) cela analitidka funkeidja. A
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Sledeta teorema daje fundamentalnu karakterizaciju Furi-

jeove transformacije konvolutora.

Teorema 3.2. Cela analiti&ka funkecija T(gZ) Je Purije-
ova[trénsfbrmacija distribucije T ¢ DZ(HL{MD}) ako i samo
ako za svako peF postoje N>0 i &>0 tako da vaii

.

A - b R .
15) |TCg+in)| < c-(1+§a}>3-exp(xﬁcn)> .
"Dokaz. Uslov Je potreban. PokaZimo prve da za dato

de(0,1) i peN postoji DeN tako da Je

o , \ B
(16) MIC(14ddn) < @-Mj(n)  za dovoljno veliko |al.

$tavimo py:=max {{1/d]+2,p} 1 5:=r(g). Tada je

. d) « ; <
d MP((1+d)q/ ) £ MP((n/d)+n) < Mpl(pln_)

i prema uslovu (A) je

17) d-MP((1+d)n/d) < Mﬁ(n) za dovolijno velike Inf.
Ako sada 1’ zamenimo sa n/(1+d) i predjemc na dualne
funkcije po Jungu, dobijamo relaciju (16) . .

Neka je de(0,1) utvrdjeno..Kada 'p Hprolaii skup pri-
?odnih brejeva, P prolazi;j;dé% sﬁﬁp:,ﬂlt:ﬂ . Uslov (A)
pokazuje da skup ¥, ima osobinu da za svaki prirodan broj
postoji elemenat iz NI koji je od njega veéi. (Skup v,
se tada naziva konfinalan za skup ¥.) Vidimo da izmediu
skupova ¥ i ¥, postoji korespodencija u tom smislu da ako
je p dato i zadovoljava uslov p 2 min Nz -, postoiil
peF tako ca vaii relacija (16) - za dovoljno veliko Inl.

Neka je sada T ¢ 02 (@ "M }) i neka je T datc, tako
da je p > min Nl(videti—prethodno razmatranje):. Akc je p
prirodan broj koji odgovara broju p- , za to P postoie
med i geprekidna‘funkcija -FEx) F(;)=O(exp(—Mp(x)))



Lad

i

na kempleksnu promenlliivu ¢ daise
(18) T(L) = (A0)PeF(E) , F(D)=7(T{x)i(z) .
Poznate je da vafi (}& ] ,5.28)

[PCE+in)] < CjrexpQ((1ecin)) , Qe (0,1)

1 A .~ N R P PR, . -
ixi+® 5a esohinom  T(x)=D7F(x) ., maiaciie (22} orelalkom
- 141

za neko Cl;Ci(d,p)>D. Prema izboru broja p i relaciji (18) Je

(19) {ECE+ind{ < Coexp(ded () + K
. 3

za sve §&+in e € , a K=K{2,p)>C 3¢ konstanta. Dakle, prepa

relacijama (18) i (19) je

[TCo)| < CgetasfrMeexplden (n)) <

r O

< Cyra+[EP(2+n] YT eexplaM (n))
P

za nekoe C3>0. Ako Je d1 takvo da je d<d1i1, tada Je

C(20) 1T} < B+ carfE] ) rexpta, ¥ (n))
. P

4t

fto za Ni=m 1 d,:=1 daje relaciju (15).

.£ko primetimo da ako (15) vaZi za neki prircdan broj P
vazi i za sve p<p , to siedi neophodnost uslova (15).

Dalev je dovoljan, Ako cela analitidkas funkeija T(Zr)

zadoveoljava relaciju (15), tada ista nejednakost vazi i za

~
T{-z) . U radu [34), Bemerkung IV,? pokazano je da je dis~-

tribucija
TOO) 12 e FOTC-) 1) oblika
o o. - .
(24) T(x) = § DF.(x) gie su F.(x) , i=1,2,..,m
j:l ") -

tada

neprekidne funkeije nad, R za2 kojs vaZi F_{(x)=0(exp(-M=(kx)})



ur
S

kaca lx|+= za k>0 koje ne zavisi od j . Ka osnovu uslova

(A) postoji prirodan proj pliﬁ tako da Je
Fo(x) = OCexp(-M_ (x))) Xada |x|+= .
J . Pq .

Integraleéi, ako je potrebno, svaku od funkcija Fﬁ(x) deo-
voljno mnogo puta, mofemc svesti izraz (21) 'na

T(x} = DOF(X) , gde je F(x) neprekidna funkcija

nad R za koju vazi F(x) = 0(exp(-M (x))) kada |[x|+= 1

P <Py Is%o kao u prvoj polovini dgkaza ove teoreme, mo-
3emo izabrati prirodne brojeve T tako da odgovarajuéi pri- .
rodni brojevi p proleze konfinalnim skupom za skup prirod-
nih brojeva. ) - - . A

'

Pokazaéemo sada da va%i tzv. "exchange formula" , tj. da
Furijeova transformacija konvolucije prelazi:u proizvod od=-
govarajuéih Furijeovih transformacija, ako u konvolueiji u-
Zestvuje bar jedan konvolufor. : ' K -

Lema 3.2, Neka je T € 0;(3’{MP}) i T(r) njegova

Furijeova tpransformacija. Tada je preslikavanje
« P> Tey linearno i neprekidno preslikavanje

prostora H{ﬂp} u sama sebe.

Dokagz. Neka je Pe¥ dato ; pokazademo da je
hp(§'¢)‘i Cp'hpi(w) za poggdno izabrano p1=pi(p,T)iN i
CP=CP(p,T)>G. Neka je p:=r(p) » § prirodan broj &ija egzi- |
_stencija sledi iz teoreme 3.2 1 najzad neka je p,:=
= pipsl . Keristeéi relaciju (15) i definieiju seminorme hp
{relacija (10))dobijamo

~ %
7(1+{g])P-|w(g+in)|-!T(g+in)i-exp(—Mp(n)) <

5_€~<1+!£i)P*N-lw<£+in)!~-exp<Mf(n) - M;(n))
P
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Uslov (A)Y daie

Y {x/p) > ML

B E] &
sup {2+M_(n) + Mp {n) = N_{n) 3 nek; <
4 4 -

&
<sup {peM_5(nd = M) 5 meR) < o=

Pakie, I (Tey) < Clehg (#desup fexpOf (n) - 1
b4 - ¥4

P
(ol i
neR} < s hp py . A
2
Ako je Tk D;Lﬁ’{Mﬂ}) i 3e#’{m )} , tada se proiz-
vod 3.7, gde je FS:=‘S, FT:=T * defini%e formulem
(27) CET , 9> = <8, Doy > - ye E{Mp} .

Lema 3.3 pokazuje da izraz na desnoj strani ove jednako-
sti ima smisla, tj. 'da je ova definicija korektna. Relaci-
jem (22) smo definisali jedan elemenat‘prostora H’{MD};
sledege tvrdjenje pokazuje da je to bag F(SxT) ,

‘Tordjenie 2.4. Meka je § eH’{Mp} i Te 02(3’“%”'

Tada je
(233 F(S ¥ Ty = FS » FT .
" Dokaa. Na osnovu Parsevalove formule je

v
<F(SxT),Fp>= 27re<S¥T,$> = 2me<S(x),<T{y), ¢(x-y)>> =
= 2We<8,T*¢> = <FS,F(Tx3)>

Ako dokaZemo da Je

{2h) F(T * ¢) = FT « F¢

na osnovu definicije (22) sledide odmah relacija (23). Medjutim,
relacija (24 opEevidno vaZi za T(x)=F(x (x) nepreki-

1_{x))y  kada ixl

1]

(33,
dna funkeija nad A za koju vaZi F{x)=0(exd

S
.t beskonalnost. Akc primenimo Tecremu 2.4 i welaciju (28 2)

3 P o T ey 5
crude giave, oLl ant re.atlilu (2aY . i



GLAVA IV

REQIVOST KONVOLUCIONIH JEDNACINA NA- &> (M.}

Refivost kpnvélucione jednadine
(1) T *# U=V

gde je T e o;(x’), U,V e X?, gde je X' neki prostor distri-
bucija ili uopitenih fupkeija, prvi su ispitivali L.Ervenprajs
u {§] , L.Hermander u {14] i B.MalgranZ u {19] krajem pedese-
tih godina. Oni su ispitivali sluaj X" 2p” i X%X° = DE
ti. T e g7, jer je skup konvolutora na p” i Dg ba$ prostor
distribueija sa kompaktnim nosa&em. Za navedene sludajeve po--
Ereban i dovoljan uslov za refivost jednaline (1) jeste da je
T:=fT (koja je cela analitidka funkcija) "veoma sporo opadaju~
éa" (very slowly decreasing). To znadi da postoii neprekidna
funkeija p E RZ - R: sa osobinom p(x) = o(x) kada x»e
i pozitivne konstante C i N tako daje

sup {J?(x+w)] 3 Jwl<p(log(1+{x|)} >
(2)

> C(1+ix!)-N Za sve xXeR

Cvaj usiov 3e ekvivalentan sa postojanjem fundamentalnog
redsnja u prostoru D> odnosno D; (reSenje jednacdine (1)
za V:=8 npaziva se fundamentalnim za jednadinu (1) i konvoiu-

Ake Je funkecija P (x)=0(x) Xkada x +o, tade je usiov (2)



regivosti jedna&ine (1) u prostoru F 3 u Tom
- h

naziva "sporo cpadajuca" (siowly decreasing).

od interesa su uslovi za redivost jednaline ti-

iii uvopg-

pa (1) u uifim prestorima od I¥ it D% . To se moZe i cvako for-.
mulisati : ake poznajemo "brzinu rasta’” distribucije

+tere funkcije V , ped kojim uslovima na kenvolutor T (odnosnc
rniegovu Furijeovu transformaciju) se za resdenje U moZe tvrdi-
ti da pestoji i da poseduje istu brzinu rasta kao i ¥V . Pod
"hbrzinom rasta" jedne distribucije ili usp$tene funkecije podra-
zumeva ce ponadanje u beskonalnosti neprekidne funkcije &iji e
kona&an distribucioni izvod bag ta distribucija ili ucpdtena
funkeija; jasno , ovde se podrazumeva da je spomenuta distribu-
cija i1i ucpdtena funkecija konalnog reda.

Prve rezultate u vainom slulaju tzv. eksponencijalnih dis-
 tribucija (videti primer 2 poglavija 2,6) dzli su 7.%7elezni sa
saradnicima ([27],{281,[29}),.O.Grudzinski C Talbs J.Coranesku
(Toana Cioranescu)([ 2}3). U svim ovimhradovima pojavijuju se ne-
ke verzije sporog opadanja funkcije T , cdnesno uslov tipa (2)
za razlifitc ponadanije u beskonalnostl funkcije p(x). Jos dalje
je oti%ao 0.Grudzinski u [11], gde je dotadadnje vezultate pro-
girio na prostore koje je uveo i ispitivao J.Vioka (Joseph Wlo-
ka) u iaﬁj » dakle i na prostor £°(M) (videti primer 1 poglav-
i3a 2.8). 0.Grudzinski je svoje rezultate dobio u okvirima tzv.
Berlingovik distribucija, koje je 1960. godine uveo Berling
(Beuriing), a prvi sistematski ispitac G.Bjork (Goran Bidrek) u
[1] . U stvari, Bjork je gotovo celu kniigu [17] o parcijalainm
diferencijalnim jednainama "preveo" sa jezika distribucija na
jezik Berlingovih distribucija.
U prvom poglavlju ove glave femo izloZitisnajvainiji rezul-

tat 0.6rudzinskog o refivosti jedrnadine (1) v siuBaju X’=K7(¥)
a u drugom i tredem poglaviju Ceme Zati dovsijne 1 votrekne us-

2.3 1 2.t

love za redivost (1) u presteru H7IM )

4e imatl Ffundamentalnu uvlogi u
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o

samo hipoteza Z.Zeleznog data u [29]1.

Hipoteza. Ako je distribuecija T ¢ OZ(S’) i ako je red
nula njene Furijeove t:ansformacijer T ograniden, tada su sle-
deéi uslovi ekvivalentni-: '

a) Za svako k € ¥, postoje me ¥, i pozitivne konstante
N i N* tako da vazi
A . - -
sup {IT(j)(w)l 3 0€i<m, |w=x|(i+|x]) k}_>_ fx} N 2a Ix|>n® .

‘BY T xg" =8 .

.1 ‘REEIVOST KONVOLUCIONE JEDNASINE U PROSTORU K“(M)

U celom poglavlju M(x) - je fiksirana, parna,neprekidno di-
ferencijabilna,konveksna funkeija sa osobinom da je monctono ras-

tuda za x>0 i M(0)=0 , 1im !éﬁl = » , K(M) je prostor os-
x—'*h

novnih funkecija iz defiﬁicijé 2.3 , a K’(M) njegov jaki duwal. .

U primeru 1. poglavlja 2.6 pokazano je da za prostor X(M) wus-

" 1ov (A) vazi, ako se uzme Mp(x) 12 M(px), P=1,25.. .

U [11}data je sledeéa

A
. Definicija 4. 1. Funkeija T : ¢ + ¢ naziva se M - sporo
opadajuéa funkeija, ake relacija (2) vaii za

(3) p{x) = Pwi§é——— za neko A>0 .
MOT(x) :

Funkecija T . ¢+ C se naziva ekstremno sporo opadajuéa, ako
. relacija (2) vazi za . P(x) = const .



Teore

ekvivalentni-:

.

(a) Preslikavanje T#¥ : K7(M) =+ (M) je surjektivne ;
(5) T# ima fundamentaino refenje u E7(M) ;

(cy FT je M - sporo opadajuéa funkeija.

Drugim redima, jednadina (1) ima reZenje u X7(M) za sve

'V e x7(M) ako i samo ako je FT ™ -« sporo opadajuéa.

Dokaz. Jasno je da (&) => (b) Jer je doveljno staviti
V:=g eX“(M) i zbog surjektivnosti siedi postojanje distribu-
cije Uek” (M) tako de Jje T#U=d . Distribucija U 1 Jjeste
tratenc fundamentalno redenje.

Implikacija (e) => (a) ce siediti iz tvrdjenja 4.1 ko-
je éemo dokazati u drugom poglaviju ove glave. U stvari, kao
Zto de se videti, to tvrdjenje je uopdtenje implikacije
(c) => {(a) ali sa zamenom prostora X7(M).  sa H?{MP}.

DokaZimo sada implikaciju (b) => {c) ; ovaj dokaz po
ideji sledi iz [5] . Neka je E & X7(M) fundamentalno refe-
nje za konvolutor T. , ali neka funkeija %(5+in) nije M -
spore opadajuéa. To znaZi da za svaki par (A,N) e¢ ExN postc-
niz {En}

ney 52 osobinom da IEnl + o 3
o el
(%) sup {IT(E +w)| 5 |w| S A —g—— s WE ct « ———
B MR - oasle D

Sa druge strane, prema Poascnove]
12817,5.69, relacija (52)), vaki za < € D , gde je ¥

krug poiupreénike 250 sz centrom u kocrdinatniom poletku
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-

gle e ¢ := F$ cela analitifka funkcija. Konvergencija re-
da na desnoj strani jednakosti (5) sledi iz teoreme Peli - Vi-
nera (videti npr. teoremu 1.7.7. u (171>,

Lko je ¢ izabrano tako da Je ;(E) > 0 za &R , tada pos-
toji Ecsﬁ tako da je ' '

Nal, == sup (13CED1 , EeR) = BCE)

Na osnovu (5) i poslednje jednakosti je

: . & . N
@ flelly. = k=§m $LE_HD < 2m34(0)

Ako je E := FE-, tada prema tvrdjenju 3.4 vaZi E . T = 1 .
Posto je

~ A A

27-4(0) = 27 <8(x),¢(~x)> = <E + T,$> = <Es% . 3>
te relacija (6) daje
(M J Rl < [<ET - el

Funkcionela E pripada prostoru K7(M) := P(X"(M)) . Pre-
ma teoremi 3.1 ako je topologija na K(M) := F(R(M)) data preb-
rojivom familijom . - inormi {kp}psﬂ s gde je za el

. .
8 kP(W) 1= sup_{(1+IEI)P-exp(-Mp(n/p))']w(E+in)| 3 &+in ec}

tada je Furijeova transformacija topolodki izomorfizam pros-
tora X(M) na K(M). Primetimo da prema lemi 3.3 izraz na des-
noj strani (7) ima smisla. Medjutuim, iz e K°(M) sledi vos-
tojanje peN sa oscbinom

~ A A

o)y - J<E,Teg>]{ < c-kptf-S)

~

za sve ¢ sa navedenim oscobinama i neko C = C(p) > 0 . Re-
lacije (7) i (8) daju ’



58
< Cedrk (Ted)  dli

~ ) % - ~
t10) e QJ < Cedesup {1+18])Pexpl=M (n/p))+ |T(L)+9(T)] 3
o g+in e

Slecdeda etapa deckaza je konstrukcija niza funkeija

{¢, (IV}__,. ¢ D sa osobinom  lim k-(éoa J = d , ali
gn nel Kd n+o P Ex‘l

¢, (5 = 1, Bto ce biti u kontradikeiji-sa (10).
n .

Neka je ¢ € BK sa osobinom f9{x)dx = 1 .. ..0&ito je
1 R -
supp.(¢f)#c D%; s ~(¢f)k:='¢t¢§..¥¢ i If¢'(x))kdx =1 za
X k - puta R

. )4
k=1,2,.. . Na osnovu toga je || o¢F S
™

Neka je geR i uzmimo k, := [1ogtzs|ed]) ¢ ¥, i neka je

L M*‘i(ka/p) . ‘Uzmimo dalje -

Bo(x) t= exp(ixE)+((a +¢(a PLI:
£ x) := exp(ix§ £ i3 ]

pa je supp wg(x)‘c K(kg/“g) . Prelaskom na Furijeovu trans-

formaciju je

- N kE

{(11) -w£(5+w) = (¢(w/a£))
i lako se dobija
(123 lwi(w)! <1 , weER

Ako iskoristimo (4) 1 xonstrukeiju furnkoije WE(W) dobi~-
jamo

~ A
sup {iT(w+£)l-}¢Efw+i)l-(1+lw+£3)P 3 {wl < py(B),weR) <
< sup {1TCGwslo) 5 W] £ palEd, weRrl o (2+]E1P (140, (NP <

< (ar1EDP e, o 0F



a

S.

gde je stavljeno py(E) iz As log(i+]g])

M1 (1014 ]2]))

Prema lemi 1.4 funkeija p;(E) se moZe majorirati sa funkeijom

- : L. %
A" 1(10g(1+15|)) , a po¥to funkecija M -1

(x) raste sporije
od linearne funkecije, to je :

(13) sup'{lg(w+g)|-fwa(w+i)|;(1+]w+£l)p i lwl < p3(E),weR) <
< Cetasjg DN,

Ocenimo sada supremum na levo] strani relacije (13), ali za
W] > py(E) i weR : :

sup L] TCw+g) |- [y Gurgd [+ (2o fwe IR, [w] 2 020D, weRd <
. ) N i : .
L) < Cz'(1+EE|) 1'sup'_{(1+(w|)P--le(w+E)f; jwl > pi(&), weR}-
. . p+N Toa k
(1+]g P < Cz-(1+|g[)P+N1- sup'{(i*]wj) ;-|¢(w/a€)| 5,
Iw] > py3(EY jueR}

U prve]j nejednakosti je koriZéena teoreﬁa 3.2, jer'za dato
p postoje c, i N1 tako da vaZi relacija (15) treée glave, a
u drugo] nejednakosti je koriZéena vrelacija (11). Ostaje da se

majorira poslednji supremum. Poito je ¢ € Dy s prema teove-
1

mi Peli - Vinera je

p+N -~ k., |,
sup {(1+]w]) 1~]¢(w/us)! £ 5wl 2 p1(8), weR} <

1A

i p+N =k, . :
Cyrsup ((14fuly  PeCielwl/ay) F 3 lwl 2 pi(8) , weR} <

+N1-k

P A

P P £ '
Cysup ' { o v(1+]w]/ug) 3 Iwl > p1(E),wer}

Ako je kE > pN;  (Etoje za veliko [£] moghde postiéi),
tada je na osnovu leme 1.4% poslednji supremum manji od

o eV ATECLE £y 1P
)
N (1 + As . . -1OECE+LEI y - )P+N1+kg

Ml loglas[r ]y (T dogvlel Y1ty

P

<



Ako je sada A > 2e , tada iz (1u) sled:i

: AL kg e s
sup {1+]w}) Jdelwled] 5oy wizei(@) , wer) ¢

=p-N -1

él_C7-(1+|£!) gde Jje C7=C7(A,§,p;N1) > 0 . Prema

tome je
R . s
sup {1T(w+£)|-fws(w+E)[-(1+lw+6|Jp , bet > 0,(8) , weR} <

(15) 1

< CeClsfED” » Cg = Cg(A,N,p,N) > 0 .
Primetimo da ako je p dato moZemo uzeti N > 2p+i, *e je
prema (13) i "(15)

. ~ A _
{16)_ ;. sup {fT(w)]-wa(w)l 3 WER} < Cg-(1+|£|) :

Ako je ¢€'(x) 1= wE (x) , to je na osnovu (10) i (16) (za n=0)
n n

(17) lim | ¢,
Sa druge strane je po konstrukeciji
kK kE

B NT S TR

- - ~ E_-E
$.(E) = Y, (£ = ($(—2Ty)
En.n g, n ap
. T
pa je  1lim inf |} wE (g3 HL > 1, &to je u kontradikeciji
n <+ « n o« .

sa relacijom (17}, . 4



L.z DOVOLJAN UgilV ZA RELTVOST KONVOLUCIONE JELNAZINT

U ovom poglavlju éemo dgkazati tvrdjenie 4.1 koje uopEtav
odgovarajute reziltate iz [28] i T11].Izmedju ostaiog, iz tvrdie-
nja 4.1 sledi implikaciia (ec) =>» (&)} u teoremi #.1, i timz v
stvari zevriavamc dokaz te tecreme. Vainije od tega je to &tc
ove tvrdjenje daje dovoljan uslov za refiveost konvolucione Jjed-
natine u prostoru H’{Mp} . Videéemo kasnije da je spomenuti
uslov 1 potreban za redivost jednadine (i) u E’(MP} .

Tordjenje 4. L Neka je T ¢ 0;(5’{Mp}) i neka je T:=

=FT Mp - spore opadajuca funkcija. za neko poEN . Tada je pre-
© .

slikavanje T% : U + T¥U prostora H‘{MP} u sama sebe surjek-
tivno. )

Dokaz. Neka je 5:=T , ti. <S,p>:3<T,p(-%x)> za ¢¢c E{MD}.
~ Ed
Jasno je da je S takodje konvolutor na E*{M } i da za S:=

=FS wva%i da Je MP - gporo opadajuéa funkeija. Preslikavanje S¥
o
prostora H{Mp} u sama sebe je transponovano preslikavanje za

preslikavanje T#% , ako je 8% : ¢ -~ S®¢ . Tvrdjenje e bi-~
ti dokazano ako pokasemo da je  Ss izomorfizam prostora F{M_}Y
na SxE{M }), to sledi iz'[az], strana 49, Cor. 4 . Presli-
kavanije S ~ neprekidno jer'je S konvolutor, i injektivno, na
osnovu relacije (24) koja se koristila u dokazu tvrdjenia 3.4.
(T treba zameniti sa §). Na osnovu leme 3.3 dovolino je doka-

zati da je preslikavanje Seg + ¢ neprekidno. Su&tina doka-
za je léma 3.2 iz rada [18) L.Hermandera.



“Lema 4.1. Ao su F,6 i F/G cele analitilke funkcije i

a>0 , tada je za z,3 ¢ C

[F(2)/6¢z) < sup’ {|F()] 3 lg-z)<tdlx’
(18) |
x sup {]6(g)] §lz-zf<d} -/ (sup’ {l€(D)! 3 [c-zi<d})2

Neka je dat prirodan brol p, BP>P, uzminoc Py tako da le
n,>p 1 odredimo p, tako da je' p, > ripy CFUA1!+1) ip,>

>r(5p,) . Najzad , neka je pyi=r(p,) i EEzr(pg)' i stavimo

(19) a:= lyl + A,-M;'1(10g<1+!x])> .
o]

(A. Je iz relacije (3) '} primetimoc da je na osnovu leme 1.4
ta . .
pl{x2< A-MP Ttx) za x>0 )
Ocenimo prvo sup {18(z)] 3 lg-zf<ud} = sup {IS(c+2)!;

|zl<ud 1. Podto je S € 0;(&’{Mp}), za dato p postoje pozi-
tivni brojevi C,H tako da je

it

sup'(!g(t)l 3 Jz-z]<hdY < Te(1+lx!+08d)" cexpM Clyl+ud)) .

Lv Y

Xoristeéi ovu nejednakost, zatim (18),(19) osobine dual-
nih funkeija po Jﬁngu i najzad uslov (A), dobijamo g5 je zadnii
izraz manji od

ci-c1+|x!)N*1-(1+[y1)”N-(1+quM;'1clog(1+!x!)))” x
. o]

b

exp(M_(5lyl+uasi’ 1(log(1+1x1)3)y =
. P Po -

N N &
cz-(1+!x!)N*l-(1+!yl)““-exp(n (5y) M
P, D

1A

I .
(o loglas [xPTIY <
3 Po :

< c e 1x T eaa iy D earp o’ sy)reexn ] o " Hetogtaslx N
-3 ) Py Py

odnosno za neko Cu>0 vaZi

o , - R
(20) sup 118(0! 5 Jg-zleuar < € -1+ 1x)  2eexp] (y))
Py



Uslov *tvrdjenia daije

sup‘{!g(g)! 3 lg-zled} = sup {18(g+z)1 5 lgledr >
21 , - .
> sup {[S(z+2)! 3 IclwaM;-l(log(1+!xl)§} > Coit1alxD™Y
o]

za neke C”, N° > 0 . Ako sada primenimo lemu 4.1 t+ako £to sta-
A . A
vime TF:=8-¢ , 6:=8 i iskoristimo relacije (20) i (21) dobijamo

{60201 < sup’ {18¢238Cx)! 5 lg-zl<mal x sup’ {1SC(D)! 5
lg-zlendl / (sup'{!é(c)| ;!c—z!<d})2‘ <

sup'{lg(cj-g(t)! s lz~zl<kd} -Cs'(1+!x!)2Nf+N*2

1A

vexplM_ (w)) .
-1
Dalje Je

hp(;) = sup'{(1+Ix!)pexp(-M:(y))-f;(x+iy)F 3 x+iy € C}

IA

sup'{ig(;)-g(;)} § Iz=zl<ud}l - (1+!x!5p-exp(~M;(y)1 x

2N +42

X

*
Cee(1+ix]) cexp(M_ (y)) .
5 Py
Neka je sada g priodan broj sa csobinama q > r(pi),
g > 2N°+§+2 . Na osnovi prethodnog je .

RYL:

-~ -~ ~ A *
B, (82 < Cgeh (S+6) - (1+!E+x!)q'exp(Mq(n+y))-(1+|

fa)

; W +f+2-a

() < cs-hq(§-§)~(1+[51)q-<1+1x1)

oo

x exp{M; (y) - M
=1

x exp(M* (n) + 2!'!"= (y))-exp(—M“(y))
P1 Dy T

ko 1&g} i In! majorirame sa & iz relacije (19), dobiiamoc

(22) b (8) < c7-hcfs-&> ze neko C,>0 kole me zavisi

~

od ¢ . Medjutim (22) 1 zna%i da je presiikavanije Se¢ > &

neprekidno. A



4.3 FEESTYQST ¥ONUPOLUCIONE JEDNATTIND 17 DRASTARG - 7o im 1
——U/_

Pod re&ivosti konvolucione jednadine (1) v nekom pProsto-
Tu podrazumevamo postojanje reSenja U za svako V. iz tog
prostora.’ Glavni rezultat ovog poglavlia glasi

Teorema 4.2. Neka je T konvolutor na prostoru F{¥ }
Konvoluciona jednaina (1) je refiva u prostoru Z*{M_} ake i

samo ako je refiva u svakom prostoru K(Mc) .
Ova teorema je posledica sledeée.

Teorema 4.3. Meka je T e O;(E"{Mé}). $lededi uglovi
su ekvivalentni :

(a)‘Preslikavanje T : ‘E*{Ms} -+ H’{MD7 je-surjektivno;

(b} T ima fundamentalno re3enje u H’{Mﬁ} ;

()

1>

= PT  jJe MP - sporo opadajuéa funkeiia .

' poyaz teoreme 4.3. Jasno je da {(al)=>(b) Jjer &lx) ¢

£ 3'{Mp}. Ake T ima fundamentalno refenje T u ﬁ’{MD} stada

prema teoremi 2.3 postojl prirodan broj b, ‘tako da-je T u

prostoru K(M_ ) . Na osnovu teoreme 2.5 je Te GQ(Y’CMD 33
: Py Py

-~
a prema teoremi 4.1 je T MD - sporo copadajudéa, ti, va¥i

{b)==>(c}. Implikacija' {c) => (a) je zapravo sadriaj tvrdie-
nja 4.1, Medjutim, po¥to je ono korifdeno u dokazu teoreme L.1,
vaino je dati nezavistan dokaz implikacije (&) => (a). T +u
svrhu femo prveo dokazati dva tvrdienia.

ryrijenie 4.2. Meka de Fix+iy) peld analitiika funkcoi-

ia koja zadovoliava sledede uslove

(i) T Je M, - sporo opadajudfa funkelliz zz neko qeF 3. vaii



(23 sug {IF(xswd ) 5 Tw! < p{log(i+1x1)) , wer?

| v

N

> CelzalxyT
za neks konstante ~.N > 0 1
C2m) p(x) iz Aemi— x>0

M%)

(1) Za meko peN sa osobinom p > r(max{{A].al) vaii
(25} IF(x+iy)] < c(1+!xi)n-exp(M;(y))

za neke konstante c,n > 0 .

Tada je T(x+iy) ekstremno sporo opadajuéa funkeija.

Dokaz.  Posmatrajmo broj

‘Mf(x) ,
Ay 1= sup L x zLi} 1,

M;(x/A)

Na osnovu osobine p taj broj je konaZan. Uzmimo I > Li
tako veliko da vaii p(log(i+lx!)) > 1 za sve IxI'> 1 .,

Uzmimo sada x takvo da je |xI>L i definiZimo

(28) R ;= ~OEP
_ 1og(M;‘1(A1.M:<p/A ) - loge

gde Je p := p{log(i+!x!)) > 1 . Definiciia brofz A, impli-
ira da je #>7 ; stavimo najzad
(27} R :=.p

=~ e . k] . - 0
- Kao u radu LlU}, primenidieme Adamarovu teoremu © tri krvuga
=

unkeiiu F(x+3w), A - kompleksna promenlii-
vz I krugove poluprednika 1,ec,R (prema konstrukeiii je 1<

<p<R) za  y := leg(R/p) / logR "z 1/(B+1) . Tako dobiiame



(&)
3y

£22) sup” {{F{x+dl 5 lwl < 13 >
i A c1y1+8 - Il b e el B
>(sup{IFtx+pwd| 5 fwl < 1}y /o Ceun I1ECeemwm)t 5 fwic<td)
N& ‘Sspovu (25) Je
IF(x+Rw)| = !T(x+ReRew + 1+Rermw)| <

< c-(1+[x!)n-(1+R)N-exp(M;(R)T < c'-c-<1+!x{;“-exp(z-Mzcg)d

-

: #*
gde je stavljeno ¢“:= sup {(1+R)n-exp(-Mp(RJ) s Pe Rl.< =

% . ®
Po konstrukeiji je MP(RJ = Alth(p/A), $to daje

. n+A1
(29) sup {|F(x+Rwd | 5 Twl < 1¥ < € r(lelxh)

za neko C1 > 0 . Na osmovu (23) i (28) sada sledi tvrdienie
za sve X sa osobinom {x{ > L . Sa druge strane, za Ix'" < L
je na osmovu principa maksimuma

sup {|F(x+w)] 5 |wl < 1} > Cy >0,

£to zajedno sa (29) daje tvrdjenje, jer dobhijiamo

) -(N+n+2A1)
sup {{Flx+w)| § |wl < 1} > Cye(24ixD)

-Ovo tvrdjenje je uopZtenie teoreme 3 u radu {10}, 0no u
sultini pokazuje koji uslovi su dovolini da cela analitiZka fun-
keija bude M - sporc opadajuca ako je M, ~ sporc opadajuda,p>q °
(Obrnute tvrdjenje je uvek tadno, tj. MD - sporo opadajuéa fun-

keija je uvek M~ sporo opadajuéa za p > q.5 Sledete tvrdie-
nje pokazuje da iz prethodnog’ tvrdjenja sledi da ake e .
Furijeova transfermacija .konvolutora Mp - sporc opadajuda
funkeija za neko p>1, tada je nuiZno 1 ekstremnc sporo opa=-
dajuéa Ffunkcija.

Tvrdjenje 4.3. Bko je T ¢ Og(H‘{Mé} i ako je T := FT
Mp - sporo opadajuéa funkciia za neko pel, tada je T M-

sporo opadajuéa funkeija za sve peX.



(AL
)

n

Doltasz. £ko je T lkonvoluter na prostoru H’{UD} R
prema teoremi 3.2 va¥i relacija (15) trede glave za svake tsw
p2 1 za dovoline velike da zadovo}ji nejednakost u (i1) tvrdie-
nja 4%.2. Prema tom tvrdjenju je T ekstremno spore opada‘iuda
funkcija , pa je tim pre Mp - gporo mpadéjuéa. 2

" Zavrietak dokaza teoreme 4.3. Ostalz je da se dokaZe
implikacija (e) => (a) . Ako vaii uslev (e¢), prema tvrdieniu

4,3 de T MD - gporeo opadajuda funkeijae za sYako p=1,2,..,
pa je prema teoremi 4.1 4.1 preslikavanije T® : U + TxU
surjektivno presliikavanje na svakom od prostora 'K’(ND).
Medjutim prema tepremi 2.3 unija prostora XZ7{M ) po p=1,2,..
je bas # {M_} s ti. T* je surjektivno preslikavanije pro-
stora H'{Mp na sama sebe. - A -



GLAVA ¥

HIPOELIPTICNCST KONVOLUCIONIH JEDNACINA NA 2704}

Analiza diferenc ijalnih i drugih jednadina podrazumeva da
treba dati odgovor na neka ucbilajena pitanja. Jedno od naj-
vainijih problema koji se ispituje je glatkest reZenja. Anali-
ziraéemo to na primeru konvolucione jednaine

(1) T&U=V

gde je T ¢ O;CX‘) {skup koavolutora na X}, U,V ¢ X7 i X~
jedan normalan prostor distribucija. Pretpostavidemo da Je T
surjektivan konvolutor (oZito da bez te pretpostavke dalje is-
pitivanje u ovom smeru nema smisla}. Slededa definicija potide
od Z.Zeleznog (1371). )

Definteija §& L EX” ﬁe skup glatkih funkeija e X7

sa osobinecm da za svake T £ O;(X‘) va%i da fe T % 17 ta-

¥odie glatka funkecija.

Lako je pokazati da je ped navedenim pretpostavkama T % .U
¢ EX° (videti tvrdjenje 5.2). Medjutim, obrnute pitanie je
daleko teZe i ujedno vaZnije : pod kojim uslovima na T (taZ-
nije na E t= FT) va3i da je svako reSenje U e X7 u FX~
ped uslovom da je ¥ g EX”. Ako kenvelutor T ima oscbinu
da za svako V & FX” sledi da je svako reZenje jednaZine (1)
©u EYX®, tada se T i (1) nazivaju hipoelipti®ni . Primetimo
da T ne mofe biti glatka funkeija. Troblém hipoeliptiZnos-
ti je problem regularnosti re%énja,i, dalje posmatrano,odnosa



o8]
ws

klasi&nih I vopZtenih (distribucionih) relenja date jednali-
ne.

Prvi rezultati o hipoelipti&nosti jednadine (1) su bili
dati u sludaju 7

(2) T(x) := P(DI&(x)

gde je P(D) parcijalni diferencijalni operator sa konstant-
nim koeficijentima , tj. na parcijalnu diferencijalnu jednaZi-~
sa konstantnim koeficijentima (ako je x n - dimenzionalna
promenliiva). ' '

Teorems 511 ( [1%])1Akc je T € E° oblika (2) , tada Je
on hipoeliptian u D” ako i samo ako vaZi

(3) [fmg] o kada  [r] + » na povesi® T(g) = O .

U sludaju proizvoljne konvolucione jednaline u prosto-
ru D° , vazi ' ‘

Teoréma 5.2.0[5] )T € E° i jednadina (1) su hippelip-
tidni u D” ake i samec ako postoje konstante a,A > 0 tako
da vaZe uslovi

) ITCe3l > 181 za £e i lgh>a i

(5) |rmz| /loglz] =+ e kada [g] + ® na povr3i T(g) = 0.
Za prostor temperiranih distribucija va%fi

. Teorema 5.3. ('[37]) Ako je T & O;(S’) (=" prostor br-
zo cpadajuéin distribucija) , tada je uslov (%) za neke kon-

stante a,A > 0 potreban i dgvoljan za hipoeliptiénost T i
jedna&ine (1) u prestoru s° .

U radovima [38] i [29] data je karakterizacija hipoelip-

tiénih kenvelutora na prostoru ‘x; odnosno xp , z2a p > 1.



Teorema 5.4. a) Weka e T g 07571, Uzleow

(=
Za svako E > 0 , postoje konstante a,4 > 0 +take
o - a . .
(6) da va$i IT(z)] > It} za fiziin e o 1 'Z! o> oA
fnf <8

je potreban i dovoljan zz hipoeliptifnost T i Jednadine (1}

u prostoru X

1
b) Neka je T e o;(x;)., T > 1. Uslovi (i)
i (1i) su potrebni i dovolini zz hipceliptidnest T i jedna-
&ine (1)
. ~ ~B . :
1) fTeedf > {el™  za £ er 1 lgb > M
(ii) lz25)%20glt] + = kada Izl + « na poveEi T(ZI=0,

ovde je  q:=p/{p-1) .

U ove] glavi femo uopdtiti poslednii rezultat za prostor
#H7{M_} , odnosno dademo potreban i doveliam uslov za hipoelip-

5

ti®nost konvolutora T 31 jednadine u prostoru H’{Mb: .Tormu-
lisademo taj rezultat na ovom mestu .

‘peorema §5.5. Neka je T e 0l(a* 1), Sledeti uslovi
(Hl) ’ (Hz) i (H3) su ekvivalentni :
(Hl) T de hipoeliptidan u H’{Mp} H

(HZ)‘ Furijeova transformacija T keonvolutera T zadovolia-
va uslove (&) 1 (b)) :

(a) Posteie konstante B,M > 0 +tske da vaZi :
ITee) > el 2a ElaM,Ee R

{b) lim (M;(n)/loglt!) = « kada {zf + =« na povrii

f(;)»: 8, ¢ = E+in e ¢, peX ;

(HBJ Za svako p e N 1 Q4

>.¢ postoli konstanta 2 > 0,
(xoja zavisi gamo o2 1D )

, tako da za svako m e N



w?

[1/7¢0) i < Ig] -exp(d-M;(n)) za M (n) < melesls

lel >y = E+in e €.
Radi preglednosti daéemo kratak sadriaj ove glave. U prvom
poglavliju demo cokarakterisati prostor EH’{MD} kao prostor
glatkih funkeija U(x) koje zajedno sa svojim izvodima U(J)(x)
ne rastu brZe nego funkcija exp(MP (x)) kada |xj + e za
o

neko p, koje ne zavisi ed 3J, j=0,1,2,.. .

U drugom poglavlju pokazujemo da su uslovi (H,a) i (H,bJ
potrebni za hipoeliptiZnost konvolutora T i (1) u H’{Mp} .
Prvi deo se pokazuje na isti naéin kao odgovarajuée tvrdjenje
u (2¢] , gde je dato za temperirane distribucije. Drugi deo
implikacije (Hl) => (HQ) » tj: (Hi) =3 (sz) se dobija iz
jednog opstijeg tvrdjenja. Naime, umesto jednaéine (1) posmat-
ra se homogena jednadina :

T%xU=20

i pokazuje da ako su sva neprekidna refenja U{x) ove jedna-

&ine sa osobinom  U(x) = O(exp(M_(x1}) kada |x |+=, za neko P,

stvari neprekidno diferencijabilne funkcije, tada uslov (H2b)
mora biti zadovoljen. Medjutim, iz hipcelipti&nosti sledi da
sva redenja homogene jednagine moraju zadovoljavati uslov

v = O(exp(Mp(x)J) kada k| + » za nekeo :PEN i ,narav-

no,biti glatke funkeije.

U tredem poglavliu éemo pokazati kako iz uslova (HQ) sle-
(HB) . Jedna lema Hermandera, data u ﬁs] s koja se.odnosi na
harmonijske funkcije, se modifikuje tako da se dobija analogno

tvrdjenje. U tom cilju smo niz '{Mp(xﬂ pel zamenili sa ekvi-

valentnim koji se "bolje” ponaZe u okolini nule., Primena te
modifikovane leme Hermandera i daje uslov (Ha) pod pretpos-
tavkom da vaZi uslov (Hz)

U poglavlju 5.4 definifemo tzv. "(p,q)-parametriks®za T,
dakle distribuciju P e #F{M} za koju vazi da je kona&an dis-
tribucioni izved neprekidne funkcije koja se ponala kao



-
(&}

Slexpl~d_(x))) kada |x]»= i va2i da je istribucija

Wix) 1= 6{x) - T#P u stvari funkcija klase ¢ nad B i
zadovoljava uslov w(j)(x) = O(exp(—NP(x))) kada |xj»= za

sve 3j=0,1,..,q .(Funkeije N_(x2 su glatke funkéije defini~
ne u drugoj glavi.) Uslov (H3€ je ekvivilentan uslovu (Hgi s
koji se dobija kada se u uslovu (H3) Mp(x) zameni sa N_{x)
koja je glatka funkcija i ponada se u beskonalnosti kaco odgo-
varajuéa funkecija M*(x) . Posle ove pripreme pckazuje se da
iz uslova (Hg) sledi postojanje parametriksa za konvoiutor T

i na osnovu toga se u poglavlju 5.5 pokazuje hipoeliptinost

T i jednadine (1) . Primetimo jo3 da je poglavlie 5.4 jedini
deo ove teze gde vige - dimenzionalan sluZaj nije prosta gene-
ralizacija jednodimenzionalnog sldéaja. Ustveri, leme 5.5 1 5.6
bi (npr.) v dvodimenzionalnom slu&aju imale neuporedive kompii-

kovaniji dokaz.

5.%1. . PPOSTOR EFCIM )
. ettt Y

- Prema definieiji 5,1 proster rry”{M_ 1} je vekterski pot-

prostor prostora H’{MD} #iji su elementi glatke funkeife. Sa-
da femo ta’ prostor bli¥e okarakterisati.

2
Teorema 5.6. Glatka funkcija U prirada prostoru EH‘{MP}

ako i samo ako postoii prirodan broj b, Ss2 osohinom

(7) !U(j)(x)f < C.eexp(M_ (x)) =za H=0,1,2, .. .
= 1 PO

(Dakle broj P, ne zavigi od §.)
Ova teorema sledi iz sledeéeg tvrdjeniz, koie je od inte-

resa za sebe.



rvrdjenje 5.1. Dualan prostor oc(ﬂ’{Mp}) za proocTor
konvolutora D;(H’{Mp}) je prostor glatkih funkecija kojs

zadovoljavaiju relaciju (7) za neko PLEN.

Dokaz. Prema korolaru 4, str. 13% u [25], posteii alge-~

barski izomorfizam tenzorskog proizvoda H{MP} * H’{MP} i du~

ala L;(H{Mp}) za prostor Ls(H{Mp}) koji je prostor neprekidnih
kidnih linearnih preslikavanja preostora H{Mp} u sama sebe
Asnabdeven obiénom konvergencijom. Prema tome svakom elementu

N .
T ¢§9 Sj € H{Mp} Gbﬁ’{Mp} odgovara tadno jedan elemenat
=1 N ) )

7€ L;(H'{MP}) tako da vazi
. .
(8) Z = <3, ,ulg.)> za sve u e L WM }) i
) Z{ud jél 508 ¢j : ] P
neki pfirodan broj N . Medjutim, za u:=T ¢ 0;(3’{Mp}) vazi

ule,ld = T¥¢j s, ti. (8) daje
-

N .
(7)) =} <Sj,T*¢j> . Prema definiciji konvolutora ,
351
dobijamo i v
N ¢ v N v~
72(T) = 3§ <T,S.%¢,> = [ <T,s.¥¢j>
j=1 31 3=1 I

fto zna¥i da je restrikeija preslikavanja 2 na prostor

N v v
0’(B”{M_}} konalna suma I (S.%b.) . Tvrdjenje 2.5 po-
e P ; 521 303

¥ ¥ .
kazuje da je svaka od funkcija (Sj*¢j) glatka i da zado-

voljava uslev (7) za neko Po 3 AkO uzmemo By T
2

= max:{po’j 3 §=1,2,..,N} , vidimo da je svaki elemenat
duala prostora 0;(&’{MP}) glatka funkeija koja zadovolja-
va (7) za neko. pOeN .

Obrnuto tvrdjenje, tj. da je glatka funkcija U(x) koja

zadovoljava (7) za neko poew elemenat duala prostora



070E7{M 1) sledi iz Zinjenice da

u, + T~ (T(x)*U(=-x))¥(0) oprostors OG(H‘{MP}) u skup

kompleksnih brojeva neprekidno. To preslikavanje je, u stva-
ri kompozicija dva neprekidna preslikavenja : Ux : U(x) -

+ T(x)xU{-x) prostora O;(E’{MD}) u prostor H’{MD}(? ¥ 1
preslikavania  T(x)*U{-x) » (T{x)*U{-x))¥(C} (orostora

H’{Mp} N ¢© u skup kompleksnih brojsva . ) B

Pokazimo sada da je T ¥ EH’{MD} cEH ‘{Mp} , ako je
Te 0 (H {MP}).

Tvrdjenje 5.2. Neka je T e'og(a‘{mp}) i Uem}
Tada glatka funkecija V¥ := T*U takodje pripada prostoru

EH’{MP} .

Dokgs.,  Prema teoremi 5.1 postoji pe¥ tako da vaii
(7). Izaberimo by i r(r(po)). Prema teoremi 2.L za dato P
postoje meF i neprekidna funkeija F(x) nad R sa osobi-

non [ECx)| < C-exp(-Mpl(x))l , XER, za neko C>0, tako da

va$i T(x) = D®F(x) . Dakle

L 0 ) = 17 Bey) ™3 ey eay | <
R

. . - eC v M. ~ «d
< é Ceexpl( Mpl(YJ) m+ exp( po(x y)ledy <
(1)
L Citlef exp(-M_ (x-y) + M_ (y))edy .
d )4 P Py
Na osncvu nejednakosti Mpo(y) < Mr(po)(y/Z) + K <
- K . in = 8
< Mr(PC)(x) + MP(PO)(X y) + X , x,y € B i neke KX K(po)>
dokijamo
& (2
| (T*U) J)(x)l <Gy )'GXP(MF(PO)(X)) %



(3)-c (M 3 A
B 'XP‘“r(po)(x))' &

7 exp(M (x=y) - Hp (x-y))+dy < C

’ pal &5

2 ‘(Hc)
U uvodu ove glave Je data definicija hipoelipti&nosti u

prostoru E?“{¥_} . Nz osnovu teoreme 5.1 i tvrdjenja 5.2

moZemo dati ekvivalentnu definiciju hipoeliptidnosti koja ie

pogodnija za dalji rad.

Definicija 5.2. Distribucija T ¢ 05(3'{MP}) i jedna-
¢ina (%) su hipoeliptiénil u H’{Mp} ako 1 samo ako Jje sva-
ko reSenje jednadine (1) glatka funkcija koja zadovoljava (7)
pod uslovom da je ¥V glatka funkcija za koju vaZi (7) (na-
ravno, ne obavezno za isto poeﬂ) .

U sledeéin poglavljima ove glave dokazademo teoremu 5.5

u vige etapa.

5.2 iﬁz) JE POTREBAN USLOV ZA HIPQELIPTICNQST

U uvodu sme veé rekll da se nuinost uslova (Hza) za hi-
poeliptidnost (1) i T pokazuje rn- isti nadin kao u [29] gde .
se dokazuje analogno tvrdjenje za prostor temperiranih distri-
bucija. Ponovi€emo taj dokaz.

Neka je :{Ej} r.iz realnih brojeva sa osobinom

jemN
gtz 2elgyl 22, 5e1.2,.. . Ako za nis
kompleksnih brojeva ‘{aj}jsﬂ vazi asimptotsko ponééanje
(20) a; = 0(!Ej1u) kada j + o zaneko n e ¥

tada red



Lo}

{L1) 1 a8
3:

remz poznato] teoremi konvergira u, §7. Distribucije (11)

o

za razlidite a. posluZide za kontraprimer koji ée dati nui-

=1

~

ost uslova (Hza). Sledefa lema se odnosi na sludaj kada niz
‘]] veoma brzo te?i nuli ,

JeN

Lema 5.1. Neka je S temperirane distribucija &ija je
~
Furijeova transformacija § Dbas distribucija (11), Akc za
svako v g ¥ vazZi

V) keda 3§+ e

(12) a, = ollg.|”
) 5 1251

tada jJe S ogranidena glatka funkcija nad R 2iji su i svi

izvodi ograniZeni. Obrnuto, ako (12) ne vaZi, S ne moZe biti
glatka funkcija.

Dokaz, Prvi deo leme sledi iz jednakosti S(x) =

@

=l 7 a.sexp(ixf.) i pretostavke (12). Cbrnuto, ako je
2en §=1 4 J :

S(x) glatka funkcija, tada na ospovu Riman - Lebegove leme
i Parsevalove jednakosti vaZi za svake >0 i ¢e D

(13) <exp(—ixh)'S(2v)(x),¢(-x)> =

e g

I N R

leJ

kada |h|+» , heR . Ako uslov (10) nije zadovoljen, postoji
p>0 1 v oE K tako da vazi
2v°
(1) [€s1 dlasl 20
i K

z2 neki podniz niza {a.l}. 5 éa ne komplikaleme suviZe ozna-
- 373e¥ s

ke, uzeéemo da (1i4) vaZi za ceo niz {a.}.
. 37 Jex
Pogto je ¢ € S, to je

~ -u=2y_~1 )
$(E) = o(]g] ) kada gl + = rem



s ova relacija i relacije (9) 1 (10) daiu

T oailed CeaCEi-n) = 0027%)  kada kew
y21 303 ik :
itk
gdeijé hk:= Ek , ks1,2,.. . Sa druge strane, moZemo uza-

ti ¢ € p tako da je [¢(0)| > 1 , a ovo zajedno sa (14)
je u kontradikeiji sa (13). [

Posledica ove leme je

| Zvrdjenje 5.3. Ako je T e ol(&"{M D) hipoeliptizan
u H’{Mp} , za T := FT wvaZi uslov (Hza)

-Dokaz. Ako uslov (H2a) ne vaii,Apostcji niz {Ej}jsn
sa osobinom (9) tako da Je
5 Tee] < g7
(153 ITeed] < 15yl
Distribucije U := 5 je temperirana, ali prema lemi
551 %3

5.1 nije glatka funkeija. Sa druge strane
-~ ~ Ll A~ 17
F(T % U) = T - U= [ TCE 28y U := p U
=1 3%
a na osnovt (15) i leme 5.1 T*U jJje u EH’{MP} , tj. T

nije hipoeliptigan u H’{MP} . &

Da bi dokazali implikaciju (Hi) => (HQ)., ostaje da
se dokaZe (Hl) => (sz) . Pcka?imo prvo sledele tvrdjenie,
koje je od sopstvenog interesa.; videéemo kasnije da ono
povliadi poslednju implikaciju. ‘

Tvrdienje 5.4. Ako je svako neprekidno reZenje homo-
gene jednadine

(16} T*U=20



-1
0

xoie zadovoljava uslov
(17) Ulx) = OCexp(M_(x))) kada x| » =

za neko peN u stvari neprekidne diferencijabilna funkecija
u nekoj okolini nule, tada za T wvazi uslov (HQb) .

Dokaz, Neka je B := {xer , x| < 1} spomenuta oko-
lina nule (to ofevidno nije restrikcija)., ObeleZimo sa 7T
prostor neprekidnih redenja jednaZirne (16) koje zadovoliava-
j: uslo¥ (17) i neka je T; s rpr)cl(E) . Prosteri 7 i )
75 postaju Banahovi ako se normiraju sa normama H-ﬂp i }-ﬂ;

v “p 1= sup{[U(x)[exp(-MD(xj) ; XeR} ,odnosno

Ly n; s=sup(|U2 GO |5 xeBY + U], -

Podto je identilko preslikavanje I Tp -+ T; po defi-

*
¢iji prostora T i surjektivno, iz teoreme o zatvore-
nom grafiku sledi da je I neprekidno. To zna&i da postoii
konstanta Cp tako da je

- o u¥ .
(17> [u HP < CP-H u ”P za sve Uer 3 moZemo uzeti da

»
je C_>1 . Ako je T(g) = 0 , g=f+in e ¢ , tada je funk-
cija Uo(x) = exp(ixy) € r; . Izradunajmo normu funkcije Uo(x) .

li o = sup'{exp(-nx-Mp(x)) 3 XeR} =

ol
= sup {exp([nlx-MP(x)) 3 x>0} = exp(M;(ﬂ)} {videti defini-
ciju 1.2). Na osnovu relacije (177°) Je
(Cp - 1)-exp(M;(n)) > |zl  za sve © & € za keje vaZi
%(n) = 0, Poslednju nejednakost moZemc napisati u oblikﬁ

& )
(18) Hp(n) / loglz] > 1 za dovolino veliko |z} 1



79

“rry s

= 0 . Izaberimo prircdan broj p” > p, 1 uzmime p~TC ¥

tako da vazi  MB_(pTex) £ Mp,(p‘-x) < MP,,(x)  za dovoliro

velike |x] (uslov (A) nam garantuje egzistenciju broja p’”

za dato p” sa tom osobinom). Na osnovu lema 1.2 1 1.2 sle-
X o . N

di Mp(x/p Y > Mp.,(x) s, 3. .

.

(19) M;(x) > M;,»(p’-x) za dovoljne veliko Ix|.

Relacije (18) (za p:=p”7) i (19} nam daju

x * %
: M _(n) M _{m) M L.(pTem)
(20) P > 57 > B >.
- - T M _.a -

1og(ci M- (n) P n) ‘

*
(jer za M_..(n) vaii relacija (&) prve glave) za doveljmo
veliko |} i T(n) = 0 . Medjutim, iz nejednakostl (20) ne-
posredno sledi , ) .

M_{(n) ~
(21 1im P~ - » kada |t|+= na povrEi T(g) = 0. &
fz]+ = loglct

Pokasimo sada da ovo tvrdjenje povlali implikaciju (H1)=>
=>(H2b) . Neka je T e o;(H?MP}) hipoeliptiZan u H‘{Mp} .
Tada za V:iz0 sledi da je svako relenje U iz prostora
eu”{M_} , tj. vaii relacija (7) za neko p, . To medjutim
2nadi da je uslov tvrdjenjs 5.4 ispunjen, te sledi da vazi
uslov_(sz) .

5.3 IMPLIKACIJA (H ) => (H.)
2 2

Glavnu ulogu u dokazu cove implikacije igra lema 5.3,
koja je modifikovana leme I data u radu [18] .Da bi lemu 5.3
mogli dokazati, potrebrno je niz '{Mp(x)} ¥ zameniti sa ek -
vivalentnim, ali ovoga puta sa nizom funkeija koji se "bolje”
ponada u okolini nule. To e nam omoguéiti da dokaZemo nejed=



30

nakost koja se pojavijuje u uslovu (H.) za celu enalitilku
-~ 23

funkeiju T(g):= FT .
rrimedba. 0d interesa bi bio direktan dokaz implikaci-

je (HZ) =5 (Hl) , dakle bez kori%éenja uslova (H3) .

5 - . f s s s +
ObeleZiimo sa {gp(x)}PEN niz neprekidnih funkeija nad R,

definisanih na sledeé¢i na&in ]
m_{(x) > k. &x

. P
EP(X) 1=
mp(k dex ,0<x < kp
k
P

gde Je '{mp(x)}PEN niz funkcija definisan u poglaviju 2.1.

a {kp}peN proizvoljan, ali fiksiran niz pozitivnih brojeva
koji monotonc konvergira ka nuli. Obelefimo sa ’{gp(x)}peﬂ

odgovarajuéi niz konveksnih funkeija (videti relaciju (3)
druge glave). Jasno je da se funkeije M (x) 1 M .(x) Jjedna-
ko pona3aju u beskonafnosti, a ako sa M (x) obeleZimo dual-
: A

nu funkeiju po Jungu za gp(x) (peN), i funkecije Mp(x) i

)
ﬁu(x) se jednako ponafaju u beskonalnosti. {Ova dva tvrdie=-

nja se neposredno dobijaju iz reprezentacije dualné funkeije
po Jungu pomoéu integrala inverzne funkeije za m_(x), odnos-
no za m (x) - videti glavu %.) . 8tavise, uslov (A) vazi za
niz '{ﬂp(x)}peﬂ ako va¢i za pelazni niz {MP(X)}pEN . Glav-

ni razlog uvodijenja niza {Mp(x))pEN je sledefa lema, &iji
odevidan dokaz izostavljamo.
. & & 2
Lema 5.2. lip(M (xy) / Y (y)) = x°/2 2za sve XeR.
2ERE 2t 0T P “p

Sada moZemo preéi na najavljenu lemu koja je analogna

lemi Hermandera iz [1%1:.



Lema 5.3. 75 date konstante A,B,b > ¢ i dat prirs-
dan Broj p postoli N > 0 tako da za funiciju u = ulx,y)
keja je harmonijska u krugu sa centrom u nuli poluprednika
p i zadoveljava nejednakosti

M 2 2 2 .
20 ulx,0) < ¢ za x° +y <p i
’ # UL 2 2 2
(22 ulx,y) > -a ﬂp(y) - BeM_(R) za % +y" 2
vaZl nejednakost
. * = » 2 2 2
(23> u(x,y) ¥ a-ﬂp(y) + (B + b)-ﬁp(R) za x° .+ y~ <R

pod uslovem da Je p<a<A i 0 < R < p/N

Ako lema nije taZna, rezonujuli

Dokaz. na isti nadin
i . . > . .
kao u [1§] postoje nizmovi ~ fa . > fe} o i AR}y
tako da je O <a < A, pp > n-Rn i niz harmonijskih funkeija
{un(x,y)}nEN sa osobinom

® . %
un(x,o) <0, un(x,y) > -an-ﬂp(y) - B°§P(Rn)

2 2 2 : ¢ wr = .
za x" +y® <R 1 oy X5y) 2 a-gp(y) + {B + b)-gp(nn)
s y 2 2 2 2.
z& neko (xn,yn) e R, x4y, < R,
Ako definiZemo vn(x,y) . x; i y; na sledeéi naé&in
u (R_x,R y)
v_{x,y) := o1 n , xZ:i=x /R, yl:=y /R
bey - n n o n n n
M (R} )
—p n r F
dobijamo vn(x,o) <0, vn(x,y) > -an-gp(y‘Rn)/Mp(Rn; - B
2 2 2 . LI * =
za x_+y, <n” 1 vn(x,y) >a, Mp(yn Rn)/MP(Rn) + (B + b)
za xgz + yﬁz < 1.

Keoriséenjem prethodnerleme i metode Hermandera iz spo-
menutog rada pokazujemo da postoji harmonijska funkecija v(x,y)

i realini brejevi Xgo¥g i a, =2 koje vazi



vOG0) < 6 . vin,y) 2 vatyT/E o~ B

. 2 =
v(xc,yo) > &, yO/Z + (B + b)

Harnakova nejednakeost (npr. {23],str.48) poviladi da je
v{x,y) = cy + d 2za neke realne brojeve c¢,d ; prva nejedna-
kost u (24) pokazuje da mora biti d <0 . Ako u drugu nejed-

nakost u (2%) stavimo ¥iZ¥g s dobijamo cry, * a >

> —ao-yg/z - B, dok treda nejednakost u (24) daje 2d >
>b >0, §to je kontradikcija. A

Sada moZemo deckazati implikaciju (HQ) = (Ha) teoreme 5.5.-
Neka su p,m € ¥, kX > 0 dati. Izaberimo najvede P, e N sa
osobinom r(pi) + N < p; za svako p , sem moZda za konalno
mnogo, takve Pq Eostoji. Neka je ©g=E+in xompleksarm broj

takav da je 0 < g;l(n) < m+loglz]l i neka je L > 0 konstanta
koju éemc kasnije odrediti. Funkeija

FC(Z) B T(§+Z~T%T) je analiticka funkcija komplek~

% ) .
sne prom®nljive z u oblasti gp(}zi) < Lelogle] . Ako za

funkciju T(g) vaZi uslov (Hza) . ti7

(4,.a) Postoje konstante B,M > 0 tako da vaiZi

£

[T¢zy] > 1e1°8  za fel > M, ger

tada za funkeiju Fé(z} vaZi .
! n B 1y=B — et
(25) !FC(x)i > ‘g+xTﬁT¥ > (2.1ghy 2a gp(x)iL-1ogt€;

Vratimo se sada na momenat na tecremu 3.2. U dokazu relacije
(15) trefe glave , koja govori o ponafaniuFfurijeove transforma-
cije konvolutora T dodli smo do relacije (20) treée glave ,

koju moZemo formulisati kao tvrdjenie :



Za dato ped I d»0 postoli Teh raw
L 110 Fen s

(26) :/ | E—\J b3
28) [T¢z) ] < tg] -exp(c'ﬁp(n)) za dovelino vaiike ¢l

(videti velaciju (20) treée glave)

Ako analiziramo dokaz spomenute teoreme 3.7

sa konstznta M u relaciii (25) moZe izaktrati o
Eosledica relacije (26) je nejednakost
(27} [F (23] < (2-15})N-exp<d-y;(n>>

za dovcljno velike gl 1 ﬁ;(lz[) < Lelog:t! . Posmat-

rajmo funkeiju
3, .
uC(z) 1= -log((2-}ED) -1?5(2),)
Ako za f(c) vaZzi uslov (H2b) , ti.
(D) 3im Gif(n/l0glc]) = = kada gle= na povrsi

T{r)=0 5, 2a p=1,2,..

tada je funkelja ul(z) harmonijska za

i dcveljno veliko ). Prema (25) 1 (27} je vu. (x}) < 8 za

] —
g;cx) < Leloglel 1w (2) 3 -an(y) - (B RyelogluEl >
b3S >
> -ded (y) - (B + 5+ 1)-lcglii za g;(}zz) < Lrleglgii

dovolino veliko |r

. To zna¢i da mofemo primeniti lemu 5.3 =3
A iz i4d , 3 := (B+Fs1)/(m+1) 1 b 5= 1/(m+1} . Lema 5.3
daje egzistenciju broja N>0 sa osobinom da za |zl <

M T (L-loglg])/N  vazi nejednakost

(28 u (2) < d-g:(y) + (B+fi+2)loglE]



Za velikec y Je gD(Ny) >M_(y), pa je M

Ako stavimo :=M“-1((m+1)'lo§!€F) Zchijamo
¥izEy

L) eloglE1)) < M tmi)eteglzh)  11i

—P
17 P1

it meadetog £ < v @) Tog[ED)
1

3
To znali da je NeR < ﬁ;-l((m+1)-log§£!) =
fa * ) ) o
= N LetoglE /M (D) < M M(LeloglEld ake e
“p =p, 0 =1 :

Mp (N} > 1 , &tc sa eventualnim poveéanjem N uvek moZemo
] z
postiéi. Time smo dokazali relaciju (28)

7a velike |z| je

* %

1 <M (< < melog|

ﬁp(n) < _p1\n) < ogl
t3. zbog monotoncsti funkeiie g;(n) je

#al .

in} < R < My (LeloglEl)/N . To zna&i da u (28) moZemo

staviti z:=in §to daije
k-1 -
uc(i!n!) < @M _(n) + (B+H+2)+loglZ! iii
R

ha
=4

~log((2121)%« [TC(E+in) ) < d-§;<n> + {B+T+2) logle! .
Poslé sreéjivanja dobijamo

B+2N+3 R
ZBAINAS cxptaed ()

(1/1TCe+ind ) < &

za dovoline velike L}, $t¢ e u stvari uslov (X )



Y oven poglzviiu ¢emo prve definisati funkciie fs(x)
iatke i penadaju se u beskonadnosti kao funkcije
3 i

5. dualine funkcije po Jungu za MD(x) . To ¢e nam

b + F
omoguéizi da preformuligemo uslov (H,) tecreme 5.5; radi preg-

lednosti napisademo ga ponovo

(2.0 Za svako peN 1 d>0 postoji konstanta B>0
(koja zavisi samo od p), tako da za svake med
postoji konstanta Cm>0 tako da vaZi

|1/TCg)) < ]C!B-exp(d-M;(n)) za” M;(ﬂ) < meloglz]
fz| > C, » &=f+inec .

Iz uslova (Hg), dakle preformulisanog uslova (HS) slediée
postojanje parametriksa P za konvolutor T ( zadanog tipa
(p,g)), a u poglaviju 5.5 ¢emo bez tefkola pokazatil da iz
postoianie parametriksa sledi hipoeliptiénost konvolutera T.

Da bi dobili novi uslov (Hg) s, moramo se vratiti na funk~
cije N _(x) , p=1,2,.. , definisane u poglaviju 2.2 . Prema
tvrdjenju 2.2 , nizovi funkecija {Mp(x)}PEN su ekvivalent-

ni. Uvedimo funkecije

RB(x) = 7 M ()ewlx-t)edt , p=1,2,.., x>1
P g P -
gle je w(x) renegativna glatka funkcija nad R sa nosa-
Zem u  [0,1] ; osim toga je [ w(t):dt =1 . Kao i u sluta-
R

fu funkeija ND(X) ( p - fiksirano z, sa N_(x) oznadiéemo
parnu funkeiju koja se poklapa sa ﬁ;(x) za x>1 , a za |x!<1
je definisana take da je glatka , nenegativna i, najzad ras-

tuéa za x>0 .



& .
Polz). Hedjutin,pokazadamo da su nizov:i
i
exvivalentni u smislu definicije 2.2.

Lema 5.4. a) N {x) < M. (x> za |x|>1 3
Lema 5.4. LN iy z

E) Ao je p>r(1) , tada postoji D =p " (p)<p

tako da vazi M;(X)EH;#X)+K za sve Xer 1 neko K__ >0

P
pp P
Dokxaz. a) Poklapa se sa dokazom prve nejednakosti u le-

i 2.3 {relacija (9) ) .

b) Neka je dato peN 1 neka Je p”>1 najvedi
prirodan broj sa osobinom r(p”)<p . Prema Dpretpostavei, takvo
p~ postoji. PokaZimo d:je

¥

£
(33} Mo(x) < Mp,(x-l) za devoljne velike x>1 .

Prepa uslovu (A) ije Mp,(p‘-x) : Mp(x) 111 M;(x) < M;a(X/P’)

za dovolino veliko |x|. Podto funkeciia M;,(x) raste za x>0
to je za dovoljno veliko x>0 desna strana ove nejednakostil

manja od M;)(x—l) , Bto i dokazuje relaciju (30). Sada je za
dovolino veliko x>1

1

M5 < M (xe1) e £ owCE)dte [ M (xmtdew(tdedt = Nofx)
P - .P ] ;_R P . -p

i lema 3.b) sledi jer su funkeije Mp(x) i gD
Neposredna posledica ove leme d2 u uslovu (H3) moZemo fun-
% N . & L.
keijuw M (%) zameniti sa glatkom funkcljom ﬁﬁ(x) . Napifimo
F

yel

to eksplicitne.

~
o

(IR
~—

Za svako pey 1 d>0 rpesteii konstanta EB>0 kola
zavisi samo od p), tako ¢a za svako meN postoji
konstanta C take da wel

™

1)

1471702y < |zl < m togle!

cexplZ¥_(n))  za
=

{x) neprekidne.

4



et r
e 2~

Y

C=E+in € ¢ .

Saca moZemo definisati parametriks tipa (p,g) zz konvo-

lutor T nad prostorom H'{Mp} .

Derinicija §5.3. HNeka je T'e o;(ﬁ*{MD}) i p.q € .
Distribucija P ¢ 8 {M_} Jje (p,q) - parametriks za T ako

zadovoljava sledeéa dva uslova

{(p,> Postoji new tako da 3e P(x) = DRF(x) za neku
neprekidnu funkeiju F(x) nad R sa osobinom

EY FO0 = Clexp(=N (x))) kada [x| » =

) Ako je Wx) := 8(x) - (T*P)(x) , tada je We c¥

i zadovolijava sledeél uslov
W00 = otexpC-N (x)))  kads x|+«

za sve 3 , 0<i<q .

rvrdjenje 5.6, Neka za T ¢ O;(H’{MP}) vaii uslov (Hg).
Tada za svako {p.,q) e ¥ postoji {p,q) - parametriks P ¢
e 7N a T . '

{ p} z

Dokaz. Posledica uslova (Hg) je da za dato pexy 1
d>2 posteji B>0, takc da za dato men (koje demo utvrditi
kasnije) postoji Cm>1 tako da je funkeija

(32) F(x,g) := .il?%zjzfl_xg_l
(31} 4

- . & s |
analitiZka u oblaesti Ep(n) < melog|z] i I;]zCE_l 3 u je
prirodan broj. Ako je joZ u paran broj za koji vaZi

p > (B+1)/2 , tada Jje F(x,E) integrabilna po £ za
svako xer nad skupom

I, = {ker, iE(ZCm} . Ako stavimo



e
o

EED hix) i= L FOx,Ededf 1 20) E DUTn(x)
T
“m

tada vazi jednakost

1Cm.
T¥g = § ~ zr—e [fexp(ixg)-dE
Zem -C
m

PokaZzimo je

(Te)GO = (TxDPFRI(x) = (TR s ERUEE) gy 0x)
X 2T oo T(c),zp
L s
m
_ o |
G A HIE
Im T{E)
R X (8
T G T B i SO £ P Y S T e O A TR
T(E) n m
c
~ -1 . 1 mo.
=48 -F (XR\I ) = 8 - 57;-! exp(ixg)«de
™ N -Cm

de Je xE(x) karakteristiféna funkcija skupa E . Zetvrta jed-

(3

akost u prethodnom nizu jednakostl se pokazuie kao formula
23)

-~

u treéoj glavi (tvrdienie 3.u)

PokaZzimo da za dato peN 1 k>1 postoli P, EN tako

da za dovoline velike Ixl vaii

(34) N o < k-§:<x) .

~D,

U stvari, na esnovu leme 5.4% , dovelinoc je dokazati nejedna-

kost

P

<

% s
(35) M (kx) < k-M;(x)
Neka je

(26) p, = rip+{x]+1)



za dovolino veliko ,a to je exvivalenino sza (253,

Neka je'sada a>@¢ , ki=mea/2 i Py .kao u (3¢

Neka je o(t) glatka funkeija nad r takva da le

a(t) = € za B<t<Cm i o(t) = Cm-exp(a-x (£) za

-
Ta

1:>2-Cm s osim toga, neka je olt) neparna funkcija koja

4

fu

. ¥ e
raste za t>Cm . Dalje, neka je o (%) glatka funkeija n
R keja je rastuta i vazii o (1) = a(t) za fti>C 5 osim
toga neka je c(])(o) =0 za J=0,1,%2,.. . Sa T{%f) ozna-

Géigemo parnu glatku funkeiju nad R sa osobinom
*-1 .
T(t) = 0 =za ltlgcp , Tlt) = c-gp (N (t)y =za [tilxzc

osim toga neka 1(t) raste za 't:>C!_I . Komnstantu c¢>0 odre-

diéemo tako da vaii

(37) c < meal/2 ;  u tom sluZaju je
(38) gg (2-7(t)) < meloglaced] za {tisc .
4 n

U stvari, akc je 2¢<m+a , tada Jje

*

P

P

P

(2 e1(t)) = N (2e~N. T(N_ (£))) <
1 Py P 1 -

ToFlar (1)) < 20N (t) < 2e-
P - PI - pl -

< ZceN
< melogla(t)]
imaduéi v vidu definiciju funkecije o(t) )} , &to dokazule
reiaciju (38)
Poratrajme krivu L{x) = z(t) := ot} + i+7(%)esgn x

"

noZe za-

uslova (37) integral u (33) s

({1

de t e I_ . Ztc

- =)
hd

fey

e

meniti integralom po krivoe] L{x) , ti.



Wix) = f  Flx,zyedr = Plx,g(t))eg (1) eat

L{x) It

v
[}

Stavimo sada

(33) h,(x) = 7%?. ;explizpider za |x]>C_ i
< A -l
Ll(X) T(;}.CZu
(10) By = e f SR za  ix!sc
— m

7 - 5
L, (x) T(r)ez ®

gde su Li(x) i L.(x) delovi krive L(x) za vrednosti
parametra t sa osobinom |t|>]x| , odnosno C_<fti<ixi .

Neka je delje
c

m
(41) WG, 3= (TaDPHn ) (x) # yimef exp(ixg)edg i
¢
m

P(x) := szhi(X) . Pretpostavimo da za u vazZi

g+l q
(42) u>1+_§___, .

Distribucija . P i jeste traZeni (p,q) - parametriks
za konvolutor T . To ée slediti iz sledece dve leme : iz
leme 5.5 sledi uslov (Pl) (videti relaciju (31)), a iz le-
me 5.6 uslov (pz) iz definicije 5.3 (parametriksa)l,

Lemz 5.5. Funkecija hi(X) je O(exp(—c-Np(x)))
kada {x]+e( h (x) Jje definisanc u (39} .

Dokaz. Funkcija h,(x) se moZe napisati kao
(42) ho(x) = 1.y exp(ixz(t) )z (t)+dt
1 2T L A .
T - (n(e))F
N v . - H -
gde je B e, el 2 ix2 . Maiorirvademc sve Getiri

rh
%)

u

keije koje se poiaviiuiju u (42) . Poka



e lexpl(izz (1)} < exp(-c-Np (x)) za dovoljno veli=-
1

ko (x| i Jri > x| (p; Jje iz (26)) . Iz nejednakost:

#_1 ' 13! .
Mp fx) @ —EL (videti lemu 1.4) i leme 5.4 sledi

R D)
P
x_q Iy o
FoOG(xy ¥ —:izl— ' za dovoljno veliko [x| .0davde sledi iz >0
-P N_“(x)
P
s i c*N_(t) ceN_(t)
el TR (1)) > eoN T N_(£)y > B = P
PR T TR R T v
P P

Funkeija N_(t)/t 'je monotono rastuéa za t>0 (videti.
glavu 2), pa je za |t{>|x] njen minimum ba3 Np(x)/}x\ s t3-
ceN_(x)

c.N;-i(Npi(t)) > ——TETi— K §to neposredno daje sy,

Sledeéa nejednakost

1

(45) .
feeey| ¥

hd exp(-2au-N_ (t))
Py

sledi iz |z(1)]> |o(t)} > exp(a-Np (£
1

Ocenimo sada }1°(t)| . Pre svega je
ceN2 (1)
(46) [17¢8)] = ——2—— < ceN? (1) , 20,
Nrity/e) P

U dokazu leme 2.4 pokazano je da je [N> (t)] <_61-N t)
. pl = - P1

pa Jje EN; (t)] < Ci-(a-Np (t))a < C,cexpla Np .
U1 1 1
Iz ovih nejednakesti -~ i (48) za dovolino velike |t]

sleci
T T < C 'eXP(a‘]\ (t) -

Iz poslednje nejednakosti sledi



[{o}
[N

lgreeyie C;'exp(2(1+d)a-N () + 5§~(exp(2a-Np (t)) ,ti.
1

P1
(u7) lz2 ()| < Eu-exp(a(1+d)'Np1(t)) za neEp Eu>0 .
Lako je videti da je
(48) [zeedl < Es-exp(a-Npi(t)) za dovoljino velzko ftl.

Na osncvu uslova (H;) , relacija {44),(u5),(87) 1 (48) je

Ihl(x)[ < Cs-exp(-c-Np(x)) X

I exp((a+*B + d.;‘m + a(l+d) - 2au)Np (t)dt .
1

“lel> fx]

.

i imajuéi u vidu uslov (42) za o<d<l zadnji integral se ma-
jorira sa integralom po & koji konvergira. To daje

!hl(x)l < C7-exp(-c-NP(x)) za sve xerR 1 neko C, =
= 57(a,c,d,p,p1) >0 . I
Lema 5,6. . Za dato (p,g) e e postoje konstante

d,a (dovoljino male) i konstante m,c {(dovolino welike) ta-

ko da vaﬁ:}q“, ,
w3 = Olexp(-N () kada x| + =
za sve J , 0gjsgq ( W(x) 1z (%1) ) .
Dokaz. Funkeija h,(x) definisana relacijom (40)

je glatka i ofito jednaka nulil za }x!:Cm . Uzmimo da Jje
x>0 { sludaj =x<0 Je analogan ). PokaZimo prvo relaciju

(49) {hgj)(x)| 20y grexp(alirisdden ), 20,1,
1

za veliko x 1 svako d>0 - Pre svega Je



m s N 3
Py = r w5 EREREOREI heoyae 4 qi0

sx S Ty (g

~
<
[on]
~
3

gie je B_(x) 20, By(x) = A(x)eexplix(aGil+it(x))) =
(o) renpCix(o k) +ET(=x))) 5 AGO) 1z 1/(TC(g0a)) e (50))7H)

S WET Ré_iixy 4 200 (explix(ol)+it(x))) (1) (x)] -

a3 CexpCix(ol-x)+1it(x)) )+ (Ao(-x)-1(x)d]  322,3,..q.

Integrali u (50} se mogu majorirati sa

2xsexplali+1)+N_(x)} < K.
Pq -

J,d-exp(a(j+1+d)'Np1(x))

za neke Kj d>U , 3=0,1,..q .Ovde je koriféena Zinjenica da
H . )

je funkeija A(z) integrabilna nad ¢ ‘Q{ZSC,IRezlicm}
pa je ona (zajedno sa svojim izvodima do reda q ) ogranice-
na nad {z, [Rez| > Cm}'.

Poslednja nejednakost pokazuje da ¢ée velacija (49) biti

dokazana ako pokazemo nejednakost

]Rj(x)i < Lj,d-expta(j+1+d)-Np1(x) za x>C .

Imajuéi u vidu ograniZencst funkcije i(j)(x) za sve j=0,
1,2,..9 , to se dobija neposrednom proverom.

U lemi je impiicitno redeno da je W(x} u stvari funk-
cija klase c¥, Zto je zbog glatkosti funkeije h2(x) i re-
lacije (49) oBito ispunjenc. U stvari je

. - Cm .

w3 = {00 +<7%*'_é exptixg)ag) (3 .

m

Poito je T konvolutor, postoii neprekidna funkeija 6(x) sa
cschinem G(x) = O(exp(-ptNP (x))) kada |x|+= tako da je
) 1 :

DlG(x) = T{x) =za neko 1 ¢ N i p=p(l)>0 . Prema tome Je
c

m -
i. S exp(ixE)dE)(]) =
-C x :

2+7

v 00 = rern,) P 4 ¢



BT P I Flx-y,0(t))z (1)ets  +
3y C

n .
e/ explingdan )l

m

Primetimo da je za dovolino wvelike x
C

3% ¥r(x-y,

; BCE)) pocpyar 4 —ie ;mexp(ixg)da
c <ltlsix-yl ay“H o,
i x <|t{< ' * Z%W‘ f?m
<ltlexeyl Cpgitle x “Cn
] .
. ; + 3%?. oS explilx-yir)edr
x <lt]<lx-y] L 6o T

*
gde je L (x) putanja koja se dobija spajanjem duii

* * :
[-Cm,CnJ sa kprivom ¢ (t) := o (t)+it(t) ( uzetc Jje sgn x =
= 1 jer je x>0 ), gde je Cmiit! <x . Sada je na osnovu
definicije o (1)

. : J+2k
(513 Wy = <placyd, 30T T (xmy, ()2 (R)dt
x<ftistz-y| aylTe¥
1 . i)
+ 5= =( f  exp(ixr)dr)
(RIS V) X
Ako Je a izabranc tako da Je
(52) a(2u+a+l+3) < p tada je -
1 .
(53) | < DTely), s > <
x<it] <yl -
J+2usl
< I {G(y)ldy '!—;—_;T—;?E f F(X—y,ﬁ(‘t))C’(t)dt)f.
R Ayt TEETS xeticixey

Diferenciranjem pod znakom integrala (po v ) dotija re
3 D £ F 3 il



I AN (eI o G (xmy ) B (L (YAt + S,

(x=~v)
x <jtlelaey] 342usl

'

Pokazademo samo da je poslednji integral

(5%) O(exp((a(2u+q+1+3)-c)Np (x))) kada x *= za Jj<g

: 1 . .
za "ostatke” Sj+2u+l(x-y1.se to pokazuje jod lakSe. .U stvari,-ake
primenimo nejednakosti (4%),{(47),(48) i iskoristimo ograniZenost
funkeije A(x) sledi relacija (5u).

Posto je G e L, to skalarni preoizved u (51) zadovoljava

(54), Nad slededéi zadatak je da pokaZemo

...-1 . - .
(58) 3 (f exp(ixz)a®) 3 = Olexplalard)=cIN_ (x))kada xsm
E : Py
L(x)

za ¥ < q . Na osnovu Koijeve teoreme o razmeni putanja je

.. . sy g s . %

g S iexp(lxc)d;)ij) s [EDY emCixp)dr + 5500,

L={x) : L {(x)

o : : #
= 5%_- s (ii)lexp(ixt)-dc + Sj(x)
T L)

gde je Li(x) putanja koja se dobija kao komplementarna putanji

& * * .
17 (x) , tj. njena jednadina je ¢ (t) := o (f) + it(t)esgn x 2%
Jtl> x. Poslednii integral se mofe majorirati na sledeéi na-

Zin ( ponavliamo da je O<j<q 1 x>0} :

shee| of | CiR)eexplixg)edr | g
Li(X)

K » J expl-xt(t) + ageN_ (t) + 3a-N_-€t) - a-N (+))-d2
Teex Py Py Pq



Za dovoljno veliko x , dovolino velike < 1 Iti>x Je

-xt(t) + a(q+3)NP () < (algq+3) - c)'NP (x) &to daje

1 1
_2_}%-- e F G Teexplixryedr = Olexplala+3)-cIN_ (x)))
L (x) Py

kada x+« , Ostatak S%(x) s 3206,1,..59 se procenjuje na
igti naéin i to dokazuje relaciju (55) .
Na osnovu (54) i (55) sada sledi

{56) w(])(x) = O(exp(a(2ﬁ+q+l+3)—c) Np (x)))
- ’ 1

kada  x+e i i<a.-

Uzmimo sada ¢:=2p i eventualnim povebanjem peNy ( i, na~
ravno leNo) moZemo postiéi da je ‘prc . Uzmimo sada u >
> 2+B/2 (B je iz uslova (Ha)), ar0 dovoljno malo da vaii
a <« (p/(2u+1+q+3)) 1 najzad wmen ‘tako da vaii m>2c/a .
Ako d4>0 zadamo tako da Jje d<2/m wvidimo da je lema 5.6

dokazana . A
Kao &to smo veé rekli, leme 5.5 i 5.6 zavrSavaju dokaz

tvrdjenia 5.6 . To zna&i da iz uslova (HS) sledl postojanje
parametriksa tipa (p,q) =za svaki par prirednih brojeva p,q.

5.5 USLOV  (E)  JE DOVOLJAN ZA HIPOZLIPTICNOST

U ovon poglavliu ¢emo zavrditi deckaz teoreme 5.5. Vide-

1i smo da se uslev CEa) moZe zameniti sa uslovon (Hg) , u
=

kome st funkcije XD(x) zameniene sa ekvivalentnim glatkim



funkeiiama Eﬁ(x) . Ponovo napominjemo da ovde gﬁ(x) ne
oznalava dualnu funkeiju po Jungu za Np(x) definisanu v dru-
goj glavi .

U sledeéem tvrdjenju ¢emo dokazati da }e egzistencija para-
metriksa zadanog tipa doveljna za hipeeliptiénost tog konvolu-

tora.

.

Tvrdjenje 5.7, Ako za svake (p,q) € e posteji (P,q)-
parametriks P za T ¢ O; (H’(MP}) , tada je T hipoelipti-
Zan u prostoru H’{MP} .

Dokaz, Meka je data jedna&ina
(1) THU=V o, Ve xin)

i pretpostavime da postoji refenje U e H’{Mp} . Treba poka-
zati da je U e =By7{M} . .
Na osnovu teoreme 5.6 je za neko Py BN

(v 20 < CoeexptM_ (x)) - . za §20,1,..
- 1 Py
a na osnovu teoreme 2.2 je
. kl
U{x) = D ~(6(x)) za neko kleﬂo i neprekidnu

funkeiju G(x) nad R za koju vazi |E8(x)|" < CG-exp(MP (x))
za neko DyEN. z
Neka je jENo dato, i neka je p := r(r(r(plipz))) i

i ez j+k1 . Za taj par (p,a} postojl po pretpostavei paramet-
riks P za keonvolutor T , tako da vaZe uslovi (Pl)’(Pz) iz
definicije 5.3. To znadl da je

U = Uxd = Ux{TxP+W) = Ux(T*»P) + Uxy =
(57)

= (UxT)*P + UxW = V=P + UsW



w
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Primetimo da asocijativnost konvclucije sledi iz pona-

U

Zapja distribuecija U 1 P, a samo postojani=2 tih konvolu=-
cija na osnovu ponasanja U,P,W 1 ¢injenice da je T konvo-
lutor. (Rekli smo veé da pod ponadanjem jedne distribucije u
beskonadnosti podrazumevamo ponadanje neprekidne funkcije &iji
je konalan distribucioni izvod bad ta distrisucija.)

Ostaje da se dokaZe da su oba sabirka na kraju (57) u stva-
ri glatke funkcije za koje vazi da su O(exp(MP (x))) Xxada

[x{+> zajedno sa svojim izvodima. Drugim resima® da vazi

(58) U0 = otexpOr, (003 xada |xlve 22 sve 3 e w
0 .

za neko p_t ¥ koje ne zavisi od "J .
Pre svega je V¥P glatka funkecija, jer je

(n)

(V¥PY(x) = (V¥DDE)(x) = (V' P/aE)(x) =

J V(n)(x-y)-F(y)-dy i uopSte
R

I
>
a~

WY = 7 vV xeydeFlydredy 22 e
3
Ocenimo zadnji integral :
| 5 v gy riydeay | < eln,3) x
R
x-f exp(M_ (x-y))eexp(~N_(y))-dy .
R Py p
Imajuéi u vidu da vazi

(59) Mp (x-y) = Np(yy < MP(Pi)(X) + Mr(pl) + K = Mr(r(pl))(y)

1
za neko K=K(p1)>0 dobijamo

(60) Leuwey et g comexpr, 00D
r(z,

za neko ¢ = c(j,n,p,pl) >0 .



o
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Zrugi sabirvak koji &ini U prema (57) je Ux¥ , Prema
Y [og . 3 -
pretpostavei, W Jje funkeija klase €* I ne osnovu izbora

breja T sledi da to vaii i za U%W . Dalje je

(3+k,)

w3 = eIty pa e

'

!(U*W)(j)(x)l < c’ef gz (M (y))eexp(-N_(x-y))edy
= b3 Py p

za neko c¢“= c'(j,k,pz,pJ > 0 , i na osnovu nejednakesti kao

u {59) dobijamo

(61) [cowsiy 32 (x)[ - < c**rexpu

l::!

(]

(x) .
r(pz)
Relacije (57)},(60) i (61) pokazuju da za B, F ri(p,) +
+ r(pz) vaii relacija (58) ; vaino je pri:etiti’da ro

zavisi od j . &



DODATAK

U ovom dodatku éemo prikazati kako se rezulati druge do
pete glave mogu primeniti na resavanie jedne diferencijalno-
diferentne jednaline u prostoru H, . Xao &to je refeno u u-

vodu, takve jednafine se mogu posmatrati kao konvelucione .

Neka je data jednalina
(1) U2 (x) + Ulx-1) = V(x) , v ¢ g, (videti primer 3

poglavlja 2.6) , gde refenje traZimo u prostoru &) .
Jednadina (1) se moZe napisati u obliku

(2) T*U=V  , gde je
(3) Tex) = DACSCxD) + 8,(x)

distribucija kompaktnog nosala i prema tome xonvolutor na

prostoru H;. Na osnovu (3) Je
() Ty i= (FTIE) = =g% 4 exp(-iT)
gde "je z:=f+in kompleksna promenljiva.

Za jedra&inu (1) demo ispitati egzistenciju i hipoelip- .

tiZnost refenia u prostoru H. -

1. RESIVOST JEDNACINE (13

Prema teoremi 4.3 primenjene na prostor H; re§ivost

jednadine (1) je ekvivalenina sa postojanjen fundamentalnog



rafeniz u prosioru H;. Prema definiciji distribucije E i
~ ~ "
E(F) = exp(if)/(1 - & -exp(lg)) , E i= FE , 1 prema

? I exp(ie(x+1)) «dE , xeR

(5 E(x) =
T r1- iz-exp(ii)

z

Primetimo da integral u. (5) konvergira za svako xer 1 da
U stvari definife ogranidenu neprekidnu funkeiju , jer je

}.Iex (ig{x+1)) ]dE < II__‘»—T_—_LdE ¢ w
- £7rexp(ig) R 1 - & eexplid)

To zna®i da fundamentalno reéenje' E konvolutora T
pripada prostoru #, i prema teoremi 3.2 Jjedna&ina (1) ima

reSenje u K] za svako V € H, . To refenje se moZe pret-

staviti u obliku

UGO=(E * T)(x) = ( iy f SRULRIINE, (rcx)expc,xlp)
R1-E -exptla) ’

ako je V(x) = DU (F(xyexp(|x|?), F(x) ogranifena neprekid-
na funkcija (na osnovu teoreme 2.3 znamo da takvi m,p i F
postoje) . Prema tome

(312)Pexp(if(t+1))

3 LF(x-t)rexpl |x-t|P)dEdt
1 - E“vexp(if)

< Ux) = §%ﬁ I/
Ry Rg

i konvergencija ovog dvostrukog integrala se uzima u smislu
H

-
w"

2. HIPOELIPTICNOST JEDNAZINE 1

Ispitatemo uslove ZTecreme 5.5 za celu analiti®ku funk-

eiju T(zy iz (%) . Fre svega je
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T(E) = - gz + exp{~1%) ,ZeRrR, i

(6) ITeer] > g2 - 1 > (g

za |&| dovoljno veliko. Uslov T(g)=0 ﬂe ekvivalentan sa

(7) exp(n) = g2+ n? , geneic e C

Ako sada lg}»» ostajuéi na povrii %(t) =0, to Je

. Inl¢ ' 2
© e R
za svako q > 1 .. -

Relacije (6) i (8) pokazuju da je jédnaéina (1) hipoelip~
ti¢na u H , ti. svake redenje (1) je glatka funkeija ako je
Vix) pe,desnoj strani (1) glatka funkcija.

3. PRIMEDBE

U radu [ 6} ispitivan je primer slifan jednadini (1)
sa gledista operatora J.Mikusinskog. U tom redu data Je
efektivna konstrukecija refenja odgovarajuée algebarske

jednadine u polju cperatora J.Mikusinskog. -

U radu [35] za diferencijalno ~ diferentni operator
m
(1o Tx) =} Py (D)5, (xY
k=1 i
gde su Pk(B) polinomi po operatoru distribucionog izvo-

da D za  k=1,25..,m5, & Cp realni brojevi, data je

reprezentacija reSenja homogene jednaline



u jednom prostoru ucpdtenih funkeija. (Taj prostor se
dobija kao dualni za projektivnu granicu niza prosiora
osnovnih funkeija, dakle sliénc kao prostor H {M_}.)
U tom radu autor nije ispitivao hipoeliptiZnost jedna-
#ine (10). Jednadina (1) je za V{(x)=0 poseban sludaj
jedna&ine (10}, pa prethodna razmatranja daju odgovor
na to pitanje u jednom specijalnom sludaju.



VI GLAVA

ASIMPTOTOSKO PONASANJE DISTRIBUCIJA 17 «;

U ovoj glavi Semo se vratiti na prostor kj (taz2i,t38}
videti primer 2 druge glave). TeZiSte je na asimptotskom ponasa-

nju redenja konvolucione jednaéine na prostoru K{ . U prvom
poglaviju &emo dati defipiciju u - asimptotike distribucija
(koja je uvedena u radu [30p, a njen poseban sluga] ispitan

u radu [31]. U drugom poglaviju éemo izloZiti kakva je repre-
zentacija funkcionela nad xz i konvolutora na K{ . To &e
omoguéiti da p - asimptotiku u spomenutom posebnom sluaju
primeniro na one elemente prostora K{ vkoji imaju nosale sa-
drZane u [0,e) . U treéem poglanju éemo dati jedan doveclian
uslov , na osnovu kéga i ponafanja konvolutera i distribucije
Y na desnoj strani konvolucicne jednaline

(1) T U=V

mofe da se odredi ponadanje redenja U . (Taj rezultat je
posledica tvrdjenja 1,53 iz [”T). Takodje je dato pona3anie
Laplésove transformacije re3enja jednaline (1} na osnovu po-
nafanja kenvelutora T i distribucije V . Ovo je posledica
teoreme 2.2 u [31].

6.1. NEKI POJMOVI I REZULTATI IZ EBOI

Neka je 1 : R > R glatka funkcija koja zadovoljava sle-

ceéz uslove



pix) # 0 =za sve xeR g

—~
sl

(B
s

3 Za svake pex, postojl C_>0 tako éa je
Iu(p)(x)l < Cp!u(x)[ za sve XER .
pefinicija 6.1. Vektorski prostor glatkih funkcija ¢(x)
nad R sa osobinom

<p(®) 1= sup (s x P futo |+ 16932001 5 0giep 5 xer ) < =

za svako p=0,1,2,.. u kome je topologija data preke prebro-

jive familije seminormi {Kp}peﬂo obeleiiemo sa M; .

Prostor 3€u je kompletan lokalno konveksan prostor, $iji
je pravi svuda gust potprostor p. Vaino je

Ivrdjenje 6:1. (rheorem 1.1. u [30] ) Linearno preslika=~
vanje '

(2) Mo $(x) » u(x)ed(x)

je topolcfki izomorfizam prostora IL na prostor brzo opada-
juéih funkecija s.

Poslrdica tog tvrdjenja je

Teorema 6.1. (Theorem 1.2 u [30]) Linearno preslikavanje
# . . s P
M~ , adjungovano preslikavanju M iz (2), je topolofki izo-
morfizam prostora S§° na prostor 3 , ako su oba snabdevena

sa jakom topologijom.

Ispitajmo malo blife preslikavanje M* i njegovo inverzno
preslikavanie Mﬁ-i . Ako je S(x).e s” neprekidna funkeiia,
tada Jje M*(S(x)) = p(x)=8{x) takodje neprekidna funkciia,
koja definiZe regularni.elemenat iz ﬁ(;. Sa druge strane, ako
je T(x) ¢ c"n:ﬂ:;, tada je



.
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1) ML) = TR ()

rakodje regularan elemenat prostora ?{;. Ovo nas navodi da

pridruZimo u opdtem sluZalju funkcicneli T € :{; funkcionelu

S nad s relacijom

(42 <s( -
XY, p(x)> 1= <T(x),p{x)}/u{x)> ,  VES

Prema tvrdjeniju 6.1 izraz na desnc) strani (4) ima smisla

a crema teoremi 6.1 funkcionela S(x) je neprekidna . Posto je

1inearnost ofevidna, to je S(x) e 7 . I u tom sludaju pisa-

éemo u skladu sa (&)
(5) S(x) = T(x)/plxd

ako vazi (4) za sve Yes57.

Kvaziasimptotiku (k.a.) temperiranih distribucija sa no-
saiem u [0,=) definisali su sovjetski autori Drofinov i Zavi-
jalov u [a] .

pefinicija 6.2. Neka je S{(x) ¢ s; (tj. S es” i
supp S < [0,»)) i neka postoji oeR ‘tako da je

£7%.5(4x) + v(x) u smislu s° kada tve . Ako je y{x} =

#0 , kale se da S(x) ima k.a. reda o .

U tom radu je pokazano da da jJe y(x) = C'fa+1(X) s gde

je C#0 konstanta, a fu(x) su distribucije iz s; koje su

definisane na sledeéi nalin

£ (x) = gxyex® 1/F(a)  za o>0 i induktivne

fu+1(x) = D(fa(x)) za negativne vrednosti a . (H je
Hevisajdova funkeija, a T Jje gama funkeija.)
Sada mofemo definisati v - asimptotiku ucpirenih funkei-

je (u -a.)



~ 7n =)y irz o -a. reda a ako i samo ake funkcionela $(x)
7 53
i (8) i (5) ima k.a. reda o. U tom sludajiu pifemo

() T{x)w Coplxdf (x) kada x+e, CZ#0 .
a+l

+
@Qiavna teorema koja daie karakterizaciju u - a. Jje

. . . et .
Teorema 6.2. Distribucija T(x) € jz; ima u -a. reda i
-

kad x+= (tj. vaZi (6)) u smislu 3{u ako i samo ako postoe-

i ney . a+n > 0, i neprekidna funkeija F(x) nad r tako da

vazi
n Ton, o (k) n-k
(7) T(x)y = DP(F(x)) - (eu S(x)DT T(F(x)/px))
k=1
gde je F(x)v C-y(x)-fu+n+1(x) kada x»e u obi&nom smisliu.
6.2. PROSTOR _K_

Prostor K{

Dajemo njegovu definiciju.

(= A;) uveo je M.Hasumi u 512] 1960. godine.

Definicija 6.4. Ky je vektorski prostor glatkih funkci-
ja ¢(x) nad 2 s& osobinom da je funkeija exp(k-!x|)1¢(3)(x}‘

o]
m

ranicena za sve (k,3) € Ni . Topologija na X, definisa-

(o
0]
-h

familijom seminormi

(g2 2 () := sup {exp(p1x|)~l¢<]>(x)} > 0£3<p, xe rY,



Posledica oveg tvrdienja je ca axe T £ i1 , ti. T g k7
i supp [0.,») , tada postoji asr takc ca je expl(-ax)T(xJe
cs5’ .
+

Karakterizaciju konvolutora na kj <aje

v
(k) Fyte
-z
s




za exp(=zx)+T(x) se moie dzfinisati u -

inicija 6.3) koju &emo avati " a - eksponen-
v . 7a kraj ovog poglavlia ostavili smo
tipa za uopstenu Laplasovu transformaciiu

smisiu (18]

To,e) . Ake T{x) ima

edede

P a+l
L{ T(x) Y(s) ~ C/(s-2)
waia = + 2 pravo]
L = {sec , arg(s-a) = ¥, Re s > al



exp(-axy T{x) *




Je0TCx % UCx)) 5 $(x)y = cexpl-andeV{x), 400

ava direktan proizvod distribuc
vi "skalarni" proizvedi imaju smi

gima T,U .

sledi da ako je

T(x) ~ C,~exp(ax)-fa+4(x) , x#w, C,#0 u smislu A (a3

pTN
o
[
)
2]
e
7]
"
=
T
A
—~
[
~

i Ulx) ~ Cz-exp(ax)-f (x) xse,  Cy

g+l
morabiti V(x) ~ Ci-Cz-exp(ax)-fa+B+2(x) kada x+» u smis~

iu 47(a) zbog poznate csobine funkeija fa(X) .To i znal

i
da %(x) ima a - e.a. vreda oa+B+1l . A
Nz osnovu tvrdijenja 6.4 sledi

Tvrdjenje 6.5. Ako su T,U,V kao u tvrdjeniu 6.4 ,

tada je
L VGO b v €0 7 (sma) P
kada s > a ostajuéi na pravej L (L, kao u teoremi
£.3.) v,a Va2
PRI

Naravno, nas vide interesuje ponafanje redenja U Jedna-
Zine (9), ako je poznz*o ponasanje distribucija T i V .

Za to su potrebnl rezultati Tauberovog tipa za uop&tenu Lap~
(i1i Furijecvu transformaciiu)} . Bez naknadnih uslcs

il
ne mole se Zokazati tvrdjenje analogno prethodnom fak ni za

. U radu fu], tvrdjenje 1.,§3 dat je jedan takav dovor~
1jen usliov, naime ogranicenost argumenta u gornjoj poluravni
Furidecve transformacije konvelutora T . Naveidemo to tvrdje-

Reka su T,U,V € S: vezani jednadinom

ime ograniden argumenat u gornjoi poliu-



LT Ulxy 3son (2, € )e(s-a)" % kacda s - a
L, za sveke 0 < ‘wlen/I .
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