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Cetiri Glave ove doktorske disertacije sa naslovima:
e O digitalnim konveksnim poligonima sa minimalnim dijametrom
e Digitalni luk sa maksimalnim brojem stranica
e O digitalnim konveksnim poligonima sa minimalnom povriinom
¢ O minimalnom uvecanju povrsine
su posvecene nekim optimizacionim problemima na digitalnim konveksnim poligonima.

Domen istrazivanja je iz preseka dveju oblasti: digitalne geometrije i optimizacije.
Digitalna geometrija je veoma znafajna oblast diskretne matematike, koja ima Siroke
primene. Razni problemi optimizacije se takodje vrlo esto sreéu u praksi.

Problemi koji se ovde refavaju, pored primene u drugim oblastima matematike, mogu
da imaju znatajnu primenu u praksi, npr. u kompjuterskoj grafici.

Glavni problemi i zadaci, koji ¢e redom biti obuhvaéeni istraZivanjem u okviru druge,
trede, Cetvrte i pete Glave su:

1. NalazZenje digitalnog konveksnog poligona sa maksimalnim brojem stranica MV (m)
koji moZe da se prostre u fiksnu kvadratnu mrezu dimenzije m X m i njemu ekviva-
lentan problem da se za fiksiran broj stranica n nadje digitalni konveksni poligon
koji moze da stane u $to manju kvadratnu mrezu dimenzije MD(n) .

2. Uopstenje predhodnog problema na luk, tj. preciznije, za date prirodne brojeve a i
b se razmatra problem odredjivanja digitalnog konveksnog luka, &ije duZine kateta
su a i b,a koji ima maksimalni mogu¢ broj grana n(a,b).

3. Konstrukcija digitalnog konveksnog poligona sa parnim brojem stranica i sa $to je
moguée manjom povriinom.

4. Odredjivanje digitalnog konveksnog poligona sa 7 + 2 stranice koji se dobija do-
davanjem dve paralelne stranice na neki proizvoljni digitalni konveksni poligon sa
n stranica, koji se nalazi u mrei veliine s x s, tako da razlika povriina izmedju
polaznog i konstruisanog poligona bude minimalna moguéa.
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IstraZivanja koriste poznate nau¢ne metode, medju kojima su konstrukcija, analiza,
sinteza, indukcija, dedukcija i klasifikacija. . -
.- Neke hipoteze istrazivanja, na koje je uglavnom dat pozitivan odgovor, bi bile:

: :'Hl Pos&oy linearan aigontam za konstrukciju 0psteg ophmalnog (u smlslu prvog prob-
lema) resenja.

Lat mf)pst‘a Ll:acfna fofmula. ta MV(m) se najv1se za 1 razh!‘(uje od pozna.te donje granice.

':'..n J! S IETUD BVS Wil &

" Hs A51mpt0tska. ocena za n(a,b) je O(alfe' - bY/3). ey 9i B

",H4 "Posto]i kbntirhpnmer da. gﬂdl OPItIm?ﬂIIO résenje m]e bptlmalno (u sm1slu minimalne
IjOVfél'HE) & . Joj oy O BALLET TR . T Gl

5. L”\'- B SR A ! "‘\I.:'ALI.”’.)J 5t ‘un'l:'-:"_h‘ !
rrHs .BQStQJl\ O(,n§) a,igor;tam za msa.va.n;e cetutog -optimizacionog; problema

ATBG wEE i D0 andivog slastiy J SOULSL LI 9 s :;;Vi»,uﬁ.;!

'-‘1 ! Motlvacua i'aktuelnost pdstavljemh zadataka

Svi navedeni problemi i zadaci su aktuelni Jer Je i sama oblast kojoj pripadaju mlada.
Prvi problem je' prvi’ p‘ut ‘fhrraulisatl od" strane Voss 'K!'f ‘Klette R. 1982 godine. Tredi i
cetvrti! problem su uskd povezani ‘Sh.'prdﬁleniom odfédﬁ\'rhnjh. ’&ﬁéita.lnog konveksnog polig-
ona 'sa' pro:zvol;mm brojem stranica i mimmélﬁom ﬁbWsi‘riOm u ¢emu je svoj pionirski
podulivat napravio R. J. Simpson krajemm 80-tih' 'gbdiha,

Primena reSenja prvog razmatranog problema moZe biti u nalazenju odgovora na
sledeéa prakti¢na pitanja:

— Koliko precizno mozZe da se nacrta krug na kompjuterskom ekranu, sa kvadratnim
pikselima, ako se krug predstavlja konveksnim poligonom, dok je mera preciznosti
brej temena takvog konveksnog poligona?

— Koja je donja granica za veli¢inu koda koja je dovoljna da se reprezentuje bilo koji
konveksni oblik na kvadratnoj mrezi date veli¢ine?

Sli¢no, refenje problema razmatranog u treéoj Glavi, se moZe direktno primeniti na od-
redjivanje digitalnog konveksnog poligona, koji u celobrojnoj mrezi najbolje aproksimira
elipsu sa zadatim osama.

1.1.1. Zakljucak

Originalan doprinos u okviru doktorske disertacije, razdvojen po pomenutim problemima
¢e biti u slededim rezultatimas:

o Kompletirano je resenje prvog problema. Za neparne n za koje nije bila poz-
nata tacna konstrukcija optimalnih poligona je data traZena konstrukcija, koja je
pokrivena linearnim algoritmem, kao i odgovaraju¢om formulom za MV (m). (druga
Glava)

e Izvedena je asimptotska ocena za broj n(a,b). Data je gusta familija optimalnih
redenja. Opisani su neki odgovarajudi algoritmi za traZenje optimalnih resenja van
date familije. (treca Glava)
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o Dat je jedan O(n?) gridi algoritam, koji trazi digitalni konveksni poligon sa 2n
stranica i minimalnom povrinom. Algoritam daje optimalna resenja za sve vrednosti
parametra n, za koje su takva re§enja poznata: Napravljen je kontraprimer: digitalni
konveksni pohgon sa manjom povrsmom nego gndJ optxmalnolresenje dobuencx za
odgovarajuée ‘n. (&etvrta Glava) g

.y vy A gy
O I O VA A e £

e Neka je dat dlglta.lm konveksni poligon P sa 2n paralelnih stranica (centra.lno

simetri¢an) i neka s oznatava ‘minimalnu duzmu stranice d1g1ta.lnog kvadrata u koji
P moZe da se upise. i e

\ [

\; i R 3 6 BN BRDYC BRBOH '1'.":.‘

Dat je O(ns) algoritam, koji, odredgule par paralelnih stranica Zije ubacivanje w po-
lazni poligon daje poligon sa minimalnim prirastom povriine; drug:m re¢ima, razlika
povrsina polaznog poligona i dobijenog centralno simetriénog (2n + 2) -gona je min-
imalna moguéa. 'Pokazano je da‘ovaj algoritam moze da seuopsti‘uz otuvanje iste
sloZenosti za odredjivanje minimalnog prirasta povriine dodavanjem para paralel-
nih stranica nekom nesimetri¢nom digitalnom konveksnom ,pohgomr sa proizvoljnim
brojem stranica. (peta. Glava)
2 0] diigulne e iy dore tiol svsi ive

Istrazivanja u ovom ra.du pnpa,daju znatajnoj, oblastl d1skretne matema,tzke, koja.ima
kako teorijske, tako i praktxcne primene. Zato postoji interes za istrazivanja u ovoj oblasti.
U ovom radu ée biti pnkazano 18. orlgln&nlh pqmocmh tVIdJEI}Ja i15 .Teorema, ,od
toga ¢e 13 Lema i 7 Teorema prvi put bm ovde ob JavlJene. Sa. cﬂJem da se olaksa pracen‘]e

izlaganja, tekst je obogacen sa., 11 shka i5 tabela e e Sl S X
0n ] l'lp 3k ! A ! LL avf L] 1
‘ | g gierd B itk
2hio sonzdoviesd govdil Sroning 1
sujloveh of sind abwi vuiBivy 8 soirsay wirol o siadl -
Yoatler cusd idorm {aadigrberl aa dildo nsxsvac
b u7aet 92 aaRics o a0 gousisersst suoldotg etnsdsy cadils
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2.

O digitalnim konveksnim
poligonima sa minimalnim
dijametrom

U ovoj glavi je dat pregled rezultata vezanih za problem nalaZenja digitalnog konveksnog
n—tougla koji moZe da se upise u kvadrat na mrezi sa minimalnom stranicom M D(n).

Ovaj problem je kompletno reSen. Sada je poznato asimptotsko ponasanje i tatna
vrednost M D(n), kao i eksplicitna i efikasna konstrukcija optimalnog resenja.

Izvedena je asimptotska ocena za funkciju MD(n) sa tatnim koeficijentom vodeceg
¢lana. Dat je tatan izraz za funkciju M D(n). Pokazalo se da je vrednost M D(n) najvise
za 1 veca od prirodne donje granice. Za odredjivanje spomenute donje granice koristi se
gridi pristup.

Za svaki prirodan broj n veéi od 2 data je eksplicitna konstrukcija digitalnog kon-
veksnog n—tougla koji dostize M D(n). Stavise, ova konstrukcija je veoma efikasna zbog
koridéenja Farejevog (Farey) niza: odgovarajuéi algoritam je asimptotski optimalan t.j.
linearan u odnosu na broj stranica poligona n.

2.1 Uvod i pregled rezultata

Poslednjih par godina raste interes za optimizacione probleme na celobrojnoj mrezi.
Ovde ¢e biti analiziran jedan od problema takvog tipa, vezan za konveksnost (koja je jedna
od osnovnih osobina kompjuterske geometrije, [23]). Sledeéa prakti¢na pitanja mogu biti
motivacija za razmatranje predloZenog problema:

— Koliko precizno moze da se nacrta krug na kompjuterskom ekranu pomoéu kvadratnih
piksela ako e se predstaviti kao konveksni poligon, i ako se za meru preciznosti
uzima broj stranica takvog poligona?

— Koja je donja granica za veli¢inu koda, koji je dovoljan da reprezentuje konveksnu krivu
na fiksnoj kvadratnoj mrezi?

Neki drugi optimizacioni problemi vezani za konveksnost na celobrojnoj mrezi su bili
razmatrani u mnogim aktuelnim radovima (videti, na primer, [9], [10], [13], [24], [26],

9



10 Neki optimizacibni problemi ..

[17]). Ima mnogo razli¢itih izvora za motivaciju ovakvih problema, recimo neki od njih su
celobrojno programiranje i kompjuterska grafika.

Digitalni konveksni poligon (skrateno d.k.p.) je poligon &ija su sva temena tacke
celobrojne mrezZe i ¢iji su svi uglovi strogo manji od = radijana.

Na primer, rad [26] koristi uvakvu definiciju d.k.p. i daje metod za konstrukciju d.k.
2k—ugla’ sa mmlmalnom povrsmom Ovaj problem Ce se detaljnije razmatrati u cetvrtoj
glaw PtT
Dzjametar digltalnog ‘konveksnog pohgona Je rmmmalna veli¢ina stranice oko njega
oplsa.nog d1g1ta.1110g kvadrata sa stranicama paralelmm koordm,atmm osama.

U OVO_] gla,w Ce se razmatrat1 sledeci optjm,tzamom problem

Da.t Je pnrodm broj n, odredm dlgltalm konveksm nutougao sa minimalnim
d1_]a,metr0m MD(n)., -

1\ Jemu ekwva,lentan optlmlza.(:lom problem b1 bio:

- Odrediti- digitalni konveksni pohgon sa’ zadatxm duametrom m i maksimalnim
bl‘Ojém stranica- MV (m)." .

Napomena. Ako se dozvoli da unutrasnji uglovi budu manji ili jednaki od 7 radijana
(takva definicija digitalnog konveksnog poligona se koristi u [9] i [17]), tada bi analogni
problem imao trivijalno resen_]e graniéni kvadrat na mreZi veli¢ine m X m— dostize
MV (m) = 4m.

Ova dva problema su bila. prvi put formulisana u radu [27] (videti takodje knjigu [28]).
Dva rastuca niza prirodnih brojeva d(j) i v(j) (7 =1,2,... ) su takodje bila uvedena
u tom radu (videti Tabelu2 u sekciji 2:1.4), tako da bmJew d(7) i v»(j) odgovaraju
jedan drugom u gornja dva optimizaciona problema: drugim re¢ima d(j) = M D(v(3))
i v(j) = MV(d(j)). U istom radu-su bili uvedeni i izrazi za funkcije MV(m) i
MD(n) koji su dobijeni kao eksperimentalne priblizne formule. U sekciji 2.1.4 ée biti
‘opisana. konstrukcija niza d.k. optimalnih poligona P(j), j =1,2,... sa v(j) stranica i
dijametrom d(j), koji su jedinstveno optimalna reenja za oba problema.

¢ . Primedba. . Funkcije, M D i MYV ~nisu medjusobno inverzne u opitem slu¢aju (na
primer, (M D(7) =3, MV(3) =8) i (MV(100) = 76, M D(76) = 99), videti Tabelu 1,
niZe), §tavise nijedna od njih nije 1-1.

Veza izmedju broja grana i dijametra optimalnih d.k. poligona kao i konstrukcija
ovih poligona je potom prou¢avana u radovima [7], [6],[21],[20]. Algoritamski aspekti ovih
konstrukcija su razmatrani u [2] [19] [1]:

Rad [5] je prosirio i popravio rezultate iz [27] u sledeéim aspektima: tagnosti formula,
sloZenosti algoritma za konstrukciju optimalnog resenja za d(j) — w»(j) sludaj, kao i
u davanju dokaza optimalnosti razmatranog slu¢aja. Izvedeno je asimptotsko ponasanje
funkcija MD(nj i MV(m), sa taénim koeficijentom vodeceg &lana:

21
D(n) i 123/2

12
(4r2)1/3

n*? 4 O(n log n)

MV(m) = m*3 + O(m'/? log m) (%)
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U Tabeli 1 je dato prvih 130 vrednosti M D(n) .
koje su za 1 veée od gdg(n).

Oznaka * je pored onih vrednosti

IMD(S):]. MD(4)=]. MD(5)=2
MD(ﬁ) =2 MD(7) = MD(B) = MD(Q) =4 MD(10) =5
MD(I].) =5 MD(12) =6 MD(13) =17 MD(14) =8 MD(15) =9
(16) =4 MD(17)* =l MD(IS)* i MD(lg)* =13 MD(20)=13
MD(21)* = 15 MD(22)* =10 MD(23)=I_= 4 M.D(24) = 17 MD(25) = 19
MD(26) = MD(27) = 21 MD{(28) =22 ~ MD(QQ) =24 MD(30) =0k
(31) = 26 MD(32) = 27 MD(33) =29 " -MD(34) = 30 M.D(35) ==13il
MD(36)=32 MD(3T)=34 MD(38)=35 MD(30)+=37 MD(40) = 37
MD(41)=39  MD(42)s=41 MD(43)=42  MD(44) = M D(45)% = 46
MD(46)% = 47 MD(47) = MD(48) = MD(49)* = 52 MD(ﬁO) =5
(51) = 55 MD(52) = 56 MD(53) = 58 MD(54) = 60 M D(55) = 62
MDG6) =63 MD(S) =65 MD(®)=6 MDE9)=63  MD(E)=T0
MD(61) = 72 MD(GQ) =T4 (63) =5 MD(64) = 1T MD(65) e
MD(66) = MD(67) = 83 MD(68) = 84 ‘ MD(69) = 86 MD(70) = 88
MD(71) = 90 MD(72) =01 (73)* =94. MD(74)+ = 96 MD(75)% = 98
MD(76) = 99 MD(TT)* = 102 ( ) = 13 M.D(TQ)* =106 MD(80)= 107
MD(81)x=110 MD(82)=111 MD(83)x=114 MD(84) =115 MD(SB)* =118
M.D(Bﬁ)* =:120 MD(S?)* = 120:1 M D(88) = 123 .1 :MD(B89) =126 MD(QU) =128
MD(91) = 130 MD(92)=132 MD(9 ) =135 MD(94) =137 MD(95) = 139
MD(96) = 141 MD(97) =144 MD(98) =146 MD(99) = 148 MD(IOO) =150
MD(101) = 153 MD(102) =156 MD(103) = 157 MD(104) =159 M D(105) = 162
MD(106) = 164 MD(107) = 166 MD(].OS) =168 MD(].OQ) =171 M D(110).= 143
MD(111)x =176 MD(112) = 177 MD(113) = 180 MD(114)* =183 MD(115) =185
M.D(llﬁ) =187 MD(117) =190 MD(llS) =192 MD(119) = 195 MD(].QO) =187
MD(121) = 200 MD(122) = 202 MD_(123) =205 2 MD(124) =207 MD(125) = 210
MD(126)+ = 213 MD(127) =215 MD(128) b MD(IQQ)* =221 MD(130) =223

Tabela 1 ‘

U nastavku ce pa.ra,meta,r t oznatavati prirodan broj kOJl zadovoljava da za dati bro_]
stranica n d.k. poligona vazi da je v(t—1) < n < v(t). '

Za izvodjenje formule za M D(n) se koristi prirodna donja granica za MD(n) i
eksplicitna konstrukcija d.k. n—touglova koji dostizu tu granicu. Ova granica (uvedena
u [6]) je izraZena preko funkcija v(j) i d(7),i nazvana je gridi'donja granica/(skraéeno:
gdg(n)):

t—1))-t

4 1-

Re¢ "gridi” u imenu granice je zbog ¢injenice da se za njeno nalaZenje koristi gridi
metod. U saglasnosti s tim, kroz ovaj rad ée se koristiti izrazi "gridi pristup” i ”gridi
izbor”. Funkcija teZine koja se minimizira je ukupna duZina stranice u smislu ”block
distance” metrike.

Moze se izvesti ([27], [5], videti takodje sekciju 2.1.4) da funkcije v(¢) i d(t) mogu dalje
biti izraZene u terminima QOjlerove (Euler) funkcije ¢ (¢(i) oznalava broj celih brojeva
izmedju 1i ¢ koji su uzajamno prosti sa i ; na primer, ¢(1) = 1,¢(3) = ¢(4) = 2,¢(5) = 4)

kao 3to sledi: p
43" 4(4)

i=1

gdy(n) = d(t—1) + L=

t

> i g(d)

=1

o(t) = d(t) =
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Pokazalo se da je gdg(n) veoma efikasna; fascinira da se ova granica veoma malo
razlikuje od tatne formule za M D(n). Preciznije, kao posledica glavne Teoreme 1, date
nize, gdg(n) se dostiZe vrlo ¢esto (u najmanje 7/8 od svih moguéih slutajeva), a takodje
se MD(n) razlikuje za samo 1 od gdg(n) u svim preostalim slu¢ajevima. Naime,
dokazano je u [7], [6] i [21] da je dovoljno da se gridi donja granica za M D(n) poveéa za
najvise 1 za sve one vrednosti n, za koje je nepoznata konstrukcija koja dokazuje da je
MD(n) = gdg(n).

Eksplicitni izraz za M D(2s) kao i tatna konstrukcija optimalnih d.k. 2s—uglova je
data u [6]. Konstrukcija za parno s je jednostavna generalizacija konstrukcije poligona
iz niza P(j); ova generalizacija strogo koristi gridi izbor stranica.

Skoro optimalni poligoni su konstruisani za opéte n wu [7]; dijametri konstruisanih
digitalnih konveksnih n-touglova nisu veéi od 1+ M D(n). Naglasak u ovom radu je na
jednostavnosti konstrukcije. U nekim slu¢ajevima (na primer za n oblika 4s+2) se taéna
konstrukcija optimalnih d.k. poligona zamenjuje jednostavnijom konstrukcijom koja daje
suboptimalne d.k. poligone sa dijametrom 1+ M D(n)).

2.1.1. Glavni rezultat

Problem konstrukcije optimalnih d.k. n—touglova je konatno kompletno refen u [20],
gde je dat tatan izraz za M D(n) i eksplicitna konstrukcija optimalnih d.k. n—touglova
za svako n vece od 2. Glavni rezultat [20] glasi:

Teorema 1 . [20] Neka broj stranica n digitalnog konveksnog poligona pripada intervalu
[v(t—1),v(t)) za neki prirodan broj t > 1. Tada je minimalni dijametar M D(n) jednak
gdg(n) za svaki prirodan broj m > 4, izuzev za sledeée sluéajeve, gde je MD(n) =
1+ gdg(n):

Sluéaj 1. n neparno i t je oblika 4k y Rl
Sluéaj 2. n=v(t—1)+2, gdeje t oblika 2k pul 2k
Sluéaj 3. n=(t) -2, gde je t oblika 2k e s L

Slucaj4. n=v(t-1)+1, gdeje t oblika 4k+3 , k> 0;

Sluéaj 5. =n=v(t) -1, gde je t oblika 4k+1 , k> 0;

Sluéaj 6. n = 45.
Primedba. Prvih 130 vrednosti funkcije M D(n) je dato u Tabeli 1, gore.
Dokaz Teoreme 1 ima slede¢a dva koraka:

Korak 1. Dokaz da dijametar gdg(n) ne moze biti dostignut u svim navedenim sluca-
jevima (Slu¢aj 1 — Slucaj 6).

Korak 2. Eksplicitnu konstrukciju d.k. n—touglova sa dijametrima gdg(n) odnosno
gdg(n) + 1 u navedenim slucajevima.

U Poglavljima 2.3 i 2.4 ée redom biti dati potrebni dokazi za prvi korak i traZena
konstrukeija za drugi. Neki dokazi Koraka 1 su takodje dati u radovima [7] (Slucaj 1), [6]
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(Slucajevi 2 i 3), dok se sloZeniji dokazi za Slucajeve 4, 5 i 6 prvi put objavljuju u ovom
radu u Poglavlju 2.3.2 Konstrukcija potrebna za Korak 2 ([20]) je data u Poglavlju 2.4.

Konstrukcije optimalnih n-touglova za sve vrednosti n koje zadovoljavaju » mod 4
# 0 imaju u svojoj osnovi Bazi¢éne b-torke (videti Sekciju 2.3.11 2.4.1), koje dozvoljavaju
malo odstupanje od gridi pristupa.

Algoritamski aspekti konstrukcije optimalnih d.k. n—touglova ée biti prikazani u
Poglavlju 2.6, a takodje se nalaze u radovima [5] (za n oblika v(j) ), [2] (za =
parno), [1] (suboptimalna konstrukcija za opste n) i [19] (optimalna konstrukcija za =
neparno). Pokazalo se da postoji asimptotski optimalan (linearan u odnosu na broj stran-
ica) algoritam za konstrukciju optimalnih d.k. n—touglova. U algoritmu se koristi efikasna
konstrukcija Farejevog (Farey) niza ($to je sustina efikasne konstrukcije luka optimalnog
d.k. n—tougla), kao i efikasno ubacivanje stranica Bazi¢ne b-torke kada je to potrebno.
Rad [19] sadrZi algoritam za konstrukciju Bazi¢nih b-torki, to ée biti razradjeno u sekciji
2.6.1.

2.1.2. Neka uopstenja

Dve prirodne generalizacije razmatranog problema mogu biti interesantne za razma-
tranje u buduénosti. Jedna bi mogla da bude odredjivanje maksimalnog broja stranica dig-
italnog konveksnog poligona upisanog u dati digitalni pravougaonik (ovo bi bilo uopitenje
MYV —varijante problema). Druga je vezana za odredjivanje koeficijenta vodeéeg ¢lana u
asimptotskom izrazu za maksimalan broj temena (strana ili ivica) digitalnog konveksnog
poliedra upisanog u kub date ivice m. Poznato je iz [9] da je ovaj broj ograniéen odozgo
sa O(m®/?).

Druga vrsta uopstenja bi bila kad bi se dijametar posmatrao u opstijem smislu; recimo
kad bi se definisao kao minimalna veli¢ina stranice opisanog kvadrata, a da za kvadrat nema
zahteva da su mu stranice paralelne koordinatnim osama i da su mu temena celobrojne
tatke mreZe. Ovakva generalizacija tesko moZe da smanji dijametar; broj tac¢aka mreze
unutar nekog zatvorenog kvadrata d X d moZe biti samo manji od (d+1)? ako bilo koji
od dva gornja zahteva odbacimo. Manji broj tataka unutar kvadrata samo smanjuje broj
mogucnosti za izbor pogodnih temena i stranica.

Medjutim, predhona razmisljanja obaraju sledeca ¢etiri mala kontraprimera u kojima
je smanjen realni dijametar uz prihvatanje navedenog uopstenja. Za dati poligon P
iz familije P(t), neka S@Q oznaava minimalni opisani (realni) kvadrat sa uglom od
45° izmedju stranica 5@ i koordinatnih osa. Pokazalo se da je veli¢ina stranice SQ
manja od d(t) za 2 <t < 5; ove veli¢ine su redom 2.82, 8.49, 16.97, 36.77, dok su
d(2) =3, d(3) =9, d(4) = 17, d(5) = 37 (videti Tabelu 2 u sekciji 2.1.4).

2.1.3. Uvodne definicije

Dijametar digitalnog konveksnog poligona P je jednak
max {max {|z; — z;| , |v; — v;|} , gde je ( (i,%), (=;,9;) ) par temena P }.

Dakle dijametar je definisan kao maksimalno rastojanje izmedju temena poligona.
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Neka Ymin 1 Zmaer redom oznalavaju minimalnu y—koordinatu i maksimalnu
z—koordinatu razmatranog d.k.p. P. JI-luk (jugo-istoéni luk) d.k. poligona P je niz
susednih stranica (V;,Viy1), 1 £ ¢ < e— 1, gde tatke V; oznatavaju temena (z;,y:)
polifona Pi. 2y €. wc € 2o = Toani Pmin, =, Y1 50w < ¥ Sp0GRIN0, 8ko pobgon
P ima donju horizontalnu stranicu (Vo,Vi) (Vo = (zo,11), Vi = (21,71), 20 < z1),
tada se ta stranica uvek posmatra kao prva stranica JI-luka. Na analogan naéin se definisu
i SI-, SZ- i JZ- lukovi d.k.p. (ako poligon P ima desnu vertikalnu stranicu tada se ona
smatra prvom stranicom SI-luka, i tako dalje).

Neka je data stranica e = ((z1,¥1),(z2,¥2)) d.k.p., tada je nagib stranice e razlomak:

|21 — z5]

I | ako e € SI- ili JZ-luku : =%l 1o e e IL il SZ-luku ;
Y=

|21 — 4]

dok je bd-duZina stranice e (skraceno: bdd(e) ili jos krate bdd) predstavlja sumu
|z1 — 2| + |11 — ¥2|. Bd-duZina je duZina stranice u smislu "block (Manhattan) distance”
metrike. U nekim slucajevima ona je direktno pridruZena nagibu.

Za dati d.k. poligon P, neka MP(P) i MK(P) redom oznatavaju minimalni
opisani pravougaonik (kvadrat) sa stranicama paralelnim koordinatnim osama. Dijametar
P je na ovaj natin jednak velilini stranice M K(P).

Projekcija stranice d.k. poligona P je ortogonalna projekcija te stranice na neku
stranicu M P(P), koja je susedna odgovarajuéem luku. Tako projekcija stranice poligona
P pripada onoj stranici opisanog pravougaonika koja nije "zaklonjena” sa P;svaka "kosa”
stranica P ima tatno dve projekcije (videti Sliku 1).

Ako odgovarajuci lukovi neka dva d.k. poligona P, i P; mnemaju istih stranica
tada postoji Minkovski (Minkowski) suma Py i P, koja jedinstveno odredjuje treéi
d.k.p. P3 (za vise detalja videti na primer, [15] ili [22]). Svaki luk P; sadrzi sve stranice
odgovarajuc¢ih lukova P; i Ps, sortiranih tako da konveksnost ostaje otuvana. Dijametar
P3 je jednak zbiru dijametara P 1 Ps.

Ako je poligon P; Minkovski suma poligona P; i P, tada je P Minkovski razlika
Ps i P

2.1.4. O izvodjenu gridi donje granice

Gridi donja granica gdg(n) za M D(n) moZe da se izvede ako se primeti da je zbir svih
bd-duZina stranica d.k. n—tougla P ijednak obimu opisanog pravougaonika M P(P).
Naime, zbog konveksnosti P, stranice M P(P) su taéno prepokrivene projekcijama
stranica P (Slika 1).

Slika 1.
Projekcije stranica P taéno
prepokrivaju obim pravougaonika M P(P)
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Ova ¢injenica implicira da je M D(n) > i Minsum(n), gde Minsum(n) oznatava
donju granicu za sumu bd-duZina stranica d.k. n—tougla. Ova granica moze da se do-
bije koris¢enjem neke vrste gridi pristupa. Kako je broj sabiraka fiksiran (jednak n),
minimizacija zahteva da su sabirci §to je moguée manji. Ovaj cilj moZe da se ostvari
biranjem koliko god je moguée sabiraka jednakih 1, a zatim birajuéi maksimalan broj
sabiraka jednakih 2 i tako dalje ... Svi ovi sabirci su oblika (p + ¢), tako da su ¢/p
(¢=0,1,.., p=1,2..) kandidati za nagib stranica P. Sledeéa dva pravila ([6])
moraju biti zadovoljena za nagibe ¢/p:

— brojevi p i ¢ suuzajamno prosti;
— svaki ¢/p moZe da se koristi najvise Cetiri puta (u svakom luku P jednom).

Primedba. U opétem slutaju, posto je d.k. n—tougao konstruisan, nije bitno ako prvo
pravilo nije zadovoljeno za neki nagib (najvise jedan nagib ag/ap ,gdeje a>1i ¢
i p su uzajamno prosti, sme biti koridéen u jednom luku). Medjutim, kada se kolekcija
od n stranica razbijena po lukovima, bira, tada prvo pravilo daje minimalne bd-duZine
za dati nagib i garantuje da Ce se tri kolinearna temena izbeéi (ovo je neobhodno, ako se
konstruiSe d.k.p., i zahteva da on ima n stranica).

Niz P(j), j = 1,2,... optimalnih d.k. v(j)—uglova sa dijametrom d(j), koji je
spomenut u uvodu, moZe da se definide na sledeéi nagin: za dati prirodan broj j, svaki
luk P(j) sadrZi sve nagibe ¢/p koji zadovoljavaju p+ ¢ < j,gdesu ¢ i p uzajamno
prosti prirodni brojevi, sa dodatnom moguénoséu da je ¢/p = 0/1. Takav izbor stranica
P(j) je jedinstveno mogué za dostizanje Minsum(v(j)) = 4-d(j) i on je primer stroge
primene gridi pristupa. Bilo koji drugi izbor v(j) stranica bi narusio gridi pristup i dao
bi strogo vetu sumu bd-duzina stranica. Ovo implicira da su d.k. poligoni u nizu P(j) i
optimalni i jedinstveni.

Izraz za gdg(n), dat u uvodu Glave 2.1, sledi iz Einjenice da je
Minsum(n) = 4-d(t—1)+(n—o(t—-1))-t.

U Tabeli 2 su date vrednosti za funkcije d(t) i wv(t), dok parametar ¢ prolazi
intervalom 1 <t < 50.

t 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
v(t) 4 8 16 24 40 48 72 88 112 128
d(t) 1 3 0. 17 31 4 - 9%, i ¥ AT iR

t 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
v(t) 168 184 232 256 288 320 384 408 480 512
d(t) 327 375 531 615 735 863 1135 1243 1585 1745

t 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30
) 560 600 688 720 800 848 920 968 1080 1112
) | 1997 2217 2723 2915 3415 3727 4213 4549 5361 5601
t 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40
)| 1232 1296 1376 1440 1536 1584 1728 1800 1896 1960
d(t) | 6531 7043 7703 8247 9087 9519 10851 11535 12471 13111

t 41 42 43 44 45 46 47 48 49 50
v(t) [ 2120 2168 2336 2416 2512 2600 2784 2848 3016 3096
d(t) | 14751 15255 17061 17941 19021 20033 22195 22963 25021 26021

Tabela 2.

v(t
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Optimalno resenje nije uvek jedinstveno, stavise....

Konstrukcije optimalni n-touglova za n mod 4 = 0 strogo koriste gridi izbor nagiba.
Za razliku od jedinstvenog optimalnog resenja za n oblika v(t), postoje mnoga optimalna
refenja za ostale n deljive sa 4:

Lema 1 Broj optimalnih digitalnih konveksnih n—touglova za n deljivo sa 4, i
n € (v(t — 1),v(t)) nije manji od

(¢(6)/2)! T
Z TR e JOE AT
3 Fefaieple—1jja 7 SRS
i,j € NU{0}

Ovaj broj, je na primer, jednak 2-¢(t) odnosno 2-¢%(t)—3-4(t) za n = v(t—1)+4
odnosno za n=v(t— 1)+ 8.

Dokaz. Slededi gridi pristup, optimalno resenje za n mod 4 = 0 moZe da se predstavi
kao Minkovski suma poligona P(t — 1) i nekih (n — v(t —1))/4 &Eetvorouglova sa
dijametrima p+ g, pri ¢emu svaki od njih ima nagibe iz nekog skupa { p/q, ¢/p}, gde su
p 1 ¢ uzajamno prosti prirodni brojevi i zadovoljavaju p+¢ = t. Postoje Eetiri moguénosti
za ovakve Cetvorouglove za svaki neuredjen par {p,q}: dva od njih su digitalni kvadrati
sa osobinom da svaki luk ima po jednu stranicu sa nagibom g¢/p (odnosno p/q); druga
dva su digitalni rombovi sa osobinom da po dva naspramna luka imaju po dve stranice
sa nagibima ¢/pi p/q, dok su im preostala dva luka prazna. Neka S({p,q}) oznalava
skup ova €etiri ¢etvorougla.

Postoji ¢(t)/2 skupova S({p,q}) za dato t. Kako sabirci sume Minkovskog ne
smeju da imaju iste nagibe unutar odgovarajuéih lukova, najvise dva ¢etvorougla iz skupa
S({p,q}) mogu ucestvovati u sumi Minkovskog; ako se koriste dva onda su oba ili kvadrati
ili rombi. Neka j i ¢ redom oznatavaju broj skupova S({p,q}) koji daju jedan
odnosno dva sabirka za sumu Minkovskog. Tako gornja formula sledi na osnovu proste
kombinatorike. O

Primedba. Dva digitalna kvadrata iz skupa S({p,q}) ¢e u sekcijama koje slede biti
oznatena sa DK(p,q) i DK(q,p).

2.2 Asimptotika

Formule date u uvodu Glave 2.1, za asimptotsko ponasanje funkcija MV (m) i MD(n)
su izvedene u [5] koriéenjem monotonosti funkcija i eliminisanjem parametra t iz izraza

2 3
o(t) = 1}?—2 +O0(tlogt) 1 dt) = % + O(t* log t).

Izvodjenje ovih izraza se dobija iz odgovarajucih formula za wv(t) i d(t), datih takodje
u uvodu ove glave, zapisanih preko Ojlerove funkcije. Pri izvodjenju se koriste i sledeée
sume:

: 312 . 213
Y 4() = S +0(tlog #) ([16], Teor. 330) i Yi-¢(i) = = +0(t logt) ((11)).
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Moze se primetiti da moguénost eliminisanja parametra t sledi iz postojanja familije
P(t) i ¢injenice da su funkcije MV(m) i M D(n) medjusobno inverzne u tatkama niza
m=dt i n=v(l) za t=1.2,..

Rad [27] sadrzi eksperimentalno dobijene koeficijente, koji su redom jednaki 0.1507 i
3.53, za vodece ¢lanove asimptotskog ponasanja funkcija MV(m) i MD(n) . Medjutim,
taéni koeficijentih ovih vodeéih €lanova ([5]) su, sa taénodéu do na etvrtu decimalu jednaki
0.1511 odnosno 3.5242.

2.2.1. Neki bliski asimptotski rezultati

Neki asimptotski rezultati koji mogu da se povezu sa predhodnim, mogu da se nadju u
radovima (18], [9] i [17]:

Klasi¢an Jarnikov rezultat ([18]) kaze da postoji zatvorena konveksna kriva C' duzZine
m (u smislu euklidske metrike), tako da broj digitalnih tataka na C nije manji od

(2m)1/3 m?/® 4 O(mlfa) (%)

Bilo bi interesantno uporediti koeficijente vodecih ¢lanova formule (x) za MV(m)
iz uvoda ove Glave i formule (##). Oni su priblizno jednaki 3.52 odnosno 1.63. S druge
strane, (euklidska) duZina obima optimalnog d.k.p. iz niza P(t) pripada otvotenom
intervalu (2v/2m, 4m), gde je m = d(t) ; stranice ovog poligona pripadaju oblasti izmedju
stranica kvadrata M veli¢éine m X m i stranica kvadrata ¢ija su temena sredi$nje tacke
stranica M (isto vaZzi za sve d.k.p. sa dijametrom m i Cetiri jednaka luka). Tako
Jarnikov rezultat implicira da koeficijent vodeéeg ¢lana za MV(m) pripada intervalu
((2v/2)*/2 - 1.63, 4%/°.1.63) ~ (3.25, 4.10) , 5to je u saglasnosti sa ().

Balog i Baranji (Barany) su ocenili u [9] broj N(m), digitalnih taéaka konveksnog
omotaca, skupa digitalnih tataka koji pripada unutrasnjosti kruga pre¢nika m. Oni su
dokazali da je Cym*® < N(m) < Com?*/® za dovoljno veliko m i za pogodne konstante
0 < Cy < Cy. Tako funkcije N(m) i MV(m) imaju isti red velicine (~ m?/3),
mada definicija N(m) sadrii jedno pojacanje i jedno oslabljenje u odnosu na MV (m):
sva temena moraju da pripadaju unutrasnjosti kruga, ali su trojke kolinearnih tataka
dozvoljene.

Formula (*) se koristi u [17] za izvodjenje donje granice za ukupan broj D(m) dig-
italnih konveksnih poligona (poligoni sa dozvoljenim trojkama kolinearnih temena), koji
mogu da se upiSu u m X m—mrezu.

Ta donja granica je dobijena prebrajanjem podskupova skupa ¢vorova optimalnih d.k.p.
sa MV(m) &vorova. Gornja granica istog reda veli¢ine je takodje izvedena; to ima za
posledicu da je Cym??® <log, D(m) < Com*/® za m > 2 i za neke pozitivne konstante
Cr< Cy .,

2.3 (Ne)gridi optimalna resenja

Cilj ovog poglavlja je da se dokaZe da je MD(n) strogo veée od gridi donje granice
gdg(n) za sve one vrednosti =, za koje nije poznata konstrukcija digitalnih konveksnih
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n—touglova za koju je MD(n) = gdg(n). Preciznije, u ovom poglavlju ée se dati svi
nedostajuci dokazi za Korak 1.

2.3.1. Bazi¢éna b-torka: definicija 1

Konstrukcija optimalnih d.k. n—touglova za n mod 4 # 0 je komplikovanija jer se
lukovi ne mogu tretirati na simetri¢an natin. Do nekog stepena konstrukcija moze da se
odvija simetri¢no, ubacivanjem po Cetiri stranice sa istim nagibom u etir luka (u svaki
luk po jedna stranica). Medjutim, preostace nekih b stranica ( (n—b) je deljivo sa 4) sa
osobinom da se njihovi nagibi ne koriste u sva Cetiri luka. Upravo to su stranice koje €ine
takozvanu Bazi¢nu b-torku. U op3tem sluaju ove stranice ne mogu da se spoje (svaka
stranica ostaje u svom luku) tako da ¢ine (zatvoreni) d.k. b-tougao.

Bice korisCene dve razlitite definicije Baziéne b-torke. Prva se koristi za dokaze ne-
moguénosti dostizanja gdg(n) u specijalnim Sluajevima 4, 5 i 6 Teoreme 1. Da bi
se mogao koristiti dokaz kontradikcijom hipoteza o postizanju gdg(n) je ugradjena u
definiciju 1. Druga definicija (sekcija 2.4.1) se koristi za direktnu konstrukciju optimalnih
d.k. n—touglova ([20]) za sve vrednosti n, koje nisu deljive sa 4. Ova definicija uklju¢uje
skup dovoljnih uslova za Baziénu b-torku (bez zahteva da se postigne gdg(n) ).

Definicija 1. Neka P oznatava d.k. n—tougao sa dijametrom jednakim gdg(n).
Baziéna b-torka B, odredjena sa P, se sastoji od svih onih stranica P, &iji se nagibi
pojavljuju u najviSe tri luka P . Preostale stranice P mogu da se skupe u Inicijalni
(n — b)—ugao I, koji je dakle takodje odredjen sa P.

Primedba. MozZe da se uoti da je gridi pristup ugradjen u definicije B i I, s obzirom
da polazni d.k. n—tougao P, postiZe gridi donju granicu gdg(n).

Kroz preostali deo ove sekcije,

— P (e oznacavati d.k. n—tougao sa dijametrom jednakim gdg(n).

Neke lokalne definicije

Neka MK(B) oznatava minimalni (digitalni) kvadrat (sa stranicama paralelnim ko-
ordinatnim osama) opisan oko Baziénog b-tougla B. Dijametar B (skraéeno dijam(B))
je duZina stranice MK (B). Oznake dijam(P) i dijam(I) su analogne.

Projekcija stranice B je ortogonalna projekcija te stranice na stranicu M K(B),
koja je pridruZena odgovarajuéem luku.

Minimalna mogué¢a duzina stranice M K(B) je jednaka ZD(B) = [% > bdd(e)]

e’
( ZD(B) je skraenica za zahtevani dijametar).
Svaka b-torka B koristi toleranciju koriséena tolerancija KT(B), koja mozZe da se
izrazi u terminima odstupanja od bdd = t:

KT(B) = >,  (bdd(e)-t) + >  (4—a(B,p,9):(t-(p+4q),
e€B g/pin B
bdd(e) > t pra<t
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gde je e neka stranica B ,a ¢/p je nagib neke stranice B, dok je a(B,p,q) iz skupa
{1,2,3} ioznacava broj lukova B, koji sadrZe stranicu sa nagibom ¢/p.
Gredka zaokruzivanja GZ(n) izraza za gdg(n) je data preko formule

-1
GZ(n) = 4-[-"%1—]—,1-:.
Preostala tolerancija PT(B) je duZina dela obima kvadrata MK(B), koji nije

pokriven sa projekcijama stranica B; PT(B) je s druge strane jednaka gresci zaokruzi-
vanja u izrazu za ZD(B).

Kombinacija bd-duzina stranica Bazi¢ne b-torke B je suma koja se sastoji od dva
tipa sabiraka. Sabirci oblika u * w[t — 1] ,7 = 0,1,2, znate da B koristi u razli¢itih
nagiba sa bdd =t — 1, i svaki od ovih nagiba se koristi tatno u w lukova. Sabirci oblika
u(t+14) ,2=0,1,2, znate da B ima wu stranica sa bdd =t + i. Ako je bilo koji od
brojeva u ili w jednak 1, on se izostavlja.

Kada je poznata kombinacija koja odgovara B, vrednosti ZD(B), KT(B)i PT(B)
¢e biti skradeno redom zapisane sa ZD, KT, PT. Slitno ¢esei GZ(n) Cesto oznatavati
sa GZ.

Moze da se primeti da kombinacija jedinstveno odredjuje ZD i KT:

Primer. Neka je data kombinacija bd-duZina stranica Baziéne 9—torke, 3[t — 1] +
3[t]+2[t)+(t+1) za t =6 (kombinacija 1) Teoreme 4 niZe), tada su ZD i KT:

ZD = [E—-E)—i—zﬁ] =13 i KT =1+ 1 = 2 ; sabirak 1 odgovara odgovara redom
sabircima (¢4 1) i 3[t — 1] kombinacije.

2.3.2. Dokazi

Razlozi za nejednakost M D(n) > gdg(n) u Slutajevima 4, 5 i 6 Teoreme 1 ¢e biti u
nekoliko reéi skicirani:

Sluéajevi 4 i 5 se odnose na situacije kada se n razlikuje za samo 1 od neke vrednosti
v(s)— za neko s € N, dok je GZ samo 1; ovakve ¢injenice ostavljaju "mali prostor” za
smestanje potrebne Bazi¢ne b-torke B. Slucaj 6 je jedini od Sest izuzetih slucajeva u Teo-
remi 1 kod koga je GZ = 2. Medjutim, veoma je siromasan izbor nagiba koji odgovaraju
intervalu (v(5),v(6)). Jedine moguénosti za nagibe su 1/51i 5/1, i obe su nepodesne za
pravljenje priblizno jednakih suma projekcija stranica B na stranice M K(B).

Predpostavka da postoji Bazitna b-torka B, koja odgovara d.k. n-—touglu sa di-
jametrom gdg(n) — dovodi do kontradikcije u svakom od Slu¢ajeva 4, 5, 6. Preciznije,
bi¢e dat dokaz kontradikcijom za svaku mogucu kombinaciju bd-duZina stranica B. Qvih
moguénosti ima 3, 4, odnosno 12 u razmatranim slucajevima.

Prvo ¢e biti dokazane dve leme, koje ¢e se koristiti u dokazima koji slede:

Lema 2 . Ako Baziéna b-torka B odgovara digitalnom konveksnom n—tougalu P,
onda su zadovoljeni sledeéi uslovi:

1. (n=>0) mod 4=0; 2 dijam(B)=ZD(B); 3 KT(B)<GZ(n).

Dokaz. Uslov 1 sledi iz definicije Bazi¢ne b-torke. U nastaku ce biti dat zajednicki
dokaz za tvrdjenja 2 i 3:

Neka si, i =1,2,3,4 oznalava broj nagiba sa bd-duzinom ¢ — i, koji se koriste u B
ineka je s; suma si’ova.
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Ako su uslovi 2 i & zadovoljeni, onda je

dijam(B) % [i. Y bdd(e)] = [%(b-t-{- Y (bdd(e)-1))] =

ec B o
bdd(e) # t
= [Gtd T 4Gte-0+ Y @Ba)-4)-Gra-t)+
¢/pin B g/pin B
Pptg<t p+g<t
+ X @dde)-1)]= [{(b-t-4-Y s i+ KT(B))] =
e€ B s
bdd(e) > t
S e g0t KTEB). 3 &
=—i=213‘1-z+|'—£—-.|-4—(-)—'|'i —;sl-1+[—£].

Ako nisu zadovoljeni uslovi 2 i 3, onda predhodno izvodjenje implicira da je
4
: b-t
dijam(B) > — ) s}-i+4+ [—]. Dalje se uotava

b—v(t—-1)

dijam(I) = d(t*l)-zsi'(t“')ﬂ_ 4

=1

b 8yt
S obzirom da se d.k. n—tougao P moZe predstaviti kao zbir Minkovskog ([15]) B i
I. To implicira da ako bilo koji od dva uslova 2 ili nije zadovoljen:

dijam(P) = dijam(I) + dijam(B) >

c TP BPRERR 2 1) oy

Sto je kontradikcija sa zahtevanim dijametrom dijam(P) = gdg(n). O

>d(t-1)+

Lema koja sledi zajedno sa nejednakos¢éu KT(B) < GZ(n), daje strogu restrikciju
kombinacija bd-duZina stranica B. Lema sadrZi neke gornje granice, koje ¢e se koristiti
za dokazivanje kompletnosti listi kombinacija u kasnijim teoremama. Na ovaj nadin je
moguce napraviti iscrpno pretrazivanje skupa moguéih kombinacija bd-duzina.

Neka je data Bazi¢na b-torka B,ineka e;,e2,e3 redom oznaiavaju broj stranica e
koje se koriste u B , i zadovoljavaju da je bdd(e) < ¢, bdd(e) =t odnosno bdd(e) >
t . Sliéno neka s;,52,83 redom oznatavaju broj nagiba ¢/p koji se koriste u B , i
zadovoljavaju da je p+g<t, p+¢=1t odnosno p+¢q>t.

Lema 3 . Neka je za neko t >1 n=v(t—1)+ g < v(t). Ako Baziéna b-torka B
odgovara d.k. n—touglu P, tada su zadovoljeni sledeéi uslovi:
1. ext+es<GZ+g; 4. b<4-GZ+3-(4-4(t) - 9);

2. b<4-GZ +yg; 5. b<3-(4(t)+G2).
—b
3. s1+s2 < ¢(t) - gT’_
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Dokaz. Ako su izabrane stranice poligona P strogo u skladu sa sa gridi principom,
onda P ima svih v(t— 1) stranicasa bdd <t i g stranicasa bdd =1{.

Moguéa odstupanja od strogog gridi pristupa dozvoljava greska zaokruzivanja GZ(n).
Koristeéi nejednakost KT (B) < GZ(n), dobija se da su moguce dve ekstremne situacije
za odstupanje:

a) Nekih GZ stranica sa bdd < t nedostaju u P; treba uotiti da je GZ maksimalan
mogu¢ broj takvih nedostajucih stranica i da se on ostvaruje kada kombinacija bd-
duZina koja je pridruzena B sadrzi sabirak GZ * 3[t — 1].

b) Poligon P ima GZ stranica sa bdd > t; GZ je maksimalan broj takvih stranica i
on se postize kada kombinacija koja je pridruZena B sadrZi sabirak GZ(t + 1).

Dokaz 1. Neka z oznagava broj stranica sa bdd < t, koje se ne koriste u P. Dokazace
se nejednakost ez + ez < z + g. Kako tvrdjenje a) implicira da je z < GZ, zahtevana
nejednakost sledi iz poslednja dva.

Pretpostavimo suprotno, da je e; + e3 > z + g. Broj stranica poligona P ne moze
biti manji od (v(t — 1) — z) + (e2 + e3); prva zagrada odgovara broju stranica poligona
P sa bdd < t, dok druga odgovara broju stranica B sa bdd > t. Nasa pretpostavka
daje v(t—1)—z+e2+ e3> v(t—1)+ g = n, tako je broj stranica P veéi od n, §to je
kontradiktorno.

Dokaz 2. Tvrdjenje a) implicira da je e; < 3-GZ. Uz koriséenje uslova 1. se dobije
daje b=e1t+est+es<er+GZ+9g<4-GZ+yg.

Dokaz 8. Pretpostavimo suprotno, da je s;+s2 > ¢(t)— 2;—6 Broj stranica poligona
P ne moze biti veéi od (v(t—1)—4-51)+4-(¢(t) — s2) + b. Naime, prva dva sabirka
su maksimalni mogué broj stranica sa bdd < t, odnosno sa bdd = t, koji se ne koriste u
B i koji mogu da se koriste u P. Naa pretpostavka daje 4-(¢(t) —s2) <4-s1+g—b.
Ovo implicira da je v(t —1)—4-8+4-(¢(t) —s2)+b< v(t—1)+ g = n,i tako je broj
stranica poligona P manji od n, 5to je kontradiktorno.

Dokaz 4. Kako B ima najviSe tri stranice sa istim nagibom, tvrdjenje b) implicira
daje b<3-(s1+382)+es<3:(s1+32)+ GZ. Dokaz se kompletira zamenom s; + s
u skladu sa uslovom 3.

Drugi dokaz tvrdjenja 4 moZe da se izvede zamenom s; + s2 u skladu sa nejednakoséu
s1+ 32 £4-¢(t) — g+ GZ. Leva strana je minimalni broj stranica sa bdd < t, koje
mogu biti izostavljene u P. Strogi gridi pristup zahteva da tatno 4-¢(t) — g ovakvih
stranica bude izostavljeno. Kako najvise GZ stranica sa bdd >t sme da se koristi u
P, ukupan broj stranica sa bdd < t, koje smeju da se izostave iz P, ne moZe biti veéi od
4-9(t)—g+GZ.

Dokaz 5. Ova gruba nejednakost moZe da se izvede ako se primeti da je e; < 3. ¢(t)
( B ima najviSe tri stranice sa istim nagibom). S druge strane, maksimalni mogué broj
stranica B sa bdd #t je 3-GZ ; ovaj broj se dobija kada se stranice biraju po tvrdjenju
a), t.j. kadaje e =3-GZ i e3=0. Takoje b<3-(¢(t)+GZ). O

U cilju da se pojednostave dokazi teorema koje slede, uveiée se dodatne pomoéne
oznake i skraenice:
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t—stranice su one &iji je bdd = t. pd je projekcijska duzina, dok d—pd oznacava

projekciju duZine d (prva se oznaka odnosi na broj, dok se druga odnosi na duz).
Duzina 1 ée oznatavati "deo (koji se sastoji od jedne ili vise duzi) (ukupne) duzine I
obima MK(B)".

Potkovica na t je trojka t—stranica Baziéne b-torke B sa istim nagibom. Ove
stranice pripadaju trima razli¢itim lukovima B; jedan je srednji i dva su periferna. Dve
stranice M K (B), koje su pridruzene srednjem luku su nazvane unutrasnje, dok su druge
dve nazvane spoljasnje. Zbir pd’ova stranica potkovica na ¢ na unutrasnjim stranicama
MK(B) - je jednak t. Stavise, kazemo da potkovica ostavlja na svakoj unutrasnjoj
stranici duzinu od ZD — ¢, nepokrivenu projekcijama stranica potkovice.

Sledece tri teoreme redom impliciraju da je MD(n) veéi od gdg(n) u Slutajevima
4,51 6 Teoreme 1.

Teorema 2 . Akoje n = v(4k+2)+1 za neko k > 0, onda ne postoji Baziéna b-torka
B, koja odgovara digitalnom konveksnom n—touglu sa dijametrom gdg(n).

Dokaz. Kako je t = 4k + 3, sledi da je
k+2)+1)-(4k
gz 2 g ok DD MR £3) 0o Dy 18 2 4 [21 g LY
Sledeca lista je lista svih moguéih kombinacija za bd-duzine u ovom sluéaju:

kombinacija | PT | ZD
a) |t 1 | k+1
b) [t+1 0 | k+1
c)|3[t-1]+2t | 0 |5k+3

Dokaz kompletnosti liste kombinacija:

Uslov 2 Leme 3 daje daje b <5. Akoje b=1,onda KT <1 daje dasua)ib)
jedine moguénosti. Ako je b =5, onda e; + es < 2 (uslov 1 Leme 3) implicira da je
e1 2 3. Tako KT <1 ostavlja c) kao jedinu moguénost za 5—torku.

Kontradikcije za sve predlozene kombinacije:

a), b): Minimalni mogué dijametar za samo jednu wu—stranicu je [%'I, ito je veée od
ZD = [z] m u> 2.

c): Potkovicana t—1 = 4k+2 ostavlja duzinu k+1 nasvakoj od unutrasnjih stranica.
PT =0 implicira da se nagibi (k+1)/(3k+2) i (3k+2)/(k+1) moraju koristiti na
perifernim lukovima. Ovo implicira da je nagib koristen u potkovica (2k + 1)/(2k + 1),

Sto je kontradiktorno kad god je k£ > 0. Vrednost k£ = 0 daje Baziénu 5-torku, koja moze
da se koristi za postizanje gdg(9). O

Teorema 3 . Akoje n =v(4k+1)—1 za neko k > 0, onda ne postoji Baziéna b-torka
B, koja odgovara digitalnom konveksnom n—touglu sa dijametrom jednakim gdg(n).

Dokaz. Kako je t =4k + 1, sledi da je
dk+1)-1)-(4dk+1 -1
Q= 4. ST U Rt Ly e 1) 1) (e 4[N +1=1
Lista mogucih kombinacija je:
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kombinacije PN Z T
a) | 3[t-1] 0 3k
b) | 3[¢] 1 |3k+1
c) | 2t]+(t+1) 0 |3k+1
d) | 2*3[t]+(t+1)| 0 |Tk+2

Dokaz kompletnosti:

Uslov 4 Leme 3 daje da je b < 7, dok uslov 3 dajeda je s;+82 <1 za b=3 i
s1+s8, <2 za b=17. Tako KT <1 implicira da su a), b) i c) jedine moguénosti za
b = 3. Kako se najvise tri stranice sa istim nagibom smeju koristiti u B, imamo da je
eg+ex<6ie>1za b=7. KT <1 impliciradaje e3=11 e;=0.0

Kontradikcije:

a), b): Zbir pd’sova stranica potkovice na unutrainjoj stranici MK (B) jeza k>0
veéiod ZD.

c): Ako dve t—stranice pripadaju susednim lukovima, tada imamo za k > 0 istu
kontradikciju kao kod a) i b). Ako ove dve stranice pripadaju naspramnim lukovima one
su paralelene. To se ne slaZe sa zahtevom da je B trougao (posledica toga je da je
Pl'=18)

Kada je k=0 todaje Bazicnu 3—jku (t.j. trougao), koji postize gdg(3).

d): Dve potkovice na t moraju se pruzati suprotno jedna drugoj: inaée bi postojala
zajednitka unutrasnja stranica M K (B). Zbir pd’esova ovih t—stranica na toj zajedniékoj
stranici bi bio 2t, §to jeza k> 0 veée od ZD. To sledi da je zbir pd’sova t—stranica na
dve unutrasnje stranice svake od potkovica — jednak 3t ( 2¢ odgovara stranicama jedne
potkovice i ¢ stranicama druge). Neka S§; i S; predstavljaju ukupan zbir pd’esova
stranica B na unutra$njim stranicama ove dve potkovice. Kako je PT =0,i §; i S2
moraju biti jednaki 2-ZD.

Neka je ¢/p nagib jedine (¢+ 1)—stranice e. Ako e pripada srednjem luku neke od
potkovica, tada jedna od suma S; i S, postaje jednaka 4t+ 1, dok druga ostaje 3t, to
je kontradiktorno. Ako, medjutim, e pripada zajedni¢kom perifernom luku potkovica,
tada sume postaju redom jednake 3t+4 p odnosno 3t+ g, §to implicira da je p = g, §to
je kontradiktorno za p > 1 (t.j.,,za k£ > 0). O

Teorema 4 . Ako je m = 45 , onda ne postoji Baziéna b-torka B, koja odgovara
digitalnom konveksnom 45—touglu sa dijametrom jednakim gdg(45) = 45.

Dokaz. Kako je v(5) =40 i v(6) =48, t=6.
Takpje GZ= 4:[2 91 _45-6 = 4.68-200=2

Lista kombinacija je:

kombinacije PL12D kombinacije PT | ZD
a) | 3[t] + 2[t] 2 8 g) | 2[t — 1] + 3[¢] 0 3
b) |4t + (t+ 1) 1 8 h) | 3[t — 2] + 2[¢t] 0 6
c) |4t +(t+2) 0 8 i) [ 23]t —1] + 3[f] 0] 12
d) |3t+2(t+1) 818 J) [ 3[t— 1]+ 2% 3[7] 1} 18
e) | 3[t — 1] + 2[¢] 1 T k) | 3[t — 2] + 2 3[t] 0 1412
f)|3[t-1]+t+(t+1)| 0 7 1) [3[t—1]+3[t]+2t]+(t+1)| 0 | 13
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Primedba. Akom bi se broj razli¢itih nagiba t—stranica nabrajao posebno, onda bi se
svaka od kombinacija b), ¢) i d) razbila na dve kombinacije.

Dokaz kompletnosti:

Kombinacije za b =1 suizostavljene; one propadaju iz istih razloga kao i kombinacije
a) i b) u Teoremi 2. Uslov 5 Leme 3 daje da je b < 12, takoda b€ {5,9}. Akoje b= 5,
kako je ¢(6) = 2, uslov 3 Leme 3 daje s; + s2 < 2. Kompletnost podliste kombinacija za
5—torke (kombinacije a)—h)) sledi iz ove Einjenice kao i iz &injenice da je KT < 2.

Ako je b =9, onda uslov 3 Leme 3 daje s;+s; < 3. Stavide, to daje daje s;+ s, = 3,
inate bi e; + ez < 6 impliciralo ez > 3, §to je kontradiktorno sa KT < 2. Dalje, iz
89 < ¢(6) = 2 (ovo takodje mozZe biti dokazano iz e; + ez < 7 (uslov 1 Leme 3)), imamo
s1 > 0. Tako se sada jedina mogucnost za devetorku dobija kada se uzme u obzir grani¢na
vrednost za KT .

Kontradikcije:

a): Potkovica ostavlja nepokrivenu duzinu 2 na njenim unutrainjim stranicama. Kako
je PT = 2, najmanje duZina 2 od ukupne nepokrivene duZine 4 mora da se pokrije sa
pd 1 koja odgovara drugom nagibu (koji se ne koristi u potkovici). U cilju prevazilazenja
ovog problema, ili ¢e se taj nagib koristiti u srednjem luku ili na oba periferijska luka
potkovice. Obe moguénosti ostavljaju na nekoj od unutrasnjih stranica potkovice dodatnu
projekcijsku duzinu 5. Ovo ¢ini da je dijam(B) > 11 > ZD, $to je nemoguce.

b), ¢): Sem jedne stranice sa bdd > 6, sve ostale pd-e su ili 5 ili 1. To ima za posledicu
da su jedine pd-e na neke dve (susedne) stranice MK(B) 5 ili 1. Jedina dozvoljena
particija ovih pd-a na tim stranicama je 8 = 5 + 1 + 1 4+ 1. Kako ove 6—stranice mogu
imati najvise dve pd-e 1 na stranici M K(B), ostaje duZina ne manja od 2 nepokrivena
na tim stranicama, $to je kontradiktorno sa P71 < 2.

d): Dve 7—stranice moraju pripadati suprotnim lukovima jer bi inace postojala (ana-
logno kao kod b) i c)) stranica M K(B) kod koje bi bila nepokrivena duzina 1, §to je
kontradiktorno sa PT = 0. Prvo ¢emo pokazati da postoji takva stranica s kvadrata
M K (B), kod koje je jedina projekcija 6—stranica na nju jednaka 5—pd.

Ako to ne bi bio slu¢aj, onda bi svaka od 5—pd-a 6—stranica pripadala istoj stranici
MK(B) zajedno sa jednom pd 1 od 6—stranica. To bi imalo za posledicu da postoji
stranica MK (B) kompletno pokrivena sa projekcijama dve 7—stranice ( ZD > 6
implicira da neka pd jedne 7—stranice ne moze kompletno pokriti stranicu M K(B)). To
je nemogude, s obzirom da 7—stranice pripadaju suprotnim lukovima.

7—stranica susedna stranici s treba da napravi 3—pd na s te ima nagib 3/4 ili 4/3.
To znafi da 4—pd postoji na nekoj stranici M K(B) susednoj s. Preostala duZina 4 na
toj stranici ne moze kompletno da se pokrije sa projekcijama 6—stranica (najvise sa moze
pokriti duzina 1+1).

e): Potkovica na 5 ostavlja duZinu 2 na svakoj od njenih unutrasnjih stranica. S druge
strane, kao i kod zavrinog dela dokaza za kombinaciju a), postoji 6—stranica koja ima
5—pd na unutradnjoj stranici, $to je kontradiktorno.

f): Potkovica na 5 opet ostavlja duzinu 2 na svakoj od njenih unutrasnjih stranica;
tako se 6—stranica i 7—stranica ne mogu koristiti u srednjem luku. 7-—stranica moze
da ima 2—pd na unutradnjoj stranici, ali 6—stranica ne moze, §to je kontradiktorno sa
Pr =1,

g): Potkovica na 6 ostavlja duZinu 1 na svakoj od njenih unutradnjih stranica. Jedina
moguénost da se kompletno pokriju ove stranice projekcijama je da se koriste oba nagiba
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1/4i 4/1, medjutim samo jedan od njih je dozvoljen.

h): Potkovica na 4 ostavlja duzinu 2 na svakoj od njenih unutrasnjih stranica. Srednji
luk potkovice ne moZe imati 6—stranicu. Kako 6—stranica ne moze imati 2—pd, imamo
kontradikciju sa PT = 0.

i): Potkovica na 6 ostavlja duZinu 6 na svakoj od njenih unutrasnjih stranica. Postoji
spoljasnja stranica M K'(B), tako da je jedina projekcija 6—stranica na tu stranicu 1-pd.
Maksimalna moguéa suma pd-a 5—stranica na toj stranici je 10 (maksimum se postize
kada je ta stranica unutrainja stranica za obe potkovice na 5). Tako ipak ostaje duZina 1
nepokrivena sa projekcijama, to je kontradiktorno sa PT = 0.

J), k): Potkovica na 5 (odnosno 4) ostavlja duzinu 8 na svakoj od njenih unutrasnjih
stranica. Ove duZine treba da se pokriju sa projekcijama 6—stranica. Jedine moguce pd-e
su 5 i1, i najvide dve pd-e 1 smeju da se koriste za pokrivanje jedne stranice MK(B).
Sledi da duZina na unutradnjim stranicama koja ostaje nepokrivena projekcijama, nije
manja od 2 = 1+1, 3to je kontradiktorno sa PT < 2.

1): Potkovica na 5 ostavlja opet duzinu 8 na svakoj od njenih unutradnjih stranica.
7—stranica mora pripadati srednjem luku, inate je kontradikcija sa PT = 0, sli¢no kao
kod kombinacija j) i k). 7—stranica ima ili 4—pd, ili 5—pd, ili 6—pd. Preostale duzine
koje bi u tim slu¢ajevima trebale da se pokriju sa projekcijama 6—stranica su redom 4,3
i 2. Kako su jedine moguénosti za pd-e 5 i 1, i najvise dve pd 1 smeju da se koriste za
pokrivanje jedne stranice MK (B), jedina moguénost koja preostaje ima sledeéi izgled:
7—stranica sa nagibom 1/6 ili 6/1 pripada srednjem luku, i duZine 2i 7 na unutrasnjim
stranicama treba da se pokriju projekcijama 6—stranica. Sledi da je potrebno Eetiri pd-
e 11 jedna 5—pd za pokrivanje obe unutrasnje stranice. To ima za posledicu da se oba
nagiba 1/51 5/1 koriste u srednjem luku, to implicira da najmanje dve 5—pd-e 6—stranica
moraju pasti na unutradnju stranicu, §to je kontradiktorno. O

Konatno, moZe da se izvede zavrino tvrdjenje uz koriéenje definicije Baziéne b-torke
i Teorema 2-4:

Teorema 5 . (Slucajevi 4-6) Ne postoji digitalni konveksni n—tougao sa dijametrom
gdg(n) za n=45 iza n oblika v(4k+2)+1 ili v(4k+1)—- 1, za proizvolino k > 0.

Predhodna teorema zajedno sa sledeée dve pokriva sve Slucajeve Teoreme 1. Preciznije,
ove tri teoreme odredjuju sve n za koje je M D(n) > gdg(n).

Teorema 6 . (Slucaj 1, [7]) Ako je n mneparno i t je deljivo sa 4 onda je MD(n) >
gdg(n).

Teorema 7 . (Sluéajevi 2i 3, [6]) Ne postoji digitalni konveksni n—tougao sa dijametrom
gdg(n) za n oblika v(2k—1)+2 ili v(2k) -2, za proizvolino k > 1.

Dokaz Teoreme 5 (za Slutajeve 4-6) je sloZeniji od dokaza teorema 6 i 7. Jedan od
razloga koji otezavaju dokaz teoreme 5 je tinjenica da je GZ (n) > 0; to &ini broj situacija
koje treba da se razmatraju daleko veéim.
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2.4 Konstrukcija optimalnih resenja

U ovom poglavlju ¢e biti dat zavrsni korak u dokazu da je tvrdjene prikazano Teoremom
1 istinito. Preciznije ovde Ce biti data tatna konstrukcija optimalnih digitalnih konveksnih
poligona. Vecina (7/8 svih moguéih situacija) optimalnih digitalnih konveksnih n-touglova
ima dijametar jednak donjoj granici za dijametar gdg(n), dok svi ostali optimalni digitalni
n-touglovi (oni su razvrstani po slucajevima od Slu¢aja 1 do Slutaja 6 u glavnoj Teoremi
1) imaju dijametar gdg(n) + 1. Optimalnost digitalnih konveksnih poligona za koje je
u ovom poglavlju konstruisan dijametar gdg(n)+ 1 sledi iz tvrdjenja Teorema 5, 6 i 7,
predhodnog poglavlja, u kome je pokazano da ne postoje digitalni konveksni poligoni, za
date m-ove, koji bi imali diajametar gdg(n).

2.4.1. Lokalne definicije

DK (p,q) oznatava digitalni kvadrat, sa stranicama paralelnim koordinatnim osama,
sa osobinom da u svakom luku ima tagno jednu stranicu sa nagibom g¢/p, gde supi g
uzajamno prosti prirodni brojevi.

MK(P) oznatava minimalni digitalni kvadrata, sa stranicama paralelnim koordinat-
nim osama, u koji se digitalni konveksni poligon P moze upisati. Projekcija neke stranice
dk.p. P je ortogonalna projekcija stranice na stranicu M K(P), koja nije ”zaklonjena”
sa P (tako svaka "kosa” stranica ima taéno dve projekcije). Reli¢emo da stranica P
koristi deo obima M K(P) pokrivenog njenom (njenim) projekcijom (projekcijama).

Kroz ostali deo ovog poglavlja podrazumevale se da broj stranica n, digitalnog kon-
veksnog poligona, koji treba da konstruissemo tako da ima minimalan dijametar, pripada
intervalu
[v(t — 1),v(t)) za neki prirodni broj ¢ > 1.

Stranice digitalnog konveksnog poligona P se mogu podeliti u dve klase, u zavisnosti
od toga da li su njihovi nagibi prisutni u svakom od ¢etiri luka ili ne. One stranice
poligona P, &ji su nagibi prisutni u najvise tri luka, grade takozvanu Baziénu b-torku
B. Ponavljanja nagiba unutar B su dozvoljena, ali naravno ne unutar istog luka.

Preostale stranice poligona P grade takozvani Inicijalni (n — b)—tougao I. Postoji
prirodna bijekcija, koja otuvava lukove izmedju svih stranica I 1 svih onih stranica
poligona P, kod kojih se njihovi nagibi koriste u sva ¢etiri luka.

Da bi se moglo preéi na konstrukciju optimalnih digitalnih konveksnih poligona, pojam
Baziéne b-torke se mora mnogo stroZije definisati. Stoga uvodimo sledecu definiciju:

Definicija 2. [20] Baziéna b-torka B, koja se koristi za konstrukciju optimalnog
digitalnog konveksnog n—tougla, je kolekcija b stranica, particioniranih u odnosu na
lukove, koja zadovoljava sledecih pet uslova:

Uslov 1. Svaki nagib moZe da se koristi u najvise tri razlicita luka B;

(ovaj uslov sluzi minimiziranju broja stranica u B i otuvanju konveksnosti)

Uslov 2. (n—1b) mod 4 =0; (otigledno potreban uslov)
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GZ(n) < KT(B) < GZ(n)+4 , uSlutajevima 1,2,3
0 < KT(B) £ GZ(n) , inace :

Oznake GZ(n) i KT(E) imaju sledece znalenje:

Uslov 3.

GZ(n) = 44"%"1] Siact,

KT(B) = Y, (bdd(e)-t) + Y, (4-a(B,p,0))-(t—(p+49)),
e€ B g/pin B
bdd(e) > t pHg<t

gde je e stranica B, g/p je nagib koji se koristi u B, dok je a(B,p,q) iz skupa
{1,2,3} i oznatava broj lukova B, koji sadrie stranicu sa nagibom g¢/p.

Uslov 4. DuZina giranice minimalnog digitalnog kvadrata M K (B), sa stranicama par-
alelnim koocrdinatnim osama, tj. duZina dijametra B, (skraéeno, dijam(B)), u

koga B moie da se upise je jednaka [% . Z bdd(e)] ;
¢eel

Uslov 5. Broj ¢(t) — sy, nagiba sa bdd = t, koji se ne koriste u B, nije manji od
81 —1 , uSlutajevima 5i 6
81 , inate ;

z4(n—=b-o(t—1))/4, gdejez.—..{

gde s; (odnosno s; ) oznacava broj razlicitih nagiba sa bdd < t (odnosno bdd = t),
koji se koriste u B (svaki nagib sa bdd < t koristen u B mora da se zameni
nagibom sa bdd = t).

n—2>b
4

Inicijalni (n—b)—tougao I pridruZen Bazitnoj b-torki B je Minkovski suma

razli¢itih digitalnih kvadrata oblika DK (p,q) , koji zadovoljavaju:

a) p+q<t+1 zasvaki od kvadrata DK (p,q);
b) nijedan od nagiba ¢/p se ne koristi u B;

c) ako se neki nagib ¢/p koristi u I, onda sa svi nagibi ¢’/p’ koji se ne koriste u B i
zadovoljavaju da je ¢'+p’' < ¢+ p — koristeu I ( gridi izbor nagiba I).

Kao posledica gridi pristupa, dobija se prednost stranica sa manjom bd-duZinom u
I. S druge stane, kada se biraju stranice za B, optimalno je da se izaberu stranice sa
bbd = t. Naime, svaka stranica u B sa bdd >t zauzima svojom projekcijom veéi deo
obima MK(P) nego 5to je minimalno moguce — 5to je u neskladu sa gridi pristupom.
Takodje, prisutnost stranice sa bdd <t u B znali da se najmanje jedna od preostale
tri stranice sa istim nagibom ne moze koristiti ni u B, ni u I — novi nesklad sa gridi
pristupom.

Primedbe. Bazitne b-torke dozvoljavaju neka odstupanja od gridi izbora stranica.
Gornje funkcije GZ(n) i KT(B) se odnose na meru tih odstupanja:
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Funkcija GZ(n) je mera dozvoljenog odstupanja pod pretpostavkom da se gdg(n)
postiZe; izvor ove tolerancije je greska zaokruZivanja u formuli za gdg(n) .

Funkcija KT(B) (koriséena tolerancija ) je jednaka razlici sume bd-duZina stranica
P i minimalne sume bd-duZina n stranica Minsum(n) . S druge strane, u terminima
odstupanja od bdd =t, KT(B) je mera odstupanja koja odgovara Bazi¢noj b-torki B.
Naime, kada biramo nagibe B, optimalno je da se biraju oni nagibi kod kojih je bdd = t:

Svaka stranica e b-torke B sa bdd(e) =t+1i,i=1,2,... daje odsupanje veli¢ine
od gridi izbora stranica. Nijena od n stranica izabranih po gridi principu ne bi trebala
da ima bd-duZinu vecu od t , pa tako koricenje stranice e uveéava minimalnu sumu
bd-duzina za 1.

S druge strane, gridi izbor n stranica pretpostavlja da su izabrane sve stranice sa
bdd < t. Predpostavimo da se nekih a(B,p,q) stranica sa nagibom ¢/p koji zadovoljava
daje p+ ¢ <t koristiu B . To znati da se nekih 4 — a(B,p,q) stranica sa istim
nagibom ne moze birati. Nedostatak ovih stranica moZe da se nadoknadi sa istim brojem
stranica sa nagibom kod koga je bdd = t. Ovakva zamena stranica uveéava minimalnu
sumu bd-duzina za (4 — a(B,p,q))-(t — (p + q)).

2.4.2. Konstrukcija poligona sa minimalnim dijametrom

Optimalno reSenje za n mod 4 = 0i n € (v(t — 1),v(t)] daje veoma lose priblizno
reSenje za druge prirodne brojeve. Preciznije, greska koja se pravi je velitine O(t) u
odnosu na mogué optimalan (minimalan) dijametar. Jos preciznije, ova greska je jednaka

MD(n)— MD(n —1i) = L%tJ -3y

gde je ¢ iz skupa {1,2,3},gdeje j=0 za MD(n—1i)=gdg(n—1i) ainaieje j=1.
Suboptimalni digitalni konveksni (n — i)—tougao sa ovom greikom moZe da se dobije od
optimalnog digitalnog konveksnog n—tougla (za n deljivo sa 4) zamenom nekih (i 4 1)
susednih stranica sa jednom odgovarajuéom novom stranicom.

Optimalno reSenje za n = 0 (mod 4) predstavlja konstrukciju optimalnog d.k. n—to-
ugla P kao sumu Minkovskog od n/4 DK(p,q)’ta sa $to je moguée manjim zbirom
p+gq ( gridi pristup). Preciznije, P sadrzi svih v(t—1)/4 digitalnih kvadrata DK(p,q)
sa 1<p+gqg<t i proizvoljnih (n—o(t—-1))/4 DK(p,q)sa p+q =t. Problem
nastaje kada je n # 0 (mod 4). U ovom sl¢aju, optimalni d.k. n—tougao P sadrii do
nekog stepena, Minkovski sumu nekih s DK(p,q), gde je 48 < n. Ova suma je nazvana
Inicijalnim poligonom (oznacen je sa I).

Preostalih b= n —4s stranica ne moraju da grade (zatvoren) b-tougao, i zbog toga
se koristi termin ” b-torka” (oznacene su sa B). Primetimo da B moZe da se koristi kao
jedan sabirak sume Minkovskog (drugi bi bio I),idaje MK(B) dobro definisan. Da bi
P bio optimalan potrebno je da se stranice B smeste po lukovima na optimalan naéin,
tako da redom Cetiri sume p1,p2,ps3,ps njihovih projekcija na severnu, zapadnu, juZznu i
istotnu stranicu M K(B) — budu priblizno jednake.

Neka ki, za i=1,2,3,4 oznatavaju redom duZine nepokrivenog dela (sa projekcijama
stranica B) severne, zapadne, juzne i istotne stranice M K(B); to jest,

b= max p; —pi, t=123,4.
1<j<4
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Ako je dijametar poligona P jednak gdg(n), tada gornje reéi "priblizno jednake”
odgovaraju zahtevu da suma k;’ova nije veéa od greske zaokruzivanja GZ(n) u izrazu za
donju granicu gdg(n), za dijametar poligona P, to jest da nije veca od razlike izmedju
obima MK(P) i Minsum(n):

4
Y ki < GZ(n) = 4-[% 5] —n-t = obim MK(P)~ Minsum(n)

=1

Sada se moze preéi na opstu konstrukciju optimalnog digitalnog konveksnog n—tougla
za n# O(mod 4) izraZenu na formalniji nagin.

Optimalan d.k. n—tougao P se konstruiSe iz Bazitne b-torke B i pridruZenog
Inicijalnog 4s—tougla I (b+ 4s = n) primenom sledeéa dva koraka:

1. Konstrukcija Minkovski sume T od B i I;

2. Zamena onih stranica T koje imaju nagib 0/1 (jedini¢ne "ravne” stranice) u i—tom
luku ( ¢ = 1,2,3,4 redom za SZ-, JZ-, JI- i SI-luk) sa redom stranicama &iji su
nagibi 0/(k; + 1).

Primedbe.

Linearan algoritam iz Poglavlja 6 je koridten za ovu konstrukciju.

Kada se ova konstrukcija primenjuje na specijalne slucajeve Teoreme 1, dijametar
jednak 1+ gdg(n) se dobija na osnovu tri razli¢ita razloga. Izvor odstupanja od gdg(n)
(od ”gridi dijametra”) su familije Bazi¢nih b-torki u Slugajevima 1,2,3 ( KT(B) > GZ(n),
videti Uslov 3) i Inicijalni poligoni u Slu¢ajevima 5 i 6 (oni sadrze sabirke oblika DK(p,q)
sa p+¢q=t+1, videti Uslov §5). Kada se konstrukcija primenjuje na specijalan Sluéaj 4,
Inicijalni poligoni ne sadrZe (s obzirom da je b preveliko) sve sabirke oblika DK (p,q) koji
zadovoljavaju da je p+¢=1t—1 idasenagib ¢/p ne koristi u odgovarajuéim elementima
familije Bazi¢nih b-torki. Izuzev ovog slu¢aja Inicijalni polgon uvek sadrzi sve nagibe sa
bdd < t , koji zadovoljavaju uslov b). Familija Bazi¢énih 5-torki se koristi za Slucaj 4
(oznatena je sa B7(k), niZe) za konstrukciju optimalnih d.k. (v(t — 1) + 1)—touglova.

Valjanost gornje konstrukcije potvrdjuje sledeéi rezultat [20]:

Teorema 8 . Dijametar digitalnog konveksnog n—tougla P, generisanog predloZenom
konstrukcijom je M D(n). Drugim reéima, konstrukcija za datu Baziénu b-torku B i
Inicijalni (n — b)—tougao I daje optimalni digitalni konveksni n—ougao P.

Dokaz.

Neka si, i = 1,2,3,4 (Uslov 3 ne dozvoljava ¢ > 4) oznafava broj nagiba sa bd-
duZinom jednakom ¢ — i, koji se koriste u B. Prvo ée se odrediti dijametar od I i
B.
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Na osnovu Uslova 5, dijam(I) =
== 1), Slucaj 4
4
; N n—=b-v(t-1)
-y si-(t—=1)+ ‘t+(z—-1)-t+(t+1), Slué 5,6
e D=8 ; @=1)-t+(+1) :
4
—Zs‘i-(t—-z‘)+n $= ot 1)-t +z-t, inace
\ =1 4

Na osnovu Uslova 41 3,

dijam(B) = [i- > bdd(e)] = [é(b-t+ > (bdd(e)—t) )] =

ee B ee B
bdd(e) #t
1
= [3(b-t+ 3, 4-(pte-9+ Y, ((B.pa)-4)-(+e=1)+
¢/pin B ¢/pin B
ptg<t pt+g<t
1 Bosars,
+ X (bdd(e)-t))]= [7(b-t-4-3 s i+KT(B))] =
e€ B =l
bdd(e) > t
b-t
4 4 2l Bt
o TN L KPR 4 [—1+1, Sluéajevi1,2,3
:—Z‘gi.z_l_l-;_(_):l — _231.1’+ b4t
é 4 4 o
i=1 =1 rT], Inace

Sada je moguce odrediti dijametar P (treba primetiti da je b =5 zamenjeno sa
n—2o(t—1)+4 u Slutaju 4):

dijam(P) = dijam(I) + dijam(B) =

n—b—ot-1) S [94—1:] +1, Slucajevi 1,2,3
_t+1+l-(n-’v(t‘—41)+4)'t-|, Sluf:aj4
ot e UPRDAE S FRE bt S >
- Eg T 4 |'~—4—'|, Slucajevi 5,6
n—-b—v(t-1) b-t -
L : t4 7 Ty inace
( ) |_(n — ’U(t4— 1))- t~| +1, Slucajevi 1,2,3,4,5,6
=d(it-1)+ SRS R R
|_('n ’U(Z ) t], inace

Ovo kompletira dokaz. O
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2.5 Bazi¢éne b-torke

Generisanje Bazi¢nih b-torki je razbijeno u odnosu na ( n mod 4) i ( ¢ mod 4), gde je
t odredjeno sa n. Motivacija za ovakvo razbijanje je sledeca: optimalni d.k. n—touglovi
za n =0 (mod 4) se konstruidu bez Baziénih b-torki (pogledati potetak sekcije 2.4.2),
dok specijani Slu¢aj 1 iz Teoreme 1 nastaje kada je ¢ =0 (mod 4) (i n =1 (mod 2)).

U stvari, bi¢e koristeno 17 familija Baziénih b-torki, koje su oznacene sa Bj(k),
1 € 7 € 17; parametar k je linearno zavisan od {.

Svi prirodni brojevi n > 3, koji nisu deljivi sa 4, izuzev malih vrednosti n =
3,7,9,13,15 (male rupe u smislu definisanom niZe u sekciji 2.5.2), su razdeljeni u 19
podskupova, koji ¢e odredjivati 19 mogudéih situacija.

PredloZenih 17 familija je bilo dovoljno da pokrije konstrukcije potrebne u svih 19
situacija.

Familije Bazi¢nih b-torki su prikazane na Slici 2, dok su neki vaZni parametri vezani
za njih dati u Tabeli 3.

Lista od 19 situacija u kojima se familije Bazi¢nih b-torki koriste — je data u Tabeli

Slede objasnjenja nekih pojmova i oznaka koristenih u Tabeli 3:

Familija Baziénih b-torki koja odgovara nekoj od 19 situacija — se koristi za konstruk-
ciju za one n koji pripadaju takozvanom pridrufenom skupu koji moze da se zapiSe
{v(t-1)+1, v(t=1)+1+4,..,0(t) — r}; ovaj skup ¢e u Tabeli 3 biti krace oznaten sa
+1 ...—r (specijalno, ako je kardinalnost pridruZenog skupa < 2, tada ce njegovi elementi
biti nabrojani bez tackica).

Za datu Baziénu b-torka B, koridéena tolerancija KT(B) je odredjena sa kombinaci-
jom bd-duzina koristenih u B. Kombinacija bd-duZina je predstavljena odgovarajuéom
sumom. Sabirci oblika u* w[t —i], ¢ =0,1,... znate da B koristi » razli¢itih nagiba
sa bdd =t — 1, tako da sa svaki pojedini od ovih nagiba koristi tatnou w lukova. Ako je
bilo koji od prirodnih brojeva u ili w jednak 1, onda se oni izostavljaju. Sabirci oblika
u(t+1), i =1,... znate da B koristi u stranica sa bdd =1+ 1.

Sadrzaj Tabele 3 po kolonama je redom: odgovarajuéa oznaka B;(k) za familiju
Baziénih b-torki, koja Ce se koristiti; domen parametra k; broj b; kombinacija bd-
duzina; koriiCena tolerancija; greska zaokruZivanja; linearna funkcija koja izrazava t
preko parametra k; dijametar (takodje izraZen preko k); pridruZeni skup (vrednosti =);
najmanja moguéa vrednost ( min) od n.
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fam.Bazi¢nih b | kombinacije KT GZ t dij. prid.skup ngmin
By(k), k>1 5 |2[t—-1]+2[t]+(+1) 3 0 4k 5k +1...—3 17
By(k), k>1 5| 2#2[]+(t+1) 1 3 |4k+1 Bk+1 | 4+5..—-3 29
Bs(k), k>1 9 |3[t—1]+2[t—1]+4=[t]| 3 3 |4k+1 9k+1 +1 25
By(k), k>0 5|3t —1]+[t]+(t+1) 2 2 |8k-+2 10842 | +1..—3 5
Bs(k), k>1 9 |2*3[t]+[t]+2(t+1) 2 2 |8k+6 18k+14| +9...—3 241
Bg(k), k>0 9 |2#3[t—1]+3=][t] 2 2 |8k+6 18k+12| +1,45 41
Br(k), k>1 5| 2x2[]+(t+1) 1 1 |4k+3 5Bk+4 | 41..-3 49
Bs(k), k>1 2| 2[t] 0 2 |2+1 k+1 | +2.-2 10
Bg(k), k>1 2|2[t+1] 2 .0 2k E+1 +2,-2 6
By(k), E>2 6|3x2[t] 0 0 4k 6k +6...— 6 78
Bio(k), k>2 6 |3=*2[t] 0 0 |4k+2 6k+3 | +6..—6 118
Bu(k), k>1 3|[3(t+1) 3 -0 4k 3k+1 | 43...—-1 19
Bu(k), k>1 3 |[3x[t] 0 1 [4k+1 3k+1 | +3..—9 27
Bia(k), k>1 7 |3#2[t]+(t+1) 1 1 |4k+1 7k+2 | -5,~1 35
Bia(k), k>1 11| 3x3[t]+2(t+1) 2 2 |8k+2 22k+6 |+11.—-1 123
Bia(k), k>1 T |3t—-1]+3«[t]+(t+1) | 2 2 |8k+2 14k+3 | +3,+47 115
Bis(k), k>0 3 |[t]+2(t+1) 2 2 |[8k+6 6k+5 | +3..-1 43
Big(k), k>0 3 |3#[t] 0 3 |4k+3 3k+2 | +3..—-9 11
Bir(k), k>1 7[2+2[)+3(t+1) 3 3 |4k+3 Tk+6 | -5-1 56
Tabela 3.

Sledeée familije Bazi¢nih b-torki se koriste za konstrukciju dijametra gdg(n)+1 u
specijalnim sluéajevima: Slu¢aj 1 — Bj(k) i Bii(k); Slucajevi 213 — Bg(k), Slucaj 4
— Bq(k), Sluéaj 5 — Bia(k), Sluéaj 6 — DBs(k). Izuzev familija By(k) i Bii(k), moze
da se primeti da se sve ostale familije ovih Bazi¢nih b-torki takodje koriste i za postizanje
gdg(n) za neke druge vrednosti n. Na primer, Bg(k) se koristi za konstrukciju gdg(n)
za one n kod kojih je ¢ neparno, kao i specijalno za t =2 (n = 6).

Prve vrednosti n za koje je optimalan dijametar M D(n) = gdg(n) + 1 su redom:
17, 18, 19, 21, 22, 23, 39, 42, 45, 46, 49, 74, 86, 111, 114, 129,...

Pokazalo se da se Bazitne b-torke Bg(0) i B1(0) mogu koristiti redom za konstukcije
za n =41 i n =11, mada ove vrednosti n ne pripadaju opitem pridruzenom skupu za
Bg(k) odnosno za Biyg(k). Naime, dogodilo se da neki inace razli¢iti nagibi, prisutni u
razli¢itim lukovima Bg(k) odnosno Bjg(k) — poklope za k = 0; ovo je omogucilo da je
Uslov 5 bio zadovoljen za veci pridruZeni skup.

1z rezultata prikazanih u [6] sledi da se optimalni d.k. (v(4k) — 6)—touglovi konstruidu
na specijalan naéin: kao Minkovski razlika P(4k) i Bg(k) . Ovakav izuzetak nije
esencijalan; on moZe da se eliminiSe zamenom Bg(k) sa familijom Baziénih 10-torki, sa
istim nagibima ali u komplementarnim lukovima.
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Optiﬁ;’lne konstrukcije za n=3,7,9,13,15

Male vrednosti n = 3,7,9,13,15 su jedine vrednosti n, koje za n > 31 n #
0 (mod 4), nisu pokrivene Tabelom 3. Medjutim, moZe se pokazati, uz korid¢enje pet "ad-
hoc” konstruisanih Baziénih b-torki, da je za sve ove nepokrivene vrednosti n optimalan
dijametar gdg(n). Specijalni, optimalan d.k. trougao i optimalni d.k. devetougao se
dobijaju (kao izuzeci) u analizi dokaza o nemoguénosti postizanja gdg(n) za redom
Slucajeve 5 i 4 (Poglavlje 2.3, dokaz Teoreme 3 odnosno 2).

Na Slici 3 su redom date dodatne Baziéne b-torke B1l, B2, B3, B4, B3, koje se
koriste za konstrukciju optimalnog digitalnog konveksnog 13—, 15—, 9—, 7—1i 3—ugla.
Ove male vrednosti = ( 3, 7, 9, 13, 15) e biti spomenute u sekciji 2.5.2, kao male rupe
(vrednosti n koje nisu pokrivene familijama Bazi¢nih b-torki datih na Slici 2). Male
rupeza n =9 i n =13 nastaju za familiju B7(k); B7(0) ima dva puta nagib 2/1 u
JI-luku. Sliéno, male rupeza n =3, n=7 i n =15 nastaju (za k = 0) kod redom
Bazitnih familija Bia(k), Bia(k) i Bir(k).

—

B5
2 2 1
1 1 1 1 1
1 1
: 2 R ] ) 1
| 5 ; 2
. 1 1 1
2 1 2 1 1 2
Slika 3.

B4

2.5.1. Valjanost Baziénih b-torki

U ovoj sekciji ¢e biti pokazano da su uslovi za Bazi¢tne b-torke zadovoljeni u svih 19
situacija u kojima se b-torke koriste i koje su nabrojane u Tabeli 3.

Uslov 1 moze da se proveri na Slici 2, Uslov 2 se proverava uporedjivanjem vrednosti b
sa pridruZenim skupom u istoj vrsti Tabele 3, uzimajuci u obzir da su sve vrednosti v(t)
deljive sa 4. Uslov 3 se proverava uporedjivanjem odgovarajucih vrednosti u kolonama za
KT(B) i GZ(n). Uslov 4 se proverava ratunanjem dijametra (izraZenog preko parametra

k) iz kombinacije u istoj vrsti Tabele 3. Na primer, dijam(Bi4(k)) = Ié (3-(t-1)+3-

Tt —2 56k + 12

(4 D)) = [T = [ = Mk + 3
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Dovoljno je Uslov 5 proveriti za maksimalne vrednosti n iz pridruZenog skupa. U tu
svrhu, se vrednosti za z i y mogu odrediti iz odgovaraju¢ih kombinacija Tabele 3.
Ako su maksimalne vrednosti m oblika v(t) — r , tada provera Uslova 5 moZe da

—v(t-1 ; ;
se redukuje (s obzirom da je ¢(t) jednako @——%(—) ) na proveru nejednakosti
r+b

Z+4 89 < TF T Na primer, Bazi¢na 5—torka B;(k) (koja se koristi za Slu¢aj 1 Teoreme

1) koristi z=s; =1 nagibasa bdd <t i s; =1 nagibasa bdd =t. Kakoje r=3,

3+5
dovoljno je samo proveriti daje 1+ 1< —-—1_—

Ako je maksimalna vrednost n u odgovarajuéem pridruzenom skupu oblika v(t—1)+1,

tada se provera Uslova 5 svodi na proveru nejednaéine z+ sy < ¢(t) + —i— Sledi iz

Tabele 3 (situacije za Bs(k), Bs(k) i Bis(k)) da je ova nejednatina ekvivalentna, sem
za Slutaj 6, sa zahtevom da je ¢(t) > 4, t > 5, t # 6. Poslednja nejednacina je tatna
za. t = 5 i moZe da se pokaZe da je takodje taéna za svako t > 7. U Slucaju 6, umesto
predhodne nejednacine imamo sladeéi zahtev ¢(t) = ¢(6) > 2, koji je zadovoljen. Naime,
redukcija desne strane za 1 sledi iz z = s; — 1, dok dodatna redukcija za 1 sledi iz ¢injenice
da se s; = 3 za opsti Bg(k) smanjuje na s; =2 za k = 0 (videti takodje diskusiju u
sledeéoj sekciji za n = 41).

2.5.2. Nepokrivene vrednosti iz intervala (v(t — 1),v(t))

Kada se predlaZe familija Bazi¢nih b-torki, cilj je da svaki njen ¢lan predstavlja opste
redenje, koje pokriva sve one vrednosti n iz intervala (v(t — 1),v(t)) , koje su iste po
modulu 4. Ista Baziéna b-torka moze viSestruko da se primeni ako se varira broj stranica
(deljivih sa 4) pridruZenog Inicijalnog poligona.

Opsta resenja ovakvog tipa zavise od t¢. Svi nagibi Bazi¢nih b-torki su razlomci opste
forme sa uzajamno prostim brojiocem i imeniocem. Generisanje familija Bazi¢nih b-torki
je podeljeno u odnosu na t mod [, gde je I € {2,4,8} (I = 4 je bilo koridteno u
vide situacija), i novi parametar k koji je linearan u odnosu na t je takodje uveden
(t=1-k+ (t mod l)). Jedna motivacija za ovakvu podelu sledi iz Teoreme 6.

Na ovaj naéin, familija B;(k) za ¢ = 1,...,,17 Bazi¢nih b-torki obi¢no treba da pokrije
konstrukcije optimalnih d.k. n—touglova za sve vrednosti n koje zadovoljavaju
(n=b)mod 4=01i n€ (v(t—1),v(t)),isve t saistom vrednoséu ¢ mod l. Kazemo
da ovakva familija ostavlja neke rupe ako ona ne moze da se koristi za konstrukciju
optimalnih d.k. n—touglova za sve planirane vrednosti n.

Postoje tri vrste rupa: leve , desne i male. Leve (odnosno desne) rupe su naj-
manje (odnosno najveée) planirane vrednosti =, unutar svakog od planiranih intervala
(v(t = 1),v(t)), za koje odgovarajuéa familija B;(k) nije primenljiva. Male rupe su neke
planirane vrednosti » unutar planiranog intervala za najmanje t, za koje odgovarajuée
Bazitne b-torke iz familije B;(k) nisu dobro definisane.

Leve rupe nastaju u situacijama kada je broj b suvise velik. Na primer, ako Baziéna
b-torka koja je ¢lan familije Bazi¢nih b-torki, za datu vrednost parametra t, ne sadrzi
stranice sa bdd < t, tada leva rupa nastaje kad god je b > b mod 4. S druge strane,
ako ona koristi neke od tih stranice, onda tada b treba da se poveca u cilju postizanja
n = v(t — 1) 4+ (b mod 4). Specijalno, ovo uveéanje je u Slu¢aju 4 Teoreme 1 (za 4) veée
od zahtevanog minimuma. Preciznije:
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Lema 4 Familija Baziénih b-torki ne ostavlja leve rupe ako i samo ako njeni élanovi
zadovoljavaju jednakost b = 4-s; 4 (n mod 4) + ¢, gde je ¢ =4 u posebnom Slucaju
4 Teoreme 1 a inace je c = 0.

Desne rupe nastaju u situacijama kada je broj b suvise mali u odnosu na maksimalan
mogu¢ broj stranica Inicijalnog poligona. Drugim re¢ima, broj nagiba sa bdd < t koji se
koriste u Bazitnoj b-torki je suvise velik u odnosu na njen broj stranica ( b). Preciznije:

Lema 5 Familija Baziénih b-torki ne ostavlja desne rupe ako i samo ako njeni élanovi
zadovoljavaju jednakost b = 4-(s1+ s2)+ (n mod 4) — ¢, gde je ¢ =8 u Sluéajevima
51 6 Teoreme 1 a inace je ¢ = 4.

Dokaz. 4-(s1+ s2) stranica sa bdd <t ne mogu da se koriste u Inicijalnom poligonu,
tako ovaj poligon moze da ima najvise v(t) —4-(s; + s3) stranica sa bdd < t. Tako
digitalni konveksni n—tougao, koji konstruisemo, ima maksimalno v(t)—4-(s, +382)+b=
= v(t) — 4 + (n mod 4) stranica. Specijalno, Inicijani poligon u posebnim Slu¢ajevima 5 i
6 Teoreme 1 sadrZi Cetiri dodatne stranice sa istim nagibom na bdd =t+1. O

Posledica Lema 4 i 5: Oni ¢lanovi familije B;(k) , Bazi¢nih b-torki, koji ne ostavljaju
ni leve ni desne rupe, zadovoljavaju da im je s = 1.

Broj stranica sa bdd =t u Bazi¢noj b-torki nije ograniten odozgo (slitno tvrdjenje
nije tafno za ostale stranice, videti Uslov 3.). Medjutim, postoji gornja granica za broj
stranica za Baziéne b-torke unutar familije koje ne ostavljaju leve ili desne rupe:

Lema 6 Maksimalna vrednost za broj stranica b za neku familiju Baziénih b-torki, koje
ne ostavljaju leve, odnosno desne rupe, su redom 17, 19, 25 i 19 za redom vrednosti n
oblika v(t—1)+1, v(t—1)+3, v(t) =31 o(t)-1.

Dokaz. Svaka Baziéna b-torka B zadovoljava nejednakost KT(B) < 4 (posledica
Uslova 3). Ovo implicira da je s; <4 i es < 4. U cilju maksimizovanja broja stranica
B unutar familije koja ne ostavlja levu (desnu) rupu, brojevi s; (odnosno s; + so )
treba da se maksimizuju (u skladu sa Lemama 4 i 5).

Ako je s; =4, tada moraju da se koriste Zetiri trojke stranica sa razli¢itim nagibima
na bdd =t—1. Po Lemi 4, broj b je jednak 4 -4+ (n mod 4), $to kompletira dokaz za
leve rupe.

Kada se razmatraju desne rupe, koristi se sledeéa nejednakost b < 3 - (81 + s2)+e3 .
S druge strane, maksimalan broj stranica Inicijalnog poligona je v(t) — 4 - (s + s3). To
ima za posledicu da je maksimalna vrednost n jednaka v(t)— (s + s2) 4 e3. Ako nema
desnih rupa, onda ova vrednost treba da bude v(t)—3, odnosno v(¢)—1. Ovo impliciraju
redom jednakosti s;+ 83 =e3+3 i s;+ sy = e3 + 1. Zato se maksimalna vrednost za
s1 + 82 postizeza e3 =4. O

PosLEDICA: S obzirom da familije Bazi¢nih b-torki koje ostavljaju i leve i desne rupe
nisu interesantne, ¢ini se perspektivnim iscrpno trazenje pogodnih familija.

Familija Bazi¢nih b-torki koja ne ostavlja rupe je dovoljna da pokrije konstrukcije
optimalnih d.k. n—touglova za sve planirane vrednosti n. Problem rupa se prevazilazi
na slede¢i natin: Ako familija Bazi¢nih b-torki ostavlja jedino leve (desne) rupe, tada
nalazimo drugu (pomoénu) familju za isti skup planiranih vrednosti n, koja ostavlja samo
desne (leve) rupe. Pokazalo se da takav par komplementarnih familija Baziénih b-torki
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moZe da zameni, u svim situacijama kada rupe postoje, odgovarajuéu familiju koja ne
ostavlja rupe.

Naime, nijedna od koristenih 17 familija B;(k) (Sl 3), u ni jednoj od 19 situacija
(Tabela 3), ne ostavlja vise od dve (leve ili desne) rupe. Jedina moguénost da neka od
planiranih vrednosti n ostane nepokrivena bi bila da svaka od odgovarajuée dve komple-
mentarne familije ostavlja po dve rupe i da imamo taéno z < 3 planiranih vrednosti n
unutar planiranog intervala (v(t — 1),v(t)). Primetimo da je z = ¢(t). Ako je ¢(t) = 3,
onda bi ostala nepokrivena srednja od tri planirane vrednosti. Sreéom, takva moguénost
ne postoji, s obzirom da bi to bilo u kontradikciji sa €injenicom da je ¢(t) parnoza t > 2.
Konaéno, sve planirane vrednosti n unutar intervala (v(t — 1),v(¢)) za ¢(t) < 2 su
potpuno pokrivene (detalje pogledati u Poglavlju 2.4).

Primedba. Neka je dat par komplementarnih familija: Bazi¢ne b—torke, koje ostavl-
jaju desne rupe i Bazitne by—torke, koje ostavljaju leve rupe, tada uopsteno govoredi,
moZe da se dogodi (mada se to nije dogodilo u datom resenju) da u sledeéem podintervalu
nisu pokrivene planirane vrednosti:

[v(¢=1)+(b; mod 4) + 4, v(t—1)+(by mod 4) + 8, ... , v(t—1)+b—8, v(t—1)+b—4].

Naime, moZe da se desi da neko optimalno refenje za n = v(t — 1) + (b; mod 4) ne
mozZe da se uveta dodavanjem nekog DK(p,q) sa p+ g = t, jer ne postoje "slobodni”
digitalni kvadrati (sa nagibom koji nije koriséen u odgovarajuéoj Bazi¢noj bg—torki). S
druge strane, nepobitno je tatno da sve planirane vrednosti u sledeéem podintervalu mogu
da se pokriju umanjivanjem Inicijalnog poligona koji odgovara n = v(t) — 4 + (b mod
4):

[ =1)+ b, v(t—1)+ b +4,...,0(t) — 124 (b mod 4 ), v(t) — 8+ (b; mod 4 )] .

Postoje dva razloga za losu definisanost nekih tlanova familija B;(k) za k € {0,1},
koji ostavljaju male rupe: ili se zbog male vrednosti parametra k dobije negativan nagib
ili nastanu dve stranice sa istim nagibom unutar istog luka. Upravo zbog malih rupa su
se pojavile pet vrednosti n, koje nisu mogle da se pokriju sa familijama B;(k).

Premedba. Svaka Bazitna b-torka (i posledi¢no svaka familija Baziénih b-torki), koja
koristi s razlicitih nagiba, ima njenu dualnu (4s — b)—torku — koja se definige tako
da koristi iste nagibe, ali u komplementarnim lukovima. Tako je Minkovski suma dve
uzajamno dualne torke jednaka Minkovski sumi s DK(p,q)’a koji odgovaraju koriséenim
nagibima ¢/p. Medjutim, dualna torka Bazi¢noj b-torki u veéini slu¢ajeva nije Baziéna.
Glavni razlog proizilazi iz &injenice da dualizacija veoma uveéava koridéenu toleranciju
kadgod je u polaznoj torki prisutan nagib sa bd-duzinom razlicitom od t. Recimo, ako
imamo viSe od jednog takvog nagiba, onda dualizacija nikad ne daje Bazi¢nu torku.

Kako dualizacija ne otuvava osobinu Bazi¢nosti, ne moze se translirati problem levih
rupa na desne, niti obrnuto. gtaviée, ovakve translacije nisu medjusobno kompatibilne
zbog nesimetri¢nosti ova dva problema prikazane u predhodnoj primedbi.

Primetimo, preciznije .....

Uslov () < 2 moZe biti nekompatibilan sa uobitajenom situacijom koju imamo kod
familija Bazi¢nih b-torki. Pokazalo se da su zapravo sve odgovarajuée planirane vrednosti
n pokrivene sa predlozenih 17 familija i pet pojedinih Bazi¢nih b-torki, koje su prikazane
na Slici 2 odnosno 3. Preciznije, postoji 22 planirane vrednosti n (za n mod 4 #
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0) unutar intervala (v(t — 1),v(t)) za ¢(t) < 2 (t € {1,2,3,4,6}). Ove vrednosti se
tretiraju na tri razli¢ita nadina. Vrednosti 5, 6, 10, 14, 17, 18, 19, 21, 22, 23, 42, 43,
46 i 47 su pokrivene odgovarajuéim familijama Bazi¢nih b-torki, koje ili ne ostavljaju
rupe ili su specijalno napravljene (familija Bg(k) za t parno). Sledecih par planiranih
n (3,7,9,13,15) odgovaraju malim rupama i pokriveni su sa pojedinatnim Bazi¢nim b-
torkama. Konaéno planirane vrednosti 11, 41 i 45 su pokrivene na slede¢i nacin:

Pokazalo se da vrednost n = 11 moZe da se pokrijesa B1g(0) ida se vrednosti n = 41
i n =45 mogu pokriti sa Bg(0), mada ove vrednosti n ne pripadaju pridruZzenom skupu
odgovarajuée familije Bjg(k) odnosno Bg(k).

Naime, familija Bg(k) je bila planirana za pokrivanje n-ova oblika »(t — 1)+ 1
i v(t—1)+5 za t oblika 8k + 6. Primetimo da ova familija ostavlja desne rupe za
v(t)—7 i »(t)— 3. Ako je k =0, tada Cinjenica da je ¢(6) =2 implicira da prve dve
(jedine) planirane vrednosti (41 i 45) unutar intervala (v(5),v(6)) postaju desne rupe.
Takodje jedine planirane vrednosti 11 i 15 unutar intervala (v(2),v(3)) su postale desne
rupe ostavljene familijom Big(0).

Medjutim, desilo se da se dva razli¢ita nagiba ( (3k+2)/(k+1) i (2k+2)/(2k+1),
odnosno (2k+1)/(6k+5) i 1/(8k+5) ), koji se koriste u razli¢itim lukovima redom familija
Big(k) i Bg(k) — poklope za k=0 (ovo menja prateu kombinaciju bd-duzina). Ova
¢injenica obezbedjuje dodatni digitalni kvadrat DK (p,q) za Inicijani poligon i eliminise
levu od dve desne rupe (za n = 11i 41 redom). Konstrukcija za drugu desnu rupu n = 45
je omoguéena obezbedjivanjem dodatnog DK(p,q) za p+ q = T7; ovaj slucaj je izdvojen
u Lemi 5, koja karakterise desne rupe.

Neke od familija Bazi¢nih b-torki u Tabeli 3 su koristene kao "glavne” familije u
odgovarajuéim komplementarnim parovima (za prevazilaZenje levih i desnih rupa), dok
su druge koristene kao pomoéne familije u ovakvim parovima. Preciznije, familije Bj(k),
Bs(k), Bg(k), Bio(k), Bii(k), Bia(k)i Big(k) su igrale ulogu "glavnih” (redom su
ostavljale leve, leve, leve i desne, leve i desne, desne, leve, desne rupe), dok su Bs(k),
Be(k), Bs(k), Bs(k), Bia(k), Bia(k)i Biz(k) redom koristene kao njihove pomoéne
familije.

Primetimo da se svaka od familija Bg(k) i Bii(k) koristi za pokrivanje dve razlicite
situacije. Nijedna od njih ne ostavlja rupe (pokriva sve planirane vrednosti n ) u jednoj
od situacija. U drugoj situaciji u kojoj se koristi familija Bg(k), ona igra ulogu dvostruko
pomoéne familije, za pokrivanje redom levih odnosno desnih rupa koje ostavljaju familije
By(k) odnosno Big(k).

Postoje uzajamno dualne familije ( B7(k) i Biz(k) ) Baziénih b-torki, koje su
uéestvovale u konstrukciji optimalnih digitalnih konveksnih ntouglova.

2.6 Linearan algoritam za optimalna resenja

Efikasna konstrukcija digitalnih konveksnih poligona ima u osnovi efikasnu konstrukciju
Farejevog (Farey) niza:

Farejev niz reda j, (skraéeno F(j), [16]), je strogo rastudi niz, koji sadrZi sve razlomke
b/a, gde su prirodni brojevi a i b uzajamno prostiil < b < a < j. Na primer, F(5) je

potyedt @ 1 8§80 20§ uE

5’ Zs g: E! 5! g; ga Z: 5-
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Efikasna konstrukcija F(j) sledi iz sledeeg postupka:

Neka je dat élan b/a niza F(j) , sledeéi ¢lan b'/a’ moZe da se konstruiSe ako se
koristi rekurentna veza: ([16, p. 25]):

V=2o+r-b i a =yo+r-a, gdeje
(z0,30) celobrojno resenje jednaéine:a-z—b-y=11i r=[(—1) / a].

Kao 3to je predlozeno u [4], jedno redenje (zo,yo) moZe da bude (b~,a™), to pred-
stavlja predhodni élan €lanu b/a u nizu F(j). Ovo ima za posledicu, da se konstrukcija
svakog ¢lana niza F(j) iz predhodna dva ¢lana moiZe realizovati za konstantno vreme.

Primedba. Analogan zakljucak vazi i za uopsteni Farejev niz , koji je uveden u [4] i
koji je koriséen za efikasnu konstrukciju digitalnog zvezdastog poligona [8].

Objasnjenje kako da se iskoristi F(j) za dobijanje efikasne konstrukcije optimalnih
d.k. poligona iz niza P(j) je dato u nastavku:

Dat je prirodan broj 7, sortirani nagibi nekog luka P(j) ¢ine strogo rastudi niz
5(j) sa svim razlomcima g¢/p,gdesu ¢ i p uzajamno prosti prirodni brojevi koji
zadovoljavaju da je p + ¢ < j. Farejev niz F(j) mozZe da se preslika na niz S(j)
bijekcijom [5]:

b b ol

— e

a M

Na primer, élanovi F(5) se redom preslikavaju na &lanove niza S(5):

1 1 1. 2 1 ", 3 4

rONE U VN U U U O O
koji su sortirani nagibi luka P(5) (sa izuzetkom nagiba 0/1, koji odgovara "ravnoj”
stranici luka).

Moze da se uoti da su prirodni brojevi b i a ( b < a) uzajamno prosti ako i samo
ako su uzajamno prosti prirodni brojevi ¢ i p, kao i da predloZeno preslikavanje oéuvava
sortiranost.

Kako se niz §(j) moze direktno konstruisati iz niza F(j), postojanje efikasne kon-
strukcije za F(j) implicira postojanje takvih konstrukcija i za S(j) i za odgovarajuéi
poligon iz niza P(j). Naime, nema sortiranja nagiba unutar luka ovog poligona. Kon-
strukcija temena se odvija za konstantno vreme. Ako imamo tekuce teme (z;,y;) i tekudéi
¢lan ¢/p niza S(j), koji predstavlja nagib nove stranice koju treba ubaciti u luk, sledece
teme (Z;41,%:+1) se dobija u skladu sa relacijom ;41 =i+ 2Zaif 1 Yiy1 = ¥+ Ydif, pri
¢emu su prirastaji (z4if, yais) jednaki redom ( +p, +¢), ( —¢, +p), ( —p, —4), ( +4, —p)
u JI-luku, SI-luku, SZ-luku odnosno u JZ-luku.

Ova razmatranja su prvi korak u dokazu sledeceg jakog rezultata, koji sledi iz Teoreme
11i algoritama opisanim u [1] i [2]:

Teorema 9 Postoji linearan algoritam slozenosti V(n) = V(t?), za konstrukciju digi-
talnog konveksnog n-tougla sa minimalnim dijametrom, gde je v(t—1) < n < v(t).

Drugim re¢ima, nije samo tatno da je poznato tatno reienje razmatranog optimiza-
cionog problema (za proizvoljan broj stranica), ve¢ i da se zna asimptotski optimalan
algoritam za konstrukciju takvog resenja, tj.

optimalan d.k. n—tougao moze da se konstruise na optimalan naéin.
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Egzistencija efikasnog algoritma za konstrukciju optimalnog digitalnog konveksnog n-
tougla, za proizvoljno n, sledi iz postojanja takvog algoritma za = oblika v(7) i iz
konacnog broja koriscenih familija Bazi¢nih b-torki, kao i iz &injenice da je broj stranica
b uvek odozgo ograni¢en sa konstantom (maksimalna koriséena vrednost b je 11, videti
Tabelu 3).

Asimptotska ocena broja tlanova Farejevog niza, F(t) ([16], Teoreme 330. i 331.) je

42
= + O(t logt). Dok je asimptotska ocena za broj stranica poligona P(t), za dato ¢ (kao
%3

i za broj elementarnih koraka za njegovu konstrukciju) — &etiri puta veéa ([5]).

Primedba. Da bi se dobila ideja o brzini algoritma treba da se zna da efikasan algoritam
koji prolazeéi po Farejevom nizu izratunava vrednosti d(1000) = 202.870.719 i v(1000) =
1.216.768 za par minuta na PC-AT 286.

Sledi skica algoritma za konstrukciju optimalnog d.k. n-tougla Q :

Parametar ¢ se prvo odredjuje iz n sa O(t v/*) algoritmom. Optimalni d.k.
n—touglovi za v(f —1) < m < v(¢) se konstruiu malom modifikacijom P(t)—slucaja.
Pokazano je interpolacijom ([5]) da broj stranica optimalnog d.k. n—tougla @ ima isto
asimptotsko ponasanje kao i broj stranica poligona P(t).

Pokazalo se da ista asimptotska ocena vaZi i za broj elementarnih koraka (ratunarska
sloZenost) algoritma za konstrukciju Q. Naime, konstrukcija svakog temena () se odvija
u konstantnom vremenu. Ovakav zakljugak sledi iz prirode potrebnih dodatnih racunanja
i modifikacija ([1], [2]), koje se vrSe u opstem slu¢aju:

Ako je n mod 4 # 0, tada se potrebna Bazi¢na b-torka B prepoznaje u konstantnom
vremenu uz koriScenje n , ¢ i Tabele 3 date u predhodnom poglavlju. Ako je n mod 4
= 0, tada se b-torka B smatra praznom.

Sli¢no kao i kod odgovarajuéeg poligona P(t) (za dato t), svaki od Eetiri luka Q se
generiSe uz jedno prolazenje nizom S(t). Ovog puta se niz nagiba u rastuéem redosledu,
SA unutar nekog luka A poligona @ blago razlikuje od S(¢): neki ¢lanovi niza nagiba
§(t) su izbaeni, dok su par novih nagiba kojih nema u S§(¢) ubaceni.

Neka A’ oznatava luk B koji odgovara luku A poligona Q ineka S’ oznalava
strogo rastuci niz onih nagiba A’, koji ne pripadaju nizu S§(¢) (ili ekvivalentno, onih koji
zadovoljavaju da im je bdd > t). Niz SA se dobija merdziranjem podesnog dela S(t)
i celog niza §’, gde je podesnost ¢lanova ¢/p niza S(t) znati da smeju da se koriste u
A ako zadovoljavaju sledeéi skup uslova:

1. Svaki nagib, koji se koristi u A’, se takodje koristi i u A.
2. Svaki nagib, koji se koristi u B i koji se ne koristi u A’, se ne koristi ni u A.

3. Samo prvih (n —w(t—1)-b)/4 nagiba ¢/p iz S(t), koji se ne koriste u B i koji
zadovoljavaju da je p+ ¢ = t, se koriste u A.

Uslovi 1, 2, 3 slede iz definicije Inicijalnog poligona i Bazi¢ne b-torke. Uslov 3 se
proverava uz pomoc¢ brojaca koji se inicijalizuje sa 0 u svakom luku.

Poenta je u tome 8to za dati ¢lan SA, izratunavanje sledeéeg moze da se ostvari u
konstantnom vremenu.

Optimalan d.k. 78—ougao P, konstruisan uz primenu skiciranog algoritma dat je na
Slici 4.
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One stranice P, ¢iji nagibi pripadaju Bazi¢noj 6-torki Bg(2), koja zajedno sa nizom
S(8) ¢ini osnovne gradivne elemente za konstrukciju optimalnog 78—ougla, su oznaéene
slovom B. One duZine orogonalnih projekcija stranica poligona P, na kvadratu M P(P)
(videti takodje Sliku 1), koje su veée od 1, su ispisane. Zajedni¢ka temena susednih lukova
su oznacena sa strelicama. Kod konstruisanog optimalnog 78-ougla je broj (n — v(t —
1) — b)/4 bio jednak 0 (n = 78, v(7) = 72 i b = 6), pa je on bio jednak direktnoj
sumi Minkovskog poligona P(7) i 6-torke Bg(2), §to znaéi da se u ovoj situaciji Inicijalni
poligon poklapa sa P(7).

2 288 BudiBna s Es e pliceelins a3 83888218
B
; 2
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3
2 B 3
3 4
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2.6.1. Generisanje Baziénih b-torki

Algoritam koji trazi pogodne familije Baziénih b-torki je bio opisan u [19]; i pored
toga, veéina od 17 koriscenih familija je pronadjena bez pomoéi kompjutera.

TraZenje dve familije B;(k) koje bi potpuno pokrile dve situacije kada je n neparno i
t = 4k + 2 nije bilo uspesno, pa je tako pretraZivanje nastavljeno u zavisnosti od parnosti
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parametra k.

Svaki pokusaj konstrukcije familije Bazi¢nih b-torki pocinje odredjivanjem kako e se
njenih b stranica (¢iji su nagibi i lukovi odredjeni) rasporediti u odnosu na bd-duZine
(sve bd-duzine su u zavisnosti od t). Stavide, kada se razmatraju stranice sa bd-duzinom
bdd < t (takodje stranice sa bdd = t, kada se trazi familija koja ne ostavlja desne rupe),
onda se takodje stranice particioniraju u odnosu na njihov nagib.

Posto se kombinacija bd-duzina odredi (primeri kombinacija mogu da se nadju u Tabeli
3), postoje tri (hijerarhijski ugnjezdjena) nivoa pretrazivanja koja redom odgovaraju: bd-
duzinama, nagibima za datu bd-duZinu i lukovima koji sadrZe stranice sa datim nagibima.
Ovi nivoi pretrazivanja su realizovani uz koriscenje rekurzivnog bektreka.

Kandidati za izbor nagiba su u bilinearnoj formi, zavise od parametra k i imaju
uzajamno prost brojioc i imenioc. Ipak u nekim situacijama broj kandidata u ovom vrlo
specificnom obliku nije ograni¢en. To ima za posledicu da neuspesan pokusaj nalaZenja
pogodne familije Bazi¢nih b-torki ne znaéi da takva familija i ne postoji. Sre¢om, bilin-
earna forma je bila dovoljna da se dodje do reSenja u svim situacijama.



3.

Digitalni luk sa maksimalnim
brojem stranica

U ovoj Glavi ée se razmatrati problem odredjivanja digitalninog konveksnog luka sa
maksimalnim brojem stranica. Preciznije, za date prirodne brojeve a i b, razmatra se
slededi optimizacioni problem: Odrediti digitalnini konveksni luk sa duZinama kateta a i
b, koji ima maksimalan mogué broj stranica n(a,b). Nadjena je gusta familija optimalnih
resenja razmatranog problema. Izvedena je asimptotska ocena za broj n(a,b). Opisan je
odgovarajuéi algoritam, u kome se koriste neke heuristicke funkcije.

Resenje predloZenog problema moZe direktno da se primeni na konstrukciju digital-
ninog konveksnog poligona koji optimalno aproksimira elipsu sa zadatim osama u celo-
brojnoj mrezi.

3.1 Uvod i definicije

Sledi preciziranje problema optimizacije na celobrojnoj mrezi, koji ¢e biti ovde razma-
tran:

Neka su dati prirodni brojevi ¢ i b (@ <b ). Razmatra se trougao ABO u zQOy
koordinatnoj ravni sa koordinatama temena A(a,0), B(0,b) i O(0,0).

Problem. Treba odrediti niz tacaka (Slika 5.) sa celobrojnim koordinatama
B = Vo(z0,%0), Vi(Z1,¥1)5 s Vu(Zn, Yn) = A, koji zadovoljava sledeée uslove:

Broj n je §to je moguce vedi.
¢ =< €T ] PN D it =0 .

o Tatke Vi, Va,...,V,—1 pripadaju unutrasnjosti trougla ABO.

Svi unutrasnji uglovi poligona V,V;..V,, su manji od © radijana.

43
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~
$B(0,b)=V,
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Slika 5.

Niz susednih stranica (V;-1,V;), 1 < i < n, definiSe digitalnini konveksni luk. Stranice
OA i OB su nazvane katetama luka.

Razmatrani problem bi takodje mogao da se formulise:

o Odrediti digitalni konveksni luk sa datim duZinama kateta a i b, i maksimalnim
brojem stranica n(a,b).

Tako niz taéaka V; (zi,9i), 0 < i < n, zamenjuje hipotenuzu trougla ABO sa
digitalnim konveknim lukom, koji je smesten u unutrasnjosti razmatranog trougla.

MozZe se primetiti da degenerisani slu¢aj razmatranog problema nastaje kada je b >
14+2+ ..+ a. Tada je n(a,b) = a. Jedno optimalno refenje u ovom degenerisanom
slucaju ima a stranica sa nagibima oblika ¢/1 za razlitite (zbog zahtevane konveksnosti)
vrednosti ¢ = 1,2,3,...,a.

Nagib je razlomak oblika

' Yi — Yi—1

= — za 1l €3 €n
pi Ti— Ti-1

Projekcija neke stranice digitalnog konveksnog luka je ortogonalna projekcija te stra-
nice na neku od kateta luka. DuZine projekcija stranice sa nagibom g¢;/p; na redom katete
koje pripadaju y- odnosno z-osi su ¢; odnosno p; (videti Sliku 5).

Digitalni konveksni poligon je poligon, Cija su sva temena celobrojne tacke u celobroj-
noj mreZi i €iji su svi unutradnji uglovi manji od 7 radijana.

Uopsteni Farejev niz F(m,n) ([4]) je rastuéi niz svih razlomaka ¢/p koji zadovo-
ljavaju da su prirodni brojevi ¢ i p uzajamno prosti,za ¢ <m i p < n. Svaki naredni
¢lan ovog niza moze da se odredi u konstantnom vremenu iz predhodna dva &lana.
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3.2 Familija optimalnih resenja

Cilj ovog poglavlja je da se definie familija nizova koju &ine parovi pogodno izabranih
duZina kateta, za koje moze tatno da se konstruidu optimalni digitalni konveksni lukovi.
Ova familija ¢e posluziti kao osnova za izvodjenje asimptotske ocene za n(a,b) (Sekcija
3.1.3). Takodje ée ova familija posluziti kao putokaz za odredjivanje pogodnih heuristi¢kih
funkcija, koje ce biti ugradjene u algoritam predloZen u Sekciji 3.1.4 za traZenje optimalnog
reSenja za proizvoljne duZine kateta a i b.

Pomoéna tvrdjenja i oznake

Parametar familija ¢e biti oznacen sa k, dok ¢e nizovi unutar svake familije biti indek-
sirani sa parametrom t.

Neka je O(a,b) skup nagiba izabranih u (tj. prisutnih) u nekom optimalnom resenju
razmatranog problema za zadate katete a i b. Prvo ée biti dokazana sledeéa osobina
ovog optimalnog skupa nagiba:

Lema 7 Ako neki nagib q/p pripada skupu O(a,b), tada su prirodni brojevi ¢ i p
uzajamno prosti.

Dokaz. U razmatranom problemu se konveksnost podrazumeva u strogom smislu (ce-
tvrti uslov). To znaéi da nisu dozvoljena tri susedna kolinearna temena unutar luka.

Nema smisla koristiti nagib oblika (k-¢;)/(k-p;) u O(a,b) , za neki ceo broj k > 1,
Jer se takav nagib ne moze koristiti u O(a,b) zajedno sa nagibom g¢;/p; zbog zahtevane
konveksnosti. Medjutim, s druge strane otigledno je da da stranica sa drugim nagibom
"zahteva manje prostora” i omoguéuje ubacivanje vise drugih stranica u luk. O

Primedba. Pakti¢no je dozvoliti malo odstupanje od ovog pravila kada se bira nagib za
poslednju stranicu u luku, sa ciljem da se poslednje teme luka poklopi sa krajnjom tatkom
katete.

Lema 8 Nagibi unutar skupa O(a,b) zadovoljavaju sledeéi uslov (tkz. uslov stepenista):
Ako q/p € O(a,b) tada za svaki par uzajamno prostih prirodni brojeva ¢' i p' koji
su takvi da je ¢’ < gq, p' <p takodje vaZi da je nagib ¢'/p’ € O(a,b).

Dokaz. Nagibi ¢'/p' gornjeg oblika su takodje u skladu sa Lemom 7 i (sliéno rezono-
vanje kao ono primenjeno u Lemi 7) "zahtevaju manje prostora”, i dozvoljavaju ubacivanje
vise drugih stranica u luk nego stranica sa nagibom g¢/p. Stoga se ne sme desiti da je
nagib ¢/p izabran a da nije izabran nagib ¢'/p’. O

Skup nagiba koji zadovoljava uslov stepenita ée biti nazvan stepenistem.

Neka su dati prirodan broj t i pozitivan realan broj k, i neka § (t,k) oznalava
specijalno stepeniste koga Cine svi oni nagibi ¢/p koji zadovoljavaju:

1. ¢ i p suuzajamno prosti prirodni brojevi;

2. g+p-k<t.
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Dalje, neka card(t,k) oznalava ukupan broj stranica sa nagibima g¢/p iz S(t,k)
(kardinalnost skupa S(t,k)), dok ¢e ukupne duzine njihovih projekcija ( ¢, odn. p) na
redom y- odnosno z-osu biti oznacene sa B(t,k) odnosno sa A(t,k).

Sledeéa teorema Ce pokazati da skup S(¢,k) predstavlja optimalno reSenje razmatra-
nog problema za duZine kateta b= B(t,k) i a = A(t,k):

Teorema 10 Za date pozitivne parametre t i k, je zadovoljeno da je
n( A(t, k), B(t,k) ) = card(t,k) .

Dokaz. Pretpostavimo suprotno. Neka optimalno stepeniste O(A(t, k), B(t,k)) ima
vife stranica nego §to je card(t,k). Oznaimo sa Dy = O(A(t,k), B(t,k))\ S(t,k) i
D, = S(t,k)\ O(A(t, k), B(t,k)) . Tada je po pretpostavei |Dy| > |D;|. Uotimo da
svaki nagib ¢/p € D; zadovoljava ¢+ k-p >t i da svaki nagib ¢/p € Dy zadovoljava
g+ k-p <t Toima za posledicu:

() SE Y gk SR s [Dy) -8 3 Dyt 2 T Rk T

q/peD g/p€Dy q/p€ED> q/p€D>

S druge strane, mora biti ispunjeno:

(%) Eq/peDl g 5 ) olpeDs 1.4 Zq/pED1 P < Y4/pep, P - Naime, posto se stranice
sa nagibima iz D, uklone, sume brojioca i imenioca nagiba iz D; ne smeju premasiti
slobodni prostor na katetama. Tako se dobijaju kontradiktorne nejednakosti (x) i (##).
O

U sledecoj tabeli su date neke optimalne vrednosti n( A(t,k), B(t,k) ) = card(t,k)
za duZine kateta A(t,k) i B(t,k) za neke vrednosti parametara k£ i t (k=2,3, dok
t uzima vrednosti prvih 10 prostih brojeva potev od 5):

t| A(t,2) B(t,2) card(t,2) | A(t,3) B(t,3) card(t,3)

5 5 7 4 2 3 2

¥ 12 20 8 6 11 5
11 42 78 20 20 48 13
13 69 126 28 31 79 18
17 144 278 47 66 180 31
29 202 387 59 93 249 39
23 343 674 85 153 4432 56
29 674 1331 134 303 878 89
31 826 1612 153 366 1059 101
37 1361 2702 215 610 1790 143

Tabela 4. Neke male vrednosti trojke funkcija A(t, k), B(t,k), card(t, k)

3.3 Asimptotska ocena za n(a,b)

U ovom poglavlju ée biti data ta¢na asimptotska formula za broj stranica n(a,b) unutar
luka sa katetama duzine a i b. Ova formula se dobija uz pomoé razmatranog optimalnog
stepenista S(t,k). Pokazano je da je ova formula u skladu sa asimptotskom formulom za
maksimalan broj stranica digitalnog konveksnog poligona sa datim dijametrom [5].

Sledeéa lema potvrdjuje monotonost (po t) nizova A(t,k), B(t,k) i card(t,k), za
fiksno & > 0: :
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Lema 9 Ako prirodni brojevi t; i t; zadovoljavaju da je t; <ty , onda je A(t1,k) <
A(fg,k), B(tl,k) < B(tg,k) i n(tl,k) < n(tg,k).

Dokaz. Sledi iz &injenice da je skup S(t1,k) pravi podskup skupa S(t3,k). Recimo,
nagib ¢/p= (t1 — |k])/1 uvek pripada S(t2,k) a ne pripada S(t;,k). O
Moze se potvrditi da je za fiksni prirodan broj k:

L(t=1)/k] L(t=1)/k)
Atk) =t 3 ¢(p) - k- 3 p-o(p)
p=1 p=1

t—k t—k
Btk = 3+t 3 40 - 3 ¢ 4(0)

g=1

L N
card(t,k) = Z (= =k)-¢(p)
p=1 P
Uzimajuéi u obzir da je:
: 3t2
; #(s)~ —5  ((16], Teorema 330), kaoi da je
- 2 . $(s) 6t
§8-¢(8)~p‘ i ;Tﬂ*;’ ([11])

i aproksimirajuéi izraze t—1 i t—k sa t (primetiti da ¢t — oo, dok je %k fiksno),
dobija se:

t° i 3t?
-]}2_11'2’ B(t,k) ~ m, card(t,k) = m .

Zamenom k = B(t,k)/A(t,k) i t= ((*B*(t,k) | A(t,k))*/® uizraz za card(t,k),
sledi da je

At k) =~

3 B4, k). AV3(t,k) .

x2/3

card(t, k)

Q2

Polazeci od proizvoljnih duzZina kateta b i a ( b > a), mozZe se uzeti daje k=b/ai
zatim se mogu odrediti prirodni brojevi (¢esto su susedni) t; i t2 tako da je

ti1 <ty i A(t1,k) <a< A(ty,k) i B(t,k) < b < B(tz,k). Predhodna razmatranja
vode ka sledeéem rezultatu:

Teorema 11 Maksimalan broj stranica n(a,b) digitalnog konveksnog luka sa zadatim
duzinama kateta a i b ima sledede asimptotsko ponasanje:
3

n(a,b) = m-bl"s-al/‘?.
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Pokazano je [5] da maksimalan broj stranica, MV (m), digitalnog konveksnog polig-
ona koji moZe da se upise u kvadratnu mrezu veli¢ine m x m ima sledeée asimptotsko
ponasanje:

12 2/3

Izvodjenje asimptotske ocene za MV (m) se zasniva na koridéenju monotone simetriéne
(sa Cetiri jednaka luka) familije optimalnih poligona. Ova familija igra analognu ulogu kao
gornji niz familija S(¢,k). Formula za MV (m) je u skladu sa Teoremom 11; ona moze
da se potvrdi izvodjenjem iz asimptotske formule za n(a,b) zamenom a = b= m/2 i
mnoZenjem sa 4 (optimalan luk za a = b se multiplicira u Eetiri luka optimalnog digitalnog
poligona).

3.4 Algoritam i heuristicke funkcije

Svako stepenidte S (videti Sliku 6) karakterisu dva pridruZena skupa nagiba:

1. Front(S) = podskup od S koji sadrzi sve najdesnije nagibe iz § (po jedan za
svaku vrstu)

2. Cand(S§) = {cand(l),...,cand(nc)} = skup svih onih nagiba izvan S, koji imaju
osobinu da dodavanje bilo kog od njih u S ne bi narusilo uslov stepenista

12/1

Slika 6.

Na primer, ako § oznatava stepeniste koje odgovara osentenoj oblasti na Slici 6, tada
je:
Front(S) = {11/1,10/1,9/1,8/1,7/4,6/1,5/4,4/3,3/5,2/5,1/5} i
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Cand(S) = {12/1,9/2,8/3,4/5,1/6} (masnije cifre na Sl. 6).

Skup Front(S) moze da se koristi za predstavljanje skupa nagiba iz §.
Neka je Front(S) = {;—17—0—) | 3 = Ymazs - 1}. Tada prirodan broj Ymae i niz
maxr

Tmaez Ppredstavljaju S kao sto sledi:
Nagib ¢/p sa uzajammno prostim ¢ i p pripada S akoi samo ako ¢ < Ymaer i
Pswmaz(Q)-

Neka je dato stepeniste S (ekvivalentno, skup Front(S5)), tada se skup Cand(S)
moze direktno konstruisati na sledeéi nacin:

— Cand(S) se inicijalizuje kao {(Ymaz +1)/1, 1/(Zmaz(1) + 1) } ; ova dva nagiba
su obavezni prvi i poslednji kandidat u Cand(S).

— Odrede se dva pomoéna niza

P'(4) 28 §=2,,Ymaz i q'(4) ;22 i=2,...,Tmaz(1)
tako da je p'(j) (odn. ¢’(i)) najmanji prirodan broj uzajamno prost sa j (odn. i)
takav da nagib j/p'(j) (odn. nagib ¢'(i)/7) ne pripada S.

— Biraju se srediénji elementi u Cand(S) iz skupa {7/p'(j) | 7 = 2, Ymaz }-
Nagib iz predloZenog skupa se ubacuje u Cand(S) ako i samo ako svi nagibi ¢/p koji
zadovoljavaju ¢ < j i p < p'(j) veé pripadaju S (uslov stepenista). U cilju provere
ovog uslova dovoljno je proveriti da li su ispunjena sledeca tri elementarnija zahteva:

2) 7)< Smas(l) b) (P () = J

c) p'(47) > P'(j) za svako js < jj < j, gde js oznatava najveéi broj, za koji je
nagib js/p'(j) veéu S.

Na primeru stepenista § na Slici 6 je:

Ymaz = 11

Tmaz = (1,1,1,1,4,1,4,3,5,5,5) za j =11,10,...,2,1

¥ = (7,7,5,6,55,3,2.3.2) za § =23 1%

¢" =(9;8,9,4) za ¥ =2,34,5.

Zvezdice na Sl. 6 su pridruzene onim nagibima oblika j/p/(7), koji nisu primljeni u
Cand(S), zbog toga sto ne zadovoljvaju a) (3/712/7) ili b) (5/6, 6/5, 7/5, 10/3 i 11/2).
Ako bi nagib 8/3 bio dodat § u sledeéem koraku, tada nagib 10/3 ne bi bio prihvaéen u
novi skup kandidata Cand(S U {8/3}), s obzirom da ne zadovoljava uslov c).

Optimalno stepeniste O(a,b) moze da se traZi uz koriséenje gridi procedure, koja
iterativno uvecava skup izbranih nagiba, potevii od inicijalnog skupa nagiba {1/1}. Es-
encijalno je da se uslov stepenista ofuvava u toku rada ove procedure, to jest, da se do
gridi optimalnog stepenista dolazi preko iterativnog rastuéeg (u smislu inkluzije) niza iz-
generisanih stepenista.

Ako imamo aktuelno stepeniste S, iterativno sledeée stepeniite S* se dobija doda-
vanjem jednog nagiba ¢*/p* u §. Ovaj dodati nagib se bira medju elementima iz skupa
Cand(S) tako da postiZe optimalnu vrednost heuristi¢ke funkcije H nad Cand(S). ”Gri-
doidnost” algoritma se objasnjava ¢injenicom da se samo jedan korak odjednom razmatra
u svakom trenutku.

Skupovi Front(S) i Cand(S) se azuriraju u svakoj iteraciji. Izabrani nagib ¢*/p*
se ubacuje u F'ront(S) iizbacuje iz skupa Cand(S). Akoje p* = 1, onda se kardinalnost
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Cand(S) obavezno poveéava za 1 u sledeéem koraku iteracije, inate kardinalnost skupa
Cand(S) moZe da se ne promeni ili da se umanji za 1.

Preciznije, broj nagiba koji ¢e se dodati u Cand(S) posle izbacivanja nagiba ¢*/p*,
moze da varira izmedju 0 i 2. Svaki od nagiba ¢'(p*)/p* (gornji) i ¢*/p'(¢*) (desni)
se dodaje u Cand(S*), ako je ispunjeno da njihovo dodavanje u S§* ne narusava uslov
stepenidta. Ovaj uslov se lako proverava sa pitanjem da li je ¢'(p*) (odn. p/(¢*)) manje
od g-vrednosti (odn. p-vrednosti) prvog levog (odn. prvog desnog) suseda od ¢*/p* u
Cand(S). To ima za posledicu da ako je ¢*/p* prvi(odn. poslednji) element u Cand(S),
onda se gornji (odn. desni) nagib obavezno dodaje Cand(5*).

Primedba. Sa ciljem da se lako i brzo nadju susedi korisno je u toku iteracija ¢uvati
skup nagiba Cand(S) sortiran u odnosu na opadajuée nagibe; povezana lista bi bila
pogodna struktura za implementaciju.

Ako bi nagib za ubacivanje ¢*/p* iz Cand(S) sa Sl. 6 redom bio jednak 12/1, 9/2,
8/3,4/5, 1/6, tada bi nagibi koji bi se dodali Cand(S5*) bili redom jednaki 13/1 (gornji),
11/2 (gornji), nijedan, 6/5 (gornji) i 1/7 (desni).

Iterativno dodavanje nagiba se zaustavlja u trenutku kada bi dodavanje novog izabra-
nog nagiba ¢*/p* u § bilo onemoguéeno zbog nedovoljnog preostalog slobodnog prostora
na katetama. Preciznije, do zaustavljanja iteracija dolazi kada je:

ZQ/PES* q > b i]j. ZQIPGS‘ p > a .

Navodimo tri predloga za heuristicku funkciju H:

H.(S) = max min( b — q— Fo g~ /
Sy = max win(b-g q%;esq P WPZ,ESP)

Funkcija H; maksimizuje manju od dve duZine na katetama, nepokrivenu projekci-
jama stranica sa nagibima iz 5. Ova heuristicka funkcija ne pravi optimalna stepenista
u opstem slucaju, sledi odgovarajuéi kontraprimer:

Osenceno stepenidte S5 na Sl. 6 se dobija primenom funkcije H; za b =126 i a = 69.
Ovo stepeniite nije optimalno. Ima 27 nagiba, ali je n(e,b) =28 (a= A(13,2), b=
B(13,2),card(13,2) = 28, videti Tabelu 4). Stepenidte S ostavlja nepokrivenu duzinu
4 na a-kateti i duZinu 3 na b-kateti. Medjutim, moguée je izbaciti nagib 7/4 iz § i
dodati dva nova nagiba 9/2 i 1/6, ¢ime se dobija optimalno stepeniste 5(13,2).

Hy(5) = (a+2-p)

min
g/pECand(S)

Heuristicka funkcija H, je dizajnirana tako da se projekcije na dve katete stede u
skladu sa inverznim odnosom duZzina kateta. Njenom primenom se generide niz stepenista,
meju kojima se mogu naéi optimalna stepenista oblika S(¢,b/a) za prirodne brojeve t.

b— g pes ¢ E
a=Yospes P
Funkcija Hj3 je kombinacija H; i H; . Projekcije na katete se stede u skladu sa

obrnutim odnosom duZina kateta, nepokrivenih projekcijama stranica sa nagibima koji su
veé prihvadeni u S.

Hy(S) = (¢+

min
q/p€Cand(S)
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Pretpostavimo da je napravljeno optimalno stepenite O(a,b). Sa ciljem da se iz-
generidu temena pridruzenog optimalnog digitalnog luka, niz nagiba u O(a,b) bi tre-
bao da bude sortiran. Linearan (po duZini niza) algoritam moZe da se dobije kada se
prolaZenjem po generalizovanom Farejevom nizu F(Ymaz, Tmaz(1)) eliminisu oni njegovi
¢lanovi koji ne pripadaju O(a,b); broj eliminisanih ¢lanova je manji od broja onih koji
ostaju.

Druga moguénost za koriséenje generalisanog Farejevog niza bi mogla da proistekne
iz alternativnog algoritma za direktno generisanje sortiranih nagiba optimalnog digi-
talnog luka. Medjutim, ovaj pristup zahteva pravilo za izbacivanje elemenata niza koji ne
pripadaju Of(a,b).

3.5 Zakljucak

Maksimizacija broja stranica digitalnog konveksnog luka (sa datim duZinama kateta)
je korak od kvadratnog sluéaja ka pravougaonom slucaju, kada se razmatra maksimizacija
broja stranica digitalnog konveksnog poligona upisanog u digitalni ¢etvorougao. Kvadratni
slu¢aj, éija formulacija moZe da se nadje u [28], je kompletno resen (druga Glava ovog rada
je posveéena tome). Na primer, tatno opste resenje je dato u [20], dok su asimptotski i
algoritamski aspekti bili razmatrani u [5] odnosno u [1].

U sledeée dve taike postoji sliénost izmedju redenja u asimptotskom smislu kvadratnog
sluéaja ([5]) i gornjeg iznetog resenja razmatranog problema:

1. Koristi se princip stednje projekcijskih duzina stranica. Naime, konveksnost luka ima
za posledicu da projekcije njegovih stranica na nalegle katete ne mogu preklapati
jedna drugu. Tako je suma projekcijskih duZina ograni¢ena odozgo sa duZinama
kateta. Heuristicka funkcija
Hy(S) = mingjpecand(s) (P +¢) vodi ka optimalnom (gridi) resenju kvadratnog
slu¢aja. Medjutim, kada duZine kateta nisu jednake, tada $tednja mora da bude u
skladu sa razli¢itodéu njihovih duZina.

2. U oba sluéaja se koriste pomoéne optimalne familije monotonih refenja. Taéna
optimalna resenja, u opStem slu¢aju, mogu da se dobiju ubacivanjem nagiba koji
su izmedju neka dva odgovarajuéa optimalna reSenja, iz razmatranih familija, uz
koriséenje nekih sloZenijih metoda.

Resenje problema maksimiziranja broja stranica digitalnog konveksnog luka sa datim
katetama razliGite duZine moZe direktno da se primeni na simetri¢nu varijantu pravou-
gaonog slutaja, to jest, za odredjivanje simetriénog (sa Cetiri jednaka luka) digitalnog
konveksnog poligona, sa maksimalnim moguéim brojem temena, koji aproksimira elipsu
sa datim osama u celobrojnoj mreZi. On se dobija kopiranjem gornjeg resenja za luk u
svaki od &etiri luka pravougaonika: JI-luk, SI-luk, SZ-luk i JZ-luk.

Medjutim, nije sigurno da je to optimalno reSenje za pravougaoni slu¢aj, to jest, da
sledeéi opétiji problem, mora biti simetri¢an (sa tretiranjem sva &etiri luka na isti naéin):

o Date su stranice veli¢ine a i b pravougaonika R, odrediti digitalni konveksni
poligon sa maksimalnim brojem stranica, koji moZe da se upise u R.
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Neke motivacije za razmatranje simetricne pravougaone varijante upravo navedenog
problema mogu da se nadju recimo u sledeéa dva praktiéna pitanja:

— Koliko precizno moze elipsa da se nacrta na kompjeterskom ekranu, sa kvadratnim
pikselima, ako se elipsa predstavlja simetri¢nim konveksnim poligonom, i ako je
mera preciznosti broj temena takvog poligona?

— Koja je donja granica za veli¢inu koda, koja je dovoljna da se predstavi bilo koji kon-
veksni oblik u pravougaonoj mrezi datih dimenzija?
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PredlaZe se sledeéi gridi algoritam koji trazi digitalne konveksne poligone sa parnim
brojem stranica i minimalnom povriinom.

Ulaz. Prirodan broj =.

Izlaz. Monotono rastuéi niz nagiba S§(n) stranica SSZ-polu-luka simetri¢nog ”soéi-
vastog” 2n-tougla P(2n), koji se dobija od polaznog niza nagiba {0/1,1/1} iterativnim
dodavanjem nagiba u svakom koraku, tako da svako pojedino dodavanje nagiba proizvodi
kod odgovarajuéeg pridruzenog poligona minimalan prirast G-povrine.

Oznaimo minimalnu G-povrsinu, d.k. 2n-tougla, dobijenog primenom ovog gridi al-
goritma sa gg(2n).

Koraci algoritma imaju sledeéi prikaz:

Inicijalizacija niza S(2) = {0/1,1/1} .
Konstruisanje za 2 < k <n—1 niza nagiba S(k+ 1) iz niza nagiba
by b b
Sik) = {g = a_l’ a,_z’ e a_k = %} Nagibi oba niza su sortirani u rastuéem redosledu. Ova
1 G2 k
konstrukcija se ostvaruje ubacivanjem pogodno izabranog nagiba b/a, koji je odredjen sa:
Neka A(S(k),m) (za 1< m < k—1) oznalava poveéanje G-povriine odgovarajuéeg
bm A bm+1

am + Am41

d.k. 2k-tougla P(2k), koje nastaje kao posledica ubacivanja nagiba u niz

S(k).

Ovakav izbor nagiba za stranice za ubacivanje je u skladu sa uslovom koji je potre-
ban da bi se imalo optimalno refenje. Naime, sledi iz Teoreme 9 iz [26] da svaki opti-
malni poligon, predstavljen nizom nagiba Opt, opéteg problema minimizacije povriine
z.‘m + b'm.+1

ne moze biti prisutan u Opt ako nisu
Um + Gm41

ima sledecu lokalnu osobinu: nagib

bﬂ i bm-i—l

oba nagiba veC prisutna u Opt (poslednja dva nagiba su takodje dobi-

A m 41
jena polazedi od niza nagiba 5(2) iterativnim ubacivanjem nagiba koji zadovoljavaju istu
lokalnu osobinu).

Tadaje © = ‘OmstBmess
a A + Amx+1

A(S(k),mx) = i mmi(nk 34 A(S(k),m) .

, gde je

4.3.1. Izratunavanje A(S(k),m)

. 5 bm bm A . 4 -
Lema 10 Ako se stranica sa nagibom ﬁ;— ubacuje izmedju dve susedne stranice
m+1 m
(koje pripadaju SSZ- i JJI-polu-luku) P(2k) sa nagibima gﬂ bmH, tada je prirast
m Q41

G-povrsine (napravljen ovim ubacivanjem) jednak

A(S(k),m) = Xq+Yp—-1, gdesu

m k k m
X:zai_ z B X = 2 bi—zbis q=bm+bm+1a P=0apn+ apy.

i=1 i=m+1 i=m+1 t=1
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Dokaz. Pogledati dokaz Leme 11 (Sekcija 5.2.1) u sledeéoj glavi na strani 62. Dokaz
ove leme je gotovo identi¢an, pa se nefe ponavljati. Jedina razlika je $to ovde imamo
razvijene samo polulukove, pa su zato ovde potrebne oznake nesto drugacije:

m k k ™m
Alm =) a;, Amk= ) a, Bmk= Y b and Blm=) b;.
f=1

i=m+1 t=m+1 =1

O

4.3.2. SloZenost

Motivacija za uvodjenje gore predlozenog gridi algoritma lezi u €injenici da je kon-
strukcija predloZena u [26] takva da bi davala eksponencijalan algoritam.

Teorema 13 Gridi algoritam predloZen u ovoj glavi ima O(n?) koraka.

Dokaz. Svaki niz nagiba S(k+1),za 2 < k < n—1, se generise iz niza S(k) u O(k)
koraka. Po Lemi 10, prirast G-povrsine, koji se dobija kao posledica ubacivanja na svakoj
od k-1 pozicija, moZe biti odredjen u konstantnom vremenu, kad se znaju vrednosti
X i Y. Naime, vrednosti parametara X i Y mogu da se aZuriraju u konstantnom
vremenu za svako ubacivanje, na svakom nivou k (njihove potetne vrednosti su 0i —1).
Azuriranje X := X + 2ap,41; Y =Y — 2b,,41 se koristi posle m-tog ubacivanja na
k-tom nivou (1 £ m < k — 2). Prelazak sa k-tog na (k 4+ 1)-vi nivo se realizuje (posle
(k — 1)-vog ubacivanja na k-tom nivou, za 2 < k < n — 2 ) tako $to se izvrii sledeée
azuriranje: X := —X +2a; —2ar —a; Y :=Y — 2b; + 2b; + b. Aktuelne vrednosti mx
i A(S(k),m*) se tuvaju u memoriji. O

4.3.3. Kontraprimeri

Tvrdjenje 1 Gridi algoritam za konstrukciju digitalnih konveksnih 2n-touglova sa mi-
nimalnom povrsinom, koji se bazira na iterativnom ubacivanju onih parova naspramnih
stranica, koje daju minimalni prirast povrdine u svakom pojedinom koraku — ne daje uvek
optimalno resenje.

Dokaz. Kontraprimeri su nastali kada je puStena verzija predloZzenog gridi algoritma
za minimalno uvec¢anje povrsine d.k. 2n-tougla sa "tolerancijom”. Smisao tolerancije je
da se u koracima iteracije propustaju i neki suboptimalni (njihov prirast povriine nije bio
minimalni mogu¢, ve¢ je bio vedi za najvise neku predvidjenu vrednost tolerancije) d.k 2k-
uglovi i dalje iterativno uveéavaju. To znati da razlika izmedju G-povriine propustenog
suboptimalnog d.k. 2k-ugla i vrednosti gg(2k) nije bila veéa od vrednosti konstante
tolerancije. Tabela 5 sadrZi vrednosti g(2r) za 2 < n < 11 iz [26], koje se poklapaju
sa vrednostima za gridi minimalnu povrsinu g¢g(2n) koja je dobijena predlozenim gridi
algoritmom. Za svako n iz intervala [12,30] je data vrednost za gg(2n). Za svako
n €I ={16,17,23,24,28,29,30} je takodje data G-povriina (oznadena sa gtg(2n)) d.k.
2n-tougla dobijenog primenom verzije algoritma sa tolerancijom, pri ¢emu je vrednost
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konstante tolerancije data u zagradama:

n_g(2n) = gg(2n)| n gg(2n) gtg(2n) | n g9(2n) gtg(2n)
2 0 12 199 22 1391
3 1 13 262 23 1602 1598(3)
4 4 14 332 24 1820 1815(3)
5 10 15 416 25 2060
6 19 16 512 508(2) |26 2332
7 34 17 616 614(3) [27 2621
8 52 18 730 28 2938 2922(4)
9 79 19 870 29 3288 3244(3)
10 112 20 1018 30 3643 3579(3)
11 154 21 1200

Tabela 5.

87

Kako je gg(2n) > gtg(2n) zasve n iz skupa I, sledi da su svi njima odgovarajuci
poligoni kontraprimeri koji dokazuju tvrdjenje leme. O
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S.

O minimalnom uveéanju povrsine

Neka je dat digitalni konveksni 2n-tougao P sa paralelnim stranicama (centralno sime-
trican). Neka s oznafava minimalnu veli¢inu stranice digitalnog kvadrata u koji poligon
P moze da se upise. U ovoj glavi je prikazan jedan algoritam sloZenosti O(ns), koji
odredjuje par paralelnih stranica, ¢ije ubacivanje dovodi do minimalnog prirasta povrsine;
drugim retima, razlika izmedju povrsine dobijenog centralno simetri¢nog digitalnog kon-
veksnog (2n+2)-ugla i povrdine poligona P je minimalna. Pokazano je da ovaj algoritam
moze da se uopsti, uz ofuvanje iste sloZenosti, na opstiji algoritam za ubacivanje para
paralelnih kongruentnih stranica, sa ciljem minimalnog uvecanja povrsine ne simetri¢nog
digitalnog konveksnog poligona sa proizvoljnim brojem stranica.

5.1 Uvod i definicije

Digitalni konveksni poligon (krae: d.k. poligon ili d.k.p.) je poligon &ija sva temena
pripadaju celobrojnoj mrezi i &iji su svi uglovi strogo manji od = radijana. Neka je
dijametar d.k.p. minimalna velicina stranice digitalnog kvadrata u koji taj d.k.p. moze
da se upise.

Razmatra se sledeci problem optimizacije:

Datom digitalnom konveksnom n-touglu, treba dodati dve kongruentne paralelne stran-
ice tako da se konstruide digitalni konveksni (n + 2)-ugao, i da je razlika izmedju nihovih
povrdina minimalna.

Jednostavniji podproblem e prvo biti refen u Poglavlju 5.2, dok Poglavlje 5.3 sadrzi
uopstenje resenja iz Poglavlja 5.2.

Podproblem glasi: Za dati centralno-simetrican (sa paralelnim stranicama) digitalni
konveksni poligon sa 2n stranica (n > 1), konstruisati centralno-simetriéni digitalni kon-
veksni (2n + 2)-ugao dodavanjem dve (kongruentne paralelne) stranice u polazni poligon,
tako da se napravi minimalni mogué prirast povriine.

Bice data O(ns) konstrukcija koja reava i podproblem i opsti problem, gde s
oznacava dijametar polaznog d.k. poligona. Preciznije, O(s) elementarnih koraka, ée biti
potroseno za nalaZenje lokalnog optimalnog umetanja, za fiksiranu poziciju. Broj moguéih
pozicija (za umetanje) koje se razmatraju je O(n). Konatno, aZuriranja potrebna za
prelazak sa neke pozicije na slede¢u mogu da se obave u konstantnom vremenu.

59
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Motivacija za razmatranje centralno-simetri¢nih poligona sa parnim brojem trana
moZe da se nadje u Teoremi 2 u [26], koja kaze da se traZenje d.k.p. sa parnim brojem
stranica i minimalnom povréinom moZe suziti na centralno-simetri¢ne poligone sa mini-
malnom povrsinom, bez gubitka na opstosti.

Polazeéi od jedini¢nog kvadrata, iterativna primena minimalnog uveéanja povrsine
koja je slicna ovde prikazanom podproblemu, i koja je prikazana u predhodnoj Glavi,
moZe da se primeni na gridi traZenje digitalnog konveksnog 2n-tougla sa minimalnom
povrsinom. Neki trikovi su omoguéili da sloZenost ove pretrage bude samo O(n?) [3],
umesto O(n®s). Ova gridi pretraga daje optimalna reienja za sve one vrednosti n, za
koje su takva reSenja poznata [26] (tj. za n < 11).

Dva optimizaciona problema, ¢iji su domen takodje digitalni konveksni poligoni, su
bila razmatrana u drugoj i te¢oj Glavi. Prvi od njih traZi digitalni konveksni poligon
sa minimalnim dijametrom, dok je drugi njegovo delimi¢no uopstenje na luk, odnosno
preciznije, generise se luk sa maksimalnim brojem stranica.

Neka g(v) i a(v) redom oznacavaju broj unutrasnjih tataka (G-povrsina)i povrsinu
u euklidskom smislu (A-povrsina ) d.k. v-tougla. Ove dve funkcije su povezane relacijom
a(v) = g(v) +v/2 -1 za v > 3, koja sledi iz poznate Pikove (Pick) teoreme [14].

Neka Ymin 1 Zmar redom oznafavaju minimalnu y—koordinatu i maksimalnu
r—koordinatu razmatranog d.k.p. P. JI-luk (jugo-istoéni luk) d.k. poligona P je niz
susednih stranica (V;,Vi41), 1 <@ < ¢ — 1, gde tatke V; oznatavaju temena (zi,y;)
poligona P; 21 < .. < % = ZTmax} Ymin = M < i<y, Bpetijalno, ako poligon
P ima donju horizontalnu stranicu (Vo,Vi) (Vo = (zo,%1), Vi = (z1,11), o < 21),
tada se ta stranica uvek posmatra kao prva stranica JI-luka. Na analogan naéin se definigu
i 8I-, SZ- i JZ- lukovi d.k.p. (ako poligon P ima desnu vertikalnu stranicu tada se ona
smatra prvom stranicom SI-luka, i tako dalje).

Neka je data stranica e = ((z1,%1),(z2,%2)) d.k.p., tada je nagib stranice e razlomak:

|z1 — 23]

| ; ako e € ST ili JZ-luku Bi=val 6 e e I1 i1 SZ0ukn .
—Ys

|31 —$2|

Najmanji ceo broj koji je ve¢i od z se oznacava sa [z], dok se najveci ceo broj koji
je manji od = oznacavasa |z|. Najveéi zajednicki delitelj celih brojeva X i Y ¢ée biti
oznacen sa nzd(X,Y).

5.2 Algoritam

Neka je dat centralno-simetrican d.k. 2n-tougao (SI. 8) sa dijametrom s:

S . b b - 2 =
— sa k sortiranih nagiba o | Gy SZ-luku, tako da su prirodni brojevi
ay  a ak
b; i a; uzajamno prostiza 1<1: < k;

dn—k

" o . d
— isa n—k sortiranih nagiba D o

u JZ-luku, tako da su prirodni
€1 €2 Cn—k
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brojevi d; i ¢; uzajamno prostiza 1<:<n—k.

Slika 8.  Centralno-simetri¢an digitalni konveksni 2n-tougao.

Predlaze se sledeci algoritam:

Ulaz. Niz S(n) koji predstavlja inicijalni 2n-tougao i sastoji se od nagiba koji odgo-
varaju stranicama u SZ- ili u JZ-luku (oba niza nagiba su sortirani u rastuéem redosledu):
bl bg bk d1 dz dn—k
S(n) = {a vy =3 )
17a" @’ e’ eg Cn—k

Izlaz. Pozicija m* za optimalno ubacivanje stranice, kao i odgovarajuéi nagib stranica
za ubacivanje @p«/pms.

Centralno simetri¢ni digitalni konveksni (2n + 2)-ugao sa minimalnim uveéanjem
povriine u odnosu na polazni centralno simetriéni d.k. 2n-tougao se konstruise doda-
vanjem stranice sa nagibom gm+/pn+ na poziciju izmedju m*-tei (m* + 1)-ve stranice
u SZ-luku za 0 < m* < k ili na poziciju izmedju (m* — k — 1)-ve i (m* — k)-te stranice
u JZ-luku za k41 < m* < n+1, kao i na odgovarajuéu poziciju u JI-luku, odnosno u
SI-luku.

Algoritam ima slededi izgled:

Inicijalizuju se promenljive X i Y (njihov geometrijski smisao ée biti ilustrovan na
S1. 9, Sekcija 5.2.1) sa:

n—k k n—k
=_za,+zd i Y=3 b+ e

i=1 =1 =1

Nagib g+ /pm+, se odredjuje kao 3to sledi:
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Neka A(S(n), 1%) oznatava prirast G-povrdine d.k. 2n-tougla predstavljenog nizom

nagiba S(n), nakon sto se dve stranice sa nagibom 9 ubace kao naspramne stranice

unutar dva naspramna luka, tako da konveksnost (i posledi¢no centralna simetri¢nost)
bude otuvana. Potreban uslov da ovo ubacivanje bude sa minimalnim prirastom povrsine
je da su prirodni brojevi ¢ i p uzajamno prosti, tako da ée se u ostatku ovog poglavlja
pretpostavljati da je ovaj uslov zadovoljen.

Neka je niz =l (za 0 £<m < n+1) definisan sa zahtevom:
m

( min A(S(n), L), 0<m<k

qm am p Am41
A(S(n),—) = A
el = min AGSm),L), k+1<m<n+tl
Ao (k+1) < 4 Gmok P
 Cm—(k+1) p Cm—k

gde su bo/ﬂo = 0, bk+1/ak+1 — 53, do/Co =0 i dn_k+1/cn_k+1 =553
Drugim recima, g_m- (0 £m < n+1) jeoptimalno resenje za lokalno ubacivanje.
m
On predstavlja nagib stranice, cije bi ubacivanje na poziciju izmedju m-tei (m 4+ 1)-ve
stranice dovelo do centralno simetri¢nog digitalnog konveksnog (2n+2)-ugla sa minimalnim

prirastom povriine u odnosu na polazni centralno simetri¢ni d.k. 2n-tougao, kada se
ubacivanje restrikuje na fiksiranu poziciju.

Tada I je nagib koji zadovoljava:
qm* = . qm
A(S(n), ] = min A(S(n),—) .
Pm* 0<m<n+1 Pm

Primedbe. Nagibi bo/ag, bry1/ak+1, dofco 1 dn—ps1/Cn—k+1 nisu prisutni u polaznom
d.k. 2n-touglu. Oni su uvedeni sa ciljem da sa ujednace uslovi vezani za ubacivanje
stranica: isti uslov pokriva ubacivanje stranice pre prve stranice, posle poslednje stranice
i izmedju njih. Izbor konstante 5s je u skladu sa Lemom 15.

5.2.1. Izratunavanje A(S(n),g)
P

Sledeéa lema kaze da A(S(n), 2) moze da se izratuna u konstantnom vremenu. Dokaz

¢e biti dat za ubacivanja u SZ-luk 1 u JI-luk, sasvim analogan dokaz bi prosao za ubacivanja
u JZ-luk i u SI-luk:

Lema 11  Ako se ubacuju paralelne stranice sa nagibom q/p, sa uzajamno prostim
imeniocem i brojiocem ¢ i p, izmedju neke dve susedne stranice u SZ-luku i izmedju
njihove dve naspramne stranice u JI-luku, centralnog simetriénog digitalnog konveksnog
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o : b b
2n-ugla, sa nagibima bpn/am i bmyifam4r , (— < 2 < =i
m p Om+41

), tada je prirast G-

povrsine napravljen ovim ubacivanjem jednak:

A(S‘(n),%) = Xq+Yp—1,

m k n—k k m n—k
gde je X:Za;— Z a,—+2d,- i Y= E b;—Zb,—-i—Zc,-.
=1 t=m+1 =1 i=m+1 i=1 =1

Dokaz. Neka su Vi, i V,, zajednitka temena (videti Sl. 8) stranica sa nagibima
bm/@m 1 bmt1/@mi1 , u SZ- odnosno u JI-luku. Razlikovaée se tri situacije, u zavisnosti

od pozicije tactke V; posto se vektor V;, V., translira tako da se tatka V;, poklopi
sa (0,0) ; sluéajevi a), b) i ¢) na Slikama 9.-11. odgovaraju redom situacijama kada
translirana tacka V,, pripada JZ-, JI- ili SI-kvadrantu. Ove tri situacije mogu takodje da
se okarakteriSu sa parovima nejednatina (X <0 i ¥ >0),(X>01i Y >0),(X>0 i

Y <0) (SL 9).
Slika 9 objasnjava geometrijski smisao izraza za X i Y wu svakoj od tri situacije;
skracenice
m k m k
Alm == Eaig Amk - Z ai, Blm L zbig Bmk = Z bia
=1 i=m+1 =] i=m+1
n—k n—k
Ci= Z e e Z d; se koriste na njoj .
=1 =1
A‘ K p D P Al'n _D

Slika 9. Geometrijski smisao X i Y .

Dodatna G-povriina A(S(n), 1%), posle ubacivanja stranice sa nagibom g, je jednaka

G-povrsini paralelograma W upisanog u pravougaonik sa stranicama ¢ije su duzine
p+|X] i ¢+ Y| uskladu sa Slikama 9 i 10, uveéanoj za broj celobrojnih tataka mreze
koje pripadaju unutrasnjosti onih stranica W koje su paralelne sa V,,V,, (primetimo da
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preostale dve stranice W mnemaju unutrasnjih celobrojnih tacaka s obzirom da su brojevi
¢ i p uzajamno prosti).

Slika 10.  Prirast A-povrsine je osenéeni paralelogram.

Slika 10b) daje da je A-povrsina W jednaka (X +p)(Y +¢)— XY —pg = Xq+ Yp.
Sliéno, je A-povrsina W na Slici 10c) jednaka (X +p)(-Y +¢)—-X(-Y)-2(-Y )p—pg =
Xq+ Yp,iisti rezultat se dobija za Sliku 10a).

MozZe se uotiti da je broj celobrojnih tataka v na stranicama paralelograma W
jednak 44 2-(nzd(X,Y) - 1). Pikova teorema implicira da je G-povrsina W jednaka
(A-povrsini W) —g— + 1. Tako je G-povrsina W jednaka Xg¢+ Yp— nzd(X,Y) u
svakoj od tri situacije.

Kako je broj dodatnih unutragnjih tacaka mreZe koje nastaju nakon ubacivanja i
koje pripadaju onim stranicama paralelograma W koje su paralelne sa V,,V, jed-
nak nzd(X,Y) - 1, sledi da je ukupni prirast G-povrsine nakon ubacivanja A(S(n), 1%)

jednak X¢g+Yp—-1. O

5.2.2. Odredjivanje niza gm
Pm

Problem odredjivanja ¢lanova niza = uvedenog u uvodu Poglavlja 5.2 moZe da se

redukuje na problem linearnog celobro jnorg programiranja. Ovaj problem ¢e biti razmatran
jedino za ubacivanje u SZ-luk (i u JI-luk). Ova grana problema ¢e biti oznatena sa LIP,
druga grana je sasvim analogna:

min(p-Y+¢-X), pod ogranicenjima:
b
L b z L o II. p-Y+¢- X 21 (LIP)
am P Um+41

III. p i ¢ su uzajamno prosti prirodni brojevi,

gdesu X i Y date celobrojne konstante.
OgraniCenje II sledi iz ¢injenice da je minimalni prirast G-povrsine 0.
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Tri situacije oznatene sa a), b), c) su prikazane na Slikama 11a) - 11c), u zavisnosti

od predznakea konstanti X i1 Y:

T x<0 q] X>0 a] x>0
11 ¥30 /o Y50 oy, L Bt/
\ 11X T
A
e rd \
b/a b'/f" - "
/mr p wN p W ¥
C
X 2) b) )
Slika 11.  Dopustivi skup LIP.
. P x . p - " W bm+1
Lema 12 Sledece nejednakosti su redom zadovoljene za situacije a) i c): 4 - =
e m+1
. =Y b
1 TX—- < ;
Dokaz. Bice dat dokaz za situaciju a), dokaz za situaciju c) je sasvim analogan.
Kako je bmi < -zi = bni1 @< amer-bi, z2a m+2Li€k i
Am41 1
Eﬁ'—'E—l—> % =%  Dpt1°Gi> Gms1°Di, 22 1<i<m,sledi
Am41 1
bm41 * Gmt2 + oo + by Gn — bmg1 @1 — oo = by - G <
Gm+1 * bm+2 + ..+ amy1 by — Am41 * by —...— Qm41 * ben.
Tako je
b1 (bm+1 + ...+ bk) = (bl AT bm)
m41  (@mi1+ ..t ar) — (a1 + ... + am)
(brtrt .+ b)) = (st ot bm)t (1t tony) _ ¥V
(am+1 + o ak) e (a1 + ... 4 am) - (d]_ T dn—k) -X ;

Lema 13 Problem LIP wuvek ima optimalno resenje.

Dokaz. Ogranitenje I kaze da je dopustivi skup podskup unutranjosti ugla odredjenog
sa polupravama
bm+1

«p.p>0 i q=b—m-p,p>0. Prava Ly: p-Y +¢q-X =1 see obe

q =~
am+1 am
strane ugla; to slediiz X >0, Y > 0 u situaciji b) i iz Leme 12 u situacijama a) i c).

Ogranicenje II implicira da se ceo dopustivi skup prostire van trougla, koji je iseden iz
ugla pravom L;. Ne praznost dopustivog skupa sledi iz ¢injenice da beskonaéno mnogo
tataka (p,q) koje zadovoljavaju ogranienje III lezi unutar ugla, ali samo konagan deo
njih je unutar trougla.

Kako je pravac optimizacije normalan na pravu Lj, optimalno resenje(a) moze da se
nadje na pravoj Li: p+-Y +¢-X =1t za neki prirodan broj t. Preciznije, treba da se
nadje najmanja vrednost parametra t tako da je presek prave L; i dopustivog skupa
LIP neprazan. O



66 Neki optimizacioni problemi ..

5.2.3. SloZenost
Sledece dve leme Ce biti koris¢ene za dokaz sloZenosti predloZenog algoritma:
Lema 14 Razlika dva susedna nagiba digitalnog konveksnog poligona sa dijametrom s je

e 1
veéa od —.

Dokaz. Minimalni nagib stranice razmatranog digitalnog konveksnog poligona je 1/s,
dok je apsolutna vrednost tangensa ugla odredjenog sa neka tri temena razmatranog po-
ligona ogranitena odozdo sa 1/(2s — 1).

b
Posmatrajmo dva susedna nagiba —— i in razmatranog d.k.p. (gde je b <
Am Qm+1 Am
bm-i—l P .
). Uvode se sledeca tri ugla:
Gm+1 b b
Ym = arctg(—>), Ymir =arctg(-"E) 0w = Ymt1 — Ym.
am Am41
v bm+1 bm
Tada je —— = — = tY(Ym+1) —t9(Mm) =
Um+1 am
= 19(6m) - (1 + tg(vms1) t9(ym)) 2 5o (14 %) > 5. O
= t9(bm 9(Ym41) - 19(Ym)) 25— " s

Lema 15 Ako je nagib In  eko optimalno resenje LIP, tada je

m

gm <4ds+1 1 pp <4ds+1.
Dokaz. Ogranicenje I LIP implicira da svaka dopustiva tatka (g¢,p) zadovoljava

b
) m+1 'p)
Am41

e(bm
g €52

Dovoljan uslov da ovaj interval sadrzi celobrojnu tacku je da je njegova Sirina takva
da pripada otvorenom intervalu (1,2). Kako celobrojna tatka moze da bude prisutna i
unutar uzZeg intervala sledi da

e I 2 (Lema 14)
Pm < bm+1_bﬂ Sb.i,l_b +1 < 45 + 1.
Om+41 am s
Am41 Aoy
ia e ’ 2
Slicno vazi da je ¢n < m+1 < 4s5+1. O

bm bm+1

SloZenost predloZenog algoritma je data u sledecoj teoremi:

Teorema 14 SloZenost predloZenog algoritma, za nalazenje dveju kongruentnih paralelnih
stranica, koje mogu da se ubace u centralno simetriéan digitalni konveksni 2n-tougao sa
dijametrom s, na takav nacin da je dobijeni digitalni konveksni (2n + 2)-ugao takav da
je razlika izmedju njegove povrsine i povrsine polaznog poligona minimalna — je jednaka

O(ns).
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Dokaz. Neka je dat ulazni niz nagiba S(n), i prave se pokusaji ubacivanja stranice
na svaku od n+ 2 pozicije koje su odredjene sa trenutnih n stranica. Ove pozicije
se prelaze samo jednom. Posle O(n) inicijalizacije vrednosti parametara X i Y se
azuriraju u konstantnom vremenu za svaki pokusaj ubacivanja, (njihove poéetne vrednosti
su definisane u Sekciji 5.2.1.):

AZuriranja X = X 4+ 2-ap41; Y :=Y —2-by41 se koriste posle svakog m-tog
pokusaja ubacivanja (0 < m < k — 1).

Prelazak iz SZ-luk u JZ-luk se dogadja posle k-tog pokusaja ubacivanja uz sledeca
aZuriranja: X :=Y; Y := —X; da se primetitidaje X = A+ D; Y = -B 4+ C pre
prelazkaidaje X = B—C; Y = A+ D posle prelaska, gde su redom A i B sledede

sume: "
A=Ea;if)’=2b;.
§=1 =1

Posle m-tog pokusaja ubacivanja (kK + 1 < m < n) se koriste sledeéa azuriranja
X=X bdogy i Y =¥ =0l 1.

Aktuelne vrednosti m*, gm+, pm+ 1 A(S(n), f}l') (videti uvodni deo Poglavlja 5.2)
se Cuvaju u memoriji. )

Sledi iz Leme 15 da se nagib q—m, koji treba ubaciti na poziciju m, 0 < m<n+1,

m
moZe odrediti sa najvise O(s) elementarnih koraka. Vrednost p,, je jednaka najmanjem
prirodnom broju ¢, za koga je sledeéi O(1) test zadovoljen:

ako nijedan od brojeva —= .7 i —*L.; nije celobrojan
b I;Im Am+1 ; 5

onds je . [=2-8) S50 il inete jor [l b | ontl o4l
am Am+41 am Am41

Lema 15 garantuje da je najvise O(s) takvih testova potrebno.

b
Vrednost ¢, se zatim odredjuje kao [a—m- * Pm| U situaciji b) i ¢), dok je
m

bm-l-l

gm = | Pm] u situaciji a).

Am41
Kako se razmatra O(n) moguénosti za ubacivanje stranice, i kako je predloZeni nagin
za odredjivanje nagiba In (stranice koja se ubacuje) sloZenosti O(s), sledi da je ukupna

m
sloZenost predloZenog algoritma O(ns). O

Primedba. Iterativna primena (sa vie od jednog koraka iteracije) predloZenog algo-
ritma ne mora da kao rezultat da d.k. (2n + 27)-tougao (¢ > 2) sa minimalnim prirastom
povrsine u odnosu na polazni d.k. 2n-tougao. Na primer, neki kontraprimeri su napravljeni
sa O(n?) algoritmom [3] za odredjivanje digitalnog konveksnog 2n-tougla sa minimalnom
povriinom, koji pokazuju da postoji ne gridi redenje sa manjom povriinom nego gridi op-
timalno resenje. Medjutim, treba da se primeti da algoritam koji je dat u [26] za resavanje
istog problema, ima eksponencijalnu sloZenost, tako da je u praksi primenljiv za samo
veoma male vrednosti parametra n.

Sledece dosetke smanjuju sloZenost algoritma prikazanog u [3] na samo O(n?), u
poredjenju sa O(n%s), §to bi sledelo iz iterativne primene algoritma predloZenog ovde:
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Kada se trazi digitalni konveksni 2n-tougao sa minimalnom povriinom, sledi iz rezul-

4 b b
tata u [26] da se &m  rmoze odrediti u konstantnom vremenu kao % = 2mFOm41

Pm Pm am + am+1.
5.3 Opsti slucaj

Neka je opéti d.k. n-tougao reprezentovan nizom nagiba

St} = ,—bﬁﬂ 4 h '—fi'—'-f-&-l-..@,gdeje

al ak! cl""? CI?eli"'! ek,? gl, .,gll
k414K +1V =n. Unizu S(n) su podnizovi sortiranih nagiba odvojeni znakom ”;” i
pripadaju redom SZ- , JZ-, JI- i SI-luku i izlistani su u rastuéem redosledu.
Kada su nagib i pozicije dveju stranica za ubacivanje fiksirani, sledeé¢a lema koja je
analogna Lemi 11 potvrdjuje da je potrebno konstantno vreme za izratunavanje prirasta
G-povrsine kod uopétenog problema:

Lema 16 Ako se dve paralelne stranice sa nagibom q/p, gde su ¢ i p wuzajamno
prosti prirodni brojevi, redom ubacuju izmedju stranica w SZ-luku sa nagibima b, [a, 1
m+1/am+1, i z'zmedju stranica u JI luku sa nagibima foi/em: © fomig1/emis1,

( max { } <. & min{—— bmt1 m’“} ), tada je prirast G-povrsine nastao ovim
Qo Eng? P ﬂ"m+1 €m'+1
umetanjem jednak Xqg+ Yp—1, gde su

k [
X= Zd +Ze, I T U Zf.+ Z bi.
i=1 i=m+1 =1 t=m+1

Dokaz ove leme je analogan dokazu Leme 11 Potetne vrednosti za nove promenljive
X i1 Y se dobijaju iz gornjih izraza stavljanjem da je (m,m') = (0,0).

Primedbe. Jednakosti X = X' i Y =Y’ su zadovoljene, kada su promenljive X’
i Y’ definisane sa

Zh+Zaz > « Y—Zg= ZH >

=1 i=m'+1 t=m'+1

Sume koje se dobiju na obe strane ovih jednakosti, nakon 3to se sabirci sa negativnim
predznakom prebace, su jednake duZinama naspramnih stranica minimalnog pravougao-
nika opisanog oko polaznog d.k.p.

Radi ujednatavanja uslova uvodi se Sest dodatnih nagiba, slicno kao kod central-
nosimetri¢nog podproblema: bg/ap = do/co = fo/eo = hofgo = 0 i
bet1/ars1 = dipr/ayr = fosi/ewsr = hvsr/gryr = 5s.

Lako je pokazati da tvrdjenje Leme 12 ne menja valjanost nakon §to su konstante X
i Y zamenjene njihovim odgovarajuéim uopétenjima (uvedenim u Lemi 16). Sli¢no, lako
je zakljuciti da uopstenje ne utie na tacnost tvrdjenja Lema 13, 14 i 15; Lema 14 je po
samoj svojoj formulaciji ve¢ tatna za opsti d.k.p.

Sledeca teorema tvrdi da uopstenje razmatranog problema ne povecava njegovu slozZe-
nost:
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Teorema 15 SloZenost nalaZenja dveju paralelnih podudarnih stranica, éije bi dodavanje
u digitalni konveksni n-tougao, sa dijametrom s, generisalo takav digitalni konveksni
(n+2)-ugao, da je razlika izmedju njegove povrsine i povrsine polaznog poligona minimalna
— je jednaka O(ns).

Lokalni problem optimizacije (nalaZenje nagiba koji daju minimalni prirast G-povrsine
nakon ubacivanja njima odgovarajuéih stranica na fiksirane pozicije, koje su odredjene
parom indeksa pozicija (m,m’') unutar neka dva naspramna luka) je sada reSen sa prob-
lemom celobrojnog linearnog programiranja koji ima kompletno analogno resenje, reenju
problema LIP razmatranom u Sekciji 5.2.2; jedina razlika izmedju ova dva problema
sa odnosi na Cinjenicu da se nova definicija konstanti X i Y sada koristi i da se prvo
ogranicenje problema LIP sada zamenjuje sa:

max{b—m, I } < £« min{b—m'—"-—l—, Jmi41 -

m  Em! p Am+1 €m/41

Sliéno kao kod poslednjeg dela dokaza Teoreme 14, moZe da se dokaZe da je slozenost
uopstene verzije problema LIP O(s).

Zavrsni korak potreban za dokazivanje Teoreme 15 bi trebalo da pokaZe da je broj
pozicija za ubacivanje ponovo reda O(n):

Lema 17 Broj pozicija za ubacivanje parova paralelnih jednakih stranica u naspramne
lukove je ograniéen odozgo sa n + 2.

Dokaz. U skladu sa oznakama uvedenim na pocetku ove sekcije, dovoljno je pokazati
da je broj pozicija, u naspramnim lukovima (SZ- i JI-luku) opsteg d.k.p., za ubacivanje
paralelnih podudarnih stranica ograniéen odozgo sa k + k' + 1.

NalaZenje sledece pozicije u sortiranim nizovima nagiba, unutar oba luka moze da se
realizuje u konstantnom vremenu na sledeéi nagin:
ako su nagibi na (m + 1)-voj poziciji u SZ-luku i na (m' 4 1)-voj poziciji u JI-luku
jednaki
onda povelatii m i m' zal
inaée ako je (m + 1)-vi nagib u SZ-luku manji od (m'+ 1)-vog nagiba u JI-luku
onda povetati m zal inaée  poveéati m' za 1.

Posle inicijalizacije m = m' = 0, parovi pozicija za ubacivanje (m,m’), koji se
odredjuju navedenom procedurom obavezno zadovoljavaju uopsteno ograni¢enje I, odgo-
varajuceg uopstenog problema celobrojnog linearnog programiranja.

Gornja granica za broj pozicija, datih u lemi se postiZe kada ne postoje stranice u
naspramnim lukovima koje imaju iste nagibe. O
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