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0.1. Uvod

U doktorskoj disertaciji ¢e biti proutavani problemi u okviru teorije
Kolomboovih "novih” uopstenih funkcija. Kolombo je formulisao svoja
proucavanja pocetkom osamdesetih u monografiji [15] i to je danas
iroko prihvacena teorija sa primenama u linearnoj i posebno u nelin-
earnoj analizi. IzloZzi¢emo ukratko istorijski razvoj Kolomboovih ideja.

Svarcov rezultat o nemogucnosti prosirenja operacije mnozenja za
klasiéne funkcije na prostor distribucija je naveo mnoge autore da se
bave tim problemom. IzloZicemo hronoloskim redom Kolomboove ideje
u konstruisanju uopstenih funkcija za koje je definisana operacija mno-
zenja koja prosiruje definiciju te operacije za neprekidne funkcije i za
distribucije.

Prvobitna ideja mu je bila da se posmatra C*(D(§2)), prostor glatkih
funkcija iz D(Q) u skup kompleksnih brojeva, i neki njegov koli¢nicki
prostor, jer je uo¢io'da "prirodno” definisanje proizvoda distribucija ¢,
ig;sa

< g1 95,Y >=<g,¥ > <g2¥ >, ¢ € D)

ne prosiruje ¢ak ni obi¢no mnozenje glatkih funkcija uzetih kao dis-
tribucije.

Zatim je ovu ideju modifikovao i potrazio neki koli¢nicki prostor
prostora C*°(&'(Q2)) glatkih funkcija nad prostorom distribucija sa kom-
paktnim nosacem. Ovde se pojavila vazna stvar: Klasi¢ni proizvod
f1+ fa za glatke funkcije f1, f2 se podudara sa preslikavanjem

b5 T)fl 'f2 >=< T:fl - AR < Tafi? >1T € 5’3

na skupu {6} (skup Dirakovih mera). Zbog toga je uveo sledeéu
relaciju u C=(&'(N)): RpS ako i samo ako je R(6,;) = S(8;) za svako
z € .

Ako A oznacava preslikavanje iz C*(&'(Q2)) u C*(9),

f o (@ o< f,6.3),
sledi da je R € KerA ako i samo ako je Rp0.

Dalje je trazio ideal za C**(D(£2)) koji ¢e u preseku sa C*(€'())
dati bas KerA. Prvobitno naden takav ideal za podskup od C*(D(f2))



takozvanih umerenih funkcija ("moderate”) se malo razlikuje od ideala
N[9] iz prvog poglavlja ovog rada. Bas ovu definiciju je dobio posto
je uotio da je za primenu dovoljno da posmatra funkcije nad nekim
podskupom od D(£2), odnosno bas na skupu A, koji je takode definisan
u prvom poglavlju.

Primetimo na kraju ovog istorijskog dela, da definicija izvoda uop-
stene funkcije nije nastala jednostavnim postupkom diferenciranja rep-
rezenta uopstene funkcije, ve¢ je to specijalan sluaj izvoda u borno-
loskim prostorima, koje je ranije Kolombo istrazivao, pre konstruisanja
vrlo opste teorije uopstenih funkcija.

Kako je mnozenje pridodato operacijama koje su veé postojale u
prostorima distribucija, nametala se primena Kolomboovih uopstenih
funkcija u nelinearnim parcijalnim diferencijalnim jedna¢inama, koje
su ostale prakti¢no netaknute razvojem distribucione teorije i njenom
primenom na parcijalne diferencijalne jednacine, bas zbog neposto-
janja operacije mnozZenja distribucija. Kolombo je to istakao veé u
prvim radovima o novim uopstenim funkcijama. Veliki broj konkret-
nih primera nelinearnih jedna¢ina je dat u u monografijama [15] i [16],
koje su inace prve monografije iz ove oblasti. Posle toga je vise autora
proucavalo sli¢ne probleme. Spomenimo samo poznatije: Obergugen-
berger, Biadoni i Aragona. Posebno isti¢emo monografiju Obergugen-
bergera ([55]) kao primer precizno zasnovane teorije i sveobuhvatnosti
sadrzaja, ¢iji su rezultati i metodi istraZivanja obilno koriiéeni u ovom
radu.

Teorija Kolomboovih funkcija je pogodna i za takozvanu linearnu
analizu. Operacije kao §to su konvolucija i Furijeova transformacija
su definisane u Prostorima Kolomboovih uopétenih funkcija tako da
se profiruju klasi¢ne definicije na naéin koji omoguéava operacionali-
zovan prilaz resavanju raznih tipova jednacina. Pogodnosti Kolombo-
ove teorije u linearnim problemima, je to $to uopstene funkcije dozvol-
javaju rad metodom nestandardne analize, gde postoje veée mogucnosti
za konstrukciju uopstenih funkcija sa odgovarajuéim osobinama, nego
Sto je to slucaj sa klasi¢nim distribucijama. Grubo govoreci, jednoj
distribuciji odgovara vise uopstenih funkcija, tako da izborom odgo-
varajuceg pretstavnika prevazilazimo neke od problema. Na primer,
Hevisajdovoj funkciji, koja je jedinstvena u prostoru distribucija, odgo-
varaju razlicite uopstene funkcije: jedna jednaka 1 /2 u nuli, druga
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jednaka 0 u nuli i treca jednaka 1 u nuli. Klice mikro teorije se po-
javljuju veé u prvim monografijama Kolomboa, a u novijim radovima
se mikroanaliza ¢esto koristi, $to znaéi da je to jedan od bitnih pravaca
ove teorije. To je inace linija koja vezuje nestandardnu analizu i Kolom-
boovu teoriju. U magistarskom radu Nedeljkova ([51]), je proucavana
Kolomboova teorija kao jedan model nestandardne analize.

Prva polovina teze je posvecena problemima linearne analize dok
je druga polovina posvecena nelinearnim jednac¢inama. Pored orig-
inalnih rezultata Nedeljkova, rezultati su delom nastali zajedni¢kim
radom Pilipovi¢a i Nedeljkova (hipoelipti¢nost, Furijeova transforma-
cija, konvolucija i teoreme tipa Pali-Vinera) i Pilipovica, Skarpalezosa
i Nedeljkova (deo o deljenju i fundamentalnom resenju linearne parci-
jalne diferencijalne jednacine sa konstantnim koeficijentima).

U delu o nelinearnim jednacinama, u sklopu opste teorije, su izlozeni
rezultati Nedeljkova i zajednicki rezultati Nedeljkova i Pilipovica.

0.2. Raspored izlaganja

U prvoj glavi je dat pregled osnovnih definicija Kolomboovih prostora
uopstenih funkcija ([15], [55]) i prostora tezinskih, specijalno temperi-
ranih uopstenih funkcija, konvolucije i Furijeove transformacije u njima.
To je deo koji je od znacaja za dalja izlaganja u ovom radu, pogotovo
za petu glavu. Dobrim delom magistarski rad autora je posvecen nave-
denim pojmovima ([43], [44], citemn3).

U drugoj glavi su date tri vrste topologije: klasi¢na ([5]), ostra ([70])
i nestandardna ([52]). Prva opisana topologija je najmanje koriiéena,
jer nije ni Hauzdorfova, a kako je definisana na prstenu uopstenih bro-
jeva, neprakti¢na je. Treca topologija ima najbolje osobine, najprirod-
nije za uopstene brojeve i funkcije, zbog toga $to je napravljena na isti
nacin kao i nestandardna varijanta Kolomboovih prostora - na naé¢in ne-
standardne analize. Medutim, to joj je i zamerka, teoretski je dobra, ali
prakti€éno ne mozemo jednostavno raditi sa takvom topologijom zbog
same konstrukcije: Kao i u svakom modelu nestandardne analize se
koristi aksiom izbora tako da se dobijju egzistencijalna tvrdenja a ne
konstruktivna. Taj problem izmedu losih osobina i prakti¢nog rada s
jedne strane i dobrih osobina i neprakticnosti je resio na zadovoljavajuéi



nacin Skarpalezos uvodeéi ostru topologiju. Prostor uopstenih brojeva
i dalje nije polje, ali topologija ima skoro sve dobre osobine kao i ona
opisana u nestandardnoj verziji, a prakti¢no se radi isto tako dobro kao
i sa klasi¢nom topologijom.

U trecoj glavi je dato reenje problema deljenja i konstruisano je
fundamentalno reenje linearne parcijalne diferencijalne jednaéine sa
konstantnim koeficijentima ([48]).

U cetvrtoj glavi je prou¢avana Laplasova transformacija u tezinskim
prostorima uopstenih funkcija u smislu da li ostaju otuvane klasi¢ne
osobine za ovu transformaciju definisanu na $irem skupu, i kakva je
veza izmedu klasi¢ne i uopstene Laplasove transforcije ([50]). Zatim
su date konkretne teoreme tipa Pali-Vinera za Kolomboove uopstene
funkcije sa kompaktnim nosacem i nosacem u konusu ([46]).

U petoj glavi je izlozena teorija pseudo-diferencijalnih operatora u
Kolomboovim prostorima prema [64], i prou¢ena je klasa hipoelipti¢nih
operatora ([47]).

Sesta glava je posvecena nelinearnim parcijalnim diferencijalnim
jednaginama i to sa semilinearnim sistemima i jednaéinama i kvazilin-
earnim sistemima i jednacinama. Ovo je najobimnija glava. Moguénosti
koje daje dobra definisanost mnoZenja uopstenih funkcija su iskoriséene
za konstrukciju resenja. Izdvojena su dva specijalna tipa resenja -
reSenja tipa udarnih talasa i resenja solitonskog tipa koja su opisana
odvojeno u sedmoj glavi.



Glava 1.

Definicije Kolomboovih
prostora i osnovnih operacija

1.1. Osnovne definicije

U ovom delu ¢e biti date originalne Kolomboove definicije iz [15] uz
modifikacije iz [5] i [55], gde su inate data vrlo korisna uputstva za
prakti¢ni rad sa Kolomboovom teorijom.

R" je Euklidski n-dimenzionalni prostor, C je skup kompleksnih
brojeva, N je skup prirodnih brojeva i Ny = N U {0}. Izvod reda 3 je
9% = 91819z | ... 92Pn . gde je 1B = 1+ ...+ B, ai < B znadi da je
za svako k € {1,...,n},i; < fB. D(R") i S(R") su standardni Svarcovi
prostori test funkcija i prostora brzoopadajuih funkcija. Njihove os-
obine i osobine njihovih duala se mogu naéi u [72] na primer. Evo sada
definicija iz [15], [5] i [55].

A, je skup svih funkcija ¢ € D(R") koje zadovoljavaju sledeée
uslove:

(L1) jRn o(t)dt = 1, /Rn o(t)t'dt = 0, diam(suppg) = 1,
gdeje1 < |i| < qige€N. A je skup svih ¢ € D(R") takvih da je
/ Cg(t)dt = 1, diam(suppg) = 1.
Pretpostavljamo da je diam(suppg) = 1 da bi pojednostavili rad.

3
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Naime, onda mozemo koristiti ¢injenicu da je e = £(¢.), gde je ¢. =
1/e¢(-/e) i £(¢) = diam(supp¢), 5to je Obergugenberger koristio u [55].
Ocigledno vazi

ADAI DA D ...

Kolombo je u [16] pokazao da je A, neprazan skup za svaki priro-
dan broj ¢, ali i da je presek svih takvih skupova prazan skup. Ako bi
umesto test funkcija ¢ u definiciji skupova A, koristili brzoopadajuée
funkcije ¢, uz zadrzavanje svih ostalih osobina, presek svih skupova A,
g € N, bi bio neprazan. Medutim, tada ne bi bilo moguce preslikati
prostor distribucija u prostor uopstenih funkcija na prirodan naéin na
koji ¢e to biti kasnije uradeno, ve¢ samo prostor temperiranih distribu-
cija, §to bi znatno otezalo rad.

Biadoni je u svojoj monografiji [5] definisala skup A,(R") na slede¢i
nacin:

zq(Rn) ={¢:R" > R| ¢(z) = é1(xy)- - $1(zn), 1 € «th(R)}:

gde je skup A,(R) jednak sa Kolomboovim skupom A, za dimenziju
n=1

Ona je u istom radu dokazala na elementaran naéin da nijedan od
ovih skupova A;(R") nije prazan za bilo koji prirodan broj g.

Prednost koris¢enja ovih skupova umesto originalnih Kolomboovih
je da se moze korektno definisati restrikcija uopstenih funkcija na man-
jedimenzionalne prostore uopstenih funkcija, kako ée se to videti u dal-
jem tekstu.

E[R"] je skup svih funkcija G : A x (0,1) x R* — C za koje vazi:
(1.2) za svako ¢ € Ao, Gy.(-) € C®(R").

Ovaj skup ima osobinu da je u njemu jednakost ”previse” jaka za
distribucije i da ne postoji pogodan ideal takav da bi razlika dve iste
preslikane distribucije bila u tom idealu. Zbog toga je Kolombo defin-
isao prostor takozvanih umerenih (moderate) funkcija:

Em[R"] je skup svih funkcija G € E[R"] koje zadovoljavaju sledeéi
uslov:

za svaki kompaktni skup K i za svako € N7

postoji N € N takvo da za svako ¢ € Ay
(1.3) : o

postoje > 0, ¢ > 0 takvi da je

|0°Gye(z)| <ce™M, z€K, e< 7.
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Za umerene funkcije se ne moze korektno definisati eksponent uopitene
funkcije. U nekim radovima je to pokusano da se otkloni, ali se pri
tome gubi veliki broj uopstenih funkcija koje pri ovoj definiciji postoje.

Sa I' ¢emo oznaciti skup svih rastuéih nizova koji teze beskona¢nosti.

N[R"] je skup svih funkcija G € £[R"] koje zadovoljavaju sledeéi
uslov:

za svaki kompaktni skup K i za svako # € N
postoje N € N ia €T takvi da za svako ¢ € A,,
q 2 N, postoje n >0, ¢ > 0 takvi da je
|0PG4e(z)| < DN z e K, e <.

(1.4)

Ovaj skup je ideal skupa umerenih funkcija (pogledati [15], na pri-
mer), pa sa

G(R") = Em[R"]/N[R"]

definisemo skup uopstenih funkcija.

Ako u definiciji uopstenih funkcija koristimo otvoren potskup Q od
R", tada dobijamo uopstene funkcije nad ©, G(92). Ako nema zabune,
izostavljacemo oznaku [R"]. G € G je definisan pretstavnikom Gy .(-) €
Em.

Za rad sa pocetnim i rubnim problemima ¢e biti potrebna sledeéa
definicija uopstenih funkcija nad zatvorenjem otvorenog skupa.

E[Q] je skup svih G : Ag x (0,1) x @ — C takvih da je njihova
restrikcija na (2 iz £(2) i da se njeni izvodi mogu neprekidno produziti
na {2.

Em[Q] je skup svih funkcija G € £[Q] koje zadovoljavaju sledeéi
uslov:

za svaki kompaktni skup K C Q i za svako § € N§
postoji N € N takvo da za svako ¢ € Ay

postoje n > 0, ¢ > 0 takvi da je

|Gy (z)| S e, 2 € K, e < 3.

N[Q] je skup svih funkcija G € E[Q] koje zadovoljavaju sledeéi
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uslov:

za svaki kompaktni skup K C Q i za svako # € Np
postoje N € N i a € I takvi da za svako ¢ € A,,
g 2 N, postoje n > 0, ¢ > 0 takvi da je
|0°Gy.(z)| S DN e K, e <1.

G(Q) = en[Q)/N[A).

Za ovako definisane uopstene funkcije skup kompleksnih brojeva nije
adekvatan, pa ¢emo sada uvesti pojam uopstenih kompleksnih brojeva
na analogan nacin kako smo to uradili sa uopstenim funkcijama.

Cwm Jje skup svih funkcija A : A4y x (0,1) — C koje zadovoljavaju
sledeci uslov:

(1.5) postoje n > 0, ¢ > 0 takvi da je

postoji N € N takvo da za svako ¢ € Ay
|Adel € es™¥, 2 <.

Co je skup svih funkcija A € Cys koje zadovoljavaju sledeéi uslov:

q 2 N, postoje n > 0, ¢ > 0 takvi da je

postoje N € N i« € I' takvi da za svako ¢ € A,,
(1.6)
|Agie| £ -V ¢ < 4.

C = Cp/Cy je skup uopstenih kompleksnih brojeva.

Primetimo da je za svako # € R" i za svako G € G sa G(z) definisan
uopsten kompleksan broj preko pretstavnika Gy . (), koji ée u stvari biti
vrednost uopstene funkcije u tacki z.

Preslikavanje Cd : D'(Q) — G(Q) je definisno sa Cd(g) = G, gde je

Goe(z) = <g(y), de(y — 2) >= g* d.(z),
Supp(Txés) C an = Rn, ¢' € AI
(d(z) = ¢(—2)),

gde je 7:¢(y) = é(y — z). Primetimo da ako dovoljno smanjimo ¢ > 0,
uslov supp(7.¢.) C Q ¢e biti zadovoljen za svako z € Q. To je injek-
tivno preslikavanje prostora distribucija u prostor uopstenih funkcija,
kako je to pokazano u [15]. Injektivnost ovog preslikavanja je prakti¢no
argument za prihvatanje uopstenih funkcija kao aparature za rad u
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klasiénim oblastima, mada ¢e kasnije, pre svega radi jednostavnijeg
rada, biti uvedene razne oslabljene verzije (simplifikovane algebre) ovih
uopstenih funkcija koje nemaju ovu osobinu.

Tackasti proizvod, kao i izvodi uopstenih funkcija su definisani pri-
rodno na odgovarajuéim pretstavnicima. Ove definicije su korektne u
smislu da ne zavise od razli¢itih pretstavnika uopstenih funkcija koji se
mogu uzeti iz £yr. Operacije koje ne zavise od pretstavnika ¢emo zvati
dobro definisane operacije (ili operacije koje imaju smisla).

Jednakost uopstenih funkcija je previse restriktivna za mnoge pri-
mene pa se uvode neke slabije verzije jednakosti: asociranost (=) i
jednakost u distributivnom smislu ((g.d.) jednakost).

Z € C je asociran sa z € C, sto pisemo Z & z, ako za neki njegov
pretstavnik Z,. postoji N € N takvo da je limeo 24, = 2, ¢ € AN
Lako se vidi da ova definicija ne zavisi od izabranog pledstavml\a

Za asociranost i jednakost u distributivnom smislu uopstenih funkcija
je potreban pojam integrala koji ée sada biti naveden.

Neka je K kompaktan skup. Integral [, G(z)dz € Ey je definisan
svojim pretstavnikom [ Gy .(z)dz € Cpr, ¢ € Ay, & < 1.

Nosa¢ uopstene funkcije G je komplement najveéeg otvorenog skupa
O takvog da je Glo = 0 u G(0). Neka je G uopstena funkcija sa
kompaktnim nosa¢em i neka je K kompaktan skup koji sadrzi u $V0joj
unutrasnjosti nosa¢ od G. Tada definisemo

fG'(:c)d;r = /I\’ G(z)dx

Moze se pokazati jedna korisna osobina ovog integrala:

Neka je 1 € D() i neka je g € D'(Q). Tada je

/Cd('g)d’ =<g,%>.

Kazemo da je G' € G jednako u smislu uopstenih distribucija dis-
tribuciji g (G = g(g.d.)) ako za svako 1) € D

[ G@(a)de =< g(z), () >

Dve uopstne funkcije F' i G su jednake u smislu uopstenih distribu-
cija (F = G(g.d.)) ako je F — G = 0(g.d.) (0 je nula distribucija).
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Kazemo da je G € § asocirano sa distribucijom g (G ~ ¢) ako za
svako ¥ € D

[ Gla)p(a)de < g(z), () >

Dve uopstne funkcije F' i G su asocirane (F ~ G) akoje FF —G ~ 0
(0 je nula distribucija). S

Nadalje cemo umesto skupova A, koristiti skupove A, koje je naprav-
ila Biadoni bas zbog ovakvih primena, i oznatava¢emo ih sa A,. U [5]
je pokazno da postoji bijekcija

I : A(R™) = Ao(R")
sa slede¢im osobinama
o APAARTE)) = AR g 1,2, isin
e I je identicko preslikavanje.
o I7'(¢e) = I (demin), za sve ¢ € Ag(R™) isve e > 0.
o IR o I = IM za sve p=1,2,l.0...

Nadalje ¢emo koristiti malo izmenjenu definiciju ove bijekcije datu
na sledeéi na¢in. Kako je diam(supp ¢) = 1, za ¢ € A, definisemo

Io(e X - X 80) = (ge X oo X 80).

n m

Posle ove modifikacije u tre¢oj osobini nemamo eksponent m/n kod ¢.
Sada ¢emo dati definiciju kompozicije uopstenih funkcija. Neka su
21 Q' otvoreni skupovi u R™ i R™ respektivno.
E[Q, R™] je skup svih funkcija

G: A xQx(0,1) » R™

koje su C* po promenljivoj z € ) za fiksirano ¢ € A,.

Em[, R™] je skup svih funkeija iz €[, R™] takvih da za bilo koji
kompaktan skup K C Q i bilo koji multiindeks o € N7 postoji N € N
takvo da za svako Ay(R™) postoje ¢ > 017 > 0 takvi da je

10°Go(2)l] < e
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zasvako z € K i 0 <& < 7, gde je || - || uobi¢ajena norma u R",
N[Q,R™] je skup svih funkeija iz E[Q, R™] takvih da za bilo koji
kompaktan skup K i bilo koji multiindeks o € N§ postoje N € N i
B €T takvi da za svako A, [R™], ¢ > N postoje ¢ > 075 > 0 takvi da
je
10%Gp.e(2)]| < ee”W=N

zasvakor € Ki0<e <.
Kao sto je A ideal od £, moze se pokazati da je N[Q, R"™] ideal
od E[Q, R™] pa ima smisla da definisemo

G(Q,R™) = Ey[Q,R™]/N[Q,R™).

Ocigledno je da elemente ovog skupa mozemo posmatrati kao familiju
(od m) uopstenih funkcija.

Gu(, Q) je skup svih G € G(Q,R™) za koje postoji reprezent
Gge(+) € Em[Q, R™] za koji vazi sledece:

za svaki kompaktan skup K C Q postoji N € N takvo da
za svako ¢ € An(R") postoji 5 > 0 takvo da je skup
{Gse(z)] z € K,0 < e <} sadrzan

u kompaktnom potskupu od ' koji je nezavistan od ¢

Primetimo, da ako postoji jedan takav reprezent od @, svi njegovi
reprezenti zadovoljavaju isti uslov.
U opstem slucaju ne vazi

gL R") = G(O,R7).
Kao primer za to mozemo uzeti da
b = ¢e(—2z) + N[, R"] & G.(, R").

Sada mozemo definisati kompoziciju uopstenih funkcija na sledeéi nacin:
Ako je Gy € G(R) i Gy € G.(0,9) tada, respektivno, postoje
njihovi reprezenti iz Ey([Q] i iz Ex[Q,R™]. Neka je i G € £ sa
slede¢om osobinom:
Za svaki kompaktan skup K C Q postoji N € N tako da za svako
¢ € An(R") postoji > 0 takvo da je

Goe(2) = G160 (Gage(T)),
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zasvezr € K10 <¢ <. Tada je G element iz Ey[2] i mozemo
definisati kompoziciju dve uopstene funkcije,

Gyo G2 e Q’(Q)

kao klasu ekvivalencije tog elementa. Jasno je da ova definicija ne zavisi
od izabranih reprezenata.

1.2. Tezinski prostori, konvolucija i Furi-
jeova transformacija

1.2.1. Tezinski prostori

‘Temperirane uopstene funkcije je uveo Kolombo u [15], ako i temperi-
rani integral, konvoluciju i Furijeovu transformaciju. Te definicije nisu
imale zadovoljavajuca svojstva, ne vazi "exchange” formula, konvolu-
cija nije asocijativna i komutativna.

Radi prevazilaZenja navedenih nedostataka, Nedeljkov i Pilipovié su
temperiranih funkcija. Mada je prostor G; identi¢an sa Kolomboovim
G-, temperirane operacije uvedene na ovaj naé¢in u [44] imaju prethodno
nabrojane osobine.

Ponovi¢emo pojmove i notaciju iz [43].

A je skup svih neprekidnih, rastuéih funkcija a definisanih na in-
tervalu [1,00) za koje je

lim a(z) = 00 i a(z) = O(z),z — 0.

=00
4

Neka je a € A fiksirano. Oznatimo sa ©, skup svih neprekidnih
funkcija @ definisanih na [0, 00) takvih da je 8(0) = 1, i za svako p >
0 postoji v > 0 takvo da je

O(p+a(z)) = O(z"),z — oo.

Najinteresantniji slu¢aj funkcije iz A je t(z) = z, 2 € R.
Definisimo &£, kao skup svih elemenata G € £ takvih da za svako
B € Nj postoje N € N i § € O, takvi da za svako ¢ € Ay postoje
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C > 0175 >0 takvi da je

(L.7) 10°Ggc(2)| < O(|2])e™, e < n, = € R™

Skup Na je skup onih elemenata G € €, takvih da za svako 3 € N
postoje g € I', N € N i 0 € O, takvi da za svako ¢ € Ay g2 N,
postoje C > 017 > 0 takvi da

(1.8) 10°Gy.(2)] < 0(|2])e? DN, e < n, 2 € R™.
Ocigledno je Ny C V.
Propozicija 1.1. N, je ideal od &,.

Dokaz ove propozicije je slican dokazu da je N ideal od £y, samo
se jos koriste osobine funkcija iz ©,.
Ova propozicija nam omoguéava da definisemo

ga = ga/J\[a

Zbog konvolucije ¢e nam trebati sledeca definicija: O, je skup svih
funkcija 6 € ©4 koje zadovoljavaju sledeéi uslov:

Postoje konstante ¢ > 11 24 i funkcije 0, 1 0, iz O, takve da za
svako x,y > xg vazi

0(z +y) < cbi(z)bs(y).

Propozicija 1.2. 1. Ako su ly i 0y u O, tada suby+0, i 0, i 05 u
O,.

2. Ako su 91,92 u _6'53 tada su 01 e 02 i 9102 u @a.

3. Ako za a; i a, iz A postoji konstanta ¢ > 1 tekva da Jje aj(z) >
Ca2($), tada je eal C 632 i eal i ®a2 .

4. Ako je 0 € O4 onda je 0 € @h,(a).

9. Ako je za neko ¢ > 1 im € N ca(z) < a(a™), tada 70 =85,
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Dokaz: Dokaz prva tri stava je jednostavan, pa ¢emo dati dokaz samo
poslednja dva trvdenja.
4. Kako vazi

0(2In(a())) = 0(In(a(2))?) < O(a()) = O(z), & — oo,

imamo da je §(2 -) € Oln(a)-
Ako je lim,_ 6(z) <1 tada postoji ¢ > 0 takvo da je

0(z +y) < cb(2z)0(2y),

za dovoljno velike z i y.
Ako je limy_, 0(z) > 1, tada za dovoljno velike z i y imamo

0(2z) > 1,0(2y) > 1,

pajei
0(z +y) < 0(22)0(2y).

U oba slucaja tvrdenje propozicije vazi, jer je (2 -) € Ony(a).
5. Dati uslov implicira da je za svako 0 € ©,, 0(2 -) € ©,. Dokaz
se dalje izvodi kao u prethodnom slu¢aju.O

Primedba. Ako je t(z) = z tada je Oy = O Isti slucaj je i za
a(z) = In(z), dok ova dva skupa nisu ista za a(z) = In(In(z))

Kao 3to smo definisali G, koriste¢i skpove ©, mozemo definisati i
novi prostor G, koristeéi skupove O,.

Ako je aj(z) > cay(z), € R, za ¢ > 1, tada je Eay, T &, &
Na, C Na,, odnosno, mozemo smatrati da je Ga, C Ga, Isto tako
vidimo da je i Ga C Ga. Ove dve inkluzije, kao i inkluzija Ga — @G nisu
injektivne u Kolomboovim prostorima uopstenih funkcija. Primer za
to je dat u [43].

Propozicija 1.3. Neka je g € D' distribucija konaénog reda. Postoji

a € A takvo da je Cd(g) € Ga. Specijalno, prostor distribucija konaénog
reda se moZe utopiti u Jaep Ga.
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Dokaz: Prema teoremi o reprezentaciji distribucija, postoje neprekidna
funkcija f i multiindeks o takvi da je 9°f = ¢. Za 3 € N§ imamo da

je PG = Cd(8%g) = Cd(9°+f) i da je
Gye = *Pfxd.(z)
= [z + )54, (t)dt

- 5—(|as+|m)ff(mH)aﬁ%(t)dt,
z€R" ¢€ Ay, > 0.

Dalje imamo da je
| [ £ +eta2o(ndt] < [ |1(z +ev)l[o"+g(o)]at.

Neka je f, parna, pozitivna i neprekidna funkcija na R koja je rastuca
na [0, 00) takva da je fi(|z|) > [f()] i fi(lt]) > ¢|t| za t € R™. Tada je

[if@+et)  lomon)ar
< fillel+eaap) [ 107+(0)dt,
ze Re>0,
gde je a5 = sup{|t|, t € supp(9°+F¢)}.

Neka je 0(z) = fi(z+1),2 € [0,00) i neka je a = In(6-1), gde je 9~
inverzna funkcija za 0 definisana na odgovarajuéem intervalu [6(0), c0).
Jasno jedaje 0 € ©a. Nekaje N = |a|+|8],6 € Ay, c= [ |0**B p(t)dt|
1neka je n = 1/a, 3. Tada je

107Gye(2)| < cb(|2])e™, = € R", € € (0,).
To je bio dokaz da je Cd(g) u G,. O

Neka je p. jediniéna mreza za a, B neka je merljivi podskup od R”
i neka je G € Ga. Tada definisemo

a,u L
.[B G(x)da € C pretstavnikom f Gye(@)pe(z)dz.
B

Ako je B = R™ tada koristimo simbol [®*
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Kao $to smo pokazali da definicija temperiranog integrala ima smisla,
mozemo to i uraditi za ovaj integral.

Sada ¢emo definisati konvoluciju u G,. Neka je G1,G4 € Ga, i neka
je pie jediniéna mreza za a. Tada definisemo Glai»MGg sa

(1.9) ¥ Ga(a) = [ Gila — y)Galy)dy,a € R™.
Propozicija 1.4. Neka su Gy i Gy u Ga. Tada je
LR G el
2. 8(G1¥'Gy) = *G1¥'Gy, 20 a € N,
3. Neka su Gy i Gy u Gy. Tada je

Gl a‘)'(#Gz € ga .

Prvo tvrdenje znaéi sledeée: Treba da pokazemo da za Gi4.6,Ga9 € Ea
i Nige, Nage € Na vasi da je

au
Grge * Gage € Em
i da je
a,u a,u a,
Gige * Noger Nigek Grge, Nige* Npge € N.
Trecée tordenje ima sliénu interpretaciju.

Dokaz: Dokazacemo samo prvi deo propozicije. Drugi deo je oc¢igledan
a treci se dokazuje kao i prvi deo.

Neka su G 4,c, G4, € €a. Tada za svako @ € N7 postoje N; € N
i 0, € O4 takvi da za svako ¢ € An, postoje C; > 01 5, > 0 takvi da

3

|0°Gh p.6(2)| < C10:(|z])e™, e < gy, z € R"

1 postoje Ny € N i 6, € O, takvi da za svako ¢ € An, postoje Cy > 0
172 > 0 takvi da

|Gap.e(2)| < Cab2(|z))e™, € < 7y, z € R™.
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Dalje imamo za svaki kompaktni skup &

10 [ Grgele = )G w)nelu)dy]

| [0 Gl = )Gyl (v)dy]

< ClC?SHp]gdSa(b/s)+r,:r€1({91(|a’- —y)je™™
‘SUP|y <a(s/e)+r 102([y]) }e™ N2 - Csemb"
< CeM. g€ An, e <min{n;,n:}, z € K,

gde je C = C3C,Csb™+% 4 O3, Cy, Cs, 11,72 su dati sa

0,(C + a(z)) < Caa™,
br(a(z)) < Cyua™,
C = sup{la|} +r,
reK
Cs = 7/°T((n+2)/2).
N > N+ No+n+v +¥es

Analogno se dokazuje da je konvolucija reprezenata u A" ako je jedan
od reprezenata u NV,.0

Posledica 1.1. Ako je Go =G, i G1,Gy € G, tada je
0 ¥Cs & B

Primedba. Ova posledica vazi u slucaju a = t (u slu¢aju temperiranih
uopstenih funkcija).

U [44] je dokazana sledec¢a propozicija koja povezuje konvoluciju u
teoriji distribucija i ovde definisanu konvoluciju.

Propozicija 1.5. Neka su f,g € D', G, = Cd(f), G2 = Cd(g). Ako
postoji f x g u distributivnom smislu i ako postoji a € A takvo da su
G1 i G2 u Ga, tada je Glang ~ [ *g za sve jediniéne mreZe i za a.

Sada éemo dati definiciju prostora temperiranih uopétenih funkcija
1 temperiranih operacija. Oni su izdvojeni zbog svoje vaznosti, mada
ih formalno dobijamo specifikacijom tezinskih prostora i operacija.
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Definisimo Sg kao skup svih W iz G; za koje postoji reprezent Wy .
takav da za svako § € Nf postoji N € Ny takvo da za svako ¢ € Ay i
p € N postoje C > 017 > 0 takvi da je

(1.10) |0°W,.(2)] < (14 |z])Pe™, e <y, 2 € R™.

Sg zovemo prostor uopstenih brzoopadajuéih funkcija. Jasno je da je
S C 8¢ 1 da oni nisu isti. Neka je ¥ € S§g 1 G € G;. Tada definisemo

t
<G, U >= / G(2)¥(e)dz
pretstavnikom
[ Gocl@)Ws(@)ue(e)de.
Svakog pretstavnika od ¥ € Sg, ¥y . mozemo napisati u obliku Wy, =

5.t V0. gde je WS € Ny a U5, je onaj pretstavnik koji zadovoljava
relaciju (1.10). Tada je

[ Gouc@Woe(@lpe(@)de = [ Goul2)¥5(2)pne(z)de
+ [ Goel@)¥5 (@)pe(2)d

Drugi sabirak sa desne strane jednakosti je u Cy, a kako je G4. € &,

postoje Ny € Ny i 11 > 0 takvi da za svako ¢ € Ay postoje C; > 0 i
n > 0 takvi da je

|Goe(z)] < Cr(1 + |2])e™, e < .
Kombinujuéi ovo sa (1.10), dobijamo za svako ¥ € Ay, 4~
| Goe@¥ @pele)dsl < GO [(1 4|l vde,
e < min{ny,n},

Sto znadi da za dovoljno veliko p dobijamo [ Gy.(z)¥ . (z)p.(z)dz €
Co. Ovo znaci da je definicija ovog skalarnog proizvoda korektna.
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Osim ovoga,

| [ Goe@) ¥} (@ue(@)de — [ Goo(w) 5, (2)dal

[ (Goul@)] 1¥,(a)ld
|2|>b/<

o0 (1 4 |z Pdze=M—N

|z[>b/e
S CIC2E—N1_N_F“_1+;D3 E < min{??l:’?],

IN

IA

za dovoljno veliko p. Ovo znaéi da mozemo uzetida je [ Gy .(2)¥5 (z)dz
reprezent od < G,V >, gde je W] reprezent od ¥ koji zadovoljava
(1.10).

Kazemo da je G € G; jednako sa H € G¢ u smislu uopstenih tem-
periranih distribucija, G = H(g.t.d.), ako za svako ¢ € S

<G-H,®>=0.

Ako koristimo ¥ € Sg umesto 1 € § dobijamo (G.t.d.)-jednakost
umesto (g.t.d.)-jednakosti.

G € G je t-asocirano sa H € G (G =' H) ako postoji N € Ny tako
da za svako ¢ € §

1111;)1 < Gq&,s - Hr;g’g,‘l)[) >=(

za svako ¢ € Ap.

Ako koristimo ¥ € Sg umesto ¢ € S tada dobijamo definiciju T-
asociranosti umesto obi¢ne t-asociranosti.

Sve ovako definisane jednakosti i asociranosti su relacije ekvivalen-
cije.

Ovako definisane relacije su pogodnije za primenu, ali se tu javlja
takozvani paradoks stabilnosti koji je opisan u [68]: Postoje A, B € C
kakvi da je A = 0 i B = 0, ali nije AB = 0. Ovo znatno otezava pri-
menu ovih relacija u nelinearnim problemima (dok se linearni problemi
uglavnom dobro ponasaju pri radu sa ovim relacijama), zbog kojih je
prakti¢no i uvedena cela ova terorija. Zbog svega ovog je vrlo bitna
opreznost u radu sa ovim relacijama - obi¢no se trazi da sve jednakosti
izmedu uopstenih funkcija ili uopstenih brojeva budu sto je moguce vise
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u strogom obliku, pa onda u (g.d.) obliku, a tek ako to nije moguée
koristi se asocijativnost.

Evo sada propozicije gde se vidi prednost ovako definisanih temperi-
ranih operacija.

Propozicija 1.6. ([{4]) Neka su G, Gy, Gy iz Gy i neka je p. jediniéna
mreza za t. Tada za svako ) € S vazi

1. < Feu(G), % >=< G, F(y) >

1. implicira da Furijeova transformacija u G, ne zavisi od korigée-
nog jedini¢nog niza u smislu (g.t.d.) jednakosti, pa éemo nadalje
izostavljati simbol x u oznaci Furijeove transformacije.

2. FilGi ¥ Ga) = FlG1)FulCs)gbdy.

3. Fi(0°G) = (i-)*Fe(G)(g.t.d.).

4. If F(Gy) = Fi(Ga)(g-t.d.) then Gy = Gy(g.t.d.).

5. Navedena tvrdenja vaze i za inverznu Furijeovu transformaciju.
6. Fu(F7\(G)) = G(g.1.d.).

7 G RG =G G et d)

8: (GL Ga)iGs = G, (G ¥ GaY(g

9. (G ¥ Gy) = 0°G, ¥ Gs(g.1.4.).

Dokaz:

1. Sa ranije uvedenom notacijom imamo da je

<FADw> = [([" Cwe s

= /t G(y)F (¥ dy—/G )dy
= <G,F(¥)>
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2. Kako je G, ¥, € G, slodi da je
< Fi(Gy t+ Gy), 9 S=< CL'LCo, Fl0) >
= [ [ Gl ~ nGa)dy)p()e = dedan
= [ [ Guter - )Gatyple)e e dy )z,
Stavljajuéi z = z; — y dobijamo

i u(Gﬁ:‘Gz) b >

- f / j (¥)(2)e™ e V2 dy)dzdz

% f ] FilGo) z)Gl(w)'i,b(z)e_i“dzdar
2 fft(Ft(ng:))(:c)Gl(:c)dr

[ FUA(G) )G ) da

! f‘ ftft(Gg)(z)Gl(:c)i,b(z)e‘i”zdzda;
= [ RGO FUCr))(:)d

= [RGIHFG (),

gde smo koristili prvi deo propozicije, ¢injenicu da je Fi(G5)t uopétena
brzoopadajuca funkcija i to da je F je bijekcija iz Sg na njega samog.
3. Tvrdenje sledi iz ¢injenice da je

<F(0°G)v> = <8G,F(¢)>
= (-1 < G,0°F(¢) >
= (=) <G, F(G)y >
1l < F((6)°G), %) > .
4. Tvrdenje sledi iz prvog dela propozicije i ¢injenice da je Furijeova
transformacija bijekcija iz & na S.
5. Dokaz je isti kao i kod obi¢ne Furijeove transformacije.
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6. ZaGeGyi€Sje
< F(F HQ), ¥ >=< G, Fy (Feu(¥)) >=< G, ¢ > .
Dokazi za ostala tvrdenja direktno slede iz dokazanih tvrdenja. O

Za jedini¢ne mreze Hie,f2e zatizaty €S vazi

<G HFGCY> = < REFENGHEG)), v >
= < F(F U (G)FH(GR), ¢ >
= < R(FTUG'EGY)), v >

= <G PGPS,

Sto znaci da t-konvolucija ne zavisi u (g.t.d.) smislu od jedini¢nih mreza.
Zbog toga ¢emo nadalje za t-konvoluciju koristiti simbol % i za t-
Furijeovu transformaciju simbol F.

Primedba. Ako koristimo ¥ € Sg umesto ¢ € S, sva tvrdenja ce
vaziti za (G.t.d)-jednakost, jer je t-Furijeova transformacije is bijekcija
iz Sg na Sg, kao $to se moze dokazati standardnom tehnikom koja se
koristi u dokazivanju da je Furijeova transformacija bijekcija iz S na S
u klasi¢nom smislu.

1.2.2. Nestandardna verzija Kolomboovih pros-
tora

Nestandardnu verziju Kolomboovih prostora je uveo Todorov ([76] i
[77]) a kasnije su takvi prostori proutavani u radovima Nedeljkova [49]
i [51] uz odgovarajuce korekcije nepreciznih definicija Todorova.

Skup Dy =D x Ry ¢emo zvati indeksni skup. Neka je ¢ ultrafilter
u Dy sa sledeé¢im osobinama.

Postoji niz {A;},en podskupova od D koji zadovoljavaju sledeée
uslove

L {(¢,¢)| ¢ € Ay, e € (0,n4) za neko 55 > 0} € U za sve g € N;
. 5 DAzD...;
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3. diam(supp(¢)) =1, ¢ € A,.
4. [|¢(z)|de < M, ¢ € Ao, za neko M > 1;
5. [ g(z)dz =1, ¢ € Ag;

6. Za svako ¢ € N i svako a € NI, 1 < |a| < ¢,
fx“qb(w)d:c =0, p e Ay

Skupovi funkcija definisanih na D, sa vrednostima u C, resp. &, su
oznadeni sa CP+, resp. £P+. Neka su a,b € CP+. Tada je a ~ b ako je

{(¢,€)|ag,e = by} €U, gde je age = a(¢,¢),(¢,e) € Dy.
Neka je f,g € EP+. Tada je f ~ ¢ ako je

() () foc(x) = goe(a)} €U, gdeje fse = f(4,¢) €,

zeRn

(¢,€) € Dy. U oba slucaja je ~ relacija ekvivalencijei *C i *£ su
definisani sa

"= G0 o 1 =0
*R je skup svih [¢] € *C takvih da postoji a’ € [a] za koje je
{(¢,€)|ay. € R} €U,

gde [] oznatava klasu ekvivalencije. Neka su [a],[b] € *R. Tada je
[a] < [b] ako je za neke pretstavnike al,, € [a],b,, € [b]

{(¢,€)lay. < by.} €U.

Sve elementarne operacije u *C i *€ su prirodno definisane na
pretstavnicima.
Ako je g € T, tada je sa

Goe(z) =< g(£),e™"d((£ — 2)/e) >,z € R"

oznacen pretstavnik odgovarajuceg elementaiz *€. Ovo zovemo Kolom-
boovom regularizacijom distribucije g i oznacavamo je sa Cd(g).
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Nadalje ¢emo oznacavati elemente iz *C i *£ kao i njihove pret-
stavnike velikim slovima sa indeksima .

*Cu je skup svih Ay, € *C takvih da postoji p € N takvo da je
(1.11) {(8,6) [Asel <P} el

"Eu je skup svih Gy . € *€ takvih da za svaki kompaktan skup K
i svako # € Nj postoji p € N takvo da je

(1.12) Q{(ﬁﬁas)l |0°Ge(2)| <P} € U.
zeK

*Co je skup svih A € *C takvih da za svako 3 € N7 i svako p € N
(1.13) {(¢,€)l |[4g| <"} € U.

"&o je skup svih G € *£ takvih da za svako B € NZ, svako p € N
i svaki kompaktan skup K

(1.14) N {(6,6)] 10°Goe(2)| < €7} € U.

rEN

Todorov ([76]) je dokazao da je *Cg maksimalni ideal od *Cj, i
definisao je skup uopstenih kompleksnih brojeva

C'="Cuif "Co.
R je definisan kao skup svih A € C takvih da je Ase € *R.
Propozicija 1.7. 1. *& je ideal od *Epy.
2. R i C su ne-Arhimedovska polja. R je totalno uredeno polje.

8. D= *Ey/ *& je asocijativna i komutativna algebra nad C sa
parcijalnim diferenciranjem.

4. Inkluzije £ C D' C D su zadovoljene.

Dokaz: *&, je prsten, tak_o da treba da pokazemo da ako Gy 4. € *Epy
i ako G4 € &, tada 0'G1,4,0Ga 4. € "&.
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Vazi sledete: Za svaki kompaktni skup K postoji p; € N takvo da
je
N {(#,)I0°Groe(e)l <™} €U,
zeK
za svako p, € N i za svaki kompaktni skup K

= n {(¢15)||ajG2,¢,5($)| < EPQ} eEU.

relK

To znadi

{(¢,¢)] |0°G14.(z)| < €™ za svako 2 € K}
N {($,€)| |0°Gag ()| < €™ za svako z € K}
C {(¢,e)| ('G1IG3)ge(z)] < &P za svako x € K},

gde je p = p; — p1, tako da je zadnji skup u ¢4. Ovo je dokaz prvog dela
propozicije. Drugi, treci i ¢etvrti deo propozicije se mogu naéi u [76].
Kao u verziji Kolomboovih tezinskih prostora bez koriséenja ultra-
filtera definisimo sledece prostore.
Definisimo *&, kao skup svih elemenata G € *€ takvih da za svako
B € Ni postoje p € N i € O, takvi da je

) {(,6)] 10°Gye(2)] < O(|2])e "} € U.

zeRn

Skup *&a je skup onih elemenata G € *&, takvih da za svako
B € Ng i svako p € N postoji 0§ € O, takvo da je

N {(6,€)] 18°Gye(2)] < 0(|2|)e”} € U.
rzeRn»

Ocigledno je *& a2 C *&.
Propozicija 1.8. *&;, je ideal od *&,.

Ael Je asociran sa ¢ € C ako je limy Ay = c.
Neka je a € A i neka je p jedini¢ni niz za a. Tada definisemo a, u-
Furijeovu transformaciju Fa, na Dy, kao i u Ga, sa

Faul@(@) = [ Gly)e™dy,z € R™.
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Propozicija 1.9. Za svako a, € A, Fa, : Dy — Da, je dobro defin-
isano.

Inverzna a, y-Furijeova transformacija je definisana sa
1 g o '
FaulG) = (2m)™ f G(y)e™dy,z € R".

Na isti nacin kao i za F, ,, moze se pokazati da je i definicija inverzne
transformacije korektna.



Glava 2.
Topologije u Ci g

Razvoj Kolombooove teorije je dugo tekao bez uvodenja topoloske struk-
ture na prostor uopstenih funkcija, kao sto je to slucaj i sa hiperfunkei-
jama.

U prvom poglavlju je data topologija u G koju je uvela Biadoni u
[5] koja je imala malo primena.

U drugom delu je data ostra topologija koju je uveo i detaljno anal-
izirao Skarpalezos u [70], mada je data i ranije ([5], [55]).

U trecem, originalnom delu, je data topologija sa pogodnijim osobi-
nama, ali na nestandardnoj verziji Kolomboovih prostora, §to joj samo
po sebi ogranicava primenu. Primena joj je data u radu Nedeljkova i
Pilipovi¢a [45].

Napomenimo da se rezultati Skatpalezosa ([70]) i Nedeljkova i Pili-
povica ([45]) pojavili u isto vreme.

2.1. Obic¢na topologija
Ovde ¢e biti navedene definicije topologija za C i G iz [5].
Za p > 0 definisimo skup Q, na sledeéi nacin:

Q. je skup svih X € C takvih da postoje njihov reprezent Xy, za
koji postoji N € N takvo da za svako ¢ € An postoji n > 0 takvo da

| Xpel < pty, 0 < <.

Kazemo da je 2 C C otvoren ako za sve X € 0 postoji ¢ > 0 takvo

27
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da je
X 4+Q,C A

Topologija na C je definisana ovim otvorenim skupovima.
Moze se pokazati da za gore definisanu topologiju, familija

{X+Q#|P">0}

¢ini bazu okolina tacke X.
Za X € C definisSemo normu na sledeéi naé¢in:

1] = inf{g >0/ X € Q,}, X € Q, zaneko y >0
 |itoo, XgQ, zasveu>0

Primeri.

1. Ako je Z € C, tada je ||Z|| = |Z|. To znaii da topologija na C
indukuje obi¢nu topologiju na C.

2. ||6(0)|| = +o0. To znaii da skup kompleksnih brojeva nije gust u
skupu uopstenih kompleksnih brojeva.

3. Ako u Ap(R) imamo samo realne funkcije, tada je ||| = 1.

Primedba. Sa ovom topologijom, C nije vektorsko topoloiki prostor.
Dovoljno je da primetimo da familija skupova {Q,| ¢ > 0} &ni bazu
okolina nule sa skupovima koji nisu apsorbujuéi.

Sada ¢emo definisati topologiju na G.

Za kompaktan podskup K od €, prirodan broj k i z > 0 definisemo
skup Qg na sledeéi naéin:

To je skup svih @ € G(Q) koji imaju pretstavnika Gy .(x) takavog
da postoji N € Ny takvo da za svako ¢ € Ay postoji n > 0 takvo da
je

sup{|0°Gye(z)| S p | ae N
la| <k, ¢ € A(R"), z € K, € < 7}.

Kazemo da je podskup Y od G({2) otvoren ako za svako G € Y postoji
kompaktan podskup K od Q, prirodan broj k i & > 0 tako da je

G + QK,k,u oY
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Topologiju na G(Q) je definisana ovim otvorenim skupovima.
Moze se pokazati da je familija skupova

{G + Qx| K je kompaktan podskup od @, k € N, u > 0}

baza okolina of G.

Normu uopstenih funkcija definisemo na sleded nacin.

Neka je K kompaktan podskup od Q, k prirodan broj i neka je
G € G(Q). Stavimo

Ie| = { inf{u > 0|G e Quiil e QK k,u za neko pu > 0

+o00, G & Qk i, za sve i >0

Primedbe.

1.

Ako posmatramo uopitene kompleksne brojeve kao konstantne
funkcije, to jest ako za neki A € T definisemo G € G sa pret-
stavnikom

Goe(z) = Ap,e

za svako € 1 ¢ € Ay, tada mozemo reéi da je C sadrzano u
G. Ocigledno topologija sa G indukuje na C njegovu sopstvenu
topologiju.

Topologija od G indukuje na ¢ njegovu sopstvenu Freseovu
topologiju.

Ocigledno je za svako z
G — C dato sa G G(z)

linearno i neprekidno preslikavanje. Kako skup kompleksnih bro-
jeva nije gust u skupu uopétenih kompleksnih brojeva, koristeci
gornju ¢injenicu dobijamo da (€' nije gust u G,

Sa ovom topologijom, G vektorsko topoloski prostor, jer postoje
neapsorbujuée okoline nule.

Mada je ova topologija prirodna u smisly da na C*® indukuje orig-
inalnu topologiju ovog prostora, ona je sa mnogo vise nepogodnih
svojstava nego, recimo, slaba konvergencija u 7.
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Ova topologija je koris¢ena u dokazu da je Kosijev problem

ou; . oU; W
W_A:%—ft(ta:caUly"'sUN)a2‘—15 ,N

dobro postavljen (u [5]).

2.2. Ostra topologija

Mada se ideje za ovu topologiju mogu naéi i ranije u radovima Obergu-
genbergera ([55]) i Biadoni ([5]), kompletnu definiciju i analizu takoz-
vane oStre topologije je dao Skarpalezos u [70]. U ovom poglavlju ée
biti dati rezultati iz [70].

Definicija 2.1. V,, p € Z, je skup uopstenih kompleksnih brojeva G
za koje postoji reprezent Gy . € Cyy tako da postoji N € Ny tako da za
svako ¢ € Ay postoje C > 0 in > 0 takvi da je

1Gsel S.CeF, 8 <

Skupovi V,, p € Z, ¢ine bazu okolina nule u C koja definise ostru
topologiju 7¢ na skupu uopstenih kompleksnih brojeva.

Ovde je data malo modifikovana definicija Skarpalezosa, jer je izuéa-
vao simplifikovane Kolomboove algebre, ali to nema uticaja na njegova
tvrdenja koja ce biti adekvatno modifikovana. Evo sada tih tvrdenja.

1. Ostra topologija je Hauzdorfova.

2. Topologki prostor uopstenih kompleksnih brojeva sa ostrom to-
pologijom nije separabilan.

3. Topoloski prostor nije " Arhimedovski”.
4. Okoline nule u ovoj topologiji su R-apsorbujuée, to jest, za svaku
okolinu nule U, i svaki uopsteni kompleksan broj Z, postoji A € R

takvo da je Z € \U.

Sledetu osobinu ¢emo zbog znac¢ajnosti izdvojiti.
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Propozicija 2.1. Prsten uopstenih kompleksnih (vealnih) brojeva je
kompletan u odnosu na ostru topologiju .

Definigimo sada ostru topologiju na G(f2), sa oznakom 7¢.
Neka je Uy, n € N niz potskupova od Q tako da vazi

Un i Un+1, U L’n - Q
neN

Definicija 2.2. V,,,, ¢,r,s € Z, je skup svih uopitenih funkcija G
takvih da postoji njen reprezent Gy. € Ep(QY) tako da postoji N € Ny
takvo da za svako ¢ € Ay postoje C > 0 in > 0 takvi da je

sup |0°Gye(2)| < Ce", e < 1, |a| £ s.
zely

Skupovi V, .5, q,7,8 € Z, ¢ine bazu okolina nule u C koja definise ostru
topologiju 7 na skup uwopstenih funkcija nad Q.

Lako se moZe pokazati da definicija ne zavisi od izbora pretstavnika.
Evo nekoliko osobina ove topologije:

1. Ostra topologija je Hauzdorfova.

2. Kao i za uopstene kompleksne (realne) brojeve, za uopitene funk-
cije se moze pokazati da su okoline nule apsorbujuée u ovako
definisanoj ostroj topologiji.

3. Na sli¢an nacin kao i za klasi¢ne glatke funkcije moze se pokazati
da je prostor uopstenih funkcija definisan sa ostrom topologijom
kompletan.

Moze se pokazati da vazi sledeéa propozicija.

Propozicija 2.2. a) Ako je 2o € 0 i G € (), tada je funkcija
G — G(20) neprekidna u odnosu na ostre topologije u G(Q) i C.

b) Ako je K kompaktan skup v Q, G € G, preslikavanja
G — sup |G(z)| i G s /I G(z)dz
zEK 3

su neprekidna u odnosu na ostre topologije u gQ) iC.
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¢) Za svako G € G i € D su preslikavanja

o s ] G(z)b(z)dz i G f G(2)¥(z)dz

neprekidna u odnosu na ostre topologije u G() i C.

2.3. Topologija u nestandardnoj verziji

Ova topologija, data u [52], se u slu¢aju da koristimo originalne Kolom-
boove prostore umesto nestandardnih, svodi na ostru topologiju kaja
je data u pretodnom poglavlju.

lzloZi¢emo apstrakinu teoriju nearhimedovskih vektorsko-topologkih
prostora.

P je totalno uredeno polje ako

L. Za svako a € P vazi samo jedno od tvrdenja:

a=0,a>0,a<0.

2. Akojea>0ib>0tadajea+b>01iab>0.

Kazemo da je @ > b (ili b < a) ako i samo ako je a — b > 0. Sli¢no
definisemo i @ > b. Vidimoda a > bpovlaéia+e¢>b+cia-! < b
a a > 0 implicira ™! > 0.

Apsolutna vrednost od a, |a|, je jednaka a ako je a nenegativno
(vece ili jednako sa 0), a jednako —a u drugom slu¢aju. Imamo

|abl = [al[b], |a + 8] < |a| + [b]

a* = (—a)’ = |af* > 0,

gde je a*> = 0 ako i samo ako je ¢ = 0. Vidimo da jel =1t > 1

1nl > 0zasvakon € N ito povlaci da je karakteristika ovog polja
beskonacno.
Neka je P totalno uredeno polje i neka je N normirano polje sa
normom
y:N = P

Da bi v bila norma, treba da zadovoljava sledeée uslove:
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1. y(a) >0 fora #0,4(0) =0,a € N
2. y(ab) = y(a)y(d), a,b e N
3. v(a+b) < y(a)+v(b), a,be N

Ocigledno, za ¢ € N imamo:

1(1) = 7(=1) =1, 7(a) = 7(=a), 7(a™") = 7(a)7,

Ako je P Arhimedovsko (za svako a € P postoj n takvo da je
nl > a), tada ono moze biti utopljeno u R (videti [79]).
Sada ¢emo definisati topologiju u N na sledeéi na¢in:
Familija skupova
{U;lre P, r>0}

je baza zatvorenih okolina nule, gde je
U, = {z € N| (2) < r}.
Propozicija 2.3. N je topolosko polje.

Dokaz:

1. Za svaku okolinu V od a + b postoji r takvo da je a + b+ Us
podskup od V. Tada je (a + U,;5) + (b + U,/2) podskup od a + b+ U,.

2. Za svaku okolinu V od —a postoji r takvo da je —a + U, podskup
od V. Tada je —(a + U,) podskup od —a + U,.

3. Za svaku okolinu V od ab postoji r < 1 takvo da je ab+ U,
podskup od V. Ako je v(b) > 1, stavimo r, = r/3~(b) i ako je y(b) < 1
stavimo ry = r/3. Ako je y(a) > 1 stavimo r, = r/3+(a) i ako je
¥(a) < 1 stavimo r, = r/3.

Neka je z € U,, i y € U,,. Tada je

Y(bz +ay +2y) < A(b)v(x) + () (y) + v(z)v(y)
< rf3+r/34+0%/9< 0,

tako da je
(a+2)(b+y)eab+ U,

4. Imamo da je, za a # 0,

a+U=a(l+(1/a)U) =a(l +U;)
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gde su U, U, okoline nule. Tako dobijamo, koristeéi ¢injenicu de je
mnozenje neprekidna operacija, da je operacija a — a~! neprekidna,
koris¢enjem okoline jedinice.

Za svaku okolinu jedinice V, postoji r < 1/2 takvo da je 1 + U,
podskup od 1 4+ V. Neka je ry = r/(1 +7r) t.j. r =r1/(1 —r1). Neka je
z € U,,. Tada je

Y(1+2) ' =1) = y(—z/(1 +2))=7(z) y((1 +2)
< Az) (/1 =q(=)) En/(L—m) =1

To znaci da je 1 4+ U,, podskup od 1 +U,. O

Naka su P i N polja iz prethodnog dela, i neka je F vektorski prostor
nad N. FE je vektorsko-topoloski prostor nad N ako su sabiranje i
mnoZenje skalarom neprekidne operacije za datu topologiju T nad E.

Teorema 2.1. U vektorsko-topoloskom prostoru E nad N postoji fun-
damentalni sistem N okolina nule takav da vazi

(NS 1) Svako V € N je absorbujude.
(NS 2) Svako V € N je balansirano.

(NS 3) Za svako V € N i svako X € N postoji U € N takvo da je
AUCV.

Obratno, neka je E vektorski prostor nad N i neka je N baza filtera
na E koja zadovoljava (NS 1-3). Tada postoji jedinstvena topologija na
E za koju je E vektorsko-topoloski prostor za koji je N' fundamentalni
sistem okolina nule.

Dokaz ove teoreme je isti kao u [34], osim $to moramo da koris-
timo jaéi uslov (NS 3) nego 3to je tamo korii¢eno, jer P ne mora biti
arhimedovsko polje.

2.3.1. Topologije u prostorima uopstenih funkcija

Neka je A € C. Definisemo apsolutnu vrednost od A, |A| sa

|A] = |Age| + “Co.
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Otigledno je |A| € R, jer ako je Ay. € *Cyy tada je |Ay.| € *Chy, i
ako je Ag. € *Cy tada je |Ay.| € "Co, a|A4| € *R.
Nadalje, imamo da za A, B € C vazi

(2.1) |AB| = |A||B|, |A+ B| < |A| + |B|.
Za G € *Ey, vaizi
{(#,¢)||Gge(z)] < €7} € U za neko p € N,

tako da je |Gy.(z)| € "Cuy. |G(2)| = |Gye(z)| + *Co je doro defin-
isano, jer ako je Gy, € *& tada je |Gy ()] € *Co. o
Neka je K kompaktan skup i @ € Nj. Tada za G € D vazi da je

9x.2(G) = sup |D°G(z))

dobro definisano.
Neka G,H € Di A € C. (3.5) implicira

9K,0(AG) = sup | (AG) ) = 14 sup | D*G(z)| = | Algx.a(G)

xK.o(G + H) sup |D*(G + H)(z)|

reK
sup | D“G(x)| + sup | D* H(z)|
rel zeK

qu\",a(G) + QI\’,a(H)

A

Ovo znaéi da je g, seminorma za svaki kompaktan skup K i a € N3.
Neka je K kompaktan skup, me Ni R ¢ R,. Definisimo sledeée
skupove:

Vkmnr = {G € Dlqxa(G) < R,|a| < m,a € N}
Familija N' = {Vi nr| K je kompaktan skup, m € N, R € R;} je

baza zatvorenih i konveksnih okolina nule. Sa takvom topologijom, D
je Hauzdorfov lokalno konveksan vektorsko-topoloski prostor.
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Ako definsemo bazu zatvorenih i konveksnih okolina nule za r € R,
umesto R € Ry,

N. = {Vi,m,r| K je kompaktan skup, m € N, r € R.},

tada dobijamo ne-Hauzdorfove topoloske prostore D~. Razlog za uvo-
denje topologije date sa {N.} je to da je injekcija iz D’ u D*, koja j je
bila posmatrana u [76], neprekidna.

Propozicija 2.4. Sabiranje, parcijalni izvod i mnozenje su neprekidne
operacije u D.

Dokaz: a) Okolina od F + G sadrzi skup F + G + Vkm,r za neki
kompaktni skup K, m € N3, R € R. Tada je

F + %\",m,R[? - G + VK,m,R/? C F + G + VK,m,R-

b) Okolina od 9*G sadrzi skup 9°G + Vy ,m,r za neki kompaktni
skup K, m € Ng, R € R. Tada je

J0*(G + Vi m+lal,r) C 0°G + Vi m.R-

c) Okolina od F'G sadrzi skup FG + Vi m g za neki kompaktni skup
K, m € N, R € R. Neka je s broj élanva u izrazu:

Y. 8°FdG.

Bir=a
Neka je Ry = min{1/3s,/R/3s}. Tada je
(£ + Vin,m (G + Vim,py) C FG + Vi g0
Topologija u D,
Za svako 0 € ©,, m € N2 i R € R definisemo
Vomr = {G € Dal |0°G(2)| < 0(2)R, |a| < m}.

Na = {Vomr} je baza fundamentalnog sistema zatvorenih i konvek-
snih okolina nule. Sa tako definisanom topologijom, Da je Hausdorfov
lokalno konveksni topoloski vectorski prostor nad C.
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Propozicija 2.5. Sabiranje, partcijalni izvod, mnoZenje i Furijeova
transformacija su neprekidne operacije u Dy.

Dokaz: Dokaza¢emo samo neprekidnost mnozenja i Furijeove transfor-
macije. Dokaz ostalih tvrdenja je skoro isti kao u prethodnoj propozi-
ciji.

Okolina od FG sadrzi skup F'G + Vg r za neko 6 € Og, m € Nj i
R € R. Neka je a broj izraza u sumi

3 PFOG.

B4y=a
Neka je Ry = min{1/3s,VR/3s} and 0,(2) = min{1, /6(z)}. Tada je
(F + V.Gl,m.Rl)(G + Vﬁ],m,Rl) C FG+ %,m,R-

g Okolina od G sadrzi skup G + Vg g za neko § € Oy, m € N3, R €
R. Neka je 0, = |2|™, Ry 4. = €™t R, .. Tada je

}-t(G - I/E‘l,m,ﬁl) C ft(G) + VPH,m,R-D
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Glava 3.

Deljenje i fundamentalno

reSenje linearne parcijalne
diferencijalne jednacine sa
konstantnim koeficijentima

Problem deljenja u Svarcovoj teoriji distribucija je u razvoju teorije
vrlo znaéajno mesto.

Resio ga je Hermander za polinome, a kasnije LojaSevi¢ za analiti¢ke
funkcije komplikovnima metodama 3to je bilo od vrlo velikog znacaja
za dalji razvoj teorije distribucija u pravcu resavanja diferencijalnih
jednagina. Rezultati iz ove glave su iz [48].

Nas cilj je da pronademo resenje za

F.G=~ H,

gde F, H € G zadovoljavaju odredene uslove.

Teorema 3.1. a) Neka za F, H € G(R"™) vasi:

(I) H je lokalno ograniéeno, to jest, za svaki kompaktni skup K
postoji Ny € Ny takvo da za svako ¢ € An,, postoje ngy >0 i Cy >0
takvi da je

sup |Hy| < Cy, za e < ny.
reN

39
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(11) Postoji zatvoren skup Vi mere nula koji sadrsi sve tacke gde je
F' nula i takav da za svaki kompaktan skup K postoje ap > 0, NP €N
im > 0 takvi da za svako ¢ € Ay, postoje C >0 in > 0 takvi da je

|[Fse(z)| > C-d(z,V)"eNF, zae < n, z € K.
Tada postoji G € G(R") takvo da je
F.-G= H.
b) Neka su H,F € G(R") takvi da Vi zadovoljava uslov (I1) u delu
a) i sledeéi
(11) Za svaki kompaktan skup K postoji | > 0 takvo da je
pVanNK) =o(e), e =0,

gde je Vs = Vp + B(0,8) i u je Lebegova mera.
Tada za svako p > 0 postoji G, € G(R™) takvo da je

(3.1) F =Gy e, H,
Dokaz: Primetimo da pretpostavka diam(supp¢) = 1 povlaci
diam(suppg,) = ¢.
Nas cilj je da definidemo element iz £ koji aproksimira Hy./Fy. jer
ovaj koli¢nik nema smisla u opstem slucaju. U cilju ovoga ¢emo prvo

dokazati sledeé¢u lemu.

Lema 3.1. Ako je V zatvoren skup mere nula, tada postoji ky,. €
Em(R™) takvo da 0 < ky, <1

dz,V)<e/d = kg oli) =10,
diz,V)>e = Epelz)e=i 1,

Il

Dokaz: Neka je Jy. definisano sa

; V)
%ﬁz{l,duj)_s

0, inace,
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i neka je # € D pozitivna, simetri¢na funkcija sa nosacem u B(0,1/4) i
takva da je [f0dz = 1. Stavimo
keel@) = " [ 0(/e) el — y)dy, = € R

Jasno je da je

suppk C suppl. + suppJ C {z| d(z,V) < e}.

S druge strane, ako je d(z,V) < ¢/4 i y € suppd,, tada je
dle —y,V)<ef/d+ec/d=¢/2
=" [O(y/e)dy = 1.

Stavimo

pa imamo Jy.(z — y) = 11 ky.(z)
k¢e =1 —fkg.. Lako se moze pokazati da je ky. € Ep. O

Dokaz dela a). Stavimo

Goe() = Hyo(x)kge(2)/Fye(x), = € R,

Ovaj izraz ima smisla, jer je G .(2) nula kada je d(z, Vr) < e/4.

Dokazimo da je Gy . € Enr.
Primetimo da za svako a € Nj, 9°Gy,. je linearna kombinacija

izraza oblika
GOl Hy ke[ FIH, gde je f 47 = .
KAda k4. 1 Hy. pripadaju €y, za svaki kompaktan skup K postoji
prirodan broj N i realne konstante ay g i a, takvi da za svako ¢ € Ay
postoje C1 >0, Cy > 0175 > 0 takvi da je
sup |G52(x)| < C1Cye™ 2™ [(Cr(e/4)™e ", for € < 1.
zeK

Dakle, Gqs,s € En.
Neka jep € D i

Ie = [(Fuel@)Goelw) ~ Hyo(2))(a)de
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j

IN

/ , CH,suppy SUP || de
Ven suppy

< O suppy sUp [P u(Ver suppy)
Kako je V.Nsuppy) C suppy), N._o Vi(€) = VNsuppp, sledi lim,_.q Loz =
0.
Dokaz dela b). Stavimo

Groe(2) = Hyo()kyer (2)/ Fye(2), € R,
gde ce r biti kasnije izabrano.

Lako se moze proveriti, kao malo pre, da je Gye € En.
Neka je v € D. Tada je

I 3= [ (Foul@)Gouele) — Hoola)h()da
= f Hyo(2)(1 = kyor (2))b(z)da.

Kako je integrand nula kada je d(z, V) > ¢, sledi da za dovoljno malo
5

I¢,t‘

IA

/ Cre®¥ sup |¢|dz
Vensuppy

< Cye®® sup [¢|u(Ve N suppyy)

Prema pretpostavci (II), kako je suppy kompaktan, sledi da je p(Ve N
suppy) = o(e"!), ¢ — 0. Tada je Iy = ofe*8¥7ly, g 0,

Ako odaberemo r takvo da je ay + r/l = p, dobijamo I = o(e?),
€ — 0, i to povlaci (3.1). O

Sli¢nim idejama mozemo sada dokazati sledeéu teoremu.
Teorema 3.2. Diferencijalna jednacina
(3.2) P(D)G =, H,
gde je H € Gy ima resenje u Gy.

Pre davanja detalja dokaza, moramo se potsetiti nekih ¢injenica o poli-
nomima i dati uvodnu lemu.
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Prema [36], Lemma 4.1.1, p.99, ako je P dat polinom tada postoje
pozitivne konstante m, d i Cp takve da je

d(z, V)™ n
e RTE B
PO G Tery
gde je V = {z € R"*| P(z) = 0}. Stavimo V,(¢) = {z € R"| |z| <

1/e, d(z,V) < e¥/™}. Tada imamo:
Lema 3.2. mes(V,(¢)) = O(s¥/™).

Dokaz: U [41] je dokazano da se V moze dekomponovati u konaénu
uniju podvarijetea dimenzije manje ili jednake sa n —1,

V=Wu..uV,, dimV,=n<n-1,
tako da je x € V; dato sa

T = (Nl(a:la "-1-'17?1,)1 ---,":n.‘(mla ---13771.)1

Hﬂ:"i'l(‘rl? "‘?In.)a "-afén(mla "-53771.-))7

gde je K21, 20) = Fnoti 1 £ 0,1 81 = KBy 0inBn), 1 > ny,
(®1,...,&y;) € R™, su polinomijalnog rasta u beskonaénosti u odnosu
na promenljive zy,...,z,,. Ovo sledi iz algebarske zavisnosti medu ko-
ordinatama od € V; ([79]).

Ovo znati da je mera od V; u R™ ograni¢ena sa Cy,e™™ za neke
Cv; >0i N; > 0 ako je |z] <e71,1 <1< n;jer je

I/i = det i 1/2 4., .d s
meS( ) ~/|‘I[|S1/E 1<f<n,( ¢ (aJ)) dll Pnio
35:1 ah,n Ky ah.n
s (332,-’ 11) ((91:J "0 -J-)

Neka je N = maXigicr, Ni. MoZemo pretpostaviti da je ¢ > N/m.
Neka je ¢ € A,. Tada je

M, = mes{:v = R”I |:C1| = 1/6, 1150, d(ﬂz,V,) < 2€q/m}
< (Cve™ +2¢9™) . mes{z € R"| |e| < 2:4/™}
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sto povlaci
mes{z € R"| |z| < 1/e, 1 <1< n, d(z,V) < 2e9/™}

Ty P
< Y M; < (2n"?/T(n/2))(max Cvie™ +1)- 2e9/™.0

i=1

Dokaz teoreme: Primetimo da sa Furijeovom transformacijom i (3.2),
problem postaje ekvivalentan trazenju Gy, takvog da postoji N takvo
da za svako ¢ € Ay postoji n > 0 takvo da

Tu = (P(i€)Gge(€) — Hs o (€))P(£)dE < €P, € <.

b0 /e
Tada je F; (@) resenje od (3.2). Stavimo
Gie(€) 1= Hoe(E)ky cam () PUE), € ERY, (56) € Ao x (0,1).
Jasno je da je
ol = [ o1 Hee O = Fyum(@)(e)de
= [, el €)1 = by (€)0(E)
< mes(Vy(e))Cae™0 [(1+ 1) ai(€)de, 0 <& <,

gde su ¢ € Ay,, Cy > 01ing > 0 odgovarajuce konstante. Ali, kako
je mes(Vg(g)) < Ce9/™ vidimo da za svako ¢ € Ay, postoje C' > 01
n > 0 takvi da je

1T, € Ce™Nu 0« g4

Za zavrietak dokaza je dovoljno da izaberemo ¢ tako da je ¢/m — Ny >
p. O

Primedba 1. Propozicija 4.1 je dokazana u [15] i [70] za 7-konvoluciju
Kolomboa ([15]). Kako za svako G € Gt i € S,

/Cw Y(z di—fcw z)dz € Co,
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Teorema 4.2 vazi takode i za 7-konvoluciju.

Primedba 2. Pretpostavimo da za F' € G vaze uslovi Teoreme 4.1 i
da je H proizvoljna uopstena funkcija. Ako je V konaéna unija vari-
jetea, mozemo dokazati rezultat iz Leme 4.2, pa na sli¢ni na¢in moZzemo
dokazati postojanje refenja od F'-G =, H, to jest, moZemo konstruisati
niz aproksimativnih refenja. Na primer, ovo vazi ako je F' = Cd(f),
gde je f realna analiticka funkcija, jer u tom slu¢aju mozemo koristiti
Lojasievi¢evu teoriju ([41]).

Primedba 3. Neka je F resenje od P(D)E = § iz §'. Poznato je ([36])
da takvo E postoji. Za jedna¢inu

(3.3) P(D)G =H, HeG
stavimo
(3.4) G = [E]¥H.

/ S . e s v b, v g
gde je p jediniéna mreza i * je t,u-konvolucija definisana u [44]. Ovo
ima smisla jer su obe uopstene funkcije temperirana. Za osobine od
t,p-konvoluciju videti [44]. kako u (g.t.d.) smislu

t,u

P(D)E|¥H = [(P(D)E)¥H,
Cd(O)¥H = H,

vidimo da je (3.4) reSenje od (3.3) u (g.t.d.) smislu. Ali, u opitem
slucaju je prilicno tesko naéi eksplicitno resenje E. Dakle, ¢esto je
korisno dobiti jasno i lako izracunljivo resenje u asociranom ili p-asoci-
ranom smislu.
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Glava 4.

Laplasova transformacija u
tezinskim prostorima

Furijeova transformacija se moze iskoristiti za definisanje Laplasove
transformacije u Ga, a(r) < In|z|. u ovom delu je data definicija i
pokazano je da ta definicija na prirodan naéin prosiruje distribucionu
definiciju iz [80]. Osim ovoga su analizirane osobine ove transformacije.

Rezultati u ovoj glavi su originalni rezultati Nedeljkova (poglavlje
4.1) iz [50] kao i oni dobijeni u saradnji sa Pilipovicem [46].

4.1. Tezinska Laplasova transformacija

Proucavacemo Laplasovu transformaciju u prostorima Ga, a € A ([45]),
pomocu Furijeove transformacije.

Definicija Laplasove transformacije je analogna definiciji Vladimirova
u prostoru temperiranih distribucija ([80]). Sve osobine Laplasove trans-
formacije distribucija sa odgovarajuéim izmenama vaze za Laplasovu
transformaciju definisanu u Gy, gde a € A zadovoljava odgovarajuée
uslove.

Napomenimo Nedeljkov je dao u [50] definiciju Laplasove transfor-
macije u nestandardnoj Kolomboovoj teoriji. Poniviéemo ovu defini-
ciju, ali sada u originalnim Kolomboovim prostorima.

Neka je Q otvoren skup u C". U [16], Kolombo je definisao g(Q)
na standardni nacin, posmatrajuéi  kao otvoren skup u R2".

47



48 GLAVA 4. LAPLASOVA TRANSFORMACIJA ...

G € G(Q) zovemo holomornom uopitenom funkeijom vazi

d d
—— —G :O’ ‘=1?|._’n, = ) Q
(aij”ayj) (2) =0, j z=z+i1y €
Kazemo da je ¢ € G, pseudo a;-ogranic¢ena u beskonacnosti, a;(z) >
a(z), sa oznakom G € G¢ ., ako ima reprezenta G3 . za koji postoji
01 € O, 1 N € N takvi da za svako ¢ € Ay postoje C >0in >0
takvi da

|G ()] < Coi(Jz))e™, ze R™, e < n.

Ako je neka operacija na G, dobro definisana (to jest, ne zavisi od
reprezenata), tada svi reprezenti od G imaju one osobine pri takvoj
operaciji koju ima i neki specijalan reprezent od G € OF s G5 Ovo
opravdava uvodenje a;-ograni¢enih funkcija u Ga.

Neka je I' zatvoren konveksan ostar konus u R"™ za vrhom u nuli.
Oznatimo sa I'" = {{| é= > 0, = € T'} njegov konjugovani konus.
Stavimo C' = intI'™* (C je otvoren i konveksan konus) i T7¢ = R" + iC.

KaZemo da je G € G ograniceno sa strane konusa I' ako je suppG C
I' + K, gde je K kompaktni podskup od R". Prostor svih takvih
uopstenih funkcija se oznacava sa Ga(I'+).

Neka je a €' A, a(z) < In[z]. To znaéi da ako § € @,, tada postoji
a > 0 takvo da f(z) < e*l*l u beskona¢nosti. Neka je p jedini¢na mreza
za a. Tada je La, definisano za G € Ga(T'+) sa

Lau(G)(2) = Fa,xL(G(é)eﬁyg)(x)
= [ G, o iy e 1.

Za svako a; € A isvakoy € C, moze se pokazati da je La,(G)(-+iy) €
Ga, dobro definisano. U daljim razmatranjima éemo posmatrati slucaj
a; = t. Kako je e € ©a, £ € K + v, za a(z) < In|z|, definicija
ima smisla. U stvari, moze se pokazati da definicija ima smisla za
svako y € R" kada G € Ga(R"): Neka je G4. € Nu. Tada je (jer je
a(z) <lnz),

02 [ Gal€)e™ 2 (e)de]
le] o —v€
S [ s 1Gocl©llgl e e
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< Ci(a(l/e)+r)*  sup  g(|¢])elker—Ne
lEl<a(1/e)+r

£ Cl(y)9( (1/<‘-)+7“)5qr i

< Cly)es™™

za € dovoljno malo, gde je 6; € ©,. Na sliéan nacin vidimo da je
Lau(Gy) € & za fiksirano y.

Ako je G ograniteno sa strane konusa I' i y € C, tada je konstanta
C(y) jednaka el!l%. Zbog svojih osobina, koje su slitne klasiénim,
koristi¢emo definiciju sa samo takvim uopstenim funkcijama G.

La,.(G)(2) je holomorfna uopitena funkcija u C", jer vazi

(5% )La'*‘(G)(z) = (8—2j +iz—) fa'ﬂ G(€)e ¥ e de

au o au ;
= [ GO igetde +i [ Glee v (—g)ede = 0
Definicija uopstene Laplasove transformacije se poklapa sa klasi¢énom

([80]) u asociranom smislu kada je G ograni¢ena sa strane konusa I’

Propozicija 4.1. Neka je g € S’ ograniéeno sa strane konusa I'. Neka
je Cd : 8" — Ga, za neko a € A. Tada za svako y € C = intl™ i svaku
Jediniénu mrefu pu za a

La,u(Cd(g)) ~ L(g)(- + 1y).

dDokaz: Neka je ) € S ineka je v € C* jednaka jedinici na nosa¢u od
g 1 ograni¢ena sa strane konusa I'. Tada, kako je F()(£)e"%~(¢) € S,
imamo

< L(g)(z +1y),¥(x) > = < F(g()e™)(a),¢(z) >
< 9(€),7(E)e ™ F(¥)(€) >

< Lau(Cd(9))ge(2 + iy), () >
= =< F(Q * Qbs(f)e_ygﬂe(f))(x)? 1/)(33) -
= < g*e(E)u(£), e F(¥)(€) >,



50 GLAVA 4. LAPLASOVA TRANSFORMACIJA ...

gde su L i F klasi¢na Laplasova i Furijeova transformacija, respektivno.
Kako je

< g% $e(E)pd(€),v(E)e * F(¥)(€) >
— < g% ¢e(£),7(E)eTEF()(€) >
= (pe(€) = 1) < g* 8e(€),7()e™* F()(£) >,

ipe(f)—1—0,kadac—0,

< g% $e(€),7(E)e ™ F($)(6) >—< g(£), 1(€)e™* F(¥)(€) >€ C,

< g% $e(6), 1(E)e ™ F($)(€) > — < 9(€),7(E)e ™ F(¥)(€) >— 0,

jerjeg — g* . in &', kada je ¢ € An, N dovoljno veliko, i to dokazuje
tvrdenje. O

Osobine Laplasove transformacije, koje su date u sledecoj propozi-
ciji, su anlogne klasi¢nim ([80]).

Propozicija 4.2. Neka su G,Gq,Gy su u Ga. Tada je:

’ 0% Lan(G)(2) = Lan((i6)"G(O)(2), = € O™
2.
LaslBG(E))(=) = 2 Lan(G(O)(2) + Masule), 2 € CT,
gde je
Mg = [ [ Goe ()™ Os1c(€)d)
3.

La,(G(€)€8)(2) = La,a(G())(2 +a), z € C",

za svako a € C".
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4
Lau(G(€ = &0))(2) = € (Lau(G(E))(2)
+MG,501#(3))7 zE Cn?
gde je
Mg g,u(2 [6”5°ff'¢> B (pe(€ + €o) — pe(£))de],
za svako & € R".
3.
Lau(G1 x G2)(21,22) = Lan(G1)(21) Lau(G2)(22), z € C™.
6.
Lau(Gh ¥ Ga)(2)
= Lau(G1)(2)Lau(G2)(2)
+A{G1,‘32 #( ) zZE Cns
gde je
MGthnU(Z)
= [ [ G16e(©)G6(E)(1eC + &) — el¢)pel€) =+ dedc)
Dokaz:
1.

O Lau(G)z) = &3 [ Gy e

= o [V aeeie= [ igraeeti
= Lau((€)°GO)(:).
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Lau(@GO)=) = [ 06(e)ede
= f 0;Gp (€)™ pe(€)dE]
- /Gw €)(iz;)e’™ pe(€)de]
+[/G¢, )€, 1. (£)dE]
= 2jLa,u(G(€))(2)
+[/*1(b/e)5|s|sa(b/e)+r Glg,e(§) ™ O (€)dE]
= 2jLa(G(€))(2) + Mg ju(2).

a,u

La(G(€)e™)(2) = G(E)e =X e
= Lau(G(€))(2 + a).

Lau(GE = 6))(2) = [ GE —to)eite
= [ Gl (6 + o))
= [ [ Gl€)e ™ pal)de)

izfg tzf
+[e alb/e)<|¢|<a(bfe)+r G¢,¢(§)e

a(b/e)<|E+Eo I<A(b/e)+r

(e + €0) — pe(€)) de]
= (Lo, (G(O)() + Mogy ().

La,,u(Gl X GZ)(ZI) 22)

= [ [T @ talen)etretntn g, ae,
= La'“(G\)(21)La.u(G2)(32)‘
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6.
La‘”(G] B Gg)(Z)
= [ [ 6 - oGa(e)etdedc

= [ [ Grsel¢ ~ )G (6)
pe(C) pe (f)eizcdgdd
= [ Groel)Gape(One(C + )0 dedc]

= [ Cr0e()Gase(6)
el() (€)™ dgd(]
H[ [ Grsel0)Gas.(€)(1e(C +6) = ()

pe(€)e* O ded)
= Lau(G1)(2) Lau(G2)(2) + Ma, 6,,u(2).

Posledica 4.1. 1. Ako G, Gy, Gy imaju kompaktne nosace, tada je
Mg, = Mg, = Mg, G,,, = 0. To znaci da su svik $est osobina
iste kao u klasicnom sluéaju.

2. Ako je a(z) = In(z), i ako su G, Gy i G, u GY, tada Mg ;,
~ Mgy = Mg, 6, ~ 0 za |y| dovoljno veliko.

Dokaz: Dokaz prvog tvrdenja je otigledan a dokaz drugog sledi iz
Cinjenice da za svako y i svako Gy, € &/,

[ Gocl© ™ nele)de — [ Gyule)ei*ae]

[Grge(€) e ¥ e
/|e|>a(1/e) 0<(8)]

Ci(a(1/e))" sup |G (€)™
|£|>a(1/5):£=ff\’+61—‘ 9£I\'€IX-=€FGF

& Cg(a(l/e))”ely[q"'(l i a(l/s))wg—Ne—Ma(l/a)
< C(a(l/e))rtmellCrglvl-N

INA

IN

a poslednji izraz konvergira nuli kada ¢ — 0, gde je [yl > N (N zavisi
samo od uopstene funkcije GG.) O
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Glava 5.

Teoreme tipa Pali-Vinera za
Kolomboove uopstene
funkcije

Definicija Laplasove transformacije data u prethodnom delu je defin-
isana na Ga, a(z) < |z|, $to iskljucuje prirodno prosirenje Laplasove
transformacije temperiranih distribucija na Kolomboove uopstene funk-
cije pa zbog toga nije pogodna za dobijanje teoreme tipa Pali-Vinera.
Glavni problem je u osobinama funkcije secenja p.. Zbog toga ¢emo
dati ovde prirodnije (sli¢nije klasi¢nim) definicije Laplasove transfor-
macije za uopstene funkcije sa kompaktnim nosatem i temperirane
uopstene funkcije.

Oznagimo sa B(0,a), a« > 0 zatvorenu loptu sa centrom u 0 i
polupreénikom a. Koristi¢emo sledeée nejednakosti (videti u (80], Sec.
4.4 i strana 171):

(5.1) y€ 2 [€ld(y,017), ye C, (€T,
gde je d(y, ™) rastojanje od y do granice ' i

Akojea >0i& ¢TI + B(0,a) tada
(5.2) postojer >0, h>0iy e CNS™!
takvi da je Eyo < —(a +7), € = &]| < h.

Koristi¢emo i slede¢u verziju od (5.2):

99
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Neka je £o # 0, |€o| = ao. Oznacimosa I'yy gon = TeonN{E| €] = a0},
gde je

Fﬁo,h = {51 |a‘0|5! €0| }
Tada je
Akojea>01i& ¢ T+ B(0,a), tada
(5.3) postoje r >0, h >0iyo € C NS
takvi da fyo < —(a + 1), € € Doy e0,h-

Ovo sledi iz

4 i£|

—‘fyﬂ=—‘—ao|£l o2 (a+r)>a+r ‘ferao.éo,

Oznagimo sa G¢(I') skup svih G € Gy takvih da postoji njihov pret-
stavnik Gy € & takav da

za svako 6 > 01 8 € Nf postojip€ R, N € Ny

i g € I takvi da za svako ¢ € A;, ¢ = N,

postoje C' > 0175 > 0 takvi da

108Gy (€)] < C(1 4 [€]2)P2e2 DN, £ ¢ T + B(0,6), e < 7.

Primetimo da ako je 'y zatvoren konveksan ostar konus takav da
I'n St cc int (T N S™1), tada je Ge(T1) C Gi(T'). (int znadi
unutrasnjost i A CC B znadi da je A kompaktan u B.)

Nosaé temperirane uopitene funkcije G € G, definisanu pretstavni-
kom G e, je definisan kao nosa¢ uopstene funkcije u G koji je odreden sa
G 1 koje éem opet oznatiti sa G. Kako je Ny C NV, ako je G € Gy(I'),
tada je supp G C I', ali obrnuto nije ta¢no u opstem slucaju.

Sledeéi prostor, uveden od strane Obergugenbergera u [55], je od
ogromne vaznosti za lokalnu i mikrolokalnu analizu Kolomboovih uop-
stenih funkcija:

G>() je prostor svih G € G(2) koji imaju pretstavnika Gy . takvog
da za svako K CC Q postoji N € Ny takvo da za svako a € N§ postoji
M € Ny takvo da za svako ¢ € Ay postoje C > 0in > 0 takvi da je
|0°G4e(z)| < Ce™™, 2 € K, ¢ < n. Primetimo da je G*ND' =¢£.

Stavimo G = G. N G*.
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5.1. Laplasova transformacija u G.

Definicija 5.1. Neka je G € G.(R"). Laplasova transformacija od G,
L(G)(z) € G(R™), z = a + iy, je definisana pretstavnikom

(5.5) L(G)oclz) = [ (€)Goe(e)e™de, = € O,
gde je k € Cg°(R™), k£ = 1 nasupp G i ¢ na levoj strani je posmatrano

kao ¢ @ ¢ € A,(R*™™).

U stvari, lako se moze pokazati da za razlicite pretstavnike Gy 4. i
Gae od G i za razlicite ky,ky € C(R") takve da 5; = k3 = 1 na
supp G, imamo da

21 [ (R1(E)G16.6(6) = K2(§)Gge(€)) e pripada N(R™).

Jasno je da je £(G) holomorfna uopstena funkcija.

Teorema 5.1. (i) Neka je G € G(R") i supp G C B(0,A). Neka je
K funkcija otsecanja koriséena u (5.5) sa nosacem u B(0, A + 1). Za
svako 6 > 0 i a € N postoje N € N i g € I takvi da za svako o€ Ay,
q 2 N, postojen >0 i C > 0 takvi da je L(Gy.)(z) cela funkeija za
fiksirano ¢ < i

(5.6)  |L(Gse)(2)] < C(1+ |af?)(ellA+8)g-N
+6(A+1)IyI59(Q)~N), z € CF, g .

(ii)) Obrnuto, nek a je H wopstena funkcija na R*™ definisana pret-
stavnikom Hy, takvim da za svako &6 > 0 i o € N postoje N € N ¢
9 € I takvi da za svako ¢ € A,, ¢ > N, postojen >0 i C > 0 takvi da
Je Hy . cela funkcija i

(5.7) |Hpe(z)] < C(14 |af*) o (ellA+8) =N

_l_e(A—i-l)IyIE.G'(Q)*N), z 0 &<y

Tada, postoji G € G.(R"), supp G C B(0, A) takvo da e LG=H.
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Primedba: Ako je supp « C B(0, A +r) za neko r > 0, tada mozemo
staviti A + r umesto A+ 1 u (5.6) 1 (5.7).

Dokaz: (i) Parcijalnom integracijom imamo
I£(Gee)(D) = (14 )] [ (1= D) (GorlOnEe)ede
= (1 + |1-|2)—a| [Rn Z (aa'ﬁna’Y(Gqs‘E(E)ﬁ(g))yﬁe—yéeirfdﬂ

By<2a

(1 + [a*)7( My 7 (aa,pnl0(Goe(€)r(€))dE

lelsA+e! B7<2

e By 2 3" )aa,s4|07(Goe(€)s(€))1dE)

BL2a
c(1+ lwlz)-a(elyi(A+5'+sn)E—N 4 e(A+1+50)|y|£g(q)_N),

IN

+]
A+8'<[E|SA+1

IA

z€C" e<n (Agje Laplasijan),
(ii) Neka je

Goo€) = (2m)" | Hoelz)e™* da, E€R", g€ Aje <.

Neka je 3 € N2 i |a| > (|8] + n+1)/2. Tada za svako £ € R™:
(5.810°Go€)] = (210 [ Hyo(a)e"da]
= (7)™ ]Rn(—'m)ﬁﬂqs,s(w)e'”&drl
= @O+ P [ (1= A (=i2) Houle))e™dal
—- (271-)‘71(1 sk m\Z)—al/Rn e—ixé Z b,@;yl,—yzam(3:)'6872H¢,5($)d$|

71 L2a,m<L2a

= (QW)_H(I * I‘E'Z)-al Z bg, 11,72

7 L2a,m L2a
f T (¢ 4 iy PO Hy (a + iy)dal
< CH(IA+D N o (a4149)lu] o(a)-N)
z=z+iyeC", e<y,

gde je C' > 0 odgovarajuca konstanta i ¢ € A, ¢ > N.
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Kao u klasiénom slucaju (videti [36] strana 181), ova nejednakost
implicira G .(§) = 0 za |{| > A+ 1. Zbog ovoga, mozemo zakljuéiti da
Gye(€) pretstavlja element iz G.(R"). Dokazaéemo da je G € N(0),
gde je

O =int(B(0,A+2)\ B(0, A +9)).
Kako je 6 > 0 proizvoljno izabrano, ovo implcira da je supp G C
B(0,A).
Neka je K kompaktan podskup od O. Tada, postoji yo takvo da je

M = (A + 68)|yo| + sup Eyo < 0.
EEN

Neka je b(q) striktno rastuéi niz pozitivnih brojeva takvih da je

(1 = &)[yol

c(q) = g(q) + b(q)(1 + i

Jel.

—b(g)yoIn(¢)
M

Stavimo y = . Tada postoji Cy > 0 takvo da je

?u£ |3’8G¢,5(€)| < Cleb(‘”_N + Eb(q}€Q(Q)—NE(1—5)|yu|b(Q)/M_
ek

Znajudi osobine od £(Gy.)(z), z € C*, moze se lako pokazati da je
[£(Gy.e)] = [Hy,e],
1 to kompletira dokaz za (ii).O

Na sli¢an nacin moze se dokazati slede¢a teorema za glatke uopstene
funkcije.

Teorema 5.2. (i) Neka je G € G°(R") i supp G C B(0, A). Tada za
svako & > 0 postoje N € N i g € I takvo da 2a svako o € Nt ige A,
q 2 N, postoje n > 0 i C > 0 takvi da je £(Gy.)(2) holomorfna
funkeija i

£(Goe)(2)l < C(L+ [of?)(ebl(4+9-N
+6(A+1Hy|£§(f}}—N), zeCh <.
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(it) Obrnuto, neka je H wopstena funkcija na R*™ data pretstcvnikom
Hy. takvim da za svako § > 0 postoje N € N i g € I takvi da za

svakoa e Nige A, ¢ > N, postoje n > 0 i C > 0 takvi da je Hy,
holomorfna funkcija i

|Hpe(z)] < C(1 + |zf2)~o(ell448) N
..|_6(A+1}|y|&-g(q)—N)’ 4 s <,

Tada postoji G € GZ*(R"), supp G C B(0, A) takvo da je LG = H.

5.2. Laplasova transformacija u Gi(I')

Nadalje ¢emo koristiti slede¢u notaciju.

Neka je I € C™, supp | C B(0,s) + I' za neko s > 0, tako da je
0<i<1,l{z)=1,2€l. Za sy >0isy >0 ée odgovarajuce funkcije
biti oznacavane sa [, i I3, respektivno. Uvek éemo podrazumevati da je
8,81, 82 S 1L

Neka je Gy . pretstavnik od G € G¢(T'). Stavimo

(59)  LiGed=) = [ GoulEE)e e dE, 2 € TC.

Lema 5.1. (1) Ako je Gy . € Ni(R™), tada za svako o, 3 € N} postoje
p>0, NeNyigeltakvi da za svako ¢ € A,, ¢ > N, postoje C > 0
tn > 0 takvi da je

e*lvl|y|Pesla)-N
&y, or-yeier» ¥ € G e <

Specijalno je Li(Gy.) € N(TC). Sta vise, Li(Gy.)(- + iy) € N(R™) za
svako fiksirano y € C'.

(ii) Neka su ly il funkcije malo pre opisane. Tada za svako a 3 € INj
postojep >0, N € No i g € I takvi da za svako ¢ € A,, ¢ > N, postoje
C>0:in>0 takvi da je

620] [ (1(€) = b(6))Gie(E)e

. 6ma.\'{s1,82}|y||y|369(9)_N
= O @y o

|070)L(Gy.e)(x +iy)| < C

yY€EC, e <.
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Dokaz: (i) Neka je Gy. € N;. Tada za svako a € N7 postoje p > 0,
g € Ii Ny € N takvi da za svako ¢ € A,, ¢ > N, postoje C; > 0 i
n > 0 takvi da je

109G (€)] < Co(1 + [€])Pe? DM ¢ € R, g€ A, € <.

Neka su a, 8 € Ni, y € C. Tada je

aof (iz—y)€
10505 [ 1 G OUOL=" e

SCuf (PO N i) (—y) e dg
B(0,5)4T
SCer@ My [ (14 |el)Hele*ag, o € RY,
B(0,s)+T

gde su Cy > 01 C; > 0 odgovarajuée konstante.
Koristimo dekompoziciju § = & + &, & € I, & € B(0,s) i nejed-
nakosti (videti (5.1))

(14 ) < Cs(1 + |&4]), 7% < 4@l

sa odgovarajuéom konstantom C3 > 0. Ove nejednakosti impliciraju
da za neko C' > 0 vazi:

eslvl

ptlal -y
Jrar O H PPl < Ot

i dokaz za (i) je kompletiran.
Dokaz za (ii) sledi iz (i), jer integrant pripada AN;(R*). O

Lema 1 (ii) implicira da za razne , i I, i za y € K, gde je K
kompaktan skup u C,

L1y (Goe)(- +iy) — Lip(Gy.e)(- +1y) € Ny(R™)

(x +1iy) = Ly, (Gye)(a +iy) — L1,(Gg.e)(x + iy) pripada N(TC).

U tom smislu, definisimo £(G)( + iy) € G¢(R") kao klasu odredenu sa
Li(Gye)(-+iy) € E(R™). Takode, mozemo definisati L(G) kao element
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od G(T°) koji je odreden sa £i(Gy4.) € Ep(TC). To je holomorfna
uopstena funkcija iz G(T°).
Za drugi deo sledece teoreme éemo koristiti slede¢u notaciju.

(TNS* s ={€€ S| |¢ — &) <6 zaneko & € I'N 5™ 1},
Odgovarajuéi konus ¢emo obelezavati sa ¥s:

€ € % ako je £/[€] € (TN S™)s, € £ 0.
Sa 75 ¢emo oznaciti skup {€ € 35| €] > 6}.

Teorema 5.3. (i) Neka je G € G¢(T') i supp | C B(0,s). Tada za
svako 6 > 0 ¢ a € Nf postoje Nym € N i g € I takvi da za svako
p €Ay, q=> N, postojen >0 i C >0 takvi da je

ILi(Goe(2)] < C(L+]2")7
(eWle=N 4 eslvlzola)-Ny
|d(y, OT=)|™

,zETc,5<n.

ii) Neka je H wopstena funkcija na TC takva da postoji njen pretstavnik
g postog p
Hy . takav da za svako 6 > 0 i a € Nj postoje Nym € N i g € I takvi
da za svako ¢ € A;, ¢ > N postoje n > 01 C > 0 takvi da je Hy.
q ] ®,
holomorfna funkcija i
(5.10) [Hoe(2)] < C(1+[2*)™
(eflvle=N 4 e’lvlgala)-N)
' d(y,ar=)m

Tada postoji G € G¢(R"), takvo da je:

,zeTC,e<n.

a) Za svako § > 0 je supp G C (T + B(0,s)) N ~s.

b) Za svaki konus I'y sa osobinom: int(T; N $"1) D> I'n §»1,
imamo da je G € Gy(I'y).

c¢) Nekaly odgovara konusuT'y iz b). Pretpostavimo da je Ty zatvoren,
konveksan i sustinski. Tada je [L1,(Gy.)] = [Hye] u G(TY), gde
jeCr =int I'], i za svako y € Cy, [L1,(Gpe)(-+1y)] = [Hy (- +iy))]
u Gy(R").
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Dokaz: (i) Koris¢enjem ocena za APG,., |3| < |al, za svako z € TC,
imamo za pogodno izabrane konstante,

iz€ gy JRTI e ¥ (1 + [¢])~*!
| fpn GonlOU@ el < (1t fey=( [ A o
© Y e (Gee(O)I(€))y7]dE

BL20,9<2a

(1 + Je])"*
i -/(B(D,s)+[‘)\(B(O,5)+F) (1 e |£|)n+l
(1= Ag)*(Gye(6)1(6))dE)
< C(1+ |x|2)-cx( sup €~y€(1 o |£|)r+n+1[y|aE_N
£el+B(0,8)

s (L[] ey,
Ee(T'+B(0,s))\(F'+B(0,5))

U prvom supremumu koristimo dekompoziciju ¢ = & + &, & € T,
& € B(0,6) isa (5.1) dobijamo

| sup €714 [E]) |y

¢er+B(0,9)

< C2*lsup(1 + &) FnH S H50)lul o -
&€l

r+n+1 r+nt+l  —(r+n+1) (8+60)|y|  —d(y,0T*
< z(m) e~ (1) (5+0)ll ~d(u.0T*).
gde su C1,C2 > 0 odgovarajuée konstante. Kako su § i 6, proizvoljne,
mozemo staviti § umesto § + §y. Za drugi supremum koristimo dekom-
poziciju{ =& +&, & €T, & € B(0,s)\ B(0,6) i sa slienim argumen-
tima dokazujemo ovaj deo.
(ii) Neka Hy . zadovoljava (5.10). Za y € C stavimo

(5:11) Gyegll) = e¥(2n)" /Rn e Hyo(x + iy)dz, € € R™.

Diferenciranjem po y dobijamo da Gy ne zavisi od y € C, to jest

Goey(€) = G4,e(£), € € R", y € C, gde je Gy (€) € E(R™). Ocena za
Hy, implicira da za svako § > 0 postoje N,m € Nige I takvi da za
svako ¢ € A,, ¢ > N, postoje n > 0i C > 0 takvi da je

Slule=N 4 esluloo(a)=N

ye € e n
(512) IG¢,E(E)I < Ce Id(y}ar*)lm y €<, £ e R,
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Koristeci (5.2), dokazacemo da je Gy.(§) = 0 za | — &| < h, & €
I'+ B(0,s). Uzmimo a = s, y = typ, t > 0. Imamo

et g, (6)] < ett+IEG, (¢)]

=
< eGoe(6)] < Clyo,e)e™ ™, € € R,
gde su C(yo,e) > 01 r > 0 odgovarajuée konstante. Pustajuéi da
t — oo, dobijamo Gy, = 0 u okolini od &. To implicira G4. = 0,
£ T+ B(0,s).

Neka je & & 7s, |éo] = @ > 0. Pokazacemo da postoji konus
Lag.e00 € R™\ (75) takav da

za svako J € N postojepe R, NeNgige I
takvi da za svako ¢ € A,, ¢ > N,

postoje C' > 017 > 0 takvi da je

|85G¢,E(é)| < C(l ¥ |5l2)p/259{q]—N, £ € Fau,fo,h’ e<n.

(5.13)

Kako je
aBG¢,5(§) = z aﬁjyj‘sﬁ_jeyf ]R“ eui‘r{qu,e(l"‘i‘iy)dx: 6 = Fau,Eg,h: e<n,
lil<8

pokazacemo ocenu oblika (5.4) za
G¢,g,j(5) = yjéﬁ_jeyi ] e_irﬁH‘i’,e(x + z'y)d:c, § € Fao-Eo,ha € <.

Iz (5.3), za neko y = |y|yo, gde je yo € S™ !, i neko C > 0 imamo

PGy (6] < Clyf(1 + |€))Pd(y, 8T)™™
.(eﬂyls-—N * erIEQ(Q)"N), 6 (= Fa—o,&hh’ < n.

Birajuéi |y| = , gde je b(q) € I i konstantu r tako da

Yol <L

o(a) + b(g)(1 ; 6)

dobijamo a).
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b) Neka I'; zadovoljava osobine u tvrdenju b).i neka je I'y izmedu

Fl 8
S"IN(R™MT) 5> S*IN(R"\Ty), S"IN(R™\I'2) DD S™IN(R™M\I).

Za svako £ € S" ' NR™\I'; odredimo h = h(&o) tako da (5.13) vazi u
Iigo,n C R™\ 75. Koisteci kompaktnost skupa 5™~ N (R™\ I'y) vidimo
da vazi tvrdenje b).

c) Neka Iy odgovara I';. Stavimo

ﬁé’s(‘t tiy) = j};*(os )4T e_iJUHyEG@S,E('f)ll(f)d{a 2€T% e<ny.

Za dato R > 0 postoji §, > 0 takvo da je i =1 na (B(0,6) +T') N
B(0, R).
Primetimo da (5.12) implicira
H,, ) = G (6)dE, z € TS, '
seletiv)= [ G, (6, 2 € 1% e <

Zae<nizeT%, vazi
Hyo(z +iy) — Hyo(z + iy)
= [, GOt ~ [ oGy (),
1

Sy

gde su Sy i S; podskupovi od
(B(0, max{s;,sy}) + ') N (R" \T15) N B0, R),

R > 0 je odgovarajuéi realni broj i 6o zavisi od R. Koristéi ocene za
G4, van 75 dobijamo tvrdenje ¢). O

Primetimo da u (ii) nemamo to da G € Ge(T'), ali u jedno-dimen-
zionalnom sluéaju je to dokazano u sledecoj teoremi.

Teorema 5.4. Neka je H uopstena funkeija na R + ¢(0,00) takva da
postoji njen pretstavnik Hy, takav da za svako § > 01 a € Ny postoje
N,m € N ig € I takvi da za svako ? €A, ¢ > N, postoje n>01
C > 0 takvi da je H,, holomorfna funkeija i

2V =
(5.1W50(2)| < c“—ﬁ%_
J?n

(eWle=N 4 e’lylsg(“)_N), z€R+1(0,00), e < 9.
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Tada postoji G € Gy, G € Gi([0,00)), takvo da za svako |, H :=
Li(G) je jednako sa H u G(R + i(0,00)) i za svako y € (9,00) je
jednako sa H(- +1y) u G¢(R).

Dokaz: Stavimo
Goes(§) = (2m)™ [ e Hy (a +iy)dz, € € R.

Koristimo istu notaciju kao u prethodnom dokazu, ali sad u jedno-
dimenzionalnom slu¢aju. Kao u n-dimenzionalnom slu¢aju, moze se
pokazati da Gy., ne zavisi od y, Gy = 0 van [—s,00) i za svako
a € Ngidé > 0 postoje Nym € N ig € I takvi da za svako ¢ € A,,
g > N, postoje n > 01 C > 0 takvi da je

Goeil(E)] < Ce¥lyl(1 + |€])P-I

(eﬁlyIE—N+elyI59(Q)—N)
ly|™ )

Neka je K CC [-s — 1,6). Tada postoji yo takvo da je

M = (A + 6)|yo| + sup €yo < 0.
teK

—b(q)yoIn(e)
M

Birajuc¢i y = , gde je b(q) € I izabrano tak da je

b(¢)(1 — 8)lyol
M

dobijamo da (5.4) vazi za Gy, gde je ' = [0, o). Kako je

glq) + el,

Hoelw+iy) = [~ =486, (¢)dz,

imamo
ﬁé.!(w G ‘iy) — H@E(x - iy)
b i o0 .
i / e TEHEG, (£)L(£)dE — / eTHHEG, (£)dE = 0,

gde je 0 < a < b < s+s. Uzmimo § < a. Ocene za Gy, na [a,b]
impliciraju poslednji deo tvrdenja. O



Glava 6.

Hipoelipti¢ni
pseudo-diferencijalni
operatori

U prethodnom delu su razmatrana resenja diferencijalnih operatora
sa konstantnim koeficijentima. Za neke klase diferencijalnih opera-
tora sa promenljivim koeficijentima u prostorima Svarcovih distribucija
se uvodi pojam parametriksa: to je fundamentalno reSenje diferenci-
jalnog operatora do na skup glatkih funkcija. Ostatak resenja dobi-
jamo kao resenje za glatke funkcije. Ovo je takode slucaj za pseudo-
diferencijalne operatore uopétenja diferencijalnih operatora. Klasa hi-
poelipti¢nih (pseudo-)diferencijalnih operatora ima bas tu osobinu pos-
tojanja parametriksa.

Klasa diferencijalnih operatora sa koeficijentima u algebri C, sa
stanovista hipoelipti¢nosti resenja u G, ima ¢itav niz specificnih svojs-
tava koje je izdvajaju u odnosu na siroku klasu pseudo-diferencijalnih
operatora. Ova glava je posvecena redavanju hipoelipti¢nosti u G.

U prvom delu ¢emo izloziti definicije pseudo-diferencijalnih opera-
tora u Kolomboovim prostorima prema [64] sa neznatnim izmenama.
Napomenimo da je sli¢na teorija data u [70].

U drugom delu ée biti izlozeni rezultati dobijeni u saradnji sa S.
Pilipovi¢em ([47]) koji se odnose na hipoelipti¢ne diferencijalne opera-
tore u G i hipoelipti¢ne pseudo-diferencijalne operatore.

Kazemo da je uopsteni polinom od n promenljivih R™ element od

67
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Clay,...,2,). Uopstena polinomijalna funkcija je temperirana funkcija
oblika
Z Qs s &
o] <m
Kazemo da je takva uopstena funkcija reda m ako je a, = 0 za |a| > m
i postoji 3, |B| = m takvo da je ag # 0.
Ako je [hge(2)] = Tjajcmac]z®, onda je h kao uopstena funkcija
uopsteni polinom.
Naime, ako je 3j5,<m[Bae]z” = n(e,z) € Ny(R") tada sukcesivnim
diferenciranjem i stavljajuci 2 = 0 vidimo da su sve 3, . u N°.

6.1. Diferencijalni operatori

6.1.1. Fundamentalno resenje

Podsetimo da je u klasi¢noj distributivnoj teoriji £ fundamentalno
refenje ako je resenje jednacine P(D)E = é.
Neka je
(6.1) P(D)= 3 a.D°
la|<m

polinom u G. U Kolob,moovoj teoriji uopstenih funkcija, £ € G je
fundamentalno resenje ako je resenje jednagine P(D)E = [4.], $to sa
stanovista reprezenata znaci da trazimo E4.(z) iz Ea takvo da vazi

Y tap e DY(Eye(z)) = e(z)

(ovde je D* = il*lg=).

Takvo fundamentalno resenje nam omogucava da resimo jednacinu
P(D)U - G kada j je G uopétena funkcija sa kompaktnim nosac¢em, jer
G [6] E -G u Kolomboovoj teoriji.

Propozicija 6.1. Neka je P(D) uopsteni diferencijalni operator oblika
(6.1) sa koeficijentima u C reda m takav da za neko (e1, 635 ) E R®
postoji C' > 0 ir > 0 takvi da postoji njihov pretstavnik Elal— G b,6C
takav da je

(6.2) | Z da,peC”| > Ce™y € €10,1].

|a|l=m
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Tada P(D) ima uopsteno fundamentalno resenje.
Dokaz: [ slucaj. Neka je
a m—1

qu.e(ig—) = Py D) =0 3. DT + Y Prg (D) Dy,
z k=0
odnosno
m=1 m )
Py o(3) = am g 87 + Z Pk‘,;b,s(.s’)si‘ Y H(S] — s{@‘e(a')),
k=0 =1

gde je s' = o' € R"™ (0 = (03,...,00)) s fixed, s = o1 +imy i s,
je j-ti koren jednacine P, .(51,0") = 0.
Pretpostavimo da je

(6.3) |@mpe|l = Cie"), za neke C, i r € R.

Neka je € > 0 fiksirano kao i ¢/ € R*™!. Ozna¢imo 5{,4:,5(‘7’) == 0'“1?‘_‘2:,'5' +
iT 460 J = 1,...,m. Postoji k € {0,1,...,m + 1} takvo da je za
=k €{0,1,...,m+1}, |n — 7} .| > 1. Ovo povlati da je

T

015
2m
Ako je ¢’ € R", tada je Po(0y + iks,0') = amge [T7L(01 + ths —

51(8")).
Dakle, za |6’ — 0’| < §(m,¢) je

|P£(O'1 -+ ikgr,O")I 2 y EEY € R.

: o 1
51(0") = 5181 <
i uzimajudi da je k3 = k, imamo |1 — T{'l > fi—, - T,,lﬁ i
Cls"

|P€(O'1 +ik0r,5”)| Z 4m s

Prema Hajne-Borelovoj teoremi, mozemo prekriti R"! sa L
mozemo izabrati niz kocki A 4., 7 € N, tako da je

ale 1

. Che"
P +ikj, o) 2 o, o1 €R, ki€ {0,1,...,m+1}, o' €A,
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Deﬁniéimo Fl’él! = Al,qb,e:

n-—1
F?,qb.e = A2,¢,5\A1,¢,51 ey Fn,d),s = An,¢,e\ U Ai,e‘:,ea

i=1

n€N,iT =Ul{(o1 +in,o); o1 € R, 7y =k; € {0,...,m+ 1},

o' € Fj,¢,s}'
Stavimo
1 eé(z,(al+i71=0')>q3(€(01 +1i71,07))
E g~ / : ) d n‘
o(2) (27w)" Jz. Pe((01 + i1, 0")) T EEE

Tada, prema Pali-Vinerovoj teoremi imamo E, € €y i Py o(D)E, = ¢..
Il sluéaj. Neka je Py.(D) pretstavnik od P(z) takav da njegov
glavni simbol P;e = 3|, @a,4,.2* zadovaljava (6.2) za neko ¢ = (c1,. .., ¢,)
€ R, kako je to pretpostavljeno u teoremi.
Stavimo 8; = Y erty, s = Cttakodajeecr = ciyy...y60 = €10 i
ostali ¢lanovi su izabrani tako da je detC # 0. Tada je

Pyo(s) = Py.(t) = Um,¢:1] + €lanovi manjeg reda,
gde je |ampe| = |Poc(c)| = Ce", € € (0,1) (iz (6.3)).
Neka je F. resenje od

Poel D)Byu(e) = 2(5),

gde je ¢(z) = ¢(*C'z) konstruisano na isti nac¢in kao u slu¢aju I. Tada
koris¢enjem

FIR(AD)(s) £ - F(R(z)) (‘As),

gde je A regularna linearna transformacija i Py (t) = P.(s) dobijamo
da je resenje od P, .(D)E. = 1¢. dato sa E.(z) = E.(Cz), z € R".
6.1.2. Hipoelipti¢ni diferencijalni operatori

Neka je Py (D) oblika (6.1) i neka za neke ¢ = (¢y,...,¢,) € R*, Cy > 0
ir>0(6.2) vazi.
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Zovemo ga hipoelipticni ako za svako 2 C R" resenja u G(2) od
(6.4) Bl B =10
u G=(9).

Sledeca propozicija je direktno prosirenje klasiénih rezultata.

Propozicija 6.2. a) Neka je Ey. fundamentalno resenje za Py.(D).
Tada je P,.(D) hipoeliptiéan ako i samo ako je

sing supp, 2 = {0}.

b) Neka je Py.(D) hipoeliptican. Tada za svaki otvoren skup € i
G € G(Q), Py (D)G € G®(Q) povlaci G € G®(Q).
Dokaz: a) Neka je Uy . redenje od (6.4) u G(2). Neka je o € C°(R™),
a = 1 u okolini nule, a € C§°(0), gde je O okolina nule. Neka su

U CC N, BeCFH),B=1na,ineka je W otvoren skup takav
da je W\ O C Q. Tada vazi

Urb‘E(w) = P¢,,5(D)((1 3 Q’)Effhs) * (BUs,e)
(6.5) + (abse) * (Pse(D)(BUs.))
= Po(D)(1 = a)Es.) % (BUse), 2 €W
1 to povlaci da je U € G*=(1Q).
U drugom pravcu, za Ej. imamo Py (D)E;. = 0 na Q C R” \ {0},

i prema definiciji, to povlaci da je £ € G**(Q2). Dokaz za b) direktno
sledi iz reprezentacije (6.5) sa Gy, umesto U,,. O

Remark. Ovaj deo propozicije se obi¢no uzima za definiciju hipoelip-
ti¢nosti.

Neka je Py . hipoeliptican, Q, Qo, W, i O su isti kao u dokazu za b)
u prethodnoj propoziciji, Uy, je resenje od (6.4) i W + O C Q. Tada
vazi sledeca propozicija.

Propozicija 6.3. Za svako ¢ € Ny postoje C >0 i N € N, nezavisni
od Uy, takvi da

(6.6) max | D"Us.e(2)] < € max |Uy,e(z)|e™
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Dokaz: Kako ovo vazi za |q| = 0, pretpostavimo da je |¢| > 0. Tada,
zbog 09( Py (D)(1 — at))Es(t)) € C(O) imamo

O Usel(e) = [ 0(Poc D)L = a(t)) Ea(t))Us.cla = t)dt,
§to povlaci
max |0"Up.e(2)] < € max |Up,e(x)| max [0"(Py.e(D)(1 — a(t)) E.(1))|

i sledi tvrdenje.

Najvaznije tvrdenje ovog dela je sledeca teorema koja je prosirenje
odgovarajuce u teoriji distribucija.

Ideja ovog dokaza je slicna odgovarajuéem iz teorije distribucija
koji je dat u [32] koji sam po sebi nije lagan. Glavni problem dolazi iz
¢injenice da nam trebaju ogranic¢enja stepena od € za fundamentalno
reSenje F pri razmatranju Vy .( Py ), gde je V4 .( Py, ) skup nulaod Py ),
pa koriscenje Leme 3 iz [32], klju¢ne za distributivni dokaz ovde nije
moguce. Zbog ovoga ¢emo prvo dati precizne ocene pri razmatranju
varietea V. (Py.). Tada ¢emo dati dokaz slican citiranom dokazu u

32].

Teorema 6.1. P, . je hipoeliptican ako i samo ako postoji N > 0 takvo
da za svako A > 0 postoji B > 0 takvo da za svako € < §

(6.7) I7| > A(log|o| + N loge) — B
0 +iT € Voo (Pye), Voo(Pse) = {0 +ir| Pyo(o +i7) =0}.
Dokaz: Neka je s =0 417 € V, (Ps). Tada je

Pyo(D)e <> = Py (s)e~*<**> = (.

Prema prethodnoj propoziciji, sa Uy, = e™*<**>|¢| = 1, W = B(0,r),
Qo = B(0, R), sledi |s| < CrelF-7Ile=N § to povladi

log|o| <logCy — Nloge + (R —r)|7|

to jest
|7| = (log|o| + Nloge —log C1)/(R — 7).
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Kako su R i r proizvoljni, tvrdenje sledi. Za dokaz drugog dela teoreme
treba da dokazemo da (6.7) povlaci sing supp, Iv = {0}.

Neka je ¢ > 0 fiksirano i A, B, i N neka su kao u (6.5). Pret-
postavimo da vazi:

¥

a) (o1,02) € R? tako da je

A(log|(oy,02)| + Nloge) > B + 1.

b) m € R, |ni| < (A(log|(01,09)| + Nloge) — B)/2.
¢) (G1+i71) € Voo(Py) i |71] > (A(log (51, 0,)| + N loge) — B).
Tada je
(6.8) |61 — 01| 2 ™V il 7 — 7| 2> WHLig g (0,1).
Pretpostavimo da je |5; — 1] < eV 2 € (0,1). Imamo

Fi—7| > |7| -]

> (A(log|(o1,02)| + N loge) - B)/2
(o1]* + |oo|*) /2
(171]* + |o[2)1/2

—A(log

Kako a) implicira |(oy, 03)| > eBHD/A=N gladi

(51, 02)| > eB+D/A-N _ INI+1 5 eB+D/A=N 1o

Stavimo r = A(log {“—‘F—ﬂg—?ﬁ)/ﬁf To povlaci

g1[7+|o2|?

(loa]* = |52]%)

(a7 Joap)

Alog(1 +(Jol = o 7] £,

r = Alog(l+

I

)/4
(lo1] = |72])

(01, 02)]
My(loy| = |G2])e™ < MpelVHNHL 2 ¢ (0, 1),

IA

M|

INA
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Dakle, imamo |7} — 73| > 1/2 + O(eWHN+1) Ser M, i M, ne zavise od
E:

Sada ¢emo pokazati da je singsupp,F" = {0}.

Neka je Py, oblika Py .(s) = ap 437" + €lanovi nizeg reda. Prema
drugom slutaju dokaza Propozicije 6.1, to moZemo pretpostaviti, bez
smanjenja opstosti. Tada je fundamentalno reenje za taj operator dato
Sa

_ €—i<x,s>é(€s)
Ese(z) = (27) / i el 5
pe(z) = ( . TP(s)
i< J(o1+ir,o’)> i )
L., ?th dal/ GS( (Jl-i—zrlﬂo-))da!’
P(oy +im,0')

gde je T, = {(oy +im,0')| 0’ € Ag,71 €{0,...,m+1},k € N}.

Neka je ¢ fiksirano. Sledeci ideju dokaza Teoreme 4 u [32], podelimo
(01,02) na devet oblasti ©;, j = 1,...,9 linijjama o7 = £y, 03 = +pu
i oznac¢imo ih sa O = {|o1| < p,|os] < p}, Q2 = {01 > p, o] < u},
Q3 = {0y > p,00 > p}, U = {|on| < p,02 > p}, .... Izaberimo p
takvo da je za (oy,02) &

A(log e+ Nloge)— B > 1

A(logp + Nloge) — B > max|7|.
seTe
Neka je B, = B((z1,z2),r) C R"\ {0}, gde je r > 0. Dokazacemo da
je Ey. € G¥(B,) u slutaju n = 2. Dokaz za proizvoljno n je isti ali
tehnicki mnogo komplikovaniji
Oznacimo sa T}, projekciju od ©; na 7.. To znaci da je

Tj5= {(0"1-}'3'7'1,0"” g1 < R,Tl € {0,...,m+1},0"€ AﬂQJ,k € N}

Stavimo

e*—i((i‘],IQ),(S],SQ))&(ES)
Ej.(z) = (2 -”f ds, j=1,...,9.
J ((E) ( TT) Tj Pd;,g(S) S! j b )9

Dokazacemo da su sve gornje uopsene funkcije u G*(B,).
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Jasno je da [E\.] € (B ) Razmotrimo [E,.]. Integracija po kon-
turi oy +im, 00 > pu, 1y € {0,...,m+ 1} ¢e biti zamenjena integracijom
po konturi

—Q(¥)Q1(v) U Qu(1)Qu(r) U Q1) Q1 (1),

gde je
QA je dato sa 7 = (Alog|on| + N loge) — B),
o1 € [p, V],
QUQI() = i +it]0 <t < (Allogy + N loge) - B))
QQi(v) = {v+it|0<t < %(A(logu + Nloge) — B).
Imamo

Ez(z) = (Qﬂ)_n/“([

+
-1 JQu)Q1(w)  JQW)Q:1(v) JQl(#)Qi(”))
c—i((:t.'l,.’.[:2),(81,32)>(;/;(€8)

Pye(3)
Primetimo da je na tim konturama P, .(s) > Cs", za pogodno izabrano
C>0ir>0.

Moze se lako pokazati da je [I;] € G*(B,). Kako za svako k > 0
postoje Cr > 01 C > 0 takvi da

~ 1 < Ckeeltl
145(5(” +:17,07))| < (1+e(v+ |oa|2)1/2)k
eelt| < CEANVA/Z,

dS) :.[1 +Ig+[3

sledi da I3 — 0 kada v — 0.
Tako smo pokazali da j e

-:<m1 81 o
(69) 2,” —-n/ 1161 >¢5 (Sls 2)d81] € Q°°(B,),

Pye(s1,07)

gde je

.
I={s=0;+ i5(A(logo1| + Nloge) — B)| 0y € (i, 00)}.
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Primetimo da, kako je 21 > a, postoji C > 0 takvo da je

]ei<3:1,31>| < Ce—Ax1/2{log|Ul|+Nlogs) < e—AaNﬂIJlI—Aa/?-

Takode imamo

|ds1| < (14 A/(acy))doy

" , €“(A(log |oy| + Nloge) — B)/2
|p(e(s,02))| £ Ci (1 + (o2 + [oa[2 )1 2)F

Ove nejednakosti jednostavno povlace (6.9).

Posmatrajmo sada Fs. koje je odredeno sa p < 07 < 00 i p <
o2 < oo. Pomocu Kosijeve formule menjamo integraciju po T3 sa
integracijom po

(01 + i(A(log|o1| + Nloge) — B)/2) x 03, 01 € (p,0), 02 € (,0)
i tada sa integracijom po
(o1+i(A(log |oy|+ N loge)— B)/2) x (02+1( A(log |o2|+ N log e) — B) /2),

01 € (p,00), g € (p,00).

Uz (6.8) i sa pogodnim ocenama za ¢ i i < z,s >, moZemo pokazati
da je [Es.] € G®(B,). Dokaz da su [Ex] € G®(B,), k = 4,...,9 je
ponavljanje slucajeva k =2ik=3. O

Teorema 6.2. Operator P, .(D) je hipoeliptiéan ako i samo ako postoji
h > 0 takvo da za svako A > 0 postoje B > 0 i M > 0 takvi da vazi
sledede:

(6.10) o+ir € Vy o = |7| > AeM|o|M — B.

Dokaz: Jasno je da (6.10) povlaci (6.7). pretpostavimo da (6.7) vazi.
Koristi¢emo Teoremu 4 iz [33].

Neka je P(o1, 03, 03) realni polinom od n = n; +n,+n3 promenljivih
o; € R™, n; € No, 7 =1,2,3. Ako povrs M data sa P(0y,03,03) = 0
nije prazna i lezi u domenu |o;| > ¢(01), gde p(t) — oo kada t — oo,
tada postoje h > 01 B > 0 takvi da M lezi u domenu definisanom sa

|0'2| Z |0'1|h —B.
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Prvo, primetimo da o + it € V. & (0,7) € Vj., gde je V. skup
realnih nula od P;. = P(o, 7,€) + Pi(o,7,¢), gde je Py (o +ir) =
Pi(o,7,€) +iPy(0,7,¢). Koeficijentu od P, su racionalne funkcije od
€. Mozemo pretpostaviti da su polinomi po ¢, jer eMPy (o +it) =
(eMPi(o,7,6) + eMiPy(o,7,¢€), ima isti skup nula za svako ¢ € (0,1).

Stavimo Py.(o,7) = Pd),e(eNa,'r). Prema citiranoj teoremi dobi-
jamo

(o,7) € f’(;,‘g = (E_NO',T) € 17¢,5 = |7| > Alog|o| — B.

Dakle, za (o,7) € V. immo |r| > lo|* — B za odgovarajuée h i B. To
povlaci da je |7| > eMo|" — B if (0,7) € V., $to je trazeno tvrdenje.
O

6.2. Pseudo-diferencijalni operatori

Definicija 6.1. Skup amplituda ST = Sy R"xR*»xR"x(0,1]), m €
R, je definisan kao skup funkcija a(z,y,€, <), glatkih po (z,9,¢) €
(R")? 2a svako ¢ € (0,1], neprekidnih po € € (0,1] za svako (z,y,€) €
(R")*, takvih da postoji N € Ny takvo da za svake a, B, € Ny postoji
C =C(a,B,7) > 0 takvo da je

(&
(Gla?ﬁfaga(may,fﬁﬂ < —N(l i |'5|)m_|ala (z,9,€) € (Rn)sag € (0, 1]‘

m

Ako postoji N € Ny takvo da za svako m € R i svako a,f3,v € Ng
postoji C = C(a, f,7,m) > 0 takvo da (6.11) vazi, tada a(z,y,é,€) €
8%,

g

Definicija 6.2. Neka je a € Sg's 1 € No, a p11.(€), pa:(y) jedinéine
mreZe iz Cg°(Ry) « C5°(RY) respektivno. Neka je G € G:«(R")
Definisimo A,,, i A,,,, na G(R") sa

ei<T-y,£>

G2 = o [ (1+|€|2)lﬂ‘gi'i]+r(1‘Av)[l'ﬂ?ﬂ}”

(a(,y,& ) pac(y) G (e, y))dydeE, (4,2) € Ay x R,
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gde je [I’—"gﬂ] ceo deo od M% i+ [m;—”] >wnfd i

(613)  AwnG(9ez) = @) [[ < a(a,y,6,e)
#u(f)ﬂzs(y)G(%ay)dydf

Primetimo, da ako je m < —n, tada u (6.13) uzimamo r =0 i
.uz" (¢E1"L) = AHQG'(¢E7m)
= (2n)™ f/mn €TV a(a,y, € €)puae(y) G(¢e, y)dydE.

Propozicija 6.4. 1. Ay, i A, ,, sulinearna preslikavanja iz G,(R™)
u gt(R")

2. Za svako pme(€), pa:(y), r i G € G(R™), AL,.G i A, ,,G su

asocirani.

3. Za svako pe(€), fu1e(§), p2e(y), fiae(y) i G € Gi(R"), Ay, G i

A5, G su asocirani.

Propozicija 6.5. Ako je a € 7, tada za svako p1.(€), pae(y) ir €
No, ApyrGye(T) 1 Apy, Goe(z) su u GP(R™) ¢ asocirani su.

Operatore oblika A, ,, ili A, ¢emo zvati pseudo-diferencijalni op-
eratorima.

Neka su a € 57" i h € C§°(R) takvi da h(t) = 1, |t| < to, h(t) =
0, |t| >t > to. Za A#m2 stavimo

Ausz(‘?stm): p1 2 (‘fbe’ ) m.u: (¢’€= ) Gegt(Rn)v
gde je

ApnG(geyz) = (21)™" f/Rh e <TTV h(|z — yl)a(z, y, & €)
H1e(&) pae(y)G (@, y)dydE

i Ay, ima (1= A(|z —y|)) umesto h(|z — y|) u dvostrukom integralu.
Procedura je ista sa pseudo-diferencijalnim operatorima oblika A, ,.

Za svako (€, ¢), preslikavanje (z,y) — h(|lz—y|)a(z,y, £, €) je sustin-
sko, $to znaci da su inverzne slike prve i druge projekcije kompaktnog
skupa u R" u preseku sa nosatem ove funkcije kompaktni skupovi.
Takode je h(|z — y|)a(z,y,€,¢) € ST
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Definicija 6.3. Pscudo-diferencijalni operator koji odgovara amplitudi
a € 57" sa osobinom da je za svako (€,¢) € R™ x (0,1],

(R")? 3 (z,y) = al@,y,€,¢)

sustinsko preslikavanje, zavemo sustinski pseudo-diferencijalni opera-
tor.

Pseudo-diferencijalni operator koji preslikava G.(R") u G (R™)
zovemo uglacavajuéi pseudo-diferencijalni operator.

Moize se pokazati da A, ,, : G.(R") — G (R™).

Prema tome, za svaki pseudo-diferencijalni operator A, ,, : G:(R") —
Gi((R™), postoji sustinski pseudo-diferencijalni operator A, : Gi(R") —
Gi(R™) takav da je A, ,, — Am u, Uglacavajuéi pseudo-diferencijalni op-
erator. Ista procedura se moza uraditi za pseudo-diferencijalne opera-
tore tipa A, .

Nadalje ¢emo izostavljati oznake iy i pyr, ali treba stalno imati u
vidu da operatori uvek zavise od indeksa. Amplitude sustinskih opera-
tora ¢emo ozmacavati sa @, a odgovarajuce suitinske pseudo-diferenci-
jalne operatore sa A.

Definicija 6.4. Sa S72 = S™(R" x R" x [0,1)) éemo oznaditi podpros-
tor od ST'(R" X R™ x R" x [0,1)) koji sadrzi amplitude a(z,&,¢), koje
ne zavise od y za koje vazi (6.11). S;>° je definisan kao skup elemenata
iz S;%° koji ne zavise od y. Elemente od Sty zovemo simbolima reda m.

Svako a € Sy isvako gy, pg ili gy i r definise pseudo-diferencijalni
operator

A: Ge(R”) — Go(R™).

Definicija 6.5.. Formalni simbol je niz simbola a; € Sag’y § € Ny,
takvih da m; — —oo strikino i N; < N < oo (N; su eksponenti od ¢ za
a; u (6.11)). On se oznaéava sa
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Na uobicajeni nacin mozemo konstruisati pravi simbol: Postoji a €
S50 takvo da za svako jo € Ny,

& — Z aj; € S:;JD.
i<jo
On je odreden jedinstveno do na klasu S;*. Za svaku ampli-
tudu a(z,y,€,¢) € S* postoji simbol a(z,&,¢) E Sty koji definise isti
pseudo-diferencijalni operator A : G¢(R") — G¢(R") do na uglacavajuéi
pseudo-diferencijalni operator A : G.(R*) — G=(R™).
Ako su A 1 B pseudo-diferencijalni operatori, njihova kompozicija
Ao B je definisana kompozicijom A i B, Ao B. Ova definicija je
odredena slede¢om propozicijom.

Propozicija 6.6. Neka su A i B pseudo-diferencijalni operatori sa
simbolima a € S§, i b € Sm i neka su A i B odgovarajuéi sustinski

operatori. Simbol sustmskog operatora A o B je dat sa

—3)lel
Z ( ag a?a(-r,ﬁ,é)agb(:c,g,s),

aeNp

Mikrolokalna analiza u G je bazirana na sledecoj definiciji (videti
u [70]).

Definicija 6.6. Temperirana uopstena funkcija G je ”Svarcova”, ako
ima pretstavnika Gy () sa sledecom osobinom: Postoji N € N takvo
da za svako o € Ng i p € N postoji ng € N takvo da za svako ¢ € A,
postoje C' >0 i 6 > 0 takvi da

|D*Gye(2)| < Ce™™(1 + |22)7?/2, 2 € R™.

Neka su ¢ € Cg°(R") i Gy« pretstavnici od G. Definidimo F(pG) €
Gi(R™) pretstavnikom F(oG)y.(€):

"F(SQG)&E({) = f(gﬁ(ﬂ?)Gé'E(.’B))(f), { EXR,

gde F oznacava Furijeovu transformaciju u L*(R"™). Moze se lako po-
kazati da je ovaj element dobro definisan.

Oznagimo sa I' konveksan otvoren konus u R" koji ne sadrzi pravu.
Sa I'r, R > 0, je oznacen skup I'r = T'N {¢; |¢| > R}.

Neka je (z0,£) € 2 x (R*\ {0}). Koristi¢emo sledeé¢u funkciju.
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(a) ¢ € CP(Q), ¢ = 1 u okolini od zg;

(b) ¥ € C*(R"), supp ¥» C T, ¢ je pozitivno homogena reda nula u
I'r za neko R € (0,|£|) i ¢ = 1 u okolini od &.

Sledece dve definicije Skarpalezosa, [70], su prirodno prenesene iz
teorije distribucija.

Definicija 6.7. Kazemo da je G € G(R") "Svarcova” u konusu T’ ako
za svako & € I' postojit) sa osobinama iz (b) tako da je G ”Svarcova”.

Konus ¥,(G) je skup svih n € R" \ {0} za koje ne postoji ¢ sa
osobinama’iz (b) tako da je G je ”Svarcova”.

Definicija 6.8. KaZemo da je G € G(Q) mikrolokalno regularna u
otvorenom konusnom skupu y C Q x R" (konusnom po drugoj promen-
ljivoj) ako za svako (x9,&) € 2 x (R™ \{0}) postoji otvorena okolina
Qo od xo, konusna okolina I'y od &, i funkeije ¢ i ¢ sa osobinama iz (a)
i (b) (saQp i Lo umesto Q i T') tako da je (&) Fi(pG)(E) "Svarcova”.

Talasni front od G € G, oznaéen sa WF,G, je komplement unije
svih konusnih skupova ~ gde je G mikrolokalno regularna.

Definicija 6.9. ([65]) Pseudo-diferencijalni operator A u Q je regular-
izirajuci u (zo,&) € Q x (R™\ {0}) ako postoje p € CF(N), ¢ =1 u
okolini od xy, i konveksan otvoren konus I' takvi da simbol a(x,€,¢) od
A ima sledeéu osobinu: Postoji N > 0 takvo da za svake o, 3, M € N,
postoji Copar = 0 takvo da

10288 p(2)a(z,€,€)| < Cappre™(L+ €)™, z€Q, £ €TR, |¢] > R.

Pseudo-diferencijalni operator A u Q je regularizirajuéi v otvorenom
konusnom skupu v of Q x (R"\ {0}) ako je regularizirajuéi u svakoj
tacki od ~.

Komplement u Q x (R"\ {0}) od unije svih konusnih otvorenih
skupova u kojima je A regularizirajudi zovemo mikronosaé od A i ozna-
¢avamo ga sa psupp,A.

Propozicija 6.7. ([65]) Neka je A sustinski pseudo-diferencijalni op-
erator u i G € G(N). Tada je

WE(AG) C (WF,G) N psupp, A.
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Dokaz propozicije sledi iz sledeée dve leme.

Lema 6.1. Neka je G € G.(Q) i (z0,&0) € @ x (R™\ {0}). Tada
(z0,&) ¢ WF,G ako i samo ako postoji otvorena konusna okolina T
od (x9,&0) u Q x (R"\ {0}) takva da BG € G°(N) za svaki pseudo-
diferencijalni operator B u Q &iji mikronosaé je sadrzan u I,

Dokaz: Pretpostavimo da (29,&) € Q x (R™\ {0}) pripada psupp, A.
Neka su ¢ i % iz Definicije 6.17. Tada, raéunajuéi simbol od B o
(¥(D).p) — B, moze se pokazati da je on uglacavaju ¢i, §to povlaci
Y(D)pG € Gg° ako i samo ako BG € G°. Sada vidimo da tvrdenje
lako sledi (videti Proposiciju 38 u [65]). O

Lema 6.2. Neka je A pseudo-diferencijalni operator koji je uglac¢avajuci
u otvorenom konusnom skupu I' od Q x (R™\ {0}). Ako je talasni front
od G € G.(N) sadrian u I', tada je singsupp,A(G) prazan.

Dokaz: Moze se pokazati da je operator ¢(D)p o A uglacavajuéi. Ovo
implicira tvdenje, jer je
singsupp, (¥ (D)p o A — A)(G) prazan.O
Neka je G € G.(R) i (z0,&0) € @ x (R*\ {0}). Tada (zo,&) ¢

WF,G ako i samo ako postoji otvorena konusna okolina I' of (zq, &) u
0 x (R™"\ {0}) takva da je BG € G{°(1) za svaki pseudo-diferencijalni

operator B in  ¢iji je mikronosaé¢ sadrzan u I'. O

6.3. Hipoeliptiéni operatori

Definisacemo hipoelipti¢éni pseudo-diferencijalni operator u Kolombo-
ovom prostoru analogno klasi¢noj definiciji u prostorima distribucija

(videti u [35] ili u [74]).

Definicija 6.10. Sustinski pseudo-diferencijalni operator P sa sim-
bolom p(x,€,¢) zovemo hipoeliptiénim ako vai:

1. Postoje NEN, & >0, M >0,C >0in>0 takvi da

CH1+IEN™eN < Ip(x, €,6)| < C(1+[EYMe™, |€] > &, € < 7.
(6.14)
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2. Za svake o, 3 € NI postoje £y > 0, Cap>01in>0 takvi da
Dg Dip(z, €, ¢)
p(z,§,¢)
Kazemo da je pseudo-diferencijalni operator A hipoeliptican ako

postoji sustinski hipoelipti¢ni operator B jednak sa A do na uglacavajuéi
operator.

(6.15) | | < Cap(1+ [E)7*, 1€] > o, € < 1.

Propozicija 6.8. Za svaki sustinski hipoelipticni pseudo-diferencijalni
operator P postoji sustinski pseudo-diferencijalni operatori Q i Q' takvi
da su

PQ ' —1iQP — I operatori uglaéavanja,

a Q i Q' su jednaki do na operator uglacavanja.

Dokaz: Neka je P sustinski pseudo-diferencijalni operator sa simbolom
p(z,&,¢) koji zadovoljava Definiciju 6.3. Tada vazi sledeée: Za svake
a, B € Ng postoje & > 0, Cop>01in>0 takvi da

Dngp(;L‘, £, E)-l

6.
(8:15) | p(z, & ¢)!
< Cap(l+[E)7 1€] > &,
€ <.

Dokaz tvrdenja ée biti dat indukcijom po duzini multiindeksa. Ocigedno
ako jea = B = 0, tada vazi (6.16). Diferenciranjem jednakosti plz, €, ¢)
p(z,&,€)™" =1, za dovoljno veliko ¢, dobijamo
p(z,¢,€) D Dip(z, € ¢) !
= =2 Carp D DL p(z,€,) DE" DE" p(z, £,6),

3

glejed' +o" = a, f'+ 8" = Bila"+ A" < |a+ B|, o, € NE. Tada
je
Dg Dip(x, €, e)™
pe(a, €)1
- _Y 0, Dg' DY p(x,€,¢) D" DE"p(x, €, )
s Pg(li,f) Ps(l‘,f)_l ’
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1 zbog (6.16) i indukecijske hipoteze, tvrdenje vazi.

Neka je () sustinski pseudo-diferencijalni operator definisan sa sim-
bolom ¢o(z,&,¢) koji je jednak p~*(x,£,¢) za veliko €. Stavimo Ry =
QoP — 1. Prema Propoziciji 6.13, simbol od Ry ima sledeée asimptotsko
razlaganje:

T‘o(:ﬂ,é,é) = Z(iDg)“p(:):,f,e)Dfp(a:,{,E)—l/a!
a#0
% 1 (iD¢)p(2,€,¢) Dip(,&,¢)”!
a¢0‘]! P(x,f,E) p(x,{,s)“
Pretpostavke (6.14), (6.15) 1 (6.16), impliciraju da postoje & > 0 1
Cl 5 > 0 takvi da
|?‘U(Ia€v5)| C(1+l£|)hla
|Dg Diro(z, €, ¢)| aall N T
Druga nejednakost vazi zbog toga sto je

v, DEDPp(z, €,
p(l’,f,f)

IA A

)

konaéna suma proizvoda oblika
D?’Dﬁ’p(w,_f,e)
p(z,€,e)
koji su nezavisni od ¢ zbog (6.15), a isto vazi za p(z,€,£)~! zbog (6.16).

Neka je ¢ ~ Z(—rgs)j simbol sustinskog pseudo-diferencijalnog
=0

operatora ;. Tad?a ¢e @ = QoQ, biti desni parametriks od P. Posto-
janje desnog parametriksa se moze pokazati na isti naéin. Ovi paramet-
riksi su jednaki do na operator uglacavanja, jer akosu QA—Ti AQ'—1I
operatori uglacavanja, tada je Q@ — Q' = Q(I — AQ’) + (QA — I)Q’ op-
erator uglatavanja (kao kompozicija obi¢nog i operatora uglaéavanja).
[

Posledica 6.1. Neka je P hipoelipticni pseudo-diferencijalni operator.
Tada je

WF,(PG) = WF,G
za svako G € §.
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Dokaz: Primetimo da je WF,(PG) C WF,G ([65]) za svaki pseudo-
diferencijalni operator P. Za hipoelipti¢ni pseudo-diferencijalni opera-
tor P i njegov parametriks () imamo

WFE,(G) = WF,(QPG) C WF,(PG)

i to dokazuje tvrdenje. O
Elliptiéni pseudo-diferencijalni operator P je definisan u [65] na
uobicajeni naéin: Simbol p(z, €, ¢) treba da zadovoljava sledeée uslove:

(6.17) CH1+ €)™ < Ip(a,&,¢)] < C(1 + |EhHM

umesto (6.14). Kao i u klasi¢nom slu¢aju, moze se pokazati da (6.17)
implicira (6.15) a to zna¢i da postoji parametriks za takve pseudo-
diferencijalne operatore. Zvaéemo ih eliptiéni pseudo-diferencijalni op-
eratori sa klasi¢cnom amplitudom.

Ako postavimo sledeéi uslov za simbol sustinskog pseudo-diferenci-
jalnog operatora P:

(618)  CT'(1+[E) Ve < fp(a,,9)| < C(1 + ey MeN

umesto (6.17), kao u prethodnom sluéaju, mozemo pokazati da tada
(6.18) implicira postojanje parametriksa za A.

Tako smo uopstili definiciju elipti¢nosti iz [65] koriséenjem (6.18)
umesto (6.17) u definiciji.
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Glava 7.

Nelinearne parcijalne
diferencijalne jednacine

Ova glava se sastoji iz tri celine. To su:

1. Sistemi semilinearnih hiperboli¢nih jednacina, sa jednom i vige
prostornih promenljivih.

2. Sistemi kvazilinearnih hiperboli¢nih jednacina sa jednom pros-
tornom promenljivom, svrstanih u sisteme odrzanja (konzerva-
tivne) i nekonzervativne sisteme. Posebno ée biti analiziran slucaj
kada se sistem jednacina svodi na jednu jednaé¢inu. Napomenimo
da se jedna kvazilinearna evoluciona hiperboli¢na jednagina prvog
reda sa jednom prostornom promenljivom uvek moze napisati u
obliku zakona odrazanja. Resenja su uglavnom traZena u obliku
udarnih talasa i retkolomljivih talasa ("rarefraction waves” na en-
gleskom). Takode su analizirana klasi¢na resenja kvazilinearnih
hiperboliénih jednacina sa vige prostornih promenljivih.

3. Solitonska resenja hiperboli¢nih jednacina odrzanja opisanih u
prvoj polovini prethodnog dela.

87
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7.1. Sistemi semilinearnih hiperbbli(":n-ih
jednacina

Originalni rezultati autora u saradnji sa Pilipovi¢em su dati u drugom

delu.

7.1.1. Primeri i klasi¢na teorija

Rezultati koje ovde navodimo su klasi¢ni i mogu se naéi u [55], gde
je dato njihovo prosirenje u okviru prostora Kolomboovih uopsteni
funkcija.

Semilinearni hiperboliéni sistemi mogu modelovati procese kao sto
su prenosenje i Sirenje, i procese nelinearnih interakcija. Difuzija, dis-
perzija i udarni talasi se ne mogu modelovati sistemima ovog oblika,
ve¢ kvazilinearnim sistemima, koji ¢e biti obradeni kasnije.

Hiperbolicnost sistema zna¢i da je vremenska promenljiva izdvojena
i da je Kosijev problem dobro postavljen u napred i u nazad u vremenu
(globalno u linearnim sistemima sa konstantnim koeficijentima, a bar
lokalno u semilinearnom sistemu) za proizvoljne poéetne uslove.

Prototip semilinearne hiperboli¢ne jednacine je

atu 4 /\axu = F,
gde pretpostavljamo da F zavisi od t,z,u a A = Az, 1).
Pre nego sto se budemo bavili opstim slucajem, evo nekih karakter-
isti¢cnih primera.

1. Model kretanja lovca i Zrtve:

du+ \Mdu = wuv
331) -+ )\-28;5'0

—Uuv.

2. Bolemanov model kineticke teorije gasova sa diskretnom brzinom:

du + Adyu = Q(u)

?
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gde je u = (uy,...,u,), A konstantna dijagonalna matrica, a () je
kvadratna forma. Specijalni slu¢aj je Karlemanov sistem:

du+0,u = vi-u?

v — 0w = u?—2?
i Brodvelov model
u+du = w?—ww
v —0v = w?—uv
ow = 2w - uw).

3. Model dinamike stanovnistva u zavisnosti od godista:

(O + O)ui = Gi(z,u)uy, i=1,....n

¥

gde 2 oznacava godiite a u;(z,t) je koli¢ina ljudi godista z u
vremenu .

4. Klasi¢na teorija polja, gde je tipican primer Klajn-Gordonova
jednacina:
Fu— = —V'(u),
za promenljivu u polja i potencijalom V. Posle aproksimacije
funkcije V' u stepeni red, dobijamo jednacine oblika
2u — 0% + m*u + cu® = 0.
Drugi primer je sinus-Gordonova jednacina
Ofu— P+ sinu =0
koja modelira fenomen magnetskog fluksa u kristalima u meha-
ni¢kim sistemima.
Najistrazivanija jednacina ovog tipa je Klajn-Gordonova-Dirakova
jednaéina:
Ip —adep = (M — gp)Bip
dfp—Ro+mPo = gy,
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gde je 1 = (y1,12) € C* Dirakovo spinorsko polje, ¢ je mezonsko
pOljev Mu g,m >0,

Opsti semilinearni hiperboli¢ni (n x n) sistem za dve nezavisne pro-
menljive (z,¢) € R? je oblika

(0: + M(z,t)0;)v(x,t) = G(z,t,v(z,t)),

gde je v = (vq,...,v,), M je n X n matrica sa glatkim koeficijentima i
G = (Gi,...,Gn) je glatki vektor. Hiperboli¢nost u ovom slu¢aju znaci
da se matica M(x,t) moze dijagonalizovati nad R, odnosno, postoji
regularna glatka matrica Q(x,t) takva da je A = Q! MQ realna dijag-
onalna matrica. Ovo je sigurno ta¢no u slu¢aju striktne hiperboli¢nosti,
odnosno onda kada M(z,t) ima n realnih i razli¢itih karakteristiénih
korena
Ak, 1) > oo 2 Aulzst)s

Smena zavisne promenljive u = (7'v daje semilinerni hiperboli¢ni sis-
tem istog oblika, gde je M realna dijagonalna matrica.
U ovom delu ¢emo posmatrati Kosijev problem

(7.1) (0r + Az, t)0:)u = F(z,t,u), u(z,0) = a(z),

gde je A = diag{Ay,...,A,} je glatka, realna, dijagonalna matrica, F je
glatka vektorska funkcija od 2,¢,u. Po komponentama, ovaj sistem je
dat sa

(7.2) (O + Aj (2, t)0p)u; = Fi(,t,u)
(7.3) w2, 0) = a;(x)

Diferencijalni operatori na levoj strani su glatka vektorska polja 9, +
Aj(@,t)0z. Oznatimo sa z = v;(wo, to,t) odgovarajuéu integralnu krivu
tog vektorskog polja koja prolazi kroz (g, tp) u vremenu ¢ = t, to jest

(74) 0’7’j(;1’01t0,i)/ai = /\j(’}/j(ito,to,t),i)

v; (2o, to, to) = zo.



7.1. SISTEMI SEMILINEARNIH HIPERBOLICNIH JEDNACINA 91

Ove krive zovemo karakteristiénim krivama (ili karakteristikama) sis-
tema.

Neka je Ky C R kompaktan interval. K Je domen definisanosti za
Ko ako je KN(Rx{0}) = K, i ako za svako (z,t) € K sve karakteristike
koje spajaju (z,t) sa z-osom ostaju svom svojom duzinom u K. Tipi¢an
primer je skup K7 koji je ogranicen karakteristi¢nim krivama iz krajnjih
tacaka skupa K, i pravama t = +7.

Sada ¢emo transformisati problem (7.2), (7.3) u sistem integralnih
jednacina. To ¢éemo postiéi posmatranjem sistema (7.2) kao sistem
obi¢nih diferencijalnih jedna¢ina duz karakteristicnih krivih. To znagi
da integraledi

d
Euj(‘)'j(x’t* T)v T) = F}(7j($= t?T)vr’u(’Yj(x!t?T)aT))

od 0 do t, dobijamo

(7:5%5(2,8) = 0503 (@, ,0) + [ Fios(a,t,7), 7,03, 0, £, 7)) dr

Ekvivalencija ovog sistema sa polaznim vazi za sva distributivna resenja
. . . 1 2
koja pripadaju L] (R?).

Propozicija 7.1. a) Neka je a € C(Ky). Tada postoji T > 0 takvo da
problem (7.4) ima resenje u € C(Ky).
b) Za svako Ty > 0 postoji najvise jedno resenje u € C(Kr).

Dokaz ove teoreme se izvodi pomocu primene teoreme o nepokretnoj
tacki.

Primedba. Moze se pokazati da resenje ovog problema neprekidno
zavisi od pocetne vrednosti u supremum normi.

Sada ¢emo navesti dve teoreme koje se odnose na postojanje i jedin-

stvenost klasi¢nog resenja problema (7.2), (7.3) uz odgovarajuéu glatkost
pocetnog uslova.

Propozicija 7.2. Pretpostavimo da Je gradijent od F'(z,t,u) po u uni-
formno ogranicen kada (z, t) pripada nekom kompaktnom skupu. Tada
problem (7.2), (7.3) ima jedinstveno resenje u € C'(R?) za pocetni uslov
a € C(R).
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Propozicija 7.3. Neka je a € C*(R), 1 < k < oo i pretpostavimo da
postoji resenje u € C(K7) od (7.2), (7.3) za neko To > 0. Tada je i
u€ C*R x (0,7)).

Predimo sada na resavanje pocetnog problema (7.2), (7.3) u Kolom-
boovoj interpretaciji. Ovaj sistem pisemo u obliku

(7.6) 0+ Az, )8:)U = F(z,t,U) (u G(R?)
Uio = A(uG(R)),

gde je A = (A4, ..., A,) € G(R)", a A je kao i u klasi¢énom slu¢aju re-
alna dijagonalna glatka matrica za koju globalno postoje karakteristiéne
krive. Trazimo resenje U = (Uy,...,U,) € G(R?*)". Da bi kompozicija
U i F bila dobro definisana, neophodno je da F' bude glatka funkcija,
polinomijalno ograni¢ena zajedno sa svim svojim izvodima po U kada

(z,t) pripada nekom kompaktnom skupu. Generalna pretpostavka u
ovom delu je da je

U VyF(z,t,U)
funkcija uniformno ograni¢ena u odnosu na (z,t) koje pripada nekom

kompaktnom podskupu od R?

Teorema 7.1. Pod gornjim pretpostavkama, za dato A € G(R), prob-
lem (7.6) ima jedinstveno resenje U € G(R?).

Dokaz:([55]) Naves¢emo dokaz ove teoreme, jer je tipi¢an za ¢itavu
teoriju nelinearnih jednacina u Kolomboovim prostorima Nadalje éemo
identifikovati ¢ € Ay(R) 1 ¢ X ¢ € Ap(R?). Za dato ¢ € Ap kon-
struisimo klasi¢no glatko resenje U, . sistema
(O + Az, 1)0:) Uy = Fl(z,t,Uy.)
Use(2,0) = Age(z)
koje postoji na osnovu Propozicija 7.2 1 7.3, gde je As. pretstavnik

od A. Jasno je da Uy. € £(R?). Egzistencija ée biti dokazana kada
pokazemo da je U, . u £y. Napidimo sistem u ovom obliku

01+ A2)Usolt) = ([ Y F(2,t, 0Us (2, 1))do)Usa(z,2) + F(z,1,0)
U¢’5($,O) = A¢,!E(I).
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Ovo je oblik pogodan za korii¢enje linearnih procena. Koristi¢emo
domen K7, koji je prethodno definisan, jer je svaki kompktan skup
u R? sadrzan u nekom skupu tog oblika. Kako je Ay € Ey postoji
N € N takvo da za svako ¢ € Ay postoje C > 019 > 0 takvi da je

sup |Ag.(z)| < Ce™™, e <1,
r€Rp

gde je Ko = K N {t = 0}. Na osnovu Leme 7.1 koja ée kasnije biti

formulisana, a ¢iji je dokaz dat u [55], imamo ocenu

sup [Upe(a,8)] < (Ce¥+T sup |F(a,t,0)))
€K (. t)eRT

exp(nT”  sup |V, F(x,t,y)|).
reKp,yeCn

Kako je gradijent po y od F ogranicen na Ky dobijamo

sup - Uy oz, 1) < Cye™™,
(:I!,t)E[(T

za malo €. To je ocena za nulti izvod. Procenimo sada 0;Ug . Prime-
tivéi da je komutator za d; + A, i 9,

[0: + ADy, 85) = —(9:A)0,
dobijamo

(0 + ADL)(0:Uye) = 0.F(a,t,Uy.)
+[at + Aar, BI]U¢J,E
= (VUF(mvtsU¢.s) I (aa:A)(mat))
-aqus,g + (azp)(il*, & U¢.8)1
0yUs(2,0) = O0:Ap ().

Ovo znadi da .U, . zadovoljava jednaéinu na koju se moze primeniti
ista lema. Na ovaj nacin se dobijaju ocene za sve izvode po z. Ocene
za meovite izvode i izvode po ¢ dobijamo iz sistema jednacina pomoéu
sukcesivnog diferenciranja. Ovo znaéi da Use € Emt.
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Dokazimo sada jedinstvenost. Neka su U i V dva resenja sistema.
Tada je

(B0 + A0} Ve = Vool t) = ([ S (2:t,00;.42,1)
+(1 —& )V (=, t))do)

-(U¢‘E(:E,t) = qu’,E(ma t)) + D24
(Uévf_vfﬁf)(mao) = Dl,qb,sa

gde su Dyy. € N(R) i Dyy. € N(R?). Treba da pokazemo da je
Use = Vi u N(R?). To se moze uraditi na isti naéin kao §to je uraden
prvi deo dokaza. O

U dokazu ove teoreme se koristi sledeé¢a lemas:
Lema 7.1. Neka je v = (vy,...,v,) € C®(R?) resenje od

(O + Az, t)d:)v(z,t) = f(a,t)v(a,t) + g(x,t)
v(z,0) =  b(z),
gde je f glatka n x n matrica, a g i b su glatki vektori. Tada je
sup Jo(e,8)] < (sup [b()]
(x,t)eKT z€Ko
+T sup |g(,t)[)e"? Peanexy /@),

(.’L',t)EKT

Primedba. Preslikavanje iz G(R) u G(R?) definisano sa A — U je
neprekidno u odnosu na ostru topologiju $to se moze pokazati na nacin
kako je dokazana Teorema 7.1.

U sledecoj propoziciji je data veza resenja u vidu uopstenih funkcija
1 klasiénih resenja.

Propozicija 7.4. Neka je U € G(R?) redenje od (7.6) pod uslovima
Teoreme 7.1 sa pocetnim uslovom A = Cd(a) € G(R).

1. Ako je a € C=(R) tada je U = Cd(u), gde je u klasicno resenje
ovog sistema,

2. Ako je a € C(R) tada je U asocirano sa klasiénim resenjem u €
C(R?). Isto ovo vaZi i ako je a lokalno integrabilna funkeija.



7.1. SISTEMI SEMILINEARNIH HIPERBOLICNIH JEDNACINA 95

3. Ako je a distribucija sa diskretnim nosacem, a F je ogranicena
funkeija, tada je U asocirano sa distributivnim resenjem.

Rezultati u drugoj i trecoj tacki se ne mogu poboljgati jer u Kolom-
boovim uopitenim funkcijama 68 # 0 i sistem

3tu1(:1:,t) =
Oug(z,t) = zuy(a,t)
ui(x,0) = 6(x), uz(2,0) = 0

ima distributivno resenje uy(x,t) = 8(x),uz(x,t) = 0, dok je redenje u
G dato sa Uy(x,t) = §(z), Uz(z,t) = taé(x), a U, nije jednako sa u,

veé samo asocirano.

7.1.2. Regularizovani sistemi

U ovom delu é¢emo dati originalne rezultete koji prosiruju Teoremu 7.1.

U [55] je sistem (7.6) refen u G, gde je A realna dijagonalna matrica,
svaka komponenta od /' je Oy i F ima globalo ogranicen gradijent u
odnosu na U kada (z,t) pripada kompaktnom skupui A € G.

Potrazicemo resenja sistema koji ¢e odgovarati sistemu (7.6). To
¢emo uraditi izmanama u nelinearnom delu jednaéine (F(x,t,u)) ko-
risteci iste klasi¢ne teoreme o postojanju klasicnog glatkog resenja iz
Propozicija 7.1 1 7.2.

Koristimo pretpostavku da je diam(suppg) = 1, ¢ € Ay, tako da
mozemo koristiti ¢ umesto {(¢.) $to uproséava notaciju.

Cilj nam je da se sistem jednatina (7.6) pogodnim izmenama na
F, u slucaju da Vy I nije ograni¢en po U kada (z,t) pripada nekom
kompaktnom skupu iz R? ima jednistveno redenje. Metod koji izlazemo
daje isto jedinstveno resenje sistema (7.2) iz Teoreme 7.1

Oznatimo sa B, (B,) loptu sa centrom u nuli polupreénika r u R2
(C").

Definisemo

A = {yeC” sup IVyF(2,t,y)|
(z,t)eB;

S log E-q} ﬂ Blogs—q,
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Tada postoji g takvo da za ¢ < g9 A1 D B,. Dalje, za svako 7z € N,
1 > 2, definiSemo

A = {yeC" sup |V, F(z,ty)
(z,t)eB;

<loge™} N Blogs—q,

Tada postoji €, takvo daza e < eg;_1 A;: D B,- U Ai_1y, 1 € [€i,€i-1)-
Definisimo sada izmenjen nelinearni deo jednacine F' na sledeéi
nacin:
(7.7) F.(z,t,y) = F; * d1oges(z, 1, 9), € € (&i,€i-1],
gde je F.(x,t,y) = F(x,t,y) ako je (z,t) € B;, y € A;., a inaée nula.
Lako se moze pokazati da je Fy. € Ep.
Dokaz da su F'i V,F ograci¢eni sa Cloge™ direktno sledi: Za
€ € (&;,€i-1) imamo

P _
OF./0y; = ([ P67 W) dugarls = &t =7,y = p)dedrdy
] 1&g
RPE el z 7
< Ciloge oA |Fe(u, v, w)|
. Cploge™ omax | (Lo (WY 4 A+ jo])®
< Csloge™ (14 |x| +loge™)?(1 + |t| + loge™)P(1 + |y| + loge™?)P
< Cyloge™(1+i+1loge™)P(1+ ¢+ loge™)P(1 + 2loge™?)?
S Cs logs_“'

i1 imamo traZenu majoizaciju.

Definicija 7.1. KaZemo da je U = (Uy,...,U,) € G(R*)™ resenje g¢-
regularizovanog sistem

(7.8) (0 + Az, 0)8:)U(z,t) = Fe(x,t,U(x,1)), U(z,0) = A=)

ako postoji reprezent Uy . od U takav da je

(790 + A2, 1)0:)Us e(,t) = Fygela,t,Upe(w,t)) + Dige(z,t),
Usel2,0) = Age(z) + Dage(2),

gd€ Su DQ,(;,,E = N(Rz) 0 Dl‘(ﬁ’g € N(R), 1 Fq,;b,s = (Fql‘qj'e, veuy ;,'qs,e) je
dato sa (71.7).
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Propozicija 7.5. ¢-regularizovan problem (7.8) ima jedinstveno resenje
u prostoru uopstenih funkcija G(R?) kada je pocetni uslov iz G(R), A
Je realna dijagonalna matrica, i svaka koordinata od F je u Oyy.

Dokaz: Za svako fiksirano (@,¢) postoji C* resenje Us . problem

(ag"}‘A(Cl?,t.)al—)U(ﬁ‘!(I',t) = Fq";g’s(w,t,U‘ﬁ‘s(I,f)),
Uc‘).f(mﬁo) = Ape(z),

jer je VyFy 4 .(z,t,y) globalno ogranicen. Ostatak dokaza je isti kao i
u Teoremi 7.1, osim sto je

|U¢|E(m7t)| S ((:TE—N + Sup |qu¢'5(w7t70)|)
. (z,t)eKp

cexp(nT - sup IV Fodia(z, 1, 9)])
(a:,t)EKT,yEC"

S (G O)e™™ T L Cie ™, die dy,
gde je § = ¢+ n, jer postoji j € N takvo da je Ky C B;. Ostale
granice za izvode od Uy . se dobijaju na isti na¢in kao i u Teoremi 7.1,
jer je izraz exp(V, [ 4 .(2,1,y))" ogranicen sa e=N7, ¢ € A;, kada je
(:L‘,t) € K.
Dokaz jedinstvenosti ide na isti na¢in. O

Propozicija 7.6. Klasiéno C? resenje od (7.6) sa neprekidnim pocetnim
uslovom, ako postoji, asocirano je sa resenjem od g-regularizovanog sis-
tem (7.8) za svako g € N.
Dokaz: Neka je g C'! resenje za

(O + A2, t)0p)u = F(x,t,g), g(x,0) = a(a)
a Gy C™ resenje od

(0: + Az, t)d)u = Fla,1,04.); Gielt, D * ¢e(z).

Kako je problem 7.1 dobro postavljen, imamo lim,_, Gy . = g, to jest
za svako § > 0 i svaki kompaktan skup K c R? postoji 71 > 0 takvo
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da je |Gge(z,t) — g(a,t)| < 6 za e < gy. Kako su F i1 g neprekidne
funkcije, za svako 8, postoji 72 > 0 takvo da je

max{|F'(z,t,9(x,t))|, |V F(z,t,9(z,t))|} < loge™ — §.
Uzimajuéi sada dovoljno malo §(6;), imamo
max{|F(z,t,Gs(,1))|, |V, F(z,t,G4e(z,1))|} < loge™,

to jest F(x,t,Gye(x,t)) = Foz,t,Gye(z,t)), za ¢ < min{m,n.} i
(z,t) € K. Ovo znaéi da je Gy, pretstavnik resenja i regularizovanog
sistema. O

Primedbe.

1. Primetimo da smo u prethodnoj propoziciji dokazali i to da je
uopsteno resenje neregularizovanog sistema 7.1 isto i uopsteno
reSenje regularizovanog sistema i da je asocirano sa tim klasi¢nim
resenjem. To je poboljsanje Propozicije 16.5 u [55].

2. Ako je V, F(x,t,y) globalno ograni¢en u odnosu na y, kada je
(2,1) u kompaktnom skupu, tada za ovu proceduru nema potrebe,
jer je taj slucaj obraden u [55].

3. Ako postoji klasi¢no glatko resenje sistem (7.6) sa glatkim pocetnim
uslovom, tada je ta funkcija resenje od (7.8) za svako ¢ € N, jer
je |F(z,t,y)] < C <loge™, kada (z,t) pripada nekom kompak-
tnom skupu, a ¢ je dovoljno malo.

4. Ako je resenje od (7.6) ograni¢ena uopstena funkcija tada je to
reSenje od (7.8) za svako ¢ € N, jer je tada F' = F. (reprezenti su
im jednaki za dovoljno malo ).

5. Ako je resenje od (7.6) uopstena funkcija lokalno logaritamskog
tipa, to je resenje od (7.8) za neko ¢ € N, jer
sup |Gye(z,t)| < Clne™, ¢ € Ay
(zt)eR

implicira

sup |Gye(z,t)| <Ine™, ¢ € A,,
(z,t)eN
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za ¢ > max{NC, N}, jer je A, C Ax.

To je razlog zasto su resenja Karlemanovog sistema data u prvom
delu od [62] (Theorem 3.1.) resenja regularizovanog sistema (7.8)
za takvo q.

7.2. Kbvazilinearne hiperboliéne jednaéine

7.2.1. Konzervativni sistemi

Ovde ¢emo izloziti teoriju konzervativnih sistema
(7.10) B+ 0,(f(u)) = 0, u(z,0) = a(z),
1 opstije, nekonzervativnih sistema

(.11 deu + g(u)dpu = 0, u(z,0) = a(z),

gde je u(x,t) = (ui(x,t),...,un(z,t)), (z,t) € R?, glatka vektorska
funkcija, a g je glatka matri¢na funkcija, sledeéi izlaganja Obergugen-
bergera u [55].

Hiperboli¢nost u ovom slucaju znaéi da matrice J'(u), odnosno g(u),
mogu biti dijagonalizovane sa svim realnim karakteristi¢nim vrednos-
tima.

Dobro je poznato da (7.10) u opstem slucaju nema globalna resenja,
cak iako je pocetni uslov glatka funkcija. No, ako je pocetni uslov
ogranicen, ¢esto se moze konstruisati slabo reSenje. Uopsteno gov-
oredi, ova resenja obuhvataju udarne talase, to jest skokove duz deo
po deo glatke krive. Dok se u konzervativnom sistemu jos moze raditi
sa distribucijama, u nekonzervativnom to skoro da nema smisla, zbog
nepostojanja dobre definicije mnozenja distribucija.

Dacemo sada motivaciju za trazenje refenja sistema (7.10) u obliku
udarnih talasa ([39]). Posmatrajmo pocetni problem (7.10) zapisan u
sledecem obliku

w + ['(wue =0, u(z,0) = a(z).
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Fiksirajmo vrednost «* i posmatrajmo u ravni (z,t) pravu z— f'(u*)t =
const. Napravimo izvod od u(x,t) na toj pravoj,

d ol
Eiu(;t(t),f) = a(u(f (u™)t + const, t))
du . 0u
= (E + f(u )%)::ﬂ(u')m-const-

Na osnovu ovoga vidimo da je resenje od (7.10) u(z,t) = u* na toj
pravoj, odnosno u(z,t) = u(£,0) = a(f), gde je £ presek te prave
i z-ose (da bi bio zadovoljen pocetni uslov). Ako se te prave, koje
zovemo karakteristikama ili karakteristi¢énim krivama, za razne £ ne
seku, dobi¢emo glatko resenje, dok u drugom slu¢aju to nece biti moguée.

Jedan od nacina da se to prevlada je pronademo glatku krivu z =
S(t) tako da kroz svaku tacku te krive prolazi sa svake strane samo
po jedna karakteristika koje se pre te tacke nigde ne seku. Tada éemo
traziti reSenje od (7.10) koje ima prekid na toj krivoj, a levo i desno ée
to redenje biti glatka funkcija. Napomenimo da ne mora postojati samo
jedna takva kriva, vec i vise njih sa ovom osobinom, a to znaéi da se
mogu posmatrati reSenja sa vise od jedne krive prekida. Ovde éemo
zbog jednostavnosti uglavnom posmatrati slu¢aj kada imamo jednu
takvu krivu.

Dacemo jedan primer, Burgersovu jednaéinu, koja ée biti ilustra-
tivna za skoro sve efekte koji se javljaju u konzervativnim sistemima.
Kriva na kojoj ¢e reenje imati prekid ¢e u slu¢aju ove jednacine biti
prava.

Bezviskozna Burgersova (Hofova) jednacina je oblika:

(7.12) u, + (u*/2), =0,
gde je Burgersova jednacina sledeca paraboli¢na jednaéina:
(7.13) u + (u?/2)s = pge,

gde je p pozitivna konstanta koja u fizickoj interpretaciji oznacava ko-
eficijent viskoznosti, dok ceo ¢lan pu,, oznacava viskoznost. Neka je uz
ove jednacine dat C'! pocetni uslov:

(7.14) u(z,0) = a(z).
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Jednacinu (7.12) mozemo napisati u obliku u; + uu, = 0, pa vidimo
da je u(z,t) = const duz karakteristi¢ne krive v koja spaja tacku (z,1)
sa odgovaraju¢om tackom (&,0), odnosno, imamo u(x,t) = a(£). Kako
je dv/0t = u, vidimo da su karakteristicne krive prave, pa dobijamo
implicitno dato resenje:

(7.15) Ulz,t) = a(f),
z = £+ta(€)

Teorema o implicitnoj funckeiji daje uslov 0 # 1 + ta’(€) za resivost,
tako da resenje uvek postoji u okolini z-ose, a globalno postoji ako je
a2,

Dva osnovna reienja su udarni i retkolomljivi talasi koji su usko
vezani sa Rimanovim problemom koji je dat sa poc¢etnim uslovom oblika

(7.16) a(z) = w + (u, — w)H(z),

gde je H Hevisajdova funkcija, a u; i u, su konstante. Resenje za (7.12)
uz pocetni uslov (7.16) trazimo u obliku udarnog talasa sa skokom duz
prave z = ct,

(7.17) u(z,t) = w + (u, —w)H(z — ct).

Koristedi da je H? = H u klasi¢nom slu¢aju i ra¢unajuéi distribucione
izvode, vidimo da ovakav udarni talas mozZe biti resenje ako i samo ako
je ispunjen Rankih-Igonoov uslov

(7.18) c(u, —w) = (ur — w)(u, +w)/2.

U slucaju da je u, %.u;,ovaj uslov odreduje brzinu talasa c.

Resenja sistema (7.10) su vrlo nejedinstvena. Na primer, za pret-
hodnu jednacinu uz uslov u; < u, imamo retkolomljivo resenje dato na
sledeci nacin:

Wiyt St
u(z.d) =@, wl<o<ul
Uy el K
Ova diskusija nam pokazuje da ako zelimo da izdvojimo neko resenje,

tada moramo da dodamo neki uslov. U tu svrhu se obi¢no koristi neka
fizicka €injenica, kao $to su stabilnost udara, entropija, i sli¢no.
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Za resavanje jednacine (7.12) koristi¢emo jednaéinu (7.13) i metod
istezavajuce viskoznosti: Resicemo jednacinu (7.13) i naéi granicu nje-
nog resenja kada u — 0.

Uradivsi to, pri tackastoj konvergenciji skoro svuda, dobijamo resenje

w(a,t) = (2 = y")/1,

gde je y* = y*(a,t) jedinstvena tacka minimuma funkcije
. v
Fla,y,t) = (2 ~y)/@t) + [ a(z)dz.

Pristupimo sada resavanju ovog problema u G(R,[0.00)):

(7.19) Ui+ UU, = 0,
Uz,0) = Az).

Ako A ima pretstavnika Ay.(z) > 0, ¢ € Ay, € < 7, za dovoljno
veliko NV i dovoljno malo 7, tada saglasno klasiénom slu¢aju, mozemo
konstruisati reenje u §G. Inace, (7.19) nema redenje u obliku udarnog
talasa u G. Razlog za ovo je to 5to je (7.19) u G ekvivalentno sa

(7.20) (U?/2): + (U%[3), = 0

(posle mnozenja jednacine (7.19) sa U), za koju je neophodno da bude
¢ = 3/4 (iz (7.16)) ako hocemo da postoji njeno redenje u obliku
udarnog talasa, dok za (7.19) dobijamo da ¢ mora biti 1/2.

Ovo nas navodi da u (7.19) posmatramo asociranost umesto jed-
nakosti, sto ¢e obezbediti nezavisnost jednacina (7.19) i (7.20).
Za resavanje jednacine (7.19) ¢emo koristiti jednaéinu viskoznosti,

(7.21) Uy+UU, = pUs,
U(z,0) = A(z),

gde je p =~ 0, p # 0.
Ako bi resenje ove jednacine posmatrali u G, pojavila bi se nejedin-
stvenost resenja koja je povezana sa postojanjem beskonaéno uskih i
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brzih solitona ([42]). Da bi izbegli ovakva reenja zbog kojih se javlja ne-
jedinstvenost, posmatra¢emo modifikovanu Kolomboovu algebru, koju
konstruisemo na sledeci nacin.

B(R) = {xeSR), j}((ﬂ:)dﬂ: i 1,/:rkx(:v)d1: =0,k € N},

B(R™) = {¢€SR™), ¢(z1,...,xm) = x(21) ... - X(zm), x € B(R)}.
Dr«(R™) je algebra glatkih funkcija &iji su svi izvodi ograni¢eni. Za
dat otvoren skup Q C R™ definisemo &,[Q)] kao algebru preslikavanja
iz B(Rm)_u Dr=(R™)|q. &

Em [ je skup svih U € &[Q] takvih da za svako a € N i svako
é € B(R™) postoje N € Ng, C > 01in >0 takvi da je

10°Upellimiey < Ce™, 0 < <.

N, [Q) je skup svih U € &[Q] takvih da za svako a € Ng', svako
¢ € B(R™) i svako ¢ € Ng postoje C' > 019 > 0 takvi da je

HaaUaﬁ,s

L=(f) ! CEq, 0<ex< .
Definisemo G, () = &, [Q/N, [

1: Do (R™) — G,(R™) je smestanje definisano reprezentom funkcije
iz Gy ¢ — ¢+ f, za f € Dp=(R™). Teorija za G, je slicna kao i za G,
samo G, nije snop i izostavljanje € iz ¢. nije moguce.

A € C je pozitivno ako postoje konstante N € Ng, . > 01 C > 0
tako da je

|Xse| = CeN, 0<e <y, ¢ €B.

Teorema 7.2. Neka je p pozitivan broj ili pozitivan uopsten broj. Tada
za A € Gy(R) postoji resenje U € Gyo(R % [0,00)) za (7.21).

Dokaz je zasnovan na koris¢enju glatkog klasi¢nog resenja za fiksirano
¢ i € za koje se pokazuje da je kao funkcija iz (R x [0, 00)).

Za jedinstvenost resenja u nekom smislu su nam potrebne neke nove
podalgebre date u sledecoj definiciji.

Definicija 7.2. V € G,(Q) je ogranicenog tipa ako ima pretstavnika
Vie(z) takvog da za svako ¢ € B postoje C >0 in > 0 takvi da

“i'/;:':,s(')lhlm(ﬁ) SC0<exy,
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V € G,(0) je logaritamskog tipa ako ima pretstavnika Vie(2) takvog da
za svako ¢ € B postoje C > 0 in > 0 takvi da

Vie ()l Lo () < Clog(1/€(e)), 0 < e < 7.

Teorema 7.3. Neka je p pozitivan broj ili pozitivan uopsten broj. Tada
za svako T > 0 problem (7.21) ima nejvise jedno resenje U € G,(R x
[0,00)), takvo da je ili a) U, logatitamskog tipa, ili b) U, > 0. Ako je
p obican pozitivan broj, postoji najvise jedno resenje ograniéenog tipa.

Propozicija 7.7. Neka je p = 0, « € L¥(R), A = 1(a) € G,(R).
Tada je uopsleno resenje od (7.21) asocirano sa slabim resenjem kla-
siénog problema (7.12), (7.14).

7.2.2. Jednacine odrzanja za viSedimenzionalne
slucajeve

Rezultati izloZeni u ovom odeljku su iz [35]. Do sada smo posmatrali sis-
teme jednacina za jednu (prostornu) promenljivu, a ovde éemo posma-
trati jedan zakon odrzanja za visedimenzionalnu prostornu promenljivu

(7.22) O + i delhlw)) =1
f==]
u(z, 0} =*ug(z),

gde je u funkcija R" x Ry. Poce¢emo razmatranje jednaéine difuzije.

(7.23) e+ Y 0, (filu)) = uVa,
=1
U(QIT,G) - UO(:T,'),
gde je u > 0, 5to je analogno jednodimenzionalnom slucaju.

Pre resavanja jednacine (7.22) dacemo neke ocene za resenja Kosi-
jevog problema za paraboli¢ne jednacine

(7.24) du+ Y iz, t,u)dpu = pVu,

i=1

ul¥, 0) =" gl
gde je ug € L™, V je Laplasijan i u > 0.
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Lema 7.2. Neka u zadovoljava (7.24) i pretpostavimo da je |up| <
e®/t, gde je ® ogranicena od gore i ima LipSicovu konstantu 1. Pret-
postavimo da je

Zld’% (z,t,u)| 1/2 < A.

Tada sledi da postoji konstanta C, koja zavisi samo od dimenzije pros-
tora n, tako da
lu(, 8)| < ClelA+DH+E+2)/u
Akoje |ug| < M, mozemo uzeti da je ®(x) = log M —dist(z, suppuy),
a specijalno, ako ug is¢ezava van lopte polupreénika R sa centrom u nuli,
dobijamo
lu(z,t)] < min(M, MeCtel(ATNHR-IzD/uy

§to znaci da u uniformno eksponencijalno opada ka nuli van domena
uticaja pocetnog uslova, kada u — 0.

Lema 7.3. Ako je w resenje Kosijevog problema

dew + > O (ai(x,t)w) = pVu,
=1

w(z,0) = we(x),

gde je wg € C§°, tako da w brzo opada kada x tei beskonacnosti i ako
je2+|a| £ K, tada za malo p vaZi

/|| (@, T)lde < [ fwo(@)le~-R=KT)+/u gy
z|<

Vratimo se sada na problem (7.22), gde éemo zbog jednostavnosti
pretpostaviti da je |ug] < M 1wy € CJ. Nadalje éemo pretpostaviti da
je fi € C2

Neka je v resenje sa ovim osobinama za

(7.25) dyv + Z e flv) = aVv,
p=1

v(z,0) = wvo(x),
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sa istim pretpostavkama o vg: |vg] < M i vy € C3. Tada w = u — v
zadovoljava jednac¢inu

(7.26) dw+ > Oy (aw) = pVw,

i=1
w(z,0) = wug(z) — vo(z),

gde je a; = (fi(u) = fi(v))/(u —v) € C' i |a;] < A ako je |f!| < A.

Korisé¢enjem Leme 7.3 dobijamo

(7.27) /lu(w,t) —v(z,t)|dz < / |ug(z) — vo(z)|dz.
Sumirajuéi sve ovo, dobijamo

Teorema 7.4. Za svako p > 0 Kosijev problem (7.23) za uy € C$
ima klasicna resenja za t > 0 sa istim ograniéenjima kao i ug. Izvodi
d3u i dyu su ograniéeni za dovoljno malo t ako je |a| < 2. Resenje je
Jedinstveno i vazi L'-kontraktibilna osobina (7.27).

Teorema 7.5. Ako up € C§, tada Kodijev problem (7.23) ima jedin-
stveno klasiéno resenje u,, koje brzo opada, kada + — oo i p — 0,
u, konvergira u L}, za svako fiksirano t > 0, lokalno uniformno po t,
slabom resenju Kosijevog problema (7.22), koje uzima graniéne vred-
nosti w smislu konvergencije v Li,.. Ovo reienje zadovoljava uslove
entropije

n
(7.28) B(®(w) + 38 Yi(u) < 0

=1
za svako konveksno ®, gde je Y!(s) = ®'(s) f!(s). Za svako ug € L™ pos-
toji jedinstveno resenje Kosijevog problema koje je neprekidna funkeija
po t sa vrednostima u L}, i zadovoljava uslov entropije (7.28). Za takva
resenja je

ulz. t) — ,t)|d
f.x-m@_m'“(‘” ) — vz, t)|da

opadajuca funkcija po t.

U sledecoj teoremi ¢emo dati neke prakti¢nije uslove koji su ekvi-
valentni opisanom uslovu entropije.
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Teorema 7.6. Pretpostavimo da u zadovoljava uslov entropije (7.28)
za svako konveksno ® i da je u C' funkcija na svakoj strani povrsi S
klase C' sa normalom v = (v, 11, ...,v,), gde su graniéne vrednosti Ut
u praveima vy. Tada

1. vazi Rankin-lgonoov uslov
(7.29) [u]vo + > [fiu)]y; =0
i=1

je zadovoljen.

2. Funkeija

U, U 9!»—)81’11!. e ;
B g +
r—l

lezi iznad linearne interpolacije izmedu vrednosti u..

Sve je mnogo komplikovanije (ali izvodljivo) ako funkcija f nije kon-
veksna, ali to ovde necemo opisivati.

T.2.8. Nekonzervativni sistemi

Ovde éemo razmotriti tri interpretacije nekonzervativnog sistema (7.11):
reSenja u smislu stroge jednakosti u G,(R x [0,00)), u smislu asocira-
nosti u Gy(R x [0,00]) i u smislu Le Floka ([40]), koji je baziran na
Volpertovom radu ([81]).

Ima samo nekoliko rezultata za proizvoljni poéetni uslov u bilo ko-
jem od ova tri smisla. Kao i u sluéaju za konzervativne sisteme, moze se
pokazati da ne moZemo naéi resenja od (7.11) u obliku udarnih talasa
u smislu stroge jednakosti uopstenih funkeija.

Bavi¢emo se samo Riméanovim problemom, koji je bitan jer se moze
prosiriti na slucaj sa opstijim po¢etnim uslovom (videti [35] za ovakvo
prosirenje na siru klasu pocetnih uslova).

Uvescéemo sada Le Flokov koncept resenja ([40]). Pod funkcijom
ogranicene varijacije, v € BV.(R?), podrazumevamo lokalno inte-
grabilnu funkciju &iji su prvi parcijalni izvodi mere. Neka jev €
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L>(R?) N BViee(R?). Prema Volpertu ([81]), definisimo proseénu verz-
iju fr,(v) superpozicije h i v na takav na¢in da je fl(v) = h(v) skoro
svuda u odnosu na Lebegovu meru, ali je h(v) merljiva i lokalno inte-
grabilna u odnosu na mere d,w i d,w za svako w € BViee(R?). Tako,
mozemo h(v)d,w interpretirati kao h(v)d,w, pa ée vektorsko resenje od
(7.11) biti element od L>*(R?) N BVi..(R?) N C([0,00) : T'(R)) koje

zadovoljava jednaéinu
du + g(u)du =0

u smislu mera.
h(v) ¢emo ovako definisati za specijalne slu¢ajeve:

o Ako je v neprekidna funkcija, tada je h(v) = h{v).
e Ako su v i w funkcije sa skokom, to jest

v(z,t) = v+ (v.—uv)H(z — ct),
w(z,t) = w+ (w, —w)H(z — ct),
tada je
fz(v)@l.u,'(:c, t)
1
= (w, — w)é(x — ct)f h(ve + a(v, — u))da.
0
Oba ova slucaja se svode na obi¢nu superpoziciju u sluéaju konzerva-
tivnog sistema, to jest, ako je g = f', tada je §(u)d,u = 8.(f(u)).

Videc¢emo kako ova definicija deluje na slede¢em jednostavnom pri-
meru koji ¢e imati skoro sve znacajne osobine ovog metoda.

(7.30) Ut uu, = o,

O+ Uy = Ug.

Resenja ovog problema ¢emo traziti u obliku udarnih talasa Rimanovog
problema,

(7.31) uw(a,t) = w+ (up —w)H(z — ct)
o(z,t) = o1+ (0, —o))H(z — ct),
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gde su uy, u,, 07, 0, konstante, a H Hevisajdova funkcija. Prema prethod-
noj diskusiji, uo, je interpretirano kao

o = /Ol(u; + a(u, — u;))da
(0, —01)6(z — ct)
= (u, +w)(or — 01)b(z — ct)/2.
Kako je d;0(x,t) = —c(0, —01)6(z —ct), a Oy0(z,t) = (u, —w)é(z—ct),

a(x,t) = —clo, — o+ (ur + w)(or — @)
—(ur —w))o(z — ct)/2 = 0,

§to znaci da je koeficijent ispred §(z — ¢t) jednak nuli, to jest dolazimo
do Rankin-Igonoovih uslova

(7.32) c(ur —w) = (ur +w)(u, —w)/2 — (0, — o),
clor —a)) = (ur+w)(or—01)/2 = (ur — w).

Kada eliminisemo ¢ dobijamo

(7.33) (0, — a1)? = (u, — w)>.

Za fiksirano (u;, 07) ovo odreduje par pravih u (u,, 0,) ravni, koje zovemo
Igonoovim lokusom. Njegov znacaj je u slede¢em: Problem (7.30) ima
reenje oblika (7.31) ako i samo ako (u,,o,) leze na jednoj od datih
pravih. Iz (7.32) vidimo da je ¢ = (u, +w)/2 %1 u zavisnosti koju smo
pravu uzeli. Opsti Rimanov problem za date bilo koje (u, 0y) i (u,, o,)
je resiv pomocu superpozicije dva udarna talasa

u(z,t) = w+ (un—w)H(z —art) + (up — up ) H(z — cat)
o(z,t) = o1+ (om—0)H(z - cit) + (o, — on)H(z — eat).

Medustanje (u,,,0,,) je izabrano tako da (u.,0,,) lezi na Igonoovom
lokusu za (u;,01) i (u,,0,), i tako da je ¢; < ¢;. (Ovaj sluéaj je slican
onome opisanom na pocetku prvog poglavlja u ovoj glavi, kada je bilo
rei o moguc¢nosti postojanja vise od jedne krive prekida deo po deo
glatkog resenja neke jednacine.)

Sada ¢emo resavati sistem (7.30) u Kolomboovoj teoriji. Trazi¢emo
resenja u obliku udarnih talasa u G,(Rx [0, 00)) koje éemo zvati uopstene
Hevisajdove funkcije.
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Definicija 7.3. Y € G,(R) je uopstena Hevisajdova funkcija ako je
ograniéenog tipa i ako svaki njen reprezent tackasto tezi ka klasi¢noj
Hevisajdovoj funkeiji kada & tesi nuli.

Trazimo resenje od (7.30), (U,2) € G,(R x [0, 0)) u obliku

(7.34) U(z,t) = w4+ (ur —w)Y(z —ct)
¥(z,t) = o1+ (0, — o)) Z(z — ct),

gde su Y i Z uopstene Hevisajdove funkcije. U asociranom smislu,
sistem (7.30) postaje

(7.35) Ui+ UU, ~ %,
S+ US, ~ U

Ako uzmemo da je Y = Z tada kao uslov za postojanje resenja oblika
(7.34) za sistem (7.35) dobijamo klasi¢ne uslove (7.32). U slucaju da
su ove dve funkcije razlicite, ne postoji resenje od (7.35) u trazenom
obliku.

Ako stavimo jednakost umesto asociranosti u prvoj jednaéini u (7.35)
dobijamo sledeéi sistem

bl

(7.36) Ui+ UU, = E,
S+ US, ~ U

Postoji fizicki razlog zasto to radimo: Prvi red sistema (7.35) oznacava
fizicki princip odrzanja momenta, a drugi red je nastao modeliranjem
nekog fizickog procesa.

Zamenjujuéi oblik resenja (7.34) u novi sistem (7.36), dobijamo
sledeci uslov za konstante, analogan Igonoovom uslovu:

(7.37) (or —a)® = (wr — w)?*(1 = (u, — w)?/12).

Parovi (u,, 0, ) koji ga zadovoljavaju sacinjavaju manyji skup od klasi¢nog
Igonoovog lokusa. Ovaj primer pokazuje opstu sliku koja se javlja u in-
terpretaciji sistema uopstenim funkcijama: Uslovi analogni Igonoovim,
koje dobijamo, zavise od koncepta resenja koji koristimo (stroga jed-
nakost ili asociranost) i od upotrebe razli¢itih uopstenih Hevisajdovih
funkcija.
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Povezimo sada Le Flokov Koncept trazenja resenja u obliku udarnih
talasa sa Kolomboovim. Neka su u,,u; € R?i ¢ jerealni broj. Definisimo

ue(2,t) = w + (u, — w)Ho(z — ct),

gde je H, reprezent jedne uopstene Hevisajdove funkcije. Tada vazi
sledeca propozicija za ¢ iz (7.11).

Propozicija 7.8. Sa prethodnim definicijama, imamo u distributivnom
smislu

(7.382i_r’%g(u€)0rue o V/Ull 9w + a(uy — wp))da(u, — w)é(z — ct)
= g(u)d,u
Ova propozicija kaze da su resenja sistema
(7.39) U + g(U)a,U =0
asocirana resenjima sistema
O+ §(u)dpu = 0

u smislu Le Floka i zadovoljavaju isti Rankin-Igonoovv uslov

c(u, —u) = /01 g(ue + au, — w))da(u, — ).

Posmatrajmo sada jedan jednostavan nekonzervativni sistem, koji
¢emo resiti i uporediti resenje sa klasi¢nim.

(7.40) U +uu, = 0
or+uoc, = 0
u|t::0 = da, a:cu|t=ﬂ = b

Ovaj sistem ¢emo resavati metodom nestajuée viskoznosti, kao i upros-
¢enu Burgerovu (Hofovu) jednacinu, to jest, refava¢emo sistem
(7.41) Up + Uy = YUy

O+ ud = 0

ujt:{} =a, 82'&',":0 = b
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Propozicija 7.9. Neka je p wopsten pozitivan broj, T > 0 i A,B €
Gy(R).
a) Ako je A" >0 (resp. A" i A%/ su logaritamskog tipa), tada problem
(7.42) Ui+ UU, = ulUg

%4+UE, = 0

U;z:o =3 A, 2|t=0 =B

ima resenje (U, X) € (G,(R x [0,T]))* i 9.U > 0 (resp. 9,U je logari-
tamskog lipa).
b) Postoji najvise jedno resenje (U,2) € (G,(R x [0,T)))? za koje je
.U > 0 ili je 8.U logaritamskog tipa.

Uzmimo sada da su pocetni uslovi Rimanovi:

(7.43) a(r) = w+ (u, —w)H(x)

blz) = o+ (or—o))H(z).
Propozicija 7.10. Neka je (u,,0,) resenje od (7.41) uz poéetni uslov
(7.43) za pozitivno p. Tada niz (uy,0,) slabo konvergira ka resenju
(u,0) od (7.40) uz isti pocetni uslov kada p — 0, gde
a) Za u; 2 u, (u,0) je udarni talas (7.31) sa ¢ = (u, + ;) /2.
b) Za w; < u,, (u,0) je mesovit slabofrikciono-udarni talas

Ui, z < ugt
u(z,t) = ¢ 2ft, ut <z <ud
Uy, u;t < €T,

o(z,t) = o1+ (o, — o1)H(z — ct),
gde je ¢ = (u, — w)/2.



Glava 8.

Beskonac¢no uska solitonska
reSenja u Kolomboovom
smislu za neke zakone
odrzanja

8.1. Uvod

Solitoni nisu samo matematicki ob jekti, vec pre svega fizicke ¢injenice
¢ije je postojanje primeéeno i numericki detektovano u nekim nelin-
earnim jednacinama, kao $to su to jednacine Korteveg-de Friza, ne-
linearna Sredingerova (kubna) jednacina, jednacina Busineska, sinus-
Gordonova jednacina, jednaéina Kadomceva-Petasvilijeva, i druge. Zbog
ovog prakticnog pojavljivanja solitona u prirodi, postoje problemi za
preciznu matematicku definiciju. Ovde navedena definicija je u stvari
samo jedna od mogudéih, ali se nadamo da odgovara u prili¢noj meri
stvarnoj situaciji u prirodi. Za istoriju solitona i razne aspekte soli-
tonske teorije se moze pogledati u [12] i [54].

Cilj ove glave je povezivanje solitonskih reSenja nekih nelinearnih
jednagina sa nelinearnom teorijom Kolomboovih uopstenih funkcija,
koja je sama za sebe vrlo prirodan okvir za probleme nelinearnih par-
cijalnih diferencijalnih jednacina kako Je to demonstrirao Obergugen-
berger u [55].

113



114 GLAVA 8. BESKONACNO USKA SOLITONSKA RESENJA ...

Rezultati iz ove glave su originalni rezultati Nedeljkova [53].

Definicije su bazirane na definicijama ujedinjenog talasa i solitona
iz [12] i [82] i na definiciji Maslova i Olejnika iz [42] i [30]. Veza izmedu
nelinearnih jednacina i Kolomboovih prostora je uradena na naéin kako
je to uradeno u [55]. Inace, neke primedbe o solitonskim reenjima i
uopstenim funkcijama su date i u [55] i[10].

Konstruisa¢emo neka beskonaéno uska solitonska reienja i resenja
solitonskog tipa u skalarnim zakonima odrzanja, specijalno za Hopfovu
jednacinu (Burgerovu jednacinu bez viskoznosti), u jednoj prostornoj
promenljivoj. Dobijeni rezultati prosiruju beskonaéno uska 1-solitonska
resenja dobijena u radu [42] u smislu uopstenih funkcija.

Dobijeni originalni rezultati su prirodni nastavak radova o reenjima
u obliku udarnih talasa za Hopfovu jednaéinu i jednacine odrzanja koja
su data od strane Obergugenbergera u [55]. Kao i udarni talasi, bes-
konacno uski solitoni se sasvim prirodno mogu tretirati sa uopstenim
funkcijama Kolomboa.

8.2. Definicije

U ovoj glavi ¢emo koristiti regularizovane izvode umesto obiénih. Ra-
zlog za ovo je to sto izvod "tackaste” funkcije (funkcije sa nosaéem u
jednoj tacki sa konacnom vrednoi¢u) ne daje uvek realnu sliku: nije
nestandardan broj mada je to ono $to otekujemo.

Neka je i : (0,1) — (0, 1) opadajuca funkcija takva da je lim,_q h(¢)
= 0. DefiniSemo regularizovani izvod po z; sa

(84, )hG o [6:::1 qu,s * ¢h(a)]-

N-solitonsko resenje neke nelinearne jednacine u(z,t) je ono resenje

te jednacine koje se moze napisati u obliku
N
u(z,t) = > wiz —vt)+q(x,t), t<-T,

1=1

N
u(z,t) = Y wilr — vt — ;) + glzt), £ >,
s |
za dovoljno veliko 7', gde je svaki talas w; jednak nuli u beskonaénosti.
gi(z,t) = Okada t —» —oc0 i gy(z,1) — 0 kada t — co. Vidimo da svaki
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talas w;, kojeg zovemo soliton, ne menja oblik, amplitudu i brzinu posle
sudara sa ostalim takvim talasima u konaénom vremenskom intervalu.

Dopusta se da svaki pojedinaéni talas w; zavisi od dve promenljive
& —wvit 1t,ili da w; konvergira nekoj konstanti koja je razlicita od nule
kada t = —oo. U prvom slu¢aju, talas moze menjati svoju amplitudu.
Ovde necemo uzimati u obzir ovakve modifikacije osnovne ideje.

Ocigledno, 1-solitonsko resenje neke jednagine je u stvari ujedin-
Jeni talas u(z,t) = u(x — vt) koji zadovoljava uobi¢ajen rubni uslov
#(+o00) = 0.

U [42] je data definicija beskona¢no uskog 1-solitonskog resenja neke
nelinearne jednacine koje zavisi od malog parametra ¢ > 0. Pret-
postavicemo da je resenje neke jednacine sa malim parametrom ¢ oblika

(8.1) u(a,t,e) = Uz, t,e) + €Ge(S, 2, t) + e F.(8, z, 1),

gde je S = —(t), ¢, U(,¢), Ge, i Fe, £ € (0,1], su glatke funkcije
takve da |[cG.(S,2,t)|c < a1, ||[Fe(S,2,t)|lc < ¢, gde su ¢; i ¢; kon-
stante nezavisne od ¢, || - [|¢ oznatava normu u Banahovom prostoru
ograni¢enih funkcija, a H oznacava Hevisajdovu stepenastu funkciju, i
da vazi:

B2 GSmt) — (S
eG.(S,z,t) — 0,.
(8.3) F(S,2,t) —  f(2,t)H(S) u D' kada & — 0,

gde su g i f glatke funkcije.
Kazemo da je u l-solitonsko resenje ako je

u(z,t) = €G.(S,z,t),

gde G ima osobinu (8.2) i vazi S = 2 — vt.

Funkcija u je resenje solitonskog tipa ako je oblika (8.1) i zadovoljava
(8:2) i (8.3) (Jedna od funkcija U/ i F mora biti razlicita od nule i brzina
talasa ne moze biti konstantna).

Ove definicije se mogu lako prevesti u okvire Kolomboove teorije na
nacin koji ¢e sada biti opisan.

Definicija 8.1. (7 € G je beskonaéno uska I-solitonska uopstena funk-

cija ako je oblika G(x,t) = Gz —ct), G = 0, G/E ~ 9(t)é(z —ct), gde
je E= [£(¢)]; ¢ = AD‘
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U ovom odeljku éemo posmatrati samo sluéaj g(t) = const.

Definicija 8.2. G € G uopstena funkeija 1-solitonskog tipa ako je ob-
lika

G(a,t) = U(z,t) + G(S,z,t) + F(S, z,1),
gde je S =z — o(t), G/E =~ ¢(t)6(S), G~ 0, F/E ~ flz,t)H(S), a g
¢ [ su flatke funkeije.

Primedba 1. Maslov i Olejnik su koristili precizniju definiciju
beskonacno uskih solitonskih resenja cd onih koji zadovoljavaju (8.1),
(8.2) i (8.3), ali ova definicija je pogodna za rad sa Kolomboovim
uopstenim funkcijama.

8.3. Definicija N-solitonskog resenja u g

U ovom delu éemo dati beskona¢no uska N-solitonska resenja jednacina
(8.4) i (8.11) koja su tacno jednaka sumi N talasa kada je vremen-
ska promenljiva dovoljno mala ili dovoljno velika. U cilju da prosirimo
definiciju solitonskih reSenja na siru klasu funkcija kakve se inace po-
javljuju u primenama u klasi¢nim slu¢ajevima opisanim, na primer, u
([12], [82]), zavisicemo ovau glavu sa definicijom N-solitonskog resenja

ug.

Definicija 8.3. G € G(R") je jako nula u beskonacnosti u odnosu
na vremensku promenljivu t ako postoji njen pretstavnik Gy, takav da
za svako a € Nf i svako m € N postoji T > 0 takvo da za svaki
kompakini skup K C R™ i |t| = T postoji N € Ny takvo da za svako
¢ € Ay postoje C >0 in >0 takvi da je

|0°Gge(z,t)] £ Ce™, e <9, ¢ € K.

Definicija 8.4. G € G(R"*') je nula u beskonaénosti u odnosu na
vremensku promenljivu t ako postoji njen pretstavnik Gy, takav da za
svako m > 0 postoji T' > 0 takvo da za svaki kompaktni skup K C R"
i|t| > T postoji N € Ny takvo da za svako ¢ € Ay postoje C > 0 1
n > 0 takvi da je

Gyelz,t)| <m,e<n, 2 € K.
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Moze se lako pokazati da ako uopitena funkcija zadovoljava prvu
definiciju, zadovoljava i drugu, i to da su definicije nezavisne od pret-
stavnika (to jest Gy . € N(R\t*) zadovoljava uslove tih definicija).

Za glatku funkciju g koja je nula u beskonaénosti u klasi¢nom smislu,
Cd(g) ne zadovoljava uslove prve definicije, a zadovoljava uslove druge.

Definicija 8.5. Za neku nelinearnu parcijalnu diferencijalnu jedngéinu
N-solitonsko resenje, U(z,t) € G(R?), je ono resenje date Jednacine,
takvo da za dovoljno veliko T, mose biti napisano u obliku

bl

N
U(z,t) = > Wiz —vt) + Gi(z,t), t < =T
i=1
]\f
U(z,t) = > Wiz —vit—z;) + Ga(z,t), t > T
=1
gde je svaki talas W; ¢ G(R) (jako) nula u beskonaénosti, dok je
Gi(z,t) € G(R?), i = 1,2 je nula v beskonaénosti v odnosu na pro-
menljivu t.

8.4. Hopfova jednaéina

Prvo éemo naéi beskonaéno usko solitonsko resenje Hopfove jednacine
(Burgerove jednacine bez viskoznosti)

(8.4) QU/dt + UdU 9z = 0

u G(R?), u kojoj ¢e se videti sve bazi¢ne probleme u trazenju beskonaéno
uskih solitona za skalarne zakone odrzanja. U slede¢em delu éemo samo
da neznatno izmenimo konstrukeiju izvréenu u ovom delu.

Primetimo da je 3{‘6’(&: —vt) = —vG", gde G oznacava regulari-
zovan izvod [unkcije jedne promenljive.

Pretpostavimo da jednacina (8.4) ima resenje U u obliku 1-ujedi-
njenog talasa, to jest U(z,t) = U(x — vt), za neku konstantu v (brzina
talasa), gde je U € G(R). Zamenjujuéi ovu funkciju u (8.4), dobijamo

—'Ucﬂh F'e U[jlh L 0’
U'(U - v) = 0.
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Intuitivno, U je konstanta osim u konaénom broju tataka gde je njena
vrednost jednaka v > 0. Uslov U(+co) = 0 implicira da je U skoro
svuda nula. Ovaj intuitivni prilaz vodi do redenja u G, datog pret-
stvnikom

(8.5) Uge(z - vt) = P((z — vt — z0)/eP),

gde je » € S, 0 € suppy, v = ¥(0), i z¢ je proizvoljan realni broj.
UM (z,t)(U(z,t) — v) = 0 za svako (z,t), jer postoje Ne Nige Tl
takvi da za svako ¢ € A,, ¢ > N, postoje C > 017 > 0 takvi da je

Ug (@ )(Upe(,1) = v)]

= ¥ du(e) (v = vt)/e”)(¥((x —vt) [e") = (0)) /e? < CePO@N) ¢ < .

To je tatno, jer  # vt implicira U’{‘E(m,t) = 01 2 = vt implicira
Uy, — v = 0 za dovoljno malo ¢.

Upravo smo pokazali da je U, sa pretstavnikom definisanim sa (8.5),
tackasto resenje od (8.4). To je taéno i u p-asociranom smislu, ali sada
nije potrebno da je 1)(0) = v: Za § € D(R?) imamo

2 [+ du (e = ct)/e?)(b((x = ) ~ O~ 0(z, )it
3 f/ V' ¥ ey (€ — er)(W(€ —er) — ¥(0))0(cPE, ePr)dEdr.

Ase — 0,

I= ff;z * Gnie) (€ — e7)(Y(€ — 1) — 9(0))0(e€, e)ddr
g f f ' * i) (§ — em) (€ — er) — 4(0))0(0, 0)dédr.

Ovo povlaé¢i da eI — 0 kada ¢ — 0.

Ne postoje beskonaéno uska solitonska resenja Hopfove jednacine
u smislu jednakosti u G ("jaka jednakost”), jer za G(£) = G(z — vt),
(G?/2 — vG)' = 0 implicira da je G?/2 — vG konstanta (videti u [55])
Sto implicira da je G konstanta, ¢ime smo dobili kontradikeiju.

?

Primedba 2. Ako koristimo obi¢ne umesto regularizovanih izvoda i

ako je G € G definisano sa v ¢iji je prvi izvod jednak nuli u ta¢ki nula
14(0) # 0, tada je amplituda solitona, ¥(0) proizvoljna (ne zavisi od
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brzine solitona), jer G'(€) = 0 za svako { € R. Takva resenja su i
resenja u asociranom smislu.

U stvari, ovakva resenja zadovoljavaju svaku jednaéinu koju zado-
voljavaju konstante funkcije. Zbog ovoga, ovakva resenja zovemo degen-
erativnih reenjima. Kao 3to ¢e biti konstruisana N-solitonska resenja
za (8.4), tako ée se moéi napraviti i degenerativna N-solitonska resenja

za (8.4).

Resenje (8.5) ima osobine date u Definiciji 1, tako da definise redenje
od (8.4) koje je beskonaéno uski soliton.

Pocetni uslov u tecki ¢ = 0 j¢ Age(x) = p((x — 20)/e?) 2 0 u g(R)
koji tackasto konvergira funkeiji jednakoj nula u svim tackama osim u
o gde uzima vrednost 1(0).

Maslov-Olejnikovo resenje iste ove jednaéine (u asociranom smislu)
je dato u [30] sa

u(@,t,e) = Ach™(c(z — vt)/e),

gde su ¢, 4, iv konstante, mo$emo smatrati specijalnim slucajem
napred konstruisanog resenja u G, jer je ch™! € §.

Osim resenja sa osa¢ima u jednoj tacki, postoje resenja ovog istog
oblika sa nosacem sadrzanim u kona¢nom broju tacaka, koja su, na
primer, data pretstavnicima

N
Use(,t) = 3 o((z — vt — 2;) [e),
=1

gde su z; razlicite realne vrednost;. Tih N objekata imaju istu brzinu,
tako da nema njihovog uzajamnog delovanja karakteristiznog za N-
solitone, tako da ih necemo uzimati u obgzjr u daljem tekstu.

Bez obzira na Definiciju 8.5, kazemo da je u(z,t) beskona¢no usko
N-solitonsko resenje za (8.4) ako se sastoji od N beskonaéno uskih talasa
koji ne menjaju svoje brzine i amplitude posle susreta sa nekim brojem
ovakvih istih talasa (beskonagno uski talasi znaéi da nosaé pretstavnika
takvog talasa tezi jednoj tacki).

Prvo éemo dati beskonaéno usko 2-solitosko tackasto uopsteno reenje
Hopfove jednacine.
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Uopstena funkcija U data pretstavnikom

Use(a,t) = r((z — vit — 21)/€”) + tha((2 — vat — x2) [€”),

de v;, ¢ = 1,2 imaju iste osobine kao prethodno %, je resenje u p-
asociranom smislu, ali nije tackasto resenje. Zbog toga definisimo uop-
stenu funkciju U sa

(8.6) Upe(,t) = thi((x — vt — 1)/e?) + ¥a((z — vat — x5)/€P)
—ahi((z — vt — 1) /eP)a((z — vaot — z3)/e?)

gde v; = ¥i(0), i = 1,2, ¥, i = 1,2, imaju iste osobine kao prethodno
¥, a a je neki realni parameter. O¢igledno je i to redenje u p-asociranom
smislu. Kada ovu funkciju zamenimo u (8.4), dobijamo

(8.7) €7 (W1 * dnie) (& — vit — 1) /€P)

(@*P1((2 = oit = 1) [e")s((x — vat — 34)/e)?
apy((T — vot — x3) [eP)(2¢1 ((@ — vit — 21)/€P)
Pa((x — vot — 29)/eP) — vy)

Pi((x — vt — 21) /") + Pa((& — vat — 3)/e?) — vy)
Py * Gue)((z — vat — x2)/eP)

(a®a((z = vat — 23)/eP )y (2 — vit — 1) /€”)?

+ apa((@ — vit — 21)/e)(2¢2((z — vat — 22)/€P)

+ (2 — vat — @3)/eP) — vy)

+ Ya((2 — vat — 23) /) + Y1 ((& — vit — 21)/€P) — vy).

+ + + +

Za (z,t) takvo da je x — vit — a1 # & — vyt — @4, (8.7) je nula, jer je
v = ’lﬁ,(U), = 1,2.
Ako je z — vt — &) = & — vyt — 3 = 0 tada je (8.7) jednako sa

7P (0211 * Pa(e)(0) + 0195 * Br(e)(0))(@Pv1v2 + alvr + vg) + 1).

Kako su regularizovani izvodi ¢ * ¢j.)(0) i 94 * $n(e)(0) uopsteno gov-
ore¢i nestandardni brojevi, beskonaéno veliki, a?v vy + a(vy +v7) + 1
mora biti nula. To je tatno u slucaju a = —1/v; or a = —1/v,.

U ovom slu¢aju ¢e solitoni interagovati kada je t = (z1—23)/(ca—ey).
U tom trenutku ce vrednost od U biti vy ili v, u ¢ = ¢t + z1 1 nula
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drugde. Za ostale vrednosti Od ¢t éemo imati istu situaciju kao i pre
interakcije. Ovaj proces izgleda kao da veéi (brzi) soliton samo prelazi
preko manjeg bez ikakvih promena. Ovo je osobina solitonskih redenja,
pa je sa (8.6) zaista 2-solitonsko resenje.

Ova resenja imaju osobinu da dva solitona, za pozitivne brzine, ne
menjaju oblik i poziciju ¢ak i u toku susreta (ne samo pre i posle susreta
ako sro je to uobicajeno za ”obiéne” solitone).

Koristeci istu ovu ideju, mozemo konstruisati beskonaéno usko N-
solitonsko resenje za (8.4) na sledeéi nacin. Pretpostavimo da

(8.8) (v = v5) /(@i — 25) # (v; — vi) /(2 — 22

za razli¢ite i,j,k = 1,..., N. Uopstena funkcija G data pretstavnikom

N
B9 (z,t) = Y vhi((¢ — vit — ;)/e?)
|
N
+ 2 ati((e —vit — @) /eP)i((x — vit — z;)/eP)
ti=1i#]
je resenje u p-asociranom i tackastom smislu za a;j = —1/vior a; ; =

—1/v;.

Dokaz jeisti kao i uslucaju N = 2, jer pretpostavka (8.8) obezbeduje
da samo dva solitona mogu da interaguju u isto vreme. Ovo bi bio dokaz
teoreme

Teorema 8.1. Hopfova jednacina (8.4) ima beskonaéno usko N-soli-
tonsko resenje u tackastom i p-asociranom smislu u G koje je dato sa

(8.9).

Remark 5. Nadimo resenje od (8.4) sa beskona¢no uskim pogetnim
uslovom, recimo u nuli. To znaéi da je potetni uslov dat sa pret-
stavnikom ¢ (z2/cP), ¢ € S, 0 € suppy. Za takav pocetni problem
takode postoji N-solitonsko resenje, uz dodatne uslove na ;. Stavimo

Pr((x — vit)/e?) = vi((z — vit)/e?).

Ovo obezbeduje da su regularizovani izvodi od i u nuli proporcionalni,
lako nestandardni kompleksni brojevi. Naime, ¥{(0)/45(0) = v;/v;.
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Ovo obezbeduje postojanje beskona¢no uskog N-solitonskog resenja G
datog pretstavnikom

Gyelat) = Zw (z —vit)/e +aH¢ ((z — vit)/eP),

1=1

gde je

a(8&0) —(vy + ... +vn)/(201...vN)
£ (N —4N)(v1 + ...+ on)* +4AN(0} + ... v3))3/(2Nv; ... vy).

Moze se proveriti da (8.10) definise tackasto resenje od (8.4).

8.5. Skalarni zakoni odrzanja

Sada ¢emo uopstiti gornju proceduru na skalarni zakon odrzanja sa
funkcijom f koja ima polinomijalno ogranicene sve izvode,

(8.11) Aot + 8(f(u))/dz = 0.

Pronadimo sada beskona¢no usko 1-solitonsko resenje za (8.11).
kada zamenimo G = G(x — vt) u (8.11), dobijamo

U™ . (f(U) —v) = 0.

Kao u slu¢aju Hopfove jednacine, pretpostavimo da je resenje funkcija
jednaka nuli u svim sem konavno mnogo tacaka, gde uzima vrednost
A > 0 tako da je f'(A) = g(A) = v.

Postoje neke restrikcije za brzinu solitona v i njegovu amplitudu
A: v € g(R) i za svako fiksirano v, A € g~!(v), to jest g(A) = v.
Pretpostavimo da su sve amplitude pozitivne.

Sa takvim pretpostavkama, mozemo konstruisati resenje sa ovakvim
osobinama, koje je dato pretstavnikom

(8.12) Goe(z,t) =)D ¥((z — vt — 2)/e),

€l ged

gde su I i J konacni skupovi, z; € R, 0 € suppy; i g(4;) = v za
amplitude A; = ¢;(0). Kao u slucaju f(u) = u, moze se pokazati da
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je (8.12) tagkasto i asocirano beskonaéno usko 1-solitonsko resenje od
(8.11). Primetimo da ako je [ konveksna (konkavna), gornji skup J
ima samo jednu vrednost, kao slucaju (8.4).

Kombinujuéi 1-solitonsko resenje od (8.11) i ideje za konstruisanje
N-solitonskog resenja za (8.4), konstruisaéemo 2-solitonsko resenje od
(8.11) u tatkastom i asociranom smislu. Ono je dato pretstavnikom

Goe(®,8) = dhi(r = vit — 21) + ¥y(z — vyt — 2,)

T athi(@ — vt — 2y )y (x — vt — T3),

gde ¢emo parameter o odrediti kasnije.
Uvrstajuéi ovu funkeiju u (8.11), dobijamo

— U1 * e (z — vyt — 1) — oy * Puiey(@ — ot — z3)
— viay) * G (T — vt — )2z — vat — 2)
= vaahi(x — vt — 2y ) Pu(e)(T — vat — )
+ 9(thi(z — it —2;) + oz — vt — )
a1 (& — vyt — @y )ihy(x — vyt — z2)) (¢ * Puey(z — vyt — z1)
+ P Pnie) (T — vt — 25)
+ ap * Gi(e) (@ — vyt — 2 )ha(x — vt — x3)
+ ai(r — vt — 2y)9) Ph(e)(T — vot — z3)) = 0.

Za (z,t) takvo da ez —uvtl—2; # 2 — vyt — zili z — vyt — 2y =

T — vt — 23 # 0, ovaj izraz je nula, jer v; = 9(A4i), i = 1,2. Ako je
T—wvl—2 =2 —vt— 2, =0 tada je

Y1 * By (z — vyt — z1)(9(Ar + A, + aA;A,)

‘|‘. C‘t’g(/'il + fig -+ CYAIAQ)AQ — U — O.’UlAg)

4 ’f,-f); * <i5h,(s)(l‘ — Uagf — 582)(9(A1 + A; + OfAlAz)

+ ag(A; + Aq + Cl’/llAg)Al — Uy — O."UQAI) = (.
Kako su regularizovani izvod; ] * Pue)(0) 1 b * Ph(c)(0) nestandardni
kompleksni bojevi, mara vaziti

(g(fll + Aq + O’.“hflg) — Ul)(O‘A2 -+ 1) = 0

(g(A] + /42 + CYAlAQ) = ’Ug)(ﬁAl + 1) = U,
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Ovaj sistem ima resenja o = —1/4; i a = —1/A,, jer je g(A;) = v;,
i=1,2.

Postojanje beskonacno uskog 2-solitonskog resenja povlaéi posto-
janje i beskonaéno uskog N-solitonskog resenja za (8.11), kao u slu¢aju
g(u) = u, pod uslovima (8.8).
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