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Predgovor

Univerzalna algebra je zasnovana na povezivanju semantickog pojma va-
rijeteta i sintaktickog pojma jednakosne teorije koje se ostvaruje putem
Birkhoffove teoreme. Ova veza semantike i sintakse ¢ée predstavljati os-
novnu metodu istrazivanja u ovoj doktorskoj disertaciji. Krenué¢emo od
sintaksnog uslova kvazilinearnosti i tezicemo predstavljanju svih idempo-
tentnih varijeteta grupoida, koja ispunjavaju taj sintaksni uslov, pomocéu
konaé¢nih grupoida koji ih generisu.

Motivacija za ovaj rad dolazi iz nekolicine radova u kojima su istrazivani
varijeteti generisani konzervativnim grupoidima (operacija je konzervativna
ako je rezultat operacije uvek jednak nekoj od vrednosti na koje je opera-
cija primenjena). Mada ovo svojstvo nije invarijantno u odnosu na jedna-
kosne klase (nije o¢uvano proizvodom), ipak se o varijetetima generisanim
algebrama sa konzervativnim operacijama moze dosta toga re¢i. Samo kao
jedan primer navodimo rezultat A.Bulatova [3] koji resava poznato pitanje
o rac¢unskoj slozenosti ’constraint satisfaction’ problema u slucaju varijeteta
generisanih kona¢nim konzervativnim algebrama.

Svaka refleksivna binarna relacija p se predstavlja pomoc¢u konzervativne
o <$’Vy> € 7a jed-
Yy, inace
nakosnu teoriju algebri parcijalnih uredenja, definisanu i istrazenu u [16]
i [11], ispostavilo se da vazi sledece interesantno svojstvo: svaki term sa na-
jviSe tri promenljive jednak je jedinstvenom linearnom termu. Postavilo se
prirodno pitanje da li postoje varijeteti grupoida koji imaju istu tu osobinu
i za terme sa proizvoljnim brojem promenljivih. U magistarskom radu [§]
je dat potpun odgovor na ovo pitanje. Medutim, da li se mogu opisati va-
rijeteti grupoida sa slabijom osobinom od gore date osobine linearnosti kao
Sto je osobina da je svaki term jednak (ne nuzno jedinstvenom) linearnom
termu? U ovoj disertaciji smo se bavili ovim pitanjem i dali potpun odgovor
u slucaju idempotentnih varijeteta grupoida dok u sluc¢aju neidempotentnih
varijeteta grupoida navodimo kontinuum mnogo primera.

binarne operacije -, na slede¢i nacin: x -,y = {

iii



Prva glava Elementi univerzalne algebre sastoji se od Sest odeljaka.
U prva cetiri odeljka uvedeni su neki osnovni pojmovi i predstavljeni neki
klasi¢ni rezultati univerzalne algebre sa izvorima gde se mogu naci njihovi
dokazi. U prvom odeljku ove glave definiSemo term algebru, svojstvo univer-
zalnog preslikavanja, slobodnu algebru i navodimo njihova osnovna svojstva
koja ¢e se koristiti kroz ceo rad. U drugom odeljku data je definicija jed-
nakosne klase i Birkhoffova teorema koja povezuje jednakosne klase i vari-
jetete. U trecem odeljku su definisani pojmovi: konacna baza, beskonaéna
baza i inherentno beskona¢na baza. U ovom odeljku je dat kratak istorijat
problema koji su povezani sa ova tri pojma. Navedena je Parkova hipoteza
koja je i danas otvoren problem. Pored toga su navedeni potrebni i dovoljni
uslovi za lokalno konacne varijetete koji imaju kona¢nu bazu ili inheren-
tno beskona¢nu bazu. U éetvrtom odeljku je uveden niz pojmova i teorema
potrebnih za Birkhoffovu teoremu kompletnosti jednakosnih teorija koja je
navedena kao poslednje tvrdenje ovog odeljka. U petom odeljku uvodimo
pojam rezidualne granice, navodimo neke primere i Quackenbushovu lemu.
U Sestom odeljku uvodimo pojmove vezane za linearnost i kvazilinernost,
zatim razmatramo njihova osnovna svojstva koja ¢emo kasnije koristiti bez
napomene i uskladujemo notaciju.

Druga glava Linearnost ima Sest odeljaka. Najveéi deo odeljaka ove
glave rezultat je rada P.Dapica, J.Jezeka, P.Markovi¢a, R.McKenzieja i
D.Stanovskog, Star-Linear Equational Theories of Grupoids, [10]. Takode
su ovi rezultati sem drugog i treceg odeljka ove glave prezentovani i u ma-
gistarskom radu [§] tako da dokaze tvrdenja koji se mogu pronaéi u [10} 8]
nismo navodili. U prvom odeljku pokazujemo koje uslove treba da ispunjava
grupoid sa n-generatora da bi bio slobodan grupoid n-linearnog varijeteta.
U drugom odeljku navodimo da postoji ta¢no dvanaest egzaktno 2-linearnih
jednakosnih teorija i navodimo sedam grupoida reda cetiri Gy, ..., Gg koji
su slobodni grupoidi nad skupom od dva generatora nekih varijeteta koji
odgovaraju egzaktno 2-linearnim jednakosnim teorijama dok preostali slo-
bodni grupoidi nad skupom od dva generatora koji nisu navedeni su duali
grupoida Go, ..., Gg. Zatim se pokazuje da su 3-linearne jednakosne teorije
proSirenja grupoida Gs, Gg, G‘g, Gg. Treéi odeljok se sastoji od pet pod-
odeljaka u kojima dokazujemo osobije jednakosnih teorija koje su prosirenja
grupoida Gs, pokazujemo da postoji tatno devet egzaktno 3-linearnih jed-
nakosnih teorija koje su prosirenje grupoida Gs, i navodimo tvrdenje da ne
postoji 4-linearna jednakosna teorija koja je proSirenje grupoida Gs, i da
su sve *- linearne jednakosne teorije regularne (Teorema 23.25). Cetvrti
odeljak se sastoji od dva pododeljka. U njima opisujemo sve egzaktno 3-
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-linearne jednakosne teorije koje su prosirenje grupoida Gg, zatim opisu-
jemo tri x-linearne jednakosne teorije od ukupno Sest jer su preostale tri
duali navedenih, i navodimo njihove osobine. U petom odeljku navodimo
baze u slucaju dva x-linearna varijeteta, dok za jedan varijetet pokazujemo
da je inherentno beskonac¢no baziran. U Sestom odeljku navodimo dijagram
x-linearnih varijeteta i njihovih podvarieteta i navodimo generatorne pod-
direktno nesvodljive grupoide *-linearnih varijeteta.

Treéa glava Kvazilinearnost ima dvanaest odeljaka. Ova glava rezultat
je rada P.Dapica, J.Jezeka, P.Markovié¢a, Star-quasilinear equational theo-
ries of groupoids, [9]. U prvih jedanaest odeljaka prou¢avamo idempotentne
jednakosne teorije dok se u poslednjem odeljku bavimo neidempotentnim
x-kvazilinearnim jednakosnim teorijama. U prvom odeljku pokazujemo os-
novne osobine n-kvazilinearnih jednakosnih teorija i njihovih slobodnih gru-
poida, zatim pokazujemo koje uslove treba da ispunjava grupoid sa n ge-
neratora da bi bio slobodan grupoid n-kvazilinearnog varijeteta. U drugom
odeljku pokazujemo da postoji sedamnaest egzaktno 2-kvazilinearnih jed-
nakosnih teorija i navodimo ¢etiri grupoida reda cetiri Gy, ..., G koji su
slobodni grupoidi sa dva generatora nekih varijeteta koji odgovaraju pravim
2-kvazilinearnim jednakosnim teorijama. Preostali slobodni grupoid sa dva
generatora koji nije naveden je dual grupoida Gg. U treéem odeljku za
grupode Gy, Gg i G3 pokazujemo da ne postoje 3-kvazilinearna proSirenja.
U cetvrtom odeljku pronalazimo x-kvazilinearna proSirenja grupoida Gg,
Gy i Gyg i podvarijetete njima odgovarajuéih varijetet. U petom odeljku
pokazujemo da je x-kvazilinearno prosirenje grupoida G jednakosna teorija
koja odgovara varijetetu pravougaonih traka. U Sestom odeljku opisujemo
jedino x-kvazilinearno proSirenje grupoida G4 i podvarijetete njoj odgo-
varajuCeg varijeteta. Sedmi odeljak se sastoji od ¢etiri pododeljka. U ovom
odeljku opisujemo svih ¢etrnaest egzaktno 3-kvazilinearnih jednakosnih teo-
rija 1 pokazujemo da se njih jedanaest ne moze progiriti do 4-kvazilinearne
jednakosne teorije dok za preostale tri pokazujemo da njima odgovarajuci
varijeteti Va, Vp 1 Vo su s-kvazilinearni varijeteti i pronalazimo njihove
podvarijetete. Osmi odeljak se sastoji od tri pododeljka. U njima pokazu-
jemo da postoji osam egzaktno 3-kvazilinearnih jednakosnih teorija i da
u slucéaju pet ne postoje proSirenja do 4-kvazilinearnih jednakosnih teo-
rija a preostala tri se mogu prosiriti do sedam x-kvazilinearnih jednakos-
nih teorija koje su podvarijeteti *-linearnih varijeteta. U ovom odeljku
pokazujemo i da postoji beskona¢no mnogo 3-kvazilinearnih jednakosnih
teorija koje su prosirenje grupoida Q, i da se egzaktno 3-kvazilinearno
i egzaktno 4-kvazilinearno proSirenje grupoida Qs razlikuju. U devetom



odeljku opisujemo jedino x-kvazilinearno prosirenje grupoida G i podvari-
jetete njoj odgovarajuceg varijeteta. U desetom odeljku navodimo dijagram
x-kvazilinearnih varijeteta i njihovih podvarieteta i navodimo generatorne
poddirektno nesvodljive grupoide *-kvazilinearnih varijeteta koji nisu nave-
dene u prethodnim odeljcima. U jedanaestom odeljku pokazujemo da 12
idempotentnih *-kvazilinearnih varijeteta ima rezidualnu granicu x gde je
Kk < 5 dok preostalih 16 idempotentnih *-kvazilinearnih varijeteta su rezidu-
alno veliki. U dvanaestom odeljku za razliku od prethodnih odeljaka anali-
ziramo neidempotentne x-kvazilinearne jednakosne teorije i pokazujemo da
ih ima kontinum mnogo.

Prilikom naseg istrazivanja koristili smo rac¢unarski program [14]. On
ima sledeée moguénosti: prilikom popunjavanja Kejlijeve tablice grupo-
ida, on automatski popunjava polja u tablici ¢ije su vrednosti jednoznacno
odredene do tog trenutka definisanim rezultatima operacije i identitetima
koji su prethodno uneti kao zakoni tog grupoida. Ako je neki unos u tablicu
u suprotnosti sa nekim identitetom (prvi identitet na koji naide u algoritmu
programa), program obavestava korisnika o tome, kao i o identitetu sa kojim
je unos u kontradikciji. Takode, kada se multiplikativna tabela popuni do
kraja, program proverava da li su i neki novi identiteti zadovoljeni, i nalazi
valuaciju promenljivih za koje identitet nije zadovoljen.

Ovaj program smo koristili veoma ¢esto, ali nezavisno od toga ¢e mnogi
rezultati biti dokazani i 'peske’. Mesta gde bi ¢italac mogao da ima prob-
lema sa verifikacijom na$ih rezultata bez koris¢enja ra¢unarskog programa
su ona gde se tvrdi da neki identiteti vaze na grupoidima sa veé¢im brojem
elemenata (izmedu 9 i 21 elemenata).

Napomenimo za kraj da u dokazima tvrdenja identiteti koji nisu de-
taljno objasnjenji su direktna posledica identiteta iz uslova tvrdenja ili pret-
postavki koje su uvodene u toku dokaza.

Spisak literature je dat na kraju teze.

Notacija je u celom tekstu standardna, dok se novouvedene oznake
detaljno objasnjavaju. Za notaciju i terminologiju koja nije definisana u
ovom uvodu, poziva se ¢italac da konsultuje knjigu [24].
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Glava 1

Uvod - Elementi univerzalne
algebre

U ovoj glavi navodimo one definicije i rezultate iz standardnog osnovnog
kursa Univerzalne algebre koje ¢emo koristiti u glavama 21i[Bl Svi dokazi
se mogu naci u udzbeniku S.Burris, H.P.Sankappanavar, A Course in Uni-
versal Algebra, [4]. U poslednjem odeljku ove glave uveséemo definicije,
osnovne pojmove i osobine linearnosti i kvazilinearnosti.

1.1 Slobodne algebre

Definicija 1.1.1. Za dato F i X, ako T(X) # () tada termovska algebra
(ili algebra terma, term algebra) tipa F nad X, pisemo 7 (X ), ima za nosac¢
skup terma T'(X), dok za fundamentalne operacije vazi da je

fT(X) : <p17---,pn> = f(plvvpn)
zasve f € Fpipi € T(X), 1 <i<mn.(T(0) postoji ako i samo ako Fy # (.)

Definicija 1.1.2. Neka je K klasa algebri tipa F i neka je U(X) algebra
tipa F generisana sa skupom X. Ako za svako A € K i svako preslikavanje
a : X — A postoji homomorfizam 3 : U(X) — A koji prosiruje o, tada
kazemo da U(X) ima svojstvo univerzalnog preslikavanja za K nad X, i za
U(X) kazemo da je slobodno generisan sa X (vidi sliku).
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X$>A

4

U(X)

Teorema 1.1.1 ([4], 11.10.8). Neka je F proizvoljan tip i neka je X skup
promenljivih, gde je X # (0 ako je Fo = 0. Termovska algebra T (X) ima
svojstvo univerzalnog preslikavanja za klasu svih algebri tipa F nad X. U

Definicija 1.1.3. Neka je K familija algebri tipa F. Za dati skup promen-
ljivih X definisimo kongruenciju x (X) na 7 (X) kao 0x(X) = Pk (X),
gde je

Dc(X) = {6 € ConT(X) : T(X)/6 € IS(K)}:

tada definis$emo Fx (X), K-slobodnu algebru nad X, kao
Fr(X) =T(X)/0x (X),
gde je X = X/0k(X).

Atomarne formule na nekom jeziku jednakosne logike (logike u kojoj je
jedini relacijski simbol '~ koji se uvek interpretira kao jednakost) mogu se
poistovetiti sa uredenim parovima terma. Ovakve atomarne formule zovemo
identitetima. Ako govorimo o atomarnim formulama nad skupom promen-
ljiivih X, mozemo izjednaciti skup atomarnih formula sa odgovarajué¢om
binarnom relacijom na 7'(X).

Teorema 1.1.2. (Birkhoff) ([4], 11.10.10) Pretpostavimo da T (X) postoji.
Tada Fg(X) ima svojstvo univerzalnog preslikavanja za K nad X. O

Definicija 1.1.4. Algebra A je lokalno konaéna ako je svaka konaéno ge-
nerisana podalgebra konac¢na. Klasa algebri je lokalno konacéna ako je svaki
¢lan K lokalno konacan.

Teorema 1.1.3 ([4], 11.10.15). Varijetet V' je lokalno konacan ako i samo
ako je | X| < w = |Fr(X)| < w. O

1.2 Birkhoffova teorema

Lema 1.2.1 ([4], I1.11.2). Ako je K klasa algebri tipa F i p = q identitet
tipa F nad X, tada je K = p = q ako i samo ako za sve A € K i sve
homomorfizme o : T(X) — A imamo da je a(p) = a(q). O



1.3. FB, NFB i INFB 3

Teorema 1.2.2 ([4], I1.11.4). Neka je K klasa algebri tipa F i termi p,q €
T(X) tipa F. Tada je

O]

Jedan nacin da se interpretira prethodna teorema je i da 6 (X) pred-
stavlja skup svih identiteta koji vaze na K nad skupom promenljivih X
(obelezen sa Idg(X)).

Definicija 1.2.1. Neka je X skup identiteta tipa F, i obelezimo sa Mod(X)
klasu svih algebri A za koje vazi da je A = X. Klasa K algebri je jednakosna
klasa ako postoje identiteti ¥ takvi da je K = Mod(X).

Teorema 1.2.3. (Birkhoff) ([4], I1.11.9) K je jednakosna klasa ako i samo
ako je K wvarijetet. O

1.3 FB, NFB i INFB

Definicija 1.3.1. Neka je X skup promenljivih i 3 skup identiteta tipa F
sa promenljivama iz X. Za p,q € T(X) pisemo da je

YEprg
ako za proizvoljnu algebru A
iz AE XY sledida je AEp=gq.

Definicija 1.3.2. Neka je X skup promenljivih i K klasa algebri. Kazemo
da je Idg(X) konacno bazirana (ili ima konaénu bazu, skraéeno FB) ako
postoji konacan podskup ¥ od Idg(X) takav da je

Y Idg(X),

inace kazemo da je beskonacéno bazirana (ili nema konaénu bazu, skraéeno
NFB). Kazemo da su identiteti od K konacno bazirani ako postoji konac¢an
skup identiteta ¥ takav da je za proizvoljno X,

Y = Idg (X).

U slucaju da je K = {A} tada za algebru A kazemo da je konacno bazirana
(odnosno, beskonacno bazirana) ako K zadovoljava to svojstvo.
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Postavljalo se pitanje da li svaka konacna algebra konacnog tipa ima
konaénu bazu. Konacne algebre mogu imati konac¢ne baze, ali postoje i
konac¢ne algebre koje nemaju kona¢ne baze. Tako, R.Lyndonov primer
[22] beskona¢no bazirane konacne algebre ima sedam elemenata sa jed-
nom binarnom i jednom nularnom operacijom, V.L.Murskij [31] konstruise
troelementni grupoid, P.Perkins [35] Sestoelementnu polugrupu, a I.Dolinka
[6] sedmoelementni poluprsten sa beskona¢nom bazom. R.Lyndon [21] je
pokazao da dvoelementne algebre imaju kona¢nu bazu, S.Oates i M.B.Powell
[33] su pokazali da kona¢ne grupe imaju kona¢nu bazu, zatim R.L.Kruse [19]
i I.V.Ljvov [20] su pokazali da svaki kona¢an prsten ima kona¢nu bazu, svaka
kona¢na mreza ili mrezno uredena algebra ima kona¢nu bazu (R.McKenzie
[25]). Poslednji rezultat je bio inspiracija za poznatu teoremu K.Bakera ([1])
koja tvrdi da svaka konacna algebra koja generiSe kongruencijski distribu-
tivan varijetet ima konacnu bazu. Bakerova teorema je kasnije uopStavana
(R.McKenzie [29], R.Willard [42] i M.Maréti, R.McKenzie [23]). Medutim,
ne postoji algoritam koji prepoznaje konacne algebre sa kona¢nom bazom
(R.McKenzie [26], [27] i [28])

Sedamdesetih godina prosloga veka svi do tada poznati primeri kona¢nih
algebri A konacnog tipa koje nisu imale kona¢nu bazu, imale su osobinu da
HSP(A) sadrzi poddirektno nesvodljive algebre proizvoljno velike konaéne
kardinalnosti i svih beskonac¢nih kardinalnosti. Zbog toga je R.Park 1976.
godine u svom doktorskom radu [34] postavio hipotezu:

Hipoteza 1.3.1 (Parkova hipoteza). Neka je A konacéna algebra konac-
nog tipa. Ako postoji konacno ograniéenje za kardinalnosti svih poddirektno
nesvodljivih algebri iz HSP(A) (ili se jos kaze, ako HSP(A) ”ima konacno
rezidualno ogranicenge”), tada A ima konacnu bazu.

Hipoteza je joS otvorena. Proverena je u mnogim specijalnim slucajevi-
ma dok gore pomenute Bakerova teorema i njena uopstenja (McKenziejeva,
Willardova, i Mardéti-McKenziejeva) potvrduju hipotezu u sluc¢aju varijeteta
koji su kongruencijski distributivni, kongruencijski modularni i kongruencij-
ski A-semidistributivni. U odeljku dat je grupoid Aj za koji je pokazano
da ide u prilog Parkovoj hipotezi.

Teorema 1.3.2 (Birkhoff [5]). Neka je A konacna algebra konacnog tipa F
i neka je X konacan skup promenljivih. Tada Id(X) je konacéno baziran.

Definicija 1.3.3. Za lokalno konacan varijetet V kazemo da ima inherentno
beskonacnu bazu (INFB) ako za svaki lokalno konacan varijetet VW takav
da je W DV, vazi da W nema konacnu bazu. Za konac¢nu algebru A kazemo
da ima inherentno beskona¢nu bazu kada isto vazi za varijetet HSP(A).
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Krajem sedamdesetih godina dvadesetog veka V.L.Murskij prvi definise
pojam inherentno beskona¢ne baze i uocava znacaj njegovog istrazivanja.
Ispostavilo se da primeri V.L.Murskog [32] i P.Perkinsa [35] imaju inhe-
rentno beskonaénu bazu. G.McNulty i C.Shallon [30] pokazuju da neko-
liko od konacnih graf algebri, za koje je C.Shallon [40] pokazala da imaju
beskonacéne baze, imaju inherentno beskonacne baze. J.Jezek [15] daje
tri grupoida sa tri elementa koji imaju inherentno beskonaénu bazu, a
M.V .Sapir [38],[39] karakterise inherentno beskonaé¢no bazirane konac¢ne polu-
grupe. I.Dolinka [7] daje dovoljan uslov kojim se obezbeduje da poluprsten
ima inherentno beskona¢nu bazu, a posledica toga je da su poluprsteni bi-
narnih relacija na kona¢nom skupu INFB.

Definicija 1.3.4. Neka je V varijetet. Oznacimo varijetet M (Id,(X;)) sa
Vi gde je X; = {x1,..., 2}

Ocigledno je V = (,en V' kao i HSP(F,(X;)) C V.
Lema 1.3.3. Ako je V lokalno konacan varijetet tada V' ima konacnu bazu.

Dokaz. Na osnovu Definicije [L3.4 imamo da je Idy(X;) baza varijeteta V.
Kako je na osnovu Teoreme [1.2.2]

Idy(X;) = Idp,,(x,)(Xi),

F,(X;) je kona¢na jer je V lokalno konacan, pa iz Teoreme [[.3.2] sledi da
Idp,,(x,)(X;) ima konatnu bazu. Dakle, i V* ima konatnu bazu. O

Teorema 1.3.4. Neka je varijetet V lokalno konacan. Sledeca tvrdenja su
ekvivalentna:

(1) V nema konacénu bazu (NFB)
(2) za svakoi €N je Vi DV,
(3) za svako i € N postoji j € N takvo da je V' D Vit,

Dokaz. Lako se pokazuje na osnovu Definicije [[3.4] da su (2) i (3) ekviva-
lentni. Pokazimo samo ekvivalenciju (1) i (2).

Pretpostavimo da V ima NFB. Tada je V' 2 V za svako i € N, jer na
osnovu Leme V' ima kona¢énu bazu za svako i € N.

Ako V ima F'B tada postoji ¢ (broj promenljivih koje se pojavljuju u
konac¢noj bazi) takav da je V' = V. O
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Teorema 1.3.5. Neka je varijetet V lokalno konacan. Tada V ima INFB
ako i samo ako za svako i € N, V' nije lokalno konacan.

Dokaz. Pretpostavimo da V ima INFB. Kako V' ima konaénu bazu (Lema
[C33) na osnovu Definicije za svako i € N varijetet V' nije lokalno
konacan.

Pretpostavimo da V nema IN F B.Neka je VW varijetet takav da je V C
W, W lokalno kona¢an i W ima FB. Tada postoji ¢ (broj promenljivih
koje se pojavljuju u konaénoj bazi) takav da je W = W? pa je W' lokalno
kona¢an varijetet. Kako je W' 2 V", sledi da je V' lokalno kona¢an varijetet.

O

1.4 Jednakosna logika i potpuno invarijantne kon-
gruencije

Definicija 1.4.1. Kongruencija # na algebri A je potpuno invarijantna ako
za svaki endomorfizam « na A vazi:

(a,b) € 0 = (a(a),a(d)) € 6.

Neka je S € A x A. Tada sa ©p;(S) obelezavamo najmanju potpuno in-
varijantnu kongruenciju na A koja sadrzi S. Kongruencija ©r(S) se zove
potpuno invarijantna kongruencija generisana sa S. Ovaj pojam je dobro
definisan jer je presek proizvoljne familije potpuno invarijantnih kongruen-
cija potpuno invarijantna kongruencija.

Neka su dati skup promenljivih X i tip F, i neka je
7:1d(X)— T(X) x T(X)
bijekcija definisana sa
Tp~aq) = (p,q)

Teorema 1.4.1 ([4], 11.14.8). Neka je ¥ podskup skupa identiteta Id(X).
Postojgi klasa algebri K takva da je

Y =Ildg(X)
ako i samo ako T(X) je potpuno invarijantna kongruencija na T (X). O

Definicija 1.4.2. Podskup ¥ od Id(X) se zove jednakosna teorija nad X
ako postoji klasa algebri K takva da je

Y = Idg(X).
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Teorema 1.4.2 ([4], 11.14.12). Ako je ¥ skup identiteta nad X i p ~ q je
identitet nad X, tada je

YEpxqe (pq €Op(1(X)).
0

Definicija 1.4.3. Skup identiteta > nad X je zatvoren u odnosu na zamenu
ako za proizvoljan identitet p &~ ¢ € ¥ i term r € T(X) vazi: ako se
p pojavljuje kao podterm u termu r tada za term s koji se dobija od r
zamenom podterma p sa termom ¢ imamo da je r &= s € X..

Definicija 1.4.4. Skup identiteta > nad X je zatvoren u odnosu na sup-
stituciju ako za sve identitete p ~ ¢ € ¥ i svaki term r € T'(X) vazi: ako se
zameni svako pojavljivanje date promenljive z u p & ¢ sa r, tada je dobijeni
identitet u X.

Definicija 1.4.5. Ako je ¥ skup identiteta nad X, tada deduktivno zat-
vorenje D(X) od ¥ je najmanji podskup od Id(X) koji sadrzi ¥ takav da
je

(1) p~pe D) zape T(X)

(2) prqeD(E)=qrpe DE)

(3) prqeDX), grreDX)=prreDE)
(4) D

(X) je zatvoreno u odnosu na zamenu
) je zatvoreno u odnosu na supstituciju.
Teorema 1.4.3 ([4], I1.14.17). Neka je ¥ C Id(X), p ~ q € Id(X), tada je
YEprqeprqe DE).
O

Definicija 1.4.6. Neka je ¥ skup identiteta nad X. Za p ~ ¢ € Id(X)
kazemo da je
YEp=yg

ako postoji niz identiteta

P1=q1,---,Pn = qn

iz 1d(X) tako da svaki p; ~ ¢; pripada X, ili je oblika p ~ p, ili je rezultat
primene nekog od pravila zatvorenja (2)—(5) u Definiciji na prethodne
identitete u nizu, i poslednji identitet p,, = q, je p ~ q. Nizp1 = q1,...,pn ~
qn se zove formalno izvodenje od p =~ ¢, i n je duZina izvodenja.
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Teorema 1.4.4. (Birkhoff: Teorema kompletnosti za jednakosnu logiku)
([, 11.14.19) Neka je ¥ C Id(X) ip~ q € Id(X), tada je

YEprqe Xhkprqg

1.5 Rezidualna granica

Definicija 1.5.1. Neka je A algebra i x kardinalni broj. Kazemo da A
ima rezidualnu granicu k ako za svaki par razli¢itih elemenata a i b iz skupa
A postoji algebra B i homomorfizam f : A — B takvi da je |B] < ki
f(a) # f(b). Kazemo da je A rezidualno konacéna ako za svaki par razli¢itih
elemenata a i b iz skupa A postoji homomorfizam f iz algebre A u kona¢nu
algebru takav da je f(a) # f(b). Za klasu algebri K kazemo da ima rezi-
dualnu granicu k (je rezidualno konacna) ako svaka algebra iz K ima isto
svojstvo.

Propozicija 1.5.1 ([24], Odeljak 4.5, Posledica 5). Neka je K klasa algebri
zatvorena u odnosu na homomorfizam. Tada K ima rezidualnu granicu k
ako i samo ako svaka poddirektno nesvodljiva algebra iz K ima kardinalnost
manju od k. Klasa I je rezidualno konacna ako i samo ako su sve poddirek-
tno nesvodljive algebre iz KC rezidualno konacéne, odnosno imaju rezidualnu
granicu Ng.

Napomenimo da ¢emo u ovom radu smatrati da je trivijalan grupoid
poddirektno nesvodljiv prema definiciji datoj u [4] dok u mnogim drugim
radovima to nije slucaj.

Definicija 1.5.2. Klasa algebri je rezidualno mala ako ima rezidualnu
granicu x za neki kardinal x. Klasa algebri je rezidualno velika ako nije
rezidualno mala. Klasa algebri je strogo rezidualno konacéna ako ima rezi-
dualnu granicu k gde je x konacan kardinal.

Primer 1.5.1. Klase Bulovih algebri, polumreza, distributivnih mreza ima-
ju rezidualnu granicu 3. Klasa monadickih algebri je rezidualno velika.
Klasa kona¢nih mreza za proizvoljan konacan kardinal x nema rezidualnu
granicu k. Klasa svih mreza je rezidualno velika.

Teorema 1.5.2 (Quackenbush, [4], V.3.8). Ako je varijetet V lokalno kona-
¢an sa do na izomorfizam konacno mnogo konacnih poddirektno nesvodljivih
algebri, tada V nema beskonacnu poddirektno nesvodljivu algebru.
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1.6 Uvod u linearnost i kvazilinearnost

U ovom odeljku kao i u naredne dve glave pod termom ¢emo uvek podra-
zumevati term na jeziku grupoida (algebri sa jednom binarnom operacijom
koju ¢éemo obelezavati u multiplikativnoj notaciji). Za term kazemo da je
linearan ako se svaka promenljiva pojavljuje najvise jedanput u tom termu.

Definicija 1.6.1. *-linearna jednakosna teorija je jednakosna teorija E za
koju vazi da za svaki term t postoji jedinstven linearan term t* takav da
(t,t*) € E.

Oznagimo sa S(t) skup svih promenljivih koje se pojavljuju u termu ¢, a
neka |t| oznacava sloZenost od t, tj. ukupan broj pojavljivanja promenljivih
u t. Jasno, |S(¢)| < [t| a jednakost vazi ako je t linearan.

Propozicija 1.6.1. ([8], Propozicija 2.1.3) U svakoj x-linearnoj jednakos-
noj teorigi S(t*) C S(t).

Definicija 1.6.2. x-kvazilinearna jednakosna teorija je jednakosna teorija
E za koju vazi da za svaki term ¢ postoji (ne nuzno jedinstven) linearan
term t* takav da je (t,t*) € E. Prava x-kvazilinearna jednakosna teorija je
x-kvazilinearna jednakosna teorija koja nije *-linearna. Odgovarajuéi vari-
jetet za x-kvazilinearu (pravu #-kvazilinearu, *-linearna) jednakosnu teoriju
zvatemo x-kvazilinearan (pravi x-kvazilinearan, x-linearan) varijetet

Lema 1.6.2. Neka je E *x-kvazilinearna jednakosna teorija, tada za svaki
term t postoji linearan term t* takav da je S(t*) C S(t) ako i samo ako je
FE idempotentna jednakosna teorija.

Dokaz. Neka je E idempotentna jednakosna teorija. Pretpostavimo sup-
rotno, tj. da postoji term ¢ takav da nije ekvivalentan ni sa jednim linearnim
termom [ sa osobinom da je S(I) C S(t). Neka je term [ linearan term mini-
malne slozenosti koji je ekvivalentan sa termom ¢. Tada postoji promenljiva
z € S(I)\ S(t). Primenom supstitucije z — [; i idempotentnosti na identitet
I =~ t, gde je l; podterm terma [ takav da je zl; ili [;z podterm terma I,
dobijamo identitet I’ &~ t kod koga je linearan term !’ manje slozenosti od I,
kontradikcija.

Neka za svaki term ¢ postoji linearan term ¢* takav da je S(t*) C S(?).
Ako za term t uzmemo da je jednak sa 22 dobijamo da za term t* mozemo
uzeti samo term x, prema tome, dobijamo zakon idempotentnosti. ]
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U ovoj glavi jednakosne teorije koje ¢emo proucavati su idempotentne
sem jednakosnih teorija u odeljku gde navodimo primere neidempo-
tentnih x-kvazilinearnih jednakosnih teorija. Primetimo da su sve *-linearne
jednakosne teorije idempotentne.

Propozicija 1.6.3. Svaka *-kvazilinearna jednakosna teorija definise lo-
kalno konacan varijetet.

Dokaz. Univerzum slobodne algebre sa n generatora u tom varijetetu se
moze predstaviti kao podskup skupa svih linearnih terma nad promenljivima
T1,...,Tyn, & njih ima kona¢no mnogo. Kod *-linearne jednakosne teorije
uslov da je svaki term ekvivalentan jedinstvenom linearnom termu znaci i
da su svaka dva razli¢ita linearna terma neekvivalentna u *-linearnoj jed-
nakosnoj teoriji pa se univerzum slobodne algebre sa n generatora moze
predstaviti kao skup svih linearnih terma nad promenljivima z1,...,z,. O

Na primer, u *-kvazilinearnom varijetetu slobodan grupoid sa dva slo-
bodna generatora ima najviSe Cetiri elementa, sa tri slobodna generatora
ima manje ili jednako od 21, a sa Cetiri slobodna generatora ima manje ili
jednako od 184 dok jednakost vazi u *-linearnim varijetetima. Broj razli¢itih
rasporeda zagrada u linearnom termu na nekom skupu od n promenljivih
([41], odeljak 8.4), odnosno broj razlicitih simple, ordered, rooted trees (SOR
drveta) sa n listova ([37], odeljak 6.4.1) je Cp—1 , gde je C,, = n%rl(zg), n-ti
Katalanov broj, te je konacan broj linearnih terma sa n promenljivih (i pj,

niz svakog *-linearnog varijeteta) jednak sa

n! <2n - 2) (2n — 2)!

=nlCh_1 = — =,
Pn=10m=1 =0\ n -1 (n—1)!

Slobodni spektar se onda izra¢unava po poznatoj formuli f,, = >, (Z) D

Ako je E x-kvazilinearna jednakosna teorija i n-elementni grupoid G sa k
generatora pripada odgovaraju¢em varijetetu Mod(E) u kome je slobodan
grupoid sa k generatora reda n, onda G mora biti izomorfan slobodnom
grupoidu sa k generatora u ovom varijetetu. Naravno, to je ta¢no jer je svaki
grupoid generisan sa k elemenata homomorfna slika slobodnog grupoida sa
k generatora, pa je jezgro tog homomorfizma identicka relacija, tj. u pitanju
je izomorfizam.

Propozicija 1.6.4. ([8], Propozicija 2.1.2) Svake dve uporedive -linearne
jednakosne teorije (posmatrane kao binarne relacije na skupu svih terma
grupoida) su identicne.
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Definicija 1.6.3. Neka je n prirodan broj. Pod n-linearnom jednakos-
nom teorijom podrazumevamo jednakosnu teoriju E tako da je svaki term
sa najvise n promenljivih F-ekvivalentan jedinstvenom linearnom termu
(koji takode mora imati najvise n promenljivih). Pod n-kvazilinearnom jed-
nakosnom teorijom podrazumevamo jednakosnu teoriju F takvu da je svaki
term sa najviSe n promenljivih E-ekvivalentan linearnom termu nad istim
skupom promenljivih. Pod pravom n-kvazilinearnom jednakosnom teori-
jom (pravom x-kvazilinearnom jednakosnom teorijom) podrazumevamo jed-
nakosnu teoriju koja je n-kvazilinearna jednakosna teorija (*-kvazilinearna
jednakosna teorija) ali nije n-linearna jednakosna teorija (*-linearna jedna-
kosna teorija). Ako je n-linearna (n-kvazilinearna) jednakosna teorija F
generisana (kao potpuno invarijantna kongruencija na algebri terma) iden-
titetima iz F u kojima figuriSe najvise n promenljivih, onda kazemo da je
jednakosna teorija E egzaktno n-linearna (n-kvazilinearna). Naravno, takva
jednakosna teorija je jednozna¢no odredena svojim slobodnim grupoidom sa
n slobodnih generatora.

Definicija 1.6.4. Redi ¢emo da jednakosna teorija E prosiruje grupoid G,
ako je G slobodan grupoid za odgovarajuéi varijetet nad nekim skupom
generatora. Za jednakosnu teoriju E ¢emo reéi da n-linearno (x-linearno,
n-kvazilinearno, x-kvazilinearno) prosirenje grupoida G ako je E prosirenje
grupoida G i E je n-linearna (*-linearna, n-kvazilinearna, *-kvazilinearna)
jednakosna teorija. Za grupoid G reéi ¢emo da je *-linearno (n-linearno,
x-kvazilinearno, n-kvazilinearno) neprosiriv ako ne postoji odgovarajuéi -
-linearan (n-linearan, x-kvazilinearn, n-kvazilinearn) varijetet sa slobodnim
grupoidom G.

Takode ¢e nam biti potrebni sledeéi termini. Dual od terma t (pisemo
t?) definiemo kao term ¢ ako je t promenljiva, a ako je t = tit5, onda je
t9 = t9t9. Dual jednakosne teorije E biée klasa svih identiteta t7 ~ t3,
gde identitet t; ~ t9 pripada E. Za identitet s =~ t kazemo da je regularan,
ako vazi S(s) = S(t). Za identitet s ~ ¢ kazemo da je levo nepermutacioni,
ako je redosled prvih pojavljivanja promenljivih u s, posmatrano s leva na
desno, isti kao i redosled prvih pojavljivanja promenljivih u termu ¢. Za neki
identitet kazemo da je desno nepermutacioni, ako je dual tog identiteta levo
nepermutacioni. Za jednakosnu teoriju E kazemo da je reqularna (odnosno
levo, desno nepermutaciona), ako su svi identiteti u E regularni (levo, desno
nepermutacioni, redom).

Radi izbegavanja pisanja prevelikog broja zagrada u termima, koristi¢e-
mo zapise T1r2x3 ... T, umesto terma ((...((x122)xs)...)Tn—1)x, (otvore-
ne zagrade su grupisane sa leve strane terma), x - yz umesto terma x(yz),
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itd.
Na termovskoj algebri T(X) obelezi¢emo sa oy, .4 endomorfizam koji se
.. . . . t =y;
dobija prosirenjem preslikavanja o(z) = { x” i c _g(’ \ za promen-
ljivu y i term ¢.
Za notaciju i terminologiju koju nismo definisali u ovom uvodu, upuéu-
jemo ¢itaoca na knjigu [24].



Glava 2

Linearnost

Ova glava predstavlja pregled rezultata magistarskog rada [§], sem odeljka
2.1l kao i odeljka 23] u kome je data detaljna konstrukcija svih devet slo-
bodnih grupoida sa tri generatora egzaktno 3-linearnih jednakosnih teorija
koje su progirenje grupoida Gs (najavljene u magistarskom radu [§]), kao
i niz osobina progirenja grupoida Gy predstavljene u pododeljku 2311 a
koje ¢emo koristiti u odeljku B.7 u narednoj glavi pa ¢itaocu preporucujemo
da odeljak B.7] proc¢ita neposredno posle ¢itanja odeljka 2.3l U ovoj glavi
opisujemo tri *-linearna varijeteta i njihove podvarijetete kao i generatorne
grupoide dok su preostala tri x-linearna varijeteta duali ovde opisanih -
-linearnih varijeteta. Pored toga naveséemo konacne baze u slucaju dva *-
-linearna varijeteta (a samim tim su nam poznate baze njihovih duala) dok
dva varijeteta imaju INFB.

2.1 Slobodni grupoidi linearnih varijeteta

Teorema 2.1.1. Neka je F,, = (F,, w,) grupoid ¢iji nosac je skup svih
linearnih terma nad skupom {x1,xa,...,z,}, i neka na tom grupoidu vaze
svi identitets oblika t1 - ta =~ t1 -F, 2 za sve t1,12 € F,,. Tada postoji tacno
jedna egzaktno n-linearna jednakosna teorija ¢igi je slobodan grupoid sa n
generatora grupoid F,,.

Dokaz. Neka je V varijetet generisan grupoidom F,,, i neka je ~p, jedna-
kosna teorija koja odgovara datom varijetetu.

Linearni termi nad promenljivama {x1,z2,...,2,} su razli¢iti u vari-
. . . .. rT T2 ... I .
jetetu V jer bi u suprotnom za valuaciju ( " > dobili da
r1T T2 ... Tp

su dva razli¢ita elementa iz grupoida F,, jednaka. Prema tome, ako je neki

13
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term sa n promenljivih ekvivalentan linearnom termu po modulu ~p, , onda
ne postoji drugi linearan term sa kojim je ekvivalentan. Pokazimo sada da
je ~F, n-linearna jednakosna teorija.

Neka je t term na jeziku grupoida sa najvise n promenljivih. Indukcijom
po slozenosti terma ¢ pokazatemo da je term t jednak nekom linearnom
termu. Ako je term t i sam linearan, tvrdenje je ta¢no. Ako nije, tada je
t = t1-t2, i po induktivnoj hipotezi vazi da t; ~p, t}, gde je t} linearan term
za j = 1,2. Dakle, dovoljno je pokazati da za svaki proizvod dva linearna
terma t)t, vazi da je tity ~p, t;, gde je ¢; neki linearan term nad istih n
promenljivih. Ali, iz uslova teoreme imamo da je ¢} - th ~ ¢} -g, t, pri ¢emu
je term ¢} -g,, t5 linearan. O

Posledica 2.1.2. Neka je F3 = (F3,-F,) grupoid ¢iji nosac je skup svih
linearnih terma nad skupom {x,y, z}, i neka na tom grupoidu vaZe svi iden-
titeti iz Tabele[Z]. Tada postoji tacno jedna egzaktno 3-linearna jednakosna
teorija koja je prosirenje grupoida F3 sa tri generatora.

(1) zz SR (17) zyz - x N TYz F, T,

(2) z-zy X orow, 1Y, (18) wyz -y X oyz w, Y

(3) = - yx X xR, YT, (19) zyz - yx X oayz F, YT,

4) zy - x N oTy R, T, (20) zyz - zzy N oTyz F, TZY,

(5) zy -y X oy B, Y (21) wyz - 22y X ayz F, 2TY,

(6) zy - yx R oxy w, YT, (22) zyz - yzx R oryz F, Y2,
(23) zyz - zyx R oxyz F, 2YT,

X yrz R TR, YT, xyz - (x- 2y A oxyz p, T2y,

D z-(y-xz) =z F,y- 22 (26) zyz - (y - x2) Roxyz o, Y- T2,

(10)z-(y-22) =~ z -, y-2z, | (27) zyz-(y-22) R oxYz R, Y- AT,

(11) zy - xz ~ xy B, vz, | (28) (-y2) -y ~ T-yz o, Y

(12) zy - y2 N TY F, Y2 (29) (z-yz) -2 N TYz R, 2

(3)ay-zc =~ ay w 2o | (30) (voyn)zy A oeys w o

(14) 2y - 2y X oy w, 2y, (31) (z-yz) - xyz N ox-yz R, TYZ,

(15) zy - yxz ~ zy F, yrz, | (32) (z-yz) - ywz N oT-yz R, YTz,

(16) ay- (z-yo) =~ ay -w 2y, | (33) (0-y2) o2y ~ v-yz w, w2y,
(34) (w-yz) - 22y NoT-yz R, 2T,
(35) (x-yz)-(y-x2) = x-yz -F, Y- 2,
(36) (v-y2)- (y-20) ~ -yz w, y- 2@
(37) (x-yz)-(z-2y) =~ x-yz ‘F, 2-2Y,
(38) (x-y2) - (2 yx) =~ x-yz 'F, 2 Yz

Tabela 2.1: Identiteti koji definisu slobodan grupoid nad tri ge-
neratora u 3-kvazilinearnom varijetetu.
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Dokaz. Na osnovu Teoreme [Z.1.1] dovoljno je pokazati da ¢e svi identiteti
oblika t1 - to &~ t1 -F, t2 za sve t1,to € F3, biti tacni na F3. Kako se term
t1 - to moze dobiti supstitucijom nekog terma koji se nalazi sa leve strane ~
u gore navedenim identitetima dobijamo da ée term t; - t2 biti ekvivalentan
linearnom termu ¢; (ili termu koji se lako svodi na linearan primenom gore
navedenih identiteta) koji mora biti jednak termu ¢; -g, t2 jer bi u suprotnom
dva razlicita elementa iz F3 bila jednaka. O

Prilikom dokazivanja postojanja egzaktno 3-linearnih jednakosnih teo-
rija, tj. dokazivanja da je neki grupoid sa tri generatora slobodan grupoid
u nekoj 3-linearnoj jednakosnoj teoriji, koristicemo se prethodnom posledi-
com tako Sto ¢emo koriS¢éenjem racunarskog programa proveravati tacnost
identiteta iz Tabele 2.1l na slobodnom grupoidu sa tri generatora.

Kao geometrijsku ilustraciju polozaja identiteta navedenih u Posledici
212 prilazemo Kejlijevu tablicu (Tabela[2.2]) za linearne terme nad skupom
od tri promenljive (e =z, b=y, c =2, d =2y, e = zz, f = yz, g = yx,
h=zzx,i=zy, j=uxyz, k =yxz, | =x2y, m = zzy, n = yzx, 0 = 2yx,
p=x-Yyz,q=x-2y, T =y 22, S=y-z2x, t =z -2y, u=2-yr) U kojoj su
dati identiteti obelezeni simbolom X, dok su preostali proizvodi, obelezeni
sa [, ili ve¢ linearni sami po sebi, ili dobijeni supstitucijom od nekog od
proizvoda sa leve strane nekog identiteta iz Tabele 211

abcde fghijkl mnopgrstu

o (ROOXROOROOXRXROODOODHOOXRXREO

Tabela 2.2:Kejlijeva tablica polozZaja identiteta X navedenih u
Tabeli 2.
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2.2 Egzaktno 2-linearne jednakosne teorije i potre-
ban uslov njihove prosirivosti

Jasno je da postoji tacno jedna egzaktno 1-linearna jednakosna teorija: teo-
rija idempotentnih grupoida. Sledeca lema nam daje sve potencijalne slo-

bodne grupoide nad dva generatora u *-linearnim varijetetima.

Lema 2.2.1 ([8], Lema 2.2.1.). Postoji tacno dvanaest egzaktno 2-linearnih
jednakosnih teorija. Njihovi slobodni grupoidi sa dva generatora su sledecih
sedam grupoida predstavijeni u Tabeli 1 ngihovi duali.

sedam grupoida su identicéni svojim dualima.)

Gol z y zy yx

T |z xyyry

Y yry x 2y

ry|y yr ay

yr| xy x Yy yx
Gl z y zy yx Go|l z y zy yx Gsl z y =y yzx
T | x xy Y T T | x xy Y YT T | x xy TY YT
Y yr'y 'y yx Yy yr'y Yy yx Y yr'y Ty yx
Y| T Ty TY T Tyl v y wy T Ty| T Yy Y YT
yr| yr 'y 'y yx yr| x Yy 'y yx yr| Yy Iy yr
Gy z y zy yx Gs z y =y yx Gg¢ =z y =y yzx
T |z xTyT TY T |z YT TY T | T xYy TY TY
Y yr'y yr'y Yy yr'y yr'y Y yr'y yr yx
Y| vy x TY T Ty | Y TY TY TY Ty | 1Y TY TY TY
yrl 'y yry yxr yr| yr yr yr yx yxr| yr yr yr yr
Tabela 2.3: Kejlijeve tablice slobodnih grupoida Gy, ..., Gg nad

dva generatora egzaktno 2-linearnih jednakosnih teorija.

Medutim, za veéinu grupoida iz Tabele ne postoje prosirenja do 3-

-linearnih jednakosnih teorija, odnosno vazi sledeéa lema.

Lema 2.2.2 ([8], Lema 2.3.1.-2.3.4.). Ne postoji 3-linearan varijetet takav
da je njegov slobodan grupoid generisan sa dva generatora jedan od grupoida

Go, G1, Ga, Gs ili G4.

(Prva dva od
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Primetimo sledeée posledice Leme [2.2.2]

Lema 2.2.3. Da bi jednakosna teorija bila 3-linearna potreban uslov je da
slobodan grupoid sa dva generatora odgovarajuceq varijeteta bude izomorfan
sa nekim od grupoida Gs, Gg, GZ ili Gg.

Lema 2.2.4. Neka je E 2-linearna jednakosna teorija koja je prosirenje
jednod od grupoida Gy ili Gg. Tada za terme w, v vaZi ako je identitet
u =~ v u teoryji E onda termi u i v tmaju iste prve promenljive sa leve
strane.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tj. neka je prva promenljiva sa leve strane
u termu u promenljiva z, a u termu v promenljiva y. Tada supstitucijom svih
promenljivih sem y u promenljivu i na osnovu osobina slobodnog grupoida
nad dva generatora dobijamo da identitet x ~ yz ili = y pripada F ako
jey ¢ S(u), a ako je y € S(u) tada identitet zy ~ y ili xy ~ yx pripada
teoriji E, kontradikcija. O

2.3 Prosirenje Gy

U ovom odeljku pretpostavi¢cemo da je Gy slobodan grupoid sa dva genera-
tora za jednakosnu teoriju E. Tada ¢e se u E nalaziti slededi identiteti

T~ xT,
TR X Ty,

TYRITY TRTY YR T YT R TY - YT,

Koriséenje Leme 2.2.4] u ovom odeljku ne¢emo posebno naglasavati.

Pokaza¢emo da za egzaktno 3-linearnu jednakosnu teoriju, kod koje je
slobodan grupoid sa dva generatora izomorfan grupoidu Gs, postoji de-
vet mogucénosti (do na izomorfizam) za slobodan grupoid generisan sa tri
generatora. Tih devet slobodnih 21-elementnih groupoida Pi,...,Pg su
predstavljeni Kejlijevim tablicama (Tabele 2.4] i na stranama [I§ i [9)
sa istim nosacem {a,b,c,...,u}, pri cemu je svaki od njih generisan sa tri
elementa (a =z, b=y, c=2z2,d=uay, e =2xz, f =yz, g =yz, h = 2z,
t=2zy, j =ayz, k=yxz, l =22y, m = zxy, n = yzx, 0 = 2Yyr, p = T - Y2,
=T -2y, T=Y-TZ, S=Y- 2T, t =2 -TY, U= 2-YI).

Primetimo da u Kejlijevoj tablici slobodnog grupoida sa tri generatora

za egzaktno 3-linearnu jednakosnu teoriju, kod koje je G5 slobodni grupoid
sa dva generatora, neki proizvodi su ve¢ definisani pomoc¢u osobina grupoida
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prosirenje grupoi
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ida G5 .

prosirenje grupot
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T - TYz, Ty -T2, TYz - T, (z-yz) v,
T - yrz, Ty - Y2, TYz Yy, (z-y2) -z,
z-(y-x2), | zy- 2z, Yz - T2, (z-y2) - zy,
z-(y-zz), | 2y - 2y, TYZ - Y2, (z-yz)  zz,
Ty - yrz, Tyz - YT, (z-yz) -y,
Ty - x2Y, TYz - 2T, (z-y2) - 2z,
zyY - 1Y, TYz - 2Y, (55 ' yz) *RY,
TY - Y2, TYZ - YxZ, (z - yz) - zyz,
Ty - 2y, Yz - T2Y, (z-y2) - yxz,
zy - (z-yz), | zyz - zzy, (z-yz) - z2y,
zy - (z-2y), | zyz - yzx, (z - y2) - zzy,
zy - (y-xz), | zyz- zyx, (z - y2) - zyx,
zy-(y-zz), | 2yz-(x-y2), | (x-y2)- (z-2y),
zy - (z-yx), | zyz-(z-2y), | (z-y2)- (y-w2),
zyz - (y-x2), | (z-yz)- (v 22),
zyz - (y-2z), | (z-y2)- (2 zy),
zyz - (2 yx), | (z-yz)- (2 yz),

Tabela 2.6: Skup terma (koji su u obliku proizvoda linearnih
terma) koje treba “linearizovati” i iz kojih se dalje mogu izvesti
sve ostale "linearizacije” terma koje su u obliku proizvoda linear-
nih terma nad tri promenljive preimenovanjem promenljivih x, vy,
z.

G5 (Kejlijeva tablica G, Tabela 27 na strani 2I)), dok je za odredivanje
ostalih elemenata Kejlijeve tablice dovoljno definisati proizvode iz Tabele
211 ili Tabele (obelezeni u Kejlijevoj tablici P’ sa kvadrati¢ima, Tabela
2.7 na strani 21]) koji obuhvata 8iri skup proizvoda ali se svi ostali proizvodi
u Kejlijevoj tablici dobijaju preimenovanjem promenljivih.

Primetimo jo$ da za jednakosnu teoriju koja je proSirenje grupoida Gs
vazi da svaka dva terma tq,to takva da identitet ¢; = t9 pripada toj jed-
nakosnoj teoriji imaju iste prve promenljive sa leve strane. Prema tome, ako
je x prva promenljiva sa leve strane u termu ¢t nad promenljivama z,v, z,
tada postoji sedam kandidata linearnih terma koji mogu biti ekvivalentni
sa termom t u 3-linearnoj jednakosnoj teoriji, i to su termi x, zy, xz, ryz,
T2y, T Yz 1ix- 2y.

U pododeljku 2:3T] posmatra¢emo jednakosnu teoriju E koja je prosire-

nje grupoida Gs, dok éemo u pododeljcima 232, 233 i 2.3.4] posmatrati
3-linearnu jednakosnu teoriju E koja je proSirenje grupoida Gs.

U ovom odeljku koristi¢emo se parcijalnim grupoidima Hy, Hi, Hy, H3
(sa istim nosacem {a, b, c, ...,u} kao i grupoidi G§, Py, ..., Pg) pomocu ko-
jih ¢emo uspostaviti vezu izmedu grupoida Gf i grupoida Py, ..., Py pred-
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abcde fghi jkl mnopgrstu

GgabcdefthJklmnopqrstu
a adeaapdegq . pqgaa

b gb fgrbbsf .rs .o bb

c hicthiuwucectuw. . . . . . .. cc
d ddjd d . d. . . ... J
e el e e . e .. e l

f n ff f . f .o fon. o0
g ggkag g g e e e e k
h h mh h h B m

@ o i1 % ... [ o

gl 3d N J
k k. . .k B k
1 L L. l
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Tabela 2.7: Parcijalna Kejlijeva tablica G proizvoda u slobod-
nom grupoidu, nad tri gneratora koji su odredeni osobinama gru-
poida Gs, i parcijalna Kejlijeva tablica P’ polozaja proizvoda line-

arnih terma iz Tabele [2.0.

stavljenu na Slici 2] (strana [22]), pri ¢emu na Slici relacija A — B znagci da
su svi proizvodi koji su definisani u grupoidu A na isti nacin definisani i u

grupoidu B.

2.3.1 Osobine prosirenja Gs;

Kao sto smo i najavili dalje u ovom pododeljku baviéemo se (ne nuzno
egzaktno 3-linearnom) jednakosnom teorijom E koja je prosirenje grupoida
G;. Kroz Leme[2Z3.TH2.3.7 ¢emo za svaki term ¢ € {xy-xz, xyzx, x(yz)z, xy-
2y, x-xyz, x-(y-x2),ry- 22} ako postoji linearan term t' takav da je identitet
t ~ t' sadrzan u E pronadi linearan term t’, tj. vazice neki od identiteta

(1)~(7) u zavisnosti od izbora terma t.

Lema 2.3.1. ([8], Lema 2.4.1-2.4.3) Neka je E jednakosna teorija koja je
prosirenje grupoida Gs. Tada E sadrzi identitet:

(1) zy - xz ~ xy akko je term xy - xz ekvivalentan linearnom termu u E,

(2) xyzx = xyz akko je term xyzx ekvivalentan linearnom termu u E,

(8) x(yz)z =~ xyz akko je term x(yz)z ekvivalentan linearnom termu u E.
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Gf
R D

Slika 2.1: Dijagram parcijalnih grupoida u odnosu na relaciju —.

Dokaz. Identiteti (1),(2),(3) su redom pokazani u Lemama 2.4.1,2.4.2 i
2.4.3 u [8] za 3-linearne jednakosne teorije, ali argumenti koris¢eni u do-
kazima ovih Lema se mogu na isti ili slican nacin iskoristiti za dokazivanje
ove Leme. Jedina razlika u dokazu je $to u [8] se na primer linearnim iden-
titetom nad skupom od tri promenljive dolazi u kontradikciju zbog uslova
linearnosti a ovde se tim identitetom obezbeduju tvrdenja ove Leme. O

Lema 2.3.2. Neka je E jednakosna teorija koja je prosirenje grupoida Gs.
Tada E sadrzi identitet

(4) xy - zy ~ zyz
akko je term xy - zy ekvivalentan linearnom termu u E.

Dokaz. Neka je u linearan term takav da je identitet u =~ zy - zy sadrzan u
E. Ako je u jednak sa x, xz ili x - zy, dolazimo u kontradikciju primenom
supstitucije z — x. Ako je u jednak zy ili x - yz, dolazimo u kontradikciju
primenom supstitucije y — x. Pretpostavimo da je u = zzy. Tada vazi da
jexyz muxz-yz = (x-yz) (2 yz) mg, v -yz-2y = (z-zy) - (yz - 2y) =~
(x-2y)- (y-2y) = ay- 2y ~ xzy, ¢ime je tvrdenje Leme dokazano. O

Lema 2.3.3. ([§], Lema 2.5.1) Neka je t term, i neka se u jednakosnoj
teoriji E nalaze sledeci identiteti:

t-x~t,

t-y~t,

t-z~t,
TY - 2Y R XTYZ.
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Tada je t - s =t za sve linearne terme s takve da S(s) C {z,y,z}.

Posledica 2.3.4. Neka je t term nad skupom od tri promenljive, i neka
je E 3-linearna jednakosna teorija koja je prosirenje grupoida Gs i sadrzi
sledecée identitete:

Tada je t - s =t za sve linearne terme s takve da S(s) C {z,y,z}.
Dokaz. Posledica Lema 2.3.21 2.3.3 O

Lema 2.3.5. Neka je E jednakosna teorija koja je prosirenje grupoida Gs.
Tada E sadrzi identitet

(5) v -xyz~x
akko je term x - zyz ekvivalentan linearnom termu u E.

Dokaz. Neka je u linearan term takav da je identitet v =~ z - zyz sadrzan
u F. Ako je u jednak sa xy, xz, xyz, xzy, x - yz ili x - zy, dolazimo u
kontradikciju primenom supstitucije z — y. Jedina preostala mogucénost je
U= O

Lema 2.3.6. Neka je E jednakosna teorija koja je prosirenje grupoida Gs.
Tada E sadrzi identitet

(6) v (y-2) ~ 2y
akko je term x - (y - xz) ekvivalentan linearnom termu u E.

Dokaz. Neka je u linearan term takav da je identitet u ~ x - (y - 2z) sadrzan
u E. Ako je u jednak sa z ili zz, dolazimo u kontradikciju primenom
supstitucije z — x. Ako je u jednak sa zyz, zzy ili x - zy, dolazimo u
kontradikciju primenom supstitucije y — x. Pretpostavimo da je u = x-yz.
Tada vazi yr ~ y(z - zz) = y(x(y - z2)) = y(z-yz) = y - rz, ¢ime je tvrdenje
Leme dokazano. O

Lema 2.3.7. Neka je E jednakosna teorija koja je prosirenje grupoida Gs.
Tada E sadrzi identitet

(7) xy - 2z =~ xyz
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akko je term xy - zx ekvivalentan linearnom termu u E.

Dokaz. Neka je u linearan term takav da je identitet u ~ xy - zx sadrzan u
E. Ako je u jednak sa x, xz ili x - zy, dolazimo u kontradikciju primenom
supstitucije z — x. Ako je u jednak sa xy ili x-yz, dolazimo u kontradikciju
primenom supstitucije y — z. Pretpostavimo da je u = xzy. Tada vazi
xzy = xy-zx ~ (x-zz) - yr & rz-yr ~ ryz, ¢ime je tvrdenje Leme
dokazano. O

Lema 2.3.8. Neka je E jednakosna teorija koja je prosirenje grupoida Gs i
sarzi identitete (1)—(7). Tada sledeéi identiteti pripadaju jednakosnoj teoriji
E:

(8) w-(y-zx) =~ yz,

(9) xy - w2y ~ wy, vy - 22y = TYZ, VY - 2YT N wYz, Y - (T - Y2) ~ WY,
Ty - y) ~ zy,

Q

(10) zy
(11) wy

(12) zyz - xz =~ zyz,

(z - zy)
(y-xz) = 2y,
(2 - yz) =~ Y2z,
(13) zyz - zx = zyz,
(14) xyz - 2y ~ xyz,
(15) xyz - zaxy =~ xyz,
(16) wyz - 2yx =~ xyz,
(17) xyz - (x - yz) ~ xyz,
(18) zyz - (z - zy) = xyz,

(19) zyz - (z - yz) = zyz,

(20) (2 y2) oy~ -2, (@y2) 22~ ooz, (@42) - (@ 29) o gz,
(21) (x-yz) -2y =~ xyz,

(22) (x-yz) - zx ~ayz, (v-yz) - zyx ~ xyz,

(23) (z-yz)- -xyz~x-yz,

(24) (x-yz)-wzy =~ x-yz,
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Dokaz
8) 2 (y-20) m - (g 22) - 2) ~gy & -y ~ -y,
(9) primenom (1), (4) i (7)
(10) ay - (y - x2) =) (x- (y-32)) - (y - 22) = (z - (y - ¥2)) =) Y,
(1) 2y (5 o) ~ (@ ya) - (2 42) ~g) (@ 42) 2 ~ 22,
(12) wyz -z ~ ) 1Yz - T =(9) TYZ,
(13) wyz - 2z =y (vy - 27) - 220 = Y - 2T =(7) TYZ,
(14) wyz - zy =y (vy - 2y) - 2y = 3Y - 2Y ~(4) TYZ,
(15) zyz - zzy =(9) (vY - 23Y) - 27Y =~ TY - 2TY ~(9) TYZ,
(16) zyz - zyx =(9) (TY - 2YT) - 2YyT = TY - 2YT ~(9) TYZ,
(A7) wyz - (v -y2) =@) (T -yz - y) - (- y2)) Ras T Y2z - Y =(3) TY2,
(18) zyz-(z-2y) ) (2y-2y) - (x-2y) Ry (3Y-2y) -2 R4 TY2 T ~(9) TYZ,
(19) zyz-(z-yz) = (xy-2) - (z- (y-2y)) =) (2y-2) - ((z- (y-2y)) - 2y) ~3)

(zy - 2) - (2y - 2y) =) (2Y - 2) - 2y ~(14) TYZ,
(20) primenom (1),

(21) (z-yz) 2y = (z-yz)- (2 y2) =) (@ y2) 2 =) Y2,
(22) primenom (7) i (3),0odnosno (7) i (21),

(23) (7 yz) -vyz =) (v y2) - (v yz-2) =T yz,

(24)
(25)
(26)

(
w2y Ay (T yz) - (02 y2) Ry (T y2) 22 =) T Yz,
(

)
24) (z-yz)
25) (- yz) - zey =y (T - yz) - (22 - y2) =Ry (T y2) - 22 =(92) Y2,
%) (zy2) - (y-22) ~) (5 42) - (g 20+ 3) ) (2 y2) - yea ~ - g2,
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Tabela 2.8: Kejlijeva tablica parcijalnog grupoida Hy.

(27) (z-y2)-(z-2y) =@y (v-y2) - ((2-2Y) - y2) =@ (T-y2) - 22y ~(25) TYZ,
(28) (z-y2)- (2 yx) =7y (¥ - yz) - (2 yx - ) =) (T y2) - 2yT ~(22) TYZ.
O

Na osnovu Lema 2.3 2:32] 237 236, 237 i 223§ zaklju¢ujemo da
je jedan deo proizvoda u Kejlijevoj tablici slobodnog grupoida sa tri genera-
tora 3-linearnog varijeteta sa slobodnim grupoidom Gy nad dva generatora
odreden 1 predstavljen parcijalnim grupoidom Hj, Tabela 2.8 Dakle, treba
jos odrediti proizvode iz Tabele

Lema 2.3.9. Neka je term t iz skupa {x-yxz,zy -yz, 2y -yzz, (x-yz) -y, (z-
yz) - (y - x2),(z - yz) - yxz}, tada jedan od identiteta t ~ xy ili t = x - yz
pripada jednakosnoj teoriji B koja je prosirenje grupoida Gs akko je term t
ekvivalentan nekom linearnom termu u E.

Dokaz. Neka je u linearan term takav da je identitet u = ¢ sadrzan u E. Ako
je u jednak sa x, zz ili - zy, dolazimo u kontradikciju primenom supstitucije
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T-yxz, | Y- Yz, Yz -y, (- yz) -y,

Ty - YTz, Tyz - Yz, (v -yz) - yz,

Ty - Yz, Tyz -y, (z-yz) - yxz,

xy - (y-zx), | xyz - yxz, (z-yz)- (y-x2),
l‘yZ . JIZy,
I’yZ . yZ.T,
ryz - (y - x2),
xyz - (y - 2x),

Tabela 2.9: Proizvodi koje mnismo wuspeli utvrditi na osnovu
identiteta (1)—~(7) w 3-linearnim jednakosnim teorijama koje su
prosirenje grupoida Gs.

z +— x. Ako je u jednak sa zzy ili xyz, dolazimo u kontradikciju primenom
supstitucije y — . O

Lema 2.3.10. Neka je term t iz skupa {xyz - y,xyz - xzy}, tada jedan od
identiteta t =~ xyz ili t = xzy pripada jednakosnoj teoriji E koja je prosirenje
grupoida Gs akko je term t ekvivalentan nekom linearnom termu u E.

Dokaz. Neka je u linearan term takav da je identitet u ~ xyz -y ili u =
xyz - xzy sadrzan u E. Ako je u jednak sa x, zz ili z - zy, dolazimo u
kontradikciju primenom supstitucije z — . Ako je u jednak sa xy ili x-yz,
dolazimo u kontradikciju primenom supstitucije y — . O

Tvrdenja prethodne dve Leme ne¢emo naglasavati prilikom koris¢enja u
preostalom delu odeljka.

Lema 2.3.11. Neka je E jednakosna teorija koja je prosirenje grupoida G,
neka E sadrzi identitete (1)—(7) i neka je term xy - yz ekvivalentan nekom
linearnom termu u E. Tada su u jednakosnoj teoriji E termi xy-yz, xy-yzx
ixy - (y-zx) ekvivalentni.

Dokaz. Identitet zy - yz ~ xy - yzx je tacan na osnovu identiteta (7).
Pokazimo identitet zy - yz ~ zy - (y - zz). Razmotrimo dva slucaja (Lema
239). Prvi slucaj, ako je xy - yz ~ zy tada je i xy - (y - zx) =~ xy. Drugi
slucaj, ako je ry-yz ~ x-yz, tada je vy - (y-2x) ~ x- (y - 22) ~g) v -yz. U

Lema 2.3.12. Neka je E jednakosna teorija koja je prosirenje grupoida Gy
i neka E sadrzi identitete (1)~(7). Tada su u jednakosnoj teoriji E termi
TYZ Y, TYZ YT, TYZ * Yz, TYZ - YTz, rYz - yzx, vyz - (y - zz) i xyz - (y - xz2)
ekvivalentni.
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(z-yz) -y,
(z-yz) - yxz,

T-Yrz, | Y - Yz,

LY - Yyxrz,

TYz -y,
TYZ - T2Y,

Tabela 2.10: Tabela predstavnika (jednakosnih klasa identiteta)
proizvoda linearnih terma iz Tabele (21 ili [Z.8 koji nisu linearizo-
vani na osnovu osobina grupoida Gs.

Dokaz. Ekvivalentnost terma zyz -y, ryz - yx, zyz - yz i xyz - yxrz sledi iz
identiteta (4) i (7). Pokazimo da je svaki od poslednja tri terma ekvivalentan
sa nekim od prva cetiri terma. Tada vazi zyz - yzz ~ 7y 1yz - (Y2 - TY) ~(7)
Tyz - Yz, zatim, xyz - (y - 27) =) 2yz - (Y- (2 2Y)) ~a1) Yz -y, a zatim,
xyz- (y-x2) &) wyz - (y- (2 2y)) =) (@y-29) - (y- (2 2y)) =) (2y-2y) -
((y-(z-2y)) - 2y) =3) (xy-2y) - (yz - 2y) =gy (2y - 2y) - yz =gy vyz-yz. O

Lema 2.3.13. Neka je E jednakosna teorija koja je prosirenje grupoida Gy
i neka E sadrzi identitete (1)—~(7). Tada su u jednakosnoj teoriji E termi
(x-yz)-y, (x-yz) -yxi(x-yz)- (y-zz) ekvivalentni.

Dokaz. Prva dva terma su ekvivalentna jer je (v - yz) -y =) (- yz) - y=.
Pokazimo ekvivalentnost prvog i treéeg terma. Pretpostavimo suprotno,
tada iz Leme znamo da je jedan od ova dva terma jednak zy, a drugi
x-yz. Ako pomnozimo oba terma sa desne strane sa xz, dobijamo jednakost,
jerje ((v-yz)-y) w2z ~@3) ((z-yz)- (y-z2)) 22, sto implicira da je zy - z2 ~
(x - yz) - xz. Dakle, prema (1) dobijamo xy ~ z - yz, kontradikcija. O

Na osnovu Lema 2.3.17] 12313 da bi proizvodi u Kejlijevoj tablici
slobodnog grupoida sa tri generatora 3-linearnog varijeteta (¢iji je slobodan
grupoid nad dva generatora Gs) bili definisani treba jos odrediti proizvode
navedene u Tabeli

U narednim pododeljcima pretpostavicemo da je E 3-linearna jedna-
kosna teorija koja je proSirenje grupoida Gs, odakle sledi da jednakosna
teorija E sadrzi identitete (1)—(7), prema tome, mo¢i ¢emo koristiti sve oso-
bine Lema pokazane u ovom pododeljku, ali isto tako Leme iz ovog odeljka
¢emo modi koristititi i u slu¢aju kvazilinearnih jednakosnih teorija koje su

pro§irenje grupoida Gs.

2.3.2 3-linearna prosirivost G; sa xy - yz ~ 1y

Neka je u ovom pododeljku F 3-linearna jednakosna teorija koja je prosirenje
grupoida Gj i neka sadrzi identitet

xy-yz = zy. (a)
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Lema 2.3.14. Jednakosna teorija E sadrzi identitet xyz - xzy ~ xyz.

Dokaz. wyz-wzy =) (zyz-2)-(v2-y) R4) (Tyz-22)-(02-Yy) R(0) TY2 -T2 = (4)
TYZ - T R(9) TYZ.

Lema 2.3.15. Neka je t linearan term na promenljivama x, y, z i neka je
prva promenljiva sa leve strane u tom termu promenljiva y. Tada jedna-
kosna teorija E sadrzi identitet xy - t =~ xy.

Dokaz. Ako je term t oblika y-t; tvrdenje teoreme sledi direktno iz identiteta
(a). U preostalim slucajevima vazi da je

Ty YTz R, (T yw) - (YT - 2) Rg) T yr ~ Ty, i

TY - YR R(7) TY Y2 R(q) TY-

O]

Na osnovu pretpostavke (a) i 3-linearnosti jednakosne teorije F, a samim
tim i identiteta (1), (4), (7), (9), (11), kao i zbog Leme 2310 za svaki line-
aran term t nad promenljivama z, y, z vazi da je term oblika xy - t ekvi-
valentan linearnom termu zy ili zyz. (Napomena: Jedinstvenost linearnih
terma nije dokazana).

Lema 2.3.16. Neka je E 3-linearna jednakosna teorija (koja je prosirenje
grupoida Gs) u kojoj se pored (a) nalazi identitet x - yxz ~ xy. Tada se
identitet xyz - y = xyz takode nalaze u jednakosnoj teoriji E.

Dokaz. Pretpostavimo da vazi identitet xyz - y &~ zzy u jednakosnoj teoriji
E. Tadajeyr =~ y-ayz =y (xyz-y) = y-rzy =~ y - vz, kontradikcija.
Dakle, na osnovu Leme 2310 sledi da je zyz - y =~ zyz. O

Na osnovu Lema 2314 i zakljucujemo da je veéi deo slobodnog
grupoida sa tri generatora jednakosne teorije E u kojoj vaze identiteti xy -
yz ~ zy, © - yxrz ~ xy odreden, tj. treba jos odrediti ((x - yz) - y)* i
((z-yz)-yxz)*, a u Kejlijevoj tablici parcijalnog grupoida Hy (Tabela [2Z.11)
su predstavljeni poznati proizvodi.

Lema 2.3.17. Ako su identiteti xy - yz ~ xy (a), i ¢ - yrz =~ zy sadriani u
3-linearnoj jednakosnoj teoriji koja je prosirenje grupoida Gs, tada su jedini
moguci slobodni grupoidi sa tri generatora P1 i Pa.
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Tabela 2.11: Kejlijeva tablica parcijalnog grupoida Hj.

Dokaz. Razmotrimo dva slucaja.
Slucaj z - yz -y =~ xy: Tadaje (v-yz) -yrz ~e) (-y2) ((y- (v yz))-2) ~
(z-yz) -y~ xy. Dobijamo da je slobodan grupoid sa tri generatora P;.
Slucaj x - yz -y = x - yz: Tadaje (v-y2)-yrz =) (-y2) ((y-(vy2))2) =
(z-yz)-y = z-yz. Dobijamo da je slobodan grupoid sa tri generatora Py. [

Lema 2.3.18. Neka je E 3-linearna jednakosna teorija (koja je prosirenje
grupoida Gs) u kojoj se pored (a) nalazi identitet x - yrz ~ = - yz. Tada se
identitet xy - yxz ~ xy takode nalazi u jednakosnoj teoriji E.

Dokaz. xy-yzxz~ (x-yx) - (yz-2) =Rz yr ~ xy. O

Na osnovu Lema 23141 i 2318 zakljuéujemo da je veéi deo slobodnog
grupoida sa tri generatora 3-linearne jednakosne teorije £ u kojoj vaze iden-
titeti xy - yz & zy, = - yxz ~ = - yz odreden, tj. treba jos odrediti (zyz - y)*
i((x-yz)-y)*, au Kejlijevoj tablici parcijalnog grupoida Hy (Tabela 2.12))
su predstavljeni poznati proizvodi.
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Tabela 2.12: Kejlijeva tablica parcijalnog grupoida Ha.

Lema 2.3.19. Ako su identiteti vy-yz ~ xy (a), i x-yxz ~ r-yz sadriani u
jednakosnoj teoriji B koja je prosirenje grupoida Gs, tada su jedini moguci
slobodni grupoidi sa tri generatora Ps, Py i Ps.

Dokaz. Razmotrimo dva slucaja.
Slucaj xyz -y ~ xyz: Za x - yz -y ~ zy dobijamo grupoid Pg3, a za
T-yz -y~ x-yz dobijamo grupoid P4

Slucaj zyz - y =~ xzy: Tada na osnovu identieta x - yrz =~ x - yz sledi da
je (x-yz) -y~ ((v-y) yz) Yy = vy -y =~ zy. Dobijamo da je slobodan
grupoid sa tri generatora Ps. ]

2.3.3 3-linearna prosirivost G; sa zy - yz =~ x - yz

Neka je u ovom pododeljku E 3-linearna jednakosna teorija koja je prosirenje
grupoida Gy i neka sadrzi identitet

xy-yz~x-yz. (b)
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Lema 2.3.20. Ako su identiteti xy-yz ~ x-yz (b), i - yxz =~ vy sadriani
u jednakosnoj teoriji E koja je prosirenje grupoida Gs, tada je jedini mogué
slobodni grupoidi sa tri generatora Pg.

Dokaz. Tada je:
o 1y yrz NG, (v-yv) - (Yr-2) gy T (Y1 - 2) ~ TY!

e xyz -y = xyz jer ako bi bilo xyz - y ~ xzy tada bi na osnovu tog
identiteta i identiteta x - yrz =~ xy vazio sledeéi niz identiteta y - xz ~
y-(rz-y-z) =y-zyz ~ yz, kontradikcija.

o ayzazy ~q) (@yaz)2) sy 2 (@yozy)2)azy ~ (eyazy)= ~a)
(zy-x2) -2 =) 2y - 2.

o (x-yz)-y~p (x-y)-yz) -y =y yz =p) o - yz, pri cemu smo u
drugom koraku koristili identitet xyz - y ~ zyz.

o (z-yz) - yrzme) (v-yz) - ((y- (v y2))-2) = (x-yz) -y =z yz, pri
¢emu smo u drugom koraku koristili identitet x - yxz ~ xy.

Na osnovu gore dobijenih identiteta dobijamo grupoid Pg. O

Lema 2.3.21. Neka je E 3-linearna jednakosna teorija (koja je prosirenje
grupoida Gs) u kojoj se pored (b) nalazi identitet x - yrz ~ x - yz. Tada se
identiteti

® Ty Yrz N T - Yz,
o (z-yz) yrz=ux-yz,
takode nalaze u jednakosnoj teoriji E.

Dokaz. wy-yrz =g, (v-yz) - (yr-2) ~p) v (Yo - 2) =~ 2 - Yz,
(x-yz) yrz = (v -yxz) yrz G, T - Yrz & T - Yyz. O

Na osnovu Leme [2.3.27] zakljuc¢ujemo da je veéi deo slobodnog grupoida
sa tri generatora 3-linearne jednakosne teorije E u kojoj vaze identiteti
TY Yz X x - Yz, r-yrz ~ x - yz odreden, tj. treba jos odrediti (zyz - y)*,
(xyz - zzy)* 1 ((x - yz) - y)*, a u Kejlijevoj tablici parcijalnog grupoida Hj
(Tabela 2.13]) su predstavljeni poznati proizvodi.

Lema 2.3.22. Ako su identiteti zy-yz ~ x-yz (b), i x-yrz = x-yz sadriani
u 3-linearnoj jednakosnoj teoriji E koja je prosirenje grupoida Gs, tada su
jedini moguci slobodni grupoidi sa tri generatora P7, Pg i Py.
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Tabela 2.13: Kejlijeva tablica parcijalnog grupoida Hs.

Dokaz. Razmotrimo dva slucaja.

Slucaj xyz -y ~ xyz: Tada dobijamo da je zyz - xzy =~ xyz na osnovu
Leme 234 i (x-yz) -y~ ((x-y) -yz) -y~ (x-y)- yz =~ z-yz. Dobijamo
slobodan grupoid Pr.

Slucaj zyz -y ~ zzy: Tada je xyz - yrz ~3) ((v-yz) - 2) - yrz ~ ((z -
yrz)-z) - yrz = (T 2) Yyrz Ny v2-yr ey v2y. Zaidentitet x-yz -y = xy
dobijamo slobodan grupoid sa tri generatora Pg, a za identitet z-yz-y ~ z-yz
dobijamo slobodan grupoid sa tri generatora Py. O

2.3.4 Egzaktno 3-linearna prosirenja Gy
Kao posledicu prethodna dva pododeljka imamo sledece tvrdenje.

Teorema 2.3.23. Postoji tacno devet egzaktno 3-linearnih jednakosnih teo-
rija ¢ije su slobodne algebre sa dva generatora izomorfne sa Gg; njima odgo-
varajuéi slobodni grupoidi sa tri generatora su grupoidi P, ..., Pg.

Dokaz. Na osnovu Lema 2317 23719 2320 i 2322 jedini potencijalni
slobodni grupoidi sa tri generatora su Pi,...,Pg. Neka je P grupoid iz
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skupa grupoida {P1,...,Pg}. Iz tacnosti identiteta

T-T T,
T TYRT p TY,
T Yr X T p YT,
TY T RTY p T,
TYy -y=zry 'pY,
TY Yyr =Y ‘p YT,
x-axyz =T pryz,(5)
T YT R X p YTZ
- (y-xz)~x-py-xz,(6)
xy-xz R Ty -prz, (1)
zy -2y~ ay e 2y, (4)
xy-zx = xy pzx,(7)
XY Yz R TY p Y2
xyz T R xyz px,(2)
TYZ Y R TYZ p Y
T-Yz-yYy=rT -Yyz'pyY

ToyzoER Yz ez, (3)

na grupoidu P koje smo proverili racunarskim programom, tj. tacnosti
osobina grupoida Gs, identiteta (1)—(7) i definisanih proizvoda iz Tabele
210, sledi da vaze svi identiteti iz Posledice 2.2l Prema tome, postoji

tacno jedna egzaktno 3-linearna jenakosna teorija ¢iji je slobodan grupoid
sa tri generatora P. O

2.3.5 4-linearna neprosirivost Gj

Lema 2.3.24 ([8], Lema 2.4.4.). Ne postoji 4-linearna jednakosna teorija
takva da je njen slobodan grupoid generisan sa dva generatora Gs.

Kao posledica neprosirivosti grupoida Gy, . . ., G5 i osobina grupoida Gg
sledi da je sledece tvrdenje tacno.

Teorema 2.3.25 ([§], Lema 2.4.5.). Svaka x-linearna jednakosna teorija je
regularna.
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2.4 Prosirenje Gg

U ovom odeljku ¢emo navesti egzaktno 3-linearne jednakosne teorije, kod
koje su slobodni grupoidi sa dva generatora izomorfni grupoidu Gg, odno-
sno, postoji sedam moguénosti (do na izomorfizam) za slobodan grupoid
generisan sa tri generatora. Tih sedam slobodnih 21-elementnih groupoida
Q;,...,Q; su predstavljeni Kejlijevim tablicama (Tabele 214 i na
stranama 3011 B7)) sa istim nosacem {a, b, c,...,u}, pri ¢emu je svaki od njih
generisan sa tri elementa (o =z, b=y, c = 2z, d = zy, e = xz, [ = yz,
g=uyx, h=zx,1=2z2y,j=uxyz, k=yzxz, |l = x2y, m = zxy, n = yzz,
O=2YT, p=2T Yz, Q=2 -2y, r =Y -T2, S=Y-2&,t =2 -2Y, u= 2 -Yx).

2.4.1 Egzaktno 3-linearna prosirenja Gg

Teorema 2.4.1 ([§], Posledica 2.5.21.). Postoji ta¢no sedam egzaktno 3-li-
nearnih jednakosnih teorija cije su slobodne algebre sa dva generatora izo-
morfne sa Gg; njima odgovarajuci slobodni grupoidi sa tri generatora su

grupoidi Qq, ..., Qx.

Na osnovu osobina slobodnih grupoida Q, ..., Q; egzaktno 3-linearnih
varijeteta koja su prosirenja grupoida Gg, identiteti sa najvise tri promen-
ljive u posmatranim varijetetima su levo nepermutaciona ([§], Lema 2.5.22.).
Navedena osobina ¢ini bazu matematicke indukcije kojom se pokazuje da je
svaka *-linearna jednakosna teorija levo ili desno nepermutaciona ([§], Teo-
rema 2.5.23.).

2.4.2 x-linearna prosSirenja Q;, Q,, Q,, i 4-linearna neprosi-

rivost Qsa Q57 QG’ i Q7

Opisimo u ovom pododeljku sve *-linearne jednakosne teorije.

Prosirenje Q3, Qs, Qq, 1 Q

Lema 2.4.2 ([§], Lema 2.6.1.). Ne postoji 4-linearna jednakosna teorija
takva da je njen slobodan grupoid generisan sa tri generatora izomorfan sa

Q3: QE); QG ili Q7'
x-linearna proSirenja Q, i Q, su jedinstvena

Za svaku x-linearnu jednakosnu teoriju se moze pokazati da identiteti koji
vaze na slobodnom grupoidu sa ¢etiri generatora odgovarajucéeg *-linearnog
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Kejlijeve tablice slobodnih grupoida Qq, ..., Qg nad

tri generatora egzaktno 3-linearnih jednakosnih teorija koje su

Tabela 2.14

ida Gg.

prosirenje grupot
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Tabela 2.15: Kejlijeva tablica slobodnog grupoida Q, nad tri ge-
neratora egzaktno 3-linearne jednakosne teorije koja je prosirenje
grupoida Gg.

varijeteta pripadaju posmatranoj jednakosnoj teoriji. Prema tome, vazi
sledece tvrdenje:

Teorema 2.4.3 ([§], Teorema 2.7.1.). Svaka *-linearna jednakosna teorija
je generisana sa njenim slobodnim grupoidom sa cCetiri generatora.

Slobodan grupoid sa cetiri generatora u svakom x-linearnom varijetetu
ima 184 elementa, pa ga nije lako predstaviti, medutim, vazi sledece tvrde-
nje:

Teorema 2.4.4 ([]], Teorema 2.7.2.). Za svaki od grupoida Qs, Q,, postoji
najvise jedno prosirenje koje je x-linearna jednakosna teorija.

Prosirenje Q;

Pretpostavimo da je X prebrojivo beskonacan skup promenljivih. Obele-
zimo sa T slobodan grupoid nad skupom X, i sa T’ njegovo proSirenje sa
neutralnim elementom, koji obelezavamo sa (). Neka je S(0) = 0, tako da
je S(t) sada definisan za sve t € T’. Definisimo || = 0. Naravno, T
je relativno slobodna algebra na jeziku {-, ()} koja zadovoljava identitete
- 0=~zil -z~

Za svaki podskup Y od X obelezimo sa dy endomorfizam od T’ tako da
dy(z) =0 zax €Y idy(x) =2z zax € X —Y. Tada za dva podskupa
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Y1,Ys od X vazi da je dy, 0y, = Oy,0y; = dy,uy,- Za podskup M od T” neka
je oy = by, gde je Y = J{S(t) : t € M}; zat € T' neka je 0y = gy

Obelezimo sa L skup linearnih terma nad X i neka je L' = L U {0}.
Definisimo binarnu operaciju o na L' sa uov = u-§,(v). Neka je L = (L, 0)
i L = (L, 0).

Obelezimo sa /1 jedinstveni homomorfizam iz T’ na L’ za koji vazi da
je l1(z) =x zasve x € X.

Obelezimo sa L1 varijetet generisan sa L i sa ~71 odgovarajucu jed-
nakosnu teoriju.

Teorema 2.4.5 ([§], Teorema 2.8.3.). ~1 je x-linearna jednakosna teorija
koja je prosirenje Q. Preslikavanje terma t u odgovarajuci linearan term
t* jednako je sa £y, tj. u ~1 v ako i samo ako {1(u) = £1(v). Grupoid L je
slobodan L1-groupoid nad X i grupoid L' je takode sadrian u L;.

U jednakosnoj teoriji ~1 se nalazi identitet ¢ ~ t**, gde je t term,
x je promenljiva koja se pojavljuje najmanje i-puta u t, i > 2, i t** je
term dobijen od ¢ tako §to je podterm p,; = p'(zpip2...p,) zamenjen sa
P (p1p2 - .. pn) (Slika 2.2).

Pn

e P b1 P2

Slika 2.2: Skracivanje u jednakosnoj teoriji ~1 i-te promenljive x
sa leve strane u drvetu terma.

Prosirenje Q,

Neka je t nelinearan term i razmotrimo promenljivu x koja se pojavljuje
vise puta u termu ¢t. Za ¢ > 2, obelezimo sa p,; jedinstveni podterm od ¢
koji je oblika
Pri =1 (Tp1p2.- .- Pn),

pri ¢emu je gore navedeno x i-to pojavljivanje preomenljive z sa leva u
termu ¢, n je nenegativan broj (ako jen =0, tada je p = p'x) i p',p1,...,pn
su termi.

Neka je ~9 ekvivalencija na slobodnom grupoidu T generisana sa svim
parovima (¢, %), gde je t term, = je promenljiva koja se pojavljuje najmanje
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i-puta u t, i > 2, i t%' je term dobijen od ¢ tako §to je podterm p,; =
P (xp1p2 ... pn) zamenjen sa p'pips ... p, (Slika 223).

P /AD"
o D1

/

p

r

Slika 2.3: Skracivanje u jednakosnoj teoriji ~o i-te promenljive x
sa leve strane u drvetu terma.

Teorema 2.4.6 (8], Teorema 2.10.1.). ~q je *-linearna jednakosna teorija
koja je prosirenje Q,.

Odgovarajuéi varijetet ozna¢avamo sa Lo.

Prosirenje Q,

Pocetemo sa jednom tehnickom definicijom. Za term t definiSemo induk-
tivno levi i desni niz koji odgovara jednom pojavljivanju neke promenljive
x u t. Ako je t promenljiva, oba niza su prazna. Neka je t = tito i pret-
postavimo da je pojavljivanje x (kojem odgovaraju nizovi koje definisemo) u
t1. Tada je levi niz za t isti kao i levi niz za t1, dok je desni niz q1, ..., gn, to,
gde je q1,...q, desni niz za t; koji odgovara doticnom pojavljivanju pro-
menljive z. Analogno, pretpostavimo da je pojavljivanje promenljive x ko-
jem odgovaraju nizovi koje definiSemo u to. Tada je levi niz za t jednak
t1,P1,- -, Pn, gde je p1,...py, levi niz za to koji odgovara doti¢cnom pojavlji-
vanju, dok je desni niz za t jednak desnom nizu za ts.

Analogno mozemo da definisemo za term t i njegov podterm p levi i desni
niz za term ¢ koji odgovaraju nekom fiksiranom pojavljivanju podterma p u
t.

Neka je p nelinearan term i razmotrimo promenljivu z koja se pojavljuje
vise od jedanput u termu p. Ako je i > 2, obelezimo sa p,; = p;ﬂpg’i
podterm od t takav da p;:,i sadrzi (i — 1)-vo pojavljivanje promenljive x u p
i pgyi sadrzi i-to pojavljivanje promenljive x u p.

Neka je ~3 relacija ekvivalencije na slobodnom grupoidu T generisana sa
svim parovima {p, p™*), gde je p term, takav da se promenljiva = pojavljuje
najmanje i-puta u p, i > 2, i p® je term dobijen od terma p zamenom
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IR

b1 ... P 41 ... dm Pn—1Pn

Slika 2.4: Skracivanje u jednakosnoj teoriji ~3 i-te promenljive x
sa leve strane u drvetu terma.

podterma p; ; sa (pl, ;(p1(P2(. - - (Pn-1Pn)))))01G2 - - - G, gde je p1, .. ., pp levi
niz i qi, . .., gm desni niz prvog pojavljivanja z u pgﬂ- (Slika [2.4)).

Ako prihvatimo manje formalnu notaciju, tj. koristimo notaciju {q1g2qs
... qw} kao zamenu za term (((¢1¢2)g3) - - - )qw kod koga su zagrade levo aso-
cirane, dok notaciju [g1¢2 . . . q.,] koristiti umesto terma ¢1(g2(. .. (qu—19w)))
kod koga su zagrade desno asocirane, tada u ovoj notaciji term pg’i mozemo
pisati kao

{lp1-- Alpa+1---pa{apgs1- - PPy s} po}

(To znaci da je pi,...,pg levi niz‘ za uoCenu promenljivu = u pgvi i
DPB+1, - - - Dw je desni niz.) Tako je p™* dobijen iz p zamenom podterma p, ;
sa {[pgc’ipl ...PBlPa+1 - - -Pw}. Na primer, ilustrujmo ovu definiciju na Slici
2.0l

Slika 2.5: Primer skracivanja u jednakosnoj teoriji ~s druge pro-
menljive x sa leve strane u drvetu terma - (a - ((b- cxd) - ef)) na
term {[xabc]def}.

Za ovako definisanu jednakosnu teoriju ~3 vazi sledece tvrdenje:
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Teorema 2.4.7 ([8], Teorema 2.12.10.). ~s3 je x-linearna jednakosna teorija
koja je prosirenje Q.
2.5 Baze svih x-linearnih jednakosnih teorija

2.5.1 Baza identiteta varijeteta £; i Lo
Baza identiteta varijeteta £;

Teorema 2.5.1 ([8], Teorema 2.9.1.). Varijetet L1 ima bazu koja se sastoji
od sledecih identiteta:

(1) zo ~ z,
(2) x-yz =~ zy,
(8) z(xyz) = x-yz.
Kako je baza varijeteta £q definisana na skupu od tri promenljive sledi
da ¢e *-linearni varijetet koji je proSirenje grupoida Q; biti podvarijetet od

L1. Prema tome, postoji ta¢no jedna x-linearna jednakosna teorija koja je
proSirenje groupoida Q;.

Baza identiteta varijeteta Lo

Teorema 2.5.2 ([§], Teorema 2.11.2.). Varijetet Lo ima bazu koja se sastoji
od sledecih identiteta:

(1) zx =~ z,

(2) x(yz) = zy,

(3) x(yxz) ~ x(yz),
(4) zy(yzu) = zyzu.

Sve x-linearne jednakosne teorije

Teorema 2.5.3 ([§], Teorema 2.13.1.). Postoji tacno Sest x-linearnih vari-
jeteta grupoida: L1, Lo, L3 i njihovi duali.
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2.5.2 L3 je inherentno beskonac¢no baziran

Za razliku od varijeteta £, i Lo varijetet £3 nema konacnu bazu, Sta vise,
vazi¢e da je L3 inherentno beskona¢no baziran.

Neka je t term u kojem se pojavljuju isklju¢ivo neke od promenljivih
Z1,...,Zn. Uvedimo nekoliko tehnickih pojmova. Neka je ¢(t) semigrupna
re¢ dobijena od terma ¢ brisanjem svih zagrada i skrac¢ivanjem svih stepena
(dakle, najkraca semigrupna re¢ koja je jednaka termu ¢ u semigrupi prezen-
tiranoj sa (x1, ..., tp|2? = 21, ..., 22 = x,,)). Na primer, o(x(y(y(z(zy)y)z)))
= xYzIYT.

Reéi ¢emo da term ¢ ima svogjstvo By, (krace pisemo By(t)), ako

O(t) =21...Zpx1 ... Ty ... T1. .. TpT] ... TJW,

gde je w proizvoljna re¢, 1 < I < nik = |p(t)| — |w|. Prefiks duzine
k nazivamo k-glava od ¢(t). Ako pretpostavimo da term ¢ ima osobinu
By (t), tada je k-separator prvo pojavljivanje promenljive x; u t za koje je
odgovarajuée pojavljivanje z; u (t) poslednje slovo u glavi. Na primer,
term z(y(y(z(zxy)y)x)) ima osobinu Bs i separator je treée pojavljivanje s
leva promenljive y. Naravno, isti term ima i osobinu By, a odgovarajuéi
separator je drugo pojavljivanje s leva promenljive x.

Reéi ¢emo da term ¢ ima svojstvo Ay (ukratko Ag(t)) ako ima svojstvo
By i svojstvo Cy, koje tvrdi da levi niz koji odgovara separatoru sadrzi samo
terme od jedne promenljive. Primetimo da je C} ekvivalentno sa tvrdenjem
da svaki podterm od t koji sadrzi pojavljivanje neke promenljive levo od
separatora (odnosno, glavno pojavljivanje), ili sadrzi samo pojavljivanja
jedne iste promenljive, ili sadrzi separator. Takode, primetimo da Ag(t)
implicira A;(t) za sve j < k. Na primer, term z(y(y(z(zy)y)z)) ima svojstvo
As, ali ne i svojstvo Ag.

Lema 2.5.4 (8], Lema 2.14.7.). Neka je ¥ konacan skup identiteta Ls
sa duzinom terma najvise n i neka je X F t &~ s, gde sut i s termi sa
promenljivama x1,...,x,. Tada je za svako k, Ag(t) ako i samo ako je

Ak(S)

Teorema 2.5.5 ([8], Teorema 2.14.8.). Varijetet L3 je inherentno besko-
nacno baziran.

Dokaz. Neka je L% varijetet ¢ija je baza skup svih identiteta varijeteta £3 sa
najvise n promenljivih. Pokazimo da L% nije lokalno konacan za proizvoljno
n i tada je L3 inherentno beskona¢no baziran.
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Primetimo da £% ima bazu X, identiteta duzine najvise 2n: to se moze
dobiti iz Kejlijeve tablice slobodnog grupoida sa n generatora koja je odre-
dena sa r - s &= l3(r - s) gde r, s prolaze kroz sve linearne terme sa n istih
promenljivih. Razmotrimo terme

t; = [.f()...xgnx()...mgn...xo...xgn.%'o...xi,l mod 2n+1]7

i slova

za sve i > 2n + 1. Osobina A (¢;) je tacna ako i samo ako je k < i. Prema
tome, po Lemi[2.5.4] svi ¢; su po parovima razli¢iti u %.,,, odakle je slobodan
grupoid sa (2n + 1) generatora varijeteta £ beskonacan. O

2.6 Mreze podvarijeteta od £, L5 i L3 i njihovi
generatori

Mreze podvarijeteta od L1, L2 i L3

Neka je

e N; varijetet algebri iz £1 u kojima je tacan identitet w(zy - 2) =~
w(z - yz);

e N5 varijetet algebri iz £1 u kojima je tacan identitet w - xy ~ w - yx;

e S varijetet idempotentnih semigrupa u kojima vazi identitet zyzr ~
TY;

e S5 varijetet idempotentnih semigrupa u kojima vazi identitet wxy =
wyx,

e S3 varijetet semigrupa u kojima vazi identitet zy ~ x;
e S, varijetet polumreza;
e S5 trivijalan varijetet.
Teorema 2.6.1 ([8], Teorema 2.15.5). Dijagram na Slici predstavlja

parcijalno uredenje podvarijeteta varijeteta L1, Lo, L3 i njihovih duala ﬁ?,
L9, 9.
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Ly Lo

Ss

Slika 2.6: Dijagram podvarijeteta varijeteta L1, Lo, L3 i njihovih
duala L9, £, L.

Generatori za varijetete £, L2 i L3
Obelezimo sa F,,(n) slobodne grupoide sa n generatora u varijetetu V.

Teorema 2.6.2 ([8], Teorema 2.16.1.). Varijetet L1 je generisan sa Fr, (4),
ali nije sa ¥, (3) (=2 Q) (pripada varijetetu N7 ); generisan je sa grupoidom
Q) koji se dobija od Fr,(3) prosirenjem sa neutralnim elementom. Takode,
L1 je generisan sa petoelementnim poddirekino nesvodljivim grupoidom A
definisanim sledec¢om Kejlijevom tablicom:

Aila b ¢ d e
a la b c c a
b |b b ddb
c|lc ¢c ¢c ¢ c
d|d d d d d
e la b c d e

Teorema 2.6.3 ([8], Teorema 2.16.2). Varijetet L; je generisan sa Fr,(3),
i € {2,3}. Takode, Ly je generisan sa petoelementnim poddirektno nesvod-
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ljivim grupoidom Ag predstavljenim Kejlijevom tablicom:

Ay

o Q0O o

O QO e
QO QO o
DO O O OO0
QO QO O Q&
DO OO O D

i L3 je generisan sa petoelementnim poddirektno nesvodljivim grupoidom As
predstavijenim Kejlijevom tablicom.:

As|la b ¢ d e
a la d e d e
b |d b ¢ d d
c |lc ¢c ¢c ¢ c
d|d d d d d
e e e e e e

Ako bismo uspeli da pokazemo da su u HSP(Aj3) kardinalnosti poddi-
rektno nesvodljivih grupoida ogranicene nekim kona¢nim kardinalom tada
bismo oborili Parkovu hipotezu. Medutim, primetimo da ve¢ podgrupoid

grupoida Ajz generiSe beskona¢nu poddirektno nesvodljivu polugrupu
(J.A.Gerhard, [13]).

Teorema 2.6.4 ([8], Teorema 2.16.3.). Varijetet L3 = HSP(As) sadrzi
beskonacne poddirektno nesvodljive algebre cije kardinalnosti nisu ogranice-
ne.






Glava 3

Kvazilinearnost

Ova glava jeste rezultat istrazivanja pojma kvazilinearnosti koji smo dobili
od pojma linearnosti oslabljivanjem uslova. Kako su svi *-linearni varijeteti
i njihovi podvarijeteti *-kvazilinearni varijeteti u ovoj glavi ¢emo se obilato
koristiti rezultatima prethodne glave. Opisa¢emo svih 28 x-kvazilinearnih
idempotentnih varijeteta od kojih dva nemaju kona¢nu bazu pokazano u
prethodnoj glavi, i navesti njihove generatorne grupoide. Na kraju ¢emo
pokazati da postoji kontinum mnogo *-kvazilinearnih varijeteta.

Leme 3.3.1, B.3.2) B.71Tli su dokazane u [§] u slu¢aju linearnosti
ali argumenti koriséeni u dokazima su dovoljni da se pokazu tvrdenja ovih
Lema i u slucaju kvazilinearnosti to je ovde i uradeno.

3.1 Slobodni grupoidi kvazilinearnih varijeteta

Lema 3.1.1. Neka je V odgovarajuci varijetet egzaktno n-kvazilinearnoj
jednakosnoj teoriji E sa slobodnim grupoidom ¥, nad n generatora. Tada
je varijetet V najveéi varijetet sa slobodnim grupoidom F,,.

Dokaz. Neka je V' varijetet sa slobodnim grupoidom F,, takav da je V C V.
Imamo da je V = Mod(Idg, (z1,...,2,)) = Mod(Idy(z1,...,2,)) 2 V.
Prema tome, V = V'. O

Lema 3.1.2. Neka je E egzaktno n-kvazilinearna jednakosna teorija sa slo-
bodnim grupoidom ¥, nad n generatora, i neka je V odgovarajuci varijetet
jednakosnoj teoriji E. Tada svaki podvarijetet V' od V koji sadrzi grupoid
F,, ima osobinu da je grupoid ¥, slobodan nad skupom od n generatora.

Dokaz. Neka je F}, slobodan grupoid nad n generatora u varijetetu V. Kako
je V' CV sledi da je |F)| < |F,| pa se identicko preslikavanje promenljivih

47



48 Glava 3. Kvazilinearnost

moze prosiriti do endomorfizma grupoida F), na F,, a kako su u pitanju
konacni grupoidi sledi da je posmatrano preslikavanje u stvari izomorfizam.
O

Lema 3.1.3. Neka je E egzaktno n-kvazilinearna jednakosna teorija i k-
-kvazilinearna jednakosna teorija gde je n < k, tada je E egzaktno k-kvazi-
linearna jednakosna teorija.

Dokaz. Kako je jednakosna teorija E generisana svojim identitetima na
skupu od n promenljivih sledi da je generisana i svojim identitetima na
skupu od k promenljivih, tj. E je egzaktno k-kvazilinearna jednakosna teo-
rija. O

Lema 3.1.4. Postoji tacno jedna egzaktno n-kvazilinearna jednakosna teo-
rija, koja je podteorija x-linearne jednakosne teorije E.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tj. postoje dve razli¢ite egzaktno n-kvazili-
nearne jednakosne teorije Fy i Fs. Medutim, odgovarajuéi slobodni grupoidi
nad n generatora su izomorfni sa slobonim grupoidom nad n generatora
jednakosne teorije F odakle sledi da je 1 = Fs. O

Teorema 3.1.5. Neka je F,, = (F,,r,) idempotentan grupoid ¢iji nosac
¢ine klase neke particije m skupa linearnih terma Lin, nad skupom {x1,x2,
..y Zn}, @ neka na tom grupoidu vazZe svi identiteti oblika t1 - to =~ t3 za
sve t1,ta,t3 € Liny, takve da je [ti]x ‘F, [t2]lr = [t3]z. Tada postoji tacno
jedna egzaktno n-kvazilinearna jednakosna teorija ¢iji je slobodan grupoid sa
n generatora grupoid F,,.

Napomena 3.1.1. Primetimo da na grupoidu F,, vazi identitet ¢; ~ t9
za terme t1,ty € Lin, takve da je [t1]r = [to]r, jer zbog idempotentnosti
imamo da je [t1]x -w, [t1]x = [t1]x, odakle sledi da vazi [t1]r ‘F, [t1]r = [t2]r-
Prema tome, iz prethodne dve jednakosti imamo da na grupoidu F,, vaze
identiteti t1 - t; = t1 1 t1 - t1 &~ t9, odkle sledi i identitet 1 ~ to.

Dokaz. Neka je V varijetet generisan grupoidom F,,, i neka je ~p, jedna-
kosna teorija koja odgovara datom varijetetu.

Za linearne terme t1, t2 iz Lin, koji pripadaju razli¢itim klasama parti-
cije ™ ne vazi da je V |=t; & ty jer bi u suprotnom valuacijom

(& o)
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dobili da su dva razli¢ita elementa iz grupoida F, jednaka. Prema tome,
ako je neki term sa n promenljivih ekvivalentan linearnom termu po modulu
~F, , onda je taj term ekvivalentan samo linearnim termima koji se nalaze u
istoj klasi particije m. Pokazimo sada da je ~y, n-kvazilinearna jednakosna
teorija.

Neka je t term na jeziku grupoida sa najvise n promenljivih. Indukcijom
po slozenosti terma ¢ pokazatemo da je term t jednak nekom linearnom
termu. Ako je term t i sam linearan, tvrdenje je ta¢no. Ako nije, tada je
t = t1 - t2, i po induktivnoj hipotezi vazi da t; ~, t;, gde je t; linearan
term za j = 1,2. Dakle, dovoljno je pokazati da za svaki proizvod dva
linearna terma t)t}, vazi da je tjty, ~w, t;, gde je t; neki linearan term nad
istih n promenljivih. Ali, iz uslova teoreme imamo da je t} - t ~ t4 gde je
th proizvoljan term iz klase [t} ', [t5]x- O

Napomena 3.1.2. Prilikom dokazivanja postojanja pravih 3-kvazilinearnih
jednakosnih teorija koristicemo se prethodnom Teoremom [B.1.5] tako Sto
¢emo kori§éenjem racunarskog programa proveravati tacnost:

e identiteta t ~ s za predstavnike ¢ klasa particije m koji poc¢inju sa leva
promenljivom z i terme s € [t],

e identiteta iz Tabele 211

3.2 Egzaktno 2-kvazilinearne jednakosne teorije

U ovom odeljku opisa¢emo sve egzaktno 2-kvazilinearne idempotentne jed-
nakosne teorije koje su prave 2-kvazilinearne idempotentne jednakosne. U
odeljku 221 Teorema 2.2.1] su opisani svi slobodni grupoidi sa dva genera-
tora egzaktno 2-linearnih jednakosnih teorija i one ulaze u izbor slobodnih
grupoida sa dva generatora za n-kvazilinearne jednakosne teorije za n > 2.

Sledeca Lema karakterizuje egzaktno 2-kvazilinearne idempotentne jed-
nakosne teorije.

Lema 3.2.1. Postoji tacno sedamnaest egzaktno 2-kvazilinearnih idempo-
tentnih jednakosnih teorija od kojih su pet prave 2-kvazilinearne jednakosne
teoryje. Za prave 2-kvazilinearne jednakosne teorije slobodni grupoidi sa dva
generatora su sledeéa cetiri grupoida predstavljena u Tabeli[31), kao i dual
grupoida Gg. (Prvi, drugi i cetvrti grupoid su identicni svojim dualima.)

Dokaz. Na osnovu Leme 2.2.1] imamo da su opisani svih dvanaest egzak-
tno 2-linearnih jednakosnih teorija kojima vazi zakon idempotentnosti zbog
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G/ z y zy Ggl z y xy Gg‘xy G141L‘

T |z xYyy T | zyxry <
y |y x y |y 2y Yy
zy|l y x xy xY| TY TY TY

Tabela 3.1: Kejlijeve tablice slobodnih grupoida Gr,...,Gig nad
dva generatora egzaktno 2-kvazilinearnih jednakosnih teorija koje
nisu 2-linearne jednakosne teorije.

uslova linearnosti. Ostaje nam da opiSemo sve slobodne grupoide pravih
2-kvagzilinearnih idempotentnih jednakosnih teorija.

Obelezimo sa G slobodan grupoid sa dva generatora varijeteta )V koji
odgovara pravoj 2-kvazilinearnoj idempotentnoj jednakosnoj teoriji.

Slucaj 1: xy ~ yx. Tada grupoid G ima najvie tri elementa. Razmot-
rimo sledeé¢a tri podsluc¢aja. Primetimo da ée sa identitetom x - zy =~ wu,
gde je u neki linearan term nad dve promenljive, slobodni grupoidi nad dva
generatora biti odredeni.

Podslucaj la: x - xy ~ y. Tada je G = Gr.

Podslucaj 1b: x - zy = zy. Tada je G = Gg.

Podslucaj lc: z -2y ~ z. Tada je z R x - zy = zy - x = xy(x - zy) =~ zy,
odnosno dobijamo da je G = Gyy.

Slucaj 2: x ~ yx. Tada je G = Gg.

Slucaj 3: x ~ xy. Tada je G = Gy.

Slucaj 4: x =~ y. Tada je G = Gy.
Proverom utvrdujemo da su identiteti zx =~ x, v -y = * ¢ TY, T - Yr &~
T UYL, XY TR TY ‘g T, TY Y~ TY ‘g Y, TY - YT X TY -¢ YT tacéni
na grupoidu G za G € {G7,G8,G8,G9,G10}. Prema tome, na osnovu

Teoreme [B.1.5]sledi da postoji pet egzaktno 2-kvazilinearnih idempotentnih
jednakosnih teorija koje su prave 2-kvazilinearne jednakosne teorije. O

Grupoidi navedeni u Teoremi [2.2.1] i Teorema [3.2.1] predstavljaju sve
potencijalne slobodne algebre sa dva generatora varijeteta koji odgovaraju
pravim n-kvazilinearnim idempotentnim jednakosnim teorijama na kojima
¢e se zasnivati sledeéi odeljci.
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3.3 3-kvazilinearna neprosirivost Gy, Go i G3

U ovom odeljku su Leme sa dokazima proistekle iz [10], poglavlja 3, gde su
tvrdjenja formulisana za 3-linearne jednakosne teorije.

Lema 3.3.1. Ne postoji 3-kvazilinearna jednakosna teorija koja je prosire-
nje grupoida Gg.

Dokaz. Neka je E 3-kvazilinearna jednakosna teorija koja je proSirenje gru-
poida Gy i neka je ¢(z,y, z) linearan term takav da je identitet ¢(x,y, z) ~
xy - zx sadrzan u E. Primenom supstitucije z — ¥y na identitet dobijamo
identitet ¢(z,y,y) ~ x. Na osnovu osobina grupoida G poslednji identitet
je mogué jedino u sluc¢aju kada je term ¢(x,y, z) jednak jednom od terma
x, tixte, to(xty) za {t1,t2} = {y, 2} jer se u preostalim sluc¢ajevima dobija
jedan od identiteta xy ~ z, yx ~ x, y & x koji su u kontaradikciji sa gru-
poidom Gg. Ako je ¢(z,y,z) = = tada supstitucijom z — z na identitet
{(z,y,z) = xy-zx dobijamo identitet = &~ y, kontradikcija. U preostala Getiri
slucéaja za term £(x, y, z) supstitucijom ¢; — x na identitet ¢(z,y, 2) ~ xy-zx
dobija se jedan od identiteta xy =~ y ili yx ~ y, kontradikcija. 0

Lema 3.3.2. Ne postoji 3-kvazilinearna jednakosna teorija koja je prosire-
nje grupoida Go ili Gs.

Dokaz. Pretpostavimo da postoji egzaktno 3-kvazilinearna jednakosna teo-
rija E koja je proSirenje jednog od grupoida Gy ili G3. Pronadimo linearan
term [ takav da je S(I) C S(z-zyz) il = = - xyz. Poslednja promenljiva u
termu [ sa leve strane je promenljiva z i |I| > 2 jer u suprotnom supstitucijom
y — x dolazimo u kontradikciju tako §to postoji term ¢ € {x, z, zx} takav da
jet = oyz(l) = oyz(x - xyz) = x2. Prema tome, term [ je jednak nekom
od terma xz, yz, xyz, yrz. U drugom, tre¢em i ¢etvrom slucaju dolazimo
u kontradikciju supstitucijom z +— y, tj. dobijamo identitet xy ~ y. Ako
je I = xz tada u slucaju grupoida Gg dolazimo u kontradikciju supstitu-
cijom z — yz, tj. dobijamo identitet x ~ yx, a u slucaju grupoda Gg
supstitucijom x — yz, tj. dobijamo identitet yz ~ z. O

3.4 x-kvazilinearno prosirenje Gg, Gg i Gy
Lema 3.4.1. Neka je E n-kvazilinearna jednakosna teorija koja je prosire-

nje grupoida Gg generisanog sa dva gemeratora, n > 3. Tada jednakosnoj
teoriji E pripada identitet xyz ~ x - yz.
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Dokaz. Posmatrajmo term z(y - xz). Lako se uocava da dati term nije E-
-ekvivalentan sa termima x, y, 2z, xy, £z i yz primenom jedne od supstitucija
y — x, z — x ili z — y, jer se dobija identitet x ~ zy. Ostalo je da
razmotrimo jos tri slucaja.

Slucaj x(y - ©z) ~ z - yz: Tada na osnovu identiteta x(y - xz) = z - yz i
komutativnosti vazi slede¢i niz ekvivalencija x-yz = z-yz-yz ~ (x-yz)(y((z-
yz)z)) = (x-y2)(y(2(z - 2y))) = (z-y2)(y(z - 2y)) = (z - y2)(y(z - yx)) =~ (@
yz)(y-zz) = (z-yz)(y-xz). Analogno se pokazuje da je y-zz ~ (y-xz)(x-yz),
§to nas vodi u asocijativnost zbog komutativnosti.

Slucaj z(y - zz) = z - xy: Tada je y - 2z =~ z(z - 2y) = z(x(y - x2)) =~
x(y-z2) =z -2y =y - 2.

Sluéaj z(y - zz) = y - vz: Tada je term xy - xz nije ekvivalentan sa ter-
mima x, Yy, 2, TY, Tz 1 yz jer se primenom jedne od supstitucija y — =z,
z — x ili z — y dobija identitet x ~ xy. Ostalo je da razmotrimo jo§ tri
podslucaja.

Podslucaj zy - xz = x - yz: Tada je x - yz = zvy - vz =~ xy(r - x2) =~ z(y -
xZ) Ry x2.

Podslucaj xy - xz ~y-xz: Tadajey - xz ~xy-r2 =~ x2 -2y ~ 2 - Y.

Podslucaj zy - xz =~ z - xy: Analogno prethodnom sluc¢aju.

Jednakosna teorija E je asocijativna. O

Teorema 3.4.2. 3-kvazilinearan variyjetet kod koga je Gg slobodan grupoid
sa dva generatora je x-kvazilinearan varijetet polumreZa (varijetet Sy, defi-
nisan na strani[{3). Za svako n postoji tacno jedan n-kvazilinearan varijetet
kod koga je Gg slobodan grupoid sa dva generatora. Postoji tacno jedna *-
-kvazilinearna jednakosna koja je prosirenje grupoida Gs, a njoj odgovara-
Juéi varyetet Sy je generisan slobodnim grupoidom Gg.

Dokaz. Posledica Leme [3:4.1]i osobine da je varijetet S4 minimalan varijetet
koji sadrzi grupoid Gs. O

Teorema 3.4.3. Za svako n > 2 i za svako G € {Gg, G} postoji tacno
jedna n-kvazilinearna jednakosna teorija koja je prosirenje grupoida G. Pos-
toji tacno jedan x-kvazilinearan varijetet sa slobodnim grupoidom Gg 1 to je
varijetet levo nultih polugrupa generisan grupoidom Gg (varijetet Ss, defini-
san na strani[{3). Postoji tacno jedan x-kvazilinearan varijetet sa slobodnim
grupoidom G i to je trivijalan varijetet (varijetet Ss, definisan na strani

[73).

Dokaz. Varijetet S3 je minimalan varijetet koji sadrzi grupoid Gyg. O
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3.5 x-kvazilinearno prosirenje (;

Lema 3.5.1. Neka je G slobodan grupoid sa dva generatora za n-kvazili-
nearnu jednakosnu teoriju, n > 3. Tada identiteti x(yz) =~ (zy)z i xyz =~ vz
pripadaju datoj jednakosnoj teoriji.

Dokaz. Neka je E n-kvazilinearna jednakosna teorija koja je prosirenje gru-
poida Gi. Ako E sadrzi identitet p ~ ¢ u kome je prva promenljiva u p
sa leve strane razlicita od prve promenljive sa leve strane u ¢, tada sup-
stitucijom svih preostalih promenljivih u jednu od dve gore pomenute do-
bijamo identitet sa istim svojstvom ali sa ta¢no dve promenljive, koji nas
vodi u kontradikciju. Tada svaki identitet u E ima osobinu da je prva
promenljiva sa leve strane identiteta jednaka prvoj promenljivoj sa desne
strane identiteta. Posto je Gi sam sebi dualan, analogno se pokazuje da
u svakom identitetu iz E poslednja promenljiva sa leve strane identiteta je
jednaka poslednjoj promenljivoj sa desne strane identiteta. Prema tome,
term koji pocinje i zavrSava sa promenljivom z je ekvivalentan linearnom
termu sa istom osobinom, a jedini takav linearan term je z. Tada vazi
zyz =~ (xz-2)(y(z-x2)) ~ xz u E, odnosno vazi xyz =~ ((zz-x)y)(z-x2) = xz
u F, odakle sledi tvrdenje leme. O

Obelezimo sa R varijetet pravougaonih bendova, koji je definisan iden-
titetima:

o rxr T,
o z(yz) ~ (wy)z,
o TYz ~ xZ,

a njemu odgovarajuéu jednakosnu teoriju obelezimo sa ER.

Napomena 3.5.1. Prilikom definisanja varijeteta R na osnovu identiteta
iz poslednje recenice dokaza Leme [B.5.1] umesto treceg identiteta smo mogli
staviti identitet xyx =~ x (xyz ~ vzw -y - 202 R x2 - TYZ - TZ X XZ).

Teorema 3.5.2. Varijetet R je *-kvazilinearan varijetet.

Dokaz. U ovom varijetetu svaki term sa prvom promenljivom sa leve strane
x i poslednjom promenljivom sa leve strane y je jednak linearnom termu
x (ako je x = y), odnosno xy (ako je x # y). Dakle, R je *-kvazilinearan
varijetet. O
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Slobodna algebra sa n generatora varijeteta R je izomorfna direktnom
proizvodu n-elementne levo nulte polugrupe i n-elementne desno nulte polu-
grupe, pa je slobodni spektar f, = n2.

Teorema 3.5.3. Jednakosna teorija ER je jedina x-kvazilinearna idempo-
tentna jednakosna teorija koja je prosirenje grupoida Gi. Varijetet R je
generisan grupoidom Gy 1 jedini njegovi pravi podvarijeteti su varijetet levo
nultih polugrupa, varijetet desno nultih polugrupa i trivijan varijetet (va-
rijeteti generisani redom sa slobodnim grupoidima sa dva generatora Gy,
dualom od Gy i Gyp).

Dokaz. Dakle iz Leme B.5.1] sledi da je svako n-kvazilinearno prosirenje Gy
za n > 3 podvarijetet varijeteta R pravougaonih traka. Kako su jedini
pravi podvarijeteti ovog varijeteta (videti na primer [2]) varijetet levo nul-
tih polugrupa, varijetet desno nultih polugrupa i trivijalan varijetet ¢iji su
slobodni grupoidi sa dva generatora redom Gg, dual od Gy i G1g, sledi da je
jedini varijetet koji je n-kvazilinearno prosirenje grupoida G za n > 3 bas
varijetet R. O

Posledica 3.5.4. Za svako n > 3, postoji tacno jedna n-kvazilinearna jed-
nakosna teorija E koja je prosirenje grupoida Gi.

Dokaz. Na osnovu dokaza Teoreme [B.5.3] svaka n-kvazilinearna jednakosna
teorija F koja je proSirenje grupoida G ima osobinu da je £ = Fg. O

3.6 x-kvazilinearno prosirenje G,

Lema 3.6.1. Neka je n > 3, tada svaka n-kvazilinearna jednakosna teorija
koja je prosirenje grupoida G4 sadrzi sledece identitete:

1. zz=z

2. zyy =z

3. x(yz) =~ xy
4. TYZY = TZ.

Dokaz. Neka je E 3-kvazilinearna jednakosna teorija koja je proSirenje gru-
poida G4. Identiteti 1. i 2. sigurno vaze u E. Kao i u dokazu Leme B.51]
pokazuje se da ekvivalentni termi u jednakosnoj teoriji £ imaju iste prve
promenljive. U tom slucaju, ako je t = zy - yz, tada linearan term t;
ekvivalentan termu ¢ moze biti jednak jednom od 7 linearnih terma nad
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promenljivama x,y, z koji po€inju promenljivom z. Supstitucija y — z
pokazuje da je t; # xz. Supstitucija z — x eliminiSe slucajeve da je term t;
jednak nekom od terma zy, xyz, yrz i x-yz , a supstitucija z — y eliminiSe
slucajeve da je term ¢; jednak termu x - zy. Konac¢no, ostaje jos moguénost
xy-yz ~ x. Tada bi identitet (zy-yz)-yz ~ x-yz pripadao jednakosnoj teo-
riji £. Medutim, kako identitet x ~ xy -y takode pripada F (kao prosirenje
grupoida Gy), sledi da i zy =~ (xy-yz)-yz pripada E. Tada iz tranzitivnosti
dobijamo da xy =~ x - yz pripada E.

Na osnovu prethodnog identiteta proizvoljan term ¢, koji mozemo za-
pisati kao xpips...pn, je ekvivalentan termu xyi1ys ...y, u grupoidu Gy,
gde je y; prva promenljiva u p; sa leve strane. Kona¢no, razmotrimo line-
aran term [ nad promenljivama z, y i z koji je ekvivalntan termu zyzy u
grupoidu Gy. Ovaj term [ mora imati promenljivu z kao prvu promenljivu
sa leve strane i mozemo pretpostaviti da je levo asociran term. Supstituci-
jom z — y utvrdujemo da je term [ razli¢it od terma x, zyz ili xzy, dok se
supstitucijom z — z pokazuje da je term [ razli¢it od terma xy. Preostala
moguénost, xyzy ~ xz, je tacna u grupoidu Gy, i prema tome, term [ mora
biti jednak termu xz. O

Posledica 3.6.2. Neka je n > 3, tada svaka n-kvazilinearna jednakosna
teorija koja je prosirenje grupoida G4 sadrzi identitet xyz ~ xzy.
Dokaz. Na osnovu Leme B.6.1] (3) vazi sledeéi niz identiteta xyz Ra, TYZYY

~ xzy. O

Napomena 3.6.1. Za definisanje slobodnog grupoida sa tri generatora 3-
-kvazilinearnog varijeteta koji je prosirenje grupoida G4 dovoljno je defin-
isati proizvode (1),...,(8), (11),...,(15), (17), (18), (19), (21), (22) iz
Tabele 211 jer na osnovu njih, Leme B.6.1]i Posledice mozemo odrediti
i preostale proizvode iz tabele.

Neka je
Tw = {{‘T}’ {y}v {Z},

{zy,z - zy}, {zz,x - yz}, {yz,y - zx},
{yz,y -z} {2z, 2 - ya} {2y, 2 - 2y},
{wyz, vy}, {yzz, yza}, {zay, 2ya}}
particija skupa Lin({z,y, z});
Teorema 3.6.3. Postoji tacno jedna egzaktno 3-kvazilinearna jednakosna

teorija koja je prosirenje grupoida Gg; njoj odgovarajuci slobodan grupoid
sa tri generatora je grupoid W (Tabela[33).
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W T Y Z XYy XZ Yr Yz 2T 2Y TYZ Yrz zxy
T T TY TZX X T Ty TY TZ TEZ X XY X
Y yr Yy Yz yr yr Yy Yy Yz yz yxr |y yz
z Zx Y Z 2 2k 2Y 2Y % z oz 2y z
Ty | Ty T TYZ XY XY T T TYz TYZ TY X TYZ
Tz Tz TYZ T XZ TYZ TYZ TYZ T T xz Yz <X
yx Yy yr yrz oy Yy yr yr yxrz yrz Yy Yr Yz
Yz | yrz Yz Y Yrz yYrz Yz Yz Yy Yy yrz Yz oy
zx z zZxy 2T % Z  ZTY ZTY 2T RX  Z EXY 2T
2y | zxy z 2y ZxY 2TY % z 2y 2y 2TY 2 2y
TYZ| TYZ TZ XY TYZ TYZ Tz XZ TY TY TYZ XX XY
Yrz| Y2 Yrz Yr Yz Yz Yrz yrz Yr Yr Y Yrz Yy
zZxy| 2y Zx ZxY 2ZY ZY T 2T 2XTY 2XY Y 2T ZTY

Tabela 3.2: Slobodan grupoid W nad tri generatora egzaktno 3-
-kvazilinearne jednakosne teorije koja je prosirenje grupoida Gy.

Dokaz. Na osnovu tvrdenja Leme B.6.1] i Posledice B.6.2] zaklju¢ujemo da
prava 3-kvazilinearna jednakosna teorija koja je prosirenje grupoida G4 ima

sledeée osobine:

(1) x je ekvivalentan sa nelinearnim termima x - x, xy -y, © - ¢y, Y - Y=,
T XYZ, TY - YZ, TY - YTz

(2’) zy je ekvivalentan sa nelinearnim termima x-yz, x-yrz, ry-x, ry-x2,

xyz - zxy i linearnim termom z - yz,

(3’) zz je ekvivalentan sa nelinearnim termima zyz -y, xyz - yz, Tyz - Y2z,

(4) zyz je ekvivalentan sa nelinearnim termima xyzz, xy - zx, xy - 2y i
linearnim termom xzy,

¢ime su odredeni proizvodi iz Napomene B.6.1] tj. grupoid W. Pokazimo
da je grupoid W jedini potencijalni slobodni grupoid nad tri generatora u
3-kvazilinearnoj jednakosnoj teoriji koja je prosirenje grupoida 4. Prava
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3-kvazilinearna jednakosna teorija, ¢iji je slobodan grupoid sa dva genera-
tora (o4, ne sadrzi identitet x ~ xy, kao ni identitete t; ~ t5 gde termi ¢;
i to imaju razli¢ite prve promenljive sa leve strane, pa zaklju¢ujemo da su
termi x, vy, z, Ty, Tz, YT, Yz, 2%, 2y, TYZ, yrz, zry medjusobno razliciti
u posmatranoj jednakosnoj teoriji jer bi u suprotnom iz jedino mogucéih
identiteta:

e r ~ ryz primenom supstitucije y — x dobili da vazi identitet x =~ zy,
e xy = xrz primenom supstitucije z — x dobili da vazi identitet xy ~ x,
e Iy = ryz primenom supstitucije z — y dobili da vazi identitet zy ~ .

Prema tome, jedini potencijalni slobodni grupoid sa tri generatora 3-kva-
zilinearne jednakosne teorije koja je proSirenje grupoida G4 je grupoid W.
Proverom pomoéu ra¢unara utvrdujemo da na grupoidu W vaze identiteti
iz Leme B.6.1], odakle sledi da vaze i identiteti navedeni u (1’), (2'), (3') i
(4"). Na osnovu Napomene [3.6.1] Teoreme [B.1.51 particije 7y zakljucujemo
da postoji tacno jedna egzaktno 3-kvazilinearna jednakosna teorija koja je
proSirenje grupoida Gy, a njoj odgovarajuci varijetet sadrzi grupoid W kao
slobodni grupoid nad tri generatora. O

Lema 3.6.4. Variyetet W koji odgovara jednakosnoj teoriji By generisanoj
identitetima:

(W1) zz ~ x,

(W2) ryy ~ x,

(W3) z-yz ~ 2y,

(W}) ayz ~ w2y,

je x-kvazilinearan varijetet.

Dokaz. Neka je E jednakosna teorija generisana identitetima (W1)-(W4).
Naravno, koriséenjem identiteta (W3), dobijamo da je proizvoljan term
t ekvivalentan u jednakosnoj teoriji F levo asociranom termu t'. Tada,
koriséenjem identiteta (W4), term ¢’ se redukuje na levo asocirani term t”
¢ija je semigrupna re¢ dobijena iz terma t” brisanjem zagrada jednaka sa
" ah? . x™, gde je m; # xj za i # j. Konacno, koriséenjem idem-
potentnosti i identiteta (W2), dobijamo da je term ¢ ekvivalentan termu

L=y1y2...Ys, gde je yr = x1, yi # y; za i # j, dok je skup {ya,ys,...,ys}
jednak sa skupom {z;|2 <i < k i m; je neparan}. O
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Primetimo da u gore navedenom varijetetu svaka dva linearna levo aso-
cirana terma sa istim promenljivama koji imaju iste prve promenljive sa
leve strane su ekvivalentna.

Teorema 3.6.5. Varijetet W je jedini x-kvazilinearan varijetet kod koga je
grupoid Gy slobodan grupoid nad dva generatora. Varijetet W je generisan
grupoidom Gy, a mjegovi jedini pravi podvarijeteti su varijetet levo nultih
polugrupa i trivijalan varijetet (varijeteti generisani sa Gg i Gig).

Dokaz. Posto su na grupoidu G4 tacni identiteti (W1)-(W4) iz Leme 3.6.1],
na osnovu Leme[3.6.4] oni generisu x-kvazilinearan varijetet. Pretpostavimo
da su dva levo asocirana linearna terma t; i t9 ekvivalentna u ovom vari-
jetetu.

Pokazimo da oni moraju imati isti skup promenljivih i iste prve pro-
menljive sa leve strane. Pretpostavimo suprotno. Ako je skup promenljivih
razlicit, tada se od identiteta 1 ~ 5 odgovaraju¢om supstitucijom dobija ili
identitet zy ~ z, ili z ~ y ili xy ~ y. Prvi je varijetet levo nultih polugrupa,
drugi je trivijalan varijetet, dok iz tre¢eg identiteta sledi identitet zyz ~ yx,
pa vazi y & xy ~ rxyr ~ yr ~ x, trivijalan varijetet.

Ako je prvo pojavljivanje promenljive sa leve strane u termima razli¢ito,
recimo promenljiva x u termu ¢1, i promenljiva y u termu to, tada supstitu-
cijom svih ostalih promenljivih sa promenljivom x, term ¢; svodimo na term
xy (koris¢enjem (W1)1i (W4)), dok se term t2 svodi na jedan od terma yx
ili y, u zavisnosti od parnosti duzine terma ty (koris¢enjem identiteta (W2)
i (W4)). Konacno, iz identiteta xy ~ yz sledi zy ~ zzy ~ ryr ~ yrx ~ y,
koji, kako smo ve¢ ranije pokazali, generiSe trivijalan varijetet.

Kako grupoid (4 nije levo nulta polugrupa niti trivijalan grupoid, dobi-
jamo da varijetet generisan identitetima (W1)—(1W4) je varijetet generisan
grupoidom Gy, i jedini njegovi podvarijeteti su trivijalan varijetet i varije-
tet levo nultih polugrupa (posto je grupoid Gg homomorfna slika grupoida
Gy). O

Posledica 3.6.6. Za svako n > 3, postoji tacno jedna n-kvazilinearna jed-
nakosna teorija E koja je prosirenje grupoida Gy.

Dokaz. Na osnovu Leme B.6.4 imamo da je E = Eyy. O

3.7 Kbvazilinearno prosirenje Gy

Neka je E jednakosna teorija ¢ija je slobodan grupoid sa dva generatora
grupoid Gs. Tada na osnovu Leme 2.3.24] ne postoji 4-linearna jednakosna
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teorija, dok na osnovu Leme [2.3.23] postoji devet egzaktno 3-linearnih jed-
nakosnih teorija ¢iji odgovarajuéi varijeteti kao slobodne grupoide sa tri
generatora imaju sledec¢e grupoide Py, ..., Py.

U ovom odeljku pretpostavicemo da je E jednakosna teorija koja je
proSirenje grupoida Gs. Tada ¢e se u E nalaziti sledeéi identiteti

TR T,
TR X Ty,

TYRTY - TRIY YR T-Yr X TY - YT,

a za terme u i v kako je naglaseno u Lemi 224l vazice: ako je identitet u ~ v
sadrzan u F, tada termi u i v imaju iste prve promenljive. U ovom odeljku
¢emo koristiti ovu ¢injenicu bez posebnog naglasavanja.

Pored toga, u odeljku 23] (Leme 2311 2321 2335 236 23.7) je
pokazano da u jednakosnoj teoriji kaja je prosirenje grupoida Gy ako su
termi xy - xz,xyz -z, x- (yz) 2,2y -2y, x - xyz,x - (y-x2), ry - zx ekvivalentni
nekim linearnim termima onda vaze sledeé¢i identiteti:

1) zy-zz =~ xy.

2

TYZ T = TYZ,

5) xT-aYyz =,

(

(2)

(3) z- (y2) - 2 = ayz,
(4) 2y - zy ~ zyz,
(5)

(6)

6) z-(y-zz) = zy,
(7) zy - zx = x2y,

Lema 3.7.1. 3-kvazilinearna jednakosna teorija E koja je prosirenje gru-
poida Gy je odredena identitetima (1)—~(7) i proizvodima iz Tabele [2.10.

Dokaz. Na osnovu identiteta (1)—(7) dobijamo da svi identiteti iz Lemem
pripadaju jednakosnoj teoriji E, prema tome, na osnovu Lema 23171 2.3
12313 dobijamo da jo$ treba linearizovati terme iz Tabele 2.10] kako bismo
dobili 3-kvazilinearnu jednakosnu teoriju. O

Lema 3.7.2. U jednakosnoj teoriji E koja je prosirenje grupoida Gs, jedini
linearni termi nad promenljivama x, y, z koji mogu biti ekvivalentni jesu xyz
i xzy, odnosno x-yz i xy, tj. jedini identiteti na skupu od tri promenljive koji
izjednacavaju dva linearna terma i koji mogu pripadati jednakosnoj teoriji
E su identiteti xyz ~ xzy i x - yz = xy.



60 Glava 3. Kvazilinearnost

Dokaz. Neka je identitet t; &~ to sadrzan u F, pri ¢emu su t1 i to razli¢iti
linearni ternarni termi na skupu {z, y, z}. Kako smo veé ranije konstatovali,
ne gubedi na opstosti neka dati termi pocinju istom promenljivom x. Bar
jedan od datih terma sadrzi tri promenljive. Neka je to term ¢;. Tada,
ne gubedi na opstosti t; moze biti oblika xyz ili = - yz, koji medusobno
nisu u relaciji ~g, kao ni sa termom x, §to se lako uocava supstitucijama
y — iz —y, respektivno. Term ¢ moze biti xy, xz,x-yz, T 2y, xYz, TZY.
Razmotrimo sada dva slucaja:

Slucaj 1: t; = xyz. U slucaju da je term to jednak jednom od terma
Ty, Tz, T - 2y 1 = - yz, u kontradikciju dolazimo u prvom i ¢etvtom slucaju
supstitucijom y — x, a u drugom i treéem supstitucijom z — x. Ostaje da
je to = xzy.

Slucaj 2: t; = « - yz. U slucaju da je term ty jednak jednom od terma
xz, x2y, T -2y i xyz, u kontradikciju dolazimo supstitucijom y — x. Ostaje
da je to = zy. O

Lema 3.7.3. Neka je E x-kvazilinearna jednakosna teorija koja je prosirenje
grupoida Gy @ koja sadrzi identitet x-yz ~ xy. Tada za razli¢ite promenljive
TyY1, .- Yn, 1> 0, jednakosna teorija E sadrzi identitet

YL .+ - YnT = TY1 ... Yn.

Dokaz. Na osnovu identiteta x-yz =~ xy imamo da je svaki term ekvivalentan
levo asociranom linearnom termu, prema tome, mozemo pretpostaviti da F
sadrzi identitet

TYL - Yn® R T2 2k (L),

gde su x, z1, . .., z; razli¢ite promenljive.

Pretpostavimo da promenljiva u pripada skupu promenljivih S(zy; ...
Ynx)AS(x21 ... 21). Supstitucijom svih promenljivih u promenljivu  sem
promenljive u dobijamo da FE sadrzi identitet xu ~ z, kontradikcija. Sledi
dajek=ni{y,....un}={21,--., 2k}

Neka je funkcija f: {y1,...,Yn} — {¥1,...,Yn} definisana sa f(y;) = 2
za 1 < i <n. Veé smo pokazali da je f permutacija na skupu {y1,...,yn}.
Kako je f permutacija konacnog skupa sledi da je kona¢nog reda. Neka je
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permutacija f reda k. Tada je

TY1Y2 - - - YnT gy TY1Y2 - - - YnTT

Ras TY1Y2 - - Yn TT ... T,

k
~eyrfy)f(y2) . flyn) gz .
k-1

~y ef P ) FE (o) . f P (yn)
= TY1Y2 - - - Yn-

O]

U pododeljku B7.4] dokaza¢emo jace tvrdenje (Lema [3.7.13]) od prethod-
ne Leme koju smo ovde naveli zbog elegantosti dokaza.

U naredna tri pododeljka ¢emo razmotriti sve slucajeve vezane za 3-
-kvazilinearnu jednakosnu teoriju E u zavisnosti od toga koje identitete
sadrzi od identiteta zyz ~ zzy i x - yz =~ zy.

3.71 xyz=uxzyixz-yz %y

Neka je F, 3-kvazilinearna jednakosna teorija koja je prosirenje grupoida Gs
i neka F, sadrzi identitet

ryz = xzy, (a),
dok na odgovarajuéem varijetetu koji obelezavamo sa V, imamo da je
Vo Ex-yz = zy.

U slede¢oj Lemi ¢emo pokazati veéinu preostalih 3-kvazilinearnih oso-
bina koje ima jednakosna teorija Ej.

Lema 3.7.4. Jednakosna teorija E, sadrzi sledece identitete:
(8) x-yrz~x-yz,
(9) xy - yzz ~ay -y,

(10) zyz -y =~ xyz,
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(11) xyz - xzy =~ xyz,
(12) (x-yz) -y~ xy-yz,

(13) (x-yz) yrz =~z -yz,

)
) TYZ - T2Y Ny TYZ - TYZ N TYZ,
12) (- yz) -y Rq) TY - Y2,
13) (7 yz) - yz2 Rq) (T yx2) Y2 R(g) T Y2 - Y2 Ng; T Y2. O

Iz Tabele 2.10] ostao je jo§ samo term xy - yz za koji treba pronaéi odgo-
varajuéi ekvivalentan linearan term. Na osnovu Leme 2.3.9 sledi da jedan
od identiteta:

Ty Yz = 1Y
ili
TY - YZ R TYZ

pripada jednakosnoj teoriji Fj.

Nekajea=z, b=y, c=z2d=2xy, e =xz, f =yx, g =1yz, h = zx,
1=zy, ] =ayz, k=yxz,l = zxy, m =x-yz,n =x -2y, 0 =y - Tz,
p=y-zx,q=2z2 -2y, v =2 -yx,ineka je

Teio1n = {2} {uh {2} {ey} {zz}, {ya}, {yz}, {za}, {20},
{zyz, xzy} {yzz, yza}, {zzy, zya},

{z-yz} Az 2y} {y -2z} {y - 22}, {z - 2y}, {z - ya}}
particija skupa Lin({z,y, z}).

Teorema 3.7.5. Postoje tacno dve egzaktno 3-kvazilinearne jednakosne teo-
rije koje su prosirenje grupoida Gs i kojima pripada identitet xyz ~ xzy,
dok im identitet x-yz ~ xy ne pripada. Njima odgovarajuci slobodni grupoidi
sa tri generatora su grupoidi P1g i P11, TabelalZ3 (P, ..., Py, kao sto smo
rekli, odgovaraju egzaktno 3-linearnim jednakosnim teorijama,).
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da G 1@ kojima pripada identitet xyz ~ xzy, dok

im identitet x - yz = xy ne pripada.

generatora egzaktno 3-kvazilinearnih jednakosnih teorija koje su
prosirenje grupos

Tabela 3.3:Kejlijeve tablice slobodnih grupoida P1g i P11 nad tri
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Dokaz. Na osnovu Leme [B.7.2]u 3-kvazilinearnoj jednakosnoj teoriji F, (¢iji
je slobodan grupoid sa dva generatora Gs) nikoja dva terma od terma z, y,
Z, TY, TZ, YT, Yz, 2T, 2Y, TYZ, YTZ, ZTY, T Y2, T 2Y, Y - TZ, Y * 2X, Z - TY,
z - yx nisu ekvivalentna u posmatranoj jednakosnoj teoriji. Prema tome,
jedini potencijalni slobodni grupoidi sa tri generatora prave 3-kvazilinearne
jednakosne teorije koja je proSirenje grupoida Gy na osnovu Lema B.7.1]
i B4 jesu grupoid Pyp u slucaju kada je zy - yz ~ zy i grupoid P11 u
slucaju kada je xy-yz = ryz. Proverom pomoéu racunara utvrdujemo da na
grupoidima P1g i P1; vaze identiteti (1),...,(7), 1 zyz = xzy, dok identitet
x-yz ~ xy ne vazi. Prema tome, odatle sledi da vaze i identiteti navedeni u
TabeliZIlbez xy-yz ~ zy-r,yz, dok proverom pomocu ra¢unara utvrdujemo
da identiteti zy - yz =~ xy i xy - yz =~ ryz redom vaze u grupoidima Pg i
Py;. Na osnovu Teoreme B.I.5 i particije mp,,,, zakljucujemo da postoje
tacno dve egzaktno 3-kvazilinearne jednakosne teorije E, koje su prosirenje
grupoida Gg, a njima odgovarajuéi slobodni grupoidi sa tri generatora su
grupoidi P10 i P11. OJ

3.72 zxyzsbaxzyix-yz~uxy

Neka je Ej 3-kvazilinearna jednakosna teorija koja je prosirenje grupoida Gs
i neka Ej sadrzi identitet

- yz ~xy, (b)
dok na odgovaraju¢em varijetetu koji obelezavamo sa V, imamo da je
Wy P xyz = xzy.

U sledecoj lemi ¢emo pokazati veéinu preostalih 3-kvazilinearnih osobina
osobina koje ima FEj.

Primetimo da je svaki term na osnovu identiteta (b) ekvivalentan sa levo
asociranim termom.

Lema 3.7.6. Jednakosna teorija Ey sadrzi sledece identitete.
(8) x-yrz ~ xy,
(9) xy-yz = zy

(10) xy - yrz ~ vy,

(11) xyz - xzy =~ xyz,

(12) (x-yz) -y =~ zy,
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(13) (- yz) - yrz = xy.

8) T yrz Ry T - YT (3 TY,

9) zy - yz =p) xY - Y Ras TY,

) TY - YTZ Ry TY - YT Ry TY,

) LYz - TZY Ry TYZ - T2 R () TYZ T R LemalZ3R LYZ,

12) (x-yz) -y =) 7Y - Y Nas TY,

13) (z - y2) - yzz =@y TY - YTz Rp) TY - YT gy TY. O

Iz Tabele [2.10] ostao je jos samo term xyz -y za koji treba pronadéi odgo-
varajudi ekvivalentan linearan term. Na osnovu Leme Z3.10 sledi da jedan
od identiteta:

TYZY ~ TYZ
ili
TYZY = x2Y

pripada jednakosnoj teoriji Fj.
Nekajea=z, b=y, c=z2d=2xy, e =xz, f =yx, g =1yz, h = zx,
1=2zy, j =zyz, k=x2y, | =yxz, m = yzx, n = zxy, o = zyx i neka je

Tpi213 = Hzd {v} {2},
{zy,x - yz},{zz,z - 2y}, {yz,y - x2},
{yz,y - zx}, {2z, 2 - 2y} {2y, 2 - ya},
{zyz} {zzy}, {yzz}, {yza}, {zay} {2yx}}

particija skupa Lin({z,y, z}).

Teorema 3.7.7. Postoje tacno dve egzaktno 3-kvazilinearne jednakosne teo-
rije koje su prosirenje grupoida Gy i kojima pripada identitet x-yz ~ xy, dok
m identitet xyz =~ xzy ne pripada. Njima odgovarajuci slobodni grupoidi sa
tri generatora su grupoidi P i P13, Tabela[54)

Dokaz. Na osnovu Leme B.7.21u 3-kvazilinearnoj jednakosnoj teoriji Fp (¢iji
je slobodan grupoid sa dva generatora Gs) nikoja dva terma od terma z, y,
Z, XY, TZ, YT, Y2, 2%, 2Y, TYZ, T2Y, YTz, Yz, zry, zyx nisu ekvivalentna u
posmatranoj jednakosnoj teoriji. Prema tome, jedini potencijalni slobodni
grupoidi sa tri generatora prave 3-kvazilinearne jednakosne teorije sa slo-
bodnim grupoidom Gs (nad skupom od dva generatora) na osnovu Lema
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Tabela 3.4: Kejlijeve tablice slobodnih grupoida Pio i P13 nad

tri generatora egzaktno 3-kvazilinearnih jednakosnih teorija koje

da Gy i kojima pripada identitet x - yz ~ xy,

dok im identitet xyz ~ xzy ne pripada.

Su prosirenje grupoi
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B711i B7.6] jesu grupoid P1s u slucaju kada je zyzy ~ xyz i grupoid P13 u
slucaju kada je xyzy =~ xzy. Proverom pomocu rac¢unara utvrdujemo da na
grupoidima P12 1 P13 vaze identiteti (1),...,(7), i z-yz =~ zy, dok identitet
ryz =~ xzy ne vazi. Prema tome, odatle sledi da vaze i identiteti navedeni u
TabeliZIlbez zyz-y ~ zyz-g,y, dok proverom pomocu ra¢unara utvrdujemo
da identiteti xyzy ~ ryz i ryzy ~ xzy redom vaze u grupoidima P19 i Py3.
Na osnovu Teoreme B.1.5i 7p,, ,, zakljuc¢ujemo da postoje tacno dve egzak-
tno 3-kvazilinearne jednakosne teorije Fp koje su proSirenje grupoida Gs
a njoj odgovarajuéi slobodni grupoidi sa tri generatora su grupoidi P9
i P13. ]

U pododeljku B.74] éemo pokazati da su sve 3-kvazilinearne jednakosne
teorije koje su prosirenje slobodnog grupoida Gy i kojima pripada identitet
T - yz ~ xy dok identitet xyz ~ xzy ne pripada, ustvari, x-kvazilinearne
idempotentne jednakosne teorije.

3.7.3 ryzmxzyiT-yz= Yy

Pretpostavimo u ovom pododeljku da je G5 slobodan grupoid sa dva gene-
ratora za 3-kvazilinearnu jednakosnu teoriju E. (odgovarajuéi varijetet V,)
koji sadrzi identitete

vy ~ 2y, (a),
x-yz =~ xy, (b),

Lema 3.7.8. Jednakosna teorija E. sadrZi sledece identitete.
(8) x-yrz ~ xy,
(9) xy-yz =~y

(10) xy - yxz = xy,

(11) wyz -y ~ xyz,

(12) xyz - xzy =~ xyz,

(13) (x-yz) -y =~ xy,

(14) (- yz) - yrz = xy.

Dokaz. Dokaz sledi na osnovu Lema [3.7.4] i B7.6] (iz prethodna dva pot-
poglavlja). O
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Neka jea=xz, b=y, c=z2,d=zy,e=zz, f =yx, g =yz, h = zx,
1=2zy, j =xyz, k =yxz, | = zzxy i neka je

e, = {{z}, {v}, {2},
{zy,x - yz}, {xz,x - 2y}, {yx,y - x2},
{yz,y - za} {za, 2 -2y} {2y, 2 -y},
{zyz, z2y}, {yxz, yea}, {22y, zyz}}

particija skupa Lin({z,y, z}).

Teorema 3.7.9. Postoje tacno jedna egzaktno 3-kvazilinearne jednakosne
teorije koja je prosirenje grupoida Gs i kojoj pripadaju identiteti xyz =
xzy 1 x-yz = xy. Njoj odgovarajuéi slobodni grupoid sa tri generatora je
grupoid P14, Tabela[33.
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Tabela 3.5: Kejlijeva tablica slobodnog grupoida P14 mnad tri
generatora egzaktno 3-kvazilinearne jednakosne teorije koja je
prosirenje grupoida Gy 1 kojoj pripadju identiteti xyz ~ xzy 1
T-yz &~ Ty,

Dokaz. Na osnovu Leme B.7.21u 3-kvazilinearnoj jednakosnoj teoriji E. (¢iji
je slobodan grupoid sa dva generatora Gs) nikoja dva terma od terma x,
Y, 2, XY, TZ, YT, Yz, 2x, 2, TYZz, yrz, zry nisu ekvivalentna u posmatranoj
jednakosnoj teoriji. Prema tome, jedini potencijalni slobodni grupoid sa tri
generatora prave 3-kvazilinearne jednakosne teorije sa slobodnim grupoidom
G5 (nad skupom od dva generatora) na osnovu Lema B.7.111 jeste gru-
poid Py4. Proverom pomocu racunara utvrdujemo da na grupoidu P14 vaze
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identiteti (1),...,(7), x - yz = xy i zyz =~ xzy, odakle sledi da vaze i iden-
titeti navedeni u Tabeli 2l Na osnovu Teoreme B.IHl 1 7p,, zakljucujemo
da postoji tacno jedna egzaktno 3-kvazilinearna jednakosna teorija F,. koja
je prosirenje grupoida Gs, a njoj odgovarajuéi slobodni grupoidi sa tri ge-
neratora je grupoid P14. O

U pododeljku B.7.4] ¢emo pokazati da su sve 3-kvazilinearne jednakosne
teorije koje su prosirenje slobodnog grupoida Gs i kojima pripadaju iden-
titeti x - yz = xy 1 zyz =~ xzy, ustvari, x-kvazilinearne idempotentne jedna-
kosne teorije.

Teorema 3.7.10. Postoji tacno cetrnaest (pet pravih) egzaktno 3-kvaziline-
arnih jednakosnih teorija koje su prosirenje grupoida Gs; njima odgovarajuci
slobodni grupoidi sa tri generatora su grupoidi P1,...,P1q (P1o,...,P14).

Dokaz. Tvrdenje ove Teoreme sledi na osnovu Teoreme 2.3.23] Leme 3.7.2),
1 Teorema B0l B270 B9 O

3.7.4 x-kvazilinearna prosirenja G; i njihovi podvarijeteti

U odeljku 3] i prethodnom delu odeljka B.7 je pokazano da za grupoid
G5 postoji tacno 14 prosirenja koja su egzaktno 3-kvazilinearne jedna-
kosne teorije, a njihove odgovarajuce slobodne grupoide na skupu od tri
promenljive smo obelezili sa Pi,...,P4. Pokazali smo da ne postoje 4-
-linearna progirenja grupoida Pq,... Py (Lema 23.24), a u Lemi B.7.11
¢emo pokazati na slican na¢in da ne postoje ni 4-kvazilinearna prosirenja
grupoida Pq,...,Pg. U Teoremi pokaza¢emo da za grupoide Pqg
i P11 ne postoji 4-kvazilinearno prosirenje tako da nam ostaju samo tri
moguénosti potencijlnih slobodnih grupoida sa tri promenljive P19, P13 i
P14 za x-kvazilinearan varijetet.

Lema 3.7.11. Ne postoji 4-kvazilinearna jednakosna teorija takva da je
prosirenje nekog od grupoida P1,...,Py.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tj. da postoji 4-kvazilinearna jednakosna
teorija E takva da je proSirenje nekog grupoida P iz skupa {Pq,...,Pg}.
Svaki od grupoida Py, ..., Pg ima osobinu da su mu linearne term funkcije
nad skupom od tri promenljive razli¢ite. Neka je ¢ linearan term ekviva-
lentan u E sa z(yz)(wz). Dokaz koji sledi pokazuje da za proizvoljan izbor
terma ¢ dobijamo da identitet x(yz)(wz) ~ ¢ ne vazi na P. Naga strategija
¢e biti da pokazemo prvo da je S(¢) = {x,y, z, w}.
Ocigledno je da x € S({), posto je prva promenljiva u zadanom termu.
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Takode vazi da y € S(), jer inace supstitucijama y — z i y — = na
¢~ z(yz)(wz) i primenom tranzitivnosti dobijamo identitet xz-wz ~ z-wz,
na koga kada se primeni supstitucija w — x dobijamo xz ~ z, kontradikcija.

Vazi i da z € S(¢), jer inaCe supstitucijom z — yz na ¢ ~ z(yz)(wz)
dobijamo identitet ¢ ~ zy(w - yz), odakle sledi identitet z(yz)(wz) ~ zy(w -
yz). Tada primenom supstitucije w — y na poslednji identitet dobijamo da
vazi identitet = - yz ~ zy, kontradikcija.

Sto se tice w € S(¢), primetimo da bi u suprotnom supstitucijama w — z
iww— x(yz) na £ ~ x(yz)(wz) i primenom tranzitivnosti dobili identitet
(x - yz)z =~ x - yz, na koga kada se primeni supstitucija y — x dobijamo
identitet xz ~ x, kontradikcija.

Prema tome, dobijamo da je S(¢) = {x,y, z,w}. Tada postoje termi a i
b takvi da je £ = ab. Razmotrimo sledecée slucajeve.

Slucaj a = x: U ovom slu¢aju prvo dokazimo da b ne moze biti jedan od
terma y - zw, ..., w- 2y, tj. ne moze biti desno asociran. Ako pretpostavimo
da je b jednak nekome od desno asociranih navedenih terma, tada pois-
toveCivanjem neke dve promenljive od y, z, w dobijamo jedan od identiteta
xy - wy Xy, r-yz ~ay, (x-yz)z = rz. U prvom identitetu supstitucijom
y +— x dobijamo da je zw &~ x; u tre¢em identitetu supstitucijom z — =z
dobijamo identitet xy ~ x. Prema tome, b je jedan od levo asociranih terma
yzw,...,wzy. Ako b poc¢inje sa y tada supstitucijom w +— z,y +— x dobi-
jamo zz = x. Ako b pocinje sa z, tada w +— y daje x - yz = x - 2y, koji je
linearan identitet nad skupom od tri promenljive. Ako b pocinje sa w, tada
supstitucijom z — y dobijamo zy - wy ~ x - wy, $to nas dovodi do identiteta
xy =~ x kada se primeni supstitucija w — .

Slucaj b = y: Supstitucijom y — x dobijamo ax ~ x - wz. Posto a mora
biti jedan od terma xwz,xzw,xr - zw,x - wz, tada vazi identitet ax =~ a.
(Videti Lemu 23711 (2) i identitet zyx ~ zy gore.) Tada sledi da je a ~
x - wz, tako da je a jednako sa termom z - wz i identitet z(yz)(wz) ~ ab
postaje z(yz)(wz) ~ z(wz)y. Supstitucijom w — z dobijamo x(yz)z ~ zzy.
Medutim, to je u kontradikciji sa Lemom 2.3.1] (3).

Slucaj b = z: Postoje ¢etiri podslucaja. a = x - yw se eliminiSe supsti-
tucijom w +— y, jer tada dobijamo identitet = - yz ~ zyz. a = x - wy se
eliminiSe supstitucijom w — x i z — =z, jer tada dobijamo zy ~ . a = ryw
i a = xwy se eleminisu supstitucijom y — =z, jer tada dobijamo r-wz ~ rwz.

Slucaj b = w: Postoje cetiri podslucaja. U svakom od tih podslucaja
supstitucija y — x nas vodi do identiteta zw ~ x - wz ili xzw ~ x - wz.

Jedino su jo$ preostali slucajevi kod kojih termi a i b sadrze po tacno
dve promenljive. Tada za neko e € {y,z,w}, a je xze i b je proizvod dva
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elementa skupa S(¢) \ {z,e}. Ako je a = zz, tada supstitucija w — y daje
identitet x - yz ~ xzy. Ako je a = xw,b = yz tada supstitucija y — x daje
x - wz ~ zw (koriséenjem Leme 23] (1)). Ako je a = zw,b = zy, tada iz
supstitucije z — wz, x — wz proizilazi wzyw ~ wzw-wzy, odakle dobijamo
wzy ~ wz (koris¢enjem Leme 2311 (1), (2)). Ako je a = zy, b = zw tada iz
y — x dobijamo x - zw = x - wz.

Samo je jos jedna moguénost preostala za term £. To je xy - wz. Prema
tome, imamo x(yz)(wz) ~ xy - wz u E. Ali tada supstitucijom w — x
dobijamo x - yz ~ xy prema Lemi Z3.1] (1). O

Teorema 3.7.12. Ne postoji 4-kvazilinearna jednakosna teorija E, u kojoj
vazi TYz gy T2Y 1T Yz Fq) vy, gde je Gy slobodan grupoid sa dva ge-
neratora, tj. ne postoji 4-kvazilinearna jednakosna teorija koja je prosirenje
grupoida P1g ili Pyy.

Dokaz. Dokazimo da za term x(yz)(vz) ne postoji ~4-ekvivalentan linearan
term. Pretpostavimo suprotno. Neka je u linearan term takav da vazi
identitet u ~ z(yz)(vz). Primetimo da primenom identiteta (1)—(7) iz ovog
odeljka (navedenih pre Leme B.7.1]), zatim Leme [3.7.41 identiteta na skupu
od dve promenljive dobijamo da vazi:

Oy (T - Y2 - 02) =
Opsz(T-yz -v2) = avY
Opsa(T-yz-vz) = x-yz
(x-yz-vz) = xyv
Oy - Yz -v2) = x-Yyz
Opsz(T - yz-v2) = a2y

Oy

Tada z € S(u) jer u suprotnom imamo da vazi £y g 0y (Opy(z - y2 -
V2)) Rg Ooy(Tuy(U)) =a Y-

Tada y € S(u) jer u suprotnom imamo da vazi xy g 0y (Ope (T Yz -
02)) R Osg (Opse (1)) g T

Tada z € S(u) jer usuprotnom imamo da vazi z-yz Rq Tpy(-y2-v2) 4
Uv»—»y(u) Rg TY-

Tada v € S(u) jer u suprotnom imamo da vazi zv ~g sz (Oya (- yz -
02)) Ra Oza(Oy—a () Fa .

Dokazali smo da je S(u) = {z,y, z,v}.

Neka je u = ujug. Neka termovi vy, ve i vs predstavljaju jednu per-
mutaciju promenljivih y, z, v. Razmotrimo sledece slucajeve:

Slucaj uy = x: Tada uy sadrzi preostale promenljive.

Podslucaj us = v1 - vous: Supstitucijom v1 — x i v9 +— v3 dolazimo u
kontradikciju.
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Podslucaj us = vivous: Supstitucijom v; — z 1 v9 — wv3 dolazimo u
kontradikciju.

Slucaj uy = zvy: Tada je u =~ x - vovs - v1. Supstitucijom vy +— z dobi-
jamo da je xwv; ekvivalentan sa nekim linearnim termom sa tri promenljive
od, xvivs, T - v1v3, X - v3V1, sa kojima dolazimo u kontradikciju redom sa
supstitucijom v1 — x, uslovom teoreme z - yz % ry, supstitucijom vs — x.

Slucaj us = v3: Tada term u; moze imati dva oblika.
Podslucaj u; = z - vivy: Tada je u = z(vive)vy =4 zvz(viva), tj. pret-
hodni slucaj.

Podslucaj u; = xvive: Tada je xyzv ~, u &~ - yz - vz, pa supstitucijom
y — x dobijamo da je x - vz ekvivalentan sa termom zvz, kontradikcija. [

Lema 3.7.13. Neka je E idempotentna jednakosna teorija koja sadrzi iden-
titet « - yz =~ xy. Tada za razli¢ite promenljive x,y1,...,yn, n > 0, jedna-
kosna teorija E sadrzi identitet

YL .- YnT = Y1 ...-Yn-

Dokaz. Ako je n = 0 onda identitet predstavlja zakon idempotentnosti. Za
n > 0 na osnovu identiteta x - yz ~ zy i na kraju idempotentnosti vazi
sledeédi niz identiteta:

TYL .- - YnT T XYL ... Yn - TY1

X TYL - -Yn t TY1Y2

XTYL-Yn " TYL ... Yn

R TYL ... Yn.
O

Lema 3.7.14. Varijetet Va koji odgovara jednakosnoj teoriji E 4 generisa-
noj identitetima:

(A1) zo~x
(A2) zyy = xy
(A3) x(yz) = xy

(A4) zyzy = xyz
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je x-kvazilinearan i prosirenje grupoida Gs. Grupoid P19 je slobodan grupoid
sa tri generatora u variyjetetu V.

Dokaz. Koriséenjem identiteta (A3) dobijamo da je proizvoljan term t ek-
vivalentan u jednakosnoj teoriji E4 levo asociranom termu ¢’. Jednakosnoj
teoriji F4 pripada identitet zy; ...yn,T = Y1 ...y, za svaki nenegativan
ceo broj n (Lema [B.7.13)). Prema tome, zaklju¢ujemo da je identitet ¢’ ~ t”
sadrzan u F 4, pri cemu se levo asocirani term ¢” dobija od terma t’ brisa-
njem svih pojavljivanja prve promenljive terma t’ sa leve strane sem sa prvog
mesta. Jednakosnoj teoriji F4 pripada identitet xyz; ...z, y = xyz122... 2,
za svaki nenegativan ceo broj n jer za n = 0 identitet sledi iz (A2) dok za
n > 0 vazi sledeéi niz identiteta:

TYZ122 ..-2nY %(A4) TYzZ1Yz2 ...2nY

~(A4) TYZ1YZ2Y - - - ZnY

R(A4) TYzZ1Y22Y - - - YZnY

~(A4) TYZ1Y22Y - - - YZn

%(A4) TYZ122...%n.

Tada identitet t” ~ t"”” pripada jednakosnoj teoriji E4 pri ¢emu je term t"”

levo asociran i dobija se od terma t” brisanjem svih neprvih pojavljivanja
promenljivih sa leve strane koje se razlikuju od prve promenljive terma t” sa
leve strane. Kako je term " linearan zaklju¢ujemo da je jednakosna teorija
FE 4 x-kvazilinearna.

Slobodan grupoid nad dva generatora u #-kvazilinearnom varijetetu ima
najvise Cetiri elementa a grupoid Gs je generisan sa dva elementa i identiteti
(A1)—(A4) su tacni na grupoidu Gs, prema tome dobijamo da je slobodan
grupoid sa dva generatora u varijetetu Vo upravo grupoid Gs.

U grupoidu Py3 ne vazi identitet (A4) pa ne moze biti slobodan grupoid
varijeteta Va. Grupoidi P12 i P14 pripadaju varijetetu Va jer su identiteti
(A1)-(A4) ta¢ni na njima. Kako je na grupoidu P4 tacan identitet xyz ~
xzy dok na grupoidu Pi2 nije tacan, tada sledi da ni na varijetetu Va ne
vazi posmatrani identitet na skupu od tri promenljive pa grupoid P14 ne
moze biti slobodan grupoid nad skupom od tri generatora u varijetetu Va .
Prema tome E4 je proSirenje grupoida P1o. ]



74 Glava 3. Kvazilinearnost

Lema 3.7.15. Vrijetet Vg koji odgovara jednakosnoj teoriji Ep generisanoj
identitetimas:

(B1) zx ~ x
(B2) xyy ~ xy
(B3) x(yz) ~ zy
(B4) xyzy ~ xzy

je x-kvazilinearan i prosirenje grupoida Gs. Grupoid P13 je slobodan grupoid
sa tri generatora u variyjetetu Vp.

Dokaz. Koriséenjem identiteta (B3) dobijamo da je proizvoljan term t ek-
vivalentan u jednakosnoj teoriji Eg levo asociranom termu ¢’. Jednakosnoj
teoriji E'p pripada identitet xy;...ynx =~ xy1 ...y, za svaki nenegativan
ceo broj n (Lema [B.7.13)). Prema tome, zaklju¢ujemo da je identitet ¢’ ~ t”
sadrzan u Epg, pri ¢emu se levo asocirani term t” dobija od terma t’ brisa-
njem svih pojavljivanja prve promenljive terma t’ sa leve strane sem sa prvog
mesta. Jednakosnoj teoriji Ep pripada identitet xyz; ... 2,y = x2122... 2,y
za svaki nenegativan ceo broj n jer za n = 0 identitet sledi iz (B2) dok za
n > 0 vazi sledeéi niz identiteta:

TYz1...2nY %(34) TYZ1 .. 2n—1Y2ny

~(B4) TYZ1 - - - Zn—2Y2Zn—1YZnyY

~(B4) TYZ1Y22Y - .- 2nY

,’-\\5(34) T21Yz2Y - .. 2nyY

%(34) XTZ122 ... 2nY.

Tada identitet ¢t ~ t"”” pripada jednakosnoj teoriji Eg pri ¢emu je term t"”
levo asociran i dobija se od terma t” brisanjem svih neprvih pojavljivanja
promenljivih sa desne strane koje se razlikuju od prve promenljive terma
t" sa leve strane. Kako je term t" linearan zakljuc¢ujemo da je jednakosna
teorija Ep *-kvazilinearna.

Slobodan grupoid nad dva generatora u *-kvazilinearnom varijetetu ima
najvise Cetiri elementa a grupoid Gs je generisan sa dva elementa i identiteti
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(B1)—(B4) su ta¢ni na grupoidu Gs, prema tome, dobijamo da je slobodan
grupoid sa dva generatora u varijetetu Vg upravo grupoid Gs.

U grupoidu P19 ne vazi identitet (B4) pa ne moze biti slobodan grupoid
varijeteta V. Grupoidi P13 i P14 pripadaju varijetetu Vg jer su identiteti
(B1)-(B4) ta¢ni na njima. Kako je na grupoidu P14 tacan identitet xyz ~
xzy dok na grupoidu P13 nije tacan, tada sledi da ni na varijetetu Vg ne
vazi posmatrani identitet na skupu od tri promenljive pa grupoid P14 ne
moze biti slobodan grupoid nad skupom od tri generatora u varijetetu Vg.
Prema tome Ep je prosirenje grupoida Pys. O

Lema 3.7.16. Varijetet Vo koji odgovara jednakosnoj teoriji Ec generisa-
noj identitetima:

(C1) zx =~z
(C2) xyy ~ xy
(C3) x(yz) = zy
(C4) xyz =~ xzy.

je podvarijetet varijeteta Va 1 VB i prosirenje grupoida Gs. Grupoid P14 je
slobodan grupoid sa tri generatora u varijetetu V.

Dokaz. Identiteti (A4) i (B4) se lako dokazuju iz identiteta (C2) i C4).
Slobodan grupoid nad dva generatora u %-kvazilinearnom varijetetu ima
najviSe cetiri elementa a grupoid Gs je generisan sa dva elementa i identiteti
(C1)—(C4) su tacni na grupoidu Gs, prema tome, dobijamo da je slobodan
grupoid sa dva generatora u varijetetu V¢ upravo grupoid Gs.
Kako na grupoidima P19 i P13 ne vazi identitet (C4) dobijamo da je
P14 slobodan grupoid nad tri generatora u varijetetu Vc. O

Primetimo da u varijetetu V¢ proizvoljna dva levo asocirana linearna
terma sa istim promenljivama i istom prvom promenljivom sa leve strane
su ekvivalentna.

Lema 3.7.17. Varijetet Vo je x-kvazilinearan varijetet generisan sa slo-
bodnim grupoidom Gs. Njegovi jedini pravi podvarijeteti su varijetet levo
nultih polugrupa i trivijalan varijetet ( varijeteti generisani sa grupoidima
Gy i Gp).

Dokaz. Varijetet Vo je #-kvazilinearan varijetet jer je podvarijetet x-kvazili-
nearnog varijeteta Va (LemaB.7.T06]). Neka je V pravi podvarijetet varijeteta
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Ve. Neka su tq 1ty dva levo asocirana linearna terma i neka su oni ekviva-
lentni u posmatranom varijetetu. Ako je skup promenljivih u ovim termima
razlicit, tada se identitet ¢1 =~ to odgovaraju¢om supstitucijom moze svesti
na identitet xy = x, xy =~ y ili * ~ y. U prvom slucaju V je sadrzan u vari-
jetetu levo nultih polugrupa, a iz drugog slucaja sledi identitet x - yx ~ yx,
prema tome, sledi da vazi y ~ xy ~ - yr = yxr ~ x i V je trivijalan va-
rijetet kao i u tre¢em slucaju. Ako je S(t1) = S(t2) i termi ¢y, t2 imaju
razli¢ite prve promenljive sa leve strane, recimo z u termu 1, a y u termu
to, tada supstitucijom svih ostalih promenljivih promenljivom x mozemo
svesti term ¢; na term zy (koriséenjem identiteta (C1),(C2) i (C4)), dok
term to svodimo na term yx (koris¢enjem identiteta (C'1) i (C2)). Konaéno,
iz identiteta xy ~ yx sledi xy ~ zy-x ~ x-xy ~ x, pa sledi da vazi identitet
xy ~ vy, iz kojeg sledi da je V trivijalan varijetet. Ako je S(t1) = S(t2) i
termi tq 1 t9 imaju iste prve promenljive sa leve strane onda na osnovu iden-
titeta (C4) imamo da je V¢ = t1 = to. Jedini pravi podvarijeteti varijeteta
Ve su trivijalan varijetet i varijetet levo nultih polugrupa (posto je grupoid
Gy homomorfna slika grupoida Gs).

Posto grupoid Gs nije ni levo nulta polugrupa ni trivijalan grupoid, tada
sledi da je varijetet V¢ generisan grupoidom Gs. O

Posledica 3.7.18. Za svako n > 3, postoji tacno jedna n-kvazilinearna
jednakosna teorija E koja je prosirenje grupoida Pi4.

Dokaz. Na osnovu Lema B.7.101 i B.7.17 Imamo da je E = E¢. O

Lema 3.7.19. Svi pravi podvarijeteti varijeteta Va su podvarijeteti varije-
teta Vo. Varijetet Vo je generisan slobodnim grupoidom Pqs.

Dokaz. Primetimo da u varijetetu Va vazi xyr ~ rryr =~ rxy ~ vy. Neka
je V pravi podvarijetet varijeteta Va. Neka su ¢; i {2 dva levo asocirana
linearna terma i neka su oni ekvivalentni u posmatranom varijetetu. Ako
je skup promenljivih u ovim termima razli¢it, tada se identitet ¢; ~ to
odgovarajuéom supstitucijom moze svesti na identitet (zyx ~)ry ~ x ili
zy =~ y. U prvom slucaju V je podvarijetet varijeteta levo nultih polugrupa,
a drugom slucaju V je trivijalan varijetet. Ako je S(t1) = S(t2) i termi t;
i to imaju razlicite prve promenljive sa leve strane, recimo x u termu 1, a
y u termu to, tada supstitucijom svih ostalih promenljivih u promenljivu
x mozemo svesti term t; na term xy, dok term to svodimo na term yzx.
Konaéno, identitet zy ~ yx daje trivijalan identitet, odnosno V je trivijalan
varijetet. Pretpostavimo da termi ¢1 i ¢2 pocinju istom promenljivom i da
sadrze iste promenljive. Tada, neka se termi ¢; i t2 sa leve strane prvo
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razlikuju na i-tom mestu i neka se na i-tom mestu u termima ¢1 i to nalaze
redom promenljive y i z. Tada se supstitucijom svih promenljivih do i-tog
mesta u promenljivu z i supstitucijom svih preostalih promenljivih razli¢itih
od y i z u y, dobija da se termi ¢; i t3 koriS¢enjem identiteta baze VA svode
na terme xyz i xzy, tj. dobijamo da je V podvarijetet varijeteta Vc.

Kao sto smo videli u dokazu Leme B.7.14 grupoid P15 ne pripada vari-
jetetu Ve, prema tome grupoid P12 ne generise prave podvarijetete varije-
teta Va veé sam varijetet Va. O

Posledica 3.7.20. Za svako n > 3, postoji tacno jedna n-kvazilinearna
jednakosna teorija E koja je prosirenje grupoida Pis.

Dokaz. Na osnovu Lema B.7.14 i Imamo da je E = Ej4. O

Lema 3.7.21. Svi pravi podvarijeteti varijeteta Vg su podvarijeteti varije-
teta Vc. Varijetet VB je generisan slobodnim grupoidom Pi3.

Dokaz. Dokaz je analogan dokazu Leme O

Posledica 3.7.22. Za svako n > 3, postoji tacno jedna n-kvazilinearna
jednakosna teorija E koja je prosirenje grupoida Pis.

Dokaz. Na osnovu Lema i[B7.2T Tmamo da je E = Ep. O

Teorema 3.7.23. Postoje tacno tri x-kvazilinearna varijeteta Va, VB i
Ve koja su prosirenje grupoida Gs sa dva generatora. Varijeteti Va i Vg
pokrivaju varietet Vo, a njegovi jedini podvarijeteti su varijetet levo nultih
polugrupa i trivijalan varijetet (varijeteti generisani sa grupoidom Go i Gy,
redom). Varijeteti Va i VB su generisani, redom, petoelementnim poddirek-
tno nesvodljivim grupoidom A i cetvoroelementnim poddirektno nesvodljivim
grupoidom B.

Ala b ¢ d e Bla b ¢ d
al|la a a a a ala a a a
bbb b b b b b|b b b b
c|ld e ¢ ¢ c c|ld ¢ ¢ c
d|d d d d d dld ¢ d d
ele e e e e

Dokaz. Grupoid A je izomorfan sa koli¢nickim grupoidom Pio/a gde je
a = (adejk)(bfglm)(c)(hn)(io) kongruencija na grupoidu Pis. Tada gru-
poid A pripada varijetetu Va, dok varijetetima Vg i V¢ ne pripada jer ne
zadovoljava identitete (B4) i (C4), tj. ((c-a a) ab)-aa # (c-ab) aai
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(c-aa)-ab# (c-ab)-aa Naosnovu Leme imamo da grupoid A
generiSe varijetet Va. Grupoid A je poddirektno nesvodljiv grupoid kod
koga je monolit generisan uredenim parom (d, e).

Grupoid B je izomorfan sa koliénickim grupoidom Pi3/3 gde je § =
(adejk)(bfglm)(cin)(ho) kongruencija na grupoidu P;3. Tada grupoid B
pripada varijetetu Vg, dok varijetetima Vo i V¢ ne pripada jer ne zado-
voljava identitete (A4) i (C4), tj. ((csa) sb) sa # (cga) sbi
(c-ga) b # (cgb) sa Na osnovu Leme B72I imamo da grupoid
B generiSe varijetet Vg. Grupoid B je poddirektno nesvodljiv grupoid kod
koga je monolit generisan uredenim parom (¢, d). O

Posledica 3.7.24. Za svako n > 4, postoje tacno tri n-kvazilinearne jed-
nakosne teorije B4, Epg, Ec koje su prosirenje grupoida Gs.

3.8 Kvazilinearno prosirenje Gg

Neka je u ovom odeljku F jednakosna teorija takva da njoj odgovarajuci
varijetet V je varijetet sa slobodnim grupoidom Gg nad skupom od dva
generatora. Tada su u varijetetu V na osnovu Kejlijeve tablice grupoida Gg
tacni sledeci identiteti:

T &z,
ry ~ z(zy) ~ z(yr) =~ zyr ~ vyy ~ vy(yx).

U [I0] (Lema 5.1) je pokazano da postoji sedam egzaktno 3-linearnih
jednakosnih teorija sa slobodnim grupoidom G6 nad dva generatora, i njima
odgovarajuci slobodni grupoidi nad tri generatora su grupoidi Qq,..., Q-
navedeni u odeljku 241

Lema 3.8.1. Ako je t ~ s identitet sadrZan u jednakosnoj teoriji E koja
je prosirenje grupoida Gg tada je S(t) = S(s) i termi t,s imaju istu prou
promenljivu sa leve strane.

Dokaz. Pokazimo da je S(t) = S(s). Pretpostavimo suprotno, tj. da postoji
promenljiva z € S(t)AS(s). Supstitucijom svih promenljivih u promenljivu
y sem promenljive x i primenom gore navedenih identiteta nad dve promen-
ljive dobijamo da jednakosnoj teoriji £ pripada jedan od identiteta zy ~ vy,
yxr ~ y, x ~ y, kontradikcija.

Pokazimo da termi ¢, s imaju istu prvu promenljivu sa leve strane. Pret-
postavimo suprotno, tj. da term ¢ pocinje promenljivom x a term s pocinje
promenljivom y. Tada supstitucijom svih promenljivih u promenljivu y sem
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promenljive x i primenom gore navedenih identiteta dobijamo da jednakos-
noj teoriji E pripada identitet zy ~ yx, kontradikcija. O

Lema 3.8.2. Ne postoji 4-kvazilinearna jednakosna teorija takva da je njen
slobodan grupoid generisan sa tri generatora izomorfan sa Qs, Qs, Qg il

Q7.

Dokaz. Na osnovu [10] (Leme 5.2) imamo da svi identiteti sa najvise tri
promenljive u egzaktno 3-linearnoj jednakosnoj teoriji koja je proSirenje
grupoida Gg su levo nepermutacioni. Medutim, svi identiteti sa najvise tri
promenljive u 4-kvazilinearnoj jednakosnoj teoriji koja je prosirenje grupo-
ida Q3, Qs, Qg ili Q7 su levo nepermutacioni. Pretpostavimo suprotno, tj.
da postoji identitet ¢ &~ s nad tri promenljive koji nije levo nepermutacioni.
Na osnovu [10] (Leme 5.2) imamo da postoje linearni termi ¢*, s* takvi da
su identiteti t ~ t* i s &= s* levo nepermutacioni, odakle sledi da identitet
t* = s* nije levo nepermutacioni, ali kako posmatrane 4-kvazilinearne jed-
nakosne teorije imaju osobinu da su 3-linearne jednakosne teorije dobijamo
da je t* = s*, kontradikcija.

U 4-kvazilinearnoj jednakosnoj teoriji koja je proSirenje grupoida Qs,
Q;5. Qg ili Q7 identiteti nad cetiri promenljive su levo nepermutacioni. Pret-
postavimo suprotno, tj. da postoji identitet ¢ ~ s nad skupom od cetiri
promenljive koji nije levo nepermutacioni. Neka su promenljive z,y prve
sa leva koje narusavaju levu nepermutabilnost u identitetu ¢t =~ s. Supsti-
tucijom promenljivih koje nisu z,y u promenljivu z dobijamo identitet nad
tri promenljive koji nije levo nepermutacioni, kontradikcija sa prethodnim
pasusom.

Pokazimo da ne postoji 4-kvazilinearna jednakosna teorija koja je prosi-
renje grupoida Qs, Qs, Qg ili Q7. Ako bi postojala takva jednakosna teorija,
tada bi kao sto smo pokazali svaki term sa Cetiri promenljive morao biti
ekvivalentan linearnom termu sa ¢etiri promenljive, i taj identitet bi morao
biti levo nepermutacioni i tacan u slobodnom grupoidu sa tri generatora.

Medutim, term wzy(z - zw) nije ekvivalentan nijednom linearnom termu
za grupoide Qs, Qg, Q. Naime, takav linearan term bi morao da bude
jedan od wxyz, w(zy)z, wr-yz, w-xyz ili w(x-yz), ali nijedan od ovih pet
identiteta ne vazi u Qs, Qg, Q7. Za sva tri grupoida, u svih pet pretpostavki,
identi¢no se dolazi u kontradikciju.

Slucaj wzy(z - zw) ~ wryz: Tada je yrz = yryz ~ yry(zr - zy) ~ yx(w -
zy) = y(z - zy) ~ y - xz, kontradikcija.

Slucaj wry(z - zw) = w(zy)z: Tada je yrz =~ y(axy)z ~ yry(r - zy) ~
yr(z - zy) = y(z - zy) =~ y - xz, kontradikcija.
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Slucaj wzy(z - zw) ~ wz - yz: Tada je x - yz = zx(yz) =~ zay(x - zz) ~
xy - vz ~ ryz, kontradikcija.

Slucaj wzy(z - zw) = w - xyz: Tada je z - xy = z(xyz) ~ zzxy(r - 22) ~
zxy - xz ~ zry, kontradikcija.

Slucaj wry(z - zw) = w(z - yz): Tada je z-yz =~ x(z-yz) =~ xoy(z-zz) &
xy - vz ~ ryz, kontradikcija.

Takode, term w(z(ywz)) nije ekvivalentan nijednom od terma wzyz,
w(zy)z, wr - yz, w- xyz il w(z - yz) u slucéaju Q3. Razmotrimo svih pet
slucajeva.

Slucaj w(z(ywz)) ~ wayz: Tada je yrz ~ yryz ~ y(r(yyz)) ~ y(x -
yz) ~ y - xz, kontradikcija.

Slucaj w(z(ywz)) = w(ry)z: Tada je yrz ~ y(vy)z ~ y(z(yyz)) =~ y(= -
yz) ~ y - xz, kontradikcija.

Slucaj w(z(ywz)) = wx - yz: Tada je x - yz =~ zx - yz = z(r(yzrz)) ~
x(yxz) ~ xyz, kontradikcija.

Slucaj w(z(ywz)) = w - zyz: Tada je w - zz ~ w(rzrz) = w(zx(zwz)) ~
w(zwz) ~ wrz, kontradikcija.

Slucaj w(z(ywz)) = w(x - yz): Tada je - yz = z(z - yz) = z(zx(yzrz)) =
z(yxz) ~ xyz, kontradikcija. O

Na osnovu Teoreme imamo da postoje tacno tri *- linearna varije-
teta L1, Lo 1 L3, sa slobodnim grupoidima nad tri generatora izomorfnim
sa Qp, Qy 1 Qy, respektivno. U Teoremi [2.6.1] su predstavljeni svi njihovi
podvarijeteti koji su ujedno svi *-kvazilinearni.

Dalje u ovom odeljku ¢emo pokazati da su sve x-kvazilinerne jednakosne
teorije sa slobodnim grupoidom Gg nad dva generatora podvarijeteti vari-
jeteta L1, Lo 1 Ls.

Lema 3.8.3. Jednakosna teorija Ly je egzaktno 3-kvazilinearna jednakosna
teorija. Jednakosna teorija Lo je egzaktno 4-kvazilinearna jednakosna teo-
rija. Za svako n > 3 jednakosna teorija L3 nije egzaktno n-kvazilinearna
jednakosna teorija.

Dokaz. Baza x-linearnog varijeteta L1 se sastoji od identiteta sa tri pro-
menljive (Teorema [25.1]) odakle sledi da je L; egzaktno 3-kvazilinearna
jednakosna teorija.

Baza x-linearnog varijeteta Lo se sastoji od identiteta sa ¢etiri promen-
ljive (Teorema 2.5.2) odakle sledi da je Ly egzaktno 4-kvazilinearna jedna-
kosna teorija.

Pretpostavimo da je L3 egzaktno n-kvazilinearna jednakosna teorija za
neki prirodan broj n. Tada varijetet L3 ima kona¢nu bazu na skupu od
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n promenljivih 1, ..., z,, odredenu skupom svih ta¢nih identiteta na L3
koji svaku promenljivu sadrze najvise tri puta. Kontradikcija sa Teore-
mom [2.9.9)

O

Lema 3.8.4. Neka je n > 3 @ neka je V n-kvazilinearan varijetet ¢iji je
slobodan grupoid nad tri generatora grupoid Q. Tada je varijetet V pod-
varijetet x- linearnog varijeteta L.

Dokaz. Na osnovu Leme [3.83] imamo da je V podvarijetet od L; jer je
Ly egzaktno 3-kvazilinearna jednakosna teorija, a na osnovu Leme BT
varijetet £ je najveci varijetet koji sadrzi grupoid Q; kao slobodan grupoid
nad tri generatora. O

Teorema 3.8.5. N7 nije egzaktno 3-kvazilinearan varijetet. Za n > 4 pos-
toje tacno dve egzaktno n-kvazilinearne jednakosne teorije koje su prosirenje
grupoida Qq, a njima odgovarajuci varijeteti su L1 1 Ni.

Dokaz. Na grupoidu Q; vazi identitet w(zy-z) ~ w(z-yz) odakle sledi da je
Q; € M1 i na osnovu Leme sledi da je Q; slobodan grupoid u NV;. Na
osnovu Leme BTl dobijamo da N7 nije egzaktno 3-kvazilinearan varijetet.
Varijetet N7 ima bazu definisanu nad skupom od ¢etiri promenljive odakle
sledi na osnovu Leme da je odgovarajuca jednakosna teorija varijeteta
N7 egzaktno n-kvazilinearna za sve n > 4. O

Lema 3.8.6. Za n > 3 postoji tacno jedna egzaktno n-kvazilinearna jedna-
kosna teorija koja je prosirenje grupoida Q gde je Q € {Qq, Q4}-

Dokaz. Neka je FE egzaktno n-kvazilinearna jednakosna teorija koja je pro-
Sirenje grupoida Q € {Q,,Q,}. Tada, kako grupoid Q generise jedan od
x-linearnih varijeteta Lo ili L3 (Theorem 2.6.3)) sledi da je jednakosna teorija
E podteorija *-linearne jednakosne teorije pa na osnovu Leme [3.1.4] imamo
da je E jedinstvena egzaktno n-kvazilinearna jednakosna teorija koja je
prosirenje grupoida Q. ]

Teorema 3.8.7. x-linearne jednakosne teorije Lo i L3 su jedine x-kvazili-
nearne jednakosne teorije koje su redom prosirenja grupoida Qg i Qy.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tj. recimo da jednakosna teorija Lo nije
jedinstveno x-kvazilinearno prosirenje grupoida Q,. Tada za neko n > 3
postoje dve razlicite egzaktno n-kvazilinearne jednakosne teorije koje su
prosirenje grupoida Q,, kontradikcija sa Lemom Sliéno se pokazuje
za jednakosnu teoriju Ls. O
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Lema 3.8.8. Poddirektno nesvodljiv grupoid G., generise 3-kvazilinearan
varyetet sa slobodnim grupoidom nad tri generatora Qo koji nije 4-kvazili-
nearan varijetet.

Ggla b c d e f
a |la a f d e f
b |la b ¢ d e f
c |c ¢ ¢ e e c
d |d d d d d d
e |e e e e e e
fArfr fddf

Dokaz. Grupoid G, je poddirektno nesvodljiv grupoid kod koga je monolit
generisan uredenim parom (d, e).

Pomoéu programa [14] utvrdujemo da na grupoidu G., vaze svi iden-
titeti iz Tabele 211 za F3 = Q,, odakle sledi da je varijetet generisan sa
grupoid G, 3-linearan varijetet. Varijetet Lo ne sadrzi grupoid G, jer na
njemu ne vazi Cetvri identitet baze xy - yzu ~ zyzu (ab - bed # abed) za
varijetet £o. Prema tome, kako je Lo pravi podvarijetet varijeteta V(G,,)
generisanog grupoidom Gg,, sledi da varijetet V(G,,) nije 4-kvazilinearan

na osnovu Lema B.831i B.1T.11 O

Posledica 3.8.9. Egzaktno 3-kvazilinearna jednakosna teorija i egzaktno 4-
-kvazilinearna jednakosna teorija koje su prosirenja grupoida Qq su razlicite.

Dokaz. Sledi na osnovu Lema B.1.111 B.8.8] O

Lema 3.8.10. Skup E.y. = {E | E je egzaktno n-kvazilinearna jednakosna
podteorija od L3 za neko n > 3} je prebrojivo beskonacan.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tj. da je skup Fe4. konacan. Tada vazi da
je Ly = J Eeqz € Eeyz, kontradikcija sa Lemom 383 O

Ostaju otvorena sledec¢a dva pitanja:

e Kako izgleda mreza jednakosnih teorija izmedu egzaktno 3-kvaziline-
arne jednakosne teorije koja je prosirenje grupoida Qg i jednakosne
teorije Lo?

e Kako izgleda mreza jednakosnih teorija izmedu egzaktno 3-kvaziline-
arne jednakosne teorije koja je prosirenje grupoida Q, i jednakosne
teorije L3?
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U narednim teoremama pokusa¢emo da opiSemo sve egzaktno 3-kvazili-
nearne jednakosne teorije E koje su prave 3-kvazilinearne jednakosne teorije
sa slobodnim grupoidom Gg nad dva generatora.

Na osnovu Leme B.81] znamo da ekvivalentni termi u jednakosnoj teoriji
FE imaju jednaka prva pojavljivanja promenljivih sa leve strane, i da su svi
identiteti regularni, tj. ako je u ~ v onda je S(u) = S(v). Prema tome,

Lema 3.8.11. Neka je E jednakosna teorija koja je proSirenje grupoida
Gg. Jedini linearni terme nad promenljivama x, y, z koji mogu biti ekviva-
lentni jesu termi xyz, xzy, x - Yz © T - 2y, tj. jedini identiteti na skupu od
tri promenljive koji izjednacavaju dva linearna terma ¢ koji mogu pripadati
jednakosnoj teoriji B su identiteti:

(a) zyz ~ x - yz.
(b) x-yz =~ xzy,
(c) zyz ~ 2y,
(d) x-yz=~ux-2zy.

Lako se proverava da su identiteti iz prethodne Leme ta¢ni na grupoidu
Gg. Do kraja ovog odeljka baziratemo se na n-kvazilineranim jednakosnim
teorijama koje su pros§irenje grupoida Gg i u kojima vazi jedan od identiteta

(a), (b), (c) i (d).
3.8.1 x-kvazilinearna prosSirenja Gg¢ sa ryz ~ x-yz, r-yz =~ xzy
iv-yz~uw-2y

Lema 3.8.12. Neka je G(q) grupoid (J.A.Gerhardova polugrupa Bz v [12])
definisan Kejlijevom tablicom:

Ga) |

QO QS
o o oo
QO SO0

a
b
c

Tada je grupoid G, poddirektno nesvodljiv i na njemu vazi identitet (a),
dok identiteti (b), (c), (d) ne vaZe. Varijetet S1 je generisan grupoidom Gy,
kao i slobodnim grupoidom Fs, (3) nad tri generatora. Identiteti (a), (b), (c),
(d) vaze u varijetetu So koji je generisan grupoidom Gg.
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Dokaz. Grupoid G, je poddirektno nesvodljiv grupoid kod koga je monolit
generisan uredenim parom (b, c). Varijetet S; je generisan grupoidom G
na osnovu Teoreme 2.6.11

O]

Teorema 3.8.13. Neka je n > 3 i neka je E n-kvazilinearna jednakosna
teorija koja je prosirenje grupoida Geg i kojoj pripada identitet

ryz = x-yz, (a).
Tada je odgovarajuci varijetet za E jedan od varijeteta Sy ili So.

Dokaz. Svi elementi baze za L£; pripadaju jednakosnoj teoriji E, odakle
sledi da je odgovarajué¢i varijetet )V jednakosne teorije F podvarijetet od
Ly. Kako jednakosna teorija E sadrzi identitet (a) dobijamo da je V €
{81, S2, 83,84, S5} ali varijeteti S3, Sy, S5 kao sto smo veé pokazali ne sadrze
slobodan grupoid Gg za razliku od varijeteta S; i Ss. O

Teorema 3.8.14. Neka je n > 3 i neka je E n-kvazilinearna jednakosna
teorija koja je prosirenje grupoida Geg i kojoj pripada identitet

x-yz ~ xzy, (b).

Tada identitet xyz ~ x-yz, (a), pripada jednakosnoj teoriji E i odgovarajuci
varijetet za E je Ss.

Dokaz. Jednakosnoj teoriji F pripada identitet xyz =~ x - yz jer je: xyz =
TZYRT-2Y-TRTY 2T RIY-r2N -2y~ x(r-yz) & r-yz. Naosnovu
Leme B:812 i Teoreme B.8.13 zakljucujemo da je Sy odgovarajudi varijetet
za jednakosnu teoriju E. O

Lema 3.8.15. Neka jen > 3 i neka je B n-kvazilinearna jednakosna teorija
koja je prosirenje grupoida Gg i kojoj pripadaju identiteti

xyz = xzy, (c)

z-yz=ax-zy, (d).

Tada identitet xyz ~ x-yz, (a), pripada jednakosnoj teoriji E i odgovarajuci
varijetet za E je Ss.
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Dokaz. Vazi xy -z = zy(vy - 2) = (v - 2y)(zy - 2) =(e) ¥ - (7Y - 2) - TY =g
r(2-2y) 1Y gy T (2°YT) TY R(q) TYTZ-TY R(e) T YZT-TY N TY2-TY N ()
T-Ty-yz R ry-yz X vyzy & (wyz)(y-(zyz)) = (©y2) (Y- (yz-2)) =@
(292) (y--y) ey (292) (9-9-2) = (y2)(g2-2) qq) (892) (@y2) ~ Ty2.
Tvrdenje sledi na osnovu Leme B.812] 1 Teoreme O

Teorema 3.8.16. Neka je n > 3 i neka je E n-kvazilinearna jednakosna
teorija koja je prosirenje grupoida Geg i koja sadrzi identitet

royz -2y, (d).
Tada je odgovarajuéi varijetet za E jedan od varijeteta So ili Ns.

Dokaz. Ako je term xy - xz ekvivalentan po modulu E sa x -yz ili xzy, tada
se supstitucijama x — yx i y — zy, redom, dobijaju identiteti (a) i (¢), pa
tvrdenje sledi iz Teoreme [B.8.14 (iz identiteta (a) i (d) sledi (b)) ili Leme
Ostaje da se razmotri slucaj kada vazi identitet zy - x2 ~ xyz. Tada
je term x - xyz ekvivalentan sa jednim od tri linearna terma z - yz, xyz i
xzy.

Slucaj x - xyz =~ x - yz: Tada vaze svi identiteti baze za L1, ali zbog iden-
titeta (d), osobine da je varijetet N7 3-linearan varijetet i Leme sledi
da je odgovarajudéi varijetet za E jedan od varijeteta Ss ili N3.

Slucaj x - vyz = zyz: Tada je v2y = z(v2y) = x(v2-7Y) ~(9) T(VY-72) =
x(xyz) =~ xyz, odnosno vazi identitet (c¢). Tvrdenje sledi na osnovu Leme

Slucaj x - vyz = zzy: Tada je x2y ~ x-wyz ~ x(vy-22) () (T2 TY) ~
x - xzy ~ xyz, odnosno vazi identitet (¢). Tvrdenje sledi na osnovu Leme

O

3.8.2 3-kvazilinearna prosirenja Gg sa zyz ~ r2y

Neka u ovom pododeljku E predstavlja 3-kvazilinearnu jednakosnu teoriju
sa slobodnim grupoidom nad dva generatora izomorfnim sa grupoidom Gg,
koja od identiteta (a), (b), (¢) i (d), sadrzi samo identitet

ryz ~ w2y, (0),
jer smo u prethodnom pododeljku razmotrili ostale slucajeve.
Lema 3.8.17. Jednakosna teorija E sadrzi identitet

x-xyz ~ xyz, (1).
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Dokaz. U jednakosnoj teoriji E vazi -xyz ~ xyz jer u svim drugim situaci-
jama (bilo da je x - xyz =~ z - yz ili x - zyz =~ x - zy) se lako pokazuje da bi
vazilo - yz = x - zy jer je x - xyz =~ T - x2Y. O

Lema 3.8.18. Jednakosna teorija E sadrzi identitete

x(y-z2) ~x-yz, (2)

x(y-zx) = z-yz, (3).

Dokaz. Pretpostavimo da je x(y - x2) ~ x - zy. Tada iz pretpostavke sledi
x-zy = a(y - rz) R v(y(x - x2)) & v - xzy ~q) rzy, kontradikcija jer
identitet x - zy ~ xzy ne pripada jednakosnoj teoriji E.

Pretpostavimo da je z(y - zz) ~ x - zy. Tada iz pretpostavke sledi
B2y R aly - 2m) Mo 2((y - 27) - ) R olys - ) A w(z - yr) © 3y,
kontradikcija jer = - zy = x - yz ne pripada jednakosnoj teoriji E.

Termi z(y - zz) i z(y - zx) mogu biti ekvivalentni sa termom x - yz ili
termom xyz. Razmotrimo sve slucajeve:

Slucaj 1: z(y-xz) = xyz, (), i2(y-2z) ~ zyz, (B). Tada je xy-yz ~(,)
r(Y(7 - y2)) Ra) T YTZ R(e) T Y2T Ngg T - Y2, (7). 1z niza ekvivalencija
TYz Ry TY - YE R T YL Y Rgg T YL Y Ry T YTZ Y R
Ty YTz ) vy - yze ~g) (vy)(y(z - 2y)) =) ryyz = vyz sledi da identitet
x - yz =~ xyz € F, kontradikcija.

Slucaj 2: z(y - zz) =~ xyz, (o), 1 z(y - zz) = x - yz, (§). Dokazimo da je
xy-yz=T-yz, (v),1xy -2y =~ zyz, (9).

Podslucaj zy - yz =~ x - zy: Tada je yrz ~(q) y(v-y2) ~eg Y(T-y2-y) ~ ()
y(ry - yz) = y(x - 2y) =) y - 2, kontradikcija.

Podslucaj zy - yz ~ xyz: Tada je yrz ~ o) y(T - y2) Rae Y(T-y2-y) ~(
y(zy - yz) =y - xyz R(c) Y xzy =y - 1z, kontradikcija.

Podslucaj zy - 2y =~ x - yz: Tada je y-w2 =) y(7-2y) Ras Y(T-2YY) ~(c)
y(ry - zy) = y(x - yz) =(q) Yy - 2, kontradikcija.

Podslucaj zy - zy = z - zy: Tada je z2y ~ vyz =) 2(y - 22) ~@) v(y(v-
2Y)) R(a) TY - 2y = T - 2y, kontradikcija.

Tada je - yz ~gq - yz - yza =) (- y2)(yz - v2) =(y) T - (Y2 - 12) F(o)
T Yz 2 R TZ Y2 R(s) TRY R() TYZ, kontradikcija.

Slucaj 3: z(y-v2) = x-yz, (a), i z(y-2z) = 2yz, (B). Tada je z-yz ~(,)
r(y - 72) R T(y(v - 27)) ~o) 2(y - 27) ~(g) TY2, kontradikcija. O

Lema 3.8.19. Jednakosna teorija E sadrzi identitet

x-yz -2y = xyz, (4).
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Dokaz. Vazi da je z-yz- 2y =) x-zy-yz. Ako bi z-yz-zy bio ekvivalentan
sa x -yz ili -2y tada bi na osnovu prethodnog identiteta vazilo da je
x-yz =~ x-zy, (d), sto je u kontradikciji sa uslovima jednakosne teorije

E. O

Lema 3.8.20. Jednakosna teorija E sadrzi identitet

xy - 2y = xyz, (5).

Dokaz. Pretpostavimo suprotno. Tada je term zy-zy ekvivalentan sa jednim
od terma x - yz ili x - zy.

Slucaj zy - zy ~ z - yz: Tada vazi slede¢i niz ekvivalencija zyz ~g4 zy -
TYZ R(e) TY - TRY R z(y - x2) ~(2) T - Yz, kontradikcija.

Slucaj xy - zy ~ x - zy: Tada vazi x- 2y ~q, v(z-y2z) = (v-y2)(2-y2) ~a,
T - yz - 2y Ay Yz, kontradikcija. O

Za definisanje 3-kvazilinearne idempotentne jednakosne teorije neop-
hodno je linearizovati u toj jednakosnoj teoriji terme iz Tabele 2.1, a to
je rezultat Leme B.8.211

Napomena 3.8.1. Za definisanje slobodnog grupoida sa tri generatora 3-
-kvazilinearnog varijeteta koji je prosirenje grupoida (g dovoljno je defin-
isati proizvode iz Tabele 2.1 pri ¢emu su proizvodi (1)—(6), (7), (9), (10),
(14) i (30) iz Tabele 2] odredeni na osnovu Lema B.8I7H3.8.20/ i osobina
grupoida Gg, a veliki deo proizvoda ¢emo odrediti pomocéu Leme B.82T] a
preostali proizvodi se mogu lako dobiti primenom identiteta (c) i (1)-(5).

Lema 3.8.21. Neka jednakosna teorija E sadrzi identitete (1)—(5), tada
u jednakosnoj teoriji E za linearan term t ¢ S(t) C {z,y,z} vaZe sledeéa
tvrdenja:

(a’) identitet x -t ~ t pripada jednakosnoj teoriji E pri cemu je u termu t
promenljiva x prva sa leve strane;

(b’) identitet x -t ~ x - yz pripada jednakosnoj teoriji E pri éemu je u
termu t promenljiva y prva sa leve strane i z € S(t);

(c’) identitet xyz -t = xyz pripada jednakosnoj teoriji E;

(d’) identitet xy -t ~ x - yz pripada jednakosnoj teoriji E pri éemu je u
termu t promenljiva y prva sa leve strane i z € S(t);

(e’) identitet (x - yz) -t = x - yz pripada jednakosnoj teoriji E pri éemu je
u termu t promenljiva y prva sa leve strane i z € S(t);
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Dokaz.

(a’) Term t moze biti oblika zuv i x - uv, gde su u,v € S(t), pa je tvrdenje
u prvom slucaju ta¢no na osnovu identiteta (1), a u drugom slucaju
na osnovu osobina grupoida Gg.

(b’) Akojet € {yxzz,yzx} tadaje x-t = x-(yz-x) Rg, T yz, a u preostalim
slucajevima tvrdenje sledi na osnovu identiteta (2) i (3).

(¢’) Primetimo da je
TYZ T R TYT - 2 Rgg TYZ,
TYZ - Y R(e) TYY - Z R TYZ,
TYZ - 2 Re) TRY * 2 R(e) TZZ - Y Nag T2Y (o) TYZ,
prema tome, na osnovu identiteta (5) i Leme sledi tvrdenje.

(d’) xy -t %(4) xZ - (y : t) : (t : y) %(a’),(b’),Gg T-t-t Ngg T t %(b’) xT-yz.
(€) (x-yz)-t ~(e) (x-t)-yz A (v (x-yz) - yz mgg x - Y2.
O

Nekajea=z, b=y, c=2d=xy, e =xz, f =yx, g =yz, h = zx,
1=zy, ] =ayz, k=yxz,l = zxy, m =x-yz,n =x -2y, 0 =y - T2,
p=y-zx,q=2z- -2y, r =2 yx, ineka je

mas = {{z} {y}, {z}, {wy}, {xz}, {ya}, {yz}, {22}, {zy},
{zyz, w2y} {yzz, yza}, {22y, zyx},

{z-yzy Az -2y} {y - w2} {y - 2o}, {z - 2y} {2 - yo))
particija skupa Lin({z,y, z}).

Teorema 3.8.22. Postoji tacno jedna egzaktno 3-kvazilinearna jednakosna
teorija koja je prosirenje grupoida Gg i kojoj pripada identitet xyz =~ xzy,
dok joj identiteti x-yz ~ xzy, x-yz = -2y i Yz = -yz ne pripadaju. Slo-
bodan grupoid sa tri generatora koji odgovara toj jednakosnoj teoriji je Qg,
Tabela [38 (prosirenja grupoida Q,...,Qy, kao §to smo rekli, odgovaraju
egzaktno 3-linearnim jednakosnim teorijama).

Dokaz. Na osnovu identiteta (¢), (1),...,(5) (navedenih u ovom odeljku)
i njihovih posledica (Lema B.8.21]) zaklju¢ujemo da prava 3-kvazilinearna
jednakosna teorija kod koje je slobodan grupoid sa dva generatora Gs ima
sledeée osobine:
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Tabela 3.6: Kejlijeva tablica grupoida Qg nad tri generatora eg-
zaktno 3-kvazilinearne jednakosne teorije koja je prosirenje grupo-
ida Gg i kojoj pripada identitet xyz ~ xzy.

(1) x je ekvivalentan sa nelinearnim termom zz,

(2’) zy je ekvivalentan sa nelinearnim termima x - zy, x - yx, xy - =, Y - Y,
Y - yx,

(3") zyz je ekvivalentan sa nelinearnim termima i x - zyz, xy - xz, xy - 2z,
2y -2y, oy (2 ya), wyz 4, (@ y2) 2 (@ y2) oz, (0 y2) - a2y,
(x-yz)-zzy, (x-yz)-(z-zy), (x-yz)- (2 yx), i sa linearnim termom
T2Y,

(4) = - yz je ekvivalentan sa nelinearnim termima z - yzrz, = - (y - x2),
x-(y-2x), 2y - yz, vy -yrz, (x-yz2) -y, (v-y2) - yzz, (v-y2) - (y-22),
(z-yz)- (y - 22),

tj. odredeni su svi proizvodi iz Tabele 21l Na osnovu Leme B.8T1T] u 3-
-kvazilinearnoj jednakosnoj teoriji F (¢iji je slobodan grupoid sa dva gene-
ratora Gg) termi z, y, z, Xy, Tz, Yx, Yz, 2T, 2Y, TYZ, YTZ, ZTY, T YZ, T - 2Y,
Y-z, Y- 22, 22y, 2 -yx su medjusobno razli¢iti u posmatranoj jednakosnoj
teoriji. Prema tome, jedini potencijalni slobodni grupoidi sa tri generatora

prave 3-kvazilinearne jednakosne teorije sa slobodnim grupoidom Gg (nad
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skupom od dva generatora) jeste grupoid Qg. Proverom pomocu racunara
utvrdujemo da na grupoidu Qg vaze identiteti (1),...,(5), zyz =~ zzy, kao i
identiteti nad dve promenljive iz Gg, odakle sledi da vaze i identiteti nave-
deni u (1), (2), (3') i (4'), dok identiteti = - yz ~ zzy, x - yz = x -2y i
xyz ~ x - yz ne vaze. Na osnovu Teoreme B.I.0]i particije mq, zakljucujemo
da postoji tacno jedna egzaktno 3-kvazilinearna jednakosna teorija koja je
prosirenje grupoida Gg i kojoj pripada identitet zyz =~ xzy, dok joj iden-
titeti - yz = x2y, v -yz = x -2y i ryz = x - yz ne pripadaju, a njoj
odgovarajuéi slobodni grupoid sa tri generatora je grupoid Qg. O

Lema 3.8.23. Jednakosne teorije L1, Lo, Ls nisu podteorije eqazkino 3-kva-
zilinearne jednakosne teorije koja je prosirenje grupoida Qg.

Dokaz. Grupoid Qg ne pripada varijetetu £ jer nije tacan njen treci iden-
titet baze x-xyz ~ x-yz na grupodu Qg. Grupoid Qg ne pripada varijetetima
Lo 1 L3 jer cetvrti identitet baze xy - yzax =~ xyzu za varijetet Lo pripada
jednakosnoj teoriji L3 ali nije tacan na grupoidu Qg jer u suprotnom sup-
stitucijom u — x dobijamo da na grupoidu Qg vazi identitet x - yz ~ xyz,
kontradikcija. O

3.8.3 x-kvazilinearno prosSirenje G4 sa ryz =~ rzy
Teorema 3.8.24. Neka je n > 4 i neka je E n-kvazilinearna jednakosna
teorija koja je prosirenje grupoida Geg i kojoj pripada identitet
xyz = xzy, (c).
Tada je varijetet koji odgovara jednakosnoj teoriji E jednak varijetetu Ss.

Ne postoji 4-kvazilinearna jednakosna teorija koja je prosirenje grupoida Qg.

Dokaz. Neka je u linearan term takav da je u = x(yz)(vz). Znamo da je
S(u) = {z,y, z,v} na osnovu LemaB.8 1l Na osnovu LemaB.8.20] identiteta
xyz ~ xzy i identiteta na skupu od dve promenljive lako uocavamo da vazi:

Oyoa(T - Yz -v2) = 20
Opa(T-yz -v2) = zVY
Ovz(T - yz-v2) = w2y

Ovsy(T-yz-v2)= x-Y2

( )
( )
Onsy(T-yz-v2) = YV
( )
Opsz(x - yz-v2) = a2y

Neka je u = wquo. Neka promenljive vy,vo 1 v3 predstavljaju jednu
permutaciju promenljivih ¥, z, v. Razmotrimo sledeée slucajeve:
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Slucaj u; = z: Tada ug sadrzi preostale promenljive.

Podslucaj us = v1 - vovs: Supstitucijom v; — = na u ~ x(yz)(vz) i pri-
menom identiteta (¢) dobijamo da je tacan identitet (a).

Podslu¢aj ug = vivavs: Supstitucijom vs —  na identitet u ~ z(yz)(vz)
dobijamo da je tacan identitet (a).

Sluéaj u; = xv;: Supstitucijom vy — x na identitet u ~ z(yz)(vz) dobi-
jamo da je tacan identitet (a).

Slucaj us = v3: Tada term u; moze imati dva oblika.

Podslucaj u; = x - vive: Tada je u = z(v1v2)vs =) Tv3(v1v2), tj. dobi-
jamo prethodni slucaj.

Podslu¢aj u; = xvjva: Tada supstitucijom v — y na u =~ z(yz)(vz) i
primenom identiteta (¢) dobijamo da je tac¢an identitet (a).

Prema tome, jednakosna teorija E sadrzi identitet (a). Tada vazi da je
T Yz Ny TYZ Ry TZY ~N(q) T - zy odakle sledi da identitet (d) pripada
jednakosnoj teoriji £ pa na osnovu Teoreme sledi da je Sy varijetet
koji odgovara jednakosnoj teoriji E. Ne postoji 4-kvazilinearna jednakosna
teorija koja je prosirenje grupoida Qg jer ona ne sadrzi identitet (a) i sa
druge strane ta jednakosna teorija je proSirenje grupoida Gg, pa sadrzi
identitet (a). O

Teorema 3.8.25. Postoji tacno jedanaest egzaktno 3-kvazilinearnih jed-
nakosnih teorija koje su prosirenja grupoida Gg, od kojih su cCetiri prave
3-kvazilinearne jednakosne teorije.

Dokaz. Posledica Teoreme[2.4.1] Leme[3.8.11]i TeoremaB.8.13] B.8.14]
113.8.22) ]

Teorema 3.8.26. Postoji tacno sedam egzaktno n-kvazilinearnih jednakos-
nih teorija, za n > 4, odnosno *x-kvazilinearnih jednakosnih teorija L1, Lo,
L3, N1, N3, 81, Sa, koje su prosirenja grupoida Gg, od kojih su éetiri prave
n-kvazilinearne jednakosne teorije.

Dokaz. Ova Teorema je posledica sledeéeg niza tvrdenja Teoreme [2Z.4.1]

Leme B.82 B. 1.4, Teoreme B.8.5 Leme B.R.6] Leme B.8 17111 Teorema [3.8.13],
B.814 B.816i B.8.24 O

3.9 x-kvazilinearno prosirenje Gy

Neka je u ovom odeljku E jednakosna teorija i neka je njoj odgovarajuéi
varijetet )V varijetet sa slobodnim grupoidom G; nad skupom od dva ge-
neratora. Tada su u varijetetu V na osnovu Kejlijeve tablice grupoida G
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tacni slededi identiteti:

TR IT R YTy,

TY R Yx.

Lema 3.9.1. Neka jen > 3 i neka je E n-kvazilinearna jednakosna teorija
koja je prosirenje grupoida Gr. Tada vazi da je x(y - xz) = z-zy € E.

Dokaz. Neka je u linearan term takav da je u ~ x(y - x2).
Dokazimo prvo da je S(u) = {z,vy, z}.
Ako z ¢ S(u) tada je oy (u) = 2 1 oy (x(y - 2)) = x, kontradikcija.
Ako y & S(u) tada je 04y (u) =z i 0y (x(y - x2)) = y, kontradikcija.
Ako z & S(u) tada je oy (u) = x 1 0yse(z(y - x2)) = 2, kontradikcija.
Term u je razli¢it od terma x - zy i y - zz jer bi u suprotnom imali da je
Oyoe(U) = 2 1 0ysg(2(y - x2)) = 22, kontradikcija.
Zaklju¢ujemo da je u = z - zy. O

Lema 3.9.2. Neka jen > 3 i neka je E n-kvazilinearna jednakosna teorija
koja je prosirenje grupoida Gr. Tada vaZi da je xy-xz~x-yz € F.

Dokaz. Neka je u linearan term takav da je u =~ xy - zz.
Dokazimo prvo da je S(u) = {x,y, z}.
Ako z & S(u) tada je oy, (u) = 2 i oyz(2y - £2) = 22, kontradikcija.
Ako y € S(u) tada je 0,y (u) = x i 0y (xy - x2) & y, kontradikcija.
Ako z & S(u) tada je oyp(u) = 1 oyz(xy - £2) & 2z, kontradikeija.
Term u je razli¢it od terma y - xz i z - xy jer bi u suprotnom imali da je
Oasy(U) = 2 1 05y(2y - 22) = 2y, kontradikeija. O

Lema 3.9.3. Neka je n > 3 i neka je E n-kvazilinearna jednakosna teorija
koja je prosirenje grupoida Gr. Tada vaZi da je ryzuxr ~ yuz € E.

Dokaz. Neka je t linearni term ekvivalentan sa xyzuz i S(t) C {z,y, z,u}.
Dokazimo da je S(t) = {y, z, u}.

Neka y ¢ S(t). Tada je 0y (0uw—z(t)) = 0zsa (0w (zyzux)), odakle
sledi da je x = y, kontradikcija.

Neka z ¢ S(t). Tada je 0yz(Ou—z(t)) = oyoa(Tu—z(xyzuz)), odakle
sledi da je x ~ xz, kontradikcija.

Neka u ¢ S(t). Tada je 0ysz(02e(t)) = Oyz (02 (xyzuz)), odakle
sledi da je z =~ u, kontradikcija.

Pretpostavimo da x € S(t). Tada je term ¢ zbog komutativnosti ekviva-
lentan sa jednim od terma z(vy - vav3), TV - V2U3, T - VIV - V3, TU1V2V3 gde
je S(t) = {x,v1,va,v3}.



3.9. x-kvazilinearno prosirenje Gz 93

Slucaj t = (v - vovs): Koriséenjem Leme [3.9.1] dobijamo kontradikciju
jer je opma (Tugvs (t) = V3 1 04y isn (Tpgswg (zyzux)) = t' € {x, 203}

Slucaj t = zvy - vov3: Koristiéemo Lemu 3.9.1]1 Lemu Ako je v =
y, tada je oys(0uwaz(t)) = @ 1 oyz(ousz(ayzuz)) = z, kontradikeija.
Ako je v # y, tada je oyz(0usz(t)) = 2 1 oyg(ousz(zyzur)) =~ =,
kontradikcija.

Slucaj t = x - v1v9 - v3: Koriséenjem Leme B.9.1] dobijamo kontradikciju
jer je ouyma (Tugons (1) = U3 1 0pymn (Tpgons (Tyzux)) = t' € {x, xv3}.

Slucaj t = xvjvavs: Tada dobijamo da je oz (v (t)) &= v3 1 da je
Ovgoz (Ovyovs (xyzuz)) = t' € {x, zvs3}, kontradikcija.

Prema tome, S(t) = {y, z,u}. Akojet =~ yzuili t =~ uzy, tada na osnovu
Leme B.9.1] dobijamo da je oyy(t) = 2 1 oyy(zyzuz) ~ yz, kontradikcija.
Jedini mogudi slucaj je t = yuz. O

Lema 3.9.4. Neka jen > 3 i neka je E n-kvazilinearna jednakosna teorija
koja je prosirenje grupoida Gr. Tada vazi da je xzyt ~ xtyz € E.

Dokaz. xzyt = zxyt = zzxytzz =~ rtyz. O
Posledica 3.9.5. Jednakosna teorija generisana identitetima Idg,(z,y) i

xzyt = xtyz je podteorija svake n-kvazilinearne jednakosne teorije koja je
prosirenje grupoida Gr.

Napomena 3.9.1. Kako u jednakosnoj teoriji E vazi zakon komutativnosti
tada se svi proizvodi iz Tabele 2. Jlmogu odrediti (”linearizovati”) na osnovu
definisanosti proizvoda:

TR,
TY T N XY R T,
T TYZ R T g TYZ,
TY - TZ R TY p T2,
TYZ - TZY N TYZ g TZY,
koji su u Tabeli 2.1l navedeni redom pod brojevima (1), (4), (7), (11) i (20).

Nekajea=xz, b=y, c=z,d=xy,e =2z, f =yz, g =xyz, h = z2y,
1 = yzz, 1 neka je

m™ = {{z}, {y}, {z} {zy, ya}, {22, 22}, {yz, 2y},
{zyz,yxz,2 - xy, 2 -y},
{xzy, z2y,y - 22,y 22},
{yzzx, zyz,x - yz,x - zy}}
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D|abcdefghti
aladebcihglf
b|dbfahcieg
cle fcqabdih
d|bagdihect fe
e|lchaiegfbd
flicbhgfeda
g|lhidcfegadbd
h|lge i fbdahec
i | fghedadeci

Tabela 3.7: Kejlijeva tablica slobodnog grupoida D nad tri genera-
tora egzaktno 3-kvazilinearne jednakosne teorije koja je prosirenje
grupoida Gr.

particija skupa Lin({z,y, z}).

Teorema 3.9.6. Postoji tacno jedna egzaktno 3-kvazilinearna jednakosna
teorija ¢ija je slobodan grupoid sa dva generatora izomorfna sa Gr; mjoj
odgovarajuci slobodan grupoid sa tri generatora je grupoid D (Tabela[3.7).

Dokaz. Na osnovu tvrdenja Leme[3.9.4] zaklju¢ujemo da 3-kvazilinearna jed-
nakosna teorija koja je prosirenje grupoida G ima sledece osobine:

1’) z je ekvivalentan sa nelinearnim termima x - z, zy - =, Tyz - 2y,

2’) xy je ekvivalentan sa linearnim termom yz,

") xyz je ekvivalentan sa linearnim termima yxz, z - xy, 2z - yx.

3)
4’) xzy je ekvivalentan sa nelinearnim termima z - xyz,
) yzz je ekvivalentan sa nelinearnim termima xy - xz.

Iz gore navedenih osobina i Napomene 3.9.1] sledi da su svi proizvodi ¢ - to
za linearne terme t; i t2 na skupu od tri promenljive odredeni (”linearizo-
vani”) za potencijalnu 3-kvazilinearnu jednakosnu teoriju koja je prosirenje
grupoida Gz sa dva generatora. Pokazimo da postoji tacno jedno egzaktno
3-kvazilinearno prosirenje. Prava 3-kvazilinearna jednakosna teorija (kod
koje je slobodan grupoid sa dva generatora Gr) ne sadrzi identitete x ~ xy,
r =~ yx, pa zaklju¢ujemo da su termi x, y, z, Ty, T2, Yz, TYZ, T2Y, ZYT
medjusobno razli¢iti u posmatranoj jednakosnoj teoriji jer bi u suprotnom
iz identiteta:
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e I &~ yz primenom supstitucije z — gy dobili da vazi identitet = ~ vy,

e I ~ ryz primenom supstitucije y — x dobili da vazi identitet x =~ zy,
e 1 = xzy, primenom supstitucije z — x dobili da vazi identitet x ~ zy,
e I ~ yzx, primenom supstitucije z — y dobili da vazi identitet x =~ yz,
e xy =~ xz, primenom supstitucije z — x dobili da vazi identitet xy ~ x,
e 1y = ryz primenom supstitucije z — y dobili da vazi identitet xy =~ x,
e xy = yzx primenom supstitucije z — x dobili da vazi identitet zy ~ vy,

e ryz &~ xzy primenom supstitucije z — x dobili da vazi identitet y ~
Y,

e ryz = zyr primenom supstitucije y — x dobili da vazi identitet xz ~
z.

Prema tome, jedini potencijalni slobodni grupoid sa tri generatora 3-kva-
zilinearne jednakosne teorije koja je prosirenje grupoida Gr7 (nad skupom
od dva generatora) je grupoid D. Proverom pomoc¢u rac¢unara utvrdujemo
da na grupoidu D vaze identiteti zax =~ x, xy =~ yx, xy - ~ y i iz Leme
B9 identitet xzyt ~ xtyz, odakle sledi da vaze i identiteti navedeni u (1),
(2", (3"), (4) i (5'). Na osnovu Teoreme B.I.5 i particije mp zakljucujemo
da postoji tacno jedna egzaktno 3-kvazilinearna jednakosna teorija koja je
pro§irenje grupoida Gr, a njoj odgovarajuci slobodni grupoid sa tri genera-
tora je grupoid D. O

Neka je D varijetet ¢ija je odgovarajuca jednakosna teorija Ep generi-
sana identitetima:

zzyt = xtyz
Lema 3.9.7. Jednakosna teorija Ep sadrzi sledece identitete:
(5) xzyx =~ xyz

(6) xy -2t =~ xz -yt
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Dokaz.  (5) zzyx = (p4) TTYZ ~(p2) TYZ,

(6) wy -2t =(5) (x- 2t - y)x =~ stwyr = tzayxr ~(pyy tyrzx ~(p2),5) T2 - yt,
O

Lema 3.9.8. Neka je x promenljiva koja se u termu t pojavljuje bar dva
puta i neka je t1 podterm terma t takav da sadrzi dve promenljive x i |t1|
ima minimalnu vrednost. Tada postoji term t' takav da su ispunjeni sledeéi
uslovi:

e identitet t' =~ t pripada jednakosnoj teoriji Ep,

e sve promenljive razlicite od x se pojavijuju jednak broj puta u termima
it

e broj pojavijivanja promeljive x u termu t' je manji nego u termu t
ili je broj pojavljivanja promenljive x u termima t' it isti ali postoji
podterm t terma t' koji sadrzi dve promenljive x i |t}| < |t1].

Dokaz. Neka je t1 = (ujusz)(usus) gde se promenljiva z nalazi u podtermima
uy iug, tada je t1 ~@) (u1us)(ugug) = t|. Prema tome, term ¢’ koji se dobija
od terma t zamenom podterma ¢ sa termom ¢} ispunjava uslove tvrdenja.

Neka je t; = ujuousz gde se promenljiva x nalazi u podtermu u;, tada
je t1 & (ps) wmiruzug = t1. Prema tome, term t' koji se dobija od terma ¢
zamenom podterma t; sa termom ¢} ispunjava uslove tvrdenja.

Neka je t; = zuiz, tada je t ~(pg) @ - zuy ~(p3) u1 = t;. Prema
tome, term ¢’ koji se dobija od terma ¢t zamenom podterma ¢; sa termom ¢}
ispunjava uslove tvrdenja.

Neka je t; = zz, tada je t1 ~(p;) © = t;. Prema tome, term ' koji
se dobija od terma ¢ zamenom podterma t; sa termom t} ispunjava uslove
tvrdenja.

Sve preostale moguénosti za term ¢; se pomocu identiteta (D2) mogu
svesti na neki od prethodnih slucajeva. O

Lema 3.9.9. Jednakosna teorija Ep je x-kvazilinearna.

Dokaz. Neka term t sadrzi vise puta promenljivu x. Tada konac¢nom pri-
menom Leme [3.9.8 dobijamo term ¢’ koji je ekvivalentan sa termom ¢ u
jednakosnoj teoriji Ep i vazi da je [t| — 1 > |¢/|. Ako term ¢’ nije linearan
ponavljanjem ovog postupka doéi ¢emo do linearnog terma jer se duzina
ekvivalentnih terma koje dobijamo na ovaj nacin stalno smanjuje. O
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Teorema 3.9.10. Postoji tacno jedan *-kvazilinearan varijetet D sa slo-
bodnim grupoidom G nad dva generatora. Njegov jedini pravi podvarijetet
je trivijalni varijetet. Varijetet D je generisan slobodnim grupoidom Gy
koji je ujedno prost grupoid. Jednakosna teorija Ep je takode generisana
identitetima:

TT R T,
Ty & YT,

T TY~Y,

TY - 2U R TZ - YU.

Dokaz. Obelezimo sa V varijetet ¢ija odgovarajuéa jednakosna teorija je ge-
nerisana gore navedenim identitetima. Na osnovu Leme [3.9.7] imamo da je
D C V. Pokazano je u [17] i takode u [18] da je varijetet V minimalan vari-
jetet. Kako varijetet D sadrzi grupoid G sledi da varijetet D nije trivijalan
ivazi D = V. Prema tome varijetet D je generisan poddirekto nesvodljivim
grupoidom G7. Na osnovu Leme varijetet D je *-kvazilinearan. Na os-
novu Leme B.9.4] varijetet D je jedini x-kvazilinearni varijetet sa slobodnim
grupoidom G~ nad dva generatora. O

Posledica 3.9.11. Za svako n > 3, postoji tacno jedna n-kvazilinearna
jednakosna teorija E koja je prosirenje grupoida Gr.

Dokaz. Na osnovu Posledice B0 1 Teoreme B.9.10] imamo da je E = Ep.
O

3.10 Uredenje i generisué¢i grupoidi idempoten-
tnih x-kvazilinearnih varijeteta

Neka su N7, Na, 81, So, S3, Sy i S5 varijeteti definisani na stranici @3 Kao
rezultat prethodnih odeljaka imamo sledece tvrdenje.

Teorema 3.10.1. Postoji tacno 28 idempotentnih *-kvazilinearnih varije-
teta, a to su: L1, Lo, L3, N1, Na, 81, Sa, S3, S4, S5, R, W, Va, Vg, Vo, D,
£9, 8, £3, NO, N9, 8?2, 88, 89, W2, V9, V9, V2. Varijeteti Ly i L] su
inherntno beskonacéno bazirani, a svih preostalih 26 varijeteta imaju konacénu
bazu. Slika [31 predstavija inkluzivno uredengje svih 28 x—kvazilinearnih va-
rijeteta.
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Slika 3.1: Uredenje idempotentnih x-kvazilinearnih varijeteta.

Dokaz. Dokaz sledi na osnovu sledeéeg niza tvrdenja: Teoreme B.2.1] Teo-

reme [2.6.1, Teoreme [3.4.2] Teoreme [3.4.3, Teoreme B.5.3, Teoreme m
Teoreme B.7.23] Teoreme [3.8:26, Teoreme [3.9.101

Teorema 3.10.2. Za svako n > 4 postoji 28 idempotentnih n-kvazilinearnih
varijeteta. Postoji tacno 60 idempotentnih egzakinih 3-kvazilinearnih vari-
jeteta. Postoji beskonacéno mnogo idempotentnih 3-kvazilinearnih varijeteta.

Dokaz. Dokaz broja idempotentnih n-kvazilinearnih varijeteta sledi na os-
novu sledeéeg niza tvrdenja: Teoreme B.2.1] Teoreme [B.4.2] Teoreme [3.4.3]
Posledica 354, Posledica [3.6.6, Posledica [3.7.24], Teoreme B.8.26] Posle-
dica B.9.T11l Na osnovu Teoreme B.7.10/ i Teoreme i gore navedenih
tvrdenja dobijamo da ima 60 idempotentnih egzaktnih 3-kvazilinearnih va-
rijeteta. Beskonacnost broja idempotentnih 3-kvazilinearnih varijeteta sledi

iz Leme B.8.10 O

Primetimo da idempotentne 3-kvazilinearne jednakosne teorije nisu opi-
sane u sluc¢aju prosirenja grupoida Gy i Gg.
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Teorema 3.10.3. x-kvazilinearan varijetet W je generisan poddirektno nes-
vodljivim grupoidom Gy, .

Gw
a

SO Q8
(SRS S
QO Qo

Dokaz. Grupoid G,, dobijamo od grupoida W tako sto je G,, = W /p, gde
je p=(x y xy zz yr yz zvyz yrz)(z zzy)(zx zy) kongruencija na W. Gru-
poid G,, je poddirektno nesvodljiv grupoid kod koga je monolit generisan
uredenim parom (b, ¢). Kako grupoid G, nije levo nulta polugrupa, jer je
ba # b, sledi da grupoid ne pripada varijetetu Ss, ali on pripada varijetetu
W. Prema tome, na osnovu Teoreme B.I0.1] grupoid G,, generise varijetet
W. O

Teorema 3.10.4. x-kvazilinearan varijetet Vo je generisan poddirekino nes-
vodljivim grupoidom G, .

Gvc‘a b c
a |a a a
b |c b b
c |c ¢ ¢

Dokaz. Grupoid G, dobijamo od grupoida P14 tako $to je Gy, = P14/p,
gde je p = (abdefgjk)(c)(hil) kongruencija na Py4. Grupoid G, je pod-
direktno nesvodljiv grupoid kod koga je monolit generisan uredenim parom
(b, c). Kako grupoid Gy, nije levo nulta polugrupa, jer je ba # b, sledi da
grupoid ne pripada varijetetu Ss, ali on pripada varijetetu Vo. Prema tome,
na osnovu Teoreme B.J0.1] grupoid G, generise varijetet Vc. ]

U radu [I3] su opisani svi poddirektno nesvodljivi grupoidi za varijetete
Sy, S3 1 R. Pokazano je da varijetet Sg ima dva poddirektno nesvodljiva
grupoida (trivijalan grupoid i dvoelementnu levo nultu polugrupu), S ima
¢etiri poddirektno nesvodljiva grupoida (trivijalan grupoid, trivijalan gru-
poid prosiren sa nulom, dvoelementnu levo nultu polugrupu i dvoelementnu
levo nultu polugrupu prosirenu sa nulom) i R ima tri poddirektno nes-
vodljiva grupoida (trivijalan grupoid, dvoelementnu levo nultu polugrupu i
dvoelementnu deso nultu polugrupu).

Teorema 3.10.5. x-kvazilinearan varijeteti S5, Sy, S3 i@ So su generisani
redom poddirekino nesvodljivim trivijalnim grupoidom, poddirektno nesvod-
ljivim trivijalnim grupoidom prosirenim sa nulom, poddirektno nesvodljivom
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dvoelementnom levo nultom polugrupom i poddirektno nesvodljivom dvoele-
mentnom levo nultom polugrupom prosirenom sa nulom. x-kvazilinearan
varijeteti pravougaonih traka R nema poddirektno nesvodljiv generisuci gru-
poid veé je generisan poddirektno nesvodljivim generisucim grupoidima va-
rijeteta Sg i So.

Lema 3.10.6. *-kvazilinearan varijetet N1 je generisan grupoidom G, .

Gy, |a b c d e
a |a a a a a
b |d b b d d
c |la b c e e
d |d d d d d
e |e e e e e

Dokaz. Kako na varijetetima Ns 1 Sy (na Slici Bl predstavljeni kao jedini
varijeteti koje pokriva varijetet A7) vaze linearni identiteti, redom, w - zy ~
w-yriryz = x-yz, dobijamo da G, ¢ NaUS) jer je c-ab # c-ba i cba # c-ba,
ali Gy, = Q,/p gde je p = (adehjlmpqt)(bfi)(c)(gknors)(u) kongruencija
na grupoidu Q;. Prema tome, kako imamo da grupoid Q; € A7, na osnovu
Teoreme B0 sledi da je varijetet N7 generisan grupoidom Gy, . O

Primetimo da grupoid G, nije poddirektno nesvodljiv a sve njegove
netrivijalne homomorfne slike su sadrzane u &y UN5. Pokazimo u narednim
tvrdenjima da ne postoji poddirektno nesvodljiv grupoid koji je homomorfna
slika slobodnog grupoida Q; i koji je generatorni grupoid varijeteta N7.

Lema 3.10.7. Neka je G grupoid iz varijeteta N1 sa tri generatora a,b,c.
Tada ako na grupoidu G ne vazi identitet z - xy ~ z - yx ili identitet ryz ~
z-yz, tada za svaki identitet od ova dva koji ne vaZi postoji valuacija (5 Y j;)

takva da je {d,e, f} = {a,b,c} i za koju neée vaziti posmatrani identitet.

Dokaz. Neka identitet z - xy =~ z - yx nije tacan za valuaciju z = d, r = e,
y = f. Tada se d,e, f mogu pretstaviti kao linearni proizvodi genera-
tora. Varijetet N je podvarijetet od varijeteta £ za koji su opisana sva
skradivanja promenljivih u podpododeljku Svaki od generatora je
zastupljen u bar jednom od linearnih proizvoda koji predstavljaju elemente
d, e, f jer bi u suprotnom vazila jednakost d - ef = d - fe. Element d mora
biti neki od generatora jer bi u suprotnom opet bilo d-ef = d - fe. Dalje,
kako se d-ef i d- fe mogu pretstaviti kao razli¢iti linearni proizvodi genera-
tora ostaje nam da za e i f mozemo na jedinstven nacin izabrati preostale
generatore (bez d). Na slican nacin se analizira i identitet zyz ~ x -yz. O
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Lema 3.10.8. Neka je G grupoid iz varijeteta N1 sa tri generatora a,b, c.
Ako na grupoidu G vaZi da je a-bc # a-cb tada za kongruenciju p1 generisanu
uredenim parom {(a-be, a-cb) vazi da je p1 = AgU{(a-bc,a-cb), (a-cb,a-bc)}.
Ako na grupoidu G vaZi da je ab-c # a-be tada za kongruenciju pa generisanu
uredenim parom (ab-c, a-bc) vazi da je p2 = ANgU{(ab-c,a-be), (a-bc,ab-c)}.

Dokaz. Neka je d proizvoljan element iz skupa G koji je jednak nekom line-
arnom proizvodu generatora iz G.

Pretpostavimo da je a - bc # a - cb. Tada na osnovu osobina slobodnog
grupoida Q; imamo da je (a-bc)-d =a-bci (a-cb)-d = a-cb, prema tome,
vazi da je ((a-bc)-d, (a-cb)-d) € p;. Takode na osnovu osobina slobodnog
grupoida Q; imamo da je d- (a-bc) =d - (a- cb) akko d # a. Ako je d =a
tada vazi da je (d- (a-bc),d - (a-cb)) = (a-be,a-cb) € p1. Prema tome py
je kongruencija na grupoidu G.

Pretpostavimo da je ab- ¢ # a - be. Tada na osnovu osobina slobodnog
grupoida Q; imamo da je (ab-c)-d=ab-ci (a-bc)-d = a-bc, a na osnovu
identiteta w(zy-z) ~ w(z-yz) imamo da je d-(ab-c) = d-(a-bc) odakle sledi
daje ((ab-c)-d,(a-bc)-d),(d-(ab-c),d-(a-bc)) € pa, tj. p2 je kongruencija
na grupoidu G. O

Teorema 3.10.9. Neka je G grupoid iz varijeteta N1 sa tri generatora
a,b,c. Ako na grupoidu G ne vaZe identiteti w - xy ~ w - yr i TYZ = T - Yz,
tada grupoid G nije poddirektno nesvodljiv grupoid.

Dokaz. Na osnovu LemeB.I0.7limamo da postoje a1, b1, ¢1, as, ba, co takvi da
je {ai,b1,c1} = {ag,ba, o} = {a,b,c}, ai-bici # aj-c1by i agba-ca # ag-bacs.

Ako je {a1 . blcl, aj - Clbl} 75 {a2b2 +C9,09 - bQCQ} tada tvrdenje sledi na
osnovu Leme B.I0.8l jer postoje kongruencije razli¢ite od dijagonale a njihov
presek je dijagonala.

Pretpostavimo sada da je {a1 . blcl,al . Clbl} = {a2b2 *C2,09 bQCQ} i
neka je al - blcl = tl, al - Clbl = tQ i {tl,tg} = {a2b2 +C2,09 5202}. Tada
na osnovu identiteta w(zy - z) ~ w(x - yz) iz varijeteta N7 imamo da je
ap -bier = a1 - (ay - bier) = ay -ty = a1 - ta = ay - (a1 - c1b1) = a1 - e1by,
kontradikcija. O

Pronadimo poddirektno nesvodljiv grupoid sa ¢etiri generatora koji ¢e
biti generisuéi grupoid za varijetet N.

Teorema 3.10.10. x-kvazilinearan varijetet N1 je generisan poddirektno
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nesvodljivim grupoidom ijl.

Gyla b c de f
a |a a a a a a
b |d b b d d b
c |la b c e e c
d |d d d d d d
e |le e e e e e
fla b f d d f

Dokaz. Pokazimo da grupoid Gy, pripada HSP(Gy,) = N} (LemaB.I0.0).
Neka je grupoid G jedanaestoelementni podgrupoid grupoida Gy, x Gy,
generisan uredenim parovima (a,a), (a,b), (a, c), (b, c) ali zbog jednostavno-
sti zapisa grupoida G elemente ¢emo obeleziti na sledeéi nac¢in: (a,a) — a;
(@,0) = b {a,0) — ¢ {a,d) o d; (a,e) o & (he) - f; (da) o g
(d,b) — h; (d,c) — i; (d,d) — j; (d,e) — k.

Glabcde fghijk
a|laaaaaaaaaaa
b|dbbddbdbbdd
c |labceecabcee
d|ddddddddddd
e |leeeeeeeeecece
flghikkfghike@©Ek
919999999949 4934g
h|jhhyjijhyjhhyjij
i |ghikkighik &k
JV\JJ 333333377
klkkkkkkkEkEkEkHKEk

Grupoid Gj\/l dobijamo od grupoida G tako sto je Gj\/l >~ G/p, gde je
p = (ag)(bh)(c)(djk)(e)(fi) kongruencija na G. Grupoid Gy, je poddirek-
tno nesvodljiv grupoid kod koga je monolit generisan uredenim parom (d, e).
Grupoid Gj\/l nije polugrupa jer je cba # c- ba, i na njemu ne vazi identitet
w-xy ~ w-yx jer je c-ab # c- ba, sledi da grupoid ne pripada varijetetima
81 i Na, ali pripada varijetetu Nj. Prema tome, na osnovu Teoreme 3.10.1]
grupoid Gy, generiSe varijetet 7.
O

Teorema 3.10.11. Varijetet N3 je generisan poddirektno nesvodljivim gru-
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poidom Gy, .
Gy, la b ¢ d
a |a d c¢ d
b |b b b b
c c b c b
d |d d d d

Dokaz. Grupoid Gy, dobijamo od grupoida Q; tako sto je Ga, = Q;/p,
gde je p = (a)(bfgikimnorstu)(ceh)(djpq) kongruencija na Q;. Grupoid
G, je poddirektno nesvodljiv grupoid kod koga je monolit generisan ure-
denim parom (b, d). Kako grupoid Gy, nije polugrupa, jer je acb # a - cb,
sledi da grupoid ne pripada varijetetu So, ali se lako proverava da vazi
identitet w - zy &~ w - yx. Prema tome, na osnovu Teoreme 2.6.1] grupoid
G, generise varijetet N. O

Poddirektno nesvodljive generatorne grupoide za varijetete:

e L, Lo, L3 smo predstavili u Teoremi [2.6.2]1 Teoremi 2.6.3]
e V4, Vg smo predstavili u Teoremi [3.7.23],

e D smo predstavili u Teoremi [3.9.10]

S1 smo predstavili u Lemi [3.8.12

3.11 Rezidualne granice idempotentnih x-kvazili-
nearnih varijeteta

U ovom odeljku ¢emo predstaviti rezidualne granice svih idempotentnih *-
-kvazilinearnih varijeteta (Tabela B.8))

Varijetet V i V2 imaju iste rezidualne granice. U prethodnom odeljku
smo rekli da su u radu [13] za varijetete Sz, S3 1 R opisani svi poddirektno
nesvodljivi grupoidi pa su samim tim i odredene njihove rezidualne granice.
U Primeru [L5]] smo rekli da varijetet Sy (varijetet polumreza) ima rezi-
dualnu granicu 3. Kako varijetet Sy sadrzi J.A.Gerhardov grupoid G,
(Lema B:812)) koji za svaki kardinal k generise poddirektno nesvodljiv gru-
poid reda vecleg od & sledi da svi varijeteti koji imaju kao podvarijetet S;
su rezidualno veliki, tj. varijeteti Sy, £1, L2, L3, N7 su rezidualno veliki.

Varijetet D je generisan svojim prostim slobodnim grupoidom Gz (Teo-
rema B.9.10). Kako baza varijeteta D, navedena u odeljku [3.9] sadrzi iden-
titete (D1) xx ~ x, (D2) zy =~ yz, (D3) x - zy ~ y, sledi da je grupoid Gy
Stajnerova kvazigrupa. Quackenbush je pokazao sledeée tvrdenje.
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Varijetet Rezidualna granica
S5 5
Sz, S:? , 84, R,
Sa, 8%, Vo, V2, D, 1
w, W 5
Ly £y Lo MM S Ve V| it vl

Tabela 3.8: Rezidualna granica idempotentnih x-kvazilinearnih
variyjeteta.

Teorema 3.11.1 ([36], Teorema 5.9). Neka su Ai,...,A, po parovima
neizomorfne konacne proste planarne Stajnerove kvazigrupe ili Stajnerove
lupe. Tada je V(A1,...,A,) = Ps(Aq,...,Ay).

Na osnovu Teoreme B.I1.1] imamo da je D = V(Gy7) = Ps(G7) pa su u
varijetetu D jedini poddirektno nesvodljivi grupoidi Gr i trivijalan grupoid.

U narednim pododeljcima ¢emo pronadi rezidualne granice za preostale
idempotentne *-kvazilinearne varijetete Ao, W, V4, Vg, V.

Uvedimo jos neke oznake koje ¢emo koristiti dalje u radu.
Neka a,b € G i j € K, tada element a;‘?Hb iz G* definiSemo na sledeéi
nacin

ko | oa zasveiecr\{j};
aij(z)—{ b, zai=j.

Neka a € G"ie, f € G, tada element ae, .y iz G definiSemo na sledeci
nacin

N ali), ako je a(i) # e;
Qerf (1) = { 7, ako je a(i) = e.

3.11.1 Rezidualne granice varijeteta N5, V4, Vg

Teorema 3.11.2. Varijetet Ny = HSP(Gy,) sadrzi beskonacne poddirek-
tno nesvodljive algebre c¢ije kardinalnosti nisu ogranicene. Drugim recima,
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varijetet No je rezidualno velik.

Gy, la b ¢ d
a |a d ¢ d
b b b b b
c c b c b
d |d d d d

Dokaz. Grupoid G, je generatorni grupoid za varijetet Ny na osnovu
Teoreme B.I0.ITl Neka je x proizvoljan kardinal. Posmatrajmo grupoid
G = Gf, i obelezimo sa 0" i d elemente grupoida G takve da je b"(i) = b
i d*(i) = d za sve i € k. Definisimo relaciju p na grupoidu G%, na sledeci
nacin: xpy ako i samo ako vazi jedan od sledeéih uslova

1. z =y,
2. {w,y} = {b",d"},

3. {z,y} N {b",d"} = 0,
d € x(k), d € y(r),
2(k) Z {a,d}, y(x) £ {a,d},
{e(i).y(0)} € {{a}. (b}, {c}. {d}, {b,d}}, za sve i € k.

Ovako definisana relacija p je relacija ekvivalencije i ima bar 2" klasa ek-
vivalencije. Pokazimo da je p kongruencija na grupoidu G. Dovoljno je
pokazati za sve x,y, 2z € G da vazi: ako je xpy onda je xzpyz i zxpzy.

Neka je xpy tada je zbog definicije relacije p i osobine da su u grupoidu
G, kolone elemenata b i d jednake sledi da je zz = zy.

Akojex =b"iy=d" tadajexz =2 1iyz =y jer subid leve nule u
grupoidu G,,. Neka su x i y razliciti elementi iz G i {z,y} N {b",d"} = (.
Tada d € z(k) Ny(k) i kako je element d leva nula u grupoidu Gy, tada
d € zz(k) Nyz(k). Kako je xzpy sledi da je {b,c} Nz(k) # 0, ali kako
je {b,c} - G = {b,c} sledi da je {b,c} Nxz(k) # 0, tj. z2(k) € {a,d}.
Analogno se pokazuje da yz(k) € {a,d}. Ako je z(i) # y(i) tada je
{z(2),y(0)} = {b,d} odakle sledi da je {zz(i),yz(i)} = {b,d}. Prema tome,
{xz(i),yz(i)} € {{a},{b},{c},{d},{b,d}}, za sve i € k. Ovim smo pokazali
da je p kongruencija na G.

Primetimo da za x,y € G ako je z(rk) = y(k) = {b,d} onda je xpy.

Pokazimo sada da je G,/ p poddirektno nesvodljiv grupoid. Neka je
kongruencija § € Con(G) takva da je p C 6. Pokazimo da je (b",p) € 0 gde
za p € G vazi da je p(k) = {b,d}. Neka su z,y € G takvi da je (z,y) € 0\ p.
Razmotrimo sada sve slucajeve:
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Prvi slucaj: Neka postoji j € k takav da je {z(j),y(7)} € P2({a,b,c,d})\
{b,d} gde P,(X) predstavlja skup svih dvoclanih podskupova skupa X.
Tada je b5_ (i) = b5_,y(i) = b za sve i € x\ {j} i {b5_,a(i), b5 ou(i)} €
Pal{a,,d}). Ako ¢ € (¥ (i), B ,u(7)} tada je

{ ]Hamdﬁ b?»—»aydﬁ} - {b“{? b]r—>d}

prema tome, (b%, 0% ) € 6. Ako je {b_,,x(j),05_,y(j)} = {a,d} tada je

{05 qcd™, b5 ycd™ = {b", b5 4},

prema tome, (b%, 0% ;) € 0.
Drugi slucaj: Neka za svako i € k vazi

{2(@),y()} € {{a}, {0}, {c}, {d}, {b,d}}.

Na osnovu pretpostavke za x i y imamo da je z # y, {x,y} # {b%,d"}.

Ako je z = b" sledi da je y(k) = {b,d}, paje b =z 0y p bi_q 22
proizvoljno j € k, prema tome, (b, 0% ;) € 6. Analogno se dokazuje za
x =d".

Neka je {z,y} N {b",d"} = 0. Pretpostavimo da d € z(x) i d &€ y(k), ali
to znaci na osnovu pretpostavke drugog slucaja da je x = y, kontradikcija.
Nekajed € x(k)id ¢ y(k), tada postoji j € k tako da je x(j) = diy(j) = 0.
Tada vazi da je b" = yya—cb" 0 xyq—cb" 1 kako je xya—b" (k) = {b,d} sledi
da je (b", b?,_,d) € 6. Analogno se pokazuje slucaj kada je d & z(k) id € y(k).

Neka je sada {z,y} N {b",d"} =0 id € z(k), d € y(rk). Pretpostavimo
da je z(k) C {a,d}. Tada je b p d* = zb" 0 yb", a kako je yb"(k) = {b,d}
sledi da je (b", b;‘,_,d) € 6. Analogno se pokazuje slucaj kada je y(x) C {a, d}.

Grupoid G_/p je poddirektno nesvodljiv, a ureden par (b*p, b;Hd/p>
je njegov monolit. ]

Teorema 3.11.3. Varijetet V4 = HSP(A) sadrzi beskonacne poddirek-
tno nesvodljive algebre ¢ije kardinalnosti nisu ogranicene. Drugim recima,
varijetet V4 je rezidualno velik.

Ala b ¢ d e
ala a a a a
b|b b b b b
cld e ¢ ¢ c
dld d d d d
ele e e e e
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Dokaz. Grupoid A je generatorni grupoid za varijetet V4 na osnovu Teo-
reme B.7.231 Neka je x proizvoljan kardinal. Posmatrajmo grupoid A" i
skup G = {df; | j € {a,b,c}, i € v} U{d,e}". Tada je G podgrupoid
grupoida A”. DefiniSimo relaciju p na grupoidu G na sledeé¢i nacin:xpy ako
i samo ako vazi jedan od sledeéih uslova

1. 2=y,
2. {x,y} € {d,e}"\ {d"}.

Ovako definisana relacija ima x mnogo klasa ekvivalencije. Pokazimo da je
p kongruencija na grupoidu G. Dovoljno je pokazati da za sve z,y,z € G
ako je xpy onda je xzpyz i zxpzy, a kako su d i e leve nule i desni neutralni
elementi u grupoidu A sledi da je p kongruencija na G.

Pokazimo sada da je G,/ p poddirektno nesvodljiv grupoid. Neka je
kongruencija § € Con(G) takva da je p C 6. Pokazimo da za (z,y) € 6\ p
postoji ¢ € k takvo da vazi (d",df ) € 6.

Razmotrimo sada sve slucajeve:

Prvi slucaj: Neka postoji j € k takav da je (x(j),y(j)) € {a} x{b,c,d, e}
U{b,c,d, e} x {a}. Tada je

(dfc)dfps (dfcy)dfp) € {{d7, dfie)s (dfe, 7)),

prema tome, (d", d?HJ € O(z,y) C 0.

Drugi slucaj: Neka postoji j € k takav da je (x(j),y(j)) € {b} x{c,d, e}
U{c,d, e} x {b}. Tada je

(dfc) s (dfmcy)dig) € {{d7, dje), (dfe, d) Y,

prema tome, (d",d? ) € ©(z,y) C 0.

’ JH@
Tredi slucaj: Neka postoji j € « takav daje x = dj_ . iy € {d,e}"\{d"}.
Tada je (d,y) = (xd?_,,ydi_,) € O(z,y) i (y,d7_.) € p, prema tome

j—a’ IV j—a J—e

(d®,df ) € 6. Analogno se pokazuje simetrican sluc¢aj tre¢em slucaju.
Cetvrti slucaj: Neka postoji j € s takav da je x = dj_. 1y = d".

Tada je <dee>dH> = <xd§Hb,yd;Hb> € O(x,y) C 0. Analogno se pokazuje

simetrican slucaj ¢etvrtom slucaju. O

Na osnovu Leme B.7.15] imamo da je baza varijeteta Vp:
(B1) zx ~ z,

(B2) zyy ~ zy,
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01234..43210
0/ 000O0O0...000O0O0
1711111...11111
2122222...22222
3133333...33333
4 (44444...44444

AR
3133300...3333%
2/ 12200000 ...27 222 2
|rroooo...1"1"11
01100 00...000000

Tabela 3.9: Kejlijeva tablica poddirektno nesvodljivog grupoida
reda 2k 1z varijeteta Vg.

(B3) z-yz ~ ay,
(B4) zyzy =~ zzy,

Teorema 3.11.4. Varijetet Vg = HSP(B) sadrzi beskonacne poddirektno
nesvodljive algebre cije kardinalnosti nisu ogranicene. Drugim reéima, va-
rijetet Vp je rezidualno velik.

Dokaz. Neka je r proizvoljan kardinal. Posmatrajmo grupoid G = ({0, 1} x
K,+) (TabelaB0 a — (0,a), o/ — (1,a)) kod koga je operacija - definisana
na sledeéi naé¢in, pri ¢emu ¢emo za x € G sa xg i x1 obeleziti prvu i drugu
koordinatu elementa x:

(1,1), ako je x = (1,0), y = (0,0);
r-y=1¢ (1,0), akojexo=1,y0=0,31 #0ix <yi;
x, inace.

Primetimo da su elementi iz skupa {0} x  leve nule dok su elementi iz skupa
{1} xk desni neutralni. Pored toga, mozemo primetitit da je (1, 1)y = (1,0)y
za sve y € {0} X K.

Pokazimo da grupoid G pripada varijetetu Vg, odnosno, pokaza¢emo da
na grupoidu G vaze identiteti (B1)—(B4).

Identitet (B1): Kako je svaki element iz grupoida G leva nula ili desni
neutralni element dobijamo da na tom grupoidu vazi zakon idempotentnosti.

Identitet (B2): Ako je x leva nula ili y desni neutralni element jednakost
vazi trivijalno. Pretpostavimo da je o = 11y = 0. U slucaju z = (1,0),
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y = (0,0) direktnom proverom utvrdujemo da (B2) vazi. Ako je y; # 0
iz <y tada je zyy = (1,0) -y = (1,0) = xy. Ako je zy = x tada je
TYYy = TY.

Identitet (B3): Ako je = leva nula, y leva nula ili z desni neutralni ele-
ment jednakost vazi trivijalno. Pretpostavimo dajexg=1,y9 =11 29 =0.
Tada je yz € {1} x k odakle sledi da je z - yz = x = zy.

Identitet (B4): Ako je x leva nula, y desni neutralni ili z desni neutralni
element jednakost vazi trivijalno. Pretpostavimo da je xg = 1, yg = 0 i
zo = 0.

Slucaj = (1,0): Ako jey = (0,0) tada je zyzy = (1,1)zy = (1,0)2zy = zzy,
a ako je y # (0,0) tada je zy = z pa je xyzy = xzy.

Slucaj x1 > 0: Tada je zy, xz € {z, (1,0)}. Ako je zy = x sledi zyzy = zzy.
Ako je zy = (1,0) i 2z = x tada je xzyzy = (1,0)zy = ((1,1)y =) (1,0)y =
Tyy = w2yy =(B2) T2y. Ako je xy = (1,0) i xz = (1,0) tada je zyzy =
(1,0)2y = w22y =(B9) T2Y.

Pokazimo da je grupoid G poddirektno nesvodljiv i da je njegov monolit
generisan uredenim parom ((1,1),(1,0)). Neka su z,y razliciti elementi iz
G.

Slucaj xg = yo = 1: Neka je x1 < y1. Tada je

<<1’0>7y> = <$<0axl>ay<07$1>> € @(xay)a
zatim
((1,1), ) = ((1,0)(0,0),4(0,0)) € O(z,y),

prema tome, iz tranzitivnosti sledi ((1, 1), (1,0)) € O(z,y).
Slucaj xg = yg = 0: Neka je 1 < y;. Tada je

((1,y1),(1,0)) = ((Ly1)z, (1, y1)y) € O(z,y).

Prema tome, na osnovu slucaja z9 = yo = 1 sledi da je ((1,0),(1,1)) €

O(z,y).
Slucaj g = 0, yo = 1: Ako je 1 = 0 tada je

(1, 1), (1,0)) = ((1,0)z, (1,0)y) € O(,y).

Ako je x1 # 0 tada je

((1,0), (1, 1)) = (L, D)z, (L, 1)y) € O(z,y).
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3.11.2 Rezidualna granica varijeteta Vg

Na osnovu Leme B.7.16] imamo da je baza varijeteta Vg:

TYZ R x2Y,

Lema 3.11.5. Neka je G grupoid iz varijeteta Vo, @ neka je ab = b za neke
a,be G. Tada je a =b.

Dokaz. a = aa =(c3y a-ab=ab=>. O

Lema 3.11.6. Neka je G grupoid iz varijeteta Vo, i neka je ab = ¢ za neke
a,b,c € G. Tada je cb = c i za sve x € G vazZi xa = xc.

Dokaz. ¢cb=ab-b=ab=c, za=(c3) - ab= zc. O

Lema 3.11.7. Neka je G konacan grupoid reda n iz varijeteta Vo, i neka
je za a € G skup C, definisan kao
Co=a-GUa-G-GU---Ua-G-...-G.
~—

n

Neka je relacija pg grupoida G definisana na sledeéi nacin:
b pq ¢ akko b= c ili b,c € C,.
Relacija p, je kongruencija grupoida G.

Dokaz. Neka je b p, c za razlicite elemente b, ¢ i neka je d € G. Tada postoje

i,j <ntakvidajebea-G-...-Gic€a-G-...-G. Naosnovu identiteta
i J

(C3) i tranzitivnosti jednakosti sledi da je da = db i da = dc, prema tome,

(db,dc) € po. Sa druge strane, elementi bd, cd pripadaju skupu C,, pa je

(bd, cd) € pq. O

Posledica 3.11.8. Neka je G konacan grupoid reda n iz varijeteta Ve, i
neka je za a € G. Tada za sve b,c € Cy i sve x € G vaZi da je xb = xc.

Dokaz. Na osnovu Leme B.11.6]l imamo da je xa = xd za sve d € C, i sve
x €. O
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Lema 3.11.9. Neka je G konacan grupoid reda n iz varijeteta Vo, a € G,
bea-G,b#a, tada za svako c € G vazi

(ac=a)V (ac=1b) = bc=b.

Broj pojavljivanja b-ova u b-toj vrsti Kejlijeve tablice grupoida G je veéi od
broja pojavljivanja a-ova u a-toj vrsti Kejlijeve tablice grupoida G.

Dokaz. Kako je b € a - G sledi da postoji d € G takav da je ad = b. Dalje
imamo da je bc = adc =(cy) acd = ad = b ili bec = acc =) ac = b. O

Lema 3.11.10. Neka je G konacan grupoid reda n iz varijeteta Vo, ab = ¢
ic-G=c. Tada za svako d € Cy, vazid-b=c.

Dokaz. Kako d € C, sledi da postoje di,...,d; € G, i < n, takvi da je
adl...di =d. Tadaje db:adl...dib =(C4) abdl...di :Cdl...di = C. ]

Lema 3.11.11. Neka je G konacan grupoid reda n iz varijeteta Vo, a € G,
tada postoji tacno jedan ¢ € C, takav da je ¢- G = c.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno. Neka je b € C, takav da je broj po-
javljivanja b-ova u b-toj vrsti Kejlijeve tablice grupoida G nije manji od
broj pojavljivanja z-eva u z-toj vrsti Kejlijeve tablice grupoida G za svako
x € G\ {b}. Posto je {b} # b- G tada postoji ¢ € b- G, ¢ # b, pa na os-
novu Leme B IT.9 dobijamo kontradikciju sa izborom elementa b. Na osnovu
Leme element ¢ sa osobinom c- G = ¢ je jedinstven. O

Lema 3.11.12. Neka je G konacan grupoid reda n iz varijeteta Vo, a € G,
i neka je |Cy| = 3. Tada grupoid G nije poddirektno nesvodljiv.

Dokaz. Neka je C, = {a,b, c} i neka je na osnovu LemeB.IT.ITrecimo ¢-G =
c. Pored toga, na osnovu Leme B.IT.T0limamo da je ¢ € a-G. Prema tome,
a-G = {a,b,c} jer bi iz pretpostavke a -G = {a, c} sledilo da je C, = {a, ¢},
kontradikcija. Na osnovu Leme BIT.T0l imamo da je {a,b,c} - d = ¢ gde je
d € G takav da je ad = c¢. Na osnovu Leme B.IT.9imamo da je b-G C {b, ¢},
a na osnovu Leme BITI0 je ¢ € b- G pa je b- G = {b,c}. Prema tome,
na osnovu Posledice imamo da je p, = Ag U {(b,¢),{c,b)} atom
u mrezi kongruencija grupoida G. Pokazimo da je O(a,b) atom u mrezi
kongruencija grupoida G. Pretpostavimo suprotno, tj. da postoji h € G
takav da je (ah,bh) € {(a,c), (b,c),(c,b)}. U prva dva sluc¢aja dolazimo u
kontradikciju na osnovu Leme BIL9 jer iz ah € {a,b} sledi da je bh = b.
Neka je e € GG takav da je ae = b, tada dolazimo u kontradikciju i sa tre¢im
slucajem jer za ah = ¢ imamo da je bh = aeh = ahe = ce = ¢ # b. O
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Lema 3.11.13. Neka je G konacan grupoid reda n iz varijeteta Vo, a,b €
G, i neka je |Cq| = |Cy| = 2. Tada grupoid G nije poddirektno nesvodljiv.

Dokaz. Na osnovu Leme BIT7 imamo da su pg, pp razliciti atomi u mrezi
kongruencija grupoida G. O

Teorema 3.11.14. Ne postoji konacan poddirekino nesvodljiv grupoid iz
varygeteta Vo koji ima vise od tri elementa.

Dokaz. Pretpostavimo da postoji a € G takav da je |C,| = 3, tada tvrdenje
sledi na osnovu Leme

Pretpostavimo da postoji a € G takav da je |C,| > 3. Tada na osnovu
Leme B.ITTT imamo da postoji ¢ € C, takav da je ¢- G = ¢. Na osnovu
Leme B.IT.10 imamo da za svako d € C, vazi da je ¢ € d - C,. Primenom
Leme konacan broj puta dobijamo da postoji b € Cy, b # a, takav da
je b-G = {c,b}. Ponovo primenom Leme 3. IT.9 konacan broj puta dobijamo
da postojid € Cy, b # d # a, takavdajed-G = {c,d} ilid-G = {¢,b,d}. U
prvom sluéaju tvdenje sledi na osnovu Leme BIT.13] dok iz drugog slucaja
sledi da je Cy = {¢,b,d} pa tvrdenje sledi na osnovu Leme

Pretpostavimo sada da za sve a € G vazi da je |Cy| < 2. Ako pos-
toje a,b € G takvi da je |Cy| = |Cp| = 2 tada tvrdenje sledi na osnovu
LemeBITI3l Neka je sada a € G jedini element sa osobinom da je |Cy| = 2.
Tada je recimo C, = {a,b} i svi elementi sem a su leve nule. Kako grupoid
G ima bar éetiri elementa tada postoji (u,v) € G%\ {{a,b), (b,a)} takav
da je au = av. Ali tada su O(a,b) i ©(u,v) atomi u mrezi kongruencija
grupoida G, kontradikcija. O

Teorema 3.11.15. Varijetet Vo sadrzi do na izomorfizam tri poddirektno
nesvodljiva grupoida predstavijeni u Tabeli [3.10. Varijetet Vo ima rezidu-
alnu granicu 4.

a a b ‘a
ala ¢ a al a a al a
b| b b b bl b b
cl e c

Tabela 3.10: Kejlijeve tablice poddirekino nesvodljivih grupoida
varijeteta Ve .
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Dokaz. Neka je grupoid G poddirektno nesvodljiv grupoid iz varijeteta Ve.
Na osnovu Teoreme [[L5.2]i Teoreme BIT.14l imamo da je |G| < 4.

Slucaj |G| = 3: Neka je G = {a,b,c} i neka je ab = ¢ jer levo nulti
grupoid sa tri elementa nije poddirektno nesvodljiv. Ranije smo pokazali
da je tada ac = a i ab = ca = ¢b = ¢. Posto je aa # ab # ac sledi na
osnovu Leme da ba,be & {a,c}. Prema tome dobijamo prvi grupoid
iz Tabele B.I0 koji je poddirektno nesvodljiv i kod koga je monolit generisan
uredenim parom (a, c).

Slucaj |G| = 2: Neka je G = {a,b}. Na osnovu Leme dobijamo
treé¢i grupoid od navedenih.

Slucaj |G| = 1: G je trivijalan grupoid. O

3.11.3 Rezidualna granica varijeteta W

Na osnovu Leme B.6.4l imamo da je baza varijeteta W:

=
=
=
8
Q
8

(
(W2) zyy ~ =,

(W3) z-yz~ xy,
(W4) zyz ~ zzy,

Lema 3.11.16. Neka je G grupoid iz varijeteta WW. U grupoidu G vazi
desni zakon kancelacije, tj. za sve a,b,c € G vazi ba = ca = b= c. Ako su
a,b € G razli¢iti elementi onda je ab # b.

Dokaz. Dokaz sledi na osnovu identiteta (172). O

Lema 3.11.17. Neka je G grupoid iz varijeteta W i neka za razlicite ele-
mente a,b,c € G vazi ab = c. Za svaki uredeni par (d,e) € ©(a,c) (kongru-
encija generisana uredenim parom (a,c)) vazi da je zd = ze za sve z € G.
Kongruencija ©(a,c) je atom u mrezi kongruencija grupoida G cije klase
ekvivalencije sadrze najvise dva elementa.

Dokaz. Na osnovu (W1)—-(W4) imamo da je ac = a-ab = aa = a, ca =
aba = aab = ab = ¢, cb = abb = a, tj. vaze sledeéi proizvodi

Gla b ¢
ala ¢ a
b|. b .
clc a c
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Kako je a = cb sledi da za svako z € G vazi za = zc (za = z(cb) =qy3) 2c).

Neka su dy,...,d, € G. Tada za sve z € G vazi

z-adl...dn:(Wg)z-adl...dn,l

:(W3) y40)
= zC

=w3) 2" cdy

=ws3) 2 cdy...dp,
i vazi da je

ad1 PN dnb =(W4) ad1 ce bdn

=(wa) abd; .. .bd,
= Cdl N dn,
Cd1 oo dnb =(W4) Cd1 oo bdn

=(W4) de1 cee bdn
= ad1 e dn.

Neka su dy,...,dy,,e1,...,e, € G. Pokazimo da je
Hady ...dp,cdy...dp}y N {aer...em,cer...epn}| # 1.

Pretpostavimo suprotno. Ako je adi...d, = aej...en, cdy ..

cey . ..enm, tada je
Cdl...dn:adl...dnb
=aer...emb

=(W4) €1 - . . ben,

=(wa4) abei ...em
=ce1...em
7& Cd1 . ..dn,

cdn #
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kontradikcija. Ako je ady...d, # aei...em, cdi...d, = cei...em, U
kontradikciju dolazimo na slican nain kao u prethodnom slucaju. Ako
jeady...d, =cey...em, cdy...d, # aeq...en, tada je

cdi...d, =ady...d,b

cel...emb

=(W4) Ccel ... bem

=(W4) Cb61 ... Em
= aejl...€em

#Cdl...dn,

kontradikcija. Ako je ady...dn # cet...em, cdy...d, = aey...en, u kon-
tradikciju dolazimo na slican nacin kao u prethodnom slu¢aju.

Odavde zaklju¢ujemo da klase kongruencije ©(a, c) sadrze najvise dva
elementa. Kako na osnovu identiteta (W2) vazi da je

O(a,c) =0O(ady ...dp,cdy .. .dy),
sledi da je O(a, c) atom u mrezi kongruencija grupoida G. O

Lema 3.11.18. Neka je G poddirektno nesvodljiv grupoid iz varijeteta W i
neka za razlicite elemente a,b,c € G vazi ab = c. Tada je {a,c}-G = {a,c}
i svi elementi iz G \ {a,c} su leve nule.

Dokaz. Na osnovu tabele iz dokaza Leme B IT.T7imamo da je {a, c}-{a,b, c}
={a,c}.

Ako postoji element d € G\ {a,b, c} takav da ad ¢ {a,c} tada je na
osnovu Leme BIT.T7 kongruencija O(a, ad) atom u mrezi kongruencija gru-
poida G i neuporediva sa kongruencijom O(a, c¢), kontradikcija.

Ako postoji element d € G \ {a,b,c} takav da cd ¢ {a,c} tada je na
osnovu Leme B.IT.17 kongruencija O(c, ¢d) atom u mrezi kongruencija gru-
poida G i neuporediva sa kongruencijom O(a, c¢), kontradikcija.

Prema tome, vazi da je {a,c} - G = {a,c}. Tada je ©(a,c) = Ag U
{{a,e), (e, )},

Pretpostavimo da postoji d € G\ {a,c}ie € G\ {d} takvi da je d # de.
Tada na osnovu Leme BIT.I7 imamo da je kongruencija O(d, de) atom u
mrezi kongruencija grupoida G, kontradikcija. Prema tome, svi elementi iz

G\ {a,c} su leve nule. O
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Teorema 3.11.19. Ne postoji poddirekino nesvodljiv grupoid iz varijeteta
W koji ima vise od cetiri elementa.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tj. neka je G poddirektno nesvodljiv gru-
poid varijeteta W koji ima bar pet elemenata. Grupoid G nije levo nulti jer
poddirektno nesvodljiv levo nulti grupoid ima najvise dva elementa. Tada
na osnovu Leme B.IT.16]i idempotentnosti sledi da postoje razli¢iti elementi
a,b,c € G takvi da je ab = ¢. Na osnovu Leme B.IL.I7 imamo da je kon-
gruencija ©(a, c¢) atom u mrezi kongruencija grupoida G i ©(a,c) # V¢ jer
grupoid sadrzi bar pet elemenata a klase ekvivalencije najvise dva.

Na osnovu Leme imamo da je {a,c} - G = {a,c} i da su svi
elementi iz skupa G \ {a, ¢} leve nule. Kako grupoid ima bar pet elemenata
zna¢i da postoje elementi d,e € G \ {a,c} takvi da je ad = ae. Tada za
svako z € G vazi da je zd = ze jer je z € G\ {a,c} leva nula, a za z = ¢
imamo da je cd = abd =4y adb = aeb =4y abe = ce. Prema tome
O(d,e) = Ag U {{d,e),(e,d)} je atom u mrezi kongruencija grupoida G i
vazi da je ©(a,c) N O(d, e) = Ag, kontradikcija. O

Teorema 3.11.20. Varijetet W sadrzi do na izomorfizam cetiri poddirektno
nesvodljiva grupoida predstavijeni u Tabelil3 11 Varijetet W ima rezidualnu
granicu 5.

IS
(=
o

(=)
O

d a a b ‘a
ala ¢ a a ala ¢ a al a a al a
b|b b b b bl b b b bl b b
clec a ¢ ¢ clec a ¢
dld d d d

Tabela 3.11: Kejlijeve tablice poddirekino nesvodljivih grupoida
varijeteta WW.

Dokaz. Neka je grupoid G poddirektno nesvodljiv grupoid iz varijeteta W.
Na osnovu Teoreme imamo da je |G| < 5.

Sluéaj |G| = 4: Neka je G = {a,b,c,d} i neka je na primer ab = ¢ jer
levo nulti grupoid sa cetiri elementa nije poddirektno nesvodljiv. Ranije
smo pokazali da je tada ac = cb = a i ab = ca = c¢. Na osnovu Leme 3113
imamo da su elementi b, d leve nule. U slucaju da je ab = ad sledilo bi da je
cd=ab-d=ad-b=ab-b=cb, pabi AgU{(b,d),(d,b)} bila kongruencija,
kontradikcija. Na slican nac¢in zaklju¢ujemo da je ¢b # cd pa dobijamo prvi
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grupoid od navedenih u tvrdenju teoreme kao jedini poddirektno nesvodljiv
grupoid sa Cetiri elementa kod koga je monolit generisan uredenim parom
(a,c).

Sluéaj |G| = 3: Neka je G = {a,b,c} i neka je ab = ¢ jer levo nulti gru-
poid sa tri elementa nije poddirektno nesvodljiv. Tada je kao i u prethodnom
slucaju ac = ¢b = a i ab = ca = ¢, pa na osnovu Leme dobijamo
drugi grupoid od navedenih kod koga je monolit generisan uredenim parom
(a,c).

Slucaj |G| = 2: Neka je G = {a,b}. Na osnovu Leme dobijamo
treé¢i grupoid od navedenih.

Slucaj |G| = 1: G je trivijalan grupoid. O

3.12 Neidempotentne x-kvazilinearne jednakosne
teorije

Kao sto smo videli u predhodnim odeljcima postoji kona¢no mnogo idem-
potentnih x-kvazilinearnih varijeteta grupoida i svi ti varijeteti su konacno
generisani pa samim tim i lokalno kona¢ni. Proizvoljan *-kvazilinearan va-
rijetet ne mora biti lokalno konacan, $to ¢emo videti na osnovu sledeteg
primera.

Primer 3.12.1. Neka je G grupoid sa nosacem w (skup nenegativnih
celih brojeva) i multiplikativnom operacijom o definisanom na sledeéi naéin:
aob=a+1. U jednakosnoj teoriji Eg generisanoj grupoidom G svaki term
predstavljen u oliku xt; ... ¢, (primetimo da se svaki term na jeziku grupo-
ida moze na jedinstven nacin predstaviti sa xt;...t,,, gde je x promenljiva,
a t; podtermi) je ekvivalentan linearnom termu xy;...y,. Prema tome,
posmatrana jednakosna teorija F¢ je neidempotentna i x-kvazilinearna.

Odgovarajudi varijetet Vg jednakosnoj teoriji Fg nije lokalno konacan
jer termima z, zx, xzx, . .., 2", ... odgovaraju razli¢ite term funkcije na gru-
poidu G pa slobodni grupoidi nad kona¢nim skupom generatora imaju pre-
brojivo mnogo elemenata. Jasno je takode da je svaki term ¢t = xt;...t,
ekvivalentan u Eg sa 21!, pa zato se svaki element slobodne algebre nad
prebrojivo mnogo generatora u Vg moze predstaviti na jedinstven naécin levo
asociranim termom sa jednom promenljivom, tj. takvi termi ¢ine normalnu
formu elemenata te slobodne algebre.

Sliéno kao u sluc¢aju monounarne algebre (w, f) kod koje je f unarna
operacija definisana sa: f(a) = a + 1, pokaza¢emo da postoji prebrojivo
mnogo podvarijeteta varijeteta Vg. Obelezimo sa I; j za sve prirodne brojeve
1,7, @ < j, skup identiteta nad skupom promenljivih X definisan na sledeci
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nacin: . ,
[ Idg(X)U{z' =~ y'}, ako jei=j;
W Hdg(X)U{at = 27}, akojei < j.

Pokazac¢emo da identiteti I; ; generiSu razlicite podvarijetete varijeteta
Ve, a pred toga, slede¢om Lemom ’emo pokazati da su to i svi podvarijeteti
varijeteta Vg.

Lema 3.12.1. Proizvoljan pravi podvarijetet V varijeteta Vg ima osobinu
da je generisan skupom identiteta I; ; pri cemu je uredjen par (i, j) izabran
kao najmangi (u leksikografskom poretku) prirodni brojevi takvi da vazi x* =
y) € Idy(z,y) (lako se pokazuje da jei = j), a ako takvi ne postoje onda kao
najmangi razliciti prirodni brojevi (i < j) takvi da vazi x* ~ 27 € Idy(x).

Dokaz. Neka su prvo i, j takvi daje z° ~ 3 € Idy(x,vy), tada vazi da je I =
T1...Tp X Y1...Y;, za 1 < k,l, i razlicite promenljive z1,...,Zg, y1,..., Y-
Pretpostavimo suprotno, tj. da nije I;; = Id,(X). Ne gubedi na opstosti
mozemo pretpostaviti da identitet P ~ x4, za p < ¢, p < 1, pripada skupu
identiteta Id,(x). Ali, tada i identitet 2P ~ xP*t*4=P) pripada skupu iden-
titeta Id,(z) za sve prirodne brojeve ¢ pa ¢emo za dovoljno veliko ¢ imati da
vazi aP a2 aPHHa=P) o yPTUI=P) & yP 3 to je u kontradikciji sa minimalnosti
broja i.

Pretpostavimo sada da su 4, j takvi da 2° ~ 27 € Idy(z) i 2% ~ y* ¢
Idy(x,y) za proizvoljan prirodan broj k, tada vazi da je I; j; - x1... 25 =
r1y2.. .y, zat < k <l (j— z)‘(l — k). Pretpostavimo suprotno, tj. da
nije I; ; - Idy(X). Tada postoji identitet 2P ~ 29 € Id,(z) (p < q) takav
da je ¢ — p < j — i, odakle sledi da je z' ~ z'*97P € Id,(z), prema tome,
kontradikcija sa izborom prirodnih brojeva i, j. O

Teorema 3.12.2. x-kvazilinearnih varijeteta ima bar prebrojivo mnogo.

Dokaz. Pokazimo da identiteti I; ; generiSu razlicite varijetete za razlicit
izbor brojeva i < j. Posmatrajmo grupoid G;; = ({0,1,...,j},0) gde je
binarna operacija o definisana na sledeéi nacin:

aob:{ q—i—l, akOJ.ea<j';
i, ako je a = j.

Tada vazi da je Gi; = 1ij, Gij € Va, 1 Gij = Ik za (k1) < (i,j). Prema
tome, postoji prebrojivo mnogo podvarijeteta varijeteta V. ]

Sada ¢emo pronaéi x-kvazilinearnu jednakosnu teoriju takvu da odgo-
varajuéi varijetet ima 2% podvarijeteta.
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Definicija 3.12.1. Skup mrsavih terma je najmanji skup terma koji sadrzi
sve promenljive i ako term ¢ pripada skupu mrsavih terma i x je promenljiva
tada termi tz i xt pripadaju skupu mrsavih terma. Za term t ¢emo reéi da
je mrsav term ako pripada skupu mrsavih terma.

Lema 3.12.3. Neka je U skup terma koji nisu linearni ili nisu mrsavi, 1
neka je E relacija ekvivalencije na skupu terma takva da je U jedina klasa
relacija ekvivalencije E koja nije jednoelementna. Tada je E potpuno invari-
jantna kongruencija u kojoj svaka klasa relacije ekvivalencije sadrzi linearan
term, tj. odgovarajuca jednakosna teorija je x-kvazilinearna.

Dokaz. Pokazimo da je E kongruencija. Neka su p,q,r,s termi takvi da
(p,q),(r,s) € E. Ako term p € U, tj. nije linearan ili nije mrsav, tada term
pt € U za proizvoljan term t. Prema tome, ako je p # ¢ ili » # s tada termi
p,q € U ili termi r, s € U odakle sledi da pr,qs € U, tj. (pr,qs) € E. Ako
jep=gqir=stadaje (pr,qs) € E na osnovu refleksivnosti.

Pokazimo da je F potpuno invarijantna kongruencija. Neka je p term iz
skupa U i z € S(p). Ako je term p nelinearan (nemrsav) tada supstitucijom
x +— 1 za proizvoljan term 7 od terma p dobijamo term koji je nelinearan
(nemrsav). Prema tome, proizvoljnom supstitucijom terma iz iste klase
relacije ekvivalencije E' dobijamo terme koji su takode u istoj klasi, tj. F je
potpuno invarijantna kongruencija.

Sve klase relacije ekvivalencije E sem U sadrze po jedan term koji je
istovremeno linearan i mrsav dok klasa U sadrzi recimo linearan term zy - zt
koji nije mrsav. Prema tome, odgovaraju¢a jednakosna teorija potpuno
invarijantne kongruencije F je x-kvazilinearna. 0

Neka je A prebrojivo beskonacan skup takav da 0 ¢ A. Obelezimo sa
B skup svih nepraznih reéi a; ...a, nad skupom A pri ¢emu su elementi
a; € A po parovima razli¢iti. Za re¢ u € B sa S(u) ¢emo obeleziti skup
elemenata iz skupa A koje se pojavljuju u reci u, a sa |u| ¢emo obeleziti
duzinu reci u.

Lema 3.12.4. Neka je C grupoid sa nosa¢em C = B U {0} i multiplika-
tivnom operacijom definisanom na sledeci nacin:

uv, ako je u,v € A iu#v;

wv, ako jeu € A, |v| =2 iu ¢ S(v);
wv, ako je |lu| >3, veAivgS(u);
0, nace,

Uuov =
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pri cemu smo sa uv oznacili re¢ koja se dobija konkatenacijom reéi u i v.
Tada je grupoid C model x-kvazilinearne jednakosne teorije E definisane u
Lemi[3.12.3

Dokaz. Na osnovu definicije multiplikativne operacije o i osobine da 0 ¢ A
sledi da za sve a, b, ¢,d € C vazi da je ao0 = 0oa = aoca = (aob)o(cod) = 0.
Neka je t nemrsav term, tada term ¢ sadrzi podterm oblika (¢; ot9) o (t30t4)
koji za svaku valuaciju promenljivih ima vrednost 0, prema tome, i term ¢
ima vrednost 0 za svaku valuaciju. Neka je ¢ nelinearan mrsav term, tada
term ¢ sadrzi podterm oblika zt; ili t12 kod kojih vazi da je x € S(t1), a
kako termi xt; i t1x imaju vrednost 0 za svaku valuaciju sledi da i term ¢
ima vrednost 0 za svaku valuaciju. Prema tome, vazi da je (u,v) € E ako i
samo ako je C | u =~ v. O

Lema 3.12.5. Neka je K podskup skupa menegativnih celih brojeva i neka
je Rk relacija na skupu C iz Leme definisana za sve u,v € C na
sledeéi nacin:
(u,v) € Ri
ako i samo ako je ispunjen jedan od sledeca dva uslova

1. u=w, ili

2. postoji n > 0 i elementi a,b,c,d;,e; € A takvi da su
ispunjens sledect uslovi:

(a) w=abedy...d, € B, v=abcegy...e, € B,
(b) ako 2|n onda je d,, = ey,

(¢) za svako i sa osobinom 0 < 2i < n vazi da je

(dai, d2iy1) = (€2i, €2i11), ili je
(d2;, d2it1) = (e2i41,€2i) & i€ K.

Relacija Ri je kongruencija na grupoidu C.

Dokaz. Refleksivnost relacije Ry sledi iz uslova (1) dok simetri¢nost sledi
direktno iz uslova (2). Primetimo da za re¢i u,v vazi ako je |ul,|v] < 4 i
(u,v) € Rk tada je u = v.

Pokazimo tranzitivnost relacije Rg, tj. da za elemente u,v,r € C takve
da je (u,v), (v,r) € Rk sledi da je (u,r) € Ri. U slucaju da elementi u, v, r
nisu razli¢iti po parovima tac¢nost tvrdenje je direktna. Pretpostavimo sada
da su elementi u, v, r razli¢iti po parovima, tj. da su duzine n+4, n > 0, i
da postoje a, b, ¢, d;, e;, fi € A takvi da vazi:
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(a) u=abcdy...d, € B,v=abceg...e, € B,r=abcfy...fn €B
(b) ako 2|n onda je d,, = e, = f,

(c) za svako i sa osobinom 0 < 2i < n vazi da je

(da;, doit1) = (€2, €2i+1), ili je
(doi, doiy1) = (€2i+1,e9i) & i € K.

(e2i, €2i1) = (foi, faiv1), ili je
(€2i, €2i41) = (foiv1, f2i) & i € K.

Treba pokazati da za svako ¢ sa osobinom 0 < 27 < n vazi da je

(dai, doi+1) = (foi, fait1), ili je
(dai, d2it1) = (foiv1, foi) & i € K.

1z slucaja (dg;, doi+1) = (€2i, €2i+1), (€2i,€2i+1) = (f2i, f2i+1) kao 1 iz slucaja
(doiydoiv1) = (e2it1,€2i), (€2i,e2i+1) = (fait1, f2i), © € K sledi da je
(daiy dair1) = (fai, fait1)-

Iz slucaja (do;, doi+1) = (€2i, €2i4+1), (€2i, €2i+1) = (f2i+1, f2i), 1 € K kaoiiz
slucaja (doi, doit1) = (€2i+1,€2i), @ € K, (€2, e2i4+1) = (fai, foi+1) sledi da
je (daj,daiv1) = (fait1, f2i) & i € K. Prema tome, relacija Ry je relacija
ekvivalencije na C.

Ostaje jos da se pokaze kompatibilnost relacije Rx sa o. Neka uredeni
par (u,v) pripadaju relaciji Rx. Pokazimo da uredeni parovi (u o r,vor)
i (row,row) pripadaju relaciji Rx. Na osnovu definicije relacije Rx vaze
jednakosti |u| = [v| 1 S(u) = S(v). Ako je |u| # 11 |r| # 1 tada je
uor =vor =rou =rov = 0, odakle sledi da (uor,vor), (rou,rov) € Rg.
Ako je 1 < |u] < 4 tada je u =v. Ako je |r| =11ir € S(u) tada r € S(v)
ivazidajeuor =vor=rou=rov=0. Akoje |r|=1,r ¢ S(u) i
|lu| > 5 tada vazi da r € S(v) i |[v] > 5. Na osnovu definicije o sledi da je
rou=rov=0,uor=urivor=wor. Ako je |u| paran broj tada se reci
u, v zavrsavaju istim simbolom zbog uslova (b) odakle sledi da ¢e dvocifreni
zavrsetak reci ur, vr biti isti pa ¢e pored uslova (a) i (b) za reci ur, vr vaziti
i uslov (¢), prema tome, (uwor,vor) € Rg. Ako je |u| neparan broj tada
¢e za reci ur,vr vaziti uslov (b) dok uslov (a) vazi zbog uslova r € S(v) i
v € B, a uslov (¢) vazi jer je istovetan sa uslovom (c¢) za reéi u i v, jer zbog
parnosti broja n imamo da je 2¢ < n ako i samo ako je 2i < n + 1. O
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Lema 3.12.6. Neka su dati termi t = (x - yz)xg ... T2-1, t1 = tT2;T2i41 1
to = txo;r1x2i. Dokazati da je

C/Rx Eti~ty akoisamo ako 1€ K.

Dokaz. Ako i ¢ K tada termi t1,to imaju razli¢ite vrednosti iz C koji nisu u
relaciji R za valuacije u kojima se promenljive interpretiraju razlicitim ele-
mentima iz skupa A. Neka je¢ € K. Neka je h prizvoljno preslikavanje skupa
{z,y,2,20,... 2241} u skup C i obelezimo sa H homomorfizam grupoida
terma u grupoid C koji je prosirenje preslikavanja h. Treba da pokazemo
da je (H(t1),H(t2)) € Ri. Nije tesko videti da ako slika preslikavanja h
nije sadrzana u skupu A tada je H(t;) = H(t2) = 0. Prema tome, mozemo
pretpostaviti da su a = h(z), b = h(y), ¢ = h(z), a; = h(z;) elementi iz
skupa A. Ako ovi elementi nisu razli¢iti tada bi opet vazilo da je H(t1) =

H(t2) = 0. Pretpostavimo da su a, b, ¢, ag, . . ., ag;y1 razliciti elementi. Tada
je H(t1) = abcag . ..a2i+1 € B i H(te) = abcag . ..az—1a2;+1a2; € B. Ali
tada, prema definiciji relacije Ry sledi da je (H(t1), H(t2)) € Rk. O

Na osnovu Leme [B.12.6] sledi da za razli¢ite podskupove K grupoidi
C/ Rk generisu razlicite varijetete koji su podvarijetet *-kvazilinearnog va-
rijeteta generisanog grupoidom C. Prema tome, dobijamo:

Teorema 3.12.7. Postoji 28 razlic¢itih -kvazilinearnih jednakosnih teorija
grupoida.
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grupoida i nalazimo male grupoide koji generisu svaki od navedenih vari-
jeteta. Na kraju je pokazano da postoji kontinum mnogo *-kvazilinearnih
variejeteta grupoida.
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