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Uuvob

loncepcija funkcije i operacija sa njome u klasié-
noj matematici bila je neadekvatna za konstruisanje i reSavanje
matematikih modela odredjenih fenomena fizike i tehnike. To je
imalo za posledicu viSe pokuSaja yeneralizacije.

U teoriji parcijalnih jednaclina traZio se na&in da
se prosiri skup reSenja. Tako je naprimer J. Leray proSirio po-
jam izvoda funkcije £ definisanc na R?, na sledeéi nadin:

funkcija fi je parcijalni izvod od f ako je

I(f—% - £,9)dx,dx2dx; = 0
R3
za svaku funkciju g koja ima navedeni izvod.

Sli%no tome S. Soboleff |40|, definiSe parcijalni
izvod. Neka je g proizvoljna funkcija koja ima parcijalni iz-
vod po xy i koja se anulira izvan ogranilene oblasti DCR™,
Ako postoji lokalno sumabilna funkcija fi takva da je

j(g(x)fi(X) - f(X)-%I)dx = 0, X = (XypeeesX ),
D

fi je po definiciji izvod po Xy funkcije f£. Postoje funkcije
koje u obi&nom smislu nemaju izvod a u smislu Soboleff-a imaju.
Jo3 interesantniji je rad Soboleff-a |39|, iz 1936. godine u ko-
jem pro3iruje skup reSenja linearnih hiperboliékih diferencijal-
nih jedna&ina uvodjenjem pojma uopitene funkcije zbog Zega se
smatra za osnivada teorije uopStenih funkcija.

Pored navedene, skoro u isto vreme, oko 1950, go-
dine, pojavile su se teorija distribucija L. Schwartz-a |36|, i
teorija operatora J. Mikusiriskog |26|. Obe su bile zasnovane,
svaka na svoj na&in, na uopitenju pojma funkcije i sadrZe u se-
bi generalizacije primenjive na realne probleme.



Tvorac teorije distribucije L. Schwartz je svoje
ideje izneo jo3 1944. godine. Osim radova Soboleff-a koji su
najznafajniji, radovi Hadamard-a, Leray-a, Bochner-a, Riesz-a,
Yong-a i drugih, su dali obilje materijala za Schwartz-ovu teo-
riju distribucija u kojoj je iznesen niz novih i vrlo znadajnih
rezultata.

Veliki broj matematiara kao $to su J. M, Gelfand i G, E.
silov |11}, |12}, |13|, |14|, I. Halperin |17, K. Yosidh |46},
A. H, Zemanian |47|, |49], J. Horvat |19], H. Brenermann |7},
razvijali su teoriju uop§£enih funkcija i distribucija preko
pojma neprekidne linearne funkcionele koristeci u vedoj ili ma-
njoj meri teoriju vektorsko-topoloZkih prostora koja je bad ra-
dovima Schwartz-a doZivela punu ekspanziju. Taj prilaz teoriji
se Cesto naziva funkcionalni prilaz.

Uporedo sa razvojem teorije sa navedenog stanovig-
ta stvarale su se i razvijale ekvivalentne teorije distribucija
u drugim pravcima. Spomenimo Sebastiac e Silvinu aksiomatski
postavljenu teoriju distribucije |38|, zatim Temple-ov prilaz
|42], kao i pojmovno najelementarniji sekvencijalni prilaz koji
su dali grupa poljskih matematifara na €elu sa J. Mikusirfskim
1], 125], [27], |21].

Sekvencijalna teorija distribucija je zasnovana na
skupu nizova funkcija i na taj na¢in je u bliZoj vezi sa real-
nim problemima koje reSava. Sam Dirac je za 6-distribuciju na-
veo da se moZe aproksimirati sa nizom neprekidnih funkcija.

Doktorska disertacija nosi naslov "0 nekim prostords
uopltenih gfunkeija sa stanovidta sekvencijalne teorife". Sam
naslov moZe dovesti do konfuzije pa ¢emo ga podrobnije objasni-
ti. Postoji nedoslednost u kori&cenju termina "distribucija"

i "uop3tena funkcija". Tvorci sekvencijalne teorije koriste i
jedan i drugi termin da bi oznadili isti pojam u zavisnosti od
toga da 1li teoriju izlaZu na engleskom ili ruskom jeziku. Zemani-
jan je u svojim prvim radovima koristio termin "distribucija"



da bi oznadio neprekidne linearne funkcionele nad prostorom
test funkcija €iji je podskup skup U. Kasnije on odstupa od

te terminologije i termin "distribucija" koristi da ozna&i
Schwartz-ove distribucije ©V° (|49|) a termin “uopZtena funkci-
ja" koristi da ozna¢i neprekidne linearne funkcionele nad pro-
izvoljnim prostorom osnovnoh funkcija. Mi ¢femo koristiti ter=-
min "Schwartz-ova distribucija" i termin "distribucija" tj.
"uop&tena funkcija" tako da bismo usaglasili na izvestan nadin
prvobitnu i kasniju Zemanian-ovu terminologiju.

Doktorska disertacija sadrZi &etiri glave. Prva
nosi naslov: Prostor uap3tenih funkcija A“. Ona je uvodna i
u njoj su izneti rezultati Zemanijana |49|, koji se odnose na
integralne transformacije vezane za ortogonalno razlaganje
uops$tenih funkcija. Ove rezultate izlaZemo zato ¥to femo ih u
drugoj glavi uopstiti.

Druga glava nosi naslov: Sekvencijalna teorija
prostora U”., U njoj sa stanoviSta sekvencijalne teorije razvi-
jamo teoriju prostora U° koji se u specijalnom slufaju pokla-
pa sa prostorom A°,

Treda glava nosi naslov: Polugrupa operatora na
prostoru U°, Koristeéi rezultate dobijene u drugoj glavi kons-
truisemo polugrupu operatora na prostoru U” i na osnovu njih
reSavamo odredjene evolucione jednacdine.

Cetvrta glava nosi naslov: O prostoru uopitenih
funkcija &iji elementi imaju Laguerre-ovu ekspanziju., Navedeni
prostor je prostor tipa U°. U ovoj glavi su date neke osobine
tog prostora i posebno je ispitana Laplace-ova transformacija
nad tim prostorom.

Druga i treca glava ove disertacije su delom zas-
novene na radovima |32|, |33| koje sam radio zajedno sa
dr Endre Papom. Prostori U° koje smo obradjivali u tim rado-
vima zadovoljavaju jedan dodatni uslov ((2.5.)) vife nego pros-



tori U° koje proutavam u disertaciji, 3to je omoguéavalo da
za njihovo ispitivanje moZemo koristiti sekvencijalnu teoriju
Kothe-ovih prostora iz |1|. Bez tog dodatnog uslova sekvenéijal-
na teorija Kothe-ovih prostora se ne moZe koristiti tako da sam
iz radova |32|, |33]|, koristio osnovne nojmove i definicije
vezane za prostore U’, a osobine tih prostora su ispitivane na
sasvim drugi nadin.

Ova doktorska disertacija, sem prve glave, preds-
tavlja originalan doprinos sekvencijalnej teoriji uopstenih
funkcija. Osnovni pojmovi su uvedeni na elementaran na&in kako
su data i tvrdjenja i dokazi. To ni po &emu ne umanjuje sloZe-
nost problematike; naprotiv,vrlo komplikovane pojmove za &ije
razumevanje je ina¢e u funkcionalnom prilazu potrebno poznavanje
duboko razradjene teorije lokalno konveksnih prostora, ovde raz-
matramo direktno 1 5to elementarnije. To je bitno obeleZje sek-
vencijalne teorije,

Primena izloZene teorije nije samo u resavanju evo-
lucionih jedna&ina (III glava, 4. poglavlje) koje su u specijal-
nom sludaju parcijalne diferencijalne jedna¥ine sa ne konstan-
tnim koeficijentima, $to je inale jedan od osnovnih motiva za
proudavanje integralnih transformacija uopsSte. Teorija prostora
U° omogudava da se proudavaju konkretni primeri prostora U°
koji pored opitih svojstava imaju i neka svoja specifi&na. Cet-~
vrta glava je posvedena takvom primeru prostora U° &ijim prou-
Savanjem smo do$li do novih moguénosti u primeni na reéavahje
diferencijalnih jednadina.



I GLAVA

PROSTOR UOPSTENIH FUIKCIJA A~

1.1, Uuvoo

Integralne transformacije uop&tenih funkcija nisu
interesantne samo sa stanovista teorije. Njihova primena u re-
Savanju diferencijalnih, integralnih, integrodiferencijalnih i
diferencnih jedna&ina &ini ih moénim oruZjem u mnogim nau&nim
oblastima.

Najvise prouCavane su Fourier-ova, Laplace-ova,
Hilbert-ova, Melin-ova, Hankel-ova, Weierstrass—-ova, kao i trans-
formacija vezana za ortonormalno razlaganje uop3tenih funkcija.

Zemanian je medju prvima obradjivao integralne
transformacije vezane za ortonormalno razlaganje |48|. Ovu vrstu
transformacija nalazimo u radovima Bouix-a |5|, Brag-a i Schdn-
berg-a |6|, Gelfand-a i Vilenkin-a |10|, Giertz-a |15|, Walter-a
|50] i drugih.

U ovoj glavi éemo ukratko izloZiti Zemanianove re-
zultate koji se odnose na integralne transformacije vezane za
ortonormalno razlaganje i koji su izloZeni u |49|, glava 9.

Oni su dati za jednodimenzioni slucaj za razliku od viSedimen-
‘zionog sluZaja koji demo posmatrati u drugoj i treéoj glavi.

1.2. PRASTOR UOPSTENIH FUNKCIJA A’

Zemanijan je napisao monografiju |49| isklju&ivo
vezanu za integralne transformacije uop&tenih funkcija i nji-
hovu primenu u refavanju konkretnih problema. Iz te monografije



€emo preneti njegovu koncepciju integralnih transformacija ve-
zanih za ortonormirano razlaganje uop3tenih funkcija.

Neka je I = (a,b) otvoren interval u R. Funkcija
f (x) koja je lokalno integrabilna na I i za koju je
b
[|f(x)12dx< -
a

naziva se kvadrat integrabilna funkcija na I. Skup kvadrat
inteqrabilnih funkcija se moZe razloZiti na disjunktne klase
ekvivalencije ako nredpostavimo da su dve funkcije iz iste klase¢
ako je f = g skoro svuda na I. Dobijeni skup klasa ekviva-
lencije oznacdava se sa Ly (I).
Ly (I) je vektorski prostor gde je 0O-elemenat kla-
sa funkcija koje su jednake nuli skoro svuda na 1I. Sa
b
el & 1 [leoo | 2ax|v2
a
definisemo normu na L, (I). (simbol 4 zna&i "po definiciji").
' Skalarni proizvod na L, (I) se definiSe sa

b
(f,9) & If(x)-TTg %Y dx
a

gde su f, g proizvoljni elementi iz L,(I) a g(x) oznaava ko~
njugovano kompleksnu funkciju za g(x).

Oznadimo sa R 1linearni diferencijalni operator
oblika

nj; nk
(1.1-) R =0 LO!- . a 0

0 ni n
Ox dx k

k

koji je sam sebi dualan, odnosno za koji va%i

nk n;
) nk). .. §1(-§ -
O x x

R = §k(-



gde su On, n=1l,...,k, glatke (8to znali beskona&no puta dife-
rencijabilne) kompleksnozna¢ne funkcije koje su razli&ite od
nule za svako x€E€1I.

Neka je operator R takav da je niz glatkih funk-
cija wn » n=0,1,..., iz L3 (I), niz sopstvenih funkcija operatora
R koji ¢ini kompletnu ortonormiranu bazu prostora L; (I) i neka
je An' nEENO (No je skup koji sadrZi prirodne brojeve i nulu),
niz sopstvenih vrednosti operatora R (an = Anwn) tako da

]Anﬁ +© kad n +

Nizovi An i wn s¢ mogu prenumerisati tako da je
niz lxnl monotono rastuéi,

Skup test funkcija A~ definiZ%e se na slededéi
na&in:

Funkcija ¢(x) Jje u A ako je ¢{(x) glatka kompleksno-
zna¢na funkcija definisana na I takva da za svako kEiNo vaZi

b
1) a (0) & a RFp) & [lkk¢(x)|2dx!‘/z <w i
) a
(1.2.)
(ii) (Rk¢,wn) = (¢,Rkwn) za proizvoljno n i k iz No.
R® = I-identi&ki operator i R¥'! = r¥g,

Skup A ima strukturu vektorskog prostora a fami-
lija polunormi Qs kEENO, definise prebrojivu multinormu na A,
§to znali da je A prebrojivo multinormni prostor.
(Prebrojivo multinormni prostor V se naziva vektorski prostor
koji ima topologiju indukovanu sa nizom polunormi o tako da
za svako ¢ # 0 iz V postoji ko tako da je oy (¢) # 0.)
Poito je za elemente ¢ iz A °

b
a,(¢) = (fltta(x)lzdx)‘/2 < o

J
a



ako svakoj funkciji iz A opredelimo klasu ekvivalencije iz
L, (I) jasno je da je A podprostor od L,(I) i da konvergencija
u A povladi konvergenciju u L, (I). Konvergencija u A je
definisana preko prebrojive multinorme Ay s kEENO, a konvergen-
cija u L;(I) je definisana preko norme a .
Lema 1.1. |49| Prostor A je metizabilan i kompleta
Lema 1.2. |49| Ako ¢E A onda je

¢ =n£0(¢.wn)wn

gde red konvergira u A,

Lema 1.3. |49]| Neka su a_, n€N , kompleksni brojevi.
Red

konvergira u A ako i samo ako za svako keNo

w0
k

NN ENLEES
n=

Prostor neprekidnih linearnih funkcionela nad A
je prostor uop3tenih funkcija A”~.

Posto je A kompletan onda je to 4 A° u odnosu
na slabu konvergenciju,

DefiniZimo operator R na prostoru A° na slede-
¢i naéin:

(RE,¢) & (£,R¢)

za svako ¢ iz A (f£€A”’).

Iz te definicije sledi da R neprekidno preslika-
va A" u A7,

Neka je K kompaktan skup u I. Sa DK se oznafava
vektorski prostor glatkih kompleksnoznaé¢nih funkcija na inter-
valu I koje se anuliraju van K. Na D, se definise prebro-



jiva multinorma Y keno,

A Dk
Y, (¢) = sup — ¢(t)l (y. - je norma),
k texr otk o~ J

u odnosu na koju je DK prebrojivo multinormni prostor.

Neka je K n’ n €k, niz kompaktnih podskupova od

I tako da je K CK o i Uk = 1I. Topologija u DK se

1 n=1 n n
poklapa sa topologijom koju D, inducira na DK . Sa D(I)
‘n+l n
oznafava se unija prostora UK .
n
o(1) = 0. D
(I) n1 K_

Niz .¢n iz D(I) konvergira ka ¢ €DV (I) ako postoji n, tako da
¢nCDKn°, ¢€DKnO i ¢n + ¢ u smislu konvergencije u pKno .
Sa D“(I) se oznalava prostor neprekidnih linearnih
funkcionela nad P(I). To je prostor Schwartz-ovih distribucija.
sa €(I) se oznafava prebrojivo multinormni prostor
svih glatkih kompleksnozna&nih funkcija u kojem se prebrojiva

multinorma Yk definiSe na sledeéi naé&in

ne k
A 3
YKn'k(d!) tsélﬁn l-é-g?v(t)l kEN , neEN,
gde su K, kompaktni podskupovi od I tako da je K.CK 1 i
8.k, = 1.

Sa £°(I) oznadava se prostor neprekidnih linearnih
funkcionela nad &(I).

Posto je D(I) gust podskup od £(I), £7(I) je podpro-
stor od P°(I) 1 to onih Schwartz-ovih distribucija koje imaju
kompaktan nosa& (|49]).

Prostor D(I) je podprostor od A 1 konvergencija
u D(I) povla&i konvergenciju u A. Odatle sledi da restrikcija
bilo koje uopitene funkcije £EA° na D(I) je iz D°(I). Osim
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toga konvergencija u A° povla&i konvergenciju restrikcije u
Do(I). |
| Posto je D(I)CACLI) i v(I) gust u &(I), A je
takodje gust u &(I) a odatle sledi da je E°(I) podprostor od A7
L, (I) je podskup od A” i to takav da razlicdite
funkcije iz L, (I) odredjuju razlilite uop3tene funkcije iz Al

Teorema 1.4. |49| Ako f€ A~ onda je ‘!

(1.3.) £ =1 (£, )0
n=0 0
gde red konvergira u A° (u odnosu na slabu konvergenciju).
Ortonormirano razlaganje oblika (1.3.) se moZe
posmatrati kao inverzna transformacija za transfotmacuju zada-
nu izrazom
Ufé—f‘(n) é (ff‘i)n)n f€A”, n=20,1,...

Dakle U preslikava A° u prostor kompleksnozna&nih funkci-
ja definisanih na skupu No. Inverzna transformacija U"l je
data sa izrazom

«©
uTlrn) & § Fin)y, = £€A°.
n=0

Ovo preslikavanje je linearno i neprekidno u tom smislu da
ako fv konvergira slabo ka £ u A” onda za svako nGENo

Fv(n)'+ F(n) kad v + =,

Teorema 1.5. |49| Ako £,9€A° 41 njihove transfor-
macije zadovoljavaju uslov F(n) = G(n), nGENO, onda je £ = g u A

Teorema 1.6. |49| Neka su b , n€N_, kompleksni
brojevi. Red

konvergira slabo u A” ako i samo ako postoji qEENo tako da je

-2
I D172 |2 < -,

n
An#o
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Ako sa f ozna¥imo sumu reda | bnwn u A onda je

n=0
b, = (f,zpn), nEN,.
(Simbol § ozna&ava sumiranje po onim indeksima n za koje je
A #O
A, #0).

Teorema 1.7. |49| Potreban i dovoljan uslov da
fEA” je da postoji qEN i g€L;(I) tako da je

= R4 .
,(1'4') £ Rig +xz=09nwn
n
gde su <h kompleksni brojevi.
(Simbol X oznadava sumiranje po onimm indeksima n za koje
An=0
je An=0).

Po3to je

ke o v K, - % (¢ k
R™E =n£0(f.wnm Yo ‘néo‘f'%”n‘”n

jednostavno moZemo da reSavamo diferencijalne jednaline oblika

(1.5.) P(RYh = g

gde je P-polinom i g€A’ Naime primenom transformacije U do-
bijamo
P(An)H(n) = G(n).

Posto je razvijanje u red elemenata iz A” jedinstveno, ova jed-
na¢ina je ekvivalentna sa jednalinom (1.5.).

Ako je P(An) # 0 za svako nENO onda je reSenje
jednadine (1.5.)

T G(n)
h=2—7——w .
n=0P An) n

kko je P(An) = 0 za neke onda refenje jednaline (1.5.) nije
jedinstveno i konstruile se sli&no kao u predhodnom slu&aju.
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I GLAVA

SEKVENCIJALNA TEORIJA PROSTORA U~°

2.1, uvov

Sekvencijalna teorija Schwartz-ovih distribucija
koja je sa monografijom od P. Antosika, J. Mikusinskog
i R. Sikorskog |1| postala celovito razradjena teorija, pojam
distribucije vezuje za klase ekvivalencije fundamentalnih nizo-
va glatkih funkcija. U skup fundamentalnih nizova se uvodi re-
lacija ekvivalencije koja deli taj skup na disjunktne klase.

U ovaj skup klasa se na odgovarajuéi nac¢in definiZe sabiranje
i mnoZenje sa kompleksnim brojem kao i konvergencija. U |1]

je pokazano da tako dobijeni vektorski prostor je ekvivalentan
sa prostorom Schwartz-ovih distribucija.

Ovaj prilaz teoriji je pojmovno mnogo jednostavni-
ji jer ne zahteva koriSéenje dubokih teorema funkcionalne ana-
lize. Uopste, sekvencijalna teorija distribucija je samo deo
sekvencijalnog prilaza, sekvencijalne metode u funkcionalnoj
analizi koju zadnjih godina razvijaju grupa poljskih matemati~-
Zara na &elu sa J. Mikusirnskim.

Sli&no tome ovde polazimo od skupa R-fundamental-
nih nizova koji preko odredjene relacije ekvivalencije se deli
na disjunktne klase ekvivalencije koje nazivamo uopitene funk-
cije i koje su elementi prostora U°, U specijalnom slufaju ka-
da je operator R koji generisSe prostor U“, linearni diferen-
cijalni operator koji je sam sebi dualan i kada je wn' nEENO,
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kompletna ortonormirana baza prostora L;(I) sastavljena od glat~-
kih funkcija, I je otvoren interval u R, dobijamo da se pros-
tor U° poklapa sa prostorom A”~ iz |49].

U ovoj glavi ¢emo posmatrati gq-dimenzioni sludaj
za razliku od jednodimenzionog slucaja Sto nije samo uobifaje-
no uop&tenje veé donosi i specifiéne probleme.

Drugo i trede poglavlije ove glave je posvedéeno
osnovnim pojmovima i definicijama vezanim za prostor u-,

U Cetvrtom poglavlju se razmatra pitanje konver-
gencije u prostoru (°. Pokazali smo da su slaba i jaka konver-
gencija u tom prostoru ekvivalentne. Za razliku od |34]| gde
smo posmatrali jednodimenzioni sludaj ovde smo to pokazali da
vaZi u g-dimenzionom sluéaju. Jaku konvergenciju u U~ defini-
Semo po uzoru na jaku konvergenciju temperiranih distribucija
iz |1].

U petom poglavlju je data nova reprezentacija
elemenata iz U° koja jasnije pokazuje uop3tenje jednodimenzi-
onog sludaja na visSedimenzioni sluc¢aj u razvoju teorije prosto-
ra Uu-.

U Sestom poglavlju je pokazano da su elementi iz
U° neprekidne linearne funkcionele nad odgovarajuéim prostorom
osnovnih funkcija koji je definisan u drugom poglavlju (u |34|
to je pokazano za jednodimenzioni slu&aj).

td

U sedmom poglavlju su ispitane jo¥ neke osobine
konvergentnih nizova, a u osmom poglavlju smo po uzoru na |1}
izlo%ili teoriju prostora matrica U i U” &iji elementi su
koeficijenti iz razvoja uopitenih funkcija iz U° u red. Tako-
dje smo ispitali odnos izmedju prostora temperiranih matrica
iz |1| i prostora matrica U”,

U zadnjem, deyetom poglavlju smo razmatrali teore-
mu o jezgru koja je za temperirane distribucije sa stanovista
funkcionalnog prilaza razmatrana u |14] a sa stanoviita sekven-
cijalnog prilaza u |1|, Ovde to radimo za prostore tipa U-.
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2.2, OZNAKE T OSNOVNTI POJMOVI

Koristidemo oznake i pojmove iz |1| 1 |49]. ovde
¢emo navesti samo neke da bismo izbhegli moguée nejasnode.

Elemente Euclid-ovog prostora r9 oznalavamo sa
slovima latinice x,v,z,... a njihove koordinate ozna&avamo sa
odgovarajuéim grékim slovima Ei,ni,ci,... (i=1,...,9). TO zna-
&i da elemente iz R oznafavamo sa grékim slovima.

sa BY ozna¥avamo podskup od rY sastavljen od
onih elemenata iz R% ¢ije su sve koordinate celi brojevi a
sa P? oznadavamo poskup od B4 ¢iji elementi imaju sve
koordinate nenegativne brojeve. Elemente od B9  éemo takodje
oznadavati sa slovima latinice m,n,k,... a njihove koordinate
sa odgovarajuéim gr&kim slovima. Uobi&ajeno je da se sa m,n,k,
... oznadavaju i celi brojevi. Nadamo se da to nefe dovesti do
konfuzije.

Ako su X = (E1,...s8) 1Y = (Miyeeuyng) iz rRY
onda je

(xoY) = Elﬂx’*’ so e +E

q'q °
Ako je k = (K,,...,Kq)EBq, x€R?T 1 r ceo broj onda je

k r
R R S AT

ako k€8 1 AER onda je

kl+o.¢+k
Gk = a g .

KaZemo da je X ¢ y odnosno x < y ako za svako 1 = 1,....,q je
51 3 ny odnosno Ei < ny.
2ko k, m€P? i k3 m= (Myse.us¥y) onda je

Xy = k!
m T mI(k - m?

gde je ml = u!--*uq!
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Neka je I = I,X...qu otvoren interval u RY. Funk-
cija f(x) koja je lokalno integrabilna na I 1 za koju je

Ilf(x)!zdx <
I

naziva se kvadrat integrabilna funkcija na I. Skup kvadrat in-
tégrabilnih funkcija se razlaZe na disjunktne klase ekvivalen-
cije ako predpostavimo da su dve funkcije iz iste klase ekviva-
lencije ako je £ = g skoro svuda na I, Dokijeni skup klasa
elvivalencijc oznaava se sa L (I). Norma u L, (I) je data sa

bel & 1 [1eoo 12ax|ve
I

a skalarni proizvod elemenata f,g €L, (I) se definiSe sa

(£,g) & Jf(x)m)dx .
I
Vidimo da se prostor L; (I) definie na isti nacdin kao i u jed-
nodimenzionom slulaju.
lieka je wi, sENo, kompletna ortonormirana baza
prostora L; (Ii) za utvrdjeno 1 (Ii je otvoren interval u R).
Predpostavimo da postoji linearni operator

R A

i ¢ i*Ai 1i=1...,9

gde je Ai algebarski lineal nad skupom xp:',w'}...., tako da su

w:, sENO, sopstvene funkcije operatora Ri 8to zna&i da je

Riw: = ls,iwi ' aENO ; (1 je utvdjen broj)

gde je A niz sopstvenih vrednosti operatora Ri za koji
’
predpostavljamo da su mu &lanovi realni brojevi i da

| A

s,il +
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Nizove w; i As i prenumerifimo tako da je niz
1
|Ag ;| monotono rastuéi (po s).
’

U specijalnom slucaju operator Ri se moZe uzeti

vy v
Ri = eo,iDi (:‘)1,1...01 em,i . 1=1,...,q9
gde je D, = 'b/agi ’ v}; su pozitivni celi brojevi a (Dk'1 su
glatke kompleksnoznaéne funkcije na intervalu Ii razlicite
od nule u tom intervalu. Za opcrator Ri se jos$ predpostavlja
da je sam sel:i dualan odnosno da je
m

1

A%

i i
...Ol'i(_Di) 6

Y

R, = © (—Di)

i m,1i 0,1

Za sopstvene funkcije w: predpostavimo da &ine kompletnu orto
normiranu bazu prostora Lz(Ii) koja je sastavljena od glatkih
funkcija.
Vidimo da je u ovom specijalnom slu€aju za utvrdje
no i, operator R, onaj koji je posmatrao Zemanijan u [49].
Stavimo da je

1

¥y, (x) = wvl(el>~e-w3 (Eg)

q
gée je x = (E;,...,Eq)GI 1 n= (Vi,eee,v )y ep9,

E. Pap je u |29| pokazao da je Vo n€pr9, komple-
tan ortonormiran skup u prostoru L2 (I).

Defini¥imo operator R; na algebarskom linealu
nad skupom ., nep9d,

A 1

= i+1 eeo q
Ry (b)) = ¥ v

i
Ri wv N’v v

i-1
ooow\’
1 -1 i Vi+l q i

i

Ry by + V) B Ry ) + Ry (W)
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Sada moZemo definisati za g-dimenzionalni slulaj

operator

=R ..lR

1
na algebarskom linealu koji generise skup Wn, n€pP9, tako da je

3

1l
b4 - -
Vn Anwn (xn (le,l""'xvq.q))'

Lako je videti da u specijalnom slu€aju kada su operatori Ri'
i=1,...,9, oblika navedenog na predhodnoj strani kao primer

specijalnog slufaja za operator Ri' onda je

n n

1 n
R = GOD 0,D

2---D mOm gde je

0 (x) = 0y () ee0y (£, my = (v, v PTzak = 1,...,m

9
nk \)]; U)(;
i D = Dl oo.Dq

U daljem tekstu A, ozna&ava proizvoljan niz ko-
naénih podskupova od P? tako da je

i 0a =p9,

A CA
v U v=1 Y

1

Takodje femo u daljem tekstu koristiti sledecéu oznaku

1 ako je A =0

vi,i

v,i .
i lxvi,it ako je Avi‘i #0

A = (Av

n 1’.'.‘A\} 'q)

1’ q
Primedbas Slu&aj kada postoje A, i koji su jedna-
i

ki nuli je op3tiji i komplikovaniji od suprotnog. Zbog toga demo
ga u izlaganju opite teorije uvek imati u vidu.
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2.3. PROSTOR UOPSTENIH FUNKCIJA U~

Ovo poglavlje je zasnovano na radu |[32] .

Definisademo prostor uop3tenih funkcija koji zavisi
od skupa I = I;X...XIq, ortonormirane baze wn‘ nGEPq,i od ope-
ratora R,

Definietja 2.1. ‘iz

{} ay}l}, VEN ,
ne}\v nn

je R-fundamentalan ako postoji konvergentan niz 1 ¢

b
n'n
nGAv

u kvadratnom smislu, 35to zna&i u smislu norme u L,(I), 1 ako
postoji k €P9 tako da je

Rk ) c ¥, = ) a v za svako VEN i
neAv IEAV

I=-2k
I el < =

(Ozanaka ) odnosno |} znali sumiranje po onim indeksima
A_=0 A_#0
n n

n€P? za koje je A; = 0 odnosno )‘rlx #0.)
Po%to niz nZ%A c ¥, iz definicije 2.1. konvergira bezuslovno
to znadi da R-fund:mantalan niz ne zavisi od izbora niza A .
Definiotja 2.2. Ka%emo da su dva R-fundamentalna
niza u reluciji ~

{1 auy }w by}
a ¥l g, Dot
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ako je a, = bn za svako ne€p9,

Lako se proverava da je ova relacija relacija ekvi-
valencije. Dobhijene klase ekvivalencije se nazivaju UOPS3STENE
FUNKCIJE. ~

Sabiranje R-fundamentalnih nizova definisemo na
slede&i na&in: akosu{ J awv } i { J b ¢ _} R-fundamentalni

n'n n'n
neAv nEAv

nizovi onda je njihov zbir R-fundamentalan niz

{] (a_+Db)y } ,
nean D n''n
v
MnoZenje sa skalarom iz skupa kompleksnih brojeva
se definise sa
MY oaw )} ] day}
neAv nEAv
Ako u skupu uop3tenih funkcija definiZemo sabiranje
i mnoZenje sa skalarom u skladu sa predhodnim, dobijamo da je
skup uopStenih funkcija vektorski prostor koji ozna&avamo sa U°.
Elemanat £ iz U° reprezentovan sa R-fundamen-
talnim nizom iz definicije 2.1. ¢fe takodje biti oznadavan sa

k : 2
(2.2.) R°F + AZsoanwn gde je F I ey, .
' nep?

(i oznafava konvergenciju u kvadratnom smislu),

vidimo da proizvoljnu funkciju F iz L2 (I) moZemo
da identifikujemo sa nekom uop3tenom funkcijom iz U° reprezen-
tovanom sa R-fundamentalnim nizom

2
{] cv} gde je F = ) c. ¥
nea, * ® epd P -

Da je ovaj niz R-fundamentalan sledi iz definicije 2.1. 2a
k= (0,0..,0) i an-OO
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Primetimo da u reprezentaciji (2.2.) suma | je
A_=0
n
beskona&na za razliku od jednodimenzionog slu&aja kada je ko-
nacéna.

Ako je f €U” reprezentovan sa R-fundamentalnim ni-

zom { Z antbn} onda definifemo da je ka, kGPq, elemenat iz
nen
v

U° reprezentovan sa R-fundamentalnim nizom (R¥ ) anwn}
neh °
v
Definicitja 2.3. KaZemo da niz uopstenih funkcija
fn' n€l, iz U° jako konvergira ka f€U” i piSemo fn g £,
ako postoje kvadrat integrabilne funkcije Fn’ nel,i F 1 ako
postoje kompleksni brojevi ¢ ¢« C., DNEN, pGPq, tako da va#i

n,p P
k k
RF + ] Cn,p¥p = fnr RE+ ) co¥p = £
A_=0 A_=0
P P
(2.3.) za neko ke€p9 i
2 - 27~2k
F_+F , A2-0|cn'p cpl Ap. * 0 kad n e,
p

Iz navedene definicije direktno sledi za svako pEEPq
ur P, U pp
fn f-ben-va.

R-fundamentalan niz { ) a ¥} koji reprezentuje
neA
v

uopstenu funkciju f €U konvergira jako ka £, i piZemo

nep?

Umesto g éemo stavljati samo = ako to ne dovodi do pogre§nd
interpretacije.
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Teorema 2.1. Ako za neko k cpi vazi

-2k

(1) 1o,

la |? < =
nepd

onda postoji uopitena funkcija f iz U° tako da je

(2) £= ] a
nep9

Obrnuto, ako je £ iz U° onda postoje kompleksni brojevi
a. nEPq, kojli zadovoljavaju (1) tako da vaZi (2).
Dokaz: Ako je uslov (1) zadovoljen onda je

2 -k
F= ] X ay
n nn .
A #O
Odatle sledi
(3) e+ § aw_ = I av
| A =0 PP g™?®
nep

$to zna&i na osnovu definicije 2.1, da £E€U”.
Obrnuto, ako je £ €U~ onda vaZi (3). Odatle sledi Aﬁcn = a.,
za one n €rY za koje je Xn # 0 5to zajedno sa &injenicom da je
) |cnl2 < =, daje (1).

' ln}‘O
Teorema 3.3. Niz uopstenih funkcija £ = )) qampwp
peP
4z U° konvergira jako ka f = | apwPGU‘ ako i samo ako za
pqu
neko k €p9 vazi
(1) ) i;2klan'p - apl2 + 0 kad n-+ =« ,

pqu
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Dokaz: Neka je

. Z . k
" n xz=oancpwp' o = LoSnplpr TR

F+ ] auy
AP#O

A =0 PP
P

#0 PP

] ¢ ¥_ . Koristeéi Parseval-ovu formulu dobijamo
A
p

- 2 o - 2
J}Fn F| Azfo!c“'p cpl + 0
P

i iz jednakosti

= k -
lag,p = 3l = Dpley - epdl

za one piEPq za koje je AP ¥ 0, sledi da je uslov (1) potreban
i dovoljan.

Defintoija 2.4. KaZemo da je kompleksnozna&na funk-
cija
¢= ] a

Y
n'n
nqu

iz L; (I) elemenat skupa U ako za svako k €pr9 vazi

(2.4.) I xla 2 <o
n n
nep9d

U odnosu na uobiajene operacije sabiranja redova
i mno%enja reda sa skalarom iz skupa kompleksnih brojeva, U je
vektorski prostor.

Defintoitja 2.5. Unutrasnji proizvod uopitene funk-

cije f = 7§ a ¥, iz U° 1 funkcije ¢ = ) b v, iz U Je
nqu nqu

(£, 8 | af .
nep?
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Unutra3nji proizvod je dobro definisan jer suma na
desnoj strani postoji ¥to sledi iz Cauchy-eve nejednakosti.

=~k <k
)) fan55t s (] lAn anlz ) fknbniz)uq .
nqu nqu nEPq

Posto wnEU za svako nqu, dobijamo sledede teoreme:

Teorema 2.3. UopStene funkcije f£f,9€U” su jednake
ako i samo ako je za svako ¢ €U

(£,9) = (g,¢) .

Teorema 2.4. Ako je f = § a ¥ €U onda je
nep?

al’l = (flq)n)l nEPq .

Iz teoreme (2.4.) sledi da je razvoj u red elemenata iz U~
jedinstven,
Ako za operator R uzmemo onaj koji je koristio
Zemanijan u | 49| u jednodimenzionalnom sluZaju, dobiéemo pros-
tor uopstenih funkcija koji je Zemanijan dobio koristeéi funk-
cionalan prilaz, no ta teorija se ne moZe adekvatno preneti
na g-dimenzionalni slu&aj jer je u (2.2.) suma Z beskonaé&na,
An=0
za razliku od jednodimenzionalnog slufaja gde je konalna.
Primedba: U izloZenoj teoriiji umesto L, (I) moZemo
posmatrati proizvoljan separabilan Hilbert-ov prostor"x, u ko-
jem je wn prebrojiva kompletna ortonormirana baza a operator
R ima navedene osobine, pa da dobijamo nove prostore tipa U~.
U radu |32| smo predpostavili da skup A_, nep9,

n
zadovoljava uslov

(2.5.) l < = r i = 1""'q'
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za neko r = (px,...,pq)EPq.

Na taj na¢in smo posmatrali jednu klasu prostora tipa U~°
ali zato smo nmogli da koristimo sekvencijalnu tepriju Kbthe-
-ovih prostora iz |1|. Na osnovu te teorije smo u |32| pokazali
da su slaba 1 jaka konvergencija za tu klasu prostora ekviva-
lentne.

€laha konvergencija u prostoru U° se definise na
uokbic¢ajen nadin:

Definteija 2.6. Niz fn iz U° konvergira slabo
ka £€U° ako za svako ¢ €U vaZi

(fn.¢) + (£,9¢) kad n + «

Pokazademo da su slaba i jaka konvergencija ekvi-
valentne u U° 1 ako uslov (2.5.) nije zadovoljen.

2.4. EKVIVALENCIJA SLABE 1 JAKE KONVERGENCIJE U u-

U |34l je pokazano da su slaba i jaka konvergenci-
ja ekvivalentne u jednodimenzionalnom slutaju. Pokazademo da
isto vaZi u g-dimenzionalnom slu€aju zbog Cega ce se pojaviti
niz novih potesZkoda.

Teorema 2.5. Ako niz £ iz U° konvergira jako

n
ka £f€U” onda fn konvergira slabo ka f.

Dokaz: Predpostavimo da je £ = ] qan'pwp
peP
idajef= ] a9y .2Zasvako ¢ = ] b ¢y €U na osnovu
q PP q PP
pep peP

Cauchy-eve nejednakosti, teoreme 2.2. i uslova (2.4.) dobijamo
da je
¢ T2k
- 2. A
n,p 2! "1 qP
peP

~=2k
|0 -(E,00] < T [(a, o ap)Bpl s (1 3 %a

pepd pepd
‘IbplZ)IIZ
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gde zadnji izraz konvergira ka nuli kad n + =,
Obrnuto tvrdjenje nije tako jednostavno pokaazti.
Da bi pojednostavili, prvo ¢emo navesti nekoliko &injenica.
Lema 2.6. BAko fn konvergira slabo ka 0€ U° on-
da za svako pe€p? vazi

an,p + 0 kad n =+ «

Dokaz: Za svako q;p, pEPq, vazi

(fn,wp) = an,n + 0 kad n » =

>

U daljem tekstu ée vaZnu ulogu imati sledefa kon-
adna i disjunktna dekompozicija skupa P? u odnosu na sep9,
(2.6.) Izvr$imo kona¢nu i disjunktnu dekompoziciju skupa
P9 na sledeéi na&in: jedan &lan dekompozicije neka sadrZi one
indekse p iz r? kod kojih su sve koordinate veée ili jedna~-
ke od odgovarajuéih koordinata od s = (c;,...,oq). Drugi ¢&¢lan
dekompozicije neka sadrZi one p iz p9 ¢ije su sve koordinate
manje od odgovarajuéih koordinata od s (ako takvih nema ne vr-
§imo dekompoziciju).

Ostali ¢lanovi dekompozicije se dobijaju na sledeéi nadin: neka
je 1 € ¥ < q. Fiksirajmo r koordinata od p 1 to onih koje

su manje od odgovarajuéih koordinata od s, a ostale koordinate
neka su vece ili jednake od odgovarajuéih koordinata od s.

Tako dobijamo , menjajuéi r i fiksirajuéi razlilite grupe koor-
dinata’sve ostale ¢lanove dekompozicije od p9,

Neka skup kp, pEEPq, ima sledecu osobinu: ako su
sve koordinate od p = (ﬂ;,...,ﬂ ) ip= (F1,0..,m) iz P9 istei
sem i-te za koje vaZi LI "i onda je Kp,i > Kp,i ik P,3 - Kp,j’
j=1,00.,i-1,i+1,...,9. (Kp i je i-ta koordinata od k Y.

Lema 3.7. Ako skup kp, pequ, ima predhodno nave-
denu osobinu onda
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(1) Z xpp<w
pqu

+ =, za utvrdjeno

Dokaz: Iz lku ,i! > = kad n

i i

i, 1 €« i € q, sledi da postoji s€ P? tako da kad Jep>s
~k k
(2) APP > (2,...,2) P,

Dekompozicija (2.6.) od p9 indukuje dekompoziciju
reda (1) na konafan broj sabiraka (koji su opet redovi). Poito
su svi &lanovi reda (1) pozitivni, red konvergira ako svaki sa-
birak iz dekompozicije reda konvergira.

~~k
Poka%¥imo da sabirak J A P konvergira. Na osnovu
p>s
(2) dovoljno je da pokaZemo da red
-k
(3) I q(20e0002) P
peP

konvergira,

Oznaéimo sa Nv podskup od P9 takav da peNu ako za
svako 1 = 1,...,9 Jje “1.‘ v. Neka je Nv,u = Nu - Ny, u >v. Da
red (3) konvergira sledi iz nejednakosti

-k
I (2,...,2) Pg g E 2”4
| pGNV'u n=y+]1
Sliémo pokazujemo, posmatrajuéi g-r-dimenzionalni sluaj, da i

ostali sabirci konvergiraju.

Lema 2.8. Neka je

~

)‘\Ji,i .

> 1 za svako n = (v;,...,vq)EPq

Ako niz fn iz U” konvergira slabo ka 0€EU”° onda za
proizvoljne strogo rastoée nizove prirodnih brojeva km i n..*
me N, postoji m tako da kad je m > m vaZi
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1 X m < 1 q
(1) b Ianm'pl za svako pe€EP? ,

Dokaz: Za svako fiksirano pqu o¢igledno postoji
odgovarajude m (p) tako da kad je m > m, (p) vaZi (1). Ovde tre-
ba da pokaZemo da postoji mOEN koje ne zavisi od p tako da
vazi (1).

PokaZimo da (1) vaZi dok pEPq\Nv gde je v, neki utvrdjen
)
nenegativan ceo broj. (Nv smo definisali u dokazu predhodne

leme) .

Ako to nije ta&no postoje striktno monotono rastudéi nizovi
mg 4 vy tako da vaZi

-k
W | > 1  dok q
(2) A a 2 o p; EP*\N .
p ", 1P1 1 Vi
Ako bi postojao neki skup N, tako da vazi (2) dok P EN,
i i
0 )

zbog leme 2.6. bismo do¥li u kontradikciju jer je skup N,

konacan a Xp > 1 kako smo predpostavili u tvrdjenju.

Indekse Py moZemo izabrati tako da po svakoj koordinati
¢ine monotono rastuéi niz a bar po jednoj striktno monotono
rastu¢i niz. Stavimo da je

m
-~ i . = .
bp = Ap exp i+ (arg anm 'pi) za p Py i
i
b, =0 za p#py .

Na osnovu leme 2,7, svedene na jednodimenzionalni sluéaj
imamo da
= b eu .
¢ ) q PwP
peP
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Niz (fn,¢) ne konvergira ka 0 jer za n = n_na

osnovu (2) je 1

(£, +¢) > la, Xt

mi mi ! pi pi

Dakle postoji skup Nv tako da kad piEPq\\NV vazi (1) za m>ﬁo
o )

Posto je skup Nv konadan, zbog leme 2.6. sledi da za svako
o]

pEENv postoji m tako da kad jem > m vazi (1).
’

o p,oO P.o
Stavimo da je m o= max{mp,o, peENVo' mo}. Dakle
postoji m, tako da kad je m > m vazi nejednakost (1).
Ako u lemi 2.8. ne prednostavimo da je Av i? 1
_ i

za svako nEEPq, nejednakost (1) vaZi za m > m, i p koje pripada

~

skupu {plni 2 oi} gde je o, takav da je Avi,i > 1 zav, »o0,.

Dokaz navedene &injenice se izvodi na istovetan nadin.
Definteitja 2.7. Tk, za fiksno kEPq, je skup ele-
menata iz U° takvih da fGETk ako f 1ima reprezentaciju (2.2.).
Teorema 2.9. Ako su k = (E;,...,FA) 1k = (Ki,...,K,
iz P9 takvi da je iy » k,, i = 1,...,9, onda je

™k
Dokaz: Neka je £ = RkF + { anwn gde je
Anso
F = Z cnwn proizvoljan elemenat iz Tk. Stavimo da je
nqu r
F, = § (cnlxn-k)wn. 1z
A_#0
" K
f=RF1+ z anlbn
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sledi da f €TX,

Teorema 2.10. Neka je X > 1, za svako nGPq.

vi,i
Ako niz fn iz U° konvergira slabo ka 0E€ U, onda za neko
kEPq vazZi

fnGTk, ney .

Dokaz: Ako tvrdjenje nije tafno postoji niz

k = (Km LAREEAS ) u PY sa osobinom da je k > k_, mEN,
’ m

m m,q m+l
kao i niz n. tako da vaZi

=2k _
(1) Z Xp Ian plz < o i
pep? m’
-2k
(2) T . .
pﬁpq P Tm+10®

Iz leme 2.8. sledi da postoji m, tako da kad je m > m, i
peP? vazi -2k

A m 2 <,
P lanm+].'pl

Odatle i iz (2) sledi da postoji konalan skup B<P? tako da

RO :
1l g A a < 2 .
peB, P m +2'P

SliZno, za m=my+s, s€ N, postoje kona¥ni skupovi B, tako da
vBsnBs-l =91 -2k

X ° la 12 < 2.
nmo+s+1’P

Po%to niz Bs konstruiSemo, moZemo ga izabrati tako da je
v

a, 5y B, i U A, = p9
s=1 v=1
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Stavimo da je

-~ "m_+s
b A .
p = D anm rary D za p EBS, sch
0
Za svako qEEPq imamo
2q-2k -2k
- o - m +s m_+s
S N T T T U S W P ol <
2q-2ky g
< 2 ) Xp © . 1z leme 2.7. sledi da zadnja suma
q
peP*\ A

v=-1
konvergira ka 0 kad v =+ o .

Iz navedenog sledi da ¢ = J bpwpezu. Niz (f ,¢) ne kon-
q
pEP

vergira ka nuli jer za n = nmo+s+1' s EN,

—2k; 45

(£ 8) 2 L X % Ja 12 31
nmo+s+1 PEB, p nmo+s+1'p

a to je u suprotnosti sa predpostavkom teoreme.
U teoremi 2,10, smo predpostavili da je iv
i'
za svako nep9. u op¥tem sluaju to vaZi ako je vy ? Y
i=1,...,9. I u tom sludaju vaZi tvrdjenje teoreme 2.10. Naime
vazi

121

Teorema 2.11. Tvrdjenje teoreme 2.10, vaZi u ops-
tem slucaju.

Dokaz: Ako tvrdjenie ne vaZi onda postoje nizovi
kn i n. tako da vaZi (1) i (2) iz dokaza teoreme 2.10.

{1

(km ima navedenu osobinu).
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Izvr$imo kona&nu i disjunktnu dekompoziciju skupa
P? y odnosu na s = (c;,...,cq) na isti nac¢in kako je to ura-
djeno u (2.6.).

Navedena dekompozicija omogudava dekompoziciju re-
dova (1) i (2) na konafan broj sabiraka. Red (2) &e biti besko-
nadan samo ako je bar jedan sabirak iz dekompozicije te sume
beskonadan. Poito tih sabiraka ima kona¢no, u nizu N1’ mei,
divergentnih suma (2), jedan od sabiraka dekompozicije beskona&-
no puta mora da se pojavi kao divergentan. To ofigledno ne moZe
biti drugi &lan dekompozicije (po3to je to konalan zbir). Ako
je to prvi ¢lan dekompozicije, dokaz se izvodi kao u sludaju
‘teoreme 2,10, s tim Sto se Bs bira tako da je podskup od pr-
vog ¢lana dekompozicije od P9, U slu¢aju da se neka od drugih
navedenih suma pojavljuje beskonano puta kao divergentna, do-
kaz se izvodi na sli&an nacin.

PokaZimo to na primeru., Uzmimo na primer da se su-
ma koja ide po indeksima oblika

P = (01“2,--.,“ ) y Mo 2 0.

q J J’ j’-‘-z,...,q (k < 1)

0,1

pojavljuje kao divergentna u podnizu niza n 4+ Suma ohlika (2).

Zbog jednostavnije notacije neka je taj podniz opet Nl Dakle

vaZi
-k «=2k -2k
(1 X, T IX Ma, 2o 3. T Mag |2 <w
0,1 pep P n, P peh P n./p
-K 0‘2£ "2&
g 1 3 m 2 . iy m 2
2 X, MrIx o Ma 12 == tj. [ Ma |2 = =
°,1 peA P M1 ’P per ? Nn+1'P
gde A oznacdava skup indeksa navedenog oblika,
P a1 , ¥ _ 3 3 a-1
l\m (Km,Z"°"Km,q)€P i Ap (A,n2’2".'ll“q’q) eR .

Sada smo tvrdjenje sveli na q-I-dimenzionalni sluaj, pa opet
moZerno postupiti kao u dokazu teorerne 2.10,
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U svim ostalim slutajevima bi smo postupili na isti nadin,

Teorema 2.12. Niz fn iz U° konvergira slabo
ka 0 EU’ ako i samo ako za neko k€P? i M > 0 va¥i

T2k, 2
)\ a < M
! Lo ! n.p| i
pEP
(1)
a + 0 kad n + = za svako p& R
n,p

Dokaz: Ako je uslov (1) zadovoljen, onda za svako

$ = ] by U vaZi a b | =1 a b+ a_ b
o PP 12 Pl <UL et b
peP pep v pEP I\ A
r=2k T2
RN R W LN 2k b 12,
PEA, pepd\ A, pePIN 2
Izaberimo v tako da je 1 XZk!b |2 < e’ Iz leme 2.6
p '“p ™M - T
pqu\ A,

sledi da postoji n €N tako da kada jen > n_, DR
pGA\’
Iz navedenog sledi da je uslov (1) dovoljan.
Ako uslov (1) nije zadovoljen, postoje nizovi k.
i n o, mEN, kao u teoremi 2.10. tako da je

an'pllbp]<§ .

~-2km' .
> .
(2) | ) qxp lanm'pl M
PEP
Predpostavimo da za svako nep? je A z2l, 1=1,...,9.

vi,i

Iz leme 2.8. sledi da postoji m tako da kada je m > m, vazi

m 2
Ap Ianm,p| 1.



- 33 -

Iz &injenice da za svako pqu, a + 0 kad s » », sle~
LN +s’

di da postoji niz By, 8 EN, konafnih podskupova od P7 take
da je bsr\Ls_l @ i U B, = rY, i talo da va¥i

s=1
" “2K 4
5 < Z A © 2 12 <n
peb P D +3'*
=78 o)
~_2km +3
ko stavimo da pEEBS je bp = Ap anm +S'p, kao u teoreni
)
2.10. se moZe pokazati da ¢ = |} bpwaE Ui da niz (f_,¢) ne
pep!
konvergira ka 0 Jjer za n = nmo+s je (rn,¢) > M/2.
U slucaju da je Avi,i > 1 za v, » 0y dokaz se iz-

vodi na sleded¢i naé&in:

Izvr3imo dekompoziciju od p9Y oblika (2.6.). Ona indukuje
odgovarajuéu dekompoziciju reda (2). Uslov (2) €emo zamenitu
jatim uslovom. Neka &lanova dekompozicije ima r. Stavimo da je

= [1 [ X—sz'i )

1g<igq vi<oy i'i

To je odigledno striktno monotono rastuéi niz koji divergira.
Ako (1) nije zadovoljeno onda postoji za niz kn, koji je
striktno rastuéi po svim koordinatama, niz n, tako da je

v
[
-
[

L2k ,
(3) I A, lanm,pa "
pep?

Niz n. moZemo izabrati tako da je striktno rastudéi, jer
ako predpostavimo da je n <n, za svako m €N dolazimo u kontra-
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dikciju. Naime neka (3) vaZi za n = m < R, mEN., Posto
fn.€u', za neko k €p? je

gde sabirci Lj odyovaraju dekompoziciji od P9, MnoZeéi svaki

-K
m,1

sabirak Lj sa onim iu i koji nose fiksiran indeks u tom &la-
i'

nu dekompozicije od Pq, i sabirajuéi ih dobijamo niz koji je
sporiji od niza M , 5to daje kontradikeciju (M smo birali tako
da imamo tu kontradikciju).

Ako va%i (3) bar jedan &lan dekompozicije od (3)
mora biti beskona&no puta veéi od Mm/r. To nije onaj &lan de-
kompozicije koji ima kona&no mnogo saliraka. U slufaju da neki
drugi &lan dekompozicije ima navedenu osobinu, problem se svodi
na onaj koji smo imali u teoremi 2.11. Dokaz se izvodi kao kad
va¥i (2) 1ili se svodi na q-r -dimenzionalni slu&aj sa osbinom
(2) ‘

Uzmimo na primer, kao u dokazu teoreme 2.11. da suma

) u nizu suma oblika (3), je ve€a ili jednaka od M /r za
pel .

svaki &lan niza. Iz nejednakosti

-2k -

m 2 by
‘a“mvp‘ > Mp/EA,

lcm,l
el

7oA

> M
peA P

vidimo da smo problem sveli na gq-1 -dimenzionalni slufaj koji
se reSava na isti nadin kao kad va%fi (2).

Posledica teoreme 2.12. je

Posledtoa 2.13. Potreban uslov da niz fn iz u-
konvergira ka 0 €U” slabo, Jje da

a +0 kad n +» o za svako pqu i
n,p

k

D za neko k€pP9 1 M >0 .

lan,p‘ < M)
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Ako za prostor U° vaZi uslov (2.5.) onda je us-
lov posledice 2.13. potrekan i dovoljan uslov za ekvivalenviju
slabe i jake konvergencije 3to smo pokazali u |32].

Teorema 2.14. Uslov (1) teoreme 2.12. je potreban
i dovoljan da niz fn iz U~ jako konvergira ka 0€U”,

Dokaz: Po3to iz jake sledi slaba konvergencije
a iz nje uslov (1), dobija se da je taj uslov potreban.

Neka je uslov (1) zadovoljen i neka k“cpP? ima sve
koordinate vede od odgovarajucéih u k. Iz

Rl YR R3S b W FYRR L O/ Gl B N C L EWN

P n,p P p n,p
pepd PEA, ° pePNA ’
. . ¥2k “=2k .
gde je v izabrano tako da je (l/Ap ) < €/2M a P, IJe
)
takav de je )\po <€ Xp, po,pepq\ Av‘

Po3to je prva suma kona¢na, postoji n tako da kada je
n>n, je ta suma manja od ¢€/2, Sto daje tvrdjenje teoreme.

Iz teoreme 2.12. i teoreme 2.14., se izvodi zaklju-
¢ak da potreban 1 dovoljan uslov da niz fn iz y°~ konver-
gira jako ka 0€y”, je da taj niz konvergira slabo ka nuli.

U predhodnom tekstu smo posmatrali samo konvergen-
ciju ka O-uopitenoj funkciji iz U°. Ahko niz fn konvergira
ka f u U° slabo ili jako, onda moZemo posmatrati niz fn~f
i njegovu konvergenciju ka 0 €U”. To zna¢i da sva predhodna tvr-
djenja koja se odnose na konvergenciju ka O-uopitenoj funkciji
se mogu adekvatno interpretirati kad fn—+ f # 0. To zna¢i da
vaZi

Teorema 2.15. Niz uopitenih funkcija iz U° kon-
vergira jako ka nekoj uopitenoj funkciji iz U° ako i samo ako
konvergira slabo ka toj uopdtenoj funkciji.
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2.5. ODRUGT OBLIK REPREZENTACIJE ELEMENATA 12 U-°

Elemente iz U° reprezentujemo na nadin (2.2.)
naveden u trecdem odeljku ove glave. Lo%a strana te reprezenta-

cije je u tome ¥to suma { ima beskona&no elemenata ako je
A =0
P

Av i = 0 za bar jedno vy, Pa se za tu sumu moraju davati vrlo
il

jaki uslovi &ija suitina nije odmah uwo&ljiva.
Pokazacdemo na dvodimenzionalnom primeru kako se
moZe drugalije izvrSiti reprezentacija.

Neka je Ao,l’ 0, Al,l = 0, xvl'l # 0 za vy > 2, 1

AO’Z = 0, A 2'2 ¥ 0 za v, » 1. Ako £ E€U” onda je
ft=rR'P+ § ay gde je
A =0 PP
P
2 *'Zk 2
FEL2(I1xI2), k = (¢;,xk2) EP i Z 0 P ‘a ‘ < «,
p=

Oznatimo sa V skup indeksa p za koje je Ap = 0
i izvrdimo dekompoziciju tog skupa na slededéi na&in:
vV = .ﬁlvj gde je V, = {(0,0);(1,0)}, V, = {(0,1)3(0,2)3...},
]a
V3 = {(1,1)3(132)’..’} i V~ - {(250)§(300)’0'°}'
Uopstenu funkciju £ predstavlijamo sa

[ -] w0
k ) 1 2 2 1
= + + a
£=RF pév,anP vy v;_ ap¥y, * ¥, vigl 3p¥y, * Yo VZBZ p¥y,
peEV2 peV pev~

odnosno

f = RkF + W‘R(O KZ)F + wlR‘o KZ)F + wZR(KlIO)F + 2 apwp
pPeVa



gde su F 1 'y iz L2(I;) kojima konvergiraju sume koje idu po
indeksima iz V, odnosno iz V3, a F, €L, (I,) kojoj konvergira
suma koja ide po indeksima iz V..

Ovakva reprezentacija je tehnicki komplikovanija ali je
prirodnija jer prelazak sa g-dimenzionalnog slu€aja na q-1-dimen-
zioni slufaj je ovde o&igledniji.

U ovoj interpretaciji kaZemo da niz fn iz U~ konvergira
jako ka f ako svi nizovi kvadrat integrabilnih funkcija koje
udestvuju u reprezentaciji od fn konvergiraju u kvadratnom
smislu ka odgovarajuéim kvadrat integrabilnim funkcijama koje
ué¢estvuju u reprezentacji od £, a koeficijenti koji se nalaze
u kona&nim sumama reprezentacija od fn konvergiraju ka odgo-
varajuéim koeficijentima kona&ne sume iz reprezentacije od f£.

2.6. NEPREKIDNE LINEARNE FUNKCIONELE NAD U

U ovom poglavlju éemo pokazati da je prostor U~°
prostor neprekidnih linearnih funkcionela nad U. To smo poka-
zali u |34| ali u jednodimenzionalnom sluZaju. Predhodno nave-
dimo nekoliko potrebnih definicija.

U prostoru U datom sa definicijom 2.4. se uvodi
konvergencija na sledeéi nad&in:

Definteitja 2.8. Niz ¢n = ) a U/ iz U kon-

n,p’p
pepd
vergira ka ¢ = | a b, €U, ako za svako kep9, vazi
pep?
y2k 2
A - 0 kad .
peP

Imajuéi u vidu reprezentaciju navedenu u petom
poglavlju sli¥no mo¥emo da interpretiramo elemente prostora U
i da na adekvatan na¥in izloZimo osobine tog prostora, 5to bi
bilo prirodnije, no to je tehnilki komplikovanije.
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Definieija 2.9. Linearna funkcionela u defini-
sana na U je neprekidna ako za svaki niz ¢n iz U koii
konvergira ka ¢€U sledi

u(¢n) + u(e) kad n -+ .

Teorema 2.16. 2Za svaku neprekidnu linearnu funk-
cionelu uy na U postoji uopStena funkcija £ iz U° tako da
je
(1) u(e) = (£,9) za svako ¢€U .

Obrnuto, za svaku uop#tenu funkciju £ iz U° (1) preds-
tavlja neprekidnu linearnu funkcionelu na u.
Dokaz: O8igledno da kad f€U° onda sa (1) je de-
finisana linearna funkcionela na U. Iz

- - S-2k(, 12,7 32K 21 12
- = - A b . A -
(£,0570) = 1 oot < ) q P |bpl * 1 q P lan, prapl
peEP peP peP
gde je £ = ) bpwp a ¢, i ¢ imaju reprezentaciju kao u
pqu

definiciji 2.8., sledi da je ta linearna funkcionela neprekidna.
Doka¥imo obrnuto tvrdjenije.
Stavimo da je. uwp) = bP' peP?. pokazademo da | bpt&pEU'.
pep?
ako to nije tadno onda za svako x €p9 je

(2) ] 3iKip |2 . =,
qP ' P
pepP

Neka je k  niz iz Pq, strogo rastuéi po svim koordinatama.

Predpostavimo da je iv 1? 1, n P9, Pokazademo da postoji ko-
il

na¢an podskup od P9, oznadimo ga sa B, tako da kad p €B je
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-k
(3) A ®lb

1 .
p

Pl
Ako to nije taéno postoji niz indeksa P iz Pq. mEN, tako
da nije sadrZan u nekom kona¢nom podskupu od P9 i tako da va¥i

Iz niza prirodnih brojeva moZerio izdvojiti podniz m., reN,

take da je Py monotono rastuéi niz u P? takav da je bar po
o

jednoj koordinati striktno monotono rastuéi.

-k
! ) = X m = =
Stavimo da je ap Ap za p pmr i ap 0 zap # pmr.
Iz leme 2.7. sledi da je ¢ = ) apwp iz U, a odatle dobijamo

pepd
kontradikciju jer je

u()] agp)= ] a b +w kad v +» =,
pea, PP pen, PnPn

Naime po#to ZA a v, * ) a ¥, sledi da je

u() av) ~u(d) <o kad v + o .

Dakle vaZi (3).

Iz (2) 1 (3) sledi da postoji niz konaénih podsku-
pova qu, oznaéimo ga sa B, tako da je erij+1 =@ i
Uui(u Bm)=pq\\n i da je
v=]l m=1

~=2k
1¢ ) X Mplt<2,
PEB P P
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-2
Stavimo da je ap = mb exp( -i*(arg b )) za
pEEBm i ap = 0 za p €B. Kao u teoremi 2.10. moZe se pokazati da
¢ = ] a pVp EU. 12
pEPq

u( ] ayp) =) ab +® kad v +
pen, PP pea PP

sledi da u nije neprekidna funkcionela, 3to je kontradikcija.

-~

Usluéaju da je )\Vi’i) l za \’i)qil i = lgctllqt

kao u teoremi 2.11., vrEimo dekompoziciju sume (2) i dokaz sve-
dimo na navedeni samo u g-r-dimenzionalnom slucaju.

U navedenoj teoremi smo pokazalli da je prostor ne-
prekidnih linearnih funkcionela nad U, prostor U°, &to oprav-
dava navedenu oznaku.

Na kraju ovog poglavlja navedimo jo3 neke osobine
prostora osnovnih funkecija U pod predpostavkom da je R 1li-
nearan diferencijalni operator koji je sam sebi dualan i oblika
navedenog na strani 17 kao primer, u kojem se pojavljuju dife-
renciranje i mnoZenje sa glatkim funkcijama (razli&itim od nule
na I), i pod predpostavkom da su funkcije wn' nGPq, glatke
funkcije na I. (Ovo je proulavao Zemanijan u jednodimenzionalnom
sluaju |49]).

Pod navedenom predpostavkom vaZe sledede dve teo-
reme:

Teorema 2.17. Kvadrat 1ntegrabilna funkcija
¢ = 2 anuan €L, (I), je 1z U ako i samo ako za svako k ep?

nepd
vazi
R e (m,  (R¥e,p) = (0, Ry ) .

Dokaz: Iz definicije 2.4. sledi da treba da poka-
¥emo da za svako k €P% je
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v2k 2 o
() I 32¥|al? <
nqu

Dovoljno je pokazati da je

nnn
Kn#O

To sledi iz drugog uslova teoreme na osnovu kojeqg se moZe
"uéi" sa operatorom R u red. Iz prvog uslova sledi da vaZi (1).
Teorema 2.18. Niz ¢n iz U konvergira ka ¢€ U
ako i samo ako za svako k €p9

n"d»n 3 kK¢ kad n -+ .

2.7. 0 KONVERGENCIJT U U”

U definiciji 2.3. data je konvergencija niza fn
iz U° ka f€U”. Sada éemo definisati konvergenciju niza fn
iz U° nista ne govoreéi o grani&noj funkciji (da 1li postoji
ili ne).

Definicija 2.10. Niz f iz U° konvergira ako

n
postoje kvadrat integrabilne funkcije Fpo n&N, iz L2(I), ako

postoji kepr? i ako postoje kompleksni brojevi ‘n,p' ap, n €N,
pqu, tako da vaii
1~2k 2
+ A < ™ {
£ = R'F R U IR S LR
p P
2 ""-Zk - 2 o
F.o % AZ-OAP lan,p ap{ + 0 kad n + = ,
P

Sada moZemo da pokaZemo da ako niz fn iz Uu-
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konvergira, onda mu je granica uopstena funkcija f iz U° 3to
zna¢i da egzistenciju od £ u definiciji 2.4. ne moramo da pred-
postavljamo jer ona sledi.

Teorama 2.19. Ako niz fn iz U° konvergira,
onda konvergira ka odredjenoj uopitenoj funkciji iz U~

Dokaz sledi 1z kompletnosti prostora L,;{(I). Ova
teorema bi imala jasniju interpretaciju kada bi smo definiciju
2.10. izrazili preko reprezentacije navedene u petom poglavliju.

U daljem tekstu ovog poglavlija femo predpostaviti
da je R 1linearni diferencijalni operator u kojem se pojavliju-
ju diferenciranje i mnoZenje sa glatkim funkcijama razlicitim
od nule na I 1 koji je sam sebi dualan. Takodje predpostavimo
da je Yo nEEPq, kompletna ortonorriirana baza prostora L, (I)
sastavljena od glatkih funkcija.

Na isti na&in kao u jednodimenzionalnom slu&aju
navedenon na strani 17, definiSemo prostor 0¥ i konvergenciju
u P samo 3to je sad I = Ixx...XIq, q-dimenzionalni interval
u RY, Skup neprekidnih linearnih funkcionela nad ? u odnosu
na tu konvergenciju ozna¥ava se sa 0 - prostor Schwartz-ovih
distribucija definisanih nad g-dimenzionalnim intervalom.

Iz teoreme 2.17. sledi da je

pCu

Ocdatle dobijamo da je restrikcija svake uop¥tene funkcije
iz U” na prostoru ? 1linearna funkcionela, a iz teoreme 2.18
sledi da je ona i neprekidna nad !V jer konvergencija u D
povlad&i konvergenciju u U. To zna&i da je restrikcija proiz-
voljne uopitene funkcije £ iz U°, nad D, oznadimo je sa £,
Schwartz-ova distribucija.

Predhodno obja%njenje mofemo dati direktno sa stanoviita
sekvencijalne teorije Schwartz-ovih distribucija. Posto niz

F_ =) c_V¥_, konvergira u kvadratnom smislu (u Lz (I)) ako 1
n nea, n'n
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samo ako je E lcnlz < «, zna¢i da taj niz konvergira u tem-
nEPq

periranom smislu na Rq,(lll),jer van intervala I se moZe de-
finisati da je Fn = 0, Iz temperirane konvergencije sledi dis-
tribuciona, $to zna¢l da nad intervalom I, Fn konvergira dis-
tribuciono. Posto operator R u sebi sadrZi regularne operacije
(mnoZenje sa glatkim funkcijama i diferenciranje) sledi da je niz
(rR¥ ) c ¥, ) distribuciono konvergentan. To zna¥i da je

n,eAv
R-fundamentalan niz fundamentalan u smislu |1|, odnosno da odre-
djuje odredjenu Schwartz-ovu distribuciju.

Za dalje opisivanje konvergencije u U° biée nam
potrebni neki pojmovi i rezultati iz | 28| pa femo ih ovde na-
vesti. '

Neka je F konvergencija u datom skupu X tj. funk-
cija koja opredeljuje svakom nizu x sa <&lanovima iz X, skup
F(x) CX granica tog niza. Posebno ako je F(x) samo jedan ele-
menat, granica je jedinstvena a ako je F(x) = ¢ onda je x di-
vergentan niz.

Ako je y podniz od x onda to piSemo y<x. KaZemo da je
konvergencija nasledna ako iz y< x sledi da je F(x)C F(y).

Konvergencija F 3je Urysohn-ova ako zadovoljava Urysohn-ov
uslov: Ako £ &F(x) onda postoji niz y<x tako da {€F(z) za
svaki niz z<y. ‘

Ako su date dve konvergencije F i G, kaZemo da je G
opitija od F ako je za svaki niz x iz X, F(x)CG(x).

Teorema 2.80. (OpXta lema Mikusinskog, |28|). Neka
je F, Urysohn-ova konvergencija i G nasledna konvergencija.
Ako je G opitija od F 4 takva da za svaki niz ¢ postoji
niz z<y tako da je F(z)DG(z), onda su konvergencije F i G
identié&ne. :
1z | 28| emo preneti i sledede tvrdjenje koje je
tamo pokazano za jednodimenzionalan slu&aj.
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Teorema 2.21. (Lema o konvergenciji u kvadratnom
smislu |28|). Ako je A, = (agy,8,5,.0.) 1 "An"z< M < =, gde je

alla= Aag, 12 + lag,l? + ...

i ep + 0 (e;n su kompleksni brojevi), onda se iz niza

B = (e,a,,/€5a ,,...) moZe izdvojiti podniz Brn koji u ¢£?
konvergira.

(£? je prostor nizova snabdeven sa normom || sza koje vaZi
AEL? ako je HA||2< w, 1 u kojem je konvergencija definisana pre-
ko te norme).

Teorema 2.21. se moZe uopsStiti na g-dimenzionalni
slu¥aj, 3to je dato u |30]| u ne3to opitijem obliku.
Teorema 2.22. Ako je A, = (an,p)' pEPq, i

" An"z< M < =, gde je

(al=\/ I lay ol?
pep?

), pepP9, takav podskup od R da ewi'i-»o

ie =(e“

p 1.--..8' 'q

1’ q
kad Ty, i=1,...,9, onda iz niza Bn - (epan p), pqu, se

se mofe izdvojiti podniz B, koji konvergira u £°¢.
n
(sada ¢? oznafava prostor matrica A = (a ), pGPq, za koje je

|A]] 2¢< » i u kojem se konvergencija definife preko norme | |,.
Dokaz: Pokazademo samo da za svaki niz kona&nih

(-]

podskupova od P9, A, tako da je A,CA 1 UA = P9, 1 za
=]l

svako n >0 postoji v, tako da kada je v > v, i p€ P\ Ay, sledi

da je leI‘)I < n. Ako to nije tako postoji beskona¥an niz indeksa
p,, NEN, tako da p €PINA i da vaii

(1) el | »n .
e |
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Iz svakog beskona&nog podskupa od P se mo¥e izdvo-
jiti monotono rastuéi niz tako da je striktno monotono rastuéi

bar po jednoj koordinati. Neka je P, keN, takav podniz niza
k

| > 1, %to je u suprotnosti sa
k

p,- Iz (1) sledi da je lepn

predpostavkon teoreme da €

- + 0 kad "i +», {i=1,...,9.

i
i'
Dalje se dokaz teoreme izvodi kao i dokaz teoreme

2.21. u | 28| uz neophodne adaptacije.

U | 28| Mikusiniski koristeéi tvrdjenja 2.20, i 2.21.
pokazuje da je Tk-konvergencija niza fn temperirana distribu-
cija ekvivalentna sa distribucionom konvergencijom ako je £
niz koji je Tk'l-ograniéen. Sli¥no éemo pokazati za (I° pod
odredjenim uslovima koje (° treba da zadovoljava.

Defintetja 2.11. BAko su ispunjeni uslovi defini-
cije 2.3. onda niz uop#tenih funkcija Tk-konvergira ka
uopstenoj funkciji f£.

n

Definieija 2.12. Niz fn iz u” je Tk—ograniéen

ako za svaki niz €n ™ 0 niz enfn Tk-konvergira ka nuli kad
n + o,

Teorema 2.23. Ako niz fn je Tk’(l:---,l)

nic¢en onda postoji podniz tk koji Tk-konvergira.
n

~ogra=-

Vrlo jednostavan dokaz ove teoreme je dat u |30|
pa ga ovde necemo navoditi.

Definteija 2;13. Niz fn iz Uu-° distribuc{Png.
konvergira ka f€U”’ ako fn distribuciono konvergira kaf (£€0D’),

Granica u distrubucionoj konvergenciji u op3tem
sludaju nije jedinstvena (u U”). Ako je granica jedinstvena,
$to je naprimer sluaj sa prostorom temperiranih distribucija,
vaZl sledeca teorema:

Teoremg 2.24. Ako je u U’ niz fn takav da kon-
vergira ka f u smislu definicije 2.13. i ako mu je granica
jedinstvena, onda pod uslovom da je Tk'l—ograniéen, je Tk-kon-
vergentan.
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Dokaz sledl iz teorema 2.23. i 2.20. jer je Tk-kon-
vergencija Urysohn-ova, a distribuciona konvergencija je nasled-
na i op%tija od Tk-konvergencije.

Napomenimo da su teoreme 2.22,, 2.23. i 2.24. iz
| 30| s tim 3to su ovde ne3to druga&ije koncipirane i modifikovane.

Dovoljan uslov da je granica za distribucionu kon-
vergenciju gefinisanu u prostoru U° jedinstvena, jeste da je
O0-uopitena funkcija jedina uop3tena funkcija iz U~° &ija je
restrikcija nad 0, O-distribucija.

Na kraju ovog poglavlja cemo pokazati da prostor
U° nije metrizabilan. Koristidemo ideju J. Mikusiriskog koja se
odnosi na ne metrizabilnost prostora temperiranih distribucija u

jednodimenzionalnom sludaju. Ovaj rezultat je J. Mikusifski
i2lo%io0 na seminaru iz Uop&tenih funkcija koji je odrZan u
poljskom mestu Szyrk-u 1978, godine.

Ovde ne treba predpostavljati nikakve dodatne us-
love za operator R niti da su funkcije v_, pepP9, glatke,
odnosno posmatrademo prostor U” u najopitijem sluZaju.

Teorema 2.25. 2Za svaku neprekidnu linearnu funk-
cionelu u na prostoru U° postoji niz fn iz U° koji di-
vergira a da va%i

u(fn) + 0 kad n + =,

Dokaz: Neka je P, niz u P? striktno monotono ras-

tuéi. Niz ki’; ¥p_+ k Je fiksiran prirodan broj, je iz U 1 u smi
n*n - ‘

u “~konvergencije konvergira ka 0 E€y” 5to sledi iz teoreme 2.12,
Posto je ¥ neprekidna linearna funkcionela nad

u’, postoii ikGN tako da kada je n > ik je

by 1l
(1) u(kkpnwpn) ‘K .
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Stavimo da je

f = k €N,

kA v, i, € n< {

k k+1

Niz fn je divergentan 3to sledi iz teoreme 2.12.
jer ne postoji M tako da vaZi prvi uslov te teoreme.

Na osnovu (1) sledi da u(fn) + 0 kad n + =,

Iz ove teoreme sledi da prostor U° nije metriza-
bilan 3to zna&i da ne postoji metrika koja bi na U° indukova-
la konvergenciju koju smo definisali u tom prostoru (definicija

2.3.).

2,8. PROSTOR MATRICA

Neka je % skup matrica A = (ap) ' pEPq, takvih da
su koordinate ap iz normiranog prostora X sa normom |x

Oznafimo sa

Ial & 1 e

pepd
A
Al & supla
q
peP
I Al 2 & ) |ap|2 (ovu normu smo naveli u teoremi 2.22.)
pep9d .

U odnosu na uobifajenu operaciju sabiranja i mno-
Zenja sa skalarem iz skupa kompleksnih brojeva, X je vektorski
prostor. Ako je bar jedna od matrica A ili B kompleksna, 3to
zna¥il da su joj sve koordinate kompleksni brojevi, a druga iz
X onda je

AB=(apbp). perd, i vazi | aB]<alls] , I aBll 2 <fial2lB) 2
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(A,B) = 7§ apbp, i vazi | (A,B)|<|aB|l 1 | (A,B)|<|al2|Bll. .
pqu

Neka je Tk' kEPq, skup matrica

~k
T, = ()\p), pep? .

Defintetja 2.14. Matrica A = (ap), pGPq, iz
pripada skupu U ako za svako k€ r9 vazi

"TkAHZ < »

Defintotja 2.15. Matrica A iz x pripada skupu U~
ako postoji k €pP? tako da va¥u

Irgtall: < = .

Jasno je da su U { U” podprostori od x .
Umesto skupa Ty o kEPq, za definiciju prostora U {1 U”° se
moZe uzeti niz Tr - (X;), rENo. PokaZimo to za komplikovaniji
slucaj U.

Teorema 2.26. Ako je |[TrA||z < wzar=0,1,...
onda je ||TkA|'|z < = za svako k €P9 i obrnuto.

Dokaz: Obrnuto o&igledno vaZi. PokaZimo da ako je
IlTrAllz < w, r€EN_ , onda za k = (x,,...,x;) gde koordinate od k
nisu sve medjusobno jednake, va%fi | TkA[Iz < », Neka je Ky naj-
veéa koordinata od k. Zar = Ky je || TrA“z < =,

Posmatrajmo opitiji slu&aj odnosno kada je
'X“i'i > 1 za Ty 30y pGPq.

IzvrSimo dekompoziciju od P? oblika (2.6.).
Ona indukuje odgovarajuéu kona&nu dekompoziciju sume pod kore-
nom u izrazu || 'I‘kMIz . Byakl sabirak te dekompozicije je konadan.
PokaZimo to na konkretnom primeru Xto ne umanjuje op3tost.

PokaZimo da je suma koja ide po indeksima iz skupa
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-~

A = {p = (o'ﬂz,.."ﬂ'q) I '"i ) Oi, i = 2,oou'q} (AO,I < 1)
konac¢na.
-Z(Kjlo--lKj)
Poito je ] A la_ |? < » gsledi da je
Xo,1 J 2%*|a_|? < = jer su sve ostale koordinate od )

peA p P P
sem prve vede 11li jednake od jedan.

Na isti nadin se pokazuje da je bilo koji drugi
sabirak iz dekompozicije sume u izrazu I TkAll2 kona&an.

Defintetja 2.16. Niz A, iz U konvergira ka

A U ako za svako kEPq (111 rENo) vaZi
It A - A2 >0 (111 lz (a, - A2 » 0).

Definioitja 2.17. Niz A iz U” Jje jako ograni-

&en ako postoji kepr? (111 postoji r EN,) tako da je
-1 -1
[T ALl <M (111 [T_"A |, <M =za neko re€N)).

Niz A, je slabo ogranifen ako je za svako B iz
U, (An,B) < ™,

Defintetja 3.18. Niz A, iz U” konvergira jako
ka A€EU” ako je jako ogranifen i ako koordinate od A ;konver—
giraju ka odgovarajuéim koordinatama od A.

Niz An slabo konvergira ka A ako za svako BeU,
(An,B) + (A,B) kad n *+ =,

Ako je X skup kompleksnih brojeva, iz teoreme
2.1. sledi da je prostor U° identi&an sa prostorom koeficijen-
tnih matrica uop3tenih funkcija iz U°. Takodje konvergencija
(jaka, slaba) niza matrica iz U’ je ekvivalentna sa konvergen-
cijom (jakom, slabam) odgovarajuéih elemenata iz U° &to sledi
na osnovu k(eoreme 2.2, Iz definicije prostora U i U sledi

da je U identidan sa prostorom koefdcijentnih matrica eleme-
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nata iz U, a iz definicija konvergencija u tim prostorima sle-
di da su one ekvivalentne.

Iz teorema 2.10. i 2,11, sledi da su u U” slaba
i jaka ogranifenost ekvivalentne a iz teoreme 2.15. sledi da su
u U” jaka i slaba konvergencija ekvivalentne (isto vaZi ako
je X proizvoljan normiran prostor). Iz teoreme 2,16. sledi da
za svaku neprekidnu linearnu funkcionelu “ na U postoji mat-
rica A iz U” tako da je u(B) = (A,B). Obrnuto, sa tom jed-
nako8€éu je za svako A iz U” definisana neprekidna linearna
funkcionela na U. Ova korespodencija je uzajamno jednoznad&na.

Dokazi teorema 2.1., 2.2.,2.,10., 2.11., 2.15. {1
2.16, su takvi da se izvode na koeficijentnim matricama uopste-
nih funkcija iz U° koje se u tim teoremama pojavljuju, 3Zto
jednostavno omoguéava da se dobiju odgovarajuée teoreme za pros-
tor U°,

U | 1] su definisani prostori temperiranih matrica 7

1 brzo opadajuéih matrica R na sledeéi nad&in:

Neka je Tk - (tk,p)' kENO i pEPq, niz matrica sa

pozitivnim koordinatama tako da vaiZi

(2.7.) 'Tkan' .

Matrica A iz Y pripada prostoru 7" ako za svako k €N,
je [Ty Al < =,

Matrica A iz Y pripada prostoru gl ako postoji keN,
tako da je lT Al < =,

Konvergencija i ograni&enost u gl 1 T se defini%u kao u
definicijama 2.16., 2.18,. -1 2.17. samo se umesto | [, stavlja
bl |

Pomoéu dijagonalne teéoreme u |1| je pokazano da su u pros-
toru 3V slaba i jaka ograniZenost kao i slaba i jaka konvergen
cija ekvivalentne.

Ako je T, = (x ), keN i pqu, uslov (2.7.) Jje
zadovoljen., Za prostore jl i gJ definisane pomoéu navedenog
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niza Tk vazi

Rcv 1 Tou-.

i da konvergencija u ?\. povladéi konvergenciju u U a konver-
gencija u U” povla&i konvergenciju u T , 8to sledi iz
z x-Zk

P | <M
pd

2 - 7=k
lay,pl* <= = X la, ,
pe

neN, peprd,

Teorema 2.27. Potreban i dovoljan uslov da je

_(R,E U odnosno T U’

th

jeste da skup Xp, pEPq, za neko r € p9 zadovoljava uslov (2,.5.).
Dokaz: Poka%Zimo da ako je R = u onda postoji

r €p9 tako da je uslov (2.5.) zadovoljen, po¥to je jednostavno

pokazati da obrnuto va¥i. Ako uslov (2.5.) nije zadovoljen onda

: q
je za svako k&P 2 x-2k

(1) p =
pep?
Neka je k:l. strogo rastudéi niz u P9, predpostavimo da je
x"i'i >lzail=1,...,91 pqu.

Neka je By, s €N,niz kona&nih podskupova od P? tako da je

-2k
1¢ ) \p < 2
PEBg
s ‘
i da je B.NB «=gi 0 (usB) = P9, Iz (1) sledi da postoiji
s s+1 v=l g=1 s

takav niz Bg. -2k
Stavimo da je b= X 8 kada pGBs. Jednostavno je pokaza-
ti da matrica B = (bp) ¢u i e .
To zna&i da ako je uslov (2.5.) ispunjen da je\(R. z U,
U sluaju da nisu sve koordinate od ip veée 1ili

jednake od jedan, vr#imo dekompoziciju skupa P9 oblika (2.6.)
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i dokaz izvodimo na sli&an nad&in.

Na isti nadin se pokazuje da su prostori U° | T
identi&ni ako vaZi uslov (2.5.).

Iz ove teoreme sledi da kada je ispunjen uslov
(2.5.) na prostore U, U° odnosno U i U° se moZfe primeniti
sekvencijalna teorija Kothe-ovih prostora Xto smo koristili
u | 32].

2.9. TEOREMA 0 JEZIGRU

Neka su U; 1 U2 prostori koji odgovaraju skupovima
matrica T = ( ik), kEPj i pePJ, odnosno T = ( Xk), x ¢p?
k,1 1p k,2 2 p

i p €p9, (definicija 2.16.) i neka za Ty 1 1 Ty 5 vaZi uslov
[4 ’
(2.5.) za neko r, epj odnosno r, € P9,
Sa W ozna&imo prostor matrica A = (ar),x:EPj+q,
tako da je

AT ll, < = za svako k epI*d

. - Tk, 7k j q
gde je T = T, 6T, .. (T, 19Ty, 2 = G2p 2Aq). pEP’, qeP7).,
- KaZemo da je bilinearni operator T koji presli-

kava U xU, u Banach-ov prostor X separirano neprekidan ako
vaZzi implikacije:

U
A Y a -T(A ,B) » T(A,B) 1 B+’ B= T(AB) * T(,B) .

Isto kao za prostore temperiranih matrica (| 1] te-
orema 10.10.1.), na osnovu teorema 2.26. i 2,27. sledi:

Teorema 2.28. Za svaki separirano neprekidni bi-
linearni operator T koji preslikava U,xU, u X (Banach-ov
prostor), postoji jedinstveni neprekidni linearni operator u
koji preslikava W u X, tako da je

(1) T(A,B) = u(A®@B) .
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Obrnuto, za svaki neprekidan linearni operator koji
preslikava W u X, (1) definile separirano neprekidan biline-
aran operator na U,xU,. Ova korespodencija je uzajamno jednoz-
na&na.

Dokaz ove teoreme je istovetan sa dokazom teoreme
10.10.1. iz | 1] pa ga ovde ne navodimo.

Na osnovu teoreme 2.28. se pokazuje da vaZi teore-
ma o0 jezgru:

Teorema 2.29. Neka su u;(I,x,...,ij) i
u2(1j+1x,...,ij+q) prostori osnovnih funkcija koji odgovaraju
prostorima matrica U, 1 U; respektivno, i w'(I,X,...,XIjx
ij+1x""'ij+q) prostor uopitenih funkcija koji odgovara
prostoru matrica W. Za svaku separirano neprekidnu bilinearnu
funkcionelu T na U,xU; postoji jedinstvena uop3tena funkcija
f iz W” tako da je

(1) T($,¥) = (£,98Y)

za svako ¢ €lU; 1 pE€U,.

Obrnuto, za svaku uop$tenu funkciju £ iz W°
(1) defini¥%e separirano neprekidnu bilinearnu funkcionelu na
u,xuU,. ova korespodencija je uzajamno jednozna&na.

Ova teorema se dokazuje na isti na¢in kao teorema
11.6.1. iz |1| pa ovde taj dokaz nedemo navoditi.

Napomenimo jo¥ jednom da obe navedene teoreme vaZe
ako je ispunjen uslov (2.5.). Ako taj uslov nije ispunjen prob-
lem nije reSen. Lako je pokazati da vaZi obrnuti deo tih teore-
ma, no u celini problem je vrlo sloZen.

U |1] 1 |2| su teoreme o jezgru za temperirane dis-
tribucije i za Schwartz-ove distribucije dokazane vrlo efektno
koriééenjem dijagonalne teoreme. Ta tvrdjenja su dokazana i u
funkcionalnom prilazu | 14|, Ovde smo naveli da isto vaZi i za
jednu klasu prostora tipa U°, %to u literaturi nije navedeno.



- 54 -

[T GLAVA

POLUGRUPA OPERATORA HA PROSTORU U~

3.1, uvoo

Koristedi razvoj uop3tenih funkcija iz U° u redo-
ve, prona3li smo vezu izmedju nekih linearnih operatora na pros-
toru U° 1 teoreje o mno%fiteljima |20|. Na taj na&in smo pro-
na8li odredjene osobine nekih polugrupa operatora na prostoru U~
analogne onim u klasi&noj teoriji operatora |18|. U |46| je iz-
loZena teorija polugrupa neprekidnih linearnih operatora na
Banach-ovim i jo% op3tije, na vektorsko-topoloskim prostorima.
Ovde ¢e ta teorija biti izloZena sa stanovista sekvencijalne te-
orije koja &ini izlaganje vrlo jednostavnim. Za razliku od |33]
ovde posmatramo opitiji slu¥aj, kada ne mora da va%Zi uslov (2.5.)

U drugom i tredem poglavlju smo razvili teoriju li-
nearnih operatora tipa mno%itelja na U°, odnosno konstruisali
smo polugrupu operatora na tom prostoru. U Zetvrtom poglavlju smo
izloZili Riemann-ov integral te polugrupe. U petom poglavlju
izlaZemo kako se dobijeni rezultati koriste za reSavanje odre-
djenih evolucionih jedna&ina 3to daje poseban zna&aj navedenoj
teoriji. Najinteresantnije medju tim evolucionim jedna&inama
su svakako parcijalne diferencijalne jednaline sa koeficijenti-
ma koji nisu samo konstante, koje se dobijaju za pogodno izabran
operator R. U ovom poglavlju demo na jednom primeru pokazati
jod neke moguénosti u razvoju teorije prestora U” {1 sa timu
vezi primenu na refavanje odredjenih evolucionih jednalina.
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3.2. LINEARNI OPERATORT TIPA MNOZITELJA

U prostor U“° uvodimo konvergenciju uop3tene funk-
cije fa(x) koja zavisi od neprekidnog realnog parametra o
(83to zna¢i da o pripada nekom intervalu u R).

Definictja 3.1. Familija uopitenih funkcija fa
konvergira u U” ka f€U’, &to oznadavamo sa fa + f, kad o + a,
ako postoji keprd 1 funkcije Fa' FEL,(I), kompleksni broijevi
a + a_, tako da u nekoj okolini od a, vaZi

a,p P
k k
= R + = +
f(l F Aznoaa'pwp ' £ R'F Azgoapwp
p P
=2k - 2
F,*F, 2. Ap laa,p apl +0 kad a=~+a, .
Ap 0

Poito Fa 3 F ako i samo ako za proizvoljan niz

ap > o vazi da Fa ir, dobija se:

n
n
Teorema 3.1. fa + £ kad o + a, ako i1 samo ako za
nt %, fan+ £.
Iz ekvivalencije slabe i jake konvergencije u

prostoru U° 1 predhodne teoreme sledi:

proizvoljan niz o

Teorema 3.3. fu + £ kad a ~» a, ako 1 samo ako za
svako ¢ U vaZi (f°,¢) + (£,¢).
Defintetfa 3,2, Linearni operator

T: U + U’
je neprekidan ako vaZi sledeca implikacija
fa > £f = Tfa + Tf , kad g -+ @, o

- Sa L(U°,U” ) éemo ozna¥avati prostor neprekidnih
linearnih operatora iz U° u U7J
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Teorema 3.3. Neka je £ = ] a Yy €U°. Ako skup

PP
pqu

kompleksnih brojeva np, pPE P9, za neko £ & p9 zadovoljava uslov
(3.1.) |np|< Sié za svako p €P9 (s > 0)

onda je

a =
) qﬂp plp = 9
peP

uopitena funkcija 1z U°. Operator T definisan sa Tf = g
je iz L(U”,u"). (On je operator tipa mnoZitelja sa mnoZiteljima
np).

Dokaz: Po3to f€U’ na osnovu teoreme 2.1. sledi
da je g elemenat od U°. Linearnost operatora T je o&igledna.
Na osnovu teoreme 2.2. sledi neprekidnost navedenog operatora.
Operator je jednoznaan jer je razvijanje u red elemenata iz U~
jedinstveno.

Uslov (3.1.) je i potreban uslov da operator tipa
mnoZitelja preslikava ceo prostor U° u U° jer se u suprot-
nom moZfe konstruisati uopXtena funkcija iz U tako da je ope-
rator tipa mnofitelja ne pmeslikava u U°.

Ako su up i vp, pGPq, mnoZitelji za operatore
U i V respektivno, onda je UV = W gde je W operator tipa
mnoZitelja sa mno%iteljima wp = upvp.

Jednostavno je proveriti da je ovako definisano
mnoZenje operatora tipa mnoZitelja komutativno i asocijativno.

Navedimo nekoliko primera operatora iz L(¥~°,F").

Prnimen 1. Fourier—-ova transformacija 3?.
n, = 1“, nepr? |
Prnimen 2. Inverzna Fourier-ova transformacija‘%.

n, = (=1)®, nep? .
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Posto je uslov

egalmal < -
potreban i dovoljan da operator tipa mno%itelja pripada
L(L; (R%),L, (RY)), zna¥i da su 9, i Q’ iz tog skupa.
Primen 3. Transformacija G: P~ + P° takva da je za ut-
vrdjeno k€M, Gk = I , gde je I-identi&na transformacija za
koju je n, = (,...,1), n€p?, za G su mnoZitelji

(eZni/k)n'

n nQPq .

n

Prnimen 4. Operator $°“ = Dd gde su D i d temperirani i
njemu komplementarni izvod respektivno (|1]).

+
Pnimen 5., Operator S = 4D.
- - ni q
"a T T Twm- DT ¢ REPT .

Primetimo da je operator S 1z primera 5. pomnoZen
sa odredjenom konstantom onaj koji u Zemanijanovom pristupu |49/,
generiSe prostor temperiranih distribucija u jednodimenzional-
nom slu&aju.

U daljem tekstu femo sa B oznalavati proizvoljan

operator tipa mnoZitelja iz L(U°,U°) ako njegovi mnoZitelji n
zadovoljavaju uslov (3.1l.).

n

3.3. POLUGRUPA OPERATORA NA U-

Neka je £ = 7} a y_ . Polugrupa operatora Tt'
q p'pP
peP
t > 0, je definisana sa
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tn
th =l e nanwn
pqu

gde kompleksni brojevi Ny nEEPq, zadovoljavaju uslov (3.1.)
kao 1 uslov

tRen -
(3.2.) e Py U(t)Ai(t)

gde je U(t) neprekidna funkcija za t » 0 i r(t) je funkcija
definisana za t » 0 sa vrednostima u P? i osobinom da je
za svaki konvergentan niz t  niz r(tn) ograni&en.
Iz teoreme 3.3. sledi da je za svako utvrdijeno
t » 0, operator 7T_ tipa mno%fitelj iz L(u”,u”). Ako je n, = 0,
n €P9 onda je T, = I. (Identilki operator). |
Jednostavno se proverava da familija T, ima

t
strukturu komutativne polugrupe, odnosno da vaZi

Tt+s = Ts+t = TsTt' T(a+t)+r = Ts+(t+r)' o™ 1.
Ako su N mnoZ2itelji koje smo naveli u primerima
1., 2., 3., 4. 1 5. 1z predhodnog poglavlja, dobijamo primere
polugrupa na *° .
Teorema 3.4. Za polugrupu Ti, t »0, 1 za svako

f ey’ vaii
(1) TE =+ *rtot kad t »t; (zat, =0, t~ 0%
1 +
(11) (T, = THE + B kad t +0
1
(111) E‘ti+t - T;)f - BT;f kad t *0 1 a >0,

Dokaz: (1) Na osnovu teoreme 3.1. dovoljno je po-
kazati da za svaki niz tn ¢-t° sledi

T. £ - T_£f kad n + =,
tn to
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Neka f €U” ima uobifajenu reprezentaciju. Po3to je

t n tn
e n pap + 2 0 Pap kad n + o i
Z i’;Z (k+r) tap!2 <M ,

pepd

koristeéi teoremu 2.12, dobijamo tvrdjenje (i). Broj repP? 1 >0
smo izabrali tako da za one pqu za koje je Renp > 0 vaZi

t.n (t_+e)n -
le PPl ¢ je © P| <« sif
p
jer ako je Renp £ 0,onda je
tn
le Pl ¢ 1 .
tnnp
(11) Neka t_+ 0%, (1, -T)f= § &— =14,
n e, o t, PP
‘ pqu
Lako je pokazati da je
t
n"p _ N
limg'-—--;_——-- N
nee n P

Osnovni problem je pokazati da je

tnp

¢ - 1 *r
(1) | T | < Mo"p

na intervalu [0,a] za neko M, > 0 i neko r €p9,
Ako stavimo da je n_ = u_ + iv_ imamo

p~ %" Y
tn 1 “p t 1] in t
P_, e cos tv, - sin tv

|1 < T + li"p"-e;,;-zl s oltu,vo) + v
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tup
le costtvp - 1] .

| o(t.up,vp) -

Z2a t =0, ¢(t,u ,v._) ima otklonjiv prekid.
tu PP

Ako je e P cos tvp - 1 3 0,onda je

etup - tup
¢(t.up.vp) € —g— ¢ lupe | .
tu
Ako je e P ces t.vp - 1 < 0,onda je
tu
1 ~-¢ PO g wv) tu tup
p P,l-¢e
¢(t,up,vp) $ T - tvpe + T <

tup tu
$ |vp|¢ + max{|up|.|upe P|}

er je 0 v 31 -t < +
3 je za vP 20, cos t P > vp, a za vp 0, je cos tvp > 1

+tvp. Koristedi predhodne nejednakosti dobijamo

etnp T tn,
| &=L ¢ 2max(|n,l.lne P[)

odakle sledi da postoii M° > 0 1 postoii reP? tako da va%i (1).

Kao { u predhodnom slu&aju, na osnovu teoreme 2.12.
sledi tvrdjenje (ii).

(1i1) Dokaz je isti kao i za (ii).

‘ Operator B se naziva infinitezimalni generator
polugrupe Tt‘ '
Drugi deo tecreme 3.4. nam pokazuje da postoji

izvod polugrupe ‘rt po parametru t, odnosno da va%¥i posledica
3.5.

Poslediea 3.5. Izvod polugrupe Tt' t > 0, je

2T, = T8 .
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Za operatorxr TtB (111 BTt) vaZi
Teorema 3.6. Ako f£€E€U” onda je

1 - 2 = +
E(Ta+t8 TaB)f - T‘B £ kad t + 0 (za a 0, t~+0).
Navedena teorema se dokazuje isto kao i1 drugi deo
teoreme 3.4. Na osnovu nje sledi da postoji k-ti izvod polugru-
pe T,.

Posledica 3.7. Izvod k-tog reda polugrupe Tt je

3.4, INTEGRAL POLUGRUPE Tt

Za svako gc U funkc'ija (th,¢) je neprekidna i bes-
kona&no puta diferencijabilna u odnosu na t. To zna&i da integ-

ral
t

L(Tuf.ﬂdu. t>0,

u Riemann-ovom smislu postoji |[12]|. Iz

t

I(T f'¢)du = lm ? (T f,d’)A\lj = lim (Z T fAujl¢)
) v 3= Y3 ne ju1 Y3
dobijamo da
2 Ty, fbuy
3= Yy

t
konvergira u (° kad n + =, i tu granicu oznaZfavamo sa ITufdu .
(1}

Teorema 3.8. Za svako £ = J a v, EU" 1 ¢t >0,

pqu
va%i
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t tnp
J N péw e PP zcx Rl
0 peP*\ W

gde W oznadava podskup od P9 tako da pEW aka n_ # 0.

Dokaz: Prvo édemo pokazati da za svako ¢ €U niz
un un
( { e Pa Vv_.,9) konvergira uniformno ka ( Z e Pa v._,¢) kad
pEA PP q PP
\Y pcP
v+ iuecfo,t].
Stavimo da je ¢ = } b b, EU. Oo¢igledno i
pepd
tRenp
61 = ) IbPpreu. Za utvrdjeno t, £, = ] e |ap|wpeu'.
q q
peP tRen peP
Takodje za wp(t) = max{1, ¢ P} vazi

un un
P, pepd pePINA

zadnja suma je ostatak konvergentnog reda a odatle sledi uni-
formna konvergencija. Na osnovu toga va%i

t t
un un
lim I( ] e papwp)du - J( I e papwp)du
vre o PEA, 0 pep?

odakle sledi tvrdjenje teoreme jer na levoj strani umoZemo integ-
raliti &lan po &lan,

Posledica ove teoreme je:

Posledioa 3.9.

-% ITufdu -T.f .
0

Ako se u definiciji polugrupe Tt umesto uslova

(3.2.) predpostavi da vaii

tin_|
e P

(3.3.) < u(t)i;‘t’
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onda moZemo da pokaZemo da vaZi:

Teorema 3.10. Ako fE€U° i za polugrupu Tt va¥i
uslov (3.3.) onda

ko k v
(1) f%—fg‘rtf Kad r + e .
k=0

Dokaz: Bk je operator tipa mno%fitelja iz L(U”,U").
To je onda i izraz na levoj strani od (1) za svako utvrdjeno
t > 0, Iz uslova (3.3.) sledi da su za red
. ckqk

) -;;r—-"“ a v
n'n
peP? k=0

ispunjeni uslovi teoreme 2.12., odakle sledi traZ%eno tvrdjenje.
Iz uslova (3.3.) o&igledno sledi uslov (3.2.).
Teorema 3.11. Ako za mnoiitelje L p €PY va%i us-
lov (3.2.) 1 uslov
Iargnpl < % -a, (a>0)

onda va%fi tvrdjenje teoreme 3.10,

Dokaz sledi 1z nejednakosti
Ren

'"pl € gina °

Iz predhodnih teorema sledi da moZemo uvesti oznaku
etB za polugrupu Tt ako va%i (3.3.) 1ili ako vaZe uslovi teoreme 3.1ll.

3.5. RESAVANJE EVOLUCIONIH JEONACINA OBLIKA

k
%‘3&5'—"1- = 8Xu(t,x)

t

Koristedéi teoriju koju smo razvili u predhodnom
poglavlju moZemo da reSavamo evolucione jedna&ine oblika nave-
denog u naslovu, gde je B8 infinitezimalni generator polugrupe,
sa poletnim uslovom u U~°.

Neka je data evoluciona jedna&ina (poznata i kao
jednatina difuzije)
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(3.4.) LX) o gu(e,x)

sa po&etnim uslovom u(0,x) = f(x)cU”,
Ako f(x) nije O-uopXtena funkcija iz U° onda sem tri-
vijalnog postoji i netrivijalno re3enje

u(e,x) =T, £= ] e Tay
nepd

pod uslovom da skup Nt nEqu, zadovoljava uslov (3.2.). Da je
th reSenje jedna&ine (3.4.) sledi iz posledice 3.5. ‘
Ukoliko u jedna&ini (3.4.) t€[a,»), i po¥etni uslov glasi
u(a,x) = f(x)€U”, njeno relSenje je
(t-a)n

ult,x) = § qe Papwp (a>0) .
peP

Na osnovu posledice 3.7. sledi da je T _f reSenje

t
i jednadine

k

(3.5.) §7§1§Lﬁl = ¥u(t,x)
t

gde je k proizvoljan prirodan broj, sa po&etnim uslovom
u(o,x) = f(x)€u-.

Posebno je interesantan slucaj kada infinitezimalni
generator B u sebi sadrZi diferenciranje i mnoZenje sa odre-
djenim funkcijama. U tom sluaju jedna&ine (3.4.) odnosno (3.5.)
postaju parcijalne diferencijalne jedna&ine sa koeficijentima
koji su odredjene funkcije.

Specijalno ako je B = R, gde je R sebili dualau
operator oblika (1.1.) koji generiSe prostore A i A" |49], i
ako je

Ea'i:‘u(tpx) = QEA'
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onda dobijamo diferencijalne jednafine koje refava Zemanijan
u | 49| za jednodimenzionalan sludaj.

Teorija parcijalnih diferencijalnih jedna&ina sa
stanovista uopsStenih funkcija je duboko razradjena na primer
u |13]|, |9|, ali sa konstantnim koeficijentima. Metode koje se
koriste su operatorska 1 metoda zasnovana na Fourier-ovoj trans-
formaciji. Kada su koeficijenti funkcije pa &ak i u najjednos-~
tavnijem slucaju polinomi, te metode se ne mogu koristiti.

Koriste€i razne integralne transformacije kao sto
su na primer Laplace-ova, Melin-ova, K-transformacija, transfor-
macija vezana za ortpgonalno razlaganje i niz drugih, izmedju
ostalog mogu se re3avatli odredjene diferencijalne jednadine sa
nekonstantnim koeficijentima |49|. Rezultati u ovom poglavlju
predstavljaju izvestan doprinos toj problematici.

Infinitezimalni generator B polugrupe Tt
ne mora biti onaj operator R koji generiSe taj prostor.

Ako je data odredjena evoluciona jedna&ina (speci-
jalno, Cauchy-ev problem) moZe se proveriti da 1li postoji infi-
nitezimalni generator koji generiSe datu jedna&inu. Ako postoji
imamo refenje te jednaine. Ilustrujmo to na primeru prostora
temperiranih distribucija u jednodimenzionalnom slucaju.

Neka je dat podetni problem

na U”°

du : x) o p(- _}rxf - dx £ - -%xf“)u(t.x)

i u(0,x) = £(x) €Y¥” (f nije 0-distribucija), gde je P(n) po-

linom koji je nenegativan za najviSe kona¢no mnogo n(ENo.
Ovo je ustvari diferencijalna jednadina oblika

@.‘&é_:ﬁ_‘l = P(-S)ult,x)

gde je S operator iz primera 5. Njeno reSenje je
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etP(n)a

nPn (h, su Hermite-ove funkcije [1]).

Interesantna je Zinjenica da je ovo reZenje iz L, (~»,») éto
sledi iz

la | la | |
—tP(n) ¢ K+l 2a n>mn,, (£#£0)

gde smo k izabrali tako da je za n > 0

la,| < MnK (pogledati |31]) .

U drugom poglavlju druge glave smo definisali ope-
ratore Ri, i=1,...09, 1 pomoéu njih operator

RHR‘oooR .
q

Za tako dobijeni operator smo konstruisali odgovarajuéi
prostor U° &ije smo osobine ispitivali u drugoj glavi. Kako
smo veé naveli, ako za infinitezimalni generator polugrupe de-
finisane na tom prostoru U°, uzmemo ba¥ operator R koji ge-
nerile taj prostor, onda pod odredjenim uslovima refavamo jed-
nac¢ine oblika (3.5.). Posebno ako su Ri' i=1,...,q9, diferen-
cijalni operatori oblika navedenog na strani 16, onda jednadina
(3.5.) postaje odredjena parcijalna diferen~ijalna jednadina
sa ne konstantnim koeficijentima (Zto smo takodje naveli).

Operator R za g-dimenzionalni slu&aj ne moramo
da definiSemo kao proizvod od Ri' i=1,...,9. MoZemo staviti
da je R na primer oblika

R = izlaiki (ai su konstante) ,
il1i oblika

R = aiRy***R + a,R

q-1
ili bilo kojeg drugog sli&nog navedenim.

aqa ,
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Za tako formiran operator R moZemo da konstruifemo odgo-
varajuéi prostor U °, odnosno da reSavamo, ako stavimo da je
B = R, odgovarajuée jedna&ine oblika (3.5.). Naravno tako for-
miran operator kao i njegove sopstvene funkcije i sopstvene
vrednosti moraju da zadovoljavaju odredjene uslove, u ¥ta ovde
nedemo ulaziti, da bi se mogao konstruisati prostor Uu- sa
osobinama datim u drugoj glavi.

Kao ilustraciju takvih moguénosti u razvoju teori-

je prostora U” a sa tim u vezi i Sire primene na re$avanje
jedna&ina oblika (3.5.), nave3cemo sledeéi dvodimenzionalni pri-

mer:

Neka je I, =I, = (0,®) i neka je

Stavimo da je wn = w;lowzz, n = (v,,v,) €P? gde je

u
. -£,/2 V4 v, (=) i
W\, = ¢ (\) )_‘"—"T“" ’ i=1,2 ’
=0 Vi T M1 M4

My -
kompletna baza prostora L, (0,=) (za i =1 ili i = 2), |49].
Y’ nepr?, je kompletna ortonormirana baza prostora

L, ((0,00)x (ol“)) .

Posto je R wi = -y wi , 1 =1,2 (|49]), imamo da je za
i vy i vy

R 2 R, + R, an = - (v, + vz)wn , n= (v,,v2) EP% ,

Za tako konstruisan operator R, sopstvene funkci-
je y, i sopstvene vrednosti An = -(V1 + v,), nEP?, bez veéih
teskoda moZemo da konstruifemo odgovarajuéi prostor U° sa
osobinama navedenim u drugoj glavi.
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Diferencijalna jedna&ina oblika (3.4.), koja se do-
bija kada stavimo da je B = R, je oblika

2 2 , £
1+ ] g, Rult,61a82) + 33ult 60,8 - o = gpult, b,k
i=1 651 i

i njeno reSenje je

“t(v,+v,)
e a y

n'n .
nep?
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IV GLAVA

O PROSTORU UOPSTENIH FUNKCIJA CIJI ELEMENTI IMAJU
LAGUERRE~-OVU EKSPANZIJU

4.1, UVOD

Sekvencijalna teorija prostora U° ne pruZa samo
moguénosti primene u resavanju evolucionih jednadina, 3to smo
izlozili u zadnjem poglavlju predhodne glave, veé omoguéava da
se ispitaju konkretni primeri prostora U~ i da se za njih
dobiju novi rezultati specifiéni za te prostore. To femo u ovoj
glavi pokazati za prostor uop3tenih funkcija ¢iji elementi ima-
11 Laguerre-ovu ekspanziju.

Kada se za operator R uzme operator oblika

2 " 2
R = cx /2De X Dex /2

i kada je wn' nGEPq, Hermite-ova baza prostora Lz(Rq), prostor
U’ koji se dobija je prostor temperiranih distribucija |[49].
Ovde se tim prostorom necemo baviti jer je on detaljno ispitan
u |1]| sa stanoviita sekvencijalne teorije, mada bi u nadem pris-
tupu navedena teorija ne3to drugadije izgledala.
, U ovoj glavi ispitujemo jedan drugi prostor tipa

U” - prostor uopstenih funkcija koje imaju Laguerre-ovu ekspan-
ziju i koji zbog specifi&nog oblika operatora R 1 sopstvenih
funkcija za taj operator, ima vrlo interesantne osobine.

U drugom poglavlju demo se baviti odnosom ovog
prostora i prostora Schwartz-ovih distribucija 0°(0,=).
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Trefe poglavlje je posvedeno konvoluciji i Laplace-
~ovoj trnsformaciji koje za ovaj prostor uoptenih funkcija ima-
ju jednostavnu reprezentaciju preko redova.

Izlaganje je dato za jednodimenzionalan sludaj &to
¢e olak8ati razumevanje izloZenog i pojednc:itaviti notaciju,

i delom je bazirano na radu |35].

4.2. PROSTOR UOPSTENIH FUNKCIJA KOJE THMAJU LAGUERRE-0OVU
EKSPANZTIU

Linearni diferencijalni operator
R = X/ 2pye ¥peX/2

na intervalu (0,») generise prostor uops$tenih funkcija tipa U7,
ozna¢imo ga sa L“, €iji elementi mogu da se razviju u red po
Laguerre-ovo]j kompletnoj ortonormiranoj bazi prostora L, (0,«)
oblika

¢n(x) - e“x/an(X), nEN,, gde su

L (x) = mzo(nfm)(-X)m/m!
polinomi Laguerre-a.,
Niz sopstvenih vrednosti operatora R je xn = =-n, nEENo,

(]49]). Ovaj niz otigledno zadovoljava uslov (2.5.).

Po%to teorija koju smo razvili u drugoj glavi vaZzi
za L°, nave3éemo neke rezultate iz druge glave primenjene na L~

Definicija 4.1. UopStena funkcija f je iz L~
ako za neko kGNo i neko FEL; (0,») vaZi

RkF + cowo = f (co je kompleksan broj).
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Definticija 4.2. Niz uopStenih funkcija fn iz L~
konvergira ka £ €L° ako postoji niz Pn iz L,(0,») 1 FEL,(0,)

i ako postoje cn,o' neN, 1 ¢, tako da za neko k& N, vazi

= £ R Rk

k .
RFn+cn’°w° n F+cowo = f i

2
Fn*F, Cn,o*co kad n -+ °
Teorema 4.1. Ako za neko kENo i niz kompleksnih
brojeva a_, n€EN_, vaZi
n 0 -k
(1) la | < Mn

M>0), n=nakojen#01i0 1,

onda postoji uop3tena funkcija f iz L° tako da je

(2) f = nzoanwn

(= uzimamo u smislu konvergencije u L7).
Obrnuto, ako £f&L“ onda postoji niz kompleksnih brojeva a

nENO, koji za neko keNo zadovoljava (1) tako da vaZi (2).
Dokaz ove teoreme sledi iz teoreme 2.1. i uslova

nl

(2,5.)
Teorema 4.2. Potreban i dovoljan uslov da niz
= - . f = t
£ p;oan'pq)p iz L° konvergira ka pgoap\pp, jeste da za

neko kGNO vaZi

k

| < Mn M>0 i a +a kad n-+ e,

lan,p
Dokaz ove teoreme sledi iz teoreme 2.2, i uslova

(2.5.).
Definicija 4.3. KaZemo da kompleksnozna&na funk-

cija ¢ = foanwn iz L,(0,») je iz skupa osnovnih funkcija, oz-
n=s

na&imo ga sa L, ako za svwako keNo vazi
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T ~2

] a%%a |2 < =,
n

n=1

Jasno je da su L” i L vektorski prostori u odnosu
na operacije sabiranja i mnoZenja sa skalarom, kako smo to de-
finisali uop3te za prostor U° odnosno U,

Defintetja 4.4. Unutradniji proizvod uopsStene funk-

cije £ = ] a ¢y iz L” i test funkcije ¢ = ) b y_€E€L je
nep PR n=o BN
A ®
Ozna¢imo sa L 1linearni diferencijalni operator
oblika
| = e—x/ZDxex/z, i L” = xex/2(__D)e--x/2 .

Lefini%imo na L° operator L na sledeé¢i na&in: Neka je

o N
£= ) a y, €U (111 £ = { ) a y,} - R-fundamentalan niz koji
n=0 N n=0
odredjuje f)., Niz L 2 anwn' NEENO, konvergira u smislu konver-
n=0

gencije u L~ ka nekom elementu, Taj elemenat oznaCavamo sa Lf.
stavimo da je L°F = £ 1 ¥"lf = [1¥f.

Po$to je (n + 1)(an - an+l) = (Lf,wn) = (f,L’wn),
sledi da je ’
Lom
= J n+1)(a -a v
n=0

Lf

Takodje se na L° moZe preko R-fundamentalnog niza
definisati i mnoZenje sa polinomom uopitene funkcije iz L°.

N
Naime, niz x ) a ¥, NEN , konvergira u L° i tu granicu
n=0

oznadimo sa xf.
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PosSto je
(xf.wn) = (f.xq:n) = - (n + 1) (f,yp

gde je (f,w_l) s 0, dobijamo da je

-

e

n£0(-(n + l)an+1 + (2n + 1)an - na

x£ DY, (a

n- n -1

Koristeéi teoreme 4.1. i 4.2. na osnovu predhodnog
sledi:

Teorema 4.3. Ako fE€L” onda za svaki polinom P
vazi

P(x)fEL” i P(LYEEL” .

Ako niz fn iz L° konvergira ka f€L” onda

P(X)E_ ¥ px)£ i P(L)E Y pys kad n - « .

Ozna&imo sa ¥“(0,w) podprostor Schwartz-ovih dist-
ribucija 0V (0,=) &iji elementi se dobijaju kada se temperirane
distribucije posmatraju nad intervalom (o,w). Na osnovu |1]
(teorema 7.3.1. i teorema 7.5.1.) imamo sledeée dve definicije:

Definicija 4.5. Schwartz-ova distribucija £ de-
finisana nad (0,®) je iz ¥ (0,») ako postoje m,r EN,, K > 0 i
ako postoji neprekidna funkcija G tako da je

f=c™ i g1+ x7F <K (izvod je u distribucionom
smislu |1]).

Definicija 4.6. Niz £ iz Y°(0,») konvergira ka

fE€P°(0,») ako postoje brojevi m,r €N, i postoje neprekidne
funkcije Gn' n €N, i G tako da je

G (m)

n = fn’ G(m) = f 41 niz (1 + x)'rGn je ograni&en i uniformno

konvergira ka (1 + x)"¥G na (0,%).

ner) * 20+ D) - n(E,v
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Napomenimo da prostor ¥°(0,®) nema u odnosu na
D (0,») ona poznata svojstva koja ima prostor temperiranih
distribucijagy‘(-w,w) u odnosu na D (=w,»),

Po3to je R-fundamentalan niz fundamentalan u smis-
lu |1}, 3to smo objasnilina strani 42 odnosno 43, ozna&imo sa
f Schwartz-ovu distribuciju koja je odredjena sa tim fundamental-
nim nizom,

Teorema 4.4. Ak: £EL” onda f& P (0,»). Ako niz
fn iz L° konvergira ka f< L” onda En konvergira ka f u
smislu definicije 4.6.

Dokaz: Kada operator R primenjujemo u distribu-
cionom smislu (|1]), ozna&idemo ga sa R. To zna&i da operator
R primenjujemo na kona&ne sume

§0anwn R NGNO R
n=

koje su &lanovi fundamentalnog niza u smislu |1|. U njemu se
pojavljuje distribucioni izvod i mnoZenje distribucije sa poli-
nomom, %to su regularne operacije (|1|), jer je R = xD? + D - 1/4,
Ako £fE€L” onda je f = RkF +c oy, za neko kEN 1
neko F&EL,(0,®),
Funkcija

F (x) x €(0, =)
F (-x) X € (-,0)
je iz L,(~w,») a odatle sledi da je EkF, temperirana distribucija,

Na osnovu |1}, teorema 7.3.1., sledi da postoji
neprekidna funkcija G nad intervalom (-«,«) tako da je

ﬁkF L =G (m)

za neko mEN 1 da je (1 + x) s ograni¢eno za neko rGNo.
0
Nad intervalom (0,=) je
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-k S

Posto je q"o = e-x/2 = (—Z)m(e—x‘lz) (m) , znadi da je tpo tem~
perirana distribucija reda m (u intervalu (~,0) moZemo defi-~
nisatli da je ta funkcija jednaka nuli), a odatle sledi da

fEP (0,»). Time je prvi deo teoreme dolkazam.
L' 3 = "k?
. Ako fn + f onda je fn R ln + cn,owo'
f = R"F + cowo za neko kGNo, neke FnG;Lz (0,»), n€EN, i neko

F&L, (0,») tako da Fn 2 F, cn o +co, kad n + o,

’
Stavimo da je

F_(x) x €(0,=) F (x) x €(0,=)
n
! Fn('x) X €(~,0) F (-x) X < (~=,0)
Niz F 3 F,, 8to zna&i da je ~RkF niz temperiranih dis-
n,l ! n,l

tribucija koji temperirano konvergira ka temperiranoj distribu-
ciji R5F, (1] , odeljak 7.5.). Na osnovu |1 (teorema 7.5.1.)
postoje neprekidne funkcije Gn’ n&EN, i G tako da za neko

m,xr GNO vazi

(m) _ sk (m) _ =k
Gn R Fn,l ' G = RF,

i niz (1 + x) —an je ograniden i uniformno kon-
vergira nad intervalom (-=,») ka (1 + Xx) IS,
Nad intervalom (0,=) vaZi

m) % - m) _ 3 _
Gn fn cn,owo i G f coxpo R

a odatle dobijamo drugi deo teoreme.
Ako je F neprekidna funkcija nad intervalom (0,«)

onda definisemo operator l."1 na sledeéi naéin
: X
-x/2 - -1 -
L7lF 2 e Iet/zF(t)dt i L7kp & ("l 7R

0
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Jasno je da je tkL7kp = p,

Lema 4.65.
-1
(i1) UIx® < k(1 o+ )07, nEN_, K> 0 (K zavisi od n)
(111) Ako F €L, (0,») onda L™IrcL,(0,=).

Dokaz: (i) i (i1ii) se dokazuju direktno integra-
cijom i pogodnim majoracijama.
(iii) Dokaz sledi iz nejednakosti

x x x
-x/2 -x/2 x/2 _ -x/2
t— Iet/zF(t)dt < & Jlet/zizdt JIF(t) [2dt ¢ & ¢ " M,
X X
0 0
i ex/2 _ e-x/z
gde je M = J}F(t)}zdt, jer je izraz = ograniéen.
0

Sada moZemo da pokaZemo da vaZi:

Teorema 4.6. Ako je neprekidna funkcija G defi-
nisana nad intervalom (0,») takva da je za neko réENo i K>o0

(1 + x) TG < K

onda GEL".

Ako niz neprekidnih funkcija Gn definisanih nad intervalom
(0,») je takav da za neko rGENO i K> 0 je

(1 + x)"""c;n <K i (1 + x)""'c;n 2 (1 + x)°Y¢ nad (0,=),

(3 oznacava uniformnu konvergenciju)

onda Gn konvergira ka G u smislu konvergencije u L~ .
Dokaz: Primenjujuéi operator L1 dovoljan broj

puta, neka to bude s puta, na osnovu leme 4.5. dobijamo da

L™8c €L, (0,%).
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Primenjujuéi operator L, s puta na R-fundamentalan niz koji
odgovara kvadrat integrabilnoj funkciji L-SG, dobijamo da su ko-
eficijenti od L°L75G, ozna&imo ih sa a , dati formulom

- * - . % &
a = L%,y ) = (L7%,L"%p ) = (G,¥ ), nEN_ .

Jednakost (*) je na osnovu definicije operatora L, a jed-

nakost (**) je na osnovu parcijalne integracije. Time je prvi
deo teoreme dokazan.

Za drugl deo teoreme stavimo da je H = Gn - G.
Iz uslova teoreme sledi da je

r r
| | < e (1 + x) i lgl < K(1 + x)
Primenjujuéi operator L-£ s puta, dobijamo da je
L™SH_ < e F, (F_EL2(0,%)) i L"%cEL2(0,%).

Odatle sledi da L-an 30 &to zna&i da
L% k"¢ kad n + ®.

Primenjujuéi operator L, s puta dobijamo drugi deo teore-
me.

Ova teorema se moZe dokazatli i direktnim radunanjem
koeficijenata (G,wn) koriséenjem pogodnih majoracija.

PokaZimo da je razlaganje funkcije G (koja se na-
ziva sporo rastuda funkcija) iz predhodne teoreme jedinstveno.
Za to éemo koristiti teoremu o momentu &iji elementaran dokaz
je dat u |44|. Navedimo je:

Teorema 4.7. (Teorema o momentu |44]). Ako za
proizvoljnu funkciju g(x) postoji a > 0 tako da

g(x) e Xl er; (~e, =
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(L; (-=,*) je prostor lokalno integrabilnih funkcija nad (-=,«))
i ako su svi momenti

n

(-]
m = ang(x)dx, nENo
o«

jednaki nuli, onda je g jednako nula skoro svuda.
Teorema 4.8. Razvoj funkcije G iz teoreme 4.6.
je jedinstven.

Dokaz: Predpostavimo da G nije jednako nula
skoro svuda na (0,«) a da je

(1) (G'wn) =0, IIENO.

Iz (1) sledi da su za funkciju g(x) = G(x) e */2 gvi momenti

jednaki nula.Defini¥imo funkciju g:(x) na sledeéi na&in:

g(x) XE[O,W)
g,(x) = .

Funkcija g, Je neprekidna funkcjija za koju su svi momen-
ti jednaki nuli i za koju

Na osnovu teoreme 4.7. dobijamo da je g, = 0 skoro svuda,
odnosno da je G = 0 skoro svuda, Sto je u kontradikciji sa pred-
postavkom.

Sli¥no teoremi 4.8., moZe se pokazati da je razvoj
po Laguerre-ovoj kompletnoj ortonormiranoj bazi jedinstven za
Siru klasu funkcija. Naime uslovi neprekidnosti 1 sporog rasta
funkcije G iz teoreme 4.6. se mogu oslabiti. Tako dobijeni
razvoji mogu biti iz L° ali ne moraju, 3to je interesantno pi-
tanje u koje ovde necdemo ulaziti.
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Na kraju ovog poglavlja navedimo jedan problem ko-
ji nismo re3ili a koji bi bolje karakterisao odnos prostora L~°
sa prostorom 0°(0,»):

Da 1li postoje dva razlitita elementa iz L~ ¢&ije restrik-
cije nad D(0,») su nula Schwartz-ova distribucija iz D~ (0,x)?

4.3. KONVOLUCIJA 1 LAPLACE-OVA TRANSFORMACIJA U L”

Na osnovu formula
L L (x-tL (t)dt =L, (x) 4 (L -L_,) =L
dx |'n m n+m dx'"n n+1l n
0
koje vaZe za Lagurre-ove polinome (|16|), lako se pokazuje da
je x
(4.1.) I“’n"‘ -ty (Bat =y -y
0
U prostoru L° c¢emo operaciju konvolucije defini-
sati na slede¢i nad&in: o o
Defintoija 4.7. Ako je f = nzoa“w“ igs= nzobnwn,
onda je

fag & T ( ab - ably. (3 Lo,
nZO p+g=n pdq p+g=n-1 pa-n p+gq=-1

Podto su f 1 g iz L°, na osnovu teoreme 4.2. sledi da
postoje k,, kzésNo i postoje M; > 0, M, > 0 tako da vaiZi

~k1 ~kz
lanl < M)n i |bnl < M:i , neEN_.
Iz nejednakosti
kitka+2
| I abl< Ilalllb | <MMai '

p+g=n P a p=0 P’ q=0 d
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na osnovu teoreme 4.2. sledi da je konvolucija ® dobro defi-
nisana.

Jednostavnim proveravanjem se pokazuje da je konvo-
lucija komutativna i asocijativna.

Teorema 4.9. Ako nizovi uop3tenih funkcija fn i

9, iz L° konvergiraju ka f odnosno g u smislu konvergen-

cije u L° onda
- oo
f an ¥ faqg kad n -+ «,

Dckaz: Definicija konvolucije uopStenih funkcija
iz L° je izvedena na osnovu konvolucije R-fundamenralnih ni-
zova koji odredjuju te uopStene funkcije jer

n

rd

Tav e 3oy ¥ rfeg.
p=0 pp p=0 PP
U sludaju proizvolijnih nizova fn i 9, iz L7,
proveravanjem uslova iz teoreme 4.4. dobijamo tvrdjenje.
Na isti na&in kao u |1| (teorema 4.2.2.), za kvad-
ratintegrabilne funkcije iz L,(0,w) se pokazuje da vaZi:
Lema 4.10. Ako su fn i 9, nizovi iz L,(0,=)
koji u kvadratnom smislu konvergiraju ka £ odnosno g, onda
X X
an(x - t)gn(t)dt 3 Jf(x - t)g(t)dt nad (0,«) kad n » =,
0 0 |
Iz leme 4.10. sledi:

Teoreme 4.11. Ako su f£ 1 g iz L,(0,«), onda je

X
If(x - t)g(t)dt ¥ feg.
0

Dokaz: Neka su fn i 95 parcijalne sume od
f i g kojeu kvadratnom smislu konvergiraju ka tim funkcijama
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respektivno. Iz jednakosti

X

Ifn(x - t)gn(t)dt = fnegn
0 X
i ¢injenice da leva strana konvergira uniformno ka jf(x-t)g(t)dt

0
a desna u smislu konvergencije u L~ ka f@g, dobijamo tvrdjenje.

Predjimo na izlaganje o Laplace-ovoj transformaciji
u L°. Ona se mo¥e izraziti preko reda na sledeéi na&in [49]:

Ako je £ = )} a y_€EL” onda je
n=0 * 1

‘Lf é F(s) = Z an(s - 1/2)“/(5 + 1/2)n+1 , Res > 0.
n=0

Vazi i obrnuto, red na desnoj strani odredjuje jedinstvenu
uop$tenu funkciju iz L°.

Poito je E{EéE%L =} anzn gde je
n=0
1 + 2z .
s = I =2y ! Res > 0, Iz[ < 1 , na osnovu mnoZenja stepenih

redova dobija se

Tgorema 4.12. Ako su uopStene funkcije f i g
iz L~ onda je

L(£8g) = L(£)L(g)

Laplace-ova transformacija je neprekidna operacija
u L° jer vaiZi
Teorema 4.13. Ako £ -+ fu L° onda lAfn) + L(£)
u obidnom smislu.
Dokaz: Neka su a, p koeficijenti od £ a a,, PEN,,

’

koeficijenti od f. Iz a +a_ 1 Ja

-k
‘ n,p p < Mn za neko
kENo i M»> 0, sledi

nlpl



pZoan'pzp > Zoapzp u obi¥nom smislu (|z| < 1)
= p= -

odakle sledi tvrdjenje. (Vidimo da uniformnu konvergenciju 1ma¥
mo u krugu |z] € r < 1).

PokaZimo da za ovako definisanu Laplace-ovu trans-

formaciju vaZe formule slifne onim koje vaZe za Laplace-ovu
transformaciju distribucija.

Teorema 4.14. Ako je £ uopStena funkcija iz L~
i F(s) njena Laplace-ova transformacija, onda vaZi

(i) LixPg)y = (-1)Pr(P) (5)

(i1) J(RE) = -(s F(8))~ + sF(s) + +F°(s) + %F(s)

4
(1i1)  2(Lf) = (s - PF (s) .

;
Dokaz: DokaZimo formulu (i) za p = 1. Jasno je da
(s -

) J—
(s +

L(x£) = nzo(-(n + a ., + (@2n+ 1l)a -na ,

PokaZimo da je izraz na desnoj strani jednak -F~“(s).

F (g) = na - n+ 1l)a
n=0 (s + %)n+1 n=0 (s + %)n+1
s - 3
odakle koristeéi vezu a ] - i dobijamo formulu (i).
s + 3 8 + 3

Na sli&an na&in, pomoéu operacija na redovima dobi-
jamo (ii) i (iii).

Poito u L° nemamo definisan izvod, navedene for-
mule i njihove kombinacije se mogu koristiti za reZavanje odre-
djenih tipova diferencijalnih jedna&ina sa nekonstantnim koefi-
cijentima. Dakle vidimo da proufavajuéi prostor L° dolazimo do
novih primena u reXavanju diferencijalnih jedna&ina. '
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Pomoéu operatora L i mnoZenja sa x elemenata iz
L° moZe se definisati xkf(p) za k > p i1 k,pEN_ preko odgovara-
judeg R-fundamentalnog niza i pokazati da je

LxKkeP)y = (1)K (sPF (s)) K

Sto opet mofe da se koristl u reSavanju diferencijalnih jednadi-
na.
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