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Predgovor

Mreza slabih kongruencija algebre o strukturi algebre govori vise nego
mnoge druge mreze povezane s njom, kao sto su, na primer, mreza podalgebri
i mreza kongruencija, koje se, zapravo, sadrze u njoj. Takode, mreza slabih
kongruencija sadrzi i mrezu kongruencija svake podalgebre polazne algebre.

Problem predstavljanja mreze mrezom slabih kongruencija nadovezuje
se na poznate probleme reprezentacije, kao $to su problem reprezentacije
zadate algebarske mreze mrezom podalgebri ili mrezom kongruencija neke
algebre. Kao mreze podalgebri i kongruencija, tako i mreza slabih kon-
gruencija predstavlja jednu algebarsku mrezu. Zato u formulaciji problema
reprezentacije zadate mreze mrezom slabih kongruencija neke algebre po-
lazimo od proizvoljne algebarske mreze. U slucaju da svaki element mreze
moze biti predstavljen dijagonalnom relacijom na nosac¢u algebre, problem
je trivijalno resiv, tj. svodi se na reSeni problem predstavljanja algebarske
mreze mrezom kongruencija. Zato ¢emo, osim algebarske mreze, zadati i
jedan element iz nje, koji ¢e biti predstavljen dijagonalnom relacijom. Time
smo odredili i mrezu kongruencija i mrezu podalgebri trazene algebre, kao
i mrezu kongruencija svih podalgebri trazene algebre; Stavise, zadali smo i
sve incidencije izmedu kongruencija razli¢itih podalgebri trazene algebre.
Kako je broj ulaznih podataka ovde mnogo veéi nego kod sli¢nih prob-
lema reprezentacije, zadatak predstavljanja mreze i elementa u njoj mrezom
slabih kongruencija neke algebre i dijagonalnom relacijom na njoj visestruko
je slozeniji. Primera radi, problem reprezentacije algebarske mreze mrezom
podalgebri neke algebre reSen je jos daleke 1948. godine. NesSto slozeniji
problem predstavljanja zadate algebarske mreze mrezom kongruencija resen
je 1963. Ove rezultate uopstio je Lampe 1972. godine, dokazavsi da je za
dve date algebarske mreze, moguce nac¢i algebru ¢ije su mreze podalgebri
i kongruencija izomorfne zadatim mrezama; StaviSe, ta algebra moze biti
izabrana tako da je i njena grupa automorfizama izomorfna nekoj unapred
zadatoj grupi. Time je dokazano da su ova tri objekta nezavisna: mreza
kongruencija, mreza podalgebri i grupa automorfizama algebre.

U mnogim sluc¢ajevima moguce je dokazati da ne postoji algebra koja bi
predstavljala zadatu mrezu svojom mrezom slabih kongruencija. Ti slucajevi
povezani su sa nekim osobinama dijagonalnog elementa. Zbog toga problem
reprezentacije u opstem sluc¢aju nije resiv. Istrazivanja se vode u tri smera:
s jedne strane, trazimo specijalne klase mreza za koje bi se dokazalo da su
netrivijalno predstavljive mrezom slabih kongruencija neke algebre; s druge



ii

strane, trazimo neke neophodne uslove da bi dati element u zadatoj mrezi
bio predstavljiv dijagonalnom relacijom neke algebre ¢ija je mreza slabe kon-
gruencija izomorfna datoj mrezi; najzad, pomenuta dva problema mozemo
mrezama slabih kongruencija mozemo predstaviti zadatu mrezu. Krajnji cilj
istrazivanja je, svakako, pronalazenje ne samo potrebnih uslova, i ne samo
dovoljnih uslova koje moraju ispuniti zadata mreza i njen izabrani element,
ve¢ uslova koji ¢e u isto vreme biti i potrebni i dovoljni uslovi predstavljivosti
zadate mreze i elementa i njoj mrezom slabih kongruencija neke algebre i
dijagonalnom relacijom na nosacu te algebre, pri ¢emu algebra moze biti
proizvoljna, ili pripadati nekoj unapred zadatoj klasi.

U radu su predstavljeni postojeéi rezultati u vezi sa predstavljivoséu al-
gebarske mreze mrezama relacija povezanih sa algebrom. Navedeni su i neki
novi rezultati u vezi sa predstavljivoséu pomocu mreze slabih kongruencija.
Uveden je i jedan novi pravac istrazivanja, u kome se predstavljivost nekih
mreza izvodi iz predstavljivosti drugih mreza. Materijal je organizovan u tri
poglavlja.

U prvom poglavlju razmatraju se razne relacije saglasne sa operacijama
algebre, kao i mreze koje oni formiraju. Predstavljeni su postojeéi rezultati
u vezi sa predstavljivoséu algebarske mreze nekom od tih mreza. Problem
reprezentacije zadate algebarske mreze mrezom slabih kongruencija ovde je
precizno formulisan. Naveden je i jedan poznati specijalan slu¢aj mreze
za koju je problem predstavljivosti pozitivno resen. Predstavljeni su i neki
poznati uslovi koje mora zadovoljavati izabrani element u mrezi da bi mogao
biti predstavljen dijagonalnom relacijom, kao i neki specijalni dodatni uslovi
koje mora zadovoljiti taj izabrani element, ako se ograni¢imo na neke klase
algebri.

Polazeé¢i od poznatih uslova koje zadovoljava element koji moze biti
predstavljen dijagonalom u mrezi slabih kongruencija, a koji su nabrojani
u prvom poglavlju, kao i razmatranjem osobina dijagonalnog elementa u
mrezi slabih kongruencija, u drugom poglavlju dolazimo do jos nekih uslova
koje mora zadovoljiti taj element, koji predstavljaju uopstenje dosadasnjih
uslova. Rezultati izlozeni u ovom poglavlju su originalni.

U trecem poglavlju uvodi se novi pravac istrazivanja problema pred-
stavljivosti. Naime, predstavljivost nekih mreza, odnosno podesnost nekih
elemenata u mrezi da budu predstavljeni dijagonalnom relacijom u mrezi
slabih kongruencija, moze se u nekih sluc¢ajevima izvesti iz predstavljivosti
nekih drugih mreza, odnosno podesnosti nekih elemenata u njima. Pitamo
se kada Ce ideal, filter, konveksna ili neka druga podmreza netrivijalno pred-
stavljive mreze biti predstavljiva; takode, kada ¢e poduredenje predstavljive
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mreze koje i samo formira mrezu biti predstavljivo; bavimo se i pitanjem
kada je homomorfna slika, otvorenje ili zatvorenje predstavljive mreze biti
predstavljiva, i da li je direktan proizvod predstavljivih mreza predstavljiv,
kao i direktan proizvod predstavljive i proizvoljne algebarske mreze. Svi
dokazani slucajevi izvedene predstavljivosti, kao i neki kontraprimeri kojima
dolazimo do negativnih odgovora, predstavljaju nove rezultate. Koristeci
neke od tih rezultata, ali i nezavisno od njih, u ovom poglavlju razmatram
i pitanje (ne)predstavljivosti nekih posebnih mreza. Predstavljene su neke
klase mreza za koje smo po prvi put dokazali da su netrivijalno predstavljive,
tj. da postoji element razli¢it od nule koji moze predstavljati dijagonalu u
predstavljanju mreze mrezom slabih kongruencija neke algebre; medu njima
su i sve kompletne atomarne Bulove algebre.

Kao sto prili¢i na kraju perioda koji je prethodio izradi i zavrSetku ovog
rada, zelim da se setim svih onih koji su na razne nacine pomogli da ovaj
posao bude zapocet, donese rezultate i da ti rezultati budu uobli¢eni u dok-
torsku disertaciju. Zahvaljujem posebno mentorki Andreji Tepavcevié za
pokazanu dobrotu, predusretljivost i veliku pomoé¢ u upuéivanju u problem
reprezentacije mreze pomoc¢u mreze slabih kongruencija, u literaturu koja
se bavi ovom oblaséu, kao i u otvorene probleme. Zahvalna sam joj, kao i
Branimiru Seselji, i za saradnju i angazovanje u otkrivanju i objavljivanju
novih rezultata. Zahvaljujem i ostalim ¢lanovima komisije, Petru Dapicu,
Sto je narocito detaljno pregledao rad, ukazao na greske i dao sugestije koje
su ucinile ovaj rad kvalitetnijim i pristupa¢nijim, kao i Miroslavu Ciruéu,
koji je pazljivo pregledao nove rezultate, i dao korisne primedbe. Setam se
i svih kolega na poslu i svih vernih prijatelja, koji su pokazali interesovanje
za posao kojim se bavim. Zahvalna sam za svaku pomoc¢, savet i ohrabrenje.
Zahvaljujem Bogu, od koga dolazi svaki dobri dar i svaka vredna misao, za
priliku da se bavim ovom zanimljivom temom, i za sve dobre ideje koje su
ugradene u ovaj rad.

Novi Sad, 30. 01. 2012. Vanja Stepanovié¢
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Poglavlje 1

Uvod

1.1 Razvoj problema povezanih sa relacijama slabih
kongruencija

Slabe kongruencije predstavljaju poseban sluc¢aj tzv. saglasnih relacija.
Ovaj pojam definiu 1988. godine Gradimir Vojvodi¢ i Branimir Seselja,
nazivajuéi slabim kongruencijama neke algebre relacije na nosacu algebre
koje su simetri¢ne, tranzitivne, saglasne sa svim operacijama te algebre i uz
to slabo refleksivne, sto znaci da je svaka konstanta te algebre u relaciji
sa sobom, [71]. Andreja Tepavéevié¢ i Branimir Seselja 1990. nastavljaju
istrazivanje slabih kongruencija, navodeé¢i pri tom unekoliko jednostavniju
definiciju slabih kongruencija, ekvivalentnu prethodnoj; naime, saglasnost
relacije p sa konstantnom operacijom ¢ moze biti odredena uslovom cpc,
pa mozemo izostaviti uslov slabe refleksivnosti, podudaran sa zahtevom
da je relacija saglasna sa svakom konstantom, jer je ovaj uslov obuhvaéen
trazenom saglasnoséu relacije sa svim operacijama algebre, [58]. Zajedno
sa Ivanom Chajdom, Seselja i Tepavéevié¢ istrazivali su, izmedu ostalog, i
osobine varijeteta ¢ije algebre imaju modularne mreze slabih kongruencija,
kao i problem racionalizacije predstavljanja zadate algebarske mreze mrezom
slabih kongruencija neke algebre, gde primenjuju metode koje su B. Jonsson
i R. McKenzie razvili u vezi sa starijim problemom predstavljanja algebarske
mreZze mrezom kongruencija - vidi [11] and [13].

Polazeéi od mreze slabih kongruencija, Gradimir Vojvodi¢ 1992. godine
definise delimi¢nu algebru slabih kongruencija, proSirujuci skup operacija u
mrezi slabih kongruencija, tako da je, izmedu ostalih, i slaganje relacija jedna
delimi¢na operacija te delimic¢ne algebre, [78]. Istrazivanjem ove delimicne
algebre, kao i njenog odnosa sa mrezom slabih kongruencija, bavila se, pored
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Vojvodica, i Rozélija Madarasz-Silagyi, koja je dala znacajne rezultate u vezi
sa ovim, [43].

Jedno reSenje problema tzv. konkretnog predstavljanja daje Miroslav
Plos¢ica 1994. godine, [49]. Andreja Tepavcevi¢ 1997. godine resava prob-
lem predstavljanja algebarske mreze mrezom slabih kongruencija algebre u
jednom specijalnom slu¢aju, [74].

Vera Lazarevi¢ i Andreja Tepavcevié 2001. godine definisu jednu relaciju
poretka na skupu slabih kongruencija algebre, koja se razlikuje od inkluzije.
Neke osobine algebri se mogu videti na mrezi slabih kongruencija, odredenoj
pomocu ovog novog poretka - vidi [42] i [41].

Mrezama slabih kongruencija grupa i primenama istih bavili su se Gédbor
Czédli, Branimir Sedelja, Andreja Tepavéevié i Marcel Erné. Doprinos
reSavanju problema u vezi sa mrezama slabih kongruencija dali su i Andrzej
Walendziak i Giinther Eigenthaler, [21] i [24].

1.2 Uvodni pojmovi i tvrdenja

1.2.1 Posebne podmreze

Sa L, M i sl. obelezavaé¢emo mreZe sa nosac¢ima L, M... Ako posmatramo
mrezu kao poset, ona je ograni¢ena ako ima najveéi i najmanji element, tj.
ograni¢ena je ona mreza ¢iji nosa¢ ima supremum i infimum.

Osobina mreze da svaka dvoclani podskup nosaca ima supremum i infimum
u mrezi moze se indukcijom prosiriti na svaki konacan, ali ne i na bilo koji
podskup nosaca. Mreza £ = (L, V, A) je kompletna, ako svaki podskup od
L ima supremum i infimum u L.

Ukoliko radimo sa kompletnom mrezom £ = (L, V, A), infimum i supremum
proizvoljnog podskupa X skupa L oznacavac¢emo sa infX i supX, kao i
sa A X 1\ X, sto je prirodno s obzirom na to da su u sluc¢aju kada je
X ={x1,x9,...,xp }, infimum i supremum upravo jednaki z; A xa A ... A xy, i
x1VIaV..VI,.

Kompletna mreza ima najveéi element, koji je supremum ¢itavog nosaca
L, a takode i najmanji, koji je infimum od L u njoj. Najveéi element u mrezi
obelezavamo sa 1, a najmanji sa O.

Atom u mrezi je element z # 0, takav da ne postoji nijedno y, za koje
bi vazilo 0 < y < z. Mreza je atomarna, ako je svaki nenulti element u
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njoj iznad nekog atoma (tj. veéi od njega ili jednak njemu).

Podmreza mreze £ = (L, V, A) je njena podalgebra, tj. skup M zatvoren
za operacije u mrezi £, zajedno sa operacijama koje su restrikcije operacija
V i A na skup M. Te restrikcije ¢emo, jednostavnosti radi, obelezavati istim
oznakama V i A, tako da ¢éemo podmrezu obelezavati sa M = (M, V, A).

Ukoliko je £ kompletna mreza, skup M koji je zatvoren za proizvoljne
infimume i supremume, zajedno sa operacijama koje su restrikcije operacija
u mrezi £, ¢ini podmrezu od £ koju nazivamo kompletna podmreza od
L. Takva podmreza M = (M, V, A) je ocigledno kompletna i kao samostalna
mreza.

Neka je a € L. Uocimo skupove {x € L | x < a}i{z € L |a < z}.
Oni su zatvoreni za operacije u L. Obelezimo te skupove, kao i odgovarajuce
podmreze od L sa Ja i Ta. Ukoliko je £ kompletna mreza, skupovi la i Ta su
zatvoreni i za infimume i supremume u £ proizvoljnih podskupova, tako da
predstavljaju kompletne podmreze mreze £. Ove podmreze predstavljaju
posebne slucajeve tzv. ideala i filtera.

Ideal mreze £ = (L, V, A\) je skup I C L koji zadovoljava uslove:
(i) Akoz € Iiy <z, tada y € I;
(ii) I je usmeren skup, tj. (Vz,y € I)(32)(z < z1iy < 2).

Filter mreze £ = (L,V, A) je skup F' C L koji zadovoljava uslove:
(i) Akox € Fiy >z, tada y € F}
(ii)) (Vz,y € F)(32)(x 2 ziy > 2).

1z definicije ideala i filtera zaklju¢ujemo da su u pitanju dualni pojmovi.
U pitanju su specijalni slu¢ajevi njenih podmreza. Podmreza Z = (I,V, A) je
ideal mreze £ = (L,V, A\), ako i samo ako vazi: x € [ = | C I. Podmreza
F = (F,V,A) je filter mreze £ = (L,V,A), ako i samo ako vazi: = € F =
Tx C F.

Pod idealom, odnosno filterom mreze £ podrazumevac¢emo i skupove i
odgovarajuée mreze, koje su podmreze od L.

Kazemo da je filter, odnosno ideal u mrezi glavni, ukoliko je oblika 71a,
odnosno |a, za bilo koje a € L.

Zatvoreni intervali u mrezi, tj. skupovi oblika [a,b] = {z € L | a <
x < b} za neke a,b € L, zatvoreni su za operacije u L. Zato ¢emo sa [a, b
obelezavati i odgovarajué¢u podmrezu od L. Ukoliko je £ kompletna, tada je
[a, b] njena kompletna podmreza. Zatvoreni interval je specijalan slucaj tzv.
konveksne podmreze, tj. podmreze za koju vazi: x,y € M = [x,y] € M.
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1.2.2 Posebni elementi u mrezi

Element a mreze L je distributivan ako za sve x,y € L vazi:
aV(xAy)=(aVvx)A(aVy).

Pojam distributivnosti uveo je O. Ore 1935. godine. Dualno ovom definisemo

kodistributivnost: za element a mreze £ re¢i ¢emo da je kodistributivan,

ako je distributivan u dualnoj mrezi, tj. ako zadovoljava identitet:

aN(xzVy) =(anz)V(aAy).

G. Gratzer 1959. godine uvodi u teoriju mreza pojam standardnog elementa.
Element a mreze L je standardan ako za sve z,y € L vazi:

xA(aVy)=(xANa)V(zAy).

Element u mrezi je kostandardan ako je standardan u dualnoj mrezi.
Element a mreze je modularan, ako za sve x,y € L vazi implikacija:

a<y=aV(xAy)=(aVz)Ay.

a € L je skrativ ako jednakostiaVx=aVyiaAzxz=aAypovlate x =y
za sve z,y € L.

Svaki kodistributivan element a u mrezi definiSe jednu relaciju na nosac¢u
mreze:

TPy = aNT =aNy.

Ova relacija je refleksivna, simetri¢na i tranzitivna, tj. predstavlja relaciju
ekvivalencije, zbog ¢ega je skup L tom relacijom podeljen u klase. Obelezimo
klasu elementa z sa L,. Sada dobijemo:

Ly={yeLlarny=alz}={yeL|aNy=aA(aNx)} = Lyp,.

Svaka, dakle, klasa L, moze se videti kao klasa nekog elementa b iz la.
Za svako x € Ly, vazi a Ax = a Ab = b, pa imamo da je b < z. Stoga je
b €la najmanji element u svojoj klasi, a nosa¢ L mozemo predstaviti kao
disjunktnu uniju klasa elemenata iz Ja:
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L=U{Ly|b€la}.

Jednostavno je proveriti da su ove klase zatvorene za operacije mreze,
tako da ¢ine podmreze polazne mreze. One imaju najmanji element, ali
ne moraju imati najveéi. Najveéi element u klasi elementa x ako postoji
obelezava¢emo sa . U tom slucaju je L, = [a A z,T].

Element a € L se naziva neutralnim ako je skrativ, distributivan i
kodistributivan. Ova definicija je ekvivalentna definiciji G. Birkhoff-a, koji
je uveo ovaj pojam 1940. godine. Prema toj definiciji, element a mreze £
je neutralan, ako i samo ako je za sve elemente x i y te mreze zadovoljena
jednakost:

(avx)AN(aVy) ANzVy)=(anz)V(aAy)V(zAy).

Neka je sada £ = (L, V,A) ograni¢ena mreza, tj. mreza koja ima najvedi i
najmanji element (1 i 0). Centar mreze je podskup od L koji sadrzi sve
elemente koji su neutralni i imaju komplement. Elementi 0 i 1 su uvek u
centru. Ako je a # 0 u centru, onda se mreza moze predstaviti kao direktan
proizvod dve netrivijalne mreze:

Tvrdenje 1.1 Element a je u centru ogranicene mreze L ako i samo ako je
L= la x ta. Preslikavanje f : L — la x Ta odredeno sa f(x) = (aAx,aVz)
je izomorfizam ako i samo ako je a u centru mreZe.

Tvrdenje 1.2 Svaki element Bulove mreZe nalazi se u njenom centru.

1.2.3 Kodistributivan element u algebarskoj mrezi

Kod razlicitih mreza koje se pojavljuju u vezi sa algebrama i relacijama
znacajni su pojmovi algebarske mreze i kompaktnog elementa.

U mrezi £ = (L,V,A) element ¢ naziva se kompaktnim ako zadovoljava
jedan od sledec¢ih ekvivalentnih uslova:

(i) za svaki podskup D od L, koji poseduje supremum i usmeren je, tj.
(Vd,e € D)(3f € D)(f = dAN f > e), ako je ¢ < supD, tada ¢ < d za neko
de D;

(ii) za svaki ideal I mreze £, ako I ima supremum i ¢ < supl, tada c € I.



8 POGLAVLJE 1. UVOD

Mreza je algebarska ako je kompletna i svaki njen element je supremum
nekog skupa kompaktnih elemenata mreze.

Primer algebarske mreze je bilo koja kona¢na mreza, takode mreza pod-
skupova bilo kog skupa, zatim mreze poduniverzuma i kongruencija bilo
koje algebre i mnoge druge. Takode, svaka kompletna i atomarna Bulova
mreza je algebarska, na osnovu sledece teoreme:

Teorema 1.3 ([14]) Kompletna atomarna Bulova mreza je izomorfna Bulovoj
algebri skupova, tj. mrezi koju ¢ine svi podskupovi nekog skupa, uredeni
inkluzijom.

Svaki kodistributivan element a u algebarskoj mrezi je ujedno i beskonaéno
kodistributivan, tj. za svaki podskup {z; | i € I} nosaca mreze vazi:

aN\Hzi |iel}=\{anz;|iel}.
Iz ove ¢injenice izvodimo sledece tvrdenje:

Tvrdenje 1.4 ([67]) Ako je a kodistributivan element algebarske mreze L =
(L,V,N) ib€&la, skup {z € L |a Az =>b} ima najveéi element.

Videli smo da kodistributivan element u proizvoljnoj mrezi £ = (L, V,A)
razbija mrezu, tj. njen nosa¢ na uniju disjunktnih podskupova oblika L; =
{r € L | aNz = b} za neko b € L, koji su klase ekvivalencije xp,y <
aANx = aANy. Svaka klasa ima najmanji element. Ukoliko je mreza L
algebarska, tada na osnovu prethodnog tvrdenja svaka klasa ima i najveci
element (obelezen sa T, gde je z bilo koji element u klasi), tako da je mreza
kodistributivnim elementom a razbijena na uniju disjunktnih zatvorenih in-
tervala:

L= U3 | b €la}.

Takode, svaki kodistributivni element a u algebarskoj mrezi odreduje i
skup

M, ={b|becla}.

Elementi ovog skupa zadovoljavaju uslove:
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(ol

Sa=b<s¢

Ay, za svaka dva x,y € L.

8

Naime, ako je b < ¢ < a, dobijemo: a A (bVE) = (aAb)V (aAE) =
bV e =c, odakle je bV e < G pa vazi b < ¢, tako da vazi (i). Na osnovu
(i)sad vazi T > Ay iy > x Ay, odakle T Ay > = Ay; s druge strane
aNTAY=aANTANaAY = x Ay, pa vazi i obrnuta nejednakost TAy < z A y.

1.2.4 Mreze relacija na skupu

Svaki podskup p od A2 ¢ini jednu relaciju skupa A. Umesto (z,%) € p Cesto
pisemo xpy. Najvise izucavane relacije zadovoljavaju neke od osobina:

-refleksivnost (R): zpzx za svaki element x € A;

-simetri¢nost (S): xpy povladi ypx za sve z,y € A;
-antisimetri¢nost (AS): ako zpy i ypz, onda x =y, za sve z,y € A;
-tranzitivnost (T): ako zpy i ypz, onda xpz, za sve x,y,z € A.

Definisa¢emo jos tri osobine relacija:

-slaba refleksivnost (SR): xpy povlaci zpz i ypy, za sve x,y € A;
-dijagonalnost (D): zpy povladi x =y, za sve z,y € A;
-bijektivnost (B): (Vz € A)(F1y)zpy i (Vy € A)(12)zpy.

Relaciju koja zadovoljava (R), (S) i (T) zovemo ekvivalencija, dok onu
koja zadovoljava (R), (AS) i (T) zovemo relacija poretka. Par (X, <), gde
je X skup, a < relacija poretka na tom skupu zovemo uredeni skup, ili
poset. Relaciju koja zadovoljava (S) i (T) zovemo slaba ekvivalencija.
Ona je povezana sa relacijom ekvivalencije slede¢im jednostavnim stavom:

Tvrdenje 1.5 Relacija p skupa A je slaba ekvivalencija ako i samo ako
predstavlja ekvivalenciju na nekom B C A.

Pojam slabe ekvivalencije u teoriju mreza uveo je O. Boruvka 1946. go-
dine, [3]. Slabu ekvivalenciju on je nazvao ekvivalencija u skupu. Mreza
tako definisanih ekvivalencija u skupu izomorfna je mrezi tzv. particija u
skupu, tj. mrezi svih particija podskupova tog skupa. Ovu mrezu opisala
je H. Draskovicova 1970. godine, dokazujuéi da je ona neprekidna odozgo i
semimodularna, [23].
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Definisemo dijagonalnu relaciju A u skupu A na sledeéi naéin:
A ={(xx) [xeA}.

Takode, ako je B C A:

Ag = {(x,x) | x € B}.

Osobina dijagonalnosti povlaci svaku od osobina (S), (T) i (AS), ali ne
i refleksivnost. Svaka dijagonalna relacija u skupu A je oblika Ap za neko
B C A; obrnuto, svaka relacija Ap za B C A je dijagonalna. Stoga svaka
dijagonalna relacija p sa skupom A odreduje jedan anti-lanac, tj. poset
kod koga razliciti elementi nisu u relaciji. Postoji uzajamno jednoznacna
korespondencija izmedu skupa svih dijagonalnih relacija u skupu A, i skupa
P(A) = 24 svih podskupova od A, pri c¢emu se Ap slika u B.

Neka je 24” skup svih relacija skupa A. Bavi¢emo se razli¢itim pod-
skupovima od 2A2, tj. skupovima relacija na zadatom skupu A. Buduéi da
su relacije skupovi, one mogu biti uredene inkluzijom, tj. relacijom ”C”.
Sama relacija ” C” na skupu 24? predstavlja jednu relaciju poretka, tako da
je svako X C 2‘42, zajedno sa inkluzijom, jedan poset, ureden skup. Pod
odredenim uslovima, ovaj skup ¢e predstavljati algebarsku mrezu.

Neka je X € 247 § p € X. Kazemo da je relacija p generisana u X sa
T C A%, ako je p najmanji element iz X koji sadrzi 7. Takode kazemo da
T generiSe p i piSemo p = (7). Kazemo da je relacija p € X konaéno
generisana u X ako postoji konac¢na relacija 7 C A? koja generise p.

Ako je element X iz 24% zatvoren za preseke, tj. za svako Y C X vazi
NY € X, ijos ako A2 € X onda svako T € 24 generiSe neko p € X, jer

() =MpeX|p27}

Osobine (R), (S), (T), (A) i (D) su zatvorene za preseke relacija, tj. ako
svi elementi skupa X C 24” zadovoljavaju neku (istu) osobinu (R), (S), (T),
(A) i (D), tada i (X zadovoljava tu osobinu. Naravno, ako elementi skupa
X zadovoljavaju viSe osobina sa ovog spiska, onda sve te osobine zadovoljava
i (N X. Ova osobina je znacajna s obzirom na sledeée tvrdenje i posledicu:

Tvrdenje 1.6 Ako je X podskup partitivnog skupa P(A) koji je zatvoren
za preseke 1 ima najveci element u odnosu na inkluziju, tada X predstavija
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algebarsku mrezu u odnosu na inkluziju. Skupovni presek predstavija infimum
u toj mrezi, dok je supY = ({B € X | (VC € Y)B 2 C}. Kompaktni
elementi u X su svi elementi oblika (\{B € X | B D C}, za neki konacan
podskup C skupa A, i samo oni.

Posledica 1.7 Ako je X iz 24% Latvoren za preseke i ako postoji najveci
element u X, tada X predstavlja algebarsku mrezu u odnosu na inkluziju.
Skupovni presek predstavlja infimum u toj mrezi, dok je supY = ({p € X |
(VT € Y)p 2 7}. Kompaktni elementi u X su konacno generisane relacije u
X i samo one.

Obelezimo sa R(A) skup svih refleksivnih, sa S(A) skup svih simetri¢nih,
sa T(A) skup svih tranzitivnih, sa As(A) skup svih antisimetri¢nih, i sa
D(A) skup svih dijagonalnih relacija u skupu A. Neka je, dalje, £(A) skup
svih ekvivalencija u A, Ew(A) skup svih relacija slabe ekvivalencije, a Ps(A)
skup svih poseta na A. Skupovi R(A), S(A) i T(A) sadrze A? i stoga imaju
najveéi element. Zato i skupovi £(A) i Ew(A) imaju najveéi element AZ?.
Dijagonalna relacija A je najveéi element u skupu D(A). Na osnovu svega
toga zakljuCujemo:

Tvrdenje 1.8 Skup E(A) svih ekvivalencija, skup Ew(A) svih relacija slabe
ekvivalencije, i skup D(A) svih dijagonalnih relacija u skupu A, predstavljaju
algebarske mrezZe u odnosu na inkluziju.

Primetimo da je mreza (D(A), C) izomorfna sa (P(A), C). Zanimljivo je
da A istovremeno predstavlja i najveéi element u skupu D(A), i najmanji
element u skupu £(A). Takode, dokazano je da je A jedan neutralan element
u skupu Ew(A) ([67]).

Kako skup As(A) svih antisimetri¢nih relacija nema najveéi element,
ukoliko A ima bar dva elementa, prethodno tvrdenje se ne moze primeniti
na skup As(A), niti na skup Ps(A) svih poseta na A. Posto je posedovanje
najveéeg elementa neophodan uslov da bi mreza bila kompletna, to je taj
uslov neophodan i da bi mreza bila algebarska. Tako, ako skup A sadrzi
bar dva elementa, skup svih poseta na A ne predstavlja algebarsku mrezu;
stavise, skup Ps(A) tada ne predstavlja nikakvu mrezu, jer ne postoji npr.
supremum relacija pqp = {(a,b)} i ppe = {(b,a)}, kad god a # b.

Neka je B(A) skup svih bijekcija u skupu A. On nije zatvoren za preseke,
stavise, u skupu B(A) ne postoji ni infimum, ni supremum dva elementa p
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i7, p# 7. B(A), dakle, ne predstavlja mrezu; stavise, B(A) je totalno
neureden skup. Medutim, B(A) je zatvoren za operaciju o slaganja relacija:

por={(z,y) € A?| (Fz € A)|(z,2) € pi(zy) €]}
Stavise, ako je p~! inverzna relacija relaciji p, tj. ako je p~' = {(z,y) €
A% (y,z) € p}, tada (B(A),o,A,~1) &ini grupu, tj. vazi:

(pod)oty =po(por);
polA=~Aocp=p;
pop t=A.

1.2.5 Relacije saglasne sa strukturom algebre

Neka je f jedna operacija u skupu A duzine n (n € Np), a p C A? jedna
relacija na A. Kazemo da je relacija p saglasna sa operacijom f, ako vazi:

(Sf) (xlayl)v (':U2>y2)7 ey (xnayn) cp= f(xl,.l'g, "'7xn)pf(y17y2> 7yTL)

Ukoliko je f nularna operacija, tj. f = ¢, gde je ¢ € A, tada uslov Sy
postaje cpc, tj. relacija p je saglasna sa konstantnom operacijom ¢ u skupu
A ako cpc.

Neka je A = (A, H) algebra sa nosa¢em A i skupom H operacija na njoj.
Relacija p je saglasna sa strukturom algebre A, ako vazi:

(Sa) (Vf € H)[p zadovoljava Sy¢].

Primetimo da je relacija p saglasna sa algebrom, ako i samo ako ona
predstavlja poduniverzum od A% = A x A, jer osobina Sy je ekvivalentna
sa zatvorenoséu p kao podskupa od A? za operaciju f.

DefiniSemo neke relacije saglasne sa strukturom algebre A:

Relaciju ekvivalencije u skupu A saglasnu sa strukturom algebre A zovemo
kongruencija algebre A.

Relaciju p C A? koja je refleksivna, simetri¢na i saglasna sa strukturom
algebre A nazivamo tolerancija algebre A. Skup svih tolerancija algebre
A obelezavamo sa U(A).
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Relaciju u skupu A koja je refleksivna, antisimetri¢na, tranzitivna i saglasna
sa strukturom algebre A nazivamo saglasno uredenje algebre A.

Relaciju p € A? koja je refleksivna, tranzitivna i saglasna sa strukturom
algebre A nazivamo kvaziuredenje algebre A.

Relaciju p C A? koja je simetri¢na, tranzitivna i saglasna sa strukturom
algebre A nazivamo slaba kongruencija algebre A. Ovaj pojam uvode
Branimir SeSelja i Gradimir Vojvodi¢ 1988. godine (vidi [71]).

Slabu kongruenciju algebre A mozemo odrediti i kao slabu ekvivalenciju
u skupu A saglasnu sa strukturom algebre A. Skup svih kongruencija na
A obelezavamo sa ConA, dok skup svih slabih kongruencija algebre A
obelezavamo sa Cw.A.

Osobina Sy, a samim tim i osobina S4 je zatvorena za preseke, tj. ako
sve relacije iz skupa X € 24 zadovoljavaju Sy, onda i [ X zadovoljava tu
osobinu. S druge strane, A2 je refleksivna, simetri¢na, tranzitivna relacija
saglasna sa algebrom A, tako da A% € ConA, A? € CwA, a takode, A?
predstavlja toleranciju algebre A, tako da skupovi A2 € ConA, A% € CwA,
kao i skup svih tolerancija algebre A, imaju najveéi element. Na osnovu
toga mozemo zakljuciti:

Teorema 1.9 Skupovi CwA, ConA i U(A) predstavljaju algebarske mreze
u odnosu na inkluziju. Kompaktni elementi u tim mreZama su oni, i samo
ont, koji su konacéno generisani.

Jednostavnosti radi, ove algebarske mreze obelezava¢emo istim simbolima
kao njihove nosace, tj. sa Cw.A obelezi¢emo mrezu slabih kongruencija, a sa
Con.A mrezu kongruencija algebre A.

Od znacaja za nasa istrazivanja je sledec¢a teorema koja povezuje mrezu
ConA sa mrezom E(A) svih ekvivalencija na nosacu A algebre A:

Teorema 1.10 ([4]) Mreza ConA je kompletna podmreza mreze E(A).

Videli smo da je mreza dijagonalnih relacija skupa A, (D(A), C), izomorfna
mrezi (P(A), ), gde je P(A) partitivan skup od A. Primetimo da je jedna
dijagonalna relacija p ujedno i saglasna sa algebrom A, ako i samo ako je
ona oblika Apg, gde je B jedan poduniverzum algebre A. Postoji, dakle,
uzajamno jednoznacna korespondencija izmedu skupa svih podalgebri od
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A, SubA | i skupa svih dijagonalnih operacija saglasnih sa algebrom A. Ta
korespondencija je ujedno i izomorfizam odgovarajuéih poseta (u odnosu na
inkluziju). S druge strane, na osnovu posledice 1.7, skup svih dijagonalnih
relacija saglasnih sa algebrom predstavlja jednu algebarsku mrezu u odnosu
na inkluziju, jer je odreden osobinama (D) i (S4), zatvorenim za preseke.
Odatle zaklju¢ujemo:

Tvrdenje 1.11 Poset (SubA, C) je algebarska mreza. Kompaktni elementi
u njoj su konacno generisane podalgebre, © samo one.

Mrezu svih podalgebri algebre A obelezava¢emo sa Sub.A, kao i skup
svih podalgebri te algebre.

Automorfizmom algebre A = (A, H) zovemo funkciju f : A — A, koja
je bijekcija i predstavlja homomorfizam algebre A u nju samu. Uoéimo da
tada i f~! predstavlja homomorfizam. Ako ovu funkciju vidimo kao relaciju
pr ={(z, f(x)) | € A}, ona predstavlja jednu bijekciju saglasnu sa struk-
turom algebre. Tako je skup automorfizama Aut(A) podskup skupa svih
bijekcija B(A) i stoga totalno neureden, te ne predstavlja mrezu. Medutim,
poput skupa B(A), skup Aut(.A) predstavlja grupu u odnosu na operaciju o
slaganja relacija.

1.2.6 Mreza slabih kongruencija

Slabe kongruencije algebre A = (A, H) su, dakle, simetri¢ne i tranzitivne
relacije saglasne sa strukturom algebre A, tj. saglasne sa svim operacijama
u skupu H, ukljucujuéi i nularne operacije - konstante.

Saglasnost sa operacijama duzine nula svodi se na tzv. slabu refleksivnost
u odnosu na algebru A. Naime, relacija p je saglasna sa konstantom ¢ € H
ako (c¢,c) € p. Za relaciju p kazemo da je slabo refleksivna u odnosu
na algebru A ako je saglasna sa njenim konstantama, tj. (c,c) za svaku
konstantu c iz H.

Skup svih slabih kongruencija CwA predstavlja algebarsku mrezu u odnosu
na inkluziju. Ova mreza govori o strukturi algebre A vise nego mreza SubA
svih podalgebri od A i mreza Con.A svih kongruencija od A zajedno. Naime,
mreza ConA je kompletna podmreza - filter u mrezi Cw.A, a jedan ideal u
mrezi CwA je izomorfan sa SubA.
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Dijagonala A = {(z,z) | * € A} pripada skupu CwA, i ima vaznu ulogu
u mrezi slabih kongruencija. Ideal A moze sadrzati samo dijagonale pod-
skupova od A, dakle samo dijagonalne relacije na A, koje jos moraju biti i
saglasne sa strukturom algebre A. S druge strane, dijagonalne relacije su
simetri¢ne i tranzitivne, pa ako su jos$ i saglasne sa strukturom algebre, one
predstavljaju slabe kongruencije, koje su podskupovi od A. Zato p €JA ako
i samo ako je p dijagonalna i saglasna sa strukturom algebre A. No, ve¢ smo
videli da skup dijagonalnih relacija saglasnih sa strukturom algebre A ¢ini
mrezu u odnosu na inkluziju, izomorfnu sa SubA, u izomorfizmu 7 u kojem
podalgebri B = (B, H|p) odgovara skup Ap = {(x,z) | x € B}. Ideal |A
je dakle jednak sa ({Ap | B je poduniverzum algebre A}, C) i izomorfan
mrezi SubA.

Filter TA sadrzi one i samo one slabe kongruencije koje su refleksivne, to
jest one saglasne relacije koje zadovoljavaju osobine (R),(S) i (T), a to su
upravo kongruencije, tako da je TA = ConA.

Proizvoljni infimum u mrezi Cw.A je jednak skupovnom preseku, dok je
SupX = (JX).

Uoc¢imo da je element A kodistributivan. Kako je Cw.A algebarska mreza,
element A je i beskona¢no kodistributivan. On razbija skup CwA na dis-
junktnu uniju skupova oblika:

CwAp, ={p € CwA|pNA=Ag}, B jepoduniverzum od A.

Uoéimo da je CwAa, = [Ap, B?. Naime, ako p € [Ap, B2, jasno je
da pN A = Ap. Sada neka je p € CwAa,. Ako xpy, onda ypx, na osnovu
simetri¢nosti, a xpy i ypxr povlaci xpr i ypy, na osnovu tranzitivnosti, pa
(z,2), (y,y) € pNA; posto p € CwAa,, dobijemo da (z, x), (y,y) leze u Ap,
pa (z,y) € B2 S druge strane, p € CwAa, povlaci p > Ap, tako da ako
r € CwApa,, onda x € [Ap, B?]. Dakle,

CwA = J{[Ap, B?] | B je poduniverzum od A}.

No, relacije u skupu [Ag, B?] koje su simetri¢ne, tranzitivne i saglasne
sa strukturom algebre A su upravo kongruencije algebre B = (B, H). Tako,

CwA=J{ConB | B < A}.
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Mreza slabih kongruencija algebre A, dakle, sadrzi mreze kongruencija
svih podalgebri od A kao svoje kompletne podmrezZe - intervale. Zato ona u
sebi nosi mnogo vise informacija o algebri od mreza SubA i ConA, pa ¢ak i
od mreza kongruencija svih podalgebri od A, zajedno sa mrezom SubA, jer
sadrzi i odnose - incidencije - izmedu kongruencija razli¢itih podalgebri od

A.

1.3 Reprezentacija mrezom saglasnih relacija

Ako je zadata mreza £, da li je ona izomorfna mrezi svih relacija u nekom
skupu A, koje zadovoljavaju neke unapred zadate osobine i koje su sa-
glasne sa strukturom neke algebre A = (A, H)? Ukoliko je taj skup relacija
zatvoren za preseke i ima najveéi element, tada zadata mreza £ mora biti
algebarska, da bi ovaj problem reprezentacije mogao biti pozitivno resen, na
osnovu posledice 1.7.

Videli smo da je mreza SubA svih podalgebri od A izomorfna mrezi svih
dijagonalnih relacija saglasnih sa strukturom algebre A, tako da se problem
reprezentacije zadate mreze £ mrezom podalgebri algebre A takode moze
videti kao problem reprezentacije zadate mreze mrezom saglasnih relacija.
Mreza £ mora biti algebarska, na osnovu tvrdenja 1.11. Birkhoff i Frink su
1948. godine dokazali da je to i dovoljan uslov da bi mreza £ bila pred-
stavljiva mrezom podalgebri neke algebre:

Teorema 1.12 ([1]) Algebarska mreza je izomorfna mrezi svih podalgebri
neke algebre.

Mreza ConA svih kongruencija neke algebre A je mreza svih relacija sa
osobinama (R), (S) i (T), koje su saglasne sa strukturom te algebre. Da bi
mreza L bila njoj izomorfna, potrebno je da bude algebarska, na osnovu 1.9.
Da je to i dovoljan uslov, dokazali su Gratzer i Schmidt 1963. godine:

Teorema 1.13 ([27]) Svaka algebarska mreza izomorfna je mrezi ConA
svih kongruencija neke algebre.

U radovima [1] i [27] date su i konstrukecije algebri ¢ije su mreze podal-
gebri, odnosno kongruencija izomorfne zadatim mrezama.

Problem moze biti postavljen i opstije: za odredenu klasu algebarskih
mreza i specificnu klasu algebri, mozemo sa pitati da li je svaka mreza iz
zadate klase predstavljiva nekom mrezom saglasnih relacija algebre iz date
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klase. Na primer, poznat je problem predstavljanja distributivne mreze
mrezom kongruencije neke druge mreze, i on je nedavno negativno reSen

([84]).

1.3.1 Simultane reprezentacije

Mozemo li dve ili vise zadatih mreza predstaviti mrezama relacija, koje su
sve povezane sa jednom istom algebrom? Godine 1972. Lampe je dokazao
da je to moguée uraditi pomoc¢u mreze kongruencija i mreze podalgebri:

Teorema 1.14 ([38]) Ako su L1 i L2 dve zadate algebarske mreze, takve da

Lo sadrzi bar dva elementa, tada postoji algebra A, takva da je SubA = L1,
a ConA = Ly.

Ovim je prakti¢no dokazano da su mreze kongruencija i podalgebri nezavisne
jedna od druge. Videli smo da su automorfizmi bijektivne relacije saglasne
sa strukturom algebre. No, kako oni ne ¢ine mrezu u odnosu na inkluziju, veé
grupu u odnosu na operaciju slaganja relacija, problem njihove nezavisnosti
u odnosu na podalgebre ili kongruencije treba postaviti ovako: ako je zadata
mreza L i grupa G, da li postoji algebra A takva da je njena mreza podalgebri
(ili kongruencija) izomorfna sa £, a grupa automorfizama izomorfna sa G.
Odgovor je pozitivan u sluc¢aju podalgebri, a i u slucaju kongruencija pod
uslovom da je |L| > 2, tj. da mreza £ ima bar dva elementa (vidi [37]).
Najzad, Lampe je dokazao i da su sve tri strukture nezavisne:

Teorema 1.15 ([39]) Ako su Ly i Lo dve zadate algebarske mreZe, takve da

Lo sadrzi bar dva elementa, a G zadata grupa, tada postoji algebra A, takva
da je SubA= L1, ConA= Ly i AutA=G.

Najzad, mozemo se pitati da li dve zadate algebarke mreze mozemo pred-
staviti mrezama kongruencije algebre i njene podalgebre. Jedan dovoljan
uslov dao je Lampe 2005. godine:

Teorema 1.16 ([40]) Ako su Ly i Ly dve algebarske mreze s kompaktnim
najveéim elementom, pri cemu L1 ima bar elementa, postoji grupoid A takav
da ConA = L1 i ConAyg = Ly, za neki podgrupoid Ag grupoida A.

Kako su kona¢ne mreze algebarske i, StaviSe, sastoje se iskljucivo od
kompaktnih elemenata, ovim je reSen problem simultanog predstavljanja
dve konacne mreze mrezama kongruencije algebre i neke njene podalgebre:

Posledica 1.17 Ako su L1 i Ly dve konacne mreze, takve da L1 sadrZi bar
dva elementa, postoji grupoid A takav da ConA = L1 i ConAy = Ly, za
neki podgrupoid Ay grupoida A.
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1.4 Reprezentacija mreze slabih kongruencija

Ako je £ unapred zadata algebarska mreza, da li postoji algebra A takva da
je mreza Cw.A izomorfna sa L? Ako ovako postavimo problem reprezentacije
pomoc¢u mreze slabih kongruencija, struktura trazene algebre A = (A, F') bi
mogla veoma varirati u zavisnosti od elementa u mrezi £ koji u izomorfizmu
odgovarala elementu A. Takode, u tom slu¢aju bismo postojanje trazene
algebre mogli neposredno dokazati na osnovu teoreme 1.13 koja dokazuje
predstavljivost proizvoljne algebarske mreze mrezom kongruencija algebre.
Naime, ako je £ zadata mreza, i ako je A = (A, F) algebra takva da je
ConA izomorfno sa L, tada ako skupu F operacija dodamo sve elemente
skupa A kao konstante, tada bi mreza £ bila izomorfna mrezi CwA’, gde je
A" = (A, FUA) novodobijena algebra. Iz tih razloga problem reprezentacije
algebarske mreze mrezom slabih kongruencija definiSemo na specifican nac¢in:

Ako je L = (L,V,N) algebarska mreza i a € L. Da li postoji algebra takva
da je njena mreza slabih kongruencija izomorfna mrezi L u izomorfizmu koji
slika a u dijagonalnu relaciju?

Ukoliko je L predstavljiva na ovaj na¢in, onda kazemo da je element a A-
podesan element mreze £. Kazemo i da je mreza L, zajedno sa elementom
a predstavljiva pomoc¢u mreze slabih kongruencija.

Pojam A-podesnog elementa uvode Branimir Seselja i Gradimir Vojvodié
1989. godine, odredujuéi ga uslovom kodistributivnosti i uslovima (1)-(3)
tvrdenja 1.19, [83]. Ti uslovi se pokazuju neophodnim da bi element bio A-
podesan prema sadasnjoj definiciji. Izucavanje ovih elemenata nastavljaju
Branimir Seselja i Andreja Tepavéevié, [65], [67]. Monografija [67] sadrzi
detaljan pregled osobina A-podesnih elemenata, u opStem slucaju i pod
odredenim ograni¢enjima u pogledu algebre kojom predstavljamo zadatu
mrezu.

Svaka mreza ima bar jedan element koji je A-podesan, i to je naj-
manji element, na osnovu gornjeg razmatranja. Ovako postavljen problem
reprezentacije je veoma zahtevan, jer su sada mrezom £ odredene i mreza
svih kongruencija trazene algebre, koja je jednaka filteru Ta, i mreza svih
podalgebri trazene algebre, koja je izomorfna sa idealom |a. Stavise, za-
date su i mreze kongruencija svih podalgebri trazene algebre, kao i odnosi
incidencije medu relacijama koje su kongruencije razlicitih podalgebri. Tako
je ovaj problem slican problemima simultane reprezentacije, gde se vise za-
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datih mreza predstavlja razli¢itim mrezama povezanim sa istom algebrom.

Dijagonalna relacija A je uvek kodistributivna u mrezi Cw.A. Zato vazi
sledece tvrdenje:

Tvrdenje 1.18 Ako je a A-podesan element mreze L, on je kodistributivan.

Na osnovu ovoga mozemo u mnogim slucajevim neposredno dati negativan
odgovor na pitanje o predstavljivosti, tj. kad god a nije kodistributivno. Ako
je, pak, a kodistributivan element, on je u algebarskoj mrezi i beskonaéno
kodistributivan, i vazi, na osnovu tvrdenja 1.4, da klase ekvivalencije p,
imaju najveéi element. Obelezavademo ga, kao i dosada sa Z, gde je z bilo
koji element u klasi pomenute ekvivalencije. Neki poznati uslovi koje mora
zadovoljivi kodistributivan element algebarske mreze da bi bio A-podesan
dati su u radovima [83] i [65], dok je detaljan pregled poznatih rezultata
rezultata dat u monografiji [67]:

Tvrdenje 1.19 ([67]) A-podesan element mreze zadovoljava sledeée uslove:

(1) ako je x Ny # 0, onda je xVy =TV Y;

(2) akojex A0 i T <y, taday Na#yAa;

(3) ako jeT #0ix <a, tada \/[{y € Ta |yVT <1} #1;

(4) ako y €la i x <y, tada postoji z € [y, 7|, tako da

- za svako t € [x,T], skup {c € ExtY(t) | ¢ < z} je ili prazan ili ima
najveci element, 1

- za svako t € [x,T], skup {c € ExtY(t) | ¢ £ z} je totalno neureden skup
(moZze biti i prazan).

Ovde je
ExtY(t) :={w € [y, 7] | w AT = t}.

Kao posledicu uslova (2) navedenog tvrdenja, ili neposredno, dobijemo
sledece tvrdenje:

Tvrdenje 1.20 ([67]) U mrezZi sa vise od dva elementa, najveéi element
nije A-podesan.

Obelezimo sa [0],, klasu najmanjeg elementa u relaciji p,, odredenoj sa
TPy = aNT=alNy.

Tvrdenje 1.21 ([67]) Ako je a A-podesan i element mreze L i |[0],,| > 1,
tada je M, = {b| b €la} poduniverzum mreze L.
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Ovo tvrdenje se moze izvesti neposredno, na osnovu osobina mreze slabih
kongruencija, ali sledi i iz uslova (1) tvrdenja 1.19. Naime, videli smo da je
skup M, uvek zatvoren za infimum u mrezi, a ako vazi uslov (1) tvrdenja
1.19, imamo ZVy =TVy =T VY (Jer vaziTAY =z Ay = 0 > 0 - videti deo
1.2.3); takode TVY > xVy, jer TVY > x Vy; tako TV Y > = Vy, obrnuta
nejednakost TVy < xVyvazijere <xVy,paz<aVy takoiy<zVy.

Posto se tvrdenja 1.20 i 1.21 izvode iz tvrdenja 1.19, ta dva tvrdenja ne
predstavljaju sustinsku novinu, tj. svi navedeni kriterijumi za A-podesan
element svode se na uslove (1)-(4) tvrdenja 1.19.

1.4.1 Specijalan slucaj predstavljivosti

Sledeca teoreme daje reSenje problema predstavljivosti u jednom posebnom
slucaju:

Teorema 1.22 ([74]) Neka je L = (L,V, ) algebarska mreza i a element
koji pripada centru mrezZe, takav da filter Ta ima koatom veéi od svih drugih
elemenata osim 1 (ili Ta ima tacno jedan koatom i jedinicu koja je kompaktan
element). Tada postoji algebra A, ¢éija je mreza slabih kongruencija Cw.A
izomorfna sa L u nekom preslikavanju f, takvom da f(A) = a.

Iz dokaza ove teoreme proizilazi i algoritam konstrukcije algebre A, ¢ija
je mreza slabih kongruencija izomorfna sa L£: prvo konstruisemo algebru
B = (B, F), takvu da je SubB =]a - na osnovu konstrukcije Birkhoffa i
Frinka - zatim konstruisemo algebru C = (C, G), takvu da je ConC =]a\ {1}
- prema konstrukciji Gratzera i Schmidta. Sada za nosac trazene algebre
A = (A, H) uzmemo B U C; operacije algebre B prosirimo na skup A na
slededi nacin:

f*(.’L‘l,... =

flx1, 9, .ccin), x1,%2,...,2n € B
71"71) = .
1, inace;

na isti nacin prosirimo i operacije algebre C na skup A:

» B 9(T1, 22, .oy Tp)y  T1,X2, ., Tp € C
g (l‘l,...,l‘n) - . .
1, inace;

uvedemo operaciju s duzine 4 u skup A na sledeéi nacin:
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z, akojex=yix€eB
s(z,y,2,t) =qt, akojex#yixeB
x, akojex € C,

i, najzad, elemente skupa C uzmemo za konstante algebre A. Dakle, ako
je A= (A H),gdeje H={f"|fe FtUu{g*|ge G}UCU/{s}, tada
iz dokaza teoreme 1.22 proizilazi da je Cw.A izomorfno sa £, u izomorfizmu
koji preslikava A u a.

1.4.2 Predstavljivost posebnim algebrama

Problem predstavljivosti zadate mreze mrezama slabih kongruencija nekih
posebnih klasa algebri mozemo postaviti dvojako. Mozemo se pitati koji su
neophodni ili dovoljni uslovi da bi neka mreza sa svojim elementom a bila
predstavljiva kao mreza slabih kongruencija algebre koja zadovoljava neke
zadate osobine, tj. pripada nekoj zadatoj klasi algebri. Takode, ako je za-
data mreza £ = (L,V,A) i element a € L, koje osobine mora zadovoljavati
algebra A, da bi mogla predstaviti mrezu £ i element a svojom mrezom
slabih kongruencija i elementom A.

Definisa¢emo neke osobine algebri i vide¢emo kako one uti¢u na strukturu
mreze slabih kongruencija, a time i na pomenuti problem predstavljivosti.

Algebru A nazivamo CIP algebra ako zadovoljava sledeé¢i uslov: ako je
p € ConB i1 e ConC, gde su B i C neke podalgebre od A, tada vazi:

paNTA=(pNT)a, gde je pa=n{p € ConA|pC ¢}

Ovaj pojam uvode Branimir Seselja i Gradimir Vojvodi¢ 1986. godine, [81].
Uoc¢imo da je p4 najmanja kongruencije algebre A koja sadrzi kongruenciju
p podalgebre B od A. Dakle, preslikavanje p — p4 u slucaju CIP algebri
”komutira” sa presekom relacija. Ova osobina algebre A odgovara sledeéoj
osobini mreze Cw.A:

(AVP)N(AV ) =AV(pA¢),

tj. vazi sledece tvrdenje:

Tvrdenje 1.23 Da bi mreza L = (L,V,A) bila izomorfna mrezi slabih
kongruencija neke CIP algebre A, u izomorfizmu koji slika a € L u A,
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neophodno je da a bude distributivno u L. Takode, ako je a distributivan,
mreza L zajedno sa elementom a moze biti predstavijiva samo mrezZom slabih
kongruencije CIP algebre.

B. H. Neumann 1954. godine uvodi pojam CEP-podgrupe, kao podgrupe
¢ija se svaka kongruencija moze prosiriti na kongruenciju grupe, [45]. Iz
ove definicije prirodno izrasta definicija CEP-grupe, kao grupe ¢ije su sve
podgrupe CEP-podgrupe, kao i opstija definicija CEP-algebre.

CEP algebra je ona algebra A u kojoj svaka kongruencija podalgebre ima
svoje prosirenje na kongruenciju Citave algebre A, tj. ako za svako B < A
vazi:

(Vp € ConB)(3r € ConA)T N B? = p.

Ova osobina neposredno utic¢e na strukturu mreze slabih kongruencija. Ona
je ocigledno ekvivalentna slede¢em zahtevu: ako B < A i p € Conl3, tada
(A V p) N B% = p. Takode, jednostavno je proveriti da je u CEP algebri, i
samo u njoj, element A skrativ u mrezi slabih kongruencija. Kako je A i
kodistributivan, sledece tvrdenje daje jo§ neke ekvivalentne uslove:

Tvrdenje 1.24 ([67]) Ako je a kodistributivan element mreze L, tada su
sledeéi uslovi ekvivalentni:

(i) a is skrativ;

(ii) a je s-modularan;

(7it) a je kostandardan;

(iv) za sve x,y € L, ako je x <7, tada zV (a NY) = (zVa) \Y;

(v) za svako x € L postoji y €Ta takvo da y NT = x.

Na osnovu ovoga dobijamo potreban uslov da bi neka mreza bila pred-
stavljiva mrezom slabih kongruencija neke CEP algebre:

Posledica 1.25 Ako je mreza L zajedno sa elementom a predstavljiva pomocu
CEP algebre, u njoj vaze sledeci uslovi:
(i) a je skrativ;
i1) a je s-modularan;
iii) a je kostandardan;
iv) za sve x,y € L, ako je v <7, tada xV (a NY) = (x V a) \T;
v) za svako x € L postoji y €ta takvo da y NT = x.

(
(
(
(
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Obrnuto, ako je zadovoljen neki od uslova (i)-(v) (samim tim i svi ostali),
tada mreZa me moze biti predstavljena mreZom slabih kongruencija algebre
koja nije CEP.

Jos jedna klasa algebri, ¢ije se osobine neposredno odrazavaju na mrezu
slabih kongruencija, i koje se na osnovu te mreze lako identifikuju, je klasa
tzv. Hamiltonovih algebri. Algebra A, ¢ija je svaka podalgebra klasa
neke njene kongruencije p € ConA zove se Hamiltonova algebra.

Tvrdenje 1.26 ([58]) Algebra A je Hamiltonova ako i samo ako je funkcija
f: SubA\ {0} — ConA odredena sa f(B) = B>V A injektivna (1-1) i cuva
poredak.

Na osnovu ovoga je moguée ograniciti predstavljivost nekih mreza mrezama
slabih kongruencija Hamiltonovih algebri:

Posledica 1.27 Ako je a element mreze L takav da vazi: preslikavange
¢ :la —Ta definisano sa ¢(xr) = a VT je 1-1 i ¢uva poredak, tada mreZa
L, zajedno sa elementom a, moZe biti predstavljena samo mrezZom slabih
kongruencija neke Hamiltonove algebre.

Klasa tzv. kvazi-Hamiltonovih algebri je nesto Sira. Prema defini-
ciji K. A. Kearns-a, koji uvodi ovaj pojam 1997. godine, algebra je kvazi-
Hamiltonova ako su njeni maksimalni poduniverzumi klase kongruencija te
algebre, [32]. Pod maksimalnim poduniverzumom ovde podrazumevamo
neprazan, pravi poduniverzum, maksimalan u odnosu na inkluziju. Kona¢ne
nilpotentne grupe predstavljaju primer kvazi-Hamiltonovih algebri.

Teorema 1.28 ([67]) Algebra A je kvazi-Hamiltonova ako i samo ako za
svaki poduniverzum B te algebre vaZi: ako je B < A, tada je B>V A < A?,

Posledica 1.29 Ako je a kodistributivan element mreZe L takav da vaZi
aVb <1 za svako b < a, tada mrezZa L zajedno sa elementom a moZe
biti predstavljena samo mreZom slabih kongruencija neke kvazi-Hamiltonove
algebre.

Ako element a mreze L sa viSe od dva elementa ima komplement a1, tada
je 1 aj takode komplement, jer aAa; = aAa; =0,al>aVa; 2aVa =1,
pa aVa; = 1. Zato pretpostavimo da je komplement a; najveéi u svojoj
klasi, tj. da je a1 = a1. Ako je a A-podesan, a je razli¢it od jedinice i
postoji predstavljanje mreze £ u kojem je a; predstavljen sa C? (jer ako je
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predstavljen nulom, tada aVa; = a # 1); 0 = aAay, pa je nula predstavljena
sa ANC? = Ac. C je, dakle, minimalni poduniverzum od A; kako je
aVa =1, toje AV C? = A2, pa za bilo koji poduniverzum B imamo
AV B? > AV (C? = A2, tako da nijedan poduniverzum od A nije klasa neke
kongruencije algebre A. Tako dobijemo jedan neophodan uslov koji mora
zadovoljiti algebra ¢ija ¢e dijagonalna relacija u mrezi slabih kongruencija
predstavljati element a mreze £, koji ima komplement; jednostavno je dobiti
i uslov koji mora zadovoljiti mreza £ predstavljena takvom algebrom.

Tvrdenje 1.30 Ako element a mreie L ima komplement, mrezZa L moZe
biti predstavljena samo algebrom koja nema poduniverzum koji je klasa neke
kongruencije te algebre. Takode, algebra koja nema poduniverzum koji je
klasa kongruencije te algebre, a ima bar jednu konstantu, moZe predstavijati
samo mrezu L sa elementom a koji ima komplement.

Sledece tvrdenje predstavlja sistematizaciju do sada navedenih rezultata:

Tvrdenje 1.31 ([67]) Ako je a A-podesan element mreze L = (L,V,N),
vazi sledece:

(1) zNa<yAa povlaci TV a<yVa zasvex,y€ L ako i samo ako
je svaka algebra koja predstavija L zajedno sa elementom a Hamiltonova
algebra;

(ii) a je skrativi element mreze L ako i samo ako je svaka algebra koja
predstavlja L zajedno sa elementom a CEP algebra;

(7i1) a je distributivan element mreze L ako i samo ako je svaka algebra
koja predstavlja L zajedno sa elementom a CIP algebra;

(iv) TVa =1 za svako x € L ako i samo ako nijedna kongruencija
algebre koja predstavilja L zajedno sa elementom a nema klasu koja je pravi
poduniverzum te algebre;

(v) x < a povlaéi TV a < 1 za svako © € L ako i samo ako je svaka
algebra koja predstavija L zajedno sa elementom a kvazi-Hamiltonova;

(vi) a ima komplement w mrezi L ako i samo ako svaka algebra koja pred-
stavlja L zajedno sa elementom a ima bar jednu konstantu i nema nmijednu
kongruenciju ¢ija je klasa pravi poduniverzum te algebre.

Neki potrebni uslovi koje mora zadovoljiti algebra koja predstavlja mreze
sa odredenim osobinama dati su u [67] i zasnivaju se na osobinama mreze
slabih kongruencija pojedinih algebri.

Teorema 1.32 ([67]) Ako je a A-podesan element koji pripada centru mreze
L, tada svaka algebra koja predstavija L zadovoljava sledece:
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- A ima najmange jednu konstantu;

- A je CEP i CIP algebra;

- za svaku podalgebru B algebre A, ConB3 je izomorfno sa ConA;

- A nije Hamiltonova algebra, Stavise, nijedna kongruencija algebre A
nema klasu koja je njen poduniverzum.

Teorema 1.33 ([67]) Ako je a A-podesan element mreze L i M, = {b| b €
B} poduniverzum od L, tada svaka kongruencija algebre koja predstavija L
ma najviSe jednu klasu koja je poduniverzum od A.

Kazemo da algebra A ima A,,-skrative kongruencije, ako njena minimalna
netrivijalna podalgebra A,, ima jedan element, i svake dve kongruencije se
poklapaju kad god se njihove klase koje sadrze A,, poklapaju.

Tvrdenje 1.34 ([67]) Neka je a A-podesan element mreze L, koja ima
jedan atom i dve jednoelementne klase ekvivalencije p,. Pretpostavimo da
je preslikavanje x — a V T surjekcija iz la na Ta. Tada svaka algebra koja
predstavlja L ima A, -skrative kongruencije.

Obelezimo sa M, ograni¢enu mrezu sa n + 2 elementa, od kojih su n
medusobno neuporedivi, a sa M, beskona¢nu ograni¢enu mrezu, ¢iji su svi
elementi, osim 0 i 1, medusobno neuporedivi.

Teorema 1.35 ([67]) Neka je L =laU%a, a € L. Ako je a A-podesan,
tada:

(i) la je dvoelementni lanac, ili M,, za nekon € N ili Mso;

(i) bilo koja algebra koja predstavija mrezu L je CEP, CIP i Hamiltonova
algebra koja ima najvise jednoelementine podalgebre, i ako la nije dvoclani
lanac, A nema konstante.

1.4.3 Problem konkretnog predstavljanja

Problem predstavljanja proizvoljne algebarske mreze sa elementom a mrezom
slabih kongruencija neke algebre, pri ¢emu je a predstavljeno dijagonalom
u toj mrezi, zovemo i problem apstraktnog predstavljanja. U Sirem
smislu, problem predstavljanja pomoé¢u mreza slabih kongruencija ukljucuje
i tzv. problem konkretnog predstavljanja.

Videli smo da je mreza slabih kongruencija neke algebre podskup mreze
slabih ekvivalencija na nosacu te algebre. Ovde se prirodno javlja pitanje:
kada je podskup mreze slabih ekvivalencija nekog skupa ujedno i mreza svih
slabih kongruencija neke algebre na tom skupu? Problem srodan ovome



26 POGLAVLJE 1. UVOD

- problem predstavljanja zadate mreze particija nekog skupa mrezom kon-
gruencija neke algebre nad tim skupom resio je H. Werner 1976. godine,
[85].

Polazeéi od ovog Wernerovog resenja, u [49] M. Ploscica daje reSenje
pomenutog problema predstavljanja podskupa mreze slabih ekvivalencija
mrezom slabih kongruencija neke algebre. Pri tom koristi nesto modifikovani
pojam graficke kompozicije, koji su pre njega uveli B. Jénsson i H. Werner
- videti [85] i [31].

Neusmereni graf je par (V, E), gde je V skup temena i F skup ivica,
zajedno sa preslikavanjem v : E — P (V) UP2(V), pri cemu je P; (V') skup
svih i-elementnih podskupova skupa V', za i = 1,2. Ako je v(e) = {z,y}, za
x # y, kazemo da je e ivica koja spaja x i y. Ako je v(e) = {z}, tada je
e petlja oko x.

Neka je G = (V,E) graf i ¢ : E — Rel(X) neko preslikavanje iz F
u skup Rel(X) svih relacija na skupu X. Funkciju f : V — X zovemo
p-saglasno etiketiranje ako za svako e € E'i v(e) = {z,y},

(f (@), f(y) € p(e).
Sada, za svaka dva fiksirana temena 0,1 € V' definiSemo jednu relaciju:
Sco,1(p) ==
{(a,b) € X? | a = f(0),b= f(1) za neko -saglasno etiketiranje f}.
Preko Sg 0,1 definiSemo jedno preslikavanje:
Pgoa: Ew(X)F — Ew(X),

gde je Pgo,1(yp) slaba ekvivalencija generisana sa Sg0,1(¢), tj. simetri¢no i
tranzitivno zatvorenje restrikcije relacije Sg 0,1(¢) na domen te relacije, tj.
na najveéi skup A, takav da je Ay C Sg0,1(p). Uotimo da je Pg,1 jedna
| E|-arna operacija na Ew(X) koju odreduje graf sa svoja dva temena. Svaku
takvu operaciju nazivamo graficka kompozicija.

Teorema 1.36 ([49]) Skup F C Ew(A) je skup svih slabih kongruencija
neke algebre ako i samo ako je F zatvoreno za svaku graficku kompoziciju i
svaku uniju familije slabih ekvivalencija koja je usmerena na gore, tj. takva
da za svake dve slabe ekvivalencije iz te familije postoji u istoj familiji jedna
veca od njih.



Poglavlje 2

Delta-podesan element -
neophodni uslovi

Polazeéi od nekih poznatih uslova koje zadovoljava A-podesan element, u
ovom poglavlju dolazimo do novih, opstijih kriterijuma. Prisetimo se da je
element a algebarske mreze £ A-podesan, ako moze predstavljati element
A, tj. dijagonalu u mrezi slabih kongruencija neke algebre, tj. ako je L
izomorfna sa mrezom CwA, za neku algebru A, u izomorfizmu koji slika
element a u A.

Videli smo da element A u mrezi Cw.A zadovoljava neke uslove, samim
tim i A-podesan element a mora zadovoljavati te iste uslove. Npr. A je
uvek kodistributivan u mrezi Cw.A, tako i A-podesan element bilo koje al-
gebarske mreze mora biti kodistributivan u njoj. Tvrdenje 1.19 daje joS
neke potrebne uslove, koje mora zadovoljiti kodistributivan element u al-
gebarskoj mrezi da bi bio A-podesan, takode polazeéi od osobina elementa
A u mrezi slabih kongruencija. U tvrdenjima 1.18 i 1.19 dati su svi dosad
poznati kriterijumi, koje A-podesan element mora zadovoljiti.

Uslov (3) tvrdenja 1.19 moze se uopstiti pomocu sledeée leme:

Lema 2.1 Ako je a A-podesan element u mrezi L = (L,V,N\) i x element
od L, takav da je x =T, tada je a N x A-podesan u mrezi lx.

Dokaz: Neka je A = (A, H) algebra za koju vazi da je Cw.A izomorfno sa
L u mreznom izomorfizmu 7, koji preslikava A u a. Buduéi da je a Ax < a,
a A x odgovara relaciji Apg, za neku podalgebru B = (B, H) algebre A. Sada
je mreza SubB izomorfna sa la A x u izomorfizmu 7| A, dok je mreza CwlB
izomorfna mrezi |x u izomorfizmu 7|, g2 koje preslikava dijagonalnu relaciju

27
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Ap uaAz. Dakle, a Az je A-podesan u mrezi |z. =

Podsetimo se da je © < y, ako # < y i (z,y) # 0. Dokazimo sledede
tvrdenje:

Tvrdenje 2.2 Ako je a A-podesan element mreze L ix,y € L, tako da vaZi
x<y<aiz#0, tada interval [ZT,y) ima najveéi element.

Dokaz: Ako je (Z,7) = 0, tada [Z,7) = {T}, 1 T je najveci element intervala.
Zato pretpostavimo da je (Z,7) # () i neka je ¢t € (Z,7). Posto je

z=aANT<aNt<YyYANa=y,

vazi da je x <t Aa < y.

Kako je ¢ < y, imamo da je t Aa =z ilit Aa =y. Akot Aa = =,
dobijemo ¢t < Z, $to je nemoguce, zato je t Aa = y it € [y,y]. Posto je
tVT =1t <7y, imamo:

te{zety|lzvz<yli{zety|zVvzT <y} #0.

Na osnovu prethodne leme, y je A-podesan u mrezi |y. Kako je z <y,
T # 0, na osnovu uslova (3) tvrdenja 1.19 dobijemo:

V{zetylzve <y} #7;
Posto je {z €ty | 2 VT <7} 2 [Z,7)N Ty, dobijamo:
Vizetylzvz <y} >\/Zn).

1z ovoga, kao i iz ¢injenice da z € (Z,y) povlaciy > zAa >z iy = zAa,
dobijamo sledece:

VEn=VeEn=\@nnty<\/{zetylzvz<y}t<y

Tako interval [Z,7) ima najveéi element. ®

Primedba: Uslov tvrdenja 2.2 je uopstenje uslova (3) tvrdenja 1.19.
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Zaista, ako x < a i vazi tvrdenje 2.2, tada [Z,1) ima najveéi element t.
Akojet =7, tadayVZT =1zasvey €faiskup {y € Ta | yVT < 1} je
prazan, zbog ¢ega je:

\V{yetalyvz<1}=0<1.

Ako je t > T, t je vedi ili jednak supremumu \/{y € Ta | y VT < 1};
naime, ako je s € {y € Ta | y VT < 1} imamo: sV 7T € [z, 1); tako za svaki
element skupa {y € ta | y VT < 1}, postoji od njega veéi ili jednak element
skupa [z, 1). Tako

Vivealyve<1}<\/[z1)=t<1
i zadovoljen je uslov (3).

Uslov iz prethodnog tvrdenja predstavlja neophodan dodatak uslovima
datim u tvrdenju 1.19, jer ga nije moguée izvesti iz uslova (1)-(4) tog tvrdenja,
§to dokazuje naredni primer.

Primer 2.3 Uocimo mrezu na slici 2.1, i element a te mreZe.

Element a ispunjava uslove tvrdenja 1.19, ali ne i uslov tvrdenja 2.2.
Naime, za elemente x iy na slici vazi da je x < y < a, a skup [T,7) nije
prazan i ne poseduje najveéi element. Stoga zakljucujemo da element a na
slici 2.1 nije A-podesan, na osnovu novog kriterijuma.

Slika 2.1
Sledecéa teorema predstavlja dalje uopstenje prethodnog tvrdenja:

Teorema 2.4 Ako je a A-podesan element mreie L, x,y € L, T # 0 i
x <y < a, tada je skup [y V T,7) \ Uze(a: v) ly V z,7) ili prazan, ili ima
najveci element.
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Dokaz: Neka je A algebra Cija je mreza slabih kongruencija izomorfna sa
L u izomorfizmu koji preslikava a u A. Tako izomorfizam preslikava x, y, z
redom u Apg, A¢c i Ap, za neke neprazne poduniverzume B, C i D algebre

A.

Pretpostavimo da je

yvz.m\ U vz #0;

2€(z,y)

tada je odgovarajuéi podskup skupa Cw.A takode neprazan, tj.

[Acv B%C?)\ ) [AcvD?C?) #0.
De(B,C)

Neka je p € [AcV B2, CQ)\UDE(B,C) [AcVvD?,C?). Ocigledno p € ConC.

Ako B[p| odredimo na sledeéi naéin:

Blp] = {z € C| zpy za ncko y € B},

Blp] je poduniverzum od C koji sadrzi B, tj. vazi:

B < Blp] < C.

Ako je s,t € Blp], imamo da je spp i tpr za neke p,r € B. Posto je
p D B2 vaziida je ppr, tako da je (s,t) € p. Kako to vazi za sve s,t € Blp],
dobijemo

C? 2> p2 Bp.

Ali p se ne sadrzi u [Ac U D?,C?) ni za jedno D € (B, C], zato

Bl =BipC BU(C\ B

Buduéi da to vazi za svako p € [Ac V B2, C?)\ Upes,c)lAe v D?%,C?) i
B2 U (C\ B)? predstavlja jednu ekvivalenciju u skupu C, supremum 6 ovog
skupa u skupu svih ekvivalencija u C' je takode sadrzan u skupu B2U(C'\ B)?.

Na osnovu teoreme 1.10, imamo da je 6 takode supremum skupa

[AcvB%C?)\ ) [AcvD?C?)
De(B,C)
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u skupu svih kongruencija algebre C. Kako je # C B? U (C'\ B)?, imamo
B[] = B. Sada je lako uociti da

0 c[AcV B C%)\ U [Ac Vv D% C?),
De(B,C)

jer svaki element skupa [A¢ V B?,C?) sadrzi Ac V B?; takode
6 C B>U(C\ B)?

izato 0 < C?i6 € [AcV B2 C?). Posto § C B>U (C '\ B)?, imamo da
0 # D? ako je D € (B, (), tako da vazi

(VD € (B,C)) 6 & [Ac Vv D?,C?).

Stoga 6 € [Ac vV B2,C?)\ Upes,c)lBe Vv D?% (C?), 10 je najveéi element
tog skupa. Zbog toga i odgovarajué¢i podskup od L ima najveéi element. m

Primedba: Neposredno sledi da je uslov naveden u tvrdenju 2.2 posledica
uslova datog u teoremi 2.4. Naime, ako je z < y, tada (z,y) = 0, pa imamo

yvz.y)\ | bvzy=vzy).
2€(z,y)

Ako [z,y) = {T}, tvrdenje 2.2 vazi. Ako [z,y) # {T}, tada postoji
t € (z,7y). Sada imamo

yNhaztha=2TANa,tj. y=2tNa>x;

ali t A a # x, jer u protivnom t < T, §to nije ta¢no; zato imamo:
aANt=vy,paté€lyVT7), tako da [y VT,7) # 0,

pa na osnovu teoreme 2.4 skup [y V T,7) ima najveéi element. Kako smo

dokazali da je proizvoljan element ¢ skupa (Z,7) ujedno i element skupa
[y VT, 7), dobijemo da je

buduéi da je obrnuta inkluzija (Z,7) 2 [y V T, y) ocigledna. Tako je najveéi
element skupa [y V Z,7) ujedno i najveci element skupa (Z,7), kao i skupa
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Sledeéi primer dokazuje da je uslov teoreme 2.4 opstiji od uslova 2.2, i
predstavlja neophodan dodatak dosadasnim uslovima.

Primer 2.5 Element a mrezZe na slict 2.2 ispunjava sve uslove iz turdenja
1.19, kao i uslov tvrdenja 2.2, ali nije A-podesan. Naime, v < a < a i
(x,a) = {z}; sada imamo:

avza)\ |J levza) =lavz1)\[1,1)=[a1)\0=][1).

z€(x,a)

Kako ne postoji najveéi element [a,1), to nije ispunjen uslov teoreme 2.4.

Slika 2.2

U nastavku navodimo uopstenje uslova (4) tvrdenja 1.19, koje je u isto
vreme uopsStenje tvrdenja 2.2.

Koristimo ideje iz dokaza teoreme M. Plos¢ice, navedene u monografiji
([67]). (teorema 2.22)

Lema 2.6 Neka je A algebra, a B i C dve podalgebre od A, takve da je
B <C. Tada skup

¢ = {pe ConC | ne postoje = € B,y € C'\ B, takvi da zpy}

ma najveci element.

Dokaz: I'B:C je neprazan, jer Ac € T'BC. Neka je v supremum skupa I'B-C
u skupu ConC. Taj supremum pripada skupu I'?C jer se, prema teoremi
1.10, poklapa sa supremumom od I'®:C u mrezi svih ekvivalencija u skupu
C, koji je manji ili jednak B2U (C'\ B)?. =
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Tvrdenje 2.7 Ako je a A— podesan element mreze L, tada za svaka dva
elementa = iy ideala la, takva da T # 0 i x <y, postoji z € |y,7), tako da
vazi:

- za svako t € [z,T], skup {c € ExtY(t) | ¢ < z} je ili prazan ili ima
najveci element, 1

- za svako t € [x,T], skup {c € ExtY(t) | ¢ € z} je anti-lanac (eventualno
prazan), pri éemu je

ExtY(t) :={w € [y, 7] | wAT = t}.

Dokaz: Posto je a A-podesan element, tada postoji algebra A Cija je mreza
slabih kongruencija izomorfna sa £ u izomorfizmu f koji preslikava a u A.
Posto su x 1 y u idealu |a, postoje podalgebre B i C algebre A, takve da
Ap i Ac odgovaraju redom elementima x i y u preslikavanju f, a B <C u
mrezi SubA. Neka je I'B:C skup kongruencija iz ConC definisan u lemi 2.6.
Prema lemi 2.6, T'5:¢ ima najveéi element ~. Kako je v € I'B:C, vazi da je:

y<B*U(C\B)?<C?iye ConC\{C?} =[A¢, C?).

~ bi bila relacija koja odgovara elementu z u ovom tvrdenju. Neka je
a € ConBB; posmatrajmo skup relacija:

T = {p € Ext(a) | p <7}
Pretpostavimo da ovaj skup nije prazan. Za svako 8 € Ext%(a) imamo

SN B? =, pa kako je B < v, imamo da svako p € Y pripada skupu I'Z:C.
Zato, na osnovu teoreme 1.10 dobijemo:

VTer?@i\/TnB*>=a.

\V/ T je, dakle, trazeni najveéi element.

Da bismo dokazali drugi deo tvrdenja, pretpostavimo sledece:
o€ ConB, ® = {p e ExtG(a)|p gy} #0.

Ako a1,a5 € @, tada oy N B? = as N B? = a.

Posto a; € v i as £ 7y, vazi sledede:
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(Hl’l,l’g c B)(Elyl,yg eC \ B)(a:loqyl 1 xgang).
Posto su Blay] i Blag| podalgebre od C, i B < C, imamo:
B[al] = C, B[ag] =C.

Ako a1 € aw, neka (z,y) € as\ a1. Postoje xo,y0 € B, takvi da zgaqz i
Yoy 1, samim tim, xoaex 1 yoaey. Sada, ocigledno (xg,yp) € az \ aq, tako
da dobijemo kontradikciju:

as N B? # a1 N B2
Stoga «q i ag nisu uporedivi u odnosu na relaciju C i @ je anti-lanac. m

Primedba: Ovo je uopstenje uslova (4) tvrdenja 1.19, osim u trivijalnom
slucaju kada je T = 0. Zaista, u uslovu (4) imamo z € [y, 7], a ovde dobijamo,
preciznije, da z € [y,7).

Uslov tvrdenja 2.2 takode sledi iz prethodnog tvrdenja: neka su x i y
takvida x < y < a € L ineka je z € [y,7) element, ¢ije postojanje sledi
iz prethodnog tvrdenja. Uoc¢imo da je (Z,7] = [y V T, 7], jer ako t € (T, 7],
onda

y=yNaz2tNa=2TNa=uz,
ali t A a # x - jer je T najvedi u skupu {s € L | s Aa =z} - tako dobijemo

yztha>r=tNha=y=1t=>y.

Skup (7,y] = [y V 7,y] = FExti(T) je ili jednak {y}, ili ima bar dva
uporediva elementa (jer ¥ € Fxty(z)). U prvom slu¢aju [z,7) = {Z}, pa
vazi tvrdenje 2.2. U slucaju da Ezt4(T) sadrzi dva uporediva elementa, iz
prethodnog tvrdenja sledi da jedan od njih mora biti manji ili jednak z, zato
neka je u < z jedan od njih. Sada

TZ22ZANTZ2UNT =1,

i tako z AT =T, tj. 2 € Extl(T).

Uocimo da je z najveéi element skupa Exts(Z) \ {y}: ako s € Exti(T) \
{7}, prema prethodnom tvrdenju imamo da je s < z, posto skup {c €
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ExtY(Z) | ¢ € z} veé sadrzi § i z < 7. Posto je

[7,9) = {=} U (Extz(T) \ {7}),

z je takode najveéi element skupa [Z, 7).

Uopstenje tvrdenja 2.7 je dato u sledecoj teoremi:

Teorema 2.8 Ako je a A-podesan element mreze L = (L,V,N\) i z,y € L,
takvi da T # 0, x < y < a, tada postoji preslikavanje ¢ : [x,y) — [y,7),
takvo da:

- za svako t € [x,T] i svako u € [x,y), skup {c € Exty(t) | ¢ < p(u)} je
it prazan ili ima najveéi element 1

- za svako t € [z, T], skup {c € ExtY(t) | (Vu € [x,y))c £ ©(u)} je totalno
neureden (pri éemu moZe biti i prazan); ovde je

ExtY(t) :={w € [y,7] | wAt =t}

Dokaz: Neka je A algebra koja predstavlja mrezu £ zajedno sa elementom
a, tj. neka je A algebra izomorfna mrezi £ u izomorfizmu f, koji preslikava
A u a. Elementi x i y odgovaraju elementima Ap i A¢, gde su B, C € SubA,
a interval [B,C) u mrezi SubA je

B.C) = {A; |i € I},
Za i € I neka je I podskup ConC odreden na sledeéi nacin:
r4C = {pe ConC|pC A2U(C\ 4;)%).

Neka je ~; supremum skupa I'4¢C u mrezi ConC za i € I, koji pripada

skupu I'*+C (prema lemi 2.6), zbog cega je v; # C? zai € I. Sada definisemo
preslikavanje @ : [B,C) — ConC na slede¢i nagin:

i trazeno preslikavanje ¢ : [z,y) — [y,y) je odredeno sa
p=f"lopof

Neka je p kongruencija algebre C. Vazi sledece:
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() peTHC = p<yzaicl;
(i) (Vi € I)p ¢ T4C] = Bl = C.

Tvrdnja (ii) sledi iz ¢injenice da je B[p] poduniverzum C koji sadrzi B,
tj. jednak je A; za neko ¢ € I ili je Blp] = C. Ako je B[p] = A;, onda
p C A2U(C\ A4;)% i tako p € T4:C. Zato Bp] = C.

Sada, neka je ¢ € ConB3, 16 € Ext$(¢). Akoje B[f] = A;, tada § € T4:C
i 0 < ;. Na isti nacin kao i ranije dobijemo da je

p=\/{0 € Extg(¢) | 6 < v} e THC.

Takode vazi da je p € Ext$(¢), tako da {0 € Ext§() | 0 < v} ima najvedi
element ;.
Neka je
p.y € {r € Ext(9) | (Vi € I)(1 £ %)}

Prema (ii) imamo da je Blp] = B[¢)] = C. Ako p < ¢ i (d,e) € ¥\ p, tada
(b,d) € pi(c,e) € p zaneke b,c € B. Sada iz (b,d) € ¥ i (c,e) € 9 sledi
(b,c) € ¢ (jer (d,e) € ¥). Ako (b,c) € p, tada (d, e) € p, Sto nije tacno; zato
(b,c) ¢ p, zbog Cega

pNB* #4NB,

Sto opet daje kontradikciju. Stoga, svaka dva elementa skupa

{7 € Exti(¢) | (Vi€ I)(r £ )}

su neuporediva. ®

U nastavku dajemo primer koji dokazuje da je teorema 2.8 uopstenje
prethodnih uslova.

Primer 2.9 Element a mreZe na slici 2.3 ispunjava sve uslove tvrdenja
1.19,2.2,2.7, kao i teoreme 2.4, ali nije A-podesan, jer ne ispunjava uslove
teoreme 2.8. Naime, uocéimo da u mrezi na slici 2.3 vazi sledece:

0<a<a;0,a)={0,z};
E$t8(0) = {a, bl, bz},‘
Exti(c) = {c1,c2};
Exti(d) = {d1,d2}.

Ako bi postojalo preslikavanje ¢ iz teoreme 2.8 tada bi postojali p(0),p(2) €

[a,1) (ne nuzno razliciti), takvi da je za svako t € [0,0], sledeéi skup totalno
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neureden (pri éemu moze biti i prazan):

{e € Exti(t) | ¢ € ¢(0) i c £ @(2)}.
Uocimo da vazi sledece:

(Vi) (bi & {(0),0(2)}) ili (Vi)(ci & {(0), ¢ (2)}) ili (Vi)(di ¢ {p(0), (2)})-

Zbog pravilnosti intervala [a, 1), bez gubitka opStosti moZemo pretpostaviti:

(Vi)(b; & {¢(0), 0(2)}).
No tada:
{c € Ext{(0) | ¢ £ ¢(0) i c £ (2)} 2 {b1, b2}

Kako je by < by, skup {c € Exti(0) | ¢ £ ¢(0) ic £ v(z)} nije totalno
neureden; dakle, nisu zadovoljeni uslovi teoreme 2.8.

Slika 2.3

Nakon ovih uopstenja poznatih kriterijuma, tj. neophodnih uslova da bi
element bio A-podesan, mozemo objediniti sve rezultate u slede¢oj teoremi:

Teorema 2.10 A-podesan element a € L zadovoljava sledece:
(1) akox Ny #0, tada xVy=TVY;
(2) akoT#0iT <y, taday Na #yAa;
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(3) ako T # 0 iw <y < a, tada je skup [y vV T,Y) \ U, ey vV Z7) ili
prazan, ili ima najvecéi element;

(4) ako T # 0, © < y < a, tada postoji preslikavanje ¢ : [x,y) = [y,7),
takvo da vazi:

- za svako t € [x,T] i svako u € [x,y), skup {c € ExtY(t) | ¢ < p(u)} je
ili prazan ili ima najveéi element, i

- za svako t € [x,T], skup {c € Exti(t) | (Vu € [z,y))(c £ p(u))} je
anti-lanac (pri ¢emu moZe biti i prazan), gde je

ExtY(t) :={w € [y,7] | w At =t}.

Primedba: Ova teorema ukljucuje sve dosad poznate kriterijume, date u
tvrdenju 1.19: uslov (3) je uopstenje tvrdenja 2.2 i stoga uopstenje uslova
(3) tvrdenja 1.19; uslov (4) je oCigledno uopstenje tvrdenja 2.7, samim tim
i uopstenje uslova (4) tvrdenja 1.19.

Primedba: Mozemo postaviti pitanje da li su ova ¢etiri uslova nezavisna.
Mreza na slici 2.3 dokazuje da se uslov (4) ne moze izvesti iz ostala tri uslova.
Mreza na slici 2.2 dokazuje da je uslov (3) nezavisan. U sledeéem primeru
dajemo mreze koje dokazuju nezavisnost uslova (1) i (2).

Primer 2.11 Mreza na slici 2.4 zadovoljava uslove (1), (3) i (4) prethodne
teoreme, ali ne i uslov (2).

Mreza na slici 2.5 zadovoljava uslove (2), (3) i (4) prethodne teoreme,
ali ne ispunjava uslov (1).

NN
NS

Slika 2.4 Slika 2.5



Poglavlje 3

Posebni slucajevi
predstavljivosti

3.1 Izvedena predstavljivost

U nekim slucajevima predstavljivost jedne mreze povlaci sa sobom pred-
stavljivost neke druge, s njom povezane mreze. To moze biti njena podmreza,
ili mreza koja predstavlja poduredenje polazne mreze, a moze biti i na neki
drugi nacin povezana s polaznom mrezom. Razmotriéemo neke slucajeve.

3.1.1 Predstavljivost podmreza i poduredenja mreze
Predstavljivost filtera i ideala predstavljive mreze

Filteri i ideali mreze predstavljaju posebne slucajeve podmreze. Najpre
¢emo postaviti pitanje: ako je jedna mreza predstavljiva kao mreza slabih
kongruencija neke algebre, da li je neki njen filter takode predstavljiv. Pod-
setimo se da je filter u mrezi glavni, ako je oblika 1f, za neki element f te
mreze. Da bi bio predstavljiv, sam taj filter mora biti algebarska mreza, a
samim tim i kompletna mreza. Zbog toga samo glavni filter moze biti pred-
stavljiv: ako je F nosac filtera F u mrezi £L = (L,V,A) i f infimum skupa F’
u F, on je jednak infimumu f; skupa F' u polaznoj mrezi; naime, f < fi, jer
je svako donje ogranic¢enje skupa F' u F ujedno i donje ogranic¢enje u £. No
feF=fieF paf <f, dakle fi = f i F =1f. Dakle, svaki filter alge-
barske mreze koji je i sam algebarska mreza je glavni filter. Obrnuto, svaki
glavni filter algebarske mreze i sam predstavlja algebarsku mrezu: neka je
F =1f filter algebarske mreze £ i x € F; x = sup X za neki podskup X
skupa L ¢iji su elementi kompaktni u £; sada je x = supY, pri ¢emu je

39
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Y={yVf|ye X} CF ielementi skupa Y su kompaktni u F.

Dakle, problem predstavljivosti filtera F predstavljive mreze £ = (L, V, A)
svodi se na pitanje: za koje f € L je filter Tf predstavljiva mreza? Kako
predstavljivost zavisi od izbora elementa koji predstavlja dijagonalu, pre-
ciznije pitanje bi bilo sledeée: ako je a A-podesan element mreze L, za
koji bi se element filtera Tf moglo zakljuciti da je A-podesan? Ako je
I < a, jedino pitanje koje ima smisla postaviti je da li a mora biti A-
podesan u mrezi 1, buduéi da se klase u ekvivalenciji skupa L definisanoj
sa: * ~y < a/Axr =a/y mogu drasticno promeniti ako zamenimo a bilo
kojim drugim elementom. Odgovor na ovo pitanje je potvrdan:

Tvrdenje 3.1 Ako je a A-podesan element mreze L, on je A-podesan i
uw mrezi Tb, kad god je b < a, tj. kad je b najmanji element neke klase
ekvivalencije definisane sa: T~y < ahx=aly.

Dokaz: Ako je b najmanji element u mrezi, tvrdenje je trivijalno, pa
mozemo pretpostaviti da je b # 0.

Neka je A = (A, H) algebra, ¢ija je mreza slabih kongruencija izomorfna
sa L u izomorfizmu ¢ koji preslikava A u a. Isti izomorfizam slika Ap u b, za
neki poduniverzim B algebre A. Ako je A" = (A, F), pri ¢emu je F = HUB
(F' se dobija dodavanjem svih elemenata skupa B kao konstanti skupu H
svih operacija algebre A), tada je Sub A’ = [b,a] i Cw A’ =1b. =

Sada pretpostavimo da je a A-podesan element u mrezi £, ali da [ € a,
tj. a €7l. Ovde bi imalo smisla postaviti sledeée pitanje: da li podesnost
elementa [ V a proizilazi iz podesnosti elementa a? Ovde je odgovor negati-
van. UoCimo mrezu na slici 3.1. Ona je predstavljiva, tj. element a u njoj
je A-podesan: Neka je A = {a,b,c,d,e, f,g}, a A = (A, {x,e, f}), gde je
operacija * definisana tablicom:

Q0 Q0 |
S 0 20 0 0|0
QO O O Qs
O QTR QU XAUD
- SR 2 QY+
0 Q0 Q Y vk

S
Q -0 Q& o0 O Q%
O 0 & o o oe

Slika 3.1
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Sada je:

SubA = {A, B}, gde je B= A\ {g};

ConA = {A, A% {a,b,c}?> UA};

ConB = {Apg, B2, {a,b}> U A, {a,b,c}>UAp,{a,b}> U {e, f}>UAB,
{a,b,c}?U{d, e}*UApB,{a,b,c}>U{e, f}2UAR, {a,b,c}?U{d, f}*UAR}.

Tako je mreza Cw.A izomorfna mrezi na Slici 3.1, pri ¢emu dijagonala
odgovara elementu a te mreze, dakle a je A-podesan. Ali to ne vazi za
element @' = a V[ u mrezi 11, jer uslov (4) teoreme 2.10 nije zadovoljen.

Dakle, u opstem slucaju, podesnost elementa a u mrezi £ ne povlaci
predstavljivost mreze 11 u slucéaju kada [ ¢a. Ovo se moze pripisati ¢injenici
da se klase u ekvivalenciji skupa L definisanoj sa: * ~y < a Az =a Ay,
presecene sa 1l, u opStem slucaju menjaju ¢ak i ako zamenimo a sa a’' =
a V1, kao §to pokazuje i navedeni primer u kojem smo, prelazeéi sa a na d’,
dobili jednu klasu ekvivalencije vise - od dve klase, dobili smo tri. Ovo se
nec¢e desavati u analognoj situaciji sa glavnim idealima, kao Sto ¢emo videti
kasnije. Ukoliko umesto a V [ izaberemo neki drugi element za o, klase
ekvivalencije mogu se u tolikoj meri promeniti, da nema smisla razmatrati,
u opStem slucaju, da li ée predstavljivost filtera proiziéi iz predstavljivosti
polazne mreze, na nacin na koji smo gore opisali.

Ideal predstavljive mreze mora, kao i u slucaju sa filterom, biti glavni,
da bi mogao biti predstavljiv: svaka predstavljiva mreza, buduéi algebarska,
mora biti kompletna i imati najveéi element, koji je ujedno i supremum
ideala u polaznoj mrezi. Obrnuto, svaki glavni ideal predstavljive (i stoga
algebarske) mreze mora biti algebarski. Tako se pitanje predstavljivosti
ideala predstavljive mreze svodi na sledece: za koji element x mreze £ pred-
stavljivost ideala |z proizilazi iz predstavljivosti mreze L£. Ili, preciznije:
ako je a A-podesan element mreze £ = (L,V,A), koji element ideala |z
moze biti A-podesan? Ako izaberemo da a A x predstavlja dijagonalnu
relaciju, za razliku od sli¢ne situacije s filterom Tz, klase ekvivalencije ele-
menata iz L koji su manji ili jednaki od z - u ekvivalenciji definisanoj sa
Yy~ z< alAy=az- preseCene sa |x su upravo klase ekvivalencije skupa
lz - u ekvivalenciji definisanoj sa y ~ z < (a Ax) Ay = (a Ax) A z. Bilo
koji drugi izbor elementa koji bi predstavljao dijagonalu mogao bi dovesti
do drasticne promene klasa ekvivalencije polazne mreze, tako da se na ovaj
nacin teSko moze govoriti o predstavljivosti ideala |x u opStem slucaju.

Zbog svega rec¢enog, jedino pitanje koje ¢emo razmatrati je sledece: ako
je a A-podesan element mreze £ = (L,V,A) iz € L, dali je aAz A-podesan
u mrezi |x? Odgovor je pozitivan, ako je element x najveéi u klasi, tj. ako
je x =T = x A a; naime, veé¢ smo dokazali u drugom delu (lema 2.1) da vazi
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sledeée tvrdenje:

Tvrdenje 3.2 Ako je a A-podesan element v mrezi L = (L,V,N\) i x ele-
ment od L, takav da je x =T, tada je a A x A-podesan u mreZi lx.

Medutim, ako element x nije najveci u klasi, tj. za njega ne vazi da je
T = x, element a A x ne mora, u opstem slu¢aju biti A-podesan u mrezi
Jx. Uocimo, naime, mrezu na slici 3.2. Ona je predstavljiva, tj. element
a je A-podesan: neka je A = {a,b,c,d,e, f} 1 A= (A,{x,b}), pri cemu je
operacija * definisana tablicom:

xla b ¢ d e f

ala a b b a f /O

b|b a a b b a /Q<

cld d e e e f a e

d|ld d e e e a \ /

eld d ¢ ¢ e a /3\

flb d a a ¢ f a \ /@

o

Slika 3.2

Uoc¢imo da je SubA = {A, {a,b},{a,b,c,d,e}}. Nekasu BiC podalgebre
od A sa nosac¢ima B = {a,b,c,d,e} i C = {a,b}. Sada imamo:

ConB = {Ap, B?,C°UAR, C*U{c, e}?UA R, C*U{c, d}2UAR, C?U{c, d, e}?};

ConC = {A¢, C?}.

Dobijemo da je mreza Cw.A izomorfna mrezi na slici 3.2, i da je element
a na slici A-podesan, jer odgovara dijagonalnoj relaciji u tom izomorfizmu.
U isto vreme aAx nije A-podesan element u mrezi Jx, jer uslov tvrdjenja 2.2
nije zadovoljen u tom slu¢aju. Samim tim, ni uslovi (3) i (4) teoreme 2.10
nisu zadovoljeni, budué¢i da ta dva uslova predstavljaju uopstenja tvrdenja
2.2. Dakle, uslovi (3) i (4) teoreme 2.10 ne moraju biti sac¢uvani prelaskom
sa mreze na njen ideal |z, ako = # 7.
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a a
*|a b
ala b
blb a
Slika 3.3

Ni uslov (2) teoreme 2.10 ne mora biti o¢uvan u idealu |z, kao Sto se
vidi na slici 3.3: prikazana mreza je predstavljiva, npr. pomocéu grupoida
A= (A, x), gde je A= {a,b}, a  je zadata tablicom na istoj slici; medutim,
ideal |a ove mreze nije predstavljiv, tj. a nije A-podesno u ovom idealu, jer
ne zadovoljava uslov (2) teoreme 2.10.

Na kraju, ni uslov (1) teoreme 2.10 ne mora ostati otuvan u idealu |z,
kada je x # T. Uo¢imo mrezu na slici 3.4. Ona je predstavljiva algebrom
A= (A%, f), gde je A = {a,b,c,d,e} a operacije x i f su predstavljene

tablicama:
*x|la b ¢ d e Z
ala a a a a
blb ¢ ¢ e d
clec b b e e \ /
dle b b d d
ele ¢ b e d O\ /
fla b ¢ d e G\ /
a a a a a I

Slika 3.4

Medutim, ideal |z nije predstavljiv, jer u njemu nije zadovoljen uslov
(1) teoreme 2.10.

Dakle, ne samo da ideal |z predstavljive mreze ne mora biti predstavljiv,
nego ne mora sacuvati nijedan od kriterijuma sadrzanih u teoremi 2.10, ako

jexr #£T.
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Sada se mozemo pozabaviti pitanjem predstavljivosti konveksne podmreze
M predstavljive mreze £. Da bi jedna takva mreza bila predstavljiva, mora
biti algebarska i imati najveéi i najmanji element. Ako je b najmanji, a ¢
najveéi element of M, imamo da je M = [b,c|, tako da je problem pred-
stavljivosti konveksne podmreze predstavljive mreze L ekvivalentan prob-
lemu predstavljivosti intervala u predstavljivoj mrezi £. Na osnovu tvrdenja
3.1 1 3.2 dobijamo sledece:

Tvrdenje 3.3 Ako je a A-podesan element mreie L = (L,V,\), b €la i
¢ €1, takav da je ¢ = ¢, tada je a A ¢ A-podesan element podmreze [b,c].

Dokaz: Na osnovu tvrdenja 3.1 zaklju¢ujemo da je a A-podesan element
filtera B =1b. Kako je ¢ = ¢ u mrezi £, a time i u podmrezi B, na osnovu
tvrdenja 3.2 imamo da je a A ¢ A-podesan element ideala Jc u mrezi B. Taj
ideal je upravo interval [b,c] mreze L, iz ¢ega sledi ovo tvrdenje. ®

Na osnovu gornjih razmatranja o (ne)predstavljivosti filtera i ideala
mozemo neposredno zakljuciti da ni za jedan drugi tip intervala, osim onog iz
tvrdenja 3.3, ne vazi u opstem slucaju da njegova predstavljivost proizilazi
iz predstavljivosti polazne mreze. To naravno ne znac¢i da bilo koji drugi
interval predstavljive mreze neée biti predstavljiv, ve¢ prosto da njegovo
predstavljanje, ako postoji, nije povezano sa predstavljanjem polazne mreze.
Uzmimo npr. bilo koji podinterval predstavljive mreze koji je konacan lanac.
On ¢e, na osnovu posledice 3.21 i teoreme 3.23 imati bar dva netrivijalna
predstavljanja. Uo¢imo mrezu na slici 3.5 i njen interval [z,y]. Mreza je
predstavljiva, tj. element a je A-podesan. Naime, a predstavlja dijagonalu
u mrezi CwA, gde je A = ({a,b,¢c,d,e},{a,*}), gde je * operacija zadata
tablicom na slici 3.5. Interval [z,y] je predstavljiv, Stavise svi elementi su
mu A-podesni, iako niti je x najmanji, niti je y najveéi element u svojoj
klasi (u ekvivalenciji zpy < x Aa =1y Aa).

N
4
a e O/

T

.

QL QUL O 2 S
SO QO OO0
QO QO O
QO 00 0 Qo

o QU O T
QUL O L TR

Slika 3.5
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Neki slucajevi predstavljivih poduredenja i podmreza

Izvesnim pojednostavljivanjem predstavljive mreze mozemo dobiti mrezu
koja ¢e takode biti predstavljiva:

Teorema 3.4 Ako je a A-podesan element mreze L = (L,V,N), a b kom-
paktan element ideala |a, tada je a A-podesan element mreze L' = (L', V, N),
gde je L' = L\ U{(c,¢) | ¢ € [b,a]}, a poredak u mrezi L' je isti kao u mrezi
L (L', viden kao poset je potposet mreze L, videne kao poset).

Dokaz: Neka je A = (A, H) algebra ¢ija je mreza slabih kongruencija
izomorfna sa £ u izomorfizmu koji preslikava A u a, a A u b. Posto je
b kompaktan, algebra B = (B, H) je generisana nekim kona¢nim skupom
X = {b1,b2,....0,}. Neka je A = (A,HU{f, | a € A}), pri ¢emu je f,
operacija duzine (n + 2) definisana na sledeéi nagin:

a, X CH{zi1,29,...,2n10}AN(x1 =0
f“(xl’x2""’xn+2):{ { nt2} A ( )

T2, u ostalim slucajevima.

Sada neka je A" = (A, HU{gys | f € F}). Dokazujemo da je Cw A’ = L'

Primetimo da je bilo koji podskup od A zatvoren za svaku od operacija
fa, tako da je svaki poduniverzum od A ujedno i poduniverzum od A’, i
obrnuto. Takode, vazi sledece

[Ac, C?lowa = [Ac, CF cwar,s

za sve poduniverzume C' algebre A takve da C' 2 B.

Neka je C' nadskup od B i ujedno poduniverzum algebre A, sa f|¢
obelezi¢emo restrikciju preslikavanja proizvoljne funkcije f na C, a sa F|¢
skup restrikcija funkcija iz skupa F na skup C. Neka je p € ConC’, gde je

C'=(C,HlcU{fulc |a€ A}),
tada je p = A¢ ili p = C?. Naime, ako je p # A¢, tada postoje =,y € C,

takvi da je x # y i xpy. Ali tada je p = C?, jer by, ba,...,b, € C i za svako
z € C vazi:

fm(xvzabtha”'7bn)pfx(yuz7b17b27”'7bn)7 t.] Tpz.
Dakle, £/ = CwA’. m

Ako u prethodnoj teoremi izaberemo b = a, dobijemo slede¢u posledicu:
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Posledica 3.5 Ako je a A-podesan i kompaktan element ideala La u mreZi
L, tada je a A-podesan element mreze L' = (L',V,N) koja je poduredenje
od L, a L'’ =L\ (a,a).

Ova posledica je znacajna jer je povezana sa predstavljivoséu algebarske
mreze pomocu proste algebre. Naime, da bi neka algebarska mreza bila
predstavljiva kao mreza slabih kongruencija neke proste algebre, pri ¢emu
je element a u njoj A-podesan, potrebno je da interval (a,1) bude prazan.
Na osnovu prethodne posledice dobijemo i jedan dovoljan uslov da bi neka
algebarska mreza £ = (L,V,A) bila predstavljiva pomoc¢u proste algebre:
dovoljno je da postoji predstavljiva mreza £ = (L', V,\), takvadaje L' O L
i L'\ (a,1) = L, a poredak na L je isti kao na L’. Ovo je ujedno i potreban
uslov, jer ako je mreza L predstavljiva pomoéu proste algebre, onda za
L’ = L dobijemo predstavljivu mrezu £, gde je L'\ (a,1) = L' = L.
Prethodnu teoremu, kao i njenu posledicu moguce je uopstiti. Da dokazemo
narednu teoremu definisimo p-projekciju:

Ako je f preslikavanje f : S — S i p relacija ekvivalencije u skupu S,
kazemo da je f p-projekcija, ako zadovoljava uslov:

(Vz,y € S)xpy = (f(y) = f(z) i f(x)pz)].

Teorema 3.6 Akg je a A-podesan element mreze L, b kompaktan element
ideala a i d € [b,b], tada skup L' = L\ U{(¢,¢) \ [dV ¢, | c € [b,a]} ¢ini
mrezu u odnosu na poredak iz L, a element a je A-podesan u toj mrezi.

Dokaz: Neka je A = (A, H) algebra, ¢ija je mreza slabih kongruencija
izomorfna sa £, u izomorfizmu u kome se A preslikava u a, A u b, a neko
p € ConB u d. Posto je b kompaktan element mreze |a, algebra B je
generisana nekim konaénim skupom X = {by,bo, ..., b, }.
Neka je F' = {f : A — A| f|p je p-projekcijai f(r) = v zax € A\ B}
Za f € F definisemo operaciju na A duzine n 4+ 3 na sledeéi nacin:

flx1), X C{xy,22,...,Tpy3} A (22 = 23)

gf(x1)x27"'a$n+3) - . -
x1, mace.

Sada, neka je A" = (A, HU{gy | f € F}). Dokazujemo da je Cw A’ = L'

Primetimo da je bilo koji poduniverzum od A zatvoren za sve operacije
gy, jer bilo koji poduniverzum koji sadrzi X sadrzi i B i zatvoren je za sve
p-projekcije, i za bilo koje f € F. Stoga je svaka podalgebra od A takode i
podalgebra od A’, i obrnuto. Takode, vazi sledece

[Ac, C%owa = [Ac, C?lowars
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za sve poduniverzume C' algebre A, takve da C' 2 B.
Ako je C D B poduniverzum od A, i 7 € Con(C’, pri ¢emu je

C'=(C,H|cU{gflc | f € F}),

tada 7 = A¢ ili 7 D p; naime, ako 7 # A¢, onda postoje x,y € C, takvi da
je x # yixTy; ali tada 7 2 p:

cpd = f(c) =dzaneko f € F =

(3f € F)gsle,z,y,b1,....bn)7Tg¢(c, 2,2, b1,. .., by) = crd.

Obrnuto, ako je 7 € ConC i1 2 p, tada je 7 saglasno sa svim operacijama
na F, tako da je 7 € Con(C’.
Dakle, £' = CwA’. =

Ovde nismo dokazivali, kao ni u teoremi 3.4, da je £ mreza, jer to sledi
iz Cinjenice da su odgovarajuce slabe kongruencije algebre A upravo slabe
kongruencije iz CwA’, koje ¢ine mrezu u odnosu na isti poredak. Time smo
dokazali da je £', viden kao poset, jedan potposet od L, ¢ija predstavljivost
kao mreze sledi iz predstavljivosti £. U opStem sluc¢aju, ova mreza ne mora
biti podmreza od L. Pogledajmo, na primer mrezu £ na slici 3.6, i njoj
odgovarajuéu mrezu L', prema prethodnoj teoremi:

N N
A %
s
N .
L L

Mreza L je kao ureden skup poduredenje od mreze £, videne kao ureden
skup, ali nije njena podmreza. Medutim, ukoliko iz mreze £’ uklonimo sve
intervale oblika [c, €], gde je ¢ €la\1Th, dobi¢emo jednu predstavljivu mrezu,
koja je podmreza od L. Naime, iz prethodne teoreme izvodimo slede¢u
posledicu:
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Posledica 3.7 Ako je a A-podesan element mreze £, b < a id € [b,b], tada
je a A-podesan i u podmrezi L = (L',V,\) mreze L, gde je L' = [b,a]U 1d.

Dokaz: Ako je A’ = (A, HU B), tada je, na osnovu tvrdenja 3.1, element a
A-podesan u filteru 7b. Sada primenimo prethodnu teoremu na mrezu L1,
koja je jednaka filteru 1b, i elemente a i b. Posto je b najmanji element mreze
L1, on je kompaktan u njoj, pa ako je d € [b,b], a je A-podesan element
mreze L' sa nosacem

L'=Li\{(c,e)\[dV e, |ce[ba]}

- gde je L1 nosa¢ mreze L - i poretkom jednakim poretku u L.
Primetimo da je L' = [b,a]U 1d: ako je x € L', tada je x € L1, tj. = > b,
ali
z ¢ (xNa,@)\[dV (zAa),T];

kako je x € [x A a,T], mora biti
r=zNa<a,z=TilizeldV(xAa),T,

a u svakom od tih slucajeva = € [b,a]U 1d; obrnuto, ako je z € [b,a]U 14d,
tada je x € [b,a] ili x €1d; ako x € [b,a], tada

x €tb= Ly, ali z ¢ (c,¢) ni za jedno c € [b,a], pax € L';
ako x €7d, tada x € L', jer x > d > b, pa
reliizel(anz)VdT],pax ¢ (aNz,@)\[(aNz)VdT];
sa druge strane, = € [c,¢] samo ako ¢ = x A a; zato
zg{(c,e)\[dVed|celbal},

paxe L.
Skup L' je zatvoren za operacije V i A mreza Ly i L, tako da je L’
podmreza mreza £, 1 L. m

JosS jedan slucaj kada se predstavljivost poduredenja neke mreze izvodi
iz predstavljivosti polazne mreze opisan je u narednoj teoremi:

Teorema 3.8 Ako je a A-podesan element mreze L = (L,V,A) i d €Ta.
Skup L' =ld U {b | b < a} predstavlja mrezu u odnosu na poredak nasleden
iz mreze L, a element a je A-podesan i u toj mrezi.
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Dokaz: Neka je A = (A, H) algebra takva da je CwA = L u izomorfizmu
koji slika Aipuaid. Nekaje O ={0; |i€ I} skup klasa kongruencije p.
Za svako i € I definiSemo operaciju duzine 3 na slede¢i nacin:

_Jy zeO;
fl(xuyaz)_ {Z CE‘€OZ

Sada, neka je A" = (A, HU{f; | i € I}). Dokazimo da je CwA’ = L.

Ako je T € CwA, neka je B={x € A| z7y za neko y € A}. Ako 7 C p,
tada je 7 saglasna sa operacijom f; za svako i € I, zato 7 € CwA’. Ako,
pak, 7 Z p, tada postoje z,x’ takvi da je (z,2') € 7\ p. Ako je z € O,
tada 2’ ¢ O;. Ako je 7 kompatibilna sa operacijama f;, tada za svaka dva
Y,z € B imamo fi(x,y,2)7fi(z',y, 2), tj. (Vy,z € B)ypz, dakle 7 = B?. m

U prethodnoj teoremi nismo dokazivali da je zadati skup L’ u odnosu na
poredak iz £ mreza, jer to sledi iz dokaza, jer smo dobili da je Cw A’ = L’.
Ova mreza, u oznaci £, ne mora biti podmreZa polazne mrezZe, kao $to se
vidi iz primera mreze i odgovarajué¢eg potporetka na slici 3.7:

PN e
NN \,\O
. \

L L
Slika 3.7

Poset (L', <) predstavlja mrezu u odnosu na poredak nasleden iz mreze
L, ali nije podmreza od £. Pod odredenim uslovima, ipak, skup L' iz
prethodne teoreme biée zatvoren za operacije u mrezi £, tako da ée L’
biti podmreza polazne mreze. Tako dolazimo do jednog slucaja kada se
predstavljivost podmreze izvodi iz predstavljivosti polazne mreze.

Posledica 3.9 Neka je a A-podesan element mreze L = (L,V,N\) id € L
takav da je d > a. Neka L zadovoljava sledeéi uslov: ako je b € [c,a] i
bve<b, tada e <d. Skup L' =ldU{b|b < a} je zatvoren za operacije u
mreZi L, i element a je A-podesan element podmreze L' = (L',V,\) mreZe

L.
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Dokaz: Na osnovu prethodne teoreme bilo bi dovoljno dokazati da je skup
L’ zatvoren za operacije u mrezi L.

Neka su l,m € L.

Akol <dim<d,tadalAm<IVm<d, takodalAmilVmlezeu
skupu L’.

Akojel=¢, (c<a), neka je b=mVI=mVec. Vaz sledece:

(Yb>b>cV(bAa)

b>e>c= (bAa)>c=¢cV(bAa)<b

Sada, imamo dva podslucaja:

ako ¢V (bAa) = b, na osnovu (*) imamo b>b>¢V (bAa)=b=b=
b=>be L

ako, pak, ¢V (bAa) < b, tada ¢ < d, na osnovu datog uslova; ako m < d,
tada mVI=mV < d; ako m £ d, tada m = p, pa na isti na¢in dobijemo
dajeb=0be L'ili p <d. Stoga je m V1€ L' usvakom slucaju.

S druge strane, [ Am < d kadgod | < dili m < d. Akol € d ili m £ d,
tadal=cim=>b,stogamAl=ncLl n=bAc. =

Slede¢a posledica predstavlja opstiji rezultat od rezultata iz prethodne
teoreme i posledice, jer u njoj ne pretpostavljamo da je d > a.

Posledica 3.10 Ako je a A-podesan element mreze L = (L,V,N\), ad € L,
tada je d A a A-podesan element mreze L', ¢iji nosac¢ je L' =|d U {b| b <
d A a}, a poredak u L' je isti kao u mrezi L. Mreza L' je takode podmreza
od L, ako sledeéa implikacija vazi w mreZi L: ako jeb € [c,and] i bV E <D,
onda ¢ < d.

Dokaz: Na osnovu tvrdenja 3.2, d A a je A-podesan element mreze £ =|d.
Sada, primenjujudi teoremu 3.8 na mrezu £ i njene elemente dAaid > dAa,
dobijemo da je d Aa A-podesan u mrezi L', ¢iji je nosac skup L' = {x € Ly |
r<dlu{b|b<dAra}={xeL|x<d}U{b|b<dAa},aporedak u L

je isti kao poredak u mrezama L1 i L.
Primenom prethodne posledice, dokazujemo drugo tvrdenje ove posledice. m

Kombinacijom teoreme 3.6 i posledice 3.10 dobijemo slede¢u opstiju
posledicu:

Posledica 3.11 Ako je a A-podesan element mreze L :£L, V,A)ib,c,d e €
L, takvi da je ¢ < b < a,d < e, d € [c,¢] i e € [bb], tada skup L' =
[d,e]Ule,b]U{T | x € [e,b]} ¢ini mrezu u odnosu na poredak nasleden iz L,
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a b je A-podesan element u toj mrezi. Ta mreza je ujedno i podmreza od L,
ukoliko vazi sledeéa implikacija: ako je t € [c,b] i t V€ <t, onda je¢ < e.

Ako je L predstavljiva mreza i a A-podesan element u njoj, mogli bismo se
pitati da li je njena podmreza, koja se sastoji od nekih blokova ekvivalencije
(koja je ujedno i kongruencija mreze mreze zadate sa x ~ y < xzAa =yAa)
takode predstavljiva. Ovo bi se moglo ocekivati, buduéi da se klase u ovoj
podmrezi ne razlikuju od klasa polazne mreze, tako da je ¢itava struktura
ocuvana. Ipak, u opstem slucaju, predstavljivost polazne mreze ne povlaci
predstavljivost ovakve podmreze. Uocimo npr. mrezu £ na slici 3.8:

- -
AN N
P @ NN

mreza L mreza L’

Slika 3.8

Element a u mrezi 3.8 je A-podesan: Neka je A = (A,{f,g,h}), pri ¢emu
je A={a,b,c,d,e}, a f,g 1 h suunarne operacije zadate tablicama:

f‘ab
c c

o | X

g|a
C

b d e h
‘ b c

e

ISERS]
| o
SHESE
[SHEN

c
b

ISHNeY

Mreza Cw.A je izomorfna mrezi na slici 3.8, pre ¢emu dijagonalnoj relaciji
A odgovara element a. Dakle, a je A-podesan element mreze £. Ali a nije
A-podesan u podmrezi £’ na slici 3.8 koju ¢ine klase ekvivalencije najveéeg
i najmanjeg elementa u idealu |a, jer uslov (4) teoreme 2.10 nije zadovoljen
u toj mrezi: naime, Fxt3(0) = {z € [a,1] | t A0 =0} = {a,b,c}, Extl(0) =
{z € [a,1] | x AO = 0} = {d,1} a prema uslovu (4) te teoreme morao bi
postojati element ¢ intervala [a, 1) takav da skupovi {x € Ext3(0) | v < t} i
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{xz € Ext3(0) | x < t} imaju najvedi element; takvo ¢, medutim, ne postoji.
Dakle, ako je a A-podesan element mreze £ = (L,V,A) i mreza M =
(M,V,A\) podmreza ideala |a, on ne mora biti A-podesan u podmrezi K =

(K,V,N) mreze L, takvoj da je K = {[b,b] | b € M]}.

3.2 Homomorfne slike, zatvorenja, otvorenja

Kada ispitujemo da li je homomorfna slika predstavljive mreze predstavljiva,
najprirodnije je problem postaviti ovako: ako je a A-podesan element neke
mreze L = (L,V,N), M = (M, V, ) proizvoljna mreza i ¢ : L — M mrezni
epimorfizam, da li je ¢(a) A-podesan u mrezi M?

Homomorfna slika mreze, kao i homomorfna slika bilo koje algebre je, na
neki nacin, jednostavnija od polazne mreze i pravilnija je od nje. To bi nas
moglo navesti na pretpostavku da je homomorfna slika predstavljive mreze
predstavljiva. Medutim, to nije pravilo. Tesko je nadéi bilo kakvo opstije
pravilo kada bi mrezni homomorfizam proizvodio predstavljivu mrezu od
polazne predstavljive mreze. Mrezni homomorfizam ne mora, osim kodis-
tributivnosti, sa¢uvati ni jedan do sada poznati uslov koji mora zadovol-
javati A-podesan element u mrezi. Pogledajmo, na primer, mreze na slici
3.9. Element koji je A-podesan, ili za koji ispitujemo da li je A-podesan,
obelezavatemo na slikama nadalje ispunjenim kruzi¢em.

Slika 3.9

Desna mreza je homomorfna slika leve mreze u homomorfizmu odredenom
sa ®(a) =bVe ®(x) =bVe O(2) =z za sve z # z,a. Element a u mrezi
sleva zadovoljava sve dosad poznate uslove za A-podesan element, Stavise
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mozemo dokazati da je A-podesan, jer odgovara elementu A u mrezi Cw.A,
gde je A= (A,%), A={a,b,c,d}, a x je binarna operacija zadata tablicom:

QU O Q%
o 8 2|
Q2 0|0
O & X

S0 Q 22

Medutim, element ¢(a) u mrezi zdesna ne zadovoljava uslov (1) teoreme
2.10. Ovu mrezu mozemo posmatrati i kao poduredenje mreze sleva, a ¢
kao preslikavanje te mreze u sebe samu. Sada je jednostavno proveriti da ¢
predstavlja ne samo homomorfizam, veé i otvorenje, tj. zadovoljava sledece
uslove:

Ovo otvara interesantno pitanje predstavljivosti poduredenja neke mreze,
koje ujedno predstavlja sliku te mreze u nekom otvorenju. Isto pitanje
mozemo postaviti i za zatvorenje, preslikavanje definisano dualno otvorenju,
tj. ono preslikavanje ¥ koja zadovoljavaju uslove:

Razmotri¢emo da li je slika predstavljive mreze u nekom otvorenju pred-
stavljiva. Ovaj problem ima dodirnih tacaka sa problemom predstavljivosti
homomorfne slike, u meri u kojoj su otvorenja povezana sa homomorfizmima.
Zato ¢emo istraziti i tu vezu, sli¢nost izmedu otvorenja i homomorfizma.
Ako je £ = (L,V, ) polazna mreza, slika te mreze u otvorenju, u odnosu
na poredak nasleden iz L, predstavlja mrezu £’ = (L',V, A), pri ¢emu je
L'={x € L] ¢(x) ==z}, aAlV supovezane sa operacijama u polaznoj
mrezi na slede¢i nacin:

XAy =¢(xAy) (jerzeLliz<z,y=2<zcNy=2=9¢(z) < d(zAy));

xVy =xVy (jerz>x,y=z=>xzVy,axVyeclL, jer
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PplrVy) <zVy=9o(x)Ve(y) <oxVy),pad(zxVy) =xVy)

Preslikavanje koje je otvorenje ne mora u opsStem slucaju biti i mrezni
homomorfizam (kao §to je to u primeru na slici 3.9). Medutim, ako otvorenje
posmatramo kao preslikavanje L na L', ono predstavlja A-homomorfizam, tj.
saglasno je sa operacijom A:

d(x Ny) < 9(x), (), pa p(z Ay) < ¢(x) A d(y);

zato

(o Ay)) < d(d(x) A d(Y)), ti. d(z Ay) < ¢(o(x) A d(y));

obrnuta nejednakost vazi zato sto

o(z) N d(y) <= Ay, pa gp(z Ay) = ¢(o(x) A d(y)),

tako da dobijemo jednakost:

o(x Ny) = ¢p(x)Ad(y).

Ako, pak, otvorenje posmatramo kao preslikavanje mreze £ u nju samu,
tada ono ne mora biti A-homomorfizam; u svakom sluc¢aju, ne mora biti
V-homomorfizam - bez obzira da li se radi o preslikavanju £ u £, ili £ u
L'; to se sve moze uociti na slici 3.10 - na njoj je petljom oznaceno kada se
element preslikava u sebe, dok je strelicama prikazano preslikavanje elementa
u susedni element. Mreza zdesna predstavlja sliku u ovom preslikavanju,
koje je otvorenje. Primetimo da ¢, kao preslikavanje mreze u samu sebe,
nije saglasno sa A\: 0 = ¢(d Ae) # ¢(d) A p(e) = d A e = f; takode, bez
obzira da li ¢ posmatramo kao preslikavanje u £ ili u £’, ono nije saglasno

saV:1=bVe=ao¢(bVe)#aob)Vole)=o(c).

00 0d(bV c)
b

ol \C\ /\\

o) O
N\
NG e o
4
iI o(dNe)
Slika 3.10
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Vratimo se na pomenuti primer na slici 3.9. On pokazuje da slika pred-
stavljive mreze u otvorenju, u odnosu na poredak nasleden iz polazne mreze,
ne mora biti predstavljiva mreza, tacnije da je slika A-podesnog elementa u
otvorenju ne mora biti A-podesan element u pomenutoj slici te mreze, jer
uslov (1) teoreme 2.10 ne mora biti pri tom sacuvan.

Homomorfizam, kao ni otvorenje, ne mora sac¢uvati ni uslov (2) teoreme
2.10, kao sto se vidi na slici 3.11:

v $(a) = (1)
ae(
O
ola b
a a a
O bla a
Slika 3.11

Preslikavanje je obelezeno kao na slici 3.10 - petljama su obelezeni oni
elementi koji se preslikavaju u sebe, dok je strelicom oznaceno preslikavanje
elementa u susedni element. Mreza sa desne strane je slika mreze sleva u
prikazanom preslikavanju, koje je otvorenje.

Element a u mrezi sleva na slici 3.11 zadovoljava sve uslove teoreme 2.10
i on je A-podesan, $to dokazuje algebra B = (B,0), gde je B = {a,b}, a
o je zadato tablicom na slici 3.11. Medutim, element ¢(a) u mrezi koja
je homomorfna slika prethodne, na sredini iste slike, ne zadovoljava uslov
(2) teoreme 2.10, tako da ¢(a) nije A-podesan, uprkos ¢injenici da je ras-
pored klasa u tom homomorfizmu ostao nepromenjen. Taj homomorfizam
mozemo videti i kao preslikavanje mreze sleva u nju samu, i to preslikavanje
je otvorenje, tako da uslov (2) ne mora biti sac¢uvan ni u otvorenju.

Homomorfizam ne mora sac¢uvati ni uslov (3), ni uslov (4) teoreme 2.10.
Oba ova uslova, naime, povlace uslov dat u tvrdenju 2.2: ako z < y < a,
tada interval [T,7) ima najveéi element. To nije zadovoljeno u mrezi £
na slici 3.12, koja je homomorfna slika mreze £ na istoj slici. Medutim,
mreza L zadovoljava sve uslove teoreme 2.10 i ona je predstavljiva algebrom
A= (A, x), gde je A= {a,b,c,d}, a (x) je prikazana tablicom:



56 POGLAVLJE 3. POSEBNI SLUCAJEVI PREDSTAVLJIVOSTI

L
<

QO Q| *
SRR
Q@ Q@ 8 ol
ISEEES IS SIS N
Q@ Q2 2 ol

O T
O
mreza L mreza L/
Slika 3.12

Mrezu £ mozemo videti kao poduredenje (Stavise podmrezu) mreze L i
ujedno kao sliku te mreze u otvorenju. Tako ovaj primer pokazuje da uslovi
(3) 1 (4) ne moraju u opsStem sluc¢aju biti sacuvani ni u preslikavanju koje
predstavlja otvorenje.

Dakle, homomorfizam, kao ni otvorenje, ne ¢uva u opStem slucaju ni
jedan od dosad poznatih uslova koje zadovoljava A-podesan element.

Jedno mrezno preslikavanje koje ¢uva strukturu klasa u ekvivalenciji
Tpay < x A a =y A a proizvoljne algebarske mreze £ = (L,V,A) sa kodis-
tributivnim elementom a je preslikavanje ¢ : L — L definisano sa

o(x) = (x Va)\T.

Ovo preslikavanje ima zanimljive osobine. Naime, primetimo da je z < ¢(x).
Takode, ovo preslikavanje ¢uva uredenje. Posto je

ahNz=aANT=aA(aVz)\NT=aAdp(x),

vazi

T =

-

Zato

P(o(x)) = (aV @(x)) AN p(x) = (aV ¢(z)) AT =
(aV({(zVa)ANZ)ANTL<(xVa)A(aVT)ANT = (xVa) T = ¢(x).
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Posto = < ¢(x), vazi i obrnuta nejednakost ¢(z) < ¢(o(z)), pa

Dakle, ¢ predstavlja zatvorenje u algebarskoj mrezi sa kodistributivnim
elementom a. Kako proizvoljno zatvorenje u nekoj mrezi £ = (L, V, A) pred-
stavlja otvorenje u dualnoj mrezi £ = (L, A, V), dualno dokazu kod otvorenja
dokazemo da je slika mreze u proizvoljnom zatvorenju mreza u odnosu na
isti poredak; pri tom su infimum (A) i supremum (V) povezani sa istima iz
polazne mreze na sledeéi nacin:

Ay =z Ay,
aVy = ¢(z Vy).

Takode, moze se dokazati, dualno otvorenju, da proizvoljno zatvorenje,
videno kao preslikavanje na mrezu £’ = ({z € L | ¢(x) = x},V,A), pred-
stavlja V-homomorfizam, tj. da je saglasno sa operacijom V, tj. vazi:

P(x Vy) = d(x)Ve(y).

Dualnim zaklju¢ivanjem dobijemo da, ako zatvorenje posmatramo kao
preslikavanje mreze £ u nju samu, tada ono ne mora biti V-homomorfizam,
a u svakom sluc¢aju ne mora biti A-homomorfizam - bez obzira da li se radi
o preslikavanju L u L, ili L u L'.

Tako ovo zatvorenje ¢uva strukturu klasa u ekvivalenciji xp,y & zAa =
y A a, ono ne mora sa¢uvati i A-podesnost elementa a, jer ne mora sa¢uvati
uslove (3) i (4) teoreme 2.10. Naime, neka je A = (A, {*,+, a, f}), gde je
A ={a,b,c,d,e, f,g,h,i}, * i + su dve binarne operacije, a « i 8 unarne
operacije na A su definisane tablicama:
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xla b ¢c d e f g h i +la b ¢ d e f g h i
ala d e d e f g h i ala a a a a a a a f
bla d e d e f g h h bla a a a a a a a f
cla d e d e f g h i cla a a a a a a a f
dla d e d e f g h h dla a a a a a a a f
ela d e d e f g h i ela a a a a a a a f
fla d e d e f g h h fla a a a a a a a f
gla d e d e f g h i gla a a a a a a a f
hla b ¢ f g f g h i hla h h a a a a a f
ila ¢c ¢ g g g g h 1 ila h h a a a a a f
ala b ¢ d e f g h i I3 ‘ a b d f g h i

a ¢ b e d g f a f ‘ a b b f g h h

Uoc¢imo podalgebre B i C algebre A, odredene skupovima B = {a} i
C ={a,b,c,d,e}. Vazi

B<C<A,

tako da mreza Cw.A sadrzi podmrezu prikazanu na slici 3.13, koja se sastoji
iz ConC, ConA i ConBB = {(a,a)}. Ovde je

v = {a}QU{b, C}QU{d, 6}2, Yo = {a}ZU{b, d}QU{c, 6}2, Y3 = {a}ZU{b, ¢, d, 6}2,

a1 = {aa f: 9}2 U {b7 C}2 U {d> 6}2 U {h7 i}2’

as = {a,h}2 U {b,d, f}* U{c,e,g}? U {i}>.

Sada posmatramo sliku ove podmreze u preslikavanju ¢(p) = (A V p) A D?,
gdeje D={z € A| (z,x) € p}. Svi se elementi u tom preslikavanju slikaju
u sebe, osim elementa 73, koji se slika u C?, tako da slika ove podmreze,
prikazana na slici 3.14 sadrzi sve elemente, osim 3. Primetimo da u ovoj
podmrezi Ag < A¢, a skup [B2, 0?) = [Ap, C?) nema maksimum, tako da
u ovoj mrezi nisu zadovoljeni uslovi (3) i (4) teoreme 2.10.
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A2 A2
a9 Qa2
V3
A 71 A i
72 Y2
Ac Ac
AB AB
Slika 3.13 Slika 3.14

Zatvorenje, dakle, u opstem slu¢aju, ne mora sacuvati A-podesnost, ¢ak ni
u sluc¢aju kada se A-podesni element a slika u sebe, a svaki drugi element u
element iz iste klase u odnosu na a. Zatvorenje ne mora sa¢uvati ni jedan
od uslova teoreme 2.10, ¢ak ni pod pretpostavkom predstavljivosti polazne
mreze: mreza na slici 3.15 levo zadovoljava uslov (1) teoreme 2.10 i pred-
stavljiva je algebrom A = ({a,b,c,d,e, f},{a,*,a}), gde su operacije * i
a zadate tabelama ispod slike; ovde je SubA = {{a}, F,H,G, A}, gde je
F ={a,b,c}, G ={a,d,e} i H= FUG. Sada je mreza 3.9 mreza Cw.A, pri
cemu je:

rAy=Aa},zNa=Ar, yNa=Ag, zNa= Ay;
A =ApU{bc}? yn2 =AgU{d,e}? z=F? y=G?

2 =Agu{becde}? 2" = Ay U{bc}?u{d,e}? z = H?
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Medutim, slika te mreze u zatvorenju zadatom sa
1, te{x,y,z2

@(t) — ) v{ y }
t, 1nace.

prikazana na istoj slici zdesna, ne zadovoljava uslov (1) teoreme 2.10, te nije
predstavljiva mreza.

Slika 3.15

xla b ¢ d e f
ala ¢ b e d b
b|b ¢ b b ¢ e a‘abcdef
clc ¢ b ¢ b f
dle d e e d d [a a “ b
eld e d d d c
fld f e ¢ b e

Mreza na slici 3.16 levo zadovoljava uslov (1) i predstavljiva je algebrom
A = (A, {o}), gde je A = {a,b}, a o je binarna operacija data u tabeli na
istoj slici. Medutim, slika te mreze u datom zatvorenju ne zadovoljava isti
uslov.

Da sumiramo: u ops$tem slucaju, slika u mreznom preslikavanju koje je
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bilo homomorfizam, bilo otvorenje ili zatvorenje, ne mora u opstem slucaju
¢uvati podesnost elementa a polazne mreze. Stavise, takvo preslikavanje ne
mora sac¢uvati ni jedan od do sada poznatih uslova koji mora zadovoljavati
A-podesan element.

O
) T $(a) = 6(1) ola b
a a a
bla a

O

O

Slika 3.16

Dosadasnji rezultati nam omogucavaju da u nekim posebnim slu¢ajevima
tvrdimo da preslikavanje koje je homomorfizam, ili otvorenje, ili zatvorenje,
¢uva predstavljivost mreze. Slededi tvrdenje je neposredna posledica tvrdenja
3.1 koje govore o predstavljivosti filtera predstavljive mreze.

Tvrdenje 3.12 Neka je a A-podesan element mreze L = (L,V,\) ib € L.
Ako je b < a, tada je a = a V b A-podesan i u slici mreze L u zatvorenju ¢y
zadatom sa ¢p(x) =bV .

Primedba: Preslikavanje ¢, je V-homomorfizam, a u sluc¢aju da je b € L
distributivan, ¢, je i mrezni homomorfizam.

Tvrdenje 3.12 ne vazi ako izostavimo uslov b € a - tada a V b ne mora
biti A-podesan u slici mreze £ u preslikavanju ¢, - $to dokazuje primer
nepredstavljivosti filtera, dat na slici 3.1.

Kao posledicu tvrdenja 3.2 koje govori o predstavljivosti ideal pred-
stavljive mreze, dobijemo sledece tvrdenje:

Tvrdenje 3.13 Neka je a A-podesan element mreze L = (L,V,\) i x € L.
Ako je x = T, tada je a N\ x A-podesan u slici mreze L u preslikavanju ¢,
gde je ¢, otvorenje u mrezi L zadato sa ¢ (c) = c A x.

Primedba: Preslikavanje ¢, je A-homomorfizam, a u slucaju da je x € L
kodistributivan, i mrezni homomorfizam.
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Tvrdenje 3.13 ne vazi ako izostavimo uslov x = T - tada a A  ne mora
biti A-podesan u slici mreze £ u preslikavanju ¢, - §to dokazuju primeri
nepredstavljivosti ideala dati na slikama 3.2, 3.4 i 3.3. Ono ne vazi ni ako
pretpostavimo da je x kodistributivno, Sto povlac¢i saglasnost preslikavanja
¢, odnosu na V, ¢ime ovo preslikavanje postaje homomorfizam. Naime, u
primeru na slici 3.2 z je kodistributivno, ali slika |z u preslikavanju ¢, nije
predstavljiva mreza.

3.3 Predstavljivost direktnog proizvoda

Mozemo postaviti pitanje: da li je direktan proizvod predstavljivih mreza
predstavljiv? Uzec¢emo bilo koji skup predstavljivih mreza, i od algebri koje
predstavljaju te mreze nacini¢emo algebru koja ¢e predstavljati direktan
proizvod tih mreza, malo proSiren.

Neka je A = {(L;,a;) | i € I} familija parova takvih da je £; mreza i a;
A-podesan element te mreze, za svako i € I. Neka je £’ mreza dobijena od
direktnog proizvoda £ = IIL; na slede¢i nacin:

(i) Ako su bar dve mreze L;, L;(i,j € I,i1 # j), zajedno sa elementima a;,
odnosno a;, predstavljene mrezama slabih kongruencija algebri, koje imaju
bar po jednu konstantu, tada za svaki element b mreze £, b < a dodamo po
jedan element ', takav da je b’ Aa = b il je veéi od svih elementa skupa
{z € L |z ANa="0},ida vaze sledeée nejednakosti:

r<b erha<b;
V<ze (x=dANe>b).

(ii) Ako postoji samo jedna mreza £; u skupu mreza {£; | i € I} koja se
moze predstaviti, zajedno sa elementom a,;, mrezom slabih kongruencija neke
algebre sa bar jednom konstantom, onda uzmemo mrezu £’ kao u sluc¢aju
(i), bez elemenata oblika I', gde je | = (I;)ier, |j < aj i l; = 0 kad god je
i ].

(iii) Ako ne postoji nijedna mreza L; koja je, zajedno sa elementom aj;,
predstavljiva mrezom slabih kongruencija neke algebre sa najmanje jednom
konstantom, onda uzmemo mrezu £’ kao u slucaju (i) bez elemenata oblika
" gde je I = (1;)ier, I < (a;)ier 1 postoji j € I takvo da je l; = 0 kad god je
ED

Mrezu L', ovako konstruisanu, zva¢emo prosiren direktan proizvod
familije A = {(L;,a;) | i € I}.
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Teorema 3.14 Ako je a; A-podesan element mreze L;, za svako i € I, tada
je a = (a;)icr A-podesan element progirenog direktnog proizvoda familije

A= {(/Ll,al) ‘ 1€ [}

Dokaz: Neka je, za svako i € I , mreza L; izomorfna sa Cw.A; u izomorfizmu
koji slika a; u Ay, gde je je A; nosa¢ algebre A;. Neka je 4; N A; = 0 kad
god je i # j. Nekaje A=U{A;|ie€ I}

Neka je f operacija algebre A;, za neko i € I. Ako je f duzine n,
definisemo operaciju f na skupu A na sledeéi naéin:

f(l’l,l‘z,...,l‘n) = . .
x1, 1mace.

~ B {f(a:l,xg, iy Tp)y X1, T2,y Ty € A

Neka je g; operacija na A definisana slede¢im jednakostima:

i\T, Y, %) =
gy z, x¢ A

Sada, neka je H = {g; | i € I} U{f | f operacija algebre A;, za neko i €
I} ineka je A= (A, H). Dokazujemo da je CwA = L'

Za svako i € I obelezimo sa m; izomorfizam 7; : CwA; — L£; koji slika
dijagonalnu relaciju Ax, u a;.

Primetimo da je svaki poduniverzum B algebre A unija poduniverzuma
B, algebri A; i obrnuto, tj. SubA = {B | B = UjerB;, B; < A;}. Neka je B
neka podalgebra iz Sub A, B = U;crB;, B; < A;. Primetimo da je bilo koje
p € ConB jednako ili sa B? ili sa U;erp;, za neko p; € Conl3;.

Sada definisimo © : CwA — L'. Ako je p € ConBB, gde je B =
UierBi, B; < B:

w(p) = {(Wi(l)i))ieb p = Uicrpi

(mi(AB,))ie;, u ostalim sluéajevima (p = B? za B # B;).

Sada, m je izomorfizam mreza i m(A) = w(UjerAa,) = (mi(A4,))icr =
(ai)ic1 = a, tako da imamo CwA = L' i a = (a;)ier je A-podesan u mrezi
L. m

U vezi sa pitanjem da li je direktan proizvod predstavljive mreze i neke
proizvoljne algebarske mreze predstavljiv, definiSemo pojam |a-proSirenja
mreze.
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Neka je £ = (L, V, ) kompletna mreza i a € L kodistributivan element
u njoj. Prosirimo mrezu £ do mreZze £’ na sledeéi nacin:

L'=LUS, gdeje SNL=0,5={s,|be L,b< a};sada definisemo
poredak <’ na L':

ako x,y € L, tada x <’ y ako i samo ako z < y;

ako r,y € S,ix =8, y =S¢, b,c € L, tada o <" y ako i samo ako b < ¢;

akox € L,y € S, y = sp, tada y £ x, dok je v <’ y ako i samo ako
zAa<b.

Sada L’ u odnosu na relaciju <’ predstavlja mrezu, u oznaci £, koju
zovemo Ja-prosirenje mreze L.

Uocimo da je mreza L jedan ideal u svom Ja-prosirenju; skup S je, pak,
filter u mrezi £'.

Ovako konstruisano pro§irenje mreze L predstavlja primer jedne opstije
konstrukcije. Ako su K; i Ko kompletne mreze sa nosa¢ima Kp i Ko, &
kompletna A-potpolumreza od K; (nosa¢ E; je podskup od K; zatvoren
za beskonacne infimume), & kompletna V-potpolumreza od Ky (nosa¢ Es
je podskup od Ky zatvoren za beskonacéne supremume), i k : E; — FEo
preslikavanje koje je izomorfizam poseta (u odnosu na poretke nasledene iz
mreza Ky 1 K2). Za z € K; neka je z* = A\(E1N 1 x) zatvorenje od x
u odnosu na Ei, a y. = \/(E2N | y) otvorenje od y u odnosu na Es.
Vazi sledece, [18, lema 2]:

k(") <y<=z < /ﬁ_l(y*) <= (Je € F1)(x < eNk(e) <y).

Ovo nam omogucava da definiSemo jednu relaciju na disjunktnoj uniji K =
K71 UK> na prirodan nacin: neka jex < yakox,y € K; iz <k, y,iliz € K,
y € Ky i vazi bilo koji od gore navedenih ekvivalentnih uslova. Dokazano
je da skup K u odnosu na ovako definisanu relaciju predstavlja kompletnu
mrezu - [16, tvrdenje 1] - koja predstavlja jednu Gracinski sumu mreza
K11 Kq, vidi [25] i [26], u kojoj su sadrzane mreze K1 i Ko kao podmreze, i
to K1 kao ideal i K9 kao filter.

Ako je £ kompletna mreza sa kodistributivnim elementom a, obelezi¢emo
sa Sg(L) = {7 | © €la}, gde je T = max{y | y A a = x}. Sada primenimo
prethodnu konstrukciju na mreze £ i la sa potpolumrezama S,(L) i la -
dobi¢emo Ja-prosirenje mreze £. Kako se ovom konstrukcijom dobija kom-
pletna mreza, vazi sledeée tvrdenje:

Tvrdenje 3.15 Ako je L kompletna mreZa i a kodistributivan element u
njoj, tada La-prosirenje te mreze L' predstavija kompletnu mrezu.
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Medutim, Ja-prosirenje algebarske mreze ne mora biti algebarska mreza;
uzmimo npr. skup Fw(A) slabih ekvivalencija nekog beskona¢nog skupa A;
Ew(A) predstavlja, na osnovu tvrdenja 1.8, algebarsku mrezu u odnosu
na inkluziju; dodajmo joj jedan element t veéi od svih - dobijena mreza
je takode algebarska, pri ¢emu je ¢ kompaktan element; zatim nacinimo
JA a-proSirenje tako dobijene mreze; element ¢ u novonastaloj mrezi nije
vise kompaktan; naime, ako je X = {sa, | B je konac¢an podskup od A},
imamo da je t < \/ X, jer \/ X = sa, = 1; medutim, za svaki konacan
podskup Xy skupa X imamo da je \/ Xo € X, pa t £ \/ Xo; element ¢ nije
ni supremum nekog skupa Y kompaktnih elemenata, jer ako Y ne sadrzi ni
jedan element oblika sa ,, gdeje B C A, tadaY C EFw(A),pa\/Y € Ew(A)
it # \Y; ako, pak, Y sadrzi neki element oblika sa,, tada je \/ Y istog
oblika, pa opet t # \/ Y; mreza koju smo dobili, dakle, nije algebarska.

Sada primenimo teoremu 3.14 na direktan proizvod predstavljive mreze
i proizvoljne algebarske mreze. Naime, videli smo da je najmanji element
proizvoljne algebarske mreze uvek A-podesan, te da je algebarska mreza u
odnosu na njega predstavljiva. Zato prethodnu teoremu mozemo primeniti
na dvoclanu familiju, koju ¢ine jedna predstavljiva mreza, sa A-podesnim
elementom a, i jedna algebarska mreza, sa najmanjim elementom (A =

{(£,a),(M,0)}).

Posledica 3.16 Neka je je a A-podesan element mreze L = (L,V,N), M =
(M, V,A) algebarska mreza i L' |a-proirenje mreze L; neka je K C L' x M,
K = (LxM)U{(s,1)|se L'\ L}. Ako je L predstavljena algebrom sa
nagmange jednom konstantom, tada je (a,0) A-podesan element mreze IC,
koju ¢ine skup K i poredak nasleden iz L' x M. Ako je L predstavljena
algebrom bez konstante, tada je (a,0) A-podesan element mreze K1, gde je
Ky = K\ {(s0,1)}, a poredak na K; je nasleden iz L' x M.

U vezi sa pitanjem da li je proizvod predstavljive mreze i proizvoljne
algebarske mreze predstavljiv, mozemo dokazati i slede¢u teoremu:

Teorema 3.17 Neka je a A-podesan element mreie L i neka je L' la-
prosirenje mreze L. Ako je M proizvoljna algebarska mreza, tada je (a,1)
A-podesan element mreze L' x M.

Dokaz: Neka je A = (A, F) algebra takva da je CwA izomorfno sa £ u
izomorfizmu ¥ koji slika A u a. Neka je B = (B, G) algebra sa bar dve kon-
stante, takva da je SubB izomorfno sa M u izomorfizmu ® (ako proizvoljnoj
algebri ¢ija je mreza podalgebri izomorfna sa M dodamo dve konstante,



66 POGLAVLJE 3. POSEBNI SLUCAJEVI PREDSTAVLJIVOSTI

tada uz jednostavno prosirenje operacija mozemo dobiti zeljenu algebru B).
Nosace ovih algebri izaberemo tako da se ne seku, tj. da je AN B = (). Neka
je C = (C, H) algebra takva da je:

C=AUB;
H=F UG U{t}
Fr={f'|fer}

G'={g'| g€ G}.

Ovde su f/, ¢’ su operacije istih duzina kao operacije f, g, definisane na
sledeéi nacin: ako su n(f) i n(g) redom duzine operacija f i g, tada vazi:

T1,22, ..., Ty , T1,T9, .., Ty €A
i@y, @, s @) = {f( 1,02 (n) T, T2 )

x1, u ostalim slucajevima;

L1, L2, eey T XT1,22, ..., e B
g (21,22, .., Ty(g)) = 9(T1, 22, s Tng)) 71, 2o nlg) © 2
r1, u ostalim slu¢ajevima.

Neka je t operacija duzine 3, definisana na sledeéi naéin:

n ) z, r=y€EDB
:177 7’2 = . . .
Y x, u ostalim slucajevima.

Sada je svaki poduniverzum Cjy od C oblika By U A, pri ¢emu je By
poduniverzum algebre B, a Ay poduniverzum od A. Svaka kongruencija
7 algebre Cy = (Co, H), izuzev C3, je oblika p U {(b,b)|b € By}, gde je
p € ConAy (Ag = (Ap, F)), pa p € CwA. Sada, neka je I : CwC — L x M
preslikavanje definisano jednakostima:

II(p U {(b,b)|b € Bo}) = (¥(p), ®(Bo));
I1(C3) = (Sy({(a,a)lacao})» P(Bo))-

Jednostavno je dokazati da je Il izomorphizam, koji preslikava A¢c u
(a,1). m
Za, M mozemo uzeti i jednoelementnu mrezu, tako da dobijamo:

Posledica 3.18 Ako je a A-podesan element mreze L, on je A-podesan i u
L.
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Posmatrajmo mrezu £ na slici 3.17. Ona je, zajedno sa elementom a,
predstavljiva pomoc¢u algebre A = {A,*}, gde je A = {e, f}, a * je zadata
pomocu tabele na slici 3.17. Odatle proistice predstavljivost mreze £, koja
je la-prosirenje mreze £, a zatim i mreze £’ x M, gde je M dvoclana mreza,
pri ¢emu je element (a,1) A-podesan.

e /]
st . >.\o Ixm\
Fle e NN
L L \I/

Kada ¢e neka mreza biti |a-progirenje neke mreze N, tako da ¢ée ne samo
njena predstavljivost, ve¢ i predstavljivost direktnog proizvoda te mreze sa
bilo kojom algebarskom mrezom, slediti iz predstavljivosti N7 Odgovor daje
sledeca teorema:

Teorema 3.19 Neka je L algebarska mreza. Tada je L = N, tj. za neku
mrezu N i kodistributivni element a u njoj vazi da L predstavlja |a-prosirenje
neke mreze N, ako i samo ako postoji kodistributivni element a u mrezi L,
takav da vazi:
(1) 10 izomorfno sa La u odnosu na preslikavanje definisano sa x — aAx;
(2) L\10 ¢ini ogranicéenu podmrezu od L.

Dokaz: Jednostavno je uociti da su ovi uslovi potrebni, jer u N vazi 0 = s,
Tso ={sp | bela}, sy <sc e b<ce, al\tso=L\{sy | bela} =N,aN
¢ini ograni¢enu podmrezu u N’.

Pretpostavimo da je a kodistributivan element mreze £, takav da vaze
uslovi (1) i (2). Neka je N = L\10. Skup N u odnosu na poredak u £ ¢ini
ograni¢enu podmrezu N od £, na osnovu (2). Neka je ¢ : L — N’ odredeno
sa:

Sapnz U ostalim slu¢ajevima.

¢($):{x, reN

Preslikavanje ¢ je 1 — 1, jer ako sqaz = Sany, tada a Ax = a Ay, pa
na osnovu uslova (1) imamo z = y. Preslikavanje ¢ je "na” i saglasno sa
operacijama mreze £, takode na osnovu uslova (1). Dakle, ¢ je izomorfizam,
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i mreza L je izomorfna sa N/. =

Dakle, kada je u pitanju predstavljivost direktnog proizvoda predstavljive
i proizvoljne algebarske mreze, dokazali smo da, ukoliko je a A-podesan
element neke mreze, tada su elementi (a,0) i (a,1) A-podesni u izves-
nom prosirenju direktnog proizvoda te mreze sa proizvoljnom algebarskom
mrezom. Znacajno je uociti i da je poslednja teorema uopstenje teoreme
1.22. Naime, kako je najmanji element u algebarskoj mrezi uvek A-podesan,
to za A-podesan element prve mreze mozemo uzeti najmanji element bilo
koje algebarske mreze, i dobijamo sledece: element (0,1) je A-podesan u
proizvodu dve algebarske mreze, od kojih prva sadrzi koatom veéi od svih
ostalih elemenata, osim sebe i najveceg elementa te mreze. Ovo je sad ekvi-
valentno teoremi 1.22: naime, mreza sa elementom a, koji pripada njenom
centru, izomorfna je sa Tax Ja, u izomorfizmu koji slika a u (0, 1).

3.4 Predstavljivost posebnih mreza

Videli smo da je najmanji element bilo koje algebarske mreze A-podesan,
tj. da je svaka algebarska mreza trivijalno predstavljiva kao mreza slabih
kongruencija neke algebre A. Stoga za zadatu mrezu £ trazimo bar jednu
netrivijalnu reprezentaciju pomocéu slabih kongruencija, tj. bar jedan A-
podesan element razli¢it od nule.

Tvrdenje 3.20 Ako je L algebarska mreZa koja ima jedinstveni atom a,
takav da je L\ Ta = {0}, tada je L netrivijalno predstavljiva pomoéu mreze
slabih kongruencija; preciznije, a je A-podesan u takvoj mrezi.

Dokaz: Neka je a jedinstveni atom. Skup L' = L\ {0} ¢ini algebarsku
mrezu £ u odnosu na poredak iz L, stoga postoji algebra A = (A, F),
takva da je £’ izomorfna mrezi njenih kongruencija. Da bismo predstavili
L, posmatramo algebru A; = (A, F,{f. | ¢ € A}), gde je fo : A — A
za svako ¢ € A, unarna operacija, definisana sa f.(x) = ¢, za svako z € A.
Tada, jedini poduniverzumi su () i A, pa je mreza slabih kongruencija algebre
A izomorfna sa L, pri ¢emu a predstavlja dijagonalnu relaciju. m

Posledica 3.21 Svaki atomaran algebarski lanac je netrivijalno predstavijiv,
tj. njegov atom je A-podesan.

U nastavku ¢emo dokazati da u nekim sluc¢ajevima atomaran lanac ima
i dva predstavljanja. Najpre uopstimo pojam ideala mreze na ideal bilo kog
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poseta:
Neka je £ = (L, <) ureden skup. Ideal u £ je skup I, takav da vazi:
za svako x € I, y < x povladi y € I;

I je usmeren skup, tj. za svaka dva x,y € I, postoji z, tako da = < z,
Yy <z

Podsetimo se da kompaktan element [ u mrezi zadovoljava uslov: ako je
I usmeren podskup nosaca mreze i [ < supl, tada [ < ¢, za neko ¢ € I.

Lema 3.22 Neka je L = (L,V,N) algebarska mreza. Skup Lj kompaktnih
elemenata iz L zatvoren je za konacne supremume. Ako je K skup svih
ideala poseta (Ly, <), gde je < poredak nasleden iz L, tada je (K, C) poset
izomorfan sa (L,<), pa time predstavlja i mrezu izomorfnu sa L.

Dokaz: Akosul,m € Lyilvm < \/ I, gde je I ideal mreze £, tadal < \/ I
im < /I, pavazil,m € I, §to povlaéi, na osnovu jedne od definicija ideala,
dajelVvm € I. Dakle, IVm < \/I povlaci IV m € I, pajelVm € Ly,
kad god su l,m € Li. Indukcijom ovo mozemo prosiriti na sve konacene
supremume kompaktnih elemenata, tako da prvo tvrdenje leme vazi.

Preslikavanje 7w : K — L odredeno sa 7(I) = supl predstavlja izomorfizam:
saglasnost sa poretkom je ocigledna; surjektivnost sledi iz algebrai¢nosti
mreze, jer je svaki element supremum skupa svih kompaktnih elemenata
manjih ili jednakih njemu, a oni ¢ine jedan ideal od (Lg, <); ako je supl =1,
i 1, <1 kompaktan, posto je I usmeren podskup od L, tada [, < ’, za neko
I € I zato I, € I. Tako je I =[IN Ly, gde je |l ideal u mrezi £; I je, dakle,
jednoznacno odredeno sa w([), pajenil-1. m

Teorema 3.23 Neka je L atomaran algebarski lanac sa kompaktnim naj-
veéim elementom, tako da i L' = L\ {0} takode c¢ini atomaran lanac u
odnosu na poredak iz L. Tada L ima tacno dve netrivijalne reprezentacije
pomocéu mreza slabih kongruencija; preciznije, atom 0 lanca L i atom a
lanca L' su A-podesni u L.

Dokaz: Na osnovu posledice 3.21 imamo da je 0’ A-podesan. Sada dokazimo
da je ia A-podesan: neka je Ly skup svih kompaktnih elemenata iz L\ {0, 0’}
i neka je F' skup operacija na Lj:
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F={pp|be Lp,b#1}U{qy | b€ L} U{r} U{sp | b€ Ly}, gde je:

(2) x, akojeb<x
€Tr) =
o a, ako je x < b;

1, akojex=1
@(z)=<b, akojeb<az<l1
x, ako jex < b;

r(z) =1, za svako x € Ly;

1, akojer=y=1
sp(z,y) = < b, akojer=1iy#1
xVy, akojexr#liyH#l.

Sada neka je algebra A = (Lg, F'). Kako je r(x) = 1, to svaki neprazan
poduniverzum M od A sadrzi najveéi element; ako x € M,z # 1, onda za
svako b € Ly imamo su(1,2) = b, pa M = Lj. Zato SubA = {0, {1}, Ly }.
Ako je p € ConAiI = {x € Ly | xzpa}, tada je I ideal poseta (Lg, C): ako
xeliy<u, tada qy(x) =y, a gy(a) = a, pa iz zpa sledi ypa, tako da je
y € I. Ocigledno p D I?, pa zbog refleksivnosti p O AV I?. Ako je x < y i
zpy, tada pz(z) = a, p.(y) =y, paypaizpa, tj. v,y € I, tako da p\ A C I?,
papCI?VA. Sadap D AVI?ipC AVI?dajep=AvVI? S druge
strane, svaka relacija oblika A V I? je relacija ekvivalencije na skupu Ly
koja je saglasna sa operacijama algebre A. Zbog toga je ConA = {I? U A |
I je ideal poseta (L, <)}, pa je ConA izomorfan (kao poset) posetu (K, Q)
svih ideala poseta (Lk, C). Na osnovu leme 3.22, taj poset je izomorfan sa
(L\ {0,0'},€). Kako je CwA = ConAU{0}U{(1,1)}, to je CwA = L u
izomorfizmu u kome dijagonali odgovara element a.

Osim elemenata 0, 0’ i a ne moze biti drugih A-podesnih elemenata u
mrezi £, na osnovu uslova (2) tvrdenja 1.19. m

Teorema 3.23 daje potpunu karakterizaciju elemenata algebarskog lanca
sa kompaktnim najveéim elementom - koji su elementi A-podesni, koji ne.
Podesni su samo atom i element neposredno iznad njega - ako postoje. Ako
algebarski lanac ne poseduje atom, tada na osnovu uslova (2) tvrdenja 1.19,
jedini A-podesni element je nula, tj. nema netrivijalnih reprezentacija -
nezavisno od toga da li je najveéi element kompaktan ili ne. Ako postoji
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atom, ali ne i element neposredno iznad njega, tada su A-podesni samo
nula i atom, takode na osnovu posledice 3.21 i uslova (2) tvrdenja 1.19. Ovo
takode vazi nezavisno od toga da li je najveéi element kompaktan ili nije.
Medutim, za A-podesnost elementa koji je neposredno iznad atoma pred-
stavljanje smo nasli samo pod uslovom kompaktnosti najveéeg elementa.
Ovaj uslov nam je neophodan u formulaciji teoreme 3.23, jer algebrai¢nost
i atomarnost lanca, polaznog i onog iz kojeg je iskljucena nula, ne povlace
kompaktnost najveéeg elementa. Uzmimo na primer lanac (N, <), gde je N
skup prirodnih brojeva, dodajmo mu jedan element veéi od svih (obelezimo
ga sa 00), i dobi¢emo lanac koji zadovoljava sve uslove teoreme 3.23. Naime,
elementi 2 i 3 su atomi polaznog lanca i lanca iz kojeg je isklju¢en najmanji
element; svi elementi u lancu su kompaktni, osim najveéeg (c0); najveéi
element je, medutim, supremum svih elemenata manjih od sebe, koji su
kompaktni, tako da je lanac algebarski.

Podsetimo se da je algebra prosta, ukoliko nema kongruencija razli¢itih
od dijagonalne relacije i pune relacije. Tako je i mreza £ prosta, ako je prosta
kao algebra (L,V,A). Sledece tvrdenje resava problem predstavljivosti za
proste mreze.

Tvrdenje 3.24 Prosta algebarska mrezZa sa vise od dva elementa ima samo
trivijalno predstavljanje.

Dokaz: Neka je a element proste algebarske mreze £ = (L, V, A) sa vise od
dva elementa, i a # 0.

Pretpostavimo da je a # 1 kodistributivan. Relacija p, definisana sa
Tpay & x A a = y A a je kongruencija koja ima bar dve klase - klasu od
a i klasu elementa 0, pri ¢emu je klasa od a jednaka fTa, i sadrzi bar dva
elementa - a i 1, tako da p, # L? i pq # Ar. To nije mogudée, jer je mreza
prosta.

Dobijena kontradikcija dokazuje da element a # 1 nije kodistributivan,
pa na osnovu tvrdenja 1.18, nije A-podesan. Ako je a =1, a nije A-podesno
ukoliko mreza ima viSe od dva elementa, na osnovu tvrdenja 1.20. Zato je
samo minimalan element mreze £ = (L,V,A) A-podesan, tj. £ ima samo
trivijalno predstavljanje. m

Problem predstavljivosti je pozitivno reSen u slede¢em jednostavnom
slucaju:

Tvrdenje 3.25 Direktni proizvod proizvoljnog konacnog lanca i lanca duzine
1 je netrivijalno predstavljiv.



72 POGLAVLJE 3. POSEBNI SLUCAJEVI PREDSTAVLJIVOSTI

Dokaz: Podimo od mreze na slici 3.18:

a O\Q \
AN
. N AN
beskonacan niz \
AN
\O
Slika 3.18

Ona je predstavljena algebrom A: A = (N,{f;,i € N}, {®;,j € N}),
gde je N skup prirodnih brojeva, a f;, ©; niz unarnih, odnosno niz binarnih
operacija, definisanih na sledeéi nacin: za bilo koje z,y e Nii=1,2,3,...,
i=1,2,3,...,

T ako z =1
fz(fﬁ)_{ r+1 ako =z #i;
o f ako z<j,y<]
x@]y—{x+y_(j+1) ako z>jiliy>j.

Neka je Ny = {n € N | n > k}. Uocimo da je SubA = {N | k € N} U {0}.
Obelezimo sa A podalgebru od A sa nosatem Np. Sve podalgebre Ay su
proste, tj. ConA = {0, A%}.

U ovom predstavljanju dijagonali odgovara element a na slici.

Da bismo predstavili proizvod kona¢nog lanca duzine k i lanca duzine 1,
koristimo tvrdenje 3.1, pri ¢emu za b uzmemo onaj element iz la, takav da
je |[b,a]| = K+ 1. Na taj nac¢in smo predstavili klasu mreza prikazanih na
slici 3.19. m
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Q

4 N\
N
niz duzine k .
AN
N
Slika 3.19

Posledica 3.26 Direktan proizvod dva konacéna lanca je netrivijalno pred-
stavljiv.

Dokaz: Neka je jedan lanac duzine k (k € N). Ako je drugi lanac duzine
nule, tvrdenje sledi na osnovu posledice 3.21, ili teoreme 3.23. Ako to nije
slucaj, dokazujemo indukcijom po duzini [ drugog lanca, da je element (1,0)
A-podesan. U slucaju kada je | = 1, tvrdenje sledi iz dokaza tvrdenja 3.25.
Indukcijski korak sledi iz posledice 3.18: pretpostavimo da tvrdenje vazi za
[ = k; ako sa L obelezimo dati direktan proizvod za [ = k, i sa a obelezimo
element (1,0), a je A-podesan element mreze £, po pretpostavci; sada je a
A-podesan i u mrezi £, a i u njoj vazi da je a = (1,0), pa tvrdenje vazi i
zal=k+1. m

Teorema 3.27 Svaka algebarska Bulova mreZa kardinalnosti veée od 1 koja
ma bar jedan atom je netrivijalno predstavijiva.

Dokaz: Na osnovu posledice 3.21, Bulovu mrezu sa dva elementa moguce
je netrivijalno predstaviti. Neka je Bulova mreza kardinalnosti vete od
dva. Ako je a komplement bilo kog njenog atoma, a je koatom razli¢it od
nule. Posto se, na osnovu tvrdenja 1.2, svaki element Bulove mreze nalazi u
njenom centru, ona je izomorfna sa Ja X Ta, na osnovu tvrdenja 1.1. Ako u
teoremi 3.17 uzmemo L = {a}, tada L' = {a, 1} =ta, pa ako za M uzmemo
mrezu Ja, dobijemo da je element (a,a) A-podesan u mrezi Ja x Ta. Njemu
odgovara element a u izomorfizmu f iz tvrdenja 1.1. m
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Buduéi da je, na osnovu teoreme 1.3, svaka atomarna kompletna Bulova
mreza ujedno i algebarska mreza, dobijemo slede¢u posledicu:

Posledica 3.28 Svaka atomarna kompletna Bulova mreZa je netrivijalno
predstavljiva.

Konactna mreza je i algebarska, i atomarna, pa teorema 3.27 proizvodi
jos jednu posledicu:

Posledica 3.29 Svaka konacna Bulova mreZa kardinalnosti veée od 1 je
netrivijalno predstavljiva.
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