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Glava 0

Predgovor

Abelova i Tauberova teorema, odnosno Tauberovi uslovi formulisani su
u drugoj polovini XIX i početkom XX veka u cilju proučavanja konvergen-
cije redova. Abel je konvergenciju reda

∑∞
n=0 an ispitivao preko uslova Abel

sumabilnosti datog reda, dok je Koši doveo u vezu običnu konvergenciju reda∑∞
n=0 an sa uslovom Ćezaro sumabilnosti. Pokazano je da iz obične konver-

gencije sledi Abelova i Ćezarova sumabilnost. Ovakav tip teorema nazvan
je Abelove teoreme. U opštem slučaju, obrnuta tvrdenja ne važe, odnosno
obična konvergencija nije ekvivalentna konvergenciji u Abelovom, odnosno u
Ćezarovom smislu. Tauber je pokazao da iz Abel sumabilnosti, uz dodatni
uslov nan → 0, n → ∞, sledi obična konvergencija, dok je Landau pokazao
da iz Ćezaro sumabilnosti, uz uslov |nan| ≤ C, n → ∞, sledi obična kon-
vergencija. Ove teoreme su nazvane Tauberove teoreme, a dodatni uslovi
Tauberovi uslovi. Istorijski detalji u vezi sa Abelovim i Tauberovim teore-
mama mogu se pronaći u [30]. U disertaciji smo koristili teoreme Abelovog i
Tauberovog tipa za asimptotsku analizu temperiranih distribucija, u odnosu
na njihovu malotalasnu transformaciju.

Radovi u matematici i fizici u XIX veku su doveli do zaključka da pojam
funkcije u klasičnom smislu nije dovoljan da se postave i rešavaju matematički
modeli koji opisuju fenomene iz prirode. Intuitivno je bilo jasno da po-
stoje zavisnosti medu veličinama koje nisu funkcije, a koje prirodno odgo-
varaju postavljenim problemima. Sa druge strane, veliki značaj Laplasove
i Furijeove transformacije u inženjerstvu je doveo do potrebe da se definǐsu
naǰsire klase prostora u kojima su navedene transformacije dobro definisane.
Konačno, primećeno je i da se pojam Rimanovog integrala ne slaže najbolje
sa nekim razvijenim matematičkim izučavanjima, što je dovelo do uvodenja
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i razvoja Lebegovog integrala početkom XX veka. Lebegovim integralom je
moguće vršiti integraciju nad širom klasom funkcija, čime je učinjen još jedan
korak ka uopštenju pojma funkcije.

Rad fizičara je bio veoma inspirativan za matematičare, pa je tako, tride-
setih godina XX veka, čuveni fizičar Dirak definisao Dirakovu delta funkciju.
Delta funkcija nije bila matematički korektno definisana. Sa stanovǐsta ma-
tematike Soboljev se smatra za osnivača teorije uopštenih funkcija. On je
u radu na teoriji parcijalnih diferencijalnih jednačina, izvršio generalizaciju
pojma funkcije uvodeći pojam slabog izvoda i uopštene funkcije preko du-
alnosti. Konačno, kompletan teorijski prikaz teorije distribucija, u okviru
teorije lokalno konveksnih vektorsko topoloških prostora, načinio je Švarc
([57]) sredinom prethodnog veka. Posebno je značajan prostor temperi-
ranih distribucija koji je invarijantan u odnosu na Furijeovu transformaciju.
Medutim, činjenica da je rast temperiranih distribucija polinomno ograničen
čini temperirane distribucije neodgovarajućim za primenu u problemima u
kojima se posmatraju funkcije (skoro) eksponencijalnog rasta.

Teorija ultradistribucija čini sastavni deo teorije distribucija ([26, 27, 28,
29]) i proširuje rezultate o Švarcovim distribucijama na širu klasu objekata.
Posebno su istraživane temperirane ultradistribucije kao uopštenje temperi-
ranih distribucija ([16, 25, 31, 40]). U [61] je prikazana prirodna veza izmedu
vremensko-frekvencijske analize i teorije temperiranih ultradistribucija.

Poznato je da, u opštem slučaju, nije moguće odrediti vrednost distribu-
cije u tački. Jedan od načina da se ona definǐse (ako je to moguće) je vred-
nost distribucije u tački u smislu Lojaševiča ([33], videti i primer 3.2.1).
Lojaševičeva vrednost distribucije u tački je korǐsćena, na primer u rešavanju
nekih problema Furijeove analize ([12, 64, 65, 66]). Prirodno uopštenje
ovog pojma je kvaziasimptotsko ponašanje distribucije. Kvaziasimptotsko
ponašanje je definisao Zavijalov ([78]), pri radu na kvantnoj teoriji polja.
Dalja istraživanja u ovoj oblasti prikazana su u monografiji [70], autora
Vladimirova, Drožinova i Zavijalova. Takode, značajni rezultati iz ove oblasti
su dati i u monografiji [47], autora Pilipovića, Stankovića i Takačija. Kvazi-
asimptotika je primenjivana u teorijskim problemima matematičke fizike ([70,
72, 73]), kao i u ispitivanju integralnih transformacija u prostorima distribu-
cija, uglavnom iskazanog preko Abelovih i Tauberovih teorema ([7, 8, 47, 70,
71]). U [8, 13, 70, 74] kvaziasimptotika je korǐsćena u kvalitativnoj anali-
zi rešenja konvolucionih, integralnih i parcijalnih diferencijalnih jednačina.
Posebno je zanimljiva veza sa teorijom malih talasa ([49, 52, 54, 59, 75, 76]),
gde su malotalasne metode primenjivane pri ispitivanju asimptotskih osobina
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distribucija.
Teorija malih talasa je moderna matematička teorija, koja je od pio-

nirskog rada fizičara Grosmana i inženjera Morlea ([18]) do danas dobila
potpunu teorijsku osnovu ([5, 36]) i primenjivana je u raznim teorijskim
problemima ([5, 20, 24, 36, 37]), signalnoj analizi ([34]) i mnogim drugim
”praktičnijim”problemima (ispitivanje karakteristika nivoa zemljǐsta, opti-
mizacija FBI kartoteke, otklanjanje šuma u audio i video signalu, JPEG
kompresija slika itd.). U disertaciji će se malotalasna transformacija ko-
ristiti pri ispitivanju kvaziasimptotskog ponašanja distribucija. Posebno,
definisaćemo malotalasnu transformaciju na odgovarajućem prostoru ultra-
distribucija i ispitati njene osobine.

Disertacija se sastoji od šest glava. U prvoj glavi su navedeni osnovni
pojmovi teorije vektorsko topoloških prostora, teorije distribucija i Furijeove
analize. U drugoj glavi su date definicije i svojstva malotalasne i inverzne
malotalasne transformacije u Lebegovom prostoru L2(R), a zatim i u odgo-
varajućim prostorima brzo opadajućih funkcija. U poglavlju 2.3 je dat nov
dokaz za neprekidnost malotalasne i inverzne malotalasne transformacije u
prostorima brzo opadajućih funkcija, a u poglavlju 2.4 je definisana malota-
lasna transformacija temperiranih distribucija. Treća glava počinje pregle-
dom regularno i sporo promenljivih funkcija, a zatim su navedene definicije
i strukturne teoreme za kvaziasimptotsko ponašanje distribucija u konačnoj
tački i u beskonačnosti. Abelove i Tauberove teoreme za kvaziasimptotsko
ponašanje temperiranih distribucija u odnosu na njihovu malotalasnu trans-
formaciju su date u četvrtoj, odnosno u petoj glavi disertacije. U šestoj
glavi je definisana malotalasna transformacija u prostorima progresivnih ul-
tradiferencijabilnih funkcija i ispitana neprekidnost date transformacije. Do-
bijeni rezultati su iskorǐsćeni u poglavlju 6.5 pri proučavanju malotalasne
transformacije temperiranih ultradistribucija.

Na kraju, zahvalio bih se mentorima dr Nenadu Teofanovu i akademiku
Stevanu Pilipoviću na stručnoj pomoći i podršci koje su mi svakodnevno
pružali tokom izrade doktorske disertacije. Zahvaljujem se i dr Arpadu
Takačiju i dr Jassonu Vindasu na detaljno pročitanom radu i korisnim suge-
stijama. Veliku zahvalnost dugujem i profesorki srpske književnosti i jezika
Aleksandri Kostić za profesionalno obavljen lektorski deo posla.

Novi Sad, 27. avgust 2010. Dušan Rakić
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Glava 1

Uvod

Da bi se lakše pratilo izlaganje osnovnih rezultata u disertaciji u ovoj glavi
se navode osnovne oznake, definicije i alatke koje će se koristiti u nastavku.
Tako, u poglavlju 2.1, izmedu ostalog, navodimo osnovne pojmove lokalno
konveksnih vektorsko topoloških prostora. U drugom poglavlju ove glave
uvode se prostori distribucija, a u poglavlju 2.3 se navode osnovna svojstva
Furijeove transformacije.

1.1 Osnovne oznake i pojmovi

Sa N,Z,R i C su označeni skupovi prirodnih, celih, realnih i kompleksnih
brojeva, respektivno. Takode, N0 = N∪{0},Z− = −N,R+ = (0, +∞),R− =
(−∞, 0),R0 = R \ {0},R+ = [0, +∞),R− = (−∞, 0]. Za k ≤ x < k + 1, x ∈
R+, k ∈ N0, koristimo sledeću oznaku bxc = k. Sa Nn,Nn

0 i Rn su označeni
skupovi uredenih n−torki (x1, x2, . . . , xn), gde su xi, 1 ≤ i ≤ n, elementi
od N,N0 i R, respektivno. Sa H = R × R+ se označava gornja poluravan
u R2. Za α = (α1, α2, . . . , αn) ∈ Nn

0 , x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn je |α| =

α1 +α2 + · · ·+αn, |x|2 = x2
1 +x2

2 + · · ·+x2
n, f (α)(x) =

∂|α|

∂xα1
1 ∂xα2

2 . . . ∂xαn
n

f(x).

Dalje, navodimo neke od osnovnih pojmova i teorema teorije vektorsko
topoloških prostora ([6, 22, 35, 62]).

Kolekcija O podskupova nepraznog skupa X je topologija na X ako i
samo ako su ispunjeni sledeći uslovi:

(O1) Prazan skup i skup X su u kolekciji O;

(O2) Presek dva skupa iz O je takode u O;
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(O3) Unija proizvoljno mnogo skupova iz O je u O.
Skupove iz kolekcije O nazivamo otvoreni skupovi, a uredenu dvojku (X,O)
topološki prostor. Skup je zatvoren ako je njegov komplement zatvoren skup.
Ako su O1 i O2 topologije na skupu X i ako je O1 ⊂ O2, onda je topologija
O2 finija od topologije O1, odnosno topologija O1 je grublja od topologije
O2. Topološki prostor (X,O) je Hauzdorfov ako za svake dve različite tačke
a, b ∈ X postoje disjunktni otvoreni skupovi O1 i O2, takvi da je a ∈ O1 i
b ∈ O2. Skup A ⊂ X je okolina tačke x ∈ X ako i samo ako postoji otvoren
skup O ∈ O takav da je x ∈ O ⊂ A. Familija skupova B(x) je baza okolina
tačke x ∈ X ako i samo ako su ispunjeni sledeći uslovi:

(BO1) Elementi kolekcije B(x) su okoline tačke x;
(BO2) Za svaku okolinu U tačke x postoji B ⊂ B(x) takav da je B ⊂ U.

Vektorski prostor L nad poljem R (ili C) snabdeven topologijom τ je vek-
torsko topološki prostor ako su sledeća preslikavanja neprekidna:

(x, y) → x + y (L× L → L) i
(α, x) → α x (R(C)× L → L).

Neka je X vektorski prostor nad poljem R (ili C). Skup A ⊂ X je konveksan
ako za svako x, y ∈ A važi

λx + (1− λ)y ∈ A, 0 ≤ λ ≤ 1.

Neka je X vektorsko topološki prostor. Skup B ⊂ X je ograničen ako za
svaku okolinu nule U postoji λ > 0, tako da je B ⊂ λU. Skup A ⊂ X je
zaokružen ako je

λA ⊂ A, za svako |λ| ≤ 1, λ ∈ K.

Skup A ⊂ X je apsorbujući ako

za svako x ∈ X postoji skalar λ > 0 tako da x ∈ λA.

Vektorsko topološki prostor je lokalno konveksan prostor ako ima bazu okolina
nule koju čine konveksni skupovi. Realno vrednosna funkcija p na vektorskom
prostoru X je seminorma na X ako je:

(i) p (x + y) ≤ p (x) + p (y), za svako x, y ∈ X;
(ii) p (αx) = |α | p (x), za svako x ∈ X i za sve skalare α.
Neka je {pj}j∈N familija seminormi na vektorskom prostoru X. Topologiju

τ definǐsemo preko familije seminormi tako što B(0) čine podskupovi od X
definisani sa

V = V (p1, p2, . . . , pn; ε1, ε2, . . . , εn) = {x ∈ X : pk(x) < εk, 1 ≤ k ≤ n},



1.1. Osnovne oznake i pojmovi 9

gde su p1, p2, . . . , pn proizvoljni elementi familije {pj}j∈N i ε1, ε2, . . . , εn pro-
izvoljni pozitivni realni brojevi.
Vektorsko topološki prostor je lokalno konveksan prostor ako i samo ako je
topologija vektorsko topološkog prostora zadata familijom seminormi. Bačva
je konveksan, zaokružen, apsorbujući, zatvoren skup. Lokalno konveksan
prostor (L, τ) je bačvast ako je skup svih bačvi u L baza okoline nule u τ.
Lokalno konveksan prostor (L, τ) je bornološki ako je svaki zaokružen kon-
veksan podskup A ⊂ L, koji apsorbuje sve ograničene skupove u L, okolina
nule u τ. Montelov prostor je lokalno konveksan prostor koji je Hauzdorfov
i bačvast, i u kojem je svaki zatvoren i ograničen skup kompaktan. Frešeov
prostor je kompletan i metrizabilan lokalno konveksan prostor.

Ako je X Frešeov prostor indukovan familijom seminormi {pn}n∈N, tada
je B ⊂ X ograničen ako je svaka seminorma pn, n ∈ N ograničena na X, tj.
ako postoji M > 0 tako da je

pn(x) ≤ M, za svako x ∈ X.

Teorema 1.1.1 (Han-Banah) Neka je V potprostor lokalno konveksnog pro-
stora X i neka je η linearan funkcional koji za neku seminormu p zadovoljava

|〈f, φ〉| ≤ p(φ), ∀φ ∈ V.

Tada postoji funkcional f1 ∈ X ′ koji je jednak sa f na V i za koji je

|〈f1, ψ〉| ≤ p(ψ), ∀ψ ∈ X.

Definicija 1.1.1 Neka su V i X vektorsko topološki prostori takvi da je
V ⊂ X. Klasama ekvivalencije moduo V elemenata x ∈ X nazivamo skupove
oblika x + V = {y : y = x + v, v ∈ V }. Skup klasa ekvivalencije je količnički
prostor i označavamo ga sa X/V. On je takode vektorski prostor sa najfinijom
topologijom za koju su preslikavanja

σ : X → X/V, x → x + V,

neprekidna, tj. otvoreni skupovi su oblika U + V, gde je U otvoren skup u
topologiji prostora X.

Definicija 1.1.2 Neka je V ⊂ X. Polar skupa V, u oznaci V 0, je skup svih
elemenata f ∈ X ′ za koje je

|〈f, φ〉| ≤ 1, ∀φ ∈ V.
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Ako je V potprostor od X, tada je V 0 zatvoren potprostor od X ′ koji sadrži
sve elemente f ∈ X ′ za koje je

|〈f, φ〉| = 0, ∀φ ∈ V.

Ako je V potprostor lokalno konveksnog prostora X, koristeći Han-Bana-
hovu teoremu možemo svaki neprekidan funkcional f : V → C proširiti na X,
do na elemente od V 0. Dakle, u algebarskom smislu, možemo identifikovati
V ′ sa X ′/V 0. Isto možemo učiniti i u topološkom smislu, koristeći narednu
teoremu [62].

Teorema 1.1.2 Neka je V potprostor lokalno konveksnog prostora X sa in-
dukovanom topologijom i neka je V 0 polar od V. Tada je

V ′ ' X ′/V 0

ako je V zatvoren u X (na X ′ posmatramo slabu topologiju).

Teorema 1.1.3 (Banah-Štajnhaus) Neka je E bačvast vektorsko topološki
prostor, F lokalno konveksan prostor i H podskup prostora L(E, F ), prostora
neprekidnih linearnih preslikavanja prostora E u F. Tada su sledeći uslovi
ekvivalentni:

(i) H je ograničen u odnosu na topologiju tačkaste konvergencije;
(ii) H je ograničen u odnosu na topologiju ograničene konvergencije;
(iii) H je ravnomerno neprekidan skup.

Navedimo i osnovne pojmove iz teorije mere. Familija A koju čine pod-
skupovi skupa X je σ− algebra ako:

(i) X ∈ A;
(ii) ako A ∈ A tada je i AC ∈ A;
(iii) ako A,B ∈ A tada je i A ∩B ∈ A;

(iv) ako {An}n∈N ⊂ A tada je i
⋃
n∈N

An ∈ A.

Mera na σ− algebri A je preslikavanje µ : A → [0,∞] takvo da, ako je E
disjunktna unija skupova En ∈ A, n ∈ N, tada je

µ(E) =
∑
n∈N

µ(En).
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Neka σ−algebre A i B sadrže podskupove skupa X i Y, respektivno. Tada
je preslikavanje f : X → Y merljiva funkcija ako

f−1(B) ∈ A, za svako B ∈ B.

Ako je Y = R, odnosno f : X → R i važi

{x : f(x) < a} ∈ A, za svako a ∈ R,

tada je f aritmetička merljiva funkcija. Ako neko svojstvo važi na celom
skupu A, osim na podskupu od A koji je mere nula, tada za to svojstvo
kažemo da važi skoro svuda na skupu A. Za funkcije f i g kažemo da su
jednake skoro svuda ako se razlikuju najvǐse na skupu mere 0.

Neka je X vektorski prostor. Preslikavanje ‖ ‖: X → R za koje važi
(x, y ∈ X,α ∈ R) :

(N1) ‖ x ‖ ≥ 0;
(N2) ‖ x ‖= 0 ako i samo ako je x = 0;
(N3) ‖ α x ‖= |α| ‖ x ‖;
(N4) ‖ x + y ‖ ≤ ‖ x ‖ + ‖ y ‖,

naziva se norma na X, a dvojka (X, ‖ · ‖) normiran vektorski prostor. Svaki
normiran prostor je lokalno konveksan prostor. Ako je normiran prostor
(X, ‖ · ‖) kompletan metrički prostor nazivamo ga Banahov prostor.

Neka su (X, ‖ · ‖X) i (Y, ‖ · ‖Y ) normirani prostori. Linearno preslika-
vanje f : X → Y je neprekidno ako i samo ako postoji M > 0, tako da
je

‖ f(x) ‖Y ≤ M ‖ x ‖X , za sve x ∈ X.

Neka je Ω ⊂ Rn otvoren skup i neka p ∈ [1,∞). Vektorski prostor Lp(Ω)
čine klase ekvivalencije u kojima se nalaze funkcije koje su jednake za skoro

svako x ∈ Ω, a za koje važi

∫

Ω

|f(x)|p dx < ∞. U odnosu na normu

‖ f ‖Lp(Ω)=
( ∫

Ω

|f(x)|p dx
) 1

p
,

prostor Lp(Ω) je Banahov prostor. Posebno, L2(Ω) je Hilbertov prostor sa

skalarnim proizvodom 〈f, g〉 =

∫

Ω

f(x) g(x) dx. Sa Lp
loc(Ω) označavamo pro-

stor koji čine klase ekvivalencije u kojima se nalaze funkcije jednake skoro
svuda na Ω takve da f ∈ Lp(I), za svaki ograničen i otvoren interval I ⊂ Ω.
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Prostor L1
loc(Ω) se naziva prostor lokalno integrabilnih funkcija. Vektorski

prostor L∞(Ω) čine klase ekvivalencije skoro svuda jednakih funkcija za koje
postoji C > 0 tako da je |f(x)| < C, za skoro svako x ∈ Ω. U odnosu na
normu

‖ f ‖L∞(Ω)= ess sup
x∈Ω

|f(x)| := inf
C∈R+

{|f(x)| ≤ C, skoro svuda na Ω},

prostor L∞(Ω) je Banahov prostor.
Nosač funkcije f : Ω → C, u oznaci supp f, je komplement unije svih

otvorenih podskupova od Ω na kojim je funkcija jednaka nuli. Sa Ck(Ω), k ∈
N0, se označavaju prostori funkcija definisanih nad Ω, a čiji su svi izvodi do
reda k neprekidni. Prostoru Ck

0 (Ω) pripadaju funkcije f ∈ Ck(Ω) čiji nosači
su kompaktni u Ω. Posebno, elemente prostora C∞(Ω) nazivamo glatkim
funkcijama.

U nastavku navodimo nekoliko elementarnih rezultata iz analize 1.

Teorema 1.1.4 (Lebegova teorema o dominantnoj konvergenciji) Neka je
{fn}n∈N niz integrabilnih funkcija koji konvergira ka funkciji f skoro svuda na
R. Ako postoji pozitivna merljiva aritmetička funkcija g takva da je |fn(x)| ≤
g(x), za svako n ∈ N i skoro svako x ∈ R i ako je

∫

R
g(x) dx < ∞, tada je f

integrabilna funkcija i važi

∫

R
f(x) dx = lim

n→∞

∫

R
fn(x) dx.

Teorema 1.1.5 (Fubinijeva teorema) Formula

∫

Rm

∫

Rn

f(x, y) dx dy =

∫

Rm

dx

∫

Rn

f(x, y) dy =

∫

Rn

dy

∫

Rm

f(x, y) dx

važi ako je ispunjen jedan od sledećih uslova:
(i) f je pozitivna merljiva aritmetička funkcija na Rm × Rn;
(ii) f je integrabilna funkcija na Rm × Rn.

Definicija 1.1.3 Neka su funkcije f i g definisane u okolini tačke x0. Ka-
žemo da je f ”veliko O”od g, kada x → x0, u oznaci

f(x) = O(g(x)), kada x → x0
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ako postoji Vx0 okolina tačke x0 i konstanta M takve da je

|f(x)| ≤ M |g(x)|, x ∈ Vx0 ,

odnosno da važi

lim sup
x→x0

∣∣∣∣
f(x)

g(x)

∣∣∣∣ < ∞.

Definicija 1.1.4 Neka su funkcije f i g definisane u okolini tačke x0. Kažemo
da je f ”malo o”od g, kada x → x0, u oznaci

f(x) = o(g(x)), kada x → x0

ako za svako ε > 0 postoji Vx0 okolina tačke x0 tako da je

|f(x)| ≤ ε|g(x)|, x ∈ Vx0 ,

odnosno da važi

lim
x→x0

f(x)

g(x)
= 0.

Analogno, definǐsemo ”veliko O”i ”malo o”kada x → ∞, s tim da je u
slučaju konačnog x0 ovim opisano lokalno, dok je za x →∞ opisano globalno
ponašanje funkcije f u odnosu na funkciju g.

Osobine ”malog o”:

1. Ako za funkciju f važi da je f(x) = o(1), kada x → x0 (x →∞), tada je
i f(x) = o(C) za proizvoljnu konstantu C 6= 0, kada x → x0 (x →∞).

2. Ako za funkcije f, g i h važi da je f(x) = o(g(x)) i g(x) = o(h(x)), kada
x → x0 (x →∞), tada je i f(x) = o(h(x)), kada x → x0 (x →∞).

1.2 Prostori distribucija

Prikažimo ukratko topološku strukturu test prostora za prostor distribu-
cija, definiciju prostora distribucija, kao i osnovne operacije sa distribucijama
koje ćemo kasnije koristiti.

Neka je K kompaktan podskup od Ω. Lokalno konveksan prostor definisan
familijom normi {pK,k}k∈N0 , gde je

pK,k(ϕ) =
∑

|j|≤k

sup
x∈K

|ϕ(j)(x)|, j ∈ Nn
0 , ϕ ∈ Ck

0 (Ω),
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označava se sa D(K). Neka je {Kj}j∈N niz kompaktnih podskupova od Ω
takvih da je Kj ⊂ Kj+1 i ∪j∈NKj = Ω. Prostor C∞0 (Ω) sa topologijom in-
dukovanom nizom lokalno konveksnih prostora {D(Kj)}j∈N čini test prostor
D(Ω). Prostor C∞(Ω) sa topologijom koju indukuje niz seminormi

pKj
(ϕ) =

∑

|i|<j

sup
x∈Kj

|ϕ(i)(x)|, j ∈ N, ϕ ∈ C∞(Ω)

čini test prostor E(Ω). Sa D′(Ω) označava se dual (prostor neprekidnih linear-
nih funkcionela) od D(Ω) njegovi elementi nazivaju se distribucije. Sa 〈f, ϕ〉
se označava delovanje distribucije f ∈ D′(Ω) na test funkciju ϕ ∈ D(Ω).
Delta distribucija definisana je na sledeći način:

〈δ, ϕ〉 = ϕ(0), ϕ ∈ D(Ω).

Nosač distribucije f ∈ D′(Ω), u oznaci supp f, je komplement unije svih
otvorenih skupova u Ω nad kojim je f = 0.
Za f ∈ D′(Ω), ϕ ∈ D(Ω) važi

〈f(ax), ϕ(x)〉 := 〈f(x),
1

|a|n ϕ(
x

a
)〉, a ∈ R, a 6= 0,

〈g(x)f(x), ϕ(x)〉 := 〈f(x), g(x)ϕ(x)〉, g ∈ C∞(Ω),

〈f (α)(x), ϕ(x)〉 := (−1)|α|〈f(x), ϕ(α)(x)〉, α ∈ Nn
0 .

Za Hevisajdovu funkciju H(x) =

{
1, x > 0
0, x < 0

je

〈H ′(x), ϕ(x)〉 = 〈δ(x), ϕ(x)〉, ϕ ∈ D(Ω),

dok su izvodi delta distribucije dati sa

〈δ(α)(x), ϕ(x)〉 = (−1)|α|ϕ(α)(0), α ∈ Nn
0 , ϕ ∈ D(Ω).

Pseudofunkcija Pf(
H(x)

xk
), k ∈ N data je na sledeći način:

〈Pf
(H(x)

xk

)
, ϕ(x)〉 =

∫ ∞

1

ϕ(x)

xk
dx

+

∫ 1

0

1

xk

(
ϕ(x)−

k−1∑
j=1

ϕ(j)(0)

j!
xj

)
dx−

k−2∑
j=0

ϕ(j)(0)

j!(k − j − 1)!
.
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Dual test prostora E(Ω) označava se sa E ′(Ω) i njegovi elementi su distribucije
sa kompaktnim nosačem. Test prostor S(Rn) čine brzo opadajuće funkcije
ϕ ∈ C∞(Rn) takve da za svako α, β ∈ Nn

0 važi

pα,β(ϕ) := sup
x∈Rn

|xα ∂βϕ(x)| < ∞.

Topologija u S(Rn) je data preko familije seminormi {pα,β}α,β∈Nn
0
. VažiD(Rn)

⊂ S(Rn), dok, na primer, funkcija e−|x|
2

pripada prostoru S(Rn), ali nije u
D(Rn). Takode, S(Rn) ⊂ Lp(Rn), 1 ≤ p ≤ ∞.

Sa S ′(Rn) označavamo dual od S(Rn) i nazivamo ga još i prostor tem-
periranih distribucija. Sam naziv je posledica strukturne teoreme, po kojoj
distribucija pripada prostoru S ′(R) ako i samo ako je konačna suma izvoda
neprekidnih funkcija koje u beskonačnosti rastu sporije od nekog polinoma.
Primeri temperiranih distribucija su: distribucije sa kompaktnim nosačem,
neprekidne funkcije koje u beskonačnosti rastu sporije od nekog polinoma
(samim tim i svi polinomi), elementi prostora Lp, 1 ≤ p ≤ ∞. Jasno,
S ′(Rn) ⊂ D′(Rn).

Distribucija f ∈ D′(R) je homogena reda α ako za svako a > 0 važi
f(ax) = aαf(x), x ∈ R. Ako je f ∈ D′(R) homogena distribucija onda f ∈
S ′(R). Na primer, delta distribucija je homogena reda −1, dok su njeni izvodi
δ(j) homogene distribucije reda −j − 1. Primeri homogenih distribucija su i
xα

+, xα
−, |x|α, x−k, gde je

xα
+ = H(x)xα, xα

− = (−x)α
+, |x|α = xα

+ + xα
−,

〈x−1, ϕ(x)〉 =

∫ ∞

0

ϕ(x)− ϕ(−x)

x
dx,

d

dx
x−k = −kx−k−1, k ∈ N,

a H je Hevisajdova funkcija. Poznato je ([15]) da je svaka homogena distribu-
cija oblika C1x

α
+ + C2x

α
−, α ∈ R \ Z−, odnosno C1x

−k + C2δ
(k−1)(x), k ∈ N,

za neke konstante C1, C2.

1.3 Furijeova transformacija

U ovom poglavlju se navode osnovna svojstva Furijeove transformacije.
Furijeova transformacija funkcije f ∈ L1(Rn) se definǐse kao skalarni

proizvod date funkcije sa oscilacijama eξ(x) = eiξx, x, ξ ∈ Rn, tj.

(Ff)(ξ) = f̂(ξ) = (f(x), eξ(x)) =

∫

Rn

f(x) e−iξx dx, ξ ∈ Rn,
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gde je skalarni proizvod definisan sa

(f(x), g(x)) =

∫

Rn

f(x) ḡ(x) dx,

a sa ḡ označena konjugovana funkcija za funkciju g. Za f ∈ L1(Rn) je
‖f̂‖L∞(Rn) ≤ ‖f‖L1(Rn).

Lema 1.3.1 (Riman-Lebeg) Ako f ∈ L1(Rn) tada je f̂ uniformno neprekidna
funkcija koja teži nuli u beskonačnosti:

lim
|ξ|→∞

f̂(ξ) = 0.

Furijeova transformacija je linearno preslikavanje prostora L1(Rn) u prostor
neprekidnih funkcija koje teže nuli u beskonačnosti.

Teorema 1.3.1 (Planšerel) Ako f ∈ L1(Rn) ∩ L2(Rn) tada je

‖f‖L2(Rn) =
1√
2π
‖f̂‖L2(Rn).

Furijeova transfomacija se može produžiti na L2(Rn) i zadovoljava Parseva-
lovu formulu:

〈f, g〉 =
1

2π
〈f̂ , ĝ〉, f, g ∈ L2(Rn).

Planšerelova teorema daje produženje Furijeove transformacije na L2(Rn),
dok se koristeći Ris-Torinovu teoremu o interpolaciji ([60]) Furijeova trans-
formacija može produžiti na ostale Lp(Rn) prostore.

Teorema 1.3.2 (Hausdorf-Jang) Neka je 1 ≤ p ≤ 2 i neka je q takvo da je
1

p
+

1

q
= 1. Tada F : Lp(Rn) → Lq(Rn) i

‖f̂‖Lq(Rn) ≤ ‖f‖Lp(Rn), f ∈ Lp(Rn).

Sa Tb, Mb i Da označavamo operatore translacije, modulacije i dilatacije,
respektivno, definisane na sledeći način (x, b ∈ Rn, a > 0) :

Tb : f(x) 7→ f(x− b), Mb : f(x) 7→ eibxf(x) i Da : f(x) 7→ 1

a
f

(x

a

)
.
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Navodimo i Furijeove transformacije datih operatora:

F(Tbf)(ξ) =

∫

R
f(x) e−i(x+b)ξ dx = e−ibξ f̂(ξ) = M−bf̂(ξ), ξ ∈ Rn,

F(Mbf)(ξ) =

∫

R
f(x) e−i(ξ−b)x dx = f̂(ξ − b) = Tbf̂(ξ), ξ ∈ Rn,

F(Daf)(ξ) =

∫

R
f(x) e−iaxξ dx = f̂(aξ) =

1

a
D 1

a
f̂(ξ), ξ ∈ Rn.

Konvolucija funkcija f, g ∈ L1(Rn) je funkcija f ∗ g definisana sa

(f ∗ g)(x) =

∫

R
f(x− y) g(y) dy = (g ∗ f)(x), x ∈ R.

Važi
F(f ∗ g)(ξ) = f̂(ξ) ĝ(ξ), ξ ∈ R.

Veza izmedu Furijeove transformacije i izvoda je data u sledećim formulama
(x, ξ ∈ Rn, α ∈ Nn

0 ) :

F(Dαf)(ξ) = (iξ)αf̂(ξ) i F((−ix)αf(x))(ξ) = Dαf̂(ξ).

Lema 1.3.2 Ako f̂ , ξnf̂(ξ) ∈ L1(R) onda je f n puta neprekidno diferenci-
jabilna funkcija i izvodi su dati sa:

f (m)(x) =
1

2π

∫ ∞

−∞
(iξ)mf̂(ξ)eiξx dξ, m = 0, 1, . . . , n.

Svi izvodi su ograničeni i opadaju u beskonačnosti:

lim
|x|→∞

f (m)(x) = 0, m = 0, 1, . . . , n.

S druge strane, neka je f ∈ L1(R) n puta diferencijabilna funkcija sa svim
izvodima u L1(R) i neka je

lim
|x|→∞

f (m)(x) = 0, m = 0, 1, . . . , n− 1.

Tada je
lim
|ξ|→∞

ξnf̂(ξ) = 0.
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Lema 1.3.3 Ako f, xnf(x) ∈ L1(R) tada su sledeći uslovi ekvivalentni

(i)

∫

R
xmf(x) dx = 0, m = 0, 1, . . . , n;

(ii) f̂(ξ) = o(ξn), ξ → 0.

Dokaz. Zamenimo li u prethodnoj lemi uloge f̂ i f imamo da je f̂ n
puta neprekidno diferencijabilna funkcija čiji su izvodi f̂ (m),m = 1, 2, . . . , n
Furijeove transformacije od (ix)mf(x). Dakle,

im
∫ ∞

−∞
xmf(x) dx = f̂ (m)(0),

što nas uz Tejlorovu formulu

f̂(ξ) =
n∑

m=0

f̂ (m)(0)
ξm

m!
+ o(ξn), ξ → 0

dovodi do dokaza. �
Furijeova transformacija je neprekidna bijekcija F : S(R) → S(R). Furi-

jeova transformacija distribucije f ∈ S ′(Rn) definisana je sa

〈f̂(ξ), φ(ξ)〉 := 〈f(x), φ̂(x)〉, φ ∈ S(Rn)

i ona je izomorfizam prostora S ′(Rn) na S ′(Rn). Inverzna Furijeova transfor-
macija je data sa

(F−1f)(x) =
1

(2π)n

∫

Rn

f(ξ) eiξx dξ, x ∈ Rn.



Glava 2

Malotalasna transformacija
temperiranih distribucija

U ovoj glavi se navode osnovna svojstva malotalasne transformacije. Cilj
nam je bio da postavimo osnovu za proučavanje svojstava malotalasne trans-
formacije na test prostorima brzo opadajućih funkcija i da zatim pokažemo
kako se definǐse malotalasna transformacija na prostoru temperiranih dis-
tribucija. Ova glava sadrži pet poglavlja. U poglavlju 2.1 su navedeni defini-
cija i svojstva malotalasne transformacije na prostoru L2(R). Zatim su, u
poglavlju 2.2, definisani osnovni prostori test funkcija sa kojima ćemo ra-
diti u nastavku i daju se procene rasta malotalasne i inverzne malotalasne
transformacije. U poglavlju 2.3 dokazuje se da su malotalasna i inverzna
malotalasna transformacija neprekidna preslikavanja u odgovarajućim pro-
storima brzo opadajućih funkcija. Dokazi ovih činjenica su dati u [19]. U
ovoj disertaciji dajemo nov dokaz izvodeći direktno procene za odgovarajuće
seminorme.

2.1 Malotalasna transformacija

Izlaganje počinjemo definicijom malotalasne transformacije funkcija iz
L2(R).

Definicija 2.1.1 Neka je dat mali talas g ∈ L1(R) ∩ L2(R) takav da je∫

R
g(x) dx = 0. Neprekidnu malotalasnu transformaciju funkcije f ∈ L2(R)
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u odnosu na mali talas g definǐsemo na sledeći način:

(2.1) Wgf(b, a) = 〈f, gb,a〉 =
1

a

∫ ∞

−∞
f(x) ḡ(

x− b

a
) dx, b ∈ R, a > 0,

gde je

gb,a(x) = TbDag(x) =
1

a
g(

x− b

a
), x ∈ R.

Diskretnu malotalasnu transformaciju dobijamo ako u formuli (2.1) za a i
b biramo diskretne vrednosti a = am

0 i b = nb0a
m
0 , gde je m, n ∈ Z i a0 >

1, b0 > 0 su fiksirane vrednosti.

Za (b, a) ∈ H, α ∈ C imamo sledeće osobine malotalasne transformacije:

1. Wg(f1 + f2)(b, a) = Wgf1(b, a) +Wgf2(b, a);

2. Wg1+g2f(b, a) = Wg1f(b, a) +Wg2f(b, a);

3. Wg(αf)(b, a) = αWgf(b, a);

4. Wαgf(b, a) = ᾱWgf(b, a);

5. Wgf(b, a) =
1

a
Wf̄ ḡ(− b

a
,
1

a
).

Iz Furijeove transformacije translacije i dilatacije

ĝb,a(ξ) = T̂bDag(ξ) = e−ibξD̂ag(ξ) = e−ibξĝ(aξ), b, ξ ∈ R, a > 0,

primenom Parsevalove formule, dobija se reprezentacija malotalasne trans-
formacije preko Furijeovih transformacija malog talasa g i funkcije f koja se
analizira:

Wgf(b, a) = 〈f(x), gb,a(x)〉 =
1

2π
〈f̂(ξ), ĝb,a(ξ)〉

=
1

2π

∫

R
f̂(ξ) eibξ ¯̂g(aξ) dξ = 〈f̂ ,

1

a
MbD 1

a
ĝ〉, (b, a) ∈ H.

Malotalasna transformacija se može prikazati i preko konvolucije:

Wgf(b, a) = (ga ∗ f)(b), b ∈ R, a > 0,
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gde je ga(x) =
1

a
ḡ(

x

a
), x ∈ R. Iz Furijeove transformacije konvolucije i dila-

tacije sledi Furijeova transformacija malotalasne transformacije:

̂Wgf(b, a)(ξ) = ̂(ga ∗ f)(b)(ξ) = ĝa(ξ) f̂(ξ) = ˆ̄g(aξ) f̂(ξ), ξ ∈ R.

Ako je supp g ⊂ [−n, n], tada je supp gb,a ⊂ [−an + b, an + b], odakle
zaključujemo da malotalasna transformacija Wgf(b, a) daje lokalne informa-
cije o funkciji f u okolini tačke x = b, dok širina posmatrane okoline zavisi
od parametra a. Takode, ako je supp ĝ ⊂ [−m,m], tada je supp D 1

a
ĝ ⊂

[−m

a
,
m

a
], odakle sledi da malotalasna transformacija Wgf(b, a) daje infor-

macije o funkciji f u frekvencijskom opsegu [−m

a
,
m

a
].

Dakle, menjanjem parametra b pomeramo centar vremenske lokalizacije,
dok menjanjem parametra a pokrivamo razne frekvencijske opsege, pa tako
velike vrednosti od a odgovaraju niskim frekvencijama posmatranim u dugo-
trajnom vremenskom intervalu, dok za male vrednosti a posmatramo vi-
soke frekvencije u kratkotrajnom vremenskom intervalu. Posebno je malota-
lasna transformacija pogodna za analizu kratkotrajnih signala visoke frekven-
cije. Zbog ovih osobina malotalasna transformacija se naziva i ”matematički
mikroskop”, odnosno kaže se da ima mogućnost žumiranja”. Napomenimo
još i to da ako za vrednosti parametra a biramo diskretne vrednosti 2j, j ∈ Z
dobijamo dekompoziciju od f u diadičkim frekventnim opsezima, što odgo-
vara oktavama u muzičkom zapisu.

Neka mali talas g ∈ L2(R) zadovoljava sledeći uslov:

(2.2) Cg = 2π

∫

R
|ĝ(ξ)|2|ξ|−1 dξ < ∞.

Tada se funkcija f ∈ L2(R) može predstaviti preko svoje malotalasne trans-
formacije na sledeći način ([5]):

(2.3) f = C−1
g

∫ ∞

0

∫ ∞

−∞
Wgf(b, a) gb,a

da

a2
db,

gde formula (2.3) važi u slabom smislu, tj. u odnosu na skalarni proizvod u
L2(R) sa proizvoljnom funkcijom iz L2(R), kao i u normi prostora L2(R).

Ako pretpostavimo da g pripada i prostoru L1(R) tada iz Riman-Lebegove
leme imamo da je ĝ neprekidna funkcija, pa uslov (2.2) može biti ispunjen



22 2. Malotalasna transformacija temperiranih distribucija

samo ako je ĝ(0) = 0, odnosno

∫

R
g(x) dx = 0. Do istog uslova za mali

talas g dolazimo i ako posmatramo njegove dilatacije ga = Dag, a > 0. Iz
Furijeove transformacije dilatacija ĝa(ξ) = ĝ(aξ), ξ ∈ R, a > 0, sledi da
se promenom parametra a menja i centar lokalizacije i širina frekvencije u
frekvencijskom domenu. Izuzetak je lokalizacija u okolini tačke ξ0 = 0, gde
operator dilatacije ne utiče na centar lokalizacije (on je isti za svako a > 0),
odakle sledi pretpostavka da funkcija g ne sadrži frekvenciju 0, tj. da je
ĝ(0) = 0.

2.2 Malotalasna transformacija u S0(R)

Da bismo definisali prostor S0(R) potrebno je izvršiti izvesne pripreme.

Definicija 2.2.1 Funkcija f ∈ L2(R) je progresivna (regresivna) ako i samo
ako je suppf̂ ⊆ [0,∞)( suppf̂ ⊆ (−∞, 0]). Prostor progresivnih (regre-
sivnih) funkcija iz L2(R) je zatvoren potprostor od L2(R) i označava se sa
H2

+(R)(H2
−(R)). Važi da je

L2(R) = H2
+(R)⊕H2

−(R).

Funkcija f je polinomno lokalizovana ako postoji α > 0 tako da je

sup
x∈R

(1 + |x|2)α
2 |f(x)| ≤ C,

za neko C > 0. Progresivna funkcija f je polinomno trakasto ograničena ako
postoje α, β > 0 tako da je

sup
ξ≥0

(1 + ξ)α+β

ξα
|f̂(ξ)| ≤ C,

za neko C > 0.
Polinomna lokalizacija malotalasne transformacije, kao posledica poli-

nomne lokalizacije i polinomne trakaste ograničenosti analizirajućeg malog
talasa i funkcije koju analiziramo, je data u naredne dve teoreme, koje se sa
dokazima mogu naći u [19].
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Teorema 2.2.1 Neka za mali talas g i funkciju f postoje α > 0 i C > 0 za
koje je

|f(x)| ≤ C

(1 + |x|2)α
2

i |g(x)| ≤ C

(1 + |x|2)α
2

, za skoro svako x ∈ R.

Tada važi

|Wgf(b, a)| ≤ 1

1 + a

Cα

(1 + | b
1+a
|2)α

2

, (b, a) ∈ H.

Teorema 2.2.2 Neka su mali talas g i funkcija f progresivne funkcije takve
da postoji α > 0 i C > 0 za koje je

|ĝ(ξ)| ≤ C
ξα

(1 + ξ)2α+1
i |f̂(ξ)| ≤ C

ξα

(1 + ξ)2α+1
, ξ > 0.

Tada je

|Wgf(b, a)| ≤ C
aα′

(1 + a)2α′+1
, (b, a) ∈ H,

za svako α′ < α.

U nastavku će se koristiti sledeći rezultat.

Lema 2.2.1 Neka je f ∈ L2(R) progresivna funkcija. Tada su sledeći uslovi
ekvivalentni:

(i) sup
x∈R

(1 + |x|2)α
2 |f(x)|+ sup

ξ≥0

(1 + ξ)2α+1

ξα
|f̂(ξ)| < ∞, ∀α > 0;

(ii) sup
x∈R

(1 + |x|2)α
2 |f(x)|+ sup

ξ≥0
(1 + ξ2)

α
2 |f̂(ξ)| < ∞, ∀α > 0.

Dokaz. Neka za progresivnu funkciju f ∈ L2(R) važi (ii), tj. za svako
α > 0 postoji c < ∞, tako da je

|f(x)| ≤ c

(1 + |x|2)α
2

, x ∈ R i |f̂(ξ)| ≤ c

(1 + ξ2)
α
2

, ξ > 0,

odakle sledi da f(x), xnf(x), f̂(ξ), ξnf̂(ξ) ∈ L1(R), za svako n ∈ N. Dakle,
f i f̂ zadovoljavaju uslove lema 1.3.1, 1.3.2 i 1.3.3. Dokažimo da za f važi
uslov (i). Iz (ii) sledi:
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(2.4) sup
x∈R

(1 + |x|2)α
2 |f(x)| < ∞, ∀α > 0,

pa preostaje da se dokaže da je

sup
ξ≥0

(1 + ξ)2α+1

ξα
|f̂(ξ)| < ∞, ∀α > 0.

Važi

(1 + ξ2)
α+1

2 ∼ (1 + ξ)2α+1

ξα
, ξ →∞, α > 0,

pa nam preostaje da ispitamo slučaj ξ → 0. Iz Tejlorove formule sledi:

|f̂(ξ)| ≤ cαξα, kada ξ → 0, ∀α > 0,

odakle je

sup
0≤ξ≤1

1

ξα
|f̂(ξ)| < ∞, ∀α > 0,

pa važi (i).
Neka za progresivnu funkciju f važi uslov (i). Tada važi (2.4), pa preostaje

da pokažemo da je

sup
ξ≥0

(1 + ξ2)
α
2 |f̂(ξ)| < ∞, ∀α > 0.

Zamenom uloga f i f̂ u lemi 1.3.2 dobija se da je f̂ beskonačno puta neprekidno
diferencijabilna funkcija. Kao i u prethodnom smeru, dovoljno je dokazati
slučaj ξ →∞, ali to sledi iz procene

(1 + ξ2)
α+1

2 ≤ (1 + ξ)2α+1

ξα
, ξ → 0, α > 0. �

Dalje, koristeći prethodnu lemu definǐsemo prostor čiji su elementi poli-
nomno lokalizovane i polinomno trakasto ograničene progresivne funkcije.

Definicija 2.2.2 Neka je f ∈ L2(R) progresivna funkcija. Tada f ∈ S+(R)
ako i samo ako važi uslov (i) ili (ii) iz lemme 2.2.1.
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Prikažimo i topološku strukturu prostora S+(R). Za α > 0 definǐsemo
seminorme

‖f‖S+(R),α = sup
x∈R

(1 + |x|2)α
2 |f(x)|+ sup

ξ≥0

(1 + ξ)2α+1

ξα
|f̂(ξ)|.

Kako je za svako α > 0

‖λf‖S+(R),α = λ‖f‖S+(R),α i ‖f + g‖S+(R),α ≤ ‖f‖S+(R),α + ‖g‖S+(R),α,

imamo da su seminorme ‖ · ‖S+(R),α, α > 0, dobro definisane. Takode, važi

‖f‖S+(R),α ≤ ‖f‖S+(R),β, za α < β.

Date seminorme su norme, jer iz ‖f‖S+(R),α = 0 sledi da je f ≡ 0, za svako
α > 0. Preko datih neprekidnih normi definǐsemo topologiju (najgrublju) na
S+(R). Baze okolina nule

Uε,α = {f ∈ S+(R) : ‖f‖S+(R),α < ε}, ε, α > 0

su konveksni skupovi, pa je S+(R) lokalno konveksan prostor. Niz funkcija
fn ∈ S+(R) → 0 u topologiji od S+(R) ako i samo ako lim

n→∞
‖fn‖S+(R),α → 0,

za svako α > 0. S obzirom na lemu 2.2.1, ekvivalentnu topologiju dobijamo
u odnosu na familiju normi

‖f‖S+(R),β = sup
x∈R

(1 + |x|2)β
2 |f(x)|+ sup

ξ≥0
(1 + ξ2)

β
2 |f̂(ξ)|, β > 0.

Iz definicije prostora S+(R) sledi da za f ∈ S+(R) važi da je f, xnf(x) ∈
L1(R), pa iz leme 1.3.2, sa izmenjenim ulogama f i f̂ , dobijamo da su izvodi
f̂ (n), n ∈ N0 neprekidni. Takode, iz suppf̂ ⊆ [0,∞) sledi da je lim

ξ→0−
f̂ (n)(ξ) =

0, n ∈ N0, što uz neprekidnost od f̂ (n), n ∈ N0, implicira da je f̂ (n)(0) = 0, n ∈
N0. Sada, iz leme 1.3.3 sledi da je

∫

R
xnf(x) dx = 0, f ∈ S+(R), n ∈ N0.

Primer 2.2.1 Beselov mali talas definisan preko svoje Furijeove transfor-
macije na sledeći način:

ĝ(ξ) =

{
e−(ξ+ 1

ξ
), ξ > 0
0, ξ ≤ 0

i sve njegove dilatacije i translacije su primeri elemenata iz S+(R).
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Prostore S−(R) i S0(R) definǐsemo na sledeći način:

f ∈ S−(R) ⇔ f(−x) ∈ S+(R) i S0(R) = S+(R)⊕ S−(R).

Teorema 2.2.3 Prostor S+(R)(S−(R)) je zatvoren potprostor prostora S(R)
koji sadrži funkcije iz S(R) čije Furijeove transformacije imaju nosače na
pozitivnom (negativnom) delu realne ose.
Prostor S0(R) je zatvoren potprostor prostora S(R) koji sadrži funkcije iz
S(R) čiji su svi momenti jednaki nuli, tj.

(2.5) S0(R) = {f ∈ S(R) :

∫ +∞

−∞
xnf(x) dx = 0, n ∈ N0}.

Dokaz. Neka f ∈ Σ, gde smo sa Σ označili prostor funkcija iz S(R) čije
Furijeove transformacije imaju nosač na pozitivnom delu realne prave. Kako
f, f̂ ∈ S(R) imamo da za svako α > 0 važi

|f(x)| ≤ cα

(1 + x2)
α
2

, x ∈ R i |f̂(ξ)| ≤ O(1)
1

(1 + ξ2)
α
2

, ξ > 0.

Iz leme 2.2.1 direktno sledi da f ∈ S+(R).
S druge strane, s obzirom da su f 7→ ∂nf, n ∈ Z i f 7→ xmf, m ∈ N

neprekidna preslikavanja iz S+(R) u S+(R) imamo lokalizaciju izvoda od
f ∈ S+(R), pa sledi da f ∈ S(R). �

Dakle, prostor S0(R) možemo definisati kao prostor funkcija iz S(R) čiji
su svi momenti jednaki nuli, tj. f ∈ S0(R) ako i samo ako

(2.6)

∫

R
xnf(x) dx = 0,

za svako n ∈ N, odnosno ako je f̂ (n)(0) = 0, za svako n ∈ N.

Definicija 2.2.3 Funkcija h je rekonstrukcioni mali talas za mali talas g
ako su konstante

c+
g,h =

∫ ∞

0

¯̂g(ξ) ĥ(ξ)
dξ

ξ
i c−g,h =

∫ ∞

0

¯̂g(−ξ) ĥ(−ξ)
dξ

ξ

jednake i konačne.
Ako je mali talas sam sebi rekonstrukcioni mali talas kažemo da je do-

pustiv.
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Teorema 2.2.4 ([19]) Neka je h ∈ S+(R) rekonstrukcioni mali talas za mali
talas g ∈ S+(R). Tada za f ∈ S+(R) važi sledeća formula rekonstrukcije

f(x) =
1

cg,h

∫ ∞

0

da

a

∫ +∞

−∞
Wgf(b, a) hb,a(x) db, x ∈ R,

gde je hb,a(x) =
1

a
h(

x− b

a
).

Dokaz. Neka je

f̃(x) =

∫ ∞

0

da

a

∫ +∞

−∞
Wgf(b, a)

1

a
h(

x− b

a
) db, x ∈ R.

Koristeći Furijeovu reprezentaciju malotalasne transformacije imamo da je

f̃(x) =
1

2π

∫ ∞

0

da

a

∫ +∞

−∞
db

∫ ∞

0

¯̂g(aξ) eibξ f̂(ξ)
1

a
h(

x− b

a
) dξ, x ∈ R.

Nakon promene redosleda integracije (iz polinomne ograničenosti funkcija
h, g i f sledi da integrali nad b i ξ apsolutno konvergiraju) dobijamo Furijeovu

transformaciju funkcije
1

a
h(

x− b

a
) i imamo da je

f̃(x) =
1

2π

∫ ∞

0

da

a

∫ ∞

0

¯̂g(aξ) f̂(ξ) ĥ(aξ) eixξ dξ

=
1

2π

∫ ∞

0

eixξ f̂(ξ) dξ

∫ ∞

0

¯̂g(aξ) ĥ(aξ)
da

a
, x ∈ R,

gde smo još jednom primenili Fubinijevu teoremu. Iskoristimo li činjenicu da
je h rekonstrukcioni mali talas za mali talas g dobijamo da je

f̃(x) = cg,h
1

2π

∫ ∞

0

eixξ f̂(ξ) dξ = cg,hf(x), x ∈ R. �

Lako se pokazuje da važe analogna tvrdenje ako umesto prostora S+(R)
u teoremi 2.2.4 posmatramo prostore S−(R) i S0(R).

Slično možemo preko malotalasnih koeficijenata izraziti i Furijeovu trans-
formaciju funkcije f ∈ S+(R) (odnosno iz S−(R),S0(R)) :

f̂(ξ) =
1

cg,h

∫ ∞

0

da

a

∫ +∞

−∞
Wgf(b, a) ĥ(aξ) e−ibξ db, ξ > 0.
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Definicija 2.2.4 Prostoru S(H) pripadaju funkcije Φ ∈ C∞(H) takve da je

sup
(x,y)∈H

(
y +

1

y

)k1

(1 + |x|)k2

∣∣∣∣
∂l

∂yl

∂m

∂xm
Φ(x, y)

∣∣∣∣ < ∞,

za svako k1, k2, l, m ∈ N.

Napomena. Koristeći sledeće osobine malotalasne transformacije

∂bWgf(b, a) = Wg(∂xf)(b, a) = −1

a
W∂xgf(b, a) i

−a∂aWgf(b, a) = W(x∂x+1)gf(b, a) = −Wg(x∂xf)(b, a),

može se pokazati da je lokalno konveksan prostor S(H) definisan u [19] na
sledeći način: S(H) sadrži funkcije τ ∈ C∞(H), takve da za svako α ≥ 0 važi

sup
(b,a)∈H

(1 + a)2(α+1)

aα
(1 + | b

1 + a
|2)α

2 |τ(b, a)| < ∞

ekvivalentan prostoru S(H) datom u definiciji 2.2.4.

Definicija 2.2.5 Malotalasni operator sinteze Mg preslikava funkcije defi-
nisane na poluprostoru H na funkcije definisane na realnoj pravi (τ 7→ Mgτ)
na sledeći način:

(2.7) (Mgτ)(x) =

∫ +∞

0

da

a

∫ +∞

−∞
τ(b, a) gb,a(x) db, x ∈ R,

ako dati dvostruki integral apsolutno konvergira.

Ako je g ∈ L1(R) tada je operator Mg dobro definisan za svako τ ∈ S(H).
Furijeova transformacija operatora sinteze data je sa

(2.8) M̂gτ(ξ) =

∫ +∞

0

da

a

∫ +∞

−∞
τ(b, a) ĝ(aξ) e−ibξ db, ξ ∈ R.

Za operator Mh važi (α, x ∈ R):

1. Mh(τ1 + τ2)(x) = Mhτ1(x) +Mhτ2(x);

2. Mh(ατ)(x) = αMhτ(x);
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3. Mh1+h2τ(x) = Mh1τ(x) +Mh2τ(x);

4. Mαhτ(x) = αMhτ(x);

5. Mhτ(x) =

∫ ∞

0

1

a
(τ(·, a) ∗ ha)(x) da.

Iz teoreme 2.2.4 sledi da je

MhWgf = c+
g,hf, f ∈ S+(R),

gde je h ∈ S+(R) rekonstrukcioni mali talas za mali talas g ∈ S+(R).

U naredne dve teoreme date su polinomne procene malotalasnog opera-
tora sinteze i njegove Furijeove transformacije. Dokazi teorema mogu se naći
u ([19]).

Teorema 2.2.5 Neka je α > 1, β > 0 i neka za funkciju τ i mali talas h
važi da je

|τ(b, a)| ≤ 1

(1 + | b
1+a
|2)α

2

aβ

(1 + a)2β+1
i |h(x)| ≤ 1

(1 + |x|2)α
2

, a > 0, b, x ∈ R.

Tada postoji C > 0 tako da je

|Mhτ(x)| ≤ C
1

(1 + |x|2)α′
2

, x ∈ R,

gde je α′ = min{α, β + 1}.

Teorema 2.2.6 Neka je α > 0 i neka za funkciju τ i mali talas h važi da je

∫ +∞

−∞
|τ(b, a)| db ≤ aα

(1 + a)2α+1
i |ĥ(ξ)| ≤ ξα

(1 + ξ)2α+1
, a, ξ > 0, b ∈ R.

Tada postoji C > 0 tako da je

|M̂hτ(ξ)| ≤ C
ξα

(1 + ξ)2α
, ξ > 0.
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2.3 Neprekidnost malotalasne transformacije

U ovom poglavlju ćemo pokazati neprekidnost malotalasne transforma-
cije i inverzne malotalasne transformacije u prostorima S0(R) i S(H). Na-
pomenimo da su date neprekidnosti ispitivane u [19, teorema 19.0.1, str.
74], ali u definicijama prostora S0(R) i S(H) nisu dati uslovi na rast izvoda
elemenata datih prostora, za razliku od dokaza narednih teorema gde se ko-
riste klasične tehnike rada sa brzo opadajućim funkcijama. Takode, u [39]
je proučavana neprekidnost malotalasne transformacije u prostorima brzo
opadajućih funkcija, sa nešto drugačijim petpostavkama za mali talas u
odnosu na koji se posmatra malotalasna transformacija. Tvrdenja će biti
data u vǐsedimenzionalnom slučaju, pa ćemo prvo uopštiti ranije date defini-
cije.

Elementi prostora S0(Rn) su funkcije iz S(Rn) čiji su svi momenti jednaki
nuli, tj. f ∈ S0(Rn) ako i samo ako

∫

Rn

xmf(x) dx = 0, za svako m ∈ Nn.

Neka je Hn+1 = Rn × R+. Malotalasna transformacija Wgf funkcije f ∈
S0(Rn), u odnosu na mali talas g ∈ S0(Rn), data je sa:

Wgf(b, a) = 〈f(x),
1

an
ḡ(

x− b

a
)〉 =

∫

Rn

f(x)
1

an
ḡ(

x− b

a
) dx, (b, a) ∈ Hn+1.

Prostoru S(Hn+1) pripadaju funkcije Φ ∈ C∞(Hn+1) takve da je

sup
(x,y)∈Hn+1

(
y +

1

y

)k1

(1 + |x|)k2

∣∣∣∣
∂l

∂yl

∂m

∂xm
Φ(x, y)

∣∣∣∣ < ∞,

za svako k1, k2, l ∈ N i m ∈ Nn.
Inverzna malotalasna transformacija Mg data je sa:

(Mgτ)(x) =

∫ +∞

0

da

a

∫

Rn

τ(b, a) gb,a(x) db, x ∈ Rn,

ako dati dvostruki integral apsolutno konvergira.

Teorema 2.3.1 Neka g ∈ S0(Rn). Tada je

Wg : S0(Rn) → S(Hn+1)

neprekidno preslikavanje.
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Dokaz. Pokažimo da je za proizvoljno k, l, α ∈ N, β ∈ Nn

(2.9) (1 + |b|2)k/2(al +
1

al
)|Fα,β(b, a)| < ∞, x ∈ Rn, (b, a) ∈ Hn+1,

gde je

Fα,β(b, a) = ∂α
a ∂β

b 〈f(x),
1

an
ḡ(

x− b

a
)〉.

Za u, ξ ∈ Rn, (b, a) ∈ Hn+1, α ∈ N, γ ∈ Nn, važi

∂γ
ξ
ˆ̄g(aξ) = a|γ| ˆ̄g(α)(aξ),

∂γ
b f(au + b) =

1

a|γ|
∂γ

uf(au + b) = f (γ)(au + b),

∂α
a f(au + b) =

1

aα

∑

|γ|=α

cγu
γ∂γ

uf(au + b),

gde je cγ =
(

α
γ1

)(
α−γ1

γ2

)
. . .

(
α−γ1−···−γn−1

γn

)
, |γ| = α.

Posmatrajmo prvo član al|Fα,β(b, a)|, za a > 1. Nakon smene promenljivih
u = x−b

a
imamo da je

al|Fα,β(b, a)| = al|∂α
a ∂β

b 〈f(au + b), ḡ(u)〉|

= al|∂α
a 〈f (β)(au + b), ḡ(u)〉|

≤ al
∑

|γ|=α

cγ|〈 1

a|γ|
uγ∂γ

u

(
f (β)(au + b)

)
, ḡ(u)〉|

= al
∑

|γ|=α

cγ|〈uγf (β+γ)(au + b), ḡ(u)〉|

= al
∑

|γ|=α

cγ|〈(u
a
)γf (β+γ)(u + b),

1

an
ḡ(

u

a
)〉|

= al
∑

|γ|=α

cγ|〈 1

aα
∂β+γ

u f(u + b), uγ 1

an
ḡ(

u

a
)〉|

= al
∑

|γ|=α

cγ|〈 1

aα
ξβ+γ f̂(ξ)eibξ, ∂γ

ξ
ˆ̄g(aξ)〉|
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= al
∑

|γ|=α

cγ|〈 1

aα
ξβ+γ f̂(ξ)eibξ, aα ˆ̄g(γ)(aξ)〉|

≤ al
∑

|γ|=α

cγ

∫

Rn

|ξβ+γ (1 + |ξ|2)n

(1 + |ξ|2)n
f̂(ξ)ˆ̄g(γ)(aξ)| dξ

=
∑

|γ|=α

cγ(

∫

|ξ|≤1

+

∫

|ξ|≥1

)|ξβ+γ (1 + |ξ|2)n

(1 + |ξ|2)n
f̂(ξ)al ˆ̄g(γ)(aξ)| dξ =

∑

|γ|=α

cγ(I1 + I2).

Za procenu integrala I2 koristimo da je

|ξβ+γ(1 + |ξ|2)nf̂(ξ)| ≤ C1 i al|ξ|l|ˆ̄g(γ)(aξ)|)| ≤ C2

i dobijamo da je

I2 ≤ C1C2

∫

|ξ|≥1

1

(1 + |ξ|2)n
dξ ≤ C.

Kako je f̂ (j)(0) = 0, za svako j ∈ N, iz Tejlorove formule (biramo N tako da
je N ≥ l) dobijamo

I1 ≤
∫

|ξ|≤1

|ξβ+γ f̂ (N+1)(θ)

(N + 1)!
||ξN+1al ˆ̄g(γ)(aξ)| dξ

≤ C

∫

|ξ|≤1

|ξβ+γ f̂ (N+1)(θ)

(N + 1)!
||ξN+1al ˆ̄g(γ)(aξ)| dξ,

gde θ ∈ (0, 1). Iz (a|ξ|)l|ˆ̄g(aξ)| ≤ C, a > 0, ξ ∈ Rn, sledi da je I1 ≤ C, a time
je i

(2.10) al|Fα,β(b, a)| ≤ C, (b, a) ∈ Hn+1.

Posmatrajmo dalje član
1

al
|Fα,β(b, a)|, za |a| < 1. Kao i u prethodnom

slučaju
1

al
|Fα,β(b, a)| = 1

al

∑

|γ|=α

cγ|〈f (β+γ)(au + b), uγ ḡ(u)〉|

=
1

al

∑

|γ|=α

cγ(|〈
m∑

|j|=0

f (β+γ+j)(b)

j!
(au)j, uγ ḡ(u)〉|
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+|〈
∑

|j|=m+1

f (β+γ+j)(θ)

j!
(au)j, uγ ḡ(u)〉|)

≤
∑

|γ|=α

cγ

∑

|j|=m+1

∫

Rn

|f
(β+γ+j)(θ)

j!
uγ+j ḡ(u)| du,

gde smo koristili činjenicu da su svi momenti funkcije g jednaki nuli i birali
da je m = [l]. Dakle,

(2.11)
1

al
|Fα,β(b, a)| ≤ C, (b, a) ∈ Hn+1.

Za preostali član (1 + |b|2)k/2|Fα,β(b, a)| imamo da je

(1 + |b|2)k/2|Fα,β(b, a)|
∑

|γ|=α

cγ|〈ξβ+γ f̂(ξ)eibξ, ˆ̄g(γ)(aξ)〉|

= (1 + |b|2)k/2
∑

|γ|=α

cγ|〈
∂m

ξ eibξ

(ib)m
ξβ+γ (1 + |ξ|2)n

(1 + |ξ|2)n
f̂(ξ), ˆ̄g(γ)(aξ)〉|

biramo da je m = [k + 1] i nastavljamo

≤
∑

|γ|=α

cγ

m∑
s=0

(
m

s

) ∫

Rn

|∂m−s
ξ

( 1

(1 + |ξ|2)n

)
∂s

ξ

(
ξβ+γ(1+|ξ|2)nf̂(ξ)ˆ̄g(γ)(aξ)

)
| dξ

≤
∑

|γ|=α

cγ

m∑
s=0

(
m

s

) ∫

Rn

|∂m−s
ξ

( 1

(1 + |ξ|2)n

)

s∑
j=0

(
s

j

)
∂s−j

ξ

(
ξβ+γ(1 + |ξ|2)nf̂(ξ)

)
∂s

ξ

(
ˆ̄g(γ)(aξ)

)
| dξ

≤
∑

|γ|=α

cγ

m∑
s=0

(
m

s

) s∑
j=0

(
s

j

)( ∫

|ξ|≤1

|∂m−s
ξ

( 1

(1 + |ξ|2)n

)

s−j∑
p

(
s− j

p

)
∂s−j−p

ξ

(
ξβ+γ(1 + |ξ|2)n

)
f̂ (p)(ξ)a|j||ˆ̄g(γ+j)(aξ)| dξ

+

∫

|ξ|>1

|∂m−s
ξ

( 1

(1 + |ξ|2)n

)
∂s−j

ξ

(
ξβ+γ(1 + |ξ|2)nf̂(ξ)

)
a|j||ˆ̄g(γ+j)(aξ)| dξ

)
.
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Upotrebimo li argumente kao u slučaju al|Fα,β(b, a)| za integrale I1 i I2,
dobijamo da je

(2.12) (1 + |b|2)k/2|Fα,β(b, a)| ≤ C, (b, a) ∈ Hn+1.

Iz (2.10) i (2.11) sledi

(2.13) (al +
1

al
)|Fα,β(b, a)| ≤ C, (b, a) ∈ Hn+1.

Konačno (2.9) sledi iz (2.12) i (2.13). �

Teorema 2.3.2 Neka je g ∈ S0(Rn) prihvatljiv mali talas. Tada je Mg :
S(Hn+1) → S0(Rn) neprekidno preslikavanje.

Dokaz. Iskoristimo li formulu

(1−∆ξ)
j ˆ̄g(aξ) =

j∑
i=0

(
j

i

)
(−1)ia2i

∑

|s|=2i

ˆ̄g(2s)(aξ), k ∈ N, s ∈ Nn

dobijamo da je

(1 + |x|2)α
2 |∂k

xMgΦ(x)|

= (1 + |x|2)α
2 |∂k

x

∫

R+

∫

Rn

Φ(b, a)
1

an
ḡ(

x− b

a
) db

da

a
|

= (1 + |x|2)α
2 |

∫

R+

∫

Rn

∂k
xΦ(x− b, a)

1

an
ḡ(

b

a
) db

da

a
|

= (1 + |x|2)α
2 |

∫

R+

∫

Rn

(−1)k∂k
b Φ(x− b, a)

1

an
ḡ(

b

a
) db

da

a
|

= (1 + |x|2)α
2 |

∫

R+

∫

Rn

ξkΦ̂(−ξ, a)e−ixξ ˆ̄g(aξ) dξ
da

a
|

= (1 + |x|2)α
2 |

∫

R+

∫

Rn

(1−∆ξ)
re−ixξ

(1 + |x|2)r
ξkΦ̂(−ξ, a) ˆ̄g(aξ) dξ

da

a
|

≤ (1 + |x|2)α
2

(1 + |x|2)r
|
∫

R+

∫

Rn

e−ixξ(1−∆ξ)
r
(
ξkΦ̂(−ξ, a) ˆ̄g(aξ)

)
dξ

da

a
|,
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biramo da je r > [α/2] i nastavljamo

≤
∫

R+

∫

Rn

|
r∑

k=0

(
r

k

)
(1−∆ξ)

r−k
( 1

(1 + |ξ|2)n

)

(1−∆ξ)
k
(
ξk(1 + |ξ|2)nΦ̂(−ξ, a) ˆ̄g(aξ)

)
| dξ

da

a

≤
∫

R+

∫

Rn

r∑

k=0

(
r

k

)
|(1−∆ξ)

r−k
( 1

(1 + |ξ|2)n

)
|

k∑
j=0

(
k

j

)
|(1−∆ξ)

k−j
(
ξk(1 + |ξ|2)nΦ̂(−ξ, a)

)
||(1−∆ξ)

j
(
ˆ̄g(aξ)

)
| dξ

da

a

≤
∫

R+

∫

Rn

r∑

k=0

(
r

k

)
|(1−∆ξ)

r−k
( 1

(1 + |ξ|2)n

)
|

k∑
j=0

(
k

j

)
|(1−∆ξ)

k−j
(
ξk(1 + |ξ|2)n(a + 1/a)Φ̂(−ξ, a)

)
|

|
j∑

i=0

(
j

i

)
a2i

∑

|s|=2i

ˆ̄g(2s)(aξ)| dξ
da

1 + a2

≤
r∑

k=0

(
r

k

) k∑
j=0

(
k

j

) j∑
i=0

(
j

i

) ∑

|s|=2i

∫

R+

∫

Rn

|(1−∆ξ)
r−k

( 1

(1 + |ξ|2)n

)
|

|(1−∆ξ)
k−j

(
ξk(1 + |ξ|2)na2i(a + 1/a)Φ̂(−ξ, a)

)
||ˆ̄g(2s)(aξ)| dξ

da

1 + a2
.

Za brzo opadajuće funkcije Φ i g važi

|(1−∆ξ)
k−j

(
ξk(1 + |ξ|2)na2i(a + 1/a)Φ̂(−ξ, a)

)
| ≤ C1, |ˆ̄g(2s)(aξ)| ≤ C2,

odakle dobijamo da je

(1 + |x|2)α
2 |∂k

xMgΦ(x)| ≤ C1C2

∫

R+

da

1 + a2

∫

Rn

1

(1 + |ξ|2)n
dξ ≤ C. �
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2.4 Malotalasna transformacija temperiranih

distribucija

U odnosu na neprekidna potapanja

i : S(R) 7→ S ′(R), f 7→
(

φ 7→
∫

R
f(x)φ(x) dx

)
i

i : f̂ 7→
(

φ̂ 7→
∫

R
f̂(−ξ)φ̂(ξ) dξ

)

imamo da f ∈ S−(R) odreduje linearan funkcional na S+(R). Analogno,
f ∈ S+(R) odreduje linearan funkcional na S−(R).

Definicija 2.4.1 Prostor linearnih funkcionela na S−(R) označavamo sa
S ′+(R), dok prostor linearnih funkcionela na S+(R) označavamo sa S ′−(R).

Imamo linearna potapanja i : S+(R) → S ′+(R), i : S−(R) → S ′−(R). I
vǐse, S+(R) je gust u S ′+(R).

Razmotrimo odnos prostora S ′+(R) i S ′(R). Jasno, proizvoljno f ∈ S ′(R)
restrikcijom na zatvoren potprostor S−(R) definǐse distribuciju u S ′+(R).
Ovakvo preslikavanje je sirjektivno. S druge strane, koristeći Han-Banahovu
teoremu, svaka distribucija iz S ′+(R) može biti proširena do distribucije iz
S ′(R), s tim da dato proširenje elementa f ∈ S ′+(R) do f1 ∈ S ′(R) nije
jedinstveno.

Teorema 2.4.1 U odnosu na projekcije

σ+ : S ′(R) → S ′+(R), 〈σ+f, φ〉 = 〈f, φ〉, ∀φ ∈ S−(R),

σ− : S ′(R) → S ′−(R), 〈σ−f, φ〉 = 〈f, φ〉, ∀φ ∈ S+(R),

važi da je
S ′+(R) ' S ′(R)/{f ∈ S ′(R) : supp f̂ ⊂ R−},
S ′−(R) ' S ′(R)/{f ∈ S ′(R) : supp f̂ ⊂ R+}.

Iz S0(R) = S+(R)⊕ S−(R) sledi da za dualan prostor važi

S ′0(R) = S ′+(R)⊕ S ′−(R).
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Kako je S0(R) zatvoren potprostor od S(R) i svi momenti elemenata prostora
S0(R) su jednaki nuli, iz relacije

∫

R
xnf(x) dx = f̂ (n)(0)

dobijamo da polar prostora S0(R) čine distribucije iz S ′(R) čije Furijeove
transformacije imaju za nosač tačku ξ = 0. Poznato je da je svaka temperi-
rana distribucija f, čiji nosač čini samo jedna tačka x0, oblika

f(x) =
∑

k≤m

akδ
(k)(x− x0), x ∈ R,

za neko m ∈ N i neke konstante ak, k ≤ m ([14, 62]). Pri Furijeovoj trans-
formaciji linearne kombinacije izvoda δ distribucije su slike polinoma nad R.
Zaključujemo da je polar prostora S0(R), u odnosu na S ′(R), prostor poli-
noma P(R), odnosno da važi

S ′0(R) ' S ′(R)/P(R).

Definicija 2.4.2 Malotalasna transformacija distribucije f ∈ S ′+(R), u od-
nosu na analizirajući mali talas g ∈ S+(R) definǐse se na sledeći način:

(2.14) 〈Wgf(b, a), τ(b, a)〉 = 〈f(x),Mḡτ(x)〉 , τ ∈ S(H).

Malotalasna transformacija data u (2.14) je dobro definisana, jer je S ′+(R)
= (S−(R))′, dok za g ∈ S+(R) imamo da ḡ ∈ S−(R), a M : S−(R)×S(H) →
S−(R). Koristeći iste argumente dobijamo da je malotalasna transformacija
dobro definisana i na sledeći način:

(2.15) Wgf(b, a) = 〈f(b + ax), ḡ(x)〉 =

〈
f(t),

1

a
ḡ

(
t− b

a

)〉
= f ∗ ˇ̄ga(b),

gde je ga(·) = 1
a
g( ·

a
). Štavǐse, date definicije malotalasne transformacije su

ekvivalentne.
Malotalasni operator sinteze, u odnosu na mali talas h ∈ S+(R), definǐse

se na sledeći način:

〈MhF (x), φ(x)〉 = 〈F (b, a),Wh̄φ(b, a)〉 , φ ∈ S+(R), F ∈ S ′(H).



38 2. Malotalasna transformacija temperiranih distribucija

Teorema 2.4.2 Neka su g i h fiksirani mali talasi iz S+(R). Tada su malo-
talasna transformacija i malotalasni operator sinteze

Wg : S ′+(R) → S ′(H), f 7→ Wgf i

Mh : S ′(H) → S ′+(R), F 7→ MhF

neprekidna preslikavanja u odgovarajućim slabim topologijama.

Kao i u slučaju test prostora imamo da je

IdS′+(R) =
1

cg,h

MhWg,

gde je h rekonstrukcioni mali talas za mali talas g. Takode, važi

〈Wgf(b, a), τ(b, a)〉 =

∫ ∞

0

∫ ∞

−∞
F (b, a) τ(b, a) db

da

a
, τ ∈ S(H),

gde je F (b, a) = 〈f(x), ḡb,a(x)〉 lokalno integrabilna funkcija iz S ′(H), takva
da postoje α, β > 0 za koje je

(2.16) |F (b, a)| ≤ C(1 + |b|2)α
2 (a +

1

a
)β, (b, a) ∈ H.

U narednoj teoremi je preko reprodukcionog jezgra

Pg,h(b, a) =
1

cg,h

Wgh(b, a), (b, a) ∈ H

data karakterizacija slika elemenata prostora S+(R) u odnosu na malotalasnu
transformaciju.

Teorema 2.4.3 Malotalasna transformacija preslikava prostor S+(R) u za-
tvoren potprostor prostora S(H), za čije elemente važi

τ(b, a) =

∫ +∞

0

∫ +∞

−∞

1

a′
Pg,h

(
b− b′

a′
,
a

a′

)
τ(b′, a′) db′

da′

a′
, (b, a) ∈ H,

gde je h reprodukcioni mali talas za mali talas g.
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Karakterizacija prostora slika malotalasne transformacije distribucija je
data sa

(2.17) F (b, a) =

∫ +∞

0

∫ +∞

−∞

1

a′
Pg,h

(
b− b′

a′
,
a

a′

)
F (b′, a′) db′

da′

a′
, (b, a) ∈ H.

Delovanje distribucije f ∈ S ′+(R) na test funkciju φ ∈ S−(R) može biti
zapisano i kao skalarni proizvod:

(2.18) 〈f(x), φ(x)〉 =
1

cg,h

∫ ∞

0

∫ ∞

−∞
Wgf(b, a)Wh̄φ(b, a) db

da

a
.

Analogno, izrazom (2.14) je definisana malotalasna transformacija dis-
tribucije f ∈ S ′−(R), u odnosu na analizirajući mali talas g ∈ S−(R), i sve
iskazano za distribucije iz S ′+(R) važi i za distribucije iz S ′−(R). Do malotalsne
transformacije distribucije f ∈ S ′0(R), u odnosu na analizirajući mali talas
g ∈ S0(R), možemo doći koristeći projekcije σ+ i σ− definisane u teoremi
2.4.1. Tada je g = g+ + g−, za odgovarajuće g+ ∈ S+(R) i g− ∈ S−(R), i
tražena transformacija je data sa

Wgf = Wg+(σ+f) +Wg−(σ−f).

Takode, izrazom (2.14) možemo definisati malotalasnu transformaciju pro-
izvoljne temperirane distribucije f ∈ S ′(R), u odnosu na analizirajući mali
talas g ∈ S0(R), čime dobijamo (Han-Banahova teorema) proširenje malo-
talasne transformacije u S ′0(R). Medutim, tada inverzna transformacija nije
dobro definisana. Naime, za momente funkcije g ∈ S0(R) važi (2.5), odakle
je

Wgp (b, a) = 〈p(b + ax), ḡ(x)〉 = 0, ∀p ∈ P(R),

pa koristeći linearnost malotalasne transformacije dobijamo da temperirane
distribucije koje se razlikuju za polinom imaju iste malotalasne transforma-
cije.

Primer 2.4.1 Malotalasna transformacija δ distribucije i njenih izvoda

Wgδ
(n)(b, a) = (−1

a
)nḡ(n)(− b

a
), (b, a) ∈ H.

Primer 2.4.2 Za α ∈ R definǐsemo funkcije

xα
+ =

{
xα, x > 0
0, x ≤ 0

i xα
− =

{
0, x ≥ 0

(−x)α, x < 0
.
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Ako α nije negativan ceo broj tada xα
+ i xα

− pripadaju prostoru distribucija
S ′0(R) i definisane su na sledeći način:

xα
+ : φ 7→

∫ ∞

0

xα φ(x) dx i xα
− : φ 7→

∫ 0

−∞
(−x)α φ(x) dx, φ ∈ S(R).

Melinova transformacija funkcije f je data na sledeći način:

(Mf)(α) =

∫ ∞

0

xα−1 f(x) dx, α ∈ R.

Sada je

Wgx
α
+(b, a) = aα(Mḡ(· − b

a
))(α + 1), (b, a) ∈ H i

Wgx
α
−(b, a) = aα(Mḡ(− b

a
− ·))(α + 1), (b, a) ∈ H.

2.5 Primena malotalasne transformacije

Malotalasna transformacija ima primenu u teoriji aproksimacija. Naime,
koristeći poznatu lemu o aproksimaciji može se pokazati da za f ∈ L2(R)
važi

∫ ρ

ε

1

a
Wḡf(b, a) da =

∫ ρ

ε

1

a
(ga ∗ f)(b) da → f(b), kada ε → 0, ρ →∞,

čime je učinjena aproksimacija funkcije f pomoću malotalasne transforma-
cije.

Malotalasnu transformaciju Wψf(b, a) možemo posmatrati kao meru pro-
mene funkcije f u okolini tačke b, gde je veličina okoline odredena parametrom
a. Na primer, za funkciju koja je glatka u okolini tačke b i time ima male
promene u okolini od b, malotalasna transformacija bi trebala da ima malu
vrednost, dok za funkciju f koja ima singularitet u b očekivano je daWψf(b, a)
bude velika vrednost. Ovo svojstvo je korǐsćeno za ispitivanje lokalnih svo-
jstava funkcija i karakterizaciju mikrolokalnih (funkcionalnih) prostora ([20,
24, 37]). Na primer, u narednim teoremama ([5, 17, 20]) je Helder neprekid-
nost funkcije okarakterisana pomoću malotalasne transformacije.
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Teorema 2.5.1 Neka je

∫
(1+|x|)|g(x)| dx < ∞ i ĝ(0) = 0. Ako je ograničena

funkcija f Helder neprekidna reda α, α ∈ (0, 1], tj. ako za neku konstantu C
važi

|f(x)− f(y)| ≤ C|x− y|α,

tada za njenu malotalasnu transformaciju važi

|Wgf(b, a)| = C ′|a|α+ 1
2 .

Teorema 2.5.2 Neka g ima kompaktan nosač. Neka je f ∈ L2(R) ograničena
i neprekidna funkcija. Ako za neko α ∈ (0, 1) važi

|Wgf(b, a)| ≤ C|a|α+ 1
2 ,

tada je f Helder neprekidna funkcija reda α.

Definicija 2.5.1 Distribucija f ∈ S ′(R) je regularnosti C∞ u otvorenom
intervalu I ako fφ ∈ C∞(I), za svako φ ∈ C∞

0 (I). Komplement skupa čije
sve tačke imaju okoline u kojima je f regularnosti C∞ naziva se singularni
nosač distribucije f.

U narednim teoremama ([19]) su date karakterizacije singularnog nosača
temperiranih distribucija i ograničenih skupova u S0(R) i S ′0(R) preko malo-
talasne transformacije.

Teorema 2.5.3 Distribucija f ∈ S ′(R) je regularnosti C∞ u otvorenom in-
tervalu I ako i samo ako za neki dopustiv mali talas g ∈ S0(R) važi

Wgf(b, a) = O(am), a → 0,

za svako m > 0, uniformno po b na svakom kompaktnom podskupu od I.

Teorema 2.5.4 Skup X ⊂ S0(R) je ograničen ako i samo ako postoji funkcija
τ definisana na poluravni H koja opada brže od proizvoljnog polinoma po b i
a + 1

a
za koju je

|Wgf(b, a)| ≤ τ(b, a), (b, a) ∈ H,

za svako f ∈ X.
Skup X ⊂ S ′0(R) je ograničen ako i samo ako postoji funkcija τ definisana

na poluravni H koja opada brže od proizvoljnog polinoma po b i a+ 1
a

za koju
je

|Wgf(b, a)| ≤ τ(b, a), (b, a) ∈ H,

za svako f ∈ X.
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Glava 3

Kvaziasimptotsko ponašanje

U ovoj glavi je predstavljen pojam kvaziasimptotskog ponašanja dis-
tribucija. U poglavlju 3.1 su navedene definicije i osobine sporo i regu-
larno promenljivih funkcija. Kvaziasimptotsko ponašanje i kvaziasimptotska
ograničenost distribucija u konačnoj tački i u beskonačnosti su definisani u
poglavlju 3.2. Strukturne teoreme za kvaziasimptotsko ponašanje distribu-
cija, koje će biti od velikog značaja u daljem radu, su date u poglavlju 3.3.

3.1 Sporo i regularno promenljive funkcije

Kvaziasimptotsko ponašanje podrazumeva ispitivanje ponašanja distribu-
cija u beskonačnosti ili u konačnoj tački u odnosu na sporo promenljive i
regularno promenljive funkcije. Ove funkcije je definisao Karamata 1930.
godine, s tim da je umesto merljivih posmatrao neprekidne funkcije.

Definicija 3.1.1 Merljiva funkcija L : (0, A] 7→ R+, A > 0, je sporo pro-
menljiva u nuli ako je

(3.1) lim
ε→0+

L(εa)

L(ε)
= 1,

za svako a > 0. Merljiva funkcija L : [A, +∞) 7→ R+, A > 0, je sporo
promenljiva u beskonačnosti ako je

(3.2) lim
λ→+∞

L(λa)

L(λ)
= 1,

za svako a > 0.
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Definicija 3.1.2 Merljiva funkcija ρ : (0, A] 7→ R+ je regularno promenljiva,
stepena α, u nuli ako je

lim
ε→0+

ρ(εa)

ρ(ε)
= aα,

za svako a > 0. Merljiva funkcija ρ : [A, +∞) 7→ R+, A > 0, je regularno
promenljiva, stepena α u beskonačnosti ako je

lim
λ→+∞

ρ(λa)

ρ(λ)
= aα,

za svako a > 0.

Iz prethodnih definicija sledi da svaku regularno promenljivu funkciju ρ,
stepena α, u nuli možemo prikazati na sledeći način:

ρ(x) = xαL(x), x ∈ (0, A],

gde je L neka sporo promenljiva funkcija. Isto važi i za regularno promenljivu
funkciju u beskonačnosti.

Primeri sporo i regularno promenljivih funkcija, kao i dokazi fundamen-
talnih teorema o uniformnoj konvergenciji i reprezentaciji sporo promenljivih
funkcija, mogu se naći u [1, 58].

Može se pokazati ([1, 58]) da relacija (3.1) za sporo promenljive funkcije
u nuli važi uniformno, kao i da relacija (3.2) za sporo promenljive funkcije u
beskonačnosti važi uniformno.

Važe sledeće teoreme o reprezentaciji: L je sporo promenljiva funkcija u
nuli definisana na intervalu (0, A], A > 0 ako i samo ako postoje merljive
funkcije u i w definisane na intervalu (0, B], B ≤ A, takve da je u ograničena
funkcija i lim

x→0
u(x) = M < ∞, dok je w neprekidna na [0, B] i lim

x→0
w(x) = 0,

za koje je

L(x) = exp
(
u(x) +

∫ B

x

w(t)

t
dt

)
, x ∈ (0, B].

L je sporo promenljiva funkcija u beskonačnosti definisana na intervalu [A,∞),
A > 0 ako i samo ako postoje merljive funkcije u i w definisane na intervalu
[B,∞), B ≥ A, takve da je u ograničena funkcija i lim

x→∞
u(x) = M < ∞, dok

je w neprekidna na [B,∞) i lim
x→∞

w(x) = 0, za koje je

L(x) = exp
(
u(x) +

∫ x

B

w(t)

t
dt

)
, x ∈ [B,∞).
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Navedimo još neke osobine sporo promenljive funkcije L :
Za svako σ > 0 je

(3.3) L(ε) = o

(
1

εσ

)
, kada ε → 0+,

(3.4) L(λ) = O(λσ), kada λ →∞.

Za svako σ > 0 je

1

C
min{x−σ, xσ} <

L(εx)

L(ε)
< C max{x−σ, xσ}, x, ε ∈ (0,∞),

za neko C > 0.
(4) Ako pretpostavimo da je t−1w(t) ∈ L1([1,∞) (koristimo oznake date

u teoremi o reprezentaciji, uz pretpostavku da je B = 1) tada je

M̃ < L(x) < M, x > 1,

za neke pozitivne konstante M̃ i M.

3.2 Kvaziasimptotsko ponašanje distribucija

Može se pokazati ([47, 70]) da ako distribucija f ∈ D′(R) ima sledeće
asimptotsko ponašanje

lim
ε→0+

〈f(εx), ϕ(x)〉 = ρ(ε)〈g(x), ϕ(x)〉, ϕ ∈ D(R),

za neku pozitivnu funkciju ρ i nenula distribuciju g ∈ D′(R), tada je ρ regu-
larno promenljiva funkcija, a g homogena distribucija.

Definicija 3.2.1 Neka x0 ∈ R. Za distribuciju f ∈ D′(R) kažemo da ima
kvaziasimptotsko ponašanje stepena α ∈ R, u tački x0, u odnosu na sporo
promenljivu funkciju L, u D′(R), ako granična vrednost

(3.5) lim
ε→0+

〈f(x0 + εx)

εαL(ε)
, ϕ(x)〉

postoji i konačna je za svako ϕ ∈ D(R).
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Iz Banah-Štajnhausove teoreme sledi da ako distribucija f ∈ D′(R) ima
kvaziasimptotsko ponašanje, u smislu definicije 3.2.1, tada postoji distribu-
cija g ∈ D′(R) takva da važi

(3.6) lim
ε→0+

〈f(x0 + εx)

εαL(ε)
, ϕ(x)〉 = 〈g(x), ϕ(x)〉,

za svako ϕ ∈ D(R). Distribuciju g nazivamo kvaziasimptotska granica dis-
tribucije f u tački x0 i ona je homogena distribucija. Izraz (3.6) pǐsemo i na
sledeći način:

f(x0 + εx) ∼ εαL(ε)g(x), kada ε → 0, u D′(R),

odnosno

f(x0 + εx) = εαL(ε)g(x) + o(εαL(ε)), kada ε → 0, u D′(R).

Primer 3.2.1 Distribucija f ∈ D′(R) ima vrednost u tački x0 ∈ R u smislu
Lojaševiča ako postoji γ ∈ R tako da je

lim
ε→0
〈f(x0 + εx), ϕ(x)〉 = 〈γ, ϕ(x)〉, za svako ϕ ∈ D(R).

Tada kažemo da je γ vrednost distribucije f u tački x0 i to označavamo
sa f(x)|x=x0 = γ. Takode ([33, 65]), f ∈ L1

loc(R) ima vrednosti u tački
f(x)|x=x0 = γ ako i samo ako postoji m ∈ N tako da je

lim
x→0

m

x

∫ x

0

f(x0 + t)

(
1− t

x

)m−1

dt = γ.

Ako u definiciji 3.2.1 odaberemo da je α = 0 i L = 1 (svaka konstantna
funkcija je sporo promenljiva), dobijamo vrednost distribucije f u tački x0 u
smislu Lojaševiča kao specijalan slučaj kvaziasimptotskog ponašanja.

Definicija 3.2.2 Za distribuciju f ∈ D′(R) kažemo da ima kvaziasimptotsko
ponašanje stepena α ∈ R, u beskonačnosti, u odnosu na sporo promenljivu
funkciju L, u D′(R), ako postoji homogena distribucija g ∈ D′(R) tako da
važi

(3.7) lim
λ→∞

〈 f(λx)

λαL(λ)
, ϕ(x)〉 = 〈g(x), ϕ(x)〉,

za svako ϕ ∈ D(R).
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Koristimo i notaciju

f(λx) ∼ λαL(λ)g(x), kada λ →∞, u D′(R),

odnosno

f(λx) = λαL(λ)g(x) + o(λαL(λ)), kada λ →∞, u D′(R).

Primetimo da je kvaziasimptotsko ponašanje u beskonačnosti svojstvo
globalnog karaktera, za razliku od kvaziasimptotskog ponašanja u konačnoj
tački koje je lokalno svojstvo. Analogno definicijama 3.2.1 i 3.2.2 može se
definisati i kvaziasimptotsko ponašanje temperiranih distribucija u konačnoj
tački i beskonačnosti, respektivno, gde (3.5) i (3.7) važe za svako ϕ ∈ S(R).

U cilju ispitivanja osobina malotalasne transformacije distribucija, od in-
teresa će biti pojam kvaziasimptotske ograničenosti.

Definicija 3.2.3 Za distribuciju f kažemo da je kvaziasimptotski ograničena,
reda α ∈ R, u x = x0, u odnosu na sporo promenljivu funkciju u nuli L, ako
je

〈f(x0 + εx), ϕ(x)〉 = O(εαL(ε)), kada ε → 0+,

za svako ϕ ∈ D(R). Pǐsemo

f(x0 + εx) = O(εαL(ε)), kada ε → 0+, u D′(R).

Definicija 3.2.4 Za distribuciju f kažemo da je kvaziasimptotski ograničena,
reda α ∈ R, u beskonačnosti, u odnosu na L, sporo promenljivu funkciju u
beskonačnosti, ako je

〈f(λx), ϕ(x)〉 = O(λαL(λ)), kada λ →∞,

za svako ϕ ∈ D(R). Pǐsemo

f(λx) = O(λαL(λ)), kada λ →∞, u D′(R).

U slučaju kvaziasimptotske ograničenosti u beskonačnosti iz osobine sporo
promenljive funkcije date u (3.4) sledi da f mora biti temperirana distribu-
cija ([14] teorema 6.6.1). Za vǐse detalja o kvaziasimptotskoj ograničenosti,
uključujući i strukturne teoreme, pogledati [64].
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3.3 Strukturne teoreme za kvaziasimptotsko

ponašanje distribucija

U [41, 42, 43, 45, 47, 70] su date strukturne teoreme za kvaziasimptotsko
ponašanje distribucija, kao i odnos kvaziasimptotskog ponašanja u D′(R) i
S ′(R), a u [63] i [67] je data karakterizacija kvaziasimptotskog ponašanja
preko asimptotsko homogenih i asocirano asimptotsko homogenih funkcija.

Definicija 3.3.1 Za funkciju b kažemo da je asimptotski homogena stepena
α u nuli u odnosu na sporo promenljivu funkciju L ako je neprekidna, defi-
nisana u intervalu oblika (0, A), A > 0 i za svako a > 0 važi

b(ax) = aαb(x) + o(L(x)), kada x → 0+.

Definicija 3.3.2 Za funkciju b kažemo da je asimptotski homogena stepena
α u beskonačnosti u odnosu na sporo promenljivu funkciju L ako je merljiva,
definisana u intervalu oblika [A,∞), A > 0 i za svako a > 0 važi

b(ax) = aαb(x) + o(L(x)), kada x →∞.

Definicija 3.3.3 Za funkciju c kažemo da je asocirano asimptotski homogena
stepena nula u nuli u odnosu na sporo promenljivu funkciju L ako je nepre-
kidna, definisana u intervalu oblika (0, A), A > 0 i za svako a > 0 važi

c(ax) = c(x) + βL(x) log a + o(L(x)), kada x → 0+,

za neku konstantu β.

Definicija 3.3.4 Za funkciju c kažemo da je asocirano asimptotski homogena
stepena nula u beskonačnosti u odnosu na sporo promenljivu funkciju L ako
je merljiva, definisana u intervalu oblika [A,∞), A > 0 i za svako a > 0 važi

c(ax) = c(x) + βL(x) log a + o(L(x)), kada x →∞,

za neku konstantu β.

Za asimptotski homogenu funkciju b, stepena α, u nuli, u odnosu na sporo
promenljivu funkciju L, važi ([63, 67]):
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1. ako je α > 0, tada je

(3.8) b(x) = o(L(x)), kada x → 0+;

2. ako je α < 0, tada postoji γ ∈ R tako da je

b(x) = γ xα + o(L(x)), kada x → 0+;

3. ako je α = 0, tada je, za svako σ > 0,

b(x) = o(
1

xσ
), kada x → 0+;

4. za svako α ∈ R je

b(ax) = aαb(x) + o(L(x)), kada x → 0+,

uniformno po a u kompaktnom podskupu od (0, A).

Ako je b asimptotski homogena funkcija stepena α u beskonačnosti, u
odnosu na sporo promenljivu funkciju L, važi:

1. ako je α > 0, tada postoji γ ∈ R tako da je

b(x) = γxα + o(L(x)), kada x →∞;

2. ako je α < 0, tada je

b(x) = o(L(x)), kada x →∞;

3. za svako α ∈ R je

b(ax) = aαb(x) + o(L(x)), kada x →∞,

uniformno po a u kompaktnom podskupu od (0,∞).

Takode, za asociranu asimptotski homogenu funkciju c, stepena nula u
beskonačnosti, u odnosu na sporo promenljivu funkciju L, važi da je za svako
σ > 0

c(x) = o(xσ), kada x →∞.

Slična procena važi i za asociranu asimptotski homogenu funkciju stepena
nula u nuli.
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Propozicija 3.3.1 Neka je c asocirano asimptotski homogena funkcija ste-
pena nula u nuli, u odnosu na sporo promenljivu funkciju L. Tada za svako
σ > 0 važi

c(x) = o

(
1

xσ

)
, kada x → 0+.

Dokaz. Neka je c asocirano asimptotski homogena funkcija stepena nula
u nuli, u odnosu na sporo promenljivu funkciju L. Iskoristimo osobinu sporo
promenljivih funkcija datu u (3.3). Tada iz definicije asocirano asimptotske
funkcije imamo da za svako a > 0 i svako σ > 0 važi

c(ax) = c(x) + βL(x) log a + o(
1

xσ
), kada x → 0+.

Primenimo li opet (3.3) i osobine ”malog odobijamo da je

c(ax) = c(x) + o(
1

xσ
), kada x → 0+,

odnosno da je

xσaσc(ax) = aσxσc(x) + o(1), kada x → 0+.

Dakle, xσc(x) je asimptotski homogena funkcija, stepena σ > 0, u odnosu na
sporo promenljivu funkciju L ≡ 1, pa iz (3.8) imamo da je za svako σ > 0

xσc(x) = L(1), kada x → 0+,

što je i trebalo pokazati. �
Detaljan prikaz asimptotsko homogenih i asocirano asimptotsko homoge-

nih funkcija će nam biti od koristi u daljem radu, zbog njihovog značaja u
strukturnim teoremama za kvaziasimptotsko ponašanje, kao i u teoremama
koje se bave produženjem kvaziasimptotskog ponašanja sa S ′0(R) na S ′(R).

Navedimo sada potpunu karakterizaciju kvaziasimptotskog ponašanja dis-
tribucija u nuli ([67]) i u beskonačnosti ([63]).

Teorema 3.3.1 Neka f ∈ D′(R) ima kvaziasimptotsko ponašanje u nuli, u
D′(R), u odnosu na sporo promenljivu funkciju L,
(3.9)

f(εx) = C−L(ε)
(εx)α

−
Γ(α + 1)

+ C+L(ε)
(εx)α

+

Γ(α + 1)
+ o(εαL(ε)), kada ε → 0+,
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za neke konstante C− i C+, gde α /∈ {−1,−2, . . . }. Tada za dato k ∈ N i Fk,
primitivnu funkciju reda k od f, postoje konstante C−, C+, γ0, . . . , γk−1 takve
da važi

(3.10) Fk(εx) = C−L(ε)
(εx)α+k

−
Γ(α + k + 1)

+ C+L(ε)
(εx)α+k

+

Γ(α + k + 1)

(3.11) +
k−1∑
j=0

γj
(εx)j

j!
+ o(εαL(ε)), kada ε → 0+, u D′(R).

Takode, ako važi (3.9), onda postoji m ∈ N i distribucija F, neprekidna
u [−1, 1], takva da je F (m) = f, za koju važi

(3.12) lim
x→±0

Γ(α + m + 1)F (x)

|x|α+mL(|x|) = C±,

za neke konstante C− i C+. Obrnuto, ako je ispunjen uslov (3.12), tada
diferenciranjem dobijamo da važi (3.9).

Teorema 3.3.2 Neka f ∈ D′(R) i neka k ∈ N. Tada f ima kvaziasimptotsko
ponašanje u nuli, u D′(R), u odnosu na sporo promenljivu funkciju L dato sa

f(εx) = γε−kL(ε)δ(k−1)(x) + (−1)k−1(k − 1)!βε−kL(ε)x−k + o(ε−kL(ε)),

za neke konstante β i γ, kada ε → 0+, u D′(R), ako i samo ako postoje
m ∈ N,m ≥ k, funkcija c, definisana na (0,∞), koja je asocirano asimptotski
homogena stepena nula u nuli, u odnosu na L i distribucija F, neprekidna u
[−1, 1], takva da je F (m) = f, za koju važi

F (x) = c(|x|) xm−k

(m− k)!
+ γL(|x|) xm−k

2(m− k)!
sgnx

−βL(|x|) xm−k

(m− k)!

m−k∑
j=1

1

j
+ o(|x|m−kL(|x|)),

kada x → 0+ u klasičnom smislu. Poslednja osobina je ekvivalentna sa

lim
x→0+

(m− k)!(ak−mF (ax)− (−1)m−kF (−x))

xm−kL(x)
= γ + β log a,

za svako a > 0.
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U teoremama 3.3.1 i 3.3.2 su posmatrane distibucije iz D′(R) i njihovo
kvaziasimptotsko ponašanje u D′(R). Ukoliko f ∈ S ′(R) ima kvaziasimptot-
sko ponašanje u S ′(R), jasno je da tada f ima i kvaziasimptotsko ponašanje
u D′(R). Medutim, važi i obrnuto, tj. ako f ∈ S ′(R) ima kvaziasimptotsko
ponašanje u nuli u D′(R), tada f ima kvaziasimptotsko ponašanje u nuli u
S ′(R).

Teorema 3.3.3 Neka f ∈ D′(R) ima kvaziasimptotsko ponašanje u besko-
načnosti, u D′(R), u odnosu na sporo promenljivu funkciju L

(3.13) f(λx) = C−L(λ)
(λx)α

−
Γ(α + 1)

+ C+L(λ)
(λx)α

+

Γ(α + 1)
+ o(λαL(λ)),

za neke konstante C− i C+, kada λ → ∞, u D′(R). Ako α /∈ {−1,−2, . . . },
tada postoje m ∈ N,m > −α − 1, distribucija F, neprekidna, takva da je
F (m) = f, za koju važi

(3.14) lim
x→∞

Γ(α + m + 1)F (x)

xm|x|αL(|x|) = C±.

Obrnuto, ako je ispunjen uslov (3.14), tada diferenciranjem dobijamo da važi
(3.13).

Teorema 3.3.4 Neka f ∈ D′(R) i neka k ∈ N. Tada f ima kvaziasimptotsko
ponašanje u beskonačnosti, u D′(R), u odnosu na sporo promenljivu funkciju
L dato sa

f(λx) = γλ−kL(λ)δ(k−1)(x) + (−1)k−1(k − 1)!βL(λ)(λx)−k + o(λ−kL(λ)),

za neke konstante β i γ, kada λ → ∞, u D′(R), ako i samo ako postoje
m ∈ N,m ≥ k, funkcija c, koja je asocirano asimptotski homogena stepena
0, u ∞, u odnosu na L i distribucija F, neprekidna, takva da je F (m) = f, za
koju važi

F (x) = c(|x|) xm−k

(m− k)!
+ γL(|x|) xm−k

2(m− k)!
sgnx

−βL(|x|) xm−k

(m− k)!

m−k∑
j=1

1

j
+ o(|x|m−kL(|x|)),
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kada x → ±∞ u klasičnom smislu. Poslednja osobina je ekvivalentna sa

lim
x→∞

(m− k)!(ak−mF (ax)− (−1)m−kF (−x))

xm−kL(x)
= γ + β log a,

za svako a > 0.

Teorema 3.3.5 [41, 63] Neka f ∈ D′(R) ima kvaziasimptotsko ponašanje u
beskonačnosti, u D′(R), reda α ∈ R. Tada f ∈ S ′(R) i f ima kvaziasimptotsko
ponašanje u beskonačnosti u S ′(R).

U [63] su proučavane mogućnosti produženja kvaziasimptotskog ponašanja
u beskonačnosti sa D′(R+) na D′(R), koje navodimo u nastavku.

Teorema 3.3.6 Neka f ∈ D′(R) ima nosač u R+. Pretpostavimo da f ima
kvaziasimptotsko ponašanje

f(λx) = CL(λ)
(λx)α

+

Γ(α + 1)
+ o(λαL(λ)), kada λ →∞, u D′(R+),

za neku konstantu C. Ako je α > −1, tada f ∈ S ′(R) i ima isto kvaziasimp-
totsko ponašanje u S ′(R).

Teorema 3.3.7 Neka f ∈ D′(R) ima nosač u R+. Pretpostavimo da f ima
kvaziasimptotsko ponašanje

f(λx) = CL(λ)
(λx)α

+

Γ(α + 1)
+ o(λαL(λ)), kada λ →∞, u D′(R+),

za neku konstantu C. Ako je α < −1, α 6= −2,−3, . . . , tada f ∈ S ′(R).
Štavǐse, postoje konstante a0, a1, . . . , an (n < −α− 1), takve da je

f(λx) = CL(λ)
(λx)α

+

Γ(α + 1)
+

n∑
j=0

aj
δ(j)(x)

λj+1
+o(λαL(λ)), kada λ →∞, u S ′(R).

Teorema 3.3.8 Neka f ∈ D′(R) ima nosač u R+. Pretpostavimo da f ima
kvaziasimptotsko ponašanje

f(λx) = CL(λ)
H(x)

(λx)k
+ o(

L(λ)

λk
), kada λ →∞, u D′(R+),
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za neku konstantu C, gde k ∈ N. Tada f ∈ S ′(R) i postoji asocirano asimp-
totska homogena funkcija c i konstante a0, a1, . . . , ak−1 tako da je

f(λx) = C
L(λ)

λk
Pf(

H(x)

xk
) +

c(λ)

λk
δ(k−1)(x) +

k−1∑
j=0

aj
δ(j)(x)

λj+1
+ o(

L(λ)

λk
),

kada λ →∞, u S ′(R).



Glava 4

Teoreme Abelovog i
Tauberovog tipa u S ′0(R)

Kao što je rečeno u predgovoru, termini Abelova i Tauberova teorema
su nastali prilikom ispitivanja konvergencije i sumabilnosti redova. Pri-
mena ovih tipova teorema se može proširiti i na druge probleme, pa se
tako Abelovim i Tauberovim teoremama mogu ispitivati asimptotska svo-
jstva funkcija u odnosu na njihove integralne transformacije ([38, 47, 49, 48,
51, 55, 70]). U ovoj glavi se teoremama Abelovog i Tauberovog tipa ispituje
kvaziasimptotsko ponašanje u konačnoj tački i u beskonačnosti distribucija iz
prostora S ′0(R) u odnosu na njihovu malotalasnu transformaciju. U poglavlju
4.1 su date Abelove teoreme, dok su u poglavlju 4.2 prikazane Tauberove teo-
reme. U poglavlju 4.3 su, u slučaju kvaziasimptotskog ponašanja u konačnoj
tački, Tauberovi uslovi dati lokalno, čime su pobolǰsani rezultati dobijeni u
poglavlju 4.2.

4.1 Teoreme Abelovog tipa

Ponovimo, sa Wψ označavamo malotalasnu transformaciju u odnosu na
mali talas ψ ∈ S0(R). Posmatrajmo prvo kvaziasimptotsko ponašanje u
konačnoj tački temperiranih distribucija.

Teorema 4.1.1 Neka f ∈ S ′(R) ima kvaziasimptotsko ponašanje u konačnoj
tački x0, u odnosu na sporo promenljivu funkciju L, u S ′0(R), tj. neka važi

(4.1) f(x0 + εx) ∼ εαL(ε)g(x), kada ε → 0+, u S ′0(R).
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Tada, za svako 0 < σ ≤ π

2
i r > 0 imamo

(4.2) Wψf(x0 + εr cos θ, εr sin θ) ∼ εαL(ε)Wψg(r cos θ, r sin θ), ε → 0+,

uniformno za σ ≤ θ ≤ π − σ.

Dokaz. Neka x0 ∈ R i neka σ ∈ (0, π
2
]. Kako je skup

(4.3) Cσ = { 1

sin θ
ψ̄(

· − cos θ

sin θ
) ∈ S0(R) : σ ≤ θ ≤ π − σ}

kompaktan, koristeći kvaziasimptotsko ponašanje (4.1) i Banah-Štajnhausovu
teoremu dobijamo da za svako r > 0 i σ ≤ θ ≤ π − σ važi

Wψf(x0 + εr cos θ, εr sin θ)

=
〈
f(x0 + εr cos θ + εr sin θx), ψ̄(x)

〉

=

〈
f(x0 + εrx),

1

sin θ
ψ̄

(
x− cos θ

sin θ

)〉

∼ (rε)αL(rε)

〈
g(x),

1

sin θ
ψ̄

(
x− cos θ

sin θ

)〉

= εαL(rε)

〈
g(rx),

1

sin θ
ψ̄

(
x− cos θ

sin θ

)〉

= εαL (rε)Wψg(r cos θ, r sin θ)

∼ εαL (ε)Wψg(r cos θ, r sin θ),

kada ε → 0+. �
Slično tvrdenje imamo i u slučaju kvaziasimptotskog ponašanja u besko-

načnosti.

Teorema 4.1.2 Neka f ∈ S ′(R) ima kvaziasimptotsko ponašanje u besko-
načnosti, u odnosu na sporo promenljivu funkciju L, u S ′0(R)

(4.4) f (λx) ∼ λαL(λ)g(x), kada λ →∞, u S ′0(R).

Tada, za svako 0 < σ ≤ π
2

i r > 0 važi

(4.5) Wψf(λr cos θ, λr sin θ) ∼ λαL (λ)Wψg(r cos θ, r sin θ), λ →∞,

uniformno za σ ≤ θ ≤ π − σ.
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Dokaz. S obzirom na kvaziasimptotsko ponašanje (4.4), Banah-Štajn-
hausovu teoremu i kompaktnost skupa Cσ datog u (4.3), imamo da za svako
r > 0 i σ ≤ θ ≤ π − σ važi

Wψf(λr cos θ, λr sin θ)

=
〈
f(λr cos θ + λr sin θx), ψ̄(x)

〉

=

〈
f(λrx),

1

sin θ
ψ̄

(
x− cos θ

sin θ

)〉

∼ (rλ)αL(rλ)

〈
g(x),

1

sin θ
ψ̄

(
x− cos θ

sin θ

)〉

∼ λαL (λ)Wψg(r cos θ, r sin θ),

kada λ →∞. �

Primer 4.1.1 Pokazaćemo kako mogu da se konstruǐsu distribucije koje ni
u jednoj tački nemaju vrednost u smislu Lojaševiča (primer 3.2.1).

Neka za niz pozitivnih brojeva {λn}n∈N0 postoje n0 ∈ N i σ > 1 tako da

je
λn+1

λn

> σ > 1, n > n0. Ovakvi nizovi se nazivaju nizovi sa šupljinama u

smislu Adamara (Hadamard). Neka je f ∈ S ′(R) oblika

f(x) =
∞∑

n=0

cne
iλnx,

gde dati red konvergira u S ′(R). Pretpostavimo da f ima vrednost u nekoj

tački x0 u smislu Lojaševiča. Odaberimo ψ ∈ S0(R) tako da je supp ψ̂ ⊂
[σ−

1
2 , σ

1
2 ] i ψ̂(1) = 1. Kako je {λn}n∈N0 niz sa šupljinama sledi da je ψ̂(

λn

λm

) =

0, m 6= n, za dovoljno veliko m. Sada je

Wψf(x0, λ
−1
m ) =

∞∑
n=0

cneiλnx0ψ̂

(
λn

λm

)
= cmeiλmx0 .

Dalje, ako f(x0) ima vrednost u tački u smislu Lojaševiča iz teoreme 4.1.1
(za α = 0 i L = 1 je Wψ1(0, 1) = 0), sledi da je cmeiλmx0 = o(1), odnosno,

(4.6) lim
m→∞

cm = 0.
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Dakle, (4.6) je potreban uslov da bi f imala vrednost u x0 u smislu Lojaševiča.
Obrnuto, ako uslov (4.6) ne važi, tada f nema vrednost ni u jednoj tački u
smislu Lojaševiča.

Isti postupak možemo primeniti i na distribucije oblika

∞∑
n=0

cn cos(λnx) i
∞∑

n=0

cn sin(λnx).

Recimo još da se slični primeri mogu naći u [65].

Primer 4.1.2 Poznato je da Vajerštrasova funkcija

w(x) =
∞∑

n=0

γ−n cos(βnx), β ≥ γ > 1

nije nigde diferencijabilna. Pokažimo kako koristeći prethodne rezultate lako
možemo dobiti i jači uslov od ovog.

Funkcija w je neprekidna i ograničena, i njen prvi izvod je

w′(x) = −
∞∑

n=0

(
β

γ

)n

sin(βnx).

Kako (
β

γ
)n 6= o(1), iz primera 4.1.1 sledi da w′ nema vrednost u smislu

Lojaševiča ni za jedno x0 ∈ R. Recimo i to da je nepostojanje vrednosti od
w′ u svakoj tački u smislu Lojaševiča jači uslov od toga da w nema izvod ni
u jednoj tački ([68]).

4.2 Teoreme Tauberovog tipa

Nasuprot problemima Abelovog tipa, tvrdenja Tauberovog tipa sadrže do-
datne uslove na integralnu transformaciju koju posmatramo. Za takve uslove
kažemo da su Tauberovog tipa. U narednim teoremama posmatramo kvazi-
asimptotsko ponašanje distribucija iz S ′0(R) kao posledicu kvaziasimptotskog
ponašanja njihovih malotalasnih transformacija.



4.2. Teoreme Tauberovog tipa 59

Teorema 4.2.1 Neka f ∈ S ′0(R) i neka je ψ ∈ S0(R) mali talas koji ima
rekonstrukcioni mali talas. Tada postoji homogena distribucija g reda α takva
da je

(4.7) f (x0 + εx) ∼ εαL(ε)g(x), kada ε → 0+, u S ′0(R)

ako i samo ako za Wψf važe sledeći uslovi:

1. za svako (b, a) ∈ H postoji Mb,a tako da je

(4.8) lim
ε→0+

1

εαL(ε)
Wψf (x0 + εb, εa) = Mb,a < ∞;

2. postoje konstante γ, β, M > 0 takve da za svako (b, a) ∈ H i ε < 1 važi

(4.9)
|Wψf (x0 + εb, εa)|

εαL(ε)
< M

(
a +

1

a

)γ

(1 + |b|)β.

Štavǐse, Mb,a = Wψg(b, a), (b, a) ∈ H.

Dokaz. Bez gubitka na opštosti možemo pretpostaviti da je x0 = 0.
Neka za f ∈ S ′0(R) važi kvaziasimptotsko ponašanje (4.7). Iz teoreme

4.1.1 Abelovog tipa sledi kvaziasimptotsko ponašanje malotalasne transfor-
macije date distribucije, odnosno važi (4.8). Takode, iz (4.7) sledi da je skup{

f(ε ·)
εαL(ε)

}

ε<1

ograničen u S ′0(R). Iz karakterizacije ograničenih skupova u

S ′0(R), date u teoremi 2.5.4, imamo da, za svako ε < 1, važi

|(Wψf(εx)) (b, a)|
εαL(ε)

< C

(
a +

1

a

)γ

(1 + |b|)β, (b, a) ∈ H,

što nas uz poznatu vezu (Wψf(εx))(b, a) = (Wψf(x))(εb, εa), ε > 0, (b, a) ∈
H, dovodi do nejednakosti (4.9).

Dokažimo da su dati uslovi i dovoljni. Iz (4.8) i (4.9) sledi da je funkcija
J(b, a) = Mb,a, (b, a) ∈ H, merljiva i važi

|J(b, a)| = |Mb,a| < M

(
a +

1

a

)γ

(1 + |b|)β, (b, a) ∈ H.

Dakle, J(b, a) ∈ S ′(H).
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Po definiciji malotalasne transformacije, uz smenu promenljivih εx = t,
imamo da je

(Wψf(εx))(b, a) =

∫

R
f(εx)

1

a
ψ̄

(
x− b

a

)
dx

=

∫

R
f(t)

1

εa
ψ̄

(
t− εb

εa

)
dt = Wψf(εb, εa).

Data veza i formula (2.18) dovode nas do

lim
ε→0+

〈
f(εx)

εαL(ε)
, φ(x)

〉
=

1

cψ,η

lim
ε→0+

∫ ∞

0

∫ ∞

−∞

Wψf (εb, εa)

εαL(ε)
Wη̄φ(b, a)

db da

a
,

gde je η rekonstrukcioni mali talas za ψ. Kako Wη̄φ ∈ S(H) imamo da za
svako α ∈ N postoji konstanta C > 0, takva da je

|Wη̄(b, a)| ≤ C

(a + 1
a
)α (1 + b)α

, (b, a) ∈ H.

Ova činjenica, uz uslove (4.8) i (4.9), nam omogućava da primenimo Lebegovu
teoremu o dominantnoj konvergenciji, nakon čega dobijamo

lim
ε→0+

〈
f(εx)

εαL(ε)
, φ(x)

〉
=

1

cψ,η

∫ ∞

0

∫ ∞

−∞
Mb,aWη̄φ(b, a)

db da

a

=
1

cψ,η

〈MηMb,a, φ(x)〉.

Kako poslednja granična vrednost postoji za svako φ ∈ S0(R) sledi da f
ima kvaziasimptotsko ponašanje u prostoru S ′0(R) i da g, dato sa Mb,a =
Wψg(b, a), (b, a) ∈ H, zadovoljava (4.7). �

Primetimo još da su uslovi (4.8) i (4.9) globalna svojstva malotalasne
transformacije, dok je kvaziasimptotsko ponašanje u konačnoj tački, dato u
(4.7), lokalno svojstvo. Kasnije ćemo uslove (4.8) i (4.9) lokalizovati, za šta
će se koristiti tvrdenje teoreme 4.2.1.

Uz izvesne izmene argumenti dati u teoremi 4.2.1 su dovoljni da bi se
dokazala i Tauberova teorema za kvaziasimptotsko ponašanje u beskonačnosti.
Medutim, dokaz se može izvesti i na potpuno drugačiji način, koristeći neke
od fundamentalnih teorema funkcionalne analize. Navedimo sada rezultat
Tauberovog tipa za ponašanje distribucije u beskonačnosti.
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Teorema 4.2.2 Neka f ∈ S ′0(R) i neka je ψ ∈ S0(R) mali talas za koji
postoji rekonstrukcioni mali talas. Tada postoji homogena distribucija g reda
α takva da je

(4.10) f (λx) ∼ λαL(λ)g(x), kada λ →∞, u S ′0(R)

ako i samo ako za Wψ važe sledeći uslovi:

1. za svako (b, a) ∈ H postoji Mb,a tako da je

(4.11) lim
λ→∞

1

λαL(λ)
Wψf (λb, λa) = Mb,a < ∞;

2. postoje konstante γ, β, M > 0 takve da za svako (b, a) ∈ H i λ > 1 važi

(4.12)
|Wψf (λb, λa)|

λαL(λ)
< M

(
a +

1

a

)γ

(1 + |b|)β.

Štavǐse, Mb,a = Wψg(b, a), (b, a) ∈ H.

Dokaz. Kao i u dokazu teoreme 4.2.1, iz Abelove teoreme 4.1.2 i karak-
terizacije ograničenih skupova u S ′0(R), date u teoremi 2.5.4, sledi da su uslovi
(4.11) i (4.12) potrebni.

U drugom smeru, pokažimo prvo da je spanB gust u S0(R), gde je

B =

{
ψb,a :=

1

a
ψ̄

( · − b

a

)
, (b, a) ∈ H

}
,

a spanB je skup linearnih kombinacija elemenata skupa B. Neka h ∈ S ′0(R).
Ako je

〈
h(x),

1

a
ψ̄

(
x− b

a

)〉
= Wψh (b, a) = 0, za svako (b, a) ∈ H,

na osnovu formule (2.18) sledi da je

〈h(x), φ(x)〉 =
1

cψ,η

〈Wψh (b, a) ,Wη̄φ (b, a)〉 = 0, ∀φ ∈ S0(R),
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odakle sledi da je h = 0. Iz Han-Banahove teoreme sledi da je spanB gust u
S0(R). Dalje, neka je dat skup

F =

{
fλ =

f(λ ·)
λαL(λ)

; λ ≥ 1

}
.

Iz (4.12) i teoreme 2.5.4 sledi da je F ograničen skup u S ′0(R), što, uz
pomoć Banah-Štajnhausove teoreme, implicira da je F ravnomerno nepreki-
dan skup. Poznato je da se za ravnomerno neprekidne skupove tačkasta
konvergencija nad gustim podskupom može proširiti do konvergencije nad
čitavim skupom. S druge strane, u uslovu (4.11) je data tačkasta konvergen-
cija elemenata skupa F nad spanB, pa je možemo proširiti na S0(R). Dakle,
za neko g ∈ S ′0(R) imamo da fλ → g, kada λ →∞ u slabom smislu, čime je
dobijeno kvaziasimptotsko ponašanje (4.10). �

4.3 Teoreme Tauberovog tipa sa lokalnim uslovima

U narednoj teoremi ćemo globalne uslove (4.8) i (4.9) zameniti lokalnim
uslovima (4.14) i (4.15). Slični uslovi korǐsćeni su u [7, 8, 70, 71], gde su kroz
teoreme Tauberovog tipa proučavana lokalna svojstva uopštenih funkcija u
odnosu na razne integralne transformacije (Melinova, Laplasova, itd.).

Teorema 4.3.1 Neka f ∈ S ′0(R) i neka je ψ ∈ S0(R) mali talas koji ima
rekonstrukcioni mali talas. Tada postoji homogena distribucija g reda α takva
da je

(4.13) f (x0 + εx) ∼ εαL(ε)g(x), kada ε → 0+, u S ′0(R)

ako i samo ako važe sledeći uslovi:

1. za svake (b, a) ∈ H, takve da je a2 + b2 = 1, postoji Mb,a za koje je

(4.14) lim
ε→0+

1

εαL(ε)
Wψf (x0 + εb, εa) = Mb,a < ∞;

2. postoji m ∈ N takvo da je

(4.15) lim sup
ε→0+

sup
a2+b2=1, a>0

am

εαL(ε)
|Wψf (x0 + εb, εa)| < ∞.
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Štavǐse, Mb,a = Wψg(b, a), (b, a) ∈ H.

Dokaz. Neka je ispunjen uslov (4.13). Kako su u (4.7) i (4.13) data
identična kvaziasimptotska ponašanja, a iz globalnih uslova (4.8) i (4.9) slede
lokalni uslovi (4.14) i (4.15), dobijamo da važe uslovi (4.14) i (4.15).

Pokažimo da su dati uslovi i dovoljni. Radi lakšeg rada, bez gubitka
na opštosti, možemo pretpostaviti da je x0 = 0. Posmatrajmo skup I =
{(b, a) ∈ H : |b| ≤ 1, a ≤ 1}. Označimo sa F i G malotalasne transformacije
distribucije f ∈ S ′0(R), u odnosu na mali talas ψ ∈ S0(R), na skupu I i
njegovom komplementu IC , respektivno, odnosno neka je

F = χIWψf i G = Wψf − F,

gde je χI karakteristična funkcija za skup I. Dalje, sa f0 i h0 označimo dejstvo
malotalasnog operatora sinteze na F i G :

f0 = c−1
ψ,ηMηF i h0 = c−1

ψ,ηMηG,

gde je η rekonstrukcioni mali talas za ψ. Jasno, F i G pripadaju prostoru
S ′(H), dok su f0 i g0 elementi prostora S ′0(R). Kako je

Wψh0 +Wψf0 = G + F = Wψf,

koristeći osobine malotalasne transformacije, dobijamo da je

f = h0 + f0.

Pokažimo da je h ∈ S ′(R), produženje od h0 ∈ S ′0(R) na S ′(R), glatko u
okolini nule, odnosno da je

Wψh(b, a) = o (aσ) , kada a → 0+,

za svako σ > 0, uniformno po b, u okolini nule. Neka je σ > 0. Kako
G ∈ S ′(H) i Wψη(b, a) ∈ S(H), iz (2.16) i definicije prostora S(H), sledi da
postoje n ∈ N i B > 0 takvi da je

(4.16) |G(b, a)| ≤ B

(
a +

1

a

)n

(1 + |b|)n , (b, a) ∈ H,

odnosno,

(4.17) |Wψη(b, a)| ≤ B

(
a +

1

a

)−1−2n−σ

(1 + |b|)−2−n , (b, a) ∈ H.
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Neka je |b| ≤ 1

2
i a < 1. Iz (4.16) i (4.17), koristeći formulu (2.17) sledi

|cψ,ηWψh(b, a)| =
∣∣∣∣
∫ ∞

1

∫

|b′|≥1

Wψη

(
b− b′

a′
,
a

a′

)
G(b′, a′)

db′ da′

(a′)2

∣∣∣∣

≤ 4nB2

∫ ∞

1

∫

|b′|≥1

|b′|n (a′)n

(
a′

|b− b′|
)2+n ( a

a′

)1+2n+σ db′ da′

(a′)2

≤ a1+2n+σ4nB2

(∫

|b′|≥1

|b′|n db′(|b′| − 1
2

)n+2

)(∫ ∞

1

da′

(a′)σ+1

)
= o (aσ) ,

za svako σ > 0. Koristeći karakterizaciju singularnog nosača distribucije (teo-
rema 2.5.3) zaključujemo da je h glatko u intervalu (−1

2
, 1

2
). Iz mogućnosti

produženja h0 sledi da, za svako σ > 0, važi

h0(εx) = o (εσ) , kada ε → 0, u S ′0(R),

odnosno da je, za svako σ > 0,

f (εx)− f0 (εx) = o (εσ) , kada ε → 0, u S ′0(R).

Iz poslednje relacije zaključujemo da f ima kvaziasimptotsko ponašanje u nuli
u S ′0(R), dato u (4.13), ako i samo ako f0 ima kvaziasimptotsko ponašanje u
nuli u S ′0(R), u odnosu na istu sporo promenljivu funkciju.

Dalje, pokažimo da f0 ima kvaziasimptotsko ponašanje u nuli, u odnosu
na sporo promenljivu funkciju L, u S ′0(R). Za to nam je, po teoremi 4.2.1,
dovoljno da pokažemo da f0 zadovoljava uslove (4.8) i (4.9).

Pokažimo prvo da za Wψf0 važi

(4.18)
1

εαL(ε)
|Wψf0(εb, εa)| ≤ M

(
a +

1

a

)γ

(1 + |b|)β,

za neke konstante γ, β, M > 0 i za sve (b, a) ∈ H, 0 < ε ≤ 1. Iz (4.15) imamo
da postoje konstanta M1 > 0 i vrednosti m ∈ N i ε0 > 0 takve da je

(4.19)
am

εαL(ε)
|Wψf (εb, εa)| < M1,

za svako 0 < ε ≤ ε0 =
√

2 i za sve (b, a) ∈ H, za koje je a2 + b2 = 1.

Neka a′ ∈ (0,
1

ε
) i b′ ∈ (−1

ε
,
1

ε
). Zamenimo li u (4.19) vrednosti a, b i ε
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sa
a′√

(a′)2 + (b′)2
,

b′√
(a′)2 + (b′)2

i ε
√

(a′)2 + (b′)2, respektivno, dobijamo da

važi

(4.20)
(a′)m |Wψf (εb′, εa′)|

εα

(√
(a′)2 + (b′)2

)m+α

L

(
ε
√

(a′)2 + (b′)2

) < M1, 0 < ε ≤ 1.

Datu zamenu smo mogli učiniti, jer je

( a′√
(a′)2 + (b′)2

)2

+
( b′√

(a′)2 + (b′)2

)2

= 1 i ε

√
(a′)2 + (b′)2 ≤

√
2.

Takode, možemo pretpostaviti da je α + m ≥ 1.
Dalje, posmatrajmo sporo promenljivu funkciju L. Kako su za ispitivanje

kvaziasimptotskog ponašanja u nuli bitne samo vrednosti funkcije L u okolini
nule, možemo pretpostaviti ([67, odeljak 3],[1, str. 25]) da postoji konstanta
M2 > 0 takva da je

(4.21)
L(εx)

L(ε)
≤ M2 max

{
x,

1

x

}
≤ M2

1 + x2

x
, za svako ε, x > 0.

Iz Wψη ∈ S(H) sledi da za svako β, γ > 0, postoji konstanta M3 > 0 takva
da je

(4.22) |Wψη(b, a)| ≤ M3

(
a +

1

a

)−γ

(1 + |b|)−β.

Dalje, procenu (4.22) posmatramo sa sledećim vrednostima β i γ :

(4.23) β = α + m + 3, γ = max {m + 2, α + β + 1} .

U daljem radu koristićemo i elementarnu nejednakost

(4.24) 1 + |x + y| ≤ (1 + |x|) (1 + |y|) .

Tada za 0 < ε ≤ 1, iz (4.20), (4.21) i (4.24), imamo da je

|cψ,ηWψf0(εb, εa)| =
∣∣∣∣
∫ ∞

0

∫ ∞

−∞
Wψη

(
εb− b′

a′
,
εa

a′

)
F (b′, a′)

db′ da′

(a′)2

∣∣∣∣
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≤
∣∣∣∣∣
∫ ε−1

0

∫ ε−1

−ε−1

Wψη

(
b− b′

a′
,
a

a′

)
Wψf(εb′, εa′)

db′ da′

(a′)2

∣∣∣∣∣

≤ M1ε
α

∫ 1
ε

0

∫ 1
ε

− 1
ε

(√
(a′)2 + (b′)2

)α+m

L
(
ε
√

(a′)2 + (b′)2
) ∣∣∣∣Wψη

(
b− b′

a′
,
a

a′

)∣∣∣∣
db′ da′

(a′)m+2

≤ M1M2ε
αL(ε)

∫ 1
ε

0

∫ 1
ε

− 1
ε

(√
(a′)2 + (b′)2

)α+m−1

(
1 + (a′)2

+ (b′)2
) ∣∣∣∣Wψη

(
b− b′

a′
,
a

a′

)∣∣∣∣
db′ da′

(a′)m+2

≤ M1M2ε
αL(ε)

∫ 1
ε

0

∫ 1
ε

− 1
ε

(a′ + |b′|)α+m−1
(1 + a′)2

(1 + |b′|)2

∣∣∣∣Wψη

(
b− b′

a′
,
a

a′

)∣∣∣∣
db′ da′

(a′)m+2

≤ M1M2ε
αL(ε)

(
4I1 + 4I2 + 2α+m+1I3

)
,

gde je

I1 =

∫ 1

0

∫

|b−b′|≤1

(1 + |b′|)α+m+1

∣∣∣∣Wψη

(
b− b′

a′
,
a

a′

)∣∣∣∣
db′ da′

(a′)m+2
,

I2 =

∫ 1

0

∫

1<|b−b′|
(1 + |b′|)α+m+1

∣∣∣∣Wψη

(
b− b′

a′
,
a

a′

)∣∣∣∣
db′ da′

(a′)m+2
,

I3 =

∫ ∞

1

∫ ∞

−∞
(a′)α−1

(1 + |b′|)α+m+1

∣∣∣∣Wψη

(
b− b′

a′
,
a

a′

)∣∣∣∣ db′ da′.

Pri proceni poslednja tri integrala koristimo (4.22), (4.23) i (4.24). Za integral
I1 imamo

I1 ≤ M3

∫ 1

0

∫

|b′|≤1+|b|
(1 + |b′|)α+m+1

(
a′

a

)γ
db′ da′

(a′)m+2

≤ 2M3

(
1

a

)γ

(1 + |b|)(2 + |b|)α+m+1

∫ 1

0

(a′)γ−m−2
da′



4.3. Teoreme Tauberovog tipa sa lokalnim uslovima 67

< 2α+m+2M3

(
a +

1

a

)γ

(1 + |b|)β,

za I2 je

I2 ≤ M3

∫ 1

0

∫

1<|b−b′|
(1 + |b′|)α+m+1

(
a′

a

)γ (
a′

a′ + |b− b′|
)β

db′ da′

(a′)m+2

≤ M3

(
a +

1

a

)γ (∫ 1

0

(a′)γ+β−m−2
da′

) (∫

1<|b−b′|

(1 + |b′|)α+m+1

|b− b′|β db′
)

≤ M3

(
a +

1

a

)γ ∫

1<|b′|

(1 + |b′|+ |b|)α+m+1

|b′|β db′

≤ 2M3

(
a +

1

a

)γ

(1 + |b|)α+m+1

∫ ∞

1

(1 + b′)α+m+1

|b′|β db′

≤ 2α+m+2M3

(
a +

1

a

)γ

(1 + |b|)β

i za integral I3

I3 ≤ M3a
γ

∫ ∞

1

∫ ∞

−∞

(a′)α+β−γ−1 (1 + |b′|)α+m+1

(a′ + |b− b′|)β
db′ da′

≤ M3

(
a +

1

a

)γ
(∫ ∞

−∞

(1 + |b′|)α+m+1

(1 + |b− b′|)β
db′

) (∫ ∞

1

da′

(a′)γ+1−β−α

)

≤ M3

(
a +

1

a

)γ

(1 + |b|)β

∫ ∞

−∞

db′

(1 + |b′|)2

≤ 2M3

(
a +

1

a

)γ

(1 + |b|)β.

Dakle, nejednakost (4.18) je zadovoljena za M = 2α+m+6M1M2M3.
Da bi primenili teoremu 4.2.1 na f0 preostaje nam da pokažemo da f0

zadovoljava (4.8), odnosno da (4.14) važi za svako (b, a) ∈ H. Za proizvoljno
(b, a) ∈ H stavimo da je b = r cos θ i a = r sin θ, za r > 0 i 0 < θ < π. Tada
je

lim
ε→0+

Wψf (εb, εa)

εαL(ε)
= lim

ε→0+

Wψf (εr cos θ, εr sin θ)

εαL(ε)
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= rα lim
ε→0+

L(ε)

L( ε
r
)

Wψf (ε cos θ, ε sin θ)

εαL(ε)
= rαMcos θ, sin θ := Mb,a.

Definǐsimo funkciju J(b, a) = Mb,a, za (b, a) ∈ H. Iz poslednje relacije i
(4.20) zaključujemo da je J ∈ S ′(H) funkcija sporog rasta. Preciznije, kako

je r =
√

a2 + b2, cos θ =
b√

a2 + b2
i sin θ =

a√
a2 + b2

, imamo da za svako

(b, a) ∈ H važi

|J(b, a)| = rα |Mcos θ, sin θ| ≤ M1

(√
a2 + b2

)α

(sin θ)m
≤ M1

(a + |b|)α+m

am
.

Takode, iz relacija (4.20) i (4.21) sledi da je

∣∣∣∣
Wψf (εb, εa)

εαL(ε)

∣∣∣∣ ≤ M1M2

(√
a2 + b2

)α+m

am
max

{√
a2 + b2,

1√
a2 + b2

}
,

za 0 < ε
√

a2 + b2 ≤ √
2.

Konačno, ako primenimo poslednje dve činjenice, procenu (4.22) i Lebe-
govu teoremu o dominantnoj konvergenciji imamo da je

lim
ε→0+

Wψf0 (εb, εa)

εαL(ε)

= lim
ε→0+

1

cψ,η

∫ 1
ε

0

∫ 1
ε

− 1
ε

Wψη

(
b− b′

a′
,
a

a′

) Wψf(εb′, εa′)
εαL(ε)

db′ da′

(a′)2

=
1

cψ,η

∫ ∞

0

∫ ∞

−∞
Wψη

(
b− b′

a′
,
a

a′

)
J(b′, a′)

db′ da′

(a′)2
,

čime je dokazano tvrdenje teoreme. �

Komentar 4.3.1 U uslovima (4.14) i (4.15) posmatrali smo jedinični polu-
krug a2 + b2 = 1, a > 0, ali iz dokaza je jasno da ako uzmemo proizvoljan
polukrug a2 + b2 = r2, a > 0, r > 0, teorema 4.3.1 i dalje važi.



Glava 5

Teoreme Tauberovog tipa u
S ′(R)

Ova glava se sastoji od tri poglavlja. U poglavlju 5.1 je pokazano na
koji način se kvaziasimptotsko ponašanje u konačnoj tački i u beskonačnosti
može produžiti sa S ′0(R) na S ′(R). Rezultati četvrte glave i poglavlja 5.1 su
korǐsćeni u poglavlju 5.2, gde su date Tauberove teoreme za kvaziasimptotsko
ponašanje temperiranih distribucija u odnosu na njihovu malotalasnu trans-
formaciju. U poglavlju 5.3 je pokazano kako dodavanjem novih Tauberovih
uslova, datih preko kvaziasimptotske ograničenosti posmatranih temperi-
ranih distribucija, možemo dobiti preciznije rezultate u odnosu na one iz
poglavlja 5.2.

5.1 Kvaziasimptotsko produženje sa S ′0(R) na

S ′(R)

Prostori D(R+) i D(R−) sadrže elemente iz D(R) čiji se nosači nalaze
u R+ i R−, respektivno. Njihovi duali su D′(R+) = (D(R+))′ i D′(R−) =
(D(R−))′. Takode, posmatramo i prostor D(R0) := D(R+) ⊕ D(R−), sa du-
alom D′(R0) = (D(R0))

′. Sa S(R+) i S(R−) označavamo zatvorene pot-
prostore od S(R) čiji nosači se nalaze u R+ i R−, respektivno. Njihovi
duali su S ′(R+) = (S(R+))′ i S ′(R−) = (S(R−))′. Posmatramo i prostor
S(R0) := S(R+)⊕S(R−), sa dualom S ′(R0) = (S(R0))

′. Za Furijeovu trans-
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formaciju važi

F(S+(R)) = S(R+) i F(S−(R)) = S(R−),

gde su S+(R) i S−(R) prostori koji sadrže progresivne, odnosno regresivne
brzo opadajuće funkcije. Takode, važi

(5.1) F(S ′+(R)) = S ′(R+) i F(S ′−(R)) = S ′(R−) i F(S ′0(R)) = S ′(R0).

Poslednja veza nam omogućava da probleme postavljene u prostoru S ′0(R)
(koji se od prostora S ′(R) razlikuje za polinome), preko Furijeove transfor-
macije, posmatramo u prostoru S ′(R0) (koji se od prostora S ′(R) razlikuje
za distribucije čiji nosači su nula, tj. za konačne sume Dirakove delta dis-
tribucije i njenih izvoda).

Neka f ∈ S ′(R) i neka f ima kvaziasimptotsko ponašanje u S ′0(R)

(5.2) f (x0 + εx) ∼ εαL(ε)g(x), kada ε → 0+, u S ′0(R).

Nakon Furijeove transformacije i smene ε = 1
λ
, dobijamo ekvivalentan izraz

(5.3) eiλx0xf̂(λx) ∼ λ−1−αL(λ−1)ĝ(x), kada λ →∞, u S ′(R0).

Dakle, umesto problema kvaziasimptotskog ponašanja u nuli u S ′0(R)
možemo posmatrati kvaziasimptotsko ponašanje u beskonačnosti u S ′(R0).
Štavǐse, kako je S ′(R0) = S ′(R+)⊕S ′(R−) dovoljno je ispitivati kvaziasimp-
totsko ponašanje u beskonačnosti u S ′(R+).

Poznato je ([14], teorema 6.9.2) da distribucija f0 ∈ D′(R+) ima pro-
duženje na D′(R+) ako i samo ako postoji β ∈ R \ {−1,−2, . . . } tako da
važi

(5.4) f0(εx) = O(εβ), kada ε → 0+, u D′(R+).

Teorema 5.1.1 Neka f0 ∈ D′(R+) ima produženje na R+. Neka je L sporo
promenljiva funkcija u beskonačnosti i neka α ∈ R. Pretpostavimo da f0 ima
kvaziasimptotsko ponašanje u beskonačnosti u D′(R+) dato sa

(5.5) f0(λx) ∼ λαL(λ)g(x), kada λ →∞, u D′(R+).

Tada f0 ∈ S ′(R+) i ima kvaziasimptotsko ponašanje (5.5) u S ′(R+).
Štavǐse, neka je f ∈ S ′(R+) proizvoljno produženje od f0.
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(i) Ako je α > −1, tada f ima kvaziasimptotsko ponašanje (5.5) u S ′(R).

(ii) Ako je α < −1 i α /∈ Z−, tada postoje konstante a0, . . . , an−1, n < −α
takve da važi

(5.6) f(λx) =
n−1∑
j=0

aj
δ(j)(x)

λj+1
+ λαL(λ)g(x) + o(λαL(λ)),

kada λ →∞, u S ′(R). Konstante zavise od izbora produženja f.

(iii) Ako je α = −k, k ∈ Z+, tada je g oblika g(x) = C Pf

(
H(x)

xk

)
, za

neku konstantu C, i postoje konstante a0, . . . , ak−2 i asocirana asimptotsko
homogena funkcija reda nula u odnosu na L za koju je

(5.7) c(ax) = c(x) +
(−1)k−1

(k − 1)!
CL(x) log a + o(L(x)), x →∞,

tako da važi
(5.8)

f(λx) = C
L(λ)

λk
Pf

(
H(x)

xk

)
+

c(λ)

λk
δ(k−1)(x) +

k−2∑
j=0

aj
δ(j)(x)

λj+1
+ o

(
L(λ)

λk

)
,

kada λ →∞, u S ′(R). Konstante i funkcija c zavise od izbora produženja f.

Dokaz. Tvrdenja (i), (ii) i (iii) direktno slede iz teorema 3.3.6, 3.3.7 i
3.3.8, dok iz teoreme 3.3.5 sledi i da je f temperirana distribucija. Kako je f0

restrikcija od f na D(R+), zaključujemo da f0 ∈ S ′(R+) i vǐse, kvaziasimp-
totsko ponašanje (5.5) važi u S ′(R+). �

Posledica 5.1.1 Neka f ∈ S ′(R). Neka je L sporo promenljiva funkcija u
nuli i neka x0, α ∈ R. Pretpostavimo da f ima kvaziasimptotsko ponašanje

(5.9) f(x0 + εx) ∼ εαL(ε)g(x), kada ε → 0+, u S ′0(R).

(i) Ako je α < 0, tada f ima kvaziasimptotsko ponašanje (5.9) u S ′(R).

(ii) Ako je α > 0 i α /∈ Z+, tada postoji polinom p, stepena manjeg od α,
tako da je

(5.10) f(x0+εx) = p(εx)+εαL(ε)g(x)+o(εαL(ε)), kada ε → 0+, u S ′(R).
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(iii) Ako je α = k, k ∈ N, tada je g oblika g(x) = C−xk
− + C+xk

+, za neke
konstante C− i C+, i postoje polinom p stepena najvǐse (k− 1) i asimptotski
homogena funkcija b stepena nula u nuli, u odnosu na L, tako da je

(5.11) f(x0 + εx) = p(εx) + b(ε)εkxk + εkL(ε)g(x) + o(εkL(ε)),

kada ε → 0+, u S ′(R).

Dokaz. Kao što je učinjeno u (5.3), primenimo Furijeovu transformaciju
na f(x0 + · ). U S ′0(R) možemo na jedinstven način napraviti razlaganja
f̂ = f̂− + f̂+ i ĝ = ĝ− + ĝ+, gde f̂±, ĝ± ∈ S ′(R±). Primenimo li teoremu 5.1.1
na f̂±, ĝ± i L( 1

λ
) dobijamo rezultate u Furijeovom domenu.

Pokažimo još da je funkcija b iz (5.11) asimptotski homogena, stepena 0,
a ne asocirano asimptotski homogena, kao što je to slučaj u teoremi 5.1.1
pod (iii). Biramo φ ∈ D(R) takvo da važi

∫ ∞

−∞
xkφ(x) dx = 1 i

∫ ∞

−∞
xjφ(x) dx = 0, za j < k.

Primenimo li (5.11) na tako odabrano φ dobijamo

(aε)kb(aε)

∫ ∞

−∞
xkφ(x) dx + L(aε) 〈g(aεx), φ(x)〉+ o(εkL(ε))

= 〈f(aεx), φ(x)〉 =
1

a

〈
f(εx), φ

(x

a

)〉

= (aε)kb(ε)

∫ ∞

−∞
xkφ(x) dx + L(ε) 〈g(aεx), φ(x)〉+ o(εkL(ε)),

odnosno

c(aε) = c(ε) + o(L(ε)), kada ε → 0+. �

Dakle, u posledici 5.1.1 smo dobili tražene rezultate za kvaziasimptot-
sko ponašanje u nuli, koristeći teoremu 5.1.1 i kvaziasimptosko ponašanje
u beskonačnosti u Furijeovom domenu. Sličan postupak primenjujemo i u
proučavanju kvaziasimptotskog ponašanja u beskonačnosti, zapravo ispitujući
kvaziasimptosko ponašanje u nuli u Furijeovom domenu, s tim što sada treba
da dokažemo tvrdenja za kvaziasimptosko ponašanje u nuli, koja odgovaraju
tvrdenjima u teoremama 3.3.6, 3.3.7 i 3.3.8.
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Teorema 5.1.2 Neka f0 ∈ D′(R+) ima kvaziasimptotsko ponašanje

(5.12) f0(εx) ∼ εαL(ε)g(x), kada ε → 0+, u D′(R+).

Tada se f0 može produžiti na R+. Štavǐse, ako je f ∈ D′(R+) produženje od
f0 na R+, tada važi:

(i) Ako je α < −1 i α /∈ Z−, onda (5.12) važi za f u D′(R).

(ii) Ako je α > −1, onda postoje konstante a0, a1, . . . , am−1 takve da je

(5.13) f(εx) = εαL(ε)g(x) +
m−1∑
j=0

aj
δ(j)(x)

εj+1
+ o(εαL(ε)),

kada ε → 0+, u D′(R).

(iii) Ako je α = −k, k ∈ Z+, onda je g oblika g(x) = C Pf

(
H(x)

xk

)
, za neku

konstantu C, i postoji asocirano asimptotski homogena funkcija c za koju je

(5.14) c(ax) = c(x) +
(−1)k−1

(k − 1)!
CL(x) log a + o(L(x)), x → 0+,

za svako a > 0 i konstante ak, ak+1, . . . , am−1 tako da je
(5.15)

f(εx) = C
L(ε)

εk
Pf

(
H(x)

xk

)
+

c(ε)

εk
δ(k−1)(x) +

m−1∑

j=k−1

aj
δ(j)(x)

εj+1
+ o

(
L(ε)

εk

)
,

kada ε → 0+, u D′(R).

Štavǐse, ako pretpostavimo da je f0 ∈ S ′(R+), onda f ∈ S ′(R+) i asimp-
totski razvoji (5.13) i (5.15) važe u S ′(R).

Dokaz. (i) Kako α /∈ Z− i kvaziasimptotsko ponašanje (5.12) važi na
pozitivnom delu realne prave, imamo da je g oblika

g(x) = C
xα

+

Γ(α + 1)
za neku konstantu C.

Posmatrajući dokaz teoreme 3.3.1 zaključujemo da prostor D′(R) možemo
zameniti sa D′(R+). Tada, iz definicije konvergencije u D′(R), za kompaktan
skup [1

2
, 1], postoji m ∈ N,m > −α, takav da za svaku Fm, primitivnu
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distribuciju reda m, za f0 u D′(R+), koja je neprekidna na intervalu (0, 1)
važi (3.11). Odaberemo li jednu, od malopre opisanih distribucija Fm, imamo
da postoji polinom pm−1, stepena ne većeg od m− 1 tako da važi
(5.16)

Fm(εx) = pm−1(εx) + C+L(ε)
(εx)α+m

+

Γ(α + m + 1)
+ o(εα+mL(ε)), kada ε → 0+,

uniformno za x ∈ [1
2
, 1]. Neka je F = Fm − pm−1. Jasno, i F je primitivna

distribucija reda m, za f0. Ako u (5.16) stavimo da je x = 1 i zamenimo x
sa ε, dobijamo da je

F (x) = C+L(x)
xα+m

+

Γ(α + m + 1)
+ o(xα+mL(x)), kada x → 0+,

u klasičnom smislu. Zaključujemo da je F neprekidna na intervalu [0, 1) i
asimptotska formula (5.16) važi u D′(R). Neka je f = F (m). Diferenciramo
li m puta formulu (5.16), dobijamo da f ima kvaziasimptotsko ponašanje
(5.12) u D′(R), odnosno da je f produženje od f0.

Primetimo da je za α < −1, α /∈ Z−,

pm−1(x) = o(xα+m), kada x → 0+,

pa, u tom slučaju, polinom pm−1 ne postoji u (5.16), odnosno (5.16) važi za
svako Fm. Tada je

F (x) = Fm(x) ∼ Cxα+mL(x)

Γ(α + m + 1)
, kada x →∞,

što nas, ako diferenciramo m puta, dovodi do kvaziasimptotskog ponašanja
(5.12) za f u D′(R).
(ii) Razlika u odnosu na slučaj (i) je u tome što sada polinom pm−1 postoji
u (5.16), pa imamo da je

F (x) = Fm(x)− pm−1(x) ∼ Cxα+mL(x)

Γ(α + m + 1)
, kada x →∞,

što nas ako primenimo m puta diferenciranje, dovodi do (5.13).
(iii) Primetimo da teorema 3.3.2 važi ako umesto D′(R) posmatramo prostor
D′(R+). Dakle, postoje m ∈ N, m > k, i Fm, primitivna distribucija reda m
za f0, koja je neprekidna na intervalu (0, 1), tako da je

Fm(x) = c1(x)
xm−k

(m− k)!
−CL(x)

xm−k

(m− k)!

m−k∑
j=1

1

j
+o(xm−kL(x)), kada x → 0+,
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u klasičnom smislu, gde za funkciju c1 važi (5.14). Štavǐse, Fm je neprekidna
na intervalu [0, 1). Iz [67, lemma 5.1], imamo da je

Fm(εx) = c1(ε)
(εx)m−k

+

(m− k)!
+ Cεm−kL(ε)lm−k(x)H(x) + o(εm−kL(ε)) ,

kada ε → 0+, u D′(R), gde je

lm−k(x) =
xm−k

(m− k)!
log x− xm−k

(m− k)!

m−k∑
j=1

1

j
.

Ako poslednji izraz diferenciramo m− k puta, dobijamo

(5.17) F (m−k)
m (εx) = c1(ε)H(x) + CL(ε)H(x) log x + o(L(ε)),

kada ε → 0+, u D′(R). Neka je f1 = F
(m)
m . Ako izraz (5.17) diferenciramo k

puta, koristeći formulu

dk−1

dxk−1

(
Pf

(
H(x)

x

))
= (−1)k−1(k − 1)! Pf

(
H(x)

xk

)
− δ(k−1)(x)

k∑
j=1

1

j
,

dobijamo da je

f1(εx) = C
L(ε)

εk
Pf

(
H(x)

xk

)
+

c(ε)

εk
δ(k−1)(x) + o

(
L(ε)

εk

)

gde je c(x) = c1(x) − CL(x)
k∑

j=1

1

j
. Uz napomenu da je f1 proširenje od f0

takvo da se f − f1 nalazi u nuli, dolazimo do (5.15). �
Ako argumente iz dokaza posledice 5.1.1 primenimo na teoremu 5.1.2

dobijamo dokaz za sledeće tvrdenje.

Posledica 5.1.2 Neka f ∈ S ′(R). Neka je L sporo promenljiva funkcija
u beskonačnosti i neka α ∈ R. Pretpostavimo da f ima kvaziasimptotsko
ponašanje

(5.18) f(λx) ∼ λαL(λ)g(x), kada λ →∞, u S ′0(R).

(i) Ako α /∈ N, tada postoji polinom p deljiv sa xmax{0,bαc+1}, tako da važi

(5.19) f(λx) = p(λx) + λαL(λ)g(x) + o(λαL(λ)), kada λ →∞, u S ′(R).
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(ii) Ako je α = k, k ∈ N, onda je g oblika g(x) = C−xk
− + C+xk

+, za neke
konstante C− i C+, i postoji polinom p, deljiv sa xk+1 i asimptotski homogena
funkcija b stepena nula u beskonačnosti, u odnosu na L, tako da važi

(5.20) f(x0 + λx) = p(λx) + b(λ)λkxk + λkL(λ)g(x) + o(λkL(λ)),

kada λ →∞, u S ′(R).

5.2 Tauberove teoreme za kvaziasimptotsko

ponašanje u S ′(R)

Konačno, možemo formulisati Tauberove teoreme za kvaziasimptotsko
ponašanje u konačnoj tački distribucija iz S ′(R). One direktno slede iz Tau-
berove teoreme 4.3.1 za kvaziasimptotsko ponašanje distribucija iz S ′0(R) i
posledice 5.1.1 u kojoj je dato produženje kvaziasimptotskog ponašanja sa
S ′0(R) na S ′(R).

Teorema 5.2.1 Neka f ∈ S ′(R) i neka je α < 0. Pretpostavimo da mali
talas ψ ∈ S0(R) ima rekonstrukcioni mali talas. Tada f ima kvaziasimptotsko
ponašanje u x0, reda α, u odnosu na sporo promenljivu funkciju L, u S ′(R)
ako i samo ako postoji granična vrednost

(5.21) lim
ε→0+

1

εαL(ε)
Wψf (x0 + εb, εa) = Mb,a < ∞, za a2 + b2 = 1, a > 0,

i postoji m tako da je

(5.22) lim sup
ε→0+

sup
a2+b2=1,a>0

am

εαL(ε)
|Wψf (x0 + εb, εa)| < ∞.

Tada postoji homogena distribucija g stepena α takva da je Mb,a = Wψg(b, a).

Teorema 5.2.2 Neka f ∈ S ′(R) i neka je α > 0, α /∈ N. Pretpostavimo
da mali talas ψ ∈ S0(R) ima rekonstrukcioni mali talas. Uslovi (5.21) i
(5.22) su potrebni i dovoljni da bi postojao polinom p stepena manjeg od α
takav da f − p ima kvaziasimptotsko ponašanje u x0, reda α, u odnosu na
sporo promenljivu funkciju L, u S ′(R). Tada postoji homogena distribucija g
stepena α takva da je Mb,a = Wψg(b, a).
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Teorema 5.2.3 Neka f ∈ S ′(R) i neka k ∈ N. Pretpostavimo da mali talas
ψ ∈ S0(R) ima rekonstrukcioni mali talas. Uslovi (5.21) i (5.22), za α = k,
su potrebni i dovoljni da bi postojao polinom stepena najvǐse k−1, asimptotski
homogena funkcija b stepena 0 u odnosu na sporo promenljivu funkciju L i
konstante C− i C+ tako da je

(5.23) f (x0 + εx) = p(εx)+b(ε)εkxk +εkL(ε)
(
C−xk

− + C+xk
+

)
+o(εkL(ε)),

kada ε → 0+, u S ′(R).
Štavǐse,

Mb,a = C−

∫ ∞

b
a

(ax− b)k ψ(−x) dx + C+

∫ ∞

− b
a

(ax + b)k ψ(x) dx.

Takode, možemo formulisati teoreme Tauberovog tipa za kvaziasimptot-
sko ponašanje u beskonačnosti. Dokazi teorema 5.2.4 i 5.2.5 direktno slede
iz teoreme 4.2.2 i posledice 5.1.2.

Teorema 5.2.4 Neka f ∈ S ′(R) i α /∈ N. Neka je L sporo promenljiva
funkcija u beskonačnosti. Neka mali talas ψ ∈ S0(R) ima rekonstrukcioni
mali talas. Tada postoji polinom p takav da f − p ima kvaziasimptotsko
ponašanje u beskonačnosti reda α, u odnosu na L ako i samo ako važe sledeći
uslovi:
1) postoje granične vrednosti

(5.24) lim
λ→∞

1

λαL(λ)
Wψf (λb, λa) = Mb,a, za svako (b, a) ∈ H;

2) postoje konstante γ, β, M > 0 takve da je

(5.25)
1

λαL(λ)
|Wψf (λb, λa)| < M

(
a +

1

a

)γ

(1 + |b|)β,

za svako (b, a) ∈ H i λ ≥ 1.
Štavǐse, postoji homogena distribucija g stepena α za koju je Mb,a =

Wψg(b, a), (b, a) ∈ H.

Teorema 5.2.5 Neka f ∈ S ′(R) i k ∈ N. Neka je L sporo promenljiva
funkcija u beskonačnosti. Neka mali talas ψ ∈ S0(R) ima rekonstrukcioni
mali talas. Uslovi (5.24) i (5.25), za α = k, su potrebni i dovoljni da postoji
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polinom p, deljiv sa xk+1 i asimptotski homogena funkcija b, stepena 0, u
odnosu na L i konstante C− i C+ tako da važi

(5.26) f (λx) = p(λx) + c(λ)xk + λkL(λ)
(
C−xk

− + C+xk
+

)
+ o(λkL(λ)),

kada λ →∞, u S ′(R). Štavǐse,

Mb,a = C−

∫ ∞

b
a

(ax− b)k ψ(−x) dx + C+

∫ ∞

− b
a

(ax + b)k ψ(x) dx.

Slični rezultati mogu se pronaći u [56], gde je karakterizacija kvaziasimp-
totskog ponašanja distribucija data preko malotalasnog razvoja.

Primer 5.2.1 Neka je {ft}t∈Λ familija distribucija. Koristeći dokaz teoreme
5.2.2 može se pokazati ([50]) da su uslovi (5.21) i (5.22), dati za f = ft

uniformno po t ∈ Λ, potrebni i dovoljni da bi postojao polinom {pt}t∈Λ takav
da ft − pt ima kvaziasimptotsko ponašanje uniformno po t, odnosno da za
svako ϕ ∈ S(R) važi

lim
ε→0+

〈
ft(x0 + εx)− pt(εx)

εαL(ε)
, ϕ(x)

〉
= Ct,ϕ, uniformno po t ∈ Λ.

Slična uniformna kvaziasimptotska ponašanja možemo dobiti i iz teorema
5.2.1 i 5.2.3. Ovi rezultati nam omogućavaju ([46, 69]) da istovremeno po-
smatramo lokalna svojstva distribucija u različitim tačkama, što daje mo-
gućnosti za novi pristup pri proučavanju lokalnih svojstava funkcija (npr.
u prostorima Helderovog i Zigmundovog tipa) preko njihovih malotalasnih
transformacija.

Primer 5.2.2 U [68] je pokazano kako se pomoću Tauberove teoreme 5.2.3
može doći do novog dokaza za čuvenu Litlvudovu Tauberovu teoremu za ste-
pene redove ([32]), koju sada navodimo:

Ako je

lim
y→0+

∞∑
n=0

cne−yn = γ

i ako važi dodatni uslov Tauberovog tipa cn = O

(
1

n

)
tada je

∞∑
n=0

cn = γ.
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Primer 5.2.3 Neka je f neopadajuća funkcija sa nosačem u [0,∞) koja u
beskonačnosti raste sporije od nekog polinoma. Neka je α ≥ 0. Tada su uslovi
(5.24) i (5.25) potrebni i dovoljni da f ima sledeće asimptotsko ponašanje:

(5.27) f(x) ∼ CxαL(x), za neko C.

Jasno je da su dati uslovi potrebni, pokažimo da su dovoljni. S obzirom na
nosač, f ima sledeće kvaziasimptotsko ponašanje u beskonačnosti:

f(λx) ∼ CλαL(λ)xα
+, kada λ →∞, u S ′(R),

za neko C, odakle sledi asimptotsko ponašanje (5.27) (pogledati [70, str.
124]).

5.3 Kvaziasimptotska ograničenost kao dodatni

uslov

U teoremi 5.2.2 su dati potrebni i dovoljni uslovi da f−p ima kvaziasimp-
totsko ponašanje. Da bi dobili kvaziasimptotsko ponašanje od f dodajemo
uslov Tauberovog tipa dat preko kvaziasimptotske ograničenosti.

Teorema 5.3.1 Neka važe pretpostavke Teoreme 5.2.2. i neka je n = bαc.
Odaberimo ϕ ∈ S(R), test funkciju za čije momente važi

µj :=

∫ ∞

−∞
xjϕ(x) dx 6= 0, 0 ≤ j ≤ n.

Iz uslova

(5.28) Wϕf(x0, ε) = 〈f(x0 + εx), ϕ(x)〉 = O (εαL(ε)) , kada ε → 0+,

sledi da f ima kvaziasimptotsko ponašanje u x0, reda α, u odnosu na L.

Dokaz. Iz teoreme 5.2.2 sledi da postoje konstante c0, c1, . . . , cn i ho-
mogena distribucija g stepena α, tako da je

f(x0 + εx) =
n∑

j=0

cjε
jxj + εαL(ε)g(x) + o (εαL(ε)) , kada ε → 0+, u S ′(R).
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Primenimo li obe strane poslednjeg asimptotskog razvoja na test funkciju ϕ,
opisanu u formulaciji teoreme, s obzirom na (5.28) imamo da je

n∑
j=0

εjcjµj = O (εαL(ε)) ,

odakle sledi da je cj = 0, za svako 0 ≤ j ≤ n, jer je n < α. �
Napomenimo i da test funkciju sa datim osobinama možemo uvek naći

(pogledati [10]). Slične dodatne uslove Tauberovog tipa imamo i u narednim
tvrdenjima.

Teorema 5.3.2 Neka važe pretpostavke teoreme 5.2.3. Odaberimo ϕ ∈ S(R),
test funkciju za čije momente važi

µj :=

∫ ∞

−∞
xjϕ(x) dx 6= 0, 0 ≤ j ≤ k.

Iz uslova

(5.29) Wϕf(x0, ε) = 〈f(x0 + εx), ϕ(x)〉 = O
(
εkL(ε)

)
, kada ε → 0+,

sledi da f ima kvaziasimptotsko ponašanje u x0, reda α, u odnosu na L.

Dokaz. Primenimo obe strane formule (5.23) na test funkciju ϕ, datu
u formulaciji teoreme. Iz uslova (5.29) i činjenice da je stepen polinoma p
datog u (5.23) manji od k sledi da je p jednako nuli i da postoji konstanta C
tako da važi asimptotska relacija

c(ε) ∼ L(ε)

µk

(
C − C−

∫ ∞

0

xkϕ(−x) dx− C+

∫ ∞

0

xkϕ(x) dx

)
,

kada ε → 0+, odakle dobijamo traženi rezultat. �

Teorema 5.3.3 Neka f ∈ S ′(R), x0 ∈ R, α /∈ N i neka je L sporo promen-
ljiva funkcija u nuli. Neka je ψ ∈ S0(R) mali talas koji ima rekonstrukcioni
mali talas. Pretpostavimo da postoje sledeće granične vrednosti:

(5.30) lim
ε→0+

1

εαL(ε)
Wψf (x0 + εb, εa) = Mb,a < ∞, za a2 + b2 = 1, a > 0.
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Tada, ako važi uslov

(5.31) f(x0 + εx) = O(εαL(ε)), kada ε → 0+, u S ′(R),

onda postoji homogena distribucija g stepena α takva da je Mb,a = Wψg(b, a),
(b, a) ∈ H i

(5.32) f(x0 + εx) ∼ εαL(ε)g(x), kada ε → 0+, u S ′(R).

Obrnuto, iz kvaziasimptotskog ponašanja (5.32) slede (5.30) i (5.31).

Dokaz. Posmatrajmo prvo suprotan smer, tj. pretpostavimo da važi
(5.32). Iz teoreme 4.1.1 Abelovog tipa sledi (5.30). Takode, jasno je da
iz kvaziasimptotskog ponašanja (5.32) sledi kvaziasimptotska ograničenost
(5.31).

Dalje, pretpostavimo da su ispunjeni uslovi (5.30) i (5.31). Kako uslov
(5.31) važi i u prostoru S ′0(R) iz karakterizacije ograničenih skupova u S ′0(R)
(teorema 2.5.4), sledi da je uslov (5.22) iz teoreme 5.2.1 ispunjen. Dakle,
uslovi teoreme 5.2.1 su ispunjeni, što nam daje kvaziasimptotsko ponašanje
(5.32), za α < 0. Ako je α > 0, α /∈ N, odaberemo test funkciju ϕ ∈ S(R),
za čije momente važi da je

µj :=

∫ ∞

−∞
xjϕ(x) dx 6= 0, za 0 ≤ j ≤ n,

gde je n = bαc. Primenimo li uslov (5.31) na tako odabrano ϕ dobijamo uslov
(5.28), pa nam teorema 5.3.1 daje traženo kvaziasimptotsko ponašanje. �

Teorema 5.3.4 Neka f ∈ S ′(R), x0 ∈ R, k ∈ N i neka je L sporo promen-
ljiva funkcija u nuli. Neka je ψ ∈ S0(R) mali talas koji ima rekonstrukcioni
mali talas. Pretpostavimo da postoje sledeće granične vrednosti:

(5.33) lim
ε→0+

1

εkL(ε)
Wψf (x0 + εb, εa) = Mb,a < ∞, za a2 + b2 = 1, a > 0.

Tada, ako važi uslov

(5.34) f(x0 + εx) = O(εkL(ε)), kada ε → 0+, u S ′(R),

onda postoji homogena distribucija g, oblika g(x) = C−xk
− + C+xk

+, za neke
konstante C− i C+, i b, asimptotski homogena funkcija, stepena nula, u
odnosu na L, tako da je
(5.35)

f(x0 + εx) = b(ε)εkxk + εkL(ε)g(x) + o(εkL(ε)), kada ε → 0+, u S ′(R)
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i Mb,a = Wψg(b, a), (b, a) ∈ H. Štavǐse, b(ε) = O(L(ε)).

Pretpostavimo li i da za ϕ ∈ S(R), takvu da µk =
∫∞
−∞ xkϕ(x) dx 6= 0,

važi uslov (5.3.2), tada f ima kvaziasimptotsko ponašanje u x0, reda k, u
odnosu na L.

Dokaz. Kao i u dokazu prethodne teoreme, iz uslova (5.33) i (5.34), do-
bijamo da f ima asimptotski razvoj oblika (5.23) dat u teoremi 5.2.3. Neka
je φ test funkcija iz S(R), 0 ≤ j takva da je

∫∞
−∞ xjφ(x) dx, 0 ≤ j ≤ k. Pri-

menimo li (5.23) na φ, koristeći (5.34), dobijamo (5.35) i b(ε) = O(L(ε)). Ako
(5.35) primenimo na ϕ, test funkciju datu u formulaciji teoreme, dobijamo i
da je b(ε) ∼ BL(ε), za neku konstantu B, čime je dokaz kompletiran. �

Dokazi teorema 5.3.5 - 5.3.8 su analogni dokazima teorema 5.3.1 - 5.3.4.

Teorema 5.3.5 Neka su zadovoljene pretpostavke teoreme 5.2.4. Neka je
n = bαc. Neka je ϕ ∈ S(R) test funkcija takva da za njene momente važi

µj :=

∫ ∞

−∞
xjϕ(x) dx 6= 0, za n < j.

Tada, ako važi uslov

(5.36) 〈f(λx), ϕ(x)〉 = O(λkL(λ)), kada λ →∞,

onda f ima kvaziasimptotsko ponašanje u beskonačnosti reda α, u odnosu na
L.

Teorema 5.3.6 Neka su ispunjene pretpostavke teoreme 5.2.5. Neka je ϕ ∈
S(R) test funkcija sa nenula momentima, tj.

µj :=

∫ ∞

−∞
xjϕ(x) dx 6= 0,

za k ≤ j. Ako za neku konstantu C važi

(5.37) 〈f(λx), ϕ(x)〉 ∼ CλkL(λ), kada λ →∞,

tada f ima kvaziasimptotsko ponašanje u beskonačnosti reda k, u odnosu na
L.
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Teorema 5.3.7 Neka f ∈ S ′(R), α /∈ N i neka je L sporo promenljiva
funkcija u beskonačnosti. Neka mali talas ψ ∈ S0(R) ima rekonstrukcioni
mali talas. Pretpostavimo da postoje sledeće granične vrednosti:

(5.38) lim
λ→∞

1

λαL(λ)
Wψf (λb, λa) = Mb,a, za svako (b, a) ∈ H.

Tada, ako važi uslov Tauberovog tipa

(5.39) f(λx) = O(λαL(λ)), kada λ →∞, u S ′(R),

onda postoji homogena distribucija g, stepena α, za koju je Mb,a = Wψg(b, a),
(b, a) ∈ H i

(5.40) f(λx) ∼ λαL(λ)g(x), kada λ →∞, u S(R).

Obrnuto, iz kvaziasimptotskog ponašanja (5.40) sledi (5.38) i (5.39).

Teorema 5.3.8 Neka f ∈ S ′(R), k ∈ N i neka je L sporo promenljiva
funkcija u beskonačnosti. Neka mali talas ψ ∈ S0(R) ima rekonstrukcioni
mali talas. Pretpostavimo da sledeće granične vrednosti postoje:

(5.41) lim
λ→∞

1

λkL(λ)
Wψf (λb, λa) = Mb,a, za svako (b, a) ∈ H.

Tada, ako važi uslov Tauberovog tipa

(5.42) f(λx) = O(λαL(λ)), kada λ →∞, u S ′(R),

onda postoji homogena distribucija g oblika g(x) = C−xk
− + C+xk

+, za neke
konstante C− i C+, i asimptotski homogena funkcija b, stepena nula, u odnosu
na L tako da važi

(5.43) f(λx) = b(λ)λkxk +λkL(λ)g(x)+o(λkL(λ)), kada λ →∞, u S ′(R)

i Mb,a = Wψg(b, a), (b, a) ∈ H. Štavǐse, b(λ) = O(L(λ)), kada λ →∞.
Ako pretpostavimo i da je za test funkciju ϕ ∈ S(R), sa nenula k− tim

momentom, tj.

µk =

∫ ∞

−∞
xkϕ(x) dx 6= 0,

zadovoljen uslov (5.3.7) onda f ima kvaziasimptotsko ponašanje u beskona-
čnosti reda k, u odnosu na L.
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Glava 6

Malotalasna transformacija
temperiranih ultradistribucija

U ovoj glavi se posmatra malotalasna transformacija u test prostorima
ultradiferencijabilnih funkcija i njihovog dualnog prostora ultradistribucija.
Po saznanju autora, malotalasna transformacija ultradistribucija nije siste-
matski radena do sada. Naš cilj je bio da se rezultati druge glave prošire
na prostore funkcija koje umesto polinomnog imaju skoro eksponencijalno
opadanje u vremensko-frekvencijskoj ravni. Prirodan izbor za takve pros-
tore je modifikacija prostora Geljfand-Šilovog tipa. U prvom poglavlju ove
glave se definǐsu test prostori koji sadrže ultradiferencijabilne funkcije. U
poglavlju 6.2 je definisan prostor progresivnih ultradiferencijabilnih funkcija
Ss

+(R) i data je karakterizacija ovog prostora ([53]). Dalje su, u poglavlju
6.3, proučavane skoro eksponencijalne procene rasta malotalasne transfor-
macije funkcija iz Ss

+(R). Takode, date su i skoro eksponencijalne procene
za rast inverzne malotalasne transformacije definisane na prostoru Ss(H). U
poglavlju 6.4 je ispitivana neprekidnost malotalasne i inverzne malotalasne
transformacije u prostorima Ss

+(R) i Ss(H). Konačno, rezultati poglavlja 6.4
su iskorǐsćeni u poglavlju 6.5, gde je definisana i ispitivana malotalasna trans-
formacija temperiranih ultradistribucija.

6.1 Test prostori za prostore ultradistribucija

Neka je Ω otvoren skup u R i neka je {Mp}p∈N0 niz pozitivnih brojeva.
Funkcija f ∈ E(Ω) je ultradiferencijabilna funkcija klase (Mp) ({Mp}) ako za



86 6. Malotalasna transformacija temperiranih ultradistribucija

svaki kompaktan skup K ⊂ Ω i svako h > 0 (postoji h > 0), postoji C > 0
tako da je

(6.1) sup
x∈K

|f (p)(x)| ≤ ChpMp, za svako p ∈ N0.

Sa E (Mp)(Ω) (E{Mp}(Ω)) označava se prostor ultradiferencijabilnih funkcija
klase (Mp) ({Mp}). Potprostori navedenih prostora kojima pripadaju funkcije
sa kompaktnim nosačem označavaju se sa D(Mp)(Ω) (D{Mp}(Ω)).

Za niz {Mp}p∈N0 se pretpostavlja da zadovoljava neke od sledećih uslova:

(M.1) (logaritamska konveksnost) M2
p ≤ Mp−1Mp+1, p ∈ N;

(M.2)′ (stabilnost u odnosu na operator diferenciranja) Postoje pozitivne
konstante A,H takve da je

Mp+1 ≤ AHpMp, p ∈ N0;

(M.2) (stabilnost u odnosu na operator ultradiferenciranja) Postoje pozitivne
konstante A,H takve da je

Mp ≤ AHp min
0≤q≤p

Mp−qMq, p, q ∈ N0;

(M.3)′ (ne kvazi-analitičnost)
∑

p∈N

Mp−1

Mp

≤ ∞;

(M.3) (jaka kvazi-analitičnost) Postoji A > 0 tako da je

∞∑
p=q+1

Mp−1

Mp

< Aq
Mq+1

Mq

, q ∈ N.

Važi (M.2) ⇒ (M.2)′ i (M.3) ⇒ (M.3)′. Obično se pretpostavlja da je
M0 = 1. Uslovi (M.1) i (M.3)′ su dovoljni da prostori D(Mp)(Ω) i D{Mp}(Ω)
budu netrivijalni. Duali prostora D(Mp)(Ω) (D{Mp}(Ω)) se označavaju sa
D(Mp)′(Ω) (D{Mp}′(Ω)) i nazivaju ultradistribucije klase Mp Bjorlingovog (Ru-
mijeovog) tipa ili ultradistribucije klase (Mp) ({Mp}).

Navedene uslove zadovoljavaju nizovi Ževrea {p!s}p∈N0 , {psp}p∈N0 i {Γ(1+
ps)}p∈N0 , gde je sa Γ označena Gama funkcija i s > 1 za sva tri niza. Uslovi
(M.1) − (M.3)′ za niz {Mp}p∈N0 mogu biti dati i preko asocirane funkcije
definisane na sledeći način:

M(ρ) = sup
p∈N0

ln
ρpM0

Mp

, 0 < ρ < ∞.



6.1. Test prostori za prostore ultradistribucija 87

Neka su {Mp}p∈N0 i {Np}p∈N0 nizovi pozitivnih brojeva koji ispunjavaju
neke od uslova (M.1) − (M.3)′. U [16] su uvedeni značajni prostori ultradi-

ferencijabilnih funkcija, SMp(R),SNq(R) i SNq

Mp
(R), koji sadrže funkcije ϕ ∈

C∞(R) za koje postoje konstante A, B > 0 (koje zavise od funkcije ϕ), tako
da važi

sup
x∈R

|xpϕ(q)(x)| ≤ CqA
pMp, sup

x∈R
|xpϕ(q)(x)| ≤ CpB

qNq i

sup
x∈R

|xpϕ(q)(x)| ≤ CApBqMpNq,

za svako p, q ∈ N0, respektivno. Navedeni prostori se nazivaju prostori
Geljfand-Šilovog tipa.

Neka je α, β ≥ 0. Za Mp = pαp, p ∈ N0 i Nq = qβq, q ∈ N0 prostori

SMp(R),SNq(R) i SNq

Mp
(R) se označavaju sa Sα(R),Sβ(R) i Sβ

α(R), respekti-

vno. Prostor Sβ
α(R) je netrivijalan ako i samo ako je α + β ≥ 1, α, β > 0 ili

α = 0, β > 1 ili α > 1, β = 0. Furijeova transformacija F : Sβ
α(R) → Sα

β (R)
definǐse homeomorfizam izmedu navedenih prostora. Važi

Sβ
α(R) ↪→ Sα(R) ↪→ S(R) i Sβ

α(R) ↪→ Sβ(R) ↪→ S(R).

Definicija 6.1.1 Neka je h ≥ 0 i neka niz {Mp}p∈N0 zadovoljava uslove
(M.1) − (M.3)′. Prostoru SMp,h(R) pripadaju funkcije ϕ ∈ C∞(R) takve da
je

sup
x∈R

sup
α,β∈N0

hα+β

MαMβ

|xαϕ(β)(x)| < ∞.

Prostor SMp,h(R) je Banahov prostor sa normom

‖ ϕ ‖SMp,h(R)= sup
x∈R

sup
α,β∈N0

hα+β

MαMβ

|xαϕ(β)(x)|, ϕ ∈ SMp,h(R).

Za h1 < h2 je SMp,h1(R) ⊂ SMp,h2(R). Prostori S(Mp)(R)(S{Mp}(R)) su
projektivna (h → 0) (induktivna (h →∞)) granica prostora SMp,h(R).

Za Mp = pαp, p ∈ N0, prostor S(Mp)(R) je prostor Σα, α > 1
2

(pogledati

[40]), dok je S{Mp}(R) prostor Geljfand-Šilova Sα
α (pogledati [16]).

Sa S(Mp)′(R) (S{Mp}′(R)) se označavaju duali prostora S(Mp)(R) (S{Mp}(R))
i nazivaju se prostori temperiranih ultradistribucija Bjorlingovog (Rumi-
jeovog) tipa. Važe sledeće inkluzije:

D(R) ↪→ S∗(R) ↪→ S(R) ↪→ L2(R) ↪→ S ′(R) ↪→ S∗′(R) ↪→ D′
(R),
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gde umesto ∗ može da stoji (Mp) ili {Mp}. Topološka struktura ovih prostora,
njihova svojstva i primena mogu se naći u [16, 26, 40, 44].

U radovima [2, 3, 4] data je sledeća karakterizacija prostora brzo opadaju-
ćih funkcija S(R), Satovog prostora F test funkcija za Furijeove hiperfunkcije
i prostora Geljfand-Šilovog tipa. Neka ϕ ∈ C∞(R). Tada su sledeći uslovi
ekvivalentni:

(i) ϕ ∈ S(R);

(ii) sup
x∈R

|xαϕ(x)| < ∞ i sup
x∈R

|ϕ(β)(x)| < ∞, ∀α, β ∈ N0;

(iii) sup
x∈R

|xαϕ(x)| < ∞ i sup
ξ∈R

|ξβϕ̂(ξ)| < ∞, ∀α, β ∈ N0.

Takode, ϕ ∈ F(R) ako i samo ako postoje h, k > 0 tako da važi

sup
x∈R

|ϕ(x)|ek|x| < ∞ i sup
ξ∈R

|ϕ̂(ξ)|eh|ξ| < ∞.

Neka nizovi {Mp}p∈N0 i {Np}p∈N0 zadovoljavaju (M.1) i (M.2) i neka postoje
konstante L, T > 0 takve da je p! ≤ TLpMpNp, p ∈ N0. Tada su sledeći uslovi
ekvivalentni:

(i) ϕ ∈ SNp

Mp
(R);

(ii) Postoje pozitivne konstante A,B i C takve da je

sup
x∈R

|xαϕ(x)| ≤ CA|α|M|α|, sup
x∈R

|ϕ(β)(x)| ≤ CB|β|N|β|, ∀α, β;

(iii) Postoje pozitivne konstante A, B i C takve da je

sup
x∈R

|xαϕ(x)| ≤ CA|α|M|α|, sup
ξ∈R

|ξβϕ̂(ξ)| ≤ CB|β|N|β|, ∀α, β.

(iv) Postoje pozitivne konstante a i b takve da je

sup
x∈R

|ϕ(x)|eM(ax) < ∞, sup
ξ∈R

|ϕ̂(ξ)|eN(bξ) < ∞,

gde su M i N asocirane funkcije za nizove {Mp}p∈N0 i {Np}p∈N0 , respektivno.

Prema tome, ako je r + s ≥ 1, onda su sledeći uslovi ekvivalentni:

(i) ϕ ∈ Ss
r (R);

(ii) Postoje pozitivne konstante h i k takve da je

sup
x∈R

|ϕ(x)|ek|x| 1r < ∞ i sup
ξ∈R

|ϕ̂(ξ)|eh|ξ| 1s < ∞.
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6.2 Progresivne ultradiferencijabilne funkcije

Izlaganje u ovom poglavlju počinjemo definicijom progresivnog prostora
Geljfand-Šilovog tipa.

Definicija 6.2.1 Neka je s ≥ 0, h > 0 i neka je f ∈ C∞(R) progresivna
funkcija. Kažemo da ϕ ∈ Ss,h

+ (R) ako postoji pozitivna konstanta C (koja
zavisi samo od ϕ) za koju je

sup
x∈R

|xαϕ(β)(x)| ≤ Chα+βα!sβ!s, za svako α, β ∈ N0.

Progresivan prostor Geljfand-Šilovog tipa je dat sa

Ss
+(R) = ind lim

h>0
Ss,h

+ (R).

Po analogiji sa [16] topologija na Ss
+(R) se može uvesti na sledeći način.

Prostor Ss,h
+ (R) je kompletan sa topologijom definisanom preko familije normi

‖ϕ‖n = sup
α,β∈N0

‖xαϕ(β)(x)‖L∞(R)

(h + 1
n
)α+βα!sβ!s

, n ∈ N.

U datoj topologiji prostora Ss,h
+ (R) svaki ograničen skup je kompaktan.

Prostor Ss
+(R) je bornološki. Za 0 < s ≤ 1 je Ss

+(R) = {0}. Ako je
s1 < s2 tada je Ss1

+ (R) ⊂ Ss2
+ (R). Operatori množenja (u odnosu na x) i

diferenciranja, kao i operatori translacije i dilatacije (za pozitivan param-
etar) su neprekidni u Ss

+(R), čime ovaj prostor postaje pogodan za rad sa
malotalasnom transformacijom. Sa druge strane, on očigledno nije zatvoren
u odnosu na operator modulacije. Takode, Ss

+(R) je zatvoren potprostor pro-
stora Geljfand-Šilova Ss

s (R). Recimo i da su prostori slični prostoru Ss
+(R),

čiji elementi imaju nosač na pozitivnom delu realne prave, proučavani u [9].
Pokažimo da je prostor Ss

+(R) netrivijalan. Znamo da je prostor Geljfand-
Šilova Ss

s (R) je netrivijalan ([16]). Neka ϕ ∈ Ss
s (R) (tada i ϕ̂ ∈ Ss

s (R)). Neka
je ψ funkcija zadata preko svoje Furijeove transformacije za koju važi ψ̂ ∈
C∞0 (R), ψ̂(ξ) =

{
1, ξ ∈ [1

2
, 1]

0, ξ ≤ 0, ξ ≥ 2
, supp ψ̂ ⊂ [0, 2]. Kako je množenje sa

glatkom funkcijom zatvorena operacija u Ss
s (R) ([16]) sledi da ϕ̂ · ψ̂ ∈ Ss

s (R).
Definǐsimo funkciju g = F−1(ϕ̂ · ψ̂). Za funkciju g važi da je g ∈ Ss

s (R) i
supp ĝ ⊂ [0,∞), pa g ∈ Ss

+(R).
Da bi se pokazala karakterizacija prostora Ss

+(R) u duhu [4], koristiće se
sledeći rezultat.
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Lema 6.2.1 [23] Neka je dato t > 0 i neka je

mt(η) =
∞∑

j=0

ηj

(j!)t
, η ≥ 0.

Tada, za svako ε > 0 postoji C = C(t, ε) > 0 tako da važi

1

C
e(t−ε)η

1
t ≤ mt(η) ≤ C e(t+ε)η

1
t , ∀η ≥ 0.

Propozicija 6.2.1 Neka je s > 1 i ϕ ∈ C∞(R). Tada su sledeći uslovi
ekvivalentni:

a) Postoji h > 0 tako da važi

sup
x∈R

|xαϕ(x)| ≤ Chαα!s, ∀α ∈ N0,

za neku konstantu C > 0;

b) Postoji k > 0 tako da važi

sup
x∈R

ek|x|1/s|ϕ(x)| < ∞.

Dokaz. Neka važi a). Kako je
|x|α|ϕ(x)|

hαα!s
uniformno ograničeno konstan-

tom C imamo da je

(6.2)
∞∑

α=0

( |x|
h

)α|ϕ(x)|
2αα!s

≤ C

∞∑
α=0

1

2α
< ∞.

Neka je

ms(η) :=
∞∑

j=0

ηj

j!s
, η =

|x|
2h

≥ 0.

Neka je ε > 0 proizvoljan broj takav da je ε < s. Iz leme 6.2.1 sledi da je

1

C
e(s−ε) (

|x|
(2h)

)
1
s ≤ ms(η),
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za neko C > 0. Sada, iz (6.2) sledi da je

sup
x∈R

ek|x| 1s |ϕ(x)| ≤ C sup
x∈R

ms(
|x|
2h

)|ϕ(x)| = C sup
x∈R

∞∑
α=0

( |x|
h

)α|ϕ(x)|
2αα!s

< ∞,

gde je

k = (s− ε)
1

(2h)
1
s

.

Pretpostavimo da važi b). Tada je za proizvoljno ε > 0

ek|x| 1s = e(s+ε)(( k
s+ε

)s|x|) 1
s

= e(s+ε)(
|x|
h

)
1
s ,

gde je h = ( s+ε
k

)s. Iskoristimo li lemu 6.2.1 dobijamo da je

∞ > sup
x∈R

ek|x| 1s |ϕ(x)| = sup
x∈R

e(s+ε)(
|x|
h

)
1
s |ϕ(x)|

≥ sup
x∈R

1

C

∞∑
α=0

|x|α
hαα!s

|ϕ(x)|,

odakle sledi
sup
x∈R

|x|α|ϕ(x)| ≤ C̃ hαα!s,

za neko C̃ > 0. �

Teorema 6.2.1 Neka je ϕ ∈ C∞(R) progresivna funkcija. Sledeći uslovi su
ekvivalentni:

a) ϕ ∈ Ss
+(R);

b) Postoje pozitivne konstante C (koja zavisi samo od ϕ) i h tako da je

sup
x∈R

|xαϕ(x)| ≤ Chαα!s, ∀α ∈ N0 i sup
x∈R

|ϕ(β)(x)| ≤ Chββ!s, ∀β ∈ N0;

c) Postoje pozitivne konstante C (koja zavisi samo od ϕ) i h tako da je

sup
x∈R

|xαϕ(x)| ≤ Chαα!s, ∀α ∈ N0 i sup
ξ>0

|ξβϕ̂(ξ)| ≤ Chββ!s, ∀β ∈ N0;
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d) Postoje pozitivne konstante C (koja zavisi samo od ϕ) i h tako da je

sup
ξ>0

|ξαϕ̂(β)(ξ)| ≤ Chα+βα!sβ!s, ∀β ∈ N0;

e) Postoje pozitivne konstante C (koja zavisi samo od ϕ) i h tako da je

sup
x∈R

eh|x| 1s |ϕ(x)| ≤ C i sup
ξ>0

eh|ξ| 1s |ϕ̂(ξ)| ≤ C.

Dokaz. a) ⇔ b). Iz definicije prostora Ss
+(R) direktno sledi b). U suprot-

nom smeru koristimo činjenicu (za dokaz pogledati [44]) da je ‖ϕ‖Ss,h
+ (R) < ∞

ako i samo ako postoji B > 0 tako da je

sup
α,β∈N0

‖(1 + |x|α)ϕ(β)(x)‖L2(R)

Bα+βα!sβ!s
< ∞.

Dalje, iz [4] i [40] dobijamo da tvrdenje pod b) implicira da je

‖xαϕ(β)(x)‖L2(R) ≤ Chα+βα!sβ!s,

za neko C > 0 i h > 0. Kako su norme ‖(1+|x|α)ϕ(β)(x)‖L2(R) i ‖xαϕ(β)(x)‖L2(R)

ekvivalentne zaključujemo da važi tvrdenje pod a).
b) ⇒ c). Primetimo da ako ϕ ∈ Ss

+(R) tada je ϕ̂ dobro definisano, kao
i da važe formule za zamenu diferenciranja i množenja na Furijeovoj strani.
Koristeći [21, lemma 7.1.3] iz

(6.3) ϕ̂(β)(ξ) = (2π)β

∫
e−2πixξ(−x)βϕ(x) dx

uz parcijalnu integraciju dobijamo da je

(6.4) (−ξ)αϕ̂(β)(ξ) = (2π)β−α

∫

R
e−2πixξ dα

dxα

(
(−x)βϕ(x)

)
dx.

Sada, za β = 0, koristeći tvrdenje pod a), dobijamo

sup
ξ>0

|ξαϕ̂(ξ)| ≤ C

∫

R
(1 + |x|2)|ϕ(α)(x)| 1

1 + |x|2 dx ≤ Chαα!s,

za neko C > 0 i h > 0.
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c) ⇒ b). Primetimo da iz drugog uslova pod c) sledi da je ϕ glatka funkcija
i da su izvodi dati sa

(6.5) ϕ(β)(x) =
1

2π

∫ ∞

0

(iξ)βϕ̂(ξ)eixξ dξ, ∀β ∈ N0,

(videti lemu 1.3.2). Sada je

∣∣ϕ(β)(x)
∣∣ ≤ C sup

ξ>0
|ξβ+2ϕ̂(ξ)|

∫ ∞

0

1

1 + ξ2
dξ ≤ Chββ!s,

za neko C > 0 i h > 0.
c) ⇒ d). Iz prvog uslova pod c) sledi da je ϕ̂ glatka funkcija, što uz

formulu (6.3) implicira da postoje C > 0 i h > 0 tako da je

sup
ξ>0

|ϕ̂(β)(ξ)| ≤ Chββ!s, ∀β ∈ N0.

Sada, (kao u slučaju b) ⇒ a)) iz drugog uslova pod c) sledi d).
Takode, iz formule (6.4), Lajbnicove formule i poznate procene (k + j)! ≤

2k+jk!j! dobijamo da je

sup
ξ>0

|ξαϕ̂(β)(ξ)| ≤ Chα+βα!sβ!s, ∀β ∈ N0

za neko C > 0 i h > 0.
d) ⇒ c). Ako na desnu stranu jednakosti (6.5) primenimo parcijalnu in-

tegraciju, postupkom videnim u slučaju b) ⇒ c), dobijamo da važi prvi uslov
pod c).

Ekvivalencija c) ⇔ e) sledi iz propozicije 6.2.1. �
U [11] je pokazano kako može da se konstruǐse skoro eksponencijalno

ograničen mali talas za koji je nosač Furijeove transformacije kompaktan
skup.

Pokažimo još da rezultati teoreme 6.2.1 važe i za skoro eksponencijalno
trakasto ograničene progresivne funkcije (pojam analogan polinomnoj traka-
stoj ograničenosti definisanoj u poglavlju 2.1).

Ako ϕ ∈ Ss
+(R) onda je ϕ̂(n)(0) = 0, n ∈ N0, pa za sve momente od ϕ važi

∫

R
xnϕ(x) dx = 0, n ∈ N0.
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Sledi da je ϕ̂(ξ) = o(ξn) kada ξ → 0, za svako n ∈ N0. Dalje, iz Tejlorove
formule imamo da je

|ϕ̂(ξ)| =
∣∣

n∑
m=0

ϕ̂(m)(0)

ξn
+

ξn+1

(m + 1)!
m

∫ 1

0

(1− θ)n−1ϕ̂(n)(θξ) dθ
∣∣

≤ ξn+1

(m + 1)!
sup
ξ>0

|ϕ̂(n)(ξ)|m
∫ 1

0

(1− θ)n−1 dθ

≤ Cξn+1hnn!s,

gde smo koristili teoremu 6.2.1 i činjenicu da je m
∫ 1

0
(1 − θ)n−1 dθ = 1 ([77,

str. 59]). Dakle, za 0 < ξ < 1 je

| 1

ξn
ϕ̂(ξ)| ≤ Chnn!s, n ∈ N0,

odakle, uz tvrdenje teoreme 6.2.1 pod c), sledi da postoje C > 0 i h > 0 tako
da je

sup
ξ>0

∣∣(ξ +
1

ξ
)αϕ̂(ξ)

∣∣ ≤ Chαα!s, ∀α ∈ N0.

Konačno, iz propozicije 6.2.1 sledi da postoje C > 0 i h > 0 tako da je

sup
ξ>0

eh|ξ+ 1
ξ
|1/s|ϕ̂(ξ)| ≤ C,

tj. ϕ je skoro eksponencijalno trakasto ograničena progresivna funkcija.

6.3 Procene za malotalasnu transformaciju pro-

gresivnih ultradiferencijabilnih funkcija

Neka je s > 1 i neka f, g ∈ Ss
+(R). Iz teoreme 6.2.1 sledi da postoje

h1, h2 > 0 i C1, C2 > 0 takve da je

|f(x)| ≤ C1

eh1|x|
1
s
, x ∈ R i |g(x)| ≤ C2

eh2|x|
1
s
, x ∈ R.

Jasno je da za h = min{h1, h2} i C = max{C1, C2} važi
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(6.6) |f(x)| ≤ C

eh|x| 1s
, x ∈ R i |g(x)| ≤ C

eh|x| 1s
, x ∈ R,

pa ćemo nadalje za f, g ∈ Ss
+(R) pretpostavljati da važi (6.6). Malotalasnu

transformaciju funkcije f ∈ Ss
+(R) u odnosu na g ∈ Ss

+(R) definǐsemo na
uobičajen način

Wgf(b, a) =

∫

R
f(x)

1

a
ḡ
(x− b

a

)
dx, (b, a) ∈ H.

Za f, g ∈ Ss
+(R) je

|Wgf(b, a)| ≤ 1

a

∫

R
|f(x)||ḡ(

x− b

a
)| dx

≤ C

a

∫

R

1

eh|x|γ
1

eh|x−b
a
|γ dx = CW 1

eh|x|
1
s

1

eh|x| 1s
(b, a),

za svako (b, a) ∈ H i za neko C > 0.

Lema 6.3.1 Neka je

K = {f : f(x) ≤ C

eh|x| 1s
, za neke h,C > 0 i svako x ∈ R}.

Tada važi
f, g ∈ K ⇒ f ∗ g ∈ K.

Dokaz. Na osnovu nejednakosti koja važi za svako m > 1 i svako x, y ∈
R :

|y| 1s ≤ |x− y| 1s + |x| 1s ≤ m|x− y| 1s + |x| 1s ,
sledi da za svako h > 0 važi

h|x− y| 1s ≥ h

m
(|y| 1s − |x| 1s ).

Sada, iz f, g ∈ K, za svako m > 1, važi

(f ∗ g)(y) ≤ C

∫

R

1

eh|x| 1s
1

eh|x−y| 1s
dx
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≤ C

∫

R

1

eh|x| 1s
1

e
h
m

(|y| 1s−|x| 1s )
dx

≤ C

∫

R

1

eh(1− 1
m

)|x| 1s
1

e
h
m
|y| 1s

dx ≤ C

e
h
m
|y| 1s

,

pa je lema dokazana. �
Neka f, g ∈ K. Za ”voice transform”(a = 1), koristeći lemu 6.3.1 dobijamo

procenu

|Wgf(b, 1)| ≤ C

∫

R

1

eh|x| 1s
1

eh|x−b| 1s
dx

= C
( 1

eh|x| 1s
∗ 1

eh|x| 1s

)
(b) ≤ C

1

eh̃|b| 1s
, za svako h̃ < h.

Slično, za m > 1 važi

|Wgf(b, 1)| ≤
∫

R

1

eh|x| 1s
1

eh|x−b| 1s
dx

≤
∫

R

1

eh|x| 1s
1

e
h

m
1
s

(|b| 1s−|x| 1s )
dx

≤
∫

R

1

e
h(1− 1

m
1
s

)|x| 1s
1

eh| b
m
| 1s

dx ≤ C
1

eh|b̃| 1s
, za svako b̃ < b.

Teorema 6.3.1 Ako f, g ∈ K, onda za svako h̃ < h postoji C > 0 tako da
važi

|Wgf(b, a)| ≤ C

eh̃| b
1+a

| 1s
, (b, a) ∈ H.

Dokaz. Za b ∈ R, a > 1 i proizvoljno m > 1 važi

|Wgf(b, a)| ≤ C

a

∫

R

1

eh|x| 1s
1

eh|x
a
− b

a
| 1s

dx

≤ C

a

∫

R

1

eh|x| 1s
1

e
h
m
|x
a
− b

a
| 1s

dx

≤ C

a

∫

R

1

eh|x| 1s
1

e
h
m

(| b
a
| 1s−|x

a
| 1s )

dx
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=
C

a

∫

R

1

e
h|x| 1s (1− 1

ma
1
s

)

1

e
h
m
| b
a
| 1s

dx

≤ C

a

1

eh̃| b
a
| 1s

∫

R

1

e
h|x| 1s (1− 1

ma
1
s

)
dx

≤ C

a

1

eh̃| b
1+a

| 1s
≤ C

eh̃| b
1+a

| 1s
, ∀h̃ < h.

Uzmimo sada da je b ∈ R, 0 < a < 1. Koristeći osobine malotalasne
transformacije dobijamo da je

|Wgf(b, a)| ≤ C
1

a

1
1
a

1

e
h̃| −

b
a

1+ 1
a
| 1s

=
C

eh̃| b
1+a

| 1s
, ∀h̃ < h. �

Teorema 6.3.2 Pretpostavimo da za funkcije f i g postoje h,C > 0 tako da
je

|f̂(ξ)| ≤ C

eh|ξ+ 1
ξ
| 1s

, ξ > 0 i |ĝ(ξ)| ≤ C

eh|ξ+ 1
ξ
| 1s

, ξ > 0.

Tada postoje h̃ < h i C > 0 tako da važi

|Wgf(b, a)| ≤ C

eh̃|a+ 1
a
| 1s

, a > 0.

Dokaz. Neka je a ≥ 1. Smenom aξ = ξ′ se dobija

|Wgf(b, a)| ≤ 1

2π

∫ ∞

0

|¯̂g(aξ)| |f̂(ξ)| dξ

≤ C

∫ ∞

0

1

eh(aξ+ 1
aξ

)
1
s

1

eh(ξ+ 1
ξ
)
1
s

dξ

=
C

a

∫ ∞

0

1

e
h(ξ′+ 1

ξ′ )
1
s

1

e
h( ξ′

a
+ a

ξ′ )
1
s

dξ′

≤ C

∫ ∞

0

1

e
h(ξ′+ 1

ξ′ )
1
s

1

e
h(a′ξ′+ 1

a′ξ′ )
1
s

dξ′,

gde je 1
a

= a′, odnosno 0 < a′ ≤ 1. Dakle, dovoljno je dokazati tvrdenje za
0 < a ≤ 1.



98 6. Malotalasna transformacija temperiranih ultradistribucija

Iz elementarne nejednakosti (ξ +
1

ξ
)

1
s ≤ ξ

1
s +

1

ξ
1
s

sledi

1

eh(ξ+ 1
ξ
)
1
s
≥ 1

e
h(ξ

1
s + 1

ξ
1
s

)
=

1

ehξ
1
s

1

e
h 1

ξ
1
s

.

Takode, za 0 < ξ < 1 važi
1

e
h 1

ξ
1
s

≤ 1

ehξ
1
s
, pa dobijamo da je

( 1

e
h 1

ξ
1
s

)2

≤ 1

eh|ξ+ 1
ξ
| 1s

, 0 < ξ < 1,

odnosno

(6.7)
1

e
h 1

ξ
1
s

≤ 1

e
h
2
|ξ+ 1

ξ
| 1s

, 0 < ξ < 1.

Dakle,

|Wgf(b, a)| ≤ 1

2π

∫ ∞

0

|¯̂g(aξ)| |f̂(ξ)| dξ

≤ C

∫ 1

0

1

eh(aξ+ 1
aξ

)
1
s

1

eh(ξ+ 1
ξ
)
1
s

dξ

+C

∫ ∞

1

1

eh(aξ+ 1
aξ

)
1
s

1

eh(ξ+ 1
ξ
)
1
s

dξ = I1 + I2.

Neka je 0 < a < 1. Iz konvergencije integrala

∫ 1

0

1

eh(ξ+ 1
ξ
)
1
s

dξ i (6.7)

dobijamo

I1 ≤ C

e
h 1

a
1
s

∫ 1

0

1

eh(ξ+ 1
ξ
)
1
s

dξ ≤ C

e
h 1

a
1
s

≤ C

e
h
2
|a+ 1

a
| 1s

.

Posmatrajmo integral I2, za 0 < a < 1 :

I2 = C

∫ 1
a2

1

1

eh(aξ+ 1
aξ

)
1
s

1

eh(ξ+ 1
ξ
)
1
s

dξ

+C

∫ ∞

1
a2

1

eh(aξ+ 1
aξ

)
1
s

1

eh(ξ+ 1
ξ
)
1
s

dξ = I3 + I4.
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Nakon smene
1

ξ
= ξ′ i preimenovanja promenljive ξ′ = ξ dobijamo

I4 = C

∫ a2

0

1

eh(ξ+ 1
ξ
)
1
s

1

eh(a
ξ
+ ξ

a
)
1
s

dξ

ξ2

≤ C

∫ a2

0

1

eh(ξ+ 1
ξ
)
1
s

1

eh( a
a2 )

1
s

dξ

ξ2
≤ C

eh( 1
a
)
1
s

∫ 1

0

1

eh(ξ+ 1
ξ
)
1
s

dξ

ξ2
.

Integral

∫ 1

0

1

eh(ξ+ 1
ξ
)
1
s

dξ

ξ2
konvergira, pa iz (6.7) sledi

I4 ≤ C

e
h 1

a
1
s

≤ C

e
h
2
|a+ 1

a
| 1s

.

Posmatrajmo integral I3. Iz teoreme o srednjoj vrednosti sledi da postoji
θ ∈ (a2, 1) ⊆ (0, 1), tako da je

I3 = C

∫ 1

a2

1

eh(ξ+ 1
ξ
)
1
s

1

eh(a
ξ
+ ξ

a
)
1
s

dξ

ξ2

=
C

eh(a
θ
+ θ

a
)
1
s

∫ 1

a2

1

eh(ξ+ 1
ξ
)
1
s

dξ

ξ2
≤ C

eθ
1
s h( 1

a
)
1
s

∫ 1

0

1

eh(ξ+ 1
ξ
)
1
s

dξ

ξ2

≤ C

e
θ

1
s h 1

a
1
s

≤ C

e
θ
1
s h
2
|a+ 1

a
| 1s

=
C

eh̃|a+ 1
a
| 1s

. �

Na osnovu teorema 6.2.1, 6.3.1 i 6.3.2, sada smo u prilici da proučimo svoj-
stva preslikavanja W definisanog sa W(f, g) := Wgf, f, g ∈ Ss

+(R). Najpre
ćemo uvesti jedan prostor kojem pripada Wgf, definisan skoro eksponenci-
jalnim opadanjem nad H.

Definicija 6.3.1 Sa Ss(H), s > 1, označavamo skup funkcija τ za koje po-
stoje h1, h2 > 0 i konstanta C > 0 tako da važi

(6.8) sup
(b,a)∈H

eh1| b
1+a

| 1s eh2|a+ 1
a
| 1s |τ(b, a)| < C.
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Neka za funkciju τ postoje h1 i h2 tako da je ispunjen uslov (6.8). Tada
za h = min{h1, h2} važi

sup
(b,a)∈H

eh| b
1+a

| 1s eh|a+ 1
a
| 1s |τ(b, a)| < C.

Teorema 6.3.3 Neka f, g ∈ Ss
+(R). Tada je preslikavanje

W : Ss
+(R)× Ss

+(R) 7→ Ss(H)

dato sa
W : (f, g) 7→ Wgf

neprekidno.

Dokaz. Neka f, g ∈ Ss
+(R). Iz definicije prostora Ss

+(R) sledi da postoje
h > 0 i C > 0 tako da važi

sup
x∈R

eh|x| 1s |f(x)| < C, sup
ξ>0

eh|ξ+ 1
ξ
| 1s |f̂(ξ)| < C,

sup
x∈R

eh|x| 1s |g(x)| < C i sup
ξ>0

eh|ξ+ 1
ξ
| 1s |ĝ(ξ)| < C.

Dakle, funkcije f i g zadovoljavaju uslove teorema 6.3.1 i 6.3.2, odakle sledi
da postoji h̃ < h i C > 0 tako da važi

(6.9) |Wgf(b, a)| ≤ C

eh̃| b
1+a

| 1s
, (b, a) ∈ H,

i

(6.10) |Wgf(b, a)| ≤ C

eh̃|a+ 1
a
| 1s

, a > 0.

Pokažimo prvo da je preslikavanje W dobro definisano, tj. da postoji
h∗ > 0 i C > 0 za koje je

|Wgf(b, a)| ≤ C
1

eh∗| b
1+a

| 1s
1

eh∗|a+ 1
a
| 1s

, (b, a) ∈ H.

Iz (6.9) i (6.10) imamo da je

|Wgf(b, a)|2 ≤ C
1

eh̃| b
1+a

| 1s
1

eh̃|a+ 1
a
| 1s

,
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odnosno

|Wgf(b, a)| ≤ C
1

eh∗| b
1+a

| 1s
1

eh∗|a+ 1
a
| 1s

,

gde je h∗ = h̃
2
.

Pokažimo neprekidnost preslikavanja W , tj. da postoji C > 0 tako da
važi

(6.11) ‖ Wgf ‖Ss(H)≤ C ‖ f ‖Ss
+(R) ‖ g ‖Ss

+(R) .

Koristeći činjenicu da f, g ∈ Ss
+(R) i procene (6.9), (6.10), dobijamo

sup
(b,a)∈H

eh̃| b
1+a

| 1s |Wgf(b, a)| ≤ C(sup
x∈R

eh|x| 1s |f(x)|)(sup
x∈R

eh|x| 1s |g(x)|);

sup
(b,a)∈H

eh̃|a+ 1
a
| 1s |Wgf(b, a)| ≤ C(sup

ξ>0
eh|ξ+ 1

ξ
| 1s |f̂(ξ)|)(sup

ξ>0
eh|ξ+ 1

ξ
| 1s |ĝ(ξ)|).

Dalje je

( sup
(b,a)∈H

e
h̃
2
| b
1+a

| 1s e
h̃
2
|a+ 1

a
| 1s |Wgf(b, a)|)2

≤ ( sup
(b,a)∈H

eh̃| b
1+a

| 1s |Wgf(b, a)|)( sup
(b,a)∈H

eh̃|a+ 1
a
| 1s |Wgf(b, a)|)

≤ C(sup
x∈R

eh|x| 1s |f(x)|)(sup
ξ>0

eh|ξ+ 1
ξ
| 1s |f̂(ξ)|)

(sup
x∈R

eh|x| 1s |g(x)|)(sup
ξ>0

eh|ξ+ 1
ξ
| 1s |ĝ(ξ)|)

≤ C(sup
x∈R

eh|x| 1s |f(x)|+ sup
ξ>0

eh|ξ+ 1
ξ
| 1s |f̂(ξ)|)2

(sup
x∈R

eh|x| 1s |g(x)|+ sup
ξ>0

eh|ξ+ 1
ξ
| 1s |ĝ(ξ)|)2,

odakle sledi (6.11). �
U nastavku ćemo posmatrati odgovarajući operator sinteze. Neka f, g ∈

Ss
+(R) i neka je h ∈ Ss

+(R) rekonstrukcioni mali talas za g. Može se dokazati
da za f, g i h važi teorema 2.2.4, s tim da umesto polinomne lokalizovanosti
sada imamo skoro eksponencijalnu lokalizovanost datih funkcija. Dakle, f ∈
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Ss
+(R) možemo prikazati preko njene malotalasne transformacije na sledeći

način:

f(x) =
1

cg,h

∫ ∞

0

da

a

∫ +∞

−∞
Wgf(b, a)

1

a
h(

x− b

a
) db.

Malotalasni operator sinteze Mg funkcije τ definisane na H dat je sa

(Mgτ)(x) =

∫ +∞

0

da

a

∫ +∞

−∞
τ(b, a)

1

a
g(

x− b

a
) db, x ∈ R,

ako je dvostruki integral apsolutno konvergentan. Za g ∈ L1(R) operatorMg

je dobro definisan za svako τ ∈ Ss(H). Furijeova transformacija operatora
sinteze data je sa

M̂gτ(ξ) =

∫ +∞

0

da

a

∫ +∞

−∞
τ(b, a) ĝ(aξ) e−ibξ db, ξ > 0,

pogledati (2.8).

Teorema 6.3.4 Pretpostavimo da τ ∈ Ss(H), g ∈ K. Tada postoje h̃ < h i
C > 0 tako da važi

(6.12) |Mgτ(x)| ≤ C

eh̃|x| 1s
, x ∈ R,

odnosno Mgτ ∈ K.

Dokaz. Za m > 2
1
s važi

|(Mgτ)(x)| ≤
∫ +∞

0

da

a

∫ +∞

−∞
|τ(b, a)| 1

a
|g(

x− b

a
)| db

≤ C

∫ +∞

0

da

a

∫ +∞

−∞

1

eh| b
1+a

| 1s
1

ehτ (a+ 1
a
)
1
s

1

a

1

eh|x−b
a
| 1s

db

≤ C

∫ 1

0

da

a

∫ +∞

−∞

1

eh| b
1+a

| 1s
1

eh(a+ 1
a
)
1
s

1

a

1

e
h
m
|x−b

a
| 1s

db

+C

∫ +∞

1

da

a

∫ +∞

−∞

1

eh| b
1+a

| 1s
1

eh(a+ 1
a
)
1
s

1

a

1

e
h
m
|x−b

a
| 1s

db = I1 + I2.
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Iz |y| ≤ |y − x|+ |x| u integralu I1 imamo

I1 ≤ C

∫ 1

0

1

eh(a+ 1
a
)
1
s

da

a2

∫ +∞

−∞

1

eh| b
1+a

| 1s
1

e
h
m

(|x| 1s−|b| 1s )
db

≤ C
1

e
h
m
|x| 1s

∫ 1

0

1

eh(a+ 1
a
)
1
s

da

a2

∫ +∞

−∞

1

e
h|b| 1s ( 1

2
1
s
− 1

m
)
db.

Iz m > 2
1
s sledi da je

1

2
1
s

− 1

m
> 0, pa integral po b konvergira. Takode,

integral po a konvergira, pa dobijamo da je

I1 ≤ C

e
h
m
|x| 1s

≤ C

eh1|x|
1
s
,

za svako h1 =
h

m
<

h

2
1
s

.

Posmatrajmo integral I2, za |x| ≤ 1. Uvedimo smenu a′ = 1
a

i preimenu-

jmo promenljivu a′ u a. Sada a ∈ (0, 1) i važi a
1
s ≥ a. Dalje je

I2 ≤ C

∫ 1

0

1

eh(a+ 1
a
)
1
s

1

e
h
m
|xa| 1s

da ≤ C

∫ 1

0

1

e
h
m

a
1
s

1

e
h
m

a
1
s |x| 1s

da

= C

∫ 1

0

1

e
h
m

a
1
s (1+|x| 1s )

da ≤ C

∫ 1

0

1

e
h
m

a(1+|x| 1s )
da.

Nakon smene promenljivih
h

m
(1 + |x| 1s )a = a′ dobijamo

I2 ≤ C
m

h(1 + |x| 1s )

∫ h
m

(1+|x| 1s )

0

da′

ea′ = C
m

h(1 + |x| 1s )
(
1− 1

e
h
m

(1+|x| 1s )

)

= C
m

h(1 + |x| 1s )
1

e
h
m

(
e

h
m − 1

e
h
m
|x| 1s

)
= C

m

h(1 + |x| 1s )
1

e
h
m

e
h
m e

h
m
|x| 1s − 1

e
h
m
|x| 1s

≤ C
m

h

1

e
h
m

((e
h
m )2 − 1)

1

e
h
m
|x| 1s

≤ C

eh2|x|
1
s
,

za svako h2 = h
m

< h

2
1
s
.
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Posmatrajmo integral I2, za |x| > 1. Važi

I2 ≤ C

∫ +∞

1

da

a

∫ +∞

−∞
| 1

eh| b
1+a

| 1s
|| 1

eh|a+ 1
a
| 1s
|1
a
| 1

eh|x−b
a
| 1s
| db

≤ C

∫ +∞

1

1

eh|a+ 1
a
| 1s

da

∫ +∞

−∞

1

a
| 1

e
h
2
| b
a
| 1s
|1
a
| 1

e
h
2
|x−b

a
| 1s
| db

= C

∫ +∞

1

1

eh|a+ 1
a
| 1s

da

∫ +∞

−∞
Da

( 1

e
h
2
|b| 1s

)
Da

( 1

e
h
2
|x−b| 1s

)
db

= C

∫ +∞

1

1

eh|a+ 1
a
| 1s

(Da

( 1

e
h
2
|b| 1s

) ∗Da

( 1

e
h
2
|b| 1s

)
)(x) da

= C

∫ +∞

1

1

eh|a+ 1
a
| 1s

Da(
1

e
h
2
|b| 1s

∗ 1

e
h
2
|b| 1s

)(x) da.

Iz leme 6.3.1 sledi da za svako h3 < h važi

I2 ≤ C

∫ +∞

1

1

eh|a+ 1
a
| 1s

Da

( 1

eh3|x|
1
s

)
da.

Smenom promenljive a′ =
1

a
i preimenovanjem promenljive a′ u a, koristeći

teoremu o srednjoj vrednosti, dobijamo da postoji θ ∈ (0, 1) za koje je

I2 ≤ C

∫ 1

0

1

eh|a+ 1
a
| 1s

1

eh3|ax| 1s
da

a
= C

1

eh3|θx| 1s

∫ 1

0

1

eh|a+ 1
a
| 1s

da

a
=

C

eh3θ
1
s |x| 1s

.

Dakle, I2 ≤ C

eh4|x|
1
s
, za svako h4 < hθ

1
s .

Konačno, (6.12) važi za svako h̃ < l h, gde je l = min{θ 1
s ,

1

2
1
s

}. �

Teorema 6.3.5 Pretpostavimo da τ ∈ Ss(H) i da postoje h,C > 0 tako da
važi

|ĝ(ξ)| ≤ C

eh|ξ+ 1
ξ
| 1s

, ξ > 0.

Tada postoje h̃ < h i C > 0 za koje je

(6.13) |M̂gτ(ξ)| ≤ C

eh̃|ξ+ 1
ξ
| 1s

, ξ > 0.
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Dokaz. Iz (2.8), uz smenu
b

1 + a
= b′, imamo da je

|M̂gτ(ξ)| ≤
∫ +∞

0

da

a

∫ +∞

−∞
|τ(b, a)| |ĝ(aξ)| db

≤ C

∫ +∞

0

da

a

∫ +∞

−∞

1

eh(
|b|

1+a
)
1
s

1

eh(a+ 1
a
)
1
s

1

eh(aξ+ 1
aξ

)
1
s

db

≤ C

∫ +∞

0

a + 1

a

1

eh(a+ 1
a
)
1
s

1

eh(aξ+ 1
aξ

)
1
s

da

∫ +∞

−∞

1

eh|b| 1s
.db

Integral

∫ +∞

−∞

1

eh|b| 1s
db konvergira, pa dalje imamo da je

|M̂hτ(ξ)| ≤ C

∫ 1

0

a + 1

a

1

eh(a+ 1
a
)
1
s

1

eh(aξ+ 1
aξ

)
1
s

da

+C

∫ +∞

1

a + 1

a

1

eh(a+ 1
a
)
1
s

1

eh(aξ+ 1
aξ

)
1
s

da = I1 + I2.

Posmatrajmo prvo integral I1, za 0 < ξ ≤ 1. Postupkom videnim u teoremi
6.3.2 dobijamo da je

I1 ≤ 2C

∫ 1

0

1

a

1

eh(a+ 1
a
)
1
s

1

eh(aξ+ 1
aξ

)
1
s

da ≤ C

e
h 1

ξ
1
s

∫ 1

0

1

a

1

eh(a+ 1
a
)
1
s

da

≤ C

e
h 1

ξ
1
s

∫ 1

0

1

a2

1

eh(a+ 1
a
)
1
s

da ≤ C

eh| 1
ξ
| 1s
≤ C

e
h
2
|ξ+ 1

ξ
| 1s

.

U slučaju kada je ξ > 1 u integralu I1 koristimo teoremu o srednjoj
vrednosti. Dakle, postoji θ1 ∈ (0, 1) tako da je

I1 ≤ 2C

∫ 1

0

1

a

1

eh(a+ 1
a
)
1
s

1

eh(aξ+ 1
aξ

)
1
s

da

= 2C
1

e
h(θ1ξ+ 1

θ1ξ
)
1
s

∫ 1

0

1

a

1

eh(a+ 1
a
)
1
s

da ≤ C

eθ
1
s
1 hξ

1
s

=
C

eh1|ξ|
1
s
≤ C

e
h1
2
|ξ+ 1

ξ
| 1s

,

za h1 = θ
1
s
1 h < h.
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Posmatrajmo sada integral I2. Pretpostavimo li da je ξ > 1 imamo da je

I2 ≤ 2C

∫ +∞

1

1

eh(a+ 1
a
)
1
s

1

eh(aξ+ 1
aξ

)
1
s

da.

Kao u teoremi 6.3.2, dobijamo da je I2 ≤ C

e
h
2
|ξ+ 1

ξ
| 1s

.

U slučaju kada je ξ < 1 iz teoreme o srednjoj vrednosti sledi da postoji
θ2 ∈ (0, 1) za koje je

I2 = C

∫ 1

0

1 + a′

(a′)2

1

eh(a′+ 1
a′ )

1
s

1

eh( ξ
a′+

a′
ξ

)
1
s

da′

≤ C

∫ 1

0

1 + a′

(a′)2

1

eh(a′+ 1
a′ )

1
s

1

eh(a′)
1
s (ξ+ 1

ξ
)
1
s

da′

= C
1

eθ
1
s
2 h(ξ+ 1

ξ
)
1
s

∫ 1

0

1 + a′

(a′)2

1

eh(a′+ 1
a′ )

1
s

da′ ≤ C

eh2|ξ+ 1
ξ
| 1s

,

gde je h2 = θ
1
s
2 h < h.

Konačno, procenu (6.13) dobijamo za h̃ = l h, gde je l = min{1

2
,
θ

1
s
1

2
, θ

1
s
2 }. �

Na osnovu teorema 6.3.4 i 6.3.5 dokazuje se sledeći rezultat.

Teorema 6.3.6 Neka g ∈ Ss
+(R), τ ∈ Ss(H). Tada je preslikavanje

M : Ss
+(R)× Ss(H) 7→ Ss

+(R)

dato sa
M : (g, τ) 7→ Mgτ

neprekidno.

Dokaz. Za g ∈ Ss
+(R) i τ ∈ Ss(H) postoje h,C > 0 tako da važi

|g(x)| ≤ C

eh|x| 1s
, x ∈ R, |ĝ(ξ)| ≤ C

eh|ξ+ 1
ξ
| 1s

, ξ > 0,

|τ(b, a)| ≤ C
1

eh| b
1+a

| 1s
1

eh|a+ 1
a
| 1s

, (b, a) ∈ H,
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tj. ispunjeni su uslovi teorema 6.3.4 i 6.3.5, pa postoje h̃ < h i C > 0 takvi
da je

|Mgτ(x)| ≤ C

eh̃|x| 1s
, x ∈ R i |M̂gτ(ξ)| ≤ C

eh̃|ξ+ 1
ξ
| 1s

, ξ > 0,

čime je pokazano da je preslikavanje M dobro definisano. Štavǐse, iz

sup
x∈R

eh̃|x| 1s |Mgτ(x)| ≤ C sup
x∈R

eh|x| 1s |g(x)| sup
(b,a)∈H

eh| b
1+a

| 1s eh|a+ 1
a
| 1s |τ(b, a)|

sup
ξ>0

eh̃|ξ+ 1
ξ
| 1s |M̂gτ(ξ)| ≤ C sup

ξ>0
eh|ξ+ 1

ξ
| 1s |ĝ(ξ)| sup

(b,a)∈H
eh| b

1+a
| 1s eh|a+ 1

a
| 1s |τ(b, a)|,

sledi da je

‖Mgτ‖Ss
+(R) ≤ C‖g‖Ss

+(R)‖τ‖Ss(H),

odnosno da je M neprekidno preslikavanje. �

6.4 Neprekidnost malotalasne transformacije

U ovom poglavlju se navodi preciznija procena malotalasne transformacije
koja obuhvata i procene izvoda u kodomenu.

Neka je s > 1. Podsetimo se, prostoru Ss
+(R) pripadaju progresivne

funkcije f ∈ C∞(R) takve da postoje C, h > 0 za koje važi

sup
x∈R

|x|α|f (β)(x)| ≤ Chα+βα!sβ!s, za svako α, β ∈ N0.

Prostor Ss
+(R) je induktivna granica lokalno konveksnih prostora Ss,h

+ (R)
definisanih preko familije seminormi

‖ ϕ ‖n= sup
α,β∈N

‖ xαϕ(β)(x) ‖∞
(h + 1

n
)α+βα!sβ!s

.

Niz {φν}ν∈N ⊂ Ss
+(R) teži nuli u Ss

+(R) ako postoji h > 0 tako da

‖ φν ‖Sh̃,s
+ (R)

→ 0, kada ν →∞, za svako h̃ > h.
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Definicija 6.4.1 Funkcija τ ∈ C∞(H) pripada prostoru Ss,h(H) ako je

‖ τ ‖Ss,h(H)= sup
l,k,α,β∈N

‖ (a + 1
a
)l (1 + |b|2) k

2 ∂α
a ∂β

b τ(b, a) ‖∞
hl+k+α+βl!sk!sα!sβ!s

< ∞.

Prostoru Ss(H) pripadaju funkcije τ ∈ C∞(H) takve da postoje C, h > 0
za koje važi

sup
(b,a)∈H

(a +
1

a
)l (1 + |b|2) k

2 |∂α
a ∂β

b τ(b, a)| ≤ Chl+k+α+βl!sk!sα!sβ!s,

za svako l, k, α, β ∈ N0.

Ako je h1 < h2 tada je Ss,h1(H) ⊂ Ss,h2(H). Prostor Ss(H) je induktivna
granica (h → ∞) prostora Ss,h(H). Niz {φν}ν∈N ⊂ Ss(H) teži nuli u Ss(H)
ako postoji h > 0 tako da

‖ φν ‖Ss,h̃(H)→ 0, kada ν →∞, za svako h̃ > h.

Malotalasnu transformaciju funkcije f ∈ Ss
+(R), u odnosu na mali talas

g ∈ Ss
+(R) definǐsemo na uobičajen način:

(6.14) Wgf(b, a) = 〈f(x),
1

a
ḡ(

x− b

a
)〉 =

∫

R
f(x)

1

a
ḡ(

x− b

a
) dx.

Neka g ∈ Ss
+(R). Inverzna malotalasna transformacija Mg funkcije τ ∈

Ss(H) u odnosu na g data je sa

(Mgτ)(x) =

∫ +∞

0

da

a

∫ +∞

−∞
τ(b, a)

1

a
g(

x− b

a
) db, x ∈ R.

Teorema 6.4.1 Neka je fiksiran analizirajući mali talas g ∈ Ss
+(R). Presli-

kavanje Wg : Ss
+(R) → S 5

2
s(H) (f 7→ Wgf) je neprekidno.

Dokaz. Neka f ∈ Ss
+(R). Pokažimo da postoje C, h̃ > 0, s̃ > 1 tako da

važi

(6.15) sup
(b,a)∈H

(a +
1

a
)l (1 + |b|2) k

2 |∂α
a ∂β

bWgf(b, a)| ≤ C h̃l+k+α+β l!s̃ k!s̃ α!s̃ β!s̃,
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za svako l, k, α, β ∈ N0. Za α, β ∈ N0, (b, a) ∈ H posmatramo operator

Fα,β(b, a) = ∂α
a ∂β

b

( ∫

R
f(x)

1

a
ḡ
(x− b

a

)
dx

)

= ∂α
a ∂β

b

( ∫

R
f(ta + b) ḡ(t) dt

)
=

∫

R
∂α

a

(
f (β)(ta + b)

)
ḡ(t) dt

=

∫

R
f (α+β)(ta + b) tαḡ(t) dt =

∫

R
f (α+β)(u + b)

(u

a

)α 1

a
ḡ

(u

a

)
dt.

Dokaz ćemo izvesti u tri koraka u kojima pokazujemo da za svako l, k, α, β ∈
N0 važe sledeće nejednakosti:

(6.16) sup
(b,a)∈H

al Fα,β(b, a) ≤ C h̃l+k+α+β l!s̃ k!s̃ α!s̃ β!s̃,

(6.17) sup
(b,a)∈H

1

al
Fα,β(b, a) ≤ C h̃l+k+α+β l!s̃ k!s̃ α!s̃ β!s̃,

(6.18) sup
(b,a)∈H

(1 + |b|2) k
2 Fα,β(b, a) ≤ C h̃l+k+α+β l!s̃ k!s̃ α!s̃ β!s̃.

Primetimo da je u procenama (6.16), (6.17) i (6.18) dovoljno posmatrati
ponašanja parametra a u beskonačnosti, a u nuli i b u beskonačnosti, respek-
tivno, pa možemo pretpostaviti da je a > 1, a < 1 i b > 1, respektivno.

Pokažimo nejednakost (6.18). Nakon kratkog računa (videti dokaz teo-
reme 2.3.1), za velike vrednosti parametra b, dobijamo da je

(1 + |b|2) k
2 Fα,β(b, a) ≤ (1 + |b|2) k

2 |
∫ ∞

0

ωα+β eibωf̂(ω) ¯̂g(α)(aω) dω|

≤ (1 + |b|2) k
2 |

∫ ∞

0

∂k
ω (eibω)

(ib)k
ωα+β f̂(ω) ¯̂g(α)(aω) dω|

≤ C

∫ ∞

0

|eibω||∂k
ω

(
ωα+β f̂(ω) ¯̂g(α)(aω)

)
| dω

≤ C

k∑
j=0

(
k

j

) ∫ ∞

0

|∂k−j
ω

(
ωα+β f̂(ω)

)
| |∂j

ω

(
¯̂g(α)(aω)

)
| dω
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≤ C

k∑
j=0

(
k

j

) k−j∑
r=0

(
k − j

r

) ∫ ∞

0

|∂k−j−r
ω

(
ωα+β

)
∂r

ω

(
f̂(ω)

)
|

aj|
(
¯̂g(α+j)(aω)

)
| dω

≤ C

k∑
j=0

(
k

j

) k−j∑
r=0

(
k − j

r

)( ∫ 1

0

+

∫ ∞

1

) (α + β)!

(α + β − k + j + r)!
ωα+β−k+j+r

|f̂ (r)(ω)| aj|
(
¯̂g(α+j)(aω)

)
| dω = C

k∑
j=0

(
k

j

) k−j∑
r=0

(
k − j

r

)
(I1 + I2).

Dajemo prvo procenu za integral I2, pri čemu koristimo poznatu nejednakost
(α + β)! ≤ 2α+βα! β!. Važi

I2 ≤
∫ ∞

1

(α + β)!
2

1 + ω2
ωα+β+2 |f̂ (r)(ω)| ajωj|

(
¯̂g(α+j)(aω)

)
| dω

≤ C (α + β)! hα+β+2 (α + β + 2)!s hr r!s hj j!s hα+j (α + j)!s
∫ ∞

1

dω

1 + ω2

≤ C(s, h)h2α+β+2j+r2s(2α+β+j)+α+βα!2s+1β!s+1r!sj!2s.

Pri proceni integrala I1 koristimo Tejlorovu formulu i činjenicu da je f̂ (n)(0) =
0, n ∈ N. Važi

I1 ≤
∫ 1

0

(α + β)!ωα+β−k+j+r
[ j−1∑

m=0

| f̂
(r+m)(0)

m!
ωm|

+| f̂
(r+j)(θ)

j!
ωj|

]
aj ¯̂g(α+j)(aω)| dω

≤ (α + β)!hr+j(r + j)!shjj!shα+j(α + j)!s
∫ 1

0

ωα+β−k+j+r dω

≤ C2α+βα!β!hr+j2s(r+j)r!sj!shjj!shα+j2s(α+j)α!sj!s

≤ C2s(α+r+2j)+α+βhα+r+3jα!s+1β!r!sj!3s.

Sada je

I1 + I2 ≤ C(s, h)h2α+β+r+3j2s(2α+β+r+2j)+α+βα!2s+1β!s+1r!sj!3s,
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odnosno

(1 + |b|2) k
2 Fα,β(b, a) ≤ C(s, h)

k∑
j=0

(
k

j

) k−j∑
r=0

(
k − j

r

)
h2α+β+r+3j

2s(2α+β+r+2j)+α+βα!2s+1β!s+1r!sj!3s

(6.19) ≤ C(s, h)h2α+β+3k2s(2α+β+2k)+α+β+2kα!2s+1β!s+1k!4s.

Koristeći slične argumente, pokažimo nejednakost (6.16) za a > 1. Pola-
zimo od nejednakosti

alFα,β(b, a) ≤ ( ∫ 1

0

+

∫ ∞

1

)
ωα+β|f̂(ω)|al|¯̂g(α)(aω)| dω = I1 + I2.

Procenimo prvo integral I2 :

I2 ≤
∫ ∞

1

2

1 + ω2
ωα+β+2|f̂(ω)|alωl|¯̂g(α)(aω)| dω

≤ Ch2α+β+l+2(α + β + 2)!sl!sα!s
∫ ∞

1

dω

1 + ω2

≤ C(h, s)h2α+β+l2s(α+β)α!2sβ!sl!s.

Pri proceni integrala I1 koristimo Tejlorovu formulu (θ ∈ (0, 1)), odakle sledi

I1 ≤
∫ 1

0

ωα+β |f̂ (l)(θ)|
l!

ωlal|¯̂g(α)(aω)| dω ≤ Chα+2ll!2s−1α!s.

Dakle,

(6.20) alFα,β(b, a) ≤ C(h, s)h2α+β+2l2s(α+β)α!2sβ!sl!2s−1.

Pokažimo nejednakost (6.17) za 0 < a < 1. Važi

1

al
Fα,β(b, a) =

1

al
|
∫

R
f (α+β)(ax + b)xαḡ(x) dx|

=
1

al
|
∫

R

[ l−1∑
m=0

f (α+β+m)(b)

m!
(ax)m +

f (α+β+l)(θ)

l!
(ax)l

]
xαḡ(x) dx|
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≤ C

∫

R

1

1 + |x|2
|f (α+β+l)(θ)|

l!
|x|α+l+2|ḡ(x)| dx

≤ Ch2α+β+2l+2(α + β + l)!s
1

l!
(α + l + 2)!s

∫

R

1

1 + |x|2 dx

(6.21) ≤ C(h, s)h2α+β+2l2s(2α+β+2l)α!2sβ!sl!2s−1.

Kako je (a + 1
a
)l ≤ C(al + 1

al ) iz (6.19), (6.20) i (6.21) sledi

(a +
1

a
)l(1 + |b|2) k

2 F 2
α,β(b, a) ≤ C(h, s)h4α+2β+2l+3k

2s(4α+2β+2l+2k)+α+β+2kα!4s+1β!2s+1l!2s−1k!4s,

odnosno za h̃ = max{h4, 24s} i za s̃ = 4s + 1, važi

(6.22) (a+
1

a
)l(1+ |b|2) k

2 F 2
α,β(b, a) ≤ C(h, s)h̃α+β+l+kα!s̃β!s̃l!s̃k!s̃, (b, a) ∈ H,

za svako α, β, l, k ∈ N0.
Ako u (6.22) stavimo vrednosti 2l i 2k umesto l i k i korenujemo obe

strane nejednakosti, dobijamo

(a +
1

a
)l(1 + |b|2) k

2 Fα,β(b, a) ≤ C(h, s)h̃
α
2
+β

2
+l+kα!s̃β!s̃(2l)!

s̃
2 (2k)!

s̃
2

≤ C(h, s)h̃
α
2
+β

2
+2l+2kα!s̃β!s̃l!s̃k!s̃,

za svako (b, a) ∈ H, odnosno da važi (6.15). �

Teorema 6.4.2 Neka je fiksiran analizirajući mali talas g ∈ Ss
+(R). Presli-

kavanje Mg : Ss(H) → S5s
+ (R)(τ 7→ Mgτ) je neprekidno.

Dokaz. Neka α, β ∈ N0. Pokažimo da postoje C, h̃ > 0 i s̃ > 1 tako da je

(6.23) (1 + |x|2)α
2 |∂β

x

(Mgτ(x)
)| ≤ Ch̃α+βα!s̃β!s̃, x ∈ R.

Neka α, β ∈ N0. Dovoljno je pokazati da (6.23) važi za velike vrednosti x :

(1 + |x|2)α
2 |∂β

x

(Mgτ(x)
)|

= (1 + |x|2)α
2 |∂β

x

∫ ∞

0

∫ ∞

−∞
τ(b, a)

1

a
ḡ(

x− b

a
) db

da

a
|
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= (1 + |x|2)α
2 |∂β

x

∫ ∞

0

∫ ∞

−∞
τ(x− b, a)

1

a
ḡ(

b

a
) db

da

a
|

≤ (1 + |x|2)α
2 |

∫ ∞

0

∫ ∞

−∞
∂β

b τ(x− b, a)
1

a
ḡ(

b

a
) db

da

a
|

≤ (1 + |x|2)α
2 |

∫ ∞

0

∫ ∞

0

ξβ τ̂(−ξ, a)e−ixξ ¯̂g(aξ) dξ
da

a
|

≤ (1 + |x|2)α
2 |

∫ ∞

0

∫ ∞

0

∂α
ξ e−ixξ

(−ix)α
ξβ τ̂(−ξ, a)¯̂g(aξ) dξ

da

a
|

≤ C

∫ ∞

0

∫ ∞

0

|∂α
ξ

(
ξβ τ̂(−ξ, a)¯̂g(aξ)

)
| dξ

da

a

≤ C

∫ ∞

0

∫ ∞

0

|
α∑

k=0

(
α

k

)
∂α−k

ξ

(
ξβ τ̂(−ξ, a)

)
∂k

ξ

(
¯̂g(aξ)

)
| dξ

da

a

≤ C

∫ ∞

0

∫ ∞

0

|
α∑

k=0

(
α

k

) α−k∑
j=0

(
α− k

j

)
∂α−k−j

ξ

(
ξβ

)

∂j
ξ

(
τ̂(−ξ, a)

)
∂k

ξ

(
¯̂g(aξ)

)
| dξ

da

a

≤ C

α∑

k=0

(
α

k

) α−k∑
j=0

(
α− k

j

) ∫ ∞

0

∫ ∞

0

β!

(β − α + k + j)!
ξβ−α+k+j

|∂j
ξ τ̂(−ξ, a)|ak|¯̂g(k)(aξ)| dξ

da

a

≤ C

α∑

k=0

(
α

k

) α−k∑
j=0

(
α− k

j

)( ∫ ∞

0

∫ 1

0

+

∫ ∞

0

∫ ∞

1

)
β!ξβ−α+k+j

|∂j
ξ τ̂(−ξ, a)|(a +

1

a
)k+1|¯̂g(k)(aξ)| dξ

da

1 + a2

= C

α∑

k=0

(
α

k

) α−k∑
j=0

(
α− k

j

)(
I1 + I2

)
.

Procenimo prvo integral I1 :

I1 ≤ hj+2k+12s(k+1)β!j!sk!2s

∫ ∞

0

∫ 1

0

ξβ−α+k+j dξ
da

1 + a2
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≤ C(h, s)hj+2k2skβ!j!sk!2s.

Dalje je

I2 ≤
∫ ∞

0

∫ ∞

1

β!ξβ+k+j+2|∂j
ξ τ̂(−ξ, a)|(a +

1

a
)k+1|¯̂g(k)(aξ)| dξ

1 + ξ2

da

1 + a2

≤ hβ+3k+2j+32s(β+2k+j+3)β!s+1k!3sj!2s2!s
∫ ∞

0

∫ ∞

1

dξ

1 + ξ2

da

1 + a2

≤ C(h, s)hβ+3k+2j2s(β+2k+j)β!s+1k!3sj!2s.

Sada je
α∑

k=0

(
α

k

) α−k∑
j=0

(
α− k

j

)(
I1 + I2

)

≤
α∑

k=0

(
α

k

) α−k∑
j=0

(
α− k

j

)
C(h, s)hβ+3k+2j2s(β+2k+j)β!s+1k!3sj!2s

≤ C(h, s)hβ+5α2s(β+3α)β!s+1α!5s

α∑

k=0

(
α

k

) α−k∑
j=0

(
α− k

j

)

≤ C(h, s)hβ+5α2s(β+3α)+2αβ!s+1α!5s

≤ C(h, s)hβ+5α2s(β+5α)β!s+1α!5s.

Konačno, za h̃ = max{h5, 25s}, s̃ = 5s dobijamo da je

(1 + |x|2)α
2 |∂β

x

(Mgτ(x)
)| ≤ C(h, s)h̃α+βα!s̃β!s̃, x ∈ R. �

Definǐsimo prostore Ss
−(R) i Ss

0(R), s > 1, na sledeći način:

f(x) ∈ Ss
−(R) ⇔ f(−x) ∈ Ss

+(R), Ss
0(R) = Ss

+(R)⊕ Ss
−(R).

Sa (6.14) definǐsemo malotalasnu transformaciju u ovim prostorima, pri čemu
f i g pripadaju prostoru Ss

−(R), odnosno Ss
0(R).

Lako se pokazuje da tvrdenja teorema 6.4.1 i 6.4.2 važe ako umesto pro-
stora Ss

+(R) posmatramo Ss
−(R).

Neka f, g ∈ Ss
0(R). Tada postoje f+, g+ ∈ Ss

+(R) i f−, g− ∈ Ss
−(R) tako

da je f = f+ + f− i g = g+ + g−. Dalje, za (b, a) ∈ H je

Wgf(b, a) = Wg++g−(f+ + f−)(b, a)
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= Wg+f+(b, a) +Wg+f−(b, a) +Wg−f+(b, a) +Wg−f−(b, a).

S obzirom da su f+ i g+ progresivne, a f− i g− regresivne funkcije imamo da
je Wg+f−(b, a) = Wg−f+(b, a) = 0. Dakle,

Wgf(b, a) = Wg+f+(b, a) +Wg−f−(b, a),

pa zaključujemo da tvrdenje teoreme 6.4.1 važi i za elemente prostora Ss
0(R).

Analogno, i tvrdenje teoreme 6.4.2 važi za Ss
0(R).

6.5 Malotalasna transformacija temperiranih

ultradistribucija

Iz teorema 6.4.1 i 6.4.2 sledi da je za proučavanje malotalasne i in-
verzne malotalasne transformacije temperiranih ultradistribucija prirodno
uvesti prostore S(1,∞)

+ (R) i S(1,∞)(H) na sledeći način:

f ∈ S(1,∞)
+ (R) ⇔ postoji s > 1 tako da f ∈ Ss

+(R) i

f ∈ S(1,∞)(H) ⇔ postoji s > 1 tako da f ∈ Ss(H),

odnosno

S(1,∞)
+ (R) =

⋃
s>1

Ss
+(R) i S(1,∞)(H) =

⋃
s>1

Ss(H).

Prostori S(1,∞)
− (R) i S(1,∞)

0 (R) su dati sa:

f(x) ∈ S(1,∞)
− (R) ⇔ f(−x) ∈ S(1,∞)

+ (R) i

S(1,∞)
0 (R) = S(1,∞)

+ (R)⊕ S(1,∞)
− (R).

Teorema 6.5.1 Za fiksirano g ∈ S(1,∞)
0 (R) malotalasna transformacija:

Wgf(b, a) = 〈f(x),
1

a
ḡ(

x− b

a
)〉 =

∫

R
f(x)

1

a
ḡ(

x− b

a
) dx, (b, a) ∈ H

je neprekidno preslikavanje iz S(1,∞)
0 (R) u S(1,∞)(H).
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Dokaz. Pokažimo prvo da je na ovaj način malotalasna transformacija
dobro definisana. Za f, g ∈ S(1,∞)

0 (R) postoje s1 i s2 takvi da f ∈ Ss1
0 (R)

i g ∈ Ss2
0 (R), odnosno f, g ∈ Ss

0(R), za s = max{s1, s2}. Iz dokaza teoreme
6.4.1 sledi da postoje h̃, C > 0 i s̃ > 1 tako da je

sup
(b,a)∈H

(a +
1

a
)l (1 + |b|2) k

2 |∂α
a ∂β

bWgf(b, a)| ≤ C h̃l+k+α+β l!s̃ k!s̃ α!s̃ β!s̃,

za svako l, k, α, β ∈ N0. Dakle,Wgf ∈ S s̃(H) odakle sledi daWgf ∈ S(1,∞)(H).
Preslikavanje Wg :

⋃
s>1 Ss

0(R) → ⋃
s>1 Ss(H) je neprekidno ako i samo

ako je za svako s > 1 restrikcija Wg : Ss
0(R) → ⋃

s>1 Ss(H) neprekidno
preslikavanje. Pokažimo da za svaku okolinu nule U u

⋃
s>1 Ss(H) postoji

okolina nule V u Ss
0(R) tako da je Wg(V ) ⊂ U. Iz dokaza teoreme 6.4.1 sledi

da za svako s > 1 postoji s̃ > 1 tako da je preslikavanje Wg : Ss
0(R) → S s̃(H)

neprekidno. Neka je U okolina nule u
⋃

s>1 Ss(H). Tada je W = U ∩ S s̃(H)
okolina nule u S s̃(H) i za nju znamo da postoji okolina nule V u Ss

0(R) tako
da je Wg(V ) ⊂ W ⊂ U. �

Teorema 6.5.2 Za fiksirano g ∈ S(1,∞)
0 (R) inverzna malotalasna transfor-

macija:

Mgτ(x) =

∫ +∞

0

da

a

∫ +∞

−∞
τ(b, a)

1

a
g(

x− b

a
) db, x ∈ R

je neprekidno preslikavanje iz S(1,∞)(H) u S(1,∞)
0 (R).

Dokaz. Za g ∈ S(1,∞)
0 (R) i τ ∈ S(1,∞)(H) postoje s1 i s2 tako da g ∈

Ss1
0 (R) i τ ∈ Ss2(H), tj. g ∈ Ss

0(R), τ ∈ Ss(H), za s = max{s1, s2}. Iz dokaza
teoreme 6.4.2 sledi da postoje h̃, C > 0 i s̃ > 1 tako da je

sup
x∈R

(1 + |x|2)α
2 |∂β

x

(Mgτ(x)
)| ≤ Ch̃α+βα!s̃β!s̃,

za svako α, β ∈ N0, tj. da Mgτ ∈ S s̃
0(R), a time i Mgτ ∈ S(1,∞)

0 (R).
Preslikavanje Mg :

⋃
s>1 Ss(H) → ⋃

s>1 Ss
0(R) je neprekidno ako i samo

ako je za svako s > 1 restrikcija Mg : Ss(H) → ⋃
s>1 Ss

0(R) neprekidno
preslikavanje. Pokažimo da za svaku okolinu nule U u

⋃
s>1 Ss

0(R) postoji
okolina nule V u Ss(H) tako da je Mg(V ) ⊂ U. Iz dokaza teoreme 6.4.2 sledi
da za svako s > 1 postoji s̃ > 1 tako da je preslikavanje Mg : Ss(H) → S s̃

0(R)
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neprekidno. Neka je U okolina nule u
⋃

s>1 Ss
0(R). Tada je W = U ∩ S s̃

0(R)
okolina nule u S s̃

0(R) i za nju znamo da postoji okolina nule V u Ss(H) tako
da je Mg(V ) ⊂ W ⊂ U. �

Ukoliko u dokazu teoreme 2.2.4 argument polinomne ograničenosti za-
menimo sa skoro eksponencijalnom ograničenošću dobijamo da teorema 2.2.4
važi i za elemente prostora S(1,∞)(R), odakle sledi naredna teorema.

Teorema 6.5.3 Neka je g ∈ S(1,∞)(R) prihvatljiv mali talas. Tada je
1

cg

MgWg identično preslikavanje na S(1,∞)(R).

Da bi se uvela definicija malotalasne transformacije ultradistribucija, pri-
metimo da za g, s ∈ S(1,∞)

0 (R), τ ∈ S(1,∞)(H) važi

〈Wgs, τ〉 =

∫ +∞

0

∫ +∞

−∞
Wgs(b, a) τ(b, a) db

da

a

=

∫ +∞

0

∫ +∞

−∞

( ∫ +∞

−∞
s̄(t)

1

a
g(

t− b

a
) dt

)
τ(b, a) db

da

a

=

∫ +∞

−∞
s̄(t)

( ∫ +∞

0

∫ +∞

−∞
τ(b, a)

1

a
g
(t− b

a

)
db

da

a

)
dt

=

∫ +∞

−∞
s̄(t)Mgτ(t) dt = 〈s,Mgτ〉.

Sa (S(1,∞)
0 (R))

′
i (S(1,∞)(H))

′
označavamo duale prostora S(1,∞)

0 (R) i S(1,∞)(H).
Važi

(6.24) (S(1,∞)
0 (R))

′ ∼=
⋂
s>1

(Ss
0(R))

′
.

Imamo da f ∈ (S(1,∞)
0 (R))

′
ako i samo ako važi sledeći uslov: ako niz

{φν}ν∈N ⊂ S(1,∞)
0 (R) konvergira ka nuli u S(1,∞)

0 (R) onda i 〈f, φν〉 teži nuli u

C. Takode, niz {fν}ν∈N ⊂ (S(1,∞)
0 (R))

′
konvergira ka nuli u (S(1,∞)

0 (R))
′
ako

i samo ako 〈fν , φ〉 teži nuli u C, za svako φ ∈ S(1,∞)
0 (R).

Definicija 6.5.1 Malotalasnu transformaciju f ∈ (S(1,∞)
0 (R))

′
u odnosu na

mali talas g ∈ S(1,∞)
0 (R) definǐsemo na sledeći način:

(6.25) 〈Wgf, τ〉 = 〈f,Mḡτ〉, τ ∈ S(1,∞)(H).
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Pokažimo da je na ovaj način malotalasna transformacija dobro definisa-
na. Za g ∈ S(1,∞)

0 (R) i τ ∈ S(1,∞)(H) je ḡ ∈ S(1,∞)
0 (R) i Mḡτ ∈ S(1,∞)

0 (R).

Dakle, na desnoj strani jednakosti (6.25) imamo delovanje f ∈ (S(1,∞)
0 (R))

′

na element test prostora.
Preciznije, postoji s > 1 tako da je g ∈ Ss

0(R) i τ ∈ Ss(H). Tada postoji s̃

tako daMḡτ ∈ S s̃
0(R), a kako f ∈ (S(1,∞)

0 (R))
′
iz (6.24) sledi da f ∈ (S s̃

0(R))
′
,

pa je (6.25) dobro definisano za svako τ ∈ S(1,∞)(H).

Teorema 6.5.4 Za fiksirano g ∈ S(1,∞)
0 (R) preslikavanjeWg : (S(1,∞)

0 (R))
′ →

(S(1,∞)(H))
′
je neprekidno.

Dokaz. Neka je {ην}ν∈N niz iz (S(1,∞)
0 (R))

′
koji konvergira ka nuli u

(S(1,∞)
0 (R))

′
, odnosno 〈ην , φ〉 teži nuli, za svako φ ∈ S(1,∞)

0 (R). Sada, za
svako τ ∈ S(1,∞)(H) i ν ∈ N važi

〈Wgην , τ〉 = 〈ην ,Mḡτ〉.

Kako Mḡτ ∈ S(1,∞)
0 (R) imamo da Wgην konvergira ka nuli u (S(1,∞)(H))

′
,

čime je pokazana tražena neprekidnost. �

Definicija 6.5.2 Neka g ∈ S(1,∞)
0 (R). Inverzna malotalasna transformacija

od Ω ∈ (S(1,∞)(H))
′
u odnosu na g definisana je na sledeći način:

(6.26) 〈MgΩ, φ〉 = 〈Ω, Wḡφ〉, φ ∈ S(1,∞)
0 (R).

Teorema 6.5.5 Za fiksirano g ∈ S(1,∞)
0 (R) preslikavanjeMg : (S(1,∞)(H))

′ →
(S(1,∞)

0 (R))
′
je neprekidno.

Dokaz. Neka je {Ων}ν∈N niz iz (S(1,∞)(H))
′

koji konvergira ka nuli u
(S(1,∞)(H))

′
, odnosno 〈Ων , τ〉 teži nuli, za svako τ ∈ S(1,∞)(H). Sada, za

svako φ ∈ S(1,∞)
0 (R) i ν ∈ N važi

〈MgΩν , φ〉 = 〈Ων , Wḡφ〉.
Kako Wḡφ ∈ S(1,∞)(H) imamo da MgΩν konvergira ka nuli u (S(1,∞)(R))

′
,

čime je pokazana neprekidnost . �

Teorema 6.5.6 Neka je g ∈ S(1,∞)(R) prihvatljiv mali talas. Tada je
1

cg

MgWg identično preslikavanje na (S(1,∞)(R))
′
.
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Dokaz. Iskoristimo li definicije malotalasne i inverzne malotalasne trans-
formacije u dualnim prostorima dobijamo da za svako η ∈ (S(1,∞)(R))

′
i svako

φ ∈ S(1,∞)(R) važi

(MgWgη)(φ) = (Wgη)(Wḡφ) = η(MḡWḡφ).

Tvrdenje teoreme sledi iz teoreme 6.5.3. �
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[31] D. Kovačević, S. Pilipović, Structural Properties of the Spaces of Tem-
pered Ultradistributions, Complex Analysis and Generalized Functions,
Varna, Publ. House of the Bulg. Acad. Sci. (Sofia) (1993), 169–184.

[32] J. E. Littlewood, The Converse of Abel’s Theorem on Power Series,
Proc. London Math. Soc. 9 (1911), 434–448.

[33] S. ÃLojasiewicz, Sur la valeur et la limite d’une distribution en un point,
Studia Math. 16 (1957), 1–36.

[34] S. Mallat, A Wavelet Tour of Signal Processing, Acad. Press, San Diego,
CA, 1998.

[35] R. Meise, D. Vogt, Inroduction to Functional Analysis, Clarendon Press,
Oxford, 1997.

[36] Y. Meyer, Wavelets and Operators I, Cambridge Univ. Press, Cam-
bridge, 1992.

[37] Y. Meyer, Wavelets and Operators II, Cambridge Univ. Press, Cam-
bridge, 1992.



124 Bibliografija

[38] R. S. Pathak, Abelian Theorems for the Wavelet Transform, Wavelets
and Allied Topics, Narosa, New Delhi (2001), 63–71.

[39] R. S. Pathak, The Wavelet Transform of Distributions, Tohoku Math.
J. 56 (2004), 411–421.

[40] S. Pilipović, Tempered Ultradistributions, Boll. Un. Mat. Ital. 7 (1988),
235–251.

[41] S. Pilipović, On the Quasiasymptotic of Schwartz Distributions, Math.
Nachr. 137 (1988), 19–25.
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[49] S. Pilipović, N. Teofanov, Multiresolution Expansion, Approximation
Order and Quasiasymptotic Behavior of Tempered Distributions, J.
Math. Anal. Appl. 331 (2007), 455–471.
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završio osnovnu i srednju školu. Diplomirao je na Prirodno - matematičkom
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