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Glava 0

Predgovor

Abelova i Tauberova teorema, odnosno Tauberovi uslovi formulisani su
u drugoj polovini XIX i pocetkom XX veka u cilju proucavanja konvergen-
cije redova. Abel je konvergenciju reda )~ a, ispitivao preko uslova Abel
sumabilnosti datog reda, dok je Kosi doveo u vezu obi¢nu konvergenciju reda
> 5 an sa uslovom Cezaro sumabilnosti. Pokazano je da iz obiéne konver-
gencije sledi Abelova i Cezarova sumabilnost. Ovakav tip teorema nazvan
je Abelove teoreme. U opstem sluc¢aju, obrnuta tvrdenja ne vaze, odnosno
obi¢na konvergencija nije ekvivalentna konvergenciji u Abelovom, odnosno u
Cezarovom smislu. Tauber je pokazao da iz Abel sumabilnosti, uz dodatni
uslov na,, — 0, n — 00, sledi obi¢na konvergencija, dok je Landau pokazao
da iz Cezaro sumabilnosti, uz uslov |na,| < C, n — oo, sledi obi¢na kon-
vergencija. Ove teoreme su nazvane Tauberove teoreme, a dodatni uslovi
Tauberovi uslovi. Istorijski detalji u vezi sa Abelovim i Tauberovim teore-
mama mogu se pronadi u [30]. U disertaciji smo koristili teoreme Abelovog i
Tauberovog tipa za asimptotsku analizu temperiranih distribucija, u odnosu
na njihovu malotalasnu transformaciju.

Radovi u matematici i fizici u XIX veku su doveli do zakljucka da pojam
funkcije u klasicnom smislu nije dovoljan da se postave i resavaju matematicki
modeli koji opisuju fenomene iz prirode. Intuitivno je bilo jasno da po-
stoje zavisnosti medu velicinama koje nisu funkcije, a koje prirodno odgo-
varaju postavljenim problemima. Sa druge strane, veliki znacaj Laplasove
i Furijeove transformacije u inzenjerstvu je doveo do potrebe da se definisu
najsire klase prostora u kojima su navedene transformacije dobro definisane.
Konac¢no, primeceno je i da se pojam Rimanovog integrala ne slaze najbolje
sa nekim razvijenim matematickim izucavanjima, Sto je dovelo do uvodenja
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i razvoja Lebegovog integrala pocetkom XX veka. Lebegovim integralom je
moguce vrsiti integraciju nad sirom klasom funkcija, ¢ime je u¢injen jos jedan
korak ka uopstenju pojma funkcije.

Rad fizicara je bio veoma inspirativan za matematicare, pa je tako, tride-
setih godina XX veka, ¢uveni fizicar Dirak definisao Dirakovu delta funkciju.
Delta funkcija nije bila matematicki korektno definisana. Sa stanovista ma-
tematike Soboljev se smatra za osnivaca teorije uopstenih funkcija. On je
u radu na teoriji parcijalnih diferencijalnih jednacina, izvrsio generalizaciju
pojma funkcije uvodeéi pojam slabog izvoda i uopstene funkcije preko du-
alnosti. Konacno, kompletan teorijski prikaz teorije distribucija, u okviru
teorije lokalno konveksnih vektorsko topoloskih prostora, nacinio je Svarc
([57]) sredinom prethodnog veka. Posebno je znacajan prostor temperi-
ranih distribucija koji je invarijantan u odnosu na Furijeovu transformaciju.
Medutim, ¢injenica da je rast temperiranih distribucija polinomno ogranic¢en
¢ini temperirane distribucije neodgovaraju¢im za primenu u problemima u
kojima se posmatraju funkcije (skoro) eksponencijalnog rasta.

Teorija ultradistribucija ¢ini sastavni deo teorije distribucija ([26, 27, 28,
29]) i prosiruje rezultate o Svarcovim distribucijama na siru klasu objekata.
Posebno su istrazivane temperirane ultradistribucije kao uopstenje temperi-
ranih distribucija ([16, 25, 31, 40]). U [61] je prikazana prirodna veza izmedu
vremensko-frekvencijske analize i teorije temperiranih ultradistribucija.

Poznato je da, u opstem slucaju, nije moguce odrediti vrednost distribu-
cije u tacki. Jedan od nacina da se ona definise (ako je to moguée) je vred-
nost distribucije u tacki u smislu Lojasevica ([33], videti i primer 3.2.1).
Lojaseviceva vrednost distribucije u tacki je koriséena, na primer u resavanju
nekih problema Furijeove analize ([12, 64, 65, 66]). Prirodno uopstenje
ovog pojma je kvaziasimptotsko ponasanje distribucije. Kvaziasimptotsko
ponasanje je definisao Zavijalov ([78]), pri radu na kvantnoj teoriji polja.
Dalja istrazivanja u ovoj oblasti prikazana su u monografiji [70], autora
Vladimirova, Drozinova i Zavijalova. Takode, znacajni rezultati iz ove oblasti
su dati i u monografiji [47], autora Pilipovié¢a, Stankovica i Takacija. Kvazi-
asimptotika je primenjivana u teorijskim problemima matematicke fizike ([70,
72, 73]), kao i u ispitivanju integralnih transformacija u prostorima distribu-
cija, uglavnom iskazanog preko Abelovih i Tauberovih teorema ([7, 8, 47, 70,
71]). U [8, 13, 70, 74] kvaziasimptotika je koriséena u kvalitativnoj anali-
zi reSenja konvolucionih, integralnih i parcijalnih diferencijalnih jednacina.
Posebno je zanimljiva veza sa teorijom malih talasa ([49, 52, 54, 59, 75, 76]),
gde su malotalasne metode primenjivane pri ispitivanju asimptotskih osobina



distribucija.

Teorija malih talasa je moderna matematicka teorija, koja je od pio-
nirskog rada fizicara Grosmana i inzenjera Morlea ([18]) do danas dobila
potpunu teorijsku osnovu ([5, 36]) i primenjivana je u raznim teorijskim
problemima ([5, 20, 24, 36, 37]), signalnoj analizi ([34]) i mnogim drugim
mizacija FBI kartoteke, otklanjanje Suma u audio i video signalu, JPEG
kompresija slika itd.). U disertaciji ¢e se malotalasna transformacija ko-
ristiti pri ispitivanju kvaziasimptotskog ponasanja distribucija. Posebno,
definisacemo malotalasnu transformaciju na odgovarajuc¢em prostoru ultra-
distribucija i ispitati njene osobine.

Disertacija se sastoji od Sest glava. U prvoj glavi su navedeni osnovni
pojmovi teorije vektorsko topoloskih prostora, teorije distribucija i Furijeove
analize. U drugoj glavi su date definicije i svojstva malotalasne i inverzne
malotalasne transformacije u Lebegovom prostoru L?(R), a zatim i u odgo-
varaju¢im prostorima brzo opadaju¢ih funkcija. U poglavlju 2.3 je dat nov
dokaz za neprekidnost malotalasne i inverzne malotalasne transformacije u
prostorima brzo opadajucih funkcija, a u poglavlju 2.4 je definisana malota-
lasna transformacija temperiranih distribucija. Treca glava pocinje pregle-
dom regularno i sporo promenljivih funkcija, a zatim su navedene definicije
i strukturne teoreme za kvaziasimptotsko ponasanje distribucija u konaé¢noj
tacki i u beskonacnosti. Abelove i Tauberove teoreme za kvaziasimptotsko
ponasanje temperiranih distribucija u odnosu na njihovu malotalasnu trans-
formaciju su date u ¢etvrtoj, odnosno u petoj glavi disertacije. U Sestoj
glavi je definisana malotalasna transformacija u prostorima progresivnih ul-
tradiferencijabilnih funkcija i ispitana neprekidnost date transformacije. Do-
bijeni rezultati su iskoris¢eni u poglavlju 6.5 pri proucavanju malotalasne
transformacije temperiranih ultradistribucija.

Na kraju, zahvalio bih se mentorima dr Nenadu Teofanovu i akademiku
Stevanu Pilipovi¢u na stru¢noj pomoci i podrsci koje su mi svakodnevno
pruzali tokom izrade doktorske disertacije. Zahvaljujem se i dr Arpadu
Takaciju i dr Jassonu Vindasu na detaljno pro¢itanom radu i korisnim suge-
stijama. Veliku zahvalnost dugujem i profesorki srpske knjizevnosti i jezika
Aleksandri Kosti¢ za profesionalno obavljen lektorski deo posla.

Novi Sad, 27. avgust 2010. Dusan Raki¢
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Glava 1

Uvod

Da bi se lakse pratilo izlaganje osnovnih rezultata u disertaciji u ovoj glavi
se navode osnovne oznake, definicije i alatke koje ¢e se koristiti u nastavku.
Tako, u poglavlju 2.1, izmedu ostalog, navodimo osnovne pojmove lokalno
konveksnih vektorsko topoloskih prostora. U drugom poglavlju ove glave
uvode se prostori distribucija, a u poglavlju 2.3 se navode osnovna svojstva
Furijeove transformacije.

1.1 Osnovne oznake i pojmovi

Sa N, Z,R i C su oznaceni skupovi prirodnih, celih, realnih i kompleksnih
brojeva, respektivno. Takode, Ng = NU{0},Z_ = —N,R; = (0, +o0),R_ =
(—00,0),Rg =R\ {0},R; =[0,+00),R_ = (~00,0]. Zak <z <k+1,z¢
R,k € Ny, koristimo slede¢u oznaku |x| = k. Sa N*,Nj i R su oznaceni

skupovi uredenih n—torki (z1,zs,...,2,), gde su z;,1 < i < n, elementi

od N,Nj i R, respektivno. Sa H = R x R, se oznacava gornja poluravan

u R?% Za a = (a,qe,...,0,) € N0 w = (21,29,...,2,) € R" je |a| =
olal

ar gt dap, o =22 f ok 2k fO () = f(x).

0x{'0x3? ... 0xln
Dalje, navodimo neke od osnovnih pojmova i teorema teorije vektorsko
topoloskih prostora ([6, 22, 35, 62]).
Kolekcija O podskupova nepraznog skupa X je topologija na X ako i
samo ako su ispunjeni sledeci uslovi:
(O1) Prazan skup i skup X su u kolekciji O;
(02) Presek dva skupa iz O je takode u O;
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(O3) Unija proizvoljno mnogo skupova iz O je u O.

Skupove iz kolekcije O nazivamo otvoreni skupovi, a uredenu dvojku (X, O)
topoloski prostor. Skup je zatvoren ako je njegov komplement zatvoren skup.
Ako su O; i Oy topologije na skupu X i ako je O; C O,, onda je topologija
O, finija od topologije 01, odnosno topologija O je grublja od topologije
O,. Topoloski prostor (X, Q) je Hauzdorfov ako za svake dve razlicite tacke
a,b € X postoje disjunktni otvoreni skupovi O; i O, takvi da je a € O; i
b € Oy. Skup A C X je okolina tacke x € X ako i samo ako postoji otvoren
skup O € O takav da je € O C A. Familija skupova B(z) je baza okolina
tacke z € X ako i samo ako su ispunjeni slede¢i uslovi:

(BO1) Elementi kolekcije B(x) su okoline tacke z;

(BO2) Za svaku okolinu U tacke x postoji B C B(z) takav da je B C U.
Vektorski prostor L nad poljem R (ili C) snabdeven topologijom 7 je vek-
torsko topoloski prostor ako su sledeca preslikavanja neprekidna:

(r,y) —z+y (LxL—1L) i

(,z) »ax (R(C)x L — L).

Neka je X vektorski prostor nad poljem R (ili C). Skup A C X je konveksan
ako za svako z,y € A vazi

A+ (1-NyeA 0<A<1.

Neka je X vektorsko topoloski prostor. Skup B C X je ogranicen ako za
svaku okolinu nule U postoji A > 0, tako da je B C AU. Skup A C X je
zaokruzen ako je

ANACA, zasvako [N\ <1, A€ K.
Skup A C X je apsorbujuci ako
za svako z € X postoji skalar A > 0 tako da x € \A.

Vektorsko topoloski prostor je lokalno konveksan prostor ako ima bazu okolina
nule koju ¢ine konveksni skupovi. Realno vrednosna funkcija p na vektorskom
prostoru X je seminorma na X ako je:

(1)) plz+y) < p(x)+p(y), zasvako z,y€ X;

(17) p(ax)=|a|p(x), =zasvako = € X iza sve skalare a.

Neka je {p;} en familija seminormi na vektorskom prostoru X. Topologiju
7 definisemo preko familije seminormi tako sto B(0) ¢ine podskupovi od X
definisani sa

V=V (p1,p2,.- . Pni€1,€2, ... 6n) ={x € X 1 pp(x) < &g, 1 <k <n},
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gde su p1,pa, ..., p, proizvoljni elementi familije {p;}jen 1 €1,€2,...,€, Pro-
izvoljni pozitivni realni brojevi.
Vektorsko topoloski prostor je lokalno konveksan prostor ako i samo ako je
topologija vektorsko topoloskog prostora zadata familijom seminormi. Bac¢va
je konveksan, zaokruzen, apsorbujuci, zatvoren skup. Lokalno konveksan
prostor (L,T) je ba¢vast ako je skup svih ba¢vi u L baza okoline nule u 7.
Lokalno konveksan prostor (L, 7) je bornolosgki ako je svaki zaokruzen kon-
veksan podskup A C L, koji apsorbuje sve ogranicene skupove u L, okolina
nule u 7. Montelov prostor je lokalno konveksan prostor koji je Hauzdorfov
i bac¢vast, i u kojem je svaki zatvoren i ogranicen skup kompaktan. Freseov
prostor je kompletan i metrizabilan lokalno konveksan prostor.

Ako je X Freseov prostor indukovan familijom seminormi {p, },en, tada
je B C X ogranicen ako je svaka seminorma p,,n € N ogranicena na X, tj.
ako postoji M > 0 tako da je

po(z) < M, zasvako z € X.

Teorema 1.1.1 (Han-Banah) Neka je V' potprostor lokalno konveksnog pro-
stora X 1 neka je n linearan funkcional koji za neku seminormu p zadovoljava

(o) <p(g), VoeV.
Tada postoji funkcional f1 € X' koji je jednak sa f na V' i za koji je

[(fi, )| <py), VY eX.

Definicija 1.1.1 Neka su V 1 X wektorsko topoloski prostori takvi da je
V C X. Klasama ekvivalencije moduo V' elemenata x € X nazivamo skupove
oblika x +V ={y :y =z +v,v € V}. Skup klasa ekvivalencije je kolicnicki
prostor i oznacavamo ga sa X/V. On je takode vektorski prostor sa najfinijom
topologijom za koju su preslikavanja

o X—=>X/V,x—az+V,

neprekidna, tj. otvoreni skupovi su oblika U + V, gde je U otvoren skup u
topologigi prostora X.

Definicija 1.1.2 Neka je V C X. Polar skupa V, u oznaci VO, je skup svih
elemenata f € X' za koje je

[(f.o)l <1, YVoeV.
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Ako je V potprostor od X, tada je V° zatvoren potprostor od X' koji sadrzi
sve elemente f € X' za koje je

[(f, o)l =0, VeV

Ako je V potprostor lokalno konveksnog prostora X, koriste¢i Han-Bana-
hovu teoremu mozemo svaki neprekidan funkcional f : V' — C prosiriti na X,
do na elemente od V°. Dakle, u algebarskom smislu, mozemo identifikovati
V' sa X'/VY. Isto moZemo uéiniti i u topoloskom smislu, koristeé¢i narednu
teoremu [62].

Teorema 1.1.2 Neka je V' potprostor lokalno konveksnog prostora X sa in-
dukovanom topologijom i neka je VO polar od V. Tada je

Vi~ X' VO
ako je V' zatvoren u X (na X' posmatramo slabu topologiju,).

Teorema 1.1.3 (Banah-gtajnhaus) Neka je E bacvast vektorsko topoloski
prostor, F' lokalno konveksan prostor i H podskup prostora L(E, F'), prostora
neprekidnih linearnih preslikavanja prostora E u F. Tada su sledeci uslov
ekvivalentni:

(i) H je ogranicen u odnosu na topologiju tackaste konvergencije;

(1) H je ogranicen u odnosu na topologiju ogranicene konvergencije;

(111)) H je ravnomerno neprekidan skup.

Navedimo i osnovne pojmove iz teorije mere. Familija A koju ¢ine pod-
skupovi skupa X je o— algebra ako:

(1) X €A

(ii) ako A € Atadajei AY € A;

(7i1) ako A,Be€ Atadajei ANB € A;

(iv) ako {A,}nen C A tada jei U A, € A

neN

Mera na o— algebri A je preslikavanje u : A — [0, 00] takvo da, ako je FE
disjunktna unija skupova E, € A, n € N, tada je

plE) = 3 ulE).

neN



1.1. Osnovne oznake i pojmovi 11

Neka o—algebre A i B sadrze podskupove skupa X i Y, respektivno. Tada
je preslikavanje f : X — Y merljiva funkcija ako

f(B)€ A, zasvako B € B.
Ako je Y =R, odnosno f: X — R i vazi
{z: f(x) < a} € A, zasvako a € R,

tada je f aritmeticka merljiva funkcija. Ako neko svojstvo vazi na celom
skupu A, osim na podskupu od A koji je mere nula, tada za to svojstvo
kazemo da vazi skoro svuda na skupu A. Za funkcije f i g kazemo da su
jednake skoro svuda ako se razlikuju najvise na skupu mere 0.

Neka je X vektorski prostor. Preslikavanje || ||: X — R za koje vazi
(x,y € X,a € R):

(N1 [l = 0;

(N2) || = ||= 0 ako i samo ako je x = 0;

(N3) | ax|=|of [ = |;

(N4) ety <lal+lyl,
naziva se norma na X, a dvojka (X, || - ||) normiran vektorski prostor. Svaki
normiran prostor je lokalno konveksan prostor. Ako je normiran prostor
(X, ]| - |I) kompletan metricki prostor nazivamo ga Banahov prostor.

Neka su (X, || - ||x) i (Y,|| - |ly) normirani prostori. Linearno preslika-
vanje f : X — Y je neprekidno ako i samo ako postoji M > 0, tako da
je

| fx)lly < M ||z|x, zasvexe€ X.

Neka je Q C R™ otvoren skup i neka p € [1,00). Vektorski prostor LP(€2)
¢ine klase ekvivalencije u kojima se nalaze funkcije koje su jednake za skoro

svako x € Q, a za koje vazi [ |f(z)|’ dx < oo. U odnosu na normu
Q

15 o= ( [ P as)”

prostor LP(§)) je Banahov prostor. Posebno, L?*(f2) je Hilbertov prostor sa

skalarnim proizvodom (f, g) = / f(x) g(z)dx. Sa LY () oznacavamo pro-
Q

loc

stor koji ¢ine klase ekvivalencije u kojima se nalaze funkcije jednake skoro
svuda na §2 takve da f € LP(I), za svaki ogranicen i otvoren interval I C 2.
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Prostor L},.(Q) se naziva prostor lokalno integrabilnih funkcija. Vektorski
prostor L>°(£2) ¢ine klase ekvivalencije skoro svuda jednakih funkcija za koje
postoji C' > 0 tako da je |f(x)| < C, za skoro svako x € €. U odnosu na

normu

| f 2= esssup|f(x)| := inf {|f(z)] < C, skoro svuda na Q},
e CeRt+

prostor L>°(2) je Banahov prostor.

Nosa¢ funkcije f : 2 — C, u oznaci supp f, je komplement unije svih
otvorenih podskupova od € na kojim je funkcija jednaka nuli. Sa C*(Q2),k €
Ny, se oznacavaju prostori funkcija definisanih nad €2, a ¢iji su svi izvodi do
reda k neprekidni. Prostoru C5(Q) pripadaju funkcije f € C*(Q) ¢iji nosaci
su kompaktni u €2. Posebno, elemente prostora C>(2) nazivamo glatkim
funkcijama.

U nastavku navodimo nekoliko elementarnih rezultata iz analize 1.

Teorema 1.1.4 (Lebegova teorema o dominantnoj konvergenciji) Neka je
{fn}nen niz integrabilnih funkcija koji konvergira ka funkciji f skoro svuda na
R. Ako postoji pozitivna merljiva aritmeticka funkcija g takva da je |f,(z)] <

g(x), za svako n € N i skoro svako x € R i ako je | g(x)dx < oo, tada je f
R
integrabilna funkcija i vazi

/Rf(x) dr = lim an(x) dz.

n—oo

Teorema 1.1.5 (Fubinijeva teorema) Formula

drdy = d dy = d d
/m Fwf(ﬂc,y) v dy /m % Rnf(fv,y) y /n y Rmf(ﬂf,y) T

vazi ako je ispunjen jedan od sledecih uslova:
(1) f je pozitivna merljiva aritmeticka funkcija na R™ x R™;
(13) f je integrabilna funkcija na R™ x R™.

Definicija 1.1.3 Neka su funkcije f i g definisane u okolini tacke xy. Ka-
zemo da je f "wveliko O”od g, kada x — xq, u oznaci

f(z) =0(g(x)), kada x — xg
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ako postoji Vy,, okolina tacke xy 1 konstanta M takve da je
[f(@)| < Mlg(2)], © € Vay,

odnosno da vazi
f(x)

g(:B) < Q.

lim sup
T—x0

Definicija 1.1.4 Neka su funkcije f i g definisane u okolini tacke xy. KaZemo
da je f "malo o”od g, kada x — xo, u oznaci

f(z) =o0(g(x)), kada x — x¢
ako za svako € > 0 postoji V,,, okolina tacke zq tako da je

[f(@)] < elg(@)], © € Vay,

odnosno da vazi

Analogno, definiSemo ”veliko O”i "malo o”kada z — oo, s tim da je u
sluc¢aju kona¢nog xy ovim opisano lokalno, dok je za x — oo opisano globalno
ponasanje funkcije f u odnosu na funkciju g.

Osobine "malog 0”:

1. Ako za funkciju f vazi da je f(x) = o(1), kada z — xo (z — o0), tada je
i f(x) = o(C) za proizvoljnu konstantu C' # 0, kada x — ¢ (x — 00).

2. Ako za funkcije f, g1 h vazi daje f(z) = o(g(z)) i g(x) = o(h(z)), kada
r — xp (x — 00), tada je i f(z) = o(h(x)), kada © — z( (z — 00).

1.2 Prostori distribucija

Prikazimo ukratko topolosku strukturu test prostora za prostor distribu-
cija, definiciju prostora distribucija, kao i osnovne operacije sa distribucijama
koje ¢emo kasnije koristiti.

Neka je K kompaktan podskup od €2. Lokalno konveksan prostor definisan
familijom normi {px k }ren,, gde je

prilp) = D suple(@)], j € NG, @ € Cj(Q),
i<k ©€
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oznacava se sa D(K). Neka je {K|}jen niz kompaktnih podskupova od (2
takvih da je K; C K1 1 UjenK; = . Prostor Cg°(2) sa topologijom in-
dukovanom nizom lokalno konveksnih prostora {D(Kj)} en €ini test prostor
D(2). Prostor C*(2) sa topologijom koju indukuje niz seminormi

pr, () =Y sup ()], j €N, p € C®(Q)

€K
li|<j

¢ini test prostor £(Q2). Sa D'(§2) oznacava se dual (prostor neprekidnih linear-
nih funkcionela) od D(Q2) njegovi elementi nazivaju se distribucije. Sa (f, ¢)
se oznacava delovanje distribucije f € D/(2) na test funkciju ¢ € D(N).
Delta distribucija definisana je na slede¢i nacin:

(6,) = ¢(0), » € D(Q).

Nosa¢ distribucije f € D'(£2), u oznaci supp f, je komplement unije svih
otvorenih skupova u €2 nad kojim je f = 0.
Za f € D'(Q2),p € D(Q) vazi

(Faa).p(a)) = (f (). o)), a € Rea 0,
(9(0) 1 (@), 9(2)) = (@), 9(@)(a), g € C= (@)
(£ @), p(a)) = (D) (S (@), 9 (2), @ € NG,

1, >0

Za Hevisajdovu funkciju H(z) = { 0 <0 je

(H'(z), p(x)) = (6(x), p(2)), ¢ € D(Q),
dok su izvodi delta distribucije dati sa
(6(2), p(x)) = (=1)1*p©(0), 0 € Nf, ¢ € D(Q).

H
Pseudofunkeija P f( (f )
T

), k € N data je na slededi nacin:
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Dual test prostora £(€2) oznacava se sa £'(£2) i njegovi elementi su distribucije
sa kompaktnim nosa¢em. Test prostor S(R") ¢ine brzo opadajuée funkcije
© € C>*(R") takve da za svako «, 8 € Njj vazi

Pas() 1= sup 1% 9°p(@)] < oc.
reR™

Topologija u S(R™) je data preko familije seminormi {pa,s}a,sens - Vazi D(R™)
C S(R™), dok, na primer, funkcija e~*I” pripada prostoru S(R™), ali nije u
D(R™). Takode, S(R™) C LP(R"),1 < p < 0.

Sa §'(R™) oznacavamo dual od S(R™) i nazivamo ga joS i prostor tem-
periranih distribucija. Sam naziv je posledica strukturne teoreme, po kojoj
distribucija pripada prostoru S’(R) ako i samo ako je kona¢na suma izvoda
neprekidnih funkcija koje u beskonaé¢nosti rastu sporije od nekog polinoma.
Primeri temperiranih distribucija su: distribucije sa kompaktnim nosacem,
neprekidne funkcije koje u beskonacnosti rastu sporije od nekog polinoma
(samim tim i svi polinomi), elementi prostora LP; 1 < p < oo. Jasno,
S'(R") C D'(R™).

Distribucija f € D'(R) je homogena reda « ako za svako a > 0 vazi
flax) = a®f(x),z € R. Ako je f € D'(R) homogena distribucija onda f €
S'(R). Na primer, delta distribucija je homogena reda —1, dok su njeni izvodi
§U) homogene distribucije reda —j — 1. Primeri homogenih distribucija su i
x|z, 27k, gde je

25 = H(z)a®, o = (~a)3, o] = 25 + a2,

T dx

a H je Hevisajdova funkcija. Poznato je ([15]) da je svaka homogena distribu-
cija oblika C12¢ 4+ Coz®,a € R\ Z_, odnosno CyzF + Ce6* =V (z),k € N,
za neke konstante C', C5.

(x71 () = /000 Mdm, ix_k =—kz "1 keN,

1.3 Furijeova transformacija

U ovom poglavlju se navode osnovna svojstva Furijeove transformacije.
Furijeova transformacija funkcije f € L!'(R") se definise kao skalarni
proizvod date funkcije sa oscilacijama eg(x) = €?, 2, € R", tj.

(FHE) = F©) = (f(x), ee(a) = / f(x) e dr, € € R,

n
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gde je skalarni proizvod definisan sa
(f(z),9(z)) = [ [f(x)g(z)dz,
R?’L
a sa g oznaCena konjugovana funkcija za funkciju g. Za f € LY(R™) je
[Nz )y < 1 f Il re-

Lema 1.3.1 (Riman-Lebeg) Ako f € LY(R™) tada je f uniformno neprekidna
funkcija koja tezi nuli u beskonacnosti:

lim f(&) = 0.

|§|—o0

Furijeova transformacija je linearno preslikavanje prostora L'(R™) u prostor
neprekidnih funkcija koje teze nuli u beskonacnosti.

Teorema 1.3.1 (Planserel) Ako f € L'(R") N L*(R") tada je

1 ~
1f |2y = \/%Hme(Rn)-

Furijeova transfomacija se moze produziti na L?(R™) i zadovoljava Parseva-
lovu formulu:

(F.9) = 5-(7.9), f.g€ 2R

Planserelova teorema daje produZenje Furijeove transformacije na L?(R"),
dok se koristeéi Ris-Torinovu teoremu o interpolaciji ([60]) Furijeova trans-
formacija moze produziti na ostale LP(R™) prostore.

Teorema 1.3.2 (Hausdorf-Jang) Neka je 1 < p < 2 i neka je q takvo da je

11
4+ > =1. Tada F : LP(R") — LI(R") i
p g

1 fllzagny < [ flleo@ey, f € LP(R™).

Sa Ty, M, i D, oznacavamo operatore translacije, modulacije i dilatacije,
respektivno, definisane na slededi nacin (x,b € R",a > 0) :

T, : f(x) — f(x —Db), My: f(z)— e f(z) i D,: f(z)— %f <§>
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Navodimo i Furijeove transformacije datih operatora:

FTf)(E / F(2) e gy = o fle) = M_yf(€), € R,

FOLA(E) = / f(2) e €V do = f(e —b) = T (€), € € R,

FDuF)E) = [ fla)e =t da = fla) = D1 f(©). § R

Konvolucija funkcija f,g € L'(R") je funkcija f * g definisana sa

(fxg)(x /fl"— y)dy = (g f)(x), x €R.
Vazi )
F(f=9)(&) = f(€ &), LR
Veza izmedu Furijeove transformacije i izvoda je data u slede¢im formulama
(x, £ eR™", a € N}) :
F(DN)(€) = (i) f(€) 1 F((~ix)*f(@))(€) = D*f(£).

Lema 1.3.2 Ako f, S"f(ﬁ) € LY(R) onda je f n puta neprekidno diferenci-
jabilna funkcija i izvodi su dati sa:

1

F@) = 5 [ GO F©eTdE m =01,

Svi izvodi su ogranicent 1 opadaju u beskonacnosti:

|l‘lm fmM™(z) =0, m=0,1,...,n
S druge strane, neka je f € LY(R) n puta diferencijabilna funkcija sa svim
izvodima v L*(R) i neka je
|1|11rn f™(z)=0, m=0,1,...,n— 1.

Tada je
lim ¢"f(€) = 0.

¢l =00
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Lema 1.3.3 Ako f, 2" f(z) € L'(R) tada su sledeéi uslovi ekvivalentni
(1) /:cmf(x)d:z: =0, m=0,1,...,n;
R

(1) f(&) =o(¢"), &€—0.

Dokaz. Zamenimo li u prethodnoj lemi uloge f 1 f imamo da je f n
puta neprekidno diferencijabilna funkcija ¢iji su izvodi f™,m =1,2,...,n
Furijeove transformacije od (ix)™ f(z). Dakle,

Sto nas uz Tejlorovu formulu
Fl6) = 30 05 4ol € =0
— m! ’

dovodi do dokaza.
Furijeova transformacija je neprekidna bijekcija F : S(R) — S(R). Furi-
jeova transformacija distribucije f € S'(R") definisana je sa

~

(f(6),0(9) = (f(2),9(2)), ¢ € SR")

i ona je izomorfizam prostora S’'(R”) na S&'(R"). Inverzna Furijeova transfor-
macija je data sa

1
(2m)" Jrn

(F ' f)(x) = F(&) e de, x € R™.



Glava 2

Malotalasna transformacija
temperiranih distribucija

U ovoj glavi se navode osnovna svojstva malotalasne transformacije. Cilj
nam je bio da postavimo osnovu za proucavanje svojstava malotalasne trans-
formacije na test prostorima brzo opadaju¢ih funkcija i da zatim pokazemo
kako se definise malotalasna transformacija na prostoru temperiranih dis-
tribucija. Ova glava sadrzi pet poglavlja. U poglavlju 2.1 su navedeni defini-
cija i svojstva malotalasne transformacije na prostoru L?*(R). Zatim su, u
poglavlju 2.2, definisani osnovni prostori test funkcija sa kojima ¢emo ra-
diti u nastavku i daju se procene rasta malotalasne i inverzne malotalasne
transformacije. U poglavlju 2.3 dokazuje se da su malotalasna i inverzna
malotalasna transformacija neprekidna preslikavanja u odgovaraju¢im pro-
storima brzo opadajuéih funkcija. Dokazi ovih ¢injenica su dati u [19]. U
ovoj disertaciji dajemo nov dokaz izvodeci direktno procene za odgovarajuce
seminorme.

2.1 Malotalasna transformacija

Izlaganje pocinjemo definicijom malotalasne transformacije funkcija iz

L2(R).

Definicija 2.1.1 Neka je dat mali talas g € L'(R) N L*(R) takav da je
/g(m) dx = 0. Neprekidnu malotalasnu transformaciju funkcije f € L?(R)
R
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u odnosu na mali talas g definiSemo na sledeéi nacin:

@21) W, f(ba) = (frgna) = — / F@) 5=l de, beR, a >0,

gde je
1 z-—b
Ga(x) = TyDog(x) = 59(

Diskretnu malotalasnu transformaciju dobijamo ako w formuli (2.1) za a i
b biramo diskretne vrednosti a = ai* © b = nboay', gde je m,n € Z 1 ay >
1,b0 > 0 su fiksirane vrednosti.

), z € R.

Za (b,a) € H, a € C imamo slede¢e osobine malotalasne transformacije:

1 W, (fi + f2)(b,a) = W, fi(b, a) + W, fo(b, a);
2. Wyrrgf(b,a) = Wy, f(b,a) + Wy, (b, a);

3. W,(af)(b,a) = a W, f(b,a):

4. Wagf(bya) = aW, f (b, a);

1 b1

Iz Furijeove transformacije translacije i dilatacije

Ba(€) = TyDag(€) = e ™ Dag(€) = e ™§(as), b€ €R, a>0,

primenom Parsevalove formule, dobija se reprezentacija malotalasne trans-
formacije preko Furijeovih transformacija malog talasa ¢ i funkcije f koja se
analizira:

Wy f(6,0) = (F(2), gral2)) = 5—(F(&), Gal€))

1 r ibé ~ ~ 1 A~
— 5 [ F€ €% 4(ag) g = (.5 MD19). (o) € B
R
Malotalasna transformacija se moze prikazati i preko konvolucije:

ng(baa> = (ga*f)(b)7 be Ra a > 07
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1_=x
gde je gq.(xz) = —g(—), v € R. Iz Furijeove transformacije konvolucije i dila-
a

tacije sledi Furijeova transformacija malotalasne transformacije:

—

W, f(b,a) () = (g * F)()(€) = (&) F(€) = §(al) f(€), € €R.

Ako je supp g C [—n,n], tada je supp goo C [—an + b,an + b], odakle
zaklju¢ujemo da malotalasna transformacija W, f(b, a) daje lokalne informa-
cije o funkciji f u okolini tacke x = b, dok Sirina posmatrane okoline zavisi

od parametra a. Takode, ako je supp g C [—m,m], tada je supp D1g C

[—m, %], odakle sledi da malotalasna transformacija W, f(b,a) daje infor-

a
macije o funkciji f u frekvencijskom opsegu [—E, T].

Dakle, menjanjem parametra b pomeramo cgntar vremenske lokalizacije,
dok menjanjem parametra a pokrivamo razne frekvencijske opsege, pa tako
velike vrednosti od a odgovaraju niskim frekvencijama posmatranim u dugo-
trajnom vremenskom intervalu, dok za male vrednosti a posmatramo vi-
soke frekvencije u kratkotrajnom vremenskom intervalu. Posebno je malota-
lasna transformacija pogodna za analizu kratkotrajnih signala visoke frekven-
cije. Zbog ovih osobina malotalasna transformacija se naziva i "matematicki
mikroskop”, odnosno kaze se da ima moguénost zumiranja”. Napomenimo
jos i to da ako za vrednosti parametra a biramo diskretne vrednosti 27, j € Z
dobijamo dekompoziciju od f u diadickim frekventnim opsezima, sto odgo-
vara oktavama u muzickom zapisu.

Neka mali talas g € L*(R) zadovoljava sledeéi uslov:

(2.2) C, =2r / G(E)PIE[ de < oo.

Tada se funkcija f € L*(R) moze predstaviti preko svoje malotalasne trans-
formacije na sledeéi nacin ([5]):

da db,

(2.3) f= Cg—l/ / W,y f(b,a) gpa p
0 —00
gde formula (2.3) vazi u slabom smislu, tj. u odnosu na skalarni proizvod u
L?(R) sa proizvoljnom funkcijom iz L*(R), kao i u normi prostora L*(R).
Ako pretpostavimo da g pripada i prostoru L(R) tada iz Riman-Lebegove
leme imamo da je ¢ neprekidna funkcija, pa uslov (2.2) moze biti ispunjen
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samo ako je ¢(0) = 0, odnosno /g(x) dr = 0. Do istog uslova za mali
R
talas g dolazimo i ako posmatramo njegove dilatacije g, = D,g,a > 0. Iz

Furijeove transformacije dilatacija g,(§) = §(a),& € R,a > 0, sledi da
se promenom parametra a menja i centar lokalizacije i Sirina frekvencije u
frekvencijskom domenu. Izuzetak je lokalizacija u okolini tacke & = 0, gde
operator dilatacije ne uti¢e na centar lokalizacije (on je isti za svako a > 0),
odakle sledi pretpostavka da funkcija g ne sadrzi frekvenciju 0, tj. da je

§(0) = 0.

2.2 Malotalasna transformacija u Sy(R)

Da bismo definisali prostor Sp(R) potrebno je izvrsiti izvesne pripreme.

Definicija 2.2.1 Funkcija f € L*(R) je progresivna (regresivna) ako i samo
ako je suppf C [0, 00)( suppf C (—00,0]). Prostor progresivnih (regre-
sivnih) funkcija iz L*(R) je zatvoren potprostor od L*(R) i oznacava se sa
H?(R)(H2(R)). Vazi da je

L*(R) = H2(R) ® H2(R).
Funkcija f je polinomno lokalizovana ako postoji a > 0 tako da je

sup(1 +|a") ¥ f(2)] < O,
xE

za neko C' > 0. Progresivna funkcija f je polinomno trakasto ogranic¢ena ako
postoje a, 3 > 0 tako da je

A+ s <o

sup
€0 &

za neko C' > 0.

Polinomna lokalizacija malotalasne transformacije, kao posledica poli-
nomne lokalizacije i polinomne trakaste ogranic¢enosti analiziraju¢eg malog
talasa i funkcije koju analiziramo, je data u naredne dve teoreme, koje se sa
dokazima mogu nadi u [19].
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Teorema 2.2.1 Neka za mali talas g i funkciju f postoje a >0 1 C > 0 za
koje je
C , C

(1+ |x|2)% i |g(z)] < ————=, za skoro svako x € R.

()l < < TTREE

Tada vazi

1 C
W, f(b,a)| < b
Wl Ol s e

(b,a) € H.

Teorema 2.2.2 Neka su mali talas g i funkcija f progresivne funkcije takve
da postoji a > 0 1 C > 0 za koje je

()1 < C g @ O] < Oqs g €0
Tada je ,
Waf (b0)] < O s (b) €L

za svako o/ < «.
U nastavku ée se koristiti sledeéi rezultat.

Lema 2.2.1 Neka je f € L*(R) progresivna funkcija. Tada su sledeéi uslovi
ekvivalentnai:

Qigiivkﬂ<uxVa>&

(i4) sup(1 + )2 | f(2)] + Sglilo)(l +E)2|f(&)] < 00, Ya>0.

(i) sup(1 + |z[*) 2| f(x)| + sup
z€R 0

Dokaz. Neka za progresivnu funkciju f € L*(R) vazi (i), tj. za svako
a > 0 postoji ¢ < 0o, tako da je

|f(x)] <

Cc

maxeRHﬂ )] <

e €70

odakle sledi da f(z),z"f(x), f(£),"f(€) € L'(R), za svako n € N. Dakle,
f i f zadovoljavaju uslove lema 1.3.1, 1.3.2 i 1.3.3. Dokazimo da za f vazi
uslov (7). Iz (i) sledi:
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(2.4) sup(1 + |z*) 2| f(x)] < oo, Ya > 0,
z€R

pa preostaje da se dokaze da je

(1+£)2a+1 R

sup |f(&)] < o0, Ya > 0.

£0 S

Vazi por 1
@ 1 @
(1_‘_62)# N%v 6_)007 a>07

pa nam preostaje da ispitamo slucaj & — 0. Iz Tejlorove formule sledi:
F(6)] < cal®, kada € — 0, Va > 0,

odakle je

1 .
sup —|f(§)] < oo, Va >0,
0<e<1 €°
pa vazi ().
Neka za progresivnu funkciju f vazi uslov (7). Tada vazi (2.4), pa preostaje
da pokazemo da je

sup(1+ &%)7|f(£)[ < o0, Ya > 0.
€20

Zamenom uloga f i f u lemi 1.3.2 dobija se da je f beskonaé¢no puta neprekidno
diferencijabilna funkcija. Kao i u prethodnom smeru, dovoljno je dokazati
slucaj & — oo, ali to sledi iz procene

) ) QT‘H (1_'_5)2a+1
(1+&) > < Ea—

Dalje, koriste¢i prethodnu lemu definiSemo prostor ¢iji su elementi poli-
nomno lokalizovane i polinomno trakasto ogranicene progresivne funkcije.

, £ —0, a>0.

Definicija 2.2.2 Neka je f € L*(R) progresivna funkcija. Tada f € Sy (R)
ako i samo ako vazi uslov (i) ili (ii) iz lemme 2.2.1.
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Prikazimo i topolosku strukturu prostora S;(R). Za o > 0 definiSemo
seminorme

2c+1 .
15y = sup(d + )5 | F(@)] + sup L ey,

z€R €0 S

Kako je za svako o > 0

AMllsc®ya = Al fllsi®ua 1 1+ 9llsi®ya < 1 fllsi®ua + 19]lsir)

imamo da su seminorme || - ||s, (r),a; @ > 0, dobro definisane. Takode, vazi

||f”5+(R)7 HfHS+ R),8, Za Q< .

Date seminorme su norme, jer iz || f||s, )« = 0 sledi da je f = 0, za svako
a > 0. Preko datih neprekidnih normi definiSemo topologiju (najgrublju) na
S+ (R). Baze okolina nule

Ueo ={f € S+ (R) : | flls;m)a <}, 6,0 >0

su konveksni skupovi, pa je S;(R) lokalno konveksan prostor. Niz funkcija
fn € S¢(R) — 0 u topologiji od S, (R) ako i samo ako lim || f,[/s, (r),e — 0,

za svako a > 0. S obzirom na lemu 2.2.1, ekvivalentnu topologiju dobijamo
u odnosu na familiju normi

171 3 = sup(L + ") ¥ 1 )|+ sup(1 + €71, 8> 0.

Iz definicije prostora Sy(R) sledi da za f € S (R) vazi da je f,2"f(z) €
Ll(R) pa iz leme 1.3.2, sa izmenjenim ulogama f i f dobijamo da su izvodi
™ n e Ny neprekidni. Takode, iz suppf C [0, 00) sledi da je hm f &) =

0,n € Ny, Sto uz neprekidnost od f(”),n € Ny, implicira da je f ")( )=0,n¢€
Ny. Sada, iz leme 1.3.3 sledi da je

/x”f(x) dr =0, feSi(R), neN,.
R

Primer 2.2.1 Beselov mali talas definisan preko svoje Furijeove transfor-
macije na sledeci nacin:

Aoy 67(§+%)7 E>0
g(§) = { 0 £<o0

i sve njegove dilatacije i translacije su primeri elemenata iz Sy (R).
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Prostore S_(R) i So(R) definisemo na slededi nacin:
fES (R) & f(—2) € S, (R) i Sy(R) = S, (R) & S_(R).

Teorema 2.2.3 Prostor S (R)(S_(R)) je zatvoren potprostor prostora S(R)
koji sadrzi funkcije iz S(R) ¢ije Furijeove transformacije imaju nosace na
pozitivnom (negativnom) delu realne ose.
Prostor Sy(R) je zatvoren potprostor prostora S(R) koji sadrzi funkcije iz
S(R) ¢iji su svi momenti jednaki nuli, tj.

+o0
(2.5) So(R) = {f € S(R) : / 2 f()dz =0, n € Ny}

Dokaz. Neka f € ¥, gde smo sa ¥ oznadili prostor funkcija iz S(R) ¢ije
Furijeove transformacije imaju nosac na pozitivnom delu realne prave. Kako
f, f € S(R) imamo da za svako o > 0 vazi

1

fr)]| < ——=, R i |f(§)|§0(1)m»

(1+a22)%
Iz leme 2.2.1 direktno sledi da f € S;(R).
S druge strane, s obzirom da su f — 9"f,n € Zi f— 2mf, m € N
neprekidna preslikavanja iz S (R) u S;(R) imamo lokalizaciju izvoda od
f eS8 (R), pasledi da f € S(R).
Dakle, prostor Sp(R) mozemo definisati kao prostor funkcija iz S(R) ¢iji
su svi momenti jednaki nuli, tj. f € Sp(R) ako i samo ako

&> 0.

(2.6) /Rx"f(a:) dr =0,

za svako n € N, odnosno ako je f((0) = 0, za svako n € N.

Definicija 2.2.3 Funkcija h je rekonstrukcioni mali talas za mali talas g
ako su konstante

c+—OOTA %ic—:OOT_A_%
+ = / oo % e, / G(—6)h(~¢)

jednake i konacne.
Ako je mali talas sam sebi rekonstrukcioni mali talas kaZemo da je do-
pustiv.
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Teorema 2.2.4 (/19]) Neka je h € S.(R) rekonstrukcioni mali talas za mali
talas g € S4(R). Tada za f € S4(R) vazi sledeca formula rekonstrukcije

1 ® da [T
flx)=— — W, f(b,a) hyo(x)db, = €R,
x—0b

) 1
gde je hyo(z) = ah( ).

a

Dokaz. Neka je
x—0b

a

[e%¢) d —+00
f(x):/o ;a 7 ng(b,a)éh( )db, = € R.

Koristec¢i Furijeovu reprezentaciju malotalasne transformacije imamo da je

QW/ da/mdb/ j(ag) l”gf) (ab)df,xeR.

Nakon promene redosleda integracije (iz polinomne ogranicenosti funkcija
h,g1i f sledi da integrali nad b i £ apsolutno konvergiraju) dobijamo Furijeovu

:L’ —
transformaciju funkcije —h( ) i imamo da je

1 ive ? > A da

- IGL: / i(a) h(a) . r e R
i 0 a

gde smo jos jednom prlmenili Fubinijevu teoremu. Iskoristimo li ¢injenicu da

je h rekonstrukcioni mali talas za mali talas g dobijamo da je

fla) = conge | €76 = (o). w e R

Lako se pokazuje da vaze analogna tvrdenje ako umesto prostora S, (R)
u teoremi 2.2.4 posmatramo prostore S_(R) i Sy(R).
Slicno mozemo preko malotalasnih koeficijenata izraziti i Furijeovu trans-

formaciju funkcije f € S (R) (odnosno iz S_(R), Sp(R)) :

o= [0 [ w0 hiag) b, >0
0

Cg,h a — 00
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Definicija 2.2.4 Prostoru S(H) pripadaju funkcije & € C*(H) takve da je

s

I
a—ylax—m@(%y)

< 00,

1\ ™
sup <y+§) (1 + [2])

(z,y)eH

za svako ki, ke, l,m € N.

Napomena. Koristeci sledec¢e osobine malotalasne transformacije
1 :
AW, (b,0) = Wy(@.f)(b.a) = == W, (b,0) i

_a80W9f<b7 CL) = W(Iax+1)gf(b7 a) = _Wg(xazf)(bv CL),

moze se pokazati da je lokalno konveksan prostor S(H) definisan u [19] na
slede¢i nacin: S(H) sadrzi funkcije 7 € C*(H), takve da za svako o > 0 vazi

1 2(a+1) b
sp LT
(b,a)eH a® 1 +a

)% [7(b,a)] < o0

ekvivalentan prostoru S(H) datom u definiciji 2.2.4.

Definicija 2.2.5 Malotalasni operator sinteze M, preslikava funkcije defi-
nisane na poluprostoru H na funkcije definisane na realnog pravi (1 — M)
na sledeci nacin:

+o0 a 400
(2.7) (My7)(z) = /0 %/_ 7(b,a) gpo(z) db, x € R,

ako dati dvostruki integral apsolutno konvergira.

Ako je g € L'(R) tada je operator M, dobro definisan za svako 7 € S(H).
Furijeova transformacija operatora sinteze data je sa

_— +o0 dgq [T .
(2.8) M, (€) = / — / 7(b,a) g(ag) e~ ™ db, & € R,
0 —o0
Za operator My, vazi (a,z € R):

L. Mp(m + 1) (x) = Mymi(z) + Mpma(z);
2. My(ar)(z) = aM7(x);
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3. Mh1+h27($) = Mth(ﬂf) + MhQT(ﬂf);

4. Mopt(x) = aMyT(x);

5. Myr(x) = /001(7(-,@) ¥ h) (@) da.

0 a
Iz teoreme 2.2.4 sledi da je
MW, f = c;hf, f eSS (R),

gde je h € S (R) rekonstrukcioni mali talas za mali talas g € S, (R).
U naredne dve teoreme date su polinomne procene malotalasnog opera-
tora sinteze i njegove Furijeove transformacije. Dokazi teorema mogu se naci

u ([19)).

Teorema 2.2.5 Neka je a > 1, B > 0 i neka za funkciju 7 © mali talas h
vazi da je

1 a?
< ) < — .
b0l < T Grapm OIS s ¢ > 0 b R
Tada postoji C' > 0 tako da je
1
(My(2)| < C—pr, T ER,
(1+ =)=

gde je o/ = min{«, 5 + 1}.

Teorema 2.2.6 Neka je a > 0 i neka za funkciju T @ mali talas h vazi da je

+oo a® . é-oz
/_OO |T(b,a)’dbgm 1 |h<£>’§W, a,§>0, bER

Tada postoji C > 0 tako da je

Mr()] < 05

=~ W,§>O.



30 2. Malotalasna transformacija temperiranih distribucija

2.3 Neprekidnost malotalasne transformacije

U ovom poglavlju ¢emo pokazati neprekidnost malotalasne transforma-
cije i inverzne malotalasne transformacije u prostorima Sp(R) i S(H). Na-
pomenimo da su date neprekidnosti ispitivane u [19, teorema 19.0.1, str.
74], ali u definicijama prostora So(R) i S(H) nisu dati uslovi na rast izvoda
elemenata datih prostora, za razliku od dokaza narednih teorema gde se ko-
riste klasi¢ne tehnike rada sa brzo opadajuéim funkcijama. Takode, u [39]
je proucavana neprekidnost malotalasne transformacije u prostorima brzo
opadaju¢ih funkcija, sa nesSto drugacijim petpostavkama za mali talas u
odnosu na koji se posmatra malotalasna transformacija. Tvrdenja ¢e biti
data u visedimenzionalnom slu¢aju, pa ¢emo prvo uopstiti ranije date defini-
cije.

Elementi prostora Sy(R™) su funkcije iz S(R™) ¢iji su svi momenti jednaki
nuli, tj. f € So(R™) ako i samo ako

/ 2™ f(x)dr =0, zasvako m € N".

Neka je H"™! = R™ x R,. Malotalasna transformacija W, f funkcije f €
So(R™), u odnosu na mali talas g € S§o(R"), data je sa:

W,rh.a) = (), g

_x—b

0= [ sl

Prostoru S(H"™1) pripadaju funkcije ® € C°(H"™!) takve da je

)dz, (b,a) € H*'.

a

m

[
— <
ayl orm (xay)‘ o0,

1\
sup (w;) (1 + J2])

(z,y)eHHL

za svako ki, ko, l € Nim e N™.
Inverzna malotalasna transformacija M, data je sa:

> da n
(My7)(z) = - 7(b,a) gp.o(z) db, x € R,
0 n
ako dati dvostruki integral apsolutno konvergira.
Teorema 2.3.1 Neka g € So(R™). Tada je
W, : So(R™) — S(H™)

neprekidno preslikavanje.
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Dokaz. Pokazimo da je za proizvoljno k,l,a € N, 3 € N"

(2.9) (1 + (0] "% (a" + )|Fa5(b a)| < oo, € R, (b,a) € H",

gde je
1 _z-0b
Fap(b,0) = 020] (f(2), —4(

Zau, &£ € R, (bya) e H"™, a € N, v € N", vazi

0;g(ag) = a1 (ag),

))-

a

9) flau +b) = iagf(au +b) = fD(au +b),

9% f(au + b) Z ey w0 f (au + b),

[v|=a

gde je ¢, = (j‘l) (0‘;271) (a_“_w';_”"‘l), 7| = a.

Posmatrajmo prvo ¢lan a!|F, (b, a)|, za a > 1. Nakon smene promenljivih

u = “”T_b imamo da je

d'|Fap(b, )| = d'|930; (f(au + b), g(u))]
= a'|03 ({7 (au+b), g(w)|

<4 Z e |( Wuvm (au+b))>§<u)>‘

Iyl=c
= a3 4 F (a + 1), o)
[7|=c
= el ), g ()
Iy|=cx
= d Y el 08t b))
Iyl=c

—alZc—y! T F(€)e™, 07 §(a))]

[v|=a
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=a' ) ol- L5 fe)e 025 (at))

Iy|=c
! pry (LHIEP)" 5 0
<a g: o ) T ey ¢ )5 (a€)| de
B+ 1+‘€’ ) 12(7) JE — 7 I
e [ e ) Eethi

Iv\

Za procenu integrala [ koristimo da je

€A+ [P F (O] < O i ¢l gD (@d)])] < Co
i dobijamo da je
I, < C.C / ! ¢ < C
2 < (10 e, 48 = O
g1 (L+ €12

Kako je fW(0) = 0, za svako j € N, iz Tejlorove formule (biramo N tako da
je N > 1) dobijamo

FINHD) (g )
ne [ Il e

(N +1)!
gde 0 € (0,1). 1z (al€])!g(al)| < C,a > 0,¢ € R, sledi da je I; < C, a time

jei

= 0/ \ﬁﬁ“wuév“alg ™ (a)| dé,
|€]<1

(2.10) d'|F,5(b,a)| < C, (b,a) € H".

1
Posmatrajmo dalje clan —|F, (b, a)|, za [a| < 1. Kao i u prethodnom
a
slucaju

1 1
NFapba)l = = 37 e[ (au + ), ug(w)]

[v|=a

(B+v+]) ]
LY et 0 gy argla)

[v|=a 7]=0
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(B+y+9) )
ey WMuw,wg(u»n
l7l=m+1

5+v+a

<Y e ¥ /| FT0) ovige) | du,

byl=a  ljl=m+1

gde smo koristili ¢injenicu da su svi momenti funkcije g jednaki nuli i birali
da je m = [l|. Dakle,

1
(2.11) —|Fop(b,a)| < C, (b,a) € H™.
a

Za preostali ¢lan (1 4 [b|*)¥/?|F, 3(b, a)| imamo da je

(L+ )2 Fap(0,0)] D e [(€77 f(€)e™, 5 (ag))]

[v|=c

am b€ 1 2\n
= e 3 el

[v|=c

£(6),37(a€))|

biramo da je m = [k + 1] i nastavljamo

< Z%Z( ) [0 (g )26 g (€03 ae) )

<ZC”Z< >/' )

Ivl=

2 (j) 82—1' <€ﬁ+w<1 + ]5\2)”f(§)>8§ (ﬁ(v)(a5)> | d¢

<2 Cvi ( ) i (J) </5|31 |ag%s<(1 +1|§!2)”)

[v|=a  s=0

s

5—j

2 (S » ‘7)65 (0 [Py ) FO (a5 (a)| e

p

* /|£ 196" S(W)é‘z"j (€471 + €27 £(€) ) a0+ (ag) d ).
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Upotrebimo li argumente kao u slucaju a'|F, 3(b,a)| za integrale I i Iy,
dobijamo da je

(2.12) (14 0|2 Fy 5(b,a)| < C, (b,a) € H™™.
Iz (2.10) i (2.11) sledi

(2.13) (a' + %)]Faﬂ(b, a)] < C, (b,a) € H"'.
Konaéno (2.9) sledi iz (2.12) i (2.13).

Teorema 2.3.2 Neka je g € So(R") prihvatljiv mali talas. Tada je M,
S(H") — Sy(R") neprekidno preslikavange.

Dokaz. Iskoristimo li formulu

(-850 = Y- (T) e ¥ %), ke s

1=0 |s|=2i

dobijamo da je

(1+ |2) 2 oM, <1>(1‘)|

— (14 |2]?) |ak/ / (b.0) - b) b—|
R+ n
k b
= (1+ |z)?] 9, ® it )db—!
R, JRn

—a+ i) [ [ Vo - a—ngé)db%r

3 . . d
— (14 |23 Eb(—¢, a)e ™ j(ag) de |
R+ R a

(1+ |z|?)r

< 111'@ \/R/ (1= A9 (£b(~¢,0) (a) ) de 2|

A r —m:ﬁ R R
SRR A e e L e
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biramo da je r > [a/2] i nastavljamo

<L Lz (e -2 (o)

(1= D) (€51 + [g[%)"d(~¢, ) ja)

//() 1= 29 (i)

Z( 100 = 20 (€0 + (-6 )l - ey () de

<[ L3 (020 ()

Z( 101 = 20 (04 g a + 1/a)b(-6.0))

~
Q.
M~

| &

0 g

i=0 |s|=2i

S EOROZOZL Lo <<1+1|£|2>n>|

|s|=2i

: . - . da
(1= A (€51 + ¢V a* (a + 1/a)d(—¢, ) ) |5 (a8) | d€ T

Za brzo opadajuce funkcije ® i g vazi

(1= Ae) (&1 + g)"a% (a + 1/a)b(=€,0) )| < O, 152 (a)] < Co,

odakle dobijamo da je

a da 1
2319k d < / / <C
(1+ [27) 2 [0z M ()] < C1Cy o T5a Jo T ¢ < C
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2.4 Malotalasna transformacija temperiranih
distribucija

U odnosu na neprekidna potapanja

)~ S ). [ (o [ J@oo)dr)

i f e (qé ~ [ F-0ie) df)

imamo da f € S_(R) odreduje linearan funkcional na S, (R). Analogno,
f € S:(R) odreduje linearan funkcional na S_(R).

Definicija 2.4.1 Prostor linearnih funkcionela na S—_(R) oznacavamo sa
S’ (R), dok prostor linearnih funkcionela na Sy(R) oznac¢avamo sa S_(R).

Imamo linearna potapanja i : Sy(R) — S (R), i : S_(R) — S_(R). I
vise, Sy (R) je gust u S, (R).

Razmotrimo odnos prostora S (R) i S'(R). Jasno, proizvoljno f € S'(R)
restrikcijom na zatvoren potprostor S_(R) definise distribuciju u S;(R).
Ovakvo preslikavanje je sirjektivno. S druge strane, koriste¢i Han-Banahovu
teoremu, svaka distribucija iz S;(R) moze biti prosirena do distribucije iz
S'(R), s tim da dato prosirenje elementa f € S, (R) do f; € S'(R) nije
jedinstveno.

Teorema 2.4.1 U odnosu na projekcije

7, : S (R) — S.(R), (04f,¢) = (f,d), V6 € S_(R),

/

oS (R) = S (R), (o_f,¢) = (f,9), V¢ € S.(R),
vazi da je

S'R)/{f €S R):supp f CR_},
S'(R)/{f €S (R): supp f CR,}.

Iz So(R) = S+ (R) & S_(R) sledi da za dualan prostor vazi

RS
7z Z
R

/ ’

Sy(R) = S (R) & S" (R).
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Kako je Sy(R) zatvoren potprostor od S(R) i svi momenti elemenata prostora
So(R) su jednaki nuli, iz relacije

/R i f(x) dx = f)(0)

dobijamo da polar prostora So(R) ¢ine distribucije iz S'(R) ¢ije Furijeove
transformacije imaju za nosa¢ tacku & = 0. Poznato je da je svaka temperi-
rana distribucija f, ¢iji nosac ¢ini samo jedna tacka g, oblika

f(z) = Z aké(k)(x —19), T €R,

k<m

za neko m € N i neke konstante ay, k& < m ([14, 62]). Pri Furijeovoj trans-
formaciji linearne kombinacije izvoda ¢ distribucije su slike polinoma nad R.
Zaklju¢ujemo da je polar prostora Sp(R), u odnosu na S'(R), prostor poli-
noma P(R), odnosno da vazi

Sy(R) ~ S'(R)/P(R).

Definicija 2.4.2 Malotalasna transformacija distribucije f € S’ (R), u od-
nosu na analizirajuéi mali talas g € S+ (R) definise se na sledeéi nacin:

(2.14) Wy f(b,a),7(b,a)) = (f(x), MgT(x)), 7 € S(H).

Malotalasna transformacija data u (2.14) je dobro definisana, jer je S’ (R)
= (S_(R)), dok za g € S;(R) imamo da g € S_(R),a M : S_(R) x S(H) —
S_(R). Koristedi iste argumente dobijamo da je malotalasna transformacija
dobro definisana i na sledeé¢i nacin:

215) Wyf(ba) = (f0-+a0)g@) = (50,59 (7)) = £ 2@l

a a
gde je g.(-) = %g(a) Stavise, date definicije malotalasne transformacije su
ekvivalentne.

Malotalasni operator sinteze, u odnosu na mali talas h € S, (R), definise
se na slede¢i nacin:

(MpF(z), d(z)) = (F(b,a), Wio(b,a)) , ¢ € S+(R), F € S'(H).



38 2. Malotalasna transformacija temperiranih distribucija

Teorema 2.4.2 Neka su g i h fiksirani mali talasi iz S (R). Tada su malo-
talasna transformacija © malotalasni operator sinteze

W,y SLR) = S(H), [ W,f i

My, - S'(H) — SL(R), F— MpF

neprekidna preslikavanja v odgovarajucim slabim topologijama.

Kao i u slucaju test prostora imamo da je
Id _ ! MW
SL(R) — Con h?Vg,
gde je h rekonstrukcioni mali talas za mali talas g. Takode, vazi
Wy f(b,a),7(ba)) = F(b,a)7(b,a)db—, 7 € S(H),
0 —00 a

gde je F(b,a) = (f(x), gra(x)) lokalno integrabilna funkcija iz S'(H), takva
da postoje a, f > 0 za koje je

o 1
(2.16) [F(b,a)] < C(L+[b]*)2 (a+ ~)", (b,a) € HL.
a
U narednoj teoremi je preko reprodukcionog jezgra

P, p(b,a) = —W (b, a), (bya) e H

Cgh

data karakterizacija slika elemenata prostora Sy (R) u odnosu na malotalasnu
transformaciju.

Teorema 2.4.3 Malotalasna transformacija preslikava prostor Sy (R) u za-
tvoren potprostor prostora S(H), za ¢ije elemente vazi

+oo +oo 1 b_b/ a da’
(b, a) / / ( = ,;> (¥, )i ° (b,a) € HL

gde je h reprodukcioni mali talas za mali talas g.
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Karakterizacija prostora slika malotalasne transformacije distribucija je
data sa

oo e b—t da’
(2.17) F(b,a) :/0 / /Pg,h( aﬁ) F,a')dv &%, (b,a) € H.

o @ a a

Delovanje distribucije f € S\ (R) na test funkciju ¢ € S_(R) moze biti
zapisano i kao skalarni proizvod:
1 [ [*> da
el o) = [ [ wtowebos .
Cy.h Jo — o0 a
Analogno, izrazom (2.14) je definisana malotalasna transformacija dis-
tribucije f € 8" (R), u odnosu na analizirajué¢i mali talas g € S_(R), i sve
iskazano za distribucije iz S’ (R) vazi i za distribucije iz S’ (R). Do malotalsne
transformacije distribucije f € Sj(R), u odnosu na analizirajué¢i mali talas
g € So(R), mozemo doéi koristeéi projekcije o, 1 o_ definisane u teoremi
2.4.1. Tada je g = g4+ + g_, za odgovarajuce g, € S;(R)ig_ € S_(R), i
trazena transformacija je data sa

ng = Wg+ ((er) + Wg— (U,f).

Takode, izrazom (2.14) mozemo definisati malotalasnu transformaciju pro-
izvoljne temperirane distribucije f € S’(R), u odnosu na analizirajué¢i mali
talas ¢ € Syp(R), ¢ime dobijamo (Han-Banahova teorema) prosirenje malo-
talasne transformacije u Sj(R). Medutim, tada inverzna transformacija nije
dobro definisana. Naime, za momente funkcije g € Sp(R) vazi (2.5), odakle
je

Wyp (b,a) = (p(b + az),g(z)) =0, Vp € P(R),

pa koriste¢i linearnost malotalasne transformacije dobijamo da temperirane
distribucije koje se razlikuju za polinom imaju iste malotalasne transforma-
cije.
Primer 2.4.1 Malotalasna transformacija 0 distribucije i njenih izvoda
(n) Lm0
W95 <b7 a’) = <_a) 9 <_a)7 (ba CL) € H.

Primer 2.4.2 Za a € R definisemo funkcije

o {xa, x>0 . { 0, z>0

710 z<o0 "7 (—x)*, <0’
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Ako o nije negativan ceo broj tada x5 i % pripadaju prostoru distribucija
SH(R) i definisane su na sledeéi nacin:

xs ¢r—>/ x)dr i x¢ gbr—>/ x)dz, ¢ € S(R).

Melinova transformacija funkcije f je data na sledeéi nacin:

(Mf)(a) = /Oooa:al f(x)dz, a € R,

Sada je
b
ng—ak(bv a) - aa(Mg(' - a))(a + 1)7 (ba CL) eH

W, (b, a) = aa(Mg(—g — N a+1), (ba) € H

2.5 Primena malotalasne transformacije

Malotalasna transformacija ima primenu u teoriji aproksimacija. Naime,
koriste¢i poznatu lemu o aproksimaciji moze se pokazati da za f € L%*(R)
vazi

P 1 1
W0y da = [ g B da = F0), Fada s =0, p— oo,

&€

¢ime je ucinjena aproksimacija funkcije f pomocu malotalasne transforma-
cije.

Malotalasnu transformaciju W, f (b, a) mozemo posmatrati kao meru pro-
mene funkcije f u okolini tacke b, gde je veli¢ina okoline odredena parametrom
a. Na primer, za funkciju koja je glatka u okolini tacke b i time ima male
promene u okolini od b, malotalasna transformacija bi trebala da ima malu
vrednost, dok za funkciju f koja ima singularitet u b o¢ekivano je da W, f (b, a)
bude velika vrednost. Ovo svojstvo je koris¢eno za ispitivanje lokalnih svo-
jstava funkcija i karakterizaciju mikrolokalnih (funkcionalnih) prostora (|20,
24, 37]). Na primer, u narednim teoremama ([5, 17, 20]) je Helder neprekid-
nost funkcije okarakterisana pomoc¢u malotalasne transformacije.
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Teorema 2.5.1 Neka je /(1+\x|)]g(a:)\ dr < 00 i §(0) = 0. Ako je ogranicena
funkcija f Helder neprekidna reda o, o € (0, 1], tj. ako za neku konstantu C
vazi

[f(z) = f(y)l < Cle —y|*

tada za njenu malotalasnu transformaciju vazi
Wy (b,a)] = C'la]**=.

Teorema 2.5.2 Neka g ima kompaktan nosac. Neka je f € L*(R) ogranicena
i neprekidna funkcija. Ako za neko o € (0,1) vaZi

Waf(b,a)] < Cla|**z,
tada je f Helder neprekidna funkcija reda c.

Definicija 2.5.1 Distribucija f € S'(R) je reqularnosti C*° u otvorenom
intervalu I ako f¢ € C®(1), za svako ¢ € C§°(I). Komplement skupa cije
sve tacke imaju okoline u kojima je f regularnosti C*° naziva se singularni
nosac distribucije f.

U narednim teoremama ([19]) su date karakterizacije singularnog nosaca
temperiranih distribucija i ograni¢enih skupova u Sp(R) i S(R) preko malo-
talasne transformacije.

Teorema 2.5.3 Distribucija f € S'(R) je reqularnosti C* u otvorenom in-
tervalu I ako i samo ako za neki dopustiv mali talas g € So(R) vazi

Wy f(b,a) = O(a™), a— 0,
za svako m > 0, uniformno po b na svakom kompaktnom podskupu od I.

Teorema 2.5.4 Skup X C Sy(R) je ogranicen ako i samo ako postoji funkcija
T definisana na poluravni H koja opada brZe od proizvoljnog polinoma po b i
a + % za koju je

Wy f(b.a)] < 7(b,a), (ba)eH,
za svako f € X.

Skup X C S)(R) je ogranicen ako i samo ako postoji funkcija T definisana
na poluravni H koja opada brze od proizvoljnog polinoma po b i a + é za koju
je

(Wef(b,a)] < 7(b,a), (b,a)€H,

za svako f € X.
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Glava 3

Kvaziasimptotsko ponasanje

U ovoj glavi je predstavljen pojam kvaziasimptotskog ponasanja dis-
tribucija. U poglavlju 3.1 su navedene definicije i osobine sporo i regu-
larno promenljivih funkcija. Kvaziasimptotsko ponasanje i kvaziasimptotska
ogranicenost distribucija u kona¢noj tacki i u beskonac¢nosti su definisani u
poglavlju 3.2. Strukturne teoreme za kvaziasimptotsko ponasanje distribu-
cija, koje ¢e biti od velikog znacaja u daljem radu, su date u poglavlju 3.3.

3.1 Sporo i regularno promenljive funkcije

Kvaziasimptotsko ponasanje podrazumeva ispitivanje ponasanja distribu-
cija u beskonac¢nosti ili u kona¢noj tacki u odnosu na sporo promenljive i
regularno promenljive funkcije. Ove funkcije je definisao Karamata 1930.
godine, s tim da je umesto merljivih posmatrao neprekidne funkcije.

Definicija 3.1.1 Merljiva funkcija L : (0, A] — Ry, A > 0, je sporo pro-
menljiva u nuli ako je

o L(ea) _
(3:1) 5L0+ L(¢) L

za svako a > 0. Merljiva funkcija L : [A,+00) — Ry, A > 0, je sporo
promenljiva u beskonacnosti ako je
L(\a)

(3:2) )\1—1>I—Poo L(\) =1

za svako a > 0.
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Definicija 3.1.2 Merljiva funkcija p : (0, A] — Ry je regularno promenljiva,
stepena o, u nuli ako je

lim plea) =a“
=—0t p(e)
za svako a > 0. Merljiva funkcija p : [A,+0) — Ry, A > 0, je reqularno
promenljiva, stepena o u beskonacnosti ako je

p(Aa)
1m = Qa
A—+oo p(A)

?

Y

za svako a > 0.

Iz prethodnih definicija sledi da svaku regularno promenljivu funkciju p,
stepena «, u nuli mozemo prikazati na sledec¢i nacin:

p(z) =az%L(x), = € (0, Al

gde je L neka sporo promenljiva funkcija. Isto vazii za regularno promenljivu
funkciju u beskonaé¢nosti.

Primeri sporo i regularno promenljivih funkcija, kao i dokazi fundamen-
talnih teorema o uniformnoj konvergenciji i reprezentaciji sporo promenljivih
funkcija, mogu se naéi u [1, 58].

Moze se pokazati ([1, 58]) da relacija (3.1) za sporo promenljive funkcije
u nuli vazi uniformno, kao i da relacija (3.2) za sporo promenljive funkcije u
beskonaé¢nosti vazi uniformno.

Vaze sledece teoreme o reprezentaciji: L je sporo promenljiva funkcija u
nuli definisana na intervalu (0, A], A > 0 ako i samo ako postoje merljive
funkcije v 1 w definisane na intervalu (0, B], B < A, takve da je u ogranicena
funkcija i JICLI% u(zr) = M < oo, dok je w neprekidna na [0, B] i 91615)1[1) w(x) =0,

za koje je
L(z) = exp <u(x) +/x @ dt), z € (0,B].

L je sporo promenljiva funkcija u beskonac¢nosti definisana na intervalu [A, 00),
A > 0 ako i samo ako postoje merljive funkcije u i w definisane na intervalu
[B,0), B > A, takve da je u ograni¢ena funkcija i lim u(z) = M < oo, dok

je w neprekidna na [B,o00) i lim w(z) = 0, za koje je
Taw(t
L(z) = exp (u(aj) +/ # dt), x € [B,00).

B
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Navedimo jo§ neke osobine sporo promenljive funkcije L :
Za svako o > 0 je

(3.3) L(e)=o0 (5%) , kada e — 07,
(3.4) L(\) =0()\7), kada A — oc.

Za svako o > 0 je

L(ex)
L(e)

1
—min{z™7,2°} <

8 < Cmax{z 7,27}, z,e € (0,00),

za neko C' > 0.
(4) Ako pretpostavimo da je t~!w(t) € L'([1,00) (koristimo oznake date
u teoremi o reprezentaciji, uz pretpostavku da je B = 1) tada je

M < L(z) < M, x> 1,

za neke pozitivne konstante M i M.

3.2 Kvaziasimptotsko ponasanje distribucija

Moze se pokazati ([47, 70]) da ako distribucija f € D'(R) ima sledece
asimptotsko ponaSanje

lim (f(ex), p(x)) = p(e){g(x), p(2)), ¥ € D(R),

e—0t

za neku pozitivnu funkciju p i nenula distribuciju g € D'(R), tada je p regu-
larno promenljiva funkcija, a ¢ homogena distribucija.

Definicija 3.2.1 Neka zo € R. Za distribuciju f € D'(R) kaZemo da ima
kvaziasimptotsko ponasanje stepena o € R, u tacki xg, v odnosu na sporo
promenljivu funkciju L, u D'(R), ako graniéna vrednost

,0(2))

postoji i konacna je za svako ¢ € D(R).
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Iz Banah-Stajnhausove teoreme sledi da ako distribucija f € D’(R) ima
kvaziasimptotsko ponasanje, u smislu definicije 3.2.1, tada postoji distribu-
cija g € D'(R) takva da vazi

. fzo+ex)
(36) e ey

s o(x)) = (g(), (),

za svako ¢ € D(R). Distribuciju g nazivamo kvaziasimptotska granica dis-
tribucije f u tacki xq i ona je homogena distribucija. Izraz (3.6) pisemo i na
slede¢i nacin:

f(xo+ex) ~e*L(e)g(x), kada e — 0, u D'(R),
odnosno
f(xo+ex) =eL(e)g(z) + o(e*L(e)), kada e — 0, u D'(R).

Primer 3.2.1 Distribucija f € D'(R) ima vrednost u tacki xo € R u smislu
Lojasevica ako postoji v € R tako da je

lim (f (w0 + ), @(2)) = (1, p(x)), 20 svako o € D(R).

Tada kazZemo da je v vrednost distribucije f u tacki xog @ to oznacavamo
sa f(x)|o=zy = 7. Takode ([33, 65]), [ € L} .(R) ima vrednosti u tacki

loc

f(2)|p=ay =7 ako i samo ako postoji m € N tako da je

T m—1
lim — (1—t) dt = 1.
im /Of(:x0~|—t) t=r

z—0 I Xz

Ako u definiciji 3.2.1 odaberemo da je « =0 i L =1 (svaka konstantna
funkcija je sporo promenljiva), dobijamo vrednost distribucije [ u tacki xo u
smislu Lojasevica kao specijalan slucaj kvaziasimptotskog ponasanja.

Definicija 3.2.2 Za distribuciju f € D'(R) kaZemo da ima kvaziasimptotsko
ponasanje stepena o € R, u beskonacnosti, u odnosu na sporo promenljivu
funkciju L, u D'(R), ako postoji homogena distribucija g € D'(R) tako da
vazi

(3.7) Jim (oL #) = (@), el)),

za svako ¢ € D(R).
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Koristimo i notaciju
f(x) ~ A*L(N)g(x), kada A — oo, u D'(R),
odnosno
fx) = X L(N)g(z) + o(A*L())), kada A — oo, u D'(R).

Primetimo da je kvaziasimptotsko ponasanje u beskonacnosti svojstvo
globalnog karaktera, za razliku od kvaziasimptotskog ponasanja u konacnoj
tacki koje je lokalno svojstvo. Analogno definicijama 3.2.1 i 3.2.2 moze se
definisati i kvaziasimptotsko ponasanje temperiranih distribucija u konaé¢noj
tacki i beskonacnosti, respektivno, gde (3.5) i (3.7) vaze za svako ¢ € S(R).

U cilju ispitivanja osobina malotalasne transformacije distribucija, od in-
teresa ¢e biti pojam kvaziasimptotske ograni¢enosti.

Definicija 3.2.3 Za distribuciju f kaZemo da je kvaziasimptotski ogranicena,
reda o € R, v x = xg, u odnosu na sporo promenljivu funkciju u nule L, ako

je
(f(zo +ex), () = O(E*L(e)), kadaec— 0%,

za svako ¢ € D(R). Pisemo
f(xo +ex) = 0(e*L(¢)), kada e — 0", u D'(R).

Definicija 3.2.4 Za distribuciju f kaZemo da je kvaziasimptotski ogranicena,
reda o € R, u beskonacnosti, u odnosu na L, sporo promenljivu funkciju u
beskonacnosti, ako je

(f(Az), p(x)) = OAL(A)), kada A — oo,
za svako ¢ € D(R). Pisemo

f(Ax) = O(A\*L(N)), kada X — oo, u D'(R).

U sluc¢aju kvaziasimptotske ograni¢enosti u beskonaé¢nosti iz osobine sporo
promenljive funkcije date u (3.4) sledi da f mora biti temperirana distribu-
cija ([14] teorema 6.6.1). Za vise detalja o kvaziasimptotskoj ogranic¢enosti,
ukljucujudi i strukturne teoreme, pogledati [64].
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3.3 Strukturne teoreme za kvaziasimptotsko
ponasanje distribucija

U [41, 42, 43, 45, 47, 70] su date strukturne teoreme za kvaziasimptotsko
ponasanje distribucija, kao i odnos kvaziasimptotskog ponasanja u D'(R) i
S'(R), a u [63] i [67] je data karakterizacija kvaziasimptotskog ponasanja
preko asimptotsko homogenih i asocirano asimptotsko homogenih funkcija.

Definicija 3.3.1 Za funkciju b kaZemo da je asimptotski homogena stepena
a u nuli u odnosu na sporo promenljivu funkciju L ako je neprekidna, defi-
nisana u intervalu oblika (0, A), A > 0 i za svako a > 0 vaZi

b(ax) = a“b(z) + o(L(z)), kada z — 0O*.

Definicija 3.3.2 Za funkciju b kaZemo da je asimptotski homogena stepena
a u beskonacnosti u odnosu na sporo promenljivu funkciju L ako je merljiva,
definisana u intervalu oblika [A,00), A > 0 i za svako a > 0 vazi

blax) = a®b(x) + o(L(x)), kada x — oo.

Definicija 3.3.3 Za funkciju c kaZemo da je asocirano asimptotski homogena
stepena nula u nuli v odnosu na sporo promenljivu funkciju L ako je nepre-
kidna, definisana u intervalu oblika (0, A), A > 0 i za svako a > 0 vazi

c(az) = c(x) + BL(z)loga + o(L(z)), kada x — 0%,
za neku konstantu (3.

Definicija 3.3.4 Za funkciju c kazemo da je asocirano asimptotski homogena
stepena nula u beskonacnosti u odnosu na sporo promenljivu funkciju L ako
je merljiva, definisana u intervalu oblika [A,00), A > 0 i za svako a > 0 vazi

clax) = c(x) + BL(z)loga + o(L(x)), kada x — oo,
za neku konstantu (3.

Za asimptotski homogenu funkciju b, stepena «, u nuli, u odnosu na sporo
promenljivu funkciju L, vazi ([63, 67]):
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. ako je a > 0, tada je

(3.8) b(z) = o(L(z)), kada z — 0F;
ako je a < 0, tada postoji v € R tako da je

b(z) =ya* + o(L(x)), kada z — 0F;
ako je a = 0, tada je, za svako o > 0,

1
b(z) = o(—), kadax — 07;

xU
za svako a € R je
b(az) = a®b(z) + o(L(z)), kada z — 07,

uniformno po a u kompaktnom podskupu od (0, A).
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Ako je b asimptotski homogena funkcija stepena « u beskonacnosti, u
odnosu na sporo promenljivu funkciju L, vazi:

1.

2.

3.

ako je a > 0, tada postoji v € R tako da je
b(x) = ~va® + o(L(z)), kada x — oc;
ako je a < 0, tada je
b(x) = o(L(z)), kada z — oc;
za svako a € R je
blax) = a“b(x) + o(L(z)), kada x — oo,

uniformno po a u kompaktnom podskupu od (0, 00).

Takode, za asociranu asimptotski homogenu funkciju ¢, stepena nula u
beskonacnosti, u odnosu na sporo promenljivu funkciju L, vazi da je za svako

>0

c(x) = o(z?), kada z — oc.

Slicna procena vazi i za asociranu asimptotski homogenu funkciju stepena
nula u nuli.
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Propozicija 3.3.1 Neka je ¢ asocirano asimptotski homogena funkcija ste-
pena nula u nuli, u odnosu na sporo promenljivu funkciju L. Tada za svako
o >0 vazi

1
c(z)=o0 (—) , kada x — 0%,
:I:G'

Dokaz. Neka je ¢ asocirano asimptotski homogena funkcija stepena nula
u nuli, u odnosu na sporo promenljivu funkciju L. Iskoristimo osobinu sporo
promenljivih funkcija datu u (3.3). Tada iz definicije asocirano asimptotske
funkcije imamo da za svako a > 0 i svako o > 0 vazi

1
c(az) = c(x) + BL(z)loga + o(—), kada z — 0F.

=)

Primenimo li opet (3.3) i osobine "malog odobijamo da je

c(az) = c(x) + o(—), kada z — 0%,

z°
odnosno da je
r7a’clar) = a’x%c(z) + o(1), kada xz — 0.

Dakle, 27¢(x) je asimptotski homogena funkcija, stepena o > 0, u odnosu na
sporo promenljivu funkciju L = 1, pa iz (3.8) imamo da je za svako o > 0

27c(x) = L(1), kada z — 07,

Sto je i trebalo pokazati.

Detaljan prikaz asimptotsko homogenih i asocirano asimptotsko homoge-
nih funkcija ¢ée nam biti od koristi u daljem radu, zbog njihovog znacaja u
strukturnim teoremama za kvaziasimptotsko ponasanje, kao i u teoremama
koje se bave produzenjem kvaziasimptotskog ponasanja sa Sy(R) na S'(R).

Navedimo sada potpunu karakterizaciju kvaziasimptotskog ponasanja dis-
tribucija u nuli ([67]) i u beskonacnosti ([63]).

Teorema 3.3.1 Neka f € D'(R) ima kvaziasimptotsko ponasanje u nuli, u
D'(R), u odnosu na sporo promenljivu funkciju L,
(3.9)

flex) = C_L(e)

+ (LJL(&)% +o0(e*L(¢)), kada e — 0%,

(ex)*

['a+1)
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za neke konstante C_ i Cy, gde a ¢ {—1,-2,...}. Tada za dato k € N i Fj,
primitivnu funkciju reda k od f, postoje konstante C_,C'y 7o, ..., Vik_1 takve
da vazi

T a+k T a+k
(3.10) Fi(ex) = C_L(a)% + CUJL(&?)%
(3.11) + Zvj(ng;)j +o0(e*L(e)), kadaec— 0%, uD'(R).

Takode, ako vazi (3.9), onda postoji m € N i distribucija F, neprekidna
u [—1,1], takva da je F™ = f, za koju vaZi
. Tla+m+1)F(x)
3.12 1
12 S A (R

= Ci7

za neke konstante C_ i Cy. Obrnuto, ako je ispunjen uslov (3.12), tada
diferenciranjem dobijamo da vazi (3.9).

Teorema 3.3.2 Neka f € D'(R) i neka k € N. Tada f ima kvaziasimptotsko
ponasange u nuli, uw D'(R), u odnosu na sporo promenljivu funkciju L dato sa

fex) =y FL(e)d®V(z) + (=1)* 1k — DB L(e)a™" + o(e ¥ L(¢)),

za neke konstante [ i v, kada ¢ — 07, u D'(R), ako i samo ako postoje
m € N,m > k, funkcija c, definisana na (0,00), koja je asocirano asimptotski
homogena stepena nula u nuli, v odnosu na L i distribucija F, neprekidna u
[—1,1], takva da je F™ = f, za koju vaZi

m—Fk m—k

F(z) = c(]z]) T sgna

('nf— o DS =

1 o(lz|™*L(|z
ri (lz[™ 7 L(]=l)),

kada x — 07 u klasicnom smislu. Poslednja osobina je ekvivalentna sa

o (= R (a2) — (1) ()
2—0+ ™ FL(x)

=7+ floga,

za svako a > 0.
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U teoremama 3.3.1 i 3.3.2 su posmatrane distibucije iz D’(R) i njihovo
kvaziasimptotsko ponasanje u D'(R). Ukoliko f € §’(R) ima kvaziasimptot-
sko ponasanje u §'(R), jasno je da tada f ima i kvaziasimptotsko ponasanje
u D'(R). Medutim, vazi i obrnuto, tj. ako f € §’(R) ima kvaziasimptotsko
ponasanje u nuli u D'(R), tada f ima kvaziasimptotsko ponasanje u nuli u

S'(R).

Teorema 3.3.3 Neka f € D'(R) ima kvaziasimptotsko ponasanje u besko-
nacnosti, u D'(R), u odnosu na sporo promenljivu funkciju L

(Az)
INa+1)

D)
I'a+1)
za neke konstante C_ i Cy, kada X — oo, u D'(R). Ako o ¢ {—1,-2,...},

tada postoje m € Nom > —a — 1, distribucija F, neprekidna, takva da je
F™) = . za koju vazi

(3.13) f(Ax) = C_L(X) + CLL(N) + o(A“L(N)),

_ T(a+m+1)F(z)
(3.14) A CIAED

= C4.

Obrnuto, ako je ispunjen uslov (3.14), tada diferenciranjem dobijamo da vazi

(3.13).

Teorema 3.3.4 Neka f € D'(R) i neka k € N. Tada f ima kvaziasimptotsko
ponasange u beskonacnosti, u D'(R), u odnosu na sporo promenljivu funkciju
L dato sa

FOx) = FLA)E D (@) + (=1)F 1 (k — DIBLA) (Az)* + o(AFL(N)),

za neke konstante i vy, kada A — oo, u D'(R), ako i samo ako postoje
m € Nym > k, funkcija c, koja je asocirano asimptotski homogena stepena

0, u 00, u odnosu na L i distribucija F, neprekidna, takva da je F™ = f, za
koju vazi
xm—k m—k
F(z) = C(M)m + WL(|$|)m sgnax

m

m—k
_ 1 .
—BL( le AL Z i (| *L(J2])),
7j=1
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kada x — ‘00 u klasicnom smislu. Poslednja osobina je ekvivalentna sa

fim (m — k)!(a* " F(azx) — (—1)"*F(—x))
T—00 amkL(x)

=7+ pBloga,
za svako a > 0.

Teorema 3.3.5 [}1, 63/ Neka f € D'(R) ima kvaziasimptotsko ponasanje u
beskonacnosti, u D'(R), reda o € R. Tada f € S'(R) i f ima kvaziasimptotsko
ponasangje u beskonacnosti u S'(R).

U [63] su proucavane moguénosti produzenja kvaziasimptotskog ponasanja
u beskonaénosti sa D'(R, ) na D'(R), koje navodimo u nastavku.

Teorema 3.3.6 Neka f € D'(R) ima nosa¢ u R,. Pretpostavimo da f ima
kvaziasimptotsko ponaSanje

(M)

f(Az) = CL()\)F(Q—M

+0o(A*L(\)), kada N\ — oo, uD'(R,),

za neku konstantu C. Ako je o > —1, tada f € S'(R) i ima isto kvaziasimp-
totsko ponasanje u S'(R).

Teorema 3.3.7 Neka f € D'(R) ima nosa¢ u R,. Pretpostavimo da f ima
kvaziasimptotsko ponasanje

(Az)§

f(Az) = OL(A)W

+ 0o(A*L(N)), kada X — oo, uD'(R,),
za neku konstantu C. Ako je o < —l,a # —2,-3,..., lada f € S'(R).
Stavise, postoje konstante ag,ay, ..., a, (n < —a — 1), takve da je

)t N~ V@) . :
fx) = C’L(A)er]ZO ajgir HONL(N), kada A — co, u S'(R).
Teorema 3.3.8 Neka f € D'(R) ima nosa¢ u R,. Pretpostavimo da f ima
kvaziasimptotsko ponaSanje

Hx) L) :
O + o ), kada A\ — oo, uD'(Ry),

FO\x) = CL(\) =
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za neku konstantu C, gde k € N. Tada f € S'(R) i postoji asocirano asimp-

totska homogena funkcija c i konstante ag, ay, ..., ax_1 tako da je
LN . H(z), o) SS9z L)
fO) = C=mPE(— ) + =200 0 (@) + ) ey = 57 +o(5 1),
j=0

kada A — oo, u S'(R).



Glava 4

Teoreme Abelovog i
Tauberovog tipa u S)(R)

Kao sto je receno u predgovoru, termini Abelova i Tauberova teorema
su nastali prilikom ispitivanja konvergencije i sumabilnosti redova. Pri-
mena ovih tipova teorema se moze prosiriti i na druge probleme, pa se
tako Abelovim i Tauberovim teoremama mogu ispitivati asimptotska svo-
jstva funkcija u odnosu na njihove integralne transformacije ([38, 47, 49, 48,
51, 55, 70]). U ovoj glavi se teoremama Abelovog i Tauberovog tipa ispituje
kvaziasimptotsko ponasanje u konacnoj tacki i u beskonacnosti distribucija iz
prostora S{(R) u odnosu na njihovu malotalasnu transformaciju. U poglavlju
4.1 su date Abelove teoreme, dok su u poglavlju 4.2 prikazane Tauberove teo-
reme. U poglavlju 4.3 su, u slucaju kvaziasimptotskog ponasanja u konac¢noj
tacki, Tauberovi uslovi dati lokalno, ¢ime su poboljsani rezultati dobijeni u
poglavlju 4.2.

4.1 Teoreme Abelovog tipa

Ponovimo, sa W,, oznacavamo malotalasnu transformaciju u odnosu na
mali talas v € Sy(R). Posmatrajmo prvo kvaziasimptotsko ponasanje u
konac¢noj tacki temperiranih distribucija.

Teorema 4.1.1 Neka f € S'(R) ima kvaziasimptotsko ponasanje u konacnoj
tacki xo, u odnosu na sporo promenljivu funkciju L, u S)(R), tj. neka vazi

(4.1) f(xg+ex) ~e*L(e)g(x), kadae— 0", u SH(R).



56 4. Teoreme Abelovog i Tauberovog tipa u S} (R)

Tada, za svako 0 < o < g 11 >0 tmamo
(4.2) Wy f(zo+ercost,ersind) ~ e*L(e)Wyg(rcosf,rsinf), ¢ — 0%,
uniformno za 0 < 0 <1 — 0.

Dokaz. Neka 2y € R ineka o € (0, 5. Kako je skup

1 - - —cos@

W

(4.3) Cr ={ )eSIR): 0 << m—0}

sin 6 sin @

kompaktan, koristeéi kvaziasimptotsko ponasanje (4.1) i Banah-Stajnhausovu
teoremu dobijamo da za svako r > 0i0 <60 <7 — o vazi

Wy f (2o + ercosf,ersin )

<f xo + ercosf + ersin fz), >

1 x — cos
—<f(x0+€mc)’sin0 ( sin ¢ )>

~ (re)*L(re) <9<@“> Sulw (x ;ITZSQ»

T — cosf
g(r " sin 6’ sin

= %L (re) Wyg(r cosf,rsinf)

~ e“L () Wyg(rcosf, rsinf),

kada ¢ — 0F.
Sliéno tvrdenje imamo i u slucaju kvaziasimptotskog ponasanja u besko-
nacnosti.

Teorema 4.1.2 Neka f € S'(R) ima kvaziasimptotsko ponaSanje u besko-
nacnosti, u odnosu na sporo promenljivu funkciju L, u Sj(R)

(4.4) f(Az) ~ X*L(N)g(x), kada X — oo, u SH(R).
Tada, za svako 0 <o < 5 171 >0 vaZ
(4.5) Wy f(Arcos @, Arsin€) ~ AL (A) Wyg(rcosf,rsinf), A — oo,

uniformno za 0 < 0 <7 — 0.
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Dokaz. S obzirom na kvaziasimptotsko ponasanje (4.4), Banah-Stajn-
hausovu teoremu i kompaktnost skupa C, datog u (4.3), imamo da za svako
r>0ioc<6<7m—o0vazi

Wy f (Ar cos 0, Arsin 0)

= (f(M\rcosf + /\rsin&r),%z(x»

1 - (x—-cosf
:<f<>\rx)’sin6’¢< sin ¢ )>

~ (rA)*L(r)) <g(l‘) 7 <x—0059)>

"sin 6 sin 6

~ AL (A) Wyg(rcos@,rsinf),

kada A — oo.

Primer 4.1.1 Pokazacemo kako mogu da se konstruisu distribucije koje ni
u jednoj tacki nemaju vrednost u smislu LojaSevica (primer 3.2.1).

Neka za niz pozitivnih brojeva { A, }nen, postoje ng € N i o > 1 tako da
. )\n+1
e
smislu Adamara (Hadamard). Neka je f € S'(R) oblika

>0 > 1, n > ng. Ovakvi nizovi se nazivaju nizovi sa Supljinama u

0
f(l?) _ chei)\nx’
n=0

gde dati red konvergira u S (R). Pretpostavimo da f ima vrednost u nekoj

tacki xy u smislu Lojasevica. Odaberimo 1 € Sy(R) tako da je supp @/A) -
[a_%, 0%] i(1) = 1. Kako je { A\ nen, niz sa Supljinama sledi da je @/A)(A—n) =
0, m # n, za dovoljno veliko m. Sada je "

Dalje, ako f(xg) ima vrednost u tacki w smislu LojaSeviéa iz teoreme 4.1.1
(zaa=01iL=1jeWy1(0,1) = 0), sledi da je ¢, ™ = o(1), odnosno,

(4.6) lim ¢, =0.

m—00
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Dakle, (4.6) je potreban uslov da bi f imala vrednost u xo u smislu LojaSevica.
Obrnuto, ako uslov (4.6) ne vazi, tada f nema vrednost ni u jednoj tacki u
smislu Lojasevica.

Isti postupak moZemo primeniti © na distribucije oblika

[e.9] o0

E Cn €OS(Ap) E Cp Sin(A,z).

n=0 n=0

Recimo jos da se sliéni primeri mogu naci u [65].

Primer 4.1.2 Poznato je da Vajerstrasova funkcija
= y"cos(f"z), B> >1
n=0

nije nigde diferencijabilna. PokaZimo kako koristeci prethodne rezultate lako
mozemo dobiti v jaci uslov od ovog.
Funkcija w je neprekidna i ogranicena, i njen prvi izvod je

w(z) = — i (g)nsmw%).

g

Kako (=)" # o(1), iz primera 4.1.1 sledi da w' nema vrednost u smislu
v

Lojasevica ni za jedno xo € R. Recimo i to da je nepostojanje vrednosti od
w' u svakoj tacki u smislu LojaSevica jaci uslov od toga da w nema izvod ni
u jednoj tacki ([68]).

4.2 Teoreme Tauberovog tipa

Nasuprot problemima Abelovog tipa, tvrdenja Tauberovog tipa sadrze do-
datne uslove na integralnu transformaciju koju posmatramo. Za takve uslove
kazemo da su Tauberovog tipa. U narednim teoremama posmatramo kvazi-
asimptotsko ponasanje distribucija iz S)(R) kao posledicu kvaziasimptotskog
ponasanja njihovih malotalasnih transformacija.



4.2. Teoreme Tauberovog tipa 59

Teorema 4.2.1 Neka f € S)(R) i neka je v € So(R) mali talas koji ima
rekonstrukciont mali talas. Tada postoji homogena distribucija g reda o takva
da je

(4.7) f(zo+ex) ~e*L(e)g(x), kadae— 0%, u SH(R)
ako i samo ako za Wy f vaze sledeci uslovi:

1. za svako (b,a) € H postoji M, tako da je

(4.8) lim

lim 7ol (o +2b,c0) = My < oo

2. postoje konstante vy, 3, M > 0 takve da za svako (b,a) € H i e < 1 vazi

Wy f (xo + b, ca)| 1\7 3
o L(e) <M<a+a> (14 |b])".

Stavise, My, = Wyg(b,a), (b,a) € H.

(4.9)

Dokaz. Bez gubitka na opstosti mozemo pretpostaviti da je xo = 0.

Neka za f € S{(R) vazi kvaziasimptotsko ponasanje (4.7). Iz teoreme
4.1.1 Abelovog tipa sledi kvaziasimptotsko ponasanje malotalasne transfor-
macije date distribucije, odnosno vazi (4.8). Takode, iz (4.7) sledi da je skup

{ £(€.> } ogranicen u S)(R). Iz karakterizacije ograni¢enih skupova u
e*L(e) ) .,

SH(R), date u teoremi 2.5.4, imamo da, za svako € < 1, vazi

(W f(ex)) (b,a)l
e*L(e)

1 ol
<C’<a—l—a) (1+|b))?, (b,a) € H,

sto nas uz poznatu vezu (W, f(ex))(b,a) = Wy f(2))(eb,ca), € > 0, (b, a) €
H, dovodi do nejednakosti (4.9).

Dokazimo da su dati uslovi i dovoljni. 1z (4.8) i (4.9) sledi da je funkcija
J(b,a) = My, (b,a) € H, merljiva i vazi

1 Y
0.0) = ol <M (1) A4 () € B

Dakle, J(b,a) € S'(H).
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Po definiciji malotalasne transformacije, uz smenu promenljivih ez = t,

imamo da je
Wy f(ex))(b,a) /f ex) (:v—b) dx

a

b
/f - ( gag ) dt = Wy f(eb,ea).

Data veza i formula (2.18) dovode nas do

lim < f( ) 7¢( )> = L lim /OO - Mwﬁ(b(b,a) dbda,
0 —00 a

e—0+ \ e L(e) Cypy e—0F e*L(e)

gde je n rekonstrukcioni mali talas za 1. Kako Ws¢ € S(H) imamo da za
svako a € N postoji konstanta C' > 0, takva da je

C

|Wﬁ(b’a)’ < (a+%)a (1—}—())0"

(b,a) € H.

Ova ¢injenica, uz uslove (4.8) i (4.9), nam omoguéava da primenimo Lebegovu
teoremu o dominantnoj konvergenciji, nakon ¢ega dobijamo

(o) [ [

<M Mb ,a) (b( )>

Cw U
Kako poslednja grani¢na vrednost postoji za svako ¢ € Sp(R) sledi da f
ima kvaziasimptotsko ponasanje u prostoru S)(R) i da ¢, dato sa M, =
Wyg(b,a), (b,a) € H, zadovoljava (4.7).

Primetimo jos da su uslovi (4.8) i (4.9) globalna svojstva malotalasne
transformacije, dok je kvaziasimptotsko ponasanje u konacnoj tacki, dato u
(4.7), lokalno svojstvo. Kasnije ¢emo uslove (4.8) i (4.9) lokalizovati, za sta
¢e se koristiti tvrdenje teoreme 4.2.1.

Uz izvesne izmene argumenti dati u teoremi 4.2.1 su dovoljni da bi se
dokazala i Tauberova teorema za kvaziasimptotsko ponasanje u beskonacnosti.
Medutim, dokaz se moze izvesti i na potpuno drugaciji nacin, koristec¢i neke
od fundamentalnih teorema funkcionalne analize. Navedimo sada rezultat
Tauberovog tipa za ponasanje distribucije u beskonacnosti.
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Teorema 4.2.2 Neka f € S\(R) i neka je v € So(R) mali talas za koji
postoji rekonstrukciont mali talas. Tada postoji homogena distribucija g reda
a takva da je

(4.10) f(Az) ~ AX*L(N)g(z), kada X — oo, u Si(R)
ako i samo ako za Wy, vaZe sledeci uslovi:

1. za svako (b,a) € H postoji M, tako da je

) 1
(411) )\ILIIOIO mwz/,f ()\b, )\CL) = Mb,a < 0Q;

2. postoje konstante v, 3, M > 0 takve da za svako (b,a) € H i A > 1 vazi

\wwAJ;(LA(z;)Aa)\ Y (a N é) (14 [b])”.

Stavise, My, = Wyg(b,a), (b,a) € H.

(4.12)

Dokaz. Kao i u dokazu teoreme 4.2.1, iz Abelove teoreme 4.1.2 i karak-
terizacije ogranicenih skupova u S§)(R), date u teoremi 2.5.4, sledi da su uslovi
(4.11) i (4.12) potrebni.

U drugom smeru, pokazimo prvo da je span B gust u Syo(R), gde je

B {% — %ﬁ (%) (ba) e IHI} |

a span B je skup linearnih kombinacija elemenata skupa B. Neka h € S| (R).
Ako je

a

<h($), %w <“”” - b>> — Wyh (ba) =0, 7a svako (b,a) € H,

na osnovu formule (2.18) sledi da je

(h(2), $(z)) = —— (Wyh (b,a) , Wy (b, a)) = 0, Vo € So(R),

Cy,m
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odakle sledi da je h = 0. Iz Han-Banahove teoreme sledi da je spanBB gust u
So(R). Dalje, neka je dat skup

S (R CE IR

Iz (4.12) i teoreme 2.5.4 sledi da je F ogranicen skup u S)(R), sto, uz
pomo¢ Banah-Stajnhausove teoreme, implicira da je F ravnomerno nepreki-
dan skup. Poznato je da se za ravnomerno neprekidne skupove tackasta
konvergencija nad gustim podskupom moze prosiriti do konvergencije nad
¢itavim skupom. S druge strane, u uslovu (4.11) je data tackasta konvergen-
cija elemenata skupa F nad span B, pa je mozemo prosiriti na Sp(R). Dakle,
za neko g € S{(R) imamo da f), — g, kada A — oo u slabom smislu, ¢ime je
dobijeno kvaziasimptotsko ponasanje (4.10).

4.3 Teoreme Tauberovog tipa sa lokalnim uslovima

U narednoj teoremi ¢emo globalne uslove (4.8) i (4.9) zameniti lokalnim
uslovima (4.14) i (4.15). Sli¢ni uslovi koriséeni su u [7, 8, 70, 71], gde su kroz
teoreme Tauberovog tipa proucavana lokalna svojstva uopstenih funkcija u
odnosu na razne integralne transformacije (Melinova, Laplasova, itd.).

Teorema 4.3.1 Neka f € S|(R) i neka je v € So(R) mali talas koji ima
rekonstrukcioni mali talas. Tada postogi homogena distribucija g reda o takva
da je

(4.13) [ (zo+ex) ~e*Lie)g(x), kadae— 0%, u SH(R)
ako i samo ako vaze sledeci uslovi:

1. za svake (b,a) € H, takve da je a* + b* = 1, postoji My, za koje je

1
(414) gli)%lJr mwd,f (IO + €b, 5a) = Mb,a < 0Q;

2. postoji m € N takvo da je

(4.15) limsup  sup aa— Wy f (20 + b, ea)| < oo.
e—0t  a24b2=1,a>0 € L(E:)
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Stavise, My, = Wyg(b,a), (b,a) € H.

Dokaz. Neka je ispunjen uslov (4.13). Kako su u (4.7) i (4.13) data
identi¢na kvaziasimptotska ponasanja, a iz globalnih uslova (4.8) i (4.9) slede
lokalni uslovi (4.14) i (4.15), dobijamo da vaze uslovi (4.14) i (4.15).

Pokazimo da su dati uslovi i dovoljni. Radi lakSeg rada, bez gubitka
na opstosti, mozemo pretpostaviti da je xog = 0. Posmatrajmo skup I =
{(bya) €e H: |b] <1, a < 1}. Oznacimo sa F' i G malotalasne transformacije
distribucije f € S)(R), u odnosu na mali talas ¢ € Sy(R), na skupu [ i
njegovom komplementu 1%, respektivno, odnosno neka je

}FZZ,X[)thf i G ::)AZﬁf?—-}z

gde je x karakteristicna funkcija za skup I. Dalje, sa fj i hy oznac¢imo dejstvo
malotalasnog operatora sinteze na F' i G :

fo=cph MyF i hg = ¢} MG,

gde je n rekonstrukcioni mali talas za 1. Jasno, F' i G pripadaju prostoru
S'(H), dok su fy i go elementi prostora S| (R). Kako je

Wyho + Wy fo =G+ F =Wy f,
koristec¢i osobine malotalasne transformacije, dobijamo da je
f="ho+ fo.

Pokazimo da je h € S§'(R), produzenje od hg € S{(R) na S'(R), glatko u
okolini nule, odnosno da je

Wyh(b,a) = 0(a’), kada a — 07,
za svako o > 0, uniformno po b, u okolini nule. Neka je ¢ > 0. Kako

G € §'(H) i Wyn(b,a) € S(H), iz (2.16) i definicije prostora S(H), sledi da
postoje n € Ni B > 0 takvi da je

1 n
(4.16) |G(b,a)] < B (a + a) (1+|6)", (b,a) € H,
odnosno,

1 —1-2n—0o
(4.17) Wyn(b,a)| < B (a + a) (14 [b)>", (b,a) € H.
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1
Neka je |b] < 5 ia<1. 1z (4.16) i (4.17), koristedi formulu (2.17) sledi

> b—1b a) db’ da’
W, — |G, d
/1 or|>1 1[)77( a d ( ) (a')?
00 / 2+n 1+2n+0 db da’
< 4nB2 b/ n nn a g
<ow [Cf wrar(hy) ()G

< a'trtognp? / Py ( / T _da ) =o0(a%)
a izt (Jor] — 1) 1 (a)oH! ’

2

|cy ) Wyh(b,a)| =

za svako o > 0. Koristedi karakterizaciju singularnog nosaca distribucije (teo-
rema 2.5.3) zaklju¢ujemo da je h glatko u intervalu (—2,1). Iz moguénosti

produzenja hg sledi da, za svako o > 0, vazi v
ho(ex) = 0(7), kada e — 0, u S)(R),
odnosno da je, za svako o > 0,
f(ex) — fo(ex) = 0(e?), kada e — 0, u S)(R).

Iz poslednje relacije zakljucujemo da f ima kvaziasimptotsko ponasanje u nuli
u S (R), dato u (4.13), ako i samo ako fy ima kvaziasimptotsko ponasanje u
nuli u §j(R), u odnosu na istu sporo promenljivu funkeciju.

Dalje, pokazimo da f; ima kvaziasimptotsko ponasanje u nuli, u odnosu
na sporo promenljivu funkciju L, u Sj(R). Za to nam je, po teoremi 4.2.1,
dovoljno da pokazemo da f zadovoljava uslove (4.8) i (4.9).

Pokazimo prvo da za Wy, f, vazi

(4.18) &.QTI@ Wy fo(eb,ea)| < M (a + é) (1+ [b])",

za neke konstante v, 3, M > 01izasve (b,a) € H, 0 < e < 1. Iz (4.15) imamo
da postoje konstanta M; > 0 i vrednosti m € N i gy > 0 takve da je
am

(419) S"T(E) ‘W¢f (Eb, 5a)| < Ml,

za svako 0 < € < gy = V2 i za sve (b,a) € H, za koje je a®> + b* = 1.
1 11

Neka @' € (0,-) 10 € (—=,=). Zamenimo 1i u (4.19) vrednosti a,b i €
€ e
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sa \/ : \/ i ey/(a’)® + (1')?, respektivno, dobijamo da
(@)’ + ()" (@) + )7
vazi
nm b/ /
(4.20) (@) W] (Y, ed) <M, 0<e<1.

€O‘< (a’)2+(b’)2>m+aL<e (a’)2+(b’)2)

Datu zamenu smo mogli uciniti, jer je

S N R N N (T
( <wf+«vf> i <wf+«vf) e

Takode, mozemo pretpostaviti da je a +m > 1.

Dalje, posmatrajmo sporo promenljivu funkciju L. Kako su za ispitivanje
kvaziasimptotskog ponasanja u nuli bitne samo vrednosti funkcije L u okolini
nule, mozemo pretpostaviti ([67, odeljak 3],[1, str. 25]) da postoji konstanta
My > 0 takva da je

L(ex)
L(e)

1+ 22

(4.21)

1
< M, max {x, —} < M, , za svako e,z > 0.
x

Iz Wyn € S(H) sledi da za svako 3,7 > 0, postoji konstanta M; > 0 takva
da je

(4.22) Wanfb,a < M (a4 1) (14 )

Dalje, procenu (4.22) posmatramo sa slede¢im vrednostima i 7 :
(4.23) B=a+m+3, y=max{m+2,a+ [+ 1}.

U daljem radu koristi¢emo i elementarnu nejednakost

(4.24) Lt o4yl < (1+ Jal) (L + o).

Tada za 0 < e <1, iz (4.20), (4.21) i (4.24), imamo da je

db' da’
(a)?

eb -0V ca

|C¢ nW¢f0(€b 6(1 | = WT/JU < CL’) F(b’7a/)
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/ Wor <b—b’7 a/) W £, w)db/da '

(a)?

< M;e® // + ()2 )Mm

L(e\/()7b’ ‘an(b—b’ g) db’ da’

(ZI (a/)m+2

a+m—1
< M, Mpe®L(e / / b’))
b—b a db da’
N2 N2 w
(1+@) +(b)>‘Ww( .4

(a/)m+2
a % é ’ ryot+m—1 n2 /1\2
< M Mye L(s)/ / (@ + D™ (1 4+ )2 (1 +¥))
0 ,l

b—¥
()|
< My Mae®L(e) (41) + 415 + 2001, |

1 b—0b a db’ da’
[:// 1+ pper™ttiw < ,—) —_—
1 ; |b—b’\§1< ') 7] a d )| (@)m?
1 b—b a\| dvdd

I = 14 /) — ==
: / / oy (BT v (25, 5 2R

b—
I3 = / / A+ ) 77( “)‘ v da’.
a CL

Pri proceni poslednja tri integrala koristimo (4.22), (4.23) i (4.24). Za integral

I; imamo
1 I\ Y / !
db’ d
A R e G L
0 Jp|<1+|b| a (a)

1 Y 1 .
<o (5) @b e [y a

dv’ da

)m+2

gde je




4.3. Teoreme Tauberovog tipa sa lokalnim uslovima 67

1 Y
< gomE2 (a v 5) (1+ |b])?,

zZa IQ je

/

1 N\ Y B ’ogr
db' da
I < M 1 b/ a+m+1 a’_ a
<o [ aswr (D) (7)o

< M3 (a + 1)"/ </1 (a/)’Y'f‘ﬁ—m—Z da/) / (]‘ + |b/|)a+m+1 db/
B a 0 <ot [b—1)°

1\” 1+ o]+ [ppatmtt
SMg(a+—) / (1+] |+|ﬂ‘) dv’
a/ Jiq| V']

1 o oo (1 + b/)cx+m+1
< 2M. — 14+ 1b O‘+m+1/ -V
< 2Mj (OH' a) (1+18]) : |2

1 Y
< gtmi2 (a + _) (1+ |b|)5
a

i za integral I3

00 00 Na+pB—y—1 1 b/ a+m+1
[3 S Mga’y/ / (CL) ( +| |ﬂ) db/da/
LS @+ h—b))

o fend) (L5250 (] )
< Ms <a+é)w(1+|by)ﬁ/:#

1 v
< 2Ms <a—|——) (1+10])°.
a

Dakle, nejednakost (4.18) je zadovoljena za M = 226 My My M.

Da bi primenili teoremu 4.2.1 na f, preostaje nam da pokazemo da fy
zadovoljava (4.8), odnosno da (4.14) vazi za svako (b, a) € H. Za proizvoljno
(b,a) € H stavimo da je b =rcosf ia=rsinf,zar >01i0 < 0 < 7. Tada

je

lim Wy f (eb, ea) — lim Wy f (ercosf,ersind)
e—0+  €*L(e) e—0+ e*L(e)
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o lim L(e) Wy f (ecosf,esinb) Mg g = My,

e—0+ L(%) e*L(e)

Definisimo funkciju J(b,a) = M,,, za (b,a) € H. Iz poslednje relacije i
(4.20) zakljucujemo da je J € S’(H) funkcija sporog rasta. Preciznije, kako

b a
jer = va?+b? cos) = ———— i sinf) = ——, imamo da za svako
,/a2+b2 ,/a2_|_b2
(b,a) € H vazi

V 2 b2 “ a+m
|J(b’ CL)| =" |Mc0s0 sin0| S M1U—+) S le'
7 (sin @)™ am

Takode, iz relacija (4.20) i (4.21) sledi da je

a+m
Wy f (eb, ea) (Va2 + b?) 1
< M-+ M- 2 2
caL(2) S My s max ¢ Va? + b2, i

za 0 < eva?+ b2 < V2.
Konacno, ako primenimo poslednje dve ¢injenice, procenu (4.22) i Lebe-
govu teoremu o dominantnoj konvergenciji imamo da je

i Wefo (b, ea)
e—0+t  e%L(e)

1.l oy / / ;7
_ limi/ / an<b b7g) Wy f (el ea’) db da
0 _1

e—0% Cypy a a e*L(e) (a")?

1 R b—V a db' da’
- _ Jb/ /
ol /OOWW( v ) &) e

¢ime je dokazano tvrdenje teoreme.

Komentar 4.3.1 U uslovima (4.14) i (4.15) posmatrali smo jedinic¢ni polu-
krug a®> +bv* = 1, a > 0, ali iz dokaza je jasno da ako uzmemo proizvoljan
polukrug a* +b*> =12, a > 0, r > 0, teorema 4.5.1 i dalje vaZi.



Glava 5

Teoreme Tauberovog tipa u

S'(R)

Ova glava se sastoji od tri poglavlja. U poglavlju 5.1 je pokazano na
koji nacin se kvaziasimptotsko ponasanje u kona¢noj tacki i u beskonacnosti
moze produziti sa Sy(R) na S’(R). Rezultati cetvrte glave i poglavlja 5.1 su
koriséeni u poglavlju 5.2, gde su date Tauberove teoreme za kvaziasimptotsko
ponasanje temperiranih distribucija u odnosu na njihovu malotalasnu trans-
formaciju. U poglavlju 5.3 je pokazano kako dodavanjem novih Tauberovih
uslova, datih preko kvaziasimptotske ogranicenosti posmatranih temperi-
ranih distribucija, mozemo dobiti preciznije rezultate u odnosu na one iz
poglavlja 5.2.

5.1 Kvaziasimptotsko produzenje sa Sy(R) na

S'(R)

Prostori D(R,) i D(R_) sadrze elemente iz D(R) ¢iji se nosaci nalaze
u Ry i R_, respektivno. Njihovi duali su D'(R;) = (D(R})) 1 D'(R_) =
(D(R_))". Takode, posmatramo i prostor D(Ry) := D(R,) ® D(R_), sa du-
alom D'(Ryp) = (D(Ry))". Sa S(Ry) i S(R_) oznacavamo zatvorene pot-
prostore od S(R) ¢iji nosaci se nalaze u Ry i R_, respektivno. Njihovi
duali su S'(Ry) = (S(Ry)) i S'(R-) = (S(R-))". Posmatramo i prostor
S(Rp) :=S(R;) ®S(R_), sa dualom §'(Ry) = (S(Ry))’. Za Furijeovu trans-
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formaciju vazi
FS.(R) = S(R,) i F(S_(R)) = S(R),

gde su S;(R) i S_(R) prostori koji sadrze progresivne, odnosno regresivne
brzo opadajuce funkcije. Takode, vazi

/

(51) F(S.(R) = S(Ry) | F(S () = S(R) i F(SH(R)) = S'(Ry).

Poslednja veza nam omoguéava da probleme postavljene u prostoru Sy(R)
(koji se od prostora S'(R) razlikuje za polinome), preko Furijeove transfor-
macije, posmatramo u prostoru S'(Ry) (koji se od prostora S'(R) razlikuje
za distribucije ¢iji nosaci su nula, tj. za konacne sume Dirakove delta dis-
tribucije i njenih izvoda).

Neka f € S'(R) i neka f ima kvaziasimptotsko ponasanje u Sj(R)

(5.2) [ (zo+ex) ~e*Lie)g(z), kadae — 0T, u S)(R).
Nakon Furijeove transformacije i smene ¢ = %, dobijamo ekvivalentan izraz
(5.3) 107 f(\x) ~ ATTTOLATYG(x), kada A — oo, u S'(Ry).

Dakle, umesto problema kvaziasimptotskog ponasanja u nuli u Sj(R)
mozemo posmatrati kvaziasimptotsko ponasanje u beskona¢nosti u S’'(Ry).
Stavise, kako je S'(Rg) = S'(R) @ S'(R_) dovoljno je ispitivati kvaziasimp-
totsko ponasanje u beskonacnosti u §’'(R).

Poznato je ([14], teorema 6.9.2) da distribucija fo € D'(R,) ima pro-
duzenje na D'(R,) ako i samo ako postoji 8 € R\ {—1,-2,...} tako da
vazi

(5.4) fo(ez) = O(£”), kada e — 07, u D'(R,).

Teorema 5.1.1 Neka fy € D'(Ry) ima produzenje na R,. Neka je L sporo
promenljiva funkcija u beskonacénosti i neka o € R. Pretpostavimo da fy ima
kvaziasimptotsko ponasanje u beskonacnosti u D'(R,) dato sa

(5.5) fo(Ax) ~ X*L(N)g(x), kada X — oo, uD'(R,).

Tada fo € S'(Ry) i ima kvaziasimptotsko ponasanje (5.5) u S'(R+).
Stavise, neka je f € S'(Ry) proizvoljno produzenge od fy.
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(i) Ako je a > —1, tada f ima kvaziasimptotsko ponasange (5.5) u S'(R).

(ii) Ako je o < —1 i v ¢ Z_, tada postoje konstante ag,...,a,—1, N < —«
takve da vazi

nl ©)
(5.6) fx) = Z a; 5”51) + A L(N)g(x) + o(A*L(N)),

kada A — oo, u S'(R). Konstante zavise od izbora produzenja f.

H

(i1i) Ako je « = —k, k € Z,, tada je g oblika g(x) = C’Pf( (::) , 2a
x

neku konstantu C, i postoje konstante ag,...,ar_s © asocirana asimptotsko

homogena funkcija reda nula v odnosu na L za koju je

(~1)*"

(5.7) clax) = c(x) + Gi—1)

CL(z)loga+ o(L(x)), x — oo,

tako da vazi

(5.8)
s = e () e v+ 3o B o (M)

kada A — oo, u §'(R). Konstante i funkcija ¢ zavise od izbora produzenja f.

Dokaz. Tvrdenja (i), (ii) i (iii) direktno slede iz teorema 3.3.6, 3.3.7 i
3.3.8, dok iz teoreme 3.3.5 sledi i da je f temperirana distribucija. Kako je fy
restrikcija od f na D(R,), zaklju¢ujemo da fy € S'(R,) i vise, kvaziasimp-
totsko ponasanje (5.5) vazi u §’'(R,).

Posledica 5.1.1 Neka f € S'(R). Neka je L sporo promenljiva funkcija u
nuli 1 neka xo,a € R. Pretpostavimo da f ima kvaziasimptotsko ponasanje

(5.9) f(xo+ex) ~e*L(e)g(x), kadae— 0", uSi(R).

(i) Ako je a < 0, tada f ima kvaziasimptotsko ponasange (5.9) u S'(R).

(i) Ako je « > 0 i a ¢ Z,, tada postoji polinom p, stepena manjeg od c,
tako da je

(5.10) f(zo+ex) = p(ex)+e*L(e)g(x)+0(e“L(¢)), kadae— 0T, u S (R).
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(iii) Ako je o = k, k € N, tada je g oblika g(z) = C_z* + Cya% | za neke
konstante C_ i C, i postoje polinom p stepena najvise (k — 1) i asimptotski
homogena funkcija b stepena nula u nuli, v odnosu na L, tako da je

(5.11) f(zo+ex) = p(ex) + b(e)e*a" 4+ " L(e)g(x) + o(e*L(e)),

kada e — 07, u S'(R).

Dokaz. Kao sto je ucinjeno u (5.3), primenimo Furijeovu transformaciju
na f(xg + - ). U S{(R) mozemo na jedinstven na¢in napraviti razlaganja
f=f-+fiig=0-+q. gde fr,gr € S'(Ry). Primenimo li teoremu 5.1.1
na fi, gy i L(5) dobijamo rezultate u Furijeovom domenu.

Pokazimo jos da je funkcija b iz (5.11) asimptotski homogena, stepena 0,
a ne asocirano asimptotski homogena, kao sto je to slucaj u teoremi 5.1.1
pod (iii). Biramo ¢ € D(R) takvo da vazi

/Ooxkqﬁ(x)dx:l i /Ooqub(a:)d:p:(), za j < k.

o0 —00

Primenimo li (5.11) na tako odabrano ¢ dobijamo

o0

(a)*b(ac) / " ¢(x) dv + L(ac) (g(acz), $(x)) + o(e*L(e))

—00

— (a2)*b(e) / " 2t g(a) du + L(e) (glaca), 6(x)) + ol L(e)),

odnosno
c(ag) = c(e) + o(L(¢g)), kadae — 07,

Dakle, u posledici 5.1.1 smo dobili trazene rezultate za kvaziasimptot-
sko ponasanje u nuli, koristeé¢i teoremu 5.1.1 i kvaziasimptosko ponasanje
u beskonacnosti u Furijeovom domenu. Slican postupak primenjujemo i u
proucavanju kvaziasimptotskog ponasanja u beskonacnosti, zapravo ispitujuci
kvaziasimptosko ponasanje u nuli u Furijeovom domenu, s tim Sto sada treba
da dokazemo tvrdenja za kvaziasimptosko ponasanje u nuli, koja odgovaraju
tvrdenjima u teoremama 3.3.6, 3.3.7 i 3.3.8.
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Teorema 5.1.2 Neka fo € D'(R.) ima kvaziasimptotsko ponasanje
(5.12) fo(ex) ~e*L(e)g(x), kadae— 0%, uD'(Ry).

Tada se fo moZe produZiti na R,. Stavise, ako je f € D'(R.) produZenje od
fo na Ry, tada vazi:
(i) Ako je a < =1 ia ¢ Z_, onda (5.12) vazi za f u D'(R).

(i1) Ako je « > —1, onda postoje konstante ag, aq, . .., an,_1 takve da je
. =, 090
(5.13) flex) =e“L(e)g(x) + Gt T o(e“L(¢)),

Il
=)

J
kada ¢ — 07, u D'(R).

H(z)

(i1i) Ako je o = —k,k € Z, onda je g oblika g(x) = C' Pf ) , za neku

konstantu C, i postoji asocirano asimptotski homogena funkcija ¢ za koju je

(-1t
(k—1)!

(5.14) c(az) = c(z) + CL(z)loga + o(L(z)), x — 0T,

za svako a > 0 1 konstante ay, a1, ..., am_1 tako da je

(5.15)
flex) = cL(,f>Pf (H(l’))

€ zk

N C<i>(5(k*1)(:v) N mz_ ajg(l')(x) to (@) |

+1
€ Pt gt
kada e — 07, u D'(R).

Stavise, ako pretpostavimo da je fo € S'(R), onda f € S'(R.) i asimp-
totski razvogi (5.13) i (5.15) vaze u S'(R).

Dokaz. (i) Kako o ¢ Z_ i kvaziasimptotsko ponasanje (5.12) vazi na
pozitivnom delu realne prave, imamo da je g oblika

—— za neku konstantu C.
[(a+1)
Posmatrajué¢i dokaz teoreme 3.3.1 zakljucujemo da prostor D’'(R) mozemo
zameniti sa D'(R, ). Tada, iz definicije konvergencije u D’'(R), za kompaktan
skup [%,1], postoji m € N,m > —a, takav da za svaku F,,, primitivnu
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distribuciju reda m, za fy, u D'(R,), koja je neprekidna na intervalu (0, 1)
vazi (3.11). Odaberemo li jednu, od malopre opisanih distribucija F,,, imamo
da postoji polinom p,,_1, stepena ne veceg od m — 1 tako da vazi

(5.16) .
Fo(ex) = pp_1(ex) + Cy L(e) (ex)%

m + O(€a+mL(€)), kada € — O+,

uniformno za = € [3,1]. Neka je F = F,,, — pp,_1. Jasno, i F je primitivna
distribucija reda m, za fy. Ako u (5.16) stavimo da je z = 1 i zamenimo x
sa ¢, dobijamo da je

a+m

F(x) = C+L(x)m +o(z*"™L(z)), kada z — 07,

u klasicnom smislu. Zaklju¢ujemo da je F' neprekidna na intervalu [0,1) i
asimptotska formula (5.16) vazi u D'(R). Neka je f = F(™). Diferenciramo
i m puta formulu (5.16), dobijamo da f ima kvaziasimptotsko ponasanje
(5.12) u D'(R), odnosno da je f produzenje od fj.
Primetimo da jeza o < —1,a ¢ Z_,
Pm_1(x) = o(z*t™), kada x — 07,
pa, u tom slucaju, polinom p,, 1 ne postoji u (5.16), odnosno (5.16) vazi za
svako F,. Tada je
Cx*t" L(x)
IMNa+m+1)
Sto nas, ako diferenciramo m puta, dovodi do kvaziasimptotskog ponasanja
(5.12) za f u D'(R).
(77) Razlika u odnosu na slucaj (i) je u tome sto sada polinom p,,_1 postoji
u (5.16), pa imamo da je

kada x — oo,

F(z) = F,(x) ~

Ca*™[L(x)

F(x) = Fou(z) — pm-1(z) ~ Tlatm+1)

kada r — oo,

sto nas ako primenimo m puta diferenciranje, dovodi do (5.13).

(731) Primetimo da teorema 3.3.2 vazi ako umesto D’(R) posmatramo prostor
D'(R,). Dakle, postoje m € N, m > k, i F,,, primitivna distribucija reda m
za fo, koja je neprekidna na intervalu (0, 1), tako da je

xm—k = k

F.(x) = cl(m)W—C’L k) Z —4o(z™*L(x)), kada z — 0"
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u klasicnom smislu, gde za funkciju ¢; vazi (5.14). Stavise, F), je neprekidna
na intervalu [0,1). Iz [67, lemma 5.1], imamo da je

m—k
F.(ex) = ¢ (5)% + Ce™ FL(e) i (2) H (z) + 0o(s™FL(¢)) ,
kada ¢ — 0%, u D'(R), gde je
rm—k Tk m—Fk 1
lm—i(z) = ——logx — ——— -
{0 = 5 (m—k)!jz_;j

Ako poslednji izraz diferenciramo m — k puta, dobijamo
(5.17) F™R) (ex) = ¢y (e)H () + CL(e)H(z)log z + o( L(e)),

kada ¢ — 0%, u D'(R). Neka je fi = Fi™ . Ako izraz (5.17) diferenciramo k
puta, koriste¢i formulu

dd:,;ll (Pf (#)) = (—1) (k- 1)1 P (%) () Zk:l |

=17

dobijamo da je

filer) = o) py <H(x)) ) 5 (z) + o (@)

gk xk gk gk

k
1
gde je ¢(z) = ¢1(x) — CL(x) Z —. Uz napomenu da je f; proSirenje od fy
— J
7j=1
takvo da se f — f; nalazi u nuli, dolazimo do (5.15).
Ako argumente iz dokaza posledice 5.1.1 primenimo na teoremu 5.1.2
dobijamo dokaz za sledece tvrdenje.

Posledica 5.1.2 Neka f € S'(R). Neka je L sporo promenljiva funkcija
u beskonacnosti © neka o € R. Pretpostavimo da f ima kvaziasimptotsko
ponasanje

(5.18) fx) ~ A*L(N)g(x), kada X — oo, u SH(R).
(i) Ako o ¢ N, tada postoji polinom p deljiv sa x>+ tako da vazi
(5.19) f(Az) = p(Ax) + A*L(N)g(z) + o(A*L(N)), kada A — oo, u S'(R).
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(i) Ako je « = k, k € N, onda je g oblika g(z) = C_z* + Cia% | za neke
konstante C_ i C, i postoji polinom p, deljiv sa "' i asimptotski homogena
funkcija b stepena nula u beskonacnosti, u odnosu na L, tako da vaZi

(5.20) f(zo +Az) = p(Ax) + b(MNN2" + N L(N)g(z) + oA L(N)),

kada A — oo, u §'(R).

5.2 Tauberove teoreme za kvaziasimptotsko
ponasanje u S'(R)

Konacno, mozemo formulisati Tauberove teoreme za kvaziasimptotsko
ponasanje u kona¢noj tacki distribucija iz §’(R). One direktno slede iz Tau-
berove teoreme 4.3.1 za kvaziasimptotsko ponasanje distribucija iz Sy(R) i
posledice 5.1.1 u kojoj je dato produzenje kvaziasimptotskog ponasanja sa

Sy(R) na S'(R).

Teorema 5.2.1 Neka f € S'(R) i neka je a < 0. Pretpostavimo da mali
talas ¢ € Sp(R) ima rekonstrukcioni mali talas. Tada f ima kvaziasimptotsko
ponasanje u o, reda o, u odnosu na sporo promenljivu funkciju L, u S'(R)
ako i samo ako postoji granicna vrednost

1
(5.21) lirgl+ mwwf (zo + €b,ca) = My, < 00, zaa®>+b*=1,a>0,

1 postoji m tako da je

(5.22) limsup  sup L €Wy f (o + €b, ca)| < oo.
e—0t  a24b2=1,a>0 gaL(g)

Tada postoji homogena distribucija g stepena o takva da je My, = Wyg(b, a).

Teorema 5.2.2 Neka f € S'(R) i neka je « > 0, a ¢ N. Pretpostavimo
da mali talas » € So(R) ima rekonstrukcioni mali talas. Uslovi (5.21) i
(5.22) su potrebni i dovoljni da bi postojao polinom p stepena manjeg od o
takav da f — p ima kvaziasimptotsko ponasanje u xqo, reda o, u odnosu na
sporo promenljivu funkciju L, u S'(R). Tada postoji homogena distribucija g
stepena o takva da je My, = Wyg(b, a).
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Teorema 5.2.3 Neka f € S'(R) i neka k € N. Pretpostavimo da mali talas
W € So(R) ima rekonstrukcioni mali talas. Uslovi (5.21) 1 (5.22), za o = k,
su potrebni i dovoljni da bi postojao polinom stepena najvise k—1, asimptotski
homogena funkcija b stepena 0 u odnosu na sporo promenljivu funkciju L i
konstante C_ i C'y tako da je

(5.23) f(mo +ex) = plex) +b(e)e"a* +e"L(e) (C_a* + Cyal) +o(e"L(e)),
kada e — 0%, u S'(R).
Stavise,

My, =C_ Aoo(a:v — bk (—z)dr + C’+/_ (az 4 b)* (x) dz.

b
a

Takode, mozemo formulisati teoreme Tauberovog tipa za kvaziasimptot-
sko ponasanje u beskonacnosti. Dokazi teorema 5.2.4 1 5.2.5 direktno slede
iz teoreme 4.2.2 i posledice 5.1.2.

Teorema 5.2.4 Neka f € S'(R) i @ ¢ N. Neka je L sporo promenljiva
funkcija u beskonacnosti. Neka mali talas ¥ € So(R) ima rekonstrukcioni
mali talas. Tada postoji polinom p takav da f — p ima kvaziasimptotsko
ponasanje u beskonacnosti reda o, u odnosu na L ako v samo ako vaZe sledeci
uslovi:

1) postoje granicne vrednosti

1
(5.24) /\121010 mwwf (Ab, Aa) = My, za svako (b,a) € H;

2) postoje konstante v, 3, M > 0 takve da je

1 1\”
5.25 — Ab, A M = (a+)°
525 oo el Ooal <o (1),
za svako (b,a) € H i A > 1.
Stavise, postoji homogena distribucija g stepena o za koju je My, =
Wyg(b, a), (b, a) € H.

Teorema 5.2.5 Neka f € S'(R) ¢« k € N. Neka je L sporo promenljiva
funkcija u beskonacnosti. Neka mali talas ¢ € Sp(R) ima rekonstrukcioni
mali talas. Uslovi (5.24) i (5.25), za a = k, su potrebni i dovoljni da postoji
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polinom p, deljiv sa "' i asimptotski homogena funkcija b, stepena 0, u

odnosu na L i konstante C_ i Cy tako da vazi
(5.26)  f(A\x) = p(Az) + c(N)a* + NL(A) (C_a® + Cyah) + o(A"L(N)),
kada N — oo, u S'(R). Stavise,

o

My, =C_ ﬁoo(ax —b)*(—x)dx + Cy / (az + b)* Y (z) da.

b
a

Sliéni rezultati mogu se pronaéi u [56], gde je karakterizacija kvaziasimp-
totskog ponasanja distribucija data preko malotalasnog razvoja.

Primer 5.2.1 Neka je { fi}iea familija distribucija. Koristeéi dokaz teoreme
5.2.2 mozZe se pokazati ([50]) da su uslovi (5.21) i (5.22), dati za f = f;
uniformno po t € A, potrebni i dovoljni da bi postojao polinom {p;}ien takav
da fiy — py ima kvaziasimptotsko ponasanje uniformno po t, odnosno da za
svako ¢ € S(R) vazi

lim <ft(930 +ex) — pi(ex)

e—0+ e*L(e)

,go(x)> = Cyyp, uniformno pot € A.

Slicna uniformna kvaziasimptotska ponasanja moZemo dobiti i iz teorema
5.2.1 1 5.2.3. Ovi rezultati nam omogucavaju ([46, 69]) da istovremeno po-
smatramo lokalna svojstva distribucija w razlicitim tackama, sto daje mo-
guénosti za novi pristup pri proucavanju lokalnih svojstava funkcija (npr.
u prostorima Helderovog i Zigmundovog tipa) preko njihovih malotalasnih
transformacija.

Primer 5.2.2 U [68] je pokazano kako se pomocu Tauberove teoreme 5.2.3
moZe doci do novog dokaza za cuvenu Litlvudovu Tauberovu teoremu za ste-
pene redove ([32]), koju sada navodimo:

Ako je

[e.9]

lim E cpe I =1xy
y—0F

n=0

1
i ako vazi dodatni uslov Tauberovog tipa ¢, = O (—) tada je
n

ch:'y.

n=0
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Primer 5.2.3 Neka je f neopadajuéa funkcija sa nosacem u [0,00) koja u
beskonacnosti raste sporije od nekog polinoma. Neka je o > 0. Tada su uslovi
(5.24) i (5.25) potrebni i dovoljni da f ima sledeée asimptotsko ponasange:

(5.27) fz) ~ Cx*L(x), za neko C.

Jasno je da su dati uslovi potrebni, pokazZimo da su dovoljni. S obzirom na
nosac, f ima sledece kvaziasimptotsko ponasanje u beskonacnosti:

f(Az) ~ CX*L(\)z¢, kada X — oo, uS'(R),

za neko C, odakle sledi asimptotsko ponaSanje (5.27) (pogledati [70, str.
124]).

5.3 Kvaziasimptotska ogranicenost kao dodatni
uslov

U teoremi 5.2.2 su dati potrebni i dovoljni uslovi da f —p ima kvaziasimp-
totsko ponasanje. Da bi dobili kvaziasimptotsko ponaSanje od f dodajemo
uslov Tauberovog tipa dat preko kvaziasimptotske ogranicenosti.

Teorema 5.3.1 Neka vaze pretpostavke Teoreme 5.2.2. i neka je n = |o.
Odaberimo ¢ € S(R), test funkciju za ¢ije momente vazi

[ ::/ Po(x)dr #£0,0<j<n.

oo

Iz uslova
(5:28)  Wof(30,2) = {f(mo +e2), (@) = O (°L(e)), hada e — 0%,
sledi da f ima kvaziasimptotsko ponasanje u xq, reda o, u odnosu na L.

Dokaz. Iz teoreme 5.2.2 sledi da postoje konstante cg,cq,...,¢, i ho-
mogena distribucija g stepena «, tako da je

flxog +ex) = Zn: c;elr! +e*L(e)g(x) +0(e*L(e)), kadae — 0T, u §'(R).

=0
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Primenimo li obe strane poslednjeg asimptotskog razvoja na test funkciju ¢,
opisanu u formulaciji teoreme, s obzirom na (5.28) imamo da je

Y ey =0("L(e)),

J=0

odakle sledi da je ¢; = 0, za svako 0 < j < n, jer je n < «.

Napomenimo i da test funkciju sa datim osobinama mozemo uvek naci
(pogledati [10]). Slicne dodatne uslove Tauberovog tipa imamo i u narednim
tvrdenjima.

Teorema 5.3.2 Neka vaze pretpostavke teoreme 5.2.3. Odaberimo ¢ € S(R),
test funkciju za ¢ije momente vazi

[ ::/ o(x)dr #0,0< 5 <k

o0

Iz uslova
(5.29) W, f(wo,€) = (f(mo+ ), 0(x)) = O (s"L(¢)), kada e — 07,
sledi da f ima kvaziasimptotsko ponasanje u xq, reda o, u odnosu na L.

Dokaz. Primenimo obe strane formule (5.23) na test funkciju ¢, datu
u formulaciji teoreme. Iz uslova (5.29) i ¢injenice da je stepen polinoma p
datog u (5.23) manji od k sledi da je p jednako nuli i da postoji konstanta C'
tako da vazi asimptotska relacija

c(e) ~ % (C - C_ /000 2 p(—x)dr — C /000 2*p(z) dx) ,

kada ¢ — 0T, odakle dobijamo trazeni rezultat.

Teorema 5.3.3 Neka f € S'(R), g € R, a ¢ N i neka je L sporo promen-
ljiva funkcija w nuli. Neka je 1 € So(R) mali talas koji ima rekonstrukcioni
mali talas. Pretpostavimo da postoje sledece granicne vrednosti:

1
(5.30) 111%1+ mwwf (zo + €b,ca) = My, < o0, za a®>+b* =1, a > 0.
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Tada, ako vazi uslov
(5.31) f(xo+ex) =0(e*L(¢)), kadae— 0", uS'(R),

onda postoji homogena distribucija g stepena o takva da je My, = Wyg(b, a),
(b,a) e H i

(5.32) f(xg+ex) ~e*L(e)g(x), kadae— 07, uS'(R).
Obrnuto, iz kvaziasimptotskog ponasanja (5.32) slede (5.30) i (5.51).

Dokaz. Posmatrajmo prvo suprotan smer, tj. pretpostavimo da vazi
(5.32). Iz teoreme 4.1.1 Abelovog tipa sledi (5.30). Takode, jasno je da
iz. kvaziasimptotskog ponasanja (5.32) sledi kvaziasimptotska ograni¢enost
(5.31).

Dalje, pretpostavimo da su ispunjeni uslovi (5.30) i (5.31). Kako uslov
(5.31) vazi i u prostoru Sy(R) iz karakterizacije ograni¢enih skupova u Sy(R)
(teorema 2.5.4), sledi da je uslov (5.22) iz teoreme 5.2.1 ispunjen. Dakle,
uslovi teoreme 5.2.1 su ispunjeni, sto nam daje kvaziasimptotsko ponasanje
(5.32), za a < 0. Ako je a > 0, a ¢ N, odaberemo test funkciju ¢ € S(R),
za Cije momente vazi da je

[ ::/ vo(x)dr #0, za 0<j<n,
gde je n = |a. Primenimo li uslov (5.31) na tako odabrano ¢ dobijamo uslov
(5.28), pa nam teorema 5.3.1 daje trazeno kvaziasimptotsko ponasanje.

Teorema 5.3.4 Neka f € S'(R), g € R, k € N i neka je L sporo promen-
liiva funkcija u nuli. Neka je 1 € So(R) mali talas koji ima rekonstrukcioni
mali talas. Pretpostavimo da postoje sledece granicne vrednosti:

1
(5.33) Elirél+ mwwf (w0 + €b,ca) = My, < 00, za a*+b*=1,a> 0.

Tada, ako vazi uslov
(5.34) f(xo+ex) = O(e*L(e)), kada e — 0, u S'(R),

onda postoji homogena distribucija g, oblika g(z) = C_a* + C’gcﬁ, za neke
konstante C_ 1 Cy, 1 b, asimptotski homogena funkcija, stepena nula, u
odnosu na L, tako da je
(5.35)

f(zo+ex) = b(e)e*a" + " L(e)g(x) + o(e*L(e)), kada e — 07, u S'(R)
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i Myo = Wyg(b,a), (b,a) € H. Stavise, b(e) = O(L(e)).

Pretpostavimo Ui i da za ¢ € S(R), takvu da py, = [°_a*p(z)dx # 0,
vazi uslov (5.8.2), tada f ima kvaziasimptotsko ponasanje u xq, reda k, u
odnosu na L.

Dokaz. Kao i u dokazu prethodne teoreme, iz uslova (5.33) i (5.34), do-
bijamo da f ima asimptotski razvoj oblika (5.23) dat u teoremi 5.2.3. Neka
je ¢ test funkcija iz S(R), 0 < j takva da je ffooo Yo(x)dr, 0 < j < k. Pri-
menimo li (5.23) na ¢, koristeéi (5.34), dobijamo (5.35) i b(¢) = O(L(e)). Ako
(5.35) primenimo na ¢, test funkciju datu u formulaciji teoreme, dobijamo i
da je b(e) ~ BL(e), za neku konstantu B, ¢ime je dokaz kompletiran.

Dokazi teorema 5.3.5 - 5.3.8 su analogni dokazima teorema 5.3.1 - 5.3.4.

Teorema 5.3.5 Neka su zadovoljene pretpostavke teoreme 5.2.4. Neka je
n = |a]. Neka je ¢ € S(R) test funkcija takva da za njene momente vazi

1 ::/ vp(x)dr #0, za n<j.

—00

Tada, ako vazi uslov
(5.36) (F(a), o(2)) = OONFL(N). kada A — o,

onda f ima kvaziasimptotsko ponasanje u beskonacnosti reda o, u odnosu na

L.

Teorema 5.3.6 Neka su ispunjene pretpostavke teoreme 5.2.5. Neka je ¢ €
S(R) test funkcija sa nenula momentima, tj.

1 = /OO wlp(x) d # 0,

—00

za k < j. Ako za neku konstantu C' vazi
(5.37) (f(Oz), p(z)) ~ CAFL(N), kada A\ — oo,

tada f ima kvaziasimptotsko ponasanje u beskonacnosti reda k, u odnosu na
L.
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Teorema 5.3.7 Neka f € S'(R), a ¢ N i neka je L sporo promenljiva
funkcija u beskonacnosti. Neka mali talas 1 € So(R) ima rekonstrukcioni
mali talas. Pretpostavimo da postoje sledece granicne vrednosti:

(5.38) lim

Aaon )\QL(MWwf (Ab, Aa) = My, za svako (b,a) € H.

Tada, ako vazi uslov Tauberovog tipa
(5.39) f(Ax) = O\*L(N)), kada X — oo, uS'(R),

onda postoji homogena distribucija g, stepena o, za koju je My, = Wyg(b, a),
(bya) e H i

(5.40) fAx) ~ X*L(N)g(x), kada A — oo, u S(R).
Obrnuto, iz kvaziasimptotskog ponasanja (5.40) sledi (5.38) i (5.39).

Teorema 5.3.8 Neka f € S'(R), k € N i neka je L sporo promenljiva
funkcija u beskonacnosti. Neka mali talas 1 € So(R) ima rekonstrukcioni
mali talas. Pretpostavimo da sledece granicne vrednosti postoje:

1
(5.41) }E{}o )\’“L—()\)WWC (Ab, Aa) = My, za svako (b,a) € H.

Tada, ako vazi uslov Tauberovog tipa
(5.42) f(Ax) = O\*L(N)), kada X — oo, uS'(R),

onda postoji homogena distribucija g oblika g(x) = C_aF + C+x]_‘;, za neke
konstante C_ 1 Cy, i asimptotski homogena funkcija b, stepena nula, u odnosu
na L tako da vazi

(5.43) f(Ax) = bA)N 2"+ NFL(N)g(x)+0(AL(N)), kada A — oo, u S'(R)

i My, = Wyg(b,a), (b,a) € H. Stavise, b(\) = O(L()\)), kada X\ — co.
Ako pretpostavimo i da je za test funkciju ¢ € S(R), sa nenula k— tim
momentom, tj.

e = / () do £ 0,

o0

zadovoljen uslov (5.3.7) onda f ima kvaziasimptotsko ponasanje u beskona-
¢nosti reda k, u odnosu na L.
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Glava 6

Malotalasna transformacija
temperiranih ultradistribucija

U ovoj glavi se posmatra malotalasna transformacija u test prostorima
ultradiferencijabilnih funkcija i njihovog dualnog prostora ultradistribucija.
Po saznanju autora, malotalasna transformacija ultradistribucija nije siste-
matski radena do sada. Nas cilj je bio da se rezultati druge glave prosire
na prostore funkcija koje umesto polinomnog imaju skoro eksponencijalno
opadanje u vremensko-frekvencijskoj ravni. Prirodan izbor za takve pros-
tore je modifikacija prostora Geljfand-Silovog tipa. U prvom poglavlju ove
glave se definisu test prostori koji sadrze ultradiferencijabilne funkcije. U
poglavlju 6.2 je definisan prostor progresivnih ultradiferencijabilnih funkcija
S3(R) i data je karakterizacija ovog prostora ([53]). Dalje su, u poglavlju
6.3, proucavane skoro eksponencijalne procene rasta malotalasne transfor-
macije funkcija iz S%(R). Takode, date su i skoro eksponencijalne procene
za rast inverzne malotalasne transformacije definisane na prostoru S*(H). U
poglavlju 6.4 je ispitivana neprekidnost malotalasne i inverzne malotalasne
transformacije u prostorima S3 (R) i §*(H). Konacno, rezultati poglavlja 6.4
su iskoris¢eni u poglavlju 6.5, gde je definisana i ispitivana malotalasna trans-
formacija temperiranih ultradistribucija.

6.1 Test prostori za prostore ultradistribucija

Neka je € otvoren skup u R i neka je {M,},en, niz pozitivnih brojeva.
Funkcija f € £(f2) je ultradiferencijabilna funkcija klase (M,) ({M,}) ako za
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svaki kompaktan skup K C Q i svako h > 0 (postoji h > 0), postoji C' > 0
tako da je

(6.1) sullg |f®) ()] < Ch? M, za svako p € Ny.
TE

Sa EMe) () (£1Mr}(QQ)) oznacava se prostor ultradiferencijabilnih funkcija
klase (M,) ({M,}). Potprostori navedenih prostora kojima pripadaju funkcije
sa kompaktnim nosacem oznacavaju se sa D) (Q) (DIMr}(Q)).

Za niz {M,}yen, se pretpostavlja da zadovoljava neke od sledecih uslova:

(M.1) (logaritamska konveksnost) MZ < My, 1Myyq, p EN;

(M.2)" (stabilnost u odnosu na operator diferenciranja) Postoje pozitivne
konstante A, H takve da je

My < AHP M, p € Ny;

(M.2) (stabilnost u odnosu na operator ultradiferenciranja) Postoje pozitivne
konstante A, H takve da je

M, < AH? min M,_,M,, p,q € Ny;
0<q<p

M,_
M.3)" (ne kvazi-analiticnost r-l < oQ;
( M,
peEN p
(M.3) (jaka kvazi-analiticnost) Postoji A > 0 tako da je

= M, M,
< Ag—%— geN.
M, M,

Vazi (M.2) = (M.2)" i (M.3) = (M.3)". Obi¢no se pretpostavlja da je
My = 1. Uslovi (M.1) i (M.3)" su dovoljni da prostori D) (Q) i DIMr}(Q)
budu netrivijalni. Duali prostora D™»)(Q) (DM} (Q)) se oznacavaju sa
DM (Q) (DY (Q)) i nazivaju ultradistribucije klase M, Bjorlingovog (Ru-
mijeovog) tipa ili ultradistribucije klase (M,) ({M,}).

Navedene uslove zadovoljavaju nizovi Zevrea {p!*}peng, {9 }peno i {I(1+
DS) }peny gde je sa I' oznacena Gama funkcija i s > 1 za sva tri niza. Uslovi
(M.1) — (M.3)" za niz {M,},en, mogu biti dati i preko asocirane funkcije
definisane na sledec¢i nacin:

M,
M(p) = Supln&, 0 < p<oo.
PENo M,
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Neka su {M,}pen, 1 {Np}pen, nizovi pozitivnih brojeva koji ispunjavaju
neke od uslova (M.1) — (M.3)". U [16] su uvedeni znacajni prostori ultradi-
ferencijabilnih funkcija, Sy, (R), SNe(R) i SA]Z (R), koji sadrze funkcije ¢ €
C>(R) za koje postoje konstante A, B > 0 (koje zavise od funkcije @), tako
da vazi

sug 2P ()| < C, AP M, sug 2P ()| < C,BIN, i
TEe €

sup |27 (x)| < CAPBIM,N,,

zeR
za svako p,q € Np, respektivno. Navedeni prostori se nazivaju prostori
Geljfand-Silovog tipa.

Neka je o, 8 > 0. Za M, = p*?,p € Ny i N, = ¢°?,q € Ny prostori
Sum, (R), SN (R) i S]\A;‘;") (R) se oznacavaju sa S,(R),S?(R) i S?(R), respekti-
vno. Prostor S?(R) je netrivijalan ako i samo ako je a + 3 > 1,a, 3 > 0 ili
a=0,6>1ili«a>1,3=0. Fuijeova transformacija F : S(R) — S5(R)
definise homeomorfizam izmedu navedenih prostora. Vazi

SIR) = Su(R) — S(R) i S(R) — S’(R) — S(R).
Definicija 6.1.1 Neka je h > 0 i neka niz {My}pen, zadovoljava uslove

(M.1) — (M.3). Prostoru SM»"(R) pripadaju funkcije ¢ € C®(R) takve da
je

a+0

sup sup 1220 ()] < oo.

z€R a,B8EN) Monﬁ

Prostor SM»"(IR) je Banahov prostor sa normom

hot?
20D (2)], ¢ € SY"(R).

»h(ry= SUP SU
| @ [lsn h(R) xeg a,ﬁe%o M, M;

Za hy < hy je SMrM(R) ¢ SMrh2(R). Prostori SWM»)(R)(SHM}(R)) su
projektivna (h — 0) (induktivna (h — o)) granica prostora SMr"(R).

Za M, = p°?,p € Ny, prostor S(MP)(VR) je prostor X, a > % (pogledati
[40]), dok je STMr}(R) prostor Geljfand-Silova S (pogledati [16]).

Sa SMe)'(R) (S} (R)) se oznacavaju duali prostora SM»)(R) (St} (R))
i nazivaju se prostori temperiranih ultradistribucija Bjorlingovog (Rumi-
jeovog) tipa. Vaze sledece inkluzije:

D(R) — S*(R) — S(R) — L*R) — S'(R) — S*(R) — D'(R),
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gde umesto * moze da stoji (M,,) ili {M,}. Topoloska struktura ovih prostora,
njihova svojstva i primena mogu se naéi u [16, 26, 40, 44].

U radovima [2, 3, 4] data je sledeca karakterizacija prostora brzo opadaju-
¢ih funkcija S(R), Satovog prostora F test funkcija za Furijeove hiperfunkcije
i prostora Geljfand-Silovog tipa. Neka ¢ € C*®(R). Tada su sledeéi uslovi
ekvivalentni:

(i) »€SR);

(i) sup 2%p(x)] < 00 i sup|p® ()| < oo, Va, B € Ny;
zeR z€R

(idi) sup|z®p(z)] < oo i sup |[€7G(€)] < oo, Va, 5 € No.
zeR £eRr

Takode, ¢ € F(R) ako i samo ako postoje h, k > 0 tako da vazi

sup ()| < o0 i sup|@(&)[e"! < co.
z€eR ¢eR

Neka nizovi {M,}pen, 1 {Np }pen, zadovoljavaju (M.1) i (M.2) i neka postoje
konstante L,T" > 0 takve da je p! < TLPM,N,,p € Ny. Tada su slede¢i uslovi
ekvivalentni:

y Np .
(i) ¢ € Sy (R);
(17) Postoje pozitivne konstante A, B i C' takve da je

suIR)|xa<p(:c)| < CA'“|M|Q|, sug|g0(ﬁ)(x)| < CBW‘NW, Vo, 3;
S S

(7i1) Postoje pozitivne konstante A, B i C' takve da je
sup |z%(x)| < CA'O“MM, sgug\fﬁ@(é’)\ < C’B‘B‘N‘m, Va, (3.
S

z€eR

(iv) Postoje pozitivne konstante a i b takve da je

sup [p(a)]e™ ) < 0o, sup [$(¢)]e" ) < oo,
z€eR £eR
gde su M i N asocirane funkcije za nizove { M), }yen, 1 {Np }pen,, respektivno.
Prema tome, ako je r + s > 1, onda su sleded¢i uslovi ekvivalentni:
(1) ¢ € SE(R);
(7i) Postoje pozitivne konstante h i k takve da je

1 1
sup ]gp(a:)|ek|$‘r < oo 1 sup |¢(§)|eh|£‘5 < 0.
z€R £eR
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6.2 Progresivne ultradiferencijabilne funkcije

Izlaganje u ovom poglavlju pocinjemo definicijom progresivnog prostora
Geljfand-Silovog tipa.

Definicija 6.2.1 Neka je s > 0,h > 0 i neka je f € C®(R) progresivna
funkcija. KazZemo da @ € Si’h(R) ako postoji pozitivna konstanta C (koja
zavisi samo od ) za koju je

sug |x0‘go(ﬁ)($)! < ChPalpl®, za svako a, B € Ny.
xe

Progresivan prostor Geljfand-Silovog tipa je dat sa
s . . 37h
S1(R) = md}g%& (R).

Po analogiji sa [16] topologija na &% (R) se moze uvesti na slede¢i nacin.
Prostor Sih(R) je kompletan sa topologijom definisanom preko familije normi

n € N.

ol = sup 120 @ e
n o 8ENG (h—|— %)a—i—ﬁalsﬁ'!s?

U datoj topologiji prostora Si’h(R) svaki ograni¢en skup je kompaktan.
Prostor 8% (R) je bornoloski. Za 0 < s < 1 je S$(R) = {0}. Ako je
s1 < sy tada je S7(R) € SP(R). Operatori mnozenja (u odnosu na x) i
diferenciranja, kao i operatori translacije i dilatacije (za pozitivan param-
etar) su neprekidni u S (R), ¢ime ovaj prostor postaje pogodan za rad sa
malotalasnom transformacijom. Sa druge strane, on ocigledno nije zatvoren
u odnosu na operator modulacije. Takode, S7(R) je zatvoren potprostor pro-
stora Geljfand-Silova S?(R). Recimo i da su prostori sliéni prostoru 83 (R),
¢iji elementi imaju nosa¢ na pozitivnom delu realne prave, proucavani u [9].
Pokazimo da je prostor 8% (R) netrivijalan. Znamo da je prostor Geljfand-
Silova S?(R) je netrivijalan ([16]). Neka ¢ € S¥(R) (tada i ¢ € S¥(R)). Neka
je ¥ funkcija zadata preko svoje Furijeove transformacije za koju vazi zﬂ €

R 1 R
Ce(R), ¥(€&) = { é’ gieo[z’i]z , supp ¥ C [0,2]. Kako je mnozenje sa

glatkom funkcijom zatvorena operacija u S$(R) ([16]) sledi da - € S5(R).
Definisimo funkciju g = F~1($ - ¢). Za funkciju g vazi da je g € S5(R) i
supp g C [0,00), pa g € S5 (R).

Da bi se pokazala karakterizacija prostora S%(R) u duhu [4], koristice se
slede¢i rezultat.
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Lema 6.2.1 [23] Neka je dato t > 0 i neka je

L o

C

e

< mt(

=
~—
A\
Q
aQ
=
+
B
3

Propozicija 6.2.1 Neka je s > 1 i ¢ € C®(R). Tada su sledeéi uslovi
ekvivalentna:

a) Postoji h > 0 tako da vazi

sup |z%(x)| < Ch%al®, Ya € Ny,
z€R

za neku konstantu C' > 0;

b) Postoji k > 0 tako da vazi

sup "7l lo(x)] < oo.
zeR

x|*|p(x
Dokaz. Neka vazi a). Kako je W uniformno ograni¢eno konstan-
Oéa.S
tom C' imamo da je

- T SLCAALCIPS SR

anls a
g 2ea/! g 2
Neka je
— 7 |z
s = T — >0

Neka je € > 0 proizvoljan broj takav da je € < s. Iz leme 6.2.1 sledi da je

1 eyl

LG < (i),
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za neko C' > 0. Sada, iz (6.2) sledi da je

0 /lz]\a
. . (5l (a)]
sup Mol |p(2)] < CSUPms<u)|S@($)’ = CSUPZ " apls '
z€R z€R 2h z€R a=0 20!
gde je
1
]{} — (8 - 8) 1
(2h)*

Pretpostavimo da vazi b). Tada je za proizvoljno € > 0

1
s

Hlelt _ s+ ()lals _ (s+e)(l)

?

gde je h = (£££)®. Iskoristimo li lemu 6.2.1 dobijamo da je

1 zl 1
oo > sup eMel® |o(x)| = sup else) (7
zeR x€eR

o(z)|

odakle sledi

za neko C' > 0.

Teorema 6.2.1 Neka je p € CP°(R) progresivna funkcija. Sledeci uslovi su
ekvivalentni:

o) ¢ € SR);
b) Postoje pozitivne konstante C (koja zavisi samo od ) i h tako da je

sup [z%p(z)| < Ch®a!®, Ya € Ny i sup [P (z)] < CRPB!, V3 € Ny;

zeR z€eR

¢) Postoje pozitivne konstante C (koja zavisi samo od ) i h tako da je

sup |z%(x)] < Ch®a!®, Ya € Ny i sup |€P@(€)| < ChPBI%, Vi3 € Ny;

z€R £>0



92 6. Malotalasna transformacija temperiranih ultradistribucija

d) Postoje pozitivne konstante C' (koja zavisi samo od @) i h tako da je

Sup €2 ()] < Ch*TPal*Ble, V3 € Ny;
>

e) Postoje pozitivne konstante C' (koja zavisi samo od ) i h tako da je

1 1
sup e |p(z)| < C i supe
zeR £>0

P <C.

Dokaz. a) < b). Iz definicije prostora S7 (R) direktno sledi b). U suprot-
nom smeru koristimo ¢injenicu (za dokaz pogledati [44]) da je |||

ako i samo ako postoji B > 0 tako da je

ap N0H1EO@ )l
o,BENg Ba+ﬂa!5ﬁ!s

Dalje, iz [4] i [40] dobijamo da tvrdenje pod b) implicira da je
120 (2) || 2 ry < CR*TPal? Bl

zaneko C' > 0ih > 0. Kako sunorme || (1+|z|*) 0P (z) || 2(ry 1 |20 (2)]| r2R)
ekvivalentne zakljucujemo da vazi tvrdenje pod a).

b) = ¢). Primetimo da ako ¢ € S (R) tada je ¢ dobro definisano, kao
i da vaze formule za zamenu diferenciranja i mnozenja na Furijeovoj strani.
Koristedi [21, lemma 7.1.3] iz

(6.3) 29 (€) = (2m)’ / e () () di

uz parcijalnu integraciju dobijamo da je

(64)  (—6°¢W(E) = (2m)°° / e2mine U y80(0)) de

R dflja

Sada, za 3 = 0, koristedi tvrdenje pod a), dobijamo

sup|¢°6(¢)] < C / 1+ [aP)e ()] dr < Ch*al’,
R

€0 1+ |z|?

zaneko C >01h > 0.
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¢) = b). Primetimo da iz drugog uslova pod c) sledi da je ¢ glatka funkcija
i da su izvodi dati sa

1™ |
(65 PO =5 [ @€PpOde, v e Ny
0
(videti lemu 1.3.2). Sada je
S
B ()| < Csup €724 / d¢ < ChPpre,
' 9(z)| < £>IO)|§ B8] Ca%s 3

za neko C' > 01 h > 0.
¢) = d). Iz prvog uslova pod c¢) sledi da je ¢ glatka funkcija, sto uz
formulu (6.3) implicira da postoje C' > 01i h > 0 tako da je

sup |9 (€)] < OB, VB € N,.

£>0

Sada, (kao u slucaju b) = a)) iz drugog uslova pod c) sledi d).
Takode, iz formule (6.4), Lajbnicove formule i poznate procene (k+ j)! <
2k+i k1451 dobijamo da je

sup [€°pD ()| < ChTPal*pl*, VB e Ny

£>0

za neko C' > 01 h > 0.

d) = ¢). Ako na desnu stranu jednakosti (6.5) primenimo parcijalnu in-
tegraciju, postupkom videnim u slu¢aju b) = ¢), dobijamo da vazi prvi uslov
pod c).

Ekvivalencija ¢) < e) sledi iz propozicije 6.2.1.

U [11] je pokazano kako moze da se konstruise skoro eksponencijalno
ogranicen mali talas za koji je nosa¢ Furijeove transformacije kompaktan
skup.

Pokazimo jos da rezultati teoreme 6.2.1 vaze i za skoro eksponencijalno
trakasto ogranicene progresivne funkcije (pojam analogan polinomnoj traka-
stoj ogranicenosti definisanoj u poglavlju 2.1).

Ako ¢ € S (R) onda je ™ (0) = 0,n € Ny, pa za sve momente od ¢ vazi

/x”gp(m) de =0, n €N,
R
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Sledi da je (&) = o(&") kada & — 0, za svako n € Ny. Dalje, iz Tejlorove
formule imamo da je

n+1
M@|:|§f}n e m/ 160 (66) df
n+1
@fH) sup 6 ‘m/ )" db

< £n+1hnn!s,

gde smo koristili teoremu 6.2.1 i ¢injenicu da je m fol(l —0)"1do =1 ([17,
str. 59]). Dakle, za 0 < £ < 1 je

|— &) < Ch™n!*, n e Ny,
odakle, uz tvrdenje teoreme 6.2.1 pod c¢), sledi da postoje C' > 01 h > 0 tako

da je

sup|(£+1

)p(6)| < Cheal®, Va € N,
£>0 §

Konacno, iz propozicije 6.2.1 sledi da postoje C' > 01 h > 0 tako da je

hlg+glV/

P < C,

sup e
£>0

tj. ¢ je skoro eksponencijalno trakasto ograni¢ena progresivna funkcija.

6.3 Procene za malotalasnu transformaciju pro-
gresivnih ultradiferencijabilnih funkcija

Neka je s > 11 neka f,g € S*(R). Iz teoreme 6.2.1 sledi da postoje
hy,hys > 01 Cy,Cy > 0 takve da je

C : C.
f@) = s €R i g) < A weR
elxs GQIS

Jasno je da za h = min{hy, ho} i C = max{C}, Cy} vazi
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C .
(6.6) f@l<—r 2 €R i glo)| < —r, 2 €R,
ehle ehle

pa ¢emo nadalje za f, g € S7(R) pretpostavljati da vazi (6.6). Malotalasnu
transformaciju funkcije f € S%(R) u odnosu na g € S§%(R) definiSemo na
uobicajen nacin

£(b,a) /f 115 x_b)dx7(b,a)EH.

CL

Za f,g € S1(R) je

b
)| dx

W)l < 7 [ I7(a)lat*

Sg/L ! de =CW_. 11(b,a),
R

hlz|Y z—b 1
a Jg ehlel gpiztp ek ehlzl®

za svako (b,a) € H i za neko C' > 0.

Lema 6.3.1 Neka je

C

K={f:f(zx)< IS za neke h,C' > 0 i svako x € R}.
emrls

Tada vazi

frge K= fxgek.

Dokaz. Na osnovu nejednakosti koja vazi za svako m > 1 i svako z,y €

R: ) )
ol < lo—ylt +lalt < mle gt +
sledi da za svako h > 0 vazi
1 h 1 1
hle — uls > —(lyls — |zl5).
o =yl = —(ly )
Sada, iz f,g € K, za svako m > 1, vazi
1 1
(f*xg9)y) <C ; - dx
R ehll® chlz—y|*
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1 1
< C’/ - : — dx
R ehlzls e%(\ylff\xﬁ)

1 1 C
< O/ T L s T
R eh(lfa)lxh eﬁh/‘s eﬁk‘/‘s

pa je lema dokazana.
Neka f, g € K. Za "voice transform” (a = 1), koristeci lemu 6.3.1 dobijamo
procenu

IN

1 1

1 1
R ehlzls ghlz—bls

(Wef(b, 1) <C

1 1 1 =
:C( — % 1>(b)§0~—1, za svako h < h.
ehmg eh‘ﬂg eh‘b|E

Sli¢no, za m > 1 vazi

W, f(b,1)] < / L1 5

1 1
R ehlw\s eh‘$*b|s

1 1
S/ 1 1 ldx
R ehlels L (b]s —Jz[5)

1
ems

1 1 1 ~
§/ . —dr < C——, za svako b < b.
R h(l——p)lzls ohl5]s ehlbls

m S

Teorema 6.3.1 Ako f,g € K, onda za svako h < h postoji C > 0 tako da
vazi o
‘ng(ba CL)| <

, (b,a) € H.

=

71_b
ehl 1+a |

Dokaz. Za b € R,a > 11 proizvoljno m > 1 vazi

1 1
dx

1 b1
ehlz|s ohlZ—2|s

a a

C
W, f(ba)| < = /

a

C 1 1
s — 1 hje_ bl dz
a Jr eh|az|s eE|57;\s

C 1 1
< — L b L z;daj
a Jr ehlzls g2 (1215 —|%]%)
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C 1 1
- 1 hb)L dx
a Rehlfr\ ( m%)ealglg
C 1 1
< —— / dx
a eh\g|§ R hlals (1-—11)
(& ma S
c 1 C ~
— < —, Vh <h

Uzmimo sada da je b € R,0 < a < 1. Koriste¢i osobine malotalasne

transformacije dobijamo da je

1 C ~
|Wf(ba)|<C—I — T = +, Vh < h.
S L

Teorema 6.3.2 Pretpostavimo da za funkcije f 1 g postoje h,C' > 0 tako da
je

- C’

s €>O 0 |g( )’——;7 €>O
MEFEls

Tada postoje h < h i C' > 0 tako da vaZi
C
a > 0.

|ng<b7 CL)| S ~ 1,10
h‘a‘f‘E'S

(&

Dokaz. Neka je a > 1. Smenom aé = £’ se dobija
1 [ .
W)l < o [ laad)]1(6)lde
T Jo

I | 1
<c/ . d¢
<a£+a§y€ h(e+d)

1

- = de’
/ hwgﬁ WE+)

1 /

<C I - dg,
g ( /§/+ /s/)g

a’, odnosno 0 < a’ < 1. Dakle, dovoljno je dokazati tvrdenje za

@

wl=

gde je L =
O<a<l.
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98
) ) 1.1 11 )
Iz elementarne nejednakosti (£ + E) s <& 4 — sledi
1 1 1 1
h(e+1)s = hertd)  phed A
e 3 e 5% e e €5
1
Takode, za 0 < £ < 1 vazi —— < —, pba dobijamo da je
e g eh s
1 \2
<hi>< —, 0<&<],
o & ehlétels
odnosno
1 1
(6.7) — < -, 0<¢&<1.
hT Ble+ls
e €3 (& 3
Dakle,
TR .
WGl < o [ latad)] 1))
T Jo
1
1 1
< C/ - = d.
0 Mattgg)s Jh(E+g)s
o 1 1
—i—C/ — —d§ =1, + L.
1 eh(a§+;§)s eh(§+g)3
L
Neka je 0 < a < 1. Iz konvergencije integrala / ———d¢ i (6.7)
0 hE+e)s
dobijamo
C L | C C
hso [ ras s
T Jo eh(§+g)3 e o eslatgls

€ as
Posmatrajmo integral I, za 0 <a < 1:

1
) 1 1
L= C/ h(ag+2X)s h(E+31) a
1 e af e 3

o 1 1
+C/ .1 1ld€:]3+[4'
% eh(a§+?§)8 eh(£+E)S

a

=
=
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1
Nakon smene E = ¢’ i preimenovanja promenljive £ = ¢ dobijamo

1 de
I - c/
e nerhd et &
2

<O/a 1 1 d¢_ C /1 1 de
T Jo herpt aie)s € = ootk bt €2

1

1 d

Integral / —_— —g konvergira, pa iz (6.7) sledi
0 DS &

[

C C

N

Iy <

|-

A
IA

0 |

Posmatrajmo integral I3. Iz teoreme o srednjoj vrednosti sledi da postoji
0 € (a*,1) C (0,1), tako da je

1
1 1 de
[3 - C/ 1,1 a _2
a? HETDS h(E+5)s €

. C /1 1 d__C /1 1 de
hE+D)5 Jaz e+t ra = O hd)s Jo rerhE €2
C C C
< < = ,
T 9shL T esn, 1L hla+L|s
e ar ez lotgls et

Na osnovu teorema 6.2.1, 6.3.116.3.2, sada smo u prilici da proucimo svoj-
stva preslikavanja W definisanog sa W(f,g) := W, f, f,9 € S7(R). Najpre
¢emo uvesti jedan prostor kojem pripada W, f, definisan skoro eksponenci-
jalnim opadanjem nad HI.

Definicija 6.3.1 Sa S*(H),s > 1, oznacavamo skup funkcija T za koje po-
stoje hy, ha > 0 i konstanta C' > 0 tako da vazi

hills|s Jhola+1|3
(6.8) sup el e a
(b,a)eH

7(b,a)| < C.
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Neka za funkciju 7 postoje hy i hs tako da je ispunjen uslov (6.8). Tada
za h = min{hy, ho} vazi

1 1
sup elal® hlatil® 7 (b,a)| < C.
(b,a)eH

Teorema 6.3.3 Neka f,g € S5 (R). Tada je preslikavange
W:SI(R) x ST(R) — S*(H)

dato sa
W (f,g) = Wy f

neprekidno.

Dokaz. Neka f,g € S (R). Iz definicije prostora S7(R) sledi da postoje
h>01iC > 0 tako da vazi

1
h‘x|9

sup e
z€R

f(x) < €, sup el fo) < C,
£>0

1
hlé+¢]s

1
sup e [g(x)] < C i supe ge)l <.

z€R
Dakle, funkcije f i g zadovoljavaju uslove teorema 6.3.1 1 6.3.2, odakle sledi
da postoji h < h i C' > 0 tako da vazi
C

71_b
h| 14+a |

(6.9) (Wof(b,a)| < , (ba) € H,

w|—=

e
i
C

. 1
eh|a+%|s

(6.10) Wy f(b,a)| <

a > 0.

Pokazimo prvo da je preslikavanje VW dobro definisano, tj. da postoji
h*>01iC > 0 za koje je

1 1
W, f(b,a)| < C , (b,a) € HL.
S| SO g~ ()
Iz (6.9) i (6.10) imamo da je
1 1
Wyfb,a)l* < C T
W0 < O
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odnosno
W (b)) < O—— ———.
eVl e a
gde je h* = h

5
Pokazimo neprekidnost preslikavanja W, tj. da postoji C' > 0 tako da
vazi

(6.11) [ Wef |

ssy< C |l f |

s:® g llssw) -

Koriste¢i ¢injenicu da f, g € S%(R) i procene (6.9), (6.10), dobijamo

et : :
sup " (W, f(b, )| < C(sup | f(2)]) (sup "1 |g(2)]);
(b,a)eH zeR zeR

W, f (b, a)| < Clsup 5817 (6 ) (sup vl

i~z|a+l\%
sup €'

9(&))-

(b,a)eH £>0 £>0
Dalje je
7 1 7 1
(sup eslmial® eBeal® (b, )))?
(b,a)eH
- 1 ~ 1
< (sup T W, f(b,a)))( sup €Mt W, £ (b, a)))
(b,a)eH (b,a)eH

< C(sup ! | £(z) ) (sup "2 | F(€))

z€eR £>0

H 1154
(sggeh'x‘ !g(:c)\)(iggeh'“f' 13(6)])

l l A
< Csup " | f(a)] + sup "€ €7 Fg)])?
zeR £>0

(sup e g(x)| + sup 17 g(6)) )2
z€eR £>0
odakle sledi (6.11).

U nastavku ¢emo posmatrati odgovarajuci operator sinteze. Neka f, g €
S1(R) ineka je h € 8§ (R) rekonstrukcioni mali talas za g. Moze se dokazati
da za f,g i h vazi teorema 2.2.4, s tim da umesto polinomne lokalizovanosti
sada imamo skoro eksponencijalnu lokalizovanost datih funkcija. Dakle, f €
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S (R) mozemo prikazati preko njene malotalasne transformacije na sledeci
nacin: .
1 * da xr—>b
fo= [ %[ Wt
0

Cg,h a — 00

) db.

a

Malotalasni operator sinteze M, funkcije 7 definisane na H dat je sa

+oo +oo
/ d“/ r(b,a) - b)db z€R,

ako je dvostruki integral apsolutno konvergentan. Za g € L'(R) operator M,
je dobro definisan za svako 7 € S*(H). Furijeova transformacija operatora
sinteze data je sa

+o0 d +oc0 )
©O=[ L[ i o

pogledati (2.8).

Teorema 6.3.4 Pretpostavimo da T € S*(H),g € K. Tada postoje h < h i
C > 0 tako da vazi

C
odnosno M,t € K.

Dokaz. Za m > 2+ vazi

T da [T 1. =z
< - b.a)| -
< a/mhqum
T da 1 1 1
/ / 1 RN | db
oe] eh‘ 1+a (‘H‘g)s a ehl a |S
d 1 1 1
— eh|1+a s phlatd)s a |22t

oo g 111
+0/ —“/ - db=1, + I,
Lo o b| hath) a k==

=
14a em a

(My7)(2) P

| /\

N

)

W]

3=

0=
0=
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Iz ly| < |y — x| + |z| u integralu [; imamo

1 +00
1 da 1 1
I < O/ N / b L ol oL db
0 ehlatg)s @ J_ o Shligls (|5 —[b])

em

1 Y1 da [t 1
<0y / r / T
6%‘33'5 0 e/”L(OH“%)E a —00 eh‘b‘g(éii)

2

1 1
Iz m > 2+ sledi da je o T m > 0, pa integral po b konvergira. Takode,
m

s

integral po a konvergira, pa dobijamo da je

C C
[1 S h 1 S 1
emlzls  ghilzls
h h
za svako hy = — < —.
m 925

Posmatrajmo integral I, za |z| < 1. Uvedimo smenu @’ = £ i preimenu-

jmo promenljivu ¢’ u a. Sada a € (0,1) i vazi as > a. Dalje je

1 1
1 1 1 1
12§C/ : 1da§C’/ — —da
1ys h s h o< h o ials
0 eMaty)s oonlzal 0 ena as|z|

em

1 1 1 1
=C / ———da < (C / ——  da.
0 elas(142]7) 0 ema(ltlz]s)

h
Nakon smene promenljivih —(1 + |:1c|%)a = a' dobijamo
m

L(1+Hel%) gy 1
]2 S OL/ _a/ =C = 1 (1 - 1 >
h(1+ |z|5) Jo et h(1+ |x|¥) e (1+1z]5)

m 1 (i 1 ) m 1 emenlel™ _ 1
= —_— em —_— f— —_—
h(1+ |z]) em eitlals 1+ |z]5)em o2l
1 1 C
<O ((em)? — 1) <
h em ella|s T ghalels
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Posmatrajmo integral I, za |z| > 1. Vazi

too g +oo
L <C/ “/ R
h\ \7 ehlat+s |7 a hl=ts

1+4+a

1 oo
SC/ 11da/ —\h ,\—| ;I
L hlatts RILs Tl ety

oo 1 +oo 1 1
:c/ llda/ Du(— l)Da(h ) db
1 eh|a+g|s —

() e?2

:c/l . (D, hlé)*Da( hlé))(ﬂc)da

eh\a+%|s

+oo
:C'/ L =Dy ( hll * hll)(:p)da.
1

Ghlatis 5 Bpls o Bppls

Iz leme 6.3.1 sledi da za svako hs < h vazi

teo 1 1
[2§C/ 1Da( 1)da.
1 eh‘a+%|§ 6h3|1“§

Smenom promenljive ¢’ = — i preimenovanjem promenljive a’ u a, koristedi
a

teoremu o srednjoj vrednosti, dobijamo da postoji 6 € (0, 1) za koje je

b 1 da 1 "1 da C
IL<C —1 r—=C T T T T T
0 eh|a+g|s ehslaz|s @ ehsloz|s Jg eh\a+g|s a ehsfs|z|s

C 1
Dakle, I, < T, za svako hy < hfs.
6h4 x|s

1l 3

S

Konacno, (6.12) vazi za svako h<lh, gdejel= min{@é,
Teorema 6.3.5 Pretpostavimo da T € S*(H) i da postoje h,C > 0 tako da
vazi C
19| < ———, {>0.
eh|§+g|s

Tada postoje h<hiC>0 za koje je

— C
(6.13) MyT(E)| < ——7, £>0.

Ble+1)s
e lE+2ls
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b

+a

Mol [ / el lg(ag)] b

< /+°° da/ 1 1 b
- NEET phlat D) h(ag+ )

it s

too 1 1 T
<C / ot : da / _db
0 a eh(aJrE)E eh(aghi&) —oo  ehlbl®

Dokaz. Iz (2.8), uz smenu 1 = b/, imamo da je

W=

o0
+oo
Integral / ok — db konvergira, pa dalje imamo da je
—o eh
— Yat+1l 1 1
IMuT(§)] < C 1 — da
0 a eh(a-f—a)s eh(a§+a—€)s
+00
a+1 1 1
—I—C/ 1 1da211—|—]2.
1 a  hlatg)s Jhlagtge)s

Posmatrajmo prvo integral [;, za 0 < £ < 1. Postupkom videnim u teoremi
6.3.2 dobijamo da je

1 1
1 1 1 C 1 1
11§20/— — - da < hl/_ - da
0 a eh(a+a)5 eh(CLg*‘FE) T 0 a h

@

1
a+=)s
e £s e ( a)
c (1 1 C C
< h-L 2 1,1 da — 11 < h 117
e E% 0 a eh((l-f—g)s eh|g|.§ e§|£—|—gla

U slucaju kada je € > 1 u integralu [; koristimo teoremu o srednjoj
vrednosti. Dakle, postoji #; € (0,1) tako da je

1
1 1 1
_[1 < 20/ 1 da
0o @ h(a+ )s h(a{—f—a%)?

1
zzc;l/l L o< & - ¢ o C©
= Jo

1 1,1 1 1 1 = 3
eh(915+m) a eh(aJrg)S 07 hés ehiléls 5+

1
za hy = 0;h < h.
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Posmatrajmo sada integral 5. Pretpostavimo li da je £ > 1 imamo da je

oo 1 1
IQ < 20/ T da.
1 ehlatd)s Jhlag+ge)

@

Kao u teoremi 6.3.2, dobijamo da je I < W
hlepd|s

ez ¢

U slucaju kada je & < 1 iz teoreme o srednjoj vrednosti sledi da postoji

0, € (0,1) za koje je

1 /
1 1 1
12:0/ ta i !
0 S

1 !
1 1 1
S C/ +a 1 1 1 da/
0 +a1)s

1 L 1 C
o / +a <Y
0 S

1
gde je hg =65 h < h.
167
) 27 27
Na osnovu teorema 6.3.4 i 6.3.5 dokazuje se sledeci rezultat.

- 1
Konacno, procenu (6.13) dobijamo za h = [ h, gde je | = min{ 0s}.
Teorema 6.3.6 Neka g € S{(R),7 € S*(H). Tada je preslikavange

M : S1(R) x S*(H) — S (R)

dato sa

M (g, 7)— M,T
neprekidno.
Dokaz. Za g € S{(R) i 7 € S*(H) postoje h,C' > 0 tako da vazi
C

Q

9(2)] £ —, 2R, [§()| < ——F, £>0,
R et}
1 1
7(b,a)| < C (b,a) € H,

1 1
€h|1+ia|s ehlat 2|5
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tj. ispunjeni su uslovi teorema 6.3.4 i 6.3.5, pa postoje h<hiC >0 takvi
da je

C — C
|M9T(x>| S ~ 1 YIS R 1 |M9T<§)| S ~ 1 5 > 07
ehlz|s MEtels

3
¢ime je pokazano da je preslikavanje M dobro definisano. Stavise, iz

sl 1 11
la| T hlati]s

1
sup e M,7(2)] < Csup e |g(x)] sup ehlrial
zeR z€R (b,a)eH

7(b,a)|

- 1 1 1 1
sup e [ R7(6)] < Coup €47 5(6)] sup eMtal? eletd ¥ o, a)).
£>0 £>0 (b,a)eH

sledi da je

Mg llss®) < Cllgllss ®lI7[ls: ),

odnosno da je M neprekidno preslikavanje.

6.4 Neprekidnost malotalasne transformacije

U ovom poglavlju se navodi preciznija procena malotalasne transformacije
koja obuhvata i procene izvoda u kodomenu.

Neka je s > 1. Podsetimo se, prostoru S7(R) pripadaju progresivne
funkcije f € C*(R) takve da postoje C, h > 0 za koje vazi

sup 2|2 fP) ()] < CheTPalB1® ) za svako a, f € Ny.
e

Prostor 8% (R) je induktivna granica lokalno konveksnih prostora S*M(R)
definisanih preko familije seminormi

I = sup A2
" won (bt 2y al g

Niz {¢,}ven C S5(R) tezi nuli u ST (R) ako postoji h > 0 tako da

| & HSE’S(R)_) 0, kada v — 0o, za svako h > h.
+
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Definicija 6.4.1 Funkcija 7 € C*(H) pripada prostoru S*"(H) ako je

| (a+ )" (1+ [b*)2 9207 (b a) |l

s,h = Ssu
ST aden ikt B]Isklsals B8

7|

Prostoru S*(H) pripadaju funkcije 7 € C*°(H) takve da postoje C,h > 0
za koje vazi

1
sup (a+ =)' (1+ [b]?)? [02007(b, a)| < CRIETHBps RIS a1 31°,
(b,a)eH a

za svako 1k, a, 3 € Ny.

Ako je hy < hy tada je S (H) C §*"(H). Prostor S*(H) je induktivna
granica (h — oo) prostora S*"(H). Niz {¢, },en C S*(H) tezi nuli u S*(H)
ako postoji h > 0 tako da

I bv

Soh(H) ™ 0, kada v — oo, za svako h > h.

Malotalasnu transformaciju funkcije f € S7(R), u odnosu na mali talas
g € S§7(R) definisemo na uobicajen nacin:

z—0b

a

©14) W) = (@) 1) = [ @) pa( .

a

Neka g € S7(R). Inverzna malotalasna transformacija M, funkcije 7 €
S*(H) u odnosu na g data je sa

+o0o a +oo T —
(My7)(x) = /0 %/ 7(b, a) 29( b) db, r € R.

a

Teorema 6.4.1 Neka je fiksiran analizirajuéi mali talas g € S5 (R). Presli-
kavanje Wy : S7(R) — S35(H) (f — W, f) je neprekidno.

Dokaz. Neka f € S5 (R). Pokazimo da postoje C.h>0,5> 1 tako da

vazi

1 ~ o
(6.15) sup (a-+ =) (14 |b%)2 [020PW, f(b,a)| < C hHEHH0 115 k13 o)F B13,
a

(b,a)eH
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za svako [, k,a, 3 € Ny. Za a, 8 € Ny, (b, a) € H posmatramo operator

) d:c)

xr—>b
Fuslta) = 20)( [ 1) 2ol

:agaf(/Rf(m+b)g(t) dt) :/R@2‘<f(5)(ta+b)> G(t) dt
:Af(a+ﬂ>(ta+b) tg(t) dt:/f(“+ﬁ)(u+b) (a)a 1g<g> dt.

Dokaz ¢emo izvesti u tri koraka u kojima pokazujemo da za svako [, k,a, B €
Ny vaze sledeé¢e nejednakosti:

(6.16) sup a' F, (b, a) < C RFEHHB 115 |15 015 315,
(b,a)eH
1
(6.17) sup — Fo(b,a) < CRHFTOTAIF pIf ol I
(b,a)eH al
(6.18) sup (1+ [b]2)% Fy (b, a) < C RIHETTB 115 k15 o1 BIF,

(b,a)eH

Primetimo da je u procenama (6.16), (6.17) i (6.18) dovoljno posmatrati
ponasanja parametra a u beskonacnosti, a u nuli i b u beskonac¢nosti, respek-
tivno, pa mozemo pretpostaviti da je a > 1, a < 11 b > 1, respektivno.

Pokazimo nejednakost (6.18). Nakon kratkog racuna (videti dokaz teo-
reme 2.3.1), za velike vrednosti parametra b, dobijamo da je

E
2

(1+ b[2)E Fag(bia) < (1+ b2) | /ww%ibwf(w)@%w)dwr
0
A o0 gk (pibw . _
< (1P / %Wﬁf@)g@(aw) o
C OO ibw ak a+pB £ =(a) d
<C [l (@ F) 5 @) o

Z()/ 079 (w0 F(@) 1102 (5 () ) | do
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oz ¢ ) Z ("77) [ et (o) 2 ()

@|(3H) (w) ) d

k k = — ] O‘""ﬁ) a+pB—k+j+r
_CjZ(J) ( >// @rp—krien

=0 r=0

o) a =3 (3 () i

7=0 r=0

Dajemo prvo procenu za integral I, pri cemu koristimo poznatu nejednakost
(a + B)! < 20tPal Bl. Vazi

0o 2 R
IQ S /1 (Oé +B)' mwa+ﬂ+2 |f(?")(u))| ajwﬂ|< (a+7) ( w)>|du)

dw
1+ w?

< C(a+ P)AP (a4 B+ 2) W7o b 1 hH (o +j)!s/
1
< C(s, h)h2a+5+2j+7‘28(2a+ﬁ+j)+a+ﬁa!25+1ﬁ!s+1r!3j!25.

Pri proceni integrala I; koristimo Tejlorovu formulu i ¢injenicu da je f ™(0) =
0, n € N. Vazi

—_

J= £(r+m) 0
Fom)

™
m!
0

1
I S/ (a+6)!wa+,@—k+j+r[
0

3
I

Fr+a(g)

+| i uﬂ” ajﬁ(aﬂ)(awﬂ dw

1
< (a+ B)A T (r + RGP (o 4 j)!s/ WOTP=RFIET gy
0
< C2°F Pl BINH 22T p1s 1o p 1o petigeleti) g ) 18
< CQS(OH'T"'Qj)+O‘+Bh0‘+r+3‘ja!5+lﬁ!?"!sj!35.
Sada je

[1 + [2 < C(S, h)h2a+ﬁ+r+3j25(2a+ﬁ+r+2j)+a+ﬂa!2s+lﬁ!s+1T!Sj!?)s’
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odnosno
. k k k—j E_ i
1+ b2)% Fup(b,a) < Cs, ) Y ( ) > ( ])h2a+ﬁ+r+33
S — r
25(2a+6+7‘+2j)+a+,8a!25+1ﬁ!s+17ﬂ!sj~!38
(6.19) < C(S, h)h2a+ﬁ+3kz25(2a+ﬁ+2k)+a+ﬂ+2ka!2s+16!s+1 /{7!48.

Koristedi slicne argumente, pokazimo nejednakost (6.16) za a > 1. Pola-
zimo od nejednakosti

1 00
0! Fyp(ba) < ( / + / o817 (@)1 (aw)| de = I, + I,
0 1

Procenimo prvo integral I :
hs [ e )l 7 (aw)] do
—Ji 1+w?

dw
14 w?

< C(h, S)h2a+6+128(a+ﬁ)06!28618“8.

Pri proceni integrala I koristimo Tejlorovu formulu (6 € (0,1)), odakle sledi

< Ot 5 2)eical
1

1 {0 (g _
L < / wth ‘fl# wha'|§ ) (aw)| dw < CROFH12 71015,
0 .

Dakle,
(6.20) a'Fl5(b,a) < C(h, s)hHAH29s(th) o125 g1s)12s =1
Pokazimo nejednakost (6.17) za 0 < a < 1. Vazi

1

al

=1 r(atB+m) (ot B+1)
- [ Oy + O gt

1
F,p(b,a) = a] /Rf(‘”ﬁ)(aw +b)x“g(x) dz|

m! {!
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LSOO, o
< oa+l+2
<0 [ g e gl o

1 1
< CpPotht2s? s~ [+ 2)° / —d
<C (a+pB+1) l!(a+ +2) TP x

(6.21) < C(h, S)h2a+ﬁ+2128(2a+6+21)a!gsﬁlsl!%_l.

Kako je (a+ 1) < C(d' + &) iz (6.19), (6.20) i (6.21) sledi

1 k «
(a+ 5)1(1 + [b|*)2 F 5(b,a) < C(h, s)pier20H2iesk
23(4a+2ﬁ+2l+2k)+a+ﬁ+2ka!4s+16!23+1l!2371 ]{;!437

odnosno za h = max{h*, 2%} i za § = 4s + 1, vazi
1 ~ O

(6.22) (a+=)'(1+b]%)2 F2 4(b,a) < C(h, s)h* QP BISITEL, (b, a) € H,
a bl

za svako «, 3,1,k € Ny.
Ako u (6.22) stavimo vrednosti 2/ i 2k umesto [ i k i korenujemo obe
strane nejednakosti, dobijamo

1 ~ = = s s
(a4 =) 1+ |b]>) 2 Fag(b, a) < C(h, s)hETTHHRQIS315(20)15 (2)12
a
< C(h, s)R 3 TATG RIS
za svako (b, a) € H, odnosno da vazi (6.15).

Teorema 6.4.2 Neka je fiksiran analizirajuéi mali talas g € S5 (R). Presli-
kavanje M, : S*(H) — S?*(R)(1 — My7) je neprekidno.

Dokaz. Neka a, 8 € Ny. Pokazimo da postoje C,h > 013 > 1 tako da je
(6.23) (1+ |2*) 2|02 (MyT(2))]| < ChoTPalfB1, z € R.
Neka «, f € Ny. Dovoljno je pokazati da (6.23) vazi za velike vrednosti x :

(1 +[al*)% |07 (M7 (2))|

o I e 1_x—0
()i [ b
0 —0o0

a

da
b |
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1
= (1 + |=]*) yaﬁ// (@ = b,a)—g( é)db@y

a
<Pyt [ ofrta
0 —00

Do) b
<l [ [ eregae G i
vyt [7 [T e it e
<c " [ (e i) sy
e[ |Z()Wgﬁ €.0)) (3(08))  de 2
SO G LC
O (#(=€,a)) 0t (3(a >)|ds—

<a_ )/ / —Oé+/f+.7 A

S (0] ( ) oa—
0L (=€, a)|a*|g™ (ag)] d&—

QS L e

J=

@Ir—‘

??‘

_“M

01 (~€,a)l(a+ )15 (at)

14—a2
« o a—k a—k
R
k=0 k j= J

Procenimo prvo integral [; :

L]

+ a?

[e'¢) 1
Il < hj+2k+12s(k+l)ﬂ!j!5k!2s/ / éﬁ—a-i-k-i-j dé‘ da
- 1
0 0
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< C(h, s)hIT2R25F 3115125
Dalje je
d¢  da

[e'e] o0 ) . 1 _
| eB+E++21 9T ~( “N\k+1 5 (k)
ne [ [ petai s oot )Y g T

< hﬁ+3k+2j+325(’6+2k+j+3)ﬁ!S'Hk!35j!252!5 /OO /oo dﬁ da
o J1 1+&1+a®

< C(h, S)hﬁ+3k+2j28(ﬁ+2k+j)ﬁ!s+lk!3sj!28.

>S5 )

k=0 7

Sada je

6% a—k
< (a) > (a ~ k) O/ (I, 5)RF+3E+233(B42k40) gt 135 jy2s
; J

e a—k
S C<h7 S)hﬂ+5a28(’8+3a)5!5+1a!55 Z (z) Z (O./ _ k.)

k=0 =0 J
< C(h’ 8)hﬁ+5a2s(ﬁ+3a)+2aﬂ!s+la!SS
< C(h, 8)hﬂ+5a28(ﬂ+5a)ﬁ!s+10&!58.

Konacno, za h = max{h®, 2%}, = 5s dobijamo da je
(1+ [2[%)2]02 (My7(2))] < C(h, s)h*TPalBI%, = € R.
Definigimo prostore 8% (R) i S§(R), s > 1, na slededi nacin:
f(@) € S*(R) & f(~2) € S3(R), Si(R) = S(R) @ S* (R).

Sa (6.14) definisemo malotalasnu transformaciju u ovim prostorima, pri ¢emu
f 1 g pripadaju prostoru S° (R), odnosno S§(R).

Lako se pokazuje da tvrdenja teorema 6.4.1 i 6.4.2 vaze ako umesto pro-
stora S7(R) posmatramo S*(R).

Neka f,g € S§(R). Tada postoje fi, g+ € ST(R) 1 f-,g- € S§*(R) tako
daje f=fi++ f-1ig=g++g-. Dalje, za (b,a) € H je

ng(ba CL) = Wg++g— <f+ + f*)(b> a)
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=Wy, f+(b,a) + Wy, f-(b,a) + W,_f(b,a) + W, f_(b,a).

S obzirom da su f, i g progresivne, a f_ i g_ regresivne funkcije imamo da
Wy, f-(b,a) =W,_fi(b,a) = 0. Dakle,

Wy f(b,a) =W, fr(b,a) + W,_f_(b,a),

pa zaklju¢ujemo da tvrdenje teoreme 6.4.1 vazi i za elemente prostora S§(R).
Analogno, i tvrdenje teoreme 6.4.2 vazi za S§(R).

6.5 Malotalasna transformacija temperiranih
ultradistribucija

Iz teorema 6.4.1 i 6.4.2 sledi da je za proucavanje malotalasne i in-
verzne malotalasne transformacije temperiranih ultradistribucija prirodno
uvesti prostore S (R) i $@2)(H) na slededi nacin:

fe S(f’oo)(]R) & postoji s > 1 tako da f € ST(R) i

feST®(H) & postoji s > 1 tako da f € S*(H),

=Jsi®) i SCOmH) = s @

s>1 s>1

odnosno

Prostori S (R) i Sél’oo) (R) su dati sa:
f(x) € SEYR) & f(—r) € SPPR) i

S (R) = SUTN(R) @ SUT(R).

Teorema 6.5.1 Za fiksirano g € Sél’oo) (R) malotalasna transformacija:

Wi fb.a) = (), 7o) = [ Fla) La)do, () € H

je neprekidno preslikavangje iz S (R) u S0 (H).
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Dokaz. Pokazimo prvo da je na ovaj nacin malotalasna transformacija
dobro definisana. Za f,g € S{"°(R) postoje s, i s, takvi da f € S5'(R)
ig e S(R), odnosno f,g € S§(R), za s = max{sy, s2}. Iz dokaza teoreme
6.4.1 sledi da postoje h,C' > 01§ > 1 tako da je

1 ~ e
sup (a+ E>l (14 |b|2)g |8§85ng(b, a)| < C AHFFatB 1S BI5 15 gI5)

(b,a)eH

zasvako I, k, o, 3 € Ny. Dakle, W, f € S*(H) odakle sledi da W, f € S1>°)(H).

Preslikavanje W, : J,., S§(R) — U,-; S*(H) je neprekidno ako i samo
ako je za svako s > 1 restrikcija W, : S§(R) — J,.; S*(H) neprekidno
preslikavanje. Pokazimo da za svaku okolinu nule U u |J,.; S*(H) postoji
okolina nule V' u S§§(R) tako da je W, (V') C U. Iz dokaza teoreme 6.4.1 sledi
da za svako s > 1 postoji § > 1 tako da je preslikavanje W, : S§(R) — S*(H)
neprekidno. Neka je U okolina nule u |J,., *(H). Tada je W = U N S*(H)
okolina nule u S*(H) i za nju znamo da postoji okolina nule V' u S§(R) tako
daje W,(V) Cc W C U.

Teorema 6.5.2 Za fiksirano g € S(()l’oo) (R) inverzna malotalasna transfor-
macyja:

00 g [T 1 2—b
MgT(x):/O ;‘1/ T(b,a)ag(x )db, x € R

a
je neprekidno preslikavange iz S (H) u Sél’oo)(]R).

Dokaz. Za g € Sél’oo)(R) i 7 € SU®)(H) postoje s; i sy tako da g €
So'(R)iT e S2(H), tj. g € S§(R), 7 € S*(H), za s = max{sy, s3}. Iz dokaza

teoreme 6.4.2 sledi da postoje h,C > 01i 5 > 1 tako da je

sup (1 + ]x|2)%|8f(./\/lgr(m))| < ChotPalipl,

Tz€R

za svako v, 3 € Ny, tj. da M,7 € S5(R), a time i M,7 € 8" (R).
Preslikavanje My : |J,.; S*(H) — U,-; S§(R) je neprekidno ako i samo
ako je za svako s > 1 restrikcija M, : S*(H) — (J,-; S§(R) neprekidno
preslikavanje. Pokazimo da za svaku okolinu nule U u |J,.; S§(R) postoji
okolina nule V' u §*(H) tako da je M (V') C U. Iz dokaza teoreme 6.4.2 sledi
da za svako s > 1 postoji § > 1 tako da je preslikavanje M, : S*(H) — S§(R)
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neprekidno. Neka je U okolina nule u J,.; S§(R). Tada je W = U N S§(R)
okolina nule u 8§(R) i za nju znamo da postoji okolina nule V' u S*(H) tako
daje My (V) Cc W C U.

Ukoliko u dokazu teoreme 2.2.4 argument polinomne ogranicenosti za-
menimo sa skoro eksponencijalnom ogranicenoséu dobijamo da teorema 2.2.4
vazi i za elemente prostora S(>)(R), odakle sledi naredna teorema.

Teorema 6.5.3 Neka je g € ST)(R) prihvatljiv mali talas. Tada je
1

— MW, identicno preslikavanje na S (R).

Cq

Da bi se uvela definicija malotalasne transformacije ultradistribucija, pri-
metimo da za g, s € Sél’oo) (R), 7 € SE)(H) vazi

(W,ys,7) = /Oo _OOWgs(b,a) (0, a)dbd—a

o0

/m/m /m- ég(t;b)dt) T(b,a)db%
:/_OO s()(/Om/_mT(b,a)ég(tab)db‘%dt

_ / S OM ) dt = (5, M),

Sa (§é1’m) (R))" i (S0*°)(H))" oznacavamo duale prostora S5 (R) i S1:>°) (H).

(6.24) (S R) = (SHR)).

Imamo da f € (Sél’oo) (R))" ako i samo ako vazi sledeéi uslov: ako niz

{6, }ven C S (R) konvergira ka nuli u S (R) onda i (f, ¢,) tezi nuli u
C. Takode, niz {f,},en C (S(()l’oo) (R))" konvergira ka nuli u (Sél"”) (R))" ako
i samo ako (f,, ¢) tezi nuli u C, za svako ¢ € Sél’oo) (R).

Definicija 6.5.1 Malotalasnu transformaciju f € (Sél’oo) (R))" u odnosu na

0 (R)

mali talas g € S definisemo na sledeci nacin:

(6.25) W, f, 1) = (f, My7), 7 € ST (H).
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Pokazimo da je na ovaj nacin malotalasna transformacija dobro definisa-
na. Za g € S"(R) i e SE®(H) je g € S{"(R) i M, € S (R).
Dakle, na desnoj strani jednakosti (6.25) imamo delovanje f € (S((]l’oo)(R))/
na element test prostora.

Preciznije, postoji s > 1 tako da je g € S§§(R) i 7 € S*(H). Tada postoji s
tako da M,7 € SH(R), akako f € (S{"*(R)) iz (6.24) sledi da f € (S3(R)),
pa je (6.25) dobro definisano za svako 7 € S (H).

S

Teorema 6.5.4 Za fiksirano g € S(()l’oo) (R) preslikavanje W, : (Sél’oo) (R)) —
(SN (H))" je neprekidno.

Dokaz. Neka je {n,},en niz iz (Sél’oo) (R))" koji konvergira ka nuli u
(SSU(R)), odnosno (n,,¢) tezi nuli, za svako ¢ € S{"°(R). Sada, za
svako 7 € SU®)(H) i v € N vazi

<Wg771/77—> - <77V7M§T>'

Kako Mt € Sél’oo) (R) imamo da W,n, konvergira ka nuli u (S®4°)(H))',
¢ime je pokazana trazena neprekidnost.

Definicija 6.5.2 Neka g € Sél’oo) (R). Inverzna malotalasna transformacija
od Q € (SH®)(H))" u odnosu na g definisana je na sledeéi nacin:

(6.26) (M,Q, 6) = (2, Wy0), ¢ € S§"(R).

Teorema 6.5.5 Za fiksirano g € Sy (R) preslikavanje M, : (S (H))" —
(SN (R))' je neprekidno.

Dokaz. Neka je {€,},en niz iz (ST)(H))" koji konvergira ka nuli u
(ST=)/(H))', odnosno (€, 7) tezi nuli, za svako 7 € S (H). Sada, za
svako ¢ € 8" (R) i v € N vazi

<MgQV7 ¢> - <QV7 W§¢>
Kako W;¢ € SU)(H) imamo da M, konvergira ka nuli u (S4)(R))’,

¢ime je pokazana neprekidnost .
Teorema 6.5.6 Neka je g € S1°°)(R) prihvatljiv mali talas. Tada je

1 /
— MW, identicno preslikavanje na (ST (R))'.
Cg
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Dokaz. Iskoristimo li definicije malotalasne i inverzne malotalasne trans-
formacije u dualnim prostorima dobijamo da za svako 1 € (S™>)(R))" i svako
¢ € SL=)(R) vazi

(MWyn) () = Wyn)Wyd) = n(MgWyo).

Tvrdenje teoreme sledi iz teoreme 6.5.3.
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