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Predgovor

Osnovna osobina nelinearnih hiperboli¢nih sistema zakona odrzanja je pojava udarnih talasa.
Globalno resenje takvih sistema mora se traziti samo u prostoru prekidnih funkcija, a odgovor
na pitanje da li takvo resenje postoji, dala je Glimova teorema (1965) uvodenjem funkcionele
nerastuce u vremenu, koja kontorliSe ukupnu snagu talasa. Alternativni pristup ovom problemu je
konstrukcija entropijski dopustivog aproksimativnog slabog resenja metodom pracenja talasa, koja
omogucava tehnicki jednostavnije dokaze u odnosu na Glimovu semu. Pojava delta udarnih ta-
lasa i njihovih interakcija, vezana je za hiperboli¢ne sisteme kod kojih ne postoji klasi¢no resenje
Rimanovog problema, odnosno, kada se reSenje ne moze predstaviti preko elementarnih talasa
(razredujudi talasi, udarni talasi i kontaktni talasi).

U uvodu ove doktorske disertacije predstavljena je jednacina zakona odrzanja u jednoj pro-
stornoj dimenziji, definisani su Kosijevi i Rimanovi problemi i dato je nekoliko primera za-
kona odrzanja (skalarna jednac¢ina fuzije, Burgersova nelinearna neviskozna jednacina i Ojlerove
jednacine za kompresibilan, neviskozni gas). Pokazano je da se reSenje Rimanovog problema Bur-
gersove jednacine sastoji od elementarnih entropijskih talasa (razredujuéi i udarni talas) i dati su
primeri neentropijskih talasa. U drugoj glavi, date su osnovne osobine nelinearnih hiperboli¢nih
zakona odrzanja, uvedeni su pojmovi stroge hiperboli¢nosti i slabog resenja zakona odrzanja.
Definisani su Rankine-Hugoniot i entropijski uslovi u cilju dobijanja jedinstvenog slabog resenja.
Definisano je opste resenje Rimanovog problema za dovoljno male pocetne uslove koje se sastoji
od razredujucih, udarnih i kontaktnih talasa. Uvedene su Rimanove invarijante i ispitan je Ri-
manov problem za jednacine izentropnog strujanja gasa. U trecoj glavi detaljno je objasnjena
Glimova diferencna Ssema koja daje reSenje Rimanovog problema zakona odrzanja kada je totalna
varijacija pocetnog uslova dovoljno mala. Definisani su prilazeéi talasi i ocenjena je snaga talasa
nastalih nakon interakcije dva talasa. Kao alternativni pristup reSavanju Rimanovog problema
zakona odrzanja, predstavljen je metod prac¢enja talasa u ¢etvrtoj glavi. Pokazano je da se ovom
metodom, za dovoljno male pocetne uslove, dobija stabilno i jedinstveno reSenje koje u svakom
vremenu ima ogranic¢enu totalnu varijaciju. U petoj glavi, posmatrana je jednacina protoka izen-
tropnog gasa u Lagranzovim koordinatama. Uz pretpostavku da je pocetni uslov ogranicen i da
ima ograni¢enu totalnu varijaciju, pokazano je da Kosijev problem ima jedinstveno slabo resenje
ako je totalna varijacija pocetnog uslova pomnozena sa 0 < ¢ < 1 dovoljno mala. Slabo resenje
dobijeno je metodom pracenja talasa. Detaljno su dokazana i sva tvrdenja i ti dokazi predstavljaju
prvi originalni deo ove doktorske disertacije. Fenomen formiranja delta udarnih talasa, kada se
reSenje Rimanovog problema ne moze predstaviti preko elementarnih talasa, predstavljen je u glavi
Sest. Takode, ispitana je interakcija dva delta talasa sa posebnim osvrtom na model jednacina
gasne dinamike bez pritiska. Delta talasi posmatrani su kao specijalna vrsta shadow talasa. U
glavi sedam, pokazano je da za proizvoljno velike pocetne uslove, resenje Rimanovog problema
jednodimenzionalnog Ojlerovog zakona odrzanja gasne dinamike postoji, da je jedinstveno i en-
tropijski dopustivo. Data je numericka verifikacija interakcije dva delta talasa koris¢enjem metode
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GLAVA 1

Uvod

1.1 Oznake

Z - skup celih brojeva

R - skup realnih brojeva

R, = (0,00) - skup pozitivnih realnih brojeva

R™ - skup vektora x sa n komponenata, x = (x1,x2,...,T,)
Q) - otvoren podskup skupa R”

Za h : R™ — R uvodimo sledeée oznake:

T

. Vhe) = Oh(z) Oh(z) oh(x)\ "
T\ Bz | Bxe T Oxg
Oh(z) Oh(x) Oh(x)
Dh = ...
* (@) < Ox1  Oxy 7 Oz,
8%h(x) 8%h(x) 9%h(z)
Ox? Ox10x2 " Ox10x,
*n(z)  9%h(z) 9%h(x)
e S
o DQh(IL’) _ Ox0x1 ox3 8172.895”
82};(93) 62};(;1:) - Bzh(L)
0,011 0, 0x2 te ox2

Zap,q: R" = R™, p(z) = (p1(x),p2(x), ..., pm(x))T, q(z) = (q1(2), ¢2(x), . ..

sledeée oznake:

op(x) <8p1 (x) Opa(x) 8pm(x)>T .
° = , ey ,i=12...,n,
8Ij 8Ij an afﬂj

2 2 2 2 T
. Pplx) _ (3 pi(z) 0°pa() 3pm($)) L k=1,2,...,n,

Oz 0y, Ox;0xy,’ Ox;0xy,’ " Oxj0xmy
e pg=>Y pi(z)g(z) =p" -q,
i=1
d(pq) _ S Opi(x) - dqi(x)
o 61‘]‘ - ; 61‘]' ql(m) + ;pl(x) 8.23]' y ) = 172a , 1,

, qm ()T uvodimo
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9pi1(x) 9p1 () Op1(x)
oz ox e ox
Ops(z)  Opa(x) 9pa ()
) Oxs o Oxp
e Dp(z) = o . N
Opm(z)  Opm(x) Ipm ()
Oz Oxo tee O,

1.2 Pregled definicija i teorema

Definicija 1.2.1 Sa C*(Q) oznacavamo prostor funkcija nad otvorenim skupom Q koje imaju
neprekidne i uniformno ogranicene izvode do reda k.

Definicija 1.2.2 Sa C*(Q) oznacavamo prostor glatkih funkcija nad otvorenim skupom Q ¢&iji su
svi izvodi neprekidni i uniformno ograniceni.

Definicija 1.2.3 Sa C5(Q) oznacavamo prostor funkcija iz C*(2) koje imaju kompaktan nosaé u
Q.

Definicija 1.2.4 Sa C§°(Q) oznacavamo prostor funkcija iz C*°(Q2) koje imaju kompaktan nosac
u .

Definicija 1.2.5 LP(Q), 1 < p < oo je prostor merljivih funkcija nad otvorenim skupomn £ C R™

za koji je za svako p € [1,00), |f(x)|P dx < oo. Norma u prostoru LP(Q) je || f|rr) =
Q

1/p
(f |f(z)P dm) . Prostor L*(Q) nazivamo prostor integrabilnih funkcija.
Q

Definicija 1.2.6 L>(R2) je skup merljivih funkcija f nad otvorenim skupom Q@ C R™ za koje vaZi
|f(z)] < oo skoro svuda u Q2. Norma je || f||L() = inf{C € Ry;|f(z)| < C skoro svuda u 2}.

Definicija 1.2.7 L (Q), 1 < p < oo je prostor merljivih funkcija f nad otvorenim skupom
Q C R™ za koje vazi da za svako p € [1,00) i za svaki ograniceni interval I C 2, sledi f € LP(Q).
Prostor Li () nazivamo prostor lokalno integrabilnih funkcija. L (;R™) je prostor lokalno

integrabilnih funkcija f: Q — R™.

Definicija 1.2.8 L2 (Q) je prostor merljivih funkcija f nad otvorenim skupom 2 C R™ za koje

loc
vazi da za svaki ogranicent interval I C Q, |f(z)] < oo skoro svuda u I.

Definicija 1.2.9 D(Q) je vektorski prostor svih C funkcija nad Q sa kompaktim nosacem.

Definicija 1.2.10 D'(Q) je prostor svih distribucija. Distribucija je neprekidna linearna funkcionela
nad D() .

Definicija 1.2.11 Dy« (R) je potprostor C°(R™) tako da ¢ € Dy ako i samo ako je 0%¢p € L*>®
za svako a € P™, gde je P™ podskup do R™ ¢iji elementi imaju koordinate cele nenegativne brojeve.
Prostor D}« (R) je dual prostora D (R).

Definicija 1.2.12 Glatka vektorska funkcija sa dve ili viSe promenljivih naziva se glatko vektorsko
polje.

Definicija 1.2.13 Funkcija f : R — R je Lipsic neprekidna ako postoji konstanta K > 0 tako da
vazi

[f(2) = f(y)] < K|z —y]
za svako x,y € R.
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Teorema 1.2.14 Neka je z : [a,b] X [¢,d] — R™ neprekidno preslikavanje, takvo da je i Oyz :
[a,b] X [¢,d] — R™ neprekidno preslikavanje. Neka su oy, aq : [c,d] — [a,b] preslikavanja klase C1.
Tada je funkcija g : [c,d] — R™, definisana sa

Olz(y)
oly) = / 2(z,y) da
a1 (y)

klase C' na skupu [c,d] i vazi

az(y)
diyg(y) = ay(y)2(ea(y), y) — o (y)z(c1(y), v) +/al(y) %Z(%y) d .

Teorema 1.2.15 (Fubinijeva teorema) Formula

/m . f(sc,y)dmdy=/m dx - f(%y)dy:/n dy IRmf(ﬂc,y)dff

vazi ako je f integrabilna na R™ x R™.

1.2.1 Teorema o implicitnim funkcijama

Neka su U C R™, V. C R™ i  C R™ otvoreni skupovi. Neka preslikavanje F': U x V — R™ ima
neprekidne izvode do reda k > 1.

Teorema 1.2.16 Ako za (u,v) € U X V wazi F(u,v) = 0 i ako je Jakobijeva matrica D, F(u,v)
reqularna, tada postoji okolina N od @ i C* preslikavanje f : N — V tako da vaZi

f(w) =0, F(u, f(u)) =0 za svako u € N.
Ako je k-ti izvod funkcije F' Lipsic neprekidan, tada vaZi i
F® (@) =0, Flu, fP(u) =0 za svako u € N.
Izvod funkcije f u tacki w je m x n Jakobijeva matrica
Df(u) = —[DyF(u,0)] D, F(u,v).

Teorema 1.2.17 Neka preslikavanje G : U x V x Q@ — R™ ima neprekidne izvode do reda k > 1
i neka je W : Q — U xV, W(w) = (tw,v,) CF preslikavanje takvo da za svako w € Q waZi
G(Uy, Vy;w) = 0. Ako je Jakobijeva matrica D,G(uy,v,;w) regularna za svako w koje pripada
kompaktnom skupu K C Q, tada postoji 6 > 0 i C* preslikavangje o : U x Q — V tako da vaZi

Oy, w) = Uy, G(u, p(u,w);w) =0 za svako w € K za koje vazi |u — Uy,| < 0.
Ako je k-ti izvod funkcije G LipSic neprekidan, tada vazi i

w(k)(aw,w) = Ty, G(u,(p(k) (u,w);w) =0 za svako w € K za koje vazi |u — | < 4.

1.2.2 Hellyjeva teorema
Teorema 1.2.18 Posmatrajmo niz funkcija qi : R — R™ tako da vazi
TV(ge) < C, aw(z)] <M
za svako k,x i za neke konstante C, M. Tada postoji funkcija q i podniz qx, miza gy tako da vaZi

lim g, = q(x) (1.1)
kyp—00

TV(g) <C, |q(z)| <M (1.2)

za svako x € R.
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Dokaz.
Korak 1. Neka je za k> 1

N

Ui (x) := sup Z lge () — qru(zj—1)|, zo <21 < -+ <y =2
j=1

totalna varijacija funkcije gr na (—oo,z]. Uocimo da je svako U, neopadajucéa funkcija koja
zadovoljava (na osnovu pretpostavke u teoremi)

0<Uk(x) <C,  ar(y) — ar(@)] < Uk(p2) — Uk(p1) (1.3)

za svako p1 <z <y < po.

Korak 2. Koristeéi Kantorov dijagonalni proces [4], konstruisemo podniz Uy, niza Uy, za koji vazi

lim Uy (z) =U(x)

k' —o0

i koji konvergira za svako x € Q. Zbog (1.3), funkcija U preslikava Q u [0, C] i neopadajuéa je.
Za svako n > 1, posmatrajmo skup tacaka J, u kojima U ima skok, odnosno

1
I = {x €R| lirn+ U(y) — lim U(y) > }

y—x y—x~ n

gde y € Q. Skup J, ima najvise C'n tacaka. Naime, jasno je da vazi

Z% <> ( lim U(y) — lim U(y)> <C

u svim tackama z; gde dolazi do skoka. Sledi

< C = [broj tacaka z; | < Cn.

SRS

[broj tacaka z; | -

Zbog toga je skup tacaka x € R, gde su leva i desna grani¢na vrednost razlicite, a koji ¢emo
obeleziti sa J, najvise prebrojiv i zato neka je

J=Jn.

n>1

Korak 3. Sada biramo podniz gy, niza g, tako da grani¢na vrednost

q(x) ;== lim g, (2) (1.4)

ky— 00
postoji za svako z € JUQ (tj. « pripada prebrojivom skupu). Sada tvrdimo, da za taj podniz,
grani¢na vrednost u (1.4) postoji i za svako x € R. Naime, neka = ¢ J. Tada za svako n > 1, kako

x ¢ J,, postoje racionalni brojevi p; < x < py takvi da vazi U(pe) — U(p1) = U(p2) — U(x) +
U(z) =U(p1) < 1/n+1/n=2/n. Koristeci (1.3) i gy, (p1) — q(p1) (na osnovu (1.4)), dobijamo

limsup |gx, (z) — q(p1)| = limsup|gx,(z) — gk, (p1)| < 2limsup(Uy, (p2) — Uk, (1))

kp—o0 kyp—o0 ky—o00

= 2(U(p2) —U(p1)) < %

Kako je n proizvoljno, pokazano je da grani¢na vrednost u (1.4) postoji za svako = € R. Dakle,
dokazano je (1.1).
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Korak 4. Za bilo koje date tacke zg < 1 < --- < x, imamo

ky—00

Z lg(x;) —q(zj—1)| = lim Z K, (75) = qk, (T;-1)]

IN

limsup(TV(q,)) < C.

kyp—00

Ovim je dokazana prva nejednakost u (1.2). Ako je totalna varijacija ogranicena, tada je ocigledno
da vazi i druga nejednakost u (1.2). a

1.3 Zakon odrzanja, KoSijev i Rimanov problem

Od sredine XIX veka, uporedo su se razvijale teorija o hiperboli¢nim sistemima zakona odrzanja
i gasna dinamika. U poslednjih nekoliko decenija publikovan je veliki broj knjiga koje daju teorijski
i numericki prilaz hiperboli¢nim zakonima odrzanja. Teorijske osnove mogu se na¢i u knjigama
Jeffrey [19] i Smoller [35], dok knjige Bressan [4] i Holden i Risebro [17] sadrze detaljniju analizu
zakona odrzanja. Numericki pristup dat je u knjigama LeVeque [24, 25] i Holden i Risebro [17].
U cilju pronalazenja dopustivog slabog resenja zakona odrzanja, uveden je termin entropija (Lax
[23]). Klasifikacija entropijskih funkcija moze se naé¢i u Harten [15] i Harten et al. [16]. Veliki broj
primera iz oblasti elektrodinamike uklju¢uje probleme hiperboli¢nih zakona odrzanja (Bloom [5]).
U ovoj glavi biée koris¢eni rezultati iz [4] i [11].

Zakon odrzanja u jednoj prostornoj dimenziji dat je parcijalnom diferencijalnom jednacinom
oblika

D00 + o flala 1) =0, (1.5
gde t > 0 predstavlja vreme, a ¢ : R x Ry — R"™ n-dimenzionalni vektor. Za komponente vektora
g, uoznaci g; ,i € {1,2,...,n}, kazemo da su o¢uvane ako se integral

oo
/ qi(z,t) dx
—o0

ne menja za t > 0. Vektorska funkcija f(q), f : R® — R", naziva se fluks sistema (1.5). Integralec¢i
(1.5) na intervalu [a,b] dobijamo

b
0
t/q(a:,t)dx = /aq(x,t)dx

&‘g‘

= flq(a,t)) — f(q(b,1)).

Drugim re¢ima, promena veli¢ine ¢ u vremenu, unutar intervala [a, b], odredena je protokom (fluk-
som) koji postoji na krajevima intervala.

Kosijev problem za sistem (1.5) ukljucuje pocetni uslov
q(2,0) = qo(z), —c0 <z <o00. (1.6)

Specijalan slu¢aj Kosijevog problema je Rimanov problem gde je pocetni uslov oblika

_ qrL, T < 07
q(xz,0) = { w0, (1.7)
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gde su gy, i g konstante.
Kvazilinearna forma jednacine (1.5) oblika je

¢+ Df(q)g. =0. (1.8)

Za glatka resenja, jednacine (1.5) i (1.8) potpuno su ekvivalentne. Medutim, ako ¢ ima skok
(prekid), tada se na levoj strani jednacine (1.8) pojavljuje proizvod prekidne funkcije Df(q) i
distributivnog izvoda ¢, $to u opstem slu¢aju nije dobro definisano. Zbog toga, jednacina (1.8)
ima smisla samo ako je ¢ neprekidna funkcija. Divergentna forma jednacine (1.5) omoguéava da se
posmatraju i prekidna reSenja interpretirana u distributivnom smislu. Naime, lokalno integrabilna
funkcija ¢ = gq(z,t) je slabo resenje problema (1.5, 1.6) ako vazi

0/ 7 Zo (0 oot 4 01 0) e — 0

za svaku diferencijabilnu funkciju sa kompaktnim nosaéem ¢ = ¢(z,t) € C} (R?).

Sistem (1.5) je strogo hiperbolican ako Jakobijeva m x n matrica Df(q) za svako ¢ ima n
realnih i razlicitih karakteristi¢nih korena (tj. n linearno nezavisnih karakteristi¢nih vektora).
Kako je f(g), u opstem slu¢aju, nelinearna funkcija, tada je (1.5) sistem nelinearnih parcijalnih
diferencijalnih jednacina.

Primer 1.3.1 Skalarna linearna transportna jednacina oblika je
qt +agy =0, (1.9)
gde je a konstanta. ReSenje Kosijevog problema (1.9, 1.6) je
q(z,t) = qo(z — at)

za t > 0. Duz prave x — at = x, funkcija ¢(x,t) je konstantna za bilo koje zy € R.
U opstem slucaju, ako je data skalarna, homogena, kvazilinearna jednacina prvog reda

qt-l-(l(l',t,q)qm :Oa

tada su karakteristike krive koje zadovoljavaju Kosijev problem

dr _ a(z,t,q), x(0)=uxz. (1.10)
dt
Kako je
d 0 , 0
7 4@@),t) = 5-q(@(), )’ (t) + 5 a(2(t), 1)
= agz+q¢ =0,

to znaéi da je duz datih karakteristika z(t), funkcija q(z(t),t) konstantna. Dakle, u  — ¢ ravni,
resavanje PDJ redukuje se na resavanje ODJ (1.10). Na primer, posmatrajmo jednacinu ¢; +
tq, = 0 uz pocetni uslov g(z,0) = z. Tada su karakteristike oblika x(t) = t2/2 + o, pa je
q(@,t) = q(z(t), t) = q(x(0),0) = g(z0,0) = zo = = — t*/2.

Primer 1.3.2 Burgersova nelinearna neviskozna skalarna jednac¢ina oblika je

vt (£) =0 a

sa pocetnim uslovom (1.6). Tada se (1.11) moze zapisati i kao

G+ qqz = 0. (1.12)
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Jednacina (1.11) sa glatkim pocetnim uslovom, moze biti reSena pomocu karakteristika za ¢ do-
voljno malo. Karakteristike se dobijaju resavanjem jednacine

2(t) = q(a(t),1). (1.13)
Duz karakteristika, ¢ je konstantna funkcija jer vazi

Do) = aglalt) 02 (0) + prale(t) 1)

= q+qq =0,

pa je i 2/(t) takode konstantno zbog (1.13). Znaci da su karakteristike prave linije odredene
poCetnim uslovom. Kako je pocetni uslov glatka funkcija, resenje g(x,t) moze biti izra¢unato za
t = to dovoljno malo (odnosno dok ne dode do preseka karakteristika). Ako se za svako (z,t) moze
se na¢i resenje xp jednacine

x =z + q(x0,0)t, (1.14)

tada se resenje za (1.12) sa glatkim pocetnim uslovom go(z) = ¢(z,0) zapisuje u formi
q(z,t) = q(20,0) . (1.15)

Pokazimo da vazi (1.14, 1.15). Svaka karakteristika zadovoljava jednac¢inu (1.13) za z(0) = xp.
Duz karakteristika, q(x(t),t) je konstantna funkcija i njena se vrednost moze izracunati u tacki
(x0,0), za fiksirano x¢. ReSenje jednacine z’(t) = g(zo,0) je z(t) = ¢(xg, 0)t +xo. Iz ove jednatine
nalazimo da je xo = zo(z,t) i da vazi ¢(x,t) = q(z(t),t) = q(x(0),0) = ¢q(x0,0) = q(zo(z,1),0).

Karakteristike se prvi put seku u t = T, gde je
-1
T, = P .
min g, ()

Naime, dve karakteristike z = xg + q(x0,0)t i * = 1 + g(x1,0)t koje kreéu iz tacaka z¢ i z1,
redom, preseiCe se u vremenu

1 1 1 1
a(20,0)=q(z1,0) q(&0) — min ¢'(£,0) = ming'(z,0)

To—T1 xo<E<x

t=

za xg < £ < x1. Kada t — Tg,

lim {inf qz(x,t)} = —00

t—T; |z€R

i posle t = T, nema klasi¢nog resenja.

Primer 1.3.3 (Gasna dinamika) Ojlerove jednacine za kompresibilan, neviskozni gas u La-
granzovim koordinatama mogu se napisati u obliku tri zakona odrzanja:

v — Uy =0 (odrzanje mase)
U +pr =0 (odrzanje momenta)
(e+u?/2); + (pu) =0 (odrzanje energije) .

Veli¢ina v = p~! predstavlja specifiénu zapreminu, p gustinu, v brzinu, e unutraénju energiju i p
pritisak. Sistemu se obi¢no dodaje i cetvrta jednacina p = p(e,v) koja se naziva jednacina stanja
i ona zavisi od gasa koji se posmatra.

Primer 1.3.4 p-sistem ¢ine dve jednacine

v —uy =0, ur +p(v)y =0, (1.16)

gde je p’ <0, p” > 0. Sistem (1.16) je prost model izentropnog strujanja gasa. Sa v je obelezena
specifiéna zapremina, sa u brzina i sa p(v) = kv~" pritisak, gde je k gasna konstanta. Za veéinu
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gasova v € [1,3]. Sistem (1.16) je strogo hiperboli¢an u oblasti v > 0. Jakobijeva matrica oblika

je
0o -1
br= [ p'(v) 0 ]
i ima realne i razlic¢ite karakteristi¢ne korene \y = —y/—p'(v) i Ay = /—p'(v) .

Osnovna osobina nelinearnih sistema u formi (1.5) je da za ¢ak glatke pocetne uslove, resenje
Kosijevog problema moze imati prekide u kona¢nom vremenu. Zbog toga se globalno reSenje
posmatranog problema mora traziti u klasi prekidnih funkcija.

Primer 1.3.5 Neka je data Burgersova neviskozna jednac¢ina (1.11) sa pocetnim uslovom (1.7).
Resenje posmatranog problema zavisi od odnosa qr, i ggr.

Slucaj 1. Neka je qr, > qg.

Ako sa ¢ obelezimo brzinu kojom se kreée diskontinuitet, tada je ¢ = (qr + qr) /2 i reSenje
posmatranog problema bice

. qr, x<ct,
q(x,t)—{ Tt (1.17)

Ovo reSenje naziva se udarni talas. Kako vazi qgt < ¢t < g t, sve karakteristike ”idu” u udarni
talas kako se vreme ¢ povecava (slika 1.1).

gy x=ct

0 0

Slika 1.1: Udarni talas i karakteristike.
Resenje (1.17) je slabo resenje Burgersove neviskozne jednacine ako i samo ako je ¢ = (qr, + qr) /2.
Isti diskontinuitet sa drugac¢ijom brzinom necée biti slabo resenje. Navedeno tvrdenje bi¢e dokazano

koriséenjem integralne forme zakona odrzanja. Integraljenjem ¢, = —f(q). od 21 do x2, za z1 < z2,
dobija se

T2

G [ atetde = 1(atar0) - flaeat) (1.18)

za svako 1, za,t. Za M dovoljno veliko, takvo da vazi M > ct, koristeéi (1.18) sledi

M

= [ atw0de = ) = flam) = 0+ an)laz — an) (1.19)
—M

za Burgersovu neviskoznu jednacinu. Sa druge strane, za resenje (1.17) mora vaziti i

M ct M

/q(x,t)dx = /q(x,t)dx+/q(x,t)da:
—-M —M ct
ct M (1.20)
= /qLdz+/qu:1:
—-M ct

= qrlct+ M)+ qr(M —ct).
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Koriséenjem (1.20), dobija se
p M
7 / q(z,t)dx = c(qr, — qR) - (1.21)

—-M

Sada (1.19) zajedno sa (1.21) daje ¢ = (qr +qr) /2 i time dobijamo ¢uveni Rankine-Hugoniot
(RH) uslov:
flar) = flqr) = c(qr —qr) -

Slucaj 2. Neka je qr, < qg.
U ovom slucaju postoji beskonaéno mnogo slabih resenja. Jedno od njih je i (1.17). Sada je

grt < ct < qgt i karakteristike ”idu” van udarnog talasa kako se vreme ¢ povecava (slika 1.2).
Kasnije ¢e biti pokazano da ovo reSenje ne zadovoljava entropijske uslove.

xX=ct

-- -4

q —j___é t T//

Slika 1.2: Neentropijski udarni talas i karakteristike.

Jedno slabo resenje moze biti formirano i na slede¢i nacin (videti [11], poglavlje 2.3). Neka je
data Burgersova jednacina (1.11) sa pocetnim uslovom

0, =<0,
1, =>0.

q(z,0) = {

Za svako 6 € (0,1), definisemo po delovima konstantnu funkeiju gg : R x [0,00) — R kao §to sledi:

0, =<0t/2,
qg(l‘,t): 0, 0t/2§£<(1+9)t/2,
1, z>(1+6)t/2.

Tada je svako gy reSenje posmatranog problema jer zadovoljava jednac¢inu (1.11) i RH uslove duz
dve linije diskontinuiteta = 0¢/2 1 2 = (1 4+ 0)t/2. Videéemo da su sva pomenuta resenja
neentropijska (preciznije, oba udarna talasa koji se nalaze u gy nisu entropijska).

Jos jedno slabo resenje naziva se razredujudi talas (slika 1.3),

qr, x <gqrt,
q(z,t) =< z/t, qrt <z < qgt, (1.22)
4dR, x 2 th .

Resenje (1.22) je konstantno za x < qrt i > ggt, dok izmedu te dve karakteristike vrednost
resenja raste, jer se nagib karakteristika poveéava od 2’(t) = qr, do z'(t) = qr. Kako se vreme
povecava, konstantna stanja su sve udaljenija.
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qr

X

0 0

Slika 1.3: Razredujuéi talas i karakteristike.



GLAVA 2

Hiperboli¢ni sistemi zakona odrZanja

Prilikom resavanja Kosijevog problema kod nelinearnih hiperboli¢nih zakona odrzanja nailaz-
imo na dva vazna izazova. Prvi je taj Sto reSenje ne mora ostati neprekidno u kona¢nom vremenu,
a drugi je kako odabrati dopustivo resenje izmedu vise slabih resenja. Da bi se dobilo jedinstveno
reSenje Kosijevog problema, uvode se termini kao sto su dopustiv talas, nestabilno resenje, fizicki
nebitno resenje, itd. Nepostojanje klasi¢nog reSenja sistema neizentropnog strujanja gasa i drugih
sistema zakona odrzanja pokazao je Sideris [34]. Uslove pod kojima je slabo resenje dopustivo prvi
je dao Stokes [37]. Vezu izmedu skokova u reSenju i entropijskih nejednakosti dao je Jouguet [20],
i to za jednacine gasne dinamike. Potpunu teorijsku podlogu o zakonima odrzanja i dopustivosti
slabog resenja dao je Lax [23].

Specijalan sluc¢aj Kosijevog problema je Rimanov problem koji je formulisan i reSen jos davne
1860. godine (videti [32]). Dugi niz godina se istrazuje resenje sistema izentropnog strujanja
gasa, koje ukljucuje udarne i razredujuée talase i njihovu interakciju. Courant i Friedrich [§]
kao i Lax [22], posmatrali su Rimanov problem za strogo hiperboli¢ne sisteme zakona odrzanja
Cije su familije karakteristika zaista nelinearne ili linearno degenerisane. Medutim, kada sistem
nije strogo hiperboli¢an, tada se kao resenje Rimanovog problema mogu naéi i nadkompresibilni,
podkompresibilni, delta udarni talasi itd. Napredak je napravljen u klasifikaciji takvih sistema, kao
i u odredivanju uslova za postojanje, jedinstvenost i dopustivost resenja (Glimm [14], Tan, Zhang
i Zheng [38] i Nedeljkov [29]). Detaljna konstrukcija resenja Rimanovog problema za Ojlerove
jednacine gasne dinamike moze se naéi u Chang i Ling [7] i Li, Zhang i Yang [26].

U ovoj glavi bi¢e koriséeni rezultati iz [4, 9, 27, 35].

2.1 Nelinearni hiperboli¢ni sistemi

Neka je € otvoren podskup od R™ i neka ¢ : R x Ry — R™. Posmatramo sistem

4+ f(g)= =0, (2.1)

gde je
q:(q17q27‘~~7Qn)EQCRn

f(@) = (filar, a2, - an), folar, a2, @), s ful@r, @2, - an)) -

17
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Sistem (2.1) se moze napisati i u obliku

0 0

aql—"_%fl(QMQQW'WQH) = 0

0 0

a%ﬁ-%fQ(QMQQw-an) = 0 (22)
0 9]

EQH+%fn(qlaQ27"'vqn) - 0

Ako obelezimo A(q) = Df(q), tada se (2.2) zapisuje u kvazilinearnoj formi

q + A(q)g. = 0. (2.3)

Definicija 2.1.1 Sistem (2.83) je strogo hiperbolican ako za svako q € §, matrica A(q) ima n
realnih i razli¢itih karakteristiénih korena koji se mogu urediti tako da vaZi

A(g) < A2(g) < -+ < Aalq)-

Osnovna osobina nelinearnih hiperboli¢nih sistema zakona odrzanja jeste da reSenje sistema
u kona¢nom vremenu, moze biti i prekidna funkcija ¢ak iako je pocetni uslov glatka funkcija.
Da bi se konstruisalo globalno resenje koje zavisi od vremena, ono mora biti trazeno u prostoru
prekidnih funkcija, odnosno, zakon odrzanja se mora posmatrati u distributivnom smislu. Slabo
resenje uvek ée biti trazeno nad oblaséu R x [0, 7] sa po¢etnim uslovom

q(x,0) = go(x) (2.4)
1 definiSe se na slededi naéin:

Definicija 2.1.2 Funkcija q : R x [0, T] — R" je distributivno reSenje zakona odrZanja (2.1, 2.4),
gde qo(x) € L, (R;R™), ako vazi

T oo (e’
/ / (qn + F(q) bs) drdt = — / 4(2,0) 6(x,0) da (2.5)
0 —© —00

za svaku C* test funkciju ¢ sa kompaktanim nosacem koji se nalazi u skupu R x (—oo,T).

Sada se ne zahteva da funkcija ¢ bude neprekidna. Jedini uslov je da funkcije ¢ i f(g) budu
lokalno integrabilne na R x [0,7]. Ako se zahteva da funkcija g(z,t) bude neprekidna po t sa
vrednostima u L, . (R), tada se dobija slede¢a definicija:

Definicija 2.1.3 Funkcija q : R x [0,T] — R" je slabo resenje zakona odrzanja (2.1, 2.4), gde
qo(7) € L (R;R™), ako vazi da je:

loc
1. q neprekidno preslikavanje intervala [0,T] u L (R),
2. zadovoljen pocetni uslov (2.4), odnosno da vaZi }iH(l) lla(-st) — qo(-) |l =0,

3. restrikcija funkcije ¢ nad otvorenim skupom R x (0,T) distributivno resenje jednacine (2.1).

Napomenimo jo$ da je (2.5) ekvivalentno sa

T oo [e%)
/ / (4: (60)i + () (60):) dudt = — / 4:(2,0) (2, 0) de
0 —o© —00

za1=1,2,...,n. Ovde je sa h; oznacena i-ta komponenta vektora h.
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2.1.1 Rankine-Hugoniot (RH) uslov

Neka je g(x,t) po delovima glatka funkcija koja ima skok duz krive z = y(t). Oznag¢imo sa ¢
i ¢~ desnu i levu grani¢nu vrednost funkcije ¢ u tacki skoka, redom, t.j.

+
t)= lim x,t
()= lim qa.t).

Pretpostavimo da je ¢ neprekidno diferencijabilna funkcija sa kompaktnim nosa¢em. Tada je

/ (a6 + F(@)6x) dadt

/
/ / " qo¢ dxdt +/ /y: qor dxdt
N / /v(t) q) by dxdt + / - : f(q)p, dxdt
Y
/ /::)) <8t (q9) Qt¢> dxdt / /t) (at ¢)aqt¢> dxdt
+/Om/$?t)<aaqu ¢) = [(@)x 2(:xdt / /ﬂ (Zfa ()z¢>> dadt
:/ / En (q9) dzdt—/ / g daxdt +/O L(t)m(q¢) dadt
/ /t) QP dxdt+/ Fl@)o[1) dt — / / () Al dudt

(@)l dt — / /W) A(q)qeb drdt

Na integrale f’y q(Z) )dx i fw(t 5i (q¢) dr primeni¢emo teoremu 1.2.14. Tada je

1) 5
/ / qu ) dadt
= lim lim / / ) dzdt
b—oo m—y(t)~ ot

fim i ( / (46) d —~ <>q¢<v<t>,t>+b’q¢<b,t>> dt

b—oo z—y(t)— dt

oy g;ng), / ¥ / 09) it - | e sew.o

Ovde smo koristili oznaku (¢¢)(x,t) = q(z,t)p(x,t). Slicno se moze pokazati da vazi

o0 oo 2 . _ [ee) N y o) ) N
L], st == [ o0 des [0 6" o0
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Sada sledi

[[ aor+ £016,) s
_ /7(0)((1(;5)(96 0) dx—/ww) o)t = [ (40)(0.0) do

—o0 (0)

+/OO° Yt gt ) dt — / /W grp dwdt — / / g dwdt

F)o |”“>dt+/ Fg)l% dt

/ /V(t) A(q)q. ¢ dadt — / [y: A(q)qx ¢ dadt
= —/_ (q9)(x,0) dx—/ / qed dxdt—/ / q)q.¢ dadt

" / OO - )00 0 de— [ (Faobe.0) ~ fla o) d
e oot)dt+/°°<f<q+>¢>< £ di

/ |+ Awas st~ [~ (@o)(e0) do

[T (@ 0= OO - 10~ Fa©) o 0).1) .

0

Kako (2.5) vazi za svaku diferencijablinu funkciju ¢ sa kompaktnim nosacem, tada sledi da
¢+ + A(q)g, = 0 mora biti zadovoljeno u svim tackama u kojima je funkcija neprekidna. Duz ~(t)
mora da vazi

("= )v=fld")— fla), (2.6)

gde je 4 = ~+/(t). Vektorska jednacina (2.6) naziva se Rankine-Hugoniot (RH) uslov.
Navedimo jos jedan nacin zapisivanja RH uslova. Neka je sada srednja matrica A(u,v) defin-
isana sa

A(u,v) = /A(0u+ (1—=0)v) db,
0

gde je
0fi(a)  9Ofi(q) f1(9)
fi (Q) 9q1 9qg2 T 9qp
f2(q) of2(q)  9f2(q) df2(q)
A= Df(q) - D 2 _ 9q1 9q2 U Oqn
3 fal)  Oinle)  Ofala)
4 (q) 0q1 92 U 9qn

Jakobijeva matrica, i neka su
Ai(u,v), 1 <i<mn,

karakteristi¢ni koreni matrice A(u,v). Tada se RH uslov (2.6) moze zapisati kao
(¢"=a7)y = [fla") = fla)

1
- / Df (6g" +(1—0)g) (g — ) db (2.7)
0

To zna&i da ¢e RH uslov biti zadovoljen ako i samo ako je skok g7 — ¢~ karakteristi¢ni vektor
matrice A(q™,q7) i 4 odgovarajuéi karakteristi¢ni koren. U skalarnom sluéaju, (2.6) postaje jedna
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jednacina oblika
+

. flaH) — fla LT
¥ = <qq+>q(q ):q+7q,/f(Q)dQ-

q

Sa f'(q) oznagen je prvi izvod funkcije f(q).

2.2 Entropijski uslovi

Da bi se obezbedila jedinstvenost i neprekidna zavisnost od pocetnog uslova, na slabo resenje
moraju se postaviti dodatni uslovi koji su dati u [4] (videti primer 1.3.5, slucaj 2).

2.2.1 Metod iscezavajuce viskoznosti

Slabo resenje ¢ sistema (2.1) je dopustivo ako postoji niz glatkih funkcija ¢. koje zadovoljavaju
jednacinu

(ge)t + A(ge)(ge)e = €(qe)a (2.8)

i koji konvergira ka ¢ u L! kada ¢ — 0. Medutim, éesto je veoma komplikovano odrediti uniformnu

ocenu resenja paraboli¢nog sistema (2.8). Zbog toga je potrebno odrediti drugacije entropijske

uslove koji ¢e biti jednostavniji za primenu. Za opsti rezultat pogledati vazan rad [2]. Ipak, iz

uslova (2.8) mogu se dobiti drugi entropijski uslovi (videti naredno poglavlje) koji se lakse mogu
proveriti.

2.2.2 Entropijske funkcije

Neprekidno diferencijabilna funkcija 1 : R™ — R naziva se entropija sistema (2.1), dok se
1 : R™ — R naziva fluks entropije ako vazi

Dn(g)Df(q) = D¢(q), ¢ € R™. (2.9)
Ako je ¢ = q(x,t) € C! reSenje sistema (2.1) i ako vazi (2.9), tada vazi i
(@) +(g)e =0, (2.10)

jer na osnovu (2.3)

Dn(q)a: + DY(q9)qz = Dn(q)(—=Df(q)qz) + Dy (g)qz = 0.

Drugim rec¢ima, kad god je resenje sistema (2.1) glatka funkcija, tada ona zadovoljava dodatni
zakon odrzanja (2.10). Ali ako je ¢ prekidna funkcija, u opstem slu¢aju, ona ne mora biti slabo
resenje za (2.10). Na primer, za Burgersovu jednacinu ¢; + (¢%/2), = 0, udarni talas ¢ je slabo
reSenje ako vazi ¢~ > ¢T i ako se kreée brzinom ¥ = (¢~ + ¢7)/2. Medutim, ako izaberemo
n(q) = ¢* i ¢¥(q) = 3¢*/4, tada vazi

n(a@)t + ¥(9)s = 3¢°q + 3¢°¢x = 3¢* (@ + qqz) =0

(@)= ()Y , (@ +q")
(@™ = (q7)? 2
10

) jer se krede drugacijom brzinom u odnosu na onu

_ e =) _ 3 ((g
nlgt) —nlg™) 4
$to nam govori da ¢ nije slabo resenje i za (2
koja se odreduje iz RH uslova.
Ispitajmo sada kako se konveksna entropija ponasa u prisustvu malog difuznog izraza. Naime,
pretpostavimo sada da su funkcije 1(q), 1 (q) € C? i da je 7(q) konveksna funkcija. Mnozeéi (2.8)
sa leve strane sa Dn(g.) dobijamo

n(qe)t +1(qe)e = €DN(Ge)(ge)aa = € (U(%)m - DQW(QE) ((ge)2 ® (%)ﬁ)) ) (2.11)

# = 5.
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gde je
— 9°n(q:) ¢: g!
D2 x r) = TD2 = =) £
1(ge) ((ge)2 ® (ge)a) = (42)z D7n(q:)(ge) ig:l dq aq] o 830 2
i
°n(qe)  8%nlge) 9%n(ge)
8q18qE dqlog? ce 9qlogqr
9? n(g:) 622(1152) o 32727(115)
D277( ¢:) = 0q?2 '8q5 6(15.&15 aqgéqs
*nlg:)  9°n(qe) 9%n(ge)
0qrdql 0qrdq2 T dqroqr

Posto je n konveksna funkcija, time njen drugi izvod u tacki ¢. ima pozitivnu semidefinitnu
kvadratnu formu. Sa ¢! obelezili smo ¢-tu komponentu vektora ¢., ¢ = 1,2,...,n. Mnozedi
(2.11) nenegativnom glatkom funkcijom ¢ sa kompaktnim nosa¢em, nakon parcijalne integracije

imamo
// n(g:)be + ¥(ge)ba) dxdt—s// 0(0.)bue dvdt

. / D*(g2) (g2)e ® ())& dardt.

Zbog pretpostavki za i i ¢, vazi

[ tars+ 006 dnae > < [[ wta )b dsit

kada € — 0, iz prethodne nejednakosti sledi

[ @@+ (@) dzde = 0

Ako g. — qgu L

loc

za ¢ € Ch, ¢ > 0. To znaéi da vazi n(q); + ¥(q): < 0 u distributivhom smislu. Zakljuéujemo
sledece:

Entropijska nejednakost. Slabo resenje za (2.1) je entropijski dopustivo ako za svaki par (n,)
vazi
(@) +¥(q)z <0 (2.12)

u distributivnom smislu, gde je n konveksna entropija za (2.1), a v odgovarajuéi fluks entropije.

Uslov (2.12) moze biti od koristi ako je poznata netrivijalna konveksna entropija za sistem
(2.1). Primetimo da (2.9) moze biti posmatrano i kao sistem od n jednacina sa dve nepoznate 7,
1. Za n > 3 sistem ima viSe jednacina od broja nepoznatih. U opStem slucaju, moze se oc¢ekivati
da se reSenje tog sistema ipak moze naci za n < 2.

Pre sledece teoreme trebace nam Lipsicov uslov regularnosti (LR) koji glasi:

(LR) Neka je funkcija ¢ = ¢(z,t) merljiva i ogranicena i neka postoji konacan broj tacaka P; =
(x;,t;) 1 konacan broj Lipsic neprekidnih krivih v : (ag,br) — R tako da vazi:
a) oko svake tacke P = (xz,t) koja se ne poklapa sa P; i koja lezi van krive +, postoji
okolina V' gde je funkcija ¢ LipSic neprekidna,
b) oko svake tacke Q = (vx(t),t) na svakoj krivi 74 postoji okolina V' u kojoj su restrikcije
funkcije ¢ u oba podskupa Vt = VU {z > ()}, V- = VU {z < ()} Lipsic
neprekidne.

Teorema 2.2.1 ([4]) Neka je ¢ = q(z,t) redenje sistema (2.1) koje po delovima zadovoljava
Lipsicov uslov regularnosti (LR). Neka je n konveksna entropijska funkcija sa fluksom . Tada
uslov (2.12) vazi ako i samo ako za svako t duz krive vy, vaZi

(t) (n(ay; (1) — nlay (1)) = (gl (8) — v(g; (1)) - (2.13)
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Dokaz. Za svaku nenegativnu funkciju ¢ € C4(R?), koristedi iste argumente kao pri dobijanju RH

uslova, vazi
/ [ @+ v@en) dsas

// Q) +9(q)z) ¢ ddt

+zk:/ak (n(gr) = (g ) e — ($(g) = zp(q,;)))¢(%t) dt

gde je Q oblast van skoka. Po pretpostavci, van krive skoka 7y vazi

(@)t +¥(q)e = Dn(q)q: + DY(q)q. = Dn(q)q: + Dn(q)Df(q)q= = Dn(q)(q: + A(q)gz) = 0.

Zbog toga, entropijski uslov (2.12) ¢e vaziti ako i samo ako je

] @@+ v(@en) dude

by
=3 [ (ta) = ntai i = lad) = () oo, ) e = 0
koo

taéno za svaku nenegativnu funkciju ¢ € C}(R?), odnosno, ako i samo ako vazi (2.13). ]

2.2.3 Laksovi entropijski uslovi

Naredni entropijski uslov moze se primeniti na bilo koji sistem ([22]). Na osnovu (2.7) svaki i-ti
udarni krece se brzinom ¥ = X\;(¢”,q") koja je karakteristicni koren matrice A(q~,q"). Laksov
uslov zahteva da i-ta karakteristika putuje brzinom X;(¢™) sa leve strane i A;(¢q") sa desne strane
i da obe brzine idu u udarni talas.

Laksov uslov. Akosu g™ ig¢" spojeni i-tim udarnim talasom koji se kre¢e brzinom v = X\;(¢~, ¢ ),
tada kazemo da je i-ti udarni talas dopustiv ako vazi

Ailg™) = Xilg™q") = Xi(g™) .

2.3 Razredujudi i udarni talasi

U ovom poglavlju biée koriséena notacija i tvrdenja iz [4]. Neka je ¢qo € R" 14 € {1,2,...,n}.
Dalje, neka je 7;(q) desni i-ti karakteristiéni vektor matrice A(q) = Df(q). Integralna kriva
vektorskog polja r; kroz tacku qp naziva se razredujuca kriva kroz qo i ona ¢e biti obelezena sa

s — Ri(s)(qo) -
Preciznije, R;(s)(qo) je vrednost resenja Kosijevog problema

%~ ri(alt), a(0) = @ (214)

u vremenu ¢t = s. Vaze sledeéi identiteti:

gﬂwMW=m&wmm7
i (2.15)

Ri(si,)(Ri(si,)(q0)) = Ri(si, + 8i,)(q0),
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za svako qo, Si, Si, 1 8i,. Prva jednakost u (2.15) je ta¢na na osnovu (2.14), dok druga jednakost
u (2.15) sledi iz ¢injenice da u svakoj tacki krive R;(s;)(qo) postoji samo jedan tangentni vektor
(istog smera i inteziteta).

Dalje, fiksirajmo ¢op € R™ 14 € {1,2,...,n}. Potrebno je formirati krivu koja spaja levu tacku
o sa desnom tackom ¢ i da je zadovoljen RH uslov (2.6). Na osnovu (2.7), kako je ¢ — go je desni
i-ti karakteristiéni vektor matrice A(q, o), tada je on normalan na svaki levi j-ti karakteristi¢ni
vektor matrice A(q, qo), j # i. Tada se RH uslov (2.6) moze zapisati kao

®;(q) :==1j(q,90)(q — q) =0 za j #1, (2.16)

gde je ¥ = Xi(q,q0). Sistem (2.16) sastoji se od n — 1 skalarne jednacine i n nepoznatih i ima
jedno trivijalno resenje ¢ = qg. Da bismo primenili teoremu o implicitnim funkcijama, dovoljno je
pokazati da (n — 1) x n matrica D® izracunata u ¢ = qg ima rang n — 1. To je zapravo tacno jer
su vrste matrice D®(qo) gradijenti funkcija ®; za j # i koji su izra¢unati kao

D®;(q0) = 1;(qo0)- (2.17)

Na osnovu teoreme o implicitnim funkcijama, sistem (2.16) ima jednodimenzionalnu glatku krivu
reSenja koja je tangentna na vektor r; u go. Odnosno, vektor r; je tangenta krive S; ako i samo
ako je r; normalan na (n — 1) gradijent D®;(qo), j # ¢, $to je tacno zbog (2.17). Takve krive S;
nazivaju se krive udarnih talasa i obelezavaju sa

s — Sz(s)(qo)a
a vazi i

disisi(si)(q()) = 7:(5(s:)(q0)) -

za svako qg 1 s;. Koriste¢i pogodnu parametrizaciju, krive S; i R; imace kontakt drugog reda u gq
i imaju zajednicku tangentu u g (slika 2.1). Vazi (videti [4], poglavlje 5.2),

Ri(s)(q0) = qo + sri(qo) + O(1)s?,
Si(s)(q0) = qo + sri(qo) + O(1)s?,

|Ri(5)(q0) — Si()(q0)] = O(1)s’

s
Ai (9i(5)(q0): 90) = Ailgo) + iD)\i(QO) ri(go) + O(1)s?, (2.18)
za s dovoljno malo. Podsetimo se da je DX;(qo) = (0Xi(q)/0q1,-..,0X(q)/0qn) u tacki ¢ = qo.
Da bismo pokazali zasto se u drugom sabirku poslednje jednakosti pojavljuje 1/2, potrazi¢emo
d; (Si(5)(0); 40) /ds. U tu svrhu uvodimo oznake A;(s) := A; (Si(s)(q0), q0), Si(s) == Si(s)(q0),
Ai(s) = A(Si(s)(q0)) = Df(Si(s)(qo)) i @ := dx/ds. Diferencirajmo
f(Si(s)) = f(ao0) = Ai(s)(Si(s) — q0)

dva puta po parametru s. Tada dobijamo

A8 = Ni(Si—qo) + XiSi

Kako za s = 0 vazi S;(0) = qo i S;(0) = 7;(qo), na osnovu (2.19) imac¢emo

Ako sada diferenciramo
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po s, za s = 0 imac¢emo
Ajr; = —A;Dr;r; + (DXiry)ri + X Drir; . (2.21)
Ako sada izrazimo A;r; iz (2.20) i uvrstimo u (2.21) dobijamo
AiSi + (DX ri)ri + (A — A)Dryry = 207 + XS . (2.22)
Nakon mnozenja (2.22) sa l;(qo) sa leve strane i koristedi I;(go)ri(go) = 1 dobijamo DX;r; = 2\,

odnosno
dX; (Si(s)(q90), q0)

= %D/\i(QO)Ti(QO)~

ds

Slika 2.1: Kontakt drugog reda.

2.4 Rimanov problem

Neka je 2 C R™ otvoren skup i neka je f : Q2 — R™ glatko vektorsko polje. Rimanov problem
za sistem zakona odrzanja (2.1) ukljucéuje pocetni uslov

| ¢, <0,
o) ={ T 25D (223

gde ¢~,q7 € Q. Ponovimo, sa A(q) = Df(q) obelezena je n x n Jakobijeva matrica parcijalnih
izvoda funkcije f(g) u g. Tada svako glatko resenje problema (2.1) zadovoljava

q + A(q)q. = 0. (2.24)

Neka je 7;(q) desni i-ti karakteristicni vektor matrice A(q). Izvod funkcije 2 = z(q) u pravcu
vektora r;(q) je

(@) » 2(a) = De(g)ri(g) = lim ZIFEHD 22D

Definicija 2.4.1 Za i € {1,2,...,n}, i-to polje karakteristika je zaista nelinearno ako vazi
ri(q) @ Ai(¢) = DXi(q)ri(q) #0  za svako q € Q.
Definicija 2.4.2 Za i € {1,2,...,n}, i-to polje karakteristika je linearno degenerisano ako vazi

ri(q) ® Ai(g) = DAi(q)ri(q) =0 za svako g € Q.
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Ako je i-to polje karakteristika zaista nelinearno, birajuéi pogodnu orijentaciju vektora r;, mozemo
uzeti da je
DAi(q)ri(q) > 0. (2.25)

U ovoj glavi biée konstruisano slabo resenje Rimanovog problema (2.1, 2.23) pod sledeé¢im
pretpostavkama:

1. Sistem (2.1) je strogo hiperboli¢an i definisan na Q@ C R™ sa glatkom funkcijom fluksa f(q).

2. Za svako i € {1,2,...,n}, i-to polje karakteristika je zaista nelinearno ili linearno degeneri-
sano.

Takvo resenje bice samoslicno u formi g(x,t) = @(z/t), za  : R — R™ i ovo reSenje moze imati
prekide. Posmatra¢emo tri specijalna slucaja:

1. Centralni razredujuéi talasi. Neka (2.25) vaZi za i-to polje karakteristika i neka je ¢™ spojeno
sa ¢~ za s > 0, odnosno ¢ = R;(s)(¢”). Tada se za svako 6 € [0, s] definise funkcija

0 — Xi(0) = Xi (Ri(0)(q7)) - (2.26)
Ako vazi (2.25), tada duz i-te razredujuce krive takode vazi i

A9~ Oq df ' Oqo df dqy, db

= DXi(g)ri(q) > 0.

Funkcije u (2.26) su rastuée na intervalu [0, s] zbog (2.25). One preslikavaju interval [0, s] u
[Ai(g7), Ai(qh)]. Za svako t > 0, po delovima glatka funkcija

q(z,t) = p(x/t) =

s} S
3

) q
(0)(q), z=X(O)¢, 0€]0,s] (2.27)

bice slabo resenje problema (2.1, 2.23). Ovo tvrdenje sledi iz ¢injenice

t—0t

i da je jednacina (2.24) za z < \;(¢” )t i @ > A\;(¢ 1)t trivijalno zadovoljena. Neka z = X\;(0)t vazi
za neko 0 € (0, s). Kako je g konstantna funkcija duz prave {(z*,t*) : z* = A\;(0)t*}, tada vazi

qr(x,t) + Xi(0)gz(z,t) = 0. (2.28)
Iz

_Oq _dR;(0)(¢7) db dX\i(0)
© Z9: 77 d9 dn0) de
1

i) (D) 3

i(2.28) sledi

=+ Alg)ri(g) (d/\éég) > i %

=q+ A(Q)¢ -

Dakle, iz (2.28) sledi (2.24) ponovo. ReSenje u formi (2.27) nazivamo centralni razredujuéi talas.
Pretpostavka da je s > 0 ima klju¢nu ulogu u ovoj konstrukeiji. Za s < 0, funkcija (2.27) nije
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dobro definisana u oblasti z/t € [\;(g1), \i(¢7)]

2. Udarni talasi. Neka je i-to polje karakteristika zaista nelinearno i neka je desno stanje g™
spojeno sa levim stanjem ¢~ krivom i-tog udarnog talasa, odnosno ¢t = S;(s)(¢”). Tada je
¢ = \i(q~,q") brzina tog udarnog talasa i funkcija

. qg, z<ct,
q(x,t)—{ ot ozt (2.29)

predstavlja po delovima konstantno reSenje Rimanovog problema. Ako je s < 0, tada je dobijeno
dopustivo resenje (2.29) za (2.1, 2.23) i ono zadovoljava Laksove entropijske uslove. Brzina udarnog
talasa je monotono rastu¢a duz udarnog talasa i na osnovu (2.18) vazi

Xi(a™) < Aila™,q) < Nila). (2.30)
Ako je s > 0, tada vazi \;(¢”) < \i(g™) i time je uslov (2.30) narusen, pa je dobijen neentropijski

udarni talas.

3. Kontaktni talas. Neka je sada i-to polje karakteristika linearno degenerisano i neka je ¢* spojeno
sa ¢~ razredujuéom krivom q7 = R;(s)(q™) za neko s. Na osnovu linearne degenerisanosti, brzina
A; je konstantna duz navedene krive (vazi: X\;(¢7) = A\i(¢T)). Birajuéi da je ¢ = M\i(q¢™), po
delovima glatka funkcija (2.29) je reSenje Rimanovog problema (2.1, 2.23), dok u tacki skoka vazi

1
1) = 1) = [ DI RO ) (R:O)a) do
0 (2.31)
= N(@ ) (Ri(s)a) —a7) =Xilg7) (a" —a7) -
Sada je Laksov uslov zadovoljen bez obzira na predznak parametra s, odnosno vazi
Xi(g™) = Xilg™,q") = Xilg)
i prema (2.31), krive udarnih i razredujuéih talasa se poklapaju, odnosno vazi

Si(8)(q0) = Ri(s)(qo) za svako s.

2.4.1 Opste resenje Rimanovog problema

Neka je dato ¢~ i neka i € {1,2,...n}. Definisemo krivu

o) ={ ) 20 (2.32)

Ako je za neko s, ¢t = W¥;(s)(q7), tada se reSenje Rimanovog problema sastoji od elementarnih
talasa (razredujudi talasi, udarni talasi i kontaktni talasi). U suprotnom, Rimanov problem (2.1,
2.23) moze se rastaviti na n Rimanovih problema

w1, =<0, .

@+ (@) =0, q(z,0) { wi, z>0 (=bZoom (2.33)
gde su wy = ¢, w1,...,w, = ¢~ medustanja dobijena tako da se svaki par w;_1,w; moZe spojiti
elementarnim talasom

w; :\Ifl(Sz)(wz_l) 5 1= 1,2,...771. (234)
Ovaj postupak moguée je uraditi kada je g™ dovoljno blizu q~, jer teorema o implicitnim funkci-
jama obezbeduje egzistenciju i jedinstvenost talasa amplitude sq,s2,...,s, tako da vazi (slika
2.2)

q+ = (\Iln(sn) 0--:0 \111(51)) (qi) :
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Slika 2.2: Krive reSenja Rimanovog problema (2.34).

Na osnovu konstrukcije resenja, svaki Rimanov problem ima entropijski dopustivo resenje
koje se sastoji od elementarnih talasa i-te familije karakteristika, 1 < i < n. Preciznije:
Slucaj 1. Neka je i-to polje karakteristika zaista nelinearno i s; > 0. Tada je reSenje za (2.33)
centralni razredujuéi talas. Brzine i-tih karakteristika nalaze se u intervalu [A;, \;/], gde je

Slucéaj 2. Neka je i-to polje karakteristika zaista nelinearno (ili linearno degenerisano) i s; < 0
(ili s; proizvoljno). Tada je reSenje za (2.33) entropijski udarni talas (ili kontaktni talas) koji se
krece brzinom dobijenom iz RH uslova

Sada se resenje problema (2.1, 2.23) moze konstruisati spajajuéi resenja n Rimanovih problema
(2.33). Naime, za s1,2,...,s, dovoljno malo, brzine \; i A\f definisane u (2.35, 2.36), ostaju

blizu odgovarajuéem karakteristicnom korenu \;(¢~) matrice A(¢™), gde je A(q) = Df(q) iz (2.3).
Na osnovu osobina strogo hiperboli¢nih sistema i neprekidnosti karakteristi¢nih korena, moze se
pretpostaviti da je n intervala [A;, \]'] disjunktno tako da vazi

A SAT <A <A <<, <A (2.37)

Tada je ¢ : R x [0,00) — R™ po delovima glatko resenje problema (2.1, 2.23) u obliku

q7 = Wo, % S (__foa/\l_)a
= Wis %G(Ai’)‘i_—i-l)vZ‘:132ﬂ---an717
WD =Y RO, £ = MERO)we) € AL
q+ = Wn, % € ()\I,OO) .

dobro definisano i jedinstveno ([4], poglavlje 5.3).

Na slici 2.3 predstavljeno je tipi¢no resenje za 3 x 3 sistem, pretpostavljajuéi da je prvo i treée
polje karakteristika zaista nelinearano, a da je drugo linearno degenerisano. Za reSenje kao na
slici 2.3 vazi da je s;1 < 0, s3 # 01 s3 > 0. U tom sluc¢aju, reSenje se sastoji od udarnog talasa
prve familije koji putuje brzinom )\{E = A1 (wp, w1 ), kontaktnog talasa druge familije koji putuje
brzinom A\Y = \y(wy) = Ag(wq). Unutar dela ravni gde je =/t € [A3,A\] = [As(w2), A3(ws)],
reSenje se sastoji od centralnog razredujuceg talasa treée familije.

2.5 Rimanove invarijante
Neka je dat sistem (2.1) uz pretpostavku da je strogo hiperbolican. Neka je Q C R™ otvoren

skup i neka je ry, = (ri,73,...,77)T desni karakteristi¢ni vektor matrice A = Df(q). Koristeéi
oznake kao u poglavlju 2.4 definiSemo k-Rimanovu invarijantu na slede¢i nacin.
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0

Slika 2.3: Tipi¢no resenje za 3 X 3 sistem.

Definicija 2.5.1 k-Rimanova invarijanta je glatka funkcija a : Q@ — R takva da za q € Q) vaZi
Da(q)ri(q) = Va(q) -mx = 0.

Na osnovu definicije 2.5.1 vazi

da da da
0= —rp+——Tp+ - +-—1p
g1 ¥ O0ga " 9¢n ¥
§to se svodi na sistem n — 1 ODJ
doy _ dg> _ _ dan
s 2 i
ResSenje tog sistema je a = F(cq,ca,...,¢n—1) za proizvoljnu funkciju F i ¢; = ¢;(q1,42,---,qn),
1=1,2,...,n—1. Zaklju¢ujemo da postoji n — 1 funkcionalno nezavisna k-Rimanova invarijanta
koje ¢emo obeleziti sa ar; =c; zai1=1,2,...,n—1.

Primetimo da ako uvedemo parametar o tako da vazi do = dq;/ r,lw tada dobijamo sistem

dg;

= 1 .:12...
dO' ’rk(Q)v 1 y 4y y 1y

Sto je ekvivalentno sa (2.14) za o = t. Zakljuéujemo da je odredivanje Rimanovih invarijanti
ekvivalentno odredivanju razredujuc¢ih talasa.

Lema 2.5.2 ([35]) Postoji taéno n—1 k-Rimanova invarijanta ¢iji su gradijenti linearno nezavisni

u €.
Dokaz. Neka su ag,1,ar,2,-..,0kn—1 k-Rimanove invarijante i neka je Ry (-) = D(-)r) definisano
sa 5
- da
Ry(a) = r,—
U koordinatnom sistemu (Z1, ak, 1, - - -, Gkn—1), gde je 67() = Ry(-), gradijenti Vay, ; su linearno
1
nezavisni za 7 = 1,2,...,n — 1 jer je
8ak ; 8ak ; 8ak i 5‘ak i 8ak i r
Vai : = (Dag )T = Ry (ak. ; d o, - - d 2
kg = (D) < k) Qa1 Oapj-1’ Oay;’ Oakjpr’ " Oakn—1

= (0,0,...,0,1,0,...,0)T,
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U prethodnoj jednakosti, jedinica sa nalazi na (j + 1)-om mestu. |

Rimanove invarijante su korisne kod sistema koji imaju slede¢u osobinu.

Definicija 2.5.3 Kazemo da je sistem (2.1) snabdeven koordinatnim sistemom Rimanovih invari-
janti ako postoji n skalarnih funkcija (a1,as,...,an) u 8, tako da je a; k-Rimanova invarijanta
za svako i,k =1,2,....n, i # k.

Kako smo sa a1, - . ., k,n—1 obelezili (n—1) k-Rimanovu invarijantu, u svetlu definicije 2.5.3,
k-Rimanove invarijante su

ayp = a/k,la vy -1 = ak,k—].)a/k-‘rl = ak,k}a ceeyGp = ak,n—l-
Na osnovu definicija 2.5.1 i 2.5.3 sledi naredna teorema.

Teorema 2.5.4 ([9]) Funkcije (a1,az,...,ay) ¢ine koordinatni sistem Rimanovih invarijanti za
sistem (2.1) ako i samo ako vazi

=0, i#k,
patni{ o 124 (2.39)
odnosno, ako i samo ako za i = 1,2,...,n, Da;(q) je levi karakteristiéni vektor matrice D f(q)

kome odgovara karakteristicni koren X\;(q).

Ako je sistem ¢ + D f(q) ¢z = 0 snabdeven koordinatnim sistemom Rimanovih invarijanti i
ako ga pomnozimo sa leve strane sa Da;(q) dobijamo

0 = Da;i(q)q: + Dai(q)Df(q) ¢z = Dai(q)q: + Dai(q)Ni ¢z = 9rai(q) + Nidzai(q), (2.39)

zai=1,2,...,n (koris¢eno je da je Da;(q) levi karakteristi¢ni vektor matrice D f(q) kome odgovara
karakteristicni koren A;(q), pa je Da;(¢)Df(q) = Da;(q)A;). Poslednji izraz u (2.39) je izvod a;
u pravcu i-te karakteristike, a to znaci da je a; konstantno duz i-te karakteristike. Dakle, sistem
q: + Df(q) ¢z = 0 svodi se na dijagonalni sistem (2.39). VaZi sledece teorema.

Teorema 2.5.5 ([10]) Pretpostavimo da (a1,as,...,a,) formira koordinatni sistem Rimanovih
invarijanti za sistem (2.1). Tada za i =1,2,...,n, a; ostaje konstantno duz i-te karakteristike.

Primetimo da svaki hiperboli¢ni sistem koji se sastoji od dva zakona odrzanja jeste snabdeven
koordinatnim sistemom Rimanovih invarijanti ([9], poglavlje 7.3). U slucaju kada hiperboli¢ni
sistem ima tri i viSe zakona odrzanja, koordinatni sistem Rimanovih invarijanti ¢e postojati samo
u slucaju kada sistem (2.38) od n(n — 1) jednacine sa n nepoznatih (a1, aq,...,ay), ima reenje.
Naime, da bi zakon odrzanja bio snabdeven koordinatnim sistemom Rimanovih invarijanti, mora
vaziti (videti [9], poglavlje 7.3)

[rk,75] = Dryrj — Drjr, = ozi TR — ozf ri, J,k=1,2,...,n, (2.40)

gde su ai skalari za 5,k =1,2,...,n 1 gde je

Dr}r;
Drir;
Dryr; =
Drir;
Kada postoji koordinatni sistem Rimanovih invarijanti (a1, as, ..., ay) za (2.1), mozemo nor-
malizovati karakteristicne vektore rq,ra, ..., r, tako da (2.38) postaje

0, i#k,

1, i=k (2.41)

DM@W@={

)



2.5. Rimanove invarijante 31

Izvedimo sada jednakost potrebnu u nastavku. Naime, kako je Da; = (9a;/0qu, . . .,0a;/0qy),
tada za i,k =1,2,...,n vazi

oM oM
M = Da;ry, = D(Da —_— e, ——
R Zaqz ) = (8q1’ ’8qn>’
gde je
oM " 0%a; da; Or!
:Z i r§€+ i I , s=12,...,n.
9gs = \0qdqgs dqi 9gs
Zato jeza t,5,k =1,2,...,n tacno
n n n
oM 0%a; da; Orl
D(Da;ry)r; = ri=Y ri ( Lol 4 22 k)
(Dari)rs Sz::l dg, 1 = lzzl dqidgs * " dqr Ogs
N z": Pai_,y Z”:TS " da; Ok (2.42)
- J k J
= 7= 9q10qs = 1= Oq Oqs
=rT D%a; 1y + Da; Dry,r;,
gde je
820,1 82ai Bzai
dq3 9q10q2 "' Oq1Oqn
9%a; 9%a; 9%a;
D2 — 9q20q:1 993 Tt 0920qn
L . . .
82.0,7' 32.0.1' 82.0,1'
9qn0q1 99, 0q2 e BQ%
Sada na osnovu (2.41) vazi D(Da; 1) = 0, pa iz (2.42) sledi Da; Dry,r; = —r] D?a;ry za svako
i,7,k=1,2,...,n. Tada jei Da; Dr;r, = frk D?q; r;, a kako se Jednostavno moze pokazati da

vazi ro D?a; 1y, = r{ D3?q; rj, dobijamo da je

Da; Drirj — Da; Drjry, =0 = Da; (Dryr; — Drjrg) =0,
za svako i = 1,2,...,n. Za j = k jasno je da vazi [rg, 7] = 0. Za i = j # k, a na osnovu (2.40,
2.41), imademo

0= Da;(Drgrj — Drjry)
Da; (oz,C TR — ozk j)

akDaj TR — O DaJ rj

-
= Oé].

Analogno, za i = k # j, a koristeéi (2.40, 2.41), vaziée

0= Day (Dr;C rj —Drjry)
Doak(oz,C L — ak ;)

akDak Tk — 0y Dak T

o, .
Zaklju¢ujemo da iz Da; (Dryr; — Drjry) =0, za svako ¢ = 1,2,..., n, sledi
0= Dryr; — Drjri = [k, 5] . (2.43)
za svako j, k =1,2,...,n. Ova ¢injenica ¢e nam biti kasnije potrebna.

Definicija 2.5.6 Klasicno resenje ¢ € C* jednacine (2.1) na nekom domenu Q naziva se k-ti
razredujuci talas ako q ostaje konstantno duZ k-te karakteristike.



32 Glava 2. Hiperbolicni sistemi zakona odrZanja

Na osnovu definicije 2.5.6, ¢ mora zadovoljavati (2.1) jer je reSenje te jednacine, a mora
zadovoljavati i

qt(ﬂj,t) + Ak(‘](xvt)) Q£(x7t) =0, (244)

jer je konstantno duz k-te karakteristike. Sada iz (2.1, 2.44) sledi da je Ax(q) ¢z = Df(q) ¢z,
odnosno

G (1) = b(x, ) ri(q(, 1)) (2.45)

qt(l’,t) = 7b(‘rat) /\k(Q(Ivt)) Tk’(Q(:C’t))v (246)

gde je b(x,t) skalarna funkcija, a r; odgovarajuéi k-ti karakteristicni vektor. Koristeéi Rimanove
invarijante dobijamo slede¢u teoremu.

Teorema 2.5.7 ([9]) Klasi¢no resenje q € C* jednacine (2.1) na nekom domenu € je k-ti razredujudi
talas ako i samo ako je svaka k-Rimanova invarijanta konstantna u Q duZ k-te karakterisitke.

Dokaz. Za bilo koju k-Rimanovu invarijantu a(q(x,t)) vazi a, = Dagq, i a; = Dagq;. Ako je q
i-ti razredujudi talas, tada je

a; = Daq, = Dabry =bDary =0,
ar = Dagqy = Da (=b) g, = (=b)A\x Dary =0,

na osnovu (2.45, 2.46) i zbog toga $to je a k-Rimanova invarijanta. Dakle, a je konstantno duz
k-te karakterisitke jer vazi a; + A\ a, = 0. Pokazimo da vazi teorema u suprotnom smeru. Neka
je a k-Rimanova invarijanta takva da je a; = a, = 0. Tada je i a; + A\ a, = 0. Kako je Dary =0
ia, = Dagq, =0, tada mora vaziti (2.45). Ako sada zamenimo ¢, = bri(¢) u ¢ + Df(q) g = 0,
dobijamo ¢ = —Df(q) brr(q) = —b A\i(q) 1 (q), odnosno vazi (2.46), pa je time ¢ k-ti razredujuéi
talas. a

Lema 2.5.8 ([35]) Neka je sa d/dk = 0/0t + A\;0/0x obelezen izvod u pravcu k-te karakteristike,
odnosno u pravcu vektora (A, 1). Tada je q klasiéno resenje sistema (2.1) ako i samo ako vaZi
lpdq/dk = 0 za svako k = 1,2,...,n, gde I}, predstavlja k-ti levi karakteristicni vektor matrice
Df(q), a \x odgovarajuéi karakteristicni koren.

Dokaz. Funkcija ¢ je klasi¢no resenje sistema (2.1) ako i samo ako vazi ¢; + Df(q) ¢ = 0. Ako
pomnozimo tu jednac¢inu sa leve strane sa [, dobijamo

dq

0=1e(qe +Df(q) z) =l @t + . DF(q) Gz =l @t + lx Mo o = (@ + Mo @) = lk%~

Teorema 2.5.9 (/35]) Neka je q k-ti razredujuéi talas na nekom domenu Q. Tada su karakteris-
tike k-tog polja dx/dt = M, (q(z,t)) prave linije duZ kojih je q konstanto.

Dokaz. Na osnovu prethodne leme, vazi

dq
l%%_o. (2.47)

Dalje, ako su a1, ..., arn—1 k-Rimanove invarijante, tada su one konstantne u Q duz k-te karak-
teristike. Zato vazi

0= day, ; D dq

i=1,2,....,n— 1.

dk TR
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Prethodne jednacine, zajedno sa (2.47) daju

Ik
Dak’l
Day,» @ =0.
dk
Dak,nfl
Pokazimo da su vektori Iy, Day 1, . . ., Day n—1 linearno nezavisni. To ¢e implicirati da je prethodna

(n x n) matrica regularna, pa ¢e jedino reSenje posmatranog sistema biti dg/dk = 0. To bi dalje
znacilo da je ¢ konstantno u pravcu k-te karakteristike i da je k-ta karakterisitka prava linija.
Pomnozimo jednakost il + asDapi + -+ + apnDagn—1 = 0 sa desne strane sa 7, gde su
oy, 1 = 1,...,n, realni brojevi koje treba odrediti. Dobijamo 0 = aylyry + ceDag 17k + -+ +
anDay n—17x = ailiry na osnovu definicije 2.5.1. Kako je lgry # 0 sledi da je oy = 0. Tada
dobijamo jednac¢inu apDay1 + - - - + apDag n—1 = 0, $to je tatno samo za o; =0, ¢ = 2,...,n jer
su Dag.1,...,Dagn—1 linearno nezavisni na osnovu leme 2.5.2. O

Definicija 2.5.10 Centralni razredujudi talas sa centrom u (o, to) je razredujuéi talas koji zavisi
samo od (x — xo)/(t — to).

Ponovimo da je k-to polje karakteristika je zaista nelinearno u domenu 2 C R™ ako je DApry #
0 u €. Tada se r moze normalizovati tako da vazi DAgr, = 1, Sto ¢emo i pretpostaviti nadalje. U
skalarnom slucaju se g; + f(q). = 0 svodi na ¢;+ f'(¢)¢. = 0, pa ako je karakteristi¢ni vektor r = 1,
tada je karakteristi¢ni koren A = f’(¢). Znaci DAr = f”(q), te konveksnost ili konkavnost funkeije
fluksa odreduju kada je polje karakteristika zaista nelinearno, odnosno linearno degenerisano.

Postavlja se pitanje kako odabrati stanja g koja mogu biti spojena sa datim stanjem ¢, preko
k-tog centralnog razredujuéeg talasa. Odgovor nam daje sledeéa lema.

Lema 2.5.11 (/35]) Pretpostavimo da je k-to polje karakteristika zaista nelinearno na Q i neka
qr, € Q. Tada za s dovoljno malo, postoji q(s) koje moZe biti spojeno sa qr,, sa desne strane, k-tim
centralnim razredujucéim talasom.

Dokaz. Neka je v(s) resenje problema

dv

25 = (), v(gn)) = ar, s> Aelar).

Funkcija v(s) postoji na intervalu Ay (qr) < s < Ax(qr) + @, za dovoljno malo a > 0. Takode vazi

d dv
£Ak(v($)) = D>\k£ = DAk’/‘k =1.

Zbog toga je A (v(s)) = s, jer je v(Ar(qr)) = qr. Neka je g(z,t) definisano sa
q(z,t) =v(z/t), Aelqr) <=/t < Axlqr) +a.
Tada, ako vazi A\k(qr) < z/t < Ap(qr) + @, onda za k-Rimanovu invarijantu a i za £ = 2/t imamo

da dq
d ad{ ar, =0,
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pa je a konstantno u posmatranom regionu. Kako je Ag(v(s)) = s > Ag(qr), tada Ay raste duz
razredujuceg talasa ¢q. Kako je g glatka funkcija (jer je razredujuéi talas), vazi

xdv  Df(v)(dv/ds)

D r = ——=—
a+Df(q)q 25 T ;
D
x A (V)R (v)
= —t—Qrk(v) + ;
t

— _t%'rk(v) + (z/ )trk(v) =0,

te je ¢ reSenje zakona odrzanja. O

U nastavku ¢e nam biti potrebne sledeé¢e oznake. Ako je r; desni karakteristi¢ni vektor, a \;
odgovarajuéi karakteristi¢ni koren matrice A = D f(q), tada je

D?Xi(rs,ri) :==r] H\)ri €R

D2 f(ri,r;) == eR™. (2.48)

Sa H(h(q)) obelezavamo (Hessian) matricu

&%h 8%h 5%h
aq? 8q10q2 " 8q10qn
8%h 8%h 9%h
0q20q1 dq3 TTT 0g20qn
8%h 8%h 9%h
99n0q1  0qnOqz """ 9q2

Teorema 2.5.12 ([35]) Neka je k-to polje karakteristika sistema (2.1) zaista nelinearno nad )
i neka je D\gry = 1. Ako je qi, € §, tada postoji jednoparametarska familija stanja q = q(€),
0 <& <a,q(0) = qr, koja moZe biti spojena sa qr, sa desne strane k-tim centralnim razredujuéim
talasom. Parametrizacija je tako izabrana da vazi ¢ =ry 1 § = 1.

Dokaz. Kako su k-Rimanove invarijante aj; konstante duz k-tog vektorskog polja, tada je
ak,i(q(s)) = aki(qr), i = 1,2,...,n — 1. Promenimo parametrizaciju koristeéi novi parametar
£ za koji ée vaziti Ap(q) = Ar(qr) + &. Sada treba resiti n jednacina po ¢(&), odnosno, treba naéi
q tako da je F(q) =0, gde je F : R® — R" oblika

F(q) = (ak,1(q) — ar,1(qr), - -, akn—1(9) — akn-1(qr), Ae(q) — Axlqr) — &), g€ R™.

Kako je Jakobijeva matrica funkcije F, DF = (Day1,. .., Dag -1, DA\x)T regularna, jednacina
F = 0 definise krivu ¢ = ¢(£; q1,) koja zavisi od ¢r, za dovoljno malo |€| (posledica teoreme o implici-
tnim funkcijama). Ova kriva je bas kriva v(s) iz leme 2.5.11 ali sa drugacijom parametrizacijom
(sada je za parametrizaciju koriséen parametar &). Kako je dA/dé = 1, tada ée uslov \i(qr) <
M. (q(8)) biti zadovoljen samo za & > 0. Za svaku k-Rimanovu invarijantu a, kao u lemi 2.5.11,
vazi

dgq

da
= — = Da—
Yz

0= — =
dé

(2.49)
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tako da se dgq/dé moze zapisati kao dq/dg = w r, za neku konsantu w. Ali w =1 jer je

dve  dh dg dg
dz ~ dq dz Bz — AR =@

Ovde smo koristili da je DAgry = 1. Zakljucujemo da vazi

. dg

R 2.50
q:= =T (2.50)

Ako se sada diferencira (2.49) po &, na osnovu (2.50) dobija se
0= Dai+ Dag= Dai+ Dary, . (2.51)

Kako vazi (2.49, 2.50), tada vazi i 0 = (Dary) = Daty, + Darg, pa zajedno sa (2.51) imamo
Da (G — ) = 0. Sledi da postoji konstanta ¢ tako da je ¢ — 7, = ory. Ali, kako je d\/dé = 1,

imamo
d? d [d\ d [(d\, d d d
o — B d (D) d(Dudg) _d () do
de? de \ dg dég \ dq dz dz dz
DXk 4) = D*Xg(ri, 1) + DA = D* X (1, 71) + DA (Fr; + o7

:diaff(

= DQ)\k(Tk,Tk) 4+ DA 7 + 0D\ 1y = DQAk(Tk,Tk) + DA 7+ 0

= (D\erp)+o=1+0=0.

Posto je o = 0, sledi
G="%- (2.52)
O

Neka je sada ¢ takvo resenje problema (2.1) koje se sastoji od udarnih talasa. Tada mora
vaziti
c(ar —qr) = flqr) — flaz), (2.53)

gde je ¢ brzina udarnog talasa. Podsetimo se, diskontinuitet koji zadovoljava (2.53) naziva se
k-udarni talas ako vazi

Me—1(qn) < ¢ < Ailqr) < Arsa(ar), (2.54)
Me—1(qr) < Xk(gr) < ¢ < Aet1(qr)- '

Na primer, u slucaju 2 x 2 sistema, ako sa cj obelezimo brzinu k-tog udarnog talasa k = 1,2, tada
brzina udarnog talasa prve familije mora zadovoljavati

c1 < Ailqr) < Aalqr) 1 Ai(gr) < c1 < Xa(qr),
dok za brzinu c¢p udarnog talasa druge familije mora vaziti
Aqr) < ez <X2lqr) 1 Ailgr) < A2(qr) <c2.

Kako postoji kriva ¢ = ¢(&;¢z) koja spaja levo stanje gz, i desno stanje gr za dovoljno malo £,
u (2.53) uvodimo desno stanje tako da je gg = qr(&). Nakon diferenciranja (2.53) dva puta po &
dobija se

cqr +¢(qr —qr) = Df g (2.55)

i +26Gr +é(qr —qr) = Df Gx + Dfdy - (2.56)
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Ako posmatramo (2.55) u € = 0, a kako je ¢(0) = ¢, tada je
c(0) Gx(0) = D f 4(0),

pa je ¢(0) = Ay(0) = Ag(qr) i postoji konstanta w tako da vazi ¢;(0) = wrg(0). Postavlja
se pitanje da li se moze uvesti nova parametrizacija tako da je konstanta w jednaka 1, kao u
prethodnoj teoremi. Neka je sada & = &(v), gde je v novi parametar. Tada vazi

dov ) dae  d=
E(V) - dg (V) dV (V)ﬂ

pa za v = 0 imamo
day . dqy . dE
dv 0) = de 0) dv (0).

Da bismo dobili da je w = 1, odnosno da vazi
4x(0) = r1(0), (2.57)
. L. de . o _ . .
moramo nadi £(v) tako da vazi E(O) =1lidavaziv=0= & =0. Jedna moguénost je

dé 1
Ii(”) =1+ (v =) = v+ 507 (2.58)
za neko ¢ # 0.
Neka je sada data jednacina Df(q)ry = MTk. Za g = qr(€), nakon diferenciranja po &,
dobijamo _
Df (r,r) + Df i = Meri + ArTn,

gde je D2f (ry,ry) definisano u (2.48). Kako je M = DAy = 1 iz dokaza prethodne teoreme,
vazi

D?f (ri,m) + Df i = 11 + Mok - (2.59)
Koristeéi (2.56) u & =01 (2.57) dobijamo
c(0)i(0) +2¢(0)g(0) = Df§i(0) + Df ri(0)
= Ak(0)dx(0) +2¢(0)gr(0) = DfG(0) + D*f (re(0),74(0)) (2.60)
= Ak(0)d(0) +2¢(0)ri(0) = Df Ge(0) + D*f (ri(0), 7%(0))

Ako se (2.59) i poslednja jednakost u (2.60) pomnoze sa leve strane sa I, = lx(qy1,), tada dobijamo

I D*f (risrie) + e Df e = Dpri + Melprn
(2.61)
Meliiip + 2¢lgry = DS Gy + D f (1, 7x)
redom. Kako je I 1, = 1, nakon sabiranja jednakosti u (2.61), imamo
MelgGe + 26+ Df 1y = 14 XMelygre + D f G
= U Df(rk — k) +2¢ = 1+ Meli(F — Gr)
= (e Df — Meli) (P — G) +2¢ = 1
=2 = 1
Zakljucujemo da vazi
. 1
¢(0) = =. (2.62)
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Ako se sada (2.59) doda poslednjoj jednakosti u (2.60), dobija se
Ak +2¢rg + Df = 1+ Mtk + Df G
= Df (Gx — k) = Melde —7%).
Zaklju¢ujemo da postoji konstanta g tako da vazi gi — 7 = ory u € = 0. Birajuéi parametrizaciju
(2.58) tako da vazi

d2q’“( ) — drk
dv? dv

(0) = Crk (0)7

dobijamo da je

0 (F0) + P00 - 0L 0 =),
odnosno
G (0) + Cri(0) — 7%(0) = ¢re(0)
0r%(0) + (ri(0) = (i (0)
pajeo=0i1

Gr(0) = 7%(0) . (2.63)
Ovim je dokazana sledeca teorema.
Teorema 2.5.13 ([35]) Duz k-tog udarnog talasa, ako je polje karakteristika zaista nelinearno,

moZe se izabrati parametrizacija tako da je ¢x(0) = 1 i §x(0) = 7, gde je r, = ri(qr). Sa
ovakvom parametrizacijom vazi i ¢(0) = Ap(qr) @ ¢(0) =1/2.

Pokazimo da je tako dobijen k-ti udarni talas dopustiv.
Teorema 2.5.14 (/35]) Nejednakosti (2.54) vaZe duz krive g = qx(&) ako i samo ako je € < 0.
Dokaz. Neka je A;(&) = A\j(qx(8)) i c(€) = c(gr(¢)). Tada se (2.54) moze napisati kao

(a) Me—1(0) < (&) < X(0),
(b) Ae(@) < @) < Apta(8).

Neka je b(&) = A\ (&) — ¢(€). Tada je b(0) = 0, b(0) = DAg 7 — ¢(0) = 1 —1/2 > 0. Dakle, ako vazi
(b), onda je € < 0. S druge strane, ako je € < 0, tada je b(€) < 01 Ag(€) < ¢(&) za € < 0. Takode
ako je ¢(0) = 1/2 1 Ag(0) = ¢(0), tada je Ax(0) > ¢(&). Kako vazi ¢(8) — Ax(0) > A;,—1(0) kada
g€ — 0, tada vazi i ¢(&) > Ay—1(0) za malo &. Konacno Ap4+1(0) > A (0) = ¢(0) daje Ag41(8) > ¢(8)
za malo . Teorema je ovim dokazana. ]

Neka sada vazi (2.50, 2.52, 2.57, 2.62, 2.63) i neka je ¥; definisano kao u (2.32). Da bismo resili

Rimanov problem, treba odrediti n-torku € = (&1,£2,...,&,) € R", za koju ée vaziti: qo = qr,
¢ =9i(€:)(qi—1) zai=1,2,...,n1 ¢, = qr- Na osnovu toga definisemo funkciju
Q&) = (Tu(En) o 0T(61)) (9) - (2.64)

Formalno mozemo zapisati

Y o B 2o S-S
Q& q) = Q0;9) + 5(0361) "€+ @(O;Q) Y + O(|g]*). (2.65)

oy
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gde je
o, o a0 o\ . 3
%(OvQ) £ = (aél (an)vagz(ovq)aaa@l(O,Q)> ! (€1a527 aen)
90
- Z 851 (an) 61
=1
1
920, &2 1 _ e T
852(0"]) b} *5(51,527 ,€n) lagiagj(()y@] (€1,82,...,En)
nxn
1 < 920 R R
- 5 ; 853 (07Q) & + ;j;l af::zaéj (OﬂQ) €i&j

Tada iz (2.65) sledi

Py o IS (Y, 1 o S ot SR, 1 o S X
9(6;61):Q(O;QHZg(O;q)Eﬁi ?(U;q)a%rz > F(O;q)&ffro(lfﬁ)-
i=1 " i

i=1 g 1=1 j=i+1

Izracunajmo parcijalne izvode (prvog i drugog reda) od Qu (2.66). Prvo, jasno je da vazi

Q0,...,0,6:,0,...,0;q) = ¥:(5:)(q),
a tada, na osnovu (2.50, 2.57), vazi i

90(0,...,0,&,0,...,0:q)
OZ;
Dalje, iz (2.52, 2.62, 2.63) sledi

=V;(5)(q) =

9%20(0,...,0,;,0,...,0;q) 9%2Q(0; q)

)
0€;

Za i < j vazi .
Q(07 v 70751'707 .. 7075_170’ v 707(1) = (qj](g]) o \Ijz(ét))(q_)a

i tada, na osnovu (2.52, 2.62, 2.63), sledi
920(0; q)
———2 =Dri(q)r:(q), 1<i<j<n.

Konag¢no, na osnovu (2.66), dobijamo izraz koji ¢e nam kasnije biti potreban.

=U,(2)(q) = 2 U;(0)(q) = 74(q) = Dri(q) ri(q) -

(2.66)

(2.67)

(2.69)

Q57 =Q0;9) + Y _&mi(@) + % >_&Dri(@)ria) + z_: Y &&Dri(q)ri(a) + O(E)

i=1 i=1 j=it1

Ponovimo da za ri = (r},73,...,r%), k=1,2,...,n, Dr;(q) r;(q) oznacava vektor
DTZ;(Q) r5(q)
Dri(q)r;(q)

Dri(q)ri(q) =

zai,j=1,2,...,n.
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2.6 Izentropno strujanje gasa

Jednacine jednodimenzionalnog izentropnog strujanja gasa u Langranzovim koordinatama

date su u obliku
V¢ — Uy = 0
up+p)y; = 0, (z,t) e R xRy, (2.70)

gde u predstavlja brzinu, v specificnu zapreminu (v = 1/p > 0, gde je p gustina, slika 2.4). Sa p
je obelezen pritisak u formi

p=r*0"", 1<vy<3,
gde je k gasna konstanta. Karakteristi¢ni koreni sistema (2.70), gde je ¢ = ¢g(v,u), dobijaju se
reSavanjem jednacine \? + p/(v) = 0:

y+1 _ o+l

A(q) = =k 2, Aa(q) = kAU 2
Za v =1+ 2¢ (kao u [9]), dobijamo

e—1

M(g) = kAo "0 Xa(q) = wyyv ",

gde je 0 < € <« 1 mala konstanta. Odgovarajuéi karakteristi¢ni vektori su

(@) = (LV T ), rala) = (1 TE) )T,
ili
Tl(q) = (la K\/Tyviail )T7 TZ(q) = (717’{\/77117571 )T.

Lako se moze proveriti da je
DM\iry=DXary =kyy(1+e)vc72>0. (2.71)

Odredimo Rimanove invarijante za sistem (2.70). Ako je ¢ = g(v,u), koristeéi definiciju 2.5.1
imamo
Da(v,u)ri(v,u) =0= a, +kryFv " la, =0
N dv du
1 kol
= /m yu s dy = / du
KA/

= —— v 4+C=u
€

K
= C:u—i—ﬂv_e,
€

gde je C = const. Jedna prva Rimanova invarijanta je dakle

R

az(v,u) =u+ Ty
5

Na slican na¢in dobijamo da je jedna druga Rimanova invarijanta

N
g

a1(v,u) =u—

Ako zelimo da se koordinatni pocetak koordinatnog sistema Rimanovih invarijanti (0,0) = (a1, az)
preslika u, na primer, (1,0) = (v,u) u v — u koordinatnom sistemu, tada su Rimanove invarijante

as = u+ Nsﬂ(v’8 — 1) : prva invarijanta,
a1 =u— Naﬂ(v’s —1): druga invarijanta.
Lako se moze pokazati da vazi

Orag + A2 Oyae = 0,
atal + )\1 amal =0.
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P =

v>0

Slika 2.4: Poluravan u kojoj se nalazi reSenje Rimanovog problema sistema (2.70).

Sto je posledica (2.39).
Ako se vratimo na prvu Rimanovu invarijantu u obliku C' = u + k\/yv~¢ /e, krivu prvog
razredujueg talasa odredujemo tako Sto biramo C tako da vazi u(vg) = wp. Dobijamo da je

up + KV Uy T /e =u+ K¢ /e ili

U = ug — o

Hsﬁ(v_s — vy ).

Na slican nac¢in dobija se razredujuca kriva druge familije. Na osnovu (2.71), zakljucujemo sledede:

U—ug = —:—‘ﬁ(v_f —v, %), v>wg: je prva ragzredujuca kriva, (2.72)
U— Uy = %ﬁ(v% —vy %), v<wp: jedruga razredujuca kriva. '
Sa druge strane, ako je ¢ brzina udarnog talasa i ako je ¢~ = (v™,u~) i ¢ = (v, u™), onda

su samosli¢ni udarni talasi oblika

koji zadovoljavaju RH uslov

c(vy —v) = —(uy —u-), c(up —u_) =p(vy) —plv-),
zajedno sa Laksovim entropijskim uslovima

Algy) < e < Ai(g-) < Aa(g-), ¢ < A2(qy) : za prvi udarni talas,
A(gy) < Aa(ge) < e < Aa(g-), M(g-) < c: za drugi udarni talas.

Da bismo odredili krive udarnih talasa, uzmimo da je (v—,u~) = (vo,uo) i (v, u™) = (v,u). Sada
je potrebno resiti sistem
—u—+ug =c(v—1vp)

(2.73)

2

k2o~ — K2

vy " = c(u — up)

po ¢ i u. Dobiju se dva reSenja za brzine udarnih talasa:

v =y T vy — v
01 =—K\|——— i ca=K|| —.
vg — v v — v
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Koristeéi prvu jednacinu iz (2.73) i ¢ = ¢4, a na osnovu (2.71), dobija se

u—ug=—~K &(vo—v), vy > v. (2.74)
Vo — U

Jednakost (2.74) predstavlja krivu udarnog talasa prve familije (kriva S7). Kriva udarnog talasa
druge familije (kriva S3) je

-~
U—1Uy =K u(vo—v), v > vg. (2.75)
v — Vo

Neka je sada dat sistem (2.70) i pocetni uslov

Slika 2.5: Krive razredujucih i udarnih talasa u v — u ravni.

_ qrL, T < 07
o) ={ 2 1D (2.76)

gde su g1, = (vr,ur)? i qr = (vr,ur)? konstantni vektori. Za gr dovoljno blizu g7, i za v > 0,
opste resenje Rimanovog problema (2.70, 2.76) odredeno je sa ggr, koje pripada krivama R;, S;,
i =1,2. Ove krive dele okolinu ¢z, na Cetiri regiona (slika 2.5):

)y ograniceno sa Si, Ry, ) ogranic¢eno sa Si, S3,
Q3 ograniceno sa Ry, S3, 24 ograniceno sa Ry, Rs.

Sada imamo ¢etiri moguénosti za qg (slika 2.6):
Slucaj 1. gr € 1. ReSenje se sastoji od udarnog talasa prve i razredujuceg talasa druge familije.
Slucaj 2. qr € 9. ReSenje se sastoji od udarnih talasa prve i druge familije.
Slucaj 3. qr € Q3. ReSenje se sastoji od razredujuceg talasa prve i udarnog talasa druge familije.
Slucaj 4. qr € Q4. ReSenje se sastoji od dva razredujuca talasa prve i druge familije.

Ako posmatramo jednodimenzionalnu jednac¢inu protoka izentropnog gasa (2.70) u Ojlerovim
koordinatama, tada dobijamo sistem

8tp + aﬂc (pu) 0

Oy (pu) + 0y (pu® + p(e,p)) = O, (2.77)

gde je p gustina, u brzina, m = pu moment, p(e,p) = epo(p) pritisak, 0 < ¢ < 11 po(p) =
pY/v. Ako e — 0 u (2.77), dobijamo model gasne dinamike bez pritiska (poglavlje 6.3, a videti i
[1, 2, 6, 39]).
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S, R,
Slucaj 1.
S, S,
Sluca;j 2.
R, S,
Slucaj 3.
R, R,
Slucaj 4.

Slika 2.6: Resenje sastavljeno od razredujuc¢ih i udarnih talasa u v — u ravni.
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Resenje sistema (2.77) sa pocetnim uslovom (2.76), gde su sada qr, = (pr,ur)? i qgp =
(pr,ur)T konstantni vektori, zavisi od odnosa uy, i ug (slika 2.7).

p <

SIRZ
RIS2
\ 122
u
{p
p=0

Slika 2.7: Oblasti reSenja Rimanovog problem (2.77, 2.76) u p — u ravni za & dovoljno malo.

Naime, u [27] dokazana je sledeéa teorema.

Teorema 2.6.1 ([27]) (a) Ako je ur, > ug, tada Rimanov problem (2.77, 2.76) ima reSenje koje
se sastoji od udarnog talasa prve familije za kojim sledi udarni talas druge familije za € dovoljno
malo. Ako takvo reSenje obeleZimo sa (pe,ue), onda kada € — 0 vaZi

liH(l)pE =G(x —ct)+t-const-d(z —ct),

E—

lim u. = H(z — ct),
e—0

gde je

_ PL, y<0a ; — UL, y<07
G(y)_{ﬂR, y>0 " H(y)_{uR, y>0.

Sa §(x — ct) obelezena je delta funkcija sa nosacem duz x = ct, dok je

PRUR — prur + (UL — UR)\/PL PR
PR — PL

za pr # pr, odnosno ¢ = (up + uR)/2 za pr = pr, .

(b) Ako je up = wupg, tada Rimanov problem (2.77, 2.76) ima resenje koje se sastoji ili od
razredujuceg talasa prve familije za kojim sledi udarni talas druge familije (ako je pr < pr)
ili od udarnog talasa prve familije za kojim sledi razredujuéi talas druge familije (ako je pr > pr)
za dovoljno malo €. Kada € — 0, takvo resenje tezi

_ pL, T <urt,
p(x,t) N { PR, T >urt,

u(z,t) = ur, .

(¢) Ako je ur, < ug, tada Rimanov problem (2.77, 2.76) ima resenje koje se sastoji od razredujuéeg
talasa prve familije i razredujuceqg talasa druge familije za € dovoljno malo. Kada e — 0, to reSenje
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postaje kombinacija dva kontaktna talasa spojena vakuumom,

pL, x<urt,
pl,t)y=¢ 0, wurt<z<ugrt,
PR, T > URt,

ur, r<urpt,
u(z,t) = const, upt<z<ugt,
UR, T >upt.



GLAVA 3

Glimova diferencna $ema

U ovoj glavi bi¢e predstavljena Glimova diferencna Sema ([9], glava 13) pomocéu koje se, za
Kosijev problem kod strogo hiperboli¢nih sistema, konstruise globalno reSenje sa ograni¢enom
varijacijom. Grubo re¢eno, pre nego Sto nastupi prva interakcija talasa nastalih u vremenu ¢ = 0,
dotadasnje resenje se ponovo aproksimira sa deo po deo konstantnom funkcijom, ali sada uzimajudéi
druge tacke za aproksimaciju. Pod pretpostavkom da je totalna varijacija pocetnog uslova dovoljno
mala, reSenje se dobija kao grani¢na vrednost niza aproksimativnih resenja koja o¢uvavaju udarne
talase (udarni talasi su na odgovarajuéem mestu sa brzinom dobijenom iz RH uslova).

3.1 Konstrukcija Seme

Posmatrajmo zakon odrzanja (2.1), odnosno ¢: + f(q), = 0, definisan nad centralnom loptom
B, i pocetni uslov (2.4), odnosno ¢(x,0) = go(x). Pretpostaviéemo sledece:

e go(x) ima ograni¢enu totalnu varijaciju za x € (—o0, 00),

e sistem (2.1) je strogo hiperboli¢an, odnosno, da za karakteristi¢ne korene D f(q) vazi
A(g) < Az(q) <+ < Anlg),

e Na nekom otvorenom skupu 2 C R™, sistem (2.1) je zaista nelinearan za svako polje karak-
teristika.

Definisimo sada pojam totalne varijacije kao u poglavlju 2.4 iz [4]. Neka je dat interval 7 C R
i preslikavanje ¢ : J — R"™. Totalna varijacija (TV) preslikavanja ¢ definise se kao

TV (6) :=sup ¢ Y |0(z;) — d(aj_1)| ¢,

gde je No > 1, z; € Jzaj=0,1,... Ngizg < w1 <--- <xp,. Naredna teorema je kljuéna u
ovoj glavi.

Teorema 3.1.1 ([9]) Ako postoje pozitivne konstante g i 61 tako da vazi

Sup(—oo,oo)|q0(')| < 60 (31)

TV (~00,00)(40(")) < 01, (3.2)

45
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tada postoji resenje q problema (2.1, 2.4) koje ima ogranicenu varijaciju na (—oo,00) X [0,00).
Takvo reSenje zadovoljava entropijske uslove za bilo koji entropijski par (n,v), gde je n(q) kon-
veksna funkcija. Preciznije, za svako t € [0,00), q(z,t) je funkcija sa ograniéenom varijacijom za
x € (—00,00) i vaZi

Sup(—oo,oo)|Q('vt)| < Sup(—oo,oo)|Q0(')| +Ch TV(—(X),OO)(QO())? 0<i<oo (33)
TV(—oo,oo)(Q('at» < Cy TV(,OO’OO)((]()(')), 0<t< o0, (3.4)
/ |Q(xvt) - Q(xv’r” dx < CB ;\ |t - 7—| TV(—oo,oo)(qO('))v 0 <7<t< o0, (35)

gde su Cy1, Cs i C5 konstante koje zavise samo od f. Ako je sistem (2.1) snabdeven koordinatnim
sistemom Rimanovih invarijanti, tada je

Sup(foo,oo)|q('7t)| < Co Sup(foo,oo)|q0(')| (36)
za Cy koje zavisi samo od f.

Dokaz ove teoreme obuhvatiée celu ovu glavu. Fiksirajmo vremenski korak h > 01 X > |A;(q)|
zaqe B, i=12...n Nekajex, =rh r=0+1,42,... it, =sh/\ s=0,1,2,... Od
tacaka (z,,ts) u mrezu stavljamo tacke oblika (2o, t2s) 1 (X241, t2s+1), 0dnosno uzimamo samo
tacke (z,,ts) za koje je r + s paran broj. Za tako izabrano ¢s nece doéi do preseka karakteristika
koje krec¢u iz susednih tacaka mreze.

Ako pretpostavimo da je aproksimativno resenje g definisano na skupu {(z,t) : —co < x <
00, 0 <t < ty}, mozemo definisati gy (z,ts) kao po delovima konstantnu funkeiju u okolini tacaka
mreze U vremenu t = tg

gn(z,ts) = qb, Tpo1 < T < Tpp1, r+s=2k+1, k €Z. (3.7)

Ovako definisana funkcija aproksimira funkciju g, (z,ts—) za —oo < x < oo. Nakon toga, funkciju
qn odredujemo reSavajuci sistem

8tQh(l‘,t) + awf(Qh(xvt)) =0, —00 <z <00, ts <t <tsq1, (38)

gde je pocetni uslov dat u (3.7) za t = t;. ReSenje problema (3.8, 3.7) sastoji se od elementarnih
talasa koji kreéu iz tacaka mreze u vremenu t = t, (slika 3.1). Na primer, talasi koji polaze iz
tacke (z,,ts), 7+s paran broj, dobijaju se reavanjem Rimanovog problema sa levim stanjem ¢7 !
i desnim stanjem ¢"t1. Zahtevademo da takvi talasi zadovoljavaju uslove dopustivosti. Osnovni
problem je kako odrediti konstantno stanje g} i to ¢e biti u nastavku objasnjeno.

Na pocetku algoritma, uze¢emo da je s = 0 i posmatrati pocetni uslov
an(z,0) = go(x), —00 <z < 0. (3.9)

Konstrukcija funkcije g5, moze da se nastavi dokle god se mogu resiti Rimanovi problemi u mreznim
tackama. To je moguée uraditi ako je |¢-*1 — g% ~1| dovoljno malo. U narednim poglavljima biée
pokazano da qp zadovoljava ocene

Sup(—oo,oo)"]h('at” < Sup(—oo,oo)‘qo('” + OlTV(—oo,oo)(qO('))7 0 <1< oo, (310)

TV(—oo,oo)(Qh('at)) < (Cy TV(—oo,oo)(QO(')>7 0<t < o0, (3.11)

/ |qh(xat) - qh(‘rvT” dr < 03(5‘ |1‘L - 7_| + Gh) TV(—oo,oo)(qo())ﬂ 0<T<i<o0, (312)

— 00
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AVARYARVATIV
VARVARSRYARY
VY.

IVARVARVES

(—4l|1,0) (—2l|1,0) (0,0) (2}|1,0) (4};,0)

Slika 3.1: Glimova diferencna Sema.

za neke konstante Cp, Cy i C3 koje zavise samo od f. Odnosno, ako vazi (3.1, 3.2), tada iz (3.10,
3.11, 3.12) sledi da za dp i 1 dovoljno malo, gp moze biti konstruisano za svako ¢ > 0.

Ispitajmo sada kompaktnost i konzistenciju predlozene konstrukcije resenja. Za svako h — 0
mozemo formirati niz aproksimativnih resenja g (-, 7). Na osnovu (3.10, 3.11), Hellyjeve teoreme
1.2.18 i Kantorovog dijagonalnog procesa, postoji niz {h,,} koji zadovoljava lim,, oc hym = 0,
tako da je podniz {gp,, (-,7)} niza {qx(-,7)} Kosijev u prostoru L{ (—oc, o) za svaki pozitivan
racionalan broj 7. Kako je skup racionalnih brojeva gust na intervalu [0, 00), na osnovu (3.12)
sledi da je {qn,, (+,t)} Kosijev niz u L (—00, 00) za svako t > 0. Zbog toga vazi

loc
qn,, (xz,t) — q(z,t), kadam — oo, u Llloc((—oo,oo) x [0, 00)), (3.13)

gde je, za svako fiskirano t € [0,00), q(z,t) funkcija sa ograni¢enom varijacijom na intervalu
x € (—o0,00) koja zadovoljava (3.3, 3.4, 3.5). Prakti¢no, ¢ ima lokalno ogranic¢enu varijaciju.

Pokazimo sada kada je ¢ reSenje problema (2.1, 2.4), odnosno ispitajmo konzistenciju algoritma.
Po konstrukciji, gp, je reSenje posmatranog problema unutar {—oco < z < 00, ty < t < tsy1} za
svako s = 0,1,... Greske su prouzrokovane skokovima kod ¢, u vremenima ¢t = t5. Da bismo
ocenili ukupnu gresku kada ¢ — oo, fiksirajmo C*° test funkciju ¢ koja ima kompaktan nosac
na (—o00,00) x [0,00). Ako pomnozimo (3.8) sa ¢, primenimo parcijalnu integraciju na svakom
pravougaoniku

{(z,t) : @pe1 < T < Tpg1, ts <t <tsp1,7+s=2k+1, k€ Z}

i nakon sumiranja nad svakim takvim pravougaonikom, a koristeéi (3.7, 3.9) dobijamo

/OOO /O; (qn &t + f(an) ¢2) da:dt+/oo qo(z) (z,0) dx

—0o0

=2 > /Ml(qh(x,ts—) — ")z, t,) da. (3.14)

s=0 p 4 g=2k+1,
kel

Dakle, ¢ ¢e biti slabo resenje problema (2.1), ako ¢% aproksimira funkciju gp (-, ts—) na intervalu
(y—1,xr41) tako da desna strana jednakosti (3.14) tezi nuli kada h — 0. Ostaje pitanje kako
definisati ¢%. U tu svrhu, posmatrajmo niz 7 = {6y, 61,02,...}, gde 0, € (—1,1) za s =0,1,2,...
Za fiksirano s = 0,1, 2, ..., definiSemo 3. = z, + 0,k i formiramo mrezu ¢iji su évorovi (yI,ts),
tako da vazi r + s = 2k + 1, k € Z. Tacka (y’,ts) nalazi se na intervalu (z,_1, Z,41) u vremenu
t = t5. Sada definiSemo

qh(xvts) = q; = 11H17 qh(y:_7t)a r+s=2k+ 1a ke Za T e (:Er—lvxr-i-l) . (315)

t—tg
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Problem kod ovakvog definisanja Seme je promena mesta nastanka udarnog talasa (u odnosu na
lokaciju udarnog talasa kod tacnog resenja) iako je njegova brzina o¢uvana. To se moze ilustrovati
slede¢im primerom. Posmatrajmo Rimanov problem za linearni, skalarni zakon odrzanja

@ (@, ) + O qu(z,t) =0, —co <z < 00, 0 <t < 00
(0, x<0 (3.16)
q(m,O)—{ 1, >0

gde je 6 konstanta na intervalu (—1,1). Nekoliko prvih koraka konstrukcije resenja prikazano je
na slici 3.2.

0|/1
0 / 1
o|/1
(-4h,0) (-2h,0) (0.0) (2h,0) o

Slika 3.2: Prvih nekoliko koraka reSenja problema (3.16).

Resenje problema (3.16) je udarni talas duz z = ONt koji spaja levo stanje ¢ = 0 i desno stanje
¢ = 1. Na osnovu (3.15), kada udarni talas "prede” sa t = t; na t = tsy1, tada ¢e brzina udarnog
talasa biti ocuvana, ali ¢e lokacija udarnog talasa biti pomerena za h i to po slede¢em pravilu: ako
je 0s < 0, tada ce lokacija udarnog talasa biti pomerena za h u desno, dok ¢ée biti pomerena u levo
za h ako vazi 0, > 6 (na osnovu definicije y7). Medutim, moze se desiti da udarni talas ne bude
na poziciji na kojoj nastao kada t — oo i h — 0. Zato je potrebno postaviti neke uslove na niz 7.
Obelezimo sa m_ broj indeksa s < m takvih da vazi 5 < 8 (m je ukupan broj indeksa). Tada je
ukupno pomeranje udarnog talasa u desnu stranu jednak m_h. Sa m, obelezavamo broj indeksa
s < m takvih da vazi ; > 6. Tada je ukupno pomeranje udarnog talasa u levu stranu jednak
m4h. Dakle prosec¢na pozicija udarnog talasa je m_h —myh u vremenu ¢ = t,,. Zato zahtevamo

da vazi
m_h—myh

lim 2%

Sada, kako je t,, = mh/j\, imamo da vazi
lim m_h —m4h T m_hA —myh\
m—oo tm m—oo mh
= lim Alm— = m)
m— 00 m

Dakle iz R

lim A= M) g3

m— o0 m
dobijamo da mora vaziti m_ — m4 ~ m# kada m — oco. Kako je i m_ 4+ m4 = m tada dobijamo

da ée g konvergirati ka resenju problema (3.16) ako i samo ako vazi m_/m — (1 +6)/2 i
my/m — (1 —0)/2 kada m — oo. Ove uslove mozemo zapisati i kao 2/m — (1 +60)/m_ i
2/m — (1—0)/my kada m — co. Primetimo da je duzina intervala za koje je 65 < 6 jednaka 1+ 6



3.2. Ocena interakcije talasa 49

(udarni talasi pomereni u desno), a da je duzina intervala za koje je 65 > 0 jednaka 1 — 6 (udarni
talasi pomereni u levo) za § € (—1,1). Udarni talasi ¢e biti na pravom mestu kada m — oo ako
za svaki podinterval I C (—1,1) duzine (I) vazi

[broj indeksa s <m za 6, € I]  i(I)
m 2

kada m — oo, odnosno

2
lim — [broj indeksa s < m za 0, € I| = g(I).
m—oo M,
Neka je niz T tacka u prostoru A = (—1,1) x (=1,1) x (=1,1) x --- = []Z,(-1,1). Vazi
sledeca teorema.

Teorema 3.1.2 ([9]) Postoji podskup N mere nula skupa A sa osobinom da je predloZeni al-
goritam konzistentan za svaki niz T € AJN. Odnosno, ako je q. izracunato preko (3.15), sa
Yyt = x, + Osh, tada je graniéna vrednost q iz (3.13) resenje pocetnog problema q: + f(q)r = 0,
q(x,0) = qo(z).

Da je reSenje entropijski dopustivo, dobijamo iz teoreme koja sledi.

Teorema 3.1.3 (/9]) Pretpostavimo da je posmatrani sistem snabdeven entropijskim parom (n, ),
gde je n entropijska funkcija, a ¢ fluks entropije. Neka je n(q) konveksna funkcija nad B. Tada
postoji podskup N mere nula, koji je podskup skupa A, sa sledeéim osobinama: kada se " racuna
pomocu (3.15), za y’ = x, +0sh, tada je za svako T € AJN, granic¢na vrednost q iz (3.13) resenje
pocetnog problema q; + f(q)r =0, q(x,0) = qo(x) koje zadovoljava entropijski uslov

//(n(q)¢t+w(q)¢w)dxdt+ / n(q(z,0))¢(z,0) dz > 0,
0 —oo —0

za svaku diferencijabilnu funkciju sa kompaktnim nosacem ¢ = ¢(x,t) € CL(R?).

Dokazi navedenih teorema nalaze se u [9], poglavlje 13.2.

3.2 Ocena interakcije talasa

Sada sledi poglavlje koje ima centralnu ulogu za konstrukciju resenja zakona odrzanja kori-
$¢enjem Glimove diferencne seme. Posmatrajmo tri talasa. Prvi spaja levo stanje gy, i desno stanje
qum, drugi talas spaja stanje gps sa leve strane, i stanje gr sa desne strane, dok tre¢i talas spaja
stanje qr,, sa leve strane, i stanje gr sa desne strane. Ove talase predstavljamo stanjima qp, qps i
qr 1 n-torkama x = (x1,X2,---sXn)s 8 = (81,82, .-.,0n), 1 € = (£1,€a,...,E,) kao amplitudama.
Na osnovu iznetog, £ se moze posmatrati kao rezultat interakcije talasa x i 3, koji dolaze sa

leve, odnosno desne strane, redom. Podsetimo se da na osnovu (2.64), vazi qu = Q(X;qL),
qr = QB qm) 1 qr = Q(E;qr). ZakljuCujemo da je

Q& qr) = ar = B qm) = UB Qxi qr)) - (3.17)
Ovim se dobija implicitna relacija € = E(x;3;qr). Osnovni zadatak je da se odrede osobine

X '
funkcije E = (E1, Fa, ..., E,)T u okolini (0;0;qr). Kako je ©(0;q) = G, za proizvoljno g, imamo
slede¢u lemu.

Lema 3.2.1 (/9])

E(x;0;q1) = X, E(0;8;q1) = 5, (3.18)
a time 1@ oE oF
k k

o (0;05q1) = i, 8—@(0;0;%) = 0jk (3.19)
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Sa di1 i 05, oznaceni su Kronekerovi delta simboli, odnosno,

_ )1 =y
0ij = { 0, i#£j.
Dokaz. Bice pokazana prva jednakost u (3.18), a ostatak dokaza sledi na slican nacin. Ako je
8 =0, tada je Q(&;qr) = qr = QO0;9rm) = gvr = Qx; q1). Zakljuéujemo da je € = x za 3 =0, a
kako je € = E(x;0;qr) imamo i x = E(x;0;qr). a

Sada ¢emo dobiti koristan rezultat za funkciju E. Nije tesko proveriti da vazi sledeéi identitet:

E(x;B;q1) — E(x;05q1) — E(0; 85 q1.) + E(0;0; q1.)

= Z (E(Xh"‘7Xi707"’70;07"'707/8j7"'uﬁn;qL)
ig=1

3.20
_E(X17"‘>Xi707"'70;0u"'70a/6j+1>‘"Jﬁn;qL) ( )

_E(X17"'axi—laoa"'70;05"'a05ﬂj7'"7ﬁn;QL)

—I—E(X1,...,Xi,l,O,...,0;0,...70,ﬂj+1,...,ﬂn;qL)) .
Koristeéi identitet

. R R 1 1 aQA
Fay) = F(2,0) = 7(0,9) + F(0,0) = 2y /0 /O Wgy(ﬁx,&y)dﬁd&,

koji vazi za integrabilnu funkciju f(z,y) i ako zamenimo redom f(z,y), f(x,0), £(0,4) i f(0,0)
sa svakim od sabiraka unutar zagrada, a koji su dati u (3.20), onda dobijamo

E(x;B;qL) = x + 8

+leﬂ]/ / 8X28ﬁ] le"'axi—lvﬁxhownao;

7,7=1
077075—6J7ﬂj+177/8naqL)dﬁd&

=x+0

Jrni:lzn: ﬂ./l 1827]5( i—1, PX4, 0 0;
Xi J 0 0 8X;aﬁj X135 Xi=1yPXiyYy-.., U

=1 j=i+1 (321)
0) ER 7056ﬁj7ﬁj+15 v 7ﬁnaqL) dﬁd(}

n i—1

+ZZX1@/ / T 65 (X155 Xi1:PXis 0, -, 05

=2 j=1
07aoa&ﬁjvﬁj-‘rlaaﬂnaqL)dﬁd&

+ZX’LﬂZ/ / a)@@ﬂz X17"'7Xi71aﬁXi707"'70;
0,...,0,6’ﬁi,67;+1,...,ﬁn;QL)dﬁda'.

Kazemo da su i-ti talas u x i j-ti talas u § prilazeéi ako vazi ili (a) ¢ > j ili (b) i = j, i-ta familija
karakteristika je zaista nelinearna, i bar jedna od amplituda y; i §; je negativna (Sto odgovara
udarnom talasu). Snaga talasa nakon interakcije x i § bi¢e merena veli¢inom

QU.B) = > Ixillsil,

Xi,3; €A
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gde A predstavalja skup talasa koji su prilaze¢i. Krucijalni zakljucak je da kada talasi x i 8 ne
ukljucuju prilazece talase, odnosno kada je Q(x, 5) = 0, tada se talas € dobija tako Sto se spajaju
talasi iz x, sa leve strane, i talasi iz 3, sa desne strane, tako da je € = y + 3. U stvari, kad god i-ti
talas iz x 1 j-ti talas iz 8 nisu prilazedi, ili je ¢ < j ili je zbog ¢ = j i x; 1 B; pozitivno (odgovaraju
amplitudama razredujuéeg talasa). Tada vazi

E(le"'7Xi707"‘70;07"'707ﬂj7"'u/6n;qL)

:(Xla'-'7Xia0a"'70)+(07"'7076j5"'aﬁn)7

pa iz sledece jednakosti

Z (E(X17"'7Xi707"'7O;Oa"'70a5j7"'a/Bn;QL)

i=1 j=it1
_E<X17"',Xi707"'70;0a"'70aﬁj+17"'7ﬁn;QL)
7E(X15'"aXi-hOv"'7O;Oa"'70aﬂj7"-a/Bn;QL)

+E(X17"'7Xi71707"'10;07’"7075j+17~‘~76n;ql/))
= ((Xla"'7Xia07"'aO)+(Oa"'70aﬂj7"'aﬁ7L)

_(X17-~-7Xi70>~--50)_(05-~-705ﬁj+17~-~7ﬁn)
_(Xla"'vxi—1707"'70)_(07"'a07ﬂj7"'7ﬁn)

+(X17"’,Xi71a07"'ao)+(Oa"'7oaﬁj+1v'~'a/6n)) :07
iiz (3.21) imamo

E(x;B5qL) = x+ 0

n i—1
i P i77~ iaoa"'70;
+§;x ﬁ;/ / 8x185 (X155 Xim1, PX

0,’0,6./8J75‘7+1,’ﬂn’q11)dﬁd& (322)

+ZX’Lﬁz/ / axzaﬂz X17"'7X7l—1aﬁxia0a"'70;
07"'a07&ﬁiaﬁi+l7'"7ﬁn;qL)dp~d&'

Na osnovu (3.22) vazi

2
oA Y g 00 + QU A0 + 13).

Xi,8;€A
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gde je

r n

O(Z(Ixil +16:1))

i=1
O (Ixil+18i))
O(lxlI+18) = ;

O(Z(lXi| +18i1)

nx1

Diferencirajmo sada (3.17) po §; i stavimo da je 5; = 0. Koristeéi (2.67) dobijamo da vazi

OF afz .
Z S 05q2) 5= (E(x: 03q1)1qz) = r(Qx q1)). (3.23)
9B EE
Naime, na osnovu (3.17) vazi

28 0raan) = ) = @00 (3.24)

Nakon diferenciranja (3.17) po 8; imamo

o0 "

fz
95, (Bram) = 2 E(x;8;q1);q )8@ (x;Bsaqr)
odnosno, za 0 =0,
aQ ST OF
O QM XaO QL) ) (XaO QL)
.7 k=1 aﬁ]

Iz prethodne jednakosti i (3.24) sledi (3.23). Diferencirajmo (3.23) po x;. Tada vazi

n

6E2 )
Z ~(6: 05 1) 52 (B(; 0:4r.)s 1)

aEk " 6El ~ ~
Z . 95, (x:0;q ; 5z 8sz E(x;05q1); QL)aiXi()GOQQL):Drj(Q(XQQL))T’i(Q(XQ‘]L))a

odnosno, na osnovu (3.18, 3.19, 2.67, 2.68, 2.69) za x = 0 vazi

,i

2

Q

0 05qr) r(qr) + 207 (0:g1) = Drj(qr) ri(qr) ,
jO&

ili
8 0 05qr) r(qr) = Drj(qr) ri(qr) — Dri(qr) rj(qr) -
k=1
Dakle,
" 9?E,
; m(OaO»QL)Tk(QL) = —[ri(qr),rj(qr)],
pa je

; aaﬁjg; (0:05q2) = —l(qr)[ri(ar). 75(qr)]-
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Ovde je [r;,7j] = Dryrj — Drjr;, gde je

1.
Dr;r;
Dri2 T
DT‘i Ty = .

M g
Drir;

Na osnovu (2.43) sledi [r;,r;] = 0 ako je sistem snabdeven Rimanovim invarijantama. Ovim smo
dokazali slede¢u teoremu.

Teorema 3.2.2 ([9]) U sistemu éije su familije karakteristika zaista nelinearne ili linearno de-
generisane, neka je talas € = (€1,...,&,) nastao interakcijom talasa x = (X1,--.,Xn) koji dolazi
sa leve strane i B = (B1,...,0n) koji dolazi sa desne strane. Tada vaZi

E=x+B-=) xifiLlriri] + Q. B)O(x| +15]) -

i>7

gde je sa L obeleZena n X n matrica sa k-tim levim karakteristicnim vektorom l u k-toj vrsti.
Sa Q(x,B) obelezena je suma snaga prilazeéih talasa x i B. Ako je sistem snabdeven Rimanovim
invarijantama, tada je Y x; B; L [ri, ;] = 0.
i>j

Dakle, prema konstrukeiji Glimove Seme, deo talasa koji kreée iz mrezne tacke (z,_1,ts—1), gde
je r+s paran broj, ukritaju se sa delom talasa koji kreéu iz tacke (z,41,ts—1) 1 time formiraju talase
koji kreéu iz mrezne tacke (2, ). Ovo je ilustrovano time $to se tacka (.., t5) nalazi u éetvorouglu
AT sa Eetiri tatke u okruzenju, (y5 1, ts), (vi_1,ts—1), (Yo, ts) 1 (Yhyq,tey1) (slika 3.3). Talasi
koji kre¢u iz tacke (z,_1,ts_1) i spajaju stanje ¢" !, sa leve strane i stanje q_, sa desne strane,
ulaze u A’ kroz jugo-zapadnu ivicu. Oni mogu biti predstavljeni n-torkom x = (x1,-..,Xn), gde
su i, 1 <1i < n, amplitude talasa. Drugi talasi koji polaze iz tacke (z,4+1,ts—1) 1 spajaju stanje
q~_,, sa leve strane, sa stanjem ¢" "1, sa desne strane, ulaze u A’ kroz jugo-isto¢nu ivicu. Oni se
mogu predstaviti n-torkom = (51,...,0,), gde su 5;, 1 <14 < n, amplitude talasa. Iz Al izlaze
talasi koji kreéu iz tacke (r,,ts), a koji spajaju stanje ¢7~!, sa leve strane, sa stanjem ¢7*1, sa
desne strane, i oni su predstavljeni sa n-torkom & = (&1,...,&,) gde su &;, 1 < i < n, amplitude
talasa. Deo od 3" = (81, 85, ..., Bj_1, 85, Bi11,-- - 0y) talasa koji ¢ine € talas, izlazi kroz severo-
zapadnu ivicu A} i ulazi u A;_ﬁ, dok preostali deo X" = (X1, X2, - s X1, Xj» Xj1s - - - » Xn) 1zlazi
kroz severo-istoénu ivicu A’ i ulazi u AZﬂ Tada je &; = x; + 6., i = 1,2,...,n. Ponovimo da
pozitivna amplituda odgovara razredujuéem talasu, a negativna udarnom talasu i josh da talasi
X; 106, ¢,k =1,2,...,n nisu prilazeéi talasi. Recimo jos i to da ako je talas amplitude nula, to
znaci da taj talas nedostaje u posmatranoj familiji. Zbog toga, postoji j € {1,...,n}, tako da je
Bi=0zai=j+1,...,nix;=0zai=1,...,5 — 1 (usuprotnom bi bili prilazeéi talasi). Oba
talasa X; i B; mogu biti amplitude razli¢ite od nule, ali onda moraju obe biti pozitivne (jer nisu
prilazedi talasi).

Posmatrajmo sada € kao rezultat interakcije talasa x i §. Na osnovu teoreme 3.2.2 i ako je
|| = >0 |@i| za @ = (@1, 22,...,2,) € R", tada vazi ocena

€= (x +B) < (Ca+ Cs(Ix] + [81)QAY) (3.25)

nad Al, gde konstante Cy 1 C5 zavise samo od f. Ako je posmatrani sistem snabdeven Rimanovim
koordinatama, tada je Cy = 0. Sa

QALY =D IxkllB)l;
ki

smo obelezili potencijal interakcije dva talasa, gde je sumiranje izvrSeno po prilazeéim talasima xy
i B; unutar cetvotougla A%. Na osnovu (3.25) ako su x; i §; istog znaka, ukupna snaga |5} + |x}|
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T - T
(X, _1581) (ys,l N ) ('xr+l > tsfl)

Slika 3.3: Cetvorougao i mrezne tacke.

i-tog talasa koji napusta Cetvorougao A”, je priblizno jednaka |x;| + |5;|. Medutim, kada su x;
i B; suprotnog znaka, dolazi do smanjenja snage i-tog odlazeceg talasa i ta pojava ima veliki
uticaj na ponaSanje reSenja. Zbog toga uvodimo slede¢u notaciju. Smanjenje snage i-tog talasa u
¢etvorouglu A’ meri se veli¢inom

1 07 Xzﬁz 207
Ci(AQ)Z5(\Xi|+|5i|—|xi+5¢\)= 1Bil,  x:iBi <0, |xi| > |6l (3.26)
Ixil,  xiBi <0, |xi| <|Bil-

Ukupno smanjenje snage u ¢etvorouglu A’ racuna se kao C(A7) = >""" | C;(A”). Primetimo da iz
(3.25) sledi

&l <Xl + 18] = 2C(A%) + (Ca + Cs(Ix] + [8)QAY) - (3.27)
Naime, na osnovu (3.26) vazi
IXi + Bl = Dxal + 18] — 2Ci(AY),

pa je

Db+ 8= Il + D181 =2 Ci(A])

i=1 i=1 i=1 i=1
ili

X+ Bl = |x|+ 18] = 2C(AY) .
Sada, na osnovu (3.25) vazi
[l = Ix + 8l < 16 = (x + B)] < (Ca+ Cs(Ix| + |8) QAY),

pa je
& < Ix + Bl + (Ca + Cs(Ix] + 18)Q(AY),

odnosno

[l < x| + 18] = 2C(A) + (Ca + Cs(Ix| + |B) Q(AY) -
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3.3 Glimova funkcionela

U ovom poglavlju ¢emo ograniciti totalnu varijaciju aproksimativnog reSenja g, duz mreznih
krivih koje definisemo na sledeéi nacin.

Definicija 3.3.1 Mrezna kriva pridruzena qp, je po delovima linearna kriva ¢iji su ¢vorovi
(Yeb,ts,), -5 (Ysm ts,), gde je ripr =i+ 1 i sip1 = s — 1 ili sp00 = sp+ 1 (slika 3.4).

Kazemo da je J neposredni naslednik krive I ako je J \ I gornja granica ¢etvorougla A’
(odnosno severo-zapadna i severo-isto¢na ivica), a I\ J donja granica ¢etvorougla A" (odnosno
jugo-zapadna i jugo-istoCna ivica, slika 3.5). Kazemo da je J naslednik krive I ako je J > I i
ako postoji niz I = Iy, I1,..., I, = J mreznih krivih takvih da je I; neposredni naslednik I;_1,
1=1,2,...,m (slika 3.6).

Mreznoj krivi I dodeljujemo funkcionele S(I) = max|¢| 1 L(I) = > |¢], gde su i maksimum
i suma uzeti po svim talasima (amplitude £) koji presecaju I. Time S(I) meri oscilaciju, a L(I)
totalnu varijaciju ¢qn duz krive I. Supremum i totalna varijacija g bi¢e praceni promenom S i L
pri prelasku sa krive I na njenog naslednika.

Neka je J neposredni naslednik I kao na slici 3.4. Talasi x = (x1,X2,---,Xn) 1 8 =

(61,02, ..., 0,) ulaze u AL kroz jugo-zapadnu i jugo-istoénu granicu ¢etvorougla A’ redom, a
talas € = (€1,&s,...,&y) izlazi kroz severo-zapadnu i severo-istoénu granicu. Na osnovu (3.25)
zaklju¢ujemo da vazi

S(J) < 8(I) + (Ca+ C5 S(1)Q(AY) (3.28)
i

L(J) < L(I) + (Cs + C5 S(I))Q(AY), (3.29)

gde su Cy i C5 iste one konstante koje se pojavljuju u (3.25). Preciznije, S(J) = max{|{|, |€|} i
S(I) = max{|¢], x|, 8]}, gde su & amplitude preostalih talasa koji presecaju I i J. Sada ako je
S(J) = |&] i na primer S(I) = |5], tada je

S(J) = S(I) =& =8 <0< (Ca+ C5S(1))Q(AY) -
Ako je S(J) = [¢] i SU) = [¢], tada je
S(J) = S(I) =0 < (C4 + Cs S(I))Q(AT).
Ako je S(J) = |&] i na primer S(I) = |8, tada je, na osnovu (3.25), tacno
S(J) = SI) = e[ = |B] < € = B] < (Ca + Cs5|B))Q(AY) < (Ca + C5 S(I))Q(AY) .
Konacno, ako je S(J) = |&| i S(I) = €], tada je, na osnovu (3.25), tacno
S(J) = S5(I) = e[ =[] < [e] = 8] < (Ca+ C5 S(1))QAY) -
Ovim smo pokazali (3.28). Analogno vazi i

L(J) = L(I) = [é] = (Ix| +18]) < [&] = (Ix[ +0) < [€ = (x + 0)] < (Ca + Cs (Ix] + 0))Q(AY)

< (Cu+Cs S(QAT),

na osnovu (3.25). Ovim smo pokazali da vazi i (3.29). Ponovimo, ako je sistem snabdeven
Rimanovim invarijantama, tada je C4y = 0. Kako i § i L mogu porasti pri prelasku sa I na J,
moramo uvesti jos neke uslove da bismo dobili (3.10, 3.11).

Neka je potencijal prilazeéih talasa Q(I) = > |x||8| gde se sumiranje vrsi po prilazeéim
talasima x i § koji presecaju I. Jasno je da vazi

Q(I) < %L2(I) : (3.30)
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(JI}:H ’ ts+1)

|

(y:—l > ts—l)

Slika 3.4: Mrezna kriva.

Slika 3.5: J je neposredni naslednik I.

Promena potencijala prilazeéih talasa, pri prelasku sa I na J, bi¢e kontrolisana sa
Q(J) = Q(I) < ((Ca+ C5 S(I))L(I) — 1) Q(AY), (3.31)

gde su Cjy i C5 iste konstante iz (3.28, 3.29). Da bismo pokazali (3.31), napravi¢emo razliku izmedu
unutrasnjih talasa (oni koji ulaze i izlaze iz A7) i perifernih talasa (oni koji seku krive I i J levo
od (yr=1,ts) i desno od (y7T1,t,)). Uotimo da unutrasnji talasi x i B uticu na Q(I), ali ne i na
Q(J) jer u € nema prilazec¢ih talasa. Znaci, u ovom slucaju je

QM) — Q) = —Q(AY). (3.32)

Sa druge strane, za prilazeée periferne talase vazi¢e Q(J) — Q(I) = 0. Preostalo je da se
odredi kako na Q(J) —Q(I) utice potencijal interakcije perifernih i unutrasnjih talasa. Za pocetak,
fiksirajmo i-ti periferni talas amplitude &; i posmatrajmo kako uti¢e interakcija takvog talasa sa
j-tim talasom iz x, § i€ na Q(I) i Q(J). Razlikujemo sledeéih sedam slucajeva:

(i) j > i periferni i-ti talas sece krivu I levo od (y% =1, ),
(ii) j <4 i periferni i-ti talas sece krivu I desno od (y.*!,t,),
(iii) j =i i i-ta familija karakteristika je linearno degenerisana.

U ova tri slucaja, i-ti periferni i j-ti talas iz x, 8 i € nisu prilazeéi, pa se Q(I) i Q(J) nece
promeniti. Dalje,

(iv) j > i i periferni i-ti talas se¢e krivu I desno od (y7*1,¢,),
(v) j < i periferni i-ti talas sec¢e krivu I levo od (y7 =1, ),

(vi) j =i 1ii-ta familija karakteristika je zaista nelinearna i i-ti periferni talas je amplitude & < 0
(udarni talas).
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U ova nova tri slucaja, i-ti periferni i j-ti talas iz x, i € jesu prilazedi, pa se u Q(I) mora
nadi izraz |&||x;| + 1&]15;], dok se u Q(J) mora nadi izraz |¢;||€;]. Konacno,

(vil) j =1 i4-ta familija karakteristika je zaista nelinearna i i-ti periferni talas je amplitude &; > 0
(razredujuéi talas).

Sada u zavisnosti od znaka x;, ; 1 &;, periferni i-ti talas moze biti prilazeéi sa x;, 0; i €;. Zato

se u Q(I) mora nadi izraz | |(|x; | + |6 ]), dok se u Q(J) mora naéi izraz |&]||€;|. Ovde su x; ,
B; i€; amplitude udarnih talasa.

Na osnovu prethodne diskusije i (3.25), pri interakciji perifernog talasa amplitude & sa un-
utrasnjim talasom, doprinos te interakcije u Q(J)—@Q(I) ne moze biti veéi od |&;|(Cy+C5 S(I))Q(ATL).
To znaci da je ukupni doprinos takvih interakcija predstavljen razlikom

Q(J) = Q(I) < (Cs + C5 S(I)) L(N)Q(AY). (3.33)
Koristedi (3.32, 3.33), dokazali smo (3.31). Primetimo da ako je u (3.31)
(Ca+ Cs S(D)L(T) <1,
tada ¢e @) opadati pri prelasku sa I na J. Formirajmo sada Glimovu funkcionelu
F(I)=L{I)+ 2K Q(I), (3.34)
gde je K fiksirano gornje ograni¢enje za Cy + C5 S(I) koje ne zavisi od I i h.

Teorema 3.3.2 ([9]) Neka je I mrezna kriva za koju vazi 4K L(I) < 1. Tada, za bilo koju mreznu
krivu J koja je naslednik I, vazi

F(J) < F(I) (3.35)

Z L(J) <2L). (3.36)
Takode vazi i

Y QA < I*(D) (3.37)

Z > ey < L), (3.38)

gde je sumiranje izvrseno po svim cetvorouglovima AY.

Dokaz. Neka je J neposredni naslednik I kao na slikama 3.4 1 3.5. Na osnovu (3.34, 3.29, 3.31)
zakljucujemo da vazi

F(J)=F(I) =L(J) - L(I) +2K(Q(J) — Q(I))
< (Ca+ G S(1)Q(AY) + 2K ((Ca + C5 S(I)) L(T) — Q(AY)
< KQ(AY) + 2K (K F(I) - 1)Q(A)
=KQ2KF(I)—-1)Q(AL).

Zakljucujemo da je
F(J)<FI)+ KQ2KF(I)-1)Q(AL). (3.39)

Na osnovu (3.34, 3.30) i 4K L(I) < 1, dobijamo

F(I) =L(I)+ 2K Q(I)
< L(I)+ K L*(I)
= L()(1 + KL(I))
<L+ )
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Dakle, vazi
F(I)<2L(). (3.40)

Sada je
2KF(I)-1<4KL(I)-1<0= F(J) < F(I),

na osnovu (3.39, 3.40). Ovim je dokazano (3.35) i u slucaju kada je J naslednik I.
Ako pretpostavimo da je J naslednik 7, tada je L(J) < F'(J) < F(I) < 2L(I), pa je dokazano i
(3.36). Sumirajuéi (3.31) po svim Getvorouglovima A’ koji se nalaze izmedu krivih I i J, dobijamo

30l < - Q). (3.41)

Naime, kako je J neposredni naslednik I, na osnovu (3.31) i 4K L(I) < 1 vazi

Q(J) - Q) < (KL(I)-1)Q(AY)

< (1/4-1)Q(AY)

< (1/2-1)Q(AY)

= ~1/2Q(A0).
Sada, ako je J naslednik I, onda postoji niz I = Iy, I1, ..., I, = J mreznih krivih takvih da je I;
neposredni naslednik I;_1, 1 =1,2,...,m. Zato je

QM) —=QU) =Q(J) = QUn-1) + Qm-1) — QUm—2) + -+ + Q(2) = Q1) + Q(11) — Q(I)
< —1/23 Q(AY),

gde je sumiranje izvrSeno po svim ¢etvorouglovima A’. Ovim smo dobili (3.41). Sada na osnovu
(3.41, 3.30) vazi

D QA <2(QU) - Q(J)) <2Q(I) < L(I).

Ovim je dokazano (3.37). Sumirajmo sada (3.27) po svim Cetvorouglovima A7 izmedu I i J.
Dobijamo

gl < Ix[+ 18] = 2C(AY) 4+ (Ca + C5(Ix] + 81) Q(AT)
=2C(A%) < Ix|+8] =[] + (Ca+ C5(Ix] + |8]))Q(AT)
=23 ,C(AY) SL(IHKZQ(N)
=23 C(AT) < L(I)+ K L(I)?
=2 C(AY) <L+ KL())
=23 C(AY) < L(I)(1+1/4)
=23 C(A7) <2L(I)
=>.CAY) <L().
Ovim je dokaz teoreme kompletiran. O

Prethodna teorema je od fundamentalnog znacaja. Ocene (3.35, 3.36) obezbeduju ogranicenost
totalne varijacije, dok su ocene (3.37, 3.38) korisne za ocenu asimptotskog ponasanja resenja (kada
t — 00). Pretpostavka 4K L(I) < 1 iz prethodne teoreme znaci da L(I) mora biti dovoljno malo, u
opstem slucaju. Medutim, ako je sistem snabdeven koordinatnim sistemom Rimanovih invarijanti
(Cy = 0), dovoljno je da (sup gn)L(I) bude dovoljno malo (Sto je ta¢no ako vazi (3.6)). Za ovaj
specijalan slucaj, (supqp) ¢e biti ocenjen pomocu sledeée teoreme.

Teorema 3.3.3 ([9]) Pretpostavimo da je sistem snabdeven koordinatnim sistemom Rimanovih
invarijanti. Neka je I mrezna kriva za koju vazi 4K L(I) < 1. Tada za bilo koju mreznu krivu J
koja je naslednik I vazi

S(J) < LD s(1) .

Dokaz. Pretpostavimo prvo da je J neposredni naslednik I kao na slici 3.4. Kako je Cy = 0,
dobijamo

S(J) < (1 + C5Q(AL))S(I)
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koriséenjem (3.28). Medutim, ako je J naslednik I tada ¢e, na osnovu (3.37), vaziti i
J) <[]0+ CsQ(aD)S(n) < e =20s(D) < “HDs(D),

gde su proizvod i suma uzeti po svim ¢etvorouglovima A’ koji se nalaze izmedu I i J. O

3.4 Ogranicenost totalne varijacije i supremuma

U ovom poglavlju bi¢e pokazano da vazi (3.11, 3.12, 3.10) pod pretpostavom da g; ima
uniformno ograni¢enu varijaciju. U tu svrhu posluzi¢e nam sledeca teorema.

Teorema 3.4.1 ([9]) Fiksirajmo 0 < 7 <t < 00 i —00 < a < b < 00. Pretpostavimo da je
KTV (qu(-,t)) na intervalu [a — N(t — 7) — 6k, b+ A(t — 7) 4 6h] dovoljno malo. Tada je

TVia (40 (1)) < Co TVl 5(1—r)—6npsact—m)+6n (@05 7)), (3.42)

gde Cy zavisi samo od f. Dalje, ako su i qn(-,7) © qn(-, t) neprekidne funkcije u tacki x i ako je
KTV (qn(-,t)) dovoljno malo na [x — A(t — 7) — 6h, z + A(t — 7) + 6h), tada vaZi

lgn(2,t) — an(z, 7)[ < Co TV, 51— r)—6h,atA(t—r)+6n) (@R (5 T)) (3.43)
gde Cy zavisi samo od f.

Dokaz. Neka su o i s nenegativni celi brojevi tako da je t, < 7 < ty41 1ts <t < tgy1. Dalje

neka su 7 i ro celi brojevi tako da je ygﬂl <a< y;fig i ysﬁrl3 <b< y;ill. Na kraju, neka je

rs=r1—(s—o)irg=ro+(s—o).

NAANAN -
[ NTNCNCN t

(yLt) (y2t)

AN AN AN AN ANV AN AN
[NN N NNV

(y2.t) (yJJU)

Slika 3.6: J je naslednik 1.

Sada konstruiSemo dve mrezne krive I i J na sledeéi nacin (slika 3.6). Kriva I krece iz tacke
(yr3,ty) 1iduéi cik-cak izmedu t, 1 t,41, zavrsava u tacki (yo*,t,). Kriva J takode krece iz tacke
(yr3,t,) 1 nakon s — o koraka u pravcu severo-istoka dolazi u tacku (y.',t,). Tada iduéi cik-cak
izmedu ¢ i tsy1, dolazi u tacku (y%2,¢s). Konacéno, nakon s — o koraka u pravcu jugo-istoka kriva
J se zavr3ava u tacki (yl4, ).

Vazi

TViap)(an(- 1)) < Co L(J), (3.44)
za neko Cg > 0. Pokazacemo da vazi 373 > a — A(t —7) — 6h i yl* < b+ At — T) + 6h, iz Cega Ce
slediti

L(I) < C7 TV 5(t—r)—6h,b+5(t—r)+6m) (20 (- T)) - (3.45)
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Posto je ty < 7 < toqq its <t < tyiq, tada je och/A <7 < (o4 Dh/Xish/\<t < (s+1)h/X
Dakle vazi A A
oh <At <oh+h, sh<it<sh+th. (3.46)

Sada, na osnovu (3.46) sledi
Mt —7)=At—A7>sh—oh—h=(s—o)h—h,

odnosno,

AMt—=71)+h>(s—o)h. (3.47)
Dalje je
v = T = gy HOoh = (1 — (s — o))t Oh = rih — (s — 0)h + 0,

rih—(s—o)h—h (3.48)
rih — A(t —7)h — 2h

AVARAVART

za —1 <0, <11 (3.47). Kako je y:}:{l <a< y:}:{‘a, onda je

< LTri+3 +05+1h
= \T1 + 3)h + 03+1h
S ?"1h + 3h + h,

a

jer je —1 < 0511 < 1. Znaci da je
rih > a—4h. (3.49)

Sada je, na osnovu (3.48, 3.49),
Y2 >a—4h— ANt —7)h —2h =a — At —7)h — 6h.

Sliénim postupkom, dobijamo

Ui = ) = ey 400k = (12 + (5 — )+ B = o+ (5 — o)+ B,
roh+ (s —o)h+h (3.50)

roh + A(t — 7)h + 2h

IN AN

za —1 <0, <11i(3.47). Kako je y727% < b < y227", onda je
b 2 Lyry—3 + 95+1h

= (7‘2 - 3)h + 95+1h

> roh — 3h — h,

jer je —1 < 0511 < 1. Znaci da je
roh <b+4h. (3.51)

Sada je, na osnovu (3.50, 3.51),
yrt < b4 4dh+ At —T)h 4+ 2h = b+ At — 7)h + 6h.

Kako je J naslednik od I i ako je 4K L(I) < 1, na osnovu teoreme 3.3.2 sledi da je L(J) < 2L(I).
Na osnovu (3.44, 3.45) dobijamo (3.42) za Cy = 2CsCY.

Sada za dato x, ponavljajuéi prethodnu konstrukciju krivih I i J za a = b = x, mozemo nadi
tacku (y',7') na krivoj I tako da je qn(y',7’) = qn(x, T), a takode i tacku (2/,t') na krivoj J tako
da je qn(2’,t") = qn(z,t). Zato se |gn(z,t) — gn(z,7)| moze predstaviti preko suma amplituda
talasa koji presecaju J i I od tacke (2/,t') do tacke (y',7) . Zbog toga sledi

lqn (2, 1) — qn(z, 7)| < Cs (L(I) + L(J)) < 3Cs L(I). (3.52)
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Sada na osnovu (3.52, 3.45) za a = b = z dobijamo (3.43) za Cy = 3C;Cs. Ovim je dokaz

zavrsen. O

Primenjujuci (3.42) za7 = 0,a = —00ib = 00, akako je T'V(_ o o) (qn(+,0)) < TV(_6,00)(q0(-)),
dobijamo (3.11). Konacno, integraleéi (3.43) na intervalu (—oo, 00), a koriste¢i Fubinijevu teoremu
1.2.15 1 (3.11) imamo

/|Qh($’t)_qh($’7)|dx SCQ/T‘/[zfj\(tf-r)76h,z+5\(t77)+6h](qh('7T))dm

= 209(/\(t — 7') + 6h)T‘/(foo,oo) (Qh('a T))

< 209Co(A(t — 7) + 6R) TV _ o000 (@0(*)),

pa time dobijamo (3.12) za C5 = 2CyCs.
Ogranicenost supremuma dobija se na sledeé¢i nacin. Ako posmatramo L°° normu, koristeci
(3.43) i 7 =0 imamo

|qh(xat)| - |Qh(x50)| < |Qh(xat) - Qh($,0)| <Oy T‘/(—oo,oo)(Qh(aO))
< Cy T‘/(—oo,oo) (QO())a

pa je
SUP (_ o0,00) |40 (1 )| < SUP(_ o6, 00)[90(*)| + Co TV (—o0,00) (q0(-)) -

Ovim je pokazano (3.10). Ako je sistem snabdeven koordinatnim sistemom Rimanovih invarijanti,
tada ¢e vaziti

Sup(foo,oo)|qh('7t)‘ <Gy Sup(foo,oo)|q0(')|7 0<t< oo,

Sto je direktna posledica teoreme 3.3.3.






GLAVA 4

Metod praéenja talasa - WFT metod

Dafermos ([10]) je formulisao metod pracenja talasa za skalarni zakon odrzanja. DiPerna
([13]) je prosirio metod na zaista nelinearne sisteme sa dva zakona odrzanja, dok su Bressan
([3]) i Risebro ([33]) uopstili WEFT metod na zaista nelinearne sisteme bez ogranicenja u broju
jednacina zakona odrzanja. U Bressanovom algoritmu uvodi se nefizicki talas u aproksimativnom
Rimanovom resenju, dok je Risebrov pristup da se svi novi talasi spoje u jedan od dva glavna
talasa koji su ukljuceni u interakciju. U ovoj glavi koristicemo rezultate i pojmove iz [4] (glava 7).

WET metod sluzi za konstrukciju resenja pocetnog problema kod hiperboli¢nih sistema za-
kona odrzanja tako 8to se prate talasi i njihove interakcije. Glimova diferencna Sema (glava 3)
reSava problem interakcije talasa tako §to pre interakcije uvek aproksimira resenje sa po delovima
konstantnom funkcijom. Za razliku od nje, kod metode pracenja talasa se posle svake interakcije
dva talasa reSava Rimanov problem. Ako je njegovo reSenje udarni ili kontaktni talas, tada se
prihvata takvo resenje i ovde nema apoksimacije ta¢nog resenja (osim u slu¢aju kada je proizvod
snaga talasa koji u¢estvuju u interakciji manji od nekog unapred zadatog parametra). Medutim,
ako reSenje problema sadrzi i razredujuéi talas, tada se on aproksimira konstatnim stanjima i
vestackim prekidima koji razdvajaju konstantna stanja. Tako nastali talasi kre¢u se brzinom
koja je priblizna brzini karakteristike, nisu dopustivi i male su snage. Ipak, kako aproksimacija
razredujucih talasa postaje finija dobijamo dopustivo resenje i u ovom slucaju.

4.1 WEFT aproksimacije
Posmatra¢emo Kosijev problem (2.1, 2.4), odnosno

q + f(q)T = 05 qo(x) = q(:r70)7
i postojanje globalnog resenja za navedeni problem pod slede¢om pretpostavkom:

(P1) Navedeni sistem (2.1) je strogo hiperbolican sa glatkim koeficijentima, definisan za ¢ € Q C
R™. Svako polje karakteristika je ili zaista nelinearno ili linearno degenerisano.

Teorema 4.1.1 ([/]) Pod pretpostavkom (P1), postoji konstanta oy sa sledeéim osobinama. Za
svaki pocetni uslov qo € L' za koji vazi

TV(qO> S (50, (41)

Kogijev problem (2.1, 2.4) ima entropijski dopustivo slabo resenje ¢ = q(x,t) definisano za svako
t>0.

63



64 Glava 4. Metod pracenja talasa - WFET metod

Teorema 4.1.1 dokazana je u fundamentalnom radu Glima [14]. Alternativni metod za konstrukciju
aproksimativnog resenja baziran je na WFT metodi i bi¢e dat u narednim poglavljima.

Definicija 4.1.2 Neka je dato p > 0. KazZemo da je neprekidno preslikavanje q : R x [0,00) —
L}OC(R; R™) p-aproksimativno resenje konstruisano metodom pracenja talasa ako vaze sledeca cetiri

uslova:

1. Funkcija q(z,t) je po delovima konstantna, sa prekidima duz konacno mnogo pravih linija u
x — t ravni. Postoje tri vrste talasa: udarni (ili kontaktni), razredujudi i nefizicki talasi, i
cine skup J = SURUNF.

2. Duz svakog udarnog (ili kontaktnog) talasa x = x4(t), a € S, je ¢~ = q(za—,1t), q¢7 =
q(xzot,t) @

q" = Sk, (sa)(g7), (4.2)

zaneko ko, € {1,2,...,n} i za neku amplitudu talasa so,. Ako je familija k, zaista nelinearna,

tada je s < 0 (u slucaju linearne degenerisanosti, sq je proizvoljno). Brzina udarnog (ili
kontaktnog) talasa N\, (¢, q%) zadovoljava

|0 = Ao (g7, < o (4.3)
3. Duz svake razredujuée krive x = z,(t), « € R, je ¢~ = q(za—,1t), ¢7 = q(xa+,1t) i

q+ = Ry, (Sa)(q_)7 Sa € (07/1'}>

za neku zaista nelinearnu familiju ko. Vazi i
o = Ak (a5)] < pe (4.4)
4. Svi nefizicki talasi x = x,(t), « € NF, imaju istu brzinu
To = 5\,

gde je A fiksna konstantna brzina strogo veéa od brzina svih karakteristika. Ukupna snaga
svih nefizickih talasa u q(-,t) ostaje uniformno mala, odnosno

Z lg(za+,t) — q(xa—,t)| < 2a svako t > 0.
aeENF

Ako vazi jos i
lg(-,0) = qo()llLr < g,

tada kaZemo da je q p-aproksimativno resenje Kosijevog problema (2.1, 2.4) dobijeno metodom
praéenja talasa.

U nastavku ée nam biti potrebne dve leme ¢iji su dokazi dati u [4] (poglavlje 2.9), a gde je korigéeno

n

|(E| :Z|xl|v reR".

i=1

Lema 4.1.3 ([4]) Neka je ® : R™ — R"™ diferencijabilna funkcija sa LipSic neprekidnim prvim

izvodom. Ako vazi 50
(I) = ) — =
(0)=0 1 e (0) =0,

tada vazi
D(z) = O(1)[x]?.

Ovde ¢emo ipak dati detaljniji dokaz naredne leme u odnosu na dokaz dat u [4] (poglavlje 2.9).
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Lema 4.1.4 ([/]) Neka je @ : RP xR? — R" dva puta diferencijabilna funkcija sa LipSic neprekid-
nim drugim izvodom. Ako vaZi

®(z,0) = ®(0,y) =0 za svako z € RP, y e RY, (4.5)
tada vazi
O(z,y) = O(1)[«|ly| (4.6)
za svako x,y u okolini (0,0). Ako vaZi i
0?P
= 4.
00 =0 (4.7
tada vaZzi preciznija ocena
O(z,y) = Oyl (2] + ly[) - (4.8)

Dokaz. Jednostavnim ra¢unanjem dolazimo do

(Dl(l‘,y) 1 0D,

‘1)2(337?4) /0 <Z1 dy; (l’,@y) y1> do
‘I)(x,y) = : — i |

(I)’ﬂ(xay)

a zatim i do

r » q 1 1 32(131 , ) T B P q 1
wvi [ (6,00 db o O Il i)
P q Lol g2, P g
DD v / g (0 0) b db! O >l i)
O(x,y) = | 7=1i=1 o Jo 9T - j=1i=1 . (4.9)
P q Ll 529 P 4
syui [ @0y dods’ || O gl i)
koriséenjem (4.5). Kako je
p q
i lyil = D lws1 Y Lyl = [yl
j=1i=1 j=1 i=1
zakljuéujemo da vazi (4.6), gde je sa |z||y| zapravo obelezen vektor (|z||yl, |z||y], .-, |z|ly])T sa n
komponenata. Sada, ako vazi (4.7), tada LipSicova neprekidnost drugog izvoda daje
%P
y =0(1 )
()| = Ol + 1)
pa, nakon uvrstavanja u (4.9), imamo (4.8). a

Sledeca lema daje ocenu greske p-aproksimativnog reSenja u datom vremenu t. Napomenimo
da snagu nefizickog talasa definiSemo sa |sq| = |¢(za+,t) — ¢(x0—, )|
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Lema 4.1.5 ([4]) Neka je ¢ = q(x,t) p-aproksimativno resenje za (2.1) koje je dobijeno metodom
pracenga talasa. Neka je m konveksna entropija sa fluksom entropije v. Fiksirajmo vreme t u
kome nema interakcije talasa i posmatrajmo proizvoljni talas lociran na x, amplitude s.. Za
q = q(xza—,t) i g7 = q(xa+,t), definisemo RH deficit za posmatrani sistem i za entropijske

uslove:

Eo = (f(¢") = fla7)) — 2ald" —q7),

Ey = ((a") —¥(a)) — alnlg™) —n(a™)).
Tada

(i) za svaki razredujuéi talas vazi

Eo=0() plsal, Eq=0(1)plsal,

(ii) duz svakog udarnog (ili kontaktnog) talasa vazi

EOt = 0(1) :u|30¢|a Eéu S 0(1) :u|30t|a

(iti) duz svakog nefizickog talasa vazi

Ey,=0(1)|sal, E:x = 0(1) [sq]-

Dokaz. Da bismo dokazali (i), fiksirajmo indeks & € {1,2,...,n}, stanje w i definisimo preslika-
vanje

U(s,w) = (f(Br(s)(w)) = f(w)) = A (W) (Br(s)(w) = w).
Dobijamo da je ¥(0,w) =0 i da vazi

—(0,w) = Df(w)rg(w) — Ag(w)r(w) = 0.
Zbog toga, na osnovu leme 4.1.3
U(s,w) =O(1)|s|* (4.10)
Ako talas u x, pripada familiji k,, iskoristimo (4.10) za w = ¢~ i k = k.. Za s, € [0, p], imajudi
u vidu da vazi

" — ¢ = Ri, (50)(q7) — ¢~ = Ri,(5a)(¢7) — Ri, (0)(¢7) = O(1) [sa] = O(1) p,
Aka (@) = Mo (7)1 = O() gt — ¢~ | = O(1) |54 1

a na osnovu (4.4, 4.10), vazice i

E, = ((f(q+)*f(q*))*kka(q*)(f*q )+ ko (@) —da)(gt —q7)
= O sal* + Mo (q7) = Aka (@)@ = q7) + Mo (¢7) = Fa) (@™ —¢7)
= ( )|Sa‘2+o )M‘3a|+o( )M‘Sa| —0(1)N|5a|

Ocena za E!, dobija se sli¢no ako posmatramo funkeiju
V(s,w) i= ((R(s)(w)) =¥ (W) = Arw) (n(Bi(s)(w)) = n(w)) -
Sada je ¥(0,w) = 0 i vazi

ov

55 (0.w) = D(w)rk(w) = M(w) Dy(w)ri(w)

) k k(W) Dn(w)rk(w)
= Dn(w)re(w)r(w) - /\k(W)Dﬂ() k(W) =0.

Zbog toga, na osnovu leme 4.1.3 sledi ¥(s,w) = O(1) |s|%. Koristeéi jos i (4.4), vazide
Ey = ((0(g") =9(a7) = Ao (a7)(n(e™) = n(a7) + e (¢7) — Fa)(n(g™) —n(g7))
= O(1)]sal? + (M, (7)) = Ar, (q+))(ﬁgf§+) = n(q7)) + (Ao (a7) = &a) (™) —nla7))

(g
)
= O( )Isal2+0( ) Isal(n(g™) = n(q™)) + uln(at) = nlg™))
= O)plsal + OQ) Isallg™ — ¢~ |+ O1) plg™ — g~ | = O() plsal

_
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jer je n(q) Lipsic neprekidna funkcija.
Da bismo dokazali (ii), koristimo ¢t — ¢~ = O(1) |s, |, pa na osnovu (4.2, 4.3) dobijamo

Eo= ((fla") = fla) = Mala 5 qM) g —q7)) + Meola,a") —3a)(q" —q7)
= (M (q7,¢") —2a)(gt —q7) = O) plsal,

jer udarni talasi zadovoljavaju RH uslov, pa je prvi sabirak u prethodnom izrazu jednak nuli.
Ocena za E!, dobija se analogno.

El, = ((W(a") —v(a)) = M. (aa")(nlg™) —nlg™)))
(Mo (g, 07) = @a)(n(g™) —nlg™))
Mk (@75 q7) = da)((g™) —n(g7))

A

O(1) psal
jer na osnovu (2.13) vazi
Mo (475 a ) (n(q™) = nlg7)) = (¥(g") —¥(g7)) = 0

za gt = Sk, (8a)(q7) 1 84 <O.
Ocena (iii) je trivijalna posledica LipSicove neprekidnosti funkcija f, 7,1, odnosno

Eo= (flg") = f@) =Agt —q | =0t —q | = Ag" —q|
= (0(1) =N gt —q7|=0(1)[sal.-

Ocena za E!, se dobija analogno.

E, = (W(@") —v(@)=Amlgh) —nlg) =0M)|g" —q7|=A0(1) lg" —q|
OM)(L =N lg" —q7|=0(1)[sal.-

a

Da bismo dokazali teoremu 4.1.1, prvi korak ka tom cilju ¢e biti dokaz da postoji aproksima-
tivno resenje za svako t > 0, i da je to resenje dobijeno metodom pracenja talasa.

Teorema 4.1.6 ([4]) Pod pretpostavkom (P1), postoji konstanta §g > 0 sa sledeéim osobinamas:
za svaki pocetni uslov qo € L' koji zadovoljava uslov (4.1) i za svako u > 0, Kosijev problem (2.1,
2.4) ima p-aproksimativno resenje definisano za svako t > 0.

U drugom koraku biée pokazano da odgovarajuéi niz aproksimacija konvergira ka ¢ = ¢(z,t)
koje je entropijski dopustivo resenje Kosijevog problema.

4.2 Algoritam pracenja talasa - WFT algoritam

Sada ¢e biti predstavljen algoritam koji generise pomenute WET aproksimacije. Neka su u
i dp mali pozitivni brojevi. Algoritam pocinje u t = 0 (slika 4.1) tako §to se pocetni uslov g
aproksimira sa po delovima konstantnom funkcijom q(-, 0) tako da vazi

llg(-,0) = qollLr < p, TV(g(+,0)) <TV (go) < do-

Neku su 23 < 22 < .-+ < xp, tacke gde pocetni uslov ¢(-,0) ima prekide. Za svako m €
{1,2,...,No}, Rimanov problem generisan skokom ¢~ = ¢(z,,—,0), ¢* = q(z,,,+,0) resava se
aproksimativno u okolini tacke (z,,,0) u  — ¢ ravni. Aproksimativno resenje bi¢e u samoslicnom
obliku g(z,t) = ¢((x —xm)/t), gde je ¢ : R — R™ po delovima konstantna funkcija. Ako se resenje
Rimanovog problema sastoji samo od udarnih ili kontaktnih talasa, tada se usvaja dobijeno po
delovima konstantno resenje. Ako se u resenju Rimanovog problema javljaju i razredujudi talasi,
tada se oni aproksimiraju konstantnim stanjima i vestackim prekidima koji razdvajaju konstantna
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Slika 4.1: Algoritam praéenja talasa u x — ¢ ravni.

stanja. Tako nastali talasi kre¢u se brzinom koja je priblizna brzini karakteristike. Za ovako
dobijeno resenje re¢i ¢emo da je dobijeno primenom tacnog Rimanovog resenja.

Resenje g se moze konstruisati sve dok ne dode do preseka karakteristika, odnosno do interakcije
dva susedna talasa. Neka se interakcija desi u vremenu ¢t = t;. Tada se konstruise aproksimativno
resenje tako $to se resava Rimanov problem sa pocetnim uslovima ¢(z,¢;—). Pretpostavljamo da
promenom brzine talasa reda O(1)u, dolazi do interakcije taéno dva talasa. Navedena konstrukcija
moze se sprovesti sve dok broj diskontinuiteta ne divergira u konaénom vremenu. Da bi se izbegao
takav slucaj (slika 4.2), uvodi se novo aproksimativno resenje dobijeno koriséenjem aproksimativnog
Rimanovog redenja (u slucaju zakona odrzanja sa jednom ili dve jednacine, algoritam pracenja
talasa proizvodi konacan broj talasa u kona¢nom vremenu za dovoljno male pocetne uslove, [13]).

Slika 4.2: Broj prekida divergira u kona¢nom vremenu.

Neka je unapred dat prag parametar © > 0. Neka su ¢ i 7 amplitude talasa koji su u interakciji. U
svakoj tacki u kojoj dolazi do interakeije, racuna se proizvod snaga prilazeéih talasa, odnosno |o7|.
Ako je |oT| > D, tada se konstruie aproksimativno resenje na veé pomenut nacin. Medutim, ako
je |loT| < D, tada se konstruiSe aproksimativno Rimanovo resenje tako $to je rezultat interakcije
minimalan broj fizickih talasa i jedan nefizicki talas male snage (videti poglavlje 4.2.2). Nefizicki
talas se krede fiksiranom brzinom A koja je veéa od brzina svih karakteristika. Time ¢e ukupan
broj talasa ostati ogranicen za svako vreme t > 0 (slika 4.3).
Posmatrajmo sada sledeéi Rimanov problem u proizvoljnoj tacki (Z, t),

wk fw =0, o= { T A0k TS (4.11)

g" akoje z >7.
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Slika 4.3: Ukupan broj talasa ostaje ogranicen (NF = nefizicki talas).

Za fiskirano stanje ¢~ ii=1,2,...,n, definisa¢emo krivu

_ _ R;(s)(¢g™) akoje s>0,
Ui(s)(q™) = { Si(s)(g-) akoje s <0 (4.12)
i primeni¢emo ta¢no ili aproksimativno Rimanovo reSenje (videti naredna dva poglavlja). U tu
svrhu dajemo jos jednu definiciju.

Definicija 4.2.1 Za dva talasa koja u nekom vremenu t prolaze kroz tacke x; < x; 1 koja pripadaju
familiji karakteristika i,5 € {1,...,n + 1}, redom, kazemo da su prilazeéi talasi ako i samo ako
je i > j ili ako je i = j, onda bar jedan od tih talasa je zaista nelinearni udarni talas. Nefizicki
talasi pripadaju familiji n + 1.

4.2.1 Tacéno Rimanovo resenje

Neka su wg, w1, ..., w, medustanja i sg, s1,-..,S, amplitude talasa koji formiraju resenje za
(4.11), tako da vazi

wo=¢q , w,=q", w;=Y(s;)(wi_1), i=1,2,....,n.

Ako su svi skokovi (w;_1,w;) udarni talasi, tada je ovo reSenje ve¢ po delovima konstantno.
Medutim, u opstem slucaju, reSenje moze sadrzati i razredujuée talase. Oni se aproksimiraju sa
po delovima konstantnim stanjima w;; na slede¢i nac¢in. Neka je §>0 unapred data dovoljno
mala konstanta. Ako je i-to polje karakteristika zaista nelinearno amplitude s; > 0, tada se i-ti
razredujudi talas deli na p; manjih talasa i-te familije i svaki takav talas je amplitude s;/p; < 5.
Zbog toga biramo ceo broj R

pi = 1+ [si/0],

gde [z] predstavlja najveéi ceo deo manji ili jednak z. Za j = 1,2,...,p;, definiSemo medustanja
i karakteristike (slika 4.4)

wij = Vi(jsi/pi)(wi-1), @i;(t) =T+ (t —DNi(ws ;).

Ako je i-to polje karakteristika zaista nelinearno amplitude s; < 0 ili ako je i-to polje karakteristika
linearno degenerisano za proizvoljno s;, definisemo p; =1 i

W;,1 = Wi, 1‘7;71(15) =7+ (t — f))\i(wi_l, wi).

Ovde je \;(w;—1,w;) brzina skoka koji spaja w;_1 sa w;. Ona je nastala primenom RH uslova

Ai(wi—1,w;) (wg —wi—1) = f(w;) — f(wi—1).
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(X.1)
Slika 4.4: Ta¢no Rimanovovo resenje.

Sada smo u moguénosti definiSemo po delovima konstantno aproksimativno reSenje Rimanovog
problema (4.11) na sledeé¢i nacin:

q ako je x < x1,1(t),
o, 1) = w; (=w;p,) akoje mp (t) <z < mip11(t),
’ W; 5 akoje xi,j(t)<a:<xi7j+1(t), j=12...p;,—1, 1=1,2,...,.n—1
q" ako je x>y p, (t).

4.2.2 Aproksimativno Rimanovo resenje

Kao §to je veé¢ receno u uvodu poglavlja 4.2, da se ne bi dogodilo da broj diskontinuiteta
divergira u kona¢nom vremenu, uvodi se nefizicki talas. Preciznije, ako je proizvod snaga dva
fizicka talasa razlicitih familija koji su interakciji, manji od nekog unapred zadatog parametra
(prag parametar), tada se kao rezultat pomenute interakcije dobijaju najvise tri talasa (dva fizicka
i jedan nefizicki). Medutim, interakcijom dva fizicka talasa istih familija (ako je proizvod snaga
takva dva talasa manji od prag parametra), nastaju najvise dva talasa (jedan fizicki i jedan
nefizicki). Na kraju, pri interakciji nefizickog i fizickog talasa, nastaju fizicki i nefizicki talas.

Posmatrajmo ponovo Rimanov problem (4.11) u tacki (Z,t) i neka je dati problem nastao
interakcijom dva talasa amplitude s;, i s;,. Napomenimo da talas amplitude s;, pripada i-toj, a
s, j-toj familiji karakteristika. Razlikujemo dva slucaja.

Slucéaj 1: Neka i,5 € {1,2,...,n} oznacavaju familiju dva prilazeéa talasa, gde je i > j (slike
4.5 a i b). Pretpostavimo da su ¢~ = qr, qu i gg = g levo, srednje i desno stanje, redom, pre
interakcije i neka je

av = Vi(si,)(qr),  ar = Y;(s5,)(qm). (4.14)
Definisemo pomoéno desno stanje
_ Wi(siy) oW (ss,)(qr) akoje i>j
= SRR 4.1
in { Wi(siy, + siy)(qr) ako je i=j. (4.15)

U opsStem slucaju vazi qr # qr. Neka se skok (g, qr) krece fiksnom brzinom A, strogo veéom
od brzina svih karakteristika. U okolini tacke (T,t) definisemo aproksimativno resenje v kao
sto sledi. Prvo, neka je o = ¥(x,t) po delovima konstantno resenje, dobijeno primenom ta¢nog
Rimanovog resenja, sa levim stanjem ¢y, i desnim stanjem gp (videti (4.13)). Ovim smo definisali
i stanje gy, = U,(sj,)(qr). Zbog (4.15), po delovima konstantno resenje ¢ sadrzi tacno dva talasa
amplitude s;,, s;, ako je ¢ > j ili tacno jedan talas amplitude s;, + s;, ako je i = j. Dakle,

o(z,t) akoje T —T < (i—?z\\, (4.16)

(@, t) = { |

qr akoje ©—T > (
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Slucéaj 2: Neka se nefizicki talas nade u interakciji sa talasom i-te famije, za neko ¢ €
{1,2,...,n} (slika 4.5 ¢). Neka su ¢~ = qr, qu 1 qg = ¢ levo, srednje i desno stanje pre
interakcije, redom. Ako je

qr = Vi(si)(qm), (4.17)
tada se definiSe pomoc¢no desno stanje kao
Gr = Vi(si)(qr)- (4.18)

Neka je opet v resenje Rimanovog problema dobijeno primenom ta¢nog Rimanovog reSenja, sa
levim stanjem ¢y, 1 desnim stanjem Gp (videti (4.13)). Zbog (4.18), ¥ ée sadrzati jedan talas i-te
familije amplitude s;. Posto je §r # qr, u opstem slucaju, neka se skok (G, qr) krece fiksnom
brzinom . U okolini tacke (Z,t), aproksimativno resenje ¢ se definiSe prema (4.16). Po konstru-
kciji, dva nefizicka talasa ne mogu nikada biti u interakciji jer se kre¢u istom brzinom A Amplituda
nefizickog talasa pre interakcije bice obelezena sa s,41, a posle interakcije sa ], ;.

Sada se mora definisati kada koristiti ta¢no, a kada aproksimativno Rimanovo resenje. Ta¢no
Rimanovo resenje koristi se u vremenu ¢ = 0 i svaki put kada proizvod amplituda prilaze¢ih fizickih
talasa zadovoljava |s;, s;,| > ©. Aproksimativno Rimanovo resenje koristi se kada je |s;,s5,| < ©
ili kada je jedan od prilazecih talasa nefizicki talas. Takode usvajamo sledeée pravilo: u tacnom
Rimanovom resenju, ako je u interakciji ucestvovao razredujuéi talas i-te familije, tada ga, da bi on
bio jedinstveno produzen nakon interakcije, ne¢emo deliti na talase manje snage. Kako razredujuéi
talas pre interakcije ima malu snagu, kasnije ¢e biti pokazano da ¢e se nakon interakcije, snaga
razredujuceg talasa i-te familije malo promeniti.

Uocavamo da konstrukcija ukljucuje sledece parametre:

e fiksnu brzinu A, strogo veéu od brzina svih karakteristika,
e konstantu § > 0, koja kontrolise maksimalnu snagu razredujucih talasa i

e prag parametar 7 > 0, koji odreduje kada ¢e se primeniti tacno, a kada aproksimativno
Rimanovo resenje.

Slika 4.5: Aproksimativno Rimanovo resenje.

Pojasnimo detaljnije sliku 4.5 a. Neka u interakciji budu dva talasa s;, i s;, familije ¢ i j,
redom, gde je ¢ > j, tako da se mora koristiti aproksimativno Rimanovo resenje (|s;; s;,| < 7).
Tada amlitude talasa pre i posle interakcije ostaju nepromenjene, odnosno s;, = sgl isj, = s}z.
U ovom slucaju nastaje i nefizicki talas amplitude s, ;. Ako su u interakciji dva talasa iste
familije kao na slici 4.5 b, tada se amplituda talasa s; dobija sabiranjem amplituda s;, i s;,,
odnosno s; = s;, +5;,. Takode nastaje nefizicki talas amplitude s, ;. Kona¢no, nakon interakcije
nefizickog talasa amplitude s,41 i talasa amplitude s;, talas i-te familije ne menja amplitudu

(si = s}), dok amplituda s/, ; ne mora biti jednaka s,41.

Napomena 4.2.2 Na osnovu navedenog algoritma, udarni talasi uvek se kreéu brzinom &, =
Mo (@t,q7) dobijenom koriséenjem RH uslova. Razredujuéi talasi kreéu se brzinom karakteristika
u tacki desnog stanja io = A, (qT) (videti definiciju 4.1.2, tacka 3).



72 Glava 4. Metod pracenja talasa - WFET metod

4.3 Globalna egzistencija WFT aproksimacija

Dokaz teoreme 4.1.6 bi¢e dat u nekoliko koraka.

1. Kompaktan domen. Biramo §; > 0 tako da se zatvorena lopta B(0,d1) polupre¢nika ;1 cela
nalazi u €2. Ako je potrebno, smanjivanjem polupre¢nika 1, moze se pretpostaviti da Rimanov
problem sa stanjima qr,, ¢r ima jedinstveno samosli¢no resenje u Q ako qr, qr € B(0, d1).

2. Ocene interakcija. Jasno je da, nakon interakcije, Rimanovo resenje daje odlazece talase.
Navedimo sada teoremu koja ¢e nam biti potrebna u nastavku.

Teorema 4.3.1 ([4]) Posmatrajmo niz funkcija qr, : R x [0,00) — R™ sa osobinama:

TV(qr(-,1) < C, |qr(z,t)] <M  za svako x,t,
/ lgk(x,t) — qr(x, )| de < N |t —s|  za svako t,s > 0,
— 0o
za neke konstante C, M i N. Tada postoji podniz qy, koji konvergira u L{ (R x [0,00); R") ka
funkciji q koja zadovoljava

/ lg(z,t) — q(x,8)|de < N |t —s| za svako t,s > 0. (4.19)

Vrednosti funkcije g dobijaju se na sledeci nacin:

q(z,t) = q(z+,t) = lim+ q(y,t) za svako x,t. (4.20)
y—z
Tada vazi i
TV(q(z,t) < C, |q(z,t)| < M za svako z,t. (4.21)

Dokaz. Na osnovu Hellyjeve teoreme 1.2.18 konstruisemo podniz {qx, } tako da gy, (-,t) — q(-,t)
u LL (R;R"™), za svako racionalno ¢ > 0. Funkcija q(-,t) zadovoljava (4.19, 4.21) za t,s € Q. Za

loc
svako t > 0, posmatramo niz racionalnih brojeva t,, — t i definiSemo

q(-,t) == lm q(-,tm).

m—00

Zbog (4.19), ova grani¢na vrednost postoji i ne zavisi od izbora niza {t,,}. Kako vazi (na osnovu
Hellyjeve teoreme 1.2.18)

TV(q(,tm)) < C, |q(x,tm)| < M zasvakom >1, z € R,

dobijamo da vazi i (4.21). Konaé¢no, definisemo

1 [etw
qu(x,t):;/ qy,t)dy.

Svako g,, je uniformno Lipsic neprekidno u odnosu na x it jer je
T+p

1
0u0.6) = 0,9 < /

T

N
lq(y,t) — q(y,s)|dy < ;It — 5

xz+h z+u+ﬁ
[ wola+ [ atwolay
xT T+p

x+h w+u+ﬁ IM -
M/ dy+M/ dy | < ==h.
x T+ :U/

IN
I

\q#(x,t) - q#(x + th)|

IN
==
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Za svako x,t imamo da vazi

m—00

G(z,t) := lir(r)l+ qu(z,t) = g(z+,t) = lim q(z+,tm).
pn—

Naime,

T+
t)d t
lim gq,(z,t) = lim L Taly,t)dy — lim az+pt) _ a(z+, 1)
n—0+ n—0+ )% u—0+ 1

primenom Lopitalovog pravila. Za svako t > 0, jednakost ¢(z,t) = q(z,t) vazi za konaéno mnogo

tacaka x. Ako zamenimo ¢ sa ¢, tada ¢e vaziti (4.19-4.21). |

Sledeé¢a lema daje ocenu razlike amplituda odlazeéih i prilazeé¢ih talasa.

Lema 4.3.2 ([4]) Posmatrajmo interakciju dva prilazeéa talasa.

(i) Neka su s;,s; amplitude dva prilazeéa talasa koji pripadaju familijama i,7, gde je i > j.
Njihovom interakcijom nastaje novi Rimanov problem cije se (tacno) redenje sastoji od talasa
amplituda sy, ..., s, (slika 4.6 a). Tada vazi

|sp = sil + [ — 551+ > [sh] = O(1) |sis;. (4.22)
k#i,j

(ii) Neka su s;,,si, amplitude dva prilazeéa talasa koji pripadaju i-toj familiji. Neka su amplitude
odlazedih talasa s, ..., s, (slika 4.6 b). Tada je

r n

‘S; = Sip — Si2‘ + Z |S;€| = O(1> |5i18i2|’ (423)
k#i
ali vazi i preciznija ocena
|57 = iy = sl + D 15kl = OL) [siy 50, ([0, | + |3z )- (4.24)
k#i

Slika 4.6: Ta¢no Rimanovo resenje.

(i1i) Neka su s;,,s;, amplitude dva prilazeca talasa koji pripadaju familijama i,j, redom (slike
4.5 aib). Neka suqr,qun i qr, levo, srednje i desno stanje pre interakcije, redom, tako da
vazi (4.14). Uvodeéi pomocéno desno stanje qr kao u (4.15), vaZi

|Gr — qr| = O(1) |si, 8j, |- (4.25)
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(iv) Neka je nefizicki talas koji spaja stanja qr, i qp u interakeiji sa talasom i-te familije amplitude
s; (slika 4.5 ¢) koji spaja stanja qpr i@ qr tako da vazi (4.17). Definisuéi pomoéno desno stanje
qr kao u (4.18), vazi

lar — qr| — laar = qol = O(1) |sil lqar — qil. (4.26)
Velicine O(1) ostaju uniformno ogranicene sve dok qr,,qm, qr € B(0,01).

Dokaz.
(i) Neka su qr,, qu 1 qr, levo, srednje i desno stanje pre interakcije, redom. Po pretpostavci vazi

am = Vi(si)(qr), ar = Y;(s;)(qm)-

Posmatrajmo sada preslikavanje

(qr,qr) — (B1(4L,4R), - - Enlqr,qr)) = (s1,...,sp) (4.27)

koje levom i desnom stanju dodeljuje amplitude odlazeéih medutalasa koji spajaju ta stanja.
Na osnovu analize u poglavlju 2.4, ovo preslikavanje je dobro definisano ako su stanja qr i qgr
dovoljno blizu. Na osnovu teoreme o implicitnim funkcijama, preslikavanje dato u (4.27) je dva
puta neprekidno diferencijabilno, sa LipSic neprekidnim drugim izvodom.

Za dato levo stanje qr,, definiSemo funkcije ®;, [ = 1,...,n na sledeéi nacin:

‘I’i(susj) = 3;_31 —E(QL7 ( )OW1<52)(QL)) — S5
Dj(si,85) =87 — s = Ej(qr, ¥;(s )O‘I’z(sz)(QL)) — 5
Dy (s, 85) 1= 53, = Ek(Qu i(s ) Wi(si)(qr)) zak#i,j.

Funkcije ®; su C? funkcije koje zavise od s;, sj, imaju Lipsic neprekidne druge izvode i neprekidno
zavise od levog stanja qr. Vazi

®;(s;,0) = ®;(0,s;) =0, zasvako s;,s;, [ =1,...,n,
i na osnovu prvog dela leme 4.1.4, zaklju¢ujemo da vazi
Py(si,55) = O(1) [sis5]
za svako [ € {1,2,...,n}, odnosno vazi (4.22).

(i) U ovom slucaju, za levo, srednje i desno stanje vazi
am = Vi(si,)(qr) 1 qr = Wi(si,)(anr) - (4.28)

Neka su (E1(qr,qR); - - - s Fn(qr, qr)) amplitude talasa dobijenih resavanjem Rimanovog problema
sa levim stanjem ¢z, i desnim stanjem gr. Na osnovu (4.12), u slucaju kada je s;,, s;, > 0, stanja
qr, qm 1 qr u (4.28) pripadaju jednoj i-toj razredujuéoj krivoj. Time iz (2.15) sledi

E; =5, +5i,, Ex=0 zak#i,
odnosno, nema interakcije dva talasa. DefiniSemo funkciju ®;, [ = 1,2,...,n, na sledeéi naé¢in:

D;(siy,8i,) = 8§ — si; — Siy = Ei(qr, Vi(si,) 0 Wilsi,)(qr)) — siy — Sig
(801, 8i,) = 8, = Er(qr, Wi(siy) o Vi(siy)(qr)) ako je k#i.

Funkcije ®; su C? funkcije koje zavise od s;, i s;,, sa Lipsic neprekidnim drugim izvodom i koje
neprekidno zavise od qr. Vazi

®y(s;,,0) = ;(0,5,) =0, l=1,....,n. (4.29)
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Na osnovu prvog dela leme 4.1.4, zakljucujemo da vazi
(841, 8i,) = O(1) |54, 84 -
za svako [ € {1,2,...,n}. Ovim je dokazano (4.23). Medutim, kako je
D;(8iy,8i,) =0 zasvako s;,,8;, >0, I=1,...,n,
neprekidnost drugog izvoda daje

9%,

Koristedi (4.29, 4.30) i drugi deo leme 4.1.4 zakljuéujemo da vazi i
Pi(siy 5 85,) = O(1) [86, 83, (|53, [ + |53, ])
za svako I € {1,2,...,n}.
(#ii) U slucaju kada je i > j, posmatrademo preslikavanje
(Sirs852) = (801, 85,) = dr — qr = Vi(siy) 0 V;(s5,)(qr) — ¥;(s5,) © Wilsiy)(qr) -
Ovo preslikavanje je C? sa Lipsic neprekidnim drugim izvodom i ono zadovoljava
®(s;,,0) = ®(0,s5,) =0, zasvako s;,sj,.

Sada je ocena (4.25) posledica prvog dela leme 4.1.4. U sluéaju ¢ = j, primenjujemo iste argumente
na preslikavanje

(Sivs8iy) = P(siy,8:,) = Gr — qr = Wi(si, + 8iy)(qr) — Wi(si) o Wilsi,)(qr) -
(iv) Za dato levo stanje g, posmatrajmo preslikavanje @ : R™ x R — R™ dato sa
(v,5) = @(v,s) == (Vi(s)(qr) +v) — Vi(s)(qr +v).

Preslikavanje @ je dobro definisano u okolini (0, 0) i dva puta neprekidno diferencijabilno sa Lipsic
neprekidnim drugim izvodom. Vazi i

®(v,0) = ©(0,s) = 0 za svako v, s.
Primenjujuéi prvi deo leme 4.1.4, dobijamo da vazi
O(v,8) = O(1)|v]]s]. (4.31)

Ako izaberemo v = qp — qr, 1 s = 84, tada je ¥,;(s;)(qr) = qr 1 Vi(s;)(qr +v) = V;(s:)(qm) = ¢r,
pa je

®(v,si) = (qr + (gmr —qr)) —qr = (Gr — qr) — (a2 — QM) -
Time se (4.26) dobija kao posledica (4.31). O

Napomena 4.3.3 U slucaju pod (i), grubo govoreéi, vazi s; ~ s; i sj ~ s; dok je s, ~ 0 za
k #i,j. U sluéaju pod (i), vaZi s; = s; + s;, dok je s}, = 0 za k # i. Sa druge strane, u
slucaju (i), amplitude fizickih talasa pre interakcije jednake su amplitudama fizickih talasa nakon
interakcije (si, = s}, sj, = 8},), ako su talasi razlicitih familija, odnosno s} = s, + si, ako su u
interakciji dva talasa istih familija. Ako posmatramo sludaj (iv), tada je amplituda fizickog talasa
pre interakcije s; jednaka amplitudi talasa nakon interakcije s.
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3. Ogranicenost totalne varijacije. Neka je ¢ = ¢(z, t) po delovima konstantno aproksimativno
reSenje konstruisano WFT algoritmom. Trazimo da vazi

TV(q(-,t)) < b1, (4.32)

za svako t > 0. Dokle god (4.32) vazi, pri bilo kojoj interakciji dva talasa, levo, srednje i desno
stanje pripadade lopti B(0,d1). Zbog toga se ¢(x,t) moze izracunati i nakon vremena kada se
desila interakcija koris¢enjem ta¢nog ili aproksimativnog Rimanovog resenja.

Da bi se pratila promena totalne varijacije, uvode se dve funkcionele definisane preko snaga
prilaze¢ih talasa. Fiksirajmo vreme ¢ i neka je z,, a = 1,..., N pozicija gde se nalazi talas u
q(-,t). Neka je |so| snaga talasa u z,. Napomenimo jos jednom da svaki nefizicki talas pripada
(n + 1)-oj familiji karakteristika. Posmatrajmo sada funkcionelu

V(t) =Y [sal:

koja meri ukupnu snagu talasa u ¢(-,¢) i funkcionelu

Q(t) == Z |sxsal,

(x.B)EA

koja ocenjuje snage talasa koji mogu nastati u nekom vremenu pri interakciji x i 8. Sumiranje se,
dakle, odnosi samo na prilazece talase, gde je A je skup svih prilazeéih talasa.

Neka je 7 vreme kada je doglo do interakcije dva talasa snage |s;| i |s;|. Zelimo da ocenimo
promenu V i Q u vremenu 7. Na osnovu (4.22-4.24) (ako je re¢ o ta¢nom Rimanovom resenju) ili
(4.25, 4.26) (ako je re¢ o aproksimativnom Rimanovom resenju), dobijamo da vazi

V(T+) — V(T_) = 0(1) |Si8j| . (433)

Sa 7~ smo obelezili vreme pre, a sa 77 vreme posle interakcije. Primetimo da nakon interakcije
dva talasa u vremenu 7, oni viSe nisu prilazeéi. Sa druge strane, novi talas generisan na ovaj nac¢in
moze biti prilazeéi sa svim ostalim talasima. Ako iskoristimo (4.22-4.26), dobijamo

Q(TT) —Q(T7) = —[sis| + O(1) |sis;| V(7). (4.34)

Pokazimo da vazi (4.33, 4.34) u sledeéim slucajevima interakcije dva talasa: interakcija dva
elementarna talasa razli¢itih familija (istih familija) uz koriséenje tac¢nog Rimanovog resenja -
sluéaj 1 (slucaj 2); interakcija dva elementarna talasa razli¢itih familija (istih familija) uz koriséenje
aproksimativnog Rimanovog resenja - slucaj 3a (slucaj 3b); interakcija nefizickog i elementarnog
talasa - slucaj 4. Pre toga razmotrimo slede¢u posledicu ¢injenice da su amplitude talasa male
(definicija 4.1.2) i da su promene amplituda talasa pre i posle interakcije takode male (lema 4.3.2),
$to znaci da Ce se i brzine takvih talasa pre i posle interakcije malo razlikovati na osnovu definicije
4.1.2.

Posledica 4.3.4 Posmatrajmo sledece slucajeve:

Slucaj 1. Neka je s; amplituda talasa i-te familije karakteristika pre interakcije i s, amplituda

talasa i-te familije karakteristika nakon interakcije. Neka je sq amplituda talasa familije @ koji je
prilazeéi talasu amplitude s; (slika 4.7). Na osnovu definicije 4.2.1, mora vaziti sledele:
1) i > «, a kako je talas amplitude s} isto i-te familije, to znaci da je on takode prilazedi talasu
amplitude so. To je taéno jer je brzina talasa i-te familije veca od brzine talasa familije o jer je
i > « (videti 2.87). Naime, kako su amplitude svih talasa male, time ée i promena amplituda biti
mala, pa ce se tada i njithova brzina malo promeniti. Analogno vazi i za talase amplitude s; @ s;- ;
2) i = « i bar jedan od talasa amplitude s; i s, je udarni talas. Opet, zbog male promene amplitude,
malo se menja © brzina talasa amplitude s;, pa je i talas amplitude s; prilazeéi talasu amplitude
Sq. Analogno vazi i za talase amplitude s; 1 33,

Slucaj 2. Neka su s;, i 8;, amplitude talasa i-te familije karakteristika pre interakcije i s
amplituda talasa i-te familije karakteristika nakon interakcije. Neka je s, amplituda talasa familije
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)

Slika 4.7: Interakcija talasa, slucaj 1.

a koji je prilazedi talasima amplitude s;, i s;, (videti sliku 4.8). Na osnovu definicije 4.2.1, sledi:
1) i > a, a kako je talas amplitude s, isto i-te familije, to znaci da je talas amplitude s, takode
prilazeci talasu amplitude sy ;

2) i = « i bar jedan od talasa amplitude s;, (si,) © So je udarni talas. Opet zbog male promene
amplitude, malo se menja i brzina pa je i talas amplitude s} prilazeéi talasu amplitude s .

% 7

Slika 4.8: Interakcija talasa, sluc¢aj 2.

Slucaj 3a. Neka je s;, amplituda talasa i-te familije karakteristika pre interakcije i s; ampli-
tuda talasa i-te familije karakteristika nakon interakcije. Neka je s, amplituda talasa familije o
koji je prilazeéi talasu amplitude s;, (slika 4.9). Na osnovu definicije 4.2.1, mora vazili sledece:
1)i > a, a kako je talas amplitude s;, isto i-te familije, to znaci da je taj i talas takode prilazeci
talasu amplitude so. Treba napomenuti da je i nefizicki talas amplitude s;, ,, takode prilazeci ta-
lasu amplitude s, jer nefizicki talas ima vecu brzinu. Analogno vazi i za talase amplitude sj, %
s ;

Qj)zi = « i bar jedan od talasa amplitude s;, i so je udarni talas. Opet zbog male promene ampli-
tude, malo se menja i brzina pa je i talas amplitude s, prilazeéi talasu amplitude s,. Analogno
vaZi i za talase amplitude sj, i s,

Slucaj 3b. Neka su s;, i s;, amplitude talasa i-te familije karakteristika pre interakcije i
sy = 84, + 81, amplituda talasa i-te familije karakteristika nakon interakcije. Neka je s, amplituda
talasa familije o koji je prilazedi talasima amplitude s;, i s;, (videti sliku 4.10). Na osnovu
definicije 4.2.1 vazice:

1) i > a, a kako je talas amplitude s, isto i-te familije, to znaci da je talas amplitude s, takode
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1/ W\ /
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Slika 4.9: Interakcija talasa, slucaj 3a.

prilazeci talasu amplitude s, (i nefizicki talas amplitude s;, , je prilazeci talasu amplitude s, jer
nefizicki talas ima veéu brzinu);

2) i = « i bar jedan od talasa amplitude s;, (si,) i Sq je udarni talas. Opet zbog male promene
amplitude, malo se menja i brzina pa je i talas amplitude s, prilazedi talasu amplitude s, .

Slika 4.10: Interakcija talasa, slucaj 3b.

Slucaj 4. Neka je s; amplituda talasa i-te familije karakteristika pre interakcije i s, amplituda
talasa i-te familije karakteristika nakon interakcije. Neka je s, amplituda talasa familije o koji je
prilazedi talasu amplitude s; (slika 4.11). Na osnovu definicije 4.2.1, mora vaZiti sledeée:
1)n+1>1i> «, akako je talas amplitude s, isto i-te familije, to znaci da on takode prilazi talasu
amplitude so. Treba napomenuti da su i nefizicki talasi amplitude s,41 4 s, takode prilazeci
talasu amplitude s, jer imaju veéu brzinu od brzine talasa amplitude s .
2)n+1>i=«ibar jedan od talasa amplitude s; i sq je udarni talas. Opet zbog male promene
amplitude, malo se menja i brzina pa je i talas amplitude s, prilazedi talasu amplitude s, .

Pokazimo sada da vazi (4.33, 4.34).

Slucaj 1. Pretpostavimo da dva prilazeca talasa pripadaju razli¢itim familijama ¢ > j i da su
njihove amplitude s; i s;, redom. Neka su s/,..., s, amplitude odlazeéih talasa. Tada vazi

V() = [si| + s}l +k;AIS$€I + 2 1sal,
i, a
V(™) =lsil + |s;] + 22 Isal,
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Slika 4.11: Interakcija talasa, slucaj 4.

gde su s, amplitude preostalih talasa koji ne ucestvuju u posmatranoj interakciji. Zato je

>
=
ay
Il
=
\]
-
|
<
=
_
Il

|5l = lsal + |s5] = I35 + Z sl

AN

|s; — sil + 15 — s3] + Z \Skl
k#i,j

O(1) |sis;]

na osnovu (4.22). Dalje je

Q) =2 ls; sa\+Z\8 sal+ D Z‘Sksak|+z‘8785|

k#1,j g

Q™) = |5 SJ|+Z|51804|+Z‘SJS[‘3|+Z|S'YS5|

Ovde su talasi s, prilazeéi talasima s; 1 s}, talasi sg prilazeéi talasima s; i s (posledica 4.3.4,
slucaj 1); sq, prilazeéi s;; dok su talasi s, 1 ss preostali prilazeéi talasi. Napomemmo da su
Sa1 88, 5ay, 5y 1 85 jo§ i amplitude preostalih talasa koji ne ucestvuju u posmatranoj interakciji.
Koristeci opet (4.22), sada dobijamo

(IS’I—Iszl)lealJr(ls/\—ISJI)Z\SﬁI |sis| + Z 2 I8k 8au

#i,j g

< (\S’Iflsz\)leaIHIS’l*\SJI)ZISaI |8183|+V( 7) 2 skl

ki
< (s Sz|+\sj—sjl+ > sV ( 7) — lsis;
K]

O(1) [sisi| V(T7) — |sis;] .

>
O
=
I
L
\]
=
|
O
=
<
[

Slucéaj 2. Pretpostavimo da dva prilazeca talasa pripadaju i-toj familiji karakteristika i da su
njihove amplitude s;, i s;,. Neka su si,..., s, amplitude odlazeéih talasa. Tada vazi

V(rt) = |8'\+Z|Sk|+2|8a|
V(rT) = Iszll+|szzl+leaI,

gde su s, amplitude preostalih talasa koji ne ucestvuju u posmatranoj interakciji. Zato je
AV(r) =V () = V() = [si] = (Isi| + [si,]) + g; £
(3
< ‘5;75i173i2|+z‘5;9|
k#i
= 0(1)]si, i,
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na osnovu (4.23). Sliéno kao i u slucaju 1,

Q) =Xlsisal + 20 Dlsisanl +Z |5yl

k#i ag

Q™) = ‘511512|+Z|5115a|+Z|5125a|+2|5v55|a

gde su talasi s, prilazeéi talasima s;,, s;, 1 s, (posledica 4.3.4, slu¢aj 2); talasi s,, prilaze talasima
s, dok talasi s, prilaze talasima ss. Opet su Sq, Sq,, Sy 1 S5 takode i amplitude preostalih talasa
koji ne ucestvuju u posmatranoj interakciji. Koristeéi (4.23) dobijamo

AQ(T) =Q(T%) = Q(77) < Z |sisal — Z |siy Sal — Z |sizSal + V(T_)g;iﬁﬂ = [si, 85,
(|8 | = Isi,| = \%DZ |8a| +Vi(r )%;i\sﬂ = [siy 84, |
|85 — Siy — Sis| 20; |Sa| +V(r )gﬁ:i EAREEIRCN
(I8; = siy = siu | + 22 s V(T7) — Isiy sia|
it

O) Isiy s, | V(T7) = [811 8] -

ININ

Slucéaj 3a. Pretpostavimo da dva prilazeca talasa pripadaju razli¢itim familijama ¢ > j i da su
njihove amplitude s;, i s;,, dok su sgl i 8;2 amplitude odlazeé¢ih talasa, redom. Podsetimo se da
je nefizicki talas familije n + 1. Tada vazi

V() = Isi, [+ 155, | + [Shpal + 2 [sal,
V(T7) = lsi| + [855] + 2 |sal,

gde su s, amplitude preostalih talasa koji ne ucestvuju u posmatranoj interakciji. Sa s,
obelezena je amplituda odlazeéeg nefizickog talasa. Zato je

AV(r) = V() = V() = [si, | = lsi | + 185, = lsia| + [sh14]

= |sp41]

= 0(1) |si18j2‘

na osnovu (4.25). Ovde je koriséeno da su amplitude fizi¢lih talasa nepromenjene nakon interakcije,
odnosno s;, = sgl isj, = s;»z. Podsetimo se da u ovom slucaju stvaraju najvise tri talasa. Dva
fizicka i jedan nefizicki talas. Ocenimo sada potencijal moguéih interakcija talasa.

Q") = Z\SzlsaHZ\SﬁSﬂHZISo n+1|+Z|sw86|
Qr) = |3115j2|+2|5113a|+Z|33236|+Z|5755|

gde su talasi s, prilazeci talasima s;, i s; , talasi sg prilazeci talasima s;, i s , (posledica 4.3.4,
slucaj 3a); s, prilazedi talasi talasima s;, , , dok talasi s, prilaze talasima s;. Sada SU Sq, 88, Sy, 56
i s, takode i amplitude preostalih talasa koji ne ucestvuju u posmatranoj interakciji. Sada, na
osnovu (4.25), vazi

AQ(T) =Q(TH) = Q(r7) < —Isiy 55| + V(77)Isp4]
= O siy85,| V(T7) = |sir 85 -

Slucaj 3b. Pretpostavimo da dva prilazeca talasa pripadaju i-toj familiji karakteristika i da su
njihove amplitude s;, 1 s;,, dok je s; amplituda odlazeéeg talasa. Tada vazi

V(rH) = lsil + 1shpal + 2 Isal,
(83
V(™) = [si| + [sin] + 2 |sal,
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gde su s, amplitude preostalih talasa koji ne ucestvuju u posmatranoj interakciji. Sa s, , ; obelezen
je odlazeéi nefizicki talas, odnosno njegova amplituda. Zato je

AV(r) =V(rH) =V(r7) = [si| = Isi,] = |80 + [5741]
< s = 8iy, — Sig| + 841l
= IS;’L+1|

0(1) |5115i2|

na osnovu (4.25). Ovde je koriséeno da je s, = s;, + s;,. Podsetimo se da u ovom slucaju stvaraju
najviSe dva talasa. Jedan fizicki i-te familije i jedan nefizicki talas. Dalje je

Q") =X Isisal 2 [s0s n+1|+2|5w85|

«

Q™) = |511512|+Z|3215a‘+Z‘5225a‘+2|575(5|

v,0

gde su talasi s, prilazeéi talasima s;,, s;, i s} (posledica 4.3.4, slu¢aj 3b); talasi s, su prilazeéi
talasu s, |, dok talasi s, prilaze talasima ss. Napomenimo da su jos i s, s, 55 i 5, amplitude
preostalih talasa koji ne uéestvuju u posmatranoj interakciji. Sada, na osnovu (4.25) i s, = $;,+$4,,
vazi
AQ(T) =Q(TF) = Q(T7) < —Isiysi, | + V(T 7)Ishpal + (8] = [si, [ — Isia]) 3 [sal
«
< s s |+ VI shpal 4187 — 80y — 8in| 2o |5l
(0%
= O(l) |Silsi2| V(T_) - ‘8i18i2| .

Slucaj 4. Pretpostavimo da jedan prilazec¢i talas pripada i-toj familiji karakteristika, a drugi da je
nefizicki talas i da su njihove amplitude s; i s,11, redom. Tada vazi

V() = Isil + [$hpal + X sal,
V(r7) = lsil + [snta] + 2 Isal,

gde su s, amplitude preostalih talasa koji ne ucestvuju u posmatranoj interakciji. Zbog toga je

AV(r) =V(rH) =V(r7) = |si| = Isil +|8}41] = 8011
|sr 1| — [8ntal
O(1) |sisny1l

na osnovu (4.26). Ovde je koriséeno da je s; = s;. Podsetimo se da su u ovom sluc¢aju stvaraju
najviSe dva talasa. Jedan elementaran i-te familije i jedan nefizicki talas. JoS je i

Q(T* Z|5 5a|+2|8n+150|+2|8786|
Q(T )= ‘313n+1| +Z|513a| +Z|Sn+150|+2|sv‘95|

gde su talasi s, prilazeci talasima s; i s} (posledica 4.3.4, slucaj 4); s, talaima s,41 i s, ; dok
talasi s, prilaze talasima ss. Napomenimo da su sq, s, Ss i 8, jo§ i amplitude preostalih talasa
koji ne uéestvuju u posmatranoj interakciji. Koriséenjem (4.26) i s; = s;, imamo da vazi

AQ(T) =Q(r) = Q(T7) < —lsisna1| + V(T7)(Is7 1] — Isntal)
O) [sisnta| V(T7) = [sisntal .

I IA

Ovim je dokazano (4.33, 4.34).
Ako je V' dovoljno malo, iz (4.34) sledi

(4.35)
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Za V(17) < b2, 2 € (0,61), na osnovu (4.33-4.35) mozemo izabrati dovoljno veliku konstantu Cy
tako da Glimova funkcionela

T(t) == V(t) + CoQ(t) (4.36)

ne raste kako se vreme povecava (dok se izmedu dve uzastopne interakcije ne menja). Neka je
sada C7 konstanta takva da vazi

Cil TV(q(-,t)) < V(t) < CL TV (q(-,1)).

Neka je 3 > 0 dovoljno malo tako da vazi
C363 + CoCP62 < 6y
Ako je TV(q(+,0)) < 83, a kako je Q(t) < V2(t) za svako t > 0, tada vazi

TV(q(-, 1)) < CL(V(t) + CoQ(1))
C1(V(0+) + CoQ(0+))
C1(C185 + Co(C163)?)

02 .

(4.37)

INININIA

Sada, ako (4.37) vazi pre vremena interakcije 7, tada vazi V(77) < §;. Kako T iz (4.36) ne raste
tokom interakcije talasa, (4.37) vazi i nakon vremena 7. Indukcijom se dobija da (4.37) vazi za
svako t > 0.

4. Ograniéen broj talasa. Sada je potrebno dokazati da je ukupan broj talasa konacan u
kona¢nom vremenu. Podsetimo se da je ¥ prag parametar koji odreduje koje ¢ée se Rimanovo
reSenje koristiti (tacno ili aproksimativno, poglavlje 4.2). Taéno Rimanovo resenje ée se koristi
ako snage talasa koji su u interakciji zadovoljavaju |s;s;| > 7, a to se moze desiti kona¢no mnogo
puta. Naime, na osnovu (4.35) vazi

Q") —Q(r7) < -v/2.

Neka je 7, vreme kada je doslo do n-te interakcije dva talasa. Sa 7,, i 7,7 obelezi¢emo vremena
pre i posle vremena 7,,, redom. Tada je Q(7;7) = Q(77 ) zan =1,2,... i vazi
— N + - + v +

~Q(0+) = —Q(+) = Y _(Q(R") — Q1)) ~ Q7)) < —ng —Q(r) < —n

i=1

)

N

odnosno, n < 2Q(0+)/P. Zbog toga novi fizicki talasi nastaju u tackama interakcije €iji je broj
manji ili jednak 2Q(0+)/9. Time je broj fizickih talasa konacan. Novi nefizicki talas nastaje samo
pri interakciji dva fizicka talasa, a bilo koja dva fizicka talasa mogu da budu u interakciji samo
jednom. Time je i broj nefizickih talasa konacan.

U koracima od 1 do 4 pokazano je da se za bilo koje vrednosti parametara 5i U, i za dovoljno
mali pocetni uslov, koristeéi algoritam WFT metode, moze konstruisati po delovima konstantno
aproksimativno resenje za svako ¢ > 0. U nastavku ée biti pokazano da je za proizvoljno p > 0,
ako su parametri Siv dovoljno mali, funkcija g konstruisana pomoc¢i WFT algoritma zapravo
p-aproksimativno resenje Kosijevog problema (2.1, 2.4).

5. Snaga svakog razredujuéeg talasa je mala. Sada treba pokazati da za neku konstantu
Cs, snaga svakog razredujuceg talasa zadovoljava

5] < 26, a € R. (4.38)

Po konstrukeiji, u vremenu ¢y novi razredujuci talas nastao primenom tacnog Rimanovog resenja
ima snagu [s4(to)| € (0,d) (to su talasi koji su veé¢ podeljeni na razredujuce talase male snage,
poglavlje 4.2.1). Sada treba ispitati kako se menja snaga tih talasa u vremenu.
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Dva razredujuéa talasa iste familije nikada nece biti u interakciji. Naime, pretpostavimo
da razredujudéi talas i-te familije koji dolazi sa leve strane spaja qr i qp. Tada mora vaziti
Ai(qr) < Xi(gar) zbog Laksovih entropijskih uslova. Dalje, neka razredujuéi talas i-te familije koji
dolazi sa desne strane spaja qas i gg. Tada mora vazitii \;(qar) < Ai(gr). Da bi doslo do interakcije
ta dva talasa, mora vaziti A\;(qr) > Mi(gr) 1 tako dolazimo u suprotnost sa pretpostavkom da je
doslo do interakcije dva razredujuca talasa iste familije.

Pri interakciji razredujuceg i udarnog talasa iste familije, snaga razredujuceg talasa ¢e se
smanjiti. Naime, kako je amplituda udarnog talasa negativna, a amplituda razredujuceg talasa
pozitivna, nakon interakcije takva dva talasa iz iste familije, amplituda rezultujuceg talasa te
familije dobija se (priblizno) kao zbir amplituda talasa pre interakcije pa ¢e zbog toga, ako je
taj zbir pozitivan, nastati razredujuéi talas manje amplitude a time i snage. Ako dode do inter-
akcije razredujueg i nefizickog talasa, snaga razredujuceg talasa se ne menja (po konstrukeiji).
Pri interakciji bilo kog elementarnog talasa sa nefizickim talasom, snaga tog talasa se ne menja,
dok se snaga nefizickog talasa moze promeniti. U ostalim slucajevima, moze doé¢i do povecéanja
snage razredujuceg talasa. Da bismo pratili promenu njegove amplitude s, u vremenu ¢ > to,
posmatrajmo funkcionelu

Vat)= Y |sal, (4.39)

BeA(x)

gde je sumiranje izvrSeno nad skupom .Z(oz) koji ¢ine svi talasi koji su prilazeéi razredujuc¢em
talasu s,. Neka je sada 7 > ty vreme kada je doslo do interakcije.

1. moguénost. Ako u interakciju nije ukljucen talas amplitude s,, tada na osnovu (4.22—4.26) vazi
Asa(1) =0,  AVu(r) + CoAQ(T) < 0. (4.40)

Prvi izraz u (4.40) znaéi da razredujuéi talas nije promenio snagu nakon interakcije u kojoj nije
ni ucestvovao. Drugi izraz u (4.40) ée biti tacan ako pokazemo da vazi AV, (1) = AV(7) jer ée
onda vaziti i

AV, (1) = AV (1) = AV, (1) + CoAQ(T) = AV (1) + CoAQ(T) <0

jer Glimova funkcionela ne raste kako se vreme poveéava. Pokazimo da AV, (1) = AV (7) vazi u
sva Cetiri slucaja interakcije dva talasa. Ponovimo da je s, razredujuéi talas koji nije ucestvovao
u interakciji i da 8 € A(«).

Slucéaj 1. Pretpostavimo da dva prilazeta talasa pripadaju razlic¢itim familijama i > j i da su
njihove amplitude s; i s;, redom. Neka su s/, ..., s, amplitude odlazeéih talasa. Tada vazi

Va(r™) = lsil + I8l + X lssl + 22 [sil;
8 k#i,j
Va(r7) = [sil + |sj] + Zﬁ: |5l

gde je 8 #1,j, k. Zato je

AVo(1) = Vo (rF) = Val(r7) = Isi] = [si] + |85 — [s;] + k; |85
i,
= AV(7).

Slucaj 2. Pretpostavimo da dva prilaze¢a talasa pripadaju i-toj familiji karakteristika i da su
njihove amplitude s;, i s;,. Neka su si,..., s, amplitude odlazeéih talasa. Tada vazi

Va(r™) = lsil + Zlspl + 32 [sil,
B k#i,j
Va(T7) = [si| + Isi| + %: |5,
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gde je B # k,i,i1,12. Zato je

P>
&
—~
3
~
|
x
—~
3

+
~
|
&
B
\.|/
I

|sil = Isir| = lsi | + > [zl
k#i,j
= AV(r).

Slucaj 3a. Pretpostavimo da dva prilazec¢a talasa pripadaju razlicitim familijama ¢ > j i da su
njihove amplitude s;, i sj,, dok su s i 392 amplitude odlazecih talasa, redom. Podsetimo da je
nefizicki talas familije n 4+ 1. Tada vazi

Va(r7) = I8}, | + 185, | + I8 | + %? |51,

Va(m7) = [si |+ |sj| + %: |5l

gde je B # i1, j2,m + 1. Sa s),,; obelezen je odlazedi nefizicki talas. Zato je

AV (1) = Va(mF) = Valr7) = Isi, [ = Isi| + 1,1 = [sja] + |5

\3%+1|
AV(T),

T
jer je s;, = s, 185, = 85,

Slucaj 3b. Pretpostavimo da dva prilazeca talasa pripadaju i-toj familiji karakteristika i da su
njihove amplitude s;, i s;,, dok je s; amplituda odlazeceg talasa. Tada vazi

Va(rT) = [sil + Isppa| + %: s,
Va(T7) = [si [ + |sip| + Zﬁ) |5l

gde je B # i1,i2,n 4+ 1. Sa s], ., obelezen je odlazeci nefizicki talas. Zato je (koris¢enjem s; =
Si; + Siz)
AVo (1) = Va(r%) = Va(r7) = [si] = Isi,| = Isi,| + [s744]
= AV(r).
Slucaj 4. Pretpostavimo da jedan prilaze¢i talas pripada i-toj familiji karakteristika, a drugi da je
nefizicki talas i da su njihove amplitude s; i s,41, redom. Tada vazi

Va(r5) = Isil + |spqal + % |55,

Va(r7) = [sil + [sntal + 2 s,
B

gde je B #i,n+ 1. Zato je (uz s, = s;)

AVo(1) = Vo(r1) = Vo(r7) = [si] = [sil + |sh1] — [sn+1]
= [spi1l = [Snt1l
= AV(r).

2. mogucénost. Neka u vremenu 7, dode do interakcije razredujuceg talasa amplitude s, i talasa
snage |sg|. Tada za neku konstantu C3 > 0 vazi:

AV, (1) = —|sgl, AQ(T) <0 i Asa(T) < Cslsa(77)|ss]- (4.41)

Prvi izraz u (4.41) vazi jer nakon interakcije s, i sg, talas sj; viSe nije prilazedi sa s, a oni talasi
koji su bili prilazedi sa s, pre interakcije, bi¢e prilazedi i posle interakcije (posledica 2.37). Drugi
izraz u (4.41) je tacan na osnovu (4.35), a treéi na osnovu (4.22-4.26).

Sada imamo sve §to nam je potrebno da bismo, na osnovu (4.40, 4.41), pokazali da je presli-

kavanje
t— sq(t) eC3(Va (£)+CoQ(1)) (4.42)
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nerastuca funkcija za ¢t > ty. Naime, neka je
h(t) = sq(t) eC3(VaO)FCoR(®)
Ako vazi (4.40), tada za to := 77 > 77 =: t; vazi
Aso (1) =0 = s4(t2) — 5a(t1) = 0 = s4(t2) = sa(t1) .
Na osnovu drugog izraza u (4.40) imamo

(t2) eC3(Va (t2)+CoQ(t2))

= Sa — O3(AVa(1)+CoAQ(T) « O30 _
h(tl) Sa (tl) eC3(Va(t1)+CoQ(t1)) > .

e

Ako vazi (4.41), tada za to > t1 vazZii s4(t2) < sa(t1) + Cslsa(t1)|]ss], pa je

(ty)  salts) eC3(Va(t2)+CoQ(t2)) (8a(t1) + Cs84(t1)|55]) eC3(AVa(T)+CoAQ(7))
(t1) - Sa(tl)ecs(Va(t1)+C0Q(t1)) - Salt1)

h

h
= (1 + Cslsg|) e CaleslTC QAR < (1 4 Cy)s5]) e 2lonl <1,

jer je (14 z) < e®. Dakle, za t > ty vazi

Sa(t) < sqlt) eC3(Va(t)+CoQ(1)) < salto) £C3(Va(to)+CoQ(t0))

Kao posledicu imamo da za svako t > tg vazi

(tO) ng(Va (to)+CoQ(t0))
C3(V(0+)+CoQ(0+))
0352

Sa(t)

VAR VANRVAN
S O W

e
e
€ )

gde 0, konstanta iz (4.37). Time smo dobili (4.38) za Cy = €“3%2. Za dato p > 0, sada mozemo
izabrati ¢ dovoljno malo tako da desna strana u (4.38) bude manja od pu.

6. Ukupna snaga svih nefizickih talasa je mala. Pokazimo prvo da za neku konstantu
Cy > 0, snaga svakog nefizickog talasa zadovoljava

[sa] < Cup, a € NP (4.43)

Podsetimo se, 7 je prag parametar koji odreduje koje ¢e se Rimanovo resenje koristiti (ta¢no ili
aproksimativno, poglavlje 4.2). Svaki novi nefizicki talas nastaje pri interakciji dva fizicka talasa
(amplitude s;, 1 sj,) unekom vremenu ¢g i to ako vazi |s;, s;,| < 7. Na osnovu ocene (4.25), snaga
nefizickog talasa nakon njegovog formiranja (pocetna snaga) je

sa(to) = O(1) |siy 85| = O(1) 0.

Medutim, pocetna snaga nefizickog talasa moze se povecati pri interakciji sa drugim talasima. Zbog
toga, sa s4(t) bide obelezena snaga nefizickog talasa za t > t;. Posmatrajmo opet (4.39) ali za
nefizicke talase .. Koristeéi ocene (4.22-4.26) i postupak koji je potpuno analogan postupku kada
je a bio razredujudi talas u (4.39), zaklju¢ujemo da je za odgovarajuéu konstantu Cj, preslikavanje
dato u (4.42) nerastuéa funkcija. Koristedi iste argumente kao pri oceni snaga u koraku 5, dobijamo
(4.43).

Da bismo pokazali da je ukupna snaga svih nefizickih talasa mala, svakom talasu dodeli¢emo
prirodan broj (generacijski red), racunajuéi koliko je interakcija bilo potrebno da bi se proizveo
taj talas.
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Definicija 4.3.5 Generacijski red talasa definise se induktivno kao sto sledi.

e Svim talasima nastalim resavanjem Rimanovog problema u vremenu t = 0 dodeljuje se gen-
eracijski red g = 1.

e Neka su interakciji dva talasa familije i,5 € {1,...,n,n+ 1}, sa generacijskim redom g;, 1
Gj,, Tedom. Generacijski red odlazecih talasa odreduje se na sledeci nacin:

— Slucaj 1: i # j. Vazi:

* odlazeéi talas i-te familije dobija generacijski red g;,, a odlazeéi talas familije j
dobija generacijski red g;, (isti generacijski red kao i kod prilazecih talasa);

* odlazeci talast familije k # i, j dobijaju generacijski red max{g;,,g;,} + 1.

— Slucaj 2: i =j. Vazi:
x odlazedi talas i-te familije dobija generacijski red min{g;, , g, };

* odlazeci talasi druge familije k #£ i dobijaju genemcijski red max{gil,giz} + 1.

Da bismo d0b1h ocenu za Vg, definiSemo Q4 (t) = > |s;5;|, gde se sumiranje vrsi po svim parovima
talasa koji su prilazeéi u ¢(-,t) i neka im je generacijski red g; i g;, redom, gde je max{g;,g;} > g.
Sa I, obelezicemo skup svih vremena kada je doslo do interakcije dva talasa sa generacijskim
redom g; i g;, gde vazi max{g;,g;} = g. Opet, koriste¢i istu tehniku kao pri dobijanju (4.33, 4.34),
ali sada prateci generacijski red talasa ukljucenih u interakciju, dobijamo

AVq(t):O teu---Ul;_»
AVg(t)+CoAQg_1(t) <0 tEIg_1UIgUIg+1U...
AQg(t) + CoAQ(t)Vg(tf) <0 telhu---uU Ig_z (444)
AQ, (1) + CoAQ, (O (=) <0 t €T,
AQg(t)SO tEI UInglU...

g— 2, moze nastati talas Ciji je generacijski red najvise g—1, pa se time ne menjaju snage talasa ¢iji
je generacuskl red g ili veéi od g. Ako je jedan od dolazeé¢ih talasa generacijskog reda g—1 ili vecéeg,
tada rast V; prouzrokuje opadanje Q1. To je osobina nejednakosti date u drugom redu (4.44).
Preostale tri nejednakosti predstavljaju ogranicenje rasta QJ;. U nastavku teksta, za odredivanje
generacijskog reda talasa, stalno ¢e biti koriséena definicija 4.3.5 bez posebne napomene.

Dokazimo sada nejednakost u drugom redu (4.44). Pokazacemo da tvrdenje vazi za t € I;_1,
dokzat € I,Uly 1 U..., dokaz ide analogno.

Slucaj 1. Pretpostavimo da dva prilazeca talasa pripadaju razli¢itim familijama ¢ > j i da su
njihove amplitude s; i s;, redom. Takode, neka je g — 1 generacijski red talasa amplitude s;, a
generacijski red talasa amplitude s; neka je manji od g — 1 (analogno se dokazuje u slucaju da je
generacijski red jednak g — 1). Neka su si,...,s!, amplitude odlazeéih talasa. Generacijski red
talasa amplitude s} i s; jednak je generacijskom redu talasa amplitude s; i s;, redom. Generacijski
red talasa amplitude s}, k=1,2,...,n, k #1,j, je g (na osnovu definicije 4.3.5). Tada vazi

Vo(t+) = > [sil+ X2 Isyl, V(=)= X2 Isyl, AVE(t) = > Isil,

k#i,j ] 929 k#i.j
Qg1(t+) = Z |sisal + Z Isisal+ 22 [skSal + > |ss5l,
g3>g—1 k#i,j max{g~,gs}>g—1
Jap, 21
Qqg-1(t—) = [sisj| + Z |sisal + Z |sjsa| + > |sys6l
gs>g—1 max{g~,gs}>g—1

AQg-1(t) = —lsisj| + (Isil = [sil) 22 Isal + (851 =1s51) X lssl+ 2 [shsanl-
ga>1 gs=>g—1 k#i,j
grxkzl
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Podsetimo se opet da su talasi s, prilazeéi talasima s; 1 s}, talasi sg prilazeéi talasima s; i s;

(posledica 4.3.4, slucaj 1); sq, prilazeéi s, ; dok talasi s, prilaze talasima ss. Recimo i to da su
Sa,88, Sax, Sy 1 85 amplitude preostalih talasa koji ne ucestvuju u posmatranoj interakeciji (ovakve
oznake koristiéemo u dokazu preostalih nejednakosti u (4.44) i to u slu¢aju 1). Na osnovu istih
argumenata koji su koriséeni pri dokazivanju (4.33, 4.34) ali za slucaj 1, sledi da se koris¢enjem
(4.22) dobija

AVy(t) < O(1)]sis4],
AQu1(t) < —lsisj| 4 (Isj — sil + 185 — 551+ > [sp)V(t—)
ki
< —lsisil + O1)]sis; |V (E—) < —[sis;l/2

tacno, za dovoljno malo V (t—). Sada je jasno da vazi druga nejednakost u (4.44) za Cy dovoljno
veliko.

Slucaj 2. Pretpostavimo da dva prilaze¢a talasa pripadaju i-toj familiji karakteristika i da su
njihove amplitude s;, i s;,. Takode, neka je g — 1 generacijski red talasa amplitude s;,, a gene-
racijski red talasa amplitude s;, neka je manji od g — 1 (mozZe se analogno dokazati i slucaj ako
je generacijski red jednak g — 1). Neka su si,..., s, amplitude odlazeéih talasa. Generacijski red
talasa sa amplitudom s} jednak je generacijskom redu talasa amplitude s;, (dakle manji od g —1).
Generacijski red talasa amplitude s;, k =1,2,...,n, k # i, je g. Tada vazi

Volt) = >0 sl + 22 syl Volt=) = X2 [sy], AVe(H) = > |sil,

k#i,5 9y 29 gy 29 k#i,5
Qo-1(t+) = > Isisal+ X [sisal+ > NI
ga2g—1 k#1435 max{g,gs}>g—1
Gay, >1
Qo—1(t=) = [si8i,| + D2 [sisal + > [8i8al + > |syss],
ga>1 ga>g—1 max{g~,gs}>g—1
AQg-1(t) = —siysiz| + 20 [sisal = 2 [siisal = 22 Isinsal+ 20 [SkSayl-
ga>g—1 ga 1 ga>g—1 k#4,j

gakzl

Ovde su talasi s, prilazedi talasima s;,, s;, 1 s} (posledica 4.3.4, slucaj 2); talasi s,, prilaze talasima
s, dok talasi s, prilaze talasima ss. Naravno, sq, Sa,, S 1 $5 su amplitude preostalih talasa koji ne
ucestvuju u posmatranoj interakeiji (ovakve oznake éemo koristiti u dokazu preostalih nejednakosti
u (4.44) i to u slucaju 2). Sada je jasno da (4.23) daje

AVy(t) < O(1)[sis;],
AQg-1(t) < —lsiysi| il 20 [sal = sl X2 [sal = lsil 22 Isal+ X Isisal
ga>g—1 ga>g—1 ga>g—1 k#4,5
gakzl
S —lsisip| Flsi = s — s |[V(E—) + V(=) X Isi

k#i,j

< _|5i13i2| + 0(1)|8i15i2 |V(t_) < _|5i1 Siy |/2
za dovoljno malo V(t—). Sada je jasno da vazi druga nejednakost u (4.44) za Cy dovoljno veliko.

Slucaj 3a. Pretpostavimo da dva prilazec¢a talasa pripadaju razli¢itim familijama ¢ > j i da su
njihove amplitude s;, i s;,, dok su sgl i 532 amplitude odlazeéih talasa, redom. Takode, neka je
g — 1 generacijski red talasa amplitude s;, (ujedno i talasa amplitude s} ), a generacijski red talasa
amplitude s;, (i talasa amplitude s/, ) neka je manji od g —1 (analogno se dokazuje kada je jednak
g —1). Neka je s;,,; amplituda odlazeceg nefizickog talasa (koji ima generacijski red g). Kako je
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Siy = 521 isj, = 392, vazl
Vot+) = Isnpal + 22 [sy], Vo(t=) = X0 Isy], AVy(t) = [sh, 44l
gv29 9+ 29
Qo—1(t+) = X Isi,sal+ 22 Isj,sl+ X2 [sni180l + > |85,
ga>1 g>9—1 go>1 max{g~,gs}>g—1
Qo—1(t=) = |si;sju| + 22 Isisal + X2 Isjzssl+ > |syss],
ga>1 gp>9—1 max{g~,gs}>g—1

AQy1(1) = ~lsiysil + 3 [hrs.
go>1
Talasi s, prilazeci talasima s;, i sgl, talasi sg prilazedi talasima s;, i 3;‘2 (posledica 4.3.4, slucaj
3a); s, prilazeci talasi talasima s, ;, dok talasi s, prilaze talasima ss. Sada su sa, 53, 5y,55 1 So
takode i amplitude preostalih talasa koji ne uc¢estvuju u posmatranoj interakciji (naravno, ovakve
oznake koristimo u dokazu preostalih nejednakosti u (4.44) i to u slucaju 3a). Posto vazi (4.25),
imamo

AV,y(t) < O(1)]si, 84,1
AQg-1(t) < —I[siy 85| + |8, 11|V (t—)
< —si syl + O)]si 85, [VI(E—) < —[siys5,(/2

za dovoljno malo V(t—). Zbog toga ¢e vaziti druga nejednakost u (4.44) za Cy dovoljno veliko.

Slucaj 3b. Pretpostavimo da dva prilazeca talasa pripadaju i-toj familiji karakteristika i da su
njihove amplitude s;, i s;,, dok je s, amplituda odlazeceg talasa. Takode, neka je g—1 generacijski
red talasa amplitude s;,, a generacijski red talasa amplitude s;, neka je manji od g — 1 (ako je
jednak g — 1, analogno se pokazuje). Neka je s; ., amplituda odlaze¢eg nefizickog talasa (sa
generacijskim redom g¢), a s} amplituda odlazeéeg talasa i-te familije (sa generacijskim redom
manjim g — 1). Tada vazi

Vg(H') = ‘Sln—i-1|+ Z ‘S’Y|7 Vg(t_) = Z |57|’ AVg(t) = |S’/n+1|7

929 gv29g
Qg-1(t+) = > [sisal+ 2 [Snga1Sol + > |55,
ga>g—1 go>1 max{g~,gs}>g—1
ngl(t_) = |Si18i2‘ + Z ‘8i18a1| + Z |si28042| + Z ‘8’785‘7
gay 21 Jag>2g—1 max{g~,gs}>g—1
AQg-1(t) = —lsiysiz| + 18Il 20 [sal = Isiil 22 [Sar| = Isisl 22 [Sasl +[8hqal 22 [8ol-
ga>g—1 Jaq 21 Jag>9—1 go>1

Sada su talasi s, prilazeéi talasima s;,, s;, 1 s; (posledica 4.3.4, slucaj 3b); talasi s, su prilazeéi
talasu s;, | |, dok talasi s, prilaze talasima s5. Napomenimo i to da su jo§ i sq, s, ss i 5, amplitude
preostalih talasa koji ne u¢estvuju u posmatranoj interakciji (ovakve oznake koristi¢emo u dokazu
preostalih nejednakosti u (4.44) i to u slu¢aju 3b). Jasno da iz (4.25) sledi

AVg(t) < O(l)|5i15i2|? ,
/
AQg—1(t) < —lsiysi| + 155l D2 [sal = Isal 22 [saul = sl 22 ISasl + I8kl lesol

ga>g—1 Gaq 2g—1 Jag>9—1 Go2>
S =i s st — s — s V(=) + Ishqal 22 Isol
go>1
< _|Si15i2| + |S’/I’L+1|V(t_)
< _‘8i15i2| + 0(1)|3i18i2lv(t_) < _|8i15i2|/2

jer je i = s;, + si+2 1 za dovoljno malo V (t—), pa vazi druga nejednakost u (4.44) za C dovoljno
veliko.
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Slucaj 4. Pretpostavimo da jedan prilazedi talas pripada i-toj familiji karakteristika, a drugi da je
nefizicki talas i da su njihove amplitude s; i $,,41, redom. Takode, neka je g — 1 generacijski red
talasa amplitude s;, a generacijski red talasa amplitude s,+1 neka je manji od g — 1 (slu¢aj kada
je jednak g — 1 ide analogno). Neka su s; i s;,,; amplitude odlaze¢ih talasa (generacijski redovi
su isti kao kod odgovarajuéih prilazeéih talasa). Tada vazi

Volt) = 20 [sy], Ve(t=) = X syl AVy(t) =0,

9v>9 9y 29
ngl(f‘i‘) = > Isisal + X ‘3%+13ﬁ| + > ‘3755‘7
ga>1 gp>g—1 max{g,gs}>g—1
Qg—1(t=) = sisn+1| + 20 [sisal + X° |sny18p] + > |sy55l,
ga>1 gs>g9—1 max{g~,gs}>g—1

AQqg-1(t) = —[sisny1] + (Ishgal = [snt1l) 22 [sgl,
gp>g—1

jer je si = s;. Opet su talasi s, prilazeéi talasima s; i s, (posledica 4.3.4, slucaj 4); s, ta-
lasu s,,41; dok talasi s, prilaze talasima ss. Recimo i to da su s,,s+,55 i s, joS i amplitude
preostalih talasa koji ne ucestvuju u posmatranoj interakeiji (ovakve oznake bi¢e koriséene u
dokazu preostalih nejednakosti u (4.44) i to u slucaju 4). Sada je, na osnovu (4.26), AQy—1(t) <
—|8i8n+1] + OQ)[sisn+1|V(t—) < —|8iSn+1|/2 za dovoljno malo V(t—). Druga nejednakost u
(4.44) vazic¢e za Cy dovoljno veliko.

Dokazimo sada nejednakost u treéem redu (4.44). Pokazimo da je ovo tvrdenje tacno za
t € I4_o, dok se analogno pokazuje za t € Iy U---UI;_.

Slucéaj 1. Pretpostavimo da dva prilazeta talasa pripadaju razlic¢itim familijama ¢ > j i da su
njihove amplitude s; i s;, redom. Takode, neka je g — 2 generacijski red talasa amplitude s;, a
generacijski red talasa amplitude s; neka je manji ili jednak g — 2. Neka su sf,..., s, amplitude
odlazecih talasa. Generacijski red talasa apmlitude s; (s}) jednak je generacijskom redu talasa
amplitude s; (s;), dok je generacijski red talasa amplitude s}, k # 4, jednak g — 1. Tada vazi

Qu(t+) = 20 Isisal + 32 Isjssl+ 2 Isksal + 20 [syssl;

ga>g 98> k#i,j max{g~,9s }>9g
Jay, 2 9
Qe(t=)= > lsisal+ X [sjspl+ 22 [sysel,
9a>g 93>9 max{g~,gs}>g
AQq(t) = (Isil = Isil) X2 Isal + (IS5l = Is;]) 22 Issl+ 22 Isksal;
ga>9 9829 k#i,3
Jap, 29

Vo(t=) = > [sal.

gn>9
Zakljucujemo da je AQg(t) < (|s; —si| +|si —s;j|+ > [sp[)Vy(t—) = O(1)[s:5;]V,(t—), na osnovu
ki,
(4.22). Izraz u (4.35) daje AQ(t) < —|s;s;]/2. Zbog toga imamo

|si55]

AQy(t) + CoAQ(t)Vy(t—) < O(1)]sis;|Vy(t=) = Co—;

Vy(t=) = [si5;[(O(1) — )V (t=) <0

za dovoljno veliko Cj.

Slucaj 2. Pretpostavimo da dva prilaze¢a talasa pripadaju i-toj familiji karakteristika i da su
njihove amplitude s;, i s;,. Takode, neka je g—2 generacijski red talasa amplitude s;, , a generacijski
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red talasa amplitude s;, neka je manji ili jednak g — 2. Neka su s/,...,s), amplitude odlaze¢ih
talasa. Generacijski red talasa apmlitude s je jednak generacijskom redu talasa amplitude s,,,
dok je generacijski red talasa amplitude s, k # i, jednak g — 1. Tada vazi

Qu(t+) = 32 Isisal+ 2 Isksanl+ X lsysel,

Ga>g kE#1 max{g~,gs}>g
Jay, 2 9

Qe(t=) = > Isiusal+ X [SixSal + > |sys3l,

9a>g 9a>9 max{g~,gs}>g
AQq(t) = X Isisal = X0 [sisal = 2 [sisal + X2 [Sksanls

ga2g ga g ga2g k#i,j

Jap, =9

Vg(t_): Z ‘87T|v

gr>g

AV (t) = [si] = |siy| = si, ] + D2 skl -
k#i

Sada je AQg(t) < (|s; — siy — sin| + D [811)V(t—) = O(1)]s;5]|Vy4(t—), na osnovu (4.23). Kako
ki,
je AQ(t) < —|s;s;|/2 imacemo

EXA
9

AQy(t) + CoAQ(1)Vy (=) < O(1)]sis;|Vy(t=) = Co Vy(t=) = Isis;|[(O(1) = —7)Vy(t=) <0

za dovoljno veliko Cj.

Slucaj 3a. Sada mozemo dati dokaz drugacije izveden. Pretpostavimo da dva prilazeca talasa
pripadaju razli¢itim familijama i > j i da su njihove amplitude s;, i s;,, dok su s;, i s, amplitude
odlazecih talasa, redom. Takode, neka je g — 2 generacijski red talasa amplitude s;,, a generacijski
red talasa amplitude s;, neka je manji ili jednak g—2. Neka je s],, ; amplituda odlazeceg nefizickog
talasa (koji ima generacijski red g — 1). Generacijski red talasa apmlitude s; (s’,) jednak je

generacijskom redu talasa amplitude s;, (sj,). Tada vazi

Qu(t+) = 22 Isiysal + 30 [s,s5] + 20 [shtasel + 30 5456l

Ja>g 98>9 9o>g max{g~,9s}>9g

Qu(t=) = 20 lsusal + 3 Ispssl+ 20 [sys4

Ga>g 98> max{g,gs }>9g

AQg(t): > |3/n+150‘»
9o>9g

Volt=) = 2 lsxl;

grn 29
AV(t) = [sp4al-

Znaci da je AQy(t) = [s,11| Do |sol = AV(t) X0 [so] < AV(t) D [sx| = AV (t)V,4(t—) jer su
go>g 9o gn>9g
talasi s, sadrzani u talasima s,. Sada iskoristimo

AQy(t) + CoAQ()Vy(t—) < (AV(t) + CoAQ(t))Vy(t—) <0

Sto je i trebalo dokazati. Ovde smo koristili da je Glimova funkcionela manja ili jednaka nuli i da

R R
je s =i 185, =85,
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Sluc¢aj 3b. Pretpostavimo da dva prilazeca talasa pripadaju i-toj familiji karakteristika i da su
njihove amplitude s;, i s;,, dok je s; amplituda odlazeceg talasa. Takode, neka je g —2 generacijski
red talasa amplitude s;,, a generacijski red talasa amplitude s;, neka je manji ili jednak g — 2 (to
¢e biti i generacijski red talasa amplitude s;). Neka je s;, ; amplituda odlazeceg nefizickog talasa
(generacijskog reda g — 1). Tada vazi

Qult+) = 2 |sisal + 20 Isnasol + 20 sy

Ja>g 9o>g max{g,9s5}>g

Qu(t=) = 20 lsusal + 30 [sisal + 30 5484

ga>g 9a>g max{g~,gs}>g
AQg(t): > |S/n+130‘,

9o>9g
Vo(t=) = > Isxl,

gn>9g

AV (t) = |s),11] -

Zato je AQ,(t) < AV (t) V,(t—), pakao u sluc¢aju 3a dobijamo da je AQ,(t)+CoAQ(t)Vy(t—) < 0.
Ovde smo koristili da je s, = s;, + 4.

Slucaj 4. Pretpostavimo da jedan prilazeéi talas pripada i-toj familiji karakteristika, a drugi da
je nefizicki talas i da su njihove amplitude s; i s,41, redom. Takode, neka je g — 2 generacijski
red talasa amplitude s,+1, a generacijski red talasa amplitude s; neka je manji ili jednak g — 2.
Neka su s; i s;,,; amplitude odlaze¢ih talasa (generacijski red se nije promenio kod oba odlazeca
talasa). Tada vazi

Qy(t+) = > [sisal +
g

ga>

2 [snaasol + 2L [syss|

Go2>g max{g~,9s}>g

Qo(t—) = > [sisal + X2 [snt180| + > |syss,

Ga>g go>g max{g~,95}>9

AQy(t) = (I8hial = Isntal) 22 Isol,

go=>9g

AV(t) = [)41] — sl

Sada je AQy(t) < (Ishi1] — |sn1])Vy(t—) = O(1)[sisn41|Vy(t—), na osnovu (4.26). Kako je
AQ(t) < —|s;8p+1]/2 imademo

AQy(t) + CoAQ(t)Vy(t—) < [sisn+1|(O(1) — —=)Vy(t—) <0

za dovoljno veliko Cy. Ovde smo koristili i da je s, = s;.

Sliénim tehnikama dokazuje se nejednakost u ¢etvrtom redu (4.44) za t € I,_,. Naime, neka
su u interakciji dva talasa familije ¢,7 = 1,2,...,n 4+ 1 sa amplitudama s;, s; redom.

Slucéaj 1. Pretpostavimo da dva prilazeta talasa pripadaju razlic¢itim familijama 7 > j i da su
njihove amplitude s; i s;, redom. Takode, neka je g — 1 generacijski red talasa amplitude s; (kao i
talasa s}), a generacijski red talasa amplitude s; neka je manji od g—1 (kao i talasa s}). Analogno
se pokazuje i kada je generacijski red za s; bas g—1. Neka su s, ..., s, amplitude odlazeéih talasa
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(generacijski red odlazeéih talasa s, k # 4, j je g). Tada vazi

Qqa(t+) = X Isisal + 22 Isjssl+ X2 [shsanl + > |sv55,
ga>g 95>9 k#1435 max{g~,95}>9g
Gay, >1

Qo(t=) = > [sisal + X lsjspl+ > [syssl,

Ja>g 95>9 max{g,9s}>g

AQy(t) = (Isil = lsil) 30 [sal + (Is5l = 1s51) 22 lsgl+ >0 [sksanls

ga=>9g 9829 k#i,3
Gay, >1
Qo—1(t+) = X Isisal+ >0 [sjspl+ > [siSanl + > |syssl,
ga>1 gp>g—1 k#i,j max{g~,gs}>g—1
Jap, 21
Qg—1(t—) = [sisj| + X Isisal + > Isjspl+ > ENCHP
ga>1 gp=29—1 max{g~,gs}>g—1

AQqg-1(t) = —[sisj| + (Isil — [sil) 22 [sal + (851 =) 22 lsgl+ > [sksal,
ga 1 gs=>g—1 k#1i,j
Goy, >1

V(t=) = lsil +[s51 + 22 Isal + >0 lspl+ 32 [sapl+ 2 [sal.
ga>1 ga>1 gop 21 921

Sada je

AQy(t)  <lsi—sil > lsal+1s5 =55l 22 lspl+V(t=) X2 Isil

ga>g 982>9 k#1,j
< si—sil X [sal + 185 — 551 X0 sl +V(t=) X [si]
ga 21 gp>1 k#i,j

< (Is; — sl + s — 85| + k; sV (t=)
9 17]
<0(1)[si 85|V (t-),

na osnovu (4.22). Analogno se pokazuje da je i AQg—1(t) < —ls;is;| + O(1) |s; 5|V (t—). Zbog
toga vazi

AQy(t) + CoAQy1(V (t=) < O()[s; 55|V (i) + Co(—lsis;| + O(1) |si 85|V (t=))V (¢-)
<(O(1) + Co(=1+ O) V(t-)))lsi s3]V (1)
<0

za dovoljno malo V(t—) i dovoljno veliko C.

Slucéaj 2. Pretpostavimo da dva prilazeca talasa pripadaju i-toj familiji karakteristika i da su
njihove amplitude s;, is;,. Takode, neka je g—1 generacijski red talasa amplitude s;,, a generacijski
red talasa amplitude s;, neka je manji od g — 1 (analogno kada je jednak g—1). Neka su s},..., s},
amplitude odlazec¢ih talasa. Generacijski red talasa apmlitude s je jednak generacijskom redu
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talasa amplitude s;,, dok je generacijski red talasa amplitude s}, k # ¢, jednak g. Tada vazi

Qg(t+) = > Isisal + > |S;€Sak| + > \8785|,

ga2g k#i max{g-,gs}>g
Gay, >1
Qo(t=) = X Isiisal+ X2 Isinsal + 20 [syssl,
9a>g ga>g max{g~,9s}>g

AQq(t) = X Isisal = X [siisal = 22 [sisal + X [Sksanls
ga>9g ga2g >

ga=g k#1
Gay, >1

Qo-1(t+) = X [sisal+ 2 [siSail + 2 |syssl,

ga>g—1 k#1475 max{g~,g95}>9—1
Gay, >1
Q!]—l(t_) = |Si15i2| + Z |Si1504| + Z |Si236| + Z ‘3735‘,
ga>1 gp>9—1 max{g~,gs }>g—1

V=) =lsal +lsisl + 3 lsal+ 2 Isanl+ 3 lsxl.

Ja > Ja, =1 gn21

Sada imamo da je
AQu) < I = i = sl X Jsal + V() 3 I
gaZg
< (I8 = siy =8|+ X0 [s)V (=)
k#i,j

< O(1)]s;i 55|V (t=),
na osnovu (4.23). Analogno se pokazuje da je 1 AQgy—_1(t) < —|s;s;| + O(1)|si 55|V (t—). Zbog
toga vazi

AQy(t) + CoAQy—1(t)V(t—) <0,

za dovoljno malo V(t—) i dovoljno veliko Cjy, $to se potpuno isto pokazuje kao u slucéaju 1.

Slucaj 3a. Pretpostavimo da dva prilazec¢a talasa pripadaju razlicitim familijama ¢ > j i da su
njihove amplitude s;, i sj,, dok su s}, i s}, amplitude odlazec¢ih talasa, redom. Takode, neka je
g — 1 generacijski red talasa amplitude s;,, a generacijski red talasa amplitude s;, neka je manji
od g —1 (analogno se pokazuje i u slucaju jednakosti sa g —1). Neka je s/, ; amplituda odlazeceg
nefizickog talasa (koji ima generacijski red g). Ako dokazemo da vazi AQ,(t) < AVy(t) V(t—) za

t € I,_1, tada ce vaziti i
AQy(t) + CoAQy-_1V (t—) < (AVy(t) + CoAQy-1(t))V (t—) <0,

na osnovu druge nejednakosti u (4.44). Sada, koriste¢i s} = s;, s = s; i (4.25), imamo

Qult+) = 3 Isisal+ 2 Isjys0l+ 2 Isnpasol = 30 lsyssl
goZ

9a>9g 9829 max{g~,9s}>g

Qo(t=) = > lsusal+ X lspssl+ > Isyssl

Ga>g 9829 max{g~,gs}>g

AQy(t) = > |5;1,+150|7
go>1

VQ(H') = > lsz|+ |s;1+1‘7 Vg(t_) = > |sxl, Avg(t) = ‘8’/r7.+1|7
9= 29 grn29

2 |sal
>1

™

V(t=) = Isir| +[s5.l + 22 50| +
go21 g
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Sada je jasno da vazi AQ4(t) < AV,(¢) V(t—).

Slucéaj 3b. Pretpostavimo da dva prilazeéa talasa pripadaju i-toj familiji karakteristika i da su
njihove amplitude s;, i s;,, dok je s; = s;, + s;, amplituda odlazeéeg talasa. Takode, neka je g —1
generacijski red talasa amplitude s;, , a generacijski red talasa amplitude s;, neka je manji od g—1.
Neka je s;,,; amplituda odlazeceg nefizickog talasa (koji ima generacijski red g). Dokazimo opet
da vazi AQy(t) < AVL(t)V(t—) za t € I;—1. Imamo da je

Qg(t+): |sisal + 22 |S’lr7,+130|+ > |5735|
ga>g go>1 max{g~,9s}>g

Qo(t=) = > Isiusal+ X [siSal+ 22 [sy54]
ga>9g ga>g max{g~,gs}>g

AQy(t) = X Isisal = 2 Isiisal = X2 [sizsal + X IShi150l,
gda>9g Ja> ga>9g go>1

Voltt) = 2 lsel +lsnials Volt=) = X2 sl AVG(t) = [shpal,

gn29g gn29g

V(=) = Isil +lsi [+ 320 [sal + 22 [so]l + 22 |snl

ga>1 go>1 gr>1

Zato je, koriséenjem (4.25),

AQy(t) < 15t — siy — sial D [sal + D Ishyrsol = lsnial Y Isol S AVy(6) V(E-),

ga>g go>1 go>1
sy
jer je s; = S5, + Si,-

Slucaj 4. Pretpostavimo da jedan prilazeéi talas pripada i-toj familiji karakteristika, a drugi da je
nefizicki talas i da su njihove amplitude s; i s,,+1, redom. Takode, neka je g — 1 generacijski red
talasa amplitude s;, a generacijski red talasa amplitude s,; neka je manji od g — 1 (analogno se
dokazuje i kada je generacijski red jednak g — 1). Neka su s; i s;,,; amplitude odlazecih talasa.
Tada je

Qolt4) = 3 Isisal+ 2 Ishasol + 20 s8]

ga>g go>9g max{g~,gs}>9g

Qqg(t=) = > Isisal + 2 [Snt150| + > |syss],

ga>g Go>g max{g~,gs}>g

AQy(t) = ([sn41] = [sntal) 2 Isol,

9o=>9g

Qg-1(t+) = 3 [sisal + 2 [8hr180| + 2 |5yl

ga>1 go>g—1 max{g~,gs}>g—1

Qg—1(t=) = [sisnt1|+ 20 [sisal+ D0 [sn+150[ + > |syssl,
ga>1 go>g—1 max{g~,gs}>g—1

AQqg-1(t) = —|si snta| + (Isppa| = Isn41l) - 22 (sl
go>g—1

V(t—) = [si| + [sn41| + Zl|sa|+ > 1sol + X0 Isal-

ga > go>1 gn2>1

Sada imamo da je
AQy(t) < O(1) [si snta|V(i—)
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AQg-1(t) < =[si snta| + O() [si snya [V (=),

na osnovu (4.26). Analogno kao u sluéaju 1, dokazuje se da
AQy(t) + CoAQy—1(t)V(t—) <0

vazi za dovoljno malo V(t—) i dovoljno veliko Cj.

Konaé¢no, dokazimo petu nejednakost u (4.44). Ako u interakciji budu dva talasa familije
1,7 =1,2,...,n 41 sa amplitudama s;, s; redom, tada ¢e vaziti

AQy(t) < O)]sis;|V (1) — [sisj| <0

za dovoljno malo V(t—)izat € I;UI, 1 U... Preciznije, posmatrajmo opet sva Cetiri slucaja za
t € I, (analogno za preostala vremena).

Slucaj 1. Pretpostavimo da dva prilazeca talasa pripadaju razli¢itim familijama ¢ > j i da su
njihove amplitude s; i s;, redom. Takode, neka je g generacijski red talasa amplitude s;, a
generacijski red talasa amplitude s; neka je manji od g (sliéno i za slucaj kada je generacijski red
jednak g). Neka su s,..., s amplitude odlazeéih talasa. Generacijski red talasa sa amplitudama
sh i s; jednak je generacijskom redu talasa sa amplitudama s; i s;, redom. Generacijski red talasa

amplitude s, k =1,2,...,n, k # i, ], je g+ 1. Tada vazi
Qy(t+) = Z>1 sisal + 22 Isjspl+ 2 spsa + 0 X [syssh
o Z

98> k#id,j max{g~,gs}>g
Goy, >1

Qy(t=) = Isisj| + > [sisal + 22 lsjspl+ 32 Isyssl;
1

Ga> 9829 max{g~,9s}>g

AQq(t) = —[sisj| + (Isi| — sil) X [sal + (IS —Is;) 22 [sgl+ > [skSaxls
ga21 9829 k#1475
Jap, 21

V(t=) = > lsxl,

gr21

Ocenimo sada AQ,4(t). Na osnovu prethodne diskusije 1 (4.22) vazi
AQy(t) < —lsisjl +[si —sil 22 Isal + 185 =51 22 lspl+ V(=) > [si]
ga21 9829 k#i,5
< —lsisil+ (si = sil + s — 551+ > [sp)V(E=)

ki, j
—|sis;] +O(1)]si85|V (t—) .

Slucaj 2. Pretpostavimo da dva prilaze¢a talasa pripadaju i-toj familiji karakteristika i da su
njihove amplitude s;, i s;,. Takode, neka je g generacijski red talasa amplitude s;,, a generacijski
red talasa amplitude s;, neka je manji od g (analogno se dokazuje kada je jednak g). Neka
su sf,...,s, amplitude odlazeéih talasa. Generacijski red talasa sa amplitudom s} jednak je
generacijskom redu talasa amplitude s;,. Generacijski red talasa amplitude s}, &k = 1,2,...,n,
k #1, je g+ 1. Tada vazi
Qo(t+) = 22 Isisal+ X Isisal+ X Isysel,
ga>g k#4,5 max{gy,9s}>g
Ja,, 21

Qg(t_) = |si1si2| + Z |Si1304| +
ga>1

2 [siasal+ 0 30 [sys0l,
>

Ga>g max{g~,gs}>g

AQq(t) = —|siysiy| +si| 2o Isal =[] 22 [sal = Isi] 22 [sal+ 22 [skSayl;
ga g ga 21 ga2g k#i,j
Gay, >1
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Sada ¢emo oceniti AQ,(t). Na osnovu (4.23) i prethodne diskusije vazi

AQy(t) < —lsivsip| +lsil 20 [sal =lsul 220 [sal =lsil 20 lsal + 32 [sksal

ga>g ga g 9o g k#i,j
gakzl
< —sisi| 18t —siy — s, V(=) + V(=) X0 [s]
k#i,j
= —lsiysip| + (18] — 50, —sin| + X2 [skDV (=)
k#i,j

< _|Si18i2| + O(l)|8i15i2|v(t_> .

Slucaj 3a. Pretpostavimo da dva prilazec¢a talasa pripadaju razlicitim familijama ¢ > j i da su
njihove amplitude s;, i sj,, dok su s}, i s, amplitude odlazecih talasa, redom. Takode, neka je g
generacijski red talasa amplitude s;, (ujedno i amplitude s; ), a generacijski red talasa amplitude
sj, (i amplitude s’ ) neka je manji od g (dokaz analogan ako je generacijski jednak g). Neka je

s5,4+1 amplituda odlazeéeg nefizickog talasa (koji ima generacijski red g + 1). Tada vazi

Qult+) = X Isiysal+ 2 |sjossl + 20 Ishasol + 25 [syss]

ga>1 95> Go> max{g,gs}>g

Qo(t=) = Isivsjl + X2 Isusal + 30 [sipspl+ 20 [sy86]

ga>1 982> max{g,gs}>g

AQQ(t) = _|Si15j2| + Z ‘S’,ﬂ+180|7

go>1

Ovde smo koristili s}, = s;, i s}, = sj,. Na osnovu prethodne diskusije i (4.25) vazi

AQy(t) < =Isiysjo| + [sn |V (E-)

= _|8i18j2| + 0(1)‘31'13]'2“/@_) :

Slucaj 3b. Pretpostavimo da dva prilazeca talasa pripadaju i-toj familiji karakteristika i da su
njihove amplitude s;, i s;,, dok je s; amplituda odlazeéeg talasa. Takode, neka je g generacijski
red talasa amplitude s;,, a generacijski red talasa amplitude s;, neka je manji od g (analogno se
dokazuje i u slucaju kada je jednak g). Neka je s;,,; amplituda odlazeceg nefizickog talasa (sa
generacijskim redom ¢ + 1), a s} amplituda odlazeéeg talasa i-te familije (sa generacijskim redom
manjim g). Tada vazi

Qi) = 2, Isisal+ 2 lsnpasol+ 20 syss]

Ga>g g max{g~,9s}>g

Qg(t_) = |Si1$i2| + Z |8i18a1‘ + E |5i28a2| + Z ‘8"/55|

Jaq 21 Jag>9 max{g,9s}>g

AQy(t) = —lsiysi | +Isil 22 Isal = Isul 22 Isan] = Isil 22 [sasl+ 22 [shi15l,

ga>9g gaq 21 Jag>g go>1

V(=)= > lsxl

gn21

Kako je s, = s;, + $i,, na osnovu (4.25) i prethodne diskusije vazi

AQy(t) < =lsiysin| + (Isi] = lsi| = lsi, NV (E=) + |57 [V (1)

< _|si13i2| + |8; = Siy — Si2|V(t_) + |S{n+1|V(t_)

7|5i18i2| + 0(1)|8i181‘2|V(t7) .
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Slucaj 4. Pretpostavimo da jedan prilazeéi talas pripada i-toj familiji karakteristika, a drugi da
je nefizicki talas i da su njihove amplitude s; i s,41, redom. Takode, neka je g generacijski red
talasa amplitude s;, a generacijski red talasa amplitude s, neka je manji od g (analogna kada
je jednak g). Neka su s; i s}, ; amplitude odlaze¢ih talasa. Generacijski red talasa sa amplitudom
s} jednak je g, dok je generacijski red odlazeéeg nefizickog talasa manji od g. Tada vazi

Qo(t+) = 3 [sisal + 30 Isppisol + 20 [s456]

ga>1 Go>g max{g~,9s}>9g

Qg(t—) = [sisnt1l + > |sisal +
ga>1

> snt180] + > |575§|v
>

Go>9g max{g~,95}>9g

AQy(1) = =lsisni1l + (Isnsal = [snial) 2 lsol,
goZ29

V(=)= > lsal,

gr2>1

jer je si = s;. Na osnovu prethodne diskusije i (4.26) vazi

AQy (1)

IN

—|sisn+1] + (ISp1l = [sntal) 22 [sol
9o>g

A

< —sisng| + |8hp1 — Snp|V(E—)

—[sisnt1| + O)]sisn41|V(E—).
Ovim smo zavrsili sa dokazivanjem nejednakosti datih u (4.44).

U nastavku ¢e biti koriséene sledeée oznake: [z]y = max{z,0} i [z]- = max{—=x,0}. Kako je
Vi=V,Q1=Q1iVy(0+) =Q4(0+) =02za g > 2 (jer suu vremenu ¢t = 0+ svi talasi generacijskog
reda 1), na osnovu druge nejednakosti u (4.44), imamo da vazi

Vo) <Co Y [AQu (7).

0<r<t

Naime, za g > 2 iz druge nejednacine u (4.44) imamo

AVy(t) < —=CoAQy-1(t) = Vy(t) — Vy(0+) < —Cy . Z<t(Qg—1(T+) = Qg-1(77))
pa je,
Vy(t) < Co Z [Qg*1(7'+) — Qg—1(77)]- (4.45)

0<r<t

-z, <0
_””S{ 0 x>0 ~ -

jer je

Pokazimo da vazi i

Qq(t) < Z [AQqy(T)]+

0<r<t (4.46)
<Co 3 IAQU- supTy(t) +Co Y [AQua(r))- sup V()
0<7T<t 0<r<t

za svako t > 01 g > 2. Naime,

Qq(t) = Z (Qg(7+> —Qqy(t7)) < Z [AQy(T)]+

0<r<t 0<r<t
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jer je razlika Qg (77) — Q,(77) zamenjena nulom ako je negativna. Sada, na osnovu trece i cetvrte
nejednakosti u (4.44) vazi

AQy(t) < —CoAQ()V,(t=) = Qq(t) < Cosup Vy(t) Y [AQ(H)]-

t20 0<r<t

AQy(t) < ~CoAQy-1(1)V (=) = Qy(t) < Cosup V(1) Y [AQg-1(1)]-

t>0

0<7<t
pa je
Q1) < Comp V(1) 3 [AQM))- + Cosup V(1) D [AQp-(8)-
t= 0<r<t tz 0<r<t
Vazi i
0<Qy(t) = > ([AQy(7)]1 — [AQy(7)]-). (4.47)
0<7<t

Kako je Y(t) := V(t) + CoQ(t) nerestuca funkcionela za t > 0, tada vazi

Vy(t) < V(1) < T(t) < T(0+).

Na osnovu (4.35) znamo da je AQ(7) < 0 i zbog toga je [AQ(T)]- = —AQ(7), pa je
Y. QM == Y (QE) = Q1) £Q(O+) < T(0+). (4.48)
0<7<00 0<T<00

Sada, za Cy dovoljno veliko definisimo
Qg =D _[AQq(t)]+, Vy:i=supVy(t),
= >0
Na osnovu (4.44-4.48), a kako je [z]_ < [z], zakljucujemo da za g > 2 vazi

‘Zq < Coég—la _ _ ~ (4.49)
Qg < CoY(0+)Vy + CoY(04)Qg-1 < (CF + Co) T (0+)Qg1 -

Naime, koristeéi (4.45, 4.47), prva nejednakost sledi iz

Vo r=supVy(t) <supCo Y [AQy 1(t)]-
t>0 t>0 0<r<t

=sup Cp Z [AQg-1(t)]+ — Qq(1)

>0 0<r<t

< sup Cy Z [AQg—1()]+

>0 g <

< CO@g—lv

dok je druga direktna posledica (4.46). Ako je TV(q(-,0+4)) dovoljno mala, T(0+) := V(0+) +
CoQ(0+) ¢e zadovoljavati
F = (C3 + Co)Y(0+) < 1. (4.50)

U ovom slucaju, za svako ¢t > 01 g > 2, na osnovu (4.49, 4.50) indukcijom dobijamo da vazi
Qy(t) < Qy <0279, Vy(t) <V, < 520077 (4.51)

U nastavku ¢e nam biti potreban broj talasa sa istim generacijskim redom. Prvo é¢emo nadi
donju granicu za snagu talasa dobijenih podelom razredujuceg talasa.
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Zbog toga, neka je § > 0 data konstanta i neka je s; snaga razredujuceg talasa i-te famije. Neka
je svaki i-ti razredujudi talas podeljen na p; manjih talasa, svaki amplitude s;/p;, gde je

S
Z:1+ - .
P M

Sa [z] smo oznacili najveéi ceo broj < z. Ako je s; > 5, tada snaga svakog podeljenog dela
zadovoljava

6 s
- <= <. 4.52
27 pi (452)
Drugim rec¢ima, jasno je da vazi
Si Si
5 5 (4.53)

Leva strana nejednakosti (4.53) daje da je snaga svakog podeljenog dela manja od 4, odnosno

SN
DPi

Desna strana iste nejednakosti (4.53) i s; > b= p; > 2 daju

s Di | Di 2 Di Di
1438 >p, =P Py 2 Pi g P
R A T T R S

Time je
S; Di S; 5
Zt > o —— 2t >

52 Tp 2

Sada smo u stanju da dobijemo broj talasa sa istim generacijskim redom. Neka je Ny broj
skokova (prekida) u poc¢etnom uslovu ¢(+,0). Sa &1 ¢emo obeleziti maksimalnu snagu razredujuéih
talasa koji su stvoreni reSavanjem Rimanovog problema u ¢ = 0 a pre prve interakcije. Tada je,
na osnovu (4.52), maksimalni broj razredjuéih talasa koji su podeljeni jednak Ny &;1/(0/2), pa je

ukupan broj talasa generacijskog reda 1 < 2 Ny 4+ 2 Ny 61/5 = A1 Ny =: My,

gde je Ay = 2+ 251/3. Znaci da je broj talasa sa generacijskim redom 1 konacan. Talasi
generacijskog reda 2 mogu nastati samo interakcijom talasa sa generacijskim redom 1. Kako je
maksimalan broj interakcija (M7)?, to imlicira da je broj odlazeéih razredujuéih talasa drugog
reda takode konacan pa biramo onaj sa najve¢om snagom 5. Tada je

ukupan broj talasa generacijskog reda 2 < (2 + 2 62/8) M} = Ay M} =: M,

gde je 2 + 252/3 =: Ay. Dakle, i broj takvih talasa je konacan. Sada mozemo definisati A, :=
2425,/6, g € N, gde je 5, maksimalna snaga razredujuceg talasa generacijskog reda g. Indukcijom
dobijamo da je

ukupan broj talasa generacijskog reda g <
{maksimalan broj odlazeéih talasa pri resavanju Rimanovog problema}-
{ukupan broj talasa generacijskog reda g — 1}
{ukupan broj talasa generacijskog reda < g — 1}

odnosno

ukupan broj talasa generacijskog reda g <
g—1
Ag MY - H (Ai (Ai My + 1)9%)

1=2
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za g > 3. MozZemo primetiti da postoji polinom Pg(No,g’l) = 2Ny + 2Ny &1/5 + ... takav da
ukupan broj svih talasa generacijskog reda < g ne premasuje Pg(No,gfl). Ova ¢&injenica bice
kori§éena pri aproksimaciji snage nefizickih talasa.

Da bi se ocenila ukupna snaga svih nefizickih talasa u ¢(-,t) potrebno je razdvojiti nefizicke

zaklju¢ujemo

[ukupna snaga svih nefizickih talasa uq(-,t)] = Z [sa(t)] + Z [sa(t)]
ae NP a e NP
ga > g ga < g

< [ukupna snaga svih talasa sa generacijskim redom > ¢]
+[broj talasa sa generacijskim redom < g| - [maksimalna snaga nefizickih talasa]

< 020079 + P,(No,671) - Cyiv.

Za dato pu > 0, kako je ¥ < 1, mozemo izabrati g dovoljno veliko tako da vazi §oCo5? < u/2. Tada
biramo 2 > 0 dovoljno malo tako da vazi Py(No,0 ') - C4vr < p/2. Tada ée za svako t > 0, vaziti

[ukupna snaga svih nefizickih talasa uq(-,t)] < u, (4.54)

$to kompletira dokaz teoreme 4.1.6.

4.4 Postojanje reSenja Rimanovog problema

Da bismo kompletirali dokaz teoreme 4.1.1, fiksirajmo niz (uy)r>1 koji opada i tezi nuli. Za
svako k > 11 ug > 0, teorema 4.1.6 osigurava postojanje ug-aproksimativnog resenja g Kosijevog
problema (2.1, 2.4). Na osnovu prethodnog poglavlja, funkcije g (-, t) imaju uniformno ograni¢enu
totalnu varijaciju. Dalje, preslikavanja t — g (-, ¢) su uniformno Lipsic neprekidna sa vrednostima
u LY(R;R"™). Zato

lar (s t2) — qr(-t1)|lL = /:’0 lak (-, t2) — qr (-, t1)| dx

(t2 —t1) - [ukupna snaga svih talasa]

<
- [maksimalna brzina talasal

< (t2—t)
- [ukupna snaga fizickih talasa+ukupna snaga nefizickih talasa)
A

< (ta —t1) - [broj talasa] - (61 + p) - h\

< M(ty —ty)

(4.55)
vazi, za neku konstantu M koja ne zavisi od k. Ovde smo koristili da je ukupan broj talasa
ogranicen za svako ¢t > 0, ogranic¢enost totalne varijacije (4.32) i da je ukupna snaga nefizickih
talasa mala (4.54). Sada mozemo primeniti teoremu 4.3.1 i izdvojiti podniz koji konvergira nekoj
funkeciji ¢ u L . Kako vazi |lgx(-,0) — qo(+)|[[L1 — 0, na osnovu (4.55) vazi g(z,0) = go(z). Da
bi se pokazalo da je g slabo reSenje Kosijevog problema, preostalo je da se pokaze da, za svaku
test funkciju ¢ = (¢1, @2, ..., ¢n)T € C} sa kompaktnim nosaéem sadrzanim u otvorenoj poluravni

t > 0, vazi

/ooo /_Oo (q(z,t)pe(x,t) + fla(@,t))pu(x,t)) dzdt = 0.

Kako je g uniformno ograni¢eno i f uniformno neprekidna na ogranicenom skupu, dovoljno je
pokazati da vazi

lim {/000 AZ(qk(x,t)¢t(x,t) + flgp(z,t))pu(x,t))dxdt| =0. (4.56)

k—o00
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Biramo T > 0 tako da je ¢(z,t) = 0 kada t ¢ (0,7T). Za fiksirano k i za bilo koje ¢, neka su
x1(t) < --- < zy(t) tacke gde qx(-,t) ima skok i neka je

Aqr(Ta,t) == qr(Tat,t) — qp(ra—,1),
Af(Qk(Iomt)) = f(Qk('Tofi'vt)) - f(Qk(Ia_at)) .

Primetimo da linije z = z,(¢) dele [0,T] x R na konatno mnogo regiona fj gde je gy, konstanto.
Uvodeci vektor

D= (flqr) &, qr 9),

na osnovu teoreme o divergenciji (slika 4.12), dvostruki integral u (4.56) moze biti zapisan kao

x=x,(?)
o ol \\\
/ qk(xa'i',t) \
/ \
/ N \
/ 1’(* \
I/ J n+ \
: |
\ /
\\ ~ // > x
N I s
\\ J ///

Slika 4.12: Oblast I'; =T UT; .

> // div @ (z,t)dzdt = / ®(x,t) ntdo+ > / ®(z,t)-n" do. (4.57)
’ 7 ory

T+UE— I o5+
rfur; or]

Ovde je fj‘ =T 0{z > z,(t)} i fj_ =T N{z < z4(t)}, dok su su 8fji orijentisane krive na
rubu fji Spoljasnje normale na 8fji obelezene su sa n*. Primetimo da je nt do = (—1,44)dt i
n~ do = (1, —%,) dt duz linije © = 2,(t), dok je ¢(x,t) =0 duz linjjat =0it="T.
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Naime, kako su stanja qx(xo+,t) i gx(xq—,t) konstantna u fj i IN“J_, redom, tada je

/0°° /O;(Qkfi)t-f—f(%)%)dxdt Z // (qudr + f(qu)da) d dt

rfur;
- ¥ / / ((as0)e + (F(ax)0)z) da
Z div ®(x,t) dx dt
*[1“
- Z/cp(x,t) n+da+2/q>(m,t) n=do
ot I or-

T
/ (o 01 (ot 1) — F (@i (Zats ) (a(t), £)
0

T / S~ k() + (@ (0 £))(a(t), 1) dt.
0 (e
Dakle, na osnovu (4.57), dvostruki integral u (4.56), moze zapisati u obliku

T
/O Y (Falt) Agi(zast) = Af(gr(2a, 1)) d(a(t),t) dt . (4.58)

Da bismo ocenili prethodni integral, neka |s,| predstavlja snagu talasa u tacki x,. Na osnovu
ocena za F, u lemi 4.1.5, ako je « udarni talas, razredujuéi talas ili kontaktni talas, tada vazi

Ea(t) Agr(zast) — Af(gk(za,t)) = O(1) pklsal -
Sa druge strane, ako nefizicki talas prolazi kroz x,,, tada vazi
La(t) Agr(za,t) = Af(gr(za,t)) = O(1) |sa| .

Razdvajajuéi sumiranje u (4.58) na fizicke i nefizicke talase, zakljucujemo da vazi

k=00 \ aeSURUNP

D := limsup ( Z [Ta(t) Aqp(Ta,t) — Af(qr(Tat))]d(za(t), t))

(4.59)
g(rg%x|¢(x 1) hmsup( Z O(1) pxlsal + Z 0(1)|5a|> :

a€ESUR aeENP

Za svako t > 0, ukupna snaga talasa u qi(-,t) ostaje uniformno ogranic¢ena dok je ukupna snaga
nefizickih talasa manja od py i time tezi nuli kada k — oo i zbog toga je D = 0. Grani¢na vrednost
u (4.56) sledi iz (4.59), pa je time pokazano da je ¢ slabo resenje Kosijevog problema.

Neka je n konveksna entropija za (2.1), a 1 fluks entropije. Da bi se pokazalo da vazi

/ / (@)t + 1(q)¢s) dadt >0

dovoljno je pokazati da vazi

lim inf/ / n(qr) b + (qr)Pz) dxdt >0 (4.60)

k—o00
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za svaku nenegativnu funkciju ¢ € C§ sa kompaktnim nosacem sadrzanim u poluravni ¢ > 0.
Biramo T' > 0 tako da ¢ = 0 van [0, 7] x R. Koristeéi teoremu o divergenciji, za svako k, dvostruki
integral u (4.60) moze biti zapisan kao

T
/0 S () An(e (s 1) — A (s )] a(t), ) di

gde je sumiranje izvrseno po svim skokovima u gi(-,¢). Ovde smo koristili notaciju

An(gr(za,t)) == n(gk(Tat,t) = n(gr(za—,1)) i AY(gr(za,t)) = Y(gr(zat,t)) —Y(gr(za—,1)) .

Razdvajajuéi talase kao u (4.59) i koristeéi ocene za E!, kao u lemi 4.1.5, dobijamo

lim inf ( [0 (6) An(gi(@a, 1)) = Atb(qn(@a, )]$(@a(?), t))
aESURUNP

> (max |¢(x, #)]) lim inf (— Y oW mlsal — Y 0<1>|sa|>
’ aESUR aENP

=0.

Ovim je kompletiran dokaz teoreme 4.1.1.






GLAVA b

Jednadine izentropnog strujanja gasa i proizvoljno veliki pocetni uslovi

U ovoj glavi biée koriséena notacija iz [1, 31], a takode bi¢e data i sva tvrdenja zajedno
sa dokazima. Posmatra¢emo nelinearan sistem zakona odrzanja koji opisuje jednodimenzionalnu
jednacinu protoka izentropnog gasa u Lagranzovim koordinatama:

ve—uUy = 0

us +pv), = 0, (z,t) € R xR,. (5.1)

Veli¢ina u predstavlja brzinu, p pritisak i v specificnu zapreminu (v = 1/p > 0, gde je p je gustina).

Pritisak je dat u formi

p=r*"", y=1+2¢,

gde je € data mala pozitivna konstanta, dok je x gasna konstanta, a 7 je, za sada, takode konstanta.
Neka je dat problem (5.1) u oblasti ¢t > 0, x € R, sa po¢etnim uslovom

(v(z,0),u(x,0)) = (vo(z),uo(x)), x€R (5.2)

i pretpostavimo da su funkcije vo(x) i ug(z) ogranicene i da imaju ogranienu totalnu varijaciju.
Dalje, pretpostavimo da postoje konstante v i v tako da vazi

O<uv<wy(zr)<v<o0, zeR.

Pod ovim pretpostavkama bi¢e pokazano da pocetni problem (5.1, 5.2) ima slabo resenje definisano
za svako t > 0 ako je € TV (vg(x), uo(x)) dovoljno malo. Ovu notaciju ¢emo koristiti u celoj ovoj
glavi.

5.1 Krive udarnih i razredujucih talasa

Sistem (5.1) je strogo hiperbolican u oblasti p > 0 sa karakteristicnim korenima (poglavlje
2.6)

M(q) = —kyAp T, Aalq) = ky/Ap T

i sa odgovarajué¢im karakteristi¢cnim vektorima

ri(q) = (1,530 )T, ralg) = (=1, my7p ).

Rimanove invarijante su

s=u+ "i\sﬁ(p6 — 1) : prva invarijanta,

: druga invarijanta.
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Preslikavanje oblasti {(p,u) : p > 0} (slika 5.1) na oblast {(r,s) : s —r > %} (slika 5.2) je

bijekcija i vazi
267 . 2RV S 2K/
= p — J—
€ € €

s—r
za p > 0.
u
A
p>0

R

Slika 5.1: Poluravan u kojoj trazimo resenje Rimanovog problema.

w2

4 N

S=1—
€

Slika 5.2: Poluravan u kojoj trazimo reSenje Rimanovog problema (Rimanove invarijante ¢ine
koordinatni sistem).

Na osnovu (2.72), razredujuce krive su oblika (slika 5.3)

w—ug = —"(pF — 05) s p < po: prva razredujuca kriva (Ry), (5.4)

m

u—ug= "L(p°—p§), p=>po: druga razredujuca kriva (Rs),

dok iz (2.74, 2.75) sledi da je kriva udarnog talasa prve familije (S7) data sa

Y _— oY
U—Uy = —K % (p - ;00)7 P > po, (55)
pop(p — po)
a druge familije (S2) sa
Y Y
u—ug = ry| L0 (o~ po), p < p. (5.6)
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Slika 5.3: Krive razredujudih i udarnih talasa u p — u ravni.

Neka je sada dat sistem (5.1) i Rimanov problem

_ qr, T < 07
w0 ={ B TS0 6.7

gde su g1, = (pr,ur)’ i qr = (pr,ur)’ konstantni vektori. Definigimo krivu unapred Wi (qr,)
prve familije i krivu unazad W2 (qr) druge familije na slede¢i nacin:

- — 2 (pF — p3), p < pr,
Wilqr): w—wup= 57
—6\) sr sy (P—pL), P> pL,

@(ps_p%% p < pr,

WQB(C]R): U—Ur = ~_ 7
KA/ 7;::;)(;:1;1::) (p—pr)s P> PR

Krive iz (5.8) su C? krive sa Lipsic neprekidnim drugim izvodom. Ako (p,u) € W¥(qr), tada
postoji jedinstvena razredujuca kriva ili kriva udarnog talasa prve familije koja spaja (pr,ur) i
(p,u). Ako (p,u) € WF(qr), tada postoji jedinstvena razredujuéa kriva ili kriva udarnog talasa
druge familije koja spaja (p,u) i (pgr,ug).

Problem (5.1, 5.7) prvi je resio je Riman [32], a rezultat je sumiran u slede¢oj teoremi (dokaz
se moze naéi u Smoller [35], glava 17).

Teorema 5.1.1 ([1]) Posmatrajmo sistem (5.1) sa pocetnim uslovom (5.7). Pretpostavimo da

vaZiug —uyp < K;/ (p%R+05), ili ekvivalentno sp, —rr > — Ma‘ﬁ (t.7. u resenju se ne javlja vakuum

stanje). Tada postoji jedinstveno reSenje sastavljeno od konstantnih stanja (pr,ur) = (rp,sL),
(prayune) = (rars sm) @ (prsur) = (TR, sR) gde je

ru(@,t) =r(pm(z,t), un(2,t)) = min{rr,rr},
)= s(pm(z,t), up(z,t)) < max{sp,sr}.

Amplitude talasa oznacavamo sa

G =1y —rp : amplituda talasa prve familije,
X*:=sr— sy : amplituda talasa druge familije.

Vazi 8%, x* > 0 za centralni razredujuci talas i 5*,x* < 0 za udarni talas; apsolutne vrednosti
|6*], |x*| nazivaju se njihove snage.
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Slika 5.4: Krive razredujuéih i udarnih talasa u r — s ravni. (Rimanove invarijante ¢ine koordinatni
sistem.)

Posmatrajmo sada osobine krivih udarnih talasa u r — s ravni (slika 5.4), gde je r druga, a
s prva Rimanova invarijanta (kao u (5.3)). Udarni talas prve familije karakteristika (odgovara
manjem karakteristicnom korenu) biée obelezen sa Si, a udarni talas druge familije (odgovara
ve¢em karakteristicnom korenu) bic¢e obelezen sa Ss. Krive udarnih talasa S; i S3 mogu se zapisati
kao:

a—1)(ar —1 af —1
To — T = Kp§ ( )é )—i—\f’y 5 ,
Sll ( 1) 5 1) . 1 (59)
e k)t - —4) o~
S0 S Kpo o \/7}/ c )
gde je ro = r(po,uo), so = s(po,uo), = p/po > 11
1—a)(l—a” 1—af
so—s=npp [ LmOLZAD | ploat)
SQZ (1 )1 ) 1 . (510)
-« —a -«
TO_T:Hp(g) o _ﬁ - )

gde je 7o = 7(po,uo), S0 = s(po,ug) 10 < a = p/py < 1. Iz (5.9, 5.10) sledi da je sg — s =
g1(ro —7r,p0) i 70 — 1T = ga(so — S, po) za Sy 1 So, redom, gde je

af —1

g1(ro — 7, p0) = 1o — T — 2K\/7p; , za a=p/pp>1

1—af

g2(S0 — 8, po) = So — s — 2k/7P; , za 0<a=p/pg<1.
U daljem tekstu bi¢e nam potrebne dve leme ¢iji dokazi slede direktno.

Lema 5.1.2 Neka su funkcije f(z) i g(x) diferencijabilne na R. Ako je f(xo) = g(zo) @ ako je
fl(x) > ¢'(x), tada za svako x > xg vazi f(x) > g(x), za x > xg.

Lema 5.1.3 Neka su funkcije f(x) i g(x) diferencijabilne na R. Ako je f(xo) = g(xo) i ako je
f(z) < g (x) za svako x < xg, tada je f(x) > g(z), za z < xp.

Sada slede tvrdenja koja daju osnovne ocene koje ¢emo u koristiti nastavku.
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Teorema 5.1.4 (/31]) Kriva udarnog talasa S1 ¢ija je pocetna tacka (1o, so), moze biti zapisana
kao

rTo—T
so—s=g1(ro —7,p0) z/ hi(a) dB, r <o, (5.11)
0
za neko o = a1 (B/kp5), gde je 0 < g1 (8, p0) <10 < g/ (8, po). Kriva udarnog talasa Sa, ¢ija je

pocetna tacka (ro, sg), moze bili zapisana kao

Sp—S
7“0—7“:92(30—5700):/ ha(a) dx, s < so,
0

za neko o = as(x/kp5), gde je 0 < gh(x,po) <110 < g4 (x,po). Funkcija hy je definisana kao

Y —1)\? . ya¥(a—1)
hl(m> gde]@ Y = ﬁ7a>l,

za o = aq(B/kpg) implicitno dato sa

8 _ (oz—l)(oﬂ—l)_’_ﬁaa—l.

KpPg «a €

Funkcija ho se definise kao

1-v\? , vya¥(l—a)
hg(w> gldeje Y =/ ————  0<a<l1,

za o = as(x/kpf) implicitno dato sa

x [/ =a)(l—-a7) 1—af
/@pg_ « 'l

Dokaz. Neka je a = p/po > 1. Iz relacije s — s = g1(ro — 1, po) sledi

I(so — ) _ 9g1(ro —r,po) (ro — ) = I(s0 — s)/ 0
da A(ro—r) da A(rg —1)/0c

= 91(8, po) (5.12)
za 3 =rg—r. Neka je hi(a) = g1(8, po), gde uzimamo da je @ = a(f3). Tada je

g1(ro — 1, po) :/0 " hi(a) dB .

Na osnovu (5.9, 5.12) vazi

ey = Yo =s)/00 30t Z1 -0l - 1)~ 2yalty =iy
1 = = .
3(7’0 - 7n)/aa ,yal—i-'y -1 - a'y(,y _ 1) + 2ﬁal+a / (0‘_1)((10”_1)

Sada za
Y(a—1
Y = % a>1 (5.13)
dobijamo da je
—1(ar —-1)
Yo" = 1) = 1+e€ (CM
(@ =1) = ra ™ —— ——

te je
: vya (o —1) + (a” = 1) = 2Y (a” — 1)
vya¥(a—1)+ (o = 1)+ 2Y (a7 — 1)

zeled) 9y 41

aY—1

rerled) Loy 41

av—1
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Sada zakljucujemo da vazi

Y —1\?
= . 14
hi(a) (Y+1> (5.14)
Iz prve jednakosti u (5.9) dobijamo
g (= 1)(a7 = 1) af—1 5

za 8 = ro—r. Ako pokazemo da vazi f’(a) > 0za a > 1, tada ée, na osnovu teoreme o implicitnim
funkcijama, postojati a = a1 (8/kp§). Primetimo da vazi

a>1=a"™ >a"zay>1 (5.16)

a>l=a">1=a"—-1>0zay>1. (5.17)

Sada na osnovu (5.16, 5.17) imamo

vyt —y a4 a7 -1

fley= CENIGES e +vyas!
- % (a—l)?oﬂ_l) aa;1 +vy et >0
Znajuéi da je hi(a) = g1(8,p0), g1 (8,p0) = h(a) j—g i % = kp5 f'(@) > 0, preostalo je da se

dokaze da vazi 0 < hy(a) < 110 < hf(a). Na osnovu (5.14) direktno sledi

Y —1\? /(Y +1\?
< 3 = .
0% () (Y+1) <(Y+1) !

Da bismo dokazali 0 < hf(«), moramo pokazati da je Y >11Y’ > 0, jer je

W (a) = 4%5/& (5.18)
Zbog toga nam trebaju pomocne ocene:
oV —1>2ya—-1),zaa>1,v>1 (5.19)
i
o’ —1< (a— 1)70[’_1, za a>1,7>1, (5.20)

a koje éemo odmah dokazati. Ako obelezimo sa y(a) = o7 — 11 g(a) = y(a — 1), tada je
y(1) = g(1) =01 y/(a) = ya7~t > v = §(a), za a > 1. Na osnovu leme 5.1.2, zakljuéujemo
da vazi (5.19). Dokazimo sada (5.20). Neka je y(a) = (o — 1)ya?~ ! i §(a) = a¥ — 1. Tada je
y(1) =9(1) =0, (o) =271 —y(y = 1)a?? i §(a) = ya?~L. Sada je jasno da vazi sledeca
ocena u slucaju v > 1:

ya-1)>a-1= ya-1)+1>a«
va—(y-1)za

= ya"l—(y-1)a""2 > a7 !

= Y —qy(y = 1a’? >y !
= Y(a) 27 (a).

4
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Na osnovu leme 5.1.2, zaklju¢ujemo da vazi i (5.20). Dokazimo sada da je Y > 1. Na osnovu

(5.20) dobijamo
faa-1 _ [qaia-1)
Y = > = >1 > 1. 21
ar—1 T\ (a—1)yar-! vazlaaz (5:21)

Na kraju, pokazimo da je Y’ > 0. Koristeéi (5.19) vazi

1 aYr —1 qal@"—=1)4+v—ay
! _ - v—1
Y = 2\ 7 a=1) Yo (o —1)2 (5.22)

1 aY —1 o1 ayla—1)+v—ay

Y
I

2\ var(a—1) (a7 —1)2
vy o _ 2

— 1 o 1 7&771 ’Y(a ]‘) 2 O .
2\ yav(a—1) (ay —1)2

Ovim je dokazan prvi deo teoreme. Dokazimo sada da je i drugi deo teoreme tacan za rqg —r =
g2(s0 — 8, po). Neka je 0 < o = p/pp < 1. Imamo da je

d(ro — 1) _ 992(s0 — s, po) 9(so — ) = I(ro —r)/0a
oo d(sp — 8) Oa (5o — 8)/0c

= g5(x, po)

za X = so — s. Neka je sada ho(a) = g5(x, po). Tada za a = a(y) vazi

Sp—sS
g2(s0 — s,p0) = / ha(a) dx
0

Koriste¢i analogni postupak pri dobijanju (5.14), dobijamo da vazi

1-v\? v(1—
hQ(a)_<1er> za Y:,/%, O<a<l. (5.23)

Prva jednakost u (5.10) daje

X _ -1 -a7) 1—a®
kPG a Vv e

(), (5.24)

za x = So — s. Ako pokazemo da vazi I'(a) < 0 za 0 < a < 1, ponovo ¢e teorema o implicitnim

funkcijama dati da je mogude definisati a = as(x/kp§). Pokazimo prvo da je I'(a) < 0 za
O<a<l
Vazi
O<a<l=aM<a’zay>1 (5.25)
i
0<a<l=za’<l=a"-1<0zavy>1. (5.26)

Sada zbog (5.25, 5.26) sledi

Pla) = L a yat —ya +a7 1 1
(@) = 2\ 1 —a)1—a) a? Ve
1 «a ya' —va"+a? -1 1
<3 (1—a)(1—a7) a? T
1 « 1—a”

= AT an e e Ve <0
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Znajuci da je ha(a) = gh(x, po). 94 (x po) = K@) - i & = kpi /() < 0, preostalo je da se
X Q

dokaze 0 < ho(a) < 11 hb(a) <0. Na osnovu (5.23) sledi

1-v\> [Y+1)°
< = R [ =
0% ha(e) <1+Y> <(Y+1> 1

Da bismo dokazali hi(«) < 0, treba pokazati daje Y <1iY’ >0, jer je

1-Y
ht =—4-_—_Y'. 5.27
Q(Q) (Y + 1)3 ( )
Zbog toga treba dokazati sledeé¢e ocene:
l—-a"<y(l—-a)zal<a<liy>1 (5.28)
i
l—a">(1-a)ya" P za0<a<liy>1. (5.29)
Neka je y(a) = 1 — a” i g(a) = v(1 — «). Lako se moze proveriti da vazi y(1) = g(1) = 0
iy (a) = -y > —y = §(a), za 0 < a < 1. Koristeé¢i lemu 5.1.3, zakljuéujemo da vazi
(5.28). Dalje, neka je y(a) = (1 — a)ya""1 i g(a) =1 —a?. Tada je y(1) = (1) = 0, ¥'(a) =
727 L+ y(y = D’ 2 i §'(a) = —ya? 1. Sada je jasno da vazi sledeéa ocena za v > 1.

Yyl-a)>l-a= y(l-a)—-1>—a
= —ya+(y-1)> -«
= a4+ (v-1a"2 > —a7!
= a7+ -1a7? > —yar !
= () 27 ().

Na osnovu leme 5.1.3, zakljucujemo da vazi i (5.29). Pokazimo da je Y < 1. Koristedi (5.29)

dobijamo
[yer (1 —a) o (1 — )
Y = < = <1 0 <1 5.30
1—aY ~—\ (1-a)yyar1 vasl zb<as (5:30)

Dokazimo da je Y’ > 0. Na osnovu (5.28), dobijamo

yo_ L [[lme y-ar-ali-a)
2\ yar (1 - «a) (1—a7)?
1 1—a? 4 y—ay—a(l—a)y
> — 4/ ———qa"! 5.31
-2 voﬂ(l—a)va (1—av)? (5:31)
2
Y e 72047717(170[) >0.
2\ yav(a—1) (I1—av)? —
Ovim je dokaz teoreme kompletiran. m]

Upravo dokazana teorema vazna je za ocenu snaga udarnih talasa. Da bismo dokazali narednu
teoremu, bi¢e nam potrebni sledeéi identiteti i dve leme. Na osnovu definicije za Y u (5.30) vazi

T(a—1
vanze 290D Loy
o’ —1
(Y 41)? = v (a—1)4+2Y (" = 1)+ a” -1

oY’ —1
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=Y +1)2%2 (@ -1)= ya(a—1)+2Y(a? —1)+a” -1
(5.32)
=Y +1)2(1-a")= v(1-a)+2Y(1-a")+1-a

alar — 1)ya”
ozfl aY —1) (a—1)(a7 — 1)(a¥ = D)ya?
oY —1 ayaY (5.33)
(a — Dyar | (a7 —1)2

1 aya
YV(ar-1)2"

Lema 5.1.5 Neka je po < p1. Tada vazi
da 1 2Y

== (5.34)
do f’(a) \/>o¢ T (1—|—Y)
gde je a > 1 definisano implicitnom relacijom 6 = f(a), a f(a) je definisano sa (5.15).
Dokaz. Na osnovu (5.32, 5.33), a za v = 1 4 2¢ , dobijamo
- 1 a Yyt —ya¥+a7 -1 _
/ _ = e—1
o= e =D o2 Ve
11 ayad (Y412 () —1) —2Y (a? — 1) 13
T 2Y ar—1 a? Ve
(5.35)
B a2yt 20 2 (Y 4 1)2 = 2Y) + 2Ya2’yl/204%3
N 2Y o2
T A2(Y +1)2 B a T ALY +1)2
2Y a2 B 2Y
Koristedi 0 = f(a) = df = f'(a) do i (5.35) zakljucujemo da vazi (5.34) O
Lema 5.1.6 Ako je po < p1, tada vaZi
d 1 2Y
R (5.36)
o U(a) fozz (1+Y)
gde je 0 < o < 1 definisano implicitnom relacijom 0 = l(«), a l(«) je definisano sa (5.24).
Dokaz. Koristedi (5.32, 5.33) i v = 1 + 2¢ , imamo
1 « vyt —yaY 47 -1 _
l/ = — _ e—1
@)= S\ a—aa—a a? T
B 11 yaya? (Y +1)2(1—-a")-2Y(1—-a?) 158
= 3V i—ae e “Vre
(5.37)

a2 2002 ((Y +1)2 = 2Y) + 2Ya2'71/2047T_3
2Y a?

A TAV2Y +1)2 @AY +1)2

2Y a2 2Y
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Koristeéi 0 = l(a) = df = I'(a) da 1 (5.37) vaziée (5.36). O

Napomena 5.1.7 Primetimo da razredujuca kriva prve familije odgovara horizontalnoj polupravi
s =380 (r >mp), a da razredujuca kriva druge familije odgovara vertikalnoj polupravi r = rg (s >

So).

5.2 QOcena udarnih talasa

U ovom poglavlju oceni¢emo razlike Rimanovih invarijanti koje se odnose na udarne talase.
Zato dajemo sledecu lemu i dve teoreme.

Lema 5.2.1 Neka je 0 <e < 3 i« > 1. Tada je:

(i) 1+ea'™ > (1+¢)af,

i) (1+2e)alTe (2 +ealte) >2(1+e)2alt2e £ ¢4
(ii) (

fiii) 4= 1)(0;1+26 “U s 142 (O‘E_ 1)2.

Dokaz.

(i) Pokazacemo da vazi hi(a,e) := 1 +¢cal™ — (1 +¢)a® > 0, na taj naéin §to éemo prvo
pokazati da je hi(1,e) = 0 i da je Ohi(a,e)/0a > 0za 0 < e < i > 1. Imamo da je
hi(l,e) =14¢e—(14¢) =0, dok je Ohi(a,e)/0a =¢e(1+¢€)a®(1 —1/a) > 0, jer je o > 1.

(i1) Definigimo funkciju ha(a,e) := (1 + 2¢) o™ (2 + e ™) — 2(1 + )2 a1 2¢ — £ i pokazimo da
je ha(a,e) > 0 koristeéi postupak iz (i). Sada je ha(l,e) = (1+2¢)(2+¢) —2(1+¢)? —e =0,
dok je Oha(a,e)/0a =2(1+2¢) (14+¢e)a® (1+ea'™ —(14+¢€)a®) > 0na osnovu (i) i @ > 1.

(7i7) Neka je e ,
a—1)(alt? — af —
hs(a,€) := ( 1)(a b _ (14 2¢) ( 5 1) .

Jasno je da je hs(1,e) = 0. Pokazimo da je i Ohs(a,e)/0a >0za 0 <e < % i @ > 1. Naime,

8h3(a, 6) . ((a1+25 — 1) + (1 + 25)(& _ 1)0(25) a— (Oé _ 1)(a1+28 _ 1)
da B o2
€ -1
—2(1+2¢) ! (O‘ )
€
(420!t (24 eal) —2(1 4 e)%altE —¢
o 60[2 )
pa sledi da je Ohs(a,e)/da > 0 zbog (ii). Ovim je kompletiran dokaz leme. O

Teorema 5.2.2 (/31]) Nekaje 0 < e < 1, sy < s1. Posmatrajmo dve Sy krive koje krecu iz tacaka
(ro,s0) = (po,uo) u Ojlerovim koordinatama i (ro,s1) = (p1,u1) v Ojlerovim koordinatama, i za
odgovarajuée (p;,u;) u Ojlerovim koordinatama, zavrSavaju se u tackama (r,s) i (r,s2), redom
(slika 5.5). Tada vazi

0<(so—8)—(s1—s82) <Ce(sy—sp)(ro—r)
gde C ne zavisi od €, a po, p1 € [p,p], gde su 0 < p < p < oo neke konstante.

Dokaz. Pokazimo prvo da je p; > pg. Na osnovu (5.3) vazi

1 1
si:ui—l—\%(pf—l)i ri:ui—%(pf—l)
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zai=0,1. Tadaiz rg = ry sledi ug —ug = (p5—p§) /e, dok s1 > so daje ur—ug > —(p5—p§)/+/=.
Zbog toga vazi 2 (p5 — p§)/+/€ > 0, odnosno p; > po.
Neka je 20 = sg — s, 2! = 51 — 89, w = 19 — r (videti sliku 5.5). Iz (5.11) sledi

S IS RAGES) A

Sa druge strane, teorema o srednjoj vrednosti i p; > po impliciraju da postoji 0 e (’%E, H‘%) tako
1 0

da vazi

(o G) (e Gr) = S (eeg) o

Na osnovu (5.38), (5.39) i teoreme 5.1.4 imamo

L0 _ 1 — / dhlda(@)< 567 55) dg. (5.40)
o da db kpG KPS
gde je B/kpS < 0 < B/kpf. Sada ¢emo pokazati da je 20 — 2! > 0. Zbog (5.18) sledi
dhy
— >0
dao =7

(25 = (Pyotty)

s

’(ro’so) =(py»tty)

Slika 5.5: Dve krive udarnih talasa u r — s ravni.

a zbog (5.34) sledi
da(0)
db
Na kraju, kako je p1 > po, dobijamo da vazi
B8,
kPG KT
pa time je dokazano da je podintegralna funkcija u (5.40) zaista nenegativna. Sada ¢emo oceniti
podintegralnu funkciju. Koriste¢i opet (5.13, 5.18, 5.22, 5.34), dobijamo

>0.

dhy da(6) 2(Y -1 aY —1 o1 al@? =1)+v—ay 2y

da dd (Y +13 \ var(a—1) 7 (a7 —1)2 \ﬁa%a’(l +Y)2

a1

AY —1)7a T = (y+Da+ry
(Y +1)3(a7 — 1)2 (1+Y)2
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Izvedimo sledeée ocene koje su nam potrebne u nastavku dokaza. Koristeéi (5.20), imamo
vy (la—1)+1-a">af@”-1)+1-a"=(a”=1)(a—1) >0, (5.41)
a zbog (5.41) vazice

At —(y+Da+y= o —ya—a+y

Ot —va—a+y+y7(a—1)+1—-a”
Y+ D(a=1(a”=1).

Nastavimo sada sa ocenom podintegralne funkcije u (5.40), odnosno

IA -l

dhy da(f) _ AY —Dy7a’s (y+1)(a=1)(a” 1)

da df ~— (Y +1)3(ar —1)2 (1+Y)2
AY -1)yFas (y+1)(a-1)
= (Y413 -1) Y?

4Y —1)(y+ Da'=
V7 (Y +1)3

Ovde smo koristili definiciju Y2 iz (5.13). Zbog toga je

0_ 1 “’4<Y—1><v+1)a12"(ﬂ - 6)
o </0 VT (Y +1)8 wop  woi) ©

4(7 + 1) € € /w g Y1
_ — a2 dg .
KT PR (p1 = pb) ) B Y +17° B
Uoc¢imo da vazi
Y -1 Y -1 1 1 1 1
= < <<
Y+1)¥ Y41 (¥ +1)2" (Y+1)?2 Y2~ «

jer, na osnovu (5.21), sledi Y2 > a. Sada je

L0 1< 4(7+1)

v 14 1
(pi—pé)/o paz —dp

K/ PGP o
(5.42)

4(v+1) /w _1lfq

= —————(p1 -5 Ba~ 2 dg.
KT P (P — ) o

Za (/kp5 < 0 < B/kp§ i dafdf > 0, vazi

a< ﬁg)ga(§)§a< ﬂg) , (5.43)

KpS§ Kp§

jer je a rastuéa funkcija. Koristeéi lemu 5.2.1 pod (#ii), sledi

1/W2ﬁatl. (5.44)

Na osnovu (5.15, 5.44), za o = « (Kig) zakljucujemo da vazi
1

B x (a = 1) (a¥ —1) af —1

e R e R
5 /(oz—l)ioﬂ—l)

21/(0‘;#:2017/2.

IN

IA
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Koristeéi (5.43) i prethodnu nejednakost, imamo da vazi

a+1 ay+1

g () )
2kp% 2kp% kP

Konacno, iz (5.42) sledi

y+1

Ay + 1) - B\ T

-t =2 (pf - pE)/ Bmin{ 1, —— dg. (5.45)
Nl R 2rp5

Na osnovu prve Rimanove invarijante u (5.3) imamo

R/
81—80=u1—u0+?(0§—98),

dok na osnovu druge Rimanove invarijante
K/
1= To = Ui — U — 7[ (1 = o),
Kako je r1 = ro u ovom slucaju, sledi
(P =P

51—80:2

vl
9

odnosno

(s1— s0) - (5.46)

Iz (5.45, 5.46) sledi

i+l e " 5 mi oy
s A | 6mm{1’<2fwi) }dﬁ’

1
4(y+1 w 1y
20—l < L—i_e)g(sl—so)/ ﬂgmin 1, s g
K PG 0 26p% 2kp]

_ A+ v [ B B\
T 8(31_80)/0 mm{%p‘i’(?nﬂ?) }dﬁ'

Posmatracemo dva slucaja za ocenu podintegralnog minimuma. Prvi slucaj,

1
b < 1= min B , p - b <1
2kp5% 2rp] "\ 2Kp] 2kp3

_1 _1
b > 1= min b , b Sy, <1.
2kp5 2rpT \ 2K 2kp5

odnosno,

i drugi,
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Tada je
4 1 w
20—zt < L—Fg)a(sl—so)/ 1dg, (5.47)
K Po 0
pa vazi
20— 21 < Ce (51— s0) w,
gde je
4 1) 4 1
0 = { 1) 201}
KY  KYA/Po
Ovim je kompletiran dokaz teoreme. ]

Teorema 5.2.3 ([31]) Neka je 0 < e < ,ro > 11 i posmatrajmo dve Sy krive koje krecu iz tacaka
(ro,50) = (po,uo) u Ojlerovim koordinatama i (r1,0) = (p1,u1) w Ojlerovim koordinatama, a za
odgovarajude (p;,u;) u Ojlerovim koordinatama, zavrsavaju se u tackama (r,s) i (re,s), redom
(slika 5.6). Tada je

0<(ro—r)—(r1—r2) <Ce(ro —11)(s0 — 5),

gde C ne zavisi od € i po, p1 € [p,p], gde su 0 < p < p < oo konstante.

Dokaz. Pokazimo prvo da je p1 > pg. Na osnovu (5.3) vazi

1 1
S; = u1+ ﬁ(pf — 1) and ri=u; — ﬁ(pf — 1)
zai=0,1. Tada iz s = s1 sledi u; —ug = (p5 — p§)/ Ve, dok r1 < ro daje ug —ug < (p5—p§) /.
Zbog toga vazi 2 (p5 — p§)/+/2 > 0, odnosno p; > py. Uvedimo oznake w® = ro — 7, w' =ry — 1y
iz = sy — s, kao na slici 5.6. Analogno kao i u prethodnoj teoremi, na osnovu teoreme 5.1.4 i
teoreme o srednjoj vrednosti vazice

oot e e (Ge) e (e (o))

_ zﬂmm@<x X>W

o doa do \kpy KpS

(5.48)

gde je x/kp5 < 0 < X/Kp§. Pokazimo sada da je w® — w! > 0. Kako vazi (5.27) imaé¢emo da je
dh da(f
D2 1 (5.36) stedi “Y) < 0 dok 12 gy > po vai X
da do kpy KPS
funkcija u (5.48) nenegativna.

Kao i u prethodnoj teoremi, potrebno je oceniti podintegralnu funkciju u (5.48). Koriste¢i

(5.23, 5.27, 5.31, 5.36) dobijamo

> 0, pa je podintegralna

dhy da(0) _ 2(1-Y) 1—a o1 al@” —=1)+v—ay 2y
do o~ (1+YP\ral-a) (1-a")?  Fa’s (1+Y)
A1-Y)Fa™s o+l = (y+ Da+ny

ATVP(i-a)?  (1+V)
Sada nam trebaju sledeée ocene. Na osnovu (5.29) vazi

l—-a"—va"1l-a)>1-a"—a(l-a")=(1-a")(1-a) >0,
a koristeci (5.41), dobijamo da je

"t —ya—a+y
At —ya—a+y+ya7(a—1)+1—a
7+ 1)1 —a)(l—-a”).

Q= (y+ Da+y

IA Il
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' W

|

(rl’so):(pl’u1) (Vo’So):(po,Mo)

A
Y

L
Bl

Slika 5.6: Dve Sy krive u 2 — ¢ ravni.

Nastavljamo sa ocenom podintegralne funkeije u (5.48). Kako vazi

dhy da(f) _ 40 -Y)y7aF (y+1)(1—a)(1—a7)

da do — (1+Y)3(1—a)? (1+Y)2
. A1-Y)FaeT (r+1)(1-a)
= A+ Y)R(1-ar) 1
. A1-Y)FaeT (r+ 1)1 -a)
= (A4 Y)RA-a) 1
_ A(1-Y)/AaT (y+1)
- (14+Y)3 ’
dobijamo da vazi i
‘ UI-Y)FaT (D) [ x x
wh ot s /o 1+Y)? (npa mi) X
Av+ 1)y

# 14~y 1-Y
= LTIV T e e aT—— dy.

Uz ocenu
1-Y 1-Y 1

= <1
1+Y)3 1+4+Y (14Y)2 ~ 7’

imamo da vazi

4(v+1 Z 1
w—wt s WD) [ o (5.9
K PoP1 0

Kao sto smo veé videli, ta¢no je x/kp§ < 6 < X/kp§ 1 da/df <0, pa je

« (f:;i) 2aff) 2 (f:;a) .

jer je « sada opadajuca funkcija. Analognim postupkom koji se korisitio da bi se dokazalo (5.44),
moze pokazati da vazi i

(I-a)(1—-a7) 1—af

>V

- —. (5.51)
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Na osnovu (5.24, 5.51), za o = « ( XE) zakljucujemo da je

I;;i — l(Oé) _ (1 —a)él — oﬂ) n ﬁ 1 _€a€
< 9 (1-a)(1-a7)

< 2\/l <2a77/% .
(07

Na osnovu (5.50) i prethodne nejednakosti, imamo

/2 —apt 2
X X Ay — X v 5 2
< < a(f)/? > (a(f
2rph (0‘ (ffﬁi)) =elf)™ = (%pi) > (o)

Konacno, na osnovu (5.49) sledi

y+1
4 1 z BER
w? —wt < W(pi—pg)/ X min 1,( x€> dy . (5.52)
k PopP1 0 2kp1
Kako vazi .
€ _ € — _
PL=p= g ﬁ(ro 1), (5.53)

koristeéi (5.52, 5.53) dobijamo

a1
4 1 z 77
Wt < MEDVT e (7"077“1)/ Xmin{l,( X > }dx”
0

KPP 2R\ 2603

odnosno

y+1
4 1 z 77
wO _ ’Ll)l < (,y +5 7) 5(7‘0 — ’]"1)/ X = min ].7 ( X E) dX
K pg 0 2kp% 2Kp5

1
4 1 z I
= Lt)g(ro—rl)/ min X€,< Xs) dx .
K g 0 267\ 26p%

Ocenimo podintegralni minimum. Iz

X < 1= min X , X
2kp] 2rp7 \26p1

_1 _1
. X X 7 X K
>1= ) = <1,
= mm{%pi (%p‘i) } <2fwi> =

sledi da, na osnovu (5.54) i prethodnih nejednakosti, vazi

4 1 z
w? —w! < 7(74— )s(ro—rl)/ 1dx
0

€
K Po

(5.54)

2=
——
3
< =
=
|

X
2Kp7
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Konacno,
w’ —wt <Ce(rg—r) 2,

C:max{ﬁl(v:l)}l({vjp%)}_

gde je

O

Ovim su zavrseni dokazi teorema 5.2.2 1 5.2.3, koji su modifikovani u odnosu na dokaze u [31]. Cilj
je bio da se dobiju preciznije ocene koje ¢e nam trebati kada e — 0.

5.3 Interakcije talasa

Oznacimo sa Ry (Rs) razredujudi talas, a sa Sy (S3) udarni talas prve (druge) familije. Tada
su moguce interakcije sledeéih talasa:

1. S5i 8
2. S31i Ry, Ryi Sy
3.8,i8, 818
4. Sy iRy, R118)
5. RyiSs, S1iRy
6. RoiRy.

Posmatrajmo sada sliku 5.7 nastalu primenom Glimove diferencne Seme (glava 3). Neka je
(x) udarni talas prve (druge) familije koji preseca Ji, i neka je 8’ (x’) udarni talas prve (druge)
familije koji preseca Ja (slika 5.7). Neka je njihova apsolutna vrednost, u oznakama Rimanovih

Slika 5.7: Posmatrani ¢etvorougao.

invarianti, snaga udarnih talasa (slika 5.8). Neka je S% inverzna kriva udarnog talasa druge familije,
odnosno S} sadrzi sve tacke (r, s) koje mogu biti spojene sa (rg, sg) preko S} (slika 5.9).
Inverzna kriva udarnog talasa druge familije predstavljena je jednacinama

a—1)(ar -1 af —1
s —so = kp§ ( )é )—l—ﬁ - ,
S
2 | [(a=1)(a=1) af —1
r =10 = kpj o VI |, a=p/po21

Na osnovu teoreme 5.1.4 sledi r —ro = ¢1(s — S0, 0), 8 > S9. Posmatrajmo sada dve S} krive koje
polaze iz tacaka (72, s0) = (p2,u2) 1 (r0,80) = (po,uo), ro > 72 i koje se zavrsavaju u tackama
(r1,8) i (r,s), redom (slika 5.10).
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Slika 5.8: Snaga udarnih talasa prve i druge familije.

Slika 5.9: Udarni talas druge familije i njegov inverzni talas.

5=,

(r27su):(p2>u2) (rU’SO):(pO’uO)

Slika 5.10: Dve inverzne Sy krive u r — s ravni.



5.8. Interakcije talasa 123

Tada, na osnovu teoreme 5.2.3, vazi ocena
0<(r—mrg)—(r1—r2) <Ce(ro—r2)(s— s0),

gde je C dato u teoremi 5.2.3.
Neka je sada S| inverzna kriva udarnog talasa prve familije, t.j. S7 sadrzi sve tacke (r, s) koje
mogu biti spojene sa (g, so) preko Sj. Tada se S7 moze zapisati kao

l—a)(l—ar 1-a
r—ro = kpg d-ad-a7) a)+\ﬁ 604 ,
a
[
51 R (1I-a)(1—a7) 1—a*
s = s0 = kpp f‘ﬁ 5 ;o 0<a=p/pp<1.

Na osnovu teoreme 5.1.4 dobijamo da je s — sg = g2(r — 79, po) za r > ro. Ako posmatramo dve
S krive (slika 5.11) koje polaze iz tacaka (ro,s1) = (p1,u1) i (r0,80) = (po,uo) za s1 > So, a
zavrSavaju se u tackama (r, s2) i (r, s), redom, tada, na osnovu teoreme 5.2.2, vazi

0< (S — 80) - (82 — 81) < 05(31 _ 30)(7'—7”0)7

gde je C dato u teoremi 5.2.2.

TTI— —————— .(I”,Sz)

| (ry,5)) = (py>uy)
I r
I

SA T ———= b (7,5 )

(75>50) = (P> 1)

w

A
Y

Slika 5.11: Dve inverzne S; krive u r — s ravni.

Napomena 5.3.1 Obelezimo sa Q;, (j = 1,2), razliku amplituda j-tog odlazeéeg i j-prilazeceg
talasa. Neka su o i T amplitude dva prilazeéa talasa. Tada je Q; € C* funkcija od o i T koja
zadovoljava

Q;(0,0) =Q;(0,7) =0, za svako o,7 (j =1,2).
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Ako je drugi izvod Q; Lipsic neprekidna funkcija, tada postoji konstanta Cy tako da vai

1
Qj(o,7) :/0 0-Q;(o,07)Tdo
1 .1
:/ / 07.6Q;(0'0,07) 0T d0 df (5.55)
o Jo

1 1
§C‘1\ar|/ / 40 do = O(1)]o 7] .
0 0

U sledecoj teoremi, sa x + 8 — B’ + x’ obelezavamo interakciju So i S; talasa koji daje talase
Sy 1 Sa; ostali slucajevi zapisuju se na slican nacin (dakle, pre interakcije 3 je S1, x je Sa, o je Ry,
a m je Ry talas; nakon interakcije ' je S1, X’ je Se, o' je Ry i 7’ je Ry talas). Sa |a| ozna¢avamo
snagu talasa a.

Narednu teoremu dokaza¢emo uz precizniju ocenu konstanti u odnosu na ocenu datu u [31].

Teorema 5.3.2 ([31]) Neka je 0 < e < 1/2, 0 < p < p < oo i neka za svaki talas posmatran u
teoremi vazi p € [p,p|, u € R. Tada vaZe sledede ocene:

1. Rezultat interakcije udarnog talasa druge familije x, koji spaja stanja (r1,s1) i (ro,S0), i
udarnog talasa prve familije 3, koji spaja stanja (ro, so) @ (r2, S2), je udarni talas prve familije
B, koji spaja stanja (ri,s1) @ (rs,s3), © udarni talas druge familije X', koji spaja stanja
(r3,s3) i (12, s2) (videti sliku 5.13):

(a) x+ 08— 0 + X' (tacka (rs,s3) nalazi se u regionu II, slike 5.14 i 5.15)
18 <181 + CelBlixl, X' < IxI+ Celxl|Al,

ili postoje n, & tako da vazi

(b) x+8— 0 +x' (tacka (rs,ss) nalazi se u regionu I, slika 5.16)
0< B =18l-¢& IX'| < Ix|+ CelBllx| +n,
gde je 0 <1 < g1(|B], po)§ <&, ili

(c) x+8— B+ (tacka (rs,s3) nalazi se u regionu III, slika 5.17)
0<X|=IxlI=& 6 <16+ Celx]lB] +n,
gde je 0 <1 < g1(Ix|, po)€ <.

2. Pri interakciji udarnog talasa druge familije x, koji spaja stanja (r1,s1) i (1o, So), @ razredu-
Juéeg talasa prve familije o, koji spaja stanja (1o, so) 4 (r2, So), nastaju razredujuéi talas prve
familije o', koji spaja stanja (r1,s1) i (r,s1), i udarni talas druge familije x', koji spaja
stanja (r,s1) i (ra,80) (videti sliku 5.19):

(a) x+o—od+x
IX'[=Ixl,  [o'] < o] + Celol|x] -

Nakon interakcije razredujuceg talasa druge familije w, koji spaja stanja (ro,s1) i (ro, So),
i udarnog talasa prve familije B, koji spaja stanja (ro, so) @ (r2,$2), dobijamo udarni talas
prve familije ', koji spaja stanja (ro, s1) i (r2,8), © razredujuéi talas druge familije @, koji
spaja stanja (ra,8) © (12, S2) (videti sliku 5.21):

(b) 7+ 8@+
81 =18l, || < || + Celxl|B.

3. Rezultat interakcije dva udarna talasa x1 @ x2 druge familije, koji spajaju stanja (r1,s1) sa
(ro,s0) @ (ro,80) sa (r2,82), redom, je razredujudi talas prve familije o, koji spaja stanja
(r1,s1) i (r3, 81), @ udarni talas druge familije X', koji spaja stanja (rs, s1) i (r2, 82) (videti
sliku 5.24):
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(a) x1+ x2 — 0 + X' : postoji konstanta Cy tako da vazi
IX'I=1Ix1+x2l, [0 <C1xaxel-

Nakon interakcije dva udarna talasa B1 i P2 prve familije, koji spajaju stanja (r1,s1) sa
(ro,80) @ (r0,50) sa (r2,s2), redom, nastaju udarni talas prve familije 3, koji spaja stanja
(r1,51) 4 (ra,83), @ razredujudi talas druge familije ', koji spaja stanja (ra,s3) @ (re, S2)
(videti sliku 5.27):

(b) B+ B2 — B + 7' : postofi konstanta Cy tako da vazi
1B = |81+ B2l, || < Co|B1a].

4. Interakcijom udarnog talasa druge familije x, koji spaja stanja (p1,u1) = (r1,81) @ (1o, S0), i
razredujuleg talasa druge familije 7, koji spaja stanja (ro, so) @ (1o, s2) = (p2, u2), nastaju ili
udarni talas prve familije B, koji spaja stanja (r1, 1) @ (rs, s3), i udarni talas druge familije
X', koji spaja stanja (rs, ss) i (ro,s2) (videti sliku 5.29)

(a) 1° x + 7 — B+ X' : postoji S1 udarni talas By i Sz udarni talas xo tako da vaZi
|X0| = |X| _éa |ﬁ0‘ =0 ZXO"'ﬂO —>6/+X/7
gde je 0 < n < g5(|x|, p1)§ < & i gde mora vaZiti s1 — s9 > 11 — rg — 2”‘?(,03 —p5),

ili udarni talas prve familije 3, koji spaja stanja (r1,s1) i (ro,83), i razredujuci talas druge
familije ', koji spaja stanja (1o, s3) i (o, $2), (videti sliku 5.33)

2° x +m — B +7': postoje n, & tako da vaZi
[w < x|, [#l=n<&=xl,
gde je 0 <n < g5(|x[, p1)§ < & i gde je s1 — sz <rT1 =710 — QK‘EH(PE - p7)-

Prilikom interakcije razredujudeg talasa prve familije o, koji spaja stanja (p1,u1) = (r1,50)
i (ro,80), © udarnog talasa prve familije B, koji spaja stanja (ro,s0) @ (re,s2) = (p2,us),
nastaju ili udarni talas prve familije 8, koji spaja stanja (r1,s0) @ (rs,ss), i udarni talas
druge familije X', koji spaja stanja (rs,ss) i (rq, s2) (videti sliku 5.35)

(b) 1° 0+ B — '+ X' : postoji S udarni talas By i Sa udarni talas xo tako da vaZi
1Bol = 1Bl =& Ixol=nix0+ 05— B +xX,
gde je 0 <1 < gh(|B], p2)€ < € i gde je s — 52 <11 — 12 + 2 (p5 — ps),

ili razredujuci talas prve familije o', koji spaja stanja (r1,80) @ (r3, So), © udarni talas druge
familije X', koji spaja stanja (73, so) i (re, s2) (videti sliku 5.39)

2° 0+ 8 — o + X' postoje n,& tako da vazi
' <lol,  IX[=n<&=16l,
gde je 0 <n < g1 (|8], p0)€ < & i gde vaZi so — s2 > 11 — T +2@(p§ —p5).

5. Interakcijom razredujuceg talasa druge familije 7, koji spaja stanja (p1,u1) = (ro,81) ¢
(ro, S0), ¢ udarnog talasa druge familije x, koji spaja stanja (rg,so) i (r2,82) = (p2,us),
nastaju ili udarni talas prve familije B, koji spaja stanja (ro,s1) @ (r3,s3), ¢ udarni talas
druge familije X', koji spaja stanja (rs,ss) i (ra,s2) (videti sliku 5.42)

(a) 1° 7+ x — B+ X' : postoje n,& tako da vazi
X'T=IxI=¢ 181=n,
gde je 0 <n < ¢i(|x|, p2)€ < & i gde mora da vazi s1 — s > 19 — 12 — Q%W(pg —p5),

ili udarni talas prve familije ', koji spaja stanja (ro,s1) @ (re, s3), ¢ razredujuéi talas druge
familije ', koji spaja stanja (o, s3) i (re, s2) (videti sliku 5.45)

2° T+ x — B +x': postoje n, & tako da vazi
[m < x|, [Fl=n<&=Ixl,
gde je 0. < < gh(|x|, po)€ < € i gde je 51— s2 < 1o — 12 — 27 (p§ — p5).
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Prilikom interakcije udarnog talasa prve familije 3, koji spaja stanja (p1,u1) = (r1,81) @
(ro, 80), @ razredujuleg talasa prve familije o, koji spaja stanja (ro,So) i (r2,S0) = (p2,u2),
nastaju ili udarni talas prve familije 3, koji spaja stanja (r1,s1) @ (r3,s3), ¢ udarni talas
druge familije X', koji spaja stanja (rs, s3) i (r2,80) (videti sliku 5.48)

(b) 1° B4+0— B + X' : postoje n, & tako da vazi
|ﬁ/‘:|ﬂ|7§7 ‘X’|:777
gde je 0 <n < g1(|8],p1)€ <& i gde je so — 81 > 1o — 11 + 2

S (p5 = p5),
ili razredujuci talas prve familije o', koji spaja stanja (r1,s1) @ (r3,$1), © udarni talas druge
familije X', koji spaja stanja (r3,s1) i (re, so) (videti sliku 5.51)

2° B+0— o + X' postoje n, € tako da vazi
' <lol,  IX[=n<&=16l,
gde je 0 <n < g1(|8], p1)€ < € i gde vaZi so — s1 < 19 — 11 + 2

K/
£

(T — r5)-

6. Rezultat interakcije razredujuéeg talasa druge familije m i razredujuceq talasa prve familije
o0, koji spajaju stanja (ro, s1) sa (ro,S0) @ (ro,80) sa (r1,s0), redom, je razredujuci talas prve
familije o, koji spaja stanja (1o, s1) 4 (r1, 1), © razredujudi talas druge familije ', koji spaja
stanga (r1,81) @ (11, 80) (videti sliku 5.53):

T+0— 0 +7'
lo'| = o], [7'| = x|

Ovde su C, Cy i Cy pozitivne konstante koje ne zavise od €, 3, X i po, p1, p2 € [p, P

Dokaz.
Sluéaj 1. (a)

Posmatrajmo prvo interakciju Se + 51 — 51 + 52 predstavljenu na slikama 5.12 i1 5.13.

1B’

(11>8) = (P 1)

Slika 5.12: Interakcija udarnih talasa u r — s ravni.

Tacka (rs, s3), odredena presekom S krive sa poGetkom u (rq, s1) 1 .55 krive sa pocetkom u (ra, s2),
lezi, prema teoremi 5.2.2, u jednom od tri regiona obelezena sa I, II i ITI. Pretpostavimo da tacka
(r3,83) lezi u regionu II (slika 5.14). Tada, na osnovu teoreme 5.2.2, vazi

0<[X| =[xl <€=2"— 2" < CelxollB < Celxl|fl-
Sli¢no (slika 5.15),

0< 6= 18] <n=w’—w < Celfollx| < Cel|Bllx|-
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. [B'] N
. B R
— (rlssl)z(plaul)
i : A S, _— } A 4
— - |
(}’3,5‘3) :/ ] 20 , | ‘Xo‘
A L8 S, !
H sy IR B P9
/ —_— - e -
A / _— — //
ﬂ — //
[%'] —~ 7
L L v
[ % /// (7,80) = (Pg>tty)
S,
v v

1
(15,8,) = (Py, 1)

A4

[B ]

Slika 5.14: Interakcija So 1 .S7 ur — s ravni, sluéaj 1. (a).

[B'

>
. 1B .
< >
— (r,5)=(py>uy)
e __
i — S, _— A
— —-
(15.8) | =1+ ,
A L <« S,
AH;HMM f}»(”un) | J/ Izl
g | /
| A Ll o
| } //
W/ L ,
S / P
14/ = . v
[y | = -
AR E= L/ L (ry589) = (P> ty)
i q %
1
i // Sl i” //
/ \; e
! i
v v/ L
77777777777777 ://\ -
(13,8,) = (py.u,) !
|
>
[Bol
< »
B

Slika 5.15: Interakcija So 1 .S1 u r — s ravni, sluéaj 1. (a).



128

Glava 5. Jednacine izentropnog strujanja gasa i proizvoljno veliki pocetni uslovi

Slucaj 1. (b)

Neka se sada tacka (73, s3) nalazi u regionu I (slika 5.16). Jasno je da vazi 0 < |8'| = |B] — € ali i

(}’l’sl):(pl’ul)

A
I

v

< 1B R
< >
p 1B’ s
< >
T S, — 7
e 2
(13:43) ~ o
A / 7
/ e
y P
/ i
, P
/ A
/ //
, .
|X | // =
S,'[1/ 1(55s5) S,
T
Nrls) &7
e IX |
//
\ 4 \4
(rZ’SZ):(pZ’MZ)
< >
1B

(r>50) = (Pg»ttg)

Slika 5.16: Interakcija Sa i S1 u r — s ravni, slucaj 1. (b).

1= g1(1B1,p0) = 91(18] = & po) = g1(8, po)é < g5 (181, p0)€ <€,
gde je |B| — € < 6 < |B|. Na osnovu teoreme 5.2.2, vazi |x'| — (|x| + 1) < Ce|x||#'] < Ce|x||A|.

Slucaj 1. (¢)

Ako tacka (rs, s3) lezi u regionu III (slika 5.17), tada je 0 < |x'| = |x| — &, pa je tacno

n=91(x],p0) — g1(IX'], o) = g1(0, po)& < g1 (|, po)€ < &,

gde je |x| — &€ < 6 < |x|. Na osnovu teoreme 5.2.2, sledi |#'| — (|8] + 1) < Ce|B||x| < CelB||x|-

Slucaj 2. (a)

U slucaju interakcije So + Ry — Ry + S5 (slike 5.18 i 5.19), na osnovu teoreme 5.2.3 zaklju¢ujemo

da vazi |X'| = |x] i

0] = o] = (r1 = 73) — (10 — 72) = (11 = 70) — (13 — 12) < Ce(s1 — 50) (10 — 72) = Celx]o] .

Slucaj 2. (b)

Ako dode do sledeéeg tipa interakcije Ry + S1 — S1 + Re (slike 5.20 i 5.21), na osnovu teoreme

5.2.2 imamo da je |#'| = |0] i

|| — || = (s2 — s3) — (50 — 81) = (81 — 83) — (50 — 82) < Ce(rg —r2)(s0 — 51) = Ce|B||n|.
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- B’ >
N IBI
i ¢ [Tt =)
3 e A TES Al \
A 13 } (7‘375‘3) ////’ % (}"4,5‘4)
A i ///// / (}%,SS)
I 7 ///
i g - //
3
| 7/
} 7/// S2' |X|
| =
IX I 1 s, /
| /
I /
I /
| /
| )/
! /
! /
! /
I /
[
I
|/ v
v v ‘/ S, (ry,50) = (Pg Uy)

(rzvsz> = (pzsuz) ]

B

Slika 5.17: Interakcija So i S1 u r — s ravni, slucéaj 1. (c).

(73.5,) R, (r.50) = (pysu;)
J - A
S

' [l

Ve s, s,
r
Y - A
(rz’su) R, (7y80) = (Pg1ty)
- o] >

Slika 5.19: Interakcija Se i Ry u o — t ravni, sludaj 2. (a).
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- Pl > (r5,80) = (Pg-ty)
A
S
(r,,5,)
AR | s
R,
A v
Il (15,5 =(py,u;) "
S,
A
(r,85) ||

Slika 5.20: Interakcija Ry i S1 u r — s ravni, slucaj 2. (b).

B '

Slika 5.21: Interakcija Ry 1 S7 u o — ¢ ravni, slucaj 2. (b).

Slucaj 3. (a)

Sad prelazimo na sluc¢ajeve kada dolazi do interakcije dva udarna talasa istih familija. Radi jedno-
stavnijeg objasnjenja, posmatrajmo interakciju So 4+ So u v — u ravni i neka su stanja (vp,up),
(var, upr) 1 (VR, ug) spojena udarnim talasima druge familije kao na slici 5.22. Postavlja se pitanje
gde ée se nalaziti tacka (vg,ugr). Dokazademo da ée ona biti u delu ravni kao na slici 5.22 b,
odnosno, da se ne moze desiti da se interakcijom dva udarna talasa druge familije dobiju udarni
talas prve i udarni talas druge familije (slika 5.22 a).

Podsetimo se da se krive udarnih talasa za (5.1), koje spajaju stanje (vy, ur) sa (v,u), dobijaju
reSavanjem sistema (nastao primenom RH uslova)

—u+u, = c(v—og)
p(v) —pvr) = c(u—ur),

gde za pritisak p vazi p’ < 01 p” > 0, i gde je ¢ brzina udarnog talasa. Tada se kriva udarnog
talasa druge familije, koja spaja (vp,ur) i (v,u), moze predstaviti na sledeéi nacin:

Sy ug,(v) —up = —/(v—wvr)(p(vr) — p(v)) zav > v, u = us,(v). (5.56)

Pokazac¢emo da udarni talas Sy (koji krece iz tacke (vr,ur)) ima manju brzinu u tacki (var, unr)
od brzine udarnog talasa S (koji krece iz tacke (var,unr)) 1 da se za v > vy oba odarna talasa
druge familije vise nede seéi (slika 5.22 b). Time osiguravamo da ée se tacka (vg,up) nalaziti u
delu ravni u kom su (vp,ur) i (v,%) spojeni razredujuéim talasom prve familije, dok su (7,@) i
(vgr,ur) spojeni udarnim talasom druge familije.
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Slika 5.22: Interakcija So i Sy u v — w ravni: a) nemogué slucaj, b) jedini moguéi slucaj.

Na osnovu (5.56) dobijamo

P (v) + p(vr)—p(v)

v —v

us, (v) = za vr <0,

2 _P(UL)_P(U)

VL —v
pa je
’ p(vr)—p(va)
p(vnm) + -
ulé*z (vnr) = (vur) = za vy, < Vp -

9,/ _plr)=pum)

VL —UVM

Sada, primenom Langranzove teoreme o srednjoj vrednosti, dobijamo da postoji 6, za koje vazi
vp <0 <wvpi
p(vr) — p(vnm) i
————==7/(0).
vV, — Upm
Zbog toga je

/ / 9 ~
g, (vopr) = EOEPO) o <G <oy (5.57)
2/ —p'(0)
Kako je funkcija p opadajuéa jer je p’ < 0, a kako je p’ rastuca funkcija zbog p” > 0, tada vazi

v <O <uvy = p(vr) > P(é) > p(vm)

= p'(vr) < p'(0) <p'(vwm) (5.58)
= /=P (vr) > /=1 (0) > /=1 (om) -
Na osnovu (5.57, 5.58) imamo

/ v + / v
U{SQ(UM) < w =/ (vm). (5.59)
2¢/=p'(vm)
Sada ¢emo pokazati da je izvod funkcije koja predstavlja krivu Sy u (var,upr) (slika 5.22) bas

—+/=7'(var). Naime, kriva S5 je oblika

§2 : u§2(v) —upy = —\/(v —op)(p(on) —p(v)) zav > vy,

pa je
(vam)—p(v)
p'(v) + B
us (v) = @) v za vy < U,
9,/ _pwm)=p()
VN —V
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Kako je
lim p(UM)fp(rU) :p/(UM)7
VUM Up — U

dobijamo

w (var) = P(om) +p'(omr) /P (onr) -

2¢/=p'(va)

Na osnovu (5.59), sledi da funkcija koja predstavlja krivu S, ima vedi prvi izvod u tacki (var, unr)
od funkcije koja predstavlja krivu Ss. Ostaje pitanje da li se za v > vj; ove dve krive mogu ponovo
prese¢i. Odgovor je negativan. Naime, definigimo funkciju ¢(z,y) = /(z — y)(p(y) — p(z)).
Dokazac¢emo da za x > y > z vazi

$(x,2) > d(z,y) + o(y, 2) -

Kako je p opadajuca i konveksna funkcija, tada mora vaziti

p(z) — p(y) S p(y) — p(z)
y—=z -y

9

pa vazi

<p<z> —ry) W) —p<m>>2 -
y—z T —y '

Iz prethodne nejednakosti imamo

(M@zﬁw>2+2p@)p@)my)M$)+(p@)p@0)2>4p@)puop@)p@)

y—=z y—z r—=y r—=y y—=z rT—=y

<M@—p@)+p@)M@>2> 2¢M@—4MD¢Mm—p@)2
Y-z T —y Y-z T —y '

Kako su svi razlomci u prethodnom izrazu pozitivni, sledi

)

odnosno

mw—p@x+mw—p@)>2¢mw—4mn¢mw—pmx

y—z T—y y—z T —y
Ako prethodni izraz pomnozimo sa (y — 2)(x — y), dobijamo

(p(z) = p) (@ =) + (p(y) = p(@)(y = 2) > 2/ (p(2) = (W) (y — 2)V/ (p(y) — p(2))(z —y) -

Sada ¢emo u poslednju nejednakost uvrstiti i sa leve i sa desne strane izraz (p(z) —p(y))(y — z) +
(p(y) — p(x))(z — y) 1 time dobiti

(p(2) = p(@) (@ = y) + (p(2) = p(@)(y = 2) > (d(x,y) + 6(y, 2))*,

odnosno B B
(p(2) = p(@))(x = 2) > (d(x, y) + ¢(y, 2))*
i konacno

(6(z,2))* > (d(x,y) + 6(y, 2))* = Sz, 2) > Sz, y) + d(y, 2) . (5.60)

Pretpostavimo sada da se krive §2 i S mogu preseéi nakon v > vy, pa zbog toga, neka (v,u) €
So N Sy. Za v > vy > vy, imacemo

U—upm = _¢(UaUM)7 u—up = _¢(U3UL)7
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pa dobijamo
Q_S(UL, VM) = UL — Uy = <Z_5(U7UL) - Q_S(U,UM) > Q_S(UM/UL) = Q_S(UDUM):

na osnovu (5.60), sto je kontradikcija. Dakle kriva §2 ostaje iznad krive S; za v > vp;. Ovim
smo pokazali da je slika 5.22 b korektna, a da slika 5.22 a nije. Preciznije receno, interakcija dva
udarna talasa druge familije moze dati samo razredujuéi talas prve famlije za kojim sledi udarni
talas druge familije. Dakle vazi S+ So — R+ S5. Sa slike 5.23, a na osnovu (5.55) zaklju¢ujemo
da vazi

X1 +xel =X [0=01Q) allx2l 1 [0] < xal + [xel.
ool
(7,8 = (py>uy) > (:irsl)_(p37u3)
R,
[l Y s, s
(rmso):(p(nuu)‘
A S, e

| % |

h J

(V;Sz) =(py,t,)

Slika 5.23: Interakcija So i So u & — ¢ ravni, slucaj 3. (a).

Slika 5.24: Interakcija Sp i Se u & — ¢ ravni, slucaj 3. (a).

Slucaj 3. (b)

Posmatrajmo interakciju dva udarna talasa prve familije S; + S7 u v — u ravni i neka su, opet,
stanja (vr,ur), (var,un) 1 (Vg,ur) spojena, sada, udarnim talasima prve familije kao na slici
5.25. Istom tehnikom kao u slucaju 3. (a), dokaza¢emo da ée se tacka (vg,ur) naéi u delu ravni
kao na slici 5.25 b, odnosno, da se ne moze desiti da se interakcijom dva udarna talasa prve familije
dobiju udarni talas prve i udarni talas druge familije (slika 5.25 a).

Sada se kriva udarnog talasa prve familije, koja spaja (vp,ur) i (v,u), predstavlja kao:

Sy ug, (v) —up = —/(vp —v)(p(v) — p(vr)) za vy >v,u=ug (v). (5.61)

Pokazimo da udarni talas Sy (koji krece iz tacke (vr,ur)) ima veéu brzinu u tacki (var, upr) od
brzine udarnog talasa S;. Takode ¢e biti pokazano i da se za v < wvy; oba odarna talasa prve
familije vise neée seé¢i. Time ¢emo osigurati da se tacka (vg,ug) ipak nalazi u delu ravni u kom
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Slika 5.25: Interakcija S7 151 u v — u ravni: a) nemogué slucaj, b) jedini moguéi slucaj.

su stanja (v, ur) i (0,%) spojena udarnim talasom prve, a stanja (v,u) i (vg,ugr) razredujuéim
talasom druge familije (slika 5.25 b).
Koristeéi (5.61) zakljucujemo da vazi

7p/(v) _ pvr)—p()

v —v

ue (V) =
Sl( ) 9,/ _pr)=p)
VL —v

za vg > v,

iiz toga sledi

’ p(vr)=p(vm)
—p'(vm) — —
ug, (var) = LL_ M za vp, > vy .
! 9 p(vr)—p(var)
- VL, —UVM

Primenjujuéi Langranzovu teoremu o srednjoj vrednosti, dobijamo da postoji 8, za koje vazi
p(vr) — p(var) ;
=p'(0),
Vv, —Upmg

za vy < 0 <. Zbog toga je

—p'(vn) —P'(6)
24/ —p'(0)

ug, (var) = za vy <0 <vp.

Kako je funkcija p opadajuéa jer je p’ < 0, tada vazi ((—p'(var)) — (—p'(vz)))? > 0, odnosno vazi
(=2 (0a))? + 2 (=9 (0ar)) (=2 (0)) + (=9'(8))* > 4 (= (va))(—2'(9)) -
Prethodni izraz nam omogucéava da tvrdimo da je ta¢no i

(= (wan)) + (—p (B))? > (2 NarTow . —p'<é>)

2
)

pa vazi

—p'(var) — p' (0

, (©)
ug, (var) = > /=1 (). (5.62)
’ 2y/—p'(0)

Sada ¢emo pokazati da je izvod funkcije koja predstavlja krivu Siu (var,upr) (slika 5.25) bas

/—p'(var). Naime, kriva §1 je oblika

/

Si: ug, (v) —upy = —\/(v —op)(p(oar) —p(v)) za vy > v,
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pa je
A ) =l
S o [ pan)—p() mem
VM —U
Kako je
i 2O PO _
vV—UNM Up — U
dobijamo

/ /
i (oar) = L) oo,
—p'(vnm)

Na osnovu (5.62), sledi da funkcija koja predstavlja krivu kriva S; ima veéi prvi izvod u tacki
(var,upr) od funkcije koja predstavlja krivu §1. Ostaje pitanje da li se za vy; > v ove dve krive
mogu ponovo preseci. Odgovor je opet negativan sto se dokazuje potpuno analogno kao u slucaju
3. (a). Zakljuujemo da kriva S; ostaje iznad krive S; za vy; > v. Ovim smo pokazali da je ipak
slika 5.25 b korektna, a da slika 5.25 a nije. Taénije, interakcija dva udarna talasa prve familije
prouzrokuje formiranje udarnog talasa prve famlije za kojim sledi razredujuéi talas druge familije.
Ovim smo dobili da vazi S + 51 — S1 + Re. Tada sa slike 5.26, a na osnovu (5.55), zaklju¢ujemo
da vazi

B+ Bl =18 17 =0Q)|BillG2] i 7| < 11|+ Bl

1B, | |B, |
S, () =(p)>u;)
(75>50) = (Pgs )
S, s
S

(ry,5,) =(py,u,)

A Rz 7

||

A

(ry,55) =(p3,u3) ¥ B >

Slika 5.26: Interakcija S; 1 .S1 ur — s ravni, sluéaj 3. (b).

Slika 5.27: Interakcija S7 1 .S1 u  — t ravni, sluéaj 3. (b).
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Slucéaj 4. (a) 1°

Prelazimo na interakcije udarnih i razredujuc¢ih talasa istih familija. Neka da se desila interakcija
Sa + Ry — 51+ S (slika 5.29). Vazi (slika 5.28)

(H,Sl) :(pw”l)

(r39@=(p39u3) A A
A [%o | S
S
P T
(74,54) [% 1
(VO,S2)=(p2VM2) r
Iy
|7 |
v \
(Voaso):(pm”o)‘—»

Slika 5.29: Interakcija So i Ry u « — ¢ ravni, slucaj 4. (a) 1°.

1G] =14—10=(r1—710) = (r1 —74) = g2(Ix|, p1) — g2(Ix0l, p1) =1
= (Ix] = Ixol) g5(0, p1) < (Ix| — Ixol) g5(Ixls p1) < g5(Ixl p1)€ < €,

gde je |xo| < 0 < |x| i x| = |xo| = & Napomenimo da, ako su u interakeiji udarni i razredujuéi
talas druge familije i ako vazi

81— 8y >11 —T0— 2

™ (5 60), (5.6

tada ¢e rezultat interakcije biti udarni talasi prve i druge familije. Naime, na osnovu (5.9), za
krivu S; vazi
K
S0 —8=7Tg—T— 2757@5 — 90
gde kriva S; spaja stanja (79, s0) = (po, uo) i (r,8) = (p,u). U ovom sluéaju potrebno je zameniti

(ro,s0) sa (r1,81) 1 (r,8) sa (rg, s2), odnosno, (po,ug) sa (p1,u1) 1 (p,u) sa (p2,us). Kako tacka
(r0, 82) mora ostati ispod krive Sy (da bi rezultat interakcije bio udarni talas prve familije za kojim
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Slika 5.30: Interakcija So i Re u r — s ravni, slucaj 4. (a) 1°.
sledi udarni talas druge familije, slika 5.30), tada mora vaziti (5.63).
Slucaj 4. (a) 2°

Posmatrajmo sada interakciju So + Ry — S1 + Ry i sliku 5.32. Jasno je da vazi |7'| < |«| i
16| < x|, a onda i

— m < 4
tga = X ga(Ixls p1)
(5.64)
W, 1

18"l = g5(Ixlsp1)

Ako obelezimo || = n 1 |x| = &, tada iz (5.64) sledi n = |5/ < g5(Ixl, p1)|x| = d5(xl, p1)€ < &
Naravno, u ovom slu¢aju mora vaziti
Hﬁ( =4 5)

81—82<T1—T0—27p
g

odnosno, tacka (rg, s2) mora biti iznad krive Sy (slika 5.31).

(7,5,) =(Py,uy)

(n,sl)=(pl,ul>}1

Slika 5.31: Interakcija So i Re u r — s ravni, slucaj 4. (a) 2°.
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1,S1)=(p1,u1)

(roasz)f(pzvuz)

%

|

15550) = (P> thy)

Slika 5.32: Interakcija So i Ry u r — s ravni, slucaj 4. (a) 2°.

Slika 5.33: Interakcija Se i Re u x — t ravni, slucaj 4. (a) 2°.
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Slucéaj 4. (b) 1°

Pretpostavimo da je doslo do interakcije razredujuceg i udarnog talasa prve familije Ry + 57 —
S1 + S2. U tu svrhu posmatrajmo sliku 5.34. Ako je |8 — |Bo] = €1 |8*| < 0 < |3, tada je

Ixo| = (s0—84) = (50— 52) — (54 — 52) :~92(7"0 — 712, p2) — g2(r* — 72, p2)
= 92181, p2) — 92(18"|, p2) = n < g5(0, p2) (B8] — |B7])
< 9518, p2) (18] = 187[) < 95(181, p2) (18] — 1B0)]) = g5(1Bl, p2)€ < €.

1B

lo]

“ >1(7580) = (Post4y)
(11:50) = (P11 T
R
S
| %0
K
(75,55) = (P35 U3)
(V4,S4) (V*aSA) ‘
p
[l S
2 5,
[Bo |
(ry55,) = (py,u, )= 0|B*\ >

Y

IBI

Slika 5.34: Interakcija Ry i S1 ur — s ravni, slucaj 4. (b) 1°.

(ro,s())

Slika 5.35: Interakcija Ry i S1 u « — ¢ ravni, slucaj 4. (b) 1°.

Sada ¢e, ako u interakciji budu razredujuéi i udarni talas prve familije, vaziti i

K
So— 82 <11 —T2+ 2%(0? — p3); (5.65)
da bi rezultat interakcije bio udarni talasi prve familije za kojim sledi udarni talas druge familije.

Zaista, na osnovu (5.10), za krivu Sy vazi
K
So—8=70— 7T+ 27;(08 =),

gde kriva Sy spaja stanja (rg,s0) = (po,uo) i (r,8) = (p,u). Sada moramo zameniti (1o, sg) sa
(r1,80) 1 (r,8) = (r9, s2), odnosno, (po,up) sa (p1,u1) 1 (p,u) sa (p2,usz). Kako tacka (rs, s2) mora
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ostati levo od krive Sp (da bi rezultat interakcije bio udarni talas prve familije za kojim sledi
udarni talas druge familije, slika 5.36), tada dobijamo (5.65).

Slika 5.36: Interakcija Ry i S ur — s ravni, slucaj 4. (b) 1°.
Slucaj 4. (b) 2°

Posmatrajmo interakciju Ry +S1 — R + Sz i sliku 5.38. Jasno je da vazi || < |o| i [X| < |5].
Takode vazi i

tga = '|X5' < 4,018, p0)
(5.66)
S S S

X'l ~ 91(181, po)

Ako obelezimo [x'| =7 i |8 = ¢, tada iz (5.66) sledi n = [X'| < g1(I8], po)|B| = g1(I8], p0)§ <& U
ovom slu¢aju mora da vazi

2

so = 82 > 711 =12+ 2——(p] — p3),

odnosno, tacka (rg, $3) mora biti desno krive Sy (slika 5.37).

(rlaSl)):(plau]) 1
-
> 2 T(1y,8,) = (Pystty) > r

Slika 5.37: Interakcija Ry i S1 ur — s ravni, slucaj 4. (b) 2°.
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- o] .
el
(r,50) =(p>11y) (%,80)2(937%{ (7:50) = (Po>ty)
[ i
| R RI |
I I
I y s
| 1
15, | FA
I I
I I
| | r
I I
(75,8,) = (Pyst4y) | o ! A
B IBI }

Slika 5.38: Interakcija Ry 1 S; u r — s ravni, sludaj 4. (b) 2°.

Slika 5.39: Interakcija Ry 1 S1 u « — t ravni, slucaj 4. (b) 2°.

Slucaj 5. (a) 1°

I dalje posmatramo interakciju razredujuceg i udarnog talasa istih familija, odnosno Ry + So —
Sy + S (videti sliku 5.41). Ako je x| — [X'| =€ i |x*| < 6 < |x|, tada vazi

16" = (ro —r3) = (ro —r2) = (r3 = 72) = g1(s0 — 52, p2) — 91(s" — 52, p2)
= g1(Ixl; p2) — g1(Ix*]; p2) = n = 91(0, p2)(Ix| — Ix*])
< g1 (x|, p2) (x| = Ix*1) < g1 (Uxl, p2) (x| = IX']) = g1 (x|, p2)€ < €.

S
u,) R,

,"' (rovsl)z(pls I
S ,'.(Vz 5,) = (P,,Uy) r

Slika 5.40: Interakcija Ro 1 Sp ur — s ravni, sluéaj 5. (a) 1°.
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(VU,SO):(PU,UU)
A
|7 |
A s
Ve
Ly (ry>8)) =(py»uy)
r
‘ ‘\ (r5,55) = (p3,3)
X' - - >
Yy v S IB|

(ry,8,) = (pz’zuz)

Slika 5.41: Interakcija Ry i So u r — s ravni, slucaj 5. (a) 1°.

Slika 5.42: Interakcija Rg 1 Se u x — t ravni, sluéaj 5. (a) 1°.

Istom tehnikom ako u slucaju 4. (a) 1°, pokazuje se da u ovom sluc¢aju mora da vazi

NGl

§1.— 83 > 70 — T3 — 2——(p3 — pi);
odnosno, tacka (rq, s3) mora biti ispod krive Sy (slika 5.40).

Slucéaj 5. (a) 2°

Posmatrajmo interakciju Ry + Sa — S1 + Ra i sliku 5.44. Jasno je da vazi |n'| < || i

= @ < 4
tga = X 95(Ixl; po)
(5.67)

18’1~ g5(1x1: po) -
Ako je [B'| = n 1 |x| = ¢, tada iz (5.67), sledi n = |5'] < g5(|xI, po)Ix| = g2(Ix], p0)€ <&
U ovom slu¢aju mora da vazi

K

Y
§1— 83 <11 —To— 2 . (P5 = Pi),

odnosno, tacka (rq, s2) mora biti iznad krive Sy (slika 5.43).
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Slika 5.43: Interakcija Ry i So u r — s ravni, slucaj 5. (a) 2°.

("0350) = (p0>uo)

' (r07S1):(p1:u|)
[m']

[

Slika 5.45: Interakcija Ro 1 Se u x — t ravni, slucaj 5. (a) 2°.
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Slucéaj 5. (b) 1°

Uocimo interakeiju S + Ry — S; + Sy i sliku 5.47. Ako je |8] — |3'| = €1 |8'] < 0 < |3, tada vazi
| =(s3—s0) =(s1—50) — (51— s3) _

=181, p1) = 91(I8'], p1) = 1 = 91(6, p1)(1B8] — 8'])
< a1(181, ) (81 = 18]) = g1.(18], p1) € < €.

Ix

S
(r,8) = (py>1y) R1

Slika 5.46: Interakcija S7 i Ry u r — s ravni, slucaj 5. (b) 1°.

P B
S, () =(py»uy)
(73,55) = (P3,u3)
P o A
B
S
S
lx'l
S,
r
(75550) = (Pg» ) 5:1 Y
<T>T(szso) =(p,,u,)

Slika 5.47: Interakcija S1 i Ry ur — s ravni, slucaj 5. (b) 1°.
Koristedi istu tehniku kao u slucaju 4. (b) 1°, pokazuje se da u ovom sluc¢aju mora da vazi i

KR
50781>T277’1+2?’y(

P1— P3)s

odnosno, tacka (rq, sg) mora biti levo od krive Sy (slika 5.46).
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Slika 5.48: Interakcija S7 i Ry u x — ¢ ravni, slucaj 5. (b) 1°.
Slucaj 5. (b) 2°

Posmatrajmo i interakeiju S1 + Rq1 — Ry + Sz i sliku 5.50. Jasno je da vazi |o'| < |o|, x| < 8] i

_ X
tga = I 91(181, p1)
(5.68)
e EWTIE
X'| — 9118 p1)
Ako je [X'| =n 18] = ¢, tada iz (5.68) sledi n = [X'| < g1(16], p)|6] = 91 (18], p1)§ < &€
R,
s
(rl’sl):(pl’ul) Rl
g S R . r
(r3550) = (P5,u,)
S,
Slika 5.49: Interakcija S1 i Ry ur — s ravni, slucaj 5. (b) 2°.
Istom tehnikom ako u slucaju 4. (b) 2°, pokazujemo da vazi i
N
S0 — 51 <7‘2—7‘1+2T(Pi = p3)
odnosno, tacka (72, s¢) mora biti desno od krive Sy (slika 5.49).
Slucaj 6.
I na kraju, posmatrajmo interakciju Ry + Ry — Ry + Ry. Sa slike 5.52 vidimo da vazi |o'| = |o| i

|7'| = |7|. Ovim je teorema dokazana. O
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- B s o
(r,5)=(py»1y) & (73,5) = (P3,3)
FTTTT T T T T S © A
| |
| |
| SI | N
| |
| | 2!
| Sz
| |
| | r
8 v
(75550) = (po,u > [o] _ (ry,50) =(py,u,)
<7 o] [

Slika 5.50: Interakcija S7 i Ry ur — s ravni, slucaj 5. (b) 2°.

Slika 5.51: Interakcija Sy i Ry u x — ¢ ravni, slucéaj 5. (b) 2°.

lol _
(r,8¢) _ (1,59)
4 o A
Rl
N
LA ) Rl T
,
Rl
¥ - v
(r5:5) | (ns)
B lo'l o

Slika 5.53: Interakcija R, i Ry u  — t ravni.
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5.4 Konvergencija aproksimativnog resSenja

U glavi 4, pri oceni totalne varijacije reSenja Rimanovog problema zakona odrzanja, definisane
su funkcionele koje zavise od snaga razredujucih, udarnih i nefizickih talasa. U ovom poglavlju,
za pocetak, defini§imo funkcionele koje ée zavisiti samo od snage udarnih talasa.

Definicija 5.4.1 Neka za LipSicovu krivu J definisanu sa t = T(z), © € R wvazi |T'(z)] < 1/A,
A > max {Ai}. Sa S;(J) obelezavamo skup j-udarnih talasa koji presecaju J i neka je S(J) =

S1(J)U So(J). Definisemo

L=(J) = Z la), Q)= Z 1Bx| , B,x prilazeéi talasi.

aes(J) BES1(J),xES2(J)

Sa LT (J) obelezidemo sumu snaga razredujuéih talasa koji preseceju J, sa O obeleZavamo krivu u
faznoj ravni koja leZi izmedu t = 0 i vremena prve interakcije dva talasa, dok sa L~ (0O), odnosno
L*(0), sumu snaga udarnih, odnosno razredujucih talasa koji presecaju O, redom.

Napomena 5.4.2 Kao §to smo definisali pojmove neposrednog naslednika i naslednika (poglavlje
3.3), pisademo Jy > Jy ako je Ty # Ty i To(x) > Ti(x),x € R.

Neka je F(J) = L= (J) + KQ(J) za neku konstantu K = K(e) > 0 koja ¢e biti kasnije
precizirana, a za sada je samo fiksirana u tekstu, (r¢,s¢) = lim,_ 500 (ro(2), so(x)) i neka je sa
W obelezen region (slika 5.54)

W = {(T7 5) : diSt((Ta S)v (T—a S—)) + diSt((Ta S), (T-i-a 5+))
<8 TV(?“()(.’E), So(x)) + diSt((T,, 87)7 (T+7 S+))},
gde je dist((r1, s1), (r2,82)) = |r1 — ra| + |s1 — s2|. Biramo ¢ tako da vazi W N {p =0} =0 ida

za takvo e vaze teoreme 5.2.2, 5.2.3 i 5.3.2. Kasnije ¢e biti objasnjeno zasto je na slici 5.54 uzeto
d=4TV(ro(z), so(z)).

d =4 TV(ry(x),s,(x))

d (r..s.)

(r52)

Slika 5.54: Region W.
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Lema 5.4.3
Q(0) < L™(0)*. (5.69)

Dokaz. Data nejednakost sledi direktno iz definicije. O

Lema 5.4.4 Ako je KL~ (0) <1, tada vazi F(O) < 2L (0).

Dokaz. Zbog (5.69) vazi

F(O) L~
L~
L

IA A

Sada dajemo i ocenu za LT (0O).

Lema 5.4.5 Vazi
L= (0) < TV(ro(z),s0(x)) i LT(0) <TV(re(x),so(z)).

Dokaz. Neka su x; tacke gde pocetni uslov ima prekid, 1 <1 < Ny. Neka ; € {z;, z;, 2%, Tm}
gde z; predstavlja sve tacke u kojima se resenje Rimanovog problema sastoji od S za kojim sledi
Sa, x; - reSenje Rimanovog problema se sastoji od R; i Ry, xj - reSenje Rimanovog problema se
sastoji od Sy 1 Ro i x, - reSenje Rimanovog problema se sastoji od R; i S3. ReSavajuéi Rimanov
problem u svakoj tacki z;, dobijamo da je levo stanje (r_, s_) spojeno sa srednjim stanjem (7, s)
talasom prve familije, a da je srednje stanje (r,s) spojeno sa desnim stanjem (ry,s;) talasom
druge familije. Sa Lai’a(O) oznaci¢emo snagu talasa « koji krece iz tacke a, gde se znak — uzima
ako je o udarni, a znak + ako je a razredujudi talas (navedeni talasi presecaju krivu O). Ako sa
TV, ozna¢imo totalnu varijaciju reSenja Rimanovog problema nastalog u tacki a, tada vazi:

TVa,((r4,54), (r—,s-)) = |ry —r—|+[s4 —s_|

= (r- —ry)+ (s —s4)
> (r—— 7';—4— (s —s4) " (5.70)
= L;ls (O)+L’;S (0)7

jeruovom slucajuvazir_ >r >ryis_ > s> s;. Naime, za krivu Sy vazi s_ —s = g1(r_ —r, po),
gdejer_ >, (r—,s_) = (po,up) i gi(r— —r,po) > 0 (videti teoremu 5.1.4). Zbog toga jeis_ > s
(91 je neopadajuéa funkcija). Dalje, za kriva Sy vazi r — ry = ga(s — s4,p), gde je s > s4,
(r,s) = (p,u) i gh(s —s1,p) >0 (teorema 5.1.4). Zato je r > ry.

Dalje je
Tij((r+,s+),(7‘_,s_)) = |T+_T—‘+|S+_S—‘
= (7’ —r-)+ (S+ —s) (5.71)

jerjery =r>r_1isy >s=s_. Preciznije, Ry krlva deﬁnisana jezar>r_is=s_,a Ry za
sy > siry =r (napomena 5.1.7).

Vazi i
TVa, ((r4,84), (r—,5-))

[ry =7+ |54 — 5|
= |+ sy — 5|

> |s— = s+ st — 5| (5.72)
> |8+ — 8|

= Lf .. (0

i
Tvik((r+78+)7(r7787)> = {T+—T,I+|S+—S,

Z Ty —7T—

= |r_—r (5.73)
= L, (0),

Tk,S;
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zbog toga §to jer_ >r=ryir_ —r >s_ —s > 0. Naime, za Sy krivu, kao §to smo ve¢ videli,
vazir— >raliir_ —r > s_ —s>0na osnovu (5.9). Za Ry krivu vazi r = r,.
Takode je tacno i

Iry = 7|+ [s4 — s
Iry —r—|+[s4+ — s

vam((T+7 S+), (’I“,, 3*))

z ry —r-|+r—ry (5.74)
> |r—r_|
= L7 .. (0)
i
TV, ((r4,84),(r—,s-)) = |ry —r—|+[s4 — s
= |rg —r—|+]sy — 5|
> sy — o (5.75)
= L;,,hsé (O)’
zato §to je s_ = s> sy is—sy >r—ry > 0. Naime, za Ry krivu vazi s_ = s, a za krivu Sy i
$>syis—sy >r—ry >0naosnovu (5.10).
Na osnovu (5.70, 5.73, 5.75) sledi
L7(0)= XYL, ,0)+> L; ,(0)+> Ly ., (0)+> L ,(0)
i T Tk Tm
< Z Tvmn,((r+a5+)v(r—vs—))
zn€{zi, Tk, Tm }
< STV (res4), (o s-)) = TV (ro(a), so(a))
@
Analogno, iz (5.71, 5.72, 5.74) sledi
L+(O) = Z L;j,Rl (O) + Z L;f‘rj,RQ (O) + Z L;L"‘_k7R2 (O) + Z L;—mle (O)
zj Tj Tk Tm
< Z Tan((r+,s+),(r,,s,))
Tn€{x;, Tp, Tm}
< YTV (54, (s 52)) = TV(ro(2), 50())
x
Ovim je dokaz leme kompletiran. m]

Uniformna ogranic¢enost za F(J) sledi iz naredne teoreme, u ¢ijem ¢ée dokazu biti koriséena
posledica 2.37, zbog koje talasi naznacene familije posle interakcije imaju iste prilazece talase kao
i talasi te familije pre interakcije.

Teorema 5.4.6 ([1]) Ako je KF(O) < min{2, 155}, tada je F'(J2) < F(J1) za Jo > J1. Odnosno,
L= (J) < F(O). Napomenimo da ée u dokazu biti definisano o.

Dokaz. Koristi¢emo iste oznake kao u teoremi 5.3.2. Naime, sa 3 obelezavamo udarni talas Sp
pre interakcije, a nakon interakcije 3’. Sli€no, sa x obelezavamo udarni talas Sy pre interakcije, a
nakon interakcije x’. Isto tako i za razredujuce talase. Razredujuéi talas Ry pre interakcije je o, a
nakon interakcije o’. Razredujuéi talas Rs pre interakcije obelezavamo m, a nakon interakcije 7.

Slucaj 1.

Posmatrajmo prvo interakciju Ss + S1 — 51 + S3. Tada ée vaziti

L™(J2) =Y lawl + 181+ [XI, L™(J) =Y lax| + 18] + Ixl,
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gde su ay udarni talasi razliciti od 3, x,3 1 x’. Za potencijale prilazeéih talasa koji presecaju
krive Jy 1 J; vaziée

Q(J2) = 2 1BklDal + 22 1BellX'T + 2216 l1xil

Q(J1) = 22 1Belbxal + 22 1Bellx| + X2 1Blxal + 1811l

gde su sada umesto «y posmatrani Bx i x; udarni talasi koji su prilazedéi talasima x i 8 (a time i
talasima x’ i '), redom. Tada je

F(J2) = F() = L7 (J2) = L7 (1) + K(Q(J2) — Q(J1))
= BT 1B+ IXT—IxI
HE Q2 18l (X = IxD) + 22 bal(181 = 181) = 1811x1) -

Sada ¢emo iskoristiti ono $to znamo o razlici snaga udarnih talasa pre i posle interakcije. Naime,
na osnovu teoreme 5.3.2, sluéaj 1. (a), vazi

F(J2) = F(J1) < 2Ce|BlIx] + K CelBlIx| Q2 18k + 22 Ixal) — KB]Ix]
< 2C¢|B||x| + K Ce|Bl[x|F(J1) — K[Bl[x]
= (2Ce — K)|BlIx| + K Ce|B|[x|F(J1)

< (2Ce — K)|BlIx| + K CelB]|x|F(O)

K
= Celflix|(2 - & + K F(0))

K
< Celiia - )

jer je, po pretpostavci, KF(O) < 2. Ako izaberemo da je K = 4Ck¢, tada je

F(J2) = F(J1) <0.

Od sada, uvek ¢e vaziti K = 4Ce i to ¢emo koristiti u pogodnom momentu. Nastavimo dalje se
dokazom teoreme.

Ako u teoremi 5.3.2 vazi slucaj 1. (b), odnosno kada je snaga udarnog talasa prve familije
posle interakcije manja od snage udarnog talasa iste familije pre interakcije, imacemo da je

1B1=18-¢& IX'I=Ixl<CelBlix|+n-



5.4. Konvergencija aproksimativnog resenja 151

Sada je ocena razlike posmatranih funkcionela nesto komplikovanija. Naime, vazi

F(Jy) = F(J1) =L"(J2) = L™ (1) + K (Q(J2) — Q(/1))
<n =&+ CelBllx| + K QO xal(=8) + X2 1Be|CelBlIx| + > [Bkn) — K|B|[x]

=1 =&+ CelB||x| = KI[BlIx|/2 + K (32 [xal (=€) + 22 18k CelBlIx| + 22 |Bk[n)
—K|Blx|/2

< n— &+ CelBlIx| — 2Ce|Bl|x| + 4Ce [Bl|x|Ce 3 |Bk| + K 3 |BrIn — 2Ce| Bl
=1 —§+2C0e(2Ce 3 |Bk| = 1) BlIx| + K 3 |8k|n — Ce|][x]

<n—§+20e (2CeF (1) — 1) |BlIx] + K 32 [Brln

<n—§+2C0(2CeF(0) = 1) BlIx| + K X2 |Bkln

<n—E&+ K |Brin

jer je osnovu pretpostavke u teoremi CeF(O) < 1/2. Dalje, na osnovu teoreme 5.3.2, slucaj 1.
(b), ocenjujemo dalje razliku funkcionela kao sto sledi.

F(J2) = F(J1) < g1(18],p0)€ = & + K 3218kl 91 (18], p0)§

1
=¢4q - 4+ K
<€) (1- -t + K F(O))
1=g1(81, Po)>

= K

=il (K F(0) - A0
<€ 410181, po) <KF ><0

za KF(O) < 1g5, gde jegzs‘té‘pg'l(|ﬁ|,po).

Ako vazi slucéaj 1. (c) u teoremi 5.3.2, imamo da je

X1 =IxI =& 1B1=18l < CelxlIBl +n
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Anologno kao u sluéaju 1. (b) vazice

F(J2) = F(J1) =L (J2) = L™ (1) + K(Q(J2) — Q(N))
<n =&+ CelBlIx] + K (2 18l(=¢) + 22 halCelBlIx] + X2 [xaln) — K|5][x]

=1 — &+ CelBllx] = KIBlIxI/2 + K (2 18kl(=€) + X DalCelBlIx] + 22 Ixaln)
—K1B|Ix]/2

<n =&+ CelBlIx| = 2Ce|B||x| + 4Ce |B][x|Ce 32 xal + K 3= [xiln — 2Ce|B|[x]
=n—§+2Ce(2Ce 3 [xal = 1) |BlIx] + K 3 [xaln — CelB|[x|
<n—E&+2Ce(2CeF(J1) — 1) [BlIx] + K3 xaln

<n—§+2Ce(2CeF(0) — 1) |BIx| + K 3 [xiln

<n—E+ K xiln

jer je CeF(O) < 1/2. Ponovo, na osnovu teoreme 5.3.2, slucaj 1. (c), vaziée

F(J2) = F(J1) < g1(Ixlspo)§ =&+ K3 Ixil 91(Ixls po)€

/ 1
€ i) (1= s + K3l
, 1
< & g1(Ixl, po) (1 A + KF(O)>
e ~ 1—g1(xl, po)

Sé%ﬂﬂm@(KFKD—lg5>§0

posto je po pretpostavei KF(O) < 7 gde je 6 = sup 95 (Ixl, po)-
x|

Dakle, na osnovu prethodne diskusije, zaklju¢ujemo da mora vaziti
1-4 1 1-4
KF(O) < min {2, S} = CeF(0) < min {2 , 48} ,

Ovim je kompletiran dokaz za slucaj 1.

Slucaj 2. (a)

Pri interakciji udarnog talasa druge familije x i razredujuceg talasa prve familije o, nastaju
razredujudi talas prve familije o’ i udarni talas druge familije x’, odnosno Sy + Ry — R; + So.
Tada je

L™(J2) =Y law| + X, L™(J1) = lanl + Ix],
Q(J2) = 22 1Bklxal + 22 1BrlIX|
Q1) = 2 1Bklbal + 22 |Bkllx] -
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Talasi o, Ok 1 x1 su isti kao i u slucaju 1 i biée korisc¢eni do kraja dokaza ove teoreme. Sada sledi
jednostavniji dokaz da je, u ovom slu¢aju, funkcionela F' konstantna. Naime, vazi

F()) = F(J1) = L7(J2) = L7 (1) + K(Q(J2) — Q(1))
= X = Ixl+ K18 = Ix]) =0,
odnosno F(Jz) = F(J1). Ovde je korigéeno |x'| = |x|-
Slucaj 2. (b)

Pri interakciji razredujuceg talasa druge familije 7 i udarnog talasa prve familije 3, nastaje udarni
talas prve familije 5’ i razredujuéi talas druge familije 7' (Ry + 51 — S1 + Ry). Tada je

L™(J2) =Y lawl + 16, L™(J) =) lax| + 18,

Q(J2) = X2 1Bkllxal + X2 xall&|

Q(J1) = > 1Bellxal + 22 IxallBl-
Pa je
F(J2) = F(J1)= L~ (J2) = L™ () + K (Q(J2) — Q(J1))

= 181181+ KX (8’| = [8]) = 0.
Znaci da je F(J3) = F(J1). Ovde je koriséeno |3'| = |B|. Ovim je kompletiran dokaz za slucaj 2.
Slucéaj 3. (a)
Ukoliko u interakciji budu dva udarna talasa druge familije x1 i x2, nastace razredujudi talas prve
familije o’ 1 udarni talas druge familije x’. Takva interakcija obelezava se sa Sy + So — Ry + S5 i

vazite

L™(J2) = ) Jeu| + x| L™ (1) = Y lak| + [xal + [xal,

Q(J2) = > 1Bellxal + 22 1BellX/|
Q(J1) = X2 Bellxal + 22 [Bellxal + 22 Brllxal + Ixallxal-

Jednostavnim postupkom pokazujemo da je F' nerastucéa funkcionela i u ovom slucaju.

F(Jy) = F(J1)= L~ (J2) = L~ () + K (Q(J2) — Q(J1))

X' = (Dl + Ixel) + K G2 IBRI(IXT = (Ixal + Ix2])) = Klxallxal
= —Khallxe| <0.
Znadi da je F(J2) < F(J1). Ovde je korigéeno |x'| = |x1| + |xal-

Slucaj 3. (b)

Analogno se pokazuje da je F' nerastuca funkcionela i pri interakciji dva udarna talasa prve familije
koji daje udarni talas prve familije i razredujudéi talas druge familije (S; + S1 — S1 + R2). Vazide

L™(Ja) =Y Jaul + 16, L (1) = ekl + 18] + [5a,
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Q(J2) = 22 Bklbal + X2 Dl

Q(J1) = 22 1Bkllxal + X2 xall Bl + X2 Ixall B2l + 18111 B2
Sada je

F(J2) = F(1) = L7 (J2) = L™ (1) + K (Q(J2) — Q(/1))
= B = (1Ba] +182]) + K (32 Dal (8] = (181] + 1521))) — K|Bv|| 3|

= —K|Bl|p2] <0,

pa je F(J2) < F(J1). Ovde je korigéeno |5'| = |51] + |B2|. Ovim je kompletiran dokaz za slucaj 3.

Slucaj 4. (a) 1°

Posmatrajmo sada interakciju Sy + Ro — S1 + S2. Uves¢emo vestacku interakciju Ss + Ry —
Sy + 51 — S1+ 9, tako da je x + 7 na J; — xo + fo na Jo — B + x' na Jp (slika 5.28).
Interakcija xo + B0 — B’ + X’ tretira se kao u slucaju 1. Na osnovu teoreme 5.3.2 slucaj 4. (a) 1°
|Bol + Ixo| = |x] — & + 1. Za vestacku interakciju x + 7 — xo + o vazice sledece:

L™ (Jo) = X2 lax] + [Bol + Ixol,
L™ (1) = X lawl + [x],
L= (Jo) = L™ (J1) = [Bol + Ixol = Ix| = =€+,
Q(Jo) = 22 Bellxal + 22 1BrlIxol + 22 IxallBol + [Bollxol,

Q(J1) = 2 1Bkllxal + X2 1Bellx] -
Sada je

F(Jo) = F(J1) =L (Jo) = L™ (J1) + K(Q(Jo) — Q(J1))
< =&+n+ K3 [Bel(Ixol = IxI) + KlBol(Ixol + 3= Ixal)
=—E+n+ K Bel(=8) + Kn(lxol + - Ixal)

< =E+n+ Kn(lxl + 22 [xil)

IN

9 (Ix), p1)€E — €+ KF(J1) gb(|x], p1)€

— ¢ aalivl.pn) (1- +KFO))

g5(Ixl, p1)

L _ 1= gh(d.pr)
=& g5(xl. 1) (KF<0> g3(Ix[- 1) )

<& g5(|xl, 1) (KF(O) - 155> <0

_5 .
posto je KF(0) < 5 sdejed = s‘u‘pgé(lx\,pl)
B
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Slucaj 4. (a) 2°

Prilikom interakcije udarnog talasa druge familije x i razredujuceg talasa druge familije 7, mogu
nastati i udarni talas prve familije 8’ i razredujuéi talas druge familije 7’. Dakle, posmatramo
interakciju Sy + Ry — S1 + Rs kod kojeg ¢e vaziti

L= (1) = X fow] + Ixl,

L™ (J2) = 3 few] + [,
Q(J1) = 2 1Bkllxal + 22 Brllxl,
Q(J2) = X2 1Belxal + X2 xallB'] -

Opet, na osnovu teoreme 5.3.2; slucéaj 4. (a) 2°, sledi

F(J2) = F() =L (J2) = L7 (/1) + K(Q(J2) — Q(J1))
=161 = Ixl + K 22 [xalls'l = K 32 1Bkl Ix]
<181 = Ixl+ K161 22 xal
<n—&+ KnF(J1)

< g5(Ixl, p1)€ — €+ K g5(|x], p1) E F(O)

=gé(|x|7p1)€<1— ; !

A HEF (O’>

_ go(Ixl, p1) =1
—gg<x|,p1>s( RIS +KF<0>>

- _ 1= a5l
—gz(lxlml)i(KF(O) 95(Ix1, p1) >

<& g5(Ix|, 1) (KF(O) - 1?) <0

. B -
jer je KF(0) < 7 gde je 6 = S‘u%)gé(|x|),p1).
X

Slucéaj 4. (b) 1°

Posmatrajmo sada interakciju Ry + S7 — S; + S2. Vestacka interakcija data je sa Ry +S1 —
So+ 81 — S1 + 55, tako da je o+ S na J; — xo + o na Jg — B + X’ na Jo. Interakcija
Xo + Bo — 0 + X' tretira se kao u slucaju 1. Teorema 5.3.2 slucaj 4. (b) 1° daje |Bo| = |5] — € i
Ixo| = n. Sada za vestacku interakciju o + 3 — xo + [o vazi:

L™ (Jo) = 3= law| + [Bol + [xol;
L™ () = 2 few| + 151,
Q(Jo) = 22 1Bkllxal + 22 1BklIxol + 22 xallBol + [BolIxol,
Q(J1) = 22 Bklbal + 22 Ixallsl,
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5to zajedno sa
F(Jo) = F(1) = L(Jo) = L(J1) + K(Q(Jo) — Q(/1))
< =&+ n+ K3 xal(1Bol = 181) + Klxol(I80] + 3 [8x])
= =S+ n+ K3 xal(=8) + Kn(|Bol + > [8x])
< =6+ 95(181, p2)€ + K g5(181, p2) € (18] + 22 [Br)

< 418 p2) € (1 - T +KF<0>)

= 95181, p2) € (KF(O) - 1_9§(|5792)>

95181, p2)

<& g5(18l, p2) (KF(O) - 1;§> <0

S

1— -
i KF(0) < 5 za 0 = sup g5(|8|, p2), daje da je F nerastuéa funkcionela.
18l

Slucaj 4. (b) 2°

Interakcija razredujuceg talasa prve familije o i udarnog talasa prve familije 3, proizvodi i razredujuci
talas prve familije o’ i udarni talas druge familije x' (R; + 51 — Ry + S2). Tada je

L™ (1) = X lawl + 181,
L7 (J2) = X |aw] + [X'I;

Q1) = 2 1BkIDal + 22 IxallBl,

Q(J2) = 22 Brlbal + 22 1Bkl X[ -

Na osnovu teoreme 5.3.2, sluéaj 4. (b) 2°, vazice
F() = F(J1) =L"(2) =L (/1) + K(Q(2) - Q1))

= IX'[= 18]+ KIX'[ 2218k — K161 32 [l
<n—&+ KnF(J)

< 91011, p0)€ — &+ K g1(18], po) £ F(O)

— (8 p0) € (1 i KF<0>)

= 91(181. po) § (KF(O) - 191(5%90))

91(1B1; po)

<€ 61181, po) (KF(O) - 155> <0
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S

1—

posto je KF(O) < ~=2, sa § = sup g} (|5, po)-

Slucaj 5. (a) 1°

(9]

18]

Neka interakcije razredujuceg talasa druge familije 7 i udarnog talasa druge familije x proizvede
udarni talas 3’ prve i udarni talas ¥’ druge familije, odnosno Ry + S — S1 + S5. Teorema 5.3.2,
slucaj 5. (a) 1° daje

Sada je

L™ () = 2 fow] + Ix],
L7 (J2) = 32 Jew] + 8] + X'l
Q(J1) = 2 1Bkllxal + 22 1BxlIx]
Q(J2) = X [Bkllxal + 22 18klIX| + 22 Il

F(J2) = F(J1) =L"(J2) = L7() + K(Q(J2) — Q(/1))
< B+ X' = Ixl + K (=€) X218kl + Kn 32 |xil

< g1(Ixl, p2)€ — €+ K g1 (Ix], p2) € F(O)

, 1
= g1(Ixl,p2) € <1 - m +KF(O)>

» =g pa)
—91<|X|’p2)€(KF<O) g1 (Ixl; p2) )

<& g1(Ixl; p2) (KF(O) - 1;5) <0

5 .
jer po pretpostavei vazi KF(0) < i gde je 0 = sup g1 (|x], p2)-

Slucéaj 5. (a) 2°

x|

Posmatrajmo interakciju Ry + S3 — S1 + R, odnosno kada interakcija razredujuceg talasa druge
familije 7 1 udarnog talasa druge familije x, prouzrokuje nastanak udarnog talasa prve familije 5’
i razredujudeg talasa druge familije 7’. Sada je

L7 (J1) = 32 o] + [x],
L™(J2) = 2 low| + 1071,
Q1) = 22 1Bkl lxal + 22 BxlIxl;
Q(J2) = 2 1Bklbal + 22 DallB] -
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Na osnovu teoreme 5.3.2, slucaj 5. (a) 2°, vazi
F(J2) = F(h) = L7 (J2) = L7 (1) + K(Q(J2) = Q(1))
= 18" = Ixl + KI8'1 32 Dal = Kx| 22 Bk
<181 = Ixl + K181 32 [xal
<n—&+ KnF(J1)

< g5(Ixl, p0)§ — €+ K g5(|x]; po) § F(O)

— g po) € (1 - KF(O))
— _ 1—=g5(xl; po)
‘92(""”0)5(” ) )
<& g5(|xl, po) <KF(O) - ?) <0

L 1-9 =
jer je KF(0) < 5 gde je § = s‘ulpgé(lxl,po)-
X

Slucaj 5. (b) 1°

Posmatrajmo interakciju S7 + R; — S1 + S2. Na osnovu teorema 5.3.2, sluéaj 5. (b) 1°, dobijamo
L7 (J1) = 3 || + 161,
L™ (J2) = X law] + 8 + X',
Q(J1) = 22 IBelbal + 22 181Xl
Q(J2) = X2 [Bklbal + 22 1Bkl IX'T + 22 Dall Al

Vaziée 1

F(J2) = F(J1) =L (J2) = L™ (1) + K(Q(J2) — Q(J1))

<X+ 181 = 18] + K(=8) 22 Ixal + Kn 32 |5kl

< —=£+n+ KnF(Jy)

< G118, p1)¢ — €+ K 6118, p1) € F(O)
/ o
‘*"*'5"”’5(1 gi(lﬁl,p1)+KF(O))

» _1-6i(Bl.p)
g1<|6|,p1>f(KF<0> ga<|ﬁ|,p1>>

< €418, 1) (KF(O) - ) <0
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S

1— -
posto je KF(O) < =2, sa § = sup g} (|6, p1)-
18]

(9]

Slucéaj 5. (b) 2°

U slucaju da su pri interakciji udarnog talasa prve familije 3 i razredujuéeg talasa prve familije
o, nastali razredujudi talas o’ prve i udarni talas druge familije x’, odnosno, S; + Ry — R; + Sa,
teorema 5.3.2; slucaj 5. (b) 2°, daje
L™ (1) = X lawl + 18],
L7 (J2) = X |aw] + [X'I;
Q(J1) = 22 [Belbxal + X2 IxallBl

Q(J2) = X2 1Bkllal + 22 18klX;

pa je
F(J2) = F(J1) =L (J2) = L™ (J1) + K(Q(J2) — Q(J1))

< XN = 181+ K(=€) X2 Ixal + Kn )2 | Bkl

< 91181, p1)§ = E+ K g1(18], p1) E F(O)

/ o
— (18l € (1 P +KF<0>)

= q1(1Bl,p1) € (KF(O) _ 1_91(5|7P1))

91(181, p1)

<& gq1(1Bl, 1) (KF(O) 1 g 5) <0

1-4 .
jer je po pretpostavei KF(O) < 5 gde je 0 =sup g1 (|8, p1)-
el
U sluc¢aju 6, odnosno pri interakciji razredujucéih talasa druge i prve familije, nastaju razredujuci
talas prve i druge familije, Ro + R — R; + Rs, te nema udarnih talasa.
O

Sada, na osnovu teoreme 5.4.6, vazi F(J) < F(O) < 2 L~ (0) za bilo koju krivu J. Primetimo
da kako vazi L= (J) < F(O), da onda vazi i LT(J) < F(O) za svako J. Tada je L= (J) + LT (J) <
2F(0) <4L(0) < 4TV(ro(z), so(z)) na osnovu lema 5.4.4 1 5.4.5. Iz tog razloga je na slici 5.54,
d =4TV(ro(z), so(x)), odnosno ako levo i desno stanje pripadaju W, tada ¢e i resenje Rimanavog
problema pripadati W.

5.5 WFT Sema i dekompozicija po putanji

U ovom poglavlju bice koriséena tvrdenja iz [1]. Posmatra¢emo aproksimativno resenje zakona
odrzanja q(-, t) dobijeno WFT metodom za 0 < t < T (glava 4). U tu svrhu, formira¢emo putanju
koja je sastavljena od udarnih talasa. Jedan udarni talas sastavljen je od kona¢nog broja putanja,
dok je snaga tog talasa suma snaga putanja.
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Niz tacaka Py, Pi,...,P, u kojima dolazi do interakcije dva talasa, formira putanju, ako
Py € {t =0} i ako je svaki segment P;_; P; udarni talas. Ova putanja obelezava se sa

' PBh—-P—---—P,.
Definicija 5.5.1 ([1]) Neka je (k;,g;) indeks svakog segmenta P;_1P;, gde je g1 = 1,

1, akoje P;_1P; 51 udarni talas,

b= 2, akoje P;_1P; Sy udarni talas,
9i—1, ako k;_1 =k;, jer se u P; ne menja familija udarnog talasa,
oo gi-1+1, ako kj_1 #kj, jerseu P; menja familija udarnog talasa.
Svako g; naziva se generacijski red segmenta, a ¢lanovi niza (k1, g1), (k2,92), - . . (kn, gn) nazivaju

se indeksi putanja (slika 5.55).

Slika 5.55: Putanja sastavljana od segmenata koje ¢ine udarni talasi.

Osnovna ideja dekompozicije po putanji je da se povecanjem generacijskog reda, snaga seg-
menta na putanji smanjuje. Snaga segmenta putanje definiSe se induktivnim putem na sledeéi
nacin. Neka je t; vreme kada je doSlo do prve interakcije dva talasa. Pretpostavimo da udarni
talas @ polazi iz tacke Py € {t = 0}. Segment koji spaja Py sa prvom tackom P; u kojoj se desila
interakcija, pripadace razli¢itim putanjama, ali za pocetak, neka segment Py P; pripada samo jed-
noj putanji I' : Py — P ineka je snaga segmenta |3]. Ovako se definiSe snaga do vremena t = t; za
svaki segment koji ¢ini udarni talas i koji kreée iz {t = 0}. Pretpostavimo da dode do interakcije
(2,1)-talasa x i (1,1)-talasa 8 u tacki P; i da nastanu talasi 3’ i x’. Nakon interakcije, snage ta-
lasa B’ i x’ definiSu se, prema moguéim sluc¢ajevima 1 (a), 1 (b)i 1 (¢) iz teoreme 5.3.2 kao s$to sledi.

Slucaj 1. (a): Na osnovu teoreme 5.3.2, postoje pozitivne konstante C3, Cy tako da vazi (slika
5.56)

18| = (L+ Cse[xIBI i x| = (L+ CaelBl)Ix] - (5.76)
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B 1

IB'=+Ce|xDIB| Ix'FA+Ce B DIxl

2,1

Slika 5.56: Interakcija udarnih talasa, (Slucaj 1. (a)).

Talasi 8’ 1 x’ dobijaju indekse (1, 1) (2,1), redom, a njihova snaga je |6'| i [x/|, redom. Ovde
imamo dve putanje (prvu ¢ine x i x’, a drugu 81 3').

Slucaj 1. (b): Postoje pozitivne konstatne Cg, 0 < 6o < 11 £ (slika 5.57) tako da vazi

IX'| = (1 + Cee|B))|x| + 626, 18] =18 —€. (5.77)
B 1

=g N\ 12 Hxl+Ce 1Bl o
iR) ’

[x® En<g(xlpo)é

Slika 5.57: Interakcija udarnih talasa, (Slucaj 1. (b)).

Sada se (1,1)-segment 3 deli na dva (1,1)-segmenta (1) i ) tako da je |31V] = 8] — ¢ = |3/
i |3?)] = ¢ Indeks od 8] je (1,1). Deﬁmsemo (2,1)-segment, YV i (2,2)-segment x@" tako da
vazi [x®'| = 0261 x| =[] = [x®']. Ovim je putanja I podeljena na dve putanje i produzena
nakon P% )tako da vazi T = gy g/ TA = @ U@, Takode imamo putanju koja se sastoji
od y iy,

Slucaj 1. (c): Postoje pozitivne konstatne Cs, 0 < §; < 11 £ (slika 5.58) tako da vazi

18| = (14 CselxDIBl + 816, [X| = x| = €. (5.78)

Sada se (2,1)-segment y deli na dva (2,1)-segmenta x( i x tako da je [x(V| = x| — & = |X/|
i [x®| = ¢ Indeks od |x'| je (2,1). Definisemo (1,1)-segment 31" i (1,2)-segment 3" tako da
vazi |ﬂ(2)'| =661 \5(1)/\ =8| — |5(2)'|. Ovim je putanja I' podeljena na dve putanje i produzena
nakon P% )tako da vazi T = (MW U/, TG =@y 5(2)/. Takode postoji putanja koja se sastoji
od g1 p0).



162 Glava 5. Jednacine izentropnog strujanja gasa i proizvoljno veliki pocetni uslovi

Slika 5.58: Interakcija udarnih talasa, (Slucaj 1. (¢)).

Slucaj 2. (a): Ako su u interakciji udarni talas druge familije x koji ima indeks (2,1) i razredujuéi
talas prve familije, tada se putanja sastoji od udarnog talasa x pre interakcije i udarnog talasa
X’ posle interakcije koji ¢e imati istu snagu i isti indeks kao udarni talas x, odnosno I' = xy U}’ i
IX'| = |x]| (slika 5.59).

Slika 5.59: Interakcija So i Ry, (Slucaj 2. (a)).

Slucaj 2. (b): Ako su sada u interakciji razredujudi talas druge familije i udarni talas prve familije
0 koji ima indeks (1,1), tada se putanja sastoji od udarnog talasa 8 pre interakcije i udarnog talasa
(' posle interakcije koji ¢e imati istu snagu i isti indeks kao udarni talas 3, odnosno I' = gU 3’ i

|8'| = |8 (slika 5.60).

Slucéaj 3. (a): Ako su u interakciji dva udarna talasa druge familije x; i x2, sa indeksima (2,1),
tada se kao rezultat interakcije formira udarni talas druge familije x’ koji ¢e biti podeljen na
dva segmenta YV’ i Y, sa indeksima (2,1), tako da vazi [x"'| = [x1| i [x®'| = |x2|. Ovim
je putanja I' podeljena na dve putanje i produzena nakon P; tako da vazi I'M) = yq U X(l)/,

I =y, Ux®’ (slika 5.61).

Slucaj 3. (b): Kada su u interakciji dva udarna talasa prve familije 5 i (2, sa indeksima (1,1),
tada ¢e rezultat interakcije biti udarni talas prve familije 3 koji ¢emo sada podeliti na dva seg-
menta 8" i 3’ sa indeksima (1,1), tako da vazi |[31)'| = |31] i |8®)| = |B2]. Ovim je putanja
I' podeljena na dve putanje i produzena nakon P; tako da vazi I'™) = 8, U L T® = g,u 5(2)/
(slika 5.62).
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|B'=IB

Slika 5.61: Interakcija dva udarna talasa druge familije, (Sluc¢aj 3. (a)).

Bv
BB

BB, |

Slika 5.62: Interakcija dva udarna talasa prve familije, (Sluc¢aj 3. (b)).
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Sluéaj 4. (a) 1°: pri interakeiji x + 7 — xo + SBo postupamo tako sto segment koji sadrzi x, sa
indeksom (2,1), podelimo na dva segmenta tako da vazi |[x(M| = |x| — &1 [x®] =&, € > 0, pa se
putanja T se sada deli na dve putanje I'D =y U o, T = ¥ U 3y. Ovde je Ixo| = |X(1)| i
180 < |x?|. Sada se ne menja generacijski red na segmentu 3y koji ima indeks (1,1) (na segmentu
Xo se isto ne menja jer je to talas iste familije kao i x). Nakon toga se kao u slucaju 1. postupa
sa interakcijom xo + 8o — 0 + x (slika 5.63).

Xo

(2,1

) |

[0 =l % IBol=m <&

Slika 5.63: Interakcija So i Ra, (Slucaj 4. (a) 1°).

Slucéaj 4. (a) 2°: pri interakeiji udarnog talasa druge familije x i razredujuceg talasa druge famil-
ije, druga moguénost je da nastanu udarni talasi prve familije 3’ i razredujudi talas druge familije.
Putanja I' se produzuje nakon P; tako da vazi I' = x U . Ovde je |x| = § sa indeksom (2,1) i
|8'| = n < 63&, sa indeksom (1,2), 0 < d3 < 1, £ > 0 (slika 5.64).

Bv

|B'l=n <5, 7|

Slika 5.64: Interakcija So i Ra, (Slucaj 4. (a) 2°).

Slucéaj 4. (b) 1°: pri interakciji o + 8 — xo + Bo postupamo tako §to segment koji sadrzi 3, sa
indeksom (1,1), podelimo na dva segmenta tako da vazi |[3()] = || — &, |3 = €1 & > 0, pa se
putanja I' se sada deli na dve putanje T(!) = (0 U gy, T = 32 U xq. Ovde je |G| = |8V i
Ixo| < |3®|. Sada se ne menja generacijski red na segmentu yo koji ima indeks (2,1). Nakon toga
se kao u slu¢aju 1. postupa sa interakcijom xo + 8o — 5 + x (slika 5.65).

Slucaj 4. (b) 2°: pri interakciji razredujuéeg talasa prve familije i udarnog talasa prve familije (3,
preostala je moguénost da nastanu razredujuéi talas prve familije i udarni talasi druge familije x'.
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Xo
Bo

B =B

[%o =M <&
2,1)

Slika 5.65: Interakcija Ry i Sy, (Slucaj 4. (b) 1°).

Putanja I' se produzuje nakon Py tako da vazi I' = 3U x’. Ovde je |3| = ¢ sa indeksom (1,1) i
IX'| =n < 64€ sa indeksom (2,2), 0 < d4 < 1, £ > 0 (slika 5.66).

|7'=n <8, (B |

Slika 5.66: Interakcija Ry i Sy, (Slucaj 4. (b) 2°).

Sluéaj 5. (a) 1°: pri interakciji razredujuceg talasa druge familije i udarnog talasa druge familije
X, mogu nastati udarni talasi prve i druge familije, 3’ i x/, redom. Segment y sa indeksom (2,1), se
sada deli na dva segmenta, oba sa indeksom (2,1), tako da vazi x| = |x| =€ i |xP| = £. Putanja
I" se sada deli na dve putanje i produzuje nakon P; tako da vazi T) = (W uy/, T =@ y g,
Ovde je || = n < 05¢ sa indeksom (1,2) i udarni talas druge familije [x/] = |x(!)| sa indeksom
(2,1), 0 <05 < 1, & > 0 (slika 5.67).

Slucaj 5. (a) 2°: Druga moguénost je da pri interakeiji razredujudeg talasa druge familije i udarnog
talasa druge familije x, nastanu udarni talasi prve familije 5’ i razredujuéi talas druge familije.
Produzujemo putanju I' nakon P; tako da vazi I' = xy U 3. Ovde je |x| = £ sa indeksom (2,1) i
18| = n < d6¢ sa indeksom (1,2), 0 < g < 1, £ > 0 (slika 5.68).

Slucaj 5. (b) 1°: pri interakciji udarnog talasa prve familije § i razredujuéeg talasa prve famil-
ije nastaju udarni talasi prve i druge familije, 8’ i x’, redom (jedna moguénost). Segment [ sa
indeksom (1,1), podeli se na dva segmenta, oba sa indeksom (1,1), tako da vazi || = |g] — € i
|3®)| = ¢. Putanja I se sada deli na dve putanje i produzuje nakon P tako da vazi I'V) = gy g/,
r® =p3®uy’. Ovde jelxX'|=n< 67¢ sa indeksom (2,2) i udarni talas druge familije |5'| = |3
sa indeksom (1,1), 0 < 07 < 1, £ > 0 (slika 5.69).
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) |

8cm

Slika 5.67: Interakcija Ro 1 Sa, (Slucaj 5. (a) 1°).

[B'l=n <8, % |

Slika 5.68: Interakcija Ro i So, (Slucaj 5. (a) 2°).
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(1,1 /(1,1)

IBYHBI-E

Slika 5.69: Interakcija S1 i Ry, (Slucaj 5. (b) 1°).

Slucaj 5. (b) 2°: pri interakeiji udarnog talasa prve familije § i razredujuceg talasa prve familije
nastaju razredujudi talas prve familije i udarni talasi druge familije x’ (druga moguénost). Putanja
I se produzuje nakon P; tako da vazi I' = SUx’. Ovde je |8] = ¢ sa indeksom (1,1) i |x| = 1 < 6s€
sa indeksom (2,2), 0 < dg < 1, £ > 0 (slika 5.70).

Slika 5.70: Interakcija S1 i Ry, (Slucaj 5. (b) 2°).

Sluc¢aj 6: Posto putanju ¢ine samo udarni talasi, zbog toga nema delova putanji koji sadrze
razredujuce talase.

U opstem slucaju, pretpostavimo da dode do interakcije talasa druge familije y i talasa prve
familije 8 u tacki P, (¢t = ¢,) i neka nakon resavanja Rimanovog problema nastanu talasi 5’ i x'.
Pretpostavimo da se (3 sastoji od segmenata putanja By, Bo, ..., sa snagama |31], |Bz], ..., redom,
i neka se y sastoji od segmenata putanja I';,T's,..., redom sa snagama |x1|, |x2|,..., tako da je
18] = 3251851, [x| = 22, [x;]- Pretpostaviéemo da svi udarni talasi imaju takvu dekompoziciju za
t<tn.

Slucaj 1. (a): Vazi || > |8] 1 |X'| > |x|- Na osnovu teoreme 5.3.2 vazi (5.76). Tada produzimo
putanju I'; do sledece tacke preseka bez menjanja indeksa; snaga je definisana sa (14 Cae|3])|x; |-
Na slican nacin, putanja B; se prosiri bez menjanja indeksa, a snaga ¢e biti (1 + Cse|x|)|5;]-
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Slucaj 1. (b): Vazi |B'| < |B|. Postoje pozitivne konstante Cg, da, € tako da vazi (5.77). Cak Sta
viSe, mogu se naci broj [ i konstanta §; tako da vazi

=181+ Y 1B, 0<IBl<|Bl.
j>1+1
Za 1 < j <1 —1, prosirujemo B; do sledece tacke preseka ne menjajuéi ni indeks ni snagu. Za
j =1 prvo podelimo B; na dve putanje Bl(l) i Bl(2) tako da se indeksi ne menjaju, a da snage zado-
voljavaju |Bl(1)| = |6 — 6] i |ﬁl(2)| = || na svakom segmentu koji ¢ini putanju. Tada produzimo
Bl(l) do sledece tacke interakcije ne menjajuéi ni indeks ni snagu. Neka je (1, ¢;) indeks od B; na

(5. ProSirujemo BZ(Z) u drugom pravcu sa generacijskim redom g; + 1 i snagom 52|Bl\ tako da je
sada indeks jednak (2, g; +1) do sledeée tacke interakcije. Za j > I+ 1, prosirujemo putanju B; do
sledece tacke preseka menjajuéi njen indeks i snagu na (2,g; + 1) i 52|ﬂj|, redom. I'; se prosiruje
do sledece tacke interakcije bez menjanja indeksa, a snaga je (1 + Cse|8])|x;]-

Slucaj 1. (c): Vazi |x'| < [x|. Postoje pozitivne konstante Cj, b3, € tako da vazi jednacina (5.78).
Cak sta vise, mogu se naéi broj [ i konstanta y; tako da vazi

E=lul+ D bl 0<lul <l
j>l+1

Za 1 < j <1 —1, prosirujemo I'; do sledece tacke preseka ne menjajuci ni indeks ni snagu. Za
7 = [ prvo podelimo I'; na dve putanje 1"1(1) i 1"1(2) tako da se indeksi ne menjaju, a da snage zado-
U= hal =l ™ =
I‘l(l) do sledece tacke interakcije ne menjajuéi ni indeks ni snagu. Neka je (2, g;) indeks od T'; na
x. Prosirujemo 1"1(2) u drugom pravcu sa generacijskim redom ¢; + 1 i snagom 51| xi| tako da je
sada indeks jednak (1, g; +1) do sledece tacke interakcije. Za j > [+ 1, prosirujemo putanju I'; do
sledeée tacke preseka menjajuéi njen indeks i snagu na (1,g; +1) i 51|Xj|, redom. B; se prosiruje
do sledeée tacke interakcije bez menjanja indeksa, a snaga je (1 + Cse|x|)|5;]-

voljavaju | Xl( |X:| na svakom segmentu koji ¢ini putanju. Tada produzimo

Sluéaj 2. (a): Vazi |x'| = |x|. Produzimo putanju I'; do sledeée tacke preseka bez menjanja
indeksa i snage.

Slucaj 2. (b): Vazice || = |G|, pa zato profirujemo putanju B; do sledeée tacke preseka ne
menjajuéi ni indeks i ni snagu.

Slucaj 3. (a): Neka je [x1| = 32 [x1,51 1 [x2| = X2 Ix2,5]- ProSirujemo putanje I'1 j i I'z ; do
slede¢e tacke preseka talasa ne menjajuéi ni snagu ni indeks. Snaga putanje do sledece tacke
interakcije bice >, X151+, [X2,5] = [x1|+|x2] = [X|- Napomenimo da se x;,; nalaze na putanji
Ty, i=1,2

Slucaj 3. (b): Nekaje [B1] =3 ; b1, 1]682] = >2;162,5]. Prosirujemo putanje By ; i Bo,; do sledece
tacke preseka talasa ne menjajuci ni snagu ni indeks. Snaga putanje do sledece tacke interakcije
bice 3, [B1,1+>2; [Ba,51 = [B1]+]B2| = |8’|. Napomenimo da se 3; j nalaze na putanji B; ;, i = 1,2.

Sada ¢emo prvo objasniti slucaj 5. jer ée nam trebati kasnije da se pozovemo na njega.

Slucéaj 5. (a) 1°: Vaz |x'| < |x|. Postoji broj I i konstanta y; tako da vazi
E=lxl+ D byl 0<lxl <l
j>1+1
Za 1 < j <1 -1, prodirujemo I'; do sledece tacke preseka ne menjajuéi ni indeks ni snagu. Za
j =1 prvo podelimo I'; na dve putanje Fl(l) i Fl(2) tako da se indeksi ne menjaju, a da snage zado-
V= hal=lxl i 1” =

voljavaju | Xl( |X:| na svakom segmentu koji ¢ini putanju. Tada produzimo



5.5. WFET sema @ dekompozicija po putanji 169

Fl(l) do sledece tacke interakcije ne menjajuéi ni indeks ni snagu. Neka je (2, ¢;) indeks od I'; na
x. Prosirujemo Fl(2) u drugom pravcu sa generacijskim redom g; + 1 i snagom 55|>21| tako da je
sada indeks jednak (1, g; + 1) do sledeée tacke interakcije. Za j > [+ 1, proSirujemo putanju I'; do
sledece tacke preseka menjajuéi njen indeks i snagu na (1,g; + 1) i 55|Xj|, redom. Napomenimo
da je 0 < b5 < 1.

Slucaj 5. (a) 2°: Putanja I'; prosiruje se do sledece tacke preseka ali sa snagom 56|Xj| i ako je njen
generacijski red bio (2, g;), posle prosirenja bice (1, g;+1). Time je snaga putanje posle prosirenja
> 06lx;1 = d6 2 [x;| = d6[x| = d6§. Napomenimo da je 0 < dg < 1.

Sluéaj 5. (b) 1°: Vazi || < |B|. Postoji broj I i konstanta ; tako da vazi

=181+ D 18, 0<IBl<IBil.

j>l+1

Za 1 < j <1 —1, prosirujemo B; do sledece tacke preseka ne menjajuéi ni indeks ni snagu. Za
7 = [ prvo podelimo B; na dve putanje Bl(l) i BI(Z) tako da se indeksi ne menjaju, a da snage zado-
voljavaju |ﬁl(1)| =B — 6] i |ﬁl(2)| = || na svakom segmentu koji ¢ini putanju. Tada produzimo
Bl(l) do sledece tacke interakcije ne menjajuéi ni indeks ni snagu. Neka je (1, ¢;) indeks od B; na
8. Produzavamo Bl(z) u drugom pravcu sa generacijskim redom ¢; + 1 i snagom S7|Bl| tako da je
sada indeks jednak (2, g; + 1) do sledece tacke interakcije. Za j > [ + 1, produzavamo putanju B;
do sledece tacke preseka menjajuéi njen indeks i snagu na (2, g; +1) i d7|5;|, redom. Napomenimo
da je 0 < 47 < 1.

Slu¢aj 5. (b) 2°: Putanja B; se prosiruje do sledeée tacke preseka ali sa snagom dg|3;] i ako je njen
generacijski red bio (1, g;), posle prosirenja bice (2, g; +1). Time je snaga putanje posle prosirenja
> 08]8;] = s >_; |B;] = ds|B| = ds¢. Napomenimo da je 0 < ds < 1.

Slucéaj 4. (a) 1°: Primenjuje se potpuno isti postupak kao u sludaju 5. (a) 1° i to na talase xo i

0o, koji zamenjuju y i 8 redom, ali se ne menja generacijski red jer smo uveli vestacku interakciju.
Dalje se interakcija xo + 8o — B’ + X’ tretira kao slucaj 1.

Slucaj 4. (a) 2°: Potpuno analogno kao slucaj 5. (a) 2°.
Slucéaj 4. (b) 1°: Primenjuje se potpuno isti postupak kao u slucaju 5. (b) 1° i to na talase Gy i
Xo, koji zamenjuju B i x redom, ali se ne menja generacijski red jer smo uveli vestacku interakciju.
Dalje se interakcija xo + B9 — 3’ + X’ tretira kao slucaj 1.
Slucaj 4. (b) 2°: Potpuno analogno kao slucaj 5. (b) 2°.
Slucaj 6.: Razredujudi talasi ne ulaze u sastav putanje.

Ovim je konstruisana kona¢na familija putanja I' = {T';} za aproksimativno resenje. Putanja
I’ posmatra se kao Lipsicova kriva = T'(t). Za svako ¢ razli¢ito od vremena interakcije, definisemo

ar(t) kao snagu putanje I' u vremenu ¢ i gr(t) generacijski red putanje I' u vremenu ¢. Na osnovu
prethodnog izlaganja i definicije 5.5.1 sledi:

Lema 5.5.2 ([1]) Za svako aproksimativno resenje, postoji konaéna familija putanja T' = {I';}
tako da vazi

1. L™(t) = Ypep ar(t)
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2. Neka jeT': Py —» Py — --- — P, i neka su (kj,g;) @ oj, indeks i snaga segmenta P;_1 P},
redom. Tada vazi
gi+1=j = ajy1 < (14 Celfj|)ay,
gj+1 :gj+1 = Q41 §(50¢j <aj,
gde B; je udarni talas koji ucestvuje u interakciji ¢ 0 < 6 < 1.

Dokaz. Dokaz sledi iz konstrukcije putanje. Naime, putanja je tako konstruisana, da ako se
generacijski red ne menja, tada ¢e vaziti a;41 < (1 + Celf;]|)e; (npr. sluéaj 1. (a)) Medutim,
ako je generacijski red poveéan, tada imamo

aji1 =06 < gl (1Bl po)E<day .

gde je 6 = sup ¢, (|8, po) (npr. slucéaj 1. (b)). Analogno vazi i za preostale slucajeve. 0
18]

Sada navodimo korisnu lemu potrebnu za dalja ispitivanja.

Lema 5.5.3 3 1
[Ta+elBh s1+35> elgl akoje > clfl <3, (5.79)
jz1 j>1 j>1
Dokaz. Lemu dokazujemo indukcijom po j. Za 7 = 1 jasno je da vazi
3
l+elp] < 1+§5|ﬂ1‘-
Pretpostavimo da je (5.79) ta¢no za 1 < j < k, odnosno da vazi
k
H 1+¢lBj]) <14 = Zs\ﬁ]
i dokazimo da je (5.79) ta¢no za 1 < j < k + 1. Na osnovu induktivne pretpostavke imamo
k+1 k
[Ta+eB) =@ +elBenl) [JQ+el85D)
j=1 j=1
(1 +€[Br+1]) (1 +3 Zdﬁg
= 1+elBenl+ 5 Za|ﬁj|+ |ﬁk+l|Zslﬁ]
1
3 ]’“
S1+€|ﬁk+1|+*28|ﬁg|+ |ﬁk+1|*
Jj= 1
=1+ elfunl+ stj
3 k1
=14 ZEWJ
Ovim je dokazano (5.79). a

Odredimo sada snagu putanje I' u vremenu ¢ za koju je generacijski red gp(t) =j.

Lema 5.5.4 ([1]) Pretpostavimo da vazi CeF(O) < min{}, = 45

stanta ¥ koja zavisi samo od b i koja zadovoljava 0 < ¥ < 1, tako da vaZi

ar(t) < 2ar(0) ako je gr(t) =1,
ar(t) < ¥~ tar(0) ako je gr(t)=j>2.
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Dokaz. Pokazimo prvo da za svako s i ¢ razli¢ito od vremena interakcije, gde je s < ¢, vazi

gr(t) = gr(s) + 1= ar(t) < Jar(s).

ObelezimosaI': Py - P, — -+ = Pj,_1—> P, = =Py, - —=Pj, 1 =P, = —P,
jednu putanju. Pretpostavimo da I'(s) € P;,— 1PJO, I'(t) € Pj,—1P;, i da se generacijski red menja
u P;, . Tada na osnovu leme 5.5.2 i leme 5.5.3 vazi

ar(t) < ar(s) [[ +cCegl) 6 [ (1+Celp;))

Jo<i<ji J1<3<j2
< 0[]+ CelBy]) ar(s)
jz1
< 5|1 30 3,
+§ EZ|J| ar(s)
jz1
< 6 <1+§C€L (J)) ar(s) < 6 <1+ CsF(O)) ar(s)

Biramo 9 tako da je

J=—. 5.80
1 (5.80)
Kako vazi _
1 1-6 ~ 1
- < = 6< = 5.81
s <5 T0%3 (5.81)
1-4, 1
tada vazi i ¥ < — < 1. Ali, ako je sada CeF(O) P (< 5) tada je

IN
==

B <1+205F(0)) ar(s) <0 <1+§,1j6> ar(s) = 34;355 ar(s).

Sada biramo ¥ tako da vazi

3450
= +T <1, (5.82)

53]

jer je & < 1. Sada je jasno da za é € (0,1), mozemo definisati

. 3+4195 . [/~ 1\ 3-95

Poslednja jednakost sledi iz

AN
S
A
—_
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§to je dobijeno na osnovu (5.80, 5.81, 5.82). Zakljuc¢ujemo da vazi 0 < 9 < 1. Za gr(t) = j i
gr(s) =7 — 1, sledi B
ar(t) < darp(s)

itada ¢e za gr(t) = j i gr(0+) = 1, vaziti
ar(t) <9 tap(04) za j > 2.

Ako je j =1, tada je

ar(t) < ar(04) H (I+Celpe) < |1+ % Z€|ﬂk| ar(0+) < 2ar(0+),
E>1 E>1

¢ime je lema dokazana. O
Na osnovu prethodne leme vazi
Z Oér(t) < 91 Oér‘(o-i-) =971~ (0+)

Tigr(t)=j Tigr(t)=1

Ako obelezimo L; (t) = Z ar(t), dobijamo slede¢u teoremu:
Tigp(t)=j

Teorema 5.5.5 (/1)) Pretpostavimo da vaz CeF(O) < min{3, 1&5}. Tada postoji pozitivna kon-

stanta 9 koja zavisi samo od 6 tako da vazi 0 <9 <1 i
Ly(t) <2L7(0+4), Lj(t) < 'L7(0+) (j>2). (5.83)

Konstanta 9 je iz leme 5.5.4.

5.6 Ocena ukupnog broja iteracija

Sada ¢emo dati ocenu ukupnog broja talasa generisanih u tackama interakcije izmedu ¢ = 0 i
t =T. Pretpostavi¢emo da vazi CeF(O) < min{3, 1;;5
Na osnovu teoreme 5.3.2 vazi:

}, gde su C, 4 i € iz prethodnog poglavlja.

1. Novi razredujuéi talas nastaje samo pri interakciji dva udarna talasa iste familije (slucaj 3).

2. Amplituda razredujuéeg talasa opada pri interakciji sa udarnim talasom iste familije (slucajevi:
4. (a)2°, 4. (b)2°, 5. (a) 2° 1 5. (b) 2°), a povecava se pri interakeiji sa udarnim talasom
suprotne familije (slucaj 2.).

3. Prethodne interakcije opisane u koraku 2, ne generisu razredujudi talas suprotne familije u
odnosu na familiju prilazeéeg razredujuéeg talasa.

4. Dva razredujuca talasa iste familije nikada nece biti u interakciji.

Neka je {P,,} familija svih tacaka u kojima dolazi do interakcije udarnih talasa iste familije.
Snagu prilazecih talasa u tacki P,, obelezi¢emo sa o (Py,), j = 1,2.

Lema 5.6.1 ([1]) Ukupna snaga novih razredujucih talasa generisanih interakcijom dva udarna
talasa iste familije ocenjuje se sa

3 Jar(Pa)as(Pr)| < ——L~(0)2, (5.84)
Py,

gde je U iz leme 5.5.4.
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Dokaz. Neka je 'y, (Py,) familija putanja koje sadrze a;(Pp,) i neka ar,(P,,) predstavlja snagu
putanje I'; € Ty, (Pn), (j = 1,2). Tada imamo

Yo laa(Pu)az(Pu)l <37 D Y lar (Pu)ar,(Pu)|
P,

Pm Fleral (Pm) FZEFQQ(Pm)

= Y lan®a)l Y lar(Pa)l (5.85)

Py, T1€Tq, (Pm) 26Ty (Pm)
1
< 52 Z ‘aF(Pﬂ’l)‘ Z |05F*(Pm)|’
rer P,,el’ F*EI‘*(prﬂ‘L)

gde T'*(T, P,,) predstavlja skup svih putanja koje se seku sa I' u P,,, dok je T skup svih putanja.
Prva nejednakost u (5.85) sledi iz ¢injenice da se izraz |aq (Pp,)a2(Py,)| moze javiti pri interakciji
vise putanja. Druga nejednakost u (5.85) sledi iz toga da se |ar, (Pn)or, (Pn)| nalazi u sumi i u
obliku |ar, (Pm)ar, (Pm)| (dva puta se sabira isti sabirak) i zbog toga $to se sada posmatraju i
sve putanje koje sadrze P,,. Kako je Up, rI'*(T, P,,) C T\{T'}, menjajuéi redosled sumiranja i
zbog toga §to sumiramo nad veéim skupom, tj. nad I'\{T'}, imamo

dolar@a)l Y lar(Pa)l < Y Y lar(Pu)ar- (Pl

Pel r=er*(T,Pp) r*er\{T'} PnelNr+

Neka P, P, € I'NT*, P, # P/, ipretpostavimo da nema tacaka putanje I' N\ T"* izmedu P, i
P! (ako ne postoje takve dve tacke, tako da je P, # P, , tada je I' = I'*). Kako je nemoguée da
vazi i gr(Pm) = gr(P)) i gr«(Pm) = gr+(P),), generacijski red od T ili I'* mora se povedati, bar

za jedan, pri prelasku sa P, na P/ i zato, na osnovu leme 5.5.4 imamo

> lar(Pm)ar-(Pr)] <43 97 ar(Po)or- (Fy)|
P, elNr* i>1
(5.86)

< 7—glor(Bo)ar- (Kl

gde su Py € I', Py € I' pocetne tacke odgovarajucih putanja u t = 0. Naime, najmanje Sto moze
da se desi je gr«(P.,) = gr«(Pp) = 1ij = gr(P!,) = gr(Py) +1. Tada je ar(Py,) < 29~ Lar(Py)
i ar«(Pp) < 2ar«(Fy), pa sledi (5.86). Koristeéi prethodno razmatranje, dobijamo da vazi

S lar(Pa)aa(Pa)l < 1= 30 S lar(Po)ar- ()
P,

'err+er

2 *
< =S Jar(Py)l Y Jar-(B)))
rer r=er
2 _
< mL (0) Z lar (FPo)|
rer
2
< = _L7(0)?
< SL7(0F,
odnosno 5,
Y lar(Pm)as(Pr)| = ——=L7(0)?
1-9
Py,
za neko C7 > 0. Ovim je lema dokazana. |

Pokazano je da je ukupna snaga razredujucih talasa nastalih pri interakciji dva udarna talasa

iste familije ocenjena sa 1291%[/_ (0)2. Primetimo da se amplituda razredujuéeg talasa @', poveéava
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samo pri interakeiji razredujuéeg talasa 6 sa udarnim talasom suprotne familije o (teorema 5.3.2,
slucaj 2), pa se putanja koja sadrzi taj udarni talas nece vise presecati sa tim razredujuéim talasom
suprotne familije. To znaci da se amplituda razredujuéeg talasa moze povecati najvise jednom pri
preseku sa odredenom putanjom. Kako je broj putanja konacan, i broj pove¢anja amplituda
razredujuceg talasa je konacan. Tada je, prema teoremi 5.3.2 slucaj 2,

LH) < Y101+ Ce Y 0llal + L+(0)
0 0,

< (1+CeF(0) Y 16+ (1+ Ce F(0))L*(0)
6

< (1+Ce F(0)) (12f:9L‘(O)2 + L+(O)) .
Dakle,
Lt(J) <2LT(0)+ %L‘(O)Q . (5.87)

Lema 5.6.2 ([1]) Ukupna snaga talasa generisanih interakcijom udarnog talasa « i razredujuéeg
talasa 6 ocenjuje se sa

2L (0) 207
§|a(Pm)9(Pm)| < <F(O) + 1—19> (L+(0) + 5 _%L (0) ) . (5.88)

Dokaz. Rastavimo sumu u (5.88) na dve sume, gde ¢e prva iéi po tackama u kojima u interakciji
budu razredujuéi i udarni talas iste familije, a druga po tackama u kojima u interakciji budu
razredujudi i udarni talas razli¢itih familija:

YlaP)0(P)l = > lea(Pa)bi(Pa)l+ Y [ai(Pn)0;(Po)l-
P P, Pn,i#j
i=1,2 i,j=1,2

Ukupna snaga talasa generisanih interakcijom udarnog i razredujuceg talasa suprotnih familija
ocenjuje se sa

> Jai(Pw)bi(Pn)l < F(O) > 10 (Prn)|
Pi#j Po,j=1,2
i,j=1,2
2C;

< F(0) (L+(0)+ 1_ﬁL—(of) .

Kada u interakciji budu razredujudi i udarni talas iste familije, dolazi do toga da nestane razredujuci
talas ili da razredujuéi talas ostane u svojoj familiji (teorema 5.3.2, slucajevi 4 i 5). Time svaki
razredujudi talas nece biti u interakciji sa istom putanjom, odnosno udarnim talasom, a da se ne
promeni generacijski red (jer je udarni talas promenio familiju), pa se time ukupan broj interakcija
moze prebrojati preko generacijskog reda.

S @ees (0)+E500r) X )

1—9
Pyi=1,2 Poyi=1,2
2C7 Tl —
< L+ _ 2 j—1
< ( (0)+ ;5L (0)>2§:q9 L=(0)

=1

na osnovu leme 5.5.4. Zato je ukupan broj talasa generisanih ovim interakcijama ocenjen sa

2Za§j—1L—(0) (L+(0) + 12f719L‘(O)2) < 2?%&? (L+(0) + &L—(O)Q) ,
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Sto dokazuje lemu. ]

Neka su sada o, T dva talasa ¢ija se interakcija desila u tacki P,,. Neka je Q(P,) = |o7|. Na
osnovu prethodnih tvrdenja, odnosno, na osnovu (5.83, 5.84, 5.88) vaz
Tvrdenje 5.6.3 ([1]) Neka je CcF(O) < min{%,%gg}. Tada je ukupna snaga fizickih ta-
lasa generisanih interakcijama uniformno ogranicena: postoji konstanta Cy koja zavisi samo od
jednacina, p,p, i TV(qo) tako da vazi

> QPn) <Gy (5-89)

Py,

Dokaz. Neka su P,,, tacke u kojima je doSlo do interakcije dva udarna talasa razli¢itih familija.
Tada za svaku krivu J vazi L™ (J) < F(O), a kako je broj interakcija ograni¢en u konaénom
vremenu, tada ée vaziti ZPml Q(Pm,) = O(1)F(O). Neka su sada Py, tacke u kojima je doslo do
interakcije dva udarna talasa istih familija. Kao rezultat interakcije se dobije jedan razredujuéi i
jedan udarni talas, pa ée na osnovu leme 5.6.1 vaziti ZPM Q(P,) =20(1) L=(0)%/(1 — 9) +

O(1)F(O). Ako sa P,,, obelezimo tacke u kojima je doslo do interakcije udarnog i razredujuéeg
talasa, tada iz leme 5.6.2 dobijamo

Y Q(Pmy) = (F(0) +2L7(0)/(1=0)) (L*(0) +20(1) L™ (0)*/(1 = 9)).

Konacno, ako su Pp,, tacke u kojima dolazi do interakcije dva razredujuca talasa suprotnih familija,
tada iz (5.87) sledi ZPM Q(Py,,) =2LT(0) +40(1)L=(0)?/(1 — 9). Dakle,

P

Py, ,i=1,2,3,4

20(1) (F(O) + liﬂL(O)Z)

2 . 20(1) .,
+(F(O)+1_79L (0)) (L (0)+ =5 L7(0)
o140y + X0W - 0y
1-9
Time je dobijena konstanta Cy iz (5.89). a

5.7 Ocena snage nefizickih talasa

Da bi se dokazalo da je aproksimativno resenje dobro definisano za svako ¢ > 0, dovoljno je
pokazati da ukupan broj talasa ostaje ograni¢en. Pretpostavimo suprotno, odnosno da postoji niz
vremena T, u kojima dolazi do interakcije talasa tako da vazi lim T,, = T < oo. Kako su

m—0o0

ocene u poglavlju 5.6 tacne za svako 0 < ¢t < T, tada postoji uniformna konstanta C, tako da
vazi
> Q(Pn) <Cx, (5.90)

0<tm <Too

gde t,,, predstavlja vreme interakcije u tacki P,, i sumiranje se vrsi po svim tackama interakcije
izmedu t = 0 i Tw. Neka je sada 7 > 0 prag parametar definisan u poglavlju 4.2. Iz ocene
(5.90) sledi da je manje od C, /¥ tacaka interakcije u kojima snage prilazeéih talasa zadovoljavaju
Q(P,,) > U. Kako se novi fizicki talasi generiu samo u tim tackama, to je broj fizickih talasa
konacan. Novi nefizicki talas je generisan su samo u tackama u kojima se sudare dva fizicka talasa



176 Glava 5. Jednacine izentropnog strujanja gasa i proizvoljno veliki pocetni uslovi

i dva fizicka talasa mogu samo jednom da se sudare. Time je i broj nefizickih talasa konacan.
Dakle ukupan broj svih talasa je konacan, $to je kontradikcija.
Sada, neka je a udarni talas u vremenu ¢. Tada se on nalazi na nekoliko putanja za koje vazi

Li(t), Pa(t), Ta(t), .- (gr,r) < 9grae) < grae) <)

Generacijski red talasa « definise se sa gr, (1) i obelezava sa g,. Ovakav zapis odgovara Bressanovoj
definiciji generacijskog reda (definicija 4.3.5). Neka je sada V,;~ ukupna snaga udarnih talasa u

vremenu ¢ ¢iji je generacijski red vedi ili jednak j. Tada sledi da je

Vi)=Y L),

(=4}

a iz (5.83) imamo i
- 9I7LL(0)
sup V., (t) < L7(0) ) o' < ————.
0 <10 < S5

Sada ¢emo dati ocenu snaga nefizickih talasa. Primetimo da se samo u aproksimativnom
Rimanovom resenju generisu nefizicki talasi i da u interakciji mora ucestvovati bar jedan udarni
talas. Kako je u aproksimativihom Rimanovom resenju |8| = || i |x| = |x/|, totalna snaga
udarnih talasa L~ (¢) se ne povadava i L™ (¢) je ocenjeno kao u teoremi 5.4.6. Pretpostavimo da su
u interakciji udarni talasi x i 5. Tada se generacijski red generisanog nefizickog talasa definise kao
max{ggs, gy } +1; a ako u interakeiji budu udarni talas 3 i razredujudi talas, tada se generacijski red
nefizickog talasa definiSe kao gg + 1. Primetimo da dva nefizicka talasa ne mogu biti u interakciji
(jer se kre¢u istom brzinom). Sa NP obelezili smo skup svih nefizickih talasa.

Lema 5.7.1 ([1]) Neka je € proizvoljan nefizicki talas. Postoji konstanta C koja zavisi samo od
Jjednacina, p,p tako da vaZe sledece ocene:

(1) El=0M)p, (2) > A< CsupViy(h).
EENP, ge>j t20

Dokaz. (1) sledi iz ¢injenice |€] = O(1) |a 0] = O(1)D, jer nefizicki talas nastaje kada u interakciji

budu talasi « i 6 za koje vazi |a 0| < ©. Pre nego sto dokazemo (2), primetimo da generacijski red
nefizickog talasa ne moze biti manji od 2. Neka su sada «, a1 i as udarni, a 0 razredujuéi talas.

Yo ld= o ¥ > le@o@)+0(1) > 2 | (t)ea(t)]

£,96=j 0<t<T  ary, 0 0<t<T oy 1y (1), Q2,75 (1)
ga=j—1 goy =j—1
Goo S .7 -1
< 0Q1) Y L@ > la(t)[+0O(1) > L=() > v (2)]
o<t<T aF(t) o<t<T 0[171_‘1(1:)
ga =75 —1 Jas =J— 1
< owro)( T 1.0+ ¥ L;1<t>)
o<t<T o<t<T
< O(1)F(0) (2(’)(1) sup Lj_l(t)>
>0
<

20(1)F(0O) igg L ().
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Ovde smo sa a; r,(;) obelezili udarni talas o; koji se nalazi na putanji I'; u vremenu ¢, 7 = 1,2.
Dakle, sada imamo da vazi

3 El= 20WFO) sk
- owro 3L
= 20()F(0)sup V-, ().

Na osnovu leme 5.7.1 sledi

Tvrdenje 5.7.2 ([1]) Za dato 6 > 0, postoji prag parametar U > 0 tako da aproksimativno resenje
konstruisano WFT metodom zadovoljava

> El<o. (5.91)
EENP

Dokaz. Neka je Ny broj udarnih talasa u ¢ = 0. Analogno kao u poglavlju 4.3, kada se pokazivalo
da je snaga nefizickih talasa mala, postoji polinom P(Np, 1) (videti sam kraj poglavlja 4.3) tako

da vazi
Do < Yl > K
EENP EENP, g:<j EENTP, ge>j+1
< O(1)P(No, 6~ )o + O(1) sup V™ (t)
>0
< O(1)P(No, 6~ Yo + O(1) 77 .
Sada biramo j tako da vazi O(1) ¥/ < g i onda © tako da vazi (5.91). a

Ovim je dobijena uniformna ogranicenost snage nefizickih talasa. Pokazimo jos da je i totalna
varijacija reSenja uniformno ogranicena (koriste¢i Rimanove invarijante). Kako je ocena ukupne
snage talasa ekvivalentna merenju totalne varijacije, to znac¢i da postoji konstanta i > 0 tako da
vazi

TV((r,s),J) < L(J) =L~ (J)+ L*(J) < i TV((r,s),J),

==

odnosno
TV((r,s),J) < @ L(J). (5.92)

Ovde je sa TV((r, s), J) oznacena totalna varijacija u Rimanovim invarijantama talasa koji prese-
caju J. Na osnovu teoreme 5.4.6 i (5.87) imamo

L(J)=L"(J)+L"(J) < F(O)+2L"(0) + - L=(0)2. (5.93)
Sada, koriste¢i lemu 5.4.4 i lemu 5.4.5, kao i (5.93) dobijamo
_ N 10(1) .,
L(J)< 2L7(0)+2L7(0)+ ?@L (0)
— 2L (0) + LH(0)) + 410_(119)L (0)2
40(1)

A
W~
H
<
—
=
(o=}
S
:_/
o)
o
—
S
S—
+

AN
o
—
<
—
=
=}
&
®
[e=}
—~
&
N—
SN—
7 N
—
+
|
—
<
—
=
=}
&
®
(e}
—~
&
N—
S~—
"
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Na osnovu (5.92) i gornjih ocena, zaklju¢ujemo da vazi

_ o(1
TV((r,s),J) <44 TV (ro(x), so(z)) (1 + 1%1)9 TV (ro(z), so(x))> .
Ovim smo dobili uniformnu ogranic¢enost TV ((r, s), J) za svako ¢t > 0, pa sada mozemo formulisati
slede¢u teoremu.

Teorema 5.7.3 ([1]) Pretpostavimo da je (v — 1) TV(qo) dovoljno malo; tada je WFT Sema
stabilna i daje globalno resenje za svako t > 0.



GLAVA 6

Delta udarni talasi kao aproksimativno reSenje za PGD model

U ovoj glavi bi¢e koris¢ena tvrdenja iz [29]. Posmatra¢emo zakon odrzanja
hfU)+0,9(U)=0, U:RxRy —-QCR", (6.1)

gde su f = (fY,...,f") ig= (¢',...,9") neprekidna preslikavanja Q C R™ u R". Funkcija f
naziva se funkcija gustine, dok je g fluks funkcija.

Brojni su radovi gde se mogu na¢i primeri sistema koji nemaju klasi¢no resenje Rimanovog
problema. Veéina takvih resenja su delta talasi (videti [6], [18], [39]) ili singularni udarni talasi
(videti [21], [28]), 1 ona se mogu posmatrati kao specijalni slu¢ajevi novog tipa resenja - shadow
wave (u daljem tekstu SDW [29]). Postoje razliciti uslovi pod kojima se trazi resenje u ovim
primerima. Neki su limitirani formom fluks funkcije. Takode postoji i problem jedinstvenosti
reSenja jer postoji veliki izbor resenja koja se ne mogu staviti u istu klasu. Entropijska funkcija
i fluks entropije za takve sisteme nemaju lepe osobine, kao $to imaju gustina i fluks funkcija, i
to moze dovesti do problema kada trebaju da se provere Laksovi entropijski uslovi. Zbog toga su
se autori pomenutih radova opredelili za nadkompresibilnost kao kriterijum za dopustivost talasa
i time re$ili problem jedinstvenosti. Poseban je problem kada interakcija ukljucuje singularna
reSenja.

Prevazilazenje ovih problema biée pokuSano uvodenjem takozvanog SDW reSenja sistema
zakona odrzanja. Grubo receno, brzina talasa perturbuje se sa obe strane malim parametrom u
tako da su stanja Uy i U; spojena pomodi tri udarna talasa. Dva imaju perturbovanu brzinu,
a treci, u sredini, ima neperturbovanu brzinu. Medustanja U; , sa leve i Uy, sa desne strane
udarnog talasa mogu teziti beskonacnosti kada p — 0. Ceo metod podseéa na aproksimaciju
razredujucih talasa nizom neetropijskih udarnih talasa. U daljem tekstu biée koriséena tri tipa
SDW resenja: konstantni SDW, obi¢ni SDW i tezinski SDW. Poénimo sa osnovnim definicijama.

6.1 Osnovne formule

Neka je dat parametar p € (0, 10), gde je p1o dovoljno malo po potrebi. Neka su a,, realne, a
g, integrabilne funkcije na nekom domenu Q2 C R". Kazemo da je

a, ~ pr ako postoji A € (0,00), tako da vazi lim G _ 4

n—0 L

gu~ g€ D'(Q) ako / gud =< g,0> kad p— 0 za svaku test funkciju ¢ € C5°(Q2).
Q

179
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D'(Q2) je skup svih distribucija [36] (poglavlje 2.1). Relacija g, ~ v, znaci g, — v, ~ 01 to
nazivamo distributivnom jednakoséu.

Definicija 6.1.1 Vektorska funkcija u formi

Uy, x<c(t)—au(t)—x,
Uiy, c(t) —au(t)—x1, <z <ct)

U,(x,t) = 6.2
w@?) Uz, c(t) <z <c(t)+bu(t)+x2, (6.2)
U, a>c(t)+bu(t) +z2,
naziva se konstantni SDW (slika 6.1). Dalje,
ou(t) = (au(t) + 21,0)Usp + (bu(t) + 22,4)Uz,p (6.3)

naziva se snaga, a ¢ (t) brzina SDW. Centralna linija SDW data je sa x = c(t), dok su spoljasnje
linije date sa x = c(t) — a,(t) —x1,, @ © = c(t) + byu(t) + x2,,. Vrednosti x1,, @ 2, nazivaju se
podizaci, dok Uy, @ Us, medustanja datog SDW. Ovde je 1,22, ~ 1, dok su a, b, glatke
funkcije jednake nuli wt = 0 ¢ ¢igi je rast mangi ili jednak p.

Ako je z1,, = 2, = 0, tada se SDW naziva obi¢an. Pretpostavljamo da lim,_¢o,(t) = o(t) € R”
postoji za svako t > 0 i da vazi

+oo  pe(t)—au(t)—z1,u
lim // Uu(z,t)o(x,t)dedt = lim / Uo ¢(x,t) dedt

pn—0 p—0
+oo  pe(t)
+ lim / Uy po(z,t)dedt
n=0 (t)— am) 1,

+o00 c(t)+by (t)+x2,,
+ hn%) / Us,p¢(x,t) dedt
n—

+oo
+ lim / Uy ¢(x,t) dx dt
u—0 (£)+b, (t)+12,,0

0o c(t)
= / Uo ¢(x,t) de dt
0

_:_Ooo
+ lim (ap(t) +x1,.) Ui o(c(t), t)dt
pn—0 0
+oo
—i—ilirb (b ( ) + 22 ,u,) U2,u ¢(C(t)’t) dt

+oo
/ / Uy ¢(z,t) da dt

/ / Uo + (Us — Up) Bz — o(t))) @l £) do dit + / o(t) (e(t), 1) dt,
= (Uo+ (U1 = Uo) O(x — c(t)) + o(t) 6(x — c(t)), ¢(x, 1))

zat > 0, gde je  Hevisajdova funkcija. Sada se jasno vidi zasto bas velicina data u (6.3) predstavlja
snagu SDW.
Sledec¢a lema je klju¢na u radu sa SDW.

Lema 6.1.2 (/29]) Neka f,g € C(;R"™) i neka je U, : RxRy — Q C R™ po delovima konstantna
funkcija za svako t > 0 data sa (6.2). Takode, pretpostavimo da funkcije f i g zadovoljavaju

max{[|f (Ui Lo, l9(UVip) L=} = O(n™ h. (6.4)
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x=c(t)—aﬂ(t)—x1# x=c(t) x=c(t)+bﬂ(t)+x2#

\/
=

Slika 6.1: Konstantni SDW.

Tada vazi
@10~ [ (0100 + 001 V2)) olel0) 1)
- [ eo(rw) - rww) s d (65

[T (@) + 01,0710 + (00 + 2,0 f(V,)) Brlel0). )

@0 = [ (o(00) = 900) dlel0). 01
R (6.6)
- /O ((0(6) + 20, (U) + (bu(0) + 22,)0(Us ) ) Dublelt). 1) di.

gde je [° pc(t),t)dt = (8,0) i [;° Oup(c(t),t)dt = —(8',¢). Delta funkcija i njen izvod imaju
nosaé duz linije x = c(t).

Napomena 6.1.3 Pretpostavka (6.4) nije potrebna u svim sistemima zakona odrZanja, ali se
mora uzeti u obzir kada se govori o opstem sistemu zakona odrZanja.

Napomena 6.1.4 Konstante x; ,, 1 = 1,2 su korisne ako pocetni uslov sadrzi delta funkciju. Ako
o= lim, o x1,,U1u + ®2,Us,, € R™ postoji, tada funkcija U, iz (6.2) zadovoljava

Uy, =<0,
Ult_O:{Ul, >0 +00(0,0) -

Sa 60,0y oznacena je delta funkcija sa nosacem u (0,0).

Dokaz. Koristedi razvoj test funkcije ¢ € C5°(R x Ry) u Tejlorov red imamo da vazi

4!

oxotc(t), o LA  omey.

Het) = ant) — 21,001) = 0lelt). 1) + Y Odo(e(r), =l o),

NGEE

d(c(t) + bu(t) + x2,,t) = d(c(t), ) +

J

Na osnovu pretpostavke o rastu a,, by, f(Us,) 1 9(Ui ), i = 1,2, zakljuéujemo da je dovoljno
uzeti m = 1 u prethodnom razvoju, tako da vazi

e(t) — au(t) — x1,p,t) = de(t), t) — O0(c(t), t)(ay(t) + x1,,) + O(u?),
G(e(t) 4 bu(t) + 2,0, 1) = Gc(t), 1) + Dud(c(t), 1) (bu(t) + w2,) + O(1?) .
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Koristedi standardnu proceduru sa udarnim talasima i prethodne aproksimacije, dobijamo

@ (U6~ — / T () — () FUr) — FU0)) SeAt) — ap(t) — 2y t) de
- / ()(f Unp) — F(U)) Slelt), 1) dt
- / (1) + B (OO — F(Un)) Slelt) + byu(t) + w2, 1)

Q
|
—
~
—~
S
*
~—
|
~
—~
S
N
=
—
O\
—~
~
=
I
)
=~
—
~
=
=
<
—~
o
—
=
~—
|
D)
<
—
—~
=
S~—"

~(FU) = fU2,)) | ((0) +b,(0)) (S(el0).) + Do (clt). 1)
(bult) +w2,.)) .

Pretpostavke leme 6.1.2 impliciraju a/,(¢), by (£), a (£),bu(t) S 1y fUiy) S 1p i @iy ~ p1 7a
i =1,2 kada u — 0, pa su tada integrali

o () f(ULu)0(c(t), )(au(t) + a1, dt, [5° ¢ (6)f(Uo)dud(c(t), t)(au(t) + 21,) dt,

o @ (6)f(U0)0sd(c(t), t)(an(t) + zru) dt, [57 ¢ (t)f(U1)0ed(c(t),t)(bu(t) + z2,) dt,

Jo b )05 6(c(), ) (0u(t) + w2 dt, [5 b, (8) f (Uz,u) D p(c(t), 1) (bu(t) + w2,,.) dt,

o a,(t)f(Uo)e(e(t), t)dt i [77 b, (1) f(U1)(c(t),t) dt

asocirani sa nulom i zbog toga sledi

@ V).0) % ()~ fW) [ 0oleln).ds
(O (U1) + V() (U2,) ) (elt), 1) dt

(t)(w )+ 21,)f Ur) + (bu(t) +22,,) (Ua,))

odnosno

(= O @) = FU) + (D F(Ur) + () f (Un))
(z = e(t)), 6(, )}

(= O (@) + 20, fU1) + (bult) + 72, Ua,))
8@ = (1)), 6(x, 1))

@uf U, 0) ~
)
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Na slican nac¢in dobijamo da vazi

(0r9(U),6) &~ (9(U1,4) = 9(Uo)) /w (6(c(),1) = 020(e(t), O (t) + 21,0) ) dt

+9(U2) — 9(U1,) / o(c

Ho(U) ~ g(Un,)) / (¢<<> 1)+ 0:0(elt), (b () + 22,.)) i
(o(00) ~ a0 [ ote

- / " ((@00) + 21,00 )+ (ul0) + 2,)0(Us ) Drb(elt) 1)
((9(01) = 9(U0) ) (= e(t)), 6 1))
N

((@u(®) + 21,)9(U10) + (bu() + 72,)9(U2,0) )
(2 = elt)), ol 1))

jer su, opet, na osnovu pretpostavki iz leme 6.1.2, integrali

5" 9(U0)0:0(c(t), )(an(t) +x1) dt i [57 g(U1)Bad(c(t), 1) (bu(t) + w2,,.) dt

asocirani sa nulom. Ovim je lema dokazana. O

Q

Q

Napomena 6.1.5 Ako se koriste samo konstantna stanja Uy, @ Us,, u (6.2), onda takvi SDW
nisu dovoljni da bi se odgovorilo na pitanje interakcije dva SDW. Zbog toga ée se kasnije biti
uvedena medustanja Uy ,,(t) i Ua ,(t) koja zavise od vremena.

6.2 Rimanov problem

U nastavku, posmatra¢emo specijalan sluc¢aj vektorske funkcije date u (6.2). Neka je ¢(t) = ct,
a,(t) =aut, b,(t)=b,tiz, =z, =0,gdesuc, a,ib, konstante. Tada je vektorska funkcija
koju éemo koristiti oblika

Up, z<(c—ault,
Uiy, (c—au)t<z<ct,
Us,p, ct<z<(c+by)t,
U, x> (c+by)t.

Uu(z,t) = (6.7)

Ovako definisan talas naziva se obiéan SDW (slika 6.2). Sada jednakosti (6.5) i (6.6) imaju
jednostavniji oblik

(O (UL), 0) = /O N (cmf(Uw) +buf (Ulu)) P(e(t), ) dt
- [ (s - 1) st (6:8)
OOO
+ /0 C(auf(Ul,u) + buf(UZu)) t0x(c(t),t) dt

@ua(U).0) = [ (900~ o00)) (el 1)
_ /OOO (aﬂg(Ul)u) + bug(Uz,“)) t Dp(c(t), t) dt.
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Slika 6.2: Obican SDW.

Pretpostavka 6.2.1 Nekai € {1,2,...,n}. Sve SDW komponente Uli zadovoljavaju:

o |UlllLe = O(u") ako f i g imaju najvise linearan rast po U},. Takve komponente nazivamo
glavne komponente (u UZ —C>0kadap—0).

o |UlllLe = o(u™") u suprotnom. Takve komponente nazivamo sporedne komponente (uU,, —
0 kada  — 0, odnosno UZ ima konacnu grani¢nu vrednost).

Pretpostavkom 6.2.1 se osigurava da uslov (6.4) ne bude narusen.

Definicija 6.2.2 Delta udarni talas je SDW asociran § distribuciji sa sporednim komponentama
koje imaju konacénu graniénu vrednost kada p — 0.

Definicija 6.2.3 Neka je Uy fiksirano. Skup svih stanja Uy € § takvih da postoji SDW resenje
za (6.1) sa pocetnim uslovom
Uy, =<0,
Uli=o = { 0

Ui, >0,
naziva se SDW lokus. Skup tacaka za koje je pomenuti talas dopustiv naziva se dopustivi lokus.

U slucaju kada je SDW delta udarni talas, tada se lokus naziva delta lokus.

Potrazimo sada SDW resenje za (6.1). Zamenjujuéi funkciju U, iz (6.7) u i-tu jednacinu
sistema (6.1), dobijamo

(—e(f (Th) = F(U0)) + auf* (Ur ) + b#fl(Ug W) 8 — ct)
—ct (auf (Ur,) + b#f (Ua,)) 6" (z — ct) + (¢°(Ur) — ¢"(Up)) 6(z — ct)
+t (a9 (Ur ) 4+ bpg' (Uz,)) 0 (x — ct) = 0.

odnosno

(—c(f*(U1) = f{(U0)) + ap f'(Uru) + buf (Us,u) + g*(Ur) — ¢ (Uo)) 8(z — ct) (6.10)
+ (*C (auf (Ui,p) + b, f*(Us, u)) +a,g"(Ur,,) + bu9"(Us, #)) td'(z—ct) = 0. ’

Odatle sledi

—c(f{(Uh) = [{(Uo)) + anf (Ury) + buf* (Uz,u) + g'(Ur) = g'(Uo)
—C (aufl(Ul,u) =+ bufz(Ulu)) +aug (Ul u) + bugl(UQ,u)
1=1,2,.

) )

Q&

0,
0, (6.11)
,n.
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Definisimo sada RH deficit -te jednacine

t; = c(f'(Ur) = f1(Uo)) = (¢"(U1) = ¢' (o)) -
Tada iz (6.11) sledi

a#f,i(Ulnu) + bﬂf‘i(UQV#) ~ R, . (612)
ang"(Ur,n) +b,9°(Usy) = ek, 1=1,2,...,n.
Ako je sistem (6.1) dat u evolucionom obliku f(y) = y%,i = 1,...,n, tada se sistem (6.11) redukuje

na , 4 _ _ _ _
—c(U = Up) + a,Ui , +0,U3 , + 9°(Ur) — g*(Uo) =
-¢ (%Uiu + buUiu) + aug' (Urp) + bug' (Uz) =

a time i sistem (6.12) ima jednostavniju formu

i i
a, U, +b,U3, ~ K,

augi(Ul,M)—i—b,,gi(Ug’M) ek, 1=1,2,...,n.

6.2.1 Entropijski uslovi

Neka je n(U) (strogo) konveksna ili semi-konveksna entropijska funkcija za (6.1), sa fluksom
entropije ¢ (U). Entropijski uslov izrazi¢emo u sledecoj formi. Slabo aproksimativno resenje U,
sistema (6.1) sa pocetnim uslovom Uli—¢ = Up,, je dopustivo ako za svako T > 0 vazi

T
liminf// n(U#)8t¢+w(U#)8I¢dtdx+/n(onﬂ(x,O))gb(x,O) dx >0, (6.13)
R Jo R

pu—0

za sve nenegativne test funkcije ¢ € C3°(R x (—o0,T)).
Posmatrajmo sada obican SDW U, dat u (6.7) i iskoristimo jednakosti (6.8, 6.9) gde f za-
menimo sa 7 1 g sa ¢. Kako je delta funkcija nenegativna distribucija, (6.8) postaje

limsup —c(n(Ur) — n(Uo)) + aun(Us,u) + bun(Uz,u) + ¢ (Ur) = (Uo) < 0. (6.14)

n—0

Kako izvod delta funkcije menja znak, (6.9) postaje
;i_)mo —c(aun(Urp) + bun(Uz,p)) + aptp(Uru) + bup(Uz,u) = 0. (6.15)

Ovde su Uy, Uy, Uy, i Uz, konstante.
U mnogim radovima o delta udarnim talasima, autori koriste uslov nadkompresibilnosti kao

uslov da bi talas bio dopustiv. Za talas kazemo da je nadkompresibilan ako sve karakteristike sa
obe strane SDW idu u SDW, odnosno ako vazi

A7,((]0) > C/(t) > )\L(Ul)7 i = 1a s Ty
gde je ¢/(t) = (ct)’ = ¢ brzina SDW, a = \;(U)t, i = 1,...,n su karakteristike sistema. Kako
su entropijski uslovi povezani sa problemom jedinstvenosti slabog resenja, sledi definicija slabe

(distributivne) jedinstvenosti.

Definicija 6.2.4 Za SDW resenje kazemo da je jedinstveno u slabom smislu ako je brzina talasa
c jedinstvena kao i graniéna vrednost

}Lii% apUp + buUsz .

Neka i € {1,...,n}. Ako je graniéna vrednost lirr%) a#Uli ut b#UQi . Jedinstvena, tada kaZemo da
I ’ ’

je i-ta komponenta jedinstvena.
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Primetimo da su sve sporedne komponente funkcije U, jedinstvene po ovoj definiciji. Sledece
tvrdenje je direktna posledica definicije SDW.

Tvrdenje 6.2.5 ([29]) Pretpostavimo da (6.1) ima SDW resenje.

(a) Ako postoji i-ta jednacina sistema takva da funkcija gustine fi(U) ne zavisi od glavne kom-
ponente od U, tada se brzina SDW jedinstveno odreduje iz jednacine

—c[f (O] +[g" ()] =0.

(b) Ako postoji i-ta jednacina sistema takva da vazi f{(U) = U, gde je U glavna komponenta,
tada se jedinstveno odreduje

aMUf,M + bMUij =k; € R.

Kao posledicu imamo da ako (a) i (b) vaZe za sve glavne komponente, tada je distributivna granica
SDW resenja (6.1) jedinstvena. To je slucaj kod sistema datih u evolucionom obliku.

Definicija 6.2.6 KaZemo da je resenje za (6.1) jedinstveno u slabom smislu ako se sastoji od
jedinstvene kombinacije udarnih talasa, razredujucih talasa, kontaktnih talasa i dopustivih SDW.

6.2.2 Sistemi linearni po jednoj nepoznatoj

Ako je posmatrani sistem (6.1) linearan po jednoj komponenti (npr. U'), tada se mogu dobiti
dodatni rezultati u vezi sa postojanjem SDW resenja za Rimanov problem. Sada se i-ta jednacina
posmatranog sistema moze zapisati u obliku

9 (W)U + £5(U)) + 0: (91 (U)U" + g5(U)) =0, (6.16)
gde su fj, g;, j = 1,2 neprekidne funkcije i gde je U := (U?,...,U™). Dalje, neka je

lim U ;

=U_.eR" =12, lima,U}, = lim b, U} =
P e T I T ey M Gut &, RN &2,

gde ¢e U, ;1 §;, j = 1,2 biti odredeno kasnije. Za SDW U, dat u (6.7) razlika f(U1) — f(Uo) bice
obelezena sa [f(U,)].
Iz (6.16, 6.12) dobija se sistem jednacina za i = 1,2,...,n:

flz (Qs,l)fl + ff(ng)& = K;
G (U )& + 91U, 5)6 = ek . (6.17)

gde su &; i & nepoznate koje treba odrediti. Ovde je k; := ¢[f{(U)U" + f5(U)] — g (U)U" +g5(U)],

}}H}) anf3(Uy ) =0, }}E}) buf3(Us,,) =0, }}E}) angs(U, ) =01 }}E}) bugs(Us,,,) = 0.

6.3 Entropijsko resenje Rimanovog problema za PGD model
Posmatrajmo sistem

dulpu) + 0u(pu®) = 0, (z,8) ER xR, '
ve¢ ranije dat u [39] i koji nazivamo pressureless gas dynamics model ili PGD model. Karakte-
risti¢ni koreni za (6.18) su Ay = Ay = w. Rimanov problem

_ Po; :E<Oa _ Up, JU<O,
p(.’L‘,O) - { p1, T > 0, U(SL’,O) - { Uy, T > 0’ (619)
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ima klasi¢no entropijsko resenje [6] koje se sastoji od dva kontaktna talasa spojena vakuumom
(p=0) ako je ug < uy:

(po, uo), r < uot,
(p(z, 1), u(z,t)) = ¢ (0, p(x/t)), wot <z < uit,
(p1,u1), T > upt,

gde je ¢(y) = y. Vracamo se sada na slucaj kada je ug > u1, odnosno kada ne postoji klasi¢no
regenje Rimanovog problema (6.18, 6.19). Svi entropijski parovi (1, 1) sa semi-konveksnom funkci-
jom n dati su sa n := pS(u), ¥ := puS(u), gde je S” > 0 (entropijska funkcija n je semi-konveksna
u zavisnosti od promenljivih (p, pu)). Ovako definisani entropijski parovi bic¢e koriséeni u narednoj
teoremi.

Teorema 6.3.1 ([29]) Pretpostavimo da je ug > uy. Tada postoji resenje u obliku jedinstvenog
SDW w formi (6.7) Rimanovog problema (6.18, 6.19) koje zadovoljava entropijsku nejednakost
(6.13). Uslov (6.13) ekvivalentan je uslovu nadkompresibilnosti za SDW.

Dokaz. U slucaju sistema (6.18) imamo da je Ul = p, U = u,
AU =fw) =1 f3U)=f3(u)=0, g{(U)=gi(w)=u, g3(U)=g3(u)=0,

fU) = fiw) =u, f[FU)=fu)=0, ¢(U)=gi(u)=u? g3U)=g3u)=0

limwu;, = us; €R, j=1,2, lima,p1, =&, lim b,ps, = &
prc il 8,7 )y J N, wP1,p g’ﬂﬂo pP2,u = &2,

pa se (6.17) se transformise u

51 + 52 = kK
6.20
us1§1 +us28s = chy, (6.20)
ade e &, := clo] — [pu]
us1§1 +Us28s = Ky
’ ’ 6.21
uZ &1+ uloby = chi, (6.21)

gde je Ky := c[pu] — [pu?]. Druga jednacina u (6.20) i prva jednacina u (6.21) daju ck; = Ky, pa
se sistemi (6.20, 6.21) svode na

G +& = K
us,1§1 +us2fs = CHy (6.22)
uZ b+ ulsby = Phy.

Resenje sistema (6.22) dobijamo kao sto sledi:
e ako pretpostavimo da je us1 = 0, tada je us2 = ¢, & =01 & = Ky,
e ako sada pretpostavimo da je us o = 0, onda je us 1 =c¢, & =01 & = Ky,
e konacno, ako je ug1 # 01 ug2 # 0, onda je us,1 = us 2 = cC.

U sva tri slucaja, odgovarajuéi SDW su prakti¢no isti (razlikuju se u izboru a,, i b,) i mogu se
tretirati na isti nac¢in. Izabra¢emo treéu moguénost i nju koristimo dalje u radu. Ako je pg # p1,
tada iz relacije ck; = Ky dobijamo

o Pru1 = potio + [up — u1ly/pop1

p1 = po (6.23)

Kako je k; > 0 (jer & i & predstavljaju gustine i zbog toga su nenegativne), tada, na osnovu
(6.23) i prve jednacine u (6.20), mora vaziti

£y = c(p1 — po) — (prur — pouo) = £fug — u1ly/pop1 > 0,
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pa se uzima plus znak u izrazu (6.23). Zato je

_ prur — poto + |uo — urfy/popr _ [pu] — [u]y/popr
P1— Po [p]

(6.24)

U specijalnom slucaju, ako je pg = p1, tada iz ck; = Ky sledi
(p1 = po) — c(prur — pouo) = c(prur — pouo) — (pr1uf — poug)

= —2cpi(ur —ug) = —,01(U% - u%),

te je ¢ = (ug + u1)/2. Kada je ¢ poznato, tada se mogu odrediti RH deficiti k; i ky. Sada, na
osnovu pretpostavke 6.2.1, sledi da su a,,p1,, i b, p2,, ograniceni. Iz gornje konstrukcije SDW sledi
Uy, U2, — ¢ kada p — 0.

Jedinstvenost. 1z prethodne diskusije zaklju¢ujemo da je ¢ uvek jedinstveno i da je to prvi uslov za
slabu jedinstvenost. Zbog toga dobijamo jedinstvenost RH deficita za fiksirane leve i desne strane.
Tada prva jednac¢ina u (6.20) daje

N aupr o+ bup2,u =

za bilo koje reprezente a,, by, p1., 1 p2,,. A to je bas drugi entropijski uslov slabe jedinstvenosti
(definicija 6.2.4). i

6.4 Konstantni SDW

U ovom poglavlju bice dati uslovi pod kojima moze do¢i do interakcije dva SDW i pod kojim
uslovima ¢e, nakon interakcije, nastati SDW talas. Pretpostavimo da dode do interakcije dva
(obitna) SDW resenja za (6.1)

Up, z—a<(c—ault,
(NJ#(x,t) _ glw (~E— a,)t <z —~a < ct,
Usp, ct<z—a<(c+by)t,
Ui, x—a>(@C+b,)t
i
U, Q?—b<(é—flu)t,
(A]H(Jj’t): {{1’“’ géi&p’)t<xibfét’
Usp, Et<az—b<(é+0bu)t,
Uy, x—b>(E+but,

gde je ¢ > é1ia < b. Neka je, kao na slici 6.3, (X,T) tacka gde dolazi do interakcije spoljasnjih
SDW linija 2 = a + (E+5#)t ix=0b+(¢—au)t, odnosno, X =a+ (c+ FIL)T =b+(e—a,)Ti
T =(b—a)/(c—¢+a, —I—gﬂ). U vremenu ¢t = T, graniéna vrednost resenja, u distributivnom smislu,
je suma klasi¢nih po delovima konstantnih funkcija i delta funkcije sa nosa¢em u tacki interakcije.
Pitanje je kada ¢e rezultat ove interakcije biti SDW za ¢ > T. Zbog toga ¢emo koristiti sledece
dve pretpostavke.

Pretpostavka 6.4.1 Postoji SDW resenje
Up, z<(c—ault,
Uiy, (c—au)t <z <ct,

Usp, ct<az<(c+by)t,
Us, x> (C+b#)t,

Un(z,t) =
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sistema (6.1) sa pocetnim uslovom

Up, =<0,
U(z,O){ Ug z>0.

Sa k, k, Kk € R" 0b~eleZavamo RH deficite za 17, U iU, redom. Prva relacija u (6.12) implicira
da vazi a, f(U1,,)T + b, f(Us, )T =~ TE i apf(Ur )T + b f(Us,))T = Tk .

Pretpostavka 6.4.2 Moguce je izabrati o > 0 tako da vazi ak = T(K + k).

Analizirajmo sada prethodne dve pretpostavke. Neka su 1, 22, = O(1) nenegativni brojevi
za dovoljno malo p. Znamo da sistem (6.1) ima SDW resenje ako vazi (6.11). Koristeéi lemu 6.1.2,
zakljucujemo da je funkcija

Up, < (c—au)t—xiy,,
Uiy, (c—aup)t—x1, <z<ect,
Upp, ct<az<(c+by)t+x2,,
Uz, x> (c+b)t+z2,,

Uulz,t) =

SDW resenje ako vazi

—c(f'(U2) = f{(Uo)) + anf (Ury) + buf* (Uz,u) + g'(U2) — g'(Uo)
—c'(a,LfZ(Ul,u) + bufz(UZM)) + augz(Ul,M) + bugf(Ug,u)
—c (1,0 f (Urp) + 22, f' (U2,0) +21,09" (Urp) + 2,49 (Uz,)

Prve dve jednacine sistema (6.25) su iste kao u (6.11). Njihove leve strane su u 4-toj jednacini
sistema (6.1) pomnozene sa 6 i ¢ 0’ (videti (6.10)), dok je leva strana treée jednacine sistema (6.25)
pomnozena je sa &' (videti (6.5, 6.6)) i ona se ne pojavljuje kada je SDW u formi (6.7). Kako
je (6.11) resivo na osnovu pretpostavke 6.4.1, zadovoljene su prve dve jednacine sistema (6.25).
Vidimo da je treca jednacina sistema (6.25) zadovoljena ako je (z1,,,%2,) = alau,b,), za bilo
koje realno « (zbog toga sto je zadovoljena druga jednacina sistema (6.25)).

Definisimo sada

0,
0, (6.25)
0.

QX

Up, z—X<(c—a,)t—T)—z1,, t>T,
Uy, 1) = Uiy, (c—a)t-T)—z1y<c—-X<cit-T),t>T, (6.26)
T N Usyy, ct—T) <z —X < (c4b,)(t—T)+x9,, t>T, '

Uy o—X>(c+b)t—T)+x2,, t>T.
Resenje za (6.1) pre interakcije dato je sa

Up, ax<(@—au)t+a, t<T,

ﬁl,p, (C—au)t+a<z<ct+a, t<T,

Upp, Gt+a<az<(@4+b)t+a, t<T,

(U AUz, t) = Uy,  @E+b)t+a<z<(¢—a)t+b, t<T,
Uiy, (E—a)t+b<z<ét+b, t<T,

Uy, ét+b<az<(é4b)t+b t<T,

Uy, x> (@+b)t+b t<T.

Sa V), obelezeno je reSenje koje nastaje spajanjem resenja pre i posle interakcije (slika 6.3). Dakle,

V(1) = { Sﬁ‘zgﬁgf)(x’“’ e (6.27)

Dokaz sledeée teoreme dat je u [29].
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t x=(c-a,)(t=D-x, +X x=c (t-T)+X x=(c+b, )(t=D)+x, +X

T 4 ¢
=trra KX DA DN, D\ y=21+b
UO Ul M U2 M Ul Ul M U2,;1 U2
x=(2-a )t+a Y=(c+b )t +a x=(&=a)t+b x:(5+bAH)t+b
» X
a X b

Slika 6.3: Interakcija dva obitna SDW daje konstanti SDW (6.26).

Teorema 6.4.3 ([29]) Ako vaZe pretpostavke 6.4.1 i 6.4.2, tada vaZi
8tf(vu) + 6xg(vu) ~ 0,
gde je V,, definisano u (6.27).

Definicija 6.4.4 Skup svih stanja Us, takvih da postoji SDW talas kao rezultat interakcije dva
SDW talasa koji spajaju stanja Uy, Uy i Us, naziva se entropijski SDW lokus.

6.4.1 Primena na PGD model

Posmatrajmo sada interakciju dva SDW nastalu resavanjem sistema (6.18). Pretpostavimo
da u tacki (X,T) dode interakcije dva SDW. Na osnovu entropijskih uslova, to je moguée samo
ako je ug > u; > wue, gde prvi SDW spaja stanja (po,ug) i (p1,u1), dok drugi spaja stanja
(p1,u1) i (p2,us2). Na osnovu teoreme 6.3.1 sledi da ée stanja (po, ug) i (p2,uz) biti takode spojena
entropijskim SDW i time je pretpostavka 6.4.1 zadovoljena. Primenimo sada pretpostavku 6.4.2.
Na osnovu teoreme 6.3.1, znamo da je us1 = Us2 = ¢, Us1 = Us2 = C 1 Us1 = Us2 = ¢. Dalje,
neka, je limu_@ Adllﬁlvﬂ = fl, limu_)o bMﬁQaN = §2, hmﬂ_,o dﬂﬁlyﬂ = 51 i limu_,o blﬂélﬂ = 52. Tada,
na osnovu pretpostavke 6.4.2, postoji a € R tako da vazi

a[ By }T[ £y +Ey ] (6.28)

Cky @1 + 631
Sada se, na osnovu (6.28), brzina talasa koji nastaje nakon interakcije moze izraziti kao:

po Etii _AG @)+ HE) (6.29)
Ky + Fy G+&L+a+6
Koristeéi (6.24) dobijamo uslov kada ée nastati konstantan SDW pri interakciji dva obiéna SDW

p2u2 — poto + (uo — u2)\/Pop2
P2 — Po
Konstanta « se odreduje kao a := (K; + £;)T/k;. Sada je entropijski SDW lokus kriva pa se
interakcija dva SDW ne moze resiti koris¢enjem konstantnih SDW. Ovaj specijalan slucaj ko-
risticemo kasnije da bismo proverili preciznost primene WFT metode pri interakciji dva delta
talasa (poglavlje 7.3).

=&r P2 # Po- (6.30)
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6.5 Tezinski SDW

Kao $to je napomenuto, postoji potreba za drugacijim tipom SDW ako se zeli resiti problem
interakcije dva SDW u opstem slucaju (Sto je taéno i za 2 x 2 PGD model). Talas dat u (6.31)
nazivamo tezinskim SDW.

Lema 6.5.1 (/29]) Neka f,g € C(Q: R") ineka je U, : RxR; — Q C R" po delovima konstantna
funkcija za svako t > 0 data sa

U, z < c(t) —au(t),
Upu(t), c(t) —au(t) <z <c(t),
Uz u(t), c(t) <z <c(t)+0bu(t),
Uy, x> c(t) +b,u(t).

Up(z,t) = (6.31)

Funkcije a,, b, su C' funkcije koje zadovoljavaju a,(0) = x1,, i b,(0) = x2,. Takode, pretpo-
stavimo da funkcije f i g zadovoljovaju (6.4). Tada vazi

Ouf 000~ [ lim (0,01 (01,(0) + B0 Ua(0) S(e0).0)

- / W () - 1)) olett). 1) at (6.32)

4 [ 0 (a0 (0000) + 0,00 W, (0) uotete) 1t

pn—0

OugU,8) ~ [ (9(U) = g(U0)) ble(t). ) dt
/0 ( O> (6.33)

= [ i (a9(01,0(0) + )9 (00) 020tclt) ) .

pn—0

Dokaz za (6.5) jednostavno se moze prilagoditi na (6.32), dok je dokaz za (6.33) isti kao i za
(6.6). Teorema 6.4.3 vazi i kada se U,,, definisan u (6.26), zameni odgovarajuéim tezinskim SDW.
Pretpostavka 6.4.1 je i dalje potrebna ali se re¢i ”"postoji SDW” trebaju zameniti sa ”postoji
tezinski SDW”.

6.5.1 Primena interakcije dva SDW na PGD model

Prednost definisanja tezinskog SDW (medustanja se menjaju u vremenu) je u tome da se
problem interakcije dva SDW moze relativno lako resiti. Pretpostavimo da u tacki (X, T) dode do
interakcije dva SDW (slika 6.4). Oznaka ™~ bi¢e koriséena za prvi SDW (koji dolazi sa leve strane),
dok ¢e oznaka * biti koriséena za drugi SDW (koji dolazi sa desne strane). Na primer, brzina prvog
SDW bice obelezena sa ¢, a drugog sa ¢. Neka prvi SDW spaja stanje Uy = (po, uo)T sa stanjem
Ui = (p1,u1)T, a drugi SDW stanje Uy = (p1,u1)” sa Uy = (pa, uz)?.

Teorema 6.5.2 ([29]) Rezulatat interakcije dva SDW, nastalih resavanjem sistema (6.18), je
slabo jedinstveni tezinski entropijski SDW.

Dokaz. Posmatramo Rimanov problem

O f(U) + 0x9(U) =0

Uy, < X,
U|t—T:{ o

Uy, >X +U§(X’T) '
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t
A _
xfc(t)—aﬂ(t)—xl’ﬂJrX x=c(t)+X x:c(t)+bﬂ(t)+x2’#+X
U, U, ,m U,,® U,
T X-
x=Ct+a ( _xl,;z’T) (0.4¥)) (X+x2.;4’T) x=Ct+b
U, U, Uy, U, Ui Uy, U,
x=(e-d,)i+a F=(@e+B )i+a x=(6-a,)r+b x=(&+b,)i+b
» X
a X b

Slika 6.4: Interakcija dva obitna SDW daje tezinski SDW (6.31).

Ovde je o = (01,02)T suma snaga dva prilazeéa SDW, f(U) = (p, pu)T i g(U) = (pu, pu*)T. Ako
uvedemo notaciju kao u teoremi 6.3.1 imamo,

lim a,()p1u(t) = E1(8), T b (Dp2,u(t) = €2(0)

lirr})uj_#(t) =:usj, j=1,2, [z] =29 — o, [x]1 := 21 — 20, [x]2 =22 — 1. (6.34)
pn—
Koristedi (6.32, 6.33) dobijamo sledeéi sistem diferencijalnih jednacina
(§1(t) + &))" = < (B)[p] + [pu] = 0
(6 (e (1) + Ex(t)us o (1)~ ¢ (Dlpu] + [pu] = 0 659
= () (&1 (t) + &2(t)) + &1 ()us,a (t) + E2(t)us2(t) =0 '
= () (G (B)us,1 (t) + E2()us2() + &1 (t)us 1 (1) + E2()ul 5(t) = 0
zajedno sa pocCetnim uslovom
(G +&)T) =01 =T(E + &+ & + &) =T (R, + &) >0,
(§rus + &ous 2)(T) = 02 = T(cK, + éky) > 0.
Koristiéemo pretpostavke
gl = 52 = 5/27 Us,1 = Us,2 =: Us (636)

koje uproséuju posmatrani Rimanov problem (6.18, 6.19). Sistem (6.35) je tada oblika

Kasnije ce biti jasno da ¢e, bez gubljenja opstosti, iz entropijskog uslova slediti us 1 =~ us2. Ono
§to se odmah uocava je da iz trece i ¢etvrte jednacine prethodnog sistema vazi ¢/ (t) = us(t), dok
us(t) 1 £(t) moraju zadovoljavati sledeéi sistem ODJ:

(6.37)
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sa pocetnim uslovima
1) =€+ T = (=[u)1v/popr — [u)av/p1p2)T,
(1) =(eé + edy = (- VDML (6.35)

[p]
_ [pul2 [E:]t];\/m [l \/@) T

Jednacine sistema (6.37) mogu se napisati i kao

5@:y®w_mw
3 (ff
y(t)[pu]
£(t)
sa pocetnim uslovom (T) = o1 > 01 y(T) = o2. Kako je £(t) pozitivno u t = T, tada postoji bar

lokalno resenje prethodnog sistema. Da bi se dokazalo postojanje globalnog reSenja, potrebno je
dobiti jos neke dodatne ocene. Na osnovu uslova nadkompresibilnosti, imamo da vazi

y'(t) = = [pu?], za y(t) = E()us(t),

(=2 =BtE o €Ok 5,
01 K1+ Ry K1+ Ry
i o~
u(T) =+ EZ9E S os oy,
K1+ Ry

jer je ¢ > é. Sada éemo navesti nekoliko ¢injenica u vezi sa reSenjem (£(¢), us(t)) pocetnog problema
(6.37,6.38) za t > T (videti [29]):

1. Kada postoji, funkcija £(¢) je rastuéa funkcija za t > T (objasnjenje sledi kasnije). Za pocetni
uslov vazi £(t) >0zat > T, jer je ug > up > us.

2. Iz sistema (6.37) dobijamo
uy(t) = =27 ([plud (t) — 2[pulus(t) + [pu?)). (6.39)

Sada je —1/£(t) uvek negativno za t > T. Nule funkcije sa desne strane prethodne ODJ
(nepoznata veli¢ina je us(t)) obeleziéemo sa A; < As. Tada za [p] # 0 vazi

[pu] £ Juo — ua|\/pop2
(o] ‘

A=

Pretpostavimo da je [p] > 0. Ako vazi us(t) € (A1, Az), tada je us(t) rastuéa funkcija, a ako
vazi us(t) € (—oo, A1) U (As,00), tada je us(t) opadajuéa funkcija. Suprotno vazi u slucaju
ako je [p] < 0. Preciznije:

e Ako je pg > p2, tada je us < Ay < ug < A,. Naime, u ovom slucaju je

pauz — poto + (uo — u2)\/Popa  poto — pauz — (ug — u2)\/pop2
P2 = Po B Po — P2
potio — patuz — (Uug — Uz)pa - uo(po — p2) o
po — p2  po—p2

A =

<

Sa druge strane imamo

_ potg — patuz — (ug — U2)\/P0P2 > poto — pauz — (ug — u2)po

Po — P2 Po — P2

Al = Uy .
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Pokazimo da je i As > ug. Imamo

_ Polo — pauz + (uo — u2)+/pop2 - Polio — patiz _ Polio — P2lo
Po — p2 T po—p2  pPo— P2
Ako vazi us(T) € (ug, A1), tada us(t) raste za t > T ali ostaje ispod A;. Ako vazi
us(T) € (A1, up), tada us(t) opada za t > T ali ostaje iznad A;.
e Ako je pa > po, tada je Ay < ug < Az < ug. Ponovo, ako vazi us(T) € (us2, Az2), tada
us(t) raste za t > T ali ostaje ispod Ay. Ako je us(T) € (Az,up), tada us(t) opada za
t > T ali ostaje iznad As.

Ao

= UgQ -

Iz prethodnog razmatranja zaklju¢ujemo sa vazi ug > us(t) > ue, odnosno SDW je nadkom-
pesibilan, a asimptotsko ponasanje u4(t) kada t — oo bi¢e potkrepljeno numerickim primerima.
Sada ¢emo oceniti £(t). Vazi
§'(t) = [plus(t) — [pu] = [pluz — [pu] = po(uo — uz) >0
ako je p2 > po, 1
(t) = [plus(t) — [pu] = [pluo — [pu] = p2(uo —uz) >0
za po > pa2. Zato je £(t) neopadajuca funkcija sto implicira da postoji globalno resenje (£(t), us(t))

problema (6.37, 6.38).
Ako je sada pg = pe, tada prva jednacina u (6.37) daje

§(t) = =lpul(t = T) + &(T) = po(uo — up)(t = T) + £(T") > 0,

dok druga daje

2p0(uo — u2) o po(uo — uz)(ug + u2)

ua(t) = _Po(uo —u2)(t—=T)+ f(T)u po(uo — ug)(t = T) +&(T)

<0, us(t) > (UO + U;Q)/Q,
=0, us(t) = (uo+u2)/2,
>0, us(t) < (upg+u2)/2.
Na osnovu osobina prethodne ODJ vazi:
o ako je us(T) > (ug + uz2)/2, tada us(t) € [(uo + u2)/2,us(T)], t > T
e ako je us(T) < (UO + u?)/27 tada us(t) € [US(T)v (UO + 7.L2)/2], > Ta

§to opet implicira postojanje globalnog resenje za (6.37). Primetimo da je rezultat interakcije dva
SDW jedinstveni SDW sa konstantnom brzinom ¢ ako je zadovoljen uslov (6.29) uz (6.30).
Pokazimo sada da gornje resenje zadovoljava entropijske uslove SDW resenja za Rimanov
problem i da je jedino takvo resenje. Neka 7 i ¢ ¢ine takav entropijski par za sistem (6.1) da je
resenje oblika (6.31) dopustivo. Za reSenje u formi tezinskog SDW, uslovi (6.14, 6.15) postaju

= (t)(n(Uz2) — n(Us)) + (¥ (U2) — (Vo))

+lim (0 (0)au(6) + (02,0 ()u(0) < 0

(6.40)

lim ¢ (&) (n(Un,u(8)) @y (8) + 1(Us,1(£))byu(2))
= (6.41)

=P(Uru(t))apn(t) — ¥ (Uz,u(t))bu(t) =0,
koji su dobijeni kao posledica (6.32, 6.33). U specijalnom slu¢aju, za PGD model, uslov (6.41)
ekvivalentan je sa

lim ((c'(£) = w1, ()0 (U, (t))ap(t) + (¢'(t) = 2, () n(U2,u(t))bu(t)) = 0,

pn—0
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za svaku semi-konveksnu funkciju 7. Prethodna jednakost je ta¢na ako i samo ako vazi ug ,,(t) ~
Ug,,(t) = us(t) Sto je pretpostavljeno u toku konstrukcije reSenja. Ostalo je da se pokaze da vazi
(6.40). Koristeéi ponovo da je n(U) = pS(u) i v(U) = un(U) = puS(u) za S”(u) > 0, dovoljno
je pokazati da vazi

J(t) 1= —(uo — us(t))po S(uo) — (us(t) — uz)p2 S(uz) + &' (£)S(us(t)) + £(1)S" (us(£))ui () < 0.
Naime, koristeéi ¢/(t) = us(t) i (6.34, 6.36) iz (6.40) dobijamo

—us(t)(p2 S(uil) = po S(uo)) + (p2 uz S(uz) — pouo S(uo))
+ }LIL% ﬁ(pl’“ S(ur,p) ap(t) + p2,u S(uz,u) bu(t))

—(uo — us(t))po S(uo) = (us(t) — ua)p2 Suz) + %(E(t) S(us(t))),

a §to je obelezeno sa J(t). Sada ¢emo pokazati da za svaku linearnu funkciju S(u) vazi da je
J(t) = 0. Neka je S(u) = au + b za neke konstante a i b. Tada je, koristeéi (6.37, 6.39) i
us = us(t),

J(t) = —(uo—us)po(aug+0b)— (us —uz) pa (aug + b)
+(us(p2 — po) — (p2u2 — pouo)) (a us + b)
+£(t)a % (uZ(p2 — po) — 2us(pauz — pouo) + (p2u3 — poug))

= —(up — us) po (@ug + b) — (us — uz) p2 (aug +b)
+us (p2 — po) (aus +b) — (p2uz — pouo) (aus +b)
—auZ(pa — po) + 2aus(paus — pouo) — a (pau3 — poug)
-0

nakon sredivanja. Izaberimo sada konstante a i b tako da je a = S"(us), b = S(us) — S (us) us 1
napisimo

S(u)=au+b+S"(u). (6.42)
Tada je
S(us) = aus +b+ 8" (us) = §'(us) us + S(us) — ' (us)us + S (us) = S(us) + 5™ (us) ,
pa sledi da je S*(us) = 0. Posto je S'(u) + (5*)(u), onda je

S'(us) = a+ (57) (us) = §"(us) + (57)"(us),

(u
te je (S*)(us) = 0. Konac¢no, S”(u) = (S*)” (u) > 0 na osnovu konveksnosti funkcije S(u).
Uvrstimo sada (6.42) u J(t). Kako je S*(us) = 0, imacemo

J(t) = —(uo—us)po(aug+b+ S (ug)) — (us — uz) p2 (aus + b+ S*(uz))
+&'(t)(aus + b+ S*(us)) + £(t) aul(t)
= —(uo —us) po (aug +b) — (us —u2) p2 (auz +b) + &' (t)(aus +b) + &(t) aug(t)
—(uo — us) po 5™ (uo) — (us — uz) p2 S*(uz).
Kako je J(t) = 0 ako je S(u) linearna funkcija, prvi red u poslednjoj jednakosti jednak je nuli, pa
je
J(t) = —(ug — us) po S*(ug) — (us — uz) p2 S™(ug) . (6.43)
Kako je ug < us < ug, S*(us) = (5*)(us) = 01 (S*)"(u) > 0, zakljuCujemo da je S*(ug) > 0 i
S*(uz) > 0, te iz (6.43) sledi J(t) < 0.
Ovim smo u potpunosti dokazali entropijsku nejednakost kada dva SDW prilikom interakcije
daju tezinski SDW. Slaba jedinstvenost sledi direktno. a

Sumirajmo sada rezultate date u ovoj glavi jer su nam potrebni zbog numericke verifikacije.
Resenje problema (6.18, 6.19) zavisi od medusobnog odnosa ug i uy. Naime:
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1) za ug < wq, resenje se sastoji od dva kontaktna talasa spojena vakuum stanjem (p = 0) i

oblika je
(po,uo), x < ugt,
(p(z, 1), ul(z,t)) = ¢ (0,0(x/1)), wot <z < uyt,
(p1,u1), x> uit,

gde je ¢(y) =y, dok

2) za ug > uq, reSenje je u obliku jedinstvenog SDW u formi (6.7)

(pQ,UO), r < (C — CLM>t7
(prpsuty), (c—ayn)t <z <ct,
(pQ,ﬂa UZ,;L); ct<x< (C + b#)t,
(P17U1)7 x > (C+bu)t
Vazi . ‘

lim AppP1,p = 51, lim bupQ,u = 52,

pn—0 1n—0

ili% Upp = Us, 1 = C Eblgb Uz = Us2 = C

gde je za po # p1
_ prux — pouo + [uo — u1|\/pop1

—Po
dok za pg = p1 vazi ¢ = (up + u1)/2. Snaga talasa je, koristeci (6.3),

}Lii%(aupl,u + bup2,u) _ |: (& + &)t :|

O'(t) =t — (Uo 7u1)\/ poprt
' lin%)(a#uL# +buuz,) 0
pn—

I centralna i spoljasnje linije obicnog SDW su prave linije. Medustanja (p; ., %), @ = 1,2 su
konstantna.

Problem interakcije dva obitna SDW moze se razloziti na dva sluc¢aja. Prvi slucaj je kada
takvom interakcijom nastane konstantni SDW (zadovoljen uslov (6.28)), dok u drugom sluc¢aju
nastaje tezinski SDW. Konstantni SDW, koji nastaje u tacki (X, T), tada je oblika

(po, uo), r—X<(c—an)t—T)—z1,, t>T,
(prpsury), (c—a)t—-T)—z<z—-—X<clt-T),t>T,
(p2psu2y), ct—T)<xz—X <(c+b,)t—T)+z2,, t>T,
(p2,u2), r—X>(+b,)t—-T)+xz,, t>T.

Brzina nastalog talasa je
_ p2u2 — pouo + (o — u2)\/pop2
P2 — Po ’

dok mu je snaga

o(t) = (—[ulry/popr — [ul2y/P1p2) t
' 0
Ovde je [z]y = 21 — 2o 1 [x]2 = x2 — x1. T centralna i spoljasnje linije konstantnog SDW su prave
linije. Medustanja (p; ,, i ), ¢ = 1,2 su konstantna. Tezinski SDW je oblika

(p07u0), T < C(t) - a#(t)7
o ). ) = aut) <@ < clr),
(o @) =0 s (0, elt) < < clt) + by (8),
(92, u2)

P2, U2), x> c(t) +bu(t).
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Brzina posmatranog talasa je

lim i (8) = L wa,(8) = us(t) = (1),

dok mu je snaga

o= |

lim a, (t)p1,u(t) + bu(t)p2,u(t) = £(1) .

za

Ako je tezinski SDW nastao u vremenu t = T, tada je, za t > T, £(t) je neopadajuda funkcija,
dok za brzinu vazi ug > ¢'(t) > up. Medustanja (p; . (t), u;u(t)), ¢ = 1,2 su konstantna za svako
t. I centralna i spoljasnje linije tezinskog SDW su krive.






GLAVA [

SDW resenje Rimanovog problema i WFT metod

U ovom poglavlju, kao i u radu [12], posmatraéemo jednodimenzionalni Ojlerov zakon odrzanja
gasne dinamike

Op + Oz (pu) 0

di(pu) + 0u(pu® + pe, p)) = 0,

gde je p > 0 gustina, u brzina, p(e, p) = ep? /v pritisak, 0 <e < 1iy=1+42e > 1. Akoe — 0
u (7.1), dobijamo model gasne dinamike bez pritiska (poglavlje 6.3, videti i [1, 2, 5, 6, 39, 41]).
Sistem (7.1) moze biti posmatran i kao perturbacija sistema (6.18).

Cilj je da se prosire rezultati dobijeni u [6]: reSenje Rimanovog problema za (7.1) konvergira ka
uopstenom resenju slabog hiperboli¢nog sistema (6.18) pri istim pocetnim uslovima, kada ¢ — 0.
U radu [27] dati su rezultati u vezi sa uopstenim sistemom gasne dinamike bez pritiska. Za pocetne
uslove (6.19) ne postoji klasi¢no resenje Rimanovog problema u slu¢aju ug > uy. Preciznije receno,
resenje Rimanovog problema za (7.1) koje se sastoji od udarnih talasa prve i druge familije, tezi
d-udarnom talasu (7.2), u distributivnom smislu,

(7.1)

(p(x,t), u(z, 1)) = { (po,u0), = <ct

(p1,u1), x=>ct 0 da=ct (72)

koji je resenje za Ojlerove jednacine gasne dinamike bez pritiska (6.18), kada pritisak tezi nuli.
Ovde smo obelezili )
c= m([w] — [ulv/popr) 1 o = (=[u]\/pop1,0)
gde je [z] = z1 — 0.
Ako je up < ug, tada problem (6.18, 6.19) ima klasi¢no entropijsko resenje koje se sastoji od
dva kontaktna talasa spojena vakuumom (p = 0)

(po,uo), x < ugt,
(p(x,t),u(x,t)) =4 (0, ‘ﬁ(x/t))v upt < 1w < urt,
(p1,u1), x> ust,

gde je ¢(y) = y. Ovo zapravo znali da resenje sistema (7.1) koje se sastoji od dva razredujuca
talasa prve i druge familije, tezi resenju sistema (6.18) koje se sastoji od dva kontaktna talasa
spojena vakuumom.

Postoji mnogo razli¢itih nacina da se aproksimira delta talas koriste¢i: Volpertov srednji
nekonzervativni proizvod ([22]), metod Borelove mere ([5], [18]), aproksimaciju glatkim funkcijama
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([28]), iscezavajuca viskoznost ([40]), singularne udarne talase ([21]), ... Ovo naravno nije kona¢na
lista, ali smo ovde naveli one reference koje su koriséene. U ovoj tezi ¢e se koristiti SDW metod
iz [29].

Nishida ([30]) je pokazao da postoji resenje Kosijevog problema za (7.1) za svako t > 0. To
reSenje je ograni¢eno i ima ograni¢enu totalnu varijaciju za svako x i t = const. > 0. Nishida i
Smoller ([31]) su, koriséenjem Glimove diferencne Seme, poboljsali taj rezultat time Sto su pokazali
da postoji slabo globalno resenje ogranicene totalne varijacije za svako t = const. > 0, pod
uslovom da je totalna varijacija poc¢etnog uslova pomnozena sa € dovoljno malo. Kona¢no, koristeéi
rezultate iz [31], Asakura ([1]) je konstruisao takvo resenje pomoéu WFT metode.

Krajnji cilj ove disertacije je da se iskoriste ideje iz radova [1], [28] i [31], i da se prosire na
opstije pocetne uslove u odnosu na Rimanov problem dat u [6]. Medutim, direktno primenjivajuéi
te ideje na sistem (7.1), totalna varijacija poc¢etnog uslova bi bila ograni¢ena nekim pozitivnim
stepenom od €. Zbog toga se morala dati preciznija ocena snaga talasa pri WFT metodi nego $to
je data u [1]. Zamenjujuéi x? iz [1, 31] sa /(1 +2¢), dobijamo da su snage talasa sada ogranicene
sa /€ umesto sa . To nam dozvoljava da uzmemo proizvoljno veliku totalnu varijaciju pocetnog
uslova i pustimo da € — 0 nakon reSavanja sistema (7.1) kao sto je uradeno u [6]. Ipak, za sada
ne znamo da li i u kom smislu dobijeno grani¢no resenje zadovoljava (6.18) u opstem slucaju.

Sa druge strane, problem interakcije dva delta talasa za sistem gasne dinamike bez pritiska je
resen u [29] pomoéu SDW resenja. Rezulatat interakcije dva delta talasa je delta talas ¢ija brzina
nije konstantna u opstem slucaju. U ovoj glavi ¢emo uporedivati ¢emu tezi reSenje dobijeno WFT
metodom kada e — 0 (prvi koncept) sa SDW resenjem (drugi koncept). Uporedivanje se vrsi
na sledeéi na¢in. Za e > 0 dovoljno malo, odaberemo dva Rimanova problema (7.1, 6.19) tako
da je reSenje svakog od njih udarni talas prve familije za kojim sledi udarni talas druge familije.
Time se aproksimira interakcija dva delta talasa. Nakon toga primenimo WF'T metod za svako € i
pustimo da ¢ — 0. Kada prestanu interakcije ili kada se stanje (pe(z,t), uc(2,t)) ne menja izmedu
c1t < x < cot nakon t > ty, tada smatramo da smo dosli do reSenja. Sa c¢; smo obelezili brzinu
prvog levog udarnog talasa prve familije, a sa co brzinu poslednjeg desnog udarnog talasa druge
familije. Numericki rezultati su uporedeni sa analitickim dobijenim drugim konceptom (SDW
reSenje).

U nastavku teze, uvek éemo smatrati da je v = 1 + 2¢ kao u [31]. U radu [31], autori su
koristili € kao malu pozitivnu konstantu. Medutim, ovde ¢ nije konstanta jer je pustamo da tezi
nuli.

7.1 Ocena lokalnih interakcija talasa

Prvi zadatak je dobiti precizniju ocenu snage talasa u zavisnosti od ¢ koliko god je to moguce.
Da bismo to uradili, koristi¢emo tvrdenja iz poglavlja 5 sa izvesnim promenama u dokazima, a
koje su korisne za naSa dalja ispitivanja. Zato dajemo adaptiranu teoremu za slucaj posmatran u
disertaciji.
Teorema 7.1.1 ([1]) Posmatrajmo sistem (7.1) sa pocetnim uslovom (6.19). Neka je uy — ug <
%(p‘i + p5) ili ekvivalentno sg —ry > —% (ovim se iskljucuje moguénost pojavljivanja vakuum

stanja). Tada postoji jedinstveno reSenje koje se sastoji od konstantnih stanja (po,uo) = (ro, So0),
(PmsUm) = (T, Sm) @ (p1,u1) = (1, $1) spojenih razredujucim ili udarnim talasima gde vaZi:

Tm (2, t) = 7(pm (2, 1), um (2, t)) > min{rg,r },
Sm(x,t) = s(pm(z, 1), um(x,t)) < max{sg, s1}.

Amplitude talasa su oznacene kao

B =1, —r9 : amplituda prvog talasa,

X* =81 — Sm : amplituda drugog talasa.

Ako je B*,x* > 0 tada su u pitanju razredujuéi talasi, dok ako je 5*,x* < 0 tada su u pitanju
udarni talasi; apsolutne vrednosti |5*| i |x*| se nazivaju njihove snage.
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Dokazimo sada jednu lemu koja ¢e nam biti potrebna u nastavku.

Lema 7.1.2 ([6]) Pretpostavimo da je p* prva komponenta u resenju (p*,u*) problema (7.1, 6.19)
za ug > uy. Tada, za £ dovoljno malo, postoji konstana C' > 0 tako da vazi

Cc e < pF < Ce= 1/,
Dokaz. Podsetimo se da na osnovu (5.5, 5.6) vazi
(") = pgy

ut—ug ==Ky ——————— (p" — po)
pop*(p* — po)

Yo * )y
up —ut=—kK f)li(p)*(ﬂlfp*)
p*pi(p1r — p*)

za p* > pg, p* > p1. Sabirajuéi prethodne dve jednakosti imamo

= \/“ff‘ﬁ—ﬁ)(p*‘—m)+ \/((m)v—pgxp*—po)
Up — Ul =K

p*p1 P*po

odnosno, za k = /e/\/7 vazi

v e ([E AT DGDE D) o

za p* > pg, p* > p1. DefiniSimo sada funkciju

Iz (7.3) sledi
Up — U1 = ﬁ(C(p*ap1>+C(p*7PO)) >0. (74)

Na osnovu (7.4), kada € — 0, mora vaziti
C(p*7p1) — 00 i C(p*apo) — 00,
iz ¢ega sledi da je

lim p* = 0.
e—0

Kako su zbog (7.4), v/ ((p*, p1) 1 Ve C(p*, po) ogranicene funkcije, a kako vazi

o= (G -5) (-1
o= (3-7) (52 -5).

sledi da je € (p*)7 ogranic¢eno i od dole i od gore. a

Iz leme 7.1.2 sledi da postoji konstanta C' > 0 koja ne zavisi od ¢ takva da (Ce) ™! < p* < Ce™!
za € > 0 dovoljno malo (t.j. p* ~ C/e). Ovde su py i p1 konstante, odnosno ne zavise od €. U
narednoj lemi diskutujemo opstiji slucaj.
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Lema 7.1.3 ([12]) Neka je (po,uo) spojeno sa (p*,u*) talasom prve familije, dok su (p*,u*) i
(p1,u1) spojeni talasom druge familije. Neka je 0 <e < 1, |ug —u1| <A, A>04

po, p1 € [e”C/VE, 5/591]

za neko 01 >0 C, C:' > 0. Tada postoje konstante C>0iC>C>0 tako da vazi

Qi
Qu

Ve $pt <

~

®

801+1 ’

kada € — 0. Konstante A, C’, C:', C, C ne zavise od e.

Dokaz. (i) Pretpostavimo da su talasi S; i Sy nastali nakon interakcije dva dolazeéa talasa,
odnosno da su (po, uo) 1 (p*,u*) spojeni preko Si, a da su (p*,u*) i (p1,u1) spojeni preko Sy. Na
osnovu (5.5, 5.6) vazi p* > max{po,p1}, uo > u* >wuy i

won = LEEE-2) (-(2))
LEZ (-7

Iz ograni¢enosti uy — u; dobijamo da postoji konstanta C7 > 0 koje ne zavisi od € tako da vazi

P* L \2e P n2e
si(p)z Sc’%v‘gi(p)z SC%’
Po P1

odnosno

C2p C c? C
*\14-2¢ 1 Po *\142¢ 1P1
W) s =S )T S S

kada e — 0za C = C - C? > 0. Donja granica za p* sledi iz p* > max{pg, p1}. Primetimo da je
up—uy <2Ct ase — 0.

(ii) Neka su, nakon interakcije, nastali talasi S7 i Rp, odnosno neka je (pg,uo) spojeno sa (p*, u*)
preko Si, a (p*,u*) i (p1,u1) preko Ro. Tada (5.4) i (5.5) daju pg < p* < p1 pa je time dobijena
i donja i gornja granica za p*.

(iii) Ako su posle interakcije nastali Ry i S, tada su (po,uo) 1 (p*, u*) spojeni preko Ry, a (p*,u*)
i (p1,u1) preko Sy, Formule (5.4) i (5.6) daju p; < p* < pg, pa su time i granice za p* ocigledne.
(iv) Konacno, ako su nakon interakcije nastala dva razredujuca talasa R; 1 Ra, tada je p* <

min{po, p1} < C/e’ za 6; > 01 C > 0. Potrazimo sada donje ogranicenje za p*. Na osnovu (5.4)
imamo

urw=%%—Wﬁ+%%—Wﬂ

odnosno

ol

()7 = 5 (66 + 95) — 5 (11 = o)

Na osnovu pretpostavki datih u lemi dobijamo

1 ~ ~ \/g
*\E s —Cy/e —Cye) _
(p)_Q(e te ) 5 A

i birajuéi C' > C > 0 tako da vazi
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(ovo je moguée jer izraz na desnoj strani konvergira ka 2(C' — C) kada & — 0) pa imamo
e’é Ve e‘é Ve

(p*)° = e CVE - % <2- NG

) :efé\/gz>p* ze_é/ﬁ.

O

Na osnovu teoreme 7.1.1, leme 7.1.3 1 (7.5) zaklju¢ujemo da se vakuum stanje nece stvoriti jer je

g 2O peov (0 -0
Ve T v T T Ve sasmTe

Prioritetni cilj ove leme je da se kontrolishe rast eksponenta od 1/e. On se, medutim moze
povecati samo pri sudaru udarnih talasa druge i prve familije, a takav broj sudara je konacan jer
smo u poglavju 5.5, formirali konacan broj putanja kojima pripadaju udarni talasi. Pri preostalim
sudarima eksponent od 1/e je ogranicen eksponentom pre sudara.

Lema 7.1.3 se moze iskoristiti i za dobijanje preciznije ocene snage talasa u odnosu na e.
Naime, konstanta C' iz teorema 5.2.2 i 5.2.3 zavisi od levih i desnih stanja Rimanovog problema,
a ta stanja sada zavise i od . Zbog toga ¢e nam trebati preciznije ocene razlika Rimanovih
invarijanti koje se odnose na udarne talase. One su date u narednoj teoremi gde je nova ocena
reda /¢ umesto ¢ kada ¢ — 0.

Teorema 7.1.4 ([12]) Neka je so < s1 @ uzmimo dve Sy krive koje kreéu iz tacaka (ro,so) =
(po,ug) i (ro,s1) = (p1,u1), a zavrsavaju se u tackama (r,s) i (r,s2), redom. Tada je

0<(s0—5)—(s1—52) <Cyuve(ro—r)(s1—80),
za € dovoljno malo. Konstanta C, ne zavisi od €, pg, p1, T i S.

Dokaz. Za 2° = sy — s, 2! =81 — 891 w =1y — 7, a na osnovu teoreme 5.2.2 i (5.47) i koristeéi
Ky/Y = /€17y =14 2¢, imamo

0_ 1< 8(1+e¢)

_Pamﬁ(SI_so)w.
0

z

Na osnovu leme 7.1.3 dobijamo

o> e == <eCVicC
Po

kada € — 0. Zbog toga postoji konstanta C koja ne zavisi od pg, p1, €, r 1 s, a za koju vazi

MSC*
PV 1+ 2e

za ¢ dovoljno malo. Zato mozemo pisati
20— 2 <CuvE (51— s0) w.
Ovim je teorema dokazana. O
Naredna teorema se moze dokazati analogno kao i prethodna.

Teorema 7.1.5 ([12]) Za o > 1 uzmimo dve Sy krive koje krecu iz tacaka (ro, so) = (po,uo) ¢
(r1,80) = (p1,u1), a zavrsavaju se u tackama (r,s) i (ra,s), redom. Tada vaZi

0< (ro=7) = (n = 72) < Cuu VE (50 = 5) (ro = 1),

za € dovovljno malo. Konstanta C, ne zavisi of €, pg, p1, 7 © S.
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U nastavku ¢emo koristiti oznaku C, za maksimum konstanti C, i C,, iz teorema 5.2.2 1 5.2.3,
redom.
Snage talasa u r — s ravni bi¢e ocenjene pomoc¢u leme 7.1.3 kao §to sledi.

Lema 7.1.6 ([12]) Snage udarnih i razredujuéih talasa ostaju ogranicene u Rimanovim invari-
jantama kada € — 0.

Dokaz. Posmatracemo snage fizickih talasa nakon interakcija. Neka je (po, uo) = (70, So) spojeno
sa (p,u) = (r,s) preko razredujuéeg (udarnog) talasa prve familije, dok je (p,u) = (r, s) spojeno
sa (p1,u1) = (r1, s1) preko razredujuéeg (udarnog) talasa druge familije. Lema 7.1.3 implicira da
je, koristeéi drugu jedna¢inu u (5.3) i prvu u (5.4), snaga razredujuceg talasa prve familije jednaka

~ €
2 . . 2 C —0\°€ -
T—Tozﬁ(Po—P)S\@((EQI —(eﬁ> ~2C
kada ¢ — 0 gde je p < po, 1 > 01 C > 0. Snaga razredujuéeg talasa druge familije, koristeéi prvu

jednacinu u (5.3) i drugu u (5.4), jednaka je

2 £ £
§1—8=—F — 5 <p1,
1 ﬁ(pl %), p<p1

i ograni¢ena kada ¢ — 0. Iz (5.9) sledi da je snaga udarnog talasa prve familije ograni¢ena sa

(142¢) /2

p Ve p
20 /e <rg—r<2-—YE_ (£ S p> o, 7.6
Py Ve by ST0mT S 1+25<p0> PG, P> po (7.6)

dok snaga udarnog talasa druge familije zadovoljava

(142¢)/2

p Ve p
QEﬁln—gs—s <2— <> 7, > ,
P1 0 1 T2 \m P, P =P

na osnovu (5.10). Ocenimo sada gornju granicu snage udarnog talasa prve familije u (7.6). Iz

(5.5) imamo
VTR (o) (1 (=)
0 V142 p p

i koris¢enjem leme 7.1.3 sledi

et pE<(C?, (7.7)
Po

gde C' > 0 ne zavisi od e. Tada (7.7) daje

(142¢)/2
4 5 P ¢ L
(£)"" 4= [Ers ke
Po

a onda i (1428)/2
. N
9 L (p) £ <9 Ve g ~2C.

V142 \ po

Zaklju¢ujemo da je snaga udarnog talasa prve familije ograni¢ena. To ¢emo iskoristiti na sledeéi
nac¢in. Funkcija g; iz (5.11) zadovoljava 0 < ¢1(8,p0) <110 < ¢/ (8, po) i dobijamo

lim ¢,(|8],p0) < 1.
im0l ) <

Kako je snaga 3 ogranicena, to znac¢i da postoji konstanta C'5 koja ne zavisi od € i py tako da je

sup g1 (8], po) == Cs < 1.
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Zbog toga je i
1—-61(Bl:po) L 1=Cs
91(1Bl,p0)  —  Cs
Koristedi se istim argumentima moze se pokazati da je snaga udarnog talasa druge familije takode
ogranic¢ena, odnosno

=04 >0.

sup g4 (x|, po) =: C5 < 1

1—g5(xl,p0) o 1-C5
g5(xl;p0) = Cs

=:Cs>0.
O

Sada uvodimo oznaku C* = min{Cy, Cs}, gde su Cy i Cg iz prethodne leme. Konstanta C*
ne zavisi od € i bi¢e kori§éna u nastavku.
U sledecoj teoremi koristi¢emo oznake kao u teoremi 5.3.2.

Teorema 7.1.7 ([12]) Ako je 0 < e < 1, tada vaZe sledeée ocene za odgovarajule interakcije:

1. Rezultat interakcije udarnog talasa druge familije x i udarnog talasa prve familije (8 je udarni
talas prve familije §' ¢ udarni talas druge familije x':

(a) x+0—p +X
1B <181+ Cuv/eIXIIB],  IX| < Ix| + Cuv/EBlIx, ili

postoje n, & tako da vaZi

() x+p—08+x
0<|XI=IxI=¢& B <181+ Cuv/elxlIBl +n,
gde je 0 <1 < g1 (x|, po)§ <&, ili

(c) x+B—-03+x
0<|8'=168-¢& X[ < Ixl+CuvelBllx| +n,
gde je 0 <1 < g1(|8,p0)§ <& .

2. pri interakciji udarnog talasa druge familije x i razredujuceg talasa prve familije o nastaju
razredujuéi talas prve familije o' i udarni talas druge familije x':

(a) x+o—o +x
IX'I = Ix],  [o] <ol + Cuv/Elx]lo] -

nakon interakcije razredujuceg talasa druge familije m 1 udarnog talasa prve familije 8 dobi-
jamo udarni talas prve familije 3 i razredujuéi talas druge familije 7' :
(b) m+6—f +
1B = 18, 7' < |x|+ Cuv/e|BlIm] -
3. Rezultat interakcije dva udarna talasa x1 @ x2 druge familije je razredujuci talas prve familije
o' i udarni talas druge familije x':
(a) x1+x2—0 +x":
IX'|=xal + Ixals 1ol < xal + Ixels o] = O(xallxal) -

nakon interakcije dva udarna talasa By 1 B2 prve familije, nastaju udarni talas prve familije
B’ i razredujuéi talas druge familije 7':

(b) b1+ 02— B +7':
18" = |B1] + 1B2], |7'| < |Bu] + B2, I7'| = O(|B1]]B2]) -
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4. Interakcijom udarnog talasa druge familije x i razredujuceg talasa druge familije 7, nastaju

ili udarni talas prve familije 6 i udarni talas druge familije X', ili udarni talas prve familije
B i razredujuéi talas druge familije 7':

(a) 1° x+7 — ' + X' : postoje Sy talas By i Sz talas xo tako da vaZi
Xol = [x| =&, [Bol =n ixo+ 60— B + X,
gde je 0 <n < g5(|x[, p1)§ <€ .
2° x+ 7 — @'+ «': postoje n, & tako da vazi
7| <lnl, 181 =n<&=Ix],
gde je 0 <1 < g5(|x], p1)§ <&,

Prilikom interakcije razredujuceg talasa prve familije o i udarnog talasa prve familije [3,
nastaju ili udarni talas prve familije 3 i udarni talas druge familije ', ili razredujuéi talas
prve familije o' i udarni talas druge familije x':

(b) 1° o+ B — B+ X' : postoje Sy talas By i Sa talas xo tako da vazi
1Bol = 18] =&, Ixol=mnixo+fo— B +x\
gde je 0 <n < g5(|8],p2)§ <€ .
90 OJFﬂ*)O/JrX/
o' < o], IXI=n<&=18l,
gde je 0 <n < g1(|8], p0)§ <& .

Interakcijom razredujuceg talasa druge familije w i udarnog talasa druge familije x, nastaju
ili udarni talas prve familije 5 i udarni talas druge familije X', ili udarni talas prve familije
B i razredujuéi talas druge familije w':

(a) 1° 7+ x — B + X' : postoje n, & tako da vaZi
X'T=IxI-¢ [81=n,
gde je 0 <n < g1(|x], p2)§ <& .
2°m4+x— 0+
7w <xl, 1B'l=n<E=Ix],
gde je 0 <1 < gs(Ix|, p0)§ <& -

Prilikom interakcije udarnog talasa prve familije B i razredujuceg talasa prve familije o,
nastaju ili udarni talas prve familije ' i udarni talas druge familije X', ili razredujuéi talas
prve familije o' i udarni talas druge familije x':

(b) 1° B+ 0— B + X' : postoje n,& tako da vaZi
B1=18l-¢& IX|=mn,
gde je 0 <n < g1(|8], p1)€ <& .
90 ﬂ+0_)0/+X/
o] <lol, X'|=n<&=18],
gde je 0 <n < g1(18],p1)§ <€ .

. Rezultat interakcije razredujuceg talasa druge familije w i razredujuceg talasa prve familije o

je razredujuéi talas prve familije o' i razredujudi talas druge familije 7':
T+o0— o+

0| = Jol, [x'| = |=].

Dokaz. Dokaz ove teoreme moze se izvesti istom tehnikom koja se koristila pri dokazivanju
teoreme 5.3.2 i zbog toga ¢e biti izostavljen. Razlike u dokazu su $to sada konstatna C, ne zavisi
od g, 8, X, po, p1 1 p2 1 §to koristimo /¢ umesto € u ocenama 1 (a)-(c), 2 (a) i 2 (b). a
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7.2 Globalna ocena interakcije talasa
U ovom poglavlju koristiéemo tvrdenja iz poglavlja 5.4 sa izvesnim korekcijama koje ée biti

eksplicitno navedene. Ponovimo, ako sa S;(J) obelezimo skup j-udarnih talasa koji presecaju J i
ako je S(J) = S1(J) U S2(J), tada je

L~(J) = Z lof, QJ) = Z IBx] , B,x prilazeéi talasi.

aeS(J) BES1(J),xES2(J)
Sada odredujemo Glimovu funkcionelu kao F(J) = L™ (J) + K Q(J), gde je K := 4C,/z.
Lema 7.2.1 Ako je 4C,\/e L~ (0) <1, tada vaZi
F(O)<2L=(0).

Dokaz. Na osnovu leme 5.69 vazi Q(O) < L~(0)?, pa imamo

F(O)= L (0)+ K Q(0) <L (0)+ K L~(0)?
= L (0)1+ KL (0)) =L (0)1+4C, L (0))
< L= (0)(1+1)=2L7(0).

Uniformna ograni¢enost F'(J) sledi iz sledece teoreme.

*

}, tada vazi F(J) < F(Jy) za Jo > Jy,

1
Teorema 7.2.2 ([12]) Ako je C. /e F(O) < min {2, :

odnosno L~ (J) < F(O).

Dokaz. Ova teorema se moze dokazati kao sto je dokazana teorema 5.4.6. ali je potrebno zameniti

konstantu K sa K i 15‘5 sa C*. O

Lema 7.2.3 ([12]) Neka je KL=(0) <1 i

Ve TV (ro(x), so(z)) < C’i* -min{1 C*} : (7.8)

Tada je KF(O) < min {2,C*}.

Dokaz. Koristeéi F'(O) <2L~(0), L= (0) <TV (ro(x), so(x)) i (7.8), imamo

1 1 C*
é F(O) < VeL (0) < VeTV (ro(x),s0(x)) < o min {4, Cg;} .
MnozZenjem prethodnog izraza sa 8 C,, dobijamo
4C,\/z F(O) = KF(O) <min{2,C*} .
O

Desna strana od (7.8) ne zavisi od € i tada mozemo reé¢i da TV (ro(x),so(x)) moze biti
proizvoljno velika jer uvek mozemo izabrati € dovoljno malo da bi vazilo (7.8). Sada mozemo
primeniti metod pracenja talasa dat u glavama 4 i 5 za svako ¢ i time dobijamo niz po delovima
konstantnih funkcija koji konvergira ka entropijskom resenju. Ipak moramo uvesti i neke izmene
koje dajemo u slede¢em poglavlju.
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7.2.1 Dekompozicija po putanji i ukupna snaga talasa

U odnosu na dekompoziciju po putanji iz poglavlja 5.5, ono §to treba zameniti je Ce sa
C. /e i procedura se moze ponoviti. Ovde ¢emo pokazati kako treba obaviti zamenu u pojedinim
slucajevima.

Korak 1. Putanja, indeks i snaga putanje. Kao i u poglavlju 5.5, posmatrajmo teoremu 7.1.7
analognu teoremi 5.3.2.

Slucaj (1) (a): postoje pozitivne konstante C7 < C, i Cs < C. tako da vazi

8= 1+ CrvelxDIBl,  IX|=1+CsvelB])Ixl - (7.9)
Indeksi od 5" 1 x" su (1,1) i (2,1), redom, a njihove snage su || i |x’|, redom.

Slucaj (1) (b): postoje pozitivne konstante Cy, 61,1 & takve daje Cy < C,, 0< 6y <Cs<1i

8| = (14 CovelxDIBl + 616 X =Ix|—¢€. (7.10)

(2,1)-segment x sa deli na dva (2,1)-segmenta x (1) i ) tako da je [x"| = |x|=€ = |X'| i [x®| = ¢
(videti sliku 7.1). Indeks od x’ je (2,1). (1,1)-segment SV i (1,2)-segment ) se definisu tako
da su njihove snage [3)'| = 6:£1 |30 = 8| — |8®)'| = |B] + Cov/E|x||8]. Time je T podeljena
na dve putanje sve do presecne tacke P; gde vazi I'V) = y(W Uy i I'® = y@ y ﬂ@)'. Takode
postoji i putanja B =g U AW Ostali slucajevi se tretiraju kao u teoremi 5.3.2.

[3(1)‘

BONN IBMHBI+CoVe [1 B %'

|B(2)||:‘81<g3

Ak

Slika 7.1: Interakcija udarnih talasa x i 3, teorema 7.1.7, slucaj (1) (b).

U opstem slu¢aju, kako je i navedeno u poglavlju 5.5, pretpostavimo da u tacki P, (t = t¢,,) dode
do interakcije udarnog talasa druge familije y i udarnog talasa prve familije 3 i da su kreirani 3’ i
X'. Opet se pretpostavlja da se § sastoji od segmenata By, Bs,. .., koji imaju snagu |81], |B2], - - -,
redom i da se x sastoji od segmenata I'y,T's, ..., sa snagama |x1],|x2],.-., redom tako da vazi
18] =22, 1841, Ix| = 22, |x|- Takode se pretpostavlja da svi udarni talasi imaju takvu dekompozi-
cijuzat < ty.

Slucaj (1) (a): || > |B] and [x'| > |x|. Teorema 7.1.7 implicira da vazi (7.9). Svaka putanja I';
se prosiruje do sledece tacke interakcije tako $to se ne menja indeks, a snaga se definise kao (1 +
Cs+/€|8])|x;l|- Sli¢no, putanja B; se prosiruje bez promene indeksa, dok je snaga (1+C7+/€ |x|)|5;]-
Slucaj (1) (b): |xX'| < |x|- U ovom slucaju postoje pozitivne konstante Cy, b1 i & takve da vazi
(7.10). Tada se moze naéi ceo broj [ i konstanta y; tako da vazi

E=lal+ D) gl 0<lxl <l
j>l+1
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Za 1 < j <1 —1, putanja I'; se prosiruje do sledeée tacke interakcije bez promene indeksa i

snage. Za j = [, putanja I'; se deli na dve putanje Fl(l) i I‘I(Q) tako da se indeksi ne menjaju a
snage zadovoljavaju |Xz(1)| = |xi] — |xil 1 |Xl(2)| = |xi|- Putanja Fl(l) se proSiruje do sledece tacke
interakcije bez menjanja indeksa i snage. Neka je (2,k;) indeks putanje I'; na x. Produzavamo
Fl(z) u drugom praveu sa novim generacijskim redom k; + 1 i snagom 01 |y;| tako da je indeks
(1,k + 1) do sledeée tacke interakcije. Za j > [ + 1, putanju I'; produzavamo do sledeée tacke
interakcije menjajuéi pravac: indeks je (1,k;+1) a snaga b1 [x;|. Putanja B; se prosiruje do sledece
tacke interakcije bez promene indeksa, dok je nova snaga (1 + Cy /€|x|)|5;]. Preostali slucajevi
se tretiraju kao u teoremi 5.3.2.

Time je dakle dobijen konacan broj putanja I' = {I';}. U ovom koraku zamenili smo C'¢ sa
C. \e.

Korak 2. Generacijski red i snaga putanje. Na osnovu diskusije iz koraka 1, zakljuc¢ujemo
da ¢e se snaga putanje smanjiti ako se poveéa generacijski red putanje. Za svako t razlicito od
vremena interakcije, definisemo ar(t) kao snagu putanje I' u vremenu ¢ i gr(¢) kao generacijski
red putanje I' u vremenu t. Iz definicije putanje dobijamo:

Lema 7.2.4 Za svako aproksimativno resenje postoji konacan broj putanja T' = {T';} takvih da je

1 L7 (1) = Srepor()

2. Neka je data putanja T': Py — Py — --- — P, i neka su (kj, g;) i o indeks i snaga putanje
na segmentu P;_1P;, redom. Tada je

IN

9gi+1 = gj = 0yl

gi+1=9; +1 = aj1 <

(1450*\/5|ﬂj|)0lj,

Q.

A

14+ C*
gde je B; udarni talas koji ucestvuje u interakciji.

Dokaz. Dokaz ove leme je analogan dokazu leme 5.5.2. Potrebno je zameniti Ce i é sa Cive i

H%’ redom. O
Korak 3. Snaga putanje u vremenu t > 0. Posmatrajmo snagu putanje I' u vremenu ¢ tako
da je gr(t) = j.

Lema 7.2.5 Pretpostavimo da vazi Cy /e F(O) < min {%, CZ } Tada postoji pozitivna konstanta
t=1(C*), 0 << 1, takva da je

ar(t) < 2ar(0) if gr(t) =1,
ar(t) < tar(0) if gr(t)=j>2

Dokaz. Dokaz ove leme je analogan dokazu leme 5.5.4. Potrebno je zameniti Ce, 6 i 15(5) sa

Civ/e, H—#C i 9(C*) =: 1(C*), redom. O
Sa Ly (t) oznacimo sumu snaga udarnih talasa koji imaju generacijski red j na putanji I u
vremenu ¢, odnosno L (t) = Z ar(t). Ovim dobijamo slede¢u lemu.
T:kr(t)=j

Lema 7.2.6 Pretpostavimo da je Cy /e F(O) < min {%, 04* } Tada postoji pozitivna konstanta

v = 1(C*) koja zadovoljava 0 < ¢ < 1 tako da vaZi

Ly(t) <2L7(0), L;(t)<J7'L7(0) (j>2).
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Dokaz. Za j = 1 ima¢emo

Y ar@® <2 ) ar(0) <2L7(0),

F:kr(t):l F:kr(t)il

dok za j > 2, pomocu leme 7.2.5, dobijamo

Yooar® <A Y ar(0) =710 (0).

T:kr(t)=j5 T:kr(t)=1

d

U ovom koraku, potrebno je zameniti 9(4), C'e i 1? iz poglavlja 5.5 sa ¢(C*), Cy /e i C*,
redom.

Korak 4. Ocene snage razredujucih talasa. Preostalo je da se ocene snage razredujuc¢ih talasa
nakon interakcija. Ako sa {P,,} oznac¢imo skup svih tacaka u kojima dolazi do interakcije dva

274
novih razredujucih talasa generisanih ovakvim interakcijama ocenjuje sa

udarna talasa iste familije, tada za C, /e F(O) < min {l C—*}, imad¢emo da se ukupna snaga

S a1 (Pr)as (P)| < —— L~ (0)?

1—1
P’I’YL

dok se snage razredujuéih talasa generisanih interakcijom udarnog talasa « i razredujuceg talasa
f ocenjuje se

Z|a m)| < ( 0) + le—_(?)> (L+(O)+210_(1L)L‘(O)2) :

Dokazi poslednje dve nejednakosti su analogni dokazima teorema 5.6.1 i 5.6.2, gde se 15(5) treba
zameninti sa ¢(C*).

Na osnovu koraka 1-4, zaklju¢ujemo da je ukupna snaga fizickih talasa uniformno ogranicena
pod uslovom da vazi C, v/ F(O) < min {%, %*}

Korak 5. Ocena nefizickih talasa. Kao Sto je veé¢ dato u poglavlju 5.6, neka je Vf( ) ukupna

snaga udarnih talasa u vremenu ¢ ¢iji je generacijski red vedi ili jednak j. Tada, na osnovu koraka
4 imamo

i1y -
SupV ZLZ 1 < v (0)

—
t>0 1>

Podsetimo se da je skup svih nefizi¢kih talasa obelezen sa NP, a da je € proizvoljan nefizicki talas
i U prag parametar. Tada

() [ =00 and (b)) > [¢] < 20(1)F(0)sup Vi, (1) (7.11)

EENP, g:>j 20

daju da za dato 6 > 0, postoje prag parametar © > 0 i polinom P(Ny, 3*1) takvi da vazi

Dol o< D> A+ Yl

EENP EENP, ge<j EENTP, ge>j

< O(1)P(No, 6~ Yo +0(1 ZV‘
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pod uslovom da smo izabrali j tako da je O(1) ¢/ < g, a nakon toga i ¥ tako da je O(1)P(Ny, 5*1)19 <
g. Dokaz za (7.11) je isti kao dokaz leme 5.7.1. Na ovaj nacin je dobijena uniforman ograni¢enost
snaga svih talasa.

Napomena 7.2.7 U [11], poglaviavije 2, dat je jos jedan nacin kako se moZe odabrati da li koristiti
tacno ili aproksimativno Rimanovo resenje. Tacno Rimanovo resenje se koristi kada je generacijski
red prilazecih talasa manji od unapred zadatog broja ngy € N, a aproksimativno ako jedan od
prilazecih talasa ima generacijski red veci ili jednak ny ili ako je nefizicki talas. Uocimo sledece:

o [Fizicki talasi su oni talasi koji imaju generacijski red mangi ili jednak ng.
o Talasi koji imaju generacijski red ng + 1 su nefizicki talasi.
o Nikad se nece formirati talas koji ima generacijski red veci ili jednak ng + 2.

Za dovoljno veliko ng, na osnovu (7.11), opet se ukupna snaga nefizickih talasa se moZe oceniti sa

Sl = > ] <O@1) e <6

EENP EENTP, ge=ng+1

Korak 6. Glavna teorema. Aproksimativno reSenje je dobro definisano jer je konacan broj
svih talasa za svako t > 0. Koristeé¢i prethodno navedene korake imamo sledeé¢u teoremu.

Teorema 7.2.8 ([12]) Za proizvoljni pocetni uslov sa ogranicenom totalnom varijacijom, postoji
go takvo da za svako € < g9 WFT Sema ostaje stabilna i daje globalno resenje za (7.1), a suma

snaga udarnih talasa ne premasuje %ﬁ min {%, %} za svako t > 0.

Dokaz. Za proizvoljnu T'V (ro(x), so(x)), biramo £¢ tako da uslovi leme 7.2.3 budu zadovoljeni. Na
osnovu rada Asakura ([1]) i prethodne diskusije, za svako € < g ukupna snaga fizickih i nefizickih
talasa nastalih pri interakcijama u WFT metodi, su uniformno ogranicene. Kao $to je prikazano u
koracima 1-5, treba zameniti Ce, 1? i 19(5) sa Cy\/e, C* 1 1(C*), redom. Zbog toga je WFT Sema
stabilna i daje globalno resenje za svako t > 0. Drugi deo leme sledi iz ¢injenice da je F' nerastuca

funkcionela pa, na osnovu lema 7.2.2 i 7.2.3, dobijamo L~ (J) < F(O) < C*l\/g min {%, %} O

7.3 Numericki primeri

U ovom poglavlju bice predstavljeni numericki rezultati u svrhu provere konzistencije teorijskih
(u smislu SDW, pa u glavi 6 biramo p = ) i numerickih rezultata. Posmatra¢emo sistem (7.1) i
pocetni uslov
(po,uo), = <ai
(pyu) lt=0 =< (p1,u1), a1 <z <ag (7.12)
(an u2)7 T > ag

gde je a; < ag, ug > uy; > ug i pritisak definisan kao p(e,p) = ep'™2¢/(1 + 2¢). Tada (videti
teoremu 2.6.1, ali i [6, 27]), za € dovoljno malo, postoji (p1.e,u1,c) € Ry XR i (pae,uze) € Ry xR,
tako da je:

o (po,up) spojeno sa (p1 ¢, u1 ) preko udarnog talasa S1, dok udarni talas Sy spaja (p1,e, U1.¢)
sa (p1,u1),

e i udarni talas S7 spoja (p1,u1) sa (P2, u2,), dok je (p2.,u2c) spojeno sa (pa,us) preko
udarnog talasa Ss.
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Tabela 7.1: Definicija parametara
Parametar Definicija

Pe Prva komponenta resenja U, = (pe, u.) problema (7.1, 7.12).
Ug Druga komponenta resenja U = (pe, ue) problema (7.1, 7.12).
c1 Brzina prvog levog udarnog talasa prve familije.

Ca Brzina poslednjeg desnog udarnog talasa druge familije.

|Eq1] Leva strana integrala u prvoj jednacini u (7.1).

|Egs] Leva strana integrala u drugoj jednacini u (7.1).

Sada primenjujemo WF'T algoritam opisan u glavi 5. Kako bismo verifikovali talas koji nastaje
interakcijom dva delta talasa, posmatra¢emo dva slucaja i koristiti oznake date u tabeli 7.1.

Slucaj A. Biramo (pg,ug) 1 (p1,u1) tako da su spojeni delta talasom, zatim (pa,us) tako da
(p1,u1) i (p2,u2) budu spojeni delta talasom i pretpostavimo da (pg,ug) moze biti spojeno sa
(p2,ug) delta talasom, takozvanim obi¢nim SDW. Dobijeni SDW, nakon interakcije, imace kon-
stantnu brzinu. Ovaj slucaj je mogué¢ ako se po izabere tako da je za date pg,ug, p1,u; i usg
zadovoljen uslov (6.29) uz (6.30).

Slucaj B. Biramo ps proizvoljno. Dobijeni SDW, nakon interakcije, nema konstantnu brzinu.
Centralna linija SDW je sada kriva.

7.3.1 Slucaj A

Primer 7.3.1 ([12]) Posmatrajmo problem (7.1, 7.12) gde je a; = 0, a2 = 2, (po,uo) = (1,1),
(p1,u1) = (1.2,0.8) i ug = 0.7. Za ps = 1.14286 u tacki (X,T) = (12.635,13.809) dodéi ¢e do
interakcije dva SDW, a kao rezultat interakcije bice jedinstveni obi¢ni SDW. Medustanja (p., uc)
data su u tabeli 7.2 za razlicite vrednosti € kada ¢ — 0. Numericka simulacija prikazana je na
slici 7.2. Moze se primetiti da regioni gde reSenje nije konstantno postaju uzi kako e — 0. Nakon
interakcije, brzina SDW je ¢5 = 0.84499 (slike 7.3 1 7.4), izracunata iz (6.29, 6.30). U ovom primeru
je snaga razredjujuceg talasa ogranic¢ena sa 6= V€ i uzeto je da je ng = 6.

Tabela 7.2: Medustanja (p.,u.) nastala resavanjem (7.1, 7.12) za razlicito €, § = /2 i n, = 6.
Pocetni uslovi su (po,up) = (1,1), (p1,u1) = (1.2,0.8) i (p2, uz) = (1.14286,0.7) za a; =0, ag = 2.
c1 je brzina prvog levog udarnog talasa Si, ¢ je brzina poslednjeg desnog udarnog talasa Ss.
|Eq1| i |Egz| su leve strane integralne forme prve i druge jednacine u (7.1), redom. Nakon tacke
(2, t)kon, interakcije talasa prestaju.
€ Pe Ug c1 Co |Eq| |Egs] Vreme (2, t)kon
0.1 1.68612 0.82806 0.57746 1.09746 0.00014 0.00020 09s (54245,93937)
0.05 2.03792 0.83414 0.67434 1.00543 0.00037 0.00054 1.1s (62255,61919)
0.01 4.22713 0.84164 0.79256 0.89412 0.02266 0.00402 48s (5128,5734)
0.005 6.71266 0.84312 0.81566 0.87248 0.00501 0.02155 4477s (1229, 1409)
0.003 9.95854 0.84418 0.82644 0.86343 0.01212 0.00688 =~ 168h (813,1009)

Kao $to se moze videti iz tabele 7.2, u. — c¢s kada ¢ — 0. Primetimo i to da je vreme racunanja
drasti¢no povecano za ¢ = 0.005 i € = 0.003 jer se primenom WFT algoritma razredujuéi talasi
aproksimiraju ve¢im brojem konstantnih stanja da bi se ocuvala preciznost resenja.

Sada sledi objasnjenje slike 7.2. Za svako € imamo dve poluprave od kojih leva krece iz tacke
(x,t) = (a1,0), dok desna krece iz tacke (x,t) = (az,0). i-ti linearni segment ovih poluprava moze
se zapisati kao v = ¢; ; (t —t;) + 3,1 > 1, j = 1,2, & <2 < x40, t; <t < tiq1. ¢;1 predstavlja
brzinu prvog S; talasa, dok c; o predstavlja brzinu poslednjeg Sy talasa za svaki i-ti segment u
faznoj ravni. Interakcija talasa desava se u tackama (x;,t;), ¢ > 1. Centralna linija delta talasa
na slici 7.2 kreée iz tacke (X, T) i eksplicitno se moze izracunati iz sistema (6.18).
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Slika 7.2: « —t ravan, sluc¢aj A, primer 7.3.1, Uy = (po,uo) = (1,1), Us = (p2, uz) = (1.14286,0.7).

0.8455 |-

0.8450 -

0.8445

0.8440 -

L | L i L L | L L L L | L L L L | L L L L | : t
o T 20 30 40 50

Slika 7.3: Brzina delta udarnog talasa formiranog nakon interakcije dva delta talasa, slucaj A,
primer 7.3.1.
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Brzina udarnog talasa
A

090  __________ @ ________ __ (®e&=0.01
@ & = 0.005
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¥ ‘
c

5 -——c,
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Slika 7.4: Brzine prvog levog S; i poslednjeg desnog So talasa za izabrano e, slu¢aj A, primer
7.3.1.

Na slikama 7.5 i 7.6, data su resenja Rimanovog problema (7.1, 7.12) za razli¢ito € u t = 5735.

p (X0
1o} p, = 9.95854
® 1| ®&=001
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Slika 7.5: Prva komponenta p(x,t) reSenja problema (7.1, 7.12) za razli¢ito € u ¢t = 5735, slucaj
A, primer 7.3.1.

Primer 7.3.2 ([12]) Pocetni uslovi su isti kao i primeru 7.3.1, ali sada za fiksirano ¢ = 0.01
refavamo Rimanov problem (7.1, 7.12) za razlicite snage § razredujuéih talasa (tabela 7.3). Kao
Sto se vidi u tabeli 7.3, manja snaga razredujuceg talasa implicira i manju gresku i povecanje
vremena racunanja. Slike 7.7 i 7.8 prikazuju  — ¢ ravan za §=01i6= 0.01, redom, gde je
0 <t <100.
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Slika 7.6: Druga komponenta u(z,t) reSenja problema (7.1, 7.12) za razlic¢ito € u t = 5735, slucaj
A, primer 7.3.1.

Tabela 7.3: Medustanja (pe,u.) nastala resavanjem (7.1, 7.12) za ¢ = 0.01 i ny; = 6. Pocetni
uslovi su (po,u0) = (1,1), (p1,u1) = (1.2,0.8) i (p2,uz) = (1.14286,0.7) za a1 = 0, az = 2. ¢ je
brzina prvog levog udarnog talasa Si, ¢z je brzina poslednjeg desnog udarnog talasa So. |Eqq| i
|Eqa| su leve strane integralne forme prve i druge jednacine u (7.1), redom. Nakon tacke (x,t)gon,
interakcije talasa prestaju.
0 Pe Ug 1 o |Eq1] |[Eqa]  Vreme  (z,)kon

0.1 4.22713 0.841636 0.792563 0.894116 0.02266 0.04002 13s (5128, 5734)

0.05 4.22717 0.841634 0.792562 0.894115 0.00961 0.00786  25s (5123, 5729)

0.01 4.22716 0.841635 0.792562 0.894115 0.00352 0.00638 =~ 96h (5119,5725)

100y
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Slika 7.7: x — t ravan za primer 7.3.2 za 5= 0.1, e=0.0110 <t <100.
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Slika 7.8: x — ¢ ravan za primer 7.3.2 za 6= 0.01,e=0.0110 < <100.

7.3.2 Slucaj B

Sada se bira pa tako da SDW ima promenljivu brzinu (centralna SDW linija je sada kriva).

Primer 7.3.3 Posmatramo (7.1, 7.12) za a; = 0, as = 2, (po,uo) = (1,1), (p1,u1) = (0.8,0.9) i
(p2,uz) = (0.9,0.7). Za tako date pocetne uslove, dva SDW ¢e biti u interakeiji u tacki (X,7T) =
(12.236,12.843). Nakon interakcije, centralna linija krece iz tacke (X, T') gde je

z(t) =

t
/us(p)dp—FX, t>T.
T

Ovde ug(t) (slike 7.9 i 7.10) predstavlja drugu komponentu resenja (£(¢), us(t)) sistema (6.37) sa
pocetnim uslovom (6.38). Primetimo da je us(t) rastuéa funkcija, jer iz pg > p2, A1 = 0.85393 i
us(T) = 0.85081 sledi us < ug(T) < Aj. Vrednosti za (pe,u.) date su u tabeli 7.4 za razlicito e
kada € — 0. I u ovom sluc¢aju je uzeto 6= Ve ing = 6. Slika 7.11 prikazuje x — ¢ ravan nakon

interakcije dva SDW

Tabela 7.4: Medustanja (p.,u.) nastala resavanjem (7.1, 7.12) za razlicito €, 6 = /£ i ny = 6.
Pocetni uslovi su (pg, uo) = (1,1), (p1,u1) = (0.8,0.9) i (p2,u2) = (0.9,0.7) za a; =0, az = 2. ¢1
je brzina prvog levog udarnog talasa S, ¢a je brzina poslednjeg desnog udarnog talasa Ss. |Eqq| i
| Eqa| su leve strane integralne forme prve i druge jednacine u (7.1), redom. Nakon tacke (x,t)gon,
interakcije talasa prestaju.

€ Pe Ug c1 C |Eq1] |Eqa| Vreme (2, ) kon
0.1 1.16619 0.88675 0.20530 1.51813 0.00003 0.00001 1.1s (66344, 73898)
0.05 1.50419 0.86712 0.60356 1.11606 0.00022 0.00011 29s (54106, 89643)
0.01 3.75743 0.85660 0.80459 0.90592 0.00954 0.00229 4.1s (4131, 4558)
0.005 5.96392 0.85544 0.82632 0.88307 0.00179 0.01107 988s (998, 1129)
0.003 8.66370 0.85341 0.83808 0.86341 0.01523 0.03012 =~ 142h (425,874)

Na slikama 7.121 7.13, data su reSenja Rimanovog problema (7.1, 7.12) za razli¢ito € u t = 4560.
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Slika 7.9: Brzina delta udarnog talasa formiranog nakon interakcije dva delta talasa, slucaj B,
primer 7.3.3.

Brzina udarnog talasa

0.90 - ____ ® ¢ =0.01
_____________ g) @ ¢ =0.005
e TR ® ¢ =10.003

o875 77T \

0.85

0.825 (b

Slika 7.10: Brzine prvog levog S i poslednjeg desnog S5 talasa za izabrano e, slu¢aj B, primer
7.3.3.
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Slika 7.11: Fazna x — ¢ ravan, slucaj B, primer 7.3.3, Uy = (po,uo) = (1,1), Uz = (pa2,us) =
(0.9,0.7).
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Slika 7.12: Resenje p(x,t) za izabrano € u t = 4560, slu¢aj B, primer 7.3.3.
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Slika 7.13: Resenje u(zx,t) za izabrano € u t = 4560, slu¢aj B, primer 7.3.3.

Primer 7.3.4 ([12]) Posmatramo (7.1, 7.12) za a1 = 0, a2 = 2, (po,u0) = (1,1),(p1,u1) =
(1.05,0.95) 1 (p2,u2) = (1.1,0.9). Sada ¢e u tacki (X,T) = (38.999,40.011) doéi do interakcije dva
SDW. Nakon interakcije, us(t) je opadajuca funkcija (slike 7.141 7.15), jer iz pa > pp, A2 = 0.94881
iug(T) = 0.94911 sledi Az < us(T') < ug. Vrednosti za (p., u-) su date u tabeli 7.5 za razlicito €
kada e — 0. U ovom slucaju je uzeto 6= Veing =6.

Tabela 7.5: Medustanja (p.,u.) nastala resavanjem (7.1, 7.12) za razlicito e, 6 = /2 i ny = 6.
Pocetni uslovi su (po,u0) = (1,1), (p1,u1) = (1.05,0.95) i (p2,u2) = (1.1,0.9) za a; = 0, az = 2.
c1 je brzina prvog levog udarnog talasa Si, ¢ je brzina poslednjeg desnog udarnog talasa Ss.
|Eq1] i |Egz| su leve strane integralne forme prve i druge jednaéine u (7.1), redom. Nakon tacke
(2, t)kon, interakcije talasa prestaju.

€ Pe Ug c1 Co |Eq] |[Eqs]  Vreme (2, t) kon
0.01 1.71761 0.94508 0.86856 1.02538 0.00019 0.00022 0.75s (63244,66947)
0.005 2.09421 0.94642 0.89746 0.99779 0.00054 0.00062 1ls (82682, 82865)
0.001 4.46693 0.94808 0.93310 0.96379 0.00580 0.00059 1446s (11491,11921)
0.0005 7.17653 0.94824 0.94016 0.95723 0.06592 0.00631 =~ 10h (89567 4356)
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Slika 7.14: Brzina delta udarnog talasa formiranog nakon interakcije dva delta talasa, slucaj B,
primer 7.3.4.

Brzina udarnog talasa
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Slika 7.15: Brzine prvog levog S7 i poslednjeg desnog Sy talasa za izabrano e, sluc¢aj B, primer
7.3.4.
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Primer 7.3.5 ([12]) U ovom primeru su isti pocetni uslovi kao i u primeru 7.3.4, ali sada ¢emo
da ispitamo utica]j generacijskog reda talasa na reSenje. Ocekujemo da povecanjem n, dobijemo

preciznije resenje (to znaci da ¢e se aproksimativno Rimanovo resenje kasnije primeniti - tabela
7.6).

Tabela 7.6: Medustanja (p., u.) nastala resavanjem (7.1, 7.12) za & = 0.001, § = /2 za razlicito
ng. Pocetni uslovi su (po,up) = (1,1), (p1,u1) = (1.05,0.95) i (p2,u2) = (1.1,0.9) za a; = 0,
as = 2. ¢1 je brzina prvog levog udarnog talasa Sp, co je brzina poslednjeg desnog udarnog talasa
Sa. |Eqi| i |Eqa| su leve strane integralne forme prve i druge jednac¢ine u (7.1), redom. Nakon
tacke (x,t)ron, interakcije talasa prestaju.

ng Pe Ug c1 C |Eq] |[Eqa]  Vreme (2, t) kon

4 446393 0.948112 0.93312 0.96382 0.04409 0.00952 2358s (1387,1438)
5 4.46730 0.948076 0.93310 0.96378 0.00427 0.01371 1075s (3933, 4080)
6 4.46693 0.948079 0.93310 0.96379 0.00580 0.00059 1446s (11491,11921)
7 4.46698 0.948082 0.93310 0.96379 0.00006 0.00222 1405s (32610, 33835)
8 4.46697 0.948081 0.93310 0.96379 0.00115 0.00049 1733s (95286, 98865)

Iz datih numerickih primera sa moze zakljuciti da se gustina u dobijenim reSenjima povecéava
kao 1/e, dok brzina tezi predvidenoj vrednosti kada e — 0. Numericki rezultati pokazuju konzis-
tenciju sa teorijskim rezultatima (u smislu SDW).
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dekompozicija po putanji, 159
delta funkcija, 181
distributivna jednakost, 180

entropija, 21
entropijske funkcije, 21

fluks, 11
fluks entropije, 21

generacijski red, 85, 86, 160
Glimova
diferencna Sema, 45
funkcionela, 82, 207
Glimova funkcionela, 57

indeks putanje, 160
izvod u pravcu, 25
jednacina
Burgersova neviskozna, 12

izentropnog strujanja gasa, 13, 39, 105

Ojlerova, 13, 199
transportna, 12

karakteristike, 12
komponente
glavne, 184
sporedne, 184
kriva
inverznog udarnog, 121
razredujuca, 23
udarnog talasa, 24, 108
kvazilinearna forma, 12

Laksovi entropijski uslovi, 23

Lipsicov uslov regularnosti (LR), 22

lokus
delta, 184
SDW, 184

matrica
Hessian, 34
Jakobijeva, 12
metod
i8¢ezavajuce viskoznosti, 21
pracenja talasa, 64
mrezna kriva, 55

naslednik, 55
neposredni naslednik, 55

p-sistem, 13, 105
polje karakteristika
linearno degenerisano, 25
zaista nelinearno, 25
prag parametar, 71
problem
Kosijev, 11
Rimanov, 11
putanja, 160

reSenje
dopustivo, 185
samosli¢no, 26
RH deficit, 66, 185
Rimanove invarijante, 28
Rimanovo resenje
aproksimativno, 68
tacno, 69

SDW, 179
centralna linija, 180
konstantni, 179, 180
nadkompresibilan, 194
obié¢ni, 179, 180, 183, 212
podizaci, 180
tezinski, 179
sistem
strogo hiperbolican, 12, 18
slabo resenje, 12
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snaga
segmenta putanje, 160
talasa, 50, 175

talas

centralni razredujudi, 26, 33

delta udarni, 184

kontaktni, 27

nadkompresibilan, 185

nefizicki, 68

periferni, 56

prilazeéi, 50, 147, 207

razredujudi, 15, 31

udarni, 14, 35
neentropijski, 27

unutrasni, 56

uslov
Rankine-Hugoniot (RH), 15, 20

zakon odrzanja, 11
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VaZna napomena:

VN

Izvod: U doktorskoj disertaciji posmatrani su Rimanovi problemi kod strogo i slabo hiperboli¢nih
nelinearnih sistema PDJ. U uvodu je predstavljena jednaCina zakona odrZanja u jednoj prostornoj
dimenziji i definisani su KoS$ijevi i Rimanovi problemi. U drugoj glavi, date su osnovne osobine
nelinearnih hiperboli¢nih zakona odrZanja, uvedeni su pojmovi stroge hiperboli¢nosti i slabog resSenja
zakona odrZanja. Definisani su Rankin-Igono i entropijski uslovi kao i opste reSenje Rimanovog problema
(za dovoljno male pocetne uslove). U trecoj glavi detaljno je objasnjena Glimova diferencna Sema. Metod
pracenja talasa predstavljen je u Cetvrtoj glavi. Pokazano je da se ovom metodom, za dovoljno male
pocetne uslove, dobija stabilno i jedinstveno reSenje koje u svakom vremenu ima ograni¢enu totalnu
varijaciju. U petoj glavi, posmatrana je jednacina protoka izentropnog gasa u Lagranzovim koordinatama.
Uz pretpostavku da je pocetni uslov ogranien i da ima ograni¢enu totalnu varijaciju, pokazano je da
Kosijev problem ima jedinstveno slabo resenje ako je totalna varijacija pocetnog uslova pomnozena sa
0<¢&<<1 dovoljno mala. Slabo reSenje dobijeno je metodom pracenja talasa. U glavi Sest ispitana je
interakcija dva delta talasa koji su posmatrani kao specijalna vrsta shadow talasa. U glavi sedam,
pokazano je da za proizvoljno velike pocetne uslove, reSenje Rimanovog problema jednodimenzionalnog
Ojlerovog zakona odrzanja gasne dinamike postoji, da je jedinstveno i entropijski dopustivo, uz drugaciju
ocenu snaga elementarnih talasa. Data je numericka verifikacija interakcije dva delta talasa kori§¢enjem
metode pracenja talasa.
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Abstract: In this doctoral thesis, Riemann problems for strictly and weakly nonlinear hyperbolic PDE
systems were observed. In the introduction, conservation laws in one spatial dimension were presented
and the Cauchy and Riemann problems were defined. In the second chapter, the basic properties of
nonlinear hyperbolic conservation laws were intorduced, as well as the terms such as strictly hyperbolic
system and weak solution of conservation law. Also, Rankine -Hugoniot and entropy conditions were
introduced and the general solution to the Riemann problem (for sufficiently small initial conditions) were
defined. Glimm’s difference scheme was explained in the third chapter. The wave front tracking method
was introduced in the fourth chapter. It was shown that, using this method, for sufficiently small initial
conditions, it could be obtained a unique solution with bounded total variation for # > 0. In the fifth
chapter, the Euler equations for isentropic fluid in Lagrangian coordinates were observed. Under the
assumption that the initial condition was bounded and had bounded total variation, it was shown that the
Cauchy problem had a weak unique solution, provided that the total variation of initial condition
multiplied by 0<¢&<<1 was sufficiently small. Weak solution was obtained by applying the wave front
tracking method. In the sixth chapter, the interaction of two delta shock waves were examined. Delta
shock waves were regarded as special kind of shadow waves. In the chapter seven, it was shown that for
arbitrarily large initial conditions, solution to the Riemann problem of one-dimensional Euler
conservation laws of gas dynamics existed, it was unique and admissible. New bounds on the strength of
elementary waves in the wave front tracking algorithm were given. The numerical verification of two
delta shock waves interaction via wave front tracking method was given at the end of the thesis.
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