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Predgovor

Grafovi pridruzeni algebarskim strukturama privlace sve vise paz-
nje, kako algebrista, tako i graf-teoreticara, ve¢ duzi niz godina. Medu
te grafove spadaju i grafovi pridruzeni stepeno-asocijativnim grupo-
idima kao Sto su stepeni graf, usmereni stepeni graf i obogaceni ste-
peni graf, kojima je posvecena ova disertacija. Usmereni stepeni graf
stepeno-asocijativnog grupoida G je graf ¢iji je skup ¢vorova G, a u
kome je x — y ako je y stepen elementa x. Stepeni graf i obogaceni
stepeni graf su grafovi sa istim skupom ¢vorova, pri cemu su dva ¢vora
susedna u stepenom grafu ako je jedan od njih stepen drugog, dok su
dva ¢vora u oboga¢enom stepenom grafu susedna ako su oba stepeni
istog elementa posmatrane algebarske strukture.

Najpoznatiji graf pridruzen grupi je Cayleyjev graf, kojeg je uveo
Arthur Cayley 1878. godine, i njemu je posvecena sekcija 2.1 ove diser-
tacije. Za X C G koji ne sadrzi jedinicni element grupe G, Cayleyjev
graf te grupe je usmereni graf C;Ly(G,X ) sa oznacenim (obojenim)
granama definisan tako da je ¢ — h ako je gr = h za neko x € X,
pri ¢emu je usmerena grana (g, h) oznac¢ena sa z. Obi¢no je skup X
generatorni skup grupe G, kao sto ¢emo i mi podrazumevati u na-
stavku teksta, a lako se pokazuje da je Cayleyjev graf povezan ako i
samo ako je X generatorni skup od G. Ova struktura ima znacajnu
ulogu u grafickom prezentovanju grupa, i znacajno je uticala na raz-
voj geometrijske teorije grupa. Poznato je da je grupa automorfizama
Cayleyjevog grafa konacne grupe izomorfna polaznoj grupi. Cayleyjevi
grafovi bili su predmet istrazivanja velikog broja naucnih radova jos
od 19. veka, u okviru kojih su ispitivane i razne njegove kombinatorne
osobine.

Komutirajuéi graf grupe G, kome je posvec¢ena sekcija 2.2, je prost
graf sa skupom ¢vorova X C G ¢ija su dva ¢vora susedna ako oni, kao
elementi grupe G, komutiraju, pri ¢emu se za njegov skup ¢vorova bira
nosac¢ grupe, skup svih nejedini¢nih elemenata grupe ili skup svih ne-
centralnih elemenata grupe. Medu prve autore koji su izuc¢avali komu-
tirajuéi graf spadaju Richard Brauer i njegov student Kenneth Fowler.
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Oni su u radu objavljenom 1955. godine [10] razmatrali rastojanje iz-
¢vorova skup svih nejedini¢nih elemenata, mada u svom radu nisu ko-
ristili termin , komutirajuci graf”. Ovaj rad izdvaja se kao jedan od
znacajnijih za dokaz klasifikacije konac¢nih prostih grupa. Kao jedan od
prvih radova koji su se bavili istrazivanjem kombinatornih svojstava ko-
mutirajuceg grafa cesto se navodi [54] objavljen 1976. godine. U ovom
radu Bernhard Neumann je odgovorio na pitanje Paula Erddsa postav-
ljeno prethodne godine u vezi sa nezavisnim skupovima komutirajuceg
grafa. Kombinatorna svojstva komutiraju¢eg grafa, poput dijametra,
povezanosti, maksimalne kadinalnosti nezavisnog skupa, perfeknosti i
sl., istrazivana su i od strane brojnih drugih autora.

Usmereni stepeni graf grupe su uveli Andrei Kelarev i Stephen Qu-
inn [37] u radu objavljenom 2000. godine, nakon ¢ega su istrazivali
ovaj pojam i u slucaju polugrupa. Shamik Ghosh, Ivy Chakrabarty
i M. K. Sen [17] su, motivisani ovim, u radu koji je objavljen 2009.
godine definisali stepeni graf kao odgovarajuc¢i prost graf usmerenog
stepenog grafa. Obogaceni stepeni graf grupe uveli su Ghodratollah
Aalipour, Saieed Akbari, Peter Cameron, Reza Nikandish i Farzad Sha-
veisik [1] 2016. godine. Ova teza bavi se algebarskim i kombinatornim
svojstva ova tri grafa, koja su istrazivana u velikom broju radova, i to
ne samo u slucaju grupa, ve¢ i u slucaju stepeno-asocijativnih lupa u
kojima svaki element ima inverz, kao i u slucaju stepeno-asocijativnih
grupoida. Posebna paznja bi¢e posvetena obogacenom stepenom grafu
grupe, kao i njegovoj vezi sa stepenim grafom i usmerenim stepenim
grafom.

Ova disertacija obuhvata cetiri celine. Prva celina je uvodnog tipa,
i u njoj se prezentuju osnovni pojmovi i najvaznija tvrdenja iz teorije
grupa i teorije grafova. Druga celina posvecena je osnovnim osobinama
stepenog grafa, usmerenog stepenog grafa i obogacenog stepenog grafa,
njihovim medusobnim odnosima, kao i problemu da li, i u kojoj meru,
ovi grafovi odreduju polaznu strukturu. Svi dokazi izlagani su za Sto
sire klase stepeno-asocijativnih grupoida. Bice izlozeno u slucaju kojih
konacnih grupa je stepeni graf jednak obogac¢enom stepenom grafu, i u
slucaju kojih konac¢nih grupa je obogaceni stepeni graf jednak komuti-
rajuéem grafu, $to su rezultati rada [1]. Izlozeni su i dokazi da stepeni
graf kona¢ne grupe odreduje usmereni stepeni graf, sto je rezultat iz
[12], i da i obogadeni stepeni graf odreduje usmereni stepeni graf, sto je
dokazano u [73]. Prezentovademo i rezultate koji se ticu veze stepenog
grafa i obogacenog stepenog grafa sa polaznom strukturom, ali i u vezi
sa osnovnim osobinama obogacenog stepenog grafa. Posebna paznja
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posvecena je i stepenom grafu torzione grupe. U slucaju nekih klasa
torziono slobodnih grupa dokazano je da stepeni graf do na izomorfi-
zam odreduje usmereni stepeni graf. Dodatno, u literaturi se koriste
dve razlicite verzije definicije stepenog grafa; prema jednoj verziji, sa
kojom je saglasna i definicija u ovoj disertaciji, je

x~yakko (In € Z)(y ="V =y").
dok je prema drugoj verziji
z~yakko (n e N)(y=2"Vae=y").

U sekciji 2.4 prezentovan je dokaz da se grafovi definisani na ova dva
nacina medusobno odreduju do na izomorfizam.

TrecCa celina bavi se algebarskim osobinama obogaéenog stepenog
grafa. Dokazano je da je svaki automorfizam stepenog grafa konacne
grupe izomorfizam obogac¢enog stepenog grafa. Za razne osobine grupa,
daje se karakterizacija svih konac¢nih grupa ili stepeno-asocijativnih
lupa sa inverzima takvih da grupe automorfizama njihovih obogaéenih
stepenih grafova imaju te osobine. Takode se pruza opis obogacenih
stepenih grafova konacnih Abelovih grupa, a prezentira se i metod za
konstrukciju obogacenog stepenog grafa podgrupe Sylowa iz obogace-
nog stepenog grafa konacne nilpotentne grupe.

Cetvrti deo bavi se kombinatornim svojstvima obogaéenog stepe-
nog grafa, i rezultatima o kombinatornim osobinama komutirajuceg
grafa i stepenog grafa. Prezentiran je dokaz da, ako komutirajudi
graf grupe nema beskonacni nezavisan skup, tada komutirajuéi graf
nema ni proizvoljno velike konacne nezavisne skupove ¢vorova, sto je
rezultat Bernharda Neumanna [54]. Izlozeni su rezultati rada [1] na
temu nezavisnih skupova stepenog grafa grupe. Pored toga, izlozen
je i dokaz da je hromatski broj stepenog grafa stepeno-asocijativnog
grupoida najvise prebrojiv, sto je rezultat Yaroslava Shitova [69], kao
i da je hromatski broj obogac¢enog stepenog grafa stepeno-asocijativne
lupe najvise prebrojiv, $to je rezultat rada [72]. Konac¢no, izlozeni su i
dokazi da je stepeni graf svake konacne grupe perfektan, sto je rezul-
tat rada [1], i da kona¢na nilpotentna grupa ima perfektan obogaceni
stepeni graf ako i samo ako ona ima najvise dve neciklicne podgrupe
Sylowa.

Zeleo bih da izrazim zahvalnost svim ¢lanovima komisije na detalj-
nom ¢itanju rukopisa disertacije i na korisnim komentarima i sugesti-
jama.
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Glava 1

Uvod

1.1 Grupoidi i grupe

Binarna operacija na nepraznom skupu A je funkcija f : A2 — A.
Za binarne operacije ¢esto koristimo infiksnu notaciju gde, ako binarnu
operaciju f oznacavamo sa *, umesto f(a,b) piSemo a * b, ili krace ab.
Ureden par G = (G, *) zovemo grupoid, gde je G neprazan skup, a *
binarna operacija na G. U tom sluc¢aju kazemo da je skup G nosa¢ gru-
poida G. Red grupoida G je kardinalnost |G|. U ovoj disertaciji ¢emo
algebarske strukture, kao sto su na primer grupoidi, oznacavati velikim
masnim slovima, dok ¢emo njihove nosace oznacavati odgovaraju¢im
velikim slovima.

Ako je G = (G, x) grupoid i H C G, onda kazemo da je H =
(H,*) podgrupoid od G ako je H zatvoren u odnosu na operaciju
x. U ovom slucaju, formalno, binarne operacije grupoida G i H su
razlicite jer su definisane na razli¢itim skupovima, ali koristimo za njih
istu oznaku jer se poklapaju na skupu H. Podgrupoid generisan
nepraznim skupom X C G, u oznaci (X), je najmanji podgrupoid od
G koji sadrzi sve elemente od X. Ako je X = {x1,2,...,2,}, onda
kazemo da je (X) generisan elementima w1, xs,...,Z,, i oznacavamo
ga sa (T, T, ..., Ty).

Za element e grupoida G kazemo da je neutralni element grupoida
G ako vazi ae = ea = a za sve a € G. Ukoliko se za grupoid G koristi
multiplikativna notacija, tj. ako binarnu operaciju oznacavamo sa -,
onda neutralni element zovemo jos i jedini¢ni element. U takvom
slucaju neutralni element ¢esto oznacavamo sa 1. Sa druge strane, u
slucaju kada se koristi aditivna notacija, tj. kad se binarna operacija
oznacava sa +, ¢esto se neutralni element oznacava sa 0. Element e
grupoida G takav da je ea = a za sve a € G zovemo levi neutralni
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element. Analogno se definiSe i desni neutralni element. Lako se vidi
da, ako grupoid G = (G, -) ima levi neutralni element i desni neutralni
element, onda G ima neutralni element. Takode, ako G ima neutralni
element, onda je on jedinstven.

Za binarnu operaciju - na GG kazemo da je asocijativna ako vazi
a(bc) = (ab)c za sve a,b,c € G. Tada kazemo i da je grupoid (G, -)
polugrupa. Monoid je polugrupa sa neutralnim elementom. Za bi-
narnu operaciju - na G kazemo da je komutativna ako vazi ab = ba
za sve a,b € G. Onda kazemo i da je grupoid (G, -) komutativan.

Neka grupoid (G, -) ima neutralni element e, i neka a € G. Kazemo
da je b € G inverzni element (inverz) od a ako vazi ab = ba = e.
Slicno kao kod neutralnog elementa, ako je ba = e, onda je b levi
inverz od a, a analogno se definiSe i desni inverz. U slucaju kada ele-
ment a grupoida ima jedinstveni inverzni element, obi¢no taj inverzni
element oznacavamo sa a~!. Ukoliko se za posmatrani grupoid koristi
aditivna notacija, onda se inverzni element od a oznacava sa —a. Lako
se dokazuje da, ako element monoida ima i levi i desni inverz, onda su
oni jednaki. U slucaju kad je G monoid, ako a ima inverzni element,
onda je on jedinstven.

Neka je S = (S, ) polugrupa. Onda su, za sve ay, as, ..., a, € S, svi
proizvodi elemenata ay, as, . . . , a, (uz dati redosled) jednaki, nezavisno
od rasporeda zagrada. Zahvaljuci ovoj ¢injenici je u polugrupi moguce
zapisivati proizvod ma kog broja elemenata bez upotrebe zagrada, ali
i definisati stepen elementa. Neka je (.S,-) polugrupa, i neka a € S
in € N. Onda n-ti stepen elementa a definiSemo na slede¢i nacin:
a' = a,ia"™ = a-a™. Ako je S monoid, onda kazemo da je a® element
e. Ukoliko element monoida a ima inverzni element, onda a~" oznacava
element (a')". Ocigledno, za sve n,m € Z vazi a"™™ = a"a™.

Podgrupoid od G generisan elementom z je najmanji podgrupoid
od G koji sadrzi x. Za grupoid kazemo da je stepeno-asocijativan
ako je svaki njegov podgrupoid generisan jednim elementom asocija-
tivan. Drugim rec¢ima, grupoid je stepeno-asocijativan ako, za svako
a € G isvakon € N, proizvod n elemenata a ne zavisi od rasporeda za-
grada. Primetimo da je, da bi se definisao stepen elementa u grupoidu
G, dovoljno da taj grupoid bude stepeno-asocijativan.

Kvazigrupa je grupoid u kome svaka od jednacina ax = bixa =b
po z ima jedinstveno resenje, za sve a, b € G. Kvazigrupu sa jedini¢nim
elementom nazivamo lupa. Ocigledno, u svakoj kvazigrupi vazi zakon
kancelativnosti, tj. ac = bc implicira a = b, i ca = cb implicira a = b.
Poznato je da je grupoid G = (G, -) kvazigrupa ako i samo ako postoje



binarne operacije /i \ na G takve da je ispunjeno:

a-(a\b) =0, (b/a)-a=bi
a\(a-b) =0, (b-a)/a="b

za sve a,b € G. Prethodna ¢injenica pruza nam ekvivalentan nacin za
definisanje kvazigrupe, po kojoj je kvazigrupa algebra (G, -, /,\) koja
ispunjava gornje uslove.

Grupa je monoid u kome svaki element ima svog inverza, a ko-
mutativne grupe zovemo Abelove grupe. Poznato je da je svaka
asocijativna kvazigrupa grupa, tj. da presek klase kvazigrupa i klase
polugrupa ¢ini klasu svih grupa. Ovo je preglednije predstavljeno di-
jagramom na slici 1.1.

kvazigrupe polugrupe
| |
lupe monoidi
\ /
grupe
Slika 1.1

Jos jedna klasa grupoida znacajna za ovu disertaciju su stepeno-
asocijativne lupe. Lupa (G, -) je stepeno-asocijativna lupa ako je ona
kao grupoid stepeno-asocijativna. Takode ¢e nam biti interesantne i
stepeno-asocijativne lupe sa inverzima, koje su definisane kao
stepeno-asocijativne lupe u kojoj svaki element ima inverz. Primetimo
da, na osnovu definicije lupe, svaki element lupe ima levi inverz i desni
inverz, ali u slucaju stepeno-asocijativne lupe levi inverz i desni inverz
elementa beskonacnog reda ne moraju biti jednaki. Podlupa lupe G
je podgrupoid H od G koji je takode lupa. Napomenimo da mnogi
autori pod stepeno-asocijativnim lupama misle na strukture koje u
ovoj disertaciji zovemo stepeno-asocijativne lupe sa inverzima. Za skup
X C G, podlupa generisana sa X, koju oznacavamo sa (X), je
najmanja podlupa od G koja sadrzi sve elemente skupa X. Ako je
X = {x1,29,...,2,}, onda ¢emo (X) oznacavati i sa (x1,xa,...,Ty,).
Za svaku stepeno-asocijativnu lupu sa inverzima G lako se vidi da
je podlupa (z) od G grupa. Za podlupu H lupe G koja je grupa
govori¢emo da je podgrupa od G.

Jednu klasu stepeno-asocijativnih lupa sa inverzima, a koja je Sira
od klase svih grupa, ¢ine Moufangine lupe. Moufangina lupa je
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lupa G takva da za sve x,y,z € G vazi bar jedan od naredna Cetiri
ekvivalentna uslova:

z(z(2y)) = ((27)2)y; (z7)(yz) = (2(2y))z;
z(2(yz)) = ((v2)y)2; (z2)(y2) = 2((2y)2).

Za dokaz ekvivalencije navedenih indentiteta moze se pogledati Lema
3.1 u [6, sekcija VIL.3]. Prema Moufanginoj teoremi, za ¢iji dokaz se
moze pogledati [6, sekcija VII.4], Moufangine lupe su stepeno-asocija-
tivne lupe sa inverzima.

Neka su G = (G,:) i H = (H,0) grupoidi. Homomorfizam
grupoida G u grupoid H je preslikavanje ¢ : G — H takvo da je
o(a-b) = ¢(a) o p(b). Izomorfizam grupoida G u grupoid H je ho-
momorfizam koji je bijekcija. Ako postoji izomorfizam iz G u H, onda
kazemo da su G i H izomorfni, sto zapisujemo sa G = H. Auto-
morfizam grupoida G je izomorfizam iz G u njega samog. Injektivan
homomorfizam iz G u H zovemo utapanje.

Ako je G = (G, ) grupa i H C G, onda kazemo da je H = (H, )
podgrupa od G, sto zapisujemo sa H < G, ako je H podgrupoid od
G koji je grupa. Na osnovu Lagrangeove teoreme, ako je G konacna
grupa, onda je |G| deljivo sa |H|. Za skup X C G, podgrupa
generisana sa X je najmanja podgrupa od G koja sadrzi sve ele-
mente skupa X. Ovu grupu oznacavamo sa (X), a u slucaju da je
X ={x1,29,...,2,}, onda je oznacavamo i sa (1, xa,...,T,). Ako je
G = (X), tada kazemo da je X generatorni skup grupe G, a za ele-
mente skupa X kazemo da su generatorni elementi. Posebno, kada
je X = {x1,29,...,2,}, govoricemo i da je G generisana elementima
x1,Ta,...,T,. Ako grupa ima konacni generatorni skup, onda kazemo
da je ona konaéno generisana. Dodatno, ako je grupa G generisana
jednoelementnim skupom {z}, tada ¢emo govoriti za = da je generator
grupe G. Za homomorfizam ¢ iz G u grupu K, jezgro homomorfizma
¢ je podgrupa ker(p) grupe G ¢iji je nosac {x € G | p(z) = ek}, gde
je ex jedini¢ni element grupe K.

Skup svih permutacija nad skupom X oznaca se sa Sx, a grupu
Sx = (Sx,0) zovemo simetri¢na grupa. Ako je |X|= n, onda Sx
oznacavamo i sa S,. Za permutaciju 7 na X kazemo da je ciklus ako

postoje elementi x1, o, ..., 2z, € X, za neko r € N, tako da = fiksira
sve ostale elemente od X ivazi 7(zy) = 29, ..., 7(x,_1) =z, i 7(x,) =
r1. Takav ciklus oznacavamo sa (z1,xs,...,x,). Poznato je da je

svaka permutacija nad kona¢nim skupom ciklus ili proizvod disjuntnih
ciklusa, kao i da je simetricna grupa generisana skupom transpozicija.
Za permutaciju nad konac¢nim skupom kazemo da je parna ako je ona
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proizvod parno mnogo transpozicija. Sve parne permutacije nad X
¢ine alternativnu grupu Ay, koju, kada je | X| = n, ozna¢avamo sa
A,.

Za grupu G kazemo da je ciklicna generisana sa = ako je G =
(x). Poznato je da ciklicna grupa reda n, za svako m | n, ima ta¢no
jednu podgrupu reda m. Ako elementi x i y grupe G generisu istu
ciklicnu grupu, onda ¢emo to oznacCavati sa xr ~qg vy, ili krace sa = ~
y. Red elementa = neke grupe je |(x)|, i oznacavamo ga sa o(zx).
Analogno definiSemo i red elementa stepeno-asocijativne lupe, kao red
podgrupe koju taj element generige. Ako je o(x) = 2, tada kazemo da
je element x involutivan. Za grupu kazemo da je torziona ako su
svi njeni elementi kona¢nog reda. Ako su svi njeni nejedinicni elementi
beskonacnog reda, tada kazemo da je ta grupa torziono slobodna.
Za grupu kazemo da je lokalno cikliéna ako je svaka njena konac¢no
generisana podgrupa ciklicna. Eksponent grupe G je najmanji broj
n takav da je 2" = e za svako x € @, a ukoliko takav prirodan broj
postoji, tada kazemo da je G kona¢nog eksponenta.

Za podskupove S, C G i s,t € G, gde je G = (G,-) grupa,
uvodimo oznake:

St={xt|zeS}, sT={sylyeT}i ST={axy|lxeSAyeT}

Neka je H < G. Tada, za Hz kazemo da je desni koset od H u
G, gde x € G. Analogno se definise i levi koset. Broj levih i desnih
koseta podgrupe H u G je jednak, i on predstavlja indeks od H u G,
Sto oznacavamo sa [G : H|. Ako za podgrupu N od G vazi g ' Ng = N
za svako g € G, onda kazemo da je N normalna podgrupa G, a to
zapisujemo sa N < G. Kada je N < G, onda koseti od N u G ¢ine
nosa¢ faktor grupe G/N. Za x € G, element y je konjugat od x
ako postoji g € G takvo da je y = g 'zg. Tada kaZemo i dasu z iy
uzajamno konjugovani. Analogno, za podgrupe H, K < G kazemo
da su konjugati ako postoji g € G takvo da je K = g ' Hg. Lako se
vidi da je relacija konjugovanosti relacija ekvivalencije.

Centar grupe G, koji oznac¢avamo sa Z(G), je njena podgrupa koja
sadrzi sve elemente x koji komutiraju sa svim elementima y grupe
G, tj. za koje vazi xy = yx za sve y € G. Za podskup S C G,
centralizator skupa S u grupi G je grupa C(S) sa nosacem {z € G |
xrs = sz za svako s € S}. Centralizator podgrupe H u grupi G, u
oznaci C(H), definiSemo kao C(H), i, za element g € G, centralizator
C(g) je podgrupa C({g}) od G. Poznato je da je indeks centralizatora
elementa g u grupi G jednak kardinalnosti skupa svih konjugata od g.
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Za dokaz ovog tvrdenja ¢italac moze pogledati [30, lema 4.11] ili [64,
teorema 3.2].

Teorema 1.1 Kardinalnost skupa svih konjugata elementa x grupe G
jednak je indeksu centralizatora C(z) u grupi G.

Za automorfizam ¢ grupe G kazemo da je unutrasnji ako je ko-
njugacija nekim elementom grupe G, tj. postoji ¢ € G takav da za
svako x € G vazi ¢(x) = g 'xg. Skup svih unutrasnjih automorfizama
od G ¢ini grupu Inn(G). Za grupu unutrasnjih automorfizama grupe
vazi sledea teorema. Za dokaz ¢italac moze pogledati [30, lema 8.21]
ili [64, teorema 7.1].

Teorema 1.2 Neka je G grupa. Tada je Inn(G) < Aut(G) i vazi
G/Z(G) =2 Inn(Q).

Direktan proizvod grupa G i H, koji oznacavamo sa G x H je
grupa ¢iji je nosa¢c G x H, a ¢ija je binarna operacija definisana po
koordinatama, tj. (z1,x2)- (y1,y2) = (z191, x2y2). Neka je {G; | i € I}
familija grupa. Sa (x; | z; € Gy,i € I) oznaci¢emo elemente skupa
[L,c; Gi- Onda je direktan proizvod grupa G; grupa [[,.; G; ¢iji
nosac [ [,.; G, i ¢ija je binarna operacija definisana po koordinatama.
Tada je G; direktni €inilac, ili faktor, grupe [[..; G;. Direktna
suma grupa G;, koju oznacavamo sa ) .., G; je podgrupa od [],.; G;
koja sadrzi sve elemente (z; | x; € G;,i € I) koji su nejedini¢ni na
kona¢no mnogo koordinata. Tada kazemo i da je G; direktan sabi-
rak grupe ) . ; G;. Napomenimo da postoji i unutrasnji direktni
proizvod. Naime, za grupu G i normalne podgrupe H, K < G, ako
jeG=HKiHNK =1, onda je G = H x K. Tada kazemo da
je G unutrasnji direktni proizvod, ili kra¢e direktni proizvod, svojih
podgrupa H i K. Ovde smo sa 1 oznacili trivijalnu grupu.

Za grupu kazemo da je p-grupa ako je red svakog njenog elementa
stepen prostog broja p. Poznato je da svaka konacna grupa ciji je
red deljiv sa p sadrzi element reda p. To tvrdenje poznato je kao
Cauchyjeva teorema. Dakle, kona¢na grupa je p-grupa ako i samo ako
je njen red stepen broja p. Naredna teorema je poznato tvrdenje o
centru konac¢nih p-grupa.

Teorema 1.3 Neka je G konacna p-grupa. Onda je |Z(G)| > 1.

Za prost broj p, p-podgrupa Sylowa grupe G je maksimalna p-
podgrupa od G. Naredne tri teoreme poznate su kao teoreme Sylowa.
Za dokaze se mogu pogledati [30] ili [64].
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Teorema 1.4 (Prva teorema Sylowa) Neka je p prost broj. Neka
je G grupa reda p*m, gde je k € N i (p,m) = 1. Onda je red svake
p-podgrupe Sylowa p*.

Teorema 1.5 (Druga teorema Sylowa) Neka je p prost broj i G
konacéna grupa. Sve p-podgrupe Sylowa grupe G su uzajamno konjugo-
vane.

Teorema 1.6 (Treca teorema Sylowa) Neka je p-prost broj, i neka
konacna grupa G ima r p-podgrupa Sylowa. Onda r | |G| i r =1 mod
.

Za grupu G, u disertaciji ¢emo sa (G, oznacavati skup svih eleme-
nata €iji su redovi stepeni prostog broja p. Ako je G, nosa¢ podgrupe,
onda tu grupu oznacavamo sa Gy,.

Za bilo koje n € N, n > 3, generalisana grupa kvaterniona Q,,,
takode poznata i kao dicikliéna grupa, je grupa reda 2" generisana
elementima a i b tako da je a2 = 1, bab™! = a1 i b? = ¥ .
Generalisana grupa kvaterniona ima jedinstveni involutivni element.
Stavise, na osnovu sledeée teoreme koju navodimo bez dokaza, ona je
jedina konacna neabelova p-grupa koja sadrzi jedinstvenu podgrupu
reda p.

Teorema 1.7 Neka je G konacna p-grupa koja ima jedinstvenu pod-
grupu reda p. Onda je G ciklicna grupa ili generalisana grupa kvater-
niona.

Za dokaz prethodne teoreme moze se pogledati [64, teorema 5.46].
U ovoj disertaciji prethodno tvrdenje bic¢e korisno i u narednom obliku.

Posledica 1.8 Neka je G konacna netrivijalna p-grupa koja ne sadrzi
podgrupu izomorfnu sa C, x C,. Onda je G ciklicna grupa ili genera-
lisana grupa kvaterniona.

Dokaz. Pretpostavimo da G sadrzi vise od jedne podgrupe reda p. Na
osnovu teoreme 1.3, postoji © € Z(G) reda p. Neka je (y) podgrupa
reda p grupe G razlic¢ita od (z). Posto je x u centru, onda z i y
komutiraju, pa je (z,y) grupa reda p?, i direktan je proizvod svojih
podgrupa (z) i (y). Dakle, (z,y) = C, x C,.

Sledi da konaéna netrivijalna p-grupa koja ne sadrzi podgrupu izo-
morfnu sa C, x C, ima jedinstvenu podgrupu reda p, pa je, na osnovu
teoreme 1.7, grupa G ciklicna ili generalisana grupa kvaterniona. O



Jos jedna znacajna p-grupa je Priiferova grupa, koju zovu jos i
kvazicikliéna grupa. To je podgrupa multiplikativne grupe nenula
kompleksnih brojeva (C\ {0}, -), sa domenom {z € C | 27" = 1 za neko
n € No}, gde je p prost broj. Ekvivalentno, Priiferova grupa moze se
definisati kao p-podgrupa Sylowa grupe (Q,+)/(Z,+), kada su njeni
elementi oblika % +Zzan € Nygim <p"

Normalan niz grupe G je niz podgrupa G = Gy > Gy > -+ >
G, = 1 u kome je G;;; < G;. Faktor grupe ovog niza su grupe
G,;/Giy1 zasve i < n. Za grupu kazemo da je resiva ako ima normalan
niz kome su sve faktor grupe Abelove.

Za grupu G kazemo da je nilpotentna ako postoji normalan niz
podgrupa G = Gy > Gy > --- > G, = 1 takav da je G;/G;y1 =
Z(G/Gis1) za sve i < n. Ocigledno, svaka nilpotentna grupa je resiva.
Takode, posto kona¢na p-grupa, na osnovu teoreme 1.3, ima netrivija-
lan centar, moze se pokazati da je svaka konacna p-grupa nilpotentna,
a za dokaz tog tvrdenja ¢italac moze pogledati [30, primer 48.9 (a)] ili
[64, teorema 5.33].

Teorema 1.9 Svaka konacna p-grupa je nilpotentna.

Komutator elemenata z i y predstavlja proizvod z~'y~lxy, a

njega oznacavamo sa [z, y]. Trivijalno, elementi = i y komutiraju ako i
samo ako je [z,y] = 1. Za H,K < G, sa [H, K] ozna¢avamo podgrupu
([h,k] | h € Hik € K). Za prirodan broj k, grupa G je klase nilpo-
tentnosti k ako je [...[[G,G|,G],...,G] = 1, pri ¢emu se G u izrazu
[...[[G,G],G],...,G] pojavljuje k + 1 puta. Poznato je da je grupa
nilpotentna ako i samo ako je klase nilpotentnosti k za neko k € N.
Vise o ovome moze da se procita u [64]. Za dokaz sledece teoreme moze
se pogledati [30, leme 48.5 i 48.6] ili [64, teoreme 5.35, 5.36 i 5.37].

Teorema 1.10 Podgrupa i homomorfna slika nilpotentne grupe je nil-
potentna. Takode, direktan proizvod konacno mnogo nilpotentnih grupa
je nilpotentna grupa.

Narednu teoremu o kona¢nim nilpotentnim grupama navodimo bez
dokaza. Za dokaz se moze pogledati [64, teorema 5.39).

Teorema 1.11 Neka je G konacna grupa. Onda su sledeéi uslovi ek-
vivalentnsi:

(a) G je nilpotentna;

(b) G je direktan proizvod svojih podgrupa Sylowa,
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(¢) G ima jedinstvenu p-podgrupu Sylowa za svaki prost delilac p od
Gl

Gornja teorema uopsStena je i za beskonacne nilpotentne grupe.
Dokaz naredne teoreme ¢italac moze pogledati u [63, 5.2.7] ili [30, lema
48.25 i korolar 48.35].

Teorema 1.12 Neka je G nilpotentna grupa. Onda elementi konacnog
reda grupe G c¢ine podgrupu T < G koja je direktna suma svojih pod-
grupa Sylowa, i takva da je G/T torziono slobodna.

Za konacne Abelove grupe vazi i vise. Pomenimo da, ako postoji
prost broj p tako da G je Abelova p-grupa, onda kazemo da je ona
primarna grupa. Naredna teorema poznata je kao fundamentalna
teorema za konacne Abelove grupe, a njen dokaz cCitalac moze pogledati
[64, teorema 6.5].

Teorema 1.13 Svaka konacéna Abelova grupa je direktni proizvod pri-
marnih ciklicnih grupa.

Vazi i jace tvrdenje, koje je poznato kao fundamentalna teorema o
konacno generisanim Abelovim grupama. Za dokaz se moze pogledati
[30, korolar 32.2] ili [64, teorema 10.20].

Teorema 1.14 Svaka konacno generisana Abelova grupa je direktna
suma primarnih cikliénih i beskonacnih ciklicnih grupa. Stavise, za
svakon € N i za svaki prost broj p, broj sabiraka reda p™ je jednoznacno
odreden, kao i broj beskonacnih sabiraka.

Naredna teorema poznata je kao Priifer-Baerova teorema, a dokaz
se moze pogledati u [64, teorema 10.37] ili [30, teorema 35.2].

Teorema 1.15 Abelova grupa konacnog eksponenta je direktna suma
ciklicnih grupa.

Ako je X skup, a G grupa, onda za X kazemo da je G-skup ako
postoji funkcija a : G x X — X, gde a(g,x) oznacavamo sa g * x,
takva da vazi:

(a) lxz=xzasver e X i

(b) g (h*xx)=(g-h)xxzasveg,he Gixe X.
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Takvu funkciju a zovemo dejstvo grupe G na X. U ovom slucaju
kazemo da G deluje na X. Na primer, svaka grupa deluje na samu
sebe konjugacijom, tj. dejstvom a(x) = g~'zg. Slicno, za H < G
i N 9 G, H deluje na N. Za dejstvo grupe G na X kazemo da je
tranzitivno ako za sve x,y € X postoji g € G takvo da je g x x = y.
Ako ne postoje razliciti g,h € G takvi da je g x x = h x x za svako
x € X, onda je dejstvo verno.

Neka su K i Q grupe. Onda je grupa G ekstenzija od K grupom
Q ako G ima normalnu podgrupu K; = K takvu da je G/K; = Q.
Dodatno, ako postoji Q; < G izomorfna sa Q takva da je KiNQ; =1
i K1Q; = G, onda kazemo da je G poludirektni proizvod grupe K

grupom Q.

1.2 Grafovi

Graf T je struktura (V(T'), E(I")), ili krace (V, E), gde je V skup,
a E C VI skup dvoelementnih podskupova od V. Skup V predstavlja
skup évorova, a E skup grana grafa I'. Red grafa I" je kardinalnost
skupa ¢vorova V. Za z,y € V kazemo da su x i y susedni u I' ako
{z,y} € E, sto zapisujemo sa = ~r vy, ili krace sa = ~ y, a kazemo i da
su ¢vorovi x i y incidentni sa granom {z,y}. Stepen ¢vora x grafa
I' je broj ¢vorova tog grafa sa kojima je on susedan. Za graf kazemo
da je regularan ako su svi njegovi ¢vorovi istog stepena. Zatvoreno
susedstvo ¢vora x u grafu I' je skup Np(z), ili kraée N(z), definisan
sa Np(z) = {y | y ~r ziliy = x}. Za skup X ¢vorova grafa I' sa
Nr(X), ili krace sa N(X), oznacavacemo skup (), N (z).

Usmereni graf (ili digraf) T je struktura (V(T), E(T)), ili krace
(V, E), gde je V skup, a E irefleksivna binarna relacija na V. V i F
predstavljaju skup ¢vorova i skup grana, redom. Ako (z,y) € F, onda
kazemo da je y direktni sledbenik od z, ili da je z direktni pret-
hodnik od y, i ovo oznacavamo sa x —y y, ili krace sa x — y. Ulazni
stepen c¢vora = digrafa r je broj njegovih direktnih prethodnika, a
izlazni stepen ¢vora x je broj njegovih direktnih sledbenika.

Homomorfizam iz grafa I' u A je preslikavanje ¢ : V(I') — V(A)
takvo da z ~r y implicira p(z) ~a ¢(y), za sve z,y € V(I'). Presli-
kavanje ¢ je izomorfizam ako je bijekcija iz V(I') u V(A) takva da
je x ~p y ako i samo ako je ¢(x) ~a p(y). Ako postoji izomorfizam
iz grafa G u graf H, onda kazemo da su grafovi G i H izomorfni.
Izomorfizam grafa u samog sebe zovemo automorfizam.

Kazemo da je graf A = (Vi, Fy) podgraf grafa I' = (14, Es), sto
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Slika 1.2: Petersenov graf G(5,2), kontura C7 i put Ps

zapisujemo sa A C I', ako je V; C Vo i By C E2 A je indukovan
podgraf grafa I' ako je V; C Vo i By = Ey N V U tom slucaju
kazemo da je A podgraf grafa I' indukovan skupom ¢vorova Vi, i to
oznacavamo sa A = T'[V4].

Descartesov proizvod grafova I' = (Vi, Ey) i A = (Vi, Es) je graf
I' x A sa skupom ¢vorova V7 x V5 takav da je

(x1,y1) ~rxa (T2,92) ako (z1 ~p za Ayr = y2) V (21 = 22 A Y1 ~a Ya).

Jak proizvod grafova I' = (Vi, Ey) 1 A = (V4, Es) je graf ' KA sa
skupom ¢vorova V) x V; takav da je

(x1,y1) ~rra (T2,Y2) ako (z1 ~r Ta A1 = Ya2) V (1 = T2 A Y1 ~a Y2)
V(21 ~r 22 Ayr ~a Yo).

Komplement grafa I je graf I' sa skupom évorova V/(T'), takav da
je x ~r y ako i samo ako nije x ~p y, za svaki par razlic¢itih ¢vorova z
iyodI.

Za c¢vorove x i y grafa ', Setnja od x do y je niz grana i ¢vorova
T = g, {to, Uy }, U1, .., Up_1, {Un_1,Un}, un = y tog grafa. Setnja je
zatvorena ako je z = y, a u suprotnom kazemo da je otvorena. Za
Setnju kazemo da je put ako su svi ¢vorovi te Setnje razliciti. Duzina
puta je broj njegovih grana. Kontura u grafu I' je zatvorena Setnja
grafa I' kojoj su svi ¢vorovi razlic¢iti. Duzina konture jednaka je broju
grana koje ona sadrzi. Za graf G kazemo da je put ako postoji put G
koji sadrzi sve njegove grane i ¢vorove, a kazemo da je G kontura ako
postoji kontura koja sadrzi sve njegove grane i ¢vorove. Kompletan
graf je graf u kome su svaka dva razli¢ita ¢vora susedna. Put, konturu
i kompletan graf reda n oznacavamo sa P,, C, i K,,, redom, za svako
n € N. Primeri nekih od ovih grafova mogu se videti na slici 1.2.
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Za graf kazemo da je povezan ako postoji put izmedu svaka dva
njegova ¢vora. Maksimalni povezani indukovani podgraf grafa I' zo-
vemo komponenta povezanosti. Rastojanje izmedu ¢vorova x i
y, Sto oznacavamo sa d(x,y), je minimalna duzina puta od z do y.
Dijametar grafa je maksimalno rastojanje neka njegova dva ¢vora.
Ekscentricitet ¢vora x u grafu I je maksimalno rastojanje ¢vora x
od bilo kog drugog ¢vora y grafa G. Radijus grafa I' je minimalni eks-
centricitet njegovih ¢vorova. Kazemo da je ¢vor grafa I' centralni ako
je njegov ekscentricitet jednak radijusu od I', a centar od I' je podgraf
indukovan svim njegovim centralnim elementima, i oznacavamo ga sa
Cen(I).

Povezan graf koji ne sadrzi nijednu konturu zovemo stablo. Lako
se vidi da je graf stablo ako i samo ako za svaka dva njegova ¢vora x i
y postoji tacno jedan put od x do y.

Za c¢vorove x i y digrafa f, polusetnja od x do y je niz x =
UQ, €1, U1, €2y« ..y Up_1,En, Uy = ¥y, gde su u; ¢vorovi od f, igde e; €
{(wi—1,w;), (u;, u;i—1)} za svako i < n. Za polusetnju u T kazemo da je
Setnja ako je e; = (u;_1,u;) za svako i < n. Digraf je slabo povezan
ako izmedu svaka dva njegova ¢vora postoji polusetnja, a kazemo da
je jako povezan ako za sve z,y € V(T') postoji Setnja = do y.

Neophodno je skrenuti paznju na sledece: u grafovima brojne poj-
move definiSemo kao maksimalan broj za koji nesto vazi, medutim,
pod time se misli na supremum odredenog skupa kardinala. Naime,
moguce je da maksimum nekog skupa prirodnih brojeva ne postoji, a
moguce je i da se trazi supremum nekog skupa koji sadrzi i beskonac¢ne
kardinale, sa ¢ime ¢emo se susresti kasnije. I u ovoj disertaciji nekad
¢emo, radi jednostavnosti, u takvim situacijama pisati ,,maksimalan
broj” ili ,minimalan broj”.

Hromatski broj grafa I', sto oznacavamo sa x(I'), je minimalan
broj boja kojima se mogu obojiti ¢vorovi tog grafa tako da nikoja
dva susedna ¢vora ne budu obojena istom bojom. Klika grafa I' je
skup ¢vorova tog grafa koji indukuje kompletan podgraf. w-broj grafa
I' je maksimalna kardinalnost njene klike, i oznacavamo ga sa w(I).
Ocigledno, za svaki graf I vazi w(I') < x(I'). Za skup ¢vorova grafa
kazemo da je nezavisan ako nikoja dva njegova ¢vora nisu susedna.
a-broj grafa T', $to oznacavamo sa a(I'), je maksimalna kardinalnost
njegovog nezavisnog skupa.

Za graf I' kazemo da je perfektan ako vazi w(A) = x(A) za svaki
indukovan podgraf A od I'. Ako graf ima w-broj jednak hromatskom
broju, onda kazemo da je taj graf slabo perfektan. Bergeov graf
je graf takav da ni on, ni njegov komplement, ne sadrze neparnu kon-
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turu duzine bar 5. Na osnovu teoreme o perfektnim grafovima, klase
konac¢nih perfektnih grafova i konacnih Bergeovih grafova se poklapaju.

Teorema 1.16 (Jaka teorema o perfektnim grafovima) Neka je
I' konacan graf. Tada je I' perfektan ako i@ samo ako je Bergeov graf.






Glava 2

Grafovi pridruzeni grupama i
stepeno-asocijativnim
grupoidima

Grafovi pridruzeni algebarskim strukturama veé¢ duzi niz godina
privlace sve viSe paznje, kako algebrista, tako i graf-teoreticara. Naj-
poznatiji graf pridruzen grupi je Cayleyjev graf. Njega je uveo Arthur
Cayley 1878. godine [16], i njemu je posvedena sekcija 2.1 ove diser-
tacije. Medu grafove pridruzene algebarskim strukturama spadaju i
komutirajuci graf, stepeni graf, usmereni stepeni graf i obogaceni ste-
peni graf, ¢ije definicije uvodimo u ovoj glavi.

2.1 Cayleyjev graf

Grupa automorfizama grafa jedan je primer pridruzivanja grupe
grafu. Sa druge strane, Cayleyjev graf predstavlja najstariji primer
grafa pridruzenog grupi. Za generatorni skup X grupe G = (G, ) koji
ne sadrzi neutralni element, Cayleyjev obojeni graf grupe G u od-
nosu na X je digraf Cay(G,X) sa skupom ¢vorova GG i sa obojenim
(oznacenim) granama uvedenim na sledeéi nacin: Ako je gr = h za
neko # € X, onda je (g, h) usmerena grana od Cay(G, X) oznacena
sa x. Ako su dve orijentisane grane oznacene istim elementom grupe,
kazemo i da su iste boje. Napomenimo da neki autori dozvoljavaju
da skup X ne bude generatorni skup grupe G, a lako se vidi da je X
generatorni skup grupe G ako i samo ako je Cayleyjev obojeni graf po-
vezan. Lako se primec¢uje i da je Cayleyjev obojeni graf kao digraf slabo
povezan ako i samo ako je jako povezan. Cayleyjev obojeni graf ima

15
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znacajnu ulogu u grafickom prezentovanju grupa, i uticao je na razvoj
geometrijske teorije grupa. Na slici 2.1 prikazan je Cayleyjev obojeni
graf simetricne grupe Ss3, a na slici 2.2 je Cayleyjev graf alternativne
grupe Ay.

a\

Slika 2.1: Cayleyjev obojeni graf simetri¢ne grupe S; u odnosu na
generatorni skup {a, b}, Cay(Sg, {a,b}), gde je a ciklus duzine 3, a b
transpozicija. Grane oznacene sa a su plave, a one oznacene sa b su
crvene boje.

Ako generatorni skup X sadrzi sve nejedini¢ne elemente grupe
G, onda izmedu svaka dva elementa g, h postoje grane (g,h) i (h,g)
oznacene sa g 'hih~'g, redom. Tada je C?xy(G, X) kompletan digraf.

Za automorfizam ¢ Cayleyjevog grafa kazemo da ¢uva boje ako su
grane (g, h) i (¢(g),¢(h)) iste boje, za svaku orijentisanu granu (g, h).
Ozna¢imo  grupu svih  automorfizama  Cayleyjevog  grafa
Céy(G,X) koji cuvaju boje sa Autc (Céy(G,X)). Poznato je da,

za svaku konacnu grupu G, vazi
Aute (Cay(G, X)) = G.

Otuda, za svaki Cayleyjev graf postoji tacno jedna njemu odgovarajuca
grupa. Ipak, ako skup X ne bi bio generatorni, ili ako bi se umesto
obojenog Cayleyjevog grafa posmatrao odgovarajuc¢i obojeni graf ili
odgovarajuci neobojen digraf, onda ta implikacija ne bi vazila.

U knjizi objavljenoj 1936. godine Dénes Konig [41] predlozio je
da se istrazi za koje sve konacne grupe G postoji graf I' takav da je
G = Aut(I"). Ovaj problem je resio Robert Frucht [27] dokazavsi 1938.
godine da svaka konacna grupa ima ovo svojstvo. Upravo ¢injenica da
je Aute(Cay(G, X)) = G, za svaku konaénu grupu G, lezi u ideji
Fruchtovog dokaza.

Videli smo do sada da je moguce svakoj grupi pridruziti obojeni
digraf. Za grupu G i generatorni skup X C G, graf koji odgovara
Cayleyjevom obojenom grafu zovemo Cayleyjev graf, i oznacavamo
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ga sa Cay(G, X). Lako se primectuje da je Cayleyjev graf regularan.
Stavise, on je i évorno tranzitivan, tj. za bilo koja dva njegova évora x
i y postoji automorfizam od Cay(G, X) koji slika  u y. Obrnuto ne
vazi. Petersenov graf, koji je prikazan na slici 1.2, je ¢vorno tranzitivan,
a on nije Cayleyjev graf nijedne grupe, o ¢emu vise moze da se procita
u [48].

7".3/\7;32
(\T./.

|
s2rs? s \f

Srs

Slika 2.2: Cay(Ay, {r,s}) gde je r = (1,2)(3,4) i s = (1,2,3). Grane
oznacene sa 7 su crvene, a one oznacene sa s su plave boje.

Cayleyjev obojeni graf mnogo govori i o samoj grupi, i ovde ¢emo
navesti nekoliko takvih osobina. Na primer, grupa G je Abelova ako
i samo ako je polusetnja (uz dopustanje ,kretanja” preko orijentisa-
nih grana i u suprotnom smeru) odredena sa zyx~'y~! zatvorena u
Cay(G, X) zasve x,y € X. Veé¢ smo rekli na pocetku ove sekcije da je
Cay(G, X)) povezan ako i samo ako je X generatorni skup grupe G. Za
element x generatornog skupa X grupe G reci ¢emo da je suvisan ako
je G = (X \ {z}). Nije tesko videti da je generatorni element z € X
suvisan ako i samo ako, nakon brisanja grana oznacenih sa x, graf
Cay(G, X) ostaje povezan. Moze se dokazati da je, ako z nije suvisan,
graf Céy(G, X \ {z}) disjunktna unija digrafova sa obojenim granama
koji su izomorfni (u odnosu i na boje grana) sa C;xy(H, X\ {z}), gde
je H= (X \ {z}). Dodatno, moze se pokazati da je H = (X \ {z})
normalna podgrupa od G ako i samo ako za svaku komponentu pove-
zanosti Ay od Cay(G, X \ {z}) postoji komponenta povezanosti Ay od
Cay(G, X \ {z}) takva da, za svaki évor ¢ iz A, grana (g, h) oznacena
sa r spaja g sa ¢vorom iz As.

Konstrukcija Cayleyjevog grafa slaze se i sa direktnim proizvodom
grupa. Naime, ako je G unutrasnji direktan proizvod svojih podgrupa

H = (X)iK = (Y), onda je Cay(G, XUY) = Cay(H, X)xCay(K,Y).
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Kao sto smo videli, iz Cayleyjevog obojenog grafa mogu da se vide
razne osobine grupe, ali je on tesno povezan i sa prezentacijom grupe.
Poznato je da, ako je grupa G generisana skupom X = {x, z9, 23, ... },
onda svako g € G moze da se predstavi nekom re¢ju nad azbukom X,
gdeje X = {z |2 € X Va!e€ X} Dabise opisala grupa G putem
re¢i nad X, neophodno je odrediti klase re¢i koje predstavljaju 1ste
elemente grupe G, tj. odgovarajucu relaciju ekvivalencije pg na X
gde smo sa X" oznacili skup svih rec¢i nad X. Ukoliko je relacija pG
izvediva iz skupa relacija u; = vy, uy = ve, uz = vs... (i aksioma koje
povlace da je G grupa), onda pisemo:

G: <ZE17ZIZ2,CL’3... | U1 = VU1, U2 :U27U3:U3...>,

i to zovemo prezentacija grupe G. Ako za grupu G postoji prezentacija
sa konacnim generatornim skupom i kona¢nim skupom relacija, onda se
kaze da je grupa konacno prezentovana. Lako se vidi da su na primer
sve kona¢ne grupe konacno prezentovane, kao i konacno generisane
slobodne grupe.

Svakoj reci nad X odgovara polusetnja u Cayleyjevom obojenom
grafu Cay(G X)), a svaka zatvorena polusetnja u Cay(G X) odgovara
reci koja predstavlja jedini¢ni element od G. Upravo ova veza izmedu
Cayleyjevog obojenog grafa i prezentacije grupa se pokazala kao mocan
alat u kombinatornoj teoriji grupa. Godine 1911. Max Dehn [23] for-
mulisao je tri ¢uvena problema odlucivosti u vezi sa prezentacijom
grupe, od kojih se jedan tice konstrukcije algoritma koji za dve reci
nad X odreduje da li one predstavljaju isti element grupe G. Ovaj
problem ekvivalentan je sa problemom konstrukcije algoritma koji ge-
neriSe Cayleyjev obojeni graf koji odgovara datoj prezentaciji grupe.
Petr Novikov (ITerp Cepreesuu Hosukos) [55] i William Boone [9]
su pedesetih godina dvadesetog veka nezavisno jedan od drugog doka-
zali da postoji kona¢no prezentovana grupa G takva da je problem reci
za G neodluciv.

2.2 Komutirajucéi graf
Najvazniji grafovi pridruzeni grupama za nas rad su stepeni graf,
obogaceni stepeni graf i komutirajuéi graf. Komutirajuéi graf grupe je

najstariji medu njima, i u ova sekcija je posveéena njemu.

Definicija 2.1 Komutirajuci graf grupe G sa skupom cvorova X C
G je graf C(G, X) ¢iji je skup c¢vorova X, i u kome su dva évora susedna
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ako komutiraju u G. Ako su x iy susedni v komutirajucem grafu, onda
to zapisujemo sa x ~g y, ili krace x ~ y.

C(G,G\Z(Q)) oznacavaéemo sa Cz(G), C(G,G\{e}) sa C.(G), i
C(G,G) sa C(G), i naziva¢emo ih komutirajuci graf bez centra, komu-
tirajuct graf bez jedinicnog elementa © pun komutirajuci graf, redom.

Kao najstariji rad u kome se izucavao komutirajuéi graf cesto se
navodi rad [10] Richarda Brauera i Kennetha Fowlera iz 1955. godine.
Oni su u ovom radu za odredenu klasu grupa razmatrali rastojanje
izmedu involutivnih elemenata te grupe u komutiraju¢em grafu bez
jedinicnog elementa, mada oni u ovom radu nisu eksplicitno koristili
pojam komutiraju¢eg grafa. Naime, za grupu parnog reda veceg od 2
koja ima bar dve konjugacijske klase involutivnih elemenata, dokazali
su da je rastojanje bilo koja dva involutivna elementa u komutirajué¢em
grafu najvise 3, §to povlaci da je takvo ograniCenje za elemente par-
nog reda 5. (Primetimo da u opstem sluc¢aju to ne vazi, na primer u
slucaju simetriécne grupe Ss3, koja ima samo jednu konjugacijsku klasu
involutivnih elemenata, gde u komutiraju¢em grafu bez centra ne pos-
toji put izmedu razlicitih involutivnih elemenata.) Ovo su ¢inili u cilju
da dokazu da grupa parnog reda n, n > 2, ima podgrupu reda veceg
od ¥/n. Oni u radu zakljucuju i da, ukoliko je G konacna grupa koja
sadrzi involutivni element g, onda je |G| < (n?)!, gde je n red cen-
tralizatora od g. Ovo je veoma znacajan rad za klasifikaciju konac¢nih
prostih grupa.

Rad Berharda Neumanna iz 1976. godine [54] je jedan od najsta-
rijih radova koji se bavi komutiraju¢im grafom radi izu¢avanja kombi-
natornih svojstava grupe. U njemu Neumann pruza odgovor na pita-
nje koje je Paul Erdos postavio prethodne godine na letnjoj radionici
Australijskog matematickog drustva. Naime, dokazao je da, ako ko-
mutirajué¢i graf posmatrane grupe nema beskonacan nezavisan skup
¢vorova, onda za tu grupu postoji prirodan broj n takav da je veli¢ina
svakog nezavisnog skupa manja od n. Prema Neumannu, na ovo pita-
nje pruzio je odgovor i Ralph McKenzie dve ili tri meseca pre njega.

[ako su se matematicari i u narednom periodu bavili kombinator-
nim svojstvima grupa, termin ,komutirajuéi graf” uveo je Yoav Segev
[65] 1999. godine. Jedno od glavnih pitanja kojima su se matematicari
bavili u vezi sa komutirajuéim grafom (bez centra) odnosi se na dija-
metar komutiraju¢eg grafa. Posto je za razne klase grupa pronadeno
gornje ogranicenje za dijametar njihovog komutirajuc¢eg grafa bez cen-
tra, verovalo se da ¢e ovi rezultati moé¢i da se uopste za sve grupe.
Na primer, Luke Morgan i Chris Parker [53] dokazali su da je dija-
metar komutirajuceg grafa bez centra grupe sa trivijalnim centrom
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najvise 10. Michael Giudici i Aedan Pope [29] dokazali su analogno
tvrdenje za proste konacne grupe, mada je ostalo nepoznato da li to
ogranicenje neka grupa i dostize. Ipak, Peter Hegarty i Dmitrii Zhe-
lezov [35] daju primer grupe ¢iji je dijametar komutirajuéeg grafa bez
centra jednak 10. Nakon ovoga, koristeé¢i neke ideje iz [35], Michael
Giudici i Crhis Parker [28] za svaki prirodan broj n pruzaju konstruk-
ciju 2-grupe ¢iji komutirajuci graf ima dijametar ve¢i od n. Komuti-
rajuc¢i grafovi bili su predmet istrazivanja brojnih radova, ukljucujuéi
[4, 5, 26, 36, 51, 66, 71, 11].

2.3 Stepeni graf i obogaceni stepeni graf

U ovoj sekciji uvodimo pojmove usmerenog stepenog grafa, stepe-
nog grafa i obogac¢enog grafa.

—

Definicija 2.2 Usmereni stepeni graf grupe G je digraf G(G) ciji
je skup cvorova G, 1 u kome postoji usmerena grana iz x u Yy, T # v,
ako y € (x). Ako postoji usmerena grana iz T u y u é(G), to éemo
oznacavati sa x —g Yy, il krace sa x — y.

Stepeni graf grupe G je graf G(G) ¢iji je skup cvorova G, i u
kome su x iy, v # vy, susedni ako jey € (x) ili x € (y). Ako sux iy
susedni u G(G), to éemo oznacavati sa x g vy, ili krace sa x 2 y.

Pisaéemo x =g y, ili krade x =y, ako je Ngg)(z) = Nga)(y).

Napomenimo da se, osim za grupe, usmereni stepeni graf i stepeni
graf definiSu na analogan nacin i u slu¢aju stepeno-asocijativnih lupa
sa inverzima. Usmereni stepeni graf, kome ¢e posebna paznja biti
posveCena u ovoj disertaciji, najpre su uveli za grupe Andrei Kelarev
i Stephen Quinn [37] 2000. godine. Nakon toga predmet njihovog
istrazivanja bio je usmereni stepeni graf polugrupe. Usledio je niz
radova [39, 40, 38] u kojima je uopsten rezultat iz [37]. Motivisani
ovim, Shamik Ghosh, Ivy Chakrabarty i M. K. Sen [17] izucavali su
stepeni graf polugrupe.

Peter Cameron i Shamik Ghosh [13] dokazuju da stepeni graf konac-
ne Abelove grupe odreduje tu grupu, da konac¢ne grupe sa izomorfnim
stepenim grafovima imaju isti broj elemenata bilo kog reda, i da je Kle-
inova grupa jedina konacna grupa ¢ija je grupa automorfizama jednaka
grupi automorfizama njenog stepenog grafa. U slede¢em radu [12], Pe-
ter Cameron je pokazao da konacne grupe imaju izomorfne stepene
grafove ako i samo ako su im usmereni stepeni grafovi izomorfni.



21

Stepeni i usmereni stepeni graf bili su tema mnogih kasnijih nauc¢nih
radova. Ghodratollah Aalipour, Saieed Akbari, Peter Cameron, Reza
Nikandish i Farzad Shaveisik [1] su dokazali da je stepeni graf grupe
kona¢nog eksponenta perfektan, i jos nekoliko kombinatornih osobina
stepenog grafa grupe. U radu objavljenom iste godine, Yaroslav Shitov
[69] dokazao je da je hromatski broj stepenog grafa svakog stepeno-
asocijativnog grupoida najvise prebrojiv.

Poslednjih godina stepeni grafovi privlace sve vise paznje, $to je
urodilo velikim brojem radova poput [2, 3, 8, 14, 19, 22, 25, 31, 32, 33,
34, 42, 43, 44, 45, 49, 50, 52, 57, 59, 60, 61, 62, 70]. Neka od pitanja
kojima su se ovi radovi bavili su: kada je stepeni graf Eulerov, kada
je Hamiltonov, kada je kompletan, sta su njegove maksimalne klike, i
kada izomorfizam stepenih grafova dve grupe implicira izomorfizam tih
grupa, ali i pitanja u vezi sa brojem grana, hromatskim brojem, maksi-
malnom veli¢inom klike, povezanoséu, dijametrom i grupom automor-
fizama stepenog grafa. U ovoj disertaciji bi¢e predstavljeni neki od
navedenih rezultata.

U nastavku ove sekcije uvodimo definiciju obogacenog stepenog
grafa.

Definicija 2.3 Obogadeni stepeni graf grupe G je graf G.(G) ciji
je skup cvorova G, i u kome su x iy, r # y, susedni ako postoji z € G
takav da x,y € (z). Ako su x iy susedni u G.(G), to éemo oznacavati
sa x ~g vy, ili krade sa x ~y.

Pisacemo x =g v, ili krace © =y, ako je Ng.a)(z) = Ng.a)(y).

Na analogan na¢in obogaceni stepeni graf se definiSe i u slucaju
stepeno-asocijativnih lupa sa inverzima. Obogaceni stepeni graf uveli
su Aalipour, Akbari, Cameron, Nikandish i Shaveisik u [1]. Oni se u
ovom radu bave vezom izmedu komutirajuc¢eg grafa, stepenog grafa i
obogacenog stepenog grafa, i dokazuju da je maksimalna klika oboga-
¢enog stepenog grafa nosac ciklicne ili lokalno ciklicne podgrupe. Lako
se vidi da za svaku grupu G vazi G(G) C G.(G) C C(G). Upravo ova
¢injenica bila je motivacija za uvodenje obogacenog stepenog grafa.
Xuanlong Ma and Yanhong She [46] odredili su metricku dimenziju
obogacenog stepenog grafa konacne grupe. Ramesh Prasad Panda,
Sandeep Dalal i Jitender Kumar [56] takode su se bavili kombinatornim
osobinama obogacenog stepenog grafa konac¢ne grupe. Asma Hamzeh
i Ali Reza Ashrafi [32] izucavali su grupu automorfizama obogaéenog
stepenog grafa konacne grupe. Obogaceni stepeni graf bio je predmet
istrazivanja i radova [7, 24].
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Narednim primerom ilustrujemo da postoje grupe ¢iji su komuti-
rajuci graf, stepeni graf i obogaceni stepeni graf medusobno razliciti.

Primer 2.4 Neka sup i q razliciti prosti brojevi, i neka je G = Cpy X
C,. Neka je C bilo koja podgrupa reda pq od G. Tada je C ciklicna
grupa, pa je podgraf od G.(G) indukovan skupom C kompletan. Sa
druge strane, postoje elementi x 1 y podgrupe C c¢iji su redovi p i q,
respektivno. Ako bi, bez umanjenja opstosti, y bio stepen elementa x,
onda bi bilo ¢ = o(y) | o(x) = p, §to je nemoguce jer su p i q uzajamno
prosti. Dakle, x % vy, pa sledi da je G(Cpy) # Ge(Chpy).

Posto je G Abelova grupa, C(G) je kompletan. Neka suT = (z,e)
iy = (e,y) elementi reda p grupe G. Posto ciklicna grupa, ¢iji je red
deljiv sa p, ima jedinstvenu podgrupu reda p, onda T iy nisu sadrZani
u istoj ciklicnoj grupi, pa T & 7. Sledi da su grafovi G(G), Ge(G) i
C(G) medusobno razliciti.

Primer 2.5 Neka je G konacna grupa. Onda vazi:
(a) G(G) je kompletan ako i samo ako je G ciklicna p-grupa.
(b) Ge(G) je kompletan ako i samo ako je G ciklicna grupa.

(¢) C(G) je kompletan ako i samo ako je G Abelova grupa.

Napomenimo da ni komutirajuéi, ni stepeni, ni usmereni stepeni
graf ne odreduje grupu. Postoje neizomorfne grupe koje imaju izo-
morfne stepene grafove. Na primer, bilo koje dve neizomorfne Abelove
grupe istog reda imaju izomorfne komutirajuce grafove. Takode, za
razlicite proste brojeve p i ¢, Priiferova p-grupa i Priiferova ¢-grupa
imaju izomorfne stepene grafove. U nastavku navodimo jedan par
neizomorfnih kona¢nih grupa sa izomorfnim stepenim grafovima.

Primer 2.6 Unitriangularna grupa UT(3,p) je multiplikativna grupa
matrica nad poljem (Z,,+,-) oblika

1
0
0

o~ K
— N <

gde x,y,z € Z,, i gde je p prost broj. Za svaki prost broj p, UT(3,p)
je neabelova, a za p > 2 eksponent grupe UT(3,p) jednak je p. Odatle
se vidi da, za svaki neparan prost broj p, UT(3,p) i Abelova grupa
C, x C, x C, imaju izomorfne stepene grafove.
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Slika 2.3

Konacne grupe iz primera 2.6, osim S$to imaju izomorfne stepene
grafove, imaju izomorfne obogacene stepene grafove, ali i usmerene
stepene grafove. Koriste¢i GAP [68] i paket GRAPE [67] mogudée je
pronadi jo§ ovakvih primera. Grupa sa prezentacijom G = (z,y | 2® =
y? = 1,yzy = x°), ¢iji je Cayleyjev graf prikazan na slici 2.3, 1 Cg X Cy
su neizomorfne grupe najmanjeg reda ¢iji su stepeni grafovi izomorfni.
Cameron i Ghosh [13] primetili su da postoje ukupno dva para grupa
reda 27 sa izomorfnim stepenim grafovima, a za red 32 su primetili da

postoji jedna cetvorka takvih grupa, dve trojke i 8 parova.

2.4 O raznim definicijama stepenog grafa

Ova sekcija bavi se raznim verzijama definicije stepenog grafa, i
zasnovana je na [72]. Naime, prema definiciji 2.1, koja je saglasna sa
definicijama iz [1] i [14], za elemente z i y grupe G vazi z — y u G(G)
ako postoji n € Z takvo da je y = 2", a x i y su susedni u G(G) ako
postoji n € Z takvo da je y = 2™ ili z = y”. Navedimo sada definiciju
stepenog grafa koja je uvedena u [37]. Da bismo izbegli zabune kod
c¢italaca, uvodimo termine pozitivno-stepeni graf i usmereni pozitivno-
stepeni graf.

Definicija 2.7 Usmereni pozitivno-stepeni graf grupe G je digraf
g*(G) ¢igi je skup cvorova G, i u kome postoji usmerena grana iz x u
y, © # vy, ako postoji n € N takvo da je y = x™. Ako postoji usmerena
grana iz T Uy u é*(G), to éemo oznacavati sa v 5 y.
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Pozitivno-stepeni graf grupe G je graf Gt (G) ¢iji je skup cvorova
G, i u kome su x iy, x # vy, susedni ako postoji n € N takvo da je
y=2a"ilix=y". Ako sux iy susedni G"(G), to éemo oznacavati sa
P+
x~y.

Prednost prethodne definicije je ta Sto se se usmereni pozitivno-
stepeni graf i pozitivno stepeni graf na analogan nacin mogu definisati
i u slucaju stepeno-asocijativnih grupoida gde jedinstveni inverzni ele-
ment ne mora da postoji. Sa druge strane, za sve torzione grupe, ste-
peni graf i pozitivno-stepeni graf se poklapaju, kao i usmereni stepeni
graf i usmereni pozitivno-stepeni graf.

Pored ovoga, u [14] autori su koristili definiciju u kojoj su insistirali
da eksponent u izrazu y = 2" bude nenula ceo broj. Ovako definisani
pridruzeni graf naziva¢emo nenula-stepeni graf.

Definicija 2.8 Usmereni nenula-stepeni graf grupe G je digraf
gi(G) ¢igi je skup cvorova G, i u kome postoji usmerena grana iz x
uwy, x # vy, ako postoji n € Z \ {0} takvo da je y = x™. Ako postoji
usmerena grana iz T u Yy u gi(G), to éemo oznacavati sa v = Y.
Nenula-stepeni graf grupe G je graf G=(G) ¢iji je skup cvorova
G, 1 u kome sux 1y, x # vy, susedni ako postoji n € Z \ {0} takvo da
jey=a" ilix =y". Ako sux iy susedni GE(G), to éemo oznacavati

P+
sax ~ .

Napomenimo da se usmereni nenula-stepeni graf i nenula stepeni
graf na analogan nac¢in definisu i u sluc¢aju stepeno-asocijativnih lupa sa
inverzima. Ovakva definicija omoguéila je autorima rada [14] da lakse
iskazu svoje argumente radeci sa stepenim grafovima torziono slobod-
nih grupa, pri ¢emu je u slucaju torziono slobodnih grupa ocigledno da
se stepeni graf i nenula-stepeni graf medusobno odreduju. Takode se
lako primecuje i da se usmereni nenula-stepeni graf i usmereni stepeni
graf bilo koje grupe medusobno odreduju. U ovoj sekciji dokazujemo
da se stepeni graf, pozitivno-stepeni graf i nenula-stepeni graf stepeno-
asocijativne lupe sa inverzima medusobno odreduju, sto je rezultat iz
[72].

Ako je G stepeno-asocijativna lupa sa inverzima, centar stepenog
grafa G(G), u oznaci Cen(G(G)), je skup svih njegovih ¢vorova koji
su susedni sa svim ¢vorovima od G(G) sem sa samim sobom. Takode,
za elemente x,y € G pisSemo © =g y ako x i y imaju ista zatvorena
susedstva u G(G).

Lema 2.9 Neka je G stepeno-asocijativna lupa sa inverzima takva da
je |Cen(G(Q))| > 1. Tada vazi sledece:
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(a) G je beskonacna ciklicna grupa, ili su svi elementi od G konacénog
reda.

(b) G = (Z,+) ako i samo ako je G unija prebrojivo mnogo =g-klasa
kardinalnosti 2 i jedne =g-klase kardinalnosti 3.

Dokaz. Neka je G stepeno-asocijativna lupa sa inverzima takva da
je |[Cen(G(G))| > 1. Posto u stepenom grafu nikoji nejediniéni ele-
ment konacnog reda nije susedan sa elementom beskonacnog reda,
onda je, ako G sadrzi i element beskona¢nog reda i nejedinicni ele-
ment konacnog reda, Cen(G(G)) = {eg}. Dakle, G ima elemente
samo konacnog reda, ili su svi nejedinicni elementi od G beskonac¢nog
reda. Neka su svi nejedini¢ni elementi lupe G beskona¢nog reda. Posto
je |Cen(G(G))| > 1, postoji € G \ {eg} koji je susedan u G(G) sa
svim elementima iz G \ {z}. Pokazimo da je onda G = (z). Ako
G nije generisana sa x, onda postoji y € G\ (z), za koje postoji
n € Z\ {—1,0,1} takvo da je z = y". Onda za m € N uzajamno
prosto sa n vazi x % y™, ¢me je dobijena kontradikcija. Dakle, G
sadrzi samo elemente konacnog reda ili je G = (Z,+), ¢ime je doka-
zano (a).

Ako je G = (Z,+) generisana elementom z, onda z, x7! i eqg ¢ine
jednu =g-klasu kardinalnosti 3. Neka y € G\ {z,27!, eg}. Ocigledno,
y =g y~ . Pretpostavimo da postoji z € {y,y~'} takvo da je 2 =g y.
Onda postoji n € Z \ {—1,0, 1} takvo da je z = y™ ili y = z". Tada,
za m uzajamno prosto sa n, vazi z % y" Xy ili y £ 2™ X 2z, éime
je dobijena kontradikcija. Ovim smo pokazali da je svaki element od
G, koji nije ni generator ni neutralni element, sadrzan u =g-klasu
kardinalnosti 2. Ovim je dokazana jedna implikacija od (b).

Da bismo dokazali i drugu implikaciju od (b), pretpostavimo sada
da G sadrzi samo elemente kona¢nog reda i da je G' unija prebrojivo
mnogo =g-klasa kardinalnosti 2 i jedne =g-klase kardinalnosti 3. Ako
bi postojao element x od G ¢iji je red n > 6, onda ciklicna grupa (x)
ima vise od 2 elementa koji su njeni generatori, a ovi elementi bi imali
ista zatvorena susedstva u G(G). Dakle, G ne sadrzi nijedan element
reda veéeg od 6, kao ni element reda 5. Takode, posto {eg} nije =g-
klasa, onda su ili redovi svih elemenata lupe G stepeni broja 2, ili su
redovi svih elemenata lupe G stepeni broja 3. Medutim, posto G ne
sadrzi nijedan element reda 9, onda su redovi svih elemenata stepeni
od 2. Dalje, ako bi G imala jedinstveni involutivni element, onda ne
bi postojala nijedna =g-klasa kardinalnosti 3, a ako bi G imala bar
dva involutivna elementa, onda bi {eg} bila =g-klasa kardinalnosti 1.
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Ovim smo dobili kontradikciju sa polaznom pretpostavkom, pa je (b)
dokazano. O

Teorema 2.10 Neka su G 1 H stepeno-asocijativne lupe sa inverzima.
Onda je G(G) = G(H) ako i samo ako G=(G) = G*(H).

Dokaz. Neka je G stepeno asocijativna lupa sa inverzima, i neka je
I = G(G), I* = G5(G), A = G(H) i A* = G*(H). Trivijalno,
£ CcriBED)\ET*) ={{e,z} |z € Gio(x) =00}, ianalogno vazi
i za AiA*. U ovom dokazu, za graf ), pisaéemo = =q y ako &vorovi
x 1y od Q imaju ista zatvorena susedstva.

Ako je |Cen(I")| > 1, na osnovu leme 2.9, ako je G = (Z,+), onda
jei H & (Z,4), sto trivijalno povlaci trazenu ekvivalenciju. Sli¢no,
ako G % (Z,+), onda i G i H nemaju elemenata beskonacnog reda.
Tada je ' =T'* i A = A*, pa i tad ekvivalencija vazi.

Pretpostavimo dalje da je |Cen(I")| = 1. Neka je I' =2 A, i neka je
¢ : G — H izomorfizam iz I' u A. Pokazimo da je tada ¢ izomorfizam i
iz T* u A*. Neka z,y € G, ineka je 2 % y. Ocigledno, onda je p(z) £
©(y). Pretpostavimo da je ¢(x) % ¢(y). Onda je, bez umanjenja
opstosti, ¢(z) beskonacnog reda i ¢(y) = em. Tada je p(z) sadrzano u
komponenti povezanosti od A\ {em} ¢iji je skup ¢vorova unija prebro-
jivo mnogo =a-klasa kardinalnosti dva i koja sadrzi beskonacnu kliku.
Ocigledno, onda analogno vazi i za x. Ako bi x bio konacnog reda,
onda komponenta povezanosti od I' \ {eg } koja sadrzi = ne bi sadrzala
nijedan element reda veceg 6, pa ne bi sadrzala ni beskona¢nu kliku.
Dakle, z je beskonacnog reda. Posto je |Cen(I')| = 1, postoji samo je-
dan ¢vor u G(G) koji je susedan sa svim ostalim ¢vorovima tog grafa,
pa sledi y = eq jer je p(y) = eq. Odatle sledi %y, ¢ime je dobijena
kontradikcija. Ovim smo pokazali da je ¢(x) & ©(y). Analogno, i
p(x) = p(y) povlaci z =~ y.

Preostaje da se pokaze da, u slucaju kada je |Cen(I")| = 1, vazi
i obrnuta implikacija. Neka je I'* = A* i neka je ¢ : G — H
izomorfizam iz T* u A*. Moguée je da je p(eg) # en, pa neka je
o(x) = 7(p(x)), gde je T transporzicija eg i p(eg). Posto komponenta
povezanosti ® od A* sadrzi elemente beskonaénog reda ako i samo ako
je V(@) unija prebrojivo mnogo =x+-klasa kardinalnosti 2 i ® sadrzi
beskonacnu kliku, onda se ¢(eg) nalazi u istoj komponenti povezanosti
kao i eg. Iz prethodnog je jasno da eq, eq, kao ni ¢(eg), nisu u kom-
ponentama povezanosti od I'* i A* koje sadrze elemente beskonaénog
reda. Dakle, p(eq) je konacnog reda, i stoga je u istoj komponenti kao
i eg. Cvor eg je susedan sa svim elementima konacnog reda i ni sa
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jednim beskona¢nog reda, pa isto mora vaziti i za eg i za p(eg), pa
en 1 p(eg) imaju ista zatvorena susedstva u A*. Dakle, transpozicija
7 je automorfizam grafa A*. Odatle, ¢ je izomorfizam iz I't u A*.
Dokazimo da je ¢ izomorfizam iz I' u A. Neka je z,y € G, i neka je
x Xy, Ako je z % y, onda ocigledno vazi ¢(x) £ p(y). Pretpostavimo
da nije x & y. Tada je, bez umanjenja opStosti, * = eq, pa posto je
@(z) = eq, sledi ¢(z) £ $(y). Analogno se pokazuje i da ¢(x) & @(y)
povlaéi z £ y. Dakle, ¢ je izomorfizam iz I' u A. Ovim je teorema
dokazana. O

Ovim smo dokazali da, za svaku stepeno-asocijativnu lupu sa inver-
zima G, grafovi G(G) i G*(G) nose istu koli¢inu informacija o polaznoj
strukturi. Pokazimo da isto vazi i za nenula-stepeni i pozitivno-stepeni
graf.

Lema 2.11 Neka je G stepeno-asocijativna lupa sa inverzima. Za
svaki element x € G beskonacnog reda, x i x~! nalaze se u razlicitim
komponentama povezanosti grafa GT(G).

Dokaz. Neka je x € G beskonacnog reda. Za prirodne brojeve n i m,
neka je S(x,n,m) = {y | 2" = y™}, inekaje S(x) = U, ey Sz, 1, m).
Pokazimo da skup S(x) indukuje komponentu povezanosti grafa G*(G).
Neka y € S(z). Tada y € S(x,n,m), za neke n,m € N, i pretposta-
vimo da je z = y, za neko z € G. Ako je z & y, onda ocigledno
z € S(z), pa pretpostavimo da je y % 2. Onda je z = y* za neko
k € N. U tom slucaju z € S(z,nk,m) C S(z). Posto se lako vidi
da je S(z) povezan skup ¢vorova, sledi da S(x) indukuje komponentu
povezanosti grafa G*(G), a jasno je da z7' ¢ S(x). Ovim je lema
dokazana. O

Pre nego sto nastavimo, podsetimo ¢itaoca da sa P, oznacavamo
graf koji je put sa dva ¢vora. Za grafove I'i A, I' X A je jak proizvod
grafova I' i A, a, za X C V(I'), sa I'[X] oznacavamo podgraf od T
indukovan sa X.

Lema 2.12 Neka je G stepeno-asocijativna lupa sa inverzima. Za
svaku komponentu povezanosti ® grafa G*(G) koja sadrZi elemente
beskonacnog reda postoje komponente povezanosti Wy i Uy grafa GT(G)
takve da je:
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(a) V(@) =V (¥;) UV (¥y); (c) 2=V, X Py;
(b) \111 = \112,' (d) \111 = @/Epi.

Dokaz. Oznaéimo sa 't i T'* grafove GT(G) i G*(G). Neka je z € G
beskona¢nog reda, i neka je T'(z,n,m) = {y | y™ = 2™}, za bilo koje
v €G, neZ\{0},iméeN. Neka je T(x) = Unez 0y men T (z,,m).
Lako se vidi da T(x) ¢ini povezan skup évorova grafa GH(G). Ta-
kode, slitno kao u dokazu leme 2.11, ako je z ~ y za neko y € T(z),
onda z € T(x). Odatle, T(x) indukuje komponentu povezanosti od
I'*. Dalje, lako se vidi da je T(x) = S(z) U S(z71), gde je S(x) uve-
den u dokazu leme 2.11. Kao Sto je pokazano u dokazu leme 2.11,
S(z) i S(z7') indukuju razli¢ite komponente povezanosti grafa I'.
Dakle, svaka komponenta povezanosti od I'*t koja sadrzi elemente be-
skonacnog reda je unija dve komponente povezanosti ¥y i W, grafa I't,
gde Wy sadrzi inverze elemenata iz W;. Ovim je dokazano (a).

Neka je ® komponenta povezanosti grafa I't indukovana skupom
V(U,) UV (¥,). Posto je preslikavanje x +— 27! automorfizam od '
koji slika V' (¥;) na V(¥,), onda je U3 = Wy, ¢ime je dokazano (b).
Dalje, posto z i ™! imaju ista zatvorena susedstva u I'*, i posto su ¥,
i Wy indukovani podgrafovi od @, onda je ® = ¥, X P,. Pored toga,
V(@) je unija =p+-klasa kardinalnosti 2, od kojih svaka sadrzi element
beskonac¢nog reda i njegov inverz. Odatle, ¥ sadrzi iz svake =p+-klase
sadrzane u V(@) tacno po jedan element, pa sledi da je ¥y izomorfan sa
grafom koji se dobija zamenom svake =r+-klase sadrzane u ® jednim
¢vorom. Ovim smo dokazali i (¢) i (d), ¢ime je lema dokazana. O

Teorema 2.13 Neka su G 1 H stepeno-asocijativne lupe sa inverzima.
Onda je GT(G) = GH(H) ako i samo ako je G=(G) = G=(H).

Dokaz. Oznacimo sa I't, T At i A* grafove GT(G), G5(G), GT(H) i
G*(H), redom. Neka su G<* i H<* skupovi svih elememata kona¢nog
reda lupa G i H.

Pretpostavimo da je Gt(G) = GT(H). Skup G=* indukuje kom-
ponentu povezanosti grafova I't i I'*. Dodatno, G<* indukuje jedi-
nu komponentu povezanosti od I't koja nije unija =p+-klasa kardi-
nalnosti 1 ili koja ne sadrzi beskona¢nu kliku. Posto analogno vazi
i za komponentu povezanosti od AT indukovanu sa H<*°, onda je
[E[G=°] = TT[G=®] 2 AT[H<*] = A*[H=>°]. Dalje, neka je ® kom-
ponenta povezanosti od I't koja sadrzi elemente beskona¢nog reda, i
neka je x kardinalnost skupa svih komponenti povezanosti od I'* izo-
morfnih sa ®. Na osnovu leme 2.12, ® je indukovana ¢vorovima dve
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medusobno izomorfne komponente povezanosti ¥; i Uy od I'", pa je 2k
kardinalnost svih komponenti povezanosti grafa I'* izomorfnih sa ¥;.
Posto je I'" = AT, onda i A" sadrzi tacno 2k komponenti povezanosti
izomorfnih sa ¥, pa na osnovu leme 2.12 graf A* sadrzi x komponenti
povezanosti izomorfnih sa ®. Analogno vazi i za svaku komponentu
povezanosti od A*, pa posto I'* i A* imaju do na izomorfizam iste
komponente povezanosti, i, za svaku komponentu povezanosti ® od
I'*, kardinalnost skupa komponenti povezanosti od I'* izomorfnih sa
® jednaka je kardinalnosti skupa komponenti povezanosti od A* izo-
morfnih sa ®. Odatle sledi da su grafovi I'* i A* izomorfni.

Sli¢no se dokazuje i suprotna implikacija. Neka je G¥(G) = G*(H).
Sada je G<* jedina komponenta povezanosti od I'* koja nije unija
=r+-klasa kardinalnosti 2 ili koja ne sadrzi beskonac¢nu kliku, a ana-
logno vazi i za komponentu povezanosti od A* indukovanu sa H <>,
Dakle, slicno kao ranije, sledi da G<*° i H<*> indukuju medusobno
izomorfne komponente povezanosti od I't 1 AT, redom. Dalje, neka je
U komponenta povezanosti od I't koja sadrzi elemente beskonacnog
reda. Na osnovu leme 2.11, postoji kardinal x takav da je kardinalnost
skupa svih komponenti povezanosti od I'" izomorfnih sa ¥ jednaka 2x.
Na osnovu leme 2.12, I'* sadrzi x komponenti povezanosti izomorfnih
sa U X P,, gde je P, put reda 2, pa i A* sadrzi taéno x komponenti
povezanosti izomorfnih sa ¥ X P,. Odatle, opet na osnovu leme 2.12,
graf AT sadrzi 2k komponenti povezanosti izomorfnih sa ¥. Dakle,
AT i T'" sadrze do na izomorfizam iste komponente povezanosti, i za
svaku kompomentu povezanosti ¥ od I'", kardinalnost skupa kom-
ponenti povezanosti od I'" izomorfnih sa ¥ jednaka je kardinalnosti
skupa komponenti povezanosti od A" izomorfnih sa . Odatle sledi
da je 't =2 A*, ¢ime smo dokaz ove teoreme priveli kraju. O

Naredna posledica, koja je glavno tvrdenje ove sekcije, je direktna
posledica teoreme 2.10 i teoreme 2.13.

Posledica 2.14 Neka su G ¢ H stepeno-asocijativne lupe sa inver-
zima. Onda su sledeci uslovi ekvivalentnai:

(a) G i H imaju izomorfne stepene grafove;
(b) G i H imaju izomorfne nenula-stepene grafove;

(¢) G i H imaju izomorfne pozitivno-stepene grafove.
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2.5 Jednakost grafova
pridruzenih grupama

Kao sto smo pomenuli u prethodnoj sekciji, lako se vidi da vaze
inkluzije G(G) C G.(G) C C(G). Ova sekcija, koja je zasnovana na
rezultatima iz [1], bavi se pitanjem za koje konacne grupe vaze jed-
nakosti. Dokazi koje prilazemo detaljniji su nego u originalnom radu.
Najpre odgovaramo na pitanje koje konacne grupe imaju obogaceni
stepeni graf jednak stepenom grafu, a potom dajemo odgovor na ana-
logno pitanje za obogaceni stepeni graf i komutirajuc¢i graf. Sledeca
teorema je u originalnom radu dokazana za konacne grupe, ali se ona
analogno dokazuje i u slucaju konacnih stepeno-asocijativnih lupa.

Tvrdenje 2.15 ([1, teorema 28|) Neka je G konacna stepeno-aso-
cijationa lupa. Onda su sledeci uslovi ekvivalentnsi:

(a) Ge(G) = G(G);

(b) Svaka ciklicna podgrupa lupe G je p-grupa.

Dokaz. Dokazimo najpre implikaciju (a) = (b). Pretpostavimo da
postoji x € G ¢iji red ima bar dva razlicita prosta delioca. Onda
postoje razli¢iti prosti brojevi p i ¢ takvi da p,q | o(z). Tada u (x)
postoje g i h kojima su redovi p i ¢, redom. Elementi ¢ i h nisu susedni
u stepenom grafu grupe G, iako su susedni u obogac¢enom stepenom
grafu. Dakle, sledi G({z)) € G.({(x)), $to povlaci G(G) € G.(G), ¢ime
smo dokazali implikaciju.

Pretpostavimo sada da (b) vazi, i neka je  ~ y za neke z,y € G.
Onda je (z,y) cikli¢na p-grupa, pa z — y ili y — z, $to povlaci x Ry.
Ovim je tvrdenje dokazano. O

Radi motivacije i lakseg razumevanja narednog tvrdenja, koje je
rezultat rada [1] i koje navodimo bez dokaza, uvodimo pojmove Fro-
beniusove i 2-Frobeniusove grupe. Frobeniusova grupa je grupa G
koja verno i tranzitivno deluje na konacnom skupu X tako da svaki
nejedini¢ni element od G fiksira najvise jedan element od X i tako da
bar jedan nejedinicni element od G fiksira bar jedan element od X.
Vazno je napomenuti da se Frobeniusova grupa na ekvivalentan nacin
moze definisati kao grupa koja sadrzi pravu podgrupu H # 1, koja se
zove Frobeniusov komplement, takva da je H N g 'Hg = {1} za
sve g € G\ H. Ferdinand Georg Frobenius dokazao je 1901. godine da
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svi elementi Frobeniusove grupe koji nemaju fiksnih tacaka u X, za-
jedno sa neutralnim elementom, ¢ine normalnu podgrupu Frobeniusove
grupe; ta normalna podgrupa zove se Frobeniusovo jezgro. Frobe-
nius je tada dokazao i da je Frobeniusova grupa poludirektni proizvod
Frobeniusovog jezgra sa Frobeniusovim komplementom. Nesto vise o
ovome moze se procitati u [64, glava 9].

Grupa G je 2-Frobeniusova ako ima normalne podgrupe F; i Fy,
F, < Fy, takve da je Fy Frobeniusova grupa sa Frobeniusovim jezgrom
F, i da je G/F; Frobeniusova grupa sa Frobeniusovim jezgrom Fy /F;.

Tvrdenje 2.16 ([1, teorema 28]) Neka je G konacna grupa takva
da je G(G) = G.(G). Onda je G nesto od sledeceq:

(a) p-grupa;

(b) Frobeniusova grupa cije je Frobeniusovo jezgro p-grupa i Frobe-
niusov komplement q-grupa,

(¢c) 2-Frobeniusova grupa takva da je G/Fy p-grupa i Fy /Fy q-grupa;

(d) G ima normalnu 2-podgrupu sa faktor grupom H, gde je S <
H < Aut(S) 1 S = Aj ili Ag.

Tvrdenje 2.17 ([1, teorema 28]) Neka je G konacna grupa. Onda
su sledeci uslovi ekvivalentni:

(a) Ge(G) =C(G);

(b) G nema podgrupu izomorfnu sa C, x C, ni za jedan prost broj
p;

(c) Sve podgrupe Sylowa grupe G su ciklicne ili generalisana grupa
kvaterniona.

Dokaz. Posto je G.(C,xC,) C C(C, xC,), implikacija (a) = (b) vazi.
Dokazimo da vazi obrnuta implikacija. Pretpostavimo da vazi (b), i
neka je x ~ y za neke z,y € G. Onda je (x,y) konacna Abelova grupa
generisana sa 2 elementa. Odatle, (z,y) = C, x C; za neke r,s € N,
pri ¢emu je moguée da jedna od grupa C, i C; trivijalna. (Naime, na
osnovu teoreme 1.13, svaka konacna Abelova grupa izomorfna je direk-
tnom proizvodu C,,, xC,,, X - - - x C,,, cikli¢nih grupa C,,,, C,,,, ..., C,,
za neke prirodne brojeve ny,no,...,ny takve da je ny | ng | --- | ng,
i moze se dokazati da je svaki minimalni generatorni skup te grupe
kardinalnosti k. Stoga, (x,y) nije proizvod vise od dve cikli¢ne grupe.)
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Zbog uslova (b) sledi da je NZD(r,s) = 1, pa je (x,y) ciklicna grupa.
Dakle, x ~ y, ¢ime je dokazana jednakost G.(G) = C(G).

Dokazimo jos da su i uslovi (b) i (c¢) ekvivalentni. Pretpostavimo
da je svaka podgrupa Sylowa grupe G ciklicna ili generalisana grupa
kvaterniona, i pretpostavimo da je H < G, gde je H = C, x C, za
neki prost broj p. H je p-grupa, i ona je sadrzana u nekoj p-podgrupi
Sylowa P grupe G. Ali cikli¢na p-grupa ima jedinstvenu podgrupu reda
p, a generalisana grupa kvaterniona je 2-grupa koja ima jedinstvenu
podgrupu reda 2. Prema tome P nije ni cikli¢na, ni generalisana grupa
kvaterniona, ¢ime je dobijena kontradikcija.

Dokazimo jos i suprotnu implikaciju. Na osnovu posledice 1.8, za
bilo koji prost broj p, ako konacna p-grupa nema podgrupu izomorfnu
sa C, x C,, onda je ta grupa ciklicna ili generalisana grupa kvater-
niona. Posto G nema podgrupu izomorfnu sa C, x C, ni za jedan
prost broj p, onda nijedna podgrupa Sylowa grupe G nema podgrupu
izomorfnu sa C, x C,. Sledi da je svaka podgrupa Sylowa grupe G ili
ciklicna, ili generalisana grupa kvaterniona. O

Za dokaz narednog tvrdenja moze se pogledati [1].

Tvrdenje 2.18 ([1, teorema 28|) Neka je G konacna grupa takva
da je G.(G) = C(G). Onda je G ciklicna p-grupa ili ispunjava sledece:
Ako je O(G) najveéa normalna podgrupa od G neparnog reda, onda
je O(G) metaciklicna, H = G/O(G) je grupa sa jedinstvenim involu-
tivnim elementom z, i H/(z) je ciklicna 2-grupa, dijedarska 2-grupa,
podgrupa od PT'L(2, q) koja sadrzi PSL(2,q) za neki neparno q koje je
stepen prostog broja, ili Ar.

Sledeée tvrdenje direktna je posledica tvrdenja 2.15 i tvrdenja 2.17.

Posledica 2.19 Neka je G konacna grupa. Onda su sledeci uslovi
ekvivalentni:

(a) G(G) =C(G);
(b) G nema podgrupu izomorfnu sa C, x C, ni za koja dva prosta

broja p 1 q.

Naredno tvrdenje, za ¢iji dokaz se moze pogledati u [1], odreduje
klasu konacnih grupa koje imaju stepeni graf jednak komutiraju¢em
grafu.

Tvrdenje 2.20 ([1, teorema 22]) Neka je G konacna grupa takva
da je G(G) = C(G). Onda vazi jedan od sledeca tri uslova:
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(a) G je ciklicna p-grupa;

b) G je poludirektni proizvod grupe C,« sa Cp, gde su p i q prosti
J 9 P ¢ 9
brojevi i a,b €N, ¢® | p—1, i Cp deluje verno na Cpa.

(¢) G je generalisana grupa kvaterniona.

Predstavljamo sada i i analogan rezultat za nilpotentne grupe. Za
dokaz se moze pogledati u [1]

Tvrdenje 2.21 ([1, teorema 24]) Neka je G resiva grupa takva da
je G(G) = C(G). Onda vaZi jedan od sledeéih uslova:

(a) G je ciklicna p-grupa;

(b) G je poludirektni proizvod grupe Cpa sa Cp, gde su p i q prosti
brojevi i a,b €N, ¢* | p1, i C, deluje verno na Cpa;

(¢) G je generalisana grupa kvaterniona;
(d) G je Priiferova grupa Cpe;

(e) G je poludirektni proizvod Priiferove p-grupe Cye sa konac¢nom
ciklicnom grupom.

2.6 Osobine stepenog grafa i usmerenog
stepenog grafa

Ocigledno je da, ako dve grupe imaju izomorfne usmerene stepene
grafove, onda one imaju izomorfne i stepene grafove. Peter Cameron
[12] je dokazao da za konacne grupe vazi obrnuta implikacija, i cela ova
sekcija je posvecena tom rezultatu. Cameron je u ovom radu veoma
dobro opisao i strukturu stepenog grafa konac¢nih grupa, posebno klase
elemenata grupe koji imaju ista zatvorena susedstva u stepenom grafu.
Ovi rezultati igraju znacajnu ulogu u ovoj disertaciji, pa su izlozeni do-
kazi detaljniji nego u originalnom radu, i nesto drugacije struktuirani
kako bi se lakse mogli primeniti u nastavku disertacije. Dodatno, Ca-
meronovi dokazi su u ovoj disertaciji uopsteni za stepeno-asocijativne
lupe.

Podsetimo se, ekscentricitet ¢vora = grafa I' je maksimalno rasto-
janje tog ¢vora od bilo kog drugog ¢vora tog grafa. Centar grafa I' je
skup svih njegovih ¢vorova koji imaju minimalni ekscentricitet. Jasno,
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neutralni element stepeno-asocijativne lupe sa inverzima je uvek suse-
dan sa svim ¢vorovima stepenog grafa. Stoga, pod centrom stepenog
grafa grupe G, pod oznakom Cen(G(QG)), misli¢emo na skup svih ele-
menata = € G takvih da je z £ y za svako y € G'\ {z}. Izlozeni dokazi
su detaljniji u odnosu na Cameronove, i za neke tvrdnje su pruzeni i
elementarniji dokazi.

Tvrdenje 2.22 Neka je G konacna stepeno-asocijativna lupa takva
da je |Cen(G(G))| > 1, i neka je S = Cen(G(G)). Onda vazi jedan od

sledeéih uslova:

(a) G je ciklicna grupa kojoj je red stepen prostog broja. U tom
slucaju je S = G.

(b) G je ciklicna grupa ¢iji je red proizvod dva razlic¢ita prosta broja.
U tom slucaju je |S| > %\G| i skup G\ S indukuje nepovezan
podgraf od G(G).

(¢) G je ciklicna grupa ¢iji red nije stepen prostog broja niti proizvod
dva razli¢ita prosta broja. U tom slucaju G\ S indukuje povezan

podgraf od G(G).

(d) G je neciklicna stepeno-asocijativna lupa u kojoj su redovi svih
elemenata stepent broja p i koja ima jedinstvenu podgrupu reda
p, za neki prost broj p. U tom sluéaju je |S| < |G| i skup G\ S
indukuje nepovezan graf od G(G).

Dodatno, ako je G ciklicna grupa reda n, onda S sadrzi samo neutralni
element i sve generatorne elemente, pa je |S| = 1+ p(n).t Ako je
G neciklicna grupa, onda je G generalisana grupa kvaterniona, pa S
sadrzi samo neutralni element 1 jedinstveni involutivni element.

Dokaz. Neka x € S za neko x # 1. Neka je g proizvoljan prost delitel]
od NZS(o(g) | g € G). Onda postoji y € G reda ¢q. Posto je x X y i
x # 1, onda je o(x) deljiv sa ¢q. Dakle, o(x) je deljiv svakim prostim
deliteljem od NZS(o(g) | g € G).

Pretpostavimo najpre da su redovi svih elemenata lupe G stepeni
prostog broja p. Tada, ako je G ciklicna grupa, graf G(G) je kom-
pletan, pa je S = (. Pretpostavimo dalje da lupa G nije ciklicna
grupa. Tada je S nosac¢ ciklicne podgrupe od G, koja je generisana
elementom skupa S maksimalnog reda. Naime, ako je z element mak-
simalnog reda skupa S, onda je = & y za svako y skupa S\ {z}, §to

LOvde sa ¢ oznacavamo Eulerovu funkciju.
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povlaéi z — y za svako y € S\ {z}. Odatle sledi da je S C (x).
Takode, ako z — y, onda je G = Ng(a)(z) C Ng(q)(y), Sto povlaci da
je S = (x), i nije tesko uociti da je S jedinstvena ciklicna podgrupa
reda |S| od G. Dokazimo dalje da podgraf od G(G) indukovan skupom
G\ S nije povezan. Oznac¢imo (G(G))[G \ 5] sa I's. Neka z generie
cikliénu podgrupu reda p - |S]. Onda je Ny (2) = {t | z € (t)}. Posto
je o(t) stepen prostog broja p, onda t — z povlaéi Ny, (t) € Nrg(2),
pa je Nps(z) komponenta povezanosti grafa I'gs. Pored toga, ukoliko
bi (z) bila jedina ciklicna podgrupa od G reda p - |S|, onda bi bilo
Nge)(2) = Ngg)(z) = G, tj. da z € S, §to je kontradikcija. Dakle,
postoji i element z; € G\ (z) reda p - |S|, i Npg(2) i Nrg(z1) ¢ine
dve razlicite komponente povezanosti grafa I's, pa I's nije povezan.
Takode, nijedna komponenta povezanosti od (G(G))[G \ S] nije reda
manjeg od |S|. Odatle sledi da je |S| < %|G| Dodatno, posto je S je je-
dinstvena cikli¢na podgrupa reda |S|, lupa G ima jedinstvenu cikli¢nu
podgrupu reda p. Prema tome, ako je G grupa, na osnovu teoreme 1.7
sledi da je G generalisana grupa kvaterniona.

Pretpostavimo dalje da je NZS(o(g) | g € G) = pl'ph> .. pkm za
m, m > 1, razli¢itih prostih brojeva pi,ps, ..., pm. Onda pips---p, |
o(z) jer je o(x) deljiv svaki prostim deliteljem od NZS(o(g) | g € G).
Dokazimo da je o(x) = NZS(o(g) | g € G). Primetimo da je

NZS(o(g) | g € G)

2.1
= NZS(o(g) | g € G'i0(g) je stepen prostog broja) (21)

jer za svaki element reda p1 p2 -+ plm postoje elementi redova p1 , p2 ,
..,plm. Neka je y € G element ¢iji je red stepen prostog broja.
Ocigledno o(x) [ o(y) jer o(z) ima bar dva prosta delitelja, pa je
o(z) deljiv sa o(y). Odatle, na osnovu jednakosti (2.1), sledi o(x) =
NZS(o(g) | g € G), pa posto x € S, sledi da je G = (x). Lako se
primecuje da u ovom slucaju S sadrzi samo jedini¢ni element i gene-
ratore od G, pa je |S| = 1+ ¢(n), gde je n red grupe G. Ako red
ciklicne grupe G nije proizvod dva razli¢ita prosta broja, tada se lako
uocava da je podgraf od G(G) indukovan skupom G \ S povezan. Sa
druge strane, ukoliko je red ciklicne grupe G proizvod dva razlicita
prosta broja p i ¢, onda podgraf od G(G) indukovan skupom G\ S nije
povezan. Dodatno, u tom slucaju vazi
S| = (p—1)(g —1) +1 = PRI 220 A
]E+(p_2(q_2) p_ |G‘
2 2 2

1=
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Ovim je tvrdenje dokazano. O

Prethodno tvrdenje pomoéi ¢e nam u dokazu da stepeni graf konacne
stepeno-asocijativne lupe odreduje usmereni stepeni graf tako sto ono
izdvaja klasu kona¢nih stepeno-asocijativnih lupa ¢iji stepeni graf ima
centar kardinalnosti vec¢e od 1.

Podsetimo se, za elemente grupe x i y piSemo x =~ y ako oni generisu
istu ciklicnu podgrupu, a za dve ~-klase ¢emo re¢i da su susedne ako
je svaki element ~-klase [z~ susedan u stepenom grafu sa svakim ele-
mentom ~-klase [y|~. Jasno, dve susedne ~-klase ne sadrze elemente
istog reda. Pokazimo da za dve susedne ~-klase mozemo da odredimo
iz stepenog grafa koja ~-klasa sadrzi elemente veceg reda.

Lema 2.23 Neka je G konacna stepeno-asocijationa lupa. Onda za
elemente v,y € G, v # y, vaZi x — y ako © samo ako je jedan od
sledeca tri uslova ispunjen:

(a) 2 Xy i Hy]z’ < Hx]z '

)

(b) = Xy, |yl~| = |[z]~|, i X 2 2a neko =z takvo da je [2]~ = {2},
iN(z) £ G;
(c) z~y.

Dokaz. Za svako x € G kardinalnost klase [z]~ je ¢(o(x)), gde je ¢
Eulerova funkcija. Poznato je da je gp(Hézl p;-j) = ngl (p;»j_l(pj —-1))
za bilo koje po parovima razlicite proste brojeve pi, ps, ..., p; i bilo koje
i1,12,...,4; > 0. Prema tome, n | m implicira ¢(n) | ¢(m), pri ¢emu
jednakost vazi kada je n = m, ili kad je n neparan broj a m = 2n.
Sledi da, za svako z i y, z — y ako i samo ako je jedan od tri uslova iz
formulacije leme ispunjen. Primetimo da je z u drugom uslovu involu-
tivni element, tako da taj uslov pokriva slucaj kada je o(z) = 20(y), a

kada je o(y) neparan broj. U tom slucaju je [z]~ = {z}. O

Prethodna lema pokazace se korisnom, medutim, ~-klase ne mogu
da se prepoznaju iz stepenog grafa stepeno-asocijativne lupe. Sa druge
strane, =-klase, gde za z,y € G pisemo z = y ako x i y imaju isto
zatvoreno susedstvo u stepenom grafu grupe G, moguce je prepoznati
iz stepenog grafa, i ~~-klase su sadrzane u =-klasama. Naredne tri
leme bave se slede¢im problemom: Da li svi elementi jedne od dve
susedne =-klase imaju redove ve¢e od svih redova elemenata druge
klase, i ako je odgovor da, kako odrediti koja klasa sadrzi elemente



37

vec¢ih redova. Najpre predstavljamo opis svih =-klasa, a zatim ¢emo se
baviti i njihovim medusobnim odnosom u usmerenom stepenom grafu.

Lema 2.24 Neka je G konacna stepeno-asocijativna lupa takva da je
| Cen(G(G))| = 1. Onda je svaka =-klasa C' jednog od sledeéih oblika:

(a) C je =-klasa. Za ovakvu =-klasu kazacemo da je prostog tipa.

(b) C ={x € (y) | o(x) > p°}, gde je p prost broj, y element reda
p" za neko r € N, 1 gde je s € N takav da je r > s > 0. U tom
slucaju je C unija r — s + 1 ~-klasa, pa éemo za ovakvu =-klasu
govoriti da je slozenog tipa.

Dokaz. Pretpostavimo da su svi elementi =-klase C' istog reda, i neka
je © € C nejedinicni element od G. Lako se vidi da je [z]~ C C, i da
je relacija & profinjenje relacije =. Sa druge strane, ako y € G ima
isti red kao z, a « # y, onda je jasno da je z 2 y, pa y # x. Dakle, u
ovom slucaju je C' = [z]x.

Pretpostavimo dalje da x,y € C, ali da je o(z) < o(y). Onda je
z Xy, pa je x stepen elementa y, i jasno, o(z) | o(y). Pokazimo da je
o(y) stepen prostog broja. Neka je o(y) = [ - o(x) slozen broj. Onda
postoje razliciti prosti brojevi ¢; i go takvi da je ¢1 | 11 qo | o(z), 1 za
njih vazi:

o(z)

q - ? L-o(z) = o(y).

Sledi da postoji z € (y) reda ¢ - @. Posto o(z) fo(x) io(z) fo(z),
42

onda je x % z, pa x Z y jer je y 2 z. Ovim je dobijena kontradikeija,
pa sledi da je red od y stepen prostog broja.

Posto je |Cen(G(G))|= 1, onda je [e]= = {e} jer je jedini¢ni ele-
ment od G jedini element ¢ije je zatvoreno susedstvo G, pa klasa [x]=
ne sadrzi jedini¢ni element, Sto implicira da je s iz formulacije leme
pozitivan broj. Preostaje da se pokaze da z = y i (x) < (2) < (y)
implicira z = y. Neka jet & z. Onda jet — z ili z — t, a ovo
implicira t — z ili y — ¢, §to povlaéi t £ z,y. Ovim je dokazano da
je N(2) € N(z). Pretpostavimo sada da je t £ zit £ y. U tom
slucaju, ako t — v, jasno je da t — z, pa it X z. Takode, posto je
(y) p-grupa, i posto je svaka podgrupa ciklicne grupe cikli¢na, onda je
G((y)) kompletan graf, pa je i tada t & z, ¢ime je dokazana i druga
inkluzija. Dakle, N(z) = N(x), pa je C' =-klasa slozenog tipa. O
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Lema 2.25 Neka je G konacna stepeno-asocijativna lupa takva da je
|Cen(G(G))| = 1, i neka su xo,y0 € G. Ako je xg Z yo © Ty — Yo,
onda je x — y za sve x iy takve da je x = o Y = Y-

Dokaz. Lako se vidi da, ako je g — 5o 1 9 % 1o, onda je v — y
za bilo koje x =~ xp i y =~ yo. Pokazimo da je ovo tacno i za =-
klase. Pretpostavimo da je [yo]= slozenog tipa, i da je xg — yo i
To Z Yo = y. Onda je o Xy, tj. zg — y ili y — zo. Ali, y — g i
o — Yo bi povlacilo da g € [yo]=, jer su u ovom slucaju o(y), o(xg)
i o(yo) stepeni istog prostog broja i o(yy) < o(zg) < o(y), Sto povlaci
N(yo) = N(y) € N(x) € N(y). Ovim smo dokazali da g — o i
To Z Yo = y implicira xg — y. Na slican nac¢in se moze dokazati da
To — Yo 1 * = xo Z Yo implicira z — yy. Odavde lako zakljucujemo da
To — Yo 1 o Z Yo povlaci x — y za sve x = ¢ 1 y = yp, ¢ime je lema
dokazana. O

Lema 2.26 Neka je G konacna stepeno-asocijativna lupa takva da je
|Cen(G(G))| = 1. Za svaki skup S, neka je S = N(N(S)), gde je
N(S) = Nyes N(z), i neka je C jedna =-klasa slozenog tipa. Onda
vazi sledece:

(a) |C| =p" i|C|—|C| = p*" za neker,s € N takve da jer > s > 0;

(b) C nije susedna ni sa jednim parom medusobno nesusednih =-
klasa D i E takvih da je |D|,|E| < |C].

Ako je C klasa prostog tipa, onda bar jedno od gornjih tvrdenja ne vazi.

Dokaz. Neka je C = {z € (y) | o(xz) > p*} gde je p prost broj, r,s € N
takvi da je r > s > 0, i y element reda p". Jasno je da je onda
(C) ciklicna p-grupa, i lako se uotava da je ¢ C N(C) i (C) C C.
Primetimo da je (C') = (y). Dokazimo da ne postoji z € C takvo
da je o(z) > o(y). Ako q | o(z) za neki prost broj ¢ # p, posto
tada z — y, onda postoji zo ¢iji je red p"~lq. Tada je y? X 2 % v,
¢ime se dobija kontradikcija jer je y = yP. Primetimo da smo ovim
pokazali i da su svi susedi elemenata =-klase C' elementi grupe ¢iji su
redovi stepeni prostog broja p. Pretpostavimo sada da je o(z) = p'
za neko t > r. Posto su redovi elemenata y i z stepeni prostog broja
p, o(y) < o(2), ijer y € (2), onda je N(z) C N(y). Sa druge strane,
posto z € C, onda je i N(y) € N(z), sto implicira y = z. Ovim je opet
dobijena kontradikcija, pa sledi da je C' = (C), sto povladci |C| =pi
|C| — |C] = p*~'. Ovim je dokazano da vazi (a).
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Da bismo dokazali da vazi i (b), pretpostavimo da je C' susedna sa
nekom drugom =-klasom D. Na osnovu leme 2.25, ili je o(c) < o(d)
za svako ¢ € C' i svako d € D, ili je o(c) > o(d) za svako ¢ € C' i svako
d € D. Dodatno, kao §to smo videli u prethodnom pasusu, D sadrzi
samo elemente ¢iji su redovi stepeni prostog broja p jer u suprotnom
C' ne bi bila klasa slozenog tipa. Sledi da je |D| < |C| samo ako D ne
sadrzi elemente manjeg reda nego klasa C', a sve =-klase koje sadrze
takve elemente su medusobno susedne. Ovim je dokazano i (b).

Pretpostavimo sada da je C' klasa prostog tipa. Onda, ukoliko je
red elemenata klase C' broj kome su p i ¢ dva prosta delitelja, postoje
~-klase D i E koje sadrze elemente redova p i ¢, redom. Neka x € D
iy € E. Posto postoji element slozenog reda z takav da je z — x i
2z — y, onda ni x ni y nisu sadrzani u =-klasama slozenog tipa. Dakle,
D i E su i =-klase, a koje nisu susedne u G(G). Ovim smo dokazali
da, za klasu prostog tipa sac¢injenu od elemenata ¢iji redovi nisu stepen
prostog broja, (b) ne vazi.

Neka je sada C' =-klasa prostog tipa ¢iji su elementi reda p", gde
je p prost broj, a r € N. Neka je r > 1, jer r = 1 direktno implicira
da (a) ne vazi. Pretpostavimo da za C' vaze jednakosti iz (a) za neko
s €N, r>s >0 Ovedve jednakosti impliciraju da je |C| < 2|C.
To povlaci da C' ne sadrii nijednu ~-klasu ¢iji su elementi vec¢eg reda
nego elementi iz C', jer bi u suprotnom klasa C bila prevelika. Dalje,
slicno kao u prvom pasusu ovog dokaza, pokazuje se da je C = (C).
Sledi da je |C| = p" i |C| — |C| = p"~%, &to je u kontradikciji da vazi
(a). Ovim je lema dokazana. O

Naredno tvrdenje ovde navodimo bez dokaza, a ono je direktna
posledica tvrdenja 2.15 i teoreme 2.58, koja ¢e biti dokazana u sekciji
2.8.

Tvrdenje 2.27 Neka je p prost broj, i neka su G i« H konacne stepeno-
asocijativne lupe u kojima su redovi svih elemenata stepeni broja p. Ako

je G(G) = G(H), onda je J(G) = J(H)

Sada, kad znamo vise o =-klasama i njihovim medusobnim odno-
sima, moguce je dokazati glavnu teoremu ove sekcije.

Teorema 2.28 Ako konacne stepeno-asocijativne lupe G i H imaju
1zomorfne stepene grafove, onda su 1 njihovi usmereni stepeni grafovi
izomorfni.

~

Dokaz. Neka su G i H stepeno-asocijativne lupe takve da je G(G)
G(H), i neka je |Cen(G(G))| > 1. Tada analogno vazi i za H. Na
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osnovu tvrdenja 2.22, onda je G cikli¢na grupa ili postoji prost broj p
takav da je G stepeno-asocijativna lupa u kojoj su redovi svih eleme-
nata stepeni broja p i koja ima jedinstvenu ciklicnu podgrupu reda p.
Takode, na osnovu tvrdenja 2.22, ako je G ciklicna grupa, onda je i H
ciklicna grupa istog reda kao G, sto povlaci G(G) = G(H). Sa druge
strane, ako je, za neki prost broj p, G stepeno-asocijativna lupa u ko-
joj su redovi svih elemenata stepeni broja p, onda, na osnovu tvrdenja
2.22, isto vazi i za H, pa na osnovu tvrdenja 2.27 lupe G i H imaju
izomorfne usmerene stepene grafove.

Pretpostavimo u nastavku da su G i H konaé¢ne stepeno-asocija-
tivne lupe takve da je G(G) = G(H) i |Cen(G(G))| = 1. Neka je
Y G — H grafovski izomorfizam iz G(G) u G(H). Uoc¢imo da, ako je
C' =g-klasa, onda je ¥(C') =g-klasa. Takode, na osnovu leme 2.26, C'i
(C') su klase istih tipova. Za skupove X C G iY C H govori¢emo da
su odgovarajuci ako postoji =g-klasa C' takvadaje X C CiY C ¢(C).

Na osnovu leme 2.26, za svaku od =-klasa slozenog tipa mozemo
odrediti redove elemenata koje ta klasa sadrzi, i svaka =g-klasa sloze-
nog tipa sadrzi elemente istog reda kao i njoj odgovarajuca =g-klasa.
Sledi da postoji bijekcija ¢ : G — H koja slika svaku ~g-klasu na
odgovarajucu ~g-klasu. Primetimo da se, na osnovu leme 2.25, sve
~-klase sadrzane u istoj =-klasi C' slozenog tipa odnose na isti nac¢in
u usmerenom stepenom grafu sa bilo kojom ~-klasom van =-klase C'.
Konaéno, ¥ je izomorfizam iz G(G) u G(H), jer na osnovu leme 2.23
za dve posmatrane susedne ~-klase mozemo iz stepenog grafa videti
¢iji su elementi ve¢eg reda. Ovim je teorema dokazana. O

Naredno tvrdenje je glavna teorema rada [12], a direktna je posle-
dica teoreme 2.28.

Posledica 2.29 ([12, teorema 2]) Ako konacne grupe G i H imaju
1zomorfne stepene grafove, onda su i njihovi usmereni stepeni grafovi
1zomorfni.

2.7 Osobine stepenog grafa
torziono slobodne grupe

U sekciji 2.6 pokazali smo da stepeni graf konacne grupe odreduje
usmereni stepeni graf te grupe. Ova sekcija zasnovana je na [14] i na
[72], pri ¢emu su prilozeni dokazi nesto drugacije struktuirani nego u
originalnom radu. Radi lakseg iskazivanja argumenata, bavimo se poj-
movima usmerenog nenula-stepenog grafa i nenula-stepenog grafa, ali
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se, zahvaljujuéi rezultatima sekcije 2.4, ovi rezultati odnose i na usme-
reni stepeni graf i stepeni graf grupe. U ovoj sekciji se bavimo pitanjem
odredenosti usmerenog nenula-stepenog grafa torziono slobodne grupe
njenim nenula-stepenim grafom. Peter Cameron, Horacio Guerra i
Simon Jurina [14] dokazali su da dve torziono slobodne grupe klase
nilpotentnosti 2 koje imaju izomorfne stepene grafove imaju izomorfne
i usmerene stepene grafove, a postavili su i pitanje da li ta implikacija
vazi i u slucaju kada je bar jedna od dve grupe torziono slobodna i
klase nilpotentnosti 2. U [72] dat je potvrdan odgovor na to pitanje, i
taj rezultat je glavno tvrdenje ove sekcije.

U prvom delu ove sekcije pokazujemo da svake dve necikli¢ne tor-
ziono slobodne grupe istog reda u kojima je svaki nejedini¢ni element
sadrzan u jedinstvenoj maksimalnoj ciki¢noj podgrupi imaju izomorfne
nenula-stepene grafove. Takode pokazujemo da je, u slucaju ovakvih
grupa, iz nenula-stepenog grafa za svaki par elemenata z,y € G su-
sednih u nenula-stepenom grafu moguce utvrditi smer odgovarajuce
usmerene grane u usmerenom nenula-stepenom grafu. Dokazimo naj-
pre da iz nenula-stepenog grafa grupe mozemo prepoznati da li je ta
grupa torziono slobodna.

Lema 2.30 ([14, lema 3.1]) Neka je G grupa. Onda je G torziono
slobodna ako i samo ako G*(G) ima izolovani ¢vor. Dodatno, G=(G)
mma najvise jedan izolovani cvor.

Dokaz. Lako se vidi da je u torziono slobodnoj grupi jedini¢ni ele-
ment grupe G izolovani évor grafa G¥(G). Pretpostavimo sada da G
nije torziono slobodna, i neka je x € G. Ako je x beskonacnog reda,
onda je x X 271, Takode, ako je x element konac¢nog reda, ni tada
x nije izolovani ¢vor jer su svi elementi kona¢nog reda susedni sa je-
dini¢nim elementom od G. Ovim je ekvivalencija dokazana. Dodatno,
ako G*(G) ima izolovani ¢vor, onda je G torziono slobodna i taj izo-
lovani ¢vor je jedinicni element od G, jer je svaki nejedini¢ni element

x € G susedan sa 27 # x u GH(G). O

U ovoj sekciji, za graf T', sa Sr(x,y) oznacavac¢emo skup:

Sr(z,y) = Nr(y) \ Nr(z),

gde sa Np(r) oznaéavamo zatvoreno susedstvo ¢vora x u grafu I'. Spe-
cijalno, za grupu G, sa Sg(x,y) oznacavacemo Sg=(gy(z,y). Podse-
timo se, za ¢vorove z i y grafa I' pisemo = =r y ako je Np(z) = Nr(y).
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Lema 2.31 ([14, lema 3.2]) Neka je G torziono slobodna grupa, i
neka sux,y € G susedni u G*(G). Tada su sledeéi uslovi ekvivalentni:

(a) = =g+(c) ys
(b) SG<I7y) = Sg(y,l’) = Q);
(c) ze{y,y'}.

Dokaz. Uslovi (a) i (b) su ocigledno ekvivalentni, pa pokazimo jos da
je (b) ekvivalentno sa (c).

Posto za svako x € G elementi x i 7' imaju isto zatvoreno sused-
stvo, trivijalno sledi Sg(z,z7!) = Sg(2z7!, z) = ), pa preostaje da se
dokaze da (b) implicira (c).

Neka su z,y € G takvi da je Sg(z,y) = Sa(y, ) = 0, i pretposta-

1

vimodaz & {y,y~'}. Ocigledno je x T y, pa pretpostavimo, bez uma-
njenja opstosti, da je x = y™ zanekom € Z\{—1,0,1}. Nekajep € N
uzajamno prost sa [m|. Pokazimo da x i y? nisu susedni u G*(G). Ako
bi bilo # = yP, tada je yP = 2* = y*™ zaneko k € Z\ {0, 1}, ¢ime je do-
bijena kontradikcija posto je y beskonacnog reda i p # km. Ako bi, sa
druge strane, bilo y? = z, onda je y?* = ¥ = y™ za neko k € Z\{0,1},
sto je opet kontradikcija. Dakle, y* € Sg(z,y), ¢ime smo dobili kontra-
dikciju sa polaznom pretpostavkom. Stoga, Sg(z,y) = Sa(y,z) = 0
povlaéi da je x = y ili x = y~'. Ovim je lema dokazana. O

Za torziono slobodnu grupu G u kojoj je svaki element sadrzan u
jedinstvenoj maksimalnoj ciklicnoj podgrupi, i za bilo koje z,y € G
takve da je x i~ y i x 4 y, naredna lema pruzac¢e nam kriterijum za
odredivanje smera usmerene grane izmedu x i y u gi(G).

Lema 2.32 ([14, lema 4.1]) Neka je G torziono slobodna grupa, i
neka su x,y € G takvi da v & {y,y~'}. Onda vaZi sledece:

(a) Ako je x 5y, onda je Sc(y,x) beskonacan;

(b) Ako je G grupa ciji je svaki nejedinicni element sadrian u je-
dinstvenoj maksimalnoj ciklicnoj podgrupi, i ako je x i~ Yy, onda
7€

5 y ako i samo ako je skup Sg(z,y) konacan.
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Dokaz. Neka je x = y. Posto z & {y,y~ '}, onda je y = 2™ za neko
m € Z\ {—1,0,1}. Neka su p1,p2,...,Pn,... svi prosti brojevi od
kojih nikoji nije delitelj od m. Onda, slicno kao u dokazu leme 2.31,
y nije susedan sa P ni za koje ¢ € N. Ovim je pokazano da je skup
Sa(y, ) beskonacan, ¢ime je dokazano (a).

Dokazimo sada (b). Pretpostavimo da je G grupa u kojoj je svaki
element sadrzan u jedinstvenoj maksimalnoj ciklicnoj podgrupi, i neka
jey =a" zanekom € Z\ {—1,0,1}. Oznacimo sa H = (Z, +) maksi-
malnu cikliécnu podgrupu u kojoj su sadrzani x i y. Neka z € Sg(z,y).
Ocigledno z € H, i lako se vidi da onda z = y. Dalje, posto svaki ceo
broj ima kona¢no mnogo delilaca, onda je Sg(x,y) konacan skup. Da
bismo dokazali i suprotnu implikaciju, pretpostavimo da nije z ES Y.
Posto je x & y, onda je y = x, ali, na osnovu (a), ovo implicira da je
Sa(z,y) beskona¢an. Ovim je lema dokazana. O

Primetimo da se tvrdnja (b) iz prethodne leme ne moze uopstiti
za slucaj torziono slobodnih grupa. Posmatrajmo aditivnu grupu Q,
i neka je x = yza x,y € Q\ {0} takve da je z # y~!. Onda 4 €
Z\{-1,0,1}, paje % S yi % % 1 za svaki broj p € N uzajamno prost
sa £, pa su u ovom slucajui Sq(z,y) i Se(y,r) beskonacni.

Naredno tvrdenje je dokazano u [14], ali u ovoj disertaciji pruzamo
malo drugaciji dokaz.

Tvrdenje 2.33 ([14, teorema 1.2]) Neka je G grupa takva da vazi
GH(G) @ G*(Z). Onda je G = (Z,+) i svaki izomorfizam iz GE(G) u
GE(Z) je istovremeno izomorfizam iz GF(G) u GF(Z).

Dokaz. Posto je GF(G) = G*(Z), onda je, na osnovu teoreme 2.10,
G(G) = G(Z). Onda je |Cen(G(G))| = 3. Tada na osnovu leme 2.9
(b) sledi da je G = (Z, +).

Preostaje jos da dokazemo da je izomorfizam iz G=(G) u G*(Z)
istovremeno izomorfizam iz G=(G) u G¥(Z). Neka je ¢ : G — Z iz-
omorfizam iz G*(G) u G£(Z), neka z,y € G, i neka z = y. Tada je
x %y, pa je () (& ©(y). Na osnovu leme 2.31 i leme 2.32 (b), skup
Sa(z,y) je konacan, pa je i Sa(¢(z),¢(y)) konacan, $to, na osnovu

istih lema, povlaci da ¢(x) E ©(y). Ovim je tvrdenje dokazano. O

Primetimo da, iako na osnovu tvrdenja 2.33 i posledice 2.14, za
grupe G i (Z,+), izomorfizam grafova G(G) i G(Z) implicira G(G) =
G(Z), izomorfizam iz G(G) u G(Z) ne mora da bude izomorfizam iz
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G(G) u G(Z). Konkretno, transpozicija (0,1) je automorfizam grafa
G(Z), a nije automorfizam grafa G(Z).

Kao sto smo videli, ako grupa ima stepeni graf izomorfan sa G(Z),
onda je ta grupa izomorfna sa (Z, +). U slucaju grupe Z? ovo ne vazi.
U nastavku, izmedu ostalog, pokazujemo da, za svako n > 1, grupe Z"
i Z? imaju izomorfne nenula-stepene grafove.

Disjunktna unija grafova I' i A je graf 'UA koji ima indukovane
podgrafove I'y i A; takve da je:

VICUA)=V([)UV(A), VI)NV(A)=0i
[T iA 2A, ETUA)=ET)UEA).

Za kardinal k, sa kI oznacavamo graf takav da postoji familija F &
mnogo indukovanih podgrafova od kI' izomorfnih sa I' takvih da je:

V(kl') = U V(I),

I,eF

V(1) NV(Tg) = () za svaka dva razlicita I'y, T’y € F.

Podsetimo se, sa K, oznacavamo kompletan graf reda n, a, za graf I' i
skup X C V(T'), sa I'[X] oznacavamo podgraf od I" indukovan skupom
X.

Naredno tvrdenje dokazali su Peter Cameron, Horacio Guerra i
Simon Jurina kao tvrdenje 5.1 i tvrdenje 5.2 rada [14].

Tvrdenje 2.34 ([14, tvrdenje 5.1]) Neka je G torziono slobodna
grupa u kojoj je svaki nejedinicni element sadrzan u jedinstvenoj mak-
simalnoj ciklicnoj podgrupi. Onda je

G*(G) = K, UKZ,

gde je Z netrivijalna komponenta povezanosti od G=(Z), i gde je k
kardinal jednak redu od G ako grupa G nije ciklicna, a k = 1 ako je
G=(Z,+).

Dokaz. Lako se vidi da je G unija maksimalnih cikli¢nih podgrupa koje
po parovima imaju trivijalne preseke, i, o¢igledno, ne postoje grane u
G*(G) izmedu nejedini¢nih elemenata razlicitih maksimalnih cikliénih
podgrupa od G. Neka je H maksimalna ciklicna podgrupa od G. Posto
je podgraf od G*(G) indukovan skupom H jednak grafu G*(H) =
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G*(Z), onda se lako uocava da je G*(G) disjunktna unija izolovanog
¢vora, koji je neutralni element grupe G, i grafova izomorfnih sa 7,
ade jo Z = (G(2))[Z.\ {0}].

Da bismo dovrsili dokaz tvrdenja, dovoljno je dokazati da grupa
G ima jednu ili beskona¢no mnogo maksimalnih ciklicnih podgrupa.
Pretpostavimo suprotno, tj. da G ima k, k£ > 1, maksimalnih cikli¢nih
podgrupa. U tom slucaju postoji 2k generatora tih cikliénih grupa,

koje ¢emo oznaciti sa ay,as,...,asy, tako da je a1 = a;il za svako
i < k. Ocigledno je G = (ay,as, ..., as).
Grupa G konjugovanjem deluje na skup A = {ay,as, ..., ay}. Ovo

dejstvo odreduje podgrupu H od S4. Grupa H je homomorfna slika
od G, i neka je ¢ : G — H homomorfizam iz G u H. Neka je G,
jezgro homomorfizma ¢. Posto elementi od G, konjugovanjem fiksi-
raju elemente aq,as, ..., asy, onda je G, centar od G. Pored toga, H
je podgrupa konacnog indeksa od Sy, pa je i G, podgrupa konacnog
indeksa od G.

Posto je G, podgrupa od G konacnog indeksa, onda G, ima ne-
jedini¢ni element h. Neka je g € G nejedinicni element koji nije u
istoj maksimalnoj ciklicnoj podgrupi od G kao element h. Posto g
i h komutiraju, i posto je presek grupa (g) i (h) trivijalan, onda je
grupa K = (g, h) izomorfna grupi Z x Z. Primetimo da su podgrupe
((1,1)),((1,2)),((1,3)) ... maksimalne cikli¢cne podgrupe grupe Z x Z,
na osnovu Cega zaklju¢ujemo da K ima beskonatno mnogo maksimal-
nih cikliénih podgrupa. Pokazimo i da nikoje dve maksimalne cikli¢ne
podgrupe od K nisu sadrzane u istoj maksimalnoj ciklicnoj podgrupi
od G. Neka su (x) i (y) maksimalne cikli¢cne podgrupe od K sadrzane
istoj maksimalnoj ciklicnoj podgrupi (z) grupe G. Onda je x = 2"
iy = 2" zaneke n,m € Z\ {0}. Tada je (x),(y) < (NP —
(z,y) < K, §to implicira da (z) i (y) nisu maksimalne cikli¢ne pod-
grupe grupe K, ¢ime je dobijena kontradikcija. Ovim smo dokazali
da svaka maksimalna ciklicna podgrupa grupe G sadrzi najvise jednu
maksimalnu ciklicnu podgrupu grupe K. Sledi da, posto K ima besko-
nacno mnogo maksimalnih cikliénih podgrupa, isto vazi i za G. Ovim
je tvrdenje dokazano. O

Naredna teorema dokazana je u [14] za prebrojive grupe, ali se na
slican nacin analogno tvrdenje dokazuje i u slucaju grupa proizvoljnog
reda.

Teorema 2.35 ([14, teorema 5.4]) Neka je G neciklicna torziono
slobodna grupa u kojoj je svaki nejedinicni element sadrZan u jedins-
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tvenoj maksimalnoj ciklicnoj podgrupi. Neka je H grupa takva da je
G*(H) =2 G*(G). Tada vazi:

(a) Svaki nejedinicni element od H je sadrzan u jedinstvenoj maksi-
malnoj ciklicnoj podgrupi,

(b) G(H) =G(G);

(c) Svaki izomorfizam iz GE(G) u G (H) je istovremeno izomorfizam

Stavise, ako su G i H neciklicne torziono slobodne grupe istog reda u
kogima je svaki nejedinicni element sadrzZan u jedinstvenoj maksimalnoj
ciklicnoj podgrupi, onda je G*(G) = G*(H).

Dokaz. Neka je k = |G|. Na osnovu tvrdenja 2.34, G*(G) je disjun-
ktna unija jednog izolovanog ¢vora i kK mnogo grafova izomorfnih sa
(G(Z))[Z \ {0}]. Posto je G*(G) = G*(H), ovo vazi i za G*(H), i,
na osnovu leme 2.30, H je torziono slobodna. Neka je ¢ : G — H
izomorfizam iz G*(G) u G*(H), i dokazimo da je ¢ izomorfizam i iz
gi(G) u gi(H) Neka z,y € G, i neka x = y. Tada je, na osnovu
leme 2.32 (b), Sq(z,y) konacan. Posto je ¢ izomorfizam iz G*(G) u
G*(H), onda je p(x) S o(y) i SH(go(:v),go(y)) je konacan, pa je, na
osnovu leme 2.32 (a), p(x) — ¢(y). Ovim su dokazani (b) i (c).

Posto izomorfizam iz G=(G) u G*(H) slika maksimalne cikliéne
podgrupe od G na maksimalne ciklicne podgrupe grupe H, onda (b)
trivijalno povlaéi (a).

Konaé¢no, necikli¢ne torziono slobodne grupe G i H istog reda u ko-
jima je svaki nejedini¢ni element sadrzan u jedinstvenoj maksimalnoj
ciklicnoj podgrupi, na osnovu tvrdenja 2.34, imaju izomorfne nenula-
stepene grafove, ¢ime je ova teorema dokazana. O

Naredno tvrdenje je direktna posledica teoreme 2.34 posto je u
direktnoj sumi prebrojivo mnogo beskonac¢nih ciklicnih grupa svaki
element sadrzan u jedinstvenoj maksimalnoj ciklicnoj podgrupi.

Posledica 2.36 Neka je G = > . _7Z. Onda je

€N

gi(G) = gi(ZQ) = K1 UNZ,

gde je Z netrivijalna komponenta povezanosti od G*(Z,+).
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U opstem slucaju, ako je svaki nejedini¢ni element torziono slo-
bodne grupe sadrzan u bar jednoj maksimalnoj ciklicnoj podgrupi, ta
ciklicna podgrupa ne mora da bude jedinstvena. Prema tome, teoremu
2.35 ne mozemo primeniti u slucaju te Sire klase torziono slobodnih
grupa. Naredna lema pomo¢i ¢e nam da rezultat teoreme 2.35 prime-
nimo na torziono slobodne grupe klase nilpotentnosti 2.

Lema 2.37 ([14, tvrdenje 5.3]) Neka je G torziono slobodna grupa
klase nilpotentnosti 2. Tada je presek svake dve maksimalne ciklicne
podgrupe od G trivijalan.

Dokaz. Pretpostavimo da postoje dve maksimalne cikliécne podgrupe
od G ¢iji presek nije trivijalan. Tada postoje x,y € G takvi da su (x)
i (y) maksimalne ciklicne podgrupe od G, i takvi da je 2™ = z = y"
za neke m,n € N. Posto je 2™ stepen od y, onda je [™,y] = 1. Posto
je G klase nilpotentnosti 2, onda je [[g,h],k] = 1 za sve g,h,k € G.
Pored toga, lako se pokazuje da u svakoj grupi vazi identitet [gh, k| =
lg, k]| [[g, k], h} [h, k]. Odatle, za sve g, h, k € G, sledi

[gka h] = [97 h] [[g,k‘],h] [k> h] = [g,h][k‘,h],

¢ime dobijamo ([z,y])™ = [2™,y] = 1. Posto je G torziono slobodna,
onda je [x,y] = 1, pa je grupa (z,y) Abelova. Posto je (x,y) necikli¢na
torziono slobodna, onda je (z,y) = Z*. Medutim, (x) je podgrupa od
(x, 1) kona¢nog indeksa, a sve cikli¢ne podgrupe od Z? su beskonacnog
indeksa. Naime, ako je podgrupa od Z? generisana sa (m,n) i ako
je, bez umanjenja opstosti, n # 0, onda svi elementi oblika (k,0) gde
k € Z pripadaju razli¢itim kosetima od ((m, n)). Ovim je nasa tvrdnja
dokazana. O

Posledica 2.38 Neka je G torziono slobodna grupa klase nilpotent-
nosti 2 u kojoj je svaki element sadrZan u bar jednoj maksimalnoj
ciklicnoj podgrupi. Onda je

GH(G) = GF(2") = K, UkZ,

gde je Z netrivijalna komponenta povezanosti od G*(7Z), i gde je k = 1
ako je G ciklicna, i k = |G| inace.

U nastavku ove sekcije baviéemo se nenula-stepenim grafom adi-
tivne grupe racionalnih brojeva Q, grupe Q™ i podgrupa od Q. Najpre
¢emo pokazati nekoliko lema koje ¢e nam pomoci da, u slucaju tor-
ziono slobodne grupe, bolje razumemo odnos posmatranog elementa i
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njegovih suseda iz nenula-stepenog grafa. Pre toga uveséemo nekoliko
novih oznaka.

Podsetimo se, komplement grafa I' = (V, E) je graf T = (V, VE\
E). U ovoj sekciji, za element z grupe G, sa Ig(x), Og(z) i Mg(x)
oznac¢avamo skup njegovih direktnih prethodnika bez x~!, skup njego-
vih direktnih sledbenika bez 27! i skup svih njegovih suseda bez z~!
u C;i(G), redom, tj.

Ia(x) ={y e V\{z 7} |y Dg z},
Oc(z)={ye V\{z '} |z Sgy}i
M(;(QL') = [G(I) U O(;(l‘)

Cesto Ig (), Og(x) i Mg(x) krade oznacavamo sa I(z), O(x) i M(x),
respektivno. Dodatno, za grupu G i njen nenula-stepeni graf I't =
G*(G), uvodimo sledeée oznake:
Te(x) =T*[I(z)], Oglz) =T*0(z)], Mel(r)=T*M(2)],
Ta(x) = T=I(z)], O i

&
Q
&
I
)1
IS
&
Q
&
I
)1
=
-

za odgovarajuce indukovane podgrafove od G*(G) i njegovog kom-
plementa. Kada je jasno o kojoj je grupi re¢, onda ¢emo ih krace
oznacavati sa Z(z), O(z), M(z), Z(z), O(x) i M(x). Vazno je na-
pomenuti da je, za nejedini¢ni element x torziono slobodne grupe G,
element x~! prepoznatljiv po tome §to je to jedini évor koji ima isto
zatvoreno susedstvo u G*(G) kao z.

Lema 2.39 ([14, lema 3.3]) Neka je G torziono slobodna grupa i
neka je x nejedinicni element grupe G. Tada Og(x) éini komponentu
povezanosti grafa Mg(x).

Dokaz. Neka y,z € O(z). Onda je y = 2™ i z = 2" za neke m,n € Z\
{—1,0,1}. Tada, za k € N uzajamno prost sam in, vazi y = 2™ ~ ()
zk ~Ri(z) L = %, ¢ime je pokazano da O(z) indukuje povezan podgraf
od M(x). Dodatno, lako se vidi da je u G*(G) svaki ¢vor iz I(x)
povezan sa svakim ¢vorom iz O(z), §to povlaci da je O(x) komponenta
povezanosti od M(z). O

Lema 2.40 ([14, lema 3.4]) Neka je G torziono slobodna grupa, i
neka je H grupa takva da je G*(G) = GE(H). Neka je z nejedinicni
element grupe G i neka je o : G — H izomorfizam iz G*(G) u G*(H).
Onda je ¢ = ¢|u(z) izomorfizam iz Mg(z) v Mu(p(z)). Dodatno,
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Dokaz. Na osnovu leme 2.30, grupe G i H su torziono slobodne.
Lako se uotava da je ¢|ug(z) izomorfizam iz Mg(z) u My (¢(2)), i,
ocigledno, za svaki skup C' koji indukuje komponentu povezanosti od
Mg (2), njegova slika (C) takode indukuje komponentu povezanosti
od My (p(z)).

Dalje, na osnovu leme 2.39, Og(2) i On(¢(z)) su komponente po-
vezanosti od Mg(2) i MH( z)). Stavise, posto su G i H torziono

slobodne, sledi 9(;( z) = On(p(z)) = ( (2))[Z\ {-1,0,1}]. Odatle
sledi Og(z) = Ou(p(2)) i Za(z) = Zu(p(z)). Ovim je lema doka-
zana. O

U prethodnoj lemi smo pokazali da, za element z torziono slobodne
grupe G i ¢ € Is (G*(G),G*(H)), gde je H grupa, vazi Og(z) =
On(¢(2)) i Za(z) = Zu(p(2)). Medutim, izomorfizam iz G=(G) ne
mora da slika Og(z) na On(¢(2)), $to ¢emo potvrditi lemom 2.41.

Transponovani digraf usmerenog grafa r je digraf [T takav da
r —pr y ako y —5 x. Za digrafe [= (Vl, Ey) i A = (Va, B»), bijekcija
v Vi — V5 je antiizomorfizam iz ['u A ako je ¢ 1z0m0rﬁzam
iz T u AT. Ako takva bijekcija postoji, onda kazemo da su r'iA
antiizomorfni.

Lema 2.41 ([14, lema 6.1]) Neka je a € Q\ {0}, i neka je preslika-
vanje p, : Q — Q definisano sa

0, rz=0
p(r) = ¢2

a—, x # 0.

T

Onda je p, automorfizam od G=(Q) i izomorfizam izmedu G(Q) i
(g(@))T Dodatno, preslikavange @, je izomorfizam iz Zg(a) u Og(a).

Pre nego sto nastavimo sa dokazom naredne leme, koja je dokazana
u [72], predstavimo sledeéu poznatu teoremu za ¢iji dokaz ¢italac moze
pogledati [30, teorema 34.10].

Teorema 2.42 Torziono slobodna grupa je lokalno ciklicna ako i samo
ako je izomorfna podgrupi grupe racionalnih brojeva.

Lema 2.43 Neka je G torziono slobodna lokalno ciklicna grupa takva
da je Og(z) = Ig(x) za svako v € G. Onda je G = (Q, +).
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Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tj. da G 2 (Q,+) i da je Zg(x) =
Og(z) za svako € G. Na osnovu teoreme 2.42, svaka torziono slo-
bodna lokalno cikli¢na grupa moze se utopiti u grupu racionalnih bro-
jeva. Primetimo i da Q nije izomorfna ni sa jednom svojom pravom
podgrupom, jer, za svaki prost broj p, jednacina pr = a po x ima
reSenje u Q, Sto ni za koju pravu podgrupu od Q nije slucaj. Pored
toga, svaka podgrupa grupe racionalnih brojeva je izomorfna sa pod-
grupom od Q koja sadrzi 1. Dakle, bez umanjenja opstosti, mozemo
pretpostaviti da je G < (Q,+),ida 1 € G. Dalje, postoji prost broj
p takav da - ¢ (G za neko k € N, a, bez umanjenja opstosti, mozemo
pretpostawtl da 1 - € G.

Neka je m maksimalan prirodan broj takav da me € G. Uvedimo
preduredenje < na Og(1) takvo da je x < y ako x Se yili z = y.
Uvedimo i na Ig(1) preduredenje < takvo da je z < y ako y g
ili # = y. Lako se primecuje da su klase preduredenja (Og(1), <)
dvoelementni skupovi oblika {n, —n}, gde n € N\ {1}, i da su klase
preduredenja (Ig(1), <) dvoelementni skupovi oblika {2, —1} za n €
N\ {1}. Nije tesko primetiti da su minimalne klase skupa Og(1) u
odnosu na preduredenje =< one koje sadrze proste brojeve, i da su
minimalne klase od Ig(1) one koje sadrze recipro¢ne vrednosti prostih
brojeva.

Neka je ¢ : Og(1) — Ig(1) izomorfizam iz Og (1) u Zg(1). Prime-
timo da, za sve x,y € Og(1) susedne u G*(G), vazi = 5S¢ y ako i samo
ako je Soq1 (ZB y) konacan skup. Takode, za z,y € Ig(1) susedne u

G*(G) vazi y 5S¢ o ako i samo ako je skup S1e (@, y) konacan. Oda-
tle, ¢ je izomorfizam iz (Og(1), <) u (Ig(1),<). Primetimo da je u
(Oc;( ), =) svaki element bilo koje minimalne klase sadrzan u nekom
strogo rastué¢em beskonacnom lancu L takvom da su svaka dva ele-
menta od L¥ = {2z € Og(1) | 2 < = za neko x € L} uporediva. Naime,
ako je x element minimalne klase, onda je z ili z7! prost broj. Tada niz
x,x%, 2%, ... ¢ini rastuéi lanac L, i za svako y € Lt je y ili —y stepen
prostog brOJa |z|. Posto je (Og(1),=) = (Ig(1), <), onda sledi da isto
vazi i za (Ig(1), <). Medutim, le nije sadrzan u takvom beskonac¢nom
lancu od (Ig(1), <), pa dobijamo kontradikciju sa pretpostavkom da

je Og(z) = Ig(z) za svako = € G. Ovim je lema dokazana. O

Pre nego sto pokazemo tvrdenje 2.45, pokazimo jos i slede¢u po-
mocnu lemu, koja je dokazana u [72].

Lema 2.44 Neka je G torziono slobodna grupa, i neka su z,y,z € G



51

takvi da x,y € Og(z), x 3a yiy & {xr,z7'}. Neka je H grupa, i
neka je o : G — H izomorfizam iz GX(G) u G*(H). Onda je

() - ©(y) ako i samo ako ¢(Og(z)) = Ou(p(2)).

Dokaz. Posto, na osnovu leme 2.39, Og(z) i On(¢(z)) indukuju kom-
ponente povezanosti od Mg(z) i Mu(p(z)), redom, onda, na os-
novu leme 2.40, ¢(Og(z)) = Ou(p(z)) ako i samo ako ¢(z), (y) €
Ou (p(z)). Dakle, dovoljno je dokazati da je ¢(x) - ©(y) ako i samo
ako ¢(z) € Ou(p(2)).

Na osnovu leme 2.30, i grupa H je torziono slobodna. Posto su
{z, 27}, {y,y7'} i {2,27'} po parovima disjunktni skupovi, elementi
x,y iz imaju po parovima razli¢ita zatvorena susedstva u G*(G). Oda-
tle sledi da i ¢(z), ¢(y) 1 p(z) imaju po parovima razli¢ita zatvorena
susedstva u G*(H), sto povlaci da su {¢(z), o(z71)}, {o(y), oy} i
{p(2),p(271)} po parovima disjunktni.

Pretpostavimo najpre da je ¢(z) Em ©(y), 1 pretpostavimo da
¢(z) € In(p(z)). Onda sledi () - ©(z). Na osnovu leme 2.39,
Og(2) je komponenta povezanosti od Mg(z), pa ¢(Og(z)) indukuje
komponentu povezanosti od My (¢(z)) izomorfnu sa Og(z). Na os-
novu leme 2.32, skup Soqz)(y, ) je beskonacan, Sto povlaci da je i
S0 (2) (gp(y),go(x)) beskonacan. Medutim, nije tesko pokazati da

iz p(x) Su py) i ly) Su (2) sledi da je S0 (P1), ()
konacan, ¢ime je dobijena kontradikcija. Dakle, ¢(x) = ©(y) povlaci
¢(z) € Ou(p(2)), pa preostaje da se dokaze i druga implikacija.
Pretpostavimo da ¢(z) € On(p(2)), odakle sledi ¢(Og(z)) =
Ou(¢(2)). Pretpostavimo da ¢(x) = - ©(y). Odatle sledi p(y) Su
o(z), tj. »(2) - o(y) 1 v(y) - o(z). Na osnovu leme 2.32,
odatle sledi da je Sog(s(2) (gp(y),go(x)) konac¢an. Sa druge strane,
posto je Sog(z)(y, ) beskonatan, onda je i Syoq(:) (0(y), ¢(z)) =
Soue=) (¢(y), () beskonatan, ¢ime smo opet dobili kontradikeiju.
Ovim je lema dokazana. O

Naredno tvrdenje dokazano je u [72].

Tvrdenje 2.45 Neka je G torziono slobodna lokalno ciklicna grupa,
i neka je H grupa takva da je G*(G) = G*(H). Onda je G*(G) =
G=(H). Dodatno, svaki izomorfizam iz G*(G) u G*(H) je izomorfizam
ili antiizomorfizam iz G*(G) u GF(H).
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Dokaz. Oznacimo sa ¢ izomorfizam iz G*(G) u G=(H), i pretposta-
vimo dalje da je x Sa yzaz,y € G\{eg} takve da je v # y~'. Neka
su u,v € G takvi da je u i>G, v. Primetimo da je dovoljno razmatrati
samo slucaj kada je u # v~!, jer, ocigledno, u = v~! ako i samo ako
Ng(u) = Ng(v) ako i samo ako Ny (p(u)) = Nu(p(v)) ako i samo
ako ¢(u) = (p(v))~!. Takode, za u # v™!, posto je ¢ izomorfizam iz
G*(G) u G*(H), u 5S¢ v povlagi o(u) g o), pa je o(u %H

ako i samo ako ¢(v) Su o(u).

Posto je G lokalno ciklicna, postoji w € G takvo da je z,u €
(w). Pretpostavicemo u nastavku da je z,u € Og(w), tj. da w &
{z,2~", u,u"'}. Tada je, na osnovu leme 2.44, p(z) S¢ ¢(y) ako i
samo ako ¢(Og(w)) = Ou(p(w)), sto je, na osnovu iste leme, ekvi-
valentno ¢(u) Ba @(v). Sliéno se pokazuje da ova ekvivalencija vazi
i u slucaju kad w € {z, 27, u,u"}. Odatle sledi da je ¢ izomorfi-
zam iz G(G) u GH(H) ako i samo ako p(z) =g ©(y), a da je ¢
antiizomorfizam iz C;i(G) u Ji(H) u suprotnom. U prvom slucaju,
dokaz je zavrSen, pa pretpostavimo da je ¢ antiizomorfizam iz g_}(G)
u G¥(H). U tom slucaju je, za svako z € G, ¢(Ia(z)) = Oul(e(z)),
pa odatle sledi da je Og(z) = Zg(z) = (G(2))[Z \ {-1,0,1}].
osnovu leme 2.43, G = (Q, +), a odatle, na osnovu leme 2.41, postoji
antiizomorfizam iz gi(G) u samog sebe. Ovim smo pokazali da je
G*(G) = G*(H), ¢ime je tvrdenje dokazano. O

Sada lako moiemo dokazati da ne postoji nijedna grupa neizomor—

sa GE(Q), sto je rezultat iz [72].

Posledica 2.46 Neka je G grupa takva da je GF(G) = GF(Q). Onda
je G =(Q,+).

Dokaz. Posto je GE(G) = G*(Q), onda je, na osnovu tvrdenja 2.45,
GE(G) = G=(Q). Tada je G lokalno ciklicna grupa takva da za svako
r € G vazi Og(z) = Zg(z). Odatle, na osnovu leme 2.43, sledi da je
G izomorfna sa grupom racionalnih brojeva. O

Naredno tvrdenje nam je potrebno kako bismo dokazali teoremu
2.48, koja je jedna od glavnih teorema ove sekcije.

Tvrdenje 2.47 ([14, teorema 6.3]) Neka je G grupa takva da je
GH(G) 2 G*(QM), zan > 1. Onda je GF(G) = GE(Q").
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Dokaz. Neka je n > 1. Kao §to je poznato, Q" je vektorski prostor
nad poljem racionalnih brojeva. Posto, za nenula elemente x,y € Q",
x 5(@ y ako i samo ako je y = xk za neko k € Z\ {0, 1}, lako se uocava
da z iy leze u istoj komponenti povezanosti od G=(Q") ako i samo ako
x 1y leze u istom jednodimenzionalnom potprostoru. Time dobijamo
da je
GF(Q") = K1 URyD,

gde je ® netrivijalna komponenta povezanosti od G*(Q). Takode, ako
C C Q" indukuje komponentu povezanosti od G=(Q"), onda je CU{0}
nosac podgrupe od Q" izomorfne sa aditivhom grupom Q.

Neka je ¢ : Q" — G izomorfizam iz G*(Q") u G*(G). Neka je C
netrivijalna komponenta povezanosti od G*(Q"), i neka je x E}Qn Yy
za neke x,y € C, x # —y. Dalje, analogno kao u dokazu tvrdenja
2.45, moze se koristedi lemu 2.44 dokazati da je ¢|¢ izomorfizam ili an-
tiizomorfizam iz (GF(Q"))[C] u (G*(G))[¢(C)]. Posto je, na osnovu
leme 2.41, (GF(Q")[C] = ((G%(Q™)[C))", onda je (GF(Q™))[C] =
(gi(G)) [p(C)]. Dakle, graf G¥(G), kao i G*(Q"), ima jedan izolovani
¢vor i prebrojivo mnogo komponenti povezanosti izomorfnih sa ®, pa
odatle sledi G=(G) = G*(Q"), ¢ime je tvrdenje dokazano. O

Naredna teorema je direktna posledica tvrdenja 2.45 i tvrdenja 2.47.

Teorema 2.48 ([14, teorema 1.5]) Neka je n € N, i neka je G
grupa takva da je GEH(G) = GE(QM). Onda je G*(G) = GH(QM).
Dodatno, svaki izomorfizam iz GE(G) u GE(Q") je izomorfizam ili an-
tiizomorfizam iz GX(G) u GE(QM).

Kao sto smo videli ranije, ne postoji necikli¢na grupa ¢iji je stepeni
graf izomorfan G(Z). Takode smo videli da ne postoji grupa neizo-

morfna sa (Q, +) ¢iji je stepeni graf izomorfan G(Q). Sa druge strane,
naredni primer pokazuje da postoje neizomorfne podgrupe grupe raci-
onalnih brojeva koje imaju izomorfne stepene grafove.

Primer 2.49 Dijadi¢na grupa je podgrupa B od (Q, +) ¢iji je nosac
n .
B:{ﬁmeszeNO}.
Trijadi¢na grupa je podgrupa C od (Q,+) ¢iji je nosac
n .
C:{§|n€sz‘€No}.

Dijadicna 1 trijadicna grupa su neizomofne grupe koje imaju izomorfne
nenula-stepene grafove.
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Dokaz. Lako se uocava da grupe B i C nisu izomorfne. Naime, u
B svaka jednacina po x oblika 2x = a ima reSenje, Sto nije slucaj
u C. Svaki nenula racionalan broj n moze da se zapise u obliku
n = pifpg2 .- p™ za neke razli¢ite proste brojeve pi,pa,...,px i neke
cele brojeve 1,19, . ..,1x. Neka je ¢ bijekcija na skupu prostih brojeva
koja je transpozicija brojeva 2 i 3. Primetimo da je n EX m, za razli-
cite n = plip .. -pfj im= 10]1'1119%2 .- pi¥, ako i samo ako je i < j; za
svako [ < n. Odatle, preslikavanje ¢ : B — C' takvo da je ¢(0) = 0
L RDE - p) = (p(m)) (p(pa))" -+ (plpe))i, 7 ravlicite proste
brojeve p1,pa, - - ., Dk, je izomorfizam iz G*(B) u graf G=(C). 0

Do kraja ove sekcije dokazujemo da, ako grupa H ima stepeni graf
izomorfan sa stepenim grafom torziono slobodne grupe G klase nilpo-
tentnosti 2, onda G i H imaju izomorfne usmerene stepene grafove.
U tom cilju, pokazujemo najpre da komponente povezanosti torziono
slobodne grupe klase nilpotentnosti 2 zajedno sa jedini¢nim elementom
¢ine nosac lokalno ciklicne podgrupe. Naredna lema je dokazana u [14],
dok teorema 2.51, koja je dokazana u [72], pruza pozitivan odgovor na
pitanje postavljeno u [14].

Lema 2.50 ([14, lema 7.1]) Neka je G torziono slobodna grupa klase
nilpotentnosti 2, 1 neka skup C C G indukuje komponentu povezanosti
od GX(G). Onda je C'U{e} nosaé lokalno ciklicne podgrupe od G.

Dokaz. Dokazimo najpre da je (z,y) ciklicna podgrupa za sve x,y € C'
¢ije je rastojanje u GF(G) jednako 2. Neka je d(x,y) =2 za x,y € C.
Tada postoji z € C' takvo da je (SN y. Onda je ispunjen bar jedan
od sledec¢ih uslova:

(a)zixiziy; (c)xiziziy;
= ziz> r=>ziy =z
(b) y 5 ziz 5 (@) o5 =iy =

Lako se uocava da je u slucajevima (a) - (¢) podgrupa (z,y) cikli¢na.
. . + .+ . o

Pretpostavimo da je x = z iy — z, 1 da (z,y) nije cikli¢cna podgrupa.

Bez umanjenja opstosti, postoje prirodni brojevi m i n takvi da je

2" = z = y", a u tom slucaju ™ i y komutiraju. Slicno kao u
dokazu leme 2.37, koristedi to da je G klase nilpotentnosti 2, dobijamo
([x,y])m = [z™,y] = e, Sto povlaci da je [z,y] = e jer je G torziono

slobodna. Opet, kao u dokazu leme 2.37, odavde sledi da je (z,y) =
Z2, §to je u kontradikciji sa ¢injenicom da je (x) podgrupa od {(x,y)
kona¢nog indeksa. Ovim je tvrdnja dokazana.
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Dokazimo u nastavku, za sve z,y € C, indukcijom po rastojanju
¢vorova = i y u GF(G), da je podgrupa (z,y) cikli¢cna. Kao §to smo
videli, ukoliko je d(z,y) < 2, onda ova tvrdnja vazi. Pretpostavimo
dalje, za n > 2, da je (g,h) ciklicna za sve g,h € C takve da je
d(g,h) < n. Neka su z,y € C takvi da je d(z,y) = n + 1, i neka
je T = ug, Uy, ..., Up_1,Un, Upr1 = y put od z do y. Na osnovu ra-
nije dokazanog, postoji z € G takvo da je (u,_1,y) = (z). Posto je
d(x,z) < n, onda je, na osnovu indukcijske hipoteze, (z,z) ciklicna
podgrupa, koja sadrzi i element y. Ovim je dokazano da svaka dva
elementa iz C' generisu cikliécnu podgrupu od G.

Kona¢no, za sve z,y € C, posto je (x,y) ciklicna podgrupa, skup
(z,y) \ {e} indukuje povezan podgraf od G*(G), sto povlaci da je
(x,y) € C. Dakle, C'U{e} je nosac lokalno cikli¢cne podgrupe od G.
Ovim je lema dokazana. O

Teorema 2.51 Neka je G torziono slobodna grupa klase nilpotentnosti
2, i neka je H grupa takva da je G5(G) = GE(H). Onda je GH(G) =
G*(H).

Dokaz. Neka je ¢ : G — H izomorfizam iz G*(G) u G*(H). Tada ¢
slika svaku komponentu povezanosti od G*(G) na neku komponentu
povezanosti od G*(H). Neka je C netrivijalna komponenta povezanosti
od G*(G), i oznacimo ¢(C) sa D. Na osnovu leme 2.50, C' U {eg} je
nosac lokalno ciklicne podgrupe od G, koju ¢emo oznacavati sa C.
Neka su 2,y € C takvidaje z Sgyiy ¢ {z,27'}.

Pokazimo da je ¢|c izomorfizam ili antiizomorfizam iz (Ji(G)) [C]
u (gi(H)) [D]. Neka u,v € C takvi da je u Se v. Posto je ¢ izomor-
fizam iz I' u A, onda je ¢(u) - e(v) ili p(v) - p(u). Ocigledno,
ako v € {u,u™'}, onda i p(v) € {p(u), p(u=1)} jer je u tom slucaju
u =gi(g) v 1 @(u) =g ¢(v), pa pretpostavimo da v & {u,u"'}.
Posto je C lokalno cikliéna podgrupa od G, onda postoji w € C
takvo da x,u € (w). Pretpostavimo dalje da w & {z, 27! u,u'}.
U tom slucaju je, na osnovu leme 2.44, op(z) = ¢(y) ako i samo
ako je p(Og(w)) = Ou(p(w)), sto je, na osnovu iste leme, ekviva-
lentno sa p(u) Su ©(v). Sliéno se pokazuje da ista ekvivalencija vazi
i kada w & {z,z7 ', u,u'}, pa je ¢|c izomorfizam ili antiizomorfizam
iz (G*(G))[C] u (G*(H))[D].

U nastavku pokazujemo da je (gi(G))[C] = (éi(H))[D], sto
ocigledno vazi ako je ¢|c izomorfizam. Ukoliko je ¢|c antiizomorfi-
zam, onda se, za svako x € C, Ig(z) se slika na On(p(z)). Odatle
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je Ic,( ) & On(p(z)) = Og(z), $to, na osnovu leme 2.43, povlaéi da
Je C (Q +). Tada, na osnovu leme 2.41, sledi da je (g’?i( NIC] =

(GH)[D

Ov1m smo dokazali da je, za svaku komponentu povezanosti C' od
G (Q), (gi(G))[C] = (gi(H)) [¢(C)]. Time smo dokazali da G i
H imaju izomorfne usmerene nenula-stepene grafove, ¢ime je teorema
dokazana. O

2.8 Osobine obogacenog stepenog grafa

U ovoj sekciji dokaza¢emo da, ako dve kona¢ne stepeno-asocijativne
lupe imaju izomorfne obogacene stepene grafove, onda one imaju izo-
morfne i usmerene stepene grafove. Takode ¢emo predstaviti i osnovne
osobine obogacenog stepenog grafa. Sekcija je zasnovana na rezulta-
tima objavljenim u [73].

Poce¢emo sekciju sa izlaganjem dokaza dve vazne osobine oboga-
¢enih stepenih grafova. U [1] dokazano je da su maksimalne klike
obogacenog stepenog grafa grupe nosaci cikli¢nih ili lokalno cikli¢nih
podgrupa. Najpre ¢emo predstaviti dokaz tog tvrdenja, ali i analognog
tvrdenja za stepeno-asocijativne lupe bez elemenata beskonacnog reda.
Ova tvrdenja pruzaju znacajan uvid u strukturu obogacenog stepenog
grafa. Zatim ¢emo dokazati da je, pod odredenim uslovima, obogaceni
stepeni graf direktnog proizvoda dve stepeno-asocijativne lupe izomor-
fan jakom proizvodu obogacenih stepenih grafova tih grupa.

Lema 2.52 Neka je G stepeno-asocijativna lupa, i neka su elements
z,y, 2z € G konacénog reda. Ako su podlupe (x,y), (x,z) i(y, z) ciklicne
grupe, onda je i (x,y, z) ciklicna grupa.

Dokaz. Lako se uocava da, za sve zg € (x), yo € (y) i z0 € (2), elementi
To, Yo 1 2o po parovima komutiraju. Odatle sledi da je (z,vy,z) ko-
mutativna stepeno-asocijativna lupa. Neka su py,ps,...,p, svi prosti
delitelji od NZS(o(z),0(y),0(z)). Dalje, za sve i < n postoje elementi
Tpys Tpys-- -5 Lp, € (x) Ciji su redovi stepeni od py, pa, ..., Py, respek-
tivno, i koji su takvi da je z = xp,2,, - 7p,. Analogno uvodimo
i elemente Yp,, Ypos- s Upn € (Y) 1 Zp1s Zpyy -y 2p, € (2), 1 za svako
i < n sa ¢y, oznacimo jedan od elemenata x,,, yp, 1 2, takav da je
~ . e .
O(Cpi) > 0<xpi)70(ypi)70(zpi)' Posto jex ~yY, T — Tp 1Y — Ypp,
. . e o v . e . e ~
onda je i xp, ~ yp,. Slicno, vazi i x,, ~ 2zp, 1y, ~ z,,. Dakle, posto
0(@p, ); 0(Ypy ), 0(2p,) < 0(cpy ), sledi da @y, Yp,, 2y, € (¢p,). Analogno,
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Tp;s Ypss Zpr € (Cp;) za svako i < n. Pokazimo da z,y,z € (c), gde je
C = Cp Cpy - Cp,. PoSto su o(cy, ), 0(cpy),---,0(cp,) PO parovima uza-
jamno prosti, i posto ¢,,, ¢p,, - .., ¢p, svi medusobno komutiraju, onda
je (€) = (¢py) X (Cpy) X -+ X (¢p,). Odatle, posto x,, € (¢,,) za svako
i < n, sledi da = € (¢). Analogno, y,z € (c), pa sledi da je (z,y, 2)
ciklicna grupa, sto je trebalo dokazati. O

Lema 2.53 Neka je G grupa, i neka su x,y, z elementi grupe G bes-
konacnog reda. Ako su podgrupe {(z,vy), (x,z) i (y, z) ciklicne, onda je
i (x,y,z) ciklicna.

Dokaz. Pretpostavimo sada da su x, y i z beskona¢nog reda. Posto je
(x,y) ciklicna, onda je A = (z,y, z) generisana sa 2 elementa, genera-
torom cikli¢ne podgrupe (x,y) i elementom z, pa je A = C; x Cy =
(c1) X {ca), pri ¢emu jedna od grupa C; i Cy moze biti i trivijalna.
Neka je @ = (1,22), y = (y1,92) i 2 = (21,2). Neka je (z,y) = {a)
i (z,2) = (b), za a = (ar,a2) 1 b = (b1, bs), 1 neka je, bez umanjenja
opstosti, x = a™ i x = b™ za n,m € N. Tada, element x; u grupi
C; ima n-ti koren i m-ti koren, pri cemu kazemo da je g k-ti koren
od h ako je ¢g* = h. Lako se vidi da postoji d; € C) takav da je

NZS(TL m) . NZS(n,m) . NZS(n,m)
xy=d; . Pored toga, vaziia; =d;, * iby=d;, ™ . Ana-
NZS(n,m)
logno zakljucujemo da postoji i dy € C5 takvo da je ag = dy ™ i
NZS(n,m)
bp =d, ™ . Ovim dobijamo da za d = (dy,dy) vazi a,b € (d), pa da
z,y,z € (d), ¢ime smo dokazali da je A cikli¢na grupa. O

Tvrdenje 2.54 ([1, lema 36]) Maksimalna klika obogacenog stepe-
nog grafa grupe je nosac ciklicne podgrupe ili lokalno ciklicne podgrupe.

Dokaz. Neka je G grupa. Jasno je da su nosaci ciklicnih i lokalno
ciklicnih podgrupa klike grafa G.(G). Pretpostavimo da je C' maksi-
malna klika u G.(G), i neka z,y € C. Neka z € (z,y), i neka jet € C
proizvoljno. Posto x,y,z € C, onda je, na osnovu leme 2.52 i leme
2.53, podgrupa (x,y,t) ciklicna, pa z € (z,y) < (z,y,t) povlaci da je
2z ~ t. Sledi da z € C, jer je t € C proizvoljno, pa dobijamo da je
(x,y) C C. Dakle, C' je nosa¢ podgrupe od G.

Matematickom indukcijom lako se pokazuje da je C lokalno cikli¢na,
tj. da je, za svako n € N i za sve x1,xs,...,2, koji ¢ine kliku od
G.(G), grupa (xi,xs,...,x,) ciklicna. Naime, za n < 2 ova tvrd-
nja trivijalno vazi, pa pretpostavimo da ta tvrdnja vazi za proizvoljno
n==k, k>2 Nekasuuzy,x,...,vp1 € C. Posto je xy ~ ZTki1, onda
je na osnovu rec¢enog u prethodnom pasusu (xy, rri1) = (yx) za neko
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yr € C. Na osnovu indukcijske hipoteze, podgrupa (zy, T, ..., Tgr1) =
(x1,29,...,xk_1,Yx) je ciklicna. Ovim je tvrdenje dokazano. O

Tvrdenje 2.55 Maksimalna klika obogacenog stepenog grafa stepeno-
asocijativne lupe koja ne sadrzi elemente beskonacnog reda je nosac
ciklicne podgrupe ili lokalno ciklicne podgrupe.

Dokaz. Neka je G stepeno-asocijativna lupa ¢iji su svi elementi konac-
nog reda, i neka je C' maksimalna klika od G.(G). Sli¢no kao u dokazu
tvrdenja 2.54, na osnovu leme 2.52 zaklju¢ujemo da je C' nosa¢ podlupe
od G. Takode, na osnovu leme 2.52, za svaka tri elementa z,y, z € C,
(x,y, z) je ciklicna grupa, $to povlaci da je C asocijativna lupa, tj. C
je grupa. Dodatno, kao u dokazu tvrdenja 2.54, svaka kona¢no generi-
sana podgrupa od C je cikli¢na, sto povlaci da je C cikli¢na ili lokalno
cikliéna grupa. O

Sledeéa lema je originalan rezultat objavljen u [73], u kome se poka-
zala kao veoma koristan alat. U originalnom radu ta lema je dokazana
za grupe, a u ovoj disetaciji na analogan nacin dokazujemo isto tvrdenje
u slucaju stepeno-asocijativnih lupa sa inverzima.

Lema 2.56 Neka su G i H stepeno-asocijativne lupe. Onda vazi sle-
dece:

(a) Ge(G x H) C G.(G) X G.(H);

(b) Neka G i H ne sadrie elemente beskonacnog reda. Onda je
G.(GxH) = G.(G)XG.(H) ako i samo ako je NZD(o(g),0(h)) =
1 za svako g € G i za svako h € H.

Dokaz. (a) Ako je (x1,y1) ~gxu (T2,%2), onda (x1,y1), (12,1) €
((z3,y3)), Sto implicira z1, 22 € (x3) 1 y1,y2 € (y3). Odatle trivijalno
sledi (1, 1) ~g.(@)g. 1) (T2,y2) Posto vazi x1 # x4 ili y; # yo. Ovim
je inkluzija dokazana.

(b) Pretpostavimo da je NZD(o(g),0(h)) = 1 za sve g € G i sve
h € H. Jedna inkluzija je ve¢ dokazana, pa ostaje samo da se dokaze i
druga. Pretpostavimo da je (z1,y1) ~g.(@)mg. ) (Z2,y2). To implicira
da @1, 29 € (x3) 1 y1,y2 € (y3) za neke x3 € G iys € H. Posto x3 i y3
imaju uzajamno proste redove, sledi da je ((z3,1), (1,y3)) = ((z3,¥3)),
sto povlaci (z1,v1), (x2,92) € ((23,y3)). Posto je z1 # x5 ili y1 # ye,
onda je (x1,11) ~axu (T2,%2), ¢ime je pokazana i druga inkluzija.
Ovim smo dokazali jednu implikaciju. Dokazimo i drugu.
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Pretpostavimo da postoje elementi gy € G i hg € H takvi da o(go)
i o(ho) nisu uzajamno prosti. Kako je (G(K))[L] = G.(L) za sve
stepeno-asocijativne lupe sa inverzima K i L takve da je L < K, onda
vazi sledece:

(Ge(G x H))[{go) x (ho)] = Ge((g0) *x (ho)) & Ko(go)-o(ho)
= Kogo) M Koy = ge((QO)) X ge(< 0))
= (G.(G)X G.(H))[(g

Sledi da je G.(G x H) # G.(G) X G.(H), ¢ime je dokazana i druga
implikacija. a

U nastavku ovog sekcije bavicemo se vezom obogacenog stepenog
grafa konacne stepeno-asocijativne lupe sa stepenim grafom te lupe,
kao i pitanjem koliko se moze zakljuc¢iti o konacnoj lupi iz njenog
obogacenog stepenog grafa. Naredna lema je originalni doprinos, i
zajedno sa teoremom 2.58, koja je glavna teorema ove sekcije, je objav-
ljena u [73]. U originalnom radu pruzen je dokaz za obogaceni stepeni
graf i usmereni stepeni graf konacne grupe, a u ovoj disertaciji na slican
nacin pokazujemo analogno tvrdenje za konacne stepeno-asocijativne
lupe.

Lema 2.57 Neka je G konacna stepeno-asocijativna lupa, i neka je Cl
skup svih maksimalnih klika grafa G.(G). Onda za sve x,y € G vaZi:

(a) N(z) € N(y) u Go(G) ako i samo ako x € C = y € C za sve

C eCl;
(b) x = y ako i samo ako za svako C € Cl vaZi ekvivavelencija
reCeyed;

(c) Ako je (z) = (y), onda je x =y

(d) Relacija < definisana sa: [z]e < [y]e akoy € C' =z € C za sve

e

C € Cl, je uredenje na G/é,
(e) ([z]e) ={C eCl][z]e € C};

(f) Svaka =-klasa sadrzi ili o(m) elemenata reda m, ili ne sadr#i
nijedan element reda m.>

20vde ¢ predstavlja Eulerovu funkciju.
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(2] sadrZi p(m) elemenata reda m ako i samo ako je minimalna

=-klasa (s obzirom na uredenje < wvedeno u (d)) sa osobinom

dam | [([2]2)];

)

(8) [z]le <lyle ako i samo ako ([z]c) < ([y]<).

Dokaz. (a) (=) Neka z,y € G. Pretpostavimo da je N(x) C N(y), ida
x € C neko C' € Cl. Na osnovu tvrdenja 2.55, C je cikli¢na podgrupa
lupe G, tj. C = () zaneko z € G. Onda je y ~ z ili y = z jer je
r ~ zili z = z. Ali, posto je (z) maksimalna cikli¢na podgrupa, onda
je z =y ili z =y, Sto povlaci y € C.

(<) Neka x,y € G, i pretpostavimo da x € C' = y € C za sve
C €Cl. Akoje z ~ zili z =z, onda 2,z € C za neko C € Cl. Tada
2,y € C, §to implicira z ~ y ili z = y.

(b) i (d) slede iz (a), dok (c) o¢igledno vazi.

(e) Neka = € G, i oznacimo ({C € Cl | [z]. C C} sa D,. D, je
ciklicna podgrupa, pa je D, = (z) za neko z € G. Dovoljno je dokazati
da je x =2 2€D, implicira x € C = 2z € C' za sve C € Cl. Sa druge
strane, z € C = z € C za sve C € Cl jer x € (z). Prema tome, = = z.

[l]o

(f) Ako neka = klasa sadrzi element z, reda m, onda ona sadrii
sve elemente z za koje je (z) = (zp). Takode, na osnovu (e) [zp]e ne
sadrzi nijedan element ¢ reda m takav da je (z9) # (2). Iz tog razloga
[20]e sadrzi bar jedan element reda m samo ako sadrzi tacno ¢(m)
elemenata reda m.

Neka je D skup svih =-klasa [y] . sa osobinom da m | [{[y]=)|. Pret-
postavimo da je [r]. minimalan u D. Na osnovu (e), postoji element
z € {[z]<) reda m, a na osnovu (d) i (e) sledi [z]e < [z]e. Ako bi bilo
[2]e < [2]e, onda [z]< ne bi bio minimalan u D. Prema tome, z € [7]e.

‘Dokazimo sada i drugu implikaciju. Neka [x]. sadrzi element y reda
m. Onda je (y) < ([x].), i [x]e € D. Pretpostavimo dalje da [z]. nije
minimalan u D. Onda postoji zo € G takav da je [zo]e < [z]c i da je

[20]« minimalna = klasa u D. Dakle, postoji yo € (2] reda m, i vazi

(o) < ([mo]e) < ([7]e). Takode, posto yo £ y, na osnovu (c) dobijamo
da je (yo) # (y), 1 da su (y) i (yo) dve razlicite ciklicne podgrupe reda
m ciklicne grupe ([zg]c). Ovim smo dobili kontradikeiju, pa je [z]c

minimalna u D, ¢ime je ekvivalencija dokazana.
(g) Neka z,y € G. Tada, na osnovu (e), ([x]e) < ([y

—

< <) vazi ako i
samo ako za svako C' € Cl vazi implikacija [y]. € C' = [r]c € C. Na
osnovu (b), ovo vazi ako i samo ako y € C implicira z € C' za svako

C € Cl, sto je ekvivalentno sa [z]e < [y]e. O

—
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Teorema 2.58 Neka su G i H konacne stepeno-asocijativne lupe. Ako

je Ge(G) = G.(H), onda je G(G) = G(H).

Dokaz. Neka su G i H konacne stepeno-asocijativne lupe takve da je
G.(G) 2 G.(H), i neka je ¢ : G — H izomorfizam izmedu obogacenih
stepenih grafova lupa G i H. Neka su C%, C§, ..., CY sve maksimalne
klike grafa G.(G), i nekasu Cff,C ... CH sve maksimalne klike grafa
G.(H) takve da je (C%) = CH zasvei <n. Za X CGiY C H istih
kardinalnosti kazemo da su odgovarajuéi ako vazi X C C¢ « Y C CH
za svako 1 < n.

Neka je [m]éc jedna =g-klasa, neka je y = ¥(z), i neka m € N.

Onda su [y]éH odgovarajuca =p-klasa klasi [x]éc. Na osnovu leme
2.57, [m]éc sadrzi element reda m ako i samo ako [y]éH sadrzi ta-
kav element, pri ¢emu [x]éc i [y]éc sadrze najvise po jednu =-klasu
sacinjenu od elemenata reda m. Prema tome, za svaku ~g-klasu
(0]~ C Méc postoji odgovarajuca ~g-klasa [yo|~y C [y]éH takva da
jeo(zg) = o(yo). Nekajed : G — H bijekcija koja slika svaku ~g-klasu
[]~o na svoju odgovarajuéu ~g-klasu [y]~, takvu da je o(x) = o(y).
Pokazimo da je ¢ izomorfizam digrafova G(G) i G(H). Pretpostavimo
da xy —g 71, 1 da je ¥(zg) = yo 1 ¥(z1) = y1. Onda o(x1) | o(zo), i
To,T1 € CiG za neko i < n. Posto su yg i y1 u ~g-klasama odgova-
rajuéim sa ~g-klasama od g i z1, redom, sledi da yo,y; € CH. Posto
su yo 1 11 elementi iste cikliéne grupe, i o(y1) | o(yo), sledi da yo —g v1-
Ovim je teorema dokazana. O

Posledica 2.59 Za sve konacne stepeno-asocijatione lupe G 1 H sledeci
uslovi su ekvivalentni:

(a) Stepeni grafovi od G i H su izomorfni;
(b) Usmereni stepeni grafovi od G i H su izomorfni;
(¢) Obogacéeni stepeni grafovi od G i H su izomorfni.

Dokaz posledice 2.59 sledi iz teoreme 2.28 i teoreme 2.58. Pri-
metimo da u slucaju beskonacnih grupa nijedna od tri gore navedene
ekvivalencije ne vazi.

Primer 2.60 Grupe Gy~ © Gy, gde su p i q razliciti prosti brojev,
mmajgu izomorfne stepene grafove, ali nemaju izomorfne usmerene ste-
pene grafove. Gpo i@ Gyeo takode imaju izomorfne © obogacene stepene
grafove, iako su im usmereni stepeni grafouvi neizomorfni.
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Pored toga, Gy, za bilo kogi prost broj p, i aditivna grupa Z imaju
1zomorfne obogacene stepene grafove, ali nemaju izomorfne stepene
grafove.

Dokaz. Stepeni graf i obogaceni stepeni graf bilo koje Priiferove grupe
je kompletan. Pretpostavimo, bez umanjenja opstosti, da je p < q.
Tada usmereni graf G (Gpe) sadrzi p — 1 &vorova ¢iji je izlazni stepen
jednak p — 1, pri ¢emu G(Gye) ne sadrzi nijedan takav ¢vor. Dakle,
G(Gy) 2 G(Gy).

Obogaceni stepeni graf aditivne grupe Z takode je kompletan. Me-
dutim, G(Z) ne sadrzi nijedan element sa kona¢nim izlaznim stepenom.

Ovim je dokaz zavrsSen. O

Nakon $to smo dokazali da se stepeni graf, usmereni stepeni graf i
obogaceni stepeni graf medusobno odreduju u slu¢aju konacnih grupa,
postavlja se pitanje u kakvoj su vezi ova tri grafa sa komutiraju¢im
grafom. Grupe Cj3 x C3 x Cj i unitriangularna grupa UT(3, 3) iz pri-
mera 2.6 imaju izomorfne stepene, ali nemaju izomorfne komutirajucée
grafove. Sa druge strane, Kleinova grupa i ciklicna grupa C,; nemaju
izomorfne stepene grafove, iako su im komutirajuéi grafovi izomorfni.

U nastavku ove sekcije za proizvoljne konacne stepeno-asocijativne
lupe G i H dokazujemo slede¢u implikaciju: Ako vazi bar jedan od
tri uslova G.(G) = G.(H), G(G) = G(H) i G(G) = G(H), onda,
za svako m € N, grupe G i H imaju isti broj elemenata reda m.
Cameron i Ghosh [13] su dokazali da za konac¢ne grupe sa izomorfnim
usmerenim stepenim grafova vazi ovaj uslov, pa to, na osnovu posledice
2.59, povlaéi malopre pomenutu implikaciju u slu¢aju konacnih grupa.

U ovoj disertaciji se ta implikacija dokazuje koristeci izomorfizam
obogacenih stepenih grafova. Dokazi prezentovani u nastavku ove sek-
cije su originalni doprinos ovoj disertaciji, i objavljeni su u [73], ali u
slucaju konacnih grupa. U ovoj disertaciji na slican nac¢in dokazujemo
analognu tvrdnju u slucaju konacnih stepeno-asocijativnih lupa.

Neka je X konacan skup. Za svako m € N uvodimo relaciju =,,
na PT(X) tako da: A =, B ako m | |[AN B|. Uvodimo i funkciju
®,, : PT(X) — N na sledeéi nacin:

_Je(m) zam| |A|
oml4) = {O za m ){|A|,

gde je ¢ Eulerova funkcija.
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Lema 2.61 Neka je G konacna stepeno-asocijativna lupa, i neka je Cl
skup svih maksimalnih klika grafa G.(G) ¢ije su kardinalnosti deljive
sa m. Onda je =, relacija ekvivalencije na CI.

Dokaz. Ocigledno, =, je refleksivna i simetri¢na relacija. Preostaje da
se dokaze tranzitivnost. Pretpostavimo da je Cy =, Cy i Cy =, Cs.
Na osnovu tvrdenja 2.55 sledi da su C;, Cy i Cj3 ciklicne podgrupe
od G. Posto je C; =,, Cs, postoji ciklicna podgrupa D; < C; N C,
reda m. Analogno, postoji ciklicna podgrupa Dy < Cy N C3 reda m.
Posto Cy ima jedinstvenu podgrupu reda m, sledi Dy, = Dy < C;NCs.
Dakle, C4 ~,, Cs. O

Za svaku stepeno-asocijativnu lupu G i za svako X C G, oznac¢imo
sa X(™ skup elemenata reda m sadrzanih u X, i oznac¢imo sa X (")
skup elemenata iz X ¢iji su redovi delitelji broja m. Takode, u ovom
radu N,, oznacavace skup {1,2,...,n}. U narednom tvrdenju dokazu-
jemo da, za svako m € N, konacne stepeno-asocijativne lupe sa izomor-
fnim obogacenim stepenim grafovima imaju isti broj elemenata reda
m, 1 to ¢inimo na dva nacina. Prvi nacin je elementarniji, dok drugi
nacin predocava efikasniji metod za odredivanje broja elemenata bilo
kog reda neke konac¢ne stepeno-asocijativne lupe iz njenog obogac¢enog
stepenog grafa.

Tvrdenje 2.62 Neka je G konacna stepeno-asocijativna lupa i neka
je m € N. Neka je Cl = {C4,Cy,...,Cy} skup svih maksimalnih klika
grafa Ge(G), i neka je D ={C € Cl | m | |C|}. Onda vazi:

@ 6™ =3 (0 Y e.(Ne)):
k=1 ICNp,|I|=k iel
(b) 1G] = o(m) - D/

Dakle, za svako m € N, stepeno-asocijativne lupe koje imaju izomorfne
obogacene stepene grafove imaju isti broj elemenata reda m.

Dokaz. (a) Na osnovu tvrdenja 2.55, maksimalna klika grafa G.(G)
je nosac ciklicne podgrupe lupe G. Prema tome, C;,C,,...,C, su
maksimalne ciklicne podgrupe lupe G. Posto je G = Ui, C’Z»(m),
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onda sledi:

ai=[Yer] -3 (0 52 Jne)

=1 ICN,,|I|=k i€l

S (e $|Ne)”)

ICN,,|I|=k i€l

3

Sada, za svako k € N, svaka cikli¢cna grupa reda k ima ®(k) elemenata
reda m, pa dobijamo:

n

=3 (0 Y el (NG)).

k=1 ICN,,|I|=k icl

¢ime je dokazano (a).

(b) Na osnovu leme 2.61 relacija =2, je relacija ekvivalencije na D.
Neka je Dy neka =,,-klasa, i neka Dy € Dy. Onda je Dy maksimalna
ciklicna podgrupa grupe G takva da m ‘ | Dy, pa Dy ima jedinstvenu
ciklicnu podgrupu M reda m. Stavise, M je jedinstvena cikliéna pod-
grupa svake ciklicne podgrupe D za koju je D =, Dy. Ovo povlaéi
da sve maksimalne klike iz Dy sadrze istih p(m) elemenata reda m,
generatore podgrupe M. Pored toga, svaki element reda m je sadrzan
u bar jednoj maksimalnoj cikliénoj podgrupi ¢iji je red deljiv sa m, te
je, prema tome, sadrzan u bar jednoj maksimalnoj kliki iz D. Takode,
za bilo koje F, F' € D, ako postoji x reda m takav da je x € E, F,
onda (x) < E,F, sto implicira F =, F. Ovim je jednakost pokazana,
¢ime smo dokazali (b).

Dodatno, za kona¢nu stepeno-asocijativnu lupu H takvu da je
G.(H) = G.(G), lako se vidi da bilo koji od uslova (a) i (b) povlaci da
za svako m € N lupe G i H imaju isti broj elemenata reda m. O

Na osnovu posledice 2.59, analogno vazi i za konacne stepeno-
asocijativne lupe sa izomorfnim stepenim grafovima, i za konacne grupe
sa usmerenim stepenim grafovima.

Posledica 2.63 Neka su G i H konacne stepeno-asocijativne lupe za
koje je ispunjen bar jedan od sledecih uslova:

() 6(G) = G(H);
(b) G(G) = G(H);
(¢) Ge(G) = Ge(H).
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Tada, za svako m € N, lupe G + H tmaju isti broj elemenata reda m.

Posledica 2.64 ([13 tvrdenje 4]|) Neka su G i H konacne grupe
takve da je G(G) = G(H). Onda za svako m € N grupe G i H imaju
iste brojeve elemenata reda m.

Posledica 2.65 ([12, posledica 3]) Neka su G i H konacne grupe
takve da je G(G) = G(H). Onda za svako m € N grupe G i H imaju
iste brojeve elemenata reda m.

Videli smo ranije da postoje primeri parova neizomorfnih besko-
nacnih i kona¢nih grupa sa izomorfnim stepenim grafovima. Medutim,
ako dve Abelove grupe za svako m € N imaju isti broj elemenata
reda m, onda su one izomorfne. Koriste¢i to, u narednom tvrdenju
iz obogacéenog stepenog grafa konacne Abelove grupe pruzamo opis
te Abelove grupe. Kao posledicu, zahvaljujuéi posledici 2.59, dobice-
mo da su kona¢ne Abelove grupe sa izomorfnim stepenim grafovima
izomorfne, sto je dokazano ranije u [13].

Tvrdenje 2.66 Neka je G konacna Abelova grupa takva da je |G| =
I, pfi, gde su p; medusobno razliciti prosti brojevi. Za svaki delitely
m od |G| sa Cl,, oznacimo skup svih maksimalnih klika grafa G.(G)
¢ije su kardinalnosti deljive sa m. Onda je:

n k;
HH 2L (PirJ)—L(pij—1)—L(pi,j+1)

gde je L(p, ) = log, (34_o (") - [ClLx /).

Dokaz. Posto je G Abelova grupa, onda je G = [\, G, gde je, za
svako i < n, Gy, jedinstvena p;-podgrupa Sylowa grupe G. Prema
tome, dovoljno je dokazati tvrdenje za konacne Abelove p-grupe.

Neka je G konacéna Abelova p-grupa. Onda je G = [, C,u, gde
jel; > 0 zasvei < m. Ciklicne grupe C,;, nazivacemo faktorima grupe
G. Lako se vidi da je:

IIZ

€M

za svako 7 > 0. Prema tome, za svako j > 1, postoji

S minfj, 5} — > mingj - 1,1} = log,(|G#7]) — log, (|G ™))
i=1 i=1
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faktora grupe G ¢&iji su redovi bar p’, §to je prema tvrdenju 2.62 jed-
nako L(p,j) — L(p,j — 1). Sada, broj faktora grupe G ¢iji su redovi
jednaki p/ je

L(p,j) — L(p,j — 1) = (L(p,j +1) = L(p, J))

Ovim je tvrdenje dokazano. O

Posledica 2.67 ([13, teorema 1]) Neka su G i H konacne Abelove
grupe takve da je G(G) = G(H). Onda je G = H.



Glava 3

Algebarske osobine grafova
pridruzenih grupama

3.1 Grupe automorfizama
grafova pridruzenih grupama

Kao sto smo videli ranije, stepeni graf konacne grupe odreduje
usmereni stepeni graf grupe. Medutim, nije tesko videti da izomor-
fizam stepenih grafova dve grupe ne mora biti i izomorfizam usme-
renih stepenih grafova tih grupa. Na primer, Aut(G(C,)) = S,, a
Aut(g(Cp)) = S,_1, za bilo koji prost broj p. Medutim, kao §to ¢emo
dokazati, automorfizam stepenog grafa konacne grupe je ujedno auto-
morfizam i obogacéenog stepenog grafa te grupe. Naredna teorema je

originalni rezultat objavljen u [73].

Teorema 3.1 Neka su G i H konacne stepeno-asocijativne lupe. Onda
je svaki izomorfizam iz grafa G(G) u graf G(H) istovremeno i izomor-

fizam iz grafa G.(G) u graf G.(H).

Dokaz. Neka su G i H konacne stepeno-asocijativne lupe sa izomor-
fnim stepenim grafovima. Ako su, za neki prost broj p, redovi svih
elemenata lupe G stepeni broja p i ako G ima jedinstvenu ciklicnu
podgrupu reda p, onda na osnovu tvrdenja 2.22 lupa H ima isto svoj-
stvo. Prema tome, G(G) = G.(G) i G(H) = G.(H) jer G i H ne
sadrze nijedan element slozenog reda. Sledi da je Is(G(G),G(H)) =
Is(G.(G),G.(H)). Ako je G ciklicna grupa, onda je na osnovu tvrdenja
2.22 i grupa H ciklicna grupa. Dakle, G.(G) i G.(H) su kompletni gra-
fovi, pa o¢igledno vazi Is(G(G),G(H)) C Is(G.(G), G.(H)).

67
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Pretpostavimo dalje da G nije ciklicna grupa, niti da vazi za neki
prost broj p da su redovi svih elemenata od G stepeni od pida G ima
jedinstvenu cikliénu podgrupu reda p. Na osnovu tvrdenja 2.22; isto
vazi i za H, 1 centar grafa G(G) je kardinalnosti jednake 1.

Neka je F proizvoljna konacna stepeno-asocijativna lupa takva da
je |Cen(G(G))| = 1. Oznacimo relacije =p, ~p, —F, ~p i ~p sa
=, ~, =, X1 ~, redom. Relacije = i ~ su relacije ekvivalencije,
pri éemu su =-klase vidljive iz stepenog grafa. Stavise, relacija ~ je
profinjenje relacije =, i, na osnovu leme 2.24, svaka =-klasa C ima
jedan od sledec¢ih oblika:

(a) C je ~-klasa;

(b) C ={x € (y)|o(x) > p°}, gde je p prost broj, y element reda p”
zaneke r;s € N, r > s > 0.

Pored toga, na osnovu leme 2.26, iz stepenog grafa lupe F mogu se
prepoznati =-klase slozenog tipa, kao i prost broj koji odgovara toj
=-klasi.

Na osnovu leme 2.23 i leme 2.25, za sve x,y € F za koje je x #
y, mozemo prepoznati iz G(F) da li # — y. Prema tome, za svaki
grafovski izomorfizam ¢ : G — H iz G(G) u G(H), i za sve z,y € G,
xr #y, vazi x =g y ako i samo ako ¢¥(x) =g ¥(y). Primetimo i da za
sve z,y € F vazi x ~ y ako i samo ako z & y ili postoji z € F takav
dajexZy#zZ£x, z—>xiz—y.

Neka je ¢ : G — H grafovski izomorfizam iz G(G) u G(H), i neka
z,y € G. Pretpostavimo da je  ~g y. Onda je z ¢ y ili postoji
zeGtakodajex £y #* z# x, 2 >g 12 =g y. Prema tome,
vazi P(z) ~u ¢(y), ili je ¥(x) £ Y(y) # ¥(2) Z D(@), (z) —u ()
i (2) —u ¥(y). U oba od ta dva slucaja vazi () ~g ¥(y). Na
slican na¢in ¥ (z) ~g ¥(y) povlaéi + ~g y. Ovim je dokazano da
je ¢ grafovski izomorfizam iz G.(G) u G.(H), ¢ime je dokaz teoreme
zavrsen. O

Posledica 3.2 Neka je G konacna stepeno-asocijativna lupa. Onda
vazi:

—

Aut(G) € Aut(G(G)) C Aut(G(G)) C Aut(G.(G)).

—

Dokaz. Lako se vidi da je Aut(G) C Aut(G(G)) C Aut(G(GQ)), a in-
kluzija Aut(G(G)) € Aut(G.(G)) je direktna posledica teoreme 3.1,
¢ime je tvrdnja dokazana. O



69

Primetimo da u prethodnoj posledici za svaku od inkluzija postoji
grupa za koju ne vazi jednakost. Na primer, Aut(Cs) C Aut(g(C5)) -
Aut(G(Cs)) i Aut(G(Cg)) € Aut(G.(Cg)), tako da u opstem slucaju
ne vazi nijedna od jednakosti.

Prirodno je postaviti pitanje kakav je odnos grupa automorfizama
komutirajuceg grafa konacne grupe i grupa automorfizama stepenog,
usmerenog stepenog i obogacenog stepenog grafa. U opstem slucaju,
ove dve grupe automorfizama nisu uporedive, i to ilustruje naredni

primer.

Primer 3.3 Za unitriangularnu grupu UT(3,3) iz primera 2.6, koja
je grupa sacinjena od svih gornje trougaonih matrica reda 3 nad poljem
reda 3 koje na glavnoj dijagonali tmaju sve jedinice, vazi:

Aut(G(UT(3,3))) £ Aut(C(UT(3,3))).

Takode, lako se vidi da za Abelovu grupu Cy x Cy wvazi Aut(C(Cy X
CQ)) ﬁ Aut(ge(Cg X Cz))

Dokaz. Posto je eksponent grupe UT(3,3) jednak 3, graf G(G) je
sacinjen od 13 trouglova kojima je neutralni element zajednicki ¢vor.
Dakle, za svaka dva nejedini¢na elementa x,y € UT(3,3) postoji auto-
morfizam od G(UT(3,3)) koji slika z u 5. Sa druge strane, posto je
UT(3, 3) 3-grupa, ona ima netrivijalan centar. Konkretno, njen centar
je sacinjen od matrica oblika:

1
0
0

o = O
— o8

za ¥ € Zz. Tada za z € Z(UT(3,3)) i necentralni element x od
UT(3,3) ne postoji automorfizam od C(G) koji slika z u z. Odatle
sledi Aut(G(UT(3,3))) £ Aut(C(UT(3,3))).

Sa druge strane, lako se vidi da je Aut(G.(Cy x Cs)) < Aut(C(Cy X

Cz))- O

Na osnovu posledice 3.2 i primera 3.3, odnos proucavanih grupa
automorfizama mozemo predstaviti dijagramom sa slike 3.1.

Cameron i Ghosh [13] dokazali su da je Kleinova grupa jedina ko-
nacna netrivijalna grupa ¢ija je grupa automorfizama izomorfna sa
grupom automorfizama njenog stepenog grafa. Naredna teorema je
uopstenje tog tvrdenja.
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Aut (G.(G))
\
Aut (G(G))
Aut (C(Q)) Aut (G(G))

Aut (C(G)) NAut (G(G))
Aut‘(G)

Slika 3.1

Teorema 3.4 Kleinova grupa je jedina netrivijalna konacna stepeno-
asocijativna lupa G za koju vazi Aut(G) = Aut (G(G)).

Dokaz. Neka je G netrivijalna konacna stepeno-asocijativna lupa takva
da je Aut(G) = Aut(G(G)). Da bismo pokazali da je G = C; x Cs,
pretpostavimo najpre da je red lupe G veci od 4. Neka postoji element
r lupe G reda razlicitog od 2. Onda je x # x 71, i transpozicija 7 =
(z,27') je automorfizam od G(G). Posto je |G| > 4 i na G vazi zakon
kancelativnosti, onda postoji z € G\ {e, z, 271} takvo da je zz # 271
Ocigledno, onda zz ¢ {z,z7'}, pa je 7(2)7(z) = 227! # zx = 7(21),
¢ime je dobijena kontradikcija.

Pretpostavimo dalje da je |G| > 4 i da je eksponent od G jednak
2. Onda je za dva nejedinicna elementa x i y transpozicija 7(x,y)
automorfizam grafa G(G). Slicno kao i malopre, i u ovom slucaju
postoji element z € G \ {e,x,y} takav da je zx ¢ {z,y}, Sto povlaci
7(2)7(x) = 2y # zx = 7(2x), ¢ime je opet dobijena kontradikcija.

Dakle, red stepeno-asocijativne lupe G je najvise 4. Lako se poka-
zuje da G jedino moze biti ciklicna grupa reda 2, 3 ili 4, ili Kleinova
grupa. Odatle se lako zakljucuje da je G = C, x Cs,, ¢ime je ova
teorema dokazana. O

Koristec¢i teoremu 3.4 mozemo pokazati da je Kleinova grupa i je-
dina konacna netrivijalna stepeno-asocijativna lupa koja je izomorfna
sa grupom automorfizama svog obogacenog stepenog grafa.

Posledica 3.5 Kleinova grupa je jedina netrivijalna konacna stepeno-
asocijativna lupa G za koju vazi Aut(G) = Aut (G.(G)).

Dokaz. Pretpostavimo da je G kona¢na netrivijalna stepeno-asoci-
jativna lupa za koju vazi Aut(G) = Aut(G.(G)). Na osnovu pos-
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ledice 3.2 sledi Aut(G) = Aut(G(G)), Sto na osnovu teoreme 3.4
povlaci G = Cy x C,. Sa druge strane, lako se proverava da je
Aut(02 X CQ) = Aut(ge(Cg X Cg)) O

U nastavku ove sekcije bavimo se odredivanjem klasa konaé¢nih
grupa kojima grupa automorfizama njihovog obogac¢enog stepenog gra-
fa ima odredene osobine. Naredna tvrdenja su originalni rezultati
objavljeni u [73]. Pokazimo najpre slede¢u lemu koja ¢e biti korisna u
dokazu teoreme 3.7.

Lema 3.6 Ako suT i A dva grafa, onda Aut(T') moze da se utopi u
Aut(T' K A).

Dokaz. Definisimo preslikavanje ® : ¢ — ¢ takvo da je @((x,y)) =
(p(z),y) za sve ¢ € Aut(I'), z € V(I') i y € V(A). Neka ¢y €
Aut(T) i @9 = P(po). Ocigledno, ¢ je bijekcija. Takode, za sve
1,29 € V(I) 1 y1,y2 € V(A) vazi (x1,31) ~ (x2,y2) ako i samo ako
(wo(@1),y1) ~ (po(@2),y2) ako i samo ako @o((x1,y1)) ~ Pol((22,2)),
pa ¢9 € Aut(I' X A). Pored toga, implikacija ¢ # ¥ = ®(p) #
® (1)) ocigledno vazi, i lako se vidi da je ® : Aut(I') — Aut(I' X A)
homomorfizam. Prema tome, ® je injektivni homomorfizam, ¢ime je
ova lema dokazana. O

Teorema 3.7 C; je jedina netrivijalna konacna grupa ciji obogaceni
stepeni graf ima Abelovu grupu automorfizama.

Dokaz. Neka je G netrivijalna konacna grupa takva da je Aut(G.(G))
Abelova. Ako G nije nilpotentna, onda G/ Z(G) nije Abelova, pa nije
ni Aut(G.(G)) Abelova posto je G/ Z(G) = Inn(G) < Aut(G.(Q)).

Posto je G nilpotentna, na osnovu teoreme 1.11, njene podgrupe
Sylowa su jedinstvene za sve proste delitelje od |G|, i G je njihov
direktni proizvod. Na osnovu leme 2.56 i leme 3.6, dovoljno je dokazati
da je jedina p-grupa G sa Abelovom Aut(G.(G)) grupa Cs.

Ako p-grupa G ima element reda bar 5, onda postoje po parovima
razliciti z,y, z € G takvi da je (x) = (y) = (z). Tada su permutacije
(z,y) i (y, z) na G automorfizmi grafa G.(G) koji ne komutiraju. Pret-
postavimo da je G 3-grupa. Ako je G = Cs, onda Aut(G.(G)) = S;.
Ako je G neciklicna, onda je |G| > 9 i G ima eksponent 3, pa postoje
elementi x, y i 2z koji generisu tri razli¢ite ciklicne podgrupe. Onda
(z,9) (2%, v%), (y, 2)(y?, 2?) € Aut(G.(G)) ne komutiraju. Pretposta-
vimo sada da je G 2-grupa c¢iji je eksponent 4. Ako u G postoji
element reda 2 koji pripada tacno jednoj ciklicnoj grupi (z) reda 4,
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onda (z,z?), (22, 23) € Aut(G.(G)), a (z,2?%) i (22, 23) ne komutiraju.
Ako ne postoji takav element reda 2, onda postoje z,y € G reda 4
takvi da je [{x) N (y)| = 2. Tada su (z,2%) i (z,y)(2?,y*) automor-
fizmi grafa G.(G) koji ne komutiraju. Konacno, lako je primetiti da je
C, jedina grupa eksponenta 2 koja ima Abelovu grupu automorfizama
obogacenog stepenog grafa. Ovim je teorema dokazana. O

Slede¢a teorema dokazana je u [73] u slucaju kona¢nih grupa i
obogacenog stepenog grafa, ali se na analogan nacin dokazuje isto
tvrdenje i u slucaju konac¢nih stepeno-asocijativnih lupa i stepenog
grafa.

Teorema 3.8 C,, Cs i Kleinova grupa su jedine netrivijalne konacne
stepeno-asocijativne lupe ciji stepeni graf ima grupu automorfizama
kvadratno slobodnog reda.

Dokaz. Neka je G stepeno-asocijativna lupa takva da je |Aut(G(G))]
kvadratno slobodan. Ako je G ciklicna grupa, onda je G = C, ili
G = C3, pa pretpostavimo u nastavku ovog dokaza da G nije ciklicna
grupa.

Neka je eksponent lupe G veéi od 2. Za svaki element z € G
stepeno-asocijativne lupe G, koja nije cikli¢na grupa, vazi o(x) < 5,
posto nejednakost o(x) > 5 povlaci Cy x Cy = ((z,z71), (22, 272)) <
Aut(G(G)), pri cemu (x,z ') i (2%, x72) predstavljaju transpozicije na
G. Takode, G ima najvise dva elementa reda vec¢eg od 2. U suprot-
nom bi postojali x i y takvi da je o(x),0(y) > 21 (z) # (y), pa bi bilo
Cy x Co = {(z,z71), (y,y™1)) < Aut(G(G)). Dakle, G ima bar jednu
maksimalnu cikliécnu podgrupu reda 2, a u nastavku pokazujemo da G
ima bar tri takve podgrupe. Neka je C jedinstvena ciklicna podgrupa
od G reda veceg od 2, i neka je y generator maksimalne ciklicne pod-
grupe reda 2. Posto na G vazi zakon kancelativnosti, onda su skupovi
D = {xy | x € C} i C disjunktni. Takode, na osnovu zakona kance-
lativnosti, |D| > 2, sto implicira da G ima bar 3 maksimalne ciklicne

i elemente y i z koji generiSu maksimalne ciklicne podgrupe reda 2,
vazi Cy x Cy & ((z,271), (v, 2)) < Aut(G.(G)), gde su (x,z71) i (y, 2)
transpozicije na G.

Dakle, eksponent lupe G je 2. Posto G nema vise od 3 involutivna
elementa, jer bi u suprotnom |Aut(G(G))| bio deljiv sa 4!, koji nije
kvadratno slobodan broj, onda sledi da je G = Cy x Cy. Ovim je
teorema dokazana. O
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Posledica 3.9 C,, C; i Kleinova grupa su jedine netrivijalne konacne
stepeno-asocijativne lupe ¢iji obogaceni stepeni graf ima grupu auto-
morfizama kvadratno slobodnog reda.

Dokaz. Neka je G netrivijalna konacna stepeno-asocijativna lupa takva
da je |Aut(G.(G))| kvadratno slobodan. Na osnovu posledice 3.2 i
teoreme 3.8, onda je G izomorfna sa C,, Cs ili Cy x Cy. Sa druge
strane, |[Aut(G(C2))| = 2, |[Aut(G(C3))| = 6 1 |Aut(G(Cq x Cyq))| = 6,

¢ime je tvrdnja dokazana. O

Teorema 3.10 C, i C4 x Cy su jedine netrivijalne konacne grupe
kojima je grupa automorfizama obogacenog stepenog grafa p-grupa za
neki prost broj p.

Dokaz. Neka je G netrivijalna kona¢na grupa za koju je |Aut(G.(G))]
stepen prostog broja. Posto Aut(G.(G)) sadrzi bar jednu transpoziciju
na G, Aut(G.(G)) je 2-grupa.

Ako G nije nilpotentna, onda, po definiciji nilpotentnosti grupe na
strani 8, grupa G/Z(G) nije nilpotentna, pa G/Z(G) nije p-grupa
na osnovu teoreme 1.9. Odatle, posto vazi G/Z(G) = Inn(G) <
Aut(G.(G)), ni Aut(G.(G)) nije p-grupa. Sledi da je G nilpotentna
grupa. Nijedna podgrupa Sylowa grupe G ne sadrzi element reda veceg
od 4. U suprotnom bi postojali x,y,z € G takvi da (x) = (y) = (2)
iz #y # 2z # z, aonda bi permutacija (z,y, z) bila automorfizam
grafa G.(G). Sledi na osnovu teoreme 1.11 da je G = Py x P3, gde
su Py i P3 2-podgrupa Sylowa grupe G ¢iji je eksponent najvise 4, i
3-podgrupa Sylowa grupe G ciji je eksponent najvise 3, redom. Dalje,
na osnovu leme 2.56 dobijamo da je G.(G) = G.(P3) X G.(P3).

Da bismo dokazali da je Pj trivijalna, dovoljno je pokazati da bi u
suprotnom Aut(Gs(P3)) sadrzao element reda 3, jer bi na osnovu leme
3.6 to povlacilo dai Aut(G.(G)) sadrzi element reda 3. Ako je P3 = Cj,
onda Aut(G.(P3)) = Ss. Ako je Pj neciklicna grupa eksponenta 3,
onda ona sadrzi tri elementa x, y i z koji generisu tri razlicite ciklicne
grupe, a tada (z,v,2)(2?, 9% 2%) € Aut(G.(G)). Prema tome, G je
2-grupa.

Primetimo da G ima najvise dve maksimalne ciklicne podgrupe
reda 2, jer bi u suprotnom simetri¢cna grupa S3 mogla da se utopi u
Aut(G.(G)). Pokazimo i da je svaka nemaksimalna ciklicna podgrupa
(x) reda 2 sadrzana u tacno dve ciklicne podgrupe reda 4. Ako bi
(y) bila jedina ciklicna podgrupa reda 4 takva da je (x) < (y), onda
bi permutacija (y,z,y ') bila automorfizam od Aut(G.(G)). Takode,
ako bi (y), (z) i (t) bile razlicite ciklicne podgrupe reda 4 koje sadrze
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z, onda bi permutacija (y, z,t), (y~!, 271, ¢t7!) bila automorfizam grafa
Aut(G.(G)). Pored toga, grupa G sadrzi najvise dve nemaksimalne
ciklicne podgrupe reda 2, jer bi, u suprotnom, i tada G.(G) imao auto-
morfizam reda 3. Sledi da je |G| < 8. Grupa G nije izomorfna ni sa gru-
pom kvaterniona Qg, ni sa dieadarskom grupom Dy, jer Qg ima invo-
lutivni element koji je sadrzan u tri ciklicne podgrupe reda 4, a Dg ima
cetiri maksimalne cikli¢ne podgrupe reda 2. Dakle, G je Abelova grupa
¢iji je red najvse 8, pa je lako videti da je G izomorfna sa Cs ili C4 x Cs,
avazi da je Aut(G.(C3)) = Cyi Aut(G.(Cyx Cy)) = Cyx Cyx Cy x Co.

Ovim je teorema dokazana. O

3.2 Struktura obogacéenih stepenih
grafova konacnih Abelovih grupa

U ovoj sekciji, koja je u potpunosti zasnovana na rezultatima objav-
ljenim u [73], opisujemo obogacene stepene grafove kona¢nih Abelovih
grupa. Najpre ¢emo opisati obogacene stepene grafove konacnih Abe-
lovih p-grupa. S tim ciljem uvodimo notaciju korenskih p-stabala i
p-semistabala. Dokaza¢emo da p-semistabla ¢ine familiju svih oboga-
¢enih stepenih grafova konacnih Abelovih p-grupa.

Podsetimo se, stablo je prost graf koji ne sadrzi nijednu konturu
kao podgraf. Poznato je, ailako se vidi, da je graf stablo ako i samo ako
za svaka dva ¢vora x i y postoji tacno jedan put od x do y. Korensko
stablo je stablo ¢iji je jedan ¢vor oznacen kao koren. Za dva ¢vora x i
y korenskog stabla pisacemo x < y ako jedinstveni put od y do korena
sadrzi ¢vor x. Ako su x i y susedni i x < y, onda je y dete od z, i x je
roditelj od y. Visina ¢vora x je rastojanje ¢vora x od korena.

Za tuplove T = (z1,29,...,2,) 17 = (y1,¥2, .- ., Yn) Nenegativnih
celih brojeva pisemo T < 7 ako je T(i) < y(i) za sve i < n. Neka je
@ = (ay,as,...,a,) tupl prirodnih brojeva. Neka su b = (b1, by, ..., by)
i ¢ = (c1,ca,...,c,) tuplovih celih brojeva takvih da je b,¢ € @t =
{z | 0 <7 < @}. Onda je G-8irina tupla b, ili krac¢e Sirina tupla b,
broj |{i € N,, | b; # a;}|. Oznacavaéemo je sa wg(b), ili krace sa w(b).
@-visina tupla b, ili kraée visina tupla b, je broj max{a; —b; | i € N,,}.
Oznacavaéemo je sa ha(b), ili krace sa h(b). Kazemo da je ¢ a-sledbenik

od b, ili kraée sledbenik od b, ako je ¢ # @ i:
L ci:bi—lakojebi#aii

e ¢; € {a;,a; — 1} ako je b; = a;.
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Ako je @ sledbenik od b, onda kazemo da je b prethodnik od €.

Korensko p-stablo pridruzeno tuplu @ = (ay,as, ..., a,) prirod-
nih brojeva, koje ozna¢avamo sa T,(a@), je korensko stablo T' ¢iji évorovi
mogu biti biti oznageni tuplovima iz @* na sledeéi nacin (dozvoljavajuéi
da razliciti ¢vorovi budu oznaceni istim tuplovima):

e Koren od T' je oznacen sa a;

. . n_q . . ..
e Koren ima tacno Z;Tl dece, koja su oznacena sledbenicima od
a na slede¢i nacin: Za svakog sledbenika b od @ postoji tacno

(p — 1)*®~1 dece korena oznacenih sa b;

e Ako je ¢vor x od T oznacen tuplom ¢ # @, gde je ¢; # 0 za sve
i < n, onda x ima tacno p"~! dece, koja su oznacena sledbenicima
od ¢ na slede¢i nacin: Za svakog sledbenika d od ¢ postoji tacno

pP@1(p — 1)@= dece od = oznacenih sa d;

e Ako je ¢vor x od T oznacen tuplom ¢ # @, gde je ¢; = 0 za neko
1 < n, onda z nema dece.

Lako se vidi da su bilo koja dva korenska stabla koja zadovoljavaju
gornje uslove izomorfna, pa je 7,(@) dobro definisano. Napomenimo,
pod izomorfizmom korenskih stabala mislimo na grafovski izomorfizam
posmatranih stabala koji slika koren prvog korenskog stabla u koren
drugog korenskog stabla.

p-semistablo pridruzeno tuplu @, koje oznacavamo sa S,(a), je
graf konstruisan iz 7,(@) dodavanjem grana izmedu svaka dva ¢vora x
iy za koje je x < y, i zamenom svakog ¢vora Cija je visina k > 0 klikom
Kpr1(p-1) = Ky
Tvrdenje 3.11 Graf je obogaéeni stepeni graf neke konacne Abelove
p-grupe ako i samo ako je p-semistablo.

Dokaz. Tvrdenje ocigledno vazi ako je dimenzija tupla @ 1, jer za
svako m € N vazi @ = (m) ako i samo ako G.(G) = K,» = S,(a),
Sto je ispunjeno jer je korensko p-stablo T),(m) put duzine m, pa je

p-semistablo S,(m) ¢iji je red jednak

m—1
i p"—1
1+ (p—1)p =1+(p—1)p_1 =p™.
=0

Pretpostavimo dakle da je dimenzija tupla @ bar 2.
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Neka je @ = (ay,as,...,a,) tupl prirodnih brojeva, i neka je G =
[T, Cpei. Posto je svaka konacna Abelova grupa izomorfna direktnom
proizvodu cikli¢nih grupa, dovoljno je dokazati da je S,(a) = G.(G).
Lako se vidi da je S,(a) = G.(G) ako i samo ako je T,(a), kao poset,
izomorfan posetu P ciklicnih podgrupa grupe G. Podsetimo se, sa
N,, oznacavamo skup prvih n prirodnih brojeva. Da bi se dokazalo da
postoji izomorfizam 1 : T,(a) — P koji slika svaki ¢vor, oznacen sa
¢ = (c1,ca,...,Cy), na cikliécnu podgrupu ¢ija je i-ta projekcija reda
p*~¢ za svako ¢ < n, dovoljno je dokazati sledece:

(1) G ima tacno % ciklicnih podgrupa reda p;

(2) Za svako M C N, postoji tacno (p — 1)IMI=1 cikliénih podgrupa
grupe G reda p ¢ije su i-te projekcije netrivijalne ako i samo ako
1€ M,

(3) Ako je H ciklicna podgrupa grupe G ¢ije su i-te projekcije ozna-
cene sa H; za sve ¢ < n, onda je H maksimalna cikli¢cna podgrupa
grupe G ako i samo ako je |H;| = p* za neko i < n.

(4) Ako je H nemaksimalna cikliéna podgrupe grupe G reda p* > 1
¢ije su i-te projekcije oznacene sa H; i |H;| = p za sve i < n,
onda je H podgrupa od tacno p"~! cikliénih podgrupa grupe G
reda p"*!. Stavige, ako je L = {i € N, | hy # 0} i L C M C
N,, onda je H podgrupa od ta¢no pl“=1(p — 1)MI=IL1 cikli¢énih
podgrupa reda p"*! &ije su i-te projekcije netrivijalne ako i samo
ako1 € M.

G = [[-, Cpes sadrzi p" — 1 elemenata reda p, pa G ima %
cikliénih podgrupa reda p. Ovim je dokazano (1). Da bismo dokazali
(2), primetimo da za M C N, postoji (p — 1)/M! elemenata reda p
¢ije su i-te projekcije netrivijalne ako i samo ako ¢ € M. Ovo povlaéi
da postoji (p — 1)M=1 cikliénih podgrupa grupe G reda p cije su i-te
projekcije netrivijalne ako i samo ako i € M.

Pod korenom stepena p elementa x mislimo na bilo koji element y
za koji je y? = x; takode kazemo da je y p-ti koren od z. Primetimo
da u ciklicnoj p-grupi svaki element ima p korena stepena p ako on
nije generator te ciklicne grupe, a da u suprotnom nema p-tih korena.
Neka je H = (T) = ((x1, 22, ..., x,)), i neka je H; i-ta projekcija grupe
H. Onda je H; = (x;) za sve i <n, ivazi: H je nemaksimalna ciklicna
podgrupa grupe G ako i samo ako T ima p-ti koren u G ako i samo
ako x; ima p-ti koren u C,e; za sve ¢ < n ako i samo ako |H;| < p* za
sve ¢ < n. Ovim je dokazano (3).
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Neka je H = (Z) = ((z1,29,...,2,)) nemaksimalna cikli¢cna pod-
grupa grupe G reda p” > 1, i neka je H; i-ta projekcija od H i
|H;| = p" za sve i <n. Onda je H; = (1;) zasve i <n,izasvei <n
je (z;) nemaksimalna ciklicna podgrupa grupe Cye, i x; ima p korena
stepena p, pa T ima p" korena stepena p. Posto u svakoj ciklicnoj
podgrupi grupe G reda p"*!, koja sadrzi () kao podgrupu, postoji
p p-tih korena od z, sledi da je (Z) podgrupa od tatno p"~! cikli¢nih
podgrupa reda p"*!. Ovim je dokazan prvi deo od (4). Dokazimo i
drugi deo.

Neka je L = {i € N,, | h; > 0}, i neka je L C M C N,. Onda je
broj p-tih korena od 7, ¢ije su i-te projekcije netrivijalne ako i samo
ako i € M, jednak p!“l(p — 1)IMI=IL Opet, posto svaka ciklicna pod-
grupa reda p"*1, koja sadrzi H kao podgrupu, sadrzi p korena stepena
p od Z, H je podgrupa od pH1=1(p — 1)IMI=ILl cikliénih podgrupa reda
pt1 Eije su i-te projekcije netrivijalne ako i samo ako i € M. Ovim je
dokazan i drugi deo od (4), ¢ime je dokazano tvrdenje. O

Napomenimo da postoje neabelove konacne grupe ¢iji su obogaceni
stepeni grafovi izomorfni p-semistablima.  Unitriangularna grupa
UT(3,3) iz primera 2.6 reda 27 i eksponenta 3 ima obogaceni ste-
peni graf izomorfan 3-semistablu S3(1,1,1). Grupa sa prezentacijom
G = (zy]|a® =y
izomorfan sa S3(3,1), je jos jedan primer.

Teorema 3.12 Graf T je obogaceni stepeni graf konacne Abelove grupe
ako i samo ako je I' = X1, S, (@;) za neki tupl @; prirodnih brojeva i

za neke po parovima razlicite brojeve py,pa, ..., Pn.

Dokaz. Teorema sledi iz tvrdenja 3.11 i leme 2.56. O

3.3 Obogaceni stepeni graf
podgrupe Sylowa

U ovoj sekciji dajemo osobinu koju obogaceni stepeni graf konacne
grupe ima ako i samo ako je ta grupa nilpotentna. Sekcija je u pot-
punosti zasnovana na rezultatima iz [72]. Narednim tvrdenjem doka-
za¢emo da iz obogacenog stepenog grafa konacne grupe mozemo da
zaklju¢imo da li je ta grupa nilpotentna.

Za m € N i skupove A i B pisa¢emo A =,, B ako m | |AN B|. Na
osnovu leme 2.61, za bilo koju grupu G, =, predstavlja relaciju ekvi-
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valencije na skupu svih maksimalnih klika grafa G.(G). Sada dajemo
potreban i dovoljan uslov za nilpotentnost konac¢ne grupe.

Tvrdenje 3.13 Neka je G konacna grupa reda p]L p2 coepkn o gde su
D1, D2, - - -y Pn. medusobno razliciti prosti brojevi. Za svako 1t < n i j €
{0,1,...,k;}, neka je DZ skup svih maksimalnih klika grafa G.(G) cije
su kardinalnosti deljive sa pf . Onda vazi:

(a) G ima jedinstvenu p;-podgrupu Sylowa ako i samo ako je

k;

) 1D}/=,) = i (3.1)

]:0
(b) G je nilpotentna ako i samo ako vazi (3.1) za sve i < n.

Dokaz. Neka je i < n, ipretpostavimo da je Zf 0 (gp(pf) : ]Df/%pg ) =
pl. Na osnovu tvrdenja 2.62, za bilo koje j, p(p!) - |Dg/%p{| je broj
elemenata reda p] grupe G. Prema tome, Z?l:o () - |Df/%pz|) je
broj elemenata grupe G ¢iji su redovi stepeni prostog broja p;. Posto
je broj takvih elemenata jednak pfi ako i samo ako G ima jedinstvenu
pi-podgrupu Sylowa, prva tvrdnja je dokazana.

Dalje, oc¢igledno jednakost vazi za sve i < n ako i samo ako G ima
jedinstvenu p;-podgrupu Sylowa za svako ¢ < n, §to je, na osnovu te-
oreme 1.11, ta¢no ako i samo ako je G nilpotentna. O

Slede¢a lema pruza nam neke potrebne uslove za konacan graf da
bi on bio obogaceni stepeni graf neke grupe.

Lema 3.14 Neka je I' konacan graf reda p1 p2 -o-pPn. Neka je Cl =
{C1,Cs, ..., Cn} skup svih maksimalnih klika grafa T', i neka je B =
{Nien Ci | M € PH(N,,)} skup svih preseka maksimalnih klika. Ako je
I' obogaceni stepeni graf konacne grupe, onda vazi:

(B1) ({C | C ecly £0;
(E2) |C| |p1 ph2 - pkn za svako C € Cl;

a sve by, by € D: 0 je By, By C 24 neko € Ct, onaa je
E3) Z By, B B: Ako je By, B C ko C € Cl da j
| By N By| = NZD(| By, | Ba).
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Dokaz. Pretpostavimo da je I' = G.(G) za neku kona¢nu grupu G. Na
osnovu tvrdenja 2.54, svi elementi skupova B i Cl su nosaci cikli¢nih
podgrupa od G. (FE1) sledi iz ¢injenice da sve podgrupe od G sadrze
jedini¢ni element od G. |G| je deljiv redom bilo koje podgrupe od G,
sto implicira (E£2).

Pretpostavimo da je By,By € B i B;,By; C C za neko C' € Cl.
Onda su By, B, i C ciklicne grupe takve da je B;, By < C, i red grupe
B, N By je NZD(|By|,|Bz|). Ovim je dokazano (E3). O

Primetimo da za svaki konacan graf, sa skupom maksimalnih klika
Cl, i skupom svih preseka maksimalnih klika B, (E£3) povlaci sledeca
dva uslova:

(E4) Za sve By, By € B: By C B, implicira | By | | Bal;

(E5) Za sve By, By € B: Ako je |B] ‘ |Bs| i By, By C C za neko
C € Cl, onda je B; C B,.

Prema tome, (£4) i (Eb5) su takode potrebni uslovi za kona¢ni graf da
bude obogaceni stepeni graf grupe.

Medutim, uslovi (E£1)-(E3) nisu dovoljni da bi konacan graf bio
obogaceni stepeni graf. Na primer, graf sa slike 3.2 ispunjava (E'1)-
(E3), iako on nije obogadeni stepeni graf nijedne grupe. Naime, Cg,
Cy x Gy, Cy x Cy x Cy, Dg i Qg su jedine grupe reda 8, a graf sa slike
3.2 nije izomorfan sa obogac¢enim stepenim grafom nijednog od njih.

Slika 3.2

Za grupu G i prost broj p oznacavacemo sa G, skup {x € G | (Ji €
No)(o(x) = p*)}. Primetimo da G, ne mora da bude podgrupa od G.
Ipak, ako G ima jedinstvenu p-podgrupu Sylowa P, onda je P = G,,.

Dokazacemo da, za prost broj p, obogaceni stepeni graf konacne
grupe sa jedinstvenom p-podgrupom Sylowa odreduje obogaceni ste-
peni graf p-podgrupe Sylowa. S tim ciljem uvodimo pojam p-kompo-
nente konacnog grafa.

Definicija 3.15 Neka je I' konacan graf, © neka je p prost broj. Neka
je Cl = {C1,Cy,...,Cy} skup svih maksimalnih klika grafa T', i neka
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je B={Nicms Ci | M € P*(N,)} skup svih preseka maksimalnih klika
od I'. p-komponenta grafa I', koju oznacavamo sa Iy, je indukovan
podgraf od T sa sledecim svojstvom:

Za svako B € B, kardinalnosti p*l gde p Yz (3.2)
B sadrzi tacno p* évorova od T,. '

Sada dajemo algoritam koji za prost broj p i za obogaceni ste-
peni graf konacne grupe sa jedinstvenom p-podgrupom Sylowa vraca
obogaceni stepeni graf p-podgrupe Sylowa.

Tvrdenje 3.16 Neka je I' konacan graf koji ispunjava uslove (E1) i
(E3), i neka je p prost broj. Onda postoji algoritam koji konstruise
jednu p-komponentu grafa .

Dokaz. Nekasu Cy, Cy, ..., C, sve maksimalne klike grafa I', i oznacimo
MNicar Ci sa By za svaki M € PT(N,,). Neka je np) = max{p" | k €
Ny i p¥|n} za bilo koje n € N. Tvrdimo da slede¢i algoritam konstruise
jednu p-komponentu grafa I'.

(a) Oznaci |By,|jp) ¢vorova iz By, i preskrabaj N,, iz P*(N,,).

(b) Odaberi skup M; € P*(N,) ¢iji su svi nadskupovi osim njega
samog veé preSkrabani. Onda oznadci jo§ ¢vorova iz skupa By, \
UM;M1 By, ako je potrebno, tako da By, sadrzi tacno |Bay, |y
oznacenih ¢vorova, i preskrabaj M;.

(c) Ponavljaj korak (b) sve dok svi neprazni podskupovi od N,, ne
budu preskrabani.

(d) Konstruisi I'" kao podgraf od I" indukovan skupom svih oznacenih
¢vorova.

Dovoljno je dokazati da je, za svako M; € PT ¢iji su svi nadsku-
povi osim njega samog preskrabani, | By, |j vece ili jednako od zbira
|Bany \ Unrong, Bur| broja évorova iz (-, By koji su ve¢ oznaceni.
Naime, ako bi to vazilo, onda ¢e se algoritam zavrsiti, i dati graf T
koji ispunjava (3.2).

Neka je M; € P*(N,), i ozna¢imo sve skupove Bj; takve da je
M, C M CN,sa By, Bs,...,B,. Pretpostavimo da su svi strogi nad-
skupovi od M, preskrabani, ali da M; nije preskraban. Onda svako
B; sadrzi tatno |B|p) oznacenih évorova. Neka je p" = |Bag |, i
neka je p** = max{|Bi| | ¢ < m}. Primetimo da je p¥2 < p** zbog
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(E4). Bez gubljenja opstosti, neka je |Bi|p = p*. Tvrdimo da svi
oznaceni ¢vorovi iz svakog B; pripadaju B;. Naime, za sve 1 < m vazi
By,B; € By, € Cj za neko j < n, pa na osnovu (£3) sledi da je
|B1 N Bi|p = |Bilp). Prema tome, svi oznaceni ¢vorovi iz B; pripa-
daju skupu B; N By C By, ¢ime je dokazana tvrdnja. Iz ovog razloga,
U™, B; sadrzi taéno p*? oznacenih &vorova, i ostaje da pokazemo da
je p" < |Ba, \UL, Bi| +p*2. To ¢emo dokazati tako §to ¢emo, na os-
novu (E3), uspostaviti korespodenciju izmedu svih preseka maksimal-
nih klika sadrzanih u By, 1 odgovarajuc¢ih podgrupa ciklicne podgrupe
reda |Byy,|-

Neka je G cikli¢na grupa reda |B)y,|, 1 neka je G; podgrupa od G
reda |B,|, za sve i < m. Primetimo da je |G; N G;| = NZD(|Gl, |G,|).
Onda, na osnovu principa ukljuc¢enja-iskljucenja dobijamo da je

Us[=->cu Y N
i=1 i—1 Jentl jeJ
sto je, na osnovu (E3), jednako sa
X0 3 N6 -|Ue
i=1

= |Bu,| = (" —p

)

< |G| - (p" —p*™)

i=1 JGN%] Jj€J
k:g)7
jer ", G; ne sadrzi element G reda p* ni za jedno i > ky. Prema tome,
p* < |Bay, \ U~ Bil + p*2, pa sledi da je mogude oznagiti p** — pk2
¢vorova iz Bay, \ Uyopy, Bus 1onda bi za svako M 2 M, bilo tacno
| Bar|pp) oznacenih ¢vorova u Byy.

Zakljucujemo da ¢e algoritam na kraju preskrabati sve neprazne
podskupove od N,,, i da ¢e oznaciti ¢vorove grafa I' tako da svaki pre-
sek maksimalnih klika B sadrzi tacno | B[, oznacenih ¢vorova. Onda
je podgraf I" grafa I" indukovan skupom oznacenih ¢évorova jedna p-
komponenta grafa I. O

Lema 3.17 Neka je G konacna grupa, i neka je p prost delitelj od
|G|. Onda je podgraf od G.(G) indukovan skupom cvorova G, jedna
p-komponenta grafa G.(G).

Dokaz. Neka je Cl skup svih maksimalnih klika grafa G.(G), i neka je B
skup svih preseka maksimalnih klika grafa G.(G). Na osnovu tvrdenja
2.54, B je ciklicna podgrupa od G za svako B € B. Prema tome, ako
je |B] = p*l zaneke kil, p f1, onda B ima jedinstvenu podgrupu reda
p¥, i B sadrzi taéno p* elemenata ¢iji su redovi stepeni prostog broja
p. O



82

Lema 3.18 Neka je G konacna grupa, neka je p prost delitelj od |G|,
i neka je I' = G.(G). Onda su sve p-komponente od I' izomorfne sa
[Gy).

Dokaz. Neka su A1 i Ay dve p-komponente grafa I". Za bilo koje
z,y € G pisemo x = =y ako i samo ako Np(z) = Nr(y). Na osnovu
leme 2.57 (b), vazi z = y ako i samo ako z € C' < y € C zasve C € Cl.
Po lemi 2.57 (d), G/= moze da se uredi na sledeéi nacin: [z]. < [y]e
ako jey € C = x € C za sve C € Cl. Na osnovu leme 2.57 (a) i (b),
vazi [z]e < [y]e ako i samo ako Nrp(y) C Nr(z) ako i samo ako vazi
(ly)z) < (al):

Visina elementa x u posetu je maksimalna duzina lanca ciji je
najveéi element x. Indukcuom po visini =-klase u posetu (G/=, <),
dokazujemo da svaka = klasa sadrzi iste brojeve ¢vorova iz Ay iiz As,.
Najmanji element poseta G/= je i, Ci, 1 na osnovu (3.2) ima iste
brojeve évorova iz A; i iz As. Dalje, neka je D € G/=. Onda, na
osnovu (3.2), (D) = ({C € Cl | D C C} sadrzi iste brojeve ¢vorova iz
A1 iiz Asy. Po indukcijskoj hipotezi sve = klase E < D imaju iste bro-
jeve ¢vorova iz Aj iiz Ay. Primetimo da za sve takve E vazi £ C (D).
Ovo povlaéi da D sadrzi iste brojeve ¢vorova iz A i iz Ay. Ovim je
dokazana tvrdnja da svaka = klasa sadrzi iste brojeve ¢vorova iz Ay i
1z AQ.

Sada, posto je transpozicija elemenata z i y automorfizam grafa I"
kad god je x = y, sledi da su A; i Ay izomorfni, pri ¢emu taj izo-
morfizam predstavlja kompozicija transpozicija ¢vorova koji pripadaju
istim =-klasama. Dalje, zato §to je, na osnovu leme 3.17, I'(G)p) jedna
p-komponenta od I, lema je dokazana. O

Teorema 3.19 Neka je G konacna grupa koja ima jedinstvenu p-pod-
grupu Sylowa G, za neki prost broj p. Onda je G.(G,) izomorfno sa
p-komponentom grafa G.(G).

Dokaz. Teorema je direktna posledica leme 3.18. O

Ako konacan graf I' reda p]'ps? - --p.* ispunjava (E1)-(E3), onda
pi-komponenta od I'; moze da se konstruise kao sto je opisano u tvr-
denju 3.16, za bilo koje « < k. U tom slucaju je I' obogaceni stepeni
graf konacne Abelove grupe ako i samo ako je I' = &le I'),, gde je I'),
pi-semistablo, za svako i. Ako neki od grafova I',, nisu p-semistabla,
onda ne mozemo reéi da li je I' obogaceni stepeni graf konacne grupe.
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Da bismo proverili da li je I', p-semistablo, tj. obogaceni stepeni
graf konacne Abelove p-grupe, mozemo, kao u lemi 2.62, da odredimo
koliko elemenata svakog reda ta grupa sadrzi. Koriste¢i ovu informa-
ciju mozemo, kao u tvrdenju 2.66, zakljuciti kom tuplu @ bi I', bilo
pridruzeno kao p-semistablo. Onda preostaje da se proveri da li je
I, =5,(a).

Ako T' ne ispunjava bilo koji od uslova (E1)-(E3), onda I' nije
obogaceni stepeni graf nijedne grupe.






Glava 4

Kombinatorne osobine
grafova pridruzenih grupama
1 stepeno-asocijativnim
grupoidima

4.1 Nezavisni skupovi
komutirajucéeg grafa

Podsetimo se, za skup ¢vorova grafa [ kazemo da je nezavisan ako
nikoja dva ¢vora tog skupa nisu susedna u I', a a-broj je supremum
kardinalnosti nezavisnih skupova grafa I'. Godine 1975. Paul Erdés
postavio je sledeéi problem: Ako komutirajuéi graf grupe ne sadrzi
beskonacan nezavisan skup, da li je onda njegov a-broj konacan? Na-
redne godine Bernhard Neumann [54] objavio je rad u kome je pot-
vrdno odgovorio na Erddsevo pitanje. On je to postigao pokazavsi da
C(G) nema beskonacan nezavisan skup ako i samo ako G ima centar
kona¢nog indeksa. Ova sekcija posvecena je tom rezultatu.

Pre nego sto nastavimo, naves¢emo ideju dokaza: Cilj nam je naj-
pre da pokazemo da, ako C(G) ne sadrzi beskonac¢an nezavisan skup,
onda su sve konjugacijske klase grupe G konacne. Zatim pokazujemo
da grupa kojoj su sve konjugancijske klase konac¢ne, a ¢iji je centar bes-
konacnog indeksa, ima beskonacan nezavisan skup. Ove dve ¢injenice
povlacice tezu implikaciju glavne teoreme ove sekcije: da, ako C(QG)
ne sadrzi beskonacan nezavisan skup, onda je indeks centra grupe G
konacan. Odatle, posto dva elementa koja pripadaju istom kosetu od
Z(G) u G komutiraju, onda nijedan nezavisan skup od C(G) nema
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vise od |G : Z(G)] elemenata.

Napomenimo jos da se grupe ¢ije su sve konjugacijske klase konacne
¢esto oznacavaju kao FC-grupe (na primer u [30] i [63]), mada u ovoj
disertaciji radi lakcéeg Citanja nec¢emo koristiti taj termin. Moze se
dokazati da je klasa svih grupa sa centrom kona¢nog indeksa sadrzana
u klasi svih grupa cije su sve konjugacijske klase konacne. Naime,
za svaki element = grupe G vazi [G : C(z)] < [G : Z(G)], a, na
osnovu teoreme 1.1, broj konjugata od z jednak je [G : C(z)]. Stoga,
ako je indeks centra grupe G konacan, element x ima kona¢no mnogo
konjugata.

Lema 4.1 ([54, lema 1]) Neka je G grupa takva da C(G) nema bes-
konacan nezavisan skup cvorova. Onda su sve konjugacijske klase
grupe G konacne.

Dokaz. Pretpostavimo da G ima beskona¢nu konjugacijsku klasu.
Neka je g € G element koji ima beskonacno mnogo konjugata, i neka
je T C G beskonacan skup takav da je s~'gs # t~1gt za sve s,t € T.
Prema beskonacnoj Ramseyjevoj teoremi, beskonacan kompletan graf
kome su obojene grane u dve boje sadrzi beskonacan kompletan pod-
graf kome su sve grane obojene jednom bojom. Ovo implicira da T ima
podskup U koji je ili nezavisan skup grafa C(G), ili indukuje komple-
tan podgraf od C(G). Ukoliko je U nezavisan, onda je lema dokazana,
pa pretpostavimo dalje da su svi évorovi iz U susedni u C(QG).

Zmajuci da elementi skupa U medusobno komutiraju, pokazujemo
da je skup gU = {gu | v € U} nezavisan u C(G). Neka su u,v € U
proizvoljni. Tada vazi:

w, gv] = (gu) " (gv) gugy = vt o ugw
[gu, gv] = (gu)~"(gv)""gug g g
=u gl uw g = (u_lgu)_lv_lgv #1,

gde krajnja nejednakost vazi zbog izbora skupa T'. Dakle, nikoja dva
elementa skupa gU ne komutiraju, pa C(G) ima beskona¢an nezavisan
skup. Ovim je lema dokazana. O

Ovim je dokazana prva pomenuta implikacija potrebna za dokaz
glavne teoreme ove sekcije. U nastavku pokazujemo da vazi i druga.

Lema 4.2 ([54, posledica 3|) Neka su sve konjugacijske klase grupe
G konacne, i neka G ima centar beskonacnog indeksa. Neka je A < G
konacnog indeksa. Tada A nije Abelova.
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Dokaz. Pretpostavimo da grupa G sa svim konac¢nim konjugacijskim
klasama ima Abelovu podgrupu A konacnog indeksa. Pokazimo da
je indeks centra od G konacan. Neka je () generatorni skup od A,
i neka je R konacan skup takav da je G = (Q U R). Jasno je da
takav skup postoji, za elemente skupa R dovoljno je odabrati iz svakog
levog koseta grupe A po jedan element. Neka je S = Q U R. Dalje,
centralizator generatornog skupa od G je centar od G, pa vazi

Z(G) = C(S) = C(Q) N C(R). (4.1)

Posto je A Abelova grupa, onda je A < C(Q), pa C(Q) ima konacan
indeks.

Pokazimo jos da i C(R) ima konacan indeks. Za svako r € R, konju-
gacijska klasa od r je kona¢na. Prisetimo se, u sekciji 1.1 rekli smo da
je kardinalnost konjugacijske klase elementa jednaka indeksu centrali-
zatora tog elementa. Stoga, za svako r € R je C(r) kona¢nog indeksa.
Posto indeks preseka dve podgrupe nije vec¢i od proizvoda indeksa te
dve podgrupe, ocigledno je da presek konacno mnogo grupa konac¢nog
indeksa ima konacan indeks. Dakle, indeks od C(R) je konacan, i,
slicno, na osnovu jednakosti (4.1) sledi da je Z(G) konac¢nog indeksa,
sto je i trebalo dokazati. O

U nastavku koristimo prethodnu lemu da bismo pokazali da grupa
kojoj su sve konjugacijske klase konacne, a koja ima centar beskonac-
nog indeksa, ima beskonac¢an nezavisan skup. Podsetimo se, sa z ~ y
oznacavamo da su z,y € G susedni u C(G).

Lema 4.3 ([54, lema 4]) Neka je G grupa sa svim konacénim konju-
gacijskim klasama takva da je [G : Z(G)] > No. Neka postoje ni-
zovi elemenata ay,as,...,a, € G 1 by,bs, ..., b, € G koji ispunjavaju
sledece uslove:

(a) a; % a; za svei # j;
(b) a; ~ b; za sve i # j;
(c) a; % b; za svako i;

(d) b; ~b; 2a svei# j.

Onda postoje ani1,bnr1 € G takvi da nizovi ay, as, ..., apt1 1by,bo, ...,
buy1 ispunjavaju uslove (a)-(d).
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Dokaz. Neka je A = C(ay,as9,...,a,,b1,ba,...,b,). Onda, posto G
ima sve kona¢ne konjugacijske klase, indeks podgrupe A je konacan.
Na osnovu leme 4.2, A nije Abelova. Prema tome, postoje a,b € A
takvi da je a % b. Neka je:

A1 = abiby -+ by i
bn+1 - b
Element b, o¢igledno komutira sa a; i b; za svako ¢ < n, i lako se
vidi da za svako ¢ < n i a,; komutira sa b;. Dalje:
[an+1, bn+1] = (blbg tee bn)*laflbflablbz s bnb
= a_lb_la(ble tee bn)_lblbg cee bnb
= la,b] # 1,
¢ime smo pokazali da je apy1 % bpyi. Preostaje da se pokaze da je i
any1 % a; za svako i < n. Bez umanjenja opstosti, neka je i = 1. Tada
sledi:
[an—l—la al] = (blbg e bn>_1a_1a1_1a(b1b2 cee bn)al

= b7 tay (babs - - - by) " (baba, - - - by )bray

= [b17 al] 7£ 1a
¢ime je pokazano da je i @,y 7% ay. Dakle, sledi a1 7% a; za svako
i < n. Ovim je dokazano da nizovi aq,as,...,0ny1 1 b1,b9,. .., bpi1
ispunjavaju uslove (a)-(d). O

Posledica 4.4 ([54, posledica 5]) Neka je G grupa éije su sve kon-
jugacijske klase konacne i koja ima centar beskonacnog indeksa. Onda
C(G) ima beskonacan nezavisan skup.

Dokaz. Ocigledno, G nije Abelova. Dakle, postoje elementi a; i by koji
ne komutiraju. Na osnovu leme 4.3, postoji rastuca familija nezavisnih
skupova A;. Tada je | J,cy Ai beskonacan nezavisan skup grafa C(G). O

Sada mozemo dokazati glavnu teoremu ove sekcije. Lako se vidi
da naredna teorema povlac¢i da, ako komutirajuéi graf grupe nema
beskonacan nezavisni skup, onda komutirajuéi graf te grupe nema ni
proizvoljno velike nezavisne skupove.

Teorema 4.5 ([54, teorema 6]) Neka je G grupa. Tada C(G) nema
beskonacan nezavisan skup ako i samo ako G ima centar konacnog
indeksa.
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Dokaz. Neka je G grupa ¢iji komutirajuéi graf nema beskonacan ne-
zavisan skup. Na osnovu leme 4.1, G ima sve kona¢ne konjugacijske
klase. Pretpostavimo sada suprotno, tj. da je Z(G) beskona¢nog in-
deksa. Onda, na osnovu posledice 4.4, sledi da C(G) ima beskonacan
nezavisan skup. Ovim je dobijena kontradikcija, sto povlaci da je
|G : Z(G)] konacan.

Sa druge strane, ako je indeks centra od G konacan, onda ni C(G)
nema beskonacan nezavisan skup, jer svaka dva elementa sadrzana u
istom kosetu od Z(G) komutiraju. Ovim je teorema dokazana. O

4.2 Nezavisni skupovi stepenog grafa

Ova sekcija je zasnovana na rezultatima rada [1], i bavi se a-brojem
stepenog grafa grupe. Prilozeni dokazi detaljniji su nego u originalnom
radu. Podsetimo se, nezavisni skup grafa I' = (V| F) je skup évorova
X C V takvih da nikoja dva ¢vora iz X nisu susedna. a-broj grafa I
je supremum kardinalnosti nezavisnih skupova grafa I', i oznacavamo
ga sa a(I"). Klika grafa I" je skup ¢vorova tog grafa od kojih su svaka
dva susedna, a w-broj grafa I', sto oznacavamo sa w(I'), je supremum
kardinalnosti svih klika grafa I'. Sa C(G) oznacavaéemo komplement
komutirajuceg grafa grupe G. Sledeca teorema dokazana je u [1].

Teorema 4.6 ([1, teorema 1]|) Neka je G grupa sa osobinom da je
a(G(GQ)) < Xg. Onda je:

(a) [G:Z(G)] < Ny,

(b) G je lokalno konacna, tj. svaka njena konacno generisana pod-
grupa je konacna.

Dokaz. (a) Primetimo najpre da ¢vorovi susedni u C(G) nisu susedni

u G(G). Posto je G(G) C C(G), onda je w(C(G)) = a(C(G)) <
a(G(GQ)) < Ny. Onda, na osnovu teoreme 4.5, sledi da G ima centar
kona¢nog indeksa, Sto je trebalo dokazati.

(b) Neka je H konacno generisana podgrupa grupe G. Posto je
G(H) indukovan podgraf od G(G), onda je a(G(H)) < N,, pa na os-
novu (a) sledi da je Z(H) kona¢nog indeksa u H. Dalje, podgrupa
kona¢nog indeksa konacno generisane grupe je konacno generisana, za
dokaz ¢ega se moze pogledati [64, lema 7.56]. Na osnovu toga sledi da
je Z(H) takode konacno generisan. Na osnovu fundamentalne teoreme
za konacno generisane Abelove grupe, tj. teoreme 1.14 u ovoj diserta-
ciji, dobijamo da je Z(H) 2 Z" x C,, x --- x C,,, gde sun,k € Ny, a
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q1,- - -, qr Su stepeni prostih brojeva. Posto je a(G(Z)) = Ny, sledi da
jen = 01da je Z(H) konaéna grupa. Ovo povlaéi da je H konacna
grupa. O

Navedimo sada sledete poznato tvrdenje iz teorije grupa, nakon
¢ega bismo nastavili sa izlaganjem rezultata na temu nezavisnog skupa
stepenog grafa grupe.

Teorema 4.7 ([63, 4.3.11]) Ako Abelova grupa G nije torziono slo-
bodna, onda postoji ciklicna ili Priferova podgrupa H < G takva da je
G =H x Q za neku podgrupu Q < G.

Sledec¢a teorema, dokazana u [1], pruza potreban uslov za grupu da
njen stepeni graf ima konacni a-broj.

Teorema 4.8 ([1, teorema 3|) Neka je G Abelova grupa takva da je
a(G(G)) < Ng. Onda je G konacna, ili postoji prost broj p takav da je
G = C,~ x H, gde je H konacna grupa takva da je p /f |H|.

Dokaz. Ako bi grupa G bila torziono slobodna, onda bi ona imala
podgrupu izomorfnu sa aditivnom grupom Z, pa bi bilo «(G(G)) >
a(G(Z)) = Ny. Prema tome, G nije torziono slobodna grupa, pa je
na osnovu teoreme 4.7 G = G x Hy, gde je Gy cikli¢na ili Priiferova
grupa. Stavise, poito je a(G(G)) < R, ako je G ciklicna grupa, onda
je ona konaé¢na. Ako je H; trivijalna grupa, onda bi tvrdnja teoreme
vazila, pa pretpostavimo da to nije slucaj. Dalje, ni H; nije torziono
slobodna, pa je H;y = Gg X Hy, gde je Go konacna ciklicna grupa
ili Priferova grupa, ¢ime dobijamo G = G; x Gy x Hy. Posto je
a(G(GQ)) < Ny, onda postoji n € N za koje je H, 41 trivijalna grupa,
pa je G = [[I_, Gy, gde je G; konacna ciklicna grupa ili Priiferova
grupa za svako ¢ < n.

Pokazimo da je najvise jedna od podgrupa Gy, Go,..., G, Priife-
rova. Pretpostavimo suprotno, tj. da je Cpe X Cye < G. Neka je za
k € N skup I definisan sa:

1

1 )

Posto je za 17 < 19 element p}l
1 1 . 1
oz + 7Z, a element FAT + Z grupe Cg veceg reda nego FiT + 7,

+ Z grupe Cp~ manjeg reda nego

onda I}, ¢ini nezavisan skup ¢vorova grafa G(G) kardinalnosti k. Ovim
je dobijena kontradikcija jer je a(G(G)) < Vo, pa je najvise jedna od
grupa G, Go, ..., G, Priiferova.
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Ako su sve grupe G;, ¢ < n, konacne ciklicne, onda je G konacna,
pa pretpostavimo da je G = Cpeo X H?:_ll sz;i, gde k; € N za sve
t < n— 1. Dovoljno je da se pokaze da je p razli¢ito od svih p;,
1t < n—1. Pretpostavimo da je p; = p. Onda G ima podgrupu izomor-
fnu sa G(Cp= x C,). Neka je x generator grupe C,, i neka je D C Cpeo
skup koji sadrzi tacno po jedan element reda p' za svako [ € N. Onda
je D x {x} beskonacan nezavisan skup grafa G(Cp~ x C,). Ovim smo
dobili da G(G) ima beskonacan nezavisan skup, $to je kontradikcija.
Ovim je dokaz teoreme zavrSen. O

U naredne dve teoreme, objavljene u [1], dajemo potreban i dovo-
ljan uslov za nilpotentne grupe da im stepeni graf ima konacan a-broj.

Teorema 4.9 ([1, teorema 4]) Neka je G p-grupa, za neki prost broj
p, takva da je a(G(G)) < Rg. Onda je G konacna ili Priiferova grupa.

Dokaz. Posto je a(G(G)) < Ny, onda je i a(G(Z(G))) < Ny. Na os-
novu teoreme 4.8, onda je Z(G) konacan, ili je Z(G) = Cp~ za neki
prost broj p. Ako je Z(G) konacan, onda je na osnovu teoreme 4.6
i G konac¢na grupa, pa pretpostavimo da je Z(G) = C,~. Pokazimo
da je u tom slucaju Z(G) = G. Neka je x € G. Onda, kao i malo-
pre, zaklju¢ujemo da je grupa (Z(G), z) izomorfna sa Cpe. Medutim,
posto su sve netrivijalne podgrupe Priiferove grupe konac¢ne, onda je
(Z(G),z) = Z(G). Dakle, Z(G) = G, ¢ime je dokazano da je u ovom
slucaju G Priiferova grupa. Ovim je teorema dokazana. O

Teorema 4.10 ([1, teorema 6]) Neka je G beskonacna nilpotentna
grupa. Onda je a(G(G)) < Ny ako i samo ako je G = Cpee x H za
neki prost broj p, gde je H konacna grupa i p /f |H|.

Dokaz. Neka je G = C,~ x H, gde je p neki prost broj, a H konacna
grupa ¢iji je red uzajamno prost sa p. Pretpostavimo da je a(G(G)) >
Ng. Posto je H konacna i a(G(G)) > Wy, postoji nezavisan skup
¢vorova N grafa G(G) takav da je |[N| > |H|. Sledi da postoje g1, 92 €
Cp~ 1 h € H takvida (g1, h), (g2, h) € N. Bez umanjenja opstosti, neka
je o(g1) > o(g2). Posto su o(g1) i o(h) uzajamno prosti, i posto (g1, €)
i (e, h) komutiraju, onda je ((g1,h)) = ((g1,¢€), (e, h)) = (g1) X (h).
Dalje, jer go € {(g91) 1 h € (h), sledi da je (g2,h) € {(g1,h)), tj. da je
(g2, h) stepen elementa (g;, h), ¢ime je dobijena kontradikcija. Ovim
je dokazana prva implikacija.

Neka je a(G(G)) < N;. Onda je, na osnovu teoreme 4.6 (a),
G :Z(G)] <Ny iG =7Z(G)H, gde je H = (21,29, ..., 2,), pri cemu
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su elementi 21, 2, ..., 2z, predstavnici svih koseta od Z(G) u G. Da-
lje, na osnovu teoreme 4.6 (b), posto je H kona¢no generisana, ona
je kona¢na. Takode, na osnovu teoreme 4.8, Z(G) = AB, gde je
A = C, za neki prost broj p i B kona¢na grupa takva da p /f |B|, jer
je Z(G) beskonacan. Posto je, na osnovu teoreme 1.9, H konac¢na nil-
potentna grupa, onda je, na osnovu teoreme 1.11, H = H,, x szl H,,
gde su H, i sve grupe H,, sve podgrupe Sylowa grupe H. Pokazimo
da je H, < A. Neka x € H, Element x komutira sa svim ele-
mentima podgrupe A jer je A < Z(G), pa je (A,z) p-grupa, §to,
na osnovu teoreme 4.9, povlacéi (A,z) = Cpe = A. Dalje, posto
Priiferova grupa nema netrivijalnu beskonacnu podgrupu, sledi da je
(A,x) = A, sto povlaci v € A1 H, < A. Dakle, H, < Z(G), pa
je G = ABH,, ---H,,. Na osnovu teoreme 1.11, za svaka dva ele-
menta g i h konacne nilpotentne grupe vazi o(gh) | NZS(o(g), o(h)).
Odatle, posto je G nilpotentna, p )( |B|, |Hp, |, ..., |Hp,| implicira da
p ne deli red grupe BH,,, ---H,,,. Dobili smo da je ANBH, ---H,,
trivijalna grupa, da je ABH,, ---H,, = G, i da za svaki element a
grupe A i element b grupe BH,, - - - H,, vazi ab = ba. Odavde sledi da
je G =A xBH,, ---H,,, cime je teorema dokazana. O

Napomenimo da smo u prethodnom dokazu drugu implikaciju mo-
gli dokazati i koristeéi ¢injenicu da je, na osnovu teoreme 1.12, torziona
nilpotentna grupa izomorfna direktnoj sumi svojih podgrupa Sylowa.
Uoc¢imo najpre da postoji samo kona¢no mnogo prostih brojeva p tak-
vih da G sadrzi element reda p. Dakle, postoji konacno mnogo pod-
grupa Sylowa. Stavise, svaka podgrupa Sylowa je konacna ili Priiferova
grupa, pri ¢emu je najvise jedna od njih Priiferova grupa. Dokaz dalje
sledi iz teoreme 4.9.

Takode, u dokazu teoreme 4.10 iz o(G(G)) > Ry nismo mogli za-
kljuéuti da graf G(G) sadrzi beskona¢an nezavisan skup. Na osnovu
teoreme 4.5, svaka grupa, ¢iji komutirajué¢i graf ima beskonac¢an a-broj,
ima beskonacan nezavisan skup. Medutim, naredni primer potvrduje
da za stepeni graf grupe analogno tvrdenje ne vazi.

Primer 4.11 Postoji grupa G takva da je a(G(G)) > Wy ¢iji stepeni
graf nema beskonacan nezavisan skup.

Dokaz. U dokazu teoreme 4.8 ve¢ smo videli da je a(G(Cpee X Cpex)) =
Ny, pa preostaje samo da se dokaze da stepeni graf grupe Cpeo X Cpeo
nema nijedan beskonac¢ni nezavisni skup ¢vorova.

Neka je G = Cpo X Cyeo, gde su p i ¢ razliciti prosti brojevi.
Primetimo da u grupi G vazi y € (x) ako i samo ako o(y) | o(z), jer
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za sve a1,y € Ny grupa G ima jedinstvenu podgrupu reda p®tq*2
koja je ciklicna. Neka je N nezavisan skup ¢vorova grafa G(G), i neka
(pm +7Z, = 52 + Z) € N, gde su s; i $o uzajamno prosti sa p i ¢, redom.
Pretpostawmo daljeida ( b7, qt32 +Z) € N, gdesuit; ity uzajamno
prosti sap i g, redom. Onda vaziy; < By ili 79 < [, jer bi u suprotnom
( -+, ﬂQ —|—Z) bio element cikli¢ne grupe <( b 17, qt32 +Z)>. Odavde
S ed1 da nezavisan skup N sadrzi najvise [, + 52 + 1 elemenata, ¢ime

je tvrdnja dokazana. O

4.3 Bojenje obogacenih stepenih grafova
i stepenih grafova
stepeno-asocijativnih lupa sa
inverzima

Ova sekcija zasnovana je na rezultatima iz [1] i na originalnim rezul-
tatima iz [72], i bavi se hromatskim brojem stepenog grafa i obogacenog
stepenog grafa. Podsetimo se, hromatski broj grafa I' je minimalna
kardinalnost skupa boja kojim se mogu obojiti ¢vorovi grafa I' tako da
nikoja dva susedna ¢vora grafa I' ne budu obojena istom bojom. Hro-
matski broj grafa I' oznacavamo sa x(I'). w-broj grafa I' oznacavamo
sa w(I).

U [1] autori su dokazali da grupa G takva da je w(G.(G)) < N
ima konacan eksponent. Na slican nac¢in moguce je dokazati analogno
tvrdenje za stepeno-asocijativne lupe sa inverzima, i taj dokaz pred-
stavljamo u nastavku.

Lema 4.12 ([1, lema 7]) Neka je G stepeno-asocijativna lupa sa inver-
zima. Ako je w(G(G)) < Ny, onda je eksponent od G ogranicen.

Dokaz. Pretpostavimo da eksponent od G nije konacan. Onda za
svako k € N postoji element gk E G takav da je o(gy) > 2F. Neka je
Cr={g? | 1 <i<k}. Postog? — g ako i samo ako je j < i, onda
je Cy klika grafa G(G) velicine k. Ovim je lema dokazana. O

Naredno tvrdenje direktna je posledica leme 4.12.

Posledica 4.13 Neka je G Abelova grupa takva da je w(G(G)) < Ng.
Onda je G direktna suma konacnih ciklicnih grupa.
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Dokaz. Na osnovu leme 4.12, grupa G je Abelova grupa kona¢nog eks-
ponenta, pa je ona, na osnovu Priifer-Baerove teoreme (teorema 1.15),
direktna suma konac¢nih cikli¢nih grupa. O

Jasno, hromatski broj stepenog grafa mnogih grupa je beskonacan.
Takva je na primer Priiferova grupa, aditivna grupa 7Z, pa i bilo koja
grupa koja nije torziona. Postavlja se pitanje da li stepeni graf svake
grupe moze biti obojen sa prebrojivo mnogo boja. Odgovor na ovo
pitanje je pozitivan: Yaroslav Shitov [69] je dokazao da je moguée
obojiti stepeni graf bilo kojeg stepeno-asocijativnog grupoida sa pre-
brojivo mnogo boja.

Teorema 4.14 Hromatski broj obogacenog stepenog grafa bilo koje ste-
peno-asocijativne lupe sa tnverzima je najvise prebrojiv.

Dokaz. Neka je G stepeno-asocijativna lupa. U stepeno-asocijativnoj
lupi sa inverzima svaki element generise ciklicnu podgrupu, i red ele-
menta z definisan je kao red grupe (x). Za svako m € N, moguce je
obojiti sve ~-klase elemenata reda m sa ¢(m) boja. Posto elementi is-
tog konacnog reda koji generisu razlicite ciklicne podgrupe ne mogu biti
susedni u G.(G), na ovaj nacin mogu se obojiti svi elementi konacnog
reda lupe G sa prebrojivo mnogo boja, tako da nikoja dva elementa
obojena istom bojom ne budu susedna. Preostaje da se pokaze da je
isto moguce uciniti i za sve elemente beskonacnog reda.

Oznacimo sa ® podgraf od G.(G) indukovan skupom svih eleme-
nata od G koji su beskona¢nog reda. Neka je S(z,n,m) = {y |
y" = 2"}, za bilo koje x € G, n € Z\ {0}, i m € N, i neka je
S(z) = Unez f0y.men (2, n,m). Jasno je da je S(z) povezan jer je
(z)\ {e} klika, i svi elementi iz S(z) su povezani sa bar jednim elemen-
tom iz (z) \ {e}. Pokazimo da S(z) indukuje komponentu povezanosti
grafa ®. Neka je y ~ z za neko y € S(z). Onda je y™ = 2™ za neko
ny € Z\{0} i neko m; € N, ipostojit € G takvodaje z = t" iy = ™
za neko ny € Z\ {0} i neko my € N. Tada je z™™M2 = ¢n2mim2 = gmnz
pa prema tome z € S(z). Dakle, S(z) indukuje komponentu poveza-
nosti.

Dokazimo jos da je S(x,n, m) nezavisan skup za svako n € Z\ {0}
im € N. Neka su y,z € S(x,n,m) razliciti elementi. Tada je y™ =
2™ = g". Ako bi vazilo y ~ z, onda bi y i 2 bili razli¢iti elementi neke
beskonacne ciklicne grupe, pa bi y™ = 2™ povlacilo z = y. Ovim je
dobijena kontradikcija, pa sledi da nikoja dva razlicita elementa skupa
S(x,n,m) nisu susedna u G.(G).
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Sledi da je moguée sve évorove skupa S(x) obojiti sa prebrojivo
mnogo boja na sledeéi na¢in: za svaki od skupova S(z,n, m) odabrati
po jednu boju tako da se boje ne ponavljaju, a potom svaki element
skupa S(z) obojiti bojom jednog od skupova S(x,n, m) u kojima je taj
element sadrzan. Dakle, moguce je odabrati prebrojivu paletu boja, i
bojama te palete obojiti sve elemente beskonacnog reda tako da nikoja
dva susedna ne budu obojena istom bojom. Ovim je teorema doka-
zana. O

Naredno tvrdenje je direktna posledica teoreme 4.14, posto je ste-
peni graf grupe podgraf obogac¢enog stepenog grafa.

Posledica 4.15 Hromatski broj stepenog grafa bilo koje grupe je najvise
prebrojiv.

Naredna dva tvrdenja takode su posledice teoreme 4.14, jer hro-
matski broj grafa nije manji od w-broja tog grafa. Medutim, ona su
takode i posledice tvrdenja 2.54, jer je svaka lokalno ciklicna grupa
prebrojiva.

Posledica 4.16 ([1, posledica 37]) Kardinalnost maksimalne klike
obogacenog stepenog grafa bilo koje grupe je najvise prebrojiva.

Posledica 4.17 ([1, teorema 10]) Kardinalnost maksimalne klike
stepenog grafa bilo koje grupe je najvise prebrojiva.

4.4 Bojenje stepenog grafa
stepeno-asocijativnog grupoida

Ova sekcija zasnovana je na radu Yaroslava Shitova [69] u kome
je on istrazivao gornju granicu za hromatski broj stepenog grafa po-
lugrupe. Medutim, posto u polugrupi ne moraju da postoje inverzni
elementi, niti neutralni element, onda je u ovom sluc¢aju jedino moguce
izucavati pozitivno-stepeni graf u kome su dva elementa x i y susedna
ako postoji n € N takvo da je y = 2™ ili z = y™. U nastavku ove sekcije
pokazujemo da je hromatski broj pozitivno-stepenog grafa stepeno-
asocijativnog grupoida najvise prebrojiv, ali je neophodno najpre da
uvedemo odredene pojmove i oznake. Prilozeni dokazi detaljniji su
nego u originalnom radu.

Podsetimo se, podgrupoid od G generisan sa z, tj. podgrupoid od

G ¢iji je nosac {z" | n € N}, oznacavacemo sa (x). Red elementa
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x, §to oznacavamo sa o(x), je red grupoida (x). Pretperiod elementa
x je maksimalni broj n takav da je, za svako m € N, 2™ = 2" ako i
samo ako je m = n. Period elementa z je o(z) — p,(z), gde je p,(x)
pretperiod od x. Za element x konacnog reda stepeno-asocijativnog
grupoida kazemo da je ciklican ako su mu red i period jednaki.

Naredna lema omoguéi¢e nam da podelimo skup svih cikli¢nih ele-
menata u uniju prebrojivo mnogo nezavisnih skupova, pri ¢emu ti ne-
zavisni skupovi ne moraju biti i sami prebrojivi.

Lema 4.18 Neka je G stepeno-asocijativan grupoid, i neka je n € N.
Podgraf od GT(G) indukovan skupom svih ciklicnih elemenata reda n
je disjunktna unija klika velicine p(n).

Dokaz. Oznacimo podgraf od G7(G) indukovan skupom svih cikliénih
elemenata reda n sa I'. Za ciklicne elemente reda n pisatemo x ~ y
ako postoji i € N takvo da je ' = y. Lako se uocava da je relacija ~
refleksivna i tranzitivna, i da je x ~ y ako i samo ako y € (x). Dalje,
podgrupoid (z) je monoid ¢iji je neutralni element z™, i u kojoj ele-
ment x’ ima inverzni element "~ za svako i < n. Dakle, (x) je grupa.
Stoga, ako je x ~ y za elemente z i y reda n, tada je y reda n element
grupe (x) ¢iji je red n, pa je (y) = (z) i z € (y), tj. y =~ z. Ovim je
dokazano da je relacija ~ i simetricna, pa je ona relacija ekvivalencije
na skupu svih cikliénih elemenata reda n grupoida G, i sledi da je I

disjunktna unija klika reda ¢(n). O

U nastavku pokazujemo da je moguce i skup svih necikli¢nih ele-
menata konac¢nog reda podeliti u uniju prebrojivo mnogo nezavisnih
skupova, ali najpre pokazimo jednu pomoc¢nu lemu.

Lema 4.19 Neka je G stepeno-asocijativan grupoid, i neka je v € G
element ¢igi je pretperiod p. Tada je x9 ciklican za svako q > p.

Dokaz. Neka je y = x? za ¢ > p, i neka je n period od x. Potrebno je
dokazati da postoji k > 1 takvo da je y* =y, tj. (29)* = 29, a ovo je
ekvivalentno sa

kq—p=q—p(modn—p), tj.
q(k—1) =0 (mod n — p).

Dakle, za k =n —p+ 1 > 1 se dobija y* = y. Sledi da je y ciklican,
Sto je trebalo dokazati. O
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Lema 4.20 Neka su x @y dva neciklicna elementa konacnog reda ste-

peno asocijativnog grupoida G jednakih pretperioda. Onda x iy nisu
susedni u GH(G).

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tj. da su x i y susedni u G*(G), i
neka je p pretperiod elemenata x i y. Onda, bez umanjenja opstosti,
postoji n € N takvo da je ™ = y. Na osnovu leme 4.19, ™ je ciklican,
dok sa druge strane y? ocigledno nije. Ovim je dobijena kontradikcija,
pa je lema dokazana. O

Preostaje jos samo da pokazemo da i svi elementi beskonacnog reda
mogu podeliti u uniju prebrojivo mnogo nezavisnih skupova.

Lema 4.21 Neka je G stepeno-asocijativni grupoid, © neka je ® pod-
graf od GT(G) indukovan skupom svih elemenata beskonacnog reda gru-
poida G. Onda je graf ® disjunktna unija grafova céiji su hromatski
brojevi najvise prebrojivi.

Dokaz. Neka je x € G beskonacnog reda. Za prirodne brojeve n i m,
neka je S(x,n,m) = {y | 2™ = y™}. Pokazimo najpre da je S(x,n,m)
nezavisan skup ¢vorova grafa ®. Pretpostavimo suprotno, tj. da je,
bez umanjenja opstosti y = 2* za neko k > 1. Neka y, z € S(x,n,m).
Tada je 2" = y™ = 2™. Onda sledi 2"* = 2™ = y™ = 2", ¢ime
je dobijena kontradikcija jer je x element beskonac¢nog reda. Dakle,
S(xz,n,m) je nezavisan skup ¢vorova.

Neka je S(z) = U, men S(z,n,m). Pokazimo da S(x) indukuje
komponentu povezanosti grafa ®. Pokazimo najpre da je S(z) povezan
skup évorova. Neka g,h € S(x). Onda postoje ny,ng,mi,my € N
takvi da je 2™ = g™ i 2" = ¢™2, a onda su ¢g i h susedni sa x™"2. Da
bismo dokazali da S(z) indukuje komponentu povezanosti, dovoljno je
dokazati da svaki element z susedan sa nekim y € S(x) takode pripada
S(x). Neka je 2 = y™ za neke prirodne brojeve n i m. Ako je y
stepen elementa z, ocigledno je da z € S, a ako je je z = y* za neko
k € N, onda je 2™ = y™* = 2™ Dakle, S(z) indukuje komponentu
povezanosti od .

Stoga, graf @ je disjunktna unija grafova S(z) = Upmen S(@,n,m)
za po jedan predstavnik z iz svake komponente povezanosti od P, i
svaki od skupova S(x,n,m) je nezavisan. Prema tome, ¢vorovi od @
mogu se obojiti sa prebrojivo mnogo boja na slede¢i nacin: odaberemo
po jedan element x iz svake komponente povezanosti od ®, za svaki
uredeni par prirodnih brojeva (n,m) dodelimo po jednu boju tako da
se boje ne ponavljaju, i potom za svaki ¢vor y odaberemo po jedan
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uredeni par (ng,mg) prirodnih brojeva takav da y € S(x,ng,mg), i
obojimo y bojom dodeljenom uredenom paru (ng,mg). Na ovaj nacin
dobijamo bojenje takvo da nikoja dva susedna ¢vora grafa ® nisu obo-
jena istom bojom, pa je ovim lema dokazana. O

Sada mozemo da dokazemo narednu teoremu, koja je glavno tvrdenje

rada [69].

Teorema 4.22 (Shitov) Hromatski broj pozitivno-stepenog grafa ste-
peno-asocijativnog grupoida je najvise prebrojiv.

Dokaz. Neka su I'; A i & podgrafovi od GT(G) indukovani skupom
svih cikli¢cnih elemenata, skupom svih necikli¢cnih elemenata konac¢nog
reda, i skupom svih elemenata beskonac¢nog reda, respektivno. Da
bismo dokazali teoremu, odaberimo dve disjunktne prebrojive palete
boja.

Cvorove grafa I' moguée je obojiti sa prebrojivo mnogo boja na
slede¢i nacin: za svaki prirodan broj p odabrati po jednu boju tako da
se boje ne ponavljaju, i svaki neciklicni element x ¢iji je pretperiod p
obojiti bojom broja p iz prve palete. Na ovaj nacin, na osnovu leme
4.18, nikoja dva neciklicna elementa obojena istom bojom nece biti
susedna u G*(G).

Cvorovi od A mogu se obojiti na sledeéi nacin: odaberemo po ¢(n)
boja iz druge palete za svako n € N tako da se boje ne ponavljaju,
i potom, za svako ng € N, ¢(ng) ciklicnih elemenata koji generisu
istu ciklicnu grupu obojimo sa po jednom od ¢(ng) boja odabranih za
ng. Na osnovu leme 4.18, na ovaj nacin nikoja dva ciklicna elementa
susedna u G*(G) necée biti obojena istom bojom.

Takode, i hromatski broj grafa ® je prebrojiv na osnovu leme 4.21,
pa se ¢vorovi grafa & mogu obojiti bojama prve palete tako da nikoja
dva susedna ¢vora ne budu obojena istom bojom. Dodatno, posto
su cikli¢ni i necikliéni elementi bojeni bojama iz disjunktnih paleta, i
posto u GT(G) nijedan element beskona¢nog reda nije susedan ni sa
kojim elementom kona¢nog reda, ovim smo dokazali da graf G*(G)
ima najvise prebrojiv hromatski broj. O

4.5 Perfektnost obogacenog stepenog
grafa i stepenog grafa

Za graf I" kazemo da je perfektan ako je za svaki indukovan podgraf
A od I'" hromatski broj od A jednak w-broju grafa A. Claude Berge
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Sezdesetih godina dvadesetog veka primetio je da je da perfektni grafovi
ne sadrze ni neparnu konturu duzine bar 5 kao indukovan podgraf, a
takode je primetio da ne sadrze ni komplement neparne konture duzine
bar 5 kao indukovani podgraf. Naime, hromatski broj neparne konture
duzine bar 5 je 3, a njen w-broj je 2. Takode, w-broj komplementa
konture duzine 2k + 1, k > 1, je k, a njegov hromatski broj je k£ + 1.
Graf I" takav da ni I' ni njegov komplement ne sadrze neparnu konturu
duzine bar 5 zovemo Bergeov graf. Claude Berge postavio je 1961.
godine hipotezu da je graf perfektan ako i samo ako je Bergeov graf.
Godine 2002. [20] dokazano je da je ova hipoteza ta¢na, i to tvrdenje
poznato je kao jaka teorema o perfektnim grafovima, a u ovoj disertaciji
je navedena kao teorema 1.16.

Prvi deo ove sekcije bavi se perfektnoséu stepenog grafa grupe, i
zasnovan je na rezultacima iz [1]. Drugi deo ove sekcije, koji je zasnovan
na originalnim rezultatima objavljenim u [73], bavi se perfektnoséu
obogacenog stepenog grafa grupe.

Na osnovu leme 4.12, samo grupe kona¢nog eksponenta mogu imati
stepeni graf obojen sa konacno mnogo boja. U nastavku dokazujemo
i da svaka grupa konacnog eksponenta ima perfektan stepeni graf, sto
je rezultat iz [1], pri ¢emu je prilozeni dokaz nesto drugaciji i detaljniji
nego u originalnom radu.

Lema 4.23 Neka je G grupa konacnog eksponenta. Skup M C G je
maksimalna klika grafa G(G) ako i samo ako:

(a) M generise maksimalnu ciklicnu podgrupu grupe G,
(b) M je unija ~g-klasa, i

(¢) Redovi elemenata skupa M ¢ine maksimalni lanac u odnosu na
relaciju deljenja, kome je najmangi element 1, a najveci element
[(M)].

Dokaz. Pretpostavimo da M ispunjava uslove (a), (b) i (c). Lako se
vidi da (a) i (c¢) povlace da je M klika. Neka je (M) = C = (c).
Pretpostavimo da je x € G \ M susedan sa svim elementima skupa
M u G(G). Ne moze biti x — ¢ zbog (b) i jer ¢ generise maksimalnu
ciklicnu podgrupu od G. Pretpostavimo onda da ¢ — x. Zbog (b) i
(c) sledi da postoji y € M takav da nije ni o(y) | o(x), ni o(z) | o(y),
sto povlaéi x % y. Dakle, ne postoji element € G\ M susedan sa
svim elementima iz M, pa je M maksimalna klika grafa G(G).
Pretpostavimo sada da je M maksimalna klika grafa G(G). Na
osnovu tvrdenja 2.54, sve klike grafa G.(G) su konacne, pa je i M
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konacna. Neka je c element klike M maksimalnog reda. Posto elementi
~g-klase imaju isto zatvoreno susedstvo, (b) o¢igledno vazi. Ako (M)
ne bi bila maksimalna ciklicna podgrupa grupe G, onda bi postojao
clement d takav da je (¢) = (M) < (d), i u tom slucaju, posto bi
tada M U [d]|~. bila klika, klika M ne bi bila maksimalna. Ovim je
pokazano (a). Zato §to elementi x,y € G takvi da niti o(x) | o(y), niti
o(y) | o(x), nisu susedni u G(G), redovi elemenata skupa M ¢ine lanac.
Ukoliko oni ne bi ¢ini maksimalan lanac sa najmanjim elementom 1
i najveéim elementom [(M)|, onda bi, slicno kao malopre, postojao
element e takav da je M U [e]~ klika koja sadrzi M, ¢ime bi se dobila
kontradikcija. Dakle, vazi i (¢). Ovim je Lema dokazana. O

Teorema 4.24 ([1, teorema 12]) Neka je G grupa konacnog ekspo-
nenta. Onda je G(G) perfektan graf i vaZi:

X(9(G)) = w(G(G))
= max{ng(d) ‘ D € D(n) za nekon € N, i (3z € G)o(z) = n},

deD

gde je D(n) skup svih maksimalnih lanaca poseta (N, |).

Dokaz. Za prirodan broj n oznac¢imo sa D(n) skup svih maksimalnih
lanaca poseta (N,,|), i neka je

h(G) = max{ng(d) ‘ D € D(n) zanekon € N, i

deD

(Fz € G)o(x) = n}

Onda, na osnovu leme 4.23, sledi jednakost w(G(G)) = h(G).
Preostaje da se dokaze da je x(G(G)) < w(G(G)). Primetimo da
je relacija < na G definisana sa:

r<yakojey —zxiliz=y,

preduredenje, tj. refleksivna i tranzitivna relacija. Dalje, neka je <
relacija poretka na G koja se dobija linearnim uredivanjem svake =c-
klase. Podsetimo se da je visina elementa x u parcijalno uredenom
skupu, $to oznacamo sa h(x), maksimalna duzina lanca kome je x
najveéi element. Primetimo da je h(G) = max{h(z) | z € G}. Da
bismo pokazali da postoji particija poseta (G, <) u h(G) antilanaca,
dovoljno je primetiti da ne postoji nijedan par elemenata iz G koji su
uporedivi u (G, £), a ¢ije su visine u (G, £) jednake. Zaista, ako je x <
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y ix # y, onda je lanac maksimalne duzine kome je x najveci element
sadrzan u lancu kome je y najvedi element, pa je h(x) < h(y). Dakle,
posto postoji particija poseta (G,<) u h(G) antilanaca, i posto su
svaka dva susedna ¢vora u G(G) uporediva u (G, <), onda ova particija
u w(G(Q)) antilanaca odreduje jedno bojenje grafa G(G) sa u w(G(Q))
boja. Ovim smo pokazali da je x(G(G)) < w(G(G)), ¢ime je dokazana
jednakost iz formulacije leme.

Oznacimo graf G(G) sa I, i pokazimo jos da je on perfektan. Neka
je H C @G, i neka je C' maksimalna klika od T'[H]. Onda je C' lanac
maksimalne duzine u potposetu (H, <) od (G, <), pa postoji particija
poseta (H, <) u |C| antilanaca. Na ovaj nacin, slicno kao malopre, do-
bijamo bojenje indukovanog podgrafa I'|[H| od G(G). Ovim je teorema
dokazana. O

Pokazimo sada i niz posledica prethodne teoreme. Naredna tri
trvdenja predstavljena su u [1], a u ovoj disertaciji ih navodimo i sa
dokazima. Posledicu 4.26 navodimo za opstiju klasu grupa nego u ori-
ginalnom radu.

Posledica 4.25 ([1, posledica 13]) Za svaku grupu G sledeéi uslovi
su ekvivalentni:

(a) X(G(G)) < No;
(b) w(G(G)) < Ry;
(¢) G je konacénog eksponenta.

Dodatno, hromatski broj grafa G(G) nije veci od eksponenta grupe G.
Dokaz. Posto je w(G(G)) < x(G(G)), onda (a) implicira (b), a, na

osnovu leme 4.12; (b) povlaci (¢). Konacno, na osnovu teoreme 4.24,
(¢) implicira (a) i (b). O

Posledica 4.26 Neka je G nilpotentna grupa kojoj je eksponent n.
Onda je:

VG(@) =w(g(G) = max{ " ¢(d) | D e D)},

gde je D(n) skup svih maksimalnih lanaca poseta (N, |).

Dokaz. Tvrdnja ove posledice sledi iz ¢injenice da nilpotentna grupa

teoreme 4.24. O
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Posledica 4.27 ([1, posledica 15]) Neka je H podgrupa konacnog
indeksa grupe G. Onda je w(G(G)) < Ry ako i samo ako je w(G(H)) <
Rg.

Dokaz. Na osnovu posledice 4.25, w(G(H)) < R, povlaci da je ekspo-
nent grupe H konacan. Posto je indeks podgrupe H od G konacan,
onda je i eksponent grupe G konacan, sto implicira, na osnovu posle-
dice 4.25, implicira da je w(G(G)) < Ny. Druga implikacija trivijalno
vazi. O

Primetimo da ovakvo tvrdenje ne vazi za maksimalnu kardinalnost
nezavisnog skupa ¢vorova stepenog grafa grupe.

Primer 4.28 Neka je G = Cy X Cox i+ H = {0} x Ca=, gde je 0
jedinicni element u Cy. Posto je G(Cax) kompletan graf, onda je
a(G(H)) = 1. Sa druge strane, skup {1} x Cy~ je nezavisan u G(G),
pa je a(G(G)) = Ro.

U nastavku ove sekcije bavimo se perfektnoséu obogacenog stepe-
nog grafa. Dokazi koji slede originalni su rezultat objavljen u [73]. Kao
sto smo videli, sve grupe kona¢nog eksponenta imaju perfektne ste-
pene grafove. Naredni primer ilustruje da analogno tvrdenje ne vazi za
obogacene stepene grafove. Dalje, u nastavku ove sekcije, koristeé¢i jaku
teoremu o perfektnim grafovima, dokaza¢emo za nilpotentne konacne
grupe da imaju perfektan obogaceni stepeni graf ako i samo ako imaju
najvise dve neciklicne podgrupe Sylowa.

Primer 4.29 Postoji konacna Abelova grupa c¢iji obogaceni stepeni
graf nije perfektan.

Dokaz. Neka je G = (ay) X {az) x (b1) x (ba) x (c1) X {c2), pri Cemu su
redovi ay i ag, by i b, ic1ice 2,315, redom. Onda njeni elementi a,by,
bica, as, by i ajcy ¢ine pentagon II kao indukovan podgraf grafa G.(G).
Zaista, vazi a1b1,6162 € <CL1()162>, blcg,ag € (a2b102>, ag,bg € (asz),
ba,ajcy € (ajbecy) 1 ajcr,arby € (aibicy), i nijedan drugi od parova
a1by 1 ag, as i aycy, ajcy i bica, bico 1 ba, 1 by 1 a1by ne generise ciklicnu
grupu. Na primer, (ajc;) i (byc2) sadrze dve razlicite cikliécne podgrupe
reda 3, (¢1) i {cy), pa bi svaka ciklicna podgrupa koja sadrzi ayc; i baco
sadrzala i dve ciklicne podgrupe istog reda, sto je nemoguce. Maksi-
malna veli¢ina klike pentagona II je 2, dok je njegov hromatski broj
jednak 3, pa je ovim dokazano da G.(G) nije perfektan. O
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Napomenimo da ¢e teorema 4.30 implicirati da je grupa iz gornjeg
primera nilpotentna grupa minimalnog reda ¢iji obogaceni stepeni graf
nije perfektan. U nastavku ¢emo dati karakterizaciju konacnih nilpo-
tentnih grupa koje imaju perfektne obogacene stepene grafove.

Podsetimo se, konacna grupa je nilpotentna ako i samo ako ima
jedinstvene podgrupe Sylowa, Sto vazi ako i samo ako je posmatrana
grupa direktni proizvod svojih podgrupa Sylowa.

Za grupu G, definisimo relaciju ~¢ na G tako da jew ~c y ako je
r=yiliz~uy.

Teorema 4.30 Konacna nilpotentna grupa ima perfektan obogaceni
stepeni graf ako i samo ima najvise dve neciklicne podgrupe Sylowa.

Dokaz. Pretpostavimo da su Hy, Hy i Hj tri razlic¢ite necikli¢ne pod-
grupe Sylowa nilpotentne grupe G. Dokazac¢emo da G.(H) sadrzi pen-
tagon kao indukovan podgraf, gde je H = H; x Hy x H3. Na osnovu
teoreme 1.11, redovi podgrupa H;, Hy i H3 su uzajamno prosti. Na
osnovu tvrdenja 2.54, u H; postoje elementi a; i ay koji nisu susedni u
G.(G). Analogno, postoje i elementi by, by € Hy i ¢1, ¢y € H3 koji nisu
susedni u G.(Hy) i G.(Hj3), redom. Dalje, na osnovu leme 2.56, sledi
da elementi aiby, bics, as, by i ayc; grupe H ¢ine pentagon kao indu-
kovan podgraf grafa G.(H). Ovo oc¢igledno povlaéi da i G.(G) sadrzi
pentagon kao indukovan podgraf. Ovim je dokazana jedna implikacija.

Pretpostavimo sada da je G =[], K;, gde K;, Ko, ..., K, imaju
uzajamno proste redove, pri ¢emu neke od njih mogu biti i trivijalne.
Neka su K3, Ky, ..., K, ciklicne podgrupe od G, i oznacimo K; x Ko
sa K. Dokaza¢emo da G.(K) ne sadrzi neparnu konturu duzine bar 5,
niti komplement takve konture, kao indukovan podgraf. U dokazu ove
teoreme ¢emo ove grafove nazivati zabranjenim grafovima.

Primetimo najpre da a ~p b ~p ¢ ~p d, gde je P konacna p-
grupa P, povlaci a ~p cili b ~p d. Zaista, posto su b i ¢ sadrzani u
nekoj ciklicnoj p-grupi, jedan je stepen drugog. Ako je, bez umanjenja
opstosti, ¢ stepen elementa b, onda je a Zp .

Pretpostavimo sada da G.(K) sadrzi neparnu konturu duzine bar
5 kao indukovan podgraf. Neka elementi a1by, asbs, . .., asry1bopi1 Cine
tu konturu, gde a; € Hy i b; € Hy za sve i. Onda vazi:

(& (& e e (&
a1by ~x asby ~k aszbs ~k -+ ~k Qopy1bop1 ~x a101,

Sto na osnovu leme 2.56 implicira
e e e e e .
a1 =K, 02 =K, 43 =K, K, G241 =Ky 011
e e e e e
b1 ~k, by ~k, b3 =K, * " K, bapy1 Kk, D1
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Pored toga, vazi aib; %K azbs, sto povlaci aq %Kl as ili by ;eﬁKQ bs. Na
ovaj nacin dobijamo:

e . e

a; ?x, az ili by %k, bs,
e . e

a9 ¢K1 ay 111 bg ;ﬁKQ b47

€ . € .
Ap—1 ¢K1 ay ili by §£K2 by i

e . e
Q2k+1 ¢K1 ag ili bojy1 ¢K2 ba,

Sto moze da se posmatra kao kontura neparne duzine obojena u dve
boje: ta kontura je (1,3), (2,4), (3,5),..., (2k+1,2), pri ¢emu je (i,i+
2) obojen sa a samo ako je a; 7/'3_ Qit,, .2, @ Obojen je sa b samo ako

b; 7% bity.12- Posto u takvoj konturi postoje dva uzastopna elementa
obojena istom bojom bez gubljenja opstosti mozemo pretpostaviti da

je a1 ;éKl ag 1ay ;£K1 ay. Sa druge strane, kao sto smo videli ranije,
e e
aq —K1 as _K1 as —K1 ay povlaci a; ~k, ag ili as ~k, as. Na ovaj

nacin dobili smo kontradikciju, pa G.(K) ne sadrzi neparnu konturu
duzine bar 5.

Dokazimo dalje da G.(K) ne sadrzi ni komplement neparne konture
duzine bar 7. Primetimo da ve¢ imamo ovaj rezultat za duzinu 5, jer je
komplement konture duzine 5 kontura. Pretpostavimo da G.(K) sadrzi
komplement konture a;by, asbhs,. .., aski1bops1, gde a; € Hy 1 b; € Hy
za sve 1. Onda vazi:

e . e

aq ;éKl (05} 111 bl ¢K2 bg,
e . 3

(05} ;éKl as 111 bg ¢K2 bg,

e e e
A2k+1 ¢K1 ap ili b2k+1 ¢K2 bl»

Sto moze biti posmatrano kao kontura duzine bar 7 obojena u dve boje.
Takva kontura ima tri po parovima nesusedna elementa, pa postoje
dva nesusedna elementa konture koja su obojena istom bojom. Prema

tome, bez umanjenja opstosti mozemo pretpostawtl da Je ay qéKl as
e
1as ;ﬁKl a4 Sa druge strane vazi as ™K, Q4 _K1 aq _K1 as, Sto

implicira a; —K1 ay ili as _K1 ay. Ponovo kontradikcija. Dakle, G.(K)

ne sadrzi nijedan od zabranjenih grafova kao indukovan podgraf.
Primetimo da je C = [[_; K; ciklicna grupa. Pretpostavimo da

G = K x C sadrzi zabranjeni graf kao indukovani podgraf. Onda, na
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osnovu leme 2.56, jer je x ~c y za sve x,y € C, sledi da K sadrzi za-
branjeni graf, sto je kontradikcija. Prema tome, obogaceni stepeni graf
nijedne konacne nilpotentne grupe sa najvise dve neciklicne podgrupe
Sylowa ne sadrzi zabranjeni graf kao indukovani podgraf. Na osnovu
jake teoreme o perfektnim grafovima dobijamo da svaka konac¢na nilpo-
tentna grupa sa najvise dve necikli¢ne podgrupe Sylowa ima perfektan
obogaceni stepeni graf. Ovim je teorema dokazana. O

Sa druge strane, naredna teorema implicira da postoji mnogo grupa
koje nemaju perfektan obogaceni stepeni graf, ali ¢ijem je oboga¢enom
stepenom grafu w-broj jednak hromatskom broju. Podsetimo se, gra-
fove s ovom osobinom nazivamo slabo perfektnim grafovima.

Teorema 4.31 Ako konacéna grupa G ima element ¢iji je red jednak
eksponentu grupe G, onda je G.(G) slabo perfektan.

Dokaz. Neka je G kona¢na grupa koja ima element ¢iji je red jednak
eksponentu grupe G. Neka je = takav element, i neka je o(z) = n.
Onda je w(G.(G)) = n. Mozemo obojiti elemente grupe (x) sa n boja.
Dalje, za svaku ~-klasu D od G postoji ~-klasa C' C (x), takva da C'
i D sadrze elemente istog reda. Prema tome, mozemo obojiti elemente
od D istim bojama kojima su obojeni i elementi od C'. Pretpostavimo
sada da su svi ¢vorovi grafa G.(G) obojeni na ovaj nacin, i pretposta-
vimo da su y i z obojeni istom bojom. Onda je o(y) = o(z) i y % z,
Sto povladi y # z. Iz tog razloga, u ovakvom bojenju grafa G.(G)
ne postoji par susednih ¢vorova koji su obojeni istom bojom, i vazi

X(Ge(G)) = w(Ge(G)). -

Posledica 4.32 Ako je G konacna nilpotentna grupa, onda je G.(G)
slabo perfektan.

Dokaz. Neka je G kona¢na nilpotentna grupa. Onda je ona, na osnovu
teoreme 1.11, proizvod svojih podgrupa Sylowa, Sto implicira da G
ima element ¢iji je red jednak eksponentu grupe G. Prema tome, na
osnovu teoreme 4.31 sledi da je G.(G) slabo perfektan. O






Zakljucak

U drugoj glavi uvedeni su pojmovi usmerenog stepenog grafa, ste-
penog grafa i obogacenog stepenog grafa grupe. Nakon toga, u sekciji
2.4 pokazujemo da stepeni graf, bilo da je definisan insistirajuc¢i da
eksponent iz definicije bude prirodan broj, bilo da je dozvoljavajuci da
eksponent bude ceo broj, stepeni graf nosi istu koli¢inu informacija o
polaznoj strukturi. Ovo je rezultat iz [72]. U ovoj disertaciji kazemo
da su dva elementa u stepenom grafu susedna ako

(IneZ)(y=a"VvVa=y").

U nastavku glave prezentovan je Cameronov dokaz da stepeni graf
konacne grupe odreduje usmereni stepeni graf, ali uopsten za konacne
stepeno-asocijativne lupe sa inverzima. U sekciji 2.7 izlozeni su rezul-
tati Camerona, Guerre i Jurine [14] da, u slucaju torziono slobodnih
grupa u kojima je svaki element sadrzan u jedinstvenoj maksimal-
noj ciklicnoj podgrupi, stepeni graf odreduje usmereni stepeni graf,
a pruzen je dokaz i za analognu tvrdnju za torziono slobodne grupe
klase nilpotentnosti 2, $to je rezultat rada [72]. U sekciji 2.8 pokazane
su osnovne osobine obogac¢enog stepenog grafa, i dokazano je da se
usmereni stepeni graf i obogaceni stepeni graf medusobno odreduju u
slucaju konacnih grupa, $to je rezultat iz [73].

U trecoj glavi najpre se pokazuje da je grupa automorfizama ste-
penog grafa konacne stepeno-asocijativne lupe sa inverzima podgrupa
grupe automorfizama obogacenog stepenog grafa. Takode su okarakte-
risane grupe u ¢ijem sluc¢aju grupa automorfizama obogacenog stepe-
nog grafa ima razne osobine. Dalje, pruzen je opis obogacenih stepenih
grafova konacnih Abelovih grupa, i, konacno, predstavljen je algoritam
koji za grupu G sa jedinstvenom p-podgrupom Sylowa G, iz njenog
obogacenog stepenog grafa konstruiSe obogaceni stepeni graf od G,.
Treca glava skoro u celosti je zasnovana na rezultatima [73] i [72].

Cetvrta glava bavi se kombinatornim svojstvima obogaéenog ste-
penog grafa i stepenog grafa. U sekciji 4.1 prezentiran je rezultat Ber-
nharda Neumanna [54] koji govori da komutirajuéi graf grupe, ako
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nema beskonacni nezavisni skup, nema ni proizvoljno velike konacne
nezavisne skupove. U nastavku glave su karakterisane sve nilpotentne
grupe ¢iji stepeni graf nema beskonacan nezavisan skup, Sto je rezultat
rada [1]. Izlozen je rezultat Yaroslava Shitova [69], koji je dokazao da je
hromatski broj stepenog grafa stepeno-asocijativnog grupoida najvise
prebrojiv. Analogno tvrdenje takode je dokazano za obogaceni stepeni
graf stepeno-asocijativne lupe sa inverzima. Prezentiran je i dokaz iz
[1] da je hromatski broj stepenog grafa grupe konacénog eksponenta
perfektan, i pokazano je da konacna nilpotentna grupa ima perfek-
tan obogaceni stepeni graf ako i samo ako ima najvise dve neciklicne
podgrupe Sylowa §to je rezultat rada [73].
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Skupovi i brojevi
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d(z,y) rastojanje izmedu dva ¢vora

r=ryilixr=y  Cvorovi sa istim zatvorenim susedstvom

Nr(z) ili N(x) zatvoreno susedstvo ¢vora

Nr(X)ili N(X) () N(z)
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Aut(T) grupa automorfizama grafa

Aut(T) grupa automorfizama digrafa
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nog skupa

T,(m) korensko p-stablo pridruzeno tuplu 7

Spy(7) p-semistablo pridruzeno tuplu 7

r, p-komponenta grafa (pogledati definiciju 3.15)

Grafovi pridruzeni grupama i
stepeno-asocijativnim grupoidima

Céy(G, X) Cayleyjev obojeni graf

Cay(G, X) Cayleyjev graf

G(G) usmereni stepeni graf

(e usmereni nenula-stepeni graf
ax(e) usmereni pozitivno-stepeni graf
G(G) stepeni graf

G*(G) nenula-stepeni graf

Gt (G) pozitivno-stepeni graf

G.(GQ) obogaceni stepeni graf

C(G) komutirajuéi graf
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rigyiliz~y  ziysusedniu G.(G)
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r=gyiliz=y Noe(®)=Ng()(v)
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Usmereni stepeni graf G (G) grupe G uveli su Kelarev i Quinn [37] kao digraf
sa skupom ¢vorova G u kome je x — y ako je y stepen elementa z, a stepeni graf
G(G) je odgovarajuéi prost graf, i njega su prvi proucavali Chakrabarty, Ghosh i
Sen [17]. Obogaceni stepeni graf G.(G) od G, koji je uveden u [1], je prost graf
sa istim skupom ¢vorova u kome su dva ¢vora susedna ako su oba stepeni nekog
elementa te grupe.

U disertaciji su predstavljeni dokazi iz [12] 1 [73] da se, za konacénu stepeno-
asocijativiu lupu G sa inverzima, G(G), G(G) i G.(G) medusobno odreduju. Ovo
povlaci da sva tri navedena grafa pridruzena konacnoj grupi u istoj meri odreduju
razne osobine te grupe, kao Sto su broj elemenata bilo kog reda i nilpotentnost
te grupe. Dokazano je da, u slucaju torziono slobodne grupe u kojoj je svaki
nejedini¢ni element sadrzan u jedinstvenoj maksimalnoj cikliénoj podgrupi, stepeni
graf odreduje usmereni stepeni graf, sto je rezultat rada [14], i analogno je dokazano
i za torziono slobodne grupe klase nilpotentnosti klase 2.

Pruzen je dokaz da je svaki automorfizam stepenog grafa stepeno-asocijativne
lupe sa inverzima automorfizam obogacenog grafa. Dat je opis obogacenih stepenih
grafova kona¢nih Abelovih grupa. Prezentirano je nekoliko potrebnih uslova da graf
bude obogaceni stepeni graf neke konacne grupe, kao i algoritam koji za obogaceni
stepeni graf kona¢ne nilpotentne grupe daje obogaceni stepeni graf njene podgrupe
Sylowa.

Komutirajuéi graf grupe je prost graf ¢iji je skup ¢vorova nosaé grupe, i u kome
su dva elementa susedna ako komutiraju. U disertaciji je predstavljen dokaz Bern-
harda Neumanna [54] da, ako komutirajuéi graf grupe nema beskona¢an nezavisan
skup, onda on nema ni proizvoljno velike kona¢ne nezavisne skupove. Okarakteri-
sane su nilpotentne grupe ¢iji stepeni graf nema beskonaé¢ni nezavisni skup, sto je
rezultat rada [1]. Prezentovan je dokaz Shitova [69] da je hromatski broj stepenog
grafa stepeno-asocijativnog grupoida najvise prebrojiv, i dokazano je da je hromat-
ski broj obogacenog stepenog grafa stepeno-asocijativne lupe sa inverzima takode
najvise prebrojiv. Izlozen je dokaz iz [1] da je stepeni graf svake grupe ogranic¢enog
eksponenta perfektan, i data je karakterizacija konaé¢nih nilpotentnih grupa ¢iji je
obogaceni stepeni graf perfektan.
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The directed power graph | (G) of a group G was introduced by Kelarev and
Quinn [37] as the digraph with its vertex set G in which z — y if y is a power of z.
The power graph G(G) is the underlying simple graph, and it was first studied by
Chakrabarty, Ghosh and Sen [17]. The enhanced power graph G.(G) of G, which
was introduced in [1], is the simple graph with the same vertex set in which two
vertices are adjacent if they are powers of one element.

In this thesis are presented the proofs from [12] and [73] that, for any power-
associative loop G with inverses, G(G), G(G) and G.(G) determine each other.
It follows that each of these three graphs associated to a finite group provides the
same amount of information about the group, such as the number of elements of any
order and nilpotency of the group. It is also proved that, in the case of a torsion-
free group in which every non-identity element is contained in a unique maximal
cyclic subgroup, the power graph determines the directed power graph, which is a
result from [14], and the same is proved for torsion-free groups of nilpotency class
2.

It is proved that an automorphism of the power graph of a power-associative
loop with inverses is an automorphism of the enhanced power graph. A description
of enhanced power graphs of abelian groups is given. Several necessary conditions
for a graph to be the enhanced power graph of a finite group are presented, as well
as an algorithm which, given the enhanced power graph of a finite nilpotent group,
constructs the enhanced power graph of the Sylow subgroup.

The commuting graph of a group is the simple graph whose vertex set is the
universe of the group, and in which two elements are adjacent if they commute. In
the thesis is presented the proof by Bernhard Neumann [54] that, if the commuting
graph of a group doesn’t have any infinite independent set, then there is a finite
bound on cardinality of its independent sets. Nilpotent groups whose power graphs
don’t have any infinite independent set are characterized, which is a result from
[1]. The proof of Shitov [69] that the chromatic number of the power graph of a
power-associative groupoid is at most countable is presented, and it is proved that
the chromatic number of the enhanced power graph of power-associative loops with
inverses are at most countable too. The proof from [1] that the power graph of any
group of finite exponent is presented, and finite nilpotent groups whose enhanced
power graph is perfect are characterized.
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