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Predgovor

Matemati¢ki modeli mnogih prirodnih, drustvenih i tehnic¢kih pro-
cesa svode se na nelinearne komplementarne probleme (NCP). Mo-
deliranje ekonomskih problema omoguéuje bolji uvid u sloZenost rada
ekonomskog sistema. Osnova svakog ekonomskog sistema je ravnoteza
izmedu ponude i potraznje, a ona se formulide kao problem nelinearne
komplementarnosti. Koncept komplementarnosti sastavni je deo mo-
deliranja mnogih realnih problema koji se javljaju u inZenjerstvu, opti-
mizaciji, strukturalnoj analizi i mehanici. Zbog izuzetno velike zastu-
.plienosti problema ovakvog tipa njihovo re§avanje je veoma aktuelno.

Prvi korak u reSavanju nelinearnih komplementarnih problema je
preformulacija na probleme odredivanja nule nelinearnog preslikavanja.
Tako nastali sistemi nelinearnih jednaéina nisu glatki, pa se za njihovo
reSavanje ne moze primeniti klasina teorija. Stoga se koriste itera-
tivni postupci dobijeni generalizacijom postupaka za glatke sisteme.
Ti postupci se mogu svrstati u tri klase: generalizovane postupke Njut-
novog tipa, postupke sa regularizacijom sistema jednacina i postupke
sa regularizacijom matrice jakobijana.

U ovoj disertaciji posebna paZnja posvedena je postupcima sa regu-
larizacijom matrice jakobijana. To je klasa postupaka nastala povezi-
vanjem generalizovanih postupaka Njutnovog tipa i postupaka sa regu-
larizacijom sistema jednaéina, a sa ciljem da se prevazidu njihovi po-
jedinaéni nedostaci. Ovi postupci su zasnovani na ideji da se neglatka
funkeija aproksimira glatkim operatorom i da se u klasiénoj Njut-
novoj jednadini originalna funkcija kombinuje sa matricom jakobijana
glatkog operatora koji je aproksimira.

Prvi deo disertacije obuhvata pregled oznaka, definicija, kao i teo-
rema koje se odnose na glatke funkcije. U drugom delu su navedene
vrste komplementarnih problema, definisane semiglatke funkcije i nji-
hove osobine i tipovi regularizacije. Iterativni postupci za reSavanje
glatkih sistema jednaéina izloZeni su u treéem delu, sa osvrtom na
Njutnov postupak i njegove modifikacije. U etvrtom delu predstavlje-
ni su generalizovani postupci za sisteme semiglatkih jednaéina, nastali
uopstavanjem Njutnovog postupka i njegovih modifikacija. Definisan
je novi postupak za refavanje NCP, dobijen uopStavanjem postupka'



sa modifikacijom slobodnog vektora za glatke sisteme i dokazana je
njegova lokalna konvergencija. Iterativni postupci sa regularizacijom
matrice jakobijana za reSavanje nelinearnih komplementarnih prob-
lema opisani su u petom delu. Formulisani su novi postupci ove
klase koja obuhvata netaéni Njutnov postupak i Njutnov postupak,
kao njegov specijalni slu¢aj, zatim, Braunov i hibridni Braun-Njutnov
postupak sa regularizacijom jakobijana. Dokazana, je globalna konver-
gencija netaénog Njutnovog postupka sa regularizacijom jakobijana,
kao i lokalna konvergencija Braunovog i hibridnog Braun-Njutnovog
postupka sa regularizacijom jakobijana. U Sestom delu prikazani su
numericki rezultati dobijeni testiranjem teorijskih rezultata na rele-
vantnim numeri¢kim primerima.
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1
Uvod

1.1 Oznake, definicije i teoreme

N - skup prirodnih brojeva

R - skup realnih brojeva

R™ - skup n - dimenzionalnih realnih vektora

R™*™ - gkup realnih matrica formata m x n

T = (21,%2,...,T,) - n-dimenzionalni vektor

z¥ - i-ta komponenta vektora z* € R

A = [a;;] - matrica iz R™*™ sa elementima a;;, 4,7 =1,..,n
A= [a,a?, ...,a"] - matrica iz R**" sa kolonama o’ € R"
[A]; - j-ta vrsta matrice A € R™*"

Ary - podmatrica || x |J| matrice A € R™" sa elementima a5, ¢ € I,
je J,gdesu I,J C{1,2,..,n} neprazni skupovi

A~! - inverzna matrica matrice A

AT - transponovana matrica matrice A
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D = diag(dy, da, ..., dy,) - dijagonalna matrica sa elementima d;,
1= 1,2,...,,n na dijagonali

A ={a;], a;=02ai<j-donja trougaona matrica

A =a;], a5 =02ai>j-gornja trougaona matrica

E - jedini¢na matrica iz R**"?

p(A) - sprektralni radijus matrice A

€' - jediniéni vektor prostora R"

< x,y >= 1y - skalarni proizvod vektora z,y € R*

{z*} - niz realnih vektora xz°, z*, 22,...

lzll, = (%, [:ci'lp)% - vektorska p-norma, 1 < p < co

1All1 = max;<j<n Siy |aij] - matriéna norma indukovana vektorskom
normom || - ||;

| Alloe = maxi<i<n PR la;;| - matri¢na norma indukovana vektorskom
normom || - lleo

1All2 = +/p(ATA) - matriéna norma indukovana vektorskom
normom |} + ||z

1AllFr = (X7 [a‘ijlg)% - Frobenijusova norma

C¥(D) - skup k puta neprekidno diferencijabilnih realnih funkcija
na D

f' - jakobijan preslikavanja f : R® — R"

V[ - gradijent preslikavanja f: R® — R

coS - konveksna obvojnica skupa S

N(z,e) = {y € R", ||y — z|| <€} - € okolina tatke

dist(A, A) = infpe4 ||A — B|| - rastojanje matrice A od nepraznog
skupa matrica A
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0 - kraj dokaza

& - kraj algoritma

Definicija 1.1 Flementarne matrice su matrice dobijene od jediniéne
matrice vrienjem neke od sledecih elementarnih transformacija:

e medusobna zamena dve vrste matrice,
e mnoZenje svih elemenata jedne vrste brojem rezliéitim od nule,

e dodavanje elemenata jedne vrste matrice, prethodno pomnozenih
brojem razli¢itim od nule, odgovarajuéim elementima druge vrste
matrice. '

Teorema 1.1 Neka je A € RY". Ako je P elementarna matrica
dobijena vrienjem jedne od elementarnih transformacije na jediniénoj
matrici, onda je PA matrica koja se dobija od matrice A vrsenjem na
A te iste elementarne transformacije.

Definicija 1.2 Spektralni radijus matrice A € R™" je njen karakte-
ristiéni koren maksimalnog modula, odnosno

p(A) = max{|A], i=1,...,n},
gde su \; karakteristicni koreni matrice A, tj. A; su redenja karakteri-
stiéne jednadine

IAE — A| =0.

Teorema 1.2 Neka je A € R™". Za svako € > 0 postoji prirodna
matriéna norma || - || takva da je

p(A) <Al < p(A) +e.
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Definicija 1.3 Matrica A € R™™ je

e ortogonalna, ako je ATA=E,

e (ivensova matrica (transformacija, rotacija), ako je oblika

1 0 0 0]
c ]

G: 3
S C

0 0 0 1|

gde je c = cos@ i s =sind, 6 € [~x, 7],
e Py - matrica ako su svi glavni minori nenegativni,
o P - matrica ako su svi glovni minori pozitivni.

Definicija 1.4 Funkcija F : R* — R" je

e Py-funcija, ako za svako x,y € R", x # y, postoji indeks © takav
da vasi '

T # ¥, (% — yi)(Fi(z) — Fi(y)) > 0,

e P-funkcija, ako za svako z,y € R*, x # v, postoji indeks i takav
da vazi :
(zi — yi)(Fi(z) — Fi(y)) > 0,

e uniformna P-funkcija, ako postoji konstanta ¢ > 0 takva da za
svako x,y € R™ postoji indeks i za koji vazi

(z: = y:) (Fi(z) — Fi(y)) 2 elly — =%,
e monotona funkcija, ako za svako z,y € R" vaZi

(z—y)"(F(z) - F(y)) > 0,
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e strogo monotona funkcija, ako za svako x,y € R"*, x # y va#i
(z =) (F(z) - F(y)) > 0,

e jako monotona funkcija, ako postoji konstanta ¢ > 0 takva da za
svako x,y € R™ vaZi

(@~ y)" (F(z) ~ F(y)) 2 clly - =l

Teorema 1.3 [19] Svaka monotona funkcija je Py-funkcija, svaka stro-
go monotona funkcija je P-funkcija, svaka joko monotona funkcija je
" uniformna P-funkcija.

Teorema 1.4 [19] Jakobijan svake neprekidno diferencijobilne Py-funk-
cije je Py-matrica. Ako je jakobijan neprekidno diferencijabilne funkcije
P-matrica za svako x, onda je funkcija P-funkcija.

Definicija 1.5 Preslikavanje F:DCR"— R zadovoljava Lipsicov
uslov u tacki ¢ sa konstantom L > 0 ako za svako y € D vaZi

1£(z) = F(y)ll < Lllz -yl

Definicija 1.6 Preslikavanje F : D C R" — R" je Lipsic neprekidno
sa konstantom L nad oblasti D ako za sveko x,y € D vai

|1F(z) = F(y)ll < Lllz - yll.

Definicija 1.7 Preslikavanje F': D C R™ — R" je lokalno Lip3icovo
na D ako za svako x € D postoji okolina N(z,e) takva da je F' Lipdic
neprekidno na N(z,¢€).

Lema 1.1 [{9] Neka je F : D C R* — R™ diferencijobilno pres-
likavanje na konveksnom skupu Dy C D. Tada ze svako z,y € Dy
a2 '

1P) = F@II < sup 17+ 4y - )y - <.
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Lema 1.2 [{9] Neka je F : D C R™ — R™ neprekidno diferencija-
bilno preslikavanje na konveksnom skupu Dy C D i neka x € Dy. Ako
je zadovoljena nejednakost

I1E(y) = F'(z)l| < L{=)lly — =l

za svako y € Dy, tada vaZi

IP@) - P@) - Fa)y - o) < 5 L@l - ol
za svey € Dy.

Lema 1.3 [14] Neka je F : D C R* — R™ neprekidno diferencija-
bilno preslikavanje na konveksnom skupu Dy C D @ neka je F' Lipsic
neprekidno v xz € Dy, tada vaZi

1F(v) = F(u) = F'(z)(v - u)|| < g—(Hv = | + [lu — 2| lv — ul]
za svako u,v € L.

Lema 1.4 [18] Nekaje F : D C R™ —» R"™ neprekidno diferencijabilno
preslikavangje na otvorenom konveksnom skupu D i neka F' zadovolja-
va Lipdicov uslov u tacki z € D sa konstantom L. Tada za svako
z,y € D vazi

1F(z) — Fly) — F'(z)(z - y)l| < Lmax{||z — 2|}, ly — 2}z -yl

Lema 1.5 [{9] Nekaje F : D C R® — R" neprekidno diferencijabilno
u z. Za ma koje € > 0 postoji § > 0 tako da vadi

| F(y) — F(z) — F'(z)(y ~ w)H <elly -zl
za |ly — z|| < 4.

Lema 1.6 [14] Neka su M, N € R*™*". Ako je M regularna matrica

i ako je ||M~Y(N — M)|| < 1 tada je i N regularna i vaZi
ey

|M-H(N - M)

IV < —
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Teorema 1.5 [14] (Ekvivalencija normi) Neka su || - |} ¢ | - ||« dve
vektorske norme na R". Tada postoje pozitivne konstante o i 8 takve
da za x € R™ va#i

allzll < flzfl. < Bzl

Pri reSavanju sistema nelinearnih jednaéina primenom postupaka
razmatranih u ovom radu, javija se problem reSavanja sistema linear-
nih jednaéina. Postoje mnogobrojni postupci za reSavanje linearnih
sistema. Oni se mogu podeliti na direktne i iterativne. Direktnim
postupcima dobija se tatno reSenje linearnog sistema posle konagno
" mnogo aritmetickih operacija u ta¢noj aritmetici, a iterativni postupci
daju priblizno reSenje sistema linearnih jednatina. Pri numerickim
izratunavanjima u ovoj disertaciji koriséen je GMRES postupak, koji
spada u iterativne postupke za reSavanje linearnih sistema, te je stoga
posebno izdvojen.

Neka je dat linearni sistem oblika

Az = b, (1.1)
gde je A € R " regularna matricaib € R™

Definicija 1.8 Neka je A € R™", m > n. Razlaganje A = QR,
gde je Q@ € R™™ ortogonalna matrica i R € R™*™ gornja trougaona
matrice, nazive se QR dekompozicija matrice A.

GMRES postupak (Generalized Minimum RESidual) je postupak
tipa Krilova za nesimetri¢ne sisteme. Ideja je da se k-ta iteracija odredi
kao redenje problema najmanjih kvadrata

min ||b— Azjls,
2Eex04+-Ky,
gde je Ki k-ti Krilov potprostor. Navedeni algoritam koristi Gram-
Smitov proces ortogonalizacije i Givensove rotacije, kao i QR faktor-
izaciju matrice H.
Notacija G;(c, s) se odnosi na Givensovu rotaciju za j i (j + 1) vrstu
i kolonu, a Hk = QR na QR faktorizaciju matrice Hy.
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Konvergencija GMRES postupka je dokazana u slutaju kada se
primenjuje restart, ali praksa pokazuje da restart veoma &esto nije
potreban.

GMRES POSTUPAK (Generalized Minimum RESidual)

GM1: r=b- Az, o'=r/|r|.
p=|rllz, B=p
k=0, g=p(1,0,..0)7 € Rimax+
GM2:  While p > ¢||bll2 1 k < Epax do
a)k=k+1
b) vk+l = Agk
for j =1,2,...,k do
i) by = (0FF) Tod
i) oF L = ok - py el
¢) M1 = HU}CHHz
d) provera ortogonalnosti
) Ufc+l o Uk*}*i/“?}kw‘“l“g

f) i)if k> 1 k-ta kolona matrice H se dobija kao pro-
izvod Qg1 1 k-te kolone matrice H, inale ostaje ista

i) v=/h%,+ hz,k—u

iii) Cp = h.k,k/ll, S = -—hk’k"i_l/v

[

hik = Cihiek — Skhapit, Pigrr =0
iv) g = Grlck, Sk)g
- 8) p= gk
CGM3: iy =hyy, 154,55k
wp=9;, 1<i<k

rediti gornji trougaoni sistem Ry* = w

GM4: b =2"+Vik &
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Sisterni nelinearnih jednadina reSavaju se iterativnim postupcima.
Neka je dat sistem nelinearnih jednaéina oblika

fz) =0, (1.2)
pri ¢emu je f : D C R* — R"™ Svaki broj z* za koji je f{z*) = 0
naziva se refenje jednacine (1.2).
Neka postoji reSenje z* jednaline (1.2) na skupu D. Jednatina
(1.2) se uvek moze zapisati u ekvivalentnom obliku

=Mz,
-gde je M : D C R® - R™. Najeséi izbor preslikavanja M je
Mz =z — Alz)f(z), A(z) € R*™", ze€ D.

Na ovaj naéin se problem reSavanja sistema (1.2) svodi na problem
odredivanja nepokretne tacke preslikavanja M. Izabere se podetna
aproksimacija z° € D. Niz {z*} definisan sa

o = M(z*), k=01,.. (1.3)

naziva se iterativni niz, funkeija M funkcija koraka, a formula (1.3)
iterativni postupak ili iterativno pravilo. ‘

Ukoliko iterativni niz {z*} konvergira ka tatnom reSenju z*, kaze
se da iterativni postupak konvergira. Prilikom analize iterativnih pos-
tupaka javljaju se dva znalajna problema i to su: problem dobre de-
finisanosti, u smislu da za svako k vazi da M (z*) pripada skupu D, i
problem konvergencije iterativnog postupka. U ovoj disertaciji razma-
trane su lokalna i globalna konvergencija. Pod lokalnom konvergen-
cijom se podrazumeva da postupak konvergira ka ta¢nom reSenju z*
za, svaku potetnu aproksimaciju z° dovoljno blisku resenju z*, a pod
globalnom da postupak konvergira za svaku pocetnu aproksimaciju iz
domena D.

Ukoliko iterativni postupak konvergira, postavlja se pitanje brzine
konvergencije tj. reda konvergencije.-

Definicija 1.9 Neka je {z*} € D i limk;ﬂx, z* = z*. Tada iterativni
niz {z*} konvergira ‘
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e g-linearno ako postoji ¢ € (0,1) takvo da je

a* ! — 2] < cf|2* ~ 2],
e g-superlinearno ako je

B+l _ o
i, “{ka = ;nn .

e sa g-redom bar o, o > 1 ako postoji ¢ > 0 takvo da je

2! — 2% < efle® — 2|,
e g-kvadratno ako postoji ¢ > 0 takvo da je

[Ja**! — 27| < ella® — 2|2,
e r-linearno ako postofi niz ¢ koji konvergira q-linearno ka null

tako da je

la* - 2| < a,

k

2

sa r-redom bar « ako je [jz® — x*|| ograniceno sa gornje strane
nekim nizom &iji je q-red konvergencije ka nuli bar c.

Definicija 1.10 Neka je {a*} niz koji konvergira ka z*, i neka su g i
h neprekidne, nenegativne realne funkcije. Uvode se oznake

o g(z¥) = o(h(z¥)) kad k - oo, ako je

- g(z*)
S )

=0,

e g(z*) = O(h(z*)) kad k — oo, ako je

. g(z*)
)

<0
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Lema 1.7 [14] Neka {z*} konvergira g-superlinearno ka z*. Tada
vaZi

i “xk“f‘l k”

P o]

U daljem tekstu su radi konciznosti navedeni termini kori§¢eni bez
prefiksa g kada se radi o konvergenciji g-tipa.

Definicija 1.11 Za iterativni postupak kazemo da je ofino invarijan-
tan (na kodomenu) ako primenjen na probleme f = Tf(z) = 0 i
f(z) =0, gde je T regularna matrica, daje identicne iterativne nizove
za svaku podetnu aproksimaciju.
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2

Nelinearni komplementarni
problemi

Komplementarni problemi su veoma zastupljeni u mnogim oblastima
poput teorije optimizacije i ekonomije.

Neka je F' : R®™ — R™ nelinearna, neprekidno diferencijabilna
funkcija. Problem oblika

>0, F(z)>0, z'F(z)=0, (2.1)

naziva se nelinearni komplementarni problem (NCP). Ukoliko se vek-
tor z i funkcija F predstave po komponentama, NCP se moze zapisati
u obliku

z; >0, Ei(x)>0, z;Fi(z)=0, i=12,..,n,

pri demu je z = (z1,..., %), F(z) = (Fi(2),..., Fp(z)) 7.
Svaki vektor z* € R™ koji zadovoljava (2.1) je reSenje NCP.

Definicija 2.1 Neka je z* redenje NCP (2.1) i neka su definisani
sledeéi skupovi indeksa

a(z") = {i, =} > Fi(z") = 0},
Bla’) = i, =} = F(z") =0},
1(@%) = i, 0=3] < Fy(") = 0}.
Ako je B(z*) = O redenje z* je strogo komplementarno, a ukoliko je

B(z*)#£ 0 =z* je degenerisano refenje.

17
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Definicija 2.2 Redenje ¥ NCP naziva se

o b-regularno, ako su glavne podmatrice F'{x*)ausaus Tegularne za
sve podskupove § za koje va# @ C § C B.

e R-regularno, ako je F'(z*)oa regularna matrica i ako je njen
Surov komplement u

[ F'(2*)ae F'(2*)ap
Fl(z*)pe F'(z*)pp

P-matrica, pri demu Surov komplement matrice F' (2%)a,n glasi

F'(z*)pp — F'(2*)paF' (&) g0 F'(2")ap € RIFXIEL

U savremenoj numeric¢koj matematici koriste se mnogobrojni naéini
za preformulaciju problema tipa (2.1) na ekvivalentan sistem semigla-
tkih jednaéina. Jedan od njih je

min{z, F(z)} - 0, (2.2)

gde se operator min uzima po komponentama.

2.1 Vrste komplementarnih problema

Klasifikacija komplementarnih problema se vr8i po veliini, tipu i kom-
pleksnosti. Pored uobiajene podele na linearne i nelinearne, poznata
je 1 podela na horizontalne, vertikalne i meSovite komplementarne
probleme. :

Linearni komplementarni problem

Specijalan slu¢aj problema (2.1), gde je F' : R* — R" linearna
funkcija oblika F(z) = Mz + g, naziva se linearni komplementarni
problem

' >0, Mz+q>0, z'(Mz+q)=0.
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Mesovit nelinearni komplementarni problem

U nelinearnim komplementarnim problemima tipa (2.1) zastuplje-
na su samo donja ogranicenja promenljivih i funkcija, a uslovi komple-
mentarnosti se primenjuju na sve promenljive i funkcije. U praksi se
javljaju opstiji problemi kod kojih su ogranicenja definisana sistemom
nelinearnih jednadina, dok su uslovi komplementarnosti primenjeni
samo na neke promenljive i funkcije. Ti opétiji problemi nazivaju se
medoviti nelinearnt komplementarni problems i imaju oblik

Fi(z) =0, i€l

520, F(z)>0, zF) =0, icl,

gde skupovi I i J ¢ine particiju skupa {1,2,...,n}.

U specijalnom slucaju, kada je I = {1,2,...,n}, meSovit neline-
arni komplementarni problem transformiSe se u sistem nelinearnih
jednacina oblika

F(z) =0.

Vertikalni nelinearni komplementarni problem

Posmatrajuéi preformulaciju NCP na semiglatki sistem nelinearnih
jednadina oblika
min{z, F(z)} =0,
uodava se da je jedna od funkcija u ovoj formulaciji potpuno proizvoljna,
dok je druga identitet.
Mnogi realni problemi imaju op$tiju formu

min{F*(z), F*(z), ..., F™(z)} = 0,

pri éemu su F1, F2?.. F™ . R® — R" nelinearne funkcije. Problemi
ovakvog oblika nazivaju se vertikalni nelinearni komplementarni prob-
lemi. Na osnovu analogije sa NCP (2.1) jasno je da za vertikalni neli-
nearni komplementarni problem vazi F(z) > 0 za svako i = 1,2,..,n
i svako j = 1,2,...,m, kao i da za svako ¢ vazi F}(z) = 0 za bar jedno
j. Vertikalni nelinearni komplementarni problemi se mogu tumaciti i
kao meSoviti, uvodenjem dopunskih promenljivih.
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2.2 Preformulacija NCP

Prvi korak pri reSavanju nelinearnog komplementarnog problema (2.1)
je transformacija na ekvivalentan sistem nelinearnih jednadina, koris-
éenjem NCP funkcija.

Definicija 2.3 Funkcija h: R? — R naziva se NCP funkcijo ako
vazi
hla,) =0 a >0, b>0, ab=0. (2.3)

Za datu NCP funkciju h, vektor z = (zy,...,z,)" € R* i
F(z) = (F\(z), ..., Fu(z))T € R™, definiSe se preslikavanje
H:R"— R",

H(z) = (h(zy, Fi(z)), ...,h(mn,Fn(m)))T.

Na osnovu definicije NCP funkcije uotava se ekvivalencija problema
(2.1) i sistema
H(z) =0, (2.4)

to znadi da j& z* reenje problema (2.1) ako i samo ako je z* redenje
(2.4).

Medu mnogobrojnim NCP funkcijama poznatim iz literature, Fer-
ris, Kanzow [20], Fischer [22], Kanzow et all. [30], Mangasarian [44],
Sun, Qi [55], nalaze se minimum funkcija

g(a,b) = min{a, b} (2.5)
i Figerova funkcija
dla,b) = Va2 +b —a—b. (2.6)

Najéeséi oblici preformulacije NCP (2.1) dobijaju se upravo pomocu
ovih funkcija, te su zbog toga one i koriSéene u ovoj disertaciji.

Dakle, jedan od nalina za preformulisanje (2.1) je transformacija
na sistem

G(z) =0, @2.7)
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gde je G(z) = (9(z1, Fi(2)), ..., 9(Tn, Fu(z))) T, a g je dato sa (2.5), a
drugi je preformulacija na sistem

®(z) =0, (2.8)
pri Cemu je
®(z) = ($(z1, Fi(2)), ., §(2a, Ful2))) ", (2.9)

a ¢ je dato sa (2.6).

Dobijeni sistemi (2.7) i (2.8) su sistemi nelinearnih jednaéina, ali
- preslikavanja G, ® : R* — R™ nisu glatka. Naime, ako je z; = Fj(z)
za neko 1, 1 = 1,...,n, moZe se desiti da ne postoji izvod funkcije G u
tatki z i analogno, ukoliko je z; = Fi(z) = 0 za neko 7, 1 = 1,...,n,
moZe se dogoditi da funkcija ® nije diferencijabilna u z, §to znaéi da
G 1 ® nisu glatke funkcije.

2.3 Semiglatke funkcije |

Pojam semiglatkih funkeija ima znagajnu ulogu prilikom proucavanja
nelinearnih komplementarnih problema, pa ée stoga najpre biti nave-
dene neophodne definicije i neke osobine semiglatkih funkcija.

Neka je H : R® — R™ lokalno LipSicova funkcija. Na osnovu
Rademaherove teoreme izlozene u Clarke [7], H je diferencijabilna
skoro svuda.

Definicija 2.4 Neka je Dy skup tadaka z € R™ na kome je funkcija
H diferencijabilna. Tada je B-subdiferencijal funkcije H v tacki z

OpH(z) = {lim H'(z*): 2* € Dy}, (2.10)

b e

a konveksna obvojnica ovog skupa
OH (z) = codgH(z) (2.11)

naziva se generalizovani jakobijan funkcije H u tacki .
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Skup 8pH () je neprazan i kompaktan. Za funkciju
H(z) = (H\(z), Ha(z), ..., Ho(z)) " definidu se skupovi:

OyH (z) = dpHy(x) x pHa(z) % .. x OHy(z) (2.12)

OcH(z) = 8H;(z) x 0Hy(z) x ... x OH,(z), (2.13)

koji se nazivaju b-subdiferencijal i C-subdiferencijal funkcije H u tatki
x 1 koji se u praksi ¢e$ée koriste od generalizovanog jakobijana.

Teorema 2.1 [51] Neka je z € R" i neka za ma koje v € R™ postoji

lim {Vu},
V € 0H(z + tv)
t—0

tada postoji i izvod funkcije H u praveu v

H{z +tv) - H(z)

1. T
H'(z;v) —}% ;
@ vadi
H(z;v) = lim {Vu}.
V € 0H(z + tv)
t—0

Definicija 2.5 Funkcija H : R® — R" je semiglatka v = ako je H
lokalno Lip&icova u z i ako za svako v € R™ postoji

lim {Vu'}
V e 0H(z + tv')
v v, t -0

Konveksne funkcije i glatke funkeije su primeri semiglatkih funkcija.
Skalarni proizvodi i sume semiglatkih funkcija su takode semiglatke
funkcije. Ova grupa funkcija nalazi se izmedu Lipsicovih funkcija i C!
funkeija.



Semiglatke funkcije A 23

Definicija 2.6 Semiglatka funkcija H je BD-regularna v x ako su svi
elementi skupa OgH(z) regularni.

Lema 2.1 [51] Neka je H : R* — R" lokalno Lip3icova funkcija i
neka postoji H'(z;v) za sveko v u z. Tada va#i

i) H'(z;-) je Lipsicova funkcija,
i) za svako v postoji V € OH(z) takvo da je
H'(z;v) = V.

Teorema 2.2 [51] Neka je H : R* — R" lokalno Lipsicova funkcija,
tada su sledeéa tvrdenja ekvivalentna:

i) H je semiglatke u z,

i) {Vuv} uniformno konvergira kadV € 8H{z+tv), vl = 1,1 —= 0,

1) {Vv'} uniformno konvergira kad V € 0H (z + tv'), v' — v,
“?J“ = 1) b~ O?

) za ma koje V € 0H(z + v), v — 0 vaZi

Vo — H'(z;0) || = o(|jvll),

v)
lim [H'(z + v;0) = H'(@z o)l _
z+v € Dy flull
v—0

Teorema 2.3 [51] Neka je H : R* — R" lokalno LipSicova funkcija.
H je semiglatka u z ako i samo ako je svaka komponenta funkcije H
semiglatke u x.
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Teorema 2.4 [18] Neka je H : R* ~» R™ lokalno LipSicova i semi-
glotka uw z € R*. Tada za ma koje V € 0H(z +v), v — 0 vaZ

|H(z +v) ~ H(z) ~ V|| = o(||v]])-
Definicija 2.7 Ako za ma koje V € 0H(z +v), v — 0 vaZi
Vo — H'(z;v)]| = O(wP™), 0<p<1,
tada je H semiglatka reda p u x.

Teorema 2.5 [18] Ako je H : R* — R™ lokalno Lipgicova i semigla-
tka v z, tada za bilo koje v — 0 vadi

|H (z +v) — H(z) = H'(z;0)|| = o([[v]]),
a ukoliko je H semiglatka reda p v x, tada za ma koje v — 0 vaZi
|H(z +v) — H(z) — H'(z;0)|| = O[u[F*).

Definicija 2.8 Funkcija H : R* — R je jako semiglatke u x ukoliko
je ona semiglatka u x © oko za sveko V € OH(z + v), gde v - 0 va&

Vo — H'(z;0)]| = O(llv]|).

Teorema 2.6 [18/ Ako je H : R* — R™ lokalno Lipdicova 1 jako
semiglatka u x i ako postoji izvod funkcije H v x u pravcu v, tada vazi

pmsyp @) = H() = Vo

V € 8H(z + v) lvlf?
v - 0

< 0

Ako je H : R® —» R™ neprekidno diferencijabilna funkcija, onda je
ona i semiglatka i vazi

OpH(z) = 0H(z) = {H'(z)}

za svako z € R™. Ukoliko je H diferencijabilna funkcija sa lokalno
Lipéicovim jakobijanom, tada je ona i jako semiglatka.
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Najceséi oblik preformulacije NCP je transformacija (2.1) na ekvi-
valentan sistem nelinearnih jednagina oblika (2.7) ili (2.8). Funkcije
G,® : R* = R™ koje se koriste u datim preformulacijama nisu glatke,
ali su lokalno LipSicove. Naime, tako definisane funkcije G i ® su
semiglatke u smislu definicije 2.5, pa su dobijeni sistemi (2.7) i (2.8)
nelinearni sistemi semiglatkih jednadina.

2.4 Vrste regularizacije
Za refavanje semiglatkog sistema
H(z) =0, (2.14)

dobijenog preformulacijom NCP (2.1), razvijeni su mnogobrojni pos-
tupci zasnovani na Njutnovom postupku i njegovim modifikacijama
u glatkom sluéaju. Svi ti postupci mogu se podeliti na generalizo-
vane postupke Njutnovog tipa i na postupke sa regularizacijom, koji
ée detaljno biti razmatrani. '

Osnovna, ideja postupaka sa regularizacijom je aproksimiranje ne-
glatke funkcije H : B™ — R" glatkim operatorom H, : R* — R", tako
da za svako z € R™ postoji 7 > 01 vazi '

1H(z) - Hu(2)|| < 7p,
gde je p > 0 parametar regularizacije.

Definicija 2.9 Neka je H : R* — R"™ lokalno LipSicova funkcija.
Preslikavanje H, : R* — R® je glatka aproksimacija (funkcijo regu-
larizacije) funkcije H ako

i) postogi T > 0 takvo da za svako x € R"™ iy > 0 vaZi

I1H (2) = Hu(@)|| < 74, (2.15)

i) za ma koje x € R™ i u > 0 postogi H,(z), i H,, je neprekidna,
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i) za ma koje z € R™ postoji H'(z) tako da je
H'(z) = lim H' (z).

130 ¢

Definicija 2.10 Funkcijo H, : R* = R" zadovoljova uslov konzis-
tencije sa jokobijanom, ako za ma koje x € R™ vazi

H%z) € 0cH(z), (2.16)

gde je OcH(z) C-subdiferencijal funkcije H u tacki z definisan sa
(2.13).

Lema 2.2 [5] Neka je H semiglatka funkcija u x i neka H, zadovo-
liava uslov konzistencije sa jakobijanom, tade vasi
| H(z+v) — H(z) — H(z +v)]|

53 ol

= ().

Lema 2.3 [5] Neka funkcija H, zadovoljava uslov konzistencije sa
jakobijanom. Ako su svi elementi skupa Oc H () regularni, tada postoje
okolina N (z,r) i konstanta M > 0, takve da za svako y € N (z,r) sledi
da je H%(y) regularna matrica i vazi

[ ()Ml < M.

Osim toga, postoje My > M i ji > 0 takve da za ma koje y € N(z,r)
i € (0, ) sledi da je H, (y) regularna i

1) 7l < M.

U radu su koridéene transformacije NCP na sisteme (2.7) i (2.8),
pri ¢emu su funkcije G 1 ® semiglatke, pa se zato navode neke od
glatkih aproksimacija ovih funkcija, kao i njihove osobine.

Za > 0 funkcija G aproksimira se glatkim operatorom
Gu: R*— R,

Gy = (gu(®1, Fi(®)), - gu(n, Fu(2))) T,
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pri ¢emu je
- a+b—/(a—b)?+ p?
2

aproksimacija minimum NCP funkcije (2.5). Fukcija ® aproksimira se
operatorom @, : R* — R"

@, = (Pulz1, Fi(2)), .., Dz, Fn(m)))ya (2.17)

gde je funkcija Kanzova

Pula,b) =/a? + b2+ 2u—a—b, pu>0, (2.18)

glatka aproksimacija Fiserove NCP funkcije (2.6).

g#(a: b) ==

Lema 2.4 [29] Funkcija ¢, : R* — R definisana sa (2.18) je neprekidno
diferencijabilna i za svako (a,b) € R? i py, po > 0 vadi

MSM: (a: b) - (}’3“2(0,,5)1 < \/51\/!71"‘ \//“Tzl:
|y (0, 5) = $(a, )] < 4/21.

Lema 2.5 [29] Funkcija @, : R* — R" definisana sa (2.17) je neprekidno

diferencijabilna ¢ za svako x € R™ @y, pe > 0 vai
1@y () = By ()| < V20|11 — Vi), (2.19)
124, (2) - 2(2)]] < /201 (2.20)
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Iterativni postupci za
reSavanje glatkih sistema

3.1 Njutnov postupak

Sistemi nelinearnih jednacina oblika

flz) =0, (3.1)
gde je f : D C R™ — R" nelinearna funkcija reSavaju se iterativnim
postupcima. Naime, ve€ina ovih sistema ne moZe se resiti ta¢no, pa se
zato odreduje njihovo pribliZno reSenje primenom nekog numeric¢kog
postupka, §to je uslovilo intenzivan razvoj ¢itave oblasti poznate pod
nazivom numeri¢ko refavanje sistema nelinearnih jednacina.

Njutnov postupak je jedan od najpoznatijih postupaka za reSavanje
nelinearnih sistema. Iterativni niz se ovim postupkom generiSe na
slededi nadin.

Algoritam: NJUTNOV POSTUPAK (N)

S0: Datojez” € B, k= 0.
S1:  Odredi s* iz jednadine

fl(a*)s" = - (),
zatim odredi '
o = b g,

29
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S2: Stavik =k +11iidi na korak S1. &

Kada je re¢ o glatkim sistemima, nadalje ¢e se podrazumevati da
vaZe sledede osnovne pretpostavke:

P1l: f je neprekidno diferencijabilna funkcija na D,
P2: postoji reenje * € D sistema (3.1),
P3: f'(z*) je regularna matrica.

Njutnov postupak je lokalno kvadratno konvergentan, te je veoma
atraktivan u teorijskom smislu. '

Teorema 3.1 [81] Neka su zadovoljene osnovne pretpostavke 1 neka
je f' Lipdic neprekidno preslikavanje sa konstantom L, tj. neka va#i

1f'(z) ~ Wl < Lllz ~yll, =,y€D.

Tada postoji € > 0 takvo da je za svako 1° € N(z*,€) niz {z*} do-
bijen Njutnovim postupkom dobro definisan ¢ konvergira kvadratno ka
redenju x* sistema (8.1).

Brza lokalna konvergencija i postizanje ta¢nog reSenja u prvoj iteraciji
u sluéaju afinog preslikavanja su prednosti ovog postupka. Medutim
Njutnov postupak, kao i mnogi drugi iterativni postupci ima i svoje
nedostatke, a to su izratunavanje matrice jakobijana i tatno reSavanje
sistema linearnih jednaéina u svakoj iteraciji, §to je komplikovano i
skupo pri praktiénoj realizaciji, kada su u pitanju sistemi velikih di-
menzija. }

U cilju prevazilaZenja ovih nedostataka razvile su se modifikacije
Njutnovog postupka, a to su netaéni Njutnovi postupci i kvazi-Njutnovi
postupci.

3.2 Netacni Njutnovi postupci
Osnovna ideja ove grupe postupaka, je priblizno reSavanje sistema line-

arnih jednaéina u svakom iterativnom koraku, &¢ime se postiZe usteda
i tako otklanja jedan od nedostataka Njutnovog postupka.
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Iterativni niz se netaénim Njutnovim postupkom generise sledeéim
algoritmom.

Algoritam: NETACNI NJUTNOV POSTUPAK (IN)
S0:  Dat je niz {tx} za koji vazi ¢, > 0 zasvako kiz® € R*, k := 0.
S1:  Odredi s* iz jednaéine
f(z®)s® = — f(aF) + rF, (3.2)
gde je
I7* 1 < el £ (=)L, (3.3)

zatim odredi
gFt =z + s,

S2: Stavi k:=k+ 11idi na korak S1. &

Niz {tx} je niz nenegativnih brojeva poznat pod nazivom ”forc-
ing term”, koji povezuje normu rezidualnog vektora sa normom vred-
nosti funkcije i regulise nivo taénosti resenja linearnog sistema (3.2).
Ukoliko je t, = 0 za svako k, nata¢ni Njutnov postupak se svodi na
Njutnov postupak.

Lokalna konvergencija ovog postupka dokazana je u radu Dembo
et all. [9], pod pretpostavkom da je niz {t;} uniformno ogranicen
jedinicom.

Teorema 3.2 [9] Neka su zadovoljene osnovne pretpostavke i neka je
tr < tmax < t < 1. Tada postoji pozitivan broj € tokav da ako je
|2° — z*|| < e, iterativni niz {z*} formiran IN postupkom uz uslov
(8.3) konvergira linearno v normi || - ||, ka taénom resenju =* sistema
(8.1), tj. vaZi

1254 — &* ||, < tllz* ~ 2L,

pri emu je [lyll. = [|f'(z")yll.

Teorema 3.3 [9] Neka niz {z*} dobijen IN postupkom sa uslovom
(3.8) konvergira ka redenju x*. Tada je konvergencija superlinearna
ako © samo ako va#i

Ir*l = o(lF (=*)11),  kad & - co. (3:4)
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Niz {t;} utite na red konvergencije netatnog Njutnovog postupka.
Prethodna relacija (3.4) implicira da niz {z*} dobijen IN postupkom
sa uslovom (3.3) konvergira superlinearno ka redenju z* ako je

lim ty = 0.
k—00

Netaéni Njutnov postupak sa kriterijumom (3.3) nije afino invari-
jantan, za razliku od Njutnovog postupka. U radu Ypma [57], defini-
san je novi kriterujum '

[Nl
1/ (z*) =1 (M)

koji povezuje rezidualni vektor i vrednost funkcije ali u tezinskoj normi,
definisanoj pomodu inverznog jakobijana. Ovaj kriterijum je afino in-
varijantan, ali nije bas pogodan za praktiéno izratunavanje. Dokazana
je lokalna konvergencija neta¢nog Njutnovog postiupka sa kriterijumom
(3.5). '

< tk:v (3‘5)

Teorema 3.4 [57] Neka su zadovoljene pretpostavke kao u teoremi
3.2. Tada postoji okolina redenja z*, takva da za ma koju podetnu
iteraciju ° iz te okoline sledi da niz {z*} generisan IN postupkom sa
kriterijumom (8.5) konvergira linearno ka z*.

Teorema 3.5 [57] Neka niz {z*} dobijen IN postupkom sa kriteriju-
mom (3.5) konvergira ka z*. Tada

i) {2F} konvergira ka z* superlinearno ako i samo ako je
£ @) 75| = o(lF' (@) £ @), kad & — oo,
) {z*} konvergira ka x* sa g-redom bar 1 + p ako i samo ako je

1) 174 = O () F(@)IP), ked k= oo.
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Konvergencija neta¢nog N Jutnovog postupka sa kritem}umom (3.5)
takode je uslovljena konvergencijom niza .
Ako je

lim # = 0,
k300

tada niz {z*} dobijen IN postupkom sa kriterijumom (3.5) konvergira
superlinearno ka z*, a ukoliko je

= O(Ilf (=) f (")), kad k- o0

tada {z*} konvergira sa g-redom bar 1 + p.

3.3 Kvazi-Njutnovi postupci

Jedan od nedostataka Njutnovog postupka jeste izracunavanje matrice
jakobijana u svakom iterativnom koraku, §to komplikuje i poskupljuje
primenu postupka tj. povedava ratunsku sloZenost algoritma. Kvazi-
Njutnovi postupci éine grupu modifikacija Njutnovog postupka koja se
razvila sa teznjom da se eliminiSe dati nedostatak. Osnovna karakte-
ristika ovih postupaka jeste aproksimiranje matrice jakobijana nekom
matricom znatno jednostavnijom za izrafunavanje.

Najjednostavnija modifikacija Njutnovog postupka koja spada u
kvazi-Njutnove postupke je fiksni Njutnov postupak, koji se definiSe
na sledeéi naéin. ~

Algoritam: FIKSNI NJUTNOV POSTUPAK (FN)
S0: Datojeze R*, k:=10.
S1:  Odredi s* iz jednagine
f1(a%)s* = —f(z"),

zatim odredi

gFt = zF 4§

§2:  Stavi k:=k -+ 111di na korak S1. &
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U svakoj iteraciji jakobijan se aproksimira istom matricom, pa ovaj
metod otklanja nedostatak Njutnovog postupka, ima manju racunsku
sloZzenost od Njutnovog postupka, ali je sporiji. Fiksni Njutnov postu-
pak je linearno konvergentan, za razliku od Njutnovog postupka koji
je brz ali skup.

Teorema 3.6 [31] Neka su zadovoljene osnouvne pretpostavke i neka
je [ Lipgic neprekidna na D. Tada postoje konstante Ko > 01¢e >0
takve da za svako z° € N(z*,¢) FN postupak konvergira linearno ka
" 1 vad

[la**! — a*|} < Kelle® — =*||2* — 27.

U radu Krejié, Luzanin [32] definisan je postupak modifikacije slo-
bodnog vektora (MRV), koji je nastao sa ciljem da se dobije pos-
tupak koji ima manju radunsku sloZenost od Njutnovog postupka, a
koji je brzi od fiksnog Njutnovog postupka. To je postupak koji ima
istu matricu sistema u svakom iterativnom koraku, a slobodni vek-
tor u Njutnovoj jednatini se azurira. Tretirajuéi matricu sistema kao
aproksimaciju matrice jakobijana, MRV postupak se moZe tumaditi
kao kvazi-Njutnov postupak, s tim 3to se on istovremeno moZe pos-
matrati 1 kao netaéni Njutnov postupak.

Algoritam: MRV POSTUPAK (MRV)
S0:  Dato je z° € B* i matrica A € R™™" k := (.
S1:  Odredi s* iz jednagine

Ast = (or B (a*) — B) (%),

gde je o, € R 1
A = f'(z*) - 4,

zatim odredi
gt = gk 4 gk

32:  Stavi k:=k + 11 idi na korak S1. &
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Ideja MRV postupka je azuriranje slobodnog vektora tako da fiksni
je A= f'(z% i oy = 0 za svako k, MRV postupak se svodi na fiksni
Njutnov postupak. Iako Njutnov postupak nije specijalan slu¢aj MRV
postupka, pazljivim izborom matrice sistema A i parametra o ovaj
postupak daje dobre rezultate.

Teorema 3.7 [32] Neka vaze osnovne pretpostavke, neka je matrica A
regularna i neke r € (0,1). Tada postoje konstante € = (r), § = §(r)
i & > 0 takve da ako je ||2° —z*|| < ¢, |A - f'(z")|| <0 i o] < &,
 sledi da niz {z*} generisan MRV postupkom konvergira linearno ka z*
i vaZi

et —a*)) < rllat — "I, k=0,1,...

Najjednostavnija mogucénost je konstantna vrednost parametra u
toku celog postupka tj. ox = a = const. Druga moguénost je izbor
optimalnog parametra, koji se odreduje iz uslova da nova iteracija bude
§to "slitnija” Njutnovoj iteraciji. Vrednost optimalnog parametra je

ot = <v,w-+gqg>
k <w+g,w+gqg>’
gde je M = H(z¥)A™}, v = M f(z¥), w = H(zF) f(z*), ¢ = Mw.
Naredna teorema odnosi se na konvergenciju MRV postupka sa
optimalnim parametrom.

(3.6)

Teorema 3.8 [32] Neka su zadovoljene osnovne pretpostavke, neka je
A regularna matrica © neka je t < 1. Tada postoje konstante €, 6 > 0
takve da ako je ||2° — z*|| < € i |A — f'(z*)|| < 4, sledi da niz {z*}
generisan MRV postupkom sa optimalnim parametrom o datim sa
(8.6) konvergira linearno ka redenju x* u odgovarajucoj norms, tj. vaZi

a5% — 2l < tlla® = 27|,

gde je [lyllx = |f'(=")yl|-
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Postoje kvazi-Njutnovi postupci kod kojih se aproksimacija By, ma-
trice jakobijana f/(z*) menja u svakom koraku po nekom pravilu, a
iterativni niz {z*} se dobija na sledeéi naéin.

Algoritam: KVAZI-NJUTNOV POSTUPAK (QN1)
S0: Datoje 2° € R* i matrica By € ™", k := 0.
S1:  Qdredi s* iz jednaéine

Bys* = —f(z*),

zatim odredi
" =2k 4 §F,

Biy1 = M(By, z%).
S2: Stavik:=k+11idi nakorak S1. &

Druga moguénost je da se pak u svakom koraku menja aproksi-
macija Ay inverzne matrice jakobijana, pri ¢emu se niz {z*} generige
sledeéim algoritmom.

Algoritaxh: KVAZI-NJUTNOV POSTUPAK (QN2)
S0: Dato je 2° € R i matrica 4y € R™™, k := (.
S1: Qdredi s* iz jednaéine

s = — AL f(z),

zatim odredi
ZH = gk g o
A1 = M (A7, 2%).
S2: Stavi k:=k -+ 11idi na korak S1. &

Konvergencija kvazi-Njutnovih postupaka je linearna ili superlin-
earna. Opsti uslovi za konvergenciju postupka QN2 dati su u narednoj
teoremi.
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Teorema 3.9 [31] Neka su zadovoljene osnoune pretpostavke i neka
je f' Lipsic neprekidno na D. Tada postoje konstante K4 > 0, € > 0,
gy > 0, takve da ako z° € N(z*,&) i linearno preslikavanje A(z)
zadovoljava uslov

B — Alz)f'(@")]| = plz) < &1
za sve © € N(z*,¢), sledi da QN2 postupak sa Ay = A(z*) konvergira
linearno ka ©* 1 vaZi

a5+ — 2*|| < Kalp(a") + |la* — 2*[)]|a* ~ 27|

Kvazi-Njutnovi postupci koji zadovoljavaju jednadinu seéice
Bk+15k — f($k+1) . f(:l:k)

se vrlo &esto primenjuju. Medutim, ovako odredena matrica By,
nije jedinstvena, pa se dodatno zahteva da ona bude reSenje sledeceg
optimizacionog problema

min{||B - Bill, B€ R™", Bs*= f(z**') - f(z")}.
U zavisnosti od norme koja se primenjuje dobijaju se razli¢iti pos-

tupci ovog tipa medu kojima su najpoznatiji ”dobar” Brojdenov pos-
tupak

Fo B gk\gtT
By = Bg + Y Sk*rksk ) oy = faM) — f(a)

i ”10§8" Brojdenov postupak

(y* — Bis*)y*' By

Biy1 = By -+
k+1 k ykTBkSk

Oba ova postupka su lokalno superlinearno konvergentna.

Teorema 3.10 [13] Neka vaze osnovne pretpostavke i neka osim toga
f' zadovoljava Lipgicov uslov u z* sa konstantom L. Tada je niz gene-
risan "dobrim” Brojdenovim postupkom dobro definisan i konvergira
superlinearno ka z* za svaku podetnu aproksimaciju dovoljno blisku
taénom redenju. '

Veliki doprinos razvoju ovih algoritama dali su mnogobrojni autori,
a jedan sveobuhvatni pregled referenci dat je u radu Martinez [45]. -
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3.4 Braunov postupak

Braunov postupak, posmatran u radovima Brown [4], Fromer (23],
Milaszewicz [47] i dr., spada u numericke postupke za resavanje glatkih
sistema nelinearnih jednatina oblika (3.1), gde je f : D C R* — R™,
f = (fl:' "':fn)T; ft : D - R" = R,

Ovaj metod predstavlja modifikaciju Njutnovog postupka koja se
bazira na Gausovom postupku eliminacije. U sustini, to je kombi-
nacija jednodimenzionalnog Njutnovog postupka sa Gaus-Zajdelovim
postupkom. Ukoliko je dimenzija prostora n = 1, Braunov postupak
se svodi na Njutnov, a u sluéaju da je preslikavanje f linearno on se
svodi na Gausov postupak eliminacije.

Radi jednostavnijeg praenja algoritma uvode se potrebne oznake:

ki _ (kL k NT
TV = (2], Ty, ) 5 =11,

i T .
T = (T4, Tivty ey Tn) , 1= 1,1

Za dato of = (zf,zk, ..., 2F)T € R" iindeks 4, i = 1,2,..., n sukcesivno
se defini8u funkcije
fn(ﬁ?z) mfi(ShS?a"'73i-1(-’fi))§7i); (3?)

() = ot - (@) | 3 e - af) + Sl
g (9

Iterativni niz {z*} se Braunovim postupkom dobija na sledeci
nadin.

Algoritam: BRAUNOV POSTUPAK (B)
S0: Datojez’ € R*, k= 0.
Sl: Zai=1,2,..,n— 1 odredi
x; = 5;(2),

gde je s;(Z*) dato sa (3.8).
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S2: Odredi

8 fon -
Pk = ok (G (ak)) (e,

azatimzai=n—1,n—2,...,1 odredi

S3:  Stavik:=k+11idi na korak S1. &

Braunov postupak se moze zapisati u matri¢nom obliku

U(z®)(z* — 2*) = —m(z*),
gde je
uf) u’£2 T ugn
U(iEk) — 0 Ugg -7 Ugy
0 -+ 0 uf

nn

ornja trougaona matrica iz B™*™ sa elementima
g

ug:{} za t> 7,

o = O
= B,

a vektor m(z*) € R" ima komponente m;(z¥) = fi:(2%),i=1,2,...,n.

(") za i=1,2,..,m; j=4,i+1,..,n,

Pod nesto jatim pretpostavkama u odnosu na osnovne, u radu
Brown [1] dokazana je lokalna kvadratna konvergencija ovog postupka.

Teorema 3.11 [1] Neka je f dva puta neprekidno diferencijabilna
funkcija, neka postoji refenje x* sistema (8.1} i neka je f'(z*) regula-
rna matrica. Tada postoji € > 0 takvo da ako x° € N(z*,¢) iterativni
niz {z*} dobijen Braunovim postupkom konvergira kvadratno ka x*.

Lokalna konvergencija Braunovog postupka sa dodatnim pretpo-
stavkama vezanim za konveksnost skupa D, posmatrana je u radovima
Fromer {23], Milaszewicz [47], i dr.
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3.5 Algoritmi za globalizaciju

Do sada je razmatrana lokalna konvergencija nekih iterativnih pos-
tupaka za reSavanje glatkih nelinearnih sistema oblika (3.1). Naime,
tvrdenja o konvergenciji vazila su pod uslovom da je poéetna aproksi-
macija z° dovoljno bliska ta¢nom reSenju z* sistema (3.1). Slededi
korak predstavlja globalizacija brzih lokalnih algoritama, tj. garanto-
vanje konvergencije postupaka za proizvoljno izabranu startnu itera-
ciju z°.

Algoritmi za globalizaciju se grubo mogu podeliti na monotone,
koji zahtevaju strogu redukciju odnosno opadanje vrednosti norme
funkcije u svakoj narednoj iteraciji tj.

IF DI < 1F &)

i nemonotone, kod kojih mora biti zadovoljen uslov

1)1 < OIS G + e

gde je {7} niz pozitivnih brojeva sa osobinom 3332, 7 = < oo.
Refavanje sistema (3.1) ekvivalentno je traZenju globalnog mini-
muma funkcije cilja

1
o) = I/ @I, ©:B =R (39)
tj. problem (3.1) ekvivalentan je problemu
| O(z) — min,

gde je ©(z) dato sa (3.9).

Ako je pravac pretraZzivanja, dobijen na osnovu nekog lokalnog
algoritma opadajuéi pravac za funkciju ©(z), tada se globalizacija
obiéno vr§i primenom postupka linijskog pretrazivanja za minimizaciju
funkcije cilja ©(z).

Naredni algoritam, koji je formulisan u Dennis, Schnabel [14],
spada u monotone algoritme za globalizaciju.
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Algoritam: POSTUPAK LINIJSKOG PRETRAZIVANJA SA ARMIJO
PRAVILOM

S0: Nekajez’ € B g€ (0,1), p€(0,1/2), k := 0.
S1:  Odredi pravac d*, koji je opadajuéi za ©(z).
S2:  Odaberi najmanji broj m € {0,1,2,...} tako da vazi
O(z* + pmdF) < O(z*) + pmpVO(zF) T d¥,
zatim odredi
T = 2F 4 N dF
gde je A\ = ™.
S3:  Stavi k:=k+11idi na korak S1. &
U sluéaju da pravac d* nije opadajuéi pravac za ©(z), obicno
se uvodi gradijentni korak koji jeste pravac opadanja ili se koristi

nemonotona tehnika za globalizaciju koja je predstavljena u radu Bir-
gin et all. [3] po ugledu na Li, Fukushima [40].

Algoritam: NEMONOTONA GLOBALIZACIIA

S0: Neka je o € (0,1), 0 < Tiin < Tmax < 1, 8 € [0,1), i neka je
{nk} niz pozitivnih brojeva sa osobinom 322, 7m = 7 < 0, i
20 e R* k:=0.

S1:  Odredi pravac pretrazivanja d*.
S2: Stavia = 1.
33:  Ako je
[1£(z* + ad")[| < (1+ao(@ — ) ()| +

tada ap = i
"+ = o + opdF,

inage odredi Gpey € [@Tmins ¥Tmax), StAVI @ = Qpey 1 ponovi korak

33.
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S4: Stavik:=k+11idi na korak S1. &

Algoritmi za globalizaciju, tj. za odredivanje uslova koji obezbe-
duju globalnu konvergenciju postupaka za reSavanje glatkih sistema
razvijaju se veoma intenzivno. Pod standardnim pretpostavkama do-
kazana je globalna konvergencija Njutnovog postupka i njegovih modi-
fikacija u mnogobrojnim radovima, Eisenstat, Walker<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>