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Predgovor

Istrazivanje ¢iji su rezultati izlozeni u ovoj doktorskoj disertaciji su nastavak istrazivanja
zapocetih u okviru rada na magistarskoj tezi.

Kao rezultati rada na magistarskoj tezi, pod mentorstvom prof dr Andreje Tepavcevié,
formulisane su i dokazane teoreme sinteze za mrezno vrednosne rasplinute i za mrezno-
vrednosne intuicionisticke rasplinute skupove. Kasnije je dokazano [144] da su mrezno-
vrednosni intuicionisticki rasplinuti skupovi, koji su proucavani u okviru magistarske teze,
najopstiji koncept mrezno-vrednosnih intuicionistickih rasplinutih skupova sa stanovista
nivo skupova.

Rezultati dobijeni u okviru rada na magistarskoj tezi su primenjeni u radu na dok-
torskoj disertaciji. Zbog Siroke primene intervalno-vrednosnih rasplinutih skupova, bilo je
potrebno resiti problem sinteze i za ovaj, specijalan slucaj, mrezno-vrednosnih rasplinu-
tih skupova. Posto se u toku reSavanja problema sinteze za intuicionisticke rasplinute
skupove pojavila potreba za definisanjem novog tipa nivo skupova - donjih nivo skupova,
u nastavku istrazivanja u okviru ove doktorske disertacije prednost je data donjim nivo
skupovima. Time je omoguceno resavanje problema sinteze za intervalno-vrednosne in-
tuicionisticke rasplinute skupove. Sudeé¢i prema broju radova vezanih za intuicionisticke
rasplinute i intervalno-vrednosne rasplinute skupove [1, 3, 14, 22, 23, 24, 25, 26, 37, 44, 45,
42, 41, 40, 39, 38, 55, 56, 57, 58, 59, 126, 127, 145], smatramo da ¢e intervalno-vrednosni
rasplinuti skupovi dobijati sve veéi znacaj.

U ovom istrazivanju se ponovo potvrdila dobro poznata cinjenica, da nivo skupovi
predstavljaju vezu izmedu ”klasi¢ne” matematike i teorije rasplinutih skupova. Tako su
ostvareni interesantni rezultati u teoriji mreza. Za definisane mreze je utvrdeno da su,
u svom konacnom slucaju, slim, odnosno dualno-slim mreze, za koje, poslednjih godina,
postoji veliki interes u odredenim nau¢nim krugovima [32, 31, 30, 29, 28, 27, 68|.

Posebnu zahvalnost dugujem svom mentoru, prof. dr Andreji Tepavcevié na ukaza-
noj casti i privilegiji da sa njom saradujem. Takode joj se zahvaljujem za strpljenje i dane
koje je posvetila nasem zajednickom radu. Njeni saveti i instrukcije ¢e mi biti dragoceni u
daljem radu.

Zahvaljujem se ¢lanovima komisije prof. dr Branimiru Seselji, koji je pazljivo
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¢ajnom poboljsanju kvaliteta konacne verzije doktorske disertacije.
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Uvod

Od kada je L. A. Zadeh 1965. godine objavio prvi rad [153] u kome definise rasplinute
(fuzzy) skupove, ovaj pojam je doziveo brojna uopstenja. Jedno od tih uopstenja predstav-
ljaju intervalno-vrednosni rasplinuti skupovi [154, 155, 124] - rasplinuti skupovi kod kojih
je kodomen funkcije pripadnosti skup svih zatvorenih podintervala jedini¢nog intervala
realnih brojeva [0,1]. Na taj nacin se intervalno-vrednosnim skupovima moze izraziti ne
samo nepreciznost, ve¢ i neizvesnost, nedostatak znanja, nekompletnost informacija, sum-
nja u tacnost, koje nas onemogucavaju da precizno odredimo vrednost funkcije pripadanja.

U realnosti je vrlo ¢esta situacija u kojoj je potrebno uzeti u obzir obe komponente -
nepreciznost i neizvesnost, pa je to jedan od razloga Siroke primene intervalno-vrednosnih
rasplinuti skupova [48, 56, 15, 34, 7]. Sambuc [124] definise skupove koji su ekvivalentni
intervalno-vrednosnim rasplinutim skupovima da bi ih primenio u medicini kao podrsku
u dijagnostici patologije stitne zlezde. Intervalno-vrednosni rasplinuti skupovi se prime-
njuju u teoriji odlucivosti (decision making) [54], aproksimativnom zakljuc¢ivanju (approz-
imate reasoning) [12, 2, 13, 20, 149, 66], obradi slike (image processing) [147, 11, 107, 5].
Posebno treba ista¢i radove vezane za primenu intervalno-vrednosnih rasplinutih skupova
u matematickoj morfologiji [17, 126, 105], kao i radove u kojima se koriste koncepti sa
kojima radimo - kompletne mreze [120, 106, 146, 57, 58, 59, 84] i nivo skupovi [100]. Pored
ovde navedenih radova detaljnije i opSirnije informacije o intervalno-vrednosnim rasplinu-
tim skupovima mogu se naéi pre svega u radu [14] i tamo citiranim radovima.

Nivo skup (cut set) je jedan od osnovnih pojmova u teoriji rasplinuti skupova. Nivo
skupovi predstavljaju vezu izmedju klasi¢nih skupova (crisp sets) i rasplinutih skupova.
Mnoge osobine rasplinutih skupova se mogu povezati sa rezultatima “klasi¢ne” teorije
skupova zahvaljujuéi nivo skupovima [132, 137, 138], odnosno zahvaljujuéi takozvanom
Ycutworthy” svojstvu [94]. To je moguce, pre svega, zbog toga Sto se rasplinuti skupovi
na jedinstven na¢in mogu predstaviti pomocu familije svih njihovih nivo skupova (teoreme
dekomporzicije se mogu videti na primer u [94]).

Drugi problem povezan sa nivo skupovima je problem odredivanja rasplinutog skupa ¢iji bi
svi nivo skupovi bili unapred zadati. Ovim problemom, za "klasi¢ne” rasplinute skupove su
se bavili Negoita i Ralescu [109, 110, 119], a u novije vreme Jaballah i Saidi [78, 122, 123].
Posto su rasplinuti skupovi doziveli brojna uopstenja, i ovi problemi su posmatrani na tim
uopstenjima. Tako su, na primer, za mrezno-vrednosne (kodomen funkcije pripadnosti je



kompletna mreza) i za poset-vrednosne (kodomen funkcije pripadnosti je poset) rasplinute
skupove ispitani slede¢i problemi:

Problem 1: Pod kojim uslovima dva rasplinuta skupa p: X — Liv: X — L imaju
iste familije nivo skupova, pri ¢emu je L data kompletna mreza?

Dati problem je postavljen i delimi¢no resen u [104], a u generalnom (beskona¢nom)
slucaju resen je u [136] i za poset-vrednosne rasplinute skupove u [135] (u ovom
slucaju se umesto kompletne mreze L posmatra poset P).

Problem 2: Odrediti uslove da za kolekciju F podskupova skupa X postoji rasplinuti
skup, takav da je F njegova kolekcija nivoa.

Problem je bio poznat u literaturi u radovima [95, 118], da bi u generalnom obliku
bio resen u [139] za poset-vrednosne rasplinute skupove i u [137] za mrezno vrednosne
rasplinute skupove.

Problem 3: Neka je L data kompletna mreza. Odrediti uslove pod kojima je F C
P(X) kolekcija nivoa rasplinutog skupa p: X — L.

Ovaj problem je reSen u [95] i u [64], ali na razli¢ite nacine. Slican problem, postav-
ljen za poset vrednosne rasplinute skupove, odnosno ako se umesto kompletne mreze
L posmatra poset P, resen je u [131].

Koncept nivo skupa za intervalno-vrednosne rasplinute skupove uveli su Wenyi Zeng i
Yu Shi [157]. Oni su za intervalno-vrednosne rasplinute skupove definisali nivo skupove na
osam nacina, ispitali su njihova svojstva i predlozili tri teoreme dekompozicije zasnovane
na ovim nivo skupovima. U slede¢em koraku Zeng, Shi i Li Han-Xing [158] su definisali
uopstene nivo skupove koje su nazvali 1 —1 tip i 1 —2 tip intervalno-vrednosnih ugnjezdenih
(interval-valued nested) rasplinutih skupova. Predlozili su i dve teoreme reprezentacije sa
ovim nivo skupovima. S druge strane, Yuan, Li i Lee [151] pokreéu novi pravac u is-
trazivanju nivo skupova. Za intervalno-vrednosne rasplinute skupove definisu nivo skupove
kao tri-vrednosne rasplinute skupove i za njih daju teoreme reprezentacije.

Ipak, u pomenutim radovima nije dat odgovor na pitanje: Pod kojim uslovima moZemo
rekonstruisati intervalno-vrednosni rasplinuti skup iz poznate familije nivo skupova. Pre-
ciznije, problem naseg istrazivanja je postavljen tako da su u centru interesovanja svoj-
stva familije (mreze) podskupova datog nepraznog rasplinutog skupa nad univerzumom
X. Odredeni intervalno-vrednosni rasplinuti skup mora biti takav da je njegova familija
nivo skupova (skupovno) jednaka familiji podskupova skupa X od koje smo krenuli. Dakle,
nas pristup istrazivanju je u osnovi drugaciji od pomenutih istrazivanja.

U prvom poglavlju su date teorijske osnove rada. U prvom odeljku su navedeni pojmovi
vezani za posete 1 mreze, oznake koje ¢e dalje biti koris¢ene u radu i tvrdenja o svojstvima
mreza, koja su koriS¢ena u istrazivanju. U reSavanju postavljenog problema vaznu ulogu
igraju operator zatvaranja i unutrasnji operator, pa su njihove definicije i svojstva izlozene
u drugom odeljku. Posebna paznja je posvecena dobro poznatim Dilworth-ovim teoremama



u tre¢em odeljku, u kome su dati i neki ekvivalentni oblici ovih tvrdenja, koji su pogodniji za
primenu u ovom istrazivanju. Na kraju ovog poglavlja nalazi se kratak osvrt na slim mreze.

U drugom poglavlju su ispitane i sistematizovane osobine mreza intervala proizvoljne
mreze L, sa posebnim osvrtom na osobine mreza intervala mreze [0, 1]. Razlicite mreze
intervala se dobijaju definisanjem razli¢itih poredaka i operacija na skupu intervala neke
mreze L. Detaljno ispitana i sistematizovana svojstva ovakvih mreza postoje samo za inter-
vale uredene nepreciznim poretkom (skupovna inkluzija) [49]. Intervali na mrezi uredeni
poretkom po komponentama (slabi poredak) vrlo se Gesto koriste u radovima u kojima
se koriste intervalno-vrednosni rasplinuti skupovi [82, 77, 115, 100, 52, 34, 35]. Intervali
na mrezi uredeni leksikografskim poretkom takode se koriste u teoriji rasplinutih skupova,
narocito u radovima vezanim za bipolarne rasplinute skupove [17, 47]. Elementarna svoj-
stva ovih mreza intervala, koja se u ovim radovima navode, ovde su dopunjena i prosirena.
Intervali na mrezi uredeni relacijom strogog poretka takode ¢ine mrezu, a svojstva ove
mreze, prema nasim saznanjima, do sada nisu objavljena.

Trece, cetvrto i peto poglavlje su originalni delovi rada. U tre¢em poglavlju su defini-

sane nove relacije na mrezi i ispitana njihova svojstva. Zatim su u vezi sa tim relacijama
definisane ili- izmedu ravne mreze i njima dualne, i- izmedu ravne mreze. Dalje su ispitana
osnovna svojstva ovih mreza, definisana i karakterisana nova relacija poretka na specijalnim
skupovima neuporedivih elemenata i proucavane podmreze ili- generisane tim skupovima.
Kljucni rezultati ovog poglavlja su karakterizacija kompletnih konacno prostornih i dualno
konac¢no prostornih mreza, kao i izdvajanje klase mreza koje se mogu injektivno preslikati u
direktan proizvod n kompletnih lanaca tako da su oc¢uvani supremumi i dualno, izdvajanje
klase mreza koje se mogu injektivno preslikati u direktan proizvod n kompletnih lanaca
tako da su oc¢uvani infimumi.
U nastavku je pokazano da su novouvedeni tipovi mreza u konacnom sluc¢aju ekvivalentni
sa dualno-slim, odnosno slim mrezama. Ova Cinjenica ukazuje na moguc¢nost da se uopste
mnogi rezultati u vezi sa slim i dualno-slim mrezama, koji su dokazani samo u kona¢nom
slucaju.

U cetvrtom poglavlju su, posle pregleda teorema sinteze za mrezno-vrednosne rasplinute
skupove, reseni problemi sinteze za mrezno-vrednosne rasplinute skupove za zadatu mrezu.
Zatim su data resenja za postavljeni problem sinteze za intervalno-vrednosne rasplinute
skupove sa unapred datim mrezama intervala.

U petom poglavlju su neki od rezultata izlozenih u ¢etvrtom poglavlju primenjeni
na resavanje problema sinteze za intervalno-vrednosne intuicionisticke rasplinute skupove.
Takode je dat kratak osvrt na moguce primene rezultata istrazivanja iznetih u ovom radu.
Na kraju ovog poglavlja su izneti klju¢ni doprinosi ovog istrazivanja, ukazano je na otvorene
probleme i smernice za dalja istrazivanja.






Glava 1

Mreze

1.1 Osnovni pojmovi i oznake

Uredeni par (P, <) nepraznog skupa P i relacije poretka, (refleksivne, antisimetricne i
tranzitivne relacije), je parcijalno uredeni skup ili krace - poset.

Ako je data relacija poretka < na skupu P, onda je i inverzna relacija, u oznaci >,
takode relacija poretka na P i zovemo je dualni poredak, a uredeni skup (P, >) je dua-
lan uredenom skupu (P, <).

Na posetu koristimo i sledece relacije: © < y ako i samo ako je z < y i x # y (i kazemo
da je "z manje od y”), x > y ako i samo ako je y < x (Sto ¢itamo "z je vece od y”), z || y
ako i samo ako je x £ y iy £ x (i kazemo da su "z i y neuporedivi”), z |J'y ako i samo ako
jer <yiy <z (ikazemo da su”z iy uporedivi”).

Relacija pokrivanja, u oznaci <, na posetu se definiSe na slede¢i nacin: ako za dva
elementa z,y poseta P vazi x < y i ne postoji z € P takav da je x < z < y, kazemo da je
x pokriveno sa y ili da je x neposredni prethodnik y.

Relaciju < definiSemo na sledeéi nacin: x < y ako i samo ako x < y ili x = y, za svako
x,y € P.

Neka je @) podskup poseta P uredenog relacijom <. Tada je i () ureden relacijom
poretka koju nasleduje od P: za elemente z,y € ) vazi x < y u () ako i samo ako je z <y
u P. Kazemo i da je poredak na () indukovan poretkom iz P ili da je restrikcija poretka
iz P na Q)

Poset u kome su svaka dva elementa uporediva je lanac (linearno ili totalno ureden
skup). Lanac je duzine n ako ima n + 1 element (i n grana). Sa n obelezavamo konacan
lanac sa n elemenata (¢ija duzina je n—1), a beskonacne lance obelezavamo velikim slovima
A, B,C,.... Lanac je i podskup poseta P ¢iji su svi elementi uporedivi, a najvec¢a duzina
medu duzinama svih lanaca poseta P (ako postoji) je duzina tog poseta, u oznaci [(P).



2 Glava 1. Mreze

Tada kazemo da je poset P kona¢ne duzine.

Anti-lanac je poset, ili njegov podskup, u kome vazi: x < y samo ako je x = y, odnosno
anti-lanac je poset (podskup poseta) koji sadrzi samo neuporedive elemente. Anti-lanac od
n elemenata obelezavamo sa n. Beskonacne anti-lance obelezavamo sa: A, B,C,D.... Broj
elemenata u anti-lancu je njegova Sirina, ako je konacan, u suprotnom je njegova Sirina
beskonacna. Najveca Sirina medu svim Sirinama anti-lanaca u posetu P, ako postoji, je
Sirina poseta i oznacavamo je w(P). U suprotnom je poset beskonaéne Sirine.

Na skupu anti-lanaca poseta (P, <) poredak uvodimo na slede¢i naéin:
A1 < A, akko za svaki element = € A; postoji element y € A, takav da je x < y, pri cemu
su A; i As proizvoljni anti-lanci poseta (P, <).

Anti-lanac A u posetu P je maksimalan akko je svaki element poseta P uporediv sa
nekim elementom anti-lanca .A.

Ako su (P,<) i (Q,<) dva uredena skupa, onda je funkcija f : P — (@ izotona
(monotona, saglasna sa poretkom - order-preserving) ako za x,y € P vazi:

<y = f(x) < fly)

Injektivna funkcija f : P — @) je obostrano izotona, ako zadovoljava uslov:

r<ye f(r) < fly)

Ovakva funkcija zove se i potapanje (order-embedding) uredenog skupa P u uredeni skup

Q.

Bijektivna, obostrano izotona funkcija f : P — @ zove se izomorfizam (order-
isomorphism) izmedu (P, <) 1 (Q, <), a skupovi P i @) su izomorfni, $to krace zapisujemo
P=qQ.

Neka je A neprazan podskup poseta (P, <). Gornje ogranicenje skupa A je element
skupa P koji je veéi ili jednak od svakog elementa iz skupa A. Najmanje gornje ogranicenje
za A je supremum skupa A u oznaci sup A. Donje ogranicenje skupa A je element
skupa P koji je manji ili jednak od svakog elementa iz skupa A. Najveée donje ogranicenje
za A je infimum skupa A u oznaci inf A.

Mrezu mozemo definisati na dva ekvivalentna nacina: kao poset (L, <) u kome svaki
dvoelementni podskup ima supremum i infimum, i kao algebru (L, A,V) sa dve binarne
operacije A i V na nepraznom skupu L, koje su komutativne, asocijativne i za koje vaze
zakoni apsorpcije.

Ako neko tvrdenje vazi za sve uredene skupove, onda za sve uredene skupove vazi i
dualno tvrdenje koje se dobija zamenom svih pojavljivanja relacije < relacijom > i svih



1.1. Osnovni pojmovi i oznake 3

pojavljivanja relacije > relacijom <. Za mreze dualno tvrdenje se dobija na slican nacin:
pored uzajamne zamene relacija < i > potrebno je izvrsiti i uzajamnu zamenu operacija
AiV.

Uredeni skup dualan mrezi L je mreza koju ozna¢avamo sa L.
Mreza je kompletna (potpuna) ako svaki njen podskup ima supremum i infimum.

Ako mreza ima najmanji element, oznacavamo ga sa O, ili samo 0. Najveéi element
mreze, ako postoji, oznacavamo sa 1p, ili 1.
Mreza je ogranicena ako ima najmanji i najveéi element.

Elementi ogranicene mreze L koji pokrivaju najmanji element mreze zovu se atomi, a
elementi koji su pokriveni najve¢im elementom mreze su koatomi.

Mreza L sa najmanjim elementom je atomarna ako za svaki element x € L takav da
je x # 0r postoji atom a € L takav da je a < x.

Mreza L sa najmanjim elementom je atomarno generisana ako je svaki element te
mreze, osim najmanjeg, supremum atoma.

Mreza (L, A, V) je modularna ako i samo ako je na njoj ispunjen modularni zakon:
akojex < z,ondajexzV (yAz)=(xVy) Az
Mreza (L, A,V) je polumodularna na gore, ili kra¢e polumodularna, ako za sve
r,y € L,
izx Ay <zslediy<zVy.
Mreza (L, A, V) je polumodularna na dole ako je za sve x,y € L ispunjen uslov:
izy<zxVysledizAy < z.

Podmreza mreze (L, A, V) je mreza (L1, A, V), gde je Ly podskup iz L, a operacije na
Ly su restrikcije operacija iz L.

Neprazan presek proizvoljne familije podmreza je i sam podmreza.

Poredak na podmrezi se poklapa sa poretkom na mrezi. Medutim, ako je L, mreza kao
podskup L sa indukovanim poretkom, ona ne mora biti zatvorena u odnosu operacije A i
V, pa prema tome, ne mora biti podmreza mreze L.

Za podskup L; kompletne mreze L kazemo da je kompletna podmreza ako i samo
ako za svaki podskup A od Ly vazi VA€ L1 i A A € L.

Kompletna podmreza kompletne mreze je kompletna.

Reéi ¢emo da je mreza (Li, A,V) V- podmreza mreze (L, A,V) ako je L; neprazan
podskup skupa L a operacija V na mrezi L; je restrikcija operacije V iz mreze L.
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Za podskup L; kompletne mreze L kazemo da je V- kompletna podmreza ako i samo
ako je zatvorena za supremume, odnosno ako i samo ako za svaki podskup A od L; vazi
VAe L.

Definicija A- podmreze i A- kompletne podmreze je dualna.

Ako je Ly podmreza mreze L takva da za svako x,y € Ly vazi: ako z <, y onda
x <1 vy, tada kazemo da je L; podmreza sa otuvanom relacijom pokrivanja [27]
(cover-preserving sublattice of L).

Ako je M neprazan podskup mreze L, onda je presek svih podmreza koje sadrze M, u
oznaci (M), podmreza mreze L. Za mrezu (M) kazemo da je generisana skupom M, i
to je najmanja podmreza mreze L koja sadrzi skup M.

Homomorfizam iz mreze (L, A, V) u mrezu (K, A, V) je funkcija ¢ saglasna sa obe op-
eracije na mrezama kao algebrama.

Ako je preslikavanje ¢v : L. — K saglasno samo sa operacijom A, odnosno ako je
vz ANy) = P(x) N(y) za svako x,y € L, kazemo da je 1y A - homomorfizam iz mreze
(L,A,V) umrezu (K, A, V).

Neka su mreze (L,A,V) i (K,A,V) mreze sa najveéim elementima, redom 1; i 1.
Tada za A - homomorfizam iz mreze (L, A, V) u mrezu (K, A, V) pri kome se najvedi ele-
ment mreze L preslikava u najveci element mreze K, kazemo da je 1 —A - homomorfizam.

Ako je preslikavanje v : L — K saglasno samo sa operacijom V, odnosno ako je
(x Vy) =) Vi(y) za svako x,y € L, kazemo da je ¢ V - homomorfizam iz mreze
(L, A, V) umrezu (K, A, V).

Neka su mreze (L, A, V) i (K, A, V) mreze sa najmanjim elementima, redom 0y, i Og.
Tada za V - homomorfizam iz mreze (L,A,V) u mrezu (K,A,V) pri kome se najmanji
element mreze L preslikava u najmanji element mreze K, kazemo da je 0 — V - homo-
morfizam.

Da bi preslikavanje iz mreze (L, A,V) u mrezu (K, A, V) bilo izotono, dovoljno je da
bude saglasno sa jednom od mreznih operacija.

Neka su L i K mreze. Kazemo da V-homomorfizam ¢ : L — K odrzava relaciju
pokrivanja [27] (cover-preserving join-homomorphism) ako i samo ako za sve z,y € L
vazi sledece:

ako x <y onda p(z) < v(y).

Element a mreze L je kompaktan ako i samo ako kad god postoji \/ Aia <\/ A za
A C L, tada je a <\/ B za neki kona¢an podskup B skupa A.
Skup kompaktnih elemenata mreze L obelezavamo sa KC(L).
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Ako su a i b kompaktni elementi mreze L, tada je a V b takode kompaktan element te
mreze. Ako mreza L ima najmanji element, onda je njen najmanji element kompaktan.

Mreza L je kompaktno generisana ako i samo ako je svaki element iz L supremum
kompaktnih elemenata.

Mreza L je algebarska ako i samo ako je kompletna i kompaktno generisana.
Teorema 1.1 Kompletna podmreza algebarske mreZe je algebarska mreza.

Teorema 1.2 [108] Neka je L algebarska mreza. Ako je a > b u L onda postoji kompaktni
element ¢ € K(L) takav da je ¢ < a ic £ b.

Teorema 1.3 [108] Neka je L algebarska mreza. Tada za svako a < b u L postoje x,y € L
takvi da jea < x <y <b.

Posledica 1.1 [11] Neka je L kompletan lanac. Tada je L algebarska mreza ako i samo
ako za svako a,b € L sa a < b postoje x,y € L takvi da je a <z <y <b.

Linearna suma dve disjunktne mreze L i Ly je mreza (L; U L, <), koju ozna¢avamo
sa L1 & Lo, a poredak na njoj je definisan na slede¢i nacin:

rx<y akko z,ye Liix<yul
i x,y€ Lloiax <yu Lo,
i3 QJELl,yELQ.

Poretke na mrezama Ly i Ly obelezavamo istom oznakom <, ali je iz konteksta potpuno
jasno na koji poredak se odnosi oznaka.

Specijalno: L & 1 predstavlja mrezu koja se dobija od mreze L dodavanjem elementa
koji se ne nalazi u mrezi kao najveceg elementa.

Slicno, 1 ¢ L oznacava mrezu koja se dobija od mreze L dodavanjem elementa koji se
ne nalazi u mrezi kao najmanjeg elementa. Ova operacija se naziva i lifting, a dobijena
mreza se oznacava sa L. U ovom radu koristimo obe oznake.

Vertikalna suma [33] dve disjunktne mreze L i Lo, takve da je mreza L; sa najveéim
elementom, a mreza Ly sa najmanjim elementom, je mreza, u oznaci Li® Lo, koja se dobija
od linearne sume L; & Lo identifikovanjem najveéeg elementa mreze L; sa najmanjim
elementom mreze Lo.

Ovu istu operaciju Grétzer [67] naziva lepljena suma (glued sum) i oznacava je Li+ L.

Neka su (P, <p) i (@, <g) disjunktni poseti. Direktna suma [130] (ili disjunktna
unija [33]) ovih poseta, u oznaci P + @, je poset (P U@, <) gde je x < y ako i samo ako
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suxiyizPivazizx <pyilisuziyizQivaziz <gy.

Ako su (P, <p) i (Q,<q) dva poseta onda je njihov direktan (Dekartov) proizvod
takode poset (P x @, <) ako se poredak < definiSe po komponentama: (aq,b;) < (asg,bs)
ako 1 samo ako je a1 <p as i b; <g bs.

Poredak po komponentama nije jedini nacin da se definiSe poredak na direktnom
proizvodu dva poseta. Leksikografski poredak na (P x @, <) se definise na slededi
nacin: (as,b;) < (ag,be) ako i samo ako je a1 <p ag ili (a1 = a2 1 by <g by). Ovu vrstu
proizvoda dva poseta nazivamo leksikografski proizvod. Poznato je da, ako su (P, <p)
i (Q,<g) lanci onda je i P x @ lanac u odnosu na leksikografski poredak.

I C P je polu-ideal na posetu (P, <) ako za svako z,y € Piz xz € [ iy < x sledi
yel.

Dualno: F' je polu-filter na posetu (P, <) ako za svako x,y € Pizxz € F'i x < y sledi
y e F.

Po definiciji () je polu-ideal i polu-filter na uredenom skupu.

Vazi da je skup P\ I polu-filter ako i samo ako je I polu-ideal.

Ideal u mrezi (L, <) je njen neprazni podskup I koji ispunjava sledece uslove:
1) izz,ye€lsledizVyel,
2)izzxeliy<zxslediyecl.

Filter u mrezi L se definiSe dualno.

Ideal (filter) mreze L je maksimalan ako nije podskup ni jednog ideala (filtera), osim
mreze L.

Glavni ideal u mrezi (posetu) L generisan elementom a € L: |a ={x € L | x < a}.
Glavni filter u mrezi (posetu) L, generisan elementom a € L: Ta ={x € L | a < x}.

Na posetu (P, <), skup svih polu-ideala uredenih inkluzijom, (Z(P),C), je potpuna
distributivna mreza, kao i skup svih polu-filtara uredenih inkluzijom, (F(P), Q).

Element a mreze L je V- nerazloziv ako je razlicit od 0i ako iz a =2V y sledia ==«
ilia=y,zasvexz,y € L.

Element a mreze L je potpuno V- nerazloziv ako iz a = \/ S sledi a € S za svako
S C L. Ako mreza L ima najmanji element 0, on nije potpuno V- nerazloziv zato $to je

\V 0 =0.
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Element a mreze L je A- nerazloziv ako je razlicit od 1iakoiza=x Aysledia==x
ilia=1y,zasvex,ye€ L.

Element a mreze L je potpuno A- nerazloziv ako iz a = A S sledi a € S za svako
S C L. Ako mreza L ima najveéi element 1, on nije potpuno A- nerazloziv zato $to je

A0 =1.

Ako je element potpuno A- nerazloziv, on je i A- nerazloziv, a obrnuto ne mora da vazi.
Recimo, u lancu je svaki elemenat A- nerazloziv, ali ne mora da bude potpuno A- nera-
zloziv. Na primer, u realnom intervalu [0, 1] ni jedan elemenat nije potpuno A- nerazloziv,
a svi elementi osim jedinice su A- nerazlozivi. Sliéno vazi da su potpuno V- nerazlozivi
elementi takode i V- nerazlozivi, a obrnuto ne mora da vazi. Za primer ponovo mozemo
uzeti realni interval [0,1] u kome su svi elementi, osim nule, V- nerazlozivi, a ni jedan
elemenat nije potpuno V- nerazloziv.

Za element koji je i V- nerazloziv i A- nerazloziv kazemo da je nerazloziv, a za element
koji nije ni V- nerazloziv ni A- nerazloziv kazemo da je razloziv.

Skup A- nerazlozivih elemenata mreze L je ureden relacijom poretka nasledenom iz
mreze L, a oznacavamo ga sa M.

Slicno, poset potpuno A- nerazlozivih elemenata oznacavamo sa M7 .

Poset V- nerazlozivih elemenata mreze L oznacavamo sa J, a poset potpuno V- nerazlo-
zivih elemenata mreze L oznacavamo sa Jj.

Za mrezu L kazemo da je prostorna (spatial) [148] ako za svaki element x € L vazi

x=\/(lzNJj).
Mreza L je konaéno prostorna (finitely spatial) [148] ako za svaki element x € L vazi

x=\(xnNJp).

Svaka prostorna mreza je i konacno prostorna, a obrnuto ne mora da vazi. Recimo,
mreza (R, <) je kona¢no prostorna, ali nije prostorna.

Dualni pojmovi prostornoj i konacno prostornoj mrezi su dualno prostorna i dualno
kona¢no prostorna mreza, ¢ije definicije dajemo u nastavku.

Za mrezu L kazemo da je dualno prostorna (dually spatial) [148] ako za svaki element
x € Lvazi x = N(Tz N Mj).

Mreza L je dualno konaéno prostorna (dually finitely spatial) [148] ako za svaki
element x € L vazi x = A\(Tx N Mp).

Ogranicena mreza je bi-prostorna ako je prostorna i dualno prostorna.
Ogranic¢ena mreza je konaéno bi-prostorna (finitely bi-spatial) [148] ako je konaéno
prostorna i dualno kona¢no prostorna.
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Teorema 1.4 [108] Svaka algebarska mreZa je dualno prostorna.

Svaki element a kona¢ne mreze se moze predstaviti kao infimum svih A- nerazlozivih
elemenata = za koje vazi a < x i kao supremum svih V- nerazlozivih elemenata y za koje
vazi y < a. Prema tome, svaka konacna mreza je konac¢no bi-prostorna.

Ako je mreza distributivna tada je ovo predstavljanje A (V)- nerazlozivim elementima
jedinstveno ako je minimalno (Sto znaci da ne postoji pravi podskup ove kolekcije A (V)-

Teorema 1.5 (Birkhoff) Neka je L konacna distributivna mreza i neka je X C L uredeni
skup njenih V- nerazloZivih elemenata. Tada je L izomorfna mrezi Z(X) polu-ideala na X
uredenih inkluzijom.

Vazi i dualno tvrdenje.

Teorema 1.6 (Birkhoff) Neka je L konacna distributivna mreza i neka je Y C L uredeni
skup njenih N- nerazloZivih elemenata. Tada je L dualno izomorfna mrezi F(Y') polu-filtara
na Y wuredenth inkluzijom.

Teorema 1.7 Mreza (Z(X), Q) polu-ideala na konacnom uredenom skupu X je distribu-
tivna, a uredeni skup V- nerazloZivih elemenata iz (Z(X), C) je izomorfan sa X.

Teorema 1.8 Mreza (F(Y), D) polu-filtara na konac¢nom uredenom skupu Y je distribu-
tivna, a uredeni skup A- nerazlozivih elemenata iz (F(Y), D) je izomorfan sa'Y .

Teorema 1.9 U konacnoj distributivnog mrezi uredeni skupovi V- ¢ N\- nerazloZivih eleme-
nata su izomorfna.

Na kraju, rezultate iz radova B. Seselja i A. Tepavcevié [140], [141], [142] i [143] koji su
formulisani za posete, formuliSimo za konacne mreze jer ¢e nam u takvom obliku trebati u
nastavku teksta.

Dalje je (X, <) konaé¢ni poset, a Lp(X) ili, krac¢e, Lp je distributivna mreza za koju je
X poset A- nerazlozivih elemenata.

Kazemo da poset (X, <) generiSe mrezu Lp u smislu Birkofove teoreme 1.6 ako je X
poset A- nerazlozivih elemenata mreze Lp. Ako poset (X, <) generise mrezu L i L, je
mreza izomorfna sa L, tada kazemo da (X, <) generiSe L; do na izomorfizam.

Neka je Lp konacna distributivna mreza za koju je X poset A- nerazlozivih elemenata.
Za svako x € X definiSemo 2’ na sledeéi nacin: @’ = \; Z, gdeje Z ={z € X |z < z} za
x takvo da je z = Ay Z, a ako je x jedini ko-atom u L, onda je 2’ = 1.
Neka je sada
X' =XU{a€L|a=2a" zanekoz € X}. (1.1)

Prema lemama u radu [142], vaze sledeca tvrdenja:
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Lema 1.1 Neka je (L, <) konacna mreza i neka je (Y, <) poset njenih A- nerazloZivih
elemenata. Neka je takode, Lp distributivna mreZa ¢iji je poset N-nerazloZivih elemenata
X izomorfan sa'Y sa preslikavanjem f Y — X. Tada je preslikavanje g : L — Lp, takvo
dazaa€eL,a#1, gla)=Nfly) |lyeY ita<vy), i 9g(1.) = 1.,, potapanje.

Lema 1.2 Neka je (L, <) konacna mreza, (Y, <) njen podskup N- nerazlozivih elemenata
1 Lp distributivna mreza c¢iji je poset N- nerazlozivih elemenata X izomorfan sa'Y kao u
lemi 1.1. Neka je preslikavanje g : L — Lp potapanje L u Lp definisano u lemi 1.1. Tada
je X' Cg(L).

Da vazi i obrnuto, sledi iz naredne teoreme.

Teorema 1.10 [143] Konacna mreza L i konacéna distributivna mreza Lp imaju izomorfne
posete A- nerazlozivih elemenata, Y 1 X redom, ako i samo ako je L izomorfna sa pod-
posetom Lp koji sadrzi X' definisan sa 1.1.

[zomorfna slika mreze L u mrezi Lp je takode mreza sa poretkom nasledenim iz Lp,
ali nije podmreza mreze Lp. To je posledica ¢injenice da je svaka podmreza distributivne
mreze takode distributivna, pa njen poset A- nerazlozivih elemenata mora biti razli¢it od X
(po Birkhoffovoj teoremi). Medutim, izomorfna slika mreze L u mrezi Lp je V- podmreza
mreze Lp sa najmanjim elementom koji se poklapa sa najmanjim elementom u Lp, Sto
mozemo zakljuciti iz tvrdenja koja slede.

Kolekciju svih podskupova distributivne mreze Lp koji su mreze sa poretkom nasledenim
od Lp i koji sadrze skup X’ definisan sa 1.1 oznacavamo sa L(X).

Lema 1.3 [143] Ako L € L(X) i x,y € L, onda je xV,y € L.

Prema ovoj lemi, supremumi u svakoj mrezi iz £(X) se poklapaju sa supremumima u
Lp. Da ove mreze imaju isti najmanji element koji se poklapa sa najmanjim elementom u
Lp, sledi iz dokaza sledece teoreme koji se nalazi u radu [143].

Teorema 1.11 Ako je (X, <) konacan poset, onda je L(X) mreza u odnosu na inkluziju.

Prema tome, (L£(X),C) je mreza koja se sastoji od svih mreza generisanih posetom
(X, <) kao posetom A- nerazlozivih elemenata. Ove mreze su V- podmreze mreze L£(X),
sa istim najmanjim elementom 0 € Lp.

Princip dualnosti za mreze kao posete i za mreze kao algebre mozemo primeniti na
leme 1.1, 1.2, 1.3 i teoreme 1.10 i 1.11. Prema ovim, dualnim tvrdenjima, kona¢ne mreze
koje se mogu potopiti u kona¢nu distributivnu mrezu tako da im se poklapaju infimumi i
najveéi element, su mreze ¢iji su poseti V- nerazlozivih elemenata izomorfni sa posetom V-
nerazlozivih elemenata te distributivne mreze.
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Neka je (L, <) konacna mreza ¢iji je poset V- nerazlozivih elemenata (Jr,<). Dalje,
neka je (D, <) konacna distributivna mreza sa posetom V- nerazlozivih elemenata (Jp, <)
i neka je f: Jp — Jp izomorfizam ovih poseta.

Prema tvrdenju dualnom lemi 1.1, ovaj izomorfizam se moze prosiriti do potapanja
g:L— D,takodajezaac L,a+#0g, g(a)=\(f(y) |lyeJria>y),ig(0y)=0p.

Prema dualu leme 1.2, znamo da je X* C g(L) gde je

X*=JpU{a€D|a=a"zanckoz € Jp}, (1.2)
glejeas* =\ pZiZ={2€Jp|x>z2}zax e Jptakvodajex =\, Z. Akojex

jedini atom u D, onda je z* = Op.

Vazi i obrnuto: Svaka mreza koja sadrzi X* definisano sa 1.2 i koja je podskup mreze
D sa poretkom nasledenim od D ima isti poset V- nerazlozivih elemenata kao D.

Kolekciju svih podskupova distributivne mreze D koje su mreze sa poretkom nasledenim
od D i koje sadrze skup X* definisan sa 1.2 ozna¢imo sa L(Jp).

Infimumi u svakoj od mreza iz £(Jp) poklapaju se sa infimumima u D i najveéi element
mreze D je zajednicki element za sve mreze iz ove kolekcije (tvrdenja dualna lemi 1.3 i
teoremi 1.11).

1.2 Operator zatvaranja i unutrasnji operator na mrezi

Operator zatvaranja na mrezi (L, <) je funkcija C' : L — L za koju vazi:
Cl: z < C(x)
C2: Ako je x < y onda je C(z) < C(y)
C3: C(C(x)) = C(x)

Zatvoreni elementi mreze L u odnosu na dati operator su elementi x € L za koje vazi

C(z) = x.
Teorema 1.12 [9] Neka je (L, <) mreza i C : L — L operator zatvaranja na njoj. Tada
za sve elemente x,y € L vaZi:

Lany<ClxAy) <Cx) NC(y)

2. xVy<Cz)vC(y) <ClzVy)

Ako su x i y zatvoreni elementi mreze L u odnosu na neki operator zatvaranja C', onda
je i njihov infimum zatvoren. Ovo sledi iz osobine 1. prethodne teoreme: zAy < C(xAy) <
C(z)NC(y) = z Ay, odnosno C(z Ay) = x Ay. Medutim, supremum zatvorenih elemenata
nije zatvoren u opstem slucaju.
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Teorema 1.13 [9] Ako je C : L — L operator zatvaranja na potpunoj mrezi L, onda je
skup zatvorenih elemenata zatvoren u odnosu na proizvoljne infimume.

Posledica 1.2 [9] Elementi mreze L koji su zatvoreni u odnosu na operator zatvaranja na
njoj, obrazuju potpunu mrezu u odnosu na poredak iz L.

Iz sledece teoreme je jasno da postoji obostrano jednoznacna korespondencija izmedu
svih operatora zatvaranja na potpunoj mrezi i svih njenih uredenih podskupova zatvorenih
za proizvoljne infimume.

Teorema 1.14 [130] Ako je L potpuna mreza i Ly njen uredeni podskup zatvoren za proiz-
voljne infimume iz L, onda je preslikavanje C': L — Ly definisano sa

C(z) = Ny € L |z < ) (1.3)

operator zatvaranja na L. Skup zatvorenih elemenata u odnosu na ovaj operator zatvaranja
je upravo skup L.

Podskupu L; pripada i najveéi element mreze L, koji je infimum praznog skupa. Zbog
toga je uredeni podskup L; mreza.

Sli¢no je i ako se pode od operatora zatvaranja: ako se na skupu zatvorenih elemenata
Ly mreze L, u odnosu na dati operator zatvaranja, definiSe operator zatvaranja definisan
jednakoséu 1.3, dobija se polazni operator zatvaranja.

Unutrasnji operator na mrezi (L, <) je funkcija I : L — L za koju vazi:
I1: I(z) <=
12: Ako je x <y onda je I(x) < I(y)
13: I(I(x)) = I(x)

Otvoreni elementi mreze L u odnosu na dati operator su elementi x € L za koje vazi
I(z) = x.
Za unutrasnji operator vaze tvrdenja koja su dualna tvrdenjima za operator zatvaranja.

Teorema 1.15 [9] Neka je (L, <) mreza i I : L — L unutrasnji operator na njoj. Tada
za sve elemente x,y € L vaZi:

1. I(x)VI(y) <I(zVy) <zxzVy
2. I(xNy) <I(x)NI(y) <z Ay

Teorema 1.16 Ako je I : L — L unutrasnji operator na potpunoj mrezi L, onda je skup
otvorenth elemenata zatvoren u odnosu na proizvolyne supremume.
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Posledica 1.3 Elementi mrezZe L koji su otvoreni u odnosu na unutrasnji operator na njoj,
obrazuju potpunu mrezu u odnosu na poredak iz L.

I u ovom slucaju postoji obostrano jednozna¢na korespondencija izmedu svih unutrasnjih
operatora na potpunoj mrezi i svih njenih uredenih podskupova zatvorenih za proizvoljne
supremuime.

Teorema 1.17 Ako je L potpuna mreza i L njen uredeni podskup zatvoren za proizvoljne
supremume iz L, onda je preslikavanje I : L — Ly definisano sa

Iw)=\/{y € Li |y < a} (14)

unutrasngi operator na L. Skup otvorenih elemenata u odnosu na ovaj unutrasnji operator
je upravo skup L.

Podskupu L; pripada i najmanji element mreze L, koji je supremum praznog skupa.
Zbog toga je uredeni podskup L; mreza.

1.3 Dilworth-ove i njima ekvivalentne teoreme

Za resavanje postavljenog problema su neophodne poznate Dilworth-ove! teoreme [46].

Teorema 1.18 [46] Konacan poset Sirine k moZe se predstaviti kao (skupovna) unija k
disjunktnih lanaca.

Harzheim je 2005. godine dokazao i generalni oblik Dilworth-ove teoreme za beskonacne
posete konacne Sirine:

Teorema 1.19 [7/] Neka je (P, <) poset Sirine k, gde je k prirodan broj. Tada je P unija
k disjunktnih lanaca?.

Navodimo drugu Dilworth-ovu teoremu ¢iji ekvivalentni oblik definiSemo u nastavku u
tekstu i koji koristimo u radu.

Teorema 1.20 [46] Neka je D konacna distributivna mreza. Neka je k(a) za svako a € D
broj razlicitih elemenata koji pokrivaju a 1 neka je k najveéi od brojeva k(a). Tada je D, do
na 1zomorfizam, podmreza direktnog proizvoda k lanaca i k je najmangi broj za koji takvo
potapanje u direktan proizvod k lanaca postoji.

IFormulacije teorema i dokaza preuzetih iz originalnog rada su prilagodene savremenoj terminologiji.
2U citiranoj knjizi ne istice se da su lanci disjunktni, ali to sledi iz dokaza teoreme. Takode se u
radovima nekih autora koji navode pomenutu teoremu, nalazi tvrdenje da su lanci disjunktni.
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Prvo se podsetimo nekih ¢injenica koje se koriste u dokazu.

Neka je D konac¢na distributivna mreza. Svaki element mreze D se moze izraziti kao
supremum njenih V- nerazlozivih elemenata. Odatle sledi da za proizvoljne elemente x,y
mreze D vazi sledece:
ako je x > y tada u D postoji V- nerazloziv elemenat ¢ takav da je x > qiy 2 q.

Ako je q V- nerazloziv element mreze D, tada iz ¢ < x V y sledi da je ¢ < z ili ¢ < ».

Dokaz. [46] Neka je D konacna distributivna mreza i neka je Jp poset V- nerazlozivih
elemenata mreze D. Neka je element a € D za koji je k(a) = k, gde je k najveéi takav
broj, odnosno, u mrezi D postoji k elemenata aq, ao, ..., ai koji pokrivaju element a. Neka
su ¢q; V- nerazlozivi elementi mreze D takvidajea; > qia ? qzai=1,2 .. k.

Dokazimo da su elementi ¢, go, ..., ¢z dva po dva neuporedivi.

Pretpostavimo da je ¢; > q;zai # jii,j=1,...,k. Tadajea=a; Na; > ¢; N q; = g,
Sto je u suprotnosti sa pretpostavkom a 7 ¢;. Prema tome, elementi ¢y, g2, ..., g5 ¢ine anti-
lanac u posetu Jp.

Dokazimo da je k maksimalan broj neuporedivih elemenata u posetu Jp.

Neka je ¢}, g5, ..., q, proizvoljan anti-lanac poseta Jr. Neka je ' = ¢ V ¢V ...V q i
=V NG Vg, V.. Vgrai=1,.,0. Tadajed >pjzai=1,. lip;Vp;,=d
za i # j. Zaista, ako pretpostavimo da je a’ = p za neko i, onda je ¢, = ¢, Nd' = ¢} N p} =
(G NGV V(G A Gig) V(G A Gigq) V- V(g5 A gp). Odatle sledi da je ¢ = ¢; A q; za
neko j # i. Tada je ¢; < qj za neko j # i, Sto je suprotno pretpostavci da je ¢; || ¢; za
i j=1,..,01]%#4.

Dalje, neka je a = py APy A .. AP ipi =PI A AD_ AP, AN Ap)zasvako i =1,..., 1.
Sada je a < p; za svako @ = 1,...,01 i p; Ap; = a za i # j. Dokazimo da je a # p; za
i =1,...,1. Ako pretpostavimo da je a = p; za neko i, onda je p, = p, Va = p,Vp; =
DLV A ANV D) ANV P ) A A (D) ) = d, Sto je suprotno sa p < d’.

Neka je p; > a;, gde a < a; za© = 1,...,l. Zbog konacnosti mreze D takav element a;
uvek postoji. Tada je a < a; Aa; < p; Ap; =azai# j. Odatle je a = a; A aj zai # j, pa
su aq, as, ..., a; razliciti elementi koji pokrivaju a. Odatle sledi da je | < k, odnosno da je
k maksimalan broj neuporedivih elemenata u posetu Jp.

Prema teoremi 1.18, Jp je skupovna unija k£ disjunktnih lanaca. Dodavanjem nule
mreze D svakom od ovih lanaca dobijamo lance Ci,C5,...,C,. Tada za svako x € D
postoje jednoznacno odredeni elementi x; = |t NC;zai=1,2, ... k.

Dokazimo da je tada z = z; Vx5 V ... V 2. Pretpostavimo da je x > x1 V2o V ... V 2.
Tada postoji V- nerazloziv element ¢ takav da je x > qixy V2o V...V xr 2 q. S druge
strane ¢ € C; za neko 7, paje ¢ < x; < a1V V...V xg, Sto je suprotno definiciji g.

Direktan proizvod lanaca C;, ¢ = 1,2,....k je mreza C; x Cy x - - - x (), u kojoj su
operacije definisane po komponentama. Sada mozemo definisati preslikavanje f : D —
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1 x Cy x « -+ x C} na slededi naéin:

f(z) = (z1, 22, ..., k),

gdejex =21V V..V, x; = lxNC;igde su lanci C; podskupovi mreze D do na
izomorfizam za i = 1,2, ..., k.

Dokazimo da je preslikavanje f trazeno potapanje mreze D u mrezu Cy X Cy X « -+ X Cl.

Za z,y € D vazi f(x) = f(y) ako i samo ako je x; = y; za i = 1,2,..., k, a to je dalje
ekvivalentno sa x = y. Dakle, preslikavanje f je dobro definisano i injektivno.

Dalje dokazujemo da je preslikavanje f saglasno sa operacijama V i A. Ocigledno je
xVy>xz;Vy zai=1,2,....k paje (zVy); >z Vy;. S druge strane, elementi (z V y);,
i=1,2,....,k, su V- nerazlozivi, paiz tVy > (zVy); sledidaje z > (zVy); iliy > (zVy),,
zai=1,2,...,k. Odatle, redom, sledi da je x; > (x Vy); iliy; > (zVy), zai=12 ..k
Prema tome vazi x;Vy; > (xVy); zai = 1,2,..., k. Time je dokazano da je (xVy); = z;Vy;
zai=1,2,..,k, odnosno da je f(z Vy) = f(z)V f(y).

Slicno je x Ay > x; Ay, paje (x Ay); > x; Ay; zai = 1,2,..., k. Sa druge strane je
x>z Ayiy > xAy, aodatle, redom, sledi x; > (xAy);iy; > (xAy), i =1,2,..., k. Oda-
tle, dalje, sledi x; Ay; > (xAy);zai=1,2,..., k. Time je dokazano da je (z Ay); = x; A\ y;
za1=1,2,....k, odnosno da je f(x Ay) = f(z) A f(y).

Ovim je kompletiran dokaz da je mreza D izomorfna sa podmrezom direktnog proizvoda
k lanaca. Na kraju, dokazimo da je k£ najmanji broj za koji takvo potapanje postoji.

Pretpostavimo da je mreza D, do na izomorfizam, podmreza direktnog proizvoda [
lanaca C1, ..., C], gde je | < k. Ponovo, neka je a € D takvo da je k(a) = k, gde je k najvedi
takav broj, i neka su aq, ..., ay razliciti elementi koji pokrivaju a. Neka je a’ = a1 V ... V ay
inekajea, =a1V..Va_1Va1V..Vapzai=12 ..k Nekajead =¢ V..Vq gde
¢eClii=1,2,..1

Dokazimo da su elementi ¢, € C!, i = 1,2,...;1 V- nerazlozivi. Pretpostavimo da je
¢, =2"Vy'. Tada je ¢} = 2} V y,, gde z,y; € C!. Odatle sledi da je ¢} = 2} ili ¢} = y., sto
za posledicu ima da je, redom, ¢, = 2’ ili ¢, = ¢/'.

S druge strane je @' > ¢. za i = 1,2,...,l. Odatle za svako ¢ < [ postoji j tako da
je a; > ¢qi. Posto je I < k, postoji r takvo da je a. > ¢} V...V ¢ = d > a,. Tada je
a, = a,. A\ a, = a, $to je kontradikcija sa ¢injenicom da a, pokriva a. Odatle sledi da je
[ > k, odnosno da je k najmanji broj lanaca ¢iji direktan proizvod sadrzi mrezu D kao
podmrezu.

O

Poset V- nerazlozivih elemenata mreze D moze se razloziti na disjunktne lance na
razli¢ite nacine, pa mreza koja se dobija kao direktan proizvod tih lanaca, nije jednoznacno
odredena. Prema tome, potapanje konacne distributivne mreze u direktan proizvod lanaca
nije jednozna¢no odredeno.

Iz dokaza prethodne teoreme jasno je da vazi slede¢a posledica.
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Posledica 1.4 Neka je D konacna distributivna mreza i neka je k(a) za svako a € D broj
razlicitih elemenata koji pokrivaju a. Tada je max{k(a) | a € D} = w(Jp).

Prema gore recenom, drugu Dilworth-ovu teoremu 1.20 je moguce iskazati u ekviva-
lentnom obliku:

Teorema 1.21 Neka je D konacna distributivna mreZa i neka je k Sirina poseta V- ne-
razlozivih elemenata mreze D. Tada je mreZa D do na izomorfizam podmrezZa direktnog
proizvoda k lanaca Cy,...,Cy 1 k je nagmangi broj za koji takvo potapanje postoji.

Navodimo i dualni oblik ove teoreme.

Teorema 1.22 Neka je D konacéna distributivna mreZa i neka je k Sirina poseta N\- ne-
razlozivih elemenata mreze D, odnosno w(Mp) = k. Tada je mreza D do na izomorfizam
podmreZa direktnog proizvoda k lanaca C1, ..., Cy i k je nagmangi broj za koji takvo potapanje
postogi.

Prema dokazanom, u konacnim distributivnim mrezama, Sirina poseta V-nerazlozivih
elemenata se moze odrediti preko najveéeg broja elemenata koji pokrivaju elemente date
mreze.

Sli¢no, u kona¢nim distributivnim mrezama, Sirina poseta A-nerazlozivih elemenata se
moze odrediti preko najveceg broja elemenata koje pokrivaju elementi date mreze:

w(Mp) =k = max{k(a) | a € D}. (1.5)

gde je k(a) broj razli¢itih elemenata koje pokriva element a € D.

S druge strane, poznato je da se duzina konacne distributivhe mreze moze odrediti
preko broja njenih V- nerazlozivih elemenata.

Teorema 1.23 [97] Neka je D konaéna distributivna mreza. Tada je duzina mreze D
jednaka broju njenih V- nerazlozivih elemenata.

Neposredna posledica teorema 1.20 i 1.23 je sledece tvrdenje.

Posledica 1.5 Neka je D konacna distributivna mreza i neka je w(Jp) = k. Tada je
I(D)=1(Cy x -+ xCy), gde je Cy x - - - x Cy direktan proizvod k lanaca u koji se potapa
mreza D.

Dokaz. Neka je D konac¢na distributivna mreza i neka je w(Jp) = k. Tada je, prema
teoremi 1.18, poset Jp unija k disjunktnih lanaca C1,...,C,. Neka je C; = C! U {0},
gde je 0 najmanji element mreze D. Prema teoremi 1.20, potapanje f mreze D u mrezu
Cy x -+ x Oy je definisano sa f(z) = (21,29, ..., ), gde jex = x1 Vo V...V, ix; = 2N,
i=1,2 ..k

Poznato je da vazi [(Cy x -+ X Cy)) = 1(Cy) +1(Cq) +---+1(Cy) idaje [(Cy) +1(Cy) + -
HUCR) = CL 4+ | Ch 4+ | C4 |, gde je | C! | broj elemenata lanca Cf, it = 1,2, ..., k.
Posto je Jp = C1 U ...UC, alanci C}, i = 1,2, ..., k su disjunktni, tada prema tvrdenju
1.23, vazi [(D) =| C} | + | C4 | +-- -+ | C}. |. Odatle sledi da su mreze D i Cy x - - - x Cj,
iste duzine. O
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1.4 Slim mreze

Pocevsi sa radom Kelly-ja i Rivala [90] objavljenim 1975. godine mnogi autori su u novije
vreme obnovili istrazivanja vezana za planarne mreze. Medu autorima koji se bave is-
trazivanjima u ovoj oblasti nalaze se Gratzer, Knapp, Czédli i Schmidt sa brojnim radovima
[128], [129], [32], [31], [29], [30], [28], [71], [70], [69].

Primetivsi da polumodularne mreze imaju primenu u kombinatorici i geometriji, ovi
autori su svoje interesovanje usmerili, pre svega, na slim polumodularne mreze. Ove mreze
su planarne, imaju jednostavnu strukturu i osobinu da se sve planarne polumodularne
mreze lako mogu dobiti iz slim mreza [71]. Govoredi o znacaju slim mreza kao planarnih,
u tim radovima se istice da planarne polumodularne mreze imaju vaznu ulogu u resavanju
raznih problema reprezentacije kona¢nih mreza kongruencija. Rezultati Jordan-Holderove
teoreme [85], [75] najcescée se formulisu za modularne mreze. Formulacija ovih rezultata za
polumodularne mreze je poboljsana u radu [68]. Primenom svojstava slim polumodularnih
mreza Czédli i Schmidt u [31] dodaju tvrdenje o jedinstvenosti u Jordan-Hélderovu teo-
remu. Osobine slim polumodularnih mreza nedavno su primenili i Czédli, Osvart i Udvari

[28].

predstavljaju elemente poseta, a grane povezuju element x sa elementom y ako i samo ako
r <y, pri tome se element y postavlja iznad elementa x. Put od a do b postoji ako i samo
ako je a < b. Naravno, jedan uredeni skup moze imati vise razlic¢itih dijagrama, ali su oni
izomorfni - postoji bijekcija ¢ izmedu njihovih ¢vorova koja je u oba smera saglasna sa
relacijom pokrivanja (postoji grana od ¢vora x do évora y u jednom dijagramu ako i samo
ako postoji grana od ¢vora ¢(x) do ¢vora ¢(y) u drugom dijagramu).

Kona¢na mreza L je planarna ako ima planarni dijagram, odnosno dijagram c¢ije se
grane ne seku, osim u krajnim tackama.
Grane dijagrama planarne mreze dele ravan na oblasti. Minimalna oblast je ¢elija.

Celija [69] A dijagrama planarne mreze L je unija dva lanca C'i D u L takva da vaze
sledeé¢i uslovi:

1. 0¢ = 0p i 1¢ = 1p, gde su O¢,0p najmanji elementi, a 1o, 1p najveéi elementi,
redom, lanaca C'i D;

2. c| dzasve ce C\{0¢c,1¢}id e D\{0p,1p};
3. u unutrasnjoj oblasti A nema elemenata mreze L.
Kao primere mozemo navesti mreze ¢iji su dijagrami prikazani na slici 1.1: dijamant (M3)

sa dve Celije, pentagon (IN5) i mreza My koje imaju jednu ¢eliju. Lanac je planarna mreza
koja nema celija.
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Celiju sa 4 elementa, odnosno ¢eliju u kojoj je I[(C) = I(D) = 2, zovemo 4- éelija.
Mreza za koju postoji planarni dijagram u kome su sve Celije 4-Celije zove se 4-Celijska
mreza.

Primeri 4- ¢elijskih mreza su mreze M3 i M, ilustrovane na slici 1.1.

NS M3 M2
a) b) 9)
Slika 1.1

Ako je L planarna mreza, tada su njena leva B (L) i desna granica Br(L) maksimalni
lanci u ovoj mrezi. Granica [31] planarne mreze L je unija grani¢nih lanaca: B(L) =
Br(L)UBg(L). Kelly i Rival [90] su dali preciznu definiciju granice za dijagrame planarne
mreze.

Prema definiciji Gréatzera i Knappa [71] planarna mreza je slim ako nema podmrezu
izomorfnu mrezi dijamant u kojoj je ocuvana relacija pokrivanja.

Mi usvajamo slede¢u definiciju koju su dali Czédli i Schmidt:

Definicija 1.1 [31]

Slim mreza je konacna mreza L takva da je w(Jp) < 2, gde je Jp poset V- nerazloZivih
elemenata mreze L.

Dualno-slim mreza je konacna mreza L takva da je w(Myp) < 2, gde je My poset N\-
nerazloZivih elemenata mreZe L.

I ovako definisane slim mreze imaju osobinu da ne sadrze podmrezu izomorfnu mrezi
dijamant sa oc¢uvanom relacijom pokrivanja. Po ovoj definiciji slim mreze su konacne, a
Czédli i Schmidt [31] su dokazali da su one i planarne. Jasno je da iz toga sledi planarnost
i dualno-slim mreza. I po definiciji Gratzera i Knappa slim mreze su planarne, pa odatle
i konacne. Dakle, ako je mreza slim po definiciji Czédlija i Schmidta, onda je ona slim
i po definiciji Gratzera i Knappa. Da obrnuto ne mora da vazi, ilustrovano je slede¢im
primerom. Ipak, na skupu planarnih polu-modularnih mreza ove dve definicije su ekvi-
valentne, pa Gréitzer i Knapp u novijim radovima [69] slim mreze definisu i kao planarne
polu-modularne mreze bez podmreze izomorfne mrezi dijamant, u kojoj je ocuvana relacija
pokrivanja.
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Primer 1.1 Na slici 1.2 ilustrovani su dijagrami tri mreZe. Zatamnjenim kruZicima is-
taknuti su V- nerazloZivi elementi datih mreZa. Poseti V- nerazloZivih elemenata mreZa ilus-
trovanih slikama 1.2 a) i 1.2 b) su Sirine 3, pa nisu slim po definiciji Czédlija i Schmidta.
Medutim obe mreze su slim po definiciji Gratzera i Knappa s obzirom na to da nemaju
podmreze izomorfne sa mrezZom dijamant u kojoj je ocuvana relacija pokrivanja. MreZa ¢iji
je dijagram ilustrovan na slici 1.2 ¢) je polumodularna i ocigledno slim po obe definicije.

a) b) ¢)
Slika 1.2

Prema Dilworthovoj teoremi 1.18 i definiciji 1.1, kona¢na mreza je slim, odnosno dualno-
slim, ako i samo ako je Jp, odnosno My unija dva disjunktna lanca.

Lema 1.4 [71] Planarne polu-modularne mreze su 4-Celijske mreZe.

Lema 1.5 [71] Neka je L 4-éelijska mreza. Tada je L polu-modularna ako i samo ako za
celije A 1 B vazi sledeée: ako je 04 = 0p onda je 14 = 1p.

Lema 1.6 [71] Neka je L slim 4-éelijska mreza. Tada je L polu-modularna ako i samo
ako iz 04 = 0p sledi da je A = B, za celije A i B mreZe L.

U svim planarnim mrezama vazi sledece:

Lema 1.7 [29] Ako je L planarna mreza, a i b pripadaju istom grani¢nom lancu mreze L
u odnosu na bilo koje planarno predstavijanje i a < b, tada je ili a N- nerazloziv ili je b V-
nerazloZiv.

A za slim mreze onda vazi:

Lema 1.8 [29]

1. Ako je L slim mrezZa, tada je, za svaki njen planarni dijagram, poset \/ - nerazloZivih
elemenata podskup granicnog lanca.

2. Svaka slim distributivna mrezZa je i dualno-slim mrezZa.
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Mreze intervala

Interval [a,b] za elemente a,b € Lia < b, gde je (L, <) poset (mreza), je skup koji se
definise na sledeé¢i nacin:

la,b] ={x € L|a<xz<b}.

Interval mreze L sa najmanjim (najve¢im) elementom je glavni ideal (filter) mreze L
ako i samo ako sadrzi najmanji (najvedi) element mreze L, odnosno za svako x € L je
lz = [0, 2] ako mreza L ima najmanji element 0, a Tz = [z, 1] ako mreza L ima najveéi
element 1.

Teorema 2.1 [/9] Svaki interval |a,b] jednoznacéno se moze predstaviti skupovnim pre-
sekom glavnog filtera elementa a i glavnog ideala elementa b, odnosno |a,b] = Ta N |b.

Prema oznaci koju uvodi Deschrijver [35], skup intervala mreze L oznacavamo sa I(L):
(L) ={[z,7] | (z,7) € L*, z <7} (2.1)

Za proizvoljan element x = [z, 7] € I(L) kazemo da su z i T, redom, donja i gornja granica
intervala.

Za skup zatvorenih podintervala intervala realnih brojeva [0, 1] koristimo oznaku:
1[0, 1)) = {[z,7] | (z,7) € 0,1, z <7} (2:2)

Poredak na skupovima intervala moze se uvesti na razli¢ite nacine. Sandor Jenei [82],
na primer, osim uobicajenog poretka koji se definise preko komponenti:
[z,7] < [y, 7] akojex <y iT <7,
koristi i sledeée poretke za intervale realnih brojeva:

L. [z,7] E [y,7] ako je T < y;

19
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3. [2,7] G [y, 7] akojey =2iT <7,

Ishibuchi i Tanaka [77] (prema [73, 125, 98, 19, 34]), pored poretka koji se definise preko
komponenti, na mrezi intervala realnih brojeva uvode relacije poretka i na dole navedene
nacine. Neka su x = [2,7] CR iy = [y,7] C R intervali realnih brojeva. Tada je

1. x <, ¥ ako je m(x) < m(y) i w(x) < w(y),

2. X <puwna. ¥ ako je m(x) < m(y) i w(x) > w(y),

3. X <y y ako je z <y im(x) < my),

4. x <umy ako jem(x) <m(y)iz <7,
pri cemu su m(x) = (z +7)/2 i m(y) = (y +7)/2, redom, srednje tacke intervala x iy, a
w(x) = (T —xz)/2 i w(y) = (¥ —y)/2 polu-sirine ovih intervala.

Uvodenje ovih relacija poretka je moguce samo za intervale realnih brojeva, koji se
mogu jednozna¢no predstaviti i preko srednje tacke (centra) i Sirine (radiusa), na sledeéi
nacin:

x = (m(x),w(x)) ={z € R| m(x) —wx) <z <m(x)+wx)}

U skladu sa razli¢itim primenama intervala, pojavljuju se razli¢iti nacini za njihovo
poredenje. Mahato i Bhunia [98] uvode nove relacije poretka na skupu zatvorenih inter-
vala realnih brojeva, dok Chanas i Kuchta [19] uopstavaju neke od poredaka koje su uveli
Ishibuchi i Tanaka!.

Nas izbor poredaka ogranicen je na poretke u odnosu na koje skupovi (L) i I([0,1])
¢ine mrezu, a imaju primenu u teoriji rasplinutih skupova. Tako, na primer, na posetima
(1([0,1)),C,) 1 (L([0,1]), C;) supremumi i infimumi ne postoje za neuporedive intervale, pa
oni nisu mreze, a poredenje intervala preko njihovih centara i Sirine nije mogudce na skupu
intervala za proizvoljnu mrezu L.

Za izabrane poretke usvajamo nazive koji su uobic¢ajeni u novijim radovima.

Neka su x = [z,7] i y = [y, 7] elementi skupa /(L) definisanog jednakoséu 2.1 na str.
19. Na skupu /(L) definiSemo poretke na neki od slede¢ih nacina.

Poredak po komponentama, odnosno slabi intervalni poredak® (weak ordering):
x<y akoisamoakoje z<py i T<,7, (2.3)

Neprecizni intervalni poredak (imprecision ordering) je ekvivalentan uobicajenoj
skupovnoj inkluziji ako intervale posmatramo kao skupove:

x<;y akoisamoakoje y<pz<,T<p7. (2.4)

'Uopstenije se odnosi na poredak po komponentama i na, ovde navedene, poretke 2. i 3.
2Jenei [82] ga naziva slab intervalni, a Esteva i ostali [52] slab istinitosni poredak.
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Strogi intervalni poredak?® (strong ordering) je poredak C, uveden na strani 19,
dopunjen uslovom koji obezbeduje refleksivnost ove relacije:

x <,y akoisamoakoje T<py ii x=y. (2.5)
Leksikografski intervalni poredak:
x<;y akoisamoakoje z<py ii (z=y 1 ZT<p7). (2.6)

U zavisnosti od oblasti u kojoj se primenjuju, intervali se interpretiraju na razlicite
nac¢ine. Ishibuchi i Tanaka [77] (prema [34]) interval interpretiraju kao oblast izmedu
pesimisticke i optimisticke evaluacije istinitosti tvrdenja, a stvarna istinitosna vrednost
tvrdenja je aproksimirana intervalom. U radu [156] autori isticu da se prilikom svakog
merenja dobijaju netacne vrednosti. Tacna vrednost je nepoznata, a jedina informacija
koju imamo o njoj je interval kome pripada. U primeni rasplinutih skupova cesta je situacija
da je nemoguce odrediti tacan stepen pripadnosti zbog nedostatka znanja, neodredenih in-
formacija i slicno. Tada ”...intervali aproksimiraju realni, ali nepoznat, stepen pripadnosti.
Duzina intervala je mera nesigurnosti u stepen pripadnosti” [35].

Ako je interval x = [z, Z] manji ili jednak intervaluy = [y, 7] u odnosu na slab intervalni
poredak (poredak po komponentama) i ako intervali [z, 7] i [y, 7] imaju neprazan presek,
tada stvarna vrednost (istinitosti, merenja, funkcije pripadanja...) koja je aproksimirana
manjim intervalom ne mora biti manja od realne vrednosti aproksimirane ve¢im intervalom.
Slab intervalni poredak nam govori samo da za svaki element a € x postoji element b € y
takav da je @ < b i za svaki element b € y postoji element a € x takav da je a < b.

Za razliku od slabog intervalnog poretka (poretka po komponentama), ako je x <,y i
x # y, onda je svaki element intervala x manji od svakog elementa intervala y, odnosno
manji interval "lezi jace levo” [82] od veleg intervala. Osim toga, polazna relacija za
relaciju <y je relacija strogog poretka C.

Neprecizni intervalni poredak (skupovna inkluzija) nam govori o preciznosti i ta¢nosti
(merenja, znanja), koli¢ini informacija. Manji interval nam govori da smo precizniji, blizi
tacnoj vrednosti, posedujemo vise znanja i informacija.

Leksikografski intervalni poredak daje prednost jednoj komponenti. Leksikografski
poredak, definisan gore, daje prednost prvoj komponenti i uobicajen je u matematickoj
literaturi. Medutim, postoje radovi [16] u kojima se definise i leksikografski poredak u
odnosu na drugu komponentu, na sledec¢i nacin:

x<,y akoisamoakoje ZT<,y i (T=7y i z<py). (2.7)

Isabelle Bloch [17] leksikografski intervalni poredak primenjuje u matematickoj morfologiji
na bipolarnim [47, 17] rasplinutim skupovima, koji u odnosu na ovaj poredak ¢ine kom-
pletnu mrezu. U pomenutom radu autorka poredak definise na slede¢i nacin:

x =1y akoisamoakoje 7>y i (=7 i z<py). (2.8)

3Esteva i ostali [52] koriste naziv jak istinitosni poredak.
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Primetimo jo$ da strogi intervalni poredak implicira slab intervalni poredak i leksikog-
rafski poredak, odnosno ako su dva razli¢ita intervala uporediva strogim poretkom, onda
su uporediva i slabim intervalnim poretkom (poretkom po komponentama) i leksikograf-
skim poretkom. Sli¢no, ako su razli¢iti intervali uporedivi nepreciznim poretkom, onda
su uporedivi leksikografskim poretkom. Razli¢iti intervali koji su uporedivi poretkom po
komponentma ili strogim intervalnim poretkom, neuporedivi su nepreciznim intervalnim
poretkom i obrnuto, intervali uporedivi nepreciznim intervalnim poretkom su neuporedivi
poretkom po komponentama i strogim intervalnim poretkom.

Poredak po komponentama (slabi intervalni poredak) je medu najcesée koriséenim
porecima na skupovima intervala proizvoljne mreze (L, <p) u teoriji intervalno-vrednosnih
rasplinutih skupova. Kako smo ve¢ pomenuli, poredak po komponentama, pored nekih
drugih poredaka, koriste Jenei [82], Ishibuchi i Tanaka [77], Petridis i Kaburlasos [115].
Neki autori smatraju da je slabi intervalni poredak najprirodniji poredak na skupu inter-
vala neke kompletne mreze [100, 52, 34, 35], pa u svojim radovima koriste iskljucivo ovaj
poredak.

Kehagias [89] koristi skupovnu inkluziju (neprecizni intervalni poredak) na skupu in-
tervala kompletne mreze (X, <) za povezivanje rasplinutih intervala, rasplinutih brojeva i
rasplinutih intervalnih brojeva. Pomenuti rad se vezuje za rezultate Petridisa i Kaburla-
sosa [114] koji u svojim radovima [115, 86, 87, 88|, koriste neprecizni intervalni poredak i
mrezu intervala kompletne mreze (L, <) sa nepreciznim intervalnim poretkom.

U primeni za intuicionisticke rasplinute skupove [126, 17] pojavljuje se poredak dualan
nepreciznom intervalnom poretku.

Elbassioni [50] skup zatvorenih intervala realnih brojeva ureduje nepreciznim interval-
nim poretkom, odnosno skupovnom inkluzijom C, dok je skup n-dimenzionalnih intervala,
¢ije komponente su zatvoreni intervali realnih brojeva, ureden poretkom po komponen-
tama. Poredak po komponentama i dualno neprecizni intervalni poredak, u kombinaciji,
primenjuju se i u bimrezama [1, 36].

I pored Siroke primene pomenutih poredaka na skupovima intervala i na direktnim
proizvodima kompletnih mreza, svojstva ovih poseta nisu sistematski ispitivana, osim u
slucaju skupovne inkluzije (nepreciznog poretka) [49]. Kao Sto ¢ée se u nastavku videti,
skupovi intervala kompletne mreze u odnosu na svaki od ovih poredaka ¢ine kompletnu
mrezu.

U nastavku su izucavane mreze intervala za poredak po komponentama <, za nepre-
cizni intervalni poredak <;, za strogi intervalni poredak <, i za leksikografski intervalni
poredak <;.

2.1 Intervali na mrezi i poredak po komponentama

Poset intervala mreze L = (L, <;) u odnosu na poredak po komponentama (slabi intervalni
poredak) je mreza I,(L) = (I(L), <) sa operacijama definisanim na sledeéi nacin:



2.1. Intervali na mrezi i poredak po komponentama 23

[z, Z] Ay, 9] = [z ALy, T ALY,

[z.7] V¥l = lzViy,T VLYl

za sve [1,7], [y,7] € Lu(L).

Mrezu I,(L) = (I(L), <) obelezavamo i sa I,,(L) = (I(L), A, V) ili krace I,,(L).

Operacije A i V na razli¢itim mrezama Cesto obelezavamo istom oznakom, kada je iz
konteksta jasno na koju mrezu se odnose. Na mestima gde bi moglo do¢i do zabune, in-
deksom uz operaciju je istaknuta mreza na koju se operacija odnosi.

Na mrezi (L x L, <) poredak i operacije se po komponentama prenose sa mreze L, pa
se mreza intervala I,,(L) lako moze dovesti u vezu sa mrezom L x L.

Teorema 2.2 Neka je (L, A\p,Vy) mreza. Tada je mreza intervala I,(L) = (I(L), N\, V)
mreze L izomorfna sa podmrezom mreze (L X L, A\, V).

Dokaz.
Neka je S podskup mreze (L x L, <) definisan na slede¢i nacin:

S ={(a,b) | (a,b) € L x L,a <j, b}, (2.9)

sa relacijom poretka <g koja je restrikcija relacije poretka < na mrezi L x L.

Dokazimo da je poset (S, <g) mreza, odnosno da svaki dvoelementni podskup poseta
(S, <g) ima supremum i infimum.

Neka su (a, b), (¢, d) proizvoljni elementi skupa S. Tada je
inf{(a,b),(c,d)} = (inf{a,c},inf{b,d}) = (a Ap c,b AL d) i
sup{(a,b), (¢,d)} = (sup{a,c}, sup{b,d}) = (a VvV c,bVp d).

Iz definicije skupa S sledi da za proizvoljne elemente (a, b), (¢, d) ovog skupa vazi a <p b
ic<pd Odatlesledian,c < bApdiaVipe<bVpd, paprema tomeinf{(a,b),(c,d)} €S
i sup{(a,b),(c,d)} € S. Time je dokazano da u posetu (S, <g) svaki dvoelementni podskup
ima supremum i infimum.

Posto se operacije u mrezi (S, <g) definisu na uobi¢ajeni nacin:
(a,b) Ns (¢, d) = inf{(a,b),(c,d)} = (a A, ¢,bArd) i (a,b) Vs (c,d) = sup{(a,b), (c,d)} =
(aVpe,bVyd), sledi da su operacije na mrezi S restrikcije operacija na mrezi L x L, odnosno
da je mreza (S, Ag, Vg) podmreza mreze (L X L, A, V).

Dokazimo da je trazeni izomorfizam preslikavanje f : [,,(L) — S definisano na sledeci
nacin:
flz,7]) = (z,7), (2.10)
za svaki interval [z, 7] € I, (L). Dokaz da je ovo preslikavanje dobro definisano i injektivno
je trivijalan. Ocigledno je f(I,(L)) = S. Prema tome, preslikavanje f je bijektivno
preslikavanje skupa I,,(L) na skup S.
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Dokazimo da je ovo preslikavanje saglasno sa operacijama.

Za proizvoljne intervale [z, 7], [y,7y] € I,(L) vazi f([z,Z] A [y,7]) = (x ALy, T ALTY). Sa
druge strane je f([z,7]) As f([y,9]) = (2,7) As (4,7) = (2 ALy, T A Y). Time je dokazano
daje f(lz,7) A [y ) = £ 7)) As £ 7))

Dualno se dokazje da je £(1z,7] V [y 7)) = £((z. 7)) Vs £([37).

Time dokazan izomorfizam mreza I,,(L) = (I(L),A, V) i (S, Ag, Vs).

O

Neka je (L, A, V) mreza. U nastavku ¢emo sa (S, A, V) oznacavati podmrezu mreze
(L x L,A\,V), gde je S ={(a,b) | (a,b) € L x L,a <g, b}.

Premda su operacije u ove tri mreze obelezeno isto, iz konteksta je jasno na koju mrezu
se operacije odnose.

Ako je mreza L kompletna, onda je kompletna i mreza L x L, ali se to svojstvo ne
prenosi i na podmrezu u opstem slucaju.

Tvrdenje 2.1 Neka je (L, \,V) kompletna mreza. Tada je i mreza (S, \,V) kompletna.

Dokaz. Iz definicije skupa S sledi da su najveéi (1,1) i najmanji element (0,0) mreze
L x L elementi podmreze S. Sli¢no kao u teoremi 2.2 (str. 23) dokazuje se da je mreza S
zatvorena za proizvoljne supremume i infimume. Odatle sledi kompletnost mreze (S, A, V).

O

Zbog izomorfizma mreza I,,(L) = (I(L), A, V) 1 (S, A, V) vazi i sledeCe tvrdenje.

Posledica 2.1 Neka je (L, A\,V) kompletna mreza. Tada je i mreza I,(L) = (I(L),A,V)
kompletna.

Neka je L ograni¢ena mreza. Uocimo sledece podskupove mreze I,,(L):
D ={[z,z] [z € L},
Ly =A{lzx,1] |z €L} i
Lo ={[0p,z] | z € L},
sa poretkom < koji je restrikcija poretka < na ove skupove. Zbog jednostavnosti, za sve
ove skupove relaciju poretka smo obelezili na isti nacin, a iz konteksta je jasno na koju
restrikciju se odnosi.

Tvrdenje 2.2 Neka je (L, <) kompletna mreza i neka su (D, <), (L1, <) i (Lo, <) gore
definisani poseti. Tada su poseti (D, <), (L1, <) i (Lo, <) kompletne mreze. Mreze (D, \,V),
(L1, A\, V) i (Lo, A\, V) su podmreze mreze I,(L) = (I(L),A,V), gde su operacije A\ i\ re-
dom, infimum i supremum na mrezno uredenim skupovima (D, <), (L1, <) i (Lo, <).

Dokaz.
Slicno kao u teoremi 2.2 (str. 23) dokazujemo da su poseti (D, <), (L1,<) i (Lo, <)
zatvoreni za proizvoljne supremume i infimume pa ¢ine kompletne mreze.
Sli¢no kao u teoremi 2.2 dokazuje se da su operacije na ovim posetima restrikcije op-
eracija na I,(L) = (I(L), A, V).
O
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Tvrdenje 2.3 Neka je (L, <p) kompletna mreza i neka je L,(L) = (I(L), <) mreZa njenih
intervala. Tada se mreza L uvek moZe potopiti w mrezu I,,(L) na sledeée nacine:

1. Tako da se najmangi element mreze L preslikava na najmangi element mreze I,,(L).
2. Tako da se najveci element mreze L preslikava na najveéi element mreze 1,,(L).

3. Tako da se nagmangi © najveci elementi mrezZe L preslikavaju, redom, na najmanji @
najveci element mreze I,(L).

Dokaz. Ako je mreza L kompletna, onda je kompletna i mreza I,,(L), a odatle sledi i
ogranicenost obe mreze. Neka su najmanji i najveci elementi mreze L redom 0 i 1. Tada
su najmanji i najveéi elementi mreze I,,(L) redom [0,0] i [1,1].

Dokazacemo da su trazeni izomorfizmi, redom:

1. ¢ : L — Ly definisan sa: ¢q(x) = [0, z],
2. ¢1: L — Ly definisan sa: ¢(x) = [z,17] i
3. ¢ : L — D definisan sa: ¢(x) = [z, x|, za svako x € L.

Ocigledno je da su sva ova preslikavanja dobro definisana i bijektivna.

Dokazimo da je preslikavanje ¢y obostrano izotono. Neka su z,y proizvoljni elementi
mreze L. Tada je [0, x] < [0,y] ako i samo ako je x < y. Takode je ¢(0) = [0,0]. Time je
dokazano da je mreza L izomorfna sa podmrezom Ly mreze I,,(L) i da se najmanji element
mreze L preslikava na najmanji element mreze I,,(L).

Slicno se dokazuje da su preslikavanja ¢, i ¢ obostrano izotona.

Osim toga, vazi ¢1(1) = [1,1], pa je L = Ly i najveéi element mreze L se preslikava na
najveéi element mreze I,,(L).

Za preslikavanje ¢ vazi ¢(0) = [0,0] 1 (1) = [1,1], pa je L = D i najmanji i najveéi
elementi mreze L se preslikavaju, redom, na najmanji i najveéi element mreze I,,(L). O

Poznato je da se identiteti sa mreze L prenose na direktan proizvod L X L i na nje-

gove podmreze. Zbog izomorfizma mreza S i I,(L) identiteti, kao $to su modularnost i
distributivnost, sa mreze L se prenose na mrezu njenih intervala.

Tvrdenje 2.4 Ako je mreza L ogranicena, ogranicena je i mreza L, (L).
Tvrdenje 2.5 Mreza L je distributivna ako i samo ako je mreza I,,(L) distributivona.

Dokaz. Kao sto smo veé rekli, ako je mreza L distributivna, onda je i mreza I,(L)
distributivna.
Obrnuto, ako je mreza I, (L) distributivna, onda su i njene podmreze (D, A, V), (L1, A, V)
i (Lo, A, V) takode distributivne. Iz izomorfizma mreze L sa ovim mrezama sledi distribu-
tivnost mreze L.
O

Slicno se dokazuje i sledece tvrdenje.

Tvrdenje 2.6 Mreza L je modularna ako i samo ako je mreza I,(L) modularna.
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Tvrdenje 2.7 Neka je mreza (L,N,V) ogranicena. MreZa intervala (I,(L),\,V) nije
komplementirana, u opstem slucaju.

Dokaz. Neka je mreza (L,A,V) ogranicena i neka je njen najmanji element 0, a njen
najveéi element neka je 1. Tada je interval [0,1] element mreze intervala (I,(L),A, V).
Dokazimo da ovaj interval nema komplement u mrezi (1,,(L), A, V).

Pretpostavimo suprotno, odnosno da interval [0, 1] ima za komplement interval [a, b].
Tada je [0,1] V [a,b] = [1,1] i [0,1] A [a,b] = [0,0]. Odatle, redom, sledi daje 0Va=a =1
i1Ab=0>b=0, odnosno da je [a,b] = [1,0]. Posto [1,0] &€ I,(L) time je dokazano da
interval [0, 1] nema komplement.

O

Relaciju pokrivanja na mrezi intervala definiSemo na uobicajeni nacin: za sve
elemente [z,7], [y,y] mreze I,(L), [z,Z] < [y,7] ako je [z,7] < [y,7] i ne postoji [2,Z] €
I,(L) takav da je [z,7] < [2,%] < [y,7].

Tvrdenje 2.8 Neka je mreza L ogranicena i neka je njen najmangi element 0, a najveci
element 1. Tada vazi:

1. Atom mreze 1,(L) je interval [0,a] ako i samo ako je a atom mreze L.

2. Koatom mreze I,,(L) je interval [a,1] ako i samo ako je a koatom mrezZe L.

Dokaz.

1. Ako je a atom mreze L, onda ocigledno vazi [0,0] < [0, a], odnosno interval [0, a] je
atom mreze I,,(L).

Obrnuto, dokazimo da su atomi mreze I,,(L) ta¢no intervali [0, a|, gde je a atom mreze L.
Pretpostavimo da je interval [z,Z] atom mreze [,(L), odnosno da [0,0] < [z,Z] i da je
[z, Z] # [0,0]. Tada postoje dve moguénosti, daje0 <z <ZTilidaje0=210<T.

Ako je 0 < z <7, onda je [0,0] < [0,z] < [z,T], $to je kontradikcija sa pretpostavkom
da je [z, 7] atom mreze I,,(L). Odatle sledi da vazi druga moguénost, odnosno da je 0 = =
i0 <7 Iz 0 <7sledi da je T = a atom mreze L. Time je dokazano da je atom mreze
I,(L) interval [z,7] = [0,a], gde je a atom mreze L.

2. Ako je a koatom mreze L onda je oc¢igledno interval [a, 1] koatom mreze I,,(L).

Dokazimo obrnuto, da su koatomi mreze I,,(L) ta¢no intervali [a, 1], gde je a koatom
mreze L.
Pretpostavimo da je interval [z, Z] koatom mreze I,(L), odnosno da [z, 7] < [1,1] i da je
[z,7] # [1,1]. Tada postoje dve moguénosti, da je x <7 < lilidajex <117 = 1.
Sliéno kao u prethodnom slucaju, prva moguénost nas dovodi do kontradikcije, pa jez = 1
iz < 1. Odatle sledi da je z = a koatom mreze L i da je koatom mreze [, (L) interval
la, 1].

O
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Tvrdenje 2.9 Neka je mreZa L ogranicena i neka je njen najmangi element 0, a najveci
element 1. Mreza I,(L) je atomarna ako i samo ako je mreZa L atomarna.

Dokaz.

Pretpostavimo da je mreza L atomarna, odnosno da za svaki element © € Liz # 0
postoji atom a € L takav da je a < x. Neka je [z,Z] # [0, 0] proizvoljan element mreze
I,(L). TadajeT # 0izaT € L postoji atom a takav da je T > a. Tada vazi [0,a] < [z,7].
Prema tvrdenju 2.8 interval [0,a] je atom mreze I,(L). Time je dokazano da za svaki
element [z, Z] # [0, 0] mreze I,,(L) postoji atom [0, a] mreze I,,(L) takav da je [z, Z] > [0, al,
odnosno da je mreza [,(L) atomarna.

Za dokaz u drugom smeru pretpostavimo da je mreza I, (L) atomarna. Neka je x € L
proizvoljan element. Tada za interval [x,z| # [0,0] mreze I,,(L) postoji atom [0,a] te
mreze takav da je [0, a] < [z, z]. Odatle sledi da je a < z. Prema tvrdenju 2.8, ako je [0, a
atom mreze I,,(L), onda je a atom mreze L. Time je dokazano da je mreza L atomarna.

O

Medutim, mreza I,,(L) u opStem slucaju nije atomarno generisana, ¢ak i kad je mreza
L atomarno generisana - kao supremum atoma mogu se dobiti samo intervali [0, ] za neke
x € L.

Tvrdenje 2.10 Neka je L ogranicena mreza c¢iji je najmangi element 0, a najvecéi 1. Tada
je skup svih intervala mreZe L koji sadrZe najmangi element mreZe L glavni ideal mreze
intervala I,,(L) generisan intervalom [0, 1]. Skup svih intervala mreze L koji sadrze najveci
element mreze L, je glavni filter mreZe intervala I,,(L) generisan intervalom [0, 1].

Dokaz. Dokazimo da je Ly = {[0,2] | x € L} = [0, 1].
Ocigledno je Ly C |[0,1].

Neka je [z,T] € I,(L). Pretpostavimo da interval [z, Z| € |[0,1]. Tada je [z,Z] < [0, 1],
Sto je ekvivalentno sa x < 017 < 1. Odatle sledi da je z = 0, odnosno da je [z,T] =
[0,Z] € Ly. Time je dokazano da je [[0,1] C Lo, a time i trazena jednakost.

Slicno se dokazuje da je Ly = {[z,1] | z € L} = 1[0, 1].

Tvrdenje 2.11 Neka je L ogranicena mreza. Tada je mreza (Ly, <) izomorfna sa
({Tz |z € L}, D) i mreza (Lo, <) je izomorfna sa ({|lz | z € L}, C).

Dokaz. Kao §to smo ve¢ pomenuli, za intervale [z, 1] i [0, ] mreze L redom vazi [z, 1] = Tz
i [0,2] = |z za svako x € L. Poznato je da su poseti ({|z |z € L},C)i ({Tfx |z € L},D)
kompletne mreze. Prema tome, moze se uspostaviti obostrano jednoznacno preslikavanje
mreze (L1, <) na mrezu ({Tz | x € L}, D) definisano sa: f([z,1]) = Tz za svako z € L.
Dokazimo da je preslikavanje f obostrano izotono. Neka su [z, 1], [y, 1] € L; takvi da je
[z,1] < [y,1]. To je ekvivalentno sa z < y, §to je dalje ekvivalentno sa Tz O Ty. Time je
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dokazano da je (L1, <) = ({Tz |z € L}, D).

Obostrano jednoznacno preslikavanje mreze (Lo, <) na mrezu ({|z | x € L},C) se
definise na slede¢i nacin: ¢([0,x]) = |z za svako x € L. Preslikavanje ¢ je obostrano
izotono. Zaista, za sve x,y € L, x < y je ekvivalentno sa |z C |y. Sa druge strane z <y
je ekvivalentno sa [0,z] < [0,y]. Dakle, [0,z] < [0,y] je ekvivalentno sa |z C |y, §to je
trebalo dokazati.

O

X3 Xy
(x5, x:] [, x,]
X X, [xw x;] Q [’C s xa]
0
[, %] [ 2]
L L, (@)

Slika 2.1

Primer 2.1 Na slici 2.1 su prikazani dijagrami mreZe L i mreZe njenth intervala I,(L).
Na dijagramu su zatamngjenim kruZicima istaknutt elementi mreZe D, debljom punom lin-
yom je istaknuta podmreZa Lg, a debljim isprekidanim linijama istaknuta je podmreZa L.
Na slici se jasno wocava da je mreza L izomorfna sa svakom od ovih podmreZa.

Takode se moze videti da je Ly = |[0,1] i da je Ly = 1[0, 1].

Primetimo da je mrezZa L komplementirana. Komplementi elementima x1 1 x3 su ele-
menti Ty 1 x4, i obrnuto. Kao $to je dokazano u tvrdenju 2.7, mreza intervala I,,(L) nije
komplementirana. Osim intervala [0, 1], komplemente nemaju ni intervali [0, x3], [0, 4],
[{L'l, 1] ) [.172, 1]

Ako za mrezu L izaberemo jedini¢ni interval realnih brojeva [0, 1], onda odgovarajucu
mrezu intervala sa slabim intervalnim poretkom obelezavamo na sledeéi nac¢in: I,,([0, 1]) =
(1([0,1]), <) gde je skup I([0, 1]) definisan jednakoséu 2.2 (str. 19). Mreza I,,([0, 1]) (slika
2.2 na str. 29) je kompletna mreza ¢iji je najmanji element [0,0], a najveci [1,1]. Ovi
elementi su ujedno i jedini elementi koji imaju komplement. Lanac [0, 1] je distributivan i

nema atome, pa je i mreza I, ([0, 1]) distributivna i bez atoma.
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Primer 2.2 Na slici 2.2 je uobicajena graficka reprezentacija mreze 1,(]0,1]) koja se ra-
zlikuge od Hasse dijagrama mreZe. Takode je uobicajeno da se intervali prikazuju kao sto
se prikazuju tacke u ravni, odnosno kao uredeni parovi. U naSem pristupu, interval [xy, 5]
mreze 1,,([0, 1]) je supremum intervala [0, xo] i [x1,21], a ne uredeni par elemenata xy i xs.
Mreze (D, <), (L1, <) i (Lo, <) su lanci izomorfni sa mrezom L = [0, 1], a na slici 2.2 one
su, redom, hipotenuza i katete osencenog trougla.

A

[0, 1] [1,1]

\

[0, 0] X,

Slika 2.2

2.2 Intervali na mrezi i neprecizni intervalni poredak

Prema definiciji, intervali na mrezi su skupovi, pa skupovna inkluzija spada u prirodne
poretke na skupu intervala.

U ovom slucaju prazan skup takode smatramo intervalom i nazivamo ga prazni inter-
val [76], a skup intervala mreze (L, <) je I, (L) = I(L) U {0}, pri ¢emu je skup intervala
I(L) dat jednakoséu 2.1 na strani 19.

Duthie [49] je dokazao da je poset intervala mreze L = (L, <) sa skupovnom inkluzijom
kao poretkom, mreza (I, (L), C), u kojoj je infimum skupovni presek intervala, a supremum
bilo koja dva intervala je presek svih intervala koji ih sadrze, odnosno

2, 7] N[y, 9] = [z, 7] N [y, ], (2.11)

2,7 Uy, 9] = ({la,b] € 1.(L) | [, 7] € [a,b], [y,7] € [a, 0]}, (2.12)

za sve [z, 7], [y, 7] € IL(L).

Neprecizni poredak na direktnom proizvodu Ly X Lo mreza (Lq, <p,) i (L2, <r,) definise
se na sledec¢i nacin:
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(a,b) <; (¢,d) ako i samo ako je a >, ¢ib <y, d,

za sve (a,b), (c,d) € Ly X Lo.

Lako se dokazuje da za svaka dva elementa poseta (L; X Lo, <;) postoji supremum i
infimum, pa je (L; X Ly, <;) mreza sa operacijama:

(a,b) A (e,d) = (aVp, ¢,bAp, d) i
(a,b) V (¢,d) = (a A, ¢,bVp, d),

za sve (a,b),(c,d) € Ly x L.

Na skupu intervala (L) mreze L neprecizni intervalni poredak, definisan jednakoséu 2.4
na strani 20, ekvivalentan je skupovnoj inkluziji, odnosno [z, 7] C [y, 7] < [2,7] <; [y,7].

Prema tome, intervale mreze L = (L, <) moZemo posmatrati kao mrezno uredeni skup
I;(L) = (I.(L),<;) u kome su infimum i supremum, odnosno operacije A i V redom [76]:

_ o flavey,TALYl za zVLy<TALY, .
[,7] A [y, 7] —{ 0 za zViyZzEALg | (2.13)

za sve [x,T), [y, 7] € L.
Prazan skup je najmanji element mreze I;(L), pa se operacije sa praznim skupom
definisu na sledeéi nacin: [z, 7| V0 = [z,7] i [z,T] A0 = ) za svaki element [z,T] € [;(L).

Tvrdenje 2.12 Neka je I, (L) = I(L) U {0} skup intervala mreze (L, A, V). Tada je
IZ(L) = (IJ_<L)7 A, \/) = (IJ_(L)a r, |—|)

Dokaz.

Pre nego sto dokazemo da su definicije binarnih operacija A i M ekvivalentne, podsetimo
se da je na mrezi L poredak <, a na mrezi [;(L) poredak je <; $to je na ovom skupu
ekvivalentno sa C.

Prvo dokazujemo da je presek dva neprazna intervala [z, 7|, [y, Y] € I;(L) neprazan skup
ako i samo ako je x Vpy < T AL Y. -

Neka je za dva neprazna intervala [z, 7|, [y, 7] iz skupa I, (L) njihov presek neprazan
skup, odnosno pretpostavimo da postoji element a mreze L takav da a € [z, Z]N[y,7]. Tada
jex<a<Tiy<a<y,pajexVoy<a<TALy. OdatlesledidaijezV,y<TALT.

S druge strane ako pretpostavimo da je £V, y < T AL J i ako imamo u vidu da je
e<zViy<TALY<Tiy<aVpy<TALY <Y, ocigledno je [z,7] N[y, 7] # 0.

facLlzvpy <a<TALy} Sdrugestraneje {a € L |zVyy <a <TALY} =
[z VL y, T AL Y], Odatle sledi da je [z, 7] N [y, 7] = [z VL Y, T AL T).
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Prema gore dokazanom, za neprazne intervale [z, Z] i [y, 7] vazi [z, 7] N [y,7] = 0 ako i
samo ako je z V, y £ T AL T. Po definiciji binarne operacije A, £V y £ T AL T ako i samo
ako je [2,7] A [y,y] = 0. Takode vazi [z, 7] N0 =0, pajei [z, 7] N0 = [z,7] A0 = 0.

Time je dokazano da je [z, 7| M [y, 7] = [z,7] A [y, 7].

Dokazimo da su ekvivalentne definicije binarnih operacija V i L.

Neka je za dva proizvoljna neprazna intervala [z, 7|, [y, 3] iz skupa I, (L), [z, Z|U[y, 3] =
[a*, b*], odnosno neka je ({[a,b] € Li(L) | [z,Z] C [a,b], [y,7] C [a,b]} = [a*,b*]. Tada je
[z, 7] C [a*,b*] 5to je ekvivalentno sa z > a* i T < b*. Takode je [y,7] C [a*, b*] ako i samo
ako je y > a* 17 < b*. Odatle sledi daje Ay > a* 1TVY < b, paje [z Ay, ZVT] C [a*, b*],
odnosno [z A Y, 7 VY] < [a*,b7]. - B

S druge strane je x ALy <z < T <TVpypaje[z,7] C[zALy,T VY] Slicno vazi
[yvy] C [QAL%TVLE]- Odatle sledi [QALgavay] S {[CL, b] € [ (L) | [& f] - [ ) ] [ ] C
[a,b]}. Prema tome vazi [z A y,T V7| 2 [a*,b*], odnosno [z Ay, T V7] >; [a*,b*]. Dakle,

[z Ay, TV Y] = [a", 0.
Pored toga vazi [z,Z] U0 = ({[a,b] € L(L) | [z,7] C [a,b]} = [z,7], a odatle sledi da
je [z, 7] U0 = [z,7] V0.
Time je dokazano da vazi [z Ay, T V7] = [z, 7] U [y,7], za sve [z,7], [y, 7] € L;(L).
O

Mrezu I;(L) = (1. (L), A, V) obelezavamo i sa I;(L) = (I(L), A, V) ili, krace I;(L). Tako
su obelezene na isti nacin, operacije na mrezi I;(L) se razlikuju od operacija na mrezi I,,(L).
Operacije na razlicitim mrezama indeksiramo samo u sluc¢ajevima u kojima je potrebno
jasno naglasiti na koju mrezu se date operacije odnose.

Dodavanjem novog najmanjeg elementa 6 ¢ L x L mrezi (L X
koju obelezavamo sa (L x L); = ((L x L), <;) isa (L x L) = ((
(a,b) N0 =01 (a,b) VO = (a,b), za svaki element (a,b) € (L x L);.

x L, <;) dobijamo mrezu
L x L);,A,V). Tada je
Teorema 2.3 Neka je (L,N\,V) mreza. Tada je mreza intervala I;(L) = (I (L),N\,V)
mreZe L izomorfna sa V- podmrezom mreze (L x L); = ((L x L), A, V).

Dokaz. Neka je S| podskup mreze (L x L), definisan na slede¢i nacin:
S. ={(a,b) | (a,b) € L x L,a <, b} U{0}. (2.15)

Poredak na skupu S se uvodi kao restrikcija poretka na mrezi (Lx L); = ((Lx L), <;),
a supremum i infimum su, za svaka dva elementa, odredeni sli¢cno kao na mrezi I;(L) =
(1L(L), A, V),

Prema definiciji poseta S, vazi S; C (Lx L), iza proizvoljne elemente (a,b), (¢,d) € S
vazi a A ¢ < bV d. Odatle sledi da je (a,b) Vs (¢,d) = (a Apc,bVpd) € S.

Prema tome, poset S| je mreza na kojoj je operacija V restrikcija odgovarajuce operacije
na mrezi (L x L);, pa je mreza (S, A, V) V- podmreza mreze (L X L); = ((L X L), A, V).
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Ocigledno je mreza [;(L) izomorfna sa mrezom S|, gde je f([z,Z]) = (z,ZT) i f(0) =6
trazeni izomorfizam. O

Primetimo da operacija A nije restrikcija odgovarajuce operacije na mrezi (L x L);. Za-
ista, ako je aVpc < bApd, onda je (a,b) Ag(c,d) = (aVpe,bALd). AkojeaVic L bALd,
onda je (a,b) Ag (¢,d) = 6. Dakle, u tom slucaju je (a,b) Ag (¢,d) # (a VL ¢,b AL d).

Mreza intervala I;(L) uvek ima najmanji element i ako ga mreza L nema. Ako je mreza
L ogranicena tada je [0r, 17] najveéi element mreze I;(L). Ako mreza L nema najmanji
0r, ili najveéi 1, element, tada mreza I;(L) nema najveéi element. Odatle sledi da mreza
I;(L) ima najveéi element ako i samo ako je mreza L ogranicena.

Na osnovu definicije operacija na I;(L) direktno sledi naredno tvrdenje.

Tvrdenje 2.13 Ako je mreza L kompletna, onda je i mreza I;(L) kompletna.
Ovo tvrdenje je direktna posledica definicije operacija na I;(L)*.

Tvrdenje 2.14 [}9] Ako je mreza L komplementirana, onda je komplementirana i mreza

L(L).

Duthie [49] je dokazao da iz komplementiranosti mreze L ne sledi i jednoznac¢na odrede-
nost komplemenata mreze I;(L). Tako mreza I;(L) ne mora biti jednozna¢no komplemen-
tirana cak i kad je mreza L jednoznac¢no komplementirana. Poznato je da su distributivne
komplementirane mreze jednoznacno komplementirane. Prema tome, ako je L komplemen-
tirana distributivna mreza, onda je i mreza I;(L) komplementirana, ali, u opstem slucaju,
nije jednoznacno komplementirana. Odatle sledi da mreza I;(L) u opstem slu¢aju nije
distributivna, cak i ako je mreza L distributivna.

Sliéno vazi i za modularnost. Mreza I;(L) nije modularna u opstem slucaju, cak i ako
je L modularna mreza. Na primer, ako mreza L ima bar tri elementa i ako je lanac, pa
prema tome distributivna i modularna, onda mreza I;(L) nije modularna, §to u nastavku
dokazujemo.

Tvrdenje 2.15 Neka je mreza L lanac sa vise od dva elementa, sa najmanjyim elementom
0L @ najveéim elementom 1p. Mreza I;(L) nije modularna.

Dokaz.

Neka su a, b, c proizvoljni razliciti elementi mreze L. Prema uslovu tvrdenja svaka
dva elementa mreze L su uporediva. Bez umanjenja opstosti mozemo pretpostaviti da je
a < b < c. Tada je [a,a] < [a,b]. Takode je [a,a] V ([¢,c] A [a,b]) = [a,a] i ([a,a] V [c,c]) A
la,b] = [a,b]. Prema tome, za [a,a] < [a,b] vazi [a,a]V ([c,c] Ala, b)) # ([a,a] Ve, c]) Aa, b],
odnosno mreza [;(L) nije modularna.

O

Poznato je da su distributivne mreze modularne, pa je sledec¢e tvrdenje direktna posled-
ica prethodnog.

4Umesto dva intervala, posmatra se proizvoljna familija intervala.
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Posledica 2.2 Neka je mreZa L lanac sa vise od dva elementa, sa najmangjim elementom
01 @ najveéim elementom 15,. Mreza I;(L) nije distributivna.

Mreza I;(L) ima atome i kada ih mreza L nema. Vazi i vise:

Teorema 2.4 [49] Postoji bijekcija izmedu elemenata mreze (L, <) i atoma mreZe
L(L) = (I.(L),<;) i svaki ne-atomski element [x,T] mreze I;(L) moZe se jednoznacno
izraziti kao supremum taéno dva atoma [z, x| i [T, T].

Dakle, mreza I;(L) je atomarno generisana i atomarna.

Teorema 2.5 [/9] Glavni filter T[a,b] nekog elementa |a,b] mreze I;(L) je izomorfan sa
direktnim proizvodom |a x Tb, gde su la ¢ Tb redom, glavni ideal i glavni filtar elemenata
a,be L.

Posledica 2.3 [49] Neka je L mreza sa najmangim elementom. Skup svih glavnih ideala
mreze L je izomorfan maksimalanom filteru mreze I;(L) generisanom elementom [0,0] €
I;(L) koji je, dalje, izomorfan sa mrezom L.

Neka je L mreza sa najveéim elementom. Skup svih glavnih filtera mreze L je izomorfan
maksimalanom filteru mreze I;(L) generisanom elementom [1,1] € I;(L), koji je, dalje,
izomorfan sa mrezom L°.

1

X, X,
[0, x,]cy ¢ 0 S

X, X,

Slika 2.3

Primer 2.3 Na slici 2.3 su prikazani dijagrami konacne mreZe L i njene mreZe intervala
I,(L). Elementi skupa D = {[z,z] | © € L} su istaknuti zatamnjenim kruzi¢ima. Na
dijagramu mreze intervala I;(L) se jasno uocava da su elementi skupa D atomi mrezZe
I;(L), te da bijektivno preslikavange f : L — D definisano sa f(x) = [z, x], za svako x € L,
nije 1zotono.
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Punom debljom linijom je istaknut maksimalni filter generisan elementom [0,0] € I;(L).
Takode se jasno uoéava da je mreza 1[0, 0] izomorfna sa mrezom L.

Isprekidanom debljom linijom je istaknut maksimalni filter generisan elementom [1,1] €
L,(L). Na prikazanim dijagramima je vidljivo da je mreza T[1,1] dualno izomorfna sa
mrezom L.

Slicno mrezi I;(L) = (I, (L), <;) definise se mreza I;(]0,1]) = (1.([0,1]),<;), gde je
I,([0,1]) = [0,1] U {@}. Prema prethodno recenom, mreza (I, ([0,1]),<;) je kompletna
mreza Ciji je najmanji element ), a najveéi [0,1]. Ova mreza nije komplementirana, a
prema teoremi 2.4 (str. 33) njeni atomi ¢ine beskonacan anti-lanac. Mreza I;([0, 1]) nije

modularna (tvrdenje 2.15), pa prema tome nije ni distributivna.

2.3 Intervali na mrezi i strogi intervalni poredak

Skup intervala I(L) = {[z, 7] | (z,Z) € L* z <p T} neke mreze L moze se urediti i relacijom
koja je definisana jednakoséu 2.5 na strani 21. Lako se dokazuje da je ovako definisana
relacija na skupu intervala I(L) relacija poretka.

U prethodnim odeljcima smo videli da je poredak po komponentama na direktnom
proizvodu L x L neke mreze L mrezni poredak i da moze da se uspostavi veza izmedu
mreze intervala [,,(L) mreze L i podmreze mreze (L x L, <) (str. 23). Sli¢no, neprecizni
poredak na direktnom proizvodu L X L neke mreze L je mrezni poredak. Takode je us-
postavljena veza izmedu mreze intervala [;(L) mreze L i V- podmreze mreze (L x L,<;)
(str. 31). Zato na skupu L x L definiSemo relaciju koja je prirodno prosirenje relacije
strogog intervalnog poretka na skupu intervala I(L) mreze L.

Neka je (L, <p) mreza. Na skupu L x L definisemo relaciju <, na slededi nacin:

x <,y akoisamoakoje T<py ii x=y, (2.16)

za sve X = (2,T),y = (y,7) € L x L.

Medutim, ovako definisana relacija <;, na skupu L x L nije relacija poretka. Da bismo
potvrdili ovu konstataciju, dovoljno je da uoc¢imo elemente (a,b), (b,a),(a,c) € L x L,
pri ¢emu su a,b,c € L razliciti elementi. Po definiciji relacije <, vazi: (a,b) < (b,a) i
(b,a) < (a,b), pa ova relacija nije antisimetricna na L x L. Pored toga, iz (a,b) < (b,a)
i(b,a) <s (a,c) ne sledi da je (a,b) < (a,c) ako je b > a. Prema tome, ova relacija nije ni
tranzitivna na L x L.

Dakle, relacija koja predstavlja prosirenje na L x L relacije strogog intervalnog poretka
na skupu intervala I(L) mreze L, nije relacija poretka na L X L.

Teorema 2.6 Skup intervala I(L) mreze (L, <) je mreza u odnosu na strogi intervalni
poredak.
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Dokaz. Dokazimo da u posetu (I(L),<;) postoji supremum i infimum za svaka dva
elementa.

Neka su x = [z,7] i y = [y, 7] proizvoljni elementi poseta (I(L), <y). Supremum ovih
elemenata je interval, ozna¢imo ga sa [a,b], takav da je T <, a 1§ <, a. Zbog toga je
sup{T,y} <p a. Ako su x i y neuporedivi, onda su njihova gornja ogranic¢enja svi intervali
oblika [sup{Z,y}, b] gde je b bilo koji element mreze L takav da je sup{Z,7} < b. Najmanje
gornje ogranicenje za elemente x iy je tada interval [sup{Z, 7}, sup{Z,7}]. Ukoliko su x i
y uporedivi, recimo da je x <y, onda je sup{x,y} =y.

Slicno se moze pokazati da su donja ogranic¢enja za x || y svi intervali oblika [a, inf{z, y}],
gde je a element mreze L takav da je a < inf{z,y}. Dakle, ako su x i y neuporedivi, nji-
hovo najveée donje ogranicenje je inf{x,y} = [inf{z,y},inf{z,y}]. Ako je x <y onda
jeinf{x,y} =x. Bl B

Time je dokazano da za svaka dva elementa x i y poseta I;(L) postoji infimum i
supremum, odnosno da je poset (I(L), <;) mreza.

O

Za mrezu intervala u odnosu na strogi intervalni poredak koristimo slede¢u oznaku:

1,(L) = (I(L), <.).

Operacije A i1 V na mrezi I4(L) su, kao §to je uobicajeno, redom infimum i supremum
u odnosu na <,. Prema dokazu teoreme 2.6 operacije A i V na mrezi I;(L) se definisu na
slede¢i nacin.

AN =ins ey = { Bl el
[z,7] V [y, 7] = sup{x,y} = { e ij[g, %: zaza [z[,@f’]f]ﬁg %Z g:

za sve X = [1,7],y = [y, 7] € L,(L).

Za mrezu I(L) = (I(L), <,) koristimo i oznaku I,(L) = (I(L), A, V), ili krace, samo
I,(L). Mada su operacije na razli¢itim mrezama razlicite, koristimo iste oznake A i V sve
dok je iz konteksta jasno na koju mrezu se operacije odnose. U sluc¢ajevima u kojima je
potrebno naglasiti na koju mrezu se odnose operacije A i V, mrezu ¢emo ista¢i u indeksu
operacije.

Tvrdenje 2.16 Ako je mreza L ogranicena, onda je ogranicena i mreza I4(L).

Dokaz. Neka je mreza L ogranicena. Tada su intervali 0 = [07,0,] i 1 = [11, 1] elementi
mreze I(L). Ocigledno je da su ovi elementi redom najmanji i najveéi element mreze
I,(L). Odatle sledi da je mreza I (L) ogranicena.

O
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Tvrdenje 2.17 Ako je mreza L kompletna, onda je i mreza I;(L) kompletna.

Dokaz. Ako je L kompletna mreza, onda je ograni¢ena, pa je prema prethodnom tvrdenju
mreza I4(L) takode ograni¢ena sa najve¢im elementom 1 = [1,1].

Da bismo dokazali kompletnost mreze I;(L) dovoljno je dokazati da svaki njen neprazan
podskup ima infimum.

Neka je M neprazan podskup mreze I5(L). Ako M ima najmanji element, onda je njegov
infimum jednak tom najmanjem elementu. Zato pretpostavimo da M nema najmanji
element. Sa M i M obelezimo, redom, skup donjih granica i skup gornjih granica intervala
u skupu M. Skup M je poset sa poretkom koji je restrikcija poretka na mrezi I4(L).
Infimum skupa M oznacimo sa A M. Sliéno, skupovi M i M su poseti sa poretkom koji
je restrikcija poretka na mrezi L, a infimume za M i M obelezavamo sa AM i \ M.

U slucaju da je M takvo da moze da se predstavi kao M; & My, tako da su M; # ()
i M, disjunktni i M; je linearno ureden, sa M, i M; (i = 1,2) obelezimo, redom, skup
donjih granica i skup gornjih granica intervala u skupu M; (i = 1,2). Sli¢cno kao za
poset M, infimume za M, i M; obelezavamo sa A M, i A M;, za i = 1,2. Tada je
AM = AM; = [\ My, A .

Ako se M ne moze predstaviti kao M@ M,, onda je A M = [\ M, A\ M]. Po definiciji su
M, M i M, su neprazni podskupovi mreze L, a njihovi infimumi postoje zbog kompletnosti
mreze L.

Time je dokazano da proizvoljno izabran podskup M mreze I4(L) ima infimum, odnosno
da je mreza I4(L) kompletna.

O

Tvrdenje 2.18 Neka je I(L) mreZa intervala neke mreZe L u odnosu na strogi poredak.
Za svaki interval x = [x,T| € I5(L) postoje elementiy,z € I;(L) takvi da je z < x <y.

Dokaz. Neka je x = [z, 7| proizvoljan element mreze I4(L). Tadasuz = [z,z] iy = [T, T]
intervali za koje vazi z < x <y. Zaista, ako pretpostavimo da postoji interval t = [t,t] €
I,(L) takav da je [z, z] <, [t,t] <;[z,T] iz #t #x, onda je x <; tit <,z Odatle sledi
dajex <pt<;t<pz pajet=1t=z Time je dokazano da je t = z, odnosno da vazi
z < X.

Sli¢no se dokazuje da x < y. O

Posledica 2.4 Neka je I,(L) mreza intervala neke mreze L u odnosu na strogi poredak.
Za svaki interval [p,p] € Is(L) vazi [x,p] < [p,p] < [p,y], za svex <pp,p<pyix#pi
y7#p

Posledica 2.5 Neka je L ogranicena mreZa sa najmanjim elementom 0 i najvecim ele-
mentom 1. Tada vaZi:

1. Atomi mreze I(L) su intervali [0,x] za svako x € L iz # 0.

2. Kotomi mreze I5(L) su intervali [z,1] za svako v € L i x # 1.
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3. Mreza I,(L) je atomarna.

4. Ako mreza L ima vise od dva elementa, onda je mreza Is(L) komplementirana.

Dokaz. Podsetimo se da je mreza I4(L) ograni¢ena ako je mreza L ogranic¢ena, i da su
tada intervali [0,0] i [1, 1] redom, najmanji i najve¢i element mreze I4(L).

1. Prema posledici 2.4 vazi [0,0] < [0,z] za svako z € L i x # 0. Odatle sledi da su
atomi mreze I4(L) intervali [0, x] za svako x € L i z # 0.

2. Slicno prema posledici 2.4 vazi [z,1,] < [17,1.] za svako z € L i x # 1, pa su
intervali [z, 1] koatomi mereze I;(L) za svako v € L iz # 1.

3. Za svaki element [z,7] € I4(L) za x # 0, vazi [0,z] < [z,Z]. Prema stavu 1. ove
posledice interval [0, z] je atom mreze I (L). Time je dokazano da je ograni¢ena mreza
I,(L) atomarna.

4. Pretpostavimo da mreza L ima vise od dva elementa. Interval [0, 1] je uporediv samo
sa [0,0] i [1,1], dok je sa svim ostalim elementima mreze neuporediv, pa prema definici-
ji operacija A i V na mrezi I;(L), vazi sledece: interval [0,1] je komplement svakom od
intervala mreze I4(L), osim intervalima [0, 0] i [1, 1]. Intervali [0, 0] i [1, 1] su jedan drugom
komplementi. Dakle, mreza I(L) je komplementirana.

Ako mreza L ima dva elementa 0 i 1, onda mreza [;(L) ima tri elementa i to su
[0,0],[0,1] i [1,1]. U ovom slucaju interval [0, 1] nema komplement.

O

Primetimo jos da je interval [0, 1] i atom i koatom ogranic¢ene mreze I5(L).

Tvrdenje 2.19 Ako je ogranicena mreza L komplementirana, onda mreza I(L)s nije jed-
noznacno komplementirana.

Dokaz. Neka je mreza L ogranicena i komplementirana. Tada je mreza I;(L) ogranicena.
Ako mreza L ima samo dva elementa (0 i 1), onda mreza I,(L) = {[0,0], 0, 1], [1, 1]} nije
komplementirana zato $to interval [0, 1] € I;(L) nema komplement.

Pretpostavimo da mreza L ima vise od dva elementa. Tada je mreza (L) komplementi-
rana. Neka su a,a’ € L\{0,1} komplementi, odnosno neka je aVa’ = 1iaAa’ = 0. Tadasu
intervali [0, a] € I4(L)1[0,d’] € I;(L) neuporedivi, pa je [0,a]V[0,d'] = [aVd',aVa] = [1,1]
i[0,a] A[0,a'] = [0A0,0A0] = [0,0]. Dakle, intervali [0,a] i [0,a] su jedan drugom
komplementi. Pored toga, svaki od intervala [0,a] i [0,a] je komplement sa intervalom
[0,1] € I4(L). Odatle sledi da mreza I;(L) nije jednozna¢no komplementirana.

O

Tvrdenje 2.20 Neka je L ogranicena mreza. Ako ima bar tri elementa, mreza I;(L) nije
modularna.

Dokaz. Neka je a element mreze L takav da je 0 < a < 1. Tada je [0,a] < [a,1] i
0.0 # [a, 1], & [0,1] | [a, 1], pa je [0,a] v ([0, 1] A [a, 1]) = [0, ].
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S druge strane je ([0,a] V [0,1]) A [a,1] = [1,1] A [a,1] = [a,1]. Time je dokazano
tvrdenje.
O

Posledica 2.6 Neka je L ogranicena mreza. Mreza Is(L) nije distributivna u opstem
sluc¢aju.

X, X,

X, X,

L I(L)

Slika 2.4

Primer 2.4 Na slici 2.4 dati su dijagrami mreze L i njene mreze intervala I(L). Na slici
su istaknuti elementi skupa D, kao u prethodnim primerima. Pri injektivnom preslikavanju
¢ : L — D koje smo definisali (str. 25) sa o(x) = |z, x| poredak je ocuvan:
x <py ako i samo ako je [x,x] <, [y,y]. Lako se proverava da je preslikavanje ¢ saglasno
sa operacijama N i N mreze I4(L), pa je preslikavanje ¢ potapanje mreze L u I4(L) takvo
da najveci © najmangi element mreZe L odgovaraju redom, najvecem i najmangjem elementu
mreze I5(L).

Moze se uociti da mreza I(L) nije jednoznacéno komplementirana, kao i da skupovi Ly
1 L1 nisu mreze.

Preslikavanjem ¢g : L — Lg koje smo definisali (str. 25) na sledeci nacin ¢q(x) = [0, z]
uspostavljena je obostrano jednoznacna korespondencija izmedu elemenata mreze L\ {0, 1}
i atoma mreze I;(L), pri kojoj poredak nije o¢uvan.

Slicno je preslikavanjem ¢y : L — Ly, @o(x) = [z, 1] uspostavljena je obostrano jed-
noznacna korespondencija izmedu elemenata mreze L\ {0,1} i koatoma mreze I(L), pri
kojoj poredak nije ocuvan.

Ako je mreza L = [0,1], onda njenu mrezu zatvorenih intervala u odnosu na strogi
intervalni poredak obelezavamo sa I4([0, 1]). Iz dokaza tvrdenja 2.20 sledi da ova mreza
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nije modularna, pa prema tome nije ni distributivna. Anti-lanac njenih atoma, isto kao i
koatoma je beskonacan. Jedini¢ni interval realnih brojeva [0, 1] je kompletna mreza, pa je
i mreza I4(]0, 1]) kompletna. Zbog toga je mreza I([0, 1]) ograni¢ena, a najmanji i najveéi
element su redom intervali [0, 0] i [1, 1].

2.4 Intervali na mrezi i leksikografski intervalni pore-
dak

Podsetimo se da je leksikografski proizvod (str. 6) dva poseta (mreze) (L1, <p,) 1 (L2, <r,)
poset (Ly X Lo, <;) gde je poredak <; definisan na sledeéi naéin:

(a1,b1) <; (ag, be) ako i samo ako je a; <p, as ili (a; = ag i by <p, bo).

Medutim, leksikografski poredak na L; X Ly nije mrezni poredak u opstem slucaju.

Tvrdenje 2.21 Neka su (Ly,<p,) i (Ly,<p,) mreze. Poset (L1 X Lo, <)) je mreza ako i
samo ako je mrezZa Lo ogranicena ili je mrezZa Ly linearno uredena.

Dokaz. (=) Dokaz sledi kontrapozicijom. Pretpostavimo da mreza L; nije linearno
uredena i da mreza Lo nije ogranicena. Tada supremum ne postoji za svaki dvoclani
podskup poseta L; X Ls, Sto u nastavku dokazujemo.

Posto mreza L, nije linearno uredena, postoje bar dva elementa mreze L; koja su
neuporediva. Neka su a; i as neuporedivi elementi mreze L, i neka je b € Lo proizvo-
ljan element. Tada su (ag,b) i (az,b) neuporedivi elementi poseta L; X Ly. Skup gornjih
ogranicenja za skup {(ai,b), (as,b)} je skup elemenata (z1,20) € L; X Ly za koje vazi
(a1,b) <i (21,22) 1 (a2,0) < (21, 22). Nejednakosti (a1,b) < (21, 22) 1 (a2,b) < (21, 22) su
redom ekvivalentne sa:

(ap <p, 21 ili (g = 2110 <p, 29)) 1 (ag <p, 21 ili (ag = 21 1 b <y, 23)). Prema
pretpostavci vazi a; || ag, pa odatle sledi da je a1 <p, 21 i ay <z, 2, odnosno da
je sup{ai,as} < z;. Prema tome, skup {(sup{ai,as},22) | 20 € Lo} je skup gornjih
ogranicenja skupa {(a,b), (as,b)}. Medutim skup {(sup{ai,as},22) | 22 € Lo} ima naj-
manji element samo ako je mreza Lo ograni¢ena. Po pretpostavci mreza Lo nije ogranicena,
pa skup {(as,b), (az,b)} nema supremum. Odatle sledi da poset (L; X Ly, <;) nije mreza.

(«<=) U nastavku dokazujemo da ako je mreza Ly ogranic¢ena ili je mreza L; linearno
uredena, onda je poset (L; X Lo, <;) mreza.

1. Neka je mreza Lo ogranicena i neka su njeni najmanji i najveci elementi redom 0y,
i1r,. Neka sux = (2,7) iy = (y,7) proizvoljni elementi mreze L; x L.

Pre nego $to dokazemo da za {x,y} postoji supremum i infimum, primetimo da je x || y
akojex ||yili(z=yiT|7),ax<yakojez<yili(z=yiT <7).
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Ako je x <y onda je sup{x,y} =y iinf{x,y} =x.
Pretpostavimo dalje da su elementi x i y neuporedivi. Ako je z = [z, Z] gornje ogranicenje
skupa {x,y}, onda je x < z iy < z. Lako je videti da je tada sup{z,y} < zili je
(z =y = zisup{Z,7} < Z). Slicno, ako je t = [t,?] donje ogranicenje skupa {x,y}, onda
jet <xit<y. Odatlesledi t <inf{z,y}ilije (x=y=tit<inf{Z,7}).

Dokazimo da u oba slucaja, odnosno ako je z || y ili ako je (z || y i T || ¥), postoji
supremum i infimum za {x,y}. a a

1) Ako je z || y, prema gore dokazanom, za x i y skup gornjih ogranicenja je skup
{(sup{z,y},Z) | Z € Lo}, a skup donjih ogranicenja je skup {(inf{z,y},t) |t € Lo}.
Zbog ogranicenosti mreze Lo, najmanji element skupa {(sup{z,y},%) | Z € Lo} je
element (sup{z,y},0r,) € L1 X Lo, a najveéi element skupa {(inf{z,y},t) | t €
Ly} je element (inf{z,y},1r,) € L1 x L. Time je dokazano da je sup{x,y} =
(Sup{£7 g}v OLz) i inf{X7 Y} = (an{£7 g}v 1L2)'

2) Ako je z = y,onda jex = y = z = t, sup{T, 7} < Zit < inf{Z,y}. Tada je
sup{x,y} = (z, sup{Z,7}) i inf{x,y} = (z,inf{Z,7}).

Time je dokazano da poset (L; X Ls, <;) ima supremum i infimum za svaki dvoelementni
podskup, odnosno da je (L; X Ly, <;) mreza.

2. Neka je mreza L, linearno uredena i neka su x = (z,7) i y = (y,y) proizvoljni
elementi mreze L; X Ls. B
Ako je x <y onda je sup{x,y} =y iinf{x,y} =x.
Zbog linearne uredenosti mreze L; elementi x i y su neuporedivi samo ako je z = y i
7 || 7. Prema razmatranju u 1. odatle sledi da je sup{x,y} = (z, sup{Z,7}) i inf{x,y} =
(z,inf{Z,y}). Time je dokazano da je i u ovom slucaju poset (L; X Lo, <;) mreza.
O

Poznato je (str. 6) da je leksikografski proizvod dva linearno uredena poseta, poset koji
je linearno ureden. Prema dokazu tvrdenja 2.21 oc¢igledno je da vazi i sledece tvrdenje.

Posledica 2.7 Neka su (Lq,<p,) i (Lo, <p,) linearno uredene mreze. Tada je mreza (L X
Lo, <) linearno uredena.

Tvrdenje 2.22 Ako su (L1, <p,) i (Lo, <r,) kompletne mreze, onda je (L1 X Lo, <;) kom-
pletna mreza.

Dokaz. Neka su (L1, <p,) i (L2, <r,) kompletne mreze. Odatle sledi da su (L, <p,) i
(Lo, <p,) ograni¢ene mreze, pa je, prema tvrdenju 2.21, (L; X Lo, <;) mreza. Ako sa 0p,
i 0z, obelezimo najmanje elemente redom mreza Ly i Lo, onda je uredeni par (0r,,0r,)
najmanji element mreze L, X Lo. Posto mreza L, X L, ima najmanji element, da bismo
dokazali da je kompletna dovoljno je da dokazemo da svaki neprazan podskup mreze L X Lo
ima supremum.
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Neka je M proizvoljan neprazan podskup mreze L; X Lo, neka je M; = {z € L, |
(x,y) € M} 1 My ={y € Ly | (z,y) € M}. Supremume skupova M, M; i M, obelezavamo
redom sa \/ M,\/ M; i \/ My. Posto je M; neprazan podskup kompletne mreze Ly, postoji
\/ M;. Sada posmatramo sledeé¢a dva slucaja.

(1.) \V My > x za svako x € M;. Tada je, prema analizi u dokazu tvrdenja 2.21, \/ M =
(\/ M17OL2)'

(2.) Postoji x € M; takvo da je x = \/ M;. Neka je S = {y € My | (\/ My,y) € M}.
Primetimo da je S C Ly, pa zbog kompletnosti mreze Lo postoji \/ S. Tada je

VM= (\M,V5S).

Time je dokazano da postoji supremum svakog nepraznog podskupa mreze (L X Lo, <),
odnosno da je mreza (L; X Lg, <;) kompletna mreza.
O

Tvrdenje 2.23 Neka je L mreza sa najveéim elementom 1p. Tada je skup intervala I(L)
mreze L, mreZa u odnosu na leksikografski poredak.

Dokaz. Neka su x = [z,7] i y = [y,%] proizvoljni elementi skupa I(L).

Kao sto smo ve¢ istakli u dokazu tvrdenja 2.21, ako je z || y ili (z =y 17 || ¥) onda je
X||y,ax<yakojez <yili (z=yi7 <7y). Prema tome, mozemo posmatrati sledeca
tri slucaja.

1) Ako je z || y, onda su gornja ogranic¢enja za x i y svi intervali [sup{z,y},Z], gde je

Z € L takav da je Z > sup{z,y}.

Najmanje gornje ogranicenje za {x,y} tada je [sup{z,y}, sup{z,y}].

Donja ogranicenja za x iy su svi intervali [inf{z,y},], gde je t € L takav da je
inf{z,y} <1

Najvedi od tih intervala [inf{z,y}, 12] je inf{x,y}.

U ostalim slucajevima supremum i infimum skupa {x,y} dobijaju se slicno kao u
tvrdenju 2.21.

2) Ako je z = y, onda je sup{x,y} = [z, sup{Z,7}] i inf{x,y} = [z, inf{Z.7}]. Iz
z < sup{Z, 7} sledi da [z, sup{Z,y}] € I(L). Iz z = y sledi da je z < 7. Kako je
x < T, odatle sledi da je z < inf{T,7}, odnosno da [z,inf{Z,y}] € I(L).

3) Ako je x <y, onda je sup{x,y} =y iinf{x,y} =x.

Time je dokazano da proizvoljan dvoelementni podskup poseta (I(L), <;) ima supremum
i infimum, odnosno da je (I(L), <;) mreza. O

Neka je (L, <) mreza sa najveéim elementom 17. Mrezu intervala mreze L u odnosu
na leksikografski poredak obelezavamo sa I;(L) = (I(L), <;). Operacije A i V na mrezi L
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definisu se na uobic¢ajeni nacin, kao infimum i supremum redom, u odnosu na poredak <.
Slicno, operacije A 1 V na mrezi intervala [;( L) mreze L definisu se kao infimum i supremum
redom, u odnosu na leksikografski poredak <;. Prema dokazu tvrdenja 2.23 operacije A i
V na mrezi intervala I;(L) definiSu se na slededi nacin.

[z ALy 1], za z|y,
[g, T] A [y: y] = [27 TAL y]7 za T =Y,
[z,7], za z<y,

[£ Vi Yy, Vi y]7 Zza T H Y,
[z,7] V [y, 7] = [z,zVryl, za z=y,
ly,7), za z<y,

za sve X = [1,7],y = [y, 7] € Li(L).

Mrezu intervala [;(L) = (I(L), <;) obelezavamo i sa [;(L) = (I(L), A, V), ili krace I;(L).
Premda za operacije A i V koristimo iste oznake, operacije na razli¢itim mrezama su raz-
licite, ali je iz konteksta jasno na koju mrezu se operacije odnose. U slucajevima u kojima
je potrebno naglasiti na koju mrezu se odnose operacije A i V, mrezu ¢emo istac¢i u indeksu
operacije.

Prema tvrdenju 2.21 (str. 39), ako je mreza L ogranic¢ena, onda je L X L mreza u
odnosu na leksikografski poredak. Ovu mrezu obelezavamo sa (L x L); = (L x L, A, V) ili
a (L x L,<;). Prema dokazu tvrdenja 2.21 operacija A na mrezi (L x L), je odredena kao
na mrezi [;(L), a operacija V na mrezi (L x L); je odredena na slede¢i nacin:

[zVLy, 0], za z|vy,
[z, 7] Vyyl=4¢ [zzVryl, za z=y,
ly, 7, za z<y,

zasve X = [z,7],y = [y,7] € (L x L),.

Teorema 2.7 Neka je (L, Ap,V5) ogranicena mreza. Tada je mreza intervala I;(L) =

(I(L),\,V) mreze L izomorfna sa N- podmrezom mreze (L x L), = (L x L,\,V).

Dokaz. Neka je L ogranicena mreza ¢iji je najmanji element 0, a najve¢i element 1.
Neka je S podskup mreze (L x L), = (L x L, <;) definisan na sledeéi naéin:

S ={(a,b) | (a,b) € L x L,a <y, b}, (2.17)

sa relacijom poretka <g koja je restrikcija relacije poretka <; na mrezi (L x L);.
Dokazimo da je poset (S, <g) mreza, odnosno da svaki dvoelementni podskup poseta
(S, <s) ima supremum i infimum.
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Neka su (a, b), (¢, d) proizvoljni elementi skupa S. Tada je
(anpcl), za allc,
inf{(a,b),(c,d)} = (a,bApd), za a=c, i
(a,b), za a<c,
(aVpe,aVpce), za alc,
sup{(a,b), (c,d)} = (a,aVpc), za a=c,
(c,d), za a<ec.

Iz definicije skupa S sledi da za proizvoljne elemente (a, b), (¢, d) ovog skupa vazi a <j, b
ic <y d Odatle sledi da je a = ¢ <; bAd. Takode je a A, ¢ <; 1 pa prema tome
inf{(a,b),(c,d)} € 5.

Ocigledno je da i sup{(a,b),(c,d)} € S. Time je dokazano da u posetu (S, <g) svaki
dvoelementni podskup ima supremum i infimum.

Dokazimo da je mreza (S, Ag, Vg) A- podmreza mreze ((L x L);, A, V).

Operacije na mrezi (5, <g) se definisu na uobi¢ajeni naéin:
(a7 b) Ns (07 d) = inf{(a? b)? (Ca d)} i (aa b) Vs (Ca d) = sup{(a, b)a (Ca d)}

Prema dokazu tvrdenja 2.21 (str. 39) i gore izlozenom, operacija A na mrezi S je
restrikcija operacije A na mrezi (L x L);.

Odatle sledi da je mreza (S, Ag, Vs) A- podmreza mreze ((L x L);, A\, V).

Trazeni izomorfizam mreze [;(L) i mreze S je preslikavanje definisano na sledeéi nac¢in:
f(lz,7]) = (z,7), za svaki interval [z,Z] € I;(L), Sto se dokazuje kao u teoremi 2.2 na
strani 23.

O

Primetimo da operacija V na mrezi S nije restrikcija operacije V na mrezi (L x L);.
Zaista, za a || ¢, sup{(a,b),(c,d)} = (a Vp c,aVy ¢) umrezi S, dok je u mrezi (L x L),
sup{(a,b), (¢,d)} = (a VL ¢,0).

Tvrdenje 2.24 Neka je I;(L) mreza intervala mreze L sa najveéim elementom 11,. Tada
vazi sledece:

1. Ako je mreza L ogranicena, onda je mreza I;(L) ogranicena.

2. Ako je mreza L kompletna, onda je mreza I,(L) kompletna.

Dokaz. 1. Ako je mreza L ogranic¢ena, onda su intervali [0z,0z] i [11,1.] elementi mreze
I;(L). Lako se dokazuje da su ovi intervali redom najmanji i najveci elementi mreze I;(L).
Odatle sledi da je mreza I;(L) ogranicena.

2. Neka je mreza L kompletna. Ako je L kompletna mreza, onda je ogranicena, pa
je prema prethodnom tvrdenju mreza I;(L) takode ograniena sa najmanjim elementom
0 =[0g,0.]. Dokazimo da svaki neprazan podskup mreze [;(L) ima supremum.

Neka je M proizvoljan neprazan podskup mreze [;(L).
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Sa M i M obelezimo, redom, skup donjih granica i skup gornjih granica intervala u
skupu M. Skup M je poset sa poretkom nasledenim iz mreze I;(L). Supremum skupa M
oznac¢imo sa \/ M. Sli¢no, supremume za M i M obelezavamo redom sa \/ M i \/ M. Zbog
kompletnosti mreze L postoji \/ M.

Ako je \/ M > x za svako z € M, onda, prema dokazu tvrdenja 2.23 (str. 41), vazi
VM = VALY M)

Ako postoji z € M takvo da je \/ M = z, onda je \/ M = [\/ M,\/S] gde je VS =
{TeM|[VM,z]e M}

Time je dokazano da proizvoljno izabran neprazan podskup M mreze [;(L) ima supre-
mum, odnosno da je mreza [;(L) kompletna.

O

Tvrdenje 2.25 Neka je mreZa L ogranicena i neka je njen najmangi element 0, a najveci
element 1. Tada vaZi:

1. Atom mreze I,(L) je interval [0,a] ako i samo ako je a atom mreZe L.

2. Koatom mreze I;(L) je interval |a,1] ako i samo ako je a koatom mreZe L.

Dokaz.
1. Stav 1. ovog tvrdenja se dokazuje na isti nacin na koji je dokazan stav 1. u tvrdenju
2.8 na strani 26.

2. Ako je a koatom mreze L onda je o¢igledno interval [a, 1] koatom mreze I;(L).
Dokazimo obrnuto, da su koatomi mreze [;(L) tacno intervali [a, 1], gde je a koatom
mreze L.
Pretpostavimo da je interval [z, 7] koatom mreze I;(L), odnosno da [z,Z] < [1,1] i da je
[z, 7] # [1,1]. Tada postoje dve moguénosti, dajex <1iz=1ilidajez =117 < 1.
Posto je 1 = x < 7T < 1, druga mogu¢nost nas dovodi do kontradikcije, pa je z < 1 i
Z = 1. Odatle sledi da je z = a koatom mreze L i da je koatom mreze I;(L) interval [a, 1].
O

Tvrdenje 2.26 Neka je mreZa L ogranicena i neka je njen najmangi element 0, a najveci
element 1. Ako je mreza L atomarna, onda je i mreza I;(L) atomarna.

Dokaz. Pretpostavimo da je mreza L atomarna, odnosno da za svaki element z € Lix # 0
postoji atom a € L takav da je a < x. Neka je [z,Z] # [0, 0] proizvoljan element mreze
I,(L). Tada za T € L postoji atom a takav da je T > a. Tada je [0,a] < [0,7] < [z,T].
Prema tvrdenju 2.25 interval [0,a| je atom mreze [;(L). Time je dokazano da za svaki
element [z, Z] # [0, 0] mreze [;(L) postoji atom [0, a] mreze I;(L) takav da je [z,Z] > [0, a],
odnosno da je mreza [;(L) atomarna. O

Mreza I;(L) nije atomarno generisana - kao supremum atoma mogu se dobiti samo
intervali [0, z] za neko = € L.
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Tvrdenje 2.27 Neka je L ogranicena mreZa i neka je njen najmangi element 0, a najveci
element 1. Tada je

IZ(L) = Hov 1]6_95”07 1]'

Dokaz. Za interval [0,1] vazi sledeée: [0,z] < [0,1] za svako z € L i [0,1] < [z,7] za
sve [z,7] € [;(L) takve da je  # 0. Drugim recima, vazi: [[0,1] = {[0,z] | = € L} i
110,1] = {[z,7] € (L) | 0 < z ili [z,Z] = [0,1]}. Odatle direktno sledi da je mreza I;(L)
vertikalna suma, redom, glavnog ideala i glavnog filtera generisanih intervalom [0,1]. O

Tvrdenje 2.28 Neka je L ogranicena mreza i neka je njen najmangi element 0, a najveci
element 1. Tada je mreZa svih glavnih ideala mreZe L izomorfna podmrezi (1[0, 1],<;)
mreze I;(L) koja je dalje izomorfna sa mrezom L. Pri tome je relacija poretka <, na mrezi
110, 1] restrikcija relacije poretka na mrezi I;(L).

Dokaz. Slicno kao u dokazu tvrdenja 2.11 na str. 27, mozemo uspostaviti obostrano
jednoznac¢no preslikavanje f(lx) = [0, z] izmedu mreze glavnih ideala ({|lz | x € L}, Q)
mreze L i mreze (][0, 1], <), gde je <; restrikcija relacije poretka na mrezi [;(L). Da je
preslikavanje f obostrano izotono dokazuje se slicno kao u tvrdenju 2.11.
Poznato je da vazi L = ({|x | z € L}, <), pa odatle, na osnovu gore iznetog razma-
tranja, sledi da je L = (][0, 1], <,).
O

Mreza L se moze potopiti kao poset u mrezu I;(L) tako da se svaki element x € L
preslikava na [z, x] € I;(L). Pri ovom potapanju je ocuvan poredak, ali ne i operacije na
mrezi [;(L), $to ¢emo ilustrovati slede¢im primerom.

Primer 2.5 Na slici 2.5 su ilustrovani dijagrami konacne mreZe L 1 njene mreZe inter-
vala I;(L). Na dijagramu mreze I;(L) zatamnjenim kruzZi¢ima su istaknuti elementi skupa
D = {[z,z] | x € L}. Skup D je poset u odnosu na restrikciju poretka na mrezi I;(L).
Jasno je da izmedu elemenata mreze L i elemenata poseta D postoji obostrano jednoznacno
preslikavange f(x) = [z,z], za svako x € L, i da je to preslikavanje obostrano izotono.
Medutim preslikavanje f u opstem slucaju nije saglasno sa operacijom A na mrezi I;(L).
Na primer, za mreze L i I;(L) na slici 2.5 vazi sledece: f(x1) = [x1,x1], f(x2) = [x2,x2]
i f(xy Axg) = f(0) = [0,0]. S druge strane je [x1,x1] A [22,22] = [0,1]. Prema tome
flar ANaa) # fan) A f(2).

Primetimo jos da je mreza L komplementirana, ali da mreza njenih intervala I;(L) nije
komplementirana. MoZemo primetiti da intervali [0,z;], 1 = 1,2,3,4 na mrezi I;(L) na
slici 2.5 nemaju komplemente.

5Podsetimo da se za vertikalnu sumu, definisanu na strani 5, koristi i naziv lepljena suma.
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1 (1, 1]
[xs, 1] [x, 1]

X, X, [x5, x;5] [x, x,]
[x, 1] [x,, 1]
X, X, [x), x5] [x,, x,]
[x), x] [x,, x,]

0

[0, 0]

I,(L)

Slika 2.5

Tvrdenje 2.29 Mreza intervala I;,(L) ogranicene mreze L u opstem slucaju nije komple-
mentirana.

Mreza intervala I;(L) mreze L nije modularna c¢ak i u slucajevima kad je mreza L
modularna, sto ¢emo ilustrovati sledeé¢im primerom.

Primer 2.6 Na slici 2.6 dat je dijagram jedne distributivne, pa prema tome i modularne
mreze. Obelezimo datu mrezu sa L, a operacije na njoj sa Nr, i V. Na datom dijagramu
mozZemo primetiti da su elementi a,b,c dva po dva neuporedivi i takvi da je a A, ¢ = 0,
aVyc=1. U nastavku éemo dokazati da mreza intervala (I;(L),A\,V) date mreze L, u
odnosu na leksikografski poredak, nije modularna.

Zbog neuporedivosti elemenata a i ¢ za elemente [a,a), [a,a V1 b, [c,c] € (L) vazi
le,c] ANa,a Vb = [a AL e, 1] =1[0,1] @ [a,a] V [c,c] = [a VL e,aVy e = [1,1]. Odatle
sledi da je [a,a]l V ([¢,c] A a,a Vb)) = [a,a] V [0,1] = [a,a] i ([a,a] Ve, c]) Aa,a Vi b =
[1,1] A fa,a VL b] = [a,aVp b|. Zbog neuporedivosti elemenata a i b, vazi a < (aV'b), pa je
la,a] <, la,aVpb]ila,a] # |a,a V]

Dakle, za elemente [a,al,[a,a Vi b],[c,c] € (L) vaZi [a,a] <; [a,a VL D], [a,a] #
la,a Vb, a odatle sledi [a,a] V ([¢,c] A a,a Vi b]) # ([a,a] Ve, c]) A la,a Vi b]. Prema
tome, mreza I;(L) nije modularna.
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0

Slika 2.6
Prema prethodnom primeru vazi sledece tvrdenje.
Tvrdenje 2.30 Mreza intervala I)(L) mreze L u opStem slucaju nije modularna.
Ocigledno je da tada vazi i sledeca posledica prethodnog tvrdenja.
Posledica 2.8 Mreza intervala I;(L) mreze L u opstem slucaju nije distributivna

Neka je sada mreza L jedini¢ni interval realnih brojeva, odnosno neka je L = [0, 1]. Iz
ogranicenosti intervala realnih brojeva [0, 1] sledi da je skup intervala mreze [0, 1] mreza u
odnosu na leksikografski poredak, u oznaci [;([0, 1]). Mreza [0, 1] je kompletna i linearno
uredena, pa je i mreza [;([0,1]) kompletna (tvrdenje 2.22; str. 40) i linearno uredena
(posledica 2.7, str. 40).
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Glava 3

Izmedu ravne mreze

3.1 Relacije ”izmedu” na mrezama

Relaciju ”izmedu” na mrezama uvodi Glivenko [62],[63] za metricke mreze.

Poznato je da je metricki prostor skup M na kome je definisana funkcijad : M x M —
R takva da za sve elemente x, vy, 2 skupa M vazi:

L od(z,y) =

2. d(z,y) = 0 ako i samo ako je x =y,
3. d(z,y) = d(y, z) i

4. d(x,z) < d(x,y) +d(y, 2).

Funkciju d koja ispunjava date uslove zovemo metrika na skupu M, a broj d(z,y) je
rastojanje elemenata x i y.

Metrika na mrezama se moze definisati preko valuacije.

Valuacija [9] na mrezi L je realno vrednosna funkcija v[z] na L, koja zadovoljava
v[z] + vly] = v[z V y| + v[x A y]. Valuacija je izotona ako je saglasna sa poretkom: ako je
y < x onda je v[y| < v[z], a pozitivna je ako vazi: ako je y < x onda je v[y] < v[z].

U svakoj mrezi L sa izotonom valuacijom funkcija rastojanja d(z,y) = v[zVy| —v[z Ay]
zadovoljava sledece uslove [9]:

1. d(z,z) =0, d(z,y) >0, d(z,y) = d(y, x),
2. d(z,y) +d(y, z) > d(z, 2),

3. dlaVz,aVy)+dlanz,aNy) <d(z,y),

49
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za sve x,y, 2,a € L.

Funkcija d(z,y) = v[z Vy] — v[x Ay| je metrika ako i samo ako je valuacija v pozitivna.
Mreza sa valuacionom metrikom se zove metricka mreza [96], odnosno metricke mreze
[9] su mreze sa pozitivnom valuacijom.

U metrickim mrezama element b je izmedu elemenata a i ¢ ako i samo ako je d(a,c) =
d(a,b) 4 d(b,c), sto je ekvivalentno sa uslovom (a Ab) V (bAc) =b= (aVb)A(DbVec)
(62, 63]. Ovaj poslednji uslov nije vezan za metriku, pa se moze koristiti za definisanje
ternarne relacije "izmedu” (betweenness) na proizvoljnoj mrezi L.

Definicija 3.1 [9] Za elemente a,b,c mreie L kaZemo da je b izmedu elemenata a i c, u
oznact abe, ako i samo ako vazi:

(V)N (bVe)=b=(anb)V(bAc). (3.1)

Po prethodnoj definiciji vazi aab i abb za sve elemente a,b € L, pa je svaki od elemenata
a i b uvek izmedu elemenata a i b. Takode je a izmedu a i a, a b je izmedu a i a ako i samo
ako je a = b.

Sledece osobine relacije ”izmedu” su dokazali Pitcher i Smiley [116]:
Lema 3.1 Ako je L mreza, tada za sve elemente a,b,c € L:
(o) Vazi abe ako i samo ako vazi cba.
(B) Vazi abc i acb ako i samo ako je b = c.
Lema 3.2 Ako je L mreza i a,b,c € L tada vazi sledece:
1. Ako je a < b < ¢ onda vazi abc.
2. Ako je abc onda jeaNc<b<aVec.
3. aNciaVc suizmedua i c.

Za ovu ternarnu relaciju su ispitane, medu ostalim, i slede¢e osobine, koje Pitcher i
Smiley [116] nazivaju ”jake tranzitivnosti za ¢etiri tacke” (strong transitivities on four
points):

1. t1: Ako je abc i adb onda je dbc.
2. ty: Ako je abc i adb onda je adc.

3. t3: Ako je abc i bed i b # ¢ onda je abd.

Ovim osobinama mozemo dodati i sledeé¢u osobinu:
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4. ty: Ako je abc i bed i b # ¢ onda je acd.
Dokazano je [116] sledece:
1. Osobina t; je ispunjena za relaciju ”izmedu” na svim mrezama.

2. Mreza je modularna ako i samo ako relacija ”izmedu” na toj mrezi zadovoljava os-
obinu t,.

3. Mreza L je linearno uredena ako i samo ako relacija "izmedu” na mrezi L zadovoljava
osobinu ts.

4. Mreza L je distributivna ako i samo ako za svako a,b,c € L vazi: ako jea Ac < b <
a V ¢ onda je abc.

Ocigledno je da za osobinu ¢4 relacije ”izmedu” na mrezi L vazi svojstvo sli¢no svojstvu
osobine ts:

5. Mreza L je linearno uredena ako i samo ako relacija ”izmedu” na mrezi L zadovoljava
osobinu 4.

Dokaz datog tvrdenja je slican dokazu za osobinu t3 [116].
Mi uvodimo nove ternarne relacije na mrezama koje zovemo V -izmedu i, njoj dualnu,
A -izmedu.

Definicija 3.2 Neka su a,b, c proizvoljni elementi mreze L. KaZemo da je element b V
-izmedu elemenata a i ¢, sto krace obeleZavamo sa abey, ako © samo ako je:

(aVbO)AN(bVe)=bib<aVec. (3.2)

Dualno: element b je N-izmedu elemenata a @ ¢, Sto kraée obeleZavamo sa abcy, ako
samo ako je:

(@anNb)V(bAc)=bib>aAc. (3.3)

Ocigledna posledica ove definicije i osobine 2. leme 3.2 je da istovremeno vazi abcy i abca
ako 1 samo ako vazi abc.

Posledica postulata (3) u lemi 3.1 je da za tri razlicita elementa a, b, c mreze L, najvise
jedan od njih se nalazi izmedu preostala dva elementa. Da bi ekvivalentno vazilo i za relaciju
V- izmedu bilo je neophodno uvodenje uslova b < a V ¢ u definiciji relacije V-izmedu.

Primer 3.1 Na slici 3.1 a) ilustrovan je dijagram mreze u kojoja £ bV ecib L aVeci
cLaVb,alije(aVb)AN(bVe)=bi(aVe)A(cVb)=ci(aVe)N(bVa)=a.
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1 1

avb ave Mybve a b c
a b c anb anc Pbnc
0 0
a) b)
Slika 3.1

Dakle, ovaj primer ilustruje neophodnost trazenih uslova u definiciji 3.2, da bi za tri
razli¢ita elementa a, b, c mreze L vazio najviSe jedan od uslova: ili je abcy ili je acby ili je
bacy.

Relacija A-izmedu je dualna relaciji V-izmedu, pa su razmatranja za ove dve relacije
takode dualna i dobijaju se zamenom V sa A i zamenom < sa >. Tako bi u prethodnom
primeru mogla da se izvede dualna analiza za relaciju A-izmedu, a mreza sa odgovarajuce
obelezenim elementima je na slici 3.1 b).

Sli¢no kao za relaciju izmedu, za sve elemente a, b mreze L, svaki od elemenata a i b je
uvek V- izmedu (A- izmedu) elemenata a i b, a je V- izmedu a i a, a b je V- izmedu a i a
ako i samo ako je a = b.

I pored toga sto elementi mreze L koji su u relaciji V- izmedu ne moraju biti u relaciji A-
izmedu, ocuvana su sva gore navedena svojstva (izuzev jednog), koja ima relacija ”izmedu”.

Slika 3.2
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Primer 3.2 Na slici 3.2 ilustrovan je dijagram mreZe u kojoj je element b V- izmedu
elemenata a i ¢ i V- izmedu elemenata a i d. S druge strane je (a ANb)V (bAc) =y #b
i(aNb)V (DAd) =y #b, pab nije A- izmedu a i ¢ niti je A- izmedu a i d. Isto tako je
element ¢ V- izmedu elemenata a @ d i V- 1zmedu elemenata b i d, ali nije A- izmedu ovih
elemenata.

Na ovoj istoj mrezi elementi y 1 z su A- izmedu elemenata x i t, ali nisu V- izmedu
ovth elemenata. Element y je takode N\- izmedu elemenata x 1 z i nije V- izmedu njih, a z
je A- izmedu elemenata y i t i takode nije V- 1zmedu njih.

Sa ovako definisanim relacijama V-izmedu i A-izmedu o¢uvane su osobine relacije ”izme-
du” odredene postulatima («) i () i lemom 3.2.

Lema 3.3 Ako je L mreza tada relacija V-izmedu (N-izmedu) zadovoljava uslove:
(/) Vazi abcey, ako i samo ako vazi cbay (abey ako i samo ako vazi chay ).

(B') Vazi abey i acby ako i samo ako je b = ¢ (abcy i acby ako i samo ako je b= c).

Dokaz.

Uslov (') ocigledno vazi zbog komutativnosti operacija V i A.

Sada dokazujemo da vazi uslov (3'):
Pretpostavimo da vaze uslovi abe, i ach,. Po definiciji relacije V-izmedu znamo da je
b<aVec, aodatle sledidajebA(aVec)=b kaoidajec<aVbpajecA(aVd) =c
Dalje vazi:

b=0b0A(aVec) = (aVbh)A(DVe)A(aVe)
= (aVbANc=c

Ako pretpostavimo da je b = ¢, da bismo dokazali da vazi tvrdenje teoreme, treba da
dokazemo da vazi abb, za svaki par elemenata. Kako je (aVb) A (bVb) =(aVb)Ab=0bi
b < a Vb za svaki par elemenata a,b € L, onda je i abb, za svaki par elemenata a,b € L.
Za relaciju A-izmedu dokaz je dualan. O
Lema 3.4 Ako je L mreza i a,b,c € L tada vazi sledece:
1. Ako je a < b < ¢ onda vazi abey i abey.

2. Ako je abey ili abcy onda je aNe<b<aVec.

3. aNciaVece suV-izmedu 1 N-izmedu a 1 c.
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Dokaz.

Osobine 1.1 3. ocigledno vaze direktno iz definicija ovih relacija i leme 3.2.

2. Neka vazi abe,. Po definiciji ove relacije je b < a V c.
Podsetimo se da za proizvoljne elemente mreze vazi: a < aVbic < bVc, aodatle sledi da
jeaNc<(aVb)A(bVc)=Db, sto jeitrebalo dokazati.

Za relaciju A-izmedu dokaz je dualan. O

Za relaciju V- izmedu se mogu definisati osobine t;1-t4 slicno kao $to su definisane za
relaciju "izmedu”.

1. t1: Ako je abey i adb, onda je dbcy .
2. ty: Ako je abey 1 adby onda je adc,,.
3. t3: Ako je abey 1 bedy 1 b # ¢ onda je abd,,.

4. ty: Ako je abey 1 bedy 1 b # ¢ onda je acd,, .

Za relaciju A- izmedu ove osobine se definisu dualno.

Tvrdenje 3.1 Osobine t3 ity su ekvivalentne za relaciju V- izmedu.

Dokaz. Neka je L mreza. Pretpostavimo da za elemente a,b,c,d € L, b # ¢ vazi osobina
t3. Prema stavu o/ leme 3.3 (str. 53) abcy je ekvivalentno sa cbay, i bedy je ekvivalentno sa
dcby. Ako na dcby i cbay, primenimo osobinu t3, dobijamo da vazi dca,, odnosno acd,, pa
vazi osobina t4. Slicno, ako pretpostavimo da za elemente a, b, c,d € L, b # ¢ vazi osobina
ty i ako na dcby i cbay, primenimo osobinu t4, dobijamo da vazi dbay, odnosno abd,, pa
vazi osobina t3. O

Za relaciju A- izmedu vazi ekvivalencija osobina koje su dualne osobinama 3 i t4.

Za razliku od relacije "izmedu”, za mrezne relacije V- izmedu i A- izmedu osobina t;
ne vazi na svim mrezama. Osobine t,,13 i {4 takode ne vaze u opstem slucaju za mrezne
relacije V- izmedu i A- zmedu. O ovome ¢e viSe biti reci u slede¢em odeljku na strani 64,
gde ¢e biti navedeni kontra-primeri koji potkrepljuju iznete tvrdnje.

Tvrdenje 3.2 Sledeci uslovi su ekvivalentni:
1. Mreza L je modularna.
2. Na mrezi L vazi osobina ty za relaciju A- izmedu.

3. Na mrezi L vazi osobina ty za relaciju V- izmedu.
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Dokaz. (1.=- 2.) Neka je mreza L modularna. Dokazujemo da tada za relaciju A-izmedu
vazi osobina to.

Neka u modularnoj mrezi L za proizvoljne elemente a,b,c,d € L vazi abc, i adby.
Dokazujemo da vazi adcp.

Iz pretpostavke abc, sledi da je b = (a Ab)V (bAc)iaAc <D, aiz pretpostavke
adb,, sledi da vazi d = (a Ad)V (dAD)iaAb <d Tadajed = (aANd)V (dAb) =
(and)V (dA((aAb)V (bAc))). Zbog modularnosti mreze L, posto je a A b < d, vazi

d=(aNd)V(aNb)V(dAbAc)i(aNnd)V (aAb)=(aV (aAD))ANd=aAd. Odatle
sledid= (aANd)V(dANbAc)<(aANd)V(dAc)<d.

Prema tome, vazi d = (a Ad)V (dANc). IzaNec<bslediaNc<aAb<d Time je
dokazano da vazi adc,, odnosno da je zadovoljena osobina o za relaciju A-izmedu.

(1.= 3.) Dokaz je dualan dokazu (1. = 2).

(2. = 1.)1 (3. = 1.) Dokaz sledi kontrapozicijom. Pretpostavimo da mreza L nije
modularna. Tada mreza L ima podmrezu izomorfnu mrezi pentagon (slika 3.3 a), str. 57)
i onda se dokazuje da osobina t; ne vazi za relacije A- izmedu i V- izmedu redom.

Na mrezi pentagon na slici 3.3 a) uo¢imo elemente a, b, ¢,d. Za uocene elemente vazi
abcn 1 adby, ali adey ne vazi. Zaista, iako je aAc < d ne vazi adc, zato §to je (aAd)V(dAc) =
aVe=a # d. Odatle sledi da osobina ¢y ne vazi za relaciju A-izmedu na mrezi koja kao
podmrezu ima pentagon, odnosno ako mreza nije modularna na njoj ne vazi osobina t, za
relaciju A-izmedu.

Sliéno, za elemente a, ¢, d, e na mrezi pentagon na slici 3.3 a) vazi dec,, i daey, ali dac, ne
vazi. Odatle sledi da na mrezi koja nije modularna ne vazi osobina ¢y za relaciju V-izmedu.

Time je dokazana ekvivalencija sva tri uslova.

O

Tvrdenje 3.3 Sledeci uslovi su ekvivalentni:
1. Mreza L je linearno uredena.
2. Na mrezi L vazi osobina t3 za relaciju V- izmedu.
3. Na mrezi L vazi osobina ty za relaciju V- izmedu.

4. Na mrezi L vazi osobina t3 za relaciju N\- 1zmedu.

5. Na mrezi L vazi osobina ty za relaciju A- izmedu.

Dokaz. (1.= 2.)i (1. = 4.) Dokazano je [116] da je mreza L linearno uredena ako i
samo ako relacija "izmedu” na mrezi L zadovoljava osobinu t3. Odatle sledi da osobina t3
vazi za relacije V-izmedu i A-izmedu, ako je mreza L linearno uredena.
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(2. < 3.) prema tvrdenju 3.1 (str. 54), pa vazi (1. = 3.).
Dualno vazi (4. < 5.), pavazi (1. = 5.).

(2. = 1.) Dokaz sledi kontrapozicijom. Pretpostavimo da mreza L nije linearno
uredena i dokazujemo da za relaciju V- izmedu ne vazi osobina t3: Ako je abecy i bedy
i b # c onda je abd,.

Posto mreza L nije linearno uredena, postoje elementi b,¢ € L koji su neuporedivi.
Za neuporedive elemente b i ¢, prema lemi 3.4 (stav %), vazi da je (b A ¢) V- izmedu
elemenata b i ¢. Dalje vazi b Ac < ¢ < bV ¢, pa je ¢ V- izmedu elemenata (b A ¢) i
(bV ) (stav 1, lema 3.4). Prema osobini ¢3 treba da vazi b(b A ¢)(bV ¢)y. Medutim, vazi
(bV (bAc))A((bAc)V (bVc)) = b, pa kako su, zbog neuporedivosti elemenata b i ¢, elementi
b i b A c razliciti, osobina t3 ne vazi.

Time je dokazana ekvivalencija uslova 1 i 2.

(4. = 1.) dokaz je dualan dokazu (2. = 1.). Odatle sledi ekvivalencija uslova 1 i 4,
Sto sa ostalim ekvivalencijama daje ekvivalenciju svih pet uslova.
O

Tvrdenje 3.4 Sledeci uslovi su ekvivalentni:
1. Mreza L je distributivna.
2. Ako jeaNc<b<aVc onda je abcy.

3. Ako jeaNc<b<aVc onda je abcy.

Dokaz. (1.=-2.)i(1.= 3.) Neka je mreza L distributivna. Tada za sve elemente a, b, ¢
za koje vaziaNec <b<aVe, vazi (aVb)A(bVc)=(aAc)Vb=Db, odnosno abc,.
S obzirom na to da vazi i dualno tvrdenje, tada vazi i abc,.

(2. = 1.) Dokaz izvodimo kontrapozicijom. Pretpostavimo da mreza L nije distribu-
tivna. Tada ona ima podmrezu koja je izomorfna mrezi pentagon ili ima podmrezu koja
je izomorfna mrezi dijamant.

Dokazimo da tada ne vazi uslov 2. Na mrezi pentagon na slici 3.3 a) za element a vazi
dNc <a<dVe ali ne vazi dacy. Zaista, (a Vd)A(aVec)=dANb=d# a. Slicno,
na mrezi dijamant za neuporedive elemente a, b, ¢ ne vazi ni jedno od sledec¢eg abcy, acbh, i
bacy, premda vaze svi usloviaAc<b<aVc,aAb<c<aVbibAc<a<bVc. Dakle,
ako mreza nije distributivna, uslov a A ¢ < b < a V ¢ nije dovoljan da vazi abc,, .

Time je dokazano da je uslov I ekvivalentan sa uslovom 2.

(3. = 1.) Dokazuje se slicno kao (2 = 1). Odatle sledi ekvivalencija uslova 1 sa
uslovom &, §to sa prethodno dokazanim daje ekvivalenciju sva tri uslova.
O
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a) b) ©)
Slika 3.3

U daljem posmatramo mreze u kojima za sve trojke neuporedivih elemenata a, b, ¢ vazi
tacno jedna od ternarnih relacija V-izmedu abc,, acb, i bac,, i njima dualne mreze.

3.2 V-izmedu ravne mreze i A-izmedu ravne mreze

Definicija 3.3 Za mrezu L kaZemo da je V- izmedu ravna ili krace V- IR ako i samo
ako vazi:
ako su a,b,c € L dva po dva neuporedivi elementi tada vazi tacno jedna od formula abey,
acby 1 bac,, .

Za mrezu L kaZemo da je N- izmedu ravna ili krace N- IR ako 1 samo ako vaZi:
ako su a,b,c € L dva po dva neuporedivi elementi tada vazi tacno jedna od formula abca,
acbn 1 bacy.

Za mreZe koje su istovremeno A- IR i V- IR mreZe kaZemo da suizmedu ravne mreze.

Drugim rec¢ima, mreza L je V- IR mreza ako i samo ako za svaku trojku elementa istog
anti-lanca vazi da je tacno jedan od njih V- izmedu ostalih. Sli¢no, mreza L je A- IR mreza
ako i samo ako za svaku trojku elementa istog anti-lanca vazi da je tacno jedan od njih A-
izmedu ostalih.

U mrezama ¢ija Sirina nije veéa od 2, ne postoje tri razli¢ita elementa koji su dva po
dva neuporedivi, pa, u skladu sa definicijom 3.3, smatramo da su sve mreze Cija je Sirina
dva i jedan izmedu ravne mreze.

Relacija A-izmedu je dualna relaciji V-izmedu, pa su A- IR mreze dualne (dualno
izomorfne) V- IR mrezama.

Primer 3.3 1.) Na slici 3.3 na strani 57, ilustrovani su dijagrami konacénih mreZa za
koje vazi:

a) je mreza éija je Sirina 2, pa je prema tome izmedu ravna mreza,
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b) je mreza koja je V- izmedu ravna i nije A- izmedu ravna - za obeleZene elemente
a, b, c ove mreZe vazi abey i ne vazi abey, dok je mrezZa

c¢) izmedu ravna mreza, posto za obeleZene elemente b,c,d i a,c,d, jedinih anti-
lanca ove mreZe sa vise od dva elementa, vazi: bedy, @ bedy, acdy © acdy.

2.) Posmatragmo sada mrezu ¢iji je dijagram ilustrovan na slici 3.2 na strani 52. U
primeru 3.2 smo pokazali da je za svaka tri elementa anti-lanca ' : a,b,c,d jedan
od njith V- izmedu preostala dva i da ni jedan od njih nije A- izmedu preostala dva.
Prema definicigi 3.3 ova mreza nije A- IR mreza. U istom primeru smo dokazali da
je za svaka tri elementa anti-lancam : x,y, z,t jedan od njih N\- izmedu preostala dva
t da nt jedan od njih nije V- izmedu preostala dva. Odatle sledi da ova mreZa nije ni
V- IR mreZa.

3.) Bulova mreza sa 8 elemenata nije ni V- izmedu ravna ni A- izmedu ravna. Iz razma-
tranja w primeru 3.1 na strani 51, sledi da u Bulovoj mrezi sa 8 elemenata postoje
elementi a,b, c koji su dva po dva neuporedivi i ni jedan od njih nije V- izmedu, niti
A- 1zmedu preostala dva.

Na dijagramu mreze na slici 3.3 b) zatamnjenim kruzi¢ima su istaknuti elementi pod-
mreze koje su izomorfne mrezi pentagon. Odatle sledi da V- izmedu ravne mreze u opStem
slucaju nisu distributivne. Kako su A- izmedu ravne mreze dualne V- izmedu ravnim
mrezama, takode vazi da A- izmedu ravne mreze nisu distributivne u opstem slucaju.

Takode mreza koja je istovremeno V- IR i A- IR, odnosno izmedu ravna mreza, nije
distributivna u opstem slu¢aju. Na primer, za mreze na slikama 3.3 a),c) i 3.4 desno (na
strani 58), smo utvrdili da su izmedu ravne mreze i ni jedna od njih nije distributivna.
Zaista, mreza na slici 3.3 a) je pentagon, a mreze na slikama 3.3 ¢) i 3.4 desno imaju
podmreze koje su izomorfne mrezi pentagon i koje su na dijagramima pomenutih mreza
istaknute zatamnjenim kruzi¢ima.

Medutim, distributivna V- IR mreza je oc¢igledno A- IR mreza, i obrnuto, distributivna
A- IR mreza je V- IR mreza.

Primer 3.4 U ovom primeru posmatramo nekoliko beskonacnih mreZa ¢iji su dijagrami
ilustrovani na slikama 3.4 i 3.5 (strana 59).

1.) Na slici 3.4 levo ilustrovan je dijagram mreze (Z X Z,<), gde je < poredak po kom-
ponentama. Ova mreZa je beskonacna, neogranicena i distributivna izmedu ravna
mreza. U nastavku éemo dokazati (lema 3.6, str. 60) da su sve mreze koje se dobi-
jaju kao proizvod dva lanca izmedu ravne mreZe. Na istoj slici, desno je ilustrovan
dijagram beskonacne, ogranicene, nedistributivne mreZe sirine 2, pa prema tome i
izmedu ravne mreZe.
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Slika 3./

2.) Beskonacna V- IR mreza ¢iji je dijagram ilustrovan na slici 3.5, je mreZa inter-
vala mreze (L,<) koja je beskonacan lanac sa najmanjim elementom 0 i najve-
éim elementom 1, uredena nepreciznim poretkom koji je definisan jednakoséu 2.4
na strani 20. Ovu mrezu intervala smo obelezili sa I;(L) = (I.(L),<;), pri ¢emu
je I, (L) = I(L) U {0}, a skup intervala I(L) = {[z,7] | (z,T) € L?, =z <, T}.
U prethodnom poglavlju smo pokazali da je mreza I;(L) kompletna ako je linearno
uredena mreza (L, <) kompletna (turdenje 2.13, str. 32), da nije distributivna, da
je atomarna, atomarno generisana i da postoji bijekcija izmedu elemenata mreZe L
i atoma mreze I;(L) (teorema 2.4 na str. 32). U nastavku éemo dokazati da je ova
mreza V- izmedu ravna i da nije N\- 1zmedu ravna mreZa.

eee (O0—O

<

=
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Slika 3.5

Lema 3.5 Neka je mreza (L, <p) beskonacan lanac ¢iji je najmangi element 0, a najveéi
element 1. Tada je mreza njenih intervala uredena nepreciznim poretkom I;(L), V- izmedu
ravna mreza i nije A- izmedu ravna mreza.
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Dokaz. Najmanji i najveci element lanca L su redom 0 i 1. Podsetimo se da su najmanji
i najveéi element mreze I;(L), redom, () i [0, 1].

Neka su, dalje, x = [z, 7],y = [y,7],2 = [z, Z] neprazni intervali mreze I;(L) koji su
dva po dva neuporedivi. Prema stavu 1. leme 3.2 (str. 50), posledica linearnog uredenja
mreze L je da je jedan od elemenata z,v, z izmedu preostala dva, u smislu definicije 3.1
(str. 50). Bez umanjenja opstosti mozemo pretpostaviti da je y izmedu z i z. Tada je ili
r<y<cziliz<y<az Uobaslucajaje z Az <y. S druge strane, zbog neuporedivosti
ovih intervala i linearnog uredenja mreze L, ako je y < z ili y < z, onda je, redom, § < Z
ili 7 < Z. Sliéno, ako je z < y ili z < v, onda je, redom, T < 7 ili Z < 7. Odatle sledi da
je, redom, T < § < Zili z <7 < Z. U oba slucaja je § < TV z. Time je dokazano da je
lv,7] < [z,7] V [2,Z]. Ako imamouvidudaje (2 <y<ziT<y<z)ili(z<y<uzi
Z <7 < T), ocigledno je da je u oba slucaja (x Vy) A (y Vz) = y. Dakle, vazi xyz,.

Time je dokazano da za proizvoljne neprazne intervale mreze I;(L) koji su dva po dva
neuporedivi vazi da je jedan od njih izmedu preostala dva, odnosno da je mreza I;(L) V-
izmedu ravna mreza.

Mreza I;(L) nije A- IR mreza. Za proizvoljne atome [a,al, [b, b], [c, c] ove mreze vazi
([a,a] A[D,b]) = 01 ([b,b] Alc,c]) = (. Prema tome nije ispunjen uslov ([a,a] A [b,b]) V
([b,0] A [c,c]) = [b, b] definicije 3.2 na strani 51.

O

Za razliku od mreze I;(L), mreza koja se dobija kao direktan proizvod dva beskonacéna
lanca sa uredenjem po komponentama, je izmedu ravna mreza.

Lema 3.6 Neka su (C1,<¢,) i (Ca, <¢,) linearno uredene mreze. Tada je mreza
(Cy x Cy, <) distributivna izmedu ravna mreza, gde je < relacija poretka po komponentama.

Dokaz.

Dobro je poznata ¢injenica da je svaki lanac distributivna mreza i da je direktan
proizvod distributivnih mreza takode distributivna mreza. Dakle, (C} x Cs, <) je dis-
tributivna mreza.

Dokazimo da je (C; x Cy, <) izmedu ravna mreza. Neka su a = (a1, az), b = (b1, b9) i
¢ = (c1, ¢2) dva po dva neuporedivi elementi mreze (C; x Cy, <). Tada je a;, b;, ¢; € C;, za
i=1,2.

Bez umanjenja opstosti mozemo smatrati da je a; < by < c¢;. Iz ¢injenice da su ovi
uredeni parovi neuporedivi, jasno je da je tada co < by < ag. Imajuéi u vidu da su
supremum i infimum na mrezi (Cy x Cy, <) definisani redom kao maksimum i minimum po
komponentama, jasno je da je aVb = (by,a2), aVec=(c,a2) ibVec=(c,b).

Odatle sledi (by, ag)A(c1, be) = (min(by, 1), min(ag, bs)) = (b1, b2), paje (aVb)A(bVce) = b.
Zbog distributivnosti mreze (C; x Cy, <) ocigledno vazi i (a Ab)V (b Ac) = b. Odatle
sledi da vazi abc, Sto je ekvivalentno sa ¢injenicom da vazi abc, i abcy.

Time je dokazano da je mreza (C) x Cy, <) izmedu ravna mreza. O

Direktan proizvod dve kompletne mreze je kompletna mreza, pa je sledeée tvrdenje
oc¢igledna posledica prethodne leme.
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Posledica 3.1 Ako su (C1,<¢,) i (Ca,<¢,) kompletne linearno uredene mreze, onda je
mreza (C1 x Cy, <) kompletna, distributivna, izmedu ravna mreza, gde je < relacija poretka
po komponentama.

Lema 3.7 Neka je L V- izmedu ravna mreza. Ako su a,b,c € L dva po dva neuporedivi
elementi, onda vazi tacno jedan od sledecih uslova:

1. b<aVe,
2. a<bVec,

3. c<aVb.

Dokaz. Na osnovu uslova (3') leme 3.3 na strani 53. i definicije V- IR mreze znamo da za
proizvoljne razlicite elemente a, b, c mreze L vazi tacno jedan od uslova: abey, acby i bac,,.
Bez umanjenja opstosti mozemo pretpostaviti da vazi abe,. Tada je, po definiciji relacije
V-izmedu, b < aVei(aVb)A(bVe) =0b Pretpostavimo da jeia < bV e Tada je
b= (aVb)A(bVc)> (aVb)ANa= a,odnosno a < b, §to je u suprotnosti sa pretpostavkom
da su a i b neuporedivi elementi. Ako pretpostavimo da je ¢ < a V b, slicno dokazujemo da
je tada ¢ < b, a to je u suprotnosti sa pretpostavkom da je b || c.

O

Posledica 3.2 Ako je L V- IR mreza i ako su a,b,c € L dva po dva neuporedivi elementi,
tada su sledeci uslovi ekvivalentni:

1. b<aVe,
2. abey,
3. (aVvb)A(bVec)=0D.
Ako je ispunjen bilo koji od prethodnih uslova, onda je (a V' b) || (bV ¢).

Dokaz. Dokazimo da je uslov 1. ekvivalentan sa uslovom 2.
Pretpostavimo da je b < a V ¢ i da nije abcy. Po definiciji 3.3 V- IR mreze, mora biti ili
acby ili bac,. Neka je acb,. Tada je ¢ < a Vb, a to je u kontradikciji sa pretpostavkom i
lemom 3.7 (str. 61).
Sliéno se dolazi do kontradikcije ako pretpostavimo da je bacy,.

Tvrdenje u suprotnom smeru sledi iz definicije relacije V-izmedu.

Sada dokazimo da je uslov 3. ekvivalentan sa uslovom 2.
Pretpostavimo da je (a V b) A (bV ¢) = b, ali da nije abey, odnosno da nije b < a V c.
Kako je L V- IR mreza i a,b, c su elementi istog anti-lanca, jedan od elemenata a,b, ¢ je
izmedu preostala dva. Neka je: bacy. Tada je a < bVci(bVa)A(aVec)=a Kako je
a<bVectojeaVe<bVepajea=(bVa)A(aVe) < (bVa)A(DVe) =D, stoje
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u suprotnosti sa a || b. Slicno dobijamo da je ¢ < b ako pretpostavimo da je acby, a to je
kontradikcija sa uslovom ¢ || b. Suprotan smer tvrdenja sledi iz definicije relacije V-izmedu.

Iz prethodno dokazanog sledi ekvivalencija 1.1 3.

Iz uslova (a V b) A (bV ) = b sledi da je (a VD) || (bVe¢) (usuprotnom bi bilo
(aVO)ANbVe)=aVbili (aVb)A(DbVec)=>bVc). Posto su uslovi 1, 21 & ekvivalentni,
sledi da ako je ispunjen bilo koji od uslova 1, 21 3, onda je (aVb) || (bV ¢).

(]

U slede¢oj teoremi dajemo najvazniju osobinu V- izmedu ravnih mreza.

Teorema 3.1 Neka je L V- izmedu ravna mreZa. Svaki anti-lanac mreZe L ima najvise
dva N-nerazloZiva elementa.

Dokaz. Pretpostavimo da postoji anti-lanac a, b, ¢ sa tri A-nerazloziva elementa. Kako su
elementi anti-lanca medusobno neuporedivi, a L je V- IR mreza, jedan od ovih elemenata
je V-izmedu preostala dva. Neka je abcy, $to je ekvivalentno sa (a V b) A (bV ¢) =b. Po
pretpostavci b je A- nerazloziv element, pa je ili a Vb = b ili je bV ¢ = b. Odatle sledi da
jeili a < bili je ¢ < b sto je kontradikcija sa pretpostavkom da su elementi a, b, ¢ elementi
anti-lanca.

(I

Zbog dualnosti V- i A- izmedu ravnih mreza, za A- izmedu ravne mreze vaze tvrdenja
dualna tvrdenjima za V- izmedu ravne mreze, a dobijaju se zamenom A sa V, V sa A, relacije
< relacijom >, i obrnuto. Na slican nacin se izvode i dokazi ovih tvrdenja. Navedimo
tvrdenje koje je dualno teoremi 3.1.

Teorema 3.2 Neka je L A- izmedu ravna mreza. Svaki anti-lanac mreZe L ima najvise
dva V-nerazloziva elementa.

Ove teoreme ne govore nista o egzistenciji A- nerazlozivih elemenata u V- IR mrezi,
odnosno o egzistenciji V- nerazlozivih elemenata u A- IR mrezi. Ako V- IR mreza (A- IR
mreza) L ima A- nerazlozive (V- nerazlozive) elemente, onda oni ¢ine poset, sa poretkom
nasledenim iz mreze L, i taj poset ima Sirinu dva.

Tvrdenje 3.5 Mreza koja je V- izmedu ravna ili A- izmedu ravna mreZa nema podmrezu
1zomorfnu mrezi dijamant.

Dokaz. Pretpostavimo da u V- IR mrezi L postoji podmreza dijamant Mj3. Tada postoje
elementi a,b,c € L takvi da su dva po dva neuporedivi, i element p € L takav da je
aVb=bVec=aVc=p. Zbog togaje (aVb)A(bVc)=p+#b, pane vazi abc,. Slicno
se pokazuje da ne vaze ni uslovi bacy i acby, $to je u suprotnosti sa ¢injenicom da su a, b, ¢
dva po dva neuporedivi elementi V- IR mreze.

Dokaz za A- IR mrezu je dualan. O
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Tvrdenje 3.6 Neka je L V- IR mreZa. Tada svaki element mreZe L pokriva najvise dva
elementa te mreze. Ako je L N- IR mreZa, onda je svaki element mreze L pokriven sa
najvise dva elementa te mreZe.

Dokaz. Ako pretpostavimo da u V- IR mrezi L postoji element p koji pokriva tri elementa
a,b,c € L, onda su elementi a, b, c dva po dva neuporedivii vaziaVb=bVc=aVc=p.
Dalje dokaz teoreme 3.6 sledi iz istog razmatranja kao u posledici 3.5 (str. 62). O

Posledica 3.3 Neka je L ogranicena mreza. Ako je L V- IR mreZa, onda mreZa L ima
najvise dva koatoma. Ako je L N- IR mrezZa, onda mreZa L ima najvise dva atoma.

Dokaz. Prema tvrdenju 3.6 najvec¢i element V- IR mreze moze pokrivati najvise dva
elementa, a najmanji element A- IR mreze je pokriven sa najvise dva elementa.
O

Teorema 3.3 MrezZa Ly koja je V- podmrezZa V- izmedu ravne mreze L takode je V- izmedu
TaUNG Mreza.

Dokaz. Neka je L V- izmedu ravna mreza i neka je L; njena V-podmreza. Ako je
w(Ly) <2, onda je L; V- izmedu ravna mreza po definiciji.

Pretpostavimo da je w(L;) > 2. Tada postoje elementi a,b,c € L; C L koji su
dva po dva neuporedivi. Prema definiciji V-izmedu ravne mreze (3.3, str. 57), jedan od
ovih elemenata je V-izmedu preostala dva u mrezi L. Bez umanjenja opstosti mozemo
pretpostaviti da vazi abey u mrezi L. Tada je, u mrezi L, (a VD) A(bVec) =b,b<aVc
i(aVb)] (bVc) (posledica 3.2, str. 61). Po pretpostavci, operacija V na mrezi Ly je
restrikcija operacije V na mrezi L, pa su i elementi a Vb,bVciaVvVbVe=(aVb)V(bVc)
elementi mreze L,. Takode je poredak na L; restrikcija poretka na mrezi L. Odatle sledi
dajeb <p, aVvVecidasu(aVb)i(bVc) neuporedivi i u mrezi L;. Zato ¢emo redom
operaciju V i relaciju poretka < obelezavati isto na obe mreze L i L.

Dokazimo da u mrezi Ly vazi abe,. Utvrdili smo da vazi b < a V ¢, pa treba dokazati
daje (aVb) AL, (bVe)=0.

Pretpostavimo da je (a V b) Ar, (bVe) =by. Kakojeb<aVbib<bVc, odatle sledi
da je b < by. S druge strane iz (a V b) Az, (bV ) =b; sledidajeb; <aVbib <bVeg, a
odatle dalje sledi by < (aV b) A (bV ¢) = b. Dakle, b = b;.

Time je dokazano da je (a VvV b) AL, (bV c) = b, odnosno da je mreza L; V-izmedu ravna
mreza. O

Ako je mreza L, podmreza mreze L, onda je L; V- podmreza i A- podmreza mreze L,
pa odatle sledi da vazi sledec¢a posledica prethodne teoreme.

Posledica 3.4 Podmreza V- izmedu ravne mreze L takode je V- izmedu ravna mreZa.

Bulova mreza sa 8 elemenata nije ni V- izmedu ravna ni A- izmedu ravna mreza. U
ovoj mrezi takode postoji anti-lanac sa tri A- nerazloziva elementa i anti-lanac sa tri V-
nerazloziva elementa. Odatle sledi, prema posledici 3.4, sledece tvrdenje.
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Posledica 3.5 Mreza koja je V- izmedu ravna ili N\- izmedu ravna mreZa nema podmrezu
izomorfnu Bulovoj mreZi sa 8 i vise elemenata.

U nastavku ispitujemo svojstva samo V- izmedu ravnih mreza. Za A- izmedu ravne
mreze vaze dualna svojstva, pa nije potrebno da ih posebno navodimo.

ave =avbvce ave =dvc
Q

bve
bve

a) b) c)
Slika 3.6

Osobine ty,ty,t3,t4 (str. 54) ne vaze generalno na V-IR mrezama. Na V- IR mrezi
ilustrovanoj na slici 3.6 b) vazi abey i adby, ali zbog b £ d V ¢ ne vazi dbc,, pa prema tome
ne vazi osobina ¢y.

Na slici 3.6 ¢) je mreza na kojoj vazi abcy i adby, ali zbog (aV d) A (dV ¢) = a # d ne vazi
adc,, pa prema tome ne vazi osobina t».

Ako uocimo elemente b,d, bV ¢idV ¢ na mrezi ilustrovanoj na slici 3.6 b), lako je videti
da na V- IR mrezama ne vazi ni osobina t3. Zaista, element b je V- izmedu elemenata d i
bV c, aelement bV c je V- izmedu elemenata b i d V c. Medutim, element b je neuporediv
sa elementom dV (dV ¢) = dV ¢, pa b nije V-izmedu elemenata d i dV c. Time je dokazano
da ne vazi osobina t3 za relaciju V-izmedu u opstem slucaju.

Da bismo dokazali da vazi osobina ¢4 na mrezi ilustrovanoj na slici 3.6 b) treba dokazati
da je, za uocene elemente b,d,bV cidV c, bV c V-izmedu elemenata d i d V c.

Za elemente d,bV cidV e, vazid < dVec<bVcpajedVc V-izmedu elemenata d i
bV c. Prema definiciji V-izmedu ravne mreze, odatle sledi da nije bV ¢ V-izmedu elemenata
didV c, pa osobina t4 ne vazi za relaciju V-izmedu na V-IR mrezama u opstem slucaju.

Premda osobine t1, t9, t3, t4 za relaciju V-izmedu, u opstem slucaju, nisu zadovoljene na
V- IR mrezama, one su zadovoljene na podskupovima neuporedivih elemenata ovih mreza
(odnosno za elemente anti-lanaca).

Teorema 3.4 Neka je L V- izmedu ravna mreZa i neka su a,b, c,d dva po dva neuporedivi
elementi te mreZe. Tada vazZe sledece osobine:

1. ty: Ako je abey i adby, onda je dbey .
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2. ty: Ako je abey i adby onda je adcy .
3. tg: Ako je abey i bedy i b # ¢ onda je abd,, .

4. tg: Ako je abey 1 bedy i b # ¢ onda je acd,, .

Dokaz. Neka su a,b,c,d dva po dva neuporedivi elementi V- IR mreze i neka za ove
elemente vazi abey 1 adby (ilustracija na slici 3.6 a)).

1. Sa pretpostavkama abey i adby lako se dokazuje da vazi dbc,. Zaista, iz nejednakosti
(dVD)N(DbVe) < (aVb)A(bVe) =bi(dVb)A(bVe) > bAb=bsledidaje (dVD)A(bVc) = b,
a odatle, prema posledici 3.2 na strani 61, vazi dbc,, odnosno vazi osobina ;.

2. 1z abey, prema posledici 3.2, sledi da je (a V) || (bVe)ib<aVe Iz adby, sledi
d<aVb pajed<aVb<aVc Prema posledici 3.2 (str. 61) d < a V ¢ je ekvivalentno
sa adcy. Dakle, vazi osobina t,.

3.1 4. Sada pretpostavimo da za elemente a, b, ¢, d V- IR mreze vazi abc,, bedy, 1 b # c.

Prema posledici 3.2 vazi (aVb) || (bVe)i(bVe) || (¢Vd). Mada za relaciju || u opstem
slucaju ne vazi tranzitivnost, u ovom slucaju vazi (a V b) || (¢ V d). Da bismo to dokazali,
prvo pretpostavimo da je (aVb) < (cVd). Tadaje b= (aVb)A(bVec) < (eVd)A(DVe) = ¢,
Sto je suprotno pretpostavci b || ¢. Ako pretpostavimo da je (¢ V d) < (a Vv b) dobijamo
¢ < b §to je takode suprotno pretpostavci b || ¢. Time je dokazano da je (a V b) || (¢ V d).

Pretpostavka da vazi abey 1 bed, ekvivalentna je redom sa b < aVeic < bVd (posledica
3.2, str. 61). Odatle sledi da je bV ¢ <aVbVcVdsto je ekvivalentno sa ¢injenicom da
je bV e V-izmedu aVbicVd. Odatleje (aVbVbVe)A(bVeVeVd) =bVe Sdruge
strane, lako se dokazuje da iz abcy i bedy, redom sledi aVbVe=aVcibVeVd=>bVd.
Prema tome vazi (aVe) A (bVd)=bVe.
Sada je (aVb)A(bVd) < (aVe)A(bVd) = bVe, paje (aVb)A(aVb)A(bVd) < (aVb)A(bVc) = b,
odnosno b < (aVb) A (bVd) <b. Time je dokazano da je (aVb) A(bVd) =b, 3§
ekvivalentno sa abd, .

Na slican nac¢in se dokazuje da vazi i acd,, .

Lema 3.8 Neka je L V- IR mreZa i neka su a i b proizvoljni elementi nekog anti-lanca S
te mreze. Neka je, dalje, S; anti-lanac mreze L takav da je S; C S i Sy = {x € S | azxby}.
Tada je \/; S1 =a Vb iza sve x,y € S\ {a, b} vazi:

1. a,(x Vy),b su dva po dva neuporedivi i a(x \V y)by,

2. aVz<aVbibvVzz<aVb.

Dokaz. Na osnovu uslova leme i definicije relacije V- izmedu vazi aab, i abby,, a odatle
sledi da su elementi a i b elementi anti-lanca &;. Iz uslova axby, koji je prema posledici
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3.2 (str. 61) ekvivalentan sa x < a V b za svako z € Sy, i na osnovu ¢injenice da a,b € Sy,
oc¢igledno vazi \/; S = a Vv b.

1. Zasve x,y € S \ {a, b} vazi axby i ayb,. Dokazimo da je a || (x V y).

Pretpostavka a < x V y je ekvivalentna sa zay,. Primenom osobine t3 na axby i xzay.,,
dobijamo da vazi bay,, $to je protivreéno sa definicijom 3.2 relacije V- izmedu na str. 51
i sa pretpostavkom da vazi ayb,. Kako su a,b, x,y elementi istog anti-lanca, nije moguce
da bude a > z V y, pa je, prema tome, a || (z V y).

Slicno se dokazuje da je (z Vy) || b. Po uslovu leme vazi a || b, pa je time dokazano da
su elementi a,x V y i b dva po dva neuporedivi.

Pretpostavke axby i ayb, su ekvivalentne, tim redom, sa x < aVbiy < aVb, aodatle
sledi da je z Vy < aVb. Ovo je, dalje, ekvivalentno sa a(z V y)b, (posledica 3.2).

2. Izuslovax <aVbiy<aVbslede, redom, i tvrdenja: aVe <aVbibVr<aVb.
O

Definicija 3.4 Neka su a,p,q elementi istog anti-lanca V- IR mreze L. KaZemo da su
elementi p i q sa iste strane elementa a ako vazi —~(pagqy).

Time je, za dati element a, na uo¢enom anti-lancu V- IR mreze L definisana relacija
”je sa iste strane elementa a”.

Lema 3.9 Neka je L V- IR mreZa i neka je a element proizvoljnog anti-lanca A mrezZe
L. Za dati element a, relacija "je sa iste strane elementa a” je relacija ekvivalencije na

AN\ {a}.

Dokaz. Neka je a element proizvoljnog anti-lanca A mreze L Dokazimo da je na anti-lancu
A relacija ”je sa iste strane elementa a” refleksivna. Podsetimo se da, iako se u definiciji
3.2 (str. 51) ne zahteva da elementi a, b, ¢ € L budu razliciti, za a # b nije moguce da bude
zadovoljeno a = ¢ i abcy. Prema tome, za uoceni element a i proizvoljni element p istog
anti-lanca mreze L vazi —(papy ), Sto dokazuje refleksivnost ove relacije.

Simetri¢nost sledi direktno iz postulata o’ leme 3.3 na strani 53.

Dokazujemo da vazi tranzitivnost. Neka su p, ¢, elementi anti-lanca A za koje vazi
—(paqy) 1 =(qary). Treba dokazati da tada vazi —(pary ).

Pretpostavimo suprotno da vazi pary. 1z pretpostavke —=(pag, ) sledi da je apgy ili pga,.
Pretpostavka pary je ekvivalentna sa rapy, sto sa apgq,, primenom osobine t3, za posledicu
ima ragqy, $to je suprotno pretpostavci —(gary)).

Sli¢no, iz pretpostavke pary i pga,, primenom osobine t;, dobijamo da vazi qary $to je
suprotno pretpostavei —(qgary ).

Time je dokazano da vazi —(pary).

O

U odnosu na proizvoljno izabrani element a anti-lanca A V- IR mreze L, relacija ”je sa
iste strane elementa a” vrsi particiju elemenata anti-lanca A\ {a} na dve klase ekvivalencije.
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Teorema 3.5 Na svakom konacnom anti-lancu V- IR mreZe postoje tacno dva elementa
a i b takva da je, za obe relacije ekvivalencije "je sa iste strane elementa a” 1 “je sa iste
strane elementa b”, jedna od klasa ekvivalencije prazan skup.

Dokaz. Neka je A konacan anti-lanac V- IR mreze L. Neka su elementi tog anti-lanca
x; za it € I, pri cemu je I konacan indeksni skup. Pretpostavimo da na anti-lancu A ne
postoje elementi a i b takvi da je, za obe relacije ekvivalencije ”je sa iste strane elementa
a” i 7je sa iste strane elementa b7, jedna od klasa ekvivalencije prazan skup. Tada za
svaki element x; postoje elementi xz;,z; za koje vazi (xjx;xy)y. Elementi z;, 25 su sa
iste strane elementa z;, odnosno nalaze se u istoj klasi ekvivalencije relacije ”je sa iste
strane elementa x;”, pa prema pretpostavci, postoji element z; koji se nalazi u drugoj
klasi ekvivalencije. Za ovaj element vazi (z;,x;x;)v, pa se x; 1 x; nalaze u istoj klasi
ekvivalencije relacije ”je sa iste strane elementa z;”, u kojoj nije x. Na isti nacin se
dokazuje da postoji element zy, takav da je (z;xxzk, )v, pa se xx i ok, nalaze u istoj klasi
ekvivalencije relacije ”je sa iste strane elementa x;”, u kojoj nisu elementi x; i z;. Posto
je anti-lanac A konacan postoji konacan broj elemenata anti-lanca A koji su u istoj klasi
ekvivalencije relacije ”je sa iste strane elementa x;” kao elementi z; i x;,. Isto tako postoji
konacan broj elemenata anti-lanca 4 koji su u istoj klasi ekvivalencije relacije ”je sa iste
strane elementa z;” kao elementi xj, i x;,. Neka su elementi ovih klasa ekvivalencije redom
indeksirani sa j = jo,J1,..sJn € [ 1 k = ko, k1,....,k, € I, odnosno indeksirani su tako
da redom vazi (z;xj, ,z;)v zat = 1,2,...,n 1 (v;z4,_ 2k )y za z = 1,2,...,m. Tada su
elementi a = z;, € Aib =z, € A takvi da ne postoji ni jedan element anti-lanca A
koji se nalazi u klasi ekvivalencije relacija ”je sa iste strane elementa a = x;,” i "je sa
iste strane elementa b = zy, ” redom, u kojoj nije element z;. Takode su elementi a i b u
razlicitim klasama ekvivalencije relacije ”je sa iste strane elementa x;”, odnosno vazi ax;b,.

Zbog tranzitivnosti relacije ”je sa iste strane elementa a”, za svako x € S vazi axb.
Zaista, za svaki element z € A vazi —(zax;). 1z ax;by sledi —(x;aby), pa primenom tran-
zitivnosti relacije ”je sa iste strane elementa a”, vazi —(xaby). Sli¢no, za svaki element
x € A vazi =(xbx;), a iz az;by sledi i —=(z;bay), pa primenom tranzitivnosti relacije ”je sa
iste strane elementa b”, vazi —(xbay,).

Prema tome za svako x € A vazi axby, a odatle sledi da su a i b jedini elementi anti-
lanca A takvi da je za obe relacije ekvivalencije ”je sa iste strane elementa a” i ”je sa iste
strane elementa b” jedna od klasa ekvivalencije prazan skup. O

Definicija 3.5 Neka je L V- IR mreZa i neka je A neki anti-lanac te mreZe. Ako postoje
elementi a,b € A takvi da za svaki element x € A vazi axby,, reéi éemo da je anti-lanac A
ogranicen, a elementi a i b su granice anti-lanca A.

Elementi a, b proizvoljnog anti-lanca A V- IR mreze koji ispunjavaju uslove ove defini-
cije, su elementi za koje je za obe relacije ekvivalencije ”je sa iste strane elementa a” i ”je
sa iste strane elementa b” jedna od klasa ekvivalencije prazan skup.

Zaista, prema dokazu prethodne teoreme, ako su a i b elementi konacnog anti-lanca A V-
IR mreze za koje je jedna od klasa ekvivalencije za obe relacije ekvivalencije ”je sa iste
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strane elementa a” i ”je sa iste strane elementa b” prazan skup, onda za svako = € A vazi

axb, .

S druge strane, ako za svako x € A vazi axb,, onda su svi elementi anti-lanca A sa

iste strane elementa a sa koje je b i svi elementi anti-lanca A su sa iste strane elementa b
sa koje je a, odnosno elementi a,b € A su takvi da je za obe relacije ekvivalencije ”je sa
iste strane elementa a” i1 ”je sa iste strane elementa b” jedna od klasa ekvivalencije prazan

skup.

Odatle je ocigledno da vazi sledeca posledica teoreme 3.5.

Posledica 3.6 Svaki konacni anti-lanac V- IR mreZe je ogranicen.

Primer 3.5 1.) Ako je L beskonacan lanac sa najveéim elementom 1 i nagmangim ele-

2.)

mentom 0, onda je anti-lanac A atoma mreze I;,(L) = (1, (L), <;) (str. 30) beskona-
¢an ogranicen anti-lanac, a njegove granice su intervali 0 = [0,0] ¢ 1 = [1,1] (slika
3.5 na str 59), sto u nastavku dokazujemo.

Da bismo dokazali da su [0,0] i [1,1] granice anti-lanca A, prema definiciji 3.5, treba
da dokazemo da za svaki element x = [zx,z] € A wvazi 0x1,. Za svaki element
[z, 2] € A wvazi ([0,0] V [z,2]) A ([x,z] V [1,1]) = [0,2] A [x,1] = [x,z]. Mreza I;(L)
je V-IR mreza (lema 3.5 na str. 59), pa prema posledici 3.2 (str. 61) odatle sledi
da je [z, x] V-izmedu [0, 0] i [1, 1], odnosno vazi 0x1y, za svaki element x = [z, z] € A.

Neka je L beskonacan lanac bez najveéeg i najmangjeg elementa. Mreza I;(L) =
(I.(L),<;) je V- izmedu ravna mreza, Sto se dokazuje kao w lemi 3.5 (str. 59)
za mrezu I;(L), gde je L beskonacan lanac sa najveéim elementom 1 i najmanjim
elementom 0. Poznato je da postoji bijekcija izmedu elemenata lanca L i atoma
mreze I;(L) (teorema 2.4, str. 33). Pomenuta bijekcija je preslikavanje f : L — A
definisano sa f(x) = [z,z], gde je A anti-lanac atoma mreze I;(L). Prema tome,
anti-lanac atoma A mreze I;(L) je beskonacan. Dokazimo da je on neogranicen, u
smislu definicije 3.5. Kako smo veé istakli, element a = [a,a] koji je granica anti-
lanca A je takav da je jedna klasa ekvivalencije relacije ”je sa iste strane elementa
a” na A\ {a} prazan skup, odnosno za sve elemente b = [b,b],c = [c,c] € A vaZi
—(bacy). Dokazimo da takav element a ne postoji na anti-lancu atoma A mreZe

L(L).

Neka je a = [a,a] proizvoljan element anti-lanca atoma A mreze I;(L). Za element
a = [a, a] postoji element a € L takav da je f(a) = a. Posto je mreza L beskonacan
lanac bez najveceg 1 najmanjeg elementa, uvek postoje elementi b,c € L takvi da
je b < a < c¢. Po definiciji preslikavanja f, vazi f(b) = b i f(¢) = ¢, b,c € A.
Tada su a, b, c dva po dva neuporedivi elementi u odnosu na neprecizni poredak 1 vazi
a=[a,a] <[b,b]Vic,cl=1[bc]i([bblVla,al)A(la,a]lVicc])=1[ba]Ala,c] =|a,a].
Odatle sledi da vazi (bacy).

Time je dokazano da za svaki element a anti-lanca atoma A mreze I;(L), gde je L

beskonacan lanac bez najveceq i najmangeg elementa, postoje elementi b, c € A takvi
da vazi (bacy), odnosno da je anti-lanac atoma A u ovom sluc¢aju neogranicen.
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Lema 3.10 Neka je L V- IR mreZa i neka je A anti-lanac te mreze. Ako je A maksimalan
anti-lanac (str. 2), koji je ogranicen sa granicama a i b, onda je svaki anti-lanac B mrezZe
L takav da a,b € B, ograniceni anti-lanac sa granicama a i b.

Dokaz.

Neka je A maksimalan ograniceni anti-lanac V- IR mreze L sa granicama a i b. Tada
za svaki element x € A vazi axby.

Neka je, dalje, B anti-lanac mreze L takav da je A # B i a,b € B. Dokazimo da za
svaki element y € B vazi ayb, .

Jasno je da za y € BN A vazi ayb,. Zato pretpostavimo da je y € B\ A. Posto su
a, b,y elementi istog anti-lanca V- IR mreze, vazi ta¢no jedan od uslova yab,, aby, i ayby.

Neka vazi yab,,, Sto je prema posledici 3.2 na strani 61, ekvivalentno sa a < yV b i sa
(yVa)A(aVb)=a.
Kako je anti-lanac .4 maksimalan, postoji element ¢ € A takav dat |fy. Ako pretpostavimo
dajet >y,ondajetVb>yVb > a,sto je ekvivalentno sa tab, i prema tome u suprotnosti
sa pretpostavkom da t € A.
Pretpostavimo sada da je t < y. Odatle sledi da je t Va < y V a, Sto za posledicu ima
a=(yVa)A(aVb)> (tVa)A(aVvb). Sdruge strane jet < aVb, paje (tVa)A(aVb) >
(t Va) ANt =t. Odatle sledi da je t < a, a to sa pretpostavkom a,t € A, za posledicu ima
t = a. Po pretpostavci je t < y, pa vazi a < y, Sto je kontradikcija sa pretpostavkom da su
a iy elementi istog anti-lanca B. Dakle, yab, ne vazi.

Slicno se dokazuje da ne vazi ni aby,.

Time je dokazano da za svaki element y € B vazi ayby,, odnosno da je anti-lanac B
ogranicen i da su elementi a i b njegove granice. O

Neka su a i b proizvoljni neuporedivi elementi mreze L. Elementi mreze L neuporedivi
sa elementom a su elementi poseta L \ (Ta U |a), a elementi neuporedivi sa b su elementi
poseta L\ (TbU [b). Odatle dalje sledi da su elementi neuporedivi sa a i sa b elementi
poseta L\ (TaU la) N L\ (TbU |b). Odatle ocigledno sledi sledece tvrdenje.

Tvrdenje 3.7 Neka je L mreZa i neka su a i b neuporedivi elementi mreZe L. Skup
L\(TaUTbU la U |b)) je skup svih elemenata mreze L koji su neuporedivi sa a i sa b.

Definicija 3.6 Neka je L V- izmedu ravna mreza i neka su a 1 b granice nekog maksimalnog
ogranicenog anti-lanca mreze L. Skup a,b- neuporedivih, u oznaci ab, je skup svih
elemenata mreze L koji su neuporedivi sa a i b, ukljucujuci a i b, odnosno

ab={a,b} U(L\(TaU ThU la U |b)). (3.4)

U nastavku ¢e ab uvek oznacavati skup a, b- neuporedivih, pri cemusua € Lib € L
granice maksimalnog ograni¢enog anti-lanca V- izmedu ravne mreze L.

Teorema 3.6 Neka je L V- IR mresa i neka je ab C L. Tada za svaki element x € ab
vazi axb, .
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Dokaz. Neka su a i b granice maksimalnog ograni¢enog anti-lanca V- IR mreze L i neka
x € ab. Oznac¢imo sa A maksimalni anti-lanac mreze L ¢ije su granice elementi a i b.

Ako z € A C ab, onda po definiciji 3.5 (str. 67) vazi axby.

Pretpostavimo da je x € ab takvo da = ¢ A. Tada vazi zab,, xbay ili axb,. Posto je
anti-lanac A maksimalan, postoji element ¢ € A takav da je t < z ili x < t.

Slicno kao u lemi 3.10 (str. 69) dokazujemo da pretpostavke xaby, i xba, dovode do
kontradikcije, odnosno da vazi azxb, za sve elemente V- IR mreze L neuporedive sa a € L
ibe L, pri cemu su a i b granice maksimalnog anti-lanca mreze L.

O

Teorema 3.7 Neka su a i b neuporedivi elementi konacne V- izmedu ravne mrezZe L. Za
svaki element x € L koji je neuporediv sa a i sa b vazi axby, ako 1 samo ako su elementi a
i b granice nekog maksimalnog anti-lanca A mreze L.

Dokaz. (=) Neka su a i b neuporedivi elementi V- izmedu ravne mreze L i neka vazi
axby za svaki element x € L koji je neuporediv sa a i sa b. Dokazimo da tada postoji
maksimalni anti-lanac A mreze L ¢ije su granice elementi a i b.

Neka je A; proizvoljan anti-lanac V- IR mreze L takav da a,b € A;. Prema pretpostavci,
elementi a i b su granice anti-lanca A;. Ako je anti-lanac .4; maksimalan anti-lanac mreze
L, tvrdenje je dokazano. Ako A; nije maksimalan anti-lanac mreze L, onda postoji bar
jedan element x; € L\ A; koji je neuporediv sa svim elementima anti-lanca A;. Posto je
1 neuporediv sa a i sa b, prema pretpostavci vazi ax,b,. Odatle sledi da su elementi a i
b granice anti-lanca 4; U {z1}, koji obelezavamo sa A,. Ako je anti-lanac Ay maksimalan
anti-lanac mreze L, tvrdenje je dokazano. Ako anti-lanac A5 nije maksimalan anti-lanac
mreze L, na slican na¢in dobijamo ograniceni anti-lanac Az = Ay U {x3} sa granicama a i
b, gde je x9 € L\ Ay neuporediv sa svim elementima anti-lanca Ay. Zbog konacénosti mreze
L, postoji konatno mnogo anti-lanaca A; = A,y U{x; 1}, i =2,3,...,n, sa granicama a i
b, gde je ;1 € L\ A;_1 neuporediv sa svim elementima anti-lanca 4; 1,7 =2,3,....,n. Po
konstrukeciji je jasno da je svaki element mreze L uporediv sa nekim elementom anti-lanca
A, pa je anti-lanac A = A,, maksimalni anti-lanac mreze L sa granicama a i b.

(«<=) Obrnuto, neka su a i b granice nekog maksimalnog anti-lanca A mreze L. Prema
definiciji 3.6 (str. 69), element x € L je neuporediv sa a i b ako i samo ako x € ab, a odatle,
prema teoremi 3.6 (str. 69), vazi axby.

O

Na skupu ab definiemo relaciju poretka na sledeéi naéin.

Definicija 3.7 Neka je L V- IR mreza i neka je ab C L. Za x,y € ab kazemo da element
x prethodi elementu y, §to oznacavamo sa v <K y, ako i samo ako je x =y ili (x || y i

azyy).

Tvrdenje 3.8 Neka je L V- IR mreza i neka je ab C L. Relacija < je relacija poretka na
skupu ab.
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Dokaz. Neka su z,y, z elementi skupa ab.

Prema definiciji 3.7 vazi = < x za svako z € ab, pa je relacija < refleksivna.
Antisimetri¢nost ove relacije je posledica postulata 5 leme 3.3 na strani 53.

Dokazimo da je relacija < tranzitivna. Neka z < y i y < z. Prema definiciji 3.7 (str. 70)
tada je (z =y ili (z ||yiazyy))i(y==z1ili (y| z1ayzy)).

Ako je x = y ili y = 2 onda je x < z trivijalno zadovoljeno.

Neka je x || y i y || z. Dokazimo da je tada z || z.

Pretpostavimo da vazi x |f z. Posto su x,y, z razliciti elementi, tada je z > z ili x < z.

Ako je x > z, onda je a Vx > aV z. Iz pretpostavke y < z sledi da je ayz, Sto je
ekvivalentno sa y < aVz < aV z, a to je dalje ekvivalentno sa ayx, (posledica 3.2, str.
61). Odatle sledi da ne vazi azyy, $to je suprotno pretpostavci da x < y.

Ako je x < z, onda je y Vo < yV z. Iz pretpostavke x < y sledi da vazi azxy, Sto je
ekvivalentno sa z < a V y. Iz pretpostavke y < z sledi da je ayz, Sto je ekvivalentno sa
y = (aVy)A(yVz). Prema prethodno recenom, tada je y > z A (y V ) = z, a to je
suprotno pretpostavci da su elementi x i y neuporedivi u odnosu na poredak < mreze L.

Ovim je dokazano da je z || z. Iz azyy i ayzy sledi azz,, prema osobini t5 za relaciju
V-izmedu. Time je dokazano da vazi x < z i kada su x,y, z razlic¢iti elementi. Dakle,
relacija < je tranzitivna.

Time je dokazano da je relacija < relacija poretka.

O

Tvrdenje 3.9 Neka je L V- IR mreza i neka je ab C L. Za sve neuporedive elemente
x,y € ab sledec¢i uslovi su ekvivalentni:

1. z Ky,
2. axyy,
3. xyby.

Dokaz. (1. < 2.) Po definiciji 3.7, za neuporedive elemente z,y € ab, z < ¥y je ekviva-
lentno sa axy.

(2. = 3.) Neka vazi axy, za neuporedive elemente z,y € ab. Prema teoremi 3.6 (str.
69), zbog y € ab vazi ayb,. Tada vazi i zyb,, prema svojstvu t; relacije V- izmedu.

(3. = 2.) Neka vazi zyb,. Iz x € ab sledi da vazi axb,. Tada je axy,, primenom
postulata o leme 3.3 (str. 53) i svojstva t;.

Time je dokazana ekvivalencija sva tri uslova. O

Posledica 3.7 Neka je L V- IR mreza i neka je ab C L. Za svako x € ab vaZi a < x < b.

Dokaz. Iz definicije i aaxy sledi da a < 2 za svako z € ab. Takode je, po teoremi 3.6,
axby za sve x € ab, pa v < b. Zbog tranzitivnosti relacije < vazi i a < b. O

Prema tome, relacijom < je odreden poredak (smer) na skupu neuporedivih eleme-
nata skupa ab koji zavisi od izbora jednog, od dva grani¢na elementa, za pocetni ele-
ment. [zborom pocetnog i krajnjeg elementa nekog maksimalnog ogranicenog anti-lanca
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odreden je isti poredak na svim ogranicenim anti-lancima sa istim granicama. Tako je,
izborom elementa a za pocetni, a elementa b za krajnji element odgovaraju¢eg maksimalnog
ograni¢enog anti-lanca, na skupu neuporedivih elemenata skupa ab odreden poredak u kome
je element a najmanji, a element b najvedi.

Poredak koji je dualan ovom poretku, u oznaci <¢, na skupu neuporedivih elemenata
skupa ab, dobija se izborom elementa b za pocetni, a elementa a za krajnji element odgo-
varajuéeg maksimalnog ograni¢enog anti-lanca. Relaciju <¢ definiS§emo na sledeéi nacin.

Neka je L V- IR mreza i neka je ab C L, a x iy proizvoljni neuporedivi elementi iz ab.
Tada kazemo da element v dualno prethodi elementu y, sto oznacavamo sa x <%y, ako
i samo ako je x =y ili (x || y i bryy).

Time je za neuporedive elemente skupa ab odreden poredak u kome je element b naj-
manji, a element a najvedi.

Dakle, na skupu elemenata svakog ograni¢enog anti-lanca mogu postojati dva poretka.
Razli¢iti elementi skupa ab su uporedivi relacijom <, koja je restrikcija poretka < mreze
L, ako i samo ako su neuporedivi relacijama < i <¢.

Relacije < i < nisu mrezne relacije. Zaista, skup {z | z || 2,y || z,2 < 2,y < 2z}
gornjih ogranic¢enja za skup {z,y}, gde su z,y € L neuporedivi relacijom < (odnosno
uporedivi relacijom <), u opstem sluc¢aju nema najmanji element u odnosu na relaciju <.
Slicno vazi za relaciju <¢. Prema tome za elemente V- IR mreZe L koji su neuporedivi
relacijama < i <% supremum ne postoji u opstem slucaju. Sliéno, za elemente V- IR mreze
L koji su neuporedivi relacijama < i <% ne postoji ni infimum u opstem slucaju.

Lema 3.11 Neka je L V- IR mreza i neka je dat uredeni skup (ab, <) za ab C L. Neka
su x,y,z € ab dva po dva neuporedivi elementi u odnosu na poredak < iz mreze L. Tada
je xyzy ako i samo ako je i x Ly <K z ili z < y L .

Dokaz. Neka su z,y,2 € ab C L dva po dva neuporedivi elementi u odnosu na poredak
< iz V- izmedu ravne mreze L .

(«<=) Neka vazi * < y i y < z. Odatle redom sledi da vazi azxy, i ayz,. Primenimo
svojstva t; relacije V-izmedu, odatle sledi xyz,. Na slican nacin se dokazuje da iz pret-
postavke z < y < z takode sledi zyz,. Time je dokazano da ako vazi jedan od uslova
r<<y<Kzili z <y <z, onda vazi xyzy.

(=) Obrnuto, neka vazi zyzy, odnosno neka su i z u razli¢itim klasama ekvivalencije
relacije ”...je sa iste strane elementa...” u odnosu na element y. Tada su moguca sledeca
dva slucaja.

(1.) a i x su sa iste strane elementa y, odnosno —(ayz,). Posto je element a granica
maksimalnog anti-lanca mreze L (po definiciji 3.6, str. 69), z i y su sa iste strane
elementa a $to je ekvivalentno sa —(zay,) (definicija 3.4, str. 66). Odatle sledi da
vazi aryy, a to je ekvivalentno sa x < y (definicija 3.7, str. 70). Posto su z i z u
razlicitim klasama ekvivalencije relacije ”...je sa iste strane elementa...” u odnosu na
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element y, onda su a i z u razli¢itim klasama ekvivalencije relacije ”...je sa iste strane
elementa...” u odnosu na element y, odnosno vazi ayzy, sto je ekvivalentno sa y < z.
Zbog tranzitivnosti relacije <, u ovom slucaju vazi r < y < z.

(2.) a iz su sa iste strane elementa y, odnosno —(ayzy). Sa slicnim argumentim kao u
slucaju (1.) dokazujemo da tada vazi azy, i ayz,. Odatle redom sledi z < yiy < x.
Dakle, u ovom slucaju vazi z < y < .

Zbog antisimetri¢nosti relacije < nije moguce da vazi v € y < z1i 2z < y < x. Time je
dokazano da iz zyzy slediilli s K y <€ z ili 2 Ky K .
O

Lema 3.12 Neka je L V- IR mreZa i neka je dat uredeni skup (ab, <) za ab C L. Neka
su, dalje, x,y € ab proizvoljni elementi neuporedivi u odnosu na poredak < iz mreZe L.
Tada su sledeci uslovi ekvivalentni:

1.z <Ky,
2.aVr<aVy,
3. bVz>bVy,

4. (aVz),(xVy),(bVy) sudva po dva neuporedivi i (a V x)(zV y)(bV y)y.

Dokaz. Neka su z,y € ab C L neuporedivi elementi.

(1.= 4.) Neka r < y. Prema tvrdenju 3.9 (str. 71) = < y je ekvivalentno sa azxy, i
xyby. Dokazimo da su (a V z), (z V y), (b V y) dva po dva neuporedivi.

Prema posledici 3.2 (str. 61) iz axyy i zyby redom sledi (aVx) || (xVy)i(zVy) || (yVb).
Treba dokazati da vazi (aVz) || (yVb). Pretpostavimo suprotno, odnosno da (aVz) |f (yVb).

Prvo pretpostavimo da je (a vV z) < (y vV b). Tada je, zbog azyy i zyby, v = (a V ) A
(xVy) < (bVy)A(yVzx)=y,sto je suprotno pretpostavci z || y.

Ako pretpostavimo da je (y Vb) < (aV z), na slican nacin dokazujemo da je y < x, §to
je takode suprotno pretpostavci z || y. Time je dokazano da su (a V z), (z V y), (bV y) dva
po dva neuporedivi.

Dokazimo da vazi (aVx)(zVy)(bVy)y. 1z axyy i zyby sledi redom x < aVyiy < zVb, a
odatle dalje sledi zVy < aVaVyVb to je ekvivalentno sa (aVx)(zVy)(bVy)y (posledica 3.2).

(4. = 1.) Pretpostavimo da je tacno tvrdenje 4, ali da = €« y. Posto su x i y
neuporedivi u odnosu na poredak <, tada vazi y < z, sto je ekvivalentno sa ayx, i yzby
(tvrdenje 3.9), a to je dalje ekvivalentno redom say < aVx iz < yVb. Odatle redom sledi
xVy < aVzizVy < yVb, §to je usuprotnosti sa pretpostavkom da su (aVz), (zVy), (bVy)
dva po dva neuporedivi.

Time je dokazano da je 1. ekvivalentno sa 4.
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(1.= 2.)1(1.= 3). Neka vazi v < y. Kao 8to smo ve¢ u prethodnom delu dokaza
naveli, odatle sledi x < aVy, y <zVb (aVz)l| (zVvVy)i(dVy) | (zVy). Odatle
je, redom, aVz < aVyibVy < xVb S druge strane je (aVz)V (zVy) =aVyi
(bVy)V(xVy)=>bVzx, aodatle sledi da je, redom, aVz #aVyibVy#bVz Time je
dokazano da iz pretpostavke xr < yslediaVz <aVyibVaxz>bVy.

(2. = 1.) Sada pretpostavimo da je aVx < aVy i da z ne prethodi y. Posto suz,y € ab
neuporedivi u odnosu na poredak <, tada vazi y < x. Prema prethodno dokazanom tada
jeaVy<aVx, sto sa pretpostavkom a V x < a V y dovodi do kontradikcije.

Slicno se dokazuje da iz 3. sledi 1.

Ovim je dokazana ekvivalencija sva ¢etiri uslova.

O

Teorema 3.8 Neka je L kompletna V- izmedu ravna mreza i ab C L. Tada su poseti
A= {\/(a V) |x €S za svaki neprazni skup S C ab} i (3.5)
B = {\/(b V) |z €S za svaki neprazni skup S C ab} (3.6)

linearno uredeni relacijom poretka koja je restrikcija poretka iz L.

Dokaz.

Za sve jednoelementne podskupove {z} i {y} skupa ab vazi aVe < aVyiliaVy < aVu.
Ako su elementi x i y uporedivi u odnosu na poredak <, to je ocigledno, a ako su neu-
poredivi u odnosu na poredak < tada v < y ili y < x. Prema lemi 3.12 (str. 73) za
svaka dva elementa x i y neuporediva u odnosu na poredak <, vazi r < y ako i samo ako
aVx < aVy. Prema tome, za svaki element 2 € ab C L, element a V z je uporediv sa
svim elementima a V y za sve y € ab.

Neka su sada S i S; proizvoljni neprazni podskupovi skupa ab. Dokazimo da je
V.es(aV @) uporediv sa \/, g (a V).

Primetimo da je V cg(aV ) =aVV, g2 iV, g (aVy) =aV\V, g yidaovisupre-
mumi postoje zbog kompletnosti mreze L.

Posto su aVx iaVy uporedivi za sve pojedinacne elemente z € S'i y € S7, moguca su
sledeca tri slucaja.

(1.) Za svako z € S postoji y € S; takav da je a Vx < aVy i za svako y € Sy postoji
z € S takvo da je a Vy < aVz. Odatle je, redom, \/, cs(a V) <V, g (aVy)i
Vyes, (@Vy) <V, cglaV ). Odatle dalje sledi da su ovi supremumi jednaki.

(2.) Postoji x € S takvo da je a V& > aVy zasvako y € S;. Tada je \/, .g4(a V) >
Vyes, (@ Vy). Zaista, \ cq(aVr) >aVrzasvakor € SiaVa >\, g (aVy).
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(3.) Postoji y € S; takav da je aVy > aV x za svako x € S. Sliéno kao u slucaju (2.) se
dokazuje da je tada \/,.g(aVz) <V, g (aVy).

Time smo dokazali da je poset A linearno ureden. Sli¢no se dokazuje da je poset B
takode linearno ureden.
O

Lanci A i B su ograniceni. Zaista, ako je skup S = {a}, onda vazia € AiaVbe B.
Ako je skup S = {b}, onda vazi a Vb € Aib € B. Prema posledici 3.7 (str. 71) i lemi
3.12 (str. 73), najmanji i najveéi elementi lanaca A i B su, redom, 05 = a, 0p = b,
11 =15 = aVb. Prema tome, ako su elementi a i b granice nekog maksimalnog anti-lanca
kompletne V- izmedu ravne mreze L, onda je A C [a,a Vb i B C [b,a V b]. Da obrnuto
ne vazi u opstem slucaju, odnosno da je u opstem slucaju [a,a Vb € Ai [b,a Vb € B,
ilustrova¢emo primerom, nakon $to dokazemo da su i intervali [a,a V b] i [b, a V b] linearno
uredeni za proizvoljne neuporedive elemente a i b mreze L.

Teorema 3.9 Neka je L V- izmedu ravna mreza i neka su a ¢ b neuporedivi elementi mreZe
L. Tada su intervali [a,a V b] i [b,a V ] linearno uredeni.

Dokaz.

Neka su elementi a,b € L neuporedivi. Pretpostavimo da u intervalu [a, a V b] postoje
neuporedivi elementi p # aVbiq # aVb Zaelemente piqgvazia <pia<gq,stoza
posledicu ima pVb = qVvVb = aVb. Odatle sledi da su p i ¢ neuporedivisabidajep < bVg.
Prema posledici 3.2 (str. 61) p < bV ¢ je ekvivalentno sa bpg,. Medutim, takode vazi i
q < bV p, pa vazi bgpy, $to je moguce samo ako je p = ¢ (postulat G leme 3.3, str. 53).

Time je dokazano da je interval [a,a V b] linearno ureden. Slicno se dokazuje linearna
uredenost intervala [b,a V b]. O

Primer 3.6 Neka je L V- izmedu ravna mreZa ciji je dijagram ilustrovan na slici 3.7. Na
mrezi su oznaceni elementi a 1 d koji su granice maksimalnog anti-lanca date mreze. U
ovom slucaju je ad = {a,c,d}, pa je A= {a,aVec,aVvd}, a B={d,cVdaVvd}. Zadatu
mrezu vazi [a,a NV d] € A, zato §to element b € [a,aV d] i b ¢ A.

avd

and

Slika 3.7
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Tvrdenje 3.10 Neka je L kompletna V- izmedu ravna mreZa i neka su A i B ograniceni
lanci definisani u teoremi 3.8 na str. 74. Tada je svaki element lanca A\{aV b} neuporediv
sa svakim elementom lanca B\ {a V b}.

Dokaz. Neka su elementi p,q € L takvidajepe A\ {aVb}iqe B\ {aVb}.
Pretpostavimo da je ¢ < p. Odatle sledida jea <pib<q<p. TadajeaVb<p, pa
vazi a V b = p, sto je kontradikcija sa pretpostavkom p # a V b. Slicno sa pretpostavkom
p < ¢ dobijamo da je a V b = ¢, $to je kontradikcija sa pretpostavkom ¢ # a V b. Time je
dokazano da vazi p || q.
O

Definicija 3.8 Neka je L kompletna V- izmedu ravna mreza i neka je ab C L. Za poset
(Lgp, <), gde je Lz ={\/ S| za sve neprazne skupove S C ab} U {a A b} i gde je relacija
< restrikcija relacije < iz mreZe L, kaZemo da je V- generisan skupom ab.

Lema 3.13 Neka je L kompletna V- izmedu ravna mreZa i neka je (L, <) poset V- ge-
nerisan skupom ab C L. Tada vazi:

1. m > a ako i samo ako je m € A, za svaki element m € L;
2. n>b ako i samo ako je n € B, za svaki element n € L,

gde su A i B lanci definisani u teoremi 3.8 (str. 74).

Dokaz. 1. Iz pretpostavke m = a trivijalno sledi
me A={\/(aVz)|xecS zasvaki neprazni skup S C ab}.
Neka je element m € L_; takav da je m > a. Prema ovoj pretpostavci m nije element
skupa ab, a poset L je V- generisan skupom ab, te stoga postoji neprazan podskup S
elementa iz ab takav da je m = \/__gz. S druge strane vazi \/,_q(aVz) = aV \, .42
Odatle sledi \/,.q(a V &) = aV m =m, pa je time dokazano da m € A.

Tvrdenje u drugom smeru je oc¢igledno.

2. Dokaz stava 2. je slican dokazu stava 1.

Teorema 3.10 Neka je L kompletna V- izmedu ravna mreZa i neka je (L, <) poset V-
generisan skupom ab C L. Tada je

Lz=abUAUBU{aAb}. (3.7)

Dokaz.

Neka s € Lz \ {a A b}. Tada postoji neprazan podskup S poseta ab takav da je
VS = s. Posto je S C ab nije moguée da bude s < a ili s < b. Prema tome, moguéi su
slededi slucajevi.
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(1.) s > a. Prema prethodnoj lemi s > a je ekvivalentno sa s € A.
(2.) s > b, §to je ekvivalentno sa s € B.
(3.) s|lais]| b, sto je ekvivalentno sa s € ab.

Dakle formiranjem supremuma na nepraznim podskupovima skupa ab dobijamo ponovo
neki od elemenata skupa ab ili neki od elemenata lanaca A ili B, ¢ime je dokazano tvrdenje
teoreme. O

Teorema 3.11 Neka je L kompletna V- izmedu ravna mreZa i neka je ab C L. Tada je
(L, <) kompletna V- izmedu ravna mreza.

Dokaz.

Za svaki element x € ab vazi axb,, pa, prema osobini 2. leme 3.4 na strani 53, vazi
a ANb < z. Po konstrukciji a A b € L;, pa je a A b najmanji element poseta L.

Dobro je poznata cinjenica da je kompletna mreza svaki uredeni skup sa najmanjim
elementom, u kome svaki neprazan podskup ima supremum. Po definiciji L_; elementi
proizvoljnog nepraznog podskupa poseta L= su elementi skupa ab U {a A b} ili su supre-
mumi nepraznih podskupova elemenata skupa ab, pa se moze smatrati da je supremum
svakog nepraznog podskupa poseta L-; supremum nepraznog podskupa elemenata skupa
ab. Supremumi nepraznih podskupova poseta L~ su, po definiciji 3.8 (str. 76) i prethodno
recenom, elementi poseta L_;. Odatle sledi da svaki neprazan podskup poseta L_; ima
supremum, pa je L_; kompletna meza, a operacija V na mrezi L_; je restrikcija operacije
V na mrezi L. Dakle, kompletna mreza L_; je V- podmreza mreze L.

Kako je mreza L V- podmreza V- IR mreze L, prema teoremi 3.3 (str. 63), i L; je
V- IR mreza.

O

U nastavku ¢e L_; uvek oznacavati V- podmrezu V- izmedu ravne mreze L V- gener-
isanu skupom ab C L.

Iz kompletnosti mreze L_; koja je dokazana u prethodnoj teoremi, sledi njena ogranice-
nost. Prema teoremi 3.10 (str. 76) i osobini 2. leme 3.4 (str. 53) za svaki element z € L;
vazi a ANb < x < aV b, a odatle sledi da su aVbiaAbredom najveéi i najmanji element
mreze L.

Primer 3.7 Mreza I;(L), definisana na strani 59, generisana je anti-lancem svojih atoma.
Anti-lanac atoma je beskonacan i ogranicen elementima 0 = [0,0] ¢ 1 = [1,1], Sto je
dokazano u primeru 3.5 na strani 68. Poredak < na posetu 01, je takav da je element O
najmangi, a element 1 najveéi element. Dokazali smo da je mreza I;(L) V- izmedu ravna
(lema 3.5 na str. 59). Nagveéi element ove mreze je 0V 1 =[0,1], a nagjmangi 0 A1 = (.
Mreza 1;(L) je atomarno generisana (teorema 2.4, str. 33), pa je mreZa V-generisana
skupom 01 C I;(L) upravo mreza I;(L), odnosno Lyt = I;(L).
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Dokazac¢emo da se A- nerazlozivi elementi mreze L— nalaze samo na lancima A i B.

Lema 3.14 Neka je L V- izmedu ravna mreZa i a_? C L. Neka je p element mreze Lg.
Element p # a V' b je \- nerazloZiv v L akkop € A ilip € B.

Dokaz. (=) Neka je p A- nerazloziv element mreze L. Ako su elementi a,p,b dva po
dva neuporedivi, tada, prema uslovima leme, vazi apby, $to je dalje (prema posledici 3.2
na strani 61) ekvivalentno sa (a V p) A (pV b) = p. Zbog A- nerazlozivosti elementa p, tada
jeaVp=npilpVb=p, sto je nemoguce jer je neuporediv sa a i sa b.

Dakle, ako je p A- nerazloziv element mreze L= nemogude je da p € ab\ {a,b}. Prema
teoremi 3.10 na strani 76, tada je p € A ili p € B.

Time je dokazano da se A- nerazlozivi elementi mreze L-; nalaze na ograni¢enim lancima

AiB.

(<=) Za dokaz u suprotnom smeru pretpostavimo da p € A. Neka su t,r € L takvi
dajep=tAr. Posledicajea <p<tia<p<r,atojeekvivalentno sat,r € A. Odatle
sledi da je p =t ili p = r, odnosno p je A- nerazloziv.

Sli¢no se dokazuje da je svaki element lanca B takode A- nerazloziv.

(I

Primer 3.8 Kao ilustraciju prethodnih rezultata uw mrezi I;(L) na slici 3.5 (str.59), prema
oznakama u prethodnoj lemi, je lanac A = Ly = {[0,2] | € L}, a lanac B = L, =
{[x,1] | * € L}. Lanac A je ogranicen, a njegov najmanji element je interval [0,0], dok
je njegov najveéi element interval [0,1]. Lanac B ima isti najveéi element, dok je njegov
nagmangi element interval [1,1]. Elementi ovih lanaca su A- nerazloZivi i svaki element
lanca A\ {[0,1]} je neuporediv sa svakim elementom lanca B\ {[0,1]}. Takode uocavamo
da su svi elementi mreze I;(L), osim () i elemenata ogranicenih lanaca A i B, neuporedivi
sa intervalima [0,0] @ [1,1].

U sledeéoj posledici teoreme 3.9 (str. 75) je dat jedan dovoljan uslov da V- izmedu
ravne mreze imaju neprazan poset A- nerazlozivih elemenata.

Posledica 3.8 Neka je L kompletna V- izmedu ravna mreZa sa najveéim elementom 1
i nagmangim elementom 0, u kojoj su svi maksimalni anti-lanci ograniceni. Ako postoje
elementi a,b € L\ {1} koji su granice nekog maksimalnog ogranicenog anti-lanca mreze L
takvi da je a Vb = 1, onda su glavni filtri generisani elementima a @ b linearno ureden:.
Svi elementi glavnih filtera Ta \ {1} @ 16\ {1} su A- nerazlozivi elementi mreze L.

Dokaz.

Neka su elementi a,b € L\ {1} granice nekog maksimalnog ograni¢enog anti-lanca
mreze L takvi da je a Vb = 1. Tada je [a,a Vb = [a,1] = Ta i [b,a Vb = [b,1] = b, a
odatle, prema teoremi 3.9, sledi da su Ta i Tb linearno uredeni.

Dokazimo da su elementi glavnog filtra generisanog elementom a A- nerazlozivi elementi
mreze L.
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Neka je # € Ta \ {1} i neka su p,q € L takvidaje pAqg=2z. Tadajea < x <p
ia <z <q, aodatle sledi p,q € Ta. Zbog linearne uredenosti filtera Ta elementi p i g
su uporedivi pa je, prema tome, x = p ili x = ¢. Time je dokazano da je svaki element
x € Ta \ {1} A- nerazloziv u mrezi L.

Slicno se dokazuje da je svaki element x € 1b\ {1} A- nerazloziv u mrezi L.

O

Mreza L koja ispunjava uslove posledice 3.8, ima neprazan poset A- nerazlozivih ele-
menata. Obrnuto ne vazi, odnosno u mrezi u kojoj su svi maksimalni anti-lanci ograniceni
i koja ima neprazan poset A- nerazlozivih elemenata, ne moraju postojati granice a i b
nekog maksimalnog ograni¢enog anti-lanca takve da je aVb = 1. Ovo tvrdenje ilustrujemo
slede¢im primerom.

Primer 3.9 Na slici 3.8 je ilustrovana kompletna V- izmedu ravna mreZa ¢iji je gornji deo
izomorfan sa mrezom N x NU{T'} gde je T' dodat najveéi element. Maksimalni anti-lanci
ove mreze su ograniceni, ne postoje elementi a,b koji su granice nekog maksimalnog anti-
lanca ove mreZe takvi da je a vV b =T, a poset N\- nerazloZivih elemenata je neprazan. Na
slici su N\- nerazloZivi elementi istaknuti zatamnjenim kruZi¢ima.

T
o

Slika 3.8

Pre nego sto formulisemo slede¢u lemu, podsetimo se da A- nerazlozivi elementi mreze L
¢ine poset sa poretkom nasledenim iz mreze L i da taj poset oznacavamo sa My = (Mp, <),
a §irinu poseta A- nerazlozivih elemenata mreze L oznacavamo sa w(My).

Lema 3.15 Neka je L kompletna konacno dualno prostorna mreZa. MrezZa L je lanac ako
i samo ako je w(M) = 1.
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Dokaz. (=) Ako je kompletna, kona¢no dualno prostorna (str. 7) mreza L lanac, onda
je ocigledno w(M) = 1.

(«<=) Neka je L kompletna, konacno dualno prostorna mreza i neka je w(Mp) = 1. Tada
zasve z,y € Lvazix = N(TeNn M) iy = A(TyN Myp). Jasno je da vazi (Ta N M) C My,
i (TyN M) C My, aposto je poset My, lanac, odatle sledi da je (Ta N M) C (Ty N Mp) ili
(TN M) D (TyN Myp). Odatle redom sledi A(TzN M) > A(TyNMyp) ili A(TeNMp) <
ATy N Mp). Dakle, x > y ili < y. Time je dokazano da je mreza L lanac.

O

Teorema 3.12 Neka je L kompletna mreza i neka je w(Mp) = n, n € N. Mreza L je
dualno konacno prostorna ako i samo ako je svaki element x mreZe L jednoznacno odreden
sax=ANTenNCHOANTzNC) A ANTzNC), gde su C; (i =1,2,...,n) disjunktni

lanci njenih A- nerazloZivih elemenata.

Dokaz. (=) Neka je L kompletna, dualno konacéno prostorna mreza. Iz pretpostavke da
je mreza L dualno konacno prostorna sledi da je w(Mp) = 1 ako i samo ako je mreza L
lanac, a odatle direktno sledi tvrdenje teoreme.

Neka je sada w(Mp) = nin > 2, n € N. Prema teoremi 1.19 (str. 12) poset M,
se moze predstaviti kao unija n disjunktnih lanaca. Neka je M, = JC;, i = 1,2,...,n i
CinC; =0zasvei,jel={12..,n}ii#j. Zbog kompletnosti mreze L, za svaki
element z € L postoje A(TeNC;) (i =1,2,...,n). Ocigledno je z < A(Tz N C;) za svako
iel,pajexc < AN(TznNC)AN..ANTxNC).

Neka je y element mreze L takav da je A(TeNCy) A ... AA(TeNC,) = y. Odatle sledi
dajey < AN(TzNC;) zasvakoi € Iidajex <vy. Iz x < ysledidaje Ty C Tz, a odatle da
jeiTyN My C TxenN Mp. Neka je m € L element takav da m € Tx N M. Tada jem > x i
m € My. Odatle sledi da postoji 2 € I tako da m € C.

Akom € C;, ondam > AN(TeNC;) (i € I). S druge strane jey < A(TzNC;) (i € 1), pa
odatle sledi da je m > y. Dakle, m € Ty. Posto m € My, odatle sledi da vazi m € TyN My,
pa je Txe N My C Ty N My.

Posto je obrnuta inkluzija ve¢ dokazana, ovim je dokazano da je Ty N My = Tz N My.
Odatle sledi da je A(Ty N M) = A(Tx N Mp). Po uslovu teoreme mreza L je dualno
konacno prostorna pa je z = A(TeNMp) iy = A(TyNM). Time je dokazano da je z = y,
odnosno da je z = A(TeNC) A .. AN(TxNCy).

(«<=) Dokazimo tvrdenje u drugom smeru. Pretpostavimo da je svaki element z kom-
pletne mreze L jednoznacno odreden sa x = A(Tx N Cy) A ... A ATz N C,), gde su C,
i€ l=1{1,2,...,n} disjunktni lanci njenih A- nerazlozivih elemenata. Iz TxNC; C TxN M
za i € I, sledi da je A(Te N C;) > A(Tz N Mp). Odatle sledi da je x = A(Te N Cy) A ... A
ATz N C,) > AN(Ten Mp). S druge strane, vazi z < A(Tz N Mp). Odatle sledi da je
x = N\(TxN Mp). Time je dokazano da je mreza L dualno konacno prostorna.

O

Primetimo da u prethodnoj teoremi nije neophodno da su C; (i = 1,...,n) lanci, ni da
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su disjunktni, ve¢ samo da je M}, unija skupova C; (i = 1,...,n), ali je za dokaze teorema
koje slede potrebna data formulacija.

Navodimo i dualni oblik prethodne teoreme.

Teorema 3.13 Neka je L kompletna mrezZa i neka je Jy, poset V- nerazloZivih elemenata
mreZe L sirine n, n € N. MreZa L je konacno prostorna ako i samo ako je svaki element
x mreze L jednoznacno odreden sa x = \/(laNCy)VV(lzNCy)V...VvV(lzNC,), gde su
C; (i=1,2,...,n) disjunktni lanci njenih V- nerazlozivih elemenata.

Sledece tvrdenje je posledica teoreme 3.12.

Posledica 3.9 Neka su (C;,<¢,) zai € I ={1,2,...,n} (n € N) kompletni lanci sa nag-
mangim elementom Oc¢, i najvecim elementom lc, redom. Tada je mreza

(Cy x Cy X ... x Cy, <) konacno bi-prostorna mreza, gde je < relacija poretka po kompo-
nentama.

Dokaz. Neka su (C;,<¢,) zai € I ={1,2,...,n} (n € N) kompletni lanci sa najmanjim
elementima O¢, i najveéim elementima 1¢, za svako ¢ € I redom. Tada je mreza (Cy x ... X
Cy, <) kompletna i distributivna.

Lako se pokazuje da su C] = {(1¢,, ..., 1o, 1, % Loy - 1ey) | @ € Ci\ {1, }} za svako
1 € I disjunktni lanci A- nerazlozivih elemenata mreze C; x ... x C),. Za svaki element
(21, T2, ..., &) mreze Cp X ... X C, vazi:

(:L‘b T2y eeny :L‘n) - /\iEI<]‘Cl7 (RS ]-C,'_Nx’h 1Ci+17 (RS ]-Cn)a

pa je mreza C X ... X (), dualno kona¢no prostorna.
Dokaz da je mreza C x ... x (), konacno prostorna je dualan prethodnom dokazu.
O

Teorema 3.14 Neka je L kompletna dualno konacno prostorna mrezZa c¢iji je poset N\- ne-
razlozivih elemenata (My, <) i neka je w(Mp) =n (n € N). Tada postoje kompletni lanci
C1, ..., C, i injektivno preslikavanje f: L — C7 x ... x C}, takvo da su ocuvani supremumi
1 n je nagmangi broj za koji takvi lanci i takvo potapanje postoji.

Dokaz.

Pretpostavimo da je L kompletna dualno kona¢no prostorna mreza i da je w(My) = n.
Iz pretpostavke da je mreza L kompletna, sledi da je ogranicena, odnosno da ima najmanji
(0) i najveéi (1) element.

Pretpostavimo prvo da je n = 1, odnosno da je w(My) = 1. Posto je mreza L dualno
kona¢no prostorna, prema lemi 3.15 (str. 79), w(My) =1 je ekvivalentno sa ¢injencom da
je mreza L lanac. Tada je C; = My U{1.} = L. Preslikavanje f : L — C} definisano sa
f(z) =z (z € L) je injektivno preslikavanje kojim su o¢uvani supremumi.
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Neka je sada w(Mp) = n > 2. Tada M, moze da se predstavi kao unija n disjunktnih
lanaca (teorema 1.19, str. 12). Neka je M = C{U...UC;,, gde je C;NCj =0, za i # j,
i,jel={12,..,n}.

Neka su dalje lanci C; za svako ¢ € I definisani na sledeé¢i nacin:

Ci=CU {/\ M | za svaki podskup M C C!}. (3.8)

Lanci C; (i = 1,...,n) su kompletni. Zaista, ako je M = @, onda je AM = 1, €
C;, za svako i € I. Prema tome, lanci C; (i = 1,...,n) imaju najveéi element. Zbog
kompletnosti mreze L svaki neprazan podskup lanca C; ima infimum koji je element lanca

Primetimo jo$ da su najmanji elementi lanaca C; elementi O, = A C/, za i = 1,...,n.
Jasno je da vazi \ C! = A C;, za svako ¢ € I (po konstrukciji).

Dokazimo da vazi A(TeNC)) = A(TenNC;), (i =1,...,n), za svako = € L.

Neka je z € L. Ako vazi \(TxNCY) € CI, jasno je da tada vazi A\(TzNCY) = A(TzNC;),
(i=1,...,n).

Neka je t € I i neka je A(Tx N C)) = x4 i 2y € C;. Po definiciji lanaca Cy, vazi x; € Cy.
Pretpostavimo da je A(Tz N Cy) = my. Zbog kompletnosti lanca C; vazi m; € Cy. Odatle
sledi da postoji skup M C Cf takav da je A M = m;. Tada je M C Tz NC].

Zaista, za svaki element t € M vazi t > \ M = m,. S druge strane je A(Tz N C}) = my,
pa je my > x. Odatle sledi ¢ > x, odnosno t € Tz. Posto je M C Cj, odatle dalje
sledi t € Tz N C}. Time je dokazano da vazi M C Tx N Cj, a posledica toga je da je
AM > A(TxnC)), odnosno my > A(Tz N C}).

S druge strane je C} C Cy, paje TaNC; C TxNC;. Odatle sledi A(TzNC}) > A(TzNCy) =
my. Time je dokazano da vazi A(TeNC}) = my = AN(TeNCy) za svako x € Lisvakoi € I.

Prema teoremi 3.12 (str. 80) vazi x = A,.;(Tx N C}) za svako x € L. Prema gore
dokazanom tada vazi i * = A,.;(Tx N C;) za svako x € L. Posto, zbog kompletnosti
lanaca C; vazi A(Tz N C;) € C; za svako ¢ € I, sada mozemo definisati preslikavanje
f:L— C} x...x (), na sledeéi nac¢in:

f(x) = (A(Qz 0 Cy), - A(Tz N Gr)).

Preslikavanje f je ocigledno dobro definisano. Dokazimo da je preslikavanje f injek-
tivno.

Neka su z,y proizvoljni elementi mreze L i neka su A(TeNC;) = z; 1 A(TyNC;) = y;
zat=1,..,n.

Za ovako definisano preslikavanje f jednakost f(z) = f(y) je ekvivalentna sa
(1, oy Tn) = (Y1, -, Yn), a to je dalje ekvivalentno sa z; = y; za svako ¢ € I. Odatle sledi
dajex=x1N... ANz =y1 N... Ny, =y. Dakle, x = y.

Dokazimo da su pri preslikavanju f o¢uvani supremumi.
Neka je S proizvoljan podskup mreze L. Dokazujemo da je f(\/ S) = \/(f(9)), gde je

f(8)={f(@) |z eSt={(ATznCy),.. ATz N Ch)) | z € S}.
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Ako je S = 0, onda je \/ S = 0,. Posto je A(10, N C;) = ANC;i, i = 1,...,n, onda
je f(VO) = f(0L) = (ACh,..., ACy). Veé smo konstatovali da je AC; = ANC; = Og¢,,
i=1,...,n,paje f(\/0) =0cx..xc,, gde je sa 0c,x..xc, obelezen najmanji element mreze
Cy X ... x Cy. S druge strane vazi \/(f(0)) = V{f(z) | = € 0} = O¢,x..xc,. Time je
dokazano da je f(\/0) =\ (f(D)).

Neka je sada S # () podskup mreze L. U mrezi C; X ... x C,, supremum se definise po
komponentama, pa je \/ f(S) = (V,es(A(Tz N Ch), ..., V,es (AN(Tz N Cy)).

Neka je \/ S = s. Tada je f(\VS) = f(s) = (A(1sN C1),..., A(Ts N C,)). Prema tome,
treba dokazati da je A(Ts N C;) = V,es(A(TzNCy)) zai=1,...,n.

Iz \/ S = s i osobine filtara da je Ts = (),cq T2 sledi da je Ts C Tz za svako z €
S. Odatle dalje sledi A(TsNC;) > A(TznNC;) (i = 1,...,n) za svako x € S. Dakle,
ANTsNC) > V,es(ATzNCy)) (1 =1,...,n).

Neka je i € Iinekaje \/, .o(A(TxNC;)) = t. Odatle sledi da je t > A(TxNC;) za svako
x € S, dakle t > x za svako x € S. Prema tome, vazi t > \/ S = s, odnosno t € s. Posto
je C; kompletan lanac vazi t € C;, pa odatle sledi t € TsNC; it > A(TsNC;). Posto je
obrnuta nejednakost dokazana, time je dokazano da vazi A(Ts N C;) =\, co(A(Tz N Cy)).

Time je dokazano da je A(TsNC;) = V,cs(A(Tx N C;)) za svako i € I = {1,...,n}.
Dakle, pri preslikavanju f su oCuvani supremumi.

Dokazimo da je n najmanji broj za koji takvo potapanje postoji.
Pretpostavimo da postoji k& € N, kompletni lanci Dy, ..., D i injektivno preslikavanje g :
L — D1 X Dsy X ... X Dy, kojim su ocuvani supremumi, dakle g je izotono preslikavanje. Tada
je g(L) V- kompletna podmreza mreze Dy x ... x Dy, paje w(g(L)) < w(Dy X ...x Dy) = k.
S druge strane vazi w(L) = w(g(L)) i w(L) > w(Mp) = n. Dakle, n < k.
O

Pri gore definisanom potapanju infimumi se ne poklapaju u opstem slucaju. To je
posledica osobine filtara (J,.; T2; € T(N;e; i) za x; € L (i € I = {1,...,n}), gde jednakost
ne vazi u opstem slucaju.

Teorema 3.15 Neka je (L, <) kompletna mreza. Tada postoje kompletni lanci Cy, ..., C,,
1 injektivno preslikavanje f : L — Cy x ... x C}, takvo da su ocuvani supremumsi ako i samo
ako je L dualno konacno prostorna mreza i w(Mp) < n.

Dokaz. (=) Neka je L kompletna mreza. Pretpostavimo da postoje kompletni lanci
Ch, ..., C, sa najmanjim elementima redom O¢,, ..., 0¢, 1 najve¢im elementima 1¢,, ..., 1¢,
redom, tako da je f : L — C}x...xC, injektivno preslikavanje kojim su o¢uvani supremumi.
Dakle, preslikavanje f je izotono. Neka je dalje Ly = f(L). Prema tome, mreze L i
L, su izomorfne, pri ¢emu je operacija Vp, na mrezi L; restrikcija operacije V na mrezi
Ch X ... x C},. Zaista, po uslovu teoreme pri preslikavanju f supremumi su oCuvani, pa je
mreza Ly V- kompletna podmreza (str. 4) mreze C X ... x C,,. Pri tome je najmanji element
mreze L; isti kao najmanji element mreze C; X ... X C,,. Zaista, V0 =01 i Veyx..xc,0 =
(0¢y, ---0¢, ), pa posto su supremumi o¢uvani, onda je f(0.) = (O¢,,-..,0¢,) € L.
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Dokazimo da je mreza L; C C x ... x (), dualno kona¢no prostorna.
Neka je a = (aq,...,a,) € Ly i neka a nije A- nerazloziv. Tada postoje elementi b =
(by,...,bn) € Lyic=(c1,...,c,) € Ly takvidajea=bAr, c,a#biaz#c. Primetimo da
operacija A, na mrezi L; u opstem slucaju nije restrikcija operacije A na mrezi Cy x...xC),
idavazibAc>bAg c. Nekajed = (dy,...,d,) =bAc. Izd = (dy,....d,) =bAc
sledi da je d; = b; ili d; = ¢; za svako i € {1,2,...,n} = I. Takode postoje i,j € I
i # j takvi da je d; < b; i d; < ¢j. Neka je \/{(z1,....,2,) € L1 | x; > dj,x; = d;,i €
I,’L' 7£ j} = (\/l’l, ceey \/ZEj_h dj, \/.Tj_|_1, cery \/J]n) = (t17 ceey tj—la dj,tj+1, ,tn) za svako j el
Elementi t; = (t1,...,t-1,d;,tj11,...,t,) su elementi mreze L; za svako j € I i takode
su A- nerazlozivi elementi mreze L;. Zaista, elementi (yi,...,y,) € Ly takvi da je t; <
(Y1, ., Yn) su elementi (¢q,....t5-1,Yj, tjs1, ... tn) 1 dj < y;, za svako j € I, pa u mrezi L,
ne postoje elementi p = (p1,...,pn) 14 = (q1,...,q,) takvida je tj = p Aq, p # t; i q # t;
(7 = 1,2,...,n). Ocigledno vazi A{t; | j € I} = N{(t1,....,t;-1,dj, tjs1, ... tn) | j € I} =
(dy,....,d,) =d.

Dokazimo da je A\, {t; | j € I} = a.
S obzirom natodaje A, {t; | j€ [} < A{tj|je€l} =d=DbAcvazi A\, {t;|j€l} <b
iNAL At ljel} <c paje A\, {tj|j€l} <bAL c=a Sdruge strane iz a < d sledi
a < tjzasvako j € [, pavazia < A\, {t;|j € I}. Odatlesledi daje A\, {tj|j€}=a

Time je dokazano da je mreza L, dualno konacno prostorna.

Zbog izomorfizma mreza L; i L, odatle sledi da je mreza L dualno konac¢no prostorna
i da je w(L) = w(L,). Sirina mreze L; nije ve¢a od Sirine mreze C; x ... x C,,, odnosno
w(Ly) < n. Odatle sledi da je w(Mp) < w(L) < n, odnosno w(Mp) < n.

(«<=) Neka je mreza L kompletna dualno konacno prostorna mreza i neka je w(M) =
k < n. Tada, prema teoremi 3.14, postoje kompletni lanci C}, Cs, ..., C} i injektivno pres-
likavanje f : L — C} X ... x (% takvo da su oc¢uvani supremumi. Tada za svako n > k
postoji injektivno preslikavanje h : L — Dy x ... X D,, tako da su oCuvani supremumi, gde
su D; lanci redom izomorfni sa lancima C; (1 = 1, ..., k), a lanci Dyyq, ..., D,, su proizvoljni
lanci sa najmanjim elementom 0. Zaista, ako su g; : C; — D; (i = 1, ..., k) dati izomorfizmi,
onda je preslikavanje h definisano na sledeé¢i nacin h(z1, ..., z,) = (fi(z1), ..., fu(zx),0,...,0)
trazeno potapanje.
O

Posledica 3.10 Neka je L kompletna mrezZa. MreZa L je dualno konacno prostorna V-
izmedu ravna mreza ako i samo ako postoje kompletni lanci Cy 1 Cy i injektivno preslika-
vanje f: L — Cy x Cy takvo da su ocuvani supremums.

Dokaz. (=) Neka je mreza L kompletna, dualno konacno prostorna V- izmedu ravna
mreza. Prema teoremi 3.1 na strani 62, poset A- nerazlozivih elemenata mreze L je najvise
Sirine dva, odnosno w(M) =n < 2 (n € N). Dalje je dokaz sledi iz teoreme 3.14 za n = 2.

Dokazimo da postoje kompletni lanci C i C5 i injektivno preslikavanje f : L — Cy x Cy
takvo da su o¢uvani supremumi za n = 1.
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Posto je mreza L dualno kona¢no prostorna, prema lemi 3.15 (str. 79), w(My) = 1 je
ekvivalentno sa ¢injencom da je mreza L lanac. Tada je C; = M, U{l.} =L, a Cy = {c}
je jednoelementni lanac. Preslikavanje f : L — C} x Cy definisano sa f(z) = (z,¢) (x € L),
oc¢igledno je dobro definisano i izomorfizam izmedu mreza L i C x Cy. Dakle, pri preslika-
vanju f su oCuvani supremumi.

(«<=) Pretpostavimo da postoje kompletni lanci C, Cy sa najmanjim elementima redom
Ocy,0c, 1 najvetim elementima 1l¢,, 1, redom. Neka je f : L — 7 x Cy injektivno
preslikavanje kojim su ocuvani supremumi. Prema prethodnoj teoremi 3.15 L je dualno
konacno prostorna mreza.

Neka je dalje L; = f(L). Prema tome, mreze L i Ly su izomorfne, pri ¢emu je operacija
V1, restrikcija operacije V na mrezi C; x Cy. Zaista, po uslovu teoreme pri preslikavanju
f supremumi su oc¢uvani, pa je mreza L; V- kompletna podmreza mreze C x Cs.

Prema lemi 3.6 na strani 60, mreza C x Cy je izmedu ravna mreza, pa je, prema tome,
C1 x Cy V- izmedu ravna mreza. Posto je mreza Ly V- kompletna podmreza mreze C; x Cs,
odatle sledi da je L; V- izmedu ravna mreza (prema teoremi 3.3 (str. 63)). Iz izomorfizma
mreza L i L; sledi da je i mreza L V- izmedu ravna mreza.

O

Zbog kompletnosti rezultata, navodimo i dualni oblik teoreme 3.15 (str. 83).

Teorema 3.16 Neka je (L, <) kompletna mreza. Tada postoje kompletni lanci Cy, ..., C,,
1 injektivno preslikavanje f: L — Cy X ... X C,, takvo da su ocuvani infimumi ako 1 samo
ako je L konacno prostorna mreza i w(Jr) < n, gde je Jp poset V- nerazloZivih elemenata
mreze L.

Podsetimo se da su algebarske mreze dualno prostorne (str. 8). Potpuno A- nerazlozi-
vi elementi su takode i A- nerazlozivi, pa su algebarske mreze dualno konacno prostorne.
Prema tome, za algebarske mreze vaze redom posledice teoreme 3.12 (str. 80) i posledice
3.10 (str. 84), koje navodimo u nastavku.

Posledica 3.11 Neka je L algebarska mreza i neka je w(Mp) =n, n € N. Tada je svaki
element x mreze L jednoznacno odreden sa x = \N(TxNC) AN(TzNC) A ANTzNC,),
gde su C; (i =1,2,....,n) disjunktni lanci njenih A- nerazloZivih elemenata.

Vazi i specijalan slucaj ove posledice.

Posledica 3.12 Neka je L algebarska V- izmedu ravna mreZa. Tada je svaki element x
mreze L jednoznacno odreden sa v = \(TxNCy) AN(TzNCy), gde su Cy i Cy lanci njenih
A- nerazlozivih elemenata.

Posledica 3.13 Neka je L algebarska mreza. Tada je L V- izmedu ravna mrezZa ako i samo
ako postoje kompletni lanci Cy, Cy i injektivno preslikavanje mreze L u mrezu Cy x Cy takvo
da su supremumi ocuvani.
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mogu injektivno preslikati u direktan proizvod dva lanca tako da su supremumi o¢uvani.

Teorema 3.17 Neka je L kompletna V- izmedu ravna mreza takva da je w(L) > 2. Ako
u mrezi L postoje razliciti elementi a 1 b koji su granice nekog maksimalnog ogranicenog
anti-lanca takvi da je L = Lz U [a,a V bl U [b,a V b]', onda je mreza L dualno konacno
prostorna.

Dokaz.

Neka su a,b € L granice nekog maksimalnog ogranicenog anti-lanca mreze L i neka je
L= LzUla,aVblU[b,aVb]. Prema teoremi 3.10 (str. 76) vazi L = abU AU BU{aAb},
gde su A = {\/(aV ) | € S za svaki neprazni skup S C ab} i B = {\/(bV ) | v €
S za svaki neprazni skup S C ab} lanci (teorema 3.8, str. 74). Prema teoremi 3.9 (str. 75)
intervali [a,a V] i [b,a V b] su lanciivazi A C [a,aVb]i B C [b,aVb] (str. 75). Prema
lemi 3.14 (str. 78), A- nerazlozivi elementi mreze L su samo elementi lanaca A\ {a V b}
i B\ {aVb}. Sobzirom na to da je L = LzU[a,aVblU[b,aVb], najveti element mreze L
je a Vb =1, anajmanji element mreze L je a Ab = 0y. Tada je [a,a V] = [a,1,] = Ta i
[b,a Vbl = [b,1] = Tb. Prema posledici 3.8 (str. 78) svi elementi glavnih filtera Ta \ {15}
i 76\ {1.} su A- nerazlozivi elementi mreze L. Prema prethodnom razmatranju, svi A-
nerazlozivi elementi mreze L su elementi disjunktnih lanaca Ta\ {15} i 76\ {1}, odnosno
My = (1a\ {1.)) U (1b\ {1.}).

Prema teoremi 3.12 (str. 80) mreza L je kona¢no dualno prostorna ako i samo ako je
svaki element = € L jednoznacno odreden sa z = A(TzN (Ta\{1.})) AATzN(T6\{1.})).

Dokazimo da je A(Tz N (Ta \ {11})) = a V x za svako x € L. Zaista, za x € L i
x & Tbvazi xVa € Ta\{ly} ixVa € Tz, odnosno z Va € (TxzN (Ta\ {1.})), pa je
zVa > A(TzN(Ta\{1.})). S druge strane A(TzN(Ta\{1.})) > zi A(TzN(Ta\{1L})) > a,
paje A(TenN(Ta\{1.})) > aV z. Time je dokazano da je A(Tz N (Ta\{1l.})) =aVz za
x€Lix g b Zax e tbvazi A(TbN(Ta\{1.})) = A0 =1, =aV1,, paiuovom slucaju
vazi trazena jednakost. Slicno se dokazuje da vazi A(TzN(Tb\{1.})) = bVz zasvako x € L.

Prema tome, treba dokazati da za svaki element x € L vazi x = (aVx) A (x Vb). Posto
je L=abUTaUTbU{a A b}, mogudi su sledeéi slucajevi:

(1.) x € ab. Prema teoremi 3.6 (str. 69) tada vazi axby, §to je ekvivalentno sa z =
(aVx) A (xVDb) (posledica 3.2, str. 61).

(2.) z € Ta. Tadaje aVa =x,pavazi x =z A (z V).
(3.) x€Tb. TadajebVae =z, pavaziz = (a V) Ax.

(4.) x=aANb. Tadaje (aV (a Ab)) A ((aAb)Vb)=aAb.

' Mreza L— V- generisana skupom ab definisana je na strani 76, a u teoremi 3.10 (str. 76) dokazano
jedaje L= = abUAUBU{aAb}, gde su A = {\/(aVz) |z € S za svaki neprazni skup S C ab} i
B={\(bVaz)|x €S zasvaki neprazni skup S C ab}, a skup ab neuporedivih definisan na strani 69.
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Time je dokazano da za svaki element x € L vazi x = (aVx) A (zVb), a time i da je mreza
L konacno dualno prostorna.
]

Sledeée tvrdenje je posledica upravo dokazane teoreme 3.17 i posledice 3.10 (str. 84).

Posledica 3.14 Neka je L kompletna V- izmedu ravna mreza takva da je w(L) > 2. Ako
u mrezi L postoje razliciti elementi a i b koji su granice nekog maksimalnog ogranicenog
anti-lanca takvi da je L = Ly U [a,a V bl U [b,a V b], onda postoje kompletni lanci Cy i
Cs 1 injektivno preslikavanje f : L — Cy x Cy takvo da su pri preslikavanju f ocuvani
supremums.

Dokaz. Neka su a,b € L granice nekog maksimalnog ograni¢enog anti-lanca mreze L i
neka je L = Lz U[a,a Vb U[b,aVb]. Prema teoremi 3.17 mreza L je dualno konac¢no
prostorna, a prema posledici 3.10 za mrezu L postoje kompletni lanci C; i C5 i potapanje
f: L — C7 x Cy takvo da su pri potapanju f oCuvani supremumi.

O

Dakle, mreze koje se mogu potopiti u direktan proizvod dva kompletna lanca tako da
su oc¢uvani supremumi, su kompletne dualno konacno prostorne V- IR mreze. Neke klase
dualno konaé¢no prostornih V- izmedu ravnih mreza su algebarske V- IR mreze i V- IR mreze
koje ispunjavaju uslove teoreme 3.17. Dualno, kompletne mreze koje se mogu potopiti u
direktan proizvod dva kompletna lanca tako da su o¢uvani infimumi, su kona¢no prostorne
A- IR mreze, a neke klase ovih mreza su ko-algebarske A- IR mreze i A- IR mreze koje
ispunjavaju uslove dualne uslovima teoreme 3.17.

Drugom Dilworth-ovom teoremom 1.21 (str. 15) je odreden uslov da postoje konaéni
lanci C1, ..., C,, i injektivno preslikavanje date konac¢ne, distributivne mreze D u podmrezu
mreze C X... X C,. U nastavku formuliSemo tvrdenja kojima su odredeni potrebni i dovoljni
uslovi da postoje konacni lanci C1,...,C),, i injektivno preslikavanje proizvoljne konacne
mreze L u V- podmrezu mreze C; X ... X C), i potrebni i dovoljni uslovi da postoje konac¢ni
lanci CY, ..., C, i injektivno preslikavanje proizvoljne konac¢ne mreze L u A- podmrezu mreze
Cy x...xC,.

U dokazu koristimo ¢injenicu da svaki konacan poset jednoznacno odreduje distribu-
tivhu mrezu tako da je izomorfan sa posetom A- nerazlozivih elemenata te distributivne
mreze. Za distributivne mreze koje su, do na izomorfizam, generisane posetom My A-
nerazlozivih elemenata mreze L koristimo oznaku D(M).

Teorema 3.18 Neka je L konacna mreZa ¢iji je poset N-nerazloZivih elemenata (M, <)
i neka je w(Mp) = k. Tada postoji potapanje mreie (L, <) u direktan proizvod k lanaca,
tako da su supremumi ocuvani v k je najmangi broj za koji takvo potapanje postoji.

Dokaz. Mreza (Z(M}),C) polu-ideala na posetu (Mp, <) je distributivna, a poset V-
nerazlozivih elemenata iz (Z(My), C) je izomorfan sa posetom (M, <) (teorema 1.7 na str.
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8). Prema teoremi 1.9 na str. 8 umrezi (Z(My), C) poseti V- i A- nerazlozivih elemenata su
izomorfni, pa je i poset A-nerazlozivih elemenata mreze (Z(My), C) izomorfan sa (M, <).

Prema lemi 1.1 (str. 9) postoji potapanje g : L — Z(My). Tada je g(L) = L. Prema
lemi 1.3 (str. 9) operacija V na mrezi g(L) je restrikcija operacije V na mrezi Z(Mp).
Prema dokazu teoreme 1.11 (str. 9), najmanji element distributivne mreze Z(M) takode
je element mreze g(L). Prema tome g(L) je V- podmreza mreze Z(My) sa najmanjim
elementom koji se poklapa sa najmanjim elementom mreze Z(M,).

Ako je w(Mp) = k onda je i w(Mz(n,)) = k, zbog izomorfizma poseta A- nerazlozivih
elemenata mreza L i Z(Mp). Prema teoremi 1.22 na str. 15, postoji potapanje mreze
Z(My) u mrezu koja je proizvod k kona¢nih lanaca C,Cy, ..., Cy. Pri tom potapanju su
oc¢uvani i supremumi i infimumi, pa prema tome i najveéi i najmanji elementi.

Neka je pomenuto potapanje ¢ : Z(Mp) — Cy X Cy X ... X Ck.

Preslikavanje pog : L — (7 x Cy X ... x C}, je potapanje mreze L koje ispunjava zahteve
teoreme.

Iz teoreme 1.22 takode sledi da je k najmanji broj za koji takvo potapanje postoji.

O

Posto su konacne mreze kompletne i bi-prostorne, vazi sledeca posledica teoreme 3.15
(str. 83).

Posledica 3.15 Konacna mreza (L, <) se moze potopiti u direktan proizvod k lanaca, tako
da su supremumi ocuvani, ako i samo ako je w(Myp) < k.

Sledeca posledica je dualna posledici 3.15, pa je takode navodimo bez dokaza.

Teorema 3.19 Neka je L konacéna mreza i neka je (Jp, <) poset V-nerazlozivih elemenata
mreze L. Tada postoji potapanje mreze (L, <) u direktan proizvod k lanaca, tako da su
infimumi oc¢uvani, ako i samo ako je w(Jr) < k.

3.3 Konacne izmedu ravne mreze 1 dualno-slim mreze

U ovom delu dajemo vezu izmedu dualno-slim mreza (str. 17) i V- izmedu ravnih mreza.

Prema teoremi 3.1 (str. 62) postoji veza izmedu dualno-slim mreza i konacnih V-
izmedu ravnih mreza. U teoremi 3.1 je dokazano da je jedna od karakteristika V- IR mreza
da svaki anti-lanac ima najvise dva A- nerazloziva elementa. Odatle sledi da su konacne
V- izmedu ravne mreze dualno-slim mreze. Obrat ¢emo dokazati uspostavljanjem veze
izmedu V- izmedu ravnih mreza i mreza koje nastaju kao direktan proizvod dva lanca, s
jedne strane, i izmedu dualno-slim mreza i mreza koje nastaju kao direktan proizvod dva
konac¢na lanca, s druge strane.

Tvrdenje 3.11 Neka je L konacna mreza. Tada su sledeci uslovi ekvivalentnai:

1. L je V- IR mreza.
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2. Poset N-nerazloZivih elemenata (M, <) mreZe L je takav da je w(My) < 2.

3. Postoje n,m € N i potapanje mreze L u mreZu n X m pri kome su supremumsi
océuvani.?

Dokaz. 2 < 3 sledi iz teoreme 3.18 (str. 87) i njene posledice 3.15.
3 < 1 Uslovi 3 i 1 su ekvivalentna na osnovu posledice 3.10 (str. 84).
O

Time je uspostavljena veza izmedu dualno-slim i kona¢nih V- izmedu ravnih mreza.

Posledica 3.16 Konacna mreza L je dualno-slim mreZa ako i samo ako je L V- izmedu
TAUNG Mreza.

Za A- IR mreze vazi tvrdenje dualno tvrdenju 3.11 u kome se poset A- nerazlozivih
elemenata zamenjuje posetom V- nerazlozivih elemenata, supremum sa infimumom, a naj-

manji element sa najvecim elementom.

Prema principu dualnosti vazi slede¢a posledica.

Posledica 3.17 Konacna mreza L je slim ako i samo ako je L N- izmedu ravna mreZa.

2Podsetimo se da je sa n obelezen konaéni lanac sa n elemenata, duzine n — 1 (str. 1).
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Glava 4

Teoreme sinteze za
intervalno-vrednosne rasplinute
skupove

4.1 Nivo skupovi

Poslednjih godina osim ”klasi¢nih” nivo skupova uvode se i neke nove definicije nivo
skupova koji imaju slicne osobine kao ”klasi¢ni” nivo skupovi i takode daju moguénost
za dekompoziciju rasplinutih skupova. Medu autorima koji su posmatrali nestandardne
nivo skupove i mogucnost za reprezentaciju rasplinutih skupova, ili njihovih uopstenja,
pomoéu ovakvih nivo skupova su V. Janis, A. Tepavcevié, B. Seselja [79], Yuan Xue-Hai,
Li Hong-Xing, E. Stanley Lee, Xiao-shen Li [150, 151, 152].

U ovom radu koristimo sledece termine:

Neka je L kompletna mreza iy : X — L mrezno-vrednosni rasplinuti skup na X (krade:
L - rasplinuti skup), tada za p € L skup p, = {r € X | u(z) > p} zovemo p-gornji nivo
skup ili samo gornji nivo skup prema nazivu uvedenom u [151], umesto uobicajenog

naziva p-nivo skup (p-cut set) ili nivo skup (cut set).

Skup: p? ={z € X | u(z) < p} zovemo p-donji nivo skup ili samo donji nivo skup,
takodje prema nazivu uvedenom u [151], umesto <- p - nivo skup, kako su nazvani u [144].

Familiju gornjih nivo skupova obelezavamo: F,, = {yu, | p € L}, a familiju donjih nivo
skupova: F* = {u? | p € L}.

Donji nivo skupovi imaju sli¢ne osobine kao gornji nivo skupovi, sto se moze videti u
[151]. Ovde navodimo neke od osobina nivo skupova koje su od interesa u ovom radu.
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Ako je 0 najmanji element, a 1 najveéi element mreze L, tada vazi sledece:
Lo pp=Xipu =X
2. Ako je p < ¢ tada je pig C 1, 1 p? C pt

3. wa)=V{peL|xepn}
pe)=Npell|zepur}

4. Ako je M C L tada vazi: (\(pp | p € M) = py{pemy i
N | p e M) = pMreM,

5. (F,, Q)i (F*, C) su kompletne mreze, pri ¢emu je C uobicajena inkluzija za skupove.

Mozemo primetiti da iz ' = X i pg = X sledi da su pg i p! redom, najveéi elementi
familija gornjih i donjih nivo skupova JF; i F» mrezno-vrednosnog rasplinutog skupa u :
X — L. Sliéno vazi za najmanje elemente familija gornjih i donjih nivo skupova mrezno-
vrednosnog rasplinutog skupa p: X — L.

Lema 4.1 Neka je L kompletna mreza, X neprazan skup i p: X — L mreZno-vrednosni
rasplinuti skup. Neka je Fy familija gornjih, a Fo familija donjih nivo skupova mrezZno-
vrednosnog rasplinutog skupa p. Tada vazi:

1. Mlszlz
2. :uozm:'r%

gde su (F1 i (\Fo najmangi elementi familija nivo skupova Fy i Fy, redom.

Dokaz. 1. Podsetimo se daje uy ={z € X | pu(z) > 1} ={z € X | p(z) = 1}. Za svako
p € L vazi p <1, pa je p, 2 p1. Odatle sledi da je p; najmanji element familije gornjih
nivo skupova mrezno-vrednosnog rasplinutog skupa g, odnosno p; = () Fj.

2. Slicno je u°® = {z € X | u(z) <0} = {zr € X | u(x) = 0}. Za svako p € L vazi

0 < p, paje u® D pP. Odatle sledi da je u° najmanji element familije donjih nivo skupova
mrezno-vrednosnog rasplinutog skupa p, odnosno p° = () Fo.

O

Koristec¢i gornje nivo skupove na mrezi L mozemo definisati relaciju ekvivalencije ~ na
slededi nacin [137, 138]: za p,q € L

p ~ q ako i samo ako je p, = 1.

Skup klasa ekvivalencije obelezavamo sa L /. Relacija < na mrezi L proizvodi poredak
na L/~ na sledeéi na¢in: za p,q € L

[P~ < lgl~ ako i samo ako je T¢() u(X) € Tppu(X).
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Relacija < na L/~ je dobro definisana, odnosno ne zavisi od elemenata koji pred-
stavljaju klase. Zaista, ako p; € [p]~, onda je p; = p, §to je ekvivalentno sa p,, = .
Ovo je dalje ekvivalentno sa Tp; [ u(X) = Tp(u(X). Slicno vazi ¢; € [¢]~ ako i samo
ako je Tgr (X)) = Tgp(X). Odatle sledi da je [p]~ < [¢]~ ako i samo ako je

T N (X)) = Tpr N p(X).

Poredak < na L/~ se moze dovesti u vezu sa inkluzijom na skupu gornjih nivo skupova
na slededi nacin [137]:

[p]~ < [q]~ ako i samo ako je u, C

Odatle sledi sledece tvrdenje.

Tvrdenje 4.1 ([138]) Neka je u: X — L L-rasplinuti skup na X. Tada je poset (L/~, <)
mreza anti-izomorfna sa mrezom gorngjih nivo skupova (F,, C) skupa p.

Preslikavanje p — \/[p]~ (p € L) je operator zatvaranja na mrezi L, a zatvoreni ele-
menti ove mreze su najveéi elementi klasa ekvivalencije u odnosu na relaciju & i oni ¢ine
kompletnu mrezu na L (posledica 1.2, str. 11). Ova mreza je zatvorena u odnosu na
proizvoljne infimume iz L (teorema 1.13, str. 11), ali ne i u odnosu na supremume, pa je
A- kompletna podmreza mreze L (str. 4).

Sli¢no definiSemo relaciju ekvivalencije ~ sa donjim nivo skupovima: za p,q € L
p ~ q ako i samo ako je uP = pf.
Poredak na L/. se uvodi dualno poretku na L/, odnosno za p,q € L vazi:

[p]~ < [g]~ ako i samo ako je [pu(X) C g u(X).

Relacija < na L/. je o¢igledno dobro definisana.

Poredak < na L/. se moze dovesti u vezu sa inkluzijom na skupu donjih nivo skupova
na sledeéi nacin:

[p]~ < [g]~ ako i samo ako je uP C u?

Dakle, vazi tvrdenje dualno tvrdenju 4.1:

Tvrdenje 4.2 Neka je p: X — L L-rasplinuti skup na X. Tada je poset (L], <) mreza
izomorfna sa mrezom dongih nivo skupova (F*,C) skupa p.

Preslikavanje p — A[p]~ (p € L) je unutrasnji operator na mrezi L, a otvoreni elementi
ove mreze su najmanji elementi klasa ekvivalencije u odnosu na relaciju ~ i oni ¢ine kom-
pletnu mrezu na L (posledica 1.3, str. 12). Ova mreza je zatvorena u odnosu na proizvoljne
supremume iz L (teorema 1.16, str. 11), ali ne i u odnosu na infimume, pa je V- kompletna
podmreza mreze L.
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4.2 'Teoreme sinteze za mrezno-vrednosne rasplinute
skupove

Slede¢om teoremom sinteze za mrezno-vrednosne rasplinute skupove ili, kra¢e, L-rasplinute
skupove, odredeni su potrebni uslovi da unapred zadata kolekcija podskupova nepraznog
skupa X bude kolekcija gornjih nivo skupova nekog L- rasplinutog skupa.

Teorema 4.1 [137] Neka je F kolekcija podskupova nepraznog skupa X koja je zatvorena
u odnosu na preseke i éija unija je X. Neka je (F, <) mreza izomorfna sa (F,2). Tada
je kolekcija gornjih nivo skupova L-rasplinutog skupa p : X — F, definisanog sa u(x) =
N(p € F |z € p), jednaka sa F i za svako p € F vazi: p, = p.

Poznato je da je familija gornjih nivo skupova nekog L- rasplinutog skupa zatvorena u
odnosu na preseke i da sadrzi X, pa su ovi uslovi i dovoljni.

Sledec¢e teoreme, formulisane za mrezno-vrednosne rasplinute skupove, su objavljene
u [64]. Navodimo ih sa prethodno navedenim terminologkim izmenama vezanim za nivo
skupove.

Teorema 4.2 Neka su L 1 Ly kompletne mreZe, takve da je L C Ly, svi infimumi u L se
poklapaju sa odgovarajucim infimumima u Ly i najveci element im je isti. Neka su ras-
plinuti skupovi p : X — L iv : X — Ly takvi da je p(z) = v(z) za sve x € X. Tada
rasplinuti skupovi p i v imaju iste kolekcije gornjih nivo skupova.

Dokaz.
Neka je C': Ly — L; preslikavanje na L; definisano na slede¢i nac¢in: za svako p € L,

Cp)=Npi€ L|p<pi}

Posto je najvedi element isti u obe mreze i L C L4, preslikavanje C' je dobro definisano.
Lako se proverava da je ovo preslikavanje operator zatvaranja na L; i da su zatvoreni
elementi ta¢no svi elementi iz L.

Sada dokazujemo da je za svako p € L; gornji nivo skup v, jednak gornjem nivo skupu
Ve (p)-

Neka p € Ly. Tada = € v, ako i samo ako je v(x) > p. Neka je v(z) = ¢. Tada je ¢ > p,
a odatle je ¢ > A{p; € L | p < pi}, posto g € L. Odatle je v(x) > C(p) i v € ve(p). Time
je dokazano da je v, C vg(p).

Iz p < C(p), imamo da je ve () C v, i jednakost gornjih nivo skupova je dokazana.

O

Teorema 4.3 Neka su (L,Ar,Vy) i (L1, AL,,Vi,) kompletne mreze i neka je ¢ : L — Ly
imjektivno preslikavange iz L u Ly koje preslikava najvecéi element L u najveci element Ly,
tako da za sve x,y € L vazi p(x Apy) = @(x) AL, o(y). Neka je p: X — L rasplinuti skup
na X i neka je v : X — Ly definisan sa v(x) = p(u(z)). Tada rasplinuti skupovi u i v
imagu iste familije gornjih nivo skupova @ i, = V) 2a sve p € L.
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Dokaz. Neka je Ly = {p(z) | © € L} C L;. Lako se dokazuje da je (Ls,Ar,,Vi,)
mreza, gde su operacije Ar, 1 Vp, redom restrikcije operacija Ap, 1 Vi,. Mreza Lo je
izomorfna sa mrezom L, svi infimumi u Ly se poklapaju sa odgovaraju¢im infimumima u
L, inajvedi element u L; se poklapa sa najveéim elementom u Ly. Neka jesadan : X — Lo
preslikavanje definisano sa n(z) = v(z) za sve © € X. Po definiciji rasplinutog skupa v i
posto su mreze L i Ly izomorfne, odatle sledi da se gornji nivo skupovi rasplinutog skupa p
poklapaju sa gornjim nivo skupovima rasplinutog skupa 7 i da je p, = 1, za sve p € L.
Po teoremi 4.1, gornji nivo skupovi rasplinutih skupova 7 i v se poklapaju, te odatle sledi
da rasplinuti skupovi p i v imaju iste familije gornjih nivo skupova i vazi p, = v,,) za sve
pe L.

O

Sa istim terminoloskim izmenama navodimo teoremu sinteze za L- rasplinute skupove
kod kojih je kompletna mreza L unapred zadata.

Teorema 4.4 [6/] Neka je L data kompletna mreza. Potreban i dovoljan uslov da
F C P(X) bude kolekcija gornjih nivo skupova L-rasplinutog skupa p: X — L je da je F

1. zatvorena za preseke i sadrzi X,

2. da njen dualni poset moze biti potopljen u L, tako da su tim potapanjem ocuvani svi
mfimumi 1 najveci element.

Dokaz. Neka je L kompletna mreza, neka je X neprazan skup i neka je F kolekcija
podskupova skupa X zatvorena za preseke, koja sadrzi X. Posto je zatvorena za preseke i
sadrzi X, kolekcija F je kompletna mreza. Neka je F¢ dualna mreza i neka je £ potapanje
F?umrezu L takvo da su tim potapanjem o¢uvani svi infimumi i najveéi element mreze F¢
se preslikava na najveci element mreze L. Takvo potapanje postoji po uslovima teoreme.

Po teoremi 4.1 na strani 94, postoji rasplinuti skup ¢ : X — F¢ takav da za svako
s € F¢ ¢, = s, odnosno kolekcija gornjih nivo skupova rasplinutog skupa ¢ sa poklapa sa
kolekcijom F.

Neka je pn: X — L rasplinuti skup definisan sa p(z) = E(¢(x)). Ispunjeni su svi uslovi
teoreme 4.3 (str. 94), pa se poklapaju kolekcije gornjih nivo skupova rasplinutih skupova
1 i. Time je dokazano da se kolekcija gornjih nivo skupova rasplinutog skupa p poklapa
sa kolekcijom F.

Obrnuto, pretpostavimo da je F = {p, | p € L} C P(X) kolekcija gornjih nivo skupova
rasplinutog skupa p : X — L, za datu kompletnu mrezu L. Poznato je da je kolekcija F
zatvorena za preseke i da sadrzi X. Neka je F? mreza dualna mrezi F. Prema tvrdenju
4.1 na strani 93, F? je izomorfna mrezi (L/~,<). Ova poslednja mreza je izomorfna sa
mrezom zatvorenih elemenata za operator zatvaranja p — V[p|~ u mrezi L. Zatvoreni
elementi su najveci elementi klasa ekvivalencije za ~. Mreza zatvorenih elemenata ima isti
najveéi element kao L i svi infimumi su oéuvani. Odatle sledi da se F¢ moze potopiti u L

tako da su pri tom potapanju ocuvani svi infimumi i najveci element.
O
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Teorema 4.5 [6/] Neka je p : X — L mrezno-vrednosni rasplinuti skup. Tada postoji
kardinalni broj c i rasplinuti skup v : X — {0,1}¢ takav da rasplinuti skupovi u i v imaju
identicne kolekcije nivo skupova.

Dokaz. Dobro je poznato da je svaka kompletna mreza L izomorfna sa mrezom svih svojih
glavnih ideala uredenom inkluzijom ({|lx | z € L}, C). Mreza ({lz | = € L}, C) se moze
potopiti u mrezu (P(L), C) tako da svi infimumi ostaju ocuvani i najveéi element im je
isti. Mreza (P(L), C) se moze izomorfno predstaviti sa {0,1}¢ za neko c.

O

Mreza {0,1}¢ je podmreza mreze [0, 1]°, pri ¢emu su operacije V i A redom maksimum
i minimum po komponentama. Na taj nacin gore izneti rezultati omogucavaju koriséenje
realne analize u istrazivanju mrezno vrednosnih struktura.

Teoreme 4.1-4.4 mozemo iskazati u dualnoj formi.

Teorema 4.6 Neka je (F, C) kolekcija podskupova nepraznog skupa X koja je zatvorena u
odnosu na preseke 1 cija unija je X. Tada je kolekcija donjih nivo skupova L-rasplinutog
skupa p: X — F, definisanog sa pu(z) = (\(p € F | x € p), jednaka sa F i za svako p € F
vazi: uP = p.

Teorema 4.7 Neka su L i Ly kompletne mrezZe, takve da je L C Ly, svi supremumi u L se
poklapaju sa odgovarajuc¢im u Ly 1 nagmangi element im je isti. Neka su rasplinuti skupouvi
pw:X — Liv:X — Ly takvi da je p(x) = v(z) za sve x € X. Tada rasplinuti skupovi p
1 v imaju iste kolekcije dongih nivo skupova.

Dokaz. Dokaz je dualan dokazu teoreme 4.2 (str. 94) tako da se operator zatvaranja
na mrezi L; zameni unutrasnjim operatorom [ : L; — L; definisanim na slede¢i nacin:
I(p) =\/{pi € L |p > pi}, ¢iji su otvoreni elementi upravo elementi mreze L.

O

Teorema 4.8 [1/4] Neka su (L,Ap,V5) i (L1, AL,,V5,) kompletne mreze i neka je ¢ :
L — Ly ingektivno preslikavanje iz L w Ly koje preslikava najmangi element L u najmanyi
element Ly, tako da za sve x,y € L vazi p(x Vi y) = p(x) Vy, p(y). Neka je p: X — L
rasplinuti skup na X i neka je v : X — Ly definisan sa v(zx) = p(u(x)). Tada rasplinuti
skupovi pi i v imagu iste familije donjih nivo skupova i p? = v*®) za sve p € L.

Teorema 4.9 Neka je L data kompletna mreza. Potreban i dovoljan uslov da F C P(X)
bude kolekcija donjih nivo skupova L-rasplinutog skupa p: X — L je da je F

1. zatvorena za preseke i sadrzi X ;
2. da poset (F,C) moze biti potopljen u L,

tako da su tim potapanjem ocuvani svi supremumsi i najmangi element.
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Dokaz. Ovaj dokaz je dualan dokazu teoreme 4.4 (str. 95), tako da su pri potapanju F
ocuvani supremumi i da se najmanji element F preslikava na najmanji element 0 mreze L.
Dalje se, umesto teoreme 4.1 (str. 94), koristi teorema 4.6 (str. 96), a umesto teoreme 4.3
(str. 94), pozivamo se na teoremu 4.8 (str. 96).

S druge strane, u dokazu da je uslov potreban, koristimo tvrdenje 4.2 (str. 93), umesto
tvrdenja 4.1 (str. 93), po kome je kolekcija donjih nivo skupova izomorfna sa mrezom L/,
a ova je izomorfna sa mrezom otvorenih elemenata na mrezi L (pri unutrasnjem operatoru
p+— A[p]~). Kao sto je ranije receno, mreza otvorenih elemenata ima isti najmanji element
kao L i supremumi su o¢uvani. Time je ispunjen i 2. uslov ove teoreme.

O

4.3 Intervalno-vrednosni rasplinuti skupovi
Intervalno-vrednosni rasplinuti skupovi se definisu na sledeéi nacin.

Definicija 4.1 [48, 66] Intervalno-vrednosni rasplinuti skup (IVES) na univerzumu X
je preslikavange pn : X — Int([0,1]), gde Int([0,1]) oznacava sve zatvorene podintervale
intervala [0,1]. Klasa svih intervalno-vrednosnih rasplinutih skupova na X se oznacava

IVFS(X)L.

Uobicajeno je dase za a € Int(]0, 1]) donja i gornja granica intervala, redom, obelezavaju
saaia,tj. a=[a,a]. Duzina intervala 7(a) = @ — a je stepen neizvesnosti (neodredenosti)
za a kako je definisano u [35], odnosno amplituda intervala a, kako je definisano u [12].

Intervalno-vrednosne rasplinute skupove posmatramo kao mrezno vrednosne rasplinute
skupove, odnosno kao preslikavanje p: X — L, gde je L kompletna mreza, a X neprazan
skup. Prema rezultatima iznetim u drugom poglavlju, skup intervala jedini¢nog intervala
[0, 1] realnih brojeva, u oznaci I([0, 1]), je kompletna mreza u odnosu na svako od ¢etiri pos-
matrana uredenja: poredak po komponentama <, neprecizni poredak <;, strogi intervalni
poredak <; i leksikografski poredak <; koji su definisani na stranama 20 i 21. Zbog toga
¢emo pod intervalno-vrednosnim rasplinutim skupom podrazumevati svako preslikavanje
nepraznog skupa X u neku od cetiri kompletne mreze intervala:

1) I,([0,1]) = (1(]0,1]), <)
2.) 1;([0,1]) = (1([0,1])) U D, <;)
3.) 1:([0,1]) = (1([0, 1]), <)

1Rasplinuti skupovi p : X — [0, 1]? se predstavljaju sli¢no kao IVFS, ali ih ne treba poistovetiti. Bitna
razlika medu njima je to §to funkcija pripadnosti, za rasplinute skupove p : X — [0,1]%, ima za vrednost
uredeni par elemenata, pri ¢emu prva koordinata ne mora biti manja od druge koordinate, dok funkcija
pripadnosti za intervalno vrednosne rasplinute skupove kao svoju vrednost ima interval. Takode ne treba
poistovetiti rasplinute skupove v : X — {(z,y) | (z,y) € R?,z < y} sa IVFS, mada su na izvesan nacin
sli¢éni intervalno-vrednosnim rasplinutim skupovima.
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4.) L([0,1]) = (Z([0,1]), <1)

gde je I([0,1)) = {[z1, z2] | (w1, 22) € [0,1]%, 21 < 22}

Poredak po komponentama < ponekad obelezavamo sa <,, zbog lakSeg razlikovanja od
ostalih poredaka koji se koriste u radu.

Neka je p : X — I,([0,1]), gde t € {w,i,s,l}, intervalno-vrednosni rasplinuti skup.
Tada je zap = [p17p2] € [t([07 1]) (t S {w7 ia 8, l}>
gornji nivo skup: pp = {z € X | [p1,p2] <t ()},
dok je donji nivo skup: pP? ={z € X | u(x) <; [p1,p2]},
pri emu je u(z) = [u(z), B2)]

Problem sinteze za intervalno-vrednosne rasplinute skupove formuliSemo na sledeci
nacin:

Neka je I,([0,1]) za t € {w,i,s,1}, data kompletna mreza intervala. Odrediti potrebne
i/ili dovoljne uslove da unapred zadata kolekcija F podskupova nepraznog skupa X bude
kolekcija gornjih (donjih) nivo skupova nekog intervalno-vrednosnog rasplinutog skupa.

Prema rezultatima u radu [65] za reSavanje ovako postavljenog problema sinteze za
intervalno-vrednosne rasplinute skupove, postavljen je sledeci problem: Karakterisati mreze
koje se mogu injektivno preslikati w mrezu koja je direktan proizvod dva lanca tako da su
oc¢uvani supremumsi ili tako da su ocuvani infimums.

Medutim, istrazivanje je pokazalo da ova dva problema nisu relevantna za sve izabrane
mreze intervala. Tako, na primer, podmreza mreze intervala I,([0, 1]) = (1([0, 1]), <y), ¢iji
je dijagram ilustrovan na slici 4.1, nije ni V- izmedu ravna ni A- izmedu ravna mreza, pa
se, prema nasim rezultatima, ne moze injektivno preslikati u direktan proizvod dva lanca
tako da su o¢uvani supremumi, ni tako da su o¢uvani infimumi.

[0.7,0.7]
)

[0.2,0.7] [0.4,0.5]
& »

[0.2,0.2]

Slika 4.1
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Zbog toga problem sinteze za intervalno-vrednosne rasplinute skupove za datu mrezu
intervala I([0, 1]), treba resavati na drugi nac¢in. U ovom momentu nije jasno da li problem
treba resavati tako Sto ¢e se traziti karakterizacija mreza koje se na odgovarajué¢i nacin
mogu potopiti u mrezu I4([0,1]) = (1([0, 1]), <) ili treba traziti ogranicavajuce faktore.

Za sada smo u moguénosti samo da odredimo neke potrebne uslove prema rezultatima
koji postoje u matematickoj literaturi, od kojih neke navodimo za ilustraciju.

Predstavljanje poseta preko (realnih) intervala koji su uredeni relacijom strogog poretka
u klasicnom smislu (bez uslova za refleksivnost) problem je kojim su se bavili mnogi au-
tori. Medu njima izdvajamo rezultate Fishburna [53], Kirsteada i Trottera [93], kao i radove
[99, 55]. Za vise detalja se mogu konsultovati i reference navedene u ovim radovima.

Poset (P,<) zovemo intervalni poredak [93] ako postoji funkcija I koja svakom
elementu x € P dodeljuje zatvoreni interval I(z) = [z, ] realnih brojeva tako da za svako
r,y € Pvazi: x <y u P ako isamo ako je T < y.

Kolekcija intervala I(P) je intervalna reprezentacija poretka (P, <).

Prema Amy Myers [99] definicija intervalnog poretka se moze uopstiti ako se umesto
intervala realnih brojeva posmatraju intervali bilo kog linearno uredenog skupa.

Prema tome, poset (mreza) koja se preslikava na zatvorene podintervale jediniénog
intervala realnih brojeva, uredene relacijom strogog poretka u smislu jednakosti 2.5 (str.
21), takode je intervalni poredak.

Primetimo da za intervale I(z) = [z,7] i I(y) = [y, 7] vazi I () S I(y) ako i samo ako
je (I(x) < I(y) ili I(x) = I(y)) ako i samo ako je (T <y ili (z =y 17T =7)). Zbog toga se
sledeéi rezultat moze primeniti i u nasem istrazivanju. -

Teorema 4.10 [53] (Fishburn-ova teorema)
Konacan poset P je intervalni poredak ako i samo ako nema pod-poset izomorfan sa
2+ 2.

2+2

Slika 4.2

U sledeéem tvrdenju navodimo neke potrebne uslove da F bude familija donjih (gornjih)
nivo skupova datog intervalno-vrednosnog rasplinutog skupa za datu mrezu I4([0, 1]).
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Tvrdenje 4.3 Neka je jn: X — I4([0, 1]) intervalno-vrednosni rasplinuti skup na konacénom
nepraznom skupu X. Neka je, dalje, F familija donjih (gornjih) nivo skupova datog
intervalno-vrednosnog rasplinutog skupa. Tada je familija F sistem zatvaranja i ne sadrzi
podposet izomorfan sa 2 + 2.

Dokaz.

Posto je F familija donjih (gornjih) nivo skupova kona¢nog mrezno-vrednosnog raspli-
nutog skupa, ona je konacna i sistem zatvaranja.

Prema teoremi 4.9 na str. 96 (4.4, str. 95) mreza F (F¢) se moze potopiti u mrezu
I5([0,1]) tako da su tim potapanjem o¢uvani svi supremumi (infimumi) i najmanji (najveci)
element. Prema definiciji intervalnog poretka i ove mreze su intervalni poreci. Odatle,
prema Fishburn-ovoj teoremi sledi da F nema podposet izomorfan sa 2 + 2.

O

4.4 Teoreme sinteze za datu mrezu I,([0, 1])

Kao sto smo ve¢ istakli, problem sinteze za intervalno-vrednosne rasplinute skupove je
reSavan indirektno, karakterisanjem mreza koje se mogu injektivno preslikati u mrezu koja
je direktan proizvod dva lanca tako da su o¢uvani supremumi ili tako da su ocuvani in-
fimumi. Ovo je moguce zato Sto za svaka dva disjunktna kompletna lanca C; i Cy, koja
su sup-predstavljiva u [0, 1] (definicija 4.3 ispod), postoji injektivno preslikavanje mreze
Cy x Cy u mrezu 1,([0, 1]) pri kome su oc¢uvani supremumi (ili pri kome su o¢uvani infi-
mumi), $to ¢emo u nastavku dokazati.

Definicija 4.2 [60] Za lanac (L, <) kaZemo da je predstavljiv (representable) u R ako
postoji injektivna i izotona realno vrednosna funkcija u : L — R, koju zovemo funkcija
korisnosti (utility function).

Posto je [0,1] € R mozemo uvesti slicnu definiciju.
i izotona funkcija f 1 L — Ako su funkcijom f ocuvani supremumsi re¢i cemo da je

lanac L sup-predstavljiv u [0,1]. Ako su funkcijom f ocuvani infimumi reéi éemo da je
lanac L inf-predstavljiv u [0, 1].

J

Definicija 4.3 Za lanac (L, <) kaZemo da je predstavljiv u [0, 1] ako postoji injektiona
0, 1].

Tvrdenje 4.4 Neka su Cy i Cy disjunktni, kompletni lanci koji su sup-predstavljivi u [0, 1].
Tada postoji injektivno preslikavanje p mreze Cy x Cy u mrezu I,,([0,1]) takvo da su supre-
mumi ocuvani.

Dokaz. Neka su (4 i Cy disjunktni kompletni lanci koji su sup-predstavljivi u [0, 1]. Neka
su f; : C; — [0,1] (« = 1,2) data injektivna preslikavanja pri kojima su o¢uvani supremumi.
Posto su supremumi o¢uvani, preslikavanja f; (i = 1,2) su izotona i vazi f;(O¢,) = 0 za
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1 = 1,2. Zaista, supremum praznog skupa je najmanji element date mreze, pa se najmanji

element lanca C;, i = 1,2, preslikava na najmanji element intervala realnih brojeva [0, 1].
Preslikavanja g : [0,1] — [0,a] i h : [0,1] — [a,2 - a], gde a € (0,0.5], definiSemo na

slede¢i nacin.

Za svako x € [0, 1] vazi

glx)=a-xz i h(x)=a+a-z.

Preslikavanja ¢ i h su ocigledno dobro definisana, injektivna i izotona, a takode su i supre-
mumi o¢uvani pri oba preslikavanja. Zaista, za neprazan skup S C [0, 1] je g(S) = {a -z |
x € S} =aS vazi \Vg(S) = VaS =a-\S. S druge strane je a-\/ S = g(\V 5), pa
je V g(S) = g(\V 5). Sliéno vazi reslikavanje h. Ocigledno je da se preslikavanjima g i h
najmanji element intervala [0, 1] preslikava redom, na najmanje elemente intervala [0, a| i
[a,2 - al.

Sada mozemo definisati preslikavanje ¢ : C; x Cy — 1,,(]0,1]) na sledeéi nac¢in?. Za
svako (z,y) € Cy x Cy vazi

w((x,y))Z{ Kgofl)(x)’(mfz%((fg)k - xj—o%lclilz ‘nggi

Preslikavanje ¢ je definisano tako da je ispunjen uslov da se najmanji element mreze
C x Cy preslikava na najmanji element mreze I,,([0, 1]). 1z (z,y) € Cy x Cy sledi da z € C
iy € Cy. Iz definicije funkcija (go f1) i (ho f2) sledi da je (go f1)(z) < (ho f2)(y). Dakle,
[(go fi)(x),(ho f2)(y)] je element skupa ([0, 1]).

Preslikavanje ¢ je dobro definisano i injektivno:

[(g o fi)(z1), (ho f2)(x2)] = [(g o f1)(y1), (ho fo)(y2)] ili
[0, 0] = [0, 0]

(g(fi(z1)) = (g(fi(y1)) 1 (R(fa(z2)) = (R(f2(y2)) ili

(x1 =191 =0¢, i 22 = 4o = 0c)

< T1=Y1 N\NT2 = Yo

& (z1,22) = (Y1, 92)

o((z1,72)) = o((y1,92)) &

=

Ostaje jos da se dokaze da su preslikavanjem ¢ o¢uvani supremumi.
Neka je M proizvoljan neprazan podskup mreze C; x Cy i neka je M = {x | (z,y) € M} i
M = {y| (x,y) € M}. Supremume skupova M, M i M obelezavamo redom sa \/ M,\/ M
i /2. Tada vazi: o(\/ M) = o((V M,V 30) = [(g 0 )V M), (o f2)(V 3)]. Posto je
M C CiiM C Cy, vazi redom g(f1(V M)) =V g(fi(M)) i h(fo(V M)) =V h(fo(M)),
pa je o(\V M) = [V g(f1(M)), V h(f2(M))] = VIg(f1(M)), h(f2(M))] = V ¢(M). Dakle,
(VM) =V o(M).

2Posto parametar a € (0, 0.5] biramo proizvoljno iz datog intervala, jasno je da preslikavanja g i h nisu

jednozna¢no odredena, a pored toga mogu da se definiSu na razli¢ite nacine. Isto tako preslikavanja f; i
f2 u opstem slucaju nisu jednoznacéno odredena, pa ni preslikavanje ¢ nije jednozna¢no odredeno.
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Time je dokazano da su preslikavanjem ¢ ocuvani supremumi, odnosno preslikavanje ¢
je saglasno sa operacijom V mreze I,,([0,1]), pa je ¢ trazeno preslikavanje mreze Cy x Cy
u mrezu 1,([0, 1]).

O

Primetimo da vazi h(f2(0¢,)) = a # 0. Sada mozemo dokazati da pri preslikavanju ¢
ne moraju da budu o¢uvani infimumi. Uo¢imo elemente (O¢,,y) i (x,0¢,) mreze Cy x Cs.
Infimum ovih elemenata u mrezi C; x Cs je (0¢,,00,) i on se funkcijom ¢ preslikava na
interval [0,0]. S druge strane je:

2((0cy, ) Aruoay ¢((2,0c,)) = [9(f1(0c,)), h(f2(y))] Aruoay [9(f1(2)), h(f2(0c,))]
= [9(f1(0c,)), h(f2(0c,))] = [0, d]
# 10,0]

Formulisa¢emo i dualno tvrdenje.

Tvrdenje 4.5 Neka su Cy i Cy disjunktni, kompletni lanci koji su inf-predstavljivi u [0, 1].
Tada postogi injektivno preslikavange 1 mreze Cy x Cy u mrezu 1,,(]0,1]) takvo da su infi-
mumis ocuvans.

Dokaz. Dokaz je dualan dokazu tvrdenja 4.4. Ovde samo definiSemo trazeno preslikavanje
¥ Cy x Cy — I1,(]0,1]). Za svako (z,y) € Cy x Cy vazi:

W((2,y)) = { (@), b)), 72 @ # 10 iliy # 1,

[1,1], za z=1¢ iy=1c,.

gde su f; : C; — [0,1] (i = 1,2) data injektivna preslikavanja pri kojima su ocuvani
infimumi, a preslikavanja ¢ : [0,1] — [0,a] i h:[0,1] — [a,2-a], a € (0,0.5] su definisana
kao u tvrdenju 4.4 sa g(x) = a-x i h(z) = a+a -z, posto su ovim preslikavanjima o¢uvani
i infimumi.
O
Preslikavanjem ¢ u opstem sluc¢aju nisu o¢uvani supremumi. Zaista, supremum eleme-
nata (1¢,,0) 1 (¢, 1o,) mreze Cy x Cy se, po definiciji preslikavanja v, preslikava na najveéi
element mreze [,,([0, 1]) - interval [1,1]. Medutim, supremum elemenata

w((lcﬂy)) i w((ill, 102)) je interval [g(fl(lcl))ah(f2<1c2>>]> koji se zbog g(f1<101)) <
a # 1 razlikuje od [1, 1].

Primer 4.1 Neka je Cy = 4 lanac ¢iji su elementi ag < ay < as < az, a Cy = 2 lanac sa
elementima by < by. S obzirom na to da su lanci Cy i Cy konacéni, oni su inf-predstavljivi
u [0,1]. Neka je preslikavanje g : [0,1] — [0,0.1] dato sa g(x) = 0.1 - z, a preslikavanja
fi:Chy— 10,1 igo fi:Cy —[0,0.1] su data sledecom tabelom:

Cl Qg aq a9y as
fi(z) 011 o011 021 03
g(fi(x)) || 0 [ 0.01]0.02]0.03
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Neka je preslikavanje h : [0,1] — [0.1,0.2] dato sa h(z) = 0.1+ 0.1 - x, a preslikavanja
fa:Cy—[0,1] i ho f; : Cy — [0.1,0.2] su data sledecom tabelom:

Cy by || b1

W(fo(@)) | 0.1 02

Prema prethodnom turdengju preslikavange ¢ : 4 x 2 — 1,,([0, 1)) je definisano na sledeéi
nacin. Za svako (a,b) € Cy x Cy vazi:

w<<x,y>>={ R

[1,1], za a=lg ib=1c,.

Prema tome je, na primer, ¥((as,b1)) = [1,1], a ¥((ap,b1)) = [9(f1(a0)), h(f2(b1))] =
[0,0.2]. Preslikavanje ¢ je ilustrovano na slici 4.3, gde je prikazan dijagram mreze Cy X
Cy = 4 x 2 imreie L1 = (4 x 2). Odgovarajuci elementi su obeleZeni zatamnjenim
kruzic¢ima, a strelicom je oznaceno preslikavanje najveceg elemenata.

(1. 1]

(as, by)

[0.01, 0]

(ay b,) [0.01, 0.1] [0,02]

(ay, by) [0, 0.1]

(4x2, %) L, c1,(0,1])

Slika 4.3

Sada mozemo dokazati sledeée tvrdenje primenom posledice 3.10 (str. 84) koja je
dokazana u tre¢em poglavlju, a prema osobinama mreze I,,([0, 1]) iznetim u drugom pog-
lavlju.

Tvrdenje 4.6 Mreza intervala I,,([0,1]) je konacéno bi-prostorna® izmedu ravna mreza.

3Podsetimo se da je konaéno bi-prostorna mreza mreza koja je konaéno prostorna i dualno konaéno
prostorna.
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Dokaz. Poznato je da je interval realnih brojeva [0, 1] kompletan, distributivni lanac.
Mreza [0, 1] x [0, 1] je konacno bi-prostorna izmedu ravna mreza. Zaista, prema lemi 3.6 i
njenoj posledici 3.1 (str. 61), direktan proizvod [0,1] x [0, 1] je kompletna i distributivna
izmedu ravna mreza, a prema posledici 3.9 (str. 81) mreza [0, 1] x [0, 1] je dualno konac¢no
prostorna. Prema posledici dualnoj posledici 3.9 mreza [0, 1] x [0, 1] je kona¢no prostorna.

Iz dokaza teoreme 2.2 na str. 23, sledi da je mreza intervala I,,([0, 1]) = (1(]0, 1], A, V)
izomorfna sa podmrezom (S, A, V) mreze ([0, 1] x [0,1],A,V), gde je S = {(a,b) | (a,b) €
[0,1] x [0,1],a < b}, a operacije A 1 V na mrezi S su restrikcije operacija na mrezi [0, 1] x
[0,1]. Dakle, postoji injektivno preslikavanje f mreze I,,(]0, 1]) = (1(]0, 1], <) pri kome su
o¢uvani supremumi, pa mreza [,,([0, 1]) ispunjava uslove posledice 3.10. Prema posledici
3.10 mreza I,([0, 1]) je dualno konacno prostorna V- izmedu ravna mreza.
Posto je S podmreza mreze [0,1] x [0,1], pri injektivnom preslikavanju f su oc¢uvani i
infimumi. Time mreza I,([0,1]) ispunjava uslove teoreme dualne posledici 3.10, pa je
mreza I,,([0,1]) konacno prostorna A- izmedu ravna mreza.

Time je dokazano da je mreza I,([0,1]) izmedu ravna, kona¢no bi-prostorna mreza.

O

Posto je mreza I,,(]0, 1]) kona¢no bi-prostorna izmedu ravna mreza, za mrezu intervala
I,,([0,1]) postoje kompletni lanci Cy 1 Cy 1 injektivno preslikavanje u mrezu C; x Cy tako
da su ocuvani supremumi (posledica 3.10, str. 84) i postoje kompletni lanci C; i Cy i
injektivno preslikavanje u mrezu C; x Cy tako da su oc¢uvani infimumi (tvrdenje dualno
posledici 3.10). Prema dokazu teoreme 3.14 lanci C i Cy se dobijaju kompletiranjem lanaca
A- nerazlozivih elemenata, na koje je izvrSena particija poseta A- nerazlozivih elemenata
mreze [,,([0,1]). Posto particija poseta A- nerazlozivih elemenata mreze L na dva lanca
u opstem slucaju nije jednoznacno odredena, ni mreza C; x Cy, koja je direktan proizvod
odgovarajuc¢ih lanaca, u opstem slucaju nije jednoznacno odredena.

Ipak, mozemo primetiti da razlaganje poseta A- nerazlozivih elemenata mreze I,,([0, 1])
na dva disjunktna lanca jeste jednoznacno odredeno.

Iz dokaza prethodnog tvrdenja sledi da postoji injektivno preslikavanje mreze I,,([0, 1])
u mrezu [0, 1] x [0,1] i da su pri tom preslikavanju o¢uvani supremumi i infimumi. Prema
tome vazi sledeca posledica teoreme 2.2 (str. 23) i posledice 3.10 (str. 84).

Posledica 4.1 Neka je L kompletna mreza. Ako postoji injektivno preslikavanje f mreze
(L, <) u mrezu intervala I,([0,1]) pri kom su oc¢uvani supremumi, onda je L dualno
konacno prostorna V- IR mreZa.

Dokaz. Neka je L kompletna mreza i neka je f : L — I,([0,1]) injektivno preslikavanje
kojim su oc¢uvani supremumi. Prema dokazu teoreme 2.2 (str. 23), postoji injektivno
preslikavanje g : I,,([0,1]) — [0, 1] x [0, 1] pri kom su o¢uvani supremumi. Preslikavanje
h=gof:L—|0,1] x[0,1] je injektivno kao kompozicija dva injektivna preslikavanja i
takvo da su ocuvani supremumi. Posto je interval [0, 1] kompletan lanac, prema posledici
3.10, mreza L je dualno kona¢no prostorna V- izmedu ravna mreza. O

Pre nego sto formuliSemo teoreme sinteze za intervalno-vrednosne rasplinute skupove
za datu mrezu intervala I,,(L), podsetimo se da sa M}, obelezavamo poset A- nerazlozivih
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elemenata mreze L. Ako je L V- izmedu ravna mreza, onda je w(Mp) < 2 i tada je My,
lanac ili se moze predstaviti kao unija dva disjunktna lanca.

Teorema 4.11 Neka je F C P(X) familija podskupova nepraznog skupa X, i neka je
data mreza intervala 1,(]0,1]). Tada postoji intervalno-vrednosni rasplinuti skup p: X —
I,([0,1]), ¢ija je familija donjih nivo skupova F, ako i samo ako su zadovoljeni sledeéi
uslovi:

1. F je zatvorena u odnosu na preseke i sadrzi X,

2. F = (F,Q) je dualno konacno prostorna V- izmedu ravna mreZa sa skupom -
nerazlozivih elemenata My = C{UCY i lanci C; = CI{U{\ M | za svaki podskup M C
Cl} (i =1,2) su sup-predstavljivi u [0, 1].

Dokaz. (=) Neka je p : X — [,(]0,1]) intervalno-vrednosni rasplinuti skup ¢ija je
familija donjih nivo skupova F. Posto su intervalno-vrednosni rasplinuti skupovi mrezno
vrednosni rasplinuti skupovi, na osnovu teoreme 4.9, na strani 96, vazi uslov 1.

Posto poset (F, C) ima najvedéi element i zatvoren je u odnosu preseke, onda je (F, C)
kompletna mreza. Prema 2. uslovu teoreme 4.9, postoji injektivno preslikavanje f mreze
(F,C) u mrezu I,([0,1]), tako da su tim potapanjem ocuvani svi supremumi. Prema
posledici 4.1 (str. 104), F = (F, C) je dualno konaé¢no prostorna V- izmedu ravna mreza.

Posto je (F, C) V- izmedu ravna mreza, onda je sirina poseta A-nerazlozivih elemenata
Mz mreze F jedan ili dva. Zato posmatramo sledeca dva slucaja:

1.) Ako je w(Mg) = 2, onda se Mz moze predstaviti kao unija dva disjunktna lanca
(teorema 1.19, str. 12). Neka je My = C] U C} i neka su C; = CIU{AM |
za svaki podskup M C C!} (i = 1,2) kompletni lanci. Sada je f(Cy) = D11 f(Cy) =
Dyt 1z kompletnosti lanaca Cy i Cy sledi njihova ogranicenost. Neka su Oc,, Oc,
redom, najmanji elementi lanaca C7 i Cs. Posto je preslikavanje f izotono, lanci
D; (i = 1,2) takode imaju najmanje elemente Op,,Op, redom, i vazi f(0¢,) = Op,
(1 =1,2). Neka je preslikavanje f; : Dy — [0, 1] definisano na slededi nacin. Za svaki
element [z,7| € D; vazi

fillz,7]) = ? za [2,7] #0p, i fi([z,7]) =0, za [2,7] = Op,.

Preslikavanje f : Dy — [0, 1] se definiSe sli¢no.

Preslikavanje f; je injektivno na lancu D;. Zaista, ako su [z, 7| i [y, 7] razli¢iti elementi
lanca Dy, onda je [z,Z] < [y,7] ili [y,7] < [z,Z]. Bez umanjenja opstosti mozemo
pretpostaviti da je [z,7] < [y,7]. Tadaje (z <y iZ <7)ili (x <yi7T < 7). Odatle
sledi da je B B B

LHT YTV gy g LY
2 2 2

4Preciznije, preslikavanje f : C; — I,,([0,1]) je restrikcija preslikavanja f : F — I,,([0,1]) na lanac Cj.
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Dakle, ako je [z,7] < [y,7], onda jefi([z,Z]) < fi([y,¥]). Prema tome, preslikavanje
f1 je injektivno i izotono.

Pri ovako definisanom preslikavanju f; su o¢uvani supremumi. Zaista, za neprazan

skup § € Dy C L,(0,1]) vazi V'S = [V, VS, gde je S = {z | [.7] € S},
S={7]|[z,7] € S}iVS, VS, VS susupremumi skupova S, S, S, redom. Za sve
2,7 € Svariz < (@ +7)/2 < T, paje VS < VA(S) < VS, gde je fi(S) =
{(z+7)/2 | [z,7] € S}. S druge strane vazi \/ S < (\V S+ V S)/2 <V S. Odatle
sledi V/ £1(S) — (VS + VE)/2 = 0, paje VA(S) = (VS + V32 = A(VS).
Po definiciji preslikavanja f; najmanji element lanca D; se preslikava na najmanji
element intervala [0,1], pa je time dokazano da su preslikavanjem f; ocuvani svi
supremumi.

Preslikavanje fi o f : C7 — [0, 1] je injektivno preslikavanje kojim su o¢uvani supre-
mumi, pa je time dokazano da je lanac C} sup-predstavljiv u [0, 1].

Slicno se dokazuje da je preslikavanje fo o f : Cy — [0, 1] injektivno preslikavanje
kojim su oCuvani supremumi, odnosno da je lanac Cy sup-predstavljiv u [0, 1].

2.) Ako je w(Mg) =1, onda je mreza F = C} lanac (lema 3.15, str. 79). Preslikavanjem
f:+F — I,(0,1]) su oéuvani supremumi, pa se najmanji element lanca F = C
preslikava na najmanji element mreze I, ([0,1]), na interval [0,0]. Dakle, u ovom
slucaju [0,0] € D; = f(C4), pa je preslikavanje f; : D1 — [0, 1] definisano na sledeéi
nac¢in. Za svaki element [z, 7] € Dy vazi

T+ 7T
2

filla, 7)) =

Dalje dokaz sledi kao u slucaju 1).

(<) Pretpostavimo da je F C P(X) familija podskupova nepraznog skupa X koja
zadovoljava uslove 1 — 2. Iz uslova 1 sledi da je (F, C) kompletna mreza ¢iji je najvedi
element 1 = X, a najmanji - presek svih elemenata familije. Prema teoremi 4.6 (str. 96)
postoji mrezno-vrednosni rasplinuti skup p/(x) = N(f € F | x € f) ¢ija je kolekcija donjih
nivo skupova familija F.

Posto je (F,C) kompletna mreza, iz uslova 2 sledi da je poset Mz A- nerazlozivih
elemenata mreze F lanac ili da se moze predstaviti kao unija dva lanca. Neka je Mr =
C1UCY. Prema posledici 3.10 (str. 84), iz uslova 2 sledi da postoji injektivno preslikavanje
f mreze (F,C) u mrezu C; x Cy takvo da su o¢uvani supremumi, gde su kompletni lanci
C; =CIU{AM | zasvaki podskup M C C!} (i =1,2) za My = C] U C} (dokaz teoreme
3.14, str. 81). Za w(Mg) =1je C; = C{U{AM | za svaki podskup M C C} = F,
Cy =0UAD={15}. Primetimo da se najmanji element mreze F preslikava na najmanji
element mreze Cy x (.

Prema tvrdenju 4.4 (str. 100), iz uslova 2 takode sledi da postoji injektivno preslika-
vanje ¢ : C7 x Cy — I,,([0,1]) takvo da su supremumi ocuvani.
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Preslikavanje p o f : F — I,,([0,1]) je injektivno kao kompozicija dva injektivna pres-
likavanje. Pri oba preslikavanja f i ¢ su oCuvani supremumi, pa su supremumi ocuvani
i pri preslikavanju ¢ o f. Time su ispunjeni uslovi teoreme 4.9 (str. 96), pa postoji ras-
plinuti skup p : X — [,([0,1]) definisan sa p(z) = ¢(f(¢/'(z))) (x € X), ¢ija familija
donjih nivo skupova je upravo familija F. Rasplinuti skup u(x) = o(f(i/(z))) je trazeni
intervalno-vrednosni rasplinuti skup.

O

Potreban i dovoljan uslov da unapred data familija skupova bude familija gornjih nivo
skupova nekog intervalno-vrednosnog rasplinutog skupa su isti kao uslovi da data familija
skupova bude familija donjih nivo skupova nekog intervalno-vrednosnog rasplinutog skupa.

Teorema 4.12 Neka je F C P(X) familija podskupova nepraznog skupa X, i neka je
data mreza intervala I,,([0,1]). Potreban i dovoljan uslov da postoji intervalno-vrednosni
rasplinuti skup pu: X — I,,([0,1]) ¢ija je familija gornjih nivo skupova F su sledeci uslovi:

1. F je zatvorena u odnosu na preseke i sadrzi X,

2. F = (F,Q) je dualno konacno prostorna V- izmedu ravna mreZa sa skupom A-
nerazlozivih elemenata Mz = C1UCY i lanci C; = CIU{A\ M | za svaki podskup M C
C!} (i =1,2) su sup-predstavijivi u [0, 1].

Dokaz. (=) Dokaz je dualan dokazu teoreme 4.11, pa ga ovde ne navodimo.

(<=) Iz uslova 1 sledi da je mreza F?¢ = (F, D) kompletna. Najveéi element 14 mreze
F? je presek svih elemenata familije, a najmanji element je 0za = X.

Iz uslova 2 sledi da je F? konaéno prostorna A- izmedu ravna mreza. Poset V- nera-
zlozivih elemenata Jz« mreze F¢ = (F, D) je dualan posetu A- nerazlozivih elemenata Mz
mreze F = (F,C), odnosno Jz = M% = C2 U C. Posto je F¢ A- izmedu ravna mreza
Ci? i C su disjunktni neprazni lanci ako je w(Jrza) = 2, a ako je w(Jz) = 1, onda je
Cld£0iCE=0.

Prema uslovu 2 takode su kompletni lanci C¢ (i = 1,2) inf-predstavljivi u [0, 1]. Prema
tvrdenju dualnom teoremi 3.12 (str. 80), postoje lanci C;, Cy i potapanje g mreze (F, D)
u mrezu C; x Cy takvo da su o¢uvani infimumi, pa prema tome i najveci element.

Prema lemi 4.5 (str. 102) postoji injektivno preslikavanje ¢ : C7 x Co — I,,([0, 1]) koje
zadovoljava uslove teoreme 4.3 (str. 94). Konaé¢no, preslikavanje 1 o g je potapanje koje
ispunjava uslov 2 teoreme 4.4 (str. 95), pa postoji intervalno-vrednosni rasplinuti skup
o X — I1,(]0,1]), definisan sa pu(z) = ¢ (g(N{f € F | = € f})) za svako z € X, ¢ija
familija gornjih nivo skupova je upravo familija F.

O

Primer 4.2 Posmatrajmo familiju skupova F = {{a, b, c,d},{a,b,d},{a, b}, {b,c}, {b},0},
koja je konacna V- izmedu ravna mreza, pa prema tome i dualno konacno prostorna. Prema
prethodnoj teoremi, postoji intervalno-vrednosni rasplinuti skup p(z) = Y(g(N{f € F |z €
1) za svako x € X, takav da je F familija njegovih gornjih nivo skupova. U prvom
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koraku, svaki element x € X se preslikava na element N{f € F | x € f} familije F.
Odgovarajuce preslikavanje je dato sledecom tabelom.

X a b c d
NfeF|xzef}| {ab} | {b}| {bc} | {a,b,d}

Poset V- nerazloZivih elemenata mreze (F, D) je Jp = ME = {0, {a, b}, {b,c},{a,b,d}}.
Jedna od moguéih particija poseta Jr na dva disjunktna lanca je C, = {0,{a,b},{a,b,d}}
i Cy = {{b,c}}. Prema dokazu teoreme 4.12 kompletni lanci Cy i Cy su
C1 = {{a,b,¢,d},{a,b,d}, {a,b},0} ¢ Cy = {{a,b,c,d},{b,c}}. Lanci C; = (C1,2) i
Cy = (Cy, D) su redom izomorfni sa lancima 4 = {ag,a1,a2,a3} i 2 = {bg,b1}. Owi
1zomorfizmi su dati slede¢im tabelama:

Ch || {a,b,c,d} || {a,b,d} | {a,b} | O
4 ag ai asg as

Cy || {a,b,c,d} || {b,c}
2 bo by

Prema teoremi dualnoj teoremi 3.12 (str. 80) tada, na primer, elementu {b} = {a,b} v
{b, ¢} odgovara element (az,by) € 4 x 2 (slika 4.4).

{a, b) [001,01]  [0,02]

{ J u (g, By) [0, 0.1]
(F.2) (4x2,<)i (L, <) (L,<)
Slika 4.4

Potapanje g mreze (F,2D) u mrezu 4 X 2, ilustrovano na slici 4.4, dato je sledecom
tabelom.

F | {a,b,¢,d} || {a,b,d} || {a,b} | {b,c} {b} 0
g(X) || (ao,bo) | (a1,bo) || (az,bo) || (a0, b1) || (az,b1) || (a3, b1)
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Na mrezi 4 X 2 zatamnjenim kruzi¢ima predstavljeni su elementi mreze g(F) = L C
4 x 2. U tom slucaju postoji operator zatvaranja C : 4 X 2 — 4 X 2 definisan sa
C((a,b)) = N{(c,d) € L | (a,b) < (¢,d)} (teorema 1.14, str. 11). Mreza zatvorenih
elemenata je upravo mreza L, a na slict 4.4 su zaokruZeni elementi koji imaju istu sliku
(pripadagu istoj klasi ekvivalencije u odnosu na operator zatvaranja C').

Potapanje mreze 4 x 2 u I1,,([0,1]) opisano je u prethodnom primeru 4.1 (str. 102).
Prema primeru 4.1 vazi, na primer ((ag, b)) = [0.02,0.1]. Tada je u(a) = 1 (g9({a,b})) =
w(((ag, bg)) = [002, 01]

Odgovarajuéi intervalno-vrednosni rasplinuti skup p(z) = (g(M{f € F |z € f})) =
Ly C I,([0,1)) dat je sledecom tabelom:

X a b c d
w(x) || [0.02,0.1] || [0.02,0.2] || [0,0.2] || [0.01,0.1]

Na slici 4.4 su prikazana preslikavanja g : F — 4 x 211 :4 x 2 — L; C [,([0,1]).
U prvoj tabeli je odredeno preslikavanje elemenata skupa X u mrezu F, a na slici 4.4 su
strelicama povezani odgovarajuéi elementi mreze F sa svojim slikama u mrezi 4 x 2, a
preko njih i sa slikama u mrezi L; C I,,([0, 1]).

4.5 Teoreme sinteze za datu mrezu I;([0, 1])

Posto problem sinteze za intervalno-vrednosne rasplinute skupove resavamo indirektno i
posto je resavanje ovog problema za datu mrezu I;([0, 1]) slicno reSavanju odgovarajuéeg
problema za datu mrezu I,,([0, 1]), dokazimo prvo da za svaka dva disjunktna kompletna
lanca C; i Cy, koja su sup-predstavljiva u [0, 1], postoji injektivno preslikavanje mreze
Cy x Cy u mrezu I;([0, 1]) tako da su o¢uvani supremumi (ili da su o¢uvani infimumi).

Tvrdenje 4.7 Neka su Cy i Cy disjunktni, kompletni lanci koji su sup-predstavljivi u [0, 1].
Tada postoji injektivno preslikavanje ¢ mreze Cy x Cy u mrezu I;([0, 1]) takvo da su supre-
mumis ocuvansi.

Dokaz. Iz ¢injenice da su lanci Cy i Cy sup-predstavljivi u [0, 1] sledi da postoje injektivna
preslikavanja f; : C; — [0,1] (: = 1, 2) pri kojima su o¢uvani supremumi, pa vazi f;(0¢,) = 0
zat=1,2.

Slicno kao u dokazu tvrdenja 4.4 (str. 100) definiSemo injektivna preslikavanja g :
0,1] — [0,a] i h : [0,1] — [a,2-a], a € (0,0.5], pri kojima su oCuvani supremumi i
infimumi, na slededi nacin: za svako x € [0,1] vazi g(z) =a-zih(zx) =a+a-x.

Dalje, definisemo injektivno preslikavanje g; : [0, 1] — [0, 1] na sledeéi nacin:
Za svako z € [0, 1] vazi g1(z) = 1 — z. Ocigledno je da za preslikavanje g; vazi g1(\/ M) =
A 91(M) za svaki skup M C [0, 1]°.

®Preslikavanje g1 (z) = 1 — z je linearna, monotono opadajuéa funkcija, pa se lanac [0, 1] preslikava u
dualni lanac [0, 1].
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Neka su preslikavanja o3 = gogio fi : C1 — [0,a] 1 92 = ho fo : Cy — [a,2 - al.
Istaknimo da su preslikavanja ¢ 1 @9 injektivna i da vazi ¢1(\/ M) = A(p1(M)), za svaki
skup M C C1 1 pa(V S) = V(p2(9)), za svaki skup S C Cs.

Sada mozemo definisati preslikavanje ¢ : C; x Cy — I;([0,1]) na slede¢i naéin.

Za svako (z,y) € C1 x Cy vazi

_ [901 (CC), QOZ(y)]v za € 7é 001 ili ) 7é 0027
w«%w)—{ 0, za =00 i y=0c,.

Preslikavanje ¢ je definisano tako da je ispunjen uslov da se najmanji element mreze
C4 x Cy preslikava na najmanji element mreze I;([0, 1]). Preslikavanje ¢ je dobro definisano
i injektivno.

Ostaje jos da se dokaze da su preslikavanjem ¢ o¢uvani supremumi.
Neka je M proizvoljan neprazan podskup mreze C; x Cy i neka je M = {x | (z,y) €
M} CCiM={y| (r,y) € M} C C,. Supremume skupova M, M i M obelezavamo
redom sa \/ M,\/ M i \/ M. Tada vazi: o(V ¢, o, M) = [1(V e, M), p2(V g, M)]. Dalje
je lpr(Ve, M), 02(V e, M)] = [/\[O,a] p1(M), \/[a,za] pa(M)] = VI,L-([O,l]) e(M).

Time je dokazano da su preslikavanjem ¢ ocuvani supremumi, odnosno preslikavanje ¢
je saglasno sa operacijom V mreze I;([0, 1]), pa je ¢ trazeno preslikavanje mreze C; x Cy u
mrezu I;([0, 1]).

O

Formulisimo i dualno tvrdenje.

Tvrdenje 4.8 Neka su C i Cy disjunktni, kompletni lanci koji su inf-predstavljivi u [0, 1].
Tada postogi injektivno preslikavange 1 : Cy x Cy — I;([0, 1)) takvo da su infimumi ocuvani.

Dokaz. Dokaz je dualan dokazu prethodnog tvrdenja. Ovde ¢emo dati samo definicije
odgovarajuc¢ih preslikavanja.
Neka je a € (0,0.5] i neka su preslikavanja g, h, g1, ¥ 1 ¢ definisana na sledeéi nagin:

1 :[07 ]ﬁ[ova]ag(x):a'aﬂ

1
2 10,1 = [1 —a,1], h(z)=1—a+a-x,

)9
) h
3.) 91:(0,1] = [0,1], g1(2) =1 -z,
)W
)

4.) ¢1:Cr = [0,a], 1 = gogio fi,

) 2102—>[1—@71]7¢2:h0f27
gde su f; : C; — [0,1] (¢« = 1,2) data injektivna preslikavanja pri kojima su oc¢uvani
infimumi.

Preslikavanje 1 definiSemo na slede¢i nacin:

(@, y)) = [hr(2), ¥a(y)],
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za svako (z,y) € Cy x Cs. O

Primer 4.3 Neka su C7 = 4 © Cy = 2 lanci ¢iji su elementi redom ag < a1 < as < asg
i by < by. S obzirom na to da su lanci Cy, Cy konacni, oni su inf-predstavijivi u [0, 1].
Preslikavanga f; : C; — [0,1] (i = 1,2) biramo proizvoljno tako da su infimumi oc¢uvani, Sto
u konaénom slucaju znaci da su preslikavanja izotona. Preslikavanja f1, f2, g(x) = 0.1z,
hz)=09+40.1 -2z, g1 =1—x, ¥ i su data sledeéim tabelama:

& Qo ai as as
fi(x) 0o o7 o081
a(fiz) | 1 03 ]o02]0
() 0.11]0.03]0.02] 0

Cs bo || b1
o) [ 0.9 1
(a;, b)) g

[0,1]

(a,, b,) [0,0.1]

[0.02,0.1]

(ao, b,) [01’1]

[0.03,0.1]

[0.1,0.1]

(4x2,3) L,cI([0,1])

Slika 4.5

Prema prethodnom tvrdenju preslikavanje ¢ : 4x2 — I,([0, 1)) je definisano sa((x,y)) =
[V1(x), ¥a(y)], za svako (x,y) € Cy x Ch.

Prema tome je, na primer, ¥((ag,b1)) = [0.1,1], a ¥((as,b1)) = [0, 1]. Preslikavanje 1)
je ilustrovano na slici 4.5, gde je prikazan dijagram mreze Cy x Cy i mreze Ly = 1(Cy X
Cy) C I,([0,1]), a strelicom je oznaceno preslikavanje najveceg elemenata.

U drugom poglavlju smo dokazali da je mreza intervala I;([0,1]) = (1.([0,1]),<;)
uredena nepreciznim poretkom (str. 20) gde je I, ([0, 1]) = I([0, 1])U{(}, kompletna mreza,
¢iji je najmanji element (), a najveéi element [0,1]. Mreza I;(]0, 1]) nije komplementirana,
nije modularna (tvrdenje 2.15, str. 32), pa prema tome nije ni distributivna.

U tre¢em poglavlju smo dokazali (lema 3.5 na str. 59) da je I;([0,1]) V- izmedu ravna
mreza. Anti-lanac atoma mreze [;([0, 1]) je ogranicen intervalima 0 = [0,0] i 1 = [1,1]



112 Glava 4. Teoreme sinteze za intervalno-vrednosne rasplinute skupove

(primer 3.5, str. 68). Prema teoremi 2.4 (str. 33) mreza I;([0, 1]) je atomarno generisana,
pa odatle sledi da je mreza I;([0, 1]) V- generisana skupom 01- neuporedivih®, odnosno da
je I;([0,1]) = Lgt, gde je L = [0,1]. Dakle, mreza I;([0,1]) ispunjava uslove teoreme 3.17
(str. 86), pa je dualno kona¢no prostorna. Prema tome postoje kompletni lanci Cy, Cy i
injektivno preslikavanje ¢ : I;([0,1]) — C} x C5 takvo da su supremumi o¢uvani (posledica

3.10, str. 84).

Sada mozemo formulisati teoremu sinteze za intervalno-vrednosne rasplinute skupove
ako je unapred zadata mreza intervala I;([0, 1]).

Teorema 4.13 Neka je F C P(X) familija podskupova nepraznog skupa X, i neka je
data mreza intervala 1;([0, 1]). Tada postoji intervalno-vrednosni rasplinuti skup p: X —
I;([0,1]), éija je familija dongih nivo skupova F = (F,C), ako i samo ako su zadovoljeni
sledeci uslovi:

1. F je zatvorena u odnosu na preseke i sadrzi X,

2. F = (F,Q) je dualno konacno prostorna V- izmedu ravna mreZa sa skupom -
nerazlozivih elemenata My = C{UCY i lanci C; = CIU{\ M | za svaki podskup M C
C!} (i =1,2) su sup-predstavljivi u [0, 1].

Dokaz. (=) Neka je u : X — I;([0,1]) intervalno-vrednosni rasplinuti skup ¢ija je
familija donjih nivo skupova F. Posto su intervalno-vrednosni rasplinuti skupovi mrezno
vrednosni rasplinuti skupovi, na osnovu teoreme 4.9 (str. 96), vazi uslov 1.

Posto poset (F, C) ima najvedi element i zatvoren je u odnosu preseke, onda je (F, C)
kompletna mreza. Prema 2. uslovu teoreme 4.9, postoji injektivno preslikavanje f mreze
(F, <) umrezu [;([0, 1]), tako da su tim potapanjem o¢uvani svi supremumi. Prema teo-
remi 3.17 i posledici 3.10 postoje kompletni lanci C; = C;U{ A\ M | za svaki podskup M C
C}, Co = CLU{AM | zasvaki podskup M C C%} i injektivno preslikavanje ¢ :
I;([0,1]) — Cy x Cy takvo da su supremumi oc¢uvani, gde su C! (i = 1,2) lanci A- nera-
zlozivih elemenata mreze I;([0,1]). Odatle sledi da je ¢ o f injektivno preslikavanje mreze
(F, <) u mrezu C; x Cy, tako da su tim potapanjem oc¢uvani svi supremumi. Prema
posledici 3.10, odatle sledi da je F = (F,C) dualno kona¢no prostorna V- izmedu ravna
mreza.

Dalje je dokaz slican dokazu teoreme 4.11 (str. 105), pa ovde navodimo razlike i po-
navljamo delove dokaza koji su neophodni.

1.) Nekajew(Mg) =2i Mz = CjUC). Nekasu C; = CIU{ A\ M | za svaki podskup M C
C!} (i = 1,2) kompletni lanci i f(Cy) = Dy i f(Cy) = Dy, gde je f : C; — D;
(1 = 1,2) restrikcija preslikavanja f : F — [;([0, 1]) na lance C; i Cy redom. Podse-
timo se da je f(0¢,) = Op, (i = 1,2) gde su O¢,, O¢, redom, najmanji elementi lanaca

6Podsetimo se da je skup ab- neuporedivih definisan na strani 69 (definicija 3.6) kao skup svih elemenata
koji uz elemente a i b sadrzi i skup svih elemenata date mreze koji su neuporedivi sa a i b, pri cemu su a i
b granice nekog maksimalnog ogranicenog anti-lanca.
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Cy i (s, a Op,, Op, najmanji elementi lanaca D; i Dy redom. Neka je preslikavanje
f1: Dy — [0,1] definisano na sledeéi nac¢in. Za svaki element [z,T] € Dy vazi

fl([g’fD =T -z, za [ivj] 7£ OD1 1 fl([i’f]) =0, za [Qaf] - 0D1‘

Preslikavanje f : Dy — [0, 1] se definiSe sli¢no.

Preslikavanje f; je dobro definisano i injektivno na lancu D;. Zaista, 0 <7 —z < 1.
Ako su [z,7] 1 [y, y] razliciti elementi lanca Dy, onda je [z, 7] < [y, 7] ili [y, 7] < [z,Z].
Bez umanjenja opstosti mozemo pretpostaviti da je [z,7] < [y,7]. Tada je (z > y i
T<7ii(z>yiT<7). OdatlesledidajeZT—z <7 —yili 0 < 7 —y. Dakle,
ako je [z, 7] < [y,7], onda jefi([z,7]) < fi([y,7]). Prema tome, preslikavanje f; je
injektivno i izotono. -

Pri ovako definisanom preslikavanju f; su o¢uvani supremumi. Za neprazan skup
S C Dy C Ii([0,1]) vazi \/ S = [AS,V 5], gde je S = {z | [2,7] € S}, S = {7 |
[z,7] € S}, VS iV S su supremumi skupova S i S, redom, a A S infimum skupa
S. Tada je f1(\VS) = iUAS,VS]) = VS — AS. S druge strane je \/ f(S) =

V{z—2z|[z,7] € S} =V 5 —AS, sto se dokazuje tehnikama realne analize. Dakle,
V 1(S) = £V S).
Po definiciji preslikavanja f; najmanji element lanca D; se preslikava na najmanji

element intervala [0, 1], pa je time dokazano da su preslikavanjem f; oCuvani svi
supremumi.

Preslikavanje f1 o f : C; — [0, 1] je injektivno preslikavanje kojim su o¢uvani supre-
mumi, pa je time dokazano da je lanac Cy sup-predstavljiv u [0, 1].

Slicno se dokazuje da je preslikavanje fy o f : Cy — [0, 1] injektivno preslikavanje
kojim su ocuvani supremumi, odnosno da je lanac Cy sup-predstavljiv u [0, 1].

2.) Ako je w(Mg) =1, onda je mreza F = C} lanac (lema 3.15, str. 79). Preslikavanjem
f:F — I,([0,1]) su oéuvani supremumi, pa se najmanji element lanca F = C pres-
likava na najmanji element mreze I,,([0, 1]), na interval [0, 0]. Dakle, u ovom slucaju
[0,0] € Dy = f(C4), paje preslikavanje fi : D1 — [0, 1] definisano sa f;([z,7]) = T—z
za svaki element [z, 7] € D;.

(«<=) Pretpostavimo da je F C P(X) familija podskupova nepraznog skupa X koja
zadovoljava uslove 1 — 3. Iz uslova 1 sledi da je (F, C) kompletna mreza ¢iji je najvedi ele-
ment X, a najmanji (| F. Prema teoremi 4.6 (str. 96) postoji mrezno-vrednosni rasplinuti
skup p/(x) =N(f € F |z € f) ¢ija je kolekcija donjih nivo skupova familija F.

Iz uslova 2 sledi da se poset A- nerazlozivih elemenata Mz mreze F moze predstaviti
kao unija dva lanca ili je lanac. Neka je My = C7 U C}, gde je C4 = @ ako je Prema
posledici 3.10 (str. 84), iz uslova 2 sledi da postoji injektivno preslikavanje f mreze (F,C)
u mrezu Cy x Cy takvo da su o¢uvani supremumi, gde su kompletni lanci C; = C/U{A\ M |

za svaki podskup M C C!} (i = 1,2) za My = C] U C} (dokaz teoreme 3.14, str. 81). Za
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w(Mg)=1je C, = C{U{A\M | zasvaki podskup M C C} =F, Co =0 UAD = {1£}.
Primetimo da se najmanji element mreze F preslikava na najmanji element mreze C x Cs.

Prema tvrdenju 4.7 (str. 109), iz uslova 2 sledi da postoji injektivno preslikavanje
¢ : Cy x Cy — [;(]0,1]) tako da su o¢uvani supremumi.

Preslikavanje ¢ o f : F — [;(]0,1]) je injektivno i ispunjava uslove teoreme 4.9 (str.
96), pa postoji intervalno-vrednosni rasplinuti skup p : X — [;([0, 1]) definisan sa u(z) =
o(f(@(x))) (x € X), ¢ija familija donjih nivo skupova je upravo familija F. Rasplinuti
skup p(z) = o(f(1/(x))) je trazeni intervalno-vrednosni rasplinuti skup.

O

Dokaz sledece teoreme je dualan dokazu dovoljnih uslova u prethodnoj teoremi, pa je
navodimo bez dokaza.

Teorema 4.14 Neka je F C P(X) familija podskupova nepraznog skupa X, i neka je data
mreza intervala 1;([0,1]). Neka je F familija podskupova nepraznog skupa X takva da su
zadovoljent sledeci uslovi:

1. F je zatvorena u odnosu na preseke i sadrzi X,

2. F = (F,Q) je dualno konacno prostorna V- izmedu ravna mreZa sa skupom -
nerazlozivih elemenata My = C{UCY i lanci C; = CIU{\ M | za svaki podskup M C
C!} (i =1,2) su sup-predstavljivi u [0, 1].

Tada postoji intervalno-vrednosni rasplinuti skup p: X — I;([0,1]) ¢ija je familija gornjih
nwwo skupova F.

Posto je mreza [;([0,1]) je atomarno generisana, a njeni atomi su ujedno i jedini V-
nerazlozivi elementi, onda je mreza [;([0, 1]) konac¢no prostorna, ali nije A- izmedu ravna
(lema 3.5), pa prema tvrdenju dualnom posledici 3.10, ne postoje kompletni lanci C; i
Cy takvi da se mreza I;([0,1]) moze injektivno preslikati u mrezu C; x Cy tako da su
infimumi o¢uvani. Zbog toga, teoremu sinteze mozemo formulisati samo za familiju donjih
nivo skupova intervalno-vrednosnog rasplinutog skupa p : X — 1;([0, 1]), dok odgovarajuce
tvrdenje za familiju gornjih nivo skupova nekog intervalno-vrednosnog rasplinutog skupa
w: X — I;([0, 1]) ne vazi, §to ¢emo ilustrovati slede¢im primerom.

Primer 4.4 Neka je p : X — [;([0,1]) intervalno-vrednosni rasplinuti skup koji je dat
sledecom tabelom.

T a b c d e
p(zx) | [0.3,0.5] || [0.1,0.3] || [0.5,0.5] || [0.2,0.2] || [0.4,0.6]

Na slici 4.6 ilustrovan je dijagram mreze (F,, C) gde je familija gornjih nivo skupova datog
intervalno-vrednosnog rasplinutog skupa i familija

Fu={{a,b,c,d, e}, {a,c e}, {a, b} {a, e} {b,d}, {a}, {0}, {e}, 0}

Na dijagramu na slici 4.6 se jasno uocava da mreza (F,, C) nije ni V- izmedu ravna niti
A- 1zmedu ravna mreZa. Zaista, vidi se da skupovi N\- nerazloZivih elemenata, kao i V-
nerazloZivih elemenata imaju sirinu 3.
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Slika 4.6

Prema prethodnom primeru, problem pronalazenja potrebnih uslova da familija pod-
skupova nepraznog skupa X bude familija gornjih nivo skupova nekog intervalno-vrednos-
nog rasplinutog skupa p : X — I;([0, 1]) nije ekvivalentan problemu pronalazenja potrebnih
uslova da se mreza potopi u direktan proizvod dva lanca. Dakle, za odredivanje potreb-
nih i dovoljnih uslova da unapred zadata kolekcija F podskupova nepraznog skupa X
bude kolekcija donjih nivo skupova nekog intervalno-vrednosnog rasplinutog skupa za datu
mrezu intervala I;([0, 1]), potrebno je pronalazenje drugog nacina, $to zahteva dodatno
istrazivanje.

Time resavanje ovog problema izlazi iz okvira ovog rada, te ga ostavljamo kao otvoren
problem.

4.6 Teoreme sinteze za datu mrezu [;(|0, 1])

Jedini¢éni interval realnih brojeva [0, 1] je ograni¢ena, kompletna i linearno uredena mreza.
Prema teoremi 2.21 (str. 39) odatle sledi da je poset intervala I;(]0,1]) = (1([0,1]), <)
mreza. Mreza [;([0,1]) je kompletna (tvrdenje 2.22, str. 40) i linearno uredena (posledica
2.7, str. 40).

Ako je I;([0,1]) data kompletna mreza intervala, onda je potreban i dovoljan uslov
da unapred zadata kolekcija F podskupova nepraznog skupa X bude kolekcija donjih nivo
skupova nekog intervalno-vrednosnog rasplinutog skupa p : X — I;([0, 1]) isti kao u teoremi
4.9 (str. 96).

Sli¢no, potreban i dovoljan uslov da unapred zadata kolekcija F podskupova nepraznog
skupa X bude kolekcija gornjih nivo skupova nekog intervalno-vrednosnog rasplinutog
skupa p : X — I,([0, 1]) je isti kao u teoremi 4.4 (str. 95), pa sledece teoreme navodimo
zbog kompletnosti rezultata, bez dokaza.

Teorema 4.15 Neka je F C P(X) familija podskupova nepraznog skupa X i neka je
data mreza intervala I,([0,1]). Tada postoji intervalno-vrednosni rasplinuti skup p: X —
I,([0,1]) éija je familija dongih nivo skupova F = (F,C) ako i samo ako su zadovoljeni
sledeci uslovi:
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1. F je zatvorena u odnosu na preseke i sadrzi X,

2. Postoji injektivno preslikavanje F = (F,C) u mrezu I,([0,1]) pri kom su ocuvani
SUPTEMUINL.

Teorema 4.16 Neka je F C P(X) familija podskupova nepraznog skupa X i neka je
data mreza intervala I;([0,1]). Tada postoji intervalno-vrednosni rasplinuti skup p: X —
I,([0,1]) éija je familija gornjih nivo skupova F = (F,C) ako i samo ako su zadovoljeni
sledeci uslovi:

1. F je zatvorena u odnosu na preseke i sadrzi X,

2. Postoji injektivno preslikavanje F = (F,C) u mrezu I,([0,1]) pri kom su ocuvani
Supremums.

U nastavku navodimo i neke dovoljne uslove za egzistenciju intervalno-vrednosnog ras-
plinutog skupa p : X — [;([0, 1]) sa unapred zadatom familijom donjih nivo skupova.

Teorema 4.17 Neka je F C P(X) familija podskupova nepraznog skupa X i neka je
data mreza intervala 1;([0,1]). Tada postoji intervalno-vrednosni rasplinuti skup p: X —
I,([0,1]) ¢ija je familija dongjih nivo skupova F ako su zadovoljeni sledeéi uslovi:

1. F je zatvorena u odnosu na preseke i sadrzi X,
2. F = (F,CQ) je lanac koji je sup-predstavljiv u [0, 1].

Dokaz. Neka je F C P(X) familija podskupova nepraznog skupa X koja ispunjava uslove
11 2 ineka je data mreza intervala I;([0, 1]).

Iz 1. uslova sledi da je F = (F, C) kompletna mreza ¢iji je najmanji element presek
familije F, u oznaci (| F, a najvedi element je dati skup X.

Prema 2. uslovu F je lanac i sup-predstavljiv u [0, 1], pa postoji injektivno preslikavanje
g : F —[0,1] takvo da su ocuvani supremumi. Preslikavanje ¢ : F — I,(]0, 1]) definisemo
na slede¢i nacin.
Za svako x € F neka je

lg(x),1], za x#NF,
9‘)(‘%’):{ M0 m alnF

Preslikavanje ¢ je ocigledno dobro definisano, injektivno i o¢uvani su supremumi.
Dakle, preslikavanje ¢ je injektivno preslikavanje poseta F = (F, C) u mrezu [;([0, 1]),
pri kome su o¢uvani supremumi, pa, prema teoremi 4.9, postoji intervalno-vrednosni ras-
plinuti skup p : X — I;([0, 1]) ¢ija je familija donjih nivo skupova data familija F.
O

Slede¢u teoremu, u kojoj dajemo neke dovoljne uslove za egzistenciju intervalno-vrednos-
nog rasplinutog skupa p : X — [;([0,1]) sa unapred zadatom familijom gornjih nivo
skupova, navodimo bez dokaza, imajuc¢i u vidu da je njen dokaz slican dokazu teoreme
4.17.
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Teorema 4.18 Neka je F C P(X) familija podskupova nepraznog skupa X i neka je
data mreza intervala 1,([0,1]). Tada postoji intervalno-vrednosni rasplinuti skup p: X —
I,([0,1]) ¢ija je familija gornjih nivo skupova F ako i samo ako su zadovoljeni sledeéi uslovi:

1. F je zatvorena u odnosu na preseke i sadrzi X,

2. F = (F, Q) je lanac koji je sup-predstavljiv u [0, 1].

4.7 Teoreme sinteze za mrezne intervalno-vrednosne
rasplinute skupove

Podsetimo se da je skup intervala I(L) = {[z1,x2] | (z1,72) € L* z; < 23}, a relacije
poretka na I(L) (uvedene na stranama 20 i 21) su definisane na neki od slede¢ih nacina:

I. x<y akoisamoakoje z<py 1 T<,7,

2. x <;y akoisamo ako je Yy<rx<pT<LpY,

3. x <,y akoisamoakoje T<py ili x=y,

4. x<;y akoisamoakoje z<y ii (z=y i T<p7).

Prema rezultatima iznetim u drugom poglavlju, skup intervala proizvoljne kompletne
mreze L je kompletna mreza za svaki od posmatranih poredaka. Zbog toga ¢emo pod
mreznim intervalno-vrednosnim rasplinutim skupom podrazumevati svako preslikavanje
nepraznog skupa X u neku od cetiri kompletne mreze intervala:

1) I,(L) = (I(L), <) = (I(L), <w)

2) Li(L)=(I(L)u, <)
3) I;(L) = (I(L),<s)
4) (L) = (I(L), <)

Prema tome, intervalno-vrednosne rasplinute skupove mozemo definisati opstije.

Definicija 4.4 Neka je (L, <) kompletna mreza. Mrezni intervalno-vrednosni rasplinuti
skup ili krace, L-IVES, na univerzumu X, je preslikavanje p : X — I,(L), zat € {w,1,s,}.

Nivo skupovi se definisu kao za intervalno-vrednosne rasplinute skupove.
Neka je pp: X — LI,(L), gde t € {w,i,s,l}, mrezni intervalno-vrednosni rasplinuti skup.
Tada je za p = [p1,pa] € I;(L) (t € {w,1,s,l}) gornji nivo skup: up, = {z € X | [p1,p2] <s
w(z)}, dok je donji nivo skup: pP? ={z € X | u(z) <; [p1,p2]}-

Teoreme sinteze za mrezne intervalno-vrednosne rasplinute skupove mozemo formulisati
slicno postoje¢im za mrezno-vrednosne rasplinute skupove, a ovde ih navodimo zbog kom-
pletnosti rezultata.
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Teorema 4.19 Neka je F kolekcija podskupova nepraznog skupa X koji je zatvoren u
odnosu na preseke i sadrzi X. Tada

1. Postoji mreza L i mrezni intervalno-vrednosni rasplinuti skup p: X — I,,(L),
2. Postoji mreza L i mrezni intervalno-vrednosni rasplinuti skup p: X — I;(L),
3. Postoji mreza L i mrezni intervalno-vrednosni rasplinuti skup p: X — I4(L),
4. Postoji mreza L i mrezni intervalno-vrednosni rasplinuti skup p: X — I,(L),

tako da je F kolekcija gornjih nivo skupova za svaki od datih intervalno-vrednosnih ras-
plinutih skupova.

Dokaz. Neka je F kolekcija podskupova nepraznog skupa X koji je zatvoren u odnosu
presek svih elemenata familije F u oznaci 1x, a najmanji element je skup X = 0x.

Na osnovu teoreme 4.1 (str. 94), postoji rasplinuti skup v : X — F takav da je njegova
kolekcija gornjih nivo skupova jednaka sa F.

1. Posto je (F,2D) kompletna mreza, onda je kompletna mreza i skup intervala I(F)
mreze F sa poretkom po komponentama, u oznaci I,(F) = (I(F),<). Prema tvrdenju
2.17 (str. 42) postoji injektivno, izotono preslikavanje ¢ : F — F; definisano sa ¢;(z) =
[z, 1£], gde je 1 = {[z,1£] | = € F} C I,(F). Ocigledno je da su preslikavanjem
1 ocuvani infimumi. Time su ispunjeni uslovi teoreme 4.4 (str. 95), pa postoji mrezni
intervalno-vrednosni rasplinuti skup pu : X — I,(F), tako da je F kolekcija gornjih nivo
skupova mrezno intervalno-vrednosnog rasplinutog skupa pu.

2. Iz kompletnosti mreze (F, D) sledi kompletnost mreze [;(F) = (I(F)U0, <;). Prema
posledici 2.3 i primeru 2.3 (str. 33), postoji injektivno, izotono preslikavanje ¢ mreze F
u podmrezu Fy = {[0,z] | x € F} mreze [;(F). Dakle, preslikavanje ¢, je saglasno sa
operacijama na mrezi F. Ovim preslikavanjem se najve¢i element mreze F preslikava na
najveéi element mreze I;(F), pa su o¢uvani infimumi. Time su ispunjeni uslovi teoreme
4.4 (str. 95), pa postoji mrezni intervalno-vrednosni rasplinuti skup p : X — I;(F), tako
da je F kolekcija gornjih nivo skupova mrezno intervalno-vrednosnog rasplinutog skupa p.

3. Iz kompletnosti mreze (F, D) sledi kompletnost mreze intervala I;(F) = (I(F), <y)
(tvrdenje 2.13, str. 32). Tada postoji injektivno preslikavanje ¢ : F — D = {[z,z]| | = €
L} C I4(F) kojim su ocuvani supremumi i infimumi (primer 2.4, str 38). Dakle, postoji
mrezni intervalno-vrednosni rasplinuti skup p : X — I(F), tako da je F kolekcija gornjih
nivo skupova mrezno intervalno-vrednosnog rasplinutog skupa pu.

4. Iz kompletnosti mreze (F, D) sledi kompletnost mreze intervala I;(F) = (I(F), <)
(stav 2. tvrdenja 2.24, str. 43). Prema tvrdenju 2.28 (str. 45), postoji izomorfizam
[+ F — Fy. Preslikavanje g : F — I;(F) definisano sa g(z) = f(z) za © # 1z i
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g(1x) = [1£,1£], je dobro definisano, injektivno preslikavanje kojim su o¢uvani infimumi.
Dakle, postoji mrezni intervalno-vrednosni rasplinuti skup p : X — I;(F), tako da je F

kolekcija gornjih nivo skupova mrezno intervalno-vrednosnog rasplinutog skupa p.
O

Dokaz sledece teoreme je slican dokazu prethodne teoreme, pa je navodimo bez dokaza.

Teorema 4.20 Neka je F kolekcija podskupova nepraznog skupa X koji je zatvoren wu
odnosu na preseke i sadrzi X. Tada

1. Postoji mreza L i mrezni intervalno-vrednosni rasplinuti skup p: X — I, (L),
2. Postoji mreza L i mrezni intervalno-vrednosni rasplinuti skup p: X — I;(L),
3. Postoji mreza L i mrezni intervalno-vrednosni rasplinuti skup pn: X — I(L),
4. Postoji mreza L i mrezni intervalno-vrednosni rasplinuti skup p: X — I,(L),

tako da je F kolekcija donjih nivo skupova za svaki od datih intervalno-vrednosnih rasplinu-
tih skupova.

Sledece teoreme navodimo takode zbog kompletnosti rezultata bez dokaza.

Teorema 4.21 Neka je L data kompletna mreza. Potreban i dovoljan uslov da F C P(X)
bude kolekcija gornjih mivo skupova mrezinog intervalno-vrednosnog rasplinutog skupa p :
X — (L) zat € {w,i, s}, je da su zadovoljeni sledeéi uslovi:

1. F zatvorena za preseke i da sadrzi X,

2. poset (F,C) moze biti potopljen u I;(L), tako da su tim potapanjem ocuvani svi
SUPTEMUINL.

Teorema 4.22 Neka je L data kompletna mreza. Potreban i dovoljan uslov da F C P(X)
bude kolekcija dongjih nivo skupova mreznog intervalno-vrednosnog rasplinutog skupa p :
X — Ii(L) zat € {w,i,s,1}, je da su zadovoljeni sledeci uslovi:

1. F zatvorena za preseke i da sadrzi X,

2. poset (F,C) moze biti potopljen u I;(L), tako da su tim potapanjem ocuvani svi
Supremums.

Rezultati u odeljcima 4.4, 4.5 1 4.6 su specijalni slucajevi teorema 4.21 i 4.22 u kojima
se blize precizira $ta znaci da je poset (F,C) potopljen u mrezu intervala I,(L) (t €
{w,i,s,l}). Dalja istrazivanja su moguéa za druge specijalne klase mreza, ali to izlazi
izvan okvira ovog rada.
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Glava 5
Primene i dalji pravci istrazivanja

Jedna od ocekivanih primena rezultata postignutih u ovom radu, je njihova primena u
reSavanju problema sinteze za intervalno-vrednosne intuicionisticke rasplinute skupove, po
definiciji Atanassova.

Premda je dokazano da su, u odredenom smislu, intuicionisticki rasplinuti skupovi
ekvivalentni intervalno-vrednosnim rasplinutim skupovima [43], sa stanovista primene ovo
su dva potpuno razli¢ita koncepta. Prema [106] u primeni u matematickoj morfologiji, na
primer, svakom pikselu neke slike mogu se dodeliti dve vrednosti. Jedna, kojom se izrazava
stepen uverenja da piksel ima odredenu vrednost na sivoj skali i drugu, kojom se iskazuje
sigurnost da se razlikuje od dodeljene vrednosti. Ovo se narocito odnosi na piksele koji
se nalaze na granici objekta na slici, gde postoji velika nesigurnost oko toga da li piksel
pripada objektu ili pozadini. U tom slucaju u primeni su intuicionisticki rasplinuti skupovi.

Dokazano je [45] da intervalno-vrednosni intuicionisticki rasplinuti skupovi predstav-
ljaju uopstenje intuicionistickih i intervalno-vrednosnih rasplinutih skupova. U tom smislu
je resavanje problema sinteze za intervalno-vrednosne intuicionisticke rasplinute skupove
nesumnjivo znacajno. U tome je mrezni pristup najlogicniji izbor, posto su intervalno-
vrednosni intuicionisticki rasplinuti skupovi specijalan slu¢aj mrezno-vrednosnih rasplinu-
tih skupova.

5.1 Intervalno - vrednosni intuicionisticki rasplinuti
skupovi

Definicija 5.1 [3] Intuicionisticki rasplinuti skup A na univerzumu X je objekat oblika
A= {(z,p(z),v(z)) | v € X}, gde su funkcije p: X — [0,1] i v : X — [0,1] takve da je
w(x)+v(x) < 1. Funkcija p predstavlja stepen pripadanja, a funkcija v stepen nepripadanja
elementa x skupu X.

Uobicajeni nacin posmatranja intuicionistickih rasplinutih skupova je u obliku uredene
trojke A = (X, p,v), gde su X, pu i v kao u prethodnoj definiciji.

121
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Atanassov i Stoeva [4] definisu mrezno vrednosne intuicionisticke rasplinute skupove
(intuicionisticke L- rasplinute skupove) koristeéi kompletnu mrezu L sa unarnom, involu-
tivnom operacijom N : L — L koja je obratno saglasna sa poretkom.

Definicija 5.2 [}] Mrezno-vrednosni intuicionisticki rasplinuti skup je objekat oblika A =
{(z, u(x),v(z)) | x € X}, gde su funkcije u: X — Liv:X — L takve da za svako x € X
vazi p(r) < N(v(z)) gde je N : L — L unarna, involutivna operacija obratno saglasna sa
poretkom.

Mrezno-vrednosni intuicionisticki rasplinuti skupovi se mogu definisati i na slededi
nacin.

Definicija 5.3 [144] Mrezno-vrednosni intuicionisticki rasplinuti skup je uredena trojka
(X, u,v) gde su funkcije p : X — [0,1] i v : X — [0,1]1, pri éemu je I proizvoljan
indeksni skup, takve da je

() (i) + V(@) (i) <1 (5.1)

za svako x € X 1 svako i € I.

[0,1]7 je kompletna mreza u kojoj je poredak definisan po komponentama (dakle, slab
poredak), a mrezne operacije A i V su, redom, minimum i maksimum po komponentama.
Za svako p € [0,1]! postoje dva nivo skupa definisana sa:

w, ={x € X | u(z) > p} koji zovemo nivo pripadanja elementa z € X i
v ={z € X | v(z) < p} koji zovemo nivo nepripadanja elementa = € X.

Odatle za mrezno vrednosne intuicionisticke rasplinute skupove postoje dve familije
nivo skupova:
familija nivoa pripadanja F, = {y, |p€[0,1]'} 1
familija nivoa nepripadanja 7 = {v” | p € [0, 1)'}.

Prema terminologiji usvojenoj u ovom radu, nivo pripadanja elementa z € X je gornji
nivo skup funkcije p : X — [0, 1]f, a nivo nepripadanja elementa x € X je donji nivo skup
funkcije v : X — [0,1]".

Takode je familija nivoa pripadanja F,, familija gornjih nivo skupova funkcije p, a famil-
ija nivoa nepripadanja F* familija donjih nivo skupova funkcije v.

je kodomen mreza [0, 1}7, najopstiji koncept mrezno vrednosnih intuicionistickih rasplinutih
skupova, posmatrajuéi ih iz ugla nivo skupova (cutworthy approach).

Teorema 5.1 [1/4] Neka je L kompletna mreza i neka je (X, p,v) mreino-vrednosni in-
tuicionisticki rasplinuti skup sa unarnom, involutivnom operacijom N : L — L obratno
saglasnom sa poretkom, gde su funkcije p : X — L iv : X — L takve da za svako
x € X vazi p(r) < N(v(z)). Tada postoji indeksni skup I i rasplinuti skup (X, p',v"), gde
W X — 0,1 iv : X — [0,1]!, takav da rasplinuti skupovi (X, p,v) i (X, p,v') imaju
identicne kolekcije nivo skupova.
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Dokaz. Neka je (X, i, v) mrezno-vrednosni intuicionisticki rasplinuti skup i neka su i, i 7
njegovi nivo skupovi za svako p € L. Neka je N : L — L odgovarajuc¢a unarna, involutivna
operacija, obratno saglasna sa poretkom. Tada za svako x € X vazi u(x) < N(v(z)).
Posto je N obratno saglasna sa poretkom i involutivna, takode je v(z) < N (u(z)).

Neka su najvedi i najmanji element mreze L redom 11 0. Iz V(1) = 0iv(z) < N(u(z))
sledi da vazi sledece:

Ako je p(z) =1 onda je v(z) = 0.

Ovu c¢injenicu koristimo u nastavku.

Neka je L? mreza koja je dualno izomorfna (dualna) mrezi L sa izomorfizmom 6, tako
da je LN L% = (. Neka je mreza L, = P(LU L% = (P(L U L%),C) i neka je injektivno
preslikavanje ¢ : L — L definisano na slede¢i nacin:

) 1z, za p=1,
w(p)_{ lp, za p#1,

za svako p € L.

Poznato je da vazi [(p A q) = [pNlg, paje p(p A q) = ¢(p) Np(g). Time su ispunjeni
uslovi teoreme 4.3 (str. 94).

Neka je dalje, preslikavanje £ : P(L?) — P(L U L?) definisano sa £(X) = L%\ X, za
svako X € P(L?). Podsetimo se da je § : L — L% dualni izomorfizam. Sada mozemo
definisati injektivno preslikavanje ¢ : L — Ly sa ¥ (p) = £(1d(p)), za svako p € L.

Dokazimo da su ispunjeni uslovi teoreme 4.8 (str. 96).

Za p =0 vazi ¥(0) = £(16(0)) = &(LY) = L4\ L = 0.

Dalje je ¢)(pVq) = £(10(pVq)) = £(1(6(p)A(g))). Znamo da je [ (6(p)Ad(q)) = Lo(p)NLd(q),
paje E(1(8(p) A3(0))) = LA\ (L(3(p)) N L(3(a)) = (L 18(p)) U (L9\ 13(a)) = (p) Uto(a).
Dakle, ¥(p V q) = ¥ (p) U1(q), ¢ime je dokazana ispunjenost uslova teoreme 4.8.

U nastavku dokazujemo da postoji injektivno preslikavanje Bulove mreze (P(LUL?), C)
u mrezu [0, 1]/ za indeksni skup I odgovarajuée kardinalnosti.

Neka je skup I iste kardinalnosti kao L U L? i neka je v : L U L? — I bijektivno pres-
likavanje. Neka je o preslikavanje indukovano preslikavanjem v, koje svaki podskup skupa
L U L preslikavaju na podskup skupa I. Dalje, neka je x : P(I) — {0,1}! preslikavanje
koje svaki podskup skupa I preslikava na njegovu karakteristicnu funkciju. Pri svim ovde
pomenutim preslikavanjima supremumi i infimumi su o¢uvani, pa se i najmanji i najveci
elementi preslikavaju redom, na odgovaraju¢e najmanje i najvec¢e elemente. Tada je pres-
likavanje a : P(LU L?) — [0, 1] definisano sa a(M) = k(o (M)), za svako M € P(L U L9),
injektivno preslikavanje kojim su o¢uvani supremumi i infimumi.

Sada mozemo definisati preslikavanja p’ : X — [0,1]7 i 2/ : X — [0,1]! na sledeéi nacin:

p(x) = alp(u()) 1 V(z)=a(d( (),

za svako x € X.

Posto je « injektivno preslikavanje kojim su oc¢uvani supremumi i infimumi, a preslika-
vanja ¢ i ¢ zadovoljavaju redom uslove teorema 4.3 i 4.8, odgovarajuce familije nivoa su
identicne.
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Ostaje da se dokaze da za svako x € X isvako i € [ vazi uslov p/(x)(i) + v/(z)(i) <1,
odnosno da je (X, ¢/, v') intuicionisticki rasplinuti skup.
Neka x € X. Posmatramo slede¢a dva slucaja.

1.) Neka je p(x) # 1inekai e I.
Tada za svako i € y(LY) vazi p/'(7)(i) = a(p(u(z))(i) = 0.1 S druge strane, za sve

i & y(LY) vazi v/ (2)(i) = a(¢(v(z)))(i) = 0. Dakle, u'(x) +v/(z) < 1.

2.) Neka je pu(z) =11inekai€ [.
Tada je, po pretpostavci, v(z) = 0. Odatle sledi
' (x)(i) = ap(p(x)))(i) = (LU L )( ) =1i
V'(x)(i) = a(@(v(@)))(i) = a(@)(i) =

Time je dokazano tvrdenje teoreme.
O

Prema tome, problem sinteze za mrezno-vrednosne intuicionisticke rasplinute skupove
formulisemo na slede¢i naéin:

Odrediti potrebne i dovoljne uslove da unapred zadate kolekcije Fi 1 Fo podskupova
nepraznog skupa X budu kolekcije, redom, nivoa pripadanja i nivoa nepripadanja nekog
mrezno-vrednosnog intuicionistickog rasplinutog skupa (X, p,v) gde su funkcije p : X —
0, 1) i v : X — [0,1)f, pri éemu je I proizvoljan indeksni skup, takve da je u(x)(i) +
v(z)(i) <1, za svako x € X i svako i € I.

Teorema 5.2 Neka su Fy © Fo dve kolekcije podskupova nepraznog skupa X . Tada postoji
indeksni skup I i mrezno-vrednosni intuicionisticki rasplinuti skup (X, p, v) gde su funkcije
p:X — 0,1 iv: X —[0,1), takav da su Fy i Fy redom, kolekcije nivoa pripadanja
i niwoa nepripadanja mrezno-vrednosnog intuicionistickog rasplinutog skupa (X, u,v) ako i
samo ako su zadovoljeni sledeci uslovi:

1. F1 @ Fo su sistemi zatvaranja na X,
2. NF €N Fe.

Dokaz. (=) Neka su F; i F, dve kolekcije podskupova nepraznog skupa X koje su
sistemi zatvaranja i neka je [ F; C () Fa. Tada su F¢ = (F;,2) i Fp = (Fa, C) kompletne
mreze. Neka su (F}, <) i (Fy, <) mreZe izomorfne redom sa mrezama F¢ i F, tako da je
FinNF,=0. Nekasu f; : F¢ — Fy i fo : Fy — F, dati izomorfizmi, a 1, i O, (i = 1,2)
su redom najvedi i najmanji elementi odgovarajuc¢ih mreza.

Prema teoremi 4.1 postoji mrezno-vrednosni rasplinuti skup p' : X — F} definisan sa
W(x)=(p € Fi |z € p), zasvako x € X. Prema teoremi 4.6 postoji mrezno-vrednosni
rasplinuti skup v/ : X — F, definisan sa v/(z) = [\(p € F» | € p), za svako x € X. Neka

Podsetimo da je sa v(L¢) oznacen skup slika pri preslikavanju v, odnosno (L) = {v(2) | z € L4}.
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je mreza Ly = P(Fy U Fy) = (P(Fy U Fy), C). Dalje je dokaz slican dokazu u teoremi 5.1.
Zbog lakseg pracenja ostatka dokaza i zbog nekih razlika koje postoje u odnosu na dokaz
teoreme 5.1, navodimo odgovarajucéa preslikavanja.

1L1> zZa P = 1F17

lp, za p#lp.
Podsetimo da je preslikavanjee ¢ saglasno sa operacijom A, odnosno da ispunjava
uslove teoreme 4.3 (str. 94).

1.) Zasvakop € L preslikavanje ¢ : F| — L; definisano sa ¢(p) = {

2.) Preslikavanje g : F» — P(F3) C L; definisano sa g(p) = 1p, za svako p € F5.
3.) Preslikavanje € : P(Fy) — Ly definisano sa {(X) = Fy \ X, za svako X € P(F).

4.) Preslikavanje ¢ : Fy — Ly definisano sa ¢(p) = £(g(p)) = £(1p), za svako p € Fy.
Dokazimo da je preslikavanje 1) saglasno sa operacijom V, odnosno da ispunjava
uslove teoreme 4.8 (str. 96).

V(0r) = &£(10R,) = {(F2) = F2 \ F2 = 0.
Za sve p,q € Fy vazi ¥(pV q) = &(T(pV q)) =&(Tp N Tg) = F2 \ (TpN Tq). Dalje je
Fy\ (TpNTq) = F2\TpUF2\ 1q), paje ¥(pVq) = ¥(p) Utb(q), $to je trebalo dokazati.

Dokaz da postoji injektivno preslikavanje Bulove mreze (P(F; U Fy), C) u mrezu [0, 17
za indeksni skup odgovarajuce kardinalnosti je isti kao u dokazu teoreme 5.1. Dakle,
preslikavanja g : X — [0,1]7 i v : X — [0, 1}7 definisemo na slede¢i nacin:

p(x) = alp(p(z)) 1 v(x) =a@@/(z))),

za svako x € X. Pri tome je skup [ iste kardinalnosti kao F; U Fy, a preslikavanje
a : P(FyUF,) — [0,1]F definisano sa a(M) = k(o(M)), za svako M € P(L U L9),
injektivno preslikavanje kojim su oCuvani supremumi i infimumi, gde su v : Fy U Fy, — [
dato bijektivno preslikavanje, preslikavanje o je indukovano preslikavanjem +, koje svaki
podskup skupa Fy U F, preslikavaju na podskup skupa I i s : P(I) — {0, 1} preslikavanje
koje svaki podskup skupa I preslikava na njegovu karakteristicnu funkciju.

Pri svim ovde pomenutim preslikavanjima supremumi i infimumi su oc¢uvani, pa se
i najmanji i najveéi elementi preslikavaju redom, na odgovaraju¢e najmanje i najvece
elemente.

Posto je « injektivno preslikavanje kojim su ocuvani supremumi i infimumi, a pres-
likavanja ¢ i ¢ zadovoljavaju redom uslove teorema 4.3 i 4.8, identicne su familije nivoa
rasplinutih skupova p’ i p, kao i familije nivoa rasplinutih skupova v/ i v.

Ostaje da se dokaze da za svako x € X i svako i € [ vazi uslov p(z)(i) + v(x)(i) <1,
odnosno da je (X, i, v) intuicionisticki rasplinuti skup.

Neka z € X. Posmatramo sledeca dva slucaja.

1.) Neka je p/(x) # 1p, i neka i € I.

Tada za svako i € v(Fy) vazi pu(x)(i) = a(p(
= 0.

i & o(Fy) vazi v(x)(i) = a(p(v'(2)))(0)
1€ 1.

W (x))(@) = 0. S druge strane, za sve
Dakle, pu(z)(i) + v(z)(i) < 1 za svako
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2.) Neka je p/(z) = 1p, ineka i € I.
Tada, prema lemi 4.1 (str. 92), vazi x € [ Fi. Iz uslova (F1 C () Fe, sledi da
x € (Fa, pa je, prema lemi 4.1, v/(z) = Og,. Dalje je u(z)(i) = a(e(p/'(x)))(@) =
a(lp)(@) =a(FLUF)(@) =11
V(2)(i) = (B (@))() = a(b(0r))() = a)() = 0.

(<=) Obrnuto, neka su F; i F, redom, kolekcije nivoa pripadanja i nivoa nepripadanja
mrezno-vrednosnog intuicionistickog rasplinutog skupa (X, u,v), gde su preslikavanja p :
X —[0,1]7iv: X — [0,1]), za neki indeksni skup I. Prema tome, preslikavanja p i v
su mrezno-vrednosni rasplinuti skupovi, a kolekcije F; i F5 su redom, familija gornjih nivo
skupova rasplinutog skupa g i familija donjih nivo skupova rasplinutog skupa v. Prema
teoremama 4.4 i 4.9, redom, F; i F, su sistemi zatvaranja na X, odnosno ispunjen je uslov
1.

Dokazimo da je ispunjen 2. uslov ove teoreme.

Ako je (F1 = 0 tvrdenje sledi trivijalno.
Neka je ((F1 # 0. Tada postoji € (| Fi. Odatle sledi da je p(x)(i) = 1 za svako i € T
(lema 4.1), pa posto je (X, u, ) intuicionisticki rasplinuti skup, vazi v(z)(i) = 0 za svako
i € I. Odatle, prema lemi 4.1, sledi x € (| F». Dakle (F; C [ Fa.

O

U prethodnoj teoremi smo dokazali da za familije nivoa pripadanja i nivoa nepripadanja
Fi i Fs, redom, nekog mrezno-vrednosnog intuicionistickog rasplinutog skupa (X, u, v) vazi
N F1 € [ F2. U sledeé¢em primeru ¢emo pokazati da obrnuto (| Fe C () F; ne mora da
vazi.

Primer 5.1 Neka je skup X = {a,b,c} i kompletna mreza L = [0,1]*>. MreZno-vrednosni
intuicionisticki rasplinuti skup (X, u,v) je dat slede¢om tabelom.

X a b c
w(x) || (1,1) | (0.2,0.5) || (0.6,0.2)
v(z) || (0,0) || (0.3,0.4) (0,0)

Familija nivoa pripadanja je Fy = {{a,b,c},{a,b},{a,c}, {a}}, a familija nivoa nepripa-
danja je Fo» = {{a,b,c},{a,c}}. Dakle, Fz2 = {a,c} it (F1 = {a}, ¢ime je ilustrovano
turdengje prethodne teoreme (JFy C (| Fz @ pokazano da (\Fa2 € () Fi-

Resavanje problema sinteze za intervalno-vrednosne rasplinute skupove za oba slucaja,
kada je data konacna familija gornjih nivo skupova i kada je data konacna familija don-
jih nivo skupova, omogucéava reSavanje problema sinteze za intervalno-vrednosne intu-
icionisticke rasplinute skupove, koji su specijalan sluc¢aj mrezno-vrednosnih intuicionistickih
rasplinutih skupova.

Definicija 5.4 [3] Intervalno-vrednosni intuicionisticki rasplinuti skup A na univerzumu
X je objekat oblika A = {(z,p(x),v(z)) | x € X}, gde su funkcije p : X — I1,([0,1]) i
v:X — 1,([0,1)]) takve da je za svako v € X vazi:
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plx) + v(z)
) €

| /\

=

Pri tome je I,,([0, 1]
tama, a p(x) = [p(x

{lz,7] | (2,7

— {[z,7] | |
@) i v(z) = v(x)

x 0,12, z < 7T} mreZa sa poretkom po komponen-
) )

)]

Kao sto je uobicajeno, intuicionisticke rasplinute skupove posmatramo kao uredene tro-
jke A = (X, p,v), gde su X, piv kao u prethodnoj definiciji.

7”(

~

Problem sinteze za intervalno-vrednosne intuicionisticke rasplinute skupove formulisemo
slicno kao za mrezno-vrednosne intuicionisticke rasplinute skupove.
Neka je 1,,(]0,1]) = (I(L), <) data kompletna mreza intervala. Odrediti potrebne i dovoljne
uslove da unapred zadate kolekcije Fi i Fo podskupova nepraznog skupa X budu kolekcije,
redom, nivoa pripadanja © nivoa nepripadanja nekog intervalno-vrednosnog intuicionistickog
rasplinutog skupa.

Teorema 5.3 Neka su Fy @+ Fy dve konacne kolekcije podskupova nepraznog skupa X.
Tada postoji intervalno-vrednosni intuicionisticki rasplinuti skup (X, u,v) gde su funkcije
pw: X — L,0,1]) i v : X — I,(0,1]), takav da su Fy i Fo redom, kolekcije nivoa
pripadanja © nivoa nepripadanja intervalno-vrednosnog intuicionistickog rasplinutog skupa
(X, u,v) ako 1 samo ako su zadovoljeni sledeci uslovi:

1. Fy 1 Fy su sistemi zatvaranja na X,

2. F1 = (F1,Q) i Fo = (F2, ©) su dualno konacno prostorne V- izmedu ravne mreze sa
skupovima A- nerazloZivih elemenata redom, Mz, = C1 U CY, Mg, = D7 U D) i lanci
C;=CIU{AM | za svaki podskup M C C!} i
D;=D;U{A\M | za svaki podskup M C D.} (i =1,2), su sup-predstavljivi u [0, 1],

3. NF CNF.

Dokaz. (=) Neka je (X,u,v) (n: X — L,(0,1]) i v : X — I,([0,1])) intervalno-
vrednosni intuicionisticki rasplinuti skup ¢ije su kolekcije nivoa pripadanja i nivoa nepri-
padanja redom, familije 7y i F,. Tada su preslikavanja p : X — 1,([0,1))iv : X —
I,,([0, 1]) intervalni-vrednosni rasplinuti skupovi takvi da je F; familija gornjih nivo skupova
intervalno-vrednosnog rasplinutog skupa p, a F» familija donjih nivo skupova intervalno-
vrednosnog rasplinutog skupa v. Prema teoremama 4.12 i 4.11 (str. 107 i 105), redom,
ispunjeni su uslovi 1 i 2. Prema teoremi 5.2 (str. 124) ispunjen je i uslov 3.

(«<=) Neka su F; i F, konacne kolekcije podskupova nepraznog skupa X koje ispunja-
vaju uslove 1. — 3.
Iz 1. uslova sledi da su poseti F{ = (F1,2) i Fy = (Fa, C) kompletne mreze. Prema
teoremama 4.1 (str. 94) i 4.6 (str. 96) redom, postoje rasplinuti skupovi g/ : X — F¢
V' i X — Fy, definisani sa p/(x) = N(f e Fi |z e f)iv(z) =n(f € F |z € f).
Rasplinuti skupovi g’ i v/ su takvi da je F{ kolekcija gornjih nivo skupova rasplinutog
skupa 1/, a F5 kolekcija donjih nivo skupova rasplinutog skupa v/'.
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Prema dokazu teorema 4.12 (str. 107) i 4.11 (str. 107) redom, iz 2. uslova sledi
da postoji injektivno preslikavanje j; : F — 1,,([0,1]) pri kom su oéuvani infimumi i
injektivno preslikavanje vy : Fy — I,,([0,1]) pri kom su o¢uvani supremumi.

Pri preslikavanju g1 su o¢uvani svi infimumi, §to podrazumeva i oc¢uvanost infimuma
prazne familije, a to je najveéi element. Zato se najveéi element () F; mreze F preslikava
na najveéi element mreze 1,([0, 1]), odnosno vazi ui(()F1) = [1,1]. Dualno, o¢uvanost
supremuma podrazumeva i ocuvanost supremuma prazne familije, pa se preslikavanjem 1
najmanji element (| F, mreze F, preslikava u najmanji element mreze [,,([0, 1]), odnosno
vazi v1(( F2) = [0,0].

Dalje, preslikavanja ¢ : 1,,([0,1]) — 1,,([0,1]) i ¢ : I,,([0,1]) — I,,([0,1]) definiSemo na
slededi nacin. Za svako [z,y] € w([ 1]) neka je:

o([r,y]) =10.2 2,021 4+0.1-y|, =zalzr,y]#[0,0] i ¢([0,0])=]0,0].

Za svako [x,y] € 1,(]0,1]) neka je:
Oz, y]) = [0.2140.1- 2,031 +0.1-y], zalzr,y] #[1,1] i »([1,1]) =[1,1].

Dokaz da su preslikavanja ¢ i ¢ dobro definisana, injektivna i da su preslikavanjem ¢
oc¢uvani supremumi, a preslikavanjem v infimumi, sledi sli¢no kao u dokazu u tvrdenju 4.4
(str. 100), pa ga ovde izostavljamo.

Sada mozemo definisati preslikavanja p: X — I,,([0,1]) i v : X — I,([0, 1]) na sledeéi
nacin:

p(e) = (2) 1 vz) = ((2)))).

Pri injektivnim preslikavanjima ¢ i g o¢uvani su infimumi, pa su infimumi ocuvani
i pri injektivnom preslikavanju ¢ o p; : F& — 1,([0,1]). Preslikavanje pu je intervalno-
vrednosni rasplinuti skup ¢ija familija gornjih nivo skupova je data kolekcija F; (teorema
4.4, str. 95). Sliéno, pri injektivnim preslikavanjima ¢ i vy ofuvani su supremumi, pa
su supremumi o¢uvani pri injektivnom preslikavanju ¢ o vy : Fo — I1,([0,1]). Tada je
preslikavanje v intervalno-vrednosni rasplinuti skup ¢ija familija donjih nivo skupova je
data kolekcija F» (teorema 4.9, str. 96).

Dokazimo da za svako x € X vazi uslov pu(r) + v(z) < 1, odnosno da je (X, p,v)
intuicionisticki rasplinuti skup.

Neka x € X. Posmatramo slede¢a dva slucaja.

1.) Neka je p/(z) # (Fi. Tada je p(p/'(z)) # [1,1], pa je [0.21,0.31] < p(x) =
Y (1 (z))) < [0.31,0.41]. S druge strane je [0,0.21] < v(z) = (1 (V((x))) <
0.2,0.31] ili v(z) = @(r1(V'((x))) = [0,0], po definiciji preslikavanja ¢. Odatle sledi
da je p(z) +v(r) <0.72 < L.
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2.) Neka je p'(z) = (V1. Tada je i (p/'(x)) = [L,1], paje p(x) = ¢([1,1]) = [1,1]. Iz
W' (x) = () Fi takode sledi da vazi x € [ Fy, pa odatle, prema uslovu (| F; C () Fa,

sledi da vazi x € (| Fo. Dakle, v1(V'(z)) = (ﬂ]-"g) [0,0] iv(z) = ¢([0,0]) = [0,0].

Odatle sledi da je, u ovom slucaju, p(z) + v(x) = 1.

Time je dokazano da za svako 2 € X vazi u(z) + v(x) < 11 da je (X, y, v) intuicionisticki
intervalno-vrednosni rasplinuti skup za koji su F; i F» redom, kolekcije nivoa pripadanja i
nivoa nepripadanja. O

Iz dokaza prethodne teoreme je jasno da preslikavanja ¢ i ¢ nisu jedina moguca za ovu
konstrukciju, tako da dobijeni intervalno-vrednosni rasplinuti skupovi koji zadovoljavaju
trazene uslove nisu jednoznacni.

5.2 Moguénosti primene

Kao oblast u kojoj o¢ekujemo primenu rezultata postignutih u ovom radu, mozemo istaci
matematicku morfologiju, time i primenu u obradi slike. Ocekivana primena rezultata ovog
rada bazira se na radovima koji su objavljeni u toj oblasti, a naroc¢ito na radovima koji su
objavljeni u novije vreme.

U matematickoj morfologiji, morfoloski operatori su sredstvo za transformaciju jedne
slike u drugu sliku, od kojih su osnovni: dilatacija (dilation), erozija (erosion), otvaranje
(opening) i zatvaranje (closing). Morfoloski operatori su uvedeni za transformacije binar-
nih slika na transformacije "sivih” slika (grayscale images). Sledeéi korak u razvijanju
matematicke morfologije je bio uvodenje razli¢itih modela baziranih na teoriji rasplinu-
tih skupova. Medutim, u tim modelima, teorija rasplinutih skupova je ”... sluzila samo
kao alat za konstruisanje morfoloskih modela, a u modele uopste nije ukljuc¢ivana neod-
redenost (rasplinutost) i neizvesnost, odnosno nesigurnost” [106]. Zahvaljujuéi novim ek-
stenzijama rasplinutih skupova, u novije vreme se razvija intervalno-vrednosna rasplinuta i
intuicionisticka rasplinuta matematicka morfologija. U ovom okviru ”...teorija rasplinutih
skupova sluzi ne samo kao alat za rad sa "sivim” slikama, ve¢ i kao model za nesigurnost...”
[106]. U tom kontekstu, matematicka morfologija se moze posmatrati kao mrezna rasplin-
uta matematicka morfologija (L- fuzzy mathematical morphology) [126, 127]. Pomenimo
jos neke radove u kojima veé¢ koris¢eni intervalno-vrednosni i intuicionisticki rasplinuti
skupovi u matematickoj morfologiji [17, 105, 126], kao i radove iz kojih se vidi da su kom-
pletne mreze prirodno okruzenje za razvijanje matematicke morfologije [120, 106]. Prema
tome, koncepti koji su koriséeni u ovom radu su u Sirokoj primeni u razvijanju i primeni
matematicke morfologije u danasnje vreme.

Posto probleme, koje smo izabrali za istrazivanje, posmatramo iz ugla nivo skupova,
pomenimo da su neke fazifikacije matematicke morfologije vrsene upotrebom nivo skupova
[18]. Mada su svojstva morfoloskih operatora dobijena na taj nacin slabija od drugih, ovaj
princip konstrukcije je ”...interesantan sam po sebi i koriS¢en je za generalizaciju drugih
operacija na rasplinutim skupovima... Cak i operatori sa slabijim svojstvima mogu biti
korisni u prmenama...” [18]. Mozemo istaéi i rad [100] grupe autora sa Ghent Univerziteta
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u kome je koriscéen isti pristup - preko nivo skupova. U radu [100] su kao najpogodniji nacin
reprezentacije slike izabrani intervali, odnosno intervalno-vrednosni rasplinuti skupovi, a
ispitane su moguc¢nosti za dekompoziciju morfoloskih operatora na nivo skupove, odnosno
ispitano je u kojim slucajevima se nivoi osnovnih morfoloskih operatora mogu napisati
ili aproksimirati u terminima odgovarajué¢ih binarnih operatora. Kao razlog za takvo is-
trazivanje, autori pomenutog rada isticu da takva konverzija na binarne operatore rezultuje
skracenjem vremena potrebnog za racunanje (computation time), a takode je i teorijski
interesantna zato sto daje vezu izmedu intervalno-vrednosno rasplinutih morfoloskih ope-
ratora i binarnih morfoloskih operatora.

Pored toga postoji moguc¢nost primene postignutih rezultata u evaluaciji nastavnog
procesa [91, 121] i obradi reci [101, 155]. Rukovodeéi se mislju da ”Iste reci imaju razlicito
znacenje za razlicite ljude, pa su zbog toga neodredene” [101], Mendel skuplja intervalne
podatke od grupe subjekata (interval end-point data) [101, 102, 103]. U tom smislu bi u
obradi re¢i mogle nac¢i primenu ispitane mreze intervala i intervalno-vrednosni rasplinuti
skupovi.

5.3 Zakljucak, dalji pravci istrazivanja i otvoreni prob-
lemi

U centar istrazivanja postavljen je slede¢i problem:

Neka je mreza intervala, koja je mrezno uredena na neki od cetiri razlicita nacina, data
kompletna mreza. Odrediti potrebne i dovoljne uslove da unapred zadata kolekcija pod-
skupova nepraznog skupa X bude kolekcija gornjih (dongjih) nivo skupova nekog intervalno-
vrednosnog rasplinutog skupa.

S tim u skladu je postavljen slede¢i problem - izdvojiti klasu mreza koje zadovoljavaju

potrebne i dovoljne uslove za centralno postavljeni problem. Problem je formulisan na
slede¢i nacin:
Lzdvojiti klasu mreZa koje se mogu potopiti u direktan proizvod dva kompletna lanca tako
da su ocuvani supremumi i najmanji element (ocuvani infimumi i najveéi element) ili,
ekvivalentno: Odrediti potrebne i dovoljne uslove da se kompletna mreZa mozZe potopiti u
direktan proizvod dva kompletna lanca tako da su ocuvani supremumi i najmangi element
ili ocuvant infimumsi i najveéi element.

Time je pored doprinosa u teoriji rasplinutih skupova, dat doprinos i u teoriji mreza.
Sistematizovana su, ili ispitana svojstva odredenih mreza intervala.
Definisane su nove relacije A- i V- izmedu i ispitana njihova svojstva po analogiji sa poz-
natom relacijom ”...izmedu...” na elementima mreze. Data je joS jedna karakterizacija
linearnih, distributivnih i modularnih mreza preko ternarnih relacija definisanih za novou-
vedene relacije A- 1 V- izmedu.
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Dalje su definisane mreze, koje su u svom konac¢nom sluc¢aju dualno-slim mreze, i ispi-
tana su njihova svojstva potrebna za reSavanje problema sinteze.

Data je karakterizacija kompletnih konac¢no prostornih i kompletnih dualno konacno
prostornih mreza. Takode je odredena klasa mreza koje se mogu injektivno preslikati u
direktan proizvod n kompletnih lanaca tako da su oCuvani supremumi i dualno, odredena
je klasa mreza koje se mogu injektivno preslikati u direktan proizvod n kompletnih lanaca
tako da su oc¢uvani infimumi.

Doprinos u teoriji rasplinutih skupova se ogleda u reSavanju centralno postavljenog

problema.
Za mrezu intervala I,,([0, 1]), koja je uredena po komponentama, postavljeni problem je
potpuno resen, odnosno odreden je potreban i dovoljan uslov da unapred zadata famili-
ja podskupova nepraznog skupa X bude familija donjih nivo skupova nekog intervalno-
vrednosnog rasplinutog skupa p : X — 1,,([0, 1]). Takode je odreden potreban i dovoljan
uslov da unapred zadata familija podskupova nepraznog skupa X bude familija gornjih
nivo skupova nekog intervalno-vrednosnog rasplinutog skupa u : X — 1,,([0, 1]).

Za mrezu intervala I;([0,1]), koja je uredena nepreciznom poretkom (skupovnom in-
kluzijom), odreden je potreban i dovoljan uslov da unapred zadata familija podskupova
nepraznog skupa X bude familija donjih nivo skupova nekog intervalno-vrednosnog raspli-
nutog skupa p : X — [;([0,1]). Medutim, odredeni su samo dovoljni uslovi da data fami-
lija podskupova nepraznog skupa X bude familija gornjih nivo skupova nekog intervalno-
vrednosnog rasplinutog skupa p : X — [;([0, 1]).

Za mrezu intervala [;([0,1]), koja je uredena leksikografskim poretkom, takode su
odredeni dovoljni uslovi da data familija podskupova nepraznog skupa X bude familija
donjih nivo skupova i odredeni su dovoljni uslovi da data familija podskupova nepraznog
skupa X bude familija gornjih nivo skupova nekog intervalno-vrednosnog rasplinutog skupa
w: X — I,([0,1]).

Za mrezu intervala I,([0, 1]) postavljeni problem nije resavan, jer izlazi izvan okvira
ovog rada.

U daljem istrazivanju pre svega bi trebalo naci reSenja za postavljene, a neresene prob-
leme:

- Ako je data mreza intervala I;([0, 1]) i intervalno-vrednosni rasplinuti skup p : X —
I;([0,1]), okarakterisati mrezu gornjih nivo skupova datog intervalno-vrednosnog ras-
plinutog skupa .

- Odrediti potrebne i dovoljne uslove da unapred zadata kolekcija podskupova nepraz-
nog skupa X bude kolekcija gornjih (donjih) nivo skupova intervalno-vrednosnog
rasplinutog skupa p : X — I4([0, 1]).

Jedan od zadataka u daljem radu je ispitivanje moguénost daljeg povezivanja dobijenih
rezultata za V- izmedu ravne mreze sa postoje¢im rezultatima za dualno-slim mreze.
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Na neke od pravaca za dalje istrazivanje je ukazano u prethodna dva odeljka. Sve
rezultate koji se budu dobili resavanjem ovde postavljenih, a neresenih problema sinteze,
treba primeniti na reSavanje problema sinteze za odgovarajuce intuicionisticke rasplinute
skupove. Od posebnog interesovanja u daljem radu ¢e svakako biti implementacija dobi-
jenih rezultata u matematickoj morfologiji, obradi slike, obradi reci i evaluaciji u nastavi.
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injektivno preslikati u direktan proizvod n
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injektivno preslikati u direktan proizvod n lanaca
tako da su ocuvani infimumi.

U reSavanju problema sinteze posmatrana su
dva tipa nivo skupova- gornji i donji nivo skupovi.
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In this thesis the following problem was
investigated:

Under which conditions an interval-valued fuzzy
set can be reconstructed from the given family of
cut sets.

We consider interval-valued fuzzy sets as a
special type of lattice-valued fuzzy sets and we
studied properties of lattices of intervals using four
different lattice order: componentwise ordering,
imprecision ordering (inclusion of sets), strong and
lexicographical ordering.

We proposed new definitions of meet-
between planar and join - between planar lattices,
we investigated their properties and used them for
solving problem of synthesis in interval-valued
fuzzy sets.

It has been proven that finite meet- between
planar lattices and slim lattices are equivalent, and
dually: finite join- between planar lattices and
dually slim lattices are equivalent.

Complete finitely spatial lattices and
complete dually finitely spatial lattices are fully
characterized in this setting. Next, we
characterized lattices which can be order
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And dually, we characterized lattices which
can be order embedded into a Cartesian product of
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n complete chains such that all infima are
preserved under the embedding.

We considered two types of cut sets — upper
cuts and lower cuts.

Solution of the problem of synthesis of
interval-valued fuzzy sets are given for lattices of
intervals under componentwise ordering for both
types of cut sets.

Solution of problem of synthesis of interval-
valued fuzzy sets are given for lower cuts for
lattices of intervals under imprecision ordering.
Sufficient conditions are given for lattices of
intervals under imprecision ordering and family of
upper cuts.

Sufficient conditions are also given for lattices
of intervals under lexicographical ordering.

The problem of synthesis of interval-valued
fuzzy sets for lattices of intervals under strong
ordering is beyond the scope of this thesis.

A similar problem of synthesis of interval-
valued intuitionistic fuzzy sets is solved for lattices
of intervals under componentwise ordering.

These results are mostly of theoretical
importance in lattice theory and fuzzy sets theory,
but also they could be applied in mathematical
morphology and in image processing.
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