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Naslov doktorske disertacije: Mere nekompaktnosti na Hilber-

tovim C∗-modulima

Rezime:

U prvom poglav	u izla�e se teorija o uniformnim prostorima i

merama nekompaktnosti na metriqkim i uniformnim prostorima.

Zatim, podse�amo se osnovnih pojmova i osobina C∗ i W ∗-algebri, kao

i Hilbertovih modula nad ovim algebrama pri qemu se navode i neke

poznate topologije na Hilbertovom W ∗-modulu.

U drugom poglav	u uvex�emo lokalno konveksnu topologiju na stan-

dardnom Hilbertovom modulu l2(A), tako da svaki ,,kompaktan" opera-

tor slika ograniqen skup (u normi) u totalno ograniqen u uvedenoj

topologiji. Za poqetak algebra A bi�e jediniqna W ∗-algebra a kasni-

je i C∗-algebra. U specijalnom sluqaju, kada je A = B(H) algebra

svih ograniqenih operatora na Hilbertovom prostoru, pokaza�emo da je

taqan i suprotan smer.

Na poqetku tre�eg poglav	a definixemo meru nekompaktnosti λ na

standardnom Hilbertovom C∗-modulu l2(A) nad jediniqnom C∗-algebrom,

tako da va�i λ(E) = 0 ako i samo ako je E A-pretkompaktan (tj. za bilo
koje ε > 0 skup E je ε-blizu nekom konaqnom generisanom projektivnom

podmodulu). Dokazujemo osnovne osobine ovakve mere nekompaktnosti.

Zatim, posmatramo poznate mere nekompaktnosti Kuratovskog, Hauz-

dorfa i Istrceskua, na l2(A) posmatranom kao lokalno konveksan pro-

stor u odnosu na odgovaraju�u topologiju. Tako�e, dokazujemo neke �i-

hove osobine i relacije izme�u �ih i uvedene mere nekompaktnosti λ.

U qetvrtom poglav	u generalisa�emo pojam Fredholmovog operatora

na proizvo	noj C∗-algebri. Naime, aksiomatski definixemo elemente

,,konaqnog tipa", a zatim definixemo elemente ,,Fredholmovog tipa"

kao elemente C∗-algebre za koje postoje elementi ,,konaqnog tipa" p i q,

takvi da je (1− q)a(1− p) ,,invertibilan". Dobijamo Teoremu o indeksu
za takve operatore. U potpoglav	u Posledice pokaza�emo da su kla-

siqni Fredholmovi operatori na Hilberovom prostoru, Fredholmovi

operatori u smislu Brojera, Atije i Singera na beskonaqnoj fon Noj-

manovoj algebri i Fredholmovi operatori na Hilbertovim C∗-modulima



nad jediniqnoj C∗-algebri u smislu Mixqenka i Fomenka specijalni

sluqajevi naxe teorije.

K	uqne reqi: Uniformni prostori, mere nekompaktnosti, Fredhol-

movi operatori, C∗ i W ∗-algebre, Hilbertovi moduli, kompaktni ope-

ratori

Nauqna oblast: Matematika

U�a nauqna oblast: Matematiqka analiza



Doctoral Dissertation Title: Measures of noncompactness on Hilbert

C∗-modules

Abstract:

In the first section we present the theory on uniform spaces and measures

of noncompactness in metric and uniform spaces. Next, we recall the basic

concepts and properties of C∗ and W ∗-algebras and Hilbert modules over

these algebras with some known topologies on Hilbert W ∗-module.

In the second section we construct a local convex topology on the standard

Hilbert module l2(A), such that any compact” operator (i.e., any operator

in the norm closure of the linear span of the operators of the form maps

bounded sets into totally bounded sets. In the biginning A presents unital

W ∗-algebra, leter on A presents unital C∗-algebra. The converse is true in

the special case where A = B(H) is the full algebra of all bounded linear

operators on a Hilbert space H.

In the third section we define a measure of noncompactness λ on the

standard Hilbert C∗-module l2(A) over a unital C∗-algebra, such that λ(E) =

0 if and only if E is A-precompact (i.e. it is ε-close to a finitely generated

projective submodule for any ε > 0) and derive its properties. Further,

we consider the known, Kuratowski, Hausdorff and Istratescu measure of

noncompactnes on l2(A) regarded as a locally convex space with respect to

a suitable topology. We obtain their properties as well as some relationships

between them and above introduced measure of noncompactness.

In the forth section we generalize the notion of a Fredholm operator to an

arbitrary C∗-algebra. Namely, we define finite type elements in an axiomatic

way, and also we define a Fredholm type element a as such an element of

a given C∗-algebra for which there are finite type elements p and q such

that (1 − q)a(1 − p) is invertible. We derive an index theorem for such op-

erators. In subsection Corollaries we show that many well-known operators

are special cases of our theory. Those include: classical Fredholm operators

on a Hilbert space, Fredholm operators in the sense of Breuer, Atiyah and

Singer on a properly infinite von Neumann algebra, and Fredholm operators

on Hilbert C∗-modules over a unital C∗-algebra in the sense of Mishchenko

and Fomenko.



Keywords: Uniform spaces, measures of noncompactness, Fredholm opera-

tors, C∗ and W ∗-algebra, Hilbert modules, compact operators

Scientific Area: Mathematics

Scientific Sub-area: Mathematical analysis



Sadr�aj

1 Uvod 1

1.1 Mere nekompaktnosti na metriqkim prostorima . . . . . . 1

1.2 Mere nekompaktnosti na uniformnim prostorima . . . . . 8

1.3 Hilbertov C∗-modul i Hilbertov W ∗-modul . . . . . . . . . 13

1.3.1 C∗-algebra i W ∗-algebra . . . . . . . . . . . . . . . . 13

1.3.2 Hilbertov C∗-modul . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

1.3.3 ,,Kompaktni" operatori na Hilbertovom C∗-modulu 29

1.3.4 Dualnost Hilbertovih C∗-modula . . . . . . . . . . . 35

1.3.5 Ortogonalni sistemi i baze Hilbertovih C∗-modula 39

1.3.6 Topologije na Hilbertovom W ∗-modulu . . . . . . . 43

2 Kompaktnost u Hilbertovim modulima 48

2.1 Kompaktnost u standardnom Hilbertovom W ∗-modulu . . . 48

2.1.1 Topologija τ na l2(A) . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49

2.1.2 Kompaktan i ,,kompaktan" operator . . . . . . . . . . 54

2.1.3 Primer i komentar . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62

2.2 Kompaktnost u standardnom Hilbertovom C∗-modulu . . . 64

3 Mere ,,nekompaktnosti" na standardnom HilbertovomW ∗-

modulu 76

3.1 Mera ,,nekompaktnosti" λ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76

3.2 Mere ,,nekompaktnosti" Kuratovskog, Istrceskua i Hauz-

dorfa . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82

3.3 Mere ,,nekompaktnosti" na standardnom modulu l2(B(H)) . 87

3.4 Mere ,,nekompaktnosti" operatora . . . . . . . . . . . . . . 91



3.5 Problemi za da	i rad . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 93

4 Fredholmovi operatori 95

4.1 Fredholmovi operatori na C∗-algebri . . . . . . . . . . . . 97

4.1.1 Poznate leme u Hilbertovom prostoru . . . . . . . . 98

4.1.2 ,,Skoro invertibilan" element . . . . . . . . . . . . 101

4.1.3 Tehnika aproksimativne jedinice . . . . . . . . . . . 109

4.1.4 Indeks i �egove osobine . . . . . . . . . . . . . . . . 112

4.2 Posledice . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 119

4.2.1 Klasiqni Fredholmovi operatori na Hilbertovim

prostorima . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 119

4.2.2 Fredholmovi operatori na fon Nojmanovoj algebri 121

4.2.3 Fredholmovi operatori na standardnom Hilbertovom

C∗-modulu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 125

Literatura 130

Biografija autora 136



Glava 1

Uvod

1.1 Mere nekompaktnosti na metriqkim

prostorima

Pojam mere nekompaktnosti je nastao kao potreba da se ,,izraquna"

u kojoj meri neki skupovi nisu kompaktni, odnosno, u kojom meri neki

operatori nisu kompaktni. Meru nekompaktnosti prvi je uveo Kura-

tovski1 [36] 1930. godine, a kasnije 1955. godine istra�iva�e je nastavio

Darbo2 [19]. Druge mere nekompaktnosti uveli su Goldenstejn, Goberg3

i Markus [25] 1957. godine, Istrcesku4 [27] 1972. godine i mnogi drugi.

Navex�emo osnovne pojmove i poznate rezultate u ovoj oblasti, a koji

�e nam koristiti u slede�im poglav	ima ovog rada. Za vixe informa-

cija o merama nekompaktnosti pogledati radove [36], [19], [25], [27], [51],

[42], [7], [1], [10] i [57].

Neka su S i M podskupovi metriqkog prostora (X, d) i ε > 0. Skup

S se naziva ε-mre�a skupa M ako za svako x ∈ M postoji s ∈ S takvo

da va�i d(x, s) < ε. Ako je skup S konaqan, onda se ε-mre�a S skupa

M naziva konaqna ε-mre�a. Skup M je totalno ograniqen ako ima

konaqnu ε-mre�u za svako ε > 0. Podskup M u metriqkom prostoru X

1Kazimierz Kuratowski (1896{1980) po	ski matematiqar
2Gabriele Darbo (1921{2003) italijanski matematiqar
3Israel Gohberg 1928{2009) izraelski matematiqar
4Vasile Istrăţescu-rumunski matematiqar
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1.1. Mere nekompaktnosti na metriqkim prostorima

je kompaktan ako svaki niz (xn) u M ima konvergentan podniz qija

graniqna vrednost pripada M . Skup M je relativno kompaktan ako je

zatvore�eM kompaktan skup. Ako je skupM relativno kompaktan, onda

jeM totalno ograniqen. Ako je metriqki prostor (X, d) kompletan, onda

je skup M relativno kompaktan ako i samo ako je totalno ograniqen.

Ako je x ∈ X i r > 0, onda �emo otvorenu loptu sa centrom u x

i polupreqnikom r oznaqiti sa B(x, r). Ako je X normiran prostor,

onda �emo sa BX oznaqiti zatvorenu jediniqnu loptu u X, sa SX je-

diniqnu sferu u X, sa MX (ili samo M) skup nepraznih i ograniqe-

nih podskupova metriqkog prostora (X, d), saMC
X (ili samoMC) skup

nepraznih, ograniqenih i zatvorenih podskupova, sa NX (ili samo N )
skup svih nepraznih i relativno kompaktnih podskupova i sa NC

X skup

nepraznih i kompaktnih podskupova skupa X. Neka je dH : MX×MX →
R funkcija definisana sa

dH(S,Q) = max{sup
x∈S

d(x,Q), sup
y∈Q

d(y, S)} za svako S,Q ∈MX .

Funkcija dH se naziva Hauzdorfovo5 rastoja�e. Ona je pseudometrika

naMX i metrika naMC
X .

Neka je X vektorski prostor nad po	em K. Podskup E ⊂ X je kon-

veksan ako λx + (1 − λ)y ∈ E za svako x, y ∈ E i za svako λ ∈ (0, 1).

Presek svih konveksnih skupova koji sadr�e skup F ⊂ X naziva se kon-

veksni omotaq skupa F i oznaqava se sa coF . Konveksna kombinacija

elemenata skupa F je element oblika

λ1x1 + λ2x2 + . . .+ λnxn za xi ∈ F, λi > 0,
n∑
i=1

λi = 1.

Konveksni omotaq skupa F je skup svih konveksnih kombinacija eleme-

nata skupa F .

Definicija 1.1. Neka je (X, d) metriqki prostor i Q ograniqen pod-

skup skupa X. Tada mera nekompaktnosti Kuratovskog skupa Q, u

5Felix Hausdorff (1868{1942) nemaqki matematiqar
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1.1. Mere nekompaktnosti na metriqkim prostorima

oznaci α(Q), jeste infimum skupa svih brojeva ε > 0 takvih da se Q

mo�e pokriti konaqnim brojem skupova dijametara ma�ih od ε.

Oqigledno je α(Q) 6 diam (Q) za svaki podskup Q skupa X.

Teorema 1.1. Neka su Q,Q1 i Q2 ograniqeni podskupovi kompletnog

metriqkog prostora (X, d). Tada va�i slede�e:

(a) α(Q) = 0 ako i samo ako je Q relativno kompaktan;

(b) α(Q) = α(Q);

(v) iz Q1 ⊂ Q2 sledi α(Q1) 6 α(Q2);

(g) α(Q1 ∪Q2) = max{α(Q1), α(Q2)};

(d) α(Q1 ∩Q2) 6 min{α(Q1), α(Q2)}.

Dodatno, ako je X normiran, onda je zadovo	eno slede�e:

(�) α(Q1 +Q2) 6 α(Q1) + α(Q2);

(e) α(Q+ x) = α(Q), za svako x ∈ X;

(�) α(λQ) = |λ|α(Q), za svako λ ∈ K;

(z) α(Q) = α(coQ);

(i) ako je X beskonaqno dimenzionalan prostor, onda je α(BX) = 2.

Dokaz: Dokaz teoreme se mo�e na�i u radu [42, Lema 2.6, Teorema

2.8, Teorema 2.9]. �

Teorema 1.2. Neka je (X, d) kompletan metriqki prostor. Ako je Fn

opadaju�i niz nepraznih, zatvorenih i ograniqenih podskupova skupa X

takvih da je limn→∞ α(Fn) = 0, onda je presek F∞ =
⋂∞
n=1 Fn neprazan i

kompaktan podskup skupa X.

Dokaz: Dokaz teoreme se mo�e na�i u radu [42, Teorema 2.7]. �
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1.1. Mere nekompaktnosti na metriqkim prostorima

Definicija 1.2. Neka je (X, d) metriqki prostor i Q ograniqen pod-

skup skupaX. Tada Hauzdorfova mera nekompaktnosti skupa Q, u ozna-

ci χ(Q), jeste infimum skupa svih brojeva ε > 0 takvih da se Q mo�e

pokriti konaqnim brojem lopti polupreqnika ma�ih od ε, odnosno

χ(Q) = inf{ε > 0 | Q ima konaqnu ε-mre�u u X}.

Teorema 1.3. Neka su Q,Q1 i Q2 ograniqeni podskupovi metriqkog

prostora (X, d). Tada su taqna slede�a tvr�e�a:

(a) χ(Q) = 0 ako i samo ako je Q totalno ograniqen;

(b) χ(Q) = χ(Q);

(v) iz Q1 ⊂ Q2 sledi χ(Q1) 6 χ(Q2);

(g) χ(Q1 ∪Q2) = max{χ(Q1), χ(Q2)};

(d) χ(Q1 ∩Q2) 6 min{χ(Q1), χ(Q2)}.

Dodatno, ako je X normiran, onda va�i slede�e:

(�) χ(Q1 +Q2) 6 χ(Q1) + χ(Q2);

(e) χ(Q+ x) = χ(Q), za svako x ∈ X;

(�) χ(λQ) = |λ|χ(Q), za svako λ ∈ K;

(z) χ(Q) = χ(coQ);

(i) χ(BX) = 1, gde je X beskonaqno dimenzionalan prostor.

Dokaz: Dokaz teoreme se mo�e na�i u k�izi [11, Lema 5.9, Teorema

5.10, Teorema 5.14]. �

Teorema 1.4. Neka je (X, d) metriqki prostor i Q ograniqen podskup

skupa X. Tada je

χ(Q) 6 α(Q) 6 2χ(Q).

Dokaz: Dokaz teoreme se mo�e na�i u k�izi [11, Teorema 5.13]. �
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1.1. Mere nekompaktnosti na metriqkim prostorima

Teorema 1.5. Neka je (X, d) metriqki prostor i Q,Q1, Q2 ∈MX . Tada

je

|χ(Q1)− χ(Q2)| 6 dH(Q1, Q2),

χ(Q) = dH(Q,NC
X ).

Dokaz: Dokaz teoreme se mo�e na�i u k�izi [11, Teorema 5.11]. �

Definicija 1.3. Neka je (X, d) metriqki prostor i Q ograniqen pod-

skup skupa X. Tada unutrax�a Hauzdorfova mera nekompaktnosti

skupa Q, u oznaci χi(Q), jeste infimum skupa svih brojeva ε > 0 takvih

da se Q mo�e pokriti konaqnim brojem lopti sa centrima u Q i polu-

preqnicima ma�ih od ε, odnosno

χi(Q) = inf{ε > 0 | Q ima konaqnu ε-mre�u koja je podskup skupa Q}.

Neka suQ,Q1 iQ2 ograniqeni podskupovi metriqkog prostora (X, d).

Tada se mo�e dokazati slede�e:

(a) χi(Q) = 0 ako i samo ako je Q totalno ograniqen;

(b) χi(Q) = χi(Q).

Dodatno, ako je X normiran, slede�a tvr�e�a se mogu dokazati:

(v) χi(Q1 +Q2) 6 χi(Q1) + χi(Q2);

(g) χi(Q+ x) = χi(Q), za svako x ∈ X;

(d) χi(λQ) = |λ|χi(Q), za svako λ ∈ K.

Ograniqen podskup Q kompletnog metriqkog prostora (X, d) je ε-

diskretan ako je d(x, y) > ε za svako x, y ∈ Q za koje je x 6= y. Re�i

�emo da je ograniqen podskup Q totalno diskretan ako postoji ε > 0

takvo da je Q ε-diskretan.

Definicija 1.4. Neka je (X, d) kompletan metriqki prostor i Q ogra-

niqen podskup skupa X. Tada mera nekompaktnosti Istrceskua skupa

Q, u oznaci I(Q), jeste infimum skupa svih brojeva ε > 0 takvih da Q

nema beskonaqan ε-diskretan podskup.

5



1.1. Mere nekompaktnosti na metriqkim prostorima

Teorema 1.6. Neka je (X, d) metriqki prostor i Q ograniqen podskup

skupa X. Tada je

χ(Q) 6 χi(Q) 6 I(Q) 6 α(Q) 6 2χ(Q).

Dokaz: Dokaz teoreme se mo�e na�i u radu [42, Teorema 2.22]. �

Tvr�e�e 1.1. Neka su Q,Q1 i Q2 ograniqeni podskupovi metriqkog

linearnog prostora X i x ∈ X. Tada je

(a) I(Q1 +Q2) 6 I(Q1) + I(Q2);

(b) I(x+Q) = I(Q).

Dokaz: Dokaz se mo�e na�i u radu [4, Tvr�e�e 1]. �

Znaqi, mera nekompaktnosti se mo�e posmatrati kao numeriqka vred-

nost koja pokazuje u kojoj meri neki skup nije kompaktan.

Definicija 1.5. Xauderova6 baza linearnog metriqkog prostora X je

niz vektora (bn) takvih da za svako x ∈ X postoji jedinstven niz skalara

(λn) takav da je
∑∞

n=1 λnbn = x.

Kod konaqno dimenzionalnih prostora Xauderova baza i algebarska

baza se poklapaju. Svaki linearan prostor ima algebarsku bazu. Me�u-

tim, postoje linearni metriqki prostori koji nemaju Xauderovu bazu.

Na primer, Banahov7 prostor (l∞, ‖ · ‖∞) nema Xauderovu bazu.

Neka je X Banahov prostor sa Xauderovom bazom {e1, e2, . . .}. Tada

svaki element x ∈ X ima jedinstvenu reprezentaciju x =
∑∞

i=1 φi(x)ei,

gde su φi bazni funkcionali. Neka je Pn : X → X projektor na linearan

omotaq skupa {e1, e2, . . . , en}, to jest, Pn(x) =
∑n

i=1 φi(x)ei. Mo�e se

dokazati da su Pn, n ∈ N, ograniqeni, pa na osnovu Banah{Xtajnhausove8

teoreme, svi operatori Pn i I − Pn su ravnomerno ograniqeni. Odatle,
na osnovu jedinstvenosti reprezentacije u Xauderovoj bazi, sledi da su

i bazni funkcionali φi ograniqeni.

6Juliusz Pawel Schauder (1899{1943) po	ski matematiqar
7Stefan Banach (1892{1945) po	ski matematiqar
8Wladyslaw Hugo Dionizy Steinhaus (1887{1972) po	ski matematiqar
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1.1. Mere nekompaktnosti na metriqkim prostorima

Teorema 1.7. Neka je X Banahov prostor koji ima Xauderovu bazu

{e1, e2, . . .}. Neka je Q ograniqen podskup skupa X i Pn : X → X

projektor na linearni omotaq skupa {e1, e2, . . . , en}. Tada je

1

a
lim(sup

x∈Q
‖(I − Pn)(x)‖) 6 χ(Q) 6 inf

n
sup
x∈Q
‖(I − Pn)(x)‖,

gde je a = lim ‖I − Pn‖.

Dokaz: Dokaz teoreme se mo�e na�i u radu [42, Teorema 2.23]. �

Posledica 1.1. Neka je Q ograniqen podskup normiranog prostora X,

gde je X ili lp (1 6 p < ∞) ili c0. Ako je Pn : X → X operator

definisan sa Pn(x1, x2, . . .) = (x1, x2, . . . , xn, 0, . . .) za (x1, x2, . . .) ∈ X,

onda je

χ(Q) = lim
n→∞

sup
x∈Q
‖(I − Pn)x‖.

Definicija 1.6. Neka su k1 i k2 mere nekompaktnosti na Banahovim

prostorima X i Y , redom. Operator L : X → Y je (k1, k2)-ograniqen ako

L(Q) ∈MY za svaki Q ∈MX

i postoji nenegativan broj k takav da va�i

k2(L(Q)) 6 kk1(Q) za svaki Q ∈MX .

Ako je operator L (k1, k2)-ograniqen, onda se broj

‖K‖k1,k2 = inf{k > 0 | k2(L(Q)) 6 kk1(Q) za svako Q ∈MX}

naziva (k1, k2)-norma operatora L ili (k1, k2)-mera nekompaktnosti

operatora L. Ako je k1 = k2, onda �emo normu oznaqiti sa ‖L‖k.

Teorema 1.8. Neka su X i Y Banahovi prostori i neka je L ∈ B(X, Y ).

Tada je

‖L‖χ = χ(L(SX)) = χ(L(BX)).

Dokaz: Dokaz teoreme se mo�e na�i u radu [42, Teorema 2.25]. �
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1.2. Mere nekompaktnosti na uniformnim prostorima

1.2 Mere nekompaktnosti na uniformnim

prostorima

Uniforman prostor je jedno od uopxte�a metriqkog prostora. To je

topoloxki prostor qija svojstva omogu�avaju da se definixu pojmovi

kao xto su Koxijev9 niz, Koxijeva mre�a i uniformna neprekidnost.

Teoriju uniformnih prostora razvili su Vejl10, Burbaki11, Tuki12 i

drugi. Ponovi�emo neke osnovne definicije i osobine koje se odnose

na uniformne prostore, a za vixe deta	a videti [13], [35], [21] i [26].

Postoji nekoliko ekvivalentnih definicija uniformnih prostora

(preko okru�e�a, preko pseudometrika, preko uniformnog pokrivaqa).

Iako je uobiqajeno da se uniforman prostor X definixe pomo�u

familije skupova u X × X, datih kao neka vrsta dijagonala nazvanih

okru�e�a, za naxu svrhu zgodnije je dati ekvivalentnu definiciju

preko familije pseudometrika.

Definicija 1.7. Funkcija d : X × X → [0,+∞) koja zadovo	ava

osobine (a) d(x, y) > 0; (b) d(x, y) = d(y, x) i (v) d(x, z) 6 d(x, y) + d(y, z),

za svako x, y, z ∈ X, zove se pseudometrika.

Za razliku od metrike, pseudometrika ne mora razdvajati taqke,

odnosno, mo�e biti d(x, y) = 0 za x 6= y.

Definicija 1.8. Neprazan skup snabdeven familijom pseudometrika

da takvih za svako x 6= y postoji α takav da va�i dα(x, y) > 0, naziva se

uniforman prostor.

Familija skupova Bdα(x; ε) = {y ∈ X | dα(x, y) < ε} qini bazu za

neku topologiju. Poznato je da je svaki uniforman prostor potpuno

regularan (T1 i T3 topoloxki prostor), kao i da se na svakom potpuno

regularnom prostoru mo�e uvesti uniformna struktura.

9Baron Augustin-Louis Cauchy (1789{1857) francuski matematiqar
10Andre Weil (1906{1998) francuski matematiqar
11Nicolas Bourbaki - grupa francuskih matematiqara koji su objav	ivali pod ovim

pseudonimom
12John Wilder Tukey (1915{2000) ameriqki matematiqar
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1.2. Mere nekompaktnosti na uniformnim prostorima

Neka je X uniforman prostor. Za mre�u xi ∈ X ka�emo da je Koxi-

jeva mre�a ako je Koxijeva mre�a u odnosu na sve dα, to jest, za svako

α i za svako ε > 0 postoji i0 tako za svako i, j > i0 va�i dα(xi, xj) < ε.

Pojam kompletan uniforman prostor je definisan na uobiqajen naqin.

Skup E ⊆ X se naziva totalno ograniqen skup, ako za svako ε > 0

i za svako α postoji konaqan broj elemenata c1, c2, . . . , cm ∈ X takvih

da je Bα(cj; ε) = {y ∈ X | dα(cj, y) < ε} pokrivaq skupa E. Poznato je

da je svaki relativno kompaktan skup totalno ograniqen, a obratno je

taqno ako je X kompletan. Ako X nije kompletan, onda postoji totalno

ograniqen skup koji nije relativno kompaktan, na primer, Q∩ [0, 1] kao

podskup skupa Q.
Svaki lokalno konveksan topoloxki prostor je uniforman. Zaista,

postoji familija polunormi koja generixe �egovu topologiju. Ova

familija se mo�e dobiti pomo�u funkcionala Minkovskog13 pridru-

�enih pogodno odabranim baznim okolinama nule. Proizvo	na polu-

norma definixe pseudometriku na uobiqajen naqin. Obratno, svaka

familija polunormi koja razdvaja taqke dovodi do lokalno konveksnog

Hauzdorfovog topoloxkog vektorskog prostora. Stoga, familija polu-

normi omogu�ava da se radi sa pojmovima: totalno ograniqen, kompletan

prostor, Koxijeva mre�a i tako da	e.

Za razliku od metriqkog prostora, uniforman prostor ima familiju

pseudometrika, pa i mera nekompaktnosti mora biti opxtije formuli-

sana. Naime, to �e biti preslikava�e qija vrednost ne�e biti nenega-

tivan broj ve� nenegativna funkcija, koja �e imati kao argument pseu-

dometriku. Qitaocu se preporuquju slede�i radovi [61], [11], [27], [37],

[3], [4] i [5].

Definicija 1.9. Neka je X uniforman prostor, P familija pseu-

dometrika koja generixe ravnomernu neprekidnost na X ×X i Υ skup

svih podskupova skupa X koji su ograniqeni u odnosu na svaku pseu-

dometriku p ∈ P . Neka je A skup funkcija a : P → [0,+∞) sa topologi-

jom koja je odre�ena konvergencijom taqka po taqka i neka je 6 prirodno

13Hermann Minkowski (1864{1909) nemaqki matematiqar
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1.2. Mere nekompaktnosti na uniformnim prostorima

parcijalno ure�e�e dato sa a1 6 a2 ⇔ (∀p ∈ P ) a1(p) 6 a2(p). Mera

nekompaktnosti na X, generisana pomo�u familije pseudometrika P ,

jeste funkcija µ : Υ → A koja zadovo	ava slede�e osobine (pogledati

rad [37]):

(a) skup E je totalno ograniqen ako i samo ako va�i µ(E) = 0;

(b) µ je invarijantna u odnosu zatvore�e, odnosno,

(∀E ∈ Υ) µ(E) = µ(E);

(v) µ je monotona, odnosno, ako je E1 ⊂ E2, onda je µ(E1) 6 µ(E2);

(g) ako je X kompletan i ako je {En} niz zatvorenih podskupova skupa
X takvih da je En+1 ⊂ En za svako n ∈ N i limn→∞ µ(En) = 0, onda

je K =
⋂
n∈NEn neprazan kompaktan skup.

Teorema 1.9. Funkcija α : Υ→ A definisana formulom

[α(E)](p) = inf{d > 0 | skup E se mo�e podeliti na konaqno mnogo

podskupova qiji dijametri u odnosu na

pseudometriku p nisu ve�i od d},

funkcija χ : Υ→ A definisana formulom

[χ(E)](p) = inf{ε > 0 | skup E ima konaqnu ε-mre�u u odnosu na p u X}

i funkcija I : Υ→ A definisana formulom

[I(E)](p) = sup{ε > 0 | E sadr�i beskonaqan

ε-diskretan skup u odnosu na p}

jesu mere nekompaktnosti Kuratovskog, Hauzdorfa i Istrceskua (re-

dom) na E generisane pomo�u familije pseudometrika P .

Dokaz: Dokaz teoreme se mo�e na�i u radu [61, Teorema 1.2.3]. Tako�e

se mo�e dokazati na osnovu Teorema 1.1, 1.2 i 1.6. �
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1.2. Mere nekompaktnosti na uniformnim prostorima

Napomena 1.1. Za razliku od mere nekompaktnosti µ na metriqkim pro-

storima, mera nekompaktnosti µ na uniformnim prostorima je presli-

kava�e qiji je argument skup E, a slika je funkcija µ(E), koja pre-

slikava skup pseudometrika u [0,+∞). Zato bi meru nekompaktnosti

na uniformnim prostorima trebalo oznaqiti sa µP , (odnosno, Hauzdor-

fovu meru sa χP , meru Kuratovskog sa αP , meru Istrceskua sa IP ) gde

je P skup svih pseudometrika. Me�utim, zbog kra�eg zapisa oznaqi�emo

je samo sa µ (odnosno, α, χ, I).

Teorema 1.10. Mere nekompaktnosti Hauzdorfa, Istrceskua i Kura-

tovskog (µ ∈ {χ, I, α}) imaju slede�e osobine:

(a) µ je nesingularna, odnosno, jednaka je nuli za jednoqlan skup;

(b) µ je neprekidna, odnosno, (∀E ∈ Υ) (∀ε > 0) postoji okru�e�e V

u X takvo da za svaki skup E1 za koji (E,E1) ∈ V i za svako p ∈ P
va�i |µ(E1)(p)− µ(E)(p)| < ε;

(v) za svako E1, E2 ∈ Υ i p ∈ P imamo

µ(E1 ∪ E2)(p) = max{µ(E1)(p), µ(E2)(p)};

(g) funkcija µ je subaditivna, odnosno,

µ(E1 + E2)(p) 6 µ(E1)(p) + µ(E2)(p) za svako E1, E2 ∈ Υ, p ∈ P ;

(d) µ je invarijantna u odnosu na translaciju, to jest,

µ(x+ E)(p) = µ(E)(p) za svako E ∈ Υ, x ∈ X, p ∈ P ;

(�) µ je invarijantna u odnosu na konveksni omotaq skupa, odnosno,

µ(co(E))(p) = µ(E)(p) za svako E ∈ Υ, p ∈ P ;

(e) µ je ravnomerno neprekidna, odnosno, (∀ε > 0) postoji okru�e�e
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1.2. Mere nekompaktnosti na uniformnim prostorima

V u X takvo da za svako (E1, E2) ∈ V i za svako p ∈ P va�i

|µ(E1)(p)− µ(E2)(p)| < ε;

(�) va�i

χ(E)(p) 6 I(E)(p) 6 α(E)(p) 6 2χ(E)(p) za svako E ∈ Υ, p ∈ P.

Dokaz: Dokaz se mo�e na�i u [3, Teorema 3], [4, Tvr�e�e 1], [61,

Teorema 1.2.3], [11, Strana 170], i [27]. �

Na osnovu prethodne teoreme (osobina (�)) mo�emo zak	uqiti da su

za skup E mere χ(E), I(E), α(E) ili sve konaqne ili sve beskonaqne.

Definicija 1.10. [3, Definicija 1] Neka je X uniforman prostor.

Skalarna mera nekompaktnosti na X je funkcija Φ: P(X) → [0,+∞]

koja zadovo	ava slede�e uslove:

(a) Φ(E) =∞ ako i samo ako je E neograniqen;

(b) Φ(E) = Φ(E);

(v) iz Φ(E) = 0 sledi da je E totalno ograniqen skup;

(g) iz E ⊂ F sledi Φ(E) ⊂ Φ(F );

(d) ako je X kompletan prostor i ako je {En} niz zatvorenih pod-

skupova skupa X takav da je limn→∞Φ(En) = 0 i En+1 ⊂ En za

svako n ∈ N, onda je K =
⋂
n∈NEn neprazan kompaktan skup.

Teorema 1.11. Neka je X uniforman prostor i neka je {di | i ∈ I}
familija pseudometrika koja definixe topologiju na X. Oznaqimo

sa µi proizvo	nu meru nekompaktnosti na pseudometriqkom prostoru

(X, di) za svako i ∈ I. Tada funkcija µ∗ : P(X)→ [0,+∞] definisana sa

µ∗(E) = sup
i∈I

µi(E),

za svako E ⊂ X, jeste skalarna mera nekompaktnosti na X.

Dokaz: Dokaz ove teoreme mo�e se na�i u radu [3, Teorema 3]. �
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1.3. Hilbertov C∗-modul i Hilbertov W ∗-modul

1.3 Hilbertov C∗-modul i Hilbertov

W ∗-modul

1.3.1 C∗-algebra i W ∗-algebra

C∗-algebra je struktura koja se pojavila 1933. godine za potrebe

kvantne mehanike. Prvu apstraktnu karakterizaciju C∗-algebre (nekada

se koristio termin B∗-algebra) dali su Ge	fand14 i Najmark15 1943. go-

dine. Pre �ih je jox fon Nojman16 prouqavao neke specijalne sluqajeve

C∗-algebri, koje danas zovemo fon Nojmanovim algebrama. C∗-algebre

imaju va�nu ulogu u teoriji unitarnih reprezentacija lokalno kom-

paktnih grupa. Za osnovne osobine C∗-algebri qitaocu se preporuquju

k�ige [56], [65] i [28]. Navex�emo neke rezultate o C∗-algebrama koji �e

biti neophodni za da	e izlaga�e.

Definicija 1.11. Neka je A Banahov prostor nad po	em kompleksnih

brojeva C. Ako je A algebra nad C u kojoj je zadovo	ena nejednakost

‖xy‖ 6 ‖x‖ · ‖y‖ za svako x, y ∈ A,

onda se A naziva Banahova algebra.

Nejednakost

‖x1y1 − x2y2‖ 6 ‖x1‖ · ‖y1 − y2‖+ ‖x1 − x2‖ · ‖y2‖

nam daje da je proizvod neprekidna funkcija dve promen	ive.

Definicija 1.12. Ako je Banahova algebra A snabdevena preslikava-

�em x 7→ x∗ ∈ A sa slede�im osobinama:

(a) (x∗)∗ = x;

(b) (x+ y)∗ = x∗ + y∗;

14Izrail~ Moiseeviq Gel~fand (1913{2009) sovjetski matematiqar
15Mark Aronoviq Na@imark (1909{1978) sovjetski matematiqar
16Margittai Neumann Janos Lajos (1903{1957) ma�arski matematiqar
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1.3. Hilbertov C∗-modul i Hilbertov W ∗-modul

(v) (αx)∗ = αx∗;

(g) (xy)∗ = y∗x∗;

(d) ‖x∗‖ = ‖x‖,

za svako x, y ∈ A i α ∈ C, onda se A naziva involutivna Banahova

algebra. Preslikava�e ∗ �emo zvati involucija.

Ako involucija u A zadovo	ava dodatnu osobinu (C∗-uslov)

�) ‖x∗x‖ = ‖x‖2 za svako x ∈ A,

onda se A naziva C∗-algebra.

Zatvorena ∗-podalgebra C∗-algebre je C∗-algebra posmatrana za sebe.

Za S, podskup skupa A, ka�emo da je samoadjungovan ako va�i S = S∗,

gde je S∗ = {a∗ | a ∈ S}. Samoadjungovana podalgebra algebre A je ∗-

podalgebra algebreA, koju �emo da	e skra�eno zvati podalgebra algebre
A.

Ako je I samoadjungovani ideal algebre A, onda je koliqniqka alge-

bra A/I ∗-algebra sa involucijom datom sa (a + I)∗ = a∗ + I za svako

a ∈ A.
Ako Banahova algebra sadr�i jediniqni element e (za svako x ∈ A

va�i ex = xe = x), onda ka�emo da je jediniqna. Banahove i C∗-

algebre ne moraju imati jediniqni element. Neka je A proizvo	na

Banahova algebra (ne mora biti jediniqna). Tada vektorski prostor

A+ = A ⊕ C, sa proizvodom koji je dat pomo�u formule (a, z)(b, w) =

(ab + zb + aw, zw), involucijom (a, λ)∗ = (a∗, λ) i normom ‖(a, λ)‖A+ =

‖a‖ + |λ|, jeste Banahova algebra sa jedinicom (0, 1). Ovaj proces se

naziva unitalizacija. Ako isti proces primenimo na C∗-algebru, onda

u opxtem sluqaju ne�emo dobiti jediniqnu C∗-algebru, jer ne mora biti

zadovo	en C∗-uslov za normu ‖·‖A+ . Me�utim, postoji norma na A+ koja

�e zadovo	avati C∗-uslov.

Unitalizacija je proces koji ima najvixe smisla primeniti na C∗-

algebre koje nemaju jedinicu. Ako C∗-algebra nema jedinicu, onda �emo

za normu uzeti ‖(x, λ)‖2 = ‖Lx + λI‖o, gde je Lx : A → A, Lx(y) = xy, I
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1.3. Hilbertov C∗-modul i Hilbertov W ∗-modul

identiqko preslikava�e i ‖ · ‖o operatorska norma. Time �emo dobiti
C∗-algebru (A+, ‖ · ‖2). Ako je A jediniqna C∗-algebra, onda �emo za

normu na A+ uzeti ‖(x, λ)‖3 = ‖x+ λe‖+ |λ|, gde je e jediniqni element,
odnosno za unitalizaciju uzimamo algebru (A+, ‖ · ‖3).

Element a ∈ A je samoadjungovan ako je a = a∗. Za svako a ∈ A postoje

jedinstveni samoadjungovani elementi b, c ∈ A takvi da va�i a = b+ ic

(b = (a+a∗)/2, c = (a−a∗)/(2i)). Elementi a∗a i aa∗ su samoadjungovani.
Element a ∈ A je normalan ako je a∗a = aa∗. Element p ∈ A je

projektor ako je p = p2, a ortogonalan projektor ako je p = p∗ = p2.

Ako je A jediniqna C∗-algebra, onda je 1∗ = 1. Ako je element a ∈ A
invertibilan, onda je (a∗)−1 = (a−1)∗. Spektar elementa a ∈ A je skup

σA(a) = {λ ∈ C | a− λe nije invertibilan u A}.

Odavde va�i σA(a∗) = σA(a), za svako a ∈ A. Ako A nije jediniqna C∗-

algebra, onda se spektar elementa a definixe kao spektar tog elementa

u A+. Spektar je neprazan kompaktan skup u C.

Teorema 1.12. Neka B je C∗-podalgebra jediniqne C∗-algebre A i neka

sadr�i jediniqni element algebre A. Tada je σB(b) = σA(b) za svako

b ∈ B.
Dokaz: Dokaz se mo�e na�i u k�izi [49, Teorema 2.1.11]. �

Element a ∈ A se naziva pozitivan element (pixemo a > 0) ako je

samoadjungovan i zadovo	ava neki od slede�ih ekvivalentnih uslova:

(a) σ(a) ⊂ [0,+∞);

(b) a = b∗b za neko b ∈ A;

(v) a = h2 za neki samoadjungovani element h ∈ A.

Samoadjungovani element h definisan u (v), nazivamo kvadratni

koren elementa a i zapisujemo ga kao h = a
1
2 .

Element u ∈ A je unitaran ako je u∗u = uu∗ = e. Ako je u∗u = e, onda

u nazivamo izometrija, a ako je uu∗ = e, onda u nazivamo koizometrija.
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Preslikava�e ϕ : A → B, gde su A i B neke C∗-algebre, naziva se ∗-

homomorfizam ako zadovo	ava osobine ϕ(ab) = ϕ(a)ϕ(b) i ϕ(a∗) = ϕ(a)∗

za svako a, b ∈ A. Dodatno, ako je jox i bijekcija, onda je ∗-izomorfizam.

Linearan funkcional ϕ : A → C se naziva pozitivan ako je ϕ(a) > 0

za svaki pozitivan element a ∈ A. Pozitivni linearni funkcionali

se nazivaju sta�a ako je ‖ϕ‖ = 1. Za pozitivan element a ∈ A va�i

‖a‖ = supϕ(a), gde je supremum uzet po svim sta�ima.

Navex�emo nekoliko primera C∗-algebri.

Primer 1. Po	e skalara C je jediniqna C∗-algebra sa involucijom z 7→
z.

Primer 2. Neka je l∞(S) skup svih ograniqenih kompleksnih funkcija

na nekom skupu S. Tada je l∞(S) jediniqna C∗-algebra sa involucijom

f 7→ f , operacijama (f+g)(x) = f(x)+g(x), (fg)(x) = f(x)g(x), (λf)(x) =

λf(x) i supremum normom ‖f‖∞ = sup
x∈S
|f(x)|.

Primer 3. Neka je (Ω, µ) mer	iv prostor i neka je L∞(Ω, µ) skup svih

esencijalno ograniqenih kompleksnih mer	ivih funkcija na Ω. Tada

je L∞(Ω, µ) jediniqna C∗-algebra sa involucijom f 7→ f .

Primer 4. Neka je Ω topoloxki prostor i Cb(Ω) skup svih ograniqenih,

neprekidnih kompleksnih funkcija na Ω. Tada je Cb(Ω) jediniqna C∗-

podalgebra algebre l∞(S). Ako je Ω kompaktan, onda je C(Ω) skup svih

neprekidnih funkcija iz Ω na C, jednak skupu Cb(Ω).

Primer 5. Ako je Ω lokalno kompaktan Hauzdorfov prostor, onda je

C0(Ω) jedna C∗-algebra sa involucijom f 7→ f .

Primer 6. Neka je Ω mer	iv prostor i neka je B∞(Ω) skup svih ograni-

qenih kompleksnih mer	ivih funkcija na Ω. Tada je B∞(Ω) jediniqna

C∗-podalgebra algebre l∞(Ω).

Primer 7. Neka je H Hilbertov17 prostor i neka je B(H) skup svih

ograniqenih linearnih operatora na skupu H. Tada je B(H) jediniqna

C∗-algebra sa involucijom A 7→ A∗.

17David Hilbert (1862{1943) nemaqki matematiqar
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Primer 8. Neka je (Aλ)λ∈Λ familija C
∗-algebri. �ihova direktna suma⊕

λAλ = {a ∈
∏

λAλ | supλ ‖aλ‖ < +∞} je tako�e C∗-algebra sa involu-
cijom (⊕λaλ)∗ = ⊕λa∗λ i normom ‖a‖ = supλ ‖aλ‖.

Primer 9. Neka je Ω lokalno kompaktan Hauzdorfov prostor, A neka

C∗-algebra i l∞(Ω,A) C∗-algebra sa involucijom f 7→ f ∗, gde je f ∗(ω) =

f(ω)∗. Re�i �emo da se neprekidna funkcija f : Ω → A anulira u

beskonaqnosti ako je skup {ω ∈ Ω | ‖f(ω)‖ > ε} kompaktan za svako ε > 0.

Oznaqimo sa C0(Ω,A) skup svih takvih funkcija. Odavde, C0(Ω,A) je

C∗-podalgebra algebre l∞(Ω,A).

C∗-homomorfizam iz algebre A u B(H) naziva se reprezentacija

algebre A. Vektor ξ ∈ H naziva se cikliqan za reprezentaciju ϕ : A →
B(H) ako je skup svih vektora oblika ϕ(a)ξ, a ∈ A gust u H. Vektor

ξ ∈ H se naziva razdvajaju�i za neku reprezentaciju ϕ : A → B(H) ako

iz jednakosti ϕ(a)ξ = 0 sledi a = 0. Reprezentacija je verna ako je

injektivna. Ako je ϕλ : A → B(Hλ), λ ∈ Λ familija reprezentacija

C∗-algebre A, onda je direktna suma ϕ : A → B(⊕λHλ), ϕ(a)((xλ)λ) =

(ϕλ(a)(xλ))λ za svako a ∈ A i za svako (xλ)λ ∈ H, reprezentacija C∗-

algebre A.
Neka je τ pozitivan linearan funkcional C∗-algebre A. Tada je

Nτ = {a ∈ A | τ(a∗a) = 0} zatvoreni levi ideal algebre A. Oznaqimo
Hτ kompletira�e koliqniqkog prostora A/Nτ u kome je dat skalarni

proizvod 〈a+Nτ , b+Nτ 〉 = τ(b∗a). Preslikava�e ϕτ : A → B(Hτ ), gde

je ϕτ (a) jedinstveno ograniqeno produ�e�e operatora ϕ(a) : A/Nτ →
A/Nτ , ϕ(a)(b + Nτ ) = ab + Nτ sa A/Nτ na Hτ , jeste reprezentacija C

∗-

algebreA i zva�emo je Ge	fand-Najmark-Segalova18 reprezentacija (ili

skra�eno GNS) u odnosu na τ . Univerzalna reprezentacija je direktna

suma reprezentacija ϕτ , gde τ prolazi skup sta�a S(A). Univerzalna

reprezentacija je verna. Svaka C∗-algebra ima univerzalnu reprezenta-

ciju.

Aproksimativna jedinica C∗-algebreA je rastu�a mre�a eα ∈ A, α ∈
Λ, (Λ je usmeren skup) takva da je ‖eα‖ 6 1 i lim

α
‖a − aeα‖ = 0 za svako

18Irving Ezra Segal (1918{1998) ameriqki matematiqar
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1.3. Hilbertov C∗-modul i Hilbertov W ∗-modul

a ∈ A. Svaka C∗-algebra ima aproksimativnu jedinicu eα takvu da je

eα > 0 i eα > eβ za α > β. C∗-algebre koje poseduju prebrojivu aproksi-

mativnu jedinicu nazivaju se σ-jediniqne C∗-algebre. Element h ∈ A je

strogo pozitivan ako za svaki pozitivan nenula linearan funkcional

(ili, ekvivalentno, za svako sta�e) va�i ϕ(h) > 0. Egzistencija strogo

pozitivnog elementa je ekvivalentna egzistenciji prebrojive aproksi-

mativne jedinice.

Navex�emo neke osnovne pojmove vezane za teoriju W ∗-algebri. Za

vixe deta	a qitaocu se preporuquje literatura [65], [14], [20], [62], [28]

i [50].

Za poqetak, na dobro poznatoj W ∗-algebri B(H) (prostor ograni-

qenih linearnih operatora na Hilbertovom prostoru) definisa�emo

nekoliko lokalno konveksnih topologija pomo�u polunormi na B(H).

Neka je a ∈ B(H).

1. σ-slaba topologija je definisana pomo�u polunormi

p(a) =

∣∣∣∣∣
∞∑
i=1

〈aξi, ηi〉

∣∣∣∣∣ ,
za proizvo	ne nizove (ξi), (ηi) u H za koje va�i

∞∑
i=1

‖ξi‖2 <∞,
∞∑
i=1

‖ηi‖2 <∞.

2. σ-jaka topologija je definisana pomo�u polunormi

p(a) =

(
∞∑
i=1

‖aξi‖2

) 1
2

,

za proizvo	an niz (ξi) u H za koji va�i

∞∑
i=1

‖ξi‖2 <∞.
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1.3. Hilbertov C∗-modul i Hilbertov W ∗-modul

3. σ-jaka∗ topologija je definisana pomo�u polunormi

p(a) =

(
∞∑
i=1

(
‖aξi‖2 + ‖a∗ξi‖2

)) 1
2

,

za proizvo	an niz (ξi) u H za koji va�i

∞∑
i=1

‖ξi‖2 <∞.

4. Slaba topologija je definisana pomo�u polunormi p(a) = |〈aξ, η〉|
za proizvo	ne vektore ξ, η ∈ H.

5. Jaka topologija je definisana pomo�u polunormi p(a) = ‖aξ‖ za
proizvo	an vektor ξ ∈ H.

6. Jaka∗ topologija je definisana pomo�u polunormi

p(a) =
(
‖aξ‖2 + ‖a∗ξ‖2

) 1
2

za proizvo	an vektor ξ ∈ H.

Na ograniqenom skupu u B(H), σ-slaba topologija se poklapa sa

slabom topologijom, σ-jaka topologija se poklapa sa jakom topologijom

i σ-jaka∗ topologija se poklapa sa jakom∗ topologijom.

Komutant podskupa R ⊂ B(H) je skup R! = {a ∈ B(H) | ar = ra za

svako r ∈ R}. Bikomutant skupa R je skup R!! = (R!)!.

Involutivna podalgebra A ⊂ B(H) se naziva fon Nojmanova algebra

ako zadovo	ava neki od slede�ih ekvivalentnih uslova:

(a) algebra A sadr�i identiqan operator i zatvorena je u odnosu na

σ-slabu topologiju;

(b) algebra A sadr�i identiqan operator i zatvorena je u odnosu na

σ-jaku topologiju;

(v) algebra A se poklapa sa bikomutantom, A!! = A.
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1.3. Hilbertov C∗-modul i Hilbertov W ∗-modul

Svaka fon Nojmanova algebra je C∗-algebra. Za razliku od C∗-

algebre, kod fon Nojmanove algebre uvek postoji polarna dekompozicija,

odnosno, svaki element a ∈ A mo�e se na jedinstven naqin zapisati u

obliku a = uh, gde je u parcijalna izometrija, h ∈ A pozitivan element

i keru = kerh.

Algebra A je W ∗-algebra ako je C∗-algebra i dualna je, kao Banahov

prostor, nekom Banahovom prostoru F, A = F ∗.

Linearni funkcional ϕ na fon Nojmanovoj algebri A je normalan

ako za svaku rastu�u mre�u aλ ∈ A, λ ∈ Λ, sa najma�im gor�im ograni-

qe�em a ∈ A, va�i da je vrednost ϕ(a) najma�e gor�e ograniqe�e skupa

ϕ(aλ). Pred-dualW
∗-algebre A je izomorfan sa skupom svih normalnih

funkcionala na A, koji je inaqe linearni omotaq skupa pozitivnih

normalnih funkcionala.

1.3.2 Hilbertov C∗-modul

Hilbertov C∗-modul je na neki naqin uopxte�e Hilbertovog pro-

stora, pri qemu umesto skalarnog proizvoda imamo takozvani unutra-

x�i proizvod qije vrednosti su elementi u datoj C∗-algebri. Oni su

se prvo mogli na�i u radu Kaplanskog19 1953. godine, gde je razvijena

teorija za komutativne jediniqne C∗-algebre [29]. Kasnije, nezavisno

jedan od drugog, Paxke20 [53] i Rifel21 [58] teoriju xire na nekomu-

tatitivne C∗-algebre. Hilbertovi C∗-moduli su va�ni za Kasparov-

	evu22 formulaciju KK-teorije [31], imaju va�nu ulogu u proxire�u

pojma Morita ekvivalencije na C∗-algebru [59] i mogu se na�i u neko-

mutativnoj geometriji ([8],[9]). Za vixe o Hilbertovim C∗-modulima

qitaocu se preporuquje slede�a literatura [66], [44], [64], [63], [53], [48],

[39], [38], [24], [22] i [17].

Neka je M modul nad C∗-algebrom A. Dejstvo elementa a ∈ A na M

oznaqi�emo sa x · a ili samo sa xa.
19Irving Kaplansky (1917{2006) kanadski matematiqar
20William Paschke-ameriqki matematiqar
21Marc Aristide Rieffel-ameriqki matematiqar
22Gennadi@i Georgieviq Kasparov-ruski matematiqar
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1.3. Hilbertov C∗-modul i Hilbertov W ∗-modul

Definicija 1.13. Pred-Hilbertov modul je desni A-modulM snabde-

ven seskvilinearnom formom 〈·, ·〉 : M×M → A sa slede�im osobinama:

(a) 〈x, x〉 > 0 za svako x ∈M ;

(b) iz 〈x, x〉 = 0 sledi x = 0;

(v) 〈y, x〉 = 〈x, y〉∗ za svako x, y ∈M ;

(g) 〈x, y · a〉 = 〈x, y〉 · a za svako x, y ∈M i za svako a ∈ A.

Preslikava�e 〈·, ·〉 se naziva A-vrednosni unutrax�i proizvod.

Navex�emo dva primera pred-Hilbertovih modula.

Primer 10. Neka je J ⊂ A desni ideal. Tada se J mo�e posmatrati

kao pred-Hilbertov A-modul sa unutrax�im proizvodom 〈x, y〉 = x∗y za

svako x, y ∈M .

Primer 11. Neka je {Ji} prebrojiv skup desnih ideala C∗-algebre A i

neka je M linearan prostor svih nizova (xi), xi ∈ Ji koji zadovo	ava-

ju uslov
∑

i ‖xi‖2 < ∞. Tada se M mo�e posmatrati kao desni pred-

Hilbertov A-modul, pri qemu je (xi) · a = (xia) za (xi) ∈ M,a ∈ A i

unutrax�i proizvod 〈(xi), (yi)〉 =
∑

i x
∗
i yi.

Na pred-Hilbertov A-modulu M mo�emo definisati funkciju

‖x‖M = ‖ 〈x, x〉 ‖1/2, x ∈M.

Tvr�e�e 1.2. [53, Tvr�e�e 2.3] Funkcija ‖ · ‖M je norma na M i zado-

vo	ava slede�e osobine:

(a) ‖x · a‖M 6 ‖x‖M · ‖a‖ za svako x ∈M,a ∈ A;

(b) 〈x, y〉 〈y, x〉 6 ‖y‖2
M 〈x, x〉 za svako x, y ∈ M (nejednakost Koxi-

Bu�akovskog23);

(v) ‖ 〈x, y〉 ‖ 6 ‖x‖M · ‖y‖M za svako x, y ∈M.

23Viktor �kovleviq Bun�kovski@i (1804{1889) ruski matematiqar
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1.3. Hilbertov C∗-modul i Hilbertov W ∗-modul

Dokaz: Za svaki pozitivan linearan funkcional ϕ na A, preslika-
va�e (x, y) 7→ ϕ(〈x, y〉) je poluskalarni proizvod na M , odakle sledi da

je x 7→ ϕ(〈x, x〉)1/2 polunorma na M . Imamo

‖x‖M = ‖ 〈x, x〉 ‖1/2 = sup{ϕ(〈x, x〉)1/2 | ϕ je sta�e na A},

za svako x ∈M . Prema tome, ‖ · ‖M je polunorma i na osnovu osobine da

je 〈x, x〉 = 0⇔ x = 0, sledi da je ‖ · ‖M norma na M .

Tvr�e�e (a) sledi iz jednakosti

‖x · a‖2
M = ‖ 〈x · a, x · a〉 ‖ = ‖a∗ 〈x, x〉 a‖ 6 ‖a‖2 · ‖ 〈x, x〉 ‖ = ‖x‖2

M · ‖a‖2.

Da bismo dokazali tvr�e�e (b) uzmimo x, y ∈ M i pozitivan linearan

funkcional ϕ na A. Primenom nejednakosti Koxi-Bu�akovskog za

degenerisani unutrax�i proizvod ϕ(〈·, ·〉) na M dobijamo

ϕ(〈x, y〉 〈y, x〉) = ϕ(〈x, y · 〈y, x〉〉)

6 ϕ(〈x, x〉)1/2 · ϕ(〈y · 〈y, x〉 , y · 〈y, x〉〉)1/2

= ϕ(〈x, x〉)1/2 · ϕ(〈x, y〉 〈y, y〉 〈y, x〉)1/2

6 ϕ(〈x, x〉)1/2 · ‖ 〈y, y〉 ‖1/2 · ϕ(〈x, y〉 〈y, x〉)1/2.

Prema tome, za svaki pozitivan funkcional ϕ imamo ϕ(〈y, x〉 〈x, y〉) 6
‖y‖2

M · ϕ(〈x, x〉), pa smo dokazali tvr�e�e (b). Odavde direktno sledi

tvr�e�e (v). �

Definicija 1.14. Pred-Hilbertov A-modul M se naziva Hilbertov

C∗-modul ako je kompletan u odnosu na normu ‖ · ‖M .

Primer 12. Ako je J ⊂ A desni ideal, onda je pred-Hilbertov modul J

kompletan u odnosu na normu ‖ · ‖J = ‖ · ‖. Specijalno, C∗-algebra A se

mo�e posmatrati kao slobodan Hilbertov modul sa jednim generatorom.

Primer 13. Neka je
⊕n

i=1 Mi direktna suma konaqnog skupa {Mi} Hilber-
tovih A-modula. Tada je

⊕n
i=1Mi Hilbertov modul, gde je unutrax�i

proizvod na
⊕n

i=1Mi zadat formulom 〈x, y〉 =
∑n

i=1 〈xi, yi〉 , gde su x =
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(xi),y = (yi) ∈
⊕n

i=1 Mi. Oznaqimo direktnu sumu n Hilbertovih modula

M sa Mn.

Primer 14. Neka je
⊕

iMi direktna suma prebrojivog skupa {Mi}Hilber-
tovih A-modula. Na A-modulu

⊕
iMi svih nizova x = (xi), xi ∈ Mi

takvih da je
∑

i 〈xi, xi〉 konvergentan u normi C∗-algebre A definiximo

unutrax�i proizvod sa

〈x, y〉 =
∑
i

〈xi, yi〉 za x, y ∈
⊕
i

Mi.

Na taj naqin se dobija Hilbertov C∗-modul. Prebrojivu direktnu sumu

Hilbertovog modula M oznaqi�emo sa l2(M) ili HM .

Standardan Hilbertov modul, u oznaci l2(A) ili HA, jeste

l2(A) =

{
x = (ξ1, ξ2, . . .) | ξj ∈ A,

∞∑
j=1

ξ∗j ξj konvergira u normi

}
,

snabdeven A-vrednosnim unutrax�im proizvodom

l2(A)× l2(A) 3 (x, y) 7→
∞∑
j=1

ξ∗j ηj ∈ A, x = (ξ1, ξ2, . . .), y = (η1, η2, . . .).

Ako je C∗-algebra A jediniqna, onda Hilbertov modul HA ima stan-

dardnu bazu {ei}, i ∈ N, gde je ei = (0, . . . , 0, 1, 0, . . .) sa jediniqnim ele-

mentom na i-tom mestu.

Neka je N ⊂ M zatvoren podmodul Hilbertovog C∗-modula M .

Definiximo ortogonalan komplement N⊥ kao

N⊥ = {y ∈M | 〈x, y〉 = 0 za svako x ∈ N}.

Tada je N⊥ tako�e zatvoren podmodul Hilbertovog C∗-modula M , ali

jednakost M = N ⊕ N⊥ ne mora da va�i. Na primer, za A = C[0, 1] i

N = C0(0, 1), va�i N⊥ = 0, odakle je M 6= N ⊕N⊥.

Definicija 1.15. Zatvoren podmodul N u Hilbertovom C∗-modulu M

naziva se ortogonalno dopu�iv ako je M = N ⊕N⊥.

23



1.3. Hilbertov C∗-modul i Hilbertov W ∗-modul

Definicija 1.16. Hilbertov C∗-modul se naziva konaqno generisan

ako postoji konaqan skup {xi} ⊂ M takav da je M jednak linearnom

omotaqu (nad C iA) tog skupa. Hilbertov C∗-modul se naziva prebrojivo
generisan ako postoji prebrojiv skup {xi} ⊂ M takav da je M jednak

zatvore�u u normi linearnog omotaqa (nad C i A) tog skupa. Kada je
podmodul konaqnih A-linearnih suma jednak modulu M , onda ka�emo

da je modul M algebarski generisan.

Definicija 1.17. Neka je M Hilbertov C∗-modul nad algebrom A.

(a) Element x ∈ M se naziva nesingularan ako je element 〈x, x〉 ∈ A
invertibilan.

(b) Skup {xi} ∈M se naziva ortonormiran ako je 〈xi, xj〉 = δi,j.

(v) Skup {xi} ∈M se naziva baza modulaM ako je ortonormiran i ako

su konaqne sume
∑

i xi · ai, ai ∈ A guste u N .

Definicija 1.18. Hilbertov A-modul M se naziva konaqno generisan

projektivan A-modul ako postoji Hilbertov A-modul N takav da za neko

n ∈ N va�i M ⊕N ∼= An.

Teorema 1.13. [Dupre24-Filmore25] Neka je A jediniqna C∗-algebra i

neka je M konaqno generisan projektivan A-podmodul u standardnom

Hilbertovom A-modulu HA. Tada va�e slede�a tvr�e�a:

(a) skup nesingularnih elemenata modula M⊥ je gust u M⊥;

(b) HA = M ⊕M⊥;

(v) M⊥ ∼= HA.

Dokaz: Dokaz se mo�e na�i u k�izi [44, Teorema 1.4.5]. �

Teorema 1.14. Neka je A jediniqna C∗-algebra i neka je M konaqno

generisan projektivni Hilbertov podmodul Hilbertovog A-modula N .

Tada je N = M ⊕M⊥.

24Maurice Joseph Dupré-ameriqki matematiqar
25Peter Arthur Fillmor-kanadski matematiqar
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Dokaz: Dokaz se mo�e na�i u k�izi [44, Teorema 1.4.6]. �

Neka suM iN Hilbertovi C∗-moduli nad C∗-algebromA. Ograniqen
C-linearan A-homomorfizam iz M u N naziva se operator iz M u

N . Neka je HomA(M,N) skup svih operatora iz M u N . Ako je M =

N , onda je EndA(M) := HomA(M,M) Banahova algebra. Neka je T ∈
HomA(M,N). Re�i �emo da operator T ima adjungovani ako postoji

operator T ∗ ∈ HomA(N,M) takav da va�i

〈Tx, y〉 = 〈x, T ∗y〉 za svako x ∈M, y ∈ N.

Operator T ∗ se zove adjungovani operator operatora T. Za razliku od

ograniqenih operatora na Hilbertovom prostoru, ograniqen operator

na Hilbertovom modulu ne mora imati adjungovani. To pokazuje slede�i

primer.

Primer 15. Neka je A jediniqna C∗-algebra i neka operator T ∈B(HA)

ima matriqni zapis ‖ti,j‖, ti,j = 〈ei, T ej〉 u odnosu na standardnu bazu

{ei}. Adjungovani operator ima matriqni oblik ‖t∗j,i‖, gde je t∗j,i =

〈ej, T ei〉∗ .
Neka je A = C[0, 1] jediniqna C∗-algebra i neka su funkcije ϕi ∈ A,

i = 1, 2, . . ., definisane na slede�i naqin

ϕi(x) =


0, x ∈ [0, 1

i+1
] ∪ [1

i
, 1];

1, x = xi = 1
2
(1
i

+ 1
i+1

);

linearna, x ∈ [ 1
i+1
, xi] ∪ [xi,

1
i
].

Ograniqen operator T ∈ B(HA) oblika
ϕ1 ϕ2 ϕ3 ϕ4 . . .

0 0 0 0 . . .

0 0 0 0 . . .

0 0 0 0 . . .

. . . . . . . . . . . .


nema adjungovani operator. Naime, �egov adjungovani operator bi tre-
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balo da ima oblik 
ϕ∗1 0 0 . . .

ϕ∗2 0 0 . . .

ϕ∗3 0 0 . . .

. . . . . . . . . . . .

 ,

koji nije ograniqen, jer
∑∞

i=1 ϕiϕ
∗
i ne konvergira u normi C

∗-algebre A.

S obzirom da proizvo	ni A-linearan ograniqen operator iz M u

N ne mora imati adjungovani, posmatra�emo algebru svih A-linearnih
ograniqenih operatora iz modulaM u modulN koji imaju adjungovani, u

oznaci Ba(M,N) ili End∗A(M,N) (Ba(M) ili End∗A(M) ako je M = N).

Poznato je da je Ba(M) C∗-algebra u sluqaju kada A jeste C∗-algebra.

Tvr�e�e 1.3. Za operator T :M →M , ekvivalentni su slede�i uslovi:

(a) T je pozitivan element C∗-algebre Ba(M);

(b) va�i 〈Tx, x〉 > 0 za svako x ∈M , to jest, 〈Tx, x〉 je pozitivan u

C∗-algebri A.

Dokaz: Dokaz se mo�e na�i u k�izi [44, Tvr�e�e 2.1.3]. �

Definicija 1.19. Zatvoren podmodul N u Hilbertovom C∗-modulu M

naziva se topoloxki dopu�iv (ili samo dopu�iv) ako postoji zatvoren

podmodul L u M takav da je N + L = M i N ∩ L = {0} (ili kra�e

M = N⊕̃L).

Jasno, svaki ortogonalno dopu�iv podmodul je topoloxki dopu�iv.

Kako su na osnovu Dupre-Filmorove teoreme konaqno generisani pro-

jektivni podmoduli u HA ortogonalno dopu�ivi oni su i topoloxki

dopu�ivi. Slede�i primer nam pokazuje da postoje topoloxki dopu�i-

vi podmoduli koji nisu ortogonalno dopu�ivi.

Primer 16. Neka je J ⊂ A zatvoren ideal takav da iz Ja = 0, a ∈ A sledi

a = 0. Neka je M = A ⊕ J i N = {(b, b) | b ∈ J}. Tada je N topoloxki

dopu�iv, jer za podmodul L = {(a, 0) | a ∈ A} ⊂ M va�i N⊕̃L = M .

Podmodul N nije ortogonalno dopu�iv, jer je N⊥ = {(c,−c) | c ∈ J},
odakle je N ⊕N⊥ = J ⊕ J 6= M .
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Neka je N zatvoren podmodul Hilbertovog C∗-modula M . Ako je N

dopu�iv, pri qemu seM mo�e razlo�iti na direktnu sumu koja ne mora

biti ortogonalna M = N⊕̃L, onda mo�emo definisati projektor P na

N du� L. Projektor P ne mora imati adjungovan operator. Me�utim,

ako va�i M = N ⊕ L, onda je P samoadjungovan.

Lema 1.1. Neka je N zatvoren podmodul Hilbertovog C∗-modula M i

neka je dopu�iv M = N⊕̃L. Projektor P na N du� L je A-linearan i

ograniqen.

Dokaz: A-linearnost projektora P se jednostavno dokazuje.

Neka niz (xn, P (xn)) konvergira ka (x, y), gde je xn ∈ M. Element

x ∈ M ima jedinstveno razlaga�e x = P (x) + z za neko z ∈ L. Niz

P (xn) konvergira ka y u zatvorenom podmodulu N , odakle y ∈ N . S

obzirom da niz xn − P (xn) konvergira ka x− y u zatvorenom podmodulu

L, onda i x− y ∈ L. Odavde smo dobili da va�i x = y + (x− y), gde je

y ∈ N, x− y ∈ L. Na osnovu jedinstvenosti razlaga�a elementa x, sledi
da je y = Px. Dokazali smo da je grafik operatora P zatvoren. Na

osnovu teoreme o zatvorenom grafiku sledi da je P ograniqen operator.

�

Tvr�e�e 1.4. Neka jeM konaqno generisan Hilbertov podmodul u Hil-

bertovom modulu N nad jediniqnom C∗-algebrom. Tada je M ortogo-

nalno dopu�iv u N .

Dokaz: Dokaz se mo�e na�i u k�izi [44, Lema 2.3.7]. �

Teorema 1.15. Neka je HA ∼= M⊕̃N , gde suM i N zatvoreni C∗-moduli

nad algebrom A. Ako N ima konaqan broj generatora, onda je N konaqno

generisan projektivan C∗-modul.

Dokaz: Dokaz se mo�e na�i u k�izi [44, Teorema 2.7.5]. �

Teorema 1.16. Neka je M Hilbertov C∗-modul nad algebrom A.

(a) Va�i M⊥ = {0} i {0}⊥ = M .

27



1.3. Hilbertov C∗-modul i Hilbertov W ∗-modul

(b) Ako je N ⊂ M podmodul (ne mora biti zatvoren), onda je N⊥

zatvoren (u normi) podmodul modula M .

(v) Ako su N1 i N2 podmoduli modula M takvi da je N1 ⊂ N2, onda je

N⊥2 ⊂ N⊥1 .

(g) Ako su N1 i N2 podmoduli modula M takvi da je N1 ⊕ N2 = M ,

onda su oni zatvoreni i va�i N⊥2 = N1, N
⊥
1 = N2, N

⊥⊥
1 = N1, i

N⊥⊥2 = N2.

Dokaz: Dokaz teoreme se mo�e na�i u k�izi [66, Lema 15.3.4]. �

Teorema 1.17. Neka su M i N Hilbertovi C∗-moduli nad algebrom A
i neka je T : M → M linearno preslikava�e. Tada su slede�i uslovi

ekvivalentni:

(a) operator T je ograniqen i A-linearan, to jest, T (x · a) = T (x) · a
za svako x ∈M,a ∈ A;

(b) postoji konstanta K > 0 takva da va�i nejednakost 〈Tx, Tx〉 6
K 〈x, x〉 za svako x ∈M.

Dokaz: Dokaz se mo�e na�i u k�izi [44, Teorema 2.1.4]. �

Teorema 1.18. Neka su M i N Hilbertovi C∗-moduli nad algebrom A
i T ∈ Hom∗A(M,N) operator sa zatvorenom slikom. Tada va�e slede�a

tvr�e�a:

(a) kerT je ortogonalno dopu�iv podmodul u M ;

(b) ranT je ortogonalno dopu�iv podmodul u N.

Dokaz: Dokaz teoreme se mo�e na�i u k�izi [44, Teorema 2.3.3]. �

Lema 1.2. Neka je M Hilbertov C∗-modul nad C∗-algebrom A koja

sadr�i aproksimativnu jedinicu. Tada je zatvore�e skupa M · A =

{xa | x ∈M,a ∈ A} u normi jednako M , odnosno va�i M · A = M .

28



1.3. Hilbertov C∗-modul i Hilbertov W ∗-modul

Dokaz: Oqigledno je da va�i M · A ⊂ M . Neka je x ∈ M i neka je

eα aproksimativna jedinica u A. Tada xeα → x, pa x ∈M · A. Dokazali
smo inkluziju M ⊂M · A. Prema tome, M · A = M . �

Lema 1.3. [66, Lema 15.3.7](Polarna dekompozicija) Neka je M Hilber-

tov C∗-modul nad jediniqnom C∗-algebrom A i neka je T ∈ Ba(M). Tada

su slede�a tvr�e�a ekvivalentna:

(a) operator T ima polarno razlaga�e T = V |T |, gde je V ∈ Ba(M)

parcijalna izometrija za koju va�i

kerV = kerT, kerV ∗ = kerT ∗, V (M) = T (M), V ∗(M) = |T |(M);

(b) M = ker |T | ⊕ |T |(M) i M = kerT ∗ ⊕ T (M);

(v) T (M) i |T |(M) su dopu�ivi u M .

Ako operator T ima polarno razlaga�e, onda je V ∗V projektor na |T |(M)

i va�i

V ∗V |T | = |T |, V ∗T = |T |, V V ∗T = T.

Dokaz: Dokaz leme se mo�e na�i u k�izi [66, Lema 15.3.7]. �

1.3.3 ,,Kompaktni" operatori na Hilbertovom

C∗-modulu

Neka su M i N Hilbertovi C∗-moduli nad algebrom A. Za elemente
x ∈ N, y ∈M definiximo operator

Θx,y : M → N, Θx,y(z) = x 〈y, z〉 , (1.3.1)

kojeg �emo zvati operator konaqnog ranga. Za takve operatore va�e

jednakosti:

(a) (Θx,y)
∗ = Θy,x;

(b) Θx,yΘu,v = Θx〈y,u〉,v = Θx,v〈u,y〉 za u ∈M, v ∈ N ;
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(v) TΘx,y = ΘTx,y za Hilbertov A-modul L i T ∈ HomA(N,L);

(g) Θx,yS = Θx,S∗y za Hilbertov A-modul L i S ∈ HomA(L,M).

Oznaqimo zatvore�e (u normi) linearnog omotaqa skupa svih ope-

ratora konaqnog ranga sa K(M,N). Elemente skupa K(M,N) zva�emo

,,kompaktni" operatori. U sluqajuM = N ,K(M) je zatvoren dvostrani

ideal u C∗-algebri Ba(M). Zatvore�e u normi operatora konaqnog ranga

qini algebru svih ,,kompaktnih" operatora. Navodnike kod termina

kompaktni stav	amo da bismo naglasili qi�enicu da ,,kompaktni" ope-

ratori ne moraju slikati ograniqene skupove u relativno kompaktne

skupove, kao xto je to sluqaj kod Banahovih prostora. Uprkos tome,

,,kompaktni" operatori imaju sliqne osobine kao kompaktni operatori

na Hilbertovim prostorima (videti radove [45] i [43]).

Neka jeHA standardan Hilbertov modul nad jediniqnom C
∗-algebrom

i neka je An ⊂ HA slobodan podmodul generisan pomo�u prvih n eleme-

nata standardne baze. Oznaqimo sa Pn projektor iz HA na podmodul

An. Niz takvih projektora Pn zva�emo standardna aproksimativna je-
dinica za K(HA).

Tvr�e�e 1.5. [44, Tvr�e�e 2.2.1] Element K ∈ Ba(HA) je ,,kompaktan"

ako i samo ako (I − Pn)K → 0 u normi.

Dokaz: Za svako z koje je ortogonalno na An va�i

‖Θx,y(z)‖2 = ‖ 〈Θx,y(z),Θx,y(z)〉 ‖ = ‖ 〈y, z〉∗ 〈x, x〉 〈y, z〉 ‖

6 ‖x‖2 · ‖ 〈y, z〉 ‖2 = ‖x‖2 · ‖ 〈Pny, z〉 ‖2

6 ‖x‖2 · ‖Pny‖2 · ‖z‖2.

S obzirom da ‖Pny‖ konvergira ka nuli, restrikcija operatora Θx,y na

podmodul (An)⊥ tako�e konvergira u normi ka nuli. Odavde restrikcija

bilo kojeg ,,kompaktnog" operatora na podmodul (An)⊥ konvergira u ope-

ratorskoj normi ka nuli. Pretpostavimo da za neki operator K va�i

‖K|(An)⊥‖ → 0. Tada, iz
∑n

m=1Kem 〈em, z〉 = 0 za svako z ∈ HA za koje
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va�i z ⊥ An i ‖z‖ 6 1, imamo

sup
z

∥∥∥∥∥Kz −
n∑

m=1

Kem 〈em, z〉

∥∥∥∥∥ = sup
z
‖Kz‖ → 0 (1.3.2)

kada n → ∞. Ako je z ∈ An, onda je Kz =
∑n

m=1Kem 〈em, z〉. Ovo

nam daje da (1.3.2) va�i i kada se supremum uzme po svim elementima

jediniqne lopte celog modula HA. Prema tome, operator K je graniqna

vrednost po normi niza operatora Kn =
∑n

m=1 ΘKem,em . �

Lema 1.4. Neka je Q ∈ K(HA) projektor i neka je Pn standardna apro-

ksimativna jedinica u K(HA). Tada za svako ε ∈ (0, 1/12] postoji

prirodan broj n i unitaran element Un ∈ B(HA), takvi da va�e ne-

jednakosti ‖Q− PnQPn‖ < ε i UnQU
∗
n 6 Pn.

Dokaz: Dokaz leme se mo�e na�i u k�izi [66, Lema 15.4.1]. �

Teorema 1.19. [66, Tvr�e�e 15.4.2] Neka je M Hilbertov C∗-modul nad

jediniqnom algebrom A i neka je Pn standardna aproksimativna jedi-

nica u K(HA). Slede�i uslovi su ekvivalentni:

(a) M je ortogonalno dopu�iv do nekog slobodnog A-modula i alge-

barski konaqno generisan;

(b) M je konaqno generisan projektivan modul;

(v) M je izomorfan kao modul zatvorenom i algebarski konaqno gene-

risanom podmodulu modula HA;

(g) M je izomorfan sa Q(HA) za neki ,,kompaktan" projektor Q ∈
K(HA).

Dokaz: (a)⇒(b): Neka je {x1, x2, . . . , xn} skup generatora modula M

takvih da je podmodul A-linearnih suma jednak modulu M . Definixi-

mo preslikava�e π : An → M, π(a1, a2, . . . , an) = x1a1 + x2a2 + . . . + xnan

i utapa�e ε : ker π → An. Modul M je ortogonalno dopu�iv do nekog

slobodnog A-modula, pa postoji modul N tako daM⊕N ima bazu {bi}i∈I .
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Neka je p projektor sa M ⊕ N na M . S obzirom da je preslikava�e

π surjektivno, za svako bi postoji ai tako da je π(ai) = p(bi). Time je

definisano A-linearno preslikava�e h : M ⊕ N → An za koje va�i

h(bi) = ai, i ∈ I. Neka je φ : M → An restrikcija preslikava�a h na M .

Podmoduli kerπ i φ(M) su ortogonalni i va�i kerπ ⊕ φ(M) = An.
(b)⇒(v): Neka je An izomorfan direktnoj sumi modula M i nekog

A-modula F i neka je i : An → M ⊕ F izomorfizam. Oznaqimo sa P
′
M

projektor saM⊕F naM . Tada je PM : An → An, PM = i−1◦P ′M ◦i projek-
tor naAn kome odgovara matrica uMn(A) ' B(An), pa je PM neprekidno

preslikava�e. Odavde sledi da je i P
′
M = i ◦ PM ◦ i−1 neprekidno pre-

slikava�e.

Neka niz (xn) uM konvergira ka x. Tada P
′
Mxn → x jer je P

′
Mxn = xn.

Iz neprekidnosti preslikava�a P
′
M , imamo P

′
Mxn → P

′
Mx, odakle je

P
′
Mx = x, odnosno x ∈ M . Dokazali smo da je M zatvoren. Modul M

je generisan pomo�u P
′
M(e1), P

′
M(e2), . . . , P

′
M(en), gde je {ei}ni=1 standardna

ortonormirana baza za An. Prema tome, M mo�emo posmatrati kao

algebarski konaqno generisan zatvoren podmodul modula HA.

(v)⇒(g): Posmatrajmo standardnu ortonormiranu bazu {en}n∈N za

HA. Za {η1, η2, . . . , ηk} skup generatora zaM , definisa�emo ,,kompaktan"

(qak konaqnog ranga) operator sa

K =
k∑
i=1

Θηi,ei .

Svaki element a ∈ A mo�e da se zapixe kao a =
∑∞

n=1 enan, gde je

an = 〈en, a〉 ∈ A, a odatle

K(a) =
k∑
i=1

ηi 〈ei, a〉 =
k∑
i=1

ηiai.

Dobili smo M = K(HA) = K(Ak), pa K ima zatvorenu sliku. Neka

je K = V |K| polarno razlaga�e operatora K. Ono postoji zato xto

je slika operatora K modul M koji je ortogonalno dopu�iv, a slika

operatora |K| je An. Tada je V ∗V 6 Pn, pa je V
∗ = V ∗V V ∗ ,,kompaktan",
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a time i Q = V V ∗. Odavde sledi

ranQ = ranV = ranK = M.

(g)⇒(a): Neka je M izomorfan sa Q(HA) za neki ,,kompaktan" projek-

tor Q ∈ K(HA). Primenom Leme 1.4 dobijamo ,,kompaktan" projektor

Q1 = UQU∗, gde je U unitaran, za koji va�i Q1 6 Pn za neko n ∈ N.
Va�i M ' Q1(HA) = U∗(An). S obzirom da je U unitaran i An slo-

bodan i algebarski konaqno generisan, modul M je algebarski konaqno

generisan. Dekompozicija Q1(HA) ⊕ (I − Q1)(HA) = HA nam daje da je

Q1(HA) 'M projektivan. �

Lema 1.5. Pozitivan operator T ∈ K(M) je strogo pozitivan ako i

samo ako operator T ima gustu sliku.

Dokaz: Dokaz leme se mo�e na�i u k�izi [66, Lema 15.4.5]. �

Teorema 1.20. [66, Teorema 15.4.6](Kasparov	eva teorema o stabiliza-

ciji) Neka je A proizvo	na C∗-algebra iM prebrojivo generisan Hilber-

tov A-modul. Tada je M ⊕HA ∼= HA.

Dokaz: Neka C∗-algebra A ima jedinicu i HA ima standardnu bazu

{ei}, i ∈ N, gde je ei = (0, . . . , 0, 1, 0, . . .) sa jediniqnim elementom na i-

tom mestu. Neka se niz (ηk) sastoji od generatora modula M tako da se

svaki generator jav	a prebrojivo mnogo puta. Definiximo operator

T : HA →M ⊕HA sa

T =
∑
k∈N

2−kΘηk⊕2−kek,ek ,

gde je Θ operator definisan sa (1.3.1). Oqigledno je T element skupa

K(HHA ,M ⊕HA) i va�i

T (ek) = 2−kηk ⊕ 4−kek.

Prvo �emo pokazati da operatori T i |T | imaju gustu sliku.
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Fiksirajmo k ∈ N. Na osnovu definicije operatora T element ηk ⊕
2−jej pripada slici operatora T za svako j za koje je ηk = ηj. S obzirom

da niz (ηk) svaki generator sadr�i prebrojivo mnogo puta i 2−jej →
0 kada j → ∞, element ηk ⊕ 0 pripada zatvore�u slike operatora T .

Odavde sledi M ⊕{0} ⊂ T (HA). Tako�e, va�i {0}⊕HA ⊂ T (HA), jer je

0⊕ ej = 4jT (ej)− 2jηj ⊕ 0. Dokazali smo M ⊕HA = (M ⊕ 0) + (0⊕HA) ⊂
T (HA), odnosno da T ima gustu sliku.

Da bismo dokazali da |T | ima gustu sliku, dovo	no je dokazati da

T ∗T ima gustu sliku (zato xto T ∗T (HA) ⊂ |T |(HA)). Neka je

S =
∞∑
k=0

2−4kΘek,ek .

Tada je

T ∗T (x) =
∑
k,j

2−j−kΘek,ηk⊕2−kek ·Θηj⊕2−jej ,ej(x)

=
∑
k,j

2−j−kek
〈
ηk ⊕ 2−kek, ηj ⊕ 2−jej

〉
〈ej, x〉

=
∑
k,j

2−j−kek 〈ηk, ηj〉 〈ej, x〉+ S(x)

=

(∑
k

2−kΘηk⊕0,ek

)∗(∑
k

2−kΘηk⊕0,ek

)
+ S(x).

Odavde vidimo da je T ∗T > S. Operator S je strogo pozitivan, pa je

i T ∗T strogo pozitivan. Na osnovu Leme 1.5 sledi da T ∗T ima gustu

sliku.

Dokaza�emo da operator T ima polarno razlaga�e T = V |T |, gde je
V : HA → M ⊕ HA unitaran operator. Operatori T i |T | imaju gustu

sliku, pa je zadovo	en uslov (v) Teoreme 1.3, odakle va�i T ima polarno

razlaga�e T = V |T |, gde je V ∈ Ba(M) parcijalna izometrija za koju

va�i

V (M) = M ⊕HA, V ∗(M) = HA.

Odavde sledi da je V unitaran i da postoji izomorfizam izme�u HA i
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M ⊕HA.
Neka C∗-algebra A nema jedinicu. Oznaqimo sa A∼ �enu unitaliza-

ciju. Tada je M ⊕HA∼ ∼= HA∼ . Na osnovu Leme 1.2 imamo M · A = M i

HA∼ · A = HA, odakle je

M ⊕HA = M · A ⊕HA∼ · A = (M ⊕HA∼) · A ∼= HA∼ · A = HA.

�

U sluqaju kada je standardan Hilbertov modul nad jediniqnom C∗-

algebrom da�emo jox jedan geometrijski opis ,,kompaktnih" operatora.

Za ograniqen podskup S skupa HA ka�emo da je A-,,pretkompaktan"
ako za svako ε > 0 postoji slobodan konaqno generisan A-modul N ∼=
An, N ⊂ HA, takav da va�i d(S,N) := supx∈S d(x,N) < ε.

Tvr�e�e 1.6. Neka je T ∈ Ba(HA). Tada su ekvivalentni slede�i

uslovi:

(a) T ∈ K(HA);

(b) slika T (B1(HA)) jediniqne lopte B1(HA) je A-,,pretkompaktan"
skup.

Dokaz: Dokaz tvr�e�a se mo�e na�i u k�izi [44, Tvr�e�e 2.6.2]. �

1.3.4 Dualnost Hilbertovih C∗-modula

Neka je M Hilbertov A-modul. Oznaqimo sa M ′ skup svih ogra-

niqenih A-linearnih preslikava�a iz M u A. Struktura vektorskog

prostora nad po	em C uvedena je pomo�u formule (λ · f)(x) = λf(x), gde

je λ ∈ C, f ∈ M ′, x ∈ M . Formulom (f · a)(x) = a∗f(x), gde je a ∈ A,
uvodi se struktura desnog A-modula na M ′. Ovaj modul je kompletan u

odnosu na normu ‖f‖ = sup{‖f(x)‖ | ‖x‖ 6 1} i zove se dualni (Banahov)

modul. Elementi modula M ′ se nazivaju funkcionali na Hilbertovom

modulu M . Modul M se mo�e utopiti u M ′ pomo�u M 3 y 7→ Λy ∈ M ′,

Λy(x) = 〈y, x〉. Ako je ovo utapa�e ,,na", modulM se naziva samodualnim.
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Tvr�e�e 1.7. Neka je M samodualni Hilbertov A-modul, N proizvo-

	an Hilbertov A-modul i T : M → N ograniqen operator. Tada posto-

ji operator T ∗ : N → M takav da jednakost 〈x, T ∗y〉 = 〈Tx, y〉 va�i za

svako x ∈M, y ∈ N.

Dokaz: Dokaz tvr�e�a se mo�e na�i u radu [53]. �

Posledica 1.2. Neka je M samodualan Hilbertov A-modul. Tada je

B(M) = Ba(M).

Tvr�e�e 1.8. Neka jeM samodualan Hilbertov A-modul i neka jeM ⊂
N . Tada je N = M ⊕M⊥.

Dokaz: Dokaz se mo�e na�i u k�izi [44, Tvr�e�e 2.5.4]. �

Ako je A jediniqna C∗-algebra, onda je Hilbertov modul An samodua-
lan. Za proizvo	an Hilbertov C∗-modul ovo nije taqno. Dualni modul

standardnog Hilbertovog modula HA opisan je u slede�em tvr�e�u.

Tvr�e�e 1.9. [44, Tvr�e�e 2.5.5] Neka je S skup nizova f = (fi), fi ∈ A,
i ∈ N, takvih da su norme parcijalnih suma

∥∥∥∑N
i=1 f

∗
i fi

∥∥∥ uniformno

ograniqene. Ako je A jediniqna C∗-algebra, onda je ovaj skup izomorfan

sa H ′A, pri qemu se izomorfizam I : S → H ′A ostvaruje formulom

I(f)(x) =
∞∑
i=1

f ∗i xi, x = (xi) ∈ HA, (1.3.3)

a norma elementa f je data kao

‖f‖2 = sup
N

∥∥∥∥∥
N∑
i=1

f ∗i fi

∥∥∥∥∥ . (1.3.4)

Dokaz: Neka je f ∈ H ′A, {ei} standardna baza u HA i fi = (f(ei))
∗.

Dokaza�emo da niz (fi) odre�uje funkcional f na jedinstven naqin.

Pretpostavimo da postoji funkcional g, koji je razliqit od f , takav da

je g(ei) = f(ei). Izaberimo x ∈ HA takvo da va�i ‖f(x)− g(x)‖ = C 6= 0

i oznaqimo niz sa x(N) =
∑N

i=1 eixi = (x1, x2, . . . , xN , 0, 0, . . .). Neka je
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broj N takav da je

∥∥x− xN∥∥ =

∥∥∥∥∥
∞∑

i=N+1

x∗ixi

∥∥∥∥∥
1/2

<
C

2(‖f‖+ ‖g‖)
.

Iz f(x(N)) = g(x(N)) sledi
∥∥f(x− x(N))− g(x− x(N))

∥∥ = C. Me�utim, sa

druge strane imamo

∥∥f(x− x(N))− g(x− x(N))
∥∥ 6 (‖f‖+ ‖g‖)

∥∥x− x(N)
∥∥

< (‖f‖+ ‖g‖) C

2(‖f‖+ ‖g‖)
6
C

2
.

Doxli smo do kontradikcije, pa je f = g. Koxi-Bu�akovskova nejed-

nakost ∥∥∥∥∥
N∑
i=1

f ∗i xi

∥∥∥∥∥
2

6

∥∥∥∥∥
N∑
i=1

f ∗i fi

∥∥∥∥∥ ·
∥∥∥∥∥

N∑
i=1

x∗ixi

∥∥∥∥∥ (1.3.5)

nam daje

‖f‖2 6 sup
N

∥∥∥∥∥
N∑
i=1

f ∗i fi

∥∥∥∥∥ . (1.3.6)

Primetimo da ako uzmemo xi = fi/‖
∑N

i=1 f
∗
i fi‖1/2 dobijamo da va�i jed-

nakost u (1.3.5). Stavimo f (N) = (f1, . . . , fN , 0, . . .), f
(N) ∈ (An)′ ∼= An.

Oqigledno je

‖f‖2 > ‖f (N)‖2 =

∥∥∥∥∥
N∑
i=1

f ∗i fi

∥∥∥∥∥ (1.3.7)

i iz (1.3.6) i (1.3.7) sledi (1.3.4). S obzirom da za svako ε > 0 mo�emo

na�i broj N takav da procena∥∥∥∥∥
N+n∑
i=N

f ∗i xi

∥∥∥∥∥ 6
∥∥∥∥∥
N+n∑
i=N

f ∗i fi

∥∥∥∥∥ ·
∥∥∥∥∥
N+n∑
i=N

x∗ixi

∥∥∥∥∥ 6 ‖f‖2

∥∥∥∥∥
N+n∑
i=N

x∗ixi

∥∥∥∥∥ < ‖f‖2ε

va�i za svako n > 0, sledi da red na desnoj strani jednakosti (1.3.3)

konvergira. �

Napomena 1.2. Vredi napomenuti da je samodualnost, qak i sluqaju kada

je polazna algebra A komutativna, jox aktuelan problem. Videti [23,
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Teorema 3.3-2] i [55, Teoreme 4.5 i 4.6].

Napomena 1.3. Qitaju�i pa�	ivo dokaz Tvr�e�a 1.9, mo�emo videti da

se nixta ne�e promeniti ako zamenimo l2(A) sa l2(A)′. Zaista, ceo dokaz

ne zavisi od konvergencije u normi reda
∑∞

j=1 ξ
∗
j ξj. Drugim reqima,

l2(A)′ je samodualan.

Navex�emo jedan interesantan primer dualnog modula.

Primer 17. Neka je A = B(H) algebra svih ograniqenih operatora na

separabilnom Hilbertovom prostoruH. Posmatrajmo me�usobno ortogo-

nalne projektore pi ∈ A, i ∈ N, takve da red
∑∞

i=1 pi konvergira σ-slabo

ka 1 ∈ A i svaki projektor pi je ekvivalentan sa 1. Mo�emo posmatrati

H =
⊕

iHi kao ortogonalnu sumu Hilbertovih prostora izomorfnih sa

H, pri qemu su ui : H → Hi izometrije, tako da va�i

pi = uiu
∗
i , 1 = u∗iui.

Na osnovu Tvr�e�a 1.9,

H ′A =

{
(ai) | ai ∈ A, i ∈ N, sup

N∈N

∥∥∥∥∥
N∑
i=1

aia
∗
i

∥∥∥∥∥ <∞
}

je Hilbertov C∗-modul nad A u odnosu na proizvod

〈(ai), (bi)〉 = σ slabo- lim
∞∑
i=1

aib
∗
i .

Preslikava�e

S : A → H ′A, S : a 7→ a · (ui),

S−1 : H ′A → A, S−1 : {ai} 7→ σ slabo- lim
∑
i

aiu
∗
i

definixe izometriqki izomorfizam izme�u A i H ′A.
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1.3.5 Ortogonalni sistemi i baze Hilbertovih

C∗-modula

Jedna od interesantnih tema Hilbertovih C∗-modula jeste postoja�e

ortogonalnog sistema i baze, kao i odnos izme�u razliqitih sistema i

baza. Kod Hilbertovih modula situacija je te�a nego kod Hilbertovih

prostora i postoji potreba za posmatra�em razliqitih osobina sitema

i baza. Navex�emo neke rezultate i interesantne primere iz rada [39].

Definicija 1.20. Neka je {ei}i∈I ortogonalan sistem Hilbertovog C∗-

modula M nad algebrom A, tj. 〈ei, ej〉 = 0 za i 6= j. Definiximo slede�e

osobine.

(a) Sistem {ei} generixe M nad A ako je

M = spanA{ei | i ∈ I}.

(b) Sistem {ei} potpuno generixe M nad A ako za svako x ∈M postoje

elementi ai ∈ A takvi da va�i

x =
∑
i∈I

eiai,

pri qemu se misli na slede�u konvergenciju∑
i∈I

eiai = lim
F∈F

∑
i∈F

eiai,

gde graniqnu vrednost uzimamo po konaqnim podskupovima skupa

I koji su ure�eni inkluzijom.

(v) Sistem {ei}i∈I je zatvoren ako za svako x ∈M red∑
i∈I

(2 〈x, ei〉 〈ei, x〉 − 〈x, ei〉 〈ei, ei〉 〈ei, x〉)

konvergira u normi ka 〈x, x〉. (Ova osobina je ekvivalentna osobini
da za svako x ∈M , 〈x− SF (x), x− SF (x)〉 konvergira ka nuli, gde je
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SF (x) =
∑

i∈F ei 〈ei, x〉 parcijalna suma Furijeovog reda elementa
x koja odgovara konaqnom podskupu F skupa I. Graniqnu vred-

nost uzimamo po konaqnim podskupovima skupa I koji su ure�eni

inkluzijom.)

(g) Sistem {ei} je kompletan ako ne postoji ne-nula vektor x ∈ M

takav da va�i 〈ei, x〉 = 0 za svako i ∈ I.

Iz osobine (b) sledi osobina (a). Slede�i primer pokazuje da ne

mora da va�i obratno.

Primer 18. Neka je A = C0(0, 1] ∼= {f ∈ C[0, 1] | f(0) = 0} i neka je

M = A Hilbertov A-modul u odnosu na unutrax�i proizvod

〈a, b〉 = a∗b, a, b ∈ A.

Tada jednoqlani skup {f}, gde je f(x) = x za x ∈ [0, 1], jeste ortogonalan

i kompletan sistem modula M . Oznaqimo sa B zatvore�e algebre

{fg | g ∈ C0(0, 1]}.

Tada, C∗-algebra B sadr�i f kao graniqnu vrednost f = limi fgi, gde

je {gi} aproksimativna jedinica u A. Kao posledica, B razdvaja taqke

intervala (0, 1] i na osnovu Stoun26-Vajerxtrausove27 teoreme jednaka

je algebri C0(0, 1]. Prema tome, sistem {f} zadovo	ava osobinu (a), ali
ne zadovo	ava osobinu (b), jer na primer f se ne mo�e zapisati kao

proizvod fg za neko g ∈ C0(0, 1].

Slede�i primer pokazuje da kompletan ortogonalan sistem ne mora

da zadovo	ava osobinu (a).

Primer 19. Sliqno kao u Primeru 18, neka je A = C0(0, 1] i M = A, a
za sistem uzmemo {g}, gde je

g(x) =

{
x, x ∈ (0, 1/2];

1− x, x ∈ (1/2, 1].

26Marshall Harvey Stone (1903{1989) ameriqki matematiqar
27Karl Theodor Wilhelm Weierstrass (1815{1897) nemaqki matematiqar
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Oqigledno je da je {g} kompletan ortogonalan sistem za M , ali ne za-

dovo	ava osobinu (a), jer zatvore�e skupa {gh | h ∈ C0(0, 1]} pripada
suspenziji SA = {f ∈ C[0, 1] | f(0) = f(1) = 0} algebre A, a ne pripada
samoj algebri A.

Slede�i primer pokazuje da postoji ortogonalna baza koja nije orto-

normirana, a ne zadovo	ava jedinstvenost u razlaga�u pomenutom u oso-

bini (b).

Primer 20. Posmatrajmo A = L∞[0, 1] i modul M = A sa unutrax�im

proizvodom 〈f, g〉 = f · g. Neka je ortogonalan sistem dat sa {f1, f2} gde
je

f1(x) =

{
1, x ∈ [0, 1/2];

0, x ∈ (1/2, 1]

i

f2(x) =

{
0, x ∈ [0, 1/2];

1, x ∈ (1/2, 1].

Tada je g = f1g + f2g za svako g ∈ A, pa {f1, f2} formira bazu u

smislu osobine (b). Me�utim, jedinstvenost zapisa ne va�i, na primer

funkciju f(x) = 1 mo�emo zapisati kao

f = f1 · f + f2 · f i f = f1 · f1 + f2 · f2.

Definicija 1.21. Definiximo slede�e pojmove:

(a) ortogonalan sistem {ei}i∈I modulaM formira ortogonalnu Xaude-

rovu bazu za M (nad A) ako {ei}i∈I zadovo	ava (b) iz Definicije
1.20 i koeficijenti u dekompoziciji (b) su jedinstveni za svaki

vektor x ∈M ;

(b) re�i �emo da ortogonalan sistem {ei} modula M jeste ortogonalna

standardna Risova28 baza ako zadovo	ava osobinu (a) iz Defini-

cije 1.20 i ima dodatnu osobinu da je A-linearna kombinacija∑
j∈S ejaj, gde su aj ∈ A i S ⊂ I, jednaka nuli ako i samo ako

ejaj = 0 za svako j ∈ S.
28Frigyes Riesz (1880{1956) ma�arski matematiqar
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Hilbertov modul iz Primera 20 nema Xauderovu bazu.

Teorema 1.21. Neka je {ei}i∈I ortonormiran sistem u Hilbertovom

modulu M nad jediniqnom C∗-algebrom A. Slede�a tvr�e�a su ekviva-

lentna:

(a) sistem {ei}i∈I je Xauderova baza;

(b) sistem {ei}i∈I je Risova baza;

(v) sistem {ei}i∈I zadovo	ava neku od osobina (a)-(v) iz Definicije

1.20.

Dokaz: Dokaz teoreme se mo�e na�i u radu [39, Posledica 2.11]. �

Definicija 1.22. Ortonormirana baza Hilbertovog C∗-modulaM nad

jediniqnom C∗-algebrom je ortonormiran sistem koji zadovo	ava osobi-

nu (b).

Teorema 1.22. Hilbertov C∗-modul M nad jediniqnom C∗-algebrom A
ima ortonormiranu bazu ako i samo ako je M izomorfan standardnom

Hilbertovom modulu HA.

Dokaz: Dokaz teoreme se mo�e na�i u radu [39]. �

Zatvoreni ortonormirani sistemi Hilbertovog modula nad jediniq-

nom C∗-algebrom imaju istu kardinalnost. Slede�i primer nam pokazuje

da postoje ortonormirani sistemi u standardnom Hilbertovom C∗-mo-

dulu koji se ne mogu proxiriti do kompletnog ortonormiranog sistema.

Primer 21. Neka je A = L∞[0, 1], M = HA i f1 i f2 kao u Primeru 20.

Tada ortonormiran sistem {xi}∞i=1, xi = f1ei+f2ei+1 nije kompletan i ne

mo�e se produ�iti do kompletnog ortonormiranog sistema.

Slede�i primer nam pokazuje da postoji kompletan ortonormiran

sistem u standardnom Hilbertovom C∗-modulu koji nije zatvoren, xto

predstav	a jednu od va�nih osobina po kojoj se razlikuju Hilbertovi

C∗-moduli i Hilbertovi prostori.
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Primer 22. Neka je A = L∞[0, 1], M = HA i niz ci = 1 − 1
2i
, i ∈ N.

Posmatrajmo sistem {ei}∞i=1, gde je ei = (fi1, fi2, fi3, . . .) konstruisan na

slede�i naqin

fij =


χ[ci−1,ci], j = 1, i > 1;

χ[ci,1], j = i+ 1, i > 1;

χ[0,ci−1], j = i, i > 1;

0, inaqe,

pri qemu je χ[a,b](x) =

{
1, x ∈ [a, b];

0, inaqe
.

Sistem {ei}, gde je ei = (fi,1, fi,2, fi,3, . . . , ), jeste kompletan ali nije

zatvoren. Naime, za vektor x = (1, 0, 0, . . .) red
∑∞

i=1 〈x, ei〉 〈ei, x〉 =∑∞
i=1 ϕ[ci−1,ci] ne konvergira u normi jer

∥∥∑m
i=1 ϕ[ci−1,ci] − 1

∥∥
L∞

= 1 za

svako m.

1.3.6 Topologije na Hilbertovom W ∗-modulu

Podsetimo se kako se definixu slaba i slaba∗ topologija u Bana-

hovim prostorima. Slaba∗ topologija σ(E∗, E) na dualnom prostoru (na

skupu funkcionala) E∗ Banahovog prostora E definixe se polunorma-

ma px(f) = |f(x)|, f ∈ E∗, x ∈ E, a slaba topologija σ(E,E∗) na E se

definixe pomo�u sistema polunormi qf (x) = |f(x)|, x ∈ E, f ∈ E∗.

Definicija 1.23. Hilbertov modul nadW ∗-algebrom zva�emo Hilber-

tov W ∗-modul.

Poznato je da Ba(M) jeste C∗-algebra kada jeM Hilbertov C∗-modul.

U sluqaju kada je M Hilbertov W ∗-modul, Ba(M) ne mora biti W ∗-

algebra. Uz dodatnu pretpostavku da jeM samodualan, va�i da je Ba(M)

W ∗-algebra.

Teorema 1.23. Neka je M Hilbertov C∗-modul nad algebrom A. Tada se
unutrax�i proizvod 〈·, ·〉 mo�e proxiriti na M ′, pri qemu dobijamo

samodualan Hilbertov C∗-modul M ′. Proxireni unutrax�i proizvod

zadovo	ava jednakost 〈f, x̂〉 = f(x) za svako f ∈ M ′ i x ∈ M , gde je x̂

utapa�e elementa x u M ′.
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Dokaz: Dokaz teoreme se mo�e na�i u k�izi [44, Tvr�e�e 3.2.1]. �

Neka je M samodualni Hilbertov W ∗-modul nad W ∗-algebrom A.
Pred-dual algebreA je prostor normalnih funkcionala naA i taj pred-

dual oznaqimo sa A∗. Oznaqimo sa M o Hilbertov modul posmatran kao

Banahov prostor gde je mno�e�e skalarom definisano sa λ · x := λx,

x ∈M o.

Lema 1.6. Neka je M samodualni Hilbertov W ∗-modul. Tada je M dual

Banahovog prostora A∗ ⊗M o sa maksimalnom normom.

Dokaz: Dokaz leme se mo�e na�i u k�izi [44, Tvr�e�e 3.3.3]. �

Na proizvo	nom Hilbertovom W ∗-modulu M , Frank29 [22] i Paxke

[53], [54] uveli su dve topologije, τ1 i τ2. Prva od �ih je generisana

funkcionalima x 7→ ϕ(〈y, x〉), y ∈M , ϕ-normalno sta�e, a druga pomo�u

polunormi p(x) = ϕ(〈x, x〉)1/2, ϕ-normalno sta�e. U sluqaju kada je

A = C i kada jeM Hilbertov prostor, topologija τ2 je upravo topologija

indukovana normom, a topologija τ1 se poklapa sa slabom topologijom,

pa se ove dve topologije razlikuju.

Teorema 1.24. [22, Teorema 3.2] Neka je M Hilbertov W ∗-modul. Tada

su slede�a tvr�e�a ekvivalentna:

(a) modul M je samodualan;

(b) jediniqna lopta B1(M) je kompletna u odnosu na topologiju τ1;

(v) jediniqna lopta B1(M) je kompletna u odnosu na topologiju τ2.

Dokaz: Doka�imo implikaciju (a)⇒(b). Pretpostavimo da va�i

tvr�e�e (a), a da jediniqna lopta B1(M) nije kompletna u odnosu na

topologiju τ1. Oznaqimo sa L linearni omotaq kompletira�a lopte

B1(M) u odnosu na topologiju τ1. Za proxire�e polunormi od M do L

upotrebi�emo istu notaciju. Na osnovu pretpostavke, postoji element

r ∈ L \M i ograniqena mre�a {yα}, α ∈ Λ takvi da za svako ϕ ∈ P i za

29Michael Frank (1960{) nemaqki matematiqar
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svako ε > 0 postoji neko α ∈ Λ, za koje je ϕ(〈r − yβ, r − yβ〉) < ε za svako

β ∈ Λ, β > α. Za proizvo	no x ∈M imamo

|ϕ(〈yβ, x〉)− ϕ(〈yγ, x〉)| = |ϕ(〈yβ − yγ, x〉)|

6 ϕ(〈x, x〉)1/2ϕ(〈yβ − yγ, yβ − yγ〉)1/2

6 (2εϕ(〈x, x〉))1/2

za svako β, γ > α. Prema tome, postoji graniqna vrednost (u odnosu na

σ(A,A∗)-topologiju)

R(x) = lim
α
〈yα, x〉 ∈ A

u W ∗-algebri A za svako x ∈M . Nejednakost

|ϕ(〈yβ, x〉)| 6 ‖x‖ sup
α
{‖yα‖ | α ∈ Λ}

nam daje neprekidnost preslikava�a R : M → A, x 7→ R(x). Oqigledno

je da je R preslikava�e na A-modulu, pa je R funkcional naM . Pretpo-

stavili smo da je M samodualan, pa postoji element z ∈ M takav da je

R(x) = 〈z, x〉. Tada va�i limα 〈yα, x〉 = 〈z, x〉 (gde se graniqna vrednost
uzima u σ(A,A∗)-topologiji). Odavde mre�a {yα} konvergira ka z ∈M
u topologiji τ1 i r = z. Dobili smo da je r ∈ M , odakle smo dobili

kontradikciju.

Doka�imo implikaciju (b)⇒(a). Proxire�e unutrax�eg proizvoda

na dualni modul M ′ oznaqi�emo isto sa 〈·, ·〉. Lako je uoqiti da je ideal
〈M,M〉 ⊂ A gust (u normi) u idealu 〈M ′,M ′〉 ⊂ A, odakle je 〈M,M〉 ⊂
A = 〈M ′,M ′〉 ⊂ A. Posmatrajmo prvo sluqaj kada je W ∗-algebra A
σ-jediniqna. Tada postoji taqno normalno sta�e ψ ∈ A∗ (videti [14,

Tvr�e�e 2.5.6]), kojem odgovara cikliqna reprezentacija {H, π, ξ}, gde
je vektor ξ ∈ H cikliqan i razdvajaju�i. Linearan prostor M sa

unutrax�im proizvodom (·, ·) = ψ(〈·, ·〉) postaje pred-Hilbertov pro-

stor i preslikava�e ψ(f(·)) : M → C, gde je f ∈ M ′, postaje linearni

funkcional na M . Mo�emo na�i element fψ u kompletira�u prostora

M u odnosu na normu ψ(〈·, ·〉)1/2 takav da je (fψ, x) = ψ(f(x)) za svako
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x ∈M . Ovo znaqi da postoji niz (xi), xi ∈M, i ∈ N, takav da je

0 = lim
i→∞

(xi − fψ, xi − fψ) = lim
i→∞

ψ(〈x̂i − f, x̂i − f〉)

= lim
i→∞
‖(π(〈x̂i − f, x̂i − f〉))1/2ξ‖2,

gde je x̂ oznaka za sliku elementa x pri inkluziji M ⊂ M ′. S obzirom

da je vektor ξ cikliqan i razdvajaju�i, va�i limi 〈x̂i − f, x̂i − f〉 = 0 u

σ(A,A∗)-topologiji na A (videti [14, Lema 2.5.38 i Lema 2.5.39]). Prema

tome, f ∈M i modul M je samodualan.

Doka�imo sada opxti sluqaj. Ako W ∗-algebra A nije σ-jediniqna,

onda mo�emo izabrati potpun ortogonalan sistem projektora {pα}, α ∈
Λ, pα ∈ A, takvih da za svaki α ∈ Λ, algebra pαApα je σ-jediniqna W ∗-

algebra i va�i limα pα = 1, gde graniqnu vrednost uzimamo u σ(A,A∗)-
topologiji. Funkcional fpα na Hilbertovom pαApα-modulu pαM je ele-

ment modula pαM za svako α ∈ Λ. Tada postoji graniqna vrednost (u

τ1-topologiji) mre�e {fpα}, koja pripada M i jednaka je f , pa je time

dokazana samodualnost modula M .

Ostalo je da doka�emo jox ekvivalenciju tvr�e�a (b) i (v). Ako je

B1(M) kompletan u odnosu na topologiju τ1, onda je M samodualan. Na

osnovu Leme 1.6,M je dual Banahovog prostora u odnosu na topologiju τ2,

odakle je B1(M) kompletna u odnosu na topologiju τ2. Pretpostavimo

da je jediniqna lopta B1(M) kompletna u odnosu na topologiju τ2 i

{xα}, α ∈ Λ je ograniqena Koxijeva τ1-mre�a. Za svako y ∈ M,β, γ ∈
Λ, ϕ ∈ P imamo

|ϕ(〈y, xβ〉 − ϕ(〈y, xγ〉)|2 6 ϕ(〈y, y〉)ϕ(〈xβ − xγ, xβ − xγ〉). (1.3.8)

Neka je L linearni omotaq τ1-kompletira�a lopte B1(M). Postoji gra-

niqna vrednost limα xα = t ∈ L (u odnosu na topologiju τ1). Iz nejedna-

kosti (1.3.8) sledi da je {xα} Koxijeva mre�a u odnosu na topologiju τ2.

S obzirom da je topologija τ2 slabija od topologije τ1, onda je L ⊆ M .

Prema tome, graniqne vrednosti limi xi u odnosu na topologiju τ1 i τ2

poklapaju se i jednake su t ∈M , odakle sledi kompletnost modula M u
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1.3. Hilbertov C∗-modul i Hilbertov W ∗-modul

odnosu na topologiju τ1. �

Standardan Hilbertov modul M = l2(A) nije kompletan ni u τ1 ni

u τ2, jer l2(A) nije samodualan, osim u sluqaju kada je C∗-algebra A
konaqno dimenzionalna (videti [22]).
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Glava 2

Kompaktnost u Hilbertovim

modulima

U ovom poglav	u uvex�emo lokalno konveksnu topologiju na l2(A),

gde je za poqetak A jediniqna W ∗-algebra a kasnije i C∗-algebra, ta-

kvu da svaki ,,kompaktan" operator slika ograniqen skup (u topologiji

indukovanoj normom) u totalno ograniqen u uvedenoj topologiji. U spe-

cijalnom sluqaju, kada je A = B(H) algebra svih ograniqenih operato-

ra na Hilbertovom prostoru, pokaza�emo da je taqan i suprotan smer.

Naime, dokaza�emo da svaki operator T ∈ Ba(l2(A)) koji slika ograni-

qen u totalno ograniqen skup jeste ,,kompaktan". Prema tome, u ovom

sluqaju, slobodno govore�i, mo�emo skloniti znake navodnika i time

izjednaqiti pojmove kompaktan i ,,kompaktan". Rezultati izlo�eni u

ovom poglav	u mogu se na�i u radovima [32] i [40].

2.1 Kompaktnost u standardnom

Hilbertovom W ∗-modulu

Za datu W ∗-algebru A sa jedinicom 1 posmatrajmo standardan desni

Hilbertov modul l2(A). U ode	ku 1.3.6 definisali smo dve topologije

na HilbertovomW ∗-modulu l2(A). Topologiju τ1 generisanu funkciona-

lima x 7→ϕ(〈y, x〉) (y ∈ l2(A), ϕ-normalno sta�e) i topologiju τ2 pomo�u
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2.1. Kompaktnost u standardnom Hilbertovom W ∗-modulu

familije polunormi p(x) = ϕ(〈x, x〉)1/2 (ϕ-normalno sta�e).

Nama je potrebna topologija τ na l2(A) takva da jediniqna lopta u

An bude kompaktna u odnosu na topologiju τ |An , a jediniqna lopta u

l2(A) ne bude totalno ograniqena u odnosu na τ . Topologije τ1 i τ2 ne

zadovo	avaju te osobine i treba nam topologija koja je izme�u τ1 i τ2

topologije.

2.1.1 Topologija τ na l2(A)

Na standardnom Hilbertovom modulu l2(A), gde je A jediniqna W ∗-

algebra, definixemo lokalno konveksnu topologiju τ pomo�u familije

polunormi

pϕ,y(x) =

√√√√ ∞∑
j=1

|ϕ(η∗j ξj)|2, x = (ξj) ∈ l2(A), (2.1.1)

gde je ϕ normalno sta�e i y = (η1, η2, . . .) je niz elemenata u A takav da

va�i

sup
j>1

ϕ(η∗j ηj) = 1. (2.1.2)

Napomenimo da niz y ne mora pripadati prostoru l2(A).

Tvr�e�e 2.1. Polunorme oblika (2.1.1) su dobro definisane i va�i

τ1 ⊂ τ ⊂ τ2.

Dokaz: S obzirom da je (ξ, η) 7→ ϕ(η∗ξ) poluskalarni proizvod,

imamo |ϕ(η∗j ξj)|2 6 ϕ(ξ∗j ξj)ϕ(η∗j ηj), pa na osnovu (2.1.2) dobijamo

p2
ϕ,y(x) =

∞∑
j=1

|ϕ(η∗j ξj)|2 6
∞∑
j=1

ϕ(ξ∗j ξj)ϕ(η∗j ηj).

6
∞∑
j=1

ϕ(ξ∗j ξj) = ϕ(〈x, x〉). (2.1.3)

Ovim smo dokazali da su polunorme (2.1.1) dobro definisane i da va�i

τ ⊂ τ2.
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2.1. Kompaktnost u standardnom Hilbertovom W ∗-modulu

Da bismo dokazali τ1 ⊂ τ , fiksirajmo y ∈ l2(A), y = (η1, η2, . . .). Niz

ζj dat sa

ζj =

{
ηj/ϕ(η∗j ηj)

1/2, ϕ(η∗j ηj) 6= 0;

0, inaqe,

zadovo	ava uslov (2.1.2). Odavde

|ϕ(〈y, x〉)| =

∣∣∣∣∣ϕ
(
∞∑
j=1

η∗j ξj

)∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
∞∑
j=1

ϕ(η∗j ηj)
1/2ϕ(ζ∗j ξj)

∣∣∣∣∣
6

(
∞∑
j=1

ϕ(η∗j ηj)

)1/2( ∞∑
j=1

|ϕ(ζ∗j ξj)|2
)1/2

= ϕ(〈y, y〉)1/2pϕ,z(x),

gde je z = (ζ1, ζ2, . . .), qime je dokazano tvr�e�e. �

Napomena 2.1. Podsetimo se da se modulM mo�e utopiti u dualniM′

pomo�u M 3 y 7→ Λy ∈ M′, Λy(x) = 〈y, x〉. Ako je ovo utapa�e ,,na",

modulM se naziva samodualnim. Poznato je da l2(A) nije samodualan,

osim kada je algebra A konaqno dimenzionalna. Naime, l2(A)′ se mo�e

opisati kao modul svih nizova x = (ξ1, ξ2, . . .) takvih da je niz suma∑n
j=1 ξ

∗
j ξj ograniqen u normi (videti Tvr�e�e 1.9).

Tvr�e�e 2.2. Jediniqna lopta u l2(A) nije kompletna u odnosu na

topologiju τ . �eno kompletira�e je jediniqna lopta u dualnom modu-

lu l2(A)′.

Dokaz: Prvo �emo dokazati da je jediniqna lopta u l2(A) τ -gusta u

jediniqnoj lopti u l2(A)′.

Neka je x ∈ l2(A)′, x = (ξ1, ξ2, . . .). Niz suma
∑n

j=1 ξ
∗
j ξj je ograniqen,

pa konvergira u jakoj (ili slaboj, ili ultraslaboj) topologiji. Zbog

normalnosti ϕ imamo

ϕ

(
∞∑
j=1

ξ∗j ξj

)
=
∞∑
j=1

ϕ(ξ∗j ξj),

odakle ϕ
(∑∞

j=n ξ
∗
j ξj

)
→ 0, kada n→∞.
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2.1. Kompaktnost u standardnom Hilbertovom W ∗-modulu

Prema tome, iz nejednakosti (2.1.3) imamo da (ξ1, ξ2, . . . , ξn, 0, 0, . . .)→
x u svakoj polunormi oblika (2.1.1).

Zatim, doka�imo da je jediniqna lopta u l2(A)′ kompletna. Neka je

xα = (ξα1 , ξ
α
2 , . . .) Koxijeva mre�a u jediniqnoj lopti u l2(A)′. Izborom

proizvo	nog normalnog sta�a i ηk = 1, ηj = 0 za j 6= k, dobijamo da je

ξαk Koxijeva mre�a u slaboj∗-topologiji u jediniqnoj lopti algebre A.
Odavde, mre�a ξαk konvergira ka ξk u slaboj

∗-topologiji.

S obzirom da je mno�e�e slabo neprekidno, za svako n ∈ N i za svako

ηj koji zadovo	avaju (2.1.2), imamo

k∑
j=1

|ϕ(η∗j ξ
α
j )|2 →

k∑
j=1

|ϕ(η∗j ξj)|2.

Izborom

ηj =

{
ξj/ϕ(ξ∗j ξj)

1/2, ϕ(ξ∗j ξj) 6= 0;

0, inaqe.

dobijamo

k∑
j=1

ϕ(ξ∗j ξj) =
∑
k=1

|ϕ(η∗j ξj)|2 = lim
α

k∑
j=1

|ϕ(η∗j ξ
α
j )|2 6 ‖x‖ 6 1.

Uzima�em graniqne vrednosti kada k → ∞ dobijamo da element x =

(ξ1, ξ2, . . .) pripada l
2(A)′. Da je x graniqna vrednost Koxijeve mre�e

xα mo�emo videti kada uzmemo graniqnu vrednost po β u

k∑
j=1

|ϕ(η∗j ξ
α
j )− ϕ(η∗j ξ

β
j )|2 6

∞∑
j=1

|ϕ(η∗j ξ
α
j )− ϕ(η∗j ξ

β
j )|2 < ε

i na kraju uzmemo graniqnu vrednost kada k →∞. �

Da	e, posmatra�emo restrikciju topologije τ na modul An, kojeg
�emo posmatrati kao podmodul modula l2(A), odnosno, sastoji se od onih

x za koji je ξj = 0 za svako j > n.

Tvr�e�e 2.3. (a) Topologija τ1 i topologija τ se poklapaju na An,
tj. imamo τ1|An = τ |An.
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2.1. Kompaktnost u standardnom Hilbertovom W ∗-modulu

(b) Utapa�e i : An → l2(A), i(ξ1, . . . , ξn) = (ξ1, . . . , ξn, 0, . . .) je nepreki-

dno u odnosu na (τ |An , τ).

Dokaz: (a) Dokazali smo da je τ1 ⊂ τ . Doka�imo da va�i i obratno.

Na proizvo	noj polunormi oblika (2.1.1) restrikcija na An ima oblik

pϕ,y(x) =

√√√√ n∑
j=1

|ϕ(η∗j ξj)|2. (2.1.4)

Posmatrajmo vektor yj = (0, . . . , 0, ηj, 0, . . . , 0), gde je ηj na j-tom mestu.

Tada va�i

pϕ,y(x) =

√√√√ n∑
j=1

|ϕ(〈yj, x〉)|2 6
n∑
j=1

|ϕ(〈yj, x〉)|,

odakle zak	uqujemo da je polunorma pϕ,y neprekidna u odnosu na τ1.

(b) Lako se mo�e proveriti da za y = (η1, . . . , ηn, . . .) va�i

i−1
(
{x ∈ l2(A) | pϕ,y(x) < ε}

)
= {(ξ1, . . . , ξn) | pϕ,(η1,...,ηn)(ξ1, . . . , ξn) < ε},

odakle je utapa�e neprekidno u odnosu na (τ |An , τ). �

Tvr�e�e 2.4. Jediniqna lopta u An je kompaktna u odnosu na topo-

logiju τ |An. Zatim, ona je kompletna i totalno ograniqena u τ |An.

Dokaz: U sluqaju n = 1, obe topologije τ i τ1 su generisane po-

lunormama ξ 7→ |ϕ(η∗ξ)|, η ∈ A, ϕ-normalno sta�e, odakle sledi da se

poklapaju sa slabom∗-topologijom na A. Prema tome, u ovom sluqaju

zak	uqak sledi iz Banah-Alaogluove1 teoreme.

Da bismo dobili rezultat u opxtem sluqaju, posmatrajmo proizvod

topologiju na An = A× . . .×A. Bazne okoline taqke nula imaju oblik

{(ξ1, ξ2, . . . , ξn) | |ϕj(η∗j ξj)| < εj, ∀j = 1, 2, . . . , n}.
1Leonidas Alaoglu (1914{1981) ameriqki matematiqar grqkog porekla
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2.1. Kompaktnost u standardnom Hilbertovom W ∗-modulu

Iz nejednakosti

max
16j6n

|ϕ(η∗j ξj)| 6

√√√√ n∑
j=1

|ϕ(η∗j ξj)|2 6
√
n max

16j6n
|ϕ(η∗j ξj)|,

sledi da je topologija τ slabija od proizvod topologije. Na osnovu

toga xto je proizvod jediniqnih lopti kompaktan u jaqoj, proizvod

topologiji, i na osnovu toga xto je τ Hauzdorfova, zak	uqujemo da se τ

podudara sa proizvod topologijom na proizvodu jediniqnh lopti.

Dakle, ostaje da se doka�e da jediniqna lopta B u An je zatvorena u
proizvod topologiji n jediniqnih lopti u A, tj. da je �en komplement

otvoren.

Uzmimo proizvo	no z = (ζ1, . . . , ζn) ∈ An, ‖z‖ > 1. Neka je ε pozi-

tivan broj ma�i od (‖z‖2 − ‖z‖)/(2
√
n) i neka je ϕ normalno sta�e koje

dosti�e normu u 〈z, z〉 = ζ∗1ζ1 + . . . + ζ∗nζn do na ε
√
n, to jest, ϕ(〈z, z〉) >

‖z‖2 − ε
√
n. Posmatrajmo polunormu

pϕ,z(x) =
√
|ϕ(ζ∗1ξ1)|2 + . . .+ |ϕ(ζ∗nξn)|2, x = (ξ1, ξ2, . . . , ξn).

Otvoren skup

G = {x | pϕ,z(x− z) < ε}

ima neprazan presek sa jediniqnom loptom B.

Zaista, neka je x ∈ G. Tada iz Koxi-Xvarcove2 nejednakosti imamo

ε2 > p2
ϕ,z(x− z) = |ϕ(ζ∗1ξ1)− ϕ(ζ∗1ζ1)|2 + . . .+ |ϕ(ζ∗nξn)− ϕ(ζ∗nζn)|2

>
1

n
|ϕ(ζ∗1ξ1) + . . .+ ϕ(ζ∗nξn)− ϕ(ζ∗1ζ1)− . . .− ϕ(ζ∗nζn)|2,

odnosno,

ε
√
n > |ϕ(ζ∗1ξ1 + . . .+ ζ∗nξn)− ‖z‖2 + ε

√
n|

> ‖z‖2 − ε
√
n− |ϕ(ζ∗1ξ1 + . . .+ ζ∗nξn)|,

2Karl Hermann Amandus Schwarz (1843{1921) nemaqki matematiqar
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2.1. Kompaktnost u standardnom Hilbertovom W ∗-modulu

a odatle

‖z‖2 − 2ε
√
n < |ϕ(ζ∗1ξ1 + . . .+ ζ∗nξn)| = |ϕ(〈z, x〉)|. (2.1.5)

Me�utim, ϕ(〈·, ·〉) je poluskalarni proizvod i zadovo	ava Koxi-Xvarco-

vu nejednakost

|ϕ(〈z, x〉)|2 6 ϕ(〈z, z〉)ϕ(〈x, x〉) 6 ‖z‖2 · ‖x‖2. (2.1.6)

Iz (2.1.5) i (2.1.6) dobijamo

‖z‖ · ‖x‖ > ‖z‖2 − 2ε
√
n,

i uzimaju�i u obzir kako smo izabrali ε, imamo

‖x‖ > 1

‖z‖
(‖z‖2 − 2ε

√
n) > 1.

Prema tome, x /∈ B. Dobili smo da je B zatvoren skup i time smo

kompletirali dokaz.

Zbog samodualnosti modula An, jediniqna lopta je i kompletna, a

odavde i totalno ograniqena. �

Tvr�e�e 2.5. Jediniqna lopta u l2(A) nije totalno ograniqena u τ .

Dokaz: Neka je ej = (0, . . . , 0, 1, 0, . . .), gde je 1 jedinica algebreA koja

se nalazi na j-tom mestu. Za proizvo	no normalno sta�e ϕ posmatrajmo

polunormu p = pϕ,(1,1,...) datu sa p
2(x) =

∑∞
j=1 |ϕ(ξj)|2.

Dokaza�emo da je niz ej totalno diskretan u p. Zaista, p2(ei − ej) =

|ϕ(1)|2 + |ϕ(−1)|2 = 2, tj. p(ei − ej) =
√

2. Odavde, skup {ej | j > 1} nije
totalno ograniqen u p, pa odatle nije ni u τ . Isto va�i i za ve�i skup,

jediniqnu loptu. �

2.1.2 Kompaktan i ,,kompaktan" operator

Re�i �emo da je T ∈ Ba(l2(A)) kompaktan ako je slika svakog ogra-

niqenog (u normi) skupa totalno ograniqen skup u topologiji τ , koja

54



2.1. Kompaktnost u standardnom Hilbertovom W ∗-modulu

je data pomo�u polunormi oblika (2.1.1). Za operator T ∈ Ba(l2(A))

dovo	no je da slika jediniqnu loptu u totalno ograniqen skup da bi

bio kompaktan. Ovde se pojam kompaktnosti operatora razlikuje od

pojma ,,kompaktnosti" operatora uvedenog u ode	ku 1.3.3.

Napomena 2.2. Totalno ograniqen i relativno kompaktan skup se razli-

kuju u opxtem sluqaju (kadgod jediniqna lopta nije kompletna). Tako-

�e, u literaturi se prepli�u termini potpuno neprekidan, kompak-

tan i pretkompaktan operator. Iako se qini da su termini potpuno

neprekidan i pretkompaktan precizniji, mi smo se odluqili za termin

kompaktan, jer vixe odgovara naxim potrebama.

Pre nego xto doka�emo da je svaki ,,kompaktan" operator kompaktan,

potrebno je dokazati nekoliko lema.

Lema 2.1. Za S, T ⊆ l2(A) i polunormu p definiximo

dp(S, T ) = sup
x∈S

inf
y∈T

p(x− y)

(napomenimo da dp ne mora biti simetriqna). Ako za svaku polunormu

p oblika (2.1.1) i za svako ε > 0 postoji totalno ograniqen skup Sp,ε

takav da va�i

dp(S, Sp,ε) < ε, (2.1.7)

onda je S tako�e totalno ograniqen.

Dokaz: Oznaqimo

Bp(x; ε) = {y ∈ l2(A) | p(x− y) < ε}.

Uslov (2.1.7) nam daje

S ⊆
⋃

x∈Sp,ε/2

Bp(x; ε/2), (2.1.8)

za svako ε > 0.

Neka je ε > 0 proizvo	no. Skup Sp,ε/2 je totalno ograniqen u p i
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2.1. Kompaktnost u standardnom Hilbertovom W ∗-modulu

odavde postoji konaqan skup {c1, . . . , cm} takav da unija lopti Bp(cj; ε/2)

pokriva Sp,ε/2. Na osnovu (2.1.8), unija lopti Bp(cj; ε) pokriva S. �

Lema 2.2. Neka je Tα : l2(A) → l2(A) mre�a kompaktnih operatora

takva da je Tαx → Tx u τ uniformno u odnosu na ‖x‖ < 1. Tada je i T

kompaktan.

Dokaz: Za svako ε > 0 i za svaku polunormu p oblika (2.1.1) postoji

α takav va�i sup‖x‖<1 p(Tx− Tαx) < ε. Prema tome, va�i

dp(T (B‖·‖(0; 1)), Tα(B‖·‖(0; 1))) 6 ε

i zak	uqak sledi iz prethodne leme. �

Posledica 2.1. Neka je skup S ⊆ l2(A) takav da za svako ε > 0 postoji

totalno ograniqen (u τ) skup Sε za kojeg va�i

d(S, Sε) = sup
x∈S

inf
y∈Sε
‖x− y‖ < ε. (2.1.9)

Tada je S tako�e totalno ograniqen u τ .

Zatim, ako je Tn : l2(A) → l2(A) niz kompaktnih operatora koji u

operatorskoj normi konvergiraju ka T , onda je i T kompaktan operator.

Dokaz: Oba zak	uqka slede iz qi�enice da je τ slabija od topologije

indukovane normom. �

Za operator T na l2(A) i za u ∈ A, oznaqimo sa Tu operator Tu(x) =

T (x)u.

Lema 2.3. Neka su T1 i T2 kompaktni operatori i neka su u1, u2 ∈ A.
Tada je T1u1 + T2u2 kompaktan.

Dokaz: Neka je ε > 0 proizvo	no. Iz kompaktnosti operatora T1

i T2 postoji konaqna ε/(2‖u1‖)-mre�a za T1(B‖·‖(0; 1)) (oznaqimo je sa

c1, c2, . . . , cn), i konaqna ε/(2‖u2‖)-mre�a za T2(B‖·‖(0; 1)) (oznaqimo je sa

d1, . . . , dm). Onda je skup {ciu1 + dju2 | 1 6 i 6 n, 1 6 j 6 m} konaqna ε-
mre�a za (T1u1 +T2u2)(B‖·‖(0; 1)). Zaista, ako x ∈ B‖·‖(0; 1), onda postoje
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2.1. Kompaktnost u standardnom Hilbertovom W ∗-modulu

i i j takvi va�i ‖T1x− ci‖ < ε/(2‖u1‖) i ‖T2x− dj‖ < ε/(2‖u2‖). Odavde

‖(T1xu1 +T2xu2)− (ciu1 +dju2)‖ 6 ‖T1x− ci‖ · ‖u1‖+ ‖T2x−dj‖ · ‖u2‖ < ε.

Dokazali smo da za proizvo	no ε > 0 skup (T1u1 + T2u2)(B‖·‖(0; 1)) ima

konaqnu ε-mre�u, odnosno T1u1 + T2u2 je kompaktan operator. �

Teorema 2.1. Neka je T : l2(A)→ l2(A) ,,kompaktan" operator. Tada je

T kompaktan.

Dokaz: Imaju�i u vidu Lemu 2.2 i Lemu 2.3, dovo	no je dokazati da

su operatori oblika x 7→ Θy,z(x) = z 〈y, x〉 kompaktni.
U specijalnom sluqaju, kada je z = ejζ, ζ ∈ A, sledi neposredno iz

Tvr�e�a 2.4. Zaista, onda je slika Θy,ejζ(B‖·‖(0; 1)) sadr�ana u lopti

polupreqnika ‖y‖ · ‖ξ‖ u A1 koja je totalno ograniqena.

U opxtem sluqaju, neka je z = (ζ1, ζ2, . . .). Onda je z =
∑∞

j=1 ejζj, pri

qemu red konvergira u normi. Zbog ‖Θy,z −Θy,z′‖ 6 ‖y‖ · ‖z − z′‖, va�i

Θy,z = lim
n→∞

n∑
j=1

Θy,ejζj

i dokaz sledi na osnovu specijalnog sluqaja Leme 2.2 i Leme 2.3. �

Napomena 2.3. U sluqaju kada je A C∗-algebra a nije W ∗-algebra, ne

mo�emo primeniti Tvr�e�e 2.4, jer se ono zasniva na qi�enici da A
ima pred-dual. Xtavixe, definicija topologije τ postaje neprikladna

jer se koristi normalno sta�e. Naravno, mi mo�emo zameniti normalno

sta�e opxtim sta�em, ali u tom sluqaju sta�a (koje ne moraju biti

normalna) pripadaju dualu, a ne pred-dualu, pa ne generixu slaba∗-

topologiju na polaznoj algebri, odakle kao rezultat nemamo odnos kom-

paktnosti. Naredno potpoglav	e posve�eno je ovom problemu.

Obratno va�i u specijalnom sluqaju kada je A = B(H) algebra svih

ograniqenih linernih operatora na Hilbertovom prostoru H. Pre nego

xto doka�emo takav rezultat potrebna nam je jedna tehniqka lema.
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Lema 2.4. Neka je A = B(H) i neka su aj ∈ A, j > 1 pozitivni ele-

menti za koje va�i ‖aj‖ > δ. Tada postoji normalno sta�e ϕ i uni-

tarni elementi uj, vj ∈ A takvi da va�i |ϕ(v∗jajuj)| > δ. Xtavixe,

mo�emo izabrati ϕ tako da bude vektorsko sta�e i mo�emo izabrati

uj = vj.

Dokaz: Neka je ψ ∈ H jediniqni vektor i neka je ϕ odgovaraju�e vek-

torsko sta�e, tj. ϕ(a) = 〈aψ, ψ〉. Za svako aj, uzmemo jediniqni vektor

hj takav da je 〈ajhj, hj〉 > δ. Poznato je da postoje unitarni elementi

uj takvi da je ujψ = hj. Prema tome, imamo ϕ(u∗jajuj) =
〈
u∗jajujψ, ψ

〉
=

〈ajhj, hj〉 > δ. �

Teorema 2.2. Neka je A = B(H) i neka je T : l2(A)→ l2(A) kompaktan.

Tada je T ,,kompaktan".

Dokaz: Oznaqimo sa Pk projekciju na prvih k koordinata, to jest

Pk(ξ1, ξ2, . . .) = (ξ1, . . . , ξk, 0, 0, . . .). Oqigledno je da su Pk ,,kompaktni".

Pretpostavimo da T nije ,,kompaktan". Tada je

δ = inf
n>1
‖(I − Pk)T‖ > 0.

Zaista, u suprotnom ili postoji neko k takvo da je (I−Pk)T = 0 i odavde

T = PkT je ,,kompaktan", ili postoji pozitivan niz celih brojeva kn

takav da je ‖T − PknT‖ → 0, odakle bi, na osnovu Tvr�e�a 1.5, T bio

,,kompaktan".

Bez uma�e�a opxtosti, pretpostavi�emo da je ‖T‖ = 1. Tada je δ 6 1.

Definiximo niz projektora Qn ∈ {P1, P2, . . .} i niz vektora xn, yn i
zn ∈ l2(A) na slede�i naqin. Neka je Q0 = 0 i neka je Qn−1 definisan.

Tada postoji xn ∈ l2(A) takvo da va�i

‖xn‖ = 1 i ‖(I −Qn−1)Txn‖ > δ/2.

Oznaqimo yn = Txn. Onda, zbog ‖I −Qn−1‖ = 1, va�i

‖yn‖ > ‖(I −Qn−1)yn‖ >
δ

2
.
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Na osnovu graniqne vrednosti limk→∞ ‖(I−Pk)(I−Qn−1)yn‖ = 0, postoji

rastu�i niz prirodnih brojeva kn, takvih da va�i

‖(I − Pkn)(I −Qn−1)yn‖ < δ2/8 6 δ/8.

Definiximo Qn = Pkn i

zn = Qn(I −Qn−1)yn. (2.1.10)

Navex�emo neke osobine nizova yn i zn. Prvo, na osnovu definicije

operatora Qn, va�e slede�e nejednakosti

‖(I −Qn)(I −Qn−1)yn‖ <
δ2

8
6
δ

8
, (2.1.11)

‖zn‖ 6 ‖yn‖ 6 ‖T‖ · ‖xn‖ = 1, (2.1.12)

‖zn‖ > ‖(I −Qn−1)yn‖ − ‖(I −Qn)(I −Qn−1)yn‖ >
δ

2
− δ

8
=

3δ

8
. (2.1.13)

Drugo, va�i

〈zn, yn〉 = 〈zn, zn〉 . (2.1.14)

Naime, zbog zn = Qn(I −Qn−1)yn i zbog toga xto su Qn i I −Qn projek-

tori, imamo

〈zn, yn〉 = 〈Qn(I −Qn−1)yn, yn〉

= 〈Qn(I −Qn−1)yn, (I −Qn−1)Qnyn〉 = 〈zn, zn〉 .

Tre�e, za m > n va�i

‖ 〈zm, yn〉 ‖ <
δ2

8
. (2.1.15)

Zaista, za takvo m i n imamo Qn−1 6 Qn 6 Qm−1, to jest, I − Qm−1 6

I −Qn 6 I −Qn−1, odakle je

I −Qm−1 = (I −Qm−1)(I −Qn)(I −Qn−1),
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pa va�i

〈zm, yn〉 = 〈(I −Qm−1)zm, yn〉

= 〈(I −Qm−1)(I −Qn)(I −Qn−1)zm, yn〉

= 〈zm, (I −Qm−1)(I −Qn)(I −Qn−1)yn〉

= 〈zm, (I −Qn)(I −Qn−1)yn〉 .

Prema tome, iz (2.1.12) i (2.1.13) sledi

‖ 〈zm, yn〉 ‖ 6 ‖zm‖ · ‖(I −Qn)(I −Qn−1)yn‖ 6
δ2

8
.

Konstruiximo polunormu p koja je neprekidna u τ i totalno diskretan

niz u T (B‖·‖(0; 1)). Na osnovu (2.1.13) va�i

‖zn‖2 = ‖υ∗n 〈zn, zn〉 νn‖ > (3δ/8)2,

pa prema Lemi 2.4 mo�emo izabrati ϕ i υj, νj ∈ A, takve da va�i

ϕ(υ∗n 〈zn, zn〉 νn) >
9δ2

64
. (2.1.16)

Posmatrajmo polunormu p definisanu na slede�i naqin

p(x) =

√√√√ ∞∑
j=1

|ϕ(〈zjυj, x〉)|2.

Zbog (2.1.10) postoji niz ζj ∈ A takav da je

zk = (0, . . . , 0, ζkn−1+1, . . . , ζkn , 0, . . .).

Neka je ωn = ζnυn/ϕ(υ∗nζ
∗
nζnυn)1/2. Za takve ωn va�i

ϕ (ω∗nωn) = ϕ

(
υ∗nζ

∗
n

ϕ(υ∗nζ
∗
nζnυn)1/2

· ζnυn
ϕ(υ∗nζ

∗
nζnυn)1/2

)
= ϕ (υ∗nζ

∗
nζnυn/ϕ(υ∗nζ

∗
nζnυn)) = 1.
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Za x = (ξ1, ξ2, . . .) va�i

|ϕ(〈znυn, x〉)|2 =

∣∣∣∣∣∣
kn∑

j=kn−1+1

ϕ(υ∗nζ
∗
j ζjυn)1/2ϕ(ω∗j ξj)

∣∣∣∣∣∣
2

6
kn∑

j=kn−1+1

ϕ(υnζ
∗
j ζjυn)

kn∑
j=kn−1+1

|ϕ(ω∗j ξj)|2

= ϕ(υ∗n 〈zn, zn〉 υn)
kn∑

j=kn−1+1

|ϕ(ω∗j ξj)|2.

Uzevxi u obzir (2.1.12) dobijamo

ϕ(υ∗n 〈zn, zn〉 υn) 6 ‖υ∗n 〈zn, zn〉 υn‖ = ‖zn‖2 6 1

i odavde

p2(x) =
∞∑
n=1

|ϕ(〈zn, x〉)|2 6
∞∑
j=1

|ϕ(ω∗j ξj)|2 = p2
ϕ,(ω1,...,ωn,...)

(x).

Prema tome, zak	uqujemo da je polunorma p dobro definisana i da je

neprekidna u odnosu na τ .

Tako�e, ‖xnνn‖ = ‖xn‖, to jest, ynνn = Txnνn ∈ T (B(0; 1)). Na kraju

�emo dokazati da je ynνn totalno diskretan niz. Zaista, za m > n imamo

p(ymνm − ynνn) > |ϕ(〈zmυm, ymνm − ynνn〉)|

> |ϕ(υ∗m 〈zm, ym〉 νm)| − |ϕ(υ∗m 〈zm, yn〉 νn)|.

Me�utim, iz (2.1.14) i (2.1.16) sledi

|ϕ(υm 〈zm, zm〉 νm)| > 9δ2

64
,

a iz (2.1.15) sledi

|ϕ(υ∗m 〈zm, yn〉 νn)| 6 ‖ 〈zm, yn〉 ‖ <
δ2

8
.
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Prema tome,

p(ymνm − ynνn) >
9δ2

64
− δ2

8
=
δ2

64
.

Dakle, uz pretpostavku da T nije ,,kompaktan" operator, naxli smo to-

talno diskretan niz ynνn ∈ T (B(0; 1)), odakle T (B(0; 1)) nije totalno

ograniqen, pa T nije kompaktan. Dobili smo kontradikciju, xto znaqi

da je pretpostavka netaqna i da je T ,,kompaktan". �

2.1.3 Primer i komentar

Dokaz Teoreme 2.2 zavisi od Leme 2.4, pa Teorema 2.2 va�i za sve

jediniqne W ∗-algebre koje zadovo	avaju prethodnu lemu. Trenutno nam

nije poznat opis ovakvih algebri, ali napomenu�emo da Lema 2.4 ne va�i

za beskonaqno dimenzionalne komutativne W ∗-algebre.

Primer 23. U bilo kojoj beskonaqno dimenzionalnoj komutativnoj W ∗-

algebri A, postoji niz pj netrivijalnih me�usobno ortogonalnih pro-

jektora. Niz
∑n

j=1 pj je rastu�i, odakle je p =
∑∞

j=1 pj ∈ A. Prema

tome, za proizvo	no normalno sta�e ϕ red
∑∞

j=1 ϕ(pj) je konvergentan,

a s obzirom da je algebra komutativna, za sve unitarne elemente υj, νj

imamo

|ϕ(υjpjνj)| = |ϕ(pjυjνj)| 6 ϕ(pj)
1/2ϕ(ν∗j υ

∗
jυjνj)

1/2 → 0.

Dakle, Lema 2.4 ne va�i za beskonaqno dimenzionalne komutativneW ∗-

algebre.

Xtavixe, mo�emo iskoristiti prethodno izabrani niz projektora

da konstruixemo operator koji je kompaktan, a nije ,,kompaktan". Neka

je T : l2(A)→ l2(A) operator definisan sa

Tx = T (ξ1, ξ2, . . .) = (p1ξ1, p2ξ2, . . .). (2.1.17)

Operator T nije ,,kompaktan". Zaista, pretpostavimo da je ,,kompaktan",

onda za svako ε > 0 postoji operator S =
∑n

j=1 λjΘyj ,zj takav da va�i

‖T − S‖ < ε/3. Neka je Pk(ξ1, ξ2, . . .) = (ξ1, . . . , ξk, 0, 0, . . .). Na osnovu
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graniqne vrednosti Pkzj − zj → 0, kada k →∞ za svako j ∈ {1, 2, . . . , n},
imamo ‖PkS − S‖ → 0, pa postoji dovo	no veliko k takvo da va�i

‖PkS−S‖ < ε/3 i va�i ‖T−PkT‖ 6 ‖T−S‖+‖S−PkS‖+‖Pk(S−T )‖ < ε.

Me�utim, va�i i ‖T − PkT‖ > ‖Tek+1 − PkTek+1‖ = ‖pk+1‖ = 1, gde je

ek = (0, . . . , 0, 1, 0, . . .) sa jediniqnim elementom na k-tom mestu. Time

smo doxli do kontradikcije.

S druge strane, za proizvo	nu polunormu oblika (2.1.1) imamo da

p((T −PkT )x) konvergira ka nuli ravnomerno u odnosu na x ∈ B‖·‖(0, 1).

Naime, A je komutativna, pa je ξ∗j ξjη
∗
j ηj 6 ‖ξj‖2η∗j ηj, a zbog ‖x‖ < 1 i

(2.1.2) va�i ϕ(ξ∗j ξjη
∗
j ηj) 6 ‖ξj‖2 supj ϕ(η∗j ηj) 6 1. Prema tome, imamo

p2((T−PkT )x) =
∞∑

j=k+1

|ϕ(η∗jpjξj)|2 6
∑
j>k

ϕ(pj)ϕ(ξ∗j ξjη
∗
j ηj) 6

∑
j>k

ϕ(pj)→ 0.

Odavde, T je kompaktan na osnovu Leme 2.2.

Napomena 2.4. Topologija τ , koju smo definisali u ovom radu, zavisi

od koordinata, pa je neprikladna za Hilbertove module razliqite od

l2(A). �elimo da definixemo topologiju pomo�u polunormi

pϕ,zj(x) =

√√√√ ∞∑
j=1

|ϕ(〈zj, x〉)|2, (2.1.18)

gde je ϕ normalno sta�e, a zj je ortogonalan niz u HA koji zadovo	ava

supj>1 ϕ(〈zj, zj〉) = 1. Ove polunorme su uopxte�e onih datih sa (2.1.1).

Zaista, polunorma (2.1.18) postaje (2.1.1) izborom zj = ejηj.

Me�utim, takva nova topologija u sluqaju l2(A) je ve�a od τ , qak i

ako pretpostavimo da su zj ortonormirani. Naime, ako je A = B(H),

gde je H beskonaqno dimenzionalan, onda postoji Kuncov3 niz, odnosno,

niz izometrija vj koje zadovo	avaju v∗j vj = 1 i
∑∞

j=1 vjv
∗
j = 1. Niz

xj = (vj, 0, 0, . . .) je ortonormiran, ali u polunormi pϕ,xj oblika (2.1.18)

niz xj je totalno diskretan.

3Joachim Cuntz (1948{) nemaqki matematiqar
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2.2 Kompaktnost u standardnom

Hilbertovom C∗-modulu

U prethodnom potpoglav	u dokazali smo da na Hilbertovom modulu

HA, pri qemu je A jediniqna W ∗-algebra, postoji lokalno konveksna

topologija takva da je svaki ,,kompaktan" operator kompaktan.

U ovom potpoglav	u konstruisa�emo topologiju na Hilbertovom mo-

duluHA nad jediniqnom C
∗-algebrom i topologiju naH#

A (raxire�e mo-

dula HA pomo�u algebre A∗∗) takve da svaki ,,kompaktan" operator, (to
jest svaki operator koji pripada zatvore�u u normi linearnog omotaqa

operatora oblika z 7→ x 〈y, z〉, x, y ∈ HA (ili x, y ∈ H#
A )) slika ograni-

qene skupove u totalno ograniqene skupove.

Neka suA proizvo	na C∗-algebra, A∗∗ �enaW ∗ ovojnica iM Hilber-

tov A-modul. Posmatrajmo algebarski tenzorski proizvodM ⊗A∗∗ (nad
C). Ovaj tenzorski proizvod se mo�e snabdeti strukturom desnog A∗∗-
modula pomo�u slede�e formule (x ⊗ a) · b := x ⊗ ab, x ∈ M , a, b ∈ A∗∗.
Definiximo unutrax�i proizvod

[·, ·] : M ⊗A∗∗ ×M ⊗A∗∗ → A∗∗

pomo�u formule[
n∑
i=1

x1 ⊗ ai,
m∑
j=1

yj ⊗ bj

]
=
∑
i,j

a∗i 〈xi, yj〉 bj,

gde xi, yj ∈M, ai, bj ∈ A∗∗. Seskvilinearnost i osobine [z, w]∗ = [w, z] i

[z, w · a] = [z, w]a tako�e va�e.

Neka je A neka C∗-algebra. Oznaqimo sa Mn(A) skup svih n × n

matrica a = [ai,j], ai,j ∈ A. Dobijamo involutivnu algebru u kojoj va�i

(λa+ µb)i,j = λai,j + µbi,j,

(ab)i,j =
n∑
k=1

ai,kbk,j,
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(a∗)i,j = a∗j,i,

za a = [ai,j], b = [bi,j] ∈ A i λ, µ ∈ C. Neka je (π,H) verna reprezentacija

algebre A i Hn n-dimenzionalni Hilbertov prostor sa ortonormiranom

bazom {e1, e2, . . . , en}. Definiximo reprezentaciju (π̃, H̃) algebreMn(A)

na slede�i naqin

H̃ = H ⊗Hn,

π̃(a)(ε⊗ ej) =
n∑
i=1

π(ai,j)ε⊗ ei, a = [ai,j] ∈Mn(A), ε ∈ H, ej ∈ Hn.

Lako je proveriti da je π̃ verna reprezentacija i da na H̃ = H ⊗ Hn

va�i π̃(Mn(A)) = π(A) ⊗ B(Hn). Definiximo Uiε = ε ⊗ ei, ε ∈ H,

i ∈ {1, 2, . . . , n}. Va�i π(ai,j) = U∗i π̃(a)Uj za svako a = [ai,j] ∈ Mn(A),

odakle je

max
16i,j6n

‖π(ai,j)‖ 6 ‖π̃(a)‖ 6
n∑

i,j=1

‖π(ai,j)‖.

Prema tome, π̃(Mn(A)) je zatvoren u normi u B(H̃), pri qemu je Mn(A)

C∗-algebra sa normom ‖a‖ = ‖π̃(a)‖, a ∈ Mn(A). S obzirom da je svaka

verna reprezentacija C∗-algebre izometrija, norma u Mn(A) ne zavisi

od izbora verne reprezentacije π algebre A.
Slede�e dve leme i teorema posve�ene su nekim poznatim rezultatima

iz ove oblasti.

Lema 2.5. [65, Lema 3.1]. Element algebre Mn(A) je pozitivan ako i

samo ako je jednak zbiru matrica oblika [a∗i aj], gde je a1, a2, . . . , an ∈ A.

Dokaz: Ako je matrica c = [a∗i aj] ∈Mn(A), onda je c = a∗a za matricu

a = [ai,j] ∈ Mn(A), a1,j = aj, 1 6 i 6 n i ai,j = 0, 2 6 i 6 n, 1 6 j 6 n i

va�i c > 0.

Ako je matrica a = [ai,j] pozitivan element algebre Mn(A), onda

postoji element b = [bi,j] ∈Mn(A) takav da je a = b∗b. Odavde imamo

ai,j =
n∑
k=1

b∗k,ibk,j.
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Stav	aju�i ck = [b∗k,ibk,j] ∈Mn(A), imamo a =
∑n

k=1 ck. �

Lema 2.6. [65, Lema 3.2] Matrica a = [ai,j] ∈ Mn(A) je pozitivna ako

i samo ako je
∑n

i,j=1 x
∗
i ai,jxj > 0 za svako x1, . . . , xn ∈ A.

Dokaz: Pretpostavimo da je a > 0. Koriste�i Lemu 2.5 mo�emo

pretpostaviti ai,j = a∗i aj za neke a1, a2, . . . , an ∈ A. Imamo

n∑
i,j=1

x∗i ai,jxj =
n∑

i,j=1

x∗i a
∗
i ajxj =

(
n∑
i=1

aixi

)∗( n∑
j=1

ajxj

)
> 0.

Doka�imo drugi smer. Pretpostavimo da je
∑n

i,j=1 x
∗
i ai,jxj > 0 za svako

x1, x2, . . . , xn ∈ A. Neka je (π,H, ε0) proizvo	na cikliqna reprezentacija

algebre A. Za svaki vektor ε =
∑n

j=1 εj ⊗ ej ∈ H̃ = H ⊗Hn imamo

〈π̃(a)ε, ε〉 =
n∑

i,j=1

〈π(a)(εj ⊗ ej), εi ⊗ ei〉 =
n∑

i,j,k=1

〈π(ak,j)εj ⊗ ek, εi ⊗ ei〉

=
n∑

i,j=1

〈π(ai,j)εj, εi〉 .

S obzirom da je ε0 ∈ H cikliqan vektor za reprezentaciju (π,H), skup

svih vektora oblika π(a)ε0, a ∈ A je gust u H, odakle postoje nizovi

{xmi | m = 1, 2, . . .} u A takvi da je εi = limm→∞ π(xmi )ε0. Dobijamo

〈π̃(a)ε, ε〉 = lim
m→∞

n∑
i,j=1

〈
π(ai,j)π(xmj )ε0, π(xmi )ε0

〉
= lim

m→∞

〈
π

(
n∑

i,j=1

(xmi )∗ai,jx
m
j

)
ε0, ε0

〉
> 0.

Odavde π̃(a) je pozitivan za bilo koju cikliqnu reprezentaciju π. Na

osnovu
(∑⊗

α πα
)∼

=
∑⊗

α π̃α i na osnovu osobine da je svaka nedegenerisana

reprezentacija neke C∗-algebre direktna suma cikliqnih reprezentaci-

ja, imamo da je π̃(a) pozitivan za bilo koju reprezentaciju π. Odavde je

a > 0. �
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S obzirom da za svako a1, a2, . . . , an ∈ A va�i

∑
i,j

a∗i 〈xi, xj〉 aj =

〈
n∑
i=1

xi · ai,
n∑
i=1

xi · ai

〉
> 0,

matrica [〈xi, xj〉] ∈ Mn(A) je pozitivna. Prema tome, za bilo koje bi ∈
A∗∗, element

∑
i,j b
∗
i 〈xi, xj〉 bj je pozitivan, pa je [z, z] > 0 za bilo koje

z ∈ M ⊗ A∗∗. Neka je N = {z ∈ M ⊗ A∗∗ | [z, z] = 0}. Tada je N A∗∗-
podmodul u M ⊗A∗∗ i koliqniqki modul M ⊗A∗∗/N je pred-Hilbertov

A∗∗-modul. Oznaqimo sa M# kompletira�e modula M ⊗A∗∗/N u odnosu

na normu datu pomo�u unutrax�eg proizvoda [·, ·]. To je jedan Hilbertov
A∗∗-modul. Ovaj modul �emo zvati raxire�e modula M pomo�u algebre

A∗∗. W ∗-algebra A∗∗ sadr�i jediniqni element i za svako x ∈M, a ∈ A
imamo (x · a) ⊗ 1 − x ⊗ a ∈ N . Prema tome, A-modularno preslikava�e
i : M → M#, i(x) = x ⊗ 1 + N je dobro definisano. Zbog jednakosti

[x⊗ 1 +N, y ⊗ 1 +N ] = 〈x, y〉, preslikava�e je izometriqka inkluzija.
Oznaqimo sa HomA(M,A∗∗) skup svih ograniqenih A-linearnih pre-

slikava�a iz modula M u A∗∗. Na ovom skupu preslikava�a mo�emo

uvesti strukturu vektorskog prostora nad C pomo�u formule (λφ)(x) =

λφ(x), gde λ ∈ C, x ∈ M, φ ∈ HomA(M,A∗∗) i mo�emo uvesti struk-

turu desnog A∗∗-modula pomo�u formule (φ · b)(x) = b∗φ(x), b ∈ A∗∗.
Za ograniqen A-linearan funkcional f ∈ (M#)′, mo�emo definisati

preslikava�e fR ∈ HomA(M,A∗∗) kao restrikciju preslikava�a f ,,na"

M , fR(x) = f(x⊗ 1 +N). Oqigledno, ‖fR‖ 6 ‖f‖.

Teorema 2.3. [53, Poglav	e 4] Za bilo koju C∗-algebru A i za bilo koji

Hilbertov A-modul M , preslikava�e f 7→ fR je izometrija iz (M#)′

,,na" HomA(M,A∗∗).

Dokaz: Neka matrica [ci,j] ∈ Mn(A∗∗), za svako a1, a2, . . . , an ∈ A,
zadovo	ava nejednakost

∑n
i,j=1 a

∗
i ci,jaj > 0. Za poqetak doka�imo pozi-

tivnost matrice [ci,j], odnosno,∑
i,j

b∗i ci,jbj > 0 (2.2.1)
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2.2. Kompaktnost u standardnom Hilbertovom C∗-modulu

za svako b1, b2, . . . , bn ∈ A∗∗. Bez uma�e�a opxtosti mo�emo pretposta-

viti da su elementi bi u jediniqnoj lopti B1(A∗∗) W ∗-algebre A∗∗. Je-
diniqna lopta B1(A) C∗-algebre A je gusta u B1(A∗∗) u odnosu na jaku∗

topologiju, odakle mo�emo na�i mre�e ai,λ ∈ A, λ ∈ Λ koje konvergi-

raju ka elementima bi ∈ A∗∗ u odnosu na jaku∗ topologiju. Tada mre�a∑
i,j a

∗
i,λci,jaj,λ konvergira ka

∑
i,j b
∗
i ci,jbj u odnosu na slabu topologiju,

odakle nejednakost (2.2.1) va�i.

Da	e, doka�imo da bilo koje preslikava�e φ ∈ HomA(M,A∗∗), pri
qemu je ‖φ‖ 6 1, mo�emo produ�iti do jedinstvenog funkcionala f ∈(
M#

)′
za kojeg va�i ‖f‖ 6 1. Posmatrajmo funkcional

f0 : M ⊗A∗∗ → A∗∗

zadat formulom

f0

(
n∑
i=1

xi ⊗ ai

)
=

n∑
i=1

φ(xi)ai.

Oqigledno je da je f0 preslikava�e izme�u A∗∗-modula. Za ai ∈ A, imamo∑
i,j

a∗iφ(xi)
∗φ(xj)aj =

∑
i,j

φ(xi · ai)∗φ(xj · aj)

=

(
φ

(
n∑
i=1

xi · ai

))∗
φ

(
n∑
i=1

xi · ai

)

6

〈
n∑
i=1

xi · ai,
n∑
i=1

xi · ai

〉
=
∑
i,j

a∗i 〈xi, xj〉 aj.

Prema tome, za bilo koje bi ∈ A∗∗ va�i slede�a nejednakost∑
i,j

b∗iφ(xi)
∗φ(xj)bj 6

∑
i,j

b∗i 〈xi, xj〉 bj,

to jest

f0(z)∗f0(z) 6 [z, z]

za svako z ∈M ⊗A∗∗.
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2.2. Kompaktnost u standardnom Hilbertovom C∗-modulu

Dakle, funkcional f : M# → A∗∗,

f

(
n∑
i=1

xi ⊗ ai +N

)
=

n∑
i=1

φ(xi)ai,

jeste dobro definisan formulom i zadovo	ava nejednakost

f(y)∗f(y) 6 [y, y]

za svako y ∈ M#, gde je ‖f‖ 6 1. Dobili smo f ∈
(
M#

)′
. Iz jednakosti

f(x⊗1+N) = φ(x) sledi da je fR = φ, a odatle i ‖fR‖ = ‖f‖. S obzirom

da smo proizvo	no ‖φ‖ 6 1 produ�ili do jedinstvenog funkcionala

f ∈
(
M#

)′
za kojeg va�i ‖f‖ 6 1, imamo ‖f‖ 6 ‖φ‖. Prema tome,

‖f‖ 6 ‖fR‖. Koriste�i poznatu nejednakost ‖f‖ 6 ‖fR‖, dokazali smo

da je preslikava�e f 7→ fR izometrija i ,,na". �

Napomena 2.5. U dokazu prethodne teoreme koristili smo qi�enicu da

je jediniqna lopta B1(A) C∗-algebre A gusta u B1(A∗∗) u odnosu na jaku∗

topologiju. To sledi na osnovu Kaplanskove teoreme (videti [49, Teo-

rema 4.3.3]). Naime, imamo da je skup samoadjungovanih elemenata lopte

B1(A) jako gust u skupu samoadjungovanih elemenata lopte B1(A∗∗), a
odatle sledi i jako∗ gust jer su elementi samoadjungovani. Neka je

a ∈ B1(A∗∗) i a = v|a| �egovo polarno razlaga�e. Za proizvo	no ε > 0

i vektore x1, x2, . . . , xn postoji samoadjungovan element c ∈ B1(A) takav

da je ‖(|a| − c)xj‖ < ε. Ako uzmemo b = vc, imamo da je ‖(a − b)xj‖ < ε

i ‖(a∗ − b∗)xj‖ < ε. Drugi naqin da se doka�e da je B1(A) jako∗ gusta u

B1(A∗∗) jeste pomo�u Teoreme [62, Teorema 1.9.1], korix�e�em Mekijeve

topologije.

Posledica 2.2. Neka je M Hilbertov C∗-modul, nad proizvo	nom C∗-

algebrom A. Tada se A-vrednosni unutrax�i proizvod na M mo�e pro-

du�iti do A∗∗-vrednosnog unutrax�eg proizvoda na skup preslikava�a
HomA(M,A∗∗), koji ga qini samodualnim Hilbertovim A∗∗-modulom.

Posledica 2.3. Neka je M samodualni Hilbertov C∗-modul, nad C∗-

algebrom A. Tada je Hilbertov A∗∗-modul M# tako�e samodualan.
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2.2. Kompaktnost u standardnom Hilbertovom C∗-modulu

U nastavku, smatramo da je C∗-algebra jediniqna.

Definicija 2.1. Neka je M Hilbertov C∗-modul. Topoloxki prostor

(M, τ) je ,,neprekidan" ako je svaki ,,kompaktan" operator kompaktan,

odnosno, slika jediniqnu loptu u normi izM u totalno ograniqen skup

u (M, τ). Hilbertov C∗-modul M je ,,neprekidan" ako postoji topologija

τ na M takva da je (M, τ) ,,neprekidan".

Beskonaqno dimenzionalna C∗-algebra A, kao Hilbertov C∗-modul

nad samom sobom sa topologijom indukovanom normom, nije ,,neprekidna",

zato xto je identiqki operator Θe,e (Θe,e(x) = e 〈e, x〉 = x) ,,kompaktan",

ali slika jediniqne lopte nije totalno ograniqena u Banahovom smislu.

Standardan HilbertovW ∗-modul HA je ,,neprekidan" na osnovu Teoreme

2.1.

Lema 2.7. Neka je T ∈ Ba(HA) ,,kompaktan" operator. Tada postoji

,,kompaktan" operator T# ∈ Ba(H#
A ), takav da je dijagram

H#
A H#

A

HA HA

T#

i

T

i

komutativan.

Dokaz: Za poqetak uzmimo da je ,,kompaktan" operator upravo ope-

rator konaqnog ranga, odnosno T = Θx,y za x, y ∈ HA. Definiximo

operator Θx⊗1+N,y⊗1+N na HA ⊗A∗∗/N sa

Θx⊗1+N,y⊗1+N(z ⊗ b+N) = (x⊗ 1 +N)[y ⊗ 1 +N, z ⊗ b+N ] (2.2.2)

i �egovo produ�e�e na H#
A kao

Θx⊗1+N,y⊗1+N(z) = lim
n→∞

Θx⊗1+N,y⊗1+N(zn),

za z ∈ H#
A gde je HA ⊗ A∗∗/N 3 zn → z ∈ H#

A . Ovaj operator je
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2.2. Kompaktnost u standardnom Hilbertovom C∗-modulu

,,kompaktan" na H#
A i va�i

Θx⊗1+N,y⊗1+N (i(z)) = Θx⊗1+N,y⊗1+N(z ⊗ 1 +N)

= (x⊗ 1 +N)[y ⊗ 1 +N, z ⊗ 1 +N ] = (x⊗ 1 +N) 〈y, z〉

= x 〈y, z〉 ⊗ 1 +N = i(x 〈y, z〉) = i(Θx,y(z))

za svako z ∈ HA. Prema tome, za z ∈ H#
A imamo

Θx⊗1+N,y⊗1+N(i(z)) = i(Θx,y(z)).

Da	e,

‖Θx⊗1+N,y⊗1+N‖ = sup
z∈H#

A
‖z‖61

‖Θx⊗1+N,y⊗1+N(z)‖

= lim
n→∞

sup
zn∈HA,bn∈A∗∗
‖zn⊗bn+N‖61

‖(x⊗ 1 +N)[y ⊗ 1 +N, zn ⊗ bn +N ]‖

= lim
n→∞

sup
zn∈HA,bn∈A∗∗
‖zn⊗bn+N‖61

‖(x⊗ 1 +N) 〈y, zn〉 bn‖

= lim
n→∞

sup
zn∈HA,bn∈A∗∗
‖zn⊗bn+N‖61

‖x 〈y, zn〉 ⊗ bn +N‖.

S obzirom da je

lim
n→∞

sup
zn∈HA,bn∈A∗∗
‖zn⊗bn+N‖61

‖x 〈y, zn〉 ⊗ bn +N‖ = lim
n→∞

sup
zn∈HA,‖zn‖61
bn∈A∗∗,‖bn‖61

‖x 〈y, zn〉 ‖ · ‖bn‖,

imamo

‖Θx⊗1+N,y⊗1+N‖ = lim
n→∞

sup
zn∈HA,‖zn‖61
bn∈A∗∗,‖bn‖61

‖x 〈y, zn〉 ‖ · ‖bn‖

= lim
n→∞

sup
zn∈HA,‖zn‖61

‖x 〈y, zn〉 ‖

= lim
n→∞

sup
zn∈HA,‖zn‖61

‖Θx,y(zn)‖ = ‖Θx,y‖.
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2.2. Kompaktnost u standardnom Hilbertovom C∗-modulu

Za zbir n operatora oblika (2.2.2) va�i

‖(Θx1⊗1+N,y1⊗1+N + Θx2⊗1+N,y2⊗1+N + . . .+ Θxn⊗1+N,yn⊗1+N) (z ⊗ b+N)‖

= ‖(x1 〈y1, z〉+ x2 〈y2, z〉+ . . .+ xn 〈yn, z〉)⊗ b+N)‖

= ‖x1 〈y1, z〉+ x2 〈y2, z〉+ . . .+ xn 〈yn, z〉‖ · ‖b‖

= ‖(Θx1,y1 + Θx2,y2 + . . .+ Θxn,yn) (z)‖ · ‖b‖ .

Kada uzmemo supremum po z ⊗ b+N ∈ HA ⊗A∗∗/N , dobijamo∥∥∥∥∥
n∑
i=1

Θxi⊗1+N,yi⊗1+N

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥
n∑
i=1

Θxi,yi

∥∥∥∥∥
na HA ⊗ A∗∗/N . S obzirom da su ovi ograniqeni linearni operatori

neprekidni i da imaju istu normu na gustom skupu HA ⊗ A∗∗/N skupa

H#
A , onda imaju istu normu i na H

#
A , odnosno∥∥∥∥∥

n∑
i=1

Θxi⊗1+N,yi⊗1+N

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥
n∑
i=1

Θxi,yi

∥∥∥∥∥ . (2.2.3)

Ako je Tn =
∑n

i=1 Θxi,yi , onda je T#
n =

∑n
i=1 Θxi⊕1+N,yi⊕+N , pa zbog

(2.2.3) imamo

‖T#
n ‖ = ‖Tn‖

i

‖T#
n − T#

m‖ = ‖Tn − Tm‖. (2.2.4)

U sluqaju da je T proizvo	an ,,kompaktan" operator, postoji niz opera-

tora Tn =
∑n

i=1 Θxi,yi , koji konvergira u normi ka operatoru T . Odavde,

niz (Tn) je Koxijev, pa na osnovu jednakosti 2.2.4 i niz operatora (T#
n )

Koxijev. Iz kompletnosti prostora Ba(H#
A ), imamo da niz operatora

(T#
n ) konvergira ka ,,kompaktnom" operatoru T#. Iz qi�enice

Θx⊗1+N,y⊗1+N(i(z)) = i (Θx,y(z)) za svako z ∈ H#
A

i da niz operatora T#
n =

n∑
i=1

Θxi⊕1+N,yi⊕1+N konvergira ka T#, imamo da
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2.2. Kompaktnost u standardnom Hilbertovom C∗-modulu

je T#(i(z)) = i(T#(z)), xto nam daje komutativnost dijagrama. �

Lema 2.8. Neka je T# ∈ Ba(H#
A ) ,,kompaktan" operator i neka je j

preslikava�e definisano kao j : H#
A → HA∗∗ , j(x⊗a+N) = (x1a, x2a, . . .)

za x = (x1, x2, . . .) ∈ HA, a ∈ A∗∗. Tada postoji ,,kompaktan" operator

T∗∗ ∈ Ba(HA∗∗), takav da je dijagram

HA∗∗ HA∗∗

H#
A H#

A

T∗∗

j

T#

j

komutativan.

Dokaz: Za poqetak dokaza�emo da preslikava�e j : H#
A → HA∗∗ , j(x⊗

a+N) = (x1a, x2a, . . .), gde je x = (x1, x2, . . .) ∈ HA, a ∈ A∗∗, izometriqki
izomorfizam. Preslikava�e j je dobro definisano i injektivno jer

va�i

[x⊗ a−y ⊗ b, x⊗ a− y ⊗ b]=a∗ 〈x, x〉 a− a∗ 〈x, y〉 b− b∗ 〈y, x〉 a+ b∗ 〈y, y〉 b

= a∗ 〈x, x〉 a− a∗ 〈x, y〉 b− b∗ 〈y, x〉 a+ b∗ 〈y, y〉 b

=
∞∑
n=1

(xia)∗xia−
∞∑
n=1

(xia)∗yib−
∞∑
n=1

(yib)
∗xia+

∞∑
n=1

(yib)
∗yib

=
∞∑
n=1

(xia− yib)∗(xia− yib).

S obzirom da je A jediniqna algebra, postoje bazni vektori ej =

(0, . . . , 0, 1, 0, . . .). Za proizvo	no x = (x1, x2, . . .) ∈ HA∗∗ va�i j(
∑∞

i=1 ei⊗
xi) = x, odakle sledi da je preslikava�e j surjektivno.

Iz jednakosti unutrax�ih proizvoda

[x⊗ a+N, y ⊗ b+N ] = a∗ 〈x, y〉 b = a∗

(
∞∑
n=1

x∗i yi

)
b =

∞∑
n=1

(xia)∗yib

= 〈j(x⊗ a+N), j(y ⊗ b+N)〉 ,

dobijamo da je j izometriqki izomorfizam.
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2.2. Kompaktnost u standardnom Hilbertovom C∗-modulu

Prema tome, za proizvo	an ,,kompaktan" operator T# iz Ba(H#
A ),

postoji ,,kompaktan" operator T∗∗ ∈ Ba(HA∗∗) takav da je T∗∗ = j◦T#◦j−1

(za T# = Θx⊗a,y⊗b imamo T∗∗ = Θxa,yb). �

Teorema 2.4. Standardan Hilbertov C∗-modul HA i Hilbertov W ∗-

modul H#
A jesu ,,neprekidni".

Dokaz: Neka je T ,,kompaktan" na HA. Tada postoje ,,kompaktni"

operatori T# ∈ Ba(H#
A ) i T∗∗ ∈ Ba(HA∗∗), takvi da je dijagram

HA∗∗ HA∗∗

H#
A H#

A

HA HA

T∗∗

j

T#

j

i

T

i

komutativan.

Neka je HA∗∗ Hilbertov A∗∗-modul, gde je A jediniqna C∗-algebra.

Definiximo lokalno konveksnu topologiju τ∗∗ na HA∗∗ (oblika (2.1.1))

pomo�u familije polunormi

pϕ,y(x) =

√√√√ ∞∑
j=1

|ϕ(η∗j ξj)|2, x = (ξ1, ξ2, . . .), (2.2.5)

gde je ϕ ograniqen linearan funkcional na A (normalno sta�e na A∗∗

je ograniqen linearan funkcional na A) i y = (η1, η2, . . .) niz elemenata

u A∗∗, takav da je
sup
j>1

ϕ(η∗j ηj) = 1. (2.2.6)

Definiximo topologiju τ# kao topologiju indukovanu na modulu

H#
A pomo�u τ∗∗, to jest, A ∈ τ# ako i(A) ∈ τ∗∗ i definiximo topologiju

τ kao topologiju indukovanu na modulu HA pomo�u τ∗∗, odnosno, τ =

(i−1 ◦ j−1)(τ∗∗).

Na osnovu Teoreme 2.1, iz ,,kompaktnosti" operatora T∗∗, sledi �e-

gova kompaktnost, pa je T∗∗(B) totalno ograniqen. S obzirom da je
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2.2. Kompaktnost u standardnom Hilbertovom C∗-modulu

j(B1) ⊂ B i (j ◦ i)(B2) ⊂ B, gde su B1 i B2 jediniqne lopte u H
#
A i HA,

redom, skupovi T∗∗(j(B1)) = j(T#(B1)) i T∗∗((j ◦ i)(B2)) = (j ◦ i)(T (B)) su

totalno ograniqeni u (HA∗∗ , τ
∗∗). Odavde, T#(B1) je totalno ograniqen

u (H#
A , j

−1(τ∗∗)) = (H#
A , τ

#) i T (B) je totalno ograniqen u (HA, i
−1 ◦

j−1(τ∗∗)) = (HA, τ). Time smo dokazali da su Hilbertovi moduli HA i

H#
A ,,neprekidni". �
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Glava 3

Mere ,,nekompaktnosti" na

standardnom Hilbertovom

W ∗-modulu

U prvom poglav	u naveli smo neke poznate mere nekompaktnosti na

metriqkim i uniformnim prostorima i pokazali smo �ihove osobine.

Da bismo definisali mere nekompaktnosti na standardnom Hilber-

tovom C∗-modulu l2(A), moramo se prvo odluqiti koju nekompaktnost

u l2(A) �elimo da merimo. S obzirom da se i ovde termin kompaktnost

razlikuje od klasiqnog termina u Banahovim prostorima, koristi�emo

navodnike. Rezultati izlo�eni u ovom poglav	u mogu se na�i u radu

[33].

3.1 Mera ,,nekompaktnosti" λ

Na datoj jediniqnojW ∗-algebri A posmatra�emo standardan Hilber-

tov modul l2(A).

Za poqetak doka�imo dve leme koje �e nam biti od koristi u da	em

radu.

Lema 3.1. Neka je z1 ⊥ z2, z1, z2 ∈ HA. Tada je ‖z1 + z2‖ > ‖z1‖.
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3.1. Mera ,,nekompaktnosti" λ

Dokaz: Imamo

〈z1 + z2, z1 + z2〉 = 〈z1, z1〉+ 〈z2, z2〉 > 〈z1, z1〉 .

Prema tome,

‖z1 + z2‖2 = ‖ 〈z1 + z2, z1 + z2〉 ‖ > ‖ 〈z1, z1〉 ‖ = ‖z1‖2.

�

Lema 3.2. Neka je M projektivan konaqno generisan podmodul modula

HA i neka je x ∈ HA proizvo	an element. Tada je

d(x,M) = ‖x− PMx‖,

gde je PM ortogonalan projektor na M sa jezgrom M⊥.

Dokaz: Na osnovu Teoreme 1.13 M je ortogonalno dopu�iv, HA =

M ⊕M⊥ i postoji PM : HA → HA takav da je P 2
M = P ∗M = PM , slika

projektora PM je M i jezgro od PM je M⊥. Neka je y ∈ M proizvo	an.

Na osnovu Leme 3.1 i na osnovu x−PMx ∈M⊥ i PMx− y ∈M , sledi da

je

‖x− y‖ = ‖(x− PMx) + (PMx− y)‖ > ‖x− PMx‖.

�

Neka je P skup svih ograniqenih podskupova skupaHA. Definiximo

funkciju d : P × P → [0,+∞) sa

d(E,F ) = sup
x∈E

d(x, F ) = sup
x∈E

inf
y∈F
‖x− y‖, E, F ∈ P .

Funkcija d nije simetriqna, odnosno ne mora va�iti jednakost d(E,F )=

d(F,E) za proizvo	ne podskupove E,F ⊂ HA.

Podsetimo se da smo definisali A-,,pretkompaktan" skup kao ogra-
niqen skup E takav da za svako ε > 0 postoji slobodan konaqno generisan

modul M ∼= An takav da je d(E,M) < ε.

Ovaj pojam mo�emo uopxtiti na slede�i naqin.
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3.1. Mera ,,nekompaktnosti" λ

Definicija 3.1. Neka je E ⊆ HA skup ograniqen u normi. Mera

,,nekompaktnosti" skupa E, u oznaci λ(E), jeste najve�e do�e ograniqe�e

svih η > 0 za koje postoji slobodan konaqno generisan modul M 6 HA

takav da je d(E,M) < η.

Tvr�e�e 3.1. Neka je E ⊂ HA. Mera ,,nekompaktnosti" λ(E) mo�e se

raqunati na slede�i naqin:

(a) λ(E) = infM∈F supx∈E d(x,M), gde je F skup svih slobodnih konaqno

generisanih modula;

(b) λ(E) = limn→∞ supx∈E ‖x − Pnx‖ = infn>1 supx∈E ‖x − Pnx‖, gde je

Pn : HA → HA, Pn(x1, x2, . . .) = (x1, x2, . . . , xn, 0, 0, . . .).

Dokaz: Jednakost (1) je oqigledna. Doka�imo tvr�e�e (b). Niz

operatora I − Pn je opadaju�i u poretku C∗-algebre Ba(M). Odavde je

limn→∞ supx∈E ‖x−Pnx‖ = infn>1 supx∈E ‖x−Pnx‖. S obzirom da je PnHA

slobodan konaqno generisan modul, imamo

λ(E) 6 inf
n>1

sup
x∈E
‖x− Pnx‖.

Doka�imo suprotnu nejednakost. Neka je ε > 0. Tada postoji slobodan

konaqno generisan modul M takav da je d(x,M) < λ(E) + ε. Oznaqimo

projektor na M sa Q. Na osnovu Tvr�e�a 1.5 va�i ‖Q−PnQ‖ → 0 kada

n→∞. Iz PnQx ∈ Pn(HA) i Leme 3.2 sledi

‖x− Pnx‖ =d(x, Pn(HA)) 6 ‖x− PnQx‖

6‖x−Qx‖+ ‖Qx− PnQx‖ 6 λ(E) + ε+K‖Q− PnQ‖,

gde je ‖x‖ 6 K za svako x ∈ E (E je ograniqen). Prema tome,

sup
x∈E
‖x− Pnx‖ 6 λ(E) + ε+K‖Q− PnQ‖,

a kada n→∞ imamo

lim
n→∞

sup
x∈E
‖x− Pnx‖ 6 λ(E) + ε,
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qime je zavrxen dokaz. �

Tvr�e�e 3.2. Neka je λ mera ,,nekompaktnosti" i E,F ⊂ HA.

(a) Ako je E ⊆ F , onda je λ(E) 6 λ(F ).

(b) λ(E ∩ F ) 6 min{λ(E), λ(F )}.

(v) λ(E ∪ F ) 6 max{λ(E), λ(F )}.

(g) λ(E + F ) 6 λ(E) + λ(F ).

(d) Va�i λ(Ea) 6 λ(E)‖a‖, gde je a ∈ A. Dodatno, ako je element a

invertibilan, onda je ‖a−1‖−1λ(E) 6 λ(Ea). Specijalno, ako je a

unitaran, tada je λ(Ea) = λ(E).

(�) λ(coE) = λ(E), gde je coE = {
∑n

i=1 tixi | 0 6 ti ∈ R,
∑n

i=1 ti =

1, xi ∈ E} konvesni omotaq skupa E.

(e) Za proizvo	an pozitivan broj c va�i λ(cE) = cλ(E).

Dokaz: Osobina (a) je oqigledna, a osobina (b) sledi iz (a).

(v) Neka je d = max{λ(E), λ(F )}. Onda za svako x ∈ E ∪ F i za svako

ε > 0 postoji dovo	no veliko n takvo da va�i ‖x−Pnx‖ 6 d+ε. Odavde

je λ(E ∪ F ) 6 max{λ(E), λ(F )}, qime smo dokazali osobinu (v).
(g) Neka je z ∈ E + F . Tada je z = x+ y za neko x ∈ E i y ∈ F , pa je

‖z − Pnz‖ 6 ‖x− Pnx‖+ ‖y − Pny‖ 6 λ(E) + ε+ λ(F ) + ε,

za dovo	no veliko n. Prema tome, va�i osobina (g).

(d) Bilo koje z ∈ Ea je oblika z = ya za neko y ∈ E. Prema tome,

‖z − Pnz‖ 6 ‖y − Pny‖ · ‖a‖ i nejednakost sledi uzima�em limesa. Ako

a ima inverz a−1, onda je E = (Ea)a−1 i pomo�u prethodnog λ(E) 6

λ(Ea)‖a‖−1. Dokazali smo osobinu (d).

(�) Neka je x ∈ coE. Tada je x =
∑n

i=1 tixi za neke xi ∈ E i pozitivne

ti, za koje je
∑n

i=1 ti = 1. Va�i

‖x− Pnx‖ =

∥∥∥∥∥
n∑
i=1

ti(xi − Pnxi)

∥∥∥∥∥ 6
n∑
i=1

ti‖xi − Pnxi‖ 6 sup
x∈E
‖x− Pnx‖.
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Prema tome, supx∈coE ‖x− Pnx‖ 6 supx∈E ‖x− Pnx‖.
Na osnovu Tvr�e�a 3.1 sledi nejednakost

sup
x∈E
‖x− Pnx‖ 6 sup

x∈coE
‖x− Pnx‖,

qime smo dokazali osobinu (�).

(e) Na osnovu Tvr�e�a 3.1 i jednakosti

sup
x∈cE
‖x− Pnx‖ = c sup

x∈E
‖x− Pnx‖

za svaki pozitivan broj c, va�i λ(cE) = cλ(E). �

Tvr�e�e 3.3. Neka je B jediniqna lopta u HA. Tada je λ(B) = 1.

Dokaz: Svaki podmodul sadr�i 0. Odavde je λ(B) 6 1. Neka je

0 < δ < 1 i neka jeM neki slobodan konaqno generisan podmodul modula

HA. Postoji netrivijalan y ∈M⊥. Tada je δ‖y‖−1y ∈ B ∩M⊥ i imamo

d(B,M) > d(δ‖y‖−1y,M).

S obzirom da je δ‖y‖−1y ⊥M , za svako x ∈M va�i

‖δ‖y‖−1y − x‖2 = δ2 + ‖x‖2 > δ2.

Odavde je d(B,M) > δ, pa je λ(B) > δ. Dokazali smo da je λ(B) = 1. �

Posledica 3.1. Ako za neke skupove E,F ⊂ HA va�i inkluzija E ⊆
F + δB, onda je λ(E) 6 λ(F ) + δ.

Dokaz: Neposredno sledi iz Tvr�e�a 3.2-(g) i Tvr�e�a 3.3. �

Tvr�e�e 3.4. Mera ,,nekompaktnosti" λ ima slede�e osobine:

(a) |λ(E) − λ(F )| 6 dH(E,F ) = max{d(E,F ), d(F,E)} za proizvo	ne

skupove E,F ⊂ HA (dH je tzv. Hauzdorfovo rastoja�e);

(b) λ(E) = λ(E), gde je E zatvore�e skupa E ⊂ HA u normi;
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3.1. Mera ,,nekompaktnosti" λ

(v) λ(E) = 0 akko E ⊂ HA je A-,,pretkompaktan";

(g) λ(E) 6 supx∈E ‖x‖ za proizvo	an skup E ⊂ HA.

Dokaz: (a) Neka je d = dH(E,F ). Tada je E ⊆ F + dB i na osnovu

Posledice 3.1 imamo

λ(E) 6 λ(F ) + d, odnosno, λ(E)− λ(F ) 6 d.

Sliqno, iz F ⊆ E + dB sledi λ(F )− λ(E) 6 d.

(b) S obzirom da je dH(E,E) = 0, mo�emo primeniti prethodan deo

tvr�e�a i dobijamo λ(E) = λ(E).

(v) Sledi direktno iz definicije.

(g) Tvr�e�e sledi direktno iz E ⊆ (supx∈E ‖x‖) ·B. �

Primer 24. U osobini (d) Tvr�e�a 3.2 mo�e va�iti stroga nejednakost.

Zaista, neka algebra A sadr�i netrivijalan projektor p i A(1 − p) je
izomorfna sa A. (Na primer A = L∞(0, 1) i p = χ[0,1/2].) Neka je

E =

{
(a1p+ b1(1− p), a2p+ b2(1− p), . . .) |

∞∑
n=1

a∗nan 6 1,
∞∑
n=1

b∗nbn 6 4

}

i neka je a = p. Onda je ‖p‖ = 1 i λ(E) > 2 jer E sadr�i loptu

polupreqnika 2 u HA (kada aj = 0). Sa druge strane, Ep je sadr�an u

jediniqnoj lopti u HA, pa je λ(Ep) 6 1.

Mo�emo definisati meru nekompaktnosti λo operatora T ∈ Ba(HA).

Definicija 3.2. Neka je T ∈ Ba(HA) operator koji dopuxta adjungo-

va�e. Meru nekompaktnosti λo operatora T raqunamo kao

λo(T ) = λ(T (B)),

gde je B jediniqna lopta u HA.

Tvr�e�e 3.5. Funkcija λo ima slede�e osobine:

(a) λo je subaditivna, odnosno,

λo(T1 + T2) 6 λo(T1) + λo(T2);
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(b) λo je pozitivno homogena, odnosno,

λo(cT ) = cλo(T ),

za svako c > 0 i za svako T ∈ Ba(HA);

(v) λo(T ) 6 ‖T‖, za svako T ∈ Ba(HA).

Dokaz: (a) Na osnovu Tvr�e�a 3.2-(g) imamo

λo(T1 + T2) = λ((T1 + T2)(B)) 6 λ(T1(B) + T2(B))

6 λ(T1(B)) + λ(T2(B)) = λo(T1) + λo(T2).

(b) Primenom Tvr�e�a 3.2-(e) dobijamo

λo(cT ) = λ((cT )(B)) = λ(cT (B)) = cλ(T (B)) = cλo(T ).

(v) Iz inkluzije T (B) ⊂ ‖T‖B i prethodnog dela pod (b) imamo

λo(T ) = λ(T (B)) 6 λ(‖T‖B) = ‖T‖λ(B) = ‖T‖.

Posled�a jednakost sledi na osnovu Tvr�e�a 3.3. �

3.2 Mere ,,nekompaktnosti" Kuratovskog,

Istrceskua i Hauzdorfa

U ode	ku 2.1.1 konstruisali smo lokalno konveksnu topologiju τ na

l2(A) takvu da ako je T ∈ Ba(l2(A)) ,,kompaktan" onda je slika jediniqne

lopte totalno ograniqen skup u odnosu na topologiju τ . Ova topologija

je definisana pomo�u familije polunormi pϕ,y

pϕ,y(x) =

√√√√ ∞∑
j=1

|ϕ(η∗j ξj)|2, x = (ξ1, ξ2, . . .) ∈ l2(A), (3.2.1)
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gde je ϕ ∈ A∗ normalno sta�e a y = (η1, η2, . . .) niz elemenata u A takav

da je

sup
j>1

ϕ(η∗j ηj) = 1. (3.2.2)

Tako�e, u specijalnom sluqaju kada je A = B(H) algebra svih ogra-

niqenih operatora na Hilbertovom prostoru H, dokazali smo da va�i

i drugi smer, to jest, bilo koji operator T ∈ Ba(l2(A)) qija je slika

jediniqne lopte totalno ograniqen skup u odnosu na topologiju τ mora

biti ,,kompaktan".

Standardan Hilbertov modul l2(A), u odnosu na topologiju τ , jeste

lokalno konveksan i time uniforman. Podsetimo se Teoreme 1.9, gde

smo pokazali da su mere Kuratovskog, Hauzdorfa i Istrceskua mere

nekompaktnosti na uniformnim prostorima. Kada primenimo to na

nax sluqaj, kada je prostor (l2(A), τ), imamo slede�e mere ,,nekompaktno-

sti" Kuratovskog, Hauzdorfa i Istrceskua (skupoviΥ iA su defini-

sani u Definiciji 1.9),

α, χ, I : Υ→ A,

[α(E)](pϕ,y) = inf
{
ε > 0 | E =

n⋃
i=1

Si, pϕ,y(x
′ − x′′) < ε, ∀x′, x′′ ∈ Si

}
,

[χ(E)](pϕ,y) = inf
{
ε > 0 | E ⊂

n⋃
i=1

Bpϕ,y(xi, ε), xi ∈ l2(A)
}
,

gde je Bpϕ,y(xi, ε) = {y | pϕ,y(y − xi) < ε}, i

[I(E)](pϕ,y) = sup{ε > 0 | (postoji beskonaqan skup S ⊂ E) (∀x′, x′′ ∈ S)

pϕ,y(x
′ − x′′) > ε}.

Funkcije α, χ i I zavise od polunorme pϕ,y i mo�emo ih posmatrati

kao funkcije dve promen	ive u odnosu na ograniqen skup E i u odnosu

na polunormu pϕ,y. Ako �elimo da mere ,,nekompaktnosti" ne zavise

od polunorme, mo�emo posmatrati funkcije χ∗, α∗, I∗ : Υ → [0,+∞)
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definisane sa

χ∗(E) = sup
pϕ,y∈P

[χ(E)](pϕ,y),

α∗(E) = sup
pϕ,y∈P

[α(E)](pϕ,y),

I∗(E) = sup
pϕ,y∈P

[I(E)](pϕ,y)

(3.2.3)

za svaki E ∈ Υ, gde je P skup svih polunormi oblika (3.2.1). Ovo su

mere nekompaktnosti u smislu Definicije 1.10 (videti Teoremu 1.11).

U svakom uniformnom prostoru koji je definisan pomo�u sistema po-

lunormi, za svaki ograniqen skup E, va�i (videti Teoremu 1.10-(�))

χ(E) 6 I(E) 6 α(E) 6 2χ(E). (3.2.4)

Odavde imamo

χ∗(E) 6 I∗(E) 6 α∗(E) 6 2χ∗(E). (3.2.5)

S obzirom da smo uporedili mere ,,nekompaktnosti" χ∗, I∗ i α∗,

postav	a se logiqno pita�e da li se mo�e i mera ,,nekompaktnosti"

λ uporediti sa �ima.

Tvr�e�e 3.6. Za svaki ograniqen skup E ⊆ l2(A), imamo

χ∗(E) 6 λ(E).

Dokaz: Neka je E ograniqen skup i neka sa Pn oznaqimo projekciju

na prvih n koordinata u l2(A), odnosno,

Pn(ξ1, ξ2, . . .) = (ξ1, . . . , ξn, 0, . . .).

Iz E ⊆ PnE + (I − Pn)E i iz subaditivnosti mere χ∗, imamo

χ∗(E) 6 χ∗(PnE) + χ∗((I − Pn)E).

Me�utim, na osnovu Tvr�e�a 2.3, skup PnE je totalno ograniqen, pa je
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χ∗(PnE) = 0. Odavde

χ∗(E) 6 χ∗((I − Pn)E) 6 sup
x∈E
‖(I − Pn)x‖,

za svako n ∈ N. Na osnovu Tvr�e�a 3.1-(b) imamo χ∗(E) 6 λ(E). �

Prethodno tvr�e�e nam daje do�u granicu za λ. Pre nego xto na�emo

gor�e ograniqe�e, definiximo uravnote�ene skupove.

Definicija 3.3. Neka je E ⊂ l2(A) ograniqen skup.

(a) Re�i �emo da je E A-uravnote�en ako x · u ∈ E kadgod x ∈ E i

u ∈ A je unitaran.

(b) Za A-uravnote�en omotaq skupa E uzimamo minimalni uravno-

te�en skup koji sadr�i E, odnosno,
⋃
Eu, gde se unija uzima po

svim unitarnim elementima u ∈ A.

Napomena 3.1. Definicija 3.3 je motivisana pojmom uravnote�enog sku-

pa u topoloxkom vektorskom prostoru nad po	em C. Naime, za podskup
E topoloxkog vektorskog prostora X nad po	em C ka�emo da je uravno-

te�en ako λE ⊂ E za svaki kompleksan broj λ za koji va�i |λ| = 1.

U Tvr�e�u 3.2-(d) dokazali smo λ(Eu) = λ(E). Da�emo dva uopxte�a

ovog tvr�e�a, gde se prvo odnosi na pojam uravnote�enog skupa.

Tvr�e�e 3.7. Neka je E ⊆ l2(A) ograniqen skup i neka je F �egov A-
uravnote�en omotaq. Tada je λ(F ) = λ(E).

Dokaz: Za svako x ∈ E i za svaki unitaran u, imamo ‖u‖ = 1, odakle

je ‖xu − Pnxu‖ 6 ‖x − Pnxu‖. Prema tome, na osnovu Tvr�e�a 3.1-(b),

imamo

λ(F ) = lim
n→∞

sup
x∈E,

u−unitaran

‖xu− Pnxu‖ 6 lim
n→∞

sup
x∈E
‖x− Pnx‖ = λ(E).

Suprotna nejednakost λ(E) 6 λ(F ) sledi iz E ⊆ F . �
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Tvr�e�e 3.8. Neka sa µ oznaqimo neku od mera Kuratovskog, Hauzdorfa

ili Istrceskua. Neka je u ∈ A unitaran i E ⊆ l2(A) ograniqen skup.

Tada va�i

µ∗(Eu) = µ∗(E).

Dokaz: Na poqetku, dokaza�emo da za dato normalno sta�e ϕ na A
i unitaran u ∈ A, preslikava�e ϕu : A → C, ϕu(x) = ϕ(u∗xu) jeste

tako�e normalno sta�e. Oqigledno, ϕu(1) = ϕ(u∗u) = ϕ(1) = 1, odakle

je ‖ϕ‖ = 1. Ako je x > 0, onda postoji a takvo da je x = a∗a, pa je

ϕu(x) = ϕ(u∗xu) = ϕ(u∗a∗au) = ϕ((au)∗(au)) > 0, jer je ϕ pozitivan

funkcional. Dokazali smo da je ϕu pozitivan funkcional. Ostalo je

jox da doka�emo da je ϕu normalan.

Neka je xα rastu�a mre�a sa najma�im gor�im ograniqe�em x. Onda

je u∗xαu tako�e rastu�a mre�a ograniqena sa u
∗xu. Dakle, �eno najma�e

gor�e ograniqe�e je ma�e ili jednako od u∗xu. Ako je u∗xαu 6 y, onda

je xa 6 uyu∗, odakle je x 6 uyu∗. Za proizvo	no gor�e ograniqe�e y

dobili smo u∗xu 6 y, pa je u∗xu najma�e gor�e ograniqe�e za mre�u

u∗xau. Prema tome,

sup
α
ϕu(xα) = supϕ(u∗xαu) = ϕ(u∗xu) = ϕu(x).

Neka je ε > 0 proizvo	no. Na osnovu (3.2.3) postoji polunorma pϕ,y ∈
P takva da je [µ(Eu)](pϕ,y) > µ∗(Eu)− ε. Da	e, imamo pϕ,y(xu) = pϕu,yu,

gde je yu∗ = (η1u
∗, η2u

∗, . . .). Zaista,

p2
ϕ,y(xu) =

∞∑
j=1

|ϕ(η∗j ξju)|2 =
∞∑
j=1

|ϕ(u∗(ηju
∗)∗ξju)|2 = p2

ϕu,yu∗(x).

Va�i

sup
j≥1

ϕu((ηju
∗)∗(ηju

∗)) = sup
j≥1

ϕu(uη∗j ηju
∗) = sup

j≥1
ϕ(u∗uη∗j ηju

∗u)

= sup
j≥1

ϕ(η∗j ηj) = 1,

odakle par (ϕu, yu∗) zadovo	ava uslov (3.2.2).
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Prema tome,

[µ(E)](pϕu,yu∗) = [µ(Eu)](pϕ,y) > µ∗(Eu)− ε

i odavde

µ∗(E) > µ∗(Eu).

Suprotna nejednakost sledi iz jednakosti E = (Eu)u−1. �

Napomena 3.2. U trenutku pisa�a ove disertacije nije nam poznato da

li se mere Kuratovskog, Hauzdorfa i Istrceskua me�aju kada se pre�e

na uravnote�eni omotaq.

3.3 Mere ,,nekompaktnosti" na

standardnom modulu l2(B(H))

U specijalnom sluqaju, kada je A = B(H), mo�emo odozgo proceniti

meru ,,nekompaktnosti" λ za uravnote�ene skupove, tako xto �emo na�i

odnos izme�u mere λ i mere I∗(E).

Teorema 3.1. Neka je A = B(H) i neka je E ⊆ l2(A) A-uravnote�eni

skup. Tada je

λ(E) 6
√
‖E‖I∗(E),

gde je ‖E‖ = supx∈E ‖x‖.

Dokaz: Oznaqimo sa Pk projektor na prvih k koordinata, odnosno,

Pk(ξ1, ξ2, . . .) = (ξ1, . . . , ξk, 0, 0, . . .). Poznato je da su svi Pk ,,kompaktni".

Ako je infn>1 ‖(I −Pk)E‖ = 0, onda na osnovu Tvr�e�a 2.3 i (3.2.5) sledi

λ∗(E) = χ∗(E) = 0. Neka je

δ = inf
k>1
‖(I − Pk)E‖ > 0

i neka je δ2 > ε > 0. Oqigledno je δ 6 ‖E‖. Definiximo niz projektora
Qn ∈ {P1, P2, . . .} i nizove vektora xn i zn ∈ l2(A) na slede�i naqin.

Neka je Q0 = 0. Ako je Qn−1 definisan, onda postoji xn ∈ E takav da je
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‖xn‖ 6 ‖E‖ i ‖xn‖ > ‖(I − Qn−1)xn‖ ≥ δ > 1
2

(
δ +

√
δ2 − ε

2

)
= C1. Zbog

limk→∞ ‖(I − Pk)(I −Qn−1)xn‖ = 0, postoji prirodan broj kn takav da je

‖(I − Pkn)(I −Qn−1)xn‖ < C2,

gde je C2 = min{ ε
2‖E‖ ,

1
2

(
δ −

√
δ2 − ε

2

)
}. Definiximo Qn = Pkn i

zn = Qn(I −Qn−1)xn. (3.3.1)

Dokaza�emo neke osobine nizova xn i zn.

Prvo, na osnovu definicije, va�e nejednakosti

‖(I −Qn)(I −Qn−1)xn‖ < C2, (3.3.2)

‖zn‖ 6 ‖xn‖ 6 ‖E‖, (3.3.3)

‖zn‖ > ‖(I −Qn−1)xn‖ − ‖(I −Qn)(I −Qn−1)xn‖ > C1 − C2. (3.3.4)

Zatim, znamo da su Qn i I −Qn projektori za svako n ∈ N, odakle za
zn = Qn(I −Qn−1)xn va�i

〈zn, xn〉 = 〈Qn(I −Qn−1)xn, xn〉

= 〈Qn(I −Qn−1)xn, (I −Qn−1)Qnxn〉 = 〈zn, zn〉 .

Dokazali smo

〈zn, xn〉 = 〈zn, zn〉 . (3.3.5)

Da	e, za m > n imamo

‖ 〈zm, xn〉 ‖ < C2‖E‖. (3.3.6)

Zaista, za takve m i n imamo Qn−1 6 Qn 6 Qm−1, odnosno, I − Qm−1 6

I −Qn 6 I −Qn−1, odakle je

I −Qm−1 = (I −Qm−1)(I −Qn)(I −Qn−1),
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3.3. Mere ,,nekompaktnosti" na standardnom modulu l2(B(H))

pa je

〈zm, xn〉 = 〈(I −Qm−1)zm, xn〉

= 〈(I −Qm−1)(I −Qn)(I −Qn−1)zm, xn〉

= 〈zm, (I −Qm−1)(I −Qn)(I −Qn−1)xn〉

= 〈zm, (I −Qn)(I −Qn−1)xn〉 .

Prema tome, na osnovu (3.3.2) i (3.3.3) va�i

‖ 〈zm, xn〉 ‖ 6 ‖zm‖ · ‖(I −Qn)(I −Qn−1)xn‖ 6 C2‖E‖.

Konstruisa�emo polunormu p koja je neprekidna u τ i konstruisa�emo

totalno diskretan niz u E. Na osnovu nejednakosti (3.3.4) va�i

‖zn‖2 = ‖υ∗n 〈zn, zn〉 νn‖ > (C1 − C2)2,

pa mo�emo izabrati normalno sta�e ϕ i υj, νj ∈ A (Lema 2.4), takve da

je

ϕ(υ∗n 〈zn, zn〉 νn) > (C1 − C2)2. (3.3.7)

Posmatrajmo polunormu p datu sa

p(x) =

√√√√ ∞∑
j=1

|ϕ(〈zjυj, x〉)|2.

Iz (3.3.1) postoji niz ζj ∈ A takav da je

zk = (0, . . . , 0, ζkn−1+1, . . . , ζkn , 0, . . .).

Definiximo niz ωj = ζjυn/ϕ(υ∗nζ
∗
j ζjυn)1/2 za kn−1 + 1 6 j 6 kn. Za takav

niz va�i

ϕ(ω∗jωj) = ϕ

(
υ∗nζ

∗
j

ϕ(υ∗nζ
∗
j ζjυn)1/2

· ζjυn
ϕ(υ∗nζ

∗
j ζjυn)1/2

)
= ϕ

(
υ∗nζ

∗
j ζjυn/ϕ(υ∗nζ

∗
j ζjυn)

)
= 1.
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3.3. Mere ,,nekompaktnosti" na standardnom modulu l2(B(H))

Tako�e, za x = (ξ1, ξ2, . . .) imamo

|ϕ(〈znυn, x〉)|2 =

∣∣∣∣∣∣
kn∑

j=kn−1+1

ϕ(υ∗nζ
∗
j ζjυn)1/2ϕ(ω∗j ξj)

∣∣∣∣∣∣
2

6
kn∑

j=kn−1+1

ϕ(υnζ
∗
j ζjυn)

kn∑
j=kn−1+1

|ϕ(ω∗j ξj)|2

= ϕ(υ∗n 〈zn, zn〉 υn)
kn∑

j=kn−1+1

|ϕ(ω∗j ξj)|2.

Uzimaju�i u obzir (3.3.3) imamo da je ϕ(υ∗n 〈zn, zn〉 υn) 6 ‖υ∗n 〈zn, zn〉 υn‖ =

‖zn‖2 6 ‖E‖2 i odavde

p2(x) =
∞∑
n=1

|ϕ(〈znυn, x〉)|2 6 ‖E‖2

∞∑
j=1

|ϕ(ω∗j ξj)|2 = ‖E‖2p2
ϕ,ω1,...,ωn,...

(x).

Prema tome, dolazimo do zak	uqka da je p dobro definisana i da je

neprekidna u odnosu na topologiju τ .

Tako�e, E je B(H)-uravnote�en, pa je xnνn ∈ E. Na kraju �emo

pokazati da je xnνn totalno diskretan niz. Zaista, za m > n imamo

p(xmνm − xnνn) > |ϕ(〈zmυm, xmνm − xnνn〉)|

> |ϕ(υ∗m 〈zm, xm〉 νm)| − |ϕ(υ∗m 〈zm, xn〉 νn)|.

Me�utim, iz (3.3.5) i (3.3.7) imamo

|ϕ(υm 〈zm, zm〉 νm)| > (C1 − C2)2,

a iz (3.3.6) imamo

|ϕ(υ∗m 〈zm, xn〉 νn)| 6 ‖ 〈zm, xn〉 ‖ < C2‖E‖.

Iz prethodnog sledi

p(xmνm − xnνn) > (C1 − C2)2 − C2‖E‖ > δ2 − ε
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3.4. Mere ,,nekompaktnosti" operatora

i

pϕ,ω1,...,ωn,...(xmνm − xnνn) >
δ2 − ε
‖E‖

.

Za ε ∈ (0, δ2) imamo I∗(E) > δ2−ε
‖E‖ , odakle je I

∗(E) > δ2

‖E‖ = λ(E)2

‖E‖ . Prema

tome, λ(E) 6
√
‖E‖I∗(E). �

Napomena 3.3. Ako uporedimo formulacije i dokaze Teoreme 2.2 i Teo-

reme 3.1, mo�emo videti da je Teorema 2.2 specijalan sluqaj Teoreme

3.1, kao i da dokazi imaju istu ideju. Me�utim, Teorema 2.2 je prva

dokazana, a i poslu�ila je kao motivacija za Teoremu 3.1, qiji je dokaz,

iako slo�eniji, nastao preradom dokaza Teoreme 2.2.

3.4 Mere ,,nekompaktnosti" operatora

U ovom potpoglav	u na�i �emo vezu izme�u mere ,,nekompaktnosti"

λo proizvo	nog operatora koji dopuxta adjungova�e koja je uvedena u

Definiciji 3.2 i odgovaraju�ih mera ,,nekompaktnosti" operatora koje

slede iz α∗, χ∗ i I∗.

Definicija 3.4. Neka je A proizvo	na W ∗-algebra i neka je T ∈
Ba(l2(A)) operator koji dopuxta adjungova�e. Funkcije α∗o, χ

∗
o, I

∗
o :

Ba(l2(A))→ [0,+∞) definisane sa

α∗o(T ) = α∗(T (B1)), I∗o (T ) = I∗(T (B1)), χ∗o(T ) = χ∗(T (B1))

zovemo, redom, mera Kuratovskog, mera Istrceskua i Hauzdorfova mera

,,nekompaktnosti" operatora T koji dopuxta adjungova�e.

Tvr�e�e 3.9. Neka je A proizvo	naW ∗-algebra i neka je T , S ∈ Ba(HA)

(sa µ oznaqimo bilo koju od mera ,,nekompaktnosti" α, χ, I).

(a) Funkcije α∗o, χ
∗
o i I∗o su subaditivne i pozitivno homogene, to

jest, va�i

µ∗o(T + S) 6 µ∗o(T ) + µ∗o(S), µ∗o(cT ) = cµ∗(T ), za svako c > 0.
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3.4. Mere ,,nekompaktnosti" operatora

(b) Funkcije α∗o, χ
∗
o i I

∗
o su ekvivalentne jedna drugoj, odnosno,

χ∗o(T ) 6 I∗o (T ) 6 α∗o(T ) 6 2χ∗o(T ).

Tako�e, va�i χ∗o(T ) 6 λo(T ).

(v) χ∗o(T ), λo(T ) 6 ‖T‖ i α∗o(T ), I∗o (T ) 6 2‖T‖.

(g) Ako je T ,,kompaktan", odnosno, T pripada zatvorenom linearnom

prostoru generisanog x 7→ z 〈y, x〉, onda je

λo(T ) = χo(T ) = αo(T ) = I(T ) = 0.

U opxtem sluqaju, suprotan smer ne mora da va�i.

(d) µ∗o(T +K) = µ∗o(T ), kao i λo(T +K) = λo(T ) za svaki ,,kompaktan"

operator K.

Dokaz: Tvr�e�e (a) sledi iz Teoreme 1.10-(g), dok tvr�e�e (b) sledi

iz (3.2.5) i Tvr�e�a 3.6.

Zbog T (B1) ⊆ B(0; ‖T‖) = ‖T‖B1 i Tvr�e�a 3.3 imamo λo(T ) 6 ‖T‖.
Druge nejednakosti iz tvr�e�a pod (v) slede iz tvr�e�a pod (a).

Ako je T ,,kompaktan", onda je T graniqna vrednost u normi operatora

konaqnog ranga. Odavde, T (B1) je A-pretkompaktan i va�i λo(T ) = 0.

Na osnovu tvr�e�a pod (b) dobijamo λo(T ) = χo(T ) = αo(T ) = I(T ) = 0.

Dokazali smo tvr�e�e pod (g). Suprotan smer ne va�i uvek (pogledati

Primer 23).

Na kraju, (d) sledi iz (g) i (a). �

U sluqaju kada je A = B(H), mo�emo dokazati i jaqa tvr�e�a.

Tvr�e�e 3.10. Neka je A = B(H) i neka je T ∈ Ba(HB(H)). Tada va�i:

(a)

χ∗o(T ) 6 λo(T ) 6
√
‖T‖I∗o (T ) 6

√
‖T‖α∗o(T ) 6

√
2‖T‖χ∗o(T );

(b) µ∗o(T ) = 0, µ ∈ {α, χ, I} akko λo(T ) = 0 akko T je ,,kompaktan"

operator.
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Dokaz: Tvr�e�e (a) sledi iz Tvr�e�a 3.9-(b) i Teoreme 3.1, imaju�i

u vidu da je T (B1) uravnote�en skup, jer iz y = Tx ∈ T (B1), sledi

yu = T (xu) ∈ T (B1)).

Tvr�e�e (b) sledi iz tvr�e�a (a) i Tvr�e�a 3.9-(g). Zaista, ako se

bilo koja od ove qetiri mere ,,nekompaktnosti" anulira za T , onda, na

osnovu dela pod (a), α∗o(T ) = 0, odakle je T (B1) totalno ograniqen u

topologiji τ . Na osnovu Teoreme 2.2, T je ,,kompaktan". �

Posledica 3.2. Neka je B(H) algebra svih ograniqenih linearnih ope-

ratora na Hilbertovom prostoru H. Na standardnom Hilbertovom

modulu HB(H), va�i

χ∗(E) 6 λ(E) 6
√
‖E‖I∗(E) 6

√
‖E‖α∗(E) 6

√
2‖E‖χ∗(E),

za bilo koji uravnote�en skup E.

Napomena 3.4. U sluqaju da jeA = B(H) algebra ograniqenih linearnih

operatora na separabilnom Hilbertovom prostoru, sva normalna sta�a

se mogu opisati kao ϕ(B) = sp(AB), B ∈ B(H), gde su A pozitivni ope-

ratori iz L1(H) norme 1. U ovom sluqaju lokalno konveksna topologija

τB(H) na standardnom Hilbertovom modulu HB(H) data je pomo�u fami-

lije polunormi

pC,B(A) =

√√√√ ∞∑
j=1

|sp(CB∗jAj)|2,

gde je C ∈ L1(H) pozitivan operator norme 1 i B = (B1, B2, . . .) je niz

operatora u B(H) takav da je

sup
j>1

sp(B∗jBj) = 1.

3.5 Problemi za da	i rad

U toku istra�iva�a naixli smo na neke probleme koji nama nisu

bili jednostavni. Navex�emo neke od �ih u ovom ode	ku.
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3.5. Problemi za da	i rad

Pita�e 1. Lako je dokazati slede�e: Neka je E ⊆ HA ograniqen. Za

bilo koje ε > 0 postoji A-pretkompaktan skup Cε takav da je E ⊆ Cε +

(λ(E) + ε)B, gde je B jediniqna lopta. (Na primer Cε = E ∩ M za

odgovaraju�i slobodno konaqno generisan podmodul M .)

Postav	a se pita�e da li se mo�e dokazati jaqe tvr�e�e, da postoji

A-pretkompaktan skup C takav da je E ⊆ C + λ(E) ·B.

Pita�e 2. Me�u svim osobinama mera nekompaktnosti na Banahovom

prostoru, mo�e se izdvojiti da je najva�nija µ(coE) = µ(E). Ona se

u ovom radu dokazuje kada su ,,skalari" λ iz skupa realnih brojeva,

odnosno, za coE = {
∑n

j=1 cjxj |
∑n

j=1 cj = 1, cj ∈ R, xj ∈ E}. Me�utim,

mo�emo posmatrati i A-konveksni omotaq (videti [41])

coAE =
{ n∑

j=1

a∗jxjaj | xj ∈ E, aj ∈ A,
n∑
j=1

a∗jaj = 1
}
.

Da li se mo�e dokazati λ(coAE) = λ(E)?

Pita�e 3. Kao xto smo naveli u Napomeni 3.2, mo�emo postaviti

slede�e pita�e: Da li za svaki skup E va�i jednakost µ∗(E) = µ∗(F ),

gde F oznaqava uravnote�en omotaq skupa E, to jest F =
⋃
uEu (unija

prolazi kroz sve unitarne elemente u), i µ oznaqava neku od mera Ku-

ratovskog, Hauzdorfa ili Istrceskua?
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Glava 4

Fredholmovi operatori

Fredholmovi operatori se istra�uju dugi niz godina. U poqetku, to

su bili operatori na Banahovom prostoru sa konaqno dimenzionalnim

jezgrom i kojezgrom, kod kojih se indeks definisao kao razlika dimen-

zija jezgra i kojezgra. Najva�nije osobine Fredholmovih operatora su

slede�e.

1. Teorema o indeksu. Ona tvrdi da je za dva Fredholmova operatora

T i S, operator TS tako�e Fredholmov i da va�i ind(TS) = indT+indS.

2. Atkinsonova teorema. Ona tvrdi da je operator T Fredholmov

ako i samo ako je invertibilan u Kalkinovoj1 algebri B(H)/C(H), gde

C(H) oznaqava algebru kompaktnih operatora.

3. Teorema o perturbaciji. Ako je T Fredholmov operator, onda je

operator T +K Fredholmov, za svaki kompaktan operator K, pri qemu

je ind(T +K) = indT .

4. Neprekidnost indeksa. Fredholmovi operatori qine otvoren skup

u topologiji indukovanoj normom a indeks je konstantan u svakoj kom-

ponenti povezanosti ovog skupa.

Prvo uopxte�e Fredholmove teorije na fon Nojmanovoj algebri ura-

dio je Brojer2 [15], a kasnije se time bavio Atija3 [6].

1John Williams Calkin (1909{1964) ameriqki matematiqar
2Manfred Breuer (1929{2011) nemaqki matematiqar
3Sir Michael Francis Atiyah englesko-libanski matematiqar
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Da bi uopxtio svoj i Singerov4 raniji rezultat o indeksu na nekom-

paktnu mnogostrukost, Atija je posmatrao operatore sa jezgrom i ko-

jezgrom koji ne pripadaju konaqno dimenzionalnim potprostorima, ve�

su pridru�eni nekoj fon Nojmanovoj algebri. Definisao je dimenziju

ovih potprostora kao trag odgovaraju�ih projektora u odgovaraju�oj fon

Nojmanovoj algebri (videti [6]). Ubrzo su Mixqenko5 i Fomenko6 uveli

pojam Fredholmovog operatora na Hilbertovom C∗-modulu, (videti [47]),

a zatim je i Mingo7 dao drugaqiji pristup (videti [46]). Pre nekoliko

decenija qinili su se pokuxaji da se aksiomatski predstavi Fredhol-

mova teorija u okviru fon Nojmanove algebre A u odnosu na ideal I.
Tada su Fredholmovi operatori definisani kao invertibilni elementi

u koliqniqkom prostoru A/I, dok je indeks definisan kao element al-
gebre C(Ω), odnosno skupa svih neprekidnih funkcija na Ω, pri qemu

je C(Ω) izomorfan sa centrom Z(A), (videti [18], [67]). Postoje i drugi

pokuxaji da se uopxti Fredholmova teorija, na primer [2].

U ovom poglav	u izdvoji�emo osobine operatora konaqnog ranga koje

nam omogu�avaju da razvijemo Fredholmovu teoriju. Drugim reqima,

da�emo aksiomatsku osnovu teorije Fredholmovih operatora. Bavi�emo

se jediniqnom C∗-algebrom A i �enom vernom reprezentacijom ρ : A →
B(H) kao podalgebrom ρ(A) algebre svih ograniqenih operatora na

nekom Hilbertovom prostoru H. Da	e, dokaza�emo da su standardni

Fredholmovi operateri, Fredholmovi operatori u smislu Atije i Sin-

gera na II∞ faktorima i Fredholmovi operatori u smislu Mixqenka

i Fomenka specijalni sluqajevi naxe teorije. Rezultati izlo�eni u

ovom poglav	u mogu se na�i u radu [34].

4Isadore Manuel Singer (1924{) ameriqki matematiqar
5Miwenko Aleksandr Sergeeviq (1941{) ruski matematiqar
6Anatoli@i Timofeeviq Fomenko (1945{) ruski matematiqar
7James Mingo-kanadski matematiqar
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4.1. Fredholmovi operatori na C∗-algebri

4.1 Fredholmovi operatori na C∗-algebri

U ovom potpoglav	u uopxti�emo pojam Fredholmovog operatora na

proizvo	nu C∗-algebru. Naime, aksiomatski definixemo elemente ,,ko-

naqnog tipa", a zatim definixemo elemente ,,Fredholmovog tipa".

U ovom potpoglav	u pretpostavi�emo da je data C∗-algebra jedini-

qna, qak i kada nije eksplicipno navedeno. Oznaqi�emo sa ker jezgro, a

sa coker kojezgro nekog operatora. Ako je X zatvoren potprostor nekog

Hilbertovog prostora H, sa PX oznaqi�emo ortogonalan projektor na

X. Nekada �emo namerno izostaviti req ortogonalan, to jest, kada se

ka�e projektor podrazumeva�e se da se radi o projektoru koji je ortogo-

nalan. Simbol 1 oznaqava�e jediniqni element u apstraktnoj algebri,

dok �e I oznaqavati identiqan operator na nekom Hilbertovom pro-

storu. Sliqno, upotreb	ava�emo mala slova a, b, t, . . . da oznaqimo

elemente apstraktne algebre, dok �emo sa velikim slovima A, B, T , . . .

oznaqavati operatore na datom Hilbertovom prostoru.

Definicija 4.1. Neka je M Abelov monoid. Posmatrajmo direktan

proizvod M ×M i �egov koliqniqki monoid u odnosu na slede�u rela-

ciju ekvivalencije

(m,n) ∼ (m′, n′) ⇔ ∃ p, q : (m,n) + (p, p) = (m′, n′) + (q, q).

Mo�e se dokazati da je koliqniqki monoid Abelova grupa koju �emo

oznaqiti sa S(M) i nazvati je simetrizacija monoida M .

Posmatrajmo aditivnu kategoriju P (A) projektivnih modula nad je-

diniqnom C∗-algebrom A i oznaqimo sa [M ] klasu izomorfizama obje-

kata M iz P (A). Skup klasa Φ(P (A)) ima strukturu Abelovog monoida

u odnosu na operaciju [M ] + [N ] = [M ⊕ N ]. U ovom sluqaju grupu

S(Φ(P (A))) oznaqi�emo saK(A) iliK0(A) i nazva�emo jeK-grupa alge-

bre A ili Grotendikova grupa kategorije P (A).

Za vixe informacija o K teoriji qitaocu se preporuquju [66] i [30].

Definicija 4.2. Neka je A jediniqna C∗-algebra i neka je F ⊆ A
podalgebra koja zadovo	ava slede�e uslove:
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4.1. Fredholmovi operatori na C∗-algebri

(a) F je samoadjungovani ideal u A, odnosno, za svako a ∈ A, b ∈ F
va�i ab, ba ∈ F i iz a ∈ F sledi a∗ ∈ F ;

(b) postoji aproksimativna jedinica pα za F , saqi�ena od projektora;

(v) ako su p, q ∈ F projektori, onda postoji v ∈ A, takvo da je vv∗ = q

i v∗v ⊥ p, odnosno, v∗v + p je projektor.

Elemente ideala F zovemo ,,elementi konaqnog tipa".

Definicija 4.3. Neka jeA jediniqna C∗-algebra i neka je F ⊆ A ideal

,,elemenata konaqnog tipa". Na skupu Proj(F) = {p ∈ F | p = p2 = p∗}
definisa�emo slede�u relaciju ekvivalencije

p ∼ q ⇔ ∃v ∈ A vv∗ = p, v∗v = q,

to jest Marej fon Nojmanovu ekvivalenciju. Skup S(F) = Proj(F)/∼ je

komutativna polugrupa u odnosu na sabira�e, a skup K(F) = G(S(F))

je komutativna grupa, gde G oznaqava Grotendikov funktor.

Ovo potpoglav	e smo podelili na qetiri ode	ka. Prva tri, Pozna-

te leme u Hilbertovom prostoru, ,,Skoro invertibilan" element i

Tehnika aproksimativne jedinice, sadr�e uvodni materijal neophodan

za posled�i ode	ak, a Indeks i �egove osobine sadr�i glavne rezultate.

4.1.1 Poznate leme u Hilbertovom prostoru

Prvo �emo navesti i dokazati tri elementarna tvr�e�a o opera-

torima na Hilbertovom prostoru.

Prva lema nam ka�e da dva projektora koja su ,,blizu" jedan drugom

jesu unitarno ekvivalentni i da je pri ovoj ekvivalenciji unitaran

element blizu jediniqnom elementu.

Lema 4.1. Neka je A jediniqna C∗-algebra i neka su p, q ∈ A projektori

takvi da je ‖p − q‖ < 1. Tada postoje parcijalne izometrije v, w ∈ A
takve da je

vv∗ = p, v∗v = q, (4.1.1)
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ww∗ = 1− p, w∗w = 1− q.

Xtavixe, postoji unitaran element u ∈ A takav da je

u∗pu = q, u∗(1− p)u = 1− q.

U sluqaju da je ‖p− q‖ < 1/2, imamo procenu

‖1− u‖ 6 C‖p− q‖, (4.1.2)

gde je C konstanta koja ne zavisi ni od p ni od q.

Dokaz: Ako je A = B(H), egzistencija v ∈ B(H) dokazana je u [52,

§105, strana 268], gde je v = p(1 + p(q − p)p)−1/2q. U opxtem sluqaju,

mo�emo algebru A posmatrati kao podalgebru algebre B(H) (Ge	fand-

Najmarkova teorema) i primetiti da v pripada minimalnoj algebri

C∗(1, p, q) koja sadr�i 1, p i q, koja je oqigledno podalgebra algebre

A. Zaista, C∗(1, p, q) sadr�i p(q− p)p jer je zatvorena u odnosu na alge-
barske operacije. Odavde sadr�i i (1 + p(q− p)p)−1/2 imaju�i u vidu da

je C∗-algebra zatvorena u odnosu na neprekidan funkcionalni raqun,

qime smo dobili v ∈ C∗(1, p, q).
S obzirom da je ‖(1 − p) − (1 − q)‖ = ‖p − q‖, mo�emo primeniti

prethodno tvr�e�e na 1 − p i 1 − q, odakle dobijamo w sa osobinama

(4.1.1). Tra�eni unitaran operator je u = v + w.

Na kraju, da bismo dokazali (4.1.2), imamo

‖q − v‖ = ‖q − p(1 + p(q − p)p)−1/2q‖ 6 ‖q − p(1 + p(q − p)p)−1/2‖.

Neka su αn koeficijenti u Tejlorovom razvoju funkcije t 7→ (1 + t)−1/2.

Va�i (1 + p(q − p)p)−1/2 = 1 +
∑∞

n=1 αn(p(q − p)p)n i odavde

‖q − v‖ 6 ‖q − p−
∞∑
n=1

αn(p(q − p)p)n‖ 6 ‖q − p‖+
∞∑
n=1

|αn| ‖q − p‖n

= ‖q − p‖(1 +
∞∑
n=1

|αn| ‖q − p‖n−1) 6 C1‖q − p‖,
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gde je C1 = 1 +
∑∞

n=1 |αn|/2n−1 < +∞. Prime�uju�i prethodni rezultat

na projektore 1− p i 1− q dobijamo ‖1− q − w‖ 6 C1‖(1− q)− (1− p)‖.
Prema tome,

‖1− u‖ = ‖1− q + q − w − v‖ 6 ‖q − v‖+ ‖1− q − w‖ 6 2C1‖q − p‖.

�

U slede�oj lemi bavimo se projektorima koji su ,,skoro ortogonalni".

Lema 4.2. Neka su P,Q ∈ B(H) projektori i neka za svako ξ ∈ P (H) i

za svako η ∈ Q(H) va�i

| 〈ξ, η〉 | 6 c‖ξ‖ · ‖η‖.

Tada je ‖PQ‖ 6 c.

Dokaz: Neka su ξ, η ∈ H. Onda je Pξ ∈ P (H), Qη ∈ Q(H) i

| 〈QPξ, η〉 | = | 〈Pξ,Qη〉 | 6 c‖Pξ‖ · ‖Qη‖ 6 c‖ξ‖ · ‖η‖.

Prema tome, ‖QP‖ 6 c i ‖PQ‖ = ‖(QP )∗‖ 6 c. �

Posled�a lema u ovom ode	ku nam govori o adjungova�u izomor-

fizma izme�u dva potprostora.

Lema 4.3. Neka su K i L zatvoreni potprostori Hilbertovih pro-

stora H1 i H2 (K 6 H1, L 6 H2) i neka je T : H1 → H2 ograniqeno

preslikava�e koje slika K bijektivno na L i T |K⊥ = 0. Tada T ∗ slika

L bijektivno na K i T ∗|L⊥ = 0.

Dokaz: Iz jednakosti kerT ∗ = (ranT )⊥ = L⊥ sledi T ∗|L⊥ = 0, a iz

jednakosti ranT ∗ = (kerT )⊥ = K dobijamo da je ranT ∗ gust u K . Zatim,

T ∗ je injektivno na L. Primenom teoreme o otvorenom preslikava�u na

T , koje bijektivno preslikava K na L (K, L zatvoreni), dobijamo da je

T ograniqen odozdo na K, odnosno, postoji c > 0 tako da je ‖Tξ‖ > c‖ξ‖
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za svako ξ ∈ K. Za η ∈ L va�i T ∗η ∈ K i

‖T ∗η‖ = sup
ξ∈K
‖ξ‖=1

| 〈ξ, T ∗η〉 | = sup
ξ∈K
‖ξ‖=1

| 〈Tξ, η〉 | = sup
ξ∈K
‖ξ‖=1

‖Tξ‖
∣∣∣∣〈 Tξ

‖Tξ‖
, η

〉∣∣∣∣
> c · sup

ξ∈K
‖ξ‖=1

∣∣∣∣〈 Tξ

‖Tξ‖
, η

〉∣∣∣∣ = c · sup
η′∈L
‖η′‖=1

|〈η′, η〉| = c‖η‖.

Pretposled�a jednakost sledi iz qi�enice da je T (K) = L. Dokazali

smo da je T ∗ injektivno i da ima zatvorenu sliku. S obzirom da je

ranT ∗ gust u K i T ∗ zatvoreno preslikava�e, imamo ranT ∗ = K, odakle

T ∗ slika L bijektivno na K. �

4.1.2 ,,Skoro invertibilan" element

U ovom ode	ku, uvodimo pojam ,,skoro invertibilnosti". Motivisani

definicijom Fredholmovih operatora na Hilbertovim C∗-modulima

(videti Definiciju 4.7) definixemo ,,skoro invertibilnost" kao

invertibilnost u odnosu na par projektora.

Definicija 4.4. Neka je a ∈ A i neka su p, q ∈ F . Re�i �emo da je a

invertibilan u odnosu na par (p, q) ako je element a′ = (1 − q)a(1 − p)
invertibilan, to jest, ako postoji b ∈ A, pri qemu je

b = (1− p)b(1− q), (4.1.3)

tako da je a′b = 1 − q, ba′ = 1 − p. Zato ka�emo da je b ,,skoro inverz",
odnosno, (p, q)-inverz elementa a.

Napomena 4.1. Za data dva projektora p i q, mo�emo posmatrati algebru

A kao 2× 2 matriqnu algebru. Izomorfizam je dat kao

a↔

[
(1− p)a(1− q) (1− p)aq
pa(1− q) paq

]
.

Prema tome, uslov (4.1.3) znaqi da je b (u odnosu na opisanu identi-

fikaciju) matrica qiji si elementi nule, osim u gor�em levom uglu.
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Odatle sledi bq = 0, pb = 0, b = (1 − p)b = b(1 − q). Zaista, mno�e-

�em (4.1.3) sa q zdesna i sa p sleva, dobijamo bq = (1− p)b(1− q)q = 0 i

pb = p(1−p)b(1−q) = 0, odakle imamo b = (1−p)b = b(1−q). Zbog ovakvog
izomorfizma, umesto da ka�emo da a ima (p, q)-inverz, mo�emo re�i da

je a invertibilan u odnosu na levi projektor p i desni projektor q.

Dokaza�emo da je skup ,,skoro invertibilnih" elemenata otvoren i da

se ,,skoro inverz" (u odgovaraju�em smislu) neprekidno me�a u odnosu

na a, kao i u odnosu na p i q.

Lema 4.4. Neka je a invertibilan u odnosu na (p, q) i neka je b �egov

(p, q)-inverz.

(a) Element a+ c je invertibilan u odnosu na (p, q) za svako c ∈ A,
koje zadovo	ava ‖c‖ < ‖b‖−1. Ako sa b1 oznaqimo (p, q)-inverz elementa

a+ c, onda je

‖b1‖ 6
‖b‖

1− ‖b‖ · ‖c‖
. (4.1.4)

(b) Ako va�i ‖p − p′‖, ‖q − q′‖ < min{1/2, 1/(4C‖a‖ · ‖b‖)}, gde je

C konstanta iz (4.1.2), onda je a invertibilan u odnosu na (p′, q′).

Xtavixe, ako je b′ (p′, q′)-inverz elementa a, onda je ‖b′‖ 6 2‖b‖.

Dokaz: (a) Sa b oznaqimo (p, q)-inverz elementa a. Tada je (1−q)(a+

c)(1−p) = a′+c′ = a′(1−p)+(1−q)c = a′(1−p)+a′bc′ = a′(1−p+bc′), gde su

c′ = (1−q)c(1−p) i a′ = (1−q)a(1−p). Element bc′ pripada (1−p)A(1−p)
i za ‖c‖ < ‖b‖−1 va�i ‖bc′‖ 6 ‖b‖ · ‖c‖ < 1. Prema tome, 1 − p + bc′ je

invertibilan u ugaonoj algebri (1− p)A(1− p). Oznaqimo �egov inverz
sa t. Imamo (1 − q)(a + c)(1 − p)tb = a′(1 − p + bc′)tb = a′b = 1 − q i

tb(1 − q)(a + c)(1 − p) = tba′(1 − p + bc′) = t(1 − p)(1 − p + bc′) = 1 − p.
Odavde b1 = tb je (p, q)-inverz elementa a+ c, za ‖c‖ < ‖b‖−1.

Na osnovu slede�e nejednakosti

‖t‖ = ‖(1− p) +
∞∑
n=1

(−1)n(bc′)n‖ 6 1 +
∞∑
n=1

‖b‖n · ‖c′‖n =
1

1− ‖b‖ · ‖c′‖

i qi�enice da je ‖c′‖ 6 ‖c‖ i b1 = tb, sledi nejednakost (4.1.4).
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(b) Koriste�i Lemu 4.1 dobijamo da postoji unitaran element u takav

da je u∗q′u = q. Zatim, imamo

u∗(1−q′)a(1−p) = (1−q)a(1−p)−u∗(1−q′)(u−1)a(1−p) = (1−q)a(1−p)−c,

gde je c = u∗(1 − q′)(u − 1)a(1 − p). Primetimo da c ∈ (1 − q)A(1 − p),
jer u∗(1 − q′) = u∗(1 − q′)uu∗ = (1 − q)u∗, kao i ‖c‖ < ‖u − 1‖ · ‖a‖ <
C‖q− q′‖ · ‖a‖ < 1/(4‖b‖). Primenom dela (a), dobijamo da postoji (p, q)-

inverz elementa u∗(1−q′)a(1−p), u oznaci b1. Lako je proveriti da b1u
∗

jeste (p, q′)-inverz elementa a kao i da va�i

‖b1u
∗‖ 6 ‖b1‖ <

‖b‖
1− ‖b‖ · ‖c‖

6
4‖b‖

3
.

Na sliqan naqin mo�emo zameniti p sa p′, pri qemu dobijamo da je

a invertibilan u odnosu na (p′, q′). Oznaqimo �egov (p′, q′)-inverz sa b′.

Tako�e, imamo nejednakost

‖b′‖ 6 ‖b1‖
1− ‖b1‖ · ‖c′‖

6
4‖b‖/3

1− 4‖b‖ · ‖c′‖/3
6 2‖b‖.

�

U nastavku qesto �emo koristititi slede�u lemu. Omogu�ava nam

da pomerimo projektor sa desne strane elementa na �egovu levu stranu,

ako je posmatrani element na toj projekciji invertibilan. U okviru

reprezentacija, to znaqi da mo�emo preneti projekciju od domena ope-

ratora do �egovog kodomena. Takva dobijena projekcija je ekvivalentna

poqetnoj.

Lema 4.5. Neka je A jediniqna C∗-algebra i a ∈ A. Neka su p, r ∈ A
projektori takvi da je r 6 1 − p. Neka je, jox, a levo invertibilan u

odnosu na p, odnosno, postoji b ∈ A tako da je ba(1− p) = 1− p. Va�i

slede�e:

(a) ar ima polarno razlaga�e u A, odnosno,

ar = v|ar|, v, |ar| ∈ A, r = v∗v. (4.1.5)
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Da	e, s = vv∗ ∈ A je minimalan projektor u A, takav da je sar = ar.

(Oqigledno je da iz s ∼ r i r ∈ F sledi s ∈ F .) Pored toga, a je

invertibilan u odnosu na (1− r, 1− s).
(b) Ako je A

ρ
↪→ B(H) neka verna reprezentacija algebre A, onda je

L = ρ(ar)(H) zatvoren potprostor i ρ(s) je projektor na L. Da	e,

projektor na L = ρ(ar)(H) pripada ρ(A).

Dokaz: Neka je A
ρ
↪→ B(H) neka verna i unitalna reprezentacija

algebre C∗-algebre A i neka je ρ(r)(H) = K. Oznaqimo A = ρ(a), B =

ρ(b), P = ρ(p) i R = ρ(r). Jasno je da AR ima polarnu dekompoziciju

AR = V |AR| u B(H). Parcijalna izometrija v sa svojstvima (4.1.5) je

jedinstveno odre�ena, pa je potrebno jox dokazati da V ∈ ρ(A).

Neka je H1 = (I − P )(H). Za ξ ∈ H1 va�i

‖ξ‖ = ‖BA(I − P )ξ‖ ≤ ‖B‖ · ‖A(I − P )ξ‖ = k−1‖Aξ‖,

gde je k = ‖B‖−1. (Iskoristili smo (I − P )ξ = ξ.) Dakle,

‖Aξ‖ > k‖ξ‖, ξ ∈ H1,

to jest, A je injektivan i ograniqen odozdo na H1, a odatle i na K =

R(H) 6 H1 (r 6 1− p).
Prema tome, L = AR(H) = A(K) je zatvoren potprostor. (Ovim smo

dokazali prvi deo tvr�e�a pod (b).) S obzirom da AR slika bijektivno

K na L, na osnovu Leme 4.3, (AR)∗ slika bijektivno L na K, a odatle

je RA∗AR = (AR)∗AR izomorfizam na K. Oznaqimo �egov inverz sa

T̂ : K → K. Neka je T : H → H raxire�e operatora T̂ , definisano

nulom na K⊥. Oqigledno je T > 0 i da
√
T postoji. Tako�e,

√
T slika

K u K i
√
T |K⊥ = 0. Dokaza�emo da je V = AR

√
T . Zaista, V i AR

√
T

se anuliraju na K⊥, a na osnovu jednakosti |AR| = ((AR)∗AR)1/2 i na

osnovu toga xto je T inverz operatora (AR)∗AR, operatori
√
T i |AR|

su inverzni jedan drugom na K. Stoga, ostaje da se doka�e da T ∈ ρ(A).

Lako je proveriti da su (AR)∗AR + I − R i T + I − R inverzni

jedan drugom. Poxto (AR)∗AR+ I −R ∈ ρ(A), na osnovu Teoreme 1.12 i
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T + I −R tako�e pripada ρ(A), a odavde T ∈ ρ(A). Prema tome, T = ρ(t)

za neko t ∈ A. Odavde je V = ρ(v), pri qemu je v = ar
√
t i ar ima polarnu

dekompoziciju u A.
S obzirom da je s = vv∗ i da je S = ρ(s) projektor na potprostor

L = AR(H), va�i sar = ar. Ako za neki drugi projektor s1 va�i

s1ar = ar, onda mora biti zadovo	eno S1(H) > L, a odavde S1 > S,

odnosno, s1 > s. �

Slede�a lema bavi se 2 × 2 matricama. Ona mo�e biti slobodnije

preformulisana na slede�i naqin: Ako je [ai,j]
2
i,j=1 invertibilna, onda

je a11 invertibilan i dodatno, ako je matrica do�e trougaona (a12 = 0)

ili ,,skoro" do�e trougaona (a12 je ,,dovo	no malo"), onda je a22 tako�e

invertibilan.

Me�utim, mi ne�emo koristiti matriqni zapis da ne bi doxlo do

zabune u odnosu na koji par projektora se formira matrica.

Lema 4.6. Neka za a, p, q ∈ A va�i da su p i q projektori takvi da

je a invertibilan u odnosu na (p, q) i neka su r1, r2, s1, s2 projektori

takvi da je 1 − p = r1 + r2 i 1 − q = s1 + s2. Ako je a invertibilan u

odnosu na (1 − r1, 1 − s1) i ako je ‖s2ar1‖ < ‖b‖−1 ili ‖s1ar2‖ < ‖b‖−1,

gde je b (p, q)-inverz elementa a, onda je a invertibilan u odnosu na

(1− r2, 1− s2).

Dokaz: 1◦ sluqaj - neka je s2ar1 = 0. Rastavimo (1− q)a(1−p) i b kao

(1− q)a(1− p) = (s1 + s2)a(r1 + r2) = s1ar1 + s1ar2 + s2ar2, (4.1.6)

b = (1−p)b(1−q) = (r1 +r2)b(s1 +s2) = r1bs1 +r1bs2 +r2bs1 +r2bs2. (4.1.7)

Mno�e�em (4.1.6) sa (4.1.7) zdesna dobijamo

s1+s2 = 1−q = s1ar1bs1+s1ar1bs2+s1ar2bs1+s1ar2bs2+s2ar2bs1+s2ar2bs2.

Mno�e�em posled�e jednakosti sa s2 sa obe strane dobijamo

s2 = s2ar2r2bs2. (4.1.8)
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Mno�e�em (4.1.6) i (4.1.7) u drugom redosledu imamo

r1 + r2 = 1− p

= r1bs1ar1 + r1bs1ar2 + r1bs2ar2 + r2bs1ar1 + r2bs1ar2 + r2bs2ar2.
(4.1.9)

Mno�e�em (4.1.9) sleva sa r2 i zdesna sa r1 dobijamo r2bs1ar1 = 0. Prema

pretpostavci element a ima (1 − r1, 1 − s1)-inverz, u oznaci b′. Va�i

s1ar1b
′ = s1, a odatle r2bs1 = r2bs1ar1b

′ = 0b′ = 0.

Na kraju, mno�e�em (4.1.9) sa r2 sa obe strane dobijamo

r2 = r2bs1ar2 + r2bs2ar2 = 0ar2 + r2bs2ar2 = r2bs2s2ar2,

odakle, imaju�i u vidu (4.1.8), imamo da r2bs2 qini (1−r2, 1−s2)-inverz

elementa a. Prema tome, primenom Leme 4.5 na r2 6 r1 + r2 dolazimo do

r2 ∼ s2.

2◦ sluqaj - opxti. Posmatrajmo â = a− s2ar1. Oqigledno je da va�i

s1âr1 = s1ar1, s2âr2 = s2ar2 i s2âr1 = 0. Koriste�i ‖s2ar1‖ < ‖b‖−1

i Lemu 4.4-(a), zak	uqujemo da je â invertibilan u odnosu na (p, q) i

mo�emo primeniti prethodni sluqaj.

Ako je ‖s1ar2‖ < ‖b‖−1, onda �emo prethodni postupak primeniti na

a∗. �

Slede�a lema je preciznija verzija Leme 4.5.

Lema 4.7. Neka je A jediniqna C∗-algebra, p, q, r ∈ A projektori takvi

da je a invertibilan u odnosu na (p, q) i r 6 1− p. Neka je s projektor
dobijen primenom Leme 4.5. Ako je qa(1 − p) = 0, onda je s 6 1 − q i

1− q − s ∼ 1− p− r.

Dokaz: S obzirom da je a invertibilan u odnosu na (p, q), a je levo

invertibilan u odnosu na p. Dakle, projektor s je dobro definisan.

Ako je qa(1 − p) = 0, onda je (1 − q)a(1 − p) = a(1 − p), a odatle

ar = a(1−p)r = (1−q)a(1−p)r = (1−q)ar. Iz minimalnosti projektora
s imamo s 6 1− q.

Oznaqimo r1 = 1 − p − r. Primenom prethodnog dela dokaza na r1 6

1−p dobijamo minimalni projektor s1 takav da je s1 6 1−q, s1ar1 = ar1 i
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r1 ∼ s1. Oznaqimo s2 = 1−q−s. Projektori s1 i s2 mogu biti razliqiti.

Iz sar = ar dobijamo s2ar = (1 − q)ar − sar = (1 − q)a(1 − p)r − sar =

a(1−p)r−qa(1−p)r−sar = ar−0−sar = 0, pa mo�emo primeniti Lemu

4.6 i dobijamo da je s2ar1 ,,invertibilan", xto je dovo	no da zak	uqimo

da su s1 i s2 ekvivalentni, odnosno, s2 ∼ r1 ∼ s1. �

Posled�e tvr�e�e u ovom ode	ku obezbe�uje da se ,,skoro inverti-

bilni" elementi mogu trijagularizovati. Preciznije, ako je a inverti-

bilan u odnosu na (p, q), onda mo�emo zameniti ili p ili q (jedan od

�ih, ne oba istovremeno) ekvivalentnim projektorom tako da element a

bude invertibilan u odnosu na novi par projektora, kao i da u odnosu

na te projektore posmatrani element ima trougaoni oblik.

Tvr�e�e 4.1. Neka je A jedniqna C∗-algebra i neka je a invertibilan

u odnosu na (p, q), gde su p, q ∈ A projektori. Slede�a tvr�e�a su taqna.

(a) Postoji projektor q′ ∈ A, q′ ∼ q takav da je a invertibilan u

odnosu na (p, q′) i takav da je q′a(1− p) = 0.

(b) Postoji projektor p′ ∈ A, p′ ∼ p takav da je a invertibilan u

odnosu na (p′, q) i takav da je (1− q)ap′ = 0.

Dokaz: (a) Neka b qini (p, q)-inverz elementa a. Onda va�i

(1− q)a(1− p)b = 1− q, b(1− q)a(1− p) = 1− p,

(1− p)b(1− q) = b, pb = bq = 0, b = (1− p)b, b = b(1− q).
(4.1.10)

Neka je u = 1 + qab. Tada va�i

u(1− qab) = (1 + qab)(1− qab) = 1− qab+ qab− qabqab = 1− qabqab = 1,

(1− qab)u = (1− qab)(1 + qab) = 1 + qab− qab− qabqab = 1− qabqab = 1,

odakle je u−1 = 1− qab.
Posmatrajmo element

a1 = u−1a = (1− qab)a = a− qaba.
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Koriste�i b(1− q) = b i b(1− q)a(1− p) = 1− p (videti (4.1.10)), imamo

qa1(1− p) = q(a− qaba)(1− p) = qa(1− p)− qab(1− q)a(1− p)

= qa(1− p)− qa(1− p) = 0.
(4.1.11)

Element (u−1)∗ je invertibilan zajedno sa u i mo�emo primeniti

Lemu 4.5 i dobiti minimalni projektor q′ ∈ A takav da je q′ ∼ q, (u−1)∗

invertibilan u odnosu na (1−q, 1−q′) i q′(u−1)∗q = (u−1)∗q. Iz posled�e

jednakosti sledi

qu−1 = qu−1q′, tj. qu−1(1− q′) = 0, (4.1.12)

xto zbog Leme 4.6, znaqi da je u−1 invertibilan u odnosu na (1−q′, 1−q),
kao i u odnosu na (q′, q).

Doka�imo da je q′a(1 − p) = 0. Zaista, na osnovu (4.1.11) i (4.1.12)

imamo

0 = qa1(1− p) = qu−1a(1− p) = qu−1q′a(1− p). (4.1.13)

Neka je t (1−q′, 1−q)-inverz elementa u−1. Va�i tqu−1q′ = q′. Mno�e�em

jednaqine (4.1.13) sa leve strane sa t dobijamo 0 = tqu−1q′a(1 − p) =

q′a(1− p).
Na kraju, doka�imo da je a invertibilan u odnosu na (p, q′). Prime-

timo da je (1 − q)a1(1 − p) = (1 − q)(a − qaba)(1 − p) = (1 − q)a(1 − p).
Da	e, iz (4.1.12) imamo qu−1(1− q′) = 0 i (1− q)u−1(1− q′) = u−1(1− q′)
i odavde

(1− q′)a(1− p) = a(1− p) = uu−1a(1− p) = ua1(1− p)

= u(1− q)a1(1− p) = u(1− q)a(1− p).

Tvrdimo da element bu−1(1− q′) qini (p, q′)-inverz elementa a. Zaista,

(1− q′)a(1− p) · bu−1(1− q′) = u(1− q)a(1− p)bu−1(1− q′)

= u(1− q)u−1(1− q′) = uu−1(1− q′) = 1− q′
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i

bu−1(1− q′) · (1− q′)a(1− p) = bu−1u(1− q)a(1− p) = 1− p.

(b) Dovo	no je primeniti prethodni zak	uqak na a∗. �

4.1.3 Tehnika aproksimativne jedinice

U ovom ode	ku dokaza�emo neke va�ne osobine ideala elemenata

,,konaqnog tipa". Taj ideal ima aproksimativnu jedinicu koju qine

projektori. U slede�e dve leme dokaza�emo da aproksimativna jedinica

apsorbuje bilo koje druge konaqne projektore i da je svaki konaqni pro-

jektor element neke aproksimativne jedinice.

Lema 4.8. Neka je pα ∈ F aproksimativna jedinica i neka je p ∈ F .
Tada postoje α0 i p

′ takvi da je p ∼ p′ 6 pα0. Xtavixe, α0 mo�e biti

izabrano takvo da ‖p− p′‖ bude proizvo	no malo.

Dokaz: S obzirom da je pα aproksimativna jedinica, imamo da je

‖p− pαp‖ → 0, kada α→∞. Prema tome, postoji α0 sa svojstvom

‖p− pα0p‖ 6 δ < 1, odnosno, ‖p− ppα0p‖ 6 δ. (4.1.14)

Time smo pokazali da je ppα0p invertibilan element u ugaonoj alge-

bri pAp.
Neka je ρ verna i unitalna reprezentacija C∗-algebre A na nekom

Hilbertovom prostoru H. Oznaqimo slike preslikava�a ρ odgovaraju-

�im velikim slovima, P = ρ(p), Pα0 = ρ(pα0) itd.

Neka je K = P (H). Element pα0 je invertibilan u odnosu na (1 −
p, 1 − p), pa mo�emo primeniti Lemu 4.5-(a) i dobiti p′ ∈ A, p′ ∼ p.

Pomo�u dela (b) iste leme, dobijamo p′ 6 pα0 (P
′ je projektor na sliku

operatora Pα0P , koji je potprostor slike operatora Pα0).

Ostaje da doka�emo da ‖p − p′‖ mo�e biti proizvo	no malo. Da

bismo ovo uradili, doka�imo da Pα0 = ρ(pα0) ne me�a previxe normu

elementa ξ ∈ K. Zaista, za ξ ∈ K, koriste�i (4.1.14) imamo

‖Pα0ξ‖ = ‖Pα0Pξ‖ = ‖Pξ − (P − Pα0P )ξ‖ 6 (1 + δ)‖ξ‖,
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i tako�e,

‖Pα0ξ‖ = ‖Pα0Pξ‖ = ‖Pξ − (P − Pα0P )ξ‖

> ‖ξ‖ − ‖(P − Pα0P )ξ‖ > (1− δ)‖ξ‖.
(4.1.15)

�elimo da doka�emo da su I − P ′ i P (i sliqno I − P i P ′) ,,skoro

ortogonalni".

Neka je η = (I −P )η i ζ = P ′ζ. Onda je ζ = Pα0ξ za neko ξ = Pξ ∈ K,

pa iz (4.1.15) sledi ‖ζ‖ > (1− δ)‖ξ‖. Da	e, imamo

〈ζ, η〉 = 〈Pα0Pξ, (I − P )η〉 = −〈(P − Pα0P )ξ, (I − P )η〉 ,

a odavde

| 〈ζ, η〉 | 6 ‖P − Pα0P‖ · ‖ξ‖ · ‖η‖ 6
δ

1− δ
‖ζ‖ · ‖η‖.

Prema tome, korix�e�em Leme 4.2 imamo

‖p′(1− p)‖ = ‖P ′(I − P )‖ < δ

1− δ
. (4.1.16)

Sada, neka je ζ = (I − P ′)ζ i η = Pη. Onda je ζ ⊥ Pα0Pη (zbog

Pα0Pη ∈ P ′H) i va�i

| 〈ζ, η〉 | = | 〈(I − P ′)ζ, Pη〉 | = | 〈(I − P ′)ζ, (P − Pα0P )η〉 |

6 ‖P − Pα0P‖ · ‖ζ‖ · ‖η‖ 6 δ‖ζ‖ · ‖η‖,

odakle pomo�u Leme 4.2 mo�emo zak	uqiti

‖p− p′p‖ = ‖P − P ′P‖ 6 δ. (4.1.17)

Iz (4.1.16) i (4.1.17) dobijamo

‖p− p′‖ 6 ‖p− p′p‖+ ‖p′ − p′p‖ 6 δ · 2− δ
1− δ

,

pa ‖p− p′‖ mo�e biti proizvo	no malo. �
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Lema 4.9. Neka je F algebra elemenata ,,konaqnog tipa". Za svaki

projektor p ∈ F postoji aproksimativna jedinica pα u F takva da za

svako α va�i p 6 pα.

Dokaz: Neka je p ∈ F i neka je pα aproksimativna jedinica. Ko-

riste�i Lemu 4.8, za dovo	no veliko α, imamo p ∼ p′ 6 pα i ‖p−p′‖ < 1.

Na osnovu Leme 4.1 postoji unitaran element u takav da je p′ = u∗pu.

Onda je p′α = upαu
∗ aproksimativna jedinica koja sadr�i p. �

Slede�e tvr�e�e ima k	uqnu ulogu u ovom poglav	u. Ono nam omo-

gu�ava da skoro invertibilan gor�e trougaoni (posmatran u smislu

Napomene 4.1) element, gde imamo levu aproksimativnu jedinicu (to

jest, levi projektor je sadr�an u ovoj jedinici), mo�emo posmatrati kao

do�e trougaoni oblik u odnosu na poqetnu levu i neku desnu aproksi-

mativnu jedinicu.

Tvr�e�e 4.2. Neka su p, q ∈ F i neka je a invertibilan u odnosu na

(p, q), pri qemu je qa(1 − p) = 0. Da	e, neka je pα > p aproksimativna

jedinica za F . Onda postoji aproksimativna jedinica qα ∈ F , takva
da je qα − q ∼ pα − p, element a je invertibilan u odnosu na (pα, qα) i

(1− qα)a(pα − p) = 0, (4.1.18)

za svako α.

Dokaz: Kako je a′ = (1 − q)a(1 − p) invertibilan i pα − p 6 1 − p,
postoji (Lema 4.5) minimalan projektor q′α takav da je q′αa(pα − p) =

a(pα − p) i tada je a invertibilan u odnosu na (1 − (pα − p), 1 − q′α).

Koriste�i qa(1−p) = 0 i Lemu 4.7 dobijamo q′α 6 1−q. Neka je qα = q+q′α.

Imamo

(qα − q)a(pα − p) = a(pα − p) (4.1.19)

i kao posledicu toga (4.1.18). Zaista, koriste�i qa(1− p) = 0, dobijamo

qa = qap i odavde qapα = qappα = qap. Odatle je qa(pα − p) = 0, pa iz

(4.1.19) imamo qαa(pα − p) = a(pα − p), xto je ekvivalentno sa (4.1.18).
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S obzirom da je pα−p 6 1−p imamo qa(pα−p) = 0, a iz (4.1.18) sledi

0 = (1−qα)a(pα−p) = (1−qα)a(pα−p)+qa(pα−p) = (1−(qα−q))a(pα−p),

to primenom Leme 4.6 dobijamo da je a invertibilan u odnosu na (pα, qα).

Da	e, q′α ∼ pα − p ∈ F i qα = q′α + q ∈ F . Prvi deo tvr�e�a je dokazan.
Dokaza�emo da je qα leva aproksimativna jedinica za F . Neka je

a′ = (1 − q)a(1 − p) i neka je f ∈ F . Iz qa(1 − p) = 0 i qα > q, sledi

a′ = a(1 − p) = a − (1 − q)ap − qap i (1 − qα)a′ = (1 − qα)a(1 − p) =

(1− qα)a− (1− qa)ap. Sada, primenom formule 4.1.18, imaju�i u vidu da

je (1−qα) ograniqen u normi i da je pα aproksimativna jedinica, imamo

da je (1 − qα)a′f = (1 − qα)a(1 − p)f = (1 − qα)a(1 − pα)f → 0 u normi

za bilo koje f ∈ F . Dakle, qα je leva aproksimativna jedinica za a′F .
Me�utim, f ∈ F se mo�e zapisati kao f = (1 − q)f + qf = a′bf + qf . S

obzirom da je q 6 qα, va�i (1− qα)q = 0, odakle je

(1− qα)f = (1− qα)a′bf → 0 u normi.

Da bismo zavrxili dokaz, poka�imo da preslikava�e pα 7→ qα quva

poredak. Zaista, ako je pβ > pα, imamo

(qα − q)a(pα − p) = a(pα − p), (qβ − q)a(pβ − p) = a(pβ − p),

pri qemu qα− q i qβ − q imaju osobinu minimalnosti. Mno�e�em druge

jednakosti zdesna sa (pα − p) i korix�e�em (pβ − p)(pα − p) = pα − p

dobijamo (qβ − q)a(pα− p) = a(pα− p), odakle, zbog minimalnosti, va�i
qβ > qα.

S obzirom da F qini ∗-ideal, qα je leva aproksimativna jedinica. �

4.1.4 Indeks i �egove osobine

U ovom ode	ku definisa�emo indeks elementa a koji je invertibilan

u odnosu na neki par (p, q) i taj indeks �e biti element grupe K(F),

odnosno ([p], [q]). Da bi definicija bila korektna, prvo �emo pokazati
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da se element ([p], [q]) grupe K(F) ne�e izmeniti, ako uzmemo neki drugi

par projektora u odnosu na koje je fiksirani element a invertibilan.

Tvr�e�e 4.3. Neka je a ∈ A invertibilan u odnosu na (p, q) i u odnosu

na (p′, q′) i neka su p, q, p′, q′ ∈ F . Tada u K(F) va�i

([p], [q]) = ([p′], [q′]),

ili sa ma�e formalnosti

[p]− [q] = [p′]− [q′].

Dokaz: Na osnovu Tvr�e�a 4.1, mo�emo pretpostaviti qa(1 − p) =

q′a(1−p′) = 0. Iz istog tvr�e�a sledi da ta pretpostavka ne�e izmeniti

klase [q] i [q′].

Lema 4.9 nam daje aproksimativnu jedinicu pα ideala F koja sadr�i

p. Za svako α stavimo rα = pα − p, tj.

pα = p+ rα. (4.1.20)

Na osnovu Leme 4.8, postoji dovo	no veliko α, tako da za neko p′′ 6 pα

va�i p′′ ∼ p′ i ‖p′′ − p′‖ < δ, gde je δ < 1/2, δ < 1/(4C‖a‖ · ‖b′‖), C
konstanta iz (4.1.2) i b′ je (p′, q′)-inverz elementa a. Stavimo r′α = pα−p′′,
tj.

pα = p′′ + r′α. (4.1.21)

Na osnovu formula (4.1.20) i (4.1.21) sledi

[p] + [rα] = [p′] + [r′α]. (4.1.22)

Korix�e�em Tvr�e�a 4.2, postoji druga aproksimativna jedinica

qα > q takva da je qα − q ∼ pα − p, a je invertibilan u odnosu na (pα, qα)

i va�i (4.1.18). Neka je sα = qα − q. Onda je

qα = q + sα i rα ∼ sα. (4.1.23)
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Za dovo	no veliko α postoji q′′ 6 qα tako da je q
′′ ∼ q′ i ‖q′′− q′‖ < δ

i zbog toga je

qα = q′′ + s′α.

Prema tome,

[q] + [sα] = [q′] + [s′α]. (4.1.24)

Pomo�u Leme 4.4-(b), korix�e�em nejednakosti ‖p′′−p′‖ < C1 i ‖q′′−
q′‖ < C1, gde je C1 = min{1/2, 1/(4C‖a‖ · ‖b′‖)} zak	uqujemo da je a

invertibilan u odnosu na (p′′, q′′). Tako�e, ako b′′ jeste (p′′, q′′)-inverz

elementa a, onda je ‖b′′‖ 6 2‖b′‖.
Zatim, proce�ujemo ‖(1− qα)a(pα − p′′)‖. Na osnovu (4.1.18) imamo

(1− qα) a (pα − p′′) = (1− qα)a(pα − p+ p− p′ + p′ − p′′)

= (1− qα)a(pα − p) + (1− qα)a(p− p′) + (1− qα)a(p′ − p′′)

= (1− qα)a(p− p′) + (1− qα)a(p′ − p′′).

S obzirom da je qα aproksimativna jedinica, za dovo	no veliko α,

mo�emo pretpostaviti ‖(1− qα)a(p− p′)‖ < ‖a‖δ. Stoga, va�i

‖(1− qα)a(pα − p′′)‖ < 2‖a‖δ < 1/(2C‖b′‖) 6 1/(C‖b′′‖).

Zbog C > 1, mo�emo primeniti Lemu 4.6 da bismo dokazali qα − q′′ ∼
pα − p′′, odnosno,

r′α ∼ s′α. (4.1.25)

Oduzimaju�i (4.1.24) od (4.1.22) dobijamo

[p] + [rα]− [q]− [sα] = [p′] + [r′α]− [q′]− [s′α],

a znamo da je [rα]− [sα] = 0 (na osnovu (4.1.23)) i [r′α]− [s′α] = 0 (na osnovu

(4.1.25)), qime se zavrxava dokaz. �

Napomena 4.2. Treba imati u vidu da u prethodnim dokazima dobijamo

ekvivalenciju u smislu Marej fon Nojmana, a sada uzimamo u obzir za-

kon skra�iva�a u K grupi. Time dobijamo da mo�e biti ([p], 0) = ([q], 0)
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u K grupi, iako p i q nisu Marej fon Nojman ekvivalentni projektori.

Naime, ako osnovna polugrupa ne zadovo	ava zakon skra�iva�a, Gro-

tendikov funktor proxiruje poqetnu relaciju ekvivalencije.

Definicija 4.5. Neka je F skup elemenata ,,konaqnog tipa". Re�i �emo

da je a ∈ A Fredholmovog tipa (ili apstraktan Fredholmov element)

ako postoje p, q ∈ F takvi da je a invertibilan u odnosu na (p, q). Indeks

elementa a (ili apstraktan indeks) je element grupe K(F) definisan

pomo�u

ind(a) = ([p], [q]) ∈ K(F),

ili sa ma�e formalnosti

ind(a) = [p]− [q].

Napomenimo da je indeks dobro definisan zahva	uju�i Tvr�e�u 4.3.

Na osnovu prethodne definicije, mo�emo izvesti neke va�ne osobine

apstraktnog indeksa.

Tvr�e�e 4.4. Skup elemenata Fredholmovog tipa je otvoren u A i

indeks je lokalno konstantna funkcija.

Dokaz: Dokaz neposredno sledi iz Leme 4.4. �

Tvr�e�e 4.5. (a) Neka je a ∈ A element Fredholmovog tipa i neka

je f ∈ F . Onda je a+ f tako�e Fredholmovog tipa i va�i ind(a+

f) = ind a.

(b) Ako je f ∈ F , onda je 1 + f Fredholmovog tipa i ind(1 + f) = 0.

Xtavixe, postoji p ∈ F takav da je 1+f invertibilan u odnosu

na (p, p).

Dokaz: (a) Neka su p, q ∈ F projektori takvi da je a invertibilan

u odnosu na (p, q). Zbog Tvr�e�a 4.1, bez uma�e�a opxtosti, mo�emo

pretpostaviti da je qa(1 − p) = 0. Na osnovu Leme 4.9 i Tvr�e�a 4.2,
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postoje aproksimativne jedinice pα > p, qα > q takve da je a invertibi-

lan u odnosu na (pα, qα) i takve da va�i (4.1.18). Sa b oznaqimo (p, q)-

inverz elementa a, a sa bα oznaqimo (pα, qα)-inverz elementa a. Iz dokaza

Leme 4.6 sledi da je bα = (1 − pα)b(1 − qα), a odavde zak	uqujemo da je

‖bα‖ 6 ‖b‖. Uzimaju�i u obzir da va�i ‖(1− qα)f(1− pα)‖ → 0, mo�emo

izabrati dovo	no veliko α tako da je ‖(1− qα)f(1− pα)‖ < ‖bα‖−1. Zbog

slede�e jednakosti

(1− qα)(a+ f)(1− pα) = (1− qα)a(1− pα) + (1− qα)f(1− pα)

i na osnovu Leme 4.4, a+ f je tako�e invertibilan u odnosu na (pα, qα) i

odavde ind(a+ f) = [pα]− [qα] = ind a.

(b) Ovo je specijalan sluqaj dela pod (a), kada je a = 1, pa mo�emo uzeti

qα = pα. �

Tvr�e�e 4.6. (a) Ako je a element Fredholmovog tipa, onda je a

invertibilan po modulu F .

(b) Obratno, ako je a invertibilan po modulu F , onda je a element

Fredholmovog tipa.

Dokaz: (a) Pretpostavimo da je a invertibilan u odnosu na (p, q).

Neka je b inverz elementa a u odnosu na (p, q). Onda je ab = (1 − q)ab +

qab = (1− q)a(1− p)b+ qab = 1− q + qab ∈ 1 +F i ba = ba(1− p) + bap =

b(1− q)a(1− p) + bap = 1− p+ bap ∈ 1 + F .
(b) Neka je ab1 = 1+f1, b2a = 1+f2, f1, f2 ∈ F . Na osnovu Tvr�e�a 4.5-

(b), postoji p ∈ F takvo da je ab1 invertibilan u odnosu na (p, p). Odatle

je a∗ levo invertibilan u odnosu na p (�egov levi inverz je c∗(1−p)b∗1, gde
je c ∈ (1− p)A(1− p) (p, p)-inverz elementa ab1). Prema tome, na osnovu

Leme 4.5, postoji projektor 1−r ∈ A takav da je (1−r)a∗(1−p) = a∗(1−p),
xto je ekvivalentno sa

(1− p)a = (1− p)a(1− r). (4.1.26)

Pored toga, na osnovu Leme 4.5, a je invertibilan u odnosu na (p, r).

Ostaje da se doka�e r ∈ F .
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Posmatraju�i (1− p)a umesto a, imamo

b2(1− p)a = b2a− b2pa = 1 + f2 − b2pa = 1 + f ′2 ∈ 1 + F .

Kao i pre, na osnovu Tvr�e�a 4.5, postoji q ∈ F tako da je element

b2(1 − p)a invertibilan u odnosu na (q, q). Na osnovu Tvr�e�a 4.1, po-

stoji projektor q′ ∈ F takav da je (1 − q)b2(1 − p)aq′ = 0 i b2(1 − p)a je
invertibilan u odnosu na (q′, q). Posled�a jednakost je ekvivalentna sa

(1− q)b2(1− p)a(1− q′) = (1− q)b2(1− p)a.

Ako je t (q′, q)-inverz elementa b2(1− p)a, onda je

(1− q′)r = t(1− q)b2(1− p)a(1− q′)r = t(1− q)b2(1− p)ar = 0,

a zbog (4.1.26) va�i (1 − p)ar = 0. Prema tome, r = q′r ∈ F , jer je F
ideal. �

Teorema 4.1. (Teorema o indeksu) Neka je A proizvo	na C∗-algebra i

neka je F ⊆ A ideal elemenata ,,konaqnog tipa". Ako su t1 i t2 ele-

menti Fredholmovog tipa onda je tako�e i t1t2 element Fredholmovog

tipa. Pored toga, va�i

ind(t1t2) = ind t1 + ind t2.

Drugim reqima, ako oznaqimo skup svih elemenata Fredholmovog

tipa sa Fred(F), onda je Fred(F) polugrupa (sa jedinicom) u odnosu

na mno�e�e i preslikava�e ind je homomorfizam izme�u (Fred(F), ·)
i (K(F),+).

Dokaz: Neka su p1, q1, p2, q2 ∈ F projektori takvi da je t1 inverti-

bilan u odnosu na (p1, q1) i t2 invertibilan u odnosu na (p2, q2). Na

osnovu Leme 4.9 i Tvr�e�a 4.2, postoje aproksimativne jedinice pα > p2,

qα > q2, pα, qα ∈ F takve da je t2 invertibilan u odnosu na (pα, qα) i

ind t2 = [p2]− [q2] = [pα]− [qα]. (4.1.27)
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Na osnovu Leme 4.8 postoje α i p′ takvi da je p′ ∼ p1, p
′ 6 qα i takvi da

je ‖p1−p′‖ dovo	no malo. Zbog Leme 4.4-(b), t1 je invertibilan u odnosu
na (p′, q1) i odatle ind t1 = [p′]− [q1].

Da	e, na osnovu Tvr�e�a 4.1 postoji projektor q′ ∼ q1 takav da je t1

invertibilan u odnosu na (p′, q′) i

q′t1(1− p′) = 0, (4.1.28)

i odatle

ind t1 = [p′]− [q′]. (4.1.29)

Neka je r = qα − p′. Va�i r 6 1 − p′, pa na osnovu Leme 4.5, postoji
minimalni projektor s takav da je

st1r = t1r. (4.1.30)

Tako�e, r ∼ s i t1 je invertibilan u odnosu na (1− r, 1− s). Iz (4.1.28)
i Leme 4.7 sledi s 6 1 − q′. Oqigledno, 1 − q′ − s je projektor i 1 −
q′ − s 6 1 − s, pa iz (4.1.30) zak	uqujemo da je (1 − s)t1r = 0, a odavde

(1 − q′ − s)t1r = (1 − q′ − s)(1 − s)t1r = 0. Prema tome, na osnovu Leme

4.6 dobijamo da je t1 invertibilan u odnosu na (qα, q
′ + s).

Sada je lako izvesti da je t1(1 − qα)t2 invertibilan u odnosu na

(pα, q
′+ s). Naime, ako v1 je (qα, q

′+ s)-inverz elementa t1 i v2 je (pα, qα)-

inverz elementa t2, jednostavnim raqunom dolazimo do toga da je v2v1

(pα, q
′ + s)-inverz elementa t1(1 − qα)t2. Prema tome, t1(1 − qα)t2 je ele-

ment Fredholmovog tipa i

ind(t1(1− qα)t2) = [pα]− [q′]− [s] = [pα]− [qα] + [qα]− [q′]− [r]

= [pα]− [qα] + [p′]− [q′] = ind t1 + ind t2.

Elementi t1t2 i t1(1 − qα)t2 se razlikuju za t1qαt2 ∈ F , pa na osnovu
Tvr�e�a 4.5 (a), t1t2 je tako�e element Fredholmovog tipa i �egov indeks

je isti kao i indeks elementa t1(1− qα)t2. �
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4.2 Posledice

U ovom potpoglav	u pokaza�emo da su klasiqni Fredholmovi opera-

tori na Hilbertovom prostoru, Fredholmovi operatori u smislu Atije

i Singera nad II∞ faktorima i Fredholmovi operatori na Hilber-

tovim C∗-modulima specijalni sluqajevi Fredholmovih operatora koje

smo uveli u prethodnom potpoglav	u. To �emo uraditi dobrim izborom

C∗-algebre i idealom elemenata ,,konaqnog tipa".

4.2.1 Klasiqni Fredholmovi operatori na

Hilbertovim prostorima

Posledica 4.1. Neka je A = B(H) algebra ograniqenih linearnih

operatora na beskonaqno dimenzionalnom Hilbertovom prostoru H i

neka je F ideal kompaktnih operatora. Tada par (A,F) zadovo	ava

uslove (a)-(v) Definicije 4.2. Odavde, klasiqni Fredholmovi opera-

tori su specijalni sluqaj elemenata Fredholmovog tipa definisanih

u Definiciji 4.5.

Dokaz: Ideal svih kompaktnih operatora je samoadjungovani ideal

u B(H), odakle va�i (a) iz Definicije 4.2.

Kao xto je poznato, skup svih projektora konaqnog ranga je aproksi-

mativna jedinica za kompaktne operatore. Ovim smo dokazali da va�i

(b) iz Definicije 4.2. Xtavixe, u sluqaju da je Hilbertov prostor

H separabilan, onda postoji prebrojiva aproksimativna jedinica za F .
Preciznije, ako je Pn projektor na prostor generisan sa {e1, . . . , en}, gde
je {ej} prebrojiv kompletan ortonormiran sistem, onda je {Pn | n ∈
N, n ∈ N} prebrojiva aproksimativna jedinica.

Svaki kompaktan projektor P ∈ F je projektor konaqnog ranga.

Va�i H 	 PH ∼= H, pa mo�emo posmatrati izomorfizam V : H →
H 	 PH. Tada je V QV ∗ projektor ekvivalentan sa Q, pri qemu je

V QV ∗(H) ⊥ P (H). Prema tome, V QV ∗ + P je projektor, odakle va�i

(v) iz Definicije 4.2. �
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Primer 25. Neka je H separabilan Hilbertov prostor sa prebrojivom

bazom {ei}, A = B(H) i F ideal kompaktnih operatora. Posmatrajmo

projektore P,Q ∈ F ,

P

(
∞∑
i=1

aiei

)
= a1e1, Q

(
∞∑
i=1

aiei

)
= a1e1 + a2e2.

Pokaza�emo da je operator A ∈ B(H),

A

(
∞∑
i=1

aiei

)
=
∞∑
i=2

aiei+1

invertibilan u odnosu par projektora (P,Q). Za poqetak na�imo A′ =

(I −Q)A(I − P ),

A′

(
∞∑
i=1

aiei

)
= (I −Q)A(I − P )

(
∞∑
i=1

aiei

)
= (I −Q)A

(
∞∑
i=2

aiei

)

= (I −Q)

(
∞∑
i=2

aiei+1

)
=

(
∞∑
i=3

ai−1ei

)
=
∞∑
i=2

aiei+1.

Za operator A′ postoji operator B ∈ B(H),

B

(
∞∑
i=1

aiei

)
=
∞∑
i=2

ai+1ei,

takav da je

A′B

(
∞∑
i=1

aiei

)
= A′

(
∞∑
i=2

ai+1ei

)
=
∞∑
i=1

ai+2ei+2 = (I −Q)

(
∞∑
i=1

aiei

)
,

BA′

(
∞∑
i=1

aiei

)
= B

(
∞∑
i=2

aiei+1

)
= B

(
∞∑
i=3

ai−1ei

)
=
∞∑
i=2

aiei

= (I − P )

(
∞∑
i=1

aiei

)
,
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(I − P )B(I −Q)

(
∞∑
i=1

aiei

)
=(I − P )B

(
∞∑
i=3

aiei

)
=(I − P )

(
∞∑
i=2

ai+1ei

)

=
∞∑
i=2

ai+1ei = B

(
∞∑
i=1

aiei

)
,

odnosno

A′B = I −Q, BA′ = I − P, (I − P )B(I −Q) = B.

Prema tome, A je invertibilan u odnosu na par projektora (P,Q), odakle

je Fredholmov operator.

4.2.2 Fredholmovi operatori na fon Nojmanovoj

algebri

Druga primena je posve�ena Fredholmovim operatorima u smislu

Brojera [15, 16] na beskonaqnoj fon Nojmanovoj algebri. Na poqetku,

navex�emo Brojerovu definiciju.

Definicija 4.6. [15, strana 250] Neka je A fon Nojmanova algebra,

Proj(A) skup svih projektora koji pripadaju A i neka je Proj0(A) skup

svih konaqnih projektora u A (oni projektori koji nisu Marej-fon Noj-

man ekvivalentni sa nekim pravim potprojektorom).

Ka�emo da je operator T ∈ A A-Fredholmov ako zadovo	ava slede�e
osobine:

(a) PkerT ∈ Proj0(A), gde je PkerT projektor na potprostor kerT ;

(b) postoji projektor E ∈ Proj0(A) takav da je ran(I − E) ⊆ ranT .

Drugi uslov omogu�uje da PkerT ∗ tako�e pripada Proj0(A).

Indeks A-Fredholmovog operatora T se definixe kao

indT = dim(kerT )− dim(kerT ∗) ∈ I(A). (4.2.1)
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Kod prethodne definicije, grupa I(A) je takozvana grupa indeksa

fon Nojmanove algebre A, definisana kao Grotendikova grupa komuta-
tivnog monoida svih reprezentacija komutanta A′, generisana reprezen-
tacijama A′ 3 S 7→ SE = πE(S) za neko E ∈ Proj0(A) [15, Poglav	e 2].

Za potprostor L, dimenzija dimL se definixe kao klasa [πPL ] ∈ I(A)

reprezentacije πPL , gde je PL projektor na L.

Pre dokaza da je Brojerov A-Fredholmov operator specijalan sluqaj
apstraktnog Fredholmovog operatora, navex�emo dobro poznate osobine

fon Nojmanovih algebri.

Lema 4.10. Skup Proj(A) = {p ∈ A | p je projektor} je kompletna

mre�a. Dodatno, ako su p, q ∈ Proj(A), onda p ∨ q (najma�e gor�e

ograniqe�e skupa {p, q}) pripada Proj(A).

Dokaz: Dokaz se mo�e na�i u [65, Tvr�e�e V.1.1] i u [12, I.9.2.1(b)].

�

Operator T ∈ A se naziva konaqan ako PranT ∈ Proj0(A), gde je PranT

projektor na zatvore�e �egove slike. Skup svih konaqnih operatora

oznaqi�emo sa m0, a �egovo zatvore�e po normi sa m.

Lema 4.11. Skup m je samoadjungovan i dvostrani ideal algebre A.
Tako�e, m je generisan (kao zatvoren samoadjungovan dvostrani ideal)

pomo�u Proj0(A).

Dokaz: Dokaz se mo�e na�i u [15, Poglav	e 3]. �

Lema 4.12. Ako su p, q ∈ Proj0(A), onda je i p ∨ q ∈ Proj0(A).

Dokaz: Dokaz se mo�e na�i u [65, Tvr�e�e V.1.6] i u [12, III.1.1.3].

�

Lema 4.13. Neka je T ∈ A i neka je T = U |T | �egova polarna dekom-

pozicija. Tada U, |T | ∈ A.

Dokaz: Dokaz se mo�e na�i u [65, Tvr�e�e II.3.14] i u [12, I.9.2.1(iii)].

�
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Lema 4.14. Ako je 0 6 T ∈ A, onda spektralni projektori operatora

T tako�e pripadaju A.

Dokaz: Dokaz se mo�e na�i u [12, I.9.2.1(iv)]. �

Lema 4.15. Neka je A fon Nojmanova algebra koja nije ,,konaqnog tipa".

Tada je element T ∈ A A-Fredholmov ako i samo ako je T invertibilan

po modulu m.

Dokaz: Dokaz se mo�e na�i u radu [16, Teorema 1]. �

Lema 4.16. Neka je A fon Nojmanova algebra koja nije ,,konaqnog tipa"

i neka T je A-Fredholmov operator. Tada je |T | tako�e A-Fredholmov.

Dokaz: Neka je T = V |T | polarno razlaga�e operatora T . Na osnovu
Leme 4.13, |T | ∈ A i na osnovu Leme 4.15, postoji S ∈ A tako da je ST ,

TS ∈ 1 + m, to jest, S je m-inverz operatora T . Lako je proveriti da

je SV levi m-inverz operatora |T |, kao i da je V ∗S∗ desni m-inverz

operatora |T |. Prema tome, |T | je invertibilan po modulu m, a odatle,

na osnovu Leme 4.15, |T | je A-Fredholmov. �

Lema 4.17. Neka je T pozitivan A-Fredholmov operator i neka je ET

�egova spektralna mera. Tada, postoji δ > 0 tako da je ET ([0, δ)) ∈
Proj0(A).

Dokaz: Iz Definicije 4.6, postoji zatvoren potprostor L ⊆ ranT ,

qiji je komplement konaqan projektor (I−PL ∈ Proj0(A)). Posmatrajmo

restrikciju T1 = T |kerT⊥ i definiximo L1 = T−1
1 (L). Poxto su L1 i L

zatvoreni, na osnovu teoreme o otvorenom preslikava�u, T1 je topoloxki

izomorfizam izme�u L1 i L. Odavde, postoji δ > 0 tako da za svako ξ ∈
L1 va�i ‖Tξ‖ > δ‖ξ‖. Me�utim, za ξ ∈ ranET ([0, δ)) imamo ‖Tξ‖ 6 δ‖ξ‖,
odnosno, L1 ∩ ranET ([0, δ)) = {0}. Prema tome, dovo	no je da doka�emo
da je L⊥1 konaqan, jer je ET ([0, δ)) 6 PL⊥1 .

Neka je L2 = (kerT )⊥	L1. Oqigledno, T (L2)∩L = {0}, xto znaqi da
(I − PL)T injektivno slika L2 na potprostor prostora L⊥. Na osnovu

Leme 4.13, prime�ene na (I − PL)TPL2 , postoji parcijalna izometrija
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W ∈ A koja povezuje L2 i zatvore�e L3 operatora (I − PL)T (L2) koji je

potprostor prostora L⊥. Poxto je L⊥ konaqan, onda su i L3 ⊆ L⊥ i L2

(jer je PL2 ∼ PL3) tako�e konaqni. Iz Definicije 4.6 kerT je konaqan,

pa je i L⊥1 konaqan. �

Posledica 4.2. Neka je A beskonaqna fon Nojmanova algebra koja dej-

stvuje na Hilbertov prostor H i neka je m zatvore�e u normi skupa

svih konaqnih operatora. Tada par (A,m) zadovo	ava osobine (a)-(v)

Definicije 4.2.

Xtavixe, apstraktni Fredholmovi elementi su uopxte�e Fred-

holmovih operatora u Brojerovom smislu.

Dokaz: Na osnovu Leme 4.11, m je ∗-ideal koji zadovo	ava (a) u

Definiciji 4.2.

Doka�imo da je skup Proj0(A) aproksimativna jedinica. Prvo, ovo

je usmeren skup. Zaista, neka su p, q ∈ Proj0(A). Projektor u fon Noj-

manovoj algebri qini kompletnu mre�u (Lema 4.10), pa projektor p ∨ q
pripada A. Na osnovu Leme 4.12, p ∨ q ∈ Proj0(A). Ako T ∈ m i ako

je T = U |T | �egova polarna dekompozicija, onda na osnovu Leme 4.13,

U, |T | ∈ A i bilo koja spektralna projekcija operatora |T | tako�e pri-
pada A. Izaberimo proizvo	no ε > 0 i oznaqimo Pε = E|T |(ε,+∞), gde

E|T | oznaqava spektralnu meru operatora |T |. Onda, iz Pε 6 PranT sledi

Pε ∈ Proj0(A). Zatim, funkcija λ 7→ λ(1−χ(ε,+∞)) je ograniqena sa ε, pa

je ‖ |T |(I − Pε)‖ 6 ε. Za svako P > Pε imamo I − P 6 I − Pε i odavde je

‖U |T |(I − P )‖ = ‖U |T |(I − Pε)(I − P )‖ 6 ε. Dakle, Proj0(A) je aproksi-

mativna jedinica za m0, pa je i za �egovo zatvore�e m. Dokazali smo

(b) u Definiciji 4.2.

Imaju�i u vidu da je A beskonaqna algebra, za P,Q ∈ Proj0(A), va�i

I−P ∼ I ([16, Lema 8]), odnosno, postoji parcijalna izometrija V takva

da je V ∗V = I i V V ∗ = I − P . Onda je QV ∗ parcijalna izometrija koja
se tra�i u osobini (v) Definicije 4.2.

Koriste�i Tvr�e�e 4.6 i Lemu 4.15, mo�emo videti da se Fredhol-

movi operatori u odnosu na (A,m) podudaraju saA-Fredholmovim opera-
torima u smislu Brojera. Doka�imo da se i �ihovi indeksi poklapaju.
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Neka je T Fredholmov operator. Iz Leme 4.17, postoji δ > 0 takvo

da je P = E|T |[0, δ) ∈ Proj0(A). Operator |T | je ograniqen odozdo na

prostoru E|T |[δ,∞)(H) = (I − P )(H), pa je T = V |T | tako�e ograniqen
odozdo na (I − P )(H). Ako je I −Q projektor na zatvore�e potprostora

T (I − P )(H), onda je T invertibilan u odnosu na (P,Q).

Va�i P = PkerT ⊕E|T |(0, δ) = PkerT ⊕P1 i N1 = P1(H) je invarijantan

za |T |. S obzirom da je V parcijalna izometrija na N , T slika N1

surjektivno na neki potprostor N2, pri qemu je PN2 ∼ PN1 , a odatle

P (H) = kerT ⊕ PN1(H), Q = kerT ∗ ⊕ PN2(H) i PN1 ∼ PN2 . �

Napomena 4.3. Uslov (v) u Definiciji 4.2 nije neophodan. Ako ga izosta-

vimo, nemamo polugrupu ve� uslovno sabira�e. Me�utim, mo�emo for-

mirati odgovaraju�u K grupu, polaze�i od slobodne grupe sa Proj0(A)

kao generatorima, a zatim koriste�i odgovaraju�e identifikacije. Do-

bijena grupa bi�e izomorfna sa I(A).

4.2.3 Fredholmovi operatori na standardnom

Hilbertovom C∗-modulu

Prikaza�emo jox jedan specijalan sluqaj Fredholmove teorije na

standardnom Hilbertovom C∗-modulu HA nad jediniqnom C∗-algebrom

A. Navex�emo neke definicije i poznata tvr�e�a koja se mogu na�i

kod Minga [46] i Mixqenka i Fomenka [47]. Za vixe deta	a qitaocu se

preporuquje k�iga [44].

Definicija 4.7. Operator T : HA → HA je Fredholmov u smislu Mi-

xqenka i Fomenka (MF smisao u nastavku) ako va�i (a) T ima adjungo-

vani; (b) postoji dekompozicija domena HA =M1⊕̃N1 i kodomena HA =

M2⊕̃N2, gde su N1 i N2 konaqno generisani projektivni podmoduli i

operator T u odnosu na takve dekompozicije ima matriqnu formu T =(
T1 0

0 T2

)
, pri qemu je T1 izomorfizam.

Indeks operatora T je indT = [N1]− [N2] ∈ K(A).

Mo�e se dokazati da je indeks dobro definisan, odnosno, da ne za-

visi od dekompozicije slike i domena u Definiciji 4.7 (videti [44,
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Teorema 2.7.9]).

Lema 4.18. Neka je A proizvo	na C∗-algebra. Neka su M i N Hilber-

tovi A-moduli. Neka je F : M → N topoloxki injektivan, to jest,

postoji δ > 0 takvo da je ‖Fx‖ > δ‖x‖ za svako x ∈ M i neka je A-
homomorfizam koji dopuxta adjungova�e. Tada je F (M)⊕ F (M)⊥ = N .

Dokaz: Dokaz se mo�e na�i u k�izi [44, Posledica 2.3.5].

Teorema 4.2. U Definiciji 4.7 mo�emo uvek pretpostaviti da su

moduli M1 i M2 ortogonalno dopu�ivi. Xtavixe, postoji dekom-

pozicija operatora T,(
T3 0

0 T4

)
: HA = V0⊕̃W0 → V1⊕̃W1 = HA,

takva da je V ⊥0 ⊕ V0 = HA, V
⊥

1 ⊕ V1 = HA.

Dokaz: Dokaz se mo�e na�i u k�izi [44, Teorema 2.7.6].

Teorema 4.3. Neka su T1 i T2 proizvo	ni MF-Fredholmovi operatori,

T1 : HA → HA, T2 : HA → HA.

Tada operator T2T1 : HA → HA je MF-Fredholmov i va�i indT2T1 =

indT2 + indT1.

Dokaz: Dokaz se mo�e na�i u k�izi [44, Teorema 2.7.11]. �

Skup kompaktnih operatora na standardnom Hilbertovom moduluHA

oznaqimo sa K(HA).

Teorema 4.4. Neka je T : HA → HA proizvo	an MF-Fredholmov opera-

tor i neka je K ∈ K(HA). Tada je operator T + K MF-Fredholmov i

va�i ind(T +K) = indT.

Dokaz: Dokaz se mo�e na�i u k�izi [44, Teorema 2.7.13]. �
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Napomena 4.4. Kod Hilbertovih modula termin kompaktan smo stav	ali

pod znakom navodnika da bismo ih razlikovali od kompaktnih u Bana-

hovom smislu. Me�utim, u nastavku to ne�emo raditi, jer se kompaktni

operatori u Banahovom smislu ne pojav	uju.

Definicija 4.8. [46, Definicija §1.1.] Operator T ∈ Ba(HA) je Fred-

holmov u smislu Minga ako je invertibilan po modulu kompaktnih ope-

ratora.

Tvr�e�e 4.7. [46, §1.4.] Operator T je Fredholmov u smislu Minga

ako i samo ako postoji kompaktna perturbacija S operatora T (odnosno

T − S je kompaktan), tako da su kerS i kerS∗ konaqno generisani pro-

jektivni. Razlika

[kerS]− [kerS∗] ∈ K0(A) (4.2.2)

ne zavisi od izbora S.

Definicija 4.9. [46, §1.4.] Mingov indeks Fredholmovog operatora

se definixe kao razlika (4.2.2), gde je S neka kompaktna perturbacija

operatora T .

Tvr�e�e 4.8. Ako je T invertibilan po modulu kompaktnih, onda je

T Fredholmov u MF smislu.

Dokaz: Dokaz se mo�e na�i u k�izi [44, Teorema 2.7.14]. �

Oqigledno je da implikacija u drugom smeru va�i. Naime, ako je

T Fredholmov u MF smislu, onda je

(
T−1

1 0

0 0

)
inverz operatora T po

modulu kompaktnih.

Potrebna nam je i slede�a lema.

Lema 4.19. Neka je HA = M⊕̃N , gde je N konaqno generisan, projek-

tivan i M je dopu�iv. Neka je P ortogonalan projektor na N . Tada
je I − P ograniqen odozdo naM.

Dokaz: Pretpostavimo suprotno da postoji niz xn ∈ M, ‖xn‖ = 1 i

(I − P )xn → 0. Predstavimo (I − P )xn kao

(I − P )xn = y′n + y′′n, y′n ∈M, y′′n ∈ N . (4.2.3)
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Posmatrajmo A-linearan, kosi projektor P1 : HA →M du� N . Na osno-

vu Leme 1.1 on je ograniqen (‖P1‖ 6M). Tada je

‖y′n‖ = ‖P1(y′n + y′′n)‖ 6M‖y′n + y′′n‖ = M‖(I − P )xn‖,

odakle y′n → 0 . Me�utim, iz (4.2.3) dobijamoM3 xn − y′n = Pxn + y′′n ∈
N , a poxto jeM⊕̃N direktna suma, onda su obe strane jednake 0. Odavde

je xn = y′n → 0, xto je u kontradikciji sa ‖xn‖ = 1. �

Posledica 4.3. Neka je HA standardan Hilbertov modul nad jedini-

qnom C∗-algebrom A, Ba(HA) skup svih ograniqenih operatora na HA

koji dopuxtaju adjungova�e i neka je F = K(HA) skup svih kompaktnih

operatora na HA. Onda par (Ba(HA),F) zadovo	ava osobine Definicije

4.2.

Osim toga, skup apstraktnih Fredholmovih operatora, Fredhol-

movi operatori u smislu Minga i u MF smislu se poklapaju i sva tri

�ihova indeksa su jednaka.

Dokaz: Poznato je da je F zatvoren ideal, odakle va�i osobina (a)

Definicije 4.2.

Neka je (ei), i ∈ N standardna baza Hilbertovog modula HA, gde je

ei = (0, . . . , 0, 1, 0, . . .) sa jedinicom na i-tom mestu. Neka je Pn ∈ F niz

projektora na An, Pn(x1, x2, . . .) = (x1, . . . , xn, 0, . . .) i neka jeK ∈ K(HA).

Na osnovu Tvr�e�a 1.5 imamo

‖K −KPn‖ → 0, kada n→∞.

Prema tome, Pn je aproksimativna jedinica i zadovo	ena je osobina (b)

Definicije 4.2.

Neka su P,Q ∈ F projektori. Na osnovu [66, Teorema 15.4.2], P (A)

i Q(A) su izomorfni (kao moduli) nekim direktnim sumandima u An i
Am, redom, za neke m,n ∈ N. Odavde, postoji parcijalna izometrija

V : HA → HA, V (x1, x2, . . .) = em+1x1 + em+2x2 + . . .+ em+nxn
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4.2. Posledice

i projektor P1 = V PV ∗ koji je ortogonalan na Q. Posmatrajmo operator

U = V P . Imamo

UU∗ = V PV ∗ = P1 i U∗U = PV ∗V P = P,

jer je V ∗V = Pe1,...,en > P . Iz jednakosti (UU∗ + Q)(UU∗ + Q) =

V PV ∗V PV ∗ + Q2 = V PV ∗ + Q sledi da je UU∗ + Q projektor. Upravo

smo dokazali osobinu (v) Definicije 4.2.

Iz Tvr�e�a 4.6 i 4.8 i komentara posle Definicije 4.8 zak	uqujemo

da se sve tri vrste Fredholmovih operatora poklapaju. Doka�imo da

su �ihovi indeksi jednaki.

Neka je T Fredholmov operator i neka je T invertibilan u odnosu na

(P,Q). Onda je T ′ = (I −Q)T (I −P ) kompaktna perturbacija operatora

T (�egova razlika je QT (I−P ) + (I−Q)TP +QTP ), a jezgra su kerT ′ =

P (HA) i kerT ′∗ = Q(HA). Odavde, apstraktan indeks je jednak Mingovom

indeksu.

Neka je T Fredholmov operator i neka je T =

(
T1 0

0 T2

)
u odnosu

na dekompoziciju HA = M1⊕̃N1 = M2⊕̃N2 domena i kodomena, redom.

Na osnovu [44, Teorema 2.7.6], mo�emo izabrati M1, N1, M2, N2 tako

da su svi oni dopu�ivi, N1 i N2 su konaqno generisani projektivni

podmoduli i M1 = N⊥1 . (Taqnije, posled�a jednakost se ne nalazi u

tvr�e�u, ali sledi iz dokaza). U istom dokazu mo�emo na�i da je T |M1

ograniqen odozdo. Oznaqimo sa P i Q ortogonalne projektore na N1 i

N2. Iz Leme 4.19, I−Q je ograniqen odozdo na prostoruM2 = T (M1) =

ranT (I − P ). Ovim smo dokazali da je (I −Q)T (I − P ) izomorfizam iz

M1 = N⊥1 uN⊥2 . Prema tome, apstraktan indeks je [P ]−[Q] = [N1]−[N2],

odnosno, jednak je MF indeksu. �
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1. Z. Lazović, The space of operator valued functions seen as Hilbert H-
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