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2KeiuM J1a ¥3pa3uM CBOjy UCKPEHY 3aXBaJTHOCT CBOM MEHTOPY Ipod. Ip
Jlparo/byby Keukuhy 3a crajny nmoJpiiKy TOKOM MOjUX JOKTOPCKUX CTYIHja
U UCTparkKhuBamha Be3aHUX 3a mpobiaeMe Ha XumiabeprouM C*-MomyanMma, 3a
IETOBO CTPILBEILE, MOTHBAIIM]Y, pa3yMeBaibe H CTPYYHO ycMmepaBame. Hbe-
roBa M3y3eTHa MOocBeheHOCT, Kao M BEJUKH OpOj ujeja u JparoreHnx CaBeTa
Cy MU HOMOIJIM Jia carjejam 1pod/jieMaThKy Ha [paBU HAYUH, YIOTILYHUM
CBOj€ 3HAIE W CYIITUHCKH Cy JONPHHEJIN YV U3PaId OBe JIHCepTaluje.

Baxsaspyjem ce pod. ap 3opany Kameadypry Ha BeJIMKO] TTOIAPIIIT TOKOM
MOJUX MaruCTapCKAX W JIOKTOPCKUX CTY/H]ja.

2Kenum Takohe nma ce 3axXBajuM UJIAHOBHMA KOMHCHjE, & TOCEOHO Mpod.
ap bophy Kprunuhy, 3a caBecran, cBecTpaH M IpejaH paji IPUIUKOM pa-
3MaTpama M eBaJyallije oBe JUcepTalifje, 33 HUXOBE CyTrecTHje, KOMeHTape
U caBeTe KOju Cy JIONPHUHEIN Ja OBa JucepTalnja Oyae joIl KBaJUTETHH]a U
J1a gobuje cBojy dbuHaIHy POpMY.

Benuky zaxpasaoct ayryjem u ap Mapky OOpazoBuhy kKoju je mao Hu3
KOPHUCHMX 3allakKarba Kao U 3Ha4dajaH JOIPUHOC IPUJIMKOM IPEeBOJ/a PaJoBa
Ha eHIVIECKU je3HK.

Hewsmepno xBaJia Mojoj cynpysu Vpanu u mojoj menu, JIynuju, Ceprejy
n Tajuju, KOju cy Moja CTa/lHA MHCIUPAIMja U BeJIUKA MOJPIIKA. Y3 HBUXOBY
nomoh, oxpabpeme, MO3UTUBHY €HEPTHjy U ONTUMHU3AM JIOOHO caM J0JaTHY
CHary ¥ MOTHBAIUjy Ja UCTpajeM M JOBPIIUM 3aXTeBaH [0CAO MHCAIba OBE
JucepTalmje.

3axBaJbyjeM ce U CBUM OCTAJIHUM YJIAHOBHMA CBOje MOPOJUIE, TPUjaTe b~
Ma U KoJierama, KOju Cy CBOjJUM CaBeTHUMa, ITOJIPIIKOM U pa3yMeBambeM Takohe

JOMPUHEN PeaJu3alliji OBOT paJia.

beorpas, maj 2019. 3utarko JlazoBuh



HacaoB moktopcke mucepramuje: Mepe nexomnaxmmocmu na Xunrbep-

mosum C*-modyruma

Pezume:

Y OpBOM HOTJIAB/BY H3JazKe Ce Teopuja O yHH(MOPMHUM HPOCTOPUMA U
MepaMa HEKOMIIAKTHOCTH Ha METPUYKHM M YHHMPOPMHUM IPOCTOPHMA.
Barum, noacehamo ce ocHoBHEX mojMoBa u ocobuna C* u W*-anrebpu, Kao
n XuabepToBUX MOJYJIa HaJ OBUM ajiredOpaMa IpH deMy Ce HaBOJe M HEeKe
nosHate Tonosoruje Ha XuiadbeprosoM W*-momyy.

Y Apyrom morJiaBjby yBelrheMo JIOKaJIHO KOHBEKCHY TOIOJIOTH]Y Ha CTaH-
napaaom Xuabeprosom moayiy [%(A), Tako qa cBaku ,KoMIakTan  orepa-
TOp CJWKA OrPAHWYeH CKyN (y HOPMH) y TOTAJHO OTPAHHYEH Y YBEIEHO]
rornooruju. 3a noderak anarebpa A Ouhe jenunuuana W*-anrebpa a KacHu-
je m C*-aarebpa. VY crnenmjagsoMm cayuajy, kKaga je A = B(H) amrebpa
CBHUX OIpaHUYEHUX OIepaTopa Ha XMJIOepTOBOM IPOCTOPY, MoKazahemMo 1a je
Ta4vyaH M CYHPOTAaH CMep.

Ha mouerky Tpeher noryiaBba JedpUHUTIIEMO MePY HEKOMITAKTHOCTH A Ha
crangapaiom Xusbeprosom C*-mouyiy [2(A) na jequananom C*-anrebpom,
Tako ga Baxku A(E) = 0 ako u camo ako je E A-uperkomnakrtan (Tj. 3a 6us1o
koje € > 0 ckyn E je -0/iu3y HEKOM KOHAYHOM IeHEPUCAHOM TPOjeKTHBHOM
noaMo/yay). Jlokasyjemo ocHOBHe OCOOMHE OBaKBe Mepe HeKOMIIAKTHOCTH.
3aTuM, mocMaTpaMo IMO3HATe Mepe HeKoMImakTHocTu KypartoBckor, Xays-
nopda u Ucrpueckya, na [?(A) nmocMarpanoM Kao JIOKaJIHO KOHBEKCAH IIPO-
CTOp ¥ oJHOCY Ha ojaropapajyhy romosorujy. Takohe, moka3zyjeMo HEKe HbH-
XOBe 0cOOMHE U pesaluje n3Mehy IUX U yBeJeHe Mepe HeKOMITAKTHOCTH .

Y deTBpTOM IOTJIaB/BY TeHepaaucaheMo mojam @peaxoMOBOT OlIepaTopa
Ha npown3Bo/bHOj C*-anredpun. Hamme, akcmomarcku jiepUHUIIEMO eJIeMEeHTe
,KOHAUYHOr THIIa , a 3aTuM JedunuinieMo ejpemenre ,PpepxogmMoBor Tuna”
Kao ejeMenTe C*-anredbpe 3a Koje MOCTOje €JIEMEHTH ,KOHAYHOT THIA  p H ¢,
raksu 1a je (1 —q)a(l —p) ,nuBeprubnnan”. Tobujamo Teopemy o mHmeKCY
3a TakBe ormeparope. Y motrnorias/by [locienune nmokazahemo jga cy kiia-
cuann PpeIXoJIMOBH ollepaTopu Ha XuabepoBoMm mpocTopy, PpenaxoamMoBu
omeparopu y cMmuciay bpojepa, Aruje u Cunrepa Ha OGeckonawnoj ¢or Hoj-

ManoBOj anrebpu n PpeaxoamoBu oneparopu Ha XuabeproBum C*-Moymnma



HaJ jequHndHoj C*-anredbpu y cvucay Murrderka n Q@oMeHKaA CHEIUjaTHHA
cJydajeBu HaIlle Teophje.

Kibyune peun: YHubOPMHE NPOCTOPH, Mepe HeKoMImakTHocTH, Ppeaxo-
MoBH omepatopu, C* u W*-anrebpe, XuadbepToBH MOJIYJIH, KOMIIAKTHU OIle-

paropu
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Doctoral Dissertation Title: Measures of noncompactness on Hilbert

C*-modules

Abstract:

In the first section we present the theory on uniform spaces and measures
of noncompactness in metric and uniform spaces. Next, we recall the basic
concepts and properties of C* and W*-algebras and Hilbert modules over
these algebras with some known topologies on Hilbert WW*-module.

In the second section we construct a local convex topology on the standard
Hilbert module I%(A), such that any compact” operator (i.e., any operator
in the norm closure of the linear span of the operators of the form maps
bounded sets into totally bounded sets. In the biginning A presents unital
W*-algebra, leter on A presents unital C*-algebra. The converse is true in
the special case where A = B(H) is the full algebra of all bounded linear
operators on a Hilbert space H.

In the third section we define a measure of noncompactness A on the
standard Hilbert C*-module [?(A) over a unital C*-algebra, such that A\(E) =
0 if and only if E is A-precompact (i.e. it is e-close to a finitely generated
projective submodule for any € > 0) and derive its properties. Further,
we consider the known, Kuratowski, Hausdorff and Istratescu measure of
noncompactnes on [%(A) regarded as a locally convex space with respect to
a suitable topology. We obtain their properties as well as some relationships
between them and above introduced measure of noncompactness.

In the forth section we generalize the notion of a Fredholm operator to an
arbitrary C*-algebra. Namely, we define finite type elements in an axiomatic
way, and also we define a Fredholm type element a as such an element of
a given C*-algebra for which there are finite type elements p and ¢ such
that (1 — ¢)a(l — p) is invertible. We derive an index theorem for such op-
erators. In subsection Corollaries we show that many well-known operators
are special cases of our theory. Those include: classical Fredholm operators
on a Hilbert space, Fredholm operators in the sense of Breuer, Atiyah and
Singer on a properly infinite von Neumann algebra, and Fredholm operators
on Hilbert C*-modules over a unital C*-algebra in the sense of Mishchenko

and Fomenko.
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I'maBa 1

YBOI

1.1 Mepe HEKOMIIAKTHOCT HA METPUYKUM

IIPOCTOPUMA

[TojaMm Mepe HEKOMIAKTHOCTH je HAcTao Kao moTpeba Ja ce ,u3padyHa’
y KOjO] MepH HEKH CKYTIOBM HUCY KOMITAKTHH, OJJHOCHO, ¥ KOJOM MepH HEKH
orepaTopu HUCY KoMnakTHu. Mepy HeKOMIaKTHOCTH NpBHU je yBeo Kypa-
roseku' [36] 1930. romuue, a kacuuje 1955. roanne HCTPAKUBAIbE je HACTABUO
Hap6o? [19]. [dpyre mMepe HEKOMOAKTHOCTH yBesn cy Longencrejn, [oGepr?
u Mapkyc [25] 1957. ropune, Ucrpuecky* [27] 1972. roune u MHOTH JPYTH.

Hagerthemo ocaoBHe 110jMOBe U TTIO3HATE PE3yJITaTe y OBOj 00J1aCTH, & KOjU
he HAM KOPUCTHUTHU y caeehuM MOIJIaB/bUMa OBOT paja. 3a Bulie uHdopMa-
Mja 0 MepaMa HeKOMIIAKTHOCTH ToryenaT pagose [36], [19], [25], [27], [51],
42], [7], [1], [10] = [57).

Heka cy S uw M moackymoBu Merpudakor npoctopa (X,d) u e > 0. Ckyn
S ce nasuBa e-mpeoca ckyna M axko 3a cBako x € M mnocroju s € S TaKBO
na Baxkn d(z,s) < e. AKo je cKym S KoHauaH, OHJA ce e-Mpexa S CKymna
M nasuBa Konauma e-mpeostca. Ckyn M je TOTAJIHO OrpaHHYEH AKO HMa,

KOHAYHY €-MpexKy 3a cBako € > 0. llomckyn M y merpmyakom mpoctopy X

'Kazimierz Kuratowski (1896-1980) nosbcku MaTemaTudap
2Gabriele Darbo (1921-2003) uranujaHcKu MaTeMaTHyap
3Tsrael Gohberg 1928-2009) uspaescku MaTeMaTHIap
4Vasile Istratescu-pyMyHCKH MaTeMaTHIAD



1.1. Mepe HEKOMIIAKTHOCTH Ha METPHIKHM ITPOCTOPHMA,

je xomnaxman axo cBaku Hu3 (x,) v M uMa KOHBepreHTaH MOJHU3 UHja
rpanndHa Bpearoct npunaga M. Ckyn M je pesamusho xomnaxmar ako je
3aTBOperbe M KOMIAKTAH CKYI. AKO je cKym M peaTHBHO KOMIAKTAH, OH/IA
je M toranno orpannden. Ako je Merpuaku npoctop (X, d) KoMiieraH, oHia
je ckym M peslaTHBHO KOMITAKTaH aKO M CAMO aKO je TOTAJHO OI'paHWYeH.
Ako je x € X u r > 0, onga heMo OTBOpeHy JIONTY €a HEHTPOM y &
W MOJYIpeIHuKOM 1 o3nadnTu ca B(x,r). Ako je X mopMEpaH mpocTop,
ouga hemo ca By O3HaYnTH 3aTBOpeHy jenwHWdHy Jonty y X, ca Sy je-
auanany chepy y X, ca Mx (mam camo M) cKyn HeOpa3HUX U OrpaHUde-
HEX HOJCKYTIOBa MeTpHIKor mpoctopa (X, d), ca M$ (mmm camo M) cxyn
HEIIPA3HUX, OPPAHUYEHUX M 3aTBOPEHHX IOACKyNoBa, ca Ny (mmm camo N)
CKYII CBUX HEIIPA3HUX U PEJIaTHUBHO KOMIIAKTHHX IIOACKYIIOBa U Ca N)? CKyIl
HeIpa3HuX U KOMIAKTHUX MoJAcKynoBa ckyma X. Heka je dg: Mx Xx Mx —

R dyukiuja gedpunucana ca

dy(S,Q) = max{supd(z,Q),supd(y,S)} 3a cBako S,Q € Mx.
zeS yeQ

Oynknuja dy ce nasusa Xaysdophoeo® pacmojarve. OHa je nceygoMeTpUKa

na Mx u merpuka na M.

Heka je X BexTopcku npocrop waz nobem K. [Mogckyn F C X je xow-
sexcar ako A\x + (1 — N)y € E 3a cBako x,y € E u 3a cBako A € (0,1).
[Ipecek cBUX KOHBEKCHUX CKYIIOBa KOju cajpzke ckyn F' C X Ha3uBa ce xon-
gexcHu omomay cKyna F m o3nadaBa ce ca co F'. Koueexcha xombuHayuja

egeMeHaTa ckymna F' je eaeMeHT 0OJIHKA,

n

AT+ Aoxo + ...+ N\ BaxiEF,)\i>O,Z)\i:1.

i=1

Kounsekcnu omorau ckyma F' je CKyll CBUX KOHBEKCHUX KOMOWHAIMja ejiemMe-

HaTa ckyna F.

Hedununuja 1.1. Heka je (X, d) merpudaku mpoctop u () OrpaHUYeH IO/

ckyn ckyna X. Tama wmepa nexomnaxmnocmu Kypamoscroz ckyna (@), y

SFelix Hausdorff (1868-1942) nemauku MaTemaTuyap



1.1. Mepe HEKOMIIAKTHOCTH Ha METPHIKHM ITPOCTOPHMA,

osnamu «(Q), jecte muGUMYM cKyma cBuX OpojeBa £ > (0 TakBux ga ce ()

MOZKe TIOKPUTH KOHAYHUM OpOjeM CKYIOBa JHjaMeTrapa Marbux O €.
Ouurienno je a(Q) < diam (@) 3a cBaku moackyn ) ckyma X.

Teopema 1.1. Heka cy Q, Q1 u Qo 02paruveru nodckynosu KoMnAEemHo2

mempuuroz npocmopa (X, d). Tada easicu caedehe:

(a) a(Q) =0 ako u camo axo je QQ pesamuUEHO KOMNAKMAH;

(8) us Q1 C Qs cacdu a(Qy) < a(Qy);
(r) a(@1UQ2) = max{a(Q1), ®(Q2)};
(M) (@1 N Q2) < min{a(Q), a(Q2)}-
Jodammo, axo je X nopmupan, onda je sadosonmeno cacdelie:

(H) Q1+ Q2) < Q1) + (Q2);

() a(Q+12) = a(Q), 3a coaro T € X
(k) a(A\Q) = [N a(Q), sa coaro A € K;
(3) a(Q) = a(coQ);

(u) axo je X Gecronauno dumensuonanan npocmop, onda je o Bx) = 2.

Hoxka3z: Jlokaz Teopeme ce moxke Hahm y pany [42, Jlema 2.6, Teopema
2.8, Teopema 2.9]. [ |

Teopema 1.2. Hexa je (X, d) xomnaeman mempuuku npocmop. Axo je F,
onadajyiiu Hu3 HENPAZHUL, 3a4MBOPEHUT U 02PAHUMEHUT T0JCKYN06a ckyna X
maxeux da je lim,, .. a(Fy,) = 0, onda je npecex Foo = (o, F, nenpasan u

Komnaxkmar nodekyn ckyna X.

Hoxka3z: Jlokas Teopeme ce mMoxke Halim y pauy [42, Teopema 2.7]. [



1.1. Mepe HEKOMIIAKTHOCTH Ha METPHIKHM ITPOCTOPHMA,

Hedununmja 1.2. Heka je (X, d) meTpuuku mpocTop u () OrpaHUYeH O/
ckym ckyna X. Tama Xaysdopgosa mepa nexomnarmmuocmu ckyma (), y O3Ha-
mm X(Q), jecte madumym ckyma ceux Opojesa € > 0 TakBuX Ja ce () MOKe

HOKPUTH KOHAYHUM OpOjeM JIONTH IIOJIyHPEYHUKA MAbUX OJf £, OJHOCHO
X(Q) = inf{e > 0 | @ mma Konauny e-mMpexy y X }.

Teopema 1.3. Heka cy QQ,Q1 u Qo o2paruueny nodckynosu MemMpPuKoe

npocmopa (X, d). Tada cy mauna caedehia mepherva:

(a) x(Q) =0 axo u camo axo je Q momanno oeparumen;

(8) us Q1 C Q2 credu x(Q1) < x(Q2);
(r) x(Q1UQ2) = max{x(Q1), x(Q2)};
(1) X(Q1 N Q) <min{x(Q1), x(Q2)}-
Jodammo, axo je X wopmupan, onda eascu caedehe:
(B) x(Q1+ Q2) < x(Q1) + x(Q2);
(e) x(Q+2z)=x(Q), sa coaxo x € X;
(%) x(AQ) = [AIx(Q), sa cearo A € K;
(3) x(Q) = x(coQ);
(1) x(Bx) = 1, 2de je X Geckomauno dumensuonanar npocmop.

Hoka3z: Jlokas Teopeme ce Moxke Halim y keusu [11, Jlema 5.9, Teopema
5.10, Teopema 5.14]. [ |

Teopema 1.4. Hexa je (X, d) mempuuru npocmop u @ ozpanuser nodckyn

ckyna X. Tada je

Hoka3z: Jlokas Teopeme ce Moxke Halim y kebusu [11, Teopema 5.13]. W



1.1. Mepe HEKOMIIAKTHOCTH Ha METPHIKHM ITPOCTOPHMA,

Teopema 1.5. Hexa je (X, d) mempuuku npocmop u Q,Q1, Qs € Mx. Tada
je
IX(Q1) — x(Q2)] < du(Q1,Q2),

Hoxka3z: Jlokas Teopeme ce mMoxke Halim y kibusu [11, Teopema 5.11]. W

Hedununuja 1.3. Heka je (X, d) merpudkn mpoctop u () OrpaHuYeH IO/
ckyn ckyma X. Taga yuympawrea Xayzdopdosa mepa HekoMNaxmmocm
ckyna @, y osnanu x;(Q), jecre uradumym ckyna cBux 6pojesa & > () TaKBHX
na ce () MOYKe MOKPUTH KOHAYHUM OpOjeM JIONTH ca TeHTpuMa y () u mosy-

HPEYHUIIMMA MabUX OJ1 €, OJJHOCHO
Xi(Q) = inf{e > 0 | Q uma KOHATHY £-MpeXKY Koja je MOACKYI cKyna Q) }.

Heka cy @, Q1 u Q3 orpanuvenu nojcKynosu merpudkor upocropa (X, d).

Tana ce moxke nokasaru cieaehe:

(a) xi(@) = 0 ako u camo axo je () TOTAJHO OTPAHUYEH;

(0) xi(Q) = xi(Q).

Honatno, ako je X mopmupaH, caejaeha TBphema ce Mory mgokazarn:

(8) xi(Q1+ Q2) < xi(Q1) + xi(Q2);
(r) x:(Q + ) = xi(Q), 3a cBako r € X;

(1) x:i(AQ) = |M\xi(Q), 3a cBako A\ € K.

Orpannder mojckyn () KOMILUIETHOr MeTpudkor mpocropa (X, d) je e-
duckpeman ako je d(x,y) > € 3a cBako x,y € @ 3a koje je v # y. Pehu
hemo ma je orpanmden nojckyn () momaaro duckpeman ako mocroju € > 0

TaKBO Ja je () e-JIMCKpeTaH.

Hedbunnnuja 1.4. Heka je (X, d) KoMIuieTan MeTpudke IpocTop u () orpa-
HudeH nojckyn ckyma X. Taga mepa nexomnakmuocmu Hempueckya cKkyma
Q, v osnamu [(Q)), jecte nudumym ckymna cBux 6pojeBa € > 0 TakBux ma ()

HeMa OeCKOHAYaH e-JIMCKPETaH MOJACKYII.



1.1. Mepe HEKOMIIAKTHOCTH Ha METPHIKHM ITPOCTOPHMA,

Teopema 1.6. Hexa je (X, d) mempuuru npocmop u Q ozpanusen nodckyn

ckyna X. Tada je

X(Q) < xi(Q) < I(Q) < a(Q) < 2x(Q).

Hokasz: Jlokas Teopeme ce Moxke Halim y pamy [42, Teopema 2.22]. [ |

Tepbhewme 1.1. Heka cy Q, Q1 u Qs ozpanuveru nodckynosu MEMPUKO2

auneaproz npocmopa X ux € X. Tada je
(a) 1(Q1+@Q2) < 1(Q1) + 1(Q2);
©) I(z+ Q) =1(Q).

Hokasz: Jlokas ce moxe uahu y pany [4, Tspheme 1]. [ |
BHaun, Mepa HEKOMIIAKTHOCTH € MOZKE TIOCMATPATH Ka0 HyMEPHUUYKa BPe/I-

HOCT KOja TIOKa3yje y K0joj MepH HeKH! CKYIT HHje KOMITaKTaH.

Hedbununuja 1.5. Ilaydeposa® 6asa mumeapror MeTpnakor mpoctopa X je
Hu3 BekTopa (b,) TakBUX Jia 3a ¢Bako T € X HOCTOjU jeJIMHCTBEH HU3 CKaJ1apa

(An) Takas ma je o A\yb, = .

Koa konauno jumensunonasianx npocropa [llayreposa 6a3a n asrebapcka
6a3a ce moknamajy. CBaky JuHeapaH mIpocTop mMma anaredbapcky 6azy. Mebhy-
THM, [IOCTOj€ JIMHEAPHU METPUUYKH IIpocTopu Koju nemajy [laymepoBy 6a3zy.
Ha npumep, Banaxos” npoctop (I, || - |oo) Hema Illayaeposy Ga3y.

Heka je X Banaxos npoctop ca [laymzepoom 6azom {eq,es,...} . Tama
CBaKM eleMeHT z € X HMa jeJMHCTBEHY pelpe3eHTalujy © = » .- ¢;(x)e;,
rjie cy ¢; 6azuu dpynknuonanu. Heka je P,: X — X npojekTop Ha JuHeapan
omorad ckyna {ej,es,...,e,}, 10 jecr, Py (x) = Y ¢i(x)e;. Moxe ce
nokasatu ga cy P,,n € N, orpanuuenu, na #a ocaopy Bamax—IlITajuxaycose®
TeopemMe, ¢Bu oneparopu P, n I — P, cy paBHOMepHO orpannderu. Omgarie,
HA OCHOBY jejmHCTBeHOCTH perpesentanuje y [llayreposoj 6a3u, cienu na cy

u 6a3Hu (hYHKIMOHAIN ¢; OTPAHUICHHU.

6 Juliusz Pawel Schauder (1899-1943) nosbcku MaTemaruyap
TStefan Banach (1892-1945) nomcku matemMarmaap
8Wladyslaw Hugo Dionizy Steinhaus (1887-1972) nosbcku maremaTudap



1.1. Mepe HEKOMIIAKTHOCTH Ha METPHIKHM ITPOCTOPHMA,

Teopema 1.7. Hekxa je X Banaxos npocmop koju uma Illaydeposy basy
{e1,€9,...}. Heka je Q oepanuuen nodexyn ckyna X u P,: X — X

NPOJERMOP HA AUHEAPHU OMOTaY ckyna {e1, e, ... e, }. Tada je
1 — )
— lim (sup [|[({ — P,)(2)|]) < x(Q) < infsup [|(I — B,) ()],
a z€Q nozeQ

2de je a = lim || — P,||.
Hokasz: Jlokas Teopeme ce Moxke Halim y pauy [42, Teopema 2.23]. [ |

IMocaemuna 1.1. Heka je () ozpanuuen nodckyn nopmuparoz npocmopa X,
ede je X wau l, (1 < p < 00) wau ¢y. Axo je P,: X — X onepamop
degpunucar ca P,(z1,x9,...) = (x1,29,...,2,,0,...) 3a (x1,29,...) € X,
onda je

x(Q) = lim sup I = P)z|.

n—oo xE

Hedbunnumnuja 1.6. Heka cy k; u ky Mepe HekoMImakTHOCTH Ha BanaxoBum

upocropuma X u Y, pegom. Oueparop L: X — Y je (ky, k2)-oeparnuuen ako
L(Q) € My 3acBaku QQ € My
U IOCTOjU HeHeraTuBaH Opoj k TakaB 1a BaxkKu
ko (L(Q)) < kk1(Q) 3a cBaku @ € M.
Axo je oueparop L (ki, ks)-orpanuuen, onja ce 6poj
| K ||ky ke, = inf{k > 0| k2(L(Q)) < kk1(Q) 3a cBako @ € Mx}

nasusa (ky, ky)-nopma oneparopa L wnn (ky,ks)-Mepa HEKOMIAKTHOCTH

omeparopa L. Ako je ky = ko, ouga hemo Hopmy o3nauutu ca || L.

Teopema 1.8. Heka cy X uY Banazosu npocmopu u veka je L € B(X,Y).
Tada je
L]l = x(L(Sx)) = x(L(Bx)).

Hoka3z: Jlokas Teopeme ce Moxke Halim y pamy [42, Teopema 2.25]. [ |



1.2. Mepe HeKOMIAKTHOCTH Ha YHH(POPMHHM IIPOCTOPHMA

1.2 Mepe HEKOMIIAKTHOCTH Ha YHHUMOPMHUM

IIpocTOpUMa

Vuudopman mpocTop je jeaHo o yoniiTema MeTpUYKor mpocropa. 1o je
TOLOJIOIIKM HPOCTOP 4uja cBOjcTBa oMoryhasajy Jia ce JieuHuUILy 10jMOBH
kao mTo cy Komujes® nuz, Komujesa Mpe:ka u yHUDOPMHA HEIPEKHTHOCT.
Teopujy yamdopmanx mpoctopa passuin cy Beja'’, Bypbaxu'l, Tyxu'? n
apyru. IlonoBuhemMo Heke ocHOBHe jeduHuIje U 0cOOMHE KOje Ce OJHOCe
Ha yaudopMHE MPOCTOpe, a 3a Bulle jJetamba sugerd [13], [35], [21] u [26].
[locToju HEKOJMKO eKBUBAJEHTHUX JAedpHHUINU]a YHH(POPMHHX HIPOCTOPA
(IpeKO OKpYZKerha, TIPEKO MCEYIOMETPUKA, MPEeKO YHIGMOPMHOD MOKPUBAYA).
Nako je yobuuajeno na ce yuucpopman mpocrop X gedunuiie momohy
damunmje ckynosa y X X X, JaTux Kao HeKa BPCTa JIMjaroHasa Ha3BaHHX
OKPYIHCEIbG, 3a HAIIY CBPXY 3TOJHHjE je JIaTH eKBUBAJIEHTHY jeduHuImjy

npeko paMuiImje nceyaIoMeTpuKa.

Hedbunnnmja 1.7. Oyuxnuja d: X x X — [0,+00) Koja 3a/10Bo/baBa
ocobune (a) d(z,y) = 0; (6) d(z,y) = d(y,z) n (8) d(z,z) < d(z,y) +d(y, 2),

3a CBaKO T,Y, 2z € X, 30Be ce nceydomempura.

3a pasyiMKy OJ MeTpHKe, ICeyIOMEeTpHKa He Mopa pa3jBajaTH Tadke,

OfHOCHO, MoKe 6utn d(z,y) = 0 3a x # y.

Hedbunnnmumja 1.8. Henpasan ckyn caabaeBen (paMuinjoM IceyaioMeTpuKa
d, TaKBUX 3a CBAKO T # Yy MOCTOjU (v Takap Ja Baxku d,(z,y) > 0, Ha3uBa ce

yrudopmar npocmop.

Damminja ckynosa By (x;¢) = {y € X | do(x,y) < €} uunu 6azy 3a
Heky Tomosorujy. llozmaro je ma je cBaku yHuOpPMaH IPOCTOP IIOTIYHO
peryaapan (17 u T3 TOTOJONIKA TPOCTOP), KA0 M JIa €€ HA CBAKOM IMOTIYHO

peryJjiapHoM IIPOCTOPY MOKE YBECTU YHU(DOPMHA CTPYKTYPA.

9Baron Augustin-Louis Cauchy (1789-1857) cdbpantyckn maremarnaap

10 Andre Weil (1906-1998) dpamiyckn MaTemMaTHIap

"' Nicolas Bourbaki - rpymna dppaHIlycKHX MaTeMaTHIapa KOjU Cy 06jaB/bUBAJIN MO, OBHM
MICEYIOHUMOM

12 John Wilder Tukey (1915-2000) amepuuku mMaTemMarudap



1.2. Mepe HeKOMIAKTHOCTH Ha YHH(POPMHHM IIPOCTOPHMA

Hexka je X yaudopman npoctop. 3a Mpexy x; € X Kaxkemo 1a je Kowu-
jesa mpeoica axo je KolrmjeBa MpexKa y OJHOCY Ha ¢Be d,, TO jeCT, 3a CBAKO
a # 32 cBako € > () MOCTOjU %) TAKO 3a CBAKO i, ] > 4o BaKN dy(x;, x;) < €.
[Tojam komiieran yuudopman npocrop je JeduHUcan Ha yoOu4dajeH HavduH.

Cxkyn E C X ce Ha3WBa Momanaro 02parurer CKYI, aKo 3a cBako € >
M 32 CBAKO (v MOCTOjU KOHA4YaH OPOj ejieMeHarta Ci,Co,...,C, € X TaKBHX
na je By(cjie) = {y € X | do(cj,y) < €} nmoxpusau cxkyna E. Ilosnaro je
Jla je CBaKW PeJaTUBHO KOMIIAKTAH CKYI TOTAJHO OTPpaHWYeH, a 0OpaTHO je
TagHo ako je X koMmiteran. Ako X HHje KOMILIeTaH, OH/Ia IOCTOJH TOTAJIHO
OrpaHWYeH CKYIl KOjH HUje pelaTuBHO KoMIakTaH, Ha npumep, QN [0, 1] kao
noscKym ckyma Q.

CBaku JIOKaJTHO KOHBEKCAH TOMOJIOMIKH HPOCTOP je yHupopMaH. 3aucra,
nocroju (paMuInja MOJYHOPMH KOja TeHepHie HeroBy romojorujy. Osa
dbamuinja ce Moxke gob6utu nomohy dynxunonasa Munkosckor'® npumpy-
JKeHUX MOTOJHO oJabpaHuM Oa3HUM okoJuHama HyJe. [IpomssospHa mosry-
HOpMa JehWHHIITE TICEYIOMETPUKY Ha yobmuajen Hauwmn. (OOparTHO, cBaka
damuinja MoJIyHOPMHE KOja pa3jBaja TadKe JOBOJM JI0 JIOKAJHO KOHBEKCHOT
Xay310p¢OoBOr TOMOJIOMIKOT BEKTOPCKOT mpocTtopa. Crora, dpaMuImja mosy-
HOpMH OMOoryhiaBa /1a ce pajiu ca MOjMOBAMA: TOTAJTHO OIPAHUYeH, KOMILIeTaH
npocrop, Kommjesa Mpeka u Tako gajbe.

3a pa3aIuKy o] METPHIKOT IIPOCTOPA, YHIMPpOPMAH MPOocTOp HMa haMILIU]y
HCceyIOMeTPUKa, [a U Mepa HeKOMIAKTHOCTH Mopa OUTH onmtuje hbopMyIu-
cana. Hamme, To he Outu npecinkaBarme 4uja BpeaHocT nehe Outu Henera-
TuBaH Opoj Beh meneraTuBHa (pyHKIHU]ja, KOja he MMaTH Kao apryMeHT Tcey-
JnoMmeTpuky. Ywmraomy ce mpenopyuayjy caeaehu pamosu [61], [11], [27], [37],
3], [4] n [5].

Hedbunnnmumja 1.9. Heka je X yuudopman mpocrop, P damuauja rcey-
JIOMETPUKA KOja TeHepuiiie papHoOMepHy HempekugauocT HA X X X u Y ckyn
CBUX TOJCKYTOBa CKyma X KOjH Cy OTPDAHHYEHH Y OJHOCY HAa CBAaKy IICEY-
nomerpuky p € P. Heka je A ckyn dyukumja a: P — [0, 4+00) ca Tonosoru-

joM Koja je ojipehena KOHBEpreHIMjoM TauKa MO TaYKa U HEKA je < TPUPOTHO

13 Hermann Minkowski (1864-1909) nemauku martemarudap



1.2. Mepe HeKOMIAKTHOCTH Ha YHH(POPMHHM IIPOCTOPHMA

naprujaaao ypeheme mato ca a; < ay < (Vp € P) ai(p) < as(p). Mepa
Hexomnarmmocmuy Ha X, reHepucana nomohy damuauje nceympoMmerpuka P,

jecte dyukmmja p: ¥ — A koja 3amoBospana caenehe ocobune (moraenatu
pax [37]):

(a) ckyn E je ToTaqHo orpanmyueH ako u caMo ako Baxku u(E) = 0;

(6) 1 je MHBApUjAHTHA Y OIHOCY 3aTBOPEHHE, OJHOCHO,
(VE € T) u(E) = u(E);

(B) p je MOHOTOHA, OJHOCHO, aKO je Ey C Es, onga je p(Ey) < u(E»);

(r) ako je X xkomruieran u axo je { E,} HU3 3aTBOpeHUX MOJCKYNOBA CKYyTIa
X rakeux jga je E,.1 C E, 3a cBako n € N u lim,_,, u(F,) = 0, onga

je K = (), ey En Henpasan KOMIAKTaH CKYIL.

Teopema 1.9. Oynuxuyuja a: ¥ — A dedpurucara gopmyarom

[a(E)](p) =inf{d > 0 | ckyn E ce mosce nodeaumu Ha KOHAYHO MHO20
nodckynoesa wuju dujamempu y 00HOCY Ha

nceydomempury p wucy eehiu 0d d},
dynuryuja x: T — A depunucana dopmyrom
IX(E)](p) = inf{e > 0 | ckyn E uma xonauny e-mpesrcy y odnocy nap y X}
u pynrkyuja 1: T — A dedpurucara dopmyaom

[I(E)](p) =sup{e > 0 | E cadpoicu beckonauan

e-duckpeman cxyn y 00nocy Ha P}

jecy mepe nexomnarmmuocmu Kypamosckoe, Xaysdoppa u Hempueckya (pe-

dom) na E eenepucane nomohy damuruje nceydomempura P.

Hoka3z: [Tokas Teopeme ce Mozke Halin y pany [61, Teopema 1.2.3]. Takobje

ce MOKe JoKa3aTu Ha ocHOBY Teopema 1.1, 1.2 m 1.6. |

10



1.2. Mepe HeKOMIAKTHOCTH Ha YHH(POPMHHM IIPOCTOPHMA

Hanomena 1.1. 3a pazauky o7 Mepe HEKOMIIAKTHOCTH /4 HA METPUIKUM TIPO-
CTOPUMA, Mepa HEKOMIAKTHOCTH (i HA YHUMOPMHUM MPOCTOPUMA je MpPecIu-
KaBame YHju je apryMeHT ckyn F, a ciauka je dbyskmuja u(E), koja mpe-
cJUKaBa CKyn mceygomerpuka y [0,400). 3aro 6u Mepy HEKOMIAKTHOCTH
Ha YHUMDOPMHUM IPOCTOPUMA TPeBATIO O3HAYHTH Ca [ip, (OJHOCHO, Xay3a0p-
dbory mepy ca xp, mepy Kyparosckor ca ap, mepy Ucrpreckya ca Ip) rue
je P ckynu cBux nceyinomerpuka. Mebhyrum, 36or kpaher 3anuca o3naunhemo

je camo ca u (omHOCHO, v, X, I).

Teopema 1.10. Mepe nexomnaxmmocmu Xaysdoppa, Uempueckya u Kypa-

mosckoz (1 € {x,I,a}) umajy caedefie ocobumne:
(a) p je necunzyaapna, 00HOCHO, jednaka je Hyau 3a JedHOUAAH CKYN;

(6) u je menperudna, odnocro, (VE € T) (Ve > 0) nocmoju oxpyocere V

y X maxeo da 3a ceaxu ckyn Fy 3a xoju (E, E1) € V u 3a ceaxo p € P

caotcu |ju(Er)(p) — p(E)(p)| < &;

(B) 3a ceako Ey,Ey € Y up e P umamo
p(EL U Ey)(p) = max{p(Eq)(p), n(E2)(p)};

(r) dynryuja p je cybadumusna, 00HoOCHO,

w(Er 4+ Es)(p) < w(E1)(p) + u(Es2)(p)  3a cearo By, Ey € T p € P

(m) p je unsapujarmua y 00HOCY HG MPAHCAGUUTY, MO jecm,

ulx + E)(p) = n(E)(p) sa csavo E €T, x € X,p € P,

() w je unsapujanmma y 00HOCY HG KOHBEKCHU OMOMAY CKYNAG, 00HOCHO,

p(co(E))(p) = m(E)(p) sa cearo E € T,p € P;

(e) p je pasromepno nenpexudna, odnocro, (Ve > 0) nocmoju okpysrcerse

11



1.2. Mepe HeKOMIAKTHOCTH Ha YHH(POPMHHM IIPOCTOPHMA

V y X maxeo da 3a cearxo (Ey,Ey) € V u 3a ceaxo p € P esasicu

|1(Er)(p) — w(Ea)(p)| < e;

(k) sasrcu

Y(E)(p) < I(E)(p) < a(E)(p) < 2x(E)(p) sa coano E € T,pe P

Hoxka3z: Jlokas ce moxe wahu y [3, Teopema 3], [4, Tepheme 1], [61,
Teopema 1.2.3], [11, Crpaua 170], u [27]. |
Ha ocuoBy mperxojse Teopeme (ocobuta (3K)) MOKEMO 3aKJbYIUTH JIa CY

3a ckyn E mepe x(F), I(E), o(F) uniu cBe KoHAYHE WK CBe OECKOHAYHE.

Hedbununuja 1.10. [3, JTedunnnuja 1] Heka je X ynudopman npocrop.
Cranapra mepa nexomnaxmuocmu wa X je dyukuuja &: P(X) — [0, +0o0]

KOja 33J10BoJbaBa ciaenehe yciose:

(a) ®(F) = oo ako u camo ako je F HeorpaHudeH;

(B) u3 ®(E) =0 caean ga je F TOTAJHO OrpaHUYCH CKYTI;
(r) m3 E C F cueqn ©(F) C O(F);

(1) ako je X wommmeran mpoctop w ako je {E,} HH3 3aTBOPEHHX TOJI-
ckynoBa ckyna X rtakas fa je lim, .. ®(E,) = 0u E,.; C E, 3a

ceako n € N, onga je K =) _y E, HeIpa3aH KOMIAKTAH CKYIL.

neN

Teopema 1.11. Heka je X ynugopmarn npocmop u weka je {d; | i € I}
pamuruja nceydomempura koja dedpuruue monosoeujy na X. O3Havumo
Ca Jb; MPOU3BOHLHY MEPY HEKOMNAKMHOCTUY HG NCEYOOMEMPUUKOM NPOCTODY

(X,d;) 3a ceaxo i € I. Tada Pynryuja p*: P(X) — [0, +o0] dedurnucana ca

p(E) = sup p;(E),

icl
3a ceaxo . C X, jecme ckanapna mepa nexomnarmuocmu wa X.

Hoka3z: Jlokas oBe Teopeme Moxe ce Halin y pany [3, Teopema 3. [ |

12



1.3. Xwmn6epro C*-momnynr m Xuabepros W*-momyir

1.3 XwuabeproB C*-momyn u XujadbepToB
W*-momyn

1.3.1 ("-aaredopa u W*-aaredopa

C*-anrebpa je cTpyKTypa Koja ce mojapmiaa 1933. rommue 3a morpebe
KBaHTHe MexaHuKe. [IpBy ancrpakTHy Kapakrepusanujy C*-anre6pe (Hekaga
ce KOpUCTHO TepMuH B*-asre6pa) gajmu cy lesbdana!? u Hajuapk!'® 1943. ro-
mune. [pe mux je jormr gpor Hojman'® mpoyuasao Heke crenumjasmne caydajese
C*-anredpu, Koje ganac 3oBemo ¢on Hojmanosum asrebpama. C*-ajaredpe
UMajy BayKHY VJIOTY y TEOPHUjU VHUTAPHUX pelpe3eHTalnja JOKAJHO KOM-
NaKTHUX Tpyma. 3a OCHOBHe ocobmue C™-aarebpu YnUTaoIy ce MPemnopydyjy
kmure [56], [65] u [28]. Hasemhemo neke pesyarare o C*-anreGpama koju he

OUTH HEOIIXOIHHU 3a JIa/be U3JIaraibe.

Hedunnmmja 1.11. Heka je A BaraxoB mpocTop HaJl I0/beM KOMILIEKCHHX

opojesa C. Ako je A anredpa man C y K0joj je 3a10BO/beHA HEjeJHAKOCT
eyl < [l=][ - llyll sa cBako z,y € A,

onga ce A nasusa Banazxosa aneebpa.

Hejenakoct

211 — zagell < |21l - [Jyr — well + |21 — 22| - 22|

HaM Jiaje Jia je MPOU3BO/I HENPEKHIHA (PYHKIU]a JIBE TPOMEH/bUBE.

Hedunnmumja 1.12. Axo je Banaxosa asredopa A cuabueBeHa LHpec/mKaBa-

wmeM T — ¥ € A ca craegehinm ocobmHaMa:
(a) (%) =w;

(0) (z+y)" =" +y";

M Yspanns Monceesmd Lembdanm (1913-2009) coBjeTckr MaTemaTHdap
5Mapk Aponosua Haitmapk (1909-1978) cosjercku maTemaTmdap
16Margittai Neumann Janos Lajos (1903-1957) mabhapcku maremarudap
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1.3. Xwmn6epro C*-momnynr m Xuabepros W*-momyir

*

(8) (ox)" = a@x™;

*

(r) (zy)” =y =7
() Nzl = [lll,

3a cBako T,y € Au a € C, ouna ce A nazupa uneoaymuena bBanaxosa
asrebpa. IlpecnukaBame * heMo 3BaTu unsosyyLja.

Ako muBosynuja y A 3amoBospaBa gogaTHy ocobuny (C*-ycaos)
h) ||z*z| = ||z]|? 3a cBako z € A,
onna ce A nazupa C*-aqzebpa.

BarBopena *-noganarebpa C*-anarebpe je C*-anrebpa mocMaTpaHa 3a cebe.

3a S, moackyn ckymna A, KaxeMo Ja je camoadjyrz06ar ako BaxKu S = S*,
rie je S* = {a* | a € S}. Camoadjyneosana nodanzebpa anrebpe A je *-
nojasiredopa aiarebpe A, kojy iemo gaspe ckpaheno 3BaTu nogaarebpa ajaredpe
A.

Axo je I camoanjyarosanu nmeas aiaredpe A, oHIa je KoAuwHuYKG ajre-
opa A/I *-anrebpa ca maBOJynujoMm garom ca (a + I)* = a* + I 3a cBako
ae A

Ako BanaxoBa anrefpa caJp:Ku jeJIMHHYHU eJeMeHT e (3a cBako z € A
BAXKW er = re = &), OHJa KaxkeMo Ja je jedunuuna. DBanaxose u C*-
ajredbpe He MOpajy MMaTH jeAuHH4YHH enleMmeHT. Heka je A mpousBosbHA
Banaxosa asreGpa (He Mopa OuTH jeinHUYIHA). Tajga BEKTOPCKH MPOCTOP
At = A @ C, ca npoussogom koju je gar nmomohy dopmyne (a,z)(b,w) =
(ab + zb + aw, zw), uusoaymujom (a, \)* = (a*,\) u nopmom |[|(a, \)||4+ =
lla|l + ||, jecre Banaxosa asrebpa ca jemunmmom (0,1). Osaj mporec ce
HA3WBa YHUMGAU3AUUje. AKO ncTu nporec npuMennmo Ha C*-aaredpy, oHma
y omarreM ciy4dajy Hehemo noburu jeauauany C*-aaredpy, jep He MOpa OUTH
3a,10B0/beH C*-ycsi0B 3a HOPMY || - || 4+. MebhyTum, mocroju Hopma Ha A1 koja
he 3amoBo/paBatu C*-ycJioB.

VHuTaau3amnuja je mporec KOju mMa HajBUIlle CMHUCIa npuMernTn Ha C™-
anrebpe kKoje HeMajy jemuauiy. Axo C*-anrebpa Hema jenuHuUIly, onaa hemo

3a Hopmy y3etu ||(x,\)||2 = ||Le + Mo, te je Ly: A — A, L.(y) = xy, I

14



1.3. Xwmn6epro C*-momnynr m Xuabepros W*-momyir

HJIEHTHYKO MpecanKasabe u || - ||, omeparopcka mopma. Tume hemo mobutn
C*-amrebpy (AT, - [|2). Axo je A jenqunmana C*-anrebpa, omma hemo 3a
nopmy Ha AT yzeru ||(z,\)]|s = ||z + Ne|| + |A], rue je e jennnuunn enemenr,
OJIHOCHO 3a yHuTasm3anujy ysumamo aareopy (A', | - ||3)-

Enement a € A je camoadjyrnzosan ako je a = a*. 3a cBako a € A noctoje
jeIMHCTBEHH CaMOa/IjyHTOBaHN eaeMeHTn b, ¢ € A TakBu ma Baxkn a = b + ic
(b= (a+a*)/2,c= (a—a*)/(2i)). Enemenrn a*a n aa* cy camoajyHroBaHu.

Enement a € A je nopmanan ako je a*a = aa*. Exement p € A je
npojexmop aKo je p = p?, a opmo2onaar npojexmop ako je p = p* = p.

Axo je A jenunnuna C*-anredpa, onga je 1* = 1. Ako je esement a € A

uaBepTubHIan, ouna je (a*)~' = (a=1)*. Cnexmap enementa a € A je ckyn
o4(a) = {X € C| a — \e nuje nupeprubunan y A}.

Onasne Baxknu o4(a*) = o4(a), 3a ceaxko a € A. Axo A nuje jequnnana C*-
asrebpa, OHJIa ce CIeKTap eJeMeHTa a jJebUHHUIIe Kao CIIeKTap TOT €IeMEHTa

y AT. Cnekrap je mempaszan komnakrtan ckyn y C.

Teopema 1.12. Hexa B je C*-nodanzebpa jedunuvwne C*-anzebpe A u nexa
cadpotcu jedunuuny eaemenm anzebpe A. Tada je op(b) = o4(b) 3a ceako
beb.

Hokasz: /Jlokas ce mooce nahu y kwusu [49, Teopema 2.1.11]. |

Enement a € A ce HaszuBa nosumuear eseMment (mumemo a > 0) ako je

CAMOA/IJyHTOBaH U 33/I0BO/baBa HEKH OJ cjleehnX eKBUBATCHTHUX YCIOBA:
(a) o(a) C [0, +00);
(6) a=b*b3a nexo b € A,
(B) a = h? 3a Hexku camoajjynroanu ejement h € A.

Camoanjyuropanu ejemeHT h nedunucan y (B), HA3WBAMO KBaJPATHH

: 1

KOPEH eJIeMEHTa @ W 3almcyjeMo ra kao h = az.
Enement u € A je ynumapan axko je u*u = uu* = e. Ako je u*u = e, onjga

U HA3WBAMO U30Mempuja, a ako je uu™ = e, OHJIa U HA3UBAMO KOU30MEMPU)aQ.
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[IpeciukaBame ¢: A — B, e cy A u B neke C*-anrebpe, Ha3upa ce *-
TomomopPusam ako 3an0Bosbasa ocodbune p(ab) = p(a)p(b) u p(a*) = p(a)*
3a cBako a,b € A. JlogaTHo, aKo je joun u Oujexiuja, ouia je *-uzomophusam.

JIuneapan dyuxnuonan ¢: A — C ce nazusa nosumusan ako je o(a) = 0
3a cBakM nosuTHBaH ejneMeHT a € A. IlosuruBHu JuHeapHu (DYHKIMOHAIN
ce HasmBajy cmara ako je ||¢|| = 1. 3a mosuruBan enement a € A Baxmu
|la|| = sup ¢(a), Tae je cynpemym y3er 1m0 CBUM CTabHMA.

Hagemhemo nexosmmko mpumepa C*-anredpu.

Ipumep 1. Tlospe ckamapa C je jeqmanana C*-aaredpa ca HHBOJLYIHjOM Z —
Z.

ITpumep 2. Heka je [°°(S) ckynm cBUX OrpaHWYIeHUX KOMILUIEKCHUX (DYHKIH]ja
na nekoM ckyny S. Taga je [*°(S) jeaunnuna C*-anrebpa ca MWHBOJLYIH]jOM
f = f, onepammjama (f+g)(z) = f(x)+g(x), (fg)(x) = f(2)g(x), Af)(z) =
Af(x) m cympexym nopmo || f oo = sup | f(z)].

zes
IIpumep 3. Heka je (2, 1) MepsbuB mpoctop u Heka je L(), 1) ckym cBux
ECEHIINja/THO OTPDAHMYEHNX KOMILJIEKCHUX Mep/pbuBux dyHKmmja wa (). Tama

je L>®(Q, ) jemummuna C*-anrebpa ca nmBogynmjoM f — f.

ITpumep 4. Heka je 2 Tononomku mpocrtop u Cy(§2) cKyn ¢BUX OrpaHWYEHNX,
HenpekuaHuX KoMmiiekcaux dynknuja wva €. Taga je Cy(Q2) jeaunnuna C*-
nogasrebpa anreope (>°(S). Axko je Q0 kommakran, onja je C'(§2) ckyn cBHX

nenpekuaanx Gyukinuja us ) va C, jennak ckymy Cy(€2).

Ipumep 5. Ako je ) J0KaJIHO KOMIAKTaH Xay3a0pdoB IpocTOp, OHIA je

Co(Q) jenma C*-anreGpa ca mHBOIYIHjOM f > f.

ITIpumep 6. Hexka je 2 mepspuB mpoctop u Heka je B, (2) cKym ¢BUX orpaxu-
YEeHUX KOMILTEKCHUX MepbuBux dbyuknuja na 2. Tana je By ({2) jemnuuama

C*-moganrebpa aarebpe [*°(§2).

IIpumep 7. Heka je H Xun6epros'” mpocrop u mexa je B(H) ckyn cBux
OrpaHWYeHNX JHHeapHuX oneparopa Ha ckyny H. Taxa je B(H) jenqunudna

C*-anredpa ca uuaposynujom A — A*.

"David Hilbert (1862-1943) memaukn maremMaTmaap
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IIpumep 8. Hexka je (A))rea bavmuanja C*-anredbpu. Hbuxosa nupextHa cyma
D, Ar ={a e[, A\ | sup, ||a\]] < +o0} je Taxkohe C*-anrebpa ca HHBOILY-

mjom (@ray)” = @ra} u Hopmou |la| = sup, [|ax|l.

Ipumep 9. Heka je € jgokanno kommakTa Xay3mopdop mpoctop, A Heka
C*-anrebpa u [>°(Q2, A) C*-anrebpa ca unpoaynujom f — f* e je f*(w) =
f(w)*. Pehu hemo ma ce menpexkwana dpyukuuja f: Q — A anyaupa y
OeckoHaTHOCTH aKo je ckyt {w € Q | || f(w)|| = ¢} xomnakTan 3a cBako € > 0.
Osmaunmo ca Cy(€2, A) ckyn cBux taksux dyukiuja. Opasae, Co(€2,.A) je
C*-nopanrebpa anrebpe [*(€2, A).

C*-xomomopdusam u3 aiarebpe A y B(H) masuBa ce penpesenmauyuja
asredbpe A. Bekrop £ € H HasuwBa ce yukauvar 3a penpesentanujy ¢: A —
B(H) ako je ckyn cux Bektopa obimka ¢(a),a € A rycr y H. Bekrop
¢ € H ce nasusa pasdsajajyhiv 3a mexy pempesentanujy ¢: A — B(H) ako
u3 jeanakocru p(a)l = 0 caeqn a = 0. Pempesenranuja je eepra ako je
unjektuBHa. Axo je py: A — B(H)),A € A dammuja penpeserranmja
C*-anredpe A, ouma je mupektHa cyma p: A — B(®yHy),p(a)((xzy)y) =
(pa(a)(zy))a 3a cBako a € A u 3a cBako (z)), € H, pemnpesenraruja C*-
anredpe A.

Heka je 7 nosuruban Jjimbneapan dpynkumonas C*-aaredbpe A. Tauna je
N, ={a € A| 7(a*a) = 0} 3arBopenu Jesu uuean aiaredbpe A. O3madnmo
H, xomiuiernparme KOJIUIHIYKOT mpoctopa A/N, y KoMe je mar cKaaapHU
upousson (a + N, b+ N,) = 7(b*a). Ipecaukasamwe ¢,: A — B(H,), tae
je pr(a) jeIMHCTBEHO OTpaHUYEHO MPOJyXKekwe omeparopa ¢(a): A/N, —
A/N;,¢(a)(b+ N,) = ab+ N, ca A/N, na H,, jecre penpesenranuja C*-
anre6pe A u 3ealiemo je Tesbdann-Hajmapk-Ceranosa'® penpesenrarnuja (unn
ckpaheno T'HC) y omsocy Ha 7. YHnusepsaana penpeseHTalyja je TUPeKTHA
cyMa pelpe3eHTalluja ., Ije T OpoJa3u cKyn crama S(A). YHupepsaiHa
pernpe3enTaija je Bepaa. Cpaka C*-ajarebpa nMma yHEBED3AJIHY pelpe3eHTa-
nujy.

Anpoxcumamuena jedunuya C*-anredbpe A je pacryha mpexa e, € A, a €

A, (A je yemepen ckym) TakBa na je |leq| < 1 u lim ||a — ae,|| = 0 3a cBako
(03

8Trving Ezra Segal (1918-1998) amepudxku MaTeMaTudap
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1.3. Xwmn6epro C*-momnynr m Xuabepros W*-momyir

a € A. Cpaka C*-anrebpa nMa anmpoKCHMATUBHY jeIMHUILY €, TaKBY Jia je
eq = 0me, > e53a a> . C*-anrebpe Koje nocefyjy npeOpojuBy alpoKCH-
MaTHBHY jeJMHUILY HA3UBajy ce o-jedunuune C*-anredpe. Exement h € A je
CMPo20 NO3UMUBEH AKO 33 CBAKH TO3UTUBAH HEHYJIA JuHeapaH (PyHKIMOHA
(MM, eKBUBAJICHTHO, 33 CBaKo crambe) Baxu ¢(h) > 0. Ersucrenmuja crporo
MO3UTUBHOT €JIeMeHTa jeé eKBUBAJEHTHA er3WCTeHINji MpedpojuBe aIrpoKCH-
MaTHUBHE jeJIMHUTIE.

Hagenthemo meke ocHOBHe TojMOBe Be3aHe 3a Teopujy W*-anrebpu. 3a
BHIIIE JleTajba YUTAOIY Ce Ipenopydyje juteparypa [65], [14], [20], [62], [28]
u [50].

3a mouerak, Ha n06po mozuaro] W*-anrebpum B(H) (mpocrop orpaxu-
YeHUX JIMHEeAPHUX olepaTopa Ha XuiGepToBoM NpocTopy) jaedunucaliemo

HEKOJIMKO JIOKAJIHO KOHBEKCHUX TomoJoruja nomohy mosynopmu wa B(H).
Heka je a € B(H).

1. o-caaba monosozuja je nedpunucana nomohy moayHoOpMu

p(a) = Z<a£i,m> )

3a nponsBosbHe HU30Be (&;), (n;) v H 3a Koje Baxku
o o
DolEIP <o, Y lImill? < e
i=1 i=1

2. o-jaxa monosozuja je geduHICaHA TTOMONY MOJYHOPMHA

p(a) = (Z ||a§z-||2) ,

3a npousBosbad HEU3 (§;) v H 3a Koju BaxKu

[e.9]
Y lEl? < .
i=1
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3. o-jaxa* monosozuja je nedpuHUCAHA TOMONY TTOTYHOPMH
1
o 2
pla) = (Z(Ha&H2+ Ha*&HQ)> :
i=1

3a npousBosbaH HU3 (§;) vy H 3a Koju BaKu
oo
DGl < oo,
i=1

4. Caaba monoaoeuja je nedunncana nomohy noaynopmu p(a) = [(a&,n)|

3a 1pousBo/bHe BekTOpe £, 1 € H.

5. Jaxa monoaoeuja je nedunucana nomohy nosynopmu pa) = ||a&|| 3a

Ipon3Bo/baH BeKTOp & € H.

6. Jaxa® monosozuja je nedwHMCaHA TOMONY MOTYHOPMHA

1
pla) = ([la&l* + [|a”¢]1*)*
3a Npou3BoJbal BekTop & € H.

Ha orpanwmuenom ckymy y B(H), o-caaba Tomosoruja ce mokjama ca
c;1aboM TOIIOJIOTHjOM, 0-jaKa TOIOJIOIHja Ce MOKJIAIa A jJAKOM TOIOJIOTHjOM
1 0-jaka® TOMOJIOTHja ce MOKJIala ca JAKOM™ TOMOJOTHjOM.

Komymanm nonckyna R C B(H) je ckyn R' = {a € B(H) | ar = ra 3a
ceako 7 € R}. Bukomymanm ckyna R je ckyn R' = (R')".

Uusonyrusra nomaarebpa A C B(H) ce nasusa gon Hojmanosa anzebpa

aKO 3a10BOJbaBa HEKH OJ Cﬂe,ZLehI/IX €KBUBAJICHTHUX YCJIOBA:

(a) amrebpa A cagpKu WAEHTHYAH ONEPATOD W 3ATBODEHA je ¥ OIHOCY Ha

o-cJ1aby TOMOJIOTH]Y;

(6) anrebpa A cagpKu WICHTHYAH ONEPATOP U 3aTBOPEHA je ¥ OJHOCY Ha

0-JaKy TOHOJOTH]Y;
1
(B) anreGpa A ce moknana ca GukomyTtantom, A° = A.
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1.3. Xwmn6epro C*-momnynr m Xuabepros W*-momyir

Csaka ¢on Hojmanmopa anrebpa je C*-anrebpa. 3a pasauky ox C*-
asirebpe, Koz (porn HojmanoBe asrebpe yBek IOCTOjH MOJIAPHA JeKOMIIO3UIIH]a,
OJIHOCHO, CBaKW ejieMeHT a € A MOyKe ce Ha JeIMHCTBEH HAYMH 3allUCATH Y
00Ky a = uh, rae je u napuujajida usomerpuja, h € A H03UTUBAH €JIEMEHT
u ker u = ker h.

Anrebpa A je W*-anzebpa axo je C*-ayrebpa u jmyasna je, kao banaxos
npocrop, Hekom Banaxosom mnpocropy F, A = F*.

Jluneapun dyukiuonan ¢ na dhou Hojmanosoj aaredopu A je mopmanar
aKo 3a cBaky pactyhy mpexy ay € A, A € A, ca HajMarbUM FOPIHLUM OI'PAHU-
qemeM a € A, BaxKn 1a je BpeJHOCT ¢(a) HajMarhe TOPEe OIPAHIYEerhe CKYIIa
o(ay). Hpea-ayan W*-anredpe A je m3omopdan ca CKyIoM CBUX HOPMATHUX
dyuknuonana #Ha A, Koju je mHa4Ye JMHEAPHH OMOTAY CKYIa HO3UTHBHUX

HOPMAJTHUX (DYHKIIMOHAJIA.

1.3.2 XwuabeproB C*-momyJt

XmibeptoB C*-MOIYJ je HA HEKH HAUYWH YOIIITerme XHIOePTOBOT MpOo-
CTOpa, TPU YeMy YMECTO CKaJApPHOr MPOU3BOJA MMaMO TAKO3BAHU YHYTpa-
IIIbU POU3BOJL YKje BpejHocTu cy eaementu y garoj C*-aarebpu. Ounm cy
ce nppo Morau Halim y paxy Kamnamckor'® 1953. romume, rue je passujena
Teoprja 3a KomyTaTupHe jenmanune C*-amrebpe [29]. Kachuje, mezaBucHo
jeman o gpyror, HMamke? [53] u Puden?! [58] Teopujy mupe Ha HeKoMy-
tatutuHe C*-ajnredOpe. Xmibeprosu C*-momysu cy Baxknu 3a Kacmapos-
beBy?? opmynamujy KK-reopuje [31], uMajy BazkHy yJIOTY y HpPOIIHpeby
nojma Moputa exsupaseniuje Ha C*-anrebpy [59] u mory ce mahu y Heko-
myTarusroj reomerpuju ([8],[9]). 3a Bume o Xwmibeproum C*-MoayInMa
quTaoly ce mpenopyudyje caeaeha aureparypa [66], [44], [64], [63], [53], [48],
[39], [38], [24], [22] u [17].

Heka je M momxyn nam C*-anreopom A. IejcrBo enementa a € A na M

o3HauuheMo ca r - @ Win camo ca xa.

Yrving Kaplansky (1917-2006) kamaIcKn MaTeMaTHIap
20William Paschke-amepwaxn MaTeMaTmdap

21 Marc Aristide Rieffel-amepuukn maTemarmaap
22Tennasuit Teopruesnu Kacnapos-pycku MareMaTuyaap
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Hedbunnmnuja 1.13. IIped-Xurbepmos modys je necan A-momyn M caabme-

BeH ceckBriImHeApHOM hopmoM (-, +) : M x M — A ca caenehum ocobunama:
(a) (z,z) > 0 3a cBako x € M;
(6) u3 (z,z) =0 caequ x = 0;
(B) (y,x) = (z,y)" 3a cBako z,y € M;
(r) (z,y-a) = (x,y)-a3acBako z,y € M u 3a cBako a € A.
[IpecaukaBambe (-, ) ce HA3UBA A-8pedHochu YyHYymMpawmwy npouseoo.

Hagemhemo aBa npumepa npea-Xua6epToBHX MOIY.Ia.

ITpumep 10. Heka je J C A mecunm mpmean. Tama ce J moxke mocmaTparn
Kao 1peji-Xujabepros A-Moy/1 ca yHy TpalibuM Ipou3BojoM (T, y) = oy 3a
cBako x,y € M.

ITpumep 11. Heka je {J;} npebpojus ckyn mecaux mieana C*-aarebpe A u
Heka je M jwHeapaH mpocTop CBUX HE30BA (x;),r; € J; KOju 3a70BObABA-
jy yeaos 37, |xil”
Xunbepros A-momyn, npu demy je (z;) - a = (z;a) 3a (z;) € M,a € An
yayTpaumsu 1pou3son ((x;), (vi)) = D, ¥y

< o00. Tama ce M MoxKe mocMaTpaTu Kao JECHH IIpe-

Ha npen-Xunbepros A-momayny M moxemo nedwrUCATH PYHKI]Y
l2llar = || () 12, =€ M.

Tephewe 1.2. [53, Tephewe 2.3] Qynruuja || - ||p je Hopma na M u 3ado-

gowasa caedehie ocobure:
(@) ||l -alla < ||zllar - ||al| 3a cearo x € M,a € A;

©) (z,y) (y,z) < |lyl% (z,z) sa cearxo x,y € M (nejednarocm Kowu-

Bymwaxosckoz® );

(8) |l (2, 9) | < Nwllar - [lyllar 80 coano 2,y € M.

2 Bukrop dkosnesnu Bymsaxoscknit (1804-1889) pycku maremaTndap
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Hoxka3z: 3a ceaku mo3uTuBaH JauHeapaH (GpyHKIHOHAT ¢ Ha A, Tpecuka-
Bame (z,y) — o((z,y)) je moayckagapuu mpousBom Ha M, oJakie ciegn aa

je 2 — o((z,2))"/? nonynopma na M. Vmamo

lzllar = Il {2, ) /% = sup{e((w, 2))"/* | @ je crame ma A},
3a cBako x € M. TIpema Tome, || - ||/ je mosyHOPMA M HA OCHOBY 0COOWHE 1A
je (z,x) =0 < x =0, cieau aa je || - || ; Hopma Ha M.

Tepheme (a) corenn u3 jeIHAKOCTH
- allfy =1l {z - a,2 - a) | = [la” (z,2) all < llall* - || {@, 2} [| = =[5 - la]]*.

Ha 6ucmo jnokasanu tBpheme (6) yamumo z,y € M u MO3UTHBAH JIHHEADAH
dbyukmuonan ¢ na A. Ilpumenom mejesnakoctu Kormm-BymakoBckor 3a

JereHepUCaHl YHYTpalmbu npou3sos ¢((-, ) va M mobujamo

o({z,y) (Y, 7))

(z,y-(y,2)))

(w,a)"? oy (y,2) y - (y, )

(@, a)"? - (2, ) (y,y) (g, )"
(a2 () 172 () (y,a))' 2.

¥

N
8

N
€ € €

(
(
(
({z, z))

[Ipema Tome, 3a cBaku mo3uTuBaH dbyHKImoHAT © wMamo ©({y,x) (z,y)) <
lyll3; - ¢({z,z)), na cmo gokazanu Tepheme (6). Omapjie JUPEKTHO Cjeju

tBpheme (B). |

Hedunnmuja 1.14. Ipea-Xunbepros A-monyn M ce nasupa Xuabepmos

C*-m0dya aKo je KOMILIETaH ¥ OMHOCY HA HOPMY || - ||

Ipumep 12. Axo je J C A pecun upeas, onjga je npei-Xuabepro Mopysa J
KOMILTeTaH y ogHocy Ha HOpMY || - ||; = || - ||. Cuemmjanno, C*-anrebpa A ce
MOZKe MOCMATPATH Kao ¢J10001aH XUI0epToB MOIYJI Ca jeTHUM TeHEPATOPOM.
Ipumep 13. Heka je @), M; aupekrua cyma xonaunor ckyua { M, } Xuubep-
toux A-moxnyra. Taxa je @), M; Xuwibepros MOmys, L€ je yHYTPAIIbHH
npoussos na ), M; sagar dopmymnom (z,y) = Y (x;,y;), Tae Cy T =
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(z:),y = (y;) € @, M;. Oznaunmo qupekrHy cymy n XuibepToBIX MOLyIa
M ca M™.

IIpumep 14. Heka je @, M; aupextHa cyma npebpojusor ckyma { M, } Xuadep-
roBux A-momyna. Ha A-momyny €D, M; csux musoBa = = (x;),z; € M;
TaKBUX Ja je Y . (¥;, T;) KoHBeprentan y HopMmu C*-anre6pe A gedbunnmnmo

VHYTpaliibu IIPOU3BOJA Ca

<:E7y> :Z<$zayl> 3a :E7y€@Mi-
Ha Taj naunn ce nobuja Xuadbepros C*-moaya. 11pebpojuBy aAupekTHY CyMy
Xun6eprosor mogyna M oznaunhiemo ca [*(M) nma Hy;.

Cmandapdan Xuabepmos modya, y oznamm [2(A) i H 4, jecre

P(A) = {x = (&,62,...) | & € A, ijfj KOHBEprupa y HOpMI/I} :

j=1

cHaOmeBeH A-BpeIHOCHHM YHYTPAIIBAM ITPOU3BOIOM

PA) xPA) S (@y) =Y gneA o= (%) y=(nm. )
j=1
Axko je C*-anrebpa A jenmHndHa, oHZa XmiIbepTroB Mmomya H 4 mma cras-
napany 6asy {e;},i € N, rme je ¢; = (0,...,0,1,0,...) ca jexuHUIHUM eJre-
MEHTOM Ha 1-TOM MeCTY.
Heka je N C M 3zarsopen mnoamomyn XwuiabeproBor C*-momyna M.

Hedurummmo opmozonanan xomnaemenm N+ kao
N+t ={ye M| (z,y) =0 3acsako z € N}.

Tama je N+ takohe saTBopen moamomyn Xuabeprosor C*-momyaa M, amm
jemnakoct M = N @ N+ ne mopa ma saxku. Ha mpumep, 3a A = C[0,1] n
N = Cy(0,1), Baxku N+ =0, onaxue je M # N & N+

Hedbunumuja 1.15. 3arsopen noamoayn N y Xuiabeprosom C*-momyry M

Ha3HBa ce opmozonato donyrus ako je M = N @ N-+.
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Hedbunanmuja 1.16. XuadbeproB C*-MOIYI ce HA3UBA KOHAUHO 2EHEPUCAH
aKo mocroju KoHadaH ckym {x;} C M rtakaB ga je M jeiaHak JIMmHEApHOM
omorauy (#ax C u A) tor ckyna. Xuabepros C*-Momys ce Ha3uBa npebpojueo
eenepucar ako nocroju npebpojus ckyn {z;} C M rtakas na je M jennax
3aTBOpEerY y HOpMH JmHeapHor omotada (Hag C u A) tor ckyna. Kaza je
OIMOJYJI KOHAYHNX A-InHeapHux cyMa jemnak mMomyay M, onga Karkemo

Ja je moaya M aneebapcru eenepucan.
Hedunnmuja 1.17. Heka je M Xuubepros C*-momysn naz aarebpom A.

(a) Enement x € M ce HasuBa HecuH2yaapan axo je eaeMeHt (x,x) € A

UHBEPTHONIAH.
(6) Ckyu {z;} € M ce nazusa opmonopmupan axo je (x;, ;) = 6; ;.

(B) Ckym {x;} € M ce nasuBa 6asa mMoxyna M ako je OpDTOHODMHDAH U AKO

cy KOHadHe cyMe » . ;- a;,a; € Arycrey N.

Hedunnmumja 1.18. Xuabepros A-momya M ce Ha3HBA KOHAYHO 2EHEPUCAH
npojexmusan A-Momys ako nmocroju Xuabepros A-momayn N Takas 1a 3a HEKO
n € N Baxu M & N = A",

Teopema 1.13. [lynpe**-@uamope®®] Hexa je A jedunuuna C*-anzebpa u
nexa je M wonwauwno eemepucan npojexmusar A-nodmodys y cmandapdrom

Xuabepmosom A-modyay H 4. Tada easice caedeha mepherva:
(a) ckyn necunayrapnuz eaemenama modyaa M=+ je ayem y M=*;
(6) Hy=M & M*;
(B) M+ = H,.
Hokasz: Jlokas ce moxke Hahu y kwusu [44, Teopema 1.4.5]. [ |

Teopema 1.14. Hexa je A jedunuuna C*-aneebpa u nexa je M xonauno

eenepucar npojekmuenu Xuabepmos nodmodys Xuabepmosoz A-modysa N .
Tada je N = M @& M+.

24Maurice Joseph Dupré-amepuukn Maremarayap
25Peter Arthur Fillmor-kanaJcKu MareMarndap
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Hokasz: Jlokas ce moxe Hahu y kwusu [44, Teopema 1.4.6]. [ |
Heka cy M u N Xunbeprosu C*-momymu nag C*-aarebpom A. Orpanunden
C-nmuneapan A-xomomopduzam uz M y N wasusa ce onepamop u3 M vy
N. Heka je Homy (M, N) ckyn cBux oueparopa uz M y N. Axo je M =
N, ouga je Endy(M) := Homy(M, M) Banaxosa anrebpa. Heka je T €
Hom (M, N). Pehn hemo na oneparop T uma adjyHz06any ako TMOCTOjU

oneparop T € Homy (N, M) takaB na Baxu
(Tz,y) = (z,T"y) 3acsako x € M,y € N.

Omneparop T™ ce 30Be ajjynroBanu oneparop omneparopa 1. 3a pasjuky o
OTPAHWYEHUX OllepaTopa Ha XHJIOEPTOBOM MPOCTOPY, OTPDAHUYEH OIepaTop
Ha XUJI0epTOBOM MOJLYJIY HEe MOpa HMAaTHU aJijyHroBanu. 1o mokazyje ciaeaehn

npuMep.

IIpumep 15. Heka je A jenunnana C*-anrebpa u neka omneparop T € B(H 4)
nMa MarpuaHn 3amuc ||t ]|, t;; = (e;,Te;) y onHOCy Ha cTammapany 6asy
{ei}.  Anjynrosanu omeparop mma marpuunm obmuk |||, vae je ti; =
(ej, Te;)" .

Heka je A = C0, 1] jenuanuna C*-anreGpa u Heka cy dyHKuje ¢; € A,

1 =1,2,..., teburucane Ha cjegaehn HaUUH
0, z e [0, 77/ U5, 1);
nmHeapHa, T € [#7, %] U [z, §].

Orpannden oneparop 1" € B(H 4) obauka

Y1 P2 Y3 P4

0 0 0 O
0 0 0 0
0 0 0 0

HEeMa aJljyHroBaHu oreparop. Hamme, merop ajijyHroBanu omeparop 0u Tpe-
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0aJ10 1a uMa, OOJIUK
e
©3
©3

KOjU HHUje OTPAHUYeH, jep Zzl ip; He koupeprupa y nopmn C*-amrebpe A.
C ob3upom ja mpousBosbHE A-TMHeapan orpanudeH omepatop uz M y
N me mopa uMaTu aajyHroBanu, nocMarpahemo anrebpy cpux A-smHeapHHX
orpaHuyYeHux omeparopa w3 Moayiaa M y Moy N Koju uMajy aJijyHroBanu, y
osuar B*(M, N) wmu End’y (M, N) (B*(M) nm End’y (M) axo je M = N).
[losnaro je ga je B*(M) C*-anrebpa y caydajy kajga A jecte C*-amrebpa.

Tepbeme 1.3. 3a onepamop T : M — M, exeusarenmuu cy caedehu yeaosu:

(a) T je nosumusan esemernm C*-anzebpe B*(M);

(6) saorcu (Tx,z) > 0 3a ceaxo x € M, mo jecm, (Tx,x) je nosumusan y
C*-aneebpu A.

Hoka3z: Jlokas ce moxe Hahu y kwusu [44, Tepheme 2.1.3)]. [ |

Hedbunaumnuja 1.19. Sarsopen nogmonya N y Xuabepropom C*-momyny M
HA3UBa Ce MONoAowWKy donyrue (WM caMo donyrue) akKo MOCTOJU 3aTBOPEH
noamonyn Ly M rtakas na je N+ L = M u NN L = {0} (wm kpalie
M = N&L).

JacHo, cBaKM OPTOrOHAIHO JOIMYEHB IMOAMOLYJI jé TOIOJIOIMKH TOIIY B,

Kako cy na ocuoBy /Iynpe-@uiMopoBe TeopemMe KOHAYHO T'€HEPUCAHH IPO-
JeKTUBHH TOAMOAYIn Y H 4 OpPTOrOHAJHO JOIMYHUBU OHU CY M TOIOJIOIIKA
nonymusr. Chenehn npumep HaM MoKasyje 1a MOCTOje TOMOJOIIKH JOILY HbH-
BI IIOJIMOJIYJTH KOJH HHUCY OPTOIOHAJIHO JONYE-HBH.
Ipumep 16. Heka je J C A 3arsopen ugean takas gau3 Ja = 0,a € A caenn
a=0. Heka je M = A® Ju N = {(b,b) | b € J}. Taga je N Tonosnomkun
JomyuB, jep 3a mommoaya L = {(a,0) | a € A} C M paxun NOL = M.
[omvomyn N wuje oproroHasuo gomnymus, jep je Nt = {(c,—c) | ¢ € J},
onaxie je NNt =J @ J# M.
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Hexka je N 3arBopen mommonyn XunabeproBor C*-momayia M. Axo je N
JIONMYEHUB, pH YeMy ce M MoxKe Pa3J0KUTU Ha IUPEKTHY CyMy KOja He Mopa
6utn oproromaana M = N&L, onga MoxeMo nedUHHCATH TIPOjeKTOp P Ha
N nyx L. Ilpojektop P ne mopa umaru ajijyHroBas orteparop. Mehyruwm,

ako Baxku M = N @ L, ouya je P caMoa IjyHTOBaH.

Jlema 1.1. Hexa je N s3ameopen nodmodya Xuabepmosoe C*-modyara M u
nexa je donyrwus M = NGL. Ipojexmop P na N dyorc L je A-auneapar u

02PaAHUYEH.

Hokas: A-jmneapuoct mpojekTopa P ce jeIHOCTaBHO JI0Ka3yje.
Heka wus (z,, P(z,)) xouBeprupa ka (x,y), rue je =, € M. Exement
r € M uma jemuncTBeHO pasmarame r = P(r) + z 3a Heko z € L. Hus
P(z,) xouBeprupa Ka y y 3arBopenoM moamoiayay N, omakie y € N. C
063upom ja Hu3 x, — P(z,) KOHBeprupa Ka & — y y 32TBOPEHOM OIMOJLYTY
L, onpgau x —y € L. Ouasue cmo pobuiu ja Baxu © =y + (x — y), vie je
y € N,x —y € L. Ha ocHOBY jeIMHCTBEHOCTH pa3jarama eJeMeHTa T, CJIen
na je y = Px. Jlokazanu cmo ja je rpaduk omeparopa P 3arBopen. Ha
OCHOBY TeOpeMe O 3aTBOpeHOM I'padbuKy cJieu j1a je P orpanuden oneparop.
|

Tepbeme 1.4. Hexa je M xonauno zenepucar Xuarbepmos nodmodys y Xua-
bepmosom modyay N wad jedunuvwnom C*-anzebpom. Tada je M opmozo-

HaaHo donyrue y N.
Hoka3z: Jlokas ce moxke Halin y kwusu [44, Jlema 2.3.7]. [ |

Teopema 1.15. Hexa je Hy = M&N, 2de cy M u N sameopenu C*-modyau
nad anzebpom A. Axo N uma xonauwan 6poj eenepamopa, onda je N koHauHo

eenepucar npojexmusar C*-modya.
Hoxka3z: Jlokas ce moxe Hahn y kmusn [44, Teopema 2.7.5]. [ |
Teopema 1.16. Hexa je M Xunabepmos C*-modya nad asrzebpom A.

(a) Basicu M+ = {0} u {0} = M.
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(6) Axo je N C M mnodmodya (ne mopa 6umu sameopen), onda je N+

samsoper (Y Hopmu) nodmodys modysa M.

(B) Axo cy N1 u Ny nodmodyau modysa M maksu da je Ny C Na, onda je
Nj- C N

(r) Axo cy N1 u Ny nodmodysu modysa M maxeu da je Ny & Ny = M,
onda cy onu sameopenu u easicu Ni- = Ny, Nit = Ny, N+t = Ny, u
]\ZQLL - NQ.

Hoka3z: Jlokas Teopeme ce Moxke Halm y kibusu [66, Jlema 15.3.4]. W

Teopema 1.17. Hexa cy M u N Xuabepmosu C*-modysu nad anrzebpom A
u Hexa je T: M — M auneapro npecauxasare. Tada cy caedehu ycarosu

ERBUBANACHTIIHU.

(a) onepamop T je oeparnuuen u A-auneapan, mo jecm, T'(z-a) =T (z)-a
3a cearo x € M,a € A;

(6) nocmoju koncmanma K > 0 maksa da sasicu nejednarocm (Tx, Tx) <
K (x,z) 3a cearo x € M.

Hoxkas: Tokas ce moxke nahu y kmwbusu [44, Teopema 2.1.4]. [

Teopema 1.18. Hexa cy M u N Xunabepmosu C*-modysu nad anreebpom A
u T € Hom’ (M, N) onepamop ca s3amsoperom caukom. Tada easwce caedeha

mephera:
(a) ker T je opmozonaano donyroue nodmodys y M;
(6) ranT' je opmozonaaro donyrwue nodmodys y N.
Hoxka3z: Jlokas Teopeme ce Moxke Hahm y kibusu [44, Teopema 2.3.3]. W

Jlema 1.2. Hexa je M Xuabepmos C*-modys nad C*-anecebpom A xoja
cadpotcu anporcumamusny jedunuyy. Tada je sameopewe cxyna M - A =
{za |z € M,a € A} y nopmu jednarxo M, odnocro easrcu M - A= M.
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Hoxka3z: Ouurnenno je na Baxku M - A C M. Heka je x € M u ueka je

e, anpokcumarubHa jeaunauna y A. Tana xe, — x,max € M - A. Jlokazamn
cmo nakaysujy M C M - A. Tlpema tome, M - A = M. [

Jlema 1.3. [66, Jlema 15.5.7](I[Toaapna dexomnosuyuja) Hexa je M Xuabep-
mos C*-mo0ya nad jedunuvmnom C*-anzebpom A u nexa je T € B*(M). Tada

cy caedeha mepherva ekeusaseHmHa:

(a) onepamop T uma nosapro pazaazarwe T = V|T|, 2de je V € B*(M)

NAPUUJAARG USOMETNPUIG 3G KOJY S8AAHCU

kerV =kerT, ker V* =kerT*, V(M) =T(M), V*(M) =|T|(M);

(6) M =ker|T|&|T|(M) u M =kerT* & T(M);

(B) T(M) u |T|(M) cy donyrwueu y M.

Axo onepamop T uma noaapho pasarazarve, onda je V*V npojexmop wa |T|(M)
U 6avCU
VVIT| = |T|, V*T = |T|, VV*T =T.

Hoxka3z: Jlokas jeme ce moxe vahu y kwusu [66, Jlema 15.3.7]. |

1.3.3 ,KommakTuu” omeparopm Ha XuJI0epTOBOM
C*-momyJty

Heka cy M u N Xuibeprosu C*-moayan Ha anrebpom A. 3a enemente

x € N,y € M nedbunuiiumo omeparop
Opy: M = N, 0,,(2)=x(y,z2), (1.3.1)

kojer hemo 3BaTu onepamop KOHGUHO2 PaH2G. 33 TAKBE ONEPATOPE BaXKe

JeTHAKOCTH:
(2) (Ouy)" = Oyu;

(6) @:ﬂ,y@u,v = @x<y,u),v = @x,v<u,y) 33 U € M7 v € N7
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(B) TO,, = Ory, 3a Xunbepros A-moxyn L u T € Homy (N, L);
(r) ©,,5 = 0, g+, 3a Xwibepros A-monyn L u S € Hom4(L, M).

OsHaunMo 3aTBOpEbe (y HOPMH) JIMHEAPHOI OMOTada CKyIa CBHUX Ole-
paropa konadnor paura ca K (M, N). Enemenrte ckyna K(M,N) 3Bahemo
,komnaxmuu” onepatopu. Y cayuajy M = N, K(M) je 3aTBOpeH 1BOCTpAHE
unean y C*-anrebpu B*(M). 3aTBOpErhe y HOPMHU ONepaTopa KOHATHOT DaHTa
4uHu ajredpy CBUX ,KOMIAKTHHX omneparopa. HaBOJHUKE KOJI TepMHUHA
KOMIIAKTHHU CTaB/HaMO J1a OMCMO HATJIACUIN YHILEHUILY JIa ,, KOMIAKTHH OIle-
paTopru He MOPAajy CAUKATH OIPAaHUYIeHEe CKYIOBE y PEIATHBHO KOMIAKTHE
CKYIIOBE, Kao IITO je TO CJy4daj KOJ DBaHaxoBux mpocTopa. YIIPKOC TOMe,
,KOMIIAKTHH OIePaTOpH MUMAajy CJAHIHE 0COOMHE KAa0 KOMIAKTHH OIepPATOPH
ra XuibepToBuM IpocTopuMa (BugeTw pajose [45] u [43]).

Heka je H 4 crangapnan XuabeproB Moy 1 Hat jeananaaom C*-aaredbpom
u meka je A" C H 4 ci10004aH 10AMO/LY/I FeHEPUCAH 1IOMONY LIPBUX N eJ1eMe-
HaTa crapgapaHe 6aze. Osnaummo ca P, mnpojekrop u3 H 4 Ha 1MOIAMOITYJI
A". Huz takBux npojekropa P, 3Bahemo cmandapdua anpoxcumamuesna je-
Junuya 3a K(Hy).

Tephewe 1.5. [/4, Tephewe 2.2.1] Eaemenm K € B*(H 4) je ,,xomnaxman”

axo u camo axo (I — P,)K — 0 y nopmu.

Joka3z: 3a cBako z Koje je oproronaano #a A" Baxkn

180 ()I* = [1{Ouy(2), Ouy(2)) | = [ {y, 2)" (&, 2) (y, 2) |
< 2l 1y, 2) 112 = Nlll* - | (Pay, 2) 11®
< el - NPyl - Nl

C obzupom na || P,y|| KoEBeprupa Ka HyJIH, peCTPHKIHja omeparopa O, , Ha
nommosyt (A™)1 Takobhe xonseprupa y Hopmu ka myn. OjaBie pecTpuKImja
610 Kojer , KoMIaKTHOr” omepaTopa Ha moamoaya (A")1 konseprupa y ome-
paToOpCcKOj HOpMHE Ka Hyau. lIpeTmocraBuMo 1a 3a Heku omnepatop K BaxKm

| K| amy|| = 0. Tama, w3 >0 | Kep, (e, 2) = 0 3a cBako z € H4 3a koje
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Baxkn z L A" u ||z|| < 1, mmamo

Kz— iKem (em, 2)

m=1

sup =sup|Kz|| -0 (1.3.2)

kKaga n — 00. Axko je z € A", onga je Kz = >." | Key (e, 2). Opo
HaMm Jiaje na (1.3.2) Baxku u KaJja ce CylnpeMyM y3Me [0 CBHM eJIeMEHTHMA
jenwHUYHE JIonTe Teqaor moayiaa H 4. Ilpema Tome, onepatop K je rpanndna

BPEHOCT 110 HOPME HE3a oneparopa K, = Y " _ Ok . . [ |

JIema 1.4. Hexa je QQ € K(H ) npojexmop u weka je P, cmandapdna anpo-
keumamuena jedunuua y K(Hy). Tada 3a csaxo € € (0,1/12] nocmoju

npupodan 6poj n u ynumapar esemenm U, € B(H L), makxsu da sasice ne-
jednarocmu ||Q — P,QP,|| < ¢ u U,QU} < P,.

Hoka3z: Jlokas jeme ce moxke nahu y kwusu [66, Jlema 15.4.1]. [ |

Teopema 1.19. [66, Tephewe 15.4.2] Hexa je M Xunabepmos C*-modys nad
jeduruurom anzebpom A u wexa je P, cmandapona anpoxcumamusna jedu-

nuya y K(Hy). Caedehu yeaosu cy exsusarenmmu:

(a) M je opmozonaano donyrue do wexoz caob00noz A-modyra u anrze-

0apCrY KOHAUHO 2eHEPUCAH,
(6) M je rkorauno 2enepucar npojeKmuear Mooy,

(B) M je usomopdar xao Mooy 3ameoperom u ar2ebapcky, KOHAUHO 2€HE-

PUCAHOM N0OMOIYNY MOOYsa H 4;

(r) M je usomoppar ca Q(Hy) 3a neku ,Komnaxman” npojexmop @ €

K(Hy).

Hoxkas: (a)=(6): Heka je {1, 29,...,2,} ckyn remeparopa momymra M
TaKBHX Ja je moaMoays A-nmuHeaprux cyma jegrak mouyay M. Jledpununrmm-
Mo npeciukaBamwe m: A" — M, m(ay,as, ..., a,) = x101 + T202 + . .. + Tpay,
u yraname €: kerm — A" Momgysn M je opTOroHAJTHO JIONYEHB 0 HEKOD

caobomaor A-momyna, na noctoju moaya N tako na M @ N numa 6a3y {b; }ier.
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Heka je p mpojektop ca M & N na M. C o03upoM na je TpeciuKaBarbe
T CYPjeKTHBHO, 3a CBaKo b; mocroju a; tako jga je m(a;) = p(b;). Tume je
nedunncano A-nuneapno npeciaukasame h: M & N — A" 3a Koje Baxku
h(b;) = a;, i € I. Heka je ¢: M — A" pecrpukuuja upecankasamwa h na M.
IToamoaymu ker m u ¢(M) cy oproronanau u Baxu kerm @ ¢(M) = A",

(6)=(B): Hexka je A™ uzomopdan aupekTHOj cymu Momayiaa M u HeKor
A-monyna Fou neka je i: A" — M @ F usomopdusam. Osnaunmo ca P,
npojextop ca M@ F ua M. Tagaje Py : A" — A", Py; = i~ o Py, 0i npojek-
Top Ha A" kome onrosapa marpunay M, (A) ~ B(A"), na je Py, HeNpeKuaHO
npecankaBame. Omapae ciaean aa je u P]’W = i 0 Py oi~! menpekumHo mpe-
CINKABAILE.

Heka nu3 () y M konseprupa xa z. Tana Pz, — = jep je Py, = Ty,
U3 menpexmpnocTn npeciukapama Py, umamo Pyx, — Pz, onakie je
PJIM:B = x, omnocuo x € M. [lokazasum cmo ja je M 3arsopen. Mogyn M
je renepucan momohy Py, (e1), Py(es), ..., Py(en), tae je {e;}7 | cranpapina
oprorHopmupana 6aza 3a A". Ilpema Ttome, M MOXKeMO HmOCMATPaTH Kao
aarebapcKu KOHAYHO TeHEPHCAH 3aTBOPEH IIOAMOLY1 Moayaa H 4.

(B)=(r): IlocmarpajMo crammapaay oproHopmupany 6a3y {e,}nen 3a
Ha. 3a{n,ne,...,n} ckyn reseparopa 3a M, nebunucahiemo ,kommnakran”

(4aK KOHAYHOD PAHIa) OMepaTop ca

o

Cpaku enement a € A Moxe [a ce 3aluiie Kao a = y

enly, THAE je

a, = (ep,a) € A, a onare

k

k
K(a) = Zm (€;,a) = Zmai.
i=1 i=1
Jobum cvmo M = K(H,) = K(A*), ma K nma 3arsopeny cauky. Hexka
je K = V|K| monapuo pasmarame omeparopa K. OHO mocToju 3aT0 IITO

je camka omeparopa K momyn M Koju je OPTOTOHAJIHO JOMYHHB, & CJIMKA

oneparopa | K| je A". Tana je V*V < P, na je V* = V*VV* komnakran”,
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a tume u QQ = VV*. Onasae ciaean
ran() =ranV =ran K = M.

(r)=-(a): Heka je M uzomopdan ca Q(H,) 3a Heku ,koMuaxran” 1pOjeK-
top Q € K(H,). Ilpumenom Jleme 1.4 nobujamo ,KoMIakTan” TPOjEKTOD
@1 = UQU™, rae je U yuurapan, 3a koju Baxu ()1 < P, 3a weko n € N.
Baxu M ~ Qi(H4) = U*(A"). C ob3upom jga je U yuurapan u A" cio-
bomaH u anaredapcku KOHAYHO reHepucan, moaya M je ajrebapcKum KOHATHO
rerepucan. Jlekommosuimja Q1(Hy) ® (I — Q1)(Hy) = H4 Ham naje na je
Q1(H 4) ~ M npojekTuBas. [ |

Jlema 1.5. [osumusan onepamop T € K (M) je cmpoeo nosumusan ako u

camo axo onepamop T uma 2ycmy cauky.
Hoxka3z: Jlokas jeme ce moxe vahu y kwu3u [66, Jlema 15.4.5]. [ |

Teopema 1.20. [66, Teopema 15.4.6](Kacnaposwesa meopema o crmabunusa-
yugju) Heka je A npouseonna C*-anzebpa u M npebpojuso zenepucar Xunrbep-
mos A-modya. Tada je M & Hy = Hy.

Hoka3z: Heka C*-anreopa A uma jegununy u H 4 nma crangapiany 6a3y
{e;}, i € N, tie je e, = (0,...,0,1,0,...) ca jeJUHUYHUM eJIEMEHTOM Ha i-
ToMm Mecty. Heka ce Hu3 (1)) cacroju o remeparopa mojyaa M Tako ma ce
CBaKU T'eHepaTop jaBjba MnpedpojuBo MHOro nyra. /Jledpunummmo omeparop
T-Hq— M®H/4ca

_ —k
T = § 2 @7]}6@27&6]@,6167
keN

rie je © omeparop gedwunucan ca (1.3.1). Ouuraenso je T ejemMeHT CKyma
K(Hp,,M @& H4) n Baxu

T(ek) = 2_k77k D 4_k6k.

[Tpeo hemo nokazaru ga omeparopu T u |T| nmajy rycry canky.
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Qukcupajmo k € N. Ha ocHoBy nedbununuje oneparopa 1’ enemMeHT 7y B
27 Je; npunasa cauny oneparopa T’ 3a ¢Bako j 3a Koje je n, = ;. C 063upom
na HU3 (7)) CBAKH TEHEPATOpP CaApKH IPeGpPOjuBO MHOTO myTa nm 2 Je; —

0 kajia 7 — 00, ejement 1 @ 0 npunajsa 3aTBOpery CJauke oteparopa 1.

Opnasne caequ M @ {0} C T(Hy). Takohe, Baxu {0} & Hy C T(Hy), jep je
0®e; =4T(ej) —27n; 0. Hokasamm emo M @ Hy = (M @0)+ (00 Hy) C
T(H,), onrocro na T uma rycry CJIukKy.

Ha 6ucmo mokazann ma || uma TycTy CJOHKY, JOBOJBHO je JTOKA3ATH A

T*T wma rycry ciuky (3aro mro T*T(H,) C |T|(H4)). Heka je

S=> 270,
k=0

Tana je

T*T(ZL’) = Z 2_j_k®ek7nk:@27kek ) @Uj@Q_jejvej (ZL’)
k,j

= Z 277 ey (e ® 2 e, m; @277 e;) (e, )

k,j
= 27 ey (e, my) (ej, ) + S(x)
k7j

= <Z 2k@nk®0,€k> (Z 2]{@%@0,%) + S(m)
k k

Opaue Bugumo ga je T*T > S. Oneparop S je crporo mo3urTuBaH, Ha je
u 1T crporo nosutuBan. Ha ocHoBy Jleme 1.5 ciemn ma T™T uma rycrty
CJIUKY.

Jokazahemo ma oneparop 1" uma nosapuo paznarame 1 = VI|T|, rue je
V:Hjqg — M @ Hy yuurapan oneparop. Omepatopu T u |T'| umajy rycry
CJIUKY, Ta je 3a/10B0JbeH yeaoB (B) Teopeme 1.3, ogaxiie Baxku T' uma mOJTapHO
paznarate T = V|T|, tae je V € B%(M) napuujaana u3oMeTpuja 3a Kojy
BaYKN

V(M)ZMEBHA, V*(M) = Hy4.

OpaBne ciaenm ja je V yHHTapaH U Jia OCTOjH u3oMopduzam usmehy H 4 u
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M & Hy.

Heka C*-anrebpa A nema jeaunuiy. Oznaunmo ca A~ mweny yHUTATIT3A-
nnjy. Taga je M @ Hy 4~ =2 H4~. Ha ocuosy Jleme 1.2 umano M - A = M u
H 4~ - A= Hy4, onakie je

MOH =M -A9Hy;w - A= (M@ Hp)- A2 Hye - A= Hy.

|

Y caydajy Kaja je cTaHmapiaH XmWIOepToOB MOMYT HaJ jequHuIHOM (-
ayirebpom Jahemo jorn jejan reoMeTpHjCKU OTMHUC , KOMITAKTHUX  OMEPaTOPA.
Ba orpanmuen nojackyu S ckyna Hy kaxemo ga je A-, npemxomnaxman”
~

aKo 3a cBako € > 0 mocroju coboan KOHAYHO TreHepucan A-momxyn N =
A", N C H 4, takas na Baxu d(S, N) :=sup,cgd(z, N) < e.

Tephewe 1.6. Heka je T € B*(Hy). Tada cy exeusasenmuu caedehu

YCA06U:
(a) T € K(Ha);

(6) cauka T(B1(Hy)) jedunuune aonme Bi(H,) je A-,npemromnaxman”

CKYN.

Hoka3z: Jlokas tphema ce Moxke Haliw y kibusu [44, Tepheme 2.6.2]. W

1.3.4 yannsoct Xujabeprosux C*-momaysia

Heka je M Xwuibepros A-moaysn. Osmaummo ca M’ ckyn cBux orpa-
HuyeHux A-nuHeapHux npeciaukaBama u3 My A. CTpyKTypa BEKTOPCKOL
npocropa ma nosem C ysesena je nomohy dopmyne (A - f)(z) = Af(x), rae
jerxeC,f e M,z € M. ®opmynom (f - a)(z) = a*f(z), tae je a € A,
YBOJM ce CTPYKTypa jecHor A-momyna Ha M'. OBaj MOmyn je KOMILIETaH y
onnocy ua Hopmy || f|| = sup{||f ()| | ||z|| < 1} u 30Be ce dyaaru (Banazos)
mo0ya. Enementu mompyna M’ ce vasupajy dynxyuonasu nHa XuadepToBoM
moayay M. Moayn M ce moxe yronutu y M’ nmomohy M >y — A, € M,

Ay(z) = (y,x). Ako je oBo yramname ,Ha”, MOy M ce HA3UBA CAMOOYAAHUM.
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Tephewe 1.7. Hexa je M camodyarnu Xuabepmos A-modya, N npousso-
mwar Xunbepmos A-modys u'T: M — N oeparunen onepamop. Tada nocmo-
ju onepamop T*: N — M maxas da jednaxocm (x, T*y) = (T'x,y) sasxcu 3a
cearo v € M,y € N.

Hoxka3z: /lokas tphema ce moxke Halu y pasy [53]. [ |

IMocnenunia 1.2. Hexa je M camodyaran Xurbepmos A-modya. Tada je
B(M) = B*(M).

Tephemwe 1.8. Heka je M camodyaran Xunrbepmos A-modys u wexa je M C
N. Tada je N =M @ M+,

Hoxka3z: Jlokas ce moxke Hahn y kmusnu [44, Tepheme 2.5.4]. [ |
Axo je A jequuamana C*-anrebpa, ora je Xuibeptos moayt A" camorya-
JaH. 3a npousBosbaH XuabeptoB C*-Moaya oBo HUje TaunO. JlyamHm Moy

crangapauor Xuadoeprosor moayaa H 4 onucan je y ciaeiaehem TBphemy.

Tephemwe 1.9. [/, Tephewe 2.5.5] Hexa je S cxyn nusosa f = (fi), fi € A,
i € N, makeur da cy Hopme NAPUUIAAHUL CYMG Zf\il fi*fZ-H YHUPBOPMHO
oepanuyene. Axo je A jedunuuna C*-anzebpa, onda je osaj ckyn uzomoppar

ca H'y, npu wemy ce usomopdusam I: S — H'y ocmeapyje dopmynom

I(f)(z) = Zfi*zu r = (z;) € Ha, (1.3.3)
i=1
a nopma esemenma f je dama xao

(1.3.4)

N
S ffi
=1

I£1I* = sup
N

Hoxka3z: Hexa je f € H'y, {e;} crannapana 6asay Ha u f; = (f(e;))*.
Jokazahemo na wu3 (f;) ompebyje dbyuknmonan f Ha jeJUHCTBEH HAYWH.
[IpeTmocTaBuMO J1a TOCTOjH (PYHKIIMOHAT ¢, KOJU je pa3IudIuT o1 f, TaKaB Ja
je g(e;) = f(e;). zabepumo = € H 4 takso na Baxku || f(x) — g(z)|| = C #0

N .
u oznaummo mn3 ca V) = SV ey = (z1,29,...,2x,0,0,...). Hexa je
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opoj N TakaB 1a je
1/2
- C
20171+ llgll)

[e.9]
§ *

i=N+1

lz =™ =

Wz f(z™) = g(a™) cnemn || f(z — 2™)) = g(z — 2™)|| = C. Mehyrim, ca

JIpyre cTpaHe UMaMo

£ (@ = 2®) = gz — ") < (Al + llgl) [Ja = =]

C C
< (Al + HQH)—2(HfH TSz

Jlomun ¢cMo 10 KoHTpaaukimje, na je [ = g. Komun-BymakoBckoBa Hejej-

HAKOCT
N 2 N N
HaM Jaje
N
1A% < sup > (1.3.6)
i=1

Ipuvermvo 1a ako yamemo z; = fi/|| SOV, f2£il|*/? nobujanmo ma saxm jesr-
naxocr y (1.3.5). Crasmmo f™) = (f1,..., fn,0,...), f) € (A") = A",

Ouurreno je

LA1? = 1A = (1.3.7)

N
> fif
=1

uu3 (1.3.6) u (1.3.7) caequ (1.3.4). C 063upom ja 3a cBako € > 0 MOKEMO

nahu 6poj N Takas ja nporeHa

D Frawl <D0 FA|| | D wre | S UAP|| DS wfa|| < 1 f1%
=N =N =N =N

BaXKM 3a cBako n > 0, cjeaum ga pel Ha JecHOj cTpanu jemHakoctu (1.3.3)

KOHBEpPTHUPA. |

Hanomena 1.2. Bpenn HanmoMeHyTH J1a je CAMOIYATHOCT, YaK U CIVIajy Kaaa

je monasma asirebpa A KOMyTaTWBHA, jOIl akTyeaan mpobiem. Bumeru [23,

37



1.3. Xwmn6epro C*-momnynr m Xuabepros W*-momyir

Teopema 3.3-2] u [55, Teopeme 4.5 u 4.6].

Hanomena 1.3. Yurajyhu naxmsuso jpoka3 Trphema 1.9, MoxkeMo BujeTn Jjia

ce nunrra nelie npomenuru axko 3amennmo [2(A) ca [2(A)’. Baucra, ueo jgoka3
. o *

He 3aBHCH OJl KOHBEPreHImuje y HopMu pema » ° 5. JIpyruM peunma,

I2(A) je camopyanan.
Hagemliemo jegan maTepecanTan OpUMeEp TYATHOT MOITYJIA.

ITpumep 17. Heka je A = B(H) anrebpa CBUX OrpaHHYeHHUX ONMEpaTopa Ha
cenapabdbuanom Xujadbeprosom npocropy H. Ilocmarpajmo mehycobuo oproro-
HaJsiHe mpojektope p; € A,i € N, Takse ma peq ) .-, p; KOHBeprupa o-caabo
kKa 1 € A u cBakm IpojeKTop p; je eKBuBajieHTaH ca 1. MozKeMo mocMaTparu
H = @, H; xao oproronanuy cymy XunbepToBuX IPOCTOPa H30MOPGHEX ca

H, npu gemy cy u;: H — H; m3omeTpuje, TAKO Ja BayKu
* *
pi = wiuy, 1 =uju,.

Ha ocnosy Tsphema 1.9,

N
E a;a;
i=1

H', = {(ai)]aiGA, i € N, sup

NeN

s

je Xunbepros C*-moayn naj A y ofHOCY Ha TPOU3BOL

((a:), (b:)) = o crabo-lim Y _ a;b;.

=1

IIpeciukaBame
S:A—=Hy, S:a—a-(u),

St Hy— A S {a;} = o crabo- limZaiuj

/
nedununre nzomerpudku usomopduzam namehy A n Hy.
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1.3.5 Oproronanuu cucremu n 6aze XujidbepToBux
C*-momyia

Jeqna o maTepecanTHuX TeMa Xuibepropux C*-MO/Iy/1a jecTe MOCTOjamhe
OPTOTOHAJHOT CUCTeMa ¥ 0a3e, Kao W OJHOC W3Mel)y pa3amunTux cucreMa o
6aza. Kox Xu1bepToBuxX MOIy/Ia CUTYalllja je Texka Hero Koj XMJI0epTOBHX
IPOCTOPA U MOCTOjU MOTPpeda 3a MOCMATPAkEeM PA3JIAIATHX 0COOMHA CUTEeMa

u 6a3za. Haserrhemo Heke pesynarare u WHTepecaHTHe IpuMepe u3 paja [39].

Hedununmja 1.20. Heka je {e; }ies oproronanan cucrem Xunbeprosor C*-
mogysta M nax anrebpom A, 1j. (e;,e;) = 03a i # j. Hebunnmmumo cienehe

ocobuue.

(a) Cucrem {e;} eenepuwe M nan A axko je

M =span {e; |i € I}

(6) Cucrem {e;} nomnyno 2enepuwe M nazg A ako 3a cBako x € M mocroje

ejgeMeHTH a; € A TakBH Ja BaxkKu
r = E €;Q;,
il
IpH YeMy Ce MUCJIH Ha cjenelly KOHBEpPreHIujy
E e;a; = lim E e;a;,
FeF
icl i€F

rjae rpaHn4dny BpPeIHOCT y3UMaMO II0 KOHaYHHUM IHOACKYIIOBUMa CKYIIQ

I xoju cy ypeheHn MHKJIY3UjOM.

(B) Cucrem {e;};cr je sameopen ako 3a cBako x € M pen

2(2 <x>6i> <€i7x> - <x7€i> <6i’ ei> <€i7$>>

el

KOHBeprupa y Hopmu ka (z, z). (OBa ocoOuHa je eKBUBAJIEHTHA OCOOMHU

na3acBako x € M, (x — Sp(x),x — Sp(x)) KOHBeprupa Ka Hy/IH, T je
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Sr(r) = > ,cp €i (€, ) mapmmjamna cyma OypujeoBor pefa eTeMenTa
T Koja oJroBapa KOHa4YHOM mojackymny F' ckyma [. ['panudny Bpej-
HOCT y3UMaMO [0 KOHAYHUM TOJICKYyNOBUMa cKyma [ Koju cy ypehenn

MHKJIY31jOM. )

(r) Cucrem {e;} je xomnaemar ako He MOCTOJU He-HyJIa BeKTOp x € M

TakaB Ja Baxu (e;, r) = 0 3a cBako i € I.

U3 ocobune (6) cmemu ocobuna (a). Coenelin mpumep nokasyje ma ne
MOpa Ja BakKu oOpaTHO.
ITpumep 18. Hexka je A = Cy(0,1] = {f € C[0,1] | f(0) = 0} u Heka je
M = A XuwibeproB A-MOJLy/ y OQHOCY HA YHYTPAILLY POU3BO/L

(a,b) = a*b, a,be A.

Taga jennounanu ckyn { f}, nae je f(z) = x 3a x € [0, 1], jecre oproronasan

U KoMILieTaHn cucrteMm moaysa M. Osnauumo ca B 3aTBopeme aaredbpe

{fg1g e Co0,1]}.

Tama, C*-axrebpa B caapxku f kao rpanmuny Bpeanoct f = lim; fg;, Tae
je {g:} ampokcumarusna jenuuuna y A. Kao mocnenuna, B pa3apaja tadke

unrepsana (0,1] u na ocnosy Croyn?®-Bajepmrpaycose?’

TeopeMe jemHaKa
je amrebpu Cy(0, 1]. IIpema Tome, cucrem {f} 3amoBobaBa ocobuny (a), amm
He 3370BOJbaBa ocobuny (6), jep Ha mpumep [ ce He MOXKe 3alHCATH Kao

npousBof, fg 3a weko g € Cp(0,1].

Crenehu npumep mokasyje Ja KOMILIETAH OPTOTOHAJIAH CHCTEM HE MODa
JIa 3aJ10BOJbaBa 0coOUHY (a).
IIpumep 19. Cnnuno xao y [pumepy 18, neka je A = Cy(0,1] u M = A, a

3a cucreM y3memo {g}, rue je

g(r) =

{ z, x € (0,1/2];

-z, ze(1/2,1].

26Marshall Harvey Stone (1903-1989) amepuyxu mMareMaTudap
2TKarl Theodor Wilhelm Weierstrass (1815-1897) nemauku maremarndap
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Ouurnenno je ma je {g} xommreTan oproroHagan cucreMm 3a M, amm He 3a-
JoBosbaBa ocobuny (a), jep sarsopeme ckyna {gh | h € Cy(0,1]} npunasga
cycnensuju SA = {f € C[0,1] | f(0) = f(1) = 0} anrebpe A, a He mpunaa

camoj aarebpu A.

Cnenehu npuMep mokasyje Ja MOCTOjU OPTOTOHATHA 6a3a Koja HUje OPTO-
HOPMHUpAaHa, a He 3a/10B0/baBa jeIMHCTBEHOCT y pa3Jiaramy ITOMEHYTOM Y 0CO-

ounn (6).
IIpumep 20. Ilocmarpajmo A = L*>[0,1] u mogyn M = A ca yHyTpaumnm

npousBojoM (f, g) = f - g. Heka je oproronanan cucrem gat ca {fi, fo} rue

(1, weo,1/2);
fl(x)_{ 0, € (1/2,1]

Je

fa(z) =

0, z€l0,1/2];
1, ze(1/21].

Tama je g = fig + fog 3a cako g € A, ma {fi, fo} dopmupa 6asy y
cmucay ocobune (6). MehyTum, je IMHCTBEHOCT 3amuca He BaXKU, HA TPUMED

dbyukmujy f(x) = 1 MoxkeMO 3anucaT Kao

f=h-f+fo-f nu f=fH [+ffo

Hedbunanmuja 1.21. /ledunummmo ciemehe nmojMmose:

(a) oproronanan cucrem {e; }ic; Mmomyaa M dopmupa opmozonanny Ilayde-
posy 6basy 3a M (nax A) ako {e;}icsr 3am0Bo/maBa (6) uz Jdedunnnmje
1.20 u koedunumjentr y gekomuosunuju (6) cy jeIHHCTBEHU 3a CBAKU

BeKTOp = € M;

(6) pehu hemo na oproronanan cucrem {e; } Mmogyna M jecte opmozonaita
cmandapdna Pucosa®® 6asa axo 3amoBosbasa ocobuny (a) n3 ledpunu-
muje 1.20 u uma gomarHy ocobuny jga je A-numneapHa KoMOMHAIM]A
ZjeS ejaj, rue cy aj € Au S C I, jeanaka Hyin ako U CaMO aKO

eja; = 0 3a cBako j € S.

Z8Frigyes Riesz (1880-1956) mahapcku maremarudap
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Xuibepro moayn u3 [Ipumepa 20 mema [laynepoBy 6a3y.

Teopema 1.21. Hexa je {e;}ic;r opmonopmupan cucmem y Xuabepmosom
modyay M wad jedurnuunom C*-anrzebpom A. Caedeha mepherva cy exsusa-

AEHMHA:
(a) cucmem {e;}icr je Hlaydeposa basa;
(6) cucmem {e;}icr je Pucosa basa;

(B) cucmem {e;}icr 3adosonasa nexy 0d ocobuna (a)-(8) uz Jledpurnuyuje
1.20.

Hoxka3z: Jlokas Teopeme ce moxke Hahu y pagy (39, [Tocrenuna 2.11]. W

Hedbunnumnuja 1.22. Opmonopmupana 6a3a Xunbepropor C*-moayna M Haz

jeamamaHoM C*-ajiredpoM je OPTOHOPMUPAH CUCTEM KOjH 33/10BOJbaBa 0COOM-

ny (6).

Teopema 1.22. Xuabepmos C*-modya M wad jedunuurom C*-anzebpom A
UMG OPMOHOPMUPAHY 043y aro u camo axo je M uzomopparn cmandaporom

Xunbepmosom modyay H 4.

Hoka3z: Jlokas Teopeme ce Moxke Halim y pamy [39]. [ |
3aTBOpEHN OPTOHOPMHUPAHN CHCTEMH XUI0EPTOBOT MOIY/IA HAJ, jeIHHITI-
HOoM C™-anrebpom nMajy ucty Kapauwaaanoct. Craenehn npuMep HAM TIOKa3yje
JIa TIOCTOje OPTOHOPMUPAHHM CUCTEMH Y cTaHaapjanomM XuiadeproBom C*-Mo-

JIYJIy KOJU Ce He MOTY MPOIMUPUTH JI0 KOMILIETHOI OPTOHOPMHUPAHOT CUCTEMA.
IIpumep 21. Heka je A = L*>°[0,1], M = Hq u fi u fo xao y Ilpumepy 20.
Taga opronopmupan cucrem {x;}5°,, x; = fie; + fae;41 HUje KOMILIETaH U He

MOZKe Ce IIPOAYZKHUTHU A0 KOMILJIECTHOTI' OPTOHOPMHUPAHOT' CUCTEMa.

Cnenehn mpumep HaM MOKa3yje Ja MOCTOJU KOMILTIETAaH OPTOHOPMHUPAH
cuctem y crangapaaoM XujabeproBom C*-Mojy/1y KOju HUje 3aTBOPEH, IITO
IpecTaB/ha jeJHy O/ BayKHUX OCOOMHA IO KOjOj ce pas3aukyjy XuadepToBu

C*-monynu 1 XuabepToBU ITPOCTOPH.
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IIpumep 22. Heka je A = L*®[0,1], M = Hy w uu3 ¢; = 1 — %, 1 € N.
[Tocmarpajmo cucrem {e;}2,, rue je e; = (fi1, fi2, fi3,...) KOHCTpYHCAH Ha
ciegehn naunn

Xlei—1,¢i] ] = 1aZ Z la

Xlei,1] j=1+112>1;
fij = S
X[0,ci_1],  J = 1,0 > 17
0, nHayve,
. 1, z € [a,bl;
npu gemy je X (x) = .
0, wHaue
Cucrem {e;}, rae je e; = (fi1, fio, fiz,--.,), jecre KOMIUIETAH aJld HUje
sarBopen. Hamme, 3a Bekrop x = (1,0,0,...) pex > .2, (z,e;) (e;,x) =

Y o1 Ples1,c;] HE KOHBEPTHPA y HOPMH jep szl Plei_r,ei] — 1||LOO =1 3a
CBaKO M.

1.3.6 Tomosoruje Ha Xuabeprosom W*-momyiry

[loaceTumo ce Kako ce gedunuiry caadba u cjiaba* Ttomosoruja y bana-
xoBUM mpoctopuMa. Caaba® monoaoeuja o(E*| F) Ha nyagHoMm npoctopy (Ha
ckyny dyakuuonana) E* Banaxosor npoctopa E medbunuIie ce moJyHopMa-
ma p.(f) = |f(z)|, f € E*,x € E, a caaba monoaoeuja o(E, E*) na E ce
nedunnmie nomohy cucrema moxynopmu gr(x) = |f(z)|,x € E, f € E*.

Hedbunannmja 1.23. Xuadbepros moay.a Hag W*-aaredpom 3pahemo Xuibep-

ToB W*-moyt.

[MosHaro je na B*(M) jecre C*-anre6pa kaza je M Xunbepros C*-Momy..
Y cayuajy kaga je M Xuabepros W*-mouys, B*(M) ue mopa ouru W*-
aiarebpa. Y3 I0JaTHY NPETIocTaBKy ja je M camomyasan, Baxu jia je B*(M)

W*-anrebpa.

Teopema 1.23. Heka je M Xuabepmos C*-modya wad anzebpom A. Tada ce
yHYMpawry npouseod (-,-) moxce npowupumu wa M', npu wemy dobujamo
camodyanrar Xuabepmos C*-modya M'. IIpowupenu yrnympawrbu npoudeoo
3adosomasa jednaxocm (f,T) = f(x) sa ceaxo f € M' uwx € M, 2de je T

ymanare eaemenma x y M.
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Hoka3z: Jlokas Teopeme ce Moxke Halim y kibusu [44, Tepheme 3.2.1]. W
Heka je M camonyaanu Xunabepro W*-momyn nam W*-aarebpom A.
Ipea-ayan anredpe A je npocrop HOpMaaHuX GyHKIHOHAIA HA A 1 Taj npe-
ayan osnauumo ca A,. O3naunmo ca M° XujabeproB MOyl HOCMATPAH KAo

BanaxoB mpocTop 1€ je MHOXKEIbe CKaJapoM JAepHHHCAHO ca A - & = A,

x e MP°.

Jlema 1.6. Hexa je M camodyasrnu Xuabepmos W*-modya. Tada je M dyan

Banaxosoe npocmopa A, ® M° ca MaKCUMAAHOM HODMOM.

Hoka3z: Jlokas jeme ce moxke nahu y kwusu [44, Tepheme 3.3.3]. [ |

Ha npousso/baom Xujabeprosom W*-monyny M, @paux?® [22] u Tamke
[53], [54] yBesqm cy aBe Tomosoruje, T, U Te. lIpBa O IHUX je TeHEPUCAHA
dbyuruonamuma = — ¢((y,x)), y € M, p-HOPMAJIHO cTame, a Apyra momoly
noaynopmu p(z) = o((x,2))"/?, p-nopmammo crame. VY ciyuajy Kama je
A = Cukaza je M XujabeproB HIpOCTOP, TOLOJIOIH]a T j€ YIIPABO TOLOJIOIU]ja
MHIYKOBaHa HOPMOM, a TOHOJIOTHja T; C€ MOKJAaIa €a ¢JaboM TOIIOJOTHjOM,

Ma ce OBe JIBe TOMOJIOTHje Pa3JInKY]y.

Teopema 1.24. [22, Teopema 3.2] Hexa je M Xuabepmos W*-modya. Tada

cy caedeha mephera exeusaseHMHA:
(a) modya M je camodyanan;
(6) jedunuuna aonma By(M) je komnaemua y 00HOCY Ha MONOAOZUY T ;
(B) jedunuuna sonma By(M) je xomnaemua y 00HoCYy Ha MONOAOUTY Ts.

Hoxkas: [lokaxkumo nmminkanujy (a)=-(6). IIpermocrasumo na Baxku
tpheme (a), a ga jenuuuvna jonrta Bi(M) Huje KOMILIETHA Y OJHOCY HA
tonosiorujy 71. (O3Haummo ca L JWHeapHH OMOTad KOMILIETHPamba JIOITe
By (M) y oaHOCY Ha TOHOJOTHjY Ti. 3a Ipommupere moayHopmu of M mo L
ymoTpebuhemo ucty Hotanujy. Ha ocHOBY mpeTmocTaBKe, MOCTOjH €JIE€MEHT

r € L\ M u orpanndena mpexa {y,}, @ € A TakBu ja 3a cBako ¢ € P u 3a

29Michael Frank (1960-) nemauku maremaTudap
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cBako € > 0 moctoju HeKo v € A, 3a Koje je ¢((r — yg, 7 — ys)) < € 3a CBAKO

G €A, B> a. 3a npoussosno r € M umamo

le((ys, 2)) — (Y, 2))| = l({Ys — ¥, )]
< e({x,2)Po((ys — Y, ys — y4))'
< (2e((x, 2)))"?

/2

3a cBako (3,7 = «. [Ipema Tome, TOCTOjU TpaHUUHA BpeTHOCT (Y OJHOCY HA

o(A, A,)-romomnorujy)
R(z) =lim (y,,x) € A

y W*-anredpu A 3a csako x € M. Hejennakocr
lp((ys: )| < llzllsup{l[yall | o € A}

HaM Jlaje HelmpeKuTHOCT mpecankaBawa R: M — A, z — R(x). OuurienHo
je na je R npecimkasame na A-momayiy, na je R dyukuuonan na M. Ipermo-
cTaBWIN cMO da je M camomyasaH, ma IMOCTOjU eJeMeHT z € M Takas na je
R(x) = (z,2). Tama Baxu lim, (ya,x) = (z,z) (T1e ce rpaHu<IHA BPEIHOCT
yauma y o(A, A,)-tonosorujn). Onasie mpexa {y,} KouBeprupa ka z € M
y Tonojioruju 7, U r = z. Jobuan cmo jga je r € M, ogakje cMo J100u/in

KOHTPAIUKIIHJY .

Hokazxumo nmimkanujy (6)=-(a). IIpommperse yHyTpalimer mpou3Boia
na jyasnu moaya M’ ozmaunhemo ucto ca (-, -). Jlako je youutn na je mmear
(M, M) C A rycr (y vopmn) y umeany (M’ M') C A, onaxiye je (M, M) C
A= (M M) C A. Tocmarpajmo npso ciyuaj Kaga je W*-amre6pa A
o-jenuumyna. Taga mocroju TavyHO HOpMAaJHO crawme ¢ € A, (Bumern [14,
Tepheme 2.5.6]), kojem ofrosapa mukaudHa penpesenrtanuja {H, 7, }, rue
je Bektop ¢ € H uumkiauuan u pazasajajyhu. Jlumeapan upocrop M ca
YHYTpamsBuM mpom3Bogom (+,+) = ¥((:,-)) mocraje npen-XuabepToB mpo-
crop u npecsukaBamwe (f(1)): M — C, rue je f € M’, nocraje nuHeapHu
dbyakumonan na M. Moxkemo Hahu eeMeHT fy, y KOMILIETHDPARY IPOCTOPA

M y ommocy ua nopmy ¥((-,-))"/? taxas na je (fy,z) = ¥(f(z)) 3a csako
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1.3. Xwmn6epro C*-momnynr m Xuabepros W*-momyir

x € M. Oso 3unaun ga nocroju uus (z;),r; € M,i € N, Takas 1a je
0 = lim (; — fy, 3 — fy) = lim $((@ — £, 7 — f)

1—00

= lim [[(=((Z; — £, & — /)%,

rje je T 0O3HaKa 3a CAuKy ejgementa x nupu uwakaysuju M C M’'. C o63upom
Ja je BekTOp & MUKIWYIAH W pa3asajajyhm, saxku lim; (z; — f,2; — f) =0y
o(A, A,)-romonoruju na A (Bumeru [14, Jlema 2.5.38 u Jlema 2.5.39]). Ilpema
tome, f € M u moxyn M je camomyaJiaH.

Jlokaxkumo cama ommru caydaj. Ako W*-anrebpa A Huje o-jennHudHa,
OHJIa MOYKEeMO HW3abpaTh MOTIIYH OPTOTOHAJIAH CHCTeM TpojeKTopa {p,}, a €
A, po € A, TakBux ga 3a cBaku o € A, anrebpa po,Ap, je o-jenunuuna W*-
ajrebpa u Baxu lim, p, = 1, rie rpanuuny spegnocr ysumamo y o(A, Ay)-
ronosioruju. PyHKIUOHAT fp, Ha XHI0epTOBOM Po Ap.-Monyiy p,M je eie-
MeHT Momysia p,M 3a cBako a € A. Tazma mocroju rpanndna BpemHocT (y
T-Tonosoruju) mpexe {fp,}, Koja npunaga M u jenuaka je f, na je tume
JIOKa3aHa CaMOJIyaTHOCT Mogyaa M.

Ocraiio je ma jokazkemo jorr ekpupaseHnnjy tephema (6) n (B). Axo je
By (M) xomiieraH y OJHOCY Ha TOMOJOTHjy Ti, oHza je M camomyanan. Ha
ocHOBY Jleme 1.6, M je myan bamaxoBor mpocTopa y OTHOCY Ha TOMOJOTU]Y To,
onakye je By(M) KOMIUIETHA y OJHOCY Ha TOMOJOTHjY Te. llpermocraBumo
aa je jequHudana jonta By (M) KOMIUIeTHA y OJHOCY HA TONOJOTHJY Ty W
{z,},a € A je orpannuena KommujeBa 11-mpexka. 3a cBako y € M, 3,y €

A, p € P umamo

lo((y 28) — (v, 2)) P < o((y, 1)) ({25 — 24, 5 — 2)). (1.3.8)

Heka je L muneapuum omoTad Ti-KoMiutetupamba jonre By(M). locroju rpa-
Hu9IHA BpegHocT lim, x, =t € L (y ogrocy Ha TomoJorujy 71). U3 Hejeana-
koctu (1.3.8) caenu ja je {x,} Komujesa Mpexka y oiHOCY HA TOLOJOTH]Y To.
C ob3umpom Ja je Tomosoruja To caadbuja on Tomosoruje 71, oHxa je L C M.
ITpema TOMe, rpaHUYHE BPEIHOCTH lim; T; ¥ OJHOCY Ha TOMOJOTHU]Y T| U Ty

MoKJIamajy ce u jeguake cy t € M, onakje cjaejan KOMILIETHOCT MomayJia My
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1.3. Xwmn6epro C*-momnynr m Xuabepros W*-momyir

OJTHOCY HA TOTOJIOTU]Y Ti. |
Cranpapgan Xunbepros monyn M = [?(A) uuje KOMILIETaH HU Y 7| HH
v T, jep [*(A) uuje camomyanan, ocum y ciaydajy kajga je C*-aareGpa A

KOHAYHO JAuMeH3HOHaIHa (Buaern [22]).
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I''taBa 2

KomMmnakTHocT Yy X1j0epToBUM

MOJLyJInMAa

VY 0BOM moryaBby yBemlieMo JOKaTHO KOHBEKCHY Tomonorujy Ha [2(A),
rie je 3a nouerak A jeamnmuana W*-anrebpa a kacuuje u C*-anrebpa, Ta-
KBY JIa CBaKH ,KOMIAKTaH ONepaTop CJIUKA OrpaHndeH CKyl (y TOmOJOrujun
MH/IYKOBaHO] HOPMOM) Y TOTAJIHO OIPAHUYCH Y YBEJICHO] TOHOJOrHjH. Y crie-
UjAJTHOM CIy4ajy, Kana je A = B(H) anrebpa ¢BEX OrpaHUYEHUX OTE€PATO-
pa Ha XmibepToBOM MpOCTOPY, Mokaszahemo ja je TadaH W CynpoTaH CMep.
Hauwme, jgokaszahiemo ja csaxu oneparop T € B*(I*(A)) koju ciiuka orpanu-
YeH y TOTAJHO OTPAHWYeH CKYyH jecTe  KoMmakTan . lIpema Tome, y oBoMm
caydajy, ca0b60mH0 roBopehn, MOYKeMO CKJIOHUTH 3HaKe HABOJHUKA M THMe
U3je/IHAYUTH TIOJMOBE KOMIIAKTAH U ,KOMOAKTan . Pe3yararu usjoxkeHu y

OBOM MOTJIaBby Mory ce Hahu y pamosuma [32] u [40].

2.1 KoMIakTHOCT y CcTaHJapAHOM

XnjabeproBoMm W*-momyry

Ba maty W*-anrebpy A ca jenuHunom 1 mocMaTpajMo CTaHIApIaH TeCHH
Xunbepros Moyt I2(A). YV oxesmky 1.3.6 nedpunucanu cMo jiBe TOHOMOTH]E
na Xunbeprosom W*-moayiy 12(A). Tonosorujy 7, renepucany dbyHKIMOHA-

amnmva x5 p({y, z)) (y € [*(A), p-HOPMATHO CTambe) U TOMOJOTH]Y Ty TOMOTY
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2.1. KowmmakTtHOCT y cranmgapaaoM XuiabepropoM W*-monyay

bavunuje noxynopmu p(r) = p({z,x))/? (p-nHopMamHo cTame).
Hama je morpe6na Tomnosoruja 7 na [2(A) Takpa 12 jeJMHUYHA JIONTA Y

A" Oyne KOMIAKTHaA y OJHOCY HA TOMOJOTHJY T|gn, & jeAMHAYHA JIONTA Y

I2(A) ne Gyme ToTajgHO OrpaHudeHa y ojHocy Ha T. Tomosoruje T, m Ty He
3aJ10BOJbaBAjy Te ocobmHe W Tpeba HaM TONOJIOIHja Koja je m3Mmehy 71 U 7o

TOTIOJIOTH]€.

2.1.1 Tomnosoruja 7 Ha [*(A)

Ha cramgapaiaom Xmibeprosom momyay [2(A), tae je A jenuamana W*-
ajiredpa, gedUHHUIIIEMO JIOKAJIHO KOHBEKCHY TOTIOJIOTH]y T moMohy (hamvmunje

MOJTyHOPMU

Poy(t) = Z|90(77;€j>’2> z = (&) € *(A), (2.1.1)

e je ¢ HOPMAJHO cTame u Yy = (11,72, ...) je HU3 enemenara y A takap ja

BazKH

sup (n7;n;) = 1. (2.1.2)
ji=1
Hanomennmo jia Hu3 y He Mopa npunajaru npocropy [2(A).

Tephewe 2.1. [loaynopme obaura (2.1.1) cy dobpo defunucane u sascu

1 CT1TCTo.

Hoxkaz: C o6zupom ma je (£,1) — @(n*§) moayckamapHu TPOU3BOL,

umamo [p(17E;)|* < 0(§5€;)p(n)n;), ma na ocroBy (2.1.2) moGujamo

P2, () =D et &)P <D e(&8) ).
7j=1 7j=1
<Y 0(&&) = p((x,2)). (2.1.3)
7=1

OBuM cMo JloKa3au aa cy noayHopme (2.1.1) 106po nedunncane u ga Baxu

T C To.
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2.1. KowmmakTtHOCT y cranmgapaaoM XuiabepropoM W*-monyay

Ja 6ucmo mokaszamm 11 C 7, uxcupajmo y € 12(A), y = (1,72, ...). Husz

¢ JaT ca

0, nHaYe,

¢ = { i/ e(min) 2, (i) # 0;

3a710B0sbaBa yciaos (2.1.2). Onasae

()

o 1/2 /o 1/2
<(Zs@(?ﬁm)> (Zk@(é‘f&)Iz) = o((y,9)"*ppz (),

lp((y, 2))| =

Z o) 2e(CE))

rae je z = ((1, (o, . . .), IUMe je qoKa3ano TBpheme. [ |

Hanomena 2.1. Tlogcerumo ce ga ce moaya M mozke yromutu y ayaaaa M’
momohy M 3 y — A, € M, Ay(z) = (y,x). Axo je oo yramame ,Ha’,
Moy M ce nasuBa camonyaanuM. Ilosuaro je ma [?(A) Huje camonyanian,
ocum Kaja je anrebpa A konauno jumvensuonasina. Haume, [2(A)' ce moske
OLMCATU KA0 MOJYyJ cBUX HEU30Ba T = (&1,&r,...) TAKBUX Ja je HU3 CyMma

Z?Zl §;¢; orpammden y nopmu (Bujern Tepheme 1.9).

Tephemwe 2.2. Jedunuuna aonma y 1*(A) nuje womnaemmna y oonocy na

monoao2ujy 7. Fberno xomnaemuparoe je jedurunna aonma Yy 0Yyasnom mooy-

ay (A

Ioxka3z: IIpso hiemo fgokazaru ja je jeauuuuna Jjonta y [2(A) 7-rycra y
jesunuanoj jgontu y [(A).

Heka je v € I*(A), © = (1,8, ...). Hus cyma Y77, £5¢; je orpanmuen,
ma KOHBeprupa y jakoj (mam ciaaboj, win yiarpaciaboj) Tomosoruju. 36or

HOPMAJTHOCTH  TMaMO
0 (Zg;sj) = 058,
j=1 =1
OJIaKJIe (Z;’in §j§j) — 0, kaga n — oo.
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2.1. KowmmakTtHOCT y cranmgapaaoM XuiabepropoM W*-monyay

[Tpema Tome, u3 Hejeaunakoctu (2.1.3) umamo na (&1, s, - .+, &,,0,0,...) —
Ty ¢BaKoj mosynopmu obsinka (2.1.1).
BarnM, J0KaxKUMO Ja je jemqunudna jonrta y [°(A) kommierna. Heka je
@ = (£2,£9,...) Komujesa mpexka y jepunuunoj jouru y [2(A). Ms6opom
IIPOU3BOJ/bHOT HOPMAJHOT cTama U 7, = 1, 7; = 0 3a j # k, gobujamo na je
& Kommjesa Mpexka y ¢1ab0j*-TOMOMOTH]N ¥ jeIMHUIHOj jonTu ajurebpe A.
Onasje, mpexa £ KoHBeprupa Ka & y ¢1ab0j*~TonoIoruju.
C 063upoM J1a je MHOXKEHe ¢J1a00 HENPEKUIHO, 3a ¢cBako n € N U 3a cBaKo

n; Koju 3a10Bo/paBajy (2.1.2), mmamo

k

> el %lenﬁj

Jj=1

N36opom
) = { G106, o€ # 0
;=

0, WHAYE.

J100HjaMo

k
2 #E8) =
j=1 k

(&)1 = hme (&P < ll=fl < 1
1

V3umameM I'paHuuHe BPEeJHOCTH Kaja k — oo J00ujaMo Jia eJleMeHT T =
(&1,&,...) npunaga [*(A)". a je x rpanmuna speanocr Kommjese Mpeke

£ MOYXKeMO BUJETH KaJla Y3MEMO I'PAHUYHY BPETHOCT MO [y

k 00

D lelm&s) — e(nye))P leo &) — o))

J=1

U Ha Kpajy y3MeMO I'paHUYHY BPEJIHOCT Kaja k — 0o. [
Jlasbe, mocmarpahemo pecrpukijy tonosioruje 7 Ha Moxya A", Kojer
fiemo mocMaTpaTn Kao moaMomya Moaya [2(.A), OIHOCHO, CaCTOj! ¢e Ol OHUX

x 3a Koju je & = 0 3a cBako j > n.

Tephewe 2.3. (a) Tonosoceuja 71 u monoaozuja T ce nokaanajy na A",

mj. UMaMO T1| gn = T|an.
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2.1. KowmmakTtHOCT y cranmgapaaoM XuiabepropoM W*-monyay

(6) Ymanarwe i: A" — 1*(A), i(&, ..., &) = (&1, ...,&,,0,...) je nenpexu-

ono y odnocy na (T|gn, T).

Hokasz: (a) Jokazamu cmo ja je 71 C 7. JTOKasKUMO J1a BazKu U 0GpaTHO.

Ha mpousBosbHOj nostyHOpME obsuka (2.1.1) pecrpukiuja va A" nma o6uk

Poy(@) = (| D le(mi&y)I. (2.1.4)
j=1
ITocmarpajmo BexTop y; = (0,...,0,7;,0,...,0), rae je n; Ha j-TOM MecTy.

Tama Baxku

Pey(2) = Z o (s, 2)) P < Z |0 (5, 2))1,

OJJaKJIe 3aKJ/bydyjeMo Ja je IOJIYHOPMA D, HEIIpeKHIHa Y OJHOCY Ha Ti.

(6) JTako ce mozke mpoBepuT Ja 3a y = (N1,..., N, . ..) BAKH

i ({z € P(A) I poy(@) <e}) ={(&r -, &) | Pomn) (615 -+ ) < e}y

OJIaKJIe je yTallare HeMpPeKUIHO y OfHOCY Ha (T|4n, T). [ |

Tephewe 2.4. Jedunuuna aonma y A" je komnaxmmua y 00HOCY Ha MONO-

A02UJY T| qn. 3amum, oHa je KOMNAEMHA U MOMAAHO 02DAHUNERA Y T| gn.

Hokaz: VY cayuajy n = 1, obe TomoJiorHje T W T, Cy I'eHepHUCaHe IO-
ayuopmama & — |p(n*€)|, n € A, p-HOpMATHO CTame, OJaK/e CJAeau Ja ce
nokJaanajy ca ciaabom*-romonorujom na A. Ilpema Tome, y oBoM ciydajy
3aK/bydak cjeiu n3 Banax-Anaoriyose! Teopewme.

Jla 6ucmo j00uIM pe3ysaTar y OIMIITeM CJIy4ajy, MOCMaTpajMo MPOU3BO/L

ronosiorujy Ha A" = A x ... x A. Ba3zue okojinHe Tauke HyJjia UMajy O0JIMK

{8 &) (036 < 2,97 = 1,2, n).

!Leonidas Alaoglu (1914-1981) amepuyky MaTeMaTHdap FPYKOT TTOPEKJa
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2.1. KowmmakTtHOCT y cranmgapaaoM XuiabepropoM W*-monyay

N3 mejemnakocTH

max [p(n;&)] < | D (&) < vn max |o(nj€)
j=1

1<jsn 1<j<n

caed Jia je TOIOJIOTHja T cjabuja o npousBoj Tomosoruje. Ha ocHoBy
TOTa TITO je TMPOW3BOJ JeJIMHUYHAX JIONTH KOMIIAKTaH y jado], TPOU3BOJI
TOIOJIOTHjU, ¥ Ha OCHOBY TOTra IITO je 7 Xay3a0p¢doBa, 3aK/bydyjeMo Jia ce T
HoJyapa ca MPOU3BOJ TOMOJOTHjOM HA MPOW3BOJY jeIMHUYHX JIONTH.

Jlaxjie, ocTaje na ce jokazke Ja jeauaundna jonrta By A" je 3arBopena y
MPOU3BO/] TOTOJOTH)H N JeIUHAIHUX JOUTH Y A, Tj. /1a je HeH KOMILJIEMeHT
OTBOPEH.

Vamumo npoussosbho 2z = (Ci,...,¢,) € A" ||z|| > 1. Heka je & nosu-
rusan 6poj mamwu o1 (||z||* — ||2]])/(2y/n) u nexa je ¢ nHopMa/HO cTame Koje
Joctuke HopMY y (2, 2) = (FC1 + ... + (. 10 Ha £4/n, 1O ject, ¢((z,2)) >
|2]|? — ey/n. Tlocmarpajmo mosyHOPMY

P (@) = VIe(GENP+ ...+ (G612, o= (&.6,....6).

OtBOpeH cKym
G = (o] posle —2) < e}

MMa Helpas3aH MpeceK Ca jeJUHUTHOM JIOTITOM B.

Bancra, Heka je x € G. Tana us Kommu-IIIsapuose? nejenakoCcTH HMaMO

e > pl(x—2) = o(¢F&) — (G + -+ 19(Ci&n) — 0(Giéa)

> oG + -+ 0lGitn) — P(GG) — -~ elGiGn) P

OJTHOCHO,

evn > (& + ...+ Gén) — |12l + ev/nl
> |22 —ev/n — (e + .+ Giéa)l,

?Karl Hermann Amandus Schwarz (1843-1921) nemauku maTeMaTuyap
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2.1. KowmmakTtHOCT y cranmgapaaoM XuiabepropoM W*-monyay

a oJaTiae

[2[1* = 2ev/n < [o(GF&r + ... + Géa)| = l({z,2))]- (2.1.5)

Mebyrum, ¢((-, ) je nosyckajapuu upou3sso/ u 3a0Bosbasa Kouu-IIIBapio-

BY HejeJTHaKOCT

(2, 2)* < ({2 2))e((x, 2)) < [l - [l (2.1.6)

U3 (2.1.5) u (2.1.6) aobujamo

121l - llzll > ll=l* = 2ev/m,

U y3uMajyhu y 003up Kako cMO U3abpasu €, HMaMO

1
]| > M(HZH2 —2sv/n) > L.
[Tpema tome, x ¢ B. Jlobwan cmo na je B 3aTBOpeH CKym U THME CMO
KOMILTETHPAIH JT0KA3.

36or camomyananoctu moayiaa A", jeiuHudHa JoNTa je U KOMILIETHA, a

0/1aBJie U TOTAJTHO OTPAHUYCHA. |
Tepheme 2.5. Jedunuuna aonma y I*(A) nuje momaano ozparunena y 7.

Hoxka3z: Hekajee; = (0,...,0,1,0,...), rue je 1 jequnuma anredbpe A xoja
ce HaJa37 HA J-TOM MeECTY. 3a MPOM3BO/HHO HOPMAJIHO CTAHE (0 TOCMATPAjMO
HOJYHOPMY P = Py,(1,1,..) AaTy ca p*(z) = 377, [0(&)[*

JHokaszalieMo n1a je HU3 €; TOTANHO AUCKpeTaH y p. 3aucra, p*(e; — €;) =
()2 + |p(=1)[2 = 2, 1. p(e; — e;) = V2. Omasae, cxyn {e; | j > 1} nuje
TOTAJIHO OTPAHUYEH y p, Na ojatie uuje uu y 7. Vcro BaxKku u 3a Behu cKyT,

JEIUHUYHY JIOITY. |

2.1.2 KommnakTaH n ,KOMIIAaKTaH’ oOIlepaTop

Pehu hemo ma je T € B(I*(A)) xomnaxman ako je CJIMKa CBAKOT Orpa-

HUYeHOT (y HOPMH) CKyNa TOTAJHO OPPAHUYeH CKYI Y TOIOJOIHjU T, KOja
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2.1. KowmmakTtHOCT y cranmgapaaoM XuiabepropoM W*-monyay

je mara momohy momynopmu obsmka (2.1.1). 3a omeparop T € B*(I*(A))
JIOBOJBHO je Ja CJIMKA jJeJJUHUIHY JIONTY y TOTAJHO OTPAHHYEH CKYI Ja Oun
ono kommakTaH. OBre ce mojaM KOMIAKTHOCTH OIEPATOPa Pa3JHKYje O

ojMa, , KOMIIAKTHOCTH  OllepaTopa yBeJeHOr y ojesbKy 1.3.3.

Hanomena 2.2. Toraano orpaHuveH u peJaTUBHO KOMIAKTAH CKYII Ce Pa3Jin-
Kyjy y ommreMm caydajy (Kajroj jeIMHHYIHA JONTa HUje KoMIuteTHa). Tako-
be, y muTepaTypu ce mpeminhy TepMUHI HOTHYHO HENPEKUAAH, KOMIIaK-
TaH 1 NIPETKOMIIAKTAaH olepaTop. lVlako ce YuHU J1a ¢y TePMUHHU NOMNYHO
HENPERUOAH T NPEMKOMNAGKMAH TPETIN3HIJH, MU CMO C€ OJTyYM/IN 38 TePMUH

KOMNAKMaAH, jep BHUIIIE OAroBapa HAIIUM MOTpebaMa.

IIpe Hero 1mTo JO0KazKeMo J1a je CBaKH ,,KOMIIaKTaH ONepaTop KOMIAKTAH,

noTpedHO je JOKa3aTH HEKOJIHKO JIeMa.

Jlema 2.1. 3a S, T C I*(A) u noaynopmy p dedunuuwiumo

d,(S,T) = sup inf p(z — y)

zeS YET

(nanomenumo da d, ne mopa bumu cumempuuna). Axo sa ceary noayHopmy
p obauka (2.1.1) u 3a ceaxo € > 0 nocmoju Momasno ozpanuer ckyn Sy

maxae da sascu
d,(S,Sy:) < e, (2.1.7)

onda je S makxohe momanno oeparuuen.

Hoxka3z: O3naunmo

By(zie) = {y € P(A) | p(x —y) <e}.

Yeaos (2.1.7) Ham Jaje

Sc |J Bulxie/2), (2.1.8)

xESp@/g

3a cBako € > 0.

Heka je € > 0 npoussosbno. CKynll Sp./o je TOTaJIHO OTPaHUYEH Y P U
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2.1. KowmmakTtHOCT y cranmgapaaoM XuiabepropoM W*-monyay

0JIaBJie MOCTOjU KOHAYAH CKYII {C1, . .., ¢, } TAKAB da yHUja jgontu B,(c;;e/2)

noKpuBa Sy /2. Ha ocnosy (2.1.8), yuuja ontu By(c;;€) mokpusa S. |

Jlema 2.2. Hexa je T,: I*(A) — [*(A) mpesica xomnaxmuux onepamopa
maxea da je Tox — Tz y 7 ynudopmno y odnocy na ||z|| < 1. Tada je u T

KOMTIAKMan.

Hoka3z: 3a cBako ¢ > 0 u 3a cBaky moayHopmy p obsmka (2.1.1) nocroju

o TakaB Baxu sup <1 P(Tr — Tox) < €. Tlpema Tome, Baxn
dp(T(By(0:1)), Ta(By(0; 1)) < e

1 3aK/by9aK CJAeIN U3 IMIPETXO/HE JeMe. [

Hocnenuma 2.1. Hexa je cxyn S C 1?(A) maxas da 3a cearo € > 0 nocmoju

momaano ozpanuven (y T) ckyn S. 3a kojez 6ascu

d(S,S:) =sup inf ||z —y|| <e. (2.1.9)
zeS YESe
Tada je S makxohe momanno ozpanuyen y T.
Bamum, axo je T, : I2(A) — I?(A) nus xomnaxmuux onepamopa xoju y

onepamopcroj nopmu kousepeupajy ka T, onda je u'T xomnaxmar onepamop.

Joka3z: Oba 3aKk/bydKa ciiejie U3 YHimbeHnIIe Ja je T caadbuja o] TOMOJI0THje
WHIYKOBaHE HOPMOM. [

3a oneparop T na I2(A) n 3a u € A, osnaunmo ca Tu onepatop Tu(x) =
T(x)u.

Jlema 2.3. Hexa cy T, u Ty komnaxmuu onepamopu u wexa cy uy,us € A.

Tada je Tiuy + Thus Komnaxman.

Hdokaz3: Heka je ¢ > (0 mpousBo/pHO. I3 KOMImakTHOCTH omneparopa 1
u Ty nocroju xonauna €/ (2||uq||)-mpesxa 3a T1(B)(0;1)) (o3naaumo je ca
C1,C2, ..., Cp), 1 KOHAUHA € /(2||ug]|)-mpezxa 3a T5(B).(0;1)) (o3Haunmo je ca
di,...,dny). Onna je ckyn {c;ug +djus |1 < i< n,1<j< m} KoHauna e-
mpezka 3a (Thuy +Toug)(By.(0;1)). Bancra, ako x € By (0; 1), onya nocroje
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2.1. KowmmakTtHOCT y cranmgapaaoM XuiabepropoM W*-monyay

i u j taksu Baxu |11z — ¢ <e/(2||lui]]) u ||Tox —d;]| < e/(2]|uz|). OnaBae
[(Thzuy + Towug) = (cin + djug)|| < |Thw = il - lua || + 1 Tow — dj] - [Juz|| < e

Joxazamu cmo ja 33 nupoussosbno € > 0 ckyn (Thuy + Thug)(By.(051)) nma

KOHAYHY &-MpexKy, oJHOCHO Tiuy + Thus je KoMIIaKTaH OIlepaTop. [ |

Teopema 2.1. Hexa je T: I?(A) — I>(A) ,,komnaxman” onepamop. Tada je

T xomnaxman.

Hoxkaz: Umajyhu y suny Jlemy 2.2 u Jlemy 2.3, moBoJbHO je J0Ka3aTh 1a
cy omeparopu obuka z — 0, () = 2 (y, r) KOMIAKTHI.

Y cuernmjajHOM Ciydajy, Kaga je z = e;(, ¢ € A, cienu HEnocpeaHo u3
Tephema 2.4. 3aucra, onja je cmuka Oy, (B (0;1)) cagpxana y gonTH
nosrynpeunuka ||yl - [|€]| v A" koja je ToTanHOo orpannuena.

VY ommreM ciaydajy, Heka je z = ((1, (o, ...). OHna je z = Z;; e;(;, upn

deMy pes KoHBeprupa y mopmu. 36or [|©,, — O, || < |y - ||z — 2’|, Baxu

n

0,.,= lim O, e
Y,z n—o0 4 - .55
J:

U JI0Ka3 CJIeJIn Ha OCHOBY cIelujasHor ciay4aja Jleme 2.2 u Jleme 2.3. |

Hanomena 2.3. Y cayuajy kaga je A C*-amrebpa a nuje W*-amrebpa, e
MOxKeMO npuMeHHTH TBpheme 2.4, jep ce OHO 3aCHHBA Ha YWmeHHIM 13 A
uMa npej-ayast. [Mlrasurre, nedpuaunumja Tonoaoruje 7 NocTaje HeIMPUKITHA
jep ce KopucTu HOpMaJIHO cTarbe. HapaBHo, MU MOYKEMO 3aMEHUTH HOPMAJIHO
CTakbe OMNIITHM CTAEM, aTh Y TOM CIydajy crama (Koje He MOpajy OuTw
HOpMAaJIHA) TPHUMAJajy JIyady, a He Tpei-Iyady, Ha He TeHepuIny ciaba’-
TOIOJIOTHjY Ha TOJIA3HO] ajireOpu, OJaKje Kao pe3y/araT HeMaMoO OJHOC KOM-

nakTHocTH. Hapenno mornoriabsbe mocBeheHo je 0BOM MpodieMy.

O6paTHO BazKu y ClenujajHoM ciaydajy kaaa je A = B(H) anreGpa cBux
OIpaHUYeHUX JUHEPHUX olleparopa Ha XusbeproBoMm pocropy H. Ilpe nero

IMITO JIOKAyKeMO TaKaB pe3yJTaT NoTpe0HA HaM je jeJlHA TEXHHUYKA JeMa.
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2.1. KowmmakTtHOCT y cranmgapaaoM XuiabepropoM W*-monyay

Jlema 2.4. Hexa je A = B(H) u nexa cy a; € A, j > 1 nosumusnu ene-
menmu 3a koje saorcu ||ajl| > d. Tada nocmoju nopmarno cmarse @ u yHu-
mapru eremenmu uj,v; € A makeu da sascu |p(viazu;)| > 5. HImasuwe,
MOJCEMO UBAOPAMU O MaKo 0 OYyde 8EKMOPCKO CMAHE U MOACEMO U3AOPAMU

Uj :Uj.

Hoxka3z: Hexka je ¢ € H jeiuHUYHE BEKTOP U HEKa je ¢ oArosapajyhe Bex-
TOPCKO crame, Tj. (a) = (ay,1)). 3a cBakO aj, y3MeMO jeTUHUTIHH BEKTOD
h; Taxas ma je (ajh;j, h;) > 6. Ilosuaro je ma mocroje yHHTADHU eJ€MEHTH
u; Taksu ga je u;Y) = hj. Ipema rome, umamo p(uiaju;) = (ulaju;ih,v) =
(ajh;, hj) > 6. [

Teopema 2.2. Hexa je A= B(H) u nexa je T: 1*(A) — [>(A) xomnaxman.

Tada je T, komnarxman”.

Hdoka3z: O3naummo ca Pj, mpojekiujy Ha OpBUX k KOOPJAHUHATA, TO jecT
Pe(&1, 8, .-) = (&1, -+, &,,0,0,...). Ounrmenno je na cy Py ,KoMnakTHu”.

IIpernocraBumo na 1" nuje ,komnaktan . Tama je
0= 1r§f1 (I — P,)T|| > 0.

3amcra, y CyIpOTHOM WJIH MOCTOjU HEKO k TakBo ja je (I — Py)T = 0 u ojase
T = P,/T je ,xoMmakran’, W MOCTOjU TO3UTUBAH HU3 Iejnx Opojesa kj,
takas 1a je ||T'— Py, T|| — 0, omakse 6u, Ha ocHoBy TBphema 1.5, T 6uo
L,KOMIakTaH".
Bes ymamema onmroctn, npernocrasuhemo na je | 7| = 1. Tagajed < 1.
Hedunumumo wus npojekropa @, € {Pi, Py, ...} u HU3 BeKTOpA Ty, Yy U
2n € 1*(A) na caenelin mauun. Heka je Qo = 0 u meka je Q,_1 nedunucan.

Tayia nocroju z,, € I(A) TakBo j1a BazKu
|zall =1 w1 ||(I = Qn1)Tw,|| > 0/2.

Osnaunmo y, = T'x,. Onga, 360r || — Q,—1|| = 1, Bazku

1)
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2.1. KowmmakTtHOCT y cranmgapaaoM XuiabepropoM W*-monyay

Ha ocuoBy rpanntwne Bpennoct limy oo |[|[(1 — Pg)({ —Qpn-1)yn|| = 0, mocToju

pactyhu Hu3 npupoguux 6pojesa k,, TAKBUX J1a BaxKu
I(1 = P, )(I = Qu-1)yall < 0%/8 < 9/8.

Hedbunnmumo @), = P, u

n

Zn = Qn(I — Qn_1)Yn. (2.1.10)

Hagemhemo neke ocobune Hu3osa ¥, U z,. 1IpBo, Ha ocHOBY jeduHHIIje

omeparopa (), Baxe ciejnehe HejeqHakoCcTH

)
[2nll < llynll < ITN - lzall = 1, (2.1.12)
o o6 30
Ilpyro, Baxkn

Hamuwme, 360r z, = Q,(I — Qn_1)y, u 360r Tora mro cy @, u I — Q,, upojek-

TOPH, TMAMO

(Zns Yn) = (Qn(I — Qn=1)YnsYn)
- <QH(I - Qn—l)ym (I - Qn—l)Qnyn> - <Zm Zﬂ) :

Tpehe, 3a m > n Baxn

2

0

Bancra, 3a TakBo m u n umamo @, 1 < Q, < Qn_1, T0 ject, I — Q1 <

I— Qn < I — Qn—l: OJlaKJIe je

I— Qm—l = (I - Qm—l)(I - Qn)(l - Qn—l)a
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2.1. KowmmakTtHOCT y cranmgapaaoM XuiabepropoM W*-monyay

I1a BazKH

(Zm, Yn) =

(I = Qm-1)2m; Yn)

(I = Qm-1)I = Qu)(I — Qn-1)2m: Yn)
(zms (I = Qu—1)(I = Qu)(I — Qn-1)Yn)
(Zm, (I = Qu)(I = Qn-1)yn) -

ITpema tome, 3 (2.1.12) u (2.1.13) caenn

52
Gz, o) | < Mzl - 17 = @) (I = @uer)ynll < 5

KorcTpynmmMo moryHOPMY P KOja je HellpeKuIHa y T U TOTAJHO JTUCKpPeTaH

a3 y T(By.(0;1)). Ha ocuosy (2.1.13) Baxu
[zall* = 107, (20, 20) vll > (36/8)7,

na npema Jlemn 2.4 moxkemo uzabparu ¢ u v;,v; € A, TakBe J1a BaxKn

942

207 9.1.16
~ 64 (2.1.16)

(v, (2n, Zn) Vn)

[Tocmarpajmo moayHopMy p Aecdbunucany Ha ciaenehn Hauun

pl) = || D le((zv 2P

36or (2.1.10) mocroju nus (; € A Takas ga je

Rk = (O,...70,(\:]%714_1,...,Ckn,o,...).

Hexka je w, = Cuun/@(viCCun) /2. Ba Taxse w, Baxn

* _ U:LC’;: Cnvn
#lnin) = ¢ (go(v;;cmvn)l/? ' go(v;;{;;(nvn)l/?)
= 0 (V5 Cavn/p(UEC Cuun)) = 1.
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2.1. KowmmakTtHOCT y cranmgapaaoM XuiabepropoM W*-monyay

Ba z = (&,&,...) BaKN

kn
lo((znvm a))* = | D @urg¢un)e(wE))
j:kn—1+1
kn kn
< Y e Y lelwig)
j:kn—1+1 j:kn—l+1
kn
= ©(vy, (2, 2n) Un) Z |‘P(W;§j)|2
j:knfl"l‘l
Y3epimn y 063up (2.1.12) mobujamo
©(Un (2n, 2n) Un) < ||y, (20, 20) Unl| = Han2 <1
U OJaBJIe
PP(@) =) lo((zn, 2> <D 1) = 12 ooy ()
n—=1 =1

IIpema TOMe, 3aK/bydyjeMO jia je HOJyHOpMa p J00po jeduHucaHa U ja je
HEeIIPeKUIHA Y OJHOCY Ha T.

Taxobe, ||znvp|| = ||znll, TO ject, ypvn = Tauv, € T(B(0;1)). Ha kpajy
hemo jokazartu 1a je y,V, TOTAJTHO JUCKPETaH Hu3. 3ancTa, 38 M > N HMaMO

P(YmVim — YnVn) 2 |((ZmUm,s YmVim — YnVn))]
|

P
> |o(vy, (2m, ym> V)| — |90(U:1 (Zm, yn> Vn)|.

Mebhyrum, u3 (2.1.14) u (2.1.16) crean

942

m \Zm> Zm) Vm)| > —

[oltm (om, ) )| >
au3 (2.1.15) caean

2

|0V (Zms o) Vo) | < | 2y ) || < 5
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2.1. KowmmakTtHOCT y cranmgapaaoM XuiabepropoM W*-monyay

IIpema ToMme,
962 6% §?
P(YmVim — YnVn) > 618 61
Jlaxkse, y3 npeTnoctaBky ja 1’ Huje ,KOMIaKTaH ONepaTop, HAILIA CMO TO-
TAJHO JTUCKPeTaH HU3 Ypv, € T(B(0;1)), onaknae T(B(0;1)) uuje ToTamamno
orpanudyer, na 7' auje koMmakTtan. /lo6uam cMO KOHTPAUKIU]Y, IITO 3HAYN

Jla je TPeTIoCcTaBKa HeTavyHna u Jjia je 1’ ,KoMIakTan . |

2.1.3 IIpumep m KOMeHTap

Hoxkasz Teopeme 2.2 3aBucu on Jleme 2.4, ma Teopema 2.2 BaxKu 3a CBe
jemmau4aHe W*-anrebpe Koje 3a/10BO/baBajy MPETXOAHY JeMy. TpeHyTHO HaM
HUje TO3HAT OINC OBAKBUX aJredpu, aau HanoMenyhemo na Jlema 2.4 ne BaxKu

3a DeCKOHAYHO JUMeH3MOHaJHe KoMyTaTuHe W*-amnrebpe.

Hpumep 23. Y 6u10 K0joj OECKOHAYHO JIMMEH3UOHAJIHO] KOMYTaTUBHO] W *-

anrebpu A, mocroju HU3 p; HETPHBUjATHUX MeljycoOHO OPTOrOHATHUX HpPO-

. n . . o o0

jexropa. Hus > p; je pactyhm, omakme je p = 3% p; € A Ilpema
o0 .

TOMe, 33 1POU3BOJLHO HOPMAJIHO CTame ¢ pel >~ ¢(p;) je konseprenran,

a ¢ 003upoM Ja je anredpa KOMyTaTHBHA, 33 CBe YHHTApHe eJIeMeHTe vUj, Vj

nMaMO

_ 1/2, (%, 1/2
[p(vipivy)| = le(pjuiv;)| < w(ps) “e(vijvjuv) = = 0.
Jaxse, Jlema 2.4 He Baku 3a 6eCKOHAYHO JUMEH3UOHAIHe KOMyTaTupHe W*-
ayiredpe.

[MIraBuiite, MOXKEMO UCKOPUCTUTHU LPETXOHO M3a0paHu HU3 LPOjeKTOPa
JIa, KOHCTPYHIIEMO OIlepaTop KOjH je KOMIIaKTaH, a Huje ,komnakTan . Heka

je T: 1*(A) — [?(A) oneparop jedunucan ca

Tx :T(gl,fg,...) = (plgl,pggg,...). (2117)

Omneparop T muje ,kommakTan”. 3aucra, TPETIOCTABUMO /2 je ,KOMIAKTaH ,
OHJA 33 CBako € > ( mocroju omeparop S = Z?Zl AjOy, -, TaKaB Ja BaxKu
|T — S|| < ¢/3. Heka je Py(&,&,...) = (&1,.-.,&,0,0,...). Ha ocmoBy
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2.1. KowmmakTtHOCT y cranmgapaaoM XuiabepropoM W*-monyay

rpanndHe Bpegnoctu Pz, — z; — 0, Kaga k — oo 3a cBaxo j € {1,2,...,n},
umamo ||PpS — S| — 0, ma mocroju MOBOBHO BEJHKO kK TAKBO Ja BayKh
| PeS—S|| < e/3nsaxu |[T—P,T| < ||T—S||+]S—P.S||+||P:.(S=T)| < e.
Mebhyrum, Baxu u [|T — P/T|| > [|[Terr1 — PeTers1| = ||pesill = 1, vue je
er = (0,...,0,1,0,...) ca jeruHUIHEM eJeMeHTOM Ha k-ToM Mecty. Tume
CMO JIOTIJIN /10 KOHTPAIUKITH]e.

C apyre crpae, 3a TPOU3BOJBHY HOJyHOPMY 00suka (2.1.1) mmamo na
p((T' — P,T)x) xouBeprupa Ka HyJIHu paBHOMepHO y oxHocy Ha x € By (0, 1).
Hanve, A je komyrarusra, ma je & < [1§]*nn;, a 36or [|z]| < 1 n

(2.1.2) Bazkm @(E5Em1m;) < |17 sup; @(nfn;) < 1. TIpema Tome, mvuamo

p’(T—PT) Z (i) * < epi)e(&mm) <D elp) —

j=k+1 i>k >k

Onasne, T' je KOMIAaKTaH Ha OCHOBY Jleme 2.2.

Hanomena 2.4. Tononoruja 7, KOjy ¢MO jie(puHHUCAIN Y OBOM DAy, 3aBUCH
O/ KOOPJIMHATA, Ta je HeMPUKIAIHA 33 XHUIOEpPTOBEe MOIYJEe PA3IUIUTE O]

I2(A). ZKemumo na JedbuHEIIEMO TOIOIOIH]Y oMONY II0TyHOPMH

Pez (1) = Z ({25, 2)) %, (2.1.18)

rje je ¢ HOpMaJIHO CTaibe, & 2; je OpToroHa/jaH nus y H 4 xoju 3a10Bosbaba
sup;>1 ¢((2,2;)) = 1. Ope nosynopme cy youmrreme onux jgarux ca (2.1.1).
Bancra, morynopma (2.1.18) mocraje (2.1.1) usbopom z; = €;n;.

MeljyTum, Taksa nosa Tonosoruja y cay4dajy [2(A) je seha on 7, yak u
AKO IPETIOCTABHMO Ja Cy z; opromopmupanu. Hamme, ako je A = B(H),
rie je H 6ecKoHauHO JMMeH3MOHaAaH, oHjla moctoju Kynnos® Hus, onnocHo,
HU3 H30MeTpHja v; Koje 33J0Bo/baBajy v;v; = 1 u 2511 vju; = 1. Hus
r; = (v;,0,0,...) je OpTOHOPMHUDAH, ATH y HOTYHOPMH Py, ., 00mmKa (2.1.18)

HHU3 T; J€ TOTaJIHO JUCKPETaH.

3Joachim Cuntz (1948-) nemauxku maremMaTudap
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2.2 KoMIakTHOCT y CcTaHAapJIHOM

XunjabeproBom C*-mMomyJty

Y nperxoaHOM MOTHOTJIAB/BY A0KA3AJIH CMO J1a Ha XHJIOEPTOBOM MOy
Hy, upu uwemy je A jepunwana W*-anrebpa, 10CTOJH JIOKAJIHO KOHBEKCHA
TOIOJIOTHja TaKBa Ja je CBAKM ,KOMIIAKTAaH OIepaTrop KOMIAKTaH.

Y OBOM HOTHOIIaB/by KOHCTpyHcahieMo TOMOJIOrujy Ha XUJI0EPTOBOM MO-
nynay H 4 van jequamaraom C*-aarebpoM U TOIOJIOTU)Y HA Hj (pamuperse Mo-
nyna Hy nomohy anrebpe A*™) TakBe Ja cBaku ,KoMIakTan” omeparop, (To
jecT cBaKHM OIepaTop KOju IPHUIAIa 3aTBOPEbY Y HOPMHU JIMHEAPHOT OMOTAYA
oneparopa obsmka z — x (y,2), v,y € Hy (nm z,y € Hff)) CJIMKA OTPAHU-
YeHe CKYIOBe y TOTAJIHO OrpaHHYeHe CKYIIOBE.

Heka cy A npousposbaa C*-anrebpa, A** mena W* opojunna u M Xuabep-
toB A-moyn. TTocmarpajmo airebapckn Tenzopekn npousson M @ A™ (was
C). Osaj T€H30PCKU MPOU3BOJ, Ce MOYKe CHAGIETH CTPYKTYpOM mecHor A**-
moysta omohy cienehe dopmyie (r ®a)-b:=zx®ab, x € M, a, b € A*.

JlepuHUTITIMO YHYTPAIIEHT TTPOU3BO/L

nomohy dopmy.te

Yo ®any g @bl =Y ai (xi,y;) by,
i=1 j=1 4.

rie z;, y; € M, a;,b; € A™. CeckBuimueapHOCT I ocobure [z, w|* = [w, z| n
[z,w - a] = [z, w]a Takohe Baxe.
Heka je A neka C*-ajrebpa. Osmaummo ca M, (A) ckyu cBux n X n

Marpuna a = [a; ], a;; € A. Jobujamo HHBOJYTHBHY airedpy y KOjoj BaxkKu

()\CL + /Lb)@j = )\Clm’ + /Lb@j,

n

(ab);; = Z a; bk j,

k=1
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2.2. KowmmakTtHOCT y ctasgapaaoM Xuiabepropom C™*-MOgyTy

(a*)i,j = a;‘,iv
3aa=la; |, b=1[b;] € Au \ pn € C. Heka je (7, H) Bepua pernpesenranuja
anredpe A u H,, n-numensnoHanny XuI6epToB IPOCTOP ¢a OPTOHOPMUPAHOM
GasoM {ey, ea, ..., e, }. Jedbunummumo penpesenrarujy (7, fl) asrebpe M, (A)
Ha caenehu Havmn

H=H®H,,

%(a)(e ® Gj) = Zw(am)s Re;, a= [CLZ'J‘] € Mn(.A), €€ H, ej € H,.
i=1
Jlako je mpoBepuTH 11a je T BepHa pelpe3eHTalja W 13 Ha H=H® H,
Baxku T(M,(A)) = 7(A) ® B(H,). Hebunumumo U = e ®e;, € € H,
i € {1,2,...,n}. Baxu 7m(a;;) = UT(a)U; 3a cBako a = [a;;] € M,(A),

OJIaKJIe je

n
max [|r(as)| < 7@)] < Y ln(as)l
SHISh ij=1

[Tpema Tome, (M, (A)) je 3arBopen y wopmu y B(H), npu demy je M, (A)
C*-anrebpa ca nopmoM |lal| = ||7(a)||, a € M,(A). C ob63upom na je cBaka
BepHa pernpesentanuja C*-anrebpe mzomerpuja, nopma y M, (A) He 3aBucu
on m300pa BepHe pelpeseHTanuje m ajgredope A.

Curienehe npe jieme u Teopema mocBehere ¢y HEKUM TO3HATUM Pe3yITATHMA

U3 OBe 00JIACTH.

Jlema 2.5. [65, Jlema 3.1]. Eaemenm anzebpe M, (A) je nosumusan akxo u

camo axo je jednar 36upy mampuya obauka [afa;], 2de je ay, as, ..., a, € A.

Hoxkas: Ako je marpuna ¢ = [afa;] € M,(A), onga je c = a*a 3a marpuy
a=la | € M(A),amj;=0a;,1<i<nnag;=02<i<nl1<j<nn
Baxxku ¢ = 0.

Ako je marpuna a = [a; ;] nosurusan enement asurebpe M,(A), onua

nocroju enement b = [b; ;] € M, (A) takas 1a je a = b*b. Ogasae nmamo

n
_ ES
aij = E by..ibk.j-
k=1

65



2.2. KowmmakTtHOCT y ctasgapaaoM Xuiabepropom C™*-MOgyTy

Crapmajyhm ¢ = [bf ;brj] € My (A), mvmamo a = 37/, . [ |

Jlema 2.6. [65, Jlema 3.2] Mampuya a = [a; ;] € M,(A) je nosumusna ako

u camo axo je Y ;. xia; ;x5 > 0 3a cearo 1y, ..., T, € A

Hoka3z: Ilpernocraumo ga je a > 0. Kopucrehu Jlemy 2.5 moxkemo

IPEeTIOCTABUTH @; ; = G;@; 32 HEeKe ay,agy, ..., a, € A. IMamo

n n * n
*
E :Ul-am-xj—g riaia;x; = E a;T; E a;jr; | =0
i=1 j=1

t,j=1 ,j=1

. n *
Hoxazknmo apyru cmep. Ilpermocrasumo na je ) =1 T7a;jr; = 0 3a cBaKo

T, %o, ..., T, € A. Hekaje (7, H, o) npou3BosbHA IUKIMYHA PEIIPE3CHTAII]A
asrebpe A. 3a cBaku BEKTOp € = Z?zl g;®e; € H = H ® H, umamo
n n
<%<CL>E, €> = Z <7r(a)(€j (9 €j>, g X 61‘> = Z <7r(ak,j)€j X e, & 6i>
‘,j:l i,j,k=1
= Z m(ai;)ej, €i) -
5,5=1

C 063upom na je g9 € H nukamdaH BeKTOp 3a pernpesentanujy (7, H), ckyn
cBUX BekTOpa obsuka m(a)ey, a € A je rycr y H, omakie mocroje HH30BU

{z" | m=1,2,...} y A raksu 1a je &; = lim,, o m(z}")ey. Hobujamo

(T(a)e,e) = lim Z (m(a;;)m(x)eo, T(2]")eo)
i,j=1

= lim ( g (z") ai 25" | €0,60 ) 2 0.

m—o0 -
t,j=1

Opasjie 7(a) je nosuruBan 3a OWJIO KOjy IUKJIMYHY penpe3enrtaiujy m. Ha
OCHOBY (ZS WQ)N = ZS T ¥ Ha OCHOBY OCODHHE J1a je CBaKa HeJereHepucana
pernpesenTaija Heke C*-anredpe TUPEKTHA CyMa IUKJINIHIX PEIPe3eHTAIIN-
ja, umamo ja je 7(a) nosuruan 3a 6usi0 Kojy peupesenranujy 7. Opabie je
a > 0. [ |
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2.2. KowmmakTtHOCT y ctasgapaaoM Xuiabepropom C™*-MOgyTy

C 063upoM Ja 3a CBAaKO ai,as,...,a, € A Baxn

n n
*
E ai<xiaxj>aj: E %'az‘,g xi-a; ) =0,
i=1 i=1

2%
marpuna [(r;,x;)] € M,(A) je mosurusna. IIpema Tome, 3a 6uno koje b; €
A, enement ), b (x;,x;) b; je nosuruban, na je [z, 2] > 0 3a 6uo Koje
z€ M®A™. Hekaje N ={z€ M @A™ | [z,z2] = 0}. Tama je N A**-
noamoayn y M & A™ u xommaunakn moxya M @ A** /N je upen-Xuibeprosn
A**-moayin. Osnaunmo ca M# kommnernpame moayia M @ A* /N y omnocy
Ha HOPMY JIaTy mOMOLy yHyTpamimer npoussoja [+, -|. To je jenan Xuibeprosn
A**-moxyn. Osaj Moy hemo 3Barn pawuperse mogyaa M momohy aarebpe
A** . WH*-anredpa A™* caapzKu jeJMHUYHM eJleMeHT U 3a cBako x € M, a € A
nmMamo (r-a) ® 1 —x ®a € N. Ilpema Tome, A-MOIyIAPHO MPECTHKABAHE
i: M — M#, i(r) = 2®1+ N je no6po jgedunucano. 360r jeJHaKOCTH
[t®1+ N,y ®1+ N| = (z,y), npecinkaBame je H30MeTPHIKA WHKJIY3H]a.

Osnaganvo ca Hom 4 (M, A™) ckym c¢BuX orpannveHunx A-JTnHeapHuX Ipe-
ciMKaBama w3 Moayaa My A™. Ha oBoM cKymy IpeciimKaBamba MOXKEMO
yBeCTH CTPYKTYpy BekTOpcKor mpocropa Haa C momohy dbopmyre (Ap)(z) =
Ap(z), tme A € C, z € M, ¢ € Homy(M, A™) 1 MOXKEMO YBECTH CTPYK-
Typy gecuor A**-momyra nomohy dopmyie (¢ - b)(z) = b*o(z), b € A*.
3a orpanmven A-mmmeapan dbynxmuonan f € (M#), moxkemo nedunucatn

upecsukasawe fr € Homy (M, A*) kao pecrpuknujy upeciukapawa [ Ha”
M, fr(z) = f(x ® 1+ N). Ouurnensno, || fr] < | f]-

Teopema 2.3. [53, Ilozaaswe 4] 3a 6uno kojy C*-anzebpy A u 3a 6unro xoju

Xuabepmos A-modya M, npecaurasarve f — fr je usomempuja uz (M#*)
,Ha” Homy (M, A™).

Hoxka3: Hexa marpuna [¢; ;] € M,(A™), 3a cBako aj,aq,...,a, € A,
n

3a70BO/baBA HEjeJHAKOCT ) =1 aicija; = 0. 3a noverak JOKayKUMO IIO3U-

THBHOCT MAaTpPHIIE [¢; ;], OAHOCHO,

1,J
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2.2. KowmmakTtHOCT y ctasgapaaoM Xuiabepropom C™*-MOgyTy

3a ¢BakKo by, bs, ..., b, € A*. Be3 ymamema ONIITOCTH MOYKEMO IPETIIOCTA-
BUTH JIa ¢y efqeMenTH b; y jeaunwmanoj jgontu B (A*) W*-anrebpe A™. Je-
auanaHa Jonta By (A) C*-anrebpe A je rycra y B (A*) y oaHocy Ha jaky™
TOLOJIOrHjy, OjaK/e MoxkeMo Hahu Mpexe a;, € A, A € A koje xousepru-
pajy ka ejementuma b; € A* y onnocy Ha jaky® Tomosorujy. Tama mpexa

bfc; ;b; y omHocy Ha cjaaby TONOJIOTH)Y,

*
aj \Ci,jaj) Kompeprupa Ka ), . bic; ;b;

ihj
onaksie mejeanaxoct (2.2.1) Baxku.

Hasme, mokaxkumo ga 6mi0 Koje npecankasambe ¢ € Hom 4 (M, A™), npu
demy je ||¢]] < 1, Mmozkemo mpofy:Kutu 10 jenuHcTBeHOr byHKIMOHANA [ €

(M#), 3a xojer Baxku || f|| < 1. TTocmarpajmo dbynkunnona
for M @A™ — A™

3ajat GopPMya0M

Ouursenno je na je fo npecankapame usmehy A**-moayna. 3a a; € A, umamo

> aid(zi) dlx;)a; = Z¢($i ~a;)"(z; - aj)

i,J
i=1 i=1
< <z - z> =S (aay
i=1 i=1 ij
[Ipema Tome, 3a 6uto Koje b; € A** Baxku ciemeha HejemHAKOCT
D (@) dlay)b; < b5 (wi, x5 by,
i,J (2]

TO jecT
fo(2)"fo(2) < [z, 2]

3a cBako 2z € M @ A**.
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2.2. KowmmakTtHOCT y ctasgapaaoM Xuiabepropom C™*-MOgyTy

Jakme, dynkmuonan f: M7# — A,

f (Z% ®a; + N) = Zcb(xz‘)ai,

i=1

jecte m0o6po meduHECAH POPMYIOM M 3aT0BOHABA HEjeTHAKOCT

f) fly) < [y, ]

3a cBaxko y € M#, tue je ||f|| < 1. Hobunn cmo f € (M#)/. 3 jepnakocTn
f(x®1+N) = ¢(z) cnequ na je fr = ¢, a omarne u || fr|| = || f||. C o63upom
Ja CMO Tpou3BOJbHO ||@]| < 1 mpomy:Kuau 70 jeanHCTBEHOr DYHKIHOHAIA
f e (M#) sa xojer samu |f| < 1, mmamo |f]] < [|¢]. Tipema towme,
I/l < |Ifrll- Kopucrehin nosuary mejennaxoct || f|| < || fzll, moxasama emo

a je upecjauKaBame [ — u3oMerpuja u ,Ha’. [ |
R P

Hanomena 2.5. Y nokasy mperxogHe TeopemMe KOPUCTHIN CMO UUFH-eHHILY 13
je jeaunnuana jioura By (A) C*-airebpe A rycra y By (A*™) y oanocy Ha jaky*
ronosiorrjy. To ciaenu Ha ocHoBy Kamnanckose Teopeme (Bujeru [49, Teo-
pema 4.3.3]). Hanme, mmamo 1a je CKyI caMoa/[jyHTOBAHHUX eJIeMeHATa JIOTTe
Bi(A) jako rycr y ckymy camoajjyHropanux ejemenara Jjonre Bi(A™), a
ojlaTyie cAed W JaKO™ TYCT jep Ccy eleMeHTH caMoajjyHroBanu. Heka je
a € Bi(A™) u a = v|a| meroBo mosapHo pasaarame. 3a HPOU3BOJBHO € > ()
W BEKTODE T'1,Tg,. .., T, MOCTOJU camoaajyHrosad ejgement ¢ € Bi(A) rakas
na je ||(la] — ¢)z;|| < e. Ako y3memo b = vc, umamo 1a je |[(a — b)z;|| < ¢
u ||(a* —b*)z;|| < e. dpyru Hauun ga ce mokaxe na je Bi(A) jako* rycra y
B (A*) jecre momohy Teopewme [62, Teopema 1.9.1], kopurthemem Mekujese

TOTIOJIOTH]E.

Ilocnenunia 2.2. Hexa je M Xunbepmos C*-modya, 1ad npoussomrom C* -
anzebpom A. Tada ce A-spednochu ynympawrou npoussod wa M mosce npo-
dyorcumu do A**-epednocroe yrympawrwez npoudsooa Ha CKYN NPECAUKABAILA

Hom (M, A™), xoju 2a wunu camodyarnum Xuarbepmosum A**-modyiom.

IMTocaeguua 2.3. Heka je M camodyarnu Xunbepmos C*-modya, nad C*-
anzebpom A. Tada je Xunbepmos A**-modya M¥ maxohe camodyanran.
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2.2. KowmmakTtHOCT y ctasgapaaoM Xuiabepropom C™*-MOgyTy

VY macraBky, cMaTpamo 1a je C*-anarebpa je TMHUYIHA.

Hedbunumuja 2.1. Heka je M Xunbepros C*-momys. Tonosomkun npoctop
(M, 1) je ,nenpexudan” axko je CBaKH ,KOMIIAKTAH OMEPATOP KOMIAKTAH,
OJITHOCHO, CJIMKA JeIMHUYHY JIOITY y HOpMH U3 M y TOTAJIHO OrpaHUYeH CKYII
y (M, 7). Xunbepros C*-moayn M je , menpexudan” ako MOCTOjH TOMOJIOTHja

T uwa M taxBa ma je (M, T) ,Hempexkuman’.

Beckonauno aumensuonanna C*-anrebpa A, kao Xuiabepros C*-momy.
HaJ caMOM cOOOM ca TOTIOJIOTHjOM HHIyKOBAHOM HOPMOM, HUje , HeIIPpeKuIHa”,
3aT0 WITO je HACHTHIKH onepaTop O, (O () = e (e, r) = ) ,koMnaxTan”,
aJIM CJINKA jeITHHUYHE JIONTE HIje TOTATHO OTPAHNIeHa Yy BaHAXOBOM CMUCTY.
Cranmapaan XuabeproB W*-moayn H 4 je ,Henpekugan” Ha ocHOBY Teopeme
2.1.

Jlema 2.7. Hexa je T € B“(Hy) ,komnaxman” onepamop. Tada nocmoju

L Komnaxman” onepamop T7 € Ba(Hﬁ), maxae da je dujazpam

# o TH
HA H.A

[

T
HA e HA
KOMYMamueaH.

Hdoka3: 3a modeTak y3MUMO Ja je ,KOMIAKTaH oIepaTop YIpaBo OIle-
paTop KOHa4HOI paHra, ogsHocuo 1T' = ©O,, 3a x,y € Hy. Hedunumumo

omepaTop Ouz14Nye1+n HA Ha ® A™/N ca
Ou1+Ny21+N (2 @0+ N)=(2®@1+N)y®1+N,z@b+ N| (2.2.2)

U THErOBO POy KEHhe Ha Hﬁ Ka0

Or014Nyo1+N(2) = lim Ouw11Nyo1+N (2n),

3a z € Hj e je Hy @ A*/N > z, — 2z € Hj. Osaj omepatop je
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2.2. KowmmakTtHOCT y ctasgapaaoM Xuiabepropom C™*-MOgyTy

L,KOMIAaKTaH Ha Hj U BaxKu

Orp14+Nye14N (1(2)) = Opgipnye14+n(2 @ 1+ N)
= 1+ N)y@1+N,201+N]=(2®1+N)(y,z2)
= 2(y,2) @1+ N =i(z (y, 2)) = i(O,(2))

3a cBako z € H 4. Ilpema Tome, 3a z € Hff NMaMO

o1+ Nye1+N (1(2)) = 1(O44(2)).
Jasbe,

120148 yo14n] = SUP [|Ozei4nye1+n(2)]]
ZEHf
llz]I<1

= lim sup  [(z®1+N)y®@1+N,z, ®b, + N]|
N—=00 5 cH 4,bp €A™
n—oo ZneHA,bneA**
|20 ®bn+N||<1
— lim swp oy, z) @b+ N
N—=00 5 € H 4,bp A**

C ob3upom 1a je

lim — sup [z (y, 20) @by + N[ = lim — sup [z {y, z) [| - [|bnl],

n—oo zn€H A ,bp € A** =0 ZneH.A7||ZnH<1
[l2n®bn+N||<1 bn €A™ [|bn ||<1
nMaMO
1Oz nyerenll = lim  sup e (y, za) || - (|0l

"0 zn€H 4|z |<1
b €A™, ||bn [I<1

— lim sup |l (y, zn) ||
N0 4 €H 4,20 |I<1

= lim sup 192,y (2n)[| = Ozyl|-

N0 2n€H 4|20 |I<1
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2.2. KowmmakTtHOCT y ctasgapaaoM Xuiabepropom C™*-MOgyTy

3a 36up n omeparopa obsmka (2.2.2) Baxku

(21014 N o1+ N T Omo1iNyge1+N + - + Ore1iNy,0148) (2@ b+ N
= [[(z1(y1,2) + 22 (y2,2) + ... + T (Y, 2)) @b+ N

= w1 (y1, 2) + 22 (Y2, 2) + - 4 2 (Y, 2 - (18]

= [[(Ozy sy + Oupy + - +Oupy) () - 18] -

Kana y3memo cynpemym mo z @ b+ N € Hyq ® A* /N, nobujamo

n
E : @xi,yi
i=1

n
§ @xi®l+N,yi®l+N

=1

na Hy @ A™/N. C 063upoM jia cy OBM OIDAHUYEHH JIMHEAPHU OLEPATOPU
HEMPEKUIHN U JIa UMAjy UCTY HOpMY Ha ryctoM ckymy Hy4 ® A* /N ckymna
Hj, OHJIa WMajy UCTy HOPMY U Ha Hj, OJTHOCHO

n
E : @Iiyyi
i=1

Z O, 014N,y @1+N . (2.2.3)

i=1

Axo je Tn = Z?:1 Gxi,ym OHIIa je T# = Z?:1 @xi@l-&-N,yi@-‘rNa ma 3001
(2.2.3) mmamo
TN = 1.1

HT# - ij” = HTn - Tm”- (2'2'4)

Y cayuyajy na je T npon3BosbaH ,,KOMIIAKTAH ONEpPaToOp, MOCTOJH HU3 Ollepa-
topa T, = > | Oy, ,,, KOjH KOHBeprupa y HopMH Ka omneparopy 1. Omasne,
nus (7)) je Komujes, na na ocuoBy jeanaxoctu 2.2.4 u Hu3 oneparopa (1)
Kommujes. N3 kommieTHocTn npocropa B“(Hj), “MaMo Jla HU3 ollepaTopa

(T#) xonseprupa xa ,xomnaxraom” oneparopy 1. 13 unmennre
Ous1+Nye1+n(1(2)) =1 (0,,(2)) 3a cBako z € Hff

n
u jia uus oneparopa T# = > O, 411 N y,@1+n KOHBeprupa ka 1%, umamo ja
i=1
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2.2. KowmmakTtHOCT y ctasgapaaoM Xuiabepropom C™*-MOgyTy

je T#(i(2)) = i(T#(2)), mTo HAM Jaje KOMYTATHBHOCT JHjarpaMa. |

Jlema 2.8. Hexa je T# € B“(Hj) Lkomnaxman” onepamop u Heka je j
NPECAUKABAILE dedhunUCaAHO Kao J : Hff — Hpo, j(z®@a+ N) = (z1a, 200, . . .)
306 x = (x1,%9,...) € Hp,a € A™. Tada nocmoju ,,xomnaxman” onepamop

T.w € B*(H g++), maxas da je dujazpam

Tix

[

# _T# } #
H.A H.A
KOMYMAMUBAH.

Hoxka3z: 3a noderak jokazahemo jia mpecimkaBame j : Hj — Hper, j(2®
a+ N) = (z1a, 200, ...), vae je x = (1,9, ...) € Hy, a € A*, n3omerpuuxu
uzomopduszam. Ilpeciukapame j je 100po JedUHUCAHO U WHjEKTHBHO jep

BazKH1

[rT®a—y®@br®a—y@b=a" (xr,r)a—a" (x,y)b—b" (y,x)a+b" (y,y)b
= a" (z,x)a—a" (z,y)b—b" (y,z)a+ 0" (y,y) b

= ) (ma)zia— Y (za)yb—> (yb)za+ Y (yib) yib
n=1 n=1 n=1 n=1

[
NE

(iUia - yib)*(mia - yib)'

Il
=

n

C obzupom jga je A jegunuuna asrebpa, 1ocroje 0a3HU BEKTOPH €; =
(0,...,0,1,0,...). 3a mpou3BOBHO T = (X1, T2, ...) € Haw Bazku j(D o) 6;®
T;) = x, ONAKJIe CJeJM J1a je MPeCcJnKaBame j CyPjeKTHBHO.

N3 jepnakocTn yHYTpANIbUX TPOU3BOJIA

[t®a+ N,y®@b+ N|=a"(z,y)b=a" (ZI?%) b= Z(%a)*?/z‘b
n=1 n=1

= (jlz®@a+N),jly@b+ N)),

JI00MjaMo J1a je j U30MeTPUYKU u30Mopuszam.
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2.2. KowmmakTtHOCT y ctasgapaaoM Xuiabepropom C™*-MOgyTy

IIpeMa TOMe, 3a HPOU3BOJbAH ,KOMIAKTAH' omepaTop 17 u3 Ba(ij),
nocToju ,KoMiakran” omeparop Ty, € B(H 4++) Taxas jga je T, = joT#oj~!

(3a T# = Ouga,yep IMAMO Ty = Oyq 4p). [ |

Teopema 2.4. Cmandapdan Xunbepmos C*-modys H 4 u Xunabepmos W*-

MOOYA Hj jecy ,,Henpexudnu”.
Hokaz: Heka je T ,kommaktan” Ha H 4. Tajma mocroje ,KommakTHR
omepatopu 17 € B“(ij) u T, € B*(H 4+ ), TAKBU 712 je qujarpam

Tix

b
g s it

[

HALHA

KOMYTaTHUBaH.
Heka je H g~ Xunbepros A**-momys, rae je A jenunmana C*-anrebpa.
JedbuHUIIUMO JIOKATTHO KOHBEKCHY TOMOJOTH]Y Ty Ha H 4o (0Bsmka (2.1.1))

nomohy dpaMuuje moayHOpMHI

Poy(T) = Z lomi&)l? o= (&, 8, ), (2.2.5)

e je ¢ orpaHuuen JuHeapaH ¢yHknuonana Ha A (HopmasiHo ctame Ha A
je orpanwden simHeapas Gynknunonan va A) u y = (11,19, .. .) HA3 eJeMeHaTa
y A**, takaB n1a je

sup p(n;n;) = 1. (2.2.6)
j>1

JlepuHAITIMO TOIOAOTH]y T7 Ka0 TOMNOJIOTH]Y HHIYKOBAHY Ha MOy
ij NOMORY Ty, TO jecT, A € 77 ako i(A) € T,, 1 JeUHAIIIMO TOMOJOTH]Y
T Kao TOIOJIOTH]Y WHIYKOBaHY Ha Moayiay H, momohy T.., OJHOCHO, T =
(i1 0 57 (T)-

Ha ocuoBy Teopeme 2.1, u3 ,KoMmakTHOCTH omeparopa T, CJIegIu mbe-

ropa kKommakTHocT, na je T,.(B) moramno orpanmuen. C o63upoMm Ja je
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2.2. KowmmakTtHOCT y ctasgapaaoM Xuiabepropom C™*-MOgyTy

§(B)) € Bu (joi)(By) C B, e ¢y By u By jemmmuame sonre y H u H g,
penom, ckynosut T (j(B1)) = j(T%(B1)) 1 Tu((j 1) (Bz2)) = (joi)(T(B)) cy
totamuo orpanmaenn y (H -, 7**). Onasne, T#(B;) je Totamno orpannyen
y (Hfj‘l(n*)) = (Hf,T#) u T(B) je toramno orpanumden y (Hy,i ! o
J N Tws)) = (Hy, 7). Tume Mo mokasamm jga cy Xunbeprosu mMoayad H 4 u

Hj HHETIPeKUIHU . [

)



I'maBa 3

Mepe ,,HeKOMIaKTHOCTH Ha
cTaHJapaHOM XHMJIOepTOBOM

W*-monymny

Y npBOM TIOTJIAB/BY HABEINW CMO HEKe MO3HaTe Mepe HEKOMIIAKTHOCTH Ha,
METPHUYKHUM U yHUDOPMHUM ITPOCTOPUMA M HOKA3aJH CMO FHbUXOBE OCOOUHE.
Ha oucmo geduHECATIH Mepe HEKOMIIAKTHOCTH Ha CTAHIAPIHOM XUIOep-
topom C*-momyny [?(A), MopaMo ce HPBO OJJIyYHTH KOjy HEKOMIIAKTHOCT
v 1?(A) xemumo na mepumo. C 063upoM Ja ce U OBJe TePMUH KOMIIAKTHOCT
pas3auKyje o KJIACHIHOr TepMUHA ¥ BaHaXOBUM IIpOCTOpHMA, KOpUCTHheMO

HaBOJHUKe. Pe3yaTaru M37102KeHW Yy OBOM TOIVIaB/BY MOTY ce Halim y pamy

[33].

3.1 Mepa ,HEeKOMIIaKTHOCTHI )\

Ha naroj jequaunanoj W*-anreopu A nocmarpaliemo cranmapaan Xuibep-
ToB Moy [2(A).
3a moveTak JOKAaXKUMO JBe jeMe Koje he HaM OUTH O/ KOPUCTH Y JTA/beM

pany.

Jlema 3.1. Hexa je 2y L 29, 21,20 € Hy. Tada je |21 + 22| = ||21]|-
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3.1. Mepa ,HekoMmakTHOCTH A\

Hoxka3z: mamo
(21 + 22,21 + 22) = (21, 21) + (22, 22) = (21, 21) -
[Ipema Towme,
21+ 20| = [ {21 + 22,210 + 20) | = | (21, 20) || = [

Jlema 3.2. Hexa je M npojekmusar Konaumo 2eHepucar noomodys mMooyaa

H 4 u nexa je x € Hy npoussoman easemenm. Tada je
d(x, M) = ||z — Py|,

ede je Py opmozonanan npojexmop wa M ca jesepom M.

Hoxka3z: Ha ocnoBy Teopeme 1.13 M je oproronanno monymun, H, =
M @ M+ u nocroju Py: Hy — Hy taxas na je Py = Pi; = Py, ciuka
npojekTopa Py je M 1 jesrpo ox Py je M*. Heka je y € M mpon3Bo/baH.
Ha ocnosy Jleme 3.1 u na ocoBy x — Pyx € M+ u Pyx—y € M, cienu na
je

|z —yll = l[(z = Pyz) + (Puz —y)l| = ||z — Pyl
[ |

Heka je P ckym cBuX orpanumveHux nojckymnosa ckyna H 4. ledurummmmo

dbyuxujy d: P x P — [0, +00) ca

d(E,F)=supd(xz,F) =supinf |z —y|, E,F€P.
z€E zeE YeF
Dyuxiuja d HUuje cuMeTpudHa, OJHOCHO He MOpa BaxKuTu jequakoct d(F, F)=
d(F, FE) 3a npousBosbHe nojckynose K, F' C H 4.
[Togcerumo ce ja cmo pedurncann A-,, npemrxomnaxman” CKyI Kao orpa-
HUYeH cKyll B TakaB 7a 3a cBako € > () nmocroju cj1060/1aH KOHAYHO reHepuCcaH
Moyt M = A" takas 1a je d(E, M) < e.

OBaj mojaM MOKeMO VOIIITHTHU Ha cJegehn HaduH.
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3.1. Mepa ,HekoMmakTHOCTH A\

Hedbunnnmumja 3.1. Heka je F C Hy4 ckyn orpanunden y Hopmu. Mepa
,HeKoMmakTHOCTH cKyna E, y osuanu A(F), jecte Hajelie 10ie OrpaHuYerhe
cux 1 > 0 3a Koje nocroju cjaob0an KoHauyHo renepucan Moxyin M < Hy
rakas j1a je d(E, M) <n.

Tephemwe 3.1. Heka je E C H4. Mepa ,,nexomnaxmmuocmu” A(E) mooice ce

pavyramuy ma caedehu navum:

(a) ME) = infyersup,epd(z, M), 2de je F ckyn ceux cro600HuT KOHAUHO

2EHEPUCAHUT MOJYAG;

(6) AE) = 1ty oo 5Upeg 12 — Pt = infysr sup,cp 2 — Pazll, ede je
P,: Hy — Hy, P,(x1,29,...) = (21,22,...,2,,0,0,...).

Hoxka3z: Jeguakocr (1) je ounrvienna. Jlokaxkumo rspheme (6). Huz
oneparopa I — P, je omanmajyhu y moperky C*-anrebpe B*(M). Omnasue je
limy, o0 SUP,ef ||© — Pox|| = inf,>1 sup,ep ||z — Pozl|. C o63upom aa je P, H 4

c10007aH KOHAYHO I'eHEPUCAH MOJLYJI, IMaMO

AE) < inf sup ||z — P,x||.

n2l g ep

Jokaxkumo cynporny uejennakoct. Heka je € > 0. Taga mocroju cioboman
KOHA9HO reHepucal mMoaya M rakas na je d(x, M) < M\(E) 4+ e. O3naunmo
npojekrop Ha M ca (). Ha ocnoBy Tephema 1.5 Baxu ||Q — P,Q| — 0 xaga
n — oo. U3 P,Qx € P,(Hy) u Jleme 3.2 ciean

[ = Poxl| =d(z, P.(Ha)) < [lz — P.Qul]
<llz = Qafl + [|Qz — FQz|| < ME) + ¢ + K@ — F.Ql|,

rie je ||z]] < K 3a cBako x € E (E je orpanuuen). [Ipema ToMme,

sup ||z — Pyzl]| < ME) + e+ K||Q — P.Q||

zeE

a Kaga n — 00O UMaMO

lim sup ||z — P,z|| < M(F) + ¢,

n—oo z€E
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3.1. Mepa ,HekoMmakTHOCTH A\

YHUMe je 3aBpIIeH T0Ka3. [ |

Tepbeme 3.2. Hexa je A\ mepa ,nexomnaxmuocmu” u B F C Hy.
(a) Axo je E C F, onda je A\(E) < \(F).
(6) MENF) <min{\(E),\(F)}.
(B) MEUF) <max{\(E),\(F)}.
(r) ME + F) < AME) + A(F).

(1) Baoicu AN(Ea) < A(E)llal|, 2de je a € A. Jodammo, axo je esemenm a
uneepmubuan, onda je ||[a=t|TA(E) < M(Fa). Cneuujaano, axo je a

yrumapan, mada je N(Ea) = \(E).

(h) McoE) = ME), ede je coE = {d tix; | 0 < t; € RY Tt =

1,z; € E} wousecruu omomay ckyna E.

(e) 3a npoussoman nosumusan 6poj ¢ sasicu N(cE) = cA(E).

Hoxkaz: Ocobuna (a) je ounrsienna, a ocobuna (6) caenn u3 (a).

(B) Heka je d = max{\(E),\(F)}. Onzna 3a cBako x € EU F u 3a cBaKo
£ > () I0CTOju JIOBOJBHO BEJIUKO N TaKBO Ja Baxku ||x — P,x|| < d+e. Onabne
je \(EUF) < max{\(E), \(F)}, aunme cMo JoKa3aaun ocobuny (B).

(r) Hexka je z € E+ F. Tanaje z=x+y3auekox € Euy € F, na je

Iz = Poz|l < [l = Poz|l + [ly — Payll S ME) + €+ AMF) +¢,

3a J10BOJBHO Besnko n. [Ipema Tome, Baxu ocobuna (r).
(n) Buno koje z € Ea je obiuka z = ya 3a veko y € E. Tlpema Tome,
|z — Puz|| < |ly — Puyll - |la|| n mejennakoct caemn ysuvamenm aumeca. Ako

a uma uneeps a” !, ouga je £ = (Ea)a™!

u nomohy mperxomnor A(E) <
A Ea)||a| ™. Hokazamm cMo ocobuny ().
(h) Heka je z € coE. Taga je x =Y . | t;x; 3a Heke x; € E u nosutusHe

t;, 3a koje je > t; = 1. Baxu

n

i=1

[ = Pzll =

n
< ZE‘H% — Poxif| < sup |z — Puzl].
i—1 relk
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3.1. Mepa ,HekoMmakTHOCTH A\

IIpema ToMe, SUP,cqo g |2 — Poz|| < sup,eg ||z — Pox||

Ha ocroBy Tsphema 3.1 ciean HejeTHAKOCT

sup || — Pyz|| < sup |z — P,z|,
el xreco B

arMe cMo JoKazaau ocobuny ().

(e) Ha ocuoBy TBphema 3.1 u jeanakocTu

sup [lz = Pual| = csup|le — P
zeckE zeE

3a CBaKW NO3UTHBAH Opoj ¢, Baku A(cE) = cA(F). |
Tephemwe 3.3. Hexa je B jedunuuna aonma y Hy. Tada je A(B) = 1.

Hoxka3z: Ceaku mommomnyn caapxku 0. Omasae je \(B) < 1. Hexka je
0 < 6 < 1wumneka je M HekHu c1060JaH KOHAYHO MeHEPHUCAH TOIMOLYI MOLYJIA

H 4. Tlocroju nerpusujanan y € M+, Tana je d|ly|| "'y € BN M+ u umamo
d(B, M) > d(d|lyl| "'y, M).
C ob3zupom sia je 6||y|| "ty L M, 3a crako v € M Baxu
6llylI™"y — 2[1* = &% + f|=]|* > o*.

Onagne je d(B, M) > 9, na je A(B) > §. lokazauu cvo na je A(B)=1. A

IMocaeauua 3.1. Axo 3a nexe ckynose E, F C Hy sasicu unkaysuja E C
F + 0B, onda je \(E) < MF) + 6.

Hoka3z: Henocpenno cienn u3 Tephema 3.2-(r) u Tephema 3.3. [ |

Tephemwe 3.4. Mepa ,,nexomnaxmuocmu” X uma caedehe ocobume:

(a) |INE) = AMF)| < dy(E,F) = max{d(E,F),d(F,E)} 3a npouszsomne
ckynose B, F C Hy (dy je mse. Xaysdopgoso pacmojarse);

(6) M(E) = \E), ede je E samsopewe cxyna E C Hy 1y nopmu;
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3.1. Mepa ,HekoMmakTHOCTH A\

(B) M(E) =0 axxo E C Hy je A-,npemromnarman’;

(r) ME) < sup,eg ||z]| 3a npoussoman cryn E C H 4.
Hoxka3z: (a) Heka je d = dy(E, F). Tana je E C F + dB u Ha 0CHOBY

ITocnemune 3.1 mMmamo
AME) < A(F) +d, onnocuo, A(E) — A(F) < d.

Canuno, n3 ' C E + dB crenn A\(F) — A(E) < d.

(6) C obzupoM 1a je dy(E, E) = 0, MOKeMO IPHMEHHTH HPeTXOTaH 160

tBphema u mobujamo A\(E) = A(E).
(B) Coiesmn mupexrro u3 gedununyje.
(r) Tepheme caean qupextro uz E C (sup,cp ||z||) - B. |

ITpumep 24. Y ocobunn (i) Tephema 3.2 MoxKe BazKUTH CTPOTa HEjeHAKOCT.
Baucra, Heka asnrebpa A canpxku Herpuujasan mpojektop p u A(l — p) je

uzomopdna ca A. (Ha npumep A = L>°(0,1) u p = x[0,1/2-) Heka je

E = {(a1p+b1(1 —p),asp + ba(1 —p),...) | Za:}an <1, Zb:;bn < 4}

n=1 n=1

u Heka je a = p. Omnga je ||p|| = 1 uw ME) > 2 jep E caapxku jonry
nosyupeunuka 2 y H (kaza a; = 0). Ca apyre crpane, Ep je caupzxan y
jemunananoj Jgontu y Hy, na je A(Ep) < 1.

Mozkemo gedunnCcaTH MEPy HEKOMIAKTHOCTH A, oneparopa 1" € B*(H 4).

Hedununuja 3.2. Heka je T € B*(H4) oneparop KOju JOMYIITa ajjyHIO-

Bame. Mepy nexomnaxmmuocmu A\, oneparopa 1’ padyHaMo Kao

rae je B jenmauuna jgonta y H 4.
Tepbeme 3.5. Qynrxuyuja \, uma caedehe ocobune:

(a) A, je cybadumuena, odnoco,

Mo(T1 4 T2) < Ao(Th) + Mo(T3);
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3.2. Mepe ,mexkomnakrHoctu” Kyparosckor, Ucrpreckya n Xaysmnopgpa

(6) Ao je nosumueno xomozena, 00HOCHO,
Ao(cT') = X (T),
3a ceako ¢ > 0 u 3a ceako T € B*(Hy);

(B) M\o(T) < ||IT)|, 3a cearo T' € B*(H 4).

Hoxkas: (a) Ha ocnoBy Tsphema 3.2-(r) umamo

Ao(Ty + 1) =
<

(1 + 1) (B)) < MT1(B) + T»(B))
(T1(B)) + AMT3(B)) = Ao(T1) + Ao(T).

A
A
(6) [Ipumenom TBphema 3.2-(e) mobujamo

A(eT) = A(eT)(B)) = McT(B)) = A(T(B)) = eA,(T).
(B) U3 nukmysuje T'(B) C ||T||B u nperxoxuor aeia noj (6) mMamo

Ao(T) = MT(B)) < MT(|B) = [[T|A(B) = |IT']

[Tocneama jeanakocT cieau Ha ocHoBY TBphema 3.3. [ |

3.2 Mepe ,HekomnakTHocTun’ KypaTtoBckor,
Ncrpueckya n Xay3mopda

Y osespky 2.1.1 KOHCTpyHCAIN CMO JIOKAJHO KOHBEKCHY TOTIOJIOTUJY T Ha
I2(A) TakBy na ako je T € B*(I*(A)) ,komnaxTan” oOHJa je CJIUKa jeMHAYHE
JIOTITe TOTAJHO OTPAaHUYEH CKYT Y OJIHOCY Ha Tomojorujy 7. OBa Tomosioruja

je nedunncana nomoly dbamuimje MOJIyHOPME P, 4

Pey(r) = Z|<P(773*§j)|2, v =(&,6,...) € P(A), (3.2.1)
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3.2. Mepe ,mexkomnakrHoctu” Kyparosckor, Ucrpreckya n Xaysmnopgpa

rie je p € A, HopmaiHo crame a y = (1,19, .. .) HE3 eneMenara y A Takas
Ja je
sup (1;n;) = 1. (3.2.2)
j=1

Taxobje, y cnenujamnom cay4uajy kaga je A = B(H) anarebpa cBux orpa-
HUYEHNX OlepaTopa Ha Xua0epToBoM npocTtopy H, mokazaim cMO Ja BayKu
u Jpyru cmep, To ject, 6uio koju omneparop T € B%(I*(A)) uuja je ciuka
jeJMHUYHE JIONTEe TOTAJIHO OTPAHMYEH CKYI Y OJHOCY Ha TOMOJIOTH]Y T MOpa
OUTH ,,KOMIIAKTaH .

Craungapaan Xuibepros Moy [2(A), y ojHocy Ha Tomojiorujy 7, jecre
JIOKAJIHO KOHBeKcaH u Tume yHudopman. lloacermmo ce Teopeme 1.9, rue
cMO ToKazaJim jJa cy Mmepe Kyparosckor, Xaysmopda u Mcrpreckya mepe
HEKOMTIAKTHOCTH Ha YHUMOPMHEUM npoctopuMma. Kajia npuMeHnMO TO Ha
Hal ciydaj, kaja je npocrop (I2(A), 7), umamo ciezehe mMepe ,, HeKOMIAKTHO-
cru” Kyparosckor, Xaysnopda u Ucrpreckya (ckynosu ¥ u A cy nedunu-
cann y ledunnuumju 1.9),

a, x,[: T — A

a(E))(p,,) = inf {g >0 E=|Sh poyla’ —a") <, ¥a',a" € s}

i=1

X)) (ppy) =inf {= > 0| E € | By, (2:,2), 21 € B(A)},
i=1
FrILe je Bp«p,y(xi7€) = {y | p@vy(y - xl) < 6}7 u
[I(E)|(pyy) = sup{e > 0 | (mocroju Geckonauan ckyn S C E) (Va',2" € 5)
Pey(a’ — ") > e}

dvaknuje o u I 3aBuce 0J1 MOJVHOPME U MOXKEMO UX HOCMaTPaThi

) Soay
Kao (byHKIIHje JIBe MPOMEH/bUBE Y OJHOCY Ha OrpaHuYeH cKyn F u y oaHocy
Ha HOTYHOPMY Dy,. AKO JKEIHMO /13 Mepe ,HeKOMIIAKTHOCTH He 3aBHCe

Ol TIOJlyHODMe, MoxkeMo mocMmarparu dbyukmmje x*, o, I*: T — [0, +00)
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3.2. Mepe ,mexkomnakrHoctu” Kyparosckor, Ucrpreckya n Xaysmnopgpa

neduHICAHE CA
X(E) = sup [X(E)|(pey),

a’(F) = pSUIEDP[Oz(E)](pp,y), (3.2.3)
I"(E) = psugp[I(E)] (Poy)

3a caku E € Y, rue je P ckyn cBux moayHopmu obsmka (3.2.1). Oso cy
Mepe HeKoMmakTHocTH y cmucay ledunurnuje 1.10 (Bumerun Teopemy 1.11).
Y cBakoM yHH(POPMHOM MPOCTOPY KOju je jaeduHucan nomohy cucrema mo-

JIYHOPMH, 33 CBaku orpanuden ckyn F, Baxu (Bugern Teopemy 1.10-(k))
X(E) < I(E) < a(F) < 2x(E). (3.2.4)
OnaBae umamo

Y (B) < I'(B) < " (E) < 21 (). (3.2.5)

C 003upoM J1a CMO YHOPEeJIuId Mepe ,HeKomMnaktnoctu X*, I[* u o,
MOCTaB/ba Ce JIOTHYHO MHTAe 13 JIH Ce MOXKe U Mepa ,HEeKOMIIAKTHOCTH

A YIOPEIUTH Ca IHUMA.

Tepheme 3.6. 3a ceaxu ozpanuuen cxyn E C I*(A), umamo
X (E) < AE).

Hoxka3: Heka je F orpanuyen cKkyn u Heka ca P, 03HaYUMO IPOJEKIU]jy

Ha npBuX n Koopauuarta y [%(A), omHocHo,

Pn(£17£2’...> - (fl,...,fn,(),...).

Us EC P,E+ (I — P,)E n u3 cy6aauTuBHOCTH Mepe X, mMaMo
X'(B) S X'(PLE) +X((I = B)E).

MehyTtum, ma ocuoBy Tspbhema 2.3, ckyn P,E je ToTrajaHo orpaHuded, Ia je
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3.2. Mepe ,mexkomnakrHoctu” Kyparosckor, Ucrpreckya n Xaysmnopgpa

x*(P,E) = 0. Onasne

X(E) < X = B)E) < sup|(7 = Po)a])
xre
3a ceako n € N. Ha ocuoBy Tsphema 3.1-(6) umamo x*(E) < A(E). |
IIperxoano TBpheme Ham maje nomwy rpanuiy 3a A. [Ipe wero mro nahemo

rOpIe OrpaHndemne, 1edUHANIIMO YPABHOTeKeHe CKYIIOBE.
Jedunnmnuja 3.3. Heka je E C [>(A) orpanuyen ckyi.

(a) Pehu hemo na je E A-ypasnomesicen ako x - u € E xkaaroq x € E n

u € A je ynurapan.

(6) 3a A-ypasrnomesicen omoman ckyna E y3uMaMo MUHHMAJTHH YDaBHO-
TeXKeH CKyN Koju canpxu E, ognocuo, | J Fu, The ce yHHja y3uMa 10

CBUM YHUTApHUM ejieMeHTuMa u € A.

Hanomena 3.1. Hedbununuja 3.3 je MOTUBHCAHA TIOJMOM YPABHOTEYKEHOT CKY-
& ¥ TOIOJIONIKOM BEKTOPCKOM IpocTopy Haj nobem C. Hamme, 3a mojckyn
E Tonosromikor BekTopckor npoctopa X Haa nmosbeMm C KazkeMo Ja je ypaBHO-

Texen ako AE C F 3a cBakn KoMILTIeKcan O6poj A 3a Koju Baxu |A| = 1.
Y Tephemy 3.2-(1) gokazann cmo A(Eu) = A\(E). [ahiemo nsa yormrermna

OBOI TBphema, rjie ce MPBO OJIHOCU HA MOjaM yPaBHOTEKEHOI CKYIIA.

Tepheme 3.7. Hexa je E C I*(A) ozpanuuen cxyn u nexa je F rwezos A-

ypasnomesicen, omomay. Tada je N(F) = A\(E).

Hoka3z: 3a cBako x € F u 3a cBaKM yHUTapaH u, uMamo ||u|| = 1, omakse
je lzu — Pyzu|| < || — P,aull. Ilpema Tome, ma ocnoBy Tsphema 3.1-(6),

nUMaMO

AMF)=lim sup |zu— Pyzu| < lim sup ||z — P,z|| = A(F).
n—o0 :L‘EE, n—oo zc€FE
U—YyYHUTapaH

Cynporua nejeauakoct A(E) < A(F) crequ uz E C F. |
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3.2. Mepe ,mexkomnakrHoctu” Kyparosckor, Ucrpreckya n Xaysmnopgpa

Tepbheme 3.8. Hexka ca p 03navumo nexy od mepa Kypamoscroz, Xayzdopgpa
uau Hempuecwya. Hexa je u € A ynumapan u E C 1?(A) oeparnuqen cryn.

Tada sasicu
p(Bu) = p*(E).

Hoka3z: Ha mouerky, jgokazahemo ga 3a jaTo HOpMaJHO cTame ¢ Ha A
u yaurapad u € A, upeciukasawe ¢*: A — C, ¢“(x) = @(u*zu) jecre
takohe HOpMasHO crame. Ounrienno, *(1) = p(u*u) = ¢(1) = 1, onaxie
je |lell = 1. Ako je z > 0, onma moctoju a TakBo 1a je x = a*a, ma je
e(z) = p(uzu) = p(u*a*au) = p((au)*(au)) = 0, jep je ¢ mosurTHBaH
dyukmmonan. [lokazamm cMmo ga je ¢ mosutuBaH (yHKImonana. Octamo je
JOTI 7@ JTOKaKeMo Ja je ¢ HOpMaJiaH.

Hexka je z, pacryha mpexka ca HajMamuM ropmuM orparndemeM r. OHIa
je u*x,u Takohe pactyha mpeka orpanndena ca u*zu. /lakie, meHO HajMambe
ropibe OTpaHuYerhe je Male WIN jeTHaKO of u*ru. AKo je u*r,u < y, oHIa
je T, < uyu*, omakie je r < uyu*. 3a TPOU3BOLHO TOPIHE OTPAHUICHE Y
j06um Mo urru <y, na je u'ru HajMambe Iopkhe OI'DaHUYerhe 33 MPEewKy

uw*zq.u. Ilpema Tome,
sup (o) = sup p(u*zu) = p(u*zu) = “(x).

Hexa je € > 0 npomssossrao. Ha ocnosy (3.2.3) mocroju nosyHOpMa p, ,, €
P takBa na je [u(Eu)|(pyy) > p*(Eu) —e. Jame, mMaMo py, (TU) = Dpu gy,

rie je yu* = (mu*, nu*, .. .). Saucra,
P2y (u) =Y lem&u)l* =D lp(u(nu) Gu)|* = plu - ().
=1 =1

Baxxku

sup " ((nju*)"(nju*)) = sup " (un;n;u”) = sup p(u un;nu v)
j=1 j=1 j=1
= sup p(n;in;) = 1,
j>1

omaksie map (", yu*) 3amosospasa yciaos (3.2.2).
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3.3. Mepe ,mekomnakTHocTH” Ha cTagapaaom motyry [1*(B(H))

IIpema TowMme,

BN (P yur) = (B (poy) > 1" (Bu) — €

1 0J1aBJIe
w(E) =2 p*(Eu).
CynpoTHa HejeJHAKOCT caeqd u3 jennakoctd B = (Eu)u™!. [ |

Hanomena 3.2. Y TpeHYTKY Nnucama OBe JUcepTalyje HIje HaM MO3HATO Jia
sm ce mepe Kyparosckor, Xaysnopda u Hcrpiieckya Memajy kajga ce mnpehe

Ha ypaBHOTEYKEHW OMOTAaH.

3.3 Mepe ,,HeKOMIIaKTHOCTH HAa
crangapaaoM momayity [*(B(H))

Y crernmjannoMm caydajy, kana je A = B(H), M0KeMO 0103r0 MPOIEHATH
Mepy ,HEKOMIIAKTHOCTH A\ 3a ypaBHOTEKeHe CKYIIOBe, TaKO IITo hemMo Hahu

onHoc u3melhy mepe A u mepe [*(FE).

Teopema 3.1. Hexa je A= B(H) u nexa je E C [*(A) A-ypasnomesicenu

ME) < VIE|T(E),

ckyn. Tada je

ede je ||E|| = sup,ep ||lz||.

Hokaz: Osznaunmo ca Py npojekTop Ha npBuXx k KOOpAWHATA, OTHOCHO,
Pi(&1,8,...) = (&,...,&,0,0,...). [To3naro je ma cy cBu Py, ,KoMmakTHuH .
Axo je inf, > ||(I — Py) E|| = 0, omna na ocuoBy Tephema 2.3 u (3.2.5) ciaean
N(E) = x*(E) = 0. Heka je

0 = int[|(I - P)E| >0

u nexa je 0% > ¢ > 0. Ouurienno je § < ||E||. JTedunuummo uus npojekropa
Q. € {P, P, ...} u nu3oBe BeKTOpPa T, U 2, € [*(A) Ha crenehin mauun.

Heka je Qg = 0. Ako je QQ,,_1 medunHHCcaH, OHIA IOCTOjU T, € F Takas ma je
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lzall < NEN w0 [J2nll 2 I(1 = Qu-1)@all = 6 > 5 (0+ /62— 5) = C1. 36or
limy o0 |(I = Py)(I — Qp-1)x,|| = 0, noctoju npuponaun 6poj k, Takas aa je

(I = P, )(I = Qn)zn|| < Cs,

rie je Cy = min{QHEE”,% (5 — /0% — %)} Hedbunummmo @, = Py, u
Zn = Qn(I — Qn_1)Tn. (3.3.1)

okazahemo Heke ocoOuMHEe HU30BA T, U Z,.

[IpBo, Ha ocHOBY JeduHUITje, BaKe HEjeIHAKOCTH

17 = Qu)(I = Qu1)anll < Co, (3.3.2)

Izl < flnll < £, (3.3.3)

lzall Z 11 = @n-v)anll = (I = @u)(I = Qu-a)@n]| > C1 = Co. (3.3.4)

Barum, 3HaMo J1a ¢y (), u I — ), npojekTopu 3a cBako n € N, omakje 3a

Zn = Qu(I — Qn_1), BaxKN

<men> = <Qn([ - Qn—l)fpmzn)
= <Qn([ - anl)xm (I - anl)Qnme = <Zn7 Zn) :

Hokazaan cmo
<Zn7xn> = <Zn7 Zn) . (335)

Jaspe, 38 m > n uMamMo
| (zms ) || < Col| E]. (3.3.6)

Baucra, 3a TakBe m u n uMaMo Q1 < @, < @1, oapocHo, I — Q1 <

I— Qn < I— anla OJlaKJie je

I — Qm—l = (I - Qm—l)(l - Qn)(] - Qn—l)»
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ma je

(Zm, Tn) =

(I = Qm-1)2m, Tn)

(I = Qm-1) = Qu)(I — Qn-1)zm, Ty)
(zms (I = Qu-1)(I — Qu)(I — Qn-1)Ty)
(Zm, (I = Qu)(I = Qn-1)2n) -

ITpema Tome, na ocuoBy (3.3.2) u (3.3.3) Baxn

1 €2y ) | < lzmll - 11 = Qu) (I — Qn-r)zn]] < Co| E].

Koncrpyucahemo nosynopmy p Koja je HenpekujHa y 7 u KoHcTpyucahemo

roranno auckperan mu3 y E. Ha ocnosy mejegnakoctu (3.3.4) Baxu
120l = 1v5 (2, 20) vall > (C1 = C2)?,

ma MOKeMo n3abparu HOpMasHo crambe ¢ u vj, v; € A (Jlema 2.4), Takse na
je
Py (2n, 2n) V) > (O = Ca)*. (3.3.7)

ITocmaTpajMo MOJYHOPMY p JaTy ca

p(@) = |3 lel(v o))

13 (3.3.1) mocroju nus (; € A takas ga je

Rk = (0,...,O,Ckn71+1,...,Ckn,o,...).

Hebumummnmo 13 w; = (v, /@(UiCCGun) Y2 3a kyo1 +1 < j < ky. 3a Takas

HU3 BazKH

o(wiw;) = o ( b Gt )
7 SO(U;;CJ‘KCJ‘UW)ID @(U;C;CjUn)lﬂ

=@ (UZC;CJUn/w(UZCJ*CJUn)) =1
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3.3. Mepe ,mekomnakTHocTH” Ha cTagapaaom motyry [1*(B(H))

Taxobe, 3a x = (&, &, .. .) IMaMo

kn
e((zavm @) P = | Y e(0nG o) e(w]E)
Jj=kn—1+1
kn kn
< D ewnGGr) Y lewig))?
J=kn-1+1 J=kn_1+1
kn
= @(vy, (2n, 2n) Un) Z |‘P(W;‘k§j)|2'

j=kn-1+1

Yaumajyhu y 063up (3.3.3) umamo 1a je (vl (zn, 2n) Un) < || (20, 20) Unl| =

[zall* < (|2 1 onaae
P*(@) =D le((znvn, 2) P < NEI*D o) = |EIPDE .. o, ().
n=1 j=1

ITpema Tome, josia3uMo JI0 3aK/bydka ja je p jgodpo jeduHucaHa u ja je
HEIIPEKHUIHA ¥ OJHOCY Ha TOIOJIOTH]Y T.
Taxobe, F je B(H)-ypaBHoTexkeH, na je x,v, € FE. Ha kpajy hemo

MOKa3aTH A je Tpl, TOTAJHO AMCKPETaH HU3. 3amCTa, 3a 1M > 1 HMaMO

p(xmym - ann) QO(<ZmUm7 TmVm — xnyn>>|

> |
2 [o(Un (2ms Tm) vm) | = lo(V3, (2, Tn) ).
Mebyruwm, u3 (3.3.5) u (3.3.7) umamo
| oV (2ms 2m) vin) | > (C1 = Ca)?,
a u3 (3.3.6) umamo
(U (zms Zn) va)| < | (zms ) || < Cof £
N3 mperxomgHor ciean
P(Tolm — Tny) > (O — Cy)? — Co||E|| = 6* — ¢
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3.4. Mepe ,HeKOMIIAaKTHOCTH OIIEepPaTopa

A(E)?

IZl| BT = Er - 1lpema
Tome, A(E) < /[|E|[I*(E). m

Hanomena 3.3. Ako ynopeaumo dopmyrianuje u gokase Teopeme 2.2 u Teo-

Ba e € (0,02) maamo I*(E) > == onaxze je [*(E) > o =
)

peme 3.1, moxkemo Bujeru ja je Teopema 2.2 cnerujajian ciaydaj Teopeme
3.1, ka0 u ma Jokasum mMmajy ucty uaejy. Mebhyrum, Teopema 2.2 je mpsa
JIOKa3aHa, a M MOCIYZKHIIa je Kao MoTuBanuja 3a Teopemy 3.1, auju je 10Ka3,

MaKo CJIOYKEHHjU, HACTa0 Mpepajaom Joka3a Teopeme 2.2.

3.4 Mepe ,,HEKOMOAKTHOCTH omepaTopa

Y oBoMm motTmnoryiapmby Hahu hiemo Be3sy mamely mepe ,, HEKOMIAKTHOCTH
Ao IPOU3BOJBHOI OIIEPATOPa KOJU JIOMYIITa aJIjyHIOBaIbe KOja je yBeJleHa y
Jedununuju 3.2 u ogrosapajyhux mepa ,HeKOMIAKTHOCTH OIepaTopa Koje

creme uz o, x* u I*.

Hedunnmuja 3.4. Heka je A upowmssosbna W*-ajurebpa u neka je 1 €
B“(I*(A)) omeparop koju momymTa ajgjyaroBame. Dyukmmje af, x%, I*:
B(I*(A)) — [0, +00) nedunncane ca

a,(T) = a*(T(B1)), 1;(T)=1I"(T(B1)), x,(T)=x"(T(B1))

30BEMO, pejioM, mepa Kypamosckoz, mepa Uempueckya u Xaysdopdosa mepa

,HEKOMITAKTHOCTH oreparopa ' Koju JOIyITa a/ljyHrOBaIbe.

Tepheme 3.9. Hexa je A npoussonra W*-aneebpa u nexa je T', S € B*(Hy)

(ca (1 o3nauumo 6uno kojy 0d mepa ,,nexomnaxmuocmu” o, X, I).

(a) Dynryuje o, x& u IF cy cybadumuene u no3umMueHo romozene, mo

jecm, saoicu

Ho(T +5) < po(T) + p15(5), pio(eT) = ep™(T),  3a coaro ¢ > 0.
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3.4. Mepe ,HeKOMIIAaKTHOCTH OIIEepPaTopa

(6) DPynryuje o, x: u IF cy exeusarenmne jedna dpyzo0j, 0drocko,

Xo(T) < 1 (T) < o (T) < 2x,(T).

Taxohe, saorcu x5(T) < Ao(T).
(8) X5(T), Ao(T) <|IT[| w o3(T), 15(T) < 2|T1.

(r) Axo je T ,komnaxman”, odnocro, T npunada 3ameopenom AUHEAPHOM

npocmopy 2enepucaroz x — z (y, ), onda je

Ao(T) = Xo(T) = ao(T) = I(T') = 0.

Y onwmem cayuajy, cynpomar cmep He mMopa da 6aHcu.

(m) pi(T+K) = pi(T), kao u X\(T+ K) = X\(T) 3a ceaxu ,,komnaxman”

onepamop K.

Hoxka3z: Tepheme (a) caenn uz Teopeme 1.10-(1), 10Kk TBpheme (6) caeman
u3 (3.2.5) u Tephema 3.6.

36or T'(By) C B(0; |T||) = ||T||B1 u Tephema 3.3 umamo A\,(T") < ||
pyre nejeanaxkoctu u3 TBphema o (B) ciaefe u3 TBphema mox (a).

Axo je T ,xomnaxkTan”, ouja je T rpaHmvHA BPEIHOCT Y HOPMU OIEPATOPA
koHaunor paura. Onasae, T(B;) je A-uperkoMnakrtan u Baxu A,(7) = 0.
Ha ocnoBy 1Bphema mox (6) godujamo A\,(T) = xo(T) = a,(T) = I(T) = 0.
Jokazamu cmo tBphembe mox (r). Cymporan cMep He BaxKu yBek (HOTIeqaTH
[Tpumep 23).

Ha kpajy, (1) caean u3 (r) u (a). |

VY caydajy Kana je A = B(H), MokeMo J0Ka3aTh U jada TBphema.

Tepheme 3.10. Hexa je A = B(H) u nexa je T' € B*(Hpmy). Tada sadicu:
(a)

Xo(T) < < VITIE(T) < VITllog(T) < V2T xs(T

”

6) pi(T) =0, u € {a,x, I} axro \o(T) = 0 axxo T je ,komnaxmar

ONEPATNOP.
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3.5. Ilpobsemu 3a Jja/pu paj

Hokasz: Tepheme (a) cienn u3 Tephema 3.9-(6) u Teopeme 3.1, umajyhin
y Buay ja je T(B;) ypaBHOTexkeH cKym, jep uz y = Tz € T(B), caenn
yu =T (zu) € T'(B)).

Tepheme (6) cienn u3 Tphema (a) u Tephema 3.9-(r). Baucra, ako ce
OMJI0 KOja O] OBe YeTHUPHU Mepe ,HEeKOMIIAKTHOCTH amyaupa 3a 1, oHja, Ha
ocHoBy gera nox (a), ai(T) = 0, omakse je T'(B;) ToTajHO OrpaHHYeH y

ronojoruju 7. Ha ocuoBy Teopeme 2.2, T je ,KomnakTan”. |

ITocnemuna 3.2. Heka je B(H) aazebpa c6uz 02panuMenus AUHEAPHUT ONe-
pamopa Ha Xuabepmosom npocmopy H. Ha cmandapdnom Xuabepmosom

mooyay Hpmy, sasicu

X'(B) S ME) < VIEII*(B) < VIEax(E) < V2| Ellx*(B),

3a bun0 Koju ypasHomesicen ckyn E.

Hanomena 3.4. Y cayqajy na je A = B(H) anrebpa orpaHndeHux JHHEAPHUX
oreparopa Ha cenapabmHoM XmiIbepToOBOM ITPOCTOPY, CBA HOPMAJIHA CTamha
ce mory omucaru kao p(B) =sp(AB),B € B(H), rae cy A no3utuBHA Orie-
paropu u3 L'(H) nopme 1. Y 0BOM ¢JIyuajy JOKATHO KOHBEKCHA TOMOJOTH]ja
Tp(H) Ha cTapjgapanoM XuinbeprosoM Moayny Hp gy faTa je nomoly damu-

JIFje TOJIyHOPMU

pes(A) = | Y [sp(CBjA)2,

=1

rie je C € L'(H) nosurusan oneparop nopme 1 u B = (By, By, ...) je nus
oneparopa y B(H) rtakas na je

supsp(B; B;) = 1.

j>1

3.5 IIpobaemm 3a maspu pan

Y TOKy MCTpaxKuBama HAUILIM CMO Ha HeKe pobJeMe KOju HaMa HUCY

owtn jeamnoctapau. Hapemrhemo meke oj 1bUX Yy OBOM OJIE/bKY.
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3.5. Ilpobsemu 3a Jja/pu paj

Humare 1. Jlako je mokazaru cnenehe: Heka je E C H,4 orpanmden. 3a
oo koje € > 0 mocroju A-nperkomnakTan ckyn C. takas ja je £ C C. +
(ME) + ¢€)B, rune je B jemunnuna jonrta. (Ha mpumep C. = E N M 3a
onrosapajyhu ca0601HO KOHAYHO TeHepucaH mogamMomuya M.)

[locTaBiba ce muTame j1a JiM ce MOXKe JoKa3aTu jade TBphembe, 1a nocToju

A-nperkomnakran ckyn C' takas na je E C C + A(F) - B.

Humare 2. Mehy cBuM ocobuHaMa Mepa HEKOMIIAKTHOCTH Ha BanaxoBom
IIPOCTOPY, MOXKe Ce W3ABOjUTH ja je Hajaxuuja p(co E) = p(E). Oua ce
y OBOM paJjy JioKasyje Kaja Ccy ,CKamapu A U3 CKyla peajiHUX Opojena,
omuocno, 3a co B = {3} 77 iy | YOI cj = 1,¢; € Rox; € E}. Mebyrtmw,

MOKeMO mocMarparu u A-kousekcnu omortad (Bugeru [41])

n n

co FE = {Za;xjaj | z; € E,a; € A,Za;aj = 1}.

J=1 J=1

Ha sn ce mozke pokazaru A(coaE) = A\(E)?

Humawe 3. Kao mrTo cmo HaBesm y Hamomenm 3.2, MoxkeMO TOCTaBUTH
caenehe murame: Jla am 3a cBaku ckyn E Baxku jemuakocr p*(E) = p*(F),
rie F' o3HadaBa ypaBHOTe)keH oMoTad ckyna E, to ject F' = J, Eu (yHuja
IpPOJIA3U KPO3 CBe YHUTApHE eJleMeHTe u), U [ O3HAYaBa HEKy o1 Mepa Ky-

parosckor, Xaysnopda min Merprneckya?
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I''taBa 4

PpeaxoiMOBU ollepaTopu

DpeIX0IMOBH ONEPATOPHU €€ UCTPAXKY]Y JAYTH HU3 TOJUHA. Y MOYETKY, TO
cy Oum orieparopu Ha BaHaxoBoM HPOCTOPY Ca KOHAYHO JIMMEH3MOHAJJHUM
je3rpoM M KOje3rpoM, KOJI KOjUX ce MHAEKC JTe(PUHUCA0 KAO Pa3JIHKa JTUMEH-
3uja je3rpa m kojesrpa. Hajsarkuuje ocobune PpeixoIMOBUX OlepaTopa Cy
caejehe.

1. Teopema o ungekcy. OHa TBpaH 14 je 3a aBa PpeixoaMoBa omepaTopa
T u S, oneparop T'S takohe @peaxonmos u ga paxku ind(7'S) = ind T+ind S.

2. ArkunconoBa Teopema. Omna TBpau ma je omeparop 1T DpeaxoaiMos
aKo W caMo ako je napeprubunan y Kankunosoj! amre6pu B(H)/C(H), tne
C(H) o3navyaBa ajare6py KOMIAKTHAX OTEPATOPA.

3. Teopema o meprypbamuju. Ako je T @peaxoaMoB omepaTop, OHIA je
oneparop 1T+ K ®pexoMoB, 38 cBaKM KOMIIAKTaH oueparop K, npu demy
jeind(T+ K) =indT.

4. Hempekuanoct unjiekca. ®peixoaMOBI OTIEPATOPH YMHE OTBOPEH CKYTI
y TOIOJOTH]H WHIYKOBAHO] HOPMOM & WHJIEKC je KOHCTAHTAH y CBAKO] KOM-
HOHEHTH MOBE3AHOCTH OBOI' CKYIIA.

[Ipso yomreme Ppeixonmone Teopuje na porn Hojmanosoj anredpu ypa-

1o je Bpojep? [15], a kacuuje ce rume Gasuo Aruja® [6].

! John Williams Calkin (1909-1964) amepuaxn maTemMaTuHaap
2Manfred Breuer (1929-2011) nemauku mMaTtemaTudap
3Sir Michael Francis Atiyah errmecko-mubancKE MaTeMaTHIap

95



Ia 6u yormmTro cBoj 1 CHETepoB* paHuji pe3yITaT 0 WHICKCY Ha HEKOM-
HAaKTHY MHOTOCTPYKOCT, ATHja je IMOCMAaTpao OHepaTope €a je3rpoM U KO-
je3rpoM KOjH He MPUIaajy KOHAYHO JMMEH3MOHAJIHUM MOTIPOCTOpUMAa, Beh
cy upujpyzkenu nekoj pon Hojmanosoj anredpu. /ledunucao je pumensujy
OBHX IOTIIPOCTOPA Kao Tpar oJrosapajyhux mpojekropa y oarosapajyhoj ¢pon
Hojmanosoj anreGpu (Bugern [6]). Yop3o cy Munraenko® n Pomenko® ysesn
nojam Ppexoamoor oneparopa Ha Xuiabeprosom C*-mojyiy, (Bugern [47]),
a zatuM je 1 Munro’ mao apyraunju npuctyn (sugeru [46]). Ilpe mekonnko
JeTieHrja YUHAIN Cy ce TOKYIIAju /1a ce aKCHOMaTCKH mpeacTtaBu Ppemsxos-
MoBa Teopuja y okpupy ¢on Hojmanose anaredpe A y ogmocy na mupeasa L.
Tama cy @peaxoMOBHI onlepaTopu AehpuHICAHNA KAO HHBEPTUOUTHE €JIEMEHTH
Y KOJTUIHUIKOM TpocTopy A/Z, MoK je uHjekc TedUHUCAH KAO eJIeMEHT aJl-
rebpe C(£2), omHOCHO CKyIa cBUX HenmpekuaHuxX GyHKIuja Ha (), pu gemy
je C'(2) usomopdan ca nenrpom Z(A), (Buneru [18], [67]). ITocroje n npyru
nokyIaju j1a ce yonmru OpeaxoiMoBa Teopuja, Ha mpumMep [2].

Y oBOM TOTJIaBJbY M3/IBOjENieMO 0COOMHE oTlepaTopa KOHAYHOT paHTra Koje
Ham omoryhasajy Jsa passujemo PpenxonmoBy Teopujy. [Ipyrum pedmma,
JaheMo aKCHOMATCKY ocHOBY Teopuje PpepxoimMoBux oneparopa. basuhemo
ce jemmamaaoM C*-anredbpom A m BEHOM BEpHOM penpeseHTarmjom p: A —
B(H) kao nomaarebpom p(A) anrebpe CBEX OIDaHHYEHHX OIEPATOpa Ha
HekoM XuiabeproBoM mpoctopy H. Jlame, mokazahemo ma cy cTaHmapIHu
OpenxonmoBu oneparepu, Ppeaxoamopu oneparopu y eMmucay Aruje u Cun-
repa na [, dakropuma n OpeaxoaMoBu onepaTopu y cMucay MurrdeHka
n QomeHKa CHeNujaJHNu CJIydajeBU Hallle Teopuje. Pe3yaTaTn m3mokeHu y

OBOM MOTJIaBJby MoOry ce Hahu y pary [34].

4Isadore Manuel Singer (1924-) amMepuakn MaTeMaTHIap
"Murmmenko Asexcanap Cepreesuy (1941-) pycku maremarudap
6 Amarommit Trvodeerna @omernko (1945-) pyckn mMaTemaTnaap
"James Mingo-KaHaJICKH MaTeMaTHIap

96



4.1. ®penxomou omeparopu Ha C*-ajarebpu

4.1 PpeaxoamMmoBu orneparopu Ha C*-anaredpu

Y oBoM moTnoriaBsey yonmruheMo mojam PpeaxoMOBOr omepaTopa Ha
npousBosbny C*-anrebpy. Haume, akcuoMmaTcku jiebuHALITIEMO eJIeMeHTe ,, KO-
HAYHOr THTA” , a 3aTuM JeduHuIeMo ejemerrte ,PpegxoJMOBOT THIA .

Y oBom moTnorjassby npermnocrasuhemo ga je gara C*-anrebpa jeanHu-
YHa, YaK U KaJla HHUje eKCILIMIUIHO HaBegeHo. O3maunhemo ca ker jesrpo, a
ca coker koje3rpo Hekor omeparopa. Axo je X 3aTBOpeH MOTIPOCTOP HEKOT
Xwuibeprosor npocropa H, ca Py o3naumhemo oproronajan NnpojeKTop Ha
X. Hekaga hemo HaMepHO M30CTABUTHU ped OPTOTOHAJIAH, TO jeCT, KaJa ce
KazKe IpojeKTop nojpasyMenahe ce ja ce pajiu 0 IPOjeKTOPY KOjU je OpTOro-
Hasran. Cumbosr 1 o3navgaBahe jeTMHUYIHN €IEMEHT y AlCTPaKTHOj aaredpu,
nok he [ o3HavyaBaTW WACHTUYAH OMEPATOD HAa HEKOM XHWJIOEPTOBOM MpO-
cropy. Cimano, ynorpebsbaBaliemMo MaJja cjioBa a, b, t, ... Ja 0O3HAYUMO
eJleMeHTe ancTpakTHe anrebpe, Mok hemo ca Bequkum ciaosuma A, B, T, ...

O3Ha4YaBaTU OllepaTope Ha JIATOM XUJIOEPTOBOM IPOCTOPY.

Hedbunnmmja 4.1. Heka je M Ab6eno monouma. llocmarpajMo mupekTaH
npousBox M X M u weroB KOJIUIHUYKH MOHOWJ Y OJTHOCY Ha cjejehy pesa-

U]y eKBUBAJCHIIH]e

(m,n) ~(m',n') < 3Ipq: (mn)+(p,p) =(m, n)+(q,q).

Mozke ce mokasaTu ja je KOJMWIHHYIKH Momouna AbemoBa rpyma kojy hemo
osnauutu ca S(M) u HazBaTu je cumempusayuje MoHouma M.

[Mocmarpajmo agutusHy Kareropujy P(.A) mpojeKTHBHUX MOJy/Ia HaJ je-
auananom C*-anrebpom A u o3maunmo ca [M] knacy uzomopduszama obje-
kara M u3z P(A). Ckyn kinaca ®(P(A)) uma crpykrypy AbesoBor MoHOUIA
y oxnocy na onepammjy [M] + [N] = [M @& N]. Y oBom ciay4dajy rpymy
S(®(P(A))) osnaunhemo ca K (A) nim Ky(A) u nazsahemo je K-epyna anre-
ope A win I'pomendurosa epyna xareropuje P(A).

3a sumte nadopmannja o K reopujn dnurtaory ce npernopy4dyjy [66] n [30].

Hedbunumnmja 4.2. Heka je A jenunmana C*-anrebpa u meka je F C A

nojaaredbpa Koja 3a,10BoJbaBa ciejehe yciose:



4.1. ®penxomou omeparopu Ha C*-ajarebpu

(a) F je camoanjyurosanu unean y A, omHocHO, 3a cBako a € A, b € F

BazKu ab, ba € F u u3 a € F caenu a* € F;
(6) mocroju AUPOKCUMATHBHA JeIMHUIIA Py 38 F, CAYUIbEHA O] HPOJEKTOPA;

(B) ako cy p,q € F upojekropu, oHja nocroju v € A, TakBo na je vv* = g

u v*v L p, o1HOCHO, V™V + p je IPOJeKTOoP.
EsremenTe umeana F 30BeMO , eAeMeEHMU KOHAYWHOZ THUNG .

Hedunnmuja 4.3. Heka je A jenunuuna C*-anrebpa n neka je F C A unean
,emeMenarta kKonaunor tuna’. Ha cxymy Proj(F) = {p € F | p = p* = p*}

jgecdbunucahemo cienehy penanujy ekBuBajeHInje
p~q & Jvedwvw =p, viv=ygq,

To ject Mapej don Hojmarosy exsupanennujy. Ckyn S(F) = Proj(F)/~ je
KOMYTaTHBHA MOJIYTPYIa ¥ OfHOCY Ha cabupambe, a ckyn K (F) = G(S(F))

je KomyTaruBHa rpyma, rjae G o3HadaBa ['poreHInKOB DYHKTOP.

OBo moTIHoI/MaB/be CMO MOJCJIUIN HA YeTUpH ojesbKa. IlpBa Tpu, [loszna-
me aeme y Xuabepmosom npocmopy, ,,Ckopo unsepmubusan” esemerm n
Ternuka anpoxcumamuste jeduruye, CaapKe YBOIHA MAaTePHjaJ HEOIX0IaH

3a Iocjae by oJie/bak, a HUndexrc u wezose ocobune Cadp2KHU I'JlaBHE pe3yJTraTe.

4.1.1 Ilo3nare neme y XmujabepToBOM IPOCTOPY

IIpBo hemo HaBecTu M jlOKa3aTm TPU ejeMeHTapHa TBphemwa O onepa-
TopuMa Ha XWIOEPTOBOM MPOCTOPY .

[IpBa jiema HaMm Kazke Jia JiBa IPOjeKTOpa Koja ¢y ,0/u3y” jegaH JIpyrom
jecy YHUTApHO €KBWBAJEHTHH W Jla je NMPHU OBOj] €KBUBAJEHIMjH yYHUTApPAH

eJeMeHT OJTN3Y jeIUHUTIHOM eJIEMEHTY.

Jlema 4.1. Hexa je A jedunuuna C*-anzebpa u wexa cy p,q € A npojexmopu
maxeu da je ||[p — q|| < 1. Tada nocmoje napuujanne uzomempuge v,w € A
makee da je

vt = p, v = q, (4.1.1)
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4.1. ®penxomou omeparopu Ha C*-ajarebpu

ww* =1—p, ww=1-—q.

IlImasuwe, nocmoju ynumapan eaemenm u € A maxas da je
upu = q, w(l—plu=1-q.
Y eayuagy da je ||p — q|| < 1/2, umamo npoueny
11 —ull < Cllp —qll, (4.1.2)

2de je C' KoHcmanma xKoja He 3a6uUct HU 00 P Hu 0d (.

Hoka3z: Ako je A = B(H), ersucrennnja v € B(H) nokasana je y [52,

“12¢. ¥ ommrem ciayuajy,

§105, crpana 268], rue je v = p(1 + p(q — p)p)
MozkeMo aire6py A mocmarparu kao nofasredbpy anredbpe B(H) (Fembdan-
HajmapkoBa TeopeMa) W OPUMETHTH Ja U MPHUIAIa MHHHUMAJIHO] aireOpu
C*(1,p,q) koja caapxku 1, p u ¢, Koja je oduryiegHo noganrebpa airebpe
A. Baucra, C*(1, p, q) caapxu p(q — p)p jep je 3aTBOpeHA y OMTHOCY HA aJre-

~1/2 ymajyhu v Buay na

bapcke onepanuje. Onase caapxu u (14 p(qg—p)p)
je C*-ayrebpa 3aTBOpPeHA y OIHOCY HA HENPEKUIaH (DYHKIMOHATHU PAIYH,
anme cmo gobmn v € C*(1, p, q).

C o63upom na je [[(1 —p) — (1 — q)|| = |lp — ¢, Moxemo npumMenuTn
nperxonHo TBpheme Ha 1 —p u 1 — ¢, ogakie jobujaMo w ca OCOODMHAMA
(4.1.1). Tpakenu yHuTapat omneparop je u = v + w.

Ha kpajy, ga 6ucmo pokazanu (4.1.2), umamo

lg — vl = llg — p(1 + plg — p)p)"*q|| < llg — p(1 + p(g — p)p) 2.

Heka cy o, koedunujenrn y Tejroposom passojy dyukmmje t — (14 t)~/2,
Baxu (1+p(g—p)p) Y2 =1+ an(p(g — p)p)" u onasne
lg—vll <llg—p— Zan plg—p)p)"l <llg—pl + Z o] llg = pI”

=llg—pl(1+ Z ol llg = plI"™) < Cillg = pll.

n=1
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4.1. ®penxomou omeparopu Ha C*-ajarebpu

re je C1 =1+ 77 |an|/2" 1 < 4o00. Ilpumemsyjyhin npeTxogHn pesyarar
Ha mpojekTope 1 —p u 1 — g gobujamo [|[1 — g — w| < C1||(1 —¢q) — (1 —p)|-

[Ipema Towme,
1 —ull =1 =g+q—w—=0] <llg—vl+[1—-qg—wl]<2Cq—p|.

VY ciesiehoj jiemu 6aBUMO ce IPOjeKTOPUMa KOjU CY ,,CKOPO OPTOrOHAJIHK .

Jlema 4.2. Hexa cy P,Q € B(H) npojekmopu u neka 3a ceaxo & € P(H) u

3a ceako n € Q(H) sasicu

Eom | < il il
Tada je ||PQ| < c.

Hoxkaz: Heka cy ,n € H. Ouga je P€ € P(H), Qn € Q(H) u

QP& ) | = [ (P& Qn) | < cl|PE|l - |Qnl] < cllll - Inl]-

[Tpema Tome, ||QP| < cu ||PQ| = ||(QP)*] < c. [ |
[Mocnenma meMa y OBOM OIe/bKY HAM TOBOPH O AjyHTOBAILY H30MOP-

dusma usmehy aBa mormpocropa.

Jlema 4.3. Hexa cy K u L 3ameopenu nomnpocmopu Xuasbepmosuzr npo-
cmopa Hy u Hy (K < Hy, L < Hy) u wexa je T: Hi — Hy oepanunero
npecaurasare koje caura K oujexmueno na L u T|gr = 0. Tada T* cauka

L 6ujexmueno na K u T*|p. = 0.

Jokaz: U3 jenmakoctu ker T* = (ranT)t = L+ crequ T*|,0 = 0, a u3
jemmaxoctu ran T* = (ker T)* = K nobujamo na je ran T* ryer y K . 3armm,
T* je nunjekruBHo Ha L. [Ipumenom Teopeme 0 OTBOPEHOM IIpeC/IMKaBaIby Ha
T, xoje 6ujextusHo npecaukasa K na L (K, L 3aTBopenn), mobujamo ja je

T orpauntden 070310 Ha K, ommocto, nocroju ¢ > 0 Tako 1a je ||[T¢| = c||€||
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3acBako £ € K. Bane LBaxuT*ne Kn

. . T¢
|7l = sup | (&, T*n) | = sup | (T&,m)| = sup [ Te] ‘<—n>‘
cek cek ek 17¢]|
l€]l=1 1€ll=1 1€ll=1
> e sup <£n>‘= sup (' m}] = elnll.
cer |\ || T¢]| Wel
l€]l= In'll=1

[Ipernocieama jeHakocT ciaean u3 dumenure aa je T(K) = L. Jlokasaiu
cMo Ja je T™ mHjeKTHBHO W 1a uMa 3aTBopeHy cauky. C ob3upom jga je
ran 7™ ryct y K n T™ 3aTBOpeHO TpecankaBambe, uMamo ran 1™ = K, omakie

T* cnuka L 6ujekTuBHO Ha K. |

4.1.2 ,CkKopo mHBepTUOMJIaH’ €JIeMEeHT

Y 0BOM 0j1eJbKY, YBOJIHMO I10jaM ,,CKOPO HHBepTUOUIHOCTH . MOoTHBHCAHA
nedpwaEmEjom DpepxosmoBux omeparopa Ha Xuiabeproum C*-momyanma
(Bumern edunnnujy 4.7) nedununemo ,CKOpo HHBEPTHOUIHOCT’ KA

UHBEPTUOUIHOCT y OJHOCY Ha Iap IPOjeKTopa.

Hedunnmuja 4.4. Heka je a € A u neka cy p,q € F. Pehu hemo na je a
ungepmubusan y odnocy na nap (p,q) axo je emement a’ = (1 — q)a(l — p)

HHBEPTHOUIAH, TO jecT, ako mocroju b € A, npu demy je

b= (1—-p)b(l—q), (4.1.3)

Tako j1a je a’b =1 —¢q, ba’ = 1 — p. 3aro Kaxkemo ja je b ,,cKkopo uHBEP3”,

OJIHOCHO, (P, q)-MHBEP3 eJleMeHTa .

Hanomena 4.1. 3a gata aBa nNpojeKTopa p U ¢, MOXKEMO OCMATPATH aaredpy

A kao 2 X 2 marpuuny ajuredopy. M3omopdusam je gar Kao

(1-pla(l—q) (1-pag
pa(l —q) pag |

a <

[Tpema Tome, yciop (4.1.3) 3uaun ga je b (y OJHOCY Ha ONHCAHY WIEHTH-

dbukanujy) MaTpuna duju CU eJeMeHTH HyJe, OCHM Y TOPHEM JIEBOM YIUIY.
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Omnarre crenm bg = 0, pb = 0, b = (1 — p)b = b(1 — q). 3awmcra, MHOKE-
weM (4.1.3) ca ¢ 31ecHa u ca p craesa, gobujamo bg = (1 —p)b(1 —q)g=0u
pb = p(1—p)b(1—q) = 0, omakse umamo b = (1—p)b = b(1—¢). 360r oBakBoOr
u3oMopdusMa, yMecTo Jla Kaxkemo Ja a uma (p, q)-unseps, moxemo pehu ja

je a MHBepTUOMWJIAH Y OJHOCY Ha JIEBH IIPOjEKTOP P U JECHHU IIPOJEKTOP (.

Jokazahemo j1a je CKyII ,,CKOPO HMHBEPTUOWIHUX  ejleMeHaTa OTBOPEH U Jia
ce ,ckopo unBep3” (y omrosapajylieM CMUCIY) HEIPEKUJIHO Meha Y OJHOCY

Ha @, KA0 U Y OJIHOCY Ha P H (.

JIema 4.4. Hexa je a unsepmubuaan y oduocy wa (p,q) u nexa je b wezo06
(p, q)-unseps.

(a) Faemenm a + ¢ je unsepmubuaar y oonocy Ha (p,q) 3a ceaxo ¢ € A,
Kxoje 3adosomasa ||c|| < ||b]|7t. Axo ca by osmauumo (p,q)-unseps easemenma

a+ c, onda je

o
R

(6) Awo sameu |p — I, lla — ¢'ll < min{L/2,1/(4C]|all - [IB])}. ede je

C' xonemanma uz (4.1.2), onda je a unsepmubunar y odnocy na (p',q').

11| < (4.1.4)

HImasuwe, axo je b (p/,q')-uneeps eaemenma a, onda je ||| < 2||b]|.

Hoxkaz: (a) Ca b oznaunmo (p, ¢)-unsep3 esementa a. Taga je (1—q)(a+
c)(1—p) =d+cd =d(1—-p)+(1—q)c = d'(1—p)+d'bd = a’(1—p+bd), tae cy
d=(1-¢q)c(l—p)ua = (1—q)a(l—p). Enement b’ upunaza (1—p)A(1—p)
u 3a ||c|| < [|b]|7! Baxm ||bc|| < ||b]| - |||l < 1. IIpema Tome, 1 — p + bc’ je
uHBepTUGHIaH y yraoHoj aareopu (1 — p)A(1 —p). O3HAYUMO BeroB HHBEP3
ca t. Nmamo (1 —¢q)(a+c)(1 —p)tb =d (1 —p+bd)th =a'b=1—qn
th(l —q)(a+c)(1 —p) =tba'(1 —p+b) =t(1 —p)(1 —p+b)=1—p.
Opasne by = tb je (p, q)-unBep3 enementa a + ¢, 3a ||c|| < ||b|| 7.

Ha ocnoBy cienehe nejeqnakocTu

12l =11 - Z <1+ Z 1Bl - [ ][" = W

u anmbenure jaa je ||| < ||¢|| u by = tb, caequ mejennaxocr (4.1.4).
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(6) Kopucrehu Jlemy 4.1 mobujaMo jJa MOCTOjU YHUTAPAH €JIEMEHT U TAKAB

na je u*q'u = ¢q. 3aTum, uMamo

u*(1—¢)a(1-p) = (1-q)a(1—p)—u*(1-¢)(u—1)a(1-p) = (1—qg)a(1—p)—

rae je ¢ = u*(1 — ¢)(u—1)a ( — p). Ilpumernmo ga ¢ € (1 — q)A(1 — p),
jep w*(1—¢) = w1 = q)uw” = (1 — qu’, kao u [l < |lu =1 - o] <
Cllg—4¢||- |la|]| < 1/(4]]b]]). pumenom nena (a), nobujamo jga nocroju (p, q)-
unsep3 estementa u*(1 —¢')a(l —p), y o3uanu b;. Jlako je nposeputu na byu*

jecre (p,q')-wHBEp3 eJleMeHTa a Kao W Ja BAXKH

(L2

[oru*]| < [lba]l < <
L={loff el =3

Ha ciamyan naumn MoxKeMO 3aMeHuTH p ca p/, upm demy nobmjamo Ja je
/ / / / /
a waBepTHOWIAH ¥y ogHocy Ha (P, q¢'). O3naunmo mweros (p', ¢')-unseps ca b'.

Taxohe, nmamo HejeHAKOCT

(oul —  4lbll/3
L= ol -l = 1= 4fiell - fie’ll/3 =

1] < < 2[[b]l-
[ |
Y macraBky decto hemo kopuctututu ciaegehy semy. OwmoryhaBa Ham
Jla TOMEPUMO TTPOjeKTOP ca JlecHe CTpaHe eJeMeHTa Ha HeroBY JIEBY CTPaHY,
aKO je MOCMATpAaHM eJeMeHT Ha TOj MPOjJeKIWju WHBEPTHOUIAH. Y OKBUPY
penpeseHTalyja, TO 3HAYHN /13 MOYKEMO MPEHETH MPOJeKINjy OJ1 JOMeHa OTe-
paTopa 0 HeroBor KojoMeHa. TakBa 100HjeHa MPOjeKInja je eKBUBAJICHTHA

MOYIETHO].

JIema 4.5. Hexa je A jedunuuna C*-anzebpa v a € A. Hexa cy p,r € A
npojexkmopu maxeu da je r < 1 — p. Hexa je, jows, a neso unsepmubusaH y
odHnocy na p, odnocko, nocmoju b € A maxo da je ba(l —p) =1 — p. Baorcu
caedehe:

(a) ar uma nosapro pasaazarse y A, 00nocro,
ar =vlar|, wv,|ar| €A, r=7v"v. (4.1.5)
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Hawe, s = vv* € A je munumanran npojexmop y A, maxas da je sar = ar.
(Owuenedno je da us s ~ r ur € F caedu s € F.) Iloped moea, a je
uneepmuburah y odnocy na (1 —r,1—s).

(6) Axo je A LN B(H) wexa sepna penpesenmauuja anzebpe A, onda je
L = p(ar)(H) samsopen nomnpocmop u p(s) je npojexkmop na L. awe,

npojexmop wa L = p(ar)(H) npunada p(A).

Hoka3z: Heka je A 2B (H) Heka BepHA W YHUTAJHA perpe3eHTalnja
anrebpe C*-anrebpe A u Heka je p(r)(H) = K. Osnaunvmo A = p(a), B =
p(b), P = p(p) u R = p(r). Jacuo je ga AR uma 1n0JapHy JeKOMIIO3UIIU]Y
AR = V|AR| y B(H). llapunjanna uzomerpuja v ca cBojcrBuMa (4.1.5) je
jemmHCTBEHO Ojipeljena, ma je morpebHo jorr gokasarn ga Vo€ p(A).

Heka je Hy = (I — P)(H). 3a { € Hy Baxu

€1l = IBA(I = P)&|| < | BIl - [[A( = P)&|l = k|| A¢g]l,
e je k= ||B||~*. (Mckopuernmm evmo (I — P)E = £.) Takae,
IASH = KlIEN, &€ Hy,

TO ject, A je WHjeKTHBaH W OTpAaHHYEH 010370 Ha H, a omarse m Ha K =
R(H)< Hy (r <1—p).

Ilpema tome, L = AR(H) = A(K) je 3arBopen motnpoctop. (OBEM ¢MO
JoKazasm npeu Jeo tephema mog (6).) C o63upom ma AR cinka GHjeKTHBHO
K wa L, va ocuony Jleme 4.3, (AR)* ciuka omjektusro L wa K, a omarie
je RA*AR = (AR)*AR wsomopdusam Ha K. O3HAYMMO HEroB HHBEP3 Ca
T: K —» K. Hexka je T: H — H pammupeme oneparopa T, nedpuHICAHO
nyaom na K+, Ounrienno je T > 0 u na VT nocroju. Taxohe, VT ciuxa
Ky K uVT|k =0. Joxazahiemo ga je V = ARVT. Baucra, V u ARVT
ce amynmpajy Ha K*, a wa ocnomy jemmaxoctu |AR| = ((AR)*AR)Y? n na
ocuoBy Tora mTo je T muBep3 oneparopa (AR)*AR, oneparopu VT u |AR)|
cy maBep3HH jeman apyrom na K. Crora, octaje ma ce mokazxke ga T € p(A).

Jlako je mposeputu ga cy (AR)*AR+ I — R u T + I — R unBep3Hu
jeman npyrom. ITomro (AR)*AR+ 1 — R € p(A), na ocroBy Teopewme 1.12 u
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4.1. ®penxomou omeparopu Ha C*-ajarebpu

T + I — R rakobe npunaga p(A), a omasae T € p(A). IIpema tome, T' = p(t)
saneko t € A. Onasge je V = p(v), mpu uemy je v = ar+/t u ar uma nojapHy
nekoMmno3urmjy y A.

C obsupom ja je s = vv* u ga je S = p(S) UpPoOjeKTOp HA HOTHPOCTOD
L = AR(H), Baxu sar = ar. AKo 3a HeKH JPYTH TPOJEKTOP S; BaKH
siar = ar, oHga Mopa Outm 3amoBosbeno S1(H) > L, a omasae S; = S,
OJTHOCHO, S1 2> S. [ |

Creneha nema 6aBu ce 2 X 2 marpunama. OmHa MoxKe OHTH CJI000IHU]je
npedopmynucana Ha ciaenehn mauna: Axko je [ai,j]%j:l MHBEepTUOMIHA, OHJA
je a1 nEBepTHOWIAH W IOJATHO, KO je MaTpHUIa J0me TpoyraoHa (ajs = 0)
WIn ,cKOpo” JO0He TpoyraoHa (ais je ,I0BOJBHO Mao”), OHJA je agy Takobhe
HHBEpPTUOUIAH.

Mebhyrum, mu Hehemo KOpUCTUTH MATPUYHU 3AIKC Jla HE OW JIONLIO 0

3abyHe y OJIHOCY Ha KOju 1ap 1pojeKkropa ce (popMupa MaTpPHUIIA.

Jlema 4.6. Hexa 3a a,p,q € A sasicu da cy p u q npojekmopu maxeu 0a
je a unsepmubusar y oonocy Ha (p,q) u MeKa cy T, To, Si, Sz NPOJEKMOPU
maxeu da je 1 —p =11 +1ry ul —q= s+ 2. Ako je a unsepmubusar y
oonocy ma (1 — 11,1 — s1) u axo je ||sqary|| < ||b||7" wau ||syars]| < |0 7%,
ede je b (p,q)-uneeps eaemenma a, onda je a UHBEPMUOUAGH Y 0OHOCY HG
(1 =79, 1 —s9).

Hoxkaz: 1° cayuaj - meka je sear; = 0. Pactasumo (1 —¢q)a(1—p) u b kao
(1 —q)a(l —p) = (s1 + s2)a(ry +12) = siary + siarz + spars,  (4.1.6)

b= (1—p)b(1—q) = (ri+7r2)b(s1+82) = r1bs1+r1bss+1abs; +robsy. (4.1.7)

Muozxkemenm (4.1.6) ca (4.1.7) 3necua nobujamo
S1+89 = 1—q = s1ar1bsi+s1ar1bsa+si1arsbs) +s1arobss+ searobsi + soarobss.
MHuozkemeM mocje/iikhe jeIHAKOCTH Ca Sy ca 00e cTpaHe J001jaMo

S9 = S9GT9T5bSs. (4.1.8)

105



4.1. ®penxomou omeparopu Ha C*-ajarebpu

MuozxkemeMm (4.1.6) u (4.1.7) y ApyroMm peociesy uMamo

T1+T2:1—p (419)

= ribsjary + ribsiars + ribsqars + robsiary + robsjary + rebssars.

MuozxemeM (4.1.9) cieBa ca ry u 371ecHa ca ry gobujamo robsiar; = 0. Ipema
npernocTaBnu eseMenT a uma (1 — ry, 1 — s1)-unBep3, y o3nanu b'. Baxmu
siarib’ = s1, a omatie robs; = robsiarb’ = 00’ = 0.

Ha kpajy, muoxkemeM (4.1.9) ca ry ca obe crpane mobujamo
ro = robsiary + robssary = 0ary + robssary = robssssars,

onakse, mmajyhu y sumy (4.1.8), nmamo na robsy aunu (1 —rg, 1 — so)-unBep3
enemenTa a. [Ipema Tome, npumenom Jleme 4.5 Ha 79 < 11 + 79 J07A3UMO 10
Tg ~ S9.

2° cnydaj - ommtu. llocmarpajMo a = a — sqar;. OuuriaemsHo je na BaxKu
$14ry = s1ar1, Sedry = Ssarg w syar; = 0. Kopumerehu |[|sqarq| < ||b]|~*
u Jlemy 4.4-(a), 3ak/bydyjeMo na je a maBepTHOWIAH y OAHOCY Ha (p,q) U
MOZKEMO PUMEHUTH TTPETXOTHE CIYYaj.

Axo je |[siars|| < ||b]| 7!, onga hemo mpeTxomHu MOCTYNAK IPHMEHUTH HA
ar. |

Cneneha stema je mpernusnuja Bep3uja Jleme 4.5.

Jlema 4.7. Hexa je A jedunuuna C*-anzebpa, p,q,r € A npojexkmopu makeu
da je a uneepmubuaan y odnocy na (p,q) ur <1 —p. Heka je s npojexmop
dobujen npumenom Jleme 4.5. Axo je qa(l —p) = 0, onda je s < 1—q u
l—q—s~1—-—p—r.

Hoxka3z: C o63upom Ja je a nHBepTHOWIAH ¥ OnHOCY Ha (P, q), a je JeBo
MHBepTUOM/IaH y ojHOCY Ha p. Jlakje, npojekTop S je j00po jeduHucaH.

Ako je qa(l — p) = 0, ouzna je (1 — q)a(l — p) = a(l — p), a ogarie
ar = a(l1—p)r = (1—q)a(l—p)r = (1—q)ar. VI3 MEHEMATHOCTH TIPOjEKTOPA
suMamMo s < 1 —q.

Osnagumo r; = 1 — p — r. [IpuMeHOM HOPETXOTHOT Je/Ia I0Ka3a Ha T <

1—p nobujaMo MUHHMAJIHK IIPOJEKTOP S1 TaKaB Jia je s; < 1—q, sjary = ary u
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ry ~ s1. O3maunmo sy = 1 —qg—s. IIpojekTopu 1 U Sy MOTY OUTH PA3JIAYUTH.
U3 sar = ar aobujamo sear = (1 — q)ar — sar = (1 — q)a(l — p)r — sar =
a(l—p)r—qa(l—p)r—sar = ar —0—sar = 0, na MOkeMO IpHMeHUTH Jlemy
4.6 u 100MjaMo J1a je Soar; ,MHBepTUOUIaH” , IITO je JIOBOJHHO /18 3aKJ/by YUMO
Jla Cy S1 W So eKBUBAJEHTHH, OTHOCHO, Sy ~ T'| ~ S7. |

ITocseame TBpheme y oBoM 0/esbKYy 00e306elyje ma ce ,CKOPO MHBEPTH-
OuwrHu” ejeMeHTH MOry TpujaryjiapusoBartu. [Ipenusnuje, ako je a uHBEpTH-
OmwiaH y ogHOCY Ha (p,q), OHJA MOYKEMO 3aMEeHWTH WM p Wik ¢ (jefan of
BHX, He 004 HCTOBPEMEHO) eKBUBAJEHTHUM IPOjEKTOPOM TAKO JIa eJIEMEHT a
Oyae mHBepTUONIAH y OJIHOCY HA HOBHU Nap MPOJEKTOpPa, Kao U Ja Y OJHOCY

HA Te MPOjeKTOPe MOCMAaTPAHU €JIeMEeHT HMa TPOYTAOHU OOJIUK.

Tephewe 4.1. Hexa je A jednuuna C*-anreebpa u Heka je a uneepmubuaH

y oonocy na (p,q), 2de cy p,q € A npojexmopu. Caedehia mepheroa cy mauna.

(a) Hocmoju npojexkmop ¢ € A, ¢ ~ q maxas da je a unsepmubuian y

odrocy wa (p,q") u maxas da je ¢'a(l —p) = 0.

(6) Hocmoju npojexmop p' € A, p' ~ p makas da je a unsepmubuan y

odrocy wa (p',q) u maxas da je (1 — q)ap’ = 0.

Hoxkas: (a) Heka b uunu (p, ¢)-unseps enxementa a. OHma Baxu

(I1-qa(l—pb=1-q, b(l-qla(l-p)=1-p, (4.1.10)
(1-pb(1—=q)=0b, pb=0bg=0, b= (1-p)b, b=>b1-q).

Hexa je u = 1 + qab. Tana Baxn
u(1 — gab) = (1 + qab)(1 — qab) = 1 — gab + gab — gabqab = 1 — gabgqab = 1,

(1 — gab)u = (1 — gab)(1 + gab) = 1 + gab — qab — qabqab = 1 — qabgab = 1,

onakie je u~! =1 — gab.

[TocmaTpajmo esreMeHT

a; =u 'a= (1 — qab)a = a — qaba.
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Kopucrehu b(1 —q) = b u b(1 — ¢)a(l —p) =1 —p (Bugeru (4.1.10)), umamo

qar(1 —p) = q(a — gaba)(1 — p) = qa(1l — p) — qab(1 — q)a(1 — p)

(4.1.11)
= qa(l —p) —qa(l —p) = 0.

Enement (u~!)* je mHBepTHOMIAH 3aj€IHO €A U H MOYKEMO IPHMEHATH
Jlemy 4.5 u jo6utu Munnmasinu npojekrop ¢ € A rakas ja je ¢ ~ ¢, (u™!)*
unpepTubuian y ognocy na (1—q,1—¢') u ¢'(uv=)*q = (u™')*q. "3 nocaenme

JeTHAKOCTH CJen

qut=qu ¢, 1. qu'(1-¢)=0, (4.1.12)

U yaseprubutan y omnocy na (1—¢',1—q),

mTo 360r Jleme 4.6, 3Ha4N 14 je u”
Kao u y omuocy Ha (¢, q).
Hokazxumo aa je ¢'a(l — p) = 0. Baucra, Ha ocroBy (4.1.11) u (4.1.12)

nMaMO

0=qa(1—p)=quta(l —p)=qu'da(l —p). (4.1.13)

Heka je t (1—¢',1—q)-unBeps enementa u 1. Baxu tqu™'q = ¢'. Muoxemem
jemnaunne (4.1.13) ca JeBe crpame ca t mobujamo 0 = tqu~'q'a(l — p) =
¢a(l—p).

Ha kpajy, jokaxkumo jia je a unseprubusian y ognocy Ha (p,q’). [pume-
tumo ga je (1 — q)ai(1 —p) = (1 — q)(a — qaba)(1 —p) = (1 — q)a(1 — p).
Tame, uz (4.1.12) umamo qu (1 —¢)=0u (1 —qut(1—¢) =uvt(1—-¢)

U OJIaB/Ie

(1= q)a(l —p) =a(l —p) = uu""a(l - p) = ua (1 - p)
=u(l —q)a (1 —p) =u(l —q)a(l —p).

Tepaumo ja enement bu~'(1 — ¢') uunn (p, ¢')-unseps ejementa a. 3aucra,

(1=¢)a(l =p)-bu™'(1=¢) = u(l = g)a(l = p)bu™"(1 —¢')
=u(l-—qu'(l—¢)=uw'(1-¢)=1-¢
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bu™ (1 —¢)- (1= ¢)a(l —p) =bu""u(l - g)a(l —p)=1—p.

(6) JIoBOJBHO je TPUMEHUTH MPETXOJHU 3aK/bydak Ha a*. [ |

4.1.3 TexHuKa anpoKcCuMaTUBHE jeINHUIE

Y oBoM oie/bKy JoKaszaheMo Heke BaxkKHe ocoOMHE Hjeasia ejieMeHaTa
y,KoHauHor tuna’. Taj maean mMa ampoOKCUMATUBHY JeANHUILy KO]y YHHE
npojekropu. ¥ ciejehe jaBe jieme jgokazahemo j1a alnpoKCUMaTUBHA, je IMHUATIA
arcopOyje 6110 Koje Apyre KOHadHe IIPOjeKTOPe U JIa je CBAKH KOHAYHH HPO-

JEKTOp eJleMeHT HeKe alpOKCUMATHUBHE jeIMHUIIE.

Jlema 4.8. Hexa je po, € F anpokcumamusna jedunuua u Hexa je p € F.
Tada nocmoge oy up’ maksu da jep ~ p' < Pa,- LlImasuwe, oy mosice bumu

usabparo maxso da ||p — p'|| 6yde npouseonro mano.

Hoka3z: C o03upoMm 1a je p, alpoKCUMaTHBHA jeJUHHUIIA, UMAMO Ja je

lp — pap|| — 0, kama o — co. TIpema ToMe, MOCTOJU (g CA CBOJCTBOM

P — Paopll <6 <1, OJIHOCHO, P — PPacp|| < 6. (4.1.14)

Tume cMo TTOKA3aTH 12 j€ PP,,p WHBEPTUOWJIAH eJIeMeHT y yTaoHO] ajre-
6pu pAp.

Heka je p Bepna um ynurtasina penpesentanuja C*-anredpe A Ha HeKOM
XumibeproBom npoctopy H. O3HaYUMO c/IHKe Ipec/iuKaBaiba p 0JIr0Bapajy-
hum BestukuMm cnosuma, P = p(p), Pa, = p(Day) ATA.

Heka je K = P(H). Enement p,, je naBeprubnian y ommocy ua (1 —
p, 1 — p), ma moxkemo npumenutu Jlemy 4.5-(a) u mobutu p' € A, p' ~ p.
[Tomohy nena (6) ucre jeme, no6ujamo p' < pa, (P’ je npojekTop Ha CIUKY
oneparopa P, P, koju je norupoctop ciuke oneparopa P,).

Octaje ma mokaxemo ma |[p — p/|| moxe 6Gutu mpoussosbHo Masmo. [a
OHCMO OBO ypaanin, A0KAKUMO 13 P, = p(pa,) HE Meba MpeBUIine HOPMY

eqeventa { € K. 3aucra, 3a £ € K, kopucrehu (4.1.14) umamo

[ Paokll = [ Pao PEN = [[P§ — (P = Pa, P)S| < (1 + )€,
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u Takobe,

[1Pao€ll = [| Pao PEIl = [[P€ — (P = Pay P)E]|

(4.1.15)
2 |I€]] = [[(P = Pop P)EIl = (1 = 8)[I€]]-

Kemnmvo na gokaxemo na cy I — P'w P (u cimano [ — P u P’) ,ckopo

OPTOroHAJIHU .
Heka je n = (I — P)nu ( = P'¢. Ounna je ( = P,,& 3a veko { = P¢ € K,
ma u3 (4.1.15) cremn ||¢|| = (1 — 9)]|¢]]. dame, nmamo

(C,;n) = (Pag P, (I = P)n) = = (P = Py, P)§, (I — P)n)

a oJaB/Ie

o
HEm T <P = Pao Pl HIEN - llnll < g K- [l

[Ipema Tome, KopuirhemeMm Jleme 4.2 umamo

90— D)l = 1P~ P)l| < . (1.1.16)

Cana, meka je ( = (I — P')( w n = Pn. Ownna je ¢ L P,,Pn (36or
P,,Pn € P'H) u Baxu

[(Cm | = [T = PC Py [ = [{(I = P')¢, (P = Fay P)n) |
<P = Pag Pl - [ICI - (1l < SIS lImll,

onakje momohy Jleme 4.2 MOXKeMO 3aK/byIUTH
lp—p'p|| = ||P — P'P| <6. (4.1.17)

13 (4.1.16) u (4.1.17) mobujamo

\)

-0

lp =#'ll < llp = PPl +1lp" =PIl <0~ 77—

na ||p — p'|| Moxke GUTH TPOU3BOBHO MAJIO. |
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Jlema 4.9. Hexa je F aneebpa esemenama ,Konaumnoz muna”. 3a ceaku
npojexmop p € F nocmoju anpokcumMamusta jedunuua p, Yy F maxea da 3a

CBAKO O BAICU D < Pq-

Hdoka3: Heka je p € F u Heka je p, alpokcuMaTwBHa jeqununa. Ko-
pucrehu Jlemy 4.8, 3a 10B0oJbHO BeaHKO v, uMamo p ~ p' < p, u ||[p—7/|| < 1.
Ha ocnoBy Jleme 4.1 mocToju yHUTapaH eJleMeHT u TakaB ja je p' = u*pu.
Omnpa je pl, = up,u* ampokcuMaTHBHA jeUHUIA KOja CAIPIKH P. [ |

Caenehe TBpheme nMa K/bydHY YIOTY y OBOM moryiaBiby. OHO HaAM OMO-
ryhaBa na ckopo mHBepTHOMJIAH IO TPOYIaOHU (IOCMATPAH Y CMHCIY
Hamomene 4.1) ejleMeHT, TJe UMaMO JIEBY AlPOKCUMATHBHY jequHUILy (TO
ject, JIeBr MPOjeKTop je cajprKaH y OBO]j jeJIMHUIN ), MOXKEMO TOCMATPATH Kao
JIOIbe TPOYTAOHH OOJIMK Yy OJHOCY Ha IMOYETHY JIEBY M HEKY JECHY AIIPOKCHU-

MaTHUBHY jeINHUILY.

Tephewe 4.2. Heka cy p,q € F u nexa je a unsepmubdusah iy 00Hocy Ha
(p,q), npu wemy je ga(l —p) = 0. awe, nexa je p, = p anpokcuMamueHa
jedunuua 3a F. Onda nocmoju anpokcumamueta jedunuya ¢, € F, makea

0a je o — q ~ Do — P, eAEMEHM @ je unsepmubusaH Y 00HOCY HG (Do, Qo) U

(1= ga)a(pa —p) =0, (4.1.18)
30 C8AKO (.

Hoxka3z: Kaxo je a’ = (1 — q)a(l — p) uaeprubnnan u p, —p < 1 — p,
nocroju (Jlema 4.5) MuHuMasan npojekTop ¢, TakaB 1a je ¢ a(p. — p) =
a(po — p) m Taga je a masepTHOMIan y omuocy Ha (1 — (po — p),1 — ¢).
Kopucrehin ga(1—p) = 0 u Jlemy 4.7 nobujamo ¢/, < 1—¢. Heka je ¢, = q+4.,.
Nmamo

(40 — @)a(pa — p) = a(pa — p) (4.1.19)

1 Kao nocseaunity tora (4.1.18). Baucra, kopucrehu qa(l — p) = 0, nobujamo
qa = qap M ofaBJe qap, = qapp. = qap. Oparie je qa(p, — p) = 0, na u3
(4.1.19) umamo ¢aa(py, — p) = a(pa — p), MWTO je exBuBaIeHTHO Cca (4.1.18).
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C o63upom Ja je p, —p < 1 —p umamo qa(p, —p) = 0, a u3 (4.1.18) cieau

0= (1—-ga)a(pa—p) = (1=qa)a(pa—p) +qa(pa—p) = (1—(¢a—q))a(pa—p),

10 upumenom Jleme 4.6 j106ujamo ja je a unBeprudbuIan y 0AHoCcy Ha (Py, Ga)-
Hame, ¢, ~po —p € F 1 qo = ¢, + q € F. IlpBu neo tBphema je nokasan.

Jlokazahemo na je ¢, JieBa anpokcuMmaTuBHa jeqununa 3a J. Hexka je
a =(1—-qa(l —p)nmuekaje f € F. U3 qa(l —p) =0wu q, = q, caean
a =a(l-p)=a—(1~-qap—qapu (1 —gs)a = (1—qgs)a(l —p) =
(1—=ga)a—(1—qq)ap. Cama, npuverom dopmye 4.1.18, umajyhn y Buny na
je (1 —q,) orpanuden y HOpMH | 14 je P, AMPOKCHMATHBHA jeINHUIA, HMAaMO
aaje (1 —ga)a'f = (1 —ga)a(l —p)f = (1 —ga)a(l —pa)f — 0y HOpME
3a 6uto xoje f € F. akne, q, je JieBa anpOoKCHMATUBHA jeMHUIA 3a o' F.
Mebyrnm, f € F ce moxe samucatu xao f = (1 —q)f +qf = d'bf +qf. C

063upoM 112 je q < ¢, Baxku (1 — q,)q = 0, omaxe je

(1=¢a)f=(1—ga)abf =0 y HODMU.

Jla 6ucMo 3aBPITUIN J0Ka3, TOKAXKUMO J& MPECTUKABATHE Do > (o IYBA

HOpeJIaK. 3auCTa, aKO je Pg = Do, AMAMO

(90 — @)a(pa — p) = a(pa — ), (g8 — q)alps — p) = a(ps — p),

IIPH Y€MY (o — ¢ U (g — ¢ UMajy OCOOMHY MUHHMATHOCTH. MHOXKemeM apyre
jeanakocTn 3z1ecHa ca (p, — p) u KopunthemeM (pg — p)(Pa — P) = Pa — D
nobujamo (¢ — q)a(pa — p) = a(pa — p), OfaKIIe, 300I MUHIMATHOCTH, BAXKN
48 2 qa-

C ob3upom ja F aunu *-ujealn, ¢, je jeBa anpokcumarusia jeaununa. Wl

4.1.4 MHWNunekc u merose ocobuHe

Y oBoM 0J1eJbKY JedbuHncaieMo WHIEKC eJleMeHTa a KOJH je MHBepTUONIaH
y OnHOCY Ha Heku map (p,q) u Taj uHjgekc hie 6utu esement rpyne K (F),

onnocuo ([pl, [¢]). Ja 6u nedunnnmja Gura KoOpekTHA, IPBO eMO MOKa3aT
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1a ce enement ([p], [q]) rpyne K (F) nehe u3menntu, ako y3mMeM0 HEKH APYTH

nap IpojekTopa y OJHOCY Ha Koje je (pUMKCcHpaHu eJeMeHT a WHBePTHOMIAH.

Tephemwe 4.3. Hexa je a € A unsepmubuaan y odnocy wa (p,q) v y oonocy
wa (p',q') u nexa cy p,q,p',q € F. Tada y K(F) saorcu

UAU Ca Marbe ¢0pMCL/LHOCTTLU

Hoxka3z: Ha ocnosy Tsphema 4.1, moxkemo npernocrasutu ga(l — p) =
¢'a(1—p') = 0. "3 ucror tBphema ciaenn jga Ta npernocraBka Helie n3MeHUTH
kaace [q] n [¢].

Jlema 4.9 HaMm [1aje aTPOKCUMATHBHY JeJIMHUILY P, Uaeasa F Koja caJpzKu

p. 3a CBaKO (x CTABUMO T = Po — P, Tj.
Pa =P+ Ta (4.1.20)

Ha ocnosy Jleme 4.8, mocToju J0BO/BHO BEIUKO (v, TAKO 1a 3a HeKO P’ < Py
Baxku p’ ~ p u ||pf — P < 6, tae je § < 1/2, § < 1/(4C|al - ||V|]), C
kouctanta u3 (4.1.2) u b’ je (p/, ¢')-unBeps enementa a. Crasumo 1, = p,—p”,
Tj.

Pa=p" + 7. (4.1.21)

Ha ocnoBy dopmyna (4.1.20) u (4.1.21) caean

[p] + [ra] = [P'] + [r)]- (4.1.22)

Kopumnthemem TBphema 4.2, mocroju japyra anpoKCUMaTUBHA jeUHUTIA
(o = G TAKBA JA j€ (o — G ~ Po — P, G je MHBEePTUOMIAH Y OMHOCY HA (Da, o)

u Baxku (4.1.18). Hexka je s, = ¢ — q. OHgua je

Qo =q+5a T To~ Sa (4.1.23)
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3a 10BO/bHO BeUKO (v TocToju ¢ < g, Tako maje ¢" ~ ¢ u ||¢" — || < o
u 30601 TOra je

o =1q"+ 5,

IIpema TowMme,
[a] + [sa] = [¢] + [sal- (4.1.24)

[Tomohy Jleme 4.4-(6), kopunthemenm nejenmaroctu ||p” —p'|| < Cy u ||¢" —
¢l < Ci, ve je C; = min{1/2,1/(4C||a|| - |'||)} 3akmyuyjemo aa je a
nnBepTubmIan y onnocy ua (p”,q"). Taxobe, ako b’ jecte (p”,q")-uuseps
ejeMenTa a, oHya je ||b”]] < 2[|V/||.

Barum, nponemyjemo ||(1 — ¢ )a(p, — p”)||. Ha ocuosy (4.1.18) nmamo

(1—¢a)a(pa—p")=010-q)alpa —p+p—0" +p —p")
= (1-qa)a p)+ (1 —qa)alp —p') + (1 —qa)alp’ —p")

(pa - +
= (I—=qga)alp—p)+ (1 —q)alp’ —p").

Q

C ob3upoMm 1a je ¢, AIpPOKCUMATHBHA jeJUHHIIA, 3 JIOBOJHHO BEJIMKO (,

mozkemo npernoctaButi (1 — go)a(p — p')|| < ||a]|d. Crora, Baxn

11 = ga)a(pa — ")l < 2|lalld < 1/CH) < 1/(C6"]).

36or C' > 1, moxkemo upumenutn Jlemy 4.6 na 6ucMo gokasanu ¢, — ¢ ~

Pa — P, OTHOCHO,
rl o~ s (4.1.25)

« «

Onysumajyhin (4.1.24) ox (4.1.22) mobujamo

] + [ra] = [q] = [sa] = [P'] + [rl] = [4'] — [s0],

a 3HaMO 712 je [ro] —[sa] = 0 (ma ocnosy (4.1.23)) u [r)] — [s,] = 0 (na ocnoBy

« e}

(4.1.25)), gmme ce 3aBpIIaBa J0Ka3. |

Hanomena 4.2. Tpebda umaru y BUYy Ja y HPETXOJHUM J0Ka3UMa JI00UjaMO
ekBHBaJIeHIU]y y cmucay Mapej don Hojmana, a caga yzumamo y o03up 3a-

koH ckpahupama y K rpymu. Tume gobujamo mxa mozxke 6utn ([p],0) = ([¢],0)
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y K rpynu, nako p u g aucy Mapej bon Hojman ekBuUBaIeHTHH MPOjEeKTOPH.
Hawmwme, ako ocHOBHa ToJIyrpyma He 3aJ0BO/baBa 3aKOH cKpahuBama, ['po-

TEHJUKOB (DYHKTOD HPOIIUPYje TOYETHY PEJIallijy eKBUBAJICHIIH]E.

Hedunnnnuja 4.5. Heka je F ckyn ejieMenara ,Konadnor tumna’ . Pehu hemo
1a je a € A @pedzroamosoz muna (nam ancrpakrad OpeaxonaMoB eJIleMeHT)
aKo TOCTOje p, ¢ € JF TakBH Ja je a UHBepTUOWIAH y oaHocy Ha (p, q). Undexc
eJeMeHTa ¢ (MM amcTpakTad WHgekc) je egement rpyne K (F) aedwumucan

momMohy
ind(a) = ([p], [q]) € K(F),

Win ca Mame (hOpMaTHOCTH

ind(a) = [p] — [q]-
Hamomennmo ja je unjgekc poopo jgedunncan 3axpasbyjyhu TBphemy 4.3.

Ha ocnoBy nperxojine geduHuImje, MOKEMO H3BECTH HEKE BayKHE 0COOMHE

AIICTPAKTHOI' UHACKCA.

Tepheme 4.4. Cryn eaemenama Ppedxoamoscoe muna je omeopern y A u

uHdeKc je AOKAAHO KOHCMAaHMHAG PYHKUUIG.
Hoka3z: Jloka3 Hernocpeano ciean us Jleme 4.4. |

Tephemwe 4.5. (a) Hexa je a € A eaemenm Ppedroimosoz muna u Hexa

je [ € F. Onda je a+ f maxohe @pedxosmosoe muna u sascy ind(a—+
f) =inda.

(6) Axo je f € F, onda je 1 + f @pedroamosoe muna v ind(1l + f) = 0.
HImasuwe, nocmoju p € F maxas da je 1+ [ unsepmuburar y odnocy

na (p,p).

Hoka3z: (a) Heka cy p,q € F 0pojeKTOpu TaKBU Ja je G WHBEPTUOUIAH
y omHocy Ha (p,q). 36or Tephema 4.1, 6e3 ymMamema OMIMITOCTH, MOXKEMO

upernocrasutu Ja je ga(l — p) = 0. Ha ocuosy Jleme 4.9 u Tephema 4.2,
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MOCTOje alPOKCUMATHUBHE JeIUHUIE Py = P, (o = ¢ TAKBe 712 je a HHBePTUOU-
JAH Y OMHOCY Ha (Do, @) U TakBe da Baxku (4.1.18). Ca b ozmaunmo (p, q)-
MHBEP3 €JIEMEHTA a, & €A b, 03HAUNMO (Dy, (o )-MHBED3 e1eMeHTa a. 13 nokasa
Jleme 4.6 cieau ja je by = (1 — pa)b(1l — q,), a omaBue 3aK/bydyjemMo ja je
1bal < [10]|. V3umajyhu y 063up ga Baxu ||(1 — ga)f(1 —pa)|| — 0, Mozkemo
u3abpaTh J0BOJBHO BequKo o Tako fa je ||(1 — qa) f(1 —pa)| < ||ball ™t 360r

caesiehe jepnakocTn

(1—qa)(a+ )1 =pa) = (1 —ga)a(l —pa) + (1 = ga) f(1 = pa)

u Ha ocHOBY Jleme 4.4, a+ f je Takohe mHBepTHOMIAH ¥ OAHOCY HA (Do, o) U
onasge ind(a + f) = [pa] — [¢a) = ind a.

(6) OBo je cnenmjanan cayduaj mesa non (a), Kaga je a = 1, ma MOKeMO y3eTu
Qo = Pa- [ |
Tepheme 4.6. (a) Axo je a earemenm @Ppedroamosoz muna, onda je a

unsepmubuLaH N0 MOOYAY F .

(6) Obpamno, axo je a unsepmubuiar no modysy F, onda je a eaemenm

DPpedroamo602 munda.

Hoka3z: (a) [IpernocraBuMo na je a uHBepTHOWIAH y OAHOCY HA (P, Q).
Heka je b nuBep3 enemenTa a y ogaocy Ha (p,q). Onna je ab = (1 — q)ab +
gab=(1—q)a(l—p)b+qgab=1—q+qab € 1+ F u ba = ba(l —p) + bap =
b(l—q)a(l—p)+bap=1—p+bap € 1+ F.

(6) Heka je aby = 1+ f1, bsa = 1+ fo, f1, fo € F. Ha ocuoBy Tephema 4.5-
(6), mocroju p € F 1akBo jAa je ab; naBepTHOMIaH y onHocy Ha (p, p). Omarie
je a* eBo mHBepTUOUIIAH Y OJHOCY Ha p (Eberos JeBu uuBeps je ¢*(1—p)by, rue
jece (1 —p)A(1 —p) (p,p)-unseps enementa aby). TIpema Tome, HA OCHOBY
Jleme 4.5, nocroju npojektop 1—r € A rakas na je (1—r)a*(1—p) = a*(1—p),

IITO je eKBUBAJEHTHO Ca

(I =pla=(1-p)a(l—r1). (4.1.26)

[lopen Tora, ma ocuoBy Jleme 4.5, a je muBepTuOmIan y oxmocy ua (p, 7).

Ocraje ma ce mokazxke r € F.
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[Mocmarpajyhu (1 — p)a ymecto a, mmamo
bo(1 —p)a=bea —bypa =1+ fo —bypa=1+ f5 €1+ F.

Kao u npe, na ocnoBy Tspbhema 4.5, nmocroju ¢ € F Tako ja je eJeMeHT
ba(1 — p)a uuseprudbunan y oxnocy ua (q,q). Ha ocmoBy Tephema 4.1, mo-
croju pojextop ¢ € F takas na je (1 — q)by(1 — p)ag’ = 0 u by(1 — p)a je

unBepTubUIan y oguocy Ha (¢, q). Tocienma je JHAKOCT je eKBUBAJIEHTHA Ca
(1= q)bo(1 = pla(l = ¢) = (1 = g)ba(1 — p)a.
Axko je t (¢, q)-unBep3 enementa by(1 — p)a, onza je
(1—¢")r=t(1—q)ba(1 —p)a(l —¢)r =t(1 —q)by(1 — p)ar =0,
a 300r (4.1.26) Baxu (1 — p)ar = 0. Ilpema Tome, r = ¢'r € F, jep je F

naeaJl. |

Teopema 4.1. (Teopema o undexcy) Hexa je A npouseowna C*-anzebpa u
nexa je F C A udean enemenama ,konaunoz muna”. Axo cy ty u ty ene-
mermu Ppedroamosoe muna onda je maxohe u tity esemenm DPpedrosmosoe

munda. HO])G() moea, 6aHCU
in(tﬂfg) =ind tl + ind tQ.

Jlpyzum pevwuma, axo 03HAMUMO CKYN ceux esemenama Ppedroimocoz
muna ca Fred(F), onda je Fred(F) noayepyna (ca jedunuuom) y odnocy
Ha MmHoccere U npecaukasare ind je xomomoppusam usmehy (Fred(F),-)
u (K(F),+).

Hoxa3z: Heka cy p1,q1,p2,¢2 € F 1POjeKTOPH TaKBH JIa je t; UHBEPTU-
OmwiaH y omHocy Ha (p1,q1) W to WHBepTHOWJIAH y OfHOCY HA (p2,qo). Ha
ocHoBy Jleme 4.9 u Tsphema 4.2, mocToje aIpOKCUMATUBHE JeIUHUIIE Dy = P2,

u

Jo = @25 Pa, Qo € F Takse ja je ty uaeprudbuian y ogHocy Ha (Pa, o)

indty = [pa] — [q2] = [Pa) — [¢a)- (4.1.27)
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Ha ocuosy Jleme 4.8 mocroje o u p’ TaxBu jga je p' ~ py, p’ < ¢, ¥ TaKBU 14
je |lp1 — P'|| moBosbHO Maso. 360r Jleme 4.4-(6), ¢, je HHBEPTHOUIAH Y OTHOCY
na (p',q1) u omatse indt; = [p/] — [qu].

Haswe, na ocnosy Tsphema 4.1 nocroju nupojekrop ¢’ ~ ¢ Takas ja je tq

UHBepTHOWIAH y ofHocy Ha (p',¢') n
qt1(1—p") =0, (4.1.28)

H OfIaTIIe
indt; = [p'] — [{]. (4.1.29)

Heka je r = g, — p'. Baxu r < 1 — p/, na na ocuony Jleme 4.5, nmocroju

MWHUMAJHU TPOJeKTOP S TaKaB Ja je
styr = tyr. (4.1.30)

Taxobe, r ~ s u t; je nuBeprubuian y oguocy ua (1 —r,1 —s). 13 (4.1.28)
n Jleme 4.7 cirieqn s < 1 — ¢/, Ouursegno, 1 — ¢’ — s je upojekrop n 1 —
¢ —s < 1—s, nawu3 (4.1.30) 3axmyuyjemo aa je (1 — s)tyr = 0, a omasie
(1—¢ —s)tir = (1 — ¢ — s)(1 — s)tyr = 0. TIpema Tome, Ha ocHOBY Jleme
4.6 nobujamo na je t; uaBeprTubUIAH Y OgHOCY HA (o, ¢ + S).

Cama je jako m3Bectu na je t1(l — q,)t; MHBEPTHOWIAH Y ONHOCY HA
(Pa, ¢ + s). Haume, ako v1 je (qa,q' + s)-urBep3 enementa t; u v je (P, Ga)-
WHBEP3 €JIeMEeHTa, ty, jeJJHOCTABHUM PATIyHOM I0JA3UMO JIO TOTA, JIa je Uy
(Pay ¢ + s)-maBep3 enementa t1(1 — go)te. Ilpema Tome, t1(1 — g4)to je eme-

MEHT CDpe,ZLXOIIMOBOF THUIIa |

ind(t1(1 — ga)ta) = [pal = [¢'] = [5] = [Pa) = [da] + [ga] — [¢'] = [7]
= [pa] = [ga] + [P'] = [¢'] = ind £y + ind 2.

Enementu t1ty u t1(1 — go)te ce pa3iukyjy 3a tiq.te € F, ma HA OCHOBY
Tephema 4.5 (a), t1t2 je Takole eemenT PPeXOIMOBOT THIIA U HETOB WHIEKC

je mcTu Kao u nHgekc eqementa t1(1 — g, )ts. [ |
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4.2. Ilocjenuiie

4.2 Ilocaemume

Y oBoM moTmorIaB/by nmokazahemo ga cy kiracuaaun OpeaxoIMOBH Oepa-
TOpu Ha XmIbepToBoM HpocTopy, PpeaxoaMoBI onepaTropu y eMucay Aruje
n Cunrepa wvan [l dakropuma n PpeaxoaMOBH OmepaTopu Ha Xuadep-
roBuMm C™-moysinma crienujaann ciaydajesu PpeaxoMoBuX oeparopa Koje
CMO YBEJIH Y IIPETXOHOM IIOTTHONIAaB/bY. To iemo ypagutu 106pum n360poM

C*-anrebpe u UaeATIOM €/1eMeHATa , KOHAYHOT THTIA .

4.2.1 Knacuuau PpeaxoIMOBU OMEepaTopu Ha

Xnyi16epToBUM IPOCTOPUMA

ITocnequua 4.1. Heka je A = B(H) anazebpa 02paHusenus AuHeapHUT
onepamopa Ha beckoHauHo QuMeH3uonastom Xuabepmosom npocmopy H u
nexa je F udean womnaxmuux onepamopa. Tada nap (A, F) sadosomasa
yeaose (a)-(8) Aedurnuuyuje 4.2. Odasde, kaacuunu Ppedroamosu onepa-

MoPU CY CNEUUJAAHY CAYyyaj esemenama Ppedroimosoz muna depurucarux

y ledpuruvyugu 4.5.

Hoka3z: I1ean cBux KOMIAKTHAX ONEPATOPA je caMOa/ljyHIOBaHU H1eaJ
y B(H), onakne Baxu (a) u3 ledununuje 4.2.

Kao mTo je mo3HaTo, CKyIl CBUX IIPOjeKTOPAa KOHAYHOT PAaHTa je allpOKCH-
MATHBHA jeJMHUTIA 38 KOMIIAKTHE omeparope. OBUM CMO JIOKA3aJH Ja BayKu
(6) w3 Hedbununuje 4.2. Hlrasumre, y caydajy aa je Xuabepros MpocTOp
H cenapabusian, oHja MOCTOJH IpeOPOjuBa allPOKCUMATUBHA, je TUHUIA 3a F .
[Tpenm3sauje, ako je P, mMpojeKTOp Ha NPOCTOp reHepucat ca {eq, ..., e,}, rie
je {e;} upebpojus kommieran opronopMmupan cucreMm, onga je {P, | n €
N,n € N} npebpojuBa anpokcUMaTUBHA jeJIUHUIIA.

Craku KOMTakTaH mpojektop P € F je mpojeKTop KOHATHOT PAHTA.
Baxu H © PH = H, na moxkemo nocmarpatu uszomopduzam V: H —
H o PH. Tama je VQV* mpojeKkTop ekBUBaJeHTaH ca (), Ipu demy je
VQV*(H) L P(H). Ilpema tome, VQV* + P je npojeKkTop, oJaK/e BazKu
(B) u3 dedunurmje 4.2. [ |
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4.2. Ilocjenuiie

Ipumep 25. Heka je H cemapabmnan XuabepToB IpOCTOP ca MpedpPOjuBOM
6asom {e;}, A = B(H) n F uaean KOMOAKTHHX omepaTtopa. llocmarpajmo

npojekrope P, () € F,

P (Z ai€i> = aéq, Q (Z aiei> = a1e; + ases.
i=1

i=1

[Tokazahemo na je omeparop A € B(H),

MHBepTUOWIAH Yy onHOCY map mpojektopa (P, Q). 3a noverak nahumo A’ =
(I —Q)A(I - P),

Al (Z aie,-) = (I —Q)A(I — P) (Z aiei) =(I-Q)A (Z aiei)

i=2
= -Q) (Z ai€i+1) = (Z ai1€i> = ZaieiJrl.
i=2 i=3 i=2

3a oneparop A’ mocroju oneparop B € B(H),

B (i aiei) = iaiﬂeu

=1 1=2

Takas J1a je

A'B (Z aiei) =A <Z Gi+1€z’> = Zai+2€i+2 = (I - Q) (Z ai€i> )

i=1 i=1

BA (2 aiei> =B (2 aieiH) =B (i:; ai_16i> = Zaiei
= ([ —-P) (Zai€i> ’

=1
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4.2. Ilocjenuiie

(I - P)BU - Q) (Z aiei> :(I - P)B (Z Gi€i> :([ - P) <Z ai+1€i>
= Z; aiy16; = B (Z ai€i> ;

i=1

OJIHOCHO
AB=1-Q, BA=I1-P, (I-P)B(I-Q)=B.

[Ipema Tome, A je naBeprubusian y ognocy ua nap mpojextopa (P, @), omakie

je PpeaxoIMoB OMepPaTop.

4.2.2 DPpeaxoamoBu oneparopu Ha ¢dpon HojmaHoBoj
ajredopu
Jlpyra mpumena je nmocBehena ®PpejixoJMOBUM OIEPATOPUMA Y CMHUCILY

Bpojepa [15, 16] ua Geckonaunoj don Hojmanosoj aarebpu. Ha noverky,

nasernthemo BpojepoBy nedbuHuiujy.

Hedbununuja 4.6. [15, crpana 250] Heka je A don Hojmanosa anrebpa,
Proj(A) ckyn cBux mpojektopa Koju npunajaajy A u Heka je Proj,(A) ckyn
CBUX KOHAYHUX IpojekTopa y A (oHu npojekropu koju aucy Mapej-don Hoj-
MaH eKBHBAJEHTHH Ca HEKUM MPABHM HOTIIPOjEKTOPOM ).

Kaxkemo ma je omeparop T € A A-Dpedrosmos ako 3agoBobaBa ciaenehe

ocobuHe:
(a) Pierr € Projy(A), tae je Pierr TpojeKTOp Ha moTmpoctop ker T
(6) nocroju npojekrop E € Proj,(A) rakas ja je ran(/ — F) CranT.

Jpyru yciaos omoryhyje na Pye r+ Takohe npunana Proj,(A).

HUndexe A-Ppeaxoamonor omepaTopa 1’ ce geduHHIIE KAo

ind 7" = dim(ker T") — dim(ker T) € I(A). (4.2.1)
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4.2. Ilocjenuiie

Kon mperxomue nedbununuje, rpyna [(A) je tako3Bana epyna underca
don Hojmanose anrebpe A, nedunncana kao I'poTeHanKoBa Ipyna KOMyTa-
THBHOI' MOHOMJIA, CBUX pelpeseHnTanuja Komyranra A’, renepucana penpesen-
raujama A > S +— SE = 7g(9) 3a nexko E € Proj,(A) [15, ITorurasbe 2].
Ba nornpocrop L, numensuja dim L ce gedunuite kao kiaca [mp, ] € I(A)
peripesenTanyje mp, , rae je Pr mpojextop Ha L.

IIpe nokasa aa je bpojepos A-®penxoMOB oLepaTop Clelujaal CIydaj
ancrpakTHor OpeaxoIMOBOTr ollepaTopa, HaBemhemo 100po mo3HATE OCOOUHE

¢don Hojmanosux anredpu.

JIema 4.10. Cryn Proj(A) = {p € A | p je npojekmop} je womnaemna
mpesrca.  Jodamno, axo cy p,q € Proj(A), onda p V q (najmarve 20prve
ozpanuuerse ckyna {p,q}) npunada Proj(A).

Hoxka3z: Jlokas ce moxe wahu y [65, Tepheme V.1.1] u y [12, 1.9.2.1(6)].
|
Oneparop T € A ce nazupa Konadan ako P+ € Proj,(A), rue je P

MPOjeKTOpP Ha 3aTBOpeme meroBe canke. CKyIl CBUX KOHAYHUX OMEpPaTOpa

o3HaUYnheMo ca Mp, a IbEroBO 3aTBOPCILE II0 HOPMH Ca M.

Jlema 4.11. Cxyn m je camoadjyrneosan u deocmpanu udeanr anzebpe A.
Taxohe, m je eenepucan (Kao 3ameopen camoadjyneosar deocmparu udean)

nomohy Proj,(A).
Hoka3z: Jlokas ce moxe uwahu y [15, ITornasme 3. [ |
Jlema 4.12. Axo cy p,q € Proj,(A), onda je u pV q € Proj,(A).

Hoxka3z: Jlokas ce moxke Hahu y [65, Tepheme V.1.6] u y [12, I11.1.1.3].
[

Jlema 4.13. Hexa je T € A u newa je T = U|T| wezo6a noaapra derom-
nosuyuja. Tada U, |T| € A.

Hoxka3z: /Tokas ce moxke nahu y [65, Tepheme 11.3.14] n y [12, 1.9.2.1(iii)].
[ |
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Jlema 4.14. Axo je 0 < T € A, onda cnexkmpasnu npojexmopu onepamopa

T maxohe npunadajy A.
Hoxkas: lokas ce moxke mahm y [12, 1.9.2.1(iv)]. |

Jlema 4.15. Hexa je A dpon Hojmanosa anrzebpa koja vuje ,, konaunoz muna”.
Tada je enemenm T € A A-DPpedxoamos ako u camo axo je T unsepmubusan

no mModyay m.
Hokasz: Jlokas ce moxe ualin y pany [16, Teopema 1]. [ |

Jlema 4.16. Hexa je A ¢hon Hojmanosa arzebpa xoja wuje ,,xonaunoz muna”

u nexa T je A-@pedroamos onepamop. Tada je |T| maxolie A-Dpedroimos.

Hokasz: Heka je T = V|T| nonapuo pasiarame oneparopa 1. Ha ocHoBy
Jleme 4.13, |T| € A u Ha ocuoBy Jleme 4.15, nocroju S € A tako na je ST,
TS € 1+ m, 1o ject, S je m-maBep3 oneparopa 1. Jlako je mpoBeputu aa
je SV neBm m-unsep3 omeparopa |T|, kao u ga je V*S* necum m-umpeps
oneparopa |T|. Tlpema tome, |T'| je nHBepTHOUTIAH IO MOJLYIY M, & OIATIIE,

na ocuoBy Jleme 4.15, |T| je A-®peaxoamos. [ |

Jlema 4.17. Hexa je T nosumusan A-@Ppedrosmos onepamop u Hexa je Erp

weeosa cnekmpanna mepa. Tada, nocmoju 6 > 0 maxo da je Er([0,0)) €

Proj,(A).

Hoxkaz: 3 Jledbununuje 4.6, nocroju 3arsopen normnpocrop L C ranT’,
9HjH je KOMILIEMeHT KoHadan npojektop (I — P € Projy(A)). ITloemarpajmo
pectpukinjy 1) = T|ieerr 1 gedurmmmmvo Ly = T, 1(L). Tomro ¢y Ly w L
3aTBOPEHH, HA OCHOBY T€OPEME O OTBOPEHOM NpeCInKaBay, 1] je TOmoonku
uzomopduszam m3meljy Ly u L. OmaBae, mocroju 0 > 0 Tako Ja 3a cBako & €
Ly Baxu ||TE|| > 6||&]||. Mehyrum, 3a £ € ran Er([0,6)) mmamo || T€]| < 0]|€]|,
onHocHo, Ly Nran E7([0,d)) = {0}. TIpema Tome, 10BO/BHO je Ja JTOKaZKeMO
ma je Ly xomauar, jep je Er([0,0)) < P

Heka je Ly = (ker T)* © Ly. Ounrnenno, T(Ly) N L = {0}, mrro 3naun ma
(I — P)T wnjextusno cimka Lo wa mornpoctop npocropa L-. Ha ocnosy

Jleme 4.13, upumemene ua (I — Pp)T Pr,, mocroju napumjajHa u30MeTpuja
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W € A koja moBesyje Ly u 3aTBopeme Lg omeparopa (I — Pp)T(Ls) xoju je
normpocTop mpoctopa L. Ilomro je L xomauamn, onga cy u Ls C L u Ly
(jep je Pr, ~ Pr,) takohe konaunn. 13 Tedununuje 4.6 ker T' je konauan,

na je n Li xonauan. |

IMocaemuma 4.2. Hexa je A beckonaqna don Hojmanosa anrzebpa xoja dej-
cmeyje na Xuabepmos npocmop H u wexa je m zameoperve y HoOpMu CKYna
ceur Konaunux onepamopa. Tada nap (A,m) sadosomasa ocobune (a)-(s)
Hedunuyuje 4.2.

IImasuwe, ancmpaxmmuu Ppedxrosmosu esemenmu cy yonwmerve Pped-

TOAMOBUT onepamopa Yy Bpojeposom cmucay.

Hokaz: Ha ocuoy Jleme 4.11, m je *-umean koju 3aaoBobaBa (a) y
Hedununuju 4.2.

Jokazxumo 1a je ckyn Proj,(A) anpokcumarubHa jeqununa. [IpBo, 0BO
je yemepen ckym. 3aucra, Heka cy p,q € Proj,(A). Ilpojekrop y doun Hoj-
MaHOBO] anrebpu dmHu KoMiLteTHy Mpexy (Jlema 4.10), na mpojektop p V g
npunaga A. Ha ocuoBy Jleme 4.12, p V ¢ € Projy(A). Ako T € m u ako
je T = U|T| werosa mojapHa JeKOMIO3UIMja, OHJA Ha ocHOBY Jleme 4.13,
U,|T| € A u 6mro koja cnekTpasna npojekiuja oneparopa |1'| Takohe mpu-
naja A. M3zabepumo nponssospno € > 0 u o3nauumo P. = Eyp(e, +00), re
E\r| o3nauasa crekrpasny mepy oneparopa |1'|. Onna, n3 P. < Pogp ciaenu
P. € Projy(A). Barnm, dynxnuja A — A(1 — X(c,+o0)) je OTpanntena ca €, ma
je || |T|(I — P.)|| < e. BacBako P > P. umamo I — P < I — P. u onase je
[UITI(L = Pl = [UITI( — P)(I — P)| < . Mase, Projy(A) je anpoxr-
MaTUBHA JeJMHMIA 3a Mg, 11a je U 3a HeroBo 3arBopeme m. Jlokazaim ¢Mo
(6) v Hedununuju 4.2.

Nwmajyhu y Bugy na je A Geckonauna asnrebpa, 3a P, Q) € Proj,(A), Baxu
I—P ~ I ([16, Jlema 8]), omHOCHO, mOCTOjU MapnujaaHa n3oMerpuja V raksa
naje V'V =1IuVV*=1— P. Onga je QV* napnujaaHa nu3oMerprja Koja
ce Tpaxku y ocobunu () Jdedununmje 4.2.

Kopucrehu Tspheme 4.6 u Jlemy 4.15, mozxkemo Bujeru ja ce Ppeaxol-
MOBH omieparopu y oauocy Ha (A, m) noaynapajy ca A-PpeaxoiMoBIM omepa-

TopuMa y cMucTy bpojepa. /lokaxKuMo /1a ce 1 BUXOBH WHAEKCH MOKJIAIA]y.
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Hexka je T" ®peaxonmon omeparop. U3 Jleme 4.17, moctoju 6 > 0 TakBo
na je P = Eq0,6) € Projy(A). Omeparop |T| je orpanunduen 00310 Ha
npocropy Ejp[6,00)(H) = (I — P)(H), na je T' = V|T'| rakohe orpannuen
010310 Ha ([ — P)(H). Ako je I — () upojeKTop HA 3aTBOPEIHE IIOTIIPOCTOPA
T(I — P)(H), ouna je T unBeprubuian y oguocy Ha (P, Q).

Baxn P = Py ® Ei7)(0,6) = Pexr® Py 1 Ny = Py(H) je nuBapujanran
3a |T|. C ob3upom ma je V maprmjamna mszomerpuja vHa N, T ciauka Nj
CYPJeKTUBHO Ha Heku norupoctop Ny, npu demy je Py, ~ Py, a oxarie
P(H)=kerT @ Py, (H), Q =kerT* @ Py,(H) u Py, ~ Py,. |
Hanomena 4.3. Yeaos (B) y Hedbununuju 4.2 Huje Heonxogal. AKO ra m30c¢ra-
BHMO, HeMaMO Toayrpyiy Beh yciaosmno cabupame. Mehyrum, mozxkemo dop-
mupatu ofroapajyhy K rpymy, momazehu ox ciobomne rpyme ca Proj,(.A)
Kao reHepaTopuMa, a 3aTuM Kopucrehu oarosapajyhe mienrudpukanuje. lo-

bujena rpymna 6uhe nzomopdua ca I(A).

4.2.3 PpeaxoJMOBU onepaToOpu HA CTAaHAAPIHOM

XuabeproBom C*-Mmomyty

[Ipukazahemo jomr jeman crnemnujaian caydaj OpeaxoaMoBe TeopHje Ha
cranmapaaoM Xuiabeprosom C*-monyny H 4 Han jenuamaaoMm C*-aarebpom
A. Hapemhemo nexe pedunuimje u mosHara TBpherma Koja ce Mory Hahu
Koy Mumnra [46] u Murryenka n @omenka [47]. 3a Buire getaba GUTAOIY Ce

npenopy4uyje Keura [44].

Hedbunnmnuja 4.7. Oneparop T: Hq — Hy je Opedxoamos y cmucay Mu-
wuenka u Pomenra (MD cmucao y HactaBky) ako Baxku (a) T uma ajjyHro-
Banu; (6) nocroju aekomuosunuja gomena H,4 = M®N| u konomena Hy =
Mg@/\/z, rie cy N7 u Ny KoHauHO TeHepHCcaHu IIPOjeKTUBHU HOJMOJLYIN 1
ormeparop 1’y oJHOCY Ha TaKBe JEKOMIIO3UIIMje UMa MaTpudny dopmy 1T =

T, 0

0 Ty

Hnoexc oneparopa T je ind T = [N7] — [Na] € K(A).

, Iipu 9emy je 17 mzomopduzam.

Mozke ce moka3aTu Ja je HHIEKC J00po AedHHHCAH, OJHOCHO, /13 He 3a-

BHCH O] JIEKOMIIO3MIHje ciauke u jgomeHa y ledbununuju 4.7 (Bumeru [44,
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Teopema 2.7.9]).

Jlema 4.18. Hexa je A npouseomna C*-anzebpa. Hewa cy M u N Xunbep-
mosu A-modysu. Hexa je F': M — N monosowku unjexmuean, mo jecm,
nocmoju § > 0 makeo da je ||Fx| = 0||x| sa ceaxo x € M u nexa je A-

zomomopdusam xoju donywma adjynzosarwe. Tada je F(M) @ F(M)*+ = N.
Hoxka3z: Jlokas ce moxe Hahn y kmusn [44, [Tocrennma 2.3.5].

Teopema 4.2. V Jedunuvyuju 4.7 moostcemo ysex npemnocmasumu da cy
modyau My u My opmozonaano donywueu. Illmasuwe, nocmoju derxom-

noauyuja onepamopa T,

s 0 ~ ~
c Hy = Vo@Wy — VioW: = Hy,
0 17,

maxea da je Vgt ® Vo = Hy, V- ® V) = Hy.
Hoxka3z: Jlokas ce moxke nahu y kmusu [44, Teopema 2.7.6].

Teopema 4.3. Heka cy Ty u Ty npoussowmu MP-DPpedroamosu onepamopu,
TliHA—>HA, TQ:HA—>HA.

Tada onepamop TyTy: Hy — Ha je M®-DPpedroamos u saoscu ind 1T =
ind T2 + ind Tl-

Hoka3z: Jlokas ce moxke Hahu y kwu3u [44, Teopema 2.7.11]. [ |
CKyn KOMITAKTHAX OMEePaTopa HA CTAHIAPTHOM XUa10epToBoM Moy sty H 4

oznaanMo ca K(H ).

Teopema 4.4. Hexa je T': Hy — H 4 npoussowarn MP-DPpedroamos onepa-
mop u neka je K € K(Hy). Tada je onepamop T + K M®-Dpedxroamos u
saorcu ind(T' + K) = ind 7.

Hokasz: Jlokas ce moxke Hahn y kwusu [44, Teopema 2.7.13]. [ |
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Hanomena 4.4. Kox Xunb6epToBUX MOIYIa TEPMIH KOMIIAKTAH CMO CTAB/baIN
110JI 3HAKOM HABOJIHMKA J1a OMCMO MX Pa3JMKOBAJIH OJI KOMIAKTHHUX y Bana-
XoBOM cMmucyy. Mehyrum, y nacraBky To Hehemo pajauTu, jep ce KOMIAKTHH

orieparopu y baHaxoBoM CMUC/Iy HE 110jaBJbY]Y.

Hedunnnuja 4.8. [46, ledununuja §1.1.] Oneparop T € B*(H 4) je Ppej-
XOJIMOB y cMmucy MuHra ako je nupepTuOu/IaH 1mo MOJIYJIy KOMIIAKTHUX Ole-

paropa.

Tephewe 4.7. [46, §1.4.] Onepamop T je ®penaxonmos y cmucay Muura
aKO U CAMO aK0 NOCMOoju komnaxmua nepmypbayuja S onepamopa T (odHnocto
T — S je komnaxman), makxo da cy ker S u ker S* xonawno 2enepucanu npo-

jexmuenu. Pasaura

[ker S| — [ker S*] € K(A) (4.2.2)
He 3asucu 00 uzbopa S.

Hedbununuja 4.9. [46, §1.4.] Muneos undexc PpenxoamMoBor omeparopa
ce nedunuire kao paszanka (4.2.2), vie je S HeKa KOMIAKTHA TepTypdanuja

onepatopa 1.

Tepheme 4.8. Axo je T unsepmuburar 1o Mo0YsY KOMNAKMHUT, 0HOG je

T ®pedzrosmos y MD cmucay.

Hoka3z: Jlokas ce moxke Hahu y kwusu [44, Teopema 2.7.14]. [ |

Ouurje Ho je na UMILTHKAIUja y JPYroM cMepy BaxKku. Hamme, axko je

7 0

T ®penxonmoB y M® cmucy, onga je uHBep3 omneparopa 1' 1o

MOJLYJIY KOMIIAKTHUX.

[lorpebna naMm je u caeneha Jyema.

Jlema 4.19. Heka je Hy = MON, 2de je N xonauno 2enepucan, npojek-
musan u M je donyrwus. Hexa je P opmozonanan npojexmop na N. Tada

je I — P oeparuyer 0dosdo na M.

Hoxkas: IpernocTaBumo CynpoTHO Ja TOCTOju HU3 T, € M, ||z,|| =1 n

(I — P)x, — 0. Ilpexcrasumo (I — P)x, kao

(I—=Plzy=y, +vp Yo €M, y, €N. (4.2.3)
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[Tocmarpajmo A-mureapan, Kocu npojektop Pr: H4 — M ayx N. Ha ocho-
By Jleme 1.1 om je orpanuuen (|| P|| < M). Tazna je

Yol = 1P + vl < My, + ypll = M = P)aal,

omakie y, — 0 . Mehyrum, u3 (4.2.3) aobujamo M > x,, —y,, = Pz, +y €
N, anomTo je MON aupekTHA cyMa, oHIa cy 00e cTpane jemmake 0. Onasae

je x, =y, — 0, mrro je y KoHTpasuKnuju ca ||z,|| = 1. [ ]

IMocnenunia 4.3. Hexa je Hy4 cmandapdarn Xuabepmos modya wad jeduru-
wnom C*-aneebpom A, B*(H4) cxyn ceux oeparnuvenur onepamopa wa H 4
Koju donywmajy adjynzosaree u neka je F = K(H4) ckyn ceus xomnaxmnux
onepamopa wa H 4. Onda nap (B*(Hy), F) sadosonasa ocobune Jledunuyuge
4.2.

Ocum moza, ckyn ancmpaxmuur Ppedrosmosur onepamopa, Ppedron-
moeu onepamopu y cmucay Muwnea u y M@ cmucay ce nokaanajy u cea mpu

UT068a UHlEKCA CY JEOHAKA.

Hoxka3z: [loznato je na je F 3aTBOpeH nieas, ojakjie BayKu ocobuHa (a)
Hedbununuje 4.2.

Heka je (e;),i € N cranmapana 6aza Xunbeprosor momymna Hy, rae je
e; = (0,...,0,1,0,...) ca jequnaunom Ha i-rom mecry. Heka je P, € F Hu3
npojekropa va A", P, (z1,xs,...) = (T1,...,2,,0,...) uHeka je K € K(Hy).

Ha ocnosy Tsphema 1.5 numamo
|K — KP,|| =0, xazan — oo.

[Tpema Tome, P, je ampoKCUMATHBHA jeMHUIA U 3aJI0BO/beHA je ocobuHa (6)
Hedununuje 4.2.

Heka cy P,Q € F npojekropu. Ha ocnosy [66, Teopema 15.4.2], P(A)
u Q(A) cy mzomopdun (Kao MOJy/IH) HEKUM JAUPEKTHUM cyMmanauma y A" u

A™, penom, 3a Hexke m,n € N. Opase, oCTOju MaplujaIHa T30METPHja

ViHy— Ha, V(xy,2o,...) = €me1%1 + €maaTa + ...+ €minTy
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4.2. Ilocjenuiie

u npojektop P, = V PV* koju je oproronanan Ha (). ITocmaTrpajmo omepatop
U =VP. Imamo

UU*=VPV* =P i U*U =PV*VP =P,

_____ e, = P. W3 jemnakoctu (UU* + Q)(UU* + Q) =
VPV*VPV* +Q? = VPV* + Q crean na je UU* + @ npojexrop. Ympaso
cMo jrokazasn ocobuny (B) dedbununuje 4.2.

U3 Tephema 4.6 u 4.8 u komenTapa nociie Hedbununuje 4.8 3aK/bydyjeMo
71a ce cBe Tpu Bpcre PpenxoaMOBUX oreparopa mokaanajy. Jlokaxkmmo ma
Cy THUXOBH WHJIEKCH jeJTHAKMU.

Heka je T" @penxoMoB onepaTop u HeKa je T nuHBepTHOMIaH y OJHOCY Ha,
(P,Q). Onna je T" = (I — Q)T (I — P) koMmnakTHa meprypbaliyja omeparopa
T (werosa paznuka je QT(I — P)+ (I — Q)T P+ QTP), a jesrpa cy ker T =
P(H ) nker T = Q(H4). Onasae, ancTpakTai HHICKC je jennak MuUHTOBOM
HHJIEKCY .

T, 0
0 Ty
Ha gekomnosuiujy Hy = Mi®N; = Mo®N; oMena u KOJOMEHa, PEOM.

Hexka je T" ®@penxonMoB omnepaTop U Heka je T = ( > y OJTHOCY

Ha ocnony [44, Teopema 2.7.6], moxkemo uzabpatun My, Ni, Ms, Ny Tako
na ¢y cBu onn pomywbusu, N7 n Ny ¢y KOHAYHO TMeHEPUCAHN TPOjEKTHBHE
noamonymn u M; = Ni-. (Taunuje, mocientba jeqHAKOCT ce He HadasH y
TBphemwy, anu ciaeau u3 jgoKasa). Y HCTOM JIoKa3y MoxkeMmo Halim 1a je T'|aq,
orpanmden 010310. Osmaunmo ca P u () oproronamnne mpojekrope Ha Ni u
Ny, Uz Jleme 4.19, I — @Q je orpannden og03/10 Ha poctopy My = T(M;) =
ranT'(I — P). Osum cmo gokasamu qa je (I — Q)T'(I — P) usomopdusam u3
M, = Nit y Nt Tipema Tome, ancrpakran unjekc je [P]—[Q] = [N;]—[Nz],

0JIHOCHO, jeiHak je M® unjiexcy. [ |
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Mpwmror 1.

U3jara o ayTopcTBy

Mo mcaHmn-a 3J7A7'k0 JlAzopuh

6poj ynuca

UsjaBmbyjem

[la je JoKTopcKa aucepTaLmja nog HacroBoM

ES
Meps HERoMpAKTHOCTH M XnoBePTOBUM ~MomysiiMA

e pe3ynTaT CONCTBEHOI UCTpaXXunBa4kKkor pana,

e [la npeanoxeHa gucepraumja y LUenvMHN HU Y AenoBrMa Huje buna npeanoxeHa
3a pgobujakbe 6uno koje AuNomMe npema CTYLAWjCKAM nporpamuma apyrux
BMCOKOLLIKOJICKUX YCTaHOBa,

e [Na Cy pe3yntatu KOpekTHO HaBedeHU n

e [Ja HUCaM KpLivo/ma ayTopcka npaBa U KOPWUCTUO WHTENEeKTyarHy CBOjuHY
Apyrux nuua. "

Motnuc gokropaHaa

Y Beorpagy, _7%.%.2079.

Fodto Larovee




Mpwunor 2.

UsjaBa 0 UICTOBETHOCTM WITaMNaHe U eNeKTPOHCKe
Bep3uje OOKTOPCKOr pada

Ume 1 npesume aytopa 3J7AT/<’U ﬂAwBM}%

Bpoj ynuca

Cryaujcku nporpam __ MATEHATIKA

*
Hacnos paga MEPE HEKOMIAKTHOCTH  HA )(Mﬂd&PTO@/AM C -MoAYTIUMA

MeHTop P L raronnys  Keuknk

MoTnucaxm 3J747/<0 Sarosuk

n3jaBrbyjemM [a je wTamnaHa Bepauja Mor [JOKTOPCKOr pafja MCTOBETHa €MNEeKTPOHCKO]
Bep3uju Kojy cam npepao/na 3a objaBrbMBake  Ha noprany HdurutanHor
penosuTopujyma YHusepsuteta y Beorpaay.

HosBorbaBam fga ce objaBe Moju NMMYHM nofjauM BesaHu 3a nobujare akagemckor
3Bak-a [IOKTOpa Hayka, Kao LITO Cy MMe U Npe3ume, roavHa u Mecto pofewa 1 gaTtym
oabpaHe paga.

OBM rnuuHM nojaun mory ce oGjaBUTM Ha MPEXHUM CTpaHMLama AuruTarHe
brbnunoTeke, y eNeKTPOHCKOM KaTarory 1 y nyGnukaumjama YHuBepsureTa y Beorpapny.

MoTnuc gokTopaHaa

Y Beorpapy, 7% %.2019

Flhthr Lrrovee”




Mpwunor 3.

UsjaBa o kopuwhemwy

Osnawhyjem YHusepautetcky 6ubnuoteky ,Cetosap Mapkoeuh* ga y [Jurutantm
penosutopujyMm YHuBepsuteTa y Beorpagy yHece Mojy OOKTOpPCKYy AucepTaumjy nop
HacrnoBoM:

*
HMerE HEKOMIAKTHOCTU 1A XundepTosnm € - Hoaysinma

Koja je mMoje ayTopcKo Oero.

HAvcepTaumjy ca cBuM npunosuma npefao/na cam y erniekTpoHCKoOM hopMaTy MorofHoOM
3a TpajHO apxuBUpare.

Mojy AokTOpcKy AucepTaumjy noxpaweHy y [UrntanHu penosutopujym YHuepauteTa
y beorpany mory fia kopucte CBM Koju NoLiTyjy oapende cagpxaHe y ogabpaHom Tuny
nuueHue KpeatueHe 3ajegHuue (Creative Commons) 3a kojy cam ce oany4no/na.

1 AytopcTtBo
2. AyTOpCTBO - HEKOMEpPLMjanHo
3. AyTOpCTBO — HEKoMepLujanHo — 6e3 npepage
4. AYyTOPCTBO — HEKOMEPLMjarnHo — AenUTU Nog UCTUM YCroBUMa
5. AytopctBo — 6e3 npepage
AyTOpCTBO — OEeNnUTW nog UCTUM ycrioBuMa

(Monmmo fna 3aokpyxuTte camo jefHy of LUeCT MoHyReHux RULEeHUW, KpaTak onuc
nuueHuM fart je Ha nonefuHn nucra).

MoTtnuc pokTopaHga

Y Beorpagy, 77 %.2019
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