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1 Uvod

Teorija stabilnosti je jedna od najvaznijih oblasti mehanike obzirom
da je analiza stabilnosti konstrukcije sastavni deo projektovanja kons-
trukcionih sistema ili njenih pojedinih elemenata u gradevinarstvu,
masinstvu i ostalim tehnickim naukama. Proracun stabilnosti kons-
trukcija ima prakti¢nu primenu pri projektovanju, jer dobijeni rezultati
mogu znatno uticati na ustede u koli¢ini materijala koji se ugraduje,
a takode i na povecanje stepena sigurnosti konstrukcije. Na primer,
pocetkom primene celika u masinstvu i gradevinarstvu, analiza stabil-
nosti dobija sve vec¢i znacaj. Veliki broj elemenata u ¢eliécnim konstruk-
cijma je izlozen pritisku (stubovi, pritisnuti Stapovi resetkastih nosaca,
luéni nosaci...), i kod najveéeg dela pritisnutih elemenata graniéna no-
sivost nije uslovljena kriterijumom nosivosti ve¢ kriterijumom stabil-
nosti. To proizilazi iz ¢injenice da je ¢elik materijal sa visokim me-
hanickim karakteristikama ali i relativno skup, pa se celi¢ni elementi
izvode kao tankozidni §to dovodi do problema stabilnosti kao Sto su
bocno izvijanje i izboc¢avanje.

U teoriji stabilnosti za analizu se koriste elasti¢ni stapovi zbog jed-
nostavnosti modela koji se mogu resavati analiticki. Zakljucci do kojih
se dolazi pri analizi stabilnosti elasticnih Stapova predstavljaju bitne
informacije i za ponasanje trodimenzijskih elasticnih tela.

Problem analize stabilnosti Stapova na elasti¢noj podlozi privlaci
paznju istrazivacke zajednice tokom mnogo godina i takvi Stapovi se
koriste veoma ¢esto kao model koji opisuje ponasanje nekih konstruk-
cija. Na primer, oni mogu dosta precizno opisati ponasanje temeljnih
konstrukcija koji leze na deformabilnoj podlozi ili ponasanje stubova
ukopanih u tlo. Takode, primer ovakvog Stapa je i pritisnut, gornji po-
jas resetke, gde vertikale mozemo zameniti raspodeljenim reaktivnim
pritiscima kontinualne elasticne podloge. Takva analiza ¢esto zahteva
i proracun kriticne (bifurkacione) tacke i poslekriticnih ravnoteznih
stanja. Istrazivanje u ovoj oblasti se sprovodi u vise pravaca. Jedan
od njih je vazan za modeliranje linarno elasti¢cne podloge. Najstariji i
najcesée koriéen model je formulisao Vinkler (Winkler) 1867. godine
[30]. On pretpostavlja da je podloga ispod grede niz, medusobno neza-
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visnih, linearno elasti¢nih, vertikalnih opruga koje se nalaze na malom
rastojanju. To dovodi do toga da reakcija podloge u proizvoljnoj tacki
zavisi samo od deformacije u toj specificnoj tacki a ne zavisi od de-
formacije tacaka u okolini. Karakteristike podloge prema Vinklerovom
modelu su opisane samo pomoc¢u parametra p koji predstavlja kons-
tantu krutosti podloge. Tako model koris¢en u ovom radu predstavlja
najjednostavniji oblik elasti¢ne podloge, u praksi se on najcesce koristi
kao model ponasanja tla. Jedan od prvih koji je koristio Vinklerov
model elasticne podloge je bio Hetenji [15]. Postoji mnogo radova
koji se bave elasticnim Stapovima na Vinklerovoj podlozi, sa raznim
pretpostavkama u vezi tog modela ([26], [11] i [4]). Na primer, Ol-
hoff i Seyranian [26] su analizirali bifurkaciju i poslekriti¢no ponasanje
za problem bimodalne optimizacije elasticnog stuba. Eisenberger i
Clastornik [11] su analizirali vibracije i izvijanje grede na promenljivoj
Vinklerovoj elasti¢noj podlozi. Atanackovié¢ i Novakovi¢ [4] koristili
su Pontrijaginov (Pontryagin) princip maksimuma da bi odredili opti-
malni oblik elasti¢nog pritisnutog stapa na Vinklerovoj podlozi. Posle-
kriticno ponasanje Ojlerovog i Bekovog stuba oslonjenog na elasti¢nu
podlogu je radeno u radu autora B.N.Rao i G.V.Rao [28]. Ponasanje
idealnog elasticnog Stapa i Stapa sa geometrijskim imperfekcijama oslo-
njenog na Vinklerovu podlogu nakon izvijanja su analizirali Kounadis
i saradnici [21]. Cesto se koristi i takozvani Vinkler-Pasternak model
podloge, u kom sila reakcije zavisi od deformacije u toj tackii drugog iz-
voda elasti¢ne linije grede u toj specificnoj tacki [27]. U radovima [23],
[20] i [19] analizirano je ponasanje elasticnog stapa na takvoj podlozi.
Pored gore navedenog, istrazivaci se bave proucavanjem i razlic¢itih vr-
sta konstitutivnih jednacina za grede. Interakciju TimoSenko grede sa
elasticnom podlogom, pod razli¢itim pretpostavkama, je radio Obara
[25].  Uslovi za postojanje visestrukih resenja jednacina elasti¢nog
Stapa su analizirani u radovima [6] i [7]. Nedavno su analizirane i
napukle grede kao i beskonacne grede na elasticnoj podlozi ([5] i [31],
redom). Poslednjih godina kada nano tehnologija zauzima znacajno
mesto kako u nauci tako i u industriji, nano Stapovi su u fokusu mno-
gih autora ([24], [32] i [22]).

Problem odredivanja odnosa sila - pomeranje u poslekriticnom rezi-



mu za nelinearne jednacine je bitan ali generalno tezak problem. Zbog
toga, veoma je bitno da se odredi odnos izmedu odziva linearizova-
nog i nelinearnog problema. Kriticne vrednosti parametara za koje
Stap, opisan partikularnim nelinearnim sistemom, postaje nestabilan
su one za koje se javlja bifurkacija resenja odgovarajucéeg sistema. Pos-
toji nekoliko mogucih slucajeva odziva, odnosno ponasanja nelinearnog
sistema ([1], [14], [9]). Analiza veze izmedu nelinearnog i linearizova-
nog problema pored ostalog daje i odgovor koji ¢e se karakteristican
tip, odnosno oblik bifurkacije javiti. Metoda zasnovana na postupku
redukcije Ljapunov-Smita ([14], [9]) je procedura kojom se odreduje
broj resenja (kao i njihovo lokalno ponasanje) nelinearnog sistema di-
ferencijalnih jednacina analizom odgovarajuceg redukovanog sistema
algebarskih jednacina. Ovo se Cesto koristi kao osnova za analizu bi-
furkacije blizu kriticnih tacaka, kako za primarne ([3], [2]), tako i za
sekundarne bifurkacije ([12], [13]). Ova metoda je lokalna metoda,
Sto znaci da moze da se koristi za odredivanje broja resenja i njiho-
vog ponasSanja u okolini fiksirane sopstvene vrednosti linearizovanog
problema. Olhoff i Seyranian [26] su analizirali bifurkacione i posle-
kriticno ponaSanje bimodalnog optimalnog stuba na elasticnoj pod-
lozi, koristec¢i tehniku perturbacija. Bimodalan slucaj ili slucajevi gde
se javljaju viSestruki modovi izvijanja za istu kriti¢nu silu su od po-
sebnog interesa i mogu da se jave u mnogim realnim problemima. Hu-
ssain ([16] i [17]) je stabilnost kubne aproksimacije jednacina ravnoteze
elasti¢nog Stapa na elasticnoj podlozi u bimodalnom slucaju analizirao
koris¢enjem postupka redukcije Ljapunov-Smita odgovarajuéeg ener-
getskog funkcionala. Izydoreka i saradnici [18] su analizirali dvopara-
metarsku bifurkaciju ravnoteznog stanja elasticne gede na deformabil-
noj podlozi sa slobodnim levim krajem, gde je analiza zasnovana na
konceptu Beouwerovog stepena.

U ovom radu ¢e se analizirati sluc¢aj potpuno nelinearne jednacine
ravnoteze koje odgovaraju dvoparametarskom bifurkacionom problemu,
na opstiji na¢in u odnosu na do sada prisutne nacine u literaturi. Pri
tome Ce se analizirati stabilnost Bernuli-Ojlerove grede na Vinklerovoj
podlozi, za slucaj kada geometrijska multiplikativnost para svojstve-
nih vrednosti moze biti najvise dva. Tac¢nije, razmatrace se aksijalno
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pritisnut, elastican, nestisljiv stap, zglobno oslonjen na oba kraja i
postavljen na Vinklerovoj podlozi uz tako pretpostavljene parametre
problema, da imamo dva razli¢ita (ortogonalna) moda izvijanja za istu
vrednost partikularne kriticne sile. Analizirace se ponasanje Stapa u
blizini tacke kriticne sile za koju se javlja bimodalni slucaj. Izabrace se
najniza kriticna tacka za koju postoji bimodalni slucaj izvijanja. Kako
bi se dobio broj netrivijalnih resenja za nelinearni problem i kvalita-
tivno okarakterisali obrasci reSenja za taj slucaj, koristi¢e se postupak
redukcije Ljapunov-Smita. Dodatno, uradiée se procene Ly norme za
netrivijalno resenje. Takode, uradice se verifikacija dobijenih rezultata
koriS¢enjem Energijskog metoda, pri kojoj ¢e se koristiti Ricov metod
minimizacije totalne energije sistema uz izbor Ricove baze sastavljene
od reSenja linearizovanog problema.

Ovaj rad je podeljen na deset poglavlja. U drugom, tre¢em i
cetvrtom poglavlja su opisane teorijske podloge potrebne za resavanje
problema. U drugom poglavlju je prikazano izvodenje osnovnih jedna-
¢ina ravanske deformacije stapa, koje predstavljaju i sam pocetak resa-
vanja problema. U tre¢em poglavlju su opisani razli¢iti metodi koji
se koriste za analizu stabilnosti Stapa, dok se ¢etvrto poglavlje bavi
postupkom redukcije Ljapunov-Smita. U petom poglavlju izvedene
su nelinearne jednacine problema kao i jednacine linearizovanog pro-
blema. Bifurkaciona analiza pomoc¢u postupka redukcije Ljapunov-
Smita izlozena je u Sestom poglavlju. Dobijene bifurkacione jednacine
iz Sestog poglavlja su u sedmom poglavlju verifikovane Energijskim
metodom. Numericki rezultati su dati u osmom poglavlju. Deveto
poglavlje je zakljucak i pravci daljeg istrazivanja dok je u desetom
poglavlju prikazan dokaz Propozicije 2 koriséene u Poglavlju 6.



2 Osnovne jednacine ravanske deforma-
cije Stapa

Analiza stabilnost elasticnih stapova zahteva formulisanje osnovnih
jednacine ravanske defomacije stapa u koje spadaju: jednacine ravnote-
ze, geometrijske relacije i konstitutivne jednacine [1].

2.1 Jednacine ravnoteze

Diferencijalne jednac¢ine ravnoteze Stapa se izvode za Stap koji lezi u
ravni definisanoj osama z i y Dekartovog koordinatnog sistema. Pret-
postavka je da se opterec¢enje Stapa kao i vektori pomeranja svih tacaka
Stapa nalaze u toj istoj ravni. Stap je napravljen od materijala ¢ije se
ponaSanje moze opisati linearnom vezom napon-deformacija. Posto
se analiziraju konac¢ne deformacije stapa, jednacine ravnoteze se mo-
raju napisati za deformisano stanje. Da bi se analiza ucinila lakSom,
pretpostavice se da Stap, i pored toga Sto moze biti izlozen velikim de-
formacijama, u deformisanom stanju zadovoljava i sledece uslove [1]:

a) Ravni preseci u nedeformisanom stanju ostaju ravni i u de-
formisanom stanju,

b) Poprecni preseci Stapa ne menjaju svoj oblik i veli¢inu,

c) Poprecni preseci upravni na osu stapa u nedeformisanom sta-

nju ostaju upravni i u deformisanom stanju.
Kasnije ¢e se dodati i pretpostavka da je osa Stapa nestisljiva, Sto vodi
klasiénoj Bernuli-Ojlerovoj teoriji Stapova.

Polozaj proizvoljne tacke Stapa ¢e se odrediti preko Dekartovih ko-
ordinata pre deformacije i obeleziti sa X 1 Y. U nedeformisanom (os-
novnom) stanju polozaj te tacke je dat jednac¢inama

X=X(S), Y=Y(), Sel0,L, (2.1)

gde je L ukupna duzina ose Stapa, a S je lucna koordinata po osi Stapa
merena od njenog levog kraja.
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Slika 1: Osa Stapa u nedeformisanom i deformisanom stanju

Komponente vektora pomeranja oznacene su sa u i v u pravcu 7 i
iy ose respektivno. Prema tome polozaj proizvoljne tacke sa koordina-
tama X 1Y prelazi u deformisanom stanju u polozaj sa koordinatama
x 1y koje su povezane sa koordinatama X i Y preko vektora pomeranja
na slede¢i nacin:

r=X+4u y=Y+w. (2.2)

Posmatra se element stapa duzine d.S u nenapregnutom stanju. U
deformisanom stanju taj element Stapa (Slika 2) ¢e imati promenjenu
duzinu, koja je obelezena sa ds i na njega ¢e delovati sistem sila i
spregova.
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=

<

| } H+dH
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Slika 2: Elementarni deo deformisane ose Stapa

Jednacine ravnoteze za deo Stapa prikazanom na Slici 2 su

> Xi = H+dH—H+qdS =0,
YV, = V4dV -V +qdS=0,
> Mp = M—M—dM —mdS + (H + dH)dy
— (V+dV)dz = 0. (2.3)

gde su g, i ¢, komponente rasporedenog opterecenja po jedinici duzine
u pravcu T i ¢ ose, redom, a m su rasporedeni spregovi sila duz ose
Stapa. H i V su horizontalna i vertikalna komponenta glavnog vek-
tora unutrasnjih sila u proizvoljnom preseku stuba u pravcu osa z i y,
respektivno, a M je glavni moment savijanja unutrasnjih sila u pro-
izvoljnom preseku Stapa.

Sredivanjem sistema jednacina (2.3) dobija se sistem jednacina koji
predstavlja jednacine ravnoteze Stapa:
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@i _ a _

dS - qﬂ?’ dS - an

dM dx dy

as = Vg THggmm (2.4)

Sistemu jednacina ravnoteze (2.4) potrebno je sada jo§ pridruziti
geometrijske relacije i konstitutivne jednacine, sto ¢e biti prikazano u
daljem tekstu.

2.2 Geometrijske relacije

Dilatacija ose Stapa se moze odretiti iz sledeceg izraza [1]:

ds dS+ AdS
b 2.5
s~ ds e (2:5)
gde je AdS promena duzine elementa ¢ija je originalna duzina dS a ¢
je dilatacija ose stapa. Uvodi se i uslov da je —1 < € < o0o. Sa Slike
1, koristedi relaciju ds = (1 + €)dS i ugao € izmedu tangente na osu
Stapa u deformisanom stanju i ose Z, dobijaju se geometrijske relacije

dy = d(Y +v)=dssinf = (1+¢)dSsinb,
dr = d(X +u)=dscos = (1+¢)dS cosb. (2.6)

2.3 Konstitutivne jednacine

Konstitutivne jednacine su jednacine koje obuhvataju uticaje smi-
canja i kompresibilnosti ose Stapa, tj. one povezuju H, V i M sa
merama deformacije. Za meru deformacije uzeée se dilatacija (¢) i
koli¢cnik izmedu ugla rotacije popre¢nog preseka i izduzenja ose Stapa
(¢’). Ugao rotacije izmedu poprecnih preseka ¢ je ugao izmedu po-
precnog preseka Stapa u deformisanom i nedeformisanom stanju. Zbog
pretpostavke c) iz 2.1 ovo je takode ugao izmedu tangente na osu Stapa
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u deformisanom i nedeformisanom stanju, tj. ¢ = 6 — ©. Odatle se za
¢’ dobija
, dp df dO
7 Tds T ds ds (27)
Prvo se dekomponuje presecna sila R na pravac tangente na osu
Stapa i normale na nju. Odatle se, u proizvoljnoj tacki D stapa, umesto
H iV (Slika 3 (a)) uvodi normalna sila N i smicuéa sila @ (Slika 3

(b))-

(b)

Slika 3: Dekompozicija presecne sile R na (a) H i V komponente i (b)
pravac tangente na osu Stapa /N i normale na nju @

Sa slike 3 sledi:

N = Hcosf+ Vsind, @ =Vcosh — Hsind,
H = Ncost —Qsinb, V =Qcosf + Nsinf. (2.8)

Konstitutivne jednacine su relacija konekcije N, ) i M sa merama
deformacije ¢’ i g, i trebaju biti odredene na bazi ranije iznetih pret-
postavki od a) do ¢). Da bi sistem jednacina bio odreden potrebne su
dve konstitutivne jednacine. Pretpostavlja se postojanje dve funkcije
N(¢' e)i M(¢,¢e), takvedaje N = N(¢',e) i M = M (¢, ). Funkcije
su pretpostavljene tako da zadovoljavaju sledeée uslove [1]:
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1) N(¢',e) = +oo kada dilatacija e — oo,

2) N(¢',e) = —oo kada dilatacija e — —1,

3) M(¢,e) — +o0 kada dilatacija ¢’ — Foo.
Iz definicije normalnog napona o sledi

N = [odA = E[e,dA, (2.9)
A A

gde je A povrsina poprecnog preseka i gde smo koristili Hukov zakon
o = Fe,, gde je E modul elasticnosti a €, je dilatacija proizvoljne tacke
koja pripada poprecnom peseku. Da bi se odredilo €, posmatrace se
element ¢ija osa ima dizine dS i ds u nedeformisanom i deformisanom
stanju, redom (videti Sliku 4).

Slika 4: Elementarni deo Stapa u nedeformisanom i deformisanom sta-
nju

Neka je R poluprecnik krivine elementa u nedeformisanom stanju.
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Ugao izmedu dva bliska popreéna preseka oznacice se sa dO = dS/R.
Sa dS, oznaci¢e se duzina vlakna na rastojanju y od glavne ose n
poprecnog preseka A. Glavna osa n poprecnog preseka prolazi kroz
teziste poprecnog preseka. Tada sledi:

dS, = (R +1)do = (1 + %) ds. (2.10)

Kako je ugao ¢ ugao rotacije poprecnog preseka, on je takode, na
osnovu ¢) iz 2.1, ugao izmedu tangenti na osu u deformisanom stanju
(opisano vektorom t) i nedeformisanom (opisano vektorom tg) stanju.
Onda je ugao izmedu dva bliska poprecna preseka u deformisanom

stanu (dO + dp). Takode, kako je ds = (1 + €)dS, sledi

r(dO + dp) = (14 ¢)dS, (2.11)

gde je r poluprecnik krivine ose stapa u deformisanom stanju.
Iz (2.11) sledi

d
r (%—ngp) = (14 ¢)dS, (2.12)
ili
1+e¢ d
r=—— (Y =—("). 2.13

Duzina vlakna koje je na rastojanju y od neutralne ose u njenom
deformisanom stanju je

dsy = (r+y) (de + dO). (2.14)
Koristedi (2.13) i (2.14) dobija se
ds, = (1 +e+ }% + ygo') ds. (2.15)
Tako da je dilatacija vlakna na rastojanju y od neutralne ose
ds, — dS, € @'
= = ) 2.16
VT Tas, 1vi 1t zY (2.16)
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Ubacivanjem (2.16) u (2.9) dobija se
SO/
N=F dA. 2.17
f{1+y+1+%y} (2.17)

Moment unutrasnjih sila na popreé¢nom preseku oko ose 1 postaje

/

w2
M = faydA Ef{l_i_y—l—l_i_%y}dfl. (2.18)

Definisace se sledec¢e geometrijske karakteristike popre¢nog preseka

dA ydA 2dA

sl r=lf

1 1+
Koristeci (2.19) konstitutivne jednacine (2.17) i (2.1
sati:

(2.19)

se mogu napi-

N = EF*e + ES*Y/, M = ES*s+ EI*Y. (2.20)

Moze se primetiti da za prav stap (R = oo) vazi S* =01 F* = A, kao
iI* = 1,, gde je I,, glavni moment inercije. Takode moze se videti da
(2.20); ne zadovoljava uslov N — —oo za € — —1 iz ranije navedenih
uslova. Odatle sledi da se (2.20) ne moze koristiti za situaciju kada
e — —1. Kako za ugao ¢ vazi ¢ = 6 — O, odatle sledi

, dp d0 do 1 dfds 1 1
s~ a5 a5 VTR mas morUte - g (221

gde je Kk = 1/r krivina ose stapa u defomisanom stanju. Zahtev da
Stap ne sece sam sebe, dovodi do toga da je 1/k = (1 + ¢)/(df/dS)
vece od polovine debljine stapa. Iz (2.20) i (2.21) se dobija

N = EF‘e+ ES*(0 — ko),
M = ES%+ EI'(0 — ). (2.22)

Jednacine (2.22) su konstitutivne jednacine Stapa. Za prav stap
jednacine (2.22) postaju
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N = FAe,
M = ELO =FEIL(l+¢)k. (2.23)

Na kraju, za Stap sa neistegljivom osom (¢ = 0) dobija se

M = Elx, (2.24)

sto je dobro poznata Bernuli-Ojlerova relacija da je moment savijanja
proporcionalan krivini ose Stapa.

2.4 Osnovne jednacine ravanske deformacije pra-
vog, nestisljivog stapa
Jednacine ravnoteze (2.4), geometrijske relacije (2.6) i konstitutivne

jednacine (2.22) predstavljaju osnovne jednacine ravanske deformacije
elasticnog Stapa, prikazane kao:

H = —q,
V= —q,
M = V(X' +d)+HY' +)—m,
X' +4 = (1+¢€)cosb,
Y'+v = (1+¢)sinb,
N = (Hcosf+Vsinf) = EF*c + ES*(0' — ko),
M = ES'+EI'(0 — ro). (2.25)

Obzirom da se analiza sprovodi za slucaj pravog Stapa, sa malim
deformacijama (tako da je 6 << 1, |u/L| << 1, |[v/L] << 1), i gde
su zanemareni efekti kompresibilnosti (¢ = 0), gornji sistem se moze
napisati kao:
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H = —q, V' =-g,
M = -V +HO—m,
u o= 0, v =0,
H+Vo = 0, M = ELg. (2.26)

Pretpostavlja se da je m = 0. Zatim, iz (2.26)5 i (2.26)7 sledi
M = El,y" (posto je Y =0, onda je y = v). Ako se to ubaci u (2.26)3
dobija se:

(ELy") — Hy' = —V. (2.27)

Diferenciranjem (2.27) i koris¢enjem (2.26), dobija se

(ELy")" — (Hy) = —qy, (2.28)

Sto predstavlja linearizovanu jednacinu problema.



3 Metodi analize stabilnosti elastiénih
stapova

Problem stabilnosti elasticnih stapova spada u grupu nelinearnih
problema mehanike. Nelinearnost kod ovog problema moze biti ge-
ometrijska (nelinearan odnos izmedu deformacije i pomeranja), fizicka
(zbog nelinearnosti konstitutivnih jednac¢ina) ili i jedna i druga. U
osnovi ovog problema je ¢injenica da pod odredenim uslovima reSenje
nije jedinstveno, tj. pod istim grani¢nim uslovima i istim optere¢enjem
stap moze da bude u ravnotezi u vise razli¢itih polozaja. Proucavanje
stabilnosti elasti¢nih stapova pocelo je 1744. godine Ojlerovim radom
u kome su odredene granice stabilnosti aksijalno pritisnutih stapova sa
razli¢itim grani¢nim uslovima. Znacajan doprinos u razvoju teorije sta-
bilnosti dali su i Lagranz (koji je analizirao i poslekriti¢cno ponasanje)
i S. Timosenko [29].

Opterecenje pri kojem ce se javiti gubitak stabilnosti zavisi od di-
menzija i geometrije konstrukcije kao i karakteristika materijala, pose-
bno od vitkosti. Krutost materijala, koja zavisi od modula eslaticnosti
materijala, je jedno od najbitnijih svojstava koje uti¢e na kriticno op-
tere¢enje. Nestabilnost konstrukcije je prema tome posledica geome-
trijske deformacije konstrukcije koja u proracun uvodi nelinearnost,
zbog koje ¢e se povecati naponi sracunati za pocetni nedeformisani
oblik konstrukcije.

Uslovi ravnoteze i jednacine kretanja se pisu za pocetni, nedefor-
misani oblik konstrukcije, dok je za analizu gubitka stabilnosti kons-
trukcije potrebno napisati jednacine ravnoteze ili kretanja za deformi-
sani oblik konstrukcije. Naime, ni jedan mehanicki sistem nije stabi-
lan ili nestabilan ve¢ samo neka njegova konfiguracija moze biti sta-
bilna ili nestabilna. Za analizu gubitka stabilnosti potrebno je opisati
ponasanje Stapa u poslekriticnoj oblasti, pri ¢emu se mora izvesti ne-
linearna relacija izmedu pomeranja i deformacija.

Postoje tri osnovna pravca u razvoju koncepta stabilnosti: metod
bliske ravnotezne konfiguracije i energetski metod koji Stap tretiraju
kao staticki sistem, kao i dinamicki metod koji uvodi kretanje u analizu.
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Sva tri metoda su ispod detaljnije opisana.

3.1 Metod bliske ravnotezne konfiguracije (QOjle-
rov metod)

L.Ojler (L. Euler) je jos u XVIII veku postavio obrazac za izvi-
janje stubova pri analizi stabilnosti i ovo je najstariji metod analize
stabilnosti stapova. Pri analizi stabilnosti Ojler polazi od ¢injenice
da resenje problema elasti¢nosti pod datim uslovima nije jedinstveno,
tj. pod istim granicnim uslovima i sa istim optere¢enjem Stap moze
biti u ravnotezi u vise razlicitih polozaja. Ovaj metod je zasnovan na
slede¢im definicijama stabilnosti i nestabilnosti ravnoteznog polozaja
[1]:

Definicija 1. Neki ravnotezni polozaj I elasti¢nog tela je stabilan
ako pri datom opterecenju i datim granicnim uslovima ne postoji ni
jedan drugi bliski ravnotezni polozaj II.

Definicija 2. Neki ravnotezni polozaj I elasticnog tela je nesta-
bilan ako u njegovoj blizini pri datom opterec¢enju i datim granicnim
uslovima postoji bar jos jedan bliski ravnotezni polozaj II.

Prema ovoj metodi je pre svega potrebno opisati ravnotezni polozaj
Stapa i on je odreden koordinatama njegove ose. U ravnoteznom
polozaju I, ¢iju stabilnost ispitujemo, te koordinate moraju zadovolja-
vati jednacine ravnoteze, geometrijske relacije i konstitutivne jednacine.
Ako u blizini konfiguracije I postoji neki drugi ravnotezni polozaj, tj.
ako je sistem nestabilan, onda i koordinate tacaka ose u polozaju II
moraju zadovoljavati iste jednacine. Iz ovoga proizilazi da se pitanje
da 1i je neki ravnotezni polozaj stabilan svodi na pitanje da li sistem
jednacina koji se sastoji iz jednacina ravnoteze, geometrijskih relacija
i konstitutivnih jednacina, ima jedno ili viSe reSenja. Drugim rec¢ima,
one vrednosti parametara u sistemu pri kojima dolazi do grananja —
bifurkacije, su kriticne vrednosti parametara pri kojima sistem gubi
stabilnost.

Za analizu jednacina koje opisuje ravnotezu, suocavamo se sa pro-
blemom pronalazenja reSenja sistema nelinearnih jednacina oblika
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F(Y(§>7A) =0, ¢¢€ (07 1)? (31)

gde je F = (F;), i = 1,2,...,n nelinearni operator, y(§) = (v;), i =
1,2, ...,n trazeno resenje, a A je parametar.
Jednaéini (3.1) pridruzuju se grani¢ni uslovi u obliku

B(Y(€)>>‘) =0, (32)

gde & € [0,1], i = 1,2,...n i B = (B;), i = 1,2,...,n je poznati
operator. Prvo pitanje koje nas zanima u vezi sa problemom (3.1),
(3.2) je da li za dato A sistem ima resenje. Ako resenje postoji, onda
se trazi broj reSenja i zavisnost broja resenja od . Od narocitog
znacaja je proces bifurkacije pri kome se jedno resenje sistema (3.1),
(3.2) deli i grana u dva ili viSe resenja kada A\ ima ogredene vrednosti
koje se zovu tacke bifurkacije. Na primer, pretpostavlja se

F(y,\) = Loy — Ay =0, (3.3)

gde je Ly linearni kompaktan operator izmedu nekih predefinisanih
Banahovih funkcionalnih prostora tako da Ly ima najvise prebrojivo
mnogo karakteristicnih vrednosti, y je element Banahovog prostora Y
i A je skalarni parametar. Dalje se pretpostavlja da (3.2) ima formu

Bi(y(0)) =y(0) =0, Ba(y(1)) =y(1)=0. (3.4)

Ocigledno je da sistem jednacina (3.3), (3.4) ima za svako A trivijalno
reSenje

y(§) =0. (3.5)

Pretpostavlja se sada da su odredene sopstvene vrednosti i sops-
tvene funkcije za Lo koje odgovaraju grani¢nim uslovima (3.4). Neka
yvi, © = 1,2,3,... oznacava sopstvenu funkciju i A\; < Ay < A3 < ...
odgovarajuée sopstvene vrednosti (to pod pretpostavkom da je L si-
metrican kada su i karakteristicne vrednosti realne), tj.
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Dalje se pretpostalja da je y; normiran tako da je

lyill =1, i=1,2,3,... (3.7)

gde je ||| norma nad normiranim linearnim prostorom Y. Ako je C
realna konstanta, tj. C' € R onda,

u; — Cyz, 1= 1, 2, 3, (38)

je takode resenje (3.3), (3.4). Moze se primetiti da norma y,; data sa
(3.5) je |ly]| = 0, dok norma u; data sa (3.8) je |w|| = C,i=1,2,3, ....
Na Slici 5 je prikazana zavisnost norme resenja jednacina (3.3), (3.4)
i A\. Sa Slike 5 se moze zaljuciti da je reSenje y = 0 za svako A = A;,
1=1,2,3,... granaidaza A = \; postoje dvareSenjay =0iy = Cy;.
To znaci da su bifurkacione tacke (0, \;) € Y xR.

IVt

C

e /

A A As

Slika 5: Bifurkacioni dijagram linearizovanog problema

Pretpostavlja se sada da je problem (3.3), (3.4) dobijen linearizaci-
jom problema (3.1), (3.2). Graficki prikaz zavisnosti ||y|| od A, koji se
naziva dijagram odziva, za nelinerani problem (3.1), (3.2) moze imati
sledec¢e oblike prikazane na Slici 6.

Karakteristi¢ni slucajevi pokazani na Slici 6 su:

1. grane koje se javljaju kod pojedinih sopstvenih vrednosti line-
arizovanog problema mogu biti zakrivljene (A;)

2. moze biti nekoliko grana koje se javljaju na jednoj sopstvenoj
vrednosti linearizovanog problema (A2)
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Slika 6: Bifurkacioni dijagram nelinearnog problema, dijagram odziva

3. moze se desiti da nijedna grana nelinearnog problema ne polazi
od sopstvene vrednosti linearizovanog problema (\3)

4. grana koja pocine na sopstvenoj vrednosti linearizovanog pro-
blema moze kasnije ponovo da se grana, tzv. sekundarna bifurkacija

(A4)
5. dve grane linearizovanog problema mogu biti povezane (A5 i Ag)

6. mogu se javiti grane koje ne polaze od sopstvenih vrednosti
linearizovanog problema

U svakom konkretnom slucaju treba ispitati zavisnost izmedu li-
nearizovanog i nelinearnog problema, odnosno ispitati koji od Sest ka-
rakteristicnih slucajeva se javlja, Sto zahteva delikatnu matematicku
analizu. Jedan od metoda za takvu analizu je i takozvani alternativni
metod baziran na postupku redukcije Ljapunov-Smita koji ée kasnije
biti opisan u Poglavlju 4. Treba napomenuti da su rezultati koje taj
metod daje lokalni, tj vaze iskljuc¢ivo u okolini \;, i = 1,2, 3, ..



22 Metodi analize stabilnosti elasticnih stapova

3.2 Energijski metod analize stabilnosti

Energijski metod analize stabilnosti se definise preko energijskog
metoda stabilnosti mehanickog sistema sa konacnim brojem stepeni
slobode koji se zasniva na Lagranz-Dirihleovoj teoremi: ” Ako u nekoj
ravnoteznoj konfiguraciji (osnovnoj konfiguraciji) potencijalna energija
konzervativnog mehanickog sistema je minimalna (ima izolovan lokalni
minimum) kada se uporedi sa susednom konfiguracijom, onda je ta
osnovna konfiguracija stabilna”. Na osnovu ovoga dobijena je sledeca
definicija za slucaj elasti¢nih stapova [1]:

Definicija 3. Za elasti¢ni stap koji se nalazi pod dejstvom konzer-
vativnog sistema sila u ravnoteznom polozaju, kaze se da je u polozaju
stabilne ravnoteze ako i samo ako u tom polozaju ukupna potencijalna
energija sistema (spoljasnjih i unutrasnjih sila) ima slabi lokalni mi-
nimum u klasi virtualnih pomeranja koja zadovoljavaju geometrijska
ogranicenja.

Potencijalna energija elasticnog tela je izrazena preko funkcionala.
Pri koriséenju ovog metoda koristi se uslov iz varijacionog ra¢una da
ako je tacka stacionarnosti funkcionala lokalni minimum, onda je druga
varijacija pozitivna.

Neka je polozaj ravnoteze odreden funkcijom yo(z). U polozaju
ravnoteze vazi da je dI1(yo, dy) = 0, pa je za postojanje slabog lokalnog
minimuma neophodno da druga vrijacija potencijala II bude pozitivna.
Polozaj ravnoteze y je stabilan ako je

8 (1o, 6y) = 6*Iy > 0 (3.9)
Polozaj ravnoteze je nestabilan ako postoji bar jedno dy = 0y takvo

da je
51 (yo, 7) = 0 1y < 0 (3.10)

Polozaj indiferentne ravnoteze je onaj polozaj za koji potencijalna
energija neke bliske konfiguracije ima istu vrednost kao i u polozaju
yo. Tj. polozaj ravnoteze je indiferentan ako prva varijacija najmanje



Dinamicki metod analize stabilnosti 23

jedne specijalne druge varijacije (druge varijacije u specijalno izabra-
nom pravcu) ima vrednost nula.

3.3 Dinamicki metod analize stabilnosti

Ovo je konceptualno drugaciji metod od prva dva jer uvodi di-
namicki koncept u teoriju stabilnosti elasticnih tela. Prema ovom
metodu, polozaj ravnoteze nekog elasticnog tela je stabilan ako mali
poremecaj u nekom pocetnom trenutku rezultira kretanjem u blizini
pocetnog polozaja ravnoteze [1].

Analiza stabilnosti elasticnih tela dinamickim metodom se moze
vr§iti na dva nacina. Prema prvom nacinu, koji se naziva i indirektni
metod analize, razmatranja se baziraju na diferencijalnim jednacinama
kretanja koje se javljaju kao posledica uvodenja poremecaja. Analizom
reSenja tih jednacina kretanja sudi se o stabilnosti tela. Drugi nacin,
koji se naziva i direktni metod ili drugi metod Ljapunova, se sastoji
u kvalitativnoj analizi diferencijalnih jedna¢ina kretanja koje opisuju
kretanje koje je posledica poremecaja, a bez poznavanja reSenja tih
jednac¢ina. Prema ovome, drugi metod Ljapunova je opsti metod, jer
daje moguénost da se ispita i stabilnost sistema opisanih nelinearnim
diferencijalnim jednacinama koje cesto nismo u moguénosti da resimo.

Mnogo ¢es¢u primenu pri analizi stabilnosti imaju metod bliske
ravnotezne konfiguracije i energijski metod, jer u tim metodama je
potrebno poznavati samo konstitutivne jednacine elastostatike. Za
dinamicki metod analize stabilnosti potrebno je znati konstitutivne
jednacine elastodinamike, pa se on rede koristi, ali ga je moguce uvek
primeniti. Za razliku od dinamickog metoda koji je uvek primenljiv
ostala dva metoda nisu primenljiva za sve sisteme. Energijski metod
je primenljiv iskljucivo za konzervativne sisteme. U teoriji elasti¢nosti,
unutrasnje sile uvek imaju potencijal, tako da je pitanje primene ener-
gijske metode svedeno na to da li spoljasnje sile, tj. optere¢enja imaju
potencijal. Metod bliske ravnotezne konfiguracije je primenljiv za sve
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konzervativne sisteme, ali i za neke nekonzervativne sisteme.

U ovom radu bi¢e primenjen metod bliske ravnotezne konfiguracije
a kasnije i energijski metod za verifikaciju rezultata dobijenih prvim
metodom.



4 Postupak redukcije Ljapunov-Smita

Postupak redukcije Ljapunov-Smita je procedura koja se koristi za
redukciju beskonaéno dimenzijskog (ili mnogo dimenzijskog) prostora
na jednu dimenziju ili na neki nisko dimenzijski prostor. Najpre ¢e
se razmotriti procedura za konac¢no dimenzijski prostor, odnosno za
slucaj sistema algebarskih jednacina, Sto ¢e predstavljati osnovu za
opstiji slucaj. Jedan o osnovih alata za analizu predstavlja teorema o
implicitnoj funkciji koji ¢e prvi biti prikazan. U drugom delu ¢e se raz-
motriti postupak redukcije Ljapunov-Smita za beskona¢no dimenzijski
prostor [14].

4.1 Teorema o implicitnoj funkciji (slucaj kona¢no
dimenzijskih prostora)

Teorema o implicitnoj funkciji za slucaj konac¢no dimenzijskih pros-
tora se odnosi na sistem jednacina sledec¢e forme

filzy, ..y, 0, ) =0, i=1,..n, (4.1)

koje zavise od k parametar a;. Ova teorema daje dovoljan uslov koji
garantuje da sistem (4.1) moze da ima jedinstveno lokalno resenje za
(21, ...z,) kao funkcije od parametara («;). Primecuje se da je broj
jednacina u (4.1) jednak broju nepoznatih.

Preformulisace se jednacina (4.1) koristeéi vektorsku notaciju. Ne-
ka je v = (71,..7,) € R", a = (ag,..a,) € R¥ i f = (f1,...fn) €
R”. Onda (4.1) definige preslikavanje f : R® x R¥ — R™ za koje se
pretpostavlja da je s-puta diferencijabilno, gde je 1 < s < co. Za bilo
koje (z,a) € R™ x R* neka (df),., predstavlja n x n Jakobijan matricu

@ = (ot a>) (42)

Zj

u okolini fiksne tacke (xg, ) € R™ x RE,
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Teorema o implicitnoj funkciji. [14] Neka vaze prethodna raz-
matranja. Pretpostavlja se da je f(xg,a0) =01 da

det (df),, ., # 0. (4.3)

Onda postoji okolina U od 2o uR” i V od ag u R i funkcija X : V — U
tako da jednacina (4.1) ima jedinstveno resenje r = X(a), a € V.
Stavise, ako je f klase C* takvo je i X. Tada vazi

f(X(a),a) =0, acV X(ag) = xo. (4.4)

4.2 Postupak redukcije Ljapunov-Smita za kona¢no
dimenzijski prostor

Posmatra se sistem n jednacina

O,(y,a) =0, i=1,.,n, (4.5)

gde je ® : R® x RFf! — R glatko preslikavanje. Posmatra se vek-
tor y = (y1,...yn) kao nepoznatu koja treba da se resi preko (4.5), a
a = (ag,...ax) je vektor parametara. (Uobicajeno se misli da je ayp
bifurkacioni parametar A, koji je izdvojen, dok su ajy,...cx pomocni
parametri. Posto to ne komplikuje analizu, od samog starta smatrace
se da ti pomoéni parametri mogu da postoje.) Pretpostaviée se da
je ®,(0,0) = 0 i pokusace se opisati resenje tog sistema lokalno blizu
originala. Neka je (d®)oo n x n Jakobijan matrica (09;/0y;(0,0)).
Ako je rank(d®)oo = n, sledi iz teoreme o implicitnoj funkciji da (4.5)
ima jedinstveno resenje za y koje je u funkciji od «, u nekoj okolini
(Yo, g) = (0,0). Drugim rec¢ima, ovo je nedegenerisani slucaj za koji se
bifurkacija nece javiti. Ovde ¢e se posmatrati minimalno degenerisan
slucaj za koji vazi

rank(d®)oo =n — 1. (4.6)
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Dva proizvoljna izbora su potrebna da bi se postavila redukcija
Ljapunov-Smita, a za pogodnu skracenicu ée se usvojiti L = (d®)o0-
Moraju se izabrati komplementi vektorskog prostora M i N za N (L)
i R(L), redom, pomoc¢u kojih se dobija razdvajanje na

R" = N'(L) & M, (4.7)

R" = N & R(L). (4.8)

Iz pretpostavke (4.6) sledi da je dim R(L) =n—11idim N (L) =1,
pajedimM =n—1idim/N = 1. Neka F oznacava projekciju R"
na R(L) gde je N(FE) = N. Komplementarna projekcija I — FE ima
prostor slika (range) jednako sa N i jezgro (kernel) jednako sa R(L).

Za u € R" vazi

u =0 ako i samo ako Fu =01 (I — E)u = 0. (4.9)

Zbog toga sistem jednacina (4.5) (tj. ®(y, @) = 0) se moze prosiriti na
ekvivalentan par jednacina

Ed(y,a) = 0,
(I-E)®(y,a) = 0, (4.10)

Osnovna ideja postupka redukcije Ljapunov-Smita je da (4.10);
moze biti reseno za n—1 promenljivih y, a iz (4.10), proizilazi jednac¢ina
za preostalu nepoznatu ako su vrednosti tih n—1 promenljivih uvrstene
u jednacinu (4.10)s.

Prosiri¢e se sada ta ideja. Prvo primenom teoreme o implicitnoj
funkciji se pokaze da (4.10); moze da se resiti za n — 1 promenljivih y.
Zbog razdvajanja (4.7), bilo koji vektor y € R™ moze da se dekompo-
nuje u formu y = v+ w, gde v € N (L), w € M. (4.10); ¢e se napisati
kao

E®(v+w,a)=0. (4.11)
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Apstraktno posmatrano, smatra se da (4.11) definise preslikavanje F :

N (L) x M x RFtL — R(L), gde je

Fv,w,a) = E®(v+w, a). (4.12)

Pomoéu pravila izvoda slozene funkcije, diferencijal (4.11) u odnosu na
w, dat je sa

E(d®)yo=EL =L, (4.13)

gde je prva jednakost sadrzana u definiciji, a druga je zbog toga Sto
je restrikcija projekcije £ na R(L) identi¢no preslikavanje. Posto za
restrikciju L na M

Ly : M — R(L), (4.14)

vazi da je N(Ly) = {0} sledi ja to Ly invertibilno. Iz teoreme o
implicitnoj funkciji sledi da (4.10); ima jedinstveno resenje za w € M
u okolini (vg,wp) = (0,0). Napisace se to resenje kao w = W (v, ),
tako da W : (L) x Rt — M zadovoljava

E®(v+W(v,a),a) =0, W(0,0) =0. (4.15)

Ubacivanjem W u (4.10) dobija se redukovano preslikavanje ¢ : N'(L)x
REFL 5 N gde je

d(v,a) = (I — E)P(v+ W(v,a),a). (4.16)

u nekoj okolini vy = 0.
Nule od ¢(v, ) suu ”1-1” korespodenciji sa nulama od ®(y, ), tj.

o(v,a) =0 akko P(v+W(v,a),a)=0. (4.17)

Izborom eksplicitnih koordinata N (L) i N dobija se redukovano pres-
likavanje ¢ : R x R¥*! — R. Naravno, ovo uvodi dodatni proizvoljni
izbor u metod, nezavisno od izbora M i N u (4.7) i (4.8). Uvode se ko-
ordinate tim redom. Neka su vg i v ne nula vektori u (L) i R(L)™,
redom, gde je ortoganalni komplement uzet u odnosu na uobicajeni
skalarni proizvod u R".
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Bilo koji vektor v € N(L) moze biti napisan u formi v = zvy gde
r € R. Definise se g : R x R — R sa

gz, a) = (vg, ¢(zvo, a)) . (4.18)

tako da ¢(xvg, ) € N, g(z,a) = 0 akko ¢(zxvg, ) = 0. Na taj nacin
je nula od g takode u ”1-1” odnosu sa resenjem ®(y, a) = 0.

Treba napomenuti da ubacivanjem definicije od ® (4.16) u (4.18),
projekcija (I — F) se moze izostaviti, tj. dobija se

g(z,a) = (v, P(zvg + W (zv0, 0), 0)) . (4.19)

Razlog za ovo pojednostavljenje je zbog v € R(L)*, i za bilo koji
vektor V€ R, EV € R(L), tako da (v}, EV) = 0. Stoga proizilazi
jednacina:

(v, I = E)V) = (v5, V). (4.20)

Napomena. Koristi se frazu ”redukovana funkcija” za oznacavanje
obe funkcije, i ¢(v, ) i g(z, ). Obe funkcije sadrze istu informaciju,
g je samo reprezentacija ¢ u specificnim koordinatama. Za teorijsku
analizu ¢ je podesnija, a za primenu je upotrebljivija g. Koristice se
ona koja je podesnija.

Postupak redukcije Ljapunov-Smita se sumirano moze pri-
kazati u pet koraka [14]

Korak 1. Dekompozicija (4.7) i (4.8) pocetnog prostora na pot-
prostore u direktnoj sumi u vezi sa operatorom L i dobijanje jednacine
(4.10)

Korak 2. Koris¢enje pomenute dekompozicije da bi se jednacina
(4.10), prikazala u obliku (4.11).

Korak 3. Pokazati da (4.10); moze biti resena po svim osim po
jednoj promenljivoj, koristeé¢i teoremu o implicitnoj funkciji.

Korak 4. Uvrstiti reSenje (4.10); u (4.10), da bi se dobilo (4.16).

Korak 5. Tzabrati koordinate za AN(L) i R(L)* da bi se dobilo
(4.18).

Sustina postupka redukcije Ljapunov-Smita je u primeni teoreme o
implicitnoj funkciji u situacijama gde to mozda nije oc¢igledno. Zbog
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toga je Korak 3 fundamentalan za redukciju. Ostali koraci su pomoéni
da bi izneli Korak 3.

4.3 Teorema o implicitnoj funkciji (beskonaéno di-
menzijskih prostora)

Prvo se mora definisati C*! preslikavanje ® : X — ) izmedu Bana-
hovih prostora. Preslikavanje ® se zove (Frechet-ovo) diferencijabilno
u tacki v € X ako postoji ograniceni linearni operator L : X — Y
takav da vazi

[ (u +v) = ®(u) — Lo[| = o([[v]), (4.21)

za v u okolini tacke nula u X'. Linearni operator u (4.21) bi¢e oznacen
sa (d®),, i nazvan diferencijal od ® u tacki u. Kaze se da je ® u klasi
C! ako je ® diferencijabilno za svako u € X i preslikavanje u + d®,,
je neprekidno.

Neka je & : X x YV — Z preslikavanje izmedu Banahovih prostora
u klasi C'. Neka (d®),, : X — Z oznacava diferencijal ® (u odnosu
samo na X'). Razmotrice se jednacina

®(u,v) =0, (4.22)

u okolini neke fiksne tacke, npr (0,0), tako da ®(0,0) = 0. Tada vazi:
Teorema o implicitnoj funkciji za Banahove prostore. [14]
Neka je ® definisano kao iznad i pretpostavlja se da (d®)o: X — Z

ima ogranicenu inverziju. Onda (4.22) moze da se resi lokalno za u =
U(v), gde je ¥ : ¥ — X preslikavanje iz klase C.
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4.4 Postupak redukcije Ljapunov-Smita za besko-
nacno dimenzijski prostor

Postupak redukcije Ljapunov-Smita za beskonaéno dimenzijske pros-
tore ¢e biti prikazana kroz ranije navedenih pet koraka u prikazu pos-
tupka redukcije Ljapunov-Smita za konaéno dimenzijske prostore. Glavna
poteskoca za prosirenje prethodno opisane metode je u koraku 1, tj. u
formiranju komplemenata u beskonacno dimenzijskom prostoru. U tu
svrhu ¢e se predstaviti neki preliminarni koncepti [14].

Definicija 1. Neka su X' i ) Banahovi prostori. Ogranicen linearni
operator L : X — ) se zove Fredholm ako vaze slede¢a dva uslova:

(i) N(L) je konacno dimenzijski podprostor od X.

(ii) R(L) je zatvoren podprostor od Y sa kona¢nom kodimenzijom.

Definicija 2. Ako je L Fredholm, indeks od L je ceo broj

i(L) = dimN(L) — codim R(L). (4.23)

Sledeéi rezultati sadrze glavnu informaciju koja ¢e se koristiti kod
Fredholm operatora.

Propozicija 1. Ako je L : X — ) Fredholm, onda postoje zatvo-
reni podprostori M i N od X i ), respektivno, tako da

X = N(L)& M,
Y = NaR(L). (4.24)

Napomena. Usvaja se L da je Fredholm sa indeksom nula. Za
takav operator, u (4.24), vazi da je dim N (L) = dim N. Posebno, ako
je N(L) = {0}, onda je L "na” i 71-1” preslikavanje i stoga, pomocu
teoreme o otvorenom preslikavanju, postoji ograni¢ena inverzija L.
Odatle, se dobija slede¢a posledica:

Ako je N(L) = {0}, onda postoji ograniceni inverz za L.  (4.25)
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Za diferencijalne operatore koji se ovde razmatraju, X i ) su ugla-
vnom podprostori Hilbertovog prostora L%(€2), gde je Q ogranicena
oblast u RY. Ovaj prostor ima standardni skalarni proizvod

(u,0) = Jqu(§)v(&)dE. (4.26)

Razmotrice se koriséenje ortogonalnih komplemenata u (4.24) tj.

(@) M = N(L),
(b) N = R(L), (4.27)

gde se za potprostor S C Y definise

St={uecy:(uv)=0 zasvev cS}. (4.28)

Postori X' i Y uglavnom nisu kompletni u odnosu na skalarni pro-
izvod (4.26). Na primer, X moze biti C*(Q2) i ) moze biti C(Q), tj.
prostori diferencijabilnih i kontinualnih funkcija, redom. Uglavnom, za
beskonacno dimenzijski potprostor S C Y, ne vazi Y = S @ S+. Tako
SN S+t = {0}, suma ne mora biti jednaka Y, tj. moZe biti "premalo”
elemenata u S*+. Problem u takvim sluéajevima je da "nedostajuéi”
element lezi u dualnom prostoru YV*, pre nego u Y, kao sto je zahtevano
po definiciji za S*. Ipak, dekompozicija Y = S®S* je validna u sledeca
dva slucaja, koja opravdavaju (4.27):

Slucaj (a) - S je kona¢no dimenizijsko

Slucaj (b) - S je slika eliptickog diferencijalnog operatora.

Kod Slucaja (a), kada dimS < oo, moze se izvesti dekompozicija
pomoéu Gram-Smitovog ortogonalizacionog procesa. Za Slucaj (b),
uwzimamo X C C*(Q) i Y C C(Q), a diskusija je zasnovana na Fred-
holmovoj alternativi, tj. relaciji ([10]):

R(L)*: = N(L"), (4.29)

gde je L* adjung od L. Formula (4.29) generalno vazi za linearne
operatore, pod pretpostavkom da je ortogonalni komplement uzet u
Y* a adjung je definisan kao operator L* : V* — X* za f € V¥,
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L*(f) = foL € X*. Tada L* ima sledeéu interpretaciju (vidi [14]):
L*: Y > X takodazau e X, v ey, (Luv)y = (u,L*). Za
slucaj koji razmatramo, Y* je prostor generalizovanih funkcija (tj. dis-
tribucija). Kljuéna tacka pri dokazivanju Slucaja (b) je da je resenje
elipticke diferencijalne jednacine regularno. Naime zbog elipticke regu-
larnosti eliptickog diferencijalnog operatora (vidi [14]), vazi N'(L*) C
Y. Drugim re¢ima, N (L*) se sastoji samo od funkcija. Posledica toga
je da vazi dekompozicija

Y =R(L)® R(L)". (4.30)

Formula (4.29) omoguéava poseban izbor N u (4.27), koji je Cesto
mnogo pogodniji za primenu. Takode, kada je L elipti¢ni diferencijalni
operator, iz (4.29) sledi da je kodimenzija za R(L) jednaka dimenziji
za N(L*). Odatle se za takve operatore koristi alternativna fomula za
indeks:

i(L) = dim N (L) — dim N(L"), (4.31)
a ako je L simetrican (L* = L) tada je i(L) = 0.
Neka je
d: X xRS Y ®(0,0)=0 (4.32)

glatko preslikavanje izmedu Banahovih prostora. Treba da se pomocu
postupka redukcije Ljapunov-Smita resi jednacina

O (u,a) =0 (4.33)

za u kao funkciju od « u blizini (0,0). Neka je L diferencijal od ® na
pocetku; u simbolima
®(hu, 0) — @(0,0)

Lu = }llli)r(l) - : (4.34)

Pretpostavlja se da je L Fredholm indeksa nula.

Da bi se pojednostavila notacija kombinuje se bifurkacioni parame-
tar A i k pomoénih parametara s, ..., a; u jedan vektor oo = ( g, vy,
s ag) gde je ag = A.
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Treba se prisetiti navedenih pet koraka, koji su prezentovani ranije
za postupak redukcije Ljapunov-Smita za konaéno dimenzijske pros-
tore (Poglavlje 4.2).

Korak 1. Razdvojiti prostore X i Y na slede¢i nacin,

X = N(L)o M,
Y = Na&R(L). (4.35)

Korak 2. Podeliti (4.33) na ekvivalentne dve jednacine,

Ed(u,a) = 0,
(I — E)P(u,a) = 0, (4.36)

gde je £ : Y — R(L) projekcija povezana sa razdvajanjem (4.35)s.

Korak 3. Koristice se (4.35); da se napise u = v+w, gde v € N (L) i
w € M . Zatim ¢e se primeniti teorema o implicitnoj funkciji da se resi
(4.36); za w kao funkciju v i a.. To vodi do funkcije W : N/(L) x RFH1 —
M tako da

Ed(v+W(v,a),a) =0. (4.37)
Korak 4. Definige se ¢ : N'(L) x RFf1 — N sa

d(v,a) = (I — E)P(v+ W(v,a),a). (4.38)

Korak 5. lIzabere se baza vy, ...,v, za N (L) i baza v},...,v} za
R(L)*. Definige se g : R® x RF1 — R” ga

gi(z, ) = (vF, p(xqv1 + ... + TpUy, Q) (4.39)

Sada ¢e se prodiskutovati kako se ovih pet koraka primenjuju za
slucaj beskonacno dimenzijskih prostora.

Korak 1. Hipoteza da je L Fredholm garantuje da je razdvajanje
(4.35) moguce. Pored toga, N'(L) i N su kona¢no dimenzijski, a takode
je i M zatvoren.
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Korak 2. To je notacija sa pocetka i nije potrebno diskutovati je.

Korak 3. Treba da se pokaze da je teorema o implicitnoj funkciji
primenljiva. Izdvoji¢e se preslikavanje F' : N'(L) x M x R¥ — R(L)
iz (4.36)1; t].

F(v,w,a) = E®(v+ w, a). (4.40)

Diferencijal F' u odnosu na w na pocetku je

EL=L. (4.41)

Sada se moze pokazati da pod navedenim predpostavkama

Lar: M = R(L), (4.42)

ima ogranicenu inverziju. U konac¢no dimenzijskom sluc¢aju to sledi
jer je Lys uvek ogranic¢eno i ”1-17. Za slucaj Banahovih prostora, L),
je takode 71-1” na zatvorenom M, ali dodatno je potrebna tehnicka
hipoteza da je R(L) zatvoren. Posto je za L pretpostavljeno da je
Fredholmov, samim tim R(L) zatvoren, pa posto je i M zatvoren,
sledi da postoji ogranicen L,;. Stoga, teorema o implicitnoj funkciji
garantuje da (4.36); moze biti reSena za w = W (v, a).

Korak 4. To je notacija sa pocetka i nije potrebno diskutovati je.

Korak 5. U slucaju da je L elipticni i Fredholmov sa indeksom nula,

dim V(L) = dim R(L)*, (4.43)

i obe dimenzije su kona¢ne. Prema tome baze za N'(L) i R(L)* sadrze
isti broj vektora. Prethodno razmatranje je sumirano u slede¢oj pro-
poziciji:

Propozicija 2. Ako je linearizacija (4.33) Fredholm operator sa
indeksom nula, onda je resenje (4.33) (lokalno) u ”1-1”7 odnosu sa
reSenjem konacnog sistema

gi(z,a) =0, i=1,..,n. (4.44)
gde je g; definisano sa (4.39).



5 Formulacija problema

5.1 Postavka problema

U radu ¢e biti analiziran aksijalno opterec¢en stap, duzine L, zglobno
oslonjen na oba kraja i oslonjen na elasti¢noj podlozi Vinklerovog tipa.
Stap je konstantnog popreénog preseka, napravljen od homogenog,
elasticnog, nestisljivog materijala, a dimenzije popre¢nog preseka su
mnogo manje od duzine stapa. Stap je optere¢en koncentrisanom si-
lom F' na kraju C koja deluje u pravcu ose stapa u nedeformisanom

polozaju (Slika 7).

=lv

Slika 7: Stap na Vinklerovoj elasti¢noj podlozi zglobno oslonjen na
krajevima

Prvo ¢e se izvesti osnovne jednacine ravanske deformacije datog
Stapa koriste¢i postupak opisan u Poglavlju 2.

5.1.1 Osnovne jednacine ravanske deformacije zglobno oslo-
njenog Stapa na elasti¢noj podlozi

Diferencijalne jednacine ravnoteze se izvode za Stap koji lezi u ravni
definisanoj osama z i § Dekartovog koordinatnog sistema (Slika 7), gde
se osa T poklapa sa osom Stapa.
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Polozaj proizvoljne tacke stapa u nedeformisanom (osnovnom) sta-
nju je dat jednacinama:

X=5 Y=0 Sel0L], (5.1)

gde je L ukupna duzina stapa. Ta proizvoljna tacka se nalazi na ras-
tojanju S od oslonca u tacki B.

Kako su komponente vektora pomeranja oznacene sa u i v u pravcu
Z 17y ose, tacke sa koordinatama X 1Y prelaze u deformisanom stanju
u tacke x i y koje su povezane sa koordinatama X i Y preko vektora
pomeranja na slede¢i nacin:

r=X+u, y=Y -+ (5.2)

Kristedi ranije izvedene jednacine ravnoteze (2.4), za analiziran stap
sa Slike 7 dobijaju se sledeée jednacine ravnoteze:

dH Vv dM

T, Y- ekl Hsi .
e 0, e W g V cosf + H sin 6, (5.3)

gde je g, komponenta rasporedenog opterecenja po jedinici duzine u
pravcu y ose, za koju vazi: ¢, = —py, i gde je p konstanta krutosti
podloge koja definise podlogu Vinklerovog tipa. H i V' su komponente
rezultantne sile u proizvoljnom popretnom preseku u pravcu osa T i
i, respektivno, M je glavni moment savijanja unutrasnjih sila u pro-
izvoljnom preseku grede, a 6 je ugao izmedu tangente na osu grede i
ose T.

Koristeéi jednacine (2.6) uz korekciju da je stap nestisljiv dobijaju
se sledec¢e geometrijske relacije za problem sa Slike 7:

dx

15 = cos 0,
dy )
gg — sin 6. (5.4)

I poslednja od potrebnih jednacina je konstitutivna jednacina (2.23)
koja je ranije izvedena
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M =EIf. (5.5)

gde je F modul elasti¢nosti, a I moment inercije poprecnog preseka.

Jednacine ravnoteze (5.3), geometrijske relacije (5.4) i konstitutivne
jednacine (5.5) predstavljaju osnovne jednacine ravanske deformacije
elasti¢nog stapa optere¢enog horizontalnom silom u pravcu ose Stapa i
postavljenog na elasticnu podlogu Vinklerovog tipa prikazanog na Slici
T

H =0, Vi=uy, M =—-Vcost+ Hsinb,
¥ = cosf, oy =sinb,

M = EIf. (5.6)

Jednacine (5.6) predstavljaju osnovne jednacine Bernuli-Ojerove
teorije savijanja Stapova. Ovom sistemu treba pridruziti jos i odgo-
varajuce granicne uslove za dati stap koji su dati u slede¢em obliku:

y(0)=y(L)=0, M(©0)=M(L)=0, H(L)=-F  (57)
5.2 Nelinearni problem

Resavajuéi (5.6); koris¢enjem (5.7)3 dobija se

H=-F (5.8)

Sistem jednacina (5.6) ima trivijalno resenje za koje osa Stapa ostaje
prava i ono je:
H =—-F V=0, M°=0,

=S5, =0 6" =0. (5.9)

Moguce netrivijalno reSenje je:

H=-F+AH, V=AV, M=AM,
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r=S+Az, y=Ay, 0=A0, (5.10)

gde je A(-) operator poremecaja. Ako u sistem jednacina (5.6) uvr-
stimo (5.10) dobija se nelinearni sistem jednacina u obliku:

AH = 0,
AV = ply,
AM' = —AVcosAbO+ (—F + AH)sin Af,
Az' = cosAf —1,
Ay = sinAd,
AM = EIN. (5.11)

gde je (-)' = - (-). Integracijom (5.11); dobija se AH = const. Kako

je AH (L) = 0, sledi da je AH = 0. Uvesce se sledeée bezdimenzijske
veli¢ine:

Ax Ay S
I A A
_ pl? _FI?
)\1 - Fobi ) )\2 - Fobi ’
AV L? AML
vV = El s m—ﬁ, (512)
tada se smenom (5.12) u (5.11) dobija:
vo= )\17],
m = —vcost — Aysind,
n = siné,
¢ cosf — 1,
0 m, (5.13)
gde je(:) = %. Granicéni uslovi koji odgovaraju sistemu jednacina

n(0)=n(1)=0, 6(0)=6(1)=0, ¢(0)=0. (5.14)
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5.3 Linearizovani problem

Nekajey =[v m n ¢ 6" e (C*([0,1]))°. Sistem (5.13) for-
malno moze da se napise kao

v An
g1 m —vcosf — Aysind
M (y, M, \o) = R sin 6 =0, (5.15)
¢ cosf — 1
0 m

gde je M nelinearni operator M : (C*([0,1]))° x R — (C ([0,1]))°,
(A1, A2) € R%. Pored toga, uslovi (5.14) definiu zatvoren (i samim
tim Banahov) potprostor Y Banahovog prostora (C* ([0, 1]))’, za koji
je sistem (5.15) formiran. Namera je da se prouci resenje (5.15) za
(M, ) €R? yeUC Y, gde je U otvorena okolinay =0 € Y.

Posmatrace se linearizacija problema (5.15), uvodenjem Fresetovog
izvoda od M, u odnosu na y, zay = 0. Kako je M (0,)\,\s) = 0,
(A1, A2) € R? dobija se linearizovan (spektralni) problem

DM (0,1, \s) = B(A;, M)y =0, za yev, (5.16)

gde je dejstvo linearnog operatora B (M, X9) nay € Y dato sa jednagci-
nama:

T S S e
Il
\_%

= m, (5.17)

i granicnim uslovima (5.14). Treba primetiti da je neophodan uslov
da problem (5.13), (5.14) ima netrivijalno resenje taj da linearizovani
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problem (5.17), (5.14) ima netrivijalno resenje. Dovoljan uslov se ovde
nece analizirati (videti [9] Poglavlje 3).

Koristeéi (5.14)s, iz (5.17)4 dobija se ( = 0, tako da moze da se
pojednostavi problem B (A, A)y =0,zay € Y, dat sa (5.17), (5.14),
zanemarivanjem komponente ( u'y. Prema tome posmatra se sledeéi
spektralni problem

4

B (/\17 >\2) y= 07 y= [U m.on 9]T € (Cl ([07 1])) ’ (518)
sa grani¢nim uslovima
n(0)=n(1)=0, 6(0)=0(1)=0, (5.19)
gde je dejstvo linearnog operatora dato sa:
v o= Alna
m = —v-— )\29,
n =9,
0 = m. (5.20)

U daljoj bifurkacionoj analizi koristi¢e se redukovani nelinearni sis-
tem
M (ya )\1a )\2) y = 07 (521)
sa 'y kao iz (5.18).
Iz (5.20) dobija se ekvivalentan problem
0+ Aaiy + A =0, (5.22)

sa grani¢nim uslovima:

n(0)=n(1)=0, #(0)=17(1)=0. (5.23)
Treba primetiti da (5.22), (5.23) je dvoparametarski spektralni pro-
blem u formi L (A1, A2) n = 0 sa
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L (A1, A2) (1) = () + X)) + A (), (5.24)
koji deluje u potprostoru C*([0,1]) ogranicenom grani¢nim uslovima
(5.23). Na osnovu teoreme o zatvorenom grafiku, on je ograni¢en na

tom prostoru, a moze se pokazati da je kompaktan ([10]) pa samim
tim ima najviSe prebrojivo mnogo karakteristicnih vrednosti (Ay, Aa).

Pristupa se resavanju problema (5.22) i (5.23). Uvodedi smenu
n = ce™ u (5.22) dobija se

crte™ + Xger?e™ 4 e = 0, (5.25)

iz koje sledi

4+ Ao + A = 0. (5.26)

Resavajuéi ovu kvadratnu jednacinu dobija se

—da /A5 — 4\
(), = ——5— (5.27)

Sa pretpostavkom da je A3 — 4\; > 0 dobija se:

2

e VN 4N <A2+\/X§—4)\1> <0, (5.28)
- . . (5.

» etV —AN ()\2—\/)\3—4)\1> 0
2 - )

2

Iz ovoga slede cetiri resenja:
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_\/Az—\/Aé—zul .
1T = 1 2261,

2
S ;¢&—v£—4h__6
12 = ? 9 = —01,
T _\//\2+\//\§—4)\1_,6
21 = ¢ 9 = 102,
2 J—
oy = —i\/)\2+ v ;2 N s, (5.29)

Na osnovu ovoga, resenje pocetne jednacine (5.22) je

n = Cicosdit + Cysindit + Czcos dat + Cysin dat. (5.30)

Uvrstavanjem pocetnih uslova (5.23) u jednacinu (5.30) dobija se
slede¢i sistem jednacina:

0) = 0=>C1+C3=0, (5.31)
(0) = 0— C16% + C502 =0,
(1) = 0— Cicosdy + Cysindy + Cgcosdy + Cysindy = 0,
= 0 — C162cosdy + Cad?sindy + C302 cos dy + Cyd2sin by = 0.
1 1 2 2

[ S 3

Resavanjem determinante sistema dobija se

1 0 1 0
_ o7 0 & 0 |_
D= cos 01 sin 0, cos 0y sindy | (5.32)

6%cosd, 02sind; 05cosdy O3sindy

= — (5% — 53)28in51 sin 0y = 0.
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Kako je

A= VA =4 Mt
gog-tmVptth Mrvacthfeoa 6w

uvrstavanjem (5.33) u (5.32) resenje determinante se dobija kao
— ()\g — 4/\1) sin (51 sin 52 = 0, (534)

iz ¢ega se vidi da se dobijaju tri moguca resenja te jednacine i to su:

(1) — )\3—4A1:0—))\§:4/\1—>51:(52: %,
(2) — sind;=0—0;=nm, n=0,1,2...,
(3) — sindy=0—3dy=nm, n=0,1,2.... (5.35)
1z (5.35)5 sledi
2
_ 21
n*n? = A A )\1, (5.36)

a iz (5.35)3 sledi

(5.37)

2o Mot VA5 — 4\
: :

Resavanjem (5.36) i (5.37) dolazi se do relacije izmedu sopstvenih
vrednosti (A2),,, za fiksirano A\; (videti [8], Poglavlje 4.5):

No), = L T2 p e (5.38)
Zatim, izjednacavanjem (A2); = (X2),, dobija se \; = 47, a iz toga

sledi da je (A2); = (A2), = 572, Naime, javlja se situacija da za jednu
sopstvenu vrednost (t.j. kritiénu tacku)

A= (A1, Ae) = (47%,577) (5.39)
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=y

=y

Slika 8: Oblici deformacije Stapa

postoje dva medusobno ortogonalna sopstvena vektora. Naime, vektori

ny(t) = sinwt, ny(t) = sin27t, ¢t € [0,1], (5.40)

¢ine ortonormiranu bazu za N (IL (/_\) ). Ova resenja linearizovanog pro-
blema pokazuju da su moguéa dva razlicita oblika deformacije (moda)
Stapa za iste vrednosti parametara A; i Ay (Slika 8).

Prethodno opisana situacija predstavlja bimodalni slucaj. Kako je
(A2), < (A2),pq, m € N, kriticna tacka (5.39) je najniza sopstvena
vrednost za koju se javlja bimodalni slucaj.

U narednom poglavlju odredi¢e se oblici bifurkacija reSenja neline-
arnog problema (5.13),(5.14) u kriti¢noj tacki (5.39).



6 Bifurkaciona analiza

6.1 Linearizovani operator

Kako smo rekli u Poglavlju 2 o metodu bliske ravnotezne konfigura-
cije, one vrednosti pri kojima dolazi do bifurkacije (granjanja) resenja,
odgovaraju kriticnim vrednostima parametara pri kojima sistem gubi
stabilnost. Problem odredivanja dijagrama odziva za nelinearne jedna-
¢ine je generalno veoma slozen matematicki problem. Iz tog razloga,
veoma je bitno naéi vezu i za svaki konkretan slucaj ispitati zavis-
nost izmedu linearizovanog i nelinearnog problema. Ispitivanjem ove
zavisnosti dobija se i odgovor na pitanje koji oblik bifurkacije ¢e se ja-
viti. Jedan od metoda za takvu analizu je metod baziran na postupku
redukcije Ljapunov-Smita. Ovim postupkom se analiza broja resenja
sistema diferencijalnih jednac¢ina svodi na analizu broja resenja sistema
algebarskih jednacina. Treba napomenuti i da su rezultati koje ovaj
metod daje lokalni, tj. vaze iskljucivo u okolini tacke bifurkacije.

Prvo ¢e se ispitati odnos izmedu nelinearnog i linearizovanog pro-
blema koji su dati sa (5.15), (5.14) i (5.20), (5.19) respektivno. For-
mulisace se sledec¢a propozicija:

Propozicija 1. Fredholmov indeks operatora B()), za A dato u
(5.39) cije delovanje je dato sa (5.20), je jednak nula.

Dokaz. Fredholmov indeks operatora B()) je definisan kao
i(B(\)) = dim N(B(\)) — codim R(B())) (6.1)

gde N(B()\) i R(B()\)) predstavljaju nul prostor i prostor slika od
B(), respektivno. U prethodnom poglavlju je pokazano da je A dato
u (5.39) kriticna tatka za L (\) dato sa (5.24) sa odgovarajuca dva or-
togonalna svojstvena vektora data sa (5.40), koji razapinju N (L (5\))
Sada, koristed¢i (5.20), gde n razapinje (5.40), lako se dobija N'(B()))
kao potprostor od (C*([0,1]))*.

Iz (5.40), dobija se

1N = aisinnt 4+ ag sin 27t, ay,as € R, (6.2)
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i kako je 7 = 6 iz (5.20), dobija se

0 = aym cos Tt + as27 cos 27t. (6.3)

Kako je & = m iz (5.20), na osnovu prethodne jednacine (6.3) se
dobija

m = —a7° sin 7t — agdm? sin 27t (6.4)

Na kraju, na osnovu m = —v — Ao iz (5.20) i Ay = 57% na osnovu
(5.39), dobija se

vo= —m— )\29 =
= aym cosmt + ax87m® cos 2t — Ag(aym cos Tt + ay27 cos 2mt) =
= aym(7? — Ay) cosmt + ap2m(4w? — Ag) cos 27t

= —a4m cosmt — ay2n° cos 27t. (6.5)

Iz ovoga sledi da je potprostor N'(B())) razapet sa dva medusobno
ortogonalna vektora:

—473 cos Tt —273 cos 27t
2 . 2
—mesin 7t —47° sin 27t
Y1 (t) - gin 7t ; y?(t) - sin 27t ) (66)
T cos Tt 27 cos 27t

Sto ujedno dokazuje da je dim A (B()\)) = 2. Sa ciljem da se odredi

codim R(B(A)), koristice se Fredholmova alternativa. Naime, kako su
sve neophodne pretpostavke za B()) zadovoljene, vazi R(B(A))" =

N(B*())), gde je sa B*(\) oznacen formalni adjungovani operator

B(\), definisan sa:

(BWy,q) = (y,B*(N)a) . (6.7)

Ovde je Za'y = [yl)y27y37y4] 1 q :4 [q17qQ7Q37Q4] 1z (L2([07 1]))47
definisan skalarni proizvod u (L?([0,1]))" kao
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4
<Y7 q> = Zl <yz7 Qi>L2([071]) ) (68)

gde (yi, q;) 12(j0.1]) Oznacava skalarni proizvod od y;, ¢; u L*([0,1]). Na-
pominje se da posto je B()) definisano na (C*([0, 1)* koji je gust u
(L3([0,1]))*, vazi da je B*(\) dobro definisano u smislu jedinstvenog
prosirenja na (L2([0, 1]))* (videti [10]). Za praizvoljno y = [v,m,n,0] €
(CH([0,1]))" 1 @ = 4, Gm, 9> ] € (C'([0,1]))", dobija se

(B(\y,q) = /01[(1'1 — 1) @y + (11 4 v + A28) i
+ (7 —0)q, + <9 — m) qo|dt. (6.9)

Parcijalnom integracijom iz jednacine (6.9) se dobija

1
<B()\)Y7 q> = / (_’U(jv - >\177QU - QO + Vdm + >\2QQm - 77Q77 +
0

0q, — 0ds — map)dt + v, |(1) +MGm, |é
+14y o +046 1o

_ /O [0 (o + ) + 70 (—Gon — d0) +

n (_qW - /\le) + 0 (—6}9 + )\QQm - %])]dt +
+0qy |§ +MGm |6 +0a o +00 |5 - (6.10)

Prema ovome, elementi A'(B())) su reSenja sistema:

& = qm,

Qm = —(y,

Gy = —Aio,

do = NoGm — G, (6.11)

sa granicnim uslovima:
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3(0) = q,(1) =0,  qo(0) = go(1) = 0. (6.12)

Problem (6.11), (6.12) moze da se transformise u problem (5.19),
(5.20), koristeci identifikaciju:

qp = MM,

m = _67

qQn = Y,

G = —1. (6.13)

Iz ove jednacine (6.13), i koristeci jednacine (6.2), (6.3), (6.4) i (6.5)
dobija se da je N (B*(\)) razapet sa sledeca dva medusobno ortogo-
nalna vektora:

—sin 7t — sin 27t
—mcos Tt —2m cos 27t
@) = —4n3cosmt |’ ®(t) = —273 cos 2mt (6.14)
—7m2sin 7t — 472 sin 27t

Koristeéi Fredholmovu alternativu, dobija se da je dim N (B

g ) =
codimR(B())) = 2, tako da je Fredholmov index za B()\), za A\ dato
sa (5.39), jednak nula, ¢ime je dokaz zavrsen.

6.2 Primena postupka redukcije Ljapunov-Smita

Posto je Propozicija 1 dokazana, ona nam potvrduje da Ljapunov-
Smitova redukcija moze biti primenjena za nelinearni problem dat sa
(5.13). U smislu Propozicije 2 iz Poglavlja 4 je, zbog pojednostavlji-
vanja proracuna, iskljuceno (5.13), $to nece uticati niti promeniti ak-
tuelnu bifurkacionu jednacinu. Na taj nacin dalja bifurkaciona analiza
se nastavlja za jedna¢inu (5.21) u bifurkacionim tackama ), datim sa
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(5.39). Zamenom A u (5.15) sa A+ AN, za neko AN = (A);, A)y) € R?,

gde su |[AN;] i [AXs| mali, dobija se

M(y,X%—A)\) =0.
Kako je
1')—5\1777
| m+wvcosh+ Aysinf
M (y,)\) - i] — sin 6 ’
0—m

jednacina (6.15) postaje
v — 5\17] — A)\ln

1+ vcosf + Aysinf + Ay sin 6

M(y,S\—i—A)\): h — sin 0

6 —m

Jednacina (6.15) se ekvivalentno moze napisati kao

M (y,A+AX) =B (A+AN)y+N (y,A+AX) =0

gde je

U—S\ﬂz
B(A+ax) = | MUt Al

n—10
0—m

kao i

N (y, A+ AN) =
—v — Al +vcosh + \ysinf + Ay sinf
0 —sind

0

(6.15)

(6.16)

(6.17)

(6.18)

(6.19)

(6.20)
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Za Banahov potprostor X = {y = ([v,m,n,0]) € (C* ([0,1]))" | n
(0) =7 (1) = m(0) = m(1) = 0} od potprostora (C*([0,1]))*, 1Y =

(C1([0,1]))%, i kako je B(X) Fredholmov operator, sledi da postoje
zatvoreni potprostori M i N od X i Y, respektivno, takvi da je:

X = N(BW\)eM,
Y = R(B(\)@N. (6.21)

Kako je na osnovu Propozicije 1, Fredholmov indeks od B(\) nula,
sledi M = NY(B()\)) i N = RY(B(\). Kako (6.21); vazi, dobija
se jedinstvena reprezentacija y = v + w, gde v €EN(B()), a w €M.
Uvodeéi projekcije £ : Y — R(B(\)i (I — E) : Y — RY(B(N),
koje projektuju na R(B()\)) i R (B(\)) respektivno, jednacina (6.18)
je ekvivalentna sa slede¢im parom jednacina:

(I —EN(V+wAAN = 0, (6.22)
gde je koriséena Cinjenica da je
B(\)y =B(\)(v +w) =B(A)w €R(B())). (6.23)

Freseov izvod desne strane jednacine (6.22);, u odnosu na w, u tacki
(w,v) =(0,0) 1 AX = (0,0), je jednak Dy, (0,0) = EB(A) = B()\) |,

gde B(\) |y oznacava ogranicenje B(A) na M. Dalje se pristupa analizi

kao u Poglavlju 4. Naime kako je B(\) |ar: M — R(B())) bijektivan i
R(B())) je zatvoren potprostor Banahovog prostora Y (pa samim tim
takode Banahov), koristec¢i teoremu otvorenog preslikavanja, dobija se
da postoji ogranicen (B(\) |M)71 i samim tim ogranicen (Dy,(0,0)) .
Ovo nam omogucava da se moze primeniti teorema o implicitnoj funk-
ciji, da bi se razresilo (6.22); pod w, tj. da seizrazi w kao funkcija od
v 1 AX. Naime postoje okoline V' i W od 0 € X (koje odgovaraju v i

w, respektivno) i funkcija ) : V — W, takva da je
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w=YWV,\A)\), vev, (6.24)

koja je Frese-diferencijabilna i koja zadovoljava Dy (0, AX) = 0. Zbog
toga je V(v,A\) = O(||v]]*), gde je ||-|]| norma dvodimenzijskog pros-
tora N(B(A)). Ubacivanjem (6.24) u (6.22),, dobija se

(I —EN~+Y(v,\, AN\ AN =0, veN(B). (6.25)

Propozicija 1 dokazuje da je codim R(B())) = 2. Posto je i(B(A)) = 0,
koriste¢i Fredholmovu alternativu, tj. relaciju R(B(X))* = N(B*())),

dobija se da je R(B()\))* razapet sa dva medusobno ortogonalna vek-
tora q; 1 qo koji su dati sa (6.14), tako da je (6.25) ekvivalentno sa:

(a N(v+ YV A+ ANA+AN) oy = 0

(@ N(VAHIVA+HANA+HAN) Loy = 00 (6.26)

gde je C(]0,T]) gusto potopljen u L?([0, 1]).
Korisé¢enjem Tejlorovog reda za funkcije sin i cos:

. n L
sy = Z(—l) m, T € R,
n=0
0 ZL’2n
cosx = Z(—l)”@n)', r € R, (6.27)
n=0 )

jednakost (6.20) se moze napisati kao

N (y, A+ AN = (6.28)
—AMn
w1 =1+C 4 ) =M@+ %+ )+ ANO-C )
0—0+%+.. ’

0
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i sredivanjem se na kraju dobija

=AM
—0 27 + Aot —4AA2§ +0(0%)
2 +0(0")
0

N (y, A+ AN =

(6.29)

Kako je v € N'(B(\)), moze se napisati v = a;y; +asys, a1, as € R,

gde su yy, yo definisane sa (6.6). Uvrstavanjem v u (6.26) dobija se
sistem bifurkacionih jednacina:

(N (ary1 + asys + Y (v, A+ AX) A + AA)>L2([0,1}) = 0

(qoN (a1y1 + asys + (v, A+ AX) A + A/\)>L2([0,1}) = 0.(6.30)

Iz jednacina (6.18) i (6.20) sledi da vazi antisimetrija

—0+ M+ Ay
—1m —vcost — Agsin@ — Ay sin 6

M(—y,)\+A)\): i+ sinf
—0+m
B m 4+ vcosl 4+ Aysin@ + Ay sin 6
- 7 — sin
0—m
= —M(y,A+AN). (6.31)

Na osnovu ove antisimetrije a prema [9], strana 263, vazi sledece

y(v,jmtA)\) = O(@?,a%,afag,agal,alaQA)\l,alagA)\g)
FO(AN2 ANS, AN AN), (6.32)
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kada aq, as, AX;, Als — 0. Naime, u ovom slucaju, uvrStavanjem

(6.6) u (6.29) dobija se

ai
Ny, +ax) =] %1, (6.33)
as
Gy
gde su:
a; = —AN ((a1 sin 7t + ag sin 27t) + O(a3 + ag)%> ,
1 f
ay = 5 <((],147T3 cosmt + a227'('3 Ccos 27Tt) + O(&% + a%)%) X
2
<(a17r cos Tt + ay27 cos 2mt) + O(a? + ag)%) —
5 )
671'2 ((aﬂr cos Tt + ay2m cos 2mt) + O(a? + a%)%) +
ANy ((alﬂ cos Tt + ay27 cos 2mt) + O(a? + ag)%> —
AN 3
TQ ((alﬂ cos Tt + ay27 cos 2mt) + O(a? + a%)%> ;
1 3
as = 6 ((alﬂ cos Tt + a2 cos 2t) 4+ O(a? + ag)%) ,
ay = O, (634)

i nakon sredivanja dobija se

N (y, A+ AN = (6.35)

gde su:
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by
by

bs

by

—AMa; sin it — AXjag sin 27t + O(ad + aQ)%

3.5

7
gam cos® 7t + dajagm’

cos? t cos 27t +

5 3.5

8
2a1a2 cos it cos® 2t — 3a27r cos® 2t + Adsaym cos Tt —
Adgap27 sin 2t + O(a? + a2)?,
1 . .
éafﬂg cos® it + ajaym® cos® Tt cos 2t +

4
2a1a57 cos 7t cos? 27t + 3(1271' % cos? 2mt + O(ad + a2)%

0. (6.36)

Smenom (6.14) u (6.35) a prema (6.30) dobijaju se dve bifurkacione
jednacine:

1
/ [—sint(—ANay sintt — AXjag sin 27t) —
0

3.5

7
7 cos it ( g cos® 7t + 4ajaym®

cos? 7t cos 27t +

5 3.5

8
2a1a2 cos it cos? 2t — —Q5T cos® 21t + Adsaym cos it +

. 1
ANay27 cos 27t) — 4m® cos Tt ( 6ai’7r3 cos® 7t +

a?aym® cos® Tt cos 2t + 2a aim

4
Sagﬂ?’ cos® 27t)|dt = 0, (6.37)

3 cos mt cos? 2t +
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1
/ [—sin 27t (—AMjay sin 7t — AXjag sin 27t)
0

3.5

7
—27 cOoS 27Tt(6a17r cos® it + 4ajagm®

cos? 7t cos 27t +

8
2a1a§7r5 cos it cos® 2t — gagﬁ‘r’ cos® 2mt + Adgay cos Tt +

1
ANyas27 cos 27t) — 27 cos 27715(6@?%3 cos® 7t +

3 3

azaym cos® mt cos 27t + 2a,a5m° cos wt cos® 2wt +

4
gag’ﬂ?’ cos® 27t)|dt = 0. (6.38)

Sredivanjem integrala (6.37) i (6.38) na posletku se dobijaju jedna-
Cine:

cla? + czag + 03(1%@2 + 64a1a§ + esANag +
CGA/\lag + C7A/\26L1 + CgA/\QCLQ + h.ot. = 0, (639)

dlai’ + dgag + dga%ag + d4a1a§ + d5A)\1(l1 +
dGA)\lag + d7A)\2a1 + dgA/\QCLQ + h.ot. = 0, (640)

koje odgovaraju (6.30); i (6.30)s, respektivno, sa ¢lanovima viseg reda
(h.o.t.) datim sa

h.ot = O(|AMN]| a3, |AN ] a3) + O(|AN| @i, |ANs| a3) +
O(|AM | a1, |ANM|? az) + O(|AN| a1, | AXo| as) +

O(|AN | ajas, |AN | ara3) + O(|AXs] afag, |AXe| ara3) +
O(ajad, i+ j = 4), (6.41)

i gde su ¢;,d;,i = 1,..,8 odgovarajuci integrali:
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1 g b
o = —— cos” mtdt = —660.95,
6 Jo
8 1
Cy = —gﬂ'ﬁ/ cos 7t cos® 2rtdt = 0,
0
1
cg = —87?6/ cos® mt cos 2mtdt = 0,
0
1
cy = —1O7r6/ cos® mt cos® 2mtdt = —2400,
0
1
s = / sin? wtdt = 0.5,
0
1
6 = / sin 7t sin 27tdt = 0,
0
1
cr = —7T2/ cos® wtdt = —4.93,
0
1
g = —27?2/ cos 7t cos 2mtdt = 0, (6.42)
0
kao i:
8 1
dy = —5776/ cos® mt cos 2mtdt = 0,
0
8 1
dy = §7r6/ cos* 2mtdt = 961.39,
0
1
ds3 = —107r6/ cos® mt cos® 2mtdt = —2400,
0
1 b
dy = —87r6/ cos it cos® 2mtdt = 0,
0

1
ds = / sin 7t sin 27tdt = 0,
0
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1
dg = /sin227rtdt:O.5,
0
1
dy = —27?2/ cos t cos 2mtdt = 0,
0
1
dg = —4r? / cos® 2mtdt = —19.74, (6.43)
0

Kako su neki ¢lanovi nula, jednacine (6.39) i (6.40) postaju:

cla‘z’ + c4a1a§ + csANia; + c;Adsaq + h.ot. = 0,
dgag + dg&%ag + dGA)\]_(ZQ + dgA)\QCLQ + h.ot. = 0, (644)

Kao §to je pokazano u Dodatku (Poglavlje 10), a prema Posledici
D.2, ako su uslovi (10.2) zadovoljeni za pu, v, p1, ps2, q1, g2 date u (10.11)
i neke (a1, 2) € R, ag # 0, gde smo zadali pravac 8, = «a1/as,
onda su uslovi Teoreme 5.1 u [9] na strani 263 zadovoljeni za sistem
(6.44). Kao posledica h.o.t u (6.44) moze biti zanemareno a da to nece
dovesti do promene broja reSenje niti njihovog ponasanja u okolini
(AX1, AXg) = (0,0). Prethodna analiza dokazuje sledece:

Propozicija 2. Sistem bifurkacionih jednacina dat sa (6.30) za
malo aq, as, A1, Ay, su kontaktno ekvivalentne slede¢em sistemu je-
dnacina:

Cla? + C4CL1CL§ + C5A)\16L1 + C7A)\2a1 = 0,
daay + dsaias + dgANias + dsAdsas = 0, (6.45)

gde su c¢lanovi viseg reda zanemareni. Takode, vrednost koeficijenata
¢, d;, je odredena sa (6.42) i (6.43).
Neka je:

Ci = 1,0y =c4,C3 =c5,Cy = ¢,
D, = dy, Dy =ds3, D3 = ds, Dy = ds, (6.46)
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tako da sistem jednacina (6.45) bude ekvivalentan sledeéem sistemu:

aq (C’laf + 020/3 + CgA)\l + C4A)\2) = 0,
ag(Dla,g + DQCL% + D3A)\1 + D4A)\2> = 0. (647)

Kada se zamene vrednosti za dobijene C;, D; u predhodne jednacine
(6.47) dobije se:

a1(—660.95a% — 2400a3 + 0.5A\; — 4.93A);) = 0,
a2(961.39a5 — 2400a] + 0.5A\; — 19.74AN;) = 0. (6.48)

Moze se primetiti da sistem (6.47) ima cetiri sluc¢aja za odredivanje
reSenja:
Prvi slucaj.

a1 = Qg = 0. (649)

On odgovara trivijalnom resenju za koji osa nosaca ostaje prava.
Drugi slucaj.

ay = )

0
Dlag + DQCL% + D3A/\1 + D4A>\2 = 0. (650)

Kako Dy # 0, iz (6.50)2 se dobija

—D3AN — DA

(1)(2) 38\ 4 Ao
=+

a2 \/ 1)1 Y

i posto iz (6.43) i (6.46) sledi da je D; > 0, to vodi do sledeceg

dovoljnog uslova za postojanje bifurkacije:

(6.51)

Treci slucaj.
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s = 0,
C’laf + CQCL% + CgA)\l + C4A/\2 =0 (653)
Kako Cy # 0, iz (6.53), se dobija
—C3AN — Ch AN
agl)(2) _ :I:\/ 3 1C1 4 2’ (6.54)

i posto iz (6.42) i (6.46) sledi da je C; < 0, sto vodi do sledeceg
dovoljnog uslova za postojanje bifurkacije:

C3A>\1 + C4A)\2 > 0. (655)

Cetvrti slucaj.

C’la% + CQCL; + CgA)\l + C4A/\2 = 0,
Dlag + DQCL% -+ DgA)\l -+ D4A)\2 = 0. (656)

1 posto iz (6.42), (6.43) i (6.46) sledi da je C1.D; —Cy Dy < 0, a koristeci
(6.58) dobija se:

(1)) (CyD3 — C3D1) AN + (CyDy — C4D1) AN,
=+ _
aj \/ & D —G.D, . (6.57)
m@ _ [ (C3Ds = CiDs)AM + (CoDy — CrDy) AN, -
“ \/ C1Dy — CyDy ’ (6.58)

sto dovodi do toga da su dovoljni sledeci uslovi za postojanje bifurkacije

(CQDg — Cng)A)\l + (CQD4 — C4D1)A)\2 < 0,
(CgDQ — Cng)A)\l + (C4D2 — 01D4)A)\2 < 0. (659)
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Sada se u nejednacine dobijene iz prethodno razmatrana cetiri
slucaja mogu uvrstiti vrednosti dobijene za C;, D;. Prvi slucaj je tri-
vijalan, a nakon uvrstavanja poznatih clanova u preostala tri slucaja
dobija se sledece:

1z (6.52) sledi:

0.5AN; — 19.74A\; < 0, (6.60)

iz (6.55) sledi:

0.5A); — 4.93AN > 0, (6.61)
dok iz (6.59) sledi:

—869.52A\; — 1215.15A\, < 0,
—1680.70A\; + 52115.65A\, < 0. (6.62)

Da bi svi slucajevi bili zadovoljeni mora da vazi sledece:

Napomena. Iz prethodne analize, sledi da je (0, \), A = (47, 572)
bifurkaciona tacka razmatranog nelinearnog problema, datog sa (5.13)
i(5.14).



7 Verifikacija prethodne analize Energij-
skim metodom

Energijski metod je baziran na ispitivanju osobina potencijalne ene-
rigije. Prema Lagranz-Dirihleovoj teoremi: Polozaj ravnoteze mehani-
ckog sistema na koga deluju potencijalne sile, je stabilan ako potenci-
jalna energija sistema ima minimum u klasi virtualnih pomeranja koja
zadovoljavaju geometrijska ogranicenja.

Potencijalna energija elasti¢nog stapa se sastoji iz potencijalne ener-
gije spoljasnjih sila TI¢ i potencijalne energije unutrasnjih sila IT%, §to
se moze napisati:

T = II° + 1. (7.1)

Potencijalna energija unutrasnjih sila IT* u slu¢aju nestisljivog stapa
iznosi:

o [fPMEo B M1 EI L( Y’
0

2
—dr = — —— | ds, (7.2

gde je M moment savijanja, F I krutost elasticnog Stapa, p polupre¢nik
krivine elasti¢ne linije, a y(x) kriva koja definiSe elasti¢nu linuju.

Potencijalna energija spoljasnjih sila 11¢ zavisi od pomeranja napad-
nih tacaka spoljasnjih sila. U ovom problemu data je sila F' koja deluje
u pravcu ose Stapa te je njena potencijalna energija data slede¢im iz-
razom:

II{ = FA, (7.3)
gde je A, za nestisljiv stap

dz?

= dr—dr\/1—-y?=dz(l —+/1 (7.4)

A = dx—+/dz?—d 2:d;17—\/d:£2 (1——):
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Jos jedna potencijalna energija spoljasnjih sila je ona koju prave
opruge i ona iznosi
e 1 2
11§ = §kjy : (7.5)

Na posletku, dobija se izraz za totalnu potencijalnu energiju sistema

EI L yn 2 L 1
B = L[ () s [ Eryas -
pot 9 /0' - y/2 s+ /Ov 9 Yy as
L
/ F(1—+/1—y?)ds. (7.6)
0

Prethodni izraz napisan u bezdimenzijskom obliku glasi:

Epot(n, AN) = %[:Ié%%%%;ﬁ+%A{A(n@N%ﬁ—

X / (1— I— @), (77)

gde je \; = A+ AN\, gde je A dato u (5.39), koji predstavlja funkcional
Eoian(+) : C1([0,1]) — R, parametrisan sa A\ € R.

Koristic¢e se Ritz-ova metoda za pronalazenje stacionarne tacke to-
talne potencijalne energije sistema koji odgovara kompletno nelinear-
nom problemu datom sa (5.13) i (5.14). Za y;,i = 1,2 dato sa (6.6)

(ovo formira bazu N (B(\)) linearnog operatora B(\)), koristi se

(n1,m5) = (sint, sin 27t), (7.8)

kao Ritz-ova bazna funkcija. Koris¢enjem slede¢ih razvoja u red:

s = 1+ +0'+ .., za )] <1,

) Ly, 1. :
L—if = 1=gi’ =g 4 za il <1, (7.9)
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i ubacivanjem istih u izraz za totalnu potencijalnu energiju sistema
datu izrazom (7.7) dobija se

Bln. AN = 5 [ GO+ G0+ 500 [ o)

1 [ 1
5)\2/ ((h(t))2 + Z(ﬁ(t))4) dt + h.o.t., (7.10)
0
gde je h.o.t. = O(|n|”). Uvrstavanjem

n(t) = aysinmt + agsin2nt, a; € Rji=1,2, (7.11)

u (7.10) , dobija se totalna potencijalna energija sistema kao funkcija
od a; € R,Z = 1,2 1 A)\z S R,’L = 1,2, tj Eiy = Etot(al,CLQ,A)\).
Potrebni uslovi za (a}, a}) € R? da bi se dobio lokalni minimum (7.10)
su:

9 * %

—aal Emt(al, Ay, A)\) = O, (712)
9 * %

8—(12Et0t(a1, Ag, AA) = 0. (713)

Ovim se dobijaju iste jednacine kao sto su dobijene u prethodnom
poglavlju (6.39) i (6.40) sa ¢;,d;,i = 1, ..,8 datim u (6.42) i (6.43). Kao
Sto su se i tamo zanemarili ¢lanovi viseg reda, zanemarivanjem istih
ovde dobija se jednacina (6.47), tj. (6.48), koja je neophodan uslov za
(a},a%) € R? da bi se dobio lokalni minimum Ejp(ay, az, AN).



8 Numericki rezultati

U ovom poglavlju ¢e biti prikazani neki numericki rezulati koji ilus-
truju prethodno prikazanu teoriju. Prvo ¢e biti prikazani numericki
rezultati koji odgovaraju resenju jednacina (6.48) za slucaj A\; = 0,
AXg > 0. Iz uslova (6.52), (6.55) i (6.59), moze se videti da za ovako
izabrane A\ postoji samo drugi slu¢aj dat sa jednac¢inom (6.50), kojim
se dobija poslekriticni oblik u drugom modu. Na Slici 9, prikazan je
bifurkacioni dijagram za pomenut slucaj, sa A\; = 0, AXy € [0,0.2],
na kome se moze primetiti viljuskasta bifurkacija.

alaa'z
0.1

-0.05

-0.1

Slika 9: Bifurkacioni dijagram koji prikazuje aél) i aéz) (y osa) koje

su norme resenja za slucaj odreden (6.50) gde je izabrano AX\; = 0,
AXs € [0,0.2]

Na Slici 10 je prikazano resenje problema (5.13) i (5.14), koje prika-
zuje poslekritiéni oblik u drugom modu, za A\; = 0, Aly = 1. Moze
se primetiti da za taj slucaj, 5, = AX\;/AXy = 0, 1 posto je u = 3.63,
p1 = 7,54, po = 5,2, g1 = 0,0074, g = 0,02, uslovi (10.2) iz Dodatka
(Poglavlje 10) su zadovoljeni.

Izolovano resenje problema (5.13) i (5.14) je prikazano na Slici 11.
Ono ne moze biti "uhva¢eno” prethodno prikazanom analizom, ali nu-
mericka analiza sugeriSe da postoji za sve slucajeve A, AXy € R.
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771\
0.02+

0.01+ /\

02 ¢4 06 08 1 C

A\

-0.01¢

-0.02~

Slika 10: Dijagram za AX; = 0, Aly = 1 gde imamo oblik drugog
moda

nlk
0.03 T

0.027

0.017

¢ -05 -04 -03 -0.2 -0.1 |0
-0.01 7

Slika 11: Izolovano resenje za AA; =0, Aly =1

Dalje ¢e se prezentovati poslekriticni oblici za razlic¢ite vrednosti
AN, A)Xy € R.

Na Slici 12 su prikazani poslekriti¢ni oblici koji odgovaraju resenju
(5.15) kada (AX;, AXy) pripadaju liniji koja prolazi kroz tacke (0,0) i
(47, 572). Naime, to su vrednosti (AX;, A)s) € {(0.789,0.1), (1.578,
0.2),(3.945,0.5)}. Moze se videti da se duz te linije moze pojaviti samo
poslekritiéni oblik u drugom modu.
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0.04 1

0.02 T

-0.02 7

-0.047

0.2

(a)

-0.057

-0.17

02 04 %6 08

(0)

\4

-0.057

-0.1y

02 04% 06 08/ 1

(©

A\

Slika 12: Dijagrami koji odgovaraju drugom modu za (a) AX; = 0.789
i AN = 0.1, (b) AN, = 15781 Ady = 0.2, (c) ANy = 3.9451 Ay = 0.5
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Napominje se da za pomenutu liniju je pravac 5, = A\ /ANy =
7.89 ¢ime su uslovi (10.2) iz Dodatka (Poglavlje 10) zadovoljeni.

Na Slikama 13, 14 i 15 su prikazani poslekriti¢ni oblici koji odgova-
raju resenju (5.15) kada (AA;, A)) pripadaju liniji koja prolazi kroz
tacku (0,0) sa koeficijentom direkcije jednakim 33.33. Naime, to su
(AX1, A)s) € {(1.0,0.03), (2.0,0.06), (5.0,0.15)}. Duz te linije, sva tri,
prvi, drugi i kombinacija prvog i drugom moda postoje. Primecuje se
da je za pomenutu liniju pravac f; = A\ /ANy = 33.33 ¢ime su uslovi
(10.2) iz Dodatka (Poglavlje 10) zadovoljeni. Na Slici 13 prikazan je
dijagram za slucaj AX; = 1.0, Ay = 0.03, gde je pod (a) prikazan
oblik drugog moda i ¢(1) = 0.99904858324. Zatim pod (b) je kombina-
cija prvog i drugog moda a (1) = 0.99856347172. Poslednji dijagram
(c) ima oblik prvog moda i {(1) = 0.9986899581.

Dijagram prikazan na Slici 14 je za slucaj A\ = 2.0, AXy; = 0.06,
gde je pod (a) prikazan oblik drugog moda i {(1) = 0.9980868353. Pod
(b) je kombinacija prvog i drugog moda a (1) = 0.9971353794, dok
pod (c) ima oblik prvog moda i {(1) = 0.99738755519.

Dijagram prikazan na Slici 15 je za slucaj A\ = 5.0, Ay, = 0.15,
gde je pod (a) prikazan oblik drugog moda i {(1) = 0.99513875653.
Pod (b) je kombinacija prvog i drugog moda a ((1) = 0.99290091102,
dok pod (c) ima oblik prvog moda i ¢(1) = 0.99352559364.

Tretiran je slucaj AN\ = 2.0, AXy = 0.06, za koji su uslovi (6.52),
(6.55) 1 (6.59) zadovoljeni, tako da postoje tri poslekriticna resenja, tj.
oblika moda, i za sva tri moguca slucaja koriséen je princip minimuma
potencijalne energije u zelji da se odredi poslekriti¢ni oblik stapa koji ¢e
se stvarno dogoditi. Potencijalna energija koja odgovara nelinearnom
problemu datom jednac¢inama (5.13) i (5.14) je data jednacinom (7.7).
Sva tri resenja bifurkiraju od trivijalnog. Prvo resenje, prikazano na
Slici 14 (a) ima osobinu n(t) = —n(1 —t). Drugo resenje, prikazano na
Slici 14 (b) ima osobinu 7(t) = n(1 —t) dok trece resenje prikazano na
Slici 14 (c) nema osobine simetrije posto je forme kao (7.11). Odgo-
varajuce energije za tri resenja prikazana na Slici 14 su EJ, = 0.0947,
Ep = 0.1293, Egot = 0.1419. Moze se zakljuciti, da poskriti¢ni oblik
koji odgovara drugom modu prikazanom na Slici 14 (a), ¢e se dogoditi
u realnoj situaciji s obzirom da ima najmanju energiju.
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na
0.01 71

5x10°T

-5x107t

-0.01 +

(a)

A
0.01+

0.2

-0.017

- 0.02

(0)

0.037

0.02

0.01%

Slika 13: Dijagrami za AX; = 1.0 1 Ay = 0.03 gde imamo (a) drugi
mod, (b) kombinaciju prvog i drugog moda, (c) prvi mod



70 Numericki rezultats

0.02

0.01+

0 | ; : | /
02 04 %06 08 f1 (¢
-0.01+

-0.02+

\{

(@)

nA
0.02+

0.017

-0.011

-0.027
- 0.037

(0)

771\
0.04 7T

0.037
0.027

0.017

\{

02 04 06 08 1 (

(©

Slika 14: Dijagrami za AX; = 2.0 i Aly = 0.06 gde imamo (a) drugi
mod, (b) kombinaciju prvog i drugog moda, (c¢) prvi mod
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Slika 15: Dijagrami za AX; = 5.0 1 Ay = 0.15 gde imamo (a) drugi

mod, (b) kombinaciju prvog i drugog moda, (c¢) prvi mod
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Izvrsena je jos jedna dodatna kontrola za slucaj kada sva tri moda
postoje. Na Slikama 16, 17 i 18 su prikazani poslekriti¢ni oblici koji
odgovaraju resenju (5.15) kada (AA;, A)q) pripadaju liniji koja prolazi
kroz tacku (0,0) sa koeficijentom direkcije jednakim 35. Naime, to su
(AX1, AXg) € {(0.35,0.01), (0.70,0.02), (1.40,0.04)}. Duz te linije, sva
tri, prvi, drugi i kombinacija prvog i drugom moda postoje. Primecuje
se da pomenuta linija ima pravac 8, = AX; /ANy = 35 ¢ime su uslovi
(10.2) iz Dodatka zadovoljeni. Na Slici 16 prikazan je dijagram za
slucaj A\ = 0.35, Al = 0.01, gde je pod (a) prikazan oblik drugog
moda i ¢(1) = 0.99976963061. Zatim pod (b) je kombinacija prvog
i drugog moda a (1) = 0.99948714097. Poslednji dijagram (c) ima
oblik prvog moda i {(1) = 0.99953141152.

Dijagram prikazan na Slici 17 je za slucaj AX; = 0.70, Ay = 0.02,
gde je pod (a) prikazan oblik drugog moda i {(1) = 0.99953827335.
Pod (b) je kombinacija prvog i drugog moda a (1) = 0.99897535998,
dok pod (c) ima oblik prvog moda i ¢(1) = 0.99906378325.

Dijagram prikazan na Slici 18 je za slucaj AX; = 1.40, Ay = 0.04,
gde je pod (a) prikazan oblik drugog moda i {(1) = 0.99907257552.
Pod (b) je kombinacija prvog i drugog moda a ((1) = 0.99795501624,
dok pod (c) ima oblik prvog moda i ¢(1) = 0.99813139689.

Tretiran je slucaj AX; = 0.35, AXy = 0.01, za koji su uslovi (6.52),
(6.55) i (6.59) zadovoljeni, tako da postoje tri poslekriticna resenja,
tj. oblika moda, i za sva tri moguca slucaja koriséen je princip mi-
nimuma potencijalne energije u zelji da se odredi poslekriticni oblik
Stapa koji ¢e se stvarno dogoditi. Potencijalna energija koja odgo-
vara nelinearnom problemu prikazanom jednacinama (5.13) i (5.14) je
data jednacinom (7.7). Sva tri resenja bifurkiraju od trivijalnog. Prvo
reSenje, prikazano na Slici 16 (a) ima osobinu 7(t) = —n(1 —t). Drugo
reSenje, prikazano na Slici 16 (b) ima osobinu 7(t) = n(1 —t) dok trece
resenje prikazano na Slici 16 (c) nema osobine simetrije posto je forme
kao (7.11). Odgovarajuce energije za tri resenja prikazana na Slici 16
su B, = 0.011357, B¢, = 0.023134, B, = 0.025314. T ovde, kao
i u prethodnom primeru, moze se zakljuciti, da poskriticni oblik koji
odgovara drugom modu prikazanom na Slici 16 (a), ¢e se dogoditi u
realnoj situaciji s obzirom da ima najmanju energiju.
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Slika 16: Dijagrami za A\ = 0.351 Ay = 0.01 gde imamo (a) drugi

mod, (b) kombinaciju prvog i drugog moda, (c¢) prvi mod
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Slika 18: Dijagrami za AX\; = 1.40 i Ay = 0.04 gde imamo (a) drugi
mod, (b) kombinaciju prvog i drugog moda, (c¢) prvi mod



9 Zakljucak i pravci daljeg istrazivanja

U ovom radu, analizirana je nelinearna jednacina deformacije Stapa
koja odgovara dvoparametarskom bifurkacionom problemu. Taj pro-
blem prizilazi iz analize stabilnosti proste grede na elasticnoj podlozi
Vinklerovog tipa uz tako pretpostavljene parametre sistema da pos-
toje dva razlicita moda izvijanja za istu vrednost partikularne kriticne
sile. Koristed¢i postupak redukcije Ljapunov-Smita, izvrsena je bifur-
kaciona analiza nelinearnog problema. Takode je izvrSena i verifikacija
bifurkacione analize pomocu energijske metode.

Na osnovu dobijenih rezultata u ovom radu, najvazniji zakljucci su
sledeci:

1. Za tacku (A, \y) = (4%, 572), dobijena su dva resenja lineari-
zovanog sistema, tj. Stap moze da se deformise u dva moda: prvi mod
n,(t) = ay sin7t i drugi mod 7,(t) = ag sin27t. Uz to, i svaka linearna
kombinacija ta dva reSenja je takode resenje linearizovanog sistema.

2. Odreden je tacan broj nelinearnih resenja za dati nelinearni
problem. Nelinearni sistem ima resenje 1(t) = a; sin 7t 4-ay sin 27t, gde
su aj i ay resenja bifurkacionih jednacina (6.45), a ne samo proizvoljni
elementi iz R kao u sluc¢aju linearizovanog sistema.

3. U Poglavlju 6, metodom bliske ravnotezne konfiguracije uz pri-
menu postupka redukcije Ljapunov-Smita, dobijene su bifurkacione
jednacine koje su verifikovane Energijskim metodom prikazanom u Po-
glavlju 7.

4. Numericki je dobijen bifurkacioni dijagram (Slika 9) koji odgo-
vara viljuskastoj bifurkaciji. Broj resenja je tri.

5. Izolovano resenje (Slika 11) se dobija numerickom analizom i
postoji za sve slucajeve A, Al € R.

6. Odreden je uslov (6.63) koji A\; i AXy moraju zadovoljiti i za
koji ¢e se javiti tri oblika izvijanja: prvi mod, drugi mod i kombinacija
prvog i drugog moda.

7. Numerickom analizom slucajeva kada A\, i Ay zadovoljavaju
(6.63) za koje se jave sva tri oblika izvijanja, pokazano je da neline-
arno resenje u formi drugog moda ima najmanju potencijalnu energiju.
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Stoga je to ocekivani poslekriticni oblik, tj. onaj oblik koji bi se javio
u realnim uslovima.

Kako je za proucavanje izabran specijalan slu¢aj odnosa koeficijenta
krutosti podloge i aksijalne sile, takav da se za istu kriti¢nu silu Stap
moze deformisati u dva moda, analiza je pokazala da drugi mod ima
najmanju potencijalnu energiju i samim tim najveéu Sansu pojave u
realnoj situaciji. Ovo bi se moglo objasniti ¢injenicom da je Stapu
potrebno manje energije da se deformise u drugom modu sa manjom
amplitudom nego u prvom gde je amplituda veca.

U daljem radu mogli bi se anlizirati i sledeci slucajevi:

1. Za analizu bi mogao da se usvoji $tap sa stisljivom osom (& #
0), posto bi to bio bolji model za realne materijale koji se koriste u
industriji. Za analizu stabilnosti ovakvog sistema koristio bi se neki
drugi metod bifurkacije.

2. Drugi moguéi pravac bi bio ispitivanje unilateralne podloge
umesto usvojene Vinklerove podloge u ovom radu. Ovo bi bilo za-
nimljivo za analizu npr. temeljnih greda i realnije modeliranje tla kao
elasticne podloge koja prima samo zatezanje ali ne i pritisak.



10 Dodatak

U ovom poglavlju je prikazan dokaz Propozicije 2 koriséene u Po-
glavlju 6.

Neka je C' : R? — R? oznaceno homogeno kubno preslikavanje i
neka Ly, Ly predstavljaju 2 x 2 realne matrice. Ovde ¢e se pokazati
da sistem dat jednacinama (6.44) zadovoljava dovoljne uslove, date u
Teoremi 5.1 u [9] na strani 263, a koji su:

(Hy) C(u) =0 sledi da u = 0.

(Hy) £Lyu+ C(u) =0 sledi da det [£L; + 0,C(u)] # 0.

(H3) Ako se oznaci h4 (B, u) = £6,Liut Lou+C(u), AL (S, u) =

=0

det [£0,L1 £ Lo + 0,C(u)], B, € R, onda vazi da je hi(B;,u)
odakle sledi da AL (8, u) # 0.
Odatle sledi sledece:
Lema D.1. Oznacicée se
3 2
_ uy + puguy | -pt O
Clu) = {u%—yu%uz }’ Ly = [ 0 pg]’
_ ¢ 0
L, = { - 1 , (10.1)

gde je u = [U17U2]T € R2, sa fiksiranim u,v,p1,pa, q1,q2 > 0. Ako su
sledeci uslovi zadovoljeni:

1+ pv

Y

2
b1

]/7
l,L )
] B1p2—Q27

14

N N
IS

q2 — 51]92

Bip— @ (10.2)

onda su uslovi Hy, Hy i Hs zadovoljeni.
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Dokaz. Prvo, uslov C(u) = 0 podrazumeva da je tacno jedna od
sledec¢ih linija zadovoljena:

Uy = up =0,
up = 0, ui—vul=0,
uy = 0, u?+vus=0,
uy —vui = 0, uj+wvus=0. (10.3)

Sada, (10.3)s vodi ka tome da je u; = us = 0, $to takode proizilazi
iz (10.3)3. Iz jednacina (10.3); se dobija (1 + pr)u? = 0, i ako pret-
postavimo da u; # 0, dobice se da je uslov H; ekvivalentan sa (10.2);.
Dalje ¢e se razmotriti uslov Hy. Iz njega sledi da je £Lju+ C(u) =0
ekvivalentno sa jednac¢inama:

ul(u%—l—,uug:Fpl) = 0,

uy(us — vui £pg) = 0, (10.4)

koje imaju realna resenja ako i samo ako je ta¢no jedna od slede¢ih
jednacina zadovoljena:

u = uy =0,
u = 0, U% = P2,
uy = 0, ui=p,
ui +pus Fpr = 0, ui—vul£p,=0. (10.5)

Odmah se dobija da je neohodan uslov za postojanje resenja za
(10.5)4 dat u (10.2);. Dalje se dobija:

det [£L; + 0,C(u)] = (3u% + ,uug ZFpl)(Bug — uuf +po) +
4pvuiu, (10.6)
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Sada, iz (10.5), sledi da je det[+L; + 0,C(u)] = 4(1 4+ pw)uiu3,
tako da, kao sto je pretpostavljeno da uq,us # 0 sledi da je

det [£L; + 0,C(u)] # 0 (10.7)

sto je ekvivalentno sa (10.2);. Takode, ako se pretpostavi (10.5),
dobija se da je det [£L; + 0,C(u)] # 0 sto je ekvivalentno sa upy #
—p1, Sto je zadovoljeno posto vazi u, p1, po > 0. Ako se pretpostavi
(10.5)3, dobija se da je det [£L; + 0,,C(u)] # 0 ekvivalentna sa (10.2),.

Na kraju, razmotri¢e se jos Hs. Dobija se da je hy(fy,u) = 0
ekvivalentno slede¢em sistemu:

uy (uf +pu3 T Bipr £ @) = 0,
ug(uy —vui £ Bipy Fq2) = 0, (10.8)

koji ima realna reSenja ako i samo ako je zadovoljna tac¢no jedna od
sledec¢ih jednacina:

Uy = Uy = 0,
U = O) ug_VU%iﬁﬂh:FCD:Ou
uy = 0, uf+puzF fipr+q =0,

us —vui £ Bypy Fqo = 0, i+ pusF By ¢ =0. (10.9)

Neophodan uslov za postojanje resenja (10.9)4 je sadrzan u (10.2);.
Dalje se dobija

Ap(Byyu) = (3uf+ pus F Bipr + q1)(3u; — vui £ Bopa F ¢o) +
4pvuius. (10.10)

Odatle sledi da ako postoji resenje (10.9)4, onda vazi Ay(f,u) =
4udu3(1+pv), odakle sledi da je Ax (8, u) # 0 (obezbedeno sa (10.2)1).
Ako su (10.9), ili (10.9)3 zadovoljeni, onda se dobija Ay (8, u) # 0 ako
i samo ako su uslovi (10.2)5 i (10.2)4 zadovoljeni redom. Ovim je dokaz
zavrsen.
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Razmatrajudi (6.42) i (6.43), i oznacavajuéi odnos dobijenih vred-
nosti na slede¢i nacin:

C4 Cs Cr

wo= —, hhh=-— qg = —,

C1 C1 C1

ds dg dg
= -3 =5 == 10.11
v dg ) P1 d2 ) q1 dg ) ( )

dobija se sistem jednacina (6.44) u formi

C(u) + a1 Liu + asLou + h.o.t. = 0, (10.12)

gde je

hoot =0 (|lull [Jaa]” + |aal” + |aras| + faa | full + |as| [[ull + [u]’]),
(10.13)
gde su C, Lii Ly date u Lemi D.1. Ako uslovi (10.2) vaze za neko
By = a1/ag, as # 0, onda je (10.2) zadovoljeno prema Lemi D.1.
Odatle sledi da je taj dovoljan uslov, dat u Teoremi 5.1 u [9] na strani
263, zadovoljen za sistem jednacina (6.44), tj. vazi sledece:
Posledica D.2. Postavljanjem (10.11) za sistem jednacina (6.44),
i ako (10.2) vazi za neko B, = ay/aa, as # 0, onda (6.44) zadovoljava
dovoljne uslove Hy, Hy i Hj.
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