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- I poglavlje - 

 

1. Uvod 

1.1. 

Magnetna hidrodinamika (MHD) - mikropolarni fluidi 

 Magnetno polje utiče na mnoga prirodna strujanja, kao i na strujanja stvorena od 

strane čoveka. Delovanje magnetnog polja se u industriji uveliko koristi za grejanje, 

transport, mešanje i levitiranje tečnih metala. Imamo Zemljino magnetno polje koje postoji 

usled strujanja tečnih metala unutar Zemljinog jezgra, zatim Sunčevo magnetno polje koje 

generiše Sunčeve pege i Sunčev blesak, kao i galaktičko polje koje utiče na stvaranje zvezda. 

Oblast koja se bavi izučavanjem ovih strujanja, naziva se magnetna hidrodinamika (MHD). 

Formalno, MHD se bavi međusobnom interakcijom magnetnog polja i strujanja fluida, pri 

tome fluidi moraju biti elektroprovodni. 

 Primena magnetne hidrodinamike na tehnološki razvoj uzela je maha krajem prošlog 

veka, da bi se taj trend nastavio i u ovom veku. Značaj koji ima izučavanje uticaja magnetnog 

i električnog polja na strujanje elektroprovodnog fluida primetan je u velikom broju 

industrijskih procesa i tehnoloških postupaka. I pored toga što je izučavanje magnetne 

hidrodinamike započeto još davne 1832. godine, eksperimentom koji je izveo Michael 

Faraday [1] na reci Temzi u Londonu, mogućnosti za nova otkrića i zaključke u ovoj oblasti 

su još uvek jako velika. Opet taj početni eksperiment primenjen je 150 godina kasnije pri 

razvoju elektromagnetnih merača protoka. 

Interesovanje u naučnoj sferi za magnetnu hidrodinamiku postoji još od kraja 

devetnaestog veka, posebno u oblasti astrofizike. Međutim, kao i kod mnogih drugih 

primenjenih nauka, posleratna "ekspolozija" u tehnološkom razvoju četrdesetih i pedesetih 

godina dvadesetog veka, imala je pozitivan uticaj na razvoj magnetne hidrodinamike. 
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Slika 1.1 Michael Faraday Slika 1.2 Eksperiment M. Faradaya na reci Temzi 

 Svoj puni procvat magnetna hidrodinamika doživela je zahvaljujući radovima 

Hartmanna [2] i Alfvena [3], čiji su doprinosi povezani sa dva karakteristična MHD strujanja: 

Hartmannovim strujanjem i Alfvenovim talasima. Otprilike u isto vreme su geofizičari počeli 

da sumnjaju da je zemljino magnetno polje generisano usled strujanja tečnih metala unutar 

jezgra zemlje. Fizičari plazme, s druge strane, stekli su interesovanje za MHD tokom 1950-ih 

godina kada je počelo da raste interesovanje za kontrolisanom termonukleranom fuzijom. 

Njih je pre svega interesovala stabilnost plazme ograničene (okružene) magnetnim poljem. 

 
Slika 1.3 Julius Hartmann  

 
Slika 1.4 Hannes Alfven 

 

 Razvoj MHD u industriji je išao nešto sporije i tek tokom 1960-ih napravljeni su prvi 

ozbiljni koraci. Ipak, ne treba zaboraviti rani pionirski rad J. Hartmanna, koji je 1918. izumeo 

elektromagnetnu pumpu. Hartmann je teorijski i eksperimentalno izučavao strujanje žive u 

prisustvu homogenog magnetnog polja. Ta razmatranja donela su mu titulu "oca" magnetne 

hidrodinamike tečnih metala, pa se izraz "Hartmannovo strujanje" sada koristi za opisivanje 



I poglavlje 

 

 

3 
 

strujanja u kanalima u prisustvu magnetnog polja. Sam razvoj MHD u industriji, došao je kao 

posledica tri tehnološke inovacije. Prvo se kod brzih reaktora javlja potreba za strujanje 

tečnosti natrijuma, koja počinje da se koristi kao tečnost za hlađenje. Zatim, kontrolisana 

termonuklerana fuzija zahteva da se vruća plazma ograniči od površine materijala magnetnim 

silama. Na kraju, razvoj MHD generatora, kod kojih se jonizovan gas kreće kroz magnetno 

polje, trebao je da ponudi povećanje efikasnosti elektreonergetskih sistema, međutim ova 

istraživanja nisu dala željene rezultate, te se njihov neuspeh brzo proširio u naučnoj zajednici. 

Ovo je izazvalo trenutno smanjenje intersovanja za istraživanje i primenu MHD u industriji. 

 Dve decenije kasnije, magnetna polja se rutinski koriste za zagrevanje, potiskivanje, 

mešanje i levitiranje tečnih metala u metalurškoj industriji. Ključna stvar je da Lorentzova 

sila omogućuje beskontaktno konstrolisanje strujanja metala.  Sa stalnim komercijalnim 

pritiskom za proizvodnju jeftinijih, boljih i konzistentnijih materijala, MHD pruža 

jedinstveno rešenje za veću kontrolu nad procesima livenja i prerade metala. 

 Velike mogućnosti u primeni i razvoju magnetne hidrodinamike daje raznolikost 

elektroprovodnih fluida. Jedna grupa elektroprovodnih fluida koja je privukla pažnju 

naučnika u drugoj polovini dvadesetog veka jesu mikropolarni fluidi. 

 Fizički, mikropolarni fludi predstavljaju fluide koji sadrže čvrste, nasumično 

orjentisane (uglavnom sfernične) deliće raspršene u viskoznoj tečnosti, pri čemu se ignoriše 

deformacija tih delića. Navier-Stokesov model klasične hidrodinamike ima veliku 

ograničenost - on ne može opisati fluide koji sadrže mikrostrukture. Da bi precizno opisali 

ponašanje ovih fluida potrebna je terija koja uzima u obzir unutrašnje kretanje individualnih 

materijalnih delića. U mikropolarnoj teoriji, svaki delić ima konačnu veličinu i predstavlja 

mikrostrukturu koja može da rotira. Ovaj tip kontinuma sadrži kontinualni zbir takvih delića 

konačne dimenzije. Tri dodatna stepena slobode rotacije definišu se vektorom mikrorotacije. 

 U okviru mehanike kontinuma pojavilo se nekoliko teorija, npr. teorijia običnih 

(Njutnovskih) fluida, mikropolarnih fluida, dipolarnih fluida, itd. Neke od ovih teorjia su jako 

opšte, dok se druge bave specijalnim tipovima materijalne strukture i/ili deformacije, a 

potencijalna primenljivost raznih teorija je različita. Jedna od najbolje utvrđenih teorija fluida 

sa mikrostrukturom je teorija mikropolarnog fluida od strane A. C. Eringena [4]. 
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Slika 1.5 Ahmed Cemal Eringen 

 

 Model mikropolarnog fluida uveden od strane A. C. Eringena vredi izučavati jer je 

vrlo dobro uravnotežen model. Najpre, dobro je postavljen i značajno generalizovan model u 

odnosu na klasičan model Navier-Stokesovih jednačina, pokrivajući i u teoriji i u praksi 

mnogo više fenomena nego klasični model. Pored toga, jako je elegantan i ne toliko 

komplikovan model, tj. drugim rečima, primenjiv i matematičarima koji izučavaju njegovu 

teoriju i inžinjerima i fizičarima koji ga primenjuju. 

 Hajde da istaknemo neke osnovne karakteristike koje čine ovaj model prihvatljivim i 

u teorijskim i u primenjenim istraživanjima. Atraktivnost i snaga ovog modela mikropolarnih 

fluida dolazi iz činjenice da predstavlja istovremeno značajnu i jednostavnu generalizaciju 

klasičnog Navier-Stokesovog modela. Uvedeno je samo jedno novo vektorsko polje, polje 

ugaone brzine fluidnih delića. U skladu sa tim, samo jedna (vektorska) jednačina je dodata - 

ona predstavlja konzervaciju ugaonog impulsa. Iako se uvode četiri nove viskoznosti, koje 

karakterišu mikropolarni fluid, ako jedna od njih, konkretno viskoznost mikrorotacije, 

postane nula, zakon o održanju linearnog impulsa postaje nezavisan od prisustva 

mikrostruktura. Prema tome, veličina koeficijenta viskoznosti mikrorotacije dozvoljava nam 

da merimo, na izvestan način, poremećaj strujanja mikropolarnog fluida u odnosu na 

njutnovski fluid. 

 Zahvaljujući veoma dobrom i jednostavnom opisu složenih fenomena strujanja 

mikropolarnih fluida, u mnogim klasičnim primenama (npr. strujanje u kanalu ili između dve 

ploče) i pod uobičajim geometrijskim i dinamičkim pretpostavkama koje su napravljene u 

tom slučaju (npr. simetričnost, linearizacija jednačina), jednačine za mikropolarni fluid 



I poglavlje 

 

 

5 
 

redukuju se na oblik koji se može analitički rešiti. Prema tome rešenja koja dobijemo, a koja 

zavise od par dopunskih parametara koji potiču od koeficijenata viskoznosti, mogu 

jednostavno biti uporediva sa rešenjima odgovarajućih problema za Navier-Stokesove 

jednačine. Pored toga, kako nekoliko eksperimenata pokazuje, prethodna rešenja 

Eringenovog modela bolje predstavljaju ponašanje velikog broja realnih fluida (npr. ljudske i 

životinjske krvi) nego odgovarajuća rešenja klasičnog modela, naročito kada poprečne 

dimenzije kanala postanu jako male.  

 Mikropolarni fluidi pripadaju klasi fluida sa nesimetričnim tenzorom napona koje 

zovemo opštim imenom polarni fuidi, a koji pripadaju klasi fluida koja je opštija od onih 

izučavanih klasičnom teorijom hidrodinamike. Za fluide koji imaju sposobnost da prenesu 

spregnute napone i koji su izloženi uticaju obrtnog momenta elementarnih delića, kaže se da 

pripadaju grupi polarnih fluida. Zakon o održanju mase kao i Cauchyev zakon o održanju 

impulsa, kako je dat za opšte neprekidno strujanje ima isti oblik i za polarne. Razlika se javlja 

kada pretpostavimo različite teorije zakona o održanju ugaonog impulsa i održanju energije 

za klasične njutnovske fluide i polarne fluide. Opštiji oblici ovih zakona za polarne fluide 

dolaze iz razmatranja fizičkog modela kod kog moramo uzeti u obzir dodatne veličine kao što 

su momenti, (spregnuti) naponi i unutrašnji moment impulsa. Formalno, kada pomenute 

dodatne veličine zanemarimo, integralne forme zakona o održanju momenta mikrorotacije i 

energije za obične njutnovske fluide i polarne fluide se podudaraju. 

 Univerzalnost modela za mirkopolarni fluid očigledno ne znači da je matematički 

trivijalan. Sam klasičan Navier-Stokesov model, specijalni slučaj modela za mikropolarni 

fluid, je daleko od trivijalnog. U ovom slučaju univerzalnost podrazumeva eleganciju i lepotu 

matematičke teorije. Međutim, kod složenijih problema elegancija i lepota matematičke 

teorije gube svoj sjaj, između ostalog kao i kod klasičnog Navier-Stokesovog modela. 

Shodno tome, javila se potreba za razvoj modela i numeričko rešavanje problema MHD 

strujanja. Ovde treba istaći da je potvrda analitičkih rešenja kroz eksperimentalna 

istraživanja, jako zahtevan i skup poduhvat, a u nekim slučajevima i nemoguć, pa je razvoj 

numeričkih simulacija u eri kompjuterske tehnike verovatno najispravniji put za dalju i 

detaljnu analizu MHD strujanja mikropolarnih fluida. 

 Poslednjih godina posebno se razvijaju numerički modeli visoke tačnosti za rešavanje 

parcijalnih diferencijalnih jednačina koje opisuju strujanje fluida. Skraćno CFD 

(computational fluid dynamics) ili numerička dinamika fluida ima sve predispozicije da 
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doživi veliku ekspanziju u primeni rešavanja problema strujanja fluida. Prednosti ove metode 

su velike, popout tačne i detaljne informacije o parametrima strujanja, uzimajući u obzir 

nelinearnost jednačina.  Ne treba smetnuti s uma ni finansijuki znatno povoljniju situaciju u 

poređenju sa laboratorijskim eksperimentima a i trend sve bržeg razvoja računara koji 

omogućuju preciznije i brže simulacije. Naravno, određena ograničenja u CFD tehnici, pre 

svega prilikom formiranja odgovarajućih modela i numeričkih mreža, još uvek ograničavaju 

primenu na znatno složenije probleme. Ipak, pozitivna slika koju CFD simualcije imaju u 

naučnoj zajednici, ali i kod inžinjera, garantuje da će ova tehnika u budućnosti imati značajno 

mesto u oblasti analize strujanja fluida. 

 I pored činjenice da su napravljeni veliki koraci u analizi strujanja mikropolarnih 

fluida, sa posebnim osvrtom na MHD strujanja, još uvek je nedovoljno objašnjenja fizika 

problema ovih strujanja, a takođe je prisutan i nedostatak efikasnih modela strujanja, tj. CFD 

modela za analizu ovih strujanja. Shodno tome, u daljem tekstu se daje osvrt na već urađena 

istraživanja o mikropolarnim fluidima, a u nastavku modeli i analiza istraživanja strujanja 

mikropolarnih fluida u okviru ove disertacije. 

1.2. 

Istorijat istraživanja mikropolarnih fluida 

 Koncept mikropolarnih fluida bavi se klasom fluida koje pokazuju određene 

mikroskopske efekte koji proizilaze iz lokalne strukture i mikrokretanja delića fluida (rotacija 

i translacija strukturnih delića u mikropolarnom fluidu). Teorija mikropolarnih fluida i njeno 

proširenje na termomikropolarne fluide može dati odgovarajući ne-njutnovski model koji 

može biti korišćen za analiziranje ponašanja različitih fluida. Izučavanje ovih fluida je 

privuklo razumljivo veliku pažnju, s obzirom na njihovu primenu u raznim procesima koji se 

javljaju u industriji. Neki od primera primene su: istiskivanje polimernih fluida, očvršćavanje 

tečnih kristala, zatim kod izučavanja ljudske i životinjske krvi, kod raznih vrsta maziva, kao i 

kod analize koloidnih rastvora i fluida sa lebdećim česticama, gde klasična Navier-Stokesova 

teorija nije primenjiva.  

 Teoriju mikropolarnih fluida koja uključuje uticaj prisustva mikrostrukture i njihovog 

kretanja (translacije i rotacije) na samo strujanje fluida prvi je definisao Eringen [5]. Prvi 

rezultati njegovih istraživanja objavljeni su 1964. i 1965. u okviru naučnih časopisa i 

konferencija, da bi konačno teorija o mikropolarnim fludima ugledala svetlost dana 1966. 
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godine u knjizi "Teorija mikropolarnih fluida" [4]. Nešto kasnije, Eringen [6] (1972) je 

generalizovao teoriju mikropolarnih fluida uključujući i prenos toplote. Pre Eringena, bilo je 

još dosta teorija koje su pokušale da opišu strujanje fluida sa mikrostrukturom, ali nijedna 

nije bila toliko uspešna. Willson [7] (1970) je prvi uveo problem graničnog sloja kod 

strujanja mikropolarnih fluida. Iste godine Peddiseon i McNitt [8] (1970) su izveli jednačine 

graničnog sloja za mikropolarni fluid, koje su značajne u velikom broju tehničkih procesa, i 

primenili su ove jednačine kod stacionarnog strujanja oko prednje zaustavne tačke, 

stacionarnog opstrujavanja beskonačne ploče i strujanja započetog u graničnom sloju na 

beskonačnoj ploči. 

 Ariman [9, 10] (1973, 1974) je istraživao mehanku fluida mikrokontinuma, kao i 

specijalni slučaj strujanja mikropolarnih fluida. S druge strane, nešto kasnije Nath [11] (1975, 

1976) je razvio slična (automodelna) i aproksimativna rešenja, respektivno, za nestacionaran 

laminaran granični sloj mikropolarnih fluida, kao i Ahmadi [12] (1976) koji je takođe 

razmatrao samo slična rešenja za nestišljiv granični sloj mikropolarnog fluida oko polu-

beskonačne ploče, korišćenjem metode Runge-Kutta sa njutnovskom iteracijom. Strujanje u 

graničnom sloju na kontinualnoj površi je često sretan problem strujanja u brojnim tehničkim 

procesima. Strujanje u graničnom sloju na neprekidnoj polu-beskonačnoj ploči koja se 

ustaljeno kreće u mirnom fluidu, među prvima je teorijski proučavao Sakiadis [13] (1961), a 

prvi put je ovakav problem opstrujavanja ploče fluidom konstantne brzine rešen od strane 

Blasiusa [14] još davne 1908. godine. Saundalgekar i Takher [15] (1983) su proučavali 

strujanje i prenos toplote oko neprekidne ploče u mikropolarnom fluidu. Brzina, raspodela 

mikrorotacije i profili temperature su predstavljeni na graficima, a vrednosti faktora trenja i 

koeficijenta prenosa toplote dati su u tablicama. Gupta P. i Gupta A. [16] (1972) su dali 

rešenje za stacionarno strujanje mikropolarnog fluida oko neprekidne ploče podvrgnuto 

uniformnom usisavanju. Oni su ispitivali efekte bezdimenzionih fizičkih parametara, koji 

karakterišu strujanje, na profil brzine u graničnom sloju i vektor mikrorotacije. 

 Dvodimeziono stacionarano strujanje nestišljivog mikropolarnog fluida u laminarnom 

graničnom sloju oko polu-beskonačne ploče razmatran je od strane Korgova i Luctrova [17] 

(1979). Pokazano je da se za dva mikrorotacijska granična uslova mogu naći slična rešenja. 

Parcijalne diferencijalne jednačine kretanja svedene su na obične diferencijalne jednačine, 

zatim na granični problem u dve tačke, a onda na Košijev problem. Metod Runge-Kutta se 

koristi za integraciju Cauchyevog problema. Numerička rešenja su dobijena za različite 
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vrednosti bezdimenzionih parametara. Gorla [18] (1983) je razmatrao dvodimezioni 

stacinarni granični sloj mikropolarnog fluida kod prednje zaustavne tačke na pokretnoj ploči. 

Gorla [18] (1983) je takođe analizirao i karakteristike prenosa toplote mikropolarnog fluida 

oko tanke ploče. Numerički rezultati prezentovani su za širok opseg bezdimenzionih 

parametara i Prandtlovog broja. Gorla i Hassanian [19] (1990) su razmatrali prenos toplote sa 

rastežućeg zida na mikropolarni fluid koji je formulisao Eringen. Osnovna impulsna 

jednačina, jednačina o održanju ugaonog impulsa i energijska jednačina su rešene numerički. 

Rees i Pop [20] (1998) su razmatrali strujanje mikropolarnog fluida oko vertikalne ploče. 

Jednačine su rešili numerički korišćenjem Keller-box metode. Raptis [21] (1998) izučava 

strujanje mikropolarnog fluida oko ploče koja se kreće u prisustvu toplotnog zračenja, a 

Ezzat, Othman i Helmy [22] (1999), primenjuju matrični eksponencijalni metod na 

bezdimenzione jednačine nestacionarnog graničnog sloja elektroporovodnog mikropolarnog 

fluida pored beskonačne ploče. Pri rešavanju opisanog problema korišćene su Laplaceove 

transformacije. 

 Pored velikog broja istraživanja, koja su uglavnom bila vezana za granični sloj 

mikropolarnog fluida, veliki broj naučnika bavio se istraživanjem strujanja mikropolarnog 

fluida oko zida koji se rasteže, zatim u poroznoj sredini, kao i u vertikalnom kanalu. U 

mnogim istraživanjima korišćen je model mikropolarnih fluida za opis ponašanja biloških 

fluida (ljudska i životnjska krv). 

 Tozeren [23] (1977) je teoriju mikropolarnih fluida iskoristio za opisivanje ponašanja 

suspenzija, dok je sa druge strane teorija mikropolarnih fluida poslužila Allenu [24] (1971) da 

definiše teoriju podmazivanja mikropolarnim fluidima. Teorija podmazivanja mirkopolarnih 

fluida uzima u obzir samo povećanje efektivne viskoznosti u tankom sloju. Novija 

istraživanja, pokazuju da se efektivni viskozitet povećava ili smanjuje i približava određenoj 

granici/vrednosti (granična viskoznost) u zavisnosti od vrste tečnosti i prirode čvrste 

površine. Teorije podmazivanja mikropolarnim fludima dali su i Prakash i Sinha [25] (1975), 

Shukla i Isa [26] (1975), Tipie [27] (1979), Singh i Sinha [28] (1982), Que i Lu [29] (1987), 

Khasori i Brewe [30] (1988).  

 Takhar i Soundalgekar [31] (1985) su istraživali problem strujanja i prenosa toplote 

mikropolarnog fluida preko porozne ploče. Kamal, Ashraf i Syed [32] (2006) su izučavali 

dvodimenziono strujanje mikropolarnog fluida prouzrokovano uduvavanjem između dve 

porozne ploče. Chamkah [33] (2002) je izučavao potpuno razvijeno slobodno konvektivno 
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strujanje mikropolarnog fluida u vertikalnom kanalu. Potpuno razvijeni prirodno konvektivi 

prenos mase i toplote mikropolarnog fluida u vertikalnom kanalu sa asimetričnim 

temperaturama zidova je izučavano i od strane Ching-Yang Chenga [34] (2006). Problem 

strujanja mikropolarnih fluida kroz poroznu sredinu ima mnoge praktične primene, kao što je 

strujanje kroz porozne stene, kroz penu i penasta/sunđerasta tela, zatim legure, polimerne 

mešavine i mikroemulzije. Iz tog razloga poslednjih godina mnogi naučnici su proučavali 

nestacionarno slobodno konvektivno strujanje mikropolarnog fluida u prisustvu ili bez 

magnetnog polja. Na primer, Srinivasacharya [35] (2001) razmatrao je efekte mikrorotacije 

na nestacionarno strujanje mikropolarnog fluida između dve paralelne porozne ploče, sa 

periodičnim isisavanjem. Bhargara [36] (2003) je dobio numerička rešenja za slobodno 

konvektivno MHD strujanje mikropolarnog fluida između dve vertikalne paralelne porozne 

ploče, korišćenjem metode kvazi-linearizacije (quasi-linearization method). Konačno, Zueco 

[37] (2009) je sa svojim saradnicima radio na analizi nestacionarnog hidromagnenog 

strujanja mikropolarne tečnosti između dva vertikalna i porozna zida, uz pomoć metode 

mrežne simulacije (Network Simulation Method).  Zaključak sve trojice je bio da magnetno 

polje treba da bude važan parametar za kontrolu brzine prenosa toplote pri mnogim 

primenama magnetne hidrodinamike. 

 Još od ranih istraživanja Baylissa [38] (1952), urađeno je par teorijskih i 

eksperimentalnih istraživanja kako bi se razumele karakteristike strujanja krvi [39-41]. Sva ta 

istraživanja vršena su sa pretpostavkom da se krv ponaša kao njutnovski fluid. Međutim, sada 

je već prihvaćeno da se krv ponaša kao ne-njutnovski fluid pod određenim uslovima, posebno 

pri malom smicajnom naponu. Teorija mikropolarnih fluida je prvi put primenjena kao model 

za ljudsku krv od strane Turka [42, 43] (1973, 1974), a zatim i od strane Hogena i njegovih 

saradnika [44] (1989). Ranija eksperimentalna istraživanja [45-47] strujanja krvi pokazala su 

da pod određenim uslovima strujanja, strujanje krvi ima izvesna odstupanja od strujanja 

njutnovskih fluida. U poslednje vreme, problem strujanja kroz kanale privukao je značajnu 

pažnju s obzirom na njegovu primenu kod kardiovaskularnog sistema [48] tretirajući krv kao 

mikropolarni fluid. Ariman [49] je razmatrao strujanje krvi u kružnoj krutoj cevi i ustanovio 

da je mirkopolarni fluid bolji model za strujanje krvi jer uzima u obzir i mikrorotaciju čestica 

suspendovanih u krvi što je kasnije potvrđeno eksperimntalnim rezultatima od strane 

Bugliarelloa i Sevilla [45]. 
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 Analiza uticaja dejstva magnetnog polja na strujanje mikropolarnog fluida, 

razmatrano je od strane Kasiviswanathana i Gandhia [50] (1992) koji su izučavali klasu tačnih 

rešenja za magnetno hidrodinamička strujanja mikropolarnog fluida između dva paralelna, ne 

koaksijalna, izolovana i beskonačna rotirajuća diska. Mohammeadein i Gorla [51] (1966) 

razmatrali su uticaj poprečnog magnetnog polja na kombinovano konvektivno strujanje 

mikropolarnog fluida oko horizontalne ploče. Kanije su Gorla i Takhar [52] (1998) razmatrali 

istovremeni uticaj sile potiska i Lorentzove sile prilikom strujanja elektroprovodnog 

mikropolarnog fluida oko zagrejane vertikalne ploče u prisistvu poprečnog magnetnog polja 

visokog intenziteta. Rezultati istraživanja ukazivali su na to da mikropolarni fluidi smanjuju 

zaustavni trag (odlažu odvajanje graničnog sloja) i brzinu prenosa toplote sa površine. Magnetno 

hidrodinamička strujaja izučavana su takođe i od strane: Ortege i Rojasa [53] (1996), zatim 

Rojasa [54] (1997), Rojasa i Beltrana [55] (1995), Rojasa i Boldrina [56] (1998) i Langa [57] 

(1977). Novija istraživanja, Mansour i Gorla [58] (1999), bavila su se razmatranjem problema 

MHD kombinovano konvektivnog strujanja mikroploarnog fluida oko zadnje zaustavne tačke 

horizontalnog cilindra potopljenog u mikropolarni fluid. El-Haikem [59] (1999) proučavao je 

uticaj Jouleove toplote na magnetno hidrodinamička slobodno konvektivna strujanja 

mikropolarnih fluida. El-Amin [60] (2001) je proučavao magnetno hidrodinamičko slobodno 

konvektivno strujanje i prenos mase mikropolarnog fluida sa konstantim isisavanjem. Nedavno su 

Rahman i Sattar [61] (2006) izučavali magnetno hidrodinamičko konvektivno strujanje 

mikropolarnog fluida preko beskonačne pokretne ploče uz apsorbciju toplote. Oni su zapravo 

proširili rad El-Arabawya [62] (2003) na magnetno hidrodinamičko strujanje uzimajući u obzir 

uticaj slobodne konvekcije i inercije mikrorotacije koji su zanemareni u radu El-Arabawya. 

Međutim, napred pomenuto istraživanje rađeno je sa pretpostavkom da ploča miruje. Sa druge 

strane, Kim [63] (2001) je razmatrao nestacionarno magnetno hidrodinamičko slobodno 

konvektivno strujanje mikropolarnog fluida preko vertikalne porozne ploče u poroznoj sredini. 

1.3. 

Predmet istraživanja u disertaciji 

 Predmet istraživanja ove disertacije je uticaj magnetnog i električnog polja na strujanje i 

prenos toplote mikropolarnih fluida. Ova oblast je do danas veoma malo izučena te je osnovni cilj 

definisanje fizičkih i matematičkih modela koji adekvatno opisuju ove probleme strujanja i 

prenosa toplote, kao i analiza uticaja karakterističnih fizičkih parametara na strujno-

temperaturske osobine sistema ili procesa. 
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 Primarni cilj naučnog istraživanja je prevashodno definisanje odgovarajućih 

matematičkih modela kojima se opisuje strujanje, prenos toplote i mikrorotacija strukturnih 

elemenata mikropolarnih fluida uopštenjem klasičnog Navier-Stokesovog modela i uzimanjem u 

obzir jednačine konzervacije ugaonog impulsa. Zatim definisanje opštih jednačina magnetne 

hidrodinamike za mikropolarne fluide pri čemu se razmatra uticaj magnetnog i električnog polja 

na strujanje fluida, te proširenje razmatranih problema strujanja i prenosa toplote mikropolarnih 

fluida uvođenjem u razmatranje indukovanog magnetnog polja ( 00Rm  ). 

 Shodno postavljenom cilju, prvi deo istraživanja vezan je za potpuno razvijeno laminarno 

MHD strujanje mikropolarnih fluida u kanalima pod dejstvom uniformnog magnetnog polja. Za 

ovu klasu Hartmann-Poiseuilleovih strujanja ili Hartmann-Couetteovih strujanja razvijaju se 

matematički modeli, analiziraju dobijena rešenja i utvrđuju uticaji karakterističnih 

bezdimenzionih veličina na strujanja i prenos toplote. Ova se strujanja karakterišu time da se sve 

fizičke veličine, izuzev pritiska, ne menjaju duž pravca strujanja, dok je pad pritiska u pravcu 

strujanja konstantan. Matematički opis postavljenog problema definisan je jednačinom 

kontinuiteta, impulsnom jednačinom, opštom jednačinom magnetne indukcije, energijskom 

jednačinom, kao i novo uvedenom jednačinom koja predstavlja konzervaciju ugaonog impulsa. 

Analiza dobijenih rezutata biće grafički predstavljena uz izvedene zaključke o uticaju 

karakterističnih parametara na strujanja mikropolaranih fluida. 

 Drugi analitički problem disertacije ima za cilj analizu klase problema MHD strujanja i 

prenosa toplote mikropolarnih fluida za slučaj Reynoldsovog magnetnog broja reda jedinice, 

00Rm  . Usled strujanja elektroprovondog fluida u prisustvu spoljašnjeg magnetnog polja, 

dolazi do pojave indukcije magnetnog polja. Ako Reynoldsov magnetni broj uzima vrednosti oko 

jednice, onda uticaj ovog indukovanog polja na strujanje i karakteristike strujanja, ne sme biti 

zanemaren. Stoga će se u ovom delu disertacije dati uticaj karakteristika mikropolarnog fluida na 

indukovano magnetno polje, kao i na ostale strujne veličine. 

 Treći razmatrani model u doktorskoj disertaciji, predstavlja proširenje drugog modela gde 

se uvodi proizvoljna provodnost zidova kanala. U cilju kompletnosti razmatranja opisanog 

problema definisaće se i problem provodnosti zidova kanala, pri čemu se razlikuju neprovodni 

zidovi, zidovi konačne provodnosti i idealno provodni zidovi. Moguća kombinacija provodnosti 

zidova pruža analizu uticaja provodnosti zidova na samo strujanje mikropolarnog fluida, a 

posebno uticaj na profil brzina u graničnim slojevima na zidovima paralenim magnetnom polju, 

kao i na zapreminski protok u ovim slojevima. 
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 Značaj razvoja EMHD pumpi, pre svega zbog njihove pouzdanosti, odsustva pokretnih 

delova male potrebne snage, reverzibilnosti protoka, mogućnosti upravljanja strujanjem sa dva ili 

više fluida, izazvao je sve veće interesovanje za izučavanje EMHD strujanja. Iz tog razloga kod 

narednog razmatranog problema u disertaciji, vršiće se analiza EMHD strujanja mikropolarnog 

fluida. Nezavisno od namene EMHD strujanja mikropolarnog fluida, značajno je razumeti 

dinamiku ovakvog strujno-termičkog problema i efekat električnog i magnetnog polja na 

transportne karakteristike sistema, odnosno analizu međusobnog dejstva između magnetnog polja 

i električnog polja normalnog na njega. 

 U drugom delu disertacije posebna pažnja biće posvećena istraživanju magnetno 

hidrodinamičkog strujanja dva fluida koji se ne mešaju. Tako će peto poglavlje u disertaciji kao 

osnovni cilj imati razmatranje uticaja magnetnog polja na strujanje i prenos toplote dva 

mikropolarna fluida. Za ovako definisane probleme, nakon razvoja matematičih modela i 

definisanja graničnih uslova na površi razdvajanja fluida, analiziraju se dobijena rešenja i 

utvrđuju uticaji karakterističnih bezdimenzionih veličina na strujanja i prenos toplote. Posebno se 

razmatra međusobni uticaj fluida i promene koje nastaju na razdelnoj površi fluida. 

 Šesti razmatrani model se odnosi na istraživanja i analizu klase problema MHD strujanja i 

prenosa toplote mikropolarnog i viskoznog fluida u nagnutom kanalu. Osnovni cilj je razvoj 

modela, analiza dobijenih rešenja i utvrđivanje uticaja karakterističnih bezdimenzionih veličina 

na strujanja i prenos toplote. Uticaj magnetnog polja na strujanje fluida u nagnutom kanalu biće 

analiziran preko Hartmannovog broja, dok će uticaji fizičkih karakteristika mikropolarnih fluida 

na samo strujanje fluida biti analizirani preko dopunskih viskoznosti, odnosno karakterističnih 

parametara koji su definisani preko pomenutih viskoznosti. Pored uticaja magnetnog polja i 

fizičkih karakteristika mikropolarnog fluida, razmatraće se i uticaj ugla pod kojim je nagnut 

kanal. Cilj ovog dela istraživanja je određivanje polja brzine, temperature i mikrorotacije i to u 

bezindukcionoj aproksimaciji. 

 Analiza MHD strujanja u kanalima obično se vrši pretpostavljajući da je elektroprovodnost 

fluida konstantna i da se strujanje obavlja duž jednog pravca a karakteristične veličine zavise od 

poprečne koordinate. Ove dve pretpostavke značajno pojednostavljuju opšte jednačne koje 

opisuju strujanje fluida i prenos toplote i ovako dobijene jednačine je moguće rešiti analitički ne 

čineći grešku u slučaju jednostavne geometrije kanala. Poseban značaj ovih tačnih rešenja 

pojednostavljenih fizičkih modela je u tome što ona omogućavaju dobijanje aproksimativnih 

rešenja složenijih problema. Pored ove veoma poznate primene tačnih rešenja u mehanici fluida, 

postoji još jedan važan razlog za njihovu analizu u magnetnoj hidrodinamici. Kod magnetno 
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hidrodinamičkih problema strujanja, uvođenjem elektromagnetnih fenomena u analizu dinamike 

strujanja fluida ne javljaju se samo problemi u rešavanju jednačina, već se javljaju i novi fizički 

fenomeni. Dobijena analitička rešenja diferencijalnih jednačina koja opisuju MHD strujanje 

mikropolarnih fluida omogućavaju sticanje uvida u ove nove fizičke fenomene. 

 U okviru disertacije biće učinjen pokušaj da se pomenuta pojednostavljena analiza proširi 

uzimajući u obzir indukovano magnetno polje sa ciljem utvrđivanja magnento hidrodinamičke 

interakcije fluida i polja, dok se u energijskoj jednačini, pored viskoznog zagrevanja, uzima u 

obzir i Jouleova toplota. Opisani problemi biće razmatrani kako za strujanje jednog, tako i za 

strujanje dva fluida koji se ne mešaju. Ovako proširene jednačine svodiće se na bezdimenzioni 

oblik korišćenjem bezdimenzionih veličina koje karakterišu MHD strujanja i zatim će se dati 

njihova analitička rešenja. Dobijena rešenja biće analizirana za fluide čija je primena značajna u 

tehničkoj praksi i za različite vrednosti karakterističnih bezdimenzionih veličina.  

 Razvoj softvera za numeričko rešavanje problema dinamike fluida (computational fluid 

dynamics-CFD), kao i mogućnost njihovog proširenja, tj. dokodiranja, omogućava opisivanje 

složenijih problema strujanja fluida. Cilj istraživanja u pretposlednjem poglavlju disertacije biće 

razvoj modela u softveru ANSYS-CFX pri čemu će se definisati dopunski članovi koji će 

opisivati fizičke karakteristike mikropolarnog elektroprovodnog fluida, kao i uticaj magnetnog, 

električnog polja i mikrorotacije. 

 Za sve prethodno definisane probleme strujanja mikropolarnih fluida ključni ciljevi su 

matematičko modeliranje opisanih problema strujanja, zatim njihovo rešavanje i analiza fizičkih 

fenomena koji se javljaju kod MHD i EMHD strujanja. 

 U okviru disertacije, sledeći problemi MHD i EMHD strujanja mirkopolarnih fluida biće 

matematički definisani i analizirani preko uticaja karakterističnih bezdimenzonih veličina na 

polja brzine, mikrorotacije, temperature i magnetne indukcije: 

  Strujanje i prenos toplote elektroprovodnog mikropolarnog fluida u prisustvu magnetnog 

polja između paralelnih ploča; 

  Strujanje i prenos toplote elektroporovodnog mikropolarnog fluida za slučaj 

Reynoldsovog magnetnog broja reda jedinice; 

  Strujanje i prenos toplote elektroporovodnog mikropolarnog fluida za slučaj 

Reynoldsovog magnetnog broja reda jedinice i proizvoljnu provodnost zidova kanala; 

  Analiza EMHD strujanja i prenosa toplote mikropolarnog fluida između paralelnih ploča 

u prisustvu električnog i spoljašnjeg magnetnog polja; 
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  Analiza uticaja magnetnog polja na strujanje i prenos toplote strujanje dva mikropolarna 

fluida koji se ne mešaju; 

  Strujanje i prenos toplote elektroprovodnog mikropolarnog fluida i viskoznog fluida u 

prisustvu magnetnog polja u nagnutom kanalu; 

  Razvoj modela fluida sa mikrostrukturom u softveru ANSYS-CFX. 
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- II poglavlje - 

 

2. Matematički model 

2.1. 

Osnovne jednačine strujanja viskoznog fluida 

 Fluid je materija koja se kontinualno deformiše pod dejstvom tangencijalnog napona 

ma kako mali on bio. 

 Postoje u osnovi dve metode proučavanja kretanja fluida. Prva tretira fluid kao skup 

molekula.  Alternativna metoda koristi koncept kontinuuma koji zanemaruje diskretnu 

strukturu materije i pretpostavlja da fluid kontinualno ispunjava prostor. Materija na koju se 

može primeniti koncept kontinuuma naziva se neprekidna sredina ili kontinuum. Deo fizike 

koji proučava kretanje neprekidne sredine naziva se mehanika neprekidne sredine ili 

mehanika kontinuuma. Prema tome mehanika fluida je deo mehanike kontinuma.  

 Stanje fluida je potpuno definisano rasporedom brzine  , tv r , pritiska  ,p tr i 

gustine  , t r . Sve ove veličine su funkcije prostornih koordinata  , ,x y zr  i vremena t. 

2.1.1. 

Jednačina kontinuiteta 

 Jednačina kontinuiteta ili jednačina neprekidnosti predstavlja analitički oblik zakona o 

održanju mase [64]. Ovom jednačinom izražava se neprekidnost fluida, nezavisno od vrste i 

raspodele sila koje deluju na fluid. Zakon o održanju mase može da se primeni kako na 

elementarnu masu fluidnog delića dm , tako i na konačnu masu m , odnosno konačnu malu 

masu m . 

 Prema ovom zakonu, masa fluidnog delića ne menja se za vreme kretanja u 

neprekidnom strujnom polju, te važi jednačina: 
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 .dm dV const   (2.1) 

 Pri kretanju se mogu menjati i gustina i zapremina delića, ali njihov proizvod mora 

ostati nepromenjen. Prethodna konstatacija znači, u matematičkom smislu, da je totalni izvod 

elementarne mase po vremenu jednak nuli, odnosno da je: 

       0.
d d d d

dm dV dV dV
dt dt dt dt

      (2.2) 

 U jednačini (2.2) izraz /d dt  predstavlja totalni izvod po vremenu gustine  , t r . 

Kako je gustina skalarna veličina, onda se ovaj izvod može napisati u sledećem obliku: 

   .d
grad

dt t

  
  


v  (2.3) 

 S druge strane, kako je divergencija brzine brojno jednaka višku zapremine fluida koji 

istekne u jedinici vremena iz jedinice zapremine fluidnog prostora, odnosno: 

  
 

,
d dV

div dV
dt

 v  (2.4) 

jednačina (2.2) svodi se na jednačinu: 

    0,grad div dV
t

        
v v  

odakle je: 

    0.grad div
t

  
   


v v  (2.5) 

 Odnosno, ova jednačina može da se napiše u konciznijem obliku ako se spoje 

poslednja dva člana jednačine (2.5): 

    0.div
t

 
 


v  (2.6) 

 Jednačine (2.5) i (2.6) predstavljaju različite oblike jednačine kontinuiteta, odnosno 

jednačine neprekidnosti. Jednačina (2.5) ustvari predstavlja jednačinu kontinuiteta u 

razvijenom obliku. 
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 Najopštiji koncizni oblik jednačine kontinuiteta (2.6) u Deckardovom pravouglom 

koordinatnom sistemu glasi: 

        0.u v w
t x y z

      
   

   
 (2.7) 

 Iz prethodnih jednačina (2.5) i (2.6), direktno sledi zaključak da su polja gustine 

 , t r  i brzine  , tv r  međusobno povezana, te u neprekidnom strujnom polju funkcije 

 , t r i  ,tv r  u svakoj tački strujnog prostora zadovoljavaju jednačinu kontinuiteta (2.6) i 

ne mogu da budu proizvoljno zadate. 

 Pri ustaljenom strujanju fizičke veličine ne zavise eksplicitno od vremena t, te se iz 

najopštijeg oblika (2.6) u slučaju stacionarnog polja gustine ( / 0d dt  ), dobija jednačina 

kontinuiteta u specijalnom obliku: 

    0.div  v  (2.8) 

 Za slučaj nestišljivog fluida, jednačina kontinuiteta se svodi na odgovarajući 

specijalni oblik: 

  0,div v  (2.9) 

odnosno u razvijenom obliku: 

  0,
u v w

x y z

  
  

  
 (2.10) 

gde su sa , ,u v w  označene komponente vektora brzine u ,x y  i z  pravcu respektivno. 

2.1.2. 

Jednačina konzervacije impulsa 

 U tehničkoj praksi se često za rešavanje raznih problema strujanja fluida koristi zakon 

o promeni količine kretanja, koji se naziva i zakon impulsa [65]. Kako zakon o promeni 

količine kretanja glasi: Totalni izvod vektora količine kretanja jednak je zbiru vektora 

zapreminskih i površinskih sila, to ovom zakonu odgovara jednačina: 
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  .
V A V

D
dV dA dV

Dt
 

 
  

 
  nv p f

 (2.11) 

gde članovi na desnoj strani jednačine (2.11) predstavljaju redom glavni vektor površinskih 

sila i glavni vektor zapreminskih sila kojima okolni fluid deluje na ukupnu zapreminu V, 

odnosno na površinu A. 

 Član na levoj strani jednačine (2.11), predstavlja silu na posmatrani fluidni delić mase 

.dV  Zbog jednačine kontinuiteta (2.2), može se totalni izvod vektora količine kretanja za 

nestišljivi fluid po vremenu transformisati na oblik: 

      .
V V V V V

D D D D D
dV dV dV dV dV

Dt Dt Dt Dt Dt
    

 
    

 
    

v v
v v v

 (2.12)
 

 Totalni izvod D Dtv  predstavlja promenu brzine fluidnog delića tokom njegovog 

kretanja kroz prostor, a ne promenu brzine u fiksiranoj tački. Izraz  D Dt  za neku 

promenljivu f  definiše se za male promene , ,x y z  i t  i može se zapisati u obliku: 

  .
Df d f f f f

dt dx dy dz
Dt dt t x y z

    
        

 (2.13) 

 Kako se prati promena veličine f  prateći fluidni delić, može se napisati: 

  ,
Df f f f f

u v w
Dt t x y z

   
   
   

 (2.14) 

tj. 

    ,
Df f

f
Dt t


  


v   (2.15) 

gde f t   predstavlja promenu veličine f  tokom vremena u određenoj tački u prostoru. 

 Prvi član na desnoj strani jednačine (2.11) predstavlja vektor površinskih sila koji se 

primenom Gaussove teoreme prevodi sa površinskog na zapreminski integral: 

  .yx z

A V

dA dV
x y z

  
      

 n

pp p
p  (2.16) 
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 Zamenom prvog člana na desnoj strani jednačine (2.11) izrazom (2.16) i 

prebacivanjem svih članova ove jednačine na jednu stranu, dobija se jednačina: 

  0.yx z

V

D
dV

Dt x y z
 

  
        


pp pv

f  (2.17) 

 Budući da je zapremina V potpuno proizvoljna, to prethodni integral predstavlja 

neodređeni integral. Zato podintegralna funkcija mora da bude jednaka nuli, što dovodi do 

jednačine: 

  ,yx zD

Dt x y z
 

 
   

  

pp pv
f  (2.18) 

koja predstavlja opštu dinamičku jednačinu neprekidne sredine. Ova jednačina izvedena je na 

osnovu zakona o promeni količine kretanja, pa prema tome važi kako za "njutnovske" tako i 

za "ne-njutnovske" fluide. Kako za većinu tečnosti i gasova, važi uopšteni Njutnov zakon, to 

će za dalju transformaciju jednačine (2.18) da se koriste sledeći izrazi za napone, čime 

definišemo njutnovski fluid: 

  

,

2
2 .

3

j i

i j
ij

i

i

v v
pri j i

x x
p

v
p div pri j i

x



 

   
        
    

v

 (2.19) 

 U prethodnim izrazima (2.19),   predstavlja dinamičku viskoznost. Smatrajući da je 

,const   vršimo transformaciju desne strane jednačine (2.18), koja nakon deljenja sa ,  

dobija sledeći oblik: 

   1
,

3

D
gradp grad div

Dt




    
v

f v v  (2.20) 

gde je:     kinematska viskoznost. 

 Za strujanje nestišljivog fluida važi napred izvedena jednačina kontinuiteta ( 0div v

), pa jednačina (2.20) prelazi u: 

  
1

,
D

gradp
Dt




   
v

f v  (2.21) 
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odnosno prema izrazu (2.15) prelazi u jednačinu oblika: 

    1
.gradp

t





     

v

v v f v  (2.22) 

2.1.3. 

Jednačina konzervacije energije 

 Ako se posmatrana elementarna masa posmatra kao "zatvoren sistem", onda se prvi 

zakon termodinamike može napisati u obliku: 

  ,
dQ dE dA

dt dt dt
   (2.23) 

gde je: dE dt  ukupna promena energije u jedinici vremena, a dA dt  rad u jedinici vremena. 

 Mera povećanja energije fluidnog delića data je sledećim izrazom: 

  
21

,
2V V

D De
dV dV

Dt Dt
  

v
 (2.24) 

gde e  predstavlja specifičnu toplotnu energiju koja se kod nestišljivih fluida može definisati 

relacijom: 

  ,pe c T  (2.25) 

gde je sa T  označena temperatura, dok je pc  maseni toplotni kapacitet. Pri daljem izvođenju 

pretpostavlja se da je ova veličina konstantna, iako opšte gledajući ona za fluide zavisi od 

temperature. 

 Prvi član izraza (2.24) je promena kinetičke energije fluidnog delića, a drugi 

predstavlja meru promene unutrašnje energije. Da bismo primenili zakon o održanju energije, 

izraz (2.24) treba izjednačiti sa dodatnim članovima od strane svih drugih izvora.  

 Unutrašnja energija se menja usled rada spoljašnjih sila, kao i zbog rada usled 

površinskih sila pritiska i viskoznih sila. 

 
,

V

dV sila zemljineteže   g v
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 ,
V

dV elektromagnetna sila E j   (2.26) 

 ,
A V

p dA p dV površinska sila pritiska    v v  

   .ij ij

A V

dA dV viskozne sile      τ v τ v  

 Takođe, energija se fluidnom deliću može dovesti toplotnom kondukcijom fluksom 

TJ , zračenjem usled fluksa radJ , a kod određenih slučajeva prenosa toplote i mase moguća je 

i promena energije usled difuzije fluksom SJ . Ovaj se član definiše izrazom: 

    .T rad S tot tot

A A V

dA dA dV      J J J J J  (2.27) 

 Na kraju, moguće je unutrašnje stvaranje toplotne energije po jedinici mase: 

  .
V

qdV  (2.28) 

 Vraćajući sve pretpostavljene efekte koji utiču na promenu energije u toku vremena, i 

izjednačavajući ih sa početnim izrazom (2.23), dobija se jednačina u obliku: 

  
 

21

2

.

p

V V V V

ij tot

V V V

D
c T dV dV dV p dV

Dt

dV dV qdV

  



          
 

      

   

  

v g v E j v

τ v J
 (2.29) 

 Kako je E j , te korišćenjem Reynoldsove transportne teoreme i Gaussove 

teoreme, uz činjenicu da prethonda jednačina mora da važi za svaku posmatranu zapreminu 

 V t , odakle sledi da podintegralna funkcija, ukoliko je neprekidna, mora da bude jednaka 

nuli, dobijamo jednačinu u obliku: 

     
2

0.p tot ij

D DT
c p q

Dt Dt
   


          

v j
v gv v J τ v  (2.30) 

 Korišćenjem Eulerove jednačine: 
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  ,
D

p
Dt

   
v

g  (2.31) 

prethodna jednačina se svodi na oblik: 

   
2

0.p tot ij

DT
c q

Dt
 


        
j

J τ v  (2.32) 

 Pošto se u disertaciji ne razmatraju problemi u kojima se uzima u obzir zračenje, 

zatim promena energije usled difuzije ili untrašnja produkcija toplote, definiše se član koji 

opisuje kondukciju. Na osnovu Fourierovog zakona o toplotnom fluksu, taj član se može 

zapisati u obliku: 

    ,tot

A A V

dA k TdA k T dV      J  (2.33) 

gde k  predstavlja toplotnu provodljivost. 

 Kako u jednačini (2.32) član  ij τ v  predstavlja disipativnu funkciju , koja 

predstavlja izvor unutrašnje energije usled deformacionog rada na deliću fluida, u konačnom 

obliku energijska jednačina može se zapisati: 

  
2

2 ,p

T
c T k T

t



        

j
v  (2.34) 

gde disipativna funkcija u razvijenom obliku može biti zapisana kao: 

  
 

.

ij xx yx zx

xy yy zy xz yz zz

u u u

x y z

v v v w w w

x y z x y z

  

     

  
       

  
     

     
     

τ v

 (2.35)  

 Kako znamo na osnovu simetričnosti napona da su xy yx xz zx yz zy          , 

odnosno: 
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,

,

,

xy yx

xz zx

yz zy

v u

x y

w v

y z

u w

z x

  

  

  

  
     

  
     

       

 (2.36) 

i kako su: 

  2 ; 2 ; 2 ,xx yy zz

u v w

x y z
       

  
  

 (2.37) 

disipativnu funkciju   možemo zapisati i u sledećem razvijenom obliku: 

  

22 2

2 22

2 2 2

.

u v w

x y z

u v u w v w

y x z x z y


                      

                             

 (2.38) 

2.2. 

Osnovne jednačine MHD strujanja 

2.2.1. 

Maxwellove jednačine 

 Elektromagnetna polja se opisuju u opštem slučaju sledećim sistemom Maxwellovih 

integralnih jednačina [66], koje predstavljaju opšte zakone fizike za elektromagnetne pojave: 

 

,
A A

dl dA dA
t


 

  
D

H j
 

 

,
A

dl dA
t


 

 
B

E
  (2.39) 

 

0,
A

dA B
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.
V A

qdV dA D
 

 Diferencijalna forma Maxwellovih jednačina (2.39), ima oblik:  

  ,
t


  


D

H j  (2.40) 

  ,
t


  


B

E  (2.41) 

  0,  B  (2.42) 

  .q  D  (2.43) 

 U prethodnim jenačinama (2.40)-(2.43), oznakama ,B ,H ,E ,D j  i q , respektivno su 

označeni: magnetna indukcija, magnetno polje, električno polje, indukovano električno polje, 

gustina struje i gustina naelektrisanja. Jednačine (2.40) i (2.41), respektivno, predstavljaju 

Maxwellovu formu Ampereovog i Faradayovog zakona.  

 Dva konstituivna zakona povezana su jednačinama (2.40) i (2.43) i daju vezu između 

električnih i magnetnih veličina. Oni zapravo povezuju vektore D  sa E i H  sa .B  Ova dva 

zakona zapisuju se u obliku: 

  ,D E  (2.44) 

  0 ,B H  (2.45) 

gde   predstavlja dielektričnu konstantu, a 0  magnetnu permeabilnost vakuma, a kako i 

ostale sredine imaju sličnu vrednost, nadalje će se koristiti ova oznaka. Sada jednačine (2.40)-

(2.43), mogu biti zapisane u sledećoj formi: 

  
 

0

,
t




 
     

EB
j  (2.46) 

  ,
t


  


B

E  (2.47) 

  0,  B  (2.48) 
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    .q E  (2.49) 

2.2.2 

Pricip konzervacije električnog polja 

 Princip konzervacije električnog polja, što je elektromagnetni ekvivalent principu 

konzervacije mase, glasi: Ukupno električno polje Q date količine materije je konstantno. 

Stoga parcijalni izvodi ukupnog električnog polja moraju biti jednaki nuli, što se može 

zapisati kao: 

  0.
V

dQ q
dV

dt t

       j  (2.50) 

Da bi integral (2.50) bio jednak nuli, podintegralna funkcija mora biti jednaka nuli: 

  0.
q

t


 


j  (2.51) 

2.2.3. 

Ohmov zakon 

 Za izotropni medijum koji miruje, Ohmov zakon se može zapisati u sledećem obliku: 

  .j E  (2.52) 

 Za neki pokretni medijum, jednačina (2.52) će i dalje važiti samo ako je napisana za 

referentni sistem koji se kreće sa medijumom. Zadržavajući iste simbole za veličine, ova 

jednačina se može napisati: 

  ' '.j E  (2.53) 

 Na osnovu Lorentzovih transformacija za gustinu električne struje i električno polje:  

  ' ,q j j v  (2.54) 

  ' ,  E E v B  (2.55) 

Ohmov zakon, za referenti sistem koji miruje, ima oblik: 
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     ,q    j v E v B  (2.56) 

gde je   skalar koji predstavlja elektroprovodnost, a v  vektor brzine. 

2.2.4. 

Jednačina magnetne indukcije 

 Magnetna hidrodinamika izučava medijume koji su dovoljno provodni da možemo 

računati da je vreme naelektrisavanja mnogo kraće od vremena prenosa elektromagnetnih 

fenomena. Stoga se može zanemariti promena električne indukcije tokom vremena t D  u 

poređenju sa j  i H , kao i promena gustine naelektrisanja tokom vremena q t   kada se 

poredi sa gustinom struje j . Stoga, jednačina (2.49) postaje nezavisna od ostalih jednačina, te 

je samim tim korisna samo za izračunavanje gustine naelektrisanja q . Pored toga, a u 

kontekstu MHD strujanja, može da se pretpostavi da je advekcija naelektrisanja qv  

zanemarljiva  0q v  kada se poredi sa provođenjem proporcionalnim sa 

elektroprovodnošću   i da se dielektrična konstanta   i magnetna permeabilnost   mogu 

smatrati konstantama i jednakim sa onima u vakuumu. Sa ovim pretpostavkama osnovne 

jednačine elektromagnetnih fenomena za MHD strujanja postaju: 

  0 , B j  (2.57) 

  ,
t


  


B

E  (2.58) 

  0,  B  (2.59) 

  0,  j  (2.60) 

   .  j E v B  (2.61) 

Kako je 0  konstantno, u skladu sa jednačinom (2.57) divergencija gustine struje j  je nula, 

te jednačina (2.60) postaje suvišna. Koristeći jednačinu (2.61) sistem jednačina postaje: 

   0 ,    B E v B  (2.62) 
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  ,
t


  


B

E  (2.63) 

  0. B  (2.64) 

 Novi sistem se sastoji od sedam jednačina a šest nepoznatih. Da bi se uklonila 

dvoznačnost, obično se uzima na osnovu Ohmov zakona: 

     0 .     B E v B  (2.65) 

 Sada, pretpostavljajući da je elektro provodnost konstanta, što je česta pretpostavka 

kod MHD strujanja, kao i uz pomoć Faradayovog zakona (2.63), dobijamo: 

     0 ,
t

          
B

B v B  (2.66) 

što se može zapisati i u sledećem obliku: 

      0,
t


     


B

v B B  (2.67) 

gde je  01    koeficijent magnetne difuzije, a 0  je permeabilnost vakuma dok   

predstavlja elektroprovodnost. Kada se jednačine (2.64) i (2.67) reše za magnetno polje ,B

električno polje može se odrediti iz sledeće jednačine: 

    ,   E B v B  (2.68) 

a gustina struje j  se može odrediti iz jednačine (2.61). 

 Jednačina (2.67) je dobro poznata forma jednačine magnetne indukcije [66]. Ona se 

sastoji od sledećih članova: difuzivnog člana drugog reda, konvektivnog člana prvog reda i 

hiberboličkog diferencijalnog člana prvog reda. Jednačina magnetne indukcije daje prednost 

direktnog povezivanja glavne hidrodinamičke veličine, polja brzine, sa glavnom 

elektromagnetnom veličinom, magnetnom indukcijom. Zaista, ako se divergencija jednačine 

(2.64) uzme deo po deo, dobija se sledeći uslov za divergenciju B : 

  
 

0.
t

  



B

 (2.69) 
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 Jednačina (2.69) ukazuje da divergencija B  ostaje konstantna tokom vremena i stoga 

je nula ako je u početku bila nula. Međutim, dobro je poznato, da uopšteno, stvaranje takvog 

inicijalnog polja bez divergencije nije lak zadatak. Štaviše, iako je lokalna konzervacija 

magnetnog polja uključena u jednačinu (2.67), ova karakteristika možda ne važi tačno za 

diskretno razvijenu verziju za numeričko rešenje parcijalnih diferencijalnih jednačina. Tako 

se rezultujući sistem jednačina mora sastojati od obe jednačine (2.64) i (2.67). 

2.2.5. 

Navier-Stokesove jednačine MHD strujanja 

 Vratićemo se na napred izvedenu jednačinu kontinuiteta za nestišljiv fluid (2.9): 

  0,div v  (2.70) 

kao i jednačinu konzervacije impulasa: 

    1
,gradp

t





     

v

v v f v  (2.71) 

u kojoj su: ,p ,   i ,f pritisak, gustina, kinematska viskoznost i vektor zapreminskih sila, 

respektivno. Za MHD strujanja, vektor zapremiskih sila je  f j B i predstavlja Lorentzovu 

silu koja nastaje usled interakcije između gustine struje i magnetnog polja. Zamenjujući 

gustinu struje izrazom (2.57) dobijamo: 

     
0

1 1
0.p

t


  


         

v

v v v B B  (2.72) 

 Zapreminska sila f se takođe može napisati i u sledećem obliku: 

   
2

0 0

.
 

 
      

 

B B
f j B B  (2.73) 

 Fizičko tumačenje ovog zapisa je očigledno. Lorentzova sila je razložena na prvi član 

koji predstavlja nerotirajući gradijent i drugi član koji predstavlja rotaciju. Nerotirajući 

gradijent  2
0 B  predstavlja magnetni pritisak, dok drugi član    0B B  

predstavlja silu koja generiše kretanje unutar tečnosti. 
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2.2.6. 

Sprezanje MHD jednačina 

 Jednačina magnetne indukcije (2.67) i konzervacije magnetnog polja (2.64), zajedno 

sa transformisanom Navier-Stokesovom jednačinom (2.72) i jednačinom kontinuiteta (2.70), 

predstavljaju osnovne jednačine koje rešavanjem opisuju fenomen MHD strujanja. Ove 

jednačine su potpuno spregnute, jer postoji dvosmerna veza između strujanja fluida i 

elektromagnetnog polja. Sa jedne strane, uticaj magnetnog polja na polje brzine dat je kroz 

izraz j B  koji se dodaje uobičajenim Navier-Stokesovim jednačinama. Dok s druge strane, 

uticaj polja brzine na magnetno polje postoji u izrazu   v B  u jednačini magnetne 

indukcije, koji se izvorno pojavljuje u Ohmovom zakonu kao v B . Da bi se procenio 

relativni uticaj faktora preko kojih se vrši sprezanje jednačina, jednačine (2.65) i (2.70) 

moraju da se svedu na odgovarajući bezdimenzioni oblik. Svođenje jednačina na 

bezdimenzioni oblik urađeno je u sledećim poglavljima disertacije, u skladu sa razmatranim 

problemima. 

2.3. 

Jednačine MHD strujanja mikrpolarnih fluida 

2.3.1. 

Jednačina konzervacije ugaonog impulsa 

 U ovom odeljku predstavljen je zakon o održanju ugaonog impulsa nezavisno za 

fluide koji se razmatraju u klasičnoj hidrodinamici, koje zovemo obični fluidi, kao i za 

polarne fluide [67]. 

Slučaj običnih fluida 

 Posmatrajući oblik jednačine za održanje linearnog impulsa: 

  
     

,
t t t

D
dx dx dA

Dt
 

  
    nv f p  (2.74) 

i podsećajući se na definiciju ugaonog impulsa u mehanici materijalne tačke ili čvrstih delića, 

čini se prirodno da se predpostavi sledeći oblik zakona o održanju ugaonog impulsa: 
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   
 

 
   

.
t t t

D
dx dx dA

Dt
 

  
       nx v x f x p  (2.75) 

 Ovaj zakon o održanju ugaonog impulsa važi ako pretpostavimo da svi momenti 

potiču od makroskopskih sila. Ovo je slučaj u mnogim običnim fluidima, ali fluid sa jakim 

polarnim karakterom, može da prenosi moment napona i biti podvrgnut zapreminskim 

momentima. Takav fluid zovemo polarnim. 

 U klasičnoj hidrodinamici tenzor napona je simetričan i zakon o održanju ugaonog 

impulsa je definisan jednačinom (2.75). Kao posledica, u klasičnoj hidrodinamici zakon o 

održanju ugaonog impulsa može se izvesti iz zakona o održanju mase i zakonu o održanju 

linearnog impulsa, te kao takav ne dodaje ništa opisu tečnosti. 

 

Slučaj polarnih fluida 

 U slučaju polarnih fluida moramo uvesti zapreminski moment po jedinici mase g  kao 

dodatak zapreminskoj sili f  i tangencijalni (spregnuti) napon nc  kao dodatak normalnom 

naponu np . Za ugaoni impuls se smatra da se sastoji iz dva dela: momenta linearnog impulsa 

  x v , takođe nazvanog spoljašnji ugaoni impuls, te unutrašnjeg ugaonog impulsa  l . 

 Onda je bilans ukupnog ugaonog impulsa: 

   
 

 
 

 
 

.
t t t

D
dx dx dA

Dt
 

  
          n nl x v g x f c x p  (2.76) 

 Kako je prema Greenovoj teoremi: 

  
 

  
 

,
t t

dA dx
 

     n xx p x p p   (2.77) 

gde je p  drugi zapis za divp , i xp  je vektor ijk jk p  ( ijk  je alternativni tenzor Livi-

Kavita), a pri čemu nc  može biti izraženo u formi n C  , gde je C  tenzor koji se zove tenzor 

spregnutih (tangencijalnih) napona, pa iz jednačine (2.76) dobijamo: 

   
 

 
 

.
t t

D
dx dx

Dt
  

 
               xl x v g x f C x p p  (2.78) 



II poglavlje 

 

 

31 
 

Ovo je jednačina za totalni ugaoni impuls, koja se može napisati: 

      .
D

Dt
             xl x v g x f C x p p  (2.79) 

Iz vektorskog proizvoda za x  i Cauchyeve jednačine imamo: 

     .d D

dt Dt
           
 

v
x x v x f x p  (2.80) 

Oduzimanjem prethodne dve jednačine, dobijamo da je: 

  .
D

Dt
    x

l
g C p  (2.81)  

Iz (2.79), (2.80) i relacije: 

      ,      xx p x p p  (2.82) 

zaključujemo da je: 

      ,
D

Dt
       xx v x f x p p  (2.83) 

i 

     .D

Dt
         l x v x f g x p C  (2.84) 

 Jednačina (2.84) je zakon o održanju (totalnog) ugaonog impulsa u diferencijalnoj 

formi.  

 Pretpostavljamo da se unutrašnji ugaoni impuls po jedinici mase može napisati kao 

vektor sa komponentama  1, 2,3i i l  , gde je i ik kl I ω . U narednim poglavljima 

razmatraćemo izotropne fluide, tj. one kod kojih je: 

  ,ik ikII δ  (2.85) 

gde je I  skalar koji se zove koeficijent mikroinercije. Za izotropne polarne fluide jednačina 

(2.83) redukuje se na: 
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  .
D

I
Dt

    x

ω
g C p  (2.86) 

 Da bi smo dobili model mikropolarnog fluida moramo definisati tenzor napona p  i 

tenzor spregnutih napona .C  Definišemo mikropolarni fluid kao polarni, izotropni fluid sa 

tenzorom napona p  i tenzorom spregnutih napona C  u obliku: 

       , , j , , , , 2 ,ij k k i i j j i j i i j ijkp p v v v v v               (2.87) 

i 

     , , , , , , .i j k k ij i j j i j i i jC              (2.88) 

 Simetrični deo tenzora p  u (2.87) je: 

       , , , ,
s

ij k k i j i j j ip p v v v        (2.89) 

što predstavlja tenzor napona u klasičnoj hidrodinamici, gde su   i   uobičajni koeficijenti 

viskoznosti (drugi koeficijent viskoznosti i dinamička njutnovska viskoznost, respektivno). 

 Pozitivna konstanta   u (2.87) predstavlja dinamičku viskoznost mikrorotacije. U 

(2.88) , ,    su konstante koje se zovu dopunski koeficijenti viskoznosti mikrorotacije. 

 Zamenom tenzora p  i C  iz (2.87) i (2.88) u napred izvedenu jednačinu konzervacije 

impulsa, zatim jednačinu konzervacije energije i jednačinu konzervacije ugaonog impulsa, 

dobiće se sistem jednačina koji zajedno sa jednačinom kontinuiteta i Maxwellovim 

jednačinama, odnosno jednačinom magnetne indukcije, služi za opisivanje MHD strujanja 

mikropolanih fluida. 
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2.3.2. 

Sistem jednačina MHD strujanja mikrpolarnih fluida 

 Jednačina kontinuiteta: 

  ,
D

Dt

    v  (2.90) 

 Kako će se u radu razmarati stacionarna strujanja i kako se mikropolarni fluidi 

smatraju nestišljivim, jednačina kontinuteta će se koristiti u sledećem obliku: 

  0,
u v w

x y z

  
    

  
v  (2.91) 

 Jednačina konzervacije impulsa: 

Napred izvedena jednačina konzervacije impulsa (2.21) u obliku: 

  ,
D

p
Dt

     
v

f v  (2.92) 

za slučaj mikroplarnih fluida, proširuje se na sledeću jednačinu:  

        2 .
D

p div rot
Dt

                     
v

f j B v v v ω  (2.93) 

 Poslednja tri člana na desnoj strani jednačine (2.93), posledica su izmenjenog tenzora 

napona koji je napred definisan. 

 Jednačina konzervacije ugaonog impulsa: 

 Nakon definisanja tenzora napona, jednačina konzervacije ugaonog impulsa (2.86), 

dobija sledeći zapis: 

       2 2 .
D

I rot div
Dt

                
ω

v ω ω ω g  (2.94) 

 Jednačina konzervacije energije: 

  

2
2 .p

T
c T k T

t



        

j
v

 (2.95) 
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gde je za mikroplarni flud funkcija disipacije   definisana: 

  
   

     

2
2 21

2 : 4
2

: : ,
T

div rot div   

   

        
 

       

v D D v ω ω

ω ω ω ω

 (2.96) 

 U prethondoj jednačini (2.96) D  predstavlja tenzor deformacije: 

   , ,

1
.

2 i j j i D v v  (2.97) 

 Jednačina magnetne indukcije: 

 Ukoliko se tokom strujnja mikroplarnog fluida ne zanemaruje uticaj indukovanog 

magnetnog polja, neophodno je uz prethodne jednačine uključiti i jednačinu za magnetu 

indukciju. Jednačina magntne indukcije izvedena je već napred (2.67) i ovde samo 

ponovljena u istoj formi: 

      0.
t


     


B

v B B  (2.98) 
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- III poglavlje - 

 

3. MHD strujanje mikropolarnog fluida  

3.1. 

MHD straujanja - mikroplarni fluidi 

 Počev od sredine prošlog veka, veliki broj istraživača je pokazao interesovanje za 

magnetno-hidrdinamička (MHD) strujanja elektro provodnih fluida. Razlog se krije pre svega 

u sve većoj primeni ovih strujanja kako u naučne svrhe, tako i u tehnološkom razvoju. 

Dejstvo spoljašnjeg magnetnog polja, ali i električnog, javlja se kod nuklearnih reaktora, 

zatim kod magnetnih merača protoka, ali i kod MHD generatora i pumpi. Zahtevi savremene 

tehnologije stimulisali su interesovanje za proučavanje strujanja fluida koja uključuju 

međusobnu interakciju nekoliko fenomena. Jedno od strujanja koje privlači sve više pažnje 

poslednjih decenija je strujanje mikroplarnog fluida u prisustvu magnetnog i električnog 

polja.  

 Istraživanje strujanja i prenosa toplote elektroprovodnih viskoznih fluida između dve 

beskonačne neprovodne ploče razmatrano je od strane velikog broja naučnika. MHD uređaji 

za tečne metale privukli su interesovanje za dalje unapređenje metalurgije [68]. Pokazalo se 

da efekat magnetnog polja može biti od velike pomoći u modernizaciji tehnoloških procesa. 

Sve veće interesovanje za proučavanje MHD fenomena javio se i kod razvoja fuzionih 

reaktora gde je plazma ograničena snažnim magnetnim poljem [69]. Mnoge uzbudljive 

inovacije su postavljene u oblastima MHD propulzije [70], kao i MHD kontrole protoka i 

prenosa toplote u graničnom sloju [71, 72]. 

 Međutim sva napred navedena istraživanja vezana su za klasu njutnovskih fluida. 

Istraživanje ne-njutnovskih fluida sa mikrostrukturom, počinje nakon što je Eringen [4] 

definisao koncept mikropolarnog fluida (1966). Već je napred definisan pojam 

mikropolarnog fluida, kao fluida koji sadrže čvrste, nasumično orjentisane deliće rastvorene u 
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viskoznoj tečnosti, pri čemu se ignoriše deformacija tih delića, a ti delići imaju mogućnost 

rotacije. Može se primetiti da mikropolarni fluidi vode računa o mikrorotaciji čestica fluida 

pomoću nezavisnog kinematičkog vektora koji se zove vektor mikrorotacije. Da bi smo 

opisali strujanje ovih fluida, klasičan sistem Navier-Stokseovih jednačina mora biti proširen, 

što je detaljno izvedeno u prethodnom poglavlju. 

 Istraživanje strujanja mikropolarnih fluida značajno se proširilo tokom proteklih 

decenija usled pojavljivanja ovih fluida u industrijskim i magnetno-biološkim procesima. 

Ova strujanja uzimaju u obzir efekat koji proističe iz lokalne strukture i kretanja mikro četica 

fluida. MHD prenos toplote mikropolarne tečnosti može se podeliti na dva dela. Jedan 

koncept sadrži probleme u kojima je grejanje nusprodukt elektromagnetnih polja kao kod 

MHD generatora itd, a drugi se sastoji od problema u kojima je primarna upotreba 

elektromagnetnih polja za kontrolu prenosa toplote [73]. 

 Prenos toplote pri strujanju mikropolnih fluida u prisustvu magnetnog polja privukao 

je značajnu pažnju poslednjih godina zbog značajnih primena u savremenoj tehnologiji. Ove 

primene mikropolarnih fluida vezane su za strujanje tečnih kristala [74], protok krvi u 

plućima ili arterijama [75], kao i za strujanje i termičku kontrolu pri obradi ili nastajanju 

polimera [76]. 

 Tačna rešenja za MHD strujanja dostupna su samo za jednostavne geometrije strujnog 

prostora i određene granične uslove. Tako je opšte poznato da su do sada izučavani uobičajni 

strujni domeni poput pravougaonog ili kružnog kanala, te elipsasti i kružni isečci itd. 

Problemi razmatrani u ovoj disertaciji vezani su strujanje mikroplarnih fluida između dve 

ploče, kao i u prvougaonim kanalima. 

3.2. 

Fizički i matematički model razmatranog problema 

 Prvi razmatrani problem u okviru disertacije predstavlja problem MHD laminarnog 

strujanja i prenosa toplote nestišljivog elektroprovodnog mikropolarnog fluida između dve 

paralelne ploče. 

 Potpuno razvijeno strujanje se odvija između paralenih ploča koje se nalaze na 

rastojanju h  kao što je prikazano na slici 3. Fizički model predstavljen na slici 3. sastoji se od 

dve beskonačne ploče koje se protežu u pravcima x i z . Elektroprovodan mikropolaran fluid 
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struji između ploča usled konstantne razlike pritiska i kako razmatramo potpuno razvijeno 

strujanje, može se uzeti da brzina ima samo komponentu u pravcu strujanja = .uiv


 Fluid i 

ploče između kojih struji mikropolarni fluid izložene su dejstvu spoljašnjeg magnetnog polja 

intenziteta .B  Kod strujanja elektroprovodnih fluida u kanalima, zidovi kanala na koje 

magnetno polje deluje normalno nazivaju se Hartmannovim zidovima, dok se druga dva zida, 

kod kanala konačnih dimenzija, paralelna dejstvu magnetnog polja, nazivaju bočnim 

zidovima. Pri strujanju fluida između ploča, gornja i donja ploča se održavaju na konstantnim 

temperaturama 1wT i 2wT , respektivno, pri čemu treba voditi računa da je 1 2.w wT T  

 

 

  Slika 3. Fizički model razmatranog problema 

 Usled strujanja elektroprovodnog fluida u prisustvu spoljašnjeg magnetnog polja, 

dolazi do indukcije električnog polja intenziteta ,v B  koje izaziva generisanje struje .j  

Komponente struje koje su upravne na linije magnetnog polja indukuju Lorentzovu silu 

L . f j B  Lorentzova sila deluje u suprotnom smeru od smera strujanja fluida i teži da uspori 

strujanje. Kako intenzitet struje zavisi od brzine, tako i Lorentzova sila linearno zavisi od 

brzine u.  Shodno prethodnom, te znajući da je intenzitet brzine najveći u sredini kanala, 

Lorentzova sila izaziva veće kočenje fluida u tom središnjem delu i izjednačava polje brzine, 

pa se uspostavlja ravnoteža između ove sile i sile usled razilike pritiska. Lorentzova sila stoga 

doprinosi dopunskom padu pritiska pored viskoznog pada pritiska kod hidrodinamičkog 

strujanja. Kod magnetnih polja velikog inteziteta elektromagnetni pad pritiska može za red 

veličine da prevaziđe viskozni pad pritiska. 
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 Kako je elektroprovodni fluid izložen dejstvu spoljašnjeg magnetnog polja koje je 

upravno na pravac strujanja i na ploče, tj. u pravcu y  ose, dolazi do indukovanja unutrašnjeg 

magnetnog polja intenziteta  xB y  u pravcu strujanja, tj. u pravcu x ose, te stoga vektor 

magnetnog polja možemo napisati u sledećem obliku: 

    .xB y i B j B
 

  (3.1) 

 Međutim, kako će se kod posmatranog problema indukovano polje smatra 

zanemarljivim, vektor magnetnog polja ima sledeći oblik: 

  .BjB

  (3.2) 

 Bezindukcijska aproksimacija podrazumeva da je Reynoldsov magetni broj mnogo 

manji od jedinice. Zapravo, zavisno od vrednosti Reynoldosvog magnetnog broja koriste se 

sledeće dve jednačine za određivanje gustine struje. U slučaju bezindukcijske aproksimacije, 

tj. kad je Reynoldsov magnetni broj daleko manji od jedinice, koristimo jednačinu: 

    ,  j E v B  (3.3) 

dok u slučaju kada ne zanemarujemo indukovano magnetno polje u pravcu strujanja, što se 

dešava u slučajevima kada elektroprovodni fluid struji velikom brzinom ili kada je 

elektroprovodnost fluida velika, koristimo jednačinu: 

  
0

1
.


 j B  (3.4) 

 Kako smo definisali vektor magnetnog polja izrazom (3.2), te pošto znamo da je 

Lorentzova sila vektorski proizvod gustine struje i magnetnog polja j B  možemo definisati 

član za Lorentzovu silu koji će se naći u razvijenim Navier-Stokesovim jednačinama za 

pravac strujanja. 

 Pre toga, u izrazu (3.3) treba zanemariti električno polje, jer se u razmatranom 

problemu ne uzima obzir, pa izraz postaje: 

    , j v B  (3.5) 

a za već definisane vektore brzine i magnetnog polja posmatranog problema, dobijamo: 



III poglavlje 

 

 

39 
 

  .uBkj


 (3.6) 

 Konačno, član koji definiše Lorentzovu silu dobija se u sledećm obliku: 

  2 .B ui  j B


 (3.7) 

 Jednačina konzervacije impulsa izvedena u drugom poglavlju disertacije glasi: 

        2 .
D

p div rot
Dt

                     
v

f j B v v v ω  (3.8) 

 Kako je razmatrani problem strujanja stacionaran   0t    , zatim uzimajući u 

obzir bezindukcijsku aproksimaciju (3.7) i jednačinu kontinuiteta za nestišljivi fluid 0div v  

i razvijajući jednačinu konzervacije impulsa za pravac strujanja, tj. x  osu, dobijamo sledeću 

jednačinu: 

   
2

2
2

0.
d u d dp

B u
dy dy dx

         (3.9) 

 Shodno osnovnoj karakteristici mikropolarnih fluida, da uzima u obzir mikrorotaciju 

strukturnih elemenata fluida, neophodno je jednačinu konzervacije ugaonog impulsa 

primeniti na razmatrani oblik. Opšta jednačina koznervacije ugaonog impulsa ima sledeći 

oblik: 

       2 2 ,
D

I rot div
Dt

                
ω

v ω ω ω g  (3.10) 

dok jednačina konzervacije ugaonog impulsa za razmatrani problem dobija oblik: 

  
2

2
2 0.

d du

dy dy

      (3.11) 

 U teoriji mikropolarnih fluida, dopunske viskoznosti  i   vrlo često se obeležavaju 

drugim oznakama, međutim obeležavanje u ovoj doktorskoj disertaciji urađeno pre svega na 

osnovu trenda istraživanja mikropolarnih fluida i odgovarajuće nomenklature koja se koristi u 

tim istraživanjima [77, 78]. Takođe, može se primetiti da su dopunske viskoznosti  i   

zanemarene u razvijenoj jednačini (3.11). Novija istraživanja pokazalu su da je za opisivanje 

karakteristika strujanja većeg broja mikropolarnih fluida dovoljno uzeti u obzir dopunske 
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viskoznosti  i .  Više različitih autora [79, 80, 81] je prilikom razmatranja strujanja 

mikropolarnih fluida uzimao u obzir samo pomenute dve dopunske viskoznosti. 

 Da bi smo u potpunosti definisali matematički model razmatranog problema, pređimo 

sada na jednačinu kozervacije energije datu sledećim izrazom, koja je izvedena u drugom 

poglavlju ove disertacije: 

  
2

2 .p

T
c T k T

t



       

j
v  (3.12) 

 Uzimajući u obzir već napred navedene karakteristike razmatranog problema, kao i 

funkciju disipacije ,  definisanu za mikropolarani fluid izrazom (93) u poglavlju II, 

energijska jednačina razvijena za pravac strujanja, dobija sledeći oblik: 

   
22

2 2
2

0.
d T du

k B u
dy dy

  
 

    
 

 (3.13) 

 Sada sistem jednačina koji opisuje MHD strujanje mikropolarnog fluida između dve 

paralelne ploče, dobija konačan oblik dat sledećim sistemom jednačina: 

   
2

2
2

0,
d u d dp

B u
dy dy dx

         (3.14) 

  
2

2
2 0,

d du

dy dy

      (3.15) 

   
22

2 2
2

0.
d T du

k B u
dy dy

  
 

    
 

 (3.16) 

 Iz priloženog sistema jednačina, vidi se da su jednačine (3.14) i (3.15) spregnute, tj. 

da ih nije moguće rešavati zasebno. 

 Da bi smo prethodni sistem jednačina rešili, prvo moramo preći na bezdimenzioni 

oblik tih jednačina za šta je neophondo uvesti karakteristične bezidimenzione veličine, na 

osnovu kojih ćemo analizirati karakteristike strujanja mikropolarnog fluida. 

 Uvedimo prvo bezdimenzionu brzinu i bezdimenzionu poprečnu koordinatu: 
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  * *, ,
u y

u y
U h

   (3.17) 

gde u izrazu za bezdimenzionu brzinu *,u U predstavlja referentnu brzinu, koja se definiše na 

sledeći način: 

  
2

,
h P

U


  (3.18) 

pri čemu P  predstavlja:  .
dp

P const
dx

    

 Na isti način, bezdimenziona mikrorotacija definisana je izrazom: 

  *

0

,



  (3.19) 

gde je:  0 .
U

h
   

 Dalje se redom definišu Hartmannov, Prandtlov i Eckertov broj: 

  ,Ha Bh



 Pr ,pc

k




 
2

1 2

.
p

U
Ec

c T T



 (3.20) 

 Napred uvedeni karakteristični parametri, uobičajno se koriste prilkom analize MHD 

strujanja. Pored toga, svi navedeni simboli su dobro poznati u teoriji koja se bavi opisivanjem 

strujanja i prenosa toplote kako njutnovskih, tako i ne-njutnovskih fluida. Međutim, kod 

mikroplarnih fluida neophodno je uvesti dva nova parametra koji uzimaju uticaj dopunskih 

viskoznosti na karakteristike strujanja mikropolarnih fluida. Ovi parametri definisani su 

sledećim izrazima: 

  ,K




2

.
h




   (3.21) 

 Kako je teorija mikropolarnih fluida relativno nova po pitanju izučavanja u našoj 

naučnoj zajednici, tako ne postoje uobičajni prevodi naziva ovih parametara na našem jeziku. 

Stoga će u disertaciji nazivi parametara na engleskom jeziku, biti "slobodno" prevedeni na 

srpski jezik. Parametar K  ili "coupling parameter", predstavlja parametar koji daje odnos 
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napred uvedene dopunske viskoznosti ,  koja karakteriše mikropolarne fluide i dinamičke 

viskoznosti .  S obzirom na to da ovaj parametar daje spregu između pomenutih 

viskoznosti, a donekle i direktnim prevođenjem njegovog uobičajnog naziva sa engleskog 

jezika, prikladno je ovaj parametar zvati parametrom sprezanja. Drugi parametar, parametar 

 ili "spin-gradient viscosity parameter", predstavlja odnos dopunske viskoznosti   u 

zavisnosti od dinamičke viskoznosti , ali i kvadrata širine kanala .h  Kako je iz jednačine 

konverzacije ugaonog impulsa, ovaj član direktno vezan za vektor mikrorotacije, te samim 

tim definiše dopunsku viskoznost kod mikroplarnih fluida kao posledicu mikrorotacije 

elementarnih čestica u mikroplarnom fluidu, adekvatan naziv ovog parametra bi bio 

parametar viskoznosti mikrorotacije. 

 Na kraju, neophodno je uvesti i bezdimenzionu temperturu koja je data izrazom: 

  2

1 2

.w

w w

T T

T T
 



 (3.22) 

 Nakon uvedenih bezdimenzionih veličina, sistem jednačina (3.14) - (3.16) prelazi u 

odgovarajuću bezdimenzionu formu: 

   
2 * *

2 *
*2 *

1 1 0,
d u d

K K Ha u
dy dy


      (3.23) 

  
2 * *

*
*2 *

2 0,
d du

K K
dy dy

      (3.24) 

   
22 *

2 *2
*2 *

1 Pr Pr 0.
d du

K Ec Ec Ha u
dy dy

  
    

 
 (3.25) 

 Da bi smo prethodni sistem jednačina (3.23) - (3.25) rešili, neophodno je da uvedemo 

odgovarajuće granične uslove. Na osnovu napred definisanog razmatranog problema, prvi 

uslov je uslov klizanja, tj. da na pločama ne postoji klizanje mikropolarnog fluida, te stoga 

važi da je brzina ista kao i brzina ploča: 

  
0 0,

0 .

u za y

u za y h

 

 
 (3.26) 

 Slično prethodnom uslovu, granični uslov za mikrorotaciju biće: 
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0 0,

0 ,

za y

za y h





 

 
 (3.27) 

tj. pretpostavka je da na pločama ne postoji mikrorotacija. 

 Što se tiče graničnih uslova za temperturu, pretpostavljeno je da se radi o izotermskim 

uslovima na osnovu kojih važi: 

  
2

1

0,

.

w

w

T T za y

T T za y h

 

 
 (3.28) 

 Ovako definisane granične uslove, takođe treba dati u bezdimenzionom obliku. 

Bezdimenzioni oblik napred definisanih graničnih uslova je: 

  
* * *

* * *

0, 0, 0, 0,

0, 0, 1, 1.

u za y

u za y

 

 

   

   
 (3.29) 

 Nakon definisanja bezdimenzionih graničnih uslova, možemo se vratiti na sistem 

jednačina koje opisuju problem, a date su u bezdimenzionom obliku, (3.23) - (3.25). Iz datog 

sistema, može se lako uočiti da su jednačine (3.23) i (3.24) spregnute, tj. da ih ne možemo 

rešavati pojedinačno. Prvi korak je da jednačinu (3.23) diferenciramo po y  kako bi smo 

povisili red diferencijalne jednačine, a da zatim u tako dobijenu jednačinu zamenimo drugi 

izvod vektora mikrorotacije iz jednačine (3.24). Nakon ovih matemtičkih operacija, dobija se 

diferencijalna jednačina četvrtog reda, data u obliku: 

  
4 * 2 *

*
*4 *2

0,
d u d u

a bu d
dy dy

     (3.30) 

gde su , ,a b d novouvedene konstante date izrazima: 

  * * *, , ,a B E AD b EB d EC      (3.31) 

dok su: 

  ,
1

K
A

K




2
* ,

1

Ha
B

K



1

,
1

C
K




* ,
K

D 


2
.

K
E 


 (3.32) 



III poglavlje 

 

 

44 
 

 Rešavanje diferencijalnih jednačina svakako ima svoje poteškoće. Prilikom rešavanja 

jednačine (3.30) i diskusije rešenja, javlja se potreba za rešavanje tri različita slučaja 

jednačine zavisno od korena karakteristične jednačine.  

 Odgovarajuće partikularno rešenje jednačine (3.30) ima oblik: 

  
* *

,p

d EC C
u

b EB B
    (3.33) 

dok je karakteristična jednačina odgovarajuće homogene jednačine data u obliku: 

  4 2 0,a b     (3.34) 

odnosno: 

  2 2 0.za r r ar b       (3.35) 

 Koreni karakteristične jednačine (3.35) su: 

   2
1

1
4 ,

2
r a a b    2

2

1
4 .

2
r a a b    (3.36) 

 Zavisno od toga da li je vrednost korena 2 4 ,a b  veća, manja ili jednaka nuli, 

karakteristična jednačina, odnosno i jednačina (3.30), dobija tri moguća rešenja. Pri analizi 

datog korena, a kako konstante a  i b zavise od karakterističnih parametara ,Ha K i 

, ustanovljeno je da za različite mikropolarne fluide ovaj koren može zadovoljiti sva tri 

uslova, tj. biti veći, manji ili jednak nuli. Ovo je ukratko i dato sledećom analizom: 

  
2

* * 2
,

1 1

Ha K K K
a B E AD

K K
     

     

  

2 2
*2 2

0, 0,
1 1 1

Ha K K K Ha
a b EB

K K K

            
  (3.37) 

  

   
 

 

22 * * *

24 2 2 4 2 2 4 3 2 2 2

2 2

4 4

4 1 2 2 2 2 2
.

1

a b B E AD EB

Ha K K K Ha K K K KHa K Ha

K

     

        


 
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 Imenilac u poslednjem izrazu je uvek pozitivan, međutim brojilac može imati 

pozitivnu ili negativnu vrednost, a biti i nula. Stoga, kako bi smo ovim matematičkim 

modelom opisali sve mikropolarne fluide, neophodno je uzeti u obzir sva tri moguća rešenja 

jednačine (3.30), što već komplikovani matematički model još dodatno usložnjava. 

 Na osnovu prethodne analize tri moguća rešenja jednačine (3.30) data su sledećim 

izrazima: 

 za slučaj kada je: 2 4 0a b   

         * * * * *
1 1 2 2 3 3 4 4exp exp exp exp ,

d
u C y C y C y C y

b
         (3.38) 

 za slučaj kada je: 2 4 0a b   

         * * * * *
5 6 1 7 8 2exp exp ,

d
u C C y y C C y y

b
       (3.39) 

 za slučaj kada je: 2 4 0a b   

  
     

     

* * * *
9 1 10 1 1

* * *
11 1 12 1 1

cos sin exp

cos sin exp .

u C y C y y

d
C y C y y

b

  

  

    

     

 (3.40) 

 Na osnovu rešenja dobijenih za polje brzine, a koja su data izrazima (3.38) - (3.40), 

sada je moguće naći odgovarajuća rešenja za mikrorotaciju i polje tempereture iz jednačina 

(3.24) i (3.25), respektivno. Rešenja za mikrorotaciju, a respektivno od rešenja za polje 

brzine, data su sledećim izrazima: 

         * * * * *
1 1 1 2 2 2 3 3 3 4 4 4exp exp exp exp ,C y C y C y C y       D D D D  (3.41) 

         * * * * *
13 14 1 15 16 2exp exp ,E E y y E E y y       (3.42) 

  
     

     

* * * * * *
3 1 4 1 1

* * * * *
5 1 6 1 1

sin cos exp

sin cos exp .

P y P y y

P y P y y

   

  

    

    

 (3.43) 
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 Poput dobijenih rešenja za mikrorotaciju, rešenja za polje temperature respektivno 

rešenjima za brzinu i mikrorotaciju su: 

  

     

 
 

  
 

  

 
  

 
  

     

1 * 2 * 3 *
1 2 32 2 2

1 2 3

2 3
4 * * *

4 1 3 1 42 22
4 1 3 1 4

1 2
* *

2 3 2 42 2

2 3 2 4

1 * 2 * 3 * 4
1 2 32 2 2 2

1 2 3 4

1 1 1
Pr exp 2 exp 2 exp 2

4 4 4

1
exp 2 exp exp

4

exp exp

1 1 1 1
exp exp exp

Ec C y C y C y

D D
C y y y

E E
y y

F y F y F y F

   
  

    
    

   
   

  
   


    



    
 

    
 

     *
4

1 *2 3 *2 5 *2 1 * 1
1 2

exp

1 1 1
,

2 2 2

y

Dy Ey Fy H y H

 

     

 (3.44)  

  

   
       
   

* *2 *
28 29 30 1

* *2 * * * * *
31 32 33 2 34 35 1

* * * * * *2 * *3 * *4 2 * 2
36 37 2 38 39 40 1 2

Pr exp 2

exp 2 exp

exp ,

Ec y y y

y y y y y

y y y y y H y H

 

 



     

      

        

 (3.45) 
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     

   

       

     
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* *
2 47 1 49 1 1

*
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* * *
2 48 1 50 1 1 51 1

1

* *
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1 1
cos 2

2 2

1 1
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  


    


   


       


    


      


       

     

         

     

* * *
53 2 55 1 1 1 54 1 56 2 1

* * *2 3 * 3
54 2 56 1 1 1 57 1 2

sin exp cos

1
sin exp .

2

y y y

y y y H y H

      

   



        
         

 (3.46) 

 Treba naglasiti da se u okviru trećeg poglavlja konstante koje se javljaju u izrazima za 

polje brzine, mikrorotacije i polje temperature (jednačine od (3.38) do (3.46)), date kao 

dodatak u okviru trećeg poglavlja. Zbog same složenosti izraza i velikog broja dobijenih 
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konstanti, unošenje ovih konstanti u doktorsku disertaciju bespotrebno bi opteretilo materijal, 

a da sa druge strane ne bi povećalo kvalitet onoga što je cilj doktorske disertacije. 

3.3. 

Analiza rezultata razmatranog problema 

 Nakon što smo definisali fizički i matematički model problema, te dobili rešenja 

matematičkog modela, pristupamo analizi uticaja karakterističnih parametara na polja brzine i 

temperature, kao i na mikrorotaciju. Od karakterističnih parametara koji su uvedeni kroz 

matematički model, ovde će biti analizirani uticaji Hartmannovog broja ,Ha  kao i parametara 

K i , koji ustvari predstavljaju uticaj dopunskih viskoznosti   i   karakterističnih za 

mikropolarni fluid. Sve analize uticaja karakterističnih parametara na polja brzine, 

temperature i mikrotacije, biće predstavljene grafički. Deo rezultata već je objavljen u okviru 

časopoisa "THERMAL SCIENCE" 2016 godine [82]. 

 Najpre se daje analiza uticaja Hartmannovog broja Ha  na polje brzine i mikrorotaciju 

mikropolarnog fluida. Ovaj uticaj predstavljen je na graficima 3.1 i 3.2. 

3.1 Uticaj Hartmannovog broja na profil brzine 3.2 Uticaj Hartmannovog broja na mikrorotaciju  

 

 Na grafiku 3.1 predstavljeno je polje brzine za različite vrednosti Hartmannovog 

broja. Treba naglasiti da su vrednosti parametara K i   imali određene konstantne vrednosti 

date na grafiku 3.1, dok je vršena promena Hartmannovog broja. Sa grafika 3.1 jasno se vidi 

da porast Hartmannovog broja dovodi do smanjenja i uniformisanja polja brzine na celoj 
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visini između ploča. Ovakav rezultat je potpuno očekivan jer predstavlja uticaj upravnog 

magnetnog polja, odnosno Lorentzove sile, na pravac strujanja elektroprovodnog fluida. Već 

smo napred definisali pojam Lorentzove sile, kao posledicu kretanja elektroprovodnog fluida 

u magnetnom polju, kao i uticaj te sile na samo kretanje fluida, tj. konkretno na brzinu fluida. 

Dejstvo Lorentzove sile je takvo da se ono suprotstavlja kretanju fluida, te stoga teži da 

smanji brzinu fluida, kao i da "poravna" profil brzine. 

 Na grafiku 3.2 data je mikrorotacija mikropolarnog fluida za različite vrednosti 

Hartmannovog broja. Primećuje se da za veće vrednosti Hartmannovog broja, dolazi do 

smanjenja mikrorotacije po apsolutnoj vrednosti, što navodi na zaključak da povećanje 

intenziteta magnetnog polja dovodi do smanjenja karakteristika mikropolarnih fluida. 

3.3 Uticaj Hartmannovog broja na profil temperature 3.4 Uticaj paremetra viskoznosti mikrorotacije  na 

brzinu  

  

 Na sledećoj slici 3.3 prikazan je uticaj Hartmannovog broja na polje temperature 

mikropolarnog fluida. Pri manjim vrednostima Hartmannovog broja, porast temperature u 

struji kanala je posledica pre svega viskoznog zagrevanja fluida, dok sa porastom 

Hartmannovog broja temperatura po celoj visini između ploča opada, a doprinos temperaturi 

u sredini kanala daje Jouleova toplota.  

 Dalje se razmatra analiza uticaja parametra viskoznosti mikrorotacije .  Naravno, 

poput prethodnog slučaja i analize uticaja Hartmannovog broja, tako i u ovom slučaju, ostala 

dva karakteristična parametra uzimaju određene konstantne vrednosti dok se menja vrednost 

parametra viskoznosti mikrorotacije .  Na grafiku 3.4 dat je uticaj ovog parametra na profil 
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brzine. Kada su viskozni efekti veći od dopunskih efekata mikrorotacije, odnos    teži nuli 

te posmatrani slučaj odgovara ponašanju MHD strujanja viskoznog elektroprovodnog fluida. 

Ova činjenica dovodi do zaključka da povećanje dopunske viskoznosti mikrorotacije ,  

smanjuje protok u poređenju sa slučajem viskozne tečnosti. 

 Na grafiku 3.5 imamo uticaj parametra viskoznosti mikrorotacije  na vektor 

mikrorotacije .  Slično analizi uticaja parametra viskoznosti mikrorotacije  na polje brzine, 

tako i u ovom slučaju povećanje parametra  dovodi do smanjenja intenziteta mikrorotacije 

po apsolutnoj vrednosti po celoj širini strujnog prostora između ploča. Možemo takođe videti 

da u slučaju kada dopunska viskoznost mikrorotacije   ima značajno veću vrednost od 

dinamičke viskoznosti , vrednost vektora mikrorotacije *  postaje potpuno zanemarljiva 

prilikom strujanja mikropolarnog fluida. 

 Uticaj parametra viskoznosti mikrorotacije  na polje temeprature prikazan je na 

grafiku 3.6. Sa grafika se vidi da povećanje parametra viskoznosti mikrorotacije   uzrokuje 

smanjenje temperature po čitavoj širini između ploča. Odnosno, povećanje parametra 

viskoznosti mikrorotacije    smanjuje količinu energije transformisane unutar tečnosti. Sa 

povećanjem parametra viskoznosti mikrorotacije ,  brzina opada usled čega opada viskozno 

zagrevanje, a takođe opada i Jouleova toplota. Kako se povećava vrednost parametra 

viskoznosti mikrorotacije , dominantan mehanizam prenosa toplote postaje kondukcija.  

3.5 Uticaj parametra viskoznosti mikrorotacije  na 

mikrorotaciju  

3.6 Uticaj parametra viskoznosti mikrorotacije  na 

temperaturu 
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 Naredna tri grafika 3.7 - 3.9 daće uticaj parametra sprezanja K  na polje brzine, 

mikrorotacije i temperature. 

 Sa grafika 3.7 i 3.8 može se uočiti da povećanje parametra sprezanja K  smanjuje 

brzinu, ali povećava mikrorotaciju, što znači, kako se i očekivalo, da se otpor strujanju 

tečnosti povećava s povećanjem parametra sprezanja .K  Za slučaj kada 0,K  posmatrani 

slučaj odgovara ponašanju viskoznog fluida. Takođe sa slike 3.8 moguće je zapaziti da se 

intenzitet mikrorotacije blizu ploča povećava sa povećanjem parametra sprezanja ,K  

stvarajući suprotnu rotaciju u blizini granica. To dovodi do zaključka da je efekat sprezanja 

karakteristika mikrorostrukture, u vidu dopunske viskoznosti ,  sa brzinom strujanja fluida 

izraženiji u oblasti strujanja blizu granica, tj. u oblasti velikih gradijenta brzine, na šta 

ukazuje i jednačina (3.24). 

3.7 Uticaj parametra sprezanja K na brzinu 3.8 Uticaj parametra sprezanja K na mikrorotaciju 

 
3.9 Uticaj parametra sprezanja K na temperaturu 
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 Grafik 3.9 predstavlja uticaj parametra sprezanja K  na polje temperature. Povećanje 

parametra sprezanja K  dovodi do smanjenja bezdimenzione temperature po celoj širini 

između ploča. Vidimo da pri znatno većem uticaju dopunske viskoznosti   nad dinamičkom 

viskoznošću , odnosno pri izraženijim karakteristikama mikropolarnog fluida, dominantan 

prenos toplote postaje kondukcija. 

 Pored napred navedene analize uticaja karakterističnih parametara na polje brzine, 

mikrorotacije i temperature, u nastavku će se u vidu grafika dati analiza karakterističnih 

parametara ,Ha K i  na tangentni napon. Međutim, pre nego li pristupimo ovoj analizi, 

neophodno je definisati izraz za odeđivanje tangentnog napona kod mikropolarnih fluida. 

Kako smo već ranije, u prvom i drugom poglavlju prilikom definisanja mikropolarnih fluida, 

mogli da vidimo da tenzor napona nije simetričan kod mikropolarnih fluida te da ga treba 

proširiti, shodno tome tangentni napon za mikropolarne fluide se određuje na osnovu 

sledećeg izraza: 

    .
du

dy
   

 
   

 
  (3.47) 

 Naredni grafici 3.10 - 3.12 daće uticaj parametara ,Ha K i   na tangentni napon kod 

strujanja mikropolarnog fluida. 

3.10 Uticaj Hartmannovog broja Ha na tangentni 

napon 

3.11 Uticaj parametra sprezanja K na tangentni 

napon 
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 Sa grafika 3.10 i 3.11 jasno se vidi da povećanje Hartmannovog broja dovodi do 

smanjenja tangentnog napona, dok sasvim suprotno povećanje parametra sprezanja K  takođe 

povećava i tangentni napon. 

 
3.12 Uticaj parametra  na tangentni napon 

  

 Međutim uticaj parametra viskoznosti mikrorotacije   na tangentni napon je 

praktično zanemarljiv, što se jasno uočava sa grafika 3.12. Iz izraza za tangentni napon 

(3.47), može se uočiti da je doprinos dopunske viskoznosti   na promenu tangenog napona 

značajan, takođe se uočava da doprinos dopunske viskoznosti mikrorotacije   ne postoji. 

Samim tim dobijen rezultat uticaja parametra viskoznosti mikrorotacije  na tangentni napon 

je očekivan. 

 Uz već datu pojedinačnu analizu uticaja Hartmannovog broja ,Ha  parametra 

sprezanja K  i parametra viskoznosti mikrorotacije   na tangentni napon u strujnom prostoru 

između ploča, zgodno bi bilo analizirati i spregnuti uticaj Hartmannovog broja Ha  i 

parametra sprezanja ,K  odnosno Hartmannovog broja Ha  i parametra viskoznosti 

mikrorotacije ,  na tangentni napon na pločama. 
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3.13 Uticaj Hartmannovog broja Ha  i parametra 

sprezanja K  na tangentni napon na gornjoj ploči 

3.14 Uticaj Hartmannovog broja Ha  i parametra 

viskoznosti mikrorotacije   na tangentni napon na 

gornjoj ploči 

 

 Sa grafika 3.13 može se uočiti da sa porastom Hartmannovog broja Ha  dolazi do 

opadanja tangentnog napona na pločama, pri čemu sa druge strane porast parametra K  

dovodi do povećanja intenziteta tangentnog napona. Ovo je direktno posledica porasta 

dopunske viskoznosti ,  odnosno ukupne viskoznosti fluida, pa je ponašanje tangentnog 

napona očekivano. 

 Što se tiče uticaja parametra viskoznosti mikrorotacije ,  kombinovano sa uticajem 

Hartmannovog broja ,Ha  može se videti da sa porastom parametra viskoznosti mikrorotacije 

  dolazi do porasta tangentnog napona na pločama, ali sve do neke određenje vrednosti 

posle koje dalje povećanje ne utiče na vrednost tangentnog napona, što je i prikazano na 

grafiku 3.14 (vrednosti tangentnog napona za 25   i 50  su iste). 
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3.4. 

Dodatak - konstante kod razmatranog problema 

 Za slučaj kada je 2 4 0,a b   konstante su: 
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 3 1 1cos exp ,Q   
 

 4 1 1sin exp ,Q   
 

5 3 1 4 1,Q P P  
 

6 4 1 3 1,Q P P  
 

7 5 1 6 1,Q P P  
 

8 5 1 6 1,Q P P  
 

9 ,
P d

Q
Q b


 

*
9

2
,

P
Q

Q


 

10 3 1,Q Q Q 
 

 11 11 ,
d

Q Q
b

 
 

12 6 7 ,Q Q Q 
 

13 6 ,
d

Q Q
b


 

14 4 2 ,Q Q Q 
 

* *
14 2 9 10 ,Q Q Q Q 

 

15 11 2 9 ,Q Q Q Q 
 

16 8 5 ,Q Q Q 
 

* *
16 5 9 12 ,Q Q Q Q 

 
17 5 9 13,Q Q Q Q 

 
2 2

1 1 2 1 2 1 ,P     
 

2 2 1 12 ,P   
 

   3 1 1 2 1 1sin cos exp ,P P P   
 

   4 2 1 1 1 1sin cos exp ,P P P   
 

   5 1 1 2 1 1cos sin exp ,P P P    

   6 1 1 2 1 1sin cos exp ,P P P    
 

   *
3 1 1 10 1 9 2 1 10 1 9 ,P P C C P C C      

 
   *

4 1 1 10 1 9 2 1 10 1 9 ,P P C C P C C      
 

   *
5 1 1 12 1 11 2 1 12 1 11 ,P P C C P C C         

 
   *

6 1 1 12 1 11 2 1 12 1 11 ,P P C C P C C      
 

9 11 ,
d

C C
b

    
 

*
10 9 11 9 12 ,C Q C Q C  

 
 11 14 12 15*

14

1
,C Q C Q

Q
  

 

* *
16 15 17 14

12 * *
16 14 16 14

.
Q Q Q Q

C
Q Q Q Q




  
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- IV poglavlje - 

 

4. MHD strujanje mikropolarnog fluida sa indukovanim poljem 

4.1. 

MHD strujanje mikropolarnog fluida za 00 .Rm   

 Usled strujanja elektroprovondog fluida u prisustvu spoljašnjeg magnetnog polja, 

dolazi do indukcije električnog polja intenziteta ,v B  koje izaziva generisanje vektora 

gustine struje j  [65]. Ako uniformno magnetno polje intenziteta B  deluje u pravcu y  ose, 

usled kretanja fluida u pravcu kretanja se indukuje magnetno polje intenziteta  xB y ,  te se 

vektor magnetnog polja zapisuje u sledećem obliku: 

    .xB y i B j B
 

 (4.1) 

 Ako je elektroprovodnost fluida ,  vektor gustine struje ,j  kada se ne zanemaruje 

indukovano magnetno polje, definiše se sledećom jednačinom: 

  
0

1
.


 j B   (4.2) 

 Pošto smo definisali vektor magnetnog polja izrazom (4.1), dobija se sledeći izraz za 

vektor gustine struje: 

  
 

0

1
.xB y

k
y


 


j


 (4.3) 

 Komponente struje koje su upravne na linije magnetnog polja indukuju Lorentzovu 

silu L , f j B  koja je u ovom slučaju definisana izrazom: 

  
0 0

.x x xB B BB
i j

y y 
 

  
 

j B
 

 (4.4) 
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 Ovde je očigledno da se javlja komponenta Lorentzove sile koja deluje u y  pravcu. 

Ova sila će direktno uticati na stvaranje sekundarnog strujanja tj. promenu strujanja u 

poprečnom pravcu, pa se pri razmatranju strujanja u magnetnom polju velikog inteziteta 

problem mora razmatrati kao dvodimenzioni. 

 U ovom slučaju projekcija impulsne jednačine na x  pravac glasi: 

   
2

2
0

0.xdBd u d B dp

dy dy dy dx

  


      (4.5) 

 Kako je kod razmatranog problema 00Rm  , te ne možomo zanemariti indukovano 

magnetno polje, pređimo onda na jednačinu magnetne indukcije. Jednačina magnetne 

indukcije u opštem obliku data je sledećom izrazom: 

    2

0

1
0,

t 


    

B

v B B  (4.6) 

gde je prvi član na levoj strani jednak nuli  0t  B , tj. primenjeno spoljašnje magnetno 

polje je stacionarno. Drugi i treći član jednačine za magnetnu indukciju (4.6), sada imaju 

sledeći oblik: 

    ,
u

Bi
y


  


v B


 (4.7) 

  
2

2
2

0 0

1 1 xB

x 


 


B
2 2

2 2
x xB B

y z

 
 
 

2

2
0

1
.xB

y

  
    

 (4.8) 

 Sada jednačina magnetne indukcija dobija oblik: 

  
2

2
0

1
0.xd B du

B
dy dy

   (4.9) 

 Ostalo je još da definišemo jednačinu konzervacije energije u slučaju kada se ne 

zanemaruje indukovano magnetno polje u pravcu strujanja  .xB y  Podsetimo se opšteg 

oblika jednačine za konzervaciju energije, koju smo izveli u II poglavlju ove disertacije: 
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2

2 .p

T
c T k T

t



        

j
v  (4.10) 

 Kako smo gustinu struje j  definisali izrazom (4.3), onda poslednji član na desnoj 

strani jednačine konzervacije energije postaje: 

  
22

2
0

1
,xB

i
y  

 
   

j
 (4.11) 

odnosno razvijena jednačina konzervacije energije za pravac strujanja, x  osu, postaje: 

   
22

2 2
0

1
0.xdBd T du

k
dy dy dy

 


   
      

   
 (4.12) 

 Sada sistem jednačina (4.5), (4.9) i (4.12), uz jednačinu kozervacije ugaonog impulsa, 

koja je u potpunosti ista kao i u slučaju kada je zanemareno inukovano magnetno polje, čine 

sistem jednačina koji se koristi prilikom opisivanja MHD strujanja mikropolarnog fluida za 

slučaj kada je 00Rm  , odnosno za slučaj kada se indukovano magnetno polje u pravcu 

strujanja ne zanemaruje. Kompletan sistem jednačina sada izgleda ovako:  

   
2

2
0

0,xdBd u d B dp

dy dy dy dx

  


      (4.13) 

  
2

2
2 0,

d du

dy dy

      (4.14) 

   
22

2 2
0

1
0,xdBd T du

k
dy dy dy

 


   
      

   
 (4.15) 

  
2

2
0

1
0.xd B du

B
dy dy

   (4.16) 

 

 

 

 



IV poglavlje 

 

 

62 
 

4.2. 

Fizički i matematički model razmatranog problema 

 Kako smo u prethodnom delu četvrtog poglavlja definisali jednačine za slučaj 

strujanja mikropolarnog fluida sa indukovanim poljem, sada treba u potpunosti definisati 

fizički, ali i matematički model razmatranog problema u ovom poglavlju. 

 Razmatra se laminarno i potpuno razvijeno MHD strujanje mikropolarnog fluida, 

između ploča koje se protežu u x  i z  pravcu, a na međusobnom su rastojanju .h  Pod 

pretpostavkom da se razmatra slučaj potpuno razvijenog strujanja, brzina strujanja fluida je u 

pravcu x - ose i intenzitata je .u  Strujanje se odvija usled konstantnog pada pritiska duž 

pravca strujanja. Upravno na pravac strujanja deluje spoljašnje magnetno polje intenziteta .B  

Usled strujanja fluida i dejstva spoljašnjeg magnetnog polja, dolazi do indukovanja 

unutrašnjeg magnetnog polja u pravcu strujanja intenziteta .xB  Već smo ranije napomenuli, 

da u slučaju kada ne možemo zanemariti uticaj unutrašnjeg magnetnog polja, Reynoldsov 

magnetni broj je reda: 00 .Rm   Tokom strujanja mikropolarnih fluida, gornja i donja ploča 

održavaju se na konstantnim temperaturama 1wT i 2wT , respektivno, pri čemu treba voditi 

računa da je 1 2.w wT T  Sada vektore brzine i magnetnog polja za razmatrani problem, 

možemo napisati u obliku: 

  =u ,iv


 (4.17) 

  .xB i B j B
 

 (4.18) 

 

Slika 4. Fizički model razmatranog problema 
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 Napred definisani fizički model MHD strujanja mikropolarnog fluida, predstavljen je 

na slici 4.  

Sada možemo ponovo napisati sistem jednačina (4.13) - (4.16), izveden u prethondom 

odeljku, koji predstavlja matematički model razmatranog problema: 

   
2

2
0

0,xdBd u d B dp

dy dy dy dx

  


      (4.19) 

  
2

2
2 0,

d du

dy dy

      (4.20) 

   
22

2 2
0

1
0,xdBd T du

k
dy dy dy

 


   
      

   
 (4.21) 

  
2

2
0

1
0.xd B du

B
dy dy

   (4.22) 

 Da bi smo zadati sistem jednačina rešili, neophodno je da definišemo granične uslove 

razmatranog problema. Kako su ploče nepokretne, možemo usvojiti tvrdnju da su brzina i 

mikrorotacija na pločama jednake nuli, tj: 

  
0, 0, za 0,

0, 0, za .

u y

u y h




  
  

 (4.23) 

 Što se tiče graničnih uslova za temperaturu i indukovano polje, pretpostavljeno je da 

se radi o izotermskim uslovima i da su zidovi kanala neprovodni, na osnovu čega su granični 

uslovi: 

  2

1

, 0 za 0,

, 0 za .
w x

w x

T T B y

T T B y h

  

  
 (4.24) 

 Sledeći korak je da prethodni sistem jednačina (4.19) - (4.22), kao i granične uslove 

(4.23) i (4.24), svedemo na bezdimenzioni oblik, te stoga uvodimo prvo sledeće 

transformacije za bezdimenzionu brzinu, mikrorotaciju, indukovano magnetno polje i 

poprečnu koordinatu: 
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  * * *

0

, , ,
u y

u y
U h




   ,xB
b

B
  (4.25) 

gde u izrazu za bezdimenzionu brzinu *,u U predstavlja referentnu brzinu, koja se definiše na 

sledeći način: 

  
2

, ,
h P dp

U P const
dx

     (4.26) 

dok u izrazu za bezdimenzionu mikrorotaciju 0  je definisano sledećim izrazom: 

  0 .
U

h
   (4.27) 

 Dalje se redom definišu Hartmannov, Prandtlov, Eckertov broj i Reynoldsov 

magnetni broj: 

  ,Ha Bh



 Pr ,pc

k




 
2

1 2

,
p

U
Ec

c T T


 0 ,Rm Uh  (4.28) 

kao i karakteristični parametri za strujanje mikroplarnog fluida, parametar sprezanja K  i 

parametar viskoznosti mikrorotacije  : 

  ,K




2

.
h




   (4.29) 

 Na kraju uvodimo i bezdimenzionu temperturu koja je data izrazom: 

  2

1 2

.w

w w

T T

T T
 



 (4.30) 

 Sada je sistem jednačina (4.19) - (4.22) u bezdimenzionom obliku dat sledećim 

jednačinama: 

   
2 * * 2

*2 * *
1 1 0,

d u d Ha db
K K

dy dy Rm dy


      (4.31) 

  
2 * *

*
*2 *

2 0,
d du

K K
dy dy

      (4.32) 



IV poglavlje 

 

 

65 
 

   
2 22 * 2

*2 * 2 *
1 Pr Pr 0,

d du Ha db
K Ec Ec

dy dy Rm dy

    
      

  
 (4.33) 

  
2 *

*2 *

1
0.

d b du

Rm dy dy
   (4.34) 

 Odgovarajući granični uslovi dati izrazima (4.23) i (4.24), transformisani su u 

bezdimenzioni oblik: 

  
* * *

* * *

0, 0, 0, 0 za 0,

0, 0, 1, 0 za 1.

u b y

u b y

 

 

    

    
 (4.35) 

 Kao i u prethodnim primerima, prilikom rešavanja sistema jednačina (4.31) - (4.34) 

lako se uočava da su jednačine (4.31) i (4.32) spregnute. Prvi korak kako bi smo rešili 

postavljen sistem je da iz jednačine (4.31) izrazimo prvi izvod veličine b i tako dobijenu 

jednačinu diferenciramo po ,y  kako bi se dobio drugi izvod veličine .b  Ovako dobijeni drugi 

izvod veličine ,b  zamenjuje se u jednačinu (4.34) i dobija se nova jednačina koja zavisi samo 

od prvog i trećeg izvoda brzine i drugog izvoda mikrorotacije. Ovako dobije jednačina, 

zajedno sa jednačinom (4.32) čini sistem spregnutih jednačina, iz kog se daljom 

transformacijom, poput u poglavlju III, dobija jednačina četvrog reda u obliku: 

  
4 * 2 *

*
*4 *2

0,
d d

a b
dy dy

      (4.36) 

u kojoj su konstante a  i b  definisane sledećim izrazima: 

  * * * *( - 2) , 2 ,a RmB A D b RmB D    (4.37) 

gde su: 

  ,
1

K
A

K




2
* 1

,
1

Ha
B

K Rm



1

,
1

C
K




* .
K

D 


 (4.38) 

 Karakteristična jednačina jednačine (4.36) ima oblik: 

  4 2 0,a b     (4.39) 

odnosno: 
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  2 2 0.za r r ar b       (4.40) 

 Slično kao i pri rešavanju jednačine četvrtog reda u prethodnom slučaju, tako i u 

ovom slučaju pri rešavanju jednačine (4.36), odnosno karakteristične jednačine (4.39), 

postoje tri moguća rešenja za mikrorotaciju   u zavisnosti od korena karakteristične 

jednačine. Kako su koreni karakteristične jednačine: 

     2 2
1 2

1 1
4 , 4 ,

2 2
r a a b r a a b       (4.41) 

opet možemo konstatovati da rešenja karakteristične jednačine zavise od vrednosti potkorene 

veličine, tj. od toga da li je izraz 2 4a b  veći, jednak ili manji od nula. Za posmatrani 

problem, izraz 2 4a b  nakon zamene konstanti a  i b  ima oblik: 

  

 

 

2 2
2

2
2

2
8 1

4 .
1

K Ha
K Ha K K

a b
K

           


 (4.42) 

 Imenilac izraza (4.42) je uvek pozitivan, ali brojilac može imati kako pozitivne, tako i 

negativne vrednosti ili biti nula u zavisnosti od karakterističnih bezdimenzionih veličina. 

Stoga, postoje tri moguća rešenja za mikrorotaciju   u zavisnosti od korena karakteristične 

jednačine, odnosno od vrednosti izraza 2 4 .a b  

 Ta rešenja data su sledećim izrazima: 

 za slučaj kada je: 2 4 0a b   

         * * * * *
1 1 2 2 3 3 4 4exp exp exp exp ,C y C y C y C y         (4.43) 

 za slučaj kada je: 2 4 0a b   

         * * * * *
5 6 1 7 8 2exp exp ,C C y y C C y y       (4.44) 

 za slučaj kada je: 2 4 0a b   

  
     

     

* * * *
9 1 10 1 1

* * *
11 1 12 1 1

cos sin exp

cos sin exp .

C y C y y

C y C y y

   

  

    
    

 (4.45) 
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 Respektivno, odgovarajuća rešenja za brzinu data su sledećim izrazima: 

         * * * * *
1 1 1 2 2 2 3 3 3 4 4 4 1exp exp exp exp ,u C y C y C y C y D       D D D D  (4.46) 

  

   

   

   

* *5 6
6 1 5 1* 2

1 1

*7 8
8 2 7 2* 2

2 2

* *6 8
1 6 1 2 8 2 2* *

1 2

1
[ 2 2 ]exp

1
[ 2 2 ]exp

1 1
2 exp 2 exp ,

C C
u C C y

D

C C
C C y

D

C C
C y y C y y D

D D

 
 

 
 

   
 

    

    

   
       
   

 (4.47) 

  
         
         

* * * *
1 9 2 10 1 1 10 2 9 1 1
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 (4.48) 

 za temperaturu: 
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 (4.51) 

i za indukovano magnetno polje: 
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 Kao i u prethodnom slučaju, tako i u ovom, konstante koje su uvedene prilikom 

nalaženja rešenja za mikrorotaciju, brzinu, temperaturu i indukovano magnetno polje, ovde su 

izostavljene jer bi njihov veliki broj i kompleksnost bespotrebno opteretili sadržaj doktorske 

disertacije. Ipak, ove konstante se nalaze u okviru dodatka disertacije. 

4.3. 

Analiza rezultata razmatranog problema 

 U nastavku ovog poglavlja daje se analiza rezultata dobijenih kroz matematički model 

razmatranog MHD strujanja mikropolarnog fluida, u ovom slučaju ne zanemarajući 

indukovano magnetno polje. Analiza uticaja indukovanog polja je od velikog značaja, što 

pokazuju brojni radovi iz ove oblasti [83, 84]. Kao i do sada, pre svega će se razmatrati uticaj 

parametra sprezanja K  i parametra viskoznosti mikrorotacije ,  koji karakterišu uticaj 

fizičkih karakteristika mikropolarnog fluida, kao i Hartmannovog broja na profile brzine, 

mirkorotacije, temperature i indukovanog magnetnog polja. 

 Prva četiri grafika daće uticaj parametra viskoznosti mikrorotacije   na polje brzine, 

mikrorotacije, temperature i indukovanog magnetnog polja. 

 Sa grafika 4.1 i 4.2, na kojima je predstavljen uticaj parametra viskoznosti 

mikrorotacije   na polje brzine i mikrotacije, još jednom se potvrđuju rezultati dobijeni u III 

poglavlju, tj. prilikom razmatranja MHD strujanja jednog mikropolarnog fluida, ali uz 

zanemarivanje indukovanog polja. Sa datih grafika se jasno vidi da povećanje dopunske 
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viskoznosti mikrorotacije ,  smanjuje brzinu, a samim tim i protok, u poređenju sa slučajem 

viskozne tečnosti. Takođe, povećanje parametra  dovodi do smanjenja intenziteta 

mikrorotacije po apsolutnoj vrednosti po celoj visini strujnog prostora između ploča, što je 

prikazano na grafiku 4.2. 

4.1 Uticaj parametra viskozosti mikrorotacije   na 

profil brzine 

4.2 Uticaj parametra viskoznosti mikrorotacije   na 

mikrorotaciju 

 

 Sledeći grafik 4.3, daje utiacj parametra viskoznosti mikrorotacije   na polje 

bezdimenzione temperature. Opet možemo, isto kao i slučaju razmatranog problema u 

poglavlju III, doneti zaključak da povećanje parametra viskoznosti mikrorotacije   uzrokuje 

smanjenje temperature po čitavoj visini između ploča. Odnosno, povećanje parametra 

viskoznosti mikrorotacije   smanjuje količinu energije transformisane unutar tečnosti. 

 Ono što ovaj razmatrani probem izdvaja u odnosu na prethodni iz poglavlja III je 

uzimanje u obzir uticaja indukovanog magnetnog polja, kao i analiza uticaja karakterističnih 

parametara na bezdimenzino indukovano magnetno polje. 

 Tako na grafiku 4.4 imamo predstavljen uticaj parametra viskoznosti mikrorotacije   

na indukovano magnetno polje .b  Sa pomenutog grafika se vidi da sa povećanjem parametra 

viskoznosti mikrorotacije , odnosno povećanjem dopunske viskoznosti ,  dolazi do 

smanjenja po apsolutnoj vrednosti indukovanog magnetnog polja po celoj visini između 

ploča. Kako je indukovano polje posledica strujanja elektroprovodnog fluida, tj. brzine 

strujanja, a sa grafika 4.1 je već izveden zaključak da povećanje parametra viskoznosti 
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mikrorotacije   dovodi do smanjenja brzine, tako je i ova tendencija promene indukovanog 

magnetnog polja sa promenom   očekivana. 

4.3 Uticaj parametra viskozosti mikrorotacije   na 

profil bezdimenzione temperature 
4.4 Uticaj parametra viskoznosti mikrorotacije   na 

indukovano polje 

 

 Naredna četiri grafika predstaviće uticaj parametra sprezanja K  na karakteristične 

veličine strujanja razmatranog problema. 

 Analiza uticaja parametra sprezanja K  na profil brzine i mikrorotacije predstavljeno 

je na graficima 4.5 i 4.6. 

4.5 Uticaj parametra sprezanja K  na profil brzine 4.6 Uticaj parametra sprezanja K  na mikrorotaciju 

 

 Sa datih grafika jasno se uočava da povećanje parametra sprezanja K  dovodi do 

smanjenja brzine, a sa druge strane do povećanja apsolutne vrednosti mikrorotacije po visini 
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strujnog prostora između ploča. Iz toga se donosi zaključak da povećanje parametra sprezanja 

K  stvara otpor strujanju tečnosti, dok sa druge strane intenzivira karakteristike 

mikropolarnog fluida kroz dopunsku viskoznost ,  što se odražava na intenzivniju 

mikrorotaciju. 

 Dobijeni rezultati odgovaraju u potpunosti rezultatima dobijenim prilikom analize 

MHD strujanja mikropolarnog fluida u slučaju kad je Reynoldsov magnetni broj mnogo 

manji od jedinice.  

 Grafik 4.7 koji predstavlja uticaj parametra sprezanja K  na bezdimenzionu 

temperaturu pokazuje da povećanje parametra sprezanja K  dovodi do smanjenja 

bezdimenzione temperature po celoj visini između ploča.  

4.7 Uticaj parametra sprezanja K  na profil 

temperature 

4.8 Uticaj parametra sprezanja K  na indukovano 

magnetno polje 

 Uticaj parametra sprezanja K  na indukovano magnetno polje, dat je na grafiku 4.8. 

Sa datog grafika se vidi da povećanje parametra sprezanja K  dovodi do smanjenja 

indukovanog magnetnog polja b  po celoj visini kanala. Kako smo sa grafika 4.5 ustanovili 

da dopunska viskoznost   povećava otpor strujanju, a kako je indukovano polje posledica 

kretanja elektroprovodnog fluida, onda je uticaj parametra sprezanja K  na indukovano 

magnetno polje očekivan. 

 Uticaj Hartmannovog broja Ha  na karakteristike razmatranog problema strujanja dat 

je na grafticima 4.9 - 4.12. 
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4.9 Uticaj Hartmannovog broja Ha  na profil brzine 4.10 Uticaj Hartmannovog broja Ha  na mikrorotaciju 

 

 Analiza uticaja Hartmannovog broja Ha  na profil brzine i mikrorotacije 

mikropolarnog fluida izvršena je već u okviru poglavlja III. Donešeni zaključci na osnovu te 

analize, važe i za posmatrani model. Tako sa grafika 4.9 jasno možemo uočiti da porast 

Hartmannovog broja dovodi do smanjenja polja brzine na celoj širini kanala. Ovakav rezultat 

je potpuno očekivan jer predstavlja uticaj upravnog magnetnog polja, odnosno Lorentzove 

sile, na pravac strujanja elektroprovodnog fluida. Dejstvo Lorentzove sile je takvo da se ono 

suprotstavlja kretanju fluida, te stoga teži da smanji brzinu fluida, kao i da "poravna" profil 

brzine. Slično se sa grafika 4.10 može videti da za veće vrednosti Hartmannovog broja, 

dolazi do smanjenja mikrorotacije po apsolutnoj vrednosti, što navodi na zaključak da 

povećanje intenziteta magnetnog polja dovodi do smanjenog uticaja karakteristika 

mikropolarnog fluida. 

 Sa slike 4.11 vidi se da pri nižim vrednostima Hartmannovog broja, postoji viskozno 

zagrevanje struje fluida u blizini ploča. Povećanje Hartmannovog broja dovodi do 

poravnjanja polja temperature u kanalu. 

 Na kraju, na grafiku 4.12 predstavljen je uticaj Hartmannovog broja na indukovano 

magnetno polje. Sa porastom Hartmannovog broja intezitet indukovanog polja opada, jer u 

tom slučaju raste uticaj spoljašnje primenjenog polja u odnosu na indukovano. Slabljenje 

uticaja indukovanog polja naspram spoljašnjeg posledica je smanjenja brzine strujanja 

mikropolarnog fluida sa porastom Hartmannovog broja. 
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4.11 Uticaj Hartmannovog broja Ha  na profil 

bezdimenzione temperature 

4.12 Uticaj Hartmannovog broja Ha  na indukovano 

magnetno polje 

 

 U nastvaku analize MHD strujanja mikropolarnog fluida, već opisanog u ovom 

poglavlju, razmatraće se korišćenje sva tri dobijena rešenja za brzinu, mikrotaciju i 

indukovano polje. Prilikom analize fizičkih karakteristika koje imaju mikropolrni fluidi koji 

nas najčešće okružuju (poput ljudske i životinjske krvi ili tečnih kristala) može se doći do 

zaključka da njihove fizičke karakteristike odgovaraju prvom slučaju rešenja, tj. kada se 

uzme da je potkorena veličina rešenja jednačine (4.36) pozitivna. Međutim, ovo ne može da 

bude generalni zaključak za sve mikropolarne fluide, jer oni obuhvataju veliku klasu 

različitih fluida. Stoga je izvršena analiza uticaja karakterističnih parametara u slučaju da se 

koriste sva tri rešenja, tj. za širi spektar različitih mikropolarnih fluida. Naredni grafici 

pokazaće uticaj parametara sprezanja K  i parametra viskoznosti mikrorotacije   na polje 

brzine, mikrorotacije i indukovano polje mikropolarnog fluida. U daljim graficima vrednosti 

50; 40,57; 0,5,   odgovaraju prvom rešenju jednačine (4.36), tj. slučaju kada je 

2 4 0.a b   Vrednost parametra viskoznosti 1,88   odgovara slučaju kada je 2 4 0,a b   

dok za vrednost 21, 23   odgovara slučaj kada je 2 4 0.a b   Poput parametra viskoznosti 

mikrorotacije ,  parametar sprezanja K uzima sledeće vrednosti u zavisnosti od vrednosti 

potkorene veličine 2 4 .a b  Za vrednosti 5; 52,3;70K   koristi se prvo rešenje jednačine 

(4.36), tj. kada je 2 4 0.a b   U slučaju kada je 8,98K   važi da je 2 4 0,a b   odnosno 

kada je 30K   odgovara slučaju kada je 2 4 0.a b   
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 Grafik 4.13 predstavlja uticaj parametra viskoznosti mikrorotacije   na 

bezdimenzionu mikrorotaciju. 

4.13 Uticaj parametra viskoznosti mikrorotacije   na 

mikrorotaciju 

4.14 Uticaj parametra viskoznosti mikrorotacije   na 

indukovano magnetno polje 

 

 Ako se tendencija promene intenziteta mikrorotacije sa povećanjem parametra 

viskoznosti mikrorotacije ,  koja je predstavljena na grafiku 4.13, uporedi sa već izvršenom 

analizom datom na grafiku 4.2, može se izvesti zaključak da je ponašanje mikrorotacije u 

zavisnosti od parametra viskoznosti mikrorotacije   isto za sva tri slučaja rešenja 

karakteristične jednačine kao i za prvi slučaj. 

 Ista situacija je i prilikom analize indukovanog magnetnog polja b  u zavisnosti od 

parametra viskoznosti mikrorotacije ,  što je prikazano na grafiku 4.14. Poređenjem ovog 

grafika sa grafikom 4.4 izvodi se jedinstven zaključak da sa povećanjem parametra 

viskoznosti mikrorotacije , odnosno povećanjem dopunske viskoznosti ,  dolazi do 

smanjenja indukovanog magnetnog polja po apsolutnoj vrednosti po celoj visini između 

ploča. 

 Naredni grafici daće uticaj parametra sprezanja K  na polje brzine, mikrorotacije i 

indukovano magnetno polje. 

 Na graficima 4.15 i 4.16 predstavljen je uticaj parametra sprezanja K  na brzinu 

strujanja fluida kao i na mikrorotaciju, respektivno.  
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4.15 Uticaj parametra sprezanja K  na brzinu 4.16 Uticaj parametra sprezanja K  na indukovano 

magnetno polje 

 

 Tendencija promene brzine i indukovanog magnetnog polja sa promenom parametra 

sprezanja ,K  koja je predstavljena na graficima 4.15 i 4.16, u potpunosti odgovara već 

sprovedenoj analizi datoj na graficima 4.5 i 4.8. Sa datih grafika se vidi da povećanje 

parametra sprezanja K  dovodi do smanjenja brzine i indukovanog magnetnog polja b  po 

celoj širini kanala.  

 Međutim, kada vršimo analizu uticaja parametra sprezanja K  na bezdimenzionu 

mikrorotaciju postoje izvesne razlike. 

 
4.17 Uticaj parametra sprezanja K  na mikrorotaciju 
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 Sa grafika 4.17 se vidi da određene vrednosti parametra sprezanja ,K  za definisane 

vrednosti karakterističnih bezdimenzionalnih parametara ( ,Ha   i Rm ), mogu izazvati 

povećanje ili smanjenje vektora mikrorotacije. Tri dobijena rešenja diferencijalne jednačine 

(4.36) omogućavaju određivanje tačnih vrednosti K  za određene pojedine slučajeve. Ovo 

ukazuje na to da određena kombinacija definisanih vrednosti karakterističnih parametara, 

može uzrokovati isticanje svojstava mikropolarnog fluida. 
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4.4. 

Dodatak - konstante kod razmatranog problema 

 Za slučaj kada je 2 4 0,a b   konstante su: 
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,C C C   


 

 4 1 2 3 ,C C C C      1 1 1 2 2 3 3 4 4 ,D C C C C    D D D D  

4 13 1 14 2 15 3 16 4( ),D C C C C C        

1 1 1 1,C M D  2 2 2 2 ,C M D  3 3 3 3 ,C M D  4 4 4 4 ,C M D  

1 1 1 1,C N A  2 2 2 2 ,C N A  3 3 3 3,C N A  4 4 4 4 ,C N A  

2
2 1

1 12 *
1

1
,

4 B Rm
 

  
 

N
T M  

2
2 2

2 22 *
2

1
,

4 B Rm
 

  
 

N
T M  

2
2 3

3 32 *
3

1
,

4 B Rm
 

  
 

N
T M  

2
2 4

4 42 *
4

1
,

4 B Rm
 

  
 

N
T M  1 2

5 1 2 *
,

B Rm
   
 

N N
T MM  

 
1 3

6 1 32 *

1 3

2
,

B Rm 
   

  

N N
T MM  

 
1 4

7 1 42 *

1 4

2
,

B Rm 
   

  

N N
T MM  

 
2 3

8 2 32 *

2 3

2
,

B Rm 
   

  

N N
T MM  
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 
2 4

9 2 42 *

2 4

2
,

B Rm 
   

  

N N
T MM  3 4

10 3 4 *
,

B Rm
   
 

N N
T MM  1

11 2 *
1

2
,

C

B Rm


N
T  2

12 2 *
2

2
,

C

B Rm


N
T  

3
13 2 *

3

2
,

C

B Rm


N
T  4

14 2 *
4

2
,

C

B Rm


N
T  

2

15 *
,

2

C

B Rm
T  

 8 1 2 3 4 6 7 8 9 11 12 13 14 ,D   T+T +T+T +T +T +T+T +T +T +T +T  

         
       
     

16 1 1 2 2 3 3 4 4 6 1 3

7 1 4 8 2 3 9 2 4 11 1

12 2 13 3 14 4 5 10 15

exp 2 exp 2 exp 2 exp 2 exp

exp exp exp exp

exp exp exp ,

     

      

  

     

       

     

T =T T T T T

T T T T

T T T T T T

 

7 8 16 .
Pr

C
D D

Ec
     
 

T  

 Za slučaj kada je 2 4 0,a b   konstante su: 

 2
1

1
4 ,

2
r a a b     2

2

1
4 ,

2
r a a b    1

1
,

2
a    2

1
,

2
a    

2
1

3 *
2,

D


    

2
2

4 *
2,

D


    1

5 *

2
,

D


   2

6 *

2
,

D


   

38 * 2
1

1 2
,

D 
    1

39 *
1

2
,

D




    40 * 2
2

1 2
,

D 
    2

41 *
2

2
,

D




     42 39 1exp ,    

   43 38 39 1exp ,      44 41 2exp ,       45 40 41 2exp ,     46 3,A    

47 4 ,A       48 3 1exp ,A        49 3 5 1exp ,A         50 4 2exp ,A     

   51 4 6 2exp ,A         52 1 2exp exp ,     53 39 41,     54 42 44 ,     

55 46 47 ,     56 48 50 ,     57 54 53,     58 43 38 ,     59 45 40 ,     

60 56 55 ,     61 49 5 ,     62 51 6 ,      63 52 2exp ,      64 1 2exp ,     

 65 57 59 63 ,      66 58 59 64 ,      67 60 62 63,      68 61 62 64 ,      

66
5

65 68 66 67

,
C

C



   

 65
6 5

66

,C C


 


 7 5 ,C C   8 63 5 64 6 ,C C C    

 2 38 6 53 5 40 8 ,D C C C       5 55 5 5 6 6 8 ,D C C C      
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5 5 3 6 5 ,C C   M  6 7 4 8 6 ,C C   M  7 6 3,C M  8 8 4 ,C M  

   5 1 5 3 5 5 6 6 3 ,AC C C C A    N     6 2 7 4 7 6 8 8 4 ,AC C C C A    N  

 7 1 6 3 ,C A N   8 2 8 4 ,C A N   

2
2 5

17 5 *
,

B Rm
 

N
T M  

2
2 6

18 6 *
,

B Rm
 

N
T M  5 6

19 5 6 *
2 ,

B Rm
   
 

N N
T MM  5

20 *
2 ,

C

B Rm


N
T  

6
21 *

2 ,
C

B Rm


N
T  

2
2 7

22 7 *
,

B Rm
 

N
T M  

2
2 8

23 8 *
,

B Rm
 

N
T M  7 8

24 7 8 *
2 ,

B Rm
   
 

N N
T MM  

5 7
25 5 7 *

2 ,
B Rm

   
 

N N
T MM  6 8

26 6 8 *
2 ,

B Rm
   
 

N N
T MM  

5 8 6 7
27 5 8 6 7 *

2 ,
B Rm

    
 

N N N N
T MM MM  7

28 *
2 ,

C

B Rm


N
T  8

29 *
2 ,

C

B Rm


N
T  

2

30 *
,

C

B Rm
T  

*
30 19 30 , T T T  31 17 22 252 2

1 1 1

1 3 1
,

4 2  
 

   
 

T T T T  23 26
32 182 2

2 2 2

31
,

4 2  
 

   
 

T T
T T  

34 20 282
1 1

1 2
,

 
 

  
 

T T T  35 21 292
2 2

1 2
,

 
 

  
 

T T T  22
36 2

1

,
4


T

T  23
37 2

2

,
4


T

T  25 22
39 2

1 1

1
,

2 2 
 

  
 

T T
T  

26 23
40 2

2 2

1
,

2 2 
 

  
 

T T
T  28

42 2
1

,



T

T  29
43 2

2

,



T

T  

 10 31 32 34 35 ,D     T T T T  

           

   

44 31 36 39 1 32 37 40 2 34 42 1

*
35 43 2 30 27 24

exp 2 exp 2 exp

1 1 1
exp ,

2 6 12

  



        

    

T T T T T T T T T

T T T T T

9 44 10 .
Pr

C
D D

Ec
     
 
T  

 Za slučaj kada je 2 4 0,a b   konstante su: 

 * 2
1

1
4 ,

2
r a i b a     * 2

2

1
4 ,

2
r a i b a    *

1 ,r i    *
2 ,r i    
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1
,

2
a   21

4 ,
2

b a    2 2 2 ,R     1 ,arctg



  2 1,arctg
 


     
 

 

1 1
1 cos sin ,

2 2
R i

     
 

 1 1
2 cos sin ,

2 2
R i

      
 

 

1 1
3 cos sin ,

2 2
R i

     
 

 1 1
4 cos sin ,

2 2
R i

      
 

  

1
1 cos ,

2
R

   1
1 sin ,

2
R

    

1 1 1,i     2 1 1,i      3 1 1,i     4 1 1,i       

1 1 * 2 2
1 1

1 2
,

D


 
 

    
 2 1 * 2 2

1 1

1 2
,

D


 
 

    
 7 1 2 1 1,       8 1 1 1 2 ,       

9 9 7 9 8 10 ,AC C C  N  10 10 7 10 8 9 ,AC C C  N   

11 11 7 11 8 12 ,AC C C   N  12 12 8 11 7 12 ,AC C C  N  

69 1 1cos exp ,    70 1 1sin exp ,     71 1 1cos sin ,      72 1 1sin exp ,     

     73 1 1 2 1 1sin cos exp ,               74 2 1 1 1 1sin cos exp ,        

   75 1 1 2 1 1sin cos exp ,           76 1 1 2 1 1cos sin exp ,        77 7 ,A    

       79 7 1 8 1 1cos sin exp ,A           

       80 8 1 7 1 1cos sin exp ,A           

       81 7 1 8 1 1cos sin exp ,A             

       82 7 1 8 1 1sin cos exp ,A            83 69 71,     84 73 75 ,     

86 79 81,     87 2 842 ,     88 1 74 ,     89 1 76 ,     91 8 80 ,     

92 8 82 ,     93 92 83 86 72 ,       94 91 72 92 70 ,       95 72 ,C    

96 89 70 72 88 ,       97 87 72 89 83,       

96
9 10

97

,C C





 
 

95 97
10

93 96 94 97

,C
 


   

 11 9 ,C C    12 83 9 70 10
72

1
,C C C    


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 3 2 9 1 10 1 122 ,D C C C      6 8 12 8 10 ,D C C    

9 7 9 8 10 ,C C  M  10 7 10 8 9 ,C C  M  11 7 11 8 12 ,C C  M  12 8 11 7 12 ,C C  M  

13 1 10 1 9 ,  N N N  14 1 9 1 10 ,  N N N   15 1 11 1 12 ,   N N N  16 1 12 1 11,  N N N  

2
2 14

1 9 *
,R

B Rm
 

N
M  

2
2 13

2 10 *
,R

B Rm
 

N
M  

2
2 16

3 11 *
,R

B Rm
 

N
M  

2
2 15

4 12 *
,R

B Rm
 

N
M  

13 14
5 9 10 *

,R
B Rm

 
N N

MM  15 16
6 11 12 *

,R
B Rm

 
N N

M M  14 16
7 9 11 *

2 ,R
B Rm

   
 

N N
MM  

13 15
8 10 12 *

2 ,R
B Rm

   
 

N N
M M  13 16 14 15

9 9 12 10 11 *
,R

B Rm


  

N N N N
MM M M  13

10 *

2
,

C
R

B Rm


N
 

14
11 *

2
,

C
R

B Rm


N
 15

12 *

2
,

C
R

B Rm


N
 16

13 *

2
,

C
R

B Rm


N
 14 1 2

1 1
,

2 2
R R R   15 3 4

1 1
,

2 2
R R R   

16 1 2

1 1
,

2 2
R R R   17 3 4

1 1
,

2 2
R R R   18 7 8

1 1
,

2 2
R R R    

2

19 7 8 *

1
,

2

C
R R R

B Rm
    

 20 14 1 5 12 2
1 1

1
,

2 2
R R R 

 
 


  21 14 1 5 12 2

1 1

1
,

2 2
R R R 

 
 


 

 22 15 1 6 12 2
1 1

1
,

2 2
R R R 

 
 


  23 15 1 6 12 2

1 1

1
,

2 2
R R R 

 
 


 

 24 10 1 11 12 2
1 1

1
,R R R 

 
 


  25 11 1 10 12 2

1 1

1
,R R R 

 
 


  26 13 1 12 12 2

1 1

1
,R R R 

 
 


 

 27 13 1 12 12 2
1 1

1
,R R R 

 
 


  28 20 1 21 12 2

1 1

1
,

2 2
R R R 

 
 


 

 29 20 1 21 12 2
1 1

1
,

2 2
R R R 

 
 


  30 22 1 23 12 2

1 1

1
,

2 2
R R R 

 
 


 

 31 23 1 22 12 2
1 1

1
,

2 2
R R R 

 
 


  32 24 1 25 12 2

1 1

1
,R R R 

 
 


 

 33 25 1 24 12 2
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- V poglavlje - 

 

5.  Promenljiva elektroprovodnost ploča 

5.1. 

Fizički i matematički model razmatranog problema 

 U ovom delu disertacije analiziraće se uticaj promenljive elektroprovodnosti ploča w
 

na strujanje mikropolarnog fluida. Razmatrani fizički model dat je na slici 5. i predstavlja 

MHD strujanje mikropolarnog fluida između dve ploče koje se prostiru u x  i z  pravcu, a na 

međusobnom su odstojanju .h  Analiza MHD strujanja mikroplarnog fluida vrši se pod 

pretpostavkom da je fluid konstantne elektroprovodnosti, dok gornja i donja ploča imaju 

proizvoljnu elektroprovodnost, a slučaj se tretira kao jednodimenzioni. 

 

5. Fizički model razmatranog strujanja  

 Potpuno razvijeno strujanje mikropolarnog fluida, odvija se u pravcu ose x  usled 

konstantnog pada pritiska. Upravno na pravac strujanja fluida, u pravcu y  ose, deluje 

spoljašnje magnetno polje intenziteta .B  Usled strujanja elektroprovodnog fluida i dejstva 

spoljašnjeg magnetno polja, dolazi do indukcije unutrašnjeg magnetnog polja intenziteta xB  

u pravcu strujanja fluida. Pod pretpostavkom da Reynoldsov magnetni broj uzima vrednost 



V poglavlje 

 

 

84 
 

oko jedinice, indukovano magnetno polje se ne zanemaruje.  Pri strujanju mikropolarnog 

fluida, gornja i donja ploča se održavaju na konstantnim temperaturama 1wT  i 2 ,wT  

respektivno, pri čemu je 1 2.w wT T  Za ovako definisani problem, vektori brzine i magnetnog 

polja su: 

  =u ,iv


 (5.1) 

  .xB i B j B
 

 (5.2) 

 Ovako definisani fizički model, matematički se opisuje sledećim sistemom jednačina, 

koji je u prethodnom poglavlju izveden: 

   
2

2
0

0,xdBd u d B dp

dy dy dy dx

  


      (5.3) 

  
2

2
2 0,

d du

dy dy

      (5.4) 

   
2 22

2
0

1
0,xdBd T du

k
dy dy dy

 


   
      

   
 (5.5) 

  
2

2
0

1
0.xd B du

B
dy dy

   (5.6) 

 Sa ciljem da dati sistem jednačina svedemo na bezdimenzionu formu, uvode se 

sledeće već dobro poznate bezdimenzione veličine: 

  

 

2
* *

* 2
0

0 1 2 0

2

2
0

0
1 2

, , , ,

, , , ,

, , , Pr ,

, Re , .

x

p

p

y u h P p
y u U P const

h U x

BT TU
b

h T T B

c
K Ha Bh

h k

U hU
Ec Rm Uh

c T T


  


  
  





     




   


    

  


 (5.7) 

 Sada sistem jednačina (5.3) - (5.6) u bezdimenzionoj formi dobija sledeći oblik: 
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   
2 * * 2

*2 * *
1 Re 0,

d u d Ha db
K K P

dy dy Rm dy


      (5.8) 

  
2 * *

*
*2 *

2 0,
d du

K K
dy dy

      (5.9) 

   
2 22 * 2

*2 * 2 *
1 Pr Pr 0,

d du Ha db
K Ec Ec

dy dy Rm dy

    
      

  
 (5.10) 

  
2 *

*2 *

1
0.

d b du

Rm dy dy
   (5.11) 

 Što se tiče graničnih uslova za zadate bezdimenzione jednačine sistema (5.8) - (5.11), 

kako su ploče nepokretne važe bezdimenzioni granični uslovi za brzinu i mikrorotaciju 

definisani sledećim izrazima: 

  
* * *

* * *

0, 0, za 0,

0, 0, za 1.

u y

u y





  

  
 (5.12) 

 Dok za temperaturu uzimamo klasične izotermske granične uslove, odnosno: 

  
*

*

0 0,

1 1.

za y

za y





 

 
 (5.8) 

 Kako bi smo rešili sistem jednačina (5.8) - (5.11), neophodno je još definisati da li su 

zidovi kanala neprovodni, konačne provodnosti ili idealno provodni. 

  Kako smo u prethondim slučajevima već razmatrali primere kod kojih su ploče 

između kojih struji fluid neprovodne, u ovom delu disertacije, bavićemo se problemom kod 

kojih su zidovi kanala konačne provodnosti ili idealno provodni. 

 Za neprovodne zidove već smo definisali granični uslov, koji je glasio: 

  
*

*

0 0,

0 1.

b za y

b za y

 

 
 (5.9) 

 Međutim u slučaju kada su ploče konačne provodnosti ili idelano provodne, kao kod 

razmatranog problema, granični uslovi glase: 
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*
*

*
*

0 0,

0 1,

b
c b za y

y

b
c b za y

y


  




  


 (5.10) 

gde je sa c  označen odnos provodnosti zida i fluida .w wc t h   Elektromagnetni granični 

uslovi direktno zavise od elektroprovodnosti zidova kanala w . Postoje tri karakteristična 

slučaja: neprovodne ploče 0,w   slučaj 0w  , koji uključuje ploče konačne provodnosti i 

za idealno provodne w  . 

 Sada kada smo definisali sistem jednačina koji opisuje problem i zadali odgovarajuće 

granične uslove, možemo pristupiti rešavanju ovog sistema. Tako se posle par matemetičkih 

operacija iz jednačina (5.8) i (5.9) dobija sledeća diferencijalna jednačina četvrtog reda za 

mikrorotaciju: 

  
4 * 2 *

*
*4 *2

0,
d d

a b
dy dy

      (5.11) 

u kojoj su konstante a  i b  definisane na sledeći način: 

  * * * *( - 2) , 2 ,a RmB A D b RmB D    (5.12) 

dok su: 

  
2

* *1 Re
, , , .

1 1 1

K Ha P K
A B C D

K K Rm K
   

   
 (5.13) 

 Slično kao i pri rešavanju diferencijalne jednačine četvrtog reda u prethodnim 

slučajevima, tako i u ovom slučaju pri rešavanju jednačine (5.11) postoje tri moguća rešenja 

za mikrorotaciju   u zavisnosti od korena karakteristične jednačine. Ta rešenja data su 

sledećim izrazima: 

 za slučaj kada je: 2 4 0a b   

         * * * * *
1 1 2 2 3 3 4 4exp exp exp exp ,C y C y C y C y         (5.14) 
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 za slučaj kada je: 2 4 0a b   

         * * * * *
5 6 1 7 8 2exp exp ,C C y y C C y y       (5.15) 

 za slučaj kada je: 2 4 0a b   

  
     

     

* * * *
9 1 10 1 1

* * *
11 1 12 1 1

cos sin exp

cos sin exp .

C y C y y

C y C y y

   

  

    
    

 (5.16) 

 Respektivno već datim rešenjima za mikrorotaciju, slede rešenja za brzinu: 

         * * * * *
1 1 1 2 2 2 3 3 3 4 4 4 1exp exp exp exp ,u C y C y C y C y D       D D D D  (5.17) 

  

   

   

   

* *5 6
6 1 5 1* 2

1 1

*7 8
8 2 7 2* 2

2 2

6 8
1 6 1 2 8 2 2* *

1 2

1
2 2 exp

1
2 2 exp

1 1
2 exp 2 exp ,

C C
u C C y

D

C C
C C y

D

C C
C y y C y y D

D D

 
 

 
 

   
 

     
     

   
       
   

 (5.18) 

  
         
         

* * * *
1 9 2 10 1 1 10 2 9 1 1

* * *
1 11 2 12 1 1 12 2 11 1 1 3

sin cos exp

sin cos exp ,

u C C y C C y y

C C y C C y y D

  

  

        
          

 (5.19) 

zatim rešenja za temperaturu: 

  

        
       
         
    

* * *
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* * *
4 4 6 1 3 7 1 4
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* * *2 *
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K Ec y y y

y y y

y y y y

y y y D y D

   

    

     

 

     

     

      

      

T T T

T T T

T T T T

T T T T T

 (5.20) 

  

      
       
       



* *
31 1 32 2

* * *2 * *2 *
34 1 35 2 36 1 37 2

* * * * * * * *
39 1 40 2 42 1 43 2

* *2 *3 *4 *
30 27 24 9 10

1 Pr exp 2 exp 2

exp exp exp 2 exp 2

exp 2 exp 2 exp exp

1 1 1
,

2 6 12

K Ec y y

y y y y y y

y y y y y y y y

y y y D y D

  

   

   

    

    

    

    

T T

T T T T

T T T T

T T T

 (5.21) 
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       
     
     
     
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* * *
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* * *
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* * *
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* * *
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* * *2 *
38 1 39 1 19 11

1 Pr cos 2 sin 2 exp 2

cos 2 sin 2 exp 2

sin cos exp
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1
cos 2 sin 2

2

K Ec R y R y R y

R y R y R y

R y R y y

R y R y y

R y R y R y D y

   

  

  

  

 

       

      
    
     

    12 ,D

 (5.22) 

i na kraju rešenja za indukovano magnetno polje: 

  
   

    

* * *
1 1 1 2 2 2*

* *
3 3 3 4 4 4 4

1
exp exp

exp exp ,

b Cy C y C y
B

C y C y D

 

 

    

  

A A

A A
 (5.23) 

  

   
   
        

* *
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*
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1
exp

exp

exp exp ,

b Cy AC C C y
B

AC C C y

C A y y C A y y D





 

      

    

      

 (5.24) 

  
       

       

* * * *
9 1 10 1 1*

* * *
11 1 12 1 1 6

1
cos sin exp

cos sin exp .

b Cy y y y
B

y y y D

  

  

    

   

N N

N N
 (5.25) 

 I u ovom, kao i u prethondim slučajevima izostavljenje su konstante koje se javljaju u 

izrazima (5.14) - (5.25) zbog njihovog velikog broja, ali su date u dodatku disertacije. 

5.2. 

Analiza rezultata razmatranog problema 

 Kako je u prethodnim poglavljima već vršena analiza uticaja fizičkih karakteristika 

mikropolaranog fluida, preko parametra sprezanja K  i parametra viskoznosti mikrorotacije 

,  na razmatrani problem strujanja fluida, a uz to analizairan i uticaj magnetnog preko 

Hartmannovog broja ,Ha  kod ovog problema skoncentrisaćemo se uglavnom na analizu 

uticaja promenjive elektroprovodnosti zida na polje brzine, mikrorotacije, temperature i 

indukovanog magnetnog polja mikropolarnog fluida. Tokom izrade doktorske disertacije, deo 

rezultata objavljen je u okviru više radova objavljenijh na naučnim skupoima i časopisima, 
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tako se rezultati dobijeni prilikom analize uticaja promenjive elektroprovodnosti zidova na 

strujanje mikropolarnog fluida mogu naći u okviru literature [85]. 

 Stoga će prva četiri grafika dati uticaj promenjive elektroprovodnosti zidova preko c  

 w wc t h   na polje brzine, mikrorotacije, indukovanog magnetnog polja i temperature. 

 Sa grafika 5.1, koji predstavlja uticaj promenjive elektroprovodnosti zidova na brzinu, 

može se uočiti da u slučaju neprovodnih ploča ( 0c  ) profil brzine je izraženiji nego kada su 

ploče konačne provodnosti ( 5c  )  ili približno beskonačne provodnosti ( 1000c  ). Takođe 

se može uočiti da povećanje elektroprovodnosti zidova dovodi do smanjenja uticaja 

spoljašnjeg magnetnog polja, pa tako imamo povećanje intenziteta brzine za slučaj kada je 

1000c   u odnosu na slučaj kada je 5.c   

 
5.1 Profil brzine za reazličite vrednosti c  

 
5.2 Uticaj c  na mikrorotaciju 

 

 Na narednom grafiku, 5.2, dat je uticaj elektroprovodnosti ploča na polje 

mikrorotacije. Vidi se da je tendecija promene mikrorotacije potpuno ista kao i kod brzine, tj. 

u slučaju kada se ploče mogu smatrati elektro neprovondim ( 0c  ), mikrorotacija ima 

najveći intenzitet po apsolutnoj vrednosti, dok za neke konačne vrednosti elektro provodnosti 

( 5c  ) dolazi do opadanja intenziteta mikrorotacije, da bi u slučaju potpune provondosti 

ploča ( 1000c  ) ponovo došlo do malog porasta intenziteta mikrorotacije. 

 Naredni grafik 5.3 prikazuje promenu idnukovanog magnetnog polja za različite 

vrednosti .c  
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5.3 Profil indukovanog magnetnog polja za reazličite 

vrednosti c  

5.4 Uticaj c  na bezdimenzionu temepraturu 

 U slučaju neprovodnih zidova ( 0c  ) struja ne može da uđe u zid ploča sa strane 

fluida, što kao posledicu ima nestajanje normalne komponente gustine struje na zidu. Kako 

struja ne može da uđe u zidove, strujno kolo se zatvara u viskoznim graničnim slojevima u 

okolini zida. Indukovano magnetno polje xB  predstavlja strujnu funkciju električne struje, a 

linije .xB const  su strujne linije struje. U tom slučaju indukovano magnetno polje na 

zidovima ploča ima vrednost nula. Dok u slučaju kada su zidovi konačne električne 

provodnosti ( 5c  ), indukovano magnetno polje ima maksimalne vrednosti na zidovima u 

poređenju sa slučajem beskonačne elektroprovodnosti zidova ( 1000c  ). 

 Grafik 5.4 daje uticaj elektroprovodnosti ploča na profil temeprature. Sa grafika se 

zaključuje da kod neprovodnih ploča ( 0c  ) viskozno zagrevaje dovodi do povećanja 

temperature u blizini ploča, dok u slučaju konačne ( 5c  ) i približno beskonačne ( 1000c  ) 

provodnosti ploča viskozno zagrevanje i Jouleova toplota dovode do povećanja intenziteta 

temperature u sredini strujnog prostora. 

 Kako je cilj disertacije analiza mikropolarnih fluida, te samim tim analiza uticaja 

karakterističnih parametra mirkopolarnih fluida K  i   na karakteristike strujanja, u daljem 

delu ovog poglavlja razmotrićemo međusobni uticaj parametra sprezanja K  i 

elektroprovodnosti ploča na profil brzine, mikrorotacije, indukovanog polja i temeprature, a 

zatim i uticaj parametra viskoznosti mikrorotacije   zajedno sa promenjivom 

elektroprovodnošću ploča. 
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 Grafici 5.5 i 5.6 daju uticaje parametra sprezanja K  i elektroprovodnosti ploča na 

polje brzine i mikrorotacije. 

 
5.5 Profil brzine za reazličite vrednosti c  i 

parematra sprezanja K  

 
5.6 Uticaj c  i parametra sprezanja K  na mikrorotaciju

 

 Sa grafika 5.5 se vidi povećnje parametra sprezanja K  dovodi do smanjenja 

intenziteta brzine po celoj visini strujnog prostora, pri čemu smanjenju intenziteta brzine 

doprinosi i to da su zidovi konačne elektroprovodnosti. 

 Kod mikrorotacije je situacija nešto drugačija, jer povećanje parametra sprezanja K  

dovodi do povećanja apsolutne vrednosti mikrorotacije, pa tako u slučaju kada su zidovi 

neprovodni ( 0c  ), a K  najveće, i mikrorotacija dostiže svoju maksimalnu vrednost, što je 

prikazano na grafiku 5.6. 

 Slika 5.7 pokazuje, kako što je i očekivano, da povećanje parametra sprezanja K  

uzrokuje smanjenje intenziteta indukovanog magnetnog polja po apsolutnoj vrednosti. Pored 

toga, kada su ploče elektroneprovodne, na njima naravno nema induktivnog magnetnog polja. 

 Što se tiče uticaja parametra sprezanja K  i promenjive elektroprovodnosti zidova na 

temeperaturu, grafik 5.8, vidi se da kako parametar sprezanja K  raste tako temperatura po 

celoj visini kanala opada, da bi u graničnom slučaju kada K   dominantan prenos toplote 

bila kondukcija. Sa druge strane u sluačju kada su zidovi neprovodni ( 0c  ) porast 

temeprature je izražen blizu ploča kao posledica viskoznog zagrevanja, dok u slučajevima 

konačne provodnosti do porasta temperature dolazi u sredini kanala. 
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5.7 Indukovano magnetno polje za reazličite vrednosti 

c  i parematra sprezanja K  

 
5.8  Uticaj c  i parametra sprezanja K  na 

temperaturu 

 

 Na kraju će se kod razmatranog problema analizirati i zajednički uticaj parametra 

viskozosti mikrorotacije   i elektroprovondosti zidova na karakteristike strujanja 

mikropolarnog fluida. 

 
5.9 Brzina za različite vrednosti c  i parematra 

viskoznosti mikrorotacije   

 
5.10 Uticaj c  i parametra viskoznosti mikrorotacije 

  na mikrorotaciju 

 

 Grafik 5.9 pokazuje uticaj parametra viskoznosti mikrorotacije   na brzinu, sa kog se 

uočava da se brzina smanjuje kada se parametar viskoznosti mikrorotacije povećava. Kada su 

zidovi elektroneprovodni i parametar viskoziteta mikrorotacije 0,  profil brzine 

mikropolarnog fluida isti je kao u slučaju laminarnog strujanja viskozne tečnosti. Što se tiče 
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uticaja parametra viskoznosti mikrorotacije   na vektor mikrorotacije, grafik 5.10, vidi se da 

povećanje prametra viskoznosti mikrorotacije dovodi da smanjenja intenziteta mikrorotacije 

po apsolutnoj vrednosti. Takođe sa grafika 5.10, kao i sa grafika 5.6 i 5.2, može se zaključiti 

da povećanje elektroprovodnosti zidova ploča dovodi do smanjenja intenziteta mikrorotacije, 

što znači da veća elektroprovodnost ploča umanjuje karakteristike mikropolarnog fluida.  

 
5.11 Indukovano magnetno polje u funkciji c  i 

parematra viskoznosti mikrorotacije   

 
5.12 Uticaj c  i parametra viskoznosti mikrorotacije 

  na bezdimenzionu temperaturu 

 

 Naredni grafik 5.11 prikazuje uticaj parametra viskoznosti mikrorotacije   i 

promenjive elektroprovondosti ploča, na indukovano magnetno polje. Povećanje parametra 

viskoznosti mikrorotacije   dovodi do smanjenja intenziteta indukovanog magnetnog polja, 

mada se može videti da taj uticaj nije značajan niti u jednom od izložena tri slučaja. Takođe 

se sa grafika 5.11 može uočiti da je intenzitet indukovanog magnetnog polja nešto veći u 

slučaju kada ploče imaju neku konačnu vrednost elektroprovodnosti. 

 Na kraju uticaj parametra viskoznosti mikrorotacije   i promenjive 

elektroprovodnosti ploča na bezdimenzionu temperaturu je potpuno očekivan. Sa grafika 5.12 

se vidi da povećanje parametra viskoznosti mikrorotacije   smanjuje bezdimenzionu 

temperaturu po celoj širini kanala, težeći tome da dominantan prenost toplote bude 

kondukcija. Sa druge strane u slučaju kada su ploče neke konačne elektroprovodnosti, do 

povećanja temperature dolazi u sredini strujnog prostora, dok u slučaju neprovodnih ploča 

imamo neznatno uvećanje temperature u blizini ploča dok je profil temperature u srednjem 

delu strujnog prostora ravniji. 
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5.3. 

Dodatak - konstante kod razmatranog problema 

 Za slučaj kada je 2 4 0,a b   konstante su: 

 2
1

1
4 ,

2
r a a b     2

2

1
4 ,

2
r a a b   1 1 ,r    2 1 ,r    3 2 ,r    4 2 ,r    

2

*

1
2 , 1,2,3,4,i

i
i

i
D



 

   
 

D  , 1, 2,3,4,i i iA i  A D  

 9 1 1exp , D   10 2 2exp , D   11 3 3exp , D   12 4 4exp , D   13 1 1exp ,  A  

 14 2 2exp ,  A   15 3 3exp ,  A   16 4 4exp ,  A   *
17 13 1 1 ,c     

 *
18 14 2 1 ,c      *

19 15 3 1 ,c      *
20 16 4 1 ,c     *

21 1,c    

* *
22 1 1 1 17 ,c     A A  * *

23 2 2 2 18 ,c     A A  * *
24 3 3 3 19 ,c     A A  

* *
25 4 4 4 20 ,c     A A  * *

26 21,c    *
27 9 1,   D *

28 10 2 ,   D  *
29 11 3 ,   D  

*
30 12 4 ,   D  

   *
31 1 4exp exp ,        *

32 2 4exp exp ,        *
33 3 4exp exp ,     

* * *
34 27 30 ,     * * *

35 28 30 ,     * * *
36 29 30 ,     * * *

37 22 25 ,     * * *
38 23 25 ,   

* * *
39 24 25 ,    * * * * *

40 34 33 31 36 ,      * * * * *
41 35 33 32 36 ,      * * * * *

42 37 33 31 39 ,     
* * * * *

43 38 33 32 39 ,      * * *
44 26 33 ,     

* * * *
41 44 33 43

1 * * * *
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   


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 
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  * *
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1
,C C C   


  4 1 2 3 ,C C C C     

 1 1 1 2 2 3 3 4 4 ,D C C C C    D D D D  * * * * *
4 21 17 1 18 2 19 3 20 4 ,D C C C C C           

1 1 1 1,C M D  2 2 2 2 ,C M D  3 3 3 3 ,C M D  4 4 4 4 ,C M D  

1 1 1 1,C N A  2 2 2 2 ,C N A  3 3 3 3,C N A  4 4 4 4 ,C N A  
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- VI poglavlje - 

 

6. EMHD strujanje mikropolarnog fluida 

6.1. 

EMHD strujanja fluida 

 Ukoliko se istovremeno primeni magnetno polje upravno na električno polje u 

elektroprovodnom fluidu se generiše sila koja deluje na isti. Ovo predstavlja osnovni princip 

rada elektromagnetno hidrodinamičke (EMHD) pumpe. U hemijskoj i metalurškoj industriji 

EMHD pumpe se veoma često koriste. Njihovu prednost predstavlja mogućnost rada sa 

veoma agresivnim, hemijski reaktivnim fluidima veoma visoke temperature. Pored toga, 

EMHD pumpe nemaju pokretne mehaničke delove, nema potrebe za korišćenjem ležajeva, 

nije neophodno koristiti mehaničke zaptivače itd, pa je time izuzetno povećana njihova 

pouzdanost. Elektromagnetno upravljanje strujanjem u tehnološkim procesima se takođe 

koristi za stabilizaciju rastopina i njihove slobodne površine, proizvodnju veoma finih 

prahova, poluprovodnika, aluminijuma i super legura sa izuzetnim osobinama. 

 Nedavna istraživanja pokazala su da elektromagnetno hidrodinamička (EMHD) 

strujanja mogu da budu veoma pouzdan način za transportovanje slabo provodnih fluida u 

mikrosistemima [86, 87]. U ovakvim mikrofluidnim uređajima može se transportovati više 

fluida sa različitim ciljem. Na primer, povećanje brzine jednog fluida može se vršiti u 

njegovoj direktnoj interakciji sa drugim pokretljivijim, zatim se problem strujanja dva fluida 

može primeniti kod uređaja za prenos toplote, ili se može vršiti kontrolisano mešanje fluida. 

 Uticaj električnog i magnetnog polja na strujanje mikropolarnog fuida, takođe privlači 

dosta pažnje. Najčešće se vrši analiza uticaja elektromagnetno hidrodinamičkih efekata na 

strujanje biloških fluida, poput ljudske krvi. Tako je D. Triphati (2017) sa svojim sardnicima 

razmatrao EMHD strujanje biofluida u talasastom kanalu [88]. Oni su u radu razmatrali uticaj 

Hartmannovog magnetnog broja, kao i elektro-osmotskog parametra na profil brzine i zatim 
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zapreminski protok. Takođe, Mithilesh Kumar Chaube i koautori [89] (2018) su radili na 

modelu koji se može koristiti za dizajniranje i inženjering peristaltičko-laboratorijskog čipa i 

mikro peristaltičke pumpe za primenu u biomedicini. 

 Imajući u vidu široku oblast praktičnog značaja EMHD strujanja, kao što je već 

pomenuto, cilj ovog poglavlja disertacije je istraživanje strujanja i prenosa toplote 

mikropolarnog fluida, uzimajući u obzir efekte spoljašnjeg električnog i magnetnog polja. 

6.2. 

Fizički i matematički model razmatranog problema 

 U ovom delu disertacije, razmatraće se model laminarnog i razvijenog EMHD strujanja 

mikropolarnog fluida između dve nepokretne ploče na odstojanju h . Uz pretpostavku da je 

strujanje pretežno u pravcu x  ose, te da je Reynoldsov magnetni broj znatno manji od 

jedinice, posmatrani problem se dosta pojednostavljuje. Prilikom strujanja fluida, gornja i 

donja ploča se drže na konstantnim temperaturama 1wT i 2 ,wT  respektivno, pri čemu se uzima 

da su te ploče elekroneprovodne. Prilikom strujanja na mikropolarni fluid deluje spoljašnje 

magnetno polje intenziteta B  u pravcu y  ose i spoljašnje električno polje intenzieta E  u 

pravcu z ose. Napred definisani fizički model, dat je na slici 6. 

 

6. Fizički model EMHD strujanja mikropolarnog fluida  

 Na početku razmatranja problema EMHD strujanja mikropolarnog fluida između ploča, 

moramo se osvrnuti na uticaj spoljašnjeg električnog polja, tj. na formiranje jednačina 

problema. 
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 Kako je spoljašnje električno polje intenziteta E  u pravcu z  ose, magnetno polje 

intenziteta B  u pravcu y  ose, a potpuno razvijeno strujanje u pravcu ose ,x  vektori za 

brzinu, magnetno i električno polje dati su sledećim izrazima: 

  =u ,iv


 (6.1) 

  ,B jB


 (6.2) 

  .Ek E


 (6.3) 

 Vektor gustine struje određuje se na osnovu Ohmovog zakona, koji je definisan 

izrazom: 

    ,  j E v B  (6.4) 

dok je sistem jednačina za strujanje mikropolarnog fluida, dat sledećim izrazima:  

      2 ,
D

p div rot
Dt

                   
v

f j B v v v ω  (6.6) 

       2 2 ,
D

I rot div
Dt

                
ω

v ω ω ω g  (6.7) 

  
2

2 .p

T
c T k T

t



       

j
v  (6.8) 

 Nakon uvedenih pretpostavki o strujanju, te definisanim izrazima za brzinu, magnetno 

i električno polje (6.1) - (6.3), dobija se sledeći sistem diferencijalnih jednačina za razmatrani 

problem: 

     
2

2
22

sin 0,w

d u d dp
g T T B u EB

dy dy dx

                (6.9) 

  
2

2
2 0,

d du

dy dy

      (6.10) 

     
22

2

2
0.

d T du
k E uB

dy dy
  

 
     

 
 (6.11) 
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 U jednačini (6.9) ugao   predstavlja nagib ploča u odnosu na horizontalnu ravan, ali 

ćemo nadalje najpre razmatrati problem kada je 0,   tj. kada su ploče horizontalne. 

 Da bi smo prethodni sistem jednačina (6.9) - (6.11) rešili, neophodno je da uvedemo 

odgovarajuće granične uslove. Na osnovu napred definisanog razmatranog problema, prvi 

uslov je uslov da nema klizanja, tj. da na pločama ne postoji klizanje mikropolarnog fluida, te 

stoga važi da su brzina i mikrorotacija mikropolarnog fluida na pločama jednake nuli:  

  
0, 0 0,

0, 0 .

u za y

u za y h





  

  
 (6.12) 

 Što se tiče graničnih uslova za temperturu, usvojeni su izotermski uslovi na osnovu 

kojih važi: 

  
2

1

0,

.

w

w

T T za y

T T za y h

 

 
 (6.13) 

 Ovako definisane jednačine razmatranog problema (6.9) - (6.11), kao i granične 

uslove date izrazima (6.12) i (6.13), neophodno je svesti na bezdimenzioni oblik radi daljeg 

rešavanja. Stoga uvodimo opšte poznate i napred već definisane transformacije, date sledećim 

izrazima: 

  

 

2
* * * 2

0
0 1 2

2
0

2
1 2

, , , , , , ,

, , , Pr , , Re .p

p

T Tu y h P p U
u y U P const

U h x h T T

c U hU
K Ha Bh Ec

h k c T T

  
 

  
   


        

 

      


 (6.14) 

 Pored ovih transformacija, definišu se još dva jako bitna bezdimenziona fakotora i to 

faktor opterećenja Q  i Grashofov broj ,Gr  u sledećem obliku: 

  
3

2
2

0

( )
, .wg h T TE

Q Gr
U B





   (6.15) 

 Nakon uvođenja ovih bezdimenzionih transformacija, sistem jednačina (6.9) - (6.11), 

dobija svoju bezdimenzionu formu: 
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   
2 * *

2 * 2
*2 *

1 sin Re 0,
Re

d u d Gr
K K Ha u Ha Q P

dy dy

         (6.16) 

  
2 * *

*
*2 *

2 0,
d du

K K
dy dy

      (6.17) 

     
22 *

22 *
*2 *

1 Pr Pr 0,
d du

K Ec EcHa Q u
dy dy

  
     

 
 (6.18) 

dok granični uslovi postaju: 

  
* * *

* * *

0, 0, 0, 0,

0, 0, 1, 1.

u za y

u za y

 

 

   

   
 (6.19) 

 Prilikom rešavanja sistema (6.16) - (6.18), iz prve dve jednačine, nakon određenih 

matematičkih operacija, dobija se jednačina četvrtog reda za brzinu u sledećem obliku: 

  
4 * 2 *

*
*4 *2

0,
d u d u

a bu d
dy dy

     (6.20) 

gde su konstante ,a b  i d  definisane kao: 

  * * * * * * * *, , ,a B E A D b E B d E C      (6.21) 

dok su ostale konstante: 

 
2

* * * * * 22 1
, , , , Re sin .

1 1 1 Re

K Ha K K Gr
A B D E C P Ha Q

K K K
              

 (6.22) 

 Diferencijalna jednačina četvrtog reda (6.20), odgovara jednačini koja je rešena u 

trećem poglavlju ove disertacije (3.30). Analiza rešenja i u ovom, kao i u više navrata do 

sada, pokazala bi da zavisno od korena karakteristične jednačine postoje tri moguća slučaja, a 

odgovarajuća rešenja su: 

 za slučaj kada je: 2 4 0a b   

         * * * * *
1 1 2 2 3 3 4 4exp exp exp exp ,

d
u C y C y C y C y

b
         (6.23) 
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 za slučaj kada je: 2 4 0a b   

         * * *
5 6 1 7 8 2* exp exp * ,

d
u C C y y C C y y

b
       (6.24) 

 za slučaj kada je: 2 4 0a b   

  
     

     

* * * *
9 1 10 1 1

* * *
11 1 12 1 1

cos sin exp

cos sin exp .

u C y C y y

d
C y C y y

b

  

  

    

     

 (6.25) 

 Respektivno, dgovarajuća rešenja za mikrorotaciju data su sledećim izrazima: 

         * * * * *
1 1 1 2 2 2 3 3 3 4 4 4exp exp exp exp ,C y C y C y C y       D D D D  (6.26) 

         * * * * *
13 14 1 15 16 2exp exp ,E E y y E E y y       (6.27) 

  
     

     

* * * * * *
3 1 4 1 1

* * * * *
5 1 6 1 1

sin cos exp

sin cos exp .

P y P y y

P y P y y

   

  

    
    

 (6.28) 

 Na kraju rešavanjem energijske jednačine (6.18), dobijamo rešenja za polje 

temperature u fluidu u sledećem obliku: 

  

     

 
 

  

 
  

 
  

 
      

1 * 2 * 3 *
1 2 32 2 2

1 2 3

2
4 * 1 *2 *

4 1 322
4 1 3

3 1
* *

1 4 2 32 2

1 4 2 3

2
* 3 *2 1 * 2 *

2 4 1 22 2 2
1 22 4

1 1 1
Pr exp 2 exp 2 exp 2

4 4 4

1 1
exp 2 exp

4 2

exp exp

1 1 1
exp exp exp

2

1

Ec C y C y C y

D
C y Dy y

D E
y y

E
y Ey F y F y

   
  

  
  

   
   

   
  




    



    


    
 

     


    3 * 4 * 5 *2 1 * 1
3 4 1 22 2

3 4

1 1
exp exp ,

2
F y F y Fy H y H 


    

 (6.29) 
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   
       
   

* *2 *
28 29 30 1

* *2 * * * * *
31 32 33 2 34 35 1

* * * * * *2 * *3 * *4 2 * 2
36 37 2 38 39 40 1 2

Pr exp 2

exp 2 exp

exp ,

Ec y y y

y y y y y

y y y y y H y H

 

 



     

       

        

 (6.30) 
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2

y y

y y y

y H y H

   

      

   
        

   

 (6.31) 

6.3. 

Analiza rezultata razmatranog problema 

 Prilikom analize rezultata, posebno će se obratiti pažnja na uticaj električnog polja na 

strujanje mikropolarnog fluida. Stoga će se dati uticaj faktora opterećenja Q  na polje brzine, 

mikrorotacije i temeperature. Pored toga urađena je analiza uticaja Hartmannovog broja 

,Ha parametra sprezanja K  i parametra viskoznosti mikrorotacije   na karakteristike 

strujanja mikropolarnog fluida u prisustvu spoljašnjeg magnetnog i električnog polja. 

 Prva tri grafika daće uticaj faktora opterećenja Q  na polje brzine, mikrorotacije i 

temperature. Za slučaj kada je 0Q   ne postoji uticaj električnog polja, tzv. slučaj kratkog 

spoja, međutim od velikog značaja je analiza kada je faktor opterećenja različit od nule, 

0,Q   a Hartmannov broj konstantan. 

 Na grafiku 6.1 dat je uticaj faktora opterećenja Q  na profil brzine mikropolarnog 

fluida. Kako je već napred pomenuto, tokom promene vrednosti faktora opterećenja, 
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Harmatnnov broj je konstantan, kao i parametar sprezanja ,K  parametar viskoznosti 

mikrorotacije   i Reynoldsov broj Re. 

6.1 Uticaj faktora opterećenja Q  na brzinu 6.2 Uticaj faktora opterećenja Q  na mikrorotaciju 

 

 Promena faktora opterećenja Q  omogućava rad sistema u tri režima i to kao 

generator, merač protoka ili pumpa. Sa datog grafika 6.1 može se zaključiti da za vrednost 

1Q   dolazi do promene smera strujanja, i to odgovara slučaju kada sistem radi kao pumpa, 

a promena smera strujanja je posledica toga što je spoljašnje električno polje E  usvojeno u 

negativnom smeru z  ose, dok za vrednost 1,Q    dolazi do izjednačavanje članova u 

Lorentzovoj sili (jer postoji doprinos od strane električnog E  i magnetnog B  polja), a to je 

slučaj kada se sistem ponaša kao merač protoka. 

 Sa sledećeg grafika 6.2, vidi se da je uticaj faktora opterećenja Q  na mikrorotaciju isti 

kao i na profil brzine. Za 1Q   imamo promenu smera mikrorotacije u poređenju sa profilom 

mikrorotacije koji smo dobili za 0,Q   dok za vrednost 1Q    dolazi samo do povećanja 

intenzieta mikrorotacije po aspolutnoj vrednosti. Povećanje električnog polja intenzivira 

svojstva mikrorotacije i osobina mikropolarnih fluida. 

 Sa grafika 6.3 uočava se da za vrednosti 1 0,Q    dolazi do pothlađivanja struje 

fluida, jer tada sistem funkcioniše u režimu merača protoka i hladi fluid na račun "odvedene" 

električne energije, dok za vrednosti 0 1Q   dolazi do porasta temperature u struji fluida, 
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kao posledica viskoznog i unutrašnjeg zagrevanja (Jouleove toplote), pri čemu 1Q   

odgovara pumpnom režimu rada sistema. 

6.3 Uticaj faktora opterećenja Q  na bezdimenzionu 

temperaturu 

6.4 Uticaj Hartmannovog broja Ha  na brzinu 

  

 U daljoj analizi razmatranog problema, daćemo uticaj Hartmannovog broja na polje 

brzine, mikrorotacije i temperature.  

 Na grafiku 6.4, predstavljena je promena profila brzine za različite vrednosti 

Hartmannovog broja .Ha  Sa grafika se jasno vide očekivani rezultati, a to je da brzina opada 

sa povećanjem Hartmannovog broja ,Ha  sa tendencijom da fluid čak promeni smer strujanja. 

Ovo je posledica dejstva Lorentzove sile, na čiji intenzitet sada utiču i električno i magnetno 

polje, koja u ovom slučaju može da menja smer. Ako dobijene rezultate poredimo sa 

slučajem strujanja mikropolarnog fluida ali bez prisustva spoljašnjeg električnog polja, 

videće se da kada postoji spoljašnje električno polje i kada je faktor opterećenja Q  pozitivan,  

0,Q   uticaj Hartmannovog broj na polje brzine je izraženiji. Kako znamo da je Lorentzova 

sila L , f j B  a u slučaju kada postoji spoljašnje električno polje gustina struje je definisana 

izrazom (6.4), onda su dobijeni rezultati očekivani. 
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6.5 Uticaj Hartmannovog broja Ha  na 

mikrorotaciju 

6.6 Uticaj Hartmannovog broja Ha  na temeparturu 

 

 Slično promeni brzine, mikrorotacija se smanjuje u apsolutnoj vrednosti po čitavoj 

visini strujnog prostora sa povećnjem Hartmannovog broja ,Ha  što je prikazano na grafiku 

6.5. 

 Sledeći grafik 6.6 pokazuje da povećanje Hartmannovog broja dovodi do toga da 

kondukcija bude dominantni prenos toplote kroz struju mikrpolarnog fluida, dok je za manje 

vrednosti Hartmannovog broja povećanje temperature u struji fluida posledica viskoznog 

zagrevanja. 

6.7 Uticaj parametra viskoznosti mikrorotacije   na 

brzinu 

6.8 Uticaj parametra viskoznosti mikrorotacije   na 

mikrorotaciju 
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 Sada ćemo preći na analizu uticaja fizičkih karakteristika mirkopolarnog fluida, preko 

uticaja parametra viskoznosti mikrorotacije   i parametra sprezanja ,K  na brzinu, 

mikrorotaciju i temperaturu. 

 Ako prilikom analize uticaja parametra viskoznosti mikrorotacije   na brzinu, 

mikrorotaciju i temperaturu razmatranog problema, dobijene rezultate poredimo sa 

rezultatima problema kod kog nismo razmatrali uticaj spoljašnjeg električnog polja, 

videćemo da je tendencija promene ovih fizičkih veličina sa promenom parametra 

viskoznosti mikrorotacije   potpuno ista, za slučaj kada je usvojeno  0,1Q  . Tako se sa 

grafika 6.7 i 6.8 uočava da usled povećanja parametra viskoznosti mikrorotacije   dolazi do 

smanjenja brzine, kao i smanjenja mikrorotacije po apsolutnoj vrednosti po celoj širini 

između ploča. Što se tiče uticaja promene parametra viskoznosti mikrorotacije   na 

bezdimenzionu temperaturu, što je prikazano na grafiku 6.9, još jednom se potvrđuje 

činjenica da povećanje vrednosti parametra viskoznosti   dovodi do smanjenja količine 

energije transformisane iz strujne u toplotnu. Za slučaj kada bi se za vrednost faktora 

opterećenja Q  usvojila neka negativna vrednost, tendencije promene fizičkih veličina sa 

promenom parametra viskoznosti mikrorotacije   bi ostale iste. 

6.9 Uticaj parametra viskoznosti mikrorotacije   na 

temperaturu 

6.10 Uticaj parametra sprezanja K  na brzinu 

 

 Uticaj parametra sprezanja K  na karakteristike strujanja mikropolarnog fluida, dat je 

na graficima 6.10 - 6.12. 
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 Na grafiku 6.10 dat je uticaj parametra sprezanja K  na polje brzine. Sa grafika se 

može uočiti da povećanje parametra sprezanja K  dovodi do smanjenja brzine fluida, što 

dovodi do zaključka da povećanje paramera K  dovodi po povećanja otpora strujanja 

mikropolarnog fluida. 

 Za razliku od brzine, intenzitet mikrorotacije po apsolutnoj vrednosti raste sa 

porastom parametra sprezanja .K  Ova promena prikazana je grafiku 6.11. 

6.11 Uticaj parametra sprezanja K  na mikrorotaciju 6.12 Uticaj parametra sprezanja K  na temperaturu 

 

 Grafik 6.12 predstavlja uticaj parametra sprezanja K  na polje temperature. Povećanje 

parametra sprezanja K  dovodi do smanjenja bezdimenzione temperature po celoj širini 

između ploča. Vidimo da pri znatno većem uticaju dopunske viskoznosti   nad dinamičkom 

viskoznošću , odnosno pri izraženijim karakteristikama mikropolarnog fluida, dominantan 

prenos toplote postaje kondukcija. Poput i kod uticaja parametra viskoznosti mikrorotacije 

,  tako i kod uticaja parametra sprezanja ,K  ukoliko bi se za vrednost faktora opterećenja 

Q  usvojila neka negativna vrednost, tendencije promene fizičkih veličina sa promenom 

parametra sprezanja K  bi ostale iste. 
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6.4. 

Dodatak - konstante kod razmatranog problema 

 Za slučaj kada je 2 4 0,a b   konstante su: 

 2
1

1
4 ,

2
r a a b     2

2

1
4 ,

2
r a a b    1 1 ,r    2 1 ,r    3 2 ,r    4 2 ,r    

*
*

1 * *

1
,

B
D

E A

 
   

 
 2 * *

1
,

E A
    2

1 2 1, 2,3, 4,i i i i     D  

 1 2 2 3 3 4 4
1

1
,C C C C   D D D

D
  2 2 3 3 4

1

1
,C C C   


 

3 2 4
1

1
,

d
C S C

S b
    
 

 1 1
4

2 1 1 2

,
S d

C
S S b





T

T T
 

1

1

1 , 1, 2,3,i
i i  

D
M

D
 1

1 1
1

exp exp , 1, 2,3,i
i i i 

  
D

N
D

 

 1 1 1exp exp , 1,2,3,i i i i     D  1
1 1

1

, 1, 2i i i i    

N

T N  

1
1 1

1

, 1,2,i i iS i    

M

M  

   

   

1 2 3 4 2 3
1

1 2 22 2 2 2
1 2 3 4 1 3 1 4

1 2 1 2 3 4

2 2 2 2 2 2
1 2 3 42 3 2 4

4 4 4 4

,

C C C C D D

E E F F F F

       

      

      
 

     
 

B

 

       

 
 

 
 

 
 

 
       

 

1 1 2 3 4
2 1 2 3 42 2 2 2

1 2 3 4

2 3 1
1

1 3 1 4 2 32 2 2

1 3 1 4 2 3

2
3 1 2 3

2 4 1 2 32 2 2 2
1 2 32 4

4 5
42

4

1 1 1 1
exp 2 exp 2 exp 2 exp 2

4 4 4 4

1
exp exp exp

2

1 1 1 1
exp exp exp exp

2

1 1
exp ,

2

C C C C

D D E
D

E
E F F F

F F

   
   

     
     

    
   




    

       
  

      


 

B
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1 1
2 1,H   B  1 1 1

1 1 2

1
,

Pr
H

Ec
  B B  

 2 2 21 , 1, 2,3, 4,i
i iC C K Ha i         2

1 1 1 12 1 , 1, 2,3,i
i iD C C K Ha i         

  2
2 2 2 22 1 , 1,2,i

i iE C C K Ha i          3 2
3 4 3 42 1 ,E C C K Ha       

22 , 1, 2,3,4,i
i

d
F Ha C Q i

b
    
 

 
2

5 2 .
d

F Ha Q
b

   
 

 

 Za slučaj kada je 2 4 0,a b   konstante su: 

 2
1

1
4 ,

2
r a a b     2

2

1
4 ,

2
r a a b    1

1
,

2
a   2

1
,

2
a    

*
*

1 * *

1
,

B
D

E A

 
   

 
 2 * *

1
,

E A
   

5 7 ,
d

C C
b

    
 

  6 4 3 7 2 8
1

1
,C E E C F C

F
     7 8 8 9

7

1
,C E C E

E
    9 10 7 12

8
7 11 8 10

,
E E E E

C
E E E E





 

2
1 23 , 1, 2,i iF i       2

1 2 , 1, 2,i i iE i      

 2
1 2 exp , 1, 2,i i i iG i           2

1 2[ 1 3 ]exp , 1,2,i i i i iH i          

3 2 1,E E E   4 1 ,
d

E E
b

  5 2 1exp exp ,E      6 11 exp ,
d

E
b

   3 2 1,G G G   4 1 ,
d

G G
b

  

3
7 5 1

1

exp ,
E

E E
F

   2
8 2 1

1

exp exp ,
F

E
F

    4
9 6 1

1

exp ,
E

E E
F

    

1
10 3 3

1

,
H

E G E
F

   1
11 2 2

1

,
H

E H F
F

   1
12 4 4

1

,
H

E E G
F

    

13 1 5 1 6,E E C FC   14 1 6,E E C  15 2 7 2 8,E E C F C   16 2 8,E E C  

2 * *
1 28 31 34 36 ,    B  
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       
       

2
2 28 29 30 1 31 32 33 2

* * * * * * *
34 35 1 36 37 2 38 39 40

exp 2 exp 2

exp exp ,

 

 

        

        

B
 

2 2 2
1 1 2

1
,

Pr
H

Ec
  B B  2 2

2 1,H   B  

  2 2 2 2 2
1 6 1 5 5 6 1 51 2 ,K C C C C Ha C          2 2 2

2 5 6 1 1 6 5 61 2 2 2 ,K C C C Ha C C       

  2 2 2 2
3 1 6 61 ,K C Ha C       2 2 2 2 2

4 8 2 7 2 7 8 71 2 ,K C C C C C Ha        

  2 2 2
5 7 8 2 2 8 7 81 2 2 2 ,K C C C C C Ha         2 2 2 2

6 2 8 81 ,K C C Ha     

   2
7 6 8 6 7 2 5 8 1 1 2 5 7 5 71 2 2 2 2 2 ,K C C C C C C C C C C Ha           

    2
8 6 8 2 6 8 1 1 2 6 7 1 2 5 8 6 7 5 81 2 2 2 2 2 ,K C C C C C C C C Ha C C C C              

  2
9 1 2 6 8 6 81 2 2 ,K C C C C Ha      2

10 52 ,
d

Ha C Q
b

    
 

 2
11 62 ,

d
Ha C Q

b
    
 

 

2
12 72 ,

d
Ha C Q

b
    
 

 2
13 82 ,

d
Ha C Q

b
    
 

 
2

2
14 ,

d
Ha Q

b
    
 

 

31 2
15 2 3

1 1 1

,
2 4 4  

 
     32

16 2
1 1

,
2 2 


    3

17
1

,
2


   5 64
18 2 3

2 2 2

,
2 4 4  

 
     

5 6
19 2

2 2

,
2 2 
 

    6
20

2

,
2


   * 10 11
21 2

1 1

,
 
 

    * 11
22

1

,



   * 1312
23 2

2 2

,
 


    

* 13
24

2

,



   15 16 17
28 2 3

1 1 1

,
2 4 4  
  

     16 17
29 2

1 1

,
2 2 
 

    17
30

1

,
2


   18 19 20
31 2 3

2 2 2

,
2 4 4  
  

     

19 20
32 2

2 2

,
2 2 
 

    20
33

2

,
2


   
* *

* 21 22
34 2

1 1

,
 
 

    
*

* 22
35

1

,



   
* *

* 23 24
36 2

2 2

,
 
 

    

*
* 24

37
2

,



   * 7 14
38 ,

2

 
   * 8

39 ,
6


   * 9

40 .
12


   

 Za slučaj kada je 2 4 0,a b   konstante su: 

 * 2
1

1
4 ,

2
r a i b a     * 2

2

1
4 ,

2
r a i b a     
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1
,

2
a   21

4 ,
2

b a    2 2 ,R    1
1 cos ,

2
R

   1
1 sin ,

2
R

   1 ,arctg



  

*
*

1 * *

1
,

B
D

E A

 
   

 
 2 * *

1
,

E A
   

1 1 1,i     2 1 1,i      3 1 1,i     4 1 1,i      

   

   

3
1 45 47 1 49 2 46 48 1 50 2

1 1

52 53 1 55 2 54 1 56 2
1

1 1 1 1
[ ] [ ]
2 2 2 2

1
,

2

   
 

   


          

       

B
 

3 3
2 1,H   B  3 3 3

1 1 2

1
,

Pr
H

Ec
  B B  

         

         

       

     

3
2 45 1 47 2 49 1 2 47 1 49 1 1

1

46 1 48 2 50 1 2 48 1 50 1 1
1

51 1 52 1 53 1 55 2 1
1 1

53 2 55 1 1 1 54

1 1 1
cos 2 sin 2 exp 2

2 2 2

1 1 1
cos 2 sin 2 exp 2

2 2 2

1 1
sin 2 cos 2 cos

2 2

sin exp

      


      


    
 

   


           



            


       

    

B

   

     

1 56 2 1

54 2 56 1 1 1 57

cos

1
sin exp ,

2

  

   

 

     

 

41 1 10 1 9 ,C C     42 1 10 1 9 ,C C     43 1 12 1 11,C C     44 1 12 1 11,C C     

    2 2 2 2 2
45 41 42 9 10

1

1
1 ,

4
K Ha C C


          

    2 2 2 2 2
46 43 44 11 12

1

1
1 ,

4
K Ha C C


          

      2 2 2 2 2 21 1
47 42 41 9 10 41 42 9 102 2 2 2

1 1 1 1

1 1
1 1 ,

4 2
K Ha C C K Ha C C

 
   

                 
 

      2 2 2 2 2 21 1
48 44 43 12 11 43 44 11 122 2 2 2

1 1 1 1

1 1
1 1 ,

4 2
K Ha C C K Ha C C

 
   

                 

      2 2 2 2 2 21 1
49 41 42 9 10 42 41 9 102 2 2 2

1 1 1 1

1 1
1 1 ,

2 4
K Ha C C K Ha C C

 
   

                 
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      2 2 2 2 2 21 1
50 43 44 11 12 43 44 11 122 2 2 2

1 1 1 1

1 1
1 1 ,

2 4
K Ha C C K Ha C C

 
   

                 

     2
51 41 43 42 44 9 12 10 11

1

1
1 ,

2
K Ha C C C C


            

    2
52 42 43 41 44 9 11 10 12

1

1
1 ,

2
K Ha C C C C


            

2 1 1
53 9 102 2 2 2

1 1 1 1

2 ,
d

Q Ha C C
b

 
   

            
 

2 1 1
54 11 122 2 2 2

1 1 1 1

2 ,
d

Q Ha C C
b

 
   

            
 

2 1 1
55 9 102 2 2 2

1 1 1 1

2 ,
d

Q Ha C C
b

 
   

            
 

2 1 1
56 11 122 2 2 2

1 1 1 1

2 ,
d

Q Ha C C
b

 
   

            
 

  
2

2
57 42 43 41 44 9 11 10 121 ,

d
K Ha C C C C Q

b

                 
  

1
1 2 2

1 1

,


 



 1

2 2 2
1 1

,


 



 

 2 2
1 2 1 2 1 13 ,P          2 2

1 2 1 2 1 13 ,Q         

1 1 1cos exp ,Q    2 1 1sin exp ,Q     3 1 1cos exp ,Q      4 1 1sin exp ,Q     

2 2
1 1 2 1 2 1 ,P       2 2 1 12 ,P        3 1 1 2 1 1sin cos exp ,P P P     

   4 2 1 1 1 1sin cos exp ,P P P        5 1 1 2 1 1cos sin exp ,P P P      

   6 1 1 2 1 1sin cos exp ,P P P       

5 3 1 4 1,Q P P    6 4 1 3 1,Q P P    7 5 1 6 1,Q P P    8 5 1 6 1,Q P P    9 ,
P d

Q
Q b

  *
9

2
,

P
Q

Q
  

10 3 1,Q Q Q    11 11 ,
d

Q Q
b

   12 6 7 ,Q Q Q   13 6 ,
d

Q Q
b

  14 4 2 ,Q Q Q   * *
14 2 9 10 ,Q Q Q Q   

15 11 2 9 ,Q Q Q Q   16 8 5 ,Q Q Q   * *
16 5 9 12 ,Q Q Q Q   17 5 9 13,Q Q Q Q   
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9 11 ,
d

C C
b

    
 

 *
10 9 11 9 12 ,C Q C Q C     11 14 12 15*

14

1
,C Q C Q

Q
    

* *
16 15 17 14

12 * *
16 14 16 14

,
Q Q Q Q

C
Q Q Q Q





 

   *
3 1 1 10 1 9 2 1 10 1 9 ,P P C C P C C           *

4 1 1 10 1 9 2 1 10 1 9 ,P P C C P C C        

   *
5 1 1 12 1 11 2 1 12 1 11 ,P P C C P C C              *

6 1 1 12 1 11 2 1 12 1 11 .P P C C P C C        
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- VII poglavlje - 

 

7. MHD strujanje dva mikropolarna fluida  

7.1. 

Dva mikropolarna fluida koja se ne mešaju 

 Na samom početku disertacije analiziran je problem strujanja jednog mikropolarnog 

fluida u prisustvu magnetnog polja. Međutim, jedno od najnovijih polja proučavanja 

magnetne hidrodinamike su strujanje i prenos toplote dva fluida koji se ne mešaju. Veliki broj 

problema koji je vezan za naftnu industriju, geofizička istraživanja, plazma fiziku, hemijsku 

industriju i nuklearnu tehniku uključuju strujanje više fluida. 

 U prethodne dve decenije naučnici počinju da se bave eksperimentalnim i analitičkim 

istraživanjem strujanja dva fluida. Identifikacija zona strujanja fluida, određivanje pada 

pritiska, odnosa frakcija, reakcije i koeficijenta prenosa toplote je od izuzetnog značaja za 

projektovanje sistema sa dva fluida. Hartmannovo strujanje elektroprovodnog i neprovodnog 

fluida razmatrao je u svom radu Shail [90] (1973). Na osnovu dobijenih rezultata donet je 

zaključak da se protok može povećati i do 30% izborom odgovarajućih odnosa visina fluida i 

njihovih viskoznosti. Strujanje jednog elektroprovodnog i jednog neprovodnog fluida između 

ploča izučavano je od strane Lohrasbia i Sahaia [91] (1988). Cilj tog istraživanja bilo je 

razumevanje efekta prisustva sloja šljake na karakteristike prenosa toplote MHD generatora. 

 Vrlo brzo prilikom analize strujanja dva fluida, javila se potreba za analizu strujanja 

mikropolarnih fluida. Tako su Kumar i saradnici [92] (2010) razmatrali problem potpuno 

razvijenog konventivnog strujanja mikropolarnog i viskoznog fluida u vertikalnom kanalu sa 

asimetričnim temperaturama zidova. Muthyraj i Srinivas [93] (2010) su analizirali potpuno 

razvijeno MHD strujanje mikropolarnog i viskoznog fluida u poroznoj sredini. Isti autori su 

kasnije sproveli termodinamičku analizu strujanja dva mikropolarna fluida između paralenih 

ploča [94] (2015), kao i analizu strujanja dva mikropolarna fluida u poroznoj sredini [95] 
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(2014). Ikbal, Chakravarty i Mandal [96] (2009) razmatrali su dvoslojno strujanje 

mikropolarnog fluida i plazme u arteriji krvotoka.  Srinivas, Muthyraj i Chamkha [79] (2016) 

razmatrali su strujanje dva mikropolarna fluida koji se ne mešaju u nagnutom kanalu. 

Umavathi, Chamkha i Shekar [80] (2014) su u želji da postave što bolji model za opisivanje 

ponašanja ljudske krvi, analizirali strujanje dva mikropolarna fluida koji su razdvojeni 

viskoznim slojem fluida.  

 Istraživanja MHD strujanja dva fluida pokazala su mogućnost transportovanja slabo 

provodnih fluida u mikrofludnim uređajima, kao što je strujanje kroz mrežu mikrokanala. U 

mikrofluidnim uređajima postoji potreba za transportom više fluida iz različitih razloga. Na 

primer, moguće je povećati mobilnost jednog fluida uparivanjem sa pokretljivijim fluidom ili 

se može transportovati više fluida i zatim vršiti njihova emulzifikacija ili primena u 

procesima prenosa toplote. Danas se sve češće primenjuju mikro EMHD pumpe i to zbog 

njihove pouzdanosti, odsustva pokretnih delova, male potrebne snage, reverzibilnosti 

strujanja, mogućnosti rada sa rastvorima kiselina itd. Nezavisno od svrhe EMHD strujanja 

više fluida važno je u potpunosti razumeti dinamiku razdelne površi između fluida i njen 

uticaj na transportne karakteristike sistema. 

 Uzimajući u obzir praktičnu primenu MHD strujanja dva elektroprovodna fluida, u 

ovom delu disertacije pažnja će biti posvećena strujanju dva mikropolarna fluida između 

nepokretnih ploča, kao i kombinovanom strujanju viskoznog i mikropolarnog fluida. Najpre 

će se kao i do sada formulisati fizički i odgovarajući matematički model, a onda pristupiti 

rešavanju i analizi dobijenih rezultata. Donešeni zaključci pomoćiće u razumevanju problema 

strujanja dva fluida, a posebno u analizi ponašanja međusobne interakcije dva mikropolarna 

fluida, kao i viskoznog i mikropolarnog fluida. 

7.2. 

Fizički i matematički model razmatranog problema 

 Fizički model razmatranog problema laminarnog MHD strujanja dva mikropolarna 

fluida koji se ne mešaju između ploča, predstavljen je na slici 7. 

 Razmtra se potpuno razvijeno strujanje dva mikropolarna fluida između ploča, pri 

čemu je rastojanje između ploča 2 ,h  a uzeto je da su visine oba mikropolarna fluida iste i da 

iznose po .h  Oba mikropolarna fluida su elektroprovodna i strujanje se obavlja u prisutvu 
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spoljašnjeg magetnog polja intenziteta .B  Fizički model sastoji se od dve beskonačne ploče 

koje se protežu u pravcima x  i z . Razmatrajući da je strujanje oba mikropolarna fluida 

posledica konstantnog pada pritiska duž x  ose, te da je strujanje potpuno razvijeno, tj. da 

brzina ima samo komponentu u pravcu strujanja za oba fluida, = , 1, 2,iu i i v


 razmatrani 

problem se značajno pojednostavljuje i moguće je analitički rešiti odgovarajući matematički 

model. Uniformno spoljašnje magnetno polje intenziteta B  prostire su u pravcu y  ose. 

Tokom strujanja mikropolarnih fluida, gornja i donja ploča održavaju se na konstantnim 

temperaturama 1wT i 2wT , respektivno, pri čemu treba voditi računa da je 1 2.w wT T  

 

Slika 7. Fizički model razmatranog problema 

 Vektori brzina v  i magnetnog polja B  definisani su sledećim izrazima: 

  = , 1,2,i iu i i v


 (7.1) 

  .BjB


 (7.2)  

 Ako i kod ovog problema uvedemo predpostavku da se radi o bezindukcijskoj 

aproksimaciji, tj. da je Reynoldsov magetni broj mnogo manji od jedinice, te kako nema 

dejstva spoljašnjeg električnog polja, to znači da se gustina struje može odrediti iz sledeće 

jednačine: 

    , 1,2,i i i i  j v B  (7.3) 

a za već definisane vektore brzina i magnetnog polja posmatranog problema, dobijamo: 
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  , 1,2.i i iu Bk i j


 (7.4) 

 Pošto znamo da je Lorentzova sila vektorski proizvod gustine struje i magnetnog polja 

,j B  možemo definisati član za Lorentzovu silu koji će se naći u razvijenim Navier-

Stokesovim jednačinama za pravac strujanja i on je dat sledećim izrazom: 

  2 , 1, 2.i i iB u i i   j B


 (7.5) 

 Prema osnovnim jednačinama izvedenim u drugom poglavlju disertacije za strujanje 

mikropolarnog fluida, a na osnovu uvedenih fizičkih uslova i pretpostavki razmatranog 

problema, sistem jednačina koji matematički definiše razmatrani fizički problem dat je u 

sledećem obliku: 

   
2

2
2

0,i i
i i i i i

d u d dp
B u

dy dy dx

         (7.6) 

  
2

2
2 0,i i

i i i i

d du

dy dy

      (7.7) 

   
22

2 21
2

0, 1, 2.i
i i i i i

d T du
k B u i

dy dy
  

 
     

 
 (7.8) 

 Uvedimo sada odgovarajuće granične uslove za razmatrani problem. Prvo, kako su 

ploče nepokretne i pretpostavljajući da nema klizanja na pločama, kao i uz pretpostavku da 

brzina kontinualna veličina na razdelnoj površini, granični uslovi za brzinu i mikrorotaciju na 

pločama imaju sledeći oblik: 

  

1 1

2 2

1 2 1 2

0, 0, ,

0, 0, ,

, , 0.

u za y h

u za y h

u u za y





 

  

   

  

 (7.9) 

 Što se tiče graničnih uslova za temperturu, pretpostavljeno je da se radi o izotermskim 

uslovima, tj. da su temperature mikropolarnih fluida na granici sa pločama jednake 

temperaturama ploča, kao i da su temperature fluida međusobno jednake na razdelnoj 
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povšini: 

  

1 1

2 2

1 2

,

,

0.

w

w

T T za y h

T T za y h

T T za y

 

  

 

 (7.10) 

 Pored ovih uslova, uzeto je da su tangencijalni napon, toplotni fluks i kontinuitet 

mikrorotacije, međusobno jednaki na razdelnoj površini, odnosno: 

  

   1 2
1 1 1 1 2 2 2 2

1 2
1 2

1 2
1 2

0,

0,

0.

du du
za y

dy dy

dT dT
k k za y

dy dy

d d
za y

dy dy

      

  

     

 

 

 (7.11) 

 Da bi smo prethodni sistem jednačina rešili, prvo moramo preći na bezdimenzioni 

oblik tih jednačina i usput uvesti karakteristične bezidimenzione veličine, na osnovu kojih 

ćemo analizirati karakteristike strujanja mikropolarnog fluida. 

 Definišimo prvo bezdimenzionu brzinu, mikrorotaciju i poprečnu koordinatu: 

  * * *, , ,i i i
i i i

u y
u h y

U U h

    (7.12) 

gde u izrazu za bezdimenzionu brzinu *,u  U  predstavlja referentnu brzinu, koja se definiše 

na sledeći način: 

  1

1 1

,U
Ph




  (7.13) 

pri čemu P  predstavlja:   

  .
dp

P const
dx

    (7.14) 

 Sledeći korak je da definišemo bezdimenzione karakterisktične veličine za svaki od 

fluida kao što su Reynoldsov, Hartmannov, Prantlov i Eckertov broj: 
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 

2

1 2

Re , , Pr , ,i

i

i

i pi i
i i i c

i i i p w w

chU U
Ha Bh E

k c T T

 
 

   


 (7.15) 

kao i dva nova parametra koji uzimaju uticaj dopunskih viskoznosti na karakteristike 

strujanja mikropolarnih fluida. U prethodnim poglavljima smo ta dva parametra definisali kao 

parametar sprezanja K  i parametar viskoznosti mikrorotacije   koji su za posmatrani 

problem definisani izrazima: 

  
2

, ,i i
i i

i i

K
h

 
 

    (7.16) 

pri čemu se indek i  odnosi na prvi, odnosno drugi, fluid između ploča. 

 Na kraju, neophodno je uvesti i bezdimenzionu temperturu koja je data izrazom: 

  2

1 2

.i w
i

w w

T T

T T
 



 (7.17) 

 Nakon definisanja karakterističnih bezdimenzionih veličina, sistem jednačina (7.6) - 

(7.8) u bezdimenzionom obliku dobija sledeću formu: 

   
2 * *

2 *
*2 *

1 0,i i
i i i i i

d u d
K K Ha u Re P

dy dy


      (7.18) 

  
2 * *

*
*2 *

2 0,i i
i i i i

d du
K K

dy dy

      (7.19) 

   
22 *

2 *2
*2 *

1 Pr Pr 0, 1, 2.i i
i i i i i i i

d du
K Ec Ec Ha u i

dy dy

  
     

 
 (7.20) 

 Sada napred definisani granični uslovi sistema (7.9) i (7.10) svedeni na 

bezdimenzionu formu imaju sledeći oblik: 

  

* * *
1 1 1

* * *
2 2 2

* * * * *
1 2 1 2 1 2

0, 0, 1 1,

0, 0, 0 1,

, , 0,

u za y

u za y

u u za y

 

 

   

   

    

   

 (7.21) 

dok granični uslovi (7.11) imaju sledeći oblik: 
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   
* *

* * * * * * *1 2
1 1 1 2 2 2* *

* * *1 2
* *

* *
*2 * *1 2

* *

1 1 0,

0,

0.

du du
K K h K h K za y

dy dy

d d
h k za y

dy dy

d d
h za y

dy dy

   

 

 

     

 

 

 (7.22) 

 U bezdimenzionim graničnim uslovima (7.22) sa * * *, ,h k i *  definisani su sledeći 

odnosi karakterističnih parametra fluida: 

  * * * *1 2 2 2

2 1 1 1

, , , .
h k

h k
h k

  
 

     (7.23) 

 Vratimo se sada na bezdimenzioni sistem jednačina koji opisuje razmatrani problem. 

Jednačine (7.18) i (7.19) rešavaju se simultano, kao kod razmatranih problema u trećem i 

šestom poglavlju, tako da se uz pomoć određenih matematičkih operacija iz pomenutih 

jednačina dobija sledeća jednačina četvrtog reda: 

  
4 * 2 *

*
*4 *2

0,i i
i i i i

d u d u
a b u d

dy dy
     (7.24) 

gde su , ,i i ia b d  novouvedene konstante date izrazima: 

  * * *, , ,i i i i i i i i i i ia B E A D b E B d E C      (7.25) 

u kojima su konstante * *, , , ,i i i i iA B C D E  date izrazima: 

  
2

* *Re 2
, , , , .

1 1 1
i i i i i

i i i i i
i i i i i

K Ha G K K
A B C D E

K K K
    

    
 (7.26) 

 Prilikom rešavanja diferencijalne jednačine (7.24), kao u prethodnom poglavlju, 

odnosno trećem poglavlju, analizom je utvrđeno da postoje tri moguća rešenja zavisno od 

vrednosti korena karakteristične jednačine i da su sva tri rešenja fizički moguća.  

 Tri moguća rešenja za brzinu, diferencijalne jednačine (7.24), data su u sledećem 

obliku:  
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 za slučaj kada je: 2 4 0a b   

         * * * * *
1 1 2 2 3 3 4 4exp exp exp exp ,i

i i i i i i i i i
i

d
u C y C y C y C y

b
         (7.27) 

 za slučaj kada je: 2 4 0a b   

         * * * * *
5 6 1 7 8 2exp exp ,i

i i i i i i i
i

d
u C C y y C C y y

b
       (7.28) 

 za slučaj kada je: 2 4 0a b   

  

     

     

* * * *
9 1 10 1 1

* * *
11 1 12 1 1

cos sin exp

cos sin exp .

i i i i i i

i
i i i i i

i

u C y C y y

d
C y C y y

b

  

  

    

     

 (7.29) 

 Na osnovu rešenja za brzinu, sada je moguće naći rešenja za mikrorotaciju. Tri 

moguća rešenja za mikrorotaciju data su respektivno sledećim izrazima: 

  
   

   

* * *
1 1 1 2 2 2

* *
3 3 3 4 4 4

exp exp

exp exp ,

i i i i i i i

i i i i i i

C y C y

C y C y

  

 

  

 

D D

D D
 (7.30) 

         * * * * *
13 14 1 15 16 2exp exp ,i i i i i i iE E y y E E y y       (7.31) 

  

     

       

     

       

* * *
1 1 2 1 1 10 1 9

* * *
1 1 21 1 1 10 1 9 1

* *
1 1 21 1 1 12 1 11

* * *
1 1 2 1 1 11 1 12 1

sin cos

cos sin exp

cos sin

sin cos exp .

i i i i i i i i i

i i i i i i i i

i i i i i i i

i i i i i i i i i

P y P y C C

P y P y C C y

P y P y C C

P y P y C C y

    

    

   

    

     

     

     

     

 (7.32) 

 Sada rešavanjem energijske jednačine (7.20) dobijamo rešenja za temperaturu: 
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   

   
 

  
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7.3. 

Analiza rezultata razmatranog problema 

 U prethodnom delu VII poglavlja, definisali smo matematički model razmatranog 

problema strujanja dva mikropolarna fluida između ploča i našli rešenja za polje brzine, 

mikrorotacije i temperature. Sada će dobijena rešenja biti analizirana u funkciji 

bezdimenzionih veličina i to Hartmannovog Ha  i Reynoldsovog broja Re,  kao i veličina 

koje pre svega karakterišu mikropolarne fluide: parametra sprezanja K  i parametra 

viskoznosti mikrorotacije .  Deo ovih rezultata već je izložen na kongresu Srpskog društva 

za mehaniku 2017. godine [97]. 

 Iako su svi efekti predstavljeni istovremeno, kretanje je posledica gradijenta pritiska, 

dok je pad pritiska posledica dejstva viskoznih sila, koje su izražene preko ,  uticaj 

dopunskih spregnutih napona izražen je preko ,  a   predstavlja sprezanje karakteristika 

mikrostrukture sa poljem brzine mikropolarnog fluida. 

 Treba naglastiti da je u slučaju razmatranja uticaja karakterističnih parametara analiza 

vršena za promenu parametra jednog fluida, dok je vrednost parametara drugog fluida bila 

konstantna. Tačnije, analiza je vršena za promenu vrednosti , ,K Ha  i Re,  koje u ovom 

slučaju predstavljaju odnose: 

  1 1 1 1

2 2 2 2

Re
; , ; Re .

Re

K Ha
K Ha

K Ha


    


 

7.1 Uticaj parametra viskoznosti mikrorotacije   na 

profil brzine 

7.2 Uticaj parametra viskoznosti mikrorotacije  na 

mikrorotaciju  
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 Na grafiku 7.1 prikazan je uticaj parametra viskoznosti mikrorotacije   na brzinu, 

koji ukazuje da se brzina povećava kako se povećava odnos parametra viskoznosti 

mikrorotacije dva mikropolarna fluida. Povećanje odnosa parametra viskoznosti 

mikrorotacije  postignuto je smanjenjem parametra viskoznosti mikrorotacije drugog fluida 

2.  Značajnije povećanje brzine postignuto je tek za jako malu vrednost parametra 

viskoznosti mikrorotacije drugog fluida 2 ,  tj. u tom slučaju vrednost odnosa parametra 

viskoznosti mikrorotacije   postaje jako velika. U tom slučaju, kada je vrednost parametra 

viskoznosti mikrorotacije drugog fluida 2  mala, viskozni efekti pri strujanju fluida su 

daleko veći od efekata dopunskih spregnutih napona izraženih preko ,  pa u slučaju kada 

0   dolazimo do modela MHD strujanja viskoznog fluida. 

 Ova činjenica dovodi do zaključka da povećanje dopunske viskoznosti mikrorotacije 

, smanjuje protok u poređenju sa slučajem viskozne tečnosti. 

 Na narednom grafiku 7.2 dat je uticaj parametra viskoznosti mikrorotacije   na 

mikrorotaciju. Sa grafika se vidi da gornji fluid (ili prvi) zadržava konstantnu vrednost 

parametra viskoznosti mikrorotacije 1,  dok je vrednost parametra viskoznosti mikrorotacije 

2  donjeg fluida (ili drugog) promenjiva. Na osnovu ovoga, sve promene koje se dešavaju u 

gornjem delu kanala, gde struji prvi fluid, posledica su promene parametra viskoznosti 

mikrorotacije 2 mikropolarnog fluida u donjem delu kanala. Iz donjeg dela kanala može se 

primetiti da povećanje parametra viskoznosti mikrorotacije 2  dovodi do smanjenja 

apsolutnih vrednosti mikrorotacije. 

 Naredni grafik 7.3 predstavlja uticaj odnosa parametara viskoznosti mikrorotacije   

na profil bezdimenzione temperature. Povećnje parametra viskoznosti mikrorotacije drugog 

fluida 2  dovodi do smanjenja vrednosti odnosa parametra viskoznosti mikrorotacije ,  a 

ujedno i do smanjenja vrednosti bezdimenzione temperature po celoj visini između ploča. 

Sledi zaključak da povećanje parametra viskoznosti mikrorotacije jednog od fluida, dovodi 

do smanjenja energije transformisane unutar samog fluida. 
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7.3 Uticaj parametra viskoznosti mikrorotacije   na 

profil temperature 

 
7.4 Uticaj Hartmannovog broja Ha  na brzinu  

 

 Sada prelazimo na uticaj Hartmannovog broja na polje brzine, mikrorotacije i 

temperature.  

 Grafik 7.4 prikazuje uticaj odnosa Hratmannovih brojeva dva mikropolarna fluida, na 

polje brzine strujanja ta dva fluida. Sa porastom vrednosti Hartmannovog broja donjeg fluida 

2Ha  dolazi do smanjenja vrednosti brzine u donjem delu kanala, ali kao posledica toga i do 

delimičnog smanjenja brzine prvog fluida u zoni blizu razdelne površine. Ovi rezultati su u 

potpunosti očekivani, jer što je veći intenzitet spoljašnjeg magnetnog polja, to je veća i 

vrednost Hartmannovog broja, ali i uticaj Lorentzove sile koja se suprotstavlja strujanju 

fluida. Slično ovome vrednost mikrorotacije se takođe smanjuje sa povećanjem vrednosti 

Hartmannovog broja, što je prikazano na grafiku 7.5. Ovo vodi ka zaključku da magnetno 

polje umanjuje karakteristike mikropolarnih fluida, a sa grafika 7.5 se takođe vidi da veći 

uticaj magnetnog polja ima tendenciju promene smera mikrorotacije. 

 Za niže vrednosti Hartmannovog broja, viskozna disipacija povećava temperaturu 

fluida između ploča, dok prilikom povećanja intenziteta magnetnog polja samo efekat 

Jouleove toplote povećava temperaturu u sredini kanala, što je i prikazano na grafiku 7.6. 
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7.5 Uticaj Hartmannovog broja Ha  na profil 

mirkorotacije 

 
7.6 Uticaj Hartmannovog broja Ha  na temperaturu 

 

 Pored parametra viskoznosti mikrorotacije , čiji smo uticaj analizirali kroz grafike 

7.1 - 7.3, još jedan parametar posebno karakteriše strujanje mikropolarnih fluida. Taj 

parametar predstavlja odnos dopunske viskoznosti ,  koja je svojstvena samo 

mikropolarnim fluidima, i dinamičke viskoznosti   i koja je nazvana parametar sprezanja 

.K  Uticaj ovog parametra na brzinu, mikrorotaciju i temperaturu kod strujanja dva 

mikropolarna fluida između ploča, dat je na graficima 7.7 - 7.9. 

7.7 Uticaj parametra sprezanja K  na profil brzine 7.8 Uticaj parametra sprezanja K na mikrorotaciju 

 

 Na grafiku 7.7 predstavljen je uticaj parametra sprezanja K  na profil brzine strujanja 

fluida. Sa ovog grafika, lako se uočava da povećanje vrednosti parametra sprezanja 2 ,K  
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drugog fluida koji struji u donjem delu kanala, dovodi do smanjenja intenziteta brzine. Ovo 

znači da se otpor fluida strujanju povećava sa povećavanjem vrednosti parametra sprezanja, 

odnosno sa povećanjem vrednosti dopunske viskoznosti   naspram dinamičke viskoznosti 

.  U slučaju kada parametar sprezanja 0,K   dobijeni rezultati odgovaraju strujanju 

viskoznog fluida. 

 Sa grafika 7.8 vidimo da se apsolutna vrednost mikrorotacije blizu donje ploče 

povećava sa povećanjem parametra sprezanja 2 ,K  pri čemu uz to vektor mikrorotacije 

pokazuje tendenciju promene smera. Naravno smanjenje vrednosti mikrorotacije uz gornju 

ploču, je posledica promene parametra sprezanja 2K  u donjem delu kanala, jer parametar 

sprezanja 1K  uzima istu konstantu vrednost u sva tri slučaja. Ove tendencije jasno pokazuju 

uticaj donjeg fluida na gornji, tj. uticaj uslova na razdelnoj površi. 

7.9 Uticaj parametra sprezanja K  na bezdimenzionu 

temperaturu 

7.10 Uticaj Reynoldsovog broja Re na brzinu 

 

 Sledeći grafik 7.9 pokazuje uticaj parametra sprezanja K  na bezdimenzionu 

temperaturu, gde se sa grafika jasno može videti da povećanje parametra sprezanja 2K  

dovodi do smanjenja temperature po celoj širini kanala. Za očekivati je da pri većim 

vrednostima odnosa parametra sprezanja ,K  dominantan prenos toplote u struji 

mikropolarnih fluida bude kondukcija. 

 Na kraju, ostalo je da razmotrimo i uticaj Reynoldsovog broja Re  na polje brzine, 

mikrorotacije i temperaure dva mikropolarna fluida između ploča. 
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 Prvo razmotrimo uticaj Reynoldsovog broja Re  na brzinu, što je dato na grafiku 7.10. 

Sa ovog grafika jasno se može uočiti da za veće vrednosti Reynoldsovog broja 2Re  drugog 

fluida, dolazi do povećanja brzine strujanja tog fluida, što je bilo i za očekivati jer sa 

povećanjem Reynoldsovog broja dolazi i do porasta odnosa inercijalnih i viskoznih sila. 

7.11 Reynoldsovog broja Re  na mikrorotaciju 7.12 Uticaj Reynoldsovog broja Re  na 

bezdimenzionu temperaturu 

 

 Sa grafika 7.11 vidimo da se mikrorotacija u donjem delu kanala smanjuje sa 

smanjenjem Reynoldsovog broja drugog fluida 2Re .  Smanjenjem Reynlodsovog broja 

viskozne sile postaju dominantne u odnosu na inercijalne, pa drugi član jednačine (7.19) 

proporcionalan gradijentu brzine dovodi do smanjenja vrednosti mikrorotacije uz tendenciju 

da promeni smer rotacije. 

 Na kraju, grafik 7.12 pokazuje uticaj Reynoldsovog broja na polje bezdimenzione 

temperature. Povećanje Reynoldsovog broja drugog fluida 2Re  u donjem delu kanala, dovodi 

do intenziviranja prenosa toplote između dva mikropolarna fluida, a samim tim vodi ka 

uniformnijem rasporedu temperature unutar dva mikropolarna fluida između ploča. 
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7.4. 

Dodatak - konstante kod razmatranog problema 
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 


  39
86 63 62

38

,
  


   

40
87 64 62

38

,
  


   62
88 14

38

,
 


  89 67 70 ,     90 73 76 ,     91 79 82 ,     

92 85 88 ,     66
93 72 71

65

,
  


   71
94 68 74

65

,
  


   71
95 69 75

65

,
  


   

71
96 90 89

65

,
  


   77
97 78 66

65

,
  


   77
98 68 80

65

,
  


   77
99 69 81

65

,
  


   

77
100 91 89

65

,
  


   83
101 84 66

65

,
  


   83
102 68 86

65

,
  


   83
103 69 87

65

,
  


   

83
104 92 89

65

,
  


   97
105 98 94

93

,
  


   97
106 99 95

93

,
  


   97
107 100 96

93

,
  


   

101
108 102 94

93

,
  


   101
109 103 95

93

,
  


   101
110 104 96

93

,
  


   106
111 109 108

105

,
  


   

107
112 110 108

105

,
  


    51 61 7 71 8 81 9
6

1
,C C C C  


      61 71 36 81 37 5

35

1
,C C C  


     

 71 81 66 72 68 82 69 89
65

1
,C C C C   


       81 96 72 94 82 95

93

1
,C C C  


    

 52 62 16 72 17 82 18
15

1
,C C C C  


      62 72 39 82 40 14

38

1
,C C C  


    

 72 107 82 106
105

1
,C C 


   112

82
111

,C



  

  2 2 2 2 2
1 6 1 5 5 6 1 51 2 , 1,2,i i i i i i i i i i iK C C C C Ha C i          

  2 2 2
2 5 6 1 6 1 5 61 2 2 2 , 1,2,i i i i i i i i i i iK C C C Ha C C i         

  2 2 2 2
3 6 1 61 , 1,2,i i i i i i iK C Ha C i       

  2 2 2 2 2
4 8 2 7 7 8 2 71 2 , 1, 2,i i i i i i i i i i iK C C C C Ha C i          

  2 2 2
5 7 8 2 8 2 7 81 2 2 2 , 1,2,i i i i i i i i i i iK C C C Ha C C i         
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  2 2 2 2
6 8 2 81 , 1,2,i i i i i i iK C Ha C i       

   2
7 6 8 6 7 2 8 5 1 1 2 5 7 7 51 2 2 2 2 2 , 1,2,i i i i i i i i i i i i i i i i i iK C C C C C C C C Ha C C i             

  
 

8 6 8 2 8 6 1 1 2 6 7 1 2 5 8

2
6 7 5 8

1 2 2 2 2

2 2 , 1, 2,

i i i i i i i i i i i i i i i i i

i i i i i

K C C C C C C C C

Ha C C C C i

            

  
 

  2
9 1 2 6 8 6 81 2 2 , 1,2,i i i i i i i i i iK C C Ha C C i        

2
10 52 , 1, 2,i

i i i
i

d
Ha C i

b
    2

11 62 , 1,2,i
i i i

i

d
Ha C i

b
    12 72 , 1, 2,i

i i i
i

d
Ha C i

b
    

13 82 , 1, 2,i
i i i

i

d
Ha C i

b
    

2
2

14 2
, 1,2,i

i i
i

d
Ha i

b
    1 2 3

15 2 3
1 1 1

, 1, 2,
2 4 4

i i i
i

i i i

i
  
  

      

2 3
16

1 1

, 1, 2,
2 2

i i
i

i i

i
 
 

     3
17

1

, 1, 2,
2

i
i

i

i



    4 5 6
18 2 3

2 2 2

, 1, 2,
2 4 4

i i i
i

i i i

i
  
  

      

5 6
19

2 2

, 1, 2,
2 2

i i
i

i i

i
 
 

     6
20

2

, 1, 2,
2

i
i

i

i



    

     
7 8 9

21 2 3
1 2 1 2 1 2

2
, 1, 2,i i i

i
i i i i i i

i
     
  

    
  

 
   

8 9
22 2

1 2 1 2

2
, 1, 2,i i

i
i i i i

i
   
 

   
 

 

 
9

23
1 2

, 1,2,i
i

i i

i
 


  


 10 11
24 2

1 1

, 1, 2,i i
i

i i

i
 
 

     11
25

1

, 1, 2,i
i

i

i



    

12 13
26 2

2 2

, 1, 2,i i
i

i i

i
 
 

     13
27

2

, 1, 2,i
i

i

i



    15 16 17
28 2 3

1 1 1

, 1, 2,
2 4 4

i i i
i

i i i

i
  
  

      

16 17
29 2

1 1

, 1, 2,
2 2

i i
i

i i

i
 
 

     17
30

1

, 1, 2,
2

i
i

i

i



    18 19 20
31 2 3

2 2 2

, 1, 2,
2 4 4

i i i
i

i i i

i
  
  

      

19 20
32 2

2 2

, 1, 2,
2 2

i i
i

i i

i
 
 

     20
33

2

, 1, 2,
2

i
i

i

i



    

     
21 22 23

34 2 3
1 2 1 2 1 2

2
, 1, 2,i i i

i
i i i i i i

i
     
  

    
  

 
   

22 23
35 2

1 2 1 2

2
, 1, 2,i i

i
i i i i

i
   
 

   
 

 

 
23

36
1 2

, 1,2,i
i

i i

i
 


  


 24 25
37 2

1 1

, 1, 2,i i
i

i i

i
 
 

     25
38

1

, 1, 2,i
i

i

i



    

26 27
39 2

2 2

, 1, 2,i i
i

i i

i
 
 

     27
40

2

, 1, 2,i
i

i

i



    
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       
       

   

2
11 281 191 301 11 311 321 331 21

341 351 361 11 21 371 381 11

141
391 401 21

exp 2 exp 2

exp exp

exp ,
2

 

  



        

        


   

B

 

 2
21 1 1 281 311 341 371 391Pr ,Ec     B   

       
        

   

2
12 282 192 302 12 312 322 332 22

342 352 362 12 22 372 382 12

142
392 402 22

exp 2 exp 2

exp exp

exp ,
2

 

  



          

          


    

B

 

 2
22 2 2 282 312 342 372 392Pr ,Ec     B  

  2
11 1 1 151 181 211 241 261Pr ,Ec     H  

   2
12 2 2 152 182 212 242 262Pr ,Ec     H  

2
1 11

1 1

1
,

Pr
b

Ec
   B  2

2 12 ,b  B  2 2
3 22 11,b  B B   

* * 2 2
4 12 11,b h k H H  5 4 1 1 1Pr ,b b Ec b   6 3 2 2 2Pr ,b b Ec b    

2 2
11 1 21,H b H   

 
2 5 6

12 * *
2 2

,
Ec Pr 1

b b
H

h k


 


 

2
2 6 2 2 12

21
1 1

Pr
,

Ec Pr

b Ec H
H


  2 2

22 12 2.H H b   

 Za slučaj kada je 2 4 0,a b   konstante su: 

 * 2 2
1,

1
4 , 1, 2,

2i i i ir a i b a i      * 2 2
2,

1
4 , 1, 2,

2i i i ir a i b a i     

 
1

, 1, 2,
2i ia i    

2 21
4 , 1, 2,

2i i ib a i     
*

1, 1 , 1, 2,i ir i i     
*

2, 1 , 1, 2,i ir i i     

2 2 , 1, 2,i i iR i     
1

1 cos , 1, 2,
2

i
i iR i

    
1

1 sin , 1, 2,
2

i
i iR i

    

1 1 1 ,i i ii     2 1 1 ,i i ii      3 1 1 ,i i ii     4 1 1 ,i i ii      
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*
*1

, 1, 2,i
Ii i

i i

B
D i

E A

 
   

 
L  

1
, 1, 2,IIi

i i

i
E A

 L  

2 2
1 1 1 , 1, 2,i Ii IIi i IIi iP i    L L L  2 1 12 , 1, 2,i IIi i iP i  L  

   1 11 11cos exp ,       2 11 11sin exp ,       3 11 11cos exp ,     

   4 11 11sin exp ,     
1

5
1

,
d

b
   

           6 11 11 11 21 11 11 11 11 21 11 11cos sin sin cos exp ,P P P P              

           7 11 11 11 21 11 11 11 11 21 11 11sin cos cos sin exp ,P P P P              

           8 11 11 11 21 11 11 11 11 21 11 11cos sin sin cos exp ,P P P P                

           9 11 11 11 21 11 11 11 11 21 11 11cos sin sin cos exp ,P P P P               

   10 12 12cos exp ,         11 12 12sin exp ,         12 12 12cos exp ,     

   13 12 12sin exp ,     
2

14
2

,
d

b
   

           15 12 12 12 22 12 12 12 12 22 12 12cos sin sin cos exp ,P P P P                   

           16 12 12 12 22 12 12 12 12 22 12 12sin cos cos sin exp ,P P P P                   

           17 12 12 12 22 12 12 12 12 22 12 12cos sin sin cos exp ,P P P P                   

           18 12 12 12 22 12 12 12 12 22 12 12cos sin sin cos exp ,P P P P                  

19 11 11 11 21,P P     20 11 11 11 21,P P     21 12 12 12 22 ,P P     22 12 12 12 22 ,P P     

 23 11 1 1 11 21 1 1 11 11 1 11 ,K P K P K            24 11 1 1 11 21 1 1 11 11 1 11 ,K P K P K           

 * * * * * *
25 12 2 2 12 12 2 2 12 22 2 21 ,h K P h K P h K              

 * * * * * *
26 12 2 2 12 22 2 2 12 12 2 21 ,h K P h K P h K              

2 2
27 11 11 11 11 11 11 212 ,P P P        

2 2
28 11 21 11 21 11 11 112 ,P P P        

*2 * 2 2
29 12 12 12 12 12 12 222 ,h P P P           

*2 * 2 2
30 12 22 12 22 12 12 122 ,h P P P           

7
31 2 1

6

,
  


   
8

32 3 1
6

,
  


   
9

33 4 1
6

,
  


   

16
34 11 10

15

,
  


   
16

35 12 10
15

,
  


   
18

36 13 10
15

,
  


   
7

37
6

,



  
8

38
6

1 ,



   
9

39
6

,



  
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16
40

15

,



  
17

41
15

1 ,



   
18

42
15

,



  
7

43 20 19
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- VIII poglavlje - 

 

8. MHD strujanje viskoznog i mikropolarnog fluida između 

nagnutih ploča 

8.1. Fizički i matematički model razmatranog problema  

 Kako je analiza strujanja dva mikropolarna fluida izvršena u jednom od prethodnih 

poglavlja, interesantno je razmatrati karakteristike strujanja dva raznorodna fluida koji se ne 

mešaju. Tako u ovom poglavlju analiziramo strujanje viskoznog i mikropolarnog fluida, uz 

činjenicu da strujni prostor između ploča, kao i same ploče, može biti nagnut pod 

proizvoljnim uglom   u odnosu na horizontalnu ravan. Dati problem je predstavljen na slici 

8. 

 Kao i do sada, neke osnovne pretpostavke su uvedene kako bi se razmatrni problem 

pojednostavio i mogao da reši. Pre svega razmatra se potpuno razvijeno strujanje viskoznog i 

mikropolarnog fluida između ploča, usled konstantnog pada pritiska duž x  ose. Rastojanje 

između ploča je 2 ,h  pri čemu su i viskozni i mikropolarni sloj tečnosti iste visine .h  Ploče 

između kojih se vrši strujanje fluida protežu se u beskonačnost duž pravaca x  i z  ose. Oba 

fluida su elektroprovodna i strujanje se obavlja u prisutvu spoljašnjeg magetnog polja 

intenziteta .B  Strujanje ovih fluida razmatra se u bezindukcijskoj aproksimaciji, tj. uzima se 

da je Reynoldsov magnetni broj značajno manji od jedinice. Uniformno spoljašnje magnetno 

polje intenziteta B  prostire su u pravcu y  ose. Tokom strujanja viskoznog i mikropolarnog 

fluida, gornja i donja ploča održavaju se na konstantnim temperaturama 1wT i 2wT , 

respektivno, pri čemu treba voditi računa da je 1 2.w wT T  Za ovako definisani problem, 

vektori brzina v  i magnetnog polja B  definisani su sledećim izrazima: 

  = , 1,2,i iu i i v


 (8.1) 

  .BjB


 (8.2) 
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 Shodno napred definisanom fizičkom problemu, sada je moguće definisati 

odgovarajući sistem jednačina koji opisuje razmatrani problem. 

 

Slika 8. Fizički model razmatranog problema 

 Jednačine za gornji, viskozni, sloj tečnosti date su sledećim zapisom: 

   
2

21
1 1 1 1 2 1 12

sin 0,w

d u dp
g T T B u

dy dx
          (8.3) 

  

22
2 21 1

1 1 1 12
0,

d T du
k B u

dy dy
 
 

   
 

 (8.4) 

dok jednačine koje opisuju strujanje donjeg mikropolarnog fluida, glase:  

     
2

22
2 2 2 2 2 2 22

sin 0,w

d u d dp
g T T B u

dy dy dx

              (8.5) 

  
2

2
2

2 0,
dud

dy dy

      (8.6) 

   
22

2 22 2
2 2 2 22

0.
d T du

k B u
dy dy

  
 

    
 

 (8.7) 

 Uvedimo sad odgovarajuće granične uslove za brzinu, mikrorotaciju i temperaturu na 

pločama i razdelnoj površi, kao i granične uslove za tengencijalni napon i toplotni fluks na 
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graničnoj površi između viskoznog i mikropolarnog fluida. Pomenuti granični uslovi dati su u 

sledećem zapisu: 

  

 

1 1 1

2 2 2

1 2 1 2

1 2
1 2

1 2
1 2

0, , ,

0, , 0, ,

, , 0,

, 0.

,

w

w

u T T za y h

u T T za y h

u u T T

du du
za y

dy dy

dT dT
k k

dy dy





   

  

    


   
   





 (8.8) 

 Da bi smo prethodni sistem jednačina (8.3) - (8.7) rešili, prvo moramo preći na 

bezdimenzioni oblik tih jednačina, kao i bezdimenzioni oblik graničnih uslova (8.8), za šta je 

neophodno uvesti karakteristične bezidimenzione veličine na osnovu kojih ćemo analizirati 

karakteristike strujanja mikropolarnog fluida. 

 Uvodimo sledeće bezdimenzione veličine: 

  

   
 

* * * 1

1

1 2 2 2 0 0
1 2 1 2

1 2 1 2 1 2

1 1 2 21 2
1 2 1 2

1 2 1 2

32 2
1 1 2

1 2 1 2
1 1 2 2 1 2 1
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, , ,

i
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w w

w w w w

p p

w

p w w p w w
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u h y U P const

U U h Ph dx

T T T T U h U h

T T T T

c c
Ha Bh Ha Bh

k k

g h T TU U
Ec Ec Gr

c T T c T T

Gr




 
 

  
 




      

 
   

 

   


  

 

 3
2 2 2

2 2
2 2 2

, , .wg h T T
K

h

  
  


   

 (8.9) 

 Sada, nakon uvedenih bezdimenzionih veličina, sistem jednačina (8.3) - (8.7) u 

bezdimenzionom obliku glasi: 

- gornji sloj - viskozni fluid: 

  
2 *

2 *1 1
1 1 1*2

1

sin Re 0,
Re

d u Gr
Ha u P

dy
     (8.10) 
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22 *
2 *21 1

1 1 1 1 1 1*2 *
Pr Pr 0,

d du
Ec Ha Ec u

dy dy

  
   

 
 (8.11) 

- donji sloj - mikropolarni fluid: 

   
2 * *

2 * *2 2
2 2 2*2 *

2

1 sin Re 0,
Re

d u Grd
K K Ha u P

dy dy

         (8.12) 

  
*2 *

*2
*2 *

2 0,
dud

K K
dy dy

      (8.13) 

   
22 *

2 *22 2
2 2 2 2 2 2*2 *

1 Pr Pr 0.
d du

K Ec Ha Ec u
dy dy

  
    

 
 (8.14) 

 Dok napred definisani granični uslovi (8.8) u bezdimenzionom obliku glase: 

  

 

* *
1 1

* * *
2 2

* * *
1 2 1 2

* *
* *1 2

1 2* *

1 2
1 2* *
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u u

du du
za y

dy dy

d d
k k

dy dy



 

  

   

 

  

    


  

   





 (8.15) 

 Rešavanjem jednačina (8.10) i (8.11), dobijamo rešenja za bezdimenzionu brzinu i 

temperaturu za viskozni fluid u sledećem obliku: 

     * * *
1 1 2exp exp ,

B
u y y

A
   A B  (8.16) 

  
     

 

* * *
1 1 1 3 2 4 1

* *2 * * *
5 2 1 2

exp 2 exp 2 exp

exp .
2

y y y

N J
y y C y C

   



   

     
 

M M M

M
 (8.17) 

 Što se tiče rešavanja sistema jednačina (8.12) - (8.14), za mikropolarni fluid, kao i u 

prethodnim slučajevima, tako i u ovom slučaju iz jednačina (8.12) i (8.13) dobijamo 

jednačinu četvrtog reda za bezdimenzionu brzinu, koja glasi: 
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4 * 2 *

*2 2
2*4 *2

0,
d u d u

a bu d
dy dy

     (8.18) 

gde su , ,a b d novouvedene konstante date izrazima: 

  * * * * * * * *, , ,a B E A D b B E d C E      (8.19) 

u kojima su konstante * * * * *, , , ,A B C D E : 

  
2

* * * * * *2 2
2

2

1 2
, , sin Re P , , .

1 1 1 Re

Ha GrK K K
A B C D E

K K K
 

 
           

 (8.20) 

 Rešavanje diferencijalne jednačine četvrtog reda (8.18), urađeno je u više prethodnih 

poglavlja (poglavlje III, VI i VII). Istim postupkom dolazimo do rešenja i jednačine (8.18), a 

analizom dobijenog rešenja, zaključuje se da postoje tri moguća slučaja u zavisnosti od 

korena karakteristične jednačine. Stoga rešenja za brzinu, mikrorotaciju i temperaturu za sva 

tri slučaja data su redom: 

- za brzinu: 

 za slučaj kada je: 2 4 0a b   

         * * * * *
2 1 1 2 2 3 3 4 4exp exp exp exp ,

d
u C y C y C y C y

b
         (8.21) 

 za slučaj kada je: 2 4 0a b   

         * * * * *
2 5 6 1 7 8 2exp exp ,

d
u C C y y C C y y

b
       (8.22) 

 za slučaj kada je: 2 4 0a b   

  
     

     

* * * *
2 9 1 10 1 1

* * *
11 1 12 1 1

cos sin exp

cos sin exp ,

u C y C y y

d
C y C y y

b

  

  

    

     

 (8.23) 

- za mikrorotaciju, respektivno rešenjima za brzinu: 

         * * * * *
1 1 1 2 2 2 3 3 3 4 4 4exp exp exp exp ,C y C y C y C y       D D D D  (8.24) 
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         * * * * *
13 14 1 15 16 2exp exp ,E E y y E E y y       (8.25) 
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    

    

 (8.26) 

- odnosno za temperaturu: 
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 (8.27) 
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 (8.29) 
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8.2. 

Analiza rezultata razmatranog problema 

 Kako je već predstavljena analiza uticaja karakterističnih parametara, pre svega 

Hartmannovog i Reynoldsovog broja, na strujanje dva mikropolarna fluida, sledeći korak je 

da vidimo kako će se promena Hartmannovog i Reynoldosvog broja odraziti na strujanje 

viskoznog i mikropolarnog fluida, tj. da uporedimo uticaj ovih bezdimenzionih 

karakterističnih parametara na profile brzine, mikrorotacije i temperature ova dva različita 

fluida. Uz to, uradiće se i analiza uticaja nagnutosti kanala preko ugla   na brzinu viskoznog 

i mikropolarnog fluida, kao i na mikrorotaciju mikropolarnog fluida. 

 Nadalje se daje uticaj Hartmannovog broja na profile brzine, mikrorotacije i 

temperature dva pomenuta fluida. Uticaj Hartmannovog broja će biti izražen preko 

međusobnog odnosa 1 2Ha Ha i to u dva slučaja: prvi, kada će Hartmannov broj za 

mikropolarni fluid 2Ha  biti konstantan i drugi, kada će Hartmannov broj za viskozni fluid 

1Ha  imati konstantnu vrednost, dok će se menjati vrednost Hartmannovog broja za 

mikropolarni fluid 2.Ha  

 Prva dva grafika 8.1 i 8.2, daju uticaj Hartmannovih brojeva na profile brzina 

viskoznog i mikropolarnog fluida. 

 

8.1 Uticaj Hartmannovog broja 1Ha  na profil brzine  

 

8.2 Uticaj Hartmannovog broja 2Ha  na profil brzine  
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 Iz dva priložena grafika 8.1 i 8.2, može se uočiti da uticaj Hartmannovog broja, tj. 

spoljašnjeg magnetnog polja preko Lorentzove sile, ima potpuno iste tendencije i kod 

viskoznog i kod mikrpolarnog fluida. U oba slučaja povećanje Hartmannovog broja dovodi 

do smanjenja intenziteta brzine sa težnjom da se profil brzine poravna po celoj visini između 

ploča. Promene koje se javljaju u donjem delu kanala na grafiku 8.1 su posledica promene 

Hartmannovog broja 1Ha  i usvojenih graničnih uslova (8.15), što se dešava i na grafiku 8.2 

samo u gornjem delu kanala sa promenom 2.Ha  Uticaj donjeg fluida na gornji znatno je veći, 

što se vidi prema ukupnom protoku između ploča. 

 Naredna dva grafika 8.3 i 8.4, daće uticaj promene Hartmannovih brojeva 1Ha  i 2Ha  

na polje mikrorotacije. Ovde treba naglasiti da se vektor mikrorotacije razmatra samo u 

donjem delu kanala, jer je to strujni prostor u kome se nalazi mikropolarni fluid. Kako je 

pretpostavljeno da se viskozni i mikropolarni fluid ne mešaju, tako je na njihovoj razdelnoj 

površi usvojeno da je mikrorotacija jednaka nuli ( * 0  ). 

 Grafik 8.3 predstavlja uticaj promene Hatmannovog broja 1Ha  i može se primetiti da 

usled njegove promene dolazi do male promene inteziteta mikrorotacije. Ova promena je 

direktna posledica promene brzine u donjem delu kanala usled promene 1,Ha  jer su rešenja 

za mikrorotaciju direktno spregnuta sa rešenjima za brzinu mikropolarnog fluida, što se može 

i zaključiti na osnovu jednačina (8.12) i (8.13). 

8.3 Uticaj Hartmannovog broja 1Ha  na profil 

mikrorotacije 

8.4 Uticaj Hartmannovog broja 2Ha  na profil 

mikrorotacije  
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 Međutim, sa grafika 8.4 gde je dat uticaj Hartmannovog broja 2Ha  na mikrorotaciju 

mikropolarnog fluida, može se uvideti da povećanje uticaja spoljašnjeg magnetnog polja na 

strujanje mikropolarnog fluida dovodi do smanjenja intenziteta mikrorotacije, pa čak i 

promene smera. 

 Ostalo je na samom kraju problema koji se razmatra da se predstavi uticaj 

Hartmannovih brojeva 1Ha  i 2Ha  na bezdimenzionu temperaturu. Ta zavisnost predstavljena 

je na graficima 8.5 i 8.6. 

8.5 Uticaj Hartmannovog broja 1Ha  na profil 

bezdimenzione temperature 

8.6 Uticaj Hartmannovog broja 2Ha  na profil 

bezdimenzione temperature 

 

 Sa grafika 8.5 možemo uočiti da za vrednost odnosa Hartmannovih brojeva 

1 2 0.5,Ha Ha   dolazi do smanjenja bezdimenione temperature po visini kanala. U ovom 

slučaju se prenos toplote odvija od ploča ka fluidu. Nasuprot tome, pri vrednosti odnosa 

Hartmannovih brojeva 1 2 2,Ha Ha   dolazi do porasta temperature po visini kanala, pa se u 

ovom slučaju prenost toplote odvija od fluida ka pločama. U prilog ovome govori i činjenica 

da kako odnos Hartmannovih brojeva raste, tako je unutrašnje zagrevanje kod oba fluida veće 

(posledica delovanja Lorencove sile), te dolazi do porasta bezdimenzione temperature po 

celoj visini strujnog prostora. 

 Grafik 8.6 predstavlja uticaj promene 2Ha  na bezdimenzionu temperaturu. Sa grafika 

se uočava da kako Hartmannov broj 2Ha  opada, tj. odnos 1 2Ha Ha  raste, dolazi prvo do 
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porasta temperature u donjem delu kanala (za vrednost 1 2 1Ha Ha  ). Doprinos porastu 

bezdimenzione temperature u tom trenutku daju i viskozno zagrevanje, kao i Jouleova 

toplota. Međutim, kako vrednost Hartmannovog 2Ha  broja nastavlja da opada, tj. odnos 

1 2Ha Ha  nastavlja da raste, tako i temperatura počinje opada jer se smanjuje uticaj 

Lorentzove sile, odnosno manji je uticaj viskoznog zagrevanja, kao i Jouleove toplote. 

 Osim analize uticaja Hartmannovog broja na strujanje viskoznog i mikropolarnog 

fluida, izvršena je analiza uticaja i Reynoldsovog broja na profile brzine i temperature 

viskoznog i mikropolarnog fluida, kao i na vektor mikrorotacije mikropolarnog fluida. Ova 

analizu uticaja Reynoldsovih brojeva 1Re  i 2Re  predstavljena je na graficima 8.7 i 8.8, gde je 

dat njihov uticaj na polje brzine. 

 U oba slučaja, sa grafika 8.7 i 8.8, uočava se da povećanje Reynoldosvog broja 1Re ,  

odnosno Reynoldosvog broja 2Re ,  dovodi do povećanja brzine strujanja viskoznog, odnosno 

mikropolarnog, fluida. Ovi su rezultati očekivani jer sa povećanjem Reynoldsovog broja 

dolazi i do porasta odnosa inercijalnih u odnosu na viskozne sile. 

8.7 Uticaj Reynoldosvog broja 1Re  na profil brzine 8.8 Uticaj Reynoldosvog broja 2Re  na profil brzine 

 

 Na narednim graficima 8.9 i 8.10 dat je uticaj Reynoldsovih brojeva 1Re  i 2Re  na 

mikrorotaciju mikropolarnog fluida. 
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8.9 Uticaj Reynoldosvog broja 1Re  na profil 

mikrorotacije 

 

8.10 Uticaj Reynoldosvog broja 2Re  na profil 

mikrorotacije 

  

 Kao i kod slučaja uticaja Hartmannovog broja 1,Ha  tako i kod uticaja Reynoldsovog 

broja 1Re ,  grafik 8.9, promena mikrorotacije u zoni mikropolarnog kanala je zanemarljivo 

mala i posledica je promene brzine mikropolarnog fluida usled promene Reynoldosvog broja 

1Re ,  koji se odnosi na viskozni fluid. Sa druge strane, smanjenje vrednosti Reynoldosvog 

broja 2Re  dovodi do smanjnjenja intenziteta mikrorotacije u donjem delu kanala, a sve to kao 

posledica toga da viskozne sile postaju dominantne u odnosu na inercijalne, što je i 

predstavljeno na grafiku 8.10. 

 
8.11 Uticaj odnosa Grashofovog Gr  i Reynoldsovog Re   

na profil bezdimenzione temperature 
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 Uticaj odnosa Grashofovog broja Gr  i Reynoldsovog broja Re  na polje temperature, 

dat je na grafiku 8.11. Odnos Grashofovog broja i Reynoldsovog broja, pokazuje uticaj 

prirodne, odnosno prinudne konvekcije na polje bezdimenzione temperature. U slučaju kada 

je vrednost odnosa 2ReGr  oko jedinice, na polje temperature utiču i prirodna kao i prinudna 

konvekcija. Za slučaj kada je taj odnos znatno veći od jedinice, prinudna konvekcija ima 

daleko veći uticaj, dok za male vrednosti odnosa 2Re ,Gr  na polje temperature utiče samo 

prinudna konvekcija. 

 Kako se razmatrani analitički model MHD strujanja viskoznog i mikropolarnog fluida 

razlikuje od prethodnih modela između ostalog i zbog nagiba ploča, na kraju, na poslednja 

dva grafika 8.12 i 8.13, predstaviće se uticaj nagiba ploča (preko ugla  ) na polje brzine i 

mikrorotacije. 

 
8.12 Zavisnost vektora brzine od ugla nagnutosti 

 ploča   

 
8.13 Zavisnost vektotra mikrorotacije  od ugla 

nagnutosti ploča   

 

 Sa grafika 8.12 i 8.13 uočava se da sa porastom ugla ,  raste i intenzitet brzine po 

celoj visini kanala, kao i intenzitet mikrorotacije u donjem delu kanala gde struji 

mikropolarni fluid. Ovakvo ponašanje viskoznog i mikropolarnog fluida je očekivano i 

direktno je posledica drugog člana jednačine (8.3), što se tiče viskoznog fluida, odnosno 

trećeg člana jednačine (8.5), kada je u pitanju mikropolarni fluid. Treba takođe napomenuti 

da u oba slučaja, kako na grafiku 8.12 prilikom uticaja ugla nagnutosti ploča   na brzinu, 

tako i na grafiku 8.13 gde je predstavljen uticaj ugla nagnutosti ploča na mikrorotaciju, 

Grashofovi brojevi 1Gr  i 2Gr  imaju pozitivnu vrednost. 
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8.3. 

Dodatak - konstante kod razmatranog problema 
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,
2 2 
 

    20
33

2

,
2


   21 22
34 2

1 1

,
 
 

    22
35

1

,



   23 24
36 2

2 2

,
 
 

    24
37

2

,



   

7 14
38 ,

2

 
   8

39 ,
6


   9

40 ,
12


   

       
       

1
1 28 29 30 1 31 32 33 2

34 35 1 36 37 2 38 39 40

exp 2 exp 2

exp exp ,

 

 

          

          

B
 

1
2 28 31 34 36 ,    B

 1
3 2 2 2 1 28 29 2 31 32 1 34 35 2 36 37Pr 2 2 ,Ec k                B  

 1 1exp ,    2 2exp ,   3 ,
B

A
   

       4 1 1 3 2 4 1 5 2exp 2 exp 2 exp exp ,
2

J N           
 

M M M M  

 5 1exp ,    6 2exp ,   7 ,
d

b
  8 1 3 4 5 ,    M M M M 9 2 2Pr Ec ,   

10 1 1,   11 1 2 ,   12 2 ,     13 1 2 ,      14 2 2 ,      

 15 1 1 1 3 2 4 1 5 22 2 ,k       M M M M  16 2 2 2Pr Ec ,k  17 4 1,   18 7 3,   

1
19 8 2 ,   B 1

20 15 3,   B 1
21 16 1 20 ,   B 22 19 17 ,    23 5 1,E  24 1 5 1,F E  

25 6 2 ,E  26 2 6 2 ,F E   27 13 1,E    28 12 1,F    29 14 2 ,E     

30 12 2 ,F    2
31

1

1 ,



  3
32 18

1

,
 


  2
33 14 10

1

,
  


  3
34 10

1

,
 




33
35 27

31

,
 


  33
36 29

31

,
 


  33
37 34 32

31

,
  


  5
38 1 5

1

,F
E

   5
39 6 2

1

,E
E

  

5
40 2 6

1

,F
E

   23
41 24 1

1

,F
E

   23
42 25 2

1

,E
E

   23
43 26 2

1

,F
E

   35
44 28 1

1

,F
E

  

35
45 36 2

1

,E
E

   35
46 30 2

1

,F
E

   38
47 39 42

41

,
  


  38
48 43 40

41

,
  


 

44
49 45 42

41

,
  


  44
50 46 43

41

,
  


  49
51 50 48

47

,
  


  49
52 7 37

47

,
  


   

 2 3
1

1
, 


  A B  5 7 32

31

1
,C C 


  B  
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 5 6 1 7 2 8 2
1

1
,C C F C E C F

E
     6 7 42 8 43

41

1
,C C C 


    7 8 48 7

47

1
,C C  


  

52
8

51

,C



   

2 2 1
1 2 1,H H  B  2 1 22 21

2
1 9 16

,
k

H
k

 
 

 



 

1

* 2
9 2 22 ,C H     

2 1

* *
17 .C C     

 Za slučaj kada je 2 4 0,a b   konstante su: 

2
1 ,A Ha 1

1
1

sin Re ,
Re

Gr
B P   1 1Pr ,C Ec 2

1 1 1Pr ,D Ha Ec  

1 ,A    1 ,A    * 1

2

,



  

 2 2
1 ,H C D A   1 22 ,J C D  AB   * 2 2

2 ,K C D B  

2 ,
B

L D
A

 A  2 ,
B

M D
A

 B  
2

2
D,

B
N

A
  

1 2
1

,
4

H


 M  

*

3 2
2

,
4

K


 M  4 2

1

,
L


 M  5 2

2

,
M


 M  

 * 2
1

1
4 ,

2
r a i b a     * 2

2

1
4 ,

2
r a i b a    

1
,

2
a   21

4 ,
2

b a    2 2 ,R     

1
1 cos ,

2
R

   1
1 sin ,

2
R

   1 ,arctg



  

*
*

1

1
,

B
D

E A

 
   

 
 2

1
,

EA
   

1 1 1,i     2 1 1,i      3 1 1,i     4 1 1,i      

41 1 10 1 9 ,C C     42 1 10 1 9 ,C C     43 1 12 1 11,C C     44 1 12 1 11,C C     

    2 2 2 2 2
45 41 42 9 10

1

1
1 ,

4
K Ha C C


          
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    2 2 2 2 2
46 43 44 11 12

1

1
1 ,

4
K Ha C C


          

      2 2 2 2 2 21 1
47 42 41 9 10 41 42 9 102 2 2 2

1 1 1 1

1 1
1 1 ,

4 2
K Ha C C K Ha C C

 
   

                 

      2 2 2 2 2 21 1
48 44 43 12 11 43 44 11 122 2 2 2

1 1 1 1

1 1
1 1 ,

4 2
K Ha C C K Ha C C

 
   

                 

      2 2 2 2 21 1
49 41 42 9 10 42 41 9 102 2 2 2

1 1 1 1

1 1
1 1 ,

2 4
K HaC C K Ha C C

 
   

                 
 

      2 2 2 2 21 1
50 43 44 11 12 43 44 11 122 2 2 2

1 1 1 1

1 1
1 1 ,

2 4
K HaC C K Ha C C

 
   

                 

     2
51 41 43 42 44 9 12 10 11

1

1
1 ,

2
K Ha C C C C


            

    2
52 42 43 41 44 9 11 10 12

1

1
1 ,

2
K Ha C C C C


            

2 1 1
53 9 102 2 2 2

1 1 1 1

2 ,
d

Ha C C
b

 
   

 
     

 2 1 1
54 11 122 2 2 2

1 1 1 1

2 ,
d

Ha C C
b

 
   

 
     

 

2 1 1
55 9 102 2 2 2

1 1 1 1

2 ,
d

Ha C C
b

 
   

 
     

 2 1 1
56 11 122 2 2 2

1 1 1 1

2 ,
d

Ha C C
b

 
   

 
     

 

   
2

2
57 42 43 41 44 9 11 10 12 2

1 ,
d

K Ha C C C C
b

 
          

 
1

1 2 2
1 1

,


 



 1

2 2 2
1 1

,


 



 

 2 2
1 2 1 2 1 13 ,P          2 2

1 2 1 2 1 13 ,Q         

1 1 1cos exp ,Q    2 1 1sin exp ,Q     3 1 1cos exp ,Q      4 1 1sin exp ,Q     

5 3 1 4 1,Q P P    6 4 1 3 1,Q P P    7 5 1 6 1,Q P P    8 5 1 6 1,Q P P    9 ,
P d

Q
Q b

  *
9

2
,

P
Q

Q
  

10 3 1,Q Q Q    11 11 ,
d

Q Q
b

   12 6 7 ,Q Q Q   13 6 ,
d

Q Q
b

  14 4 2 ,Q Q Q   * *
14 2 9 10 ,Q Q Q Q   

15 11 2 9 ,Q Q Q Q   16 8 5 ,Q Q Q   * *
16 5 9 12 ,Q Q Q Q   17 5 9 13,Q Q Q Q   

2 2
1 1 2 1 2 1 ,P       2 2 1 12 ,P        3 1 1 2 1 1sin cos exp ,P P P     

   4 2 1 1 1 1sin cos exp ,P P P        5 1 1 2 1 1cos sin exp ,P P P    

   6 1 1 2 1 1sin cos exp ,P P P      
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   *
3 1 1 10 1 9 2 1 10 1 9 ,P P C C P C C           *

4 1 1 10 1 9 2 1 10 1 9 ,P P C C P C C        

   *
5 1 1 12 1 11 2 1 12 1 11 ,P P C C P C C              *

6 1 1 12 1 11 2 1 12 1 11 ,P P C C P C C        

         

         

       

     

3
1 45 1 47 2 49 1 2 47 1 49 1 1

1

46 1 48 2 50 1 2 48 1 50 1 1
1

51 1 52 1 53 1 55 2 1
1 1

53 2 55 1 1 1

1 1 1
cos 2 sin 2 exp 2

2 2 2

1 1 1
cos 2 sin 2 exp 2

2 2 2

1 1
sin 2 cos 2 cos

2 2

sin exp

      


      


    
 

   

             
            

       

    

B

   

     

54 1 56 2 1

54 2 56 1 1 1 57

cos

1
sin exp ,

2

  

   

 

    

   

   

3
2 45 47 1 49 2 46 48 1 50 2

1 1

52 53 1 55 2 54 1 56 2
1

1 1 1 1

2 2 2 2

1
,

2

   
 

   


                

       

B

 3
3 2 2 2 45 46 47 48 51 53 54Pr ,k Ec        B  

 1 1exp ,    2 2exp ,   3 ,
B

A
   

       4 1 1 3 2 4 1 5 2exp 2 exp 2 exp exp ,
2

J N           
 

M M M M  

   5 1 1cos exp ,        6 1 1sin exp ,        7 1 1cos exp ,    

   8 1 1sin exp ,    9 ,
d

b
     10 1 1sin exp ,        11 1 1cos exp ,     

   12 1 1sin exp ,       13 1 1cos exp ,   14 1 3 4 5 ,    M M M M 15 2 2Pr Ec , 

16 1 1,   17 1 2 ,    18 1 1 1 3 2 4 1 5 22 2 ,k       M M M M  19 2 2 2Pr Ec ,k  20 4 1,  

21 3 9 ,    3
22 14 2 ,   B 3

23 18 3 ,   B 24 1 10 1 1 10 2 1 11 1 1 11 2 ,P P P P           

25 1 10 1 1 10 2 1 11 1 1 11 2 ,P P P P             26 1 12 1 1 12 2 1 13 1 1 12 2 ,P P P P           

27 1 12 1 1 12 2 1 13 1 1 13 2 ,P P P P               28 1 2 1 1 1 2 ,P P         

   29 1 2 1 1 1 2 ,P P             30 1 2 1 1 1 2 ,P P            

   31 1 2 1 1 1 2 ,P P          32 1 1 1 2 ,P P    33 1 1 1 2 ,P P    34 1 1 1 2 ,P P   

35 1 1 1 2 ,P P    3
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- IX poglavlje - 

 

9. MHD i softveri za numeričke simulacije 

9.1. Softveri za numeričke simulacije 

 Razvoj računara i IT tehnologija, a zatim i softvera za numeričke simulacije, 

omogućio je još jedno novo polje analize strujanja i prenosa toplote fluida. Računarska 

dinamika fluida (Computational fluid dynamics - CFD) je numerička analiza problema 

strujanja fluida, prenosa toplote i određivanja svih parametra fluida u strujnom polju. 

Paralelno sa ekspanzijom računara, CFD je prihvaćen kao važan alat za obavljanje 

fundamentalnih istraživanja i proračun strujanja interesantnih za praksu. CFD solveri sadrže 

složeni skup algoritama koji se koriste za modeliranje i simuliranje strujanja tečnosti i 

gasova, analizu prenosa toplote i svih drugih veličina koje se modeliraju kod analiziranog 

problema. Mnogi tehnološki napredci u oblasti vazduhoplovstva, automobilske industrije i u 

astronautici ne bi bili mogući bez CFD-a. Primene CFD-a prilikom izučavanja aeroprofila u 

vazduhoplovstvu, zatim analize zaustavnog traga automobila ili traga kočenja, analize 

strujanja i termičkih procesa prilikom dizajna mlaznih motora, kao i hlađenja elektronskih 

komponenti strujanjem vazduha, samo su neki od praktičnih problema kod kojih su se 

numeričke simulacije pokazale jako korisnim [98]. 

  

Slika 9.1 Primeri CFD simulacija preuzeti sa interneta 

 Značajno ulaganje i favorizacija CFD tehnologija je opravdana i činjenicom da 

sveobuhvatno eksperimentalno istraživanje sa kompleksnim modelima rezultuje visokom 

cenom i velikim utroškom vremena. Zato se CFD koristi u skoro svim industrijskim 
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sektorima: pri preradi hrane, prečišćavanju vode, brodogradnji, u automobilskoj industriji, 

aerodinamici ili pri dizajnu parnih, gasnih i hidrauličnih turbina. Uz pomoć CFD softvera, 

problemi strujanja fluida se analiziraju brže nego pri eksperimentalnom istraživanju i to 

značajno detaljnije i u ranijoj fazi procesa projektovanja, što donosi značajnu uštedu 

novčanih sredstava i manje rizika prilikom projektovanja i odluke o dizajnu finalnog 

proizvoda. 

 Osnova CFD-a izgrađena je na Navier-Stokesovim jednačinama i modelima 

turbulentnog strujanja, tj. skupu parcijalnih diferencijalnih jednačina koje opisuju strujanje 

fluida. Uz pomoć CFD-a, područje analize je podeljeno na veliki broj ćelija ili kontrolnih 

zapremina. U svakoj od ovih ćelija, Navier-Stokesove parcijalne diferencijalne jednačine 

mogu se zapisati kao algebarske jednačine koje povezuju brzinu, temperaturu, pritisak i druge 

promenjive, sa vrednostima u susednim ćelijama. Ove jednačine se tada rešavaju numerički, 

dajući potpunu sliku strujanja čija je tačnost zavisna od "finoće" mreže, tj. zavisna od broja 

ćelija. Dobijeni set jednačina se zatim može rešiti iterativno, dajući kompletanu sliku 

strujanja u čitavom domenu. 

 Ove tehnike datiraju još od ranih sedamdesetih godina, a prvi komercijalni CFD 

softver postao je dostupan početkom osamdesetih. Od tada CFD prelazi dug put, pa sada ima 

vrlo malo geometrijski složenih problema koji ne mogu biti precizno predstavljeni. U 

međuvremnu razvijeni su modeli za fizičke fenomene kao što su turbulencija, višefazno 

strujanje, razne hemijske reakcije kao i prenos toplote, a upotrebljivost softvera se značajno 

povećala porastom računarskih kapaciteta. 

 Rešavanjem osnovnih jednačina koje matematički opisuju procese strujanja fluida, 

CFD pruža informacije o važnim karakteristikama strujanja, kao što su pad pritiska, profil 

brzine ili temperature. Može se reći da CFD analiza dopunjuje tradicionalno testiranje i 

eksperimentalno istraživanje, pružajući dodatni uvid i poverenje u razvijene projekte. Ovo 

rezultira boljim dizajnom proizvoda, kao i manjim rizikom i kraćim vremenom za dolazak do 

finlanog proizvoda ili procesa. 

 Stoga je CFD postao integralni deo inženjerskog i naučnog poziva, pre svega zbog 

svoje sposobnosti da predvidi performanse novih proizvoda ili procesa pre nego što se oni 

razviju i proizvedu ili implementiraju. Upotreba CFD softvera može dovesti do manje 

iteracija do finalnog proizvoda, kraćih vremena provere i manje skupih prototipova za 
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proizvodnju. CFD takođe ohrabruje inovacije pri projektovanju novih proizvoda, jer 

predstavlja "jeftino" sredstvo za testiranje novih proizvoda, koji bi inače bili isuviše skupi, 

zahtevni ili čak rizični za istraživanje, ako bi se njihovi prototipovi eksperimentalno 

proveravali. 

 Do nedavno su korisnici CFD softvera bili samo stručnjaci, koji su na ovim 

problemima radili u okviru doktorskih studija, radeći u istraživačkim i razvojnim centrima.  

Kako je ova tehnologija sve dostupnija kako u industriji, tako i na univerzitetima ona se sve 

više koristi za ispitivanje mnogih aspekata strujanja fluida. Ovo povećanje broja korisnika 

CFD softvera je posledica velikog broja komercijalnih paketa na tržištu kao što su ANSYS, 

Open FOAM, Fluent, Phoenics, STAR CD itd. 

9.2.  ANSYS softverski paket 

 Jedan od najčešće korišćenih softverskih paketa za CFD simulacije, a verovtno i 

najboji, jeste ANSYS [99]. Kao deo ovog softverskog paketa koristiće se najpre ICEM-CFD, 

za formiranje geometrije i mreže strujnog prostora, zatim iz ANSYS-ovog softverskog paketa 

CFX-Pre, gde se obavljaju sva pre-procesorska opisivanja problema strujanja i prenosa 

toplote problema, nakon toga CFX-Solver, koji se koristi za rešavanje jednačina, i na kraju 

CFX-Post ili post-procesorski deo softverskog paketa gde se vrši analiza i prikaz dobijenih 

rezultata. 

 Prilikom rešavanja osnovnih jednačina koje opisuju strujanje fluida, postoji više 

različitih metoda koje se danas koriste u CFD kodovima. Kod ANSYS-ovog CFX-Solver-a u 

primeni je najčešći metod - metod konačnih zapremina. Ovom metodom, domen u kome se 

razmatra strujanje deli se u male podregione, koji se nazivaju kontrolnim zapreminama. 

Jednačine se diskretizuju i rešavaju iterativno za svaku kontrolnu zapreminu. Kao rezultat, 

aproksimativna vrednost svake promenljive, može se odrediti u proizvoljnoj kontrolnoj 

zapremini domena koji se razmatra. Na ovaj način dobija se potpuna strujna slika 

razmatranog problema strujanja fluida.  

 Sam proces modeliranja i analize strujanja mikropolarnog fluida u ANSYS-ovom 

softverskom paketu, a na osnovu napred navedenih delova tog paketa, može se predstaviti u 

četiri osnovne faze: 
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 prva faza - definisanje geometrije i mreže za razmatrani problem, 

 druga faza - definisanje osnovnih karakteristika mikrpolarnog fluida, te 

graničnih i početnih uslova razmatranog problema,  

 treća faza - rešavanje jednačina problema, 

 četvrta faza - obrada i analiza dobijenih rezultata. 

 

 Ako se osvrnemo na prvu fazu modeliranja, tj. na definisanje geometrije i mreže, ona se 

podjednako dobro, a u nekim slučajevima složenijih geometrija čak i bolje, može obaviti u 

nekim od mnogobrojnih dostupnih CAD paketa za formiranje 3D modela. Sama geometrija i 

"finoća" mreže uslovljavaju neophodno vreme za dobijanje razultata i njihov kvalitet. Kako 

svaka ćelija ili kontrolna zapremina predstavlja strujni prostor u kome se Navier-Stokesove 

parcijalne diferencijalne jednačine prevode u algebarske jednačine koje povezuju brzinu, 

temperaturu, pritisak i druge promenljive a zatim rešavaju, lako je zaključiti da što je veći 

broj tih kontrolnih zapremina, to kvalitet slike o posmatranom problemu strujanja raste.  

 Naravno, ove algebarske jednačine se zatim rešavaju iterativno. Iterativni postupak pri 

rešavanju jednačina je neophodan zbog nelinearne prirode jednačina, pa je zato neophodno 

zadovoljiti određene zadate uslove konvergencije rešenja. Koliko je tačno dobijeno rešenje 

zavisi od niza faktora uključujući veličinu i oblik kontrolnih zapremina kao i dozvoljene 

greške tj. njenog srednjeg kvadratnog odstupanja. 

 

Slika 9.2 Čvorno centrirani metod 

 Što se tiče CFX Solvera, kao što smo i napred pomenuli, on koristi metod konačnih 

zapremina prilikom rešavanja jednačina i to čvorno centrirani metod (preciznije metod 

dvostrukog osrednjavanja) [100]. Kod ovog metoda kontrolna zapremina se formira 

kombinovanjem više manjih zapremina oko čvorova mreže, gde je čvor mreže sredina te 
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kontrolne zapremine (siva površina na slici 9.2), a vrednost svake preomenljive veličine koja 

se određuje vezuje se za čvor. 

Kod dvodimenzionih slučajeva mreža se uglavnom sastoji od pravouganih ili 

trouglastih elemenata, dok kod trodimenzione mreže elementi mogu biti oblika: heksaedara, 

pentaedra ili tetraedra.  

 Uslov dobijanja rešenja analiziranog problema jesu i odgovarajući početni i granični 

uslovi koje definišemo u CFX-Pre delu softvera. Pri postavljanju graničnih uslova uobičajena 

procedura je postavljanje vrednosti totalnog pritiska na ulazu i masenog protoka na izlazu iz 

domena, ali se za dobijanje inicijalnih vrednosti obično koristi suprotna simulacija gde se na 

ulazu postavlja vrednost masenog protoka dok se na izlazu postavlja neka vrednost statičkog 

pritiska koja je najčešće nula ili neka vrednost oko nule, kako bi se smanljila greška 

zaokruživanja.  

 Pored definisanja početnih i graničnih uslova, u CFX-Pre se definišu i fizičke 

karakteristike fluida. Ovo je jako bitno jer u već postojećoj bazi fluida koji se nalaze u 

ANSYS-u mikropolarni fluid ne postoji, te je bilo neophodno definisati ovakav fluid i 

njegove karakteristike, poput dopunskih viskoznosti. 

 U daljem radu razmatraće se strujanje mikropolarnog fluida korišćenjem ANSYS 

CFX softvera, a dobijeni rezultati biće poređeni sa analitičkim rešenjem. 

9.3.  ANSYS CFX - razmatranje problema strujanja mikropolarnog fluida u kanalu  

 Problem MHD strujanja elektroprovodnog mikropolarnog fluida u prisustvu 

spoljašnjeg magnetnog polja kao model u ANSYS-ovom softveru nije razvijen, te je 

neophodno prilikom formiranja ovog modela izvršiti adekvatnu analizu valjanosti samog 

modela. 

 Mogućnost poređenja rezultata, tj. validacije rešenja, je jedan od najvažnijih koraka 

definisanja i implementiranja novog modela u okviru postojećeg softvera. Validacijom se 

dokazuje pouzdanost implementiranog modela i otklanjaju moguće greške. 

 Za validaciju razvijenog modela MHD strujanja mikropolarnog fluida u ANSYS-u, 

koristi se analitički model MHD strujanja mirkopolarnog fluida između paralelnih ploča, koji 

je dat u trećem poglavlju ove disertacije. 
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 Prilikom analize strujanja mikropolarnog fluida u kanalu korišćenjem ANSYS-ovog 

softverskog paketa, prvi izazov bio je da se definiše mikropolarni fluid jer u bazi dostupnih 

fluida mikropolarni fluid ne postoji. Kako je već ranije definisan mikropolarni fluid kao fluid 

sa mikrostrukturom koji sadrži nasumično orjentisane (uglavnom sferične) deliće rastvorene 

u viskoznoj tečnosti, pri čemu se ignoriše deformacija tih delića, polazna ideja je bila da 

mikropolarni fluid u ANSYS-u posmatramo kao strujanje čvrstih delića u viskoznoj tečnosti, 

preko opcije koju ovaj softver nudi a zove se "particle transport solid". Ovo je omogućilo da 

definisanjem dodatnih delića, definišemo i dopunsku viskoznost koja karakteriše strujanje 

mikropolarnih fluida .  

 Sledeći korak bio je definisanje geometrijskog modela i mreže [101]. Model kanala je 

dimenzija 1000 mm x 20 mm x 50 mm u ,x y  i z  pravcima osa, respektivno, a dat je na slici 

9.3. 

 Kod definisanja modela bitno je naglasiti da se radi o laminarnom strujanju, te da je 

strujanje mikropolarnog fluida posledica konstantnog pada pritiska duž ose strujaja, x - ose. 

Shodno tome granični uslovi na ulazu i izlazu strujnog domena definisani su preko protoka na 

ulazu i konstantnog pritiska na izlazu strujanog domena. Ono što je takođe bilo bitno 

prilikom definisanja graničnih vrednosti na ulazu, bilo je definisanje masenog protoka 

elementarnih čestica, kao i njihovog broja i veličine. Što se tiče ostalih graničnih uslova na 

gornjoj i donjoj ploči nema klizanja tj. brzina je jednaka nuli, dok su na zidovima upravnim 

na osu z  tzv. simetrični granični uslovi tj. problem se razmatra kao ravanski. 

 

Slika 9.3 Model kanala iz ICEM-CFD 
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Slika 9.4 Model mreže u ICEM-CFD 

 Što se tiče definisanja mreže, jako je bitno odrediti dovoljnu gustinu mreže koja 

pokazuje slaganje sa laminarnim profilom brzine pri strujanju fluida između paralelnih ploča. 

Ovaj zadatak se naziva "mesh independance test" tj. test nezavisnosti rezultata od povećanja 

gustine mreže. Pored toga, jako je bitno voditi računa pri formiranju strujnog domena, a i 

mreže, da domen u pravcu strujanja bude bar 10 puta veći od poprečne koordinate (rastojanja 

između paralelnih ploča). Uzimajući napred navedene kriterijume, kao i uslove strujanja, 

formira se mreža koja u x  pravcu, ili pravcu strujanja, na dužini od 1000 mm ima unifromno 

raspoređenih 150 čvorova. Što se tiče pravca ,y  na 20 mm dužine raspoređeno je 60 čvorova, 

ali sa početnom visinom kontrolne zapremine od 0.01 mm između prva dva čvora pri čemu 

rastojanje između svaka naredna dva čvora raste geometrijskom progresijom od 1.1 do 

sredine kanala, tj. tzv. bigeometrijska progresija. Poput y  pravca i u z  pravcu na dužini od 

50 mm raspoređeno je 100 čvorova bigeometrijskom progresijom sa korakom 1.15, pri čemu 

je visina kontrolne zapremine između prva dva čvora iznosi 0.05 mm. Ovako formirana 

mreža daje 900 000 ćelija ili kontrolnih zapremina i data je na slici 9.4. 

Provera mreže izvršena je poređenjem rezultata za laminarno MHD strujanje 

viskoznog fluida u formiranom strujnom kanalu, sa analitičkim rešenjem za MHD strujanje 

fluida između paralelnih ploča. Ti rezultati dati su na slici 9.5. 
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Slika 9.5 Poređenje analitičkog i numeričkog rešenja za laminarno strujanje 

  

Očigledno je da iz dobijenih rezultata formirana mreža dosta dobro konvergira 

rešenju, te će ovako definisana mreža biti korišćena pri analizi strujanja mikropolarnog 

fluida. 

 Nakon definisane geometrije i mreže, te unapred određenih graničnih uslova i 

odgovarajućih karakteristika i modela za mikropolarni fluid, pristupa se simulacijama i 

analizi dobijenih rešenja. Prilikom vršenja simulacija dozvoljena greška tj. RMS (srednje 

kvadratno odstupanje) veličina definisano je na manje od 10-5, a broj iteracija određivan kako 

bi se ispunili zadati uslovi. 

 Analiza dobijenih rezultata simulacije izvršena je preko uticaja Hartmannovog broja 

Ha , tj. uticaja spoljašnjeg magnetnog polja, zatim uticaja spoljašnjeg električnog polja ili 

faktora opterećenja Q  i na kraju uticaja dopunske viskoznosti mikropolaranog fluida ,  

odnosno uticaja faktora sprezanja .K  Analiza datih karakterističnih parametara izvršena je na 

profilu brzine i mikrorotacije mikrpolarnog fluida i data na sledećim graficima. 

 Prva dva grafika, grafik 9.6 i 9.7, predstavljaju uticaj Hartmannovog broja na polje 

brzine i mikrorotacije. Sa datih grafika jasno se uočava da tendecija promene brzine i 

mikrorotacije sa porastom Hartmannovog broja, odgovara rezultatima dobijenim pri 

analitičkom rešavanju i analizi strujanja mikropolarnog fluida između dve ploče. Tendecija 

promene brzine i mikrorotacije je takva da porast Hartmannovog broja dovodi do smanjenja i 

poravnanja polja brzine i mikrorotacije po celoj visini kanala. Uz to, još jednom se dolazi do 
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zaključka da povećanje intenziteta magnetnog polja dovodi do smanjenja karakteristika 

mikropolarnih fluida. 

9.6 Uticaj Hartmannovog broja Ha  na profil brzine 9.7 Uticaj Hartmannovog broja Ha  na mikrorotaciju 

 

 Naredna dva grafika, 9.8 i 9.9, predstavljaju uticaj spoljašnjeg električnog polja, preko 

faktora opterećenja ,Q  na brzinu i mikrorotaciju. Kao i kod napred izvršene analitičke 

analize uticaja faktora opterećenja Q  i sada će se analizirati tri slučaja, tj. promena brzine i 

mikrorotacije za vrednosti faktora opterećenja 1, 0  i 1.  Već je ranije objašnjeno da za 

vrednost 1Q    sistem radi kao merač protoka, dok za vrednost 1Q   sistem se ponaša kao 

pumpa. Pri vrednosti faktora opterećenja 0Q   ne postoji uticaj električnog polja, a bitno je 

napomeuti da je tokom analize uticaja spoljašnjeg električnog polja intenzitet spoljašnjeg 

magnetnog polja bio konstantan, tj. vrednost Hartmannovog broja iznosila je 10.Ha   

9.8 Uticaj faktora opterećenja Q  na profil brzine 9.9 Uticaj faktora opterećenja Q  na mikrorotaciju 
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Sa grafika 9.8 pri vrednosti 1Q   imamo promenu smera strujanja fluida, dok za 

vrednost 1Q    dolazi do povećanja intenziteta brzine u odnosu na laminarno strujanje. Na 

grafiku 9.9, vidi se da je uticaj faktora opterećenja Q  na mikrorotaciju isti kao i na profil 

brzine. Ovako dobijeni rezultati aspolutno odgovaraju analizi strujanja mikropolarnog fluida 

između ploča, što je urađeno u jednom od prethodnih analitičkih modela. 

9.10 Uticaj faktora sprezanja K  na profil brzine 9.11 Uticaj faktora sprezanja K  na mikrorotaciju 

 

 Na kraju, na poslednja dva grafika 9.10 i 9.11, videćemo uticaj dopunske viskoznosti 

,  tj. faktora sprezanja ,K  na polje brzine i mikrorotacije mikropolaranog fluida. 

Na grafiku 9.10 dat je uticaj parametra sprezanja K  na polje brzine. Sa grafika se 

može uočiti da povećanje parametra sprezanja K  dovodi do smanjenja brzine fluida. Sa 

druge strane sa grafika 9.11 se vidi da povećanje parametra sprezanja K  dovodi do 

povećanja intenziteta mikrorotacije, što je i očekivano jer je povećanje faktora sprezanja K  

posledica povećanja dopunske viskoznosti   koja je jedna od karakteristika mikropolarnog 

fluida, kao što je i vektor mikrorotacije. 

 Poput prethodna četiri grafika, tako i poslednja dva daju potpuno iste tendecije u 

promeni brzine i mikrorotacije sa promenom faktora sprezanja K  kao i kod analitički 

razmatranog modela strujanja mikropolarnog fluida između ploča. 

 Ovako izvršena analiza i poređenje rezultata daje potvrdu da je formirani numerički 

model u softverskom paketu ANSYS, za strujanje mikropolarnog fluida, dobar, te da se kao 

takav može koristiti u daljoj analizi mikropolarnih fluida. 
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 Osnovna prednost savremenih softvera jeste brzina obrade podataka i rešavanja 

problema, kao i tačnost dobijenih rezultata. Međutim, ne treba nikako podceniti još jednu 

prednost koju nam pružaju savremni softveri za analizu strujanja i prenosa toplote, a to je 

kvalitetna obrada i vizuelizacija rezultata. Mogućnost prikazivanja dobijenih rezultata u boji 

pruža velike prednosti, poput velikog broja podataka prikazanih različitim bojama u 

zavisnosti od inteziteta veličine koja se prikazuje što daje veoma dobar uvid u strujno-

termičke procese koji se odvijaju u posmatranom sistemu. 

 Narednih par slika poslužiće da predstave dobijene rezultate prilikom analize MHD 

strujanja mikropolarnog fluida u horizontalnom kanalu, ali takođe i da potvrde prednost 

korišćenja numeričkih softvera za analizu strujanja i prenosa toplote. 

 Na prve dve slike 9.12 i 9.13, predstavljena je promena pritiska duž pravca strujanja, 

kao i polje brzine u početnom delu kanala. 

 
9.12 Promena pritiska duž pravca strujanja 

 

 
9.13 Polje brzine na početku kanala 
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 Pored predstavljanja rezultata putem palete boja, moguće je to uraditi takođe i uz 

pomoć vektorskog prikaza. Na narednoj slici 9.14 predstavljen je vektor brzine u vidu 3D 

strelica. 

 
9.14 Vektor brzine 

 

 Analiza uticaja magnetnog polja na brzinu strujanja u kanalu, najbolje se može videti 

na narednoj slici 9.15, gde su paralelno predstavljeni profil brzine na samom ulazu u kanal i 

profil brzine posle dejstva magnetnog polja. 

 
9.15 Uticaj magnetnog polja na profil brzine 
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9.4.  ANSYS CFX - model strujanja mikropolarnog fluida u vertikalnom kanalu 

 Kako je prethodni analizirani model u ANSYS-ovom CFX-u, MHD strujanje 

mikropolarnog fluida u horizontalnom kanalu, dao rezultate kod kojih uticaj karakterističnih 

parametara ima istu tendenciju kao i kod analitičkog modela ravanskog MHD strujanja 

mikropolarnog fluida između dve ploče, možemo smatrati da razvijeni model dosta dobro 

simulira ponašanje ovih fluida, te da takav model možemo primeniti kako bi opisali neke 

druge tipove (modele) strujanja mikropolarnog fluida. Jedan od modela koji nije analitički 

razmatran je problem MHD strujanja mikropolarnog fluida u vertikalnom kanalu. 

 Prilikom formiranja modela MHD strujanja mikropolarnog fluida u vertikalnom 

kanalu, geometrija kanala i mreža biće identične kao kod problema razmatranog u 

prethodnom poglavlju. Kanal će imati dužinu od 1000 mm u vertikalnom pravcu, koji 

predstavlja i pravac strujanja, dok će u upravnim pravcima u odnosu na pravac strujanja imati 

dimezije 20 mm x 50 mm (slika 9.16). Što se tiče same mreže, ona će imati 150 uniformo 

raspoređenih čvorova u pravcu straujanja, dok će u ostala dva pravca imati 60, odnosno 100, 

čvorova raspoređenih po bigeometrijskoj progresiji, potpuno identično kao na prethondom 

modelu (slika 9.17). 

 
Slika 9.16 Model vertikalnog kanala u ICEM-CFD 
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Slika 9.17 Model mreže kod vertikalnog kanala u ICEM-CFD 

  

Prilikom definisanja ulaznih podataka za strujanje mikropolarnog fluida, kod primera 

vertikalnog kanala definisana je brzina fluida na ulazu, kao i odnos masenog protoka osnovne 

struje fluida i suspendovanih čestica. Treba takođe naglasiti da se kod ovog problema 

strujanja prilikom analiziranja karakteristika mikropolarnog fluida koristi kao osnova model 

"dispersed fluid", a koji se pokazao kao bolji za dopunsko definisanje sile potiska kod 

strujanja u vertikalnom kanalu. Kako se razmatra strujanje mikroplarnog fluida u vetikalnom 

kanalu, prilikom definisanja modela bilo je neophodno definisati "buoyant" efekat. Takođe 

kod ovog modela postoji izražena razlika između temperatura bočnih zidova kanala, usled 

čega se javlja uzgonska sila. 

 Ovako definisan model analiziran je kroz uticaj Hartmannovog broja i dopunske 

viskoznosti mikropolarnog fluida, odnosno parametar sprezanja ,K  kao i uticaj promene 

pravca strujanja u kanalu. Prilikom analiziranja uticaja Hartmannovog broja i parametra 

sprezanja ,K  strujanje se obavlja naviše u kanalu, tako da u suprotnom smeru imamo dejstvo 

sile zemljine teže. 

 Na grafiku 9.18 predstavljen je uticaj Hartmannovog broja na polje brzine. Sa datog 

grafika može se pre svega uočiti da je intenzitet brzine strujanja fluida veći pored jednog od 

bočnih zidova kanala. Ovo je posledica toga što je levi zid kanala na višoj temperaturi nego 

desni zid. Usled toga dolazi do zagrevanja struje fluida uz levi zid čime fluid postaje lakši, a 

posledica toga je da ima veću brzinu od fluida bliže desnoj strani kanala. Takođe sa grafika se 

vidi da sa povećanjem Hartmannovog broja, tj. uticaja Lorentzove sile, dolazi do smanjenja 

intenziteta brzine po celoj širini kanala, a uz to i poravnanja profila brzine. 
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9.18 Uticaj Hartmannovog broja Ha  na profil brzine 

 

 Naredna dva grafika, 9.19 i 9.20, mogu poslužiti da se objasni uticaj Hartmannovog 

broja na mikrorotaciju. 

9.19 Uticaj Hartmannovog broja Ha  na profil 

mikrorotacije 

9.20 Uticaj Hartmannovog broja Ha na 

član   du dy   

 

 Prilikom analize uticaja Hartmannovog broja na mikrorotaciju, zgodno je predstaviti i 

uticaj Hartmannovog broja na gradijent brzine u vidu člana   .du dy   Prilikom 

rešavanja analitičkog modela MHD strujanja mikropolarnog fluida, partikularni deo rešenja 

za mikrorotaciju predstavljen je u vidu član    .du dy   Kako ovaj član daje vezu između 

mikrorotacije i brzine, analiza promene mikrorotacije sa promenom Hartmannovog broja uz 

paralelnu analizu uticaja Hartmannovog broja na ovaj član je daleko jasnija. 
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 Sa grafika 9.19 i 9.20 uočava se intenzitet mikrorotacije opada sa povećanjem 

Hartmannovog broja. Uz to u desnom delu kanala intenzitet mikrorotacije je veći jer se javlja 

veći gradijent brzine nego u levom delu kanala. Iako eksplicitno nisu zadavani uslovi 

mikrorotacije na zidovima, dobijeni su uslovi nepostojanja mikrorotacije na zidovima, kako 

su i svi problemi razmatrani. 

 Grafici 9.21 i 9.22 predstavljaju uticaj parametra sprezanja K  na brzinu i temperaturu 

mikropolarnog fluida. Sa pomenutih grafika se vidi da povećanje dopunske viskoznosti ,  tj. 

parametra sprezanja ,K  kod mikropolarnih fluida dovodi do uniformisanja profila brzine, kao 

i intenzivnijeg prenosa toplote unutar fluida sa zagrejanje ploče, odnosno kako se sa 

povećanjem K  fluid ka srednjoj zoni kanala brže zagreva, tako se uz levu ivicu kanala gubi 

maksimum brzine koji nastaje kao posledica strujanja lakšeg, odnosno toplijeg, fluida. 

9.21 Uticaj parametra sprezanja K  na brzinu 9.22 Uticaj parametra sprezanja K na 

temperaturu  

  

 Naredni grafici omogućiće lakše razumevanje uticaja parametra  K  na mikrorotaciju. 

 Sa grafika 9.23 i 9.24 možemo uočiti da bliže levom zidu kanala, koji je 

topliji, postoje veći gradijenti intenziteta mikrorotacije, što je posledica postojanja većih 

gradijenata brzine uz levu ploču. Međutim, uz desnu ploču ukupni intenzitet mikrorotacije je 

veći, a takođe se može uočiti da intenzitet mikrorotacije raste kako raste parametar sprezanja 

,K  tj. sa porastom dopunske viskoznosti   do izražaja dolaze fizička svojstva 

mikropolarnog fluida. 
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9.23 Uticaj parametra sprezanja K na 

mikrorotaciju 

9.24 Uticaj parametra sprezanja K na   du dy   

 

Poslednja tri grafika, 9.25, 9.26 i 9.27, pokazaće uticaj promene pravca strujanja na 

vektore brzine i mikrorotacije. Promenu pravca strujanja uslovljava promena dejstva 

gravitacione sile na mikropolarni fluid koji struji u vertikalnom kanalu (tj. slučaj u kome sila 

gravitacije deluje u pravcu strujanja). 

 
9.25 Uticaj promene pravca strujanja na  

profil brzine u vertikalnom kanalu 

 

 Grafik 9.25 nedvosmisleno pokazuje da ukupan intenzitet brzine fluida raste u slučaju 

kada se strujanje odvija naniže u odnosu na slučaj strujanja naviše. Uz to, jasno je uočljivo da 

je u slučaju strujanja naniže, brzina fluida uz hladniju desnu ploču veća, jer je taj fluid veće 

gustine te samim tim pod većim uticajem gravitacione sile. 
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 Što se tiče uticaja promene pravca strujanja na mikrorotaciju, sa grafika 9.26 i 9.27, u 

skladu sa očekivanjem, može se uočiti da intenzitet mikrorotacije raste ukoliko se pravac 

strujanja promeni, tj. ako umesto strujanja naviše imamo strujanje naniže. Uz to uz veći 

gradijent brzine uz levu stranu kanala (grafik 9.27), intenzitet mikrorotacije je takođe veći uz 

tu stranu kanala, što je posledica člana    ,du dy   koji se kao takav javlja u analitičkim 

rešenjima za mikrorotaciju. 

9.26 Uticaj promene pravca strujanja na  

mikrorotaciju 

9.27 Uticaj promene pravca strujanja na  

član   du dy   

 

 Jedna od pretpostavki koja se uzima prilikom rešavanja problema strujanja u kanalima 

je da je strujanje potpuno razvijeno, te da brzina ima samo komponentu u pravcu strujanja 

dok se poprečna komponenta brzine zanemaruje. Sa ovom pretpostavkom jednačine 

problema dobijaju značajno jednostavniji oblik, te je njihovo rešavanje moguće. Poređenjem 

vrednosti komponente brzine u pravcu strujanja ,u  sa vrednošću poprečne komponente 

brzine ,v  dobijenih prilikom numeričkih simulacija MHD strujanja mikropolarnog fluida u 

vertikalnom kanalu, pokazalo se da je usvojena pretpostavka opravdana, a to je i prikazano na 

grafiku 9.28. 
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9.28 Uzdužna i poprečna komponenta brzine u kanalu 

 

 Sa grafika 9.28 se jasno zapaža da je vrednost poprečne komponente brzine v  u 

poređenju sa vrednošću uzdužne komponente u  zanemraljiva, te da se uticaj poprečne 

komponente brzine na strujanje i prenos toplote može zanemariti. 

Na posletku, još jednom je iskorišćena prednost softvera ANSYS kako bi se dobijeni 

rezultati prezentovali u boji. Na narednim slikama predstavljeni su rezultati dobijeni prilikom 

analize MHD strujanja mikropolarnog fluida u vertikalnom kanalu. 

 Naredne tri slike 9.29, 9.30 i 9.31, prezentuju polje brzine i temperature prilikom 

MHD strujanja mikropolarnog fluida u vertikalnom kanalu. 

Sa slike 9.30, koja predstavlja polje temperature u vertikalnom kanalu, jasno se 

uočava da je levi zid kanala na višoj temperaturu u odnosu na desni. Shodno tome, polje 

temperature fluida je nijansirano odgovarajućom paletom boja. Uticaj toplog zida kanala na 

strujanje, konkretno na brzinu strujanja, jasno je predstvaljeno na slici 9.29, gde se na osnovu 

legende za intenzitet brzine zaključuje da je brzina fluida uz levi zid značajno veća od brzine 

fluida uz desni zid, koji je na nižoj temperaturi. Ovo je posledica toga da je fluid uz topliji 

levi zid manje gustine, usled uticaja temperature zida, te je intenzitet njegove brzine 

opravdano veći. 
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9.29 Polje brzine u vertikalnom kanalu 

 

 

9.30 Polje temperature u vertikalnom kanalu 

 

 Još jedna dobra strana softvera ANSYS je mogućnost analize međusonog uticaja dve 

vizičke veličine na karakteristike strujanja i prenosa toplote na jednoj istoj slici. Tako se 

prethodna analiza uticaja temperature zida kanala, na brzinu strujanja fluida može predstaviti 

i sledećom slikom 9.31. 
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9.31 Vektor brzine i polje temperature u vertikalnom kanalu 

 

Na kraju, dat je i uticaj spoljašnjeg magnetnog polja različitog intenziteta, preko 

Hartmannovog broja, na polje brzine u vertikalnom kanalu. 

   

Ha=2 Ha=5 Ha=20 

9.33 Uticaj Hartmannovog broja na polje brzine 
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10. Zaključak i dalji pravci istraživanja 

10.1. 

Zaključak 

 Mikropolarni fluidi pripadaju klasi fluida sa nesimetričnim tenzorom napona koje 

zovemo polarni fuidi. To je klasa fluida koja je opštija od onih izučavanih klasičnom 

teorijom hidrodinamike. Fizički, mikropolarni fludi predstavljaju fluide koji sadrže čvrste, 

nasumično orjentisane deliće rastvorene u viskoznoj tečnosti, pri čemu ignorišemo 

deformaciju tih delića. U mikropolarnoj teoriji, svaki delić ima konačnu veličinu i predsavlja 

mikrostrukturu koja može da rotira. Jedna od najbolje utvrđenih teorija fluida sa 

mikrostrukturama je teorija mikropolarnog fluida od strane A. C. Eringena [4]. 

 Modeli MHD strujanja mikropolarnog fluida, koji su analizirani u ovoj disertaciji, 

predstavljaju prvi korak ka tome da se karakteristike i ponašanje mikropolarnih fluida pod 

uticajem magnetnog i električnog polja približe našoj naučnoj zajednici. Disertacija je 

zamišljena u tom pravcu da se prvo krene od najjednostavnijeg slučaja strujanja jednog 

mikropolarnog fluida između dve ploče, da bi zadnji analitički model predstavio strujanje 

mikropolarnog i viskoznog fluida između nagnutih ploča, kao jedan od složenijih modela. 

 Kroz ostale analizirane probleme i modele strujanja, vršena je analiza uticaja 

indukovanog magnetnog polja, zatim elektroprovodnosti ploča, uticaj spoljašnjeg električnog 

polja i na kraju međusobni uticaj strujanja dva mikropolarna fluida između ploča. 

 Prvi značajan korak učinjen je prilikom postavljanja odgovarajućih matematičkih 

modela koji opisuju MHD strujanje mikorpolarnog fluida. Iz priloženog u disertaciji može se 

videti da ti matematički modeli nisu nimalo jednostavni, te da rešavanje takvih modela 

zahteva dosta napora i znanja. Dobijena bezdimenziona forma rešenja, omogućila je valjanu 

analizu strujanja svakog od datih modela. 



X poglavlje 

 

 

192 
 

 Svaki od pomenutih modela dao je odgovor na uticaj karakterističih parametara na 

osnovne strujne veličine mikropolarnog fluida. Tako je vršena analiza uticaja Hartmannovog 

Ha i Reynoldsovog broja Re, promenjive elektroprovodnosti ploča preko c    ,w wc t h   

te faktora opterećenja ,Q  kao i nagiba ploča preko ugla ,  ali pre svega analiza uticaja 

parametra sprezanja K  i parametra viskoznosti mikrorotacije ,  kao dva parametra koji su 

karakteristični samo za mikropolarne fluide. Analiziran je uticaj ovih bezdimenzionih 

parametara pre svega na polje brzine, mikrorotacije i temperature, ali u pojedinim 

slučajevima i na indukovano magnetno polje, kao i na tangentni napon. Detaljna analiza data 

je u vidu grafika i zaključaka koji su doneti na osnovu dobijenih rezultata. 

 Podjednako bitan poduhvat bilo je formiranje modela za simuliranje MHD strujanja 

mikropolarnog fluida u kanalu uz pomoć ANSYS-ovog softverskog paketa. Kako ovakav 

model fluida ne postoji u paleti modela koji se nalaze u CFX-u, dobro poznavanje strujanja i 

karakteristika mikropolarnih fluida bili su neophodni kako bi formirani model dao valjane 

rezultate. Kroz analizu formiranog modela strujanja, utvrđeno je da tendencije promene 

fizičkih veličina usled promene bezdimenzionih faktora prate analitičke rezultate, što je bio 

dovoljno dobar znak da formirani model mikropolarnog fluida može biti korišćen za dalju 

analizu.  

 Na osnovu napred rečenog o mikropolarnom fluidu, mogu se dati zaključci o 

analitičkim i numeričkim modelima razmatranim u ovoj doktorskoj disertaciji. 

 Razmatrani modeli MHD strujanja mikropolarnih fluida: 

 Analitički rešavani modeli: 

 MHD strujanje mikropolarnog fluida između ploča, 

 MHD strujanje mikropolarnog fluida sa indukovanim magnetnim poljem 00Rm 

, 

 MHD strujanje mikropolarnog fluida sa promenjivom elektroprovodošću ploča, 

 EMHD strujanje mikropolarnog fluida, 

 MHD strujanje dva mikropolarnog fluida koji se ne mešaju, 

 MHD strujanje viskoznog i mikropolarnog fluida u nagnutom kanalu. 
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 Numerički modeli - simulacije: 

 MHD strujanje mikropolarnog fluida u horizonatalnom kanalu, 

 MHD strujanje mikropolarnog fluida u vertikalnom kanalu. 

 Kroz prvi analitički model izvršena je analiza uticaja Hartmannovog broja ,Ha

parametra sprezanja K  i parametra viskoznosti mikrorotacije   na polje brzine, 

mikrorotacije i temperature, kao i na tangentni napon. Data analiza pokazala je da uticaj 

spoljašnjeg magnetnog polja dovodi do smanjenja mikrorotacije po apsolutnoj vrednosti po 

celoj visini kanala, što navodi na zaključak da povećanje intenziteta magnetnog polja dovodi 

do smanjenja karakteristika kojima se odlikuju mikropolarni fluidi. Takođe povećanje 

parametra viskoznosti mikrorotacije  uzrokuje sniženje temperature po čitavoj visini između 

ploča, odnosno, povećanje parametra viskoznosti mikrorotacije   smanjuje količinu energije 

transformisane unutar tečnosti. Takođe, povećanje parametra sprezanja K  smanjuje brzinu, 

ali povećava mikrorotaciju, što znači, da se otpor strujanju tečnosti povećava s povećanjem 

parametra sprezanja ,K  dok sa druge strane intenzivira karakteristike mikropolarnog fluida 

kroz dopunsku viskoznost .  

 Kod narednog analitički razmatranog problema model je proširen indukovanim 

magnetnim poljem, tj. posmatrani model ima Reynoldsov magnetni broj reda jedinice 

00 .Rm   Kroz ovaj model posebna pažnja posvećena je uticaju Hartmannovog broja ,Ha

parametra sprezanja K  i parametra viskoznosti mikrorotacije   na indukovano polje .b  

Kako svaki od karakterističnih parametara ( ,Ha K i  ) na polje brzine utiče tako što sa 

porastom vrednosti parametra opada bezdimenziona brzina između ploča, tako i indukovano 

magnetno polje ima tendenciju smanjenja intenziteta po visini između ploča jer je 

indukovano polje direktna posledica brzine strujanja elektroprovodnog fluida u magnetnom 

polju. 

 Promenjiva elektroprovodnost zidova kanala, analizirana je kroz treći model u ovoj 

disertaciji. U slučaju brzine i mikrorotacije povećanje elektroprovodnosti zidova dovodi do 

smanjenja uticaja spoljašnjeg magnetnog polja, pa tako imamo povećanje intenziteta brzine i 

mikrorotacije. Kod neprovodnih ploča viskozno zagrevanje dovodi do povećanja temperature 

u blizini ploča, dok u slučaju konačne provodnosti ploča viskozno zagrevanje i Jouleova 

toplota dovode do povećanja intenziteta temperature u sredini strujnog prostora. Takođe 
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promenjiva elektroprovodnost ploča može u nekim slučajevima da intenzivira karakteristike 

mikropolarnog fluida, dok u drugim smanjuje njihov uticaj. 

 Model EMHD strujanje mikropolarnog fluida ponudio je odgovore o uticaju 

spoljašnjeg električnog polja na strujanje mikropolarnog fluida. Putem promene faktora 

opterećenja Q  dobili smo odgovor na pitanje kako se menja polje brzine, mikrorotacije i 

temperature, zasvisno od toga da sistem funkcioniše u "pumpnom" režimu ( 1Q  ) ili režimu 

"merača protoka" ( 1Q   ). Tako režim pumpe dovodi do promene smera strujanja i smera 

mikrorotacije, što je posledica toga što je spoljašnje električno polje E  usvojeno u 

negativnom smeru z  ose, dok za vrednost 1,Q    dolazi do izjednačavanje članova u 

Lorentzovoj sili. 

 Poslednja dva analitička modela definišu međusobni utucaj prilikom strujanja dva 

različita mikropolarna fluida, koji se ne mešaju, između horizontalnih ploča, kao i međusoban 

uticaj viskoznog i mikropolarnog fluida prilikom strujanja između ploča pod nagibom .  Uz 

uticaje Hartmannovih brojeva ( 1 2,Ha Ha ), parametre sprezanja ( 1 2,K K ), kao i parametara 

viskoznosti mikrorotacije ( 1 2,  ), data je analiza i uticaja Reynoldosvih brojeva ( 1 2Re ,Re ). 

Utvrđeno je da sa povećanjem Reynoldosvog broja jednog od fluida dolazi do intenziviranja 

brzine tog fluida u strujanom prostoru između ploča jer dolazi do porasta odnosa inercijalnih i 

viskoznih sila. Sa druge strane smanjenjem Reynlodsovog broja viskozne sile postaju 

dominantne u odnosu na inercijalne, pa drugi član jednačine konzervacije ugaonog impulsa 

dovodi do smanjenja vrednosti mikrorotacije uz tendenciju da promeni smer rotacije. Kod 

narednog modela strujanja viskoznog i mikropolarnog fluida, uz analizu uticaja 

karakterističnih parametara dva potpuno raznorodna fluida, dat je i uticaj nagiba kanala   na 

polje brzine i mikrorotacije, gde i brzina i mikrorotacija rastu sa porastom ugla   kao 

posledica uzgonske sile unutar fluida. 

 Ovako detaljna analiza MHD strujanja mikropolarnih fluida, kroz više različitih 

modela, pružila je adekvatnu sliku o prirodi ovih fluida. Ta saznanja pomogla su prilikom 

definisanja numeričkog modela u softveru ANSYS CFX. 

 Prvi od dva numerička modela kroz analizu uticaja Hartmannovog broja ,Ha  faktora 

opterećenja Q  i parametra sprezanja K  doneo je rezultate koji su imali potpuno istu 

tendenciju kao i kod razmatranih analitičkih modela. Međutim drugi razmatrani numerički 
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model dao je rezultate koji kod analitičkih modela nisu razmatrani. Kako se u tom modelu 

razmatra strujanje mikropolarnog fluida u vertikalnom kanalu, deo rezultata posvećen je 

analizi uticaja različite temperature bočnih stranica kanala, a deo analizi uticaja promene 

pravca dejstva sile zemljine teže na karakteristike strujanja mikropolarnog fluida. 

 Zajedno sa analitičkim modelima, numerički modeli upotpunjuju sliku o MHD 

strujanju mikropolarnih fluida. Dobijeni rezultati mogu poslužiti kao odlična osnova za dalja 

istraživanja u ovoj naučnoj oblasti. 

10.2 

Dalji pravci istraživanja 

 Postoji izreka da put od hiljadu milja počinje jednim korakom. Dobro je da se ne 

nalazimo na početku, jer su mnogi pre nas svojim koracima doprineli tome da se sada 

nalazimo tu gde jesmo. Naša obaveza je da nastavimo! 

 Ova disertacija sa te strane predstavlja samo početak istraživanja jednog malog dela 

oblasti magnetne hidrodinamike. Pozitivna stvar je to da rezultati i zaključci dobijeni u 

disertaciji predstavljaju kvalitetnu osnovu za dalja istraživanja. 

 Dalji pravci istraživanja ogledaju se pre svega u formiranju novih i složenijih 

analitičkih modela. Strujanje mikropolarnog fluida koji se nalazi u strujnom prostoru između 

dva viskozna fluida, pokazao se kao dobar model za predstavljanje strujanja bioloških fluida, 

poput ljudske i životinjske krvi. Strujanje krvi u plućima, može biti analizirano preko modela 

strujanja mikropolarnog fluida u poroznoj sredini, dok model strujanja mikropolarnog fluida 

između elastičnih ploča daje valjanu sliku uticaja elastičnih zidova krvotoka na strujanje krvi. 

Svi ovi modeli strujanja pružaju mogućnost za nova saznanja.  

 Osim novih analitičkih modela, još više izazova će biti da se formirani numerički 

model za simuliranje strujanja mikropolarnih fluida u CFX-u usavrši i primeni na neka 

složenija strujanja, dok će posebna pažnja biti posvećenja formiranju eksperimentalnog 

štanda na kome će se vršiti magnetno hidrodinamička istraživanja, što predstavlja poduhvat 

svoje vrste. 

 Iz perspektive izloženog, ovu disertaciju treba smatrati kao početak i osnovu daljeg 

istraživanja MHD strujanja mikropolarnih fluida. 
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M22

,Milo5 Kocid, Jelena petroric, Liitoii,i Siamenovii, jiimina eogaanovie-Lov#o.iQ Heat transfer in
:micropolar Jluid flow under the inJluence of magnetic tield, Thermal Science, Year 2016, Vol. 20,

;V pady ce pa3.r4ampd cmpyjame ereKmpo npoeoduoe n4uKpononapHoz $nyuda usuefiy dee uenpoeodue

;naparctue nnoae. Teanpemq)pe tuoqa ce moKov cmpyjan a Q,tyuda odpcrcaeajy Ha KoHcmaHmHutt u
| ,p*nuou*uJv meMnepamypcMa. cnonawn e MazHemHo nome je ynpa?Ho Ha npa1aq cmpyjarta, dox je

:Pejuondcoe uq?HemHu 6poj suaaajuo uaruu odjeduuu4e. Ilapr4ujanue duQpeu4ujanuejeduauuue pa3n4ampaHoe
inpodaeua, coedeue cy ua oiuvue duQepeuqujattue jeduavuue u ys odeoeapajyhe epauuuHe ycroqe peweHe y
,sameopeuou o6nuxy. Ymut4aju Xapmamuoaoe 6poja, napaaempa cnpuarba u napcLtltempa 6ucKo3Hocmu

tn4uKpopomaquje ua none 6psuue, merttnepamype u t,tuKpopomat4uje damu cy y oudy zpaQuxa. I,lseedeuou

lMilo5 Koci6, Livojin Stamenkovi6, Jelena Petrovid, Milica Nikodijevi6, Inlluence of electrical-
:conductivity of walls on MHD flow and heat transfer of micropolar Jluid, Thermal Science, Year

:Cmpyjarue u npeHoc motuome MuKpononapHoe Qtyuda uzarcfiy dee napatetue ruoqe, pa3Mampa ce y osou
pady. foprua u dorua naova odpcrcaeajy ce na KoHcmaHmHltJvt u pa3tutrumwv me 4nepamypaua u dox je

2 ,uu*ponorapuu Qtyud eteKmpo npoeodau, ruoqe cy npoweHr,bule eneKmpo npoeoduocmu. Cnomaun e

1tcaHemHo nome je ynpalHo Ha npaaaq cmpyjarua u pasMampa ce nyHu MX,\ arcden cmpyjan a. feuepatue
ijeduauuue npo6neua, ys odeoeapajylte epauuvue ycttoee, ceedeue cy ua o6uuue du@pepeuquja"tue jeduavuue u

tpeweHe y 3am6opeHoM o6nurcy. IIpoQuru noma 6ptuue, .uuKpopomaquje, uudyxoeaHoz MazHemHoz no,,ba u

:mewnepamype y Qywxtquju efieKmpo npoeoduocmu sudoea u napcuvempa cnpe3atua, Kao u napa*rempa'
:

'yi;!:i;KK:#?:;trK"i{;!{;:i:::';::,K7{,W3'&kodijevi6, Ftow and heat *ansrer or

'three 
immiscible fluids in the presence of electric and inclined magnetic field, Thermal Science,

,Cmpyjarue mpu Qnyuda xoju ce ne uewajy y xopusoHmcuHow KaHcury nod ymuqajea cnolbatatuez Mazauemuoe u'
ienexmpuuuoe no,,ba, pa3uampa ce y 06014 pady. Cea mpu @nyuda cy eneKmpo npoeodua, dox cy sudoou KaHcua

iuenpoeoduu. Jeduaquue xoje onucyjy pa3t tampaHu npodnea, ceedeue cy ua o1uuue duQepeuqujatue jeduauuue'

:u y3 odeonapajyhe epauuaue ycnole do1ujeua cy peweHra y 3am6opeHot4 o6tuxy 3a c6a mpu Qnyuda. Ymu4aj,

,Xamuauoeoz 6poja, yeru HazHymocmu MCEHemHoz no.rba, samuJvt oduoca rucKosHocmu $ryuda u ymu4aj'

ipasnuvume ereKmponpoloduocmu $nyuda, ua Qusuuxa ceojcmea cmpyjatta o6a mpu $nyuda, npeocmazlbeHu

,Livojin Siamenkovi6, Milo5 Kocid, Jelena Petrovie,, The Cro ttiaaiig ij iio-bimiiiiii,iit
:Turbulent MHD Channel Flow, Thermal Science, Year 2017,Yol.2l, Suppl. 3, pp. S837-S850,r

)

:Y oeoa pady ce pa3wampa ymut4aj ildzHemwoz no"ba Ha myp6yneumue KapaKmepucmuxe deodtweusuouoe

lcmpyjan,a. Oeo ucmpacrcuearue je ypafieuo ca qulberv da ce pasyaejy erlexmu ymu4aja MdzHemHoz nolba Ha

;6psuuy u mypiyneumHe napcuvtempe y 2-[ myp6ytreHmHow cmpyjarty y KaHcuy. Pazuampauoie euwe cnyvaieea.:

:Ilpeo je pcBilampaHo JtailuHapHo cmpyjarue y KaHcuy u MM ttclt tuHapHo cmpyian e y KaHaty xaxo 6u ce:

:deQuuucao ymuqaj ,MaeHemHoz no/ba Ha ercKmpo npoeoduu Qnyud. faaeuu deo ie noceeheu usyuaeany 2-!,
lnyplyneumuoe cmpyjarua y KaHcuy u oKo pa6He ntove. Cwayta4uje cmpyjarua cy ypafieue y ANSYS-oeou CFX;

ico$moepy. Ilpupoda cmpyjarua je pasuampaHa Kpo3 aHcuusy 6psuue, myp6yteumuux @tyxmat4uja,:

:6pmfi Dril oc m u, P ej u o,t dc oe ux Ha noH a u myp 6yte um ue Ku He m u q Ke e ue pz ui e."i"iiou peiiovii, Zivojin Stamenkovi6, Milo5 Koci6, Milica Nikodijevi6, Porous medium
:magnetohydrodynamictlow and heut transfer of two immiscibleJluidg Thermal Science, Year 2016,,

tMazHemHo xudpoduuattuuxo cmpyjarue u npeHoc moruome dea euct@sua Hecmuutlbuea Qayuda xpos noposuy'

icpeduuy, pct3wqmpa ce y ooou pady. (Dnyudu cmpyje KpB nopo3Hy cpeduuy usuefiy dee monromuo uenpoeodue
,rnoqe nod ymu4ajeu Haeqymoz frictzHemHoe u ynpazHoz efieKmpuqHoe nona. @ttyudu cy ereKmpo npoeoduu, dox:

:cy ruoue uenpoeodue. Ilap4ujaaue duQepeuqujatrue jeduavaue xoje onucyjy past4amp(tHu npo6aeu, peueHe cy y
:jamsopeHow o6nuxy a do6ujeua pewetua yonmpe6meaa cy xaxo 6u ce u36puturxa aHatu3a npo1teaa. Vmu4aiu

)KapaKrnepucmuuHw nopctilemapa Ha nome 1psuue u mewnepamype, npedcmaeneuu cy zpa@uvxu ys ueoraoduy:

,aHcurcy ymu4aja napauemapa ua @usuuxe Rapanmepucmurce cmpyiarua.

.b1agiil Nikodijevi6, Zivojin Stamenkovid, Milo5 Jovanovi6, Milo5 Koci6 and Jelena Nikodijevi6,:
tFlow and heat transfer of lhree immiscible fluids in the presence of uniform magnetic Jield.

.Tlrerma! Sg-inece, Ye-ar-2014, Vol. 1_8, No, 3, pp. 1019-1028 (DOI: 10.22981T5CI1403019N).
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:Y pady ce aHatu3upa MaeHemHo xudpoduuanuuxo cmpyjarue mpu @ayuda xoju ce ue aewajy y xopu3oHmcuHott.
.KaHcuy rnowomHo wenpoeodunx sudoea y npucycmry McteHemHoe noma. Cea mpu Qayda cy ercKmpo npoeodua,
idox cy 3udo6u KaHCLna eneKmpo aenpoeoduu. Ocuoeue jeduavuue xoje onucyjy pa3wampqHu npo6,teu, nod

tyceoieHunt npemnocrnaeKona, cy coedeue ua o6uque du$epeutlujanue jeduauuue u do1ujeua cy pewetua y,
isameopeuoj Qoptvru 3a csa mpu peeuoHa y KctHa.q). ,{o6ujeua pewetua, ca odzoeapajyhut epaHuttHtuw ycnozutda.

;npedcmaeneua cy aHcuumuvKu 3a ceaxu @tyud. HyttepuaxurtKu psynmamu 3a pasnuvume epeduocmu,
;Xapmttauoeoe 6poja, oduoca aucwta caoja Qryuda u monnomue npoeodocmu Qtyda cy zpaQuuxu
lnpedcmaemeuu xaxo 6u ce noKcBao rutuoe ymuqaj ua cmpyjarue u npeHoc mowtome Snyuda.

'Liiiojin Stamenkovi6, DiagiSa Nikodijevii, Milo5 Kocid, Jelena Nikodijevii, MHD flow and heut
:transfer of two immiscible fluids with induced magnelic jield effects, Thermal Scinece, Y ear 2012,

i

;y pady ce pa3r'ttampa tutaeuemuo xudpoduua,wuaxo cmpyjarue dea enexmponpoeodua @ayuda xoju ce ue uewajy,
:wn4ehy moruomHo u ereKmpo uenpoeoduux noKpemHux moqa y npucycmry ynpq7Hoe eneKmpultHoe u HcrzHymoe

:MazHemHoe nona yswnajyhu y o6sup ymuqaj uudyrcooauoe n4aeHemHoe nolba. Oruume nap4ujaaue: }i4.22
;duSepeuqujaaue jeduavuue npo6neaa cmpyjan a u npeHocct moruome, xao ujeduauuHa n4azHemHe uudyxquje sal
io6a Qayuda, cy ceedeue ua o6uque du@epeut4ujaaue jeduavuue u peweHe ys nouoh odeoeapajyhux ?paHuqHux
:yuoea. ,{o6ujeuu cy u3pct3u y 3am6opeHo.u o1nuxy sa 6esduraeueuouy 6psuuy, 6esdrarcusuouo rvazHemHo no,,be,

:u 6esduueusuoHy meunepamypy. Auanuruu,axa pewetua 3a pcanuqume epeduocmu Xapmuauoeoz 6poja, yeta,
:uaeu6a uaeaemHoz nolba, $axmopa onmepelteroa u oduoca 1psuua t noqa cy npedcmaemeuu epaQuuxu xaxo 6u

'Dragi5a 
Nikodijevi6, Livojin Stamenkovi6, Dragan Zivkovil, Aleksandar Boridii, Milo5 Kocid,

tActive conlrol of Jlow and heat transfer in"boundary layer on the porous body of arbitrary shape,'

iTheq4el Sginegg, Year 201._2.,rVo!. J6, Suppl. 2, pp. 5345-5360 (DOI: 10.2298ITSCI).
:V pady ce pcElJwampa uoeyhuocm ynpazlbaba cmpyjan a u npeHoca morlnome ye nottoh JwazHemHoe nolba u

:ucucaaanra (ydyeaearua) Qnyuda y onwmerw o6tuxy. Auatusupa ce nanuHapHu HecmauuoHapHu

imeanepamypcxu 2-,\ MqzHemHo xudpoduuaLvuaKu epaHuttHu ctroj uecmuutmueoe Qnyuda Ha nopo3Hoti meny.
:npouseonoz o6nuxa. Cnonaw*,e eneKmpuvHo nome je 3aHetvapeHo, Pejuondcoo ilaeHemHu 6poj je wauajuo. M2Z
:*tan u od jeduuu\e, mj. cmpyjane ce pa3Mampa y 1esuudyxt4ujcxoj anporcct*ua4uju. @usuaKe KapaKmepucqume:

;Qtyuda cy KoHcmaHmHe u npemnocmaz/ba ce daje Qtyud xoju ce ydyoala ufiu ucucala Kp$ nopo3Hy nozpwuHy

:ucmtu KbpaKmepucmltKa Kao u @.ryyud y zJta1HoM moxy. JeduauuHe u 1pctHuuHu ycJtosu cy zeHepafiu3o?auu maxo:

:da ue saauce od napmuKytapHux yctoaa npo6neua u o6aK6a Qopua ce cucrmpa yHu6ep3arHot4. ,{o6ujeue'
iyuueepeatue jeduavuue cy peweHe HyitepuvKu noaolty uemode "npozoHKa". ,\o6ujeua Hywepulrna penetua 3a

:1esduuesuouy 6psuuy, me./vnepamyry u maueeuqujcuHe HanoHe y Qyuxtluju yeedeuux napdJvempa cy

tnpedcmaerbeHa eparrtuvxu u ucxopuwhenra za do6ujan e eeHepaltHtx 3aK,'byqaKa o pasaojy meunepamypcKo
MazHem Ho xuopoduuatt4u,axoz epa u uv uoe c,t oj a.

Mito5 Xocid, Zivojin Stamenkovi6, Jelena Petrovid, Milica Nikodijivie, f fWAO tWicropotar Fluid
:Flow and Heat Transfer in a Channel, The 4ft international conference mechanical engineering in

.XIJ cenlxry, April l9-V}-rYear 2018, Faculty of Mechanical engineeringr -U-niversity of Nis, 
,

1Y pady je pasMampaH npodtreu eJteKmpottctzuemuo-xudpoduuqiluuKoz (EMXD cmpyjarua u npeHoca montome'.

'uuxpononapuoz snyuda y xopz.BoHmcuHoM KaHa.ry ca u3omepi4cuuuv sudooluva. @nyud je ereKmpo npoeodau, i M33
:dox cy ntove KaHaqd eneKmpo u3oroaaHe. Vnpaeuo Ha npa6a14 cmpyjan a denyjy uaeuemHo u eneKmpuuHo no,'be,

,xoja cy uefiyco6uo nod npaewv yznou. Orwtme jeduavuue, xoje onucyjy pa3uampaHu npo6teu, y oKlupy
:yceojeuux npernnocmctaKu ceode ce ua o1uvue du$epeuqujaaae jeduauuue u do1ujajy ce peuerba sdmlopeHoz

:o6nuxa. fpaQuuxu-cy npuKct:,dHa u ducxymoeaaa no,,ba 6psuue, uuxpopomaquje u meMnepamype y Qyuxt4uju:
;Xapmuauuoeoe 6poja, Qaxmopa onmepehen a, napcu4empa cnp$alba u napar,rempa eucxosuocmut
:,uuxpopomaquje.

fUiloS Kocid, Zivojin Stamenkovii, Jelena PetroviC, Milica Nikodijevi6, iifluence of etictricit-
:conductivity of walls on MHD flow and heat transfer of micropolar Jluid, 18th Symposium on,

rThermal Science and Engineering of Serbia Sokobanja, Serbia, October 17 -20,Year 201'l pp.463-

,V 
paoy ii posiampa npo6nn, ,^p)jo*o u npeHoca *o*oiu iili/iioriproz $ryuda usuefiy d,ee 6ec*oraquel

ixopusouamanHe napcarcflHe nnoue. foprua u doru,a naoua odpcrcaeajy ce ua KoHcmaHmHuIn u pasnwilmuJl, M33
:mavnepamypcmq, MunponorapHu @tyud xoju cmpyju usuefiy nnoua je eneKmpo npoaodau, dox je etexmpo

:npoeou\ocm Moqa npou36omua. IlpwaeheHo MaeHemuo nome je ynpazHo Ha npalaq cmpyjan a u pa3irampa ce

trryHu MXI arcdet cmpyjana. Onwme jeduavuue, xoje onucyjy pa3rvampaHu npo6nea, y oKzupy yceojeuux

.npemnocmalKu ceode ce ua o1uvue du$epeuqujatue jeduauuue u doiujajy ce peuetua 3ameopeHoe o6auxa.,

:IlpoQuau nona 6psuue, .l4uKpopomalluje, meamepamypua u uudyxoeauoz MaeHemHoz no.rba y Qyuxyuiu etexmpo

:npoeoduocmu ntova u napdrwempa cnp$atua, Kao u napaJvtempa 6ucKo3Hocmu MuKpopomayuie, epa$uuxu cy,

,ipedcmaemeau u duxymoiauuy pady 
i

nailoS focie, Zivojin Stamenkovii, Jelena petrovie, Milica Nikodij evi(, MiD iitslgady two- M24
,dimensional laminar boundary layer on porous body, FACTA UNIVERSITATIS Series:

MECHANICALENGEENERING,articleinpress-acceptance1etterda1uprilogu'
l1



iOeaj pad 6aeu ce ucmpcD{ulatueil HecmaquoHapHoe deoduueutuoucuHoe me.MnepamypHo?,tauuuapuoz MXfl
:zpaHuwoe arcja uecmurunuee meqHocmu. Cnonawne n4azHemHo nome detyje ynpaaHo Ha noepuuHy me,ra Ha
lxoue ce Qopuupa epaHuqHu cnoj. Cnomawbe e,xeKmputtHo nome je 3aHewapeHo, a Raynolds-oo uaeuemuu 6poj,
ie suamuo uaruu od jeduuu4e. Teanpemaypa meta je npou36o.rbHa $yuxquja ysdycrcue xoopduuame. @uzu,axe.
lKapaqmepcumuKe @ayuda cy KoHcmdHmHe, a Kpo3 no1putuHy mera ce ydpuseaea Qnyud ucmux
;KapaqmepcumuK| Kao y npw,tapHoJt4 moxy. JeduaquHe u epaHuvHu ycttoqu pa3MampaHoz npo1neua cy:
;2€H€pctJtl,BoqaHu, mdKo da ce ooaj o6tux cuampa yHuqep3cutHuu. ,\o6ujeue yHusep3cuHe jeduauuue ce

;Hyuepuvwu pewasajy Memodo^4 ,,npoeoHKa". flodujeuu p$ytmamu cy epaQuuxu npedcmaeneuu u

:Milo5 Koci6, Livojin Stamenkovi6, Jelena petrovie, i;i*ina jovinoriC-eogdanovie, Milica
:Nikodijevi6, Flow and heat transfer of two immiscible micropolarfluids in the presence of uniform
,magnetic tield,6th Intemational Congress of Serbian Society of Mechanics Mountain Tara, Serbia,'

:

-^ jy pady ce patqmpa cmpyjatte u npeHoc molwome eteKmpo npoeduoe MuKpononapHoe Qryuda. Cmpyja*e ce M3312 :o6or^o uzaefiy dee naparcnue nnoue, xoje ce odpcrcaaajy Ha KoHcmaHmHurv u pa3tuaumut , meitnepamypcuva.:
:Cnomawrue MQzHemHo nome je ynpaeHo Ha npa1aq cmpyjarua, dox ce cat't npo1teu pa3rttampa y 6ez-
:uudyxtqujcxoj anpoxcuttat4uju. Ilapqujanue duQepeu4ujaaue jeduavuue xoje onucyjy pctstrampaHu npo6aeu,:,
:ceedeue cy ua o1uvue duQepeuqujaauejeduauuue u do1ujeua cy mpu aozylta pewetua pa3MampoHo? npo6neua.
tVmu4aju Xapmttauoeoe 6poja, Pejuottdcoeoe 6poja, napataempa cnp%atua u napailempa MuKpopomaquje ua:
.nome6psuue,meilnepamypeuJvtuKpopoma4uje,damucyyeudyepaQuxayaodzooapajy|tyauanuly.

Milo5 Kocid, Zivojir-Stamenkovii, Jelena petrovie, Jasmina Bogdanovii-Jovanbvii, Milica
:Nikodijevii, MHD Jtow and heat transfer of micropolar lluirt with induced magnetic Jietd effects,
,l3TH International conference on accomplishments in mechanical and industrial engineering,-Banja
:Ltka, 26-27 May 2017. University of Banja Luka Faculty of Mechanical Engineering, ISBN 978-

13 :Auaatna cmpyjatba u npeHoca morutotne efieKmponpoloduoe uuxponotapHoe Qayuda usuefiy napaJterHux nioqa,
;damaje y oK*upy oeoe pada. YuuQopuuo uazHemHo nome deryje ynpazHo Ha npaBaq cmpyjarta $tytda, dox ce

;ycned ymuqaja Kpematua Qtyuda u dejcmea cnolbcnatuee MazHemHoz noma jaena donyucxo uudyxoeauo
:n4azHemHo no/be y npa6?,ly cmpyjarua. IIapr4uja,tue du$peuquja,tue jeduavuue xoje deQuuuuty npomoK, npeHoc,
:motwome, uuxpopomaqujy u odptcarue MazHemHoe nofta, mpaHc$opuucaue cy ua o1uvue duQpeue4ujanue:
ijeduauuue ys nouoh odeoeapajyhux npemnocmaaKu. Aatusa ynuqaja KapaKmepucmuvHux napa^4emapa, damai

fe y eudy epafuuxa.

;Milo5 Kocid, Zivojin Stamenkovi6, Jelena Petrovi6, Jasmina Bogdanovi6 Jovanovii, Milica:
:Nikodijevi6, Control of MHD Micropolar Fluid Flow and Heat Transfer, SAUM 2016 on Systems,,
rAutomatic Control and Measurements, NiS, Proceedings, pp. 203-206, Novembar 9-ll, Year 2016.,

iISBN 978-86 -6125-17 0-2

M33

;V pady ce pa3ilampa cmpyjarue u npeHoc montome ereKmpo npoeoduoz MuKponorapHoe Qnyuda taaefy: M33
:tzctpcueilil& nnova. loprua u doma ruova odpxaeajy ce ua KoHcmaHmHunt pasnuvunu.tut meMnepamypcuva, npu:
tvenry cy ruoqe Henpolodae. IlprarcrueHo ittazHemHo none je ynpalHo Ha npqaaq cmpyjarua, dor< je Pejuondcoe,
:aazuemuu 6poj suauajuo amruu od jeduuutle. Onwme jeduavuue xoje onucyjy pa3tvampaHu npo6teu Ha ocHosy

1lceoieuux npemnocmaeKu, ceode ce ua oduvue duQepeuquiattue jeduaauue u doiuiaiy ce peutetua 3am6opeHoe,

,odnuxa. Ymu4aj caaKoe od xapaxmepucmuqHux napotwemdpa ua cmpyjarue u npeHoc monfiome, dam je y eudy,

,epaSuxa. i
j

i

;Transfer of Incompressible Electrically Conductive Micropolar Fluid, 17. Medunarodni simpozijum:

,!q1m1da1a S1bije,20-23: oktobar2015, Sokobanja, pp, 181-l.92,ISBN 978-86-6055-076-9
,Y pady ce aHcutu3upa, cmat4uoHapHo cmpyjatoe u npeHoc monfiome Hecmuutlbugoe etreKmpo npoaoduo',

tuuKpononapHoe Qnyuda usuefiy doe napa,tenue nnoqe. Ilaoae cy eJteKmpo uenpoeodue u odpucaeajy ce ua M33
:KOHC%AHmHUJ| U pA3JrUUUmUJ,t meMnep1mypa.uA. IIpUAeTeHO i4AzHemHO nOne je ynpaeHo HA npa6a4 cmpyjan,a:

,@nyuda, dorc je Pejuottdcoe ntaaHemHu 6poj suauajuo Matbu od jeduuu4e, mj. pasuampa ce npo1nea yi
:6eauduyxtqujcxoj anpoxctrua4uju. Onutmejeduaauue npofteua, ycted yceojeuux npemnocmasKu, cy caedeue uai

io6u,aue du@epeuqujattue jeduauuue u do1ujeua cy pearctua y 3amsopeuoj @optvu. ITona 6psuue,,

:MuKpopomatluje u meunepamype y Qyuxt4uju Xapmtwauoeoe 6poja, napaatempa cnp$arba u napcmempa:
auxpopomaquje cy zpaQtuxu npedcmaameua u oHaqu3upoHa.

Hc[yrbEnocr vcJIoBA 3A OAEPAHy AOKTOPCKE ArrCEprAUr4JE
:KaHrrrAar r.rcilylLaBa yc,'roBe 3a orleHy u o46pauy roxropcKe ,luceprauuje rcojn cy npegnuleuu 3aroHonr o BHCoKoM r A

o6pa:ona*y, Craryrov Yuunep:zrera u Craryrou @ary,rrera. nrr

Ha ocuony pacno,roxilBe 1orcyuenraqraje yrnpleuo je Aa xan:lular Mu;rour Kouuh ucnymaBa cBe rcprzrepnjlrve [paB[i.rlHnKa o

nocrynry npa[peMe u ycr.roBa :a oTx6pauy AoKropcKe graceprarllrje. Cse Hcnnre npeasrzleue rraHoM H rrporpaMor.I AoKropcKIIx
crylula cryAr.rjcror [porpaMa Eneprerara H npouecHa rexHHKa sa Maruunct<ou Qaxy,rrery YHunepsurera y Huu,ry, no,'roNuo .ie
MacKcr,rMalHoM oueHoM 4ecer. O6jaauo je ocar,r paroBa y qaconflcr4Ma ca SCLrucre, a r<o.ira cy ycKo noBe3aIIH ca reNIaraKoNI H,eroBe

Aoxropcxe 4ucepraqrzje. flopeg rora yqecrBoBao je ua ae;umou 6pojy Aovahux r.r ruelyHapaoHux xouQepeuquja, na xojurra.je
cao[rxraBao ao6rzjeue pe3ynrare r.rcrpaxrrBa*a. Orryr<ou Flayuuo-crpyvHor eeha 3a rexHr.rqro-rexHo.louKe Hayxe 6p.612-508-
912015 ol 12.11.2015. roA. Aara je car,racuocr Ha reMy oBe AoKropcxe gr'rcepraqnje. Ha rcpajy KaH.ln.qar je npe:ao pa,rH1 nep:rijr

.qoroopcKe 4ucepraquje ogroaapajyhe caApxlrHe. o6unra u KBarurera! y cKraAy ca o4o6peuorl reMol,r Aor(ropcre rfuceprarlaje.

l4
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iiii,tti ilt:rt AEJTOBA AOKTO=P, CKE Ar4- €f p AuH-{-n
Kparar onuc noje.u.r.rHrD( AeJroBa 4r.rceprauuje {d,: J{sr.s yv,r,lsr}

,,{oxropcxa 4racepraquja KaurilAara Mlaloma Koquha ca.rzrreHa je rd3 Aecer nouraBJba y xojuua ce.ueraJbHo pa3Mmpa
naanrsrso x[rApoArlHaMnuro crpyjarre la npeHoc rorrJrore MrrKponoJrapnrx $nyra4a.
,Y nprorra norJraBJby 4ucepraquje, Aar je KparaK ucropnjcxlr nperJreA paseoja MarHerHe xrrApoAr{HaMr.rKe r4 u3yqaBaH,a
:Ml,IKponoflapurx <[nyra4a, Kao il ocBpr Ha npo6nerrae roju he 6uru pa:uarpaHz y 4orropcnoj 4ucepraqujrz.

rApyro noruIaBJbe uocseheHo je $oprral,Iparry MareMarr,rrrKr4x Mo,ueJra rj. onurux je4navulra pa3MarpaHr4x upo6nevra roje
,he noclyNuru 3a aHaJM3y pzI3JIIrqI{rrIx npo6neua crpyjama Mr.rKpo[onapuux tfnyra4a. Y osor\.{ nornaBJby 4era.muo je
.lasBeAeH cxyu crlrx je4navtvrua xoju onr,rcyje MX,{ crpyjane r{ rrpeHoc rorrJrore Mr,rKponoapHrax $nyra4a.
,Y cleAeheu noHraBJEy gar:a je anur43a rrpBor pa3MarpaHor Mo.qena roju aaje yruqaj XapruaHonor 6poja, rapaMerpa
lclrpe,3arba rr flap€Merpa Br,rco3HocTH MlrKpopoTarluje ua nore 6p:une, Mr{Kpoporaqzje, reunepaType r4 TaHrHerHr4 Har]oH,

:upulurona crpyjana MHKpo[oJrapnor Qryuaa usrraely ABe [noqe no.{ yruqajeM MarHerHor rroJba.

,Y .rernprorra norJraBJby, rrperxoAHll MareMarI4qKI{ MoAen npomprpeH je yrnqajela r,rHAyKoBaHor MarHerHor norsa, rj. :a
lpa3MarpaHu clyraj Pejnor4con MarHerHr{ 6poj je pega je4raHraue. On.qe je uoce6Ha rraxma uocneheua yruqajy
Io4ronapajyhrx rapaMerapa Ha HHAyKoBaHo MarHerHo noJbe.

,llero uomasJbe Ar.rceprauuje nocreheno je upo6leruy crpyjama MrlKponoJrapnor Qnyz4a arrraely rrorra xoje uory ktv.artt
rrpoMerrJbrrBy eJreKTporpoBoAHocr. Y ornlrpu oBor nonraBtbq Na;ta je rpa$uvxa aHaJrut3a yrw\aja rpoMerrJbr4Be

reJreKrponpoBoAHocrrr 3HAoBa Ha KapaKrepl{crr{Ke crpyjana u npeHoca rorrJrore Mr,rKporroJrapunx Qnyga.
,MoAer EMXI crpyjna u [peHoca rorrJrore Mr4KporroJrapuor $lyra4a lar je y uecroM nornaBJby, rAe cy nopeA

,nperxogno pa3MarpaHux yruqaja Il3JIoxeHI{ u yuqaju crroJbarrrrrer ereKTpr{rrHor rroJba Ha crpyjane Mr4xporroJrapHor

.rbryzaa.
;Hape4Ha ABa norJraBJra, ce.qMo pr ocMo, 6ase ce crpyjarurr',ra 4na @nyu4a xoju ce ne ueurajy. Y ce.{uorrr nornaBJby
pa3Marpa ce npo6;reu crpyjama ABa pa3Jrr/Frr,rra Mr{KpoloJrapHa Snyuqa u:rrrefy rrJroqa, a y Br.r,qy rpaQuna a
o4ronapajyhprx KoMeHTapa usroNena je aHzlJrr.r3a rrrelyco6nor yrnqaja ra ABa Mr.rrpoflonapua Qnyuaa Ha KapaKrepr4cr]rKe

crpyjarra.
Y ocrrlorra noruraBJby npeAcraBJBeH je noc.ue4tbr analrururrrr.r MoAen y oKBr.rpy gucepraqrzje. KoA Aaror upo6reua
pa3Marpa ce rraelyco6Hr yrw1aj BHcKo3Hor LI Ml4Kporonapnor r[nynAa Ha Kapaxrepl4crr4Ke crpyjarra, xao u puqaj
Harr{yTocTr,I [noqa.
flopea pa3MarpaHr{x aHarurr{qKrD( MoAeJra crpyjana H npeHoca rorurore Mr.rxpolonapuux $tryn4a, y oKBrapy AoxropcKe
4racepraqraje ypaleue cy r4 HyMepurrKe cuMyJraquje crpyjana r{ npeoca rorrJrore MrlKponoJrapuux Q;ryra4a. Y Aenerou
rorJraBJby 4racepraquje Aa,ra cy ABa MoAeJra crpyjarra Mr4KponoJrapuux SnyraAa xoju cy ypaleura y ANSYS-onou;
co$rnepcrou naxery. flpnu uo4er crpyjarra npeAcraBJba crpyjarre Mr4KpononapHor S.nyraga y xopr43oHrzrnHoM KaHany,.

AoK ce y ApyroM MoAeny pa3Marpa crpyjarre Mr4xponoJrapHor Snyzaa y Beprr4K€urHoM KaH€rJry. 
.

IIocleABe rorJraBJbe 4racepraquje, [ocJryxr{Jro je raxo 6u ce cyrrauputll cBrt pe3ynTaTr.r pa3MaTpaHr4x npo6reua u
rr3Jroxr4Jlr reHepEIJrHI,I 3aKJbyrlqu.

Tpe6a HanoMeHyrr,r Aa ce y oxBr{py 4racepraqnje raxole HaJIa3e u cagpxaj, nllreparypa, rao n 6uorpaQuja ayropa,re Aa
je Ha uoverry aucepra-qr.rje Aar KparaK caxeraK 4lrcepraquje Ha cpncKoM rr eHr,rrecKoM je:uxy.

,our..E"
:F-..G_ 3-.-v',JITAf gr,0KTOPCKE Ar4CEPTArIr4Jn

Hu-ao_ oglsapnBarba nocraBJb_e-Hr,rx ulrJbeBa n: npnjane AoKropcKe 4uceprarlraje-irit: JI)dl;'x,,i4,'3

,Illras u quJreBrr npe4uulenu npujasoru .{oKropcKe 4racepraquje y norrryHocru cy peuu3oBaHr4 y or(Br{py rpeAare
,Aracepraquje KaHAr,rAara Mranoura Koqnha. Pasluwmu lpo6reuu crpyjana r{ npeHoca rorrJrore Mr{KponoJrapwwx $tyuga,
,rraareMaTl/I.rxlz cy 4eQunilcaHr Lt perueHr{ y oKBr.rpy rpeher, qerBpror, rreror, [recror, ceAMor H ocMor [orJraBJba

:4racepraryrje. O4rorapajyhaal/larru3a perreHr.rx npo6neua gara je y B]]1,Ay rpa<[ur<a ys o4ronapajyhe xoueurape v aHurrr3y

,r[usure mpyjarra. Y ornupy AeBeror rroruraBJba 4ucepraquje ypalene cy HyMepHqKe cuuynaqrnje crpyjarra npe4nuleue
ruraHoM rr flporpaMou us npujare AoKropcKe 4lrcepraquje. Csaxaxo jeaan oa KJbyrIH]rx pe3yJrrara AoKropcKe

4ncepraquje je pasnoj MoAeJra $nyula ca Mr{KpocrpyKTypoM y coQraepy ANSYS-CFX. ,{o6ujeHra pe3ynraru u alunt3a

BpegHonarse :uauaja u Hayr{Hor Aonpl4Hoca pe3ynrara 4r,rcepraqraje i11,1 l//ll7:+'+ir)

3a cse geQuuucaHe ta perxeHe cryrajeee crpyjarra r{ npeHoca romrore Ml4KponoJlapuux SnyIa4a y Aoxropcxoj
4ucepraquju, 4eQunucauu cy oArcBapajyhu uarerraarr,rqKir MoAeJIr4 nouohy xojrx ce pirMarpa yrugaj pa3r,uttrtrux

Quslrvrux u reorrlerpajcKl,Ix rapaMerapaHa crpyjno I4 reMreparypcKo [oJbe Snyu4a.
,{o6ujeuu aHarrr.rrrrqKlr peyJrrarn Mory flocJryxkt'ru y AaJbrlv, r4crpiDKI,IBaBVMa Au:aaMutlror [oHaluarba KoMl]Jlercuujux

cnyrajena crpyjana Mr,rKporroirapnux Sryraa, a rrcce5Ho y o6nacu{ rpoAIrMeH3I4oHHx KoMITJIeKcHI{x crpyjama

6uorourxzx t[nyu.qa I,r reqHl{x Kprrcrzlna noA AejcraoM pztsnuqtzrl,Ix $rasuuxnx nora.
O,q noce6nor :Hauaja 3a rrpofraBarre cr:pyjama Mr{KponoJrapnux Snyra4a cy nolwjeuu pe3yJlrarl4 xoju ce oAlroce Ha

a1anu3y l,ruqaja KapaxTepacrr,rqHr.rx 6esAraMeH3r4oHI,Ix BeJII/FIuHa nonyr: Hartmann-onor 6poja, Reynolds-onor 6poja,

rrapaMerpa cnpe3ar64 [apaMerpa Br.rcKo3Hocrr{ Mr4KpoporallNje ra saxropa olrepehema. 
:

JeAas oA KJbfrHr,rx p$ynrara AoKropcKe 4racepraqzje je pa:roj Mo.{eJra $rryraa ca Ml.rKpocrpyKTypoM y coQrnepy.

ANSYS-CFX, r<ojra ce Haguube uoNe pa:nrajuv4v3acloNenr{e clyvajene crpyjarra. 
.

JeAas Aeo 4o6r,rjennx p$ynrara aeh je rry6rurKoBaH y HayqHr4M qaconucxMa rr cao[IIIreH ua rr.tefyuapo[Hvr t4 oAuahLru

HaTIHI,IM CKyIIOBI'IMa.



OUeHacaMocrarHocrH HayqHor- paAa KaHnHAarat i,,tj, , ,,,:
KaHAunar Mtl,'Ioul Kourah je roxov H3pane aoKropcKe auceprauuje noKa3ao :uarajuo reopujcr<o H rtpaKryr]10 3Habe,

:Kao I'I BHcoK HllBo caMocrallHocrll, cI{creMarLIrIHocrI4 a Kpearl4BHocru y 6anrnegy Hayr{Ho-Ilcrpaxl4BartKgM paAoM.
Creqeua 3HaILa I43 BI'IIIe o6nacru je ucxopucrr.ro Aa Ha Kpearr4BaH Haqr{H ocMrrcJtr{, Sopuy,ruLue r.r aHanu3,pa
pa3MarpaHe npo6n eue MX! crpyj ar6a Mr4KpononapHu x $:ryra4a.
Hexu oA Hayr{HI4x pe3ynrara npeAcraBJbenr.rx y pa3Marpauoj re:u npe3eHrupaHr.r cy y oKBrlpy eeher 6poja H&yqsyt
paAoBa xojn cy IrIraMnaHI'I y qaco[[cl4Ma Lr [peACTaBJbeHrr ua nelynapo.{Ht4M I.I ,qoMahilM xonoepeuqujaMa, re

SAKJlbyqAl{ 1, 1;:ii ! i tti y::.t t t i

Ha ocHoay aHaJIH3e aocraBJ'beHe noKropcKe 4r,rcepraurzje A yBVLay ny6,rurosaHe HayqHe panoBe KaHAHAara, qJqaHoB,
'Koulrcrzje 3a oIIeHy u o46pauy AoKropcxe grlceprarlrlje carJracHrr cy Aa noAHera roKTopcxa 4ucepraquja y nornyHocrr4
oAroBapa olo6peuoj reMI4 oA crpaHe Hacrasuo-HayuHor neha Maruuscxor Saxy,rrera y Huruy u Hay.rHo-crpyvuor eeha
3a TexHLIr{Ko-TexHoJtoluKe HayKe Ynaaep:urera y Hraury I4 [peACTaBJba oplrtr.rH€InHr{ 14 BpeAHr4 HayqHu AonpuHoo y
o6nacrr4 M arHerHo xuApoAuHaMr4qKlrx crpyj arra M r4Kpononapuux Snyu4a.:V:uuajyhrl y o6sup cBe [perxoAHo HaBeAeHe rru]beHtrqe, irraHoBpr Konarlcr.rje 3a oueHy u o46paHy AoKropcKe
4r.rceprauuje ca 3aAoBoJ'bcrBoM npeAraNy HacraBHo-HayrrHoM sehy Maunucxor Qaxynrera y Huruy r.r Hayvuo-
crpyr{HoM nehy sa rexHutIKo-rexHoJIo[IKe uayxe Yuueep3r{rera y Hr.rruy, Aa aoKTopcKy aucepraqrejy Mu,rorua Kouuha,
AI,Inn. [IH)K. MaII]., IIOA HZI3T4BOM:

,rllcrpaxunarr,a MarHerHo XLIApoAIrHaMurrKux crpyjama u rlpeHoca rorrr'rore MuKporroJrapunx e,ryuaa.,
rrpr{xBarr4 Kao .uoKropcKy Ar{ceprarrujy w sa KaHrr{Aa]1jr_"r_::Tl]:reuy jaauy o46pauy.

KOMI4CI4JA
Epoj oarryxe IIHB o r.ruenonarry Koltucr.rje

laryu nlreuoaarsa Kovucuje

P.6p.

6t-2-100-tt/2:019

25.01.2019.

I{ue u npeurMe: 3Barbe

xp Xunojun CraueHxoarah, goqeur

l. TeopujcKa u npuMelbeHa MexaHHKa

$nyuga
Yuunepeurer y Hltuy
Marurucru Saxy,rrer

YHzaepsnrer y Hlrruy
Mauruucxn $axy,rrer

MauruHcxu Saxy,rrer

YHneeprurer y HnLuy
MaurrlHcrcu Qaxymer

IIpezlce4unx
MeHTOp

qJ'IAH

0oJ&-
2.

ap Cno6oaarr Canuh, peA. npo$.
[Iprveu,eua MexaHHKa. rrpy Mer-beHa

nuSopuaruxa u palryHapcKo
r.rH)I(eIbepcTBo

ap Mlr;roru Jonauoeuh, saup. npoS.

3. Teopujcxa 14 [pr4MerbeHa MexaHuKa
, $ilyv4a

YHranepslrrer y Kparyj erqy
(Daxylrer r{HxerrepcKux Hayxa y Kparyjeni{y

l. ! il'i i:i :*iiit,\, r,"ii Jl li . 
ji.r tiiI ti rll.iti:i j,i

Ap Jacuuua BorAanoe[h-Joaauoeuh, AoueHT rrJraH

4. Teopujcxa r4 [puMerbeHa MexaHr{Ka Yunrep:arer y Hnruy
$,ryuaa

Ap Xurau Clacuh, AoueHr

Teopr.rjcr<a , npr*e*.ni ,.*anrna
$ryr.raa

Iaryu rr Mecro:

V Huuy r.r Kparyjenqy, Mapr 2019. ro4uHe

-flornuc
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