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1. Uvod

Ovaj rad smesten je u oblast teorije odlucivanja, pre svega posvecen normativnoj teoriji
odludivanja, koja se ti¢e prirode racionalnosti i logike odlucivanja. Suprotno tome,
bihejvioralna teorija se bavi ljudskim uverenjima onakvima kakva zapravo jesu, a ne kakva bi
trebalo da budu, videti [Kah 17]. Kaneman i Tverski su uspeli da objedine ova dva pristupa i
dobiju prvu teoriju koja kombinuje utemeljenost u teoriji sa empirijksim rezultatima, ¢emu
je posveéen i ovaj doktorat.

Prvi deo rada opisuje teoriju odlucivanja, tj. donoSenja odluka, pre svega u ekonomiji,
prilikom kojih se susre¢emo sa raznim vrstama neodredenosti kao $to su: nepoznavanje
pojava, nepreciznost merenja, neodredenost jezika, subjektivne procene koje pokusavamo
matematicki da modeliramo, videti [Pap15]. U ekonomiji proces reSavanja problema
odludivanja na jednostavan nacin mogao bi se opisati kroz sledece korake: potrebno je da
uocimo i definiSemo problem, zatim da odredimo ciljeve, definiSemo i izaberemo opcije
(alternative), zatim da prikazemo metode za realizaciju akcija. Na kraju je potrebno da
analiziramo dobijene rezultate. Pitanje donoSenja dobre odluke je lako razresiti na osnovu
dobijenog rezultata, ali poSto se odluka donosi pre njene realizacije, to koliko je odluka
dobra se procenjuje na osnovu procedura koje smo sproveli za njeno donosenje.

Za osnove teorije odlucivanja zasluzni su Fon Nojman i Oskar Morgenstern, videti [Neu47],
koji su izloZili nekoliko kvalitativnih principa kojim bi racionalni donosilac odluka trebalo da
se rukovodi u svojim odlukama. U zavisnosti od koli¢ine i nivoa znanja koje posedujemo,
razlikujemo tri modela odlucivanja: odluéivanje u uslovima izvesnosti, odlucivanje u
uslovima potpune neizvesnosti i odlucivanje u uslovima rizika. U ovom delu rada opisana je
normativna (racionalna) i bihejvioralna (deskrpitivna) teorija odlucivanja, videti ([Tap97],
[Pav04]). Normativa teorija pretpostavlja da je pojedinac savrSeno racionalan i sposoban da
postavi jasne ciljeve, dok deskriptivna teorija nije usmerena na to Sta treba da rade
racionalni pojedinci, ve¢ na to Sta realni subjekti zapravo rade. Da bi se donosilac odluka
smatrao racionalnim, njegove odluke bi trebalo da zadovolje sedam uslova racionalnosti,
videti ([Fre91], [Pav04], [Dam14]): asimetri¢nost, tranzitivhost, kompletnost, kontinuitet
preferencija, supstitucija, monotonost, redukcija sloZenih lutrija. Ako ispunjava ove uslove
onda je donosilac odluke sposoban da izrazi svoje preferencije medu opcijama, tj. da ih
sortira po prioritetu i uporedi. U ovom poglavlju opisana je i Jensenova nejednakost, koja
prikazuje kako se pomodéu konkavne funkcije mozZe opisati na¢in na koji investira osoba
nesklona riziku, a pomocu konveksne funkcije osoba koja je sklona riziku. Tokom poslednjih
decenija, slozenost ekonomskog odlucivanja je rapidno porasla, dajuéi na vaznosti razvoju
implementaciji sofisticiranih i efikasnih tehnika kvantitativne analize koje podrzavaju
ekonomsko odlucivanje. Poslednjih godina, visekriterijumsko odlucivanje (Multiple criteria
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decision making, MCDM) dobija Siroku primenu u ekonomskim naukama, zbog
kompleksnosti odlucivanja pod uticajem socioekonomskog, politickog i privrednog sistema.
Poslednjih desetak godina, naucnici su razvili niz novih MCDM metoda koje se primenjuju u
reSavanju kako naucnih, tako i prakti¢nih problema u odlucivanju.

U drugom poglavlju opisana je Prospekt teorija (engl. Prospect Theory), videti ([MohQ7],
[Wak10]). Njenu originalnu verziju predstavili su Kaneman i Tverski 1979. godine, u ¢lanku
koji je predstavljao prekretnicu u teoriji odlucivanja, sa ciliem da provere pretpostavke o
racionalnom pojedincu, videti [Kah79]. Oni su poceli da proucavaju stavove ljudi prema
rizicnim opcijama, u cilju da odgovore na pitanje ¢ime se ljudi rukovode pri izboru razli¢itih
kockarskih opcija, te izmedu kockanja i sigurnih poteza, videti [Kah17]. Tako je nastalo
nekoliko bihejvioralnih teorija, a najpopularnija deskriptivna teorija odluc¢ivanja u uslovima
rizika i neizvesnosti danas je prospekt teorija. Osnovni princip na kome se zasniva ova
teorija je da pojedinac svaku situaciju odluc¢ivanja posmatra u odnosu na referentnu tacku
kao nezavisan dogadaj, dobitak ili gubitak. Prema ovoj teoriji gubitak ima veéu vrednost u
apsolutnoj meri od dobitka iste vrednosti, stoga u domenu gubitaka donosilac odluke je
sklon da preuzime rizik, dok u domenu dobitaka tezi izbegavanju rizika. Ova teorija
pretpostavlja da postoje dve faze odlucivanja: faza izmena i faza evaluacije. U prvoj fazi
osoba koja donosi odluku modelira kognitivnu reperezentaciju ishoda, a razli€ite izbore slaze
u odredeni poredak. U fazi evaluacije donoslilac odluke procenjuje vrednost svake
alternative i vrsi izbor na osnovu procene najvece vrednosti. Prospekt teorija moze da
objasni paradokse racionalnog izbora, kao Sto je Aleov paradoks, zatim efekat izvesnosti,
efekat okvira (engl. framing effects). Prospekt teorija je uspela da objasni uzroke zbog kojih
donosioci odluke narusavaju sve pretpostvke racionalnog ponasanja u normativhom
modelu. Kako je ova teorija imala brojne nedostatke, Kaneman i Tverski su ukljudili
zavisnost referenci i averziju prema gubitku u modele Quiggin, videti [Qui82], i Gilboa-
Schmeidler, videti [Gil89], Sto je dovelo do nove prospekt teorije, koju su nazvali
kumultativna prospet teorija (Cumulative prospect theory, CPT), videti ([Tve81],
[Tve92],[Sch03]). U ovom poglavlju opisane su, kroz dva eksperimenta, sustinske razlike
izmedu originalne i kumulativne prospekt teorije, videti [Fen97].

Trece poglavlje definiSe i opisuje operatore agregacije, videti ([Gra09], [Grall], [Bel07],
[Cal02]). Agregacija predstavlja proces spajanja nekoliko ulaznih vrednosti u jednu izlaznu
vrednost. Operatori agregacije imaju Siroku primenu u opstoj i primenjenoj matematici, u
ekonomiji i finansijama (npr. teorija igara, teorija glasanja, donoSenje odluka), zatim u
drustvenim naukama. U ovom delu su opisane osobine operatora agregacije, pri ¢emu
nemaju sve osobine podjednaku vaznost.

U &etvrtom poglavlju prikazane su neaditivne mere, kao i Sokeov i Sugenov integrale koji se
zasnivaju na neaditivnim merama i predstavljaju uopstenje Lebegovog integrala, ([Aum74],
[Ber10],[Cho54],[Den94],[Gra95],[Gra09],[Qui93],[Sch89],[Tve92],[Wak93],[Wak10],[Wan09
1). Oni su se pokazali izuzetno korisnim prilikom resavanja problema u kojima je potrebno



doneti odluku na osnovu vise kriterijuma koji se medusobno preklapaju. Oni omogucavaju
modeliranje interakcije izmedju dogadaja, pojava, alternativa. Time se prevazilazi
ograni¢enje nezavisnosti dogadaja, koja je osnovna pretpostavka u primeni teorije
verovatnoce, posto je verovatnoda aditivnha mera. Osobine fazi integrala kao operatora
agregacije proucavaju se ve¢ duze vreme, videti [Den94],[Pap95]. Sokeov integral ima veliku
ekspresivnu mo¢ jer mozZe predstavljati nekoliko vazinih mera, npr. moZe predstavljati
maximum, minimum, infimum i supremum, i mnoge druge funkcije agregacija, videti
([Gra09],[Pap15]). Klasicna teorija mere se bavi proucavanjem skupovnih funkcija koje
praznom skupu dodeljuju nulu i imaju osobinu aditivnosti. Takve skupovne funkcije se
nazivaju merama. Lebegov integral je baziran na meri. Uprkos Sirokoj primeni Lebegovog
integrala u razli¢itim oblastima kako matematike tako i u reSavanju prakti¢nih problema,
njegova primena zbog same osobine aditivnosti je ograni¢ena. Stoga se razvila oblast koja se
naziva uopstena teorija mere ili teorija fazi mere. U uopstenoj teoriji mere se polazi od
skupovne funkcije koja pored osobine da je na praznom skupu nula ima osobinu
monotonosti, dok u opStem slu¢aju ne mora da bude aditivha. Ovakve skupovne funkcije
predstavljaju uopstenje mere i nazivaju se monotone skupovne funkcije ili fazi mere. Kao
efikasna alatka za merenje interakcije izmedu elemenata, fazi mera se definiSe na slededi
nacin: Skupovna funkcija m definisana na sigma algebri podskupova osnovnog skupa X
naziva se monotona (fazi) mera, ako je monotona i anulira se na praznom skupu. Da bi se

odredila takva fazi mera, mora se naéi 2" —2 vrednosti na skupu X sa n elemenata.
Ocigledno je da je ovakav proces procenjivanja prilicno slozen. Da bi smanijili proces
izraunavanja predloZena je specijalna vrsta fazi mere A-fazi mera g, kao i Seplijeva
vrednost koja izrazava vazinost interaktivnih karakteristika datih kriterijuma, videti [Sha53].
Dat je primer u kome je izraCunata vrednost parametra A, i u kome su uporedena dva
kontinualna podatka, tako $to su izradunate Seplijeve vrednosti za obe varijable, $to
predstavlja originalni doprinos, videti [Pap19].

U petom poglavlju opisan je metod baziran na Prospekt teoriji, TODIM metod (skraéenica na
portugalskom za interaktivno i multikriterijumsko odlucivanje) koji je razvijen od strane
Gomesa i Lime, [Gom92]. U TODIM-u multikriterjumska funkcija vrednosti je napravljena da
meri stepen dominacije svake alternative u odnosu na ostale, Sto odrazava karakteristike
donosioca odluke, kao $to su zavisnost od referentne tacke i averzija prema gubitku,
pomocu funkcije vrednosti iz prospekt teorije. Opisan je prosireni Sokeov TODIM metod u
cilju reSavanja hezitant fazi MCDM problema, gde se razmatra interaktivnost medu
kriterijumima. Prvo se interaktivna kriterijumska teZina meri putem Seplijeve vrednosti.
Onda se prospektna vrednost kriterijuma za svaku alternativu racuna putem prospektne
vrednosti funkcije hezitent fazi skupa. Zatim se stepen dominacije svake alternative u
odnosu na ostale racuna putem Sokeovog integrala. Globalna vrednost svake alternative
moZe da se dobije i alternative se mogu rangirati. Kombinovanjem Sokeovog TODIMA sa
PROMETHEE-II metodom, nastaje novi produzeni TODIM pod nazivom PC-TODIM, koji je
opisan na kraju ovog poglavlja.



Poslednje, Sesto poglavlje, opisuje premium princip, koji predstavlja pravilo za dodeljivanje
premije riziku osiguranja. Ovo poglavlje sadrZi originalne rezultate. Opisane su metode koje
aktuari koriste da razviju premium principe: ad hoc metoda, metoda karakterizacije,
ekonomska metoda. U ovom delu su josS i navedene i objasnjene osobine premium principa.
U aktuarskim naukama pojavila se potreba za novim premium principom koji moZe da
modelira bipolarnost baziranu na konceptu KPT-a, Sto je najvedi doprinos ovog rada, videti
[Kal12]. Vrlo kratak opis sledi.

Premium princip baziran na integralima (engl. the integral-based premium principle) je bilo
koje pravilo TI(f,m;,m,) za dodeljivanje premije riziku osiguranja pri ¢emu je f :Q >R, i
m,,m, € M (klasa svih monotonih mera), videti [Pap17], [Mih19)]. Neka F predstavlja klasu
rizika osiguranja f:Q —>R. Za funkciju f € F , mi definisemo f*, f~ € F " kao pozitivan

deo i negativan deo funkcije f definisane sa f"=fv0, f"=—fv0. Neka je M, klasa
svih monotonih mera takvih da vazi m(Q)=b.

Novi premium princip baziran na integralima definiSe se na sledeci nacin, videti [Papl7],
[Mih19]:

Definicija KPT premium princip baziran na integralima [l (f,m;,m,): F > M, x M, — R

za rizik osiguranja f € F i m,m, € M, se definiSe na sledeci nacin:

Mepr, (f,m;,m,) = ¢ (1(@(f ), my) = 1(g(f ), m,)),
za neparnu, rastucu, neprekidnu funkciju ¢: R >R, gde je
I(f,m):J'm({a)l f () > x}) dx.
0

Dokazane su sve dobre osobine uvedenog novog KPT premium principa, te navedeni svi
raniji vazni KPT premium principi koje on pokriva. Jensenova teorema za Sokeov integral
vezana za konac€ni univerezalni skup je dokazana. Univerzalni integral predlozen u [Kle10],
generalizuje Sokeov, Shilkretov i Sugenov integral, i predlozen je u [Grel4] koncept
diskretnog univerzalnog integrala u bipolarnoj formulaciji. Integrali koji se mogu posmatrati
kao generalizacija asimetriénog Sokeovog integrala, bazirani na konceptu simetri¢nih pseudo
operacija na intervalima [-a, a] & [-°°o, °°], proucavaju se u [Mes95], [Pap95], [Pap02],
[Mih11]).

Bazirano na aparaturi teorije neaditivnih mera, glavni cilj ovog rada bio je da predlozi
Uopsteni premium princip baziran na KPT integralima (CPT-like integral-based premium
principle) koji se moze posmatrati kao zajednicki okvir za distorzioni premium princip,
uopsteni KPT premium princip i prosecni premium princip, videti [Papl17], [Mih19]. U
poslednjem delu ovog poglavlja predstavljamo uslove pod kojima Jensen Stefensenova
nejednakost za KPT premium princip vazi za rizike u okviru kona¢nog ranga.



2. Teorija odlucivanja

Pod odlucivanjem se podrazumeva izbor iz skupa od najmanje dve opcije (alternative, akcije)
kojima se ostvaruje Zeljeni cilj, videti ([Dam14], [Pap15]). Za osnove teorije odlucivanja
zasluzni su Dzon Fon Nojman i Oskar Morgenstern, videti ([Neu47],[Fis70]), iako su koncepte
funkcije korisnosti i ocekivane vrednosti uveli mnogo ranije Bernuli i Paskal. U ovom
poglavlju bi¢e opisana normativna (racionalna) i bihejvioralna (deskrpitivna) teorija
odlucivanja, videti ([Tap97],[Pav04]). Kako se u problemima odlucivanja pomocu konkavne
funkcije moze opisati nacin na koji investira osoba nesklona riziku, a pomoéu konveksne
funkcije osoba koja je sklona riziku, u ovom poglavlju biée uveden pojam i osnovne
karakteristike konveksnih funkcija. U poslednjem poglavlju ovog rada bi¢e uvedena i
dokazana Jensenova teorema za CPT integral, s toga ¢e u ovom delu biti uvedena klasi¢na i
integralna Jensenova nejednakost.

Prilikom donosenja odluka u razli¢itim oblastima najéesée se susreéemo sa sledeéim vrstama
neodredenosti, videti [Pap15]:

Nepoznavanje pojava,
Nepreciznost merenja,
Neodredenost jezika,

P wnN e

Subjektivne procene.

Ove neodredenosti matemati¢ki modeliramo pomodéu teorije verovatnode i statistike, zatim
novijim matematickim metodama teorijom fazi skupova i fazi logike, i neaditivnim merama i
integralima baziranim na njima.

Proces resavanja problema odlucivanja na jednostavan nacin mogao bi se opisati kroz
sledeée korake. Potrebno je da uocimo i definiSemo problem, zatim da odredimo ciljeve,
definiSemo i izaberemo opcije (alternative), zatim da prikazemo metode za realizaciju akcija.
Na kraju je potrebno da analiziramo i primenimo dobijene rezultate. Vrlo €esto se deSava da
ne budemo zadovoljni donetom odlukom. Pitanje donosenja dobre odluke je lako razresiti
na osnovu dobijenog rezultata, ali posto se odluka donosi pre njene realizacije, to koliko je
odluka dobra se procenjuje na osnovu procedura koje smo sproveli za njeno donosenje.

Modelovanje za donosSenje odluka uklju¢uje dve strane: onog ko donosi odluku i onog ko
gradi model. Analiticar asistira pri donosSenju odluke. Specijalisti za pravljenje modela prvo
prouce problem, potom naprave matematicki model koji ¢e menadzer koristiti. Greska u
komunikaciji izmedu menadZera i analitiCara moze se izbeci tako Sto ¢e raditi zajedno sa
ciliem da prvo naprave vrlo jednostavan model koji obezbeduje analizu koja je gruba, ali
razumljiva. Kada se menadzZer navikne na taj model, onda model mozZe da se razraduje i
usloznjava. Ovaj proces zahteva vreme od strane menadiera i iskreno interesovanje od
strane analitiara za reSavanje menadZerovog stvarnog problema, pre nego pravljenje
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komplikovanog modela. Postepeno pravljenje modela je najvazniji faktor pri odredivanju
uspeha implementacije modela za donosenje odluka. Ovaj pristup pojednostavljuje ono Sto
bi bio komplikovan zadatak verifikacije modela.

2.1. Modeli donosenja odluka u ekonomiji

U zavisnosti od koli¢ine i nivoa znanja koje imamo, postoje tri najrasprostranjenija modela
odlucivanja u ekonomiji:

e (QOdlucivanje u uslovima izvesnosti,
e QOdlucivanje u uslovima potpune neizvesnosti,
e QOdlucivanje u uslovima rizika.

Odlucivanje u uslovima izvesnosti

Odlucivanje u uslovima izvesnosti odnosi se na situaciju kada unapred znamo sve osobine
okruzenja u kome ¢emo sprovoditi izabranu akciju. Dakle, potrebno je da izvrSimo rangiranje
i uporedivanje svih akcija, a potom da napravimo izbor medu akcijama tako da u Sto vecoj
meri ostvarimo Zeljeni cilj.

Odlucivanje u uslovima potpune neizvesnosti

U uslovima potpune neizvesnosti, donosilac odluka nema nikakvo znanje o verovatnodi da
¢e se neSto desiti. Njegovo ponasanje zavisi od tipa licnosti i stava prema nepoznatom. U
uslovima neizvesnosti moguce je predvideti razli¢ite ishode svake alternative, ali ne i
verovatnoce za njihovo javljanje. Ovakve situacije javljaju se prilikom dugoroénih prognoza
ekonomskih i politi¢kih prilika u zemlji i svetu, u istrazivackim projektima, prilikom uvodenja
novog proizvoda na trziSte i veoma su nepovoljne za donosioca odluka. | u takvim
situacijama postoje metode izbora u uslovima neizvesnosti kao Sto su: optimisticki
(maximax), pesimisticki (maximin), Hurvikov metod optimizma-pesimizma, metod minimaks
kajanja (SevidZov), Laplasov princip nedovoljnog razloga, videti ([Luc57],[Sav71], [Hur72],
[Tap97],[ Pav04]).

Odlucivanje u uslovima rizika

Izmedu izvesnosti i neizvesnosti nalazi se odluéivanje u uslovima rizika. Kada pored toga $to
znamo sve mogucée dogadaje, znamo i verovatnoée da se oni realizuju, donosimo odluke u
uslovima rizika, videti [Pav04]. Rizik implicira dozu nesigurnosti i nemoguénosti da se
potpuno kontroliSu ishodi i posledice delovanja. U nekim situacijama eliminacija jednog
rizika, moZe da poveca drugi rizik. Verovatnoce koje pripisujemo dogadajima pokazuju
stepen naseg uverenja u realizaciju dogadaja. Donosilac odluke u uslovima rizika moze da
izabere jednu od sledece tri procedure izbora: metod maksimalne verodostojnosti, metod
maksimalne ocekivane vrednosti, metod minimalnog ocekivanog kajanja. Metod
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maksimalne verodostojnosti je opravdano koristiti u sluacaju kada je verovatnoc¢a dogadaja
bliska 1.

Odlucivanje u uslovima rizika prvi je poceo da proucava Svajcarski matematicar Nikolas
Bernuli postavivsi pitanje koliko bi novca ljudi uloZili u igri koja ima sledeca dva pravila, videti
[Pav04]:

e novcic se baca dok ne padne “pismo”,
e igra¢ dobija 2S$ ako pismo padne pri prvom bacanju, 4$ pri drugom, 85 pri tre¢em
itd.

Ispostavilo se da je mali broj ljudi spreman da uloZi viSe od par dolara da bi igralo ovu igru,

= 1 1
iako je ocekivana vrednost igre beskonacna, E = Z P X; :E~2+Z-4+...: oo . Postavlja

i=1
se pitanje zasto su ljudi nespremni da uloZze malo vise novca, kada je ocekivani prinos
jednak beskonacnosti. Ovaj paradoks, poznat pod nazivom paradoks Sankt Petersburga,
dovodi do zaklju¢ka da je ofekivana novéana vrednost nedovoljno dobra osnova za procenu
akcija u uslovima rizika, videti [Pav04]. Paradoks je pokusao da razresi Danijel Bernuli time
$to je zakljucio da ljudi ne posmatraju ocekivanu vrednost, veé ocekivanu korisnost i traze
njen maksimum.

Posmatrajmo sledeéi primer. Potrebno je da napravimo izbor izmedu dve opcije:

e prva opcija donosi siguran dobitak od milion evra,
e druga opcija donosi dobitak od 5 miliona evra sa verovatno¢om 0.5 ili dobitak od 0
evra sa istom verovatnoc¢om.

Ocekivana novéana vrednost prve opcije je million eura, a druge je
1 1

5-5000000+§~0:2500000. | pored toga Sto je ocekivana novcana vrednost druge opcije
veda, ispostavilo se da bi veéina ljudi izabrala prvu opciju. Razlog se ogleda u Cinjenici da
vrednost ili “korisnost” novca opada sa kolicinom veé posedovanog bogatstva, u smislu da je
dobitak od 1000 eura vredniji prosjaku nego bogatasu, videti [Pav04]. Dakle, iako je
ocekivana vrednost u paradoksu Sankt Petersburg jednaka beskonacnosti, ispostavlja se da
ocekivana korisnost ipak nije beskonaéna. Iz tog razloga Bernuli je odbacio oéekivanu
vrednost kao kriterijum odludivanja u uslovima neizvesnosti i rizika.

Svaki donosilac odluke formira svoju sopstvenu funkciju nov¢anih vrednosti, koja neée biti
univerzalna, vec ¢e zavisiti od sredstava sa kojima raspolaze donosilac odluke, zatim od
njegovog ukupnog bogatstva, kao i od njegovih psiholoskih karakteristika. U zavisnosti od
navedenih karakteristika svaka funkcija vrednosti ¢e biti specificna kako po nagibu tako i po
obliku, koji otkriva odnos donosioca odluka prema riziku, i razlikovaée se od funkcija drugih
pojedinaca.
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2.2. Normativnai bihejvioralna teorija odlucivanja

Normativna (racionalna) teorija odludivanja se zasniva na pretpostavci da odluku donosi
savrseno racionalan donosilac odluka, koji je sposoban da postavi jasne ciljeve i da ih u Sto
vecem stepenu realizuje, tako da maksimizira svoju dobit. Ova teorija postulira principe
ispravnog odlucivanja u zavisnosti od okolnosti u kojima se odlucuje, a koje mogu biti uslovi
izvesnosti, neizvesnosti i rizika. U uslovima izvesnosti svaka opcija ima samo jedan siguran
poznati ishod. U uslovima neizvesnosti poznate su moguce okolnosti u okruzenju kao i ishodi
opcija u svakoj od njih, ali ne i verovatnoce javljanja ovih okolnosti. U uslovima rizika
raspolazemo i verovatno¢ama javljanja pojedinih okolnosti, odnosno ishoda koji ¢e se u
njima realizovati, videti [Dam14].

Da bi donosilac odluka bio racionalan, njegove odluke treba da zadovolje sledeée uslove
racionalnosti, videti ([Fre91], [Pav04], [Dam14]):

e Asimetri¢nost. Pri poredenju dve opcije donosilac odluke ne mozZe istovremeno da:
1) prvu opciju preferira u odnosu na drugu i drugu u odnosu na prvu,
2) prvu opciju preferira u odnosu na drugu i bude indiferentan izmedu prve i druge,
3) bude indiferentan izmedu dve opcije i da prvu preferira u odnosu na drugu il
drugu u odnosu na prvu.

e Tranzitivnost. Ukoliko donosilac odluke preferira prvu odluku u odnosu na drugu, i
drugu odluku u odnosu na trecu, onda prvu odluku mora preferirati u odnosu na
trecu. Ako je donosilac odluke indiferentan izmedu prve i druge odluke, i izmedu
druge i trece, onda mora biti indiferentan i izmedu prve i trece odluke.

e Kompletnost. Donosilac odluke, prilikom poredenja dve opcije moze, ili prvu da
preferira u odnosu na drugu, ili drugu da preferira u odnosu na prvu, ili da bude
indiferentan.

Normativa teorija odlucivanja pretpostavlja da je pojedinac savrSano racionalan i sposoban
da postavi jasne ciljeve, kao i da ih u razli¢itom stepenu realizuje, sa ciljiem da maksimizuje
licnu dobrobit. Ovaj pristup pretpostavlja odredena pravila koja bi ljudima, ukoliko ih se
pridrzavaju, pomogla da u datoj sitaciji donesu najbolju odluku.

Teorija racionalnog izbora zasniva se na modelu koji sadrizi dve komponente: jednu
komponentu Cine sve akcije koje su, pod razli¢itim okolnostima, dostupne donosiocu odluke,
dok drugu komponentu predstavljaju upravo preferencije pojedinca.

Bihejvioralni pristup, sa druge strane, nije usmeren na to Sta treba da rade racionalni
pojedinci, ve¢ na to Sta realni pojedinci zapravo rade. Primarni cilj deskriptivne teorije je da
razume i objasni kako pojedinici razmatraju dostupne informacije i kako na osnovu njih
dolaze do neke odluke ili izbora. Deskriptivna teorija odludivanja bavi se onim Sto je u
normativnoj teoriji izdvojeno kao odstupanje od kriterijuma racionalnog ponasanja. Centar
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interesovanja Cine kako osobenosti i ogranicenja kognitivhog sistema donosioca odluke,
tako i drugi psiholoski uzroci greSaka koje on pravi kada donosi odluku.

2.3. Konveksnost i konkavnost

Konveksnost je jednostavan matematicki pojam koji je uveo Arhimed oko 250 godine pre
nove ere, kada se bavio svojom ¢uvenom procenom vrednosti broja 7. Mi se susreéemo sa
konveksnos$¢u i njenim posledicama sve vreme na razliCite nacine. Arhimed je uocio da se
teziSte svakog konveksnog lika mora nalaziti unutar tog lika. Primer koji to ilustruje jeste na$
uspravan polozaj koji se odrzava dok je vertikalna projekcija naSeg centra za gravitaciju
unatar konveksnog poloZaja nasih stopala, (slika 2.1).

a. b. C.

the center of gravity the center of gravity the center of gravity

Slika 2.1 preuzeto sa: http://thatmanfromsyracuse.weebly.com/contributions/center-of-gravity).

Definicija 2.1 Kazemo da je funkcija f :1 — R konveksna na intervalu | ako zasve X,y el

isve A€ [0,1] vaii:

F[A=2)x+Ay]< A=) f () + AT (y).

Konveksnost ima veliki uticaj na na$ svakodnevni Zivot putem mnogobrojnih primena u
privredi, poslovanju, medicini, umetosti, dok u ekonomskoj analizi ima uticaj na probleme iz
podruéja optimizacije. Prouéavanje konveksnosti dobilo je posebno veliku vaznost sredinom
20. veka, paralelno uz razvojlinearnog programiranja. Ukoliko Zelimo da maksimiziramo
profit, potrebno je da proizvodna funkcija bude konkavna. U problemima minimizacije
pozeljno je da funkcija koju Zelimo da minimiziramo bude konveksna. Prepoznavanje
konveksne funkcije kao zasebnog predmeta proucavanja pripisuje se Jensenu. Medutim on
nije bio prvi koji se susreo sa ovakvim funkcijama. Medu njegove prethodnike ubrajamo
Hermita, Holdera i Stolza. Tokom dvadesetog veka sprovedeno je intenzivno istraZivanje i
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znacajni rezultati su dobijeni u geometrijskoj funkcionalnoj analizi, matematickoj ekonomiji,
analizi konveksnosti, nelinearnoj optimizaciji. Najznacajnijim delom smatra se knjiga o
nejednakostima autora Hardija, Litlvuda i Polija, videti [Har78].

Postoje dve osnovne karakteristike konveksne funkcije zbog kojih ona ima Siroku primenu u
problemima iz podrucja optimizacije:

e Maksimum se dostiZe u granicnoj tacki,
e Svaki lokalni minimum je globalni. Stavise, striktna konveksna funkcija dozvoljava
najvise jedan minimum.

Konkavnost funkcije odrazava se u promeni koli¢ine proizvedenog prilikom povecanja
koli¢ine ulozenog, videti [Cud17]. U modelima koji uklju¢uju proces kojim odredene resurse
pretvaramo u gotove proizvode, korisno je imati funkciju kojom bismo opisali vezu izmedu
koli¢ine proizvedenog (outputa) i koli¢ine uloZenih faktora (inputa) da bi se proizvodnja
ostvarila.Takvu funkciju nazivamo funkcija proizvodnje i pretpostavljamo da je ona rastuca i
konkavna. Cinjenica da je rastuéa znaci da se poveéanjem koli¢ine uloZenog povecava i
koli¢ina proizvedenog.

2.4. Relacija preferencije i funkcija korisnosti

Teorija korisnosti se izdvojila kao potpuno nezavisna naucna disciplina sa primenama u
raznim oblastima: ekonomija, tehnika, politika, psihologija itd. Osnovni aparat teorije
odludivanja u uslovima neizvesnosti zasnivao se do sada na meri verovatnoée. Korisnost se
odnosi na vrednost nekog dobra. Na primer, ako viSe volite sladoled od vanile od
¢okoladnog, Vi cete pripisati veéu vrednost sladoledu od vanile, nego istoj kolicini
¢okoladnog sladoleda. Cinjenica da razli¢iti ekonomski subjekti imaju razli¢ite vrednosti za
dobra, je osnova svih trzista. U aktuarskim naukama, fokus se nalazi na vrednosti novca.
Proucavanje vrednosti novca pocelo je u ranom 18-tom veku sa paradoksom St Petersburga.

Po teoriji korisnosti, korisnost dobitka se procenjuje poredenjem korisnosti dva stanja
bogatstva. Prema ovoj teoriji dobici i gubici razlikuju se samo po predznaku (+ ili -), Sto
predstavlja ogrnicenje jer ne postoji nacin da se predstavi ¢injenica da je nekorisnost gubitka
odredene sume novca mnogo vecéa nego korisnost dobitka iste sume, videti [Kah17].

Moderna psihologija objasnjava korisnost u odnosu na nacin kako mi definiSemo materijlno
bogatstvo. Na primer:

1. Prosjak ée vrednovati jednu funtu mnogo vise nego milioner. Funta moze da duplira
bogatstvo prosjaka dok milioner nece ni primetiti gubitak jedne funte.
2. Ocekivanje neizvesnog ishoda manje vredi nego izvestan ishod.
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3. Buduce zarade smatraju se manje vrednima nego sadasnje zarade, posto ne znate
kakva ce biti vasa buduca situacija.

4. Novac u vasem dZepu vredi vise nego investirani novac, zato sto novac u dZzepu ima
trenutnu korisnost, moze se odmah potrositi, Sto nije slu¢aj sa investiranim novcem.

Primer broj tri reSava se putem diskontovanja (vremenska vrednost novca). Ako je investicija
u Cetvrtom primeru bez rizika, ona bi se takode resavala putem diskontovanja. U aktuarskoj
matematici posebno smo zainteresovani za neizvesne ishode, kada se korisnost bogatstva
posmatra kao slu¢ajna promenljiva.

U ekonomiji se preferencije pojedinaca posmatraju kroz binarne relacije, tj. kao poredenja
izmedu dve ili vise opcija, pa ih je nezamislivo razmatrati ukoliko ne postoji moguénost
izbora izmedu dobara. Ipak, izbor bez preferencija moze da postoji, kao u primeru bacanja
novciéa, kada odluka pojedinca isklju€ivo zavisi od strane koja ¢e se pokazati kada novcic
padne, [Boa09].

Defincija 2.2 Za relaciju p kazemo da je relacija preferencije ako ima sledece osobine:
(i) ¥xe X XpX (refleksivnost),
(i) ¥Wx,ye X XpYili ypX (kompletnost),
(iii) VX, ¥,z X XpY,ypzZ = XpzZ (tranzitivnost).

Osobine kompletnosti i tranzitivnosti sa sobom nose pretpostavku da pojedinac uvek zna
koju od dve korpe dobara preferira, kao i da su njegove preferencije konzistentne i van
okvira u kom se razmatraju samo dva dobra. Relacije sa ovim osobinama nazivaju se
racionalne preferencije. Relacijama koje prikazuju preferencije donosioca odluke samo su
jedan nacin na koji se moze matematicki modelirati fenomen razmatranja vise razli¢itih
dobara koja su u ponudi u datom momentu. Elegantniji nacin sada jeste da se poveziu
razli¢ita dobra sa nekim brojevima (koji predstavljaju korisnost tih dobara), tako da veci broj
oznacava vecu preferenciju donosioca odluke prema dobru koje ga nosi, videti [Knel5].

Umesto rang listom, preferencije moZzemo izraziti na pogodniji nacin. Svakoj opciji moZzemo
pridruZiti jedan broj koji predstavlja znacaj ili korisnost koju nam ta opcija pruza. Funkcije
koje pridruzuju brojeve, odnosno korisnosti, korpama dobara nazivaju se jednim imenom
funkcije korisnosti:

Definicija 2.3 Neka je prelacija preferencije na skupu X. Funkcija u: X - R za koju vaii:
XpY < Uu(X) >u(y) naziva se funkcija korisnosti (utilitarna funkcija) relacije preferencije.

Broj koji opisuje stepen korisnosti nam ukazuje na to da li investitor preferira viSe jednu
opciju u odnosu na drugu, ali nam ti brojevi ne daju informaciju koliko puta osoba voli jedno
dobro u odnosu na drugo. Marginalna korisnost predstavlja prvi izvod funkcije korisnosti i
ona meri promenu korisnosti sa poveéanjem bogatstva, odnosno potrosnog dobra. Kako je
konkavnost posledica negativnosti drugog izvoda funkcije korisnosti, jasno je da to znadi
opadanje funkcije prvog izvoda, odnosno opadajuéu marginalnu korisnost. Drugim recima,
kada je bogatstvo malo, onda dodavanje jos jedne jedinice bogatstva znaci mnogo vise nego
kada je bogatstvo veliko. Na primer, dvojici radnika fabrike pove¢amo platu za hiljadu
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dinara, to ¢e mnogo vise znaciti radniku Cija je dotadasnja plata bila 20000 dinara nego
onom ¢ija plata je bila 50000.

Fridman i SevidZ su bili prvi koji su graficki prikazali funkciju korisnosti koja je konkavna u
slu¢aju odbojnosti prema riziku i konveksna u slucaju sklonosti prema riziku. Sklonost ka
rizicnim akcijama javlja se, na primer, kada smo veoma motivisani da ostvarimo veliki
dobitak. Tada umesto sigurnog iznosa, preferiramo akciju ¢ija je o¢ekivana vrednost

jednaka tom nov¢anom iznosu.

Primeri funkcije korisnosti:

e Linearna funkcija korisnosti ima oblik u(x) =ax+b a,b eR. Njena osnovna osobina
je neutralnost prema riziku. Linearnu funkciju korisnosti oblika u(Xx)= X koriste

investitori koji su indiferentni prema riziku. Ovaj oblik funkcije korisnosti je veoma
redak i po pravilu je karakteristican za ekstremno bogate pojedince i velike
korporacije, videti [Kne15].

ily)

ulr) uly)  ulr+y)

2 2 9

i :"! ]. ................

4+
=
e

Slika 2.2 Linearna funkcija korisnosti

—aX

e Eksponencijalna funkcija korisnosti ima oblik Uu(X)=—-e**, a>0. Vrednosti ovako

zadate funkcije korisnosti su negativne, ali nas interesuju relativne vrednosti
korisnosti, na osnovu kojih utvrdujemo preferencije pojedinca, videti [Knel5].
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Slika 2.3 Eksponencijalna funkcija korisnosti

e Logaritamska funkcija korisnosti ima oblik u(x)=Inx. PredloZio ju je Bernuli,
pretpostavljaju¢i da je prirastaj korisnosti proporcionalan relativhoj promeni
kapitala. Ova funkcija je definisana samo za X>0i vrlo je stroga kada su u pitanju
vrednosti nezavisne promenljive (dobra, bogatstva, ofekivanog dobitka) bliske 0, sto
se moze tumaciti kao odbojnost investitora od ishoda u kojima gubi ili ne profitira
mnogo, videti [Kne15].

Slika 2.4 Logaritamska funkcija korisnosti

e Kvadratna funkcija korisnosti ima oblik U(X)=X—bx?, gde je b>0i definisana je

1
samo za vrednosti X < 2_b

Korisnost novcanih ishoda posmatranih akcija moZemo prikazati graficki. Na apcisu
nanosimo novcane vrednosti ishoda, a na ordinatu izraCunate korisnosti. Tako imamo tri
kategorije donosioca odluke: one koji su odbojni prema riziku, one koji su skloni riziku i one
koji su indiferentni.
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Odbojnost prema riziku

Ukoliko je donosilac odluke odbojan prema riziku, funkcija korisnosti je konkavna, (slika 2.5).
Takav donosilac odluke uvek preferira siguran novcani iznos X, u odnosu na lutriju &ija je
ocekivana vrednost x. Npr. nudi se izbor izmedu sigurnog dobitka x=1.5 miliona dinara i
akcije L: dobitak od 3 miliona dinara sa verovatnotom 0.5 ili 0 dinara sa istom
verovatno¢om. U sludaju akcije L matematicko oéekivanje je:

u(L)=0.5-3000000+0.5-0=1500000.

Za donosioca odluke odbojnog prema riziku vazi da je:

u(x)>u(L).

U(L) u(v)

('\5[H
U(L)

1(x)

X ¢(L) L ) W
Slika 2.5 Odbojnost prema riziku

Averzija prema riziku (eng. risk aversion) je odbojnost prema riziku koju ima vecina
investitora. Investitior koji ima averziju prema riziku analiziraée potencijalne investicije
proporcionalno veliini rizika predstavljenog disperzijom mogudih rezultata oko ocekivanog
rezultata. Stepen rizik-averzije se za razli¢ite funkcije korisnosti moze meriti tzv.
magnitudama njihovih lukova, jer sto je “ostriji” luk, to je averzija prema riziku veéa.
Najznacajniji kriterijum za merenje averzije prema riziku je drugi izvod funkcije. U velikom
broju slucajeva sklonost ka riziku raste sa porastom bogatstva, odnosno i pojedinci i
kompanije su vise spremne za rizik ukoliko su finansijski sigurni. Stepen averzije prema
riziku meri se Arov-Prat koeficijentom apsolutne rizik-averzije koji se izraCunava na slededi
nacin, videti [Knel5]:

Ax) =4 )

u (x)

Arov-Prat koeficijent pokazuje kako se stepen averzije prema riziku menja sa porastom
bogatstva. Primera radi izracunajmo ovaj koeficijent za eksponencijalnu funkciju korisnosti

u(x)=—e*, a>0:
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u(x)=ae™
u(x)=-a’e™

A@}:-ﬂ&iza

Dakle, ukoliko je funkcija korisnosti eksponencijalna funkcija, averzija prema riziku je
konstantna, bez obzira na bogatstvo pojedinca.

IzraCunajmo ovaj koeficijent za logaritamsku funkciju korisnosti:

u'(x):l
X

e ——
X

AX) =2,
X

Sto oslikava osobinu smanjenja averzije rizika sa porastom sigurnosti. Dakle, ova funkcija je
adekvatna za modeliranje korisnosti u slucaju averzije prema riziku. U slucaju kada je
funkcija korisnosti linearna dobijamo da je A(X) =0, pa zaklju¢ujemo da su subjekti koji

imaju ovakvu funkciju korisnosti indiferentni prema riziku.
Sklonost prema riziku

Ukoliko je donosilac odluke sklon prema riziku, on preferira siguran novcani iznos X, u
odnosu na lutriju ¢ija je ocekivana vrednost x. U tom slucaju funkcija korisnosti je
konveksna, (slika 2.6). Npr. nudi se izbor izmedu sigurnog dobitka X=1.5 miliona dinara i
akcije L: dobitak od 3 miliona dinara sa verovatnotom 0.5 ili 0 dinara sa istom
verovatno¢om. U sludaju akcije L matematicko oéekivanje je:

u(L)=0.5-3000000+0.5-0=1500000.

Za donosioca odluke sklonog prema riziku je:

u(x)<u(L).
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Slika 2.6 Sklonost prema riziku

Neutralan odnos prema riziku

U slucaju neutralnog odnosa prema riziku, donosilac odluke je indiferentan prema izboru
sigurnog novcanog iznosa X ili lutrije ¢ija je ocekivana vrednost x. U tom slucaju funkcija
korisnosti je linearna funkcija. Novac vrednujemo onoliko kolika je njegova nominalna
vrednost.

Oblik funkcije korisnosti zavisi od viSe faktora: specificnosti problema, materijalnog stanja,
psiholoskih karakteristika donosioca odluke. Ne postoji univerzalna funkcija korisnosti, koja
odrazava odnos prema riziku u svim situacijama i u svim periodima Zivota. U nekim
segmentima novcéanih vrednosti moZzemo biti skloni riziku, a u drugim ispoljiti averziju, pa je
potrebno u svakoj situaciji posebno odrediti funkciju korisnosti. Rizi¢nu opciju prikazujemo
u obliku lutrije sa dva moguca ishoda: dobitak D, koji se realizuje sa verovatnéom p i gubitak
G, koji se realizuje sa verovatno¢om 1-p. Lutriju obelezavamo sa L(p, D, 1-p, G). Dobitak i
gubitak na lutriji ne treba tumaciti u bukvalnom smislu. U jednom problemu gubitak se
moze odnositi na najmanji profit u skupu posmatranih profita, dok dobitak moze
predstavljati minimalni trosak.

Nojman i Morgenstern su definisali ssdam osnovnih aksioma i pomoéu tih aksioma precizno
definisali funkciju ocekivane korisnosti, videti ([Hey79], [Hey94]). Pored asimetri¢nosti,
kompletnosti i tranzitivnosti dopunski uslovi racionalnosti su, videti [Dam14]:

e Kontinuitet preferencija: Donosilac odluka formira rang listu opcija od najbolje do
najgore po sledeéem redosledu X,Y,Z. Uslov kontinuitet preferencije zahteva da je
on u stanju da formulide lutriju L (¢iji je dobitak jednak najboljoj opciji X, a gubitak
najgoroj opciji Z ), koju smatra jednako dobrom kao i sigurnu opciju Y. To znadi da
mora biti sposoban da odredi verovatnoéu ( realizacije opcije x, tako da bude

indiferentan izmedu sigurnog dobitka opcije Y i uces¢a u lutriji Ciji su mogudi ishodi
najbolja opcija x sa verovatno¢om (] i najgora opcija z, sa verovatno¢om 1-(.
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e Supstitucija: Ako je donosilac odluke indiferentan izmedu opcija x i Y, onda mora

biti indiferentan i izmedu dve po svemu identi¢ne lutrije L1 i L2, od kojih jedna nudi
opciju x kao dobitak, a druga opciju .

e Monotonost: Ako dve lutrije L1 i L2 imaju identicne moguce ishode, onda ce
donosilac odluke uvek birati onu lutriju koja ima veéu verovatnocu sticanja dobitka.

e Redukcija sloZenih lutrija: Stav DO prema slozenoj lutriji treba da bude identican
stavu prema prostoj lutriji izvedenoj raCunom verovatnodée iz sloZzene lutrije. Uslov
zahteva da prilikom izbora DO ne ispoljava preferencije prema samim lutrijama, vec
da njegove preferencije zavise iskljuivo od mogucih ishoda opcija i verovatnoca
njihovog javljanja.

Ovi uslovi moraju biti zadovoljeni da bismo precizno izrazili svoje preferencije izmedu opcija.
Ako ih ispunjavamo onda smo sposobni da formiramo rang listu opcija po prioritetu i da
uporedimo svake dve opcije.

Sustina njihove teorije je u tome da pojedinac ponderiSe korisnost ishoda u svakom stanju
prirode sa verovatnodom ostvarenja tog stanja prirode i da sumira sve ove ponderisane

vrednosti. Dakle, ako je korisnost pojedinca u i-tom stanju prirode U, , a verovatnoda

n
ostvarenja tog stanja prirode p;, tada je oCekivana korisnost U = Zui P
i=1

Navedenih sedam aksioma su uslovi racionalnosti normativne teorije ocekivane korisnosti,
videti ([Neu47], [Dam14]). Pretpostavka modela je da se odlucivanje odvija na sledeci nacin:
Donosilac odluke, koji ispunjava uslove racionalnosti, svakoj opciji pripisuje numericku

vrednost, u(.), tzv. kardinalnu korisnost, takvu da je u(x)>u(y) ako DO preferira x u

odnosunay, i u(x)= u(y) ako je DO indiferentan pri izboru izmedu dve opcije.

Donosilac odluke je sklon da pripiSe korisnost i riziénim opcijama, koje posmatramo u
uslovima merljive neizvesnosti i koje imaju vise mogucih ishoda sa poznatim
verovatno¢ama. Ako rizicnu opciju prikazemo lutrijom L, koja ima ishode x (sa
verovatnoéom () i z (sa verovatno¢om 1—(q), onda korisnost lutrije L,u oznaci u(L),
izraunavamo na slede¢i nacin: u(L)=q-u(x)+(1—q)-u(z). Korisnost rizitne opcije
izraCunavamo tako Sto korisnosti njenih ishoda mnozZimo pripadajuéim verovatnoéama
javljanja i ove proizvode sabiramo. Ovaj zbir proizvoda se u matematici naziva oCekivana
korisnost, $to znadi da je korisnost rizi¢ne opcije, u(L), jednaka njenoj ofekivanoj korisnosti

[Pav04]. Samim tim, teorija oCekivane korisnosti sugerise da racionalni DO izbor izmedu
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rizicnih opcija zasniva na njihovim ocekivanim korisnostima i da bira onu opciju koja ima
maksimalnu ocekivanu korisnost, videti [Dam14].

2.5. Klasi€na Jensenova nejednakost

Jensenova nejednakost je generalizacija nekih, manje ili viSe poznatih, nejednakosti. Dobila
je ime po danskom matematicaru Johanu Ludvigu Jensenu (1859.-1925.) koji ju je dokazao u
svom radu "Sur les fonctions convexes et les intégalités entre les valeurs moyennes"
objavljenom 1906. godine u casopisu Acta Mathematical. 1z Jensenove nejednakosti
proizlaze mnoge poznate nejednakosti kao Sto su nejednakost izmedu aritmeticke i
geometrijske sredine, Cebisevljeva nejednakost, Kosi -Svarc-Bunjakovskijeva nejednakost.

Definicija 2.4 Funkcija f:1 — R je konveksna u Jensenovom smislu na intervalu (a,b) c |

ako vaii:

,zasve X,y e(a,b).

f(x1+x2jS )+ ()
2 2

Definicija 2.5 Funkcija f:1 — R konkavna u Jensenovom smislu na intervalu (a,b) | ako

vaii:

,zasve X,y e(a,b).

f(xwxz} () + f %)
2 - 2

Teorema 2.1 (Diskretan slucaj Jensenove nejednakosti )
Funkcija f:l >R je konveksna na | cR ako i samo ako za sve neN, n>2,

X, Xy X, €1 Tzasve 4, 4,,..., 4, e[O,l] takve da je Zﬂ« =1, vazi:
k=1

f(gﬂkx&sgﬂkf(xk).

Integralna Jensenova nejednakost u klasi¢noj analizi data je sledeéim tvrdenjem (videti
[Rud86]).
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Teorema 2.2 (Klasi¢na integralna Jensenova nejednakost)

Neka je (X,Z) merljiv prostor, X #{ univerzalan skup, X je o-algebra njegovih
podskupova i neka je i mera na X takva da je ,u(X)zl. Neka je h realna funkcija koja
pripada L' () , a<h(x)<b, za svako x e X. Ako je f konveksna funkcija na (a,b), tada
vazi:

f([hdu)<[(feh)dp

Jensenova nejednakost ima vainu primenu u teoriji verovatnode, videti [Bil68]. Za sve
diskretne sluc¢ajne promenljive X za koje postoji E(X), i konkavnu funkciju f vazi:

f(E(X))=E(f(X)).

Jensenova nejednakost prikazuje kako se pomocu konkavne funkcije moze opisati nacin na
koji investira osoba nesklona riziku, a pomodu konveksne osoba koja je sklona riziku.

Primer 2.1
Pretpostavimo da smo u situaciji da moramo izabrati bolju od sledece dve lutije:

1. Lutrijal;: Osvajamo 4 miliona dolara sa verovatno¢om 1.

2. Lutrijal,: Osvajamo 3 miliona dolara sa verovatno¢om 0.8, 10 miliona dolara sa

verovatno¢om 0.16 ili nula dolara sa verovatnocom 0.04.

Ocekivana korisnost u prvom sluéaju je U(L1)=u(4000000)-1, a u drugom slucaju iznosi
U (LZ) = u(3000OOO)-O.8+u(10000000)-0.16+u(0)~0.04, odakle sledi da je u oba slucaja

oc¢ekivana korisnost jednaka, tj. U (Li) =U (Lz). Pretpostavimo da osoba koja vrsi izbor nije

sklona riziku. Primenimo Jensenove nejednakosti na konkavnu funkciju korisnosti u :

U (L, ) =u (4000000) = u(3000000- 0.8+ 10000000- 0.16 +0-0.04) >
u(3000000)-0.8+u(10000000)-0.16+u (0)-0.04 =U (L,).

Zakljuéujemo da osoba koja je nesklona riziku, pri odabiru izmedu svih lutrija sa zadatim
ocekivanjem bira onu lutriju koja donosi siguran dobitak (jednak tom ocekivanju). U ovom
primeru takva osoba bi izabrala prvu opciju, a to je izbor koji bi verovatno donela i vecina
ljudi, videti [Cud17].
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2.6. Visekriterijumsko odlucivanje

Visekriterijumsko odlucivanje (Multiple criteria decision making, MCDM) odnosi se na
problem izbora alternativa vezanih za viSe kriterijuma, videti [Vin85]. Od 50-tih godina
proslog veka pa do danas razvio se veliki broj MCDM metoda koje se medusobno razlikuju u
pogledu zahtevanog kvaliteta i kvantiteteta informacija, koris¢ene metodologije i
matematickih osobina koje treba da potvrde. Vince je u [Vin85] saZeto podelio MCDM u tri
grupe: teorija korisnosti na bazi viSestrukih atributa, metode rangiranja i interaktivne
metode. Karlson | Fuler navode da postoje razli¢ite vrste MCDM metode, videti [Car96]:

(i) Metode rangiranja,

(ii) Metode bazirane na teoriji korisnosti i vrednosti,

(iii) Programiranje sa viSestrukim ciljevima,

(iv) Metode bazirane na grupnom odlucivanju i pregovaranju.

Vecina MCDM metoda bavi se diskretnim alternativama, koje su opisane nizom kriterijuma.
Informacije mogu da budu precizno utvrdene ili fazi utvrdene, u intervalima. Jedan od
problema koji se javlja pri reSavanju MCDM-a, je izbor agregacione procedure za reSavanje
problema odlucivanja. Tokom poslednjih decenija, sloZzenost ekonomskog odlucivanja je
rapidno porasla, dajuéi na vaznosti razvoju implementaciji sofisticiranih i efikasnih tehnika
kvantitativne analize koje podrzavaju ekonomsko odlucivanje. Poslednjih godina, MCDM
metode dobile su Siroku primenu u ekonomskim naukama, zbog kompleksnosti odlucivanja
pod uticajem socioekonomskog, politickog i privrednog sistema. MCDM je napredna oblast
Operacionih istrazivanja; ona pruza donosiocu odluke i analiti¢aru niz metodologija koje su
prilagodene kompleksnosti ekonomskog odlucivanja. Poslednjih desetak godina, naucnici su
razvili niz novih MCDM metoda koje se primenjuju u reSavanju kako naucnih, tako i
prakti¢nih problema u odlucivanju.

U MCDM pristupu, analiticar tezi da napravi nekoliko kriterijuma koristeéi nekoliko razli¢itih
perspektiva posmatranja problema. MCDM je jedna od najéeSc¢e upotrebljivanih
metodologija odlucivanja u nauci, biznisu , i politici. MCDM moze da poboljsa kvalitet odluka
time Sto proces odludivanja €ini eksplicitnijim, racionalnijim i efikasnijim. U stvarnom svetu,
donosilac odluka pre svega mora da razume i opiSe situaciju. Ova faza ukljucuje utvrdivanje i
procenu razli¢itih alternativa mogucih akcija, velikog broja razli¢itih i vaznih kriterijuma
odlucivanja, tipa i kvaliteta informacija, itd. U ekonomskim naukama, tipi¢ni primeri MCDM
problema nazivaju se diskretni MCDM problemi i uklju¢uju izbor izmedu razli¢itih
investicionih projekata, problem rangiranja zaposlenih i problem finansijske klasifikacije.
Osnovna prednost MCDM metoda je njihova sposobnost da reSavaju problem odlucivanja u
kome postoje razliCiti konfliktni interesi.
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MCDM proces se sastoji od sledecih koraka:

1. Izbor kriterijuma:
Izabrani kriterijumi moraju biti: uskladeni sa odlukom, nezavisni jedan od drugog,
prikazani na isti nacin, merljivi, povezani sa alternativama.

2. lzbor alternative:
Izabrane alternative moraju biti: dostupne, uporedive, realne, a ne idealne,
prakticne-moguce.

3. lzbor tezinskih metoda za prikazivanje vaznosti:
Metode za utvrdivanje teZine se dele na kompenzatorne i rangirane. Primeri
kompenzatornih metoda su: Analiticki hijerarhijski process (AHP), Fuzzy MCDM
process (FDM). Primeri metoda rangiranja su: Eliminaciona i izborna realnost
(ELECTRE), Organizacioni metod rangiranja za poboljSanje procesa evaluacije
(PROMETHUS).

4. Metod agregacije:
Kroz proces agregacije vrednosti atributa na nizem nivou hijerarhije odreduju
vrednosti na viSem nivou. Elementarna pravila odlucivanja koja se u tom procesu
primenjuju mogu biti proizvod, prosek ili funkcija agregacije.

U kontekstu viSekriterijumskog odludivanja, odluke se cesto donose na bazi nepreciznih,
nesigurnih, i nekompletnih informacija koje dolaze od nekoliko manje ili vise pouzdanih
izvora i zavise od stanja u svetu. Zato je MCDM pod nesigurnim okolnostima veoma vazno
pitanje. Sve razliite vrste neizvesnosti treba da se uzmu u obzir. Teorija verovatnoce je
razvijena zbog neizvesnosti ili nedostatka znanja o moguéim stanjima alternativa.
Evidenciona racionalna teorija, koja predstavlja nastavak teorije verovatnoée, je Cuvena
alatka za odlucivanje usled neizvesnosti, videti [Sha76]. Da bi se ova vrsta neizvesnosti
prevazisla predlozene su teorije fazi skupova i pribliznih (rough) skupova, jer nije mogudée
uvek modelirati verovatno¢om. Ove teorije predstavljaju generalizaciju klasi¢ne teorije
skupova za modeliranje neizvesnosti. Fazi skupovi bave se problemom definisanja granice
klase putem kontinuirane generalizacije karakteristi¢nih funkcija skupa. Priblizni skupovi
uzimaju u obzir nemogucénost razlikovanja objekata.

Poslednjih 40 godina, teorije fazi skupova pokazale su se kao odli¢no resenje za odlucivanje
usled neizvesnosti. Ali alatke za modeliranje fazi skupova su ograni¢ene time Sto se dva ili
viSe izvora nejasnoce pojavljuju u isto vreme. Stoga je nastalo nekoliko generalizacija i
unapredivanja osnovne fazi teorije koje su uspesno koriS¢ene za modeliranje nepreciznog i
nejasnog ljudskog ponasanja prilikom odlucivanja. Jedna od takvih teorija jeste Hesitant
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fuzzy set (HFS) Ciji su tvorci Tora i Narukava, [Tor09], [Torl0]. Ona opisuje situacije u kojima
je dozvoljeno ubacivanje elemenata u dati skup sa razli¢itim vrednostima, Sto predstavlja
korisno sredstvo za reSavanje situacija sa nejasnim informacijama u procesu MCDM-a.

U poslednje vreme HFS zavreduje sve viSe paZznje. Neki operatori agregacije za HFS
predloZeni su za reSavanje MCDM-a, videti [Men14]. Xia i Xu definisali su operativna pravila i
predlozili su niz operatora za razli¢ite situacije, kao Sto su hesitant fazi tezinski prosecni
operator, hesitant fazi prosec¢ni geometrijski operator, i diskutovali su o odnosima medu
njima, videti [Xiall]. Ovi autori predloZili su razne mere razdaljine za hesitant fazi skupove.

VaZno je napomenuti da su hesitant fazi operatori agregacije koji se koriste u razlicitim
teorijama svi bazirani na pretpostavci da su kriterijumi (atributi) nezavisni i da je ponasanje
donosioca odluke potpuno racionalno. Medutim, problem je u tome S$to je ljudsko
odlucivanje uvek subjektivno u nekoj meri. Ono je pod uticajem percepcije, individualnih
potreba, odlika li¢nosti, vrednosti, iskustva i subjektivnih procena. Stoga u stvarnom
odlucivanju ljudi nisu u potpunosti racionalni i zato se njihova ponasanja razlikuju od onih
koja su predvidena na bazi teorije ocekivane korisnosti. Neki bihejvioristicki eksperimenti
pokazali su da zavisnost od referentne tacke i averzija prema riziku, pri donosenju odluka,
imaju klju¢an uticaj na kona¢nu odluku.

Za reSavanje problema visekriterijumskog rangiranja alternativa razvijena je familija metoda
PROMETHEE (engl. Preference Ranking Organization METhod for Enrichment Evaluation).
Postoje Cetiri varijante ove metode: PROMETHEE | koja daje parcijalni poredak alternative,
PROMETHEE-II daje potpuni poredak, PROMETHEE-III daje intervalni poredak, PROMETHEE-
IV se koristi za neprekidni skup alternativa, videti [Bra85]. Izbor metode zavisi od tipa
problema koji se reSava, znanja i iskustva donosioca odluke, kao i tehnologije problematike
koja se reSava. U petom poglavlju ovog rada opisan je algoritam za reSavanje hezitant fazi
MCDM problema. Kombinovanjem Sokeovog TODIMA sa PROMETHEE-Il metodom, nastaje
novi produzeni TODIM pod nazivom PC-TODIM, videti [Chul5].
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3. Prospekt teorija (The Prospect Theory)

Najpopularnija deskriptivna teorija odlucivanja u uslovima rizika i neizvesnosti danas je
prospekt teorija (engl. Prospect Theory). Njenu originalnu verziju predstavili su Kaneman i
Tverski 1979. godine, u ¢lanku koji je predstavljao prekretnicu u teoriji odlucivanja, videti
[Kah79]. Do tog trenutka opste prihvaceni stav bio je da je iracionalno ponasanje donosioca
odluke previse haoticno da bi bilo modelirano, i da su modeli racionalnih izbora najbolja
deskriptivna aproksimacija iracionalnog ponasanja. U ovom poglavju biée opisane dve
komponente prospekt teorije: funkcija vrednosti i funkcija tezinskih koeficijenata. Prospekt
teorija je uspela da objasni uzroke zbog kojih donosioci odluke narusavaju sve pretpostavke
racionalnog ponasanja u normativnom modelu. Najpoznatiji uzroci kao Sto su: efekat
izvesnosti i pseudoizvesnosti, efekat okvira, pristrasan odnos prema verovatnoéama,
averzija prema gubitku, uticaj referentne tacke na izbor alternative bi¢e opisani u ovom
poglavlju. U istom poglavlju opisane su, kroz dva eksperimenta, sustinske razlike izmedu
originalne prospekt teorije i njene unapredene verzije kumulativne prospekt teorije (engl.
Cumulative Prospect Theory), videti [Fen97]. Kumulativha teorija ne predstavlja samo
ispravku nekih teoretskih problema u prospekt teoriji, ve¢ ona pruza razli¢ita predvidanja.

Da bismo objasnili razloge za nastanak prospekt teorije, naves¢emo pet glavnih fenomena
izbora, koji kr§e standardni model odlucivanja, videti [Tve92]:

(i) Nelinearna preferencija (engl. Nonlinear preferences). U skladu sa principom
ocekivane vrednosti, korisnost rizicnog prospekta je linearna u pogledu ishoda
verovatnoce. Aleov primer, videti [Ale53], doveo je u pitanje ovaj princip, tako sto je
pokazao da razlika izmedu verovatnoca od 0.99 i 1.00 ima viSe uticaja na preferencije
nego razlika izmedu 0.10i 0.11.

(ii) lzvor nesigurnosti (engl. Source dependence). Spremnost ljudi da se klade na
nesigurne dogadaje zavisi ne samo od stepena nesigirnosti, vec i od njenog izvora.

(iii) Sklonost ka riziku (engl. Risk seeking). 1zbori koji govore o sklonosti ka riziku se mogu
uoditi u dve vrste problema. Prvo ljudi ¢esto preferiraju malu verovatnocu da dobiju
veliku nagradu u odnosu na ocekivanu vrednost tog prospekta. Drugo, sklonost ka
riziku preovladuje kada ljudi moraju da biraju izmedu sigurnog gubitka i velike
verovatnoce veceg gubitka.

(iv) Averzija prema riziku (engl. Loss aversion). Jedan od osnovnih fenomena izbora u
uslovima rizika jeste da moguénost gubitka viSe uti¢e na odlucivanje nego mogucénost
dobitka. Uocena asimetrija je previSe ekstremna da bi mogla da bude objasnjena
efektima prihoda ili smanjenjem averzije prema riziku.

(v) Efekat okvira (engl. Framing effects). Racionalna teorija izbora pretpostavlja da bi
jednake formulacije problema izbora trebalo da podstaknu isti redosled preferencija,
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[Arr82]. Suprotno ovoj pretpostavci, varijacije u efektu okvira u pogledu dobitaka i
gubitaka, daju sistematski razli¢ite preferencije.

U nizu eksperimenata koji su ukljucivali zadatke odlucivanja o novcu, godisnjim odmorima,
ljudskim Zivotima, Kaneman i Tverski su na velikom uzorku studenata iz Svedske, Izraela i
Sjedinjenih Americkih Drzava dosli do rezultata koji ubedljvo svedoce o narusavanju aksiome
supstitucije. Autori takav fenomen nazivaju efektom izvesnosti (engl. certainty effect), i pod
njim podrazumevaju fenomen preferiranja ishoda koji su izvesni u odnosu na ishode koji su
samo mogudi, videti ([Coh88], [Dam14]). Prospekt teorija moZe da objasni paradokse
racionalnog izbora, kao Sto je Aleov paradoks, zatim efekat izvesnosti, efekat okvira, tako Sto
ukljucuje distorziju verovatnoda, smanjuje osetljivost i uzima status quo za referentnu tacku,
[Fen97]. Termin izgled (engl. prospect) iz naziva teorije se odnosi na lutriju ili kocku,
preciznije na skup ishoda odredenih verovatnoca rizi¢nih opcija koji imaju sintaksu lutrije.

Prospekt teorija je bila prvi ubedljivi model koji je u isto vreme bio podloZan ispitivanju koje
ukljuCuje teoretske analize i primenu u predvidanju, i koji je takode mogao da modelira
iracionalnosti koje se obi¢no nalaze u empirijskim izborima. Teorija ofekivane korisnosti
pretpostavlja da su pojedinci savrSeno racionalni i da se ponasaju u skladu sa odredenim
aksiomima. Ako su pojedinci ograni¢eno racionalni, teorija ocekivane korisnosti nema
empirijsku podlogu. U tom smislu Kaneman i Tverski predlazu prospekt teoriju kao
alternativu teoriji ofekivane korisnosti, smatrajuci da pojedinci veéinu odluka zasnivaju na
intuiciji.

Danas se smatra da u srzZi prospekt teorije postoje tri kognitivne odlike, koje imaju znacajnu
ulogu u proceni finansijskih ishoda, [Kah17]:

e Procena se obavlja u odnosu na nivo adaptacije, tj. u odnosu na referentnu tacku.
Pojedinac svaku situaciju odlucivanja posmatra kao nezavisan dogadaj u terminima
dobitaka ili gubitaka u odnosu na referentnu tacku. Na primeru se lako demonstrira
ovaj princip. Posmatrajmo tri Cinije u kojima se nalazi redom hladna voda, voda
sobne temperature i na kraju topla voda. Ubacimo levu ruku u hladnu vodu, desnu u
toplu i potom obe ruke ubacimo u srednju ¢iniju. Istu temperaturu ¢éemo levom
rukom osetiti kao toplu, a desnom rukom kao hladnu. Kada posmatramo finansijske
ishode uobicajena referentna tacka je status kvo, mada moze biti i ishod na koji
mislite da imate pravo, npr. povisica.

e Odbojnost prema riziku. Prema ovoj teoriji gubitak ima veéu vrednost u apsolutnoj
meri od dobitka iste vrednosti pa u domenu gubitaka donosilac odluke tezi
preuzimanju rizika, dok u domenu dobitaka tezi izbegavanju rizika. Ova asimetrija je
evolutivno utemeljena. Organizmi koji opasnosti tretiraju hitnije u odnosu na
pogodnosti, imaju vise Sanse da opstanu i da se reprodukuju.
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e Tredi princip je princip slabljenja osetljivosti. Subjektina razlika izmedu 1400 i 1500
dolara, mogo je manja od razlike izmedu 100 i 200 dolara.

Prospekt teorija ima dve komponente, videti ([Kah79],[Tve92],[Fox96],[Pav04],[Rie08]):

e Funkciju vrednosti, koja igra ulogu funkcije korisnosti u teoriji o¢ekivane korisnosti i
koja odrazava na$ odnos prema ishodima razlicitih akcija.

e Funkciju tezinskih koeficijenata odluke, koja odrazava na$ subjektivan odnos prema
verovatnoc¢ama pojedinih ishoda.

3.1.  Funkcija vrednosti

Ishode akcija vrednujemo u odnosu na neku referentnu tacku. Ako je ishod veéi od
nov€anog iznosa u referentnoj tacki, onda ga tretiramo kao dobitak i pripisujemo mu
pozitivhu vrednost. Suprotno ako je novéani ishod manji od iznosa u referentnoj tacki, onda
on predstavlja gubitak i priprisuyjemo mu negativhu vrednost. Na taj nacin formiramo
funkciju vrednosti i na osnovu nje donosimo odluke (slika 3.1).

vrednost
y

|

gubitak dobitak
—_—x

Slika 3.1 Funkcija vrednosti

Do sada najpopularnija funkcija vrednosti koriS¢ena u prospekt teoriji opisana je u sledecoj
formi, videti [Kah79]:
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gde je X, referentna tacka, x je ekonomski ishod u odnosu na referentnu tacku, gde su
dobici pozitivne vrednosti, a gubici negatine vrednosti, « i f odnose se na zakrivljenost
funkcije vrednosti za gubitke i dobitke, i vazi O0<a <1, 0< f<1. Ako su vrednostia i

vece, donosilac odluke skloniji je riziku. & je koeficijent averzije prema riziku i on pokazuje
da je funkcija vrednosti strmija za gubitke, nego za dobitke, i vazi 6 >1.

Osobine funkcije vrednosti su sledece, videti [Dam14]:

(i) Funkcija vrednosti u domenu gubitka je strmija nego u domenu dobitka,
jer ljudi imaju tendenciju averzije prema riziku,

(ii) Dobici i gubici su relativni u pogledu referentne tacke odlucivanja, i za istu
odluku referentne tacke mogu da se razlikuju,

(iii) Ljudi su skloni averziji prema riziku kada je u izgledu dobitak, ali su takode
skloni riziku kada je u izgledu gubitak,

(iv) Referencijalna zavisnost (engl. reference dependence) — nosioci vrednosti
(y) su dobici i gubici odredeni u odnosu na referentnu tacku (referentnom
tackom smatra se pocetna pozicija, presek x ose iy ose),

(v) Averzija prema gubitku (engl. loss aversion) — nagib funkcije je veci u
negativnom nego u pozitivnom domenu, tj. gubici imaju vecu teZinu od
ekvivalentnih dobitaka (gubitak od 100 evra ima vecu teZinu od dobitka
od 100 evra),

(vi) Opadajuc¢a osetljivost (engl. diminishing sensitivity) — marginalne
vrednosti i dobitaka i gubitaka opadaju sa njihovom udaljenoséu od
referentne tacke.

3.2.  Funkcija teZinskih koeficijenata odluke

Funkcija teZinskih koeficijenata otkriva nas odnos prema verovatnoédama dogadaja, za
razliku od normativne teorije koja pretpostavlja da smo neutralni prema verovatno¢ama, tj.
da iste poraste verovatnoca tretiramo na isti nacin. Tverski i Kaneman tvrde da mi razlicito
vrednujemo ove poraste. Na primer porast verovatnoce sa 0.9 na 1 vrednujemo vise u
odnosu na porast verovatnoée sa 0.7 na 0.8, jer u prvom sluéaju povecanje verovatnoée
znadi siguran dobitak. TezZinska funkcija daje na znac¢aju manjim verovatno¢ama, a redukuje
veée. Dijagonala na grafiku ove funkcije predstavlja slu¢aj kada smo savrseno racionalni, tj.
kada podjedanko vrednujemo istovetna povedanja ili smanjena verovatnoca. Vrednosti
tezinskih koeficijenata, koje obeleZzavamo slovom 7 nisu verovatnoce. Za grani¢ne vrednosti
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0i1,vazi 7(0)=0i 7(1) =1, dok je u blizini ekstremnih vrednosti ne mozemo definisati,
(Slika 3.2). Funkcija se nalazi iznad dijagonale za male verovatnode, tada je z(p)> piispod
dijagonale za srednje i velike verovatnoée, Sto pokazuje da precenjujemo Sanse javljanja
maloverovatnih dogadaja i potcenjujemo Sanse javljanja srednje i veoma verovatnih
dogadaja.

Decision weight m(p)

‘ 1 i 1

0.5 Lo
Probability p

Slika 3.2 Funkcija teZinskih koeficijenata odluke za PT

U prospekt teoriji ne govori se o ocekivanoj korisnosti, ve¢ o vrednosti V koju pojedinac
dodeljuje svakom prospektu (lutriji). Teorija analizira prospekte tipa L =(X, P; y,q), gde se
ishod x ostvaruje sa verovatno¢om P, ishod Y sa verovatnocom (, pri ¢emuje p+q=1.
Prospekt je striktno pozitivan ukoliko su svi njegovi ishodi pozitivni, odnosno X,y >0 i
p+0g=1 a striktno negativan ako su svi njegovi ishodi negativni. Prospekt je regularan
ukoliko nije ni striktno pozitivan ni striktno negativan. Vrednost regularnog prospekta je:

V(x piy.a)=7(p)v(x)+z(q)v(y),

gde su P i g verovatnoce ostvarenja prvog i drugog stanja prirode, respektivno, a V(X) i

v(y) predstavljaju vrednosti ishoda lutrije u ova dva stanja prirode, pri ¢emu je m(e)

nelinearna funkcija.

Tverski i Kaneman predlozili su u [Tve92] sledeéu funkciju teZinskih koeficijenata odluke
(eng. probability weighting function):
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V4
D gdeje 05<y<1,0<p<L.

veten ]

w(p)=

Prelec je predlozio u [Pre98] sledecu funkciju tezinskih koeficijenata odluke:
w( p):e’ﬂ("”p)a ,gdeje 0< p<1, a>0,5>0.

Na slici 3.3 je prikazana Prelecova funkcija za parametre:

L s

a=—
2,

00 01 02 03 04 05 06 07 08 09 10

P
Slika 3.3 [Pre88] Prelecova funkcija tezinskih koeficijenata odluke

3.3.  Uzroci narusavanja racionalnog ponasanja u normativnhom modelu

Prospekt teorija je uspela da objasni na koji nacin ljudi vrse izbore, kao i da opiSe uzroke
zbog kojih ovi izbori odstupaju od ponasanja savrSeno racionalnog pojedinca. Obicni
donosioci odluke, narusavaju sve pretpostvke racionalnog ponasanja u normativnom
modelu, a najpoznatiji uzroci za takvo ponasanje su:

e Efekat izvesnostii pseudoizvesnosti,
e Efekat okvira,
e Pristrasan odnos prema verovatnoéama,

e Averzija prema gubitku,
e Uticaj referentne tacke na izbor alternative.

3.3.1. Efekat izvesnosti i pseudoizvesnosti

Efekat izvesnosti (engl. the certainty effect) prikazuje odnos prema verovatnoama i
predvida da redukcija verovatnoce ishoda konstantnim faktorom ima viSe uticaja kada je
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ishod inicijalno izvestan nego kada je samo verovatan, videti ([Pav04], [Dam14]). Efekat
izvesnosti najbolje se moZe prikazati kroz slededi primer: vecina ljudi bi vise platila da se
izvadi jedini metak iz piStolja u ruskom ruletu, nego Sto bi platila da se izvadi jedan metak od
Cetiri, [Zec00]. lako je smanjenje verovatnoce da igra¢ bude ubijen u oba slucaja
podjednako, razlika izmedu 0 i 1 se doZivljava kardinalnijom nego razlika izmedu 3 i 4 metka.
Ljudi Zele da eliminiSu rizik, Sto se opaZza kao ponasanje u kom se vise ceni eliminsanje rizika
nego smanjenje, i to u slu¢ajevima kada je umanjenje verovatnoce nepovoljnog ishoda isto u
obe situacije.

Pored efekta izvesnosti, Tverski i Kaneman razmatraju i efekat pseudoizvesnosti (engl.
pseudocertainty), videti [Tve81]. Naziv pseudoizvesnost proisti¢e iz ¢injenice da izvesnost
nije realna, ve¢ samo prividna. Fenomen su demonstrirali Slovik, FiSof i Lihtenstajnova
(Slovic, Fischhoff & Lichtenstein, 1982) koji su ispitanicima predstavili dva moguca programa
vakcinacije. U prvoj situaciji, ispitanici su pitani da li bi se dobrovoljno prijavili da prime
vakcinu koja je zastitila polovinu vakcinisanih od bolesti za koju se oCekuje da ¢e zahvatiti
20% populacije (vakcina, dakle, smanjuje rizik sa 20% na 10%). Za takvu vakcinu bilo je
zainteresovano 40% ispitanika. U situaciji pseudoizvesnosti, ispitanicima je receno da
postoje dva medusobno isklju¢iva i verovatna oblika bolesti i da se ocekuje da ¢e oba
zahvatiti po 10% populacije. Vakcina koja im je ponudena u ovoj situaciji u potpunosti Stiti
od jednog oblika bolesti i nimalo ne $titi od drugog oblika bolesti. Potpuni rizik od zaraze je i
u ovoj situaciji smanjen sa 20% na 10%, ali u ovom slucaju se 57% ispitnika opredeljuje za
vakcinu, videti [Dam14].

3.3.2. Efekat okvira

Jezicka manipulacija prilikom opisivanja mogucih ishoda naziva se okvir, a empirijski
fenomen promene redosleda preferencija koji je posledica tih razli¢itih opisa naziva se
efekat okvira (engl. framing effect), videti [Gon05]. Kada prilikom opisivanja mogucih ishoda
naglaSavamo pozitivne aspekte ishoda, koristimo pozitivan okvir, a kada naglaSavamo
nepovoljne aspekte istih ishoda koristimo negativan okvir. Ovaj efekat najbolje ¢e biti opisan
kroz slededi primer, videti [Dam14]:

Pretpostavite da se nalazimo u sledecoj situaciji: Drzava se priprema za izbijanje epidemije
neobicne bolesti za koju se o¢ekuje da ¢e odneti 1200 Zivota. PredloZene su dve opcije:

Opcija A: garantuje da ¢e 400 ljudi preziveti,
Opcija B: garantuje sa verovatno¢om od 1/3 da ¢e svih 1200 ljudi preZiveti i verovatno¢om
od 2/3 da niko nede preZiveti.

Sada prikazimo isti problem na drugaciji nacin, koris¢enjem drugacije jezicke formulacije
mogucih ishoda. Pretpostavite da se nalazimo u sledecoj situaciji: DrZava se priprema za
izbijanje epidemije bolesti za koju se ocekuje da odnese 1200 Zivota. PredloZzena su dva

plana akcije:

Opcija A': garantuje da ¢e 800 ljudi umreti.

34



Opcija B': garantuje sa verovatno¢om od 1/3 da niko nece umreti i sa verovatno¢om od 2/3
da ¢e svih 1200 ljudi umreti.

Formalno gledajuci sve Cetiri opcije su formalno indenti¢ne, a razlikuju se po tome $to su
prve ponudene opcije (A i A') u obe verzije zadatka sigurne, a druge ponudene opcije (B i B')
su rizicne. Vrednost sigurne opcije u obe verzije jednaka je ocekivanoj vrednosti

1 2
odgovarajuce rizicne opcije (na primer, u prvoj verziji 400:5-1200+§-0). Sigurne opcije

imaju identi¢an, mada razli¢ito prikazan ishod (od 1200 ljudi, 400 ¢ée preziveti, odnosno 800
¢e umreti), Sto vaZi i za moguce ishode rizi¢nih akcija. Dakle, dva zadatka predstavljaju
razliCite prikaze istog problema izbora. Prema normativnoj teoriji, tj. pomenutom principu
invarijantnosti, jasno je da je racionalna odluka onaj izbor koji je dosledan u obe verzije
zadatka. Dakle, ukoliko je DO u prvoj verziji izabrao sigurnu mogucénost, onda ne postoji
racionalni osnov da u drugoj verziji izabere rizicnu moguénost.

Medutim, rezultati originalnog eksperimenta Tverskog i Kanemana pokazuju da u prvoj
verziji 72% ispitanika bira program A (sigurnu opciju), dok u drugoj verziji zadatka 78%
ispitanika bira program B' (rizicnu opciju), videti [Tve81]. Ono Sto je drugacije u ove dve
verzije zadatka i Sto dovodi do inverzije redosleda opcija, tj. promene preferencija jeste
jezicka formulacija mogudih ishoda.

3.3.3. Pristrasan odnos prema verovatno¢ama

Dok je u normativnoj teoriji prisutan neutralan odnos prema verovatno¢ama, u prospekt
teoriji zastupljena je ,pristrasnost navise” prema malim verovatnoéama i, pristrasnost
nanize” prema velikim verovatno¢ama.

Izaberite jednu od sledeée dve opcije:
A: Gubitak od 5000$ sa verovatno¢om od 0,001 i gubitak od 0S sa verovatno¢om od 0,999,
B: Siguran gubitak od 5S.

U istrazivanju koje je sproveo S.Plous na 144 ispitanika koji su birali jednu od dve ponudene
opcije, 18% njih izabralo je opciju A, a 82% je izabralo opciju B. U ovom primeru su
precenjene male Sanse za javljanje velikih gubitaka. Zato preferiramo maniji siguran gubitak,
u odnosu na opciju gde sa velikom verovatnoé¢om prolazimo bez gubitka. To je i razlog zbog
kojeg smo spremni da pladamo osiguranje imovine, kako bismo se zastitili od malo
verovatnih ekstremnih gubitaka, [Plo93].

Odsustvo osnovnih preferencija kod originalne prospekt teorije mogla je da bude pokazatelj
da nesto nedostaje. Osnovne preferencije navode uslove, direktno u vidu preferencija, koji
su neophodni da bi se neki model odlucivanja, kao Sto je prospect teorija odrzao. Zato Sto su
preferencije direktno uocljive, osnovne preferencije utvrduju empirijsko znacenje modela.
One pokazuju kako da se direktno potvrdi ili opovrgne model empirijskim putem, i kako da
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se on odbrani ili kritikuje normativnim putem. Ako su uslovi u osnovnim preferencijama
prirodni onda se moZze utvrditi da je model teoretski utemeljen.

3.3.4. Averzija prema gubitku

Averzija prema gubitku predstavlja fenomen koji odrazava Cinjenicu da gubitke i dobitke iste
veli¢ine ne posmatramo na isti nacin. Ovim fenomenom moZemo objasniti brojne odluke u
razli¢itim situacijama. Jedan od fenomena koji se objasnjava averzijom prema riziku je i
efekat poklona, videti [Tha85]. Vrednost nekog predmeta se poveéava onog momenta kada
on postane deo nase licne svojine. Na osnovu toga, ukoliko Zelimo da otudimo predmet koji
posedujemo traziéemo viSe novca za njega, nego Sto smo bili spremni da za njega platimo.
Ovaj efekat upravo koriste firme koje dozvoljavaju kupcima da vrate robu kojom nisu
zadovoljni u predvidenom vremenskom intervalu. Kupovinom odredenog proizvoda kupci
dolaze u njegov posed i samim tim mu sada pripisuju daleko vec¢u vrednost u odnosu na
period pre kupovine. |z tog razloga kupci se odlucuju da vrate proizvod jedino u situaciji
kada je kupljeni proizvod daleko ispod njihovih océekivanja, videti [Pav04].

3.3.5. Uticaj referentne tacke na izbor alternative

Referentna tacka predstavlja nivo u odnosu na koji posmatramo i ocenjujemo alternative i
od nje zavisi da li éemo ishode posmatrati kao dobitke ili kao gubitke. Prema Bernulijevoj
teoriji, dovoljno je da znamo koliko je bogatstvo, pa moZzemo odrediti njegovu korisnost, ali
u prospekt teoriji treba da znamo i referentno stanje, videti [Kah17]. Prospekt teorija je iz
tog razloga kompleksnija od teorije korisnosti. Jedan od fenomena koji delimi¢no objasnjava
referentna tacka je fenomen iluzije novca, videti [Tve86]. Na primer u uslovima inflacije mi
prihvatamo porast nominalnih zarada, iako on nije dovoljan da zastiti nas realni Zivotni
standard. Takode, manji porast od prvobitno najavljenog dozivljavamo kao dobitak. Na
primer, zamislite da je najavljeno da ée cena hleba znacajno poskupeti za 30%. Ako nakon
odredenog vremena prozetog nagadanjima i neizvesnostima, cena poskupi za 10%, to
poskupljenje éemo prihvatiti sa olakSanjem, jer smo u meduvremenu referentnu tacku
pomerili na visi nivo koji je bio najavljen.

3.4. Kumulativna prospekt teorija

Originalana prospekt teorija ima neke nedostatke. Pre svega, postoje neki teoretski
problemi vezani za nacin na koji ona primenjuje neaditvne verovatnoce. Zatim, ona se bavi
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samo rizikom (poznatim verovatno¢ama). Pored toga, u okviru rizika ona se bavi samo
ogranicenim skupom prospekata (samo dva nenula ishoda). Kigin je otkrio reSenje za prvi
nedostatak vezan za rizik, videti [Qui82]. Smidler je samostalno otkrio isto redenje i prosirio
ga na neizvesnost (nepoznate verovatnode), zajedno sa Gilboom, Sto je reSilo drugi
nedostatak, videti ([Gil87], [Sch89]). Kigin je mogao da obradi bilo koji konacni skup ishoda,
ne samo slucaj dva nenula ishoda, a Smidler je mogao da obradi sve ograni¢ene prospekte
Sto reSava treci nedostatak. Ogranicenje njihovog resenja bilo je, medutim, Sto nisu mogli da
obrade zavisnost referenci i averziju prema gubitku, vazne empirijske komponente prospekt
teorije, tako da se njihovo reSenje moglo primeniti samo na dobitke ili gubitke odvojeno.
Ono ne moze da obradi meSovite slu¢ajeve koji sadrze i dobitak i gubitak.

Prospekt teorija ne uklju¢uje kajanje, Sto je predstavljeno slede¢im primerom, videti
[Kah17]:

Izaberite : 90% Sanse da dobijete 1 milion dolara ili da sigurno dobijete 50 dolara.
Izaberite: 90% Sanse da dobijete 1 milion dolara ili da sigurno dobijete 150 000 dolara.

U oba slucaja bi se razocarali ukoliko ne dobijete milion dolara, ali potencijalno kajanje u
drugom problemu je veée. Dozivljaj ishoda ovde zavisi od opcije koju ste mogli izabrati, ali
niste.

Takode, prospekt teorija ne mozZe da se nosi sa razocaranjem zato $to ne dopusta promenu
vrednosti ishoda ukoliko je malo verovatan ili ako je alternativa vrlo visoke vrednosti, videti
[Kah17]. Razmotrimo sledece izglede:

Sansa jedan prema milion da dobijete 5 miliona dolara;
90% Sansa da dobijete 10 dolara i 10% Sansa da ne dobijete nista;
90% Sansa da dobijete 5 miliona dolara i 10% $Sansa da ne dobijete nista.

Ne dobiti nista je referentna tacka, moguc ishod u sva tri slucaja, s tim Sto je ne dobiti nista
jedino u tre¢em slucaju krajnje razocaravajuce. U odnosu na ocekivanja, izostanak dobitka
nas razocarava. Razocaranje je realno i nemogucnost da bude ukljuéeno u teoriju donosi
ocigledne nedostatke.

Kaneman i Tverski (1992) ukljucili su zavisnost referenci i averziju prema gubitku u modele
Quiggin i Gilboa- Schmeidler, Sto je dovelo do nove prospekt teorije, koju su nazvali
kumultativna prospet teorija (Cumulative prospect theory, CPT). Tako su oni dobili prvu
teoriju koja kombinuje utemeljenost u teoriji sa empirijskim rezultatima. Za razliku od
prospekt teorije prema kojoj postoje samo dva obrasca ponasanja, prema kumulativnoj
teoriji postoje Cetiri obrasca ponasanja: rizikovanje u podrucju dobitaka i izbegavanje rizika
u podrucju gubitaka za male verovatnode, izbegavanje rizika u podrucju dobitaka i
rizikovanje u podruéju gubitaka za velike verovatnoce.
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Glavna promena u kumulativnoj teoriji u pogledu ocekivane korisnosti je da se stavovi
prema riziku i neizvesnost vise ne oblikuju isklju¢ivo na osnovu zakrivljenosti funkcije
korisnosti. Uvedene su dve nove komponente — merenje neizvesnosti i averzija prema
gubitku. Stavovi prema riziku u kumulativnoj teoriji odnose se na to kako se donosioci
odluka osecaju povodom ishoda istih. Trebalo bi uzeti u obzir kako se donosioci odluka
osecaju po pitanju verovatnoca i neizvesnosti, i kako oni porede gubitke i dobitke (averzija
prema gubitku). Veéi deo rizika prema gubitku koji je uo¢en empirijskim putem, verovatno
nije izazvan konkavno$cu funkcije korisnosti, kao Sto to tvrde klasi¢ne teorije, ve¢ averzijom
prema gubitku.

Kumulativna prospekt teorija spada u grupu tzv. teorija korisnosti zavisnih od ranga (engl.
rank dependent utility theories, skr. RDU), videti [Qui93], [Abd09]. Osnovna osobina ovih
teorija jeste ta da se u oceni verovatnoce odredenog dobitka ili gubitka na nekom lozu
uzima u obzir cela distribucija verovatnoéa na tom lozu i relativan polozaj tog gubitka ili
dobitka u odnosu na druge dobitke ili gubitke koje taj loz sadrzi. Tako se svaka opcija na
nekom rizicnom lozu evaluira u kontekstu drugih rizi¢nih opcija, i njena evaluacija zato ne
moze biti uvek ista.

Pretpostavimo da je X <..<X <0<X,, <..<X,. Tada je CPT vrednost prospekta

(X, Py;-i X,y P,) data slede¢om formulom:

S v+ Y wvix)

i=k+1
gde su tezinski koeficijenti odluka definisani na slededi nacin:
m =W (py),
=W (P +otP)—W (P +...+ Py), 2<i <K,
=W (p 4.t p,) W (Pt P,), kK+1<i<n-1,

T =W+(pn).
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Slika 3.4 [Tve92] Funkcija teZine odluke za dobitke i za gubitke

Verovatnoda 0 se opaZa kao verovatno¢a nemogucéeg dogadaja i verovatnoca 1 se opaza kao
verovatnoca sigurnog dogadaja, dok se niske verovatnoce precenjuju ili zanemaruju. Pored
toga, srednje i visoke verovatnoce su potcenjene (na primer, objektivna verovatnoéa 0.8 se
subjektivno procenjuje kao 0.6). Postavlja se pitanje gde se nalazi granica, tj. kriticna tacka,
izmedu visokih i niskih subjektivnih verovatnoéa. U originalnoj prospekt teoriji, videti
[Kah79], kao kritiénu vrednost verovatnoce autori navode 0.1, u kumulativnoj teoriji, videti
[Tve92], funkcija teZinskih koeficijenata je redefinisana i kao kriticna tacka verovatnode se
navodi 0.3 (kao na slici 3.4), dok Kaneman navodi da se i verovatnoce 0.2 precenjuju, videti
[Dam14].

3.5. Razlike izmedu originalne i kumulativne prospekt teorije

U sledeéim primerima opisane su neke empirijske razlike izmedu originalne prospect teorije
,PT i kumulativne prospect teorije KPT. Kumulativna teorija ne predstavlja samo ispravku
nekih teoretskih problema u prospekt teoriji, ve¢ ona pruza razli¢ita predvidanja. Dva
eksperimenta koja je sproveo Lopez u cilju testiranja PT-a, su posebno osmisljena da naglase
razlike izmedu PT i KPT, [Lop93]. Prvi eksperiment testira oblik teZinske funkcije. TeZinska
funkcija KPT-a u obliku slova S, bolje objasnjava podatke nego tezinska funkcija koja je
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uobicajeno pretpostavljena za PT. Prvi eksperiment ne odbacuje generalne formule PT-a.
Testiranje generalnih formula PT-a u poredenju sa KPT-om omogucava drugi eksperiment.
Kahneman i Tversky, videti [Kah79], su formulisali forme prospekta sa najvise dva nenula
isoda, dok sledec¢i eksperiment proSiruje forme na cetiri do Sest nenula ishoda, videti
[Fen97].

Eksperimet 1.

U prvom eksperimentu razmatraju se dva prospekta pod nazivom “Bimodal” i “Peaked”
prospekt. Ishod svakog prospekta odreduje se na osnovu nasumiénog izvlacenja jedne karte
od dvadeset numerisanih karata. Na primer “Peaked” prospekt daje sledeée rezultate:
gubitak od 200S ako je izvuéena karta sa rednim brojem 1 ili 2, ..., dobitak od 200S ako je
izvucena karta sa rednim brojem 19 ili 20. (Slika 3.5). Stoga,

(-200, 0.10; -100, 0.20; 0, 0.40; 100, 0.20; 200, 0.10),

opisuje “Peaked” prospekt. U Lopezovom originalnom eksperimentu uzet je uzorak od 56
studenata osnovnih studija, koji su upitani da navedu u kome od ova dva prospekta zamena

jedne karte ¢iji je ishod -200S kartom ¢iji je ishod 200S daje najbolje poboljsanje.

$200 11111 -$200 11

-$100 111 -$100 1111
BIMODAL: $0 11 PEAKED: $o 111Innnl

$100 1111 $100 1111

$200 11111 $200 11

Slika 3.5 [Fen97] Prizak “Bimodal” i “Peaked” prospekta, linije predstavljaju lutrijske karte,
numerisane od gornje levo do donje desno.

Sledeéi Lopezovu analizu, pretpostavliamo da su dobijene prednosti preferencija
predstavljene razlikama u PT ili KPT vrednostima. Promena PT vrednosti u “Bimodal”
prospektu dobija se zamenom vrednosti u PT formuli i oduzimanjem. Verovatnoca ishoda od
200S povecava se od 0.25. do 0.30 i vrednosti teZinskih koeficijenata odluka se povecavaju
za 7(0.30) — 7(0.25) . Na slican nacin vrednosti teZinskih koeficijenata odluka za ishod -200$

smanjuje se za 7(0.25)—(0.20). Za sve druge ishode verovatnoce i vrednosti tezinskih

koeficijenata odluka ostaju nepromenjene.
Za “Bimodal” prospekt promena u PT koja sledi iz promene ishoda je:

(7(0.30) — 7(0.25))v(200%) — (7(0.25) — 7(0.20))v(—2003). (1)
Za “Peaked”prospekt promena je:
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(7(0.15) — 77(0.10))1(200$) — ((0.10) — 7(0.05))v(—2008). (2)

PT ne pravi jasna predvidanja ovde. Ako je teZinska funkcija linearna u intervalu [0.05, 0.30]
za vedinu ispitanika, onda obe promene daju otprilike ista poboljSanja za veéinu ispitanika i
ocekuje se da oko polovine ispitanika preferira “Peaked” promenu.

Pretpostavimo da je teZinska funkcija zakrivljena na gore u intervalu [0.05; 0.30]. Tada vazi:

(i) 7(0.30)—7(0.25) > 7(0.15) — 7(0.10),
(i) 7(0.25)—z(0.20) > 7(0.10) — (0.05),

iz Cega sledi da je vrednost jednacine (1) ve¢a od vrednosti jednacine (2), Sto znaci da PT
predvida da c¢e vedina ispitanika da preferira “Bimodal” promenu. Eksperiment je medutim
pokazao da velika vecina (84% u Lopezovom eksperimentu) preferira “Peaked” promenu. PT
moze da prihvati ove zakljucke ako je teZinska funkcija zakrivljena na dole u intervalu [0.05;
0.30]. Onda su gore navedene nejednakosti obrnute $to dovodi do preferiranja “Peaked”
prospekta.

Eksperimentalni zaklju¢ci mogu da budu objasnjeni pomocéu KPT-a, $to je bazirano na
zapaZzanju da su promene ishoda za “Peaked” prospekt locirane na ekstremnijim kartama u
odnosu na “Bimodal” prospekt. KPT predvida da je viSe vrednosti tezinskih koeficijenata
odluka pripisano ekstremnim ishodima, Sto odraZava smanjenu senzitivhost. Stoga, KPT
predvida da ée promene u “Peaked” prospektu dovesti do vecih promena u evaluaciji.
Pogodno je da za svaku kartu posebno obelezimo ishod. Stoga ¢emo “Peaked” prospekt
obeleZiti sa:

(-200, 0.05; -200, 0.05; -100, 0.05; ... ; 100; 0.05; 200, 0.05; 200, 0.05).

Slicno éemo obeleziti “Bimodal” prospekt. Korisno je sacuvati rangiranje ishoda u sledeéoj
analizi, jer onda svi prospekti imaju iste vrednosti teZinskih koeficijenata odluka. Ovo se
mozZe ostvariti na sledeci nacin. Prvo promena ishoda sa -200$ na 200S sprovodi se u Cetiri
koraka: od -200 do -100, od -100 do 0, od 0 do 100 i od 100 do 200, (slika 3.6).

Drugo, treba locirati prvu promenu u “Peaked” prospektu na karti broj 2, drugu na karti broj
6, trecu na karti broj 14 i ¢etvrtu na karti broj 18. Onda uvek karta sa rednim brojem 1
dovodi do najnizeg ishoda, ..., karta sa rednim brojem 20 do najviSeh ishoda, tako da je
rangiranje ishoda ocuvano.

Promena u KPT vrednostima ostvarena promenom prvog ishoda u koraku 1 (promena od -

k n
200 do -100 za drugu kartu) racuna se zamenjivanjem u formuli Zﬂi_V(Xi)-l- Z 7'v(x) da
i=1 i=k+1

je k=10 i oduzimanjem. Pre promene ishoda druga karta doprinosila je sa 7,v(—200), posto
se ishod promeni ona doprinosi sa 7,v(-100), $to dovodi do KPT povecanja od

7, (v(-=100) —v(-200)) . Na slican nacin KPT povecanja zbog druge, trece i Cetvrte promene
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ishoda su redom: 7z, (v(0)—-v(-100)), 7, (v(100)—v(0)), m,5(v(200)—-v(100)). Zbir ove
Cetiri promene predstavlja povecanje KPT vrednosti koja je nastala zamenom jedne karte sa
vrednos¢u -200$ na kartu sa vrednosti 200$ za “Peaked” prospekt.

PEAKED PROSPECT BIMODAL PROSPECT

Ticket step I step 2 step 3 step 4 step I step 2 step 3 step 4
20 $200 $200 $200 $200 $200 $200 $200 $200 $200 $200
19 $200 $200 $200 $200 $200 $200 $200 $200 $200 $200
18 $100 $100 $100 $100 $200 $200 $200 $200 $200 $200
17 $100 $100 $100 $100 $100 $200 $200 S$200 $200 $200
16 $100 $100 $100 $100 $100 $200 $200 $200 $200 $200
15 $100 $100 $100 $100 $100 $100 $100 $100 $100 $200
14 $0 $0 $0 $100 $100 $100 $100 $100 $100 $100
13 $0 $0 $0 $0 50 $100 $100 $100 $100 $100
12 $0 $0 $0 $0 $0 $100 $100 $100 $100 $100
11 $0 $0 $0 $0 50 $0 $0 $0 $100 $100
10 $0 $0 $0 $0 $0 $0 $0 $0 $0 $0
9 $0 $0 $0 $0 30 —$100 -$100 $0 $0 $0
8 $0 $0 $0 $0 $0 —~$100 —$100 —$100 —$100 —$100
7 $0 $0 S0 $0 $0 —$100 —$100 —$100 —$100 —$100
6 —-$100 -$100 30 $0 $0 —$100 —$100 —$100 —$100 —$100
5 -$100 —$100 —-$100 —-$100 -S$100 —$200 —-$100 -$100 —$100 —$100
4 —$100 -$100 —$100 —$100 —-$100 —$200 —$200 -$200 —$200 —$200
3 —$100 -$100 —$100 —$100 —$100 —$200 —$200 —$200 —$200 —$200
2 —$200 —-$100 —$100 —$100 —$100 —-$200 —$200 -$200 —$200 —$200
1 —$200 —-$200 —$200 —$200 —$200 —$200 -$200 —-$200 —$200 -$200

Slika 3.6 [Fen97]

U “Bimodal” prospektu Cetiri promene od -200 do -100, od -100 do 0, od 0 do 100 i od 100
do 200 locirane su na kartama sa rednim brojevima 5, 9, 11 i 15, pa su CPT povecanja
redom: z; (v(-100) —v(-200)), 7z, (v(0) —v(-100)), 7;;(v(100)-v(0)), 7;;(v(200)—v(100))
Zbir ove Cetiri promene predstavlja povecanje KPT vrednosti zamenom jedne karte sa
vredno$éu -200S na kartu sa vrednosti 200S za “Bimodal” prospekt.

KPT odrazava smanjenu osetljivost u pogledu transformacija verovatnoca za promenu koja
je prikazana u “Peaked” prospektu, verovatnoca najveceg gubitka smanjena je sa 0.1 na
0.05, dok je u “Bimodal” prospektu ova verovatnoéa smanjena sa 0.25 na 0.20.

Vazida je 7, >, m; > 7, i my > 75, Sto se lako vidi iz definicije teZinskih koeficijenata
(npr. g > 75 < @ (0.15)—w"(0.10) > 0" (0.30) —w*(0.25) ). Kako je trece povecanje

priblizno isto za oba prospekta, sledi da je ukupan porast za “Peaked” prospekt, veéi od
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ukupnog porasta za “Bimodal” prospekt. Ovo predvidanje KPT-a je u skadu sa empirijskim
istrazivanjem.

U pogledu psihologije druga promena ima manje uticaja. Kada je u pitanju gubitak,

0d 0.10 do 0.15, nego na promenu od 0.25 do 0.30.
Eksperiment 2.

U sledeéem eksperimentu, videti [Fen97], posmatramo prospekt koji donosi -300$ ako su
izvuéeni tiketi sa rednim brojem 1, 2, ili 3, ..., 300S ako su izvuleni tiketi sa rednim brojem
19, 20, ili 21 (Slika 3.7) Eksperimet se izvodi tako Sto se jedan tiket pomera u kategoriju
iznad, npr. tiket koji donosi 0S moZze da se promeni tako da donosi 100S. Menjanje tiketa
koji donose 300$ se ne ukljuéuje, tako da je moguée Sest promena. Izabran je uzorak od 42
studenta koji su trebali da izaberu izmedu dva prospekta koja su oba izvedena iz originalnog
prospekta menjanjem jednog razli¢itog tiketa u ta dva prospekta. Za svaki od 15 mogucih
parova takvog izmenjenog prospekta studenti su morali da naprave izbor. Klasi¢na teorija
ocekivane korisnosti predvida da ée studenti preferirati pomeranje tiketa sa nizim ishodom.
Sada analiziramo predvidanja PT-a i KPT-a. Najveée odstupanje ¢emo uociti pri menjanju
izmedu -300S ishoda i -200S$ ishoda, kao i izmedu menjanja 100S ishoda i menjanja 200S
ishoda.

-$300 |11
-$200 |11
-$100 |11

$o 111
$100 111
$200 |11
$300 |11

Slika 3.7 [Fen97]

Razmotrimo menjanje x u x+100 za jedan tiket, koje éemo nazvati “x pomeraj”. Izracunajmo

3 2
promenu PT vrednosti. Verovatnoda ishoda x opada od ﬁ na 2—1 , Sto doprinosi
I . 3 2 . 3
smanjenju PT vrednosti za (ﬂ(z)—ﬂ(z))v(x). Verovatnoda ishoda x+100 raste sa 21 na

4 4 3
o1 $to doprinosi da PT poraste za (ﬂ(z—l)—ﬁ(ﬁ))v(x+100). Dakle, promena PT vrednosti

je:
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(7(5) - AW (x+100) ~ () - 7).

4 3
Oduzimanjem izraza (7z(2—1)—7z(2—1))v(x) od prvog dela i dodavanjem drugom delu

prethodne jednacine dobijamo:

(;z(zil) - ﬂ(zil))(v(x +100)— (X)) + (z(zil) - 2;,(231) . ﬂ(z%))v(X)- 3)

Razmotrimo prvi deo formule (3), koji oslikava efekat zakrivljenosti funkcije vrednosti. Za
gubitke smanjena osetljivost ukazuje da ¢e vrednost razlike v(x+100)—v(X) biti veca za
X=-100, manja za x=-200 i najmanja za Xx=-300. Za dobitke smanjena osetljivost
ukazuje da ¢e vrednost razlike biti najveca X =0, manja X =100i najmanja za x=200.

Sada posmatrajmo drugi deo formule (3) koji oslikava efekat zakrivljenosti tezinske funkcije.
Za pojedinca za koga vazi:

4 3 2
”(2—1)—27[(2—1)“‘7[(2—1) >0, (4)

drugi deo izraza je rastuci u x, Sto znaci da je najveci za X =200i najmanji za x=-300.
Kombinujuéi ovo sa ponasanjem prvog dela izraza zakljucujemo da je izmena u x=-200,
veca od izmene za X=-300. Poredenje izmedu izmena X=100 i x=200ne mozZe da se
napravi direktno zato Sto prvi i drugi deo izraza prave suprotne efekte.

Za pojedinca za koga vaizi:

4 3 2
”(2—1)—277(2—1)+7T(2—1) <0, (5)

drugi deo izraza je opadajudi u x, Sto znaci da je najveci za X =—300, i najmanji za x =200.
Kombinovanjem ovoga sa ponasanjem prvog izraza zakljuCujemo da je promena u x =100
veca nego u X=200. Poredenje izmedu izmena X =—-200 i X =—300ne moze da se napravi
direktno zato Sto prvi i drugi deo izraza prave suprotne efekte.

Sumirajmo predvidanja PT-a uzimajuci u obzir dva izbora, izbor izmedu pomeraja -200 i
pomeraja -300, i izbor izmedu pomeraja 100 i pomeraja 200.

1. Ako formula (4) vazi za veéinu pojedinaca, onda se -200 pomeraj preferira u odnosu
na -300 pomeraj za veéinu, dok za pomeraje 100 i 200 nema jasnih predvidanja.

2. Ako formula (5) vazZi za vecinu pojedinaca, onda se 100 pomeraj preferira u odnosu
na 200 pomeraj za vedinu, dok za pomeraje -200 i -300 nema jasnih predvidanja.
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Ako nema izrazene vecine studenata za koju (4) i (5) vaZe, onda ¢e postojati vecinske
preferencije za oba, -200 pomeraj u odnosu na -300, kao i za 100 pomeraj u odnosu na 200
pomeraj.

PT predvida da e viSe studenata preferirati pomeranje srednjih ishoda nego pomeranje
ekstremnih ishoda. Lopezov eksperiment je dao suprotne rezultate. Vedina (90%) je
preferirala -300 pomeraj u odnosu na -200, i slicno (86%) je preferiralo pomeraj 200 u
odnosu na 100.

Sada ¢emo uraditi analizu pomodéu KPT-a. Locirajmo pomeraje tikete 3, 6, 9, 12, 15 i 18,
redom, da bi zadrzali redosled rangiranja, gde tiket 1 uvek proizvodi najmanji ishod, a tiket
21 najveci. Prvo ¢emo se skoncentrisati na ulogu funkcije vrednosti i zanemariti efekat
tezinske funkcije (npr. pretpostavkom da je linearna). Onda za gubitke, smanjena osetljivost
funkcije vrednosti implicira da je -100 pomeraj najpozeljniji, -200 manje poZeljan i -300
najmanje. Za dobitke smanjena osetljivost funkcije vrednosti implicira da je 0 pomeraj
najpozeljniji, 100 manje pozeljan i 200 najmanje pozeljan.

Sada posmatrajmo ulogu tezinske funkcije, a zamemarimo funkciju vrednosti. Zbog
smanjene osetljivosti za tezinsku funkciju w~ za gubitke, tiketi sa ekstremnijim ishodima
imaju vece teZinske koeficijente i -300 pomeraj (tiket 3) je vise preferiran u odnosu -200
pomeraj (tiket 6), koji je preferiraniji u odnosu na -100 pomeraj (tiket 9). Slicno, zbog
smanjene osetljivosti za teZinsku funkciju w", sledi da je pomeraj 200 pozZeljniji od pomeraja
100, a on pozeljniji u odnosu na pomeraj 0. Sumirajuéi oba zakljucka, i za gubitke i za
dobitke, zakrivljenost funkcije vrednosti favorizuje pomeraje srednjih ishoda, a zakrivljenost
tezinske funkcije favorzuje ishode ekstremnih pomeraja. Kako su ovi efekti suprotni, u ovoj
fazi ne moze biti napravljeno definitivnho predvidanje. Da bismo doneli odluku na osnovu
KPT-a, moramo odluditi koji efekat se moZe ocekivati da bude jaci. Ishodi nisu veoma
ekstremni i obuhvataju samo mali deo uzorka (od -300 do -100, i od O do 200). Efekti
zakrivljenosti funkcije vrednosti su mali, a efekti tezinske funkcije ¢e biti jaci. Odatle sledi da
su ocekivane vecinske preferencije pomeraja -300 u odnosu na pomeraj -200, Sto je u
saglasnosti sa Lopezovim eksperimentom (86%). Slicno vecinska preferencija 200 pomeraja
je predvidena u odnosu na 100 pomeraj (90%).

U drugom eksperimentu KPT predvida vecdinske preferencije pomeranja ekstremnih ishoda, i
za gubitke i za dobitke, dok PT predvida da ée bar u jednom slucaju biti preferirani pomeraji
srednjih ishoda. Velika vecéina studenata se ponasala u skladu sa KPT predvidanjima. Ovaj
rezultat vazi nezavisno od teZinske funkcije koja se izabere u PT-u. Time ovaj eksperiment
pruza empirijski dokaz protiv originalne PT verzije u korist KPT-a.
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4. Definicija i osobine funkcija agregacije

Oblast funkcija agregacije je u poslednjoj deceniji postala nezavisno istraZivacko polje
matematike i informatike. Funkcije agregacije igraju vaznu ulogu u raznim pristupima teoriji
odluCivanja. One ¢ine osnovu viSekriterijumskog odlucivanja, inZenjerskog dizajna,
prepoznavanja oblika, neuronskih mreza, fazi kontrolera, genetskih algoritama, videti
([Gra09], [Grall], [Bel07], [Cal02]). Agregacija predstavlja proces spajanja nekoliko
vrednosti u jednu vrednost. Svaka funkcija koja, slicno kao i aritmetic¢ka sredina, daje jednu
izlaznu vrednost na osnovu vektora ulaznih vrednosti naziva se funkcija (operator)
agregacije.

Operatori agregacije razli¢ito uti€u na krajnju odluku donosioca odluke i nemaju svi
podjednaku vrednost. Minimum daje najgoru ocenu, dok se kod maksimuma posmatraju
najbolje ocene i optimista smatra da ¢e najbolji faktor preovladati. Medijana posmatra samo
karakteristiku koja je u sredini. Aritmeticka sredina izraCunava srednju vrednost ocena
karakteristika. Nijedan od ovih operatora agregacije nije dovoljno dobar, jer ne uvaZzava i
interakcije izmedu karakteristika, kao ni razlike. Operator agregacije baziran na Sokeovom
integralu se pokazao kao najbolji operator agregacije jer donosi odluku na osnovu vise
karakteristika, ali i interakcija izmedu njih. Operator agregacije baziran na Sugenovom
integralu je takode pogodan operator agregacije kod donosenja odluke, ali je potrebno da
ocene karakteristika budu u intevalu [0,1], videti [Dul15].

Da bi se dobila osetljiva i zadovoljavajucéa agregacija, ne moZze se upotrebiti bilo koja funkcija
agregacije. Za izbor odgovarajuée funkcije agregacije mozemo primeniti aksiomatski pristup,
te pretpostaviti da funkcija zadovoljava neke odabrane osobine. Ove osobine mogu biti
diktirane prirodom vrednosti koje treba objediniti (agregirati). Tako, na primer, u
visekriterijskom odlucivanju cilj je da se dobije globalna procena na osnovu parcijalnih ocena
u odnosu na razne kriterijume. Bilo bi neprirodno da se da globalna ocena koja bi bila niza
od najmanje parcijalne ocene, ili ve¢a od najvece parcijalne ocene, sto znaci da su u ovom
slu¢aju samo interni operatori agregacije dozvoljeni. Ako pak stepen preferencije dolazi od
kombinacije tranzitivnih (u neku ruku) relacija, onda je ocekivati da i konacni rezultat bude
tranzitivan. Drugi vaZan primer dolazi iz agregacije misljenja prilikom glasanja. Kako su
najéesce glasaci anonimni prirodno je da je operator agregacije simetric¢an.

Vrlo Cesto se operatori agregacije klasifikuju u tri klase:

e konjuktivni,
e disjunktivni,
e unutrasnji (interni) operatori,

u zavisnosti da |i su vrednosti operatora uvek manje od minimuma, ve¢e od maksimuma ili
izmedu maksimuma i minimuma argumenata, respektivno.
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Unutrasnji, tj. interni operatori agregacije se ¢esto zovu i kompenzatorni operatori, jer kod
njih slab (odnosno dobar) rezultat jednog kriterijuma se moZie kompenzovati dobrim
(odnosno losim) rezultatom drugog kriterijuma, tako da je konacan rezultat neka srednja
vrednost.

Funkcija agregacije je funkcija sa odredenim osobinama koja dodeljuje realan broj Yy svakoj

n-torki realnih brojeva (X, X,,...X, ) :

Y = AX Xy 00y X, )
Definicija 4.1 Funkcija agregacije A:U,_,[0,1]" — [0,1] zadovoljava sledece osobine:

A(X) =X, za sve Xe[O,l],
A(0,0,...,O)zO [ A(l,l,...,l)zl (graniéni uslovi),
A(X X %y ) S A(Y1y Yoren Vo ) akoje (X Xoree X0 ) S (Vi Yaroons Vi )-

4.1. Osobine funkcija agregacije

4.1.1. Rubni uslovi

Funkcija agregacije treba da ispunjava sledece rubne uslove:

(1) A(0,0,..,0)=0,
(2) A(LL...1)=1.

Prvi uslov znadi da ako se posmatraju nezadovoljavajuci kriterijumi, ukupna agregacija mora
takode biti nezadovoljavajuca. Drugi uslov kaZe obrnuto, da ako se posmatraju samo pravi i
potpuno zadovoljavajudi kriterijumi, tada ukupna agregacija mora biti zadovoljavajuca.

Ova osobina se moze prosiriti:
A(x,0) = A(L,0)-x, za svako x €[0,1],
A(x,D) =(1-A@0)-x+A@Q0) , za svako x €[0,1].

Zapravo vidi se da su uslovi (1) i (2) specijalni slucajevi prethodna dva uslova.
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4.1.2. Monotonost

Definicija 4.2 Funkcija F:1" —R je neopadajuca (za svaki argument) ako, za svako
X, X €1" vazi X <X = F(x) <F(x).

Dakle, poveéanje svake ulazne vrednosti ne moze da smanji izlaznu vrednost.

Definicija 4.3 FunkcijaF : 1" — R je osetljiva ako za svaki indeks i€ {1,2,...,0} i svaki realni

broj A= 0 vazi F(x)=F(Xx+AL,).

Ako je K c X sa 1, oznatavamo karakteristi¢ni vektor skupa K u{O,l}n , tj. n-torku ¢ija je i-

ta koordinata jednaka 1, ukoliko i € K, inace je nula.

Teorema 4.1 [Gra09]: Neopadajuca funkcija F:1" — R je strogo rastuc¢a ako i samo ako je
osetljiva.

4.1.3. Neprekidnost

Osobina neprekidnosti u sustini znaci da bilo kakve promene u argumentima (moguce manje
greSke) ne bi trebale da dovedu do velikih promena u agregacionim vrednostima (output
greske). Neprekidnost funkcije F sprecava da imamo velike promene izlaznih vrednosti usled
malih promena ulaznih vrednosti.

Definicija 4.4 Funkcija F:1" — R je neprekidna ako vazi:

lim . F(X)=F(X),xel"

Teorema 4.2 Za neopadajucu funkciju F : 1" — R slededi uslovi su ekvivalentni:
e [ je neprekidna funkcija.
e Za proizvoljno xel™ i proizvoljno 1€ {1, 2,..., n} unarna  funkcija
U—> (X, X5,y X 4, U, X p,00.X, ) jE neprekidna.
e Zasvako X,y l" priéemuje X<Yyisvako ce[F(x),F(y)] postoji zel" pri é&emu
je X<y<zZ,tako davazidaje F(z)=c.

4.1.4. Simetricnost

Osobina simetrije u procesu agregacije znaci da agregaciona vrednost ne zavisi od rasporeda
ulaznih vrednosti. Simetricnost se naziva i komutativnost, neutralnost ili anonimnost.

Definicija 4.5 Funkcija F:1" — R je simetri¢na ako je F(x)=F ([X]G),
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gde je o permutacija elemenata skupa indeksa, X=(X1,X2,...,Xn) [

Dakle, nije bitan raspored ulaznih vrednosti u procesu agregacije. Takva osobina je potrebna
pri kombinovanju kriterijuma jednakih vaZznosti ili misljenja anonimnih ucesnika.
4.1.5. Idempotentnost

Idempotentnost se naziva i jednoglasnost, podudarnost ili refleksivnost. Navedena osobina

znadi da ako su svi X; jednaki (identicni), F(Xl,..., Xn) vraca istu vrednost.

Definicija 4.6 Funkcija F: 1" — R je idempotentna ako vazi F(x, X, X,...,X) =X, zasve X € I.

4.1.6. Konjunkcija, disjunkcija i unutrasnjost

Za date n-arne funkcije F: 1" —R i G:1" =R, kaiemo da G dominira nad F ako je
F<Gna I". S obzirom da su funkcije min i max dominatne funkcije dolazimo do tri

glavne klase funkcija agregacije: konjunktivne funkcije, disjunktivne funkcije i funkcije
unutrasnjosti.

Definicija 4.7 Funkcija F: 1" — R je konjunktivna ako je inf | <F <min.
Definicija 4.8 Funkcija F: 1" — R je disjunktivna ako je max <F <supl.
Definicija 4.9 Funkcija F: 1" — R je unutra$nja ako je min <F <max.

Unutrasnjost je osobina koju imaju aritmeti¢ka sredina, geometrijska sredina kao i funkcije
za racunanje proseka koje se najvise koriste za agregaciju.

4.1.7. Asocijativnost

Kazemo da je binarna operacije * asocijativna ako vazi (a*b)*c=a=*(b*c). Ukoliko bi
binarnu operaciju * zapisali u obliku funkcije a*b= f(a,b) dobili bismo asocijativnu

funkcionalnu jednacinu f(f(a,b),c)= f(a, f(b,c)).
Definicija 4.10 Funkcija F :1? — | je asocijativna ako za sve X € |°vazi:

F(F(Xv Xz)’ Xs) = F(Xv F(Xz’ Xs))-
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4.1.8. Dekompozabilnost

Aritmeticka sredina kao proSirena funkcija ne ispunjava uslov asocijativnosti. Zato je
potrebno uvesti novu osobinu, sliénu asocijativnosti, koju ima aritmeticka sredina, videti
[Gra09].

Definicija 4.11 F: J1" — 1 je dekompozabilna funkcija ako je F(X)=X za svako xel i

neN

ako vazi:
F(x,x')z F(k-F(x),k'-F(x')),

1 . 1 k'
za svako K,k € N, za svako x e 1* izasvako X e 1°.

4.2. Pregled osnovnih funkcija agregacije

U grupu osnovnih funkcija agregacije spadaju sledece funkcije: aritmeticka sredina,
medijana, (ponderisani) minimum i (ponderisani) maksimum, kao i neki klasi¢ni oblik
generalizacije kao Sto je ponderisana sredina. Transformacijom klasi¢ne aritmeti¢ke sredine
dolazimo do kvazi-aritmeticka sredina. Sledeci operator koji je opisan u ovom poglavlju je
ponderisani operator usrednjavanja (OWA operator), koji u sklopu aditivne forme ukljucuje
minimum i maksimum kao posebne slucéajeve.

4.2.1. Aritmeticka sredina

Aritmeticka sredina predstavlja najjednostavniju i naj¢eséu funkciju agregacije. DefiniSe se
na slededi nadin:

1n
AM (X, Xy, X, ) == D X
(%00 %,) nZl

Ova funkcija je interesantna zato Sto daje vrednost agregacije koja je manja od najvedeg
argument, a veéa od najmanjeg. Zadovoljava osobine monotonosti, neprekidnosti, simetrije,
idempotentnosti i stabilnosti za linearne transformacije. Medutim, nema annhilator niti
neutralni elemenat, videti [Dul15].
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4.2.2. Ponderisana sredina

Klasicno prosirenje aritmeti¢ke sredine, omogucava dodavanje ponderisanih koeficijenata
argumentima. Time se gubi osobina simetri¢nosti. Ova funkcija se izrazava matematickom
formulom:

Moy 050 %) = 2%,

n
pri ¢emu vazi da su teZinski koeficijenti nenegativni i vaiiZ:Wi =1.
i=1

4.2.3. Medijana

Iz niza argumenata poredanih od najmanje do najveée vrednosti uzima se element koji se
nalazi u sredini i na taj nacin se vrsi agregacija pomocu funkcije pod nazivom medijana. U
slu¢aju da je broj elemenata skupa paran broj, tada se u sredini nalaze dva elementa. Tada
se uzima srednja vrednost tog para. Ova funkcija agregacije zadovoljava grani¢ne uslove,
monotonost, simetri¢nost i idempotentnost.

Postoje razne generalizacije medijane, na primer postoji funkcija agregacije koji uzima k-tu
vrednost uredenih elemenata, videti [Dul15].

4.2.4, Minimum i maksimum

Iz niza argumenata agregacija se vrSi pomocu operatora minimum, tako S$to se uzima
najmanju vrednost skupa, dok maksimum daje najveéu vrednost.

Ove funkcije imaju osobinu monotonosti, simetri¢nosti, asocijativnosti, idempotentnosti,
videti [Dul15].

4.2.5. Ponderisani minimum i ponderisani maksimum

Ponderisani minimum i ponderisani maksimum su funkcije agregacije koje se definisu na
sledeci nacin:

min Wn(xi’XZ""’Xn):mininzl[max(l_vvﬂxi)]’

MaX,, , (X, Xy, X,) = Max?, [min(w;, x)],

n
pri ¢emu su tezinski koeficijenti nenegativni i vaZi ZWi =1
i=1
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4.2.6. Kvazi aritmeticka sredina

Kvazi-aritmeticka sredina se bazira na transformacijama klasi¢ne aritmeti¢ke sredine, videti
[Dul15].

Definicija 4.12 Neka je f:l —>R neprekidna i strogo monotona funkcija. Funkcija
1 n
M, :1" > | definisana na slede¢i nacin M, (x)= f’l(—Zf(Xi)) predstavlja n—arnu

i=1

kvazi-aritmetic¢ku sredinu koja je generisana funkcijom f .

4.2.7. Uredena ponderisana funkcija usrednjavanja OWA - funkcija

OWA (eng. ordered weighted averaging) funkcije je uveo Ronald R. Jager da obezbedi
sredstva za agregaciju rezultata u viSekriterijumskom odlucivanju i pomocu ove funkcije
dolazi do sjedinjavanja konjunktivnih i disjunktivnih osobina, videti [Dul15].

Definicija 4.13 OWA (eng. ordered weighted averaging) funkcija se definise na sledeci
nacin:

OWA(X,, Xy, Xy ) = D WX,y
j=1

gde je o permutacija elemenata skupa indeksa, takva da je X 4 <..< X, . TeZinski

koeficijenti su nenegativni i njihov zbir je jednak 1.

Pomoéu OWA funkcija, biranjem odgovarajuéih tezZinskih koeficijenata, se dobija
parametrizovana grupa funkcija agregacije koja obuhvata mnoge poznate funkcije kao sto su
maksimum, minimum, medijana i aritmeticka sredina.

52



U tabeli 4.1. predstavljeni su specifi¢ni slucajevi OWA funkcija:

OWA
Minimun w, =1
{Wi =0,i ;tl}
Maksimum w, =1
{wi =0,i# n}
Medijana w,,, =1 ako je n neparno

2

n L}
2 2

w, =0, ostalo

1. 1 .
w == 1w ==, ako jen parno
2 2

Aritmeticka sredina 1 .
W, =—, VI
n

Tabela 4.1 Specifi¢ni slucajevi OWA funkcije

OWA funkcije zadovoljavaju osobine: komutativnost, monotonost, idempotentnost i
stabilne su za pozitivne linearne transformacije. Agregacija dobijena pomoc¢u OWA funkcija
je uvek izmedu maksimalne i minimalne vrednosti.
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5. Neaditivne mere i integrali kao podrska odlucivanju

5.1. Neaditivne mere

U klasicnom prilazu (fon Nojman Morgensterna) odlucivanja u ekonomiji glavni matematicki
aparat bila je verovatnoca. Ona je aditivna veli¢ina, te se zato sa njom nije mogla modelirati
interakcija izmedu kriterijuma. Monotona neopadajuca skupovna funkcija, koja se pojavljuje
pod razli¢itim nazivima u literaturi, kao monotona mera, neaditivna mera, fazi mera ili
kapacitet, omogucava modeliranja interakcije izmedu dogadaja, pojava, alternativa. Time se
prevazilazi ogranic¢enje nezavisnosti dogadaja. Dok se klasi¢ni modeli zasnivaju na oc¢ekivanoj
korisnosti, posmatranje odredenih parametara koje ocekivana vrednost ne objasnjava, nas
je dovelo do razmatranja neaditivnih mera i Sokeovog integrala. U ovom radu, u poslednjem
poglavlju, predstavljen je premium princip zasnovan na monotonom integralu koji se bazira
na monotonoj meri. Zato ¢e predmet ove glave biti upravo definicija i karakteristike
neaditivnih mera i integrala.

Klasicne mere su nenegativne skupovne funkcije sa vrednostima na skupu realnih brojeva,
koje su definisane na odredenoj klasi podskupova datog univerzalnog skupa, koje mogu
zadovoljavati odredene uslove [Lie01],[Wan09]. Osnovna osobina klasi¢nih mera je uslov
prebrojive aditivnosti, koji se pokazao suvise restriktivan. Zato se javila potreba da se uslov
prebrojive aditivnosti zameni uslovom monotonosti, koji je slabiji od prebrojive aditivnosti.
Na taj nacin se dobija klasa skupovnih funkcija koje su opstije od aditivnih mera i koje se
nazivaju neaditivne mere ili fazi mere.

Japanski naucnik Mihio Sugeno pokusao je da objasni vezu izmedu funkcije pripadnosti fazi
skupova sa verovatno¢om. Kako to nije bilo moguée, Sugeno je uopstenje klasicne mere u
neaditivne mere posmatrao analogno uopstenju klasi¢nih skupova u fazi skupove. Koristedi
ovu analogiju, dodelio je neaditivnim merama naziv fazi mere. Na osnovu Sugenove teorije,
fazi mere su dobijene kada je uslov aditivnosti klasi¢cnih mera zamenjen slabijim uslovima
rastu¢e monotonosti u odnosu na inkluziju i neprekidnoscu, videti [Den94],[Gral6], [Pap95],
[Pap99], [Pap02], [Pop15].

Neka je X neprazan skup koga nazivamo univerzalni skup. Sa C éemo oznaciti nepraznu klasu
podskupova skupa koja moZze biti poluprsten, prsten, algebra ili o-algebra. 11:C —[0,00] ¢e
oznacavati nenegativnu skupovnu funkciju sa vrednostima u proSirenom skupu realnih
brojeva definisanu na C koja poseduje neke dodatne osobine kao Sto su monotonost u
odnosu na inkluziju, neprekidnost, poluneprekidnost.

Definicija 5.1 Skupovna funkcija p:C —[0,00] naziva se opSta mera na (X,C)ako je
(@) =0kada je o€C.

Klasa C na kojoj je ptdefinisano moze biti monotona klasa, poluprsten, prsten, algebra, o-

prsten, c-algebra ili partitivni skup skupa X.
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Definicija 5.2 Skupovna funkcija 1:C — [0, 00] naziva se monotona (fazi) mera na (X,C)

ako su zadovoljeni slededi uslovi:

(i) u(@)=0 kadaje o€C,
(i) E€C, FeC, ECF tadasledidaje u(E) < u(F)(monotonost).

Za vise detalja videti [Den94], [Pap95].

Primer 5.1 Neka je X skup svih radnika u radionici i neka su A i B dve odvojene grupe
radnika. Neka je m(A) broj proizvoda koju grupa A napravi za sat vremena, pretpostavimo

da oni svi prave isti proizvod, slika 5.1. Svaka grupa moze raditi na razliCite nacine: razlicite
kombinacije zajednickog i podeljenog rada. Pretpostavimo da svaka grupa radi na
najefikasniji nacin. Onda je skupovna funkcija m definisana na skupu svih podskupova
skupa X monotona i anulira se na praznom skupu i stoga je to fazi mera, koja nije obavezno
aditivna.

Neka su A i B disjunktni podskupovi skupa X. Posmatrajmo produktivnost udruZene
grupe AUB. Ako A i Brade odvojeno, onda je m(AUB)=m(A)+m(B). Ali, kako oni
medusobno uticu jedni na druge, jednakost se mozda nece uvek odrzati. Efektivna saradnja
¢lanova AUB dovodi do nejednakosti m(AUB)>m(A)+m(B). Sa druge strane,
nesaglasnost izmedu grupa A i B, tj. nemogucnost odvojenog rada dovodi do suprotne

nejednakosti m(AUB) <m(A)+m(B), 3to je prikazano na slici 5.1, videti [Pap15].

Dve odvojene grupe radnika
m(A) m(B)

Mera efikasnosti skupa A Mera efikasnosti skupa B

Spajanje grupe radnika
m(AUB) mera efikasnosti rada
spojenih grupa AiB

2 Ako postiji pozitivha saradnja m(AUB) > m(A)+m(B)
Ako grupe ne saraduju tada vazi m(AUB) < m(A)+m(B)

Slika 5.1 Mera efikasnosti rada
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Definicija 5.3 [Wan 09] Monotona mera ftna (X,C)je normirana akoje X € C i u(X)=1.
Mera definisana u primeru 5.2 je normirana, videti [Pop15].

Primer 5.2 Posmatrajmo merljv prostor (X,C) gde je C=P(X)i X ={1,2,3}.Skupovna

funkcija it definisana na slededi nacin je monotona mera na (X, P(X)):

#(2)=0,u(X)=1
1) -024(12) ~02,u((3)) 02
{

1({1.2})=0.4,4({1,3})= 04;1( 3})=05.

Ako je monotona mera definisana kao zbir ili proizvod druge dve neprekidne, konacne ili o-
kona¢ne monotone mere, tada je i ona sama neprekidna, konacéna ili o-kona¢na monotona
mera, Sto je opisano u sledecoj lemi.

Lema 5.1 [Wan 09] Ako su i p,neprekidne, nenegativne, skupovne funkcije na (X,C) sa
vrednostima u proSirenom skupu realnih brojeva iy + i i, X j1, definisani na slededi
nacin:

(1 + 1,)(E) = 1, (E) + 1, (E), zasve E€C,

(1, X 11, )(E) = 1, (E) x 11, (E), za sve E €C.

Tada su [ + 4, i f4 X [, neprekidne.

Ukoliko posmatramo osobinu aditivnosti, monotone mere mozemo podeliti u Cetiri klase,
videti [Pop15]:

1. aditivhe mere,
2. superaditivne mere,
3. subaditivnhe mere,

4. monotone mere koje ne pripadaju ni jednoj od prethodne tri klase.

Definicija 5.4 [Wan 09] Neka AUB€C, AcC, BeC i A(1B=2. Monotona mera /. ha
(X,C)je:

a) Aditivna ako vazi pu(AUB) = u(A) + u(B),

b) Simetri¢na ako vazi: ako je |A| = |B| odatle sledi da je p(A) = u(B),

c) Maksitivna ako vazi u(AUB) = u(A) V u(B),
d) Minitivna ako vazi (AN B) = u(A) A u(B).
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Definicija 5.5 [Wan 09] Neka je AcC, BeC , AUBeC, ANB=2 i u(B)=0.

a) Monotona mera yi: C — [—00,00] je nula aditivna ako vazi u(AUB) = u(A),
b) Monotona mera 1 na (X,C)je superaditivna ako vazi: u(AUB) > u(A) + (B),
c) Monotona mera i na (X,C)je subaditivna ako vazi: p(AUB) < u(A)+ u(B).

Aditivne mere se mogu primeniti samo u situaciji kada ne postoji interakcija izmedu skupova
koji predstavljaju osobine kojima se dodeljuje neka vrednost (mera). Zato su u opstoj teoriji
mere superaditivne mere, kao i subaditivhe mere od velike vaznosti. Pomoéu superaditivnih
mera je moguce izraziti zajednicki uticaj dva skupa u smislu osobine ¢iju vrednost (meru)
one odreduju, dok je pomoc¢u subaditivnih mera moguce izraziti nekompatibilnost izmedu
skupova u smislu osobina ¢iju meru ove skupovne funkcije predstavljaju. Pomodéu aditivnih
mera nije moguce izraziti bilo koji od ovih interaktivnih efekata, videti [Pop15]. Veza imedu
razli¢itih familija mera predstavljena je na slici 5.2.

Uopstena mera

Monotona mera

Superaditivna mera
| Aditivna mera

Subaditivna mera |

Slika 5.2 [Wan09] Veza imedu razlicitih familija mera

5.2.  A-Fazi merai Seplijeva vrednost

Kao efikasna alatka za merenje interakcije izmedu elemenata, fazi mera se definiSe na
slededi nacin:

Definicija 5.6 Neka je X ={X1,X2,...,Xn} fiksni skup. P(X)je skup svih podskupova skupa

X. Fazimerana X je skupovna funkcija - P(X ) - [O,l], koja ispunjava sledeée uslove:
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() #(2)=0, u(X)=1
(i) Ako ABeP(X) i AcB,tadavazi u(A)<u(B).

U MDCM, ,u(A), posmatra se kao stepen subjektivne vainosti skupa kriterijuma za

odlucivanje A. Stoga, pored uobicajnih teZina kriterijuma koji se posmatraju odvojeno,
tezZine bilo koje kombinacije kriterijuma se takode definiSu pomocu fazi mere.

Za tradicionalne operetore agregacije, npr. OWA operator, kriterijumu C, € X (X
predstavlja skup kriterijuma), je ¢esto dodeljena teZzina @, € [0,1], koja predstavlja relativnu

vaznost ovog kriterijuma u odludivanju. Zbir svih @,, je jednak jedinici. TeZina svake

kombinacije ovih kriterijuma u datoj situaciji, medutim, nije definisana. Kada su prisutni
meduzavisni ili interaktivni fenomeni izmedu kriterijuma, u realnoj situaciji odlucivanja, sve

ukupni znacaj kriterijumac, € X ne zavisi samo od C,, ve¢ i od skupova kriterijuma T,
C, ¢ T . Pretpostavimo da @, oznadava stepen vaznosti kriterijuma C,, @, =0, nagovestava
da je element nevazan, ali moze da se dogodi za mnoge podskupove T X da je
a)(T uck)mnogo vece od a)(T) To nagovestava da je k zapravo vaZzan element u
odludivanju. Fazi mera koja je upravo definisana moZe da predstavlja tezinu ne samo
pojedinacnog kriterijuma, ve¢ takode i kombinacije kriterijuma gde zbir svih @, nije jednak
jedinici. Kao rezultat, mera interakcije izmedu kriterijuma moZze da bude predstavljena
pomocu fazi mere.

Da bi utvrdili takvu fazi meru, mora se naci 2" —2 vrednosti za n kriterijuma u datoj MCDM
situaciji. U skladu sa gore navedenom definicijom vrednosti,u(@) i ,u(X), su uvek jednake

nuli tj. jedinici. Ocigledno je da je ovakav proces procenjivanja prilicno slozen. Da bi smanijili
sloZzenost izracunavanja, predloZena je A -fazi mera g koja se ponasa kao specijalna vrsta fazi
mere, videti [Sug74], [Che97], [Mur00].

Definicija 5.7 Neka je X ={X1,X2,...,Xn} fiksni skup. Fazi mera g na X naziva se A-fazi fazi

mera, ako zadovoljava sledece uslove:
g(AUB)=g(A)+g(B)+1g(A)g(B),

gdeje,Ae(-L o) za VABeP(X)i ANB=3.

n
Teorema 5.1 Ako je X konacan skup U{Xi}zx, A-fazi mera g zadovoljava sledecu
i=1

jednacinu:
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g[CHXJJ: %(f1ﬁ+ngﬂ}ﬂl}za A#0 .
~ g({x}), za 2=0

gde je {xi}m{xj}zg,za svako i, j=1,...nil#].

g({xi}) za podskup sa jednim elementom X; naziva se fazi gustina, oznacena kao

g; =g({xi}), Sto predstavlja subjektivnu teZinu kriterijuma C; u MCDM. Za interaktivan

kriterijum generalno vazi da je Zn: g ({Xi }) #1.

i=1

Specjalno za svaki podskup A€ P(X) imamo da vazi:

1
= [][1+49;]-1|, za 4#0
9(A)= ﬂ( ] . @

> g, za A=0

icA

Vrednost 4 moZe se jedinstveno utvrditi pomocu prethodne jednacine. Za g(X):l
jednacina se svodi na:

/1+1=11[(1+/”tgi). (3)

i=1

Teorema 5.2

1) A>O0kadaje ig({xi})<g(X),

i=1

2) A=0kadaje ig({xi})zg(X),

i=1

<A<0kadaje ig({xi})>g(x).

1
9(X) =

3) -

Bazirano na skupu aksioma, Sepli je predloZio definiciju koeficijenta vaznosti, koji se naziva
Seplijeva vrednost ¢, (,u, X)(krac’e zapisano sa @, (,u)), i definisao ga je na sledeci nacin,

videti [Sha53]:
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o (1 X)zTgX{i}w[ﬂ(T Ui)-u(m]. @

gde n, t oznadavaju kardinalnost skupova X, T redom.

Na bazi prethodne jednacine mi znamo da je Seplijeva vrednost ocekivana vrednost

ukupnog marginalnog doprinosa izmedu elementa i i bilo koje koalicije T < X |{I} Na
. n

osnovu definicije fazi mere, lako je uvideti da za svako I, vaZi da je ¢, (,u) >0 i Zqoi (,u) =1,
i=1

$to znadida je {(pi (,u)}iex , tezinski vektor, koji se naziva Seplijev teZinski vektor.

Kada je mera u aditivna, imamo da je®, (,u)=,u({i}), Sto pokazuje da nema interakcije
izmedu elementa I i bilo koje koalicije T < X I{i} . U ovom sluéaju Seplijev teZinski vektor se

svodi na tradicionalan tezinski vector w = (@, @,,..,®,)", gde je @, =,u({i}).

Kada 4 nije aditivna, ako je(pi(,u)>,u({i}), onda postoji komplementarna interakcija
izmedu elementa | i bilo koje koalicijeT < X |{I} Ako je (pi(u)<y({i}), onda postoji
redudantna interakcija izmedu elementa i i bilo koje koalicijeT < X |{I} Stoga, Seplijeva

tezina ne samo da pruza meru vaznosti kriterijuma, veé takode odrazava njihove
interaktivne karakteristike.

Kombinovanjem sa definicijom A-fazi mere g i Seplijeve vrednosti, lako je izraéunati indeks

vaznosti ¢, (g), za kriterium | koji se izraZava slede¢om jednacinom:

(n—t-1)

9(9)= > !“giH(lmgj). (5)

TEXi} n! jeT

5.3. Odredivanje fazi mere

Odredivanje fazi mere je kompleksan proces zbog eksponencijalnog broja podskupova nad
kojima se mera procenjuje. Tabela 5.1 klasifikuje metode procene fazi mera kao direktne,
indirektne i kao kombinaciju ove dve metode, videti [Gra96]. Direktne metode ukljucuju ili
utvrdivanje od strane eksperta stepena vaznosti svih podskupova atributa ili procenjivanje
relativnog znacaja svih atributa i zatim utvrdivanje mera baziranih na semantickom
razmatranju. Oba pristupa su prilicno teska za primenu u praksi. Indirektni metod ukljucuje
ili konstriusanje skupa podataka na osnovu stvarnih eksperimenata ili prikupljanje
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informacija od eksperata i zatim primenu neke od metoda: Kvadratno programranje,
Neuralne mreZe, Genetski algoritmi ili metod najmanjih kvadrata pomocu kojih se utvrduju
fazi mere. Ostale metode predloZene u literaturi su:

e Konstruisanje novih fazi mera na osnovu datih fazi mera putem racionalne

transformacije, videti [KIi96]
e ReSavanje relacione jednacine, videti [KIi95]
e Metod baziran na masinskom ucenju i optimizaciji, videti [Nar05]

Kombinacija ovih metoda ukljucuje prikupljanje semantickih informacija radi pravljenja prve

aproksimacije fazi modela. Onda se vrsi usavrSavanje modela tako $to se na njega primene

neke od gore navedenih indirektnih metoda.

za odredivanje fazi mera

Direkthne metode

N

Semanticke
metode

Direktna
procena

A

Kombinacija indirektnih i

direktnih metoda

Indirektne metode

Metod
ogranicenog

zadovoljstva CS

Metode
na bazi
podataka

Racionalne
transformacije

ReSavanje fazi
relacionih
jednacina

metod

ey netski
Heuristicke Torov metod Kvadratno Ge ?ts _I_
L . algoritmi i
metode optimizacije programiranje .
neuralne mreze
ISijev i Sugenov HLMS

Tabela 5.1 [Lig06] Prikaz metoda za procenu fazi mera

U kontekstu visekriterijumskog odlucivanja postoje tri metode koje su dobro proucene i to

su: Metod ograni¢enog zadovoljsta (The constrain satisfaction method, CS), HLMS metod i
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metod Kvadratnog programiranja. CS metod pokusava da resi linearni program na osnovu
rangiranja objekata koji se procenjuju na osnovu indikacije relativhog znacaja kriterijuma.
Baziran je samo na struktuiranim informacijama, ali prostor mogucih resenja je toliko veliki
da izabrano reSenje mozda nece imati realnu vrednost u pogledu strategije odlucivanja.
Eksperimenti na realnim podacima pokazali su neke mane ovog metoda. Ako ima premalo
podataka, resenje nije jedinstveno i moZe biti nelogi¢no, zato Sto su mnogi koeficijenti blizu
0 ili 1. Porast podataka je eksponencijalnim porastom dimenzija vektora i matrica. U isto
vreme raste memorija neophodan za ovo kao i vreme racunanja. U tabeli 5.1 smo naznadili
da su metode bazirane na podacima kao $to su HLMS i Kvadratno programiranje zavreduju
viSe pazinje u primeni. U poredenju sa Kvadratnim programiranjem, HLMS metoda se
pokazala kao bolja jer zahteva manje memorije i kraée vreme racunanja. HLMS metoda
gotovo uvek daje reSenje i ne zahteva semanticke informacije kada je dostupno dovoljno
podataka. Ona je savrSeno odgovaraju¢a metoda za utvrdivanje skrivenih ponasanja u
odlucivanju, kao na primer u slucaju proucavanja rizika u odlucivanju, videti [Lig06].

Kada analiziramo ponasanje donosioca odluka koje je bazirano na fazi meri, zahteva se od
DO da pruzi holisticki odgovor na stimulans koji sadrZi razne informacije o0 mnogobrojnim
faktorima. Holisticki odgovor postaje zavisna varijabla, i statisticke procedure se koriste da
se proceni uticaj razli¢itih faktora na varijansu zavisne varijable. Liginlav i Ov su predloZili
metodologiju “PC technique” (policy capturing), na bazi teorije fazi mera, videti [Lig05]. To je
statisticka metoda koja se koriti da se kvantifikuje odnos izmedu stava jedne osobe i
informacija koje su koriS¢ene da bi se do tog stava doslo. Skup podataka za PC tehniku se
generiSe i fazi mere se odreduju na osnovu tog skupa podataka. Metoda koju predlazu
Liginlav i Ov za proucavanje donosenja odluka u uslovima rizika predstavlja proSirenje ovog
pristupa i sastoji se od sledeéa 4 koraka, videti [Lig06]:

1. Sakupljanje podataka od donosioca odluka na bazi PC tehnike,

2. Procenjivanje fazi mera koris¢enjem odgovaraju¢e metode bazirane na
podacima,

3. lzraunavanje parameta kao $to su: degree of orness index, Seplijeve vrednosti,
Seplijevi indeki interakcije i indeksi prihvatanja i odbijanje koji odgovaraju,

4. Tumacenje parametara u cilju razumevanja ponasanja donosioca odluke.

Linginlal i Ov su primenili analizu na bazi fazi mera da bi istraZili ponasanje u uslovima rizika
kako pojedinacnih donosioca odluka, tako i kod grupnog odlucivanja, videti [Lig06]. Oni su
izgradili fazi model koji odgovara podacima sakupljenim od direktora firmi putem PC
tehnike. Potom su ih grupisali na osnovu orness indeksa njihovih individualnih fazi modela u
tri kategorije: skloni riziku, neutralni prema riziku i averzni prema riziku. Zbirni statisticki
podaci o svakoj grupi i fazi mere koje odgovaraju skupu podataka svake grupe obezbeduju
osnovu za tumacenje ponasanja DO u slucaju odlucivanja povodom strateske investicije koja
se razmatrala u ovoj studiji. Dalje su istrazivali klastere napravljene na osnovu analize
linearnih regresionih modela individualnih DO. Analiza fazi mere sakupljenih skupova
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podataka u skladu sa svakim klasterom omogudila je korisne informacije o relativnom
ponasanju dva klastera DO. Svaki DO dobio je skup stimulansa i trazeno je da napravi opstu
procenu verovatnoce investiranja u telekomunikacionu infrastrukturu. Predstavili su
ucesnicima 40 investicionih scenarija. Svaki scenario opisao je spoljasnje i unutrasnje uslove
odluke, ¢ime su izbegli problem sa spoljasnjim i unutrasnjim vrednostima. Svaki scenario je
prezentovan ucesnicima putem koriS¢enja istog skupa lingvisti¢kih vrednosti. Pretpostavka
je da se interpretacija ovih lingvistickih vrednosti ne razlikuje znacajno za date atribute u
studiji u odnosu na interpretaciju koju imaju DO. Ova pretpostavka je od kljuénog znacaja za
minimizaciju Sansi da se desi situacija u kojoj svi DO imaju razli¢itu interpretaciju vrednosti
rizika. Da bi kodirali lingvisticke vrednosti u cilju izracunavanja Sokeovog integrala,
posmatrali su ih kao da se nalaze u jednakim inetrvalima od 0 do 1. Termin medium
predstavlja srednju tacku ovog inetrvala, a poveéanje u vrednosti atributa od niskog ka
srednjem je isto kao od srednjeg ka visokom. Ovo je rezultiralo u izboru vrednosti koje
odgovaraju srednjim tackama tri jednaka podintervala u [0,1]. Omogucavanje iste mere u
svim atributima kod svih DO je tezak zadatak.

5.4. Primena A— fazi mere i Seplijeve vrednosti na procene performansi robe u
skladistima

Slededi primer prikazuje odredivanje parametral, A— fazi mere i Seplijeve vrednosti, ovo
je originalni doprinos u disertaciji. Podaci su prikazani u Tabeli 5.2 s tim Sto su vrednosti koje
predstavljaju aritmeticku sredinu podeljene sa 2. U tabeli su prikazani slede¢i podaci:
prosecna prodaja, prosecna cena, nedostatak zaliha u centralnom magacinu, da li je proizvod
na promociji ili ne, da li se automatski porucuje, kao i verovatnoc¢a da proizvoda nema na
stanju, videti [AvI15]. Kako su prva dva podatka kontinualna, u ovom primeru oni su
uporedeni, tako $to su izraunate Seplijeve vrednosti za obe varijable.

Promenljive Aritmeticka Standardna Minimum Maksimum
sredina devijacija
Prosecna 0.4971689 0.9021178 0 14.91257
prodaja
Prose¢na cena 1.4928780 0.8573341 0.486092 3.970331
Nedostatatak 0.1577934 0.3645473 0 1
zaliha
Promocija 0.1633783 0.3697106 0 1
Automatsko 0.3574065 0.4792361 0 1
porucdivanje
Stanje 0.0341950 0.1817298 0 1

Tabela 5.2 Deskriptivna statistika

X ={abcdef}, u(X)=1, u({a})=024859, u({b})=0.74644,
1({d})=0.08169, u({e})=0.17870, u({f})=0.01709. Sada

Neka je
#({c})=0.07889,
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koristimo formulu (1) iz Teoreme 5.1 da izratunamo parametar A. Kako je
i,u({xi})>y(X), ocekujemo, na osnovu Teoreme 5.2, da vazi —1<A<0. Dobijamo
i=1
sledeéu jednacinu:
(1+2-0,24859)-(1+ 1-0,74644)-(1+ 2-0,07889)-(1+ A-0,08169)- (1+ A-0,17870)-(1+ A-0,01709) = A +1,
koja se nakon transformisanja svodi na jednacinu petog stepena:

A°-0.000004 + A*-0.00034 + A%-0.00935+ 4 -0.10859+ 1 -0.58109+0.3514=0.

Koristimo metodu polovljenja za pronalazenje pribliznog reSenje prethodne jednacine sa
greSkom koja je manja od 107 Broj koraka nalazimo iz uslova:

Bz_nAglo-2 on>7,

gde su A, B rubovi intervala. Primenjujuci metod polovljenja dobijamo niz aproksimacija
tako Sto nalazimo sredinu intervala:

A+B -1+0
X1: = =

0.5,
2 2

a zatim, pomocu znaka funkcije ( f (Xi) > 0) proveravamo u kojoj polovini intervala se nalazi

koren jednadine. Isti metod se ponavlja na toj polovini intervala, sa novim A i B. Ponovo
trazimo sredinu intervala i metod ponavljamo 7 puta. Sve vrednosti su date u Tabeli 5.3:

n A B Xn f(xn)

1 -1 0 -0.5 0.086

2 -1 -0.5 -0.75 -0.0271
3 -0.75 -0.5 -0.625 0.0284
4 -0.75 -0.625 -0.6875 -0.0084
5 -0.6875 -0.625 -0.65625 0.0142
6 -0.6875 -0.65625 -0.671875 0.0076
7 -0.6875 -0.671875 -0.6796875

Tabela 5.3 Odredivanje parametra A

Vrednost 4 =-0.6796875 je trazeno priblizno resenje polazne jednacine.

Sada na osnovu formule (1) iz Teoreme 5.1 izraunavamo preostale mere svih podskupova
skupa X. U prilogu je dat program u C++ za izraCunavanje mera.

Rezultati su prikazani u sledeéoj tabeli:
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p{a} =0.24859

Je{a.b) = 0868909 11{b} =0.74644
lanejosoios  HUCIOTOR
C .
ulab,cd)—0932esg ~10:Cd
42{b,c,d, e} =0.902083

a,b,c,d,e} =0.998254
a,b,c,d,e, f}=1.00375
a,b,c,d, f} =0.939113

U
U

Y7,
uia,b,c e} =0.970447

uia,b,ce, f}=0.976264
uia,b,c, f}=0.907829
uia,b, d} 0.902354
Mia, b,d,e} 0.971454
u{ab,d.e fl=097726

b,c.d,e, f} =0.908695
b,c,d, f} =0.830918
b,c,e} = 0.868622
b,c,e, f} =0.875622
b,c, f} =0.793273
d} =0.786685

b,d, e} = 0.869834
b,d,e, f} =0.87682
b,d, f } =0.794637

N

U

"

U

"

U

‘t‘t‘t

u{a,b,d, f}=0.908962
11{b, e} =0.834477
1{a,b,e} =0.942071
u{b,e, ) =0841874
7
u{a,b, f}=0.875906
1{c} =0.07889
u{a,cl =031415
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u{c,d, e} =0.315928
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a,C, .
p d} =0.316477 {0} =0.08169
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o f1-0468523 “1%® f} =0.264649
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Sada smo u mogucnosti na osnovu formule (4) da izratunamo Seplijevu vrednost

¢, (1,X)=0.1244983, koja predstavlja koeficijent vaznosti varijable a, kao i
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?, (y, X):O.4826678 koja predstavlja koeficijent vaznosti varijable b. Zakljuceno je da je

Seplijeva vrednost za prose¢nu cene veca od Seplijeve vrednosti za proseénu prodaju, videti
[Pap19]. Na taj nacin Seplijeva vrednost ne samo da pruZza meru vaznosti kriterijuma, veé
dolaze do izraZaja interaktivne karakteristike datih kriterijuma.

5.5. Neaditivni integrali

Osobine fazi integrala kao operatora agregacije proucavaju se ve¢ duze vreme. Na polju
operatora agregacije, rad sa operatorima baziranim na integralima u poslednje vreme dobija
na znadaju. Sugenov i Sokeov integral imaju 3iroku primenu u raznim oblastima kao to su
bankarstvo, finansije, obrada slike, dijagnostika u medicini itd. Pre svega vazni su rezultati
vezani za Sokeov integral koji predstavlja jednostavan i fleksibilan nacin agregacije
numerickih vrednosti. To nije iznenadujuée, ako se uzme u obzir da se mnogi operatori
agregacije mogu predstaviti kao integralni operatori na konaénom skupu. Sokeov integral
generalizuje operatore kao OWA ili kao ponderisana sredina, dok Sugenov integral
generalizuje ,minimalne-maksimalne” operatore.

Ovi integrali imaju veoma vaznu ulogu u teoriji odlu¢ivanja i to u slucajevima kada je
potrebno doneti odluku na osnovu vise kriterijuma koji se medusobno preklapaju, videti
([Aum74],[Ber10],[Cho54],[Den94],[Gra95],[Gra09],[Kle10],[Kle15],[Qui93],[Sch89],[Tve92],[
Wak93],[Wak10],[Wan09]).

5.5.1. Dekumulativna funkcija raspodele

Oznac¢imo sa B(F) skup ograni¢enih F merljivih funkcija i sa B*(F) skup ograni¢enih F
merljivih nenegativnih funkcija. Sledeéa definicija uvodi pojam dekumulativne funkcije
raspodele, videti [Gral6].

Definicija 5.8 Neka je f € B(F) i neka je x4 monotona mera. Dekumulativnhu funkciju

raspodele G, :R — R defineSemo na sledeci nacin:

GH'f (t)=y({Xe X f(x) Zt}). (teR)

Definicija 5.9 Za neku funkciju f € B(¥)i monotonu meru # na (X,F), esencijalni

supremum i esencijalni infimum u odnosu na £ se definisu na sledeci nacin:
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esssup,, f =inf{teR|u({xeX:f(x)>t})=0},

essinf, f =sup{te R|u({xeX:f(x)<t})=0}.

Lema 5.2 Neka je f € B"(F) i 4 monotona merana (X,F).Tadaje G, :R >R

(i) nenegativna, nerastuca funkcija za koju vazi G, ; (0) = u(X),

(i) G, (t)=u(X) naintervalu [0, essinf, f ].

Na slici 5.3 su ilustrovane definicija i osobine dekumulativne funkcije raspodele.

) Gt
sup [ —'T—'—’_____,!. . (F)

free] :-.111:J|f -

ess inf,, f
il b

ess inf, f eas sup

Slika 5.3 [Gral6] Ograni¢ena nenegativna merljiva funkcija (levo) i njena dekumulativna
funkcija raspoodele (desno)

5.5.2. Sokeov integral

Neaditivni integrali bazirani na monotonim merama, kao vazne funkcije agregacije
(objedinjavanja), imaju brojne primene u mnogim disciplinama matematike, narocito u
problemima koji zahtevaju optimizaciju, modeliranje rizika i neizvesnosti. Najpopularniji
medu njima je Sokeov integral (engl. Choquet). Pojam Sokeovog integrala prvi je uveo
francuski matematicar Gustavo Choquet 1953. godine, videti ([Cho54], [Den94], [Pap95],
[Gra09]).

Definicija 5.10 Neka je 4 monotona mera na X, a f funkcija definisana na X sa

vrednostima u skupu nenegativnih realnih brojeva a sa skupom vrednosti {a1,a2,...,an},
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takvih da je a <a,<..<a . Sokeov integral (C)jf(x)d,u(x) za konacan slucaj (ili

jednostavnije zapisano (C)_[ fd i se definise (a, =0):

©f fdu=3(a,-a.)- u((x| f (0 2a))

U sledecoj teoremi opisane su vazne osobine Sokeovog integrala, videti [Pap15].

Teorema 5.3 Nekasu f i gfunkcijena X i Ac X . Tada vazi:

(i) Ako je p fazimerai f <gondaje (C)j fdu < (C)I gd 4,

(ii) Ako je a nenagativan realan broj, a b realan broj, onda je
(C) (af +b)d = a(C)[ fd ur+bu(X),

(i) (©f(-Hdu=-(©)f fdz,

(iv) (C)j(—f)d,u =—(C)j fd 1 za sve funkcije f na X akoisamo akoje 1=y,

(v)  Akoje arealan brojonda vai (C) j fd(au) =a(C) j fd 4,

(vi)  Akosu i vfazimere naXtakve daje #<vi u(X)=v(X), onda za sve funkcije
fna X vaii (C)_[ fd,ug(C)j fdv,

(vii)  Ako je M nula skup, i ako je f(x)=g(x)za svako x koje ne pripada M, onda
(C)f fdu=(C)f gdu.

Primer 5.4 (nastavak primera sa radnicima, videti [Pap15]):

Neka je X ={X1,X2,...,Xn} skup svih radnika. U toku radnog vremena, broj radnih sati
radnika X; je f(X). Pretpostavimo da vazi f(x)<f(Xx,)<..<f(x ). Za i>2imamo da
vazi:

f (Xi)_ f (Xi—l) >0,

f(x)=F00)+[F(x)— FO)]+[FO6)— F )]+ [ F(x) = F(x)].

Pokazimo da je ukupan broj proizvoda koje radnici proizvedu, predstavljen pomodu
Sokeovog integrala. Predstavimo sve radne sate svih radnika na sledeéi nacin. Prva grupa X

od n radnika radi f(x), slede¢a grupa od X \{Xl} radi f(X,)—f(x), naredna grupa od
X\{X, %} radi [f(X3)— f(Xz)], ..., i na kraju radnik X, radi f(x )—f(x ,)sati. Svaka

grupa Ac X proizvodi koli¢inu ,u(A). Ukupan broj proizvoda koje radnici proizvedu

izraZzen je na slededi nacin:
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£ (X)+[F0) = F0)]- (XN )+
[ 106) = F0)] s (XN XX )+t [ £ (%) = £ (x,0)]- (%, ) =

- Zn:[ f(x)—f (xifl)]-,u(Xi,XHl,---, X”)’

gdeje T(X,)=0.0vo je Sokeov integral funkcije f .

Definicija 5.11 Sokeov integral | : F x M —[0, 0] se definide na sledeéi nagin:
|(f,m)=jm({a)| f () >x}) dx.
0

Primer koji sledi pokazuje na koji na¢in se pomocu Sokeovog integrala redavaju problemi
kada postoji interakcija medu kriterijumima, pa je nemoguce do¢i do resenja pomocu nekog
drugog operatora agregacije, videti [Pap15]:

Primer 5.5 U tabeli se nalaze tri studenta i njihovi poeni osvojeni iz tri predmeta, kao i
prosecan broj bodova.

finansije bankarstvo marketing prosek
Anja 18 16 10 14.67
Jelena 10 12 18 14.09
Vuk 14 15 16 14.34

Racunanjem aritmeticke sredine redosled rangiranja od najboljeg ka najgorem studentu je
slededi: Anja, Vuk, Jelena. Medutim, ukoliko se u obzir uzme i vaznost predmeta ne dolazi se
do istih rezultata. Kriterijumi po kojima se rangira vaznost predmeta su slededi:

Da se znanje iz finansija i bankarstva vrednuje vise nego znanje iz marketinga,
Znanje iz finansija i bankarstava se vrednuje na isti nacin, jer je obi¢no student koji je
dobar u jednom predmetu, dobar i u drugom,

3. Da se sa dobrim znanjem iz finansija ili bankarstva favorizuje i znanje iz marketinga.

Mera m na skupu X ={F,B,M} koja govori o tome koliko je vazian koji predmet

definisana je na slededi nadin:
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m({2}) =

{
m({F}) = m({ }1)=0.45
m({M})=0.3
m({F,B}) =05

m({F,M})=m({B,M})=0.9
m(X)=1.

Sada definiSemo funkciju ocene i izratunavamo Sokeov integral za svakog studenta:

Za Anju imamo:

f,(F)=18, f,(B) =16, f,(M) =10

{x, f,(x) =10}
{x, f,(x) =16}
{x, f.(x)>18} =

A
A,
Ay

I fdm = Zsl(ai -3, ,)m(A) =(a,—a,)m(A)+(a,—a)m(A,)+(a;, —a,)m(A,) =10-1+6-0.5+2-0.45=13.9.

Na isti na¢in dobijamo da je Sokeov integral za Jelenu 13.6, a za Vuka 14.6.

Sada uporedimo dobijene rezultate sa malopredasnjim rangiranjem:

Prosek bodova

Sokeov integral

Anja 14.67 139
Jelena 14.09 13.6
Vuk 14.34 14.6

Sada je redosled Vuk, Anja, Jelena.

Pomocéu Sokeovog integrala mogu se predstaviti operatori agregacije, izborom odredene

mere. Mogu se predstaviti maximum, minimum,
funkcije agregacija, videti ([Gra09], [Gral1], [Pap15]).

5.5.3. Sugenov integral

infimum i supremum, i mnoge druge

Sugeno je 1974. godine uveo pojam i osnovne osobine Sugenovog (fazi) integrala za merljivu
funkciju f : X —[0,1] na normiranom prostoru monotone mere (X, F, i), videti [Sug74].

Neka je (X,f) merljiv prostor, pri ¢emu X e F, ,u:]-"—)[0,00]je neprekidna monotona

mera i G je klasa svih konacnih nenegativnih merljivih funkcija definisanih na (X,]:).
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Definidimo sledeée skupove: F, ={X| f(X)Za} i F. ={X| f(x)>a},gde je feG i
ae[O,oo].

Definicija 5.12 Neka je Ae F i f €G. Sugenov integral od funkcije f na skupu A u odnosu

na u definiSemo na slededi nacin:

[ 1 =sup, 5, (@ A (ACF,)).
A

y 7 \f(x)
/ fo du

Slika 5.4 [Wan 09] Geometrijska interpretacija Sugenovog inetgrala

U praksi se najées¢e primenjuje Sugenov integral na kona¢nom skupu. U primeru 5.6
opisano je na koji nain se moZe izra¢unati Sugenov integral na skupu koji ima tri elementa,
videti [Pop15].

Primer 5.6 Posmatrajmo merljv prostor (X,F) gdeje F =P(X) i X ={a,b,c}. Nekaje

monotona mera na (X,P(X)):

({a})=0.2, u({b})=0.2, u({c})=0.2,
b {a 0

{
({a,b})=0.4, u({a,c})=0.4, u({b,c})=0.5.

Neka je funkcija f definisana na sledeci nacin:

U
U

f(a)=1
f(b)=2,
f(c)=3.
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Kako vaZzida je f(a)< f(b)< f(c), Sugenov integral od funkcije f na skupu X u odnosu na

M ima slededi oblik:

SUP(SUP,, g0, ¢ (a (& A (18,D,C}), SUP,, 2y, o (& A (10, 1), SUP g, oy (@ A pa({C),
SUP e £ ()0 (an ,u({@})))

=sup(f(a) A u({a,b,c}), f(b) A u({b,c}, f(c) A u({c},0)
=sup(lrl,2A0.53A0.2) =sup(L,0.50.2) =1.

Posmatraéemo Sugenov integral kao funkciju agregacije nad I" i umesto oznake Ifd,u,

koristicemo oznaku S ,(X) .
Neka je 4 monotona mera na (X,P(X)), gde je X={1,2,...,n}, xe[0,u(X)]" i o
permutacija na X takva da je X, <X, <...< X, uz uslov daje A, ={o(i),..,a(n)}.

Sugenov integral od x u odnosu na  ima slededi oblik:

5,00:= /0t A 1A, )

Pomodi Sugenovog integrala mogu se predstaviti operatori agregacije, izborom odredene
mere, videti ([Gra09], [Grall], [Pap15]).

5.5.4. Sokeov i Sugenov integral —reperezentacija pomocu dekumulativne funkcije
raspodele

Ovde ¢e biti definisani Sokeov i Sugenov integral, pomocéu dekumulativne funkcije
raspodele, videti [Gral6].

Definicija 5.13 Neka je f € B"(F) i u# monotona mera na (X,F). Sokeov integral se

definiSe na slededi nacin:
j fdu = j G, (t)dt.
0

Definicija 5.14 Neka je f € B"(F) i £ monotona mera na (X, ). Sugenov integral se

definiSe na slededi nacin:

[fdu=\/G, ®)A)= A(G, (D) VY).

t>0 t>0
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Na slici 5.5 se vidi da Sokeov integral predstavlja povriinu ispod grafika dekumulativne
funkcije, dok je Sugenov integral apcisa tacke koja se dobija u preseku dijagonale i grafika
dekumulativne funkcije.

G, r(t)

piX)

j'fcllrj J[.f'ﬂ'-"""

i

a5 eupw,l"

Ff dp

Slika 5.5 [Gral6] Choquet-ov i Sugenov integral
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6. Visekriterijumsko odlucivanje bazirano na metodi TODIM

Od kada su Tverski i Kaneman predlozili prospekt teoriju, neke bihejvioristicke teorije
odlucivanja su se ubrzano razvijale, kao Sto su teorija Zaljenja, teorija razocarenja i
kumulativa prospekt teorija. Kao metod baziran na Prospekt teoriji, TODIM ( skraéenica na
portugalskom za interaktivno i multikriterijumsko odlucivanje) razvijen je od strane Gomesa
i Lime, [Gom92]. U TODIM-u multikriterjumska funkcija vrednosti je napravljena da meri
stepen dominacije svake alternative u odnosu na ostale, Sto odrazava karakteristike
donosioca odluke, kao Sto su zavisnost od referentne tacke i averzija prema gubitku,
pomocu funkcije vrednosti iz prospekt teorije.

U poslednje vreme uzima se u obzir psiholoSko ponasanje donosioca odluke, zbog Cega je
TODIM postao efikasna alatka za resavanje MCDM problema. Razvijene su razliCite verzije
TODIM-a sa relativnnom uspesnos$¢u primene. Problem vec¢ine metoda je $to ne uzimaju u
obzir meduzavisne i interaktivne karakteristike kriterijuma, i ne mogu da reSe MCDM
problem sa hesitant fazi informacijama.

Za realne MCDM probleme, uvek ¢e postojati neki stepen meduzavisnosti karakteristika
izmedu kriterijuma. Na primer, proceni¢éemo skup studenata u odnosu na tri predmeta:
matematika, fizika i knjizevnost. Mi Zelimo da damo veéu vrednost prirodnim naukama,
nego knjizevnosti, ali sa druge strane Zelimo da damo prednost studentima koji su dobri u
sva tri predmeta. lako je primenjen TODIM metod u ovom slucaju, reSenje se svelo na
primenu Sokeovog integrala, $to znadi da je prosiren TODIM metod sveden na obican
operator agregacije, Sto odstupa od osnovne ideje TODIM metoda, jer u proSirenom TODIM

metodu dominacija alternative @;, nad alternativom @; nije uzeta u obzir. Takode, prosiren

TODIM metod ne reSava problem nesigurnih informacija. Stoga je neophodno razviti novi
TODIM metod radi prevazilazenja ovih nedostataka. U ovom poglavlju je proSiren
tradicionalni TODIM na primenu u hesitant fazi okruzenju i uzet je u obzir interaktivan
fenomen medu kriterijumima.

Problem visekritrijumskog odlucivanja predstavlja proces nalazenja najbolje alternative
medu mogudim alternativama, gde se sve alternative mogu proceniti na osnovu broja

kriterijuma ili atributa. Neka je Az(ai,az,...,am)skup alternativa, Cz(Cl,CZ,...,Cn) skup

n
kriterijuma sa teZinskim vektorom, o =(a,, @,,...,®, )T, tako da je @, >0 i Za)k =1. Onda
k=1

mozemo formirati sledeéu matricu odlucivanja D:
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gde X, pokazuje rejting alternative @ u odnosu na kriterijum C,. Podaci za matricu

odlucivanja D dolaze iz razli¢itih izvora, tako da je neophodno normalizovati ih, da bi ih
transformisali u dimenzionalnu matricu, Sto omogudéava uporedivanje razli¢itih kriterijuma.

Koristimo normalizovanu matricu odlu¢ivanja R = [I’ik]mxn .

TODIM metod je baziran na nelinearnoj PT posto je oblik njegove funkcije vrednosti isti kao
funkcija dobitka-gubitka u PT-u. Ovde se dobici i gubici uvek utvrduju u odnosu na
referentnu tacku, koja je obi¢no kriterijum sa teZzinom najvece vrednosti. Za normalizovanu

matricu odlucivanja i teZinski vectora):(a)l,a)z,...,a)n )T forma TODIM algoritma je opisana

kroz sledece korake, videti [Gom92]:

Korak1.

Na osnovu normalizovane matrice odlucivanja Rz[rik] i teZinskog vektoraw,

mxn

izracunavamo vrednosti ¢C(ai,aj) koriste¢i slede¢u formulu i uzimaju¢i da @ varira u

intervalu od 1 do 10, videti [Gom13]:

,
gde m,, =—predstavlja trade off stopu (ili trade off teZinski faktor) izmedu referentnog
a)r

kriterijuma r i bilo kog drugog generic¢kog kriterijuma c. Indeks r identifikuje referentni
kriterijum za donosioca odluka. To moze biti, na primer, kriterijum koji donosilac odluka
smatra najvaznijim. Lako je uvideti da bilo koji kriterijjum mozZe da bude izabran kao
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referentni kriterijum; I i r,, su normalizovana procena alternative @ i @; u odnosu na

kriterijum c; @ predstavlja faktor gubitka; razli¢iti izbori 6 vode do razli¢itih oblika funcije
vrednosti u PT u negativnom kvadrantu.

Korak 2.

Izracunavamo dominaciju svake alternative @; nad alternativoma,; koristeci sledeci izraz:

m

S(a.a))=Y¢(a.a;), gdei=1..n, j=L..,n, (2

c=1

gde ¢C(ai,aj), predstavlja doprinos kriterijuma c funkciji 5(ai,aj), kada poredimo

alternative @; i a;.
Korak 3.

Izra¢unavamo globalnu vrednost alternative @;,i=1,...,n putem normalizovanja finalne

matrice dominacije koristeci slededi izraz:

jZi;&(ai,aj)—mini JZ:ﬁ(ai,aj)

& = . (3)

| mwiié(ai,aj)—miniié(ai,aj)

=1 =t

Korak 4.
Rangiramo alternative na osnovu toga da su najbolje one koje imaju najvecu vrednost &; .

Koriséenje numeric¢kih vrednosti u oceni alternativa moZe imati ograni¢enja u pogledu
nesigurnosti. U nastavku je predloZzen nadograden TODIM metod za reSavanje MDCM
problema sa nesigurnim informacijama.

6.1. Hezitant fazi inetraktivan MCDM baziran na prosirenoj TODIM metodi

6.1.1. Neodlucan (hezitatan) fazi skup

Hezitant fazi skup (HFS) koristi se u situacijama kada je donosilac odluka neodlucan
prilikom izbora izmedu nekoliko vrednosti za procenu indikatora, alternative, varijable itd. U
poslednje vreme MCDM problemi sa hezitat fazi informacijama dobijaju sve vise paznje i
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ravili su se mnogi MCDM metodi. Nijedan od njih, medutim, ne moZe da se koristi da se rese
MCDM problemi u slu€aju razmatranja psiholoskog ponasanja donosioca odluka.

U ovom delu, prvo ¢emo pregledati neke osnovne koncepte hezitatan fazi skupa.

Definicija 6.1 Neka je X fiksni skup. Hezitant fazi skup (HFS) od X se definise pomodu
funkcije koja vraca podskup od [0,1], kada se primeni na X. HFS se mozZe izraziti
matematickim putem slede¢om formulom, videti [Xiall]:

E={<xh(x)>xeX},

gde je h-(X) skup vrednosti u [0,1], koji oznatava moguci stepen pripadnosti elementa
X e X skupu E. Da bi nam bilo lak3e, oznatiéemo h=h.(X) hezitatnt fazi element (HFE), a

H ée biti skup svih takvih elemenata.

Definicija 6.2 [Xial1]: Neka su h, h, h, tri HFE-a. Osnovne operacije nad njima defini3u se

na slededi nacin:

(i) h°=U,,{l-7},
(i) hoh,=U, 4 a1V 7]

(i) bl =U, o, 1A

(iv) h®h,=U, . o (77271721
(v) h®h=U, . . o {17}

vi) h* =U, ., {r*},

i) Ah=U,.,f1-(1-7)"}.

>
Definicija 6.3 [Xial1] Za HFE h formula s(h)=-2"— se naziva score funkcija od h, gde je

1(h)

I(h), broj elemenata u h. Za dva HFE-a h,h, , ako je S(hl) > s(hz), ondaje h >h,; ako je

s(h,)=s(h,), ondaje h =h,.

Definicaja 6.4 Neka su h,h, dva HFE-a na X ={X,X,,...X,}. Hezitant normalizovano

Hamingovo rastojanje izmedu h, i h, defini$e se na sledeéi nain:

hlo(j)(xi)_h;(j)(xi )‘

j=1

dhnh (hl’hz):::_-zll
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gde je I:max{l(hl),l(hz)}, hW(x) i hf¥(x) su jta najveca vrednost u h(x) i

h, ().

U vecini slucajeva, kako je |(h1) #1 (hz), da bi radili ispravno, treba da proSirimo manji HFE
da bi oba bile iste duZine kada ih poredimo. Za proSirenje manjeg HFE-a, najbolji nacin je da
dodamo istu vrednost nekoliko puta. Zapravo, mozemo prosiriti kraé¢i HFE dodavanjem bilo
koje vrednosti. Izbor ove vrednosti uglavnom zavisi od preferencije prema riziku donosioca
odluke. Optimisti iS¢ekuju poZeljan ishod i mozda ¢e dodati maksimalnu vrednost, dok
pesimisti ofekuju nepovoljan ishod i moZda ¢e dodati minimalnu vrednost. Ovde mi
pretpostavljamo da su svi donosioci odluka pesimisti.

6.1.2. Prosirena TODIM metoda bazirana na Sokeovom integralu

U ovom delu opisan je prosireni Sokeov TODIM metod u cilju redavanja hesitant fazi MCDM
problema, gde se razmatra interaktivnost medu kriterijumima. Prvo se meri interaktivna
kriterijumska teZina putem Seplijeve vrednosti. Onda se prospektna vrednost kriterijuma za
svaku alternativu racuna putem prospektne vrednosti funkcije hezitent fazi skupa. Zatim se
stepen dominacije svake alternative u odnosu na ostale rac¢una putem Sokeovog integrala.
Globalna vrednost svake alternative moZe da se dobije i alternative se mogu rangirati.

Kod nekih prakti¢nih problema, hezitant fazi skup moZze se efikasno koristiti da se modeliraju

sledece situacije. Na primer, ako donosilac odluke ima nekoliko vrednosti za alternative a;
pod kriterijumom C; , koji nije sasvim poznat, ove vrednosti mogu se smatrati kao hezitant
fazi element h; . U slucaju kada dva donosioca odluke imaju istu vrednost, onda se vrednost
pojavljuje samo jednom u hij. Stoga, mi prosSirujemo TODIM metod da bismo resili
interaktivni MCDM problem sa hesitant fazi informacijama. Pretpostavimo da matrica
odlucivanja koja sadrzi hesitant fazi elemente, ima sledec¢u formu:

h, o hy
D=| i .
h

ml o mn

gde je hij rejting alternative @; u pogledu kriterijuma C; koji nije sasvim poznat i mi samo
znamo hij=(hE(X))ij=injehij {yij}, Sto predstavlja skup svih moguéih vrednosti koje

alternativa @, € A moze da ima u pogledu atributa ¢, €C.
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Na osnovu hezitant fazi matrice odlu¢ivanja D, prosireni TODIM metod na bazi Sokeovog
integrala opisan je slede¢im algoritmom i prikazan na sledeéoj Semi po koracima:

Koriséenje

Odrediti problem visekriterijumskog odlucivanja, MCDM Metode

Odrediti kriterijume za progenu alternativa i eksperte

l l

Obezbediti procenu

Subjektivna procena teZine
vrednosti od strane HFS

kriterijuma

formula

transformacije

Koriséenje
Sokeovog

»
»

KoriS¢enje

\4

. . . Odredivanje fazi mere i
Normalizovati matricu

Seplijeve tefine

B

Lambda mere i
Seplijeve v.

Matrica evaluacije

integrala

Poredenje

Matrica stepena dominacije

Koriséenje
prosirene
vrednosti
funkcije

Stvaranje

Globalne vrednosti za alternative

globalnih
vrednosti

A

Rangiranje alternativa

stepena
dominacije

Slika 6.1 Prikaz prosirene TODIM metode predstavijene Sokeovim integralom

Korak 1. Normalizujemo matricu odlucivanja. Ako postoje atributi korisnosti i troskovni

atributi u MCDM-u, mozemo da transformiSemo vrednosne atribute troskovnog tipa u
rejting vrednosti benefitnog tipa na osnovu sledeceg:
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h;, za benefitne atribute c;

r. = c . . ) (4)
(hij) , za troskovne atribute c j

C C
gde je (hij) komplement od h;, tako da vaZi (hij) :Un,-ehi,- {1—7/ij}, i=12,..,m,
j=L12,..,n. U ovom sluaju hesitant fazi matrica odlucivanja Dz(hij )m ) moze da se

tranformise u odgovarajucu normalizovanu hezitant fazi matricu odlucivanja R = (ﬁj)

mxn

Korak 2. lzratunavamo Seplijevu vrednost. Na osnovu stvarnog MCDM problema, fazi
gustina §, =0 ({Ck}) svakog kriterijuma moze da se odredi putem DM. Na osnovu definicija

i teorema iz prethodnog poglavlja izra¢unavamo parameter A i fazi meru g. Potom se
izracunava Seplijeva vrednost svakog kriterijuma.

Korak 3. IzraCtunavamo dominantne vrednosti ¢C(ai,aj) od alternative @, u odnosu na
svaku alternativu &;, uzimajuci u obzir genericki kriterijum c koristeci slede¢u formulu, gde

@ varira u intervalu [1,10]:

(Drcdhnh (ric' Ich)
2P
c=1
¢C(ai'ai): 0, s(ric):s<rjc) , (5)
1 [Czrill¢rc}dhnh(ric’rjc)

0 Pre

C

gde o, . predstavlja trade off stopu (ili trade off Seplijev teZinski faktor) izmedu
?,

:
referentnog kriterijuma r i bilo kog drugog generickog kriterijuma ¢ . Referentni kriterijum
donosioca odluka oznacavamo sa . To mozZe da bude, na primer, kriterijum koji donosilac
odluka smatra najvaznijim. Jednostavno je uvideti da bilo koji kriterijum moZe da bude

izabran kao referentni kriterijum; S(ric)i s(rjc)predstavljaju rezultirajuc¢u funkciju hezitant
fazi skupa f; i 1. dhnh(l’ic,rjc)predstavlja hezitant normalizovano Hamingovo rastojanje

izmedu dva hezitant fazi skupa I, i r. Trislucaja mogu da se jave u prethodnoj formuli:
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(i) Akoje s(r,)>s(r, ), to predstavlja dobitak,
(i) Akoje s(r,)= s(rjc), to predstavlja neutralnost,
(iii) Ako jes(r,) < s(rjc) , to predstavlja gubitak.
0 predstavlja faktora gubitka, razli€iti izbori @ vode do razlicitih oblika funkcije vrednosti PT
u negativnom kvadrantu. Zatim se izraCunava matrica evaluacije.

Korak 4. IzraCunavamo dominaciju svake alternative @ nad svakom alternativom a;

koristedi sledecu jednacinu:

¢<k>(a“ai)[”(Bw))‘”(B(kfl)ﬂ* > ¢(k)(ai,aj)[#(/%@)—#(/%m))} (6)

p
5(a.a;)=
k=1 k=p+1
L j=12,..,n,
gde (.) u indeksu oznacava permutaciju takvu da vazi:

by (308;) <4 (2,8) << 4, (308,) <0< (3,8 ) < < 4 (2,3

By = (G - By =@ Ay = {6} » Ay =2

¢k(ai,aj) predstavlja doprinos kriterijuma C, funkciji 5(ai,aj), kada poredimo
alternative @; i a;. Onda se matrica dominacije alternative @; nad alternativom a; dobija

na nacin prikazan u tabeli 6.1.

a a, g a,, n
a 5(a.a,) 5(a,a) s(a.a,,) o(a.a,)
a, d(a,a) é(a,,a;) é(a,a,,) 6(a,a,)
a 6(a,a) 5(a.a,,) 6(a.a,)
a_, d(a,.a) da.a) 5(a,,.a) 5(a,y.a,)
a, d6(a,a) d6(a,a,) 5(a, &) 5(a,.a,,)

Tabela 6.1 Matrica dominacije

Korak 5. Izracunavamo globalnu vrednost alternative @;, normalizovanjem finalne matrice

dominacije na osnovu (3).

Korak 6. Rangiranje svake alternative u odnosu na globalnu vrednost & . Najbolje

alternative su one koje imaju to veéu vrednost &, .
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Korak 7. Kraj.
Napomene:

1. Gore prikazani produzeni TODIM prevazilazi nedostatke i u potpunosti oslikava osnovnu
ideju klasicnog TODIM metoda. U isto vreme produZeni TODIM metod primenjuje se u
situacijama gde su ulazni podaci podloZni tome da budu opisani putem hezitant fazi
skupova.

2. Za prosireni Sokeov Todim metod, gde je A,BeP(X) , ANB=Y

,u(AU B):,u(A)-i-y(B), A i B se razmatraju kao nezavisni (bez interakcija), i @ =0.5,

predloZeni proSireni TODIM se svodi na klasican TODIM. Stoga je predlozeni TODIM
fleksibilniji u reSavanju MCDM problema.

6.1.3. PC-TODIM

Drugi pristup je razvijen za rangiranje alternativa, inspirisan idejom PROMETHEE-Il metode,
videti [Vin85]. Sledi kratak opis ovog pristupa.
Za matricu dominacije koja je prikazana u Tabeli 6.1, neka 7" (8;) bude stepen dominacije

koji predstavlja meru da alternativa @, dominira nad drugim alternativama, a ﬁ_(ai) je

nedominantni stepen koji predstavlja meru da druge alternative dominiraju nad

alternativom @;. Kako alternative @, posmatara n—1 drugih alternativa u A, ovde je

7’ (ai) i T (ai) definisano na sledeci nacin:

7r+(ai):ni_1_zn:§(ai,aj), i=12,....n, (7)
j=1

J#i

7r‘(ai):ni_l .n §(aj,ai), i=12,..n (8)
j=1

J#i

Neka je ﬂ(ai) relativni stepen dominacije koji meri razliku izmedu dominantnog i

nedominantnog stepena alternative @;, Sto znaci da se ﬂ(ai) moze izraCunati putem

sledeée formule:

r(a)=7"(a)-7(a). ()
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ﬁ(ai) moZe da se posmatra kao vrednost rangiranja alternative a,;. Ocigledno je da Sto je

veée 7z(ai ) to ¢e bolja biti alternativa a;. Stoga, na osnovu, ﬂ(ai), i=12,...,n moZzemo da

opisemo rezultat rangiranja alternativa ili izaberemo pozeljne alternative.

Na osnhovu ove analize, kombinovanjem Sokeovog TODIMA sa PROMETHEE-II metodom,
nastaje novi produzeni TODIM pod nazivom PC-TODIM. Algoritam za reSavanje hezitant fazi
MCDM problema dat je u sledeé¢im koracima:

Korak 1. Normalizujemo matricu odlucivanja na osnovu (4).

Korak 2. Izraéunavamo Seplijevu teZinu.

Korak 3. Izracunavamo vrednosti dominacije ¢, (ai,aj) alternative @, nad svakom
alternativom a; uzevsi u obzir genericki kriterijum c koriscenjem (5) i variranjem 6 u

intervalu [1,10].

Korak 4. Izracunavamo dominaciju svake alternative & nad svakom alternativom a; na

osnovu (6).

Korak 5. Izracunavamo stepen relativne dominacije 7r(ai ) koristeci (9).

Korak 6. Utvrdujemo rezultat rangiranja alternativa na osnovu 7(&;).

Korak 7. Kraj.
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7. Premium princip

7.1. Stohasti¢ka dominacija

Koncept stohasticke dominacije (engl. Stohastic dominance) predstavlja analiticko sredstvo
za rangiranje dve investicione alternative, videti ([Man06], [Lon11], [Knel5]). Stohasticka
dominacija vrsi rangiranje koriste¢i celokupnu funkciju raspodele. Funkcija korisnosti je
slu¢ajna promenljiva koja prati isplativost kockanja od stvarnih vrednosti do mogudih
vrednosti. Kada imamo dve slucajne promenljive, ne mozemo da ih poredimo. Ako su X i Y
slu¢ajne promenljive, onda iskaz X <Y nema smisla sam za sebe. Iskaz X (@) <Y (w) za sve
o€, ima smisla. Jedan nacin za uporedivanje slucajnih promenljivih jeste izracunavanje
njihovih ocekivanja. Proces dodeljivanja ocekivanja ukljuCuje sintezu slucajne promenljive i
verovatnoce slucajne promenljive kojoj je dodeljena druga vrednost. Posto je teSko utvrditi
funkciju korisnosti nekog ekonomskog subjekta, bilo bi korisno uporediti projekte bez toga
da se definiSe funkcija korisnosti, ve¢ da se koristi ocekivana korisnost. Stohasticka
dominacija omogucava mehanizam da se ovo izvrSi putem merenja relativnog rizika dve
distribucije verovatnoda.

Hanoh i Levi, videti [Han69]), su prvi autori koji su se bavili stohastickom dominacijom.
Stohasticka dominacija omogucdava parcijalno uredenje skupa slu¢ajnih promenljivih, koje su
u nasem slucaju prinosi investicija, a kako imamo samo parcijalnu informaciju o
preferencijama investitora i, samim tim, izbora njihovih funkcija korisnosti, mozemo
ostvariti samo parcijalno uredenje datog skupa, videti [Lev06], [Lon11]. Koncept
prvostepene stohasticke dominacije, podrazumeva da investitor preferira vecu zaradu
posmatrajuéi skup svih neopadajuc¢ih funkcija korisnosti. Ukoliko pretpostavimo da
investitor ujedno ima i odbojnost ka riziku, tada posmatramo samo one funkcije korisnosti
koje su neopadajuée i konkavne, Sto predstavlja koncept drugostepene stohasticke
dominacije.

Definicja 7.1 Neka su X i Y dve slu¢ajne promenljive nad istim skupom mogucih ishoda i
neka je F, :R—[0,1] funkcija raspodele verovatnoéa, F,(n7)=P(X<7) , za neR.
Kazemo da X prvostepeno stohasti¢ki dominira u odnosu na Y (engl. first stohastic
dominance, FSD), u oznaci X >, Y , ako i samo ako je:

F.(m) <K () ,zasve neR,

i ako za neko 17, € R vazi F (1,) < F, (73,) -

Primer 7.1 Posmatrajmo dve investicione alternative, videti [Knel5]:
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Investicija A Investicija B
ishod verovatnoca ishod verovatnoca
12 1/3 11 1/3
10 1/3 9 1/3
8 1/3 7 1/3

Na osnovu tabele 7.1 nije moguée doneti zakljucak koju alternativu izabrati. Moguce je da
prinos na investiciju B bude 11%, dok na investiciju A moZe da bude 10% ili 8%. Sledeca

Tabela?7.1 Prinosi verovatnoce za investivije A i B

tabela u kojoj prikazujemo funkcije raspodele pomaze u resavanju ove dileme:

Prinos Funkcija raspodele
R A B
7 0 1/3
8 1/3 1/3
9 1/3 2/3
10 2/3 2/3
11 2/3 1
12 1 1

Tabela 7.2 Funkcije raspodele za investicije A i B

Iz prethodne tabele uo¢avamo da je kumulativha verovatnoda ostvarenja nekog prinosa
uvek veca za investiciju B, na osnovu ¢ega zaklju¢ujemo da je verovatnoéa ostvarenja nizeg
prinosa veda za investiciju B. Dakle, investicija B je rizi¢nija pa ée investitor koji preferira vise
u odnosu na manje izabrati investiciju A. U ovom primeru investicija A dominira nad
investicijom B prema prvostepenoj stohastickoj dominaciji.
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Slika 7.1 Prvostepena stohasticka dominacija

Stohasticka dominacija je primer osnovnog racionalnog uslova koji relacija preferencije ili
model odlucivanja treba da zadovolji. Predstavimo lutriju pomoéu dekumulativne funkcije

raspodele. Za lutriju  P=(P,X; Py X5 PpX,)  za koju vaii 0<x <X, <..<X,
dekumulativna funkcija je definisana na slede¢i nacin, videti [Gral6]:

n

Gp(X): Z P; (xeR"),

i=i(x)+1
gde je i(X):maX{ie{O,...,n}|X>Xi}, za x>0, i(0)=0i X, =0.

KaZzemo da lutrija P prvostepeno stohasticki dominira u odnosu na lutriju (, ako vazi
G,(x) 2 G,(x) zasvako xeR", sa strikthom nejednako3¢u za najmanje jedno x (G, >G,).
Relacija preferencije zadovoljava stohasticku dominaciju ako za lutrije P,q vaZi sledeca
implikacija G, >G, = p>q.

7.2. Paradoksi racionalnog izbora

7.2.1. Aleov paradoks

Prvi veliki izazov teoriji ocekivane korisnosti postavlja Ale [All53], ukazujuci na kontradikciju
rezultata koje predvida teorija korisnosti i izbora koji veéina ljudi smatra racionalnim, videti
[Dam14]. Ale je pokazao da se pojedinci ¢esto ne ponasaju u skladu sa ocekivanom
korisnoséu i izveo je eksperiment koji potkrepljuje njegove tvrdnje, koji je nazvan Aleov
paradoks, videti [Mas95]. Jedan od uslova racionalnog odlucivanja je i princip nezavisnosti,
sekundarni aksiom u originalnoj verziji Nojmana i Morgensterna, koji se izvodi iz prva tri
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navedena. Po tom principu izbor izmedu dve opcije treba da zavisi samo od toga kako se te
opcije razlikuju, a ne od faktora koji je isti za obe alternative. Na primer, ukoliko se bira
izmedu dva automobila koji su presli istu kilometrazu, onda kilometraza nije faktor na
osnovu kojeg se odlucuje. Princip deluje primenljivo - racionalni donosilac odluke treba da
se fokusira na razlike u odredenim parametrima. Aleov eksperiment je uzdrmao ovaj princip.

Posmatrajmo sledeéi primer, videti [Dam14]:
Primer 7.2

A: siguran dobitak 1 000 000 S.

B: lutrija: 5 000 000 $ verovatnoda 0.10,
1 000 000 S verovatnoda 0.89,
0 S verovatnoca 0.01.

Vecina ljudi ¢e izabrati opciju A, tj.siguran dobitak od milion evra. Opcija B je previse
odbojna (jer u njoj postoji minimalna verovatnoéa da ne dobiju nista), iako je njena
ocekivana vrednost veca od sigurnog iznosa opcije A:

(0.10-5000000 + 0.89-1000000+0.01-0 =1350000).

C: lutrija: 1 000 000 S verovatnoda 0.11,
0 S verovatnoca 0.89.

D: lutrija: 5 000 000 S verovatnoca 0.10,
0 S verovatnoca 0.90.

Paradoks se ocitava u slede¢em: vecina ljudi se u prvom slucaju opredeljuje za A (siguran,
iako manji dobitak), a u drugom slucaju za opciju D (neznatno manja verovatnocda za znatno

vedi dobitak u odnosu na opciju C). Nasuprot tome, sa stanovista teorije korisnosti, ako
preferiramo A u odnosu na B, onda moramo preferirati C u odnosu na D.

Primer 7.3
Posmatrajmo sledece dve lutrije P, ( videti [Gral6]:

0.8
40005

1
o: 07 20008 03 0%

Kako je P sigurna lutrija, vecina ljudi ¢e preferirati P u odnosu na (, p*>(, zato Sto se
siguran dobitak preferira u odnosu na rizi¢no kockanje, a dobitak od 1000S vise, ne smatra
se dovoljno atraktivnim u poredenju sa moguénos$céu ishoda od 0S.

U slede¢em koraku predloZeni su sledeéi izbori:
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0.03 30008 004 4opps
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.95 ’ 0,96 05

Ovde vecina ljudi preferira g u odnosu na p , zato $to je verovatnoca dobijanja 4000S u q ,
skoro ista kao i verovatnoc¢a dobitka od 3000$ u p .
Medutim donosilac odluke pratedéi teoriju korisnosti, trebao bi da preferira p'u odnosu na

q' , akovazi p>(q, Sto sledi iz slededeg:

p>q< EU(p)>EU(q)

< u(3000) > 0.2u(0) + 0.8u(4000)

< 0.05u(3000) > 0.01u(0) + 0.04u(4000)

< 0.05u(3000) +0.95u(0) > 0.96u(0) +0.04u(4000)

< EU(p)>EU(q)

Sp-q.
Ipak, eksperiment je pokazao da vedina ljudi narusava teoriju ocekivane korisnosti, u ¢emu
se i oCitava Aleov paradox.

Razlog za neuspeh koncepta ocekivane korisnosti u Aleovom paradoksu leZi u pogreSnom
predstavljanju averzije prema riziku. Ocekivana korisnost moZe da predstavlja averziju
prema riziku samo na osnovu konkavnosti funkcije korisnosti, ali oCigledno je da je averzija
prema riziku slabo povezana sa percepcijom bogatstva. Iz ovog razloga su psiholozi
pedesetih godina proslog veka, videti [Edv55], razvili ideju da transformisu verovatnoce
umesto transformacije bogatstva. Transformacija verovatnoée dovodi do krSenja stohasticke
dominacije i postaje neprimenljiva u procesu odlucivanja.

Neka je data lutrija P=(p,, X;; Py, X,;... P, X,) - Edvardova ideja da predstavi averziju prema
riziku sastojala se u tome da primeni funkciju distorzije ¢ na distribuciju verovatnoce.
Numeri¢ka reprezentacija preferencije je:

V(p)= in(o(pi)-
i=1
Ako ¢ nije identitka funkcija, onda postoje p, p €[0,1] za koje vazi:
o(p +p)=¢(p)+e(p).

Pretpostavimo da je @(p +p ) > o(p)+o(p).
Neka je data lutrija P =(Py,X; Pys Xy;---Pyr X,) za koju vazi 0< X <X, <..<X i p,, =P,
p, = p’. Smanjimo koli¢inu X, postepeno do X.,. Kada se to dogodi ¢(p)+¢(p) se

88



zamenjuje sa @(p +p ), tako da se V(p)povecava iako se jedan od ishoda smanjio, $to

dovodi do krsenja stohasticke dominacije. Ovo ¢&ini princip transformacije verovatnoée
nepromenljivim u odlucivanju.

7.2.2. Elzbergov paradoks

Elzberg [Ell61] je predloZio sledeci eksperiment. U kutiji se nalazi 90 loptica, koje mogu biti
crvene, Zute ili plave. Znamo da kutija sadrzi 30 crvenih loptica, a preostalih 60 su ili Zute ili
plave u nepoznatom odnosu (moZe se desiti da bude npr. 30 Zutih i 30 plavih, kao i nijedna
Zuta i 60 plavih kuglica). Iz kutije se bira jedna loptica i sledeca kladenja su predloZena, videti
[Gral6]:

1. da je loptica crvene boje ili da je loptica plave boje. Ako pogodite boju dobijate
100S, u suprotnom ne dobijate nista.

2. daje loptica crvenaili Zuta, ili da je izvucena loptica ili plava ili Zuta. Ako pogodite
boju dobijate 100S, u suprotnom ne dobijate nista.

Eksperimentali rezultati pokazuju da se vedina ljudi kladila na crvenu kuglicu u prvom
koraku, jer su sigurni da je 1/3 loptica crvene boje, dok nema nikakve garancije za kuglice
plave boje (mozda ih uopste i nema).

U slede¢em koraku vedéina ljudi se kladila na opciju plava ili Zuta iz istog razloga: 2/3 loptica
cu plave ili Zute, dok je kod druge opcije (crvena ili Zuta) samo je 1/3 garantovana.

Pokazimo sada da rezultati ovog eksperimenta ne mogu biti objasnjeni teorijom ocekivane
korisnosti.

Formulisa¢emo problem uzimajudéi u obzir stanja i odluke. Stanja se odnose na moguce boje
izabranih loptica, S=(C, Z, P), a odluke se odnose na &etiri moguca kladenja. Prikaza¢emo
posledice razli¢itih odluka u tabeli 7.3.

Odluka Crvena (C) Zuta (2) Plava (P)
f,:  kladenje na | 100 0 0
crvenu

f,:  kladenje na |0 0 100
plavu

f;:  kladenje na | 100 100 0

crvenu ili Zutu

f,:  kladenje na |0 100 100
plavu ili Zutu

Tabela 7.3

Jasno je iz tabele 7.3 da izbor f, > f,, f, > f, dovodi u pitanje princip sigurnosti (engl. The
sure — thing principle). Odluke f, i f, koje se odnose na Zute kuglice su iste, stoga po

principu sigurnosti vaznost imaju samo crvene i plave loptice. Kako su f;i f,identi¢ne kao
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f, i f,po pitanju crvenih i plavih kuglica, izbor f, > f, namece f, > f,, $to ne odgovara

zabelezenom ponasanju ispitanika. Ocekivana korisnost podrazumeva princip sigurnosti,
medutim iz eksperimenta sledi da vedina ispitanika ne primenjuje maksimizaciju ocekivane
korisnosti.

f,-1f, < u(lOO)(P({C})) > u(lOO)(P({P}))
< P{CH>P{P})

Sa druge strane,

fi = f5 < u00)(P({Z, P})) > u(100)(P({Z,C}))
& P({Z,P})>P({Z,C})

<1-P({C}) >1-P({P})

< P({C}) < P({P}).

Jasno je da je doslo do kontradikcije.
Generalno, nijedan model koji pretpostavlja sofistikaciju verovatnoce (engl. Probabilistic
sophistication) ne moZe da objasni ovaj izbor.

Ako ispitanik preferira f, u odnosu na f,, to je zato 3to postoji moguénost da bude manje

plavih kuglica u odnosu na broj crvenih kuglica, P({C})>P({P}). Na osnovu ove

pretpostavke moze se zakljuciti da mozda ima manje loptica koje su crvene ili Zute nego
loptica koje su plave ili Zute, 3to znaci da bi f, trebalo da bude izabrano umesto f,.
Medutim, izbor veéine ispitanika je suprotan.

7.3. Premium princip

Uopstemo govoredi, premium princip je pravilo za dodeljivanje premije riziku osiguranja. Mi
¢emo se fokusirati na premije koje se odnose na novcanu isplatu od strane osiguravajuce
kompanije u vezi sa gubicima koji se mogu osigurati na koje se dodaju dodatni rizik, koji
osiguravaju¢e kompanije uracunavaju uzimajuci u obzir ¢injenicu da su realni gubici retko
jednaki ocekivanim gubicima. Drugim rec¢ima, ignoriSemo dodatke za trosSkove i profit. U
nastavku rada, opisa¢emo tri metode koje aktuari koriste da razviju premium principe.

Prva metoda se zove ad hoc metoda, zato Sto u okviru nje, aktuar definiSe potencijalno
razuman premium princip, a zatim odreduje koju odliku, sa liste poZeljnih osobina, dati
premium princip zadovoljava. Na primer the Expected Value Premium Principle, u kome je
premija jednaka ocekivanoj vrednosti pomnozena brojem koji je veci od jedan, je prilicno ad
hoc, ali zadovoljava neke fine osobine. On zapravo zadrzava affine transformacije slucajnih
promenljivih i aditivan je ili jednak.
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Striktnija metoda je ona koju nazivamo metoda karakterizacije, zato Sto, u okviru nje,
aktuar sastavlja listu osobina koje on Zeli da premium princip zadovolji i onda nalazi
premium princip (ili skup premium principa) koji su odredeni putem ovih osobina. Ponekad,
aktuar ne mora da odredi skup premium principa koji zadovoljavaju datu listu osobina, nego
¢e nadi jedan premium princip koji to Cini. Nalazenje samo jednog takvog premium principa
je losiji metod nego sveobuhvatni metod karakterizacije, ali je u praksi Cesto sasvim
dovoljan. Primer loSijeg metoda je trazenje premium principa koji je skalirano
ekvivarijantan.

Najstriktnija metoda koju aktuar moze da koristi da razvije premium princip, je ona koju
nazivamo Ekonomska metoda. U okviru ove metode, aktuar bira odredenu ekonomsku
teoriju i onda utvrduje premium princip koji iz nje sledi. Vazno je napomenuti da ove
metode ne isklju¢uju jedna drugu. Na primer, the Proportional Hazards Premium Principle,
videti [Wan95], prvo je nastao kada je Wang trazio premium princip koji zadovoljava
osobinu aditivnosti; zapravo Wang je koristio slabiju formu metode karakterizacije. Zatim su
Wang, Young, i Panjer pokazali da Proportional Hazards Premium Principle moZe da nastane
na osnovu preciznog odredivanja liste osobina i pokazivanja da je ovaj princip jedini
premium princip koji zadovoljava datu listu osobina, videti [Wan97].

Neki premium principi nastaju na osnovu jedne ili viSe metoda, na primer, aktuar moze da
ima odredenu osobinu (ili listu osobina) koje njegov premium princip treba da zadovolji. On
zatim nalazi takav premium princip i nakon toga otkriva da taj premium princip moze biti
zasnovan na ekonomskom premiumu principu.

7.3.1. Osobine premium principa

U nastavku ¢emo navesti neke osobine premium principa. Neka je F skup nenegativnih
slu¢ajnih promenljivih na prostoru verovatnoce (Q,F,P), koje nazivamo rizicima

osiguranja. Neka X ,Y,Z pripadaju skupu F i neka je H premium princip, ili funkcija koja
preslikava F u skup nenegativnih realnih brojeva. Zato je moguce da H [X ] uzima vrednost

beskonacéno. Moguce je prosiriti domen premium principa H da ukljuéi negativne sluéajne
promenljive. Mi éemo ovde razmatrati samo isplatu osiguranja i nazva¢emo je isurance loss
randm variable.

1. Nezavisnost: H[X] zavisi samo od dekumulativhe funkcije distribucije od X,

zapravo G, gde je Gy (t) = P{We Q: X (w) >t}. Ova osobina oznadava da premium

zavisi samo od novCanog gubitka, predmeta osiguranja i verovatnoée da ce se
dogoditi dati nov€ani gubitak, a ne od izvora novéanog gubitka.

2. Risk loading: H [X]Z E(X) za sve X € F . Loading for risk (dodatak za rizik) je
pozeljan jer je generalno potrebno premium pravilo da bi se naplatio u najmanju
ruku olekivani iznos za rizik X , zapravo E(X), u razmenu za osiguravanje rizika. U

suprotnom osiguravajuc¢a kompanija ¢e u vedéini slucajeva izgubiti novac.
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3. No unjustified risk loading (Bez neosnovanog risk loading-a): Ako je rizik X € F
indenti¢no jednak konstanti ¢>0 (gotovo svuda), onda je H [X]:C. Za razliku od

osobine 2. (Risk loading), ako znamo sigurno (sa verovatno¢om 1) da je isplata
osiguranja c, onda nemamo razlog da obracunamo risk loading, zato Sto nema
neizvesnosti vezane za isplatu.

4. Maksimalni gubitak: H [X]S eSSSUp[X] zasve X e F.

5. Translatorna invarijantnost (eng. translation invariance): H [X +a]= H [X]+a, za

sve X e F isve a>0. Ako poveéamo rizik X za fiksni iznos &, onda ova osobina

navodi da bi premija osiguranja (premium) za X +a trebalo da bude premium za X
povecan za fiksni iznos a.

6. Skalna invarijantnost (eng. scale invariance): H [bX] =bH [X], zasve X e F isve
b>0.

Iz osobina 5. i 6. sledi osobina 3. pod uslovom da postoji rizik Y takav da je H [Y]<oo.
Zapravo, akoje X =c,ondaH [X]z H [C]: H [C+0]: H [C]+ H [0]=C+O=C. Vazi da je
H [0]=0 zato $to H [O]: H [0Y]=OH [Y]=O.

Skalna invarijantnost je takode poznata pod nazivom homogenost prvog stepena u
ekonomskoj teoriji. U sustini ova osobina oznacava da je premium za dupliranje rizika dupli

premium jednog rizika. Obi¢no se koristi nearbitrazni argument da bi se opravdalo ovo
pravilo. Ako je premium za 2X vedi nego dvostruki premium za X, onda se moZe kupiti
osiguranje za 2X, tako $to se kupi osiguranje za 2X kod dve razli¢ite kompanije, ili kod iste
osiguravajuce kompanije u vidu dve polise. Sliéno, ako je premium za 2X manji nego
dvostruki premium za X, onda se moze kupiti osiguranje za 2X, prodati osiguranje za X i X

i na taj nacin arbitrazni profit. Skalna invarijantnost ne bi bio racionalan izbor ako je rizik X
veliki i osiguravaju¢a kompanija (ili trziSte osiguranja) ima dodatna ogranicenja. U tom
sluéaju, moZzemo ocekivati da je premija za 2X veéa nego dvostrka premija za X.

7. Aditivnost: H [X +Y]:H [X]-I—H [Y] zasve X,Y e F.

8. Subaditivnost: H [X +Y]£ H [X]+H [Y] zasve X,Y e F.

U okviru subaditivnosti obezbedeno je da zbir premija dva rizika nije veéi od zbira
pojedinacnih premija. U suprotnom kupac osiguranja bi jednostvno osigurao dva rizika

pojedinaéno. Medutim, nearbitrazni argument koji tvrdi da H [X +Y] ne moze biti manji od
H[X]-I—H[Y]nije primenljiv jer generalno nije moguée da kupac osiguranja proda

osiguranje za dva rizika pojedinacno.
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9. Superaditivhost: H [X +Y]2 H [X]-I— H [Y] zasve X,Y e F.

Treba naglasiti da osobine 8. i 9. mogu da budu oslabljene zahtevanjem samo H[bX] < bH[X]
ili H[bX] = bH[X] za b > 0. Zatim mi mozZemo oslabiti osobinu aditivnosti zahtevajudi
aditivnost samo za odredene rizike osiguranja:

10. Aditivnost za nezavisne rizike: H [X +Y] =H [X]+ H [Y], za sve X,Y e F tako da

su X i Y nezavisni.

11. Aditivnost za komonotone rizike: H [X +Y]= H [X ]+ H [Y ] zasve X,Y e F takve

dasu X i Y komonotoni. Aditivhost za komonotone rizike je poZeljna zato $to ako
prihvatimo subaditivnost kao generalno pravilo, onda je neracionalno da imamo

H[X +Y]<H[X]+H[Y], jer rizici nisu suprostvljeni vec se zajedno krecu. Treba

naglasiti da osobina 11. implicira osobinu 6., ako H dodatno zadovoljava uslov
neprekidnosti.

12. Monotonost: Ako je X (W) <Y (W) onda zasve weQ, sledi H [X ] <H [Y]

7.3.2. Premium princip baziran na integralima (the Integral-based premium principle)

Neka je F klasa rizika osiguranja f :QQ— R na merljivom prostoru (Q,Z). Oznacdimo sa
M klasu svih neaditivnih mera na merljivom prostoru (Q,Z), gde je ¥ o —algebra
podskupovaod Q, P:X— [0,1] mera verovatnoce. Neka je J, klasa svih neaditivnih mera
za koje vazi da je m(Q):b. Neaditivna mera je normalizovana, ako je ispunjeno m(Q):l.

Premium princip bazaran na integralima (engl. The integral-based premium principle) je bilo
koje pravilo IT: FxMx M —R za dodeljivanje premije TI(f,m;,m,) riziku osiguranja
f :Q—> R, videti [Pap17], [Mih19]. Oznag¢imosa f"=fv0, f =—f vO0.
Dualnu skupovnu funkciju m12—>[0,00), skupovne funkcije m, me M, definilemo na
sledeci nacin:

mM(A)=m(Q)-m(Q\A),

zasve AeQ.

Sa I(f,m) :jm({wl f(w) > X}) dx oznacavacemo Sokeov integral.
0

U sledeé¢em primeru navodimo neke premium principe bazirane na integralima koji se Siroko
proucavaju u literaturi, videti ([Tve92], [Qui93], [Wak10], [YouO06]).
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Primer 7.1

(i) Net premium princip (engl. The net premium principle), definisSe se za f e F i za

meru verovatno¢em=P € M kao:
E(f)=II,(f,P,P)=1(f",P)-1(f",P).

(ii) Distorzioni premium princip (The distortion premium principle), definiSe se za f ¢ F
i m=PeM kao:

My (F.mm) = 1(F5,m)— 1(f7,),
gdeje m=goP za neopadajucu distorzionu funkciju g:[0,1] -[0,1],

g(0)=0, g@®=1

(iii) Asimetri¢ni premium princip baziran na Sokeovom integral (The asymmetric
Choquet integral-based premium principle), definiSe se za f € F i monotonu meru

me M, kao:
My (f,mm)=1(f7,m)—1(f",m),

gde je M dualna skupovna funkcija funkcije m.

(iv) Generalni CPT premium princip (engl. The general CPT premium principle), definiSe

seza f € Fimonotone mere m,m, € M kao:

Heer (F,m,m,)=1(f5,m)—1(f",m,).

Primer 7.2

Neki premium principi nemaju isti oblik kao gore navedeni principi, iako su predstavljeni

pomocu monotonih integrala:

(i) The mean premium principle, definise se za f € F, meru verovatnote P e i

rastucu funkciju realne vrednosti, ¢ ,#(0) =0, kao:

I, (f)=¢"(1{g(f),P)).
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(ii) Eksponencijalni premium princip (engl.The exponential premium principle), definise

seza f € F, meru verovatno¢e P e Mi o >0 kao:

I, (f) :éln(l €', P)).

Eksponencijalni premium princip zadovoljava mnoge dobre osobine, ukljuc¢ujuéi aditivnost u
pogledu nezavisnih rizika. Za viSe detalja vezanih za premium principe bazirane na
integralima pogledati [Qui93], [Wak10], [Yaa87].

7.4. Uopsteni premium princip baziran na KPT integralima

Sada uvodimo uopsSteni premium princip, koji pokriva prethodne primere i reSava
modeliranje iz primera koji ¢e biti opisan u slede¢em poglavlju , videti [Pap17], [Mih19].

Neka F predstavlja klasu rizika osiguranja f :QQ— RR.

Uvodimo slededi opsti KPT tip integrala:

Definicija 7.1 UopSteni premium princip baziran na KPT integralima (The CPT-like integral-
based premium principle) Hepy 2 F x My x M, — R za rizik osigranja f € F i m,m, e M,

se definiSe na sledeci nacin:

Mepr (f,m,m,) =g (1(g(7),m) = 1(4( ), m,)),
za neparnu, rastucu, neprekidnu funkciju g: R > R.
Napomena:

(i) Akoje ¢(x)=x,i M =m, =P mera verovatnoce tada je Icpr, =11y,
(i) Ako je ¢@neparna funkcija i M =m,=P mera verovatnoce, tada je
HCPT¢ =11,

(iii) Ako posmatramo samo nenegativne rizike f € F*,sa g(X)=e* -1i m =P,

imamo da je HCPT¢ = Tep-
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7.5. Primer primene uopstenog KPT premium principa na procenu najpovoljnije
kamatne stope na deviznu Stednju

U sledecem primeru prikazacemo primenu predloZzenog KPT premium principa u
odlucivanju. Ovaj primer prikazuje problem u kome monotoni integral, net premium princip,
asimetriéni Sokeov integrlani preminum princip, distorzioni premium princip i opsti KPT
premiuim princip nisu odgovarajuéi za predstavljanje trazene interakcije izmedu kriterijuma.

Razmotriéemo kamatnu stopu na deviznoj stednji u Cetiri banke B;, B,, B,, B, . Proceni¢cemo
koja banka nudi najpovoljniju kamatnu stopu na deviznu Stednju pod istim uslovima u valuti
C,,C,,C;. Neka godisSnje kamatne stope budu izraZene u procentima i prikazane slede¢om
tabelom, videti [Mih19]:

C, c, C,
B, 0.1 0.7 0.9
B, 0.2 0.7 0.8
B, 0.1 0.3 0.7
B, 0.2 0.3 0.6

Stedige najvide $tede u valutiC,,C,, a zatim u valuti C,. Po$to su u bankama B, i B, valute C,
i C; povoljne, obratiéemo paznju na valutucC;, na osnovu koje sledi B, > B,. Posto banke B;i
B, nude nepovoljnu kamatnu stopu na ustedevinu u valutiC,, vise paznje obraéamo na

valutu C;, na osnovu koje sledi B, >~ B,.
Sada izratunavamo monotoni integral vezan za B, i B, :

1(B,,m) = 0.1m({c,,c,,c,}) + 0.6m({c,,c;}) + 0.2m({c;}),
1(B,,m) =0.2m({c,,C,.c,}) + 0.5m({c,,c;}) + 0.1m({c,}).

Kako je B, > By, sledi daje 1(B,,m)>1(B,,m), odakle imamo:
M({c,,C,,C5}) > M({C,, C5}) + M({Cy ).

Sa druge strane imamo:

1(B;,m) =0.1m({c,.c,,c;}) + 0.2m({c,,c,}) + 0.4m({c,}),
1(B,.,m) = 0.2m({c,.c,.c;}) + 0.1m({c,,c;}) + 0.3m({c;}).
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Kako je B, > B,, sledidaje I(B,;,m)>1(B,,m) , odakle imamo:

mM({c,.C,.C}) <m({c,,c3}) + m({cy}).

Na osnovu dobijene kontradikcije sledi da monotoni integral nije pogodan za predstavljanje
ove interakcije izmedu kriterijuma.

Valute c1, c2, ¢3, razmatrali smo na skali od 0-1, a sada ¢emo ih posmatrati na skali -0.5-0.5:

C, c, C,
B, -0.4 0.2 0.4
B, -0.3 0.2 0.3
B, -0.4 -0.2 0.2
B, -0.3 -0.2 0.1

Za ¢(X):X, xeQ, gde je Qz{cl,cz,c3}, imamo:

Meer, (B, m;,m,) =0.2m, ({c,,¢;}) +0.1m, ({c,}) - 0.3m,
1_ICPT,zj (Bs’ml’mz) = 0'2m1 ({Cs}) 'O'Zm_z ({szcl}) - 0.2m_2 ({Cl})'
Mepr, (B,My,m,) =0.1m, ({c5}) -0.2m, ({c,,c}) -0.1m, ({c.}).
Kako je B,>B, i By>B,, sledi da je Tl (Bmym,) <Ilgpr (Bmym,) i
[eer, (By,my,m,) <y (Bsmym,) , odakle zakljutujemo da vaZe redom sledece

nejednakosti:

Primetiéemo da i u ovom slucaju imamo kontradikciju. Treba uociti da net premium princip,
asimetriéni Sokeov integralni premium princip, distrorzioni premium princip i opsti KPT
premium princip nisu odgovarajuéi za predstavljanje zahtevane interakcje medu
kriterijumima.

Sada pokazimo da je nas uopsteni premium princip baziran na KPT integralima prikladan za
reSavanje prikazanog problema odlucivanja uz odabir odgovarajuce funkcije ¢ i monotone
mere.
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Uzmimo da je ¢(X)= 3x . xeQ.Tada vai:

Mepr, (B, (302m1( ¢,.C,}) +(30.4—30.2)m1({c3})—3o.4m_2({cl}))3,
Mepr, (B,uM,m,) = (302m1( C,.C.)) +(30.3—30.2)ml({c3})—%_2({c1}))3,
e, (Bym,m,) =(02m, ({6,})~(302), (. 6}) - (404 302, ()
Mepr, (B, 2):(301m1 {c,}) (30.2)_2({c2,cl})—(30.3—302)_2({01}))3.

Kako je B, = B, i B, > B,, sledi da su ispunjene sledece nejednakosti:

m, ({Cs}) < m_z ({Cl})’
(0.2 -3/03)m, ({c}) <(02-301) m, ({c,}),
Odakle vazi da je:

m, ({c.}) <m, ({c,}) <1.7907 m, ({c,}).

U ovom sluéaju nema kontradikcije. Na primer, ako je m, ({c,})=05i m, ({c,})=06
onda su prethodne nejednakosti zadovoljene. Iz ovoga sledi da KPT integralni premium
princip vezan za funkciju ¢, definisanu sa ¢(X)=§/§, moze da se primeni u modeliranju

posmatranog problema.

7.6. Jensenova teorema za KPT integral

Pokazademo da za uopsteni KPT integral vaZi nejednakost tipa Jensena.
Lema 7.1 Ako je ¢:[0,00) —[0,00) konkavna funkcija i vazi da je ¢(0)=0, tada je ﬂ

nerastuca funkcija na (0,0) .

Dokaz: Neka je X, < X, i neka vazi X, X, # 0. Tada sledi:
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Teorema 7.1 Neka je ¢:[0,00) —[0,0) konkavna, rastuéa funkcija takva da je ¢(0) =0. Tada
za bilo koje me M, i bilo koju realnu, nenegativnu funkciju osiguranja rizika f , za koju vazi
I (f,m) <o, imamo slede¢u nejednakost:

I (@(f),m) <o(1(f,m)).

Dokaz: Neka je 0< 1(f,m)<ooi X, =1(f,m). Kako je® konkavna funkcija, postoje a,beR
tako da za neko x €[0,0) vazi ax,+b=¢(X,) i ax+b>p(X) .
Oznatimo sa a=¢, (X,) . Tada je a=>0, bududi da je @ rastuéa fukcija. Pokazimo da je b>0.

Kako je b =p(X,) — @, (X,)X,, imamo da vazi:

2

b :,imm(w(xo)_co(xwh)—qo(xo)j
X3 hx,

=lim M_i(gp(xo"‘h)(xo_'_h)_(o(xo) XO}J

h—0+ 2
X,  hx,\ X +h X,

=lim (%) 1fo(x+h) (%) | 1 ¢(x+h)
h—0+ Xé h X, + h X, X, X+ h

_lim 1 o(%) 9% +h)
R x, x,+h )

b
Na osnovu Leme 7.1, imamo da je — =0, tj. vaZida je b>0. Dalje sledi:
XO

I (p(f),m)<I(af +b,m)=al(f,m)+bm(Q)
=ax, +b=(x) = (1 (f, m)).

Direktna posledica Teoreme 7.1, je sledeca teorema.

Teorema 7.2 Neka je ¢:[0,00) —[0,) konveksna, rastuéa funkcija takva da je p(0)=0.
Tada za bilo koje meJM, i bilo koju realnu, nenegativnhu funkciju f, za koju vaii
I (f,m) <oo,imamo sledecu nejednakost:

| (p(T),m) = @(1(f,m)).

Lema 7.2 Neka je ITqp; : F"x M, —[0,0] sa generativnom funkcijom ¢.

(i) Ako je ¢ konveksna funkcija na [0,00[, tada vaZi HCPT¢(f,m)ZHCH(f,m) za sve
feF"imeM. Akoje m=P,tadaje [lcer (T.m)2E(T).

(i) Ako je ¢ konkavna funkcija na [0,oc[, tada vazi Hcpw(f,m)SHCH(f,m) za sve
feF"imeM. Akoje m=P,tadaje [lcpr, (T.m)<E(T).
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Dokaz: Po definiciji monotonog integrala imamo da je Hcpw(f,m) =¢ ' (1(g(f),m)), pa je
nejednakost direktno ispunjena za Icer (f,m) =00, Imamo da je Ipr (f,m) <0, kada je

I (#(f), m)<oo. Po Teoremi 7.5.2, kako je ¢ konveksna funkcija imamo da vazi:

Mepr (F,m)=¢7(1(4(F), m))
> 1(f,m) =TI, (f,m).

Jensenova teorema za KPT integral:

Teorema 7.3 Neka je u:[0,0] >[0,a], u(0) =0 konkavna, rastuca, neprekidna funkcija i
neka je ¢ konveksni generator, ¢:[0,a] >[0,], #(0)=0, tako da je kompozicija ¢ouje

konkavna na [0,]. Tadazasve f € F," i me M vaii:

e, W(F)M) < U(TTgpr, ().

Dokaz: Na osnovu Teoreme 7.1, poSto je ¢oUje konkavna funkcija, i na osnovu Leme 7.2
sledi:

Mepr, (), m) =g (1($(u(f)), m))
<u(1(f,m)) =u(Tlg, (f,m))
Su(HCPT¢(f,m)).

Teorema 7.4 Neka je u:[0,.0] —[0,a], u(0) =0 konveksna, rastuca, neprekidna funkcija i
neka je ¢ konkavni generator, ¢:[0,a] >[0,], #(0)=0, tako da je kompozicija ¢-u
konveksna na [0,00]. Tada za sve f € 7" i me M, vaii:

ey, U(F), M) > U(Tepr, (F,m)).
7.7. Osobine uopstenog premium principa baziranog na KPT integralima

U ovom poglavlju predstaviéemo i dokazati glavne osobine uopstenog premium principa
baziranog na KPT integralima, videti [Pap17], [Mih19].

Uvodimo sledeée oznake:
Neka je ¢:[—a,a]—>[—00,00]neparna, striktno rastuéa, neprekidna funkcija, aeR",

¢(0) :O,¢5(a) = oo,
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Simetri¢no pseudo sabiranje ®:[-a, a]2 — [—a,a] defini3e se kao:

X®Y=¢"($(X)+4(y)),
Sa konvencijom c0—oc0=00.

Simetri¢no pseudo mnoZenje ©:[-a, a]2 — [—a,a] defini3e se kao:

X0y =¢"(#(X)e(y)),

Sa konvencijom 0-00=0.

U sledeéem primeru uveséemo neke dobro poznate tipove diskretnih KPT integrala,
predstavljenih u obliku funkcija agregacije, Siroko proucavanih u literaturi, videti
[Cal02],[Gra09].

Primer 7.3

- Ponderisana kvazi aritmeticka sredina (engl. Weigthed quasi-arithmetic means):

QAN (5. =9 S90m(i) ).

gde tezine m({i})za}i, za i=1,2,...,n, zadovoljavaju Zn:a)i =1.
i=1

(i) Ako je ¢indenti¢na funkcija tada imamo ponderisanu aritmeti¢ku sredinu (engl. the

weighted arithmetic means):
WAM (X, X100 X, ) = D 0,
i=1

(ii) Ako je ¢(X):Xp, p >0, imamo the root-power means:
n 1 b
M (X0 X, X0 ) =Bl DS=%" |,

1
i1 N

gde je m({i})=%, zai=12,..,n.

- Ponderisani kvazi operator usrednjavanja (engl. Ordered weighted quasi-averages):

OWRA(,3.3) = 338(x, ) (m(A)-m(4)) |
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IA

NES A={a(i),..a(n)}, A,=@ i a=m(A )-m(A) z

i=12,.,n tako da vaizi da je Za)izl. Ako je ¢indentitna funkcija tada imamo
i=1

Ponderisani operator usrednjavanja (engl. Ordered weighted averages), OWA.

gde Xa) < X.(2)

Uvedimo definicije komonotonih rizika (engl. comonotone risks) i rizika kosignacije (engl.
cosigned risks), videti ([Den94], [Pap95],[Gra09], [Mih11], [Mih13]). Nekasu f i h iz F, .

= f i h komonotoni rizici ako vazi:
f(w) < f(w)=h(w)<h(w),

Zasve W,W, € Q).
» f i hsurizici kosignacije, kosignacioni rizici, ako vazi f (w)h(w) >0, za sve we Q.

Oznacdimo sa f ~sh par komonotonih rizika i rizika kosignacije. Slede¢a lema opisuje neke
osobine ovakvih rizika vezanih za operacije @ i © . Za viSe detalja videti [Mih11].

Lema 7.3 Nekasu f,he F,takvidaje f —~sh.Tada vaizi:
(i) (feh) =f"®@h;
(i) (f@eh) =f-®h;
(i) cO f ~, d ©h zasvako C,d E[O,oo);
(iv) f~, f@h.

U sledecoj teoremi dokazaédemo neke osobine uopsStenog premium principa baziranog na
KPT integralima, videti [Mih19].

Teorema 7.5 Neka je Hcm tFx M, x M, — R uopsteni premium princip baziran na KPT
integralima. TT(f,m,m,)=Tlc, (f,m,m,) za sve feF, mmed,. Tada II

zadovoljava sledeée osobine:

1. Opterecenje rizika (engl. Risk loading): zasve M =m, = pe M i ¢ konveksnu na

R imamo
E(f)<II(f,m,m,) zasve f e F".

2. Maksimalni gubitak (engl. Maximal loss): za sve f € F*i m;,m, € M imamo
II(f, m;,m,) <esssup, (f).
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Bez neosnovanog opterecenija rizika (engl. No unjustified risk loading): ako je rizik
f jednak konstanti ceR i m,m, € M ,onda je:

I(f,m,m,)=c.
¢ -Komonotona aditivnost (engl. ¢ -co-comonotone additivity): zasve f,f,eF

takve daje f—s f, im,m, e M, sledida je:

T(f, ® 1, m, my) =T1(f,, m, m,) @TI(F,, m, m,).

¢ -Skalna invarijantnost (engl. ¢ -scale invariance): zasve f,f,eF ,ceR i

m,,m, € M, vazi:

[I(co f,m,m,)=coOII(f,m,m,).
¢ -Osnovna vrednost (engl. ¢-basic value): Za sve A€X, ceR i m,m, e M
vazi:

¢ (#(c)-m, (A)),c=0
¢ (#(c)-m, (A)).c <0

II(c-1,,m,m,) =

Monotonost:
(i) zasve m,m, e Mizasve f,f,eF takvedaje f <f, vazi

I ( f,,m,m,)<TI( f,,m,m,),

(i) Zasve f € F izasve (ml,mz),(rﬁl,rﬁz)e.MbXMbtakve daje m <M,
m, > M, vazi:
I(f,m,m,)<II( f,m,m,).

8. Semi-neprekidnost:

(i) Za svaki neopadajuéi niz {fn}, f,eF", i mymeM, gde je M,
neprekidna odozdo, vazi:
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n(lim,,, f,,m,m,)=lim__ II(f m,m,),

n—»w 'n’?

(i)  Za svaki nerastu¢i niz {f.}, f,eF , i m,m, e, gde je m

neprekidna odozgo, vazi:

(lim,,, f,,m,m,)=lim_ TI(f,m,m,).

n—o 'n?

Dokaz:
Osobine 1. i 2. direktno proizilaze iz Leme 7.2
Dokaz osobine 4:
(f,® f,,m m)—
o 1o
¢ (1(o(87) m)+ 1 (g(1)m) - '(¢ ) ) =1 (9(12),
(f,,m,
)-

#(101,) m)=

¢‘1(¢( (f.m,m,))+g(IT

I ( f,m,m,)®I1( f,,m,m,

[I(co f,m,m,) =
o (1[elco 1)m)-1(ofco 1) m))-
#(#0 (#(17).m) -4 (#(1).m,)) =

#(4©)p(T1(f,m,m,)))=
coOII(f,m,m,).

Dokaz osobine 6:
Zasve A€, i ceRimamo da vaii:

,we A
(C']-A)(a)) - {;’Z))Z A}’

dakle, za ¢ >0, sledi da je:

M(c-L,m,m,) =g (1(g(c-1,),m;)) =47 ((c)-m, (A)).

Sli¢no se dokazuje kada jec<0.
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Teorema 7.6 Neka premium princip HCPT¢ :Fx M, x M, - R zadovoljava osobine (4), (6) i

(7) na skupu S svih jednostavnih funkcija iz F . Tadazasve seF i m,m, e M vaii:
I(s,m;,m,) = HCPT¢ (s,m;,m,).

Dokaz:

gde je C =¢’1(¢(ai)—¢(ai_1))20, zai=1...n.

Kako I1 zadovoljava osobine (4) i (6) imamo da vazi:
n(sm,m) = 356(1(6 3, mam)) =67 35(6(a)-o(a)m(4) |
Za seS" vaii
T (s,m;,m, ) =Tger (s,m,m,)=¢(1(¢(s),m,)).

Sliéno, za s€S7, sa Ran(s)z{—ai,...,—an}, gde je 0<a <a,<..<a iskup B ={i,...,n}

imamo slede¢u komonotonu i kosignacionu aditivnu reprezentaciju:

S= C_anl ) (_1Bi)l

gde je b =¢‘1(¢(ai)—¢(ai_l))20, za i=1,...,n. Kako IT1 zadovoljava osobine (4) i (6)
imamo da vaizi:

T (s,m,m,) =T (s,m,m,) :¢‘1(—I (¢(—s)m_2))

Na kraju, kako je s* ~, —s™ i S=S"®(-S") sledi:

I1(s,m,m,)= ¢’l((l (qﬁ(s*),ml))— I (¢(s)m_2)) =Tgpr, (5,M,M, ).

Teorema 7.7 Neka premium princip IT: F°xM; x M, — R zadovoljava osobine (4), (6), (7)
i(8). Tadazasve feF°i m,m,e M, vaii
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H(f My, mz) :HCPT¢(f 1My, mz)-
Dokaz:

Na osnovu prethodne teoreme i semineprekidnosti IT i Hcm' za neopadajuéi niz

jednostavnih funkcija {Sn}neN koji konvergiraka f e F*, vaii:
H(f,ml,mz):Lmn(sn,ml,mz):¢’l(l (8().my))=Tger, (f,m;,m,).

Sli¢no, za f € F°, i nerastuéi niz jednostavnih funkcija {Sn}neN , kako je I1 semineprekidno,
imamo da vazi:

(f,m,m,)= IimH(sn,ml,mz):qﬁ‘l(—l (¢(—f ),mz)):HCPT¢(f,ml,m2).

n—oo

Na osnovu osobine (4) i neprekidnosti funkcije ¢, za feF/, f=f*@(—f’),

o~ (—f‘), imamo da vazi:

T(f,m,m,) =g (1(g(F7),m)=1(¢(F).m, ))=ger, (F,m,m,).

7.8. Jensen-Stefensenova nejednakost za KPT integral

Pokazaéemo u ovom poglavlju da za uvedeni KPT integral vaZi uopStenje Jensen-
Stefensenove nejednakosti. Koristicemo sledecu notaciju:

Q' ={weQ|f(m)>0}, Q ={o Q| f(r)<0},
Q° ={w, e Q| f(a)=0}, supp(f) =" UQ =Q\Q°.

Definicija7.2 Za f :Q—>R,im,m, e M, skupovne funkcije TRy :P(Q) — R definisane

su na slededi nacin:

iy (W)= (ANQ?)-m; (AN ),
.. (A)=m(ANQ")-m,(ANQ7).

Ocigledno je, 4. (A) =HU,. (A) za sve AC supp(f).
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Lema 7.4 Neka je Q) konacan skup, f:Q—>R, Ran(f)={al,az,---,an}i m,,m, € M. Neka

su 4. i p . skupovne funkcije definisane u prethodnoj definiciji, na P(€2) .Tada vazi:

n

Mepr (F,my,my ) =2 (Ja]=[al)- 2, (A) =

i=1

=3 (lal-la)-a, (A)=fal(s, (A)=s,- (A)

gdeje 0<a|<|a,|<..<[a,|, a,=0, A =Q, A ={f|>[a

bi=12..n, A, =9D.

Slede¢a teorema poznata je pod nazivom Jensen-Stefensenova teorema, videti [Stel9],
[Bul09].

Teorema7.8 Neka je ¢:S — R konveksna funkcija na intervalu ScRR, i neka je & €S,

i=12,..,n,takodavazidaje a <..<a, ili a >..2a,. Tada vaii:

w(gai piJSé(p(ai)pi,

Kk n
zarealne p;, i=12,...,n, takve da je OSZ p, <1,zasve k=1,..,n-1i Z p, =1.
i=1

i=1

Kao posledica prethodne teoreme, sledeca teorema predstavlja Jensen-Stefensenovu
nejednakost za KPT integral, videti [Mih19].

Teorema 7.9 Neka je U:R — R neparana i striktno rastuca funkcija, konkavna na [0, .

Neka m,m, e i f:Q—>R, Ran(f)={a,a,,...a,}, tako da je 0<|a|<|a,|<..<[a,] i
A={f|=]a

}, i=12,..n.Zaneko c#0vazi:

a) OSyV(Ai)SC,zasve i ,uﬁ(Al)zc ili OS,uV(A)SC,zasvei,i ,Ltf+(A1):C,tada

vazi:

Ol

u(%HCPT(f,ml,mz)lz—-HCPT (u(f),m,m,).

b) —CSyf+(A)SO,za svel, i yf+(A)=—C,i|i —CS,Llf+(A)S0 zasve l, i ,Llf+(A1)=—C

, tada vazi:

1
U(E-HCPT(f,ml,mz)Js

O |-

Mepr (u( ), m,m,).
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Dokaz:

a)Nekam,meMi f:Q->R, Ran(f):{al,az,...,an},tako daje O£|a1|£|a2|s...s|an|
Nekaje A =Q, A ={|f|2]a,

}, i=12,..,n, A, =9 .Naosnovu Leme 7.1 imamo da vazi:

CPT f m, m Z|a (:Uf ('Aﬁ ))

Neka je Oﬁyf+(A)£c, za sve 1, i neka vazi ,uf+(A1)=c, c#0. Oznadimo sa

pi=%'(ﬂf+(A)—ﬂf+(Aﬂ)), za sve i=12,..,n. Kako je ustriktno rastu¢a i neparna,

imamo da vazi:

0<fua)] <Ju(e,) <. A={112 = (D]} i=1.2...m,
Mo (A)= My (A) za sve 1. Odatle sledi:

ol

'HCPT (u(f),ml, mz) Z|u(a )| Pi-

i=1

n
Stoga imamo da vazi Z|u(ai)|- p;, > 0.
i=1

Sada na osnovu Teoreme 7.1, kako je ukonkavana na [0,o0[, striktno rastuca i neparna,
imamo da vaii:

u(% M (F,m,m,) j:u[g]aiypijziZ::u(|ai|)-pi

:i‘u ‘pu 1 CPT(u(f)m m)

c

Analogno se dokazuje ako je 0< . (A)<c za sve i, i neka vazi u,_.(A)=c, c#0.

Ozna¢imo sa P =%~(,uf+(A)—,uf+(A+l)), za sve i=1,2,...,n i nastavljamo dokaz na isti

nacin.
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Neka je —c<u . (A)<0, zasve i, u_ (A)=-c, ili — < (A)<0, za sve i, i vaii

- (A)=—C. VaZe sledece jednakosti:

fe o (A==, (A)=-m (ANQ®)+m, (ANQ ) =-m (ANQ")+m, (ANQ),
Za sve itakve da je A < supp(f). Tada vaZi:
Mgy (f,m,m, ) =~TTgr (~,m,,m, )
—=3al (e, (A) =y (A)
= fal (e (A)-scay (AL))

Zbog Cinjenice da je u neparna funkcija, sli¢no kao u dokazu pod a), dobijamo sledede:

(ot 5.

Sto je i trebalo dokazati.
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8. Zakljucak

Tokom poslednjih decenija, sloZzenost ekonomskog odlucivanja je rapidno porasla, dajuci na
vaznosti razvoju implementaciji sofisticiranih i efikasnih tehnika kvantitativne analize koje
podrzavaju ekonomsko odlucivanje. U ovom radu dat je pregled osnova teorije odlucivanja,
visekriterijumskog odlucivanja, prospekt teorije i operatora agregacije. U klasi¢cnom prilazu
(fon Nojman Morgensterna) odlucivanja u ekonomiji glavni matematicki aparat bila je
verovatnoca. Ona je aditivna veli€ina, te se zato sa njom nije mogla modelirati interakcija
izmedu kriterijuma. Monotona neopadajuéa skupovna funkcija, koja se pojavljuje pod
razli¢itim nazivima u literaturi, kao monotona mera, neaditivha mera, fazi mera ili kapacitet,
omogucava modeliranja interakcije izmedu dogadaja, pojava, alternativa. Time se
prevazilazi ogranienje nezavisnosti dogadaja.

Posebna paZnja u ovom radu upravo je posvecena neaditivnim merama i integralima koji
predstavljaju osnov razmatranja u ovoj disertaciji. Ovi integrali imaju veoma vaznu ulogu u
teoriji odlucivanja i to u slucajevima kada je potrebno doneti odluku na osnovu vise
kriterijuma koji se preklapaju i medusobno su interaktivni. Sa specijalnom neaditivnhom
merom, lambda merom, i odgovaraju¢om Seplijevom vredno$¢u je modeliran primer koji je
vezan za procenu performansi robe u skladistima, Sto predstavlja originalni rezultat.

U ekonomiji, premium principi zasnovani na integralima su u Sirokoj upotrebi. U ovom radu
predstavljen je premium princip zasnovan na neaditivnom integralu koji se bazira na
neaditivnoj meri. Analogno opStem KPT premium principu, uveden je uopsteni KPT premium
princip baziran na integralima. Ovaj novi premium princip baziran na integralima predstavlja
zajednicki okvir za distorzioni premium princip, opStu KPT premium princip i prosecni
premium princip.

Dokazane su sve dobre osobine uvedenog novog KPT premium principa, i navedeni svi raniji
vazni KPT premium principi koje on pokriva. Dat je primer u kome je data procena
najpovoljnije kamatene stope na deviznu Stednju, te je pokazano da je nas uopsteni
premium princip baziran na KPT integralima prikladan za reSavanje problema odluéivanja, uz
odabir odgovarajuce funkcije @i monotone mere, koji ranije nisu mogli biti modelirani
pomocu opsteg KPT principa. Pokazano je da za uvedeni KPT integral vazi nejednakost tipa
Jensena, kao i uopstenje Jensen-Steffensenove nejednakosti, Sto su originalni rezultati.
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Prilog za poglavlje 5.2

// SubsetsCalculation.cpp : Defines the entry point for the console application.

/1

#include "stdafx.h"
#include <iostream>
#include "stdio.h"
#include <vector>
#include <string>
#include "Util.h"

using namespace std;
int main()

{
while (true) {

double lamda;
intn;

vector<double> coefs;
vector<vector<int>> subsets;

cout << "Enter lamda coefficient/Unesite lamda koeficijent: " << endl;

cin >> lamda;

cout << "Enter the size of the set/ Unestite velicinu skupa: " << endl;

cin >>n;

cout << "Enter the coefficients of the members of separated with blank space/Unesite
koeficijente clanova skupova radvojene razmakom: " << endl;

double x;
for (inti=0;i<n; ++i) {

cin >> x;
coefs.push_back(x);

}
if (coefs.size() ==n) {
double subsetzSize = pow(2, n);

for (int i = 0; i < subsetzSize; ++i)
{
vector<int> tmp;
for (int bitindex = 0; bitindex < subsetzSize; bitIndex++) {
if (Util::getBit(i, bitindex) == 1) {
tmp.push_back(bitindex);
}

}
subsets.push_back(tmp);
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cout << "There are/Ukupno ima " << subsets.size() << " subsets/podskupova:
for (const auto& vect : subsets) {

Util::printSubset(vect);
map<vector<int>, double> result = Util::calculate(subsets, coefs, lamda);
Cout << "***********RESULT/REZULTAT***************" << endl;

for (auto entry : result) {
vector<int> subset = entry.first;

cout << "{";

Util::printSubset(subset, true);
cout << "} ->" << entry.second << end|;

cout << "ERROR! Set size and number of coeffficients missmatch" << endl;

cout << "Press any key to continue or type \"exit\" to exit the programe... ";

if (input.compare("exit") == 0) {

break;

"<< endl;

}
}

} else{

}

string input;

cin >>input;

}

}
return O;

}

#include "stdafx.h"
#include "Util.h"
#include <cmath>
#include <iostream>

int Util::getBit(int value, int posititon) {
int bit = value & (int)pow(2, posititon);

return (bit>07?1:0);

map<vector<int>, double> Util::calculate(const vector<vector<int>>& subsets, const vector<double>& coefs,

double lamda) {

map<vector<int>, double> result;
double lamdalnvers =1 / lamda;

vector<double> coefsP = Util::coefsP(coefs, lamda);
for (auto subset : subsets) {
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double p = (subset.size() ==0) ?0: 1;
double subsetResult;
for (size_t i = 0; i < subset.size(); ++i) {
if (i >= coefsP.size()) {
cout << "Error: there's no value for coefficient " << i << endl;
return result;

}
p *= coefsP[subset[i]];
}

subsetResult = lamdalnvers*(p - 1);

result.insert(std::make_pair(subset, subsetResult));

}

return result;
}
// for each element x calculate (1 + lamda*coef[x])
vector<double> Util::coefsP(const vector<double>& coefs, double lamda) {
vector<double> coefsP;
for (size_ti=0; i< coefs.size(); ++i) {
coefsP.push_back(1 + lamda*coefs]i]);

}

return coefsP;

}

void Util::printSubset(const vector<int>& vect, bool no_endl) {
inti=0;
int size = vect.size();
while (i < size - 1) {
cout << vect[i] <<",";
++i;

’

}
if (vect.size() > 0) {
cout << vect[size - 1];

}
else {
cout << "EMPTY";
}
if (Ino_endl) {
cout << endl;
}
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