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Утицаj храпавости зидова канала при струjању мешавине гаса и

честица у унутрашњим турбулентним струjањима

Резиме

У дисертациjи се проучава утицаj храпавости зидова при струjању мешавине че-

стица и гаса. При оваквим струjањима, судар честица са храпавим зидом jе увек

тродимензионалан (3Д) услед прилазних углова честица према зиду као и геомет-

риjе храпавих зидова, док су према раниjим истраживањима, модели коришћени

за оваj судар у нумеричким симулациjама углавном дводимензионалан (2Д) или

упрошћени 3Д. Како би се омогућио тачниjи прорачун струjања мешавине честица

и гаса, циљ дисертациjе jе развоj модела за 3Д судар честице и храпавог зида. У ди-

сертациjи су анализирани судари честица са изотропним и анизотропним храпавим

зидовима, путем детерминистичких симулациjа и изведени су одговараjући стоха-

стички модели за те сударе, применљиви у Оjлер-Лагранж симулациjама струjања

мешавине честица и гаса. Налази се да са порастом прилазног угла честица у од-

носу на макроскопски гладак зид, долази до пораста стандардне девиjациjе бочних

углова одбиjања честица и у случаjу изотропне и анизотропне површине. Механи-

зам вишеструких судара честица са зидом остаjе непромењен у односу на 2Д модел

за судар честице и зида. Изведени стохастички модели се пореде се расположивим

експерименталним резултатима и детерминистичким симулациjама. Извршене су

LES симулациjе струjања чистог флуида (без присуства дисперзне фазе) у хоризон-

талном каналу правоугаоног попречног пресека користећи различите SGS моделе:

модел Смагоринског, WALE и динамички jедно-jедначински модел. Симулациjе су

изведене у програмском пакету ОpenFOAM. Утицаj зидова тог канала, различите

храпавости, на дисперзну фазу, при струjању мешавине гаса и честица истражен

jе путем LES-DPS симулациjа. Међусобни судари честица се израчунаваjу приме-

ном модела меких сфера. Када се ови судари занемаре, што би било оправдано

при струjањима са веома малом концентрациjом дисперзне фазе, налази се да хра-



павост зида може бити значаjан механизам за продукциjу попречних флуктуациjе

честица. Узимањем у обзир међусобних судара честица, долази до пораста попреч-

них флуктуациjа брзине честица и показуjе се да jе у погледу ових флуктуациjа

утицаj међусобног судара честица већи у односу на утицаj храпавости зидова ка-

нала.

UDK 532.517.4:533.6.011(043.3)
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Influence of wall roughness in particle-laden turbulent channel flows

Abstract

Influence of wall roughness in turbulent particle-laden wall confined flows is studied in

this thesis. In such a flow configuration, particle-wall collision is always three-dimensional

(3D) owing to the particle incident angles and rough wall geometry, while according to

the previous investigations, models for this collision in numerical simulations are mostly

two-dimensional (2D) or simplified 3D. In order to enable more accurate calculation of

wall confined particle-laden flows, the goal of the thesis is development of the model

for 3D particle-rough wall collision. Particles collision with isotropic and anisotropic

rough walls are analyzed using deterministic simulations and stochastic models for those

collisions are developed in Euler-Lagrangian framework. It is found that with increase

of particle incident angle a standard deviation of particle transverse angles increases, for

cases of isotropic and anisotropic rough wall surface. Mechanism of multiple particle-

rough wall collision remains unchanged comparing to the 2D model for particle-rough

wall collision. Derived stochastic models are compared to the available experimental

measurements and results of deterministic simulations. LES of pure fluid flow (without

disperse phase) in a horizontal channel are carried out, using different SGS models:

Smagorinsky, WALE and dynamic one-equation model. Simulations are carried out

in software package OpenFOAM. Also, LES-DPS is performed in turbulent particle-

laden flow in horizontal channel in order to estimate influence of walls roughness on

disperse phase. Inter-particle collisions are calculated using soft-sphere model. When

these collisions are neglected, which is justified at very diluted flows, it is shown that

wall roughness can be significant mechanism for production of particle spanwise velocity

fluctuations. When inter-particle collisions are accounted for, these fluctuations increase

and the influence of inter-particle collisions on particle spanwise velocity fluctuations

becomes larger than the influence of channel wall roughness.
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Грчки симболи

α Угао нагиба зида

αc Запремински удео носеће фазе

αd Запремински удео дисперзне фазе

α+
p , β

+
p Углови честице после њеног одбиjања од зида

α−
p , β

−
p Углови честице коjа прилази зиду

β∗ Угао ротациjе координатног система Oxyz око y осе

ωp Вектор угаоне брзине честице

τ Тензор смицаjних напона носеће фазе
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Поглавље 1

Увод

Струjање мешавине гаса и честица jе важно у многим процесима у процесноj и

фармацеутскоj индустриjи као нпр. при пнеуматском транспорту, флуидизациjи,

аеродинамичкоj класификациjи прахова и сепарациjи у циклонским сепараторима

[4]. Таква вишефазна турбулентна струjања ограничена зидом су комплексна и

много спрегнутих механизама утиче на особине фаза коjе чине поменуто струjање.

Када се узме пример пнеуматског транспорта, с обзиром да jе количина праш-

кастог материjала коjа се транспортуjе сваке године изузетно велика, како би ови

процеси транспорта били што економичниjи, тачан прорачун особина обе фазе jе

од изузетне важности.

Предмет изучавања ове тезе су струjања мешавине гаса и честица у простору

ограниченом храпавим зидовима. У оваквоj струjноj конфигурациjи, при нумерич-

ким прорачунима неопходно jе узети у обзир судар честица са зидом. Теориjски,

када би се сферна честица при струjању не-еластично сударала са хоризонталним

глатким зидом дугачког цевовода, та честица би сваки пут после судара са зидом

имала мању висину одскока и врло брзо би дошло до таложења честице. Да би се

избегао оваj нереалан резултат, неопходно jе посматрати неправилне сударе чести-



ца са зидом, коjи су последица одступања облика честице од облика сфере као и

услед храпавости зида.

У дисертациjи се проучаваjу судари сферних честица са храпавим зидовима.

Та интеракциjа представља важан механизам коjим се постиже већа хомогениза-

циjа струjања честица у дугачким цевоводима [10], а при флуидизациjи, применом

модела за судар честице са храпавим зидом могуће jе добити боље слагање са екс-

перименталним резултатима [11]. Због долазног угла честице као и због геометриjе

површине зида, судар честице и површине зида jе увек 3Д. Међутим, при досада-

шњим анализама судара честица са зидом, модели за прорачун такве интеракциjе

су углавном 2Д док су постоjећи 3Д модели ове интеракциjе упрошћени. Главни за-

датак ове дисертациjе jе управо формирање 3Д модела судара честице и храпавог

зида у општем случаjу.

При прорачуну судара честице и храпавог зида, разликуjу се детерминистички

и стохастички приступ (в. сл. 1.1). Код детерминистичког приступа, прво се гене-

рише храпава површина зида, а затим се при симулациjи траже тачке где честице

удараjу у зид. Овакав приступ jе захтеван у погледу рачунарских капацитета, с

обзиром да jе резолуциjа храпаве површине велика. При детерминистичким симу-

лациjама изведеним у овом докторату, уместо судара честице и стварне површине

се анализира еквивалентна интеракциjа центра честице и тзв. виртуелног зида.

Код стохастичког приступа, честица се прати и када она достигне неку граничну

макроскопски глатку површ, из одговараjуће густине расподеле се узоркуjу углови

неравнина коjе честица види.

Дисертациjа jе организована на следећи начин. У поглављу 2 дат jе преглед

постоjећих модела за судар честице са храпавим зидом и дискутуjу се резултати од-

говараjућих нумеричких симулациjа. Потом, у поглављу 3, дефинишу се основне

карактеристике вишефазних струjања, док се у поглављу 4 детаљно описуjу ос-

новне jедначине коjе се користе при нумеричким прорачунима струjања мешавине
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(а) Стохастички приступ (б) Детерминистички приступ

Слика 1.1: Приступи моделирања судара честице и зида: (а) У стохастичком приступу,
када центар честице дође на растоjање од пола пречника честице Dp од глатке макроскоп-
ске површине, виртуелни зид нагиба α се узоркуjе из одговараjуће густине расподеле. (б)
У детерминистичком приступу, судар честице и зида се детектуjе када центар честице
пресече виртуелни зид (нацртан испрекиданом линиjом на слици). Особине виртуелног
зида када центар честице пресече оваj зид идентичне су особинама стварног контакта
честице и зида.

гаса и честица. У поглављу 5 даjу се теориjске основе LES симулациjа и модела

вртлога малих размера, коjи су коришћени у дисертациjи. Опис метода коначних

запремина jе дат у поглављу 6. У поглављу 7 приказуjу су статистички резулта-

ти детерминистичких симулациjа судара честице са изотропним храпавим зидом

и изводи се одговараjући стохастички модел за таj судар, према Radenkovic and

Simonin [12]. У поглављу 8, анализира се судар честице са анизотропним храпавим

зидом и изводи се стохастички модел у том случаjу. У поглављу 9, приказане су

поставке и резултати LES симулациjе турбулентног струjања флуида у хоризонтал-

ном каналу правоугаоног попречног пресека, као и поставке и резултати LES-DPS

симулациjе струjања у том каналу, при различитим храпавостима зидова канала:

2Д, изотропне и анизотропне храпавости.
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Поглавље 2

Преглед литературе

С обзиром на велику индустриjску примену струjања мешавине честица и гаса

при пнеуматском транспорту и флуидизациjи, ова струjања су била и jош увек су

предмет великог броjа истраживања.

За прорачун судара сферне честице и храпавог зида, важан концепт вирту-

елног зида jе уведен први пут у Tsuji et al. [1]: када честица удари у контуру

макроскопски глатког зида, ако jе нападни угао честице мањи од одговараjуће

вредности, у овом моделу врши се замена почетног зида са глатким нагнутим вир-

туелним зидом (в. сл. 2.1). Потом се примењуjу импулсне jедначине за прорачун

удара честице у таj виртуелни зид. У овом моделу, параметри коjи одређуjу угао

виртуелног зида α су емпириjски и важе само за структуру зида и величину че-

стице коjа се користи у експерименту. Модел [1] важи за цев кружног попречног

пресека, а касниjе jе модел модификован у Tsuji et al. [13] за случаj струjања у

каналу правоугаоног попречног пресека.

Резултати експерименталних истраживања судара честице и зида као и резул-

тати Оjлер-Лагранж симулациjе пнеуматског транспорта честица у хоризонталном

каналу представљени су у Frank et al. [14]. При овим експериментима, испитани су



виртуелни зид

u−
p

u+
p

α

Слика 2.1: Модел виртуелног зида [1].

нападни углови честица 10◦, 30◦ и 45◦, а брзине честица су вариране између 4 и

13m/s за све наведене нападне углове. У овим експериментима измерени су и кое-

фициjент динамичког трења и коефициjент реституциjе, за случаj судара сферних

честица са глатким и храпавим челичним плочама. Налази се да и мали степен

храпавости површине зида има велики утицаj на одбиjање честица при судару

честице и зида.

У Оjлер-Лагранж симулациjи пнеуматског транспорта честица у вертикалном

каналу Sommerfeld and Huber [15] пореде различите стохастичке моделе за судар

честице и зида, при чему ти модели узимаjу у обзир структуру зида и геометриjу

честице. Наjбоље слагање са експерименталним резултатима jе добиjено када угао

виртуелног зида има нормалну расподелу. Резултати нумеричких симулациjа по-

казуjу да се флуктуациjе брзине честица значаjно повећаваjу када се моделира

храпавост, што jе у сагласности са резултатима експеримента.

Да би побољшали и верификовали модел за судар честица и зида у оквиру

Лагранжовог приступа, Sommerfeld and Huber [2] су извели експериментална ист-

раживања судара честица и зидова различитих храпавости, за честице различитих

пречника и различитих облика, при струjању у хоризонталном каналу. При вели-

ким нападним угловима честица, угао зида коjе честице виде описан jе нормалном

расподелом са нултом просечном вредношћу и стандардном девиjациjом коjа за-

виси од структуре зида и пречника честице. При малим вредностима нападних

углова честица, честице виде позитивне нагибе са већом вероватноћом него нега-
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тивне нагибе, што представља тзв. ефекат сенке, приказан на слици 2.2. Стога,

дистрибуциjа углова храпавости коjе честице виде моделирана jе као модификова-

на нормална расподела. Jедан начин за узорковање углова из те расподеле jе путем

метода реjекциjе [16], а други, упрошћени начин, представља тзв. модел сенке и

предложили су га поменути аутори у истом раду. Таj модел се састоjи из следећих

корака:

1. Угао нагиба виртуелног зида се узоркуjе из нормалне расподеле са нултом

просечном вредношћу и стандардном девиjациjом добиjеном експериментал-

ним испитивањем за одређени зид и пречник честице.

2. Ако jе узоркован негативан угао виртуелног зида чиjа jе апсолутна вред-

ност већа од нападног угла честице, тj. ако честица прилази са стране зида

супротне од стране где струjи флуид, то jе нереалан судар и процедура се

понавља од корака 1.

3. Ако се честица после судара са зидом не враћа у флуид, процедура се понавља

од корака 1.

Модел сенке jе дао добра слагања са експерименталним резултатима изузев

што jе предвиђена вероватноћа малих углова одбиjања честице знатно већа од

вероватноће предвиђене у експерименталним резултатима.

u−
p

заклоњена неравнина

Слика 2.2: Ефекат сенке [2]: неравнине са негативним нагибом су заклоњене.

Мана модела сенке jе што се занемаруjе да уколико честица има мали угао

одбиjања, она може поново да се судари са неком оближњом неравнином зида (в.

сл. 2.3) и потом да се врати у струjу флуида са већим углом одбиjања.
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Користећи особину да jе густина расподеле (PDF) угла одбиjања честица коjе

су доживеле само jедан судар са зидом пре враћања у струjу флуида приближно

jеднака густини расподеле угла одбиjања честица коjе имаjу више судара са зидом

пре враћања у струjу флуида, стохастичка процедура за моделирање вишеструких

судара честице са зидом jе предложена у Konan et al. [6].

1

2
3

Слика 2.3: Вишеструки судари честице са храпавим зидом. Положаj честице у тренутку
ti jе означен на слици са i, (i = 1, 2, 3; t1 < t2 < t3).

У Kussin and Sommerfeld [17] приказани су резултати експерименталних испи-

тивања особина чврсте фазе и модулациjе турбуленциjе при струjању у хоризон-

талном каналу мале висине (35mm), за зидове различите храпавости, при чему

су брзине ваздуха и честица мерене у исто време. Са порастом степена пуњења

дисперзне фазе, флуктуациjе брзине честица се смањуjу услед дисипациjе енер-

гиjе приликом судара честица. Честице до пречника 200µm утичу на смањење

интензитета турбуленциjе флуида, док веће честице (пречника 0.625mm и 1.0mm)

повећаваjу интензитет турбуленциjе флуида у области око осе канала.

Струjање мешавине гаса и честица у хоризонталном каналу проучавано jе у

Sommerfeld [18] коришћењем Оjлер-Лагранж нумеричке симулациjе у коjима jе им-

плементиран стохастички модел за сударе честица и зида као и стохастички модел

за међусобне сударе честица. Услед таложења честица, региони повећане концен-

трациjе се развиjаjу у близини доњег зида канала, али међусобни судари честица

изазиваjу њихову вертикалну дисперзиjу, што доводи до повећавања вероватноће

судара честица са горњим зидом канала. Услед међусобних судара честица, са по-

растом степена пуњења дисперзне фазе, у случаjу честица мањег пречника долази
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до смањења фреквенциjе судара честица и зида, а самим тим и до мање деграда-

циjе честица приликом судара као и до мањег пада притиска.

Претходно истраживање [18] jе настављено у Sommerfeld [19]. У овом раду

jе одређиван утицаj храпавости зида и међусобног судара честица на интегралне

карактеристике струjања дисперзне фазе (просечну брзину честица и флуктуа-

ционе компоненте осредњене по висини канала). Налази се да просечна брзина

честица опада са порастом храпавости зидова. Са порастом висине канала утицаj

храпавости зидова опада, нарочито у случаjу честица малог пречника, што резул-

туjе повећањем просечних брзина честица у смеру струjања и смањењем њихових

флуктуационих брзина.

Експериментално истраживање пнеуматског транспорта стаклених сферних

честица у хоризонталном каналу дато у Sommerfeld and Kussin [10] показуjе да по-

већање храпавости зида или величине честица доводи до равномерниjе расподеле

честица по попречном пресеку канала. Са порастом величине честица запажа се

слабљење утицаjа храпавости зида на профил концентрациjе честица у попречном

пресеку, а са повећањем храпавости зидова канала долази до повећања флуктуа-

циjа честица у подужном, и нарочито у попречном правцу. То узрокуjе повећање

фреквенциjе судара честица са зидом, услед чега долази до смањења количине

кретања честица и последично до повећаног пада притиска.

Резултати експерименталних мерења турбулентног развиjеног струjања ме-

шавине гаса и честица у вертикалном каналу су приказани у Benson et al. [20]. У

експерименту, честице су имале пречник 150µm, Реjнолдсов броj jе био 13800, а

масени удео честица jе био 15%. Закључено jе да храпави зидови остваруjу велики

утицаj на особине обе фазе. Када су зидови канала храпави, временски осредње-

ни профил брзине честица у мерном пресеку jе знатно равномерниjи него када су

зидови канала глатки, што jе последица мешања честица услед њихових судара са

храпавим зидом канала.
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Утицаj храпавости зида на дисперзну фазу при струjању мешавине гаса и

честица у вертикалном каналу истраживан jе у Squires and Simonin [21] применом

LES-DPS симулациjе са jедносмернoм спрегом флуида и честица. Виртуелни зид

jе дефинисан jединичним вектором нормале n = [sinϕ cos θ, cosϕ, sinϕ sin θ], где

углови ϕ и θ имаjу нормалну расподелу са стандардном девиjациjом ∆γ. После

судара честице са зидом, ако нормална компонента брзине честице ниjе усмерена

ка флуиду, генерисање углова виртуалног зида се понавља. Судари честица са

зидом су рачунати без утицаjа трења.

Резултати DNS-DPS симулациjе струjања мешавине гаса и честица кроз верти-

калну цев са моделираним сударима честица са храпавим зидом дати су у Vreman

[22]. Виртуални вектор нормале зида jе рачунат као n+χs / |n+χs|, где су проjек-

циjе вектора s униформне случаjне вредности у домену
[
−1/

√
3, 1/

√
3
]
, (|s < 1|),

а коефициjент спекуларности χ = 0.2 jе грубо процењен за алуминиjумску цев

коришћену у експерименту, из разлога што храпавост ниjе мерена у оригиналном

експерименту. Показано jе да примена модела храпавог зида у симулациjи, уместо

глатког зида, резултуjе бољим слагањем резултата симулациjе са експериментал-

ним резултатима.

У DES-DPS симулациjи турбулентног струjања у хоризонталном каналу Konan

et al. [23], истраживан jе утицаj храпавости на дисперзну фазу користећи модел

сенке [2] и модел вишеструких судара честице са зидом [6]. Анализа резултата

симулациjа показуjе да се применом модела сенке ствара велики броj честица коjе

се после судара са храпавим зидом крећу у близини зида, док применом модела

вишеструких судара честице са зидом, постоjи веома мала вероватноћа да ће се

честице после судара са зидом одбити са углом блиским нули. Да би се повећала

дисперзиjа честица индукована сударом честица са храпавим зидом и добило боље

слагање са експерименталним резултатима, у моделу сенке jе неопходно повећати

статистичке особине храпавости зидова.
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Модел за судар честице са храпавим зидом у коме jе стварна површина зида

замењена са површином прекривеном полусферама jеднаког пречника, предложен

jе у Breuer et al. [24]. Стандардна девиjациjа угла зида jе функциjа просечне висине

неравнина Rz (или RMS висине храпавости Rq) и пречника честице. Ови парамет-

ри дозвољаваjу лакшу примену модела у практичним инжењерским проблемима.

Ефекти сенке су узети у обзир, али вишеструки судари честице са зидом су за-

немарени. Модел jе примењен у LES-DPS симулациjи струjања гаса и честица у

хоризонталном каналу.

Malloupas and Van Wachem [25] су извршили LES-DPS симулациjу струjања

мешавине гаса и честица у хоризонталном каналу, при чему се одбиjање сферних

честица од храпавог зида израчунава у оквиру модела меких сфера. Вишеструки

судари честице и зида се третираjу сукцесивним додавањем виртуелних зидова.

Први виртуелни зид се ствара уз помоћ модела сенке [2] када честица достигне ам-

плитуду храпавог зида додатог глатком зиду. Ако се после судара са виртуелним

зидом честица помери према зиду, други виртуелни зид се генерише и одбиjање че-

стице се поново израчунава. Механизам генерисања виртуелних зидова се понавља

све док се честица не врати у струjу флуида.

У раду Cheng and Zhu [26] судари честица и храпавог зида проучавани су

у систему виртуелних зидова коjи заjедно чине тзв. групу виртуелних зидова. У

овом окружењу, дефинише се густина расподеле углова храпавих зидова коjе че-

стица види када прилази зиду. Упрошћен случаj ове густине расподеле представља

ефективна дистрибуциjа храпавости [2]. Процедура за вишеструке сударе зида и

честица из [6] jе модификована и разлика jе направљена за честице коjе имаjу по-

зитивне и негативне углове одбиjања од зида. Резултуjућа процедура jе примењена

у RANS-DPS симулациjи струjања гаса и честица у ограниченом раванском млазу.

Резултати DNS-DPS симулациjе струjања мешавине гаса и честица у верти-

калном каналу су описани у Vreman [27]. Судари честица и храпавих зидова су
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рачунати на детерминистички начин, а храпавост зида jе моделирана као скуп гу-

сто збиjених полусфера са равним странама причвршћеним за гладак зид. Налази

се да повећање храпавости зида канала при струjању мешавине гаса и честица

доводи до слабљења турбуленциjе флуида. Неуниформни део просечне силе коjим

слободне честице делуjу на гас такође утиче на смањење турбуленциjе флуида.

11



Поглавље 3

Основне карактеристике дисперзних

струjања

Вишефазна струjања се могу поделити на стратификована и дисперзна струjања,

као што jе приказано на слици 3.1. У стратификованом струjању, фазе су раз-

Фаза 1Фаза 1

Фаза 2Фаза 2

Слика 3.1: Стратификовано струjање (слика лево) и дисперзно струjање (слика десно)
[3].

двоjене малим броjем контактних површина, а при дисперзном струjању jедна фаза

jе у форми честица, окружена флуидом, при чему постоjи велики броj контактних

површина честица и флуида. Термин дисперзна фаза означава честице а флуид

коjи окружуjе дисперзну фазу назива се носећа или континуална фаза.

За карактеризациjу дисперзних струjања се користи неколико параметара.



Наjважниjи међу њима jе запремински удео, коjи дефинише колико запремине

заузима нека од фаза. Запремински удео дисперзне фазе jе дефинисан следећим

изразом:

αd =
1

V

Nd∑

i=1

V i (3.1)

где jе V i запремина коjа заузима честица i а Nd jе укупан броj честица у запремини

V . Како jе збир запреминских удела дисперзне и носеће фазе увек jеднак jединици,

запремински удео флуида (континуалне фазе) jе дат са:

αc = 1− αd (3.2)

За процену међусобног утицаjа честица, важан параметар jе растоjање између

честица Lp. Уколико се посматраjу сферне честице пречника Dp хомогено распо-

ређене у коцкама страница Lp тако да се средиште честице поклапа са средиштем

коцке коjа jе окружуjе, важи [4]:

Lp

Dp

=

(
π

6αd

)1/3

(3.3)

За запремински удео дисперзне фазе од 15%, растоjање између центара две су-

седне сферне честице честице би било 1.5Dp, што сугерише да су честице превише

близу да би занемарила њихова интеракциjа.

Степен пуњења дисперзне фазе се дефинише као однос масеног протока дис-

перзне фазе и масеног протока носеће фазе,

m =
ṁd

ṁ
=

αd ρd Ub,d

(1− αd) ρUb

(3.4)

где су ρd и Ub,d густина и просечна брзина дисперзне фазе, редоследно, а ρ и Ub су

густина и просечна брзина носеће фазе, редоследно.
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Времена одзива честице на промену брзине и промену температуре околног

флуида, су важни параметри за карактеризациjу струjања.

Време одзива честице на промену брзине околног флуида, τv, у случаjу сферне

честице пречника Dp коjа се креће у гасу униформне брзине u добиjа се из jедна-

чине кретања честице,

mp

dup
dt

=
1

2
CD

πD2
p

4
ρ(u− up)|u− up| (3.5)

где jе up брзина честице. Увођењем Реjнолдсовог броjа честице,

Rep =
ρDp |u− up|

µ
(3.6)

у (3.5) и дељењем са масом честице mp, добиjа се:

dup
dt

=
18µ

ρpD2
p

CdRep
24

(u− up) (3.7)

У случаjу малих Реjнолдсових броjева (Стоксово струjање), параметар CdRep
24

те-

жи jединици. Други параметар представља реципрочну вредност времена одзива

честице,

τv =
ρpD

2
p

18µ
(3.8)

па се jедначина кретања може написати у следећем облику:

d up
d t

=
1

τv
(u− up) (3.9)

Решење jедначине (3.9), за константну брзину гаса u и почетну брзину честице

jеднакоj нули, jе:

up = u(1− exp(−t/τv)). (3.10)

Из (3.10) се добиjа да време одзива честице представља време коjе jе потребно

да честица из стања мировања достигне 63% униформне брзине гаса u. Сличну
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анализу за време одзива честице на промену температуре околног флуида могуће

jе пронаћи у [28].

Стоксов броj везан за брзину честице се дефинише као:

Stv =
τv
τf

(3.11)

где jе τf jе неко карактеристично време континуалне фазе. Ако jе Stv ≪ 1, време

одзива честице jе много мање од карактеристичног времена струjања флуда, па

честице имаjу довољно времена да одреагуjу на промене брзине флуида у струjном

пољу. С друге стране, ако jе Stv ≫ 1, честице немаjу довољно времена да реагуjу

на промене брзине околног флуида.

Аналогно (3.11), следи дефинициjа турбулентног Стоксовог броjа,

Stt =
τv
τt

(3.12)

где jе τt интегрална размера турбуленциjе. Оваj броj се користи за процену утицаjа

турбуленциjе на кретање честице (в. сл. 3.2). Ако jе Stt ≪ 1, што jе често у случаjу

честица мањих димензиjа, флуктуациjе брзине утичу знатно на кретање честице,

а ако jе Stt ≫ 1, флуктуациjе брзине не утичу на кретање честице.

Stt ≪ 1 Stt ≈ 1 Stt ≫ 1

Слика 3.2: Утицаj турбулентног вртлога на траjекториjу честице за различите вредности
турбулентних Стоксових броjева [3].
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Стоксов броj везан за сударе честица jе:

Stc =
τv
τc

(3.13)

Ако jе Stc < 1, на кретање честице наjвише утичу силе коjима флуид делуjе на њу.

У том случаjу концентрациjа дисперзне фазе jе веома мала, и таква струjања при-

падаjу класи тзв. разблажених струjања. Са друге стране, када jе Stc > 1, кретање

честица jе регулисано њиховим међусобним сударима или пак њиховим контину-

алним контактом. Оваква струjања карактерише и велика вредност концентрациjе

дисперзне фазе, и она припадаjу класи тзв. густих струjања.

Како постоjи много механизама коjи утичу на међусобне сударе честица, теш-

ко jе дефинисати jасну границу између разблаженог и густог режима струjања и

уобичаjено се за одређивање режима струjања користи запремински удео честица

(в. сл. 3.3). За запреминске уделе честица 0.001 и мање, струjање се може сматрати

Разблажено
струjање

Доминираjу
судари

Густо струjање

Доминира
контакт

αd < 0.001 0.001 < αd < 0.1 αd > 0.1

Слика 3.3: Режими струjања мешавине гаса и честица [4].

разблаженим. Примери овог струjања су струjање гаса и честица у електростатич-

ком филтеру или у циклонском сепаратору. За запреминске уделе честица између

0.001 и 0.1, судари честица остваруjу велики утицаj на особине обе фазе. Пример

овог режима струjања jе флуидизациjа, где се честице често судараjу међусобно

као и са зидом. Уколико jе запремински удео честица већи од 0.1, то су струjања

у коjима jе доминантан ефекат контакта честица. Примери ових режима су грану-
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ларна струjања честица низ нагнуту раван.

3.1 Спрега континуалне и дисперзне фазe

При анализи дисперзних струjања важан концепт jе спрега дисперзне и контину-

алне фазе. Разликуjу се три начина спреге:

• jедносмерна спрега: струjање континуалне фазе утиче на струjање честица,

при чему нема повратног утицаjа честица на флуид. Међусобна интеракциjа

честица jе занемарљива.

• двосмерна спрега: струjање континуалне фазе утиче на струjање честица, али

постоjи и повратни утицаj струjања честица на флуид. Међусобна интерак-

циjа честица jе занемарљива.

• четворосмерна спрега: постоjи међусобна интеракциjа струjања честица и

флуида, али и међусобне интеракциjе честица су важне (jедна честица утиче

на другу, али и друга честица утиче на прву, па се то рачуна као двосмерна

спрега). Под интеракциjом честица се подразумеваjу судари честица али и

индиректни феномени као у случаjу када се две честице приближаваjу jед-

на другоj у вискозном флуиду. Иако се честице не мораjу сударити, њихова

интеракциjа jе и даље важна, уколико jе мало растоjање између њих.
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Поглавље 4

Основне jедначине при дисперзном

струjању

4.1 Приступи за проучавање струjања мешавине

гаса и честица

За прорачун струjања мешавине гаса и честица, разликуjу се два приступа:

• Оjлер - Лагранж: За опис континуалне фазе користи се Оjлеров приступ и

решаваjу се закони одржања (масе, количине кретања, енергиjе) на фиксноj

прорачунскоj мрежи, док се честице прате на Лагранжов начин - за сваку

честицу (или групу честица) примењуjе се други Њутнов закон и физичке

величине честица (попут брзине и термпературе) се ажурираjу дуж траjек-

ториjа.

• Оjлер - Оjлер (модел два флуида): Користећи Оjлеров приступ, разли-

чите фазе се третираjу као флуиди, при чему се закони одржања решаваjу

за сваку фазу. Особине честица се се осредњаваjу у контролноj запремини.



Приступ Оjлер-Лагранж се примењуjе углавном код разблажених режима

струjања, док се Оjлер - Оjлер примењуjе углавном када су режими струjања ме-

шавине густи.

4.2 Jедначине континуалне фазе

При решавању проблема у вишефазном струjању мешавине гаса и честица, кон-

цепциjски наjбољи приступ би био решавање основних jедначина носеће фазе (jед-

начине континуитета, jедначина количине кретања и jедначине енергиjе) са гра-

ничним условима коjе намећу честице. Међутим, због захтева за великим рачу-

нарским капацитетима, решења оваквих струjања до данас постоjе само у случаjу

малог броjа честица, при малим вредностима Реjнолдсовог броjа. У реалним ин-

дустриjским прорачунима вишефазних струjања броj честица може бити изузетно

велики, па би такви прорачуни траjали дуго и на наjсавремениjим рачунарима коjи

су данас расположиви.

Други, мање захтеван приступ у погледу рачунарских капацитета, jе форми-

рање система jедначина коjи описуjе промену просечних физичких величина при

вишефазном струjању. Те просечне вредности се добиjаjу осредњавањем физичких

величина.

4.2.1 Методе осредњавања физичких величина

Осредњавање физичких величина може бити у времену, по ансамблу и по запре-

мини.

Временско осредњавање величине B(r, t) се дефинише изразом,

〈B(r)〉t =
1

T

∫ T

0

B(r, t) dt (4.1)
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где jе T време осредњавања коjе мора бити довољно велико тако да осредњена

величина B више не зависи од времена.

При осредњавању по ансамблу, физичка величина B(r, t) се мери у N

реализациjа експеримента и вредност осредњена по ансамблу jе:

〈B(r, t)〉e =
1

N

N∑

n=1

Bn (r, t) (4.2)

При вишефазном струjању наjчешће се користи осредњавање по запреми-

ни, с обзиром да се струjно поље у великом броjу модела дели на прорачунске

ћелиjе коjе у суштини представљаjу запремине за осредњавање. Оваj тип осредња-

вања jе дефинисан изразом:

{B(r, t)} =
1

V

∫

V

B(r, t) dV (4.3)

Величина запремине V у коjоj се врши осредњавање треба да буде довољно ве-

лика тако да се обухвати довољан броj честица, како се запремински осредњена

вредност не би мењала са порастом величине запремине за осредњавање. С друге

стране, да би промена величина у систему била континуална, неопходно jе да за-

премина за осредњавање буде мања од карактеристичне димензиjе система. Када

запремина коjа jе потребна за осредњавање величина ниjе довољно велика, могу

се дефинисати величине осредњене по запремини, али њихова промена у простору

ниjе континуална. У том случаjу запреминско осредњавање jе могуће комбиновати

са другим типовима осредњавања [29].

Поред запреминске просечне вредности (4.3), фазна просечна вредност се де-

финише као,

〈B(r, t)〉 = 1

Vc

∫

Vc

B(r, t) dV (4.4)

где jе Vc запремина континуалне фазе. Jедначине (4.3) и (4.4) су повезане изразом
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〈B〉 = αc{B}.

Коришћење осредњавања у jедначинама одржања доводи до губитка инфор-

мациjа па добиjени систем осредњених jедначина по правилу ниjе затворен. Моде-

лирање одређених чланова у осредњеним jедначинама представља проблем и при

струjању чистог флуида, а проблеми су jош већи у вишефазном струjању, услед

присуства више фаза.

Према Crowe [28], запремински осредњена вредност градиjента неке величине

jе повезана са градиjентом фазне осредњене вредности изразом,

{
∂B

∂xi

}
=

∂

∂xi
〈B〉 − 1

V

∫

Sd

B ni dS (4.5)

где jе Sd површина честице коjу окружуjе флуид. За запремински осредњену вред-

ност временског извода важи,

{
∂B

∂ t

}
=

∂

∂t
〈B〉 − 1

V

∫

Sd

Bṙ dS (4.6)

где jе ṙ интензитет брзине површине честице у односу на њен центар. У изразима

(4.5) и (4.6), величина B може бити скалар, вектор или тензор.

4.2.2 Запремински осредњена jедначина континуитета кон-

тинуалне фазе

Запреминским осредњавањем jедначине континуитета носеће фазе, у диференци-

jалном облику,
∂ρ

∂t
+∇ · (ρu) = 0 (4.7)

коришћењем (4.5) и (4.6), добиjа се jедначина,

∂

∂t
(αc〈ρ〉) +∇ · (αc〈ρu〉) = − 1

V

∑

k

ṁk (4.8)
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где jе ṁk брзина промене масе честице k.

Код модела где се честице апроксимираjу као тачке, односно као елементи без

запремине, запремински удео носеће фазе jеднак jе jединици, αc = 1, а jедначина

континуитета (4.8) се своди на облик,

∂

∂t
(〈ρ〉) +∇ · (〈ρu〉) = − 1

V

∑

k

ṁk (4.9)

Ако jе флуид нестишљив и нема промене фазе честица, jедначина (4.9) има исти

облик као jедначина континуитета (4.7) за чист флуид.

4.2.3 Запремински осредњена jедначина количина кретања

континуалне фазе

Jедначина количине кретања носеће фазе се може написати у следећем облику,

∂

∂t
(ρu) +∇ · (ρuu) = −∇p+∇ · τ + ρg (4.10)

Запреминским осредњавањем ове jедначине добиjа се,

∂

∂t
(αc〈ρu〉) +∇ · (αc〈ρuu〉) = −∇〈p〉 − 1

V

∑

k

up,kṁk +∇ · 〈τ 〉

− ∇ · (αc〈ρu′u′〉)− 1

V

∑

k

Fk + αc〈ρ〉g
(4.11)

где jе up,k брзина k-те честице, а Fk je сила коjом носећа фаза делуjе на ту честицу.

Брзина u′ представља одступање локалне брзине u у запремини за осредњавaње

од Фавреове осредњене вредности 〈u〉F = 〈ρu〉
〈ρ〉 ,

u′ = u− 〈u〉F (4.12)
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Члан 〈ρu′u′〉 представља аналогиjу Реjнолдсовом напону при струjању чистог флу-

ида. Оваj члан постоjи и када струjање ниjе турбулентно, услед девиjациjа брзине

коjе се jављаjу при опструjавању индивидуалних честица.

У случаjу да честице не мењаjу фазу, да jе носећи флуид нестишљив и да се

честице могу апроксимирати као тачке, jедначина (4.11) се упрошћава на следећи

облик,
∂

∂t
(ρu) +∇ · (ρuu) = −∇p+∇ · τ + ρg + Fp (4.13)

где jе Fp сила коjом честице дисперзне фазе делуjу у тачки носећег флуида.

4.2.4 Запремински осредњена jедначина енергиjе

Jедначина укупне енергиjе носећег флуида има следећи облик,

∂

∂t

[
ρ

(
e+

|u|2
2

)]
+∇ ·

[
ρu

(
e +

|u|2
2

)]
=−∇ · q−∇ · (pu)+

+∇ · (τ · u) + ρu · g
(4.14)

и следи из првог закона термодинамике. Jедначина механичке енергиjе добиjа се

скаларним множењем jедначине количине кретања и брзине флуида,

∂

∂t

(
ρ
|u|2
2

)
+∇ ·

[
ρu

( |u|2
2

)]
= −u · ∇ p+ u · (∇ · τ ) + ρu · g (4.15)

Jедначина унутрашње енергиjе се добиjа као разлика jедначине укупне енергиjе и

jедначине механичке енергиjе,

∂

∂t
(ρe) +∇ · [ρue] = −ρ∇ · u+ τ : ∇u−∇ · q (4.16)
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Запреминским осредњавањем jедначине унутрашње енергиjе (4.16), у случаjу нести-

шљивог флуида, добиjа се,

∂

∂t
(αcρ〈e〉) +∇ · (αcρ〈u e〉) = − 1

V

∑

k

ṁkes,k + αc〈Φ〉+∇ · qm − 1

V

∑

k

Q̇k (4.17)

Запремински осредњена jедначина механичке енергиjе, у случаjу нестишљивог

флуида jе,

∂

∂t

(
αcρ

〈 |u|2
2

〉)
+∇ ·

(
αcρ

〈
u
|u|2
2

〉)
= −∇ · (αc 〈u p〉) +∇ · (αc〈τ · u〉)

+∇ · (αd〈p〉〈up〉F) + 〈p〉 V̇d
V

− 1

V

∑

k

up,k · Fk −
1

V

∑

k

ṁk

[ |us,k|2
2

+
ps
ρ

]

− αc〈Φ〉+ αcρ〈u〉 · g

(4.18)

Jедначина укупне енергиjе носеће фазе jе,

∂

∂t

(
αcρ

〈
e+

|u|2
2

〉)
+∇ ·

(
αcρ〈u

(
e+

p

ρ
+

|u|2
2

)
〉
)

=

− 1

V

∑

k

ṁk

[ |us,k|2
2

+ es,k +
ps
ρ

]
+∇ · (αd〈p〉〈up〉F) + 〈p〉 V̇d

V

− 1

V

∑

k

up,k · Fk +∇ · (αc〈τ · u〉) + αcρ〈u〉 · g +∇ · qm − 1

V

∑

k

Q̇k

(4.19)
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4.3 Лагранжов приступ при проучавању кретања

дисперзне фазе

Jедначина кретања честице кроз флуид се описуjе другим Њутновим законом,

mp

dup

dt
= Fbody + Fsurf + Fcoll (4.20)

где су Fbody и Fsurf , резултуjућа масена сила и резултуjућа површинска сила коjа

делуjе на честицу, редоследно, а Fcoll jе резултуjућа сила услед међусобног судара

честица (или услед судара честица са зидом).

Резултуjућа масена сила се своди на гравитациону силу, Fbody = mpg ако су

остале масене силе (нпр. електромагнетна и инерциjалне силе) занемарљиве.

У зависности од начина одређивања површинских сила коjе делуjу на честицу,

у оквиру Лагранжовог приступа за прорачун кретања честице разликуjу се:

1. модели код коjих се напонско стање флуида одређуjе на површини сваке че-

стице

2. модели код коjих се претпоставља да jе честица тачка (тзв. point-force при-

ступ)

Код модела код коjих се напонско стање флуида одређуjе на површини сваке

честице, резултуjућа површинска сила добиjа се нумеричком интеграциjом израза:

Fsurf =

∫

Sp

σp · np dS (4.21)

где jе Sp површина честице у контакту са флуидом, σp jе тензор напона флуида на

површини честице а np jе jединични вектор нормале на површини честице. Оваj

приступ нема ограничења у погледу Реjнолдсовог броjа честице, њеног облика
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и убрзања. Недостатак овог приступа су високи захтеви у погледу рачунарских

капацитета, с обзиром да jе неопходан велики броj прорачунских тачака око сваке

честице.

Уколико jе у струjању присутан већи броj честица, за прорачун се користи

модел код коjег резултуjућа сила на честицу делуjе у тачки. Код тог модела, резул-

туjућа сила представља површински осредњену силу и она се налази као линеарна

комбинациjа међусобно независних сила. Резултуjућа сила jе дефинисана изразом:

Fsurf = Fd + Fs + Fls + Flm + Fa + Fh + Fadd (4.22)

где jе Fd сила отпора, Fs сила услед напона непоремећене струjе флуида, Fls Саф-

манова сила узгона, Flm Магнусова сила узгона, Fa сила додате масе, Fh jе Басе-

това сила и Fadd представља додатне силе коjе могу бити важне при струjању, као

што су нпр. термофоретичка сила услед постоjања градиjента температуре или

Браунова сила услед молекуларних судара.

Различите силе у (4.22) потичу услед деjства напона флуида на површину че-

стице, а како су Навиjе-Стоксове jедначине нелинеарне, линеарност у (4.22) ниjе

физички оправдана [30], изузев у случаjу врло малих или врло великих Реjнолдсо-

вих броjева честице, када се ова адитивност може доказати. Ипак, оваква супер-

позициjа сила jе уобичаjена jер при практичним прорачунима оваj приступ даjе

задовољаваjуће резултате.

Сила отпора коjа делуjе на усамљену честицу при стационарном струjању

израчунава се помоћу израза:

Fd = −3

4
ρVp

Cd

Dp

|up − u| (up − u) (4.23)

Jедначина (4.23) важи за честицу коjа се налази у униформноj струjи флуида бр-

зине u далеко од честице. При коришћењу овог израза, у случаjу честице у струjи
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флуида са сложеном просторном структуром, претпоставља се да jе пречник че-

стице Dp много мањи од наjмањих карактеристичних дужинских размера флуида

тако да брзина u представља брзину флуида коjу присуство честице не мења. Да

би jедначина (4.23) могла да се примени, неопходно jе занемарити и поремећаjе

струjања коjе индукуjу друге честице, па jе поменута jедначина важећа само у

случаjу разблажених режима струjања. За коефициjент отпора наjчешће се кори-

сти израз,

Cd =





24
Rep

(
1 + 0.15Re0.687p

)
заRep < 1000

0.45 заRep > 1000

(4.24)

где jе Реjнолдсов броj честице,

Rep =
ρDp|u− up|

µ
(4.25)

У случаjу малих вредности Реjнолдсових броjева честице, Rep < 1, (4.24) се своди

на Стоксову формулу [31]. Сила коjа потиче услед деjства напона непоремећене

струjе флуида на честицу jе:

Fs = ρVp
Du

Dt
− ρVpg (4.26)

где први члан представља силу услед градиjента притиска на честици а други члан

представља силу потиска.

Када честица убрзава кроз флуид, постоjи убрзање флуида у близини те че-

стице на рачун њеног рада. Та поjава доводи до тзв. силе додате (или виртуелне)

масе коjа делуjе на честицу. Ова сила се може написати у облику, према [32],

Fa =
ρVp
2

(
Du

Dt
− dup

dt

)
(4.27)

Басетова сила узима у обзир историjу кретања честице - ова сила не зависи
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од само од тренутне брзине и тренутног убрзања честице, већ и од претходних

убрзања честице, од почетног тренутка t0 до посматраног тренутка t. Ова сила je

дефинисана, према Basset [33],

Fh =
3

2
D2

p ρ
√
πν

∫ t

t0

dt′

(t− t′)1/2

(
Du

Dt′
− dup

dt′

)
(4.28)

Интеграл у (4.28) чини прорачун Басетове силе веома захтевним - укупно

време прорачуна струjања може се повећати за ред величине. Из тог разлога, при

практичним прорачунима се ова сила често неоправдано занемаруjе. Басетова сила

jе занемарљива у односу на силу отпора само уколико jе однос густине флуида и

густине честица мали, ρ/ρp < 10−3.

Сафманова сила узгона jе последица разлике притиска на честици, услед гра-

диjента брзине у коме се честица налази (в. сл. 4.1a). Користећи аналитички резул-

тат Saffman [34], Mei [35] jе предложио следећи израз за Сафманову силу узгона:

Fls = 1.615Dp µRes
1/2cls [(u− up)× ω] (4.29)

где jе ω = ∇ × u вртложност флуида, Res =
ρDp |ω|

µ
jе Реjнолдсов броj смицаjног

струjања коме jе честица изложена, а коефициjент cls jе поправни коефициjент коjи

узима у обзир ефекат Реjнодсовог броjа Rep,

cls =





(
1− 0.3314 β1/2

)
exp−Rep

10
+ 0.3314β1/2 Rep ≤ 40

0.0524 (βRep)
1/2 Rep > 40

(4.30)

где jе β = 0.5Res/Rep.

Магнусова сила узгона jе узрокована разликом притиска на честици услед

ротациjе честице (в. сл. 4.1б). Користећи израз за ову силу дату у Rubinow and
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u

Fls

(а) Сафманова сила

u

ωp

Flm

(б) Магнусова сила

Слика 4.1: Сафманова сила узгона коjа делуjе на честицу коjа се налази у смицаjном
струjању (слика а) и Магнусова сила узгона коjа делуjе на честицу угаоне брзине ωp у
униформноj струjи флуида (слика б).

Keller [36], Магнусова сила узгона се може приказати у следећем облику:

Flm =
π

8
D3

p ρ
Rep
ReR

clr [Ω× (u− up)] (4.31)

где jе Ω = 0.5∇ × u − ωp а Реjнолдсов броj ротациjе честице jе дат са ReR =

ρD2
p|Ω|/µ. Коефициjент отпора, према Oesterle and Bui Dinh [37], за Rep < 2000, jе

дат изразом,

clr = 0.45 +

(
ReR
Rep

− 0.45

)
exp(−0.05684ReR

0.4Rep
0.3) (4.32)

4.4 Оjлеров приступ при проучавању кретања дис-

перзне фазе

При Оjлер-Оjлер приступу, дисперзна фаза се третира као континуална (непре-

кидна) средина и за њу се формираjу одговараjуће jедначине одржања. Према

Anderson and Jackson [38], jедначина континуитета и jедначина количине кретања
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дисперзне фазе су:
∂

∂t
(αd) +∇ · (αdud) = 0 (4.33)

ρdαd

[
∂ud

∂t
+ ud · ∇ud

]
=αd ∇ · τ −∇p+∇ · τ d −∇pd

+ β (〈u〉 − ud) + αdρdg

(4.34)

где су τ d и pd смицаjни напон и притисак дисперзне фазе, редоследно, a ud пред-

ставља локалну осредњену брзину честица, дефинисану изразом:

αd(x)ud(x) =

∫

Vd,∞

up(y) g(|x− y|)dVy (4.35)

где jе Vd,∞ запремина дисперзне фазе у запремини за осредњавање, up(y) пред-

ставља брзину честице чиjа jе координата тежишта y, dVy представља елементарну

запремину, а g|x− y| представља тежинску функциjу коjа jе позитивна, контину-

ално диференциjабилна и опада са порастом растоjања |x − y| од тачке x у коjоj

се врши осредњавање.

Предност модела Оjлер-Оjлер jе примена истих метода решавања диферен-

циjалних jедначина континуалне и дисперзне фазе, а мана модела су комплексне

емпириjске конститутивне jедначине за смицаjни напон и притисак дисперзне фа-

зе.
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Поглавље 5

Принцип LES симулациjе и

моделирање утицаjа вртлога малих

размера

5.1 Преглед симулациjа и моделирања турбулент-

них струjања чистог флуида

Турбулентно струjање нестишљивог Њутновског флуида описано jе jедначином

континуитета,

∇ · u = 0 (5.1)

и jедначином количине кретања,

∂u

∂t
+∇ · (uu) = −1

ρ
∇p+ ν∇2u (5.2)

Принцип где се jедначине (5.1) и (5.2) директно решаваjу, уз одговараjуће почетне

и граничне услове, без коришћења било каквих претпоставки, назива се директна



нумеричка симулациjа (DNS). При овоj врсти симулациjа, рачунаjу се сви вртло-

зи, почевши од наjмањих, дефинисаних размерама Колмогорова, до наjвећих де-

финисаним карактеристичним размерама струjног простора. Мана овог приступа

jе велика цена прорачуна, пропорционална кубу Реjнолсовог броjа [39], што огра-

ничава примену ових симулациjа на струjања са релативно малим вредностима

Реjнолдсовог броjа.

Да би се смањили захтеви за изразито великим рачунарским ресурсима, као

и време нумеричког прорачуна, у инжењерским прорачунима се врши временско

осредњавање (или пак осредњавање по ансамблу) jедначина (5.1) и (5.2). На таj

начин добиjаjу се Реjнолдсове jедначине (RANS) коjе описуjу промену просечних

физичких величина. Услед процеса осредњавања, у овим jедначинама поjављуjе

се шест нових непознатих величина - Реjнолдсови турбулентни напони, коjе jе по-

требно моделирати како би се систем jедначина затворио. У зависности од присту-

па моделирања, разликуjу се концепти засновани на турбулентноj вискозности и

концепти засновани на моделирању Реjнолдсових транспортних jедначина. Мана

RANS приступа jе што се турбулентним моделима обухватаjу заjедно и велики и

мали вртлози, различитих карактера: велики вртлози носе наjвећи део енергиjе,

анизотропни су и зависе од геометриjе струjног простора и граничних услова, док

су мали вртлози одговорни за дисипациjу енергиjе и при великим Реjнолдсовим

броjевима имаjу универзалан карактер.

Симулациjа великих вртлога (LES), коjа се и користи у овоj тези, по своjоj

концепциjи представља средину између претходна два приступа: велики вртлози

се директно прорачунаваjу, док се утицаj малих вртлога моделира. Из тог раз-

лога, LES симулациjе су знатно мање захтевне у погледу рачунарских ресурса (и

времена) од одговараjућих DNS симулациjа истог струjања (jер се у LES симула-

циjама не прорачунаваjу директно мале размере на коjе се троши скоро све време

прорачуна у DNS симулациjи), а са друге стране, очекуjе да LES буде тачниjи у

односу на RANS у случаjевима где jе изражена нестационарност великих вртлога,

32



као нпр. при струjању преко тела неаеродинамичног облика[40].

5.2 Основне jедначине LES-а

Операциjом филтрирања се раздваjаjу размере коjе се моделираjу од великих раз-

мера коjе се рачунаjу директно. Ова операциjа jе дефинисана изразом:

φ (x, t) =

∞y

−∞
φ (x′, t)G(x− x′,∆) d3x′ (5.3)

где jе φ (x′, t) оригинална функциjа, φ (x, t) jе филтрирана функциjа, G(x− x′,∆)

jе функциjа филтрирања jеднака нули за вредности φ (x′, t) коjе се jављаjу при

размерама мањим од величине филтера ∆.

У методи контролних запремина, наjчешће се користи тзв. кутиjасти филтер

(енгл. box filter),

G(x− x′,∆) =




1/∆, |x− x′| ≤ ∆/2

0, |x− x′| > ∆/2

(5.4)

где jе величина филтера ∆ jеднака трећем корену запремине прорачунске ћелиjе,

∆ = 3
√
V . На таj начин величина филтера jе дефинисана дискретизациjом, што се

назива имплицитно филтрирање.

Филтрирањем jедначинa (5.1) и (5.2), коришћењем (5.3), добиjаjу се следеће

jедначине,

∇ · u = 0 (5.5)

∂u

∂t
+∇ · (uu) = −1

ρ
∇p+ ν∇2u+∇ · τR (5.6)

где jе

τ
R = uu− uu (5.7)
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резидуални тензор напона (или тензор напона размера мањих од величине про-

рачунске ћелиjе, енгл. subgrid-scale (SGS) stress tensor). Оваj члан jе аналоган

Реjнолдсовим турбулентним напонима, коjи се jављаjу при осредњавању Навиjе-

Стоксових jедначина.

5.3 Моделирање SGS напона

У овом одељку се описуjу модели коjи су коришћени у овоj дисертациjи при LES

симулациjама чистог флуида у хоризонталном каналу правоугаоног попречног пре-

сека. Преглед других модела SGS напона могуће jе наћи у [41, 42].

Концепт турбулентне вискозности

При моделирању SGS напона коришћењем концепта турбулентне вискозности (Бу-

синескове хипотезе), важи:

τ
R − 1

3
tr(τR) = νt

(
∇u+∇uT

)
= 2νtS (5.8)

где jе νt резидуална (SGS) турбулентна вискозност, а S = 1
2

(
∇u+∇uT

)
jе тензор

брзине деформисања филтрираног поља брзине. Користећи jедначину (5.8), могуће

jе трансформисати jедначину (5.6) на облик:

∂u

∂t
+∇ · (uu) = −1

ρ
∇P + 2 (ν + νt) ∇ · S (5.9)

где jе модификовани притисак P = p− 1/3 ρ tr
(
τ
R
)
.

У моделима базираним на овом концепту, неопходно jе дефинисати турбулент-

ну вискозност νt.
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Модел Смагоринског

Модел Смагоринског [43] заснован jе на споменутом концепту турбулентне вис-

козности. Аналогно Прантловоj путањи мешања, дефинише се резидуална (SGS)

турбулентна вискозност,

νt = ls S = (Cs∆)2|S| (5.10)

где jе ls = Cs∆ дужинска размера Смагоринског, Cs коефициjент Смагоринског,

∆ jе величина филтера а |S| =
(
2S : S

)1/2
je карактеристична филтрирана брзина

деформисања.

Коефициjент Cs зависи од услова струjања и вредности овог параметра вари-

раjу од 0.065 до 0.25 [44].

Мана модела Смагоринског jе превелика дисипациjа у близини зида: турбу-

лентна вискозност νt у близини зида jе велика, jер су и градиjенти брзине велики.

Међутим, како турбулентне флуктуациjе у близини зида теже нули, тако и турбу-

лентна вискозност у близини зида треба да тежи нули. Како би се осигурало овако

понашање, може се користити Ван Дриестова функциjа пригушења, тако да jе:

ls = Cs∆
[
1− exp

(
−y+/A+

)]
(5.11)

где jе y+ бездимензиjско растоjање од зида, а константа A+ има вредност око 26.

WALE модел

У WALE моделу [45], турбулентна вискозност се рачуна помоћу израза:

νt = (Cw ∆)2

(
S
d
: S

d
)3/2

(
S : S

)5/2
+
(
S
d
: S

d
)5/4 (5.12)
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где jе Sd симетрични део квадрата тензора градиjента брзине gu = ∇u,

Sd =
1

2

(
g2
u + (gT

u )
2 − 1

3
I tr(g2

u)

)
(5.13)

Израз (5.13) се може написати у следећем облику:

Sd = S
2
+Ω

2 − 1

3
I [tr(S

2
)− tr(Ω

2
)] (5.14)

где jе тензор вртложности,

Ω =
1

2

(
∇u−∇uT

)
(5.15)

С обзиром на дефинициjу (5.14), WALE модел узима у обзир брзину деформисања

као и вртложност. Добра карактеристика овог модела jе то што SGS турбулентна

вискозност према зиду тежи нули код струjања ограничених зидом, тако да се код

овог модела не користи функциjа пригушивања као ни динамичке процедуре.

Вредност константе Cw при дефинисању модела [45] jе 0.5, док jе касниjим

истраживањима показано да се бољи резултати добиjаjу са вредношћу 0.325 [46].

Динамички jедно-jедначински модел

Да би се избегло подешавање коефициjента при дефинисању турбулентне вискоз-

ности, при различитим типовима струjања (као што jе то случаj са коефициjентом

Смагоринског Cs у изразу (5.10)), у динамичким моделима вредности коефициjена-

та се израчунаваjу. Од динамичких модела, у дисертациjи jе коришћен динамички

jедно-jедначински модел [47].

Транспортна jедначина SGS кинетичке енергиjе je:

∂ksgs
∂t

+ u · ∇ksgs = −τ
R : ∇u− ε+∇ · (νt∇ksgs) (5.16)

где чланови са десне стране jедначине, редоследно, представљаjу продукциjу, ди-
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сипациjу и транспорт SGS кинетичке енергиjе.

У динамичком jедно-jедначинском моделу неопходно jе одредити вредности

коефициjената Cv и Cε.

SGS напони се моделираjу користећи концепт турбулентне вискозности, jед-

начина (5.8), при чему jе SGS турбулентна вискозност дата са,

νt = Cvk
1/2
sgs ∆ (5.17)

Користећи димензиjску анализу, дисипациjа енергиjе ε се може написати у

облику,

ε = Cε
k
3/2
sgs

∆
(5.18)

У моделу нема претпоставке локалне равнотеже продукциjе и дисипациjе SGS

кинетичке енергиjе. Услед тога, модел може урачунати нелокалне ефекте (транс-

порт енергиjе са мањих на веће вртлоге).

Концепт динамичких модела заснива се на коришћењу основног SGS модела,

као нпр. модел Смагоринског, са величином филтера ∆. Затим, израчуната поља

се jош jедан пут филтрираjу користећи “тест” филтер веће величине ∆̃ (наjчешће

∆̃ = 2∆). Разлика SGS напона ових поља представља Германов идентитет [48],

L = ũ ũ− ũu (5.19)

Користећи (5.19), и претпостављаjући исту фукционалну форму SGS напона на

обе величине филтера рачуна се коефициjент Cv,

L− 1

3
I tr (L) = 2Cv M (5.20)
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где jе

M = ∆K1/2S̃ −∆˜ksgsS, K =
1

2
tr (L) + k̃sgs

Користећи метод наjмањих квадрата, решавањем (5.20) се добиjа:

Cv =
1

2

L : M

M : M
(5.21)

Користећи аналогиjу са (5.19) при прорачуну дисипациjе енергиjе, а потом

користећи израз (5.18), добиjа се коефициjент Cε,

Cε = ν

(
∇u : ∇u
: −∇ũ : ∇ũ

)

K3/2

∆̃
− k̃

3/2
sgs

∆

(5.22)
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Поглавље 6

Метод коначних запремина

Проблеми струjања флуида наjчешће се описуjу системом парциjалних диференци-

jалних jедначина (ПДJ): jедначином континуитета, количине кретања и енергиjе,

коjе задовољаваjу одговараjуће граничне услове. Егзактна решења ових jедначина

наjчешће нису могућа изузев у случаjевима jедноставне геометриjе (нпр. Куетово

струjање и Поазеjево струjање). Из тог разлога, jедначине се решаваjу нумерич-

ким методама: поступком дискретизациjе систем ПДJ се трансформише у системе

линеарних, алгебарских jедначина чиjа решења представљаjу вредности одгова-

раjућих физичких величина у дискретним тачкама прорачунског домена.

У овом поглављу се представља дискретизациjа методом коначних запремина.

Принцип дискретизациjе обухвата дискретизациjу домена и дискретизациjу jедна-

чина [49, 5].

6.1 Дискретизациjа домена

При дискретизациjи домена методом коначних запремина, континуални простор

дели се на контролне запремине коjе се не преклапаjу (в. сл. 6.1). На таj начин се



континуални (струjни) простор испуњава коначним броjем контролних запреми-

на (ћелиjа) коjе чине прорачунски домен - нумеричку мрежу. У овоj дисертациjи,

свака контролна запремина у свом тежишту садржи вредност одговараjућих фи-

зичких величина флуида.

M N

i

jk

n

f

Слика 6.1: Ћелиjа облика квадра при дискретизациjи методом коначних запремина.

Мреже се могу поделити на три главна типа: структуриране, блок структури-

ране и неструктуриране мреже [50].

Структуриране мреже. Структуриране мреже се састоjе од фамилиjа ли-

ниjа, са особином да чланови jедне фамилиjе не секу линиjе своjе фамилиjе, а

сваку линиjу друге фамилиjе секу само jедном. Позициjа сваке контролне запре-

мине jеднозначно jе дефинисана са три индекса, нпр. (i, j, k), па jе индексирање и

проналажење суседних ћелиjа jедноставно. Мана структурираних мреже jе то што

се оне могу користити само за геометриjски jедноставне домене. Такође, тешко

jе контролисати расподелу контролних запремина: да би се тачниjе прорачунале

величине у случаjу великог градиjента величина, потребно jе повећати густину

мреже у неком делу. Међутим, то повећање густине мреже у jедном региону дово-

ди до непотребног повећања густине мреже у другим деловима домена, услед чега

се повећава време траjања нумеричког прорачуна.

Блок структуриране мреже. У блок структурираноj мрежи, постоjи подела

домена на више структурираних мрежа. На таj начин, могуће jе ефикасно конт-
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ролисати густину мреже: на местима где су присутне велике просторне промене

(градиjенти) физичких величина, могуће jе користити нумеричку мрежу велике

просторне резолуциjе, док на местима где су градиjенти величина мали, могуће jе

користити грубу мрежу. Блокови мреже могу да буду без преклапања и са прекла-

пањем (тзв. химера мреже).

Неструктуриране мреже. Елементи (ћелиjе, контролне запремине) неструк-

туриране мреже могу имати било коjи геометриjски облик и користећи ове мреже

могуће jе дискретизовати домене са комплексном геометриjом. Такође, ћелиjе се

могу концентрисати где год jе потребно. У пракси, у 2Д, ћелиjе имаjу облик тро-

угла или паралелограма, а у 3Д ћелиjе имаjу облик пирамиде или паралелопипеда.

Такве мреже се могу генерисати аутоматски користећи постоjеће алгоритме, пр-

вобитно развиjене за методу коначних разлика. Мана ових мрежа jе то што се на

основу индекса ћелиjе, не могу извести закључци о положаjу суседних ћелиjа. Из

тог разлога, локациjе ћелиjа и податке о суседним ћелиjама потребно jе дефиниса-

ти експлицитно. Програми коjи користе неструктуриране мреже су обично спориjи

од програма коjи користе структуриране мреже.

6.2 Дискретизациjа транспортне jедначине

Диференциjални облик транспортне jедначине величине φ je:

∂ρφ

∂t︸︷︷︸
временски извод

+ ∇ · (ρuφ)︸ ︷︷ ︸
конвективни члан

+ ∇ · (Γ∇φ)︸ ︷︷ ︸
дифузиони члан

= Sφ (φ)︸ ︷︷ ︸
изворски члан

(6.1)

Jедначина (6.1) jе другог реда и како би се остварила добра тачност неопходно

jе да ред дискретизациjе буде већи или jеднак од реда jедначине коjа се дискре-

тизуjе. Према томе, да би се добио метод дискретизациjе другог реда тачности,

претпоставља се линеарна вариjациjа променљиве φ(x, t) око тачке M и тренутка
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t,

φ(x) = φ(xM) + (x− xM) · (∇φ)M (6.2)

φ(t+∆t) = φ(t) + ∆t

(
∂φ

∂t

)t

(6.3)

У методи коначних запремина захтева се да jедначина (6.1) буде задовољена у

контролноj запремини VM око тачке M у интегралном облику:

∫ t+∆t

t

[∫

VM

∂ρφ

∂t
dV +

∫

VM

∇ · (ρuφ) dV +

∫

VM

∇ · (Γ∇φ) dV
]
dt =

∫ t+∆t

t

[∫

VM

Sφ (φ) dV

]
dt

(6.4)

Чланови jедначине (6.4) се надаље дискретизуjу поjединачно.

6.2.1 Дискретизациjа просторних чланова

При дискретизациjи просторних чланова, користи се Гаусова теорема:

∫

VM

∇ · a dV =

∮

AM

n · a dA (6.5)

∫

VM

∇b dV =

∮

AM

bn dA (6.6)

где jе a векторска величина, b jе скаларна величина а површ AM ограничава за-

премину VM.

Користећи да jе расподела φ (x) око тачке M линеарна, jедначина (6.2), добиjа

се: ∫

VM

φ(x) dV = φM VM (6.7)

С обзиром да се површ AM састоjи из неколико равних површи, као и да jе

расподела φ (x) око тачке M линеарна, jедначина (6.5) се може трансформисати у
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суму површинских интеграла на тим равним површима:

∫

VM

∇ · a dV =

∮

AM

n · a dA =
∑

f

(∫

f

n · a dA
)

=
∑

f

nf · af Af (6.8)

где af представља вредност променљиве у тежишту равне површи. При сумирању,

важи конвенциjа:

∑

f

nf · afAf =
∑

owner

nf · afAf −
∑

neighboor

nf · afAf (6.9)

где се користи адресирање базирано на принципу власника и суседа (енгл. owner-

neighboor addressing) [5, 51, 52]: ћелиjа коjа jе власник неке површине има нижи

индекс у листи ћелиjа мреже, а вектор нормале површине jе увек усмерен од ћелиjе

коjа jе власник ка ћелиjи коjа jе сусед.

Методе интерполациjе

При апроксимациjама интеграла неопходно jе знати вредност променљиве φ на

контролним површинама ћелиjа. Процена ових вредности врши се интерполациjом

на основу вредности у суседним центрима ћелиjа. У литератури постоjи велики

броj метода интерполациjе, а овде се излажу линеарна интерполациjа и узводна

интерполациjа.

Линеарна интерполациjа

Претпостављаjући линеарну вариjациjу променљиве φ између тачака M и N (в. сл.

6.2), њена вредност у тачки f jе:

φf = φMfx + (1− fx)φN (6.10)
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где jе fx однос растоjања fN и MN,

fx =
fN

MN
(6.11)

Jедначина (6.10) jе другог реда тачности [50].

φM

φf

φN

M f

d

N

Слика 6.2: Интерполациjа вредности φf на површи f [5].

Узводна интерполациjа

Код узводне интерполациjе (енгл. upwind interpolation), у зависности од смера

струjања вредност функциjе φ у тачки f , важи:

φf =




φM, F ≥ 0

φN, F < 0

(6.12)

где F представља масени флукс кроз површ f ,

F = nf · (ρu)fS (6.13)

Оваj метод интерполациjе jе првог реда тачности, решења су ограничена али ова

шема има нумеричку дифузиjу нарочито изражену када се правац струjања не

поклапа са правцем простирања ћелиjа [50, 53]. Да би се добила тачна решења,

потребно jе користити веома фину мрежу при прорачунима.
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Конвективни члан

Kонвективни члан се дискретизуjе користећи jедначину (6.8):

∫

VM

∇ · (ρuφ) dV =

∫

AM

nf · (ρuφ) dA ≈
∑

f

nf · (ρu)fφf Af =
∑

f

Fφf (6.14)

Величине (ρu)f и φf рачунаjу се на основу вредности у центрима ћелиjа, користећи

одговараjуће методе интерполациjе.

Дифузиони члан

Понављаjући сличну процедуру као при дискретизациjи конвективног члана, до-

биjа се:

∫

VM

∇ · (Γφ∇φ) dV =
∑

f

nf · (Γφ∇φ)fAf =
∑

f

(Γφ)f (nf · (∇φ)f)Af (6.15)

Ако jе мрежа ортогонална, као што ће бити случаj у овоj дисертациjи, важи:

n · (∇φ)f =
φN − φM

|d| (6.16)

У случаjу неортогоналних мрежа, jедначина (6.16) ниjе другог реда и потребна jе

њена корекциjа [5].

Изворски члан

Пре дискретизациjе, изворски члан треба линеаризовати,

Sφ(φ) = Sc + SM φ (6.17)
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при чему Sc и SM могу да зависе од φ. Користећи израз (6.7), добиjа се:

∫

VM

Sφ(φ) dV = Sc VM + SMVMφM (6.18)

6.2.2 Временска дискретизациjа

Полазећи од (6.4), користећи (6.14), (6.15) и (6.17), добиjа се:

∫ t+∆t

t

[(
∂ρφ

∂t

)

M

VM +
∑

f

Fφf −
∑

f

(Γφ)fnf · (∇φ)fAf

]
dt =

∫ t+∆t

t

[Sc VM + SM VMφM] dt

(6.19)

За дискретизациjу временског извода у овоj дисертациjи користи се метод ди-

ференцирања уназад (енгл. backward differencing in time). Оваj метод jе другог реда

тачности при чему се занемаруjу временске промене величина на површима ћелиjе.

Дискретизован облик временског извода ∂ρφ
∂t

добиjа се развиjањем у Теjлоров ред

у тренутку t око вредности φ(t+∆t):

φ(t) = φ(t+∆t)− ∂φ

∂t
∆t+

1

2

∂2φ

∂t2
∆t2 +O(∆t3) (6.20)

Слично, развиjањем у Теjлоров ред у тренутку t − ∆t око вредности φ(t + ∆t),

добиjа се:

φ(t−∆t) = φ(t+∆t)− 2
∂φ

∂t
∆t + 2

∂2φ

∂t2
∆t2 +O(∆t3) (6.21)

Из jедначина (6.20) и (6.21) добиjа се апроксимациjа другог реда временског

извода у тренутку t, (
∂φ

∂t

)n

=
3
2
φn − 2φn−1 + 1

2
φn−2

∆t
(6.22)

при чему jе:

φn−2 = φ(t−∆t) (6.23)
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φn−1 = φ(t) (6.24)

φn = φ(t+∆t) (6.25)

Коначно, коришћењем (6.22), добиjа се облик дискретизоване транспортне jедна-

чине у коjоj jе временски члан дискретизован методом диференцирања уназад,

3
2
φn − 2φn−1 + 1

2
φn−2

∆t
VM+

∑

f

Fφn
f −
∑

(Γφ)f nf ·(∇φ)nfAf = ScVM+SMVMφ
n
M (6.26)

6.3 Гранични услови

Услови коjи физичке величине мораjу да испуне на граничним површинама до-

мена представљаjу граничне услове. Ови услови се деле на нумеричке и физичке

граничне услове.

Нумерички гранични услови могу бити:

• Дириклеови или фиксни гранични услови коjима jе дефинисана вредност

променљиве на граничноj површи

• Ноjманови гранични услови коjима се дефинише градиjент променљиве на

граничноj површи

Физички гранични услови представљаjу групу нумеричких граничних услова

коjе променљиве мораjу да задовоље на одређеним површима. Ти гранични услови

могу да се дефинишу при струjању флуида у улазним и излазним пресецима, на

зидовима, равнима симетриjе итд.

6.3.1 Нумерички гранични услови

Када се користи ортогонална нумеричка мрежа, као што jе случаj у овоj дисерта-
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циjи, вектор d, усмерен од тежишта ћелиjе до тежишта њене површи b на граници

прорачунског домена, jе управан на ту површ (в. сл. 6.3).

M

d

b

Слика 6.3: Ћелиjа коjа се налази на граници прорачунског домена.

Случаj задате фиксне вредности променљиве на граници - Дириклеов

гранични услов

Дириклеовим граничним условом дефинише се фиксна вредност променљиве φ на

некоj граничноj површи b, φ = φb, што jе битно при дискретизациjи конвективних

и дифузионих чланова на тоj површи.

Конвективни члан. Према jедначини (6.14), важи:

∫

VM

∇ · (ρuφ) dV =
∑

f

Fφf (6.27)

С обзиром да jе позната вредност φ на граничноj површи b, на њоj се конвек-

тивни члан редукуjе на Fb φb, где jе Fb флукс кроз површ b.

Дифузиони члан. Према jедначини (6.15), важи:

∫

VM

∇ · (Γφ∇φ) dV =
∑

f

(Γφ)fnf · (∇φ)fAf (6.28)

Градиjент на површи b се рачуна на основу вредности φb и величине у тежишту
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ћелиjе:

nf · (∇φ)b =
φb − φM

|d| (6.29)

Случаj задатог градиjента променљиве на граници - Ноjманов гранични

услов

Код Ноjмановог граничног услова, познат jе скаларни производ jединичног вектора

нормале n на површ и градиjента променљиве φ:

(n · ∇φ)b = gb (6.30)

Конвективни члан. Вредност φ на површи b се рачуна на основу вредности

из тежишта ћелиjе и задатог градиjента,

φb = φM + d · (∇φ)b = φM + |d|gb (6.31)

Дифузиони члан. С обзиром на (6.15) и (6.30), дифузиони члан на граничноj

површи се своди на:

(Γφ)b nAgb (6.32)

6.3.2 Физички гранични услови

Наjчешћи физички гранични услови за струjање нестишљивог флуида су:

• Улазна површ. Задаjе се брзинско поље, док jе градиjент притиска jеднак

нули.

• Излазна површ. Задаjе се константно поље притиска, док jе градиjент брзине

jеднак нули.
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• Непорозни зидови. Брзина флуида у контакту са зидом jеднака jе брзини

зида. Како jе проток флуида кроз зид jеднака нули, градиjент притиска jе

нула.

• Раван симетриjе. Градиjент свих скаларних величина управно на ову раван

jеднак jе нули. Компонента брзине управна на ову раван jеднака jе нули.

• Периодичне површи. Ове површи се користе у случаjу апроксимациjе неогра-

ничених хомогених праваца при струjању у каналу. Пар периодичних површи

развоjених у простору, паралелан jе у прорачунском систему и при томе све

физичке величине jедне површи идентичне су физичким величинама на дру-

гоj површи. Из тог разлога, при овом граничном услову, нема посебних шема

дискретизациjе.

6.4 Дискретизациjа филтрираних Навиjе-Стоксових

jедначина

При дискретизациjи филтриране Навиjе-Стоксове jедначине, конвективни члан и

спрега притиска и брзине захтеваjу посебну пажњу.

6.4.1 Конвективни члан

Kонвективни члан филтриране Навиjе-Стоксове jедначине, ∇· (uu) jе нелинеаран

и дискретизовани облик овог члана резултовао би квадратном функциjом брзине,

услед чега би добиjени систем алгебарских jедначина био нелинеаран. Проблем

jе могуће решити коришћењем солвера за нелинеарне системе jедначина или ли-

неаризациjом члана. С обзиром да су солвери за нелинеарне системе сложени и

захтевни у погледу прорачунских ресурса, линеаризациjа члана jе чешћи избор.
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Заменом φ са u у jедначини (6.14), добиjа се:

∫

VM

∇ · (uu) dV =

∮

AM

n · (uu) dA =
∑

f

(nf · uf )ufAf

≈
∑

f

(nf · un−1
f )un

fAf =
∑

f

F n−1un
f

(6.33)

при чему се линеаризациjа члана постиже коришћењем вредности брзине (односно

флукса F ) из претходне итерациjе. Интерполациjом вредности на површима ћелиjе

добиjа се,
∑

f

F n−1uf = acMuM +
∑

N

acNuN (6.34)

где су коефициjенти acM и acN експлицитне функциjе брзине un−1 .

6.4.2 Jедначина притиска

Из интегралног облика jедначине количине кретања (6.19), користећи описану про-

цедуру дискретизациjе, добиjа се следећи облик jедначине количине кретања:

aMuM = H−∇p (6.35)

Вектор H се састоjи од дела коjи укључуjе матрицу коефициjената помножену

одговараjућим брзинама (за све суседне ћелиjе), дела коjи укључуjе нестационарни

члан као и у општем случаjу, изворне чланове (у случаjу коjи се овде описуjе, не

постоjе изворски чланови):

H =
∑

N

aNuN + at (6.36)

Када се израз (6.35) подели са aM, добиjа се брзина uM,

uM =
H

aM
− ∇p
aM

(6.37)
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Интерполациjом брзине на површи ћелиjе, користећи (6.37), добиjа се:

uf =

(
H

aM

)

f

−
(∇p
aM

)

f

(6.38)

Дискретизован облик jедначинe континуитета (5.5), jе:

∇ · uf =
∑

f

nf · uf Af = 0 (6.39)

Заменом (6.38) у (6.39), следи jедначина:

∇ ·
(

1

aM
∇p
)

= ∇ ·
(

H

aM

)
=
∑

f

nf ·
(

H

aM

)

f

Af (6.40)

Дискретизациjом градиjента притиска на десноj страни jедначине (6.35) и дискре-

тизациjом дивергенциjе са леве стране jедначине (6.40), користећи правила коjа

су коришћена при дискретизациjи дифузионог члана у одељку 6.2.1, долази се

до коначног облика дискретизованих Навиjе-Стоксових jедначина за нестишљив

флуид:

aMuM = H−
∑

f

nf pf Af (6.41)

∑

f

nf ·
[(

1

aM

)
(∇p)fAf

]
=
∑

f

nf ·
(
H

aM

)

f

Af (6.42)

За решавање система jедначина (6.41) и (6.42) у овоj дисетациjи користи се PISO

алгоритам.

6.5 PISO алгоритам за нестационарна струjања

PISO алгоритам за прорачун брзине и притиска при нестационарним струjањи-

ма, први пут jе предложио Issa [54]. Оваj алгоритам се може описати следећим
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корацима:

1. Решава се jедначина (6.41). С обзиром да егзактан градиjент притиска ниjе

познат, при решавању те jедначине користи се поље притиска из претходне

итерациjе. На таj начин се добиjа апроксимациjа новог брзинског поља.

2. Користећи брзине добиjене у претходном кораку, добиjа се H из jедначине

(6.36) и формулише се jедначина (6.42), из коjе се израчунава ново поље

притиска.

3. Поље брзине добиjено у кораку (1) треба кориговати услед нове расподеле

притиска. Ова корекциjа се врши користећи jедначину (6.37).

Корекциjа брзине, према jедначини (6.37), састоjи се од корекциjе услед про-

мене притиска (члан −∇p
aM

) и корекциjе услед утицаjа брзина у суседним ћелиjама

(члан H

aM
). У овом алгоритму, друга наведена корекциjа се занемаруjе и сматра

се да jе укупна грешка у брзини последица промене поља притиска. Како то ниjе

тачно, потребно jе кориговати члан H, формулисати нову jедначину притиска и

понављати процедуру све док се не постигне одговараjући степен тачности [5, 55].
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Поглавље 7

Стохастичко моделирање 3Д

одбиjања честице од изотропног

храпавог зида

7.1 Стварање и особине виртуелног храпавог зида

7.1.1 Опис начина генерисања Гаусове храпаве површине

Виртуелни 3Д храпави зид (в. сл. 7.1) се ствара према процедури Garcia and Stoll

[56], што jе имплементирано и доступно на [57]. У овоj процедури, Гаусова површи-

на, коjа се у овоj дисертациjи користи као изотропни или анизотропни храпав зид,

добиjа се дефинисањем RMS висине храпавости h (у правцу y осе) и корелационих

дужинских размера у x и z правцу, cLx и cLz, редоследно. У случаjу изотропне

површине, корелационе дужинске размере x и z правцу су идентичне, cLx=cLz=cL.

Први корак при стварању ове храпаве површине jе генерациjа некорелисаних

Гаусових случаjних броjева yu (x,z) са нултом просечном вредношћу и стандардном



девиjациjом h на мрежи у x − z равни. Корелисана храпава површина се добиjа

конволуциjом са просторним филтером,

y(x,z) =

+∞∫

−∞

+∞∫

−∞

f(x− x′, z − z′) yu(x
′, z′) dx′dz′ (7.1)

где

f(x, z) =
2

√
πcL,xcL,z

exp

(
−2 x2

c2L,x
− 2 z2

c2L,z

)
(7.2)

представља Гаусов филтер за генерациjу површине. Jедначина (7.1) се израчунава

применом брзе Фуриjеове трансформациjе (FFT).

(а) (б)

Слика 7.1: (a) Изотропни храпав зид за однос RMS висине неравнина и карактеристичне
корелационе дужинске размере: h/cL = 0.063 (cL,x = cL,z = cL) (б) Анизотропни храпав
зид за однос RMS висине неравнина и корелационе дужинске размере у x правцу: h/cL,x =
0.031 и однос корелационих дужинских размера у x и z правцу: cL,z/cL,x = 3.

У детерминистичким симулациjама, место судара честице и зида се налази

као пресек траjекториjе центра честице и елементарне троугаоне ћелиjе виртуелног

храпавог зида. Jединични вектори се онда могу формирати дуж две странице те

ћелиjе у y-x и y-z равнима, и њихов векторски производ даjе вектор нормале коjи

jе усмерен према току флуида.
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7.1.2 Особине нормалног вектора изотропног виртуелног хра-

павог зида

Нека су (ξ, η, ζ) ∈ [0,π] x [0,π
2
] x [0,π] углови између jединичног вектора нормале n и

jединичних вектора дуж x, y и z осе, редоследно, као што jе приказано на слици

7.2.

ξ

η

ζ

n

x

y

z

Слика 7.2: Углови коjе формира jединични вектор нормале n виртуелног зида са коор-
динатним осама.

Проjекциjе jединичног виртуелног вектора нормале n су онда дефинисане из-

разима,

nx = cos(ξ), ny = cos(η), nz = cos(ζ), (ξ, η, ζ) ∈ [0,π] x [0,
π

2
] x [0,π] (7.3)

тако да се он може представити као,

n = cos(ξ) i+ cos(η) j+ cos(ζ)k (7.4)

где су i, j и k ортогонални jединични вектори у правцима x, y и z осе, редоследно.

Корелациони диjаграми углова виртуелног вектора нормале (η, ξ), (η, ζ) и (ζ, ξ)

су приказани на слици 7.3, при чему су углови ξ, η и ζ рачунати у свакоj ћелиjи вир-

туелног зида. Одговараjући диjаграми показуjу да углови ξ и ζ нису у корелациjи
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и да ови углови имаjу нормалне расподеле са просечним вредностима ξ = ζ = π/2.

(а) Корелациони диjаграми η − ξ (б) Корелациони диjаграми η − ζ

(в) Корелациони диjаграми ζ − ξ

Слика 7.3: Корелациони диjаграми углова ξ, η и ζ, вектора нормале n виртуелног хра-
павог зида. Болдовани броjеви представљаjу корелационе коефициjенте између одгова-
раjућих углова. Виртуелни зид за коjе су нацртани диjаграми на слици дефинисан jе
односом RMS висине неравнина и корелационе дужинске размере: h/cL = 0.031 и броjем
чворова мреже у x и z правцу Nx = Nz = 500. Димензиjа домена jе много већа од коре-
лационе дужинске размере cL. Углови су изражени у степенима.

Према Tsang et al. [58], за jеднодимензиjски профил храпавости где углови

неравнина имаjу Гаусову расподелу важи,

σ =
√
2
h

cL
(7.5)

где σ представља RMS нагиба храпавости.

На слици 7.4, вредност σ, коjа се добиjа из (7.5), пореди се са RMS вредношћу
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нагиба виртуелног зида дуж x и z праваца, где су ови нагиби sx = −nx/ny и sz =

−nz/ny, редоследно, израчунати у свакоj троугаоноj ћелиjи, а проjекциjе вектора

нормале су дефинисане са (7.3). Са слике се може видети да jе поклапање веома

добро за све израчунате вредности.

Слика 7.4: Зависност RMS нагиба изотропног виртуелног зида у x и z правцима, σx и
σz, редоследно, и стандардних девиjациjа углова вектора нормале виртуелног зида ∆ξ и
∆ζ, од односа RMS висине храпавости h и корелационе дужинске размере cL виртуелног
храпавог зида. Испитивани виртуелни зидови имаjу Nx = Nz = 500 чворова у x и z
правцима. Дужина домена jе много већа од корелационе дужинске размере cL.

Угао η може се директно израчунати преко углова ξ и ζ :

η = arcsin
(√

cos2(ξ) + cos2(ζ)
)
, η ∈

[
0,
π

2

]
(7.6)

Како су углови ξ, η и ζ повезани jедначином (7.6), они не представљаjу три

независна процеса.

7.1.3 Статистичко моделирање вектора нормале виртуелних

зидова у случаjу мале храпавости

Нека су углови ξ и ζ вектора нормале виртуелног зида независне случаjне про-

менљиве, што jе потврђено у (ζ, ξ) корелационим диjаграмима приказаним на сли-

ци 7.3. Здружена густина расподеле Pξζ(θ, ϕ) углова ξ и ζ се може написати у
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облику,

Pξζ(θ, ϕ) = Pξ(θ)Pζ(ϕ) (θ, ϕ) ∈ [0,π]2 (7.7)

За изотропну храпавост важе jеднаке густине расподеле углова ξ и ζ ,

Pξ(θ) = Pζ(θ), θ ∈ [0,π] (7.8)

са просечним вредностима ξ = ζ = π/2 и стандардним девиjациjама ∆ξ = ∆ζ

углова ξ и ζ , редоследно. Углови ξ и ζ могу се написати у следећем облику:

ξ =
π

2
+ ξ′, ζ =

π

2
+ ζ ′ (7.9)

Како се проучава случаj мале храпавости, то значи да ефективне вредности углова

ξ и ζ вектора нормале задовољаваjу релациjе:

|ξ′| ≪ π

2
и |ζ ′| ≪ π

2
(7.10)

односно, одговараjуће стандардне девиjациjе ових углова задовољаваjу,

∆ξ ≪ π

2
и ∆ζ ≪ π

2
(7.11)

За случаj мале храпавости, (7.5) се своди на,

∆ξ = ∆ζ =
√
2
h

cL
(7.12)

с обзиром да jе sx ≈ ξ′ и sz ≈ ζ ′. Са слике 7.4 се може видети да апроксимациjа

мале храпавости (7.12) важи до приближно ∆ξ = ∆ζ = 0.13 rad (7.5◦).
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7.1.4 Моделовање расподеле угла η и валидациjа детерми-

нистичком симулациjом

Из jедначина (7.6), (7.9) и (7.10), за случаj мале храпавости, угао η се може напи-

сати у следећем облику:

η =
√
ξ′ 2 + ζ ′ 2 (7.13)

Користећи (7.13), маргинална густина расподеле Pη(θ) угла η се добиjа инте-

грациjом густине расподеле Pξζ на кругу радиjуса η и за изотропни храпави зид

важи:

Pη(θ) =
θ

∆ξ2
exp

(
− θ2

2∆ξ2

)
(7.14)

где jе, по дефинициjи,

∫ π/2

0

θ

∆ξ2
exp

(
− θ2

2∆ξ2

)
dθ = 1 (7.15)

Средња вредност и вариjанса густине расподеле угла η, дефинисане са (7.14)

су:

η =

√
π

2
∆ξ (7.16)

∆η2 =
[
2− π

2

]
∆ξ2 (7.17)

У табели 7.1, просечне вредности и стандардне девиjациjе угла η коjе се до-

биjаjу из статистичког модела (7.16) и (7.17), пореде се са углом η генерисане

виртуелне површине, за различите односе RMS висине неравнина h и корелационе

дужинске размере cL. Може се видети да jе поклапање поређених величина веома

добро. Стандардне девиjациjе ∆ξ и ∆ζ коjе се добиjаjу из нумеричких симулациjа

су скоро идентичне као што jе и очекивано за изотропни храпав зид.
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Табела 7.1: Статистичке карактеристике углова вектора нормале виртуелног зида (у
степенима). Испитани виртуални храпави зидови имаjу однос RMS висине неравнина и
корелационе дужинске размере: h/cL. Просечна вредност угла η jе η а стандардне девиjа-
циjе углова ξ, η и ζ су ∆ξ, ∆η и ∆ζ редоследно; NS означава нумеричку симулациjу а
SM означава статистички модел, (7.16) и (7.17).

h/cL ∆ξNS ∆ζNS
180

√
2

π
h/cL ηNS ∆ηNS ηSM ∆ηSM

0.031 2.42 2.45 2.51 3.05 1.60 3.03 1.58

0.037 2.98 3.02 3.00 3.75 1.99 3.73 1.95

0.044 3.54 3.60 3.56 4.49 2.33 4.44 2.32

0.050 3.97 4.00 4.05 5.03 2.58 4.97 2.60

0.056 4.55 4.53 4.54 5.72 2.96 5.70 2.98

0.063 5.08 5.05 5.10 6.39 3.28 6.36 3.33

7.2 Нумеричке симулациjе 3Д еластичног судара

честице са храпавим зидом и статистичка ана-

лиза

7.2.1 Опис нумеричке симулациjе

Нумеричка симулациjа jе реализована на следећи начин. Изотропни виртуелни зид

са RMS висином неравнина h и корелационом дужинском размером cL се генери-

ше на начин као што jе то описано у одељку 7.1.1. Стандардне девиjациjе углова

вектора нормале овог зида, ∆ξ = ∆ζ , дате су jедначином (7.12). У овом одељку

се испитуjу карактеристике зидова са стандардним девиjациjама вектора нормале:

∆ξ = ∆ζ = 2.5◦ и ∆ξ = ∆ζ = 5◦.

Почетне x и z координате центра честице се узоркуjу из униформне расподеле,

а почетна y позициjа jе мало већа од наjвеће неравнине у прорачунском домену.

Затим се проналази тачка удара честице и рачуна се jединични вектор нормале n

у тоj тачки. Проjекциjе вектора долазне брзине u−
p се рачунаjу користећи матрице

трансформациjе у локалном координатном систему (xL, yL, zL), где jе оса yL дуж

61



вектора n (карактеристике честица коjе прилазе зиду су означене са − а каракте-

ристике честица коjе се одбиjаjу од зида су означене са +, као што jе приказано

на слици 7.5). Рачунаjу се еластични судари честица са зидом (uL+p = uL−p , vL+p =

−vL−p , wL+
p = wL−

p ), а потом се добиjене компоненте брзине трансформишу у коор-

динатни систем (x, y, z). После одбиjања од зид, честица се прати и њени поновни

судари са зидом се рачунаjу, уколико ти судари постоjе. Честица се прати све док

не прође наjвишу неравнину у домену.

x

y

z
u−
p

α−
p

β−
p

nnγ

γ

x

y

z

u+
p

α+
p

α+
p,xy

β+
p

Слика 7.5: Карактеристични углови долазне брзине u
−
p честице и карактеристични уг-

лови брзине u
+
p честице после одбиjања од зида. Вектор нормале n виртуелног зида и

jединични вектор nγ су дефинисани у (7.4) и (7.21), редоследно, а угао γ задовољава
(7.23).

7.2.2 Статистичка анализа 3Д одбиjања честице од изотроп-

ног храпавог зида

Густине расподеле првих углова вектора нормале ξ и ζ коjе виде честице коjе

прилазе виртуелном зиду, при угловима α−
p и β−

p , у случаjу различитих виртуелних

зидова чиjе су стандардне девиjациjе углова вектора нормале ∆ξ = ∆ζ , приказане

су на сликама 7.6 и 7.7, редоследно. Са ових слика се може видети да при великим

угловима α−
p (|α−

p | ≫ ∆ξ и ∆ζ) честица коjе прилазе зиду, расподела угла ξ и ζ

jе нормална са просечном вредношћу π/2 и стандардном девиjациjом израчунатоj

према (7.12), при првом судару честице са зидом. Међутим, када угао |α−
p | честице
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коjа прилази зиду опада, густинe расподеле ових углова постаjу асиметричне, а

просечне вредности ових расподела се мењаjу. Овакво понашање jе последица тзв.

ефекта сенке [2]. Утицаj ефекта сенке на ове расподеле jе већи у случаjу пораста

стандардне девиjациjе углова вектора нормале ∆ξ = ∆ζ са 2.5◦ на 5◦.

(а) α−
p = −2.5◦, β−p = −30◦ (б) α−

p = −2.5◦, β−p = 15◦

(в) α−
p = −12.5◦, β−p = −30◦ (г) α−

p = −12.5◦, β−p = 15◦

(д) α−
p = −32.5◦, β−p = −30◦ (е) α−

p = −32.5◦, β−p = 15◦

Слика 7.6: Густине расподеле угла ξ при првом судару честице са зидом, израчунате из
детерминистичке симулациjе за изотропне зидове окарактерисане стандардним девиjаци-
jама углова вектора нормале ∆ξ = ∆ζ, за различите вредности углова α−

p и β−p .
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(а) α−
p = −2.5◦, β−p = −30◦ (б) α−

p = −2.5◦, β−p = 15◦

(в) α−
p = −12.5◦, β−p = −30◦ (г) α−

p = −12.5◦, β−p = 15◦

(д) α−
p = −32.5◦, β−p = −30◦ (е) α−

p = −32.5◦, β−p = 15◦

Слика 7.7: Густине расподеле угла ζ при првом судару честице са зидом, израчунате из
детерминистичке симулациjе за изотропне зидове окарактерисане стандардним девиjаци-
jама углова вектора нормале ∆ξ = ∆ζ, за различите вредности углова α−

p и β−p . Легенда
jе иста као на слици 7.6.

На слици 7.8 приказане су густине расподеле углова α+
p добиjене из детер-

министичких симулациjа за различите вредности углова α−
p и β−

p . При великим

угловима α−
p (|α−

p | ≫ ∆ξ и ∆ζ), расподела углова α+
p jе приближно нормална са
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просечном вредношћу jеднакоj |α−
p | и стандардном девиjациjом приближно jедна-

коj ∆ξ = ∆ζ . Када угао |α−
p | опада, запажа се велико померање густине расподеле

према малим вредностима и та расподела више ниjе Гаусова. Понашање jе у са-

гласности са 2Д ефектом сенке коjи jе проучаван у Sommerfeld and Huber [2].

Густине расподеле угла α+
p добиjене из детерминистичких симулациjа се затим

пореде са резултатима 2Д модела коjи обухвата вишеструке сударе честице и зида

Konan et al. [6]. Слагање између ове две расподеле jе веома добро, што сугерише

да 2Д модел [6] може бити примењен за рачунање последњег угла α+
p , у случаjу

3Д одбиjања честице од зида.

Међутим, 2Д приступ [6] не може да предвиди трансверзалну девиjациjу угла

β+
p − β−

p . Густине расподеле овог угла су приказане на слици 7.9, за случаj пр-

вог и последњег одбиjања честице од зид, при различитим угловима α−
p и β−

p и

два зида различите храпавости. Ове густине расподеле се слажу веома добро за

случаj првог и последњег одбиjања честице од зид, што сугерише да вишеструки

судари честице и зида не утичу на расподелу трансверзалне девиjациjе угла. Мо-

же се видети да jе ова расподела Гаусова са стандардном девиjациjом коjа расте

са повећањем угла |α−
p |. Такође се запажа да та стандардна девиjациjа расте и

са повећањем стандардне девиjациjе углова вектора нормале, ∆ξ = ∆ζ . Густине

расподеле трансверзалне девиjациjе угла β+
p − β−

p су независне од угла β−
p , што jе

очекивано с обзиром да jе површина изотропна.
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(а) α−
p = −2.5◦, β−p = −30◦ (б) α−

p = −2.5◦, β−p = 15◦

(в) α−
p = −12.5◦, β−p = −30◦ (г) α−

p = −12.5◦, β−p = 15◦

(д) α−
p = −32.5◦, β−p = −30◦ (е) α−

p = −32.5◦, β−p = 15◦

Слика 7.8: Густина расподеле (PDF) угла α+
p честице коjа се враћа у струjање, при раз-

личитим долазним угловима честице α−
p и β−p за изотропне површине коjе су дефинисане

стандардном девиjациjом углова вектора нормале ∆ξ = ∆ζ. DS означава детерминистич-
ку симулациjу а 2DRWCM означава 2Д модел [6] коjи се примењуjе у долазноj равни
честице за ∆γ = ∆ξ = ∆ζ.
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(а) α−
p = −2.5◦, β−p = −30◦ (б) α−

p = −2.5◦, β−p = 15◦

(в) α−
p = −12.5◦, β−p = −30◦ (г) α−

p = −12.5◦, β−p = 15◦

(д) α−
p = −32.5◦, β−p = −30◦ (е) α−

p = −32.5◦, β−p = 15◦

Слика 7.9: Густина расподеле (PDF) трансверзалнe девиjациje угла β+p − β−p израчуна-
та из детерминистичке симулациjе за различите вредности углова α−

p и β−p за зидове са
стандардном девиjациjом угла вектора нормале ∆ξ = ∆ζ. 1C означава расподелу изра-
чунату са првим углом β+p одбиjања честице, а MC представља расподелу израчунату са
последњим углом одбиjања β+p .
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7.3 Статистичко моделирање 3Д судара честице и

изотропног храпавог зида

7.3.1 Моделирање првог вектора нормале изотропног вирту-

елног зида коjе честице виде при великим угловима

Као што jе приказано на сликама 7.6 и 7.7, при великим угловима α−
p (|α−

p | ≫ ∆ξ

и ∆ζ) и малоj храпавости (7.11), први углови ξ и ζ , коjе честице виде када прила-

зе зиду, имаjу Гаусове расподеле са нултом просечном вредношћу и стандардним

девиjациjама ∆ξ = ∆ζ .

У овом одељку статистичко моделирање jе извршено за велике углове |α−
p |

честица, тако да се ефекат сенке на густине расподеле углова вектора нормале

може занемарити.

Према слици 7.5, брзина u−
p , се може написати у облику:

u−
p = |u−

p | cos(α−
p ) t

−
p + |u−

p | sin(α−
p ) j, α−

p ∈
[
−π
2
, 0
]

(7.18)

где jе t−p jединични вектор колинеаран са проjекциjом долазне брзине u−
p на хори-

зонталну раван,

t−p = cos(β−
p ) i− sin(β−

p )k, β−
p ∈ [−π, π] (7.19)

Може се приметити да за сваки jединични вектор n коjи види честица брзине u−
p ,

мора да важи,

u−
p · n < 0 (7.20)

Нека jе jединични вектор nγ, приказан на слици 7.5, дефинисан у долазноj
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равни честице преко угла коjи формира са y-осом,

nγ = − sin(γ) t−p + cos(γ) j, γ ∈
[
−π
2
,
π

2

]
(7.21)

тако да важи,

u−
p · nγ = u−

p · n (7.22)

Користећи (7.18) и (7.21), (7.22) може се написати,

|u−
p | sin(α−

p − γ) = u−
p · n (7.23)

што jе еквивалентно следећоj скаларноj jедначини,

sin(α−
p − γ) = cos(β−

p ) cos(α
−
p ) cos(ξ) + sin(α−

p ) cos(η)

− sin(β−
p ) cos(α

−
p ) cos(ζ)

(7.24)

Jедначина (7.24) има увек jединствено решење за γ ∈ [−π/2, π/2]. За случаj

мале храпавости, (7.24) доводи до апроксимациjе првог реда за угао γ,

γ = cos(β−
p ) ξ

′ − sin(β−
p ) ζ

′ (7.25)

За велике углове |α−
p | и малу храпавост, с обзиром да су углови ξ′ и ζ ′ независни

случаjни процеси са нултом просечном вредношћу ξ′ = ζ ′ = 0 и стандардним

девиjациjама ∆ξ и ∆ζ , угао γ jе случаjан процес са нултом просечном вредношћу

γ = 0 и вариjансом ∆γ2 као што следи:

∆γ2 = cos2(β−
p )∆ξ

2 + sin2(β−
p )∆ζ

2 (7.26)

Ако су углови ξ′ и ζ ′ Гаусови процеси, густина расподеле Pγ(θ) угла γ jе Гаусова:

Pγ(θ) =
1√

2π∆γ2
exp

( −θ2
2∆γ2

)
, θ ∈

[
−π
2
,
π

2

]
(7.27)

69



На слици 7.10, расподела првог угла γ коjу честице виде када прилазе зиду, изра-

чуната из детерминистичке симулациjе, пореди се са расподелом углова нагиба

виртуелног зида добиjеног из 2Д ефективне расподеле Sommerfeld and Huber [2],

израчунатоj са стандардном девиjациjом угла храпавости ∆γ виртуелног зида jед-

накоj стандардноj девиjациjи вектора нормале ∆ξ = ∆ζ . Слагање ових дистрибу-

циjа jе одлично за било коjи угао α−
p . За велике углове |α−

p |, расподела угла γ jе

приближно Гаусова са ∆γ = ∆ξ, што се слаже са (7.27). При ниским угловима

|α−
p |, услед ефекта сенке, густина расподеле угла γ помера се у десно. Налази се

да jе густина расподеле угла γ независна од трансверзалног угла β−
p .

Нека jе угао γ∗ дефинисан тако да важи,

γ∗ = sin(β−
p ) ξ

′ + cos(β−
p ) ζ

′ (7.28)

Угао γ∗ jе онда случаjан процес са нултом просечном вредношћу γ∗ = 0 и

вариjансом ∆γ∗2 израженом као:

∆γ∗2 = sin2(β−
p )∆ξ

2 + cos2(β−
p )∆ζ

2 (7.29)

Ако су углови ξ′ и ζ ′ Гаусови процеси, густина расподеле Pγ∗(θ) угла γ∗ jе онда

Гаусова:

Pγ∗(θ) =
1√

2π∆γ∗2
exp

( −θ2
2∆γ∗2

)
, θ ∈

[
−π
2
,
π

2

]
(7.30)

На слици 7.11 приказане су густине расподеле угла γ∗ израчунате из детерми-

нистичке симулациjе користећи (7.28) и модел Гаусове расподеле дате са (7.30), за

различите вредности углова α−
p и β−

p . Слагање ових расподела jе одлично.

Иако угао γ∗ зависи од углова ξ и ζ , као што се види у (7.28), где оба угла ξ

и ζ зависе од углова α−
p и β−

p , расподела угла γ∗ не зависи од углова α−
p и β−

p и

ефекат сенке не утиче на ову расподелу.
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(а) α−
p = −2.5◦, β−p = −30◦ (б) α−

p = −2.5◦, β−p = 15◦

(в) α−
p = −12.5◦, β−p = −30◦ (г) α−

p = −12.5◦, β−p = 15◦

(д) α−
p = −32.5◦, β−p = −30◦ (е) α−

p = −32.5◦, β−p = 15◦

Слика 7.10: Поређење густина расподеле првог угла γ коjе виде честице у детермини-
стичкоj симулациjи (DS) за изотропне зидове окарактерисане стандардном девиjациjом
∆ξ = ∆ζ са ефективном Зомерфелдовом расподелом (ES) израчунатоj у долазноj рав-
ни честице са стандардном девиjациjом угла храпавости виртуелног зида ∆γ = ∆ξ, за
различите вредности углова α−

p и β−p .

Зато, по конструкциjи, углови γ и γ∗ су ортогонални независни Гаусови про-

цеси. Коначно, за изотропни храпави зид, углови γ и γ∗ су случаjне променљиве
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(а) α−
p = −2.5◦, β−p = −30◦ (б) α−

p = −2.5◦, β−p = 15◦

(в) α−
p = −12.5◦, β−p = −30◦ (г) α−

p = −12.5◦, β−p = 15◦

(д) α−
p = −32.5◦, β−p = −30◦ (е) α−

p = −32.5◦, β−p = 15◦

Слика 7.11: Густине расподеле (PDF) првог угла γ∗ коjе виде честице у детерминистич-
коj симулациjи (DS), израчунате користећи (7.28) и поређење са статистичким моделом
(SM), jедначина (7.30), за различите вредности углова α−

p и β−p .

коjе се моделираjу са две независне Гаусове расподеле са нултим просечним вред-

ностима и стандардним девиjациjама ∆γ = ∆γ∗, jеднаким идентичним стандарним

девиjациjама ∆ξ = ∆ζ вектора нормале виртуелног храпавог зида.
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Углови (ξ, η, ζ) првог вектора нормале n храпавог зида, коjе виде честице када

прилазе зиду, могу се израчунати из пара случаjних променљивих γ и γ∗ датих

независним стохастичким процесима према Гаусовим расподелама (7.27) и (7.30).

Користећи (7.25) и (7.28), углови ξ и ζ могу се написати у следећим облицима,

ξ = cos(β−
p ) γ + sin(β−

p ) γ
∗ +

π

2
(7.31)

ζ = − sin(β−
p ) γ + cos(β−

p ) γ
∗ +

π

2
(7.32)

а користећи (7.13), добиjа се угао η,

η =
√
γ2 + γ∗2 (7.33)

У случаjу великих углова |α−
p |, не очекуjу се вишеструки судари честице и зида

и први еластични судар честице са зидом доводи до следећег израза за брзину u+
p

коjом се честица враћа у струjу флуида:

u+
p = u−

p − 2
(
u−
p · n

)
n (7.34)

Jедначина (7.34) се може написати у следећем облику,

u+
p = u−

p − 2
(
u−
p · nγ

)
nγ − 2

(
u−
p · n

)
(n− nγ) (7.35)

где други члан представља 2Д еластично одбиjање честице од виртуелног зида са

вектором нормале nγ у долазноj равни а трећи члан представља бочни утицаj на

брзину честице услед 3Д одбиjања честице од изотропне храпаве површине.
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7.3.2 Карактеризациjа бочног ефекта за велике долазне уг-

лове честица

Jединични вектор нормале на долазну раван честице може се дефинисати као:

s−p = t−p × j = sin(β−
p ) i+ cos(β−

p )k (7.36)

За случаj зида мале храпавости, дефинисане са (7.11), бочна компонента векто-

ра нормале виртуелног зида може се написати, користећи (7.4), (7.21) и (7.36), у

следећем облику:

n− nγ = −γ∗ s−p (7.37)

Стога, према (7.35) и (7.37), 3Д ефекат на брзину честица при еластичном

судару честице и зида при великом углу |α−
p |, jе:

δu+
p = 2 [u−

p · n] γ∗ s−p = w+
p s−p (7.38)

Из (7.23) и (7.38) добиjа се:

w+
p = 2 |u−

p | sin(α−
p ) γ

∗ (7.39)

Коначно, за било коjу брзину |u−
p | честица, проjекциjа w+

p jе случаjна променљива

нулте просечне вредности и стандардне девиjациjе σ+
p дате са,

σ+
p = 2 |u−

p | sin(|α−
p |)∆γ∗ (7.40)

По дефинициjи, бочни угао β+
p −β−

p при одбиjању честице jе написан у следећем

облику,

sin (β+
p − β−

p ) = −
w+

p

|u+
p | cos(α+

p )
(7.41)
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Из (7.39) и (7.41), за еластично одбиjање честице од зида, следи,

β+
p = β−

p − 2 tan(α−
p )γ

∗ (7.42)

Коначно, налази се да jе угао β+
p − β−

p случаjна променљива са нултом просечном

вредношћу и стандардном девиjациjом:

∆β+
p = 2 tan(|α−

p |)∆γ∗ (7.43)

где jе стандардна девиjациjа ∆γ∗ дата са (7.29).

На слици 7.12 су представљени бочни карактеристични параметри, ∆β+
p /∆ξ и

σ+
p /(|u−

p |∆ξ), при 3Д еластичном одбиjању честице од изотропног храпавог зида,

у зависности од угла |α−
p |. Слагање између ових параметара израчунатих из детер-

министичке симулациjе и предвиђања модела (7.40) и (7.43) jе одлично чак и за

мале вредности угла |α−
p |.

(а) (б)

Слика 7.12: Зависност бездимензиjских бочних карактеристика честице од угла α−
p ,

индукованих сударом честице са виртуелним зидом чиjа jе стандардна девиjациjа углова
вектора нормале ∆ξ = ∆ζ: (а) однос стандардне девиjациjе ∆β+p дисперзиjе бочног угла
честице и стандардне девиjациjе ∆ξ (б) однос стандардне девиjациjе σ+p дисперзиjе бочне
брзине честице и производа интензитета долазне брзине |u−

p | и стандардне девиjациjе ∆ξ.
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7.3.3 Моделирање првог jединичног вектора нормале вирту-

елног зида коjи види честица при било ком долазном

углу

За мале углове α−
p , реда величине угла γ вектора нормале виртуелног зида, стати-

стички приступ за моделирање вектора нормале n виртуелног зида, одељак 7.3.1,

не осигурава задовољење услова u−
p · n < 0. Оваj услов jе део ефекта сенке коjи

jе описан у Sommerfeld and Huber [2] за 2Д одбиjање честице од зид. У том раду,

аутори предлажу модификовану Гаусову густине расподеле угла нагиба виртуел-

ног зида, коjа по конструкциjи задовољава услов u−
p ·n < 0. У 3Д приступу коjи се

овде предлаже, према (7.23), оваj услов се може написати као γ > α−
p и доводи до

коришћења модификоване густине расподеле само за угао γ. Према томе, угао γ∗

има нормалну расподелу дату са (7.30) док угао γ има ефективну Зомерфелдову

расподелу.

У пракси, углови γ и γ∗ се рачунаjу из два независна случаjна процеса (γ, γ∗) ∈
[−π/2, π/2] x [−π/2, π/2]:

• Угао γ има ефективну Зомерфелдову расподелу коjа обухвата ефекат сенке,

дату са, ако jе γ > α−
p :

Peff(γ|α−
p ) =

1√
2π∆γ2

sin(α−
p − γ)

sin(α−
p )

exp

(
− γ2

2∆γ2

)
g(α−

p , γ) (7.44)

а ако jе γ ≤ α−
p :

Peff(γ|α−
p ) = 0 (7.45)

са

g(α−
p ,∆γ) = 1/

∫ π/2

α−

p

1√
2π∆γ2

sin(α−
p − γ)

sin(α−
p )

exp

(
− γ2

2∆γ2

)
dγ (7.46)
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и стандардном девиjациjом ∆γ коjа следи из (7.26).

• Угао γ∗ има нормалну густину расподеле дату са (7.30).

Коначно, при првом удару честице у виртуелни храпави изотропни зид, углови

вектора нормале рачунаjу се из jедначина (7.31) до (7.33).

7.3.4 Моделирање вишеструких судара честице са виртуел-

ним зидом

У раду Sommerfeld and Huber [2] истакнуто jе да после судара честице са зидом

неопходно jе да буде испуњен услов α+
p > 0 како би се честица вратила у струjни

ток: аутори су jедноставно понављали процедуру судара честице са зидом узор-

куjући увек нови први угао виртуелног зида γ све док се таj услов не оствари. У

Konan et al. [6], показуjе се да честице коjе се одбиjаjу малим углом α+
p > 0 могу

да доживе неколико судара честице и зида пре него што се те честице врате у

струjу флуида. Приступ у [6], базиран jе на аналитичком моделу вероватноће да

честица има само jедан судар са зидом и понављању процедуре судара у случаjу

да постоjи више судара честице са зидом. Ова методологиjа може да се прошири

за 3Д одбиjање честице од храпавог зида.

Након судара честице и изотропног храпавог зида, уколико постоjе вишестру-

ки судари честице са зидом, честица након одбиjања од зида види исти угао нерав-

нина зида у свим правцима. Таj угао неравнина има Гаусову расподелу са нултом

просечном вредношћу и стандардом девиjациjом ∆γ = ∆ξ = ∆ζ . Из тог разлога,

предлаже се занемаривање 3Д ефеката на вишеструке сударе честица са зидом.

Према Konan et al. [6], вероватноћа да ће честице за неки угао α−
p имати само

jедан судар са зидом, може се написати као:
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P ∗(n = 1|α+
p ) =





tanh(ψ
α+
p

∆γ
) ако jе α+

p ≥ 0

0 ако jе α+
p < 0

(7.47)

где jе ψ = 1.5.

(а) ∆ξ = ∆ζ = 2.5◦ (б) ∆ξ = ∆ζ = 5◦

Слика 7.13: Поређење теориjске вероватноће (7.47) за различите коефициjенте ψ са
вероватноћом, израчунатом из детерминистичке симулациjе, да честица има само jедан
судар са зидом пре враћања у струjу флуида, за изотропни зид са стандардном девиjа-
циjом вектора нормале зида ∆ξ = ∆ζ, за различите углове α−

p и β−p .

На слици 7.13 се пореде вероватноће да ће честица имати само jедан судар

са зидом при различитим угловима α−
p и β−

p у детерминистичкоj симулациjи са

одговараjућом теориjском вероватноћом (7.47), са варираним коефициjентом ψ.

Боље слагање са детерминистичким симулациjама се добиjа за ψ = 2 него за ψ =

1.5, наjвероватниjе зато што процедура за генерисање површине ниjе иста као она

коjа jе коришћена у Konan et al. [6]. Ова разлика у коефициjенту ψ нема значаjан

ефекат на статистичке карактеристике одбиjања честице и оригинална вредност

ψ = 1.5 се задржава.

Следи да вероватноћа да честице имаjу само jедан судар са зидом не зависи

од углова β−
p и β+

p :

P∗ (n = 1|α+
p , β

+
p , β

−
p

)
= P∗ (n = 1|α+

p

)
(7.48)
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7.3.5 Стохастичка процедура за израчунавање 3Д одбиjања

честице од изотропног храпавог зида мале храпавости

при Лагранжовом поступку за проучавање кретања че-

стице

У Лагранжовом приступу, честице се прате у струjном току и када центaр било

коjе честице достигне удаљеност половине пречника честице од граничне макро-

скопске глатке површине, моделирање ефективног виртуелног храпавог зида jе

према стохастичкоj процедури приказаноj на слици 7.14. Ова процедура jе изведе-

на у сагласности са статистичким моделом предложеним за моделирање расподеле

углова γ и γ∗ у одељку 7.3.3.

7.3.6 Валидациjа моделованих вектора нормале виртуелног

зида при првом одбиjању честице

На слици 7.15 jе приказано поређење густина расподеле углова ξ, η и ζ вектора

нормале при првом судару честице и зида, израчунатих из детерминистичке симу-

лациjе и одговараjућим моделираним угловима добиjених на основу алгоритма са

слике 7.14 (при чему се занемаруjе могућност вишеструких судара честице и зида,

с обзиром да се само моделира први судар честице и зида). Испитуjу се разли-

чити углови α−
p и β−

p и два изотропна зида. Слагање између 3Д детерминистичке

симулациjе и 3Д стохастичког модела jе веома добро.
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Угао γ∗ се узоркуjе према
нормалноj расподели (7.30)

Угао γ се узоркуjе према ефективноj
Зомерфелдовоj расподели (7.44)

Углови ξ, η и ζ се рачунаjу из jедначина
(7.31) до (7.33). Вектор нормале n

виртуелног зида jе дефинисан са (7.4)

Рачуна се судар честице, са клизањем
или без клизања, и виртуелног храпа-

вог зида одређеног вектором нормале n

α+
p =?

Други броj s ∈ [0,1] се узор-
куjе према униформноj расподели

s =?

Честица напушта регион зида

α+
p ≤ 0

s ∈ [P ∗(n = 1|α+
p ), 1]

α+
p > 0

s ∈ [0, P ∗(n = 1|α+
p )]

Слика 7.14: Алгоритам за израчунавање 3Д одбиjања честице од изотропног храпавог
зида мале храпавости.
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(а) α−
p = −2.5◦, β−p = −30◦ (б) α−

p = −12.5◦, β−p = 15◦

(в) α−
p = −2.5◦, β−p = −30◦ (г) α−

p = −12.5◦, β−p = 15◦

(д) α−
p = −2.5◦, β−p = −30◦ (е) α−

p = −12.5◦, β−p = 15◦

Слика 7.15: Зависност расподеле угла вектора нормале од углова α−
p и β−p први првом

судару честице са изотропним храпавим зидом. Поређење резултата стохастичког модела
(SM) и резултата детерминистичке симулациjе (DM).
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7.4 Примена стохастичког модела судара честице

са изотропним храпавим зидом

7.4.1 Поређење густина расподела углова при одбиjању че-

стица користећи резултате експерименталних мерења,

детерминистичких и стохастичких симулациjа

На слици 7.16 изведени стохастички модел се пореди у x − y равни са експери-

менталним мерењима [2], са 2Д моделом вишеструких судара честице и зида и 3Д

детерминистичком симулациjом, док у y − z равни 3Д стохастички модел се поре-

ди само са 3Д детерминистичком симулациjом, с обзиром да нема расположивих

експерименталних резултата у тоj равни.

Да би се поредили резултати 3Д стохастичког модела и 3Д детерминистичких

симулациjа са експерименталним мерењима у x− y равни, угао α+
p,xy (в. сл. 7.5) се

дефинише као:

α+
p,xy = arctan

[
tan(α+

p )

cos(β+
p )

]
(7.49)

Укупно се симулира 105 судара честице са изотропним зидом, користећи сто-

хастички модел и детерминистичку симулациjу.

У експерименталноj конфигурациjи Sommerfeld and Huber [2], зидови канала

су направљени од челика а честице су стаклене, пречника Dp = 500µm. Стан-

дардна девиjациjа угла храпавости виртуелног зида за такву конфигурациjу jе

∆γ = 3.8◦ а измерена хоризонтална проjекциjа просечне брзине честице има нор-

малну расподелу са просечном вредношћу u−p = 5.91m/s и стандардном девиjаци-

jом ∆u−p = 1.16m/s. У симулациjама jе узето да угаона брзина честица има Гаусову

расподелу са просечном вредношћу ωpz = 16336 rad/s и стандардном девиjациjом

∆ωpz = 5655 rad/s, према процени ових величина изложеноj у [2], с обзиром да ове
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величине нису мерене у експерименту. У експерименту, режим струjања флуида jе

турбулентан, у хидраулички глатким цевима.

Коефициjент реституциjе ew и коефициjент трења µw зависе од угла α−
p , као

што jе дефинисано у [2]:

ew(α
−
p ) =





eh − 1

αe

|α−
p |+ 1 ако jе |α−

p | ∈ [0, αe]

eh ако jе |α−
p | > αe

(7.50)

и

µw(α
−
p ) =





µh − µ0

αµ

|α−
p |+ µ0 ако jе |α−

p | ∈ [0, αe]

eh ако jе |α−
p | > αe

(7.51)

Како би се обезбедила стандардна девиjациjа угла храпавости виртуелног зида

∆γ = 3.8◦, у детерминистичким симулациjама виртуелна површина има однос RMS

висине неравнина и корелационе дужинске размере jеднак 0.047 (h/cL = 0.047).

Како jе тачна вредност расподеле углова β−
p из експеримента непозната, у сто-

хастичком моделу за судар честице и изотропног зида и у 3Д детерминистичкоj

симулациjи, узето jе да честице имаjу долазни угао β−
p = 0◦. На таj начин, одбиjање

честица у y − z равни jе директна последица 3Д карактера храпавости.

У 3Д процедурама, судар честице са зидом се рачуна према [13]. Судар без

трења се дешава ако jе задовољен следећи услов:

v−p <
−2

7µw(1 + ew)
|u| (7.52)

где jе интензитет брзине |u| између честице и зида у контактноj тачки дат са:

|u| =

√(
u−p +

Dp

2
ω−
pz

)2

+

(
w−

p − Dp

2
ω−
px

)2

(7.53)
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(а) α−
p = −5◦ (б) α−

p = −5◦, ∆β+p = 1.2◦

(в) α−
p = −15◦ (г) α−

p = −15◦, ∆β+p = 2.2◦

(д) α−
p = −25◦ (е) α−

p = −25◦, ∆β+p = 3.5◦

Слика 7.16: Расподеле углова честица коjе се враћаjу у струjни ток из експериментал-
них резултата [2], 3Д стохастичког модела (SM), детерминистичких резултата (DS) и 2Д
модела (2DRWCM) [6], за различите вредности углова α−

p и β−p = 0◦ и виртуелни зид са
стандардним девиjациjама углова вектора нормале ∆ξ = ∆ζ = 3.8◦.

Jедначине за судар честице и зида без клизања су:

u+p =
5

7

(
u−x − Dp

5
ω−
pz

)
ω+
px =

2w−
p

Dp
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v+p = −ew v−p ω+
py = ω−

py (7.54)

w+
p =

5

7

(
w−

p +
Dp

5
ω−
px

)
ω+
pz = −

2 u−p
Dp

Уколико услов (7.52) ниjе испуњен, судар сферне честице са зидом са клиза-

њем се рачуна jедначинама:

u+p = u−p + εx µw (1 + ew) v
−
p ω+

px = ω−
px − 5 εz µw (1 + ew)

v−p
Dp

v+p = −ew v−p ω+
py = ω−

py (7.55)

w+
p = w−

p + εz µw (1 + ew) v
−
p ω+

pz = ω−
pz + 5 εx µw (1 + ew)

v−p
Dp

где су εx и εz:

εx =
1

|u|

(
u−p +

Dp

2
ω−
pz

)
εz =

1

|u|

(
w−

p − Dp

2
ω−
px

)
(7.56)

У применама 2Д модела, судар честице са храпавим зидом се рачуна према про-

цедури описаноj у [6].

Као што се види са слике 7.16, у x − y равни, слагање експерименталних ре-

зултата, 2Д и 3Д модела jе веома добро за долазне углове α−
p = −5◦, α−

p = −15◦ и

α−
p = −25◦.

Иако jе трење урачунато при сударима честице са зидом, расподела углова β+
p

при одбиjању честице jе Гаусова, као што jе то случаj при еластичном одбиjању

честице од зид, са нултом просечном вредношћу и стандардном девиjациjом угла

одбиjања β+
p коjа расте са порастом угла |α−

p |, као што се види на сликама 7.16б, г

и е.
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7.4.2 Стандардна девиjациjа бочне компоненте брзине при

одбиjању честице од зида, у зависности од материjала

зидова и пречника честице

На слици 7.17 приказана jе зависност односа стандардне девиjациjе бочне ком-

поненте брзине и интензитета просечне брзине, σ+
p /|u−

p | од односа долазног угла

честице и стандардне девиjациjе угла вектора нормале, |α−
p |/∆ξ, користећи де-

терминистичке и стохастичке симулациjе са експерименталним параметрима [2] за

различите материjале зида и стаклене честице, за бочне долазне углове честице

β−
p = 0◦. Међутим, како jе симулирани зид изотропан, добиjени резултати су неза-

висни од угла β−
p .

У свим симулираним случаjевима, угаона брзина честица jе иста као у одељку

7.4.1. Максималне вредности долазних углова честица у симулациjама нису пре-

лазиле 40◦, пошто jе у оригиналном експерименту канал мале висине и долазни

углови честица су мали.

Између расположивих материjала зида и величина честица, наjвећа диспер-

зиjа бочних углова честице jе за челични зид и стаклене честице пречника Dp =

100µm (што jе еквивалентно виртуелном изотропном зиду чиjа су стандардне

девиjациjе угла вектора нормале ∆ξ = ∆ζ = 5.3◦). За ову конфигурациjу, при

наjвећим симулираним долазним угловима честице, стандардна девиjациjа интен-

зитета генерисане бочне брзине σ+
p jе око 8% интензитета долазне брзине. Наjмања

дисперзиjа jе за случаj полираног челичног зида и пречника честице Dp = 100µm

(што jе еквивалентно изотропном зиду са стандардном девиjациjом углова век-

тора нормале ∆ξ = ∆ζ = 2.3◦): при наjвећим симулираним долазним угловима

честице, стандардна девиjациjа интензитета генерисане бочне брзине σ+
p jе око 4%

интензитета долазне брзине.

Челични зид и честице пречника Dp = 500µm, као и зид од плексигласа и
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честице пречника Dp = 100µm, описаних стандардним девиjациjама углова векто-

ра нормале ∆ξ = ∆ζ = 3.8◦, имаjу приближно jеднаке дисперзиjе бочних углова

честице. Иако гумени зид и честице пречника Dp = 100µm имаjу стандардну де-

виjациjу углова вектора нормале ∆ξ = ∆ζ = 3.8◦, бочна дисперзиjа честица jе мало

нижа него што jе то случаj у претходне две конфигурациjе са истом вредношћу

стандардне девиjациjе угла вектора нормале.

У свим симулираним случаjевима, слагање између резултата детерминистичке

симулациjе и стохастичког модела jе одлично.

Слика 7.17: Поређење резултата детерминистичке симулациjе (DS) и 3Д стохастичког
модела (SM), односа стандардне девиjациjе бочне брзине честице индуковане сударом
честице са зидом и интезитета долазне брзине честице, σ+p /|u−

p |, у зависности од односа
долазног угла α−

p честице и стандардних девиjациjа ∆ξ = ∆ζ углова вектора нормале за
различите материjале зидова и стаклене честице пречника Dp. 1: Челик, Dp = 500µm,
∆ξ = 3.8◦, DS. 2: Челик, Dp = 500µm, ∆ξ = 3.8◦, SM. 3: Гума, Dp = 100µm, ∆ξ = 3.8◦,
DS. 4: Гума, Dp = 100µm, ∆ξ = 3.8◦, SM. 5: Челик, Dp = 100µm, ∆ξ = 5.3◦, DS. 6:
Челик, Dp = 100µm, ∆ξ = 5.3◦, SM. 7: Плексиглас, Dp = 100µm, ∆ξ = 5.3◦, DS. 8:
Плексиглас, Dp = 100µm, ∆ξ = 5.3◦, SM. 9: Полирани челик, Dp = 100µm, ∆ξ = 2.3◦,
DS. 10: Полирани челик, Dp = 100µm, ∆ξ = 2.3◦, SM.
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Поглавље 8

Стохастичко моделирање 3Д

одбиjања честице од анизотропног

храпавог зида

8.1 Особине анизотропног виртуелног храпавог зи-

да

8.1.1 Особине нормалног вектора анизотропног виртуелног

храпавог зида

Као што jе речено у одељку 7.1.2, углови између jединичног вектора нормале n

виртуелног храпавог зида и jединичних вектора дуж координатних оса су (ξ, η, ζ) ∈
[0,π] x [0,π

2
] x [0,π], као што jе приказано на слици 7.2.

Jединични вектор нормале n виртуелног зида у координатном систему Oxyz

се одређуjе према jедначини (7.4).



O

x

y

z
x∗

z∗

n

β∗
β∗

ξ∗

η∗

ζ∗

Слика 8.1: Углови вектора нормале n са jединичним векторима дуж оса координатног
система Ox∗y∗z∗. Координатни систем Oxyz се ротира око y-осе за угао β∗.

Нека су ξ∗, η∗ и ζ∗ углови коjе вектор нормале n заклапа са осама x∗, y∗ и

z∗, редоследно, ротираног координатног система Ox∗y∗z∗, као што jе приказано на

слици 8.1. Како би се истражиле особине ових углова дуж различитих x∗ праваца,

корелациони диjаграми углова (ξ∗, η∗), (ζ∗, ξ∗) и (ζ∗, η∗) су приказани на слици 8.2

а одговараjући корелациони коефициjенти су приказани у табели 8.1. Ови коефи-

циjенти су дефинисани изразом,

ρλϑ =
∆(λϑ)

∆λ∆ϑ
(8.1)

где λ и ϑ могу представљати углове ξ∗, η∗ и ζ∗, ∆(λϑ) jе ковариjанса углова λ и ϑ,

а ∆λ и ∆ϑ су стандардне девиjациjе углова λ и ϑ, редоследно.

Из одговараjућих вредности корелационих коефициjената и облика корелаци-

оних диjаграма, може се закључити да углови ξ∗ и ζ∗ нису у корелациjи за правце

одређене угловима β∗ = 0◦ и β∗ = 90◦, док за углове β∗ = 30◦ и β∗ = 60◦, тj. за

углове између 0◦ и 90◦, постоjи корелациjа углова ξ∗ и ζ∗. Углови ξ∗ и ζ∗ у свим

истраженим случаjевима имаjу нормалне расподеле.

На основу вредности корелационих коефициjената ρ∗ξη и ρ∗ηζ из детерминистич-

ке симулациjе, табела 8.1, закључуjе се да углови η∗ и ξ∗, као и углови η∗ и ζ∗ нису
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(а) β∗ = 0◦

(б) β∗ = 30◦

(в) β∗ = 60◦

(г) β∗ = 90◦

Слика 8.2: Корелациони диjаграми углова ξ∗, η∗ и ζ∗ вектора нормале n дуж праваца
x∗ одређених углом β∗. Истражена површина има RMS висину неравнина h = 0.37µm и
корелационе дужинске размере у x и z правцу, cL,x = 12µm и cL,z = 4µm, редоследно.
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у корелациjи за све углове β∗. Међутим, на основу облика одговараjућих диjагра-

ма закључуjе се да су ове променљиве зависне, што jе оправдано с обзиром да су

углови повезани аналитички, изразом (7.4).

8.1.2 Веза параметера анизотропне површине и стандардне

девиjациjе углова вектора нормале виртуелног зида

На слици 8.3 jе приказано поређење резултата теориjског израза за RMS вредност

нагиба храпавости 1Д профила дефинисаног изразом (7.5) са RMS вредношћу на-

гиба дуж x правца (слика а) и z правца (слика б), где су ови нагиби израчу-

нати у нумеричкоj симулациjи у свакоj троугаоноj ћелиjи мреже, sx = −nx/ny и

sz = −nz/ny, редоследно. Као што се може видети, слагање обе зависности jе веома

добро.

Случаj мале храпавости површине коjи се проучава и у овом одељку jе дефи-

нисан изразима (7.9), (7.10) и (7.11).

Може се видети са слике 8.3 да jе слагање RMS нагиба храпавости добиjеног

из (7.5) са малим вредностима стандардне девиjациjе углова вектора нормале вир-

туелног зида ∆ξ и ∆ζ одлично. Зато, до приближно ∆ξ = ∆ζ = 0.13 rad (7.5◦),

важи,

∆ξ =
√
2
h

cL,x
∆ζ =

√
2
h

cL,z
(8.2)
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(а) (б)

Слика 8.3: Зависност RMS нагиба анизотропног виртуелног зида у x и z правцима, σx
и σz, редоследно, и стандардних девиjациjа углова вектора нормале виртуелног зида ∆ξ
и ∆ζ, од односа RMS висине храпавости h и корелационе дужинске размере cL,x (слика
а) и односа RMS висине храпавости h и корелационе дужинске размере cL,y (слика б).
Дужина домена jе много већа од корелационих дужинских размера cL,x и cL,z.

8.1.3 Вектор нормале виртуелног зида у ротираном коорди-

натном систему

Коришћењем релациjа за ротациjу координатног система Oxyz за угао β∗ око y

осе (в. сл. 8.1) и релациjа за случаj мале храпавости (7.11), могу се добити следеће

корелациjе углова:

∆(ξ∗)2 = cos2(β∗)∆ξ2 + sin2(β∗)∆ζ2

∆(ζ∗)2 = sin2(β∗)∆ξ2 + cos2(β∗)∆ζ2

∆(ξ∗ζ∗) = sin(β∗) cos(β∗)
[
(∆ξ2 −∆ζ2

]
(8.3)

У табели 8.1 су приказане вредности корелациjа и корелационих коефициjена-

та углова вектора нормале виртуелне површине, добиjених применом израза (8.3)

и рачунањем у нумеричкоj симулациjи. Слагање резултата добиjених на ова два

начина jе веома добро.
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Табела 8.1: ∆ξ∗ и ∆ζ∗ су стандардне девиjациjе углова ξ∗ и ζ∗ у ротираном координатном
систему Ox∗y∗z∗; корелациони коефициjенти (8.1) углова (ξ∗, ζ∗), (ξ∗, η∗) и (η∗, ζ∗) су
означени са ρ∗ξζ , ρ

∗
ξη и ρ∗ηζ , редоследно. Вредности израчунате из нумеричке симулациjе

су означене са NS а вредности коjе следе из статистичког модела (8.3) су означене са SM.
Вредности стандардних девиjациjа су у степенима, док су корелациони коефициjенти
бездимензиjски.

β∗ ∆ξ∗NS ∆ζ∗NS ρ∗ξζ |NS ρ∗ξη|NS ρ∗ηζ |NS ∆ξ∗SM ∆ζ∗SM ρ∗ξζ |SM
0 2.32 7.59 0.05 0.03 -0.02 2.50 7.50 0.00

30 4.38 6.09 -0.73 0.02 0.04 4.53 6.53 -0.76

60 6.66 4.30 -0.73 -0.06 0.00 6.53 4.53 -0.76

90 7.67 2.45 -0.08 0.00 0.03 7.50 2.50 0.00

8.2 Статистичка анализа резултата нумеричке си-

мулациjе 3Д еластичног судара честице са ани-

зотропним зидом

Поступак нумеричке симулациjе 3Д еластичног судара честице и анизотропног

храпавог зида jе сличан као при судару честице са изотропним храпавим зидом,

одељак 7.2.1.

У овом одељку ће бити приказане карактеристике одбиjања честица од два

анизотропна храпава зида, одређена са (∆ξ,∆ζ) = (2.5◦, 7.5◦) и (∆ξ,∆ζ) = (7.5◦, 2.5◦).

Углови ξ и ζ првог вектора нормале коjе виде честице коjе прилазе зиду са

различитим угловима α−
p и β−

p , приказани су на сликама 8.4-8.7. Као што се може

видети са ових слика, при великим угловима α−
p (|α−

p | ≫ ∆ξ и ∆ζ), расподела

углова ξ и ζ jе Гаусова, са приближно нултом просечном вредношћу и стандардним

девиjациjама ∆ξ и ∆ζ , редоследно.

Како се угао |α−
p | смањуjе, због ефекта сенке, за угао β−

p = 0◦ честице коjа

прилази зиду, расподела угла ξ се мења док расподела угла ζ остаjе иста, а за

долазни угао β−
p = 90◦ расподела угла ζ се мења, док расподела угла ξ остаjе иста.
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Са друге стране, за углове β−
p = 30◦ и 60◦, расподеле углова ξ и ζ мењаjу облик.

Утицаj ефекта сенке на расподеле угла ξ jе мање изражен за виртуалне зидове

са стандардном девиjациjом углова вектора нормале (∆ξ = 2.5◦, ∆ζ = 7.5◦) као и

на расподеле угла ζ за виртуелни зид са стандардном девиjациjом углова вектора

нормале (∆ξ = 7.5◦, ∆ζ = 2.5◦).

Густине расподеле угла α+
p честица коjе се одбиjаjу од зида, за различите

углове α−
p и β−

p коjим честица прилази зиду, приказане су на сликама 8.8 и 8.9.

При великим угловима α−
p (|α−

p | ≫ ∆ξ и ∆ζ), угао α+
p има приближно нормалну

расподелу са просечном вредношћу приближно jеднакоj апсолутноj вредности до-

лазног угла честице, |α−
p |. Када се угао α−

p смањуjе, густина угла α+
p мења облик

и просечна вредност тe расподеле се смањуjе. Ово понашање jе последица ефекта

сенке.

На слици 8.8, за углове β−
p = 0◦ или 90◦ честица коjе прилазе зиду, густине

расподеле углова α+
p при одбиjању честица од зида се пореде са разултатима при-

мењеног 2Д стохастичког модела Konan et al. [6]. За ове углове честица, стандард-

на девиjациjа углова виртуелног зида ∆γ, неопходна за примену овог стохастичког

модела jеднака jе ∆ξ и ∆ζ , редоследно. Слагање густина расподела израчунатих

из детерминистичке симулациjе и 2Д стохастичког модела jе веома добро.

Међутим, стандардна девиjациjа ∆γ нагиба виртуелног зида, коjа jе неопходна

за прорачун угла α+
p стохастичким 2Д моделом [6], jе непозната уколико jе угао β−

p

честице коjа прилази зиду између 0◦ и 90◦.

На слици 8.10 су приказане густине расподеле бочне девиjациjе угла одбиjања,

β+
p − β−

p за бочне долазне углове честица, β−
p = 0◦ и 90◦. Ове расподеле су Гаусове

са нултом просечном вредношћу и стандардном девиjациjом коjа се повећава како

долазни угао честице, |α−
p |, расте. Ово понашање jе такође карактеристика густина

расподеле бочне девиjациjе угла одбиjања, β+
p −β−

p , у случаjу одбиjања честица од

3Д изотропног храпавог зида, што jе описано у одељку 7.2.2.
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(а) α−
p = −2.5◦, β−p = 0◦ (б) α−

p = −2.5◦, β−p = 90◦

(в) α−
p = −12.5◦, β−p = 0◦ (г) α−

p = −12.5◦, β−p = 90◦

(д) α−
p = −32.5◦, β−p = 0◦ (е) α−

p = −32.5◦, β−p = 90◦

Слика 8.4: Густине расподеле (PDF) угла ξ вектора нормале зида израчунате из де-
терминистичке симулациjе за анизотропне зидове чиjе су стандардне девиjациjе углова
вектора нормале ∆ξ и ∆ζ, при првом судару честице и зида. Ове расподеле су израчунате
за различите вредности угла α−

p и вредности β−p = 0◦ и β−p = 90◦.

Густине расподеле бочног угла одбиjања честица, β+
p − β−

p , за долазне углове

честица, β−
p = 0◦ и 90◦, приказаних на слици 8.11, нису симетричне и немаjу Гаусову

расподелу. За све случаjеве коjи су испитани у нумеричкоj симулациjи, просечне
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(а) α−
p = −2.5◦, β−p = 30◦ (б) α−

p = −2.5◦, β−p = 60◦

(в) α−
p = −12.5◦, β−p = 30◦ (г) α−

p = −12.5◦, β−p = 60◦

(д) α−
p = −32.5◦, β−p = 30◦ (е) α−

p = −32.5◦, β−p = 60◦

Слика 8.5: Густине расподеле (PDF) угла ξ вектора нормале зида израчунате из де-
терминистичке симулациjе за анизотропне зидове чиjе су стандардне девиjациjе углова
вектора нормале ∆ξ и ∆ζ, при првом судару честице и зида. Ове расподеле су израчунате
за различите вредности угла α−

p и вредности β−p = 30◦ и β−p = 60◦.

вредности ових расподела су мале, реда величине стандардних девиjациjа ∆ξ и ∆ζ ,

углова вектора нормале виртуелног храпавог зида. Стандардне девиjациjе ових

расподела се повећаваjу када угао |α−
p | честице коjа прилази зиду, расте.
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(а) α−
p = −2.5◦, β−p = 0◦ (б) α−

p = −2.5◦, β−p = 90◦

(в) α−
p = −12.5◦, β−p = 0◦ (г) α−

p = −12.5◦, β−p = 90◦

(д) α−
p = −32.5◦, β−p = 0◦ (е) α−

p = −32.5◦, β−p = 90◦

Слика 8.6: Густине расподеле (PDF) угла ζ вектора нормале зида израчунате из де-
терминистичке симулациjе за анизотропне зидове чиjе су стандардне девиjациjе углова
вектора нормале ∆ξ и ∆ζ, при првом судару честице и зида. Ове расподеле су израчунате
за различите вредности угла α−

p и вредности β−p = 0◦ и β−p = 90◦.
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(а) α−
p = −2.5◦, β−p = 30◦ (б) α−

p = −2.5◦, β−p = 60◦

(в) α−
p = −12.5◦, β−p = 30◦ (г) α−

p = −12.5◦, β−p = 60◦

(д) α−
p = −32.5◦, β−p = 30◦ (е) α−

p = −32.5◦, β−p = 60◦

Слика 8.7: Густине расподеле (PDF) угла ζ вектора нормале зида израчунате из де-
терминистичке симулациjе за анизотропне зидове чиjе су стандардне девиjациjе углова
вектора нормале ∆ξ и ∆ζ, при првом судару честице и зида. Ове расподеле су израчунате
за различите вредности угла α−

p и вредности β−p = 30◦ и β−p = 60◦.
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(а) α−
p = −2.5◦, β−p = 0◦ (б) α−

p = −2.5◦, β−p = 90◦

(в) α−
p = −12.5◦, β−p = 0◦ (г) α−

p = −12.5◦, β−p = 90◦

(д) α−
p = −32.5◦, β−p = 0◦ (е) α−

p = −32.5◦, β−p = 90◦

Слика 8.8: Густине расподеле (PDF) последњег угла одбиjања честице, α+
p , пре враћања

честице у струjни ток. Ове расподеле су израчунате из детерминистичких симулациjа
(DS) и 2Д стохастичког модела [6] (2DRWCM) за анизотропне зидове окарактерисаних
стандардним девиjациjама ∆ξ и ∆ζ углова вектора нормале, за различите вредности угла
α−
p и вредности β−p = 0◦ и β−p = 90◦.
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(а) α−
p = −2.5◦, β−p = 30◦ (б) α−

p = −2.5◦, β−p = 60◦

(в) α−
p = −12.5◦, β−p = 30◦ (г) α−

p = −12.5◦, β−p = 60◦

(д) α−
p = −32.5◦, β−p = 30◦ (е) α−

p = −32.5◦, β−p = 60◦

Слика 8.9: Густине расподеле (PDF) последњег угла одбиjања честице, α+
p , пре враћања

честице у струjни ток. Ове расподеле су израчунате из детерминистичких симулациjа
(DS) и 2Д стохастичког модела [6] (2DRWCM) за анизотропне зидове окарактерисаних
стандардним девиjациjама ∆ξ и ∆ζ углова вектора нормале, за различите вредности угла
α−
p и вредности β−p = 30◦ и β−p = 60◦.
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(а) α−
p = −2.5◦, β−p = 0◦ (б) α−

p = −2.5◦, β−p = 90◦

(в) α−
p = −12.5◦, β−p = 0◦ (г) α−

p = −12.5◦, β−p = 90◦

(д) α−
p = −32.5◦, β−p = 0◦ (е) α−

p = −32.5◦, β−p = 90◦

Слика 8.10: Густине расподеле (PDF) бочних углова честице, β+p − β−p , у случаjу пр-
вог (1C) и последњег (MC) одбиjања честице од зида. Ове расподеле су израчунате из
детерминистичких симулациjа за анизотропне зидове окарактерисаним стандардним де-
виjациjама ∆ξ и ∆ζ, за различите вредности угла α−

p и вредности β−p = 0◦ и β−p = 90◦.
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(а) α−
p = −2.5◦, β−p = 30◦ (б) α−

p = −2.5◦, β−p = 60◦

(в) α−
p = −12.5◦, β−p = 30◦ (г) α−

p = −12.5◦, β−p = 60◦

(д) α−
p = −32.5◦, β−p = 30◦ (е) α−

p = −32.5◦, β−p = 60◦

Слика 8.11: Густине расподеле (PDF) бочних углова честице, β+p − β−p , у случаjу пр-
вог (1C) и последњег (MC) одбиjања честице од зида. Ове расподеле су израчунате из
детерминистичких симулациjа за анизотропне зидове окарактерисаним стандардним де-
виjациjама ∆ξ и ∆ζ, за различите вредности угла α−

p и вредности β−p = 30◦ и β−p = 60◦.

102



8.2.1 Стохастичко моделирање углова ξ∗ и ζ∗ за било коjи

угао β∗

Нека су углови вектора нормале, ξ∗ и ζ∗, случаjни процеси, (ξ∗, ζ∗) ∈ [0, π]x[0, π].

Ови углови имаjу просечне вредности jеднаке π/2,

ξ∗ = ζ∗ =
π

2
(8.4)

што се потврђуjе прорачунима у нумеричкоj симулациjи.

При анизотропноj храпавости, вариjансе углова ξ∗ и ζ∗ се разликуjу, а ако jе

угао β∗ различит од нуле, ковариjанса ξ∗ и ζ∗ jе различита од нуле,

∆(ξ∗)2 6= ∆(ζ∗)2, ∆(ξ∗ζ∗) 6= 0 (8.5)

Како се проучава случаj мале храпавости, важе jедначине (7.11).

Ако су углови ξ∗ и ζ∗ Гаусови процеси, густина расподеле Pξ∗ζ∗(θ, ϕ) углова ξ∗

и ζ∗ jе 2Д Гаусова расподела,

Pξ∗ζ∗(θ, ϕ) =A
∗
ξζ exp(−B∗

ξ [θ − ξ∗]2 − B∗
ζ [θ − ξ∗]2−

− 2B∗
ξζ[θ − ξ∗][ϕ− ζ∗])

(8.6)

где jе A∗
ξζ = 1/

√
4π2 detΣ∗, Σ∗ представља корелациони тензор,

Σ∗ =




∆(ξ)∗ ∆(ξ∗ζ∗)

∆(ξ∗ζ∗) ∆(ζ)∗
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а коефициjенти B∗
ξ , B

∗
ζ и B∗

ξζ су одређени изразима,

B∗
ξ = 1/2

[
sin2(β∗)∆ξ2 + cos2(β∗)∆ζ2

]
/
[
∆ξ2∆ζ2

]

B∗
ζ = 1/2

[
cos2(β∗)∆ξ2 + sin2(β∗)∆ζ2

]
/
[
∆ξ2∆ζ2

]

B∗
ξζ = −1/2 sin(β∗) cos(β∗)

[
∆ξ2 −∆ζ2

]
/
[
∆ξ2∆ζ2

]
(8.7)

коjи следе из израза,

B∗ =



B∗

ξ B∗
ξζ

B∗
ξζ B∗

ζ


 = Σ∗−1/2

уз коришћење релациjа (8.3).

Условне вероватноће углова ξ∗ и ζ∗ су:

Pξ∗(θ|ϕ) = Pξ∗(θ|ζ∗ = ϕ) = Pξ∗ζ∗(θ, ϕ)/Pζ∗(ϕ) (8.8)

Pζ∗(ϕ) =

∫
Pξ∗ζ∗(θ, ϕ) dθ =

1√
2 π∆(ζ∗)2

exp

(
−
[
ϕ− ζ∗

]2

2∆(ζ∗)2

)
(8.9)

и

Pζ∗(ϕ| θ) = Pξ∗(ϕ|ξ∗ = θ) = Pξ∗ζ∗(θ, ϕ)/Pξ∗(θ) (8.10)

Pξ∗(θ) =

∫
Pξ∗ζ∗(θ, ϕ) dϕ =

1√
2 π∆(ξ∗)2

exp

(
−
[
θ − ξ∗

]2

2∆(ξ∗)2

)
(8.11)

По дефинициjи, важи,

∫
Pξ∗(θ|ϕ) dθ =

∫
Pζ∗(ϕ|θ) dϕ, ∀ϕ, θ (8.12)

Нумеричке симулациjе потврђуjу да углови ξ∗ и ζ∗ имаjу нормалне расподеле

(8.11) и (8.9), редоследно, са просечним вредностима приближно jеднаким ξ∗ = ζ∗

= π/2 и стандардним девиjациjама коjе следе из (8.3).
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8.2.2 Моделирање првих углова вектора нормале анизотроп-

ног зида коjе честице виде при великим долазним уг-

ловима

Нека су углови γ и γ∗ дати jедначинама (7.25) и (7.28), редоследно, с тим што су

у случаjу анизотропних зидова, углови ξ и ζ случаjне променљиве коjе имаjу 2Д

Гаусову расподелу:

Pξζ(θ, ϕ) = Aξζ exp
(
−Bξ[θ − ξ]2 −Bζ [ϕ− ζ]2

)
(8.13)

где су:

Aξζ =
1

2π∆ξ∆ζ
, Bξ =

1

2∆ξ2
, и Bζ =

1

2∆ζ2
(8.14)

са просечним вредностима ξ = ζ = π/2 и стандардним девиjациjама ∆ξ и ∆ζ

(∆ξ 6= ∆ζ).

Из (7.25), (7.28), (8.3) и (8.13) следи да γ и γ∗ такође имаjу 2Д Гаусову распо-

делу, одређеном са,

γ = γ∗ = 0

∆γ2 = cos2(β−
p )∆ξ

2 + sin2(β−
p )∆ζ

2

∆γ∗2 = sin2(β−
p )∆ξ

2 + cos2(β−
p )∆ζ

2

∆(γγ∗) = sin(β−
p ) cos(β

−
p )
[
∆ξ2 −∆ζ2

]

(8.15)

коjа одговара густини расподеле,

Pγγ∗ = Aγγ∗ exp(−Bγθ
2 −Bγ∗ϕ2 − 2Bγγ∗ [θ ϕ]) (8.16)

где су,

Aγγ∗ =
1

2π∆ξ∆ζ
(8.17)
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и

Bγ = ∆γ∗2/
[
2∆ξ2∆ζ2

]
=

sin2(β−
p )∆ξ

2 + cos2(β−
p )∆ζ

2

2∆ξ2∆ζ2

Bγ∗ = ∆γ2/
[
2∆ξ2∆ζ2

]
=

cos2(β−
p )∆ξ

2 + sin2(β−
p )∆ζ

2

2∆ξ2∆ζ2

Bγγ∗ = − sin(β−
p ) cos(β

−
p )

∆ξ2 −∆ζ2

2∆ξ2∆ζ2

(8.18)

Коначно, углови вектора нормале виртуелног зида, ξ и ζ , следе из (7.31), (7.33),

(7.32).

8.2.3 Моделирање првог вектора нормале анизотропног зи-

да при било ком долазном углу честице

Као што jе речено у одељку 7.3.3, када jе угао |α−
p | мали, реда величине стандард-

них девиjациjа ∆ξ и ∆ζ , честице не виде са jеднаком вероватноћом позитивне и

негативне углове неравнина зида. Да би се урачунао оваj ефекат, Sommerfeld and

Huber [2] предлажу расподелу коjа задовољава услов γ > α да се честица после

судара са зидом враћа у струjни ток.

Стохастичко моделирање углова γ и γ∗ при судару честице са анизотропним

зидом може се извршити према следећем процесу:

• Углови γ и γ∗ се узоркуjу према 2Д Гаусовоj расподели датоj са (8.16)

• Угао γ мора да задовољи ефективну Зомерфелдову расподелу коjа урачунава

ефекат сенке, при чему jе ова расподела дата изразима (7.44) и (7.45). У

супротном, узорковани пар углова (γ, γ∗) се одбацуjе.

Густине расподеле првог угла γ коjе су израчунате путем детерминистичких

симулациjа и ефективном Зомерфелдовом расподелом (7.44), за различите углове
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α−
p и β−

p коjим честица прилази зиду, приказане су на сликама 8.12 и 8.13. Слагање

ових расподела jе веома добро за све долазне углове честица. Може се видети

да при великим угловима честица, α−
p (|α−

p | ≫ ∆ξ и ∆ζ), угао γ има нормалну

расподелу са стандардном девиjациjом ∆γ коjа следи из (8.15). Када угао |α−
p |

опада, расподела угла γ се мења због ефекта сенке.

На сликама 8.14 и 8.15 су приказане густине расподеле угла γ∗ при првом

судару честице и зида, добиjених детерминистичком симулациjом и статистичким

моделом (8.16), за различите долазне углове честица, α−
p и β−

p . Слагање резул-

тата ових симулациjа и модела jе веома добро. За бочне долазне углове честица,

β−
p = 0◦ и 90◦, угао γ∗ има нормалну расподелу са нултом просечном вредношћу

и стандардном девиjациjом ∆γ∗ коjа следи из (8.15), независно од угла α−
p коjим

честица прилази зиду. Међутим, за углове β−
p = 30◦ и 60◦, угао γ∗ има приближ-

но нормалну расподелу са просечном вредношћу коjа се мења када се угао α−
p

(|α−
p | ≫ ∆ξ и ∆ζ) коjим честица прилази зиду смањуjе, док стандардна девиjациjа

те расподеле остаjе приближно константна.

8.2.4 Моделирање вишеструких судара честица са зидом

Према раду Konan et al. [6], густина расподелe углова одбиjања честица коjе имаjу

само jедан судар са зидом пре враћања у струjни ток je приближно jеднакa гу-

стини расподеле углова одбиjања честица коjе имаjу више судара са зидом. Ова

вероватноћа jе израчуната у детерминистичкоj симулациjи судара честице са 2Д

зидом генерисаног у складу са приступом Sommerfeld and Huber [2]. Aналитички

облик ове вероватноће наведен jе у одељку 7.3.4, jедначина (7.47).

На слици 8.16 jе приказана вероватноћа да честице имаjу само jедан судар са

зидом према изразу (7.47), за ψ = 1.5 и ∆γ из (8.15) као и вероватноћа да честице

имаjу само jедан судар са зидом, израчуната из детерминистичке симулациjе за

анизотропне површине са различитим степенима храпавости и различитим долаз-
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(а) α−
p = −2.5◦, β−p = 0◦ (б) α−

p = −2.5◦, β−p = 90◦

(в) α−
p = −12.5◦, β−p = 0◦ (г) α−

p = −12.5◦, β−p = 90◦

(д) α−
p = −32.5◦, β−p = 0◦ (е) α−

p = −32.5◦, β−p = 90◦

Слика 8.12: Густине расподеле (PDF) угла γ при првом судару честице и зида, израчуна-
те из детерминистичке симулациjе и ефективне Зомерфелдове расподеле за анизотропне
зидове окарактерисане стандардном девиjациjом углова вектора нормале, ∆ξ и ∆ζ, за
различите вредности угла α−

p и вредности β−p = 0◦ и β−p = 90◦.

ним угловима честице, α−
p и β−

p . Слагање ових вероватноћа jе веома добро. Разлог

jе што су вишеструки судари честице са зидом наjважниjи за честице са малим

долазним углом |α−
p | и после одбиjања тих честица од зид, оне добиjаjу мали боч-
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(а) α−
p = −2.5◦, β−p = 30◦ (б) α−

p = −2.5◦, β−p = 60◦

(в) α−
p = −12.5◦, β−p = 30◦ (г) α−

p = −12.5◦, β−p = 60◦

(д) α−
p = −32.5◦, β−p = 30◦ (е) α−

p = −32.5◦, β−p = 60◦

Слика 8.13: Густине расподеле (PDF) угла γ при првом судару честице и зида, израчуна-
те из детерминистичке симулациjе и ефективне Зомерфелдове расподеле за анизотропне
зидове окарактерисане стандардном девиjациjом углова вектора нормале, ∆ξ и ∆ζ, за
различите вредности угла α−

p и вредности β−p = 30◦ и β−p = 60◦.

ни угао, реда величине ∆ξ и ∆ζ па jе њихово кретање приближно 2Д у долазноj

равни честица.

Закључуjе се да у случаjу судара честице са анизотропним зидом, вероватноћа
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(а) α−
p = −2.5◦, β−p = 0◦ (б) α−

p = −2.5◦, β−p = 90◦

(в) α−
p = −12.5◦, β−p = 0◦ (г) α−

p = −12.5◦, β−p = 90◦

(д) α−
p = −32.5◦, β−p = 0◦ (е) α−

p = −32.5◦, β−p = 90◦

Слика 8.14: Густине расподеле (PDF) угла γ∗ при првом судару честице и зида, израчу-
нате из детерминистичке симулациjе (DS) и статистичким моделом (8.16) за неизентро-
пске зидове окарактерисане стандардним девиjациjама∆ξ и ∆ζ углова вектора нормале,
за различите вредности угла α−

p и вредности β−p = 0◦ и β−p = 90◦.

да честице имаjу само jедан судар са зидом пре враћања у струjни ток остаjе

непромењена у односу на израз за вероватноћу да честице имаjу само jедан судар

са 2Д зидом Konan et al. [6], израз (7.47).
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(а) α−
p = −2.5◦, β−p = 30◦ (б) α−

p = −2.5◦, β−p = 60◦

(в) α−
p = −12.5◦, β−p = 30◦ (г) α−

p = −12.5◦, β−p = 60◦

(д) α−
p = −32.5◦, β−p = 30◦ (е) α−

p = −32.5◦, β−p = 60◦

Слика 8.15: Густине расподеле (PDF) угла γ∗ при првом судару честице и зида, израчу-
нате из детерминистичке симулациjе (DS) и статистичким моделом (8.16) за неизентро-
пске зидове окарактерисане стандардним девиjациjама∆ξ и ∆ζ углова вектора нормале,
за различите вредности угла α−

p и вредности β−p = 30◦ и β−p = 60◦.

Вероватноћа да честице имаjу само jедан судар са зидом пре враћања у струjни

ток не зависи од угла β−
p коjим честица прилази зиду и од угла β+

p након одбиjања

честице од зида, што jе случаj и при судару честице са изотропним зидом, израз
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(а) ∆ξ = 2.5◦, ∆ζ = 7.5◦ (б) ∆ξ = 7.5◦, ∆ζ = 2.5◦

Слика 8.16: Поређење аналитичког израза (7.47) за вероватноћу да честица има само
jедан судар са зидом пре враћања у струjни ток, према [6] (2DRWCM), са вероватноћом
да честица има само jедан судар са зидом, израчунатоj у детерминистичкоj симулациjи
удара честице у анизотропни зид окарактерисан стандарним девиjациjама ∆ξ и ∆ζ углова
вектора нормале, за различите углове, α−

p и β−p .

(7.48).

8.2.5 Стохастичка процедура за прорачун 3Д одбиjања че-

стице од анизотропног зида мале храпавости при Ла-

гранжовом поступку

У Лагранжовом поступку, како би се урачунало одбиjање честице од анизотропног

храпавог зида, када центар честице достигне удаљеност jеднаку половини преч-

ника честице од граничне макроскопски глатке површине, треба применити стоха-

стичку процедуру са слике 8.17.

8.2.6 Валидациjа моделованих углова вектора нормале при

првом судару честице са анизотропним зидом

На слици 8.18 jе показано поређење густина расподеле углова вектора нормале, ξ

и ζ , при првом одбиjању честице од зида, користећи детерминистичке симулациjе
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Углови (γ, γ∗) се узоркуjу из
2Д Гаусове расподеле (8.16).

Формира се ефективна Зомерфелдо-
ва расподела (7.44) и (7.45) за угао
γ, користећи нпр. метод реjекциjе.

γ =?

Углови ξ, η и ζ се рачунаjу из jедначина
(7.31) до (7.33). Вектор нормале n

виртуелног зида jе дефинисан са (7.4)

Рачуна се судар честице, са клизањем
или без клизања, и виртуелног храпа-

вог зида одређеног вектором нормале n

α+
p =?

Други броj s ∈ [0,1] се узор-
куjе према униформноj расподели

s =?

Честица напушта регион зида

γ задовољава (7.44) и (7.45)

α+
p ≤ 0

γ не задовољава (7.44) и (7.45)

s ∈ [P ∗(n = 1|α+
p ), 1]

α+
p > 0

s ∈ [0, P ∗(n = 1|α+
p )]

Слика 8.17: Алгоритам за израчунавање 3Д одбиjања честице од анизотропног храпавог
зида мале храпавости.

113



и стохастичку процедуру са слике 7.14 (при чему се занемаруjе могућност више-

струких судара честице и зида, с обзиром да се само моделира први судар честице

и зида). Као што се види, слагање jе одлично за све испитане углове α−
p и β−

p , у

случаjу виртуелних зидова одређених стандардном девиjациjама углова вектора

нормале, (∆ξ,∆ζ) = (2.5◦, 7.5◦) и (∆ξ,∆ζ) = (7.5◦, 2.5◦).

8.3 Примена стохастичког модела судара честице

са анизотропним храпавим зидом

8.3.1 Поређење густина расподеле углова одбиjања честице

из експерименталних мерења, детерминистичких и сто-

хастичких симулациjа

У x− y равни, експериментални резултати [2] угла одбиjања α+
p,xy (в. сл. 7.16) ста-

клених честица пречника 500µm од челичног зида пореде се са резултатима 3Д

детерминистичке симулациjе, 2Д стохастичког модела [6] и предложене стохастич-

ке процедуре за одбиjање честице од анизотропног зида док у y−z равни пореде се

само резултати 3Д детерминистичких и стохастичких симулациjа судара честице

и анизотропног зида, из разлога што експериментални резултати нису доступни у

овоj равни. Угао α+
p,xy jе дефинисан изразом (7.49).

Изабрана комбинациjа величине честица и структуре храпавог зида jе еквива-

лентна виртуелном храпавом зиду чиjа jе стандардна девиjациjа угла нагиба зида

∆ξ = 3.8◦.

Како вредност стандардне девиjациjе ∆ζ угла ζ вектора нормале виртуел-

ног зида, ниjе одређена у експерименту, у детерминистичкоj симулациjи се усваjа

наjвећа вредност ове девиjациjе за случаj мале храпавости површине, ∆ζ = 7.5◦,
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(а) α−
p = −2.5◦, β−p = 0◦ (б) α−

p = −2.5◦, β−p = 60◦

(в) α−
p = −12.5◦, β−p = 0◦ (г) α−

p = −12.5◦, β−p = 60◦

(д) α−
p = −32.5◦, β−p = 0◦ (е) α−

p = −32.5◦, β−p = 60◦

Слика 8.18: Валидациjа моделованих углова вектора нормале при првом судару честице
са анизотропним зидом. Углови коjима честица прилази зиду су означени са α−

p и β−p .
Легенда jе иста као на слици 8.15.
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(а) α−
p = −5◦ (б) α−

p = −5◦, ∆β+p = 2.3◦

(в) α−
p = −15◦ (г) α−

p = −15◦, ∆β+p = 4.4◦

(д) α−
p = −25◦ (е) α−

p = −25◦, ∆β+p = 7.0◦

Слика 8.19: Густине расподеле углова одбиjања честица, α+
p,xy, стаклених честица од

челичног зида, при различитим долазним угловима честица, α−
p и β−p = 0◦. Ове расподеле

су добиjене из експеримента [2], стохастичког модела (SM) и 2Д модела (2DRWCM) [6].
Стандардна девиjациjа бочног угла одбиjања честица jе ∆β+p .
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како би се видео наjвећи утицаj стандардне девиjациjе ∆ζ вектора нормале вирту-

елног зида на карактеристике одбиjања честице од зида.

Како би се представила ова конфигурациjа у детерминистичкоj симулациjи,

генерисани виртуелни зид има RMS висине неравнина h = 0.47µm и корелационе

дужинске размере у x и z правцу, cL,x = 10µm и cL,z = 5µm, редоследно.

Брзине честица као и jедначине за прорачун не-еластичног судара честице са

зидом су дефинисане у одељку 7.4.1.

На сликама 8.19 (а), (в) и (д) су приказане густине расподеле угла одбиjања че-

стица, α+
p,xy, за различите долазне углове честица, α−

p и β−
p = 0◦. Слагање расподела

добиjених из експеримента [2], стохастичког модела (SM) и 2Д модела (2DRWCM)

[6]jе добрo, што доводи до закључка да утицаj стандардне девиjациjе ∆ζ на густине

расподеле угла α+
p ниjе велики.

У y − z равни, иако jе трење укључено при прорачуну судара честице и зида,

расподела угла бочне дисперзиjе честица остаjе Гаусова. Како долазни угао чести-

ца, |α−
p |, расте, стандардна девиjациjа ∆β+

p угла бочне дисперзиjе честица расте.

Слагање резултата детерминистичке и стохастичке симулациjе jе одлично.

Предложени стохастички модел за судар честице са анизотропном површином

своди се на 2Д модел Konan et al. [6], ако jе корелациона дужинска размера у z

правцу знатно већа од оне у x правцу (cL,z ≫ cL,x), а ако су оне jеднаке у оба

правца (cL,x = cL,z), предложени модел описуjе 3Д судар честице са изотропним

зидом.
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8.3.2 RMS попречне проjекциjе брзине при одбиjању честица

од зида, у зависности од материjала зидова и пречника

честице

При турбулентном струjању мешавине честица и ваздуха у хоризонталном каналу

правоугаоног попречног пресека, у експерименту Sommerfeld and Huber [2], као

што jе речено у претходном одељку, углови одбиjања честице су снимљени у x− y

равни, за различите материjале зида и стаклене честице различитих пречника.

Како нема информациjа у експерименту о вредности стандардне девиjациjе ∆ζ , у

овом одељку ова вредност jе варирана у опсегу од 2.5◦ до 7.5◦ и пореде се резултати

одговараjућих стохастичких и детерминистичких симулациjа, за судар честица са

анизотропним зидовима. Симулираjу се углови |α−
p | до приближно 50◦, jер jе канал

у оригиналном експерименту мале висине и долазни углови |α−
p | честице према

зиду су мали. Како би се проценило стварање попречне проjекциjе брзине честица

после судара честица са зидом, усваjа се да су бочни углови честица jеднаки нули,

β−
p = 0◦. Расподела овог угла jе у општем случаjу непозната. Сви детаљи везано

за експеримент могу се наћи у [2].

На слици 8.20 су приказане попречне карактеристике одбиjања честице од

анизотропног храпавог зида чиjа jе стандардна девиjациjа ∆ξ вектора нормале

виртуелног зида, одређена експериментално за различите комбинациjе материjала

зидова и стаклених честица различитих пречника. Ове комбинациjе су:

• челични зид и честице пречника Dp = 500µm (∆ξ = 3.8◦, слика 8.20a),

• челични зид и честице пречника Dp = 100µm (∆ξ = 5.3◦, слика 8.20б),

• гумени зид и честице пречника Dp = 100µm (∆ξ = 3.8◦, слика 8.20в) и

• зид од плексигласа и честице пречника Dp = 100µm (∆ξ = 3.8◦, слика 8.20г).

RMS попречне проjекциjе брзине честица, w+
p,rms, после одбиjања честица од
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(а) Челик, Dp = 500µm, ∆ξ = 3.8◦ (б) Челик, Dp = 100µm, ∆ξ = 5.3◦

(в) Гума, Dp = 100µm, ∆ξ = 3.8◦ (г) Плексиглас, Dp = 100µm, ∆ξ = 3.8◦

Слика 8.20: Зависност односа RMS попречне проjекциjе брзине честица, w+
p,rms, генери-

сане при судару честице са зидом и интензитета долазне брзине честице, |u−
p |, од односа

долазног угла |α−
p | и стандардне девиjациjе ∆ξ вектора нормале виртуелног зида, за

различите вредности стандардне девиjациjе ∆ζ вектора нормале виртуелног зида, при
долазном углу β−p = 0◦ честице. Честице су направљене од стакла, пречника Dp a зидо-
ви су направљени од различитих материjала, као што jе описано у [2]. DS представља
детерминистичку симулациjу, а SM представља стохастички модел за судар честице са
анизотропним зидом.

анизотропног зида, у свим испитаним случаjевима повећаваjу се када долазни угао

|α−
p | и стандардна девиjациjа ∆ζ расту. За наjвеће испитане односе долазног угла

честице и стандардне девиjациjе угла вектора нормале, |α−
p |/∆ξ, у свим експери-

менталним случаjевима RMS попречне проjекциjе брзине, w+
p,rms, износе око 15%

интензитета долазне брзине честице, |u−
p |. Слагање резултата детерминистичке и
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стохастичке симулациjе jе веома добро у свим случаjевима.

Док jе утицаj храпавости на проjекциjу брзине честица управну на зид ка-

нала наjвећи при малим долазним угловима |α−
p |, утицаj храпавости на стварање

попречне проjекциjе брзине w+
p jе изражениjи при већим долазним угловима |α−

p |
честице.
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Поглавље 9

LES струjања чистог флуида и

LES-DPS мешавине гаса и честица у

хоризонталном каналу правоугаоног

попречног пресека

9.1 Опис експеримента

Ваздух (или мешавина ваздуха и честица) струjи у хоризонталном каналу пра-

воугаоног попречног пресека. Дужина канала jе 6m, а његова висина и ширина

jе 35mm и 350mm, редоследно. Средња брзина ваздуха у свим извршеним експе-

риментима jе Ub = 20m/s а динамичка вискозност ваздуха jе µ = 1.8 · 10−5 Pa s.

Честице коjе се убацуjу у струjу ваздуха на почетку канала су сферне, направљене

од стакла, густине ρp = 2450 kg/m3. Горњи и доњи зид канала су плоче коjе мо-

гу да се мењаjу, што омогућава експерименте са зидовима различите храпавости.

Експерименти су извршени за различите пречнике честица (од 60 до 625µm) и раз-

личите степене пуњења дисперзне фазе. На дужини 5.8m од улаза у канал, врше



се мерења брзине флуида и честица. Детаљан опис експерименталне инсталациjе

могуће jе пронаћи у Sommerfeld and Kussin [10].

9.2 LES симулациjа турбулентног струjања чистог

флуида

LES симулациjе у овоj дисертациjи извршене су користећи програмски пакет Open-

FOAM, верзиjа 1706.

9.2.1 Прорачунски домен

С обзиром да jе на мерном месту експерименталне конфигурациjе, описане у одељку

9.1, развиjено турбулентно струjање, при LES симулациjи може се користити знат-

но мањи прорачунски домен у поређењу са стварном дужином канала, при чему се

користе периодични гранични услови у x и z правцу. Смањивањем прорачунског

домена смањуjу се трошкови прорачуна, али са друге стране, пар периодичних

граница домена треба да буде довољно удаљен, како ови гранични услови не би

утицали негативно на резултате струjања. При симулациjама коjе су изведене у

овоj дисертациjи, прорачунски домен има дужину 140mm, висину 35mm и шири-

ну 52.5mm, као што jе приказано на слици 9.1. Провера адекваности избора овог

домена извршена jе анализом корелациjа брзине, у одељку 9.3.3.

9.2.2 Карактеристике LES симулациjе струjања чистог флу-

ида

Струjање нестишљивог флуида jе описано филтрираном jедначином континуитета

(5.5) и филтрираном jедначином количине кретања (5.6).
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Слика 9.1: Шематски приказ дела канала (L = 140mm, H = 35mm и W = 52.5mm) у
коме се врше LES симулациjе.

У LES симулациjи, при турбулентном струjању у каналу могуће jе остварити

или константан масени проток или константан градиjент притиска [59, 60]. У LES

симулациjама чиjе се резултати представљаjу у овоj дисертациjи, изабран jе услов

константног масеног протока. Градиjент притиска jе повезан са тангенциjалним

напоном на зиду путем израза [61],

− dp

dx
=
τw
δ

(9.1)

где jе δ = H
2
. Према томе, вредност просечне брзине Ub jеднака jе просечноj брзини

коjа jе дефинисана у експериментима (око 20m/s), а вредност привидне брзине,

uτ =
√
τw/ρ, израчунава се у симулациjи.

При покретању симулациjе, струjање jе ламинарно и окарактерисано одсу-

ством механизма коjим би се започео процес преласка ламинарног у турбулентно

струjање. Из тог разлога, почетни параболички профил брзине се модификуjе пре-

ма [62] тако да се ствараjу вртлози са одговараjућим статистичким особинама у

близини зида и уводе се нестабилности у струjни ток, услед чега струjање врло

брзо постаjе турбулентно.

Након периода 50 δ/uτ , када се сматра да jе формирано статистички стацио-

нарно турбулентно струjање, у LES симулациjи врши се временско осредњавање
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брзине у траjању око 110 δ/uτ , након чега се симулациjа завршава. Потом, брзине

се осредњаваjу у x и z правцу.

9.2.3 Дискретизациjа

Броj ћелиjа у x, y и z правцу jе 135, 160 и 142, редоследно, па jе укупан броj ћелиjа

у прорачунском домену 3 067 200. Мрежа jе блок-структурирана, са равномерном

величином ћелиjа у x и z правцу, док jе у y правцу мрежа финиjа према зидовима,

са односом висина ћелиjа на оси и висина ћелиjа у контакту са зидом rE = 37.

Временска дискретизациjа jе постигнута методом диференцирања уназад. Вре-

менски корак симулациjе флуида jе променљив а максимална вредност Курантовог

броjа jе Co = 0.5. При дискретизациjи конвективног члана и градиjената, користи

се линеарна интерполациjа, док jе при jе дискретизациjи флуксева турбулентне

кинетичке енергиjе и тензора вртлога малих размера коришћена TVD интерпола-

циона шема, базирана на узводноj и линеарноj интерполациjи. За решавање спреге

притиска и брзине користи се PISO алгоритам.

9.2.4 Гранични услови

Као што jе речено, у x и z правцу прорачунски домен jе периодичан (постоjи jедан

пар периодичних површи за x = 0 и x = L, a други пар периодичних површи jе за

z = 0 и z =W ), а у y правцу струjање jе ограничено зидовима. На зидовима важи

услов лепљења за брзину, u = 0, а за притисак важи Ноjманов услов ∂p
∂n

= 0. У

зависности од модела апроксимациjе вртлога малих размера, уколико jе потребно,

користи се да jе на зидовима кинетичка енергиjа вртлога малих размера jеднака

нули, ksgs = 0.
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9.3 Анализа резултата LES симулациjа турбулент-

ног струjања чистог флуида

У овом одељку пореде се резултати LES симулациjа за чист флуид, добиjених

применом различитих SGS модела: модела Смагоринског, динамичког jедно-jедна-

чинског и WALE модела.

9.3.1 Профили просечне брзине флуида

На слици 9.2а приказана jе просечна брзина флуида у близини зида, а на слици

9.2б приказана jе просечна брзина флуида дуж висине канала. На овим сликама

приказуjу се и профили коjи су добиjени DNS симулациjом Lee and Moser [7] за Реj-

нолдсов броj базиран на привидноj брзини и половини висине канала, Reτ = 1000,

док jе у свим LES симулациjама струjања флуида у каналу Reτ ≈ 1200. Од наведе-
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Слика 9.2: Просечна брзина флуида у близини зида (слика а) и просечна брзина флуида
дуж висине канала (слика б), добиjене коришћењем модела Смагоринског, динамичког
jедно-jедначинског и WALE модела. DNS вредности су узете из [7], а експериментални
резултати су узети из [8].

них LES модела, наjбоље поклапање са законом зида остваруjе модел Смагорин-

ског, док остали модели имаjу мало одступање од овог закона. Дуж висине канала,
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профил просечне брзине флуида за све наведене LES моделе има добро слагање

са експерименталним резултатима [8] као и резултатима DNS симулациjе.

9.3.2 Профили RMS флуктуациjа брзине флуида

На слици 9.3 приказуjу се RMS флуктуациjа брзине дуж висине канала. Слагање
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Слика 9.3: RMS подужних (слика а), управно на зид канала (слика б) и попречних
(слика в) флуктуациjа брзине флуида, добиjених коришћењем модела Смагоринског, ди-
намичког jедно-jедначинског и WALE модела. DNS вредности су узете из [7], а експери-
ментални резултати су узети из [8].

резултата LES симулациjа за све коришћене SGS моделе са одговараjућим екс-
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перименталним вредностима и резултатима DNS симулациjе jе задовољаваjуће у

случаjу RMS подужних флуктуациjе брзине флуида док у случаjу RMS флуктуа-

циjа брзине флуида управно на зид постоjи мало одступање од експерименталних

резултата. RMS попречних флуктуациjа брзине флуида нису измерене у експери-

менту, али се ове вредности добро слажу са резултатима DNS симулациjа.

9.3.3 Корелациjе брзине

1Д нормализоване корелациjе брзине у тачкама A и C рачунаjу се на следећи начин

[63, 61]:

Ruiuj
(xAk , rk) =

1

ui,rms(xAk ) uj,rms(xAk + rk)

〈
u′i(x

A
k ) u

′
j(x

A
k + rk)

〉
t

(9.2)

где jе са xAk дефинисана координата тачке A, са rk = xCk − xAk дефинисано jе рас-

тоjање између тачака A и C, а индекс rms означава средњу квадратну вредност

флуктуациjа брзине, urms = (〈u′2〉t)1/2.

На слици 9.4 приказане су подужне и попречне нормализоване корелациjе

брзине, за тачке на центру канала и за тачке близу зида (y+ ≈ 100). Као што се

може видети са слике, корелациjе брзине у x правцу опадаjу до нуле на растоjању

0.25L, a у z правцу корелациjе брзине опадаjу до нуле на растоjању 0.2W .

Према Moin and Kim [64], прорачунски домен у x као и z правцу треба да

буде барем двоструко већи од дужине на коjоj нормализоване корелациjе брзина

опадаjу до нуле. Како jе оваj услов испуњен, закључуjе се да jе изабрани домен

довољне величине.
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Слика 9.4: 1Д корелациjе брзине. (а) Подужне корелациjе брзине у близини зида (y+ ≈
100) (б) подужне корелациjе брзине дуж центра канала (в) Попречне корелациjе брзине
у близини зида (y+ ≈ 100) (г) попречне корелациjе брзине дуж центра канала. Канал jе
дужине L, а ширине W .

9.4 LES-DPS симулациjе турбулентног струjања ме-

шавине гаса и честица

9.4.1 Почетни и гранични услови при LES-DPS симулациjи

У почетном тренутку, сферне честице су равномерно распоређене у домену, при че-

му jе почетна брзина честица jеднака просечноj брзини флуида, Ub = 20m/s. Као

што jе дефинисано у експерименту, честице су монодисперзне, пречника Dp, гу-

стине ρp = 2450 kg/m3. Броj честица jе дефинисан степеном пуњења. Прорачунски

домен jе периодичан у x и z правцу и честице не могу да напусте прорачунски до-
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мен. Вредност максималног Курантовог броjа дисперзне фазе jе Cod = 0.3. Струjно

поље флуида добиjено у последњем тренутку LES симулациjе представља почетно

струjно поље носеће фазе при LES-DPS симулациjи.

9.4.2 Основне jедначине струjања мешавине гаса и честица

С обзиром да jе режим струjања мешавине гаса и честица разблажен, при струjању

нестишљивог флуида важи филтрирана jедначина континуитета (5.5) и филтри-

рана jедначина количине кретања (5.6). За моделирање вртлога малих размера

изабран jе модел Смагоринског jер jе са њим постигнуто наjбоље слагање брзине

са законом зида, као и задовољаваjуће слагање са расположивим експериментал-

ним и DNS резултатима.

У извршеним LES-DPS симулациjама, силе коjе делуjу на честице су сила

отпора, гравитациона сила и силе услед међусобних судара честица, па се jедначина

кретања честице (4.20) своди на:

mp

dup

dt
= Fd +mpg + Fcoll (9.3)

док су остале силе коjе делуjу на честицу, дате jедначином (4.22), занемарене.

9.4.3 Судар честица и храпавих зидова

При судару честица и храпавих зидова, примењуjу се одговараjући стохастички

модели: 2Д модел Konan et al. [6] ако jе ∆ζ = 0◦, 3Д изотропни модел ако jе

∆ξ = ∆ζ и 3Д анизотропни модел ако jе ∆ξ < ∆ζ . У оквиру дисертациjе, ови

стохастички модели су имплементирани у програмски пакет OpenFOAM.

При тим сударима, важе jедначине (7.55) и (7.56), при чему се занемаруjе

угаона брзина честица, а коефициjент реституциjе и коефициjент трења при судару
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честице и зида дати су изразима, према [65]:

ew = {1− 0.0136α−
p , 0.7}

µw = {0.5− 0.0175α−
p , 0.15}

(9.4)

9.4.4 Поступак LES-DPS симулациjе

Након покретања симулациjе, сматра се да се статистички стационарно стање

струjања постиже за ts = 0.5 s. Потом, у току симулациjе врши се временско

осредњавање брзина честица у струjном пољу у периоду te = 1 s и симулациjа

се завршава. Након тога, брзине честица се осредњаваjу у подужном и попречном

правцу. Користећи одабрана времена ts и te добиjаjу се конвергиране вредности

брзина честица.

9.5 Модел меких сфера

У LES-DPS симулациjама у коjима се обухватаjу међусобни судари честица, ови

судари се израчунаваjу применом модела меких сфера.

У моделу меких сфера, коjи су први пут предложили Cundal and Strack [66],

честице су деформабилне и при судару честица могуће jе њихово преклапање.

На основу величине овог преклапања (коjе jе обично знатно мање у односу на

пречник честица), релативне брзине честица, претходног стања судара, облика и

физичих карактеристика честица, рачунаjу се одговараjуће контактне силе коjима

jе честица изложена приликом судара.

При судару, кретање честице a одређено jе jедначином типа (4.20), где jе резул-

туjућа сила услед судара честица, Fcoll, jеднака збиру индивидуалних контактних
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сила коjима околне честице b делуjу на посматрану честицу a,

Fcoll =
∑

b∈CL

(
Fn

ab + Ft
ab

)
(9.5)

где су индивидуалне контактне силе подељене на нормалне и тангенциjалне ком-

поненте, a CL (енгл. contact list) означава листу честица коjе окружуjу честицу a

[67].

Jедначина обртног кретања честице a jе:

Ip
dωp,a

dt
= Ta (9.6)

где jе Ip момент инерциjе честице, ωp,a jе угаона брзина честице, Ta jе момент силе

коjи зависи само од тангенциjалних компоненти индивидуалних контактних сила,

Ta =
∑

b∈CL

Ranab × Ft
ab (9.7)

Интеграљењем jедначина (4.20) и (9.6), за сваку честицу, са малим временским

корацима, добиjаjу се детаљне информациjе о кретању дисперзне фазе. С друге

стране, мана овог приступа jе што су за овакав прорачун потребни велики компjу-

терски ресурси. Интеграљење овог система jедначина могуће jе применом методе

прескакања (енгл. leapfrog method).

9.5.1 Прорачун контактне силе

Контактна сила се може моделирати помоћу аналогиjе са системом опруге и при-

гушивача (в. сл. 9.5). У овом моделу, нормална компонента контактне силе између
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Слика 9.5: Шематски приказ судара две честице [9] коришћењем модела меких сфера.

честица a и b jеднака jе,

Fn
ab = −knδabnab − 2γnmeff u

n
p,ab (9.8)

Преклапање честица δab одређено jе изразом:

δab = (Rb +Ra)− |rb − ra| (9.9)

Jединични вектор нормале nab jе:

nab =
rb − ra

|rb − ra|
(9.10)

Релативна брзина између честица a и b jе:

up,ab = up,a − up,b + (Raωa +Rbωb)× nab (9.11)
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Нормална компонента ове брзине jе:

un
p,ab = (up,ab · nab) nab (9.12)

а њена тангенциjална компонента jе:

ut
p,ab = up,ab − un

p,ab (9.13)

Тангенциjална компонента контактне силе рачуна се према jедначини:

Ft
ab = −µc|Fn

ab|tab (9.14)

Jединични вектор тангенте jе:

tab =
ut
ab

|ut
p,ab|

(9.15)

Из (9.3), када се узме у обзир само нормална контактна сила, следи jедначина за

преклапање честица у нормалном правцу:

d2δab
dt2

+ 2γn
dδab
dt

+ ω2
0δab = 0 (9.16)

где jе фактор пригушења,

γn = − ω0 ln(ec)√
π2 + ln2(ec)

(9.17)

фреквенциjа непригушеног осцилатора,

ω0 =
√
kn/meff (9.18)

и редукована маса система, meff , jе:

1

meff

=
1

ma

+
1

mb

(9.19)
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Аналитичким решавањем jедначине (9.16), уз почетне услове:

δ̇ab(0) = |un
p,0|, δ(Tc) = 0 (9.20)

где jе време траjања контакта,

Tc =
π

ω2
0 − γ2n

(9.21)

добиjа се тренутна вредност преклапања честица,

δab = −
|un

p,0|√
ω2
0 − γ2n

exp(−γn t) sin
(
ω2
0 − γ2nt

)
(9.22)

С обзиром на (9.22), максимална вредност преклапања честица jе:

δmax
ab ≈ 1

2
(ec + 1)

|un
p,0| Tc
π

(9.23)

Према изложеном моделу, коефициjент kn jе параметар коjи се подешава како би

се осигурао услов
δmax
ab

Dp
< 5%. Временски корак ∆tp при коме се решава кретање

честица jе

∆tp = Tc/Nc (9.24)

где jе Nc броj циклуса у коjим се прорачунаваjу судари честица. Према [67], пре-

поруке за вредност Nc су од 10 до 20.

У LES-DPS симулациjама jе узето да jе коефициjент реституциjе при међусоб-

ним сударима честица, ec = 0.9, а коефициjент трења µc jе jеднак нули.

У оквиру дисертациjе, извршена jе имплементациjа описаног модела меких

сфера у програмски пакет OpenFOAM.
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9.6 Симулирани случаjеви струjања мешавине гаса

и честица

LES-DPS симулациjе извршене су за два случаjа:

1. Случаj 1. Зидови канала имаjу малу храпавост, са просечном разликом су-

седних наjвећих и наjмањих висина неравнина jеднакоj R0 = 2.32µm. Честице

имаjу пречник Dp = 130µm. Степен пуњења дисперзне фазе, jедначина (3.4),

jе m = 1. Ова комбинациjа структуре храпавости и пречника честица одго-

вара виртуелном зиду стандардне девиjациjе ∆ξ = 1.4◦.

2. Случаj 2. Зидови канала имаjу умерену храпавост, са просечном разликом

суседних наjвећих и наjмањих висина неравнина jеднакоj R1 = 6.83µm. Че-

стице имаjу пречник Dp = 195µm. Степен пуњења дисперзне фазе jе m = 0.7.

Ова комбинациjа структуре храпавости и пречника честица одговара вирту-

елном зиду стандардне девиjациjе ∆ξ = 5.1◦.

Вариjациjом стандардне девиjациjе угла ζ вектора нормале виртуелног зида,

∆ζ , разматра се струjање мешавине гаса и честица у случаjу различите храпаво-

сти зидова канала (2Д храпав зид: ∆ζ = 0◦, изотропни храпав зид: ∆ξ = ∆ζ и

анизотропни храпави зид: ∆ξ < ∆ζ , где jе ∆ζ = 7.5◦).

135



9.7 Анализа резултата LES-DPS симулациjа

9.7.1 Случаj 1.

Профили просечне брзине честица

Профили просечних брзина честица, при наведеноj струjноj конфигурациjи при

малоj храпавости зидова канала, добиjени у LES-DPS симулациjама са 2Д, изо-

тропном, и анизотропном храпавошћу зида канала, са и без урачунатих међусоб-

них судара честица, приказани су на слици 9.6. За све храпавости зидова канала,

при коjим су извршене LES-DPS симулациjе, постоjи мало одступање добиjене про-

сечне брзине честица у близини зида канала у односу на вредности коjе су измерене

у екперименту, а према центру канала, ово одступање се смањуjе.
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Слика 9.6: Профил просечне брзине честица пречника Dp = 130µm дуж висине кана-
ла. Степен пуњења дисперзне фазе jе 1. При судару честица и зида канала, виртуелни
зид има стандардне девиjациjе углова вектора нормале ∆ξ = 1.4◦ и ∆ζ коjа зависи од
типа храпавости зида канала. 2D храпавост: ∆ζ = 0◦; изотропна храпавост: ∆ζ = 1.4◦;
анизотропна храпавост: ∆ζ = 7.5◦. BS: нису урачунати међусобни судари честица. SS:
урачунати су међусобни судари честица. Eкспериментални резултати су узети из [8].

Тип храпавости површине (2Д, изотропна и анизотропна храпавост) има мали

утицаj на профил просечне брзине честица дуж висине канала, што се види са

слике 9.6.
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Када су у прорачун укључени међусобни судари честица, запажа се мало

смањење просечне брзине честица у доњоj половини канала и повећање просечне

брзине струjања честица у горњоj половини канала.

Профили RMS флуктуациjа брзине честица

За описану струjну конфигурациjу при малоj храпавости зидова канала, са слике

9.7 се види да када нису урачунати међусобни судари честица, у случаjу анизотроп-

ног зида канала у односу на 2Д и изотропни зид, долази до благог смањења RMS

хоризонталних флуктуациjа брзине честица у горњоj половини канала, смањуjу

се и RMS вертикалне флуктуациjе брзине честица дуж целе висине канала, али

долази до пораста RMS попречних флуктуациjа брзине честица.

Када се при прорачуну урачунаjу међусобни судари честица, RMS хоризон-

талних флуктуациjа брзине честица се смањуjу, што jе у сагласности са [68] и

ове вредности постаjу jеднаке за све типове храпавости зидова канала. За 2Д и

изотропни зид канала, међусобни судари честица утичу на повећање RMS верти-

калних флуктуациjа брзина честица у доњоj половини канала, чиме ови профили

постаjу симетрични, а у случаjу анизотропног зида, RMS вертикалне флуктуациjе

брзине честица се благо повећаваjу дуж читаве висине канала, чиме се у погледу

ових флуктуациjа, губи разлика између 2Д, изотропних и анизотропних зидова.

Слагање профила RMS хоризонталних флуктуациjа брзине честица и RMS

вертикалних флуктуациjа брзина честица израчунатих у LES-DPS симулациjама,

када су у прорачун укључени међусобни судари честица, са одговараjућим експе-

рименталним резултатима jе врло добро, за све типове храпавости зида канала.

Када се занемаре међусобни судари честица, вредности RMS попречних флук-

туациjа брзине честица у случаjу анизотропне површине веће су у односу на слу-

чаjеве када зид има 2Д и изотропну храпавост. Профили RMS попречних флукту-

ациjа брзине честица у случаjу 2Д и изотропног зида су приближно симетрични
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Слика 9.7: RMS флуктуациjе брзина честица пречника Dp = 130µm дуж висине кана-
ла. Степен пуњења дисперзне фазе jе 1. При судару честица и зида канала, виртуелни
зид има стандардне девиjациjе углова вектора нормале ∆ξ = 1.4◦ и ∆ζ коjа зависи од
типа храпавости зида канала. 2D храпавост: ∆ζ = 0◦; изотропна храпавост: ∆ζ = 1.4◦;
анизотропна храпавост: ∆ζ = 7.5◦. BS: нису урачунати међусобни судари честица. SS:
урачунати су међусобни судари честица. Eкспериментални резултати су узети из [8].

док у случаjу анизотропног зида, ови профили су благо несиметрични.

Међутим, када се у прорачун узму у обзир међусобни судари честица, вред-

ности RMS попречних флуктуациjа брзине честица за све три храпаве површине

су приближно jеднаке, што доводи до закључка да у случаjу зидова мале хра-

павости, међусобни судари честица имаjу доминантан утицаj на RMS попречних

флуктуациjа брзине честица.
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9.7.2 Случаj 2.

Профили просечне брзине честица

На слици 9.8 су приказани профили просечне брзине честица за наведену струjну

конфигурациjу при умереноj храпавости зидова канала, са и без урачунатих међу-

собних судара честица, за 2Д, изотропну и анизотропну храпавост зидова канала.

И у овом случаjу запажа се да тип храпавости нема велики утицаj на профил про-

сечне брзине честица дуж висине канала. Међусобни судари честица изазиваjу благ

пораст просечне брзине честица према горњем зиду канала. Профили просечне

брзине честица израчунати у LES-DES симулациjама са урачунатим међусобним

сударима честица, за све типове храпавости зидова канала, имаjу одступање из-

међу 10% на зиду канала до 7% на средини канала, у поређењу са резултатима

експерименталних мерења.

У односу на профиле просечне брзине честица при струjноj конфигурациjи са

малом храпавости зидова канала (в. сл. 9.6), профили просечних брзина честица

при струjноj конфигурациjи са умереном храпавости зидова канала (в. сл. 9.8) су

равномерниjи и вредност просечне брзине честица jе мања.

Профили RMS флуктуациjа брзине честица

Када се занемаре међусобни судари честица, са слике 9.9а се види да RMS хоризон-

талних флуктуациjа брзине честица не зависе од типа храпавости површине (2Д,

изотропна или анизотропна), док се са слике 9.9б види да у случаjу анизотропне

површине, RMS вертикалних флуктуациjа брзине честица jе мало мања у односу

на случаj 2Д и изотропног храпавог зида. Са порастом стандардне девиjациjе ∆ζ

угла вектора нормале површине, исто у случаjу када се занемаре међусобни судари

честица, долази до повећавања RMS попречних флуктуациjа брзине честице, што

се види са слике 9.9в.
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Слика 9.8: Профил брзине честица пречника Dp = 195µm дуж висине канала. Степен
пуњења дисперзне фазе jе 0.7. При судару честица и зида канала, виртуелни зид има
стандардне девиjациjе углова вектора нормале ∆ξ = 5.1◦ и ∆ζ коjа зависи од типа храпа-
вости зида канала. 2D храпавост: ∆ζ = 0◦; изотропна храпавост: ∆ζ = 5.1◦; анизотропна
храпавост: ∆ζ = 7.5◦. BS: нису урачунати међусобни судари честица. SS: урачунати су
међусобни судари честица. Eкспериментални резултати су узети из [69].

Међусобни судари честица утичу на изотропизациjу струjања честица, смањи-

вањем RMS хоризонталних и RMS вертикалних флуктуациjа брзине честица, а

повећањем RMS попречних флуктуациjа брзине честица. Када су урачунати међу-

собни судари честица, профили RMS хоризонталних флуктуациjа брзине честица

су приближно равномерни по попречном пресеку при овоj струjноj конфигурациjи.

Слагање вредности RMS вертикалних флуктуациjа брзине честице израчуна-

тих у симулациjи са одговараjућим експерименталним резултатима jе врло добро,

док RMS хоризонталних флуктуациjа брзине честице врло мало одступа од експе-

рименталних вредности.

У погледу RMS вертикалних и попречних флуктуациjа брзине честице, када се

узме у обзир утицаj међусобних судара честица, утицаj типа храпавости површине

опада и jош jедном се потврђуjе да међусобни судари честица имаjу доминантан

утицаj на вредности RMS попречних флуктуациjа брзине честица.
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Слика 9.9: RMS флуктуациjе брзина честица пречника Dp = 195µm дуж висине канала.
Степен пуњења дисперзне фазе jе 0.7. При судару честица и зида канала, виртуелни
зид има стандардне девиjациjе углова вектора нормале ∆ξ = 5.1◦ и ∆ζ коjа зависи од
типа храпавости зида канала. 2D храпавост: ∆ζ = 0◦; изотропна храпавост: ∆ζ = 5.1◦;
анизотропна храпавост: ∆ζ = 7.5◦. BS: нису урачунати међусобни судари честица. SS:
урачунати су међусобни судари честица. Eкспериментални резултати су узети из [69].
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Поглавље 10

Закључак и правац будућих

истраживања

Предмет изучавања ове дисертациjе су струjања мешавине честица и гаса, ограни-

чена храпавим зидом.

Услед геометриjе храпаве површине и долазних углова честица, судар честице

и храпаве површине jе увек 3Д, што се при постоjећим моделима за судар честице и

површине често занемаруjе. Како би се добио што реалниjи математички модел за

одбиjање честице од храпаве површине, чиме се омогућава тачниjи прорачун особи-

на носеће и дисперзне фазе, у овоj дисертациjи развиjене су стохастичке процедуре

за 3Д одбиjање честица од изотропног и анизотропног зида у оквиру Лагранжовог

приступа. Ове процедуре представљаjу наставак постоjећих 2Д модела за одбиjање

честице од зида, Sommerfeld and Huber [2] и Konan et al. [6].

У дисертациjи се при анализи судара честице и храпавог зида у детермини-

стичким симулациjама користи концепт виртуелног зида: уместо интеракциjе че-

стице и стварне храпаве површине, анализира се еквивалентна интеракциjа центра

честице и виртуелног зида. Виртуелни зид се генерише као корелисана изотропна



или анизотропна Гаусова храпава површина, према процедури Garcia and Stoll [56].

Наjпре се анализира судар честице са изотропним храпавим зидом при разли-

читим долазним угловима честице. Извршена jе статистичка анализа углова век-

тора нормале зида коjе честица види када прилази зиду. Као и при 2Д моделима

[2, 6], видљив jе ефекат сенке: при великим нападним угловима честице у односу

на макроскопски гладак зид, при првом судару честице са зидом, расподеле углова

ξ и ζ су Гаусове, док се при малим нападним угловима те расподеле мењаjу. Бочна

девиjациjа угла коjим се одбиjа честица, β+
p −β−

p , има Гаусову расподелу са нултом

просечном вредношћу и стандардном девиjациjом коjа расте са порастом долазног

угла честице |α−
p |. Расподела угла α+

p пре враћања честице у струjни ток, добиjена

из детерминистичке симулациjе, добро се слаже са стохастичким моделом Konan

et al. [6] примењеним у долазноj равни честице. Да би се остварила веза са овим

моделом, у долазноj равни честице дефинише се jединични вектор nγ , са особи-

ном да jе скаларни производ овог вектора и вектора долазне брзине u−
p jеднак

скаларном производу вектора нормале n и вектора долазне брзине u−
p . Како би

се урачунао ефекат бочног одбиjања честице, уводи се угао γ∗ коjи има Гаусову

расподелу. Показуjе се да на оваj угао не утичу ни ефекат сенке као ни ефекат

вишеструких судара честица са зидовима. Изведена jе и одговараjућа стохастичка

процедура за судар честице и изотропног зида.

Потом, извршена jе анализа судара честице са анизотропним зидом при раз-

личитим долазним угловима честице. Као и у случаjу изотропног зида, у случаjу

великих углова |α−
p | честица, углови ξ и ζ имаjу Гаусове расподеле, док при мањим

вредностима |α−
p |, расподеле углова ξ и ζ се мењаjу услед ефекта сенке. Бочна

девиjациjа угла коjим се одбиjа честица, β+
p − β−

p , више ниjе симетрична као при

судару честице са изотропним зидом. Расподела угла α+
p пре враћања честице у

струjни ток, добро се слаже са примењеним 2Д моделом Konan et al. [6] у случаjу

долазног угла β−
p = 0◦ и β−

p = 90◦, док jе за све друге вредности угла β−
p неопходно

одредити параметар ∆γ коjи се користи у 2Д моделу. Користећи статистичко мо-
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делирање при ротациjи оса координатног система као и резултате при моделирању

судара честице са изотропним зидом, закључено jе да при великим угловима |α−
p |

углови γ и γ∗ имаjу 2Д Гаусову расподелу. Предложена jе одговараjућа стохастичка

процедура за одбиjање честице од анизотропног зида.

Резултати примене стохастичких модела за судар честица са изотропним и

анизотропним зидовима, упоређени су са расположивим експерименталним ме-

рењима и резултатима детерминистичких симулациjа. У свим истраженим слу-

чаjевима, слагање резултата jе веома добро.

Како би се упоредили утицаjи различитих типова храпавости зидова (2Д

храпавост: ∆ζ = 0◦), изотропнa храпавост: ∆ξ = ∆ζ и анизотропна храпавост:

∆ξ < ∆ζ) при пнеуматском транспорту кроз хоризонтални канал правоугаоног по-

пречног пресека, користећи програмски пакет OpenFOAM извршене су LES-DPS

симулациjе струjања мешавине гаса и честица. Да би се извршиле те симулациjе,

у OpenFOAM су имплементиране стохастичке процедуре за судар честице и зида

као и модел меких сфера коjи jе описан у одељку 9.5.

При струjању чистог флуида, при LES симулациjама тестирани су модел Сма-

горинског, динамички jедно-jедначински модел и WALE модел. Иако су сви тести-

рани модели дали добро слагање профила просечне брзине и RMS флуктуациjа

брзине флуида дуж висине канала, у поређењу са експерименталним мерењима

[10] и расположивом DNS симулациjом [7], наjбоље слагање са законом зида дао jе

модел Смагоринског, услед чега jе он коришћен при симулациjи носеће фазе при

LES-DPS симулациjама.

Адекватност избора величине прорачунског домена при LES симулациjи про-

верена jе прорачуном корелациjа брзине чистог флуида.

LES-DPS симулациjе су извршене за случаj мале храпавости зидова канала

са просечном разликом суседних наjвећих и наjмањих висина неравнина jеднакоj

R0 = 2.32µm, са честицама пречника Dp = 130µm и степеном пуњења дисперзне
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фазе m = 1 и за случаj умерене храпавости зидова са просечном разликом сусед-

них наjвећих и наjмањих висина неравнина jеднакоj R1 = 6.83µm, са честицама

пречника Dp = 195µm и степеном пуњења дисперзне фазе m = 0.7. Добиjени ре-

зултати се добро слажу са расположивим експерименталним мерењима. Наjвећи

ефекат нових модела за судар честице са храпавим зидом остваруjе се на RMS

попречне флуктуациjе брзине честица, у случаjу занемарених међусобних судара

честица. У пракси, то jе случаj када jе запреминска концентрациjа честица мала.

При већим концентрациjама честица, међусобни судари честица имаjу доминантну

улогу и утицаj храпавости на RMS попречне флуктуациjе брзине честица опада.

Извршена LES-DPS симулациjа струjања мешавине честица и гаса у хоризон-

талном каналу представља jедан пример примене нових стохастичких модела за

судар честице са храпавим зидом. У будућим истраживањима могуће jе упоре-

дити утицаj храпавости зида при пнеуматском транспорту кроз хоризонталне и

вертикалне цеви, вертикалне канале, колена као и при флуидизациjи. Очекивано

jе да се наjвећа предност развиjених модела за судар честице и зида, у односу на

постоjеће 2Д моделе, остваруjе при изразитом 3Д кретању честица. Стохастичке

процедуре за судар честице и храпавог зида у овоj дисертациjи дефинисане су у

Оjлер-Лагранж окружењу. Ове процедуре jе могуће прилагодити и симулациjама

типа Оjлер-Оjлер.
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