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1

Uvod

U
mnogim praktiqnim primenama, od obrade audio signala do biomedicinskog

in�e�erstva [1{3], postoji potreba za uskopojasnim digitalnim filtrima

nepropusnicima opsega qiji je zadatak da potisnu jednu ili vixe spektralnih ko-

mponenti ulaznog signala, dok preostale spektralne komponente treba da ostanu ne-

prome�ene. Prenosna funkcija pomenutih filtara je, u idealnom sluqaju, oblika

Hideal (z) =

0, ω ∈
{
ωn, k | k = 1, 2, . . . , K

}
1, inaqe

, (1.1)

gde je sa ωn, k oznaqena frekvencija k−te spektralne komponente ulaznog signala

koju je potrebno potisnuti, pri qemu je �ihov broj oznaqen sa K. Prethodna

relacija sugerixe nulte vrednosti xirina nepropusnih opsega idealnog uskopo-

jasnog digitalnog filtra nepropusnika opsega, kao i konstantnu faznu karakteri-

stiku filtra u propusnim opsezima.

Nulte vrednosti xirina nepropusnih opsega, relacija (1.1), ne samo da se ne

mogu realizovati, ve� su i nepo�e	ne imaju�i u vidu da bi vreme potrebno za eli-

minaciju sinusoidalnih smet�i frekvencija ωn, k, k = 1, 2, . . . , K, bilo beskonaqno

dugo [4]. S tim u vezi, specifikacijama realnog uskopojasnog filtra nepropusnika

opsega propisane su i xirine nepropusnih opsega BWk, k = 1, 2, . . . , K, na osnovu

kojih se mogu odrediti graniqne frekvencije nepropusnih opsega na kojima je po-

jaqa�e filtra u dB jednako a. Treba imati u vidu da je vreme potrebno da bi se

sinusoidalna smet�a frekvencije ωn, k u potpunosti potisnula u direktnoj vezi sa
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1. Uvod

xirinom odgovaraju�eg nepropusnog opsega BWk, odnosno vrednox�u modula pola

najbli�eg jediniqnoj kru�nici qiji je fazni ugao blizak po vrednosti ωn, k. Po

pravilu, xto je BWk ve�e po vrednosti, to je pomenuto vreme kra�e, i obratno [4,5].

Obiqno se usvaja da je a = −3 dB.

Konstantna fazna karakteristika, tj. nulta vrednost karakteristike grupnog

kax�e�a, u propusnim opsezima idealnog uskopojasnog filtra nepropusnika

opsega, relacija (1.1), ima za posledicu nemogu�nost dodatnog pobo	xa�a ampli-

tudske karakteristike u propusnim opsezima, o qemu �e biti reqi u disertaciji.

Sa druge strane, u ve�ini praktiqnih primena qi�enica da fazna karakteristika

nije konstantna ne predstav	a problem, ukoliko jeste linearna (ili pribli�no

linearna) funkcija frekvencije u propusnim opsezima.

Generalno, digitalni uskopojasni filtri nepropusnici opsega mogu se proje-

ktovati kao rekurzivne (IIR, eng. Infinite Impulse Response) ili kao nerekurzivne

(FIR, eng. Finite Impulse Response) digitalne mre�e. I pored qi�enice da je line-

arnu faznu karakteristiku jednostavno dobiti nerekurzivnom mre�om, kao i da se

radi o uvek stabilnim mre�ama, dobijeni red filtra je znatno vixi u pore�e�u sa

odgovaraju�im rekurzivnim filtrom kod kojeg je mogu�e dobiti jako uske xirine

nepropropusnih opsega qak i za male vrednosti reda filtra. Postupak sinteze

rekurzivnih uskopojasnih digitalnih filtara nepropusnika jednog opsega razma-

tra se u literaturi ve� dugi niz godina [6{12]. Me�utim, istra�iva�a vezana

za projektova�e rekurzivnih uskopojasnih filtara nepropusnika vixe opsega dos-

ti�u vrhunac aktuelnosti tek krajem proxlog i poqetkom ovog veka [12{26].

Nakon xto su koeficijenti uskopojasnog rekurzivnog digitalnog filtra nepro-

pusnika opsega odre�eni, prenosna funkcija mo�e biti realizovana korix�e�em

vixe ekvivalentnih struktura. Oset	ivost bilo koje realizacije na kvanti-

zaciju koeficijenata mno�aqa zavisi od usvojene strukture za realizaciju fi-

ltarske funkcije. Ovo je posebno sluqaj kod razmatranih rekurzivnih filtara,

s obzirom da neki polovi prenosne funkcije le�e blizu jediniqne kru�nice zbog

qega usled kvantizacije koeficijenata, pored toga xto realizovani filtar mo�e da

ne zadovo	i zadate specifikacije, dobijena prenosna funkcija mo�e jox i postati

nestabilna. Standardne realizacione strukture [27{33] (kojih ima ograniqeni

broj), zavisno od konkretnog sluqaja predstav	aju ma�e ili vixe pogodno rexe�e za
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1.1. Organizacija disertacije

realizaciju. Sa druge strane, korix�e�em procesorske mo�i danax�ih raqunara,

a na bazi jasno definisanih pravila i odgovaraju�e predstave prenosne funkcije

filtra, mogu�e je istra�iti i mnogo ve�i skup struktura za realizaciju.

Glavni doprinos ove disertacije jesu nove iterativne i neiterativne tehnike za

sintezu uskopojasnih rekurzivnih digitalnih filtara nepropusnika opsega, koje

polaze od paralelne veze linije za kax�e�e i filtra svepropusnika frekvencija,

a rezultuju ostvarenom simetrijom graniqnih frekvencija nepropusnih opsega oko

centralnih frekvencija nepropusnih opsega. Dodatno, ve�ina predlo�enih metoda

sinteze pru�a mogu�nost pobo	xa�a amplitudske karakteristike filtra u pro-

pusnim opsezima pove�a�em reda filtra svepropusnika frekvencija. Oset	ivost,

kao i potrebna du�ina digitalnih reqi za predstav	a�e vrednosti koeficijenata

mno�aqa dobijenih filtara su tako�e razmatrane u kontekstu pravilnog izbora

postoje�ih, kao i naqina dobija�a novih realizacionih struktura.

1.1 Organizacija disertacije

Tekst disertacije sastoji se od pet poglav	a i tri priloga. Pored prvog, uvodnog

poglav	a, u drugom poglav	u dato je razmatra�e specifikacija amplitudske kara-

kteristike uskopojasnih rekurzivnih filtara nepropusnika opsega, �ihova trans-

formacija u specifikacije fazne karakteristike filtra svepropusnika fre-

kvencija qijom se paralelnom vezom sa linijom za kax�e�e dobija uskopojasni

rekurzivni filtar nepropusnik opsega, kao i razmatra�e prednosti i nedostataka

postoje�ih metoda sinteze razmatranih filtara.

Tema tre�eg poglav	a jesu novi metodi sinteze uskopojasnih rekurzivnih digi-

talnih filtara nepropusnika opsega, pri qemu je predlo�eno ukupno pet metoda.

Kroz ve�i broj primera izvrxeno je pore�e�e predlo�enih metoda, analizirane su

�ihove prednosti i eventualni nedostaci. Konaqno, predlo�eni metodi upore�eni

su sa postoje�im metodima iz literature koji se mogu generalizovati na sluqaj

proizvo	ne vrednosti slab	e�a na graniqnim frekvencijama nepropusnih opsega.

Pomenuto pore�e�e podrazumeva razmatra�e zadovo	e�a specifikacija amplitu-

dske karakteristike filtra, grexke linearnosti fazne karakteristike, vrednosti

modula pola najbli�eg jediniqnoj kru�nici, reda filtra kao i vremena potrebnog
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1.1. Organizacija disertacije

za potiskiva�e sinusoidalnih smet�i.

Qetvrto poglav	e sadr�i razmatra�e realizacionih struktura uskopojasnih

rekurzivnih filtara nepropusnika opsega, tj. realizacionih struktura filtra

svepropusnika frekvencija qijom se paralelnom vezom sa linijom za kax�e�e do-

bija �e	eni selektivni filtar. Pored standardnih realizacionih struktura,

razmotreni su i nestandardni pristupi realizaciji. Pristupima zaokru�iva�u

vrednosti koeficijenata mno�aqa posve�ena je posebna pa��a, obzirom na �ihovu

ulogu prilikom odre�iva�a potrebnih du�ina digitalnih reqi za predstav	a�e

istih.

U zak	uqku su sumarni najva�niji nauqni doprinosi i pravci budu�ih is-

tra�iva�a.
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2

Postavka problema sinteze

uskopojasnih rekurzivnih filtara

nepropusnika opsega

U
ovom poglav	u �e biti razmotrene specifikacije amplitudske karakteri-

stike uskopojasnih rekurzivnih filtara nepropusnika opsega, transforma-

cija pomenutih specifikacija u specifikacije fazne karakteristike filtra sve-

propusnika frekvencija koji u potpunosti karakterixe uskopojasni filtar nepro-

pusnik opsega, kao i prednosti i nedostaci postoje�ih metoda sinteze razmatranih

filtara.

2.1 Specifikacije amplitudske karakteristike

uskopojasnih rekurzivnih filtara nepropusnika

opsega

Xirinama nepropusnih opsega BWk i polo�ajem centralnih frekvencija nepropu-

snih opsega ωn, k, za k = 1, 2, . . . , K, odre�ene su do�e i gor�e graniqne frekvencije

nepropusnih opsega

ωl, k = ωn, k −
BWk

2
,

ωr, k = ωn, k +
BWk

2
,

(2.1)
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2.2. Postoje�i metodi sinteze uskopojasnih rekurzivnih filtara nepropusnika
opsega

na kojima je pojaqa�e filtra u dB jednako a, a koje se mogu tumaqiti i kao graniqne

frekvencije propusnih opsega

Pk =



{
ω | 0 ≤ ω ≤ ωl, 1

}
, k = 1{

ω |ωr, k−1 ≤ ω ≤ ωl, k
}
, 2 ≤ k ≤ K{

ω |ωr,K ≤ ω < π
}
, k = K + 1

, (2.2)

qiji je broj jednak K + 1. Specifikacije amplitudske karakteristike realnog

uskopojasnog digitalnog filtra nepropusnika opsega mogu se napisati u vidu speci-

fikacija polo�aja centralnih i graniqnih frekvencija nepropusnih opsega

∣∣∣H (ejωn, k
) ∣∣∣ = 0, (2.3)

20 log10

∣∣∣H (ejωl, k
) ∣∣∣ = a, (2.4)

20 log10

∣∣∣H (ejωr, k
) ∣∣∣ = a, (2.5)

za k = 1, 2, . . . , K, i specifikacija vezanih za pojaqa�e filtra u propusnim opse-

zima

a ≤ 20 log10

∣∣∣H (ejω) ∣∣∣ ≤ 0, ∀ω ∈ P =
K+1⋃
k=1

Pk. (2.6)

2.2 Postoje�i metodi sinteze uskopojasnih

rekurzivnih filtara nepropusnika opsega

Osnovni nedostatak postoje�ih metoda sinteze jeste qi�enica da xirine nepro-

pusnih opsega dobijenog filtra ne odgovaraju zadatim. Pored toga, najve�i broj

metoda ne mo�e se generalizovati na sluqaj proizvo	ne vrednosti slab	e�a na

graniqnim frekvencijama nepropusnih opsega, niti pru�a mogu�nost pobo	xa�a

amplitudske karakteristike u propusnim opsezima.

Dok metodi [12,25,26] ne uzimaju u obzir specifikacije vezane za xirine nepro-

pusnih opsega, metodi prikazani u radovima [13, 14, 20, 21, 24] polaze od vrednosti

pojaqa�a na graniqnim frekvencijama koje je jednako −3 dB. Rezultuju�e xirine
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2.2. Postoje�i metodi sinteze uskopojasnih rekurzivnih filtara nepropusnika
opsega

nepropusnih opsega, u oba sluqaja, ne odgovaraju onima zadatim specifikacijama

amplitudske karakteristike filtra, xto obiqno za posledicu ima ili dugo vreme

potrebno za potiskiva�e sinusoidalne interferencije (rezultuju�e xirine ne-

propusnih opsega su u�e od zadatih) ili distorziju spektralnih komponenti u

okolini centralnih frekvencija nepropusnih opsega (rezultuju�e xirine nepro-

pusnih opsega su xire od zadatih).

Najve�i broj postoje�ih metoda za sintezu IIR uskopojasnih filtara nepropu-

snika vixe opsega pripada jednom od tri osnovna pristupa sintezi, qije razmatra�e

je dato u nastavku.

2.2.1 Pristup zasnovan na kaskadnoj sprezi

Generalno, uskopojasni IIR filtar nepropusnik vixe opsega mo�e se dobiti kaska-

dnim spreza�em vixe uskopojasnih IIR nepropusnika jednog opsega od kojih svaki

mo�e biti dobijen nekom od metoda prikazanih u radovima [6{12]. Ipak, najza-

stup	enija su dva tipa prenosnih funkcija uskopojasnih IIR filtara nepropusnika

vixe opsega zasnovanih na kaskadnoj sprezi, korix�ena u radovima [15{19], za koje

je karakteristiqno da se �ihovi koeficijenti mogu jednostavno odrediti na osnovu

poznatih −3 dB xirina kao i centralnih frekvencija nepropusnih opsega:

• Tip I

H(z) =

K∏
k=1

1

2

(
1 +

ak + bk(1 + ak)z
−1 + z−2

1 + bk(1 + ak)z−1 + akz−2

)
, (2.7)

pri qemu su koeficijenti filtra odre�eni sa

bk = − cosωn, k, (2.8)

ak =

(
1− tg

BWk

2

)(
1 + tg

BWk

2

)−1
. (2.9)

• Tip II

H(z) =

K∏
k=1

1 + bkz
−1 + z−2

1 + akbkz−1 + a2kz
−2 , (2.10)

pri qemu su koeficijenti filtra odre�eni sa

bk = −2 cosωn, k, (2.11)
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2.2. Postoje�i metodi sinteze uskopojasnih rekurzivnih filtara nepropusnika
opsega

ak = 1− tg
BWk

2
. (2.12)

Pomenuti pristup sintezi daje dobre rezultate ukoliko je broj nepropusnih

opsega mali i ukoliko su −3 dB xirine nepropusnih opsega uske. Me�utim,

u suprotnom, dobijeni filtar ima nekontrolisano pojaqa�e u propusnim opse-

zima [20, 24]. Dodatno, maksimalna vrednost amplitudske karakteristike filtra

Tipa II nije jednaka jedinici, ve� zavisi od polo�aja polova, xto za posledicu ima

distorziju signala.

2.2.2 Pristup zasnovan na odre�iva�u optimalnog

polo�aja polova

Pomenuti pristup polazi od prenosne funkcije uskopojasnog rekurzivnog filtra

nepropusnika opsega, date sa

H(z) =

K∏
k=1

1− 2 cosωn, kz
−1 + z−2

1− 2rk cosωp, k z−1 + r2k z
−2 , (2.13)

pri qemu su nepoznate vrednosti modula rk i faznih uglova polova ωp, k, za k =

1, 2, . . . , K. Optimalan polo�aj polova dobija se minimizacijom kvadratne grexke

J =

π∫
0

W (ω)
∣∣∣Hideal

(
ejω
)
−H

(
ejω
) ∣∣∣2dω, (2.14)

gde je sa W (ω) oznaqena te�inska funkcija.

Problem minimizacije funkcije date relacijom (2.14) predstav	a nelinearni

optimizacioni problem do qijeg rexe�a se, u opxtem sluqaju, ne mo�e do�i

analitiqkim metodama. Iterativni pristup rexava�u, koji ne uzima u obzir

specifikacije vezane za xirine nepropunih opsega, predlo�en u radu [12], za-

sniva se na primeni SM (Steiglitz-McBride) xeme [34], Rouché-ovoj teoremi [35, 36]

i kvadratnom programira�u, pri qemu su vrednosti modula svih polova u prvoj

iteraciji jednaki i unapred definisani od strane korisnika. Sa druge strane,

u radu [23] vrednosti modula polova su fiksirane i odre�ene −3 dB xirinama
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2.2. Postoje�i metodi sinteze uskopojasnih rekurzivnih filtara nepropusnika
opsega

nepropusnih opsega

rk =

√
1− sinBWk

cosBWk

, (2.15)

za k = 1, 2, . . . , K, dok su fazni uglovi polova ωp, k odre�eni minimizacijom

postav	enog optimizacionog problema korix�e�em genetckog algoritma.

Me�utim, lokalni maksimumi amplitudske karakteristike filtara dobijeni

metodima [12, 23], odnosno maksimumi po propusnim opsezima, u opxtem sluqaju

nisu jednaki.

2.2.3 Pristup zasnovan na primeni filtra svepropusnika

frekvencija

Metodi ovog pristupa sintezi polaze od prenosne funkcije uskopojasnog

rekurzivnog digitalnog filtra nepropusnika K opsega, predstav	ene na slede�i

naqin:

H(z) =
1

2

[
z−(L−2K) + AL(z)

]
, (2.16)

gde je sa AL(z) oznaqena prenosna funkcija stabilnog IIR filtra svepropusnika

frekvencija L−tog reda. U zavisnosti od reda filtra svepropusnika frekvencija

AL(z), metodi pomenutog pristupa sintezi mogu se podeliti na one kod kojih je

L = 2K [13, 14, 20,21,24] i one kod kojih je L > 2K [25, 26].

Metod odre�iva�a koeficijenata uskopojasnog rekurzivnog filtra svepropu-

snika frekvencija prikazan u radovima [21, 22], polazi od slede�e predstave

prenosne funkcije AL(z), L = 2K:

AL(z) =

K∏
k=1

ak + bk (1 + ak) z
−1 + z−2

1 + bk (1 + ak) z−1 + akz−2
, (2.17)

pri qemu su koeficijenti ak, za k = 1, 2, . . . , K, odre�eni definisanim xirinama

nepropusnih opsega, relacija (2.9), dok se vrednosti nepoznatih koeficijenata bk

nalaze rexava�em sistema nelinearnih jednaqina dobijenim na osnovu poznatog

polo�aja nula prenosne funkcije.

Sa druge strane, metodi prikazani u radovima [13, 14, 24{26] problem aproksi-

macije amplitudske karakteristike uskopojasnog rekurzivnog filtra nepropusnika
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2.3. Transformacija specifikacija amplitudske karakteristike uskopojasnog
rekurzivnog filtra nepropusnika opsega

opsega svode na problem aproksimacije fazne karakteristike filtra svepropusnika

frekvencije AL(z). Kod neiterativnih metoda [13,14,24] red filtra svepropusnika

frekvencija jednak je dvostrukom broju nepropusnih opsega, L = 2K, pri qemu

se nepoznatih 2K koeficijenata filtra dobijaju rexava�em sistema linearnih

jednaqina koji je formiran uzima�em u obzir nepotpunih specifikacija ampli-

tudske karakteristike �e	enog filtra. Ovi metodi, me�utim, ne nude mogu�nost

da	eg pobo	xa�a amplitudske karakteristike u propusnim opsezima, pri qemu je

rezultuju�a fazna karakteristika pribli�no konstantna u propusnim opsezima.

Sa druge strane, primena iterativnog metoda [25, 26] nudi mogu�nost pobo	xa�a

amplitudske karakteristike u propusnim opsezima, ali ne uzima u obzir speci-

fikacije vezane za xirine nepropusnih opsega. Nepoznatih L > 2K koeficijenata

filtra odre�eno je tako da polo�aj centralnih frekvencija nepropusnih opsega

bude zadovo	en i da fazna karakteristika filtra aproksimira linearnu funkciju

frekvencije u propusnim opsezima u Qebixev	evom smislu.

2.3 Transformacija specifikacija amplitudske

karakteristike uskopojasnog rekurzivnog filtra

nepropusnika opsega

S obzirom da u disertaciji predlo�ene tehnike za sintezu uskopojasnih

rekurzivnih digitalnih filtara nepropusnika opsega pripadaju tre�em pristupu

sintezi, prenosna funkcija data je relacijom (2.16), odnosno pretpostav	a se da

se �e	eni filtar mo�e dobiti paralelnom vezom linije za kax�e�e z−(L−2K) i

stabilnog filtra svepropusnika frekvencija L−tog reda AL(z), slika 2.1.

x[n]

1/2

b

AL(z)

z−(L−2K)

y[n]

Sl. 2.1: Realizacija uskopojasnog IIR filtra nepropusnika opsega zasnovana na
paralelnoj vezi linije za kax�e�e i filtra svepropusnika frekvencija AL(z).
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2.3. Transformacija specifikacija amplitudske karakteristike uskopojasnog
rekurzivnog filtra nepropusnika opsega

Prelaskom u Furijeov domen, z = ejω, i naknadnim sre�iva�em, dobija se izraz

za frekventni odziv uskopojasnog filtra nepropusnika opsega

H
(
ejω
)

= ej
ϕA(ω)−(L−2K)ω

2 cos
ϕA(ω) + (L− 2K)ω

2
, (2.18)

gde je sa ϕA(ω) oznaqena fazna karakteristika filtra svepropusnika frekvencija

AL(z). Na osnovu relacije (2.18) izrazi za amplitudsku i faznu karakteristiku

uskopojasnog filtra nepropusnika frekvencija odre�eni su sa

∣∣∣H (ejω) ∣∣∣ =

∣∣∣∣ cos
ϕA(ω) + (L− 2K)ω

2

∣∣∣∣, (2.19)

ϕH(ω) =
ϕA(ω)− (L− 2K)ω

2
+ arg

{
cos

ϕA(ω) + (L− 2K)ω

2

}
. (2.20)

Imaju�i u vidu da je fazna karakteristika stabilnog filtra svepropusnika

frekvencija monotono opadaju�a funkcija frekvencije za ω ∈ [0, π), kao i da

va�i ϕA(0) = 0 i ϕA(π) = −Lπ [7, 13, 14, 21], amplitudska karakteristika data

relacijom (2.19) odgovara�e amplitudskoj karakteristici idealnog uskopojasnog

filtra nepropusnika opsega, relacija (1.1), ukoliko va�i

ϕA, ideal(ω) =



−(L− 2K)ω, ω ∈ [0, ωn, 1)

−(L− 2K)ω − 2kπ, ω ∈ (ωn, k, ωn, k+1) , k = 1, 2, . . . , K − 1

−(L− 2K)ω − 2Kπ, ω ∈ (ωn,K , π)

−(L− 2K)ωn, k − (2k − 1)π, ω ∈
{
ωn, k | k = 1, 2, . . . , K

}
.

(2.21)

Na osnovu relacija (2.20) i (2.21), mo�e se zak	uqiti da je fazna karakteristika

ϕH, ideal(ω) idealnog uskopojasnog rekurzivnog filtra nepropusnika frekvencija,

qija je prenosna funkcija data relacijom (2.16), linearna funkcija frekvencije u

propusnim opsezima.

S obzirom da se nulte xirine nepropusnih opsega ne mogu realizovati, amplitu-

dska karakteristika data relacijom (2.19) odgovara�e amplitudskoj karakteristici

realnog uskopojasnog filtra nepropusnika opsega, relacije (2.3), (2.4), (2.5) i (2.6),
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2.3. Transformacija specifikacija amplitudske karakteristike uskopojasnog
rekurzivnog filtra nepropusnika opsega

ukoliko va�i

ϕA(ωn, k) = −(L− 2K)ωn, k − (2k − 1)π, (2.22)

ϕA(ωl, k) = −(L− 2K)ωn, k − 2(k − 1)π − ε, (2.23)

ϕA(ωr, k) = −(L− 2K)ωn, k − 2kπ + ε, (2.24)

za k = 1, 2, . . . , K, i

∣∣∣ϕA(ω) + (L− 2K)ω + 2(k − 1)π
∣∣∣ ≤ ε, ω ∈ Pk, (2.25)

za k = 1, 2, . . . , K + 1, pri qemu je

ε = 2 arccos 10 a/20. (2.26)

Kako je prenosna funkcija filtra svepropusnika frekvencija AL(z):

AL(z) = z−L
PL (z−1)

PL (z)
= z−L

1 +
L∑
l=1

plz
l

1 +
L∑
l=1

plz−l

, (2.27)

u potpunosti odre�ena polinomom u imeniocu PL(z), to je

ϕA(ω) = arg
{
AL(ejω)

}
= −Lω − 2ϕP (ω), (2.28)

gde je sa ϕP (ω) oznaqena fazna karakteristika FIR mre�e minimalne faze PL(z).

Korix�e�em relacije (2.28), relacije (2.19) i (2.20) mogu se zapisati u alterna-

tivnom obliku na slede�i naqin

∣∣∣H (ejω) ∣∣∣ =
∣∣∣ cos (ϕP (ω) +Kω)

∣∣∣, (2.29)

ϕH(ω) = − (ϕP (ω) + (L−K)ω) + arg
{

cos (ϕP (ω) +Kω)
}
. (2.30)

12



2.3. Transformacija specifikacija amplitudske karakteristike uskopojasnog
rekurzivnog filtra nepropusnika opsega

Analogno, relacije (2.22), (2.23) i (2.24) postaju

ϕP (ωn, k) = −Kωn, k + (2k − 1)
π

2
, (2.31)

ϕP (ωl, k) = −Kωl, k + (k − 1)π +
ε

2
, (2.32)

ϕP (ωr, k) = −Kωr, k + kπ − ε

2
, (2.33)

za k = 1, 2, . . . , K, dok se relacija (2.25) mo�e napisati u obliku

∣∣∣ϕP (ω) +Kω − (k − 1)π
∣∣∣ ≤ ε

2
, ω ∈ Pk, (2.34)

za k = 1, 2, . . . , K+1. Treba primetiti da u relacijama (2.29) { (2.34) ne figurixe

red filtra svepropusnika frekvencija L, za razliku od relacija (2.19), (2.20),

(2.22) { (2.25).

Prethodnim relacijama problem aproksimacije amplitudske karakteristike

uskopojasnog rekurzivnog filtra nepropusnika opsega sveden je na problem apro-

ksimacije fazne karakteristike FIR filtra minimalne faze. Grafiqka interpre-

tacija specifikacija datih relacijama (2.31) { (2.34) prikazana je na slici 2.2,

gde su osenqene oblasti odre�ene nejednakox�u (2.34). Ukoliko fazna karakteri-

stika ϕP (ω) prolazi kroz osenqene oblasti za ω ∈ Pk ∪ Pk+1 i taqke definisane

relacijama (2.31), (2.32) i (2.33), specifikacije amplitudske karakteristike su

zadovo	ene (plava linija). Sa druge strane, ukoliko fazna karakteristika ϕP (ω)

ne prolazi kroz osenqenu oblast za ω ∈ Pk, specifikacije vezane za pojaqa�e u

k−tom propusnom opsegu nisu zadovo	ene (crvena isprekidana linija).

Ukoliko je red filtra svepropusnika frekvencija jednak dvostrukom broju ne-

propusnih opsega, L = 2K, relacija (2.19) postaje

∣∣∣H (ejω) ∣∣∣ =

∣∣∣∣ cos
ϕA(ω)

2

∣∣∣∣. (2.35)

Obzirom da je specifikacijama filtra odre�eno 3K taqaka na faznoj karakteri-

stici filtra svepropusnika frekvencija, relacije (2.22), (2.23) i (2.24), odnosno

FIR filtra minimalne faze, relacije (2.31), (2.32) i (2.33), dok je broj nepoznatih

koeficijenata filtra jednak 2K, pomenute specifikacije vezane za polo�aj ce-

ntralnih i graniqnih frekvencija nepropusnih opsega, u opxtem sluqaju, ne mogu

13



2.3. Transformacija specifikacija amplitudske karakteristike uskopojasnog
rekurzivnog filtra nepropusnika opsega

ωr, k−1 ωl, k ωn, k ωr, k ωl, k+1

−
K
ω
+

(k −
1
)π

−
ε/
2

−
K
ω
+

(k −
1
)π

+
ε/
2

−
K
ω
+

(2
k −

1
)π
/
2

−
K
ω
+

k
π
−

ε/
2

−
K
ω
+

k
π
+

ε/
2

ω, rad

ϕP (ω), rad

ωr, k−1 ωl, k ωn, k ωr, k ωl, k+1
−∞

...

−a

0

ω, rad

20 log10
∣∣H(ejω)

∣∣, dB

Sl. 2.2: Grafiqka interpretacija specifikacija uskopojasnog IIR filtra nepropu-
snika opsega.

biti istovremeno zadovo	ene. Sa druge strane, kako je fazna karakteristika ϕA(ω)

monotono opadaju�a funkcija frekvencije, najve�e slab	e�e u pojedinaqnim propu-

snim opsezima bi�e na jednoj od �egovih graniqnih frekvencija { tj. amplitudska

karakteristika dobijenog filtra je po propusnim opsezima konkavna funkcija fre-

kvencije. Praktiqan uspeh metoda [13, 14, 24] le�i upravo u ovoj qi�enici, iako

one ne pru�aju mogu�nost dodatnog pobo	xa�a amplitudske karakteristike u pro-

pusnim opsezima, niti striktno zadovo	e�e specifikacija vezanih za polo�aj ce-

ntralnih i graniqnih frekvencija nepropusnih opsega. Jox jedna prednost ovih

metoda jeste �ihova neiterativna priroda.

Me�utim, ukoliko je L > 2K, argument kosinusne funkcije, relacija (2.19),

nije u opxtem sluqaju monotono opadaju�a funkcija frekvencije, zbog qega se u

postupku sinteze mora uzeti u obzir i relacija (2.25), odnosno relacija (2.34).

Metodi kod kojih je L > 2K mogu rezultovati pobo	xa�em amplitudske kara-

kteristike filtra u propusnim opsezima i/ili zadovo	e�em svih specifikacija

vezanih za polo�aj centralnih i graniqnih frekvencija nepropusnih opsega. U

radovima [25, 26] prikazan je iterativni metod za sintezu koji, osim zadovo	e�a

14



2.4. Veza fazne karakteristike i koeficijenata nerekurzivne digitalne mre�e

specifikacija vezanih za polo�aj centralnih frekvencija nepropusnih opsega,

pru�a mogu�nost pobo	xa�a amplitudske karakteristike u propusnim opsezima.

2.4 Veza fazne karakteristike i koeficijenata

nerekurzivne digitalne mre�e

Ograniqe�a koja se postav	aju pred faznu karakteristiku filtra svepropusnika

frekvencija, relacije (2.22), (2.23) i (2.24), odnosno odgovaraju�eg FIR filtra mi-

nimalne faze, relacije (2.31), (2.32) i (2.33), su nelinearna po nepoznatim koefi-

cijentima filtra. U izlaga�u koje sledi izvedena je relacija koja daje vezu izme�u

fazne karakteristike i koeficijenata FIR filtra. S obzirom da neke od, u ovoj

disertaciji, predlo�enih metoda sinteze polaze od pogodne dekompozicije filtra

svepropusnika frekvencija AL(z), tj. nepoznati koeficijenti filtra se indirek-

tno odre�uju, zak	uqci prikazani u nastavku odnose se na FIR filtre u opxtem

sluqaju.

Neka je sa GN(z) oznaqena prenosna funkcija FIR filtra N−tog reda

GN(z) = 1 +
N∑
n=1

gnz
−n, (2.36)

dok je sa ϕG(ω) oznaqena �egova fazna karakteristika. Polaze�i od relacije

tgϕG(ω) =
sinϕG(ω)

cosϕG(ω)
= −

N∑
n=1

gn sin (nω)

1 +
N∑
n=1

gn cos (nω)

, (2.37)

unakrsnim mno�e�em dobija se

sinϕG(ω)

[
1 +

N∑
n=1

gn cos (nω)

]
= − cosϕG(ω)

N∑
n=1

gn sin (nω) . (2.38)

Primenom adicione formule

cosα sin β + sinα cos β = sin (α + β) ,
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2.4. Veza fazne karakteristike i koeficijenata nerekurzivne digitalne mre�e

relacija (2.38) se svodi na

sinϕG(ω) +
N∑
n=1

gn sin (ϕG(ω) + nω) = 0. (2.39)

Iako se posled�a relacija jednostavno izvodi, �en znaqaj u postupku sinteze

uskopojasnog rekurzivnog digitalnog filtra nepropusnika opsega zasnovanog na

primeni filtra svepropusnika frekvencija je veliki. Razlog za pomenutu tvrd�u

le�i u qi�enici da se, ukoliko je poznata (tj. unapred zadata) vrednost fazne

karakteristike FIR mre�e na odre�enoj frekvenciji, prethodna relacija svodi na

linearnu po nepoznatim koeficijentima filtra.

Treba ista�i da je relacija (2.39) korix�ena u radovima [13,14,24], mada u nexto

slo�enijem obliku. U radovima [13,14] ova relacija je oblika

N∑
n=1

gn
[

sin (nω) + tgϕG(ω) · cos (nω)
]

= − tgϕG(ω), (2.40)

zbog qega metod prikazan u ovim radovima nije primen	iv u sluqajevima kada su

specifikacije filtra takve da je na nekoj frekvenciji od interesa, ω = ωs, vre-

dnost fazne karakteristike ϕG(ωs) bliska ili jednaka π/2. Ovaj nedostatak je

otklo�en u radu [24] gde je korix�ena slede�a relacija

N∑
n=1

gn

{
cos [2ϕG(ω) + nω]− sin [2ϕg(ω) + nω]− cos (nω)− sin (nω)

}
= 1− cos 2ϕG(ω) + sin 2ϕG(ω).

(2.41)
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3

Novi metodi sinteze uskopojasnih

IIR filtara nepropusnika opsega

T
ema ovog poglav	a jesu novi metodi sinteze uskopojasnih rekurzivnih fi-

ltara nepropusnika opsega qija primena rezultuje ostvarenom simetrijom

graniqnih frekvencija oko centralnih frekvencija nepropusnih opsega. Dodatno,

novi metodi bi�e upore�eni sa onim postoje�im metodima sinteze iz literature

koji uzimaju o obzir specifikacije vezane za xirine nepropusnih opsega defin-

isane za proizvo	nu vrednost pojaqa�a na graniqnim frekvencijama nepropusnih

opsega i koji garantuju striktno zadovo	e�e specifikacija vezanih za polo�aj

centralnih frekvencija nepropusnih opsega.

Korix�e�em relacije (2.39), koja daje vezu izme�u fazne karakteristike i koe-

ficijenata FIR filtra, relacije (2.31), (2.32) i (2.33) mogu se svesti na linearne

po nepoznatim koeficijentima filtra:

L∑
i=1

pi cos (ωn,k (K − i)) = − cosKωn, i, (3.1)

L∑
i=1

pi sin
(
ωl,k (K − i)− ε

2

)
= − sin

(
Kωl, k −

ε

2

)
, (3.2)

L∑
i=1

pi sin
(
ωr,k (K − i) +

ε

2

)
= − sin

(
Kωr, k +

ε

2

)
, (3.3)
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3. Novi metodi sinteze uskopojasnih IIR filtara nepropusnika opsega

za k = 1, 2, . . . , K. Ukoliko je L < 3K, istovremeno zadovo	e�e specifikacija

vezanih za polo�aj levih i desnih graniqnih, kao i centralnih frekvencija ne-

propusnih opsega, u opxtem sluqaju, nije mogu�e, s obzirom da je broj jednaqina

jednak trostrukom broju nepropusnih opsega.

Sa druge strane, ukoliko je L = 3K, nepoznatih 3K koeficijenata filtra

jednoznaqno je odre�eno rexe�em sistema od 3K linearnih jednaqina sa 3K nepo-

znatih, relacije (3.1), (3.2) i (3.3),

p = Φ−1γ, (3.4)

gde je

p =
[
p1, p2, . . . , pL

]T
, (3.5)

γ =
[
γk

]
vektor dimenzija 3K × 1, dok je Φ =

[
φki

]
matrica dimenzija 3K × 3K,

pri qemu va�i

γk =


− cosKωn, k, k ≤ K

− sin (Kωl, k−K − ε/2) , K < k ≤ 2K

− sin (Kωr, k−2K + ε/2) , k > 2K

,

φki =


cos (ωn, k (K − i)) , k ≤ K

sin (ωl, k−K (K − i)− ε/2) , K < k ≤ 2K

sin (ωr, k−2K (K − i) + ε/2) , k > 2K

.

(3.6)

Relacijama (3.4) i (3.6) odre�en je nov metod sinteze uskopojasnih IIR fi-

ltara nepropusnika opsega nazvan metod I. Primena ovog metoda rezultuje ostva-

renom simetrijom odgovaraju�ih graniqnih frekvencija oko centralnih frekve-

ncija nepropusnih opsega, tj. specifikacije vezane za xirine nepropusnih opsega

su zadovo	ene. Me�utim, kako argument kosinusne funkcije, relacija (2.19), nije u

opxtem sluqaju monotono opadaju�a funkcija frekvencije za L > 2K, slab	e�e u

propusnim opsezima ne mora biti najve�e na graniqnim frekvencijama. Drugim

reqima, primena metoda I ne rezultuje, u opxtem sluqaju, zadovo	e�em rela-

cije (2.34), odnosno (2.6), tj. opseg �ene primene je ograniqen. Dodatno, pomenuti
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3. Novi metodi sinteze uskopojasnih IIR filtara nepropusnika opsega

metod ne pru�a mogu�nost pobo	xa�a amplitudske karakteristike filtra u pro-

pusnim opsezima.

Sa druge strane, numeriqki se mo�e pokazati da amplitudska karakteristika

uskopojasnog IIR filtra nepropusnika jednog opsega qiji su koeficijenti odre�eni

primenom metoda I, zadovo	ava relaciju (2.6) u xirokom intervalu vrednosti po-

jaqa�a na graniqnim frekvencijama a ∈ [−3, −10−3] dB, polo�aja centralne fre-

kvencije nepropusnog opsega ωn, 1 ∈ [0,1π, 0,9π] rad i xirine nepropusnog opsega

BW1 ∈ [10−3π, 0,1π] rad. U ovom sluqaju, tj. za K = 1, jednostavno se mogu odrediti

relacije po nepoznatim koeficijentima filtra p2 i p3 u zatvorenom obliku:

p3 =
1

2

sin BW1

4
sin (2ε) cosωn, 1

cos2 ωn, 1

[
cos BW1

4
+ sin

(
3BW1

4
− ε
)

sin ε
]
− cos BW1

4
cos2

(
BW1

2
− ε
) , (3.7)

p2 =
cos2 ωn, 1

[
cos ε− 2 sin BW1

2
sin ε

]
cos
(
BW1

4
− ε
)

cos2 ωn, 1

[
cos BW1

4
+ sin

(
3BW1

4
− ε
)

sin ε
]
− cos BW1

4
cos2

(
BW1

2
− ε
)

−
cos BW1

4
cos
(
BW1

2
− ε
)

cos
(
BW1

2
+ ε
)

cos2 ωn, 1

[
cos BW1

4
+ sin

(
3BW1

4
− ε
)

sin ε
]
− cos BW1

4
cos2

(
BW1

2
− ε
) ,

(3.8)

dok je koeficijent p1 odre�en relacijom

p1 = − (1 + p2) cosωn, 1 − p3 cos (2ωn, 1) . (3.9)

U da	em razmatra�u �e biti predstav	eni metodi sinteze uskopojasnih

rekurzivnih digitalnih filtara nepropusnika opsega koji predstav	aju genera-

lizaciju metoda I, a qija primena rezultuje zadovo	e�em specifikacija vezanih za

pojaqa�e filtra u propusnim opsezima, xto je ostvareno minimizacijom pogodno

izabrane mere grexke amplitudske karakteristike. Pomenuto pobo	xa�e dolazi

po ceni nexto vixeg reda filtra svepropusnika frekvencija koji karakterixe

uskopojasni IIR filtar nepropusnik opsega.
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3.1. Mera grexke amplitudske karakteristike filtra

3.1 Mera grexke amplitudske karakteristike

filtra

Imaju�i u vidu relaciju (2.29), prirodno se name�e usvaja�e slede�e funkcije

grexke amplitudske karakteristike u propusnim opsezima

Ep(ω) = sin (ϕP (ω) +Kω) , (3.10)

koja je ujedno i funkcija grexke fazne karakteristike ϕP (ω) u propusnim opsezima,

relacija (2.34).

Nepoznati koeficijenti filtra, kod svih predlo�enih metoda, odre�eni su

minimizacijom kvadratne mere grexke amplitudske karakteristike

J =

∫
P

E2
p (ω) dω, (3.11)

uz uslov da su ostvarene xirine nepropusnih opsega jednake zadatim specifikaci-

jama, tj. va�e relacije (3.1), (3.2) i (3.3), kao i eventualna dodatna ograniqe�a, o

kojima �e biti reqi kasnije.

Svi razmatrani metodi mogu se podeliti na:

• Direktne, kod kojih se nepoznati koeficijenti filtra,

p =
[
p1, p2, . . . , pL

]T
,

dobijaju kao rexe�e postav	enog minimizacionog problema.

Kako je

ϕP (ω) +Kω = arg
{
ejKω · PL

(
ejω
) }
, (3.12)

i imaju�i u vidu trigonometrijsku identiqnost

sin (arg{·}) =
Im{ · }
| · |

,

gde je sa Im{ · } oznaqen imaginarni deo odgovaraju�e kompleksne funkcije,
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3.1. Mera grexke amplitudske karakteristike filtra

relacija (3.10) mo�e se napisati u slede�em obliku

Ep(ω) =

sinKω +
L∑
l=1

pl sin (ω(K − l))∣∣∣PL (ejω)
∣∣∣ . (3.13)

Kako se zahteva da ostvarene xirine nepropusnih opsega budu jednake zadatim

specifikacijama, nepoznati vektor koeficijenata p mora biti takav da va�e

jednakosti (3.1), (3.2) i (3.3). Eliminacijom promen	ivih

pe =
[
p1, p2, . . . , p3K

]T
= Φ−1 (γ −Υpx) , (3.14)

gde su elementi vektora γ i matrice Φ odre�eni relacijom (3.6), Υ =
[
υki

]
je

matrica dimenzija 3K × (L− 3K) qiji su elementi

υki =


cos (ωn, k (2K + i)) , k ≤ K

− sin (ωl, k−K (2K + i) + ε/2) , K < k ≤ 2K

− sin (ωr, k−2K (2K + i)− ε/2) , k > 2K

, (3.15)

dok je

px =
[
p3K+1, p3K+2, . . . , pL

]T
, (3.16)

relacija (3.13) postaje:

Ep (ω, px) =
sinKω + c(ω)Φ−1γ −

(
c(ω)Φ−1Υ− d(ω)

)
px∣∣∣PL (ejω, px)

∣∣∣ , (3.17)

gde je

PL
(
ejω, px

)
= 1 +

[
e−jω, e−j2ω, . . . , e−jLω

]Φ−1 (γ −Υpx)

px

 , (3.18)

dok su c(ω) =
[
ci(ω)

]
i d(ω) =

[
di(ω)

]
vektori dimenzija 1×3K i 1×(L−3K),
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3.1. Mera grexke amplitudske karakteristike filtra

respektivno, sa elementima jednakim

ci(ω) = sin (ω (K − i)) ,

di(ω) =− sin (ω (2K + i)) .
(3.19)

Konaqno, koeficijenti filtra kod direktnih metoda odre�eni su mini-

mizacijom kvadratne mere grexke

J (px) =

∫
P

E2
p (ω, px) dω, (3.20)

uz ili bez dodatnih ograniqe�a. Jednom kada su koeficijenti px odre�eni,

preostali koeficijenti pe mogu se odrediti primenom relacije (3.14).

• Indirektne, kod kojih se nepoznati koeficijenti filtra p indirektno

odre�uju. Naime, polazi se od pretpostavke da se prenosna funkcija FIR

filtra PL(z), koja u potpunosti definixe prenosnu funkciju IIR filtra ne-

propusnika opsega, relacije (2.16) i (2.27), mo�e predstaviti u vidu kaskadne

sprege dve nerekurzivne prenosne funkcije sa realnim koeficijentima

PL(z) = B3K(z)FL−3K(z), (3.21)

pri qemu je

B3K(z) = 1 +
3K∑
k=1

bkz
−k, FL−3K(z) = 1 +

L−3K∑
k=1

fkz
−k. (3.22)

Kako je na osnovu prethodne relacije fazna karakteristika ϕP (ω) odre�ena

sa

ϕP (ω) = ϕB(ω) + ϕF (ω), (3.23)

gde su ϕB(ω) i ϕF (ω) fazne karakteristike nerekurzivnih mre�a B3K(z) i

FL−3K(z), respektivno, to se funkcija grexke amplitudske karakteristike

uskopojasnog IIR filtra nepropusnika opsega, relacija (3.10), mo�e napisati

u slede�em obliku

Ep(ω) = sin (ϕB(ω) +Kω) cosϕF (ω) + cos (ϕB(ω) +Kω) sinϕF (ω). (3.24)
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Uvrxtavaju�i identiqnosti

sin (ϕF (ω)) = −

L−3K∑
k=1

fk sin(kω)∣∣∣FL−3K (ejω)
∣∣∣ , cos (ϕF (ω)) =

1 +
L−3K∑
k=1

fk cos(kω)∣∣∣FL−3K (ejω)
∣∣∣ , (3.25)

nakon kra�eg sre�iva�a, relacija (3.24) postaje

Ep (ω, b, f) =

sin
(
ϕB (ω, b) +Kω

)
+

L−3K∑
k=1

fk sin
(
ϕB (ω, b) + ω (K − k)

)
∣∣∣FL−3K (ejω, f)

∣∣∣ ,

(3.26)

pri qemu je f =
[
f1, f2, . . . , fL−3K

]T
i b =

[
b1, b2, . . . , b3K

]T
.

Ideja predlo�enog indirektnog iterativnog metoda, kojim je odre�en i red

filtra svepropusnika frekvencija L1, jeste da se nerekurzivnom mre�om

B3K(z) izvrxi podexava�e polo�aja centralnih i graniqnih frekvencija

nepropusnih opsega, dok se mre�om FL−3K(z) kontrolixe vrednost grexke

amplitudske karakteristike uskopojasnog IIR filtra nepropusnika opsega u

propusnim opsezima.

3.2 Direktno odre�iva�e koeficijenata filtra

bezuslovnom minimizacijom kvadratne mere

grexke

U nastavku �e biti izlo�eni direktni metodi sinteze rekurzivnog uskopojasnog

filtra nepropusnika opsega, a koji polaze od nelinearnog bezuslovnog minima-

cionog problema

minimizirati
px

J (px) , (3.27)

koji ne pripada skupu rexivih zadataka nelinearnog programira�a. Me�utim,

pokazuje se da se do prihvat	ivog rexe�a mo�e do�i na najma�e dva naqina, koji

1Za razliku od direktnih metoda, red filtra svepropusnika frekvencija L ne zadaje se speci-

fikacijama ve� je odre�en iterativnim algoritmom i predstav	a minimalni red filtra za koji

su specifikacije zadovo	ene.
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karakterixu iterativan, IIa, i neiterativan, IIb, metod, koji �e biti predstav	eni

u da	em izlaga�u.

3.2.1 Metod IIa

Vrednost vektora nepoznatih koeficijenata px odre�uje se iterativnim postupkom

korix�e�em SM (Steiglitz-McBride) pristupa [34], pri qemu se u i−toj iteraciji

rexava slede�i minimizacioni problem

minimizirati
p
(i)
x

J̃i
(
p(i)x
)

=

∫
P

sinKω + c(ω)Φ−1γ −
(
c(ω)Φ−1Υ− d(ω)

)
p
(i)
x∣∣∣PL (ejω, p(i−1)x

) ∣∣∣
2

dω.

(3.28)

Kako se J̃i

(
p
(i)
x

)
mo�e predstaviti u obliku

J̃i
(
p(i)x
)

=
(
p(i)x
)T
Qip

(i)
x − 2sip

(i)
x + ti, (3.29)

gde je

Qi =

∫
P

(
c(ω)Φ−1Υ− d(ω)

)T(
c(ω)Φ−1Υ− d(ω)

)
∣∣∣PL (ejω, p(i−1)x

) ∣∣∣2 dω,

si =

∫
P

(
sinKω + c(ω)Φ−1γ

)(
c(ω)Φ−1Υ− d(ω)

)
∣∣∣PL (ejω, p(i−1)x

) ∣∣∣2 dω,

ti =

∫
P

(
sinKω + c(ω)Φ−1γ

)2
∣∣∣PL (ejω, p(i−1)x

) ∣∣∣2 dω,

(3.30)

rexe�e bezuslovnog minimizacionog problema odre�eno je relacijom

p(i)x = Q−1i s
T
i , (3.31)

xto je ekvivalentno rexava�u sistema linearnih jednaqina Qip
(i)
x = sTi . Kako

se integrali kojima su odre�eni matrica Qi i vektor si, relacija (3.30), ne mogu

rexiti analitiqki, potrebno je koristiti neku od raspolo�ivih metoda numeriqke

integracije.
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Imaju�i u vidu prethodna razmatra�a, kao i qi�enicu da je

J
(
p(i−1)x

)
=
(
p(i−1)x

)T
Qip

(i−1)
x − 2sip

(i−1)
x + ti, (3.32)

nepoznati koeficijenti filtra u sluqaju primene metoda IIa mogu se odrediti

slede�im algoritmom:

Korak 1. Zadati pojaqa�e filtra na graniqnim frekvencijama nepropusnih

opsega a u dB, broj nepropusnih opsega K, centralne frekvencije ωn, k i xirine

nepropusnih opsega BWk za k = 1, 2, . . . , K, kao i red filtra svepropusnika

frekvencija L. Odrediti ωl, k, ωr, k, i ε korix�e�em relacija (2.1) i (2.26).

Korak 2. Odrediti vektor γ i matrice Φ i Υ korix�e�em relacija (3.6)

i (3.15). Inicijalizovati vrednost vektora nepoznatih koeficijenata filtra

p(0)x =
[
0, 0, . . . , 0

]T
.

Inicijalizovati vrednost trenutne iteracije i = 1.

Korak 3. Odrediti Qi, si i ti korix�e�em relacije (3.30).

Korak 4. Odrediti meru grexke amplitudske karakteristike u iteraciji

(i− 1), J
(
p
(i−1)
x

)
, korix�e�em relacije (3.32).

Korak 5. Ukoliko je i = 1 pre�i na korak 7. U suprotnom pre�i na korak 6.

Korak 6. Ukoliko je α · J
(
p
(i−2)
x

)
≤ J

(
p
(i−1)
x

)
, gde je α ≤ 1 faktor konverge-

ncije, pre�i na korak 8. U suprotnom pre�i na korak 7.

Korak 7. Odrediti vektor p
(i)
x korix�e�em relacije (3.31). Inkrementirati

vrednost trenutne iteracije i = i+ 1 i pre�i na korak 3.

Korak 8. Kraj algoritma. Vektor koeficijenata filtra jednak je

p =

Φ−1 (γ −Υp
(i−2)
x

)
p
(i−2)
x

 .
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3.2. Direktno odre�iva�e koeficijenata filtra bezuslovnom minimizacijom

kvadratne mere grexke

3.2.2 Metod IIb

Vrednost vektora nepoznatih koeficijenata px odre�ena je rexe�em minimiza-

cionog problema

minimizirati
px

Ĵ (px) =

∫
P

[
sinKω + c(ω)Φ−1γ −

(
c(ω)Φ−1Υ− d(ω)

)
px

]2
dω,

(3.33)

dobijenog zanemariva�em imenioca podintegralne funkcije E2
p (ω, px),

relacija (3.17). Kako se Ĵ (px) mo�e predstaviti u obliku

Ĵ (px) = pTxQpx − 2spx + t, (3.34)

gde je

Q =

∫
P

(
c(ω)Φ−1Υ− d(ω)

)T(
c(ω)Φ−1Υ− d(ω)

)
dω,

s =

∫
P

(
sinKω + c(ω)Φ−1γ

)(
c(ω)Φ−1Υ− d(ω)

)
dω,

t =

∫
P

(
sinKω + c(ω)Φ−1γ

)2
dω,

(3.35)

rexe�e bezuslovnog minimizacionog problema odre�eno je relacijom

px = Q−1sT , (3.36)

xto je ekvivalentno rexava�u sistema linearnih jednaqina Qpx = sT .

Za razliku od metoda IIa, rexe�a integrala kojima su odre�eni matrica Q i

vektor s, relacija (3.35), mogu se na�i u zatvorenom obliku:

Q =
(
Φ−1Υ

)T
ΘΦ−1Υ−

(
Φ−1Υ

)T
X −

[(
Φ−1Υ

)T
X
]T

+ ∆,

s =
[(
Φ−1γ

)T
Θ + µ

]
Φ−1Υ−

(
Φ−1γ

)T
X − η,

(3.37)

gde su µ =
[
µi

]
i η =

[
ηi

]
vektori dimenzija 1×3K i 1×(L−3K), dok su Θ =

[
ϑij

]
,

X =
[
ξij

]
i∆ =

[
δij

]
matrice dimenzija 3K×3K, 3K×(L−3K) i (L−3K)×(L−3K),
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respektivno, pri qemu je

µi =
1

2

K+1∑
k=1

{
ω [sinc (iω)− sinc (ω(2K − i))]

}maxPk

minPk

,

ηi =
1

2

K+1∑
k=1

{
ω [sinc (ω(3K + i))− sinc (ω(K + i))]

}maxPk

minPk

,

ϑij =
1

2

K+1∑
k=1

{
ω [sinc (ω(i− j))− sinc (ω(i+ j − 2K))]

}maxPk

minPk

,

ξij =
1

2

K+1∑
k=1

{
ω [sinc (ω(3K − i+ j))− sinc (ω(K + i+ j))]

}maxPk

minPk

,

δij =
1

2

K+1∑
k=1

{
ω [sinc (ω(i− j))− sinc (ω(4K + i+ j))]

}maxPk

minPk

.

(3.38)

Imaju�i u vidu prethodna razmatra�a, nepoznati koeficijenti uskopojasnog IIR

filtra nepropusnika opsega, u sluqaju primene metoda IIb, odre�eni su neiterati-

vnim algoritmom koji se sastoji iz slede�ih koraka:

Korak 1. Zadati pojaqa�e filtra na graniqnim frekvencijama nepropusnih

opsega a u dB, broj nepropusnih opsega K, centralne frekvencije ωn, k i xirine

nepropusnih opsega BWk za k = 1, 2, . . . , K, kao i red filtra svepropusnika

frekvencija L. Odrediti ωl, k, ωr, k, i ε korix�e�em relacija (2.1) i (2.26).

Korak 2. Odrediti vektor γ i matrice Φ i Υ korix�e�em relacija (3.6)

i (3.15).

Korak 3. Odrediti Q i s korix�e�em relacije (3.37).

Korak 4. Odrediti vektor px korix�e�em relacije (3.36).

Korak 5. Kraj algoritma. Vektor nepoznatih koeficijenata filtra jednak

je

p =

Φ−1 (γ −Υpx)

px

 .

Ovde treba pomenuti da je diskretni ekvivalent metoda IIb za sluqaj kada je a =

−3 dB prikazan u radu [37].
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3.2. Direktno odre�iva�e koeficijenata filtra bezuslovnom minimizacijom

kvadratne mere grexke

3.2.3 Primeri sinteze

Do sada opisani metodi sinteze, tj. metodi I, IIa i IIb, bi�e iskorix�eni za

odre�iva�e koeficijenata tri uskopojasna IIR filtra nepropusnika opsega. U

sluqaju primene metoda IIa, usvojeno je da je vrednost faktora konvergencije α

jednaka 0,99.

Primer 3.1 Specifikacije filtra su ωn, 1 = 0,2π, BW1 = 0,1π, a = −0,25 dB. U

sluqaju primene metoda IIa i IIb red filtra svepropusnika frekvencija je L = 5.

Na slici 3.1 prikazane su karakteristike pojaqa�a, uve�ane karakteristike po-

jaqa�a u propusnim opsezima, fazne i karakteristike grupnog kax�e�a filtara

qiji su koeficijenti odre�eni primenom predlo�enih metoda. Moduli ρ i fazni

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1
−30
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0

ω/π, rad

20 log10
∣∣H

(
ejω

) ∣∣, dB

Metod I
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0 0,2 0,4 0,6 0,8 1

−0,25

0
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20 log10
∣∣H(ejω)

∣∣, dB

Metod I
Metod IIa
Metod IIb

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1
−4
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0
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ϕH(ω)/π, rad

Metod I
Metod IIa
Metod IIb

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1
0
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τH (ω) , odmeraka

Metod I
Metod IIa
Metod IIb

Sl. 3.1: Primer 3.1. Karakteristike pojaqa�a, fazne i karakteristike grupnog
kax�e�a filtara qiji su koeficijenti odre�eni primenom predlo�enih metoda.
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uglovi θ polova, kao i vrednosti kvadratne mere grexke amplitudske karakteri-

stike dobijenih filtara u propusnim opsezima, J , dati su u tabeli 3.1.

Tab. 3.1: Primer 3.1. Moduli i fazni uglovi polova uskopojasnog IIR filtra nepropusnika
opsega i vrednost mere grexke amplitudske karakteristike u propusnim opsezima.

Metod ρ · 103 θ/π, rad J · 103

I 960,6959 ±0,20001213
10,65

46,7214 0

IIa/IIb
959,6393/960,5133 ±0,19998937/± 0,20000881

9,82/10,28282,0755/176,0542 ±0,29743125/± 0,28702582
277,0112/174,8203 1/1

Kao xto se mo�e uoqiti na slici 3.1, ostvareno pobo	xa�e amplitudske kara-

kteristike u propusnim opsezima u sluqaju korix�e�a metoda IIa i IIb je neznatno

u pore�e�u sa metodom I. Dodatno, moduli i fazni uglovi najuda	enih polova kod

pomenutih metoda su pribli�no isti, tabela 3.1. Imaju�i prethodno u vidu, mo�e

se zak	uqiti da je za zadate specifikacije filtra bo	e koristiti metod I obzirom

da �egova primena rezultuje ni�im grupnim kax�e�em filtra u propusnim opse-

zima, slika 3.1.

Primer 3.2 Specifikacije filtra su ωn, 1 = 0,25π, ωn, 2 = 0,375π, BW1 = BW2 =

0,08π, a = −1 dB. U sluqaju primene metoda IIa i IIb red filtra svepropusnika

frekvencija je L = 7.

Na slici 3.2 prikazane su karakteristike pojaqa�a, uve�ane karakteristike po-

jaqa�a u propusnim opsezima, fazne i karakteristike grupnog kax�e�a filtara

qiji su koeficijenti odre�eni primenom predlo�enih metoda. Moduli ρ i fazni

uglovi θ polova, kao i vrednosti kvadratne mere grexke amplitudske karakteri-

stike dobijenih filtara u propusnim opsezima, J , dati su u tabeli 3.2.

Za zadate specifikacije filtra primena metoda I ne rezultuje primen	ivim

uskopojasnim filtrom nepropusnikom opsega xto se mo�e uoqiti na slici 3.2,

obzirom da je maksimalna vrednost slab	e�a u tre�em propusnom opsegu ve�a od

slab	e�a na graniqnim frekvencijama nepropusnih opsega. Primena metoda IIa i

IIb rezultuje sliqnim karakteristikama filtara pri qemu je mera grexke nexto

ni�a u sluqaju primene metoda IIa, tabela 3.2.
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0 0,25 0,5 0,75 1
−30

−15

0

ω/π, rad

20 log10
∣∣H

(
ejω

) ∣∣, dB

Metod I
Metod IIa
Metod IIb

0 0,25 0,5 0,75 1

−2

−1

0

ω/π, rad

20 log10
∣∣H(ejω)

∣∣, dB

Metod I
Metod IIa
Metod IIb

0 0,25 0,5 0,75 1
−5

−4

−3

−2

−1

0

ω/π, rad

ϕH(ω)/π, rad

Metod I
Metod IIa
Metod IIb

0 0,25 0,5 0,75 1
0

5

10

15

ω/π, rad

τH (ω) , odmeraka

Metod I
Metod IIa
Metod IIb

Sl. 3.2: Primer 3.2. Karakteristike pojaqa�a, fazne i karakteristike grupnog
kax�e�a filtara qiji su koeficijenti odre�eni primenom predlo�enih metoda.

Tab. 3.2: Primer 3.2. Moduli i fazni uglovi polova uskopojasnog IIR filtra nepropusnika
opsega i vrednost mere grexke amplitudske karakteristike u propusnim opsezima.

Metod ρ · 103 θ/π, rad J · 102

I
910,9047 ±0,24656915

40,38846,9173 ±0,40277479
838,8017 ±0,35020686

IIa / IIb

901,7092 / 902,4443 ±0,24513313 / ± 0,24526668

4,78 / 5,31
886,1860 / 883,7630 ±0,38216640 / ± 0,38248135
773,9361 / 774,6084 ±0,32624294 / ± 0,32885566
521,0457 / 478,2370 1 / 1

Primer 3.3 Specifikacije filtra su ωn, 1 = 0,1π, ωn, 2 = 0,3π, ωn, 3 = 0,85π,

BW1 = 0,06π, BW2 = 0,1π, BW3 = 0,08π, a = −3 dB. U sluqaju primene metoda IIa

i IIb red filtra svepropusnika frekvencija je L = 18.

Na slici 3.3 prikazane su karakteristike pojaqa�a, uve�ane karakteristike po-
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jaqa�a u propusnim opsezima, fazne i karakteristike grupnog kax�e�a filtara

qiji su koeficijenti odre�eni primenom predlo�enih metoda. Moduli ρ i fazni

uglovi θ polova, kao i vrednosti usvojene mere grexke amplitudske karakteristike

dobijenih filtara u propusnim opsezima, J , dati su u tabeli 3.3.
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Sl. 3.3: Primer 3.3. Karakteristike pojaqa�a, fazne i karakteristike grupnog
kax�e�a filtara qiji su koeficijenti odre�eni primenom predlo�enih metoda.

Primena sva tri metoda rezultuje potpunim zadovo	e�em specifikacija

vezanih za polo�aj centralnih frekvencija i xirine nepropusnih opsega, pri qemu

je pobo	xa�e amplitudske karakteristike u propusnim opsezima uoq	ivo u sluqaju

primene metodi IIa i IIb, slika 3.3 i tabela 3.3. Me�utim, primena metoda IIa, a

zbog visokog reda filtra svepropusnika frekvencija, L = 18, rezultuje filta-

rskom funkcijom sa dodatnim nulama prenosa koje le�e na jediniqnoj kru�nici,

tj. slab	e�e filtra je beskonaqno na dodatnom broju frekvencija koje su locirane

u prelaznim oblastima, slika 3.3. Pomenuto rezultuje pove�a�em vrednosti mo-
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Tab. 3.3: Primer 3.3. Moduli i fazni uglovi polova uskopojasnog IIR filtra nepropusnika
opsega i vrednost mere grexke amplitudske karakteristike u propusnim opsezima.

Metod ρ · 103 θ/π, rad J (px) · 102

I

890,4374 ±0,09914697

26,95
875,4062 ±0,84896079
770,2581 ±0,31451441
654,9159 ±0,25976359
506,0458 1

IIa / IIb

969,0815 / 935,0980 ±0,24966887 / ± 0,35162018

6,41 / 10,17

968,1948 / 930,2307 ±0,35049173 / ± 0,24909782
961,6788 / 922,9982 ±0,06762252 / ± 0,80730552
958,8403 / 919,7530 ±0,13197067 / ± 0,89225542
951,2099 / 897,0926 ±0,80720106 / ± 0,12685196
942,8716 / 896,9328 ±0,89199539 / ± 0,07121556
827,7341 / 759,4924 ±0,48851588 / ± 0,49884549
823,7973 / 756,2763 ±0,64926483 / ± 0,65058005
691,5639 / 629,4624 1 / 1
121,7945 / 283,4172 0 / 0

dula najuda	enih polova, tabela 3.3, xto praktiqno znaqi i pove�anu oset	ivost

karakteristika realizovanog filtra na zaokru�iva�e vrednosti koeficijenata

mno�aqa kao i du�e vreme potrebno za potiskiva�e sinusoidalnih smet�i. Treba

ista�i da pomenuti efekat nije karakteristiqan samo za metod IIa, ve� i za metod

IIb, mada za zadate specifikacije filtra ne dolazi do izra�aja.

Jedan od naqina prevazila�e�a ovog problema jeste korix�e�e ni�eg reda

filtra svepropusnika frekvencija AL(z), dok drugi podrazumeva minimizaciju

usvojene mere grexke amplitudske karakteristike filtra u propusnim opsezima,

relacija (3.20), uz dodatna ograniqe�a koja moraju zadovo	iti koeficijenti

filtra o qemu �e biti reqi u da	em izlaga�u.

3.3 Direktno odre�iva�e koeficijenata filtra

uslovnom minimizacijom kvadratne mere grexke

Osnovni nedostatak metoda IIa i IIb, koji dolazi do izra�aja pri vixim vredno-

stima reda filtra svepropusnika frekvencija AL(z), predstav	a qi�enica da se

zanemaruje ponaxa�e amplitudske karakteristike filtra u prelaznim oblastima

xto mo�e rezultovati beskonaqnim slab	e�em filtra na dodatnom broju frekve-

ncija koje su locirane u prelaznim oblastima, slika 3.4. Kao i na slici 2.2,

osenqene oblasti na slici 3.4 odre�ene su nejednakox�u (2.34), tj. predstav	aju
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oblasti kroz koje je potrebno da pro�e fazna karakteristika ϕP (ω) za ω ∈ Pk∪Pk+1

kako bi specifikacije vezane za pojaqa�e filtra u propusnim opsezima bile

zadovo	ene, relacija (2.6). Taqke na slici 3.4 odre�ene su relacijama (2.31), (2.32)

i (2.33), tj. ukoliko ϕP (ω) prolazi kroz �ih, specifikacije vezane za xirine

nepropusnih opsega su zadovo	ene.

ωr, k−1 ωl, k ωn, k ωr, k ωl, k+1

−
K
ω
+

(k −
1
)π

−
ε/
2

−
K
ω
+

(k −
1
)π

+
ε/
2

−
K
ω
+

(2
k −

1
)π
/
2

−
K
ω
+

k
π
−

ε/
2

−
K
ω
+

k
π
+

ε/
2

ω, rad

ϕP (ω), rad

ωr, k−1 ωl, k ωn, k ωr, k ωl, k+1
−∞

...

−a

0

ω, rad

20 log10
∣∣H(ejω)

∣∣, dB

Sl. 3.4: Grafiqka interpretacija nedostatka metoda IIa i IIb. Slab	e�e filtra je
beskonaqno na dodatnom broju frekvencija koje su locirane u prelaznim oblastima, tj.
fazna karakteristika ϕP (ω) i prava −Kω + (2k − 1)π/2 imaju vixe od jedne zajedniqke
taqke za ω ∈ (ωl, k, ωr, k).

Imaju�i u vidu da kosinusna funkcija cos (ϕP (ω) +Kω), qijom apsolutnom vred-

nox�u je odre�ena amplitudska karakteristika filtra, relacija (2.29), me�a znak

nakon svakog preseka fazne karakteristike ϕP (ω) i prave −Kω + (2k − 1)π/2 za

ω ∈ (ωl, k, ωr, k), pri qemu je

sgn
{

cos (ϕP (ω) +Kω)
}

=


(−1)k−1 , ω = ωl, k

0, ω = ωn, k

(−1)k , ω = ωr, k

, (3.39)

potreban i dovo	an uslov da karakteristika ϕP (ω) seqe pravu −Kω+ (2k− 1)π/2 u
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samo jednoj taqki za ω ∈ (ωl, k, ωr, k), tj. u svega K taqaka ω = ωn, k, k = 1, 2, . . . , K,

za ω ∈
K⋃
k=1

(ωl, k, ωr, k), mo�e se formulisati na slede�i naqin

(−1)k−1 cos (ϕP (ω) +Kω) > 0, ω ∈ (ωl, k, ωn, k) , (3.40)

(−1)k cos (ϕP (ω) +Kω) > 0, ω ∈ (ωn, k, ωr, k) , (3.41)

za k = 1, 2, . . . , K.

Uvo�e�em slede�e notacije

Ti =


{
ω
∣∣ωl, i+1

2
< ω < ωn, i+1

2

}
, i neparno{

ω
∣∣ωn, i

2
< ω < ωr, i

2

}
, i parno

, (3.42)

za i = 1, 2, . . . , 2K, i korix�e�em trigonometrijske identiqnosti

cos (arg{·}) =
Re{ · }
| · |

,

nakon kra�eg sre�iva�a, relacije (3.40) i (3.41) postaju

(−1)b
i
2
c

L∑
l=1

pl cos (ω (K − l)) > (−1)b
i
2
c−1 cosKω, ω ∈ Ti, (3.43)

za i = 1, 2, . . . , 2K.

Ukoliko svaki od kontinualnih skupova frekvencija Ti, i = 1, 2, . . . , 2K, za-

menimo diskretnim skupom frekvencija ω̃
(i)
m ∈ Ti, za m = 1, 2, . . . , Mi, i kor-

ix�e�em relacije (3.14) koja daje vezu izme�u vektora pe i px, relacija (3.43) mo�e

se napisati u vidu matriqne nejednakosti


Ψ1

Ψ2

...

Ψ2K

−

Λ1

Λ2

...

Λ2K

Φ−1Υ

px >

τ1

τ2
...

τ2K

−

Λ1

Λ2

...

Λ2K

Φ−1γ, (3.44)

gde su Λi =
[
λ
(i)
ml

]
i Ψi =

[
ψ

(i)
ml

]
matrice dimenzija Mi × (3K) i Mi × (L − 3K),
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respektivno, dok je τi =
[
τ
(i)
m

]
vektor dimenzija Mi × 1, qiji su elementi

λ
(i)
ml = (−1)b

i
2
c cos

(
ω̃(i)
m (K − l)

)
,

ψ
(i)
ml = (−1)b

i
2
c cos

(
ω̃(i)
m (2K + l)

)
,

τ (i)m = (−1)b
i
2
c−1 cosKω̃(i)

m .

(3.45)

Konaqno, minimizacioni problem koji je potrebno rexiti kako bi slab	e�e

filtra bilo beskonaqno samo na kontrolisanom broju frekvencija, tj. na K

frekvencija odre�enih centralnim frekvencijama nepropusnih opsega, ωn, k, k =

1, 2, . . . , K, mo�e se formulisati na slede�i naqin:

minimizirati
px

J (px) ,

po ograniqe�ima: (3.44).
(3.46)

Za razliku od minimizacionog problema datog relacijom (3.27), problem (3.46)

uk	uquje linearna ograniqe�a po nepoznatim koeficijentima filtra data neje-

dnakostima. I ovde, do prihvat	ivog rexe�a se mo�e do�i na najma�e dva naqina,

koji karakterixu iterativni i neiterativni metod IIIa i IIIb, respektivno.

3.3.1 Metod IIIa

Vrednost vektora nepoznatih koeficijenata px odre�uje se iterativnim postupkom

korix�e�em SM pristupa [34], pri qemu se u i−toj iteraciji rexava minimiza-

cioni problem

minimizirati
p
(i)
x

J̃i
(
p(i)x
)

=
(
p(i)x
)T
Qip

(i)
x − 2sip

(i)
x + ti,

po ograniqe�ima: (3.44),
(3.47)

gde su Qi, si i ti odre�eni relacijom (3.30). Definisani minimizacioni problem

je kvadratni sa linearnim ograniqe�ima datim nejednakostima i mo�e se rexiti

korix�e�em nekog od dostupnih rexavaqa poput CVXOPT-a [38].

Nepoznati koeficijenti uskopojasnog IIR filtra nepropusnika opsega u sluqaju

primene metoda IIIa odre�eni su slede�im algoritmom:
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Korak 1. Zadati pojaqa�e filtra na graniqnim frekvencijama nepropusnih

opsega a u dB, broj nepropusnih opsega K, centralne frekvencije ωn, k i xirine

nepropusnih opsega BWk za k = 1, 2, . . . , K, kao i red filtra svepropusnika

frekvencija L. Odrediti ωl, k, ωr, k, i ε korix�e�em relacija (2.1) i (2.26).

Korak 2. Za zadati broj Nt i za svako i = 1, 2, . . . , 2K odrediti Mi diskre-

tnih frekvencija u i−toj prelaznoj oblasti ω̃
(i)
m , m = 1, 2, . . . , Mi, presekom

diskretnog {
π

Nt + 1
,

2π

Nt + 1
, . . . ,

Ntπ

Nt + 1

}
,

i kontinualnog skupa frekvencija Ti, relacija (3.42), a zatim i matrice Λi, Ψi

i vektor τi korix�e�em relacije (3.45).

Korak 3. Odrediti vektor γ i matrice Φ i Υ korix�e�em relacija (3.6)

i (3.15). Inicijalizovati vrednost vektora nepoznatih koeficijenata filtra

p(0)x =
[
0, 0, . . . , 0

]T
.

Inicijalizovati vrednost trenutne iteracije i = 1.

Korak 4. Odrediti Qi, si i ti korix�e�em relacije (3.30).

Korak 5. Odrediti meru grexke amplitudske karakteristike u iteraciji

(i− 1), J
(
p
(i−1)
x

)
, korix�e�em relacije (3.32).

Korak 6. Ukoliko je i = 1 pre�i na korak 8. U suprotnom pre�i na korak 7.

Korak 7. Ukoliko je α · J
(
p
(i−2)
x

)
≤ J

(
p
(i−1)
x

)
, gde je α ≤ 1 faktor konverge-

ncije, pre�i na korak 9. U suprotnom pre�i na korak 8.

Korak 8. Odrediti vektor p
(i)
x rexava�em problema kvadratnog pro-

gramira�a (3.47). Inkrementirati vrednost trenutne iteracije i = i + 1 i

pre�i na korak 4.
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Korak 9. Kraj algoritma. Vektor koeficijenata filtra jednak je

p =

Φ−1 (γ −Υp
(i−2)
x

)
p
(i−2)
x

 .

3.3.2 Metod IIIb

Vrednost vektora nepoznatih koeficijenata px odre�ena je rexe�em minimiza-

cionog problema

minimizirati
p
(i)
x

Ĵ (px) = pTxQpx − 2spx + t,

po ograniqe�ima: (3.44),
(3.48)

gde su Q, s i t definisani relacijom (3.37). Kao i u sluqaju metoda IIIa, optimiza-

cioni problem je kvadratni sa linearnim ograniqe�ima datim nejednakostima.

Nepoznati koeficijenti uskopojasnog IIR filtra nepropusnika opsega u sluqaju

primene metoda IIIb odre�eni su slede�im neiterativnim algoritmom:

Korak 1. Zadati pojaqa�e filtra na graniqnim frekvencijama nepropusnih

opsega a u dB, broj nepropusnih opsega K, centralne frekvencije ωn, k i xirine

nepropusnih opsega BWk za k = 1, 2, . . . , K, kao i red filtra svepropusnika

frekvencija L. Odrediti ωl, k, ωr, k, i ε korix�e�em relacija (2.1) i (2.26).

Korak 2. Za zadati broj Nt i za svako i = 1, 2, . . . , 2K odrediti Mi diskre-

tnih frekvencija u i−toj prelaznoj oblasti ω̃
(i)
m , m = 1, 2, . . . , Mi, presekom

diskretnog skupa frekvencija

{
π

Nt + 1
,

2π

Nt + 1
, . . . ,

Ntπ

Nt + 1

}
,

i kontinualnog skupa frekvencija Ti, relacija (3.42), a zatim i matrice Λi, Ψi

i vektor τi korix�e�em relacije (3.45).

Korak 3. Odrediti vektor γ i matrice Φ i Υ korix�e�em relacija (3.6)

i (3.15).

37



3.3. Direktno odre�iva�e koeficijenata filtra uslovnom minimizacijom

kvadratne mere grexke

Korak 4. Odrediti Q, s i t korix�e�em relacije (3.37).

Korak 5. Odrediti vektor px rexava�em problema kvadratnog pro-

gramira�a (3.48).

Korak 6. Kraj algoritma. Vektor koeficijenata filtra jednak je

p =

Φ−1 (γ −Υpx)

px

 .

3.3.3 Primer sinteze

Primer 3.4 Metodi IIIa i IIIb bi�e prime�eni na problem odre�iva�a koefici-

jenata uskopojasnog IIR filtra nepropusnika opsega iz primera 3.3, pri qemu je

vrednost dodatnog parametra Nt jednaka 1000.

Za zadate specifikacije filtra, a xto je bilo i za oqekivati, primena metoda IIIb

rezultuje istim koeficijentima filtra kao i primena metoda IIb (primer 3.3). U

tabeli 3.4 date su vrednosti modula ρ i faznih uglova θ polova, kao i kvadratne

mere grexke amplitudske karakteristike u propusnim opsezima, J , dobijene pri-

menom metoda IIIa. U ci	u pore�e�a, na slici 3.5 prikazane su karakteristike

pojaqa�a i grupnog kax�e�a filtara qiji su koeficijenti odre�eni primenom

metoda IIIa i IIa.

Tab. 3.4: Primer 3.4. Metod IIIa, moduli i fazni uglovi polova uskopojasnog IIR filtra
nepropusnika opsega i vrednost mere grexke amplitudske karakteristike u propusnim opsezima.

ρ · 103 θ/π, rad J (px) · 102

955,5810 ±0,06737980

7,72

953,7080 ±0,24900490
949,7847 ±0,13153990
943,8625 ±0,35055008
920,3766 ±0,80535114
915,9943 ±0,89360088
777,2951 ±0,60093524
712,3046 ±0,46153814
543,0651 ±0,85773121

Uprkos nexto ni�oj vrednosti kvadratne mere grexke amplitudske karakte-

ristike filtra u sluqaju primene metoda IIa (6,41 · 10−2) naspram metoda IIIa

(7,72 · 10−2), vrednost modula najuda	enijeg pola je sma�ena, 0,9691 naspram 0,9556,
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spregnutih filtara svepropusnika frekvencija { Metod IV

tabele 3.3 i 3.4. Pomenuto se mo�e uoqiti i na karakteristici grupnog kax�e�a,

slika 3.5.
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Sl. 3.5: Primer 3.4. Karakteristike pojaqa�a i grupnog kax�e�a filtara qiji su
koeficijenti odre�eni primenom metoda IIa i IIIa.

3.4 Sinteza zasnovana na sukcesivnom odre�iva�u

koeficijenata kaskadno spregnutih filtara

svepropusnika frekvencija { Metod IV

U ovom delu �e biti prikazan metod qiji je diskretni ekvivalent razmatran u

radu [39], a koja pripada grupi indirektnih metoda. Zamisao predlo�enog metoda,

nazvanog metod IV, jeste da se nerekurzivnom mre�om B3K(z) izvrxi podexava�e

polo�aja centralnih i graniqnih frekvencija nepropusnih opsega, dok se mre�om

FL−3K(z), relacija (3.22), kontrolixe vrednost grexke amplitudske karakteristike

uskopojasnog IIR filtra nepropusnika opsega u propusnim opsezima.

Naime, pod pretpostavkom poznatih vrednosti koeficijenata f prenosne

39



3.4. Sinteza zasnovana na sukcesivnom odre�iva�u koeficijenata kaskadno

spregnutih filtara svepropusnika frekvencija { Metod IV

funkcije FL−3K(z), relacija (3.22), a na osnovu 3K jednaqina koje su odre�ene

polo�ajem centralnih i graniqnih frekvencija nepropusnih opsega, rela-

cije (2.31), (2.32) i (2.33), mogu�e je jednoznaqno odrediti vektor koeficijenata

b, relacija (3.22). Sa druge strane, ukoliko je poznat vektor koeficijenata b,

vektor nepoznatih koeficijenata f mo�e se odrediti minimizacijom kvadratne

mere grexke amplitudske karakteristike uskopojasnog rekurzivnog filtra nepro-

pusnika opsega u propusnim opsezima, relacija (3.26). Za fiksiranu vrednost reda

filtra svepropusnika frekvencija L > 3K, najva�niji koraci u i−toj iteraciji

(i ≥ 1) predlo�enog algoritma su:

− Odre�iva�e vektora koeficijenata f (i) korix�e�em prethodno odre�enog ve-

ktora koeficijenata b(i−1), odnosno rexava�em minimizacionog problema

minimizirati
f (i)

∫
ω∈P

[
sin
(
ϕ
(i−1)
B (ω) +Kω

)

+

L−3K∑
k=1

f
(i)
k sin

(
ϕ
(i−1)
B (ω) + ω (K − k)

)]2
dω,

(3.49)

gde je ϕ
(i−1)
B (ω) = ϕB

(
ω, b(i−1)

)
. Treba primetiti da funkcija ci	a

postav	enog optimizacionog problema predstav	a kvadratnu meru pojednos-

tav	ene funkcije grexke amplitudske karakteristike filtra u propusnim

opsezima, pri qemu se pomenuto pojednostav	e�e odnosi na zanemariva�e ime-

nioca funkcije grexke Ep
(
ω, b(i−1), f (i)

)
, relacija (3.26).

Rexe�e bezuslovnog problema kvadratnog programira�a, relacija (3.49),

odre�eno je relacijom

f (i) = Q−1i si, (3.50)

gde suQi =
[
q
(i)
km

]
i si =

[
s
(i)
k

]
matrica dimenzija (L− 3K)×(L− 3K) i vektor

dimenzija (L− 3K)× 1, respektivno, sa elementima jednakim

q
(i)
km =

∫
ω∈P

sin
(
ϕ
(i−1)
B (ω) + ω (K − k)

)
sin
(
ϕ
(i−1)
B (ω) + ω (K −m)

)
dω,

s
(i)
k =−

∫
ω∈P

sin
(
ϕ
(i−1)
B (ω) + ω (K − k)

)
sin
(
ϕ
(i−1)
B (ω) +Kω

)
dω.

(3.51)
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− Na osnovu odre�enog vektora koeficijenata f (i) odrediti vektor koeficije-

nata b(i) tako da fazna karakteristika

ϕ
(i)
P (ω) = ϕ

(i)
B (ω) + ϕ

(i)
F (ω) ,

zadovo	ava relacije (2.31), (2.32) i (2.33), tj. tako da polo�aj centralnih

i graniqnih frekvencija nepropusnih opsega bude zadovo	en. Prethodno je

ostvareno ukoliko va�i:

ϕ
(i)
B (ωn, k) = −Kωn, k + (2k − 1)

π

2
− ϕ(i)

F (ωn, k) , (3.52)

ϕ
(i)
B (ωl, k) = −Kωl, k + (k − 1)π +

ε

2
− ϕ(i)

F (ωl, k) , (3.53)

ϕ
(i)
B (ωr, k) = −Kωr, k + kπ − ε

2
− ϕ(i)

F (ωr, k) , (3.54)

za k = 1, 2, . . . , K.

Korix�e�em relacije (2.39), koja daje vezu izme�u fazne karakteristike i

koeficijenata proizvo	ne nerekurzivne mre�e, prethodne relacije mogu se

svesti na linearne po nepoznatim koeficijentima b(i),

Φi b
(i) = γi, (3.55)

gde je γi =
[
γ
(i)
k

]
vektor dimenzija 3K×1, dok je Φi =

[
φ
(i)
km

]
matrica dimenzija

3K × 3K, pri qemu va�i

γ
(i)
k =


− cos

(
ϕ
(i)
F (ωn, k) +Kωn, k

)
, k ≤ K

− sin
(
ϕ
(i)
F (ωl, k−K) +Kωl, k−K − ε/2

)
, K < k ≤ 2K

− sin
(
ϕ
(i)
F (ωr, k−2K) +Kωr, k−2K + ε/2

)
, k > 2K

,

φ
(i)
km =


cos
(
ϕ
(i)
F (ωn, k) + ωn, k (K −m)

)
, k ≤ K

sin
(
ϕ
(i)
F (ωl, k−K) + ωl,k−K (K −m)− ε/2

)
, K < k ≤ 2K

sin
(
ϕ
(i)
F (ωr, k−2K) + ωr, k−2K (K −m) + ε/2

)
, k > 2K

.

(3.56)

Konaqno, vektor nepoznatih koeficijenata prenosne funkcije B3K(z) u i−toj
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spregnutih filtara svepropusnika frekvencija { Metod IV

iteraciji odre�en je relacijom

b(i) = Φ−1i γi. (3.57)

Vrednosti nepoznatih koeficijenata filtara FL−3K(z) i B3K(z) se naizmeniqno

odre�uju sve dok to vodi sma�e�u maksimalne apsolutne vrednosti grexke ampli-

tudske karakteristike filtra u propusnim opsezima i ona je ve�a od
√

1− 10a/10 =

sin
ε

2
, xto predstav	a maksimalnu apsolutnu vrednost funkcije grexke za koju su

specifikacije vezane za pojaqa�e uskopojasnog IIR filtra nepropusnika opsega

zadovo	ene. Ukoliko za neko L prethodni koraci ne vode zadovo	e�u speci-

fikacija vezanih za minimalno pojaqa�e u propusnim opsezima, red filtra sve-

propusnika frekvencija je potrebno pove�ati, a zatim ponoviti postupak sukce-

sivnog odre�iva�a koeficijenata kaskadno spregnutih filtara svepropusnika fre-

kvencija.

Predlo�eni postupak odre�iva�a vektora nepoznatih koeficijenata b i f , a

time i potrebnog reda filtra svepropusnika frekvencija L, tako da sve speci-

fikacije budu zadovo	ene, zasniva se na iterativnom algoritmu koji se sastoji iz

slede�ih koraka:

Korak 1. Inicijalizovati vrednosti reda filtra svepropusnika frekve-

ncija, L = 3K, i trenutne iteracije, i = 0. Za zadate specifikacije filtraa,

primenom metoda I odrediti vektor nepoznatih koeficijenata filtra PL(z),

koji je za L = 3K ujedno i vektor nepoznatih koeficijenata filtra B3K(z) u

nultoj iteraciji, b(0). Primetimo da je za L = 3K, FL−3K(z) = 1, tj. f (0) = [ ].

Ukoliko je max
ω∈P

∣∣∣Ep (ω, b(i), f (i)
) ∣∣∣ ≤ sin

ε

2
, tj. ostvareno pojaqa�e filtra u

propusnim opsezima je ve�e ili jednako a dB, pre�i na korak 10.

Korak 2. Inkrementirati vrednost reda filtra svepropusnika frekvencija,

L = L + 1. Inicijalizovati vrednost ostvarene maksimalne grexke amplitu-

dske karakteristike filtra u propusnim opsezima, a za fiksirani red filtra

svepropusnika frekvencija L, na jako veliku vrednost, npr. e
(L)
max = 10.

Korak 3. Inkrementirati vrednost trenutne iteracije, i = i+ 1.
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spregnutih filtara svepropusnika frekvencija { Metod IV

Korak 4. Odrediti f (i) korix�e�em relacije (3.50).

Korak 5. Odrediti b(i) korix�e�em relacije (3.57).

Korak 6. Odrediti maksimalnu apsolutnu vrednost grexke amplitudske

karakteristike filtra u propusnim opsezima u i−toj iteraciji, enew =

max
ω∈P

∣∣∣Ep (ω, b(i), f (i)
) ∣∣∣, korix�e�em relacije (3.26).

Korak 7. Ukoliko je enew ≤ sin
ε

2
, tj. ostvareno pojaqa�e filtra u propusnim

opsezima je ve�e ili jednako a dB, pre�i na korak 10.

Korak 8. Ukoliko je enew ≥ α · e(L)max, gde je α ≤ 1 faktor konvergencije, pre�i

na korak 2.

Korak 9. Saquvati ostvarenu maksimalnu apsolutnu vrednost grexke ampli-

tudske karakteristike, e
(L)
max = enew, i pre�i na korak 3.

Korak 10. Kraj algoritma, nepoznati koeficijenti nerekurzivnih mre�a su

b = b(i) i f = f (i).

akoje ne uk	uquju vrednost reda filtra svepropusnika frekvencija

Treba primetiti da se razmatrani metod svodi na metod I ukoliko �egova pri-

mena rezultuje zadovo	e�em specifikacija vezanih za maksimalno slab	e�e u pro-

pusnim opsezima, relacija (2.34), odnosno (2.6).

3.4.1 Primeri sinteze

Opisani metod, kao i metodi IIa i IIb, bi�e iskorix�eni za odre�iva�e koefici-

jenata dva uskopojasna IIR filtra nepropusnika opsega. U sluqaju primene metoda

IIa i IV, usvojeno je da je vrednost faktora konvergencije α jednaka 0,985.

Red filtra svepropusnika frekvencija, L, u sluqaju primene metoda IIa i IIb

jednaka je vrednosti koja je dobijena primenom metoda IV.

Primer 3.5 Specifikacije filtra su ωn, 1 = 0,1π, ωn, 2 = 0,225π, BW1 = 0,08π,

BW2 = 0,1π, a = −0,25 dB.

Na slici 3.6 prikazane su karakteristike pojaqa�a, uve�ane karakteristike po-

jaqa�a u propusnim opsezima, fazne i karakteristike grupnog kax�e�a filtara
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3.4. Sinteza zasnovana na sukcesivnom odre�iva�u koeficijenata kaskadno

spregnutih filtara svepropusnika frekvencija { Metod IV

qiji su koeficijenti odre�eni primenom metoda IV, IIa i IIb. Primena metoda IV

rezultuje zadovo	e�em specifikacija vezanih za pojaqa�e u propusnim opsezima za

vrednost reda filtra svepropusnika frekvencija L = 8. Sa druge strane, a za isti

red filtra AL (z), primena metoda IIb ne rezultuje upotreb	ivim uskopojasnim IIR

filtrom nepropusnikom opsega, s obzirom da je pojaqa�e u tre�em propusnom opsegu

ma�e od a dB, slika 3.6. Dodatno, primena metoda IV rezultuje ni�om talasnox�u

amplitudske karakteristike u propusnim opsezima u pore�e�u sa metodom IIa.
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Sl. 3.6: Primer 3.5. Karakteristike pojaqa�a, fazne i karakteristike grupnog
kax�e�a filtara qiji su koeficijenti odre�eni primenom metoda IV, IIa i IIb.

Moduli ρ i fazni uglovi θ polova, kao i vrednosti usvojene mere grexke ampli-

tudske karakteristike filtara u propusnim opsezima, J , dobijeni primenom metoda

IV i IIa, dati su u tabeli 3.5.
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3.4. Sinteza zasnovana na sukcesivnom odre�iva�u koeficijenata kaskadno

spregnutih filtara svepropusnika frekvencija { Metod IV

Tab. 3.5: Primer 3.5. Moduli i fazni uglovi polova uskopojasnog IIR filtra nepropusnika
opsega i vrednost mere grexke amplitudske karakteristike u propusnim opsezima.

Metod ρ · 103 θ/π, rad J · 102

IIa / IV

955,6767 / 955,5820 ±0,09915824 / ± 0,09915053

3,60 / 4,09
902,3615 / 904,1646 ±0,22676836 / ± 0,22697691
750,3237 / 748,2178 ±0,21909660 / ± 0,21656384
600,0778 / 634,5859 ±0,76274109 / ± 0,74501480

Primer 3.6 Specifikacije filtra su ωn, 1 = 0,1π, ωn, 2 = 0,3π, ωn, 3 = 0,425π,

BW1 = BW2 = BW3 = 0,08π, a = −1 dB.

Na slici 3.7 prikazane su karakteristike pojaqa�a, uve�ane karakteristike po-

jaqa�a u propusnim opsezima, fazne i karakteristike grupnog kax�e�a filtara

qiji su koeficijenti odre�eni primenom metoda IV, IIa i IIb. Primena metoda IV

rezultuje zadovo	e�em specifikacija vezanih za pojaqa�e u propusnim opsezima za

vrednost reda filtra svepropusnika frekvencija L = 10. U pore�e�u sa metodima

IIa i IIb, primena metoda IV rezultuje najve�om talasnox�u amplitudske karakte-

ristike u propusnim opsezima, slika 3.7.

Moduli ρ i fazni uglovi θ polova, kao i vrednosti mere grexke amplitudske

karakteristike dobijenih filtara u propusnim opsezima, J , dati su u tabeli 3.6.

Tab. 3.6: Primer 3.6. Moduli i fazni uglovi polova uskopojasnog IIR filtra nepropusnika
opsega i vrednost mere grexke amplitudske karakteristike u propusnim opsezima.

Metod ρ · 103 θ/π, rad J · 102

IV

927,5726 ±0,10020795

12,00

907,6197 ±0,29660760
858,7405 ±0,44200480
821,2205 ±0,39782780
530,4067 1
521,2923 0

IIa / IIb

927,7012 / 927,6326 ±0,10021767 / ± 0,10021249

9,28 / 10,34

906,9302 / 907,2986 ±0,29647520 / ± 0,29654639
864,7624 / 861,4764 ±0,43908350 / ± 0,44051382
812,5898 / 817,0457 ±0,39564771 / ± 0,39691417
619,9013 / 571,9083 1 / 1
527,7830 / 524,3717 0 / 0

45



3.5. Pore�e�e sa postoje�im metodima sinteze uskopojasnih IIR filtara

nepropusnika opsega
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Sl. 3.7: Primer 3.6. Karakteristike pojaqa�a, fazne i karakteristike grupnog
kax�e�a filtara qiji su koeficijenti odre�eni primenom metoda IV, IIa i IIb.

3.5 Pore�e�e sa postoje�im metodima sinteze

uskopojasnih IIR filtara nepropusnika opsega

U ci	u adekvatnog pore�e�a predlo�enih metoda sinteze sa postoje�im metodima

sinteze uskopojasnih rekurzivnih digitalnih filtara nepropusnika opsega, pos-

toje�i metodi moraju uzimati u obzir specifikacije vezane za xirine nepropusnih

opsega definisane za proizvo	nu vrednost pojaqa�a na graniqnim frekvencijama

nepropusnih opsega i garantovati striktno zadovo	e�e specifikacija vezanih za

polo�aj centralnih frekvencija nepropusnih opsega. Imaju�i prethodno u vidu,

pokazuje se da u obzir dolazi jedino metod dat u radu [40], pri qemu se i metodi

I i II prikazani u radu [24] mogu generalizovati na sluqaj proizvo	ne vrednosti

pojaqa�a na graniqnim frekvencijama nepropusnih opsega. Red filtra svepropu-
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nepropusnika opsega

snika frekvencija, koji u potpunosti karakterixe uskopojasni digitalni filtar

nepropusnik opsega, kod pomenutih metoda iz literature jednak je dvostrukom broju

centralnih frekvencija nepropusnih opsega.

Primena metoda prikazanog u radu [40] rezultuje zadovo	e�em specifikacija

vezanih za polo�aj centralnih frekvencija nepropusnih opsega, relacija (2.3),

kao i specifikacija vezanih za maksimalnu vrednost slab	e�a u propusnim opse-

zima, relacija (2.6), ali su rezultuju�e xirine nepropusnih opsega, u opxtem

sluqaju, u�e od zadatih. Pomenuto najqex�e vodi ka dugom vremenu potrebnom

za potiskiva�e sinusoidalnih smet�i. Sa druge strane, primena metoda I (II) [24]

rezultuje potpunim zadovo	e�em specifikacija vezanih za polo�aj levih (desnih)

graniqnih i centralnih frekvencija nepropusnih opsega, pri qemu rezultuju�e

xirine nepropusnih opsega mogu biti u�e ili xire od zadatih.

Pore�e�e podrazumeva razmatra�e grexke linearnosti fazne karakteristike

dobijenih filtara u propusnim opsezima, ∆ϕP (ω)
∣∣
ω∈P , vremena potrebnih za eli-

minaciju sinusoidalnih smet�i

x[n] =
1

K

K∑
k=1

sin
(
n · ωn, k + k · π

3

)
, (3.58)

kao i vrednosti modula polova najbli�ih jediniqnoj kru�nici.

Primer 3.7 Specifikacije filtra su ωn, 1 = 0,25π, ωn, 2 = 0,4π, BW1 = 0,08π,

BW2 = 0,06π, a = −0,5 dB. U sluqaju primene metoda IIa i IIb red filtra svepro-

pusnika frekvencija, L, jednak je 8 i 10, respektivno.

Na slici 3.8 prikazane su grexke linearnosti fazne karakteristike filtra u pro-

pusnim opsezima, karakteristike pojaqa�a u propusnim opsezima i karakteristike

grupnog kax�e�a. Za zadate specifikacije filtra, metod IV svodi se na metod

I, tj. dobijeni red filtra svepropusnika frekvencija jednak je trostrukom broju

nepropusnih opsega. Pored toga, primena metoda IV rezultuje znatnom talasnox�u

amplitudske karakteristike filtra u tre�em propusnom opsegu, gde je i grexka

linearnosti fazne karakteristike najve�a, slika 3.8. Rezultuju�a xirina prvog

nepropusnog opsega je nexto ve�a od zadate vrednosti u sluqaju primene metoda

II [24], dok je u�a u sluqaju primene metoda I [24]. Obratno va�i u sluqaju drugog
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nepropusnog opsega.

Primena metoda IIa i IIb rezultuje ma�om grexkom fazne karakteristike

filtra u propusnim opsezima u pore�e�u sa ostalim metodima, xto je oqekivani

rezultat imaju�i u vidu nexto vixi red filtra svepropusnika frekvencija, L.

Odzivi dobijenih filtara na pobudu signalom x[n], relacija (3.58), kao i vre-

dnosti modula polova najbli�ih jediniqnoj kru�nici prikazani su na slici 3.9.

Najni�a i najve�a vrednost modula pola najbli�eg jediniqnoj kru�nici, dobijene

su primenom metoda IV (959,0462 · 10−3) i metoda II [24] (977,0377 · 10−3), respekti-

vno, zbog qega je i bilo za oqekivati da �e vreme potrebno za potiskiva�e zbira

sinusoidalnih smet�i biti najkra�e i najdu�e u sluqaju primene ovih metoda,

slika 3.9. Sa druge strane, filtrima koji su dobijeni primenom metoda IIa, IIb

i I [24] potrebno je pribli�no isto vreme za potiskiva�e zbira sinusoidalnih

smet�i, slika 3.9, ali u sluqaju primene prva dva metoda ne�e do�i do distorzije

spektralnih komponenti signala u okolini graniqnih frekvencija nepropusnih

opsega, slika 3.8, dok je amplitudska karakteristika u propusnim opsezima znatno

pobo	xana.
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Sl. 3.8: Primer 3.7. Grexke linearnosti fazne karakteristike, pojaqa�e u propusnim opsezima i karakteristike grupnog kax�e�a.
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Sl. 3.9: Primer 3.7. Odzivi filtara na pobudu zbirom sinusoidalnih smet�i.
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Primer 3.8 Specifikacije filtra su ωn, 1 = 0,2π, ωn, 2 = 0,4π, ωn, 3 = 0,6π,

BW1 = 0,1π, BW2 = 0,08π, BW3 = 0,1π, a = −3 dB. U sluqaju primene metoda IIa

i IIb red filtra svepropusnika frekvencija, L, jednak je 12 i 15, respektivno.

Na slici 3.10 prikazane su karakteristike pojaqa�a i grexke linearnosti fazne

karakteristike filtara u propusnim opsezima, kao i karakteristike grupnog

kax�e�a. Za zadate specifikacije filtra metod IV svodi se na metod I, tj. dobi-

jeni red filtra svepropusnika frekvencija jednak je trostrukom broju nepropusnih

opsega. Odstupa�e rezultuju�ih graniqnih frekvencija nepropusnih opsega od vre-

dnosti zadatih specifikacijama u sluqaju primene metoda iz literature [24, 40],

kao i pobo	xa�e amplitudske karakteristike (a samim tim i fazne karakteristike

filtra) u sluqaju primene predlo�enih metoda jasno se uoqava na slici 3.10.

Odzivi dobijenih filtara na pobudu signalom x[n], kao i vrednosti modula

polova najbli�ih jediniqnoj kru�nici prikazani su na slici 3.11. Vreme potrebno

za potiskiva�e zbira sinusoidalnih smet�i najkra�e je u sluqaju primene metoda

IV, a najdu�e u sluqaju primene metoda IIb, xto je donekle i bilo za oqekivati

imaju�i u vidu vrednosti modula polova najbli�ih jediniqnoj kru�nici, kao i

vixu vrednost reda filtra svepropusnika opsega u sluqaju primene metoda IIb.

Sa druge strane, metod IIa i metod prikazan u radu [40] su uporedivi u smislu

brzine potiskiva�a sinusoidalnih smet�i, nezavisno od vixe usvojene vrednosti

reda filtra u sluqaju primene metoda IIa, slika 3.11.
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Sl. 3.10: Primer 3.8. Grexke linearnosti fazne karakteristike, pojaqa�e u propusnim opsezima i karakteristike grupnog kax�e�a.
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Sl. 3.11: Primer 3.8. Odzivi filtara na pobudu zbirom sinusoidalnih smet�i.
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3.5. Pore�e�e sa postoje�im metodima sinteze uskopojasnih IIR filtara

nepropusnika opsega

Primer 3.9 Specifikacije filtra su ωn, 1 = 0,1π, ωn, 2 = 0,2π, ωn, 3 = 0,6π,

ωn, 4 = 0,8π, BW1 = BW2 = BW3 = BW4 = 0,05π, a = −0,25 dB. U sluqaju primene

metoda IIa i IIb red filtra svepropusnika frekvencija, L, jednak je 14 i 18, respe-

ktivno.

Na slici 3.12 prikazane su karakteristike pojaqa�a i grexke linearnosti fazne

karakteristike filtara u propusnim opsezima, kao i karakteristike grupnog

kax�e�a. Primena metoda IV rezultuje zadovo	e�em specifikacija pri vrednosti

reda filtra L = 13, pri qemu je izra�ena talasnost amplitudske karakteristike

filtra u tre�em propusnom opsegu. Sa stanovixta grexke linearnosti fazne kara-

kteristike filtra, metod IIb se najbo	e pokazao, xto se jasno uoqava na slici 3.12,

xto je posledica visoke usvojene vrednosti reda filtra svepropusnika frekvencija

u pore�e�u sa drugim metodima.

Dodatno, i vreme potrebno za potiskiva�e zbira sinusoidalnih smet�i je na-

jkra�e kod filtra qiji su koeficijenti odre�eni primenom metoda IIb, slika 3.13,

pri qemu je i vrednost modula pola najbli�eg jediniqnoj kru�nici najma�a. Ovaj

rezultat je posebno interesantan imaju�i u vidu dosta visok red filtra svepropu-

snika frekvencija, L = 18, xto znaqi da je u sluqaju filtra, qiji su koeficijenti

odre�eni ovim metodom, vixa vrednost grupnog kax�e�a kompenzovana kra�im vre-

menom potrebnim za eliminaciju zbira sinusoidalnih smet�i. Sa druge strane, sa

stanovixta brzine potiskiva�a smet�i, najloxije se pokazao filtar qiji su ko-

eficijenti odre�eni primenom metoda iz rada [40], slika 3.13.
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Sl. 3.12: Primer 3.9. Grexke linearnosti fazne karakteristike, pojaqa�e u propusnim opsezima i karakteristike grupnog kax�e�a.
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Sl. 3.13: Primer 3.9. Odzivi filtara na pobudu zbirom sinusoidalnih smet�i.
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3.6. Zak	uqak

3.6 Zak	uqak

Svi predlo�eni metodi, izuzev metoda I, mogu se formulisati kao diskretni, uko-

liko se kvadratna mera kontinualne funkcije grexke amplitudske karakteristike

filtra u propusnim opsezima, relacija (3.11), zameni svojim diskretnim ekviva-

lentnom:

Jd =
M∑
m=1

E2
p (ωm) ,

gde su sa ωi, i = 1, 2, . . . , M , oznaqene, po propusnim opsezima, ekvidistantne fre-

kvencije pri qemu mora va�iti M ≥ 10 · N [36], gde je sa N oznaqen broj ne-

poznatih koeficijenata koje je potrebno odrediti minimizacijom usvojene mere

grexke. Kod svih predlo�enih metoda ima se da je N = L − 3K, pri qemu je

diskretizaciju posebno pogodno izvrxiti u sluqaju metoda IIa, IIIa i IV, s obzirom

da �ihova primena zahteva izraqunava�e vrednosti integrala primenom neke od

raspolo�ivih tehnika numeriqke integracije, i to u svakoj iteraciji algoritma.

U svakom sluqaju, imaju�i u vidu procesorsku mo� danax�ih raqunara qijom pri-

menom se obiqno vrxi odre�iva�e koeficijenata filtara, raqunarska komplek-

snost algoritama nije od suxtinskog znaqaja.

Metodi IIa, IIb, IIIa, IIIb i IV predstav	aju generalizaciju metoda I, qija primena

u opxtem sluqaju ne rezultuje upotreb	ivom filtarskom funkcijom, s obzirom da

slab	e�e u propusnim opsezima ne mora biti najve�e na graniqnim frekvenci-

jama nepropusnih opsega. Sa druge strane, primenom metoda I mogu se projektovati

uskopojasni IIR nepropusnici jednog opsega i to u xirokom rasponu vrednosti po-

jaqa�a na graniqnim frekvencijama a ∈ [−3, −10−3] dB, polo�aja centralne fre-

kvencije nepropusnog opsega ωn, 1 ∈ [0,1π, 0,9π] rad i xirine nepropusnog opsega

BW1 ∈ [10−3π, 0,1π].

Osnovni nedostatak iterativnog i neiterativnog metoda IIa i IIb, koji dolazi do

izra�aja pri vixim vrednostima reda FIR filtra minimalne faze, PL(z), pred-

stav	a qi�enica da se zanemaruje ponaxa�e amplitudske karakteristike uskopo-

jasnog filtra nepropusnika opsega u prelaznim oblastima, xto rezultuje dodatnim

nulama prenosa koje su locirane upravo u prelaznim oblastima, a xto praktiqno

znaqi i pove�a�e vrednosti modula najuda	enijeg pola, tj. oset	ivosti filtarske

funkcije na zaokru�iva�e vrednosti koeficijenata. Ovaj nedostatak je otklo�en
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3.6. Zak	uqak

kod metoda IIIa i IIIb, respektivno.

U sluqaju svih metoda, osim metoda I, zadovo	e�e specifikacija vezanih za

minimalnu vrednost pojaqa�a filtra u propusnim opsezima vrxi se indirektno

minimizacijom kvadratne mere grexke amplitudske karakteristike filtra. Do-

datno, primena metoda IIa, IIb, IIIa i IIIb ne garantuje zadovo	e�e pomenutih speci-

fikacija pri svakoj vrednosti reda filtra svepropusnika frekvencija L > 3K,

kada je potrebno pove�ati red filtra. Kod metoda IV, sa druge strane, red filtra

L ne zadaje se specifikacijama, ve� se dobija �egovom primenom i predstav	a min-

imalnu vrednost reda filtra svepropusnika frekvencija AL (z) za koju su speci-

fikacije vezane za pojaqa�e filtra u propusnim opsezima zadovo	ene. Dobijeni

minimalni red filtra u sluqaju primene metoda IV ne mora biti nu�no i na-

jma�a vrednost reda filtra za koji su specifikacije zadovo	ene u sluqaju primene

metodi IIa i IIb, pri qemu va�i i obratno.

Sa pove�a�em reda filtra svepropusnika opsega, L, imaju�i u vidu rela-

ciju (2.20), pove�ava se i nagib fazne karakteristike uskopojasnog IIR filtra

nepropusnika opsega kao i �ena linearnost, xto znaqi i pove�anu vrednost kara-

kteristike grupnog kax�e�a filtra u propusnim opsezima. U ve�ini praktiqnih

primena, ovo ne predstav	a problem. Sa druge strane, kako primena predlo�enih

metoda rezultuje zadovo	e�em specifikacija vezanih za polo�aj graniqnih fre-

kvencija nepropusnih opsega, ne dolazi do izobliqe�a spektralnih komponenti

ulaznog signala u okolini nepropusnih opsega. U pore�e�u sa nekom od postoje�ih

metoda, qija primena rezultuje u�im xirinama nepropusnih opsega (tj. u�om xiri-

nom nepropusnog opsega ukoliko se radi o nepropusniku jednog opsega), pomenuta

vixa vrednost grupnog kax�e�a obiqno je kompenzovana kra�im vremenom potre-

bnim za eliminaciju sinusoidalnih smet�i (tj. sinusoidalne smet�e u sluqaju

nepropusnika jednog opsega).

Izbor korix�enog metoda sinteze uskopojasnog IIR filtra nepropusnika jednog

ili vixe opsega svakako je stvar kompromisa izme�u �e	ene linearnosti fazne ka-

rakteristike filtra (koja je u direktnoj vezi sa amplitudskom karakteristikom),

vrednosti reda filtra svepropusnika frekvencija, maksimalne dozvo	ene tala-

snosti amplitudske karakteristike filtra i maksimalne vrednosti modula polova

prenosne funkcije filtra.
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4

Realizacione strukture

uskopojasnih IIR filtara

nepropusnika opsega

G
eneralno gledano, nakon xto su koeficijenti uskopojasnog rekurzivnog digi-

talnog filtra nepropusnika opsega odre�eni, prenosna funkcija mo�e biti

realizovana korix�e�em vixe alternativnih struktura razliqitih oset	ivosti

karakteristika filtra na predstav	a�e vrednosti koeficijenata mno�aqa kon-

aqnom du�inom digitalne reqi. Ovde �e biti razmotrena realizacija uskopojasnog

filtra nepropusnika K opsega paralelnom vezom linije za kax�e�e z−(L−2K) i

filtra svepropusnika frekvencija AL (z), pri qemu �e biti razmotreni standardni

i nestandardni naqini realizacije prenosne funkcije AL (z). Izlaga�e �e poqeti

diskusijom oset	ivosti amplitudske karakteristike uskopojasnog filtra nepro-

pusnika frekvencija na zaokru�iva�e vrednosti koeficijenata mno�aqa, nakon

qega �e biti razmotreni pristupi odre�iva�u potrebnih du�ina digitalnih reqi

za predstav	a�e vrednosti koeficijenata mno�aqa u formatu nepokretnog zareza.
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4.1. Oset	ivost amplitudske karakteristike filtra na zaokru�iva�e vrednosti
koeficijenata mno�aqa

4.1 Oset	ivost amplitudske karakteristike filtra

na zaokru�iva�e vrednosti koeficijenata

mno�aqa

Neka je sa d =
[
d1, d2, . . . , dL

]
oznaqen vektor nominalnih vrednosti koe-

ficijenata mno�aqa (qiji je ukupan broj jednak L) usvojene realizacione stru-

kture, dok je sa d =
[
d1, d2, . . . , dL

]
oznaqen vektor vrednosti koeficijenata

mno�aqa koji se, u ci	u razmatra�a uticaja zaokru�iva�a vrednosti koefici-

jenata mno�aqa na amplitudsku karakteristiku filtra, mo�e smatrati vektorom

sluqajnih promen	ivih. Razvojem amplitudske karakteristike filtra
∣∣∣H (ejω, d)

∣∣∣
u okolini vektora nominalnih vrednosti koeficijenata d u Tejlorov razvoj i zane-

mariva�em qlanova razvoja vixeg reda dobija se

∣∣∣H (ejω, d) ∣∣∣ =
∣∣∣H (ejω, d) ∣∣∣+

L∑
k=1

∂
∣∣∣H (ejω, d)

∣∣∣
∂dk

∣∣∣∣
d=d

·
(
dk − dk

)
. (4.1)

Imaju�i u vidu da je oset	ivost amplitudske karakteristike filtra na promene

vrednosti koeficijenta dk definisana na slede�i naqin [41,42]:

S

∣∣H(ejω ,d)
∣∣

dk
(ω) =

∂
∣∣∣H (ejω, d)

∣∣∣
∂dk

, (4.2)

kao i relaciju (4.1), za odstupa�e amplitudske karakteristike usled zaokru�iva�a

vrednosti koeficijenata mno�aqa, mo�e se pisati

D
(
ω, ∆d =

[
∆d1, ∆d2, . . . , ∆dN

])
=
∣∣∣H (ejω, d) ∣∣∣− ∣∣∣H (ejω, d) ∣∣∣

=
L∑
k=1

S
|H|
dk

(ω) ·∆dk,
(4.3)

gde je

S
|H|
dk

(ω) =

[
S

∣∣H(ejω ,d)
∣∣

dk
(ω)

]
d=d

(4.4)

funkcija oset	ivosti amplitudske karakteristike filtra na promene vrednosti
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4.2. Potrebna du�ina reqi za predstav	a�e vrednosti koeficijenata mno�aqa

koeficijenta dk izraqunata za d = d, dok je

∆dk = dk − dk (4.5)

odstupa�e vrednosti koeficijenta dk od nominalne vrednosti dk.

Imaju�i u vidu relacije (4.2) i (2.29), za oset	ivost amplitudske karakteri-

stike uskopojasnog rekurzivnog filtra nepropusnika opsega, realizovanog para-

lelnom vezom linije za kax�e�e i filtra svepropusnika frekvencija AL (z), na

promene vrednosti koeficijenata mno�aqa dk, mo�e se pisati

S

∣∣H(ejω ,d)
∣∣

dk
(ω) = −sgn {cos (ϕP (ω, d) +Kω)} · sin (ϕP (ω, d) +Kω) · SϕP (ω,d)

dk
(ω) ,

(4.6)

gde je

S
ϕP (ω,d)
dk

(ω) =
∂ϕP (ω, d)

∂dk
(4.7)

oset	ivost fazne karakteristike FIR mre�e minimalne faze PL (z) na promene

vrednosti koeficijenta dk.

4.2 Potrebna du�ina reqi za predstav	a�e

vrednosti koeficijenata mno�aqa

Generalno gledano, potrebne du�ine digitalnih reqi za predstav	a�e koefici-

jenata mno�aqa treba odrediti tako da za odstupa�e amplitudske karakteristike

usled zaokru�iva�a, relacija (4.3), va�i

∣∣∣D (ω, ∆d)
∣∣∣ ≤ µp, ω ∈ P , (4.8)

i ∣∣∣D (ωn, i, ∆d)
∣∣∣ ≤ µs, i = 1, 2, . . . , K, (4.9)

gde su µp i µs maksimalna dozvo	ena odstupa�a amplitudske karakteristike reali-

zovanog filtra od projektovane karakteristike u propusnim i nepropusnim opse-

zima, respektivno.

U skladu sa prethodnim nejednakostima, problem odre�iva�a potrebnih du�ina
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4.2. Potrebna du�ina reqi za predstav	a�e vrednosti koeficijenata mno�aqa

digitalnih reqi za predstav	a�e vrednosti koeficijenata mno�aqa mo�e se tu-

maqiti i na slede�i naqin:

− U postupku sinteze odre�ena je prenosna funkcija qija amplitudska karakte-

ristika
∣∣∣H (ejω, d) ∣∣∣ zadovo	ava stro�e specifikacije od zadatih,

− Potrebno je odrediti xto je mogu�e kra�e du�ine digitalnih reqi za pred-

stav	a�e vrednosti koeficijenata mno�aqa d tako da zadate specifikacije

budu zadovo	ene.

Problem odre�iva�a potrebnog broja bitova za predstav	a�e vrednosti koefici-

jenata mno�aqa se u praksi obiqno rexava pod pretpostavkom jednakih du�ina

digitalnih reqi za predstav	a�e koeficijenta, pri qemu se za potrebnu du�inu

usvaja najma�a za koju su nejednakosti (4.8) i (4.9) zadovo	ene.

Za razliku od analognih mre�a gde je odstupa�e vrednosti elemenata reali-

zacione strukture od nominalnih vrednosti posledica procesa proizvod�e [41],

pri qemu je vrednost odstupa�a sluqajna promen	iva i mo�e se govoriti samo o

�enoj maksimalnoj apsolutnoj vrednosti, kod digitalnih struktura ono je posle-

dica zaokru�iva�a vrednosti koeficijenata mno�aqa zbog qega mo�e uzimati vre-

dnost iz diskretnog skupa. Problem odre�iva�a minimalno potrebnog broja bitova

za predstav	a�e koeficijenata mno�aqa tako da ne do�e do degradacije karakteri-

stika filtara je jako slo�en i u opxtem sluqaju nerexiv zadatak, qak i u sluqaju

malog broja koeficijenata mno�aqa realizacione strukture [43]. U radu [43] mo�e

se na�i vixe deta	a o postoje�im tehnikama odre�iva�a potrebnog broja bitova za

predstav	a�e vrednosti koeficijenata mno�aqa. Sa druge strane, u disertaciji je

problem odre�iva�a minimalno potrebnog broja bitova za predstav	a�e koefici-

jenata mno�aqa tretiran kao problem odre�iva�a maksimalnih dozvo	enih apso-

lutnih odstupa�a vrednosti koeficijenata od nominalnih vrednosti tako da re-

lacije (4.8) i (4.9) budu zadovo	ene, mada rexe�e poto�eg problema ne vodi nu�no

minimalno potrebnom broju bitova za predstav	a�e vrednosti koeficijenata, s

obzirom da on zavisi i od nominalnih vrednosti koeficijenata mno�aqa.

U ci	u procene maksimalnih apsolutnih odstupa�a vrednosti koeficijenata

od nominalnih vrednosti,
∣∣∆dk∣∣max

, za k = 1, 2, . . . , L, tako da relacije (4.8) i

(4.9) budu zadovo	ene za svaki vektor koeficijenata d za koji va�i
∣∣∣d − d∣∣∣ ≤
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[∣∣∆d1∣∣max
,
∣∣∆d2∣∣max

, . . . ,
∣∣∆dL∣∣max

]
, bi�e korix�ena nejednakost

∣∣∣D (ω, ∆d)
∣∣∣ ≤ L∑

k=1

∣∣∣S|H|dk
(ω)
∣∣∣ · ∣∣∆dk∣∣ (4.10)

koja sledi direktno iz relacije (4.3). Da	e, ukoliko je

L∑
k=1

∣∣∣S|H|dk
(ω)
∣∣∣ · ∣∣∆dk∣∣ ≤ µp, ω ∈ P , (4.11)

i
L∑
k=1

∣∣∣S|H|dk
(ωn, i)

∣∣∣ · ∣∣∆dk∣∣ ≤ µs, i = 1, 2, . . . , K, (4.12)

relacije (4.8) i (4.9) su, imaju�i u vidu nejednakost (4.10), sigurno zadovo	ene.

U da	em izlaga�u �e biti razmotrena dva naqina odre�iva�a maksimalnih

apsolutnih odstupa�a vrednosti koeficijenta od nominalne vrednosti
∣∣∆dk∣∣max

, za

k = 1, 2, . . . , L, na osnovu qijeg poznava�a je jednostavno odrediti potrebne du�ine

digitalnih reqi za predstav	a�e vrednosti koeficijenata mno�aqa, a koja �e za-

visiti od naqina predstave i nominalnih vrednosti d. U sluqaju predstav	a�a

koeficijenata mno�aqa u nepokretnom zarezu, xto je format predstave koji �e

biti korix�en u disertaciji, broj bitova za razlom	eni deo koeficijenta dk mo�e

se odrediti dobro poznatim algoritmom zaokru�iva�a vrednosti koeficijenta na

najbli�u dozvo	enu vrednost:

Korak 1. Inicijalizovati vrednost potrebnog broja bitova za predstav	a�e

razlom	enog dela vrednosti koeficijenta dk, Fdk = 0.

Korak 2. Ukoliko
sgn

(
dk
)

2Fdk

·
⌊
2Fdk ·

∣∣dk∣∣⌋ ili sgn
(
dk
)

2Fdk

·
⌈
2Fdk ·

∣∣dk∣∣⌉ pripadaju
intervalu

[
dk −

∣∣∆dk∣∣max
, dk +

∣∣∆dk∣∣max

]
, pre�i na korak 4.

Korak 3. Fdk = Fdk + 1. Pre�i na korak 2.

Korak 4. Potreban broj bitova za predstav	a�e razlom	enog dela vrednosti

koeficijenta dk jednak je Fdk . Za vrednost koeficijenta usvaja se jedna od
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slede�ih vrednosti

d̃k =
sgn

(
dk
)

2Fdk

·
⌊
2Fdk ·

∣∣dk∣∣⌋ , d̂k =
sgn

(
dk
)

2Fdk

·
⌈
2Fdk ·

∣∣dk∣∣⌉ ,
na slede�i naqin:

{ ukoliko i d̂k i d̃k pripadaju intervalu
[
dk −

∣∣∆dk∣∣max
, dk +

∣∣∆dk

∣∣
max

]
, za

vrednost koeficijenta uzima se ona za koju je apsolutno odstupa�e od

nominalne vrednosti koeficijenta ma�e,

{ ukoliko jedna od vrednosti d̂k i d̃k ne pripada intervalu
[
dk −∣∣∆dk∣∣max

, dk +
∣∣∆dk∣∣max

]
, za vrednost koeficijenta uzima se ona koja pri-

pada pomenutom intervalu.

4.2.1 Pretpostavka jednakosti maksimalnih apsolutnih

odstupa�a vrednosti koeficijenata od nominalnih

vrednosti

Uvrxtavaju�i pretpostavku o jednakosti maksimalnih apsolutnih vrednosti

veliqina ∆dk, za k = 1, 2, . . . , L, tj. ∆d =
∣∣∆d1∣∣max

=
∣∣∆d2∣∣max

= · · · =
∣∣∆dL∣∣max

, u

relaciju (4.10) dobija se

∣∣∣D (ω, ∆d)
∣∣∣ ≤ ∆d ·WS (ω) , (4.13)

gde je

WS (ω) =
L∑
k=1

∣∣∣S|H|dk
(ω)
∣∣∣ (4.14)

funkcija apsolutne oset	ivosti amplitudske karakteristike u najgorem sluqaju

(eng. worst-case) [42] koja se kod razmatranih filtara, imaju�i u vidu relaciju

(4.6), mo�e napisati u slede�em obliku

WS (ω) =
∣∣∣ sin (ϕP (ω, d)+Kω

) ∣∣∣ · L∑
k=1

∣∣∣SϕP

dk
(ω)
∣∣∣. (4.15)

Maksimalne apsolutne vrednosti veliqina ∆dk, za k = 1, 2, . . . , L, koje su kod
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razmatranog pristupa jednake ∆d, uzimaju vrednost

∆d = min

 µp
max
ω∈P

WS (ω)
,

µs
max
1≤i≤K

WS (ωn, i)

 , (4.16)

te su relacije (4.11) i (4.12) za svako
∣∣∆dk∣∣ ≤ ∆d, k = 1, 2, . . . , L, zadovo	ene.

4.2.2 Pretpostavka nejednakosti maksimalnih apsolutnih

odstupa�a vrednosti koeficijenata od nominalnih

vrednosti

Drugi pristup odre�iva�u apsolutnih tolerancija vrednosti koeficijenata

mno�aqa zasniva se na pretpostavci da koeficijentu na qiju promenu je ampli-

tudska karakteristika filtra najoset	ivija, uzimaju�i u obzir i maksimalno

dozvo	ena odstupa�a µp i µs, odgovara najma�a apsolutna tolerancija vrednosti u

odnosu na nominalnu. S tim u vezi, neka je sa Id =
(
i1, i2, . . . , iL

)
oznaqena ure�ena

L−torka indeksa koeficijenata, tako da va�i

max


max
ω∈P

∣∣∣S|H|dim
(ω)
∣∣∣

µp
,

max
1≤l≤K

∣∣∣S|H|dim
(ωn, l)

∣∣∣
µs

 ≥
max


max
ω∈P

∣∣∣S|H|dim+1
(ω)
∣∣∣

µp
,

max
1≤l≤K

∣∣∣S|H|dim+1
(ωn, l)

∣∣∣
µs

 ,

(4.17)

zam = 1, 2, . . . , L− 1. Vrednosti nepoznatih, tj. zaokru�enih, vrednosti koefici-

jenata mno�aqa odre�uju se poqev od koeficijenta za qiju se apsolutnu toleranciju

vrednosti u odnosu na nominalnu oqekuje da bude najma�a, tj. od koeficijenta di1 .

Vrednost koeficijenta dij , 1 ≤ j ≤ L, predstav	enog u formatu nepokretnog

zareza odre�ena je na osnovu prethodno odre�enih vrednosti koeficijenata dim ,

m = 1, 2, . . . , j − 1, algoritmom koji se sastoji iz slede�ih koraka:

Korak 1. Odre�iva�e vrednosti maksimalno dozvo	enog odstupa�a ampli-

tudske karakteristike realizovanog filtra od projektovane karakteristike u

propusnim i nepropusnim opsezima usled zaokru�iva�a vrednosti koeficije-
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nta dij , a za poznate vrednosti koeficijenata dim , m = 1, 2, . . . , j − 1:

µ(j)
p (ω) =


µp, j = 1

µ
(j−1)
p (ω)−

∣∣∣∣S|H|dij−1
(ω) ·

(
dij−1

− dij−1

) ∣∣∣∣, j > 1
, (4.18)

µ(j)
s (ω) =


µs, j = 1

µ
(j−1)
s (ω)−

∣∣∣∣S|H|dij−1
(ω) ·

(
dij−1

− dij−1

) ∣∣∣∣, j > 1
, (4.19)

kao i funkcije apsolutne oset	ivosti amplitudske karakteristike na

zaokru�iva�e vrednosti koeficijenata dij u najgorem sluqaju

WS(j) (ω) =

WS (ω) , j = 1

WS(j−1) (ω)−
∣∣∣S|H|dij−1

(ω)
∣∣∣, j > 1

, (4.20)

ponovo, za poznate vrednosti koeficijenata dim , m = 1, 2, . . . , j − 1.

Korak 2. Odre�iva�e maksimalnog apsolutnog odstupa�a vrednosti koefi-

cijenta dij korix�e�em relacije:

∣∣∆dij ∣∣max
= min

 min
ω∈P

µ
(j)
p (ω)

max
ω∈P

WS(j) (ω)
,

min
1≤l≤K

µ
(j)
s (ωn, l)

max
1≤l≤K

WS(j) (ωn, l)

 . (4.21)

Korak 3. Izraqunava�e vrednosti dij primenom ve� razmatranog algoritma

za odre�iva�e potrebnog broja bitova za predstav	a�e razlom	enog dela vre-

dnosti koeficijenta.

Treba napomenuti da su Y.C. Lim i Y.J. Yu koristili sliqan pristup

zaokru�iva�u vrednosti koeficijenata mno�aqa rexetkaste realizacije banke fi-

ltara [44].

4.3 Standardne realizacione strukture

Razmatra�e realizacionih struktura uskopojasnog rekurzivnog digitalnog filtra

nepropusnika opsega poqe�e sa standardnim realizacionim strukturama, od kojih
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�e biti razmotrena paralelna veza linije za kax�e�e i direktne, kaskadne i rex-

etkaste realizacije filtra svepropusnika frekvencija AL (z). U ci	u pore�e�a

razliqitih realizacionih struktura sa stanovixta oset	ivosti amplitudske ka-

rakteristike filtra na zaokru�iva�e vrednosti koeficijenata mno�aqa, bi�e ra-

zmatrana funkcija apsolutne oset	ivosti amplitudske karakteristike u najgorem

sluqaju, WS (ω), maksimalne vrednosti oset	ivosti amplitudske karakteristike

na zaokru�iva�e vrednosti koeficijenata mno�aqa u propusnim i nepropusnim

opsezima, kao i potrebne du�ine digitalnih reqi za predstav	a�e vrednosti koe-

ficijenata mno�aqa.

Poznato je da je oset	ivost amplitudske karakteristike proizvo	nog filtra

realizovanog paralelnom spregom dva filtra svepropusnika frekvencija (u naxem

sluqaju je jedan od svepropusnika frekvencija zapravo linija za kax�e�e) jako

mala u propusnim opsezima [45, 46], a visoka u nepropusnim opsezima, zbog qega je

potrebna du�ina digitalnih reqi za predstav	a�e koeficijenata mno�aqa obiqno

odre�ena oset	ivox�u amplitudske karakteristike filtra u nepropusnim opse-

zima.

4.3.1 Direktna realizacija filtra svepropusnika

frekvencija

U sluqaju paralelne veze linije za kax�e�e i direktne realizacije filtra sve-

propusnika frekvencija

H (z) =
1

2

z−(L−2K) +

z−L +
L−1∑
k=0

pL−kz−k

1 +
L∑
k=1

pkz−k

 , (4.22)

koeficijenti mno�aqa realizacione strukture odgovaraju koeficijentima direk-

tne realizacije filtra svepropusnika frekvencija AL (z), tj.

ddir =
[
d
(dir)
1 , d

(dir)
2 , . . . , d

(dir)
L

]
=
[
p1, p2, . . . , pL

]
. (4.23)

Jedna od mogu�ih realizacionih struktura razmatrane predstave prenosne

funkcije prikazana je na slici 4.1, pri qemu se oqigledno radi o nekanoniqnoj
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strukturi.

z−1 z−1

z−1 z−1

b

b

− p1

b

b

− p2

...
...

...

b y[n]

z−1 z−1

z−1 z−1

b

b

− p2K−1

b

b

− p2K

z−1 z−1

b

b

− p2K+1

... ... ...

z−1 z−1

b

−

0

pL

x[n]

1/2

Sl. 4.1: Realizaciona struktura uskopojasnog rekurzivnog digitalnog filtra nepro-
pusnika opsega. Filtar svepropusnik frekvencija realizovan je direktno.
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Kako je fazna karakteristika FIR mre�e PL (z), ϕP (ω), izra�ena preko koefi-

cijenata realizacione strukture oblika

ϕP (ω) = − arctg

L∑
i=1

pi sin (iω)

1 +
L∑
i=1

pi cos (iω)

, (4.24)

izraz za oset	ivost SϕP
pk

(ω), potreban za odre�iva�e funkcije apsolutne

oset	ivosti amplitudske karakteristike uskopojasnog rekurzivnog digitalnog

filtra nepropusnika opsega u najgorem sluqaju, relacija (4.15), za sluqaj razma-

trane realizacije postaje

SϕP
pk

(ω) =
∂ϕP (ω)

∂pk
= −

sin kω +
L∑
i=1

pi sin (ω (k − i))(
1 +

L∑
i=1

pi cos iω

)2 . (4.25)

4.3.2 Rexetkasta realizacija filtra svepropusnika

frekvencija

Jox jedan naqin realizacije uskopojasnog rekurzivnog filtra nepropusnika opsega

jeste paralelnom vezom linije za kax�e�e i rexetkaste realizacione strukture

filtra svepropusnika frekvencija definisane rekurzivnom relacijom [7,29,30,33]:

Am (z) = z−m
Pm (z−1)

Pm (z)
=

km + z−1Am−1 (z)

1 + z−1kmAm−1 (z)
, km = Am (∞) , (4.26)

za m = L, L − 1, . . . , 1, slika 4.2, kojom se posti�e niska oset	ivost karakteri-

stika filtra na zaokru�iva�e vrednosti koeficijenata mno�aqa, obzirom na ro-

bustan naqin realizacije imenioca prenosne funkcije filtra svepropusnika fre-

kvencija, koji je ujedno i imenilac prenosne funkcije uskopojasnog rekurzivnog

filtra nepropusnika opsega. Treba naglasiti da je rexetkasta realizacija zbog

svoje modularnosti posebno pogodna za VLSI (eng. Very Large Scale Integration) im-

plementaciju [33].
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b

b

b

z−1

Am−1 (z)

−

km

Am (z)

Sl. 4.2: Rexetkasta realizacija filtra svepropusnika frekvencija.

Kako je na osnovu relacije (4.26):

Pm (z) = Pm−1 (z) + kmz
−mPm−1

(
z−1
)
, (4.27)

za m = L, L− 1, . . . , 1, fazna karakteristika FIR mre�e Pm (z) je oblika:

ϕPm (ω) = arctg
sinϕPm−1 (ω)− km sin

(
mω + ϕPm−1 (ω)

)
cosϕPm−1 (ω) + km cos

(
mω + ϕPm−1 (ω)

) , (4.28)

pri qemu je ϕP (ω) = ϕPL
(ω) i ϕP0 (ω) = 0. Imaju�i u vidu prethodnu rela-

ciju, oset	ivost fazne karakteristike ϕP (ω) na promene vrednosti koeficijenta

mno�aqa km mo�e se odrediti korix�e�em relacije

SϕP

km
(ω) =

∂ϕPm (ω)

∂km

L∏
i=m+1

∂ϕPi
(ω)

∂ϕPi−1
(ω)

, (4.29)

pri qemu je

∂ϕPm (ω)

∂km
=

− sin
(
2ϕPm−1 (ω) +mω

)
k2m + 2km cos

(
2ϕPm−1 (ω) +mω

)
+ 1

, (4.30)

∂ϕPi
(ω)

∂ϕPi−1
(ω)

=
1− k2i

k2i + 2ki cos
(
2ϕPi−1

(ω) + iω
)

+ 1
. (4.31)

Koeficijenti mno�aqa razmatrane realizacione strukture su

dlatc =
[
d
(latc)
1 , d

(latc)
2 , . . . , d

(latc)
L

]
=
[
k1, k2, . . . , kL

]
. (4.32)
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4.3.3 Kaskadna realizacija filtra svepropusnika

frekvencija

U sluqaju kada se filtar svepropusnik frekvencija realizuje kaskadno, posmatra

se slede�a predstava prenosne funkcije uskopojasnog rekurzivnog filtra nepropu-

snika opsega

H (z) =
1

2

z−(L−2K) +
m∏
i=1

A1,i (z) ·
L−m

2∏
j=1

A2,j (z)

 , (4.33)

gde je sa m oznaqen broj sekcija prvog reda, xto je ujedno i broj realnih polova

prenosne funkcije filtra, dok su

A1,i (z) =
ηi + z−1

1 + ηiz−1
= z−1

Ci (z
−1)

Ci (z)
, (4.34)

A2,j (z) =
βj,2 + βj,1z

−1 + z−2

1 + βj,1z−1 + βj,2z−2
= z−2

Bj (z−1)

Bj (z)
, (4.35)

sekcije svepropusnika frekvencija prvog i drugog reda, respektivno.

Postoji ve�i broj kanoniqnih i nekanoniqnih realizacionih struktura pre-

nosnih funkcija oblika
ηi + z−1

1 + ηiz−1
i

βj,2 + βj,1z
−1 + z−2

1 + βj,1z−1 + βj,2z−2
sa minimalnim brojem

mno�aqa koje se mogu dobiti metodom ekstrakcije mno�aqa [30, 47, 48]. Jedan od

mogu�ih naqina realizacije sekcija svepropusnika frekvencija prvog i drugog reda

prikazan je na slikama 4.3 i 4.4.

xap [n]

yap [n]

b

b b

−z−1

ηi

Sl. 4.3: Jedna od vixe mogu�ih kanoniqnih realizacija sekcije svepropusnika frekve-

ncija prvog reda A1,i (z) =
ηi + z−1

1 + ηiz−1
[49].
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xap [n] yap [n]

b

b b bz−1 z−1

βj,1

βj,2

−

Sl. 4.4: Jedna od vixe mogu�ih kanoniqnih realizacija sekcije svepropusnika frekve-

ncija drugog reda A2,j (z) =
βj,2 + βj,1z

−1 + z−2

1 + βj,1z−1 + βj,2z−2
[49].

Kako u sluqaju kaskadne realizacije filtra svepropusnika frekvencija va�i

ϕP (ω) =
m∑
i=1

ϕCi
(ω) +

L−m
2∑
i=1

ϕBi
(ω) , (4.36)

gde je

ϕCi
(ω) = − arctg

ηi sinω

1 + ηi cosω
, (4.37)

ϕBi
(ω) = − arctg

βi,1 sinω + βi,2 sin 2ω

1 + βi,1 cosω + βi,2 cos 2ω
, (4.38)

jednostavno je odrediti izraze za oset	ivosti fazne karakteristike ϕP (ω) na

zaokru�iva�e vrednosti koeficijenata ηi, βi,1 i βi,2:

SϕP
ηi

(ω) = S
ϕCi
ηi (ω) = − sinω

1 + η2i + 2ηi cosω
, (4.39)

SϕP

βi,1
(ω) = S

ϕBi
βi,1

(ω) = − (1− βi,2) sinω

(1− βi,2)2 + (βi,1 + 2 cosω) (βi,1 + 2βi,2 cosω)
, (4.40)

SϕP

βi,2
(ω) = S

ϕBi
βi,2

(ω) = − (βi,1 + 2 cosω) sinω

(1− βi,2)2 + (βi,1 + 2 cosω) (βi,1 + 2βi,2 cosω)
. (4.41)

Koeficijenti mno�aqa razmatrane realizacione strukture su

dcas =
[
η1, . . . , ηm, β1,1, β1,2, . . . , βL−m

2
,1, βL−m

2
,2

]
=
[
d
(cas)
1 , d

(cas)
2 , . . . , d

(cas)
L

]
.

(4.42)
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4.3.4 Primeri realizacije

U narednim primerima bi�e izvrxena analiza oset	ivosti amplitudske karakteri-

stike uskopojasnog rekurzivnog digitalnog filtra nepropusnika opsega na promene

vrednosti koeficijenata mno�aqa, a za razliqite standardne realizacione stru-

kture. Pored analize oset	ivosti paralelne veze linije za kax�e�e i filtra sve-

propusnika frekvencija koji je realizovan direktnom, rexetkastom ili kaskadnom

strukturom bi�e odre�ene i potrebne du�ine digitalnih reqi za predstav	a�e

razlom	enih delova vrednosti koeficijenata mno�aqa, predstav	enih u formatu

nepokretnog zareza.

U oba razmatrana primera koji slede usvojeno je da je µp = µs = 0,01. Vrednost µs

od 0,01 garantuje da je slab	e�e na centralnim frekvencijama nepropusnih opsega

bar 40 dB.

Primer 4.1 Prenosnu funkciju uskopojasnog digitalnog filtra nepropusnika

opsega qije su specifikacije: ωn, 1 = 0,2π, ωn, 2 = 0,7π, BW1 = 0,08π, BW2 = 0,1π,

a = −1 dB, odre�enu primenom metoda IV, realizovati paralelnom vezom linije

za kax�e�e i filtra svepropusnika frekvencija koji je realizovan direktnom,

rexetkastom i kaskadnom strukturom.

U sluqaju primene metoda IV, dobijeni red filtra svepropusnika frekvencija je-

dnak je L = 6, pri qemu prenosna funkcija nema realnih polova. Nominalne vre-

dnosti koeficijenata realizacionih struktura, kao i maksimalne vrednosti apso-

lutnih oset	ivosti amplitudske karakteristike filtra i funkcije oset	ivosti

amplitudske karakteristike u najgorem sluqaju, u propusnim i nepropusnim opse-

zima, date su u tabeli 4.1. Funkcije apsolutne oset	ivosti amplitudske karakte-

ristike filtra u najgorem sluqaju prikazane su na slici 4.5.

U tabeli 4.2 date su vrednosti koeficijenata mno�aqa razmatranih realiza-

cionih struktura, kao i potrebne du�ine digitalnih reqi za predstav	a�e ra-

zlom	enih delova vrednosti koeficijenata. Superskriptom I oznaqene su vredno-

sti koeficijenata odre�ene pod pretpostavkom jednakih maksimalnih apsolutnih

odstupa�a vrednosti koeficijenata od nominalnih, relacija (4.16). Superskri-

ptom II oznaqene su vrednosti dobijene primenom postupka opisanog u delu 4.2.2, dok
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4.3. Standardne realizacione strukture

Tab. 4.1: Primer 4.1. Nominalne vrednosti koeficijenata mno�aqa realizacionih stru-
ktura zaokru�ene na 6 decimala i maksimalne apsolutne vrednosti oset	ivosti amplitudske
karakteristike i funkcije oset	ivosti amplitudske karakteristike u najgorem sluqaju, u
propusnim i nepropusnim opsezima.

k 1 2 3 4 5 6

Direktna realizacija filtra svepropusnika, max
ω∈P

WS (ω) = 4,56, max
1≤i≤K

WS (ωn, i) = 21,66

dk −0,445790 0,087804 −0,336060 0,747036 −0,009811 −0,002262
max
ω∈P

∣∣∣S|H|dk
(ω)

∣∣∣ 1,044 0,538 0,981 1,182 1,091 0,730

max
1≤i≤K

∣∣∣S|H|dk
(ωn, i)

∣∣∣ 4,332 5,355 4,332 1,655 2,926 4,332

Rexetkasta realizacija filtra svepropusnika, max
ω∈P

WS (ω) = 3,56, max
1≤i≤K

WS (ωn, i) = 19,15

dk −0,403114 0,039154 −0,024158 0,742502 −0,010820 −0,002262
max
ω∈P

∣∣∣S|H|dk
(ω)

∣∣∣ 0,832 0,700 0,686 0,836 0,448 0,431

max
1≤i≤K

∣∣∣S|H|dk
(ωn, i)

∣∣∣ 7,546 6,806 5,564 0,038 0,813 0,951

Kaskadna realizacija filtra svepropusnika, max
ω∈P

WS (ω) = 4,58, max
1≤i≤K

WS (ωn, i) = 26,84

dk −0,014595 −0,003047 1,082624 0,848081 −1,513819 0,875374

max
ω∈P

∣∣∣S|H|dk
(ω)

∣∣∣ 0,398 0,458 0,789 1,716 1,341 2,548

max
1≤i≤K

∣∣∣S|H|dk
(ωn, i)

∣∣∣ 0,796 0,967 8,129 4,974 13,622 11,391
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Sl. 4.5: Primer 4.1. Funkcije apsolutne oset	ivosti u najgorem sluqaju za sluqaj
direktne, kaskadne i rexetkaste realizacije filtra svepropusnika frekvencija AL (z).

su superskriptom III oznaqene vrednosti dobijene pristupom najqex�e korix�enim

u praksi2 (nakon zaokru�iva�a odbaqene su beznaqajne nule razlom	enih delova

2tre�i pasus u delu 4.2
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4.3. Standardne realizacione strukture

vrednosti koeficijenata zbog qega su potrebne du�ine digitalnih reqi za pred-

stav	a�e istih razliqite).

Tab. 4.2: Primer 4.1. Vrednosti koeficijenata mno�aqa realizacionih struktura i
potrebne du�ine digitalnih reqi za predstav	a�e razlom	enih delova vrednosti koeficije-
nata.

Direktna realizacija filtra svepropusnika frekvencija,
6∑
k=1

FdIk = 55,
6∑
k=1

FdIIk = 43,
6∑
k=1

FdIIIk
= 45

k dIk dIIk dIIIk FdIk FdIIk FdIIIk

1 −0,44580078125 −0,4453125 −0,4453125 11 7 7
2 0,087890625 0,087890625 0,0859375 9 9 7
3 −0,3359375 −0,3359375 −0,3359375 7 7 7
4 0,7470703125 0,75 0,74609375 10 2 8
5 −0,009765625 −0,009765625 −0,01171875 9 9 8
6 −0,001953125 −0,001953125 −0,00390625 9 9 8

Rexetkasta realizacija filtra svepropusnika frekvencija,
6∑
k=1

FdIk = 53,
6∑
k=1

FdIIk = 38,
6∑
k=1

FdIIIk
= 46

k dIk dIIk dIIIk FdIk FdIIk FdIIIk

1 −0,4033203125 −0,4033203125 −0,40234375 10 10 8
2 0,0390625 0.,0390625 0,0390625 7 7 7
3 −0,0244140625 −0,0234375 −0,0234375 10 7 7
4 0,7421875 0,7421875 0,7421875 7 7 7
5 −0,0107421875 −0,0078125 −0,01171875 10 7 8
6 −0,001953125 0 −0,001953125 9 0 9

Kaskadna realizacija filtra svepropusnika frekvencija,
6∑
k=1

FdIk = 62,
6∑
k=1

FdIIk = 45,
6∑
k=1

FdIIIk
= 45

k dIk dIIk dIIIk FdIk FdIIk FdIIIk

1 −0,0146484375 −0,015625 −0,013671875 10 6 9
2 −0,0029296875 −0,00390625 −0,00390625 10 8 8
3 1,08251953125 1,08251953125 1,08203125 11 11 8
4 0,84814453125 0,84765625 0,84765625 11 8 8
5 −1,513671875 −1,513671875 −1,513671875 9 9 9
6 0,87548828125 0,875 0,875 11 3 3

Ovim vrednostima, a nezavisno od prime�enog pristupa zaokru�iva�u vredno-

sti koeficijenata mno�aqa, odgovara slab	e�e na centralnim frekvencijama ne-

propusnih opsega ve�e od 42 dB, 41 dB i 48 dB, za sluqaj direktne, rexetkaste i

kaskadne realizacije filtra svepropusnika frekvencija, respektivno. Dodatno, i

relacija (4.8) je zadovo	ena, dok prenosna funkcija i nakon zaokru�iva�a vredno-

sti koeficijenata ostaje stabilna.

Imaju�i u vidu tabelu 4.2, mo�e se zak	uqiti da pristup zaokru�iva�u vre-

dnosti koeficijenata mno�aqa ima va�nu ulogu prilikom izbora odgovaraju�e
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4.3. Standardne realizacione strukture

realizacione strukture. S tim u vezi, posebno je interesantna qi�enica da

se korix�e�em pristupa opisanog u delu 4.2.2 na sluqaj rexetkaste realizacije

filtra svepropusnika frekvencija, broj potrebnih mno�aqa realizacione stru-

kture sma�uje. Prvi pristup (oznaqen superskriptom I) zaokru�iva�u vrednosti

koeficijenata mno�aqa se, nezavisno od realizacione strukture, pokazao najlox-

ijim, obzirom da rezultuje u zbiru najve�im brojem bitova za predstav	a�e ra-

zlom	enih delova vrednosti koeficijenata mno�aqa, tabela 4.2.

Primer 4.2 Prenosnu funkciju uskopojasnog rekurzivnog digitalnog filtra ne-

propusnika opsega qije su specifikacije: L = 11, ωn, 1 = 0,2π, ωn, 2 = 0,4π,

ωn, 3 = 0,6π, BW1 = BW2 = BW3 = 0,05π, a = −1,5 dB, odre�enu primenom metoda

IIb, realizovati paralelnom vezom linije za kax�e�e i filtra svepropusnika fre-

kvencija koji je realizovan direktnom, rexetkastom i kaskadnom strukturom.

Nominalne vrednosti koeficijenata realizacionih struktura, kao i maksi-

malne vrednosti apsolutnih oset	ivosti amplitudske karakteristike filtra i

funkcije oset	ivosti amplitudske karakteristike u najgorem sluqaju, u propu-

snim i nepropusnim opsezima, date su u tabeli 4.3, pri qemu treba pomenuti da

prenosna funkcija ima jedan realan pol. Funkcije apsolutne oset	ivosti ampli-

tudske karakteristike filtra u najgorem sluqaju prikazane su na slici 4.6.
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Sl. 4.6: Primer 4.2. Funkcije apsolutne oset	ivosti u najgorem sluqaju za sluqaj
direktne, kaskadne i rexetkaste realizacije filtra svepropusnika frekvencija AL (z).
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4.3. Standardne realizacione strukture

Vrednosti koeficijenata mno�aqa razmatranih realizacionih struktura, kao

i potrebne du�ine digitalnih reqi za predstav	a�e razlom	enih delova vre-

dnosti koeficijenata, date su u tabeli 4.4. Ovim vrednostima, a nezavisno od

prime�enog pristupa zaokru�iva�u, odgovara slab	e�e na centralnim frekven-

cijama nepropusnih opsega ve�e od 50 dB, 40 dB i 48 dB, za sluqaj direktne, rex-

etkaste i kaskadne realizacije filtra svepropusnika frekvencija, respektivno.

Dodatno, i relacija (4.8) je zadovo	ena, dok prenosna funkcija ostaje stabilna i

nakon zaokru�iva�a vrednosti koeficijenata.

Imaju�i u vidu tabelu 4.4, mo�e se zak	uqiti da se rexetkastom i kaska-

dnom realizacijom filtra svepropusnika frekvencija, koje su me�usobno upore-

dive obzirom na ukupan potreban broj bitova za predstav	a�e razlom	enih delova

vrednosti koeficijenata mno�aqa, posti�e ni�a slo�enost realizacione stru-

kture, u pore�e�u sa kaskadnom realizacijom. Generalni zak	uqak, imaju�i u vidu

tabelu 4.4 i prethodni primer (tj. tabelu 4.2), jeste da postupak odre�iva�a potreb-

nih du�ina digitalnih reqi za predstav	a�e razlom	enih delova vrednosti koe-

ficijenata mno�aqa, opisan u delu 4.2.2, rezultuje ni�im ili pribli�no istim

sred�im brojem bitova potrebnim za predstav	a�e razlom	enih delova vrednosti

koeficijenata mno�aqa, u pore�e�u sa pristupom najqex�e korix�enim u praksi.

Sa druge strane, pristup definisan relacijom (4.16) se u posmatranim primerima

pokazao najloxije.
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Tab. 4.3: Primer 4.2. Nominalne vrednosti koeficijenata mno�aqa realizacionih struktura zaokru�ene na 6 decimala i maksimalne apsolutne
vrednosti oset	ivosti amplitudske karakteristike i funkcije oset	ivosti amplitudske karakteristike u najgorem sluqaju, u propusnim i
nepropusnim opsezima.

k 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

Direktna realizacija filtra svepropusnika frekvencija, max
ω∈P

WS (ω) = 22,97, max
1≤i≤K

WS (ωn, i) = 71,86

dk −1,606250 2,555827 −2,540485 2,501802 −1,578376 0,982464 −0,108457 0,010283 0,064551 −0,037912 0,027642

max
ω∈P

∣∣∣S|H|dk
(ω)

∣∣∣ 3,102 2,883 1,713 3,126 2,523 3,011 2,919 0,556 3,101 2,845 2,805

max
1≤i≤K

∣∣∣S|H|dk
(ωn, i)

∣∣∣ 7,985 7,106 9,870 7,106 7,985 7,985 7,106 9,870 7,106 7.,985 7,985

Rexetkasta realizacija filtra svepropusnika frekvencija, max
ω∈P

WS (ω) = 9,40, max
1≤i≤K

WS (ωn, i) = 38,49

dk −0,446844 0,703036 −0,350023 0,555078 −0,272934 0,753211 −0,058638 0,070930 0,004329 0,006493 0,027642

max
ω∈P

∣∣∣S|H|dk
(ω)

∣∣∣ 2,104 1,648 1,922 1,953 1,637 1,450 0,618 0,564 0,554 0,556 0,368

max
1≤i≤K

∣∣∣S|H|dk
(ωn, i)

∣∣∣ 11,285 7,912 9,104 10,728 6,602 0,385 0,876 0,888 0,893 1,005 < 10−12

Kaskadna realizacija filtra svepropusnika frekvencija, max
ω∈P

WS (ω) = 10,75, max
1≤i≤K

WS (ωn, i) = 35,98

dk 0,457730 −0,823987 0,288445 0,292677 0,290260 0,585211 0,895406 −1,531900 0,896027 −0,585981 0,899018

max
ω∈P

∣∣∣S|H|dk
(ω)

∣∣∣ 0,580 1,049 1,162 0,782 0,503 1,793 3,094 2,878 4,806 1,763 3,131

max
1≤i≤K

∣∣∣S|H|dk
(ωn, i)

∣∣∣ 1,026 1,879 2,096 1,446 0,928 10,052 3,154 16,345 13,541 10,412 3,305
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Tab. 4.4: Primer 4.2. Vrednosti koeficijenata mno�aqa realizacionih struktura i
potrebne du�ine digitalnih reqi za predstav	a�e razlom	enih delova vrednosti koeficije-
nata.

Direktna realizacija filtra svepropusnika frekvencija,
11∑
k=1

FdIk = 122,
11∑
k=1

FdIIk = 114,
11∑
k=1

FdIIIk
= 111

k dIk dIIk dIIIk FdIk FdIIk FdIIIk

1 −1,606201171875 −1,606201171875 −1,6064453125 12 12 10
2 2,555908203125 2,5556640625 2,5556640625 12 10 10
3 −2,54052734375 −2,54052734375 −2,54052734375 11 11 11
4 2,501708984375 2,501953125 2,501953125 12 9 9
5 −1,578369140625 −1,578369140625 −1,57861328125 12 12 11
6 0,982421875 0,982421875 0,982421875 9 9 9
7 −0,1083984375 −0,1083984375 −0,1083984375 10 10 10
8 0.,01025390625 0,01025390625 0,01025390625 11 11 11
9 0,064453125 0,064453125 0,064453125 9 9 9
10 −0,037841796875 −0,0380859375 −0,0380859375 12 10 10
11 0,027587890625 0,02783203125 0,02783203125 12 11 11

Rexetkasta realizacija filtra svepropusnika frekvencija,
11∑
k=1

FdIk = 113,
11∑
k=1

FdIIk = 91,
11∑
k=1

FdIIIk
= 95

k dIk dIIk dIIIk FdIk FdIIk FdIIIk

1 −0,44677734375 −0,44677734375 −0,447265625 11 11 9
2 0,703125 0,703125 0,703125 6 6 6
3 −0,35009765625 −0,35009765625 −0,349609375 11 11 9
4 0,55517578125 0,55517578125 0,5546875 11 11 7
5 −0,27294921875 −0,2734375 −0,2724609375 11 7 10
6 0,75341796875 0,75390625 0,7529296875 11 8 10
7 −0,05859375 −0,05859375 −0,05859375 8 8 8
8 0,07080078125 0,0703125 0,0712890625 11 7 10
9 0,00439453125 0,00390625 0,00390625 11 8 8
10 0,00634765625 0,005859375 0,0068359375 11 9 10
11 0,02783203125 0,03125 0,02734375 11 5 8

Kaskadna realizacija filtra svepropusnika frekvencija,
11∑
k=1

FdIk = 111,
11∑
k=1

FdIIk = 92,
11∑
k=1

FdIIIk
= 102

k dIk dIIk dIIIk FdIk FdIIk FdIIIk

1 0,45751953125 0,45703125 0,4580078125 11 8 10
2 −0,82421875 −0,82421875 −0,82421875 8 8 8
3 0,28857421875 0,2890625 0,2880859375 11 7 10
4 0,29248046875 0,29296875 0,29296875 11 8 8
5 0,2900390625 0,2890625 0,2900390625 10 7 10
6 0,5849609375 0,5849609375 0,5849609375 10 10 10
7 0,8955078125 0,89453125 0,8955078125 10 8 10
8 −1,53173828125 −1,53173828125 −1,5322265625 11 11 10
9 0,89599609375 0,89599609375 0,896484375 11 11 9
10 −0,5859375 −0,5859375 −0,5859375 7 7 7
11 0,89892578125 0,8984375 0,8994140625 11 7 10
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4.4 Nestandardne realizacione strukture

Na osnovu prethodnih primera jasno je da pristup zaokru�iva�u vrednosti koefi-

cijenata mno�aqa ima jako va�nu ulogu prilikom izbora realizacione strukture,

pri qemu standardne realizacione strukture, kojih ima ograniqeni broj, pred-

stav	aju ma�e ili vixe pogodno rexe�e u opxtem sluqaju. Pod nestandardnom re-

alizacionom strukturom uskopojasnog digitalnog filtra nepropusnika opsega bi�e

podrazumevana paralelna veza linije za kax�e�e i filtra svepropusnika frekve-

ncija koji je realizovan na nestandardan naqin. Broj kanoniqnih nestandardnih

realizacionih struktura proizvo	ne digitalne mre�e, a time i filtra svepropu-

snika frekvencija, qak i u sluqaju korix�e�a minimalnog broja mno�aqa zavisi

od broja upotreb	enih sabiraqa: ukoliko ne postoji ograniqe�e broja sabiraqa,

broj realizacionih struktura je praktiqno neograniqen.

Filtar svepropusnik frekvencija se najqex�e realizuje kaskadno, pri qemu

se u literaturi obiqno akcenat stav	a na sma�e�e oset	ivosti amplitudske ka-

rakteristike filtra na zaokru�iva�e vrednosti koeficijenata mno�aqa, te se

realizacione strukture sekcija svepropusnika frekvencija prvog i drugog reda

biraju u zavisnosti od polo�aja polova [50{52]. Neke do realizacionih struktura

sekcija svepropusnika frekvencija prvog reda date su u radovima [30, 51], dok je

u radu [53] prikazan postupak kojim se mo�e odrediti odre�eni broj kanoniqnih

realizacionih struktura svepropusnika frekvencija drugog reda sa minimalnim

brojem mno�aqa. Dodatno, jox neke od kanoniqnih realizacionih struktura se-

kcija svepropusnika drugog reda sa minimalnim brojem mno�aqa, razmatrane su u

radovima [50,52,54].

Treba napomenuti da ista predstava prenosne funkcije sekcije svepropusnika

frekvencija prvog ili drugog reda mo�e biti realizovana korix�e�em vixe rea-

lizacionih struktura koje se razlikuju u broju upotreb	enih sabiraqa, po xumu

koji se generixe na izlazu mre�e kao i dinamiqkom opsegu [53]. U disertaciji �e

problem odre�iva�a optimalnih realizacionih struktura sekcija svepropusnika

frekvencija prvog i drugog reda biti tretiran kao problem odre�iva�a optimal-

nih predstava prenosnih funkcija istih, pri qemu �e kao kriterijum optimal-

nosti biti korix�en ukupan broj bitova potreban za predstav	a�e razlom	enih
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delova vrednosti koeficijenata mno�aqa. Dodatno, bi�e uvedeno i ograniqe�e

broja bitova za predstav	a�e celih delova vrednosti koeficijenata.

U da	em izlaga�u je predlo�en algoritam pomo�u kojeg se mogu odrediti op-

timalni naqini predstave prenosne funkcije filtra svepropusnika frekvencija

AL (z), realizovanog kaskadnom spregom sekcija svepropusnika frekvencija prvog i

drugog reda koje se realizuju nestandardno, a qije se realizacione strukture mogu

odrediti primenom metoda ekstrakcije mno�aqa [30,47,48].

4.4.1 Odre�iva�e optimalnih predstava prenosne

funkcije filtra svepropusnika frekvencija AL (z)

Jasno je da se pravilnim izborom predstava prenosnih funkcija sekcija svepropu-

snika frekvencija prvog i drugog rada mo�e posti�i ni�i broj bitova za pred-

stav	a�e vrednosti koeficijenata mno�aqa uskopojasnog rekurzivnog digitalnog

filtra nepropusnika opsega, ali bi se, imaju�i u vidu opisane postupke odre�iva�a

maksimalnih apsolutnih tolerancija vrednosti koeficijenata u odnosu na nomi-

nalne vrednosti, relacija (4.16) i deo 4.2.2, potrebne du�ine digitalnih reqi mogle

odrediti tek nakon usvaja�a predstava prenosnih funkcija svih sekcija svepropu-

snika frekvencija. Ovo, sa druge strane, povlaqi potrebu razmatra�a velikog

broja kombinacija qak i u sluqaju ograniqenog broja predstava prenosnih funkcija

sekcija svepropusnika prvog i drugog reda. U ci	u prevazila�e�a pomenutog

problema, prilikom odre�iva�a optimalnih predstava prenosnih funkcija poje-

dinaqnih sekcija, maksimalna apsolutna tolerancija vrednosti koeficijenta dk

u odnosu na nominalnu vrednost dk bi�e tretirana kao funkcija odgovaraju�e

oset	ivosti i ukupnog broja mno�aqa koji je jednak redu filtra svepropusnika

frekvencija AL (z):

∣∣∆dk∗∣∣max
=

1

L
·min

 µp

max
ω∈P

∣∣∣S|H|dk
(ω)
∣∣∣ , µs

max
1≤l≤K

∣∣∣S|H|dk
(ωn, l)

∣∣∣
 . (4.43)

Treba primetiti da su relacije (4.11) i (4.12) zadovo	ene za svako
∣∣∆dk∣∣ ≤∣∣∆dk∗∣∣max

, k = 1, 2, . . . , L. Nakon usvaja�a optimalnih predstava prenosnih

funkcija svih sekcija, konaqne potrebne du�ine digitalnih reqi za predstav	a�e
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vrednosti koeficijenata mno�aqa bi�e odre�ene postupkom opisanim u delu 4.2.2.

Razmatrane predstave prenosnih funkcija sekcija svepropusnika frekvencija

prvog i drugog reda su oblika:

A1,i (z) =
ηi (ζi) + z−1

1 + ηi (ζi) z−1
, (4.44)

A2,j (z) =
βj,2 (γj,1, γj,2) + βj,1 (γj,1, γj,2) z

−1 + z−2

1 + βj,1 (γj,1, γj,2) z−1 + βj,2 (γj,1, γj,2) z−1
, (4.45)

pri qemu va�i

ηi (ζi) = c
(i)
0 + c

(i)
1 ζi, (4.46)

βj,1 (γj,1, γj,2) = b
(j)
0 + b

(j)
1 γj,1 + b

(j)
2 γj,2 + b

(j)
3 γj,1γj,2, (4.47)

βj,2 (γj,1, γj,2) = b
(j)
4 + b

(j)
5 γj,1 + b

(j)
6 γj,2 + b

(j)
7 γj,1γj,2, (4.48)

dok je u ci	u ograniqava�a broja sabiraqa realizacionih struktura usvojeno da

b
(j)
1 , b

(j)
2 , b

(j)
3 ∈

{
− 2, −1, 0, 1, 2

}
, dok c

(i)
0 , c

(i)
1 , b

(j)
0 , b

(j)
4 , b

(j)
5 , b

(j)
6 , b

(j)
7 ∈

{
− 1, 0, 1

}
, za

i = 1, 2, . . . , m i j = 1, 2, . . . , L−m
2
, gde je sa m oznaqen broj sekcija prvog reda

kaskadne realizacije filtra svepropusnika frekvencija AL (z). Dodatno, sve pre-

dstave prenosne funkcije sekcije svepropusnika drugog reda moraju ispu�avati

potreban uslov mogu�nosti realizacije sa minimalnim brojem mno�aqa, o qemu �e

biti reqi u nastavku izlaga�a. Drugim reqima, i−ta sekcija prvog i j−ta sekcija

drugog reda, relacije (4.34) i (4.35), ne realizuju se direktno ve� se za �ihovu re-

alizaciju koriste koeficijenti mno�aqa ζi i γj,1, γj,2, respektivno, pa se za vektor

koeficijenata mno�aqa razmatranih realizacionih struktura mo�e pisati

dnst =
[
ζ1, . . . , ζm, γ1,1, γ1,2, . . . , γL−m

2
,1, γL−m

2
,2

]
. (4.49)

Izraz za oset	ivost fazne karakteristike nerekurzivne mre�e minimalne faze

PL (z) na zaokru�iva�e vrednosti koeficijenta mno�aqa ζi, i = 1, 2, . . . , m, je

oblika

SϕP

ζi
(ω) = SϕP

ηi
(ω) · ∂ηi

∂ζi
= SϕP

ηi
(ω) · c(i)1 , (4.50)

dok su oset	ivosti na zaokru�iva�e vrednosti koeficijenata mno�aqa γj,1 i γj,2,
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za j = 1, 2, . . . , L−m
2
, odre�ene relacijama

SϕP
γj,1

(ω) = SϕP

βj,1
(ω) · ∂βj,1

∂γj,1
+ SϕP

βj,2
(ω) · ∂βj,2

∂γj,1

= SϕP

βj,1
(ω) ·

(
b
(j)
1 + b

(j)
3 γi,2

)
+ SϕP

βj,2
(ω) ·

(
b
(j)
5 + b

(j)
7 γj,2

)
,

(4.51)

SϕP
γj,2

(ω) = SϕP

βj,1
(ω) · ∂βj,1

∂γj,2
+ SϕP

βj,2
(ω) · ∂βj,2

∂γj,2

= SϕP

βj,1
(ω) ·

(
b
(j)
2 + b

(j)
3 γj,1

)
+ SϕP

βj,2
(ω) ·

(
b
(j)
6 + b

(j)
7 γj,1

)
,

(4.52)

gde su SϕP
ηi

(ω), SϕP

βj,1
(ω) i SϕP

βj,2
(ω) oset	ivosti definisane relacijama (4.39), (4.40)

i (4.41), respektivno.

Neka su sa Φ1 i Φ2 oznaqeni skupovi svih razliqitih predstava prenosnih

funkcija sekcija svepropusnika frekvencija prvog i drugog reda, relacije (4.44)

i (4.45), respektivno, Prilog A. Odre�iva�e optimalnih predstava prenosne

funkcije filtra svepropusnika frekvencija AL (z) zasniva se na slede�em algo-

ritmu:

Korak 1. Na osnovu poznatih vrednosti modula i faznih uglova polova

prenosne funkcije AL (z) odrediti nominalne vrednosti koeficijenata dire-

ktnih realizacionih struktura sekcija svepropusnika prvog i drugog reda: ηi,

βj,1 i βj,2, za i = 1, 2, . . . , m i j = 1, 2, . . . , L−m
2
.

Korak 2. Odrediti oset	ivosti S
ϕP

ηi
(ω), S

ϕP

βj,1
(ω) i S

ϕP

βj,2
(ω), za i = 1, 2, . . . , m

i j = 1, 2, . . . , L−m
2
, korix�e�em relacija (4.39), (4.40) i (4.41).

Korak 3. Za svako i = 1, 2, . . . , m, odrediti Φ
(i)
1 ⊂ Φ1, tako da svi naqini pre-

dstave prenosne funkcije iz skupa Φ
(i)
1 rezultuju minimalno potrebnim brojem

bitova za predstav	a�e razlom	enog dela vrednosti koeficijenta mno�aqa ζi

i va�i ograniqe�e
∣∣ζ i∣∣ < 1, gde je sa ζ i oznaqena nominalna vrednost koefici-

jenta ζi. U ovom koraku, za svako 1 ≤ i ≤ m i svaki naqin predstave prenosne

funkcije iz skupa Φ1 potrebno je odrediti nominalnu vrednost koeficijenta

ζ i rexava�em jednaqine (4.46) (smena ηi → ηi, ζi → ζ i, dok su vrednosti c
(i)
0 i c

(i)
1
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odre�ene usvojenim naqinom predstave iz skupa Φ1):

ζ i =
ηi − c

(i)
0

c
(i)
1

,

i ukoliko je
∣∣ζ i∣∣ < 1:

a) Odrediti oset	ivost amplitudske karakteristike uskopojasnog

rekurzivnog ditalnog filtra nepropusnika opsega na zaokru�iva�e

vrednosti koeficijenata mno�aqa ζi korix�e�em relacija (4.50) i (4.6),

b) Odrediti maksimalnu apsolutnu toleranciju vrednosti koeficijenta ζi

u odnosu na nominalnu vrednost ζi korix�e�em relacije (4.43),

v) Odrediti potrebnu du�inu digitalne reqi za predstav	a�e razlom	enog

dela vrednosti koeficijenta ζi.

Korak 4. Za svako j = 1, 2, . . . , L−m
2
, odrediti Φ

(j)
2 ⊂ Φ2, tako da svi naqini

predstave prenosne funkcije iz skupa Φ
(j)
2 rezultuju u zbiru minimalno po-

trebnim brojem bitova za predstav	a�e razlom	enih delova vrednosti koefi-

cijenata γj,1 i γj,2 i va�i
∣∣γj,1∣∣ < 1 i

∣∣γj,2∣∣ < 1. U ovom koraku, za svako

1 ≤ j ≤ L−m
2

i svaki naqin predstave prenosne funkcije iz skupa Φ2 potrebno

je odrediti, u opxtem sluqaju, parove nominalnih vrednosti koeficijenata(
γj,1, γj,2

)
rexava�em sistema jednaqina (4.47) i (4.48)b (smena γj,1 → γj,1,

γj,2 → γj,2, βj,1 → βj,1, βj,2 → βj,2, dok su vrednosti b
(j)
0 , b

(j)
1 , . . . , b

(j)
7 odre�ene

usvojenim naqinom predstave iz skupa Φ2) takve da va�i
∣∣γj,1∣∣ < 1 i

∣∣γj,2∣∣ < 1,

nakon qega je za svaki dobijeni par rexe�a potrebno:

a) Odrediti oset	ivosti amplitudske karakteristike uskopojasnog

rekurzivnog digitalnog filtra nepropusnika opsega na zaokru�iva�e

vrednosti koeficijenta mno�aqa γj,1 i γj,2 korix�e�em relacija (4.51),

(4.52) i (4.6).

b) Odrediti maksimalne apsolutne tolerancije vrednosti koeficijenata γj,1

i γj,2 u odnosu na nominalne vrednosti γj,1 i γj,2, respektivno, korix�e�em

relacije (4.43),

v) Odrediti potrebne du�ine digitalnih reqi za predstav	a�e ra-
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zlom	enih delova vrednosti koeficijenata γj,1 i γj,2.

Korak 5. Korix�e�em postupka opisanog u delu 4.2.2 odrediti potrebne

du�ine digitalnih reqi za predstav	a�e razlom	enih delova vrednosti koe-

ficijenata mno�aqa za sve mogu�e kombinacije naqina predstava prenosnih

funkcija sekcija svepropusnika prvog i drugog reda, pri qemu naqini pre-

dstava prenosnih funkcija i−te sekcije prvog reda i j−te sekcije drugog reda

pripadaju skupovima Φ
(i)
1 i Φ

(j)
2 . Konaqno, za optimalne naqine predstave

prenosne funkcije filtra svepropusnika frekvencija AL (z) usvojiti one za

koje je zbir potrebnih du�ina digitalnih reqi za predstav	a�e vrednosti

koeficijenata mno�aqa uskopojasnog rekurzivnog digitalnog filtra nepropu-

snika opsega minimalan.
bZavisno od vrednosti b0, b1, . . . , b7 i βj,1, βj,2, sistem koji qine jednaqine (4.47) i (4.48)

mo�e imati jedno, dva ili nemati rexe�a po nepoznatim nominalnim vrednostima koefici-

jenata mno�aqa u skupu R. Ukoliko postoje rexe�a, mogu�e ih je na�i u zatvorenom obliku,

Prilog B.

Jednom kada su optimalni naqini predstave prenosne funkcije AL (z) odre�eni,

realizacione strukture pojedinaqnih sekcija svepropusnika frekvencija prvog i

drugog reda mogu se odrediti primenom metoda ekstrakcije mno�aqa [30,47,48].

4.4.2 Primeri realizacije

U narednim primerima, za prenosne funkcije uskopojasnih rekurzivnih digitalnih

filtara nepropusnika opsega iz primera 4.1 i 4.2 i µp = µs = 0,01, bi�e odre�eni

optimalni naqini predstave prenosne funkcije filtra svepropusnika frekvencija

AL (z), realizovanog kaskadnom spregom nestandardnih sekcija svepropusnika prvog

i drugog reda, qijom se paralelnom vezom sa linijom za kax�e�e z−(L−2K) realizuje

uskopojasni filtar nepropusnik K opsega. Dodatno, korix�e�em metoda ekstra-

kcije mno�aqa [30, 47, 48] bi�e odre�ene realizacione strukture odgovaraju�ih se-

kcija svepropusnika frekvencija drugog reda. Treba imati u vidu da se sve pre-

dstave prenosne funkcije sekcije svepropusnika drugog reda iz skupa Φ2 ne mogu re-

alizovati kanoniqnom strukturom ukoliko je upotreb	en minimalan broj mno�aqa,

Prilog V.
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Primer 4.3 Pod pretpostavkom kaskadne realizacije filtra svepropusnika

frekvencija AL (z) iz primera 4.1 odrediti optimalne naqine predstave prenosne

funkcije, a zatim i realizacione strukture pojedinaqnih sekcija svepropusnika

frekvencija drugog reda.

U razmatranom primeru ima se da je L = 6, pri qemu prenosna funkcija AL (z) nema

realnih polova, tj. mo�e se predstaviti kaskadnom spregom tri sekcije svepropu-

snika frekvencija drugog reda

A2,j (z) =
βj,2 (γj,1, γj,2) + βj,1 (γj,1, γj,2) z

−1 + z−2

1 + βj,1 (γj,1, γj,2) z−1 + βj,2 (γj,1, γj,2) z−1
, j = 1, 2, 3,

gde se nominalne vrednosti koeficijenata mno�aqa direktnih realizacija pojedi-

naqnih sekcija: βj,1, βj,2, za j = 1, 2, 3, imaju�i u vidu relaciju (4.42), mogu oqitati

iz tabele 4.1.

Izvrxe�em algoritma razmatranog u delu 4.4.1 dobija se da optimalne

naqine predstava prenosne funkcije svepropusnika frekvencija AL (z) karakter-

ixu prenosne funkcije sekcija drugog reda date u tabeli 4.5, tj.

AL (z) = A
(k1)
2,1 (z) · A2,2 (z) · A(k2)

2,3 (z) ,

gde 1 ≤ k1 ≤ 4 i 1 ≤ k2 ≤ 3. Ukupan broj optimalnih predstava je jednak 12, ali je,

obzirom na vrednosti koeficijenta γ1,2 kod svih sekcija A
(k1)
2,1 , 1 ≤ k1 ≤ 4:

A
(1)
2,1 (z) = A

(2)
2,1 (z) = z−1

γ1,1 + z−1

1 + γ1,1z−1 + z−2
,

A
(3)
2,1 (z) = A

(4)
2,1 (z) = z−1

γ1,1 − 1 + z−2

1 + (γ1,1 − 1) z−1
,

te je stvaran broj optimalnih predstava jednak 6. Ukupan potreban broj mno�aqa

realizacione strukture je jednak L − 1 = 5, tj. sma�en je u odnosu na kaskadnu

realizaciju razmatranu u primeru 4.2. S tim u vezi, uskopojasni rekurzivni fi-

ltar nepropusnik opsega sa identiqnom amplitudskom karakteristikom i sni�enom

vrednox�u grupnog kax�e�a mo�e se realizovati eliminacijom po jednog kola za

kax�e�e iz prve sekcije drugog reda i linije za kax�e�e z−(L−2K).

Dodatno, i ukupan potreban broj bitova za predstav	a�e razlom	enih delova
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vrednosti koeficijenata je sma�en (29 prema 45), dok je potreban broj bitova za

predstav	a�e celih delova vrednosti koeficijenata jednak nuli.

Tab. 4.5: Primer 4.3. Sekcije svepropusnika frekvencija drugog reda, zaokru�ene vrednosti
koeficijenata mno�aqa i potrebne du�ine digitalnih reqi za predstav	a�e razlom	enih
delova vrednosti koeficijenata.

k A
(k)
2,1 (z) γ

(k)
1,1 γ

(k)
1,2 F

γ
(k)
1,1

F
γ
(k)
1,2

1
γ1,1γ1,2 + γ1,1z

−1 + z−2

1 + γ1,1z−1 + γ1,1γ1,2z−2
−0,015625 0 6 0

2
γ1,1 (1 + γ1,2) + γ1,1z

−1 + z−2

1 + γ1,1z−1 + γ1,1 (1 + γ1,2) z−2
−0,015625 −1 6 0

3
−γ1,2 (γ1,1 − 1) + (γ1,1 − 1) z−1 + z−2

1 + (γ1,1 − 1) z−1 − γ1,2 (γ1,1 − 1) z−2
0,984375 0 6 0

4
− (γ1,1 − 1) (γ1,2 − 1) + (γ1,1 − 1) z−1 + z−2

1 + (γ1,1 − 1) z−1 − (γ1,1 − 1) (γ1,2 − 1) z−2
0,984375 1 6 0

A2,2 (z) γ2,1 γ2,2 Fγ2,1 Fγ2,2

1− γ2,1
(
1− γ2,2

)
+
[
1 + γ2,1

(
2 + γ2,2

)]
z−1 + z−2

1 +
[
1 + γ2,1

(
2 + γ2,2

)]
z−1 +

[
1− γ2,1

(
1− γ2,2

)]
z−2

0,078125 −0,9375 6 4

k A
(k)
2,3 (z) γ

(k)
3,1 γ

(k)
3,2 F

γ
(k)
3,1

F
γ
(k)
3,2

1
−γ3,2 − (1 + γ3,1γ3,2) z

−1 + z−2

1− (1 + γ3,1γ3,2) z−1 − γ3,2z−2
−0,5869140625 −0,875 10 3

2
−γ3,2 + [−1 + γ3,2 (1 + γ3,1)] z

−1 + z−2

1 + [−1 + γ3,2 (1 + γ3,1)] z−1 − γ3,2z−2
−0,4130859375 −0,875 10 3

3
1 + γ3,2 + [−1 + γ3,1 (1 + γ3,2)] z

−1 + z−2

1 + [−1 + γ3,1 (1 + γ3,2)] z−1 + (1 + γ3,2) z−2
−0,5869140625 −0,125 10 3

Imaju�i u vidu relacije (4.51) i (4.52), kao i prenosne funkcije prikazane u

tabeli 4.5, mo�e se zak	uqiti da je funkcija apsolutne oset	ivosti amplitudske

karakteristike uskopojasnog rekurzivnog filtra nepropusnika opsega u najgorem

sluqaju za sve optimalne naqine predstava prenosne funkcije AL (z), ista, slika 4.7.

Kako je na osnovu tabele 4.5,

A
(3)
2,1 (z, γ1,1) = A

(1)
2,1 (z, γ1,1 − 1) ,

realizacione strukture sekcija A
(1)
2,1 (z) i A

(3)
2,1 (z) mogu se odrediti jedna iz druge,

tj. nepotrebno je odre�ivati obe metodom ekstrakcije mno�aqa. Isto va�i i za
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Sl. 4.7: Primer 4.3. Funkcija apsolutne oset	ivosti amplitudske karakteristike
uskopojasnog rekurzivnog digitalnog filtra nepropusnika opsega u najgorem sluqaju.

realizacione strukture sekcija A
(1)
2,3 (z), A

(2)
2,3 (z) i A

(3)
2,3 (z), obzirom da va�i:

A
(2)
2,3 (z, γ1, γ2) = A

(1)
2,3 (z, −1− γ1, γ2) ,

A
(3)
2,3 (z, γ1, γ2) = A

(1)
2,3 (z, γ1, −1− γ2) .

Jedan od mogu�ih naqina realizacije slede�e predstave uskopojasnog

rekurzivnog filtra nepropusnika opsega

H (z) =
1

2

[
z−2 + A

(1)
2,1 (z)A2,2 (z)A

(1)
2,3 (z)

]
u potpunosti je okarakterisan tabelom 4.6 i realizacionom strukturom sekcije

prvog reda, slika 4.3, qijom kaskadnom spregom sa z−1 se mo�e realizovati A(1)
2,1 (z).

Slab	e�e na centralnim frekvencijama nepropusnih opsega ovakve realizacije

ve�e je od 49 dB, pri qemu su realizacione strukture sekcija A2,2 (z) i A
(1)
2,3 (z)

prikazane na slikama 4.8 i 4.9. Treba uoqiti da obe strukture sadr�e integra-

tore 1/ (1− z−1), pri qemu su strukture koje sadr�e integratore poznate po niskoj

oset	ivosti na zaokru�iva�e vrednosti koeficijenata mno�aqa [55{57].
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Tab. 4.6: Primer 4.3. Jedna od mogu�ih vrednosti matrica T (definisana u delu A.2.1). Istoj
predstavi prenosne funkcije sekcije svepropusnika frekvencija drugog reda mo�e odgovarati
ve�i broj matrica T , tj. ista predstava prenosne funkcije mo�e se realizovati na vixe
naqina.

sekcija T

A
(1)
2,3 (z)


−z−1 1 1−z−1+z−2

1−z−1

0 0 z−1

1−z−1

−1− z−1 1 z−2

1−z−1



A2,2 (z)


1 −1 + z−2 0

1
1+z−1+z−2 −z−1 2−z−1

1+z−1+z−2 − 1
1+z−1+z−2

1 z−1
(
1 + z−1

)
0


xap [n]

yap [n]

b

b

b

b

b

bb

−

−

−

−

z−1

z−1

z−1

z−1

γ2,1 γ2,13

Sl. 4.8: Primer 4.3. Realizaciona struktura sekcije A2,2 (z) koja sadr�i 4 kola za
kax�e�e. Mno�e�e sa 3 realizuje se pomera�em i sabira�em.

Primer 4.4 Pod pretpostavkom kaskadne realizacije filtra svepropusnika

frekvencija AL (z) iz primera 4.2 odrediti sve optimalne naqine predstave

prenosne funkcije.

U razmatranom primeru ima se da je L = 11, pri qemu prenosna funkcija AL (z) ima

jedan realan pol, tj. mo�e se predstaviti kaskadnom spregom jedne sekcije prvog

A1,1 (z) =
η1 (ζ1) + z−1

1 + η1 (ζ1) z−1
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� z�1

z�1

�

�

�

�

��� xap [n]

yap [n]

�
(1)
3,1

�
(1)
3,2

Sl. 4.9: Primer 4.3. Kanoniqna realizaciona struktura sekcije A
(1)
2,3 (z).

i pet sekcija svepropusnika frekvencija drugog reda

A2,j (z) =
βj,2 (γj,1, γj,2) + βj,1 (γj,1, γj,2) z

−1 + z−2

1 + βj,1 (γj,1, γj,2) z−1 + βj,2 (γj,1, γj,2) z−1
, j = 1, 2, . . . , 5,

gde se nominalne vrednosti koeficijenata mno�aqa direktnih realizacija pojed-

inaqnih sekcija: η1 i βj,1, βj,2, za j = 1, 2, . . . , 5, imaju�i u vidu relaciju (4.42),

mogu oqitati iz tabele 4.3.

Izvrxe�em algoritma razmatranog u delu 4.4.1 dobija se da optimalne

naqine predstava prenosne funkcije svepropusnika frekvencija AL (z) karakter-

ixu prenosne funkcije sekcije prvog i sekcija drugog reda prikazane u tabeli 4.7,

tj.

AL (z) = A
(k1)
1,1 (z) · A(k2)

2,1 (z) · A2,2 (z) · A2,3 (z) · A2,4 (z) · A2,5 (z) ,

gde 1 ≤ k1 ≤ 2 i 1 ≤ k2 ≤ 5. Ukupan broj optimalnih predstava je oqigledno

jednak 10. Ukupan potreban broj bitova za predstav	a�e razlom	enih delova vre-

dnosti koeficijenata je sma�en (67 prema 92) u odnosu na sluqaj kada se sekcije

prvog i drugog reda realizuju direktno, primer 4.3, dok je potreban broj bitova za

predstav	a�e celih delova vrednosti koeficijenata jednak nuli.

Imaju�i u vidu relacije (4.50), (4.51) i (4.52), kao i sekcije svepropusnika

prikazane u tabeli 4.7, mo�e se zak	uqiti da svim naqinima predstave prenosne

funkcije svepropusnika frekvencija AL (z) ne odgovara razliqita funkcija apso-
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Tab. 4.7: Primer 4.4. Sekcije svepropusnika prvog i drugog reda, zaokru�ene vrednosti koefi-
cijenata mno�aqa i potrebne du�ine digitalnih reqi za predstav	a�e razlom	enih delova
vrednosti koeficijenata.

k A
(k)
1,1 (z) ζ

(k)
1 F

ζ
(k)
1

1
ζ1 + z−1

1 + ζ1z−1
0,45703125 8

2
1 + ζ1 + z−1

1 + (1 + ζ1) z−1
−0,54296875 8

A
(k)
2,1 (z)

[
γ
(k)
1,1

γ
(k)
1,2

] [
F
γ
(k)
1,1

F
γ
(k)
1,2

]

1
−γ1,1γ1,2 + [1 + γ1,1 (2 + γ1,2)] z

−1 + z−2

1 + [1 + γ1,1 (2 + γ1,2)] z−1 − γ1,1γ1,2z−2

[
−0,767578125

0,375

] [
9
3

]
2

−γ1,2 (1− γ1,1) + [γ1,1 + γ1,2 (1− γ1,1)] z−1 + z−2

1 + [γ1,1 + γ1,2 (1− γ1,1)] z−1 − γ1,2 (1− γ1,1) z−2

[
−0,53515625
−0,1875

] [
8
4

]
3

−γ1,2 (1− γ1,1) + [1− (1− γ1,1) (2− γ1,2)] z−1 + z−2

1 + [1− (1− γ1,1) (2− γ1,2)] z−1 − γ1,2 (1− γ1,1) z−2

[
0,232421875
−0,375

] [
9
3

]
4

−1 + γ1,1 − γ1,2 (1 + γ1,1) + γ1,2 (1 + γ1,1) z
−1 + z−2

1 + γ1,2 (1 + γ1,1) z−1 + [−1 + γ1,1 − γ1,2 (1 + γ1,1)] z−2

[
0,46484375
−0,5625

] [
8
4

]
5

(1− γ1,1) (1− γ1,2) + [γ1,1 − (1− γ1,1) (1− γ1,2)] z−1 + z−2

1 + [γ1,1 − (1− γ1,1) (1− γ1,2)] z−1 + (1− γ1,1) (1− γ1,2) z−2

[
−0,53515625

0,8125

] [
8
4

]

A2,2 (z)

[
γ2,1
γ2,2

] [
Fγ2,1
Fγ2,2

]
1− γ2,2 − γ2,1

(
1 + γ2,2

)
+ 2γ2,1

(
1 + γ2,2

)
z−1 + z−2

1 + 2γ2,1
(
1 + γ2,2

)
z−1 +

[
1− γ2,2 − γ2,1

(
1 + γ2,2

)]
z−2

[
0,09375
0,5625

] [
5
4

]

A2,3 (z)

[
γ3,1
γ3,2

] [
Fγ3,1
Fγ3,2

]
γ3,2 + γ3,1

(
1 + γ3,2

)
−
[
1− 2γ3,1

(
1 + γ3,2

)]
z−1 + z−2

1−
[
1− 2γ3,1

(
1 + γ3,2

)]
z−1 +

[
γ3,2 + γ3,1

(
1 + γ3,2

)]
z−2

[
0,71875

0,1025390625

] [
5
10

]

A2,4 (z)

[
γ4,1
γ4,2

] [
Fγ4,1
Fγ4,2

]
−γ4,2 − γ4,1

(
1 + γ4,2

)
−
[
1− 2

(
γ4,1 + γ4,2

)]
z−1 + z−2

1−
[
1− 2

(
γ4,1 + γ4,2

)]
z−1 −

[
γ4,2 + γ4,1

(
1 + γ4,2

)]
z−2

[
−0,9375
0,671875

] [
4
6

]

A2,5 (z)

[
γ5,1
γ5,2

] [
Fγ5,1
Fγ5,2

]
−γ5,1

(
1 + γ5,2

)
+ γ5,2 + 2γ5,1z

−1 + z−2

1 + 2γ5,1z−1 +
[
−γ5,1

(
1 + γ5,2

)
+ γ5,2

]
z−2

[
−0,29296875

0,46875

] [
8
5

]
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lutne oset	ivosti amplitudske karakteristike uskopojasnog rekurzivnog filtra

nepropusnika opsega u najgorem sluqaju, slika 4.10. Generalni zak	uqak

slo�enosti realizacione strukture (u smislu potrebnog broja bitova za pred-

stav	a�e razlom	enih delova vrednosti koeficijenata mno�aqa), na osnovu vre-

dnosti funkcije apsolutne oset	ivosti amplitudske karakteristike u najgorem

sluqaju, imaju�i u vidu slike 4.10 i 4.6, ne mo�e se izvesti.

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1
0

10

20

30

40

50

ω, rad

W
S
(ω

)

k1 ∈
{
1, 3

}

k1 ∈
{
2, 5

}

k1 = 4

Sl. 4.10: Primer 4.4. Funkcije apsolutne oset	ivosti amplitudske karakteristike
uskopojasnog rekurzivnog digitalnog filtra nepropusnika opsega u najgorem sluqaju.

Kako je na osnovu tabele 4.7,

A
(2)
1,1 (z, ζ1) = A

(1)
1,1 (z, 1 + ζ1) ,

realizacione strukture sekcija A
(2)
1,1 (z) i A

(1)
1,1 (z) mogu se odrediti jedna iz druge.

Isto va�i i za realizacione strukture sekcija A
(1)
2,1 (z) i A

(3)
2,1 (z), s obzirom da va�i,

tabela 4.7,

A
(3)
2,1 (z, γ1, γ2) = A

(1)
2,1 (z, −1 + γ1, −γ2) ,

kao i za realizacione strukture sekcija A
(2)
2,1 (z) i A

(5)
2,1 (z), jer je

A
(5)
2,1 (z, γ1, γ2) = A

(2)
2,1 (z, γ1, −1 + γ2) .

Jedan od naqina realizacije slede�e predstave prenosne funkcije uskopojasnog
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rekurzivnog filtra nepropusnika opsega

H (z) =
1

2

[
z−5 + A

(1)
1,1 (z)A

(1)
2,1 (z)A2,2 (z)A3,2 (z)A4,1 (z)A5,1 (z)

]
,

u potpunosti je okarakterisan tabelom 4.8 (realizaciona struktura sekcije A
(1)
1,1 (z)

prikazana je na slici 4.3), pri qemu je slab	e�e na centralnim frekvencijama

nepropusnih opsega ve�e od 47 dB. Realizacione strukture sekcija svepropusnika

drugog reda jednostavno je odrediti na osnovu pomenute tabele, pri qemu treba

voditi raquna da struktura ne sme sadr�ati kombinacione pet	e.

Tab. 4.8: Primer 4.4. Jedna od mogu�ih vrednosti matrica T na osnovu kojih se mogu odrediti
realizacione strukture pojedinaqnih sekcija svepropusnika drugog reda.

sekcija T

A
(1)
2,1 (z) , A2,5 (z)


z−1 1 0

2z−1 1−z−1

1+z−1
−2z−1

1+z−1
−1+z−1

1+z−1

1 + z−2 z−1 0

 ,


z−2
(
1− z−1

)2
1 + z−2

−1 + z−2 −z−1
(
2− z−1

)
z−2

1− z−2 1 + 2z−1 − z−2 −z−2



A2,2 (z) , A2,3 (z)


1 1−z−2

1+z−2
1−z−2

1+z−2

−1 −z−1 2−z−1

1+z−2 −z−1 2−z−1

1+z−2

−1 1+2z−2

1+z−2 z−2 1
1+z−2

 ,

−z−1 1+z−1+z−2

1−z−1
1−z−1+z−2

1−z−1

1 + z−1 −z−1 2+z−1

1−z−1
1−z−1−z−2

1−z−1

1 + z−1 −z−1 2+z−1

1−z−1 −z−2 1
1−z−1



A2,4 (z)


−z−1 1+z−1

1−z−1

(
1 + z−1

) (
1− 3z−1 + z−2

)
−1 + 3z−1 − z−2 z−1−2+z

−1

1−z−1 z−2
(
5− 5z−1 + z−2

)
− 1

1−z−1
1

(1−z−1)2
z−1−2+z

−1

1−z−1



4.5 Zak	uqak

Realizacione strukture uskopojasnih rekurzivnih filtara nepropusnika opsega,

razmatrane u ovom poglav	u, karakterixe paralelna veza linije za kax�e�e i

filtra svepropusnika frekvencija, qije su standardne i nestandardne realizaci-

one strukture razmatrane. Treba imati u vidu da standardni pristupi realizaciji,

pored �ihovog ograniqenog broja, predstav	aju ma�e ili vixe pogodno rexe�e u

opxtem sluqaju.

Za razliku od analognih mre�a, odstupa�e vrednosti elemenata realizacione
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strukture digitalnih mre�a, tj. vrednosti koeficijenata mno�aqa, od vrednosti

odre�enih u postupku sinteze posledica je zaokru�iva�a zbog qega mo�e uzimati

vrednosti iz diskretnog skupa. Dodatno, potreban broj bitova za predstav	a�e vre-

dnosti koeficijenata mno�aqa jako zavisi od samog pristupa zaokru�iva�u kao i

nominalnih vrednosti. S tim u vezi, analiza oset	ivosti karakteristika filtara

na zaokru�iva�e vrednosti elemenata realizacione strukture nema istu te�inu

kakvu ima kod analognih mre�a. Pomenuta tvrd�a ilustrovana je u primerima

4.4 i 4.2, gde je pokazano da loxijoj apsolutnoj oset	ivosti amplitudske karakte-

ristike uskopojasnog filtra nepropusnika opsega u najgorem sluqaju (primer 4.4)

odgovaraju ni�e potrebne du�ine digitalnih reqi za predstav	a�e vrednosti koe-

ficijenata mno�aqa.

Glavni doprinos ovog poglav	a jesu predlo�eni algoritam za sukce-

sivno odre�iva�e vrednosti koeficijenata mno�aqa predstav	enih u formatu

nepokretnog zareza (uz minimalne modifikacije mogu�a je �egova primena

i u sluqaju kada su vrednosti koeficijenata mno�aqa predstav	ene u for-

matu pokretnog zareza) koji koristi informaciju o ostvarenom odstupa�u ve�

zaokru�enih vrednosti od nominalnih, a zatim i algoritam za odre�iva�e opti-

malnih predstava prenosne funkcije filtra svepropusnika frekvencija (qijom pa-

ralelnom vezom sa linijom za kax�e�e se realizuje uskopojasni rekurzivni filtar

nepropusnik opsega), koji se realizuje kaskadnom spregom sekcija svepropusnika

prvog i drugog reda. Efikasnost predlo�enih algoritama ilustrovana je kroz qe-

tiri primera u kojima je pokazano da se nestandardnim realizacionim strukturama

mo�e posti�i znatno sma�e�e potrebnog broja bitova za predstav	a�e vrednosti

koeficijenata mno�aqa. Pomenuto sma�e�e je u oba primera pra�eno pove�a�em

broja kola za kax�e�e. Ukoliko postoji potreba za xto ni�im brojem kola za

kax�e�e, potrebno je iz skupa Φ2 eliminisati one predstave prenosne funkcije

sekcije svepropusnika frekvencija drugog reda za qiju realizaciju je potreban

pove�ani broj kola za kax�e�e (mada se to odra�ava na potreban broj bitova za

predstav	a�e vrednosti koeficijenata mno�aqa), xto se mo�e relativno jednos-

tavno ostvariti.

Mada matematiqki nije dokazano da je potreban uslov mogu�nosti realizacije

sa minimalnim brojem mno�aqa sekcije svepropusnika frekvencija drugog reda,
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deo A.2.1, ujedno i dovo	an, na osnovu velikog broja ura�enih primera name�e se

zak	uqak da se sve predstave (ili bar najve�i broj �ih) prenosne funkcije iz skupa

Φ2 mogu realizovati korix�e�em minimalno potrebnog broja mno�aqa.
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O
snovni nedostatak postoje�ih metoda sinteze uskopojasnih rekurzivnih di-

gitalnih filtara nepropusnika opsega predstav	a qi�enica da se �ihovom

primenom ne mo�e ostvariti potpuno zadovo	e�e specifikacija vezanih za

polo�aj centralnih frekvencija nepropusnih opsega, kao i zadatih xirina ne-

propusnih opsega definisanih za proizvo	nu vrednost slab	e�a na graniqnim

frekvencijama. Ukoliko su ostvarene xirine nepropusnih opsega xire od vredno-

sti zadatih specifikacijama dolazi do distorzije spektralnih komponenti ulaznog

signala u okolini graniqnih frekvencija nepropusnih opsega, dok u�e ostvarene

xirine nepropusnih opsega od vrednosti zadatih specifikacijama obiqno prati

pove�ana vrednost modula pola prenosne funkcije najbli�eg jediniqnoj kru�nici,

xto za posledicu ima dugo vreme potrebno za potiskiva�e sinusoidalnih smet�i

frekvencija jednakih centralnim frekvencijama nepropusnih opsega.

Sa druge strane, primenom u disertaciji predlo�enih metoda posti�e se

striktno zadovo	e�e svih specifikacija amplitudske karakteristike filtra po

ceni pove�anog reda filtra svepropusnika frekvencija, kojim je u potpunosti

okarakterisan uskopojasni rekurzivni filtar nepropusnik opsega, u pore�e�u

sa postoje�im metodima. Ve�ina predlo�enih metoda pru�a mogu�nost dodatnog

pobo	xa�a amplitudske karakteristike filtra u propusnim opsezima pove�a�em

reda filtra svepropusnika frekvencija, qime se posti�e i sma�e�e grexke li-

nearnosti fazne karakteristike uskopojasnog filtra nepropusnika opsega u pro-

pusnim opsezima. Sa druge strane, pomenuto pove�a�e reda filtra svepropusnika
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frekvencija koje je pra�eno pove�a�em nagiba fazne karakteristike uskopojasnog

filtra nepropusnika opsega, a time i vrednosti karakteristike grupnog kax�e�a

filtra, nije uvek pra�eno du�im vremenom potrebnim za potiskiva�e sinusoidal-

nih smet�i u pore�e�u sa postoje�im metodima (qija primena rezultuje u�im xiri-

nama nepropusnih opsega od vrednosti zadatih specifikacijama amplitudske kara-

kteristike filtra) xto je u disertaciji ilustrovano softverskom implementaci-

jom odre�enog broja uskopojasnih filtara nepropusnika opsega.

Izbor korix�enog metoda sinteze rekurzivnog uskopojasnog digitalnog filtra

nepropusnika jednog ili vixe opsega svakako je stvar kompromisa izme�u �e	ene

linearnosti fazne karakteristike filtra koja je u direktnoj vezi sa amplitudskom

karakteristikom, vrednosti reda filtra svepropusnika frekvencija, maksimalne

dozvo	ene talasnosti amplitudske karakteristike filtra i maksimalne vrednosti

modula polova.

Realizacione strukture uskopojasnih rekurzivnih filtara nepropusnika

opsega, razmatrane u disertaciji, karakterixe paralelna veza linije za kax�e�e

i filtra svepropusnika frekvencija qije su standardne i nestandardne realiza-

cione strukture razmatrane. Za razliku od analognih mre�a gde su odstupa�a

vrednosti elemenata realizacione strukture od nominalnih vrednosti posle-

dica tehnoloxkog procesa proizvod�e istih, pri qemu je ovo odstupa�e sluqajna

promen	iva i mo�e se govoriti samo o �enoj maksimalnoj apsolutnoj ili rela-

tivnoj vrednosti, kod digitalnih struktura odstupa�e vrednosti elemenata reali-

zacione strukture (tj. vrednosti koeficijenata mno�aqa) od vrednosti odre�enih

u postupku sinteze prenosne funkcije posledica je zaokru�iva�a, zbog qega

mo�e uzimati vrednost iz diskretnog skupa. S tim u vezi, pokazano je da je iz-

bor pristupa zaokru�iva�u vrednosti koeficijenata od suxtinskog znaqaja pri-

likom odre�iva�a potrebnog broja bitova za predstav	a�e vrednosti koeficijenta

mno�aqa.

U disertaciji je predlo�en algoritam koji u svakom koraku vrxi zaokru�iva�e

po jedne vrednosti koeficijenta mno�aqa, koriste�i informaciju o ostvarenom

odstupa�u prethodno odre�enih zaokru�enih vrednosti koeficijenata mno�aqa

od nominalnih vrednosti, a sa ci	em dobija�a u zbiru xto je mogu�e ni�e

potrebnog broja bitova za predstav	a�e razlom	enih delova vrednosti koeficije-
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nata mno�aqa. Efikasnost pomenutog algoritma potvr�ena je kroz vixe primera

gde je izvrxeno pore�e�e sa pristupom najqex�e korix�enim u praksi (koji se

zasniva na pretpostavci jednakih du�ina digitalnih reqi za predstav	a�e vre-

dnosti koeficijenta, pri qemu se za potrebnu du�inu usvaja najma�a za koju ne

dolazi do degradacije amplitudske karakteristike filtra), kao i pristupom koji

polazi od pretpostavke jednakih maksimalnih apsolutnih odstupa�a vrednosti koe-

ficijenata od nominalnih vrednosti.

Konaqno, u disertaciji predlo�eni algoritam odre�iva�a optimalnih pre-

dstava prenosne funkcije filtra svepropusnika frekvencija (koji u potpunosti

karakterixe uskopojasni rekurzivni filtar nepropusnik opsega), realizovanog

kaskadnom spregom nestandardnih sekcija svepropusnika frekvencija prvog i dru-

gog reda, pru�a mogu�nost dobija�a realizacionih struktura koje odlikuje niska

sred�a potrebna du�ina digitalnih reqi za predstav	a�e vrednosti koeficije-

nata mno�aqa.

Da	a istra�iva�a vezana za razmatra�e realizacionih struktura mogu i�i u

smeru usavrxava�a predlo�enog ili iznala�e�u novih pristupa zaokru�iva�u

vrednosti koeficijenata mno�aqa, kao i pobo	xa�u algoritma za odre�iva�e op-

timalnih (za usvojene razliqite kriterijume optimalnosti) predstava prenosne

funkcije filtra svepropusnika frekvencija. Sa druge strane, da	a istra�iva�a

vezana za sintezu uskopojasnih rekurzivnih filtara nepropusnika opsega mogu se

zasnivati na uk	uqiva�u mogu�nosti kontrole vrednosti modula polova prenosne

funkcije filtra u predlo�enim metodima, kao i razvoju novih metoda sinteze koje

polaze od paralelne veze linije za kax�e�e i filtra svepropusnika frekvencija

sa vixestrukim polovima.
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Prilog A

Predstave prenosnih funkcija

sekcija svepropusnika

frekvencija prvog i drugog reda

koje pripadaju skupovima Φ1 i Φ2

A.1 Odre�iva�e predstava prenosne funkcije

svepropusnika frekvencija prvog reda

u skupu Φ1

U skupu Φ1 ne mogu se na�i sve predstave prenosne funkcije sekcije svepropusnika

frekvencija prvog reda oblika datog desnom stranom relacije (4.44) koji �e u nas-

tavku biti oznaqen sa G1 (z, c, ζ):

G1 (z, c, ζ) =
c0 + c1ζ + z−1

1 + (c0 + c1ζ) z−1
, (A.1)

gde c0, c1 ∈
{
− 1, 0, 1

}
, tj. broj elemenata skupa Φ1 nije jednak broju mogu�ih

vrednosti vektora c =
[
c0, c1

]
, s obzirom da postoje kombinacije vrednosti c0 i c1

koje ne rezultuju:

• Prenosnom funkcijom prvog reda sa jednim mno�aqem. S tim u vezi, u skupu
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A.2. Odre�iva�e predstava prenosne funkcije svepropusnika frekvencija drugog
reda u skupu Φ2

Φ1 mogu se na�i samo one predstave prenosne funkcije svepropusnika prvog

reda za koje va�i

c1 6= 0. (A.2)

• Suxtinski razliqitom predstavom prenosne funkcije prvog reda, koja se

ogleda u tome da vrednosti koeficijenata mno�aqa razliqitih predstava nisu

jednake po apsolutnoj vrednosti. Naime, slede�e predstave prenosne funkcije

sekcije svepropusnika frekvencija prvog reda

G1 (z, c, ζ) , G1

(
z,
[
c0, −c1

]
, ζ
)

= G1 (z, c, −ζ) ,

su ekvivalentne, i po naqinu realizacije i po broju bitova potrebnom za pred-

stav	a�e razlom	enih delova vrednosti koeficijenata mno�aqa.

Imaju�i prethodno u vidu, pokazuje se da je broj elemenata skupa Φ1 jednak 3:

Φ1 =

{
1 + ζ + z−1

1 +
(
1 + ζ

)
z−1

,
ζ + z−1

1 + ζz−1
,

−1 + ζ + z−1

1 +
(
− 1 + ζ

)
z−1

}
, (A.3)

pri qemu je realizacija svih dobijenih predstava mogu�a uz korix�e�e jednog

mno�aqa i jednog kola za kax�e�e [51].

A.2 Odre�iva�e predstava prenosne funkcije

svepropusnika frekvencija drugog reda

u skupu Φ2

U skupu Φ2 ne mogu se na�i sve predstave prenosne funkcije sekcije svepropusnika

frekvencija drugog reda oblika datog desnom stranom relacije (4.45) koji �e u

nastavku biti oznaqen sa G2 (z, b, γ1, γ2):

G2 (z, b, γ1, γ2) =
b4 + b5γ1 + b6γ2 + b7γ1γ2 +

(
b0 + b1γ1 + b2γ2 + b3γ1γ2

)
z−1 + z−2

1 +
(
b0 + b1γ1 + b2γ2 + b3γ1γ2

)
z−1 +

(
b4 + b5γ1 + b6γ2 + b7γ1γ2

)
z−2

,

(A.4)
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A.2. Odre�iva�e predstava prenosne funkcije svepropusnika frekvencija drugog
reda u skupu Φ2

gde b1, b2, b3 ∈
{
− 2, −1, 0, 1, 2

}
, dok b0, b4, b5, b6, b7 ∈

{
− 1, 0, 1

}
, tj. broj eleme-

nata skupa Φ2 nije jednak broju mogu�ih vrednosti vektora b =
[
b0, b1, . . . , b7

]
,

odnosno 53 · 35 = 30375, s obzirom da postoje kombinacije koje ne rezultuju:

• Prenosnom funkcijom drugog reda sa dva mno�aqa. S tim u vezi, u skupu Φ2

mogu se na�i samo one predstave prenosne funkcije svepropusnika drugog reda

za koje va�i:

∣∣b1∣∣+
∣∣b3∣∣+

∣∣b5∣∣+
∣∣b7∣∣ 6= 0, (A.5)∣∣b2∣∣+

∣∣b3∣∣+
∣∣b6∣∣+

∣∣b7∣∣ 6= 0, (A.6)

inaqe koeficijenti γ1 i γ2 ne figurixu u prenosnoj funkciji, respektivno.

• Prenosnom funkcijom u qijem imeniocu koeficijenti uz z−1 i z−2 nisu ce-

lobrojne konstante. Pomenuto povlaqi da se u skupu Φ2 mogu na�i samo one

predstave prenosne funkcije za koje va�i:

∣∣b1∣∣+
∣∣b2∣∣+

∣∣b3∣∣ 6= 0, (A.7)∣∣b5∣∣+
∣∣b6∣∣+

∣∣b7∣∣ 6= 0. (A.8)

• Prenosnom funkcijom gde γ1γ2 ne igra ulogu jednog mno�aqa, xto povlaqi da

se skupu Φ2 mogu na�i samo one predstave za koje va�i:

∣∣b1∣∣+
∣∣b2∣∣+

∣∣b5∣∣+
∣∣b6∣∣ 6= 0. (A.9)

• Linearnom nezavisnox�u vektora (b1, b2, b3) i (b5, b6, b7). U suprotnom, tj.

ukoliko su pomenuti vektori linearno zavisni, koliqnik

b1γ1 + b2γ2 + b3γ1γ2
b5γ1 + b6γ2 + b7γ1γ2

jednak je konstanti nezavisno od vrednosti koeficijenata mno�aqa. Pomenuto

povlaqi da se u skupu Φ2 mogu na�i samo one predstave prenosnih funkcija

sekcija drugog reda za koje va�i:

∣∣∣b2b7 − b3b6∣∣∣+
∣∣∣b3b5 − b1b7∣∣∣+

∣∣∣b1b6 − b2b5∣∣∣ 6= 0. (A.10)
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A.2. Odre�iva�e predstava prenosne funkcije svepropusnika frekvencija drugog
reda u skupu Φ2

• Suxtinski razliqitom predstavom prenosne funkcije, koja se ogleda u tome

da vrednosti koeficijenata mno�aqa razliqitih predstava nisu jednake po

apsolutnoj vrednosti. Naime, slede�e predstave prenosne funkcije sekcije

svepropusnika frekvencija drugog reda su ekvivalentne, i po naqinu reali-

zacije i po broju bitova potrebnom za predstav	a�e razlom	enih delova vre-

dnosti koeficijenata mno�aqa:

G2 (z, b, γ1, γ2) ,

G2

(
z,
[
b0, −b1, b2, −b3, b4, −b5, b6, −b7

]
, γ1, γ2

)
= G2 (z, b, −γ1, γ2) ,

G2

(
z,
[
b0, b1, −b2, −b3, b4, b5, −b6, −b7

]
, γ1, γ2

)
= G2 (z, b, γ1, −γ2) ,

G2

(
z,
[
b0, −b1, −b2, b3, b4, −b5, −b6, b7

]
, γ1, γ2

)
= G2 (z, b, −γ1, −γ2) ,

G2

(
z,
[
b0, b2, b1, b3, b4, b6, b5, b7

]
, γ1, γ2

)
= G2 (z, b, γ2, γ1) ,

G2

(
z,
[
b0, −b2, b1, −b3, b4, −b6, b5, −b7

]
, γ1, γ2

)
= G2 (z, b, −γ2, γ1) ,

G2

(
z,
[
b0, b2, −b1, −b3, b4, b6, −b5, −b7

]
, γ1, γ2

)
= G2 (z, b, γ2, −γ1) ,

G2

(
z,
[
b0, −b2, −b1, b3, b4, −b6, −b5, b7

]
, γ1, γ2

)
= G2 (z, b, −γ2, −γ1) .

Prethodnim uslovima i ekvivalencijama je broj mogu�ih predstava prenosne

funkcije svepropusnika frekvencija drugog reda sma�en sa 30375 na 3870. Do-

datni uslov koji se postav	a pred predstavu prenosne funkcije iz skupa Φ2

jeste ispu�enost potrebnog uslova mogu�nosti realizacije sa minimalnim bro-

jem mno�aqa, zbog qega je potrebno razmotriti metod ekstrakcije mno�aqa [47]

prime�en na problem odre�iva�a realizacionih struktura sa minimalnim brojem

mno�aqa sekcija svepropusnika frekvencija drugog reda [30, 48]. U da	em razma-

tra�u je dato jedno uopxte�e metoda ekstrakcije mno�aqa prime�enog na pomenuti

problem, na osnovu kojeg je izveden uslov koji moraju zadovo	avati vrednosti ve-

ktora b kako bi realizacija sa minimalnim brojem mno�aqa bila mogu�a.
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A.2. Odre�iva�e predstava prenosne funkcije svepropusnika frekvencija drugog
reda u skupu Φ2

A.2.1 Potreban uslov mogu�nosti realizacije sa

minimalnim brojem mno�aqa sekcije svepropusnika

frekvencija drugog reda

Postupak odre�iva�a realizacionih struktura sa minimalnim brojem mno�aqa

sekcije svepropusnika drugog reda polazi od predstave realizacione strukture

prikazane na slici A.1, gde je sa α oznaqena mre�a koja mo�e sadr�ati samo sabi-

raqe i kola za kax�e�e i u potpunosti je odre�ena matricom T =
[
tij

]
3×3

, qime se

problem odre�iva�a realizacione strukture svodi na problem nala�e�a vrednosti

elemenata matrice T .

α

γ1

γ2

wγ1 [n]

wγ2 [n]

uγ1 [n]

uγ2 [n]

xap [n] yap [n]

Sl. A.1: Predstava realizacione strukture sa minimalnim brojem mno�aqa sekcije
svepropusnika frekvencija drugog reda [30,48].

Korix�e�em relacije
Yap (z)

Wγ1 (z)

Wγ2 (z)

 =


t11 t12 t13

t21 t22 t23

t31 t32 t33

 ·

Xap (z)

Uγ1 (z)

Uγ2 (z)

 , (A.11)

gde su sa Wγ1 (z), Uγ1 (z), Wγ2 (z), Uγ2 (z) oznaqene Z−transformacije signala na

ulazu i izlazu mno�aqa γ1 i γ2, respektivno, pri qemu oqigledno va�iUγ1 (z)

Uγ2 (z)

 =

γ1 0

0 γ2

 ·
Wγ1 (z)

Wγ2 (z)

 , (A.12)
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A.2. Odre�iva�e predstava prenosne funkcije svepropusnika frekvencija drugog
reda u skupu Φ2

za prenosnu funkciju mre�e sa slike A.1 mo�e se pisati

G2 (z) =
Yap (z)

Xap (z)
=
t11 + γ1

(
t12t21 − t11t22

)
+ γ2

(
t13t31 − t11t33

)
+ γ1γ2 detT

1− γ1t22 − γ2t33 + γ1γ2
(
t22t33 − t23t32

) . (A.13)

U ci	u pore�e�a ove relacije sa prenosnom funkcijom sekcije svepropusnika dru-

gog reda, relacija (A.4), ovu drugu treba preformulisati:

G2 (z) =
b4+b0z−1+z−2

1+b0z−1+b4z−2 + γ1
b5+b1z−1

1+b0z−1+b4z−2 + γ2
b6+b2z−1

1+b0z−1+b4z−2 + γ1γ2
b7+b3z−1

1+b0z−1+b4z−2

1 + γ1z−1
b1+b5z−1

1+b0z−1+b4z−2 + γ2z−1
b2+b6z−1

1+b0z−1+b4z−2 + γ1γ2z−1
b3+b7z−1

1+b0z−1+b4z−2

, (A.14)

pa se, nakon pore�e�a, za vrednosti elemenata t11, t22 i t33 dobija da va�i:

t11 =
b4 + b0z

−1 + z−2

1 + b0z−1 + b4z−2
, (A.15)

t22 = −z−1 b1 + b5z
−1

1 + b0z−1 + b4z−2
, (A.16)

t33 = −z−1 b2 + b6z
−1

1 + b0z−1 + b4z−2
, (A.17)

dok za vrednosti preostalih elemenata matrice T vredi

detT =
b7 + b3z

−1

1 + b0z−1 + b4z−2
, (A.18)

t22t33 − t23t32 = z−1
b3 + b7z

−1

1 + b0z−1 + b4z−2
, (A.19)

t12t21 − t11t22 =
b5 + b1z

−1

1 + b0z−1 + b4z−2
, (A.20)

t13t31 − t11t33 =
b6 + b2z

−1

1 + b0z−1 + b4z−2
. (A.21)

Posled�e tri relacije se korix�e�em relacija (A.15), (A.16) i (A.17) mogu

napisati u slede�em obliku

t23t32 = θ23 (z, b) = z−1
−b3 + λ0z

−1 + λ1z
−2 + λ2z

−3

(1 + b0z−1 + b4z−2)
2 , (A.22)

t12t21 = θ12 (z, b) =
(
1− z−2

) b5 (1 + z−2) + λ3z
−1

(1 + b0z−1 + b4z−2)
2 , (A.23)

t13t31 = θ13 (z, b) =
(
1− z−2

) b6 (1 + z−2) + λ4z
−1

(1 + b0z−1 + b4z−2)
2 , (A.24)
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A.2. Odre�iva�e predstava prenosne funkcije svepropusnika frekvencija drugog
reda u skupu Φ2

gde je

λ0 = b1b2 − b0b3 − b7, λ1 = b1b6 − b0b7 + b2b5 − b3b4,

λ2 = b5b6 − b4b7, λ3 = b1 (1− b4) + b0b5, λ4 = b2 (1− b4) + b0b6,

dok se uvrxtava�em (A.15), (A.16), (A.17), (A.22), (A.23) i (A.24) u relaciju (A.18)

dobija

t12t23t31 + t13t21t32 = Θ (z, b) =
(
1− z−2

) b7 + λ5z
−1 + λ6z

−2 + λ7z
−3 + λ8z

−4

(1 + b0z−1 + b4z−2)
3 , (A.25)

gde je

λ5 = b3 (1− b4) + 2b0b7 − b1b6 − b2b5,

λ6 = (b0b3 − 2b1b2) (1− b4)− b0 (b1b6 + b2b5) + b7
(
1 + b4 + b20

)
− 2b5b6,

λ7 = b0b7 (1 + b4) + b3b4 (1− b4) + (b1b6 + b2b5) (b4 − 2)− 2b0b5b6,

λ8 = b4b7 − 2b5b6.

Treba primetiti da u relacijama (A.22), (A.23), (A.24) i (A.25) figurixu samo

vrednosti 6 nepoznatih elemenata matrice T , tj. ne figurixu t11, t22 i t33 odre�eni

relacijama (A.15), (A.16) i (A.17).

U ci	u odre�iva�a potrebnog uslova koji moraju zadovo	iti vrednosti ve-

ktora b, kako bi realizacija sa minimalnim brojem mno�aqa bila mogu�a, uzima

se u razmatra�e proizvod qlanova koji u zbiru qine levu stranu relacije (A.25),

t12t23t31t13t21t32, koji se korix�e�em relacija (A.22), (A.23) i (A.24) mo�e se

napisati u obliku

t12t23t31t13t21t32 = θ23 (z, b) θ12 (z, b) θ13 (z, b) . (A.26)

Prethodna relacija se korix�e�em (A.25) svodi na kvadratnu jednaqinu po nepo-

znatom proizvodu t12t23t31:

(
t12t23t31

)2 − (t12t23t31)Θ (z, b) + θ23 (z, b) θ12 (z, b) θ13 (z, b) = 0, (A.27)
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A.2. Odre�iva�e predstava prenosne funkcije svepropusnika frekvencija drugog
reda u skupu Φ2

qija su rexe�a odre�ena sa

t12t23t31 =
1

2

[
Θ (z, b)±

√
Θ2 (z, b)− 4θ23 (z, b) θ12 (z, b) θ13 (z, b)

]
. (A.28)

Imaju�i u vidu prethodnu relaciju, kao i qi�enicu da su vrednosti ele-

menata matrice T racionalne polinomske funkcije, potreban uslov koji

moraju zadovo	iti vrednosti vektora b kako bi prenosna funkcija (A.4)

mogla biti realizovana korix�e�em minimalnog broja mno�aqa jeste da√
Θ2 (z, b)− 4θ23 (z, b) θ12 (z, b) θ13 (z, b) bude racionalna polinomska funkcija.

Smenom izraza za θ12 (z, b), θ23 (z, b), θ13 (z, b) i Θ (z, b), relacije (A.22), (A.23),

(A.24) i (A.25), respektivno, potreban uslov svodi se na uslov predstav	a�a

slede�eg polinoma qetvrtog reda:

Q (z, b) = b27 + λ′z−1 + λ′′z−2 + λ′z−3 + b27z
−4 (A.29)

kvadratom trinoma, gde je

λ′ = 2b7 (b3 − b3b4 + b0b7 − b1b6 − b2b5) + 4b3b5b6,

λ′′ = 2b27 + (b3 − b3b4 + b0b7 − b1b6 − b2b5)2

+ 4 (1− b4) (b1b3b6 + b2b3b5 − b1b2b7)

+ 4b5b6 (b0b3 − b1b2) .

Obzirom da jeQ (z, b) reciproqni polinom, mogu�a je predstava kvadratom trinoma,

ukoliko va�i:

1. Za b7 = 0, λ′ mora biti nula, tj.

b3b5b6 = 0. (A.30)

Dodatno, mora va�iti
√
λ′′ ∈ N0. (A.31)

2. Ukoliko je b7 6= 0, mora va�iti

(
λ′

2b7

)2

= λ′′ − 2b27. (A.32)
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A.2. Odre�iva�e predstava prenosne funkcije svepropusnika frekvencija drugog
reda u skupu Φ2

Konaqno, eliminacijom predstava prenosne funkcije svepropusnika frekve-

ncija drugog reda za koje nije ispu�en uslov mogu�nosti realizacije sa minima-

lnim brojem mno�aqa, dobija se da je broj elemenata skupa Φ2 jednak 1920, pri qemu

svi naqini predstave koji se mogu dobiti postupkom opisanim u radu [53] pripadaju

ovom skupu.
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Prilog B

Odre�iva�e vrednosti

koeficijenata mno�aqa

razliqitih predstava prenosne

funkcije svepropusnika

frekvencija drugog reda

iz skupa Φ2

A
lgoritam za odre�iva�e optimalnih predstava prenosnih funkcija filtra

svepropusnika frekvencija, deo 4.4.1, u koraku 4 zahteva odre�iva�e nomi-

nalnih vrednosti koeficijenata mno�aqa svih predstava prenosnih funkcija iz

skupa Φ2, a u funkciji nominalnih vrednosti koeficijenata mno�aqa direktne re-

alizacije sekcije svepropusnika frekvencija drugog reda. Drugim reqima, imaju�i

u vidu relacije (4.47) i (4.48), potrebno je rexiti, u opxtem sluqaju, sistem od dve

nelinearne jednaqine

b0 + b1γ1 + b2γ2 + b3γ1γ2 = β1, (B.1)

b4 + b5γ1 + b6γ2 + b7γ1γ2 = β2, (B.2)
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B. Odre�iva�e vrednosti koeficijenata mno�aqa razliqitih predstava prenosne
funkcije svepropusnika frekvencija drugog reda iz skupa Φ2

po nepoznatim koeficijentima γ1 i γ2, pri qemu su vrednosti b0, b1, . . . , b7 odre�ene

naqinom predstave prenosne funkcija sekcije svepropusnika drugog reda iz skupa

Φ2.

Imaju�i u vidu relaciju (A.5), bez uma�e�a opxtosti mo�e se usvojiti da je∣∣b1∣∣+
∣∣b3∣∣ 6= 0, pa se relacija (B.1) mo�e napisati u slede�em obliku

γ1 =
β1 − b0 − b2γ2
b1 + b3γ2

. (B.3)

Zamenom (B.3) u (B.2), nakon kra�eg sre�iva�a, dobija se kvadratna jednaqina po

nepoznatom koeficijentu γ2:

α2γ
2
2 + α1γ2 + α0 = 0, (B.4)

gde je

α2 = b3b6 − b2b7,

α1 = − b2b5 + b1b6 + b7
(
β1 − b0

)
+ b3

(
b4 − β2

)
,

α0 = b1
(
b4 − β2

)
+ b5

(
β1 − b0

)
.

U ci	u nala�e�a rexe�a po nepoznatim nominalnim vrednostima koeficijenata

mno�aqa γ1 i γ2, pri qemu treba imati u vidu da broj rexe�a sistema jednaqina nije

nu�no jednak broju rexe�a po nominalnim vrednostima koeficijenata mno�aqa,

mogu se razlikovati qetiri sluqaja:

a) α2 = 0, dobija se slede�e rexe�e po nepoznatim nominalnim vrednostima

koeficijenata mno�aqa:

γ2 = −α0

α1

, γ1 =
b2α0 + α1

(
β1 − b0

)
b1α1 − b3α0

. (B.5)

b) α2
1−4α0α2 = 0, kvadratna jednaqina (B.4) mo�e se predstaviti u vidu kvadrata

binoma, te je rexe�em sistema jednaqina odre�eno jedno rexe�e po nepoznatim

nominalnim vrednostima γ1 i γ2:

γ2 = − α1

2α2

, γ1 =
b2α1 + 2α2

(
β1 − b0

)
2b1α2 − b3α1

. (B.6)

v) α2
1− 4α0α2 > 0, jedno ili oba rexe�a sistema jednaqina predstav	aju rexe�e
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B. Odre�iva�e vrednosti koeficijenata mno�aqa razliqitih predstava prenosne
funkcije svepropusnika frekvencija drugog reda iz skupa Φ2

po nepoznatim nominalnim vrednostima koeficijenata mno�aqa. Ukoliko je

b1 = b2 i b5 = b6, dobija se jedno rexe�e:

γ2 =
−α1 +

√
α2
1 − 4α0α2

2α2

, γ1 =

2α2

(
β1 − b0

)
− b2

[
−α1 +

√
α2
1 − 4α0α2

]
2b1α2 + b3

[
−α1 +

√
α2
1 − 4α0α2

] ,

(B.7)

dok se u suprotnom dobijaju dva rexe�a od kojih je jedno odre�eno prethodnom

relacijom, dok je drugo oblika:

γ2 = −α1 +
√
α2
1 − 4α0α2

2α2

, γ1 =

2α2

(
β1 − b0

)
+ b2

[
α1 +

√
α2
1 − 4α0α2

]
2b1α2 − b3

[
α1 +

√
α2
1 − 4α0α2

] .

(B.8)

g) α2
1 − 4α0α2 < 0, sistem jednaqina nema rexe�a po nepoznatim nominalnim

vrednostima koeficijenata.
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Prilog V

Nemogu�nost kanoniqne

realizacije sa minimalnim brojem

mno�aqa svih predstava prenosne

funkcije svepropusnika

frekvencija drugog reda

iz skupa Φ2

N
a slici V.1 prikazana je predstava kanoniqne realizacione strukture sa mi-

nimalnim brojem mno�aqa sekcije svepropusnika frekvencija drugog reda,

pri qemu je sa ξ2 oznaqena mre�a sabiraqa sa 5 ulaza i 5 izlaza, koja je u po-

tpunosti odre�ena matricom Pξ2 =
[
pij

]
5×5

. Jasno je da vrednosti elemenata pij

moraju ispu�avati odre�ene uslove kako bi rezultuju�a prenosna funkcija odgo-

varala filtru svepropusniku frekvencija drugog reda.

Kako realizaciona struktura ne sme sadr�ati kombinacione pet	e to p44, p55 i

p54 · p45 moraju biti jednaki nuli. Bez gubitka opxtosti usvoji�emo da je p54 = 0,
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V. Nemogu�nost kanoniqne realizacije sa minimalnim brojem mno�aqa svih

predstava prenosne funkcije svepropusnika frekvencija drugog reda iz skupa Φ2

ξ2

γ1 γ2

z−1 z−1

wγ1 [n] wγ2 [n]

wz1 [n] wz2 [n]

uγ1 [n] uγ2 [n]

uz1 [n] uz2 [n]

xap [n] yap [n]

Sl. V.1: Predstava kanoniqne realizacije sa minimalnim brojem mno�aqa sekcije
svepropusnika frekvencija drugog reda [53].

pa se korix�e�em relacije:

Yap (z)

Wz1 (z)

Wz2 (z)

Wγ1 (z)

Wγ2 (z)


=



p11 p12 p13 p14 p15

p21 p22 p23 p24 p25

p31 p32 p33 p34 p35

p41 p42 p43 0 p45

p51 p52 p53 0 0


·



Xap (z)

Uz1 (z)

Uz2 (z)

Uγ1 (z)

Uγ2 (z)


, (V.1)

gde su sa Wz1 (z), Uz1 (z), Wz2 (z), Uz2 (z) oznaqene Z−transformacije signala na

ulazu i izlazu prvog i drugog kola za kax�e�e, respektivno, dok su sa Wγ1 (z),

Uγ1 (z), Wγ2 (z), Uγ2 (z) oznaqene Z−transformacije signala na ulazu i izlazu

mno�aqa γ1 i γ2, pri qemu va�i:
Uz1 (z)

Uz2 (z)

Uγ1 (z)

Uγ2 (z)

 =


z−1 0 0 0

0 z−1 0 0

0 0 γ1 0

0 0 0 γ2

 ·

Wz1 (z)

Wz2 (z)

Wγ1 (z)

Wγ2 (z)

 , (V.2)

za prenosnu funkciju mre�e sa slike V.1 mo�e se pisati

G2 (z) =
Yap (z)

Xap (z)
= p11 +


p12

p13

p14

p15



T

·


z − p22 −p23 −p24 −p25
−p32 z − p33 −p34 −p35
−p42 −p43 γ−11 −p45
−p52 −p53 0 γ−12



−1

·


p21

p31

p41

p51

 . (V.3)
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V. Nemogu�nost kanoniqne realizacije sa minimalnim brojem mno�aqa svih

predstava prenosne funkcije svepropusnika frekvencija drugog reda iz skupa Φ2

Nakon kra�eg sre�iva�a, G2 (z) se mo�e predstaviti u obliku

G2 (z) =
g′4 + g′5γ1 + g′6γ2 + g′7γ1γ2 +

(
g′0 + g′1γ1 + g′2γ2 + g′3γ1γ2

)
z−1

1 +
(
g0 + g1γ1 + g2γ2 + g3γ1γ2

)
z−1 +

(
g4 + g5γ1 + g6γ2 + g7γ1γ2

)
z−2

+

(
g8 + g9γ1 + g10γ2 + g11γ1γ2

)
z−2

1 +
(
g0 + g1γ1 + g2γ2 + g3γ1γ2

)
z−1 +

(
g4 + g5γ1 + g6γ2 + g7γ1γ2

)
z−2

,

(V.4)

pri qemu je, u ci	u dokaziva�a nemogu�nosti kanoniqne realizacije svih predstava

iz skupa Φ2, dovo	no posmatrati zavisnost g′5, g
′
6, g

′
7 i g3 od vrednosti elemenata

matrice pij:

g′5 = p14p41, g′6 = p15p51,

g′7 = −p14p45p51, g3 = p45
(
p24p52 + p34p53

)
.

(V.5)

Naime, prethodne relacije ukazuju da g3 ne mo�e imati vrednost razliqitu od nule

ukoliko je g′5 6= 0, g′6 6= 0 i g′7 = 0, tj. nemogu�a je kanoniqna realizacija sa

minimalnim brojem mno�aqa za one predstave iz skupa Φ2, relacija (A.4), kojima

odgovaraju vrednosti vektora b:

[
x x x −2 x x∗ x∗ 0

]
,
[
x x x 1 x x∗ x∗ 0

]
,[

x x x −1 x x∗ x∗ 0
]
,
[
x x x 2 x x∗ x∗ 0

]
,

za svako x ∈ Z i x∗ ∈ Z\{0}.
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