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IIpearosop

Teopuja rpadona je penatuBHo MIaga obaact marematuke. Hajsehu nanpeak mo-
CTUTHYT je IOCJIe/IIbUX JIelleHja, 3aXBasbyjyiu caBpeMeHoj padyHapCcKOj TeXHOIOTHjH.
['pacd je MaTemaTndka CTPYKTYpa KOja ce KOPUCTH IPH MOJIEJHPAILY peslaluja usMmehy
objekaTa HEKOI CKYIIA.

Hayuna obJracT Kojoj npunajia oBa jiucepraimja je aaredbapcka teopuja rpadosa, Tj.
crekTpaJina Teopuja rpadosa. CrekrpaJsina TeopHja rpadoBa je HAILIA CBOjY IPUMEHY
y pelaBamy TpodieMa y Pa3IuIuTUM HAYYHUM W TeXHUYKUM JTUCIUILTTHAMA, K0 IITO
cy, HAa IpUMep, MOJIeKyJlapHa XxeMuja, pusnka, OnonndopMariuka, Teopruja MpezKa U/,

3a Teopujy rpadoBa U IPUMEHY O 3HAYAjA CY TOHOJIONIKA HHIEKCH (MHBApUjaHTe)
KOje Cy 3acHOBaHe Ha CHeKTpuMa rpada, MeTpHIM, CTeMeHHMa YBOPOBA M TpaHa W
cauuno. [IpBu rakaB umjekc, jedpuHucaH Kao cyma Hajkpahux mnyresa msmely cBux
YBOPOBA, MO3HAT je 1o Ha3zuBoM Bumnepos unjekc. bera je 1947. roapune necpunucao
Xapouy Bunep (enr. Harold Wiener) [135]. Ow je Hamao 3Ha9ajHy MpuMeHy y JIPYTUM
HAyIHUM JTUCTIAILIMHAMA, & HAPOUUTO Y MOJEKYIapPHO] XEMUjH.

Nucnupucann BurepoBum WHIEKCOM, a 10 aHAJOTHjU Ca €JeKTPUYHUM MperkaMma,
Kunaju (enr. Klein) n Panauh cy medunucamn Kupxodos uamekc (enr. Kirchhoff
index). Ymecro Hajkpaliux myTeBa, y CyMH Ce KOPDUCTH DPACTOjare—OTIOPHOCT (eHT.
resistance—distance) mamelhy usoposa rpada. 3padyHaBame OBUX BEJIMYHHA BEOMA je
CJIOKEHO, Te je IpuMeHa oBako jedunucanor Kupxodopor nhjexkca OuJjia BeoMa orpa-
HuvdeHa. Pemreme oBor npobsema jonuio je oj crpane ['yrmanma m Moxapa koju cy
1996. rommue mokazaJsm ga ce KupxodoB mHIAEKC 3a mope3ane rpadoBe MOxKe HU3pa-
qyHATH Kao MPOU3BOJ MapamMerpa n (6poj 4BOpoBa) M CyMe DElUNpPOYHUX BPETHOCTH
JlannacoBux comcTBennx BpeaaocTH rpada [65](Bugeru u [145]). 360r mobpe omeparus-
HocTH OoBe (POPMYJIe 110jaBUO ce BeJiuku Opoj pajioBa y Kojuma je npoydasan Kupxodosn
UHEKC Ka0 1 HeroBa NMpUMeHa y MpOoydaBamy MOJEKYJAPHUX CTPYKTYpPaA XeMUjCKUX
jequmema. Ca MareMaTwdke TAadYKe TJIEIUINTA, HAJBUINE CY TPOyUYaBaHE TPAHUIE OBE
HHBApHjaHTe KOje 3aBHUCe O] Pa3IUIUTHX HapaMerapa rpada u Apyrux WHBAPUJAHTH,
KA0 U eKCTPeMHE BPEJHOCTH Ha PA3HUM CIIelUjaTHuM Kiaacama rpadosa (ctabiio, yHu-
IUKJINIHA, OUIAKIAYHE TPadOBH, UTI).

[IpoyuaBame uaBapujanTu rpacdosa, na camuM TuM 1 KupxodoBor umnjekca, je Be-
OoMa 3HadajHO 3a Teopujy rpadona, a OuxKe 3a cleKTpaany Teopujy rpadosa. Kako
ce KupxodoB nnmekc MoxKe U3padyHATH Ha OCHOBY JlaILtacoBor cuekTpa, yBeK je ak-
TYEJHO NPOYYaBaTH IbEIOB OJHOC €& JPYTI'MM HMHBapujaHtama rpada kKoje cy Takohe
3aCHOBaHE Ha OBOM cCIIeKTpy. Beoma je akTyesno u mpoydaBame ojnoca Kupxodosor
UHJIEKCA U JPYTUX TOIOJIOIIKUX MH/IEKCA 3aCHOBAHUX HA CTEIEHHMAa YBOPOBA U I'pAHA.



[IpeaMet uHTEpECOBAIHA Y OBOj AUCEPTAIIMjU OUhe Topihe U J0he rpanuiie 3a Kupxo-
dos ungekc. ['panure he 6Gutn cucremarn3oBane 1Mo KjaacaMa y 3aBUCHOCTH O] TapaMe-
Tapa M MHBApHUjaHTH OJ Kojux 3aBuce. [lusb he 6uTn 1a ce y cBakoj oj1 Kjiaca yCTaHOBU
ONITUMAJIHA TPaHMIA, Tj. JO caja Mo3HaTa Hajoo/ba Moryha rpanuma. 3arum Ou ce
OPUCTYIUIO OpeljuBamy HOBUX I'DAHUIIA Y 3aBHCHOCTHU OJ IPYTUX UHBAPHUjAHTH, MOTO-
TOBO TOMOJIONIKAX WHJIEKCA KOJU Cy 3aCHOBAHM Ha CTeMEeHWMa YBOpOBA W rpana. buhe
ypahena koMmIiiapaiiyja HOBUX pe3y/TaTa ca MO3HATUM IyOJIMKOBAHUM pe3yJ/iTaTuMa.

JomunanTtan MeTos Koju he 6utu Kopunihen y aucepTanuju je anaauTudku. [lopes
J0Opor mo3HaBama 0coOMHA JIalmmacoBor cruekTpa, Kao U APYTHX cIeKTapa rpada, To
3axXTeBa U JI00PO MO3HABAE AHATUTUIKAX HEje THAKOCTH, ITIOTOTOBO Y PEATHOM JIOMEHY,
1 BUXOBO KOMOMHOBAHE.

Jlucepraiuja caapzKu MeT MOTJIaB/ba, O KOJUX Cy HeKa MoJe/beHa Ha U3BeCTaH Opoj
0/Ie/bAKA.

Y mpBOM TIOIJIABJBY CY HaBeJ/leHe HeKe JTUCKPeTHe aHAJUTUYKe HejeJHAKOCTH 3a pe-
aJHe OpojeBe, Koje ¢y HEeOIXOJHe 3a OBY JUCEPTAIH]yY.

Y ApyroM TOIJIaB/by HA IOYeTKY Cy YBeJIeHH OCHOBHU IIOJMOBU KOJU CY Be3aHHU 3a
HUCTOPHUjCKH pa3Boj Teopuje rpacosa, 3aTUM cy HaBeJeHe ocHOBHE (popMaiHe jiedunn-
ije ¥ KapaKTepHCTHKe U3 Teopuje rpacdosa, JeduHUCaHe opeheHe MaTpuile Koje ce
MOTY HpuApyKutu rpadpy u gedunucan nojam cuekrpa rpada. Hasemenu cy mekn
TOTOJIONIKY WHEKCH KOjU Cy 3aCHOBAHW HA CTEIIEHNMa YBOPOBA W TPAHA, a KOjU Cy
0/l MHTEPEeCA 3a OBY JIMCEPTAIM]y. 3aTUM, HaBegeHe cy ojpehene rpadoBcke HHBapH-
jaHTe Koje €y 3acHOBaHe Ha JlammacoBom cmekTpy rpada m Ha Kpajy yVBelleH Iojam
KupxodoBor nngekca u onucane OCHOBHE 0COOHMHE OBOT TOMOJIONMIKOT MHJIEKCA.

Y TpeheMm morjiaB/by €y HpeJICTAB/LEHU PE3YJATATH Y BE3U €A JOHBUM I'DAaHHIIAMA
3a Kupxodos ungekc rpacda. Hapenenu cy mosnaru pe3ysiTaTd Be3aHH 3a J00Hjarbe
Jomux rpanuna 3a Kupxodos uHgekc, a 3aTUM Cy MpeICTaB/beHI HOBH PE3YATATH 0
KOJUX Ce JIONLIO y TOKY paJja Ha HPE/JIOKEHO] TeMU, OJ] KOJUX Cy HEKH IyOJUKOBAHU Y
pamosuma [55,98,100,105,107,109].

Y 4eTBPTOM MOTJIABJBY CY NMPeICTaB/beHN PE3YATATH y Be3U €a TOPHUM T'DaHHUIIAMa
3a Kupxodos ungekc rpacda. Hasegenu cy nosnaru pesyjiraru Be3anu 3a Jo0ujarbe
ropmux rpanuna 3a Kupxodos unjekc, a 3aTum ¢y npejicTaB/beHd HOBU PE3YJITATH 10
KOJHX Ce JIONIIO ¥ TOKY Pajia Ha HpeJJIoyKeHO] TeMU, OJ KOJUX Cy HeKHU MyOJUKOBAHU Y

pajy [105].

Y neroMm TOrJaB/by CY HaBEJACHH PE3YJATATH JO KOjUX Ce JOINLJIO Yy TOKY paja Ha
peJIJIO?KEHO] TeMH , a Koju ce Tuay pesanuje udMmehy Kupxodosor unnekca u Jlamna-
coBe eHepruje rpada, Kao H pe3yJITaTh KOjH ce OJHOCEe HA HEeKe HOBE JIOIhe IPAHUIE 3
JlannacoBy eneprujy rpada, a Koju ¢y IpOUCTeKIu u3 gobujene pesanuje [107].

Cnucak xkopuiihene uin IUTHPAHe JATEPATYPe, KOju ce cacToju o, 158 pedepenriu,
JIaT je Ha Kpajy AucepTaiyje.



* ok X%

Opom nmpumkoM 1ocebHO ce 3axBasbyjeM ap Bany I'yrmany, jep mu je capaimba
ca IbUM y TOKY JOKTOPCKHUX CTyAuja Omia oj Bejuke rmomohu. DBenky 3axBanocT
jayryjem cBoMm MmeHTopy Jp Wropy MunoBanoBuhy Ha HeceOMYHO] IOMONHM M BEJIHKO]
HOJIPIIY KOJY MHU je CBAaKOJHEBHO MPY’Kao O] MOYeTKa Hallle capajme. 3aXBasbyjeM
ce n ap bojanun Boposuhanun Ha Bestukoj moMohu u capaami TOKOM JOKTOPCKUX CTY-
nuja. Takobe zaxBaanoct ayryjem u jp Mapjany Marejuhy na KopucHuMm cyrecrujama
1 TOMONHW KOjy MU je MpyKa0 TOKOM ITHCAama JOKTOPCKE JUCEPTAIHje. 3aXBaJHOCT
ayryjem u jip hemany loswhanuny, np MupocaaBy Ilerposuhy u ap /Iparuhy Ban-
KOBHNY Ha OJJTUYHO] capa by, IOMONYW U cyTecTHjaMa P YIUCY U TOKOM JIOKTOPCKHUX
CTY/IH]a.

Ha xpajy, HajuckpeHmuje ce 3axBajbyjeM CBOjOj TOPOIMIIN, TpHUjaTe/hUMa U MEHU
JIparuM JbYJIMMa KOjU CY OJI IIPBOT JlaHa BEpPOBAJIU Y MeHe, Ha CTPIUbEHY U HOKPTBO-
BAHOCTHU KOjy Cy MU IPYZKaJH CBHX OBHX I'OJIMHA.

Kparyjesan, okrobap 2018. Eyun Tnmoruh
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I'maBa 1

ABpamTyKe HejeJHAKOCTHU 3a
peajiHeE HU30BE

Y oBoMm ozie/bKy he 6UTH HaBejeHe HeKe JUCKPETHE aHAJUTHYKE HejeTHAKOCTH 33,
peaJjine OpojeBe, Koje Cy HEOLXO/IHE 3a OBY JIUCEPTAIH]Y.

Jlema 1.0.1. [111,112] Heka cy a = (a;) u b = (b;), i =1,2,...,n, Husosu te-
He2aMUBHUT PEaInux bpojesa, ucme monomonocmu, up = (p;), 1= 1,2,....n nus
no3umusHuT peasnuxr bpojesa. Tada je

(L.1) sz‘ Zpiaibi > Zpiai sz‘bz‘ :
-1 =1 i—1 i—1

Axo cy a = (a;) u b = (b;) pasaunumuzr monomonocmu y (1.1) eascu cynpomma
Hejednarocm.
Jeduaxocm y (1.1) 6asrcu axo u camo ako je ay = ag = -+ = A, UAU D] = by = --- = b, .

Y paxy [73](Bugern takobfe [111]) mokaszama je ciegelia remepanusanuja HejeHa-
kocru (1.1).

Jlema 1.0.2. [73] Heka je p = (p;) , i = 1,...,n, Hu3 no3umueHuz peasrus 6pojesa
u neka cy a = (a;),b = (b;),...,c = (¢;) , i = 1,...,n, T HU3064 HEHE2AMUESHUT
peanrux 6pojesa ucme monomonocmu. Tada je

n r—1 n n n n
(1.2) (sz) Zpiaibi G 2 Zpiai sz‘bz' e sz‘cz‘ .
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

Jednakocm eagrcu ako u camo ako cy r — 1 HU308a KOHCMAHMHU.
Y momenyrom pajy [111] nokasana je cieselia renepanusanuja Hejeanakoctu (1.1) .

JIema 1.0.3. [111] Hexa je p = (p;) , i = 1,...,n, HU3 NO3UMUBHUT PeaIHUT OPojesa
uwa=(a), b= (b;), 1=1,...,n, HU308U HEHE2ATNUBHUT PEANHUT Opojesa ucme
monomonocmu. Tada je



(1.3)

n n
i 1 pia; pib
. ; ; o E o Z o p1p2(a1 — az)(by — ba)
szaz i > szaz i n—l > 2> i >0.
i=1 i=1
Jedunaxocm easicu axo u camo axo je a] = a9 =+ = ap UAU D] = by =---=b, .
Jlema 1.0.4. [124] Heka cy a = (a;) up = (p;) , i = 1,...,n, HU306U NO3UMUSHUL

peaanuz bpojesa, ca ocoburama pr+pe+---+p,=1lu0<r<ag, < R< 400, "R E
R. Tada je

(1.4) szal+rRZ—<r+R

Jeonaxocm easicu ako u camo axo je R = a; = ay = -+ = a, = r uAU je 3a HEKO
kE,1<k<n—1,R=a=a=-=a, > Q1 =" =0, =T.
JIema 1.0.5. [131] Heka je a = (a;), i = 1,...,n, Hu3 HenezamueHuT pearsnur b6pojesa,

maxae da je 0 <r <a; < R< +o0, r,ReR. Tada je

(1.5) nZa - (Zm) g —7)?

Jednarxocm eastcu arxo u camo ako je ay = R, a, =7 v ag =+ =ap_1 = #
3a nBa Hu3a peasHux OpojeBa a = (a;) u b = (b;), 1 = 1,2,...,n, KaxkeM0 12
cy ucTor ypelema ako u caMo ako 3a cBaku map (i,7), 4,7 = 1,2,...,n, Baxu 1a je

(a; — a;)(b; — bj) = 0.
Heka cy natu ckynosu I = {1,2,...,n}, Jp = {i1,d2,..., i}, Jp C I, 1 < iy <
e <<, 0<k<n—-2Jy=0,I, x =1—Jy,tmejel, =11, ={l,n}u
Heka cy a = (a;) w p = (p;), @ =1,2,...,n, HU30BH HEHEIaTHBHHUX DeEATHUX OGPO-
jesa. Texuncka cpenuna pesna r, Huza a = (a;) y ogHocy Ha Hu3 p = (p;), neduHucana

je ca
dopiai N\ +
M, (a,p;]) = | S

iel

Y pany [69] nokazana je cieneha renepanmsanuja Hejegrakoctn (1.5).

Jlema 1.0.6. [69] Hexa cy a = (a;) ub = (b;), ©=1,2,...,n, Hu3068u HeHne2amMus-
HUZ PearHux 0pojesa ucme MOHOMOHOCTIY U P = ( ), i = 1,2,...,n, nu3 nosu-
musnuz peasnur bpojesa. Axo cy naposu My(a,p; 1 — I5), ]\41(a,p7 ]2) u My (b,p; I —
L), Mi(b,p; I5) ucmoe ypehera, mada je



(16) ipi ipiaibi — ipiai iplbl > plpn(al - Cln)(bl — bn) ipi .
i=1 i=1 i=1 =1

P1 + Pn i—1
Jednarocm eascu aKO U CAMO AKO Je Uy = A3 = **+ = Up_1 = W“T% uau by = by =
_ _ bitby
o= by = e
Jlema 1.0.7. [76] Hexa cy p = (p;) va = (a;), 1 =1,2,...,n, HU306U NO3UMUEBHUL

peaanuz bpojesa ca ocobunama py+pe+---+p,=1u0<r<a <R<+o00, 1, RE
R. Tada je

n n 2
i 1 R r
1.7 nen — < - — 4 - .
(1.7) Zp —a; 4 ( r R>
Jednarxocm easicu aro u camo ako je R=ay =ay =---=a, =1.

Y pany [95] je nokasana cieneha renepasnmsanuja Hejegnakoctu (1.7).

JIema 1.0.8. [95] Hexa jea = (a;) , i =1,2,...,n, Hu3 no3umueHuz pearnur 6pojesa
ca ocobunom 0 <r <a; < R< +oo, r,ReR. Tada je

(1.8) Zn:azn:alg 1+ a(n) (ﬁ—\/gy n?,

i=1 i=1

st [3] (12 [3]) -

(1 (=D 4

1

4 2n2
Jednaxocm eaorcu arxo u camo ako je R =ay = ay = -+ = a, =1 uau je R = a; =
Gr=- = > ==y =7, k=3
JIema 1.0.9. Heka cy p = (p;) u a = (a;), i = 1,2,...,n, HU306U NO3UMUEHUL

peasnur 6pojesa. Tada 3a cearxo 1, r < 0 uaur > 1, sastcu nejednarocm

(1.9) (Zp) Zpia:z<2piai> .

3060 <r <1y (1.9) sasrcu cynpomna nejednakxocm.
Jednaxocm 6ancu ako u camo aKo je a; = ag = -+ = Qy, .

Hejemnaxoct (1.9) je mosnara moj HasuBoM Jemncenona nejeqnakoct (umern [112]).

Y pajy [25] nokaszan je Behun 6poj HejeaakocTn u3Mehy apuTMeTHUKe U FeOMeTPHj)-
CKe cpejiHe, Kao u m3Mely apurMernydke u XapMOHHjCKe CpeIHe TO3UTHBHUX PEATHUX
Opojesa. buhe napejiene Heke Toc/Ie/IUIE OBUX HEjeHAKOCTH, KOje Cy HEOIIXO/IHE 3a OBY

JTUCepTaIH]y.



Jlema 1.0.10. [25] Heka cy a1 > ag > -+ > a, > 0 peaanu 6pojesu. Tada je

(1.10) gai—n<§ai)iz(\/aﬁ—@)2.

Jednarocm 6astcu aKo U CaMO GKO je Qg = a3 = -+ = Qp_1 = /1Ay, .

Jlema 1.0.11. [25] Hexa cy ay > ag > -+ > a, > 0 peaanu bpojesu. Tada je

2
(1.11) atayt-tan [ Va/antVanfa )"
’ ni/aias---a, '

Jednaxocm eascu 36 as = az3 = -+ = a,_ 1 = LI
Bese usmehy apurmeTnuke U reoMeTpHjcKe cpejiHe IMO3UTUBHUX peaHuX OpojeBa
pasmarpane ¢y y paiay [81] (Bugeru Taxkole [148]).

Jlema 1.0.12. [81] Heka je a = (a;) , i = 1,...,n, HU3 nosumueHuz peasnux 6pojesa.
Tada je

n n 1 n 2 n n 1
(1.12) (n—l)ZaH—n(Hai) 2(2@) EZai—i—n(n—l)(Hai)

i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
Jednakxocmu sasice aKo u camo ako je ay = as = -+ = ay, .

Jlema 1.0.13. [122] Hexa cy x = (x;), u a = (a;), i = 1,2,...,m dsa Husa nosu-
muenuz peasnus 6pojesa. Tada 3a ceaxo r > 0 easwcu nejednarocm

m r+1
Tt (le)
(1.13) P

)
: a; Ui
=t (Zai)
i=1

. . T2 Tm
npU Yemy Jednarocm 6anicu aKo U Camo Ko je — = — = -+ = — .
aq (05} (07
Jlema 1.0.14. [17] Hexa cy a = (a;), u b = (b;), 1 = 1,2,...,n, Hu306u peasnux
bpojesa, ca ocoburama r1 < a; < Ry < 400 ury < b; < Ry < +00. Tada je

(1.14) < n*(Ry — r1)(Ry — r2)r(n),

n n n
i=1 i=1 =1

o= 31 (- 215) -5 (-5

Jednakrocm 6ascu aKo u camo aKo je a1 = dg = -+ = ay, UAU by = by =--- =1,
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Y pany [2] nokasama je cieznehia renepanmsanuja nejeanakocru (1.14).

JIema 1.0.15. [2] Hexa cy p = (p;), a = (a;) u b = (b;) , i = 1,2,...,n, Husosu
NO3UMUBHUL Pearnux opojesa, ca ocobunama 0 <r; < a; < Ry < 4ooul <ry <b; <
Ry < 4+00. Hexa je S nodexyn 00 I, ={1,2,...,n} 3a koju ce munumusupa uspas

(1.15) Zpi Zpiaibi - sz’ai sz'bi
=1 =1 i=1 i=1

< B(S) (By —r1)(Rz — 7“2)(;:1:1%)2,

ede je
Z pi E bi
> Di > Di
i=1 i=1
Jednakxocm 6astcu aKo U Camo aKO je 41 =g = -+ = ap UAU b = by =+ =1,

Jlema 1.0.16. [24] Hexa cy p = (p;) v a = (a;), i = 1,2,...,n, HU308U PEAAHUL
bpojesa maxeu da je p; > 0, p1+po+---+p,=1ur <a; < R. Tada sasicu caedeha
HejedHarocm

n n 2 n
(1.16) 0< Zpiazz - (ZM%‘) < %(R —) Zpi
i=1 =1 =1

Jednaxocm eascu ako U camo aro je ay = ag = -+ = Qy, .

n
a; — E pjaj
Jj=1
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I'maBa 2

OcHOBHU IIOJMOBUM U3 Teopuje
rpadpoBa

2.1 VYBo/JHe HalOMEHE O CKYILY

3a pasyMmeBame U yCBajambe OCHOBHHX IOjMOBa U3 Teopuje rpadoBa HEOIXOIHA CY
npeJ3Hamha N3 TeOpHje CKYIMoBa.

OyHIAMEHTAJIHE TOJMOBH Y TEOPHjU CKYIOBA Cy CKYI U €JIEMEHT CKYIa H OHH Ce
He nedununty. VHTYUTHUBHO ce mojapasyMeBa, Majla MHTYUINja MOXKE U Ja IIPEeBapH,
J1a je CKyI TMPOW3BO/bHA, JIEMO OMUCAHA, CBEYKYITHOCT 00jeKaTa KOjU Cy TOT TPEHYTKa
IpeaMeT HHTepecoBama. /la Ou ce moMeHyTa HHTYUTHBHOCT Y CXBATAY I0JMOBA CKYII I
eJeMeHT cKyIa 6o/be pasyMesia, buhie HaBeIeHO pa3MHIIL/bAE HEMAIKOT MaTeMaTHIapa,
Hemukunga (enr. Julius Wilhelm Dedikind), ma oBy Temy:

7 CTBap je cBaku IMpeaIMeT Haller pa3MHUILbatba. /la O6HcMO KOMOTHHIje TOBO-
pun 0 cTBapuMa obeseykaBaMo UX CHMOOINMa, Ha IpuMep ciaoBuMa. Kama
TOBOPHMO O @ MUCJHMO Ha CTBap @, a He HA CJOBO a. JeIHa CTBap je MmoT-
nyHo ojpelheHa cBUM OHHM ITO he 0 1b0j OMTH pedeHo U uckazano. Yecto
ce JielaBa Ja ce, U3 HEKOI Pa3Jjiora, pa3judure CTBapH a,b,c, ..., 00yxBa-
Tajy jeTHUM 3aje THHIKUM TAEIUTITEM, Jla ce Y YMY OHe YAPYKY]Yy U Taja
ce Kaxke Ja OHe o0pasyjy jeman cuctem S, Tj. ckymn. CrtBapm a,b,c, ..., ce
30BY eJIeMeHTHMa CKymna S u oHU cy caapxkann y S. ObpHyTO, S ce cacToju
O/l TUX eJleMeHaTa. JelaH TakaB CKYIM je Kao MpeaMeT HaIlel Pa3MUNLbabha
rtakohe Heka crBap”.

Jla 6u ce mojMoBHO Tpad pas3aIMKOBAO OJ CBOjuX ~pohaka”’, HEONXOJHO je ja ce
MO3Haje pa3/nKa u3Mehy CKyna n leTOBHX CPOJTHUKA, 0ap 0J] OHUX OCHOBHUX, KOJIEKIIH]je
n bavminje. BaxkHo je ma y cKymy HeMa MOHAB/haMa eJeMeHaTa. y HTPOTHBHOM OU
To Omia kosiekija. Takobe, ejieMeHT CKylla He MOXKe OUTH HEKU JIPYyI'd CKyl. Y
nporuBHOM 61 TO OmJa paMuInja.

Ako ckyn A, nim meMy CpojiHa CTPYKTYpa, CaJApzKu KOHAYaH OPOj eleMeHaTa Ha-
3UBa Ce KOHAYHHM. Y IIPOTUBHOM je OeckoHadaH. Bpoj ememenara crpykrype A, ako
je KOHadaH, Tj. KapJAWHATIHOCT aKo je HGeckonadamd, oznadasa ce ca |A|. [lpeamer un-
TepecoBama Yy OBOM PaJIy Cy KOHAYHHU CKYIOBH.
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2.2 BaxXHm MOMEHTH y pa3Bojy Teopuje rpadposa

MortuBu 3a HacTaHak ¥ pa3BOj HEKe MaTeMaTHU4Ke JIUCIUILIAHE MOTY OUTH BeoMa
pasnmuuuTH. Tako, Ha npuMep, TeopHuja OpojeBa, Uhje MOPEKJIO JATHPA O CaMOT 3a-
YeTKa JBYJICKOT poja, HAcTaJIa je 300r OCHOBHE TOTpede ToBeKa Ja HellTo u30poju min
u3Mmepu. Hymepunuka maremMarnka HacTaHaK M Pa3Boj Jyryje pa3Bojy TeXHUKe, jep 3a
OpojHa HEOIXO/HA U3padyHaBama y KJIACUYHO] MaTeMaTHIU He MOCTOjH OJroBapajyhu
armapar. BepoaTHoha M cTaTHCTHKa Cy HAaCTaJH Kao ILIOJ JbYJCKE YKeJbe 3a Op3uM
borahemem Ha mak HayuH. (CBOj HACTAHAK CBAKAKO JIYTY]Y MOjaBU KOIKAPHUIA, JIy-
TpHja, urapa Ha cpehy u caudno. 3a Teopujy rpadona, Maga TO BaKH U 3a TOIOJIOTH]Y,
Moxke ce pehu ja cBOj 3a4erak, ajum U PasBoj, JYIYyjy JbyJ/ICKOj MOTpedn 3a Pa3soHOI0M
KOja YK/bydyje W pelraBarke JOTHYKO-PEKPeaTuBHUX 3aiaraka. Pabhame Teopuje rpa-
doBa, a u Tonojoruje, jep cy HacTaJje HICTOBPEMEHO, TUPEKTHO je Be3aHo 3a, 6e3 npeMIia
Hajelier Mmaremarnukor reauja, Jleonapaa Ojiaepa (enr. Leonhard Euler). Tanammu
pycku rpan Kanumunrpana, koju ce y Ojiaeposo goba 3Bao Kenurcbepr u npuiazao
Ncrounoj Ilpyckoj, cmemniren je na yuihy pexe [Iperes y Basiruuko mope. Ha pernu ce
HaJa3e JiBa Hace/heHa OCTPBa, Koja cy MehycobHo m ca obasiama, MoBe3aHa ca Cejaam
MocToBa. [Ipuua ce nga ce mehy muTesekTyaguMa 1mojaBUIO MUTAKE Ja Jin je Moryhe
y jeJHoj MIeTH-H Ipehin mMpeko CBUX ceJaM MOCTOBa a Jia ce IPH TOM HH jeJaH MOCT He
npenaasu JiBa wiM Buie mnyra. OBaj mpobjeM IO3HAT je y JIUTePaTYPH IO HA3UBOM
IIpobaem Kenuecbepuwrur mocmosa.

HE

Cnuka 2.1: IIpobiaem Kenurcbepuikux MocToBa.

[TocToje Mumnbema 1a je oBaj mpodaem m3mucano cam Ojaep, MTo HEje TaKO BayKHO,
aju 1a je oH pemuo. OAroBOp je He, aaum OHO INTO je HajOMTHHjEe je HAYWH Ha KOJU je
Ojutep momrao 10 oBor oarosopa. OH je yBeo HOBU Maremarudku nojam ['PA® u paspa-
JIMO MaTeMaTU4YKH alapatT 3a paJ ca rpadosuMma. Csoje pereme je caonmTuo y CaHkT
[letepcOypmikoj Akanemuju mayka 26. asrycra 1735. rommme. OBaj gaH je gatym
pohema aBe HOBe MaTeMaTHUKe JHCHMILINHE - Teopuje rpacdosa u Tomnosaoruje. Tpeda
HAMOMeHYTH Jia ¢y rpadosu u pas ca mwuma oaymesuan Ojjnepa, Te UM je MOCBETHO
3HAYAjAH €0 CBOT HAYIHOT PAJIA.

V pasBojy Teopuje rpadoBa 3HaUAJHY YJIOTY NMAJIO je pelaBaimhe Pas3JIunduTuX JIOT-
UYKO-pEKpeaTHBHUX 3a/laTaka. buhe HaBejaeHn camMo HEKHU OJT IbUX.
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IIpobaem ocam dama

[TpobGsiem riiacu oBako: ”Ha KOMMKO pa3iuduTUX HAYNHA MOYKE J1a Ce€ PACIIOPE/IH 0CaM
Jama (KpasbHiia) Ha ImaxoBckoj Tabau (8 X 8), Tako ma ce HEKOje jBe MehycoOHO He
yrpoxkanajy . Pemmeme oBor 3ajaTka, Koje riiacu 92 mame, 1a0 je HeMadKd MaTeMaTH-
qap Hayk(aem. Franz Nauck) 1850. romune. MHTepecanTHO je Jia ce pelraBameM OBOT
3a/aTKa 6aBro U BesimKn HeMauku MaTemaTudap [ayc(mem. Carl Friedrich Gauss), amu
je mpoHaimao camo 72 periema. 1peba HallOMEHYTH J1a je pelliermne OBOI 33/aTKa yCKO
BE3aHO ca mpobjieMuMa Be3aHUM 33 YHYTPAILY U CIOJBAIIEY CTAOUIHOCT rpadoBa.

IIpobaem mpaosaukroz nymuura

TproBauku nyTHHK T0JIa3u U3 MecTa OOpaBkKa, o0mjas3u cBe npejsubene rpajose u
Bpaha ce y mecto bopapka. Tpeba ogapeuTn MapiuipyTy Tako Ja y CBAaKOM I'paLy bopaBu
caMoO jeJIHOM M Jla je IeHa ITpeBo3a MUHUMAaJIHA. PemraBame OBOT 3aJaTKa, a CBOIU
ce Ha IpoHAJIaXKeme XaMUJITOHOBHX IUKJIyca, 300 aKTYEJTHOCTH V PasHUM cdepaMa
HayKe M JBYJICKOT KHBOTA, U JAHAC OKYIHpa MaxKiby BEJIUKOT Opoja ucrpazxkmsada. Ha
ZKaJ10CcT, y ONIITEM CJIy4ajy He IOCTOjH TeopeMa Koja Jaje nmorpedHe u JOBOJbHE yCI0Be
38 er3UCTEHIN]Yy XaMUJITOHOBOT mukayca. CaMuM THM HE MOCTOjU HH AJTOPUTAM KOjH
ou onpehuBao XaMuJITOHOB NUK/IYC MUHUMAJIHE JIyZKWHE YV JATOM TEKUHCKOM Tpady.

IIpobaem wemupu 60oje

JlaTa je reorpadcka Kapra, WK BEH €0, Ha KOjoj cy yupraHe ap:kase. CBaka aprKaBa
CaCTOj! Ce caMo OJI jeJTHe peruje Ha KapTHu, a He O BUIe HermoBe3aHnx odaactn. 1Tpeda
obojuTu oBY KapTy nomohy derupu 00je Tako Jla HUKOje JIBe CyceHe Jp:KaBe He Oyiry
obojere uctom OojoMm. PeraBame OBOT' 3aJaTKa MMa BeOMa HHTEPECAHTHY HCTOPH]Y.
Konauno cy tek 1976. rogune oBaj 3ajiarak peniuim aMepudku MaTeMaTudapu.

IIpobaem mpu xyhe u mpu 6yHapa

Tpu kyhe Tpeba nmose3aTu crazama ca Tpu OyHapa, IIpu 9eMy ce cTa3e He CMe]y YKPIITATH.
Pememe oBor 3aj1arka, Koje je J0Ka3 jia TParxKeHO OBe3UBathe He 1OCTOjH, a JI0 KOora je
nomao nosbcku Maremarnaap Kypartoseku(mosb. Kazimierz Kuratowski), omoryhusto
My je ja hopMyJIniiie TeopeMy Koja Jaje moTpedHe W J0BOJbHE YCIOBE 3a €r3UCTEHIIN]Y
IaHapHUX rpadosa.

2.3 Ilojam rpada

Uuryurusuo, "rpad” je ckyn Tadaka, KOHAYaH Wid GeCKOHAYaH, y paBHU (MpO-
cropy, Ha cdepu W CJIUIHO), TPH YeMy Heke Mory 6utu MeljycoOHO moBesaHe JMHU-
jama. OBe Tauke ce HA3WBAjy YBOPOBUMA (BPXOBUMA, TEMEHHUMA), a JIMHUje TPAaHAMA
(moresuma, GpumoBuMa, JyKoBUMa) Tpada.

Ysoposu ce Hajuernhe o3Ha49aBajy MaanM CJI0BHMA HEKOT asiabera, WHIEKCTPAHUM
WU He, MPUPOJHUM OpojeBuMa, Kao Ha mpumep {a,b, ...}, {x1, 29, ...} wim {1,2,...},
3aTHM IPOMEH/BMBAMa, KOJOBHMA, HEKMM CUMOOTMMA, Kao Ha mpumep {o, A, O, ¢, ...},
WM ce YOTIITe He O3HAYaBajy.

I'pane rpaca ce nopej CJIOBHUX O3HAKA, AKO CE YOIIIITE 03HAYABA]Y, HPEJACTAB/HA]Y
nmoMmohy o3Haka YBOpOBa Koje mose3yjy. Mory Outu opujeHTHCAHE WJIM HEOPHUjEeHTH-
caHe. AKO HeOpHjeHTHCaHA I'paHa [ IOBe3yje IBOpOBE a M b, IpeJICTaB/ba Ce IMOMONy
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neypehernor mapa | = {a,b}. Ako opujentucama rpaHa [ mOJa3u U3 YBOPA @ A 3a-
BpIIaBa y 4Bopy b, Taja ce oHa npezacTaBba nomohy ypehenor napa [ = (a,b). ['pana
KOja TOBe3yje UBOp a ca CaMHM CODOOM Ha3WMBa Ce MeTJ/hOM. 3a IMeT/by HEje BarKHO
J1a JIH ce OHA IPeJICTaB/ha KAO OPHjeHTHCAHA WM HEOPH]eHTHCAHA, & 03HAYaBa Ce Ca
l = (a,a) = {a,a}. Tpane l; = (a,b) u ly = (b, a) ce HA3UBA]y HapaJesiHe TPaHe.

Hedununuja 2.3.1. Hexa je V.,V # 0, damu cxyn u E xosrexyuja neypehenuz
(ypehernuz, mewosumuzr) naposa esemenama us V. Vpehenu nap G = (V, E) nasusa
ce neopujenmucany (opujenmucanu, mewosumu) nceydoepad. Eaiemenmu cxyna V
cy ueoposu, a Korekuyuje E cy epane.

Hedunnnnja 2.3.2. Heopujenmucanu (opujenmucanu, mewosumu) nceydozpad koju
He cadpotcu nemve Has3uea ce (Opujenmucan, Mewosumu) myamuzpad.

Hedbunnnuja 2.3.3. Hexa je V wmenpasan ckyn u E cxyn neypehenur (ypehenuz,
mewosumuz) naposa ud V. Vpehenu nap G = (V, E) nasusa ce epag (opujenmucaru,
MEULOBUMU,) .

Tpeba npuMeTuTH 1a ce 3a HeopHjeHTUCaHe rpadoBe 6e3 MeT/bU U BUIIECTPYKUX I'PaHa,
a OHU Cy IPEeJIMET HHTEPecOBamba y OBOj JUCEPTANNjH, KOPUCTH caMO HA3uB rpad (uiu

npoct rpad).

Hedbununuja 2.3.4. Hexa je V menpasan cxyn u E damusuje nad wum. Tada ce
ypehernu nap G = (V, E) nasusa xunepepad .

2.4 Crenenu yBopoBa. llyreBu y rpady. Marpurte.
N3omopduzam

Heka je rpad G = (V, F) nedunucan ckynom usopoBa V = {vj,va,...,v,} 1
ckynom rpana E = {ej,es,...,en}. Bpoj uBoposa rpada G je n = |V| n taj 6poj
onpebyje meros pes. Bpoj rpana rpada G je m = |E|.

1 2 3

I g
[4)]
[o)]

Cnuka 2.2: IIpumep rpada ca 6 usoposa u 8 rpaua.

Hedbunnnnuja 2.4.1. Jlsa ueopa zpada v; u vj cy cycedna axo cy cnojena 2parom
e = v;v;. Kopucmu ce u os3naxa v; ~ v; . 1lod okorurom weopa v; € V epaga G = (V, E)
(ene. neighborhood) nodpasymesa ce ckyn N(v;) = {v; € V : v; ~ v;} cyceda wsopa
v;.  Cmenen weopa v; (ene. degree) je 6poj cyceda weopa v;, d; = d(v;) = |N(v;)].
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Hajmaru cmenen weopa epaga G je § = §(G) mig d(v;), a najeehu cmenen weopa

o v; €
epagpa G je A = A(G) = max d(v;) . pyeu najmaru cmenen wsopa je Oz, a dpyeu
v; €

Hajeehu cmenen usopa je Ao u maxo pedom.

Hedbunnnuja 2.4.2. Cpediwu cmenen usoposa epaga G = (V, E) (ene. average de-
gree), y osnayu d(G), dedunuwe ce ca

Bazxke cienehe nejeanakocTu

0<6<dG)<A<n—1.

3a omHoc Opoja rpana m Opoja IBOPOBA, Tj. IBUXOBHX cTemeHa, y maroM rpady G =
(V, E) Baxu caenehin pesynrar.

Teopema 2.4.1. 3a damu epap G = (V, E), sasrcu da je

Zd(vi) =2m .

Baxkno je younTu ja je Ha JAeCHOj CTpPaHW y NPETXO/HOj jeTHAKOCTH THapaH Opoj,
2m, na Mopa OMTH W Ha JIeBOj, OJaKJje IpOou3uIasu cjejeha jeHOCTaBHA IOC/IEIUATIA
Teopeme 2.4.1.

IMocnemuria 2.4.1. Bpoj ueoposa nenaphoz cmenena y 2pady je napar 6poj.

Hedbunnnuja 2.4.3. I'pagp G = (V, E) je r-peeyaapan, v > 0, usu cmenena pezyrap-
Hocmu T, AKO 3a ceako 1,1 = 1,2,...,n, eacu jednaxocm d(v;) = r. Makcumanru
cmenen peeyaaprocmu jer = n—1. Taxae 2pad ce nasusa xomnaiemuum. Komnaieman
epag ca n weoposa je epad K,, n € N,

Axko je matu rpad G = (V, E) r-perysiapas, Taja BaxKu jeTHAKOCT

m=—.

2

BazkHo je youuTs y IpeTXo/iHOj jeJIHAKOCTH, 300T YHILeHHIIE JIa TapaMeTap 1m Mopa
ouTu mpupoman O6poj, ciaeau Aa Gap jeJaH o mapameTapa r WIH N MOpa OUTH HapaH
6poj. To 3Ha4m ja 3a HPOM3BO/bHE HAPAMETPE T U N HE MOPA J@ HOCTOJH r-peryaapaH
rpacd. Axo je matu rpad G = (V, E) r-perynapan, Tana kpahe mumemo G, .

Ako je gatu rpad G = (V, E) kommeran rpad K, Taja BaxKu jeTHAKOCT

n(n —1) .
2

m =
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Ha cnenehoj caumu cy npukasann 2-perynapuu rpadosu 3a n = 3,4,5u 6.

ey

n=6

n=3 n=4

Comka 2.3: [Ipumepu 2-perynapuux rpadosa.

Ha cnenehoj counu cy npukasanu KoMminieTHu rpadosu 3a n = 3,4,5u 6.

: K K Ks
Comka 2.4: [Ipumepu xomiieTHuxX rpadoBa.

Hedbununuja 2.4.4. I'pap G' = (V' E') je nodepagp (ene. subgraph) epaga G =
(V,E), axo sancu V! CV uw E' C E. TI'pap G' = (V' E') je undyxosanu nodepagh
(ene. induced subgraph) epaga G = (V, E), axo saocu V' CV uw E' = EnN (V).

Hedbununuja 2.4.5. Illemmwa (ene. walk) W dyocune k y epagpy G = (V, E) je nus
Vg, €1, V1, €2, V2, . .., €k, U UBOPOBA U 2pana mako da je e; = v;_1v; 3a 1 = 1,2,.... k.
Yeoposu vy u v cy kpaju wsoposu wemrwe W. Illemwa je sameopena yrosuro je
vo = vg. Omasa (ene. trail) je wemma y Kojoj ce nujedna epana ne nonasmsa. Iym (ene.
path) je wemiva y kojoj ce nujedan weop ne nonassa. Ilym ca n 460posa 03na4a6aMO
ca P,. Konwmypa (yukayc) (eme. cycle) je sameopena cmasa y kojoj ce nujedan 4eop
HE NOHABDA, U3Y3es NPeoz2 u nocaedrez. Konmypy ca n weoposa o3uauasamo ca C,, .

Hedunnumja 2.4.6. Ysoposu u uv y epady G = (V, E) cy nosesaru axo y G nocmoju
nym wuju cy kpajrou weoposu u uv. 3a epadh G ce kaowce da je nosesan (ene. connected)
aKo Cy c6aKa 06a 1HE206G UB0PA NOGE3AHA - Y CYNPOMHOM je 2pafh Henosesar u MooHce
ce NOdEAUMU HA KOMNOHEHME NOGE3AHOCTU.

Hedbununuja 2.4.7. Axo cy ueoposu u u v epaga G noseszaru, mada je pacmojaree,

d(u,v), 00 wsopa u do weopa v jednakro dyscuny Hajkpahiee nyma usmely 460po6a u U v.

Excuenmpuyumem weopa v je jednak MAKCUMAGAHOM PAcMojarby 00 v 00 C8UL OCTNANUL

wgoposa, £(v) = max d(u,v) . Adujamemap epaga G je najeehe pacmojaroe uzmehy nexa
ue

dsea usopa epaga, diam(G) = max d(u,v), dok ce padujyc epada G dedunuwe Kao

Hajmary excyenmpuyumem mehy ueoposuma, r(G) = mi‘r/l e(v) . Bpoj naposa usoposa
ve
epagpa G wuje je pacmojarve jednaro k osnauasamo ca d(G, k).
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Hedbununuja 2.4.8. I'pap G = (V, E) je bunapmuman (ene. bipartite graph) axo
nocmoju napmuyuja { A, B} ckyna weoposa V.= AU B, AN B =), mako da 3a ceaxy
epany e € E sascu da ona cnaja weop us A ca weopom us B. Komnieman bunapmuman
epag je npoem epad ¢ napmuyujom {A, B}, npu wemy je |A| = a u |B| = b, y osnayu
Kop, y K0jeM je cearu 460p u3 napmuyuje A cnojen ca c6aKuM 480poM U3 Napmuyuje
B. Komnaemamn 6unapmuman epagp, Ki,_1, je s6e3da (ene. star) y osnayu S, . I'pag
G je naanapan (ene. planar) axo ce mosce naupmamu y pashu, mako da ce Huxoje dee
epare He cexy.

Hedbunnumja 2.4.9. (1, ry)-cemupezyaapar bunapmuman 2pagd, ca napamempuma
(n1,ne,r1,72), jecme bunapmuman epag ca napmuyujom {A, B}, makas da napmuyuja
A cadpotcu ny usoposa, napmuyuje B cadpacu ng 480p06a u Npu weMy C8U 480P08U KOJU
npUNaoajy ucmoj napmuBUu UMajy ucmu cmenen(460posu koju npunaoajy napmuyuju
A cy emenena ri, a w60posu Koju npunadajy napmuyuju B cy cmenena re). Ouuzaedno
je da mada sasicu da je niry = NaTs.

Ha cnenehoj conmm cy npukasanu rpacdosu Ps, Cs, S5, K35 .

P Cs Ss Ks,s
Cnuxa 2.5: I'padosu P, Cs, S5, K35

Hedunnuuja 2.4.10. Ynuja epagosa G = (Vi, Ey) u Gy = (Va, Es) je epagp G1 U
Gy = (Vi1 U Vo, By U Ey). Cnajare (ene. join) epagosa GV Go ce dobuja 00 epaga
G1UG3, mako wmo cnojumo 2parom cearxy 4eop usd epaga G ca cearum wsopom u3d Gg.
Komnaemenm G epaga G = (V, E) je epagp G = (V, (‘2/) \E), dax.ae OH Cadpircu, MasHo
one 2pane Koje nucy cadporcare y 2pady G, mj. epad G uma n wsoposa u M = (g) -m
2Pana.

Ha cnenehoj ciunu je mpukasana yHuja u crnajame rpacdosa Py u Ps.

__—

PsUF; PV Py

Crmka 2.6: Yuuja u cnajame rpacdosa Py u Ps.
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Hedbununuja 2.4.11. Hexa je G npocm epag, v € V npoussowan 4eop u e = uv
npoussomna epana moe epapa. I'pagp G' = G — v je dobujen bpucarbem 460pa v U CEUT
epata Koje cy cycedne ca vwum. I'pap G —e dobujamo xada us epada G yxAoHUMO 2pany
e=uv.

Hedbununnuja 2.4.12. losesan epag 6e3 yukayca nazusa ce cmabao (ewe. tree). I'pag
KOJU He cadpotcu yuKkAyce, mj. 2pad uuja je ceara KOMNOHEHMA NOBE3aGHOCU CMabAo,
nasusa ce wyma (ene. forest). Yeop cmenena 1y epady G nasusa ce aucm usu sucehiu
weop (ene. pendant vertex).

Hedununuja 2.4.13. Pasanurwyhe(cnpescno) ecmabao T = (V, E') (ewe. spanning
tree) je nodepad epada G = (V, E), koju je cmabro u cadpicu cee wezo06e 460pose u
nexe rezo6e epane, mj. B C E.

Hedbununuja 2.4.14. I'pagd je ynuyursuvar Ko je nose3ar u cadpirc, mawro jedan
yurayc, odnocro n epana. I'pad je buuursuvarn axo je nosesam u cadpicu mawro dea
yukayca, odnocro n+ 1 epany.

Hedunnnuja 2.4.15. I'pag G je wsopro k-nosezan, axo ne nocmoju ckyn 0od k—1 uego-
POBA WUJUM CE YKAGIOAIEM 2Pal pacnada Ha HEKOAUKO KOMNOHEHMU (00HOCHO, Kajice
ce da je weopna nosezarnocm epagia > k). Heop v € V epagia G 3e nasuea apmuryra-
yuoru weop (ene. articulation vertex) axo G —v uMa 6uwle KOMNOHEHMU NOBEIAGHOCTIU
00 G. I'pana e € E epagpa G ce nasusa mocm (ewe. bridge), axo G — e uma suwe
Komnonenmu nosesarnocmu 00 G.

Hedbunnnnuja 2.4.16. Hexa cy damu epagosu G = (V,E) u G' = (V' E'). Kaorce
ce da je epad G usomoppar ca epagom G', y osnayu G = G', axo nocmoju bujerxyuja
¢: V= V', marea da je uv € E ako u camo axo je p(u)p(v) € E', 3a ceara dsa wsopa
u,veV.

Hedbunnunja 2.4.17. Hexa je I = [(G) mamemamuuru oGjexam (6poj, mampuuya,
NOAUHOM, 8EKMOD, 2PYNA,...) Koju ce na neku wauun npudpyoscyje epady G. Axo je
3adosomen Ycaos da 3a ceara d6a uzomoppua epaga G1 u Gy sascu 1(Gh) = 1(G),
onda ce xasce da je I unsapujarnma epaga uaru da je I epaoscka unsapujarma.

Jlatom tpacdy G Mory ce NpuAPYKUTH oipeheHe mMaTpuiie Koja caap:ke HHEPOP-
Maluje o cTpykrypu Tor rpada. Heke oj marpuiia Koje cy HajBHIIE [IpOydYaBaHe Y
JUTEPATypPH, a W Koje cy IpeJMeT WHTEPecoBara y OBOj JUCEPTAIHjA, CY MaTpHIa
cyceJicTBa, Jlamracoa MaTpuila, HOpMaJIM30BaHA U HeHeraTuBHa JlamiacoBa MaTpHIia.

Hedbunnnnuja 2.4.18. Mampuya cycedemsa epagia G = (V, E), A = A(G), je xsa-
dpammna mampuua peda n, ca esemMenmuma a;j, 1,5 = 1,...,n, Koju cy dedpunucaru

ca
G — 1 s Vi~ Uj s
Y1 0,  unaue.

Hedbunnnnuja 2.4.19. Hexa je G = (V, E) epag ca n usoposa u m epana. Heka cy

di,ds,...,d, cmenenu wezosux wsoposa . Jujazonaina mampuya, D = D(G), epaga
G je keadpamna mampuya peda n, maxsa da je D = diag(dy, ds, ..., d,).
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Hedunnumja 2.4.20. Hexa je G = (V, E) epag ca n weoposa u m epana. Jlanaacosa
mampuya, L = L(G), je mampuya wuju cy eaemenmu l;; dedpunucanu ca

_17 UiNUj77;7éj7
lij: O, UI'OOUJ',Z'#]',
d; , 1=17.

JlammacoBa marpuia ce Moxke jgedunncarn u kao L = D — A. JlamracoBa marpuna, L
rpacda G ce mekaga HasuBa n Kupxodosa marpuna rpada G (enr. Kirchhoff matrix).

Hedbunnnuja 2.4.21. Hexa je G = (V, E) epa ca n usoposa u m epana, npu wemy
epagh G ne cadporcu usonosane usopose. Hopmanausosana Jlanaacosa mampuya, L =
L(G), ce dedunuwe kao

L=D:LD 2=D3D-AD2=]-D2AD"2 .

Hedunuiuja nHopmaJsim3oBane JlamracoBe MaTpuile ce MOzKe NPONIUPUTU Ha CBe I'pa-

dose, L = (L;;), tae je

17 Z:jadz#oa
Ei] = - did; ) Vi ~ Vj,
0, HHAYeE .

Heduununja 2.4.22. Hexa je G = (V, E) epad ca n weoposa u m epana. Hewneza-
musna Jlanasacosa mampuua epaga, QQ = Q(G), je mampuya Q = D + A.

Wiycrpanuje panu, 3a rpad ca cauke 2.2, marpune A, L, £ u () cy mare pemgoMm ca

0100710 2 -1 0 0 -1 0
101110 1 4 -1 -1 -1 0
010001 0 -1 2 0 0 -1

A=lo1o0010l" 10 -1 0 2 -1 0 |
110101 -1 -1 0 -1 4 -1
(001010 0 0 -1 0 -1 2 |
11—%@ 0 Ol—?go 210010
v Y Y e 141110
|0 - b 00— g—| 012001
- 0—%0 1—%0 ’ 1010210
I T I 110141
|0 0 _% 0_\%1_ 00101 2
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2.5 Coexkrpu rpada

Y oBOM ofle/pbKy Omhie JaTwm HEKH OCHOBHH IOJMOBHM KOJU C€ OJIHOCE Ha CIIEKTpe
rpaca [11, 26].

Hedununuja 2.5.1. Concmeena spednocm (ene. eigenvalue) mampuue A je peasan
O6poj A\, aK0 MAMPUYHA JEOHANUHA

A-z=\x,

UM HEMPUBUJAAHO DPEULEHE, KOje Ce HA3UBa CONCMBeHy 6ekmop (ewe. eigenvector).
Concmeene spedrocmu epada cy concmeere 8pedHOCMU 1he206€ MAMpuYe CYcedcmaea.

Cnekrap rpada (err. graph spectrum) je CKyI CONCTBEHHX BPETHOCTH MATPHUIIE
CYCeICTBa, 3ajeTHO €& IbUXOBUM aJIrebapCKIM BHITECTPYKOCTHMA,. BHITeCTPYKOCT COI-
crBeHe BpejaHocTu A je jeanaka n — rang(A — A), rue ¢mo ca [ 03HAUWIIM jeIMHUYHY
Marpuity pega n. Ca )\Z(-mi) Oouhe o3HAYEHA COIICTBEHA BPEJIHOCT \; 4Mja je BHIIECTPY-
KOCT jeJIHAKAa 17 .

Axo cy A1 > Ay > ... > )\, pa3anunuTe CONCTBEHE BPEIHOCTH MaTpuie A, duje cy
BultectTpykoctu ki, ko, ..., k,, penoMm, taja cruekrap rpada o3HauaBamo ca

Specg = {)\gkl), )\g”), . ,)\ﬁ,’fm)} .

CormcrBene BPeJHOCTH A1, Ag, ..., A, CY HyJe KapaKTePHUCTHYHOT MOJHHOMA (eHT.
characteristic polynomial) marpune A

n
Pa(x) = det(x] — A) = (—1)"det(A — aI) = [J(x = X) -

i=1
Kaxko je P4(r) MOHHYAH MOJHHOM Ca MeJ0OpOjHUM KoeUIMjeHTHMA, CBE HEeroBe pa-
IHOHAJIHE HYyJIe Cy Iea0o0pojHe, Ia Cy COICTBeHe BPEIHOCTH MATPHIE CYCeICTBA MM
UpanuoHaTHe Win 1eaobpojuae. Y aucepranuju hie ca Pg(r) 6utn o3HaveH KapakTe-
PHCTHYHI TOJHHOM MaTpuile cyceacrsa rpada G. pa rpada cy KocmekTpaJHa ako
ILUXOBE MATPHUIIE CYCEJICTBA UMAjy UCTE COTICTBEeHE BpeanocTu. KocnekTpaanu rpahosu
He Mopajy ja Oyay msomopduu, ajau cy uzomMopduu rpadoBu yBeK KOCIEKTPaJIHH.

Teopema 2.5.1. Cauune mampuue A u B umajy ucme xapaxmepucmuyHe nosUHOME.
Obprymo we easicu.

Teopema 2.5.2. (Cnexmpaara meopema) Pearna cumempuuna mampuya A uma
CaMO PEAAHE CONCMBEHE BPEOHOCTNU U N OPTOHOPMUPGHUL CONCMEEHUT BEKIMOP.

Ako je A comcreena Bpennoct marpuie A, taga je ckyn {x € R" : Ax = Az}
morpoctop ox R™, Koju ce Ha3WBa NPOCMop concmeeHe 6pPedHOCMU A W O3HATABA Ce
ca €(A\) mmn €4(\). TakaB HOTIPOCTOP Ce HA3BUBA MPOCMOP CONCMEEHE BPEIHOCINU
rpacda G. Hapasno, npenymepucame dBopoBa y rpady G uMma 3a pe3yjarar HepMyTa-
U]y KOOPJWHATA Y TOM MOTIpocTopy. Jlumensuja o () je jemHaka My ITHILTHIIATETY
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Tj. BHIECTPYKOCTHU COMCTBEHE BPETHOCTH A Kao KopeHa o7 Pg(x). Ilpocra comcTeena
BPEJIHOCT je COIICTBEHa BPEHOCT BUIIECTPYKOCTH 1.

AKo cy eJleMeHTH CHMeTpUYHE MATPUIE PeasIHi OPOjeBH, Taja Cy U EeHE COIICTBEHEe
BpeIHOCTH peasnu O6pojeBu. AKo je moTpebmo, KopucTu ce o3Haka \; = \(G) (i =
1,2,...,n). Hajseha concreena Bpeanoct A\;(G) ce nazuBa undexc rpada G.

3a 1eo 6poj k > 0, k-tu cnexmpasnu momenm rpada GGy o3HAIEA Sy, je

n
i=1

CrieKTpaJIHH MOMEHT S MpecTaB/ba Tpar Marpure AF u mpBuX n cnekTpagHmX MOMe-
HaTa oxpebhyje cnekrap rpada G .

Penanuja A -x = )\ - x Moxe OUTH WHTeprnpeTHpaHa u Ha ciaenehin mauma. Ako je
_ T :
x = (r1,%2,...,2Ty)", TAHA je

A-xu:va (u=1,2,...,n),

r7le ce CyMHUpambe BPIN 110 CBUM CyCeauMa v IBOpa U.

Hedbuannmja 2.5.2. 3a cumempuuny mampuyy M peda n X n (ca peasnum ene-
MEHMUMA) KAHCEMO 0G je NO3UMUBHE CEMUIEPUHUMHA, GKO CY CBE HEHE CONCMBEHE
spednocmu nenezamuene, 00nocho, axo je v Mx > 0 3a cearxo v € R™.

Hexke 6utne ocobune 1o3uTuBHO cemujiedpuHUTHE MaTPHIE Jare ¢y y caejgehum aBema
TeopemMama.

Teopema 2.5.3. Axo nocmoju mampuuya B maxea da je A = BT B, mada je mampuua
A nosumuetra cemudepurumma.

Teopema 2.5.4. Axo je mampuua A noszumusHa cemudepurummua, onda cy cee teHe
concmeene 8pedHOCU HEHE2aMUBHe.

Bazxxuo cBojcrso Jlamnacose marpune L u nenerarusne Jlamtacose marpurie () je 1a
Cy OHe TMOo3uTuBHe ceMugepunuTHe MaTpuiie. ColcTBeHe BPeIHOCTH U COICTBEHU BEK-
Topu JlamnacoBe marpurie L, ma3uBajy ce JlammacoBe corcTBeHe BpeaHocTn u Jlamma-
coBu concrBenn Bektopu rpada G. Jlamracose concrsene Bpeanoctu rpada G ce o3ua-
gqaBajy ca u; = p;(G), a wuxoBu oarosapajyhn Bekropu ca z; = z;(G), i = 1,2,...,n,
TaKO JIa BaxKH
Lx;=p;x;.

Bekropu x;, 1 = 1,2,...,n, ¢y n-TUMeH3UOHAJHI BEKTOPHA KOJOHA.

Axko ce ca p;(= p;(G)) o3naun i-ra Hajseha comcrBeHa BpeIHOCT 0/ L, Taja je

11(G) = p12(G) = -+ = i1 (G) > pn(G) = 0 .
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Cryn {u1(G), pue(G), ..., pn(G)} Hazusa ce Jlammacos cmexrap.

Jo6po nosHara cBojcTBa JlamaacoBux concrennx pennoctn rpada G (Bugern [12, 28])
cy

n—

1 n n—1 n n
Z,ui:Zdi:%nH Zu?:de—l—Zdi.
i=1 i=1 i=1 i=1

i=1

CorncrBene BPeHOCTH W CONCTBEHH BEKTOPH HOpMaJim3oBane Jlamiacose marpurie

L nazuBajy ce HopMasm3oBaHe JlammacoBe concTBeHe BPeIHOCTH U HOPMAIN30BaHT Jla-
IJIACOBU CONCTBeHW BekTOpu rpada G.

Hopmanusosane Jlamnacose concrBerne Bpeanoctu rpada G ce o3HadaBajy ca p; =
pi(G), i=1,2,....n.

Ako ce ca p;(= p;(G)) o3naun i-ta Hajeeha comncTBeHa BpemHOCT on L, Tana je

pi(G) 2 p2(G) = -+ 2 pp-1(G) > pa(G) =0 .

Cryn {p1(G), p2(G), ..., po(G)} HasuBa ce nopmasmsoBanu Jlammacos cuekrap.

3a p;, i=1,2,...,n, Baxu (Bugeru [28])
n—1 n—1 1
2
D T P Y 7

Y caenehuM npumepuMa O6uhe HaBeJeHH CIEKTPHU 3a HEKe CIelujajHe Kjace Ipa-
¢oBa, y 0IHOCY Ha MATPHUILy CYyCeACTBa, JlammacoBy MaTpuily m HOopMmaJmu3oBany .JIa-
IIJ1aCOBY MaTPUILY.

ITpumep 2.5.1. Hexa je K,, komnaeman epap ca n weoposa. Cnexmap epaga K, je

{coe, -no}

Jlanaacos cnexmap epaga K, je
{Om’ n(n—l)} ‘

Hopmanusosaru Jlanaacos cnexmap epaga K, je

0(1) n (n—1)
"\n—-1 '

IIpumep 2.5.2. Hexa je K, , xomnaemar bunapmuman epad . Cnexmap epaga K, ,
Je

{j: \/p_q(l), O(p+q—2)} '
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Jlanaacos cnexmap epaga K, , je

{0<1>’ PV gD (4 q><1>} _

Hopmanusosarnu Jlanaacos cnexmap epaga K, o je

{0(1)’ 1(pta=2) 2(1)} _

ITpumep 2.5.3. Hexa je P, nym ca n wsoposa. Cnexmap epada P, je

mj .
2 1 =12, ... .
{ cos<n+1> Ji , 2, ,n}

Jlanaacos cnexmap epaga P, je

{2—2cos(ﬂ) : j:(),l,...,n—l}.
n

Hopmanusosanu Jlanaacos cnexmap epaga P, je

{1—Cos( J ): j:O,l,...,n—l}.
n—1

IMpumep 2.5.4. Hexa je C,, koumypa ca n ueoposa . Cnexmap epaga C,, je

-
{2cos(ﬂ) : j:(),l,...,n—l}.
n

Janaacos cnexmap epaga C,, je

9
{2—2008(ﬂ) : j:O,l,...,n—l}.
n

Hopmanuszosanu Jlanaacos cnexmap epaga C,, je

-
{1—cos(ﬂ) : j:O,l,...,n—l}.
n

ITpumep 2.5.5. Hexa je G pezyaapan epag cmenena r. Tada sasce caedehe peaauuje
uamehy mampuya A, L u L:

L=rL=rl—-A.

IIpema mome, axo cy noswame concmeene spednocmu jedne 00 mampuuya A, L uiu
L, concmeene epednocmu 3a ocmane 08e Mampuue cy nomnywo odpehene Ha ocHosy
NPEMITOOHUT JeOHAK0CMU.
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2.6 TomoJsionmku;m MHAEKCU 3aCHOBaAHU HA CTEIIeHMMAa
YBOPOBA M I'paHa

[TocToju Besuku GpPOj TOMOJOIMKHUX HHIEKCA 3aCHOBAHUX HAa, CTEIIEHHMMA YBOPOBA H
rpana (Bugeru [56,132,133]). V oBoj aucepranuju Guhe HaBEEHH CAMO HEKH O/ FHUX,
KOjU Cy HEONXO/HU 34 JIa/ba Pa3MaTparba.

Cyrvan u Tpunajeruhi cy y pagy [62] meduHuca I TONOJONIKI HHIEKC 3aCHOBAH Ha
creneruMa yBopoBa (enr. Vertex Degree Based), M, kacHuje Ha3BaH npBu 3arpebauku
UHJIEKC, ca

My = M(G) =) d’.
i=1
Y pany [43] je youeHO JTa BayKu jeTHAKOCT

My = (di+dj).

VU
Kako je cremen cBake rpane e = v;v;, d(e) = d; + d; — 2, BayKH 1 jeTHAKOCT

m

My = (d(e;) +2),
i=1
Te Ce OBaj TOMOJIOIIKYM WHJEKC MOYKe Pa3MaTPaTH W KAO TOMOJIONIKNA WHIEKC 3aCHOBAH
Ha CTeIeHHMA I'paHa.
Y pany [62] medunucan je TOMOJONIKH HHIEKC 3ACHOBAH HA CTEIIEHMMA YBOPOBA,
KacHHje Ha3BaH JApyru 3arpedbadku mHaekc, My, ca

My = My(G) = dd; .

Vi~

Y momenyroM pany [62], neduHHCAH je TOMNOJONIKA WHIEKC 3ACHOBAH HA CTeIe-
HUMa YBOPOBa, KacHUje Ha3BaH 3abopaBbenu uHjaekc (enr. forgotten topological in-
dex)(Buneru [52]), F, ca

F=F(@G)=) d}.
i=1
VY pany [52] je npumehieHo fa 3a 0Baj TOMOJOIMIKH WHIECKC BAyKH jeTHAKOCT
F=) (d+d).
Vi~
Huje Temko younTn ma 3a Tomojormke uujaekce ' u My Baykn je THAKOCT
F42My =) (di+dj)*.
VU

Y pazay [129] je neduHHCAH TOMOJONIKA WHIEKC 3aCHOBAH HA CTEMEHUMAa YBOPOBA,
HM, non nasusom Xunep-3arpebaukn unjaekc (enr. Hyper-Zagreb index), ca
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HM = HM(G) =Y _ (di+d;)*.

Vi~

Ha ocnoBy nperxojine jeITHAKOCTH BaXKu Ja je

HM = F +2M, ,

na ce 3a HM u ne Moxke pehn 1a je HOBH TOIOJIONIKH HHJIEKC 3aCHOBAH HA CTEHEHUMA,
uopoBa . Y pajy [48] ou je nazsan upsu Xunep-3arpebauku unjekc u jgedunucan je
npyru Xwunep-3arpebadku uHIeKc, Ry, ca

RQ - RQ(G) - Z (dZdJ)Q .

;U

Y paxy [6] nedunucan je yonmrenun Panmuhes numexc (enr. general Randi¢ index),
R,, ca

Ro = Ro(G) = ) _ (did;)™

Vi~U5

rjie je o mpousBosbaH peasian Opoj. Ilopen mnpekca Ry uw Ry = My, y smureparypu cy

HajBUIIe TPUCYTHU TOMOJIONIKH WHEKCH KOju ce JMo0ujajy 3a o = —% na=—1. 3a
a = —% nobuja ce Panauher ungeke win (MyJTHIIUKATHBHA) WHIEKC MOBE3AHOCTH,
R,
1
R=R(G)= ) ,

o/ did;

Vi~V
nedbunucan y paay [123]. 3a a« = —1 gobuja ce TomoJomKky uHgeKe, R_q,

1
Ry =R,4(G)=)_ -
vy P

OBaj WHIEKC ce jaBiba MOJ HA3UBOM MOMMMUKOBAHU IPyru 3arpebadky WHIEKC, (BH-
neru [115]) u yormrrenn Panguhes nuneke R_y (Bugern [22]) .

Y pany [86] meduHucaH je TOMOIOIIKY WHIEKC 3ACHOBAH HA CTEIIEHHMA YBOPOBA MO
Ha3UBOM MHBEepP3HU HHIEKC, [ D, ca

ID=ID(G)=) .

i=1

Mysrrunyinkarusie Bapujante TonoJiomkux unjekca M; u My cy jnedunucane y
pany [133]. Mynarunnukarusan npeu Sarpebadku wHaekc, [1y, nedunucan je ca

n
i=1
Mynruninkatusan apyru 3arpebadku nuaekc, [y, nedwurmncan je ca

I, =1,(G) = [] did; .

Vi~vUj
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Tpeba nanomenyTu nia je y pajy [114] nedbunncan TonosIonKn nHIEKC, KACHH]e HA3BaH

Hapywmu-Karajama tonosomku numexc (enr. Narumi-Katayama topological index),
NK, ca

NK =NK(G)=]]d: .
Huje Tenko younru j1a BayKu jeJHAKOCT

II(G) = (NK(G))*

Y pany [45] nedunncan je MoandUKOBAHA MYJITUILINKATHBHA 3arpebadky HHIEKC,
IT7, ca

I =15(G) = [] (i +d)) .

VU
Kako je

m
1T = [J(des) +2)

i=1
OBaj TOIIOJIOIIKK MHACKC MOXKe Ceé TPpEeTUPDATH U KaO TOIIOJIOIIIKH HUHICKC 3aCHOBAH Ha
CTEITEHNMa T'PaHA.

buhe medunucana m Tpu TOMOJIOIIKA MHJIEKCA 3aCHOBaHA HA CTEIEHHMAa YBOPOBA,

KOjU €y U Mepe uperyiapHoctu rpacosa. Y pajiy [1] nedurucan je TOMOJIONIKA HHIEKC,
Kacuuje Hazpan Asbeprconos unjekc (enr. Albertson index) (Bugern [70]), Alb, ca

Alb = AIN(G) = > |d; — dj] .

Vi~

Y pany [126] naBegenu cy ronosomku uugeken [RLEF n IRLA, nedunucanu ca

IRLF = IRLF(G E |d

’ ldi = dj]
IRLA =IRLA(G) = E
RL RL =2 a +d

Vi~

Huje Temko younTn ja, Ha OCHOBY HejeJiHAKOCTH u3Mehy apurMerwyke u reome-
TPHUjCKe CpeuHe, BayKu Heje THAKOCT

IRLF(G) > IRLA(G) .
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2.7 HWaBapujanTe rpadoBa 3acHOBaHe Ha Jlamsaco-
BOM cIeKTpy rpada

[TocToju Butmre rpacdoBCKUX WHBAPHUjAHTH KOje cy 3acHOBaHe Ha JlamracoBoM criek-
TPY, OJIHOCHO HA COIICTBEHUM BpejHocTuMa Jlamnacose marpune. buhe nasegene camo
OHe KOje Cy HeOIXOJHe 3a OBY Jucepranujy (Buaern Ha mpumep [57,58]).

Usan I'yrman u 3oy (err. Zhou) cy 2006. roqune y pauy [58] nedunucann Jlamna-
COBY eHeprujy rpada Ha cjaegehn HaYMH

(2.1) LE = LE(G) = Z

=1

pi——| .
n

3a Buie jgerasba o Jlamnacosoj enepruju Bujgetu y [3].
Heka je o (1 < 0 < n) najsehu nosutusan 6poj Takas Ja je
Mo = —
n
Taja caenn Ja je [35]

2 4
i = 2 Z s,y - Ame
n n

LE- Y
i=1
rie je
So(G) = i
i=1
Jammacora enepruja rpada G moxke ce nedunncatn u Ha ciaeaehn vadws [35]

4 dmi
LE =25,(G) — 7 — max {zsi(a)—ﬂ}.

n 1<i<n—1 n

Buhe naBejene Heke KapakKTepUCTUYHE J0H€ I'paHuiie 3a JlamiacoBy eneprujy rpada.

VY pany [147] 3oy je mo6uo na 3a rpad G ca n 9BOpoBa M M rpaHa BaxKH

4m
(2.2) LE > — |
n
[pU Y€MYy jeJHAKOCT BayKM aKO W camo ako je G m3oMopdaH perygapHOM KOMILIETHOM
k-napruraom rpady (1 <k <n).
Cyrvan u 3oy cy y pany [58] qobuin caenehy gomy rpanuily
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1 <& om\ 2
2. LE > 2 — d; — —
(23) > fme 5 (a2

IPHU 9eMy jeTHAKOCT BazKM aKO B caMo ako je G m3oMopdaH KOMILIETHOM OUITAPTUTHOM
rpady Kz o .

Y pagy [35], ayropu cy Jobuiiu g0y rpanuily 3a JIamiacoBy eHeprujy y 3aBUCHOCTH
oI mapamerapa n, m u A, Tj.

(2.4) LE22<A+1—27m>,
IPH 9eMy jeJJHAKOCT BayKé aKo U caMo ako je G = K ;.

VY panay [35] je mpumeheno ga je moma rpanuna (2.4) cTpoXKuja o J0He IPAHUIE
(2.2) 3a 6m10 KOje crabio ocum 3a nyT P, . IllraBume, rpaHHua (2.4) je cTpoxkuja o
rpanute (2.3) 3a 6usto koje crabao T pena n, rae je A(T) > %+ 1.

3a 6unaprurae rpadose, Co (enr. So) u ocrasnu Koayropu y paiy [128] cy mobuim
Ja je

(2.5)

Y paay [36] je nokazano ja je ciemeha moma rpanuia 3a JlamiacoBy eHeprujy
noBe3anor rpada G yBek ¢TpOKHja O JIOoHe TpaHuIle jare ca (2.5), Tj. BaxKu jaa je

2
(2.6) LE>2+Zd— n

=1

Y macrapky O6uhe HaBe/ieHe HEKe KapaKTEePUCTUIHE TOPhe TpaHuIie 3a JlamniacoBy enep-
rujy rpada.

Y pany [58] I'yrman u 30y cy mobusu ciefelie Tpu ropte TpaHuIe

4 2
(2.7) LE < 2m+ M (G) — ——
n

(2.8) LE < \/n (zm + My(G) — 4—7”2) :

(2.9) LEg2—m+\/(n—1)(2m+M1(G)—4—W—4—W).



Y paxy [35], ayTopu cy IpEMETHJIN Ja je TOpha rpaHuIa jaTa ca (2.8) crpoxuja
on rope rpanute gare ca (2.7). [lltasuire, mokaszaau cy Ja je ropta IpaHuIa JgaTa
ca (2.9) crpoxuja of Tope rpanuie nare ca (2.8).

Y pazy [35] 3a rpad G ca n aBOpoBa H M > § rpaHa J0OHjEHO je Ja BaKu

4m
(2.10) LE <4m —2A — — +2,
n
Ipu 49eMy jeJHAKOCT BaxKH ako u camo ako je G = K, wm je G = K; A U
Kn,A,1 (% SA §n—2)
Kao mocsresuiia oBor pesyarara, y paty [127] 3a rpadose ca n usoposa u m > 0
rpaHa je 100HjeHO Ja BayKH

1
(2.11) LE < 4m (1 - —) :
n

TIPU YeMy jeTHAKOCT BazKH aKo U caMo ako je G = Ko U K, .

Hexa je T' crab/io peja n ca MakcuMa/anuMm cremenom usopa A > 2 (n > 37). YV
paxy [35] je mokazaHo ja je ropa rpanuia gata ca (2.10) cTpokKuja o1 TOpEe TpaHuIe
nate ca (2.9) 3a 6uso koje crabmo 1 .

J. JIu (emr. J. Liu) u B. Jlu (enr. B. Liu) y paxy [91] yBoge momudurosany Jla-
m1acoBy eneprujy rpada, y osuamun LEL(G), (ear. Laplacian-energy-like-invariant)
ca

LEL = LEL(G) =Y /i -
=1

HbhuxoBa ujeja je 3acHoBaHa HA YUHLEHUIIN J1a, j€

n
Z(\/E>2 =2m,
i=1
Koja ¢popmasiHo joBogu y Besy LEL ca obuunoMm eneprujom rpaca, 3acCHOBAHO] Ha
COICTBEHNM BPETHOCTHMA MATPHUIE cyceacTna [85].

Bpoj pasanumyhinx(cnpexuux) crabaia nosesanor rpadga G ca n 4BOpoBa, y O3HAIH
t = t(G), 3aBucu ox JlammacoBux comcTBeHuX BpeaHocTn u onpehen je ca

n—1
1
t=1(G) = EH‘”'
i=1
Osa jeanakoct je marta y [54] (Bumern takobe [26]) .

ITosnaro je Takohe ga ce Opoj pasaiumbyhux cradajia MOKe U3PA3UTH U HPEKO HOP-
MAJIM30BAHUX JIAIIACOBAX COICTBEHUX BPEIHOCTH Kao [26]

di n—1

n




2.8 KupxodoB nHIEKC

HcTopuja TOMOJIOMKUX HWHJIEKCA 3aCHOBAHUX HA pacTojamy noumme 1947. ronuxe,
Kaja je Xapouya Bunep y pasay [135], na 6u u3pauyHao Tauky K/bydarma tp aaKaHa,
HUCKOPHUCTHO (DOPMYJTY

tp :CLW(G)+pr(G) +c.

Y 0B0j bopmyn a, b, ¢ cy KorCTaHTe 32 gaty uzoMopduy rpymy, W(G) je (y MoaepHoj
TEPMUHOJIOTUjH, PA3JIMIUT OJ OHOI OPUIMHAJHOI Koju je Bumep Kopumerno) jeaHaxo
CyMH pacrojara Mel)y cBuM mapoBuMa 4BopoBa y Mosiekyackom rpady G, nok je Wp(G)
6poj mapoBa 4BOpOBa uHje je pactojame jeanako 3y rpady G, 1j. d(G, 3).

Y noderky BunepoBa ujeja HHUje IpUBJIaYNIA HaXKHBY KOJ XeMU4Yapa, ajdd KaKo
je Bpeme mpoJia3uiio, BeandwHa W mocTaje jeaH OJ1 HAJUOIMYJIAPHUJUX MOJEKYJICKHX
CTPYKTYPHUX JIECKPUIITOPA KOjU j€ HAIA0 HPUMEHY Y JU3ajHUPAIby KBAHTUTATHUBHO
CcTPyKTypHUX onHOca. OcuM TOTA, NMa BEJIMKY TPUMEHY y KpUCTaaorpaduju, TeOpuju
nndopmanmja, Kpunrogoruju u jap. /lanac, oBa rpadoBcka MHBapHujaHTa je MO3HATA
o, HasuBoM Bunepos ungekc (enr. Wiener index) wiam Bunepos 6poj (emr. Wiener
number) [140].

MaremaTndapu cy modenu mpoydaBarme BuHepoBOT MHIEKCA CKOPO TPH JETeHH]je
HAKOH XeMu4apa, y HO4YeTKy 0e3 MKAaKBOI' 3Haa O PaHUujuM pajoBuMma Bunepa. VY
caBpeMeHoj MaTeMaTn4dkoj ureparypu ca W (G) ce obuano o3navaBa Bunepos nHmexc.

Bunep je emuuny Wp(G) nassao ”monaputun” 6poj, a jaHac ce yoObmuajeHO OBa
BeJnunHa HasuBa Bunepos " nomaputn” uHiekc rpada G (enr. Wiener polarity index).
Jlakne, BunepoB u Bunepos ”mnonaputu” MHIEKC cy AedUHECAHT PEIOM ca

W(G) =Y da(u,v),

u,v €V

Wp(G) =d(G,3).
Hakon 1mrro je orkpusen BunepoB MHJIEKC, Y XEMU]CKOj U MAaTEMaTHYKO-XEMH]jCKO]
JUTEepaTypu IMOjaBUO Cce BeJUKH Opoj APYTHX WHIEKCA 3aCHOBAHWX HA PACTOjamly Y
rpady.

Nucnupucanun BurepoBuM WHIEKCOM, & 110 AHAJOTUJU CA €JEKTPUYHUM MPErKaMa,
Kunajn u Panauh cy nedunncann Kupxodos nnnekc (enr. Kirchhoff index) [15,79]. On
je meduHmIcan Kao 30Up BeJWUNHA 7, PACTOjamba—OTIOPHOCT (eHT. resistance-distance)
usmely uBoposa v; u vj, Tj.

(2.12) Kf(G)=> ry.

i<j
MspauynaBame BeJUYIHHE 7;; je BeOMa CJOXKeHO, Te je oako Jedunncan Kupxodos
WHJIeEKC OMO BeOMa OrpaHnveHe npumene. Peieme oBOr 1mpobseMa JIONLIO je 0/l CTpaHe
I'yrmana 1 Moxapa [65](Bumern u [145]), koju cy 1996. romuue nokazamm na ce Kup-
X0 OB MH/IEKC 3a IOoBe3aHe rpadoBe MOXKe H3padyHATH HA OCHOBY jeTHAKOCTH

(2.13) Kf(QG) :nzui
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36or m00pe onmepaTUBHOCTH OBe (hOPMYJe MOjaBUO ce BEJUKH Opoj pajioBa y KOjuMa je
npoy4daBan Kupxodos mH/EeKC, Ka0 U IHeroBa IpUMeHa y MpPOoyYaBaiby MOJIEKY/IapHUX
CTPYKTYPa XeMUJCKUX jefanberha. Ca MareMaTudke TadKe IJIeIUINTa, HajBUIIe Cy MPO-
ydaBaHe I'DaHHIe OBe HHBapHjaHTe KOje 3aBUCE O/ PA3JUUYUTUX MTapameTrapa rpada u
JIPYTUX MHBAPHUjaHTH, KAO U €KCTPEMHE BPEJHOCTH HA PA3HUM CIIEIHjaJIHUM KJacaMa
rpacosa (cTabia, yHUIMKINIHA, OUIUKITIHE TpadOBH, UT/L. ).

Yen (enr. Chen) u 3anr (enr. Zhang) cy 2007. roaune yBesu jour jegny rpados-
CKY MHBApUjaHTy TeCHO moBe3aHy ca Kupxodosum uniekcom, v o3namu K f*(G) (enr.
degree Kirchhoff index) [32]. Ou je nedunucan ca

Kf(G)="> did;ri; .

1<j

ITo anasoruju ca Kupxodosum nugexcom, K f*(G) ce moxe nedbunncarn u Kao [32]

n—1 1
Kf(G)=2m>» —.
—1 P
Buhe gare Bpennocrn Kupxodosor numekca K f(G) n numexca K f*(G) 3a neke
crienmjasHe KJjace rpadosna.
3a kommneran rpadg K,, kommreran 6unaprutan rpad K, .., 1 < r < 3] 1
mukayc C,,, BpeIHOCTH OBUX HHIEKCA CY JaTe PeloM Ca

Kf(Ky)=n—-1, Kf(K,) =(n-1),

r n—r
+
n—r r

Kf(Kr,n—r):(n_l)( ) -1, Kf*(Kr,n—T) :T(n—T‘)(QTL—3) ’

n>—n nd—n

o KI(C) ="

Y cnenujasnoM ciaydajy, Kajga je r = 1, rpad K ,—; je 3Be31a u Taga je

Kf(cn) =

Kf(Kip1)=n-1?%, Kf(Kyn1)=(n-1)(2n-3).

3a kommteran Gunapruran rpad 3a Koju je r = 7, n je mapan 06poj, jpo0uja ce aa
je
2

Kf(Kss)=20—3, Kf(Ksa2)= %(Qn ~3).
3Ba iyt P, Bpennoct Kupxodopor nnmexca je

nd—n

6

Heka je G = K,, — e rpad mobujen ox xommaerHor rpada K, Opucamem jemHe
Ierose rpame n Heka je G = K, 1 + e rpad gobujen jgomaBambeM jeIHOI YBOpa KOM-
mwieTHoM rpacdy K, 1 Tako ja HOBa rpaHa ImoBe3yje Taj YBOP ca IPOU3BOJLHHM YBOPOM
y rpady K, 1. Bpeamnoctu Kupxodosor nnjgekca 3a Tako mnodujere rpadone cy

31

Kf(Pn):




2
KKt =21

Kf(K,—e)=n-—2 .

Y pany [118](Bugern u [119]) medunucana je xiaaca d-perymaprux rpadosa, y
osHar Iy, 1 < d < n — 1, Ha caegehn naunn. Heka je N(v;) ckynm cBuX cycena
4Bopa v; U Heka je d(v;,v;) pacrojame usMely uBoposa v; u v;. Tazna je I'y ckym cBux
d-perynapuux rpacdosa, 1 < d < n — 1, ca cBojcTBOM 112 je

diam(G) =2 u |N(v;)NN(v;)| =d, kagav; 1v; HUCY CyCeIHH.
3a 6uio koju rpad G4 € 'y Baxku na je

nin—1)—d

Kf(Gd) = d )

Kf*(Gq) =d(n(n—1) —d).
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I'maBa 3

Home rpanuiie 3a Kupxodon
NHIEKC

3.1 Ilo3narm pe3yiararu

Y oBom ojsiesbKy Ouhe jar mpersies mo3HaTUX JOHBUX rpanuna 3a Kupxodon un-
nexe, K f(G), rpada G. Yrrapaom he OuTH HaBeIeHH Pe3yaTaTH KOjH Cy OJ WHTepeca
3a pasMarpama y Jgucepranuju. 1y cliajiajy Jome I'PaHHIle Koje 3aBHCe OJI HEKUX O/l
mapamerapa n, m, A = dy, Ay =dy, ds, ..., d_1 = 02, d, = 0 ¥/WIM HEKUX O] WHBA~
pujautu My, My, F, ID, NK, 11, Iy, I}, R_4, t.

Kaxkemo ja rpanunna 3a Kupxodos nagexe npunana knacu [ («), ako 3aBucu o mapa-
MeTapa u3 CKymna o.

Y paay [145] (Bugern Takolhe [102,118,155]) nokasana je HejeTHAKOCT

(3.1) Kf(G) > Kf(K,)=n—1.
Osa joma rpanuna je najoossa moryha y kiacu I(n), 1j. Koja 3aBucu camo oj napa-
MeTpa 1.

VY crenmjasHoM caydajy, 3a nuanapue rpadose, y paiy [143] je mokazaHo na BaxKu
HejeTHaKOCT

n(n —1)?

(3.2) Kf(G)> B(n—2)

IPH Y€MYy jeJTHAKOCT BaxKi ako u caMo ako je G = K3 nwin G = K.

Y pany [106] je, 3a mianapHe rpadoBe, T0KA3aHO Ja BAYXKU HEjeTHAKOCT

(3.3) Kf(G) >



IpU YeMy jeTHAKOCT BaxKM ako 1 caMo ako je G = K3 wn G = K. OBa HejeHaKOCT
je crpoxkuja on HejenHakocTH (3.2), moma rpanuma y (3.3) je 6o/ba 011 10He rPaHUIE y
(3.2), 3a Kf(G).

Y uctoMm pajy je J0Ka3aHO Ja 3a ITaHapHe OunapruTHe rpadoBe BayKu Heje THAKOCT

n?(n —1)
2 Gy

Ipu 9eMy jeJHAKOCT BazKH aKo H caMo ako je G = Koy, .

Heka je G, 2 < p < |3, rpad mobujen on rpada K, oxysumameM p rpaa. Y

paxy [140] je moka3aHo Ja BayKu HejeTHAKOCT
2p
n—2"

Ipu UeMy jeJHaAKOCT BazKH aKo U caMo ako je G, = K, — pK,.

Kf(Gp) >n—1+

VY pany [79] je nokasano 1a 3a cBako crabio T Baxu

W(T) 2 W(Kipn-1) ,

rae je W = W(G) Buunepos unzekc rpada G. Kako 3a csako crabmao T Baxu W(T) =
K f(T) (Bumern [31]), Bazku HejeIHAKOCT

Kf(T) > (n—1)%,

Ipu 9eMy jeJJHAaKOCT BayKn akKo M camo ako je 1" = Ky, .
Kaxko je 2m < n(n — 1) Baxu u Heje JHAKOCT

1
nzﬁ(\/8m+1+1) .

Ha ocroBy oBe HejennakocTu u Hejennakoctu (3.1) y pamay [110] je mokasaHo jga Basku
Heje THAKOCT

Kf(G)> %(W—Q ,

U YeMy jeTHAKOCT BaxKM ako M caMo ako je G = K,,. OBa j1oma rpaHuna je Hajoosma
moryhia y kracu [(m), Tj. KOja 3aBHCH caMO O] TapaMeTpa m .

Beoma cy 3nauajue rpanune 3a unpapujanty K f(G), Kao u 3a apyre mHBapujaHTe
rpacdoBa, Koje 3aBUCe caMO O OCHOBHUX Tlapamerapa 1 u 1.

Y paay [143] (Bugern Takolje [109]) mokasama je HejeHAKOCT

(3.4) Kf(G) > "(”2—;11)2 |

JeJIHaKoCT BaxKM ako U camo ako je G = K, .
Y paay [110] je mokazana HejeHAKOCT
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(3.5) Kf(G)2n2( Lo, (n=2F )

2m+n  2m(n—1)—n

JeaqnakocT Bazku ako u camo ako je G = K, .
Hejennakocr (3.5) je crpoxuja on Hejeanakoctu (3.4). VY pany [44] je nokazana u
HejeTHAKOCT

n?(n —1)(n —2)
2m(n —1) —n '

(3.6) Kf(G) =

[pU 4eMy jeJHAKOCT BazKu ako u camo ako je G = K, . U oBa HejeIHAKOCT je CTPOKUja
on HejemnakocTu (3.4) . Mebhyruwm, 1ako je mokasaru na je Hejennakoct (3.6) cTpoxkuja
u o Hejenuaxkoctn (3.5) .

Y pany [106] je moKa3aHA HEjeTHAKOCT

n?(n—1) —2m

2m

(3.7) Kf(G) >

?

IpU YeMY jeJIHAKOCT BaxKM ako U camo ako je G = K, win G € I'y.

Jlako je mokaszaru jga je uHejeqnakoct (3.7) crpoxuja o mejeqnakoctu (3.4), (3.5) u
(3.6) . Unak, ocraje 0TBOpEHO MUTae Ja JH je J0mha rpanuna y (3.7), Koja nmpumasa,
kjaacu I(n,m), Tj. Koja 3aBHCH caMoO O mapamerapa n u m, Hajbosba mMoryha y 0BOj
KJIACH.

3a ciydaj GunaprutHux rpadosa y pagy [110] je qokazaHa HejeTHAKOCT

n?(2n — 3)
4m

(3.8) Kf(G) =

Y
IPH YeMy jeJIHAKOCT BazK! ako | caMo ako je G = Kz =, rae je n mapan 6poj .

Y pazay [151)(Bugern Taxohe [119]) je ompeljena noma rpamuna 3a K f(G) koja
3aBHCH Ol mapaMeTapa n u A, Tj. IOKa3aHa je HejeTHAKOCT

(n—17

(3.9) Kf(G)> A

JemHakocT Bazkm ako m camo ako je G = K, .
Kaxko je 2m < nA, mejeanakocr (3.9) je aupekTHa mMOCTIeaMIA HejeHAKOCTH (3.4) .

VY crenmjannom caydajy, 3a d-peryiaapue rpacose, 1 < d < n — 1, Ha ocuosy (3.9)
BazK¥ HEjeTHAKOCT

(n—17

(3.10) KF(G) =~
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JeHaKOCT BaxkKm ako W caMo ako je G = K, . OBa HejeIHAKOCT je JOKa3aHa y paay
[121]. ¥ wmcrom pany [121](Buneru takobe [8]) je 3a d-perynapue rpadose, 1 < d <
n — 1, 10Ka3aHa HejeIHAKOCT

1+4d nd—d-1

pHU 9eMy jeJIHAKOCT BaXKW aKo u caMo ako je G = K, .
Y paay [118](Buaern Takolhe [102]) je moxkasana HejeHAKOCT

Kf(G)zn( L, (=2 )

nn—1)—A
(3.11) K@) > —F—

IpU Y€MY jeJIHAKOCT BaxKW ako U caMmo ako je G =2 K, win G € T'y.
Kako je

nn—1)—A S (n—1)?
A - A
nejennakoct (3.11) je crpoxkuja of nHejegnakoctn (3.9). Octaje 0oTBOpeHO THTaEHe 1A
7 je nomba rpanuna 3a K f(G), koja 3aBucu o napamerapa n u A, onpehena y (3.11)
Hajoospa moryha.
Ha ocuoBy mejennakoctu (3.11) 3a d-perynapue rpadope, 1 < d < n — 1, Baxku
HEjeTHAKOCT

(3.12) Kf(G)> W%Z )

IPH 9eMy jeJIHAKOCT BaKu ako u camo ako je G = K, mim G € I'y. Osa nejegnakoct
je mokasana y pajy [118]. Oua je crpoxuja of Hejeanakoctu (3.10) .

3a 6umaprurne rpadose y paay [151](Bugern rakobhe [119]) je mokazama HejemHa-
KOCT

n(2n — 3)
2A

IpH YeMy jeJIHAKOCT BayKu aKo M caMo ako je G = Ky n, rae je n mapan 6poj.

Kf(G)>

Y pany [144] je onpebhena noma rpanuna 3a K f(G) Koja 3aBucu oj mapaMeTrapa n
U 0, Tj. JOKa3aHa je HejeTHAKOCT

[pHU 9eMy jeJHAKOCT BazKu ako u caMmo ako je G = K, .

3a kmacy (p,q)-ounaprutaux rpadosa y pauy [142] je oapehena moma rpanunna 3a
K f(G) koja 3aBucu o mapamerapa p 4 ¢, Tj. JOKa3aHA je HejeJHAKOCT

)5 PHa= D@+ ) —pg
- P
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IPH YeMy jeJHAKOCT BaxKU aKo M caMo ako je G = Kz =, e je n mapat 6poj .

Y pany [149] onpebena je noma rpanuna 3a K f(G) koja 3aBucu ox mapamerapa
n,m u A, Tj. J0Ka3aHa je HEjeTHAKOCT

(3.13) .KﬂG)Zn( ! (n—2) ),

15 A om_A_1

Ipu UeMy jeJHAKOCT BazKH ako u caMmo ako je G = K, i G = Ky, .

Homwa rpanuna 3a K f(G) koja takolje 3aBucu oy mapamerapa n,m u A onpelhena
je v pamy [118](Bugern takohe [146, 149]), 1j. mokazamna je HejeaHAKOCT

n(n—1) —2m

(3.14) KA(G) 2 n 14 MO 220

[pHU 9eMy jeTHAKOCT BazxKu ako u caMo ako je G = K, wmu G € ['y.
Hejemmaxoctu (3.13) u (3.14) mucy ynopemuse. Tako ma mpumep, 3a G = Ky,
nejenaxoct (3.13) je crpoxuja o nejenmaxoctu (3.14). 3a G = Kn », Tre je n napan

6poj, uejemnakoct (3.14) je crpoxuja o Hejeganakoctu (3.13). ’

VY pany [106] je noka3aHa HejeTHAKOCT

(n—l)—A+(n—1)3

n
(3.15) KA(G) = = ",

IpH 9eMy jeHAKOCT BayKd ako U camo ako je G = K, nmu G = K, ,,_; mm G € ['y.

Kako je
_ _ —1)3 _ _
n(n —1) A+(n 1) Zn_1+71(71 1) 2m’
A 2m — A A
HejennakocT (3.15) je crpoxkuja o Hejennakoctu (3.14), 1j. moma rpanuia oapehena
y Hejearakoctu (3.15) je 6osba o1 jome rpanune, 3a K f(G), oapehene y HejeHAKOCTH
(3.14).

Hejennaxoct (3.15) je crpoxuja ox nejennakocrn (3.13) kaga je G = P, wm G € '),
WK KaJa je Hu3 crenena asoposa rpada G obmuka D = (n— 1,ds, ..., d,).
Taxobe, y ckynmy moBe3aHHX peryjapHux rpadoBa ca n > 4 4BopoBa Huje npoHahen
aujesan rpad 3a koju je mejeguaxocr (3.13) crpoxuja ox nejennakocru (3.15). Mnak,
ocTaje OTBOPEHO MHTarke Ja Ju je noma rpannna y (3.15), 3a K f(G), koja 3aBucu o
napamerapa n,m u A Hajoo/ba Moryha .

Y paxy [29] (Bumeru takobe [38]) oapelena je moma rpanuma 3a K f(G) koja 3aBucu
oI mapameTapa n,m, A u §, Tj. TOKa3aHa je HEjeTHAKOCT

37



12A 5 T am_A_s_1

(3.16) Kf(G) > n( ! (n—3) ) ,

npu demy je G # K, . JemHakocT BaKM ako M camMo ako je wau G = K, ; wm
GZK,—enm G=ZK,_1+e.

Kaxko je 1 + A < n, Ha ocuoBy (3.16) cieam HejeJHAKOCT

(3.17) Kf(G)zn(%+§+2m(_nA_f)5_l),

IpH 4eMy jeJHAKOCT BaKH ako 1 caMmo ako je wm G = Ky, wm G = K,, — e nin
G= K, 1+e. Kana je G # K,,, uejennakoct (3.16) je crpoxuja o1 HejeTHAKOCTH
(3.17) . Hejeanakocr (3.17) je mokazana y pauy [38].

VY pany [106] je moka3aHa HejeIHAKOCT

n—1—-A n—-1 (n—1)(n—2)?
(3.18) Kf(G) > =+ T+

JenmaxocT Bayku ako u camo ako je G = K, nm G = K, nmn G € I'y.

Hejennaxocru (3.18) u (3.17) mucy ynopenuse. Taxo na upumep, 3a G = Kn o,
npu gemy je n mapan 6poj, Hejearakoct (3.18) je crpoxkuja Hejeanakoctn (3.17). 3a
G = K, — e nejennakoct (3.17) je crpoxkuja o Hejennakoctu (3.18) . Camdno, iako je
nmokasaru jga u uejennakoctu (3.16) u (3.18) mucy ymopenuse .

Hexka je

T:%<A+6+\/(A—5)2+4A).

Ha ocuoBy jesHor ommrujer pesyararta u3 paja [14], sako ce mobuja na 3a Gumnap-
TUTHe rpadoBe BayKu HejeTHAKOCT

(3.19) KF(G) > n (% + (2”771_—_2)7,) ,

IpH 9eMy jeJJHAKOCT BayKé aKo U caMo ako je G = K, .

Y namem Tekcry OGuhe HaBejeHe nosHare jowe rpanune 3a K f(G) koje 3aBuce u
OJ IPYyTUX cremnena YBoposa rpada G .

Y panay [33] onpelena je moma rpanuna 3a K f(G) Koja 3aBucm oJ] mapamerapa
n,m, A\, Ay u §, Tj. JOKa3aHa je HejeTHAKOCT

(3.20) Kf(G) > " n ((n—2)2+ %) ,



Ipu UeMy jeJHaKOCT BazKH ako 1 camo ako je i G = K, nmn G = Ky, .

Jomwa rparnna 3a K f(G), Koja 3aBUCH O HCTUX apaMerapa Kao u oHa ojpehena
y (3.20), onpebhena je y paxy [106], 1j. n0ka3aHa je HejeHAKOCT

(3.21) Kf(G>2n_Z_A+2;:1A<”_2 (\/g_\/;) )

IpU 9eMy jeJHAKOCT BayKi ako U caMo ako jemmn G = K, wm G = K, yum G € I'y .

Hejemnaxoctu (3.20) u (3.21) nucy ynopeause .

Y paay [89] (Bugern takobe [7]) je mokazana caepeha HejeHAKOCT, KAO CHEIHjaJaH
CJIydaj jeHOT OMINTHjer pe3ysTaTa,

1 (n — 3) >

. >
(3.22) Kj(G) zn (1+A A ZmoA—A, 1

npu deMmy je dp_2 > dp—1 + 0 — 1. JennakocT Bazkm ako I caMo ako je G = Ky, .

VY paqy [106] je nokaszana cieneha Heje HAKOCT

n—1-A n—-1 (n—1)(n—2)?
. >
(3.23) KfG) 2+ 5+ 5 A A

Ipu 9eMy jeJHAKOCT BayKH ako u camo ako je G = K, wmm G = K, wm G € I';.

Home rpanute 3a K f(G) y (3.22) u (3.23) 3aBuce o1 uctux mapamerapa n,m, A
u A,. Jlowa rpanuna 3a K f(G) onpehena y (3.23) je cTpoxKuja oJ JIOHe TpAHUIE
onpebene y (3.22), na npumep 3a G = P, win G € ['y. nak, ocraje 0TBOpEHO NUTaHe
na g je Hejenmuakoct (3.23) crpoxkuja o1 HejeaHakocTH (3.22).

Y pagosuma [89, 146, 149] nobujene cy nome rpanure 3a K f(G) koje 3aBuce o
nmapamerapa n,dy, . .., d, . Tako je y pany [146] (Bumeru Takohe [89]) mokazana uejes-
HAKOCT

2
z;d_ n1+5—1)

Ipu geMy jeJHAKOCT BazKH aKo ’ caMo ako je G = Ky, nmn G = Kj.

(3.24) Kf(G) > (

Y pany [149] nokasaHa je HejeTHAKOCT

(3.25) Kf(G)2—1+(n—1)i%:—1+(n—1)1D.
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JemmakocT Baxkm ako u camo axko je G = K, mm G = K, ,_,, 1 < r < [§] wm
G € 'y (Bugern [102,110]) .

Y paay [146] je mpumeheno ma mejegnakoctn (3.24) u (3.25) mucy ymope/use.
MehyTtuMm, TectupameM HEje IpoHaljeHa Heka KJjaca HoBe3aHHX I'padoBa 3a KOjy je
HejequakocT (3.24) crpoxkuja of HejeqnakocTH (3.25).

Ha upsu norsex, nejennakocr (3.25) je 3axTeBHa, jep 3a M3padyHaBarhe WHBADHU-
janTe I D norpeOHO je mo3HaBaIbe CBUX cTelleHa YBoposa. Mehyrum, naBapujanrta I D je
J100po npoydeHa y auteparypu. Heke nome rpanuiie 3a [ D MOry ce HCKOPUCTHTH Jia Ce
Ha OCcHOBY (3.25) mobujy Beoma j1o6pe nome rpanute 3a K f(G) koje 3aBuce oJ] pa3Hux
napamerapa u Japyrux naBapujantu rpada G. OBa dumeHuia je jgocta KOpuiheHa y
mureparypu(sugern wa npumvep [110]). Tako, Ha npumep, Ha OCHOBY HejeIHAKOCTH

(3.26) JD—anl>”2
’ _izldi_2m’

u Hejennakoctu (3.25) nobuja ce mejeanakoct (3.7), Koja je mokazana y pauy [106],
a Hajoospa je moryha, mo cama nponabena, moma rpanuna 3a K f(G) koja 3aBucu o
napamerapa n m m.

Y namem TekcTy HapemfieMo Heke Joke rpanune 3a K f(G), Koje 3aBuce 0ji HEKHX
napaMeTapa M JIPYTHX HHBapujanTu rpacda G .

Y pany [33] je oapehena moma rpannna 3a wasapujanty K f(G) Koja 3aBucu o
napamerapa m,m W TOMOJIOMKOT wHaekca My, Tj. JoKa3aHa je HejeHaKOCT

2mn(n —1)(n — 2)
(3.27 k(o) 2 2 D=2,

IpH 9eMy jeJHAKOCT BayKu ako u caMo ako je G = K, .
Y paxy [110] je goka3ana HejeTHAKOCT

1 (n —2)?
. >
(3.28) Kf(G) _an(M1+2m+4m2—M1—2m)’

[pU 9eMy jeIHAKOCT BayKM ako u caMo ako je G = K, .
Hejennakocr (3.28) je crpoxuja o HejeanakocTu (3.27), e je nomwa rpannna 3a K f(G)
onpehena y (3.28) Gosba o7 gome rpanute ojapelene y (3.27) .

Y paxy [102] onpebena je moma rpanuna 3a unsapujanty K f(G) koja 3aBucu o
napamerapa n,m, A u ¢ u TOmoomKOr nHAeKca My, Tj. I1OKa3aHA je HejeaHAKOCT

4(n —1)m? B
(A +0) My — 2mAf
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(3.29) Kf(G) > 1

)



IpHU Y€MY jeTHAKOCT BaXKU ako u caMo ako je G = K, wn G = Kn r7ie je n mapan

. oo,
opoj .

Y pany [149](Bugern takobe [14,90]) 3a cayuaj kaga je G GunapruthHu rpad,
onpeljena je moma rpanuna 3a uuBapujanty K f(G) Koja 3aBucu oi mapamerapa n,m
1 TOTOJIOMKOT uHAekca My, Tj. moKa3aHa je HejeTHaKOCT

(3.30) KiG) > 5 (

1 n—2)2
p A2y
/My M

IPH YeMy jeJHAKOCT BaxKM ako H caMo ako je G = Kz =, rae je n mapan 6poj .

Y paay [152](Bugern Taxkole [14,90,154]) nokasama je HejeaHaKOCT

(3.31) Kf(G)>n (% + ;’;‘722—:21) ,

DY UeMy JeJHAKOCT BazKU AKO U CaMo ako je G = Ku » ., rae je n napan 0poj, uu je
G = Kl,nfl .

Homwe rpanure 3a uuBapujaury K f(G) onpebhene y (3.30) u (3.31), 3a Gunaprurhe
rpacdoBe, 3aBuCe OJ UCTHX [TapaMeTapa W WHBAPHjAHTH, Tj. IMPHUNAIA]Y UCTO] KJIaCH
I(n,m, Mj). Jlako je mokasaru Ja je joma rpamuia onpehena y (3.31) Gosba o morme
rpanuie, 3a K f(G), onpehene y (3.30).

VY pany [152] (Bugern Takolje [14, 154]) 3a noBesane 6unaprutHe rpadose oapehena
je moma rpanuna 3a K f(G) kKoja 3aBucu oj mapaMeTrapa n u m u unsapujantu M u t,
rie je t = t(G) 6poj pasanumyhux crabana y rpady G, Tj. 10Ka3aHA je HEjeTHAKOCT

(3.32) KF(G) >n <ﬂ +(n—2) <%> ) |

M, tnm
IIPH €My JeJHAKOCT BazKU aKO M caMo ako je G = Kn », rje je n napan 0poj.

Y pany [102] onpebena je noma rpanuna 3a K f(G) koja 3aBucH o1 mapamerapa
N, M ¥ TOMOJOIIKOT uHaeKca My, Tj. JOKa3aHa je HejeJHAKOCT

(3.33) Kf(G) > M_Tzl)mz 1,

P YeMy jeTHAKOCT BaKH aKo U caMo ako je (G peryjapan win ceMuperysaapan oumap-
TUTHH Tpad .

Y nomenyrom pany [102] onpelena je momwa rpanuna 3a K f(G) Koja 3aBucu o
mapamMeTapa n,m | TOIMOJIONIKOT WHIeKca [, Tj. moKa3aHa je HejeTHaKOCT
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4(n — 1)m?

(3.34) Kf(G) = ="

_]_’

P Y€MYy jeTHAKOCT BaKH ako u camo ako je G = K, niun G = Kz », r7e je n mapan
opoj .

Huje Temko youuru fa ce uejennaxoct (3.34) mobuja Ha ocHOBY Hejeqnakoctu (3.33) u
Heje THAKOCTH

2M, < F'.
Takobe, kako je (Bumern [77,102])

Ha OCHOBY OBe HejeTHAKOCTH U HejeaHakocTu (3.34) mobuja ce mejeanaxoct (3.29) .

Ha ocuosy mejegnaxoctu (Bugeru [92))

ID >2R_,,

u Hejegnakoctu (3.25) v paay [102](Bumern takobe [110]) je mokazana mejegHaxoct

(3.35) Kf(G)>-1+2(n—1)R_y,

[pHU 9eMy jeHAKOCT BazKu ako u caMo ako je G = K, wiu G € ['y.

Huje remko younTu jga HejeqHakocT (3.35) MMa OPHIMYHO IMHPOK KapakTep, jep
je TomoJiomKH uHJAeKC R_; 100po mpoyden y Jureparypu. Ha mpumep Ha ocHOBY
HejeHakocT (3.35) U HejeTHAKOCTH

n

2R, >

Z T
Koja je jokazaHa y pauy [84], nobuja ce uejenmakoct (3.1).
Ha ocuoBy Hejennakoctu (3.35) U HejeHAKOCTH

n

A

KoOja je jokasaHa y pauy [22], nobuja ce uejennakoct (3.11).
Ha ocuoBy HejennakoctTu (3.35) U HejeHAKOCTH

2R, >

m2

R{>—
1_M2>

Koja je jokasaHa y pajy [92], nobuja ce uejennakoct (3.33).

Hexka je



Y pany [13] (Bumern takobe [8]) ompehena je mora rpammuia 3a nusapujanty K f(G)
KOja 3aBUCH OJl mapamerapa n W A W TONOJIONIKOT WHIeKca R_1, Tj. J0Ka3aHa je
HejeITHAKOCT

n(1 (n—2)?
(3.36) K102 3 (4 20 ).

pU 9eMy jeIHAKOCT BaXKW aKo u caMo ako je G = K, .

Y paxy [150] onpehena je noma rpanuna 3a uasapujanty K f(G), kao cnernujanan
CIy4aj jeIHOr ONIITHjer pPe3yJaTaTa, Koja 3aBHCH O mapaMeTapa n u A U HHBApHjaHTe
t, Tj. JOKa3aHa je HejeJIHAKOCT

1

n n—3 t Tn—2
. > — n—2 -
(3.37) Kf(G)> : +(n—2)n (1 ) ,

IIPH 9eMy jeJJHAKOCT BayKé ako U camo ako je G = K, umn G = K, .
Cauvno, Kao Clenujaial cjiydaj ommrujer pesyarara y paiay [40] je mokasana nHejes-
HAKOCT

Kf(G) = HLA +(n—2mi2 (14 A)izt w4 (AY? = §1/2)2

pHU 9eMy jeIHAKOCT BayXKW ako u caMo ako je G = K, .

Y nmabem TekcTy Gulie HaBeeHe Heke morbe rpanmie 3a uasapujanty K f(G) koje 3a-
BUCE U OJ HEKOI' CJI0DO/IHOT TIapaMeTpa.

Heka je k npousBosban peanann 6poj ca ocoOUHOM [y > k > pu,—1. Y pamy [110](Bu-
neru Takohe [40]) mokasama je HejeHAKOCT

(3.38) Kf(G) > n(% - %) :

Ipu 9eMy jeTHAKOCT BayKu aKo u caMo ako je k = nu G = K, wm je k = n u
G=Kiypgunmjek =nunG = Kz, rae je n napan 6poj, nm je k = n—2n
G=2K, —e.

Hejennakocr (3.38) je Beoma ommirer Kapakrepa, jep ce u3b6opoMm mapamerpa k MOTY
n06uTn GpojHe MO3HATE, AU U HOBE, J0the rpanuie 3a naBapujauty K f(G). losomHo
je MCKODHCTUTH HejeTHAKOCT (BHJETH Ha mpumep [72])

M 2 2
1+ A> > g 20
2m n

> 1 -
n_l_,un 1

Tako, na npumep, 3a k = iy, 100uja ce HejeIHAKOCT

— 1
p1o 2mo—
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(3.39) KF(G) > n( ! M) ,



IpH 9YeMy jeTHAKOCT BakKW aKo M CaMO aKO je fly = fi3 = -+ = [ly_1, OJHOCHO, aKO
n camo ako je G = K, mm G = Ky, wm G = Kz »n, e je n napan 6poj.3a
nejennakoct (3.39) Bugern y pagosuma [90,149,150] .

3a k = p,—1 Ha ocHOBY (3.38) BaxKM HEjeTHAKOCT

L, (-2 )

(3.40) Kf(G) > ”( oot 2m — fin

IpH YeMy jeTHAKOCT BayKM aKO W CaMO aKO je iy = flog = *** = [lp_2, Tj. aKO U CaMO
ako je G 2 K, mmm G =2 K, —e.
Hejemmaxoct (3.40) je mokazana y paay [110]. Ha ocnoBy (3.39) u (3.40) y oBom pasy
JIOKa3aHO je JIa BayKW Heje THAKOCT
2 2
Kf(G)anaX{i—}—(n_z) : 1 + (n—Q) },
1o 2mo— p1 flpo1 o 2mo— fin

Y IeMy jeJJHAKOCT BazKu ako U caMo ako je G = Ky, wm G = Ky, wmm G = K n,

rje je n mapasn opoj, wiu G = K, — e.

Takobe, 3a k = 27’“ + 1, Ha ocHoBy (3.38) mobuja ce mejeanakoct (3.5), 3a k = %

nobuja ce Hejennaxoct (3.4), 3a k = 2L 41 nobuja ce nejennakoct (3.28), 3a k = 1+ A
nobuja ce mejegnakocr (3.13).

Caugno, y ciaydajy moBe3aHux OunapruTHuX rpadoBa BayKu HejeTHaKoCT(BuaeTn [44,

90])

M, M, 4 2m
— >N — > — > .
m n — n  n-—1

f1 =

m

Tako, Ha npumep 3a k = 47 Ha ocuoBy (3.38) mobuja ce Hejennakoct (3.8), 3a k =

24/ 28 nobuja ce mejennakoct (3.30), 3a k = 2L no6uja ce nejenmaxoct (3.31).

VY pasy [108] je mokazaHo ja 3a IPOU3BOJbAH peasiaH Opoj k, ca ocobHHOM p > k >
Pn—1, BAXKN HejeTHAKOCT

2
n—1 n n
Ry > k— —_—.
b= 2(n—2)( n—1> Ty
Ha ocroBy oBe nejeguaxocru u nejepunaxkocru (3.35) y pauay [110](Buzern Taxobe [102]),
JIOKa3aHa je HejeTHaKOCT

(3.41) Kf(G)Zn—lJrM(k— n )2,

n—2 n—1

IpU YeMy je/IHAKOCT BayKM aKo W caMo ako je k = = u G = K, wmm je k = 2 u
pra

1
G = Kz n , rse je n napan 6poj.

2
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3a k = = na ocHoBy HejeamakocTu (3.41) mobuja ce nejemnaxocr (3.1). 3a k = p
u k = p,_1, penoM, Ha OCHOBY HejenHakocTu (3.41) nobujajy ce HejeqHaKOCTH

Kf(G)zn—1+M(p1— i )2,

n—2 n—1
[IpH 9eMy jeTHAKOCT BayK1 aKO U CaMO aKO je po = p3 = +++ = pPp_1, U
(n—1)2 n o\’
Kf(G)>n—1+ —(pn_1 — ,
1@ 2 n—2 \"" T h1
IpU 9eMy jeJIHAKOCT BayKW aKO W CaMO aKo je pg = p3 = --- = pp_1. Ha oCHOBY oBe

age nejeguakocrn y pajy [110](Bumeru Takohe [102]), je mokasana nejeaakoct

—1)2 n 2 n 2
Kf(G)Zn—l—F%maX{(pl—n_l) ) <:0n—1_n_1) }7

DY UMy JeJHAKOCT BaxKM ak0 1 caMo ako je G = K, uwin G = Kz », rae je n napan
opoj .

Cnenehe mejeqnakoctu, mokazame y paay [151] (Bumeru Ttakobe [121]), majy Besy
mmehy K f(G) n K f*(G)

n ¥ n *
QmAKf (G)SKf(G)§2—m5Kf (G) .

JenakocTu Bazke ako u camo ako je GG perysiapan rpad .

Hapenene nejennakoctu omoryliyjy ma ce na ocuoBy rpanuna 3a K f(G) ompene
rpanute 32 K f*(G), n obpuyro. MelyTum, uckycTtBo ykasyje ja €y Ha Taj HAIWH
ojipehene rpanutie jiocra rpybe. Ilpernopyka je jia ce ropimbe Heje IHAKOCTH KOPUCTE aKO
Ce I'paHHUIle HE MOT'Y OJApPEANTHU Ha HEKHW APYI'U HAYMH.
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3.2 HoBu pe3yararu

Y 0BOM 0jiesbKy Ouhe HaBeJeHM U AHATM3MPAHU HOBU PE3YJITATH JIO KOJUX C€ JIO-
IO Yy TOKY Paja Ha HPeIIOZKeHO] TeMH, O]l KOJUX Cy HEKH MyOJMKOBAHU y Pajio-
suMa [55], [98], [100] u [105].

VY caenehoj Teopemu onpelena je moma rpanuma 3a K f(G) Koja 3aBucu oj mapame-
Tapa n,m, A u §, 1j. Koja npunaia kiacu I(n,m,A,J).

Teopema 3.2.1. [100] Hexa je G npocm noseszan epag ca n > 2 460posa u m 2pana.
Tada je

n*(n—1) —2m (n—1) (ﬂ_ \/(_5)2
m 2D ’

(3.42) Kf(G) >

npu yemy jednaxocm sascu axo u camo ako je G = K, uau G € T'y.

1 1 1
Jlokas. Ba a; = —,i=1,2,...,n,7r = — u R=—— nejegnakoct (1.5) mocraje

Vi VA Vo

1 o1\ _n(VA-Vo
(3.43) RZE_(Z\/E) > ( N, )

2

1
Ba r=3,p = ya; =b;=c¢; =+/d;, i =1,2,...,n, wejennakoct (1.2) nocraje
Vd;
E E d; > nd,
(z:l v d") i=1
OJHOCHO

(3.44) (Z ;d_) > %

Ha ocuoBy Hejennakoctu (3.43) u (3.44) coenn na je

2
e (VA= VG)
;EZ%+ s

Kona4ano, Ha OCHOBY 1OCJIe/€ HejeHAKOCTH 1 HejennakocTr (3.25), nobuja ce uejes-
makoct (3.42).

JeanakocT y (3.44) Bazku ako m caMo ako je dy = dy = -+ = d,,. Jemmakoct y (3.25)
BayKH ako U caMo ako je G = K, wm je G = Ky, wm G € I'g, ogakie cieau 1a
jemnakoct y (3.42) Bazku axko u camo ako je G = K, win G € T'y. O
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2
Hanomena 3.2.1. [100] Kako je (\/Z - \/3) > 0, nejednarocm (3.42) je cmpoorcuja

00 nejednarocmu (3.7).
Kako je 2m < nA, Baxu caeneha nocaeauia reopeme 3.2.1.

ITocaenuma 3.2.1. [100] Heka je G npocm nosesan epag ca n > 2 ugoposa u m
epana. Tada je

nin—1) — (n—1) \/Z—\/52
(3.45) Kf(G) s ™ A” = <2M )

npu vemy jednaxocm sascu axo u camo ako je G = K, uau G € T'y.

Hanomena 3.2.2. [100] Hejednaxocm (3.45) je cmpootcuja 00 nejednaxocmu (3.11).
Axo je G d-peeyaapan epag, 1 < d < n — 1, mada na ocrosy nejednarocmu (3.45)
caedu nejednarocm (3.12).

Hanomena 3.2.3. [100] Jowe epanuye 3a K f(G) dame wnejednaxocmuma (3.16) u
(3.42) zasuce 0d ucmux napamemapa, n, m, A, u 6. Mehymum, one nucy ynopeduse.
Taxo, na npumep, sa G = Kz n dorwa zpanuya (3.42) je cmpootcuja 00 dore epanuue
(3.16), asau 3a G = 2K,V K, sasicu 06pHymo.

VY caenehoj Teopemu onpeljena je moma rpannia 3a K f(G) Koja 3aBucu of mapame-
Tapa n, m, A, Ay u §, 1j. Koja npunaga kiaacu I(n,m, A, Ay, J).

Teopema 3.2.2. [100] Hexa je G npocm noseszan epad ca n > 3 460po6a u m 2paHa.
Tada easrcu

— e (VA Ve
o) (Qm—l)A+< 2A25> )

(3.46) Kf(G) > A

npu wemy jednaxocm eascu axo u camo ako je G = K, uau G = Ky, usu G € I'y.

Jlokas. Hejennakoct (1.5) ce Mozke mocMarpaTs y 00JUKY

3a L 2 R L L obuja ce
a; = ,i=2,....ny R=—mur= u
Vd; ) \/AQrIL !
(n_l) n i_ n 1 >n_1<L_L)2
i=2 1 122\/d_2 - 2 \/5 VA2 ’
Tj.
2
(3.47) : 1)" 1><” 1)2 (n—1>(VA2—\/3>
. n — - = +
z:Qdi 1:2\/d_i 2A50



Canuno, uejequakoct (1.2) ce Moxke mocMarpaT y 00JUKY

n r—1 n n n
(Z pz’) Zpiaibi G 2 Zpiaz' sz’bi e sz‘Czw
=2 i—2 =2 i=2 i—2

1 ) .
Bar=3,p=—,a =b=c =+/d;, i =2,...,n, JaTa HejeJJHAKOCT MOCTaje

I
(;ﬁ) ;diz(n_l)a
Tj.

(3.48) (Z \/1d_> > (Q”m_—_l)A.

Ha ocuoBy mejemnakoctu (3.47) u (3.48) nobuja ce na je

oty 0 (VB V)

1
_ —>
(n 1>;di_2m—A+ 9750 )
Tj.
2
1 _n—1 m-1p  (VB2—V3)
. - — > -
(3.49) (n 1)Zd_ X +(n—1) oA+ A

i=1
Ha xpajy, ma ocnoBy nejenmakoctu (3.49) u (3.25) cienn nejeauakoct (3.46).

Jemuakocr y (3.48) Baku ako u camo ako je dy = d3 = -+ = d,,. Jemnakocr y (3.25)
BasKM aKo I caMo ako je G = K, wmm G = K, ,,_; wm G € I'y. TIpema Tome, jegHaxocT
y (3.46) Baxku ako u camo ako je G = K, wm G = Ky, wm G € Ty, O

Buhe naBesnene Tpu TeopemMe, Koje ce J0Ka3yjy CAUIHUM IIOCTYIIKOM Ka0 y TEOPEMH
3.2.2 ) Te ce camMu JIOKa3W U30CTaBJbA]y.

Teopema 3.2.3. [100] Hexa je G npocm nosesan epad ca n > 3 460po6a u m 2pana.
Taoda eascu

n—1-— n—1)> \/Z_\/EQ
=) (2m—1)6+< I ) ’

Kf(G) 2 ———
)
npu yemy jednaxocm sascu axo u camo ako je G = K, uau G € T'y.

Teopema 3.2.4. [100] Hexa je G npocm nosesan epag ca n > 4 w6oposa u m 2pana.
Tada saorcu

(3.50) Kf(G) > (”_1>(A+5)_A5+<n_1)< (n=2?2 (VB2 — V) )

Ad 2m — A — 9 2A4909
npu wemy jednaxocm eascu axo u camo axo je G = K, uau G = Ky, usu G € Iy,
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Teopema 3.2.5. [100] Hexa je G npocm nosesan epagd ca n > 4 uweoposa u m 2pana.
Tada eascu
(3.51)

w2y (VE-VE)
t=Dl 5 A 5T 280 !

(n—1)(A+ Ay) — AA,

npu wemy jednaxocm eastcy axo u camo axo je G = K, uau G = Ky, usu G € T'y.

Hanomena 3.2.4. [100] Hejednarxocm (3.50) je empoorcuga 0d nejednarocmu (3.18),
anu nuje ynopedusa ca (3.16). Ha npumep, 3a G = K, — e nejednaxocm (3.16) je
cmpootcuja 00 nejednarocmu (3.50), aru 3a G = Ky ,_1 nejednarocm (3.18) je empo-
orcuja 0d nejednarocmu (3.16), na je nejednarocm (3.50) cmpoorcuja 00 nejednaxocmu
(3.16). Hejednarocm (3.51) je cmpoorcuja 00 nejednarocmu (3.23), asu nuje ynope-
dusa ca (3.22). Taxo sa G = K 1 nejednarocm (3.23) je cmpoorcuja 00 nejedna-
kocmu (3.22), na je nejednaxocm (3.51) empoorcuja 00 nejednarocmu (3.22), asu 3a
G = K, — e nejednarocm (3.22) je empootcuja 00 nejednarocmu (3.51) .

Y caexnehinum iBema teopemama ojpehene cy pomwe rpanune 3a K f(G) koje 3aBuce
ox mapamerapa n,m u rtomnojomkor uaaekca NK = NK(G), 1j. rpanune u3 kuace

I(n,m, NK(G)).

Teopema 3.2.6. [100] Hexa je G npocm noseszan epag ca n > 2 460p08a u m 2paHa.
Tada sascu

(n® — 2m) (NK(G))" — 2mn

(3.52) Kf(G) = ,
2m (NK(G))»
npu uemy jednaxocm eascu axo u camo axo je G = K, uiu G € T'y.
1
Jokas. 3a a; = R i=1,2,...,n, nejeanakocr (1.12) mocraje

Tj.

"1 ? n
 d; <i:1 \/Ei) C(NK(G)r

(3.53) (n=1) %z;—m—m.

Hejenmaxocr (3.52) caga caean na ocuoBy Hejegnakocts (3.53) u (3.25).

Jeanakoct y (3.53) Bayku ako u caMo ako je dy = dy = -+ = d,,. Jemmakoct y (3.25)
BayKM aKo U caMmo ako je G = K, umn je G = K, nwm G € I';. lakie, jennakocT y
(3.52) Baxku ako u camo ako je G = K, wm G € T'y. O
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Teopema 3.2.7. [98] Heka je G npocm nosesan epagh ca n > 2 460posa u m 2pana.
Tada eascu

n3(n —1)

(3:54) Ki& =z -1+ 2m(n — 1) + n(NK(G))»’

npu wemy jednarocm sascu axo u camo axo je G = K, uau G € I'y.

Jokas. Ba r =3, p; = J/d;i, a; = b; = ¢; = \/LJ, i =1,2,...,n, nejeqnaxocr (1.2)
mocTaje

n 2 n
(3.55) (Z \/EZ) dl -
i=1 i=1

Ha ocuoBy mejennakoctu (1.12), 3a a; = d;, i = 1,2, ..., n, n06uja ce HejefHAKOCT

(n—l)zdiz (Z\/E) —n<Hdi>n,

Tj.
(3.56) (i \/d_Z) <2m(n—1)+n(NK(G))r.

Ha ocuoBy Hejennakoctu (3.55) u (3.56) mobuja ce HejemHAKOCT

n3

(3.57) >

1
~di " 2m(n— 1) +n(NK(GQ))"

Konauno, mejeqnakoct (3.54) caga ciaean na ocnoBy nejegnakocru (3.25) u (3.57).

Jemuakocru y (3.55) u (3.56) Baxke ako u camo ako je d; = dy = -+ = d,, Tj. aKo u
camo axo je G perynapan rpad. Jemxnakocr y (3.25) Baku ako u camo ako je G = K,
win je G = Ky, wmn G € T'y. Ilpema Tome, jeanakoct y (3.54) BaxKu ako U caMo aKo
jeG= K, nm G ey O

Kako je 2m < nA, Baxxu ciaegeha nociaeauna reopeme 3.2.6.

ITocaenuma 3.2.2. [100] Heka je G npocm nosesan epag ca n > 2 ugoposa u m
epara. Tada je

(3.58) Kf(G) > (n* — A) (NK(G))% —nA
- A(NK(G))"

7
npu wemy jednarocm sascu axo u camo axo je G = K, uau G € I'y.

Kako Baxu 1a je 2m < nA, NK(G) < A" u NK(G) < (22)" (sugeru [125]), Baxu
caeneha mocaeauna Teopeme 3.2.7.
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IMocnenuna 3.2.3. [98] Hexka je G npocm nosesan epadh can > 2 460posa u m 2pana.
Tada eascu

—-1)—A
(3.59) Kf(G) > %

u

n*(n—1) —2m

2m

(3.60) Kf(G) >

Y

npu vyemy jednaxocm sascu axo u camo ako je G = K, uau G € T'y.

Hejennakocru (3.59) u (3.60) nokasane cy y pazy [106] (Bumeru u [110]).

Cnenehe Tpu TeopeMe J0Ka3yjy ce Ha CJIMYAaH HAYMH KAo U TeopeMa 3.2.7, Te ce
BUXOBHU JIOKa3W M30CTaBIbA]y.

Teopema 3.2.8. [98] Hexa je G npocm nogezan zpag ca n > 2 w6oposa u m 2pana.
Tada saorcu

n—1-A (n—1)*

BIG) 2 —x—+ (n—2)2m —A)+ (n — 1)(NK(G))mT A~ w1

npu wemy jednaxocm eastcu axo u camo axo je uau G = K, uau G = Ky, 1 uiu
Gely.

Teopema 3.2.9. [98] Hexka je G npocm nosezan epag ca n > 2 480posa u m 2pana.
Tada sascu

n—1-9 (n—1)4
A (n—2)2m —6) + (n — )(NK(G))m16 w1’

npu wemy jednaxocm eascu axo u camo axo je G = K, uau G = Ky, usu G € Iy,

Teopema 3.2.10. [98] Hexa je G npocm nosesan 2pagh ca n > 3 ueoposa u m 2pana.
Tada saorcu

S (n—1)(A4+4§) — A

- Ad

Kf(G)
(n—1)(n—2)3
(n—3)(2m — A —6) + (n — 2(NK(G))w2A w25 s

npu wemy jednaxocm eascu axo u camo ako je G = K, uau G = Ky ,_1 usu G € I'y.

Y ciesiehoj reopemu oxnpelena je joma rpanuna 3a K f(G) koja 3aBucu o1 napame-
rapa n, m, A u NK(G), 1j. koja npunazna xiaacu I(n,m, A, NK(G)).

Teopema 3.2.11. [100] Hexa je G npocm nosesan 2pagh ca n > 3 ueoposa u m zpana.
Tada easicu

n—1-A (n—-17°[(n—1) a -
(3.61) Kf(G) 2 —F—+ " <2m—A_(NK(G)> )

npu wemy jednaxocm sascu axo u camo axo je G = K, uau G = Ky, usu G € I'y.
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Jloxas. Hejennakocr (1.12) ce MoxKke mocMaTparu y o0JUKY

(=23 > (Zﬁ) - 1) <Ha> |

=2
1 . .
Ba a; = R 1=2,3,...,n, OHA IOCTaje
n—2)y = > (Z ) —(n—1) (H—> ,
=2 dz =2 \/d_l =2 dz
Tj.

"1 ") A =
w2352 (S ) -0 ()

Ha ocnoBy oBe nejennakoctu u Hejegnakocru (3.48) BaxKu HejeHAKOCT

Tj.
11 n—1[{(n—1)7? A
(3.62) — 2t - — .

Hejenmaxocr (3.61) caga coenn na ocHoBy HejegnakocTu (3.62) u (3.25).

Jemnakocr y (3.62) Baxku ako u camo ako je do = d3 = --+- = d,,. Kako jegHakoct y
(3.25) Bazkm ako u camo ako je G = K, wmn G = Ky, nniu G € 'y, raga hie jeqnakocr
y (3.61) BazkuTu ako u camo ako je G = K,, mmu G = Ky, wu G € '

]

Kaxko je 2m < nA, Baxu ciemeha mocsemuna treopeme 3.2.11.

ITocrenuma 3.2.4. [100] Hexa je G npocm nosesan epad ca n > 3 ueoposa . Tada
8a9CU

-1 —n-1)—-nm-2A @m-12/ A \i1
K@) = (n—2)A n—2 < G)) ’

- NK(
npu wemy jednaxocm eaxcy axo u camo ako je G = K, uau G = Ky ,,_1 usu G € T'y.
Kaxko je NK(G) > n — 1 (Bugern [67]), Baxku caeneha nocemuna reopemve 3.2.11.

ITocaequua 3.2.5. [100] Hexa je G npocm nosesan zpag ca n > 3 ueoposa u m
epana. Tada sasrcu

n—1-—A (n_1)2 (n—1)2 A ﬁ
Kf(G)Z A + n—2 <2m—A_(”—1) )7

npu wemy jednarocm 6ascu axo u camo ako je G = Ky, 4.
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Heka je t = t(G) ykymnan 6poj pasanumyhnx crabana rpada G. VY pamy [78] je
IOKA3aHO /18 BaKN
NK(G) > (n—1)t.

Ha ocnoBy oBe Hejeanakoctu Bazku ciiejeha mocienuia teopeme 3.2.11.

TTocaenuma 3.2.6. [100] Heka je G npocm nosesan epag ca n > 3 usoposa u m
epana. Tada easrcu

n—1-A  (n—1)7 ((n—1) A -
Kf(G)Z A + n—2 <2m—A_(t(n_1)) )7

npu Yemy jedHarxocm 6aict axo u camo axo je G = Ky ,,_;.

Cnenehe npe TeopemMe I0Ka3yjy ce Ha CJANYAH HAYWH Kao U Teopema 3.2.11, Te ce
BUXOBHU JTOKA3W M30CTaBIbA]y.

Teopema 3.2.12. [100] Hexa je G npocm nosezan epaga ca n > 3 460p0sa U M 2paHa.
Tada sascu

n—1-6 (n—=1)*((n—1)> 0 o
KF(G) 2 "+ <2m_5‘(NK<G>) )

npu vemy jednaxocm sascu axo u camo ako je G = K, uau G € T'y.

Teopema 3.2.13. [100] Hexa je G npocm nosesan epagh ca n > 4 weoposa u m zpana.
Tada saorcu

L (= 1D(A+0) -~ A
= AS

(n-1n-2) [ (n-2) A\
i n—3 <2m—A—§_(NK(G)> )

npu wemy jednaxocm eascu axo u camo ako je G = K, uau G = Ky, usu G € I'y.

K[f(G)

ITocaenuua 3.2.7. [100] Hexa je G npocm nosesan zpag ca n > 4 ueoposa u m
epana. Tada eastcu

(n—1)(A+6) — AS
A6

n—1n-2) ( (n-2)> AS \ 2
n—3 <2m—A—5_((n—1)t) )’

npu wemy jednarocm 6ascu axo u camo ako je G = Ky ,_q.

Kf(G) >

Y caenelioj Teopemu je ompehena moma rpanunia 3a K f(G) Koja 3aBucu o1 mapame-
trapa n, 0, A u NK(G), 1j. koja npunaia kiacu I(n,d, A, NK(G)).
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Teopema 3.2.14. [98] Hexa je G npocm nosesan epagh ca n > 2 460posa u m 2pana.
Tada je

—1)—(A+96 —1)A6 A —§)?
(3.63) K@) > "=V (A10) nn =120 | (A—0F
A+§ (A+0)(NK(G))» Ad
npu uemy jednakocm eaxcu axo u camo ako je G = K, uau G € T'y.
1
Jokas. 3a p; = ani a;=d,1=12,....n, R=d;=A,r =d, =9, nejeanaxoct
i=14d;

(1.4) mocraje

"1

L

=1 <A+57
Tj.

1 n—i-A(SZ?: %
(3.64) Z— i
— d; A+
B3a a; = ﬁ, i=1,2,...,n, vejeqnaxoct (1.10) mocraje
S (T14) < (A=Y
— d? — paley d? 5y A) 7
Tj.
~ 1 A —§)?
(3.65) 1y _n B9
—~ d; — (NK(G))» 0A

Cana ce na ocHoBy Hejeqnakoctn (3.64), (3.65) u (3.25) nobuja mejeanakocr (3.63).

Jemuakocr y (3.64) Bazku ako u camo ako je A =d; = dy = -+- = d,, = 0, nim aKo 3a
HekO kb, 1 <k <n—1l,Baknmaje A =dy=---=dy > dp1 =---=d, =9. Jegnaxocr
y (3.65) BazKu ako u caMo ako je dy = -+ = d,_1 = \/did,. axie, jeqHakocru y
nejeqnakocTuMa (3.64) u (3.65) Bazke ako u camo ako je A =dy =dy = --- =d,, = 0.

Y Tom caydajy Hejepnakoct (3.63) mocraje

(3.66) Kf(G) > W.

OBa HejeTHAKOCT je mokazana y paay [118]. Jemxmaxkocr y uejemnakoctu (3.66), a camum
THM Yy HejeqnakocTn (3.63), Baku ako u camo ako je G = K, wim G € ['y. n

Y ciaenelioj Teopemu je ompebhena moma rpanuma 3a K f(G) Koja 3aBucu o1 mapame-
tapa n, §, A u Tonosomkor uugekca Iy , 1j. koja mpunama xkiaacu I(n,d, A I1;).
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Teopema 3.2.15. [105] Heka je G npocm nosesan epagh ca n > 2 usoposa. Tada
6a9HCU

S| 3

(3.67) KF(G) > —1+n(n— 1)) -

(2v/AD)

Jednarocm eascu axo u camo axo je G = K, uau G € I'y.

oxas. Ba a; = %, i=1,2,...,n,a, = %, a, = %, nejennakoct (1.11) mocraje
2
n A S \"
sk (VAR
(3.68) L > 5 :
() F
=14,
Tj.
n 2
(3.6 Lo MBI p)a
— d; (4A0)n

Jeanaxocr y (3.68) Baxu ako u camo axo je dp = -+ = d,_1 = 77, Tj. aKo u camo
ako je dy = dy = -+ = d,,_1 = d,,. Kako jegnaxoct y (3.25) BaxKu ako U caMo axo je
G=K,umG=K,,wuG el crenn ga jenmakoct y (3.67) Baku ako I caMo
ako je G 2 K, mm G € I'y. O

Cnenehe Tpu TeopemMe M0Ka3yjy ce Ha CAIMYaH HaYWH Kao u Teopema 3.2.15, Te ce
BHUXOBU JTIOKa3W W30CTaBIbA]y.

Teopema 3.2.16. [105] Hexa je G npocm nosesan 2pad ca n > 3 weoposa. Tada
6aCU

n—1-—A (AI_HS)% <H1)_2("1—1)
Kf(G)> ———+(n—-1))°—F | = .
@z —x— - (e

Jednarocm eascu axo u camo axo je G = K, usu G = Ky ,,1 uau G € I'y.

Teopema 3.2.17. [105] Hexa je G npocm nosesan 2pad ca n > 3 weoposa. Tada
6aCU

n—1-9¢ (A +6,)71 (Hl)—zd_l)
KfG)> —— "4 (n—1)2 =" (L .
B G Brvvx=d b

Jednaxoem easicu axo u camo axo je G = K, uau G € I'y.
d

Teopema 3.2.18. [105] Hexa je G npocm nosesan epad ca n > 4 weoposa. Tada

BAHCU,

n—l)(A+5)—A5+
A

A1+51)£ ( IT; )_2("1‘2)

(
Kf(G
@) = (475,72 \A20?

Jednaxocm eascu axo u camo axo je G = K,, uru G = Ky ,,1 uau G € I'y.
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Teopema 3.2.19. [105] Heka je G npocm nosesan epagh ca n > 2 usoposa. Tada
6a9HCU

2
1 (VA - Vo)
(3.70) Kf(G)>—-1+n(n—1)(11;) 2" + (n — I)T
Jednarocm eascu axo u camo axo je G = K, uau G € I'y.
oxas. Ba a; = di“ i=1,2,...,n,a; = %, a, = i, nejennakoct (1.10) mocraje
(3.71) - ﬁln><1 1)2
. ——n — —_— -,
=1 d’ i=1 dl N \/5 \/Z
Tj.
2
e, 050
. — > P I
(3.72) 72 n ()72 + N

i=1

Konagno, Ha ocHOBY Hejeqnakoctn (3.25) u (3.72) mobuja ce Hejennakoct (3.70).

Jenmaxoct y (3.71) Baxknu ako m caMo ako je dy = --- = dp_1 = V/AJ, Tj. axo u camo
ako je A =dy = --- =d, = 0. Jegnakocr y (3.25) Baxku ako u camo ako je G = K,
win G = Ky, win G € I'y. [Ipema Tome, jenmakocr y (3.70) BazKku ako u caMO akKo
jeG=2 K, nwm G €Ty O

Kaxo saxu 1a je I, = (NK(G))? u kako je NK(G) < (n—1)", NK(G) < (M2)2,
NK(G) < (2)" (sugern [125]), u na ocuosy nejeanaxocrn (3.70) saxu cieseha
nocJjeauna Teopeme 3.2.19.

ITocnenuma 3.2.8. (98] Hexa je G npocm nosesan epag ca n > 2 weoposa. Tada je

(v5- vy

Kf(G)>n—1+(n—1) NI

npu wemy jedHarocm 6axcu ako u camo axo je G = K,

(VA v5)
Ay

ny/n(n—1) — VM
VM

npu wemy jednarocm easicu axo u camo axo je G = K, uau G € T'y,

(VA v5)
Ay

Kf(G)> +(n—1)

n*(n—1) —2m

2m

(3.73) Kf(G) >

+(n—1)

npu wemy jednarocm sascu axo u camo ako je G = K, uau G € T'y.
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Hanomena 3.2.5. [98] Hejednaxocm (3.73) je cmpoostcuja 00 nejednarocmu (3.60).
Kaxo saocu da je 2m < nA, na ocnosy nejednarocmu (3.73) dobujamo da je

mon-a n(VA-Vi)
A T oAy

Kf(@) ="

Koja je cmpostcuja 00 nejednarocmu (3.59).

Cnenehe Tpu TeopemMe I0Ka3yjy ce Ha CAMYaH HaYWH Kao u Teopema 3.2.19, Te ce
BUXOBHU JIOKa3W M30CTABIbA]Y.

Teopema 3.2.20. [105] Hexa je G npocm nosesan epad ca n > 3 weoposa. Tada
8a9HCU

2

S R ) T ) WA_Z;aﬁ)

Jednarocm eascu axo u camo axo je G = K, usu G = Ky ,,1 uau G € I'y.

Teopema 3.2.21. [105] Hexa je G npocm nosesan epag ca n > 3 weoposa. Tada
8a2HCU

Kf(G) > ”‘TH +(n—1) (%)_” +(n—1) (ﬂg(s;/@ |

Jednarxocm eaorcu ako u camo axo je G = K, usu G € I'y.

Teopema 3.2.22. [105] Hexa je G npocm nosesan epag ca n > 4 weoposa. Tada
8a9CU

(n—1)(A+0) — A

Kf(G) > 5

(- 1)(n—2) (;;2)_2("_2) +(n—1) (\/A_QA;SQ@) .

Jednarocm eascu axo u camo axo je G = K, usu G = Ky ,,1 uau G € I'y.

Kaxo je IT; = (NK(G))* u NK(G) < A™ (Bugern [125] ) paxu caeaeha nocieauna
Teopeme 3.2.20.

ITocaenuma 3.2.9. [98] Hexa je G npocm nosezan epah ca n > 3 usoposa. Tada
8aIICU

nn—1)—A <\/A_2—\/5>2
A ALY ‘

npu yemy jednaxocm sascu axo u camo ako je G = K, uau G € T'y.

Kf(G) > ++(n—1)
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Hanomena 3.2.6. [105] Jowe epanuue sa K f(G) dame nejednaxocmuma (3.67) u
(3.70) sasuce 0d ucmuz napamemapa n, A, 6 u monoasowroe undexca I1y. Jednaxocmu
ce docmusicy Npu ucmuM Yycaosuma, mj. ako u camo axo je G = K, uau G € I'y.
Mehymum, ose epanuue nucy ynopeduse. Ha npumep, 3a G = Ki,_1 nejednarocm
(3.67) je cmpoorcuja 0d nejednarocmu (3.70), asu sa G = P, wnejednarocm (3.70) je
cmpostcuja 00 nejednarocmu (3.67) zan > 5. Hemo sascu u 3a nopeherve nejednako-
cmu y meopemama 3.2.16, 3.2.17 u 3.2.18 ca uejednarxocmuma y meopemama 3.2.20,
3.2.21 u 3.2.22.

Y crenelium reopemama ojpeljene cy nome rpanune 3a K f(G) Koje 3aBuce oj ma-
pamerapa n, A, Ay, 6 u 6poja cupexuux crabana y rpady G, t = t(G), Tj. rpanune u3
knace I(n, A, Aq, 6§ t).

Teopema 3.2.23. [105] Hexa je G npocm nosesan epag ca n > 3 weoposa. Tada
8a9CU

npu wemy jednakocm 6axtcy aro u camo ako je G = Ky usu G = Ky 51 uau G = Kn n,
nod ycaosom da je n napar 6poj.

Jlokas. Ha ocuoBy mejennakoctu (1.10) Bazku

as+as+ -+ a,_1— (n—2)(azas--- an_l)ﬁ > (Vag — w/aLn_l)2 )

Ba a; = 1 =2,...,n— 1, oBa Heje THAKOCT TIOCTaje

1
n—1 n—1 n—2 2
1 H 1 1 1

Tj.

om S ennifs) ()

Ouaurseano je ja jenumaxocr y (3.75), tj. (3.74), Baxku ako je G = K,,. Ilpema Tome,
npernoctaBuMo na je G # K,. Y ToM ciaydajy, Kako je pg > Ao (Bumeru [93]) u
tn—1 < 0 (Bugern [53]), Hejennakoct (3.75) mocraje

11 [ 7 1 1 \?
Sz ()7 (5-vE)

_1
Canma, mocmarpajmo Gyakumjy g(x) = %—I— (n—2) (—t) n=2_ JlokazaHo je ja je MOHOTOHO

pactyhazaz > 1+A u z > (nt)ﬁ (Bumern [33]). Kako je u; > 1+ A (Bugern [97])
U fy > (nt)ﬁ, cJIeM J1a je
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~1_ 1 (n_2)(1+A>nl2

z—l’ul_l—{—A nt

oJlaKJIe CJeiu HejeaHakocT (3.74).

Jemmakocr y (3.75) Bazku ako W caMo aKo je [y = -+ = [i,_1, Ha jegHakocT y (3.74)
BayKM aKo M caMo ako je G = K, wm G = K, nmn G = K, 2, aKo je n mapan
opoj(Bumern [34]).

]

Ha cianuan nauun joka3yje ce ciejgeha teopeMa, Te U3 TOT pasJiora JoKa3 W30CTa-
BJBAMO.

Teopema 3.2.24. [105] Hexa je G npocm nosesan 2pad ca n > 3 weoposa. Tada
6aCU

(3.76) Kf(G) > HLAM( -2 (ﬁf) (2A¢Z—5 )

Jednarocm sascu axo u camo axo je G = K, usu G = Ky, usu G = Kn n, nod
ycaoeom 0a je n napar 6poj.

Hanomena 3.2.7. [105] V pady [33] je doxasana nejednaxocm

(3.77) Kf(G) > HLA +n(n—2) <A7:; 1)” ,

npu “emy jednaxocm eastcy axo u camo axo je G = K, uau G = Ky, ;.

Karxo je
Ay +05\"2
>1
(2vA25) -

nejednakocm (3.76) je cmposrcuja 00 nejednarocmu (3.77).

Y ciesiehioj Teopemu oxnpelena je joma rpanuna 3a K f(G) koja 3aBucu o1 napame-
Tapa n, m, A u o1 6poja pazamumyhux crabana y rpady G, t = t(G), 1j. rpanuna u3
kaace I(n,m, A, t).

Teopema 3.2.25. [55] Hexa je G npocm nosesan epagh ca n > 2 480posa u m 2paa.
Tada eascu

n(n —2)3

(n—3)2m—-A—-1)+ (n_Q)( TA)m

(3.78) Kf(G)>1+

Jednarocm eadrcu aro u camo aro je G = Ky usu G = Kipoy uau G = Kz o, 30
napar 6poj n.
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Jloxas. 3a r = 3 uejeauaxoct (1.9) Moxke ce mocMaTpaTH y 00JUKY

n—1 21 n—1 3

(zpi) S i > (zp> |

=2 ; i

Bap; =/t 1 a;= f’ 1=2,3,. — 1, oBa HejeTHAKOCT TOCTaje
n—1 2 /n-1 1

(3.79) (Z m) (Z ;) > (n—2)°.
i=2 i=2 "

Caugno, nejequakoct (1.12) Moxke ce mocMaTparu y 00TUKY

(i@) §(n—3)iai+(n—2) (1:[%)” :

i=2
Baa; =, 1 =2,3,...,n— 1, 0Ba HEjeTHAKOCT MOCTAje
n—1 2 n—1 12
(Zm) <(n=3)) pmi+(n-2) (Huz) :
i=2 1=2
Tj.
n— 2 1
nt '\ "2
(5.80) ( m) ~9m -+ n-2) (%)
1=2 1

Ha ocnoBy mejennakoctu (3.79) u (3.80) nobuja ce na je

((n —3)(2m — ) + (0 —2) (“—t)) L (®7©) - 1) 2 -2

M1
Kaxko Baxu j1a je (Bumeru [94,97])
1+ A< <n,

Ha OCHOBY TOpe HaBeJeHOT CJed J1a je

(3.81) ((n—B)(Qm—A—l)—i—(n—Q)(1j_tA)n_2>(Kf() 1) > n(n —2)°,

onakJe ce nobuja HejeaHaxoct (3.83).

Jemuakocru y (3.79) u (3.80) Bazke aKO U CaMO aKoO je [y = i3 = -+ = [lp_1. JEJHAKOCT
y (3.81) Baxku ako u camMo ako je iy = 1+ A =nwu pg = i3 =+ -+ = p,—1. [Ipema Tome,
(Bumeru [34]), jenmakoctu y (3.83) Baxku ako u camo ako je G = K, win G = Ky,
win G = Kn » 3a napan 6poj n, O
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IMocnemuna 3.2.10. [55] Hexa je G npocm nosesan epag ca n > 2 usoposa. Tada je

Kf(G)>1+ nin —2) ,

> (n_s)(nA—A—l)Jr(n_z)(%)ﬁ

npu Yemy jedHarxocm 6acy axo u camo axo je G = K.
IMocnenuna 3.2.11. [55] Hexa je T cmabao ca n > 2 weoposa. Tada sasicu
n(n —2)3
(n—3)2n—A—3) + (n—2) ()"

1+A

Kf(T) =1+

nNPu wemy jedHaKocm 6axncy axko u camo ako je T = Ky ,_4.
CAmgHAM MOCTYIKOM Kao y Teopemu 3.2.25 mokasyjy ce ciaeiehe npe teopeme, Te
U3 TOT Pa3Jjora HBUXOBE JI0Ka3€e U30CTaB/HaMOo.

Teopema 3.2.26. Hexa je G npocm nosezan 2pad ca n > 2 wsoposa u m epana. Tada
je

n(n—1)3
3.82 Kf(G)> .
(382) () 2m(n —2) 4+ (n — 1)(nt)»—1

Jednarocm easicu arxo u camo axo je G = K,,.

Teopema 3.2.27. Hexa je G npocm nosesan 2pagh ca n > 3 480posa u m 2paHa, U
Heka je k npouseoman peasar 6poj ca ocoburom p,_1 > k> 0. Tada je

n(n —2)>

3.83 Kf(G) > T
(383) () (n—3)(2m —6) + (n —2)(%)">

_l_

)

>3

npu emy jednHarocm 8axcu axo u camo axo je k =n u G = K,,.

Teopema 3.2.28. [55] Hexa je G npocm nosesan epagh ca n > 2 480posa u m 2pana.
Taoda eascu

w1y, (VEFT-VE)
(3.84) Kf(G) > (nt)ﬁ +n SA T 1) ,

npu uyemy jednakocm eaxicu arxo u camo ako je G = K.

1
oxas. Ba a; = ,i=1,2,...,n— 1, nejennaxocr (1.10) mocraje

n—

1
n_1 n—1 o 2
1 1 1 1
}j—z<n—1><||—> +( - ) ,
o1 Mi i i v/ Mn—1 v/ M1

Tj.
nn—1) /1 1 2
(3.85) KﬂG)z?E;i—+ ( — ¢E>'
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Jemnakoct y (3.85) Bazku ako je rpad G komiuteran rpad. Ilpernocrasumo na G Huje
kommteran rpad. Tama je [53]
Hn—1 S J.

Ha ocnoBy oBe mejeguakocru, Hejeanakoctu (g > 1+ A u nejegnakocru (3.85) jgobuja
ce mejegnaxoct (3.84).

Jemuakoct y (3.85) BaKM aKO M CAMO aKO je fig = i3 = **+ = [in_9 = /1 n_1- O

VY caenehoj Teopemu onpelena je moma rpannma 3a K f(G) koja 3aBucu oJ mapame-
tapa t = t(G), n u k, tae je k npousBosbaH peasian Opoj TakaB fa je (i, 1 > k > 0.

Teopema 3.2.29. [55] Hexa je G npocm nosesan epag ca n > 2 usoposa. Tada 3a
ouro xoju peasar 6poj k ca ocoburom p,_1 > k > 0, sasrcu

2n(n — 1)vnk
3.86 Kf(G)> A
(3.56) Q) 2 M

Jednaxocm eaorcu axo u camo axo je k =n u G = K,,.

—1
Zoxas. 3a p; = n'uli y A = iy R =1, 7= ppn_1, 2 =1,2,...,n — 1, HeJeAHAKOCT

(1.7) mocraje

Tj.

(3.87) (n—1) il%g (\/Mn1 \/“” 1) ()2,

Ha ocuoBy HejemnakocTn m3Mmely apUTMeTHYKe H TeOMETPHjCKe CpeJInHe 3a peasiHe
opojese (Bumeru [113]) caemu na je

E%Z(n—l) (ﬁ%) _ = (n—1)(nt) "1,

Ha ocHoBy oBe HejeqHakoCTH U HejeaqHakocTu (3.87) mobuja ce na je

ow e (i) wer

Kako Baxku na je 1 <n u p,—1 > k> 0 cuegu ga je

(Vi) = (f i) -




Ha ocHoBy oBe HejeqnakocTu u Hejennakoctn (3.88) mobuja ce ma je

4n?(n —1)*nk
(n+ k)2(nt)=1

Kf(G)* >
oflaKJIe cyiejiu HejeaHakoct (3.86). a

¥V caenehoj Teopemu onpeljena je moma rpanuna 3a K f(G) Koja 3aBucu of mapame-
Tapa 1, m W TOMOJOIIKOr uHjekca R, 1j. npunaia kiacu I(n,m, R_4).

Teopema 3.2.30. [107] Hexa je G npocm nosesan epagh ca n > 2 480posa u m 2pana.
Tada je

n*(n—1)—m

(3.89) Kf(G) > —9(n—1)R_,.

m

Jednarocm eascu axo u camo axo je G = K, uau G = K, ,,_,, 1 <1 < [%J UAU
G e I'y.

Jokas. Younmo jga Baxke cjejehe jeHaKOCTH

oo Yo=Y (pea) - - T (G -Xay

VU VU VU i~]

di +d;\?
= — ) —2R .
Z( didj> fi

VU

Bar=2,p,=1una; = , IPA Y€MY ce CyMHUpaibe BPIIH 110 CBUM IpaHaMa rpada

dd

G, uejennakoct (1.9) nocraje

di+dj 2 1 dz+d] 2 n2

Vi~V Vi~V

Ha ocnoBy jennakoctu (3.90) u nejennakoctu (3.91) nobuja ce HejemHAKOCT

(3.92) Z_>_—231.

Ha ocnoBy Hejennakoctu (3.92) u Hejennakoctu (3.25) mobuja ce HejeTHAKOCT

m

(3.93) KFG) > —1+(n—1) (”— - 23_1) |

olaKJIe caeu HejegaHakoct (3.89).

63



Jemmakoct y (3.91) Bazkm aKo I caMo aKo 3a CBaKa JBa apa CYCeIHNX IBOPOBA, U; ~ Uj
u U ~ U, Tj. 33 cBake jBe rpane rpada (G, BaXKH jeTHAKOCT

1 1 1 1

—t+ ==+ —.
d d;j di 4

Heka cy v; u vy, npousso/bHE 4BOpoBH rpacda G cyceaHN ca YBOPOM Vj, Tj. U; ~ Uj 1

v; ~ V. Tajla Ha OCHOBY MPETXO/HE jeTHAKOCTU BayKH

1 1 1 1

G d A
tj. d;j = di. Kako je G nosesan rpad, jexmaxocr y (3.91) Baxku ako u camo ako je G
peryaapan uim cemuperysiapan ounaprurau (6uperyrapas) rpad. Jennakocr y (3.25)
Baykm ako  camo ako je G = K, nm G = K, ,_,, 1 <r < |§] mmm G € T'y. To snaun
Ja jenmakoct y (3.89) Baxu axo u camo axo je G = K, wmn G =2 K, ., 1 <r < [§]
wm G €1y. O

Hanomena 3.2.8. [107] Ha ocnosy wejednarocmu (3.89), kao cneyujanan caywaj,
moorce ce dobumu nejednarocm (3.7).

Kaxo je, Ha ocroBy jennakoctu (3.90)

"1
20 2

ViU

d7 + d?
(did;)?

HA OCHOBY HejeTHAKOCTH m3Mely apuTMeTrwdke W reOMeTPHjCKe CPejrHe, 3a peajHe
OpojeBe, Bayki HejeIHAKOCT

i=1 V5

Ha ocHoBy oBe HejemmakocTn u HejeauakocTu (3.25) Baxku nejeqnakoct (3.35). Cana,
Ha ocHOBY HejenHakocTH (3.89) u HejeqnakocTu (3.35) BaxKM HejeHAKOCT
n—1)—m

oK F(G) > —1+ " ,
m

Tj.

n*(n—1) —2m

2m

Kf(G) >
Hanomena 3.2.9. [107] Heka je G nosesan d-pezysapan epap, 1 < d <n—1. Ha
ochosy nejednarocmu (3.89) dobuja ce nejednarocm (3.12).

Hanomena 3.2.10. [107] Hejednaxocm (3.89) je cmpoorcuja 00 nejednarocmu (3.35),
na npumep, wada je G = Py uau G = Ko, 1 < v < [8]. Mehymum, nuje
nponalen nujedan nosesan epag 3a koju je nejednarocm (3.35) empooicuja 0d nejedna-
kocmu (3.89) . Ilpema mome, omeopero je numare da au je nejednarocm (3.89) yser

cmpostcuja 00 nejednarocmu (3.35) .
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Kako HEje eKCIUTUIATHO TOKA3aHO Ja je HejemHakocT (3.89) yBeK CTpOkKMja 07 He-
jemmakocru (3.35), cienu ciepeha npeTnocTaBKa Kao €KBUBATEHTAH MPOOIIEM.

IIpernocraska 3.2.1. [107] Heka je G npocm nosesan epagh ca n > 2 ueoposa u m
epana. Tada je

n? n?

< —<—
R_1_4m_4(n—1)

VY caenehoj Teopemu 6uhe onpeljena noma rpanuna 3a K f(G) koja 3aBucu o napa-
Merapa n, m u waBapujantu Me nu [RLF | 1j. rpanuny u3 kiace I(n,m, My, IRLF) .

Teopema 3.2.31. [107] Heka je G npocm nosesan epagh ca n > 2 480posa u m 2pana.
Tada je

n*(n —1) —2m N (n —1)(IRLF)?

(3.94) K1)z IS

Jednaxocm easicu axo u camo axo je G = K, uau G = K, ,_,, 1 <r < [%j UAU

Gely.

Jloxaz. Youumo na BazKe je THAKOCTHU

(3.95)

Loy (L) ()

Vi~ VU VU Vi~V

|d; — dj|

rpacda G, nejeanakocr (1.13) mocraje

Bar=1, x; = a; = d;d;, upu 4emy ce cyMupambe BPIIHU 110 CBUM I'DaHAMa

=iyl ( Sl dl)
v did; > vi~U; V/ did ([RLF)2
did; SNoodid;, M,

Vi~V

(3.96) > (

VU

Ha ocnoBy jennakoctu (3.95) u nejennakoctn (3.96) mobuja ce HejemHAKOCT

1 IRLF)?
Z —'>g—{—2R_1.

Hejennakocr (3.94) nobuja ce Ha OCHOBY OBe HejeJHAKOCTH U HejegHakocTH (3.25).
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Jemnakoct y (3.92) Baxkm ako m caMo ako je G peryjgapaH WJIW ceMHperygapaH Ou-
napruTau (Guperyaapan) rpad. Jeanakocr y (3.25) Baxkn ako u camo ako je G = K,
wn G =K, 1 <r < [3] nmm G € I'y. To snaun ga jeqmaxoct y (3.94) Basku
akomcamo ako je G 2 K, mmu G =2 K, ,,_,, 1 <r < |5 um G €Ty.

O
(n — 1)(IRLF)?

H 3.2.11. [107| K '
anoMeHa [107] Kaxo je o

> 0 nejednarocm (8.94) je cmpo-
otcuja 00 nejednarocmu (8.7).
Kaxko je 2m < nA Ha ocHOBY HejeqHarkocTu (3.94) BayKu HejeHAKOCT
—1)—A — 1)(IRLF)?
k() s M= D=4 | (0= DURL)

- A 2M, ’
Koja je crpoxkuja of Hejexmakoctu (3.11).

ITocaenuua 3.2.12. [107] Hexa je G npocm nosesan 2pag ca n > 2 ugoposa u m
epana. Tada je

n*(n—1) —2m N (n —1)(IRLA)?
2m 2M2

Jednarocm sascu axo u camo ako je G = K, uau G € I'y.

(3.97) Kf(G) >

/oxasz. Kaxko je

IRLF = Z Idi — dj| d’ Z |d = IRLA,

VU \/

Ha OCHOBY OBe HEjeHAKOCTH W HEjeTHAKOCTH (3.94) nobuja ce uejennakoct (3.97). O

CAMYHUM MOCTYTKOM Kao y Teopemu 3.2.31 mokasyje ce u ciemehn pesysaTar.

Teopema 3.2.32. [107] Hexa je G npocm nosesan 2pagh ca n > 2 weoposa u m 2pana.
Tada je
n?(n—1)—2m N (n — 1)(Alb)?

2m 2R2 ’

Jednarocm eascu axo u camo axo je G = K, uau G = K, ,,_,, 1 <r < [%j UAU
Gely.

(3.98) Kf(G) >

(n — 1)(Alb)?

Hanomena 3.2.12. [107] Kaxo je
2R,

> 0 nejednarocm (3.98) je cmpoorcuga
0d nejednaxocmu (3.7).
Kako je 2Ry < n(n —1)° (Bugpern [71]), Baxu ciaeneha nocaeauua reopeme 3.2.32.

ITocaenuua 3.2.13. [107] Hexa je G npocm nosesan 2pagh ca n > 2 ugoposa u m
epana. Tada je

n*(n—1) —2m (Alb)?
(3.99) Kf(G) > - T

Jednarocm eascu axo u camo ako je G = K, uau G € I'y.
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I''taBa 4

I'opmwe rpanune 3a Kupxodos
NHIEKC

4.1 Ilo3HaTm pe3yJjTaTtu

Y oBoMm ojiesbKy Ouhe JiaT nperie/; O3HATUX rOpHUX rpanuna 3a Kupxodos unjiexc
rpada [110].

Mebhy MHOTEM pajioBUMa Be3aHUM 3a IpoydaBambe TpaHuna 3a Kupxodos wHIeKce
MHOTO je BHUIIle OHUX KOjU MPOydaBajy A0He TPaHuIle Y OJTHOCY Ha OHEe KOje TpoydaBajy
rOpEH-€ I'PAHUIIE.

Y paxy [145] (Bumern u [120]) oapebena je ciemeha ropma rpanuna 3a K f(G) y
kaacu I(n)

n>—n

(1.1 Kf(G) < Kf(P) ="

Jara rpanuna je najcrpozkuja moryha ropma rpanuna 3a K f(G) y kmacu I(n).

3a rpadose Gp,, 2 < p < | 5], gobmjene GpucameM p rpaia 3 KOMILIETHOT rpada
K,, v pany [139] nokazana je cieneha HejeHAKOCT

(4.2) Kf(Gp)Sn_l_p+n_71L_p+(n—nl()p(n_—l)f—p)’

Ipu YeMy jeJJHaKOCT BazKd akKo u caMo ako je G, = K, — Ky ;.
Heka je k mpousBo/ban peanan 6poj TakaB aa je f,—1 > k > 0.

Y pany [116] je oapebhena jemna ropma rpannna 3a K f(G) y knacu I(n,m, k).
JlokazaHo je 71a BaxKu

n+k)(n—1)—2m
k )
67
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IpU UeMy jeTHAKOCT BazKi ako M caMo ako jek =nu G = K, mmk =1uG = K, ,_1,
mmk=3uG=Ken,mmk=n-2uG=K,—e.

Kao mro ce MoxKe TpUMeTHTH, HejeHAKocT (4.3) je BeoMa cTpora, jep ce jeJHaKOCT
JOCTHZKE Y BHIIe ciydajeBa. Jlakie, MOroIHO je KOpUCTUTH HejeaHakoct (4.3) 3a qobu-
jame ropme rpanure 3a K f(G) yBek kaga moctoju g06pa MPOIEHA I0Me TPAHUIE 33

Hn—1 -

VY pagy [117] oapeljena je cienehia ropmwa rpanuna 3a K f(G) u3 knace I(n,m, A, k)

A+1+k(n—1)+n(n—2)—2m
(1.4 KF(@) <n i ,

IpU YeMy je/THAKOCT BayKM akKo U camo ako je k =nu G = K,, wimm ako je k = 1 u
G=2Kip,umk=n-2uG=K, —e¢.

Y pany [144] je noka3aHO 1a BaxKH

as) k@< (") @M v na,

P 9eMy jeTHAKOCT BaykKid ako u camo ako je G = K, win je G = P, . Jlara Hejeana-
KOCT TIpe/icTaBsba Topmy rpamuny 3a K f(G) u3 kmace I(n, A).

Topmwa rpanuna 3a K f(G) u3 knace I(n,m,t, My) nokasana y pamy [33] xara je ca

n—2

()

(4.6) Kf(G) < —

IIpU 9eMy jeJJHAKOCT BayKd aKo ’ caMo ako je G = K, wnn je G = Ky, .

Ha ocnoBy mperxomne HejeIHAKOCTH W Ha OCHOBY HejemaHaxoctu M, > % (BumeTn
[44]), onpebena je cneneha ropma rpanuna 3a K f(G) u3 kaace I(n,m,t)

n—1(2m@m(n—1)—1)\""
(4.7) Kf(G) < — <n(n—1)(n—2)> ’

IpU YeMy jeJTHAKOCT BaxKW ako W caMo ako je G = K, .

Ca D(n,a,b) o3nauaBa ce kjaca OumapTuTHHX rpadoBa KOju UMajy n = p + ¢
YBOPOBA U KOjH Ce cacToje u3 nyTa P, , ;, 1 a He3aBUCHUX YBOPOBA CYCEHUX CA jeTHUM
Bucehum uBopom nyrta P, , ; 1 b HE3aBHCHUX YBOPOBA CYCEJIHHUX ca JAPYyIUM BHcehnuM
YBOpoM TyTa P, 4 .
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3a (p,q)-6unaprutae rpadose (p < q) y paay [142] je oapebena cieneha ropma
rpannia 3a K f(G)

(4.8)

L(—2p+3p® — p* — 6pg + 6p°¢ + 3¢ + 3pg®), (¢ —p) = 0(mod2),
Kf(G) <

§(=3+p+3p® —p* — 6pg + 6p*q + 3¢> + 3p¢®), (q—p) = 1(mod2),

IIPU YeMy jeJJHAKOCT BazKu ako u camo ako je G € D(p + g, Lp+++1j, L’%ﬂj) )

Y macraBky he 6UTH JaTO HEKOJMKO HEjEIHAKOCTH KOjeé ce MOI'Y MCKOPUCTHTHU 3a
nobujare ropwux rpanuna 3a K f(G) y pazauaurum Kiacama.

Y pany [101] je mokasano na BaxKu

2m

(49) Kf(G) < M= (1 RGBS 1>) ,

rje je

1 |n—1 1 |n—1 1 (1) +1
aln=1) =775 L 2 J( n—1 L 2 J) 4( 2(n—1)2)’
IpH YeMy jeJHAKOCT BaykKu ako m camo ako je G = K.
VY paxy [104] je wrycTpoBaHO Kako ce, Ha MPUMED, MOXKe HCKOPUCTHTH HEjeTHAKOCT
(4.9) 3a mobujame ropmux rpanuna 3a K f(G) y knacama I(n,m,k, My) u I(n,m, k),

rje je k peasan 6poj ca 0cCOOUHOM i, 1 > k > 0.

VY pany [104] je noka3aHO na BaxKu

(4.10) (11 = 1) <

2
1((n —1)(M; + 2m) — 4m?) ,
U 9YeMy jeJTHAKOCT BaxKW ako U caMo ako je G = K.

Heka je k£ npousBo/ban peasian 6poj, Takas jia je [,_1 > k > 0. Taza je

2m
411 ot >k ——
(4.11) Hpn1 2k ——

Nmajyhu y Buny nejeqnakoctu (4.9), (4.10) u (4.11) crenn na je

(4.12) Kf(G) <™

M(l L Z DOt 2m) —dm? 1>) ’

2m mk
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Ipu YeMy jeTHAKOCT BaykKd ako W camo ako je G = K, . Jlaknie, ogpehena je ropma
rpaunna 3a K f(G) y xknacu I(n, m,k, M;). Ocum Tora, kako Baxu Ja je (Bugeru [20])

2
(4.13) Mlgm( m1+n—2),

n —

Ha ocHoBy (4.12) caenu 1a je

(4.14) Kf(G) < %(1*'”(”_2_27” a(n—l)) 7

IpHU Y9eMy jeJHAKOCT BaxkKu ako u caMo ako je G =2 K, . OBo je Takobe joir jeHa ropma
rpannna 3a K f(G) w3 krace I(n,m, k).

Y pany [104] je goka3aHO 1a BaxKu

(4.15) Kf(G)<n (1 + pp—1)(n — 1) —2m 7

H1fn—1

IIPH 9eMy jeJIHAKOCT BaxKH aKo M caMo ako je G komiuietan rpad win je G = Kz » 3a
napaH 0poj n.

BaHuMibHBO, HejeaHakocT (4.3) ce mako nobuja u3 Hejeanakoctu (4.15). Takobe, xako
BaXKM Ja je

2m nn—1)+2m
(416) Ml—’_ﬂn—l S n—+ = ( ) )
n—1 n—1

Ha ocHoBy Hejeqmaxkoctu (4.11) u (4.15) caenu na je

n?(n —1)>2
4.17 KflG) < ————,
(417 fle) <
IpU YeMy jeJTHAKOCT BaxKW aKo U caMo ako je k=nu G = K,,.

Ocum Tora, Kako je

(4.18) fiapin—1 > k(1 +A),

ra ocuoBy (4.15) caeau 1a je

n?(n —1)
(4.19) Kf(G) < m ;

IpHU YeMy jeJTHAKOCT BaxKM ako U caMo ako je k=nu G = K, .
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Cnenehe Tpu HejeTHAKOCTH MOTY OMUTH Takohe MHTepecanTHe 3a M00Ujarbe TOPILUX
rpanuna 3a K f(G).
VY Beh nomenyrom pamy [101] mokazane cy caezelie HejegHakocTH

n n(n —2)? (H2 — pin—1)?
(4.20) K1(G) < 1+ A * 2m —n (1 * H2fn—1 oln - 2)) ’

Ipu 4eMy jeJHAKOCT BazKu ako u camo ako je G = K, win G = Ky ,_1, n

< g 2t pin)(n = 2) = (2m — ) |
1 +A Holbn—1

(4.21) Kf(G)

Ipu 9eMy jeJHAKOCT BayKH ako u camo ako je G = K, wmn G = Ky ,_1, n

(4.22) Kf(G) < "<"8;11)2 ( M’: o \/ %)2 ,

[IpHU 9eMy jeJHAKOCT BazKu aKo u caMo ako je G = K, .
Jlare HejeHAKOCTH ce MOTY MCKOPHCTHTH 3a jobujame ropwmux rpannia 3a K f(G) y
pasunm kiaacama (Bugern [47]u [103]).
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4.2 HoBu pesyJsratu

VY crenelioj Teopemu onpebhena je ropma rpanuia 3a K f(G) Koja 3aBucu o1 mapa-
MeTapa n, m, o6poja pazamnumyhux crabaJa t, Kao u mapamerpa k, rjie je k npousBo/ban
peasan Opoja TakaB Ja je fi,—1 > k > 0.

Teopema 4.2.1. [105] Hexa je G npocm nosezan 2pad ca n > 3 ueoposa. Tada, 3a
buno Koju peasar 6poj k ca ocoburom da je p,—1 > k > 0, sascu

(vii— Vi)

(4.23) Kf(G) < n(n—1)(nt) =1 +n(n—1)%a(n— 1) -

npu uemy jednarocm 8axcu ako u camo ako je k =n u G = K,,.

Jokas. 3an =n—1,a =b = =, i=12....n—1, Rl = Ry = 1/\/lin_1,

Hi
r =1y = 1/\/f1, Hejennaxoct (1.14) mocraje

ol el 2 , 1 1\2
(n—1);E—<;m) <(n—1) a(n—l)(\/m—\/m) .

Kakoje O < 3 <n u py,—1 >k >0, cieqn na je

(4.24) -1y L < (Z \/%) (- 1Pa(n— 1) (% _ %) |

im1 Hi
Ban:=n-—1,a; = l%, i=1,2,...,n— 1, mejennakoct (1.12) mocraje
1 1 a1 1 1 2
— ! 17 1 — 1 — 1
Siowen () <Xt (E4)
z*lm (’u> i=1 Hi = Vi
OJIHOCHO

(4.25) (i\/lﬁ) _n—QZ +n—1 nt) T,

Ha ocuoBy Hejennakoctu (4.24) u (4.25) nobuja ce na je

2
ol ol L , <\/_—\/E>

n—1)) —< n—QZ + (n —1)( )n*1+(n—1)a(n—1)—k,
ZZIMZ =1 Hi n

Tj.

s (- i)

1 s ,
M_ <(n—1)(nt) "1+ (n—1)a(n—1) nk ,

OJIaKJIe Ce ,ZLO6I/IJa HejenHakoct (4.23).

IIM

Jemuakoct y (4.25) BazKu AKO U €CAMO aKO je [l = -+ = [i,_1, IIPEMa TOMe, jeJTHAKOCT
v (4.23) Baxku ako u camo ako je k =n u G = K.
0
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Y caenehoj Teopemu oxpeljena je ropma rpanuna 3a K f(G) koja 3aBucu o ma-
pamerapa n,m, Kao u napamerpa k, rie je k npousBosbaH peajiaH Opoja TakaB ja je
Mn—1 > k> 0.

Teopema 4.2.2. Heka je G npocm nosesan epag ca n > 3 usoposa. Tada, 3a b6uno
Koju peasar 6poj k ca ocoburom da je p,_1 > k > 0, sascu

(4.26) Kf(G) < % + (1 +a(n—1) %) |

Jednarocm eascu axo je k =n u G =2 K,,.

Aoxasz. Kako je gy < nu p,—1 > k > 0 BaxKu HEjeTHAKOCT

(i) = (Wih)

Ha ocroBy oBe HejennakocTu u Hejenunakocru (4.9) nobuja ce nejennakocr (4.26). [

Kako je a(n — 1) < i Bazku cieneha nociaenuna reopeme 4.2.2.

ITocaemumia 4.2.1. Heka je G nmpocm nosesan epagh ca n > 3 460posa u M 2paHd.
Tada 3a 6uno koju peaaat 6poj k, ca ocoburom i, 1 > k > 0, saosrcu Hejednarocm

(n—1)%(n+k)?
Kf(G) < )
f(G) < Sk
Jednarocm eascu axo je k =n u G =2 K,,.
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I'maBa 5

Beza nuzmehy KupxodoBor nngekca
u JlamjacoBe eHepruje rpada

Kako cy u Kupxodos nngekc n JlammacoBa enepruja 3acnoBane Ha JlamjiacoBom
CIEKTPY, HHTEPECAHTHO je Hahu u Be3y uzmely mux.

Y cinenehoj Teopemu onpehena je Besa uzmel)y Kupxodosor unaexca u Jlammacose
enepruje rpada.

Teopema 5.0.1. [107] Hexa je G npocm nosesan epagh ca n > 3 460posa u m 2pana.
Tada 3a npoussowan pearar 6poj k, maxas da je i, >k >0, sasrcu

4 8m? 2m\”
(5.1) (<n k- —m> (M, + 2m) — 2nkm + %) Kf(G)>n (LE(G) - —m) .
n n n
Jednarocm eascu axo je k =n u G =2 K,,.
Hokas. Bar=1,n:=n—-1,x;, = |pi—27m , G = i,i: 1,2,...,n — 1, HejeAHAKOCT
(1.13) mocraje
n—1 9 2
m
" il
. om |? (; n )
ZM i — o 1 5
i=1 l
=1 M
Tj.
om\ 2
et - n(LE(G) - —m)
n
5.2 P
3a n = 17pi:#_§2m> ai:”i7T:”n—1>R:M1>i:1727 ;n—1,

n f—
nejeqnakoct (1.4) mocraje
n—1 n—1
Z :u:z's + Hifn—1 Z i < (,Ul + ,Un71)<M1 -+ Zm),
i=1 i=1
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Tj.
(5.3) > i < (4 pnea) (M + 2m) = 2mypiy iy
i=1
Hexka je jpara dyukiumja
f(x) = (@ + pp-1)(My +2m) — 2zmys, 1.
Hara dyuknuja je pacryha 3a cBako z. Oryza, 3a x = p; < n Baxu aa je f(x) =
(1) < f(n). Ha ocuoBy uejennakoctu (5.3) mobuja ce ma je

n—1

(54) Z :U'? < (n + ;un—l)(Ml + 2777,) - 2nm;un—l-

i=1

Kako je dpyukmuja
g(z) = (n+ z)(My + 2m) — 2nmax

onajajyha 3a cBako x, 3a T = p,—1 > k > 0, Baxu gna je g(x) = gpn_1) < g(k).
[Tpema ToMe, Ha OCHOBY Hejemnakoctu (5.4) cienn fa je

(5.5) Z 12 < (n+ k)(M; + 2m) — 2nmk.

C apyre crpane, Baxku ciejeha jegmakoct

n—1
Z Hi |
=1

n—1 4m m2 n—1
ZILL’L Z/“Lz 2 Z:ul

3

T

(5.6)
= Z,ul — 4—(]\41 +2m) +

n2

Hejemnaxoct (5.1) cama caean wa ocuosy nejennaxoctu (5.5), (5.2) u jennakocru (5.6).
0

Ha ocnoBy Teopeme 5.0.1 Bazke ciejehe jiBe moc/ieiurie.

ITocaenuua 5.0.1. [107] Hexa je G npocm nosesan epad ca n > 3 weoposa u m
epana. Tada je

(5.7) (Ml +2m — M) Kf(G) > (LE(G) - Q—m)2 .

n2
Jednarocm eascu axo je G = K,,.

Aowas. Kaxo je u; < n, caeau ja je

zuz

Ha ocnoBy nate uejegnakoctn u nejenuakoctn (5.2) mobuja ce nejeanakocr (5.7). [

I0)

2m

n

2%

Am? 1
n<M1+2m—M)'

n2



IMocnenuna 5.0.2. [107] Heka je G npocm nosesan epad ca n > 3 us0posa u m
epana. Tada je

(5.8) ( 2+ o — M) Kf(G) > (LE(G) - 2—m>2.

n—1 n?
Jednarocm eascu axo je G = K,,.

Jlokas. Hejennakocr (5.8) ciaean Ha ocHoBy Hejeanakoctu (5.7) n HejeHAKOCTH

2
M1§TH( m —|—n—2),
n—1

Koja je jokasaHa y [20)]. ]

Y nacraBky he OuTn HaBejleHe HEKe HOBE JIOHE IpaHuile 3a JlamiacoBy eHeprujy o0
KOJUX Ce JIONLJIO Y TOKY PaJia Ha MPEeJIOKEHO] TEMU.

Y caenehoj reopemu je onpelhena noma rpanuna 3a LFE(G) Koja 3aBucu o mapame-
Ttapa n,m, A, 0 u npsor 3arpedadkor nHmexkca M .

Teopema 5.0.2. [107] Hexa je G npocm nosezan epad ca n > 2 4woposa u m 2paxa,
ca ocobunom da je A # 9. Tada je

2(nM; — 4m?)
5.9 LE(G)>2
(5.9 (@)= 2+ 2R
Hoxas. 3a p; = n, a;=d;, r=0, R=A,1=1,2,... n, nejennaxocr (1.16) nocraje

%§d§—< Zd) <2iA 5Zd——2d

Tj.

(5.10) nM; — 4m? < 2(A 5);

g

n

Ha ocnoBy Hejennakoctu (2.6) u nejennaxocru (5.10) caemn na je
nM, —4m? < = (A ) (LE(G) —2).

Kaxko je A # 0, HAa OCHOBY JlaTe HejeTHAKOCTH CJieu Hejennakoct (5.9). O

VY ciyuajy bunaprutux rpadoBa, CIMIHIM HOCTYIIKOM Ka0 y TPETXO0/IHO] TEOPEMH,
Ha OCHOBY Hejeanaxkoctn (2.5) n Hejeanakoctu (5.10), Moxke ce mokasaru caeneha Teo-
pema.

Teopema 5.0.3. [107] Hexa je G npocm 6unapmuman nosezan 2pag can > 2 480posa
u m epana, ca ocoburom da je A # 9. Tada je

2(nM, — 4m?)
LE(G) 2 n(A —9)
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Abstract

Let G be a simple connected graph with n vertices and m edges and d; > d» > - -- > d, > 0 its sequence
of vertex degrees. If yu; > po > -+ > -1 > p, = 0 are the Laplacian eigenvalues of G, then the Kirchhoff
index of G is Kf(G) =n Zl’-’;l ,ui‘l. We prove some new lower bounds for Kf(G) in terms of some of the
parameters A = di, Ay = d», A3 = d3, 6 = d,,, 6, = d,,—1 and the topological index NK = []_, d;.

2010 Mathematics subject classification: primary 05C12; secondary 05C50.

Keywords and phrases: Kirchhoft index, Laplacian eigenvalues (of a graph), vertex degree.

1. Introduction

Let G be a simple connected graph with n vertices, V ={1,2,...,n}, and m edges. Let
dy >d, >--- > d, >0 be its sequence of vertex degrees and A = dy, Ay = do, A3 = d3,
60 =d,, 6, =d,_. Let A be the adjacency matrix of G and D = diag(d;, d>,...,d,)
the diagonal matrix of its vertex degrees. The Laplacian matrix of G is defined as
L =D — A. The eigenvalues of L, p; > o > -+ > ptp—1 > u, = 0, form the Laplacian
spectrum of G.

The Wiener index, W(G), originally termed the ‘path number’, is a topological
graph index defined by

WG) = ) d,
i<j

where d;; is the shortest path between vertices i and j in G. The first investigations
of the Wiener index were made by Harold Wiener in 1947 (see [20]) to explain
correlations between the boiling points of paraffin and the structure of the molecules.
Since then it has become one of the most frequently used topological indices in
chemistry, as molecules are usually modelled as undirected graphs. Based on its
success, many other topological indices of chemical graphs, based on information in
the distance matrix of the graph, have been developed.
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Some inequalities for the Kirchhoff index of graphs

Igor Milovanovi¢'*, Emina Milovanovi¢!, Marjan Mateji¢' and Edin Glogi¢?

Abstract

Let G be a simple connected graph of order n, sequence of vertex degrees d; > d, > --- > d, > 0 and Laplacian
eigenvalues u; >ty > -+ >, > u, =0. With IT; =11, (G) = ?:101,-2 we denote the multiplicative first Zagreb
index of graph, and Kf(G) = ny—} Hl the Kirchhoff index of G. In this paper we determine several lower and
upper bounds for K f depending on some of the graph parameters such as number of vertices, maximum degree,
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minimum degree, and number of spanning trees or multiplicative Zagreb index.
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1. Introduction

Let G = (V,E) be a simple connected graph with n vertices
and m edges with vertex degree sequenced; > dr > --->d, >
0,and A=dy, A\ =d», 6 =d,, 6 =d,_;. If vertices i and
Jj are adjacent we write i ~ j. Further, let A be the adjacency
matrix of G and D = diag(d;,ds, ...,d,) the diagonal matrix
of its vertex degrees. Then L = D — A is the Laplacian matrix
of G. Eigenvalues of L, yy > tp > --- > tp—1 > W, =0, form
the so-called Laplacian spectrum of G. Following identities
are valid for y; (see [1])

n—1 n—1 n n
Y ui=2m and Y i =Y d}+Y di=M+2m,
i=1 i=1 i=1 i=1
where M; = M (G) = Y., d? is the first Zagreb index intro-
duced in [2]. More about this degree—based topological index
one can be found in [3-8].
It is well known that a connected graph G of order n has

111—1

1=1(G) = ﬁnlii
i=1

spanning trees.

In [9] (see also [10]) a multiplicative variant of the first
Zagreb index, named the first multiplicative Zagreb index, Iy,
was introduced. It is define as

n
I, =11, (G) =[] 4}
i=1

In [11], Klein and Randié, introduced the notion of resis-
tance distance, r;;. It is defined as the resistance between the
nodes i and j in an electrical network corresponding to the
graph G in which all edges are replaced by unit resistors. The
sum of resistance distances of all pairs of vertices of a graph
G is named as the Kirchhoff index, i.e.

Kf(G) =Y rij.

i<j

There are several equivalent ways to define the resistance
distance. Gutman and Mohar [12] (see also [13]) proved
that the Kirchhoff index can be obtained from the non-zero
eigenvalues of the Laplacian matrix:

n—1 1
Kf(G)=n}, ™
i=1 "

Among various indices in mathematical chemistry, those
based on the effective resistance, r;;, such as the Kirchhoff
index and its generalizations, have received a lot of attention



Filomat xx (yyyy), zzz—zzz Published by Faculty of Sciences and Mathematics,

DOI (will be added later) University of Nig, Serbia
Available at: http://www.pmf.ni.ac.rs/filomat

On the relationship between the Kirchhoff and the Narumi-Katayama
indices
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Abstract. Let G be a simple connected graph with n vertices and m edges, sequence of vertex degrees
A=dy2dy, >+ >2d, =6 > 0 and diagonal matrix D = diag(dy, dy, ..., d,) of its vertex degrees. Denote
by Kf(G) = nY! i, where p; are the Laplacian eigenvalues of graph G, the Kirchhoff index of G, and
by NK = [].,d; the Narumi-Katayama index. In this paper we prove some inequalities that exhibit
relationship between the Kirchhoff and Narumi-Katayama indices.

1. Introduction

Let G = (V,E), V = {1,2,...,n}, be a simple connected graph with n vertices and m edges and let
A=dy>2dy > >2d, =0>0,d; = d(i), be its vertex degree sequence. Further, let D be the diagonal matrix
of order n, whose diagonal elements are dy,ds, .. ., d,,. Vertex—degree-based topological index, NK = NK(G),
known as the Narumi-Katayama index, is defined as [26]

NK = NK(G) = detD = H d;.
i=1

This topological index was introduced in [26] and referred to as ”simple topological index”. For a long
period of time it was not in the spotlight. The situation has changed significantly when Todeschini and
Consonni [31] proposed a descriptor named multiplicative Zagreb index, defined as

IL(G) = H dz.
i=1

One can easily observe that IT;(G) = (NK(G))>. Current name, i.e. the Narumi-Katayama index, was
proposed in [9]. Details on this topological index can be found in [8-10, 18, 34, 35].
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Oopazay 1

H3JABA AYTOPA O OPUTHHA/THOCTH JIOKTOPCKE /THCEPTALIHJE

Ja, Enmmn I'moruh , U3jaBJbyjeM Jia TOKTOpCKa

JUcepTallfja MmoJI HacJIOBOM:

I'pannite 3a Kupxodos nuaexc rpada

Koja je onOpameHa Ha _[IpHpOAHO-MATEMATHIKOM (PaKyITETY

VYuusepsuteta y KparyjeBily npeacraBiba opucuHaino aymopcko 0eno HacTallo Kao pe3yaTar

COncmeeHoe ucmpastcueaixkoe pada .

Osom H3zjasom makohe nomephyjem:

® J1a caM jeOuHu aymop HaBeAeHe JOKTOPCKE JHcepTalyje,

® Ja y HaBeJI€HOj JOKTOPCKO] AUCEPTALM]H HUCAM U38PUILO/IA NO8PedY AYTOPCKOT HUTH
JpYTOT MpaBa UHTEJIEKTyaJIHe CBOJUHE APYTHX JINIA,

e J1a YMHOKEHU NPUMEPAK JOKTOPCKE IUCEPTaLlM]j€ Y IITAMIAHO] U €JIEKTPOHCKO] OopMU
y uMjeM ce Ipuiory Haja3u oBa M3jaBa caip:ku JOKTOPCKY JUCEpPTaljy UCTOBETHY
0JI0pameH0]j TOKTOPCKOj AUCEPTALIH]H.

YV Kparyjesuy , 10.10.2018. ronuHe,

<

fidrmwc ayfbpa




Oopazay 2

H3JABA AYTOPA O HCKOPHUHIITRABAIL Y /IOKTOPCKE /IUCEPTALTHUJE

Ja, Enun I'moruh

[]| mosBosbaBam

HEC J03BOJbaBaM

VYHuBepauteTckoj 6ubnuorenu y Kparyjesiy na HauMHM ABa TpajHa YMHOXEHA IpUMEpKa y

SJIIEKTPOHCKO] (POPMH JTOKTOPCKE JUCEPTAIH]e TIO]] HACTIOBOM:

I'panune 3a Kupxodos naaekc rpada

Koja je omOpamena Ha IIpupogHo-MaTeMaTHYKoM (aKyJITeTy

VYuuBep3utera y Kparyjesiy, u To y LIeTMHH, Kao U Jia M0 jeJjaH MPUMEpPaK TaKO YMHOXKEHE
JNOKTOPCKE JucCepTalije Y4YMHU TPAjHO JOCTYIIHUM JaBHOCTU IYT€M JUTHUTATHOT
penozutoprjyma YHuBep3utTera y KparyjeBily U HEHTpaTHOT PENO3UTOpHjyMa HaIJICKHOT
MHUHHCTapCTBa, TAKO J1a MPUIMATHULM JABHOCTH MOTY HAUMHUTH TPajHE YMHOXKEHE MpUMEpKe

y €JIeKTPOHCKO] (OpPMHU HaBeJleHe JOKTOPCKE AUCepTaLje IYyTEM npey3umarsa.

OBom M3jaBoM Takohe

[]| mosBosbaBam

He JI03BOJbaBaM’

! Vkonuko ayrop uzabepe a He JJ03BOJIM IIPUNAIHUIMMA jABHOCTH JIa TAKO JOCTYIIHY JOKTOPCKY JUCEPTALHU]Y
KOPHCTE 01 yCIIoBUMa yTBpYeHuM jenHom on Creative COmMmMONS THLEHIH, TO HE HCKIbY4Yje MPABO MPUNAAHHKA
JaBHOCTH J1a HaBeJICHY JOKTOPCKY JIMCEPTallljy KOPUCTE y CKJIay ca oJpeadaMa 3aKoHa 0 ayTOPCKOM U CPOJTHUM
IIpaBUMa.



MPUMAIHUIIIMA JaBHOCTHU J]a TAKO JOCTYITHY JOKTOPCKY IHUCEPTAIH]y KOPHUCTE MO YCIOBUMA

yrBphenum jemqnom of ciaeaehux Creative Commons muiieHIu:

1) AyropcTBO

2) AyTOpCTBO - JENUTH O]l UCTUM YCIIOBUMA

3) AytopcTBo - 6e3 pepaja

4) AyTOpCTBO - HEKOMEPITHjAITHO

5) AyTopcTBO - HEKOMEPIIH]AJTHO - ACITUTH MO HCTUM yCIIOBHMA

AyTOPCTBO - HEKOMEpIHjaIHO - O3 pepajia’

VYV KparyjeBny , 10.10.2018. ropgumne,

—

no/TnH:c’éﬁopa

2 Monumo ayTtope Koju cy m3abpaiu 1a J03BOJIE TPHNAJHUIMMA jABHOCTH Jia TakO JIOCTYIHY JOKTOPCKY
JIMCepTalNjy KOPHUCTE 101 yciIoBMMa yTBpheHnM jenHom o Creative Commons nmuneHIu aa 3a0KpyKe jeAHY 01
nonyhenux auuenuu. Jletaspan caapxaj HaBeJICHHUX JULEHIM JOCTynaH je Ha: http://creativecommons.org.rs/
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