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O ovoj disertaciji

Istorija i motivacija

Rajagopalan i Wilansky svoj rad [75] iz 1966. zapoc¢inju ovom rec¢enicom:

, We propose to study a topological property which is not new, but seems
not to have been systematically investigated.”

Danas, 52 godine kasnije, ova recenica i dalje verno oslikava stanje u li-
teraturi po pitanju fenomena reverzibilnosti, kako topologkih prostora, tako i
relacijskih struktura. Doyle i Hocking ([9]) su 1984. godine nastavili u istom
smeru, u kojem su Rajagopalan i Wilansky krenuli, istrazujuéi reverzibilnost
i kondenzacionu ekvivalenciju topoloskih prostora. Nakon toga, nije bilo
niceg novog u vezi s tom problematikom (barem ne sistematski i pod tim
imenom), sve do pre nekoliko godina (videti [8, 5, 6, 7]). A pitanje da li
inverzna funkcija neprekidne bijekcije mora biti neprekidna (Sto je jedna
od ekvivalentnih definicija reverzibilnosti topoloskog prostora), potpuno je
prirodno i ovom autoru bilo je zanimljivo jos kao srednjoskolcu i studentu.

Situacija je sli¢na i po pitanju relacijskih struktura. Kukieta je 2009.
godine, uopstavajuéi ideje iz [75, 9], krenuo paralelnim putem i uveo u li-
teraturu koncept reverzibilnih poseta i kondenzaciono ekvivalentnih poseta
([27]). Nakon toga, dao je karakterizaciju nasledno reverzibilnih poseta
([28]). I to je, uz nedavno objavljeni rad autorovog mentora Kurilica [39],
sve §to se u literaturi moze naéi na temu reverzibilnosti relacijskih struktura.
Fenomen reverzibilnosti binarnih struktura takode ima svoju ekvivalentnu
formulaciju koja moze biti zanimljiva ,Siroj publici”. Naime, poznato je da,
ako u Radoovom grafu (prebrojivom slu¢ajnom grafu) obrisemo ili dodamo
proizvoljan kona¢an broj ivica, da opet dobijamo Radoov graf (videti [3]),
Sto, prema jednoj od ekvivalentnih definicija reverzibilnih struktura, znaci
da je Radoov graf nereverzibilna struktura. Fenomen reverzibilnosti nije
samo brisanje ili dodavanje ivica u nekom beskona¢nom grafu, to je jedan
prirodan koncept od fundamentalnog znacaja. Naime, reverzibilne relacijske
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strukture imaju svojstvo Cantor-Schroder-Bernstein (krace, svojstvo CSB)
za kondenzacije (bijektivne homomorfizme), zatim, svaka klasa reverzibilnih
poseta daje nam odgovarajuéu klasu reverzibilnih topoloskih prostora (ako
posmatramo topologiju ¢iju bazu ¢ine glavni ideali), reverzibilnost je u vezi s
velicinom klasa ekvivalencije koje odgovaraju izomorfizmu i kondenzacionoj
ekvivalenciji, i, jos, reverzibilnost je usko povezana sa strukturom i oblikom
odredenih poduredenja kondenzacionog poretka.

Da li su reverzibilne relacijske strukture pravilo ili izuzetak? Koje struk-
ture su ,lepse”, reverzibilne ili nereverzibilne? Jasno je kako su ova pitanja
jako generalna. U ovoj disertaciji pokazano je kako na skupu N ima kon-
tinuum mnogo reverzibilnih, i isto tako i kontinuum mnogo nereverzibil-
nih relacija ekvivalencije. Ali, ako ograni¢imo klasu struktura koje pos-
matramo na prebrojive grafove, i ako specificiramo pojmove ,pravilo” i
»izuzetak” pomocu koncepata iz teorije verovatnoce, mozemo doé¢i do odgo-
vora na naSe prvo pitanje. Erd6s i Rényi su 1963. u [13] dokazali da,
ako prebrojiv graf biramo slu¢ajno, tako §to ivice uzimamo nezavisno, s
verovatnocom %, da ¢emo tada, s verovatnotom 1, dobiti Radoov graf.
Drugim re¢ima, ako ivice prebrojivog grafa biramo slucajno, verovatnoca
da ¢e on biti reverzibilan je 0.

Sada ¢emo odgovoriti na drugo pitanje. Sve ukazuje na to kako su re-
verzibilne strukture ,lepse” od nereverzibilnih. Naime, prve imaju svojstvo
CSB za kondenzacije, $to je svakako vrlina, dok druge to, u op$tem sluc¢aju
nemaju (iako postoje i nereverzibilne strukture koje imaju svojstvo CSB
za kondenzacije, tzv. slabo reverzibilne strukture). Zatim, ako posma-
tramo topoloske prostore, klasa reverzibilnih prostora sadrzi takve lepe pred-
stavnike kao S$to su euklidski prostori i kompaktni Hausdorffovi prostori.
Klasa reverzibilnih binarnih struktura takode sadrzi lepe predstavnike kao
sto su jako reverzibilne strukture (kod kojih je svaka bijekcija automor-
fizam, videti [16, str. 251]), turniri i specijalno, linearna uredenja. Za kraj,
sa stanovista teorije mere, ¢ini se da reverzibilnih struktura ima manje.

Primetimo kako su kompaktni Hausdorffovi topoloski prostori ekstremne
strukture. Naime, kompaktne Hausdorffove topologije minimalne su medu
svim Hausdorffovim topologijama, ili ekvivalentno, maksimalne su medu
svim kompaktnim topologijama (videti [12, str. 126]). U potrazi za klasama
reverzibilnih relacijskih struktura, detaljno ¢emo istraziti ovaj fenomen kod
Lo,-definabilnih interpretacija, i na taj nacin detektovaéemo mnostvo pri-
mera reverzibilnih relacijskih struktura.

Sto se ti¢e kondenzacionog pretporetka <., u literaturi nismo nagli rezul-
tate koji su direktno vezani na tu temu (sa izuzetkom nabrojanih radova u
kojima se spominje kondenzaciona ekvivalencija ~. := <. N =¢). Sto je
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delom zanimljivo i zagonetno, jer je ,sestrinsko preduredenje” <, nazovimo
ga, utopivi pretporedak, nasiroko i obimno istrazeno, poc¢ev od Fraisséa, preko
Hagendorfa, Juliena, Pouzeta, Lavera i drugih (videti [16]). Sve je pocelo
neposredno nakon 2. svetskog rata, kad je Fraissé dokazao niz zanimljivih
teorema vezanih za tu problematiku, i takode postavio niz hipoteza, koje su
ostale zapaméene u literaturi kao Fraisséove hipoteze. Sledi najpoznatija:

Fraisséova hipoteza. (%) ([15, 77]) U preduredenju (LO,,, <) ne postoje ni
beskonaé¢ni opadajuéi lanci, ni beskonaéni antilanci.

Pri tome, LO,, oznacava klasu svih prebrojivih linearnih uredenja. Mnoge
Fraisséove hipoteze dokazane su od strane drugih matematicara (npr. (x) je
dokazao Laver [62]), neke su dobile kontraprimere (videti [24]), ali, u svakom
slu¢aju, nesumnjivo je da je Fraissé inspirisao mnoge matematicare da krenu
putem koji je utabao. Da se tim putem ide i danas, svedo¢i i nedavni rezul-
tat Laflamma, Pouzeta i Woodrowa ([60]) - karakterizacija rasutih linearnih
uredenja koja imaju svojstvo CSB za utapanja, a da se i nas put ukrstio s
tim putem, svedoci teorema 10.4.4.

Struktura disertacije

Neka je X neprazan skup i L neprazan relacijski jezik. Prvi cilj ove diser-
tacije je da se istrazi kondenzacioni pretporedak (Intz,(X), <), kao i njegov
antisimetricni koli¢nik, kondenzacioni poredak (Inty(X)/ ~¢, <.), gde je
~. relacija kondenzacione ekvivalencije na skupu Inty(X) = [[,c.; P(X™)
svih interpretacija jezika L nad domenom X. Pri tome, naglasak ¢e biti
stavljen na kondenzaciona svojstva L-struktura, i na odgovarajuée particije
kondenzacionog poretka. U sluc¢aju binarnog jezika L = Lj, naglasak ¢e biti
stavljen na istrazivanje odredenih poduredenja kondenzacionog poretka, kao
i njihovih konveksnih zatvorenja.

Drugi cilj ove disertacije je da se istrazi relacija kondenzacione ekvivalen-
cije ~.. Naglasak ¢e biti stavljen na uporedivanje relacije ~. s raznim drugim
slicnostima L-struktura iz [31]. U sluc¢aju prebrojivih struktura prebrojivih
jezika, naglasak ¢e biti na ispitivanju deskriptivne slozenosti odgovarajuéih
klasa ekvivalencije i relacije ~, kao i veli¢ine tih klasa.

Tredi cilj ove disertacije je da se istrazi fenomen reverzibilnosti L-struk-
tura, kao i varijacija reverzibilnosti, i da se detektuje Sto viSe relevantnih
klasa reverzibilnih L-struktura. Pri tome, posebno ¢e biti proucene struk-
ture koje su ekstremni elementi L.-definabilnih klasa, pri odredenim sin-
taktickim ograni¢enjima, a posebno nepovezane Ly-strukture.
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Prvi deo

Disertacija je podeljena na tri dela. U prvom, uvodnom delu, nalazi se
pregled matematickih metoda i tehnika, koje ¢e biti kori§¢ene u drugom
i trecem delu, kao i pregled relevantnih rezultata iz literature koji su usko
vezani za temu disertacije. U ovom delu uglavnom nema originalnih tvrdenja
(s nekoliko izuzetaka). Citalac moze presko¢iti ovaj deo, i kasnije mu se, po
potrebi, vracati.

U prvoj glavi nalazi se pregled nekih relevantnih klasa relacijskih struk-
tura, kao i pregled morfizama izmedu tih struktura. U odeljku 1.1 dat je
pregled definicija i karakterizacija morfizama L-struktura. Poseban naglasak
stavljen je na rigidne, monomorfne i homogene strukture. U odeljku 1.2 dat
je pregled definicija i tvrdenja vezanih za parcijalna uredenja i preduredenja.
Poseban naglasak stavljen je na pojmove separativne modifikacije i separa-
tivnog koli¢nika parcijalnog uredenja. U odeljku 1.3 dat je pregled definicija
i tvrdenja vezanih za linearna uredenja (lance), s posebnim naglaskom na
konaé¢ne kondenzacije lanaca, na Fraisséovu hipotezu i na Laverov dokaz te
hipoteze, kao i na Laverovu dekompoziciju rasutih linearnih uredenja. U
odeljku 1.4 dat je izbor definicija i tvrdenja vezanih za Booleove algebre, s
posebnim naglaskom na Booleovo kompletiranje parcijalnog uredenja.

U drugoj glavi data su neka tvrdenja iz teorije brojeva i teorije grafova
koja se koriste u drugom i tre¢em delu. Takode, uveden je pojam povezanosti
Ly-struktura, koji igra kljuénu ulogu u tre¢em delu. U odeljku 2.1 uveden
je pojam nezavisnog skupa K C N i dokazana su neka njegova svojstva.
U odeljku 2.2 naglasak je stavljen na ultrahomogene grafove i turnire, kao
i na Ramseyevu teoremu. U odeljku 2.3 date su karakterizacije utapanja
i kondenzacija izmedu nepovezanih Lj-struktura, i uvedene su monotone
kardinalne invarijante povezanih struktura, koje ¢e odigrati bitnu ulogu u
tre¢em delu.

U trecoj glavi dat je pregled nekih definicija i teorema iz matematicke
logike i teorije modela. U odeljku 3.1 definisane su, izmedu ostalog, neke
specijalne klase L-formula i data je Lyndonova teorema o ¢uvanju formula
morfizmima. U odeljku 3.2 naglasak je na Lo$-Vaughtovom testu, kao i na
elementarnoj ekvivalenciji L-struktura i njenim svojstvima. U odeljku 3.3
date su definicije Loon-formula, kao i nekih specijalnih klasa L., -formula.
Definicije su propracene nekim tvrdenjima, koja su analogna odgovarajuc¢im
tvrdenjima iz logike prvog reda.

U cetvrtoj glavi dat je pregled odabranih rezultata iz deskriptivne teorije
skupova. U odeljku 4.1 naglasak je stavljen na razne Hipoteze Konti-
nuuma koje vaze u poljskim prostorima. U odeljku 4.2 predstavljena je
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Borelova hijerarhija, a u odeljku 4.3 projektivna hijerarhija u poljskim pros-
torima. Navedena su i osnovna svojstva analitickih skupova, s naglaskom
na Hipotezu Kontinuuma.

U petoj glavi navedeni su rezultati iz literature koji su usko vezani za
temu, i na koje se disertacija Cesto direktno nadovezuje. U odeljku 5.1
nalaze se rezultati na temu kondenzacione ekvivalencije i reverzibilnosti
(kako topoloskih prostora tako i relacijskih struktura), izlozeni hronoloski
s referencama. U odeljku 5.2 date su Scottova teorema i Lopez-Escobarova
teorema za prebrojive L-strukture prebrojivih jezika, iz kojih sledi posto-
janje tzv. Scottove recenice za spomenute strukture. U odeljku 5.3 navedeni
su rezultati na temu poseta kopija, struktura koje su minimalne, odnosno
maksimalne za kopije, kao i glavni Kuriliéev rezultat iz [31], u kojem je data
hijerarhija raznih sli¢nosti relacijskih struktura.

Drugi deo

U drugom delu disertacije nalaze se originalni rezultati na temu kondenza-
cionog pretporetka, kondenzacione ekvivalencije i kondenzacionog poretka.

U Sestoj glavi nalaze se rezultati vezani za kondenzacioni poredak ([47]).
U odeljku 6.1 dokazana su mnogobrojna svojstva kondenzacionog pretporetka
i kondenzacione ekvivalencije. Izmedu ostalog, klasa kondenzaciono ekviva-
lentnih interpretacija je konveksno zatvorenje klase izomorfnih interpretacija
u Booleovoj mrezi (Intz(X),C). U odeljku 6.2 pokazano je kako nam kon-
denzaciona svojstva L-struktura pruzaju odgovarajuée particije kondenza-
cionog poretka, i, za slucaj L. = Ly, na taj nacin je data jedna gruba ali
informativna particija kondenzacionog poretka na tri konveksna dela, od
kojih su dva izomorfna. U odeljku 6.3 uvedena su i istrazena pogodna pod-
uredenja kondenzacionog poretka, kao i njihova konveksna zatvorenja. Pri
tome, reverzibilnost i varijacije reverzibilnosti igraju istaknutu ulogu. U
ovom odeljku ima dosta otvorenih pitanja.

U sedmoj glavi nalaze se rezultati na temu kondenzacione ekvivalen-
cije ([48, 46]). U odeljku 7.1 dokazano je, za slucaj prebrojivih struktura
prebrojivih jezika, da je klasa kondenzaciono ekvivalentnih interpretacija
analiticki skup, da je iste kardinalnosti kao i klasa izomorfnih interpretacija,
i da je to neki kardinal iz {1,w,c}. U slucaju kad je to w, interpretacija
je reverzibilna. U odeljku 7.2 kondenzaciona ekvivalencija uporedena je s
drugim sli¢nostima iz [31], za slucaj beskonac¢nih struktura neunarnih jezika.
U odeljku 7.3 razmotreno je Sta se dogada u slucaju konac¢nih ili unarnih
struktura.
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Treéi deo

U trecem i najveéem delu disertacije, istrazena je reverzibilnost relacijskih
struktura, kao i varijacije reverzibilnosti. Skoro svi rezultati u ovom delu su
originalni.

U osmoj glavi istrazene su tri varijacije reverzibilnosti, u odeljku 8.1 jaka
reverzibilnost, u odeljku 8.2 reverzibilnost, a u odeljku 8.3 slaba reverzibil-
nost ([55]).

U devetoj glavi istrazena je reverzibilnost ekstremnih struktura ([52]). U
odeljku 9.1 pokazano je kako su ekstremne interpretacije u Lo, -definabilnim
skupovima interpretacija reverzibilne. U odeljku 9.2 data su neka sintakticka
ograni¢enja koja obezbeduju da L.,-definabilan skup interpretacija ima
maksimalne, odnosno minimalne elemente. U odeljku 9.3, uopstenjem kon-
cepta univerzalnih klasa iz [85, 87, 14], pokazano je kako nam zabranjivanje
proizvoljnog broja konacnih podstruktura obezbeduje veliki zooloski vrt
reverzibilnih struktura. Medutim, jedna stvar je detektovati da ekstremne
interpretacije postoje, a druga stvar je naé¢i (odnosno okarakterisati) ih.
Neka tvrdenja tog tipa nalaze se u ovom odeljku.

U desetoj i najvecoj glavi od svih, nalaze se rezultati na temu reverzi-
bilnih nepovezanih L;-struktura. U odeljku 10.1 dato je nekoliko potrebnih
i dovoljnih uslova da nepovezana binarna struktura s reverzibilnim kompo-
nentama bude reverzibilna ([50]). Takode, dati su ekvivalenti reverzibilnosti
u nekim specijalnim klasama nepovezanih struktura, kao i bezbroj dovoljnih
uslova za reverzibilnost takvih struktura ([54]). Koncept funkcija monotonih
u odnosu na monomorfizme igra istaknutu ulogu u ovom odeljku ([51]). U
odeljku 10.2 data je karakterizacija reverzibilnih nizova kardinala, i speci-
jalno, reverzibilnih nizova prirodnih brojeva. Takode, pokazano je kako je
skup svih reverzibilnih funkcija, u Baireovom prostoru NN, gust Fis,-skup
kardinalnosti ¢. U odeljku 10.3 data je karakterizacija reverzibilnih relacija
ekvivalencije i sli¢nih struktura (tzv. RFM strukture) ([53]). U odeljku 10.4
data je karakterizacija reverzibilnih disjunktnih unija CSB lanaca grani¢nog
tipa, i jo§ je data karakterizacija reverzibilnih disjunktnih unija ordinala i
inverznih ordinala ([49]).

U disertaciji se nalazi 11 ilustracija.

Zahvalnice

U kabinetu mog mentora profesora Milosa Kuriliéa nalazi se vitrina sa
uredno slozenim fasciklama u kojima se nalaze njegovi rukopisi, od kojih
su neki objavljeni, a neki jo§ nisu. Svakome ko baci pogled na tu vitrinu,
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upasée u oko jedna bela fascikla, dvostruko deblja od ostalih. U toj fascikli
nalaze se njegovi rukopisi na temu kondenzacionog poretka, kondenzacione
ekvivalencije i reverzibilnosti topoloskih prostora, svi jo§ neobjavljeni. U leto
2012. godine, nakon povratka iz Amerike, gde je, na konferenciji u gradu
Lawrence, Kansas, drzao predavanje na temu spomenute bele fascikle, rekao
mi je: ,,Polozio si pola ispita na doktorskim studijama, naucio si puno novog,
vreme je da pocnes da radi§ nesto. Pogledaj ovu belu fasciklu. Sve to moze
da se radi i s relacijskim strukturama”. Zajedno smo sisli u matematicki
rudnik i nakon 5 godina provedenih u njemu, imamo pregrst novih i za-
nimljivih rezultata, od kojih je jedan deo ugraden u ovu disertaciju, a jedan
deo se nalazi u nasim nepublikovanim rukopisima (videti spisak literature
na kraju). Tokom te saradnje, profesor Kurili¢ pokazao se kao vrhunski
matematiCar, nesebi¢an i pozrtvovan mentor, i kao odlican pedagog. Ovom
prilikom zelim da mu se zahvalim na svemu $to me je naucio, i za svu
pomo¢ koju mi je pruzio. Takode, ovom prilikom Zelim da se zahvalim i os-
talim ¢lanovima komisije, profesorici Rozaliji Madarasz-Szildgyi, akademiku
Stevi Todoréeviéu, profesoru Predragu Tanoviéu i profesoru Borisu Sobotu,
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Oznake

Pojmovi koje oznacavaju navedeni simboli, ne definisu se u daljnjem tek-
stu. Simboli, uvedeni u disertaciji, navedeni su u Indeksu simbola na kraju
disertacije.

N, Z, Q, I, R i C - skupovi, redom, prirodnih, celih, racionalnih, iracionalnih,
realnih i kompleksnih brojeva

n=14{0,1,2,...,n — 1} - prirodan broj (konac¢an ordinal)

w = {0} UN - najmanji beskonacan ordinal

Ord, Card - klase, redom, ordinala i kardinala

Lim, Succ - klase, redom, grani¢nih ordinala i ordinala sledbenika
Limg := Lim U {0} - klasa grani¢nih ordinala s nulom

A U B - disjunktna unija skupova A i B

AN B:=(A\B)U(B\ A) - simetri¢cna razlika skupova A i B
AC B AC BAA# B - pravi podskup

p Y q - iskljuéiva disjunkcija iskaza p i g

P(X) - partitivni skup skupa X

| X| - kardinalnost skupa X

[(X]*":={AC X :|A| =k}, za k € Card

[X]<F:={AC X :|A| < K}, za k € Card

[(X]FA = {AC X :|Al=rA|X\ A = A}, za K, A € Card
[(X]<FA = {AC X :|A] <k A|X\ A] = A}, za K, A € Card
[(X]o<A:={ACX:|Al=rA|X\ Al <A}, zak,\c Card

isl.

Xy .= {f|f:X — Y} - skup funkcija s domenom X i kodomenom Y’
Inj(X,Y) - skup svih injekeija iz XY

Sur(X,Y) - skup svih surjekcija iz XY

15



16 OZNAKE

Bij(X,Y) := Inj(X,Y) N Sur(X,Y) - skup svih bijekcija iz XY
Sym(X) := Bij(X) - simetri¢na grupa!
(x1,29,...,2y) - uredena n-torka
(x; +1 € I) - funkcija s domenom I, (i) = x;
X1 x Xog x - x X, = {(z1,22,...,2n) : Yk € {1,2,...,n} z € Xy} -
Dekartov proizvod konacne familije skupova {X1, Xo,..., X}
[Lic; Xi:={(z; i €I):Viel x; € X;} - Dekartov proizvod proizvoljne
familije skupova {X; : i € I}
X":=X x X x--- x X - Dekartov n-ti stepen skupa X, zan € N
n
"X :={(x;:i€n):Vien x; € X} - skup svih n-nizova (to nisu n-torke)
u skupu X, zan € w; X = {0}
<“X:=U
“X - skup svih w-nizova u skupu X
f":=fofo---of -komporzicija funkcije f: X — X, f": X - X

new X - skup svih konac¢nih nizova u skupu X

n
fmi=f x f x--- x f-Dekartov n-ti stepen? funkcije f : X = Y, f?: X" »Yy"
(L EE—
n

flA] :={f(a) : a € A} - direktna slika skupa A C X funkcijom f: X — Y

f7YB] := {a € X : f(a) € B} - inverzna slika skupa B C Y funkcijom
f: X—>Y

fla:A—Y -restrikcija funkcije f: X - Y naskup A C X

fla : A — f[A] - surjektivna restrikcija funkcije f : X — Y na skup A C X

"Umesto Inj(X, X) pisa¢éemo kraée Inj(X), umesto Sur(X, X) pisaéemo krade Sur(X),
itd.

2U vezi sa oznakom f" treba biti pazljiv i pratiti kontekst, jer postoji opasnost da dode
do zabune.



Deo 1

Uvod

17






Glava 1

Relacijske strukture

1.1 Morfizmi relacijskih struktura

Neka je L = (R; : i € I) neprazan relacijski jezik, gde je ar(R;) = n; € N, za
1 € 1. Sa Modj, obelezavatemo klasu svih L-struktura. Za neprazan skup
X, sa Modr(X) := {X € Mody, : dom(X) = X} obelezava¢emo skup svih
L-struktura s domenom X, a sa

Int,(X) == [[ P(X™)
i€l
skup svih interpretacija jezika L nad domenom X. Dakle, Modr(X) =
{{X,p) : p€Intr(X)}. Ako malo zloupotrebimo notaciju i, za dva elementa
p=(pi:i€l)io={o;:i€l)izInty(X), definiSemo da je
pCo g Viel p; C oy,

tada je (Intr(X),C) kompletna Booleova mreza. Ako jos definisemo da je:

pNo:=(p;No;:iel),

pUo:=(p;Uo;:i€l),

p¢ = (X" \p; i €I,

D:=0:iel), 1:=(X":iel),

dobijamo odgovarajucu kompletnu Booleovu algebru (Intz(X),N, U, ¢, 0,1),
u kojoj su beskonacne operacije date sa ﬂjejpj = (Njespi : i €1I)i

Uje,/ﬂ = (Ujejp{ 4 € I). Algebra Inty(X) je atomna,

At(IHtL(X)+) = U (I\{Z}{@} X [an]l) g H[X’m]ﬁl’

el el
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i, za beskonacan skup X, imamo da je | At(Intz(X)1)| = |I| - | X|, §to znaci
da je Intz(X) = P(k), gde je k = |I| - |X|. Specijalno, ako je L najvise
prebrojiv jezik, tada je Int(w) & P(w).
Neka su X,Y # 0, f: X — Y ineka je n > 2. Dekartov n-ti stepen
preslikavanja f je preslikavanje f" = f x fx--- x f: X™ — Y™ dato sa
—_—

n

fn(<$17x27 R 733n>) = <f(1:1)7f($2)’ LR f(SCn)>,

za svako (x1,x9,...,2Tn) € X™. Dokazi narednih tvrdenja su direktni, tako
da ¢emo ih izostaviti.

Tvrdenje 1.1.1 Ako je f: X — Y i n > 2, tada imamo:
(a) f je injekcija akko f" je injekcija;
(b) f je surjekcija akko f™ je surjekcija;
(c) f je bijekcija akko f™ je bijekcija. Tada je (f™)~' = (f~H";
(d) Ako g: Y — Z, tada je (go f)" = g™ o f™.

Akoje f: X =Y ip=(p:i€ )€ Inty(X), tada, za i € I, imamo da
je pi € X™ i f™ : X™ — Y™. Dakle, direktna slika skupa p;, f™[pi], je
podskup skupa Y™i. Sli¢no, ako o = (0; : i € I) € Intz(Y), tada, za i € I,
imamo da je o; C Y™, i inverzna slika skupa o;, (")~ ![0;], je podskup
skupa X™. U skladu s tim, definisa¢emo interpretacije f[p] € Intz(Y) i
f~Yo] € Intz(X) na sledeéi nacin:

flol:=(Mlpdied) i [ ol = {(f") ol i€ ).

Tvrdenje 1.1.2 Ako je f : X = Y, i ako p,p',p’ € Inty(X) i o,0',07 €
Int,(Y), za j € J, tada imamo:
(a) p C p' = flp] C flp], i ,<" vaZi ako je f injekcija;
(b) o Co' = f o] C f7[o'], i ,<" vazi ako je f surjekcija;
(c) p C f7YfIpll, i »="vazi ako je f injekcija;
(d) f[f o]l = o N f1], odakle je f[f~t[o]] = o ako je f surjekcija;
(¢) flUjes Pl = Ujes flP];
(f) f[ﬂjej P7] - ﬂjeJ f[ﬂ]]7 i ,2="wvaZi ako je f injekcija;
() 17 Ujer o) = Upes £ 10;
(h) F 1 Njes ') = Nyes £ o7
(i) £l = (7 oD
(j) Ako g : Y — Z, tada je (g o f)[p] = g[fp]l.
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Neka su X, Y € Mody, dve L-strukture, gde je X = (X, p) 1 Y = (Y, 0). Ako,
za T = (x1,T9,...,%,), uvedemo oznaku [z := (f(x1), f(x2),..., f(xn)),
tada imamo da je preslikavanje f: X — Y

e homomorfizam iz X u Y akko za svako i € I vazi
Vz e X" (z € pj= fx € 0y);

e jak homomorfizam iz X u Y akko za svako i € I vazi
Ve X" (z € pi< fT €0y);

e anti-homomorfizam iz X u Y akko za svako ¢ € I vazi
Ve e X" (& pi = fT & o0y);

e monomorfizam iz X u Y akko je injektivan homomorfizam; utapanje
iz X u Y akko je injektivan jak homomorfizam; epimorizam iz X na
Y akko je surjektivan homomorfizam; kondenzacija iz X na Y akko je
bijektivan homomorfizam; izomorfizam iz X na Y akko je bijektivan
jak homomorfizam.

Homomorfizam strukture X u nju samu naziva se endomorfizam. Izomor-
fizam strukture X na nju samu naziva se automorfizam. Ako je f: X - Y
utapanje, pisa¢emo f : X — Y. Sa Hom(X,Y), SHom(X,Y), AHom(X,Y),
Mono(X,Y), Epi(X,Y), Cond(X,Y), Emb(X,Y) i Iso(X,Y) obelezavaéemo
redom skupove svih homomorfizama, jakih homomorfizama, anti-homomorfi-
zama, monomorfizama, epimorfizama, kondenzacija, utapanja i izomorfizama
f X =Y. Skupove Hom(X, X), Cond(X, X), Emb(X, X) i Iso(X, X) krace
¢emo oznacavati sa End(X), Cond(X), Emb(X) i Aut(X). Ako se ogra-
ni¢imo na skup Mody,(X) L-struktura sa domenom X, umesto End((X, p)) pi-
sa¢emo samo End(p), umesto Hom((X, p, ), (X, o)) pisa¢emo samo Hom(p, o),
i sliéno za druge skupove morfizama. Iz definicije direktno sledi da je

Hom((X, p), (Y, 0)) = (;e; Hom((X, ps), (Y, 04)),

End((X, p)) = Mies End((X, pi)).

i sliéno za ostale skupove morfizama.
Dijagram na slici 1.1 prikazuje hijerarhiju morfizama L-struktura u opStem
slucaju (za proizvoljan jezik L i za proizvoljne domene X i Y).
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Slika 1.1: Dijagram hijerarhije morfizama L-struktura.
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Tvrdenje 1.1.3 Ako su X i Y neprazni skupovi, p = (p; : i € I) € Intr(X)
i o= {(o;:i€l)entp(Y), i ako su X = (X,p) i Y = (Y, 0) odgovarajuce
L-strukture, onda imamo:

(a) Hom(X,¥) = {f € Y : f[p] C 0}

={fe*Y:pC o}
(o) SHom(X. ¥) = {f € XY : p = 1 1[o]};
(¢) AHom(X,Y) = {f € XY : f~ o] C p};
Co

(d) Mono(X,Y) = {f € Inj(X,Y) : f[p] }
={fehj(X,Y):pC 1[0]};
(e) Cond(X,Y) = {f € Bij(X,Y) : flp ]CU
={feBij(X,Y):pC 1[0]};
(f) Emb(X,Y) = {f € Inj(X,Y) : p = f Hol}
= {7 €miX.¥) s flp) = o0 10

(9) Tso(X,Y) = {f € Bij(X,Y) : p= f~'[0]}
={f eBij(X,Y): f[ | =a}.

Sa X¢:= (X, p°) obelezavatemo komplement L-strukture X = (X, p).

Tvrdenje 1.1.4 Ako su X i Y neprazni skupovi, p = (p; : i € I) € Int(X)
i o= {(0;:i€l)elInt (YY), onda imamo:
(a) AHom(X,Y) = Hom(X¢, Y¢);
(b) Cond(X,Y) = {f € Bij(X,Y) : f~! € Cond(Y¢,X°)}
= {f € Bij(X,Y) : f~! € AHom(Y,X)};
(¢) Iso(X,Y) = Iso(X¢%, Y¢) = {f € Bij(X,Y) : f~! € Iso(Y, X)}
={f €Bij(X,Y): f € Cond(X,Y) A f~! € Cond(Y,X)}.

L-strukture X, Y € Modp, su izomorfne akko postoji izomorfizam f : X — Y.
Tada pisemo X =2 Y (ili X =, Y, ukoliko zelimo da naglasimo funkciju f).
Tip L-strukture X je klasa

type(X) := [X]z ={Y € Mod : X = Y}.

L-strukture X, Y € Mody su ekvimorfne (ili bi-utopive) akko postoje uta-
panja g : X —= Y i h:Y — X. Tada piSemo X = Y. Jasno je da X =2 Y
implicira X & Y, odakle sledi da je [X]~ C [X]=, za svako X € Mody, gde
je [X]z = {Y € Mody, : X = Y}. Ako se ograni¢imo na skup Mody (X)
L-struktura sa istim domenom X, umesto (X, p) = (X, 0) i (X, p) = (X, 0),
pisa¢emo samo p = ¢ i p = ¢. Na taj nac¢in dobijamo dve relacije ekvivalen-
cije na skupu Inty(X). Odgovarajuée klase ekvivalencije, za p € Inty(X),
obelezava¢emo sa [p|~ 1 [p]=.
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Tvrdenje 1.1.5 Neka je X neprazan skup a L relacijski jezik. Ako p €
Intz,(X), tada imamo:

(a) [pl= = {flp] : f € Sym(X)} C [l;c/lpil=

(b) [pl= C [pl= C [Lierlpil=-

Dokaz. Sledi iz tvrdenja 1.1.3. 0

Rigidne strukture Za L-strukturu X reé¢i ¢emo da je rigidna akko je
Aut(X) = {idx }. Skup rigidnih interpretacija p € Intz(X) oznacavatemo sa
Rig; (X). Za L-strukturu X reéi ¢emo da je endo-rigidna akko je End(X) =
{idx}. Dobro uredeni skupovi primer su rigidnih binarnih struktura, koje
nisu endo-rigidne (za beskona¢no X).

Teorema 1.1.6

(a) (Vopénka, Pultr, Hedrlin [88]) Ako je k > 0 proizvoljan kardinal,
tada postoji irefleksivna binarna relacija p C Kk X Kk takva da je struktura
(K, p) endo-rigidna;

(b) (Dushnik, Miller [10]) Postoji gust podskup L skupa R, kardinalnosti
¢, takav da je linearno uredenje (L, <) endo-rigidno.

Monomorfne i homogene strukture Ako X = (X, p) € Mody, i ako je
A C X, tada éemo sa A oznacavati odgovarajuéu podstrukturu (A, p | 4).
Neka n € w. L-struktura X je:

e n-monomorfna akko VA, B € [X]" A = B,
e n-homogena akko VA, B € [X]|" Vg € Iso(A,B) 3f € Aut(X) ¢ C f;
e monomorfna akko je n-monomorfna za svako n € w;
e ultrahomogena (ili samo homogena) akko je n-homogena za sve n € w.
Za grupu (Aut(X), o,idx,-~!) reé¢i éemo da je n-skup-tranzitivna akko
VA, B e [X]" 3f € Auwt(X) f[A] = B.

Tvrdenje 1.1.7 (videti [16, str. 337]) Neka je L relacijski jezik i X €
Mody, L-struktura. Ako je n < min{w,|X|+ 1}, tada (a) = (b) = (¢,
gde je:

(a) Struktura X je n-monomorfna i n-homogena;

(b) Grupa Aut(X) je n-skup-tranzitivna;

(¢) Struktura X je n-monomorfna.
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1.2 Parcijalna uredenja

Neka je X neprazan skup i Ly = (R), gde je ar(R) = 2, binarni jezik. Relacije
0, X2 i Ax := {{z,2) : + € X} nazivaju se, redom, prazna relacija, puna
relacija i dijagonala na skupu X. Za binarne relacije p,o C X? definisemo
sledece operacije:

o p = {(y, ) : (x,y) € p} je inverzna relacija binarne relacije p;
e poo :={(z,y): Iz ((z,2)€p A (z,y) €0)} je kompozicija relacija p i o.

Binarna relacija p C X? je: refleksivna akko je Ax C p, irefleksivna akko je
Ax N p =0, simetricna akko je p~t = p, asimetricna akko je p N p~t = 0,
antisimetricna akko je pN p~t C Ax i tranzitivna akko je po p C p.

Za binarnu relaciju p C X? reéi éemo da je (parcijalno) uredenje akko je
refleksivna, antisimetri¢na i tranzitivna. Binarna struktura (P, <), gde je <
parcijalno uredenje na skupu P, naziva se parcijalno ureden skup (poset).

Neka je ) # A C P. Tada za a € P kazemo da je: maksimalan element
skupa A akko a € AiVer € A (a < z = a = x); maksimum (najveéi
element) skupa A akko a € AiVz € A x < a; gornje ogranicenje skupa A
akko Vo € A = < a; supremum skupa A (sup A) akko a je minimum skupa
svih gornjih ograni¢enja skupa A. Minimalan element skupa A, minimum
(najmangi element) skupa A, donje ogranicenje skupa A i infimum skupa
A (inf A) definisu se dualno.

Skup svih gornjih (donjih) ogranicenja skupa A obelezavamo sa Sup A
(Inf A). Skup svih maksimalnih (minimalnih) elemenata skupa A obeleza-
vamo sa Max A (Min A). Ako postoje, maksimum skupa A obelezavamo
sa max A, a minimum sa min A. Dakle, sup A = min(Sup A) a inf A =
max(Inf A). Specijalno, sup () = min P, a inf ) = max P.

Ako je < relacija poretka na skupu P, i ako vazi da je

Ve,y € P(z <yVy<ux), (1.1)

tada se struktura (P, <) naziva linearno (ili totalno) ureden skup. A ako
vazi da svaki neprazan podskup skupa P ima minimum, tada se struktura
(P, <) naziva dobro ureden skup. Jasno je da je svaki dobro ureden skup
totalno ureden. Poset (T, <) je drvo akko je podskup {y € T : y < x} dobro
ureden relacijom <, za svako x € T'. Poset (P, <) je gust akko

Vp,qe P (p<q = IreP p<r<q),

gde je p < q akko je p < qip+#gq,zap,q€P.
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Teorema 1.2.1 (videti [23, str. 47]) (ZF) Sledeéi iskazi su ekvivalentni:
(a) (Aksioma izbora) Ako je I # 0 i ako su svi skupovi X;, i € I,
neprazni, tada je i njihov Dekartov proizvod [[,c; X neprazan;
(b) (Zermeloova teorema) Na svakom skupu X postoji dobro uredenje;
(¢) (Hausdor(ffov princip maksimalnosti) Ako je P parcijalno ureden skup,
tada je svaki lanac (totalno ureden podskup) u P sadrzan u nekom maksi-
malnom lancu;
(d) (Zornova lema) Ako u parcijalno uredenom skupu P svaki lanac ima
gornje ogranicenje, tada u P postoji maksimalan element.

Neka je P = (P, <) parcijalno ureden skup i neka je Q@ C P. Definisimo
sledece skupove:

Qt={peP:3qeQ q<p} i Ql:={peP:3¢€Q p<gq},
Ql:={peP:3gecQq<p} i Ql:i={peP:3qcQ p<q}.

Umesto {p}1, {p}+, {p}1 i {p}] pisacemo krace, redom, pt, pi, pt ipl.
Za neprazan skup I C P reéi éemo da je ideal akko

1.Vpgel Irel (p<r ANqg<r),
2.VpelIVqgeP (¢g<p=qel).
Za neprazan skup ® C P reéi ¢emo da je filter akko

1. Vpge® Ired (r<pAr<g),
2.Vped Vge P (p<qg=qe?).

Ideal (filter) je pravi akko je pravi podskup skupa P. Ideal I je prost akko
mu je komplement P\ I filter. Analogno se definise i prost filter. Najmanji
ideal (filter) koji sadrzi p € P je p] (odnosno p1). Ovakve ideale (filtere)
zovemo glavnim. Pravi ideal I je maksimalan ideal akko nije pravi podskup
nijednog pravog ideala. Analogno se definise i maksimalan filter (ultrafil-
ter). 1z Zornove leme sledi da je svaki pravi ideal (filter) sadrzan u nekom
maksimalnom idealu (filteru).
Na skupu P definiSe se relacija nekompatibilnosti:

plq <= plngl=0, zap,gcP.

Dakle, p i g su kompatibilni (u oznaci p [ q) akko Ir € P (r < pAr < q).
Poset P je separativan akko za svake p,q € P za koje vazi p £ ¢ postoji
r < p takvo da je r L q. Za element a u posetu P reéi ¢emo da je atom akko
—3dp,q € a]l p L q. Skup svih atoma u posetu P oznacava se sa At(P). Za
podskup @ C P redi ¢emo da je:
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(slab) antilanac u P akko Vp,q € Q (p #q=p L qNq £ p),

jak antilanac u P akko Vp,q € Q (p # q¢=p L q),

gustu P akko Vpe P QNpl # 0,

kogust u P akko Vp € P Q Np?t # 0,

konveksan u P akko Vp,q € QVr e P (p<r<qg=r€Q).
Konveksno zatvorenje skupa Q C P u posetu P definiSe se na sledeé¢i nagin:
Convp(Q) := ﬂ{C C P:Q C CAC je konveksan u P}.

Tvrdenje 1.2.2 Neka je P = (P, <) parcijalno ureden skup i Q C P. Tada
vazi:

(a) Convp(Q) je najmangi konveksan skup u P koji sadrzi Q;

(1) Conve(Q) = U geq (vt NaT).

Dokaz.

(a) Ovo sledi direktno iz definicije konveksnog zatvorenja i ¢injenice da
je presek konveksnih skupova konveksan skup u posetu P.

(b) Neka z,y € Up,qu(pT Ngl), ineka je x <z <y, za neko z € P.
Tada postoje p,q € @, takvi da je p < x < z < y < ¢, Sto znadi da
z € Up,qEQ(pT Nql), pa je taj skup konveksan, i sadrzi Q). Sada, prema (a),
imamo da je Convp(Q) C U, ,co(PTNgl). Druga inkluzija je direktna. O

Za parcijalno ureden skup P = (P, <) reéi ¢emo da je lanac-kompletan
(redom, dualno lanac-kompletan) akko za svaki lanac L C P postoji sup L
(redom, inf L) u P.

Tvrdenje 1.2.3 Ako je poset P lanac-kompletan (redom, dualno lanac-
kompletan), tada je MaxP (redom, MinP) kogust (redom, gust) podskup
skupa P.

Dokaz. Ako je poset P lanac-kompletan i z € P, na osnovu Hausdorffovog
principa maksimalnosti (teorema 1.2.1 (c¢)), postoji maksimalan lanac L C
P, takav da x € L. Tada, zbog maksimalnosti L, imamo da sup L € MaxP.
Kako x € L, sledi da je x < sup L. Dokaz za dualne lanac-kompletne posete
je dualan. O

Schmerl je okarakterisao prebrojiva ultrahomogena parcijalna uredenja:
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Teorema 1.2.4 ([79]) Prebrojivo strogo parcijalno uredenje je ultrahomogeno
akko je izomorfno jednom od sledecih parcijalnih uredenja:

- Ay, prebrojivi antilanac (tj. prazna relacija na w),

-B,=nxQ, zal<n<w, gde je

(n1,q1) < (n2,q2) <= n1=n2Aq1 <q ¢2,

- CTL =nX @7 za 1 S n S W, gdeje <n17q1> < <n27q2> - q1 <Q q2,
- D, jedinstveni prebrojivi ultrahomogeni univerzalni poset (slucagni poset).

Preduredenja

Binarna relacija p € X? je preduredenje akko je refleksivna i tranzitivna.
Naredna dva tvrdenja deo su folklora u teoriji parcijalnih uredenja.

Tvrdenje 1.2.5 Neka je P neprazan skup i < preduredenje na P. Tada
vazi:

(a) Relacija ~ na P definisana sap ~ ¢ < p < ¢\ q < p je relacija
ekvivalencije na skupu P;

(b) Relacija < na P/~, definisana sa [p]~ < [¢]l~ & p <X ¢, je dobro
definisana i (P/~,<) je parcijalno uredenje.

Poset (P / ~,<) naziva se antisimetricni kolicnik preduredenja (P, <), u
oznaci,
asa(P,<) = (P/~, <).

Ako za preduredenja P i Q vazi P = Q, tada je asqP = asqQ. Za skup
C C P redi ¢emo da je ~-invarijantan akko za svako x € C vazi da je
[z]~ C C.

Tvrdenje 1.2.6 Ako je P = (P, <) preduredenje i asqP = (P/~, <) anti-
stmetricni kolicnik P, tada, za proizvoljino C' C P, vazi:

(a) Za X = {[p]~ € P/ ~: CN[pl~ # 0} imamo da je asq(C,<[c) =
(X, <Ix), tj. asqC — asqP;

(b) Ako je C' ~-invarijantan podskup skupa P, tada je asqC poduredenje
asqPP, ¢. idg/~ : asqC — asqP je utapanje.

Slab i jak antilanac, gust, kogust i konveksan skup u preduredenju (P, <)
definisu se analogno kao i u parcijalnom uredenju. Funkcija f : P; — Po,
gde su Py = (P1,<1) i Py = (P, <o) preduredenja, je gusto utapanje akko
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(gul) p<1q¢ = f(p) <2 f(q), zasve p,q € P,
(gu2) p Liq = f(p) L2 f(q), zasvep,q € Py,
(gu3) f[P1] je gust podskup skupa Ps.

Primetimo da gusto utapanje ne mora biti injektivno. Lako se moze pokazati
da ako (gu2) zamenimo sa

(gu2’) pLiq < f(p) L2 f(q), zasvep,q€ Py,

da dobijamo ekvivalentnu definiciju gustog utapanja. Ako postoji gusto
utapanje f : P; — Py, tada su preduredenja P; i Py forsing ekvivalentni
pojmovi forsinga, tj. proizvode iste genericke ekstenzije (videti [29, str.
221)).

Tvrdenje 1.2.7 Neka je P separativno uredenje, a Q preduredenje. Ako je
h: P — Q gusto utapanje, tada je h utapanje.

Dokaz. Neka, za proizvoljne p,q € P, vazi da je f(p) <g f(q). Ako pret-
postavimo da je p £€p ¢, tada, s obzirom da je uredenje IP separativno, postoji
r <p p takvo da je r Lp q. Kako je h gusto utapanje, na osnovu (gu2) sledi
daje f(p) Lo f(q), a to je kontradikcija s polaznom pretpostavkom. Dakle,
na osnovu (gul), za proizvoljne p,q € P vazi

p<pq <= f(p) <q f(q),

Sto implicira, zbog antisimetri¢nosti uredenja P, da je h : P — Q injekcija, i
da je jak homomorfizam. O

Ako su P, = (P;,<;), i € I, proizvoljna preduredenja, tada se njihov
direktni proizvod definiSe na sledeéi nacin:

[1¢P. < =] P <),

el i€l

gde je (pi:i€I) < (g :1i¢€l)akkop, <; ¢, zasvei e I. Toje takode
preduredenje, a ako su P;, i € I, parcijalna uredenja, tada je i []
parcijalno uredenje.

’LEI
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Separativna modifikacija i separativni koli¢nik

Neka je P = (P, <) parcijalno uredenje. Definisimo relaciju <* na skupu P
na sledeéi nagin:

p<*q = Vr<prltqg (1.2)

Jasno je da je tada < C <* C ). i lako se dokazuje da, za odgovarajuée
relacije nekompatibilnosti, vazi 1 = 1*. Dakle, imamo da je

pLFq <= Ir<prlig,

odakle zakljucujemo da je < = <* akko je (P, <) separativno parcijalno
uredenje. Naredna tvrdenja deo su folklora u teoriji parcijalnih uredenja
(pogledati [23, str. 205]).

Tvrdenje 1.2.8 Neka je P = (P, <) parcijalno uredenje. Tada imamo:
(a) Relacija <* na skupu P definisana sa

p<'q <= Vr<pr/ftq,

je separativno preduredenje na P;
(b) (P/=*,<) je separativno parcijalno uredenje, gde su relacija ekviva-
lencije =* na skupu P, i relacija < na kolicniku P /=", definisane sa:

p="qep<qhqg<'p i PILgdepr<q (1.3)

(¢) Prirodno koli¢nicko preslikavanje h : P — P /=%, dato sa h(p) := [p],
je epimorfizam koji ocuvava kompatibilnost, tj.
(i) h je surjekcija,
(it) Vp,q € P (p < ¢ = h(p) < h(q)),
(iti) Vp,q € P (p L q¢ < h(p) Lp/= h(q));
(d) (P /=*,<) je, do na izomorfizam, jedinstveno separativno parcijalno
uredenje takvo da postoji funkcija h koja zadovoljava (i) — (iii);
(e) Poset (P, <), preduredenje (P, <*) i poset (P /=*,<) su forsing ek-
vivalentni pojmovi forsinga.

Separativna modifikacija parcijalnog uredenja P = (P, <) je separativno
preduredenje sm P := (P, <*), gde je <* dato sa (1.2). Separativni kolicnik
parcijalnog uredenja P = (P, <) je separativno parcijalno uredenje sqP :=
(P/ =*,9), gde su relacija ekvivalencije =* na skupu P i relacija < na
kolicniku P/~ date sa (1.3).
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Tvrdenje 1.2.9 Neka je X beskonacan skup a Z C P(X) ideal takav da je
T #{0}. Tada imamo:

(a) Parcijalno uredenje (P(X)\ Z,C) nije separativno;

(b) sm(P(X)\Z,C) =(P(X)\Z,Cz), gde je ACs B< A\ B€eZ;

(c) sa{P(X)\ T, C) = {(P(X) /=2)*+ 1), pri cemu je (P(X) [ =1)" =
(P(X)/=0)\{l0]}, A=r B AABecZIilA]<z[B]< A\Bc¢cI;

(d) Poset (P(X) \ Z,C), preduredenje (P(X) \ Z,Cz), kao i poset
(P(X)/ =7)",<7) (standardna oznaka: (P(X)/I)%) su forsing ekviva-
lentni pojmovi forsinga.

Na primer, parcijalno uredenje ([w]¥,C) =
Njegova separativna modifikacija je sm([w ]
Kolienik je sq([w], ) = ((P(w)/ Fin)*, <pin

(P(w) \ Fin, C) nije separativno.
, C) = ([w], Crin), a separativni
)-

Tvrdenje 1.2.10 Neka suP,Q ¢ P;,i € I, parcijalna uredenja. Tada vazi:
(a) Ako je P = Q, onda je smP = smQ isqP =~ sqQ;
(b) sm[Tc; Pi = [ e smPi;
(¢c) sallier Pi = Tlicr saPi-

1.3 Linearna uredenja

U ovom odeljku razmatra¢emo stroga (irefleksivna) linearna uredenja (tj.
lance). Ako je L = (L, <) linearno uredenje, njegovo inverzno linearno
uredenje L* definiSe se sa:

L* = (L, <)* := (L, >),

gde je z > y akko je y < x, za x,y € L. Uredajni tip linearnog uredenja L
definiSe se kao

otp(L) = type(L) = [L]

Standardne oznake za neke uredajne tipove su sledece:

IR

wi= Otp(<N7 <>)7 w* = Otp(<Z_7 <>)a ¢:= Otp(<Z7 <>)7

n:=otp((Q, <)), 6:=otp((I, <)), X:=otp((R,<)).

Ako su A i B disjunktna linearna uredenja, njihova suma, C := A + B,
definiSe se na sledeéi nacin:

C:=(C,<¢), C=AUB, <ci=<4 U <p U(Ax B).
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Ako linearna uredenja A i B nisu disjunktna, tada je otp(A) + otp(B) :=
otp(C), gde je C := A’ + B’ za proizvoljne disjunktne predstavnike A’ €
otp(A)iB’ € otp(B). Dakle, imamo da je ( = w*+w. Naslican nacin definise
se i suma konatno mnogo linearnih uredenja, kao i beskona¢no mnogo li-
nearnih uredenja ) ., A;, pri cemu je L = (L, <) neko linearno uredenje
(videti [77, str. 19]). Proizvod dva linearna uredenja definise se na slede¢i

nacin:
A-B:= ZA.
B

Na osnovu togaje2 - w=)> 2=wiw-2=) yw=w+w # w.

Lema 1.3.1 Neka je L linearno uredenje a P parcijalno uredenje. Tada
mamo:

(a) Ako sulL = (L,<y) i P = (P, <p) nestroga (refleksivna) uredenja,
tada je Mono(LL,P) = Emb(L, P);

(b) Ako su L = (L <) i« P = (P, <p) stroga (irefleksivna) uredenja,
tada je Hom(L,P) = Emb(L, P).

Dokaz.

(a) Neka je f : L — P monomorfizam. Ako x,y € L, = # y, i ako
je f(z) <p f(y), tada bi y <y, x impliciralo da je f(y) <p f(x), tj. da
je f(z) = f(y), pa f ne bi bilo injekcija, sto je kontradikcija. Dakle, s
obzirom da je L linearno uredenje, imamo da je z <g, y, Sto znaci da je f
jak homomorfizam. Kako je f injekcija, to je utapanje.

(b) Neka je f : L — P homomorfizam. Ako z,y € L, z # y, tada je
x <y y, ili je y <p z. U prvom slucaju imamo da je f(z) <p f(y), a u
drugom da je f(y) <p f(x). U svakom slucaju je f(x) # f(y), §to znaci da
je f injekcija. Dakle, Hom(LL,P) = Mono(L,P). Sada se, analogno kao pod
(a), dokazuje da je Mono(LL, P) = Emb(L, P). O

Teorema 1.3.2 (Cantor, videti [77, str. 26])

(a) Racionalna linija (Q, <) je univerzalno prebrojivo linearno uredenje,
tj. ono sadrzi kopiju svakog prebrojivog linearnog uredenja;

(b) Svako prebrojivo gusto linearno uredengje bez minimuma i maksimuma
izomorfno je racionalnoj liniji (Q, <);

(¢) Prebrojivo linearno uredenje je ultrahomogeno akko je izomorfno
racionalnoj liniji (Q, <).

Za linearno uredenje L = (L, <) re¢i ¢emo da je n-tranzitivno akko

Vr<n VA,B e [L]" 3f € Aut(L) f[A] = B.
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Tvrdenje 1.3.3 (videti [77, str. 31])

(a) Linearno uredenje koje ima minimum ili maksimum nije n-tranzitivno
ni za jedno n € N;

(b) Racionalna linija (Q, <) je n-tranzitivna za svako n € N;

(¢) Svako 2-tranzitivno linearno uredenje je gusto;

(d) Celobrojna linija (Z,<) je 1-tranzitivna, ali nije 2-tranzitivna;

(e) Za dato n € N postoji gusto linearno uredenje bez minimuma i mak-
simuma koje nije n-trazitivno.

Tvrdenje 1.3.4 Neka je L beskonacno linearno uredenje. Ako je n > 2,
tada su sledeéi uslovi ekvivalentni:

(a) Grupa Aut(L) je n-skup-tranzitivna;

(b) Linearno uredenje L je n-tranzitivno;

(c¢) Linearno uredenje L je n-homogeno.

Dokaz.

(a)=-(b) Ako je grupa Aut(L) n-skup-tranzitivna, tada je jasno da L
nema ni minimum ni maksimum. Uzmimo r < n i A, B € [L]". Dovoljno
je dokazati da postoji f € Aut(LL) takvo da je f[A] = B. Neka je z :=
min(A U B). Tada, posto L nema minimum, postoje x1,x2,...,Tn—p € L
takvi da je 1 < 22 < 23 < ... < xp—, < z. Kako je grupa Aut(L) n-
skup tranzitivna, postoji f € Aut(L) takvo da je f[{z1,...,xn—r} U A] =
{z1,...,2n—r} U B. Posto je 1 = min({z1,...,zp—r} U A), imamo da je
f(z1) = min({x1,...,2n—r} U B) = z;. Sli¢no tako dobijamo da je f(x2) =
xo, f(xs) =xs,..., f(xn—y) = zn_pr. Dakle, f[A] = B.

(b)=(c) Neka A, B € [L]" i neka ¢ € Iso(A,B). Tada, s obzirom da su
konacna linearna uredenja rigidne strukture, imamo da je Iso(A,B) = {¢}.
Kako je linearno uredenje L n-tranzitivno, postoji f € Aut(L) takvo da je
flA] = B. Tada f|a € Iso(A,B) = {¢}, odakle sledi da je ¢ C f, tj. da je
struktura . n-homogena.

(c)=(a) Ovo sledi iz ¢injenice da su svaka dva kona¢na linearna uredenja
iste veli¢ine izomorfna. O

Tvrdenje 1.3.5 (videti [77, str. 31]) Za svako linearno uredenje L sledeci
uslovi su ekvivalentni:

(a) L je 2-tranzitivno;

(b) L je n-tranzitivno za neko n > 2;

(c) L je n-tranzitivno za svako n > 1.
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Neka je . = (L, <) proizvoljno linearno uredenje. Tada je binarna relacija
~ na L, definisana na slede¢i nacin:

x~y < |[min{z,y}, max{z, y}]| < w, (1.4)

relacija ekvivalencije, koja se naziva (konacna) kondenzaciona ekvivalencija!
na L. Klase ekvivalencije [z].. su konveksni skupovi (intervali) u L, i imamo
da je struktura (L / ~, <) takode linearno uredenje, gde je relacija < na
kolicniku L / ~ data sa [z]. < [y]~ < @ < y. Linearno uredenje (L /~, <)
naziva se (konacna) kondenzacija linearnog uredenja L.

Za linearno uredenje LL re¢i é¢emo da je rasuto (engl. scattered) akko se
(Q, <) ¥ L. Klasu rasutih linearnih uredenja obelezava¢emo sa Scatt. Za
linearno uredenje LL rec¢i ¢emo da je o-rasuto akko je unija najvise prebrojivo
mnogo rasutih linearnih uredenja, drugim rec¢ima, akko postoji particija L =
Uier Li, takva da je |I| < w, ida LL; € Scatt, za sve i € I. Specijalno, svako
prebrojivo linearno uredenje je o-rasuto. Klasu o-rasutih linearnih uredenja
obelezavacemo sa o- Scatt.

Tvrdenje 1.3.6 (videti [77, str. 71]) Neka je L = (L, <) € Scatt rasuto
linearno uredenje i neka je ~ relacija konacne kondenzacione ekvivalencije
na L. Ako je L/ ~ = {Ly : t € T}, gde smo konac¢nu kondenzaciju L
oznacili sa T = (T, <), tada je T takode rasuto linearno uredenje, i imamo
da je L=, cr L, pri cemu otp(Ly) € NU{w,w*,(}, za svet € T

Za preduredenje X = (X, <) reéi ¢emo da je dobro preduredenje (ili do-
bro kvazi-uredenge, engl. well-quasi-order, skr. wqo)? akko u X ne postoji
beskonacan opadajuéi lanac xg = x1 > x2 > ---, kao ni beskonacan anti-
lanac {x,, : n € w} (tj. x; || x4, za i # j)3. Ako klasu prebrojivih linearnih
uredenja oznac¢imo sa LO,,, a klasu prebrojivih rasutih linearnih uredenja
sa Scatt,,, tada originalna Fraisséova hipoteza ([15]) kaze:

(LOy,, <) je dobro preduredenje.

Na osnovu teoreme 1.3.2 (a) dati iskaz ekvivalentan je iskazu da je (Scatt,,, <)
dobro preduredenje. U [62] Laver je pokazao da je (o- Scatt, ) dobro pre-

duredenje, i time je dokazao Fraisséovu hipotezu. S obzirom da je LO, C

o-Scatt, dokazao je i vise od toga?.

1Ovu relaciju ekvivalencije ne treba brkati sa istoimenom relacijom ekvivalencije ~.
na skupu Intz (X), koja je glavna tema drugog dela ove disertacije.

2Pojmovi preduredenje i kvazi-uredenje su sinonimi. To je binarna relacija koja je
refleksivna i tranzitivna.

SImamo dajez <y e r <yAyAzidajez|ycszLyry £

“Laver je u [62] dokazao kako je, u stvari, (o- Scatt, <) bolje preduredenje (engl. better-
quasi-order, skr. bgo), 8to je jo$ jaci rezultat.
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Klasa H nasledno aditivno nedekompozabilnih linearnih uredenja je naj-
manja klasa uredajnih tipova linearnih uredenja koja sadrzi jednoelementni
uredajni tip, 1, i koja sadrzi k-sumu, >, Lg, kao i £*-sumu, ) . L,, za
svaki regularan kardinal x i svaki niz (L, : « € k) u H, za koji vazi

Vaek |[{B€k:Ly—Lg} =k

Teorema 1.3.7 (Laver [61, str. 104]) Ako L € Scatt, tada je L konacna
suma nasledno aditivno nedekompozabilnih linearnih uredenja, tj. I = H; +
Hy + --- 4+ H,, za nekon € N. pri ¢emu Hy € H, za sve k < n.

Za rasuto linearno uredenje L. € Scatt reéi ¢emo da je granicnog tipa (engl.
of a limit type) akko postoji linearno uredenje S € Scatt, i linearna uredenja
L, s € S, takva da otp(L;) € {w,w*}, za sve s € S, i takva da je

L=) cqls.

Granicni ordinali i celobrojna linija (Z, <) primer su takvih linearnih uredenja,
dok ordinali sledbenici nisu. . = ww* 4+ 1 takode je grani¢nog tipa, zato sto
je L = ww*.

Teorema 1.3.8 (Laver [61, str. 112]) Ako je L € Scatt rasuto linearno
uredenje, tada su sledeci uslovi ekvivalentni:

(a) L je granicnog tipa;

(b) Ne postoji x € L takvo da je f(x) =z za svako f € Emb(L);

(¢) Nijedan sabirak 1 ne pojavijuje se u izrazu za L kao minimalna suma
nasledno aditivno nedekompozabilnih linearnih uredenja.

1.4 Booleove mreze (algebre)

Booleove mreze

Parcijalno ureden skup (L, <), u kojem za sve x,y € L postoje inf{z,y}
i sup{z,y}, naziva se mreza. U mrezi za svaki neprazan konac¢an podskup
M C L postoje inf M isup M. Uvodimo sledece oznake za x,y € Li M C L:

x ANy :=inf{z,y}, xVy:=sup{z,y},

/\M::infM7 \/M:: sup M.

Element x € L je:
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o A-razloZiv (engl. meet reducible) akko postoje a,b € L takvi da x ¢
{a,b} ida je z = a Ab. U suprotnom, z je A-nerazloziv.

e V-razloZiv (engl. join reducible) akko postoje a,b € L takvi da = ¢
{a,b} ida je z = aVb. U suprotnom, z je V-nerazloZiv.

U svakoj mrezi slede¢a dva identiteta su ekvivalentna:
(distrl) =V (yAz) = (xVy)A(xVz), (distr2) xA(yVz)=(xAy)V(zAz).
Mreza (L, <) je:
e distributivna akko u njoj vazi bilo koji od identiteta (distrl) ili (distr2);
e ogranicena akko postoje 0 :=min L i 1 := max L;

e komplementirana akko je ograni¢ena i za svako x € L postoji njegov
komplement (tj. element 2’ za koji vazi x A2/ =01ixVa' =1);

e jednoznacno komplementirana akko je ograni¢ena i svaki element ima
tacno jedan komplement.

Distributivna komplementirana mreza (B, <) zove se Booleova mreza. Moze
se pokazati kako je svaka Booleova mreza jednozna¢no komplementirana.
Booleove algebre

Definisimo, za Booleovu algebru By, = (B, A, V,-%,0, 1), slede¢i ,,operator”:

Lattice(Bgq) := (B, <), gde je p <gq &, pAq=Dp.

Tada je Lattice(Bgy) Booleova mreza. Definisimo sada, za Booleovu mrezu
Biatt = (B, <), sledeéi ,,operator”:

Algebra(Ba4) := (B, A, V,-%,0,1),

gde je p A q := inf{p,q}, pV q := sup{p, ¢}, p°¢ je jedinstveni komplement
elementa p, 0 := minB, 1 := maxB. Tada je Algebra(B;,;) Booleova
algebra. Stavise, imamo da je:

Algebra(Lattice(Baig)) = Baig, Lattice(Algebra(Biqit)) = Biast-

Dakle, izmedu klase Booleovih mreza i klase Booleovih algebri postoji prirodna
,bijekcija”. Za odgovarajuée elemente u ovoj korespodenciji kazemo da su
dualni, i ubuducée ¢emo ih, po potrebi, poistovecivati.

U Booleovim algebrama vazi i sledeéi princip dualnosti:
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Teorema 1.4.1 (videti [26, str. 13]) Neka je Lpa = (A,V,-%,0,1) jezik
Booleovih algebri. Ako je ¢ identitet na jeziku Lpa, i ako je ©* identitet
koji se dobija od ¢ zamenom A <V i 0 <> 1, onda je

Fa @ akko Fpa .

Booleova algebra B je o-algebra akko svaki prebrojiv podskup A C B ima
infimum (ili, ekvivalentno, supremum). Booleova algebra B je kompletna
akko svaki podskup A C B ima infimum (ili ekvivalentno, supremum).

Teorema 1.4.2 (videti [26, str. 26]) Ako je (X, O) topoloski prostor, tada
je (ro(X), A, V, .0, X) kompletna Booleova algebra®, gde su operacije defi-
nisane sa

C

UANV:=UNYV, UVV:=IntAUB, U .=U".

Pri tome, prirodni poredak je inkluzija, i za W; € ro(X),i € I, vazi da je

A\ Wi =Int (W, \/ Wi =Int W

el el el icl

Podskup Booleove algebre, koji je zatvoren u odnosu na sve operacije, je
jedna podalgebra. Podskup Booleove o-algebre, koji je zatvoren u odnosu
na sve operacije i koji je zatvoren u odnosu na prebrojive infimume i supre-
mume, je jedna pod-o-algebra. Podskup kompletne Booleove algebre, koji je
zatvoren u odnosu na sve operacije i koji je zatvoren u odnosu na beskona¢ne
infimume i supremume, je jedna pod-kompletna algebra.

Za datu Booleovu mrezu B = (B, <) definisa¢emo poset

B .= (B\{0},<) = (BT, ).

Lako se dokazuje da je At(B™) = Min(B"). Za Booleovu algebru (mrezu)
B re¢i ¢emo da je atomna akko je skup At(BT) gust u posetu BT; da je
neatomna akko nije atomna; da je bezatomna akko je At(BT) = 0.

Tvrdenje 1.4.3 Ako je B atomna Booleova algebra, onda za svako p € B
vazi

p = sup (At(IBB+) Npl )

’ro(X) je familija regularno otvorenih skupova u topoloskom prostoru (X,0), tj.
skupova U € O za koje vazi U = Int U.
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Teorema 1.4.4 (videti [26, str. 30], odnosno [{, str. 39])
(a) Booleova algebra B je kompletna atomna Booleova algebra akko je

B 2 (P(A(BT)),N, U, ,0, At(B¥)):
(b) Svake dve prebrojive bezatomne Booleove algebre su izomorfne.

Booleova algebra B zadovoljava c.c.c. (the countable chain condition) akko
je svaki jak antilanac u BT najvise prebrojiv. Ako je B c.c.c. Booleova
o-algebra, tada je B kompletna Booleova algebra. Svojstvo c.c.c. nije
o¢uvano pri homomorfizmima. Na primer Booleova algebra P(w) ima c.c.c.,
dok Booleova algebra P(w)/Fin nema c.c.c. Neprebrojivi jaki antilanci su
m.a.d.f. (mazimal almost disjoint families).

Teorema 1.4.5 Neka jeB c.c.c. Booleova algebra. Tada je svaki dobro ure-
den lanac u B najvise prebrojiv. Ako je B o-algebra, tada vaZi i obratno.

Booleovo kompletiranje parcijalnog uredenja

Naredna tvrdenja deo su folklora u teoriji Booleovih algebri i teoriji par-
cijalnih uredenja (pogledati [23, str. 205] i [26, str. 54]). Definisa¢emo
topologiju Op na proizvoljnom parcijalno uredenom skupu P:

Tvrdenje 1.4.6 Neka je P = (P, <) parcijalno ureden skup. Tada vaZi:
(a) Bp = {pl : p € P} je baza neke topologije Op na skupu P;
(b) Za proizvoljnu funkciju f: P — P imamo da

f € End(P) < f: (P,Op) — (P,Op) je neprekidna funkcija;

(¢) Preslikavangje hg : P — Bp, definisano sa ho(p) := pl, je izomorfizam
poseta (P, <) i (Bp, C);
(d) Bp C ro(P,Op) akko je parcijalno uredenje P separativno.

U topoloskom prostoru (P, Op) najmanja okolina tacke p € P je p]. Na
osnovu toga, za p,q € P i@ C P, imamo da je
plg <= plngl=0 < pdql < q¢p],
ida
pelntQ < plCQ.

Kompletna Booleova algebra B je Booleovo kompletiranje parcijalnog uredenja
P akko postoji gusto utapanje h : P — BT,
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Tvrdenje 1.4.7 Neka je P = (P, <) parcijalno ureden skup. Tada je pres-
likavange h : P — ro(P,Op)", dato sa h(p) := Intpl, gusto utapanje.

Dakle, svako parcijalno uredenje P ima Booleovo kompletiranje ro(P, Op).

Tvrdenje 1.4.8 Kompletna Booleova algebra B je Booleovo kompletiranje
separativnog parcijalnog uredenja P akko postoji utapanje h : P — B takvo
da je skup h|P] gust u BY.

Ako je P separativno parcijalno uredenje, tada je njegovo Booleovo komple-
tiranje jedinstveno do na izomorfizam.

Tvrdenje 1.4.9 Neka je P = (P, <) separativno parcijalno uredenje. Tada
mmamo:

(a) Preslikavange hy : P — ro(P, Op)*, dato sa ho(p) := pl, je utapanje
i skup Bp = ho[P] je gust u ro(P,Op)T;

(b) Ako je B Booleovo kompletiranje poseta P, tada je B = ro(P, Op).

Kao posledicu imamo da je poset P separativan akko je izomorfan gustom
poduredenju poseta B, za neku (kompletnu) Booleovu algebru B.

Tvrdenje 1.4.10 Neka je B Booleova algebra. Tada vaZi:
(a) B nije separativno parcijalno uredenge, sqB = 1 i rosqB = 2;
(b) BT je separativno parcijalno uredenje.

Kompletna Booleova algebra A je Booleovo kompletiranje Booleove algebre B
akko postoji injekcija i : B < A, koja o¢uvava komplemente i sve postojece
supremume, takva da je skup i[BT] gust u A™.

Tvrdenje 1.4.11 Ako je B Booleova algebra, tada je ro(B™, Og+) Booleovo
kompletiranje Booleove algebre B.

Neka Poset, Sep, CBA i CBA™ oznacavaju redom klase svih (nestrogih)
poseta, separativnih poseta, kompletnih Booleovih algebri i kompletnih Boo-
leovih algebri bez nule. Neka je g : Poset — Poset /= prirodno koli¢nicko
preslikavanje koje svakom posetu P dodeljuje njegov tip [P].

Tvrdenje 1.4.12
(a) Poset D Sep D CBAT i Poset /= D Sep/=~D CBAT/=;

(b) Preslikavanja Poset — Sep % CBA* i Poset / =~ 2% Sep / =~

I‘Oi‘r .
— CBAT /2, gde je
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sq(P) := sqP, za svako P € Poset,

rot(P) :=ro(P,Op)", za svako P € Sep,

sqq ([Pl]x) := [sqP)~, za svako [P]~ € Poset /=,

rof ([Plz) := [ro(P, Op)*]~, 2a svako [P~ € Sep /=,

su dobro definisana, i pri tome je sq; 0q = qosq i rofo g=gqorot.



Glava 2

Teorija brojeva i teorija
grafova

2.1 Teorija brojeva
Neka n,m € N, i neka su n = Hp prost PP 1 m = Hp prost PP (gde je

najvise konacno mnogo a,, # 0, i najvise kona¢no mnogo a,,, # 0) odgo-
varajuce faktorizacije na proste ¢inioce. Tada je

NZD{’)’% m} e H pmin{ap,n7ap,Tn} l NZS{TL, m} = H pmax{ap,n,ap,m}’

p prost p prost

gde smo sa NZD{n,m} oznacili najveéi zajednicki delilac, a sa NZS{n,m}
najmangi zajednicki sadrZalac brojeva n,m € N. Odatle direktno sledi da je

NZD{n,m} - NZS{n,m} = nm, zan,m € N.

Tvrdenje 2.1.1 (Bézoutov identitet)
(a) Ako n,m € N, tada postoje a,b € Z takvi da je

NZD{n,m} = an + bm;
(b) Ako n; € N, za i <k, tada postoje a; € Z, za i < k, takvi da je
NZD{nl, no, ... ,nk} = Zigkz a;Nn;.

Dokaz.
(a) Sledi direktno iz Euklidovog algoritma.

41
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(b) Ovo induktivno sledi iz (a) i ¢injenice da je
NZD{ny,no,...,ng} = NZD{n1,NZD{na, ..., ni}}.

O
Za dati skup prirodnih brojeva K, neka (K) oznacava potpolugrupu aditivne
polugrupe (N, +), generisanu skupom K. Za skup K C N reéi éemo da je
nezavisan akko

Sa dN oznagi¢emo skup {dn : n € N}.

Tvrdenje 2.1.2 Neka je K neprazan podskup N, i neka je d = NZD(K).
Tada imamo:
(a) Postoji konacan podskup K' C K takav da je NZD(K') = NZD(K);
(b) Ako je d =1, tada postoji M € N takvo da je [M,o0)y C (K);
(c) Ako je d > 1, tada postoji M € N takvo da je

[dM, 00)y NdN C (K) C dN;

(d) Svaki nezavisan skup je konacan;
(e) {n,n+1,...,2n — 1} je nezavisan skup veli¢ine n.

Dokaz.
(a) Za dato n € N, neka je n = Hp prost PP (gde je najvise konacno
mnogo ap, # 0) odgovarajuca faktorizacija na proste ¢inioce. Tada je

NZD(K) _ H pmin{ap$7l:neK} _ pgpo,no 'p?pl’nl o .pgps,ns'
p prost

Jasno je da, za K’ := {ng,n1,...,ns} C K, vazi da je NZD(K') = NZD(K).

(b) Na osnovu (a) postoji K/ = {n, : 0 < r < s} C K takvo da je
NZD(K’) = 1. Na osnovu tvrdenja 2.1.1 (b) postoje a, € Z, 0 < r < s,
takvi da je

S
> am, = 1. (2.1)
r=0
Za M :=ngY . _g|ar|n., i za proizvoljno m € {0,1,...,n9—1}, prema (2.1)
imamo da je

S
M+m=> (nola| + ma,)n, € (K').
r=0
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Na osnovu toga je [M, M + ng)ny C (K'). Posto kng € (K'), takode je
[M + kng, M + (k + 1)ng)n C <K,>,

za svako k € N. Dakle, [M,c0)y C (K') C (K).

(c) Ocigledno je (K) C dN. Prema (a) postoji K/ = {n, : 0 <r <s} C
K takvo da je NZD(K') = d. Tada je K/ = {dm, : 0 < r < s}, gde je
NZD({m, : 0 < r < s}) = 1. Na osnovu (b) postoji M € N takvo da je
[M,00)y C ({my:1 <7 <s}), paje

[dM, 00)y N dN C (K'Y C (K).

(d) Ako je K beskonacan skup, tada, prema (a), postoji konac¢an skup
K' C K takav da je NZD(K') = NZD(K) = d. Posto je K \ K’ C dN bes-
konacan skup, za svako M € N imamo da je (K \ K') N [dM, 0c0)y NdN # (.
Na osnovu (¢) postoji M € N takvo da je [dM,o00)y NdN C (K'). Tada je

(K\ KN (K'Y D (K \ K")N [dM, 00)y N dN # 0.

Uzmimo n € (K \ K')N(K"). Tadan € Kin € (K') C (K \ {n}), $to znaci
da skup K nije nezavisan.
(e) Ovo je ocigledno. O

2.2 Teorija grafova

Grafovi

Koristi¢emo dve ekvivalentne definicije grafova:
e Uredeni par G = (G, p) je graf akko je p C [G]?;
o Ly-struktura G = (G, p) je grafakko je relacija p irefleksivna i simetri¢na.

Elemente skupa G zva¢emo cvorovi, a neuredene parove iz p zvaéemo ivice
grafa G. Grafovski komplement grafa G = (G, p), u oznaci G%, je graf
(G,[G)? \ p). Stepen évora x € G je broj ivica koje su incidentne s tim
¢vorom, tj.

degg(z) := H{a, b} € p:x € {a, b}H

Stepen grafa G je Deg(G) := sup,cqdegg(z). Za graf G reci ¢emo da je
k-regularan akko je degg(x) = K, za svako x € G. Graf je regularan akko je
k-regularan za neko k € Card.
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Ako je p = [G]?, tada je G kompletan graf velicine v = |G|, u oznaci
K,. Prazan graf velicine v je graf E, := KJ°. Linearni graf G, i ciklicni
graf C;'™, za n € N, simetrizacije su odgovaraju¢ih linearnih digrafa D, i
cikliénih digrafa C,, (videti naredni pododeljak). Postoje i dva beskona¢na
linearna grafa, G, (= Gy+) i Ge.

Ako postoji particija G = G1 UGy, takva da je p C [G]?\ ([G1]? U [G2]?),
tada je graf G bipartitan. Ako je p = [G]?\ ([G1]? U [G2)?), graf G je
kompletan bipartitan graf, u oznaci K, ,, gde je |G1| = p, a |G2| = v. Graf
Ky, zvatemo graf zvezda i obelezavati sa S,. Slicno se definiSu i x-partitni
grafovi, kao 1 kompletni k-partitni grafovi, za proizvoljan kardinal x > 2.

Tvrdenje 2.2.1 (videti [78, str. 11]) Graf G je bipartitan akko se C3"') />
G, za svakon € N.

Ako je G = (G, p) graf, i ako je K C H € [G]<¥, tada je orbita grafa G skup

GH::{xeG\H:{yEH:{x,y}Ep}:K}.

Radoov graf Erdds i Rényi ([13]) i Rado ([74]) nezavisno su uo¢ili pos-
tojanje objekta koji danas zovemo Radoov graf, ili Erdds-Rényijev graf, ili
prebrojivi slucajni graf'. Radoov graf ima mnogobrojne karakterizacije:

Teorema 2.2.2 (videti [3]) Ako je G = (G, p) prebrojiv graf, tada su sledeci
uslovi ekvivalentni:
(a) Za svaki par disjunktnih podskupova H, K € [G|<¥, postoji x € G\
(HUK) takvo da {z,y} € p za svey € H, i da {x,z} & p za sve z € K;
(b) GIL £ 0 kad god je K C H € [G]<¥;
(c) |GE| = w kad god je K C H € [G]<“.
Postoji prebrojiv graf Grado koji zadovoljava date uslove, i on je jedinstven,
do na izomorfizam.

Radoov graf takode se moze okarakterisati kao jedinstveni prebrojivi ultra-
homogeni univerzalni graf ([59]), ili kao Fraisséov limes amalgamacione klase
svih konacnih grafova ([16]). Pored toga, ako verovatnocu datog sluc¢ajnog
dogadaja A oznacimo sa p(A), Erdds i Rényi su u [13] dokazali da, za dati
prebrojiv slucajan graf G = (G, p), vazi sledece:

(V{ﬂzy} e [G]? p({ﬂf,y} € p) = %) = p(G = GRado) =1.

17a dati graf G reéi éemo da je rasut (engl. scattered) akko se Grado ¥ G.
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U preglednom radu [3] prikazana su mnogobrojna zanimljiva graf-teoretska,
model-teoretska i topoloska svojstva Radoovog grafa. U narednoj teoremi
nabroja¢emo neka osnovna od tih svojstava.

Teorema 2.2.3 (videti [3]) Neka je Graqo = (G, p) Radoov graf. Tada vaZi:

(a) (Homogenost) Svaki izomorfizam izmedu konacnih podgrafova grafa
GRrago moZe se produziti do automorfizma grafa Grados

(b) (Univerzalnost) Svaki prebrojiv graf moze se utopiti u Grado;

(¢) (w-regularnost) Radoov graf je w-regularan;

(d) (w-kategoricnost) Ako je prebrojiv graf R elementarno ekvivalentan
GRado; tada je R = GRado;

(e) (Slucajnost orbita) Ako je F C G konacan skup, tada je G =
FUlUgcp Gg particija Radoovog grafa na jedan konacan graf i na konacno
mnogo Radoovih grafova;

(f) (Jaka nedeljivost) Ako je G = G1 U Ga U --- U Gy, particija, tada je
G; = GRado 2a neko i < k. Kao posledicu imamo da je svaki kokonacan
podgraf Radoovog grafa Radoov graf;

(9) (Nereverzibilnost)* Ako uw Radoovom grafu dodamo (ili obrisemo)
konacan broj ivica, opet dobijamo Radoov graf;

(h) (Samokomplementarnost) G, 1. = Grado-

Hensonovi grafovi Za graf G reé¢i ¢emo da je K, -slobodan, gde n € N,
akko se K,, ¥ G. Henson je dokazao slede¢u teoremu:

Teorema 2.2.4 ([21]) Za n > 3 postoji prebrojiv K, -slobodan graf G takav
da je

GH 40 2a sve K C H € [G]=¥ takve da je podgraf K K,-slobodan. (2.2)

Ako je G' prebrojiv K,,-slobodan graf koji zadovoljava (2.2), tada je G = G'.

Jedinstveni prebrojivi graf iz prethodne teoreme naziva se Hensonov graf, u
oznaci H,, pri ¢emu je n > 3. Hensonov graf H,, takode se moze okarakter-
isati kao jedinstveni prebrojivi ultrahomogeni univerzalni K,-slobodni graf
([59]). Iz univerzalnosti i homogenosti, sli¢no kao i za Radoov graf, sledi da
su Hensonovi grafovi w-regularni.

Lachlan i Woodrow su okarakterisali prebrojive ultrahomogene grafove:

2Radoov graf primer je fenomena koji je detaljno istrazen u treé¢em delu ove disertacije.
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Teorema 2.2.5 (/59]) Prebrojiv graf je ultrahomogen akko je izomorfan jed-
nom od sledecih grafova:

- Gy \, unija Kk disjunktnih kopija grafa Ky, gde je k- A = w;

- GRado, jedinstveni prebrojivi ultrahomogeni univerzalni graf (Radoov
graf ili Erdés-Rényijev graf ili prebrojivi slucajni graf);

- H,, za n > 3, jedinstveni prebrojivi ultrahomogeni univerzalni K, -
slobodni graf (Hensonov graf);

- Grafouvski komplementi ovih grafova.

Usmereni grafovi

Binarna struktura D = (D, p) je usmereni graf (ili digraf) akko je relacija p
irefleksivna i asimetricna®. Elemente skupa D zva¢emo ¢vorovi, a uredeni
par (z,y) € p zvacemo ivica digrafa I, usmerena od x do y. Izlazni stepen
¢vora x € D je broj ivica koje ,izlaze” iz ¢vora z, tj.

degss (2) == |o 1 (e} x D).

a ulazni stepen cvora x € D je broj ivica koje ,,ulaze” u ¢vor z, tj.

degp (x) := |pN (D x {x})].

Izlazni i ulazni stepen digrafa D definisu se sa Deg™ (D) := sup,¢p deg]‘g (z),
i sa Deg™ (D) := sup,¢p degp (x), redom.
Linearni digrafi D,,, za n € N, dati su sa

Dy, := <n7PJDJn>’ gde je pp, = U0<m<n{<m - 17m>}’ (23)
a ciklicni digrafi C,,, za n > 3, sa
Cp = (n’p(Cn>’ gde je pc, == pp, U {<n - 170>}

Postoje i tri beskona¢na linearna digrafa D,,, D+ i D¢. Digrafi u kojima
su svaka dva ¢vora uporediva zovu se turniri. Jasno je kako su tranzitivni
turniri stroga linearna uredenja, i kako je digraf C3 netranzitivan turnir.

Tvrdenje 2.2.6 Ako je | X| > 3 i ako je X = (X, p) turnir koji je 3-mono-
morfan, tada je X linearno uredenje.

3U nekim situacijama, proizvoljnu binarnu strukturu X = (X, p) smatracemo digrafom
u $irem smislu.
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Dokaz. Pretpostavimo da relacija p nije tranzitivna. Tada postoje razliciti
x,y,z € X, takvi da je zpy, ypz i zpr. Uzmimo w € X \ {z,y,z}. Posto
je struktura X 3-monomorfna, sledi da ni p [, ., nije tranzitivna, odakle
sledi da je ypw. Isto tako, imamo da p [ (., .} takode nije tranzitivna,
odakle sledi da je wpy. A to je nemoguce, zato Sto je p turnir. Dakle, turnir
p je tranzitivan, sto znaci da je to linearno uredenje. O

Lema 2.2.7 Ako su X 1Y turniri, tada je Hom(X,Y) = Emb(X,Y).

Dokaz. Sli¢no dokazu leme 1.3.1 (b). O

Lachlan je okarakterisao prebrojive ultrahomogene turnire:

Teorema 2.2.8 (/58]) Prebrojiv turnir je ultrahomogen akko je izomorfan
jednom od sledecih turnira:

-Q =(Q, <), racionalna linija;

- T°°, jedinstveni prebrojivi ultrahomogeni univerzalni turnir (slucajni
turnir);

- Q" = (D,—), gde je D = {e% : ¢ € (—m, 7)o}, i 21 — 22 akko
arg 2 € (0,7), 2a 21,22 € D (lokalno gusto uredenje ili kruzni turnir).

Ramseyeva teorema

Beskonacna verzija Ramseyeve teoreme kaze da, ako ivice kompletnog grafa
s prebrojivo mnogo ¢vorova obojimo u kona¢no mnogo boja, tada postoji
beskonac¢an monohromatski podgraf. To se, na jeziku teorije skupova, moze
formulisati na slede¢i nacin:

Teorema 2.2.9 (Ramsey [76]) Neka n € N i neka je w)? = Ui, Hn
konacéna particija skupa [w]?. Tada postoji podskup X C w kardinalnosti
w takav da je [X])? C H;, za neko i € {1,2,...,n}.

Ramseyeva teorema se moze uopstiti. Naime, ako umesto [w]? i [X]? stavimo
[w]™ 1 [X]™, za proizvoljno m € N (tj. ako posmatramo hipergrafove umesto
grafova), tvrdenje ¢e ostati tacno. A da li se umesto w moze staviti w, za
a > 0, a da tvrdenje ostane taéno? Za slucaj kad je w, kardinal sledbenik,
negativni odgovor dao je Sierpinski.

Teorema 2.2.10 (Sierpiriski [81]) Neka je a ordinal sledbenik. Tada postoji
particija [wa)? = Hy U Ha, takva da za svaki podskup X C w, kardinalnosti
we vazi (X2 N Hy # 0 i [X]?> N Hy # 0.
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Erdés i Tarski su 1961. odgovorili §ta se dogada u slucaju kad je w, graniéni
kardinal (pogledati [63]). U narednom tvrdenju data je jedna primena Ram-
seyeve teoreme na binarne relacijske strukture.

Tvrdenje 2.2.11 Neka je p irefleksivna binarna relacija na skupu X, pri
éemu je | X| > 2. Tada vaZi:

(a) Ako je struktura X 2-monomorfna, tada je p ili prazna relacija 0, ili
kompletan graf (X x X)\ Ax, ili turnir;

(b) Ako je skup X beskonacan i ako je struktura X 3-monomorfna, tada
je p ili prazna relacija 0, ili kompletan graf (X x X) \ Ax, i linearno
uredenje;

(c) Ako je struktura X monomorfna, tada je p ili prazna relacija (0, ili
kompletan graf (X x X)\ Ax, ili netranzitivni troelementni turnir, ili li-
nearno uredenje.

Dokaz.

(a) Uzmimo z,y € X, takve da je x # y. Tada je mogude:

L. =zpy A —ype,

2. xpy N ypu,

3. zpy Y ypzx.

Posto je struktura X 2-monomorfna i irefleksivna, u prvom slucaju p je
prazna relacija, u drugom slucaju p je kompletan graf, a u tre¢em slucaju p
je turnir.

(b) Uzmimo Y € [X]¥, i neka je Hy = {{z,y} € [Y]? : =zpy A —~ypx},
Hy = {{z,y} € [Y]* t 2py Aypa} i Hy = {{z,y} € [Y]* : 2py Y ypr}. Na
osnovu Ramseyeve teoreme (teorema 2.2.9) postoji Z € [Y]“ takvo da je
[Z]? C H;, za neko i € {0,1,2}. Uzmimo A € [Z]3 proizvoljno. Kako je
struktura X 3-monomorfna, zaklju¢ujemo da je p = () ako je i = 0, da je
p= (X xX)\Ax ako je i = 1, i da je p turnir ako je i = 2. Ako je p
turnir, preostaje joS samo primeniti tvrdenje 2.2.6. Jasno je da su i prazna
relacija, i kompletan graf i linearna uredenja n-monomorfne strukture, za
svako n € N.

(c) Ako |X| € {2,3}, tada, s obzirom da je struktura X monomorfna,
na osnovu (a) zaklju¢ujemo kako je p ili prazna relacija, ili kompletan graf,
ili turnir. Kako su dvoelementni turniri i tranzitivni troelementni turniri
linearna uredenja, u ovom slu¢aju imamo da je p ili prazna relacija, ili kom-
pletan graf, ili netranzitivni troelementni turnir, ili linearno uredenje. A ako
je | X| > 3, tada, s obzirom da je struktura X monomorfna, na osnovu (a) i
tvrdenja 2.2.6 zaklju¢ujemo kako je u ovom sluc¢aju p ili prazna relacija, ili
kompletan graf, ili linearno uredenje. a
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2.3 Povezanost binarnih struktura

Kako je presek proizvoljne familije relacija ekvivalencije relacija ekvivalen-
cije, za proizvoljnu relaciju p na skupu X postoji najmanja relacija ekvi-
valencije pr¢; koja je sadrzi. Konstruktivno, p,s se dobija kao tranzitivno
zatvorenje relacije p,s := pU p~ 1 U Ax:

Prst = Uprsoprso"'oprs-
neN

n

Klase ekvivalencije relacije p,s: zvac¢emo komponente povezanosti Ly-struktu-
re (X,p). Lp-struktura (X,p) je povezana akko ima jednu komponentu
povezanosti?. Inace je nepovezana. Relacije ekvivalencije su prototip nepo-
vezanih Lp-struktura. Medu ostalim istaknutim primerima su nepovezani
prebrojivi ultrahomogeni grafovi i poseti (videti teoreme 1.2.4 i 2.2.5), kao
i visekorenska drveta.

Tvrdenje 2.3.1 ([33]) Ako je X Ly-struktura, tada je barem jedna od struk-
tura X 1 X°¢ povezana.

Dakle, sa stanovista povezanosti, postoje tri klase Lp-struktura: 1. X je
povezana i X° je nepovezana struktura; 2. X je nepovezana i X¢ je povezana
struktura; 3. I X i X¢ su povezane strukture. Za strukture iz poslednje klase
reé¢i ¢emo da su bi-povezane (engl. biconnected).

Ako sa [x] ozna¢imo komponentu povezanosti elementa x € X, tada
imamo slede¢u lemu:

Lema 2.3.2 ([46]) Neka su (X, p) i (Y,0) binarne strukture i neka je f :
(X, p) = (Y,0) homomorfizam. Tada vaZi:

(a) (X, prst) = (Y,00st) je homomorfizam;

(b) flll] € [f(2)], za sve x € X;

(¢) f 12 [z] = [f(2)] je homomorfizam, za sve v € X.

Ako suX; = (X, p;), i € I, povezane i po parovima disjunktne Lj-strukture,
tada se struktura

Uier Xi == <UieI XisUier Pi>

naziva disjunktna unija struktura X;, ¢ € I, i strukture X;, ¢ € I, su njene
komponente povezanosti. Ako komponente X;, ¢ € I, nisu po parovima

4Binarna struktura X je povezana akko je odgovarajuéi digraf (u Sirem smislu) slabo
povezan.
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disjunktne, tada je type(U;c; Xi) = type(U;e; X)), gde su X' € type(X;),
i € I, po parovima disjunktne strukture.
Kurilié¢ je okarakterisao utapanja izmedu dve nepovezane Ly-strukture:

Tvrdenje 2.3.3 ([31]) Neka suX; = (X;,pi), i€ 1,iY; =(Y;,05), 5 €J,
dve familije po parovima disjunktnih i povezanih Ly-struktura, i neka su
X =(X,p) i Y = (Y,0) njihove unije. Tada F € Emb(X,Y) akko postoji
funkeija f: I — J i utapanja g; : X; <= Y@y, i@ € I, takva da je F' = ;¢ gi
i {gi(x), gir(2")) & ors, kad god je i #1', x € X; i 2’ € Xy

U narednom tvrdenju, da¢emo karakterizaciju kondenzacija izmedu dve ne-
povezane Lj-strukture.

Tvrdenje 2.3.4 ([46]) Neka suX; = (X;,pi),i€1l,iY; = (Y}, 05),j€J,
dve familije po parovima disjunktnih i povezanih Ly-struktura, i neka su
X =(X,p) 1Y = (Y,0) njihove unije. Tada F € Cond(X,Y) akko postoji
surjekcija f o I — J v monomorfizmi g; + X; — Yy, @ € I, takvi da je
F=J;cr9i i da je

(i) gi[ Xs) N gir[Xir) = 0, za razicite i, € I;

(it) Usep-11153 9i[Xil =Y, za svako j € J.

Dokaz.

(=) Neka F' € Cond(X,Y). Skupovi X;, i € I, su komponente povezanosti
strukture X, a skupovi Y}, j € J, su komponente povezanosti strukture Y.
Na osnovu leme 2.3.2 (b), zai € I i x € X; imamo da je F[[z]] C [F(z)], pa
postoji (jedinstveno) f(i) € J takvo da je F[X;] C Yy;). Na osnovu leme
2.3.2 (c) i posto je F' injekcija, g; := F' [x;: X; = Yy(;) je monomorfizam.
Jasno je da je F' = J;c; 9, 1 posto je F surjekcija, f : I — J je takode
surjekcija, 1 (ii) je ispunjeno. (i) je ispunjeno zato §to je F' injekcija.

(«=) Neka je F' = J;c; i, gde funkcije f: 1 — Jig;: X; — Ygpy, i €1,
zadovoljavaju date uslove. Na osnovu (i) i posto su funkcije g; injekcije, F' je
takode injekcija. Na osnovu (ii) i posto je f : I — J surjekcija, F' je takode
surjekcija. Dokazimo jos da je F' homomorfizam. Ako u,v € X i upv, tada
su u i v u istoj komponenti strukture X, tj. postoji i € I tako da u,v € X;.
Kako je g; homomorfizam, imamo da je

F(u) = gi(w)ogug9i(v) = F(v),

odakle je F(u)oF(v). O



2.3. POVEZANOST BINARNIH STRUKTURA 51

Monotone kardinalne invarijante

Za kardinalnu funkciju 0, koja za domen ima klasu povezanih Lp-struktura,
re¢i ¢emo da je monotona u odnosu ma monomorfizme akko zadovoljava
slededi uslov:

Mono(X,Y) # 0 = 0(X) < 6(Y), (2.4)

za proizvoljne povezane Ly-strukture X, Y € Mody,. Jasno je kako je svaka
takva funkcija Z-invarijantna.
Ako je A = (A, p) Ly-struktura, sa Ay, oznac¢avacemo njenu simetrizaciju

(A, pup™t).

Tvrdenje 2.3.5 (/51])
(a) Ako je F Ly-struktura, tada su kardinalne funkcije

il

07 (%) = {4 C X : Cond(F, 4) # 0}

0F (X):= HA C X : Cond(F, Ayym) # @})

sym

monotone u odnosu na monomorfizme;

(b) Ako su 0;, j € J, kardinalne funkcije koje su monotone u odnosu
na monomorfizme, i ako su kj, j € J, proizvoljni kardinali, tada su sledece
kardinalne funkcije

61(X) :=sup{r; : j € J AN §;(X) # 0},
02(X) :=sup{k; - 6;(X) : j € J},
03(X) := ZjeJ Kj - 05(X,)
monotone u odnosu na monomorfizme.

Dokaz.

(a) Neka su F,X i Y Ly-strukture i neka je Mono(X,Y) # 0. Neka je
f € Mono(X,Y) proizvoljno. Jasno je da tada, za dato A C X, imamo da
fla € Cond(A, f[A]), odakle sledi da i f|4 € Cond(Asym, (f[A])sym). Dakle,
ako g € Cond(F,A), tada f|4 o g € Cond(F, f[A]), pa

Cond(F,A) # ) = Cond(F, f[A]) # 0.

Odatle sledi da je
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{f14]: A C X A Cond(F, 4) #0} € {B: B CY ACond(F,B) # 0},
sto, uz €injenicu da je f[-] : P(X) — P(Y) injekcija, daje

0¥ (X) = HA . A C X A Cond(F, A) # @}‘

= {141+ 4 € X A Cond(F, ) £ 0}

<|{B:BCYACond(F,B)£0 )z
A ako g € Cond(F, Agyp,), tada f|4 0 g € Cond(F, (f[A])sym), P
Cond(F, Agym) # 0 = Cond(F, (f[A])sym) # 0.

Odatle, kao iznad, sledi da je Hsym( ) < 0§ym( ).
(b) Neka su X 1Y Ly-strukture i neka je Mono(X,Y) # (). Ako za neko
j € J vazi da je 0;(X) # 0, tada, zbog monotonosti kardinalne funkcije 6;,

imamo da je 6;(Y) # 0. Dakle,
{Iij 1 j € J/\Qj(X) #0} C {lij 27 EJ/\@j(Y)%O},

odakle sledi da je 61(X) < 6;(Y). Dokaz monotonosti kardinalnih funkcija
05 i A3 ide sli¢éno. O

Primer 2.3.6 Neka su date sledeée Lj-strukture:
FO = <1, ®>,

F1:=(1,{{0,0)}),
Fy:=(2,{(0,)}),
F3:= <27 {<0’ 1>7 <170>}>'

Neka je dalje X = (X, p) proizvoljna Lj-struktura. Tada su, na osnovu
tvrdenja 2.3.5, sledeée kardinalne funkcije monotone u odnosu na monomor-
fizme:

e 9"0(X) = | X| - veli¢ina domena,

o IF1(X) = |p N Ax| - broj petlji u digrafu (u Sirem smislu) X,

e 0" (X) =1 -|(p\ Ax) N (p\ Ax)7!| - broj dvostrukih ivica u digrafu
(u Sirem smislu) X (pri tome je 3 - k== K, za Kk > w),
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. ny"m(X) - broj ciklusa C,,, za n > 3, u simetrizaciji digrafa (u Sirem
smislu) X,

e 0(X) = 0"1(X) + 6¥2(X) + 673 (X) = |p| - velicina relacije,

e §(X) =sup{n € N: 9§y"m(X) # 0} - supremum duzina svih ciklusa u
simetrizaciji digrafa (u sirem smislu) X.

Za k € Card, obelezimo sa S} Ly-strukturu koja se dobija od grafa zvezde
Sk (= Ky ) refleksivizacijom centralnog ¢vora. Definisimo sada sledeéu klasu

Lyp-struktura:
F= U {IE‘ € Mody, (5 + 1) : Fyym = Se V Fyym = Sj;}.
rk€Card

Tada je sledeé¢a kardinalna funkcija monotona u odnosu na monomorfizme:
o O(X) = sup {|RF| .F = (F,R") € FAOF(X) # o} = Deg™(X) - ukupni

stepen digrafa (u Sirem smislu) X.
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Glava 3

Logika i teorija modela

3.1 Sintaksa i semantika

Jezik (prvog reda) L je niz simbola. Razlikujemo tri vrste simbola, tj.
L:<RZ’Zi€I>U<FijEJ>U<CkaEK>,

pri ¢emu su skupovi I, J i K po parovima disjunktni. Simbole R; zva¢emo
relacijski simboli, simbole F; zvacemo funkcijski simboli, a simbole C}, zvace-
mo simboli konstanti. Svakom jeziku pridruzena je funkcija

ar: LIUJUK] — w,

koja se zove signatura, i za koju vazi ar[L[I U J]] C N, kao i ar[L[K]] C {0}.
Moé jezika L je
|L| := max{|IUJUK]|,w}.

L-model (ili L-struktura) je uredeni par (X,Z), gde je X neprazan skup koji
se zove domen (ili nosac), a Z je tzv. funkcija interpretacije s domenom
TUJUK, takva da, za svako i € I, p; = Z(i) je relacija na X arnosti ar(R;),
za svako j € J, f; = Z(j) je operacija na X arnosti ar(Fj), i za svako k € K,
¢k = Z(k) je element skupa X (tj. operacija arnosti 0).

Nadalje ¢emo raditi samo s relacijskim jezicima L = (R; : 1 € I). Jezik
L= (R;:i€l), zakoji je nj = ar(R;) = 1, za svako i € I, zvatemo unaran
jezik, jezik L, = (R), gde je ar(R) = 1, zvaéemo monounarni jezik, a jezik
Ly, = (R), gde je ar(R) = 2, zvademo binarni jezik. Model X' je podmodel
modela X akko je X' C X, i, za svako i € I, relacija p} je restrikcija relacije
pi na skup X', tj. pl = p; N (X')". Tada je model X ekstenzija modela
X'. Pogledati odeljak 1.1 za definiciju i svojstva raznih morfizama izmedu
relacijskih struktura.

55
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Za dati relacijski jezik L = (R; : i € I) i niz promenljivih (v, : k € w),
atomne L-fomule su v, = v; za k,l € w, 1 Ri(vkl,vb,...,vkni) zai € 11
ki, ko, ... ky, € w. Atomne formule i negacije atomnih formula nazivaju se
literali. Sledi rekurzivna definicija L-formula (prvog reda):

1. Atomne L-formule su L-formule;

2. Ako su ¢ i1 L-formule i x neka promenljiva, tada sui (¢ A), (¢ V1)),
(o =), (p = ¥), o, (Vo)p i (Fx)p L-formule;

3. Sve L-formule dobijaju se u kona¢no mnogo koraka primenom 1. i 2.

L-formule u kojima se ne pojavljuje negacija nazivaju se pozitivne L-formule,
a one u kojima se negacija pojavljuje samo unutar podformula —v, = vy
nazivaju se R-pozitivne L-formule. Sada ¢emo definisati jos neke specijalne
klase formula. L-formula u kojoj se ne pojavljuju kvantifikatori naziva se
30 (ili II§) formula. L-formula ¢ je X2, (redom, II2, ) formula akko je
¢ oblika (Jz1 ...3zy,) Y (redom, (Vz1...Vzy,) 1), gde je 1 112 (redom, ¥2)
formula. Skup |, . (X9 UTY) je skup L-formula u tzv. preneks normalnoj
formi.

new

Pojavljivanje promenljive x u datoj formuli zovemo vezano akko je to
pojavljivanje oblika (Vz) ili (3x), ili se promenljiva = nalazi u oblasti dejstva
nekog kvantifikatora (V) ili (3x). Ono pojavljivanje promenljive = koje nije
vezano zove se slobodno pojavljivanje. Sa ¢(vg,, Vg, - - ., Uk, ) 0znacavaéemo
formulu ¢ije slobodne promenljive su iz skupa {vg,, vk, - .-, Uk, }. L-recenica
je L-formula bez slobodnih promenljivih.

U formalnoj teoriji koja se zove predikatski racun prvog reda, za L-
formulu ¢ kazemo da je deducibilna iz skupa formula ¥ akko se ¢ moze
izvesti u kona¢no mnogo koraka iz logickih aksioma i formula iz ¥ pomocu
dva pravila zaklju¢ivanja:

1. Modus Ponens: 1z ¢ i ¢ = 1 zaklju¢ujemo .
2. Generalizacija: 1z ¢ zakljucujemo (Vz) ¢, za datu promenljivu .

L-formula ¢ je teorema akko je deducibilna iz praznog skupa formula. Da
je @ teorema oznacavamo sa b ¢, a da je ¢ deducibilna iz ¥ oznacavamo
sa X . Skup L-recenica 3 je nekonzistentan akko je svaka L-formula de-
ducibilna iz 3. Inace je konzistentan. Skup L-reenica X je maksimalno
konzistentan akko je 3 konzistentan i svaki skup L-recenica Y/, za koji vazi
¥ C ¥, je nekonzistentan. Lindenbaumova teorema kaze da je svaki konzis-
tentan skup L-reCenica sadrzan u nekom maksimalno konzistentnom skupu
L-recenica.
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Tvrdenje 3.1.1 (videti [4, str. 25])

(a) X je konzistentan akko je svaki konacan X' C X konzistentan;

(b) XU {p} je nekonzistentan akko ¥+ —p;

(¢) Ako je ¥ maksimalno konzistentan, tada za sve L-recenice p i vaZi:
Yk akko p e X; o &% akko ~p € X; o ANp € X akko pe X iy € Xy

(d) (Teorema dedukcije) Ako je @ L-recenica, a ¢ L-formula, tada vaZi
da je XU {p} F 1 akko je ¥+ ¢ = 1.

U teoriji modela, formulama se pri¢a o modelima. U srzi te price je definicija
istinitosne vrednosti formule koju je dao Tarski. Neka je L = (R; : i € I)
relacijski jezik i neka je X = (X, p), gde p € Intp(X), L-struktura. Valuacija
u X je svaki niz a : w — X. Promenljive v; u valuaciji a uzimaju vrednosti
a;, za i € w. Sa g,y oznacavamo valuaciju koja se dobija od a zamenom ay,
sa b, tj. Gy p) = (a0,a1,..,0n-1,b,an41,...). Neka je dalje ¢ L-formula s
proizvoljno mnogo slobodnih promenljiivih. Sada ¢emo rekurzivno definisati
Sta to znaci da je L-formula ¢ istinita u valuaciji a v X (kazemo jos i da
valuacija a zadovoljava ¢ u X), u oznaci X = p[al:

. X = (v = v)[a] akko je ar = ay,

- X Ri(Vky, Vs - - - ,vkni)[d] akko (ak,,aky, - - -, akni> € pi,

. X = —pla] akko nije X = ¢lal,

X | (A )[a) akko je X (= pla] i X b= ¢fal,

X | (v )[a] akko je X = pla] ili je X = w[a],

. X = (¢ = v)[a] akko ako X |= p[a] onda X = ¢lal,

X (¢ )la] akko je X = a) akko X = y[a],

- X |= (Vi) ¢la] akko je za svako b € X, X |= ¢lagp ),

. X'|= (Jui) pla] akko postoji b € X, takvo da je X |= @lagy)-

Ako je ¢ L-recenica i a,b € “X dve valuacije u X, tada je X |= pa] akko je
X = ¢[b]. Shodno tome, kazemo da je L-recenica ¢ istinita u X (ili da je X
model za ¢, u oznaci X = ¢) akko je X |= p[a] za neku (ili ekvivalentno, za
svaku) valuaciju a u X. Ako je ¥ skup L-recenica, kazemo da je X model za
Y (u oznaci X = ¥) akko je X model za svako ¢ € ¥. Skup L-reenica je
zadovoljiv akko ima bar jedan model. L-re¢enicu ¢ koja je istinita u svakom
X € Mody, zvaéemo valjana, u oznaci |= . L-reCenica ¢ je posledica skupa
recenica Y, u oznaci ¥ = ¢, akko je svaki model ¥ i model ¢.

Nekasu X1V L-strukture, f : X — Y homomorfizam, i neka je p(v1, ..., vy)
L-formula. Kazemo da f ocuvava ¢ akko

© 00 N O U i W N+~

VI, an € X (x = ozt .. a0 = Y }:cp[f(xl),...,f(xn)D.
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Kazemo da je ¢ apsolutna u odnosu na f akko

Vry,...,2p € X (X E ez, )<Y ):go[f(xl),,f(a;n)D

Teorema 3.1.2 (Lyndon [64]; videti takode [20, str. 498]) Neka je L
relacijski jezik a @ L-formula. Tada imamo:

(a) ¢ je ocuvana epimorfizmima akko je ¢ logicki ekvivalentna nekoj
pozitivnoj L-formuli;

(b) ¢ je ocuvana kondenzacijama akko je ¢ logicki ekvivalentna nekoj
R-pozitivnoj L-formuli.

3.2 Zatvorenost, kompletnost, kompaktnost i
kategoricnost

Neka je L = (R; : i € I) relacijski jezik. Skup L-recenica naziva se L-teorija.
L-teorija je zatvorena akko je jednaka skupu svojih posledica. Sve zatvorene
teorije razli¢ite od Senty su konzistentne, gde Sentj oznacava skup svih
L-recenica. Ako je X proizvoljna teorija, tada je teorija

vFE = {ngSentL:E ):gp}

zatvorena. L-teorija ¥ je kompletna akko je skup svih njenih posledica ©F
maksimalno konzistentan. Ako su S i T dve L-teorije sa istim skupom
posledica, tada kazemo da je S skup aksioma za T (ili da je T skup ak-
sioma za S). L-teorija je konacno aksiomatizabilna akko ima konacan skup
aksioma. Ako je X € Modj;, L-struktura, teorija strukture X je skup svih
L-recenica koje su istinite u X, tj.

Th(X) := {gp € Senty, : X = cp}.

Teorija Th(X) je zatvorena i kompletna za svako X € Mody. U nastavku
slede neke fundamentalne teoreme iz teorije modelal.

Teorema 3.2.1 (Teorema kompletnosti)
(a) (Gddel, videti [4, str. 67]) L-recenica ¢ je teorema akko je valjana;
(b) (Maljcev, videti [4, str. 66]) L-teorija ¥ je konzistentna akko ima
model.

Kao posledicu imamo slede¢u teoremu.

Tako su ovde navedene u kontekstu relacijskih jezika, sve fundamentalne teoreme
teorije modela vaze za proizvoljan jezik L.
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Teorema 3.2.2 (Teorema kompaktnosti, videti [4, str. 67]) L-teorija ¥
ima model akko svaka konacna podteorija X' C X ima model.

Za L-teoriju ¥ reéi ¢emo da je k-kategoricna, gde je k nenula kardinal, akko
postoji, do na izomorfizam, ta¢no jedan model teorije X veli¢ine k.

Teorema 3.2.3 (Los-Vaughtov test, videti [4, str. 139]) Neka konzistentna
teorija X ima samo beskonacne modele, i neka je ¥ k-kategoricna za meki
beskonacan kardinal k > ||L||. Tada je 3 kompletna teorija.

Na primer, teorija gustih linearnih uredenja bez krajnjih tacaka je kom-
pletna, jer je, na osnovu Cantorove teoreme (teorema 1.3.2 (b)), w-kategori¢na
i nema kona¢nih modela. Takode, teorija bezatomnih Booleovih algebri
je kompletna, jer je, na osnovu teoreme 1.4.4 (b), w-kategori¢na, i nema
kona¢nih modela. Takode, teorija jedne relacije ekvivalencije s beskonacno
mnogo klasa, tako da je svaka klasa beskonacan skup, je kompletna, jer je
w-kategori¢na i nema kona¢nih modela.

Rezimira¢emo ekvivalentne sintakticke i semanticke pojmove u sledecoj
tabeli:

Sintaksa ‘ Semantika ‘
© je teorema (- ¢) ¢ je valjana (= @)
> je konzistentna > je zadovoljiva
¢ je deducibilna iz ¥ (X F ¢) ¢ je posledica ¥ (X = ¢)

Elementarna ekvivalencija

Za dva L-modela X 1Y reéi éemo da su elementarno ekvivalentni, u oznaci
X =Y, akko za svaku L-re¢enicu ¢ vazi X = ¢ akko Y |= ¢. Drugim re¢ima,

X =Y <= Th(X) = Th(Y).

2 i = su "relacije ekvivalencije’na klasi Mody,, i odgovarajuée klase ekviva-
lencije oznacavacemo sa [X]~ i [X]=.

Tvrdenje 3.2.4 (videti [4, str. 32]) Za svako X € Mody, je [X]=~ C [X]z, a
ako je X konacna struktura, tada je [X]=~ = [X]=.

Ako se ograni¢imo na modele iz Mody,(X), za p, o € Intz(X) pisaéemo p = o
akko je (X, p) = (X, 0). Tada je = relacija ekvivalencije na Inty(X). Ako
su skup X i jezik L prebrojivi, Vaughtova hipoteza kaze da

o=/ =>w = |pl=/=|=¢
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Ako je X neprazan skup, L relacijski jezik i 7 neka L-teorija, uvedimo
sledec¢i skup definabilnih interpretacija jezika L nad domenom X:

mt] (X) := {p e Int(X): (X,p) £ T}.

Tvrdenje 3.2.5 Neka je L relacijski jezik. Tada imamo:
(a) Ako je X neprazan skup i ako p € Inty(X), tada je

[p]= = Int ;" (X); (3.1)

(b) Ako je T kompletna L-teorija i ako su L-strukture X i Y modeli T,
tada je X =Y.

Dokaz.

(a) Imamo da o € Int] ") (X) akko Vo € Th((X,p)) (X,0) k= o,
Sto je ekvivalentno sa Th((X, p)) C Th((X, o)), a to, s obzirom da su teorije
Th((X,p)) i Th((X, o)) zatvorene i kompletne, vazi akko je Th((X,p)) =
Th((X,0)), odnosno o = p, tj. o € [p]=, ¢ime smo dokazali tvrdenje.

(b) Imamo da je X |= T akko je 7 C Th(X). Posto je teorija Th(X)
zatvorena, to implicira da je 75 C Th(X), odakle, s obzirom da je teorija
T kompletna, sledi da je TF = Th(X). Analogno se dokazuje da vazi i
T= = Th(Y), pa je Th(X) = Th(Y), odnosno, X = Y. 0

3.3 Infinitarna logika L.,

Neka je L = (R; : i € I) relacijski jezik, k beskonacan kardinal, i Var, =
{va : @ € Kk} skup promenljivih. Sa Aty oznacava¢emo odgovarajuéi skup
atomnih formula, tj.

At i={va =vg:a,B € KPU{Ri(Vay, - Va,,) 18 € TN (Vays- -V, ) € K"}
Klasa Lo, -formula je klasa Formy,__ = Ugeord Formg, pri cemu je

Formg := Atp,
Formg; := Form¢ U{—y : ¢ € Form¢}
U{Vuap:aerANpeForme} U {Jvap:ac€krApeFormg}
U{A®:® CForm¢} U {\V®:P C Form},
Form,, := Ug < Formg, za granicni ordinal +.

Neka je X = (X,(RX : i € I)) L-struktura i x = (2, : @ € k) € "X
valuacija. Ako 8 € ki’ € X, sa X3,y Oznacavacemo valuaciju y € "X,
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definisanu sa: Yy, = Zq, za sve a # 3, 1 yg = 2’. Relacija zadovoljivosti =
za Looy-formule definiSe se na standardan nacin: X = (v, = vg)[x] akko je
To = 25; X | (R(vay - -+ Va,,))[X] akko (zay, ..., Ta,,) € RE X E (—o)[X]
akko nije X = p[x]; X = (Vva )[x] akko je X = p[X (4 4], za svako = € X;
X' (Fua ) [x] akko je X = p[x(q.2)], 2a neko z € X; X = (A @)[x] akko je
X E p[x] za sve ¢ € @; X = (V ©)[x] akko je X |= ¢[x] za neko ¢ € O.

Za Leow-formule ¢ i 9 reéi ¢emo da su logicki ekvivalentne, u oznaci
@ ¢ 1, akko su ekvivalentne u svim L-strukturama, tj. akko, za svaku
L-strukturu X, imamo:

¥x € FX (x = olx] & X | w[x]). (3.2)

Akosu X 1Y L-strukture, za homomorfizam f : X — Y reéi ¢emo da ocuvava
Loow-formulu ¢ akko

Vx € X (x = olx] = Y | go[fx]), (3.3)

gde je fx := (f(zq) : @ € k). Reéi ¢emo da je Lo, -formula ¢ apsolutna u
odnosu na f akko

Vx € X (x = olx] & Y = go[fx]). (3.4)

Loow-formula je pozitivna akko se — ne pojavljuje nigde u njoj, a pozitivna
egzistencijalna (ili ©7) akko je i pozitivna i egzistencijalna (tj. X1).

Tvrdenje 3.3.1 (videti [67, 20]) Neka su X i Y L-strukture, f: X — Y i
¢ € Formy,_ . Tada imamo:

’ Ako je f : X =Y ‘ f ocuvava ¢ ‘ @ je apsolutno pod f ‘ Dokaz ‘

izomorfizam sve sve [67, str. 13]
utapanje ¥ Yo [20, str. 48]
epimorfizam pozitivne - [20, str. 49]
homomorfizam > - [20, str. 49]

Definigimo klasu R-pozitivnih Loo,-formula sa P = Ugeord Pe, gde je

Po = At U{—wq =03, € K},
Pep1:=Pe U {Vogp:a€rNpePel U{Tvap:a€rNpePe}
U{A®: 2 C P} U{VP:dCPel,
Py := Ug< Pe, za granicni ordinal -,
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kao i klasu R-negativnih Loo,-formula sa N := UﬁeOrd'/V‘f’ gde je

No == {=Ri(vay, .- %a, ) 1 € I N{aa,...,an,) € K"}
U{va=vg: 0,8 €k} U {-wy=15:0a,p €k},
Negi :=Ne U {Vogp:aerNpeNe} U {Fuap:aerhpeNe}
DA ®C N} U (V850 CAG),
N = g, Ne, za granicni ordinal .

Da bismo napravili korespodenciju izmedu interpretacija i njihovih kom-
plemenata, svakoj Lo, -formuli ¢ pridruzi¢emo formulu ¢, definisanu na
slededi nacin:
(Va =v8)¢ == va =vg 1 (Ri(Vay, - -+ Vayn,)) = " Ri(Vasy, - -+, Van, );
Ako £ € Ord i ¢ je definisano, za neku formulu ¢ € Formg, tada je
(m)¢ 1= =9, (Yoa )¢ 1= Vva ¢° 1 (Fva )¢ 1= Tva %
Ako je @ C Formg i ¢ je definisano, za svaku formulu ¢ € ®, tada je
(A®) = AO° i (VD) =/ 0%,

gde, za skup Log,-formula ®, ®¢ oznacava skup {¢°: ¢ € ®}.

Bijektivne anti-homomorfizme zva¢emo anti-kondenzacije.

Tvrdenje 3.3.2 ([52])
(a) R-pozitivne Looy,-formule su ocuvane kondenzacijama;
(b) R-negativne Loo,-formule su oc¢uvane anti-kondenzacijama;

(¢c) N ={¢°:p e P}

Dokaz.

(a) Neka su X 1Y L-strukture i f : X — Y kondenzacija. Indukcijom
¢emo pokazati da (3.3) vazi za svaku formulu ¢ € P. Jasno je da homomor-
fizmi ocuvavaju sve atomne formule. Ako x € "X i X |= (v, = vg)[x], tj.
Zo # xg, tada, posto je f injekcija, imamo da je f(xzq) # f(zp), tj. da je
Y b (e = vg) /]

Pretpostavimo da (3.3) vazi za neku formulu ¢ € P, i neka x € "X.
Ako je X = (Yva ¢)[x], tada, za svako » € X, imamo da je X = ¢[X(q2)];
i, prema (3.3), Y = o[fX(q,r@)l- Kako je f surjekcija, za svako y € Y
postoji # € X takvo da je y = f(x), i stoga je Y = ¢[fx(q,] Dakle,
Y E (Vv @)[fx]. Ako je X | (Jvq ¢)[X], tada, za neko z € X, imamo da
je X | ¢[X(a0))s 1, prema (3.3), Y = ¢[fX(q f(2))]- Dakle, zay = f(z) €Y
imamo da je Y = ¢[fX(q,4], odnosno da je Y = (3va ¢)[fx].

Neka ® C P, i pretpostavimo da (3.3) vazi za svaku formulu ¢ € .
Neka x € #X. Ako je X E (A ®)[x], tada, za svako ¢ € ®, imamo da je
X E ¢[x], i, prema (3.3), Y |= ¢[fx], §to znaci da je Y = (A ®)[fx]. Ako je
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X E (V ?)[x], tada, za neko ¢ € ®, imamo da je X |= ¢[x], i, prema (3.3),
Y E [fx], $to znaci da je Y = (\/ @)[fx].

(b) Sliéno dokazu tvrdenja pod (a).

(c) (2) Pokazacemo da, za svako £ € Ord i za svako ¢ € Pg, imamo da
¢ € Ng. Za § = 0 imamo: (va = v5)° 1= vy = v3 € Ny, (-vq = vg)° :=
(Ve = v5)¢ = o = vg € No, i (Ri(Vays -+, Vay, )¢ = 2 Ri(Vay, - -+, Va,,) €

No.

Pretpostavimo da je tvrdenje tacno za sve £ < (. Ako je ( granic¢ni
ordinal, tada je jasno da je tvrdenje ta¢no i za (. Neka je ( = £ + 1. Ako
@ € Pe, tada ¢° € N, i, na osnovu toga, (Vg )¢ 1= Voa ¢ € Nggq i
(Fua )¢ := Fug ¢ € Neqq.

Ako je ® C P, tada ¢° € Ng za svako ¢ € @, i, na osnovu toga, imamo
(ND) = M¢°: 9 € D} € Neyrs i (V) = Vg : o € B} € Nyr.

(©) Pokazacemo da, za svako ¢ € Ord i svako ¢ € N, postoji ¢ € P
takvo da je ¢ = ¢ Tako je vo = vg formula (vq, = v3)¢, ~va = vg je
formula (—va = vg)¢, 1 = Ri(Vays -, Va,,) je formula (B;(vays - - - Van, )

Pretpostavimo da je tvrdenje tacno za sve & < (. Ako je ( granic¢ni
ordinal, tada je jasno da je tvrdenje ta¢no i za (. Neka je ( = £+ 1. Ako
1 € N, tada postoji ¢ € P¢ takvo da je 1 = ¢°. Sada je Vv, ¢ = Vv, ¢¢ =
(Vo )¢ 1 Vg ¢ € Peyi. Takode, Jvq ¢ = Fvg ¢ = (Fva )¢ 1 Fva @ € Peyq.

Ako ® C N, tada, za svako ¢ € ®, postoji g, € Pe takvo da je ¢ = ©-
Tada A{py 1 € ®} € Peyq i

(/\{w:w GQ})C:/\{%:we @}:/\@.

Takode, \/{py : ¥ € ®} € Peyq i

(Vigw v ed}) =\/{v:vear=\/a
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Glava 4

Deskriptivna teorija skupova

4.1 Poljski prostori

Separabilan kompletno metrizabilan topoloski prostor zvaé¢emo poljski pros-
tor. Svaki poljski prostor zadovoljava drugu aksiomu prebrojivosti i stoga
mu je kardinalnost najvise ¢. Ako je (X, Q) topoloski prostor, skup A C X
je Gs-skup akko je A presek najvise prebrojive familije otvorenih skupova.
Tvrdenje 4.1.1 (videti [25, str. 131 17])

(a) Potprostor poljskog prostora je poljski prostor akko je Gg-skup;!
(b) Proizvod niza poljskih prostora je poljski prostor.

Poljski prostori su, do na homeomorfizam, upravo Gg-podskupovi Hilbertove

kocke “[0, 1], ili zatvoreni podskupovi prostora “R.

Tvrdenje 4.1.2 (videti [25, str. 18]) Kompaktan metrizabilan topoloski
prostor je poljski prostor.

Slede neki primeri poljskih prostora:
e R C,R",C"“R, i“C;
e Interval [0, 1], n-dimenzionalna kocka [0, 1]™, i Hilbertova kocka “|0, 1];

e Za svaki diskretan prostor A, proizvod “A je kompletno metrizabilan,

a ako je A i prebrojiv, onda je “A poljski prostor. Od posebne vaznosti su

Cantorov prostor “2 i Baireov prostor “w.?

!Za skup A u topoloskom prostoru (X, O) reéi éemo da je Gs-skup akko je A presek
najviSe prebrojivo mnogo otvorenih skupova.

2Cantorov prostor homeomorfan je Cantorovom skupu (koji ¢ine svi brojevi iz inter-
vala [0,1] koji se u ternarnom zapisu mogu prikazati preko cifara 0 i 2) s relativnom
topologijom realne prave, dok je Baireov prostor homeomorfan skupu iracionalnih brojeva
I s relativnom topologijom realne prave.

65
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Tvrdenje 4.1.3 (videti [25, str. 29]) Neka je X Hausdorffov lokalno kom-
paktan prostor. Tada je X poljski prostor akko zadovoljava drugu aksiomu
prebrojivosti.

Tacka x € X je izolovana tacka akko je singlton {z} otvoren skup. Tacka
r € X je tacka nagomilavanja akko nije izolovana tacka. Skup tacaka
nagomilavanja u X obelezavac¢emo sa X' i zvati 1zvodni skup skupa X. Tacka
x € X je tacka kondenzacije akko je svaka otvorena okolina tacke x nepre-
brojiva. Skup tacaka kondenzacije u X obelezava¢emo sa X*. Topoloski
prostor je savrsen akko nema izolovanih tacaka. Podskup P prostora X je
savrsen u X akko je zatvoren i savrSen u svojoj relativnoj topologiji.

Teorema 4.1.4 (videti [25, str. 31]) Neka je X neprazan savrsen poljski
prostor. Tada se Cantorova kocka utapa u X, i, kao posledicu, imamo da je
| X|=c.

Specijalno, neprazan savrSsen podskup poljskog prostora ima kardinalnost
¢. Cantor-Bendizsonova teorema kaze kako se svaki poljski prostor moze
na jedinstven naéin razbiti kao X = P U C, gde je P savrsen podskup
prostora X, a C' je najviSe prebrojiv otvoren skup. Tada je P = X* najveci
savrSen podskup prostora X (tzv. savrseno jezgro prostora X), a C je
unija svih najvise prebrojivih baznih otvorenih skupova (za proizvoljnu bazu
prostora X). Kao posledicu dobijamo da svaki neprebrojiv poljski prostor
sadrzi kopiju Cantorove kocke i da mu je kardinalnost ¢. Specijalno, svaki
neprebrojiv Fy ili Gs-skup u poljskom prostoru X sadrzi kopiju Cantorove
kocke i kardinalnost mu je .

Tvrdenje 4.1.5
(a) Skup Sym(w) je Gs-podskup Baireovog prostora “w;
(b) [Sym(w)| = c.

Dokaz.
(a) Imamo da je Sym(w)¢ = Inj(w)¢ U Sur(w) tj. da je

sym(w)* = | (UGt na we) [ U (U (N ') |
i#j  k€Ew 1Ew  JEwW

gde su m, : “Yw — w, n € w, koordinatne projekcije. Prvi skup je otvoren pa
i F,, jer je prostor “w metrizabilan. Kako je i drugi skup Fj, sledi da je i
Sym(w)¢ F,-skup u prostoru “w.

(b) Primenom Cantorovog dijagonalnog argumenta dokazuje se da je
skup Sym(w) neprebrojiv, pa, na osnovu (a) i Hipoteze Kontinuuma za G-
skupove u poljskim prostorima, sledi da je | Sym(w)| = . O



4.2. BORELOVI SKUPOVI 67

4.2 Borelovi skupovi

Neka je (X, O) topoloski prostor. Borelova o-algebra B(X,O) (kra¢e B(X)
ili B(O)) je najmanja o-algebra na X koja sadrzi sve otvorene skupove.
Elemente algebre B(X) zvatemo Borelovi skupoviu X. Neka je dalje (X, O)
poljski prostor (Sto, specijalno, znaci da je svaki zatvoren skup Gy). Ako,
za £ C P(X), uvedemo sledeée oznake:

& ::{Uff:lAn:AneS,neN}, & = {m;ozlAn:Anes,neN},

tada se klase ES(X) i HE(X) (u savremenoj logi¢koj notaciji), za 1 < £ < wy,
definisu transfinitnom rekurzijom, na slede¢i nacin:

20(X) = 0, TY(X) = {AC L Ac zg(X)}, 22(X) = ( g H?(X))U, £>
(<€

Definisimo jos i Ag(X) = Eg(X) N Hg(X). Jasno je da vazi
m(x) = (U 22()())(5, za €> 1.
(<¢

Dakle, ¥9(X) je klasa otvorenih skupova u X, IIY(X) je klasa zatvorenih
skupova u X, AY(X) je klasa zotvorenih (engl. clopen) skupova u X, 39(X)
je klasa F,-skupova u X, a II9(X) je klasa Gs-skupova u X. Sledeéa hije-
rarhija Borelovih skupova naziva se Borelova hijerarhija, i ona ima w; nivoa:

; by} . >3 . Z . Sot1 . ¢

Al . Ay . A . Apt BREAY: .

1 119 10, ., Y
B(X)

pri ¢emu je w+ 1 < £ < wy, 1 svaka klasa sadrzana je u proizvoljnoj klasi
desno od nje. Specijalno, Eg(X) UHg(X) - A2+1(X). Kako je w; regularan
kardinal, za svaki prebrojiv podskup X C w; imamo da je sup X < wi,

odakle sledi da se svaki Borelov skup nalazi u Borelovoj hijerarhiji, tj.
B(X)= |J (X)) = |J m(X) = [ J AUX).
£<w1 £<UJ1 §<UJ1

U klasi¢noj notaciji, klasa otvorenih skupova u X obelezava se sa G(X) a
klasa zatvorenih skupova sa F(X). Tada je X = G, II{ = F, 29 = (IIY),, =
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Fy, 9 = (29)5 = Gb, Zg = (119), = Gso, Hg = (29)s = F,s,... Borelova
hijerarhija u klasi¢noj notaciji izgleda ovako:

G Fo— G&g Fo§o
GNF FomGé G(ngFaé FaéaﬂGﬁa(s
F Gs Fys Gsos

B(X)

Za Borelove skupove u poljskim prostorima vazi Hipoteza Kontinuuma.

Teorema 4.2.1 (Alexandrov, Hausdorff, videti [25, str. 83]) Neka je X
poljski prostor i A C X Borelov skup. Ako je A neprebrojiv, tada A sadrzi
homeomorfnu kopiju Cantorove kocke, i, kao posledicu, imamo da je |A| = c.

4.3 Analiticki skupovi

Neka je X poljski prostor. Za skup A C X reéi ¢emo da je analiticki akko
postoji poljski prostor Y i neprekidno preslikavanje f : Y — X takvo da je
fIY] = A. Prazan skup je analiticki ako uzmemo Y = (). Ako je Y # 0,
bez ogranicenja opStosti, mozemo uzeti da je Y = “w. Klasa analitickih
skupova u X, u savremenoj logi¢koj notaciji oznacava se sa 1 (X) (klasi¢na
oznaka je A(X)). Imamo da je B(X) C ¥1(X), i ova inkluzija je prava u
neprebrojivim poljskim prostorima.

Teorema 4.3.1 (Souslin, videti [25, str. 85]) Neka je X neprebrojiv poljski
prostor. Tada je
B(X) ¢ Z{(X).

Komplemente analitickih skupova zvatemo koanalitick: skupovi. Klasu ko-
analitickih skupova u X oznacavaéemo sa I} (X). Za 1 < n < w defi-
nisaéemo rekurzijom sledeée klase: ¥1(X) := {A C X : A je analiticki skup},
I, (X) := {A° : A € ¥.(X)}, 3},1(X) su neprekidne slike skupova iz
I1L(X). Definigimo jos i da je AL(X) := XL (X)NIIL(X), zan € N. Skupove
iz Al(X) zvaéemo bianaliticki skupovi.

Sledeca hijerarhija naziva se projektivna hijerarhija, i ona ima w nivoa:

s om o= o=,
Al A2 A An ATL+1
11 11 L, 14
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pri cemu je 1 < n < w, i svaka klasa je sadrzana u proizvoljnoj klasi desno
od nje. Specijalno, XL (X)UTIL(X) C A}ZH(X). Klasa projektivnih skupova
definiSe se na sledeéi nacin:

P(x) = sho) = Jmhe = J alx.

neN neN neN

U klasi¢noj notaciji, klasa analitickih skupova u X obelezava se sa A(X)
a klasa koanalitickih skupova sa CA(X). Tada je ¥1 = A, I} = CA,
Y1 = PCA, I} = CPCA,... Projektivna hijerarhija u klasiénoj notaciji
izgleda ovako:

A PCA
ANCA PCANCPCA
CA CPCA

N~

P(X)
Slede osnovna svojstva analitickih skupova:

Tvrdenje 4.3.2 (videti [25, str. 86])

(a) Ako je X poljski prostor i ako su A, C X, n € N, analiticki skupovi,
tada su i \J, e An i ey An analiticki skupovi;

(b) Ako su X iY poljski prostori i f : X — Y Borelova funkcija, tada
za analiticke skupove A C X i B CY, imamo da su i skupovi f[A] i f~'[B]
analiticks.

Teorema 4.3.3 (Souslin, videti [25, str. 88]) Neka je X poljski prostor.
Tada je
B(X) = Aj(X).

Za analiticke skupove u poljskim prostorima takode vazi Hipoteza Kontinu-
uma.

Teorema 4.3.4 (Souslin, videti [25, str. 88]) Neka je X poljski prostor i
A C X analiticki skup. Ako je A neprebrojiv, tada A sadrzi homeomorfnu
kopiju Cantorove kocke, i kao posledicu, imamo da je |A| = c.
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Glava 5

Relevantni rezultati iz
literature

5.1 Kondenzaciona ekvivalencija i reverzibilnost

Rajagopalan i Wilansky su 1966. uveli pojam reverzibilnog topoloskog pros-
tora.

Tvrdenje 5.1.1 ([75]) Ako je (X, O) topoloski prostor, tada su sledeéi uslovi
ekvivalentni:
(a) Za svaku topologiju O' na X, takvu da je (X,0) = (X,0), vazi

O'z0 i 0g0,
(b) Svaka neprekidna bijekcija f: (X, 0) — (X, O) je homeomorfizam.

Topoloski prostor je reverzibilan akko zadovoljava uslov (a), ili (b), iz pret-
hodnog tvrdenja ([75]). U istom radu pokazano je kako je reverzibilnost
topolosko svojstvo koje ne sledi iz drugih topoloskih svojstava kao Sto su:
povezanost, lokalna kompaktnost i druga aksioma prebrojivosti. Takode je
pokazano da reverzibilnost nije nasledna, kao i da nije o¢uvana proizvodima
topoloskih prostora.

Doyle i Hocking su 1984. u [9] uveli pojam kondenzacione ekvivalencije
topoloskih prostora. Za dva topoloska prostora (X, Ox) i (Y, Oy), reéi ¢emo
da su kondenzaciono ekvivalentni', u oznaci (X, Ox) ~. (Y, Oy), akko pos-
toje neprekidne bijekcije (kondenzacije) f: X - Y ig:Y — X. U istom

U originalnom radu [9] umesto termina ,kondenzaciona ekvivalencija” koriséen je
termin ,bijektivna korelacija”.
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radu pokazano je da, ako je topoloski prostor (X, Ox) reverzibilan, tada, za
proizvoljan topoloski prostor (Y, Oy), vazi

(X,0x) ~ (Y, 0y) = (X,0x) =(Y,Oy). (5.1)

Takode, pokazano je da reverzibilnost nije potreban uslov za (5.1)2. Doyle
i Hocking su postavili i jedno zanimljivo pitanje: da li postoji topoloski
prostor (X, O), takav da je

1< (X, 0./ 2| <w?

Ovo pitanje jednako je interesantno i za relacijske strukture, i jos je otvoreno.

Kukieta je 2009. godine, uopstavajuéi ideje iz [75, 9], u [27] uveo po-
jam reverzibilnih poseta i kondenzaciono ekvivalentnih poseta. Naime, poset
P:= (P, <) je reverzibilan akko je Cond(P) = Aut(P). Poseti P i R su
kondenzaciono ekvivalentni, u oznaci P ~, R, akko postoje bijektivni homo-
morfizmi (kondenzacije) f € Cond(P,R) i g € Cond(R,P).

Tvrdenje 5.1.2 ([27]) Ako za poset P vaZi da je
| Cond(P)| < w, (5.2)
tada je poset P reverzibilan.

U nasoj terminologiji, relacijske strukture X za koje vazi (5.2) zvaéemo fini-
tarno reverzibilne. U istom radu, Kukiela je dao i primer nereverzibilnog
poseta P za koji je [P]., = [P]~, gde je [P]~, := {R € Mody, : R ~. P}.
Takve relacijske strukture, u naSoj terminologiji bi¢e nazvane slabo reverzi-
bilne.

Podsetimo se kako je poset P dobro fundiran akko se w* < P. Dobro
fundiran poset P je dobro parcijalno uredenje akko se A, 4 P, gde je A,
prebrojivi antilanac. Za poset P reéi ¢emo da je lokalno konacan akko je
skup pl:=pl Up?T konacan, za svako p € P.

Teorema 5.1.3 (/27])

(a) Booleove mreze su reverzibilni poseti;

(b) Dobro fundirani poseti s konacnim nivoima su reverzibilni;

(¢) Lokalno konacni povezani poseti, kod kojih svaki bijektioni endomor-
fizam ima fiksnu tacku, su reverzibilni.

2U terminologiji ove disertacije, to znaéi da postoje slabo reverzibilni topologki prostori
koji nisu reverzibilni.
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U [27] uveden je jos i pojam nasledno reverzibilnog poseta: poset P je
nasledno reverzibilan akko je P’ reverzibilan poset za svako P’ C P. Kao
posledicu tvrdenja 5.1.3 imamo da su dobra parcijalna uredenja nasledno
reverzibilni poseti. U svom narednom radu [28], Kukiela je dao karakteri-
zaciju nasledno reverzibilnih poseta. Naime, poset IP je nasledno reverzibilan
akko ne sadrzi kopiju datih 14 nereverzibilnih poseta.

Spomenimo ovom prilikom kako je i koncept jako reverzibilnih relacija (u
terminologiji ove disertacije) poznat u literaturi, i to pod imenom konstantne
relacije (videti [16, str. 251]).

Kurili¢ je 2017. godine u [39] uveo pojam reverzibilnih L-struktura, gde
je L = (R; : i € I) proizvoljan neprazan relacijski jezik. Podsetimo se, ako
je Y € Mody, L-struktura i ako n € N, tada je orbita n-torke & € Y™, sledeéi
skup:

orb p s (T) = {g Y™ :3f € Aut(Y) g = fgz}. (5.3)

U datom radu su, izmedu ostalog, dokazani slede¢i rezultati:

Teorema 5.1.4 (/39]) Ako je Y = (Y,—) ultrahomogen turnir, tada je
orbawy(v)(Z) reverzibilna n-arna relacija na skupu'Y', za svako n € N i svako
zeY".

Podsetimo se kako je struktura Y = (Y, p) m-uniforman hipergraf akko je
p CY™izasvako (y1,...,Ym) € p vazi: (irrefl) y, # ys, za r # s; (symm)
(Yr(1)s -+ Yr(n)) € p, za svako m € Sym(n).

Teorema 5.1.5 ([39]) Ako je Y = (Y,p) reverzibilan ultrahomogen m-
uniforman hipergraf, tada je orbp(yv)(Z) reverzibilna n-arna relacija na
skupu Y, za svakon € N i svako T € Y.

Teorema 5.1.6 (/39]) Ako je Y = (Y, —) reverzibilan ultrahomogen digraf,
tada je orby(y)(Z) reverzibilna n-arna relacija na skupu Y, za sve n € N
i T €Y", takve da je skup orbpyyy)(T) definabilan L-formulom koja nije
R-negativna.

Kurili¢ je takode dao i primer da se dodatna pretpostavka iz teoreme 5.1.6 ne
moze izostaviti. Ako je T proizvoljan skup konac¢nih turnira veli¢ine n > 3,
tako da su svaka dva neuporediva u smislu utapanja, tada je klasa Cy svih
kona¢nih digrafa u koje se ne utapa nijedan element iz 7 slobodna amalga-
maciona klasa, i njen Fraisséov limes Y7 = (Y, —) je jedan ultrahomogen
digraf. Ovakvi digrafi zovu se Hensonovi digrafi, i u [39] je pokazano kako
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su to reverzibilne strukture. Takode je pokazano da je skup orbp (v, (%)
definabilan R-negativnom formulom kad god je

T = (r1,m9) € Y2, takvo da je @1 # o, 21 /A 221 T2 A x1.

U tom slucaju, binarna relacija orbaygy,) (Z) na skupu Y je Radoov graf,
pa nije reverzibilna.

Navesc¢emo sada jos jedan Kuriliéev rezultat koji joS nije objavljen. Spo-
menimo pre toga kako je, na osnovu poznatog rezultata Fraisséa i Pouzeta
([16]), beskonacna L-struktura X = (X, (p; : i € I)) monomorfna akko je
lancljiva (engl. chainable) tj. akko postoji linearno uredenje < na nje-
nom domenu X, takvo da su sve relacije p; definabilne u strukturi (X, <)
formulama bez kvantifikatora i parametara. Pomodéu Ramseyeve teoreme
dokazuje se da su sve monomorfne (tj. lancljive) beskonacne binarne struk-
ture jako reverzibilne ili linearna uredenja, Sto znaci da su sve reverzibilne
(videti tvrdenje 2.2.11 (c)). Kurili¢ je u [40] ovo tvrdenje uopstio na slucaj
proizvoljnog relacijskog jezika L.

Teorema 5.1.7 ([40]) Neka je L = (R; : @ € I) relacijski jezik, i neka je
X € Mody, L-struktura. Ako je X monomorfna (tj. lancljiva) struktura, tada
je X reverzibilna struktura.

5.2 Deskriptivna slozenost u teoriji modela

Neka je L = (R; : i € I) neprazan najvise prebrojiv relacijski jezik, gde je
ar(R;) =n; € N, za i € I. Definisimo funkciju

X : Intp(w) — HwniQ,
el

na slede¢i nacin: za p = (p; : ¢ € I) € Int(w) neka je x(p) := (x,, : % € I),
pri éemu je x,, € “'2 karakteristi¢na funkcija skupa p; C w™i, za i € I.
Tada je x bijekcija, pa svaki element skupa Inty(w) mozemo identifikovati
sa odgovaraju¢im elementom prostora [ [;c; “" 9 koji je homeomorfan Kan-
torovom prostoru “2. U skladu s tim, za skup S C Intr(w), reéi éemo da
je otvoren (Borelov, analiticki) akko je njegova direktna slika x[S] otvoren
(Borelov, analiticki) skup u poljskom prostoru [[;.; w9,

Teorema 5.2.1 (videti [25, str. 96]) Neka je L najvise prebrojiv relacijski

jezik, i neka je = relacija izomorfizma na skupu Inty(w). Tada je skup =
analiticki u prostoru Intr,(w) x Inty (w).
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U opstem slucaju, skup = nije Borelov (videti odeljak 27.D u [25]).

Teorema 5.2.2 (Scott, videti [25, str. 96]) Neka je L najvise prebrojiv
relacijski jezik, i neka p € Inty(w). Tada je klasa izomorfnih interpretacija
[p|l=~ Borelov skup u prostoru Intr(w).

~

Sledeca teorema daje nam karakterizaciju Borelovih =-invarijantnih pod-
skupova prostora Intr,(w).

Teorema 5.2.3 (Lopez-Escobar, videti [25, str. 97]) Neka je L najvise pre-
brojiv relacigski jezik. Skup S C Intp(w) je Borelov i Z-invarijantan akko
postofi Ly, ,-recenica ¢ takva da je S = {p € Intp(w) : (w, p) = p}.

Kao posledicu poslednje dve teoreme, imamo postojanje tzv. Scottove recenice
za datu interpretaciju p € Inty (w).

Posledica 5.2.4 (Scott, videti [25, str. 98]) Neka je L najvise prebrojiv re-
lacijski jezik, i neka p € Intp(w). Tada postoji Ly, .,-recenica ¢, takva da je

[pl= = {0 € Inty(w) : (w,0) E gpp}.

5.3 Razne sli¢nosti relacijskih struktura

Poset kopija

Neka je L neprazan relacijski jezik, X € Mod;, L-struktura, i neka je
P(X) := {f[X] fe Emb(X)}.

Tada je (P(X),C) poset kopija strukture X unutar X. Poset (P(X),C)
izomorfan je inverzu desnog Greenovog poretka na Emb(X).?

3Desni Greenov pretporedak <™ na monoidu (Emb(X),0,idx) definise se na sledeé
nacin: f < g akko je g = f o h, za neko h € Emb(X). Desna Greenova ekvivalencija T
na Emb(X), data sa f ~T g akko je f <% gi g <® f, odreduje antisimetri¢ni koli¢nik

asq(Emb(X), ") = (Emb(X)/~", <),

gde je <® desni Greenov poredak, [f] <% [g] & f <" g. Za f,g € Emb(X) imamo da je
f =" g akko je f[X] = g[X]. Lako se vidi da je

(Emb(X)/~", <") = (P(X), D),

odakle sledi da (Emb(X), 0,idx) = (Emb(Y), 0,idy) = (P(X), C) = (P(Y), C).
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Za L-strukturu X reéi éemo da je minimalna za kopije akko je P(X) =
{X}. Jasno je da to vazi akko je Emb(X) = Aut(X). Linearni digraf D
i linearni graf G¢ primeri su takvih binarnih struktura. Strukture koje su
rigidne za utapanja (tj. Emb(X) = {idx }) minimalne su za kopije. Teorema
5.3.1, koju je dokazao Kurili¢, daje nam karakterizaciju unarnih struktura
koje su minimalne za kopije. Za dodatne primere L-struktura koje su mini-
malne za kopije, pogledati [30].

Za L-strukturu X reéi ¢emo da je maksimalna za kopije akko je P(X) =
[X]XI. Gibson, Pouzet i Woodrow su u [17] dokazali kako je L-struktura
X = (X, {p; : i € I)) velicine k > w maksimalna za kopije akko je k-lancljiva
(engl. k-chainable), tj. akko postoji linearno uredenje < na skupu X takvo
da je (X, <) = (k, <), i takvo da su sve relacije p; definabilne u strukturi
(X, <) formulama bez kvantifikatora i parametara. Ako je L = Lj; binarni
jezik i k beskonacan kardinal, tada, do na izomorfizam, postoji tatno osam
Ly-struktura (k, p), koje su maksimalne za kopije (videti [33, 38]).

Svaka familija podskupova skupa X (tj. unarnih relacija na skupu X),
{Xj : i € I}, na prirodan nac¢in indukuje relaciju ekvivalencije na tom skupu:

r~y akko Vie I (z € X; &y e X;).
Ako je {X; : ¢ € I} particija skupa X, tada je X/~ ={X; :i € I}.

Teorema 5.3.1 (/31]) Ako je X = (X, {(p; : i € I)) unarna struktura, i =~
relacija ekvivalencije na skupu X data sax =y <Viel (x € p; <y € pi),
i ako je X/~ ={X;:j € J} odgovarajuca particija, pri cemu je | X;| = k;,
za j € J, tada imamo:

(i) Ako je Jo:={j € J :kj <w} =J, tada je P(X) = {X};

(ii) Ako je Jo # J, tada je poset P(X) bezatoman i vazi da je

P(X) = HjGJ\J()([K,j]Hj, C) i sqP(X) = HjGJ\JO(p(ﬁj)/[,ianj)JF_

Razne sli¢nosti na Inty (k)

Neka je k > 0 kardinal i L = (R; : i € I) neprazan relacijski jezik. Za p =
(pi 1€ 1) € Intr(k), umesto (P((k,p)), <), krace ¢emo pisati samo P(p),
kad god kontekst to dozvoljava. Takode, umesto (k,p) = (k,0) pisaéemo
samo p = o, i slitno za ekvimorfizam =. Na taj nacin, dobili smo dve
relacije ekvivalencije (sli¢nosti) na skupu Inty, (k).

Slika 5.1 iz [31] opisuje hijerarhiju izmedu 12 relacija ekvivalencije (sli¢-
nosti) na skupu Intz,(k): jednakost, izomorfizam, ekvimorfizam, puna relacija,
cetiri slicnosti struktura indukovane odgovarajuéim slicnostima monoida
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samoutapanja, kao i preseci nabrojanih relacija ekvivalencije. Na primer,
linija n oznacava tvrdenje da ekvimorfne strukture imaju forsing ekviva-
lentne posete kopija.

p~1LO
puna relacija

o

r0sqP(p) = rosqP(c) | & B(p) =fore P(0)

Slika 5.1: Implikacije izmedu sli¢nosti na skupu Inty, (k)

Prema [31], $to se ti¢e broja razli¢itih slicnosti i oblika odgovarajuéeg Has-
seovog dijagrama, klasa svih struktura cepa se na tri dela:

1. beskonaéne strukture neunarnih jezika (kod kojih su sve sli¢nosti ra-
zlicite),

2. konacne strukture (kod kojih dijagram kolapsira na 3 tacke, ako je k > 1),
3. beskonacne strukture unarnih jezika (kod kojih dijagram takode kolap-
sira).

Sledi glavni rezultat iz datog rada:
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Teorema 5.3.2 ([31]) Ako je k > w kardinal i L neunaran relacijski jezik,
tada su, na dijagramu sa slike 5.1 koji opisuje slicnosti ~j na skupu Intp (k),
sve implikacije a — o prave i nema novih implikacija (osim onih koje slede
iz tranzitivnosti).



Deo 11

Kondenzacioni poredak i
kondenzaciona ekvivalencija
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Glava 6

Kondenzacioni poredak

6.1 Kondenzacioni pretporedak, kondenzaciona
ekvivalencija i kondenzacioni poredak
Neka je L = (R; : i € I) neprazan relacijski jezik, gde je ar(R;) = n; € N,

za t € I, i neka je X neprazan skup. Definisatemo binarnu relaciju <. na
skupu svih interpretacija jezika L nad domenom X,

Int,(X) == [[P(X™),
i€l
na sledeéi nac¢in: p <. o akko postoji kondenzacija f : (X, p) — (X, 0).

Tvrdenje 6.1.1 Neka je L relacijski jezik © X neprazan skup. Tada vazi:
(a) Za sve p,o € Intr(X) imamo da je

p=co = Fp et (X)p=p Co;

(b) Relacija <. je preduredenje na skupu Inty(X);
(c) (Intr,(X) [ ~e, <c) je parcijalno uredenje, gde su relacija ekvivalencije
~e na skupu Intp (X) i relacija <. na kolicniku Inty(X) / ~., definisane sa:

pred S pscoNT<cp i [pl~, <clola, & p <o

Dokaz.

(a) Ako f € Cond(p, o), tada, na osnovu tvrdenja 1.1.5 (a) i tvrdenja
1.1.3 (e), imamo da je p = f[p] C 0. Obratno, ako je p = p’ C o, tada, na
osnovu tvrdenja 1.1.5 (a), postoji f € Sym(X) takvo da je p' = f[p], i, na
osnovu tvrdenja 1.1.3 (e), imamo da f € Cond(p, o).

81
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(b) Neka p, 0,7 € Intr,(X). Kako je idx : (X, p) = (X, p) kondenzacija,
imamo da je p <. p. Dakle, relacija <. je refleksivna. Ako je p <. o i
o =c1,iakosu f: (X,p) = (X,0)1g:(X,0) = (X,7) odgovarajuce
kondenzacije, tada je go f : (X, p) — (X,7) kondenzacija, Sto znaci da je
p <¢ 7. Dakle, relacija <. je tranzitivna.

c) Sledi iz (b) na osnovu tvrdjenja 1.2.5. O

Ako je p ~. o, reéi éemo da su interpretacije p i o kondenzaciono ekviva-
lentne. Takode, pisa¢emo p <. o akko je p <. 0 1 p %, o (ili ekvivalentno
p =<coio & p),ipisacemo p ||. o akko je p £, 010 %, p. Relaciju =,
zvaéemo kondenzacioni pretporedak na Intr,(X), a relaciju <. zva¢emo kon-
denzacioni poredak na Inty,(X) /~.. Kondenzacioni pretporedak na klasi L-
struktura Modj, definiSemo na sli¢an nac¢in: X <. Y akko je Cond(X,Y) # 0.
Kondenzaciona ekvivalencija na Mody, je relacija ekvivalencije definisana sa
X ~. Y akko je X <. Y iV <. X. Takode, X <. Y akko je X <. Y iX «.Y,
i X ||l Y akko je X £, Y iY %, X.

Tvrdenje 6.1.2 Neka je L relacijski jezik 1 X neprazan skup. Tada vaZi:
(a) p=<e0 S 0 =K plipreo s pf o, za sve p,o € Intyp(X);
() p C 0 = [plun e [0les 20 506 p,0 € It (X);
(c) [pl~. <c 0]~ akko postoje p' € [p]~, i 0’ € [0]~, takvi da je p' C o’;
(d) p= o0 = pr~co, zasvep,ocIntr(X), i prema tome je [pl~ C [p]~.;
(e) Ako p € Int(X) i ako je |pi] < w za svako i € I, tada je [p]l= =
[p]~.. Specijalno, ako je X konacan skup, tada je [pl=~ = [p]~. za svako
p€Intr(X);
(f) Ako je L = Ly binarni jezik, i ako binarne strukture (X, p) i (X, o)
imaju redom k i A komponenata povezanosti, tada p ~. o implicira da je

K= A.

Dokaz.

(a) p K¢ o akko postoji f € Cond(p, o), §to je, na osnovu tvrdenja 1.1.4
(b), ekvivaletno sa f~! € Cond(c¢, p°), tj. 0¢ < p¢. Druga ekvivalencija
sledi iz prve.

(b) Ako je p C o, tada je p = p C o, odakle je, na osnovu tvrdenja 6.1.1
(a), p %, o, ili ekvivalentno [p]~, <. [0]~,.

(c) Ako je [p]~. <¢ [0]~., tada je p = p' C o za neko p' € Intr(X). Za
p' € [ple. 10" :=0 € [o]~, imamo da je p’ C o’. Obrat je dokazan pod (b).

(d) Akoje p= o, tadaje p= o Coio=pCp,dakle p<.01i0 < p,
tj. p~co0.

(e) Ako je |pi| < w za svako i € I, 1 ako je p ~. o, gde o € Int(X),
tada, na osnovu tvrdenja 6.1.1 (a) i tvrdenja 1.1.5 (a), postoje bijekcije
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f,g € Sym(X) takve da je f[p] C o i g[o] C p. Dakle, za svako i € I imamo
da je f™i[p;] C o; i g"[o;] C ps, odakle sledi da je

pil = [f" ]l < loil = g™ o]l < |pil-

Posto je f™[p;] C o0y, i ovi skupovi su konaéni i iste veli¢ine, zakljucujemo
da je f™[p;] = ;. Dakle f[p] = o, i, na osnovu tvrdenja 1.1.5 (a), imamo
dajep=o.

(f) Ako F' € Cond(p, o), tada, na osnovu tvrdenja 2.3.4, postoji surjek-
cija f : kK > A\. A ako G € Cond(o, p), tada postoji surjekcija g : A — k.
Dakle, imamo da je k = A. O

Tvrdenje 6.1.3 Neka je L relacijski jezik, X neprazan skup i meka je
n > 2. Tada, za sve p1,pa,...,pn € Intp(X), vazi

[P1l~e e [p2lme <c 0 <e [pn]~e

akko postoje p; € [pil~., za i € {1,2,...,n}, takvi da je
pLC Py S Cpp

Dokaz.

(<) Sledi na osnovu tvrdenja 6.1.2 (b).

(=) Dokaz ovog smera ide indukcijom. Baza indukcije dokazana je u
tvrdenju 6.1.2 (c¢). Neka je sad [pi]~. <c [p2]~. <c -+ <c [pn]~., za neke
P15 02, pn € Intp(X). Tada, na osnovu indukcijske hipoteze, postoje
Pk € [pilme, za i € {1,2,...,n — 1}, takvi da je p} C ph C --- C pl_;.
Kako je [p),_1]~. <¢ [pn]~., na osnovu tvrdenja 6.1.1 (a) i tvrdenja 1.1.5 (a)
postoji f € Sym(X) takvo da je pl,_; = f[pl,_1] C pn. Tada je, na osnovu
tvrdenja 1.1.2 (a) 1 (), phy C f[pn]. Sada, 7 pl, == f~pn] € [pnlme,
imamo da je g C ph € -~ C pl,_; C gl O

Primer 6.1.4 Postoje relacije p,o € Inty, (w) takve daje p~.0ip 2 o.
Neka su p,7 € Intr, (w) relacije ekvivalencije koje odgovaraju, redom,
slede¢im particijama skupa w:

U {{4k,4k+ 1,4k + 2}, {4k:+3}},

kew

U {{8k, 8k + 1,8k + 2}, {8k + 3}, {8k + 4}, {8k + 5}, {8k + 6}, {8k + 7}}.
kew
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Neka je o := 7 U {(4,5)}. Za pogodno konstruisanu bijekciju f : w — w
imamo da je 7 = f[p], dakle p = 7 C 0, tj. p <. 0. Takode, o C p implicira
da je 0 <. p. Dakle, imamo da je p ~. o, ali je p 2 o, zato §to je p relacija
ekvivalencije, a relacija ¢ nije simetri¢na.

Tvrdenje 6.1.5 Neka je L relacijski jezik, X neprazan skup i neka p €
Intz(X). Tada je

).

IR

[pl~e = CODV(IntL (X),0) ([o]

Dokaz.

(D) Neka p1,p2 € [p]~,, 0 € Int(X), i neka je p1 € o C p2. Na
osnovu tvrdenja 6.1.2 (b) imamo da je [pi]~. <¢ [0]~. <¢ [p2]~., tj. da je
[P~ <c [0]~e <¢ [p]~.. Kako je relacija <. antisimetri¢na, imamo da o €
[0]~. = [p]~., Sto znaci da je skup [p]~. konveksan u posetu (Intz(X),C).
Na osnovu tvrdenja 6.1.2 (d) je [p]~ C [p]~., odakle sledi da je

Conv 1, (x),0) ([pl>) C [p]~.-

(€) Uzmimo sada o € [p|]... Tada je p ~. o, i, na osnovu tvrdenja
6.1.1 (a) i tvrdenja 1.1.5 (a), postoje bijekcije f,g € Sym(X) takve da je
p = flp] C o = g[o] C p. Sada, na osnovu tvrdenja 1.1.2 (j) i (a) imamo da

[P~ > flp] C o =g 'glo]] € g7 o] € [p)=,

Sto implicira da o € Conv iy, (x),c)([p]=), ¢ime je dokazana i druga inklu-
zija. O

Tvrdenje 6.1.6 Neka je L relacijski jezik © X neprazan skup. Ako je q-, :
Intz (X) — Inty(X) / ~c prirodna projekcija, i ako F' € []1,1 . crnt, (x)/~0 [Pl
proizvoljno, tada imamo:

(a) Ako je skup C C Intp(X) Z-invarijantan, tada vazi

g~,[MinC] C Min(g~..[C]),

g~ [Max C] € Max(g~..[C]);

(b) Ako je W antilanac u posetu (Intr,(X) [/ ~c, <¢), tada je {F([p]~,) :
[p]~. € W} antilanac u posetu (Intr(X), C);

(c) Ako je S jak antilanac u posetu ((Intr(X) /~¢) \
je {F([pl~.) : [pl~. € S} jak antilanac u posetu (Intr,(X)

{[0)~.}, <), tada
\ {0}, <).
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Slika 6.1: Poset (Inty,(X), <) je Booleova mreza.

Dokaz.

(a) Neka p € MinC i neka je [0]~, <¢ [p]~., za neko o € C. Na osnovu
tvrdenja 6.1.1 (a) i tvrdenja 1.1.5 (a), postoji f € Sym(X) takvo da je
o = flo] C p. Kako je skup C Z-invarijantan, imamo da f[o] € C, odakle, na
osnovu minimalnosti p, dobijamo da je f[o] = p. Dakle, [o]~. = [f[o]]~. =
[p]~., 8to znaci da je g~ (p) = [p]~. € Min(g~.[C]), ¢ime smo dokazali prvu
inkluziju. Druga inkluzija dokazuje se sli¢no.

(b) Sledi na osnovu tvrdenja 6.1.2 (b).

(¢) Ako pretpostavimo da {F([p]~.) : [p]~. € S} nije jak antilanac u
posetu (Intz,(X) \ {0}, C), tada postoje [p]~., [0]~. € S, takvi da je

plo=F(pl~.) £ F([o]~,) = 0"

Tada je 7 :=p'No’ # (D : i € I), i, na osnovu tvrdenja 6.1.2 (b), imamo da

je [Tlee < [Plme = [Plme 1 [Tlne <c [07)ne = [0]~es ti- [pl~e Le [0]~.. Dakle,
S nije jak antilanac u posetu ((Intz(X) /~c) \ {[0]~.}, <c)- O

Ako je C = [p]~, gde je p € Inty, (w) binarna relacija iz primera 6.1.4,
tada imamo da je MinC = MaxC = (), dok je

Min(g~.[C]) = Min({[p]~.}) = [p]~.,
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Slika 6.2: Poset (Intr(X) /~c, <) nije ni A-polumreza, ni V-polumreza.

i isto tako je
Max(g~.[C]) = Max({[p]~.}) = [p]~.-
Dakle, obe inkluzije u tvrdenju 6.1.6 (a), mogu biti prave.

Primer 6.1.7 Poset (Intz,(X) /~c, <.) nije ni A-polumreza, ni V-polumreza.

Neka je X = {0,1}. Tada je |Intz,(X)| = |P(X x X)| = 22 = 16. Kako
je X konacan skup, na osnovu tvrdenja 6.1.2 (e) imamo da je Inty, (X) /~.
= IntLb(X) /g i

[Ttz (X) /~e| = |Tntz, (X) /2| = 10,

Pomoc¢u Hasseovog dijagrama poseta (Inty, (X)), C) (videti sliku 6.1) i tvrdenje
6.1.2 (c)), dobijamo Hasseov dijagram poseta (Intr, (X)/ ~¢, <.) (videti
sliku 6.2).
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Tvrdenje 6.1.8 Neka je L relacijski jezik i neka su X 1Y neprazni skupovi
takvi da je | X| =1Y|. Tada je

(Intr,(X), g) = <IntL(Y), ),

(It (X), <e) 2 (It (V), <0),

(Intp(X) /~e, <e) = (Intp (V) [/ ~e, <o),
pa, bez ogranicengja opstosti, mozemo razmatrati samo strukture (Inty(k), C),
(Intr,(k), <) @ (Intp(K) / ~c, <), gde je k > 0 kardinal.

Dokaz. Neka je f : X — Y bijekcija. Tada je, na osnovu tvrdenja 1.1.1
(¢), 1 f™: X™ — Y™ bijekcija, za n € N. Na osnovu tvrdenja 1.1.2 (j)
imamo da je f~L[f[p]] = pi f[ft[o]] = o, zasve p € Intr(X), o € Int,(Y),
odakle zakljuéujemo da je i f[-] : Intz(X) — Int.(Y) takode bijekcija. Na
osnovu tvrdenja 1.1.2 (a) imamo da je p C p’ akko je f[p] C f[p'], za sve
p,p' € Intr(X), $to znaci da je (Intp(X), C) =gy (Intp(Y), S).
Neka je sad p <. p' zaneke p, p’ € Int(X)ineka g € Cond((X, p), (X, p)).

Tada h:= fogo f~t € Sym(Y), i, na osnovu tvrdenja 1.1.2 (a) i (j), kao i
tvrdenja 1.1.3 (e), imamo da je

hlfloll = flalel] € fl],
dakle h € Cond((Y, fp]), (Y, f[0']), ti- flp] <c fP']- A ako je flp] <c flP'];

tada je
p=f ol =e SO =0
Dakle, <IIltL(X), <c> ng <IntL(Y ,$C>.

Definisimo F : Inty(X)/ ~c — Int(Y)/ ~c sa F([p]~.) == [fp]]~.-
Imamo da je [p]~, <. [p/]~. akko je p <. p/, a to, na osnovu gore dokazanog,
vazi akko je f[p] < f[¢], ili ekvivalentno [f[p]]~. <c [f[0]]~.. Odatle
sledi da je F' dobro definisano, injekcija, kao i utapanje. Jasno je da je F
surjekcija, pa je (Intz(X) /~c, <c) =Zp (Intp(Y) /~c, <c). O

6.2 Kondenzaciona svojstva i particije
kondenzacionog poretka

Kondenzaciona svojstva

Neformalno govoreéi, ako je L relacijski jezik, svojstvo P je relevantno za
L-strukture akko je oCuvano izomorfizmima. Formalnije govoreéi, uzimajuéi
ZFC kao meta teoriju, za ZFC formulu P(u,v) (tj. formulu na jeziku teorije
skupova L = (€)) reéi ¢emo da je svojstvo relevantno za L-strukture akko je

VX,Y Vp e Int;(X) Vo € Int,(Y) (P(X,p) AJf XY = P(Y,a))
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teorema ZFC. Lako je videti da je gornji uslov ekvivalentan zahtevu da
VX,Y Vp € Intr,(X) Vo € Intr,(Y) <3f X By o (P(X, p) & PY, a)))

bude teorema ZFC. U nastavku, ,svojstvo” ¢e oznacavati ,svojstvo rele-
vantno za L-strukture”. Umesto P(X, p), pisac¢emo (X, p) ima P”.

Za svojstvo P reé¢i éemo da je ocuvano kondenzacijama (izmedu L-
struktura) akko za svake dve L-strukture X, Y € Mody, i zasvako f : X — Y
vazi

XimaP A fe€ Cond(X,Y) = Y ima P.
Na slican nacin definiSemo kada je svojstvo P oCuvano monomorfizmima,
epimorfizmima, utapanjima, bijekcijama, injekcijama, surjekcijama itd.

Neka je u nastavku L neprazan relacijski jezik. Za svojstvo P reéi ¢emo
da:

e je rastuce akko za sve X # (i p,o € Inty(X) vazi

o)

(X,p)imaP ApCo = (X,0)ima P;

e je opadajuée akko za sve X # (i p,o € Inty(X) vazi
(X,p)imaP ApDo = (X,o0)ima P;

e implicira neuporedivost akko za sve X # (01 p,o € Inty(X) vazi

(X,p)imaP A(X,o0)imaP A pClo = p=o0;
e je konveksno akko za sve X # (0 i p, 0,7 € Int(X) vazi
(X,p)imaP A(X,7)imaP A ploC7 = (X,0)imaP;

e je kondenzaciono svojstvo akko za sve X # (i p,o € Inty(X) vazi

(X,p)imaP A pr~.o = (X,0)ima P.

Bijektivne anti-homomorfizme zva¢emo anti-kondenzacije. Skup svih anti-
kondenzacija f : X — Y obelezava¢emo sa ACond(X,Y).

Tvrdenje 6.2.1 Za neprazan relacijski jezik L i za svako svojstvo P, sledeéi
uslovi su ekvivalentni:

(a) P je rastuce;

(b) =P je opadajuce;

(c) P je ocuvano kondenzacijama;

(d) =P je ocuvano anti-kondenzacijama.
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Dokaz.
(a)<(b) P je rastuce akko

VX #£0 Vp,o € Intr(X) (pga = (<X,p> imaP = (X,o)ima 73))
a to je evivalentno sa
VX #0 Vp,o € Intr(X) (a op = ((X,a) ima =P = (X, p) ima ﬁP)>,

§to vazi akko je =P opadajuce.

(a)=-(c) Pretpostavimo da (X, p) ima P i neka je f : X — Y konden-
zacija. Tada je, na osnovu tvrdenja 1.1.3 (g), (X, p) = (Y, f[p]), pa kako je
P svojstvo relevantno za L-strukture, sledi da (Y, f[p]) takode ima P. Posto
f € Cond(X,Y), na osnovu tvrdenja 1.1.3 (e) je f[p] C o, pa kako je P
rastuce svojstvo, sledi da (Y, o) ima P.

(c)=(a) Ako (X, p) ima P i ako je p C o, tada je, na osnovu tvrdenja
1.1.3 (e), idx : (X, p) — (X, o) kondenzacija, pa kako je svojstvo P o¢uvano
kondenzacijama, sledi da (X, o) takode ima P.

(¢)&(d) P je ocuvano kondenzacijama akko

VX, Y € Mod,, ¥f € Cond(X,Y) (X imaP = Y ima 7?),
ato je, za g = f~!, na osnovu tvrdenja 1.1.4 (b) ekvivalentno sa
VX, Y € Mod;, ¥g € ACond(Y, X) (Y ima -P = X ima ﬁP),
§to vazi akko je =P oCuvano anti-kondenzacijama. O

Tvrdenje 6.2.2 Za neprazan relacijski jezik L i za svako svojstvo P, sledeéi
uslovi su ekvivalentni:

(a) P je i rastuce i opadajuce;

(b) Za svaki neprazan skup X wazi: ili (X,p) ima P za svako p €
Int (X)), ili (X, p) ima =P za svako p € Intp(X).

Dokaz. Ako je svojstvo P i rastuée i opadajuée, tada je, na osnovu tvrdenja
6.2.1, svojstvo =P takode i rastuce i opadajuce. Neka je X proizvoljan
neprazan skup. Tada vazi: ili (X, 0) ima P, ili (X, 0) ima —=P. Kako sui P
i =P rastuéa svojstva, ili (X, p) ima P za svako p € Intz(X), ili (X, p) ima
=P za svako p € Int;(X). Dakle, (a) implicira (b). Dokaz drugog smera je
direktan. O
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Tvrdenje 6.2.3 Za neprazan relacijski jezik L imamo:
(a) Rastuca svojstva su konveksna;
(b) Opadajucéa svojstva su konveksna;
(¢) Svojstva koja impliciraju neuporedivost su konveksna;
(d) Konveksna svojstva su kondenzaciona svojstva.

Dokaz.

(a) i (b) se dokazuje direktno.

(c) Neka (X, p) i (X, 7) imaju P, i neka je p C o C 7, gde je P svojstvo
koje implicira neuporedivost. Tada je p = 7, odakle sledi da je p = o0 = T,
pai (X,o) ima P.

(d) Neka (X, p) ima P, i neka je p ~. o, gde je P konveksno svojstvo.
Na osnovu tvrdenja 6.1.5 je

[Pl~. = Conv 1y, (x),c) ([P]=)-

=

Sada, na osnovu tvrdenja 1.2.2 (b) sledi da postoje p1, p2 € [p]x, takvi da je
p1 C o C pa. Posto je svojstvo P relevantno za L-strukture, sledi da (X, p1)
i (X, p2) imaju P. Kako je svojstvo P konveksno, zakljucujemo da i (X, o)
ima P. a

Neformalno govoreéi, ako su P;, i € I, svojstva relevantna za L-strukture,
tada ¢emo reci da L-struktura X ima A\,;c; P; (redom, \/;.; P;) akko X ima
Pi, za sve i € I (redom, za neko i € I).

Tvrdenje 6.2.4

(a) Kolekcija rastuéih svojstava zatvorena je u odnosu na proizvoljne
konjunkcije i disjunkcije;

(b) Kolekcija opadajuéih svojstava zatvorena je u odnosu na proizvoljne
konjunkcije 1 disjunkcije;

(¢) Ako postojiig € I takvo da svojstvo P;, implicira neuporedivost, tada
i svogstvo \;c; Pi implicira neuporedivost;

(d) Kolekcija konveksnih svojstava zatvorena je u odnosu na proizvoljne
konjunkcije;

(e) Kolekcija kondenzacionih svojstava zatvorena je u odnosu na proizvoljne
kongunkcije i disjunkcije, i u odnosu na negaciju.

Dokaz.

(a) Neka je p C o i neka (X, p) ima A;c;P;, gde su Py, i € I, rastuca
svojstva. Tada (X, p) ima rastuce svojstvo P;, za svako i € I, pa i (X, o)
ima P;, za svako ¢ € I, ¢cime smo dokazali da je A,.; P; rastuce svojstvo.
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Sli¢no se dokazuje i da je proizvoljna disjunkcija rastu¢ih svojstava rastuce
svojstvo.

(b) Analogno (a).

(c) Neka je p C o ineka (X,p) i (X,0) imaju \,c;P;. Tada (X,p) i
(X, o) imaju P;,, pa kako je p C o i svojstvo P;, implicira neuporedivost,
sledi da je p = 0.

(d) Neka je p € o0 C 7 ineka (X, p) i (X,7) imaju A,.; Pi, gde su P;,
i € I, konveksna svojstva. Tada (X, p) i (X,7) imaju konveksno svojstvo
Pi, za svako i € I, pa (X, o) ima P;, za svako i € I, ¢Zime smo dokazali da
je Nier Pi konveksno svojstvo.

(e) Prvi deo ide analogno (a). P je kondenzaciono svojstvo akko

VX £ 0 Vp,o elntp(X) (preo = ((Xp)imaP = (X,0)imaP)),
§to je ekvivalentno sa

VX #0 Vp,o € Intr(X) (a ~ep = ((X,a> ima =P = (X, p) ima —|73)>
a to vazi akko je =P kondenzaciono svojstvo. O

Primer 6.2.5 Neka je L = L; binarni jezik. Refleksivnost (Ax C p)
je rastuée svojstvo, ali irefleksivnost nije. Dakle, kolekcija rastuéih svo-
jstava nije zatvorena u odnosu na negaciju. Antisimetri¢nost (p N p~t C
Ax) je opadajuée svojstvo, ali neantisimetricnost nije. Dakle, kolekcija
opadajuéih svojstava nije zatvorena u odnosu na negaciju. Refleksivnost
i antisimetri¢nost su konveksna svojstva, ali svojstvo ,refleksivnost ili an-
tisimetricnost” nije konveksno. Dakle, kolekcija konveksnih svojstava nije
zatvorena u odnosu na disjunkcije. Svojstvo ,,p je dijagonala” (p = Ax) je
konveksno, ali svojstvo ,,p nije dijagonala” nije konveksno. Dakle, kolekcija
konveksnih svojstava nije zatvorena u odnosu na negaciju.

Particije skupa Int;(X) /~.

Ako je X neprazan skup, L relacijski jezik i P svojstvo relevantno za L-
strukture, uvedimo oznaku

Px = {p € Intr(X) : (X, p) ima P}.

Tada je jasno da je svojstvo P rastuce akko je, za svaki skup X, skup
Px zatvoren u odnosu na nadskupove u posetu (Intz(X),C), da je svoj-
stvo P konveksno akko je, za svaki skup X, skup Px konveksan u posetu

9
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(Intz(X), ), da svojstvo P implicira neuporedivost akko je, za svaki skup
X, skup Px antilanac u posetu (Int(X), C), i sliéno.

Neka je ~ relacija ekvivalencije na skupu A, i neka je g : A — A/~
odgovarajuéa prirodna projekcija, g (a) = [a]~, za sve a € A. Za skup
S C A redi ¢emo da je ~-invarijantan akko je [a]. C S, za sve a € S. Za
particiju {S; : @ € I} skupa A reéi ¢emo da je ~-invarijantna akko su svi
skupovi S;, ¢ € I, ~-invarijantni. Jasno je da je skup S C A ~-invarijantan
akko je particija {S, A\ S} ~-invarijantna.

Lema 6.2.6 Za particiju {S; : i € I} skupa A sledeéi uslovi su ekvivalentni:
(a) {S;:1i € I} je ~-invarijantna particija;
(b) Za svako a € A postoji i € I takvo da je [a]~ C S; (tj. particija
{[a]~ : a € A} profinjuje particiju {S; :i € I});
(c) {q~[Si] : i € I} je particija skupa A [~;
(d) g2 q~[Si]] = Si, za svako i € I.

Dokaz.

(a)=(b) Kako je {S; : i € I} particija skupa A, za svako a € A postoji
i € I takvo da a € S;. Kako je ta particija ~-invarijantna, imamo da je
[CL]N g Sl

(b)=(c) Imamo da je

Uier a~[9:] = ¢~Uier Sil = 4~ [A] = A/~

Ako [a]~ € q-[Si] N q~[S}] za neke a € A, i,j € I, i # j, tada, na osnovu
(b), postoji k € I takvo da je [a]~ C Sk. Tada je Sy N S; 2 [a]l~NS; # 0 i
Sk NS; 2 [al~NS; # 0, sto je nemoguce. Dakle, skupovi ¢[S;], i € I, su
disjunktni.

(c)=(d) Uvek vazi ¢Z![q-[S;]] 2 S;, gde je i € I proizvoljno. Na osnovu
(c), za svako j € I\ {i} imamo da je

¢~ a~[SilINS; € 4= [a~[SillNg= [~ [S)]] = 4= [a~[SilNg~[S5]] = 6= 0] = 0.
Kako je {S; : i € I} particija skupa A4, imamo da je ¢Z![q-[Si]] C S;, tj.
a=tg~[Si]] = Si.

(d)=(a) Za a € S; imamo da je

la]~ = ¢='[{g~(a)}] € < a[Si]] = Si.
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Tvrdenje 6.2.7 Ako je X neprazan skup, L relacijski jezik i P svojstvo re-
levantno za L-strukture, tada je skup Px =-invarijantan i {q=[Px], ¢~[-Px]}
je particija skupa Intp(X) /=.

Dokaz. Uzmimo p € Px i 0 € [p]~. Tada (X, p) ima P i (X, p) = (X, 0),
pa kako je svojstvo P relevantno za L-strukture, sledi da i (X, o) ima P.
Dakle, [p]~ C Px, sto znaci da je skup Px =-invarijantan. Tada je par-
ticija {Px,Intr(X) \ Px} = {Px,"Px} =-invarijantna, pa lema 6.2.6 (c)

kompletira dokaz. O

Tvrdenje 6.2.8 Ako je P svojstvo relevantno za L-strukture, tada su sledeéi
uslovi ekvivalentni:
(a) P je kondenzaciono svojstvo;
(b) Za svako X # () skup Px je ~c-invarijantan podskup skupa Inty (X);
(¢) Za svako X # 0 {q~.[Px], ¢~.["Px|} je particija skupa Intp(X) /~c.

Dokaz.

(a)=(b) Uzmimo p € Px i 0 € [p]~.. Tada (X,p) ima P i p ~. o, pa
kako je P kondenzaciono svojstvo, sledi da i (X, o) ima P. Dakle, [p].. C
Px, sto znaci da je skup Px ~.-invarijantan.

(b)=(c) Ako je skup Px ~-invarijantan, tada je particija

{Px,Int(X)\ Px} = {Px,~Px}

~c-invarijantna, pa tvrdenje sledi na osnovu leme 6.2.6 (c).

(¢c)=>(a) Neka je X # ) proizvoljno i neka su p,o € Inty(X) takvi da
(X, p) ima P ida je p ~. 0. Kako je [p]~, = ¢~.(p) € ¢~.[Px], na osnovu
leme 6.2.6 (d) imamo da

o € [pl~. = a2 {lp)~e ] € a2l [Px]] = Px,
pa (X, o) takode ima P, sto znaci da je P kondenzaciono svojstvo. O

Primer 6.2.9 Ako je P(u,v) ZFC-formula koja izrazava da je v simetri¢na
relacija na u, tada imamo da

qNC[P‘U] > [p]Nc = [O-]Nc € ch[_\PWL
gde su p,o € Inty, (w) binarne relacije iz primera 6.1.4. Dakle,

qr. [Pw] N gn, [_'Pw] 7& 0.
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Posledica 6.2.10 Neka je L relacijski jezik © neka su P;, i € I, kondenza-
ciona svojstva. Ako je X meprazan skup takav da je {(P;)x : i € I} particija
skupa Int,(X), tada je {q.[(P:i)x] : i € I} particija skupa Intp(X) /~ec.

Dokaz. Na osnovu tvrdenja 6.2.8 (b), particija {(Pi)x : ¢ € I} je ~c-
invarijantna. Sada, na osnovu leme 6.2.6 (c), sledi da je {g~ . [(P;)x] :i € I}
particija skupa Intz (X) /~c. 0

Dalje nas zanima sledeée pitanje: ako skup II C Inty(X) ima neko svoj-
stvo u posetu (Intz(X),C), da li njegova direktna slika g.,[II] ima odgo-
varajuée svojstvo u posetu (Intz(X) /~c, <.)?

Primer 6.2.11 Neka je X = {1,2,3,4,5}, i neka je
p= {<172>}7 0= {<172>? <2’3>} iT= {<273>> <374>7 <4’ 5>}

Imamo da je skup II = {p,7} konveksan u posetu (Intz(X), C), ali skup
g 1] = {[p]~., [T]~.} nije konveksan u posetu (Inty(X) /~., <.), zato §to
je [p]"’(‘ S [O—]N(‘ S [T]’\‘c 1 [U]Nc ¢ qN(‘[H]

Tvrdenje 6.2.12 Neka je L relacijski jezik. Ako je skup II C Intp(X)
X-invarijantan, tada vazi:

(a) Ako je II konveksan, tada je i g [I1] konveksan;

(b) Ako je I1 zatvoren na dole, tada je i g~ [I1] zatvoren na dole;

(c) Ako je 11 zatvoren na gore, tada je i g [I1] zatvoren na gore.

Dokaz.

(a) Ako je skup IT Z-invarijantan i konveksan, tada je, na osnovu tvrdenja
6.1.5, skup II takode i ~c-invarijantan. Neka [p]~., [T]~, € ¢~ [II], i neka
je [pl~. <c [o]~. <c¢ [T]~.. Na osnovu tvrdenja 6.1.3 postoje p1 € [p]~.,
01 € [0]~. 171 € [T]~,, takvi da je p1 € 01 € 7. Na osnovu leme 6.2.6 (d)
imamo da

p1,71 € [pla U (7] = aZ [{lplnes [T)0 3] € a2 an, [TT]) = 11,

pa kako je skup II konveksan, sledi da o1 € 11, tj. [0]~. = ¢~.(01) € g~ [IT].
(b) i (c) Dokaz ide analogno (a). O

Tvrdenje 6.2.13 Neka je L relacijski jezik i neka je P kondenzaciono svoj-
stvo. Tada su sledeéi uslovi ekvivalentni:

(a) P je konveksno svojstvo;

(b) Za svako X # 0, skup Px je konveksan u posetu (Intr,(X),C);

(¢) Za svako X # O, skup q..[Px] je konveksan u posetu (Intr,(X) /~.
<.

)
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Dokaz.

(a)<(b) Dokaz ovoga je direktan.

(b)=-(c) Sledi na osnovu tvrdenja 6.2.7 i tvrdenja 6.2.12 (a).

(c)=(b) Neka p, 7 € Px inekaje p C o C 7. Tada [p]~., [T]~. € ¢~.[Px],
i, na osnovu tvrdenja 6.1.2 (b), je [p]~, <¢ [0]~. <¢ [T]~.. Posto je skup
¢~.[Px]| konveksan, [o]~, € g~.[Px], pa, na osnovu tvrdenja 6.2.8 (b) i leme
6.2.6 (d), imamo da

o € [o]~. = a< [{lo]~.}] € 42 g~ [Px]] = Px.
Dakle, skup Px je konveksan. O

Tvrdenje 6.2.14 Neka je L relacijski jezik i neka je P kondenzaciono svoj-
stvo. Tada su sledeci uslovi ekvivalentni:

(a) Svojstvo P je opadajuée (redom, rastuce);

(b) Za svako X # 0, skup Px je zatvoren na dole (redom, na gore) u
posetu (Intp (X), C);

(¢) Za svako X # 0, skup q~,[Px] je zatvoren na dole (redom, na gore)
u posetu (Intr(X) /~e, <c).

Dokaz. Analogno dokazu tvrdenja 6.2.13. O

Primer 6.2.15 Za date kardinale p i v, neka je P, svojstvo |p| = pu, a
P svojstvo [p| = p A |p°| = v. Tada su P, i P, konveksna (pa, na
osnovu tvrdenja 6.2.3 (d), i kondenzaciona) svojstva. Za neprazan skup X,
na osnovu posledice 6.2.10, imamo sledece particije:

Wi, (X) /= U e |Uol = m)x),
peCard A u<|X x X|

Inty, (X) / ~e= U 4| (ol = p A o = )x ]
p,v€Card A pt+rv=| X x X|

Na osnovu tvrdenja 6.2.13, to su particije skupa Inty, (X) / ~. koje se sastoje
od konveksnih skupova.
Jedna particija skupa Inty, (X) /~.

Sada ¢emo uvesti jednu grubu, ali informativnu particiju kondenzacionog
poretka (Intz, (X) /~¢, <.). Za skup X uvedimo oznake

Reflx := {,0 € IntLb(X) :Ax C p},
Irreflx := {p € Intr, (X) : pN Ax = 0}.
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Lema 6.2.16 Za p,o € Irreflx, A, B C X i f: X — X, sledeéi uslovi su
ekvivalentni:

(a) f:(X,p) = (X,0) je kondenzacija i f[A] C B;

(b) f: (X, pUA4) — (X,0 UABR) je kondenzacija.

Dokaz.
(a)=-(b) Na osnovu tvrdenja 1.1.2 (e) i tvrdenja 1.1.3 (e), imamo da je

floUAa] = flp] U f[Aa] = flpl UAj4 CoUAR.

Kako je f bijekcija, na osnovu tvrdenja 1.1.3 (e) opet, zakljucujemo da je
[ (X, pUA,) = (X,0UAp) kondenzacija.

(b)=-(a) Na osnovu tvrdenja 1.1.3 (e) je f[p] U Asq € 0 UAp. Posto
p,o € Irrefly, ako preseCemo obe strane date jednakosti sa A5, dobijamo da
je flp] C o, pa kako je f bijekcija, na osnovu tvrdenja 1.1.3 (e) opet, imamo
daje f: (X, p) — (X, o) kondenzacija. A ako obe strane gornje jednakosti
presecemo sa Ay, dobijamo da je Ays € Ap, tj. da je f[A] C B. O

Tvrdenje 6.2.17 Neka je X neprazan skup. Tada vaZi:

(a) Preslikavanje F : (Irreflx, C) — (Reflx, C), definisano sa F(p) :=
p U Ax, je izomorfizam;

(b) {g~.[Reflx], g [Irreflx], g~ [7 ReflxN—TIrreflx]} je particija poseta
(Intg, (X)/ ~¢, <) koja se sastoji od konveksnih skupova. Stavise, skup
g~ [Reflx]| je zatvoren na gore, a skup g~ [Irreflx] je zatvoren na dole;

(¢) Preslikavanje G : (g~ [Irreflx], <.) — (g~.[Reflx], <c), definisano sa
G([pl~.) = [pU Ax]~., je izomorfizam.

Dokaz.

(a) Dokaz ovoga je direktan.

(b) Kako su refleksivnost i irefleksivnost, redom, rastuce i opadajuce
svojstvo, na osnovu tvrdenja 6.2.3 to su kondenzaciona svojstva. Na osnovu
tvrdenja 6.2.4 (e) i posledice 6.2.10, imamo da je

{qNC [Reflx], g [Irreflx], g~ .[7 Refl xN = Irrefl x| }

particija poseta (Intr,(X)/ ~c,<c). Na osnovu tvrdenja 6.2.13 (c) skup
g~ [ ReflxN—=Trreflx] je konveksan, i, na osnovu tvrdenja 6.2.14 (c), skup
¢~.[Reflx] je zatvoren na gore, a skup ¢~ [Irreflx]| je zatvoren na dole.

(¢c) Za p,o € Trreflx, na osnovu tvrdenja 6.1.2 (c), tvrdenja 6.1.5 i
tvrdenja 1.1.5 (a), imamo da je [p]~. < [o]~. akko je f[p] C g[o] za neke
f,g € Sym(X), a to vazi akko je

flpUAx] = flp]UAx C glo]UAx = g[o U Ax]

(&
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za neke f,g € Sym(X), ili ekvivalentno [pU Ax]~, <. [0 UAx]~.. Dakle,
preslikavanje G : (g~ [Irreflx], <.) — (g~.[Reflx], <.) je dobro definisano,
injekcija, kao i utapanje. Surjektivnost preslikavanja G direktna je posledica
surjektivnosti preslikavanja F', pa imamo da je G izomorfizam. O

Zakljucujemo kako se poset (Intz, (X) /~¢, <.) sastoji od dva izomorfna
konveksna dela, g [Reflx] i g, [Irreflx], i od srednjeg dela, konveksnog
skupa g. [ Reflyn—Trreflx]. Dakle, sa uredajno-teoretskog stanovista,
poduredenja g [Reflx] i ¢ [Irreflx] su ista, i dovoljno je istraziti jedno
od njih.

6.3 Neka poduredenja kondenzacionog poretka

Za binarnu relaciju p € Intr,(X) reéi ¢emo da je jako reverzibilna akko
je [pl= = {p}; da je reverzibilna akko je [p]~ antilanac u Booleovoj mrezi
(Intr, (X), C); da je slabo reverzibilna akko je [p]~ konveksan skup u Boole-
ovoj mrezi (Inty, (X), C). Sa Revy, (X) (redom sa sRevp, (X), wRevy, (X)),
oznacava¢emo skup svih reverzibilnih (redom, jako reverzibilnih, slabo re-
verzibilnih) relacija p € Intr, (X). Na osnovu tvrdenja 8.1.1 (d) imamo da
vazi

p € sRevy, (X) <= Cond(p) = Sym(X). (6.1)

A na osnovu tvrdenja 8.2.1 (e) imamo da vazi
p € Revy, (X) NRigy, (X) <= Cond(p) = {idx}. (6.2)

Za vise informacija o reverzibilnosti (i njenim varijacijama), pogledati tre¢i
deo disertacije. Rezultati iz ovog odeljka dokazani su u [47].

Skupovi D,

U cilju istrazivanja srednjeg dela g._ [-ReflxN—TIrreflx] kondenzacionog
poretka (Intr, (X)/ ~c, <), u nastavku ¢emo, za p € Irrefly, razmotriti
skup D, C Inty, (X) /~. definisan na slede¢i nacin:

D, := {[pUAA]NC :AQX}.

Tvrdenje 6.3.1 Neka je X neprazan skup i neka p € Irreflx. Tada vaZi:
(a) Relacija <, na skupu P(X), definisana sa A <, B akko je pUA 4 <¢
pUAp, je preduredenje;
(b) Za A, B C X imamo da je A <, B akko postoji f € Cond(p) takvo
da je f[A] C B;
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(c) (P(X)/=,,<p) je parcijalno uredengje, gde su relacija ekvivalencije
=, na P(X) i relacija <, na kolicniku P(X) /=, date sa

A=,B & A, BAB<,A i [Alz,<,[Blz, & A<, B.

P
Dokaz.
(a) Ovo sledi iz ¢injenice da je <. preduredenje na Inty, (X).
(b) Ovo sledi na osnovu leme 6.2.16.
(c) Ovo sledi iz (a) na osnovu tvrdenja 1.2.5. O

Ako je X = (X, p) € Mody, L-struktura, tada ¢emo, za A C X, odgovarajucu
podstrukturu obelezavati sa A := (A, p[ ).

Tvrdenje 6.3.2 Neka je X neprazan skup i neka p € Irreflx. Tada imamo:
(a) Za A, B C X vaZi

ACB = A<,B.
(b) Sledeéi uslovi su ekvivalentni:
(i) <p=C, (ii)=,= Apx), (iii) p € Revy, (X)NRigy, (X);*
(c) Ako su A, B C X konacni skupovi, tada vazi
A=,B = A~B;?
(d) Ako su A, B C X konacni skupovi iste velic¢ine, tada vaZi:
A<,B & A°<,B° i A=,B & A°=, B“.
Dokaz.
(a) Ako je A C B, tada, s obzirom da idxy € Cond(p), na osnovu tvrdenja
6.3.1 (b) imamo da je A <, B.
(b) (i)=(ii) Dokaz ovoga je direktan.
(ii)=-(iii) Pretpostavimo suprotno, kako je =, = Ap(x), ali kako p ¢
Revy, (X) NRigy, (X). Tada, prema (6.2), postoji f € Cond(p) takvo da je

f #idx. Tada postoje z,y € X, takvi da je z # y i f(z) = y, odakle, na
osnovu tvrdenja 6.3.1 (b), imamo da je {z} <, {y}. Moguce je:

!Na osnovu ZFC rezultata Vopénke, Pultra i Hedrlina ([88]), na svakom skupu X
postoji irefleksivna endo-rigidna binarna relacija, tj. relacija p takva da je End(p) = {idx }.
Jasno je da je tada Cond(p) = {idx }, $to, prema (6.2), znaci da je p reverzibilna i rigidna.
Takode, dobra uredenja su reverzibilne i rigidne relacije koje nisu endo-rigidne, za | X| > w.

2Ako je X = (X, p) L-struktura i A C X, tada A := (A, p|a) oznacava odgovarajuéu
podstrukturu strukture X.
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1. Postoji n € N\ {1} takvo da je f"(z) = x. Tada je f"~(y) = z, pa,
kako f"~! € Cond(p), na osnovu tvrdenja 6.3.1 (b) imamo da je {y} <, {z},
tj. {z} =, {y}, a to je kontradikcija s nasom pretpostavkom.

2. Za svako n € N je f"(x) # x. Sada se lako zakljucuje kako je niz
(f"(x) : n € Z) jedan-jedan, odakle sledi da, za A = {f"(x) : n € w} i
B = {f"(z) : n € N}, imamo da je A # B. Kako je B C A, na osnovu (a)
je B <, A. A kako je f[A] C B, na osnovu tvrdenja 6.3.1 (b) je A <, B.
Dakle, A =, B, a to je kontradikcija s naSom pretpostavkom.

(iii)=(i) Dovoljno je dokazati da A <, B = A C B, a to sledi iz tvrdenja
6.3.1 (b) na osnovu (6.2).

(c) Ako je A =, B, tada, na osnovu tvrdenja 6.3.1 (b), postoje f,g €
Cond(p) takvi da je f[A] € Big[B] C A. Tada je |A| < |B|1i |B| < |4],
tj. |A| = |B|. Posto su skupovi A i B konacni, imamo da je f[A] = B i
g|B] = A. Dakle, f|4a: A— Big|p: B — A su bijekcije. Sada, na osnovu
tvrdenja 1.1.2 (f) i tvrdenja 1.1.3 (e), imamo da je

Flalpn A% = flpn A% = flp] N B* C pN B,
Sto implicira da je |p N A2| < |p N B?|. Takode,
glBlp N B = glpN B*] = glp) N A> C pn A%,

Sto implicira da je |p N B?| < |pN A2], tj. |pN A% = |p N B?|. Kako su
skupovi A i B konaéni, imamo da je f|a[p N A% = p N B2, odakle, prema
tvrdenju 1.1.3 (g), sledi da je f|a : (A, pN A2%) — (B, p N B?) izomorfizam.

(d) Dovoljno je dokazati prvu ekvivalenciju, zato $to druga sledi iz prve.
Neka je A <, B. Tada, na osnovu tvrdenja 6.3.1 (b), postoji f € Cond(p)
takvo da je f[A] C B. Posto su skupovi A i B konaéni i iste veli¢ine, imamo
da je f[A] = B, odnosno, s obzirom da je f bijekcija, f[A] = B¢ Sada,
na osnovu tvrdenja 6.3.1 (b) opet, sledi da je A° <. B¢. Druga implikacija,
dokazuje se sli¢no. O

Primer 6.3.3 Neka je C3 := ({0,1,2}, p), gde je p = {(0,1),(1,2),(2,0)}.
Struktura Cs je cikli¢ni troelementni digraf, i to je, do na izomorfizam,
jedinstveni netranzitivni troelementni turnir. Tada imamo da je

et = conat = {(12) (312, (422))

n-skup-tranzitivna podgrupa simetri¢ne grupe Sym({0,1,2}), za n < 3, i,
na osnovu tvrdenja 6.3.1 (b), lako zakljuéujemo da, za A, B C {0, 1,2}, vazi

A=,B < |A|=|B|.
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Primer 6.3.4 Neka je X = (X,p) = (Q, <) racionalna linija. Tada, na
osnovu tvrdenja 1.3.3 1 1.3.2, imamo da je X do na izomorfizam jedinstveno
prebrojivo 2-tranzitivno linearno uredenje3. Neka je A = Z, a B = (0, 1)g.
Tada vazi

Al =B =w A [X\A]=[X\B|=w.

Ali, A #, B, zato §to je, prema tvrdenju 6.3.1 (b), A £, B, kao i B £, A.

Sada ¢emo dokazati kako je poduredenje (D,, <) izomorfno gore uvedenom
koli¢niku partitivnog skupa P(X).

Tvrdenje 6.3.5 Neka je X neprazan skup i neka p € Irrefly. Tada je
preslikavanje ' : P(X) /=, — D,, dato sa F([A]=,) := [pU A4l~,, dobro
definisano, i pri tome je

<P(X) /Epv §p> =F <Dp)§c>-

Dokaz. Za A, B C X imamo da je [A]=, <, [B]=, akko je A <, B, a to
vazi akko je pU Ay <. pU Ap, ili ekvivalentno [pU Aal., <. [pU Ap]-c.
Dakle, preslikavanje F': P(X) /=, — D, je dobro definisano, injekcija, kao
i utapanje. Jasno je da je F' surjekcija, pa je (P(X) /=), <,) =Fr (D), <¢).
O

Neka je X skup i neka je = relacija ekvivalencije na P(X), definisana na
slededi nacin:

A=B < |A|=|B|AN|X\A|=|X\B|.
Ako za p,v € Card vazi u+ v = | X|, za p € Irrefly definisa¢emo skup

D = {[p UAul., : A€ [X]W}.
Tvrdenje 6.3.6 Neka je X neprazan skup i neka p € Irreflx. Tada imamo:
(a) Za A, B C X wvazi

A=,B = A=DB,

i, kao posledicu, imamo da particija {[A]=, : A € P(X)} profinjuje particiju
{[X]*" : p,v € CardApu+v = |X|};
(b) |DY| = |[ X" /=,]|, za sve p,v € Card, takve da je p+ v = |X]|;
(c) {Dy" : p,v € Card A pu+v = |X|} je particija skupa D, na konveksne
skupove u posetu (D,, <.).

3Ako je p 2-tranzitivno linearno uredenje, tada je, na osnovu tvrdenja 1.3.5, p n-
tranzitivno za svako n € N.
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Dokaz.

(a) Ako je A =, B, tada, na osnovu tvrdenja 6.3.1 (b), imamo da postoje
kondenzacije f, g € Cond(p), takve da je f[A] C Big[B] C A, pa, s obzirom
da su f i g bijekcije, na osnovu toga je i f[A°] D B¢ i g[B°] O A°. Tada je
|A| < |B|1i|B| < |A], dakle |A| = |B|. Takode je |A¢| > |B¢| i |B¢| > |A¢],
dakle |A¢| = |B¢|.

(b) Neka je funkcija F : [X]*" /=, — D}" definisana na sledeéi nacin:
F([Alz,) = [pU Aa]~,. Tada, za A,B € [X]*" imamo da je A =, B
akko je pU Ay ~. pUAp, §to je ekvivalentno sa [pU Ay, = [pU Agl~..
Zakljucujemo kako je funkcija F' dobro definisana i injekcija. Jasno je kako
je F surjekcija, sto znaci da je I’ bijekcija.

(c) Na osnovu (a) je DV N DE*" =, kad god je (u1,v1) # (u2, v2).

Jasno je da je
_ TR
Dy = U Dy,
w,veCard A p+rv=|X|

pa je {Dy" : p,v € Card A u + v = | X |} particija skupa D,,.

Preostaje jos dokazati kako su svi skupovi D} konveksni u posetu
(Dp, <¢). Nekasu pu,v € Card takvi da je p+v = | X|, inekasu A, B € [X]|*"
takvi da je

[)0 U AA]NC <c [p U AC]NC <c [p U AB]Nm

za neko C C X. Tada, pU Ay <. pU A¢ na osnovu tvrdenja 6.3.1 (b)
implicira da je |A| <|C| 1 da je |A| > |C¢|. Sliéno tako, pUAc <. pUAp
implicira da je |C| < |B| i da je |C¢] > |B¢|. Dakle, p < |C| < p, kao i
v > |C¢ > v, odakle sledi da C € [X]**, odnosno da [pUA¢]., € Dy". O

Tvrdenje 6.3.7 Neka je X neprazan skup i neka je p € Irreflx reverzibilna
relacija. Ako su A, B C X konacni ili kokonacni skupovi takvi da je A = B,
tada su sledeci uslovi ekvivalentni:

(a) A<, B; (b) B <, A; (¢) A=, B.

Dokaz.

(a)=(c) Ako je A <, B, tada, na osnovu tvrdenja 6.3.1 (b) i tvrdenja
8.2.1 (e), sledi da postoji f € Aut(p) takvo da je f[A] C B, pa kako je f
bijekcija, samim tim je i f[A] D B€. S obzirom da su skupovi A i B konaéni
ili kokonaéni, i da je A = B, u svakom sluc¢aju imamo da je tada f[A] = B,
i, kao posledicu, da je f~![B] = A. Posto f~! € Aut(p), na osnovu tvrdenja
6.3.1 (b) opet, sledi da je B <, A, tj. da je A=, B.

(c)=(a) Ovaj smer je direktan.

Dokazali smo da je (a)<(c). Analogno se dokazuje i da je (b)<(c). O
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Teorema 6.3.8 Neka je X neprazan skup i neka p € Irreflx. Tada su
sledeéi uslovi ekvivalentni:

(a) A=, B< A=DB, za sve A,BC X;

(b) |D5Y| =1, za sve p,v € Card, takve da je p+ v = |X]|;

(c) Relacija p je jako reverzibilna®, ili je p netranzitivni troelementni
turnir.

Dokaz.

(a)<(b) Ova ekvivalencija sledi direktno na osnovu tvrdenja 6.3.6 (b).

(c)=(a) Ako je p netranzitivni troelementni turnir, tada tvrdenje sledi
na osnovu primera 6.3.3. A ako je relacija p jako reverzibilna, tada je, za
A, B C X, na osnovu tvrdenja 6.3.6 (a), dovoljno dokazati da A = B =
A =, B. Ako je A = B, tada je jasno da postoje bijekcije f,g € Sym(X),
takve da je f[A] = Big[B] = A. Na osnovu (6.1) imamo da f, g € Cond(p),
odakle, na osnovu tvrdenja 6.3.1 (b), sledi da je A =, B.

(a)=(c) Prvo ¢emo dokazati naredna dva stava:

Stav 6.3.9 Ako je =, = =, tada je relacija p monomorfna (pa i reverzi-
bilna), i pri tome je grupa Aut(p) = Cond(p) n-skup-tranzitivna, za svako
n < min{w, | X| + 1}.

Dokaz. Neka A, B € [ X]", zanekon € N, takvo da je n < |X|. Tada imamo
da je A = B, §to, na osnovu pretpostavke, znaci da je A =, B. Sada, na
osnovu tvrdenja 6.3.2 (c¢), imamo da je A = B, Sto znadi da je struktura
X monomorfna. Kurili¢ je u [40] dokazao kako su sve monomorfne struk-
ture reverzibilne, pa, na osnovu tvrdenja 8.2.1 (e), imamo da je Aut(p) =
Cond(p). Sada, s obzirom da su skupovi A i B konacni i iste veli¢ine, na
osnovu tvrdenja 6.3.1 (b) A =, B implicira da postoji f € Aut(p), takvo
da je f[A] = B. A to znadi da je grupa Aut(p) n-skup-tranzitivna za svako
n € N. O

Stav 6.3.10 Ako je |X| > w, i ako je p € Irreflx linearno uredenje, tada je
X1
‘D;j ) > 1.
Dokaz. Ako X ima minimum, ozna¢imo ga sa 0, uzmimo A, B € [X]“*‘X|,

takve da 0 € A1 0 ¢ B. Neka je f € Cond(p) proizvoljno. Kako su, na
osnovu primera 9.3.9, linearna uredenja reverzibilne strukture, na osnovu

“Na osnovu primera 8.1.4 prazna relacija @ i kompletan graf (X x X)\ Ax jedini su
primeri irefleksivnih jako reverzibilnih binarnih relacija na skupu X.
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tvrdenja 8.2.1 (e) imamo da f € Aut(p), Sto implicira da je f(0) = 0,
pa imamo da f[A] € B. Sada, na osnovu tvrdenja 6.3.1 (b) sledi da je
A £, B, odnosno da je pU Ay #£. pU Ap, §to znaci da je [pU Ayl~, #

[pUAB]~,, pa je ’DZJ’IX|‘ > 1. Ako X ima maksimum, na slican naéin

dokazuje se da je ’DZJ" “ > 1. A ako X nema ni minimum ni maksimum,

tada postoje disjunktni lanci A,B C X, takvi da je A =2 w i B = w*
Ako bismo pretpostavili da postoji f € Cond(p), takvo da je f[A] C B
imali bismo da f [ 4 € Mono(A,X), pa kako je, na osnovu leme 1.3.1 (b),
Mono(A, X) = Emb(A, X), imali bismo da se

WA BW,

sto je nemogucée. Sada, iz tvrdenja 6.3.1 (b) sledi da je pU A g £ pU Ap,
sto implicira da je [p U Aal~. # [pU AB|~., i kao posledicu imamo da je
opet ‘DZ)"XW > 1. O

Sada ¢emo dokazati implikaciju (a)=-(c). Ako je |X| = 1, tada je p =
0 € sRevp,(X). A ako je |X| > 2, tada, s obzirom da je, na osnovu stava
6.3.9, struktura X monomorfna, na osnovu tvrdenja 2.2.11 (c) i primera
8.1.4 zakljucujemo kako je relacija p jako reverzibilna, ili je p netranzitivni
troelementni turnir, ili je p linearno uredenje. Ako je skup X konacan, tada
p ne moze biti linearno uredenje, zato Sto su konacna linearna uredenja
reverzibilne i rigidne strukture, pa bismo, na osnovu tvrdenja 6.3.2 (b),
imali da je =, = Ap(x) # =. A ako je skup X beskonacan, tada p takode
ne moze biti linearno uredenje, zato §to bismo u tom slucaju, na osnovu
Df,f’pﬂ‘ > 1, $to bi, na osnovu tvrdenja 6.3.6 (b),

impliciralo da je =, # =, a to je kontradikcija. O

stava 6.3.10, imali da je

Teorema 6.3.11 Neka je X mneprazan skup i neka p € Irreflx. Ako je
relacija p reverzibilna, tada je preslikavanje F' : D, — D,, definisano sa
F([pUAal.,) :=[pUAxe]~, dobro definisano, i pri tome je

<Dpa Sc) gF <Dp7 Sc)>k

Dokaz. Neka je A,B C X. Ako je [pU Ay, <¢ [pU Ap]~., tada je
pUA, <. pUAp, odakle, na osnovu tvrdenja 6.3.1 (b) i tvrdenja 8.2.1
(e), postoji f € Aut(p) takvo da je f[A] C B, odnosno, s obzirom da je f
bijekcija, f[A] D B¢. Tada imamo da f~! € Aut(p) i da je f~}[B¢] C A,
Sto, prema tvrdenju 6.3.1 (b) opet, implicira da je p U Apge <¢ p U Age, tj.
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da je [p U Agc]e, >c [pU Ape]o.. Analogno, [pU Axclo. >¢ [pU Apge]n.
implicira da je [pU Ax]~, <. [pU Ap]~.. Dakle, imamo da je

[pUAAl~, <c[pUAB]., = [pUl4e]r, 2c[pUApe]n,,

Sto znaci da je F' : (D,,<.) = (Dp,>¢) = (D,, <.)* dobro definisano,
injekcija, kao i utapanje. Jasno je da je F' surjekcija, Sto znaci da je F
izomorfizam. a

U odredenom smislu, vazi i obrat teoreme 6.3.11. Naime, za |X| < w,
defini§imo da je D, := D,. A ako je |X| > w, neka je tada

o n,| X]| [X|n
DP'_UnEUJDP UUnEwDP :

Teorema 6.3.12 Neka je X beskonacan skup i p € Irreflx, @ neka je pres-
likavanje G : 15,) — l~)p dato sa G([pUAa]~,) = [pUAxc]~,.. Tada imamo:
(a) Preslikavanje G je dobro definisano i bijekcija;
(b) <ﬁp, <) =a <l~)p, <¢)* akko je relacija p reverzibilna.

Dokaz.

(a) Ako je pUA A ~c pUABR, zaneke A, B € [ X]|<w Xy [X]Xl<w tada
i samo tada je A =, B, §to je, na osnovu tvrdenja 6.3.2 (d), ekvivalentno
sa A° =, B°, odnosno sa [pU Age]~, = [pU Apge]~,. Zakljuéujemo kako
je preslikavanje G dobro definisano, i kako je injekcija. Jasno je da je G i
surjekcija, Sto znaci da je G : ]_N)p — ]_~7p bijekcija.

(b) («) Ako je relacija p reverzibilna, tada, na osnovu teoreme 6.3.11,
imamo da je (D,, <.) =p (D,, <.)*,ipritome je G = F‘f)p' Odatle direktno
sledi da je <l~7p, <¢) =g (lN)p, <o)*.

(=) Pretpostavimo suprotno, da je <l5p, <c) Za <l~?p, <.)*, ali da relacija
p nije reverzibilna. Tada, na osnovu tvrdenja 8.2.1 (g), postoji f € Cond(p),
takvo da je flp] € p. Neka je {z,y} € [X]? takvo da (x,y) € p, a da
(z,w) i= (f(2), f(5)) € p. Tada je

’Pf{z,w}’ > ’(f[ﬁ]) r{z,w}‘ = ‘(f[/?]) rf[{x,y}}‘ = ’Pf{x,y}‘~ (6.3)

Kako je f bijekeija i f[{z,y}] = {z,w}, imamo da je f[{z,y}] = {z,w}, pa
kako f € Cond(p), na osnovu tvrdenja 6.3.1 (b) imamo da je pU Ay, 1ye <e¢
py A{z,w}ca tj. [pU A{z,y}C]Nc <:[pU A{z,w}c]~c~ Kako je G : <Dp, <c) —
(Dp, >¢) izomorfizam, imamo da je [pUA(, 1]v. >¢ [PUAL; )]~ 0dnosno
da je pUAg, 1 = pUAL, 1. Sada, na osnovu tvrdenja 6.3.1 (b) sledi da
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postoji g € Cond(p), takvo da je g[{z,w}] = {z,y}. Tada je g[p] C p, pa
vazi

‘P r{m,y}‘ > ‘(Q[P]) r{z,y}‘ = ‘(9[9]) Fg[{z,w}]‘ = ‘g[pf{z,w}]’ = ‘Pf{z,w}‘,
a to je kontradikcija sa (6.3). O

Tvrdenje 6.3.13 Neka je X neprazan skup i neka p € Irreflx. Tada, za
n € w, imamo da je preslikavanje H : DZ"X|_n — DLX‘_”’n, definisano sa
H([pUA4]~,) = [pUAxc]~., dobro definisano i bijekcija, i pri tome vazi

(DpIXIn, <) 2y (DY, <) (6.4)

Dokaz. Za A, B € [X]*XI=" imamo da je [pU A4] <. [pU Ap]~, akko je
pUAA < pUAB, tj. A=, B, ato je, na osnovu tvrdenja 6.3.2 (d), ekviva-
lentno sa A° <, B¢, §to je dalje ekvivalentno sa pUA gc <. pUApe, odnosno
sa [pUAgeln, <c [pUApe],. Dakle, H : (D17 <y 5 (DIXI7mn < )
je dobro definisano, injekcija, kao i utapanje. Jasno je da je H surjekcija,
§to znadi da je H izomorfizam. O

Tvrdenje 6.3.14 Neka je X neprazan skup i neka p € Irreflx. Tada, za
svako n < min{w, | X|+ 1}, imamo:
a) Relacija p je reverzibilna = pose TR L) je antilanac;
Relacija p j ibil t (DrXl < til
(b) Relacija p je reverzibilna = poset (DLX‘_n’n, <.) je antilanac.
Ako je n > 2, tada, i pod (a) i pod (b), umesto ,,= " imamo ,,<=".

Dokaz.

(a) (=) Pretpostavimo suprotno, da p € Revy, (X) ali da (D ,<e)
nije antilanac. Tada postoje A4, B € [X]|™XI=" takvi da je pUA 4 <, pUAR.
Tada je A <, B, pa, na osnovu tvrdenja 6.3.7, imamo da je A =, B, tj.
pUA4 ~:. pUAB, a to je kontradikcija.

(<) Dokazac¢emo kontrapoziciju. Ako p & Revp,(X), tada, na osnovu
tvrdenja 8.2.1 (g), postoji f € Cond(p) takvo da je f[p] C p. Neka je
{x,y} € [X]? takvo da (x,) € p, a da (z,w) := (f(x), f(y)) € p. Uzmimo
proizvoljne A, B € [X]|™X|=" takve da je {z,y} C A, {z,w} C Bi f[A] = B.
Posto su skupovi A i B konaéni, tada je

n,|X|-n
p

‘PTB’ > ’(f[ﬂ]) TB’ = )(f[ﬁ]) [f[A}‘ = ’f[PfA]’ = ‘PTA‘- (6.5)

Takode, na osnovu tvrdenja 6.3.1 (b) je pUA 4 <. pUAp. Dokazatemo da
je pUAB £, pUA 4. Ako pretpostavimo suprotno, tada, na osnovu tvrdenja
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6.3.1 (b) opet, postoji g € Cond(p) takvo da je g[B] C A, pa kako su Ai B
konacni skupovi iste veli¢ine, imamo da je g[B] = A. Tada je g[p] C p, pa
vazi

)

‘MA‘ > ‘(g[ﬂ]) fA‘ = ‘(g[p]) rg[B]‘ = (g[pr]( = ‘pr

a to je kontradikcija sa (6.5). Dakle, imamo da je pUA 4 <. pUApg, §to znaéi

dasu [pUA4l~, i[pUAB]~

pa taj poset nije antilanac.
(b) Sledi na osnovu (a) i tvrdenja 6.3.13. 0

e . . X|-
razli¢iti uporedivi elementi u <D:f’| | " <),

c

Primer 6.3.15 Relacija p € Irrefl, \ Revy, (w), takva da je poset (D;’w, <¢)
antilanac.

Neka je Grado := (w, p) jedinstveni prebrojivi ultrahomogeni univerzalni
graf (Radoov graf, ili Erdés-Rényiev graf [13, 74]). Tada struktura Grado
nije reverzibilna (videti tvrdenje 2.2.3 (g)). Kako je struktura Graqo ireflek-
sivna, za proizvoljne A, B € [w]'* imamo da postoji ¢ € Iso(A,B). Posto je
GRado ultrahomogena struktura, zaklju¢ujemo da postoji f € Aut(p), takvo
da je ¢ C f. Tada je f[A] = B, pa, na osnovu tvrdenja 6.3.1 (b), sledi da
je A <, B. Analogno se dokazuje da jei B <, A, dakle, A =, B. Sada, na
osnovu tvrdenja 6.3.6 (b), imamo da je

D] = |lwl™ /=, | = 1,

sto znaci da je poset <D,1,’w, <.) antilanac.

Ako u Radoovom grafu dodamo konacan broj ivica, opet ¢emo dobiti
Radoov graf (videti [3]). Odatle, s obzirom da je Radoov graf univerzalni ul-
trahomogeni prebrojivi graf, na osnovu tvrdenja 6.3.1 (b) lako zaklju¢ujemo
kako su poseti <D;2,’w, <c) i <D2’w, <.) lanci tipa, redom, 2 i 4, dok poseti
(D, <.), za n > 4, nisu ni lanci ni antilanci.

Ako je k konacan kardinal, neka je ,; := otp(k +1). A ako je x beskonacan
kardinal, neka je

0y := otp (<{u€Card:,u§/<c},§>+<{M€Card:u</€},§> )
Tada imamo da je, za «a € Ord,
0o, =otplw+a+1+ (w+a)) =otp(w+a+1+a* +w"). (6.6)

Specijalno, 6, = otp(w + 1 4+ w™).
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Tvrdenje 6.3.16 Neka je X neprazan skup i neka p € Irreflx. Tada poset
(Dp, <¢) sadrzi lanac tipa 0, x.

Dokaz. Neka je |X| = £ > 0. Ako je k = n € N, i ako je X =
{zg,z1,...,2n_1}, neka je tada

£ = {@, {l’o}, {$0,$1}, ey {.CE(),$1, e ,l’nfl}}.

A ako je k > w, izaberimo tada skup £ C P(X) na sledeéi nac¢in: za proiz-
voljno Y € [X]®" i za proizvoljne bijekcije f: k =Y ig:k — X \ Y, neka
je

L:={fla] :aernCard} U{Y}U{X \ g[f] : 8 € kN Card}.

Tada je jasno kako je (£, C) lanac tipa 6 x| u posetu (P(X), C), i kako je
|£ N [X]*Y| =1, za sve u,v € Card, takve da je u+ v = | X|. Definisimo
preslikavanje G : P(X) — D, na slede¢i nacin: G(A) := [p U Ayl~,, za
ACX. Akoje AC B, tada je pUA 4 C pUAp, pa je, na osnovu tvrdenja
6.1.2 (b),

G(A) =[pUAa]~. <c [pUAB]~. = G(B).

Dakle, imamo da G € Hom((P(X), C),(D,, <.)). Ako je G(A) = G(B), za
neke A,B € L, A # B, tada je pU Ay ~. pU Ap, sto je ekvivalentno sa
A =, B, odakle, prema tvrdenju 6.3.6 (a), sledi da je A = B, a to implicira
da je |£ N XX > 2 5t0 je kontradikcija. Dakle, G [z : £ — D, je
injekcija, odakle sledi da G [z € Mono((L, C), (D,, <.)). Kako je, na osnovu
leme 1.3.1 (a),

Mono ((£, ), (Dy, <)) = Bmb ((£,C), (D), <)),
imamo da se (£, C) < (D, <.), i pri tome je otp((L, C)) = 0 x|. O

Primer 6.3.17 Relacija p € Irrefl,,, takva da poset (D,, <.) sadrzi lanac
tipa 0., .
Neka je prebrojiva binarna struktura X = (w, p) disjunktna unija

X=U,G6,ul,D,ulU,1,

gde je D, w-linearni digraf (videti (2.3)), a G, w-linearni graf. Tada je
struktura X irefleksivna i nereverezibilna. Neka su A, B,C € [w]“*, takvi
da je

C=Gw, B=D,, A={J,1, i (w\Aplaa) =X
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Tada je jasno kako su skupovi A, B i C po parovima disjunktni, i, na osnovu
tvrdenja 6.3.1 (b), imamo da je

pUAL <. pUAB <. pUAc. (6.7)

Nekasu f:w — Aig:w — C° bijekcije. Defini§imo skupove A, B,C C
P(w) na sledeéi naéin:

A:={fn] :newU{A,B,C}U{w\ g[m]:m € w},

B:={fln] :new}U{A},

C:={C}U{w\ gm]:m e w}.
Tada su (B, C) i (C, C) lanci tipa w+1 i, redom, 14 w* u posetu (P(X), C),
i vazi da je |[AN [w]¥¥| = 3, kao i da je |BN [w]*| = |C N [wr¥| < 1,
za sve u,v € Card, takve da je p + v = w. Ako definiSemo preslikavanje
G:(P(X),C) = (D,, <) sa G(A) := [pU Ay]~,, tada, na isti nac¢in kao u
dokazu tvrdenja 6.3.16, zaklju¢ujemo kako su G [ i G [¢ utapanja. Tada
imamo da je

GlA] = GIBU{A, B,C} UC] = GIB]UG[{A, B,C} UG[C] =

= GBIV {[pU Al [pU AB] [ U Ac], } UGICL

Sada, imamo da je [p U Ay]~, maksimum u lancu G[B], i minimum u lancu
G[{A, B,C}], i isto tako, imamo da je [pU A¢]~, minimum u lancu G[C], i
maksimum u lancu G[{A, B, C}]. Odatle, s obzirom da je otp(B) = w + 1 i
otp(C) = 1 4+ w*, na osnovu (6.7) zakljucujemo kako je G[A] lanac u posetu
(D,, <¢), tipa 6,,, = otp(w + 3 + w*).

Uvedimo, za p € Irreflx i za A, B C X, slede¢u oznaku:
A<,B <= A<,BNA%,B.

Primer 6.3.18 Relacija p € Irreflx, takva da poset (D,, <.) sadrzi lanac
tipa ¢ := otp((Z, <)).
Neka je X := (Z, p) prebrojiva binarna struktura, pri ¢emu je p € Irrefly
dato sa
p={(n,n+1):neZiU{(n+1,n):n¢€w}.

Ako, za dato k € Z, definisemo funkciju f € Sym(Z) na sledeéi nacin:

fe(n):=n+k, za necz,
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tada imamo da je Aut(p) = {idz}, dok je Cond(p) = {fi : k € w}. Dakle,
relacija p je rigidna, ali nije reverzibilna. Na osnovu tvrdenja 6.3.1 (b) i
tvrdenja 6.3.2 (d), lako se vidi da vazi

A=,B < A=B, zasve A, B € [Z““U[Z*“<,

pa je, na osnovu tvrdenja 6.3.6 (b), |Dp*| = |[Z]"*| = w, i takode je
|Dy"| = |[Z]“"] = w, za sve n € w. Tada, na osnovu tvrdenja 6.3.1 (b),
imamo da vazi

=y {_2} =p {_1} =p {0} =p {1} =p {2} =p s

sto znadi kako je {[pU {(k,k)}~. : k € Z} lanac tipa ¢ u posetu (D", <.).
Sada se lako se vidi kako i u posetu (D, <.) takode postoji lanac tipa ¢,
za n > 2, pa, na osnovu tvrdenja 6.3.13, imamo da i u posetu (D", <)
postoji lanac tipa (, za svako n € N. Na kraju, ako definiSemo skupove
Ay = (=00, klz, za k € Z, tada vazi

Ay -<pA_1 -<pA1 -<pA2 =p
Sto znaci da i u posetu (D, <.) takode postoji lanac tipa (.
Poset (D,, <.) moze biti maksimalan (u smislu tvrdenja 6.3.5), kao i mini-
malan (u smislu tvrdenja 6.3.16).

Teorema 6.3.19 Neka je X neprazan skup i neka p € Irreflx. Tada imamo:
(a) Ako je G : P(X) — D, dato sa G(A) := [pU A4l~,., tada vaZi:

G je injekcija <= relacija p je reverzibilna i rigidna.

U tom slucaju je (P(X),C) Zq (Dp, <)
(b) Ako je relacija p jako reverzibilna, ili je p netranzitivni troelementni
turnir, tada je (D, <c) =0 x|.

Dokaz.

(a) Imamo da je G injekcija akko vazi A = B < [pUA4]~, = [pUAB]~.,
odnosno A = B & A =, B, a to je, na osnovu tvrdenja 6.3.2 (b), ispunjeno
akko p € Revr, (X) N Rigy, (X).

U tom slucaju, imamo da je G : P(X) — D, bijekcija, i na osnovu
tvrdenja 6.3.2 (b), sledi da je <, = C. Sada, za A, B C X, imamo da je
A C B akko je A <, B, a to vazi akko je pU A4 <. pUAp, ili ekvivalentno

G(A) = [pU A, <c [pUAE]., = G(B),
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Sto znaci da je G : (P(X),C) — (D), <.) izomorfizam.

(b) Ako je relacija p jako reverzibilna, ili je p netranzitivni troelementni
turnir, na osnovu teoreme 6.3.8 imamo da je =, = =. Tada, na osnovu
tvrdenja 6.3.5, imamo da je

(Dp; <c) Z(P(X) [ =p, <p) = (P(X) /=, <p) = {IXI": ptv = [X]}, <)

Neka je h : P(X) — P(X)/ = prirodno koli¢nicko preslikavanje. Ako je
A C B, zaneke A, B C X, tada je, na osnovu tvrdenja 6.3.2 (a),

[Al= = [Al, <, [Bl=, = [Bls,
sto znaci da h € Hom((P(X), C), (P(X) /=, <,)). Neka je dalje £ lanac tipa

0)x) u posetu (P(X),C), takav da je |£ N [X]*¥] = 1, za sve u,v € Card,
takve da je p + v = |X| (videti dokaz tvrdenja 6.3.16). Ako je h(A) =
h(B) za neke A,B € L, A # B, tada je A = B, a to implicira da je
|£ 0 [X]AHXAA > 2] 5to je kontradikeija. Dakle, h |, : £ — P(X) /= je
injekcija, Sto znaci da h | o € Mono((L, C), (P(X)/ =,<,)). Kako je, na
osnovu leme 1.3.1 (a),

Mono ({£,9). (P(X) /+.<,) ) = Bub ((£.9). (P(X) /£ %)),

imamo da je h [, : (£,C) — (P(X) /=, <,) utapanje, i, s obzirom da je h
surjekcija, to je izomorfizam, §to kompletira dokaz. a

Primer 6.3.20 Primer 6.3.17 je poucan, ali, ako iskoristimo teoremu 6.3.19
(a), mozemo zakljuciti puno vise. Neka je p € Irrefl,, endo-rigidna binarna
relacija na skupu w (tj. End(p) = {id, }, videti [88]). Jasno je da je tada i
Cond(p) = {idy }, pa, na osnovu (6.2), imamo da je relacija p irefleksivna,
reverzibilna i rigidna. Sada, na osnovu teoreme 6.3.19 (a) imamo da je
(Dp <o) = (P(w), ).

Pokazac¢emo da poset (D,, <.) sadrzi lanac tipa 0, , za svako a < wr,
tako sto ¢emo konstruisati lanac tog tipa u posetu (P(w), C). Neka je a < wy
dati prebrojiv ordinal. Neka je dalje w = AU B particija skupa w, pri ¢emu
AB € [w*Y inekasu f:w+a — Aig:w+ a — B bijekcije. Tada
imamo da je

L:={f[A]:B<w+atU{A}U{w\gh]: v <w+a}

lanac tipa 6,,, = otp(w + @ + 1 + (w + a)*) u posetu (P(w), C).

A da li u posetu (D,,<.) postoji lanac tipa 0.,, za neko 8 > w?
Odgovor na ovo pitanje je negativan, zato §to bi u suprotnom postojao nepre-
brojiv dobro ureden lanac u c.c.c. Booleovoj algebri (mrezi) (P(w), C), a to
je kontradikcija s teoremom 1.4.5.
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U vezi s teoremom 6.3.19 (a), postavlja se pitanje da li postoji p € Irrefly,
takvo da je (D,, <.) = (P(X), <), a da pri tome relacija p nije reverzibilna,
ili da p nije rigidna. Ako takva struktura X postoji, tada X mora biti
beskonacan skup.

Tvrdenje 6.3.21 Ako je skup X konacan i ako p € Irreflx, tada imamo
da je (D,,<.) = (P(X),C) akko je relacija p rigidna®.

Dokaz.

(«=) Posto su sve konacne relacije reverzibilne, ovaj smer sledi direktno
na osnovu teoreme 6.3.19 (a).

(=) Neka je |[X| = n € N. Pretpostavimo da relacija p nije rigidna.
Tada je, na osnovu tvrdenja 6.3.2 (b), Ap(x)y & =), pa postoji B C X takvo
da je |[B]=,| > 2. Kako je

2" = |P(X)] = |Uais, epcxy/=, [Al=o| = Lz, erc/=, 1A=

na osnovu toga, s obzirom da su sve klase neprazni skupovi, i da postoji
jedna koja nije singlton, zaklju¢ujemo kako je |P(X) /=,| < 2". Na osnovu
tvrdenja 6.3.5 imamo da je

1Dl = |P(X) /=, <2,

odakle sledi da je (D,, <.) 2 (P(X), Q). O

U vezi s teoremom 6.3.19 (b), postavljaju se sledeéa otvorena pitanja:

1. Da li postoji p € Irrefly, takvo da je (D,, <.) lanac koji nije tipa
0)x|? U nastavku ¢emo pokazati da, ako takva struktura X postoji, da tada
skup X mora biti beskonacan, i da relacija p mora biti nereverzibilna, kao
D;’lx“ = 1 (videti teoremu 6.3.22 i teoremu 6.3.23). U

primeru 6.3.15 pokazano je kako relacije koje zadovoljavaju navedene uslove
postoje.

2. Da li postoji p € Trrefly, takvo da je (D,,<.) = 0x|, pri cemu
je =, # =7 Ili ekvivalentno, da li postoji relacija p € Irrefly koja nije
jako reverzibilna, i koja nije netranzitivni troelementni turnir, za koju je
(Dp, <¢) = 0)x|7 U nastavku ¢emo pokazati, ako takva struktura X postoji,
da tada relacija p mora biti nereverzibilna, i da skup X mora biti prilicno
velik. Naime, tada mora biti |X| > w,, (pogledati teoremu 6.3.25).

i1 da mora vaziti

5Primetimo kako su sve konacne relacijske strukture reverzibilne.
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Teorema 6.3.22 Neka je X neprazan skup i neka je p € Irreflx reverzibilna
relacija. Tada su sledeéi uslovi ekvivalentni:

(a) Poset (D,,<.) je lanac;

(b) (Dp, <c) = 0xy;

(¢c) Relacija p je jako reverzibilna, ili je p netranzitivni troelementni
turnar.

Dokaz. (c)=(b) sledi na osnovu teoreme 6.3.19 (b), a (b)=(a) je direktno.

(a)=(c) Ako je |X| =1, tada je p = 0 € sRevp,(X). A ako je |X|> 2,
tada, posto je p reverzibilna, na osnovu tvrdenja 6.3.14 (a), imamo da je
poset <Dg"X|_n, <.) antilanac, koji je sadrzan u lancu (D,, <.). Dakle, to
je singlton, pa, na osnovu tvrdenja 6.3.6 (b), sledi da je

7X_ — — 7_X'—
X)X =, | = DXt

:]‘7

za n < min{w, |X| + 1}. To znaéi da, za proizvoljne A, B € [X]™IX|=",
imamo da je A =, B, odakle, na osnovu tvrdenja 6.3.2 (c), sledi da je A = B.
Dakle, struktura (X, p) je monomorfna, pa, na osnovu tvrdenja 2.2.11 (c) i
primera 8.1.4, zakljucujemo kako je tada relacija p jako reverzibilna, ili je p
netranzitivni troelementni turnir, ili je p linearno uredenje.

Ako pretpostavimo da je p linearno uredenje, pri ¢emu je | X| > 2, tada
je moguce:

1. w* ¥ (X, p). To znaci da je p dobro uredenje, tj. rigidna i reverzibilna
relacija, pa je, na osnovu tvrdenja 6.3.19 (a), (D,, <.) = (P(X), <), a to je
kontradikcija.

2. w (X, p). Tada opet, slicno kao iznad, dobijamo kontradikciju.

3. w= (X,p) iw* = (X,p). Tada postoje disjunktni lanci A, B C X,
takvi da je A 2 w i B = w*. Sada se, na isti nacin kao u dokazu stava 6.3.10,
dokazuje da je pUA4 £ pUAR,idaje pUAp & pUAy, Sto znaci da su
[PUAA]~, 1 [pUAB]~, dva razli¢ita neuporediva elementa u lancu (D, <),
a to je kontradikcija.

Dakle, relacija p je jako reverzibilna, ili je p netranzitivni troelementni
turnir. a

Uvedimo, za p € Irreflx i za A, B C X, slede¢u oznaku:
All,B <= A4,BANBH,A.

Teorema 6.3.23 Neka je X neprazan skup i neka p € Irreflx . Ako je poset
(D, <¢) lanac, tada je ’Dé’l)ﬂ*l’ = ‘DLXPM’ =1.
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Dokaz. Ako je X konacan skup, tada je p reverzibilna relacija, pa, ako
je (Dp, <¢) lanac, na osnovu teoreme 6.3.22 imamo da je relacija p jako
reverzibilna, ili je p netranzitivni troelementni turnir. Odatle je, prema
teoremi 6.3.8,

‘D;,\X|—1‘ _ ’DLX|—1,1‘ -1

Pretpostavimo stoga da je X beskonac¢an skup, i pretpostavimo suprotno®,
da je (D,, <) lanac i da je ’D;"X“ > 1. Razmotri¢emo sledeée slucajeve:

1. ‘D;"Xl‘ = 2. Tada je, na osnovu tvrdenja 6.3.6 (b),

XM =, = { e, s, §

gde je |[{2}]=,| = &, [[{yH=,| = A1 s+ A = |[[X]5X] = |X], i neka je pri

tome, bez ograni¢enja opstosti,

{z} <, {y}. (6.8)

Moguce je:
e r < A = |X]. Neka je tada A := U[{z}]z, i B := UB, gde je

KyA
Be |y},
jasno da je B £, A. Ako bismo pretpostavili da je A <, B, tada bismo,
prema tvrdenju 6.3.1 (b) opet, imali da postoji f € Cond(p) takvo da je
f[A] C B, odakle bi sledilo da je

proizvoljno. Tada je, na osnovu (6.8) i tvrdenja 6.3.1 (b),

7A€ A= i,

a to je, zbog (6.8), nemoguce. Dakle, imamo da je A ||, B, §to znaci da su
[pUAAl~. 1 [pUAB]~
a to je kontradikcija.

e |[X| =k > A Neka je tada B := U[{y}l=z, 1 4 := UA, gde je

A

A e [[{x}]zp proizvoljno. Tada je, zbog (6.8), A° £, B°. Ako bismo
pretpostavili da je B¢ <, A€, tada bi postojalo f € Cond(p), takvo da je
f[B€] C A€, odakle bi sledilo da je f~1[A] C B, ato je, zbog (6.8), nemogude.
Dakle, imamo da je A€ ||, B¢, sto znaci da su [pU Axc]~, i [pUApe]~, raz-

s . . X
razli¢iti neuporedivi elementi u lancu (D;" ‘, <e¢),

c

liciti neuporedivi elementi u lancu (DLX"’\7 <), a to je kontradikcija.

5Na osnovu tvrdenja 6.3.13 je |D;"X|| = |D,‘JX|’1|.
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2. ’D;"XW = 3. Tada je, na osnovu tvrdenja 6.3.6 (b),
X =, = {{eda, o, (s, )

gde e [[{a})=, | = . [{wHl=,| = A [{2))=, | = i Ao = [X)1] =
| X|, i neka je pri tome, bez ograni¢enja opstosti,

{z} <, {y} <, {z}. (6.9)

Moguce je:

e |[[{y}]=,| > 2. Uzmimo tada razlicite singltone {y1}, {y2} € [{y}l=,-
Sada se, na osnovu (6.9) i tvrdenja 6.3.1 (b), lako dokazuje da je {z,z} ||,
{y1,y2}, Sto znaéi da su [pU Ay, 3]~ 1 [pU A, yo1]~, razliciti neuporedivi

elementi u lancu <D3’|X‘, <¢), a to je kontradikcija.

e {y}=, = {{y}}. Tada je x + p = |X|. Sada se, na slican nacin kao u
prvom slucaju, uz razmatranje slucajeva k < p = |X| i |X| = k > p, dobija
kontradikcija (naime, singlton {y} = [J[{y}]=, ne moze nista da pokvari).
L\Xl‘

3. ’Dp > 4. Tada postoje x,y, z,w € X takvi da je

{z} <, {y} <, {2} <, {w}. (6.10)

Sada se, pomocu (6.10) i tvrdenja 6.3.1 (b), lako dokazuje da je {x,w} ||,
{y, 2}, 8to znaci da su [pU Ay, unrl~ 1 [p U Ay 2y]~, razliciti neuporedivi
elementi u lancu <D§’|X‘, <¢), a to je kontradikcija.

Kako smo u svim slucajevima dobili kontradikciju, zaklju¢ujemo da je
‘D})"XW = 1, odakle, na osnovu tvrdenja 6.3.13, sledi da je i ’DLXM‘ =11

dokaz je zavrsen. a

Lema 6.3.24 Neka je skup X beskonacan i neka p € Trrefly. Ako je
‘D;J7|X‘ — ’D'pX‘vw

tranzitivan turnir.

= 1, tada je relacija p jako reverzibilna, ili je p ne-
Dokaz. Neka A, B € [X]*X]. Tada A¢, B € [X]X%. Na osnovu tvrdenja
6.3.6 (b) imamo da je

Xl =, | = DXl =1 gl =, | = |DiXie| = 1.

To znaci da je A =, B, kao i da je A° =, B°. Sada, na osnovu tvrdenja
6.3.1 (b) zaklju¢ujemo da postoje kondenzacije f,g € Cond(p), takve da je
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f[B] € Ai g[A°] C B¢ odnosno, s obzirom da je g bijekcija, g[A] 2 B.
Tada, na osnovu tvrdenja 1.1.4 (b) imamo da g~! € ACond(p), i pri tome
je g~1[B] C A. Dakle, zakljutujemo kako za sve A, B € [X]*X| imamo da

3f € Cond(p) f[B] C A, (6.11)

kao i da
Jh € ACond(p) h[B] C A. (6.12)

Uzmimo Y € [X]“IX! i neka je Hy = {{z,y} € [Y]? : ~zpy A ~ypzx},
Hy = {{z,y} € [Y]? 1 apy Aypr} i Hy = {{z,y} € [Y]* : zpy Y ypx}.
Na osnovu Ramseyeve teoreme (teorema 2.2.9) postoji A € [Y]* C [X]IX]
takvo da je [A]? C H;, za neko i € {0,1,2}:

1. Ako je i = 0, tada je struktura A prazna relacija. Za proizvoljno
B e [X]*XI na osnovu (6.11) zakljuéujemo kako je B takode prazna relacija.
Dakle, struktura (X, p) je prazna relacija.

2. Ako je i = 1, tada je struktura A kompletan graf. Za proizvoljno
B € [X]“!X], na osnovu (6.12) zakljuéujemo kako je B takode kompletan
graf. Dakle, struktura (X, p) je kompletan graf.

3. Ako je i = 2, tada je struktura A turnir. Za proizvoljno B € [X]
na osnovu (6.11) i (6.12) zakljucujemo kako je B takode turnir. Dakle,
struktura (X, p) je turnir. U tom slu¢aju, na osnovu stava 6.3.10 imamo da
relacija p nije tranzitivna. O

wX|

Teorema 6.3.25 Neka je | X| < w, i neka p € Irrefly. Tada imamo da
je (Dp, <¢) = 0,x| akko je relacija p jako reverzibilna, ilv je p netranzitivni
troelementni turnir.

Dokaz. Ako je X konacan skup, tada, s obzirom da su konacne relacije
reverzibilne, tvrdenje sledi na osnovu teoreme 6.3.22. Pretpostavimo dalje
da je skup X beskonacan, i da je |X| < w,. Tada imamo da je | X| = wy, za
neko k € w. Sada, na osnovu (6.6) imamo da je

0 x| =otplw+k+1+k+w")=otplw+1+w"), gdejel=2k+1€N.

(<) Ovaj smer sledi na osnovu tvrdenja 6.3.19 (b).
(=) Pretpostavimo da je (D,, <) = 0 x|. Tada imamo da je

<Dp7 §c> gH P + Q + R, (613)

gdejeP=w, R=w*, aQ ={q,q1,...,q-1}, pri ¢emu je qo < q1 < g2 <
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Stav 6.3.26 Ako je |A| > w i |A°| > w, tada H([pU Axl~,) € Q.

Dokaz. Neka je |[A| =k > w i |[A°] =X > w, pri ¢emu je k + XA = |X|. S
obzirom da je
D,=H'[PlUH'QUH R

particija lanca (D, <.) na tri konveksna dela, imamo slede¢e moguénosti:

1. [pUA4]~, € H7'[P] 2 w. Tada, s obzirom da je A # (), imamo da je
([pUA4]~)d = (n,<), zancko n € N. Ako je f: kK — A bijekcija, jasno je
kako je tada L1 := {f[a] : @ € kN Card} dobro ureden lanac u (P(X), C),
takav da je otp(L£1) > w, i takav da je |[£1 N [X]*Y| < 1, za sve u,v € Card,
takve da je 4+ v = |X|. Ako definiSemo preslikavanje G : P(X) — D, na
sledeéi nacin: G(A) := [pU Aal~,, za A C X, tada se, na isti na¢in kao u
dokazu tvrdenja 6.3.16, dokazuje da

G [111 € Emb«[’la g>’ <DP’ §C>)

Kako je A gornje ogranic¢enje za lanac £ u posetu (P(X),C), i kako G €
Hom((P(X), <), (D), <)), i fla] # A za o € kN Card, zakljucujemo da se

L1 = ([pUBal~ ) = (n, <),

a to je kontradikcija s ¢injenicom da je otp(Ly) > w.

2. [pUAA]~, € H7'[R] = w*. Tada, s obzirom da je A # X, imamo da
je ([pUA 4]~ )T = (n,<)*, zanekon € N. Ako je g : A — A bijekcija, jasno
je kako je tada Lo := {X \ ¢g[f] : § € AN Card} inverzno dobro ureden lanac
u (P(X), <), takav da je otp(L3) > w, i takav da je |[Lo N[X]*Y] < 1, za
sve u,v € Card, takve da je u + v = |X|. Za preslikavanje G : P(X) — D,,
definisano u 1. slucaju, takode imamo da

G rﬁz S Emb((‘C?a g)? <Dpa §C>)

Kako je A¢ donje ogranicenje za lanac Lo u posetu (P(X),C), i kako G €
Hom((P(X),C),(D,,<¢)), i X\ f[B] # A° za f € AN Card, zakljucujemo
da se
Ly = ([pUAa]~)T = (n, <) = (n, <),

a to je kontradikcija s ¢injenicom da je otp(L}) > w.

3. [pUAU]~, € HYQ]. Tada H([pU A4l~.) € Q. O

Na osnovu stava 6.3.26 imamo da je H[Uu,uZw/\u+V:|X| Di¥] C Q, odakle,
s obzirom da su svi skupovi D} neprazni, sledi da je

=izl U o= Y -

v 2wAptv=|X]| v 2wAputr=|X|
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k—1 k-1
= Z |D;)i7t%-‘ + ’D‘;k’wk‘ + Z ‘D;jk,wz'| >2%k+1=1,
i=0 i=0
a to implicira da je
|DEY| =1, za sve p,v > w, takve da je p+v = |X|. (6.14)
Specijalno, imamo da je ‘D;J"Xw = ’DLX"“" = 1, odakle, na osnovu leme

6.3.24, sledi da je relacija p jako reverzibilna, ili je p netranzitivan turnir.
Na osnovu primera 9.3.9 zaklju¢ujemo kako je, u svakom sluc¢aju, relacija p
reverzibilna. Sada, na osnovu teoreme 6.3.22 imamo da je relacija p jako
reverzibilna. O

Skupovi D,

~c

Neka je X neprazan skup i neka je R C Irrefly. Definisimo tada skup
Dr = Uyer Do Specijalno, ako je R = [p]~, za neko p € Irrefly, imamo
da je

Dy = Usefp)., Do

Tvrdenje 6.3.27 Neka je X neprazan skup, i neka p,o € Irreflxy. Tada
1mamo:

(a) DyN Dy # 0 < preo;

(b) p= o= D,=D,. Ako p € wRevr,(X), tada vazi i obrat;

(¢) {pl~e, [P U Ax]n} € Noepp), Do

Dokaz.

(a) (<) Ako je p ~c 0, tada [p]~, = [0]~, € D, N D,

(=) Pretpostavimo da je [pUA4]~, = [fUAR]~,, zaneke A, B C X, tj.
da je pUA4 ~. 0 UAp. Tada, na osnovu leme 6.2.16 postoje kondenzacije
f € Cond(p,0) i g € Cond(o, p), $to znaci da je p ~ o.

(b) Neka je p = o, i neka [p U Ayl € D), za neko A C X. Tada, na
osnovu tvrdenja 1.1.5 (a), postoji f € Sym(X) takvo da je p = flo]. Sada
je, za B := f~1[A], na osnovu tvrdenja 1.1.2 (e),

floUAB] = flo]U fl[AB] = pU App) = pU Ay,

odakle je, na osnovu tvrdenja 1.1.5 (a) opet, pUA4 = 0 UAp, §to implicira
da je pUAZ ~. 0 UABR, tj.

[pUAAl~, = [0 UAB|~, € D,.
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Dakle, imamo da je D, C D,. Druga inkluzija dokazuje se analogno, pa je
D, = D,.

Obratno, ako p € wRevy,(X) i ako je D, = D,, tada, na osnovu (a)
sledi da o € [p]~,. Na osnovu tvrdenja 8.3.1 imamo da je [p]., = [p]~, pa
jep=o.

(c) Neka je o € [p]~, proizvoljno. Tada je [p|~, = [0]~. € D,. Na
osnovu leme 6.2.16, p ~. o implicira da je pUAx ~. 0 U Ax, pa je

[pU Ax}NC = [0’ U Ax]NC eD,.

Dakle, {[g]~..[0U Ax]n,} C Dy, za svako o € [p]. 0

U vezi s tvrdenjem 6.3.27 postavljaju se sledeca otvorena pitanja:

1. Dalivazi p =0 < D, = D,, za sve p,o € Irreflx? 1li ekvivalentno,
da li postoje relacije p € wRevr,(X)io € [p]~, \ [p]~ takve da je D, = D,?

2. Da li postoje relacije p ¢ wRevy, (X) i 0 € [p]~. \ [p]~ takve da je
Dy, Dy = {[p]~., [pU Ax]~ }?

Primer 6.3.28 Dve relacije pg, o¢ € Irrefl,, takve da je pg ~. 09, ali da je
pri tome Dy, # Doy i Dypgy . 7 Dpy-

Neka su p i o binarne relacije iz primera 6.1.4. Definisimo da je pg :=
p\ Ay, idajeoyg:=0\A, Tada pg,o0 € Irrefl,, i vazi py ~. 09, ali je
po # 0g. Sada imamo da

[UO U {<47 4>}]Nc € DOO - D[po}

~e?

ali [ooU{(4,4)}|~. & D,,. Ako bismo pretpostavili da [ocoU{(4,4)}]~. € D,
tada bismo imali da je [og U {(4,4)}]~. = [po U {(k,k)}]~., za neko k € w,
odnosno da je po U {(k,k)} ~c 0o U{(4,4)}, 8to je, na osnovu leme 6.2.16,
nemoguce. Dakle, imamo da je Dy, # Do, i Dy, # Dpy-

Tvrdenje 6.3.29 Neka je X neprazan skup. Tada je

IntLb (X) /NC = UpGIrreﬂX DP (615)

particija skupa Inty, (X) /~c akko je skup X konacan. U tom slucaju, to je
particija na konveksne skupove u posetu (Intp, (X) /~e, <c).

Dokaz.

(«) Jasno je da je Intr, (X) /~c= U, cpreny Dp- Neka su p, o € Irreflx
takvi da je D, N Dy # (). Tada, na osnovu tvrdenja 6.3.27 (a) imamo da je
p ~¢ 0, odakle, s obzirom da je skup X konacan, na osnovu tvrdenja 6.1.2
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(e) zakljucujemo da je p = o. Sada, na osnovu tvrdenja 6.3.27 (b) imamo da
je D, = Dy, §to znaci da je {D, : p € Irreflx } particija skupa Inty, (X) / ~c.

(=) Dokazacemo kontrapoziciju. Ako je skup X beskonacan, uzmimo
Ae [X]““'X‘, i uzmimo proizvoljnu bijekciju f : w — A. Defini§imo relacije
p,o € Irreflx na sledeéi nac¢in: p := f[po] i 0 := f[og], gde su pg i oy
irefleksivne binarne relacije iz primera 6.3.28. Tada je p ~. o, odakle, na
osnovu tvrdenja 6.3.27 (a), sledi da je D, N Dy, # ). Ali, na isti na¢in kao u
primeru 6.3.28, pokazuje se da je D, # D, §to znaci da (6.15) nije particija
skupa Intr, (X) /~.

Ako je skup X konacan, dokazacemo kako je skup D, konveksan za
proizvoljno p € Irreflx. Pretpostavimo da je

Tada, na osnovu leme 6.2.16, sledi da je [p]~, <¢ [0]~. <c [P]~es tj- [P~ =
[0]~., odakle, na osnovu tvrdenja 6.1.2 (e), imamo da je p = o. Sada, na
osnovu tvrdenja 6.3.27 (b) imamo da [0 U Ag]., € D, = D,, ¢ime smo

kompletirali dokaz. O

Tvrdenje 6.3.30 Neka je X neprazan skup. Tada je

IntLb (X) /NC = U[p}wceqwc[lrreﬂx] D[p]~c (616)

particija skupa Intr, (X) / ~c na konveksne skupove u posetu (Intr, (X) /~¢
<e)-

)

Dokaz. Imamo da (6.15), koje vazi za svako X # (J, implicira (6.16). Pret-
postavimo sada da je Dj,) . N D,.. # 0, za neke [p]., [0]~. € g~ [Irreflx].
Tada postoje m € [p]~, 1 T € [0]~,, takvi da je Dy N D, # 0. Sada, na os-
novu tvrdenja 6.3.27 (a) imamo da je m ~. 7, §to implicira da je p ~. o, a to
znaci da je Dy, = Dy, . Dakle, (6.16) je particija skupa Intp, (X) /~c.
Sada ¢emo dokazati da je skup Dj,__ konveksan, za proizvoljno [r]., €
g~ [Irrefly]. Pretpostavimo da je

[p U AA]NC SC [0 U AB]NC S [T U AC]Nc7

pri cemu [p U Ayl~,, [T U Ac]e, € Diy. . Kako [pU Ayl € Dy, i
[T UA¢]~, € Djy.,, 1 s obzirom da je (6.16) particija, zakljucujemo da je
[pl~, = [T]~. = [7]~.. Tada, na osnovu leme 6.2.16 sledi da je

(7]~ =

c

Sto implicira da je [o]~, = [7]~,. Sada imamo da [0 U Apg].. € Djg_ =
Diy.,» Cime smo kompletirali dokaz. O



120 GLAVA 6. KONDENZACIONI POREDAK

Teorema 6.3.31 Neka je X neprazan skup i neka p € Irreflx. Tada je
D[p]Nc = COHV(IHtLb (X)/"’07§c> (DP) (617)

Dokaz. Kako je D, C Dy, _ , is obzirom da je, na osnovu tvrdenja 6.3.30,
skup Dy, konveksan u posetu (Intp, (X) /~¢, <.), imamo da je

Conv (nty, (x)/~e,<e) (Dp) € D

Da bismo dokazali obratnu inkluziju, uzmimo [0 U Aa]~, € D|,)__ . Tada, s
obzirom da [0 U Aa]~, € Djg)__, i da je (6.16) particija, na osnovu tvrdenja
6.1.5 imamo da

o€ lol, = [pln, = CODV(IntLb(X),g([P]%)‘

Sada, na osnovu tvrdenja 1.2.2 (b) i tvrdenja 1.1.5 (a) imamo da postoje
bijekcije f,g € Sym(X), takve da je f[p] C o C g[p], Sto implicira da je

flplUA4 CoUAL Cglp]UAA,
odakle, prema tvrdenju 6.1.2 (b) i tvrdenju 6.3.27 (c), imamo
Dy = Dyip 3 [fl)l U Aal~, <cloUAal~, <clglp] U Aal~. € Dyjp) = D).

To znaci da [0 U Ay, € Conv it (x) /e, <o) (Dp), Pa kako je [cUA4]~, €
Dy,)... bilo proizvoljno, time smo dokazali (6.17). O

Teorema 6.3.32 Neka je X neprazan skup i neka je p € Irreflx slabo
reverzibilna relacija. Tada je Dy, = D,.

~c

Dokaz. Ako je relacija p slabo reverzibilna, tada, na osnovu tvrdenja 8.3.1,
imamo da je [p]~, = [p]~, pa, na osnovu tvrdenja 6.3.27 (b), sledi da je

c

Dy, = Useipa Do = Useppa Do = Dp-

U vezi s teoremom 6.3.32 postavljaju se slede¢a otvorena pitanja:

1. Da li vazi obrat? U narednoj teoremi, daéemo odgovor na to pitanje
u specijalnom slucaju.

2. Ako, u opstem slucaju, ne vazi obrat, da li tada mozda vazi sledece:
ako je Dy, = D, za neko p € Irreflx, da li je tada i Dy,) = Do, za svako
o € [p]~.?

~c
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Teorema 6.3.33 Neka je X neprazan skup i neka je p € Irreflx simetricna
relacija. Tada vazi:

D)., =D, <= relacija p je reverzibilna.

Dokaz. Ako je skup X konacan, tvrdenje je trivijalno ta¢no. Pretpostavimo
zato da je skup X beskonacan. Dokazimo prvo sledeéi stav:

Stav 6.3.34 Neka je X neprazan skup i neka p,o € Irrefly. Tada, za
A, B C X, imamo:

(a) pUAy ~.o UAp = A= B;

(b) Ako su skupovi A i B konacni, tada vazi:

pUAg ~.cUAp = (A, pla)=(B,olB).

Dokaz.

(a) Ako je pU A4 ~. 0 UAp, tada, na osnovu leme 6.2.16, postoji
f € Cond(p, o) takvo da je f[A] C B, i postoji g € Cond(o, p) takvo da je
g[B] C A. S obzirom da su f i g bijekcije, na osnovu toga je i f[A°] DO B¢
i g[B°] O A°. Tada je |A| < |B|1i |B| < |A|, dakle, |A| = |B|. Takode je
|A¢| > |B¢| i |B¢| > |A°|, dakle, |A°| = |B“|.

(b) Ako je pU A4 ~. 0 UAp, tada je, na osnovu (a), A = B. Sada,
posto su skupovi A i B konacni i iste veli¢ine, na osnovu leme 6.2.16 sledi
da postoji f € Cond(p, o), takvo da je f[A] = B, i postoji g € Cond(a, p),
takvo da je g[B] = A. Dakle, f|a: A — B1ig|p: B — A su bijekcije. Sada,
na osnovu tvrdenja 1.1.2 (f) i tvrdenja 1.1.3 (e), imamo da je

flalpn A% = flpn A% = flplN B> Co N B,
Sto implicira da je |[p N A2| < |o N B2|. Takode,
glBlo N B?] = glo N B?] = glo] N A* C pn A2,

Sto implicira da je |0 N B%| < |pN A2, tj. |p N A?| = |0 N B?|. Kako su
skupovi A i B konaéni, imamo da je f|4[pNA2%] = 0N B2, odakle, na osnovu
tvrdenja 1.1.3 (g), sledi da je f|a : (4,pN A%) — (B,o N B?) izomorfizam.
O

Sada ¢emo dokazati teoremu. Smer ,,<=” sledi na osnovu teoreme 6.3.32.
Da bismo dokazali ,,=7, pretpostavimo suprotno, kako je D, = D, i
kako relacija p nije reverzibilna. Tada, na osnovu tvrdenja 8.2.1 (g), postoji
f € Cond(p) takvo da je f[p] C p. Neka je {x,y} € [X]? takvo da (z,y) & p,
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a da (z,w) := (f(x), f(y)) € p. Posto je relacija p simetri¢na, zakljucujemo
datadai (y,z) € pi(w,z) € p. Definiimo relaciju o := p\{(w, z)}. Tada je
flp] € o C p, pa, na osnovu tvrdenja 1.1.5 (a) i tvrdenja 6.1.5, zakljuéujemo
da o € [p]~,. Sada, na osnovu pretpostavke imamo da je

Do € Dpo). = Plple = Do

To znaci da, za svako n € N i svako B € [X]", postoji A € [X]|" takvo da
je [0 UAB]~, = [pU Aal]~,. Tada, na osnovu stava 6.3.34 (b), imamo da
je (A, pN A2%) = (B, o N B%). Ako uzmemo da je B = {z,w}, tada sledi da
postoji A € [X]? takvo da je

(A,pNA%) 2 (B,o 1 BY) = ({z,w}, {(z,0)}).
A to je nemoguce zato §to je prva struktura simetri¢na, a druga nije. Dakle,

relacija p je reverzibilna. a

U nastavku slede neke teoreme koje su posledica teoreme 6.3.32 i odgo-
varajucih teorema vezanih za skupove D,,.

Teorema 6.3.35 Neka je X neprazan skup i neka p € Irreflx. Ako je rela-
cija p reverzibilna, tada je (D, , <¢) = (D)., <c)*

Dokaz. Ovo sledi na osnovu teoreme 6.3.32 i teoreme 6.3.11. O

S obzirom da je D, C D|,)__, na osnovu tvrdenja 6.3.16 imamo da i poset
(D)., » <¢) sadrzi lanac tipa 6)x|.

Teorema 6.3.36 Neka je X neprazan skup i neka p € Irrefly. Tada imamo:
Ple SC> = <P(X)7 g>z

(b) Ako je relacija p jako reverzibilna, ili je p netranzitivni troelementni
turnir, tada je (Djy)_ ,<c) = 0|x|.

(a) Ako je relacija p reverzibilna i rigidna, tada je (D

Dokaz.
(a) Ovo sledi na osnovu teoreme 6.3.32 i teoreme 6.3.19 (a).

(b) Ovo sledi na osnovu primera 6.3.3 i teoreme 6.3.32, i na osnovu
teoreme 6.3.19 (b). 0

Lema 6.3.37 Neka je X neprazan skup i neka p € Irreflx. Ako vaZi da je
<D[p}~c7 §c> = 0|X|7 tada je 1 <Dp, §c> = 6\X|
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Dokaz. Ako je skup X konacan, tada je p reverzibilna relacija, pa, na
osnovu teoreme 6.3.32, imamo da je Dy, = D,, odakle sledi tvrdenje.
Pretpostavimo dalje da je |X| = w,, za neko a € Ord. Tada je, prema
(6.6), 0)x| = otp(w + a + 1+ (w+ a)*). Neka je w + a = v+ k jedinstvena
dekompozicija ordinala w 4+ « na grani¢ni ordinal v € Lim i prirodan broj
ili nula k € w. Tada je

x| = otp(y+k+1+k+") = otp(y+1+7"), gdey € Lim, | =2k+1€N.
Tvrdenje leme slediée iz narednog stava i tvrdenja 6.3.16:

Stav 6.3.38 Neka je A lanac tipa v+ 1+ ~*, gde v € Lim, il € N. Ako
je C C A takvo da je C = v+ 1+ ~*, tada za svako C C B C A vaZi da je
B=y+1+4".

Dokaz. Neka je A = Aj + Ay + A3, gde je Ay = v, Ag =2 "1 Ay =
{ag,a1,...,aq;_1}, pri ¢emu je ap < a3 < --- < a;_1. Neka je isto tako
C=Ci+Cy+C3,gdeje C; =2, Cs3 =2y*i(Cy = {CO,Cl, .. .,Cl_l}, pri ¢cemu
jecg <c <---<c—1. Na osnovu pretpostavke imamo da je

CiUCyUC3 C A1 U Ay U As.

Ako bi bilo C; N (A2 U A3) # 0, tada bi u lancu Ag + A3 = (v +1)* postojao
beskonacan rastuéi podlanac, $to je nemoguce. Dakle, imamo da je C7 C Ay,
i na osnovu leme 10.4.5 (b), sledi da je skup Cj neograni¢en odozgo u lancu
A4, a to implicira da je Cy C As U As. Na slican nacin zaklju¢ujemo kako
je C3 C As, i kako je skup C3 neogranic¢en odozdo u lancu Ag, $to implicira
da je Cy C Ay U Ay. Sada imamo da je

Cy C (Al U Ag) N (AQ U Ag) = Ao,

pa, posto su skupovi As i Cy konacni i iste veli¢ine, zakljuéujemo da je As =
C5. Ako uvedemo oznake By := BN Ay, By := BN Ay i By := BN Ags, tada,
s obzirom da je C C B C A, imamo da je C7 € B; C Ay, Cy = By = Ay i
C3 C B3 C As. Dakle, By je dobro ureden lanac, i pri tome je

v =otp(Cy) < otp(B1) < otp(A;1) =1,

dakle, otp(B;) = 7. Na slican na¢in dokazuje se da je otp(B3) = ~v*, pa
imamo da je B =B + By + Bs = v+ [ +~*. O

Teorema 6.3.39 Neka je | X| < w, i neka p € Irrefly. Tada imamo da je
<D[p]wc, <¢) = 0x| akko je relacija p jako reverzibilna, ili je p netranzitivni
troelementni turnir.
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Dokaz.

(<) Ako je p jako reverzibilna relacija, ili je p netranzitivni troelementni
turnir, tada je relacija p reverzibilna, pa na osnovu teoreme 6.3.32 imamo
da je D, = D,. Tvrdenje sada sledi na osnovu teoreme 6.3.25.

(=) Ako je (D, <c) = 0|x|, tada je na osnovu leme 6.3.37 i (D, <.)
= 0,x|. Tvrdenje opet sledi na osnovu teoreme 6.3.25. a



Glava 7

Kondenzaciona ekvivalencija

7.1 Slozenost i velicina klasa ekvivalencije
prebrojivih struktura prebrojivih jezika

Deskriptivna slozenost relacije ~. i klasa ekvivalencije

Neka je L = (R; : i € I) neprazan najvise prebrojiv relacijski jezik, pri ¢emu
je ar(R;) = n; € N, za i € I. Posmatracemo interpretacije takvog jezika
nad prebrojivim domenom. Bez ograniCenja opstosti, neka su to elementi
poljskog prostora
Inty(w) = [[ P(w™),
i€l
koji je homeomorfan Kantorovom prostoru “2. Rezultati iz ovog odeljka
dokazani su u [48]. Prvo, imamo analogon teoreme 5.2.1 za kondenzacionu
ekvivalenciju ~..

Teorema 7.1.1 Neka je L = (R; : i € I) najvise prebrojiv relacijski jezik.
Tada je skup ~. analiticki u poljskom prostoru Intr(w) x Inty (w).

Dokaz. Kako je ~.==<c N <71 =<, N 3¢, na osnovu tvrdenja 4.3.2 (a)
dovoljno je dokazati da je skup <. analiti¢ki u prostoru Inty(w)?. Neka je

== {<f,p, o) € Sym(w) x Intz(w)?: flp] C a}.

Dokazaéemo da je skup Z zatvoren u Sym(w) x Inty(w)?. Kako se radi
o metrizabilnom prostoru, dovoljno je dokazati da je skup Z sekvencijalno
zatvoren. Neka (f™, p" 0") € 2, zan € N, i neka (f™, p", 0" — (f,p,0),
n — 0o, tj.

n

M= f pt—=p, o"—=0 n— .

125
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Tada, za svako, 7 € I imamo da
pi = pi, 0p =0, n—oo, u Intg,(w),

gdeje p" = (pl:ie€l)io"” = (o} :i€ 1), zan € N. Treba dokazati da je
flp] € o. Fiksirajmo i € I proizvoljno. Neka (aj,ag,...,an,) € p;, i neka je
flaj) =bj,za j € {1,2,...,n;}. Kako p!' = p;, n — 00, uIntp, (w) = "2,
postoji N1 € N, takvo da za n > Ny vazi (a1, ag,...,an,) € p. Kako
f* = f,n — oo, u Sym(w) C “w, postoji Ny € N, takvo da za n > N»
vazi f"(a;) = b;, za j € {1,2,...,n;}. Neka je No = max{Ny, Na}. Posto
(fr,p", 0™ € E,neN, zan> Ny vazi

<b17b?7 <o 7bni> = <fn(a1>vfn(a2>a e 7fn(am)> € fn[p?] - Uzn'

Kako o} — 04, n — oo, u Int g,y (w), sledi da (b1,b2...,by,) € 0;. Dakle,
flpi] € o4, pa kako je i € I bilo proizvoljno, imamo da je f[p] C o. Dakle,
skup = je (sekvencijalno) zatvoren.

Na osnovu tvrdenja 1.1.3 (e), za p,o € Intz(w) imamo da je p <. o akko
postoji f € Sym(w), takvo da je f[p] C o, odakle sledi da je

e = Tnt, (w)2 [E] :

Na osnovu tvrdenja 4.1.5 (a), Sym(w) je Gs-podskup Baireovog prostora “w,
pa je, na osnovu tvrdenja 4.1.1 (a), to poljski prostor. Kako je = zatvoren,
pa i Gs-podskup poljskog prostora Sym(w) x Intz,(w)?, to je poljski prostor,
Sto znaéi da je <. analiticki skup u prostoru Int,(w)?. O

Kao posledicu, imamo da su klase kondenzaciono ekvivalentnih inter-
pretacija analiticki skupovi.

Teorema 7.1.2 Neka je L najvise prebrojiv relacijski jezik, i neka p €
Intz(w). Tada je klasa kondenzaciono ekvivalentnih interpretacija [p]~
analiticki skup u poljskom prostoru Intp (w).

[

Dokaz. Ako sa 7 : Inty(w)? — Inty(w) oznaéimo prvu koordinatnu pro-
jekciju, tada imamo da je

o], = 1 [ ~e N (IntL(w) X {p})]

Kako je, na osnovu teoreme 7.1.1, skup ~. analiticki, i s obzirom da je
skup Intz (w) x {p} zatvoren (pa i analiticki) u prostoru Intz,(w)?, na osnovu
tvrdenja 4.3.2 (a) i (b) imamo da je [p]~, analiticki skup u prostoru Intz,(w).
d
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Otvoreno je pitanje u vezi s klasom kondenzaciono ekvivalentnih interpretacija
[p]~., da 1i je skup [p]~, Borelov (kao $to je [p]~, videti teoremu 5.2.2) u
poljskom prostoru Intr,(w), za svako p € Intr,(w).

Velicina klasa ekvivalencije

U ovom pododeljku, resi¢emo problem veli¢ine klasa [p]=~ i [p]~, za proizvoljnu
interpretaciju p € Inty(w), gde je L najvise prebrojiv relacijski jezik. Za
n € N definisa¢emo fukciju p : w™ — w na sledeéi nacin:

pw({xy, o, ..., xy)) = min{xy, xa,...,xn}, za (x1,22,...,2,) € W". (7.1)

Ako je, za neko X C w", skup u[X] ograni¢en podskup skupa w, reé¢i ¢emo
da je minimalna koordinata elemenata skupa X ogranicena.

Neka je dalje n > 2 i neka je M, := {0, 1} {kD:1=k<i=n} j peka je, za
c={ck;:1<k<l<n)€ M,, Ly-formula! ¢.(v1,...,v,) definisana sa

Ye(v1, - 0n) = Njcparcn Uk = v1)%4, (7.2)

gde je, za formulu 7, n° := - i n' := n. Neka je dalje, za Ly-formulu

o(v1, ..., Un),
D, = {<1’1,...,:L‘n) cw'w ’:SO[l‘la---a:En]}

odgovarajuca n-arna relacija na skupu w definisana formulom ¢ . Lako se
vidi da vazi

Ve, € My (c# ¢ = Dy, N Dy, =0) i w"=U.en, Dye> (7.3)
drugima recima, {Dy, : ¢ € M,} je particija skupa w".

Lema 7.1.3 Neka je Sy podgrupa simetricne grupe Sym(w) koja ima konacno
mnogo levih koseta Sy = fr o Sy (gde je fr € Sk proizvoljno), za k €

{1,2,...,m}. Neka jen > 2, i neka (x1,x9,...,x,) € W" proizvoljno. Tada
minimalna koordinata elemenata skupa {f"({(x1,x2,...,2,)) : f € So} nije
ogranicena.

!Za dati niz promenljivih (vy. : k € w), atomne Ly-fomule su vy, = v; za k,1 € w. Sledi
rekurzivna definicija formula praznog jezika (prvog reda) (tj. Lg-formula):

1. Atomne Lg-formule su Lg-formule;

2. Ako su ¢ i ¢ Lp-formule i x neka promenljiva, tada su i (o A ), (¢ V), (¢ = ¢),
(¢ =), e, (Vx)p i (3x)¢ Lp-formule;

3. Sve Lg-formule dobijaju se u kona¢no mnogo koraka primenom 1. i 2.
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Dokaz. Neka (x1,x9,...,2,) € w™ proizvoljno. Na osnovu (7.3) postoji
co € My, takvo da (z1,xz2,...,x,) € Dy, . Dokazimo sada da

Vee M, Vy,z € Dy, 3f € Sym(w) f"(y) = Zz. (7.4)

Neka ¢ € M,, i §,Z € Dy, . DefiniSimo funkciju

9= {2, 2, 2), -, (oo ) )

Kako je ¥c[y], za 1 < k < | < n imamo da je yr = y; akko je ¢x; = 1,
sto, uz .|z, vazi akko je zr = z. Odatle zaklju¢ujemo kako je g funk-
cija, g: {y1,...,yn} = {21,..., 2n}, koja je bijekcija. Ako je f € Sym(w)
proizvoljna ekstenzija funkcije g, tada je jasno da f zadovoljava (7.4).

Iz (7.4) sledi da je Dy, C {f"((z1,22,...,7,)) : f € Sym(w)}. Na
osnovu stava 8.1.2 (iii), relacija Dy, je jako reverzibilna, te, za proizvoljno
f € Sym(w), imamo da f"({z1,%2,...,2n)) € f"[Dy, ] = Dy, . Dakle,
Dy, 2 {f"((z1,22,...,20)) : [ € Sym(w)}, pa zakljucujemo da vazi

Dy, = {f”((xl,xg,...,mn>) :fe Sym(w)}. (7.5)

Neka je Sy = {fi :i € I}, za k € {0,1,...,m}. Pretpostavimo suprotno,
da je minimalna koordinata elemenata skupa

{fn(<x1,x2,...,xn>) fe 50} - {(f@)n(m,m,...,xn)) i 10}

ograni¢ena. Tada je i minimalna koordinata elemenata skupa

{0 (ar oz saa)) i€ I = {(feo )" (@12, ) i€ o f

ograni¢ena, za k € {1,2,...,m}. Tada, na osnovu (7.5), i s obzirom da
je Sym(w) = UL, Sk particija, zaklju¢ujemo da je i minimalna koordinata
elemenata skupa

m

Dy = {1, mn)) + £ € Sym(@) } = [ {() (@1, wn)) i € I

k=0
takode ogranicena, Sto je kontradikcija. O
Lema 7.1.4 Neka n € N i neka je L, = (Ry), pri éemu je ar(R,) = n.

Tada, za proizvoljnu relaciju p € Intr, (w) vazi, ako je |[p]~| < w, tada je
[pl=] = 1.
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Dokaz. Pretpostavimo suprotno, da je [pol~ = {po,p1,---,pPm}, za neko
po € Inty (w) i neko m € N. Tada, na osnovu tvrdenja 1.1.5 (a), mozemo
razbiti skup Sym(w) na sledeéi nacin:

Sym(w) = UiZo Sk

gde je S, = {f} :i € I}, tako da je f,g[po] = py za svako k € {0,1,...,m},
i za svako j € Iy. Tada je Sy podgrupa simetri¢ne grupe Sym(w), a S =
fr o So (gde je fr € Sk proizvoljno) su odgovarajuéi levi koseti za k €
{1,2,...,m}. Jasno je da imamo f; oSy C Sk. A za f,g € Sk, na osnovu
tvrdenja 1.1.2 (j) imamo da je

(fto fD)lpo) = £ okl = (F ' o fi)lpo] = po,

tj. da je fk_1 o f,g = fo € Sp, ¢ime je dokazana druga inkluzija.
Za proizvoljno | € w imamo da je

Hfé(l):ie]o}‘ —w. (7.6)

: 4 € Ip} konacan,

Ako bismo pretpostavili suprotno, da je skup {f&(l)
i € Ip} bili konacni za

tada bi i skupovi {fi(I) : i € Iy} = {fxo fi(l) :
ke {1,2,...,m}, pa biiskup

W= {f(l) L fe Sym(w)} = U, {f,g(z) e Ik}

bio konacan, §to je kontradikcija.

Razmotrimo prvo slucaj n = 1. Ako pg € {0,w}, tada je py jako reverzi-
bilna relacija, pa je |[po]=~| = 1, $to je u suprotnosti s pretpostavkom. Dakle,
0 C po C w. Nekal € pg. Na osnovu (7.6), skup X = {fi(l) : i € Io}
je beskonacan. Za proizvoljno i € Iy imamo da f¢(1) € fi[po] = po, dakle,
X C po. Enumerisimo njegove elemente: X = {xp : k € w}. Uzmimo
sada yp € w \ po, i definis§imo bijekcije g; € Sym(w) kao inverzije yo i z;,
za i € {0,1,...,m 4+ 1}. Tada su, na osnovu tvrdenja 1.1.5 (a), g:i[po],
i€{0,1,...,m+ 1}, razliciti elementi iz [po]=, pa je |[po]=~| > m + 1, to je
kontradikcija s polaznom pretpostavkom.

Razmotrimo sada slu¢aj n > 2. Na osnovu (7.3) imamo da je

Po = Po N (UcEMn ch) = UcEMn(pO N Diﬁc)

Ako bi, za svako ¢ € M, imali da pg N Dy, € {0, Dy, }, tada bi, na osnovu
stava 8.1.2 (iii), relacija py bila jako reverzibilna, $to je u suprotnosti s
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pretpostavkom. Dakle, postoji ¢g € M, takvo da je O C po N Dy, & Dy, -
Neka (1,12, ...,0,) € po N Dy, i neka je

X = {(fg)"(<zl,z2,...,zn>) e 10}.

Kako je, na osnovu stava 8.1.2, relacija Dy, = jako reverzibilna, za proizvoljno
1 € Ip imamo da je

()" (s 12, -+ 1n)) € (f5)"[PoN Dy ] = (f5)" [po) NV (f5) " [Dupe, ] = poN Dy,

dakle X € poN Dy, . Na osnovu leme 7.1.3 minimalna koordinata elemenata

skupa X nije ograni¢ena. Neka 7o = (z9,29,...,29) € X proizvoljno. Iz-
aberimo 71 = (z},2d, ... zl) € X tako da je u(z1) > max{2?,29,..., 2%},

’rn
gde je funkcija p definisana sa (7.1). Izaberimo sada o = (22, 23,...,22) €
X tako da je u(#) > max{zl,zi,... xl}, itd. Na ovaj nacin dobijamo
beskonacan podskup Y = {Zy : k € w} skupa X, takav da su svi brojevi
z,, i € w, medusobno razliciti, za sve k € {1,2,...,n}. Uzmimo sada
g = (Y1,Y2,---,Yn) € D¢CO\ po- Bez ogranicenja opStosti mozemo pret-
postaviti da yy, & {z} i € w}, zak € {1,2,...,n}. Zaie€ {0,1,...,m+1},
s obzirom da y,Z; € Dy, , mozemo definisati bijekciju g; € Sym(w) kao
inverziju yi i x}, za sve k € {1,2,...,n}. Sada se lako vidi kako su svi
skupovi g;[po] N Dy, 1€ {0,1,...,m+ 1}, medusobno razli¢iti, pa su g;[po],
i €{0,1,...,m+ 1}, medusobno razli¢iti elementi iz [pg]~, Sto znaci da je
[[po]=| > m + 1. A to je kontradikcija s polaznom pretpostavkom. O

Teorema 7.1.5 Neka je L = (R; : i € I) neprazan relacijski jezik. Tada,
za proizvoljnu interpretaciju p € Intr(w) vazi, ako je |[pl=~| < w, tada je
sl = 1.

Dokaz. Pretpostavimo da je [p]~ konacan skup za neko p = (p; : i € I) €
Intz (w). Na osnovu tvrdenja 1.1.5 (a) imamo da je

pl== {flo): f € Sym() } = {(r™lpil si € 1) : £ € Sym(w) |,

odakle sledi da je m; [[p]g] = [pi]~, za i € I. Dakle, |[pi]~| < |[p]l=~] < w, za

i € I, pa je, na osnovu leme 7.1.4, [p;]~ = {pi} za i € I. Sada, na osnovu
tvrdenja 1.1.5 (a) zakljuéujemo da je [p]~ = {p}. O

Teorema 7.1.6 Neka je L = (R; : i € I) neprazan relacijski jezik. Tada,
za proizvoljnu interpretaciju p € Intp(w) vaZi, ako je |[p]~.| < w, tada je
[[pl~e| = 1.



7.1. SLOZENOST I VELICINA KLASA EKVIVALENCIJE 131

Dokaz. Pretpostavimo da je [p]~. konacan skup za neko p € Intr(w). Kako
je [p]l= C [p]~., imamo da je i [p]~ konacan skup, pa na osnovu teoreme
7.1.5 sledi da je [p]~ = {p}. Sada je, na osnovu tvrdenja 6.1.5,

[pl~e = Conv iy, (w0 ([Pl=) = {p}
0

Teorema 7.1.7 Neka je L najvise prebrojiv relacijski jezik, i neka p €
Inty (w). Tada imamo:

(a) |[pl=| € {1,w,c};
(0) [[pl~c| € {1, c}.

Dokaz.

(a) Ako je |[p]~| < w, tada, na osnovu teoreme 7.1.5, imamo da je
|[p]=] = 1. Posto je, na osnovu teoreme 5.2.2, [p]~ Borelov skup u Intr,(w),
ako je |[p]=~| > w, iz teoreme 4.2.1 sledi da mora biti |[p]~| = ¢.

(b) Ako je |[p]~.] < w, tada, na osnovu teoreme 7.1.6, imamo da je
I[p]~.] = 1. Posto je, na osnovu teoreme 7.1.2, [p]~. analiticki skup u
Intz (w), ako je |[p]~.| > w, iz teoreme 4.3.4 sledi da mora biti |[p]~| =¢. O

U nastavku ¢emo dokazati da su, kod prebrojivih struktura prebrojivih
jezika, klase [p]~ 1 [p]~, uvek iste veli¢ine. Uvedimo u tom cilju, za slucaj
L = L, = (Ry,), gde je ar(R,) = n € N, sledeée ad hoc oznake, koje
¢emo koristiti u narednim lemama. Za p € Inty, (w) i k € w, definisimo
pr € Inty, (w) na sledeéi nacin:

Pk = {(1}1,$2,...,l’n> Ep:xy :k‘}.

Dakle, p = U, px je particija skupa p. Ako je n > 2 i k € w, definisimo
p €lInty, _, (w) sa

p = {(:Ul,...,a:n_1> cw" 3z, cw (xy,20,...,2,) € p},
ip,€nty, ,(w)sa

o= (pr) = {(ml,...,xn_1> cw i (my,.. 1, k) € p}.
Lako se vidi da, za p € Inty, (w), f € Sym(w) i k € w, imamo da je:

f1o'l = (o)), (7.7)

flek] = (flo]) £
Flo) = (FloD) s ory-
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Lema 7.1.8 Neka jen > 2 ip € Inty, (w). Ako je |[p]=| = w, tada je:
(a) |[pr]=~| <w, za svako k € w;

(b) |lp']=] < w.

Dokaz.

(a) Pretpostavimo suprotno, da je |[p]~| = w, za neko p € Intz, (w), i
da je |[pk|~| > w, za neko k € w. Tada je, na osnovu teoreme 7.1.7 (a),
|[pr]=| = ¢. Definisimo skupove S;, i € w, na sledeéi nacin:

S; = {f e Sym(w) : f(k) :7;}, i€ w.

Tada, za svako i € w, imamo da je |S;| = | Sym(w)| = ¢, 1 Sym(w) = |J, .., S;

je particija skupa Sym(w). Na osnovu tvrdenja 1.1.5 (a) imamo da je

1EW

[Pkl = {f[Pk] 1 fe Sym(w)} = Uicw {f[pk] fe Si}.

Dakle, postoji j € w takvo da je |{f[px] : f € Sj}| = ¢. Neka je 57 C S
takvo da je {f[px] : f € Sj} = {flpk] : f € Sj}, 1 da zasve f,g € 5,
[ # g, vazi fpx] # glpk]. Tada, na osnovu (7.8), za f,g € S%, f # g, imamo
da je flor] = (fleDswy = (fle]); 1 glor] = (glol)gy = (glp]);- Kako je
flpk] # glpx], imamo da je (f[p]); # (glpl);, pa je i flp] # glp]. Dakle,

el = |{£1o): £ € Sym@) }| 2 [{11): £ € 85}| = 1851 =

a to je kontradikcija s polaznom pretpostavkom.
(b) Na osnovu tvrdenja 1.1.5 (a) i na osnovu (7.7), imamo da je

W) = {f10): f € Sym(w) } = {(FIp))': f € Sym(w) } = Wllpls],

gde je ¥ : w" — w" ! dato sa U(p) := o/, za p € w". Dakle,

IR

110 ]=| < |pl=| = w.

Lema 7.1.9 Neka jen > 2 ip € Inty (w). Ako je |[p|~| = w, tada vazi:
(a) Skup {[p})= : k € w} je konacan;
(b) Ako je {[pJes  k € w} = {[pl, ]~ i €

w=Ui~, P, gde je P; :={k € w: [p}] [0, ]=}, zai € {1,2,...,m}, vaZi

i€{1,2,...,m}}, tada za particiju
/
~ = ki
da je tacno jedan od skupova P;, i € {1,2,...,m}, beskonacan.
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Dokaz.

(a) Pretpostavimo suprotno, da je |[p]~| = w, za neko p € Inty, (w),
i da je skup {[p}]~ : k¥ € w} beskonacan. Neka je P C w takvo da je
{lp)=: ke P} ={[p}]= : k €ew}, idazasvei,je P, i#j, vazi

o) # [p)]=- (7.10)

Za f € Sym(P) uvedimo oznaku f := f Uidpe € Sym(w). Dokazimo sledece:
vf.g€Sym(P) (f# 9= flol # lo]). (7.11)

Uzmimo bijekcije f, g € Sym(P) takve da je f # g. Tadajei f~! # ¢g~!, pa
postoji m € P takvo da je f~!(m) # g~!(m). Sada, na osnovu (7.9) imamo
da je

f[p/f—l(m)] = (f[p]);?(f—l(m)) = (f[p]);rw
ida je

91041 ()] = (G101 (my) = (G10])m-

Dakle, na osnovu tvrdenja 1.1.5 (a) imamo da je

[(FToDrm]

1%

= [];[P;f—l(m)]]% = [Pf—l(m]%
i da je
[(GlpD) )= = [Glg-1 ()l = [Pg1(my)=-
Kako je f~!(m) # g~!(m), na osnovu (7.10) imamo da je [p’f,l(m)]g #

1+ )= DaKle, [(Flpl)iule # (@A), sto implicira da je fl] # 1ol
¢ime smo dokazali (7.11). Na kraju, prema tvrdenju 1.1.5 (a) imamo da je

el = |{Fl): £ € Sym(P)}| = | Sym(P)] = | Sym(w)| =

a to je kontradikcija s polaznom pretpostavkom.
(b) Neka je

{loi]
ineka je w = |J;~, P; particija skupa w, gde je P; :={k € w : [p} |~ = [pggi]r:v},

za i € {1,2,...,m}. Tada je jasno da postoji j € {1,2,...,m} takvo da je
|Pj| = w. Pretpostavimo suprotno, da postojiil € {1,2,...,m}\ {j} takvo

;kew} :{[pki]gii€{1,2,...,m}},

1R
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P
da je |P| = w. Definisimo funkciju @ : Inty, (w) — (Inth_l(w)/ = ) , gde
je P := P; U P, na slede¢i nacin:

14

d(o) = <[o§€] ke P>, zao € Inty, (w).

Neka je niz £ C {[pzj]g, [pﬁgl]g}P dat sa

L= {F e {loh ) ok o} 1F 7 ok bl = 1P~ {lok )] = w -

/

P
Jasno je da vazi |L| = ‘{[pk]_]r:v, [pﬁcl]g} ’ = ¢, i da, za proizvoljno G € L,
imamo da je

L= {Go Flife sym(P)}. (7.12)

Na osnovu definicije skupa P, funkcije @ i skupa £, imamo da ®(p) € L.
Za f € Sym(P) uvedimo oznaku f := f Uidpe € Sym(w). Sada, na osnovu
(7.9) i na osnovu tvrdenja 1.1.5 (a), za f € Sym(P) imamo da je

(1)) = ([(FleDk ]+ k€ P) = {[(FoD 5 yorg] L i R E P) =

= <[f[p’f—1(k)]L ke P> = <[p}—1(k)}§ k€ P> =
= <[p2]% k€ P> ofTt=(p)o S
Dakle, na osnovu (7.12) imamo da je
o {7lpl: £ e sym(P)}| = {@(p) o s f € Sym(P)} = £,
odakle sledi da je
el=] = {7161+ £ € Sym() }| = [{ Fl]: 1 € Sym(P)}| = 12] =<,
a to je kontradikcija s polaznom pretpostavkom. O

Lema 7.1.10 Nekan € Nip € Inty, (w). Ako je |[p]~| = w, tada je relacija
p reverzibilna.

Dokaz. Dokaz ide indukcijom po n. Ako je n = 1, tada imamo da

o)l = [{#10): £ € Sym(w) }| = w
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implicira da p € [w]<¥ ili da p¢ € [w]<*. U svakom slu¢aju, na osnovu

tvrdenja 8.2.2 (¢) imamo da je p reverzibilna relacija. Pretpostavimo sada

da, za svako p € Inty, (w), vazi da, ako je |[p]~] = w, tada je relacija p
reverzibilna. Neka dalje p € Inty, , (w) i neka je |[p]~| = w. Tada, na osnovu
leme 7.1.8, za svako k € w imamo da je |[p}]~| < w. Ako je |[p}]~] = w,

tada je, na osnovu indukcijske hipoteze, relacija pj reverzibilna. A ako je
|[p})=| < w, tada, na osnovu leme 7.1.4, imamo da je [p} ]~ = {p}.}, Sto znaci
da je relacija pj, jako reverzibilna. U svakom slucaju, sve relacije pj., k € w,
su reverzibilne.

Pretpostavimo suprotno, da relacija p nije reverzibilna. Tada, na osnovu
tvrdenja 8.2.1 (g), postoji f € Sym(w) takvo da je f[p] € p. Imamo da je

p=J o= J 0k x {k}).

kew kew

Tada je flp] = Upen (flok] x {f(K)}), pa je

U (£l < (rm3) < U (oh x 18Y) = U (o x L701}).

kew kEw kEw

Dakle, za svako k € w imamo da je

Flok) € Py (7.13)

i postoji kg € w takvo da je

f[ﬂ%o] & p/f(ko)' (7.14)

Razmotri¢emo dva slucaja:
1. Skup {f'(ko) : I € N} je konacan, gde je f' = fofo---of. Tada
—

l
postoji m € N takvo da je f™ (ko) = ko. Na osnovu (7.13) i (7.14) imamo

da je
Ik & I 05 00)] € £ P © o+ S FlPme1 k)] € Py

Dakle, f™[p; ] € py, a to je kontradikcija s tvrdenjem 8.2.1 (g).
2. Skup {f'(ko) : I € N} je beskonacan. Tada su u nizu (f(ko) : | € Z)
svi ¢lanovi medusobno razliciti (gde je fO =id, i f~™ := (f~1)™ zam € N).
. .. . . / _ /
Na osnovu leme 7.1.9 postoje 4,5 € N takvi da je [pf_i(ko)]g = [pfj(ko)]g.
Na osnovu (7.13) i (7.14) imamo da je
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PP i) S T o)) € © P P 1 g10)) € P L) &

- -
S o)) © I )] € -0 € P10y € Pl
Dakle, imamo da je f*7 [p}*i(ko)] - p/fj(ko)’ i pri tome, f**7 [p}*i(ko)] ip/fj(ko)
pripadaju antilancu [,Olf,i(ko)]g = [p/fj(ko)]g, sto je kontradikcija.
Kako smo u oba slu¢aja dobili kontradikciju, zaklju¢ujemo da je relacija
p reverzibilna. O

Teorema 7.1.11 Neka je L = (R; : i € I) neprazan relacijski jezik i neka
p € Intr(w). Ako je |[p]~| = w, tada je interpretacija p reverzibilna.

Dokaz. Pretpostavimo da je |[p]~| = w, za neko p = (p; : i € I) € Intp(w).
Na osnovu tvrdenja 1.1.5 (a) imamo da je

pl= = {flo): f € Sym() } = {(r™lpil si € 1) : £ € Sym(w) |,

odakle sledi da je ﬂi{[p}g] = [pil~, za i € 1. Dakle, |[pi]~| < |[p|~] = w,
za svako i € I. Ako je |[pi]~| = w, tada, na osnovu leme 7.1.10, imamo da
je relacija p; reverzibilna. A ako je |[pi]~| < w, tada, na osnovu leme 7.1.4,
imamo da je [p;]~ = {p:i}, tj. da je relacija p; jako reverzibilna. U svakom
slucaju, sve relacije p;, ¢ € I, su reverzibilne, pa, na osnovu tvrdenja 8.2.2
(a), zakljucujemo da je interpretacija p reverzibilna. O

Primer 7.1.12 Neka je L = L; binarni jezik, i neka je p =<, € Inty, (w)
prirodni poredak na skupu w. Tada je p reverzibilna relacija, i pri tome je

ol = |{16] : 7 € Sym(e)}| =
Dakle, ne vazi obrat teoreme 7.1.11.

Teorema 7.1.13 Neka je L najuvise prebrojiv relacijski jezik i neka p €
Int, (w). Tada je |[p]=] = |[p]~..

Dokaz. Po teoremi 7.1.7 imamo da |[p]~| € {1,w,c}. Ako je |[p]~| =1, tada
je p jako reverzibilna interpretacija, to implicira da je [p]~, = [p]~. Ako je
|[p]=| = w, tada je, na osnovu teoreme 7.1.11, interpretacija p reverzibilna,
sto implicira da je [p]~, = [p]=. A ako je |[p]=| = ¢, tada imamo da je

¢ = [[pl~| < |[p~.| <
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Primer 7.1.14 Neka je L = L binarni jezik, i neka su relacije pq, p2, p3 €
Int, (w) date sa

pP1 = Ay, P2 = {<070>}v i pg=XxX,

gde je X C w skup parnih brojeva. Tada je
[p1l= = [p1]~. = {p1},

[p2]= = [p2]~. = {{{n,m)} 1 n € w},
(03]~ = {YXY:YQW/\|Y| = |w\ Y] :w}.

Dakle, imamo da je
o1l = llpa]~cl =1, lp2]] = [[p2l~c| = w, 1 [[ps]=] = |[ps]~.| = .

Primer 7.1.15 Neka je L = L; binarni jezik, i neka p € Inty, (w). Binarnu
strukturu (w, p) mozemo identifikovati s digrafom (u Sirem smislu) ¢iji skup
évorova je w. Cvorovi a i b spojeni su ivicom, usmerenom od a ka b, akko je
apb. Za a = b imamo petlju. Izlazni stepen évora n u digrafu (w, p) je broj
ivica koje napustaju ¢vor n. Drugim recima,

degy (n) = H(a,b> €Ep:a= n}’

Za p € Intp,(w) i n € w, imamo da deg(n) € wU {w}. Sledeéi uslovi
impliciraju da, za p € Inty, (w), vazi da je |[p]~| = |[p]~.| = ¢

(i) Skup D = {deg} (n) : n € w} je beskonacan;

(i) Skup D = {deg} (n) : n € w} = {dy, dy, ..., d}} je konacan, i postoje
i,7 €4{1,2,...,k}, i # j, takvi da je

|

HnEw:deg:j(n) :di}‘ = Hnew:deg;(n) :dj}’ = w;

(iii) Postoji n € w takvo da je deg;“(n) = deg;c (n) =w.
Isto vazi i za ulazni stepen

deg, (n) = H(a,b) €Ep:b= nH
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7.2 Kondenzaciona ekvivalencija i druge sli¢nosti
beskonac¢nih struktura neunarnih jezika

Neka je L neunaran relacijski jezik, i x beskonacan kardinal. U ovom odeljku,
na dijagram sa slike 5.1 doda¢emo binarne relacije ~. i = na skupu Inty (k),
i dokazati slede¢u teoremu. Rezultati iz ovog i narednog odeljka dokazani
su u [46].

Teorema 7.2.1 Ako je k > w kardinal i L neunaran relacijski jezik, tada
vazi:

(a) Na dijagramu na slici 7.1 sve implikacije a — q su prave i nema novih
implikacija (osim onih koje slede iz tranzitivnosti);

(b) Ako je k = w, tada je pozicija elementarne ekvivalencije = u odnosu
na slicnosti ~y, k < 11, ista kao pozicija kondenzacione ekvivalencije ~. na
dijagramu na slici 7.1. Pored toga, ove dve slicnosti su neuporedive.

Primedba 7.2.2 Na osnovu teoreme 3.7 iz [31] (teorema 5.3.2), tvrdenje
(a) tacno je za onaj deo dijagrama koji opisuje odnos izmedu sli¢nosti ~, za
k < 11. Implikacija p sledi iz tvrdenja 6.1.2 (d), implikacija q je trivijalna,
i jasno je da to nisu ekvivalencije. Dakle, da bismo pokazali da nema novih
implikacija (osim onih koje slede iz tranzitivnosti), dovoljno je pokazati da
~9 # ~, (Sto implicira da ~p & ~¢, za k > 4),1ida ~. % ~q19 (Sto implicira
da ~. # ~, za k < 10). Sli¢no, za dokaz tvrdenja (b) dovoljno je dokazati
da ~9 A =, i da = % ~q, kao i da su sli¢nosti ~. i = neuporedive.

Prvo ¢emo uraditi posao za skup Inty, (w), tako §to ¢emo konstruisati odgo-
varajuce strukture s prebrojivim domenom (koje se lako mogu transformisati
u strukture s domenom w).

Primer 7.2.3 ~3 =~ ~. (i, na osnovu toga, ~, == ~, za k > 4) na

Inty, (w).
Neka p,o € Inty, (w), gde je

p = {(n,n+1) :nEw}U{<2n,2n>:n€w},

O’::{<n,n+1> :nEw}U{<2n—|—1,2n+1> :nEw}.

Tada je P(p) = P(o) = {[2n,0)w : 1 € w} i p &2 o, dakle, p ~2 0.
Pretpostavimo da je p ~. o i da f € Cond(p,0). Tada, posto (0,0) € p,



7.2. BESKONACNE STRUKTURE NEUNARNIH JEZIKA 139

p ~11 O
puna relacija

pr~g o pr~9 O
p=o

sqP(p) = sqP(0)

Slika 7.1: Implikacije izmedu sli¢nosti na skupu Intz, (k)

imamo da (f(0), f(0)) € o, pa je f(0) = 2n + 1, za neko n € w. Posto je
f surjekcija, postoji m € w takvo da je f(m) = 0, i, na osnovu prethodno
zaklju¢enog, imamo da je m > 0. S obzirom da (m — 1,m) € p, sledi da
(f(m—1), f(m)) € 0, tj. da (f(m—1),0) € o, §to nije tacno. Dakle, p . 0.

Primer 7.2.4 ~. =5 ~q¢ (i, na osnovu toga, = == ~y, za k < 10) na
skupu Intp, (w).

Umesto w, uzeéemo skup X = AU B U Q, gde je @ skup racionalnih
brojeva, skupovi A, B i ) su po parovima disjunktni, i |A| = |B| = w. Neka
je <@ uobicajeni linearni poredak na Q, neka je Q = (Q,<gq), i neka su
interpretacije p, p/, o € Inty, (X)) definisane na sledeéi nacin:

p=A% c=A%<q, i p=(AUQ)>

Tada je p = 0/, i, kako je p’ C o C p, na osnovu tvrdenja 6.1.1 (a) imamo
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da je p ~. 0. Lako se vidi da je
P(p) = {qu L UE[AUQIP AV € [B]w},
dakle P(p) = ([w]*, C)?, i, na osnovu tvrdenja 1.2.10 (c) i 1.2.9 (c), je
sqP(p) = ((P(w)/Fin)™)2. (7.15)

Komponente povezanosti strukture (X, o) su skupovi A, @, i {b} za b € B.
Dakle, ako f € Emb((X, o)), na osnovu tvrdenja 2.3.3 i posto f oCuvava
(i)refleksivnost, imamo da je f[A] C A i f[Q] C Q. Ako b € B, tada iz
(b,b) ¢ o sledi da f(b) ¢ A. f(b) € Q bi impliciralo da je f(b) <q f(0) ili
f£(0) <g f(b), i posto je f jak homomorfizam, (b,0) € o ili (0,b) € o, §to je
netacno. Dakle, f[B] C B. Na osnovu tvrdenja 2.3.3 opet, imamo da

fla€ Emb(A, A%) = Inj(4), f[p€ Emb(B,0) =Inj(B), i flg€ Emb(Q),
sto implicira da je

P(o) = {quuw U € [APAV € [BI°AW ¢ IP’(Q)} ~ ([w]”, C)2 x P(Q),
i odatle je, na osnovu tvrdenja 1.2.10 (c) i 1.2.9 (c),

sqP(o) = ((P(z.u)/Fim)‘F)2 x sqP(Q).

Na osnovu rezultata Kurili¢a i Todorcevica ([57]), forsing P(Q) (pa i P(0))
proizvodi Sacksov realan broj, dok je, na osnovu (7.15), forsing P(p) forsing
ekvivalentan wi-zatvorenom posetu?, pa ne proizvodi nove realne brojeve.

Dakle, P(,O) iéforc P(U)v tj. p 7610 g.

Primer 7.2.5 ~9 =~ = (i, na osnovu toga, ~, == =, za k > 4) na skupu
Inty, (w).

Za interpretacije p i o, definisane u primeru 7.2.3, imamo da je p ~9 o,
ali (w, p) # (w, o), zato §to, za re¢enicu

¢ = vy (R(vi,v1) AVua (R(ve,v1) = va = v1)),

imamo da je (w, p) E ¢, ali je (w,0) = —p.

2Poset P je A-zatvoren, gde A € Card, akko svaki inverzno dobro ureden lanac u P
kardinalnosti < A ima donje ogranicenje. Poset P je o-zatvoren akko je wi-zatvoren
(videti [29, str. 214]).
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Primer 7.2.6 = =~ ~qp (i, na osnovu toga, = =5 ~p, za k < 10) na
skupu Inty, (w).

Neka je X linearno uredenje (w, <). Poznato je da, za linearno uredenje
Y =w+ Q- Z, imamo da je X =Y, i, bez ogranienja opstosti, mozemo
pretpostaviti da strukture X i Y imaju isti domen w. Za odgovarajuce
interpretacije, recimo p i o, imamo da p 419 o, zato Sto je poset P(X) forsing
ekvivalentan posetu (P(w)/Fin)™, pa ne proizvodi nove realne brojeve, dok
je Y nerasuto linearno uredenje i, na osnovu rezultata Kurili¢a i Todorcevica
([57]), poset P(Y) je forsing ekvivalentan dvokora¢noj iteraciji S*m, gde je S
Sacksov forsing a m je S-ime za wi-zatvoren forsing. Dakle, forsing pomocéu
P(Y) proizvodi Sacksov realan broj.

Primer 7.2.7 Sli¢nosti = i ~. su neuporedive na skupu Intz, (w).

Ako su X i Y linearna uredenja iz primera 7.2.6, tada je X = Y. Za
proizvoljna linearna uredenja X 1Y, na osnovu leme 1.3.1, vazi Cond(X,Y) =
Iso(X,Y), pa bi X ~. Y impliciralo da je X = Y, §to nije ta¢no. Dakle,
XA Y.

Sada ¢emo pokazati da ~. ne implicira =. Neka je Z skup celih brojeva,
i, za n € Z, definisa¢emo p,, € Inty, (Z) na sledeéi nacin:

pr = {<2k;,2k:+1) ke Z} U{(k,kz> k> 2n}.

Ako je oy, = pn \ {(2n,2n)}, tada imamo da je p1 C o9 C po, i, na osnovu
tvrdenja 6.1.1 (a), je po ~¢ 0o. Ako je ¢ Ly-recenica

Yy, vy (R(v1,v2) A R(vg,v2) = R(v1,v1)),
tada je <Z7 PO> ): 4 i <Z7 00> ): . Dakle: P0 §é 00-

Ako je X = (X, p) Lp-struktura, sa X,. oznacavacemo njenu refleksivizaciju
<X ,pUA X> .

Tvrdenje 7.2.8 ([31]) Ako je X L-struktura, tada je P(X

= P(X°). Ako
je L = Ly i ako je struktura X irefleksivna, tada je P(X) re

)

P(Xye).

Tvrdenje 7.2.9 Ako su Ly-strukture X 1 Y irefleksivne, tada je
X=Y «— X =Y,

Dokaz. Pridruzi¢emo rekurzijom svakoj Ly-formuli ¢(vy, .. ., vg) Ly-formulu
Y (v1, ..., v) na sledeéi nacin: (v; = v;)"¢ = v; = vj, (R(v;,v;))"° =
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R(viy ;). 201 £ jy (Rl )" = ~R{oi,0), (7)1 i= =07, (dn Ah)™ i
PIe A YPEe, (Fuv P)"¢ = Fv Y. Jednostavnom indukcijom po slozenosti
formule, pokazuje se da za svaku irefleksivnu Ly-strukturu X, za svaku Lp-
strukturu Y, i za svaku Ly-formulu ¢ (v, ..., v;) imamo

Vei,...,2 € X (X ’: 1/1[1’1,...,a7k] & Xpe ’: ’QZ)TE[:L‘l,... ,:L'k]), (7.16)

Vyl, oYk € Y (Y ': (wre)re[yh . ,yk] =Y l: 1/}[3/1, C ,yk]), (717)

Dakle, ako je X =Y, tada, za svaku Lp-re¢enicu v, imamo da je X,. = ¢
akko je X, = (7¢)"¢ akko je X = ¢"¢ akko je Y |= ¢ akko je Y, = (¢07€)"€
akko je Y, = 9, paje X, = Y,e. Obratno, ako je X, = Y,., tada, za svaku
Ly-recenicu v, imamo da je X = ¢ akko je X,. = 9" akko je Y, &= 9"
akko je Y =1, paje X =Y. O

Tvrdenje 7.2.10 Ako je L relacijski jezik i X,Y € Mody, tada je
X=Y < X°=Y-“

Dokaz. Pridruzi¢emo rekurzijom svakoj L-formuli ¢(vy,...,v;) L-formulu
P°(v1, ..., vx) na sledeéi nacin: (v; = v;)¢ 1= v; = vj, (Ri(viys -, 0, ) =

R (Vigs - Vi, )y (T9) 1= 206 (W1 Athe)® = YT A, (Fu 9)© == To Y~
Jednostavnom indukcijom po sloZenosti formule, pokazuje se da, za svaku
strukturu X € Mody, i svaku L-formulu (v, ..., vg), imamo

Vay, ...,z € X (X EYx, ...,z © X =y [z, ..., z1]), (7.18)

Vry,...,or € X (X E @)z, ... x5 © X EY[rr,...,28]),  (7.19)

Dakle, ako je X =Y, tada, za svaku L-recenicu ¢, imamo da je X¢ |= ¢ akko
je X¢ E (¢°)¢ akko je X = ¢¢ akko je Y = ¢¢ akko je Y¢ |= (¢¢)¢ akko je
Y¢ = 9, pa je X¢ = Y€ Obratno, ako je X¢ = Y€, tada, za svaku L-re¢enicu
1, imamo da je X |= ¢ akko je X¢ = ¢ akko je Y¢ = 9¢ akko je Y = 1), pa
jeX=Y. O

Za kardinal A > w, definisa¢emo sledeéi skup binarnih relacija
Int7, (\) := {p C A?: (), p) je povezana struktura A pN Ay # (Z)}.

Sledece tvrdenje koristi¢emo u dokazu teoreme 7.2.1.
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Teorema 7.2.11 Ako su k > X\ > w kardinali, L = (R; : i € I) neunaran
relacijski jezik, tada postoji preslikavanje 7 : Int}, (A) — IntL (k) takvo da za
sve p,o € Inty, (A) vazi

(a) p~i o S Ty~ T, 2a svako k < 11;

(b) pr~eco & Ty~ To;

(c) p=0 1, =1, ako je X = k.

Dokaz. Pretpostavimo prvo da je A < k. Tada je |k \ A] = k. Na osnovu
teoreme 1.1.6 ([88]), na svakom skupu X postoji irefleksivna binarna relacija
0, takva da je idx jedini endomorfizam strukture (X, ). Fiksirajmo ireflek-
sivnu binarnu relaciju 6 C (x\ A)?, takvu da je End(x \ A,0) = {id,\,}.
Tada je

Cond(k \ A,0) = {id,\»}, (7.20)

i jo§ mozemo pretpostaviti da je relacije 8 povezana i irefleksivna. Naime,
ako # nije povezana, tada je, prema tvrdenju 2.3.1, relacija §¢ povezana (i
refleksivna). Na osnovu tvrdenja 1.1.4 (b), imamo da je Cond(k \ A, 6¢) =
{id\2}, odakle zakljucujemo da je relacija 6\ A,y povezana i irefleksivna,
i da je Cond(k \ A, 0\ A\\) = {ida\a}-

Kako jezik L nije unaran, postoji ¢9 € I takvo da je n;, > 2. Sada ¢emo,
za dato p € Int}, (A), definisati interpretaciju 7, = (1 : i € I) € Intz (k) na
slededi nacin:

(pUB) x k™02 ako je i =iging >2,
T’ = puo ako je i =g i nj, = 2, (7.21)
0 ako je i # 1.

Radi jednostavnijeg zapisa, za p,o € Int] () pisaéemo Cond(p, o) umesto
Cond((A, p), (A, 0)), i Cond(7,, 7,) umesto Cond((k, 7,), (K, 75))-

Stav 7.2.12 Cond(7,,7,) = {fUid,\ : f € Cond(p,0)}, za p,o € Int], (N).

Dokaz. Radi jednostavnijeg zapisa, neka je m, := p U0, za p € Int}, (\).
Prvo éemo dokazati da je

Cond ((n,wp>, </1,7r(,>> = {f Uidoy o f € Cond(p,o)}. (7.22)

Po konstrukeiji, (k, m,) = (X, p)U(K\ A, 0) i (K, 75) = (A, 0)U(k\ A, 8) su par-
ticije binarnih struktura (x, 7,) i (k, 7) na njihove komponente povezanosti.
Ako F € Cond((k, 7,), (k,7s)), tada, na osnovu tvrdenja 2.3.4, imamo da je
F = g1 Uga, gde ili g1 € Mono({\, p), (k\ A, 0)), ili g1 € Mono((A, p), (A, 0)).
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Prvi sluc¢aj nije mogué, zato sto je relacija 6 irefleksivna i pNA, # 0, $to zna-
¢i da g1 € Mono({\, p), (\,0)). Posto je funkcija f iz tvrdenja 2.3.4 surjek-
cija, imamo da g2 € Mono((k\ A, 0), (k\ A, 0)), i posto je F surjekcija, g1 1 g2
su takode surjekcije. Dakle, g1 € Cond(p,0) i ge € Cond(k\ A, 0) = {id,\»},
¢ime je dokazana inkluzija ,C” u (7.22). Inkluzija ,D” sledi iz tvrdenja
2.3.4.

Sada ¢emo dokazati da je

Cond ((/{, T£]>, (/{,Ti‘fo)) = {f Uid,y @ f € Cond(p, U)}. (7.23)

Ako je F' : v — k bijekcija, tada F' € Cond((k, 7)), (r,75)) akko za sve
T1,%2,...,%n, € K imamo da
(T1, T2, ..., Tn, ) € Tp X K02 = (F(x1), F(x2),. .., F(xn,,)) € mo % K io 2
akko za sve 1,22 € K imamo: (x1,22) € 7, = (F(x1), F(22)) € 7, akko
F € Cond({k,m,), (K, Ty)). Sada (7.23) sledi iz (7.22).

Jasno je da F' € Cond(7,,7,) akko F' € Cond((k,7f), (k,77)) za svako

)

i € I. Na osnovu (7.21) to je ispunjeno akko F' € Cond((x, 7)), (k,7{)), i

» Lig
sada jos preostaje primeniti (7.23). O

Sada ¢emo dokazati teoremu. Tvrdenje (a) dokazano je u teoremi 3.20.
u [31].

(b) Ako je p ~. o, tada postoje f € Cond(p,0) i g € Cond(o, p), §to, na
osnovu stava 7.2.12, implicira da

fu idK\A € Cond(7y,7,) i gU idﬁ\,\ € Cond(74,7,),

tj. da je 7, X¢ Ty 1 75 <S¢ Tp, dakle, 7, ~. 75. Obratno, ako je 7, ~. 7,, tada
postoji F' € Cond(7,,7s), i, na osnovu stava 7.2.12, F' [y€ Cond(p, o), §to
znaci da je p <. 0. Sli¢no, imamo da je o <. p, pa je p ~. 0.

Ovim je teorema dokazana za A < k. Ako je A = k, tada definiSemo 7,
tako $to u (7.21) zamenimo p U # sa p, i nastavimo dalje na isti nacin.

(c) Neka je A = &, i neka je 7, definisano sa (7.21), pri ¢emu je p U 6
zamenjeno sa p. Prvo ¢éemo, za svaku Ly-formulu ¢(vy,...,vx), definisati
L-formulu ¢y (v1, ..., v;) na slededi nacin: ¢y,=, = v; = vy, PR(vi ;) =
Rio(viavjvvja"')vj)a Py = TPy, Pyings = Pyr N Py, PRy = TV Py
Ako p € Int7, (), tada se jednostavnom indukcijom po slozenosti formule
pokazuje da za svaku Ly-formulu ¢ (v, ..., v;) imamo

YY1,k €A (N ) E Yy, - uk] © (A7) FE eplyr, - uk]). (7.24)
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Dakle, ako p, o € Int}, (A) i 7, = 75, tada, za svaku Ly-reCenicu ¢, imamo da
je (A, p) = ¢ akko je (A, 7,) = ¢y akko je (A, 7,) = @y akko je (A, 0) = 1),
§to znaci da je p = 0.

Da bismo dokazali obratnu implikaciju, za svaku L-formulu n(vy, ..., vg)
definisacemo Ly-formulu 9, (v1, . .., vx) na sledeci nacin: 9y,=y; := v; = vy,
¢Ri0(vi1,vi2,~u7vinio) = R(Uilvviz)a ¢Ri(”i17”i2r“:”ini) = Wi, = V4, Za 7 75 10,
Vo = =y, Unyage = Py APy, Y30 := Fv Py Ako p € Inty (1)), tada
se opet, indukcijom po slozenosti formule, pokazuje da za svaku L-formulu
n(v1,...,v;) imamo

Yy, -y €A (NS p) E Unlyts -0kl & (A1) Ealyr, - uk]). (7.25)

Dakle, ako p,o € Intj ()) i ako je p = o, tada, za svaku L-recenicu 7,
imamo da je (A, 7,) = 1 akko je (X, p) = ¢, akko je (\,0) = ¢, akko je
(A, 7o) = m, 8to znadci da je 7, = 75. O

Dokaz teoreme 7.2.1

(a) U skladu s primedbom 7.2.2, pokaza¢emo da, na dijagramu za skup
Intz,(k), imamo da ~g % ~ i da ~. % ~1p.

Na osnovu primera 7.2.3 postoje interpretacije p,o € Intj, (w), takve
da je p ~2 01 p %, 0. Na osnovu teoreme 7.2.11 (a) i (b), imamo da
Tp, To € Intp(k), i da je 7, ~2 75 1 7, 9bc To. Dakle, ~9 # ~ na dijagramu
za skup Intr (k).

Na osnovu primera 7.2.4 postoje interpretacije p,o € Intr, (w), takve
da je p ~c 01 p gb19 0. Strukture (X, p) i (X, o) nisu povezane, ali, na
osnovu tvrdenja 2.3.1, strukture (X, p%) i (X,0°) su povezane. Kako za
b € B imamo da (b,b) € p°No*, identifikacijom skupova X i w dobijamo da
p¢,0¢ € Int}, (w). Sada, na osnovu tvrdenja 6.1.2 (a), p ~. o implicira da je
p° ~c 0, pa, na osnovu teoreme 7.2.11 (b), imamo da je 7, ~ Tye. S druge
strane, na osnovu tvrdenja 7.2.8 imamo da je

(o) = P(p) 1 P(o°) = P(o),

pa p %10 0, tj. P(p) Zfore P(0), implicira da je p° 19 0, Sto je, na
osnovu teoreme 7.2.11 (a), ekvivalentno sa 7y o419 7,c. Dakle, ~, # ~19 na
dijagramu za skup Intz, (k).

(b) U vezi s pozicijom elementarne ekvivalencije na dijagramu, za skup
Intr,(w), uo¢imo prvo da ~3 = = = ~q;.

Za interpretacije p,o € Int}, (w) razmatrane u primeru 7.2.5, imamo
da je p ~2 01 p # o, pa, na osnovu teoreme 7.2.11 (a) i (c), imamo da
Tp, To € Intr(w), i da je 7, ~o 7, 1 7, # 7,. Dakle, ~o # = na dijagramu za
skup Intz (w).
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Interpretacije p,o € Inty, (w), razmatrane u primeru 7.2.6, su irefleksivne i
vazi da je p = 0 i p #19 0. Njihove refleksivizacije pre i 0re su u Intj, (w),
i, na osnovu tvrdenja 7.2.9 1 7.2.8, imamo da je pre = Ope 1 pre %10 Ore, StO,
na osnovu teoreme 7.2.11 (c) i (a), implicira da je 7,,., = 7o,. 1 Tp,. %10 Toye-
Dakle, = & ~19 na dijagramu za skup Intz(w). Na osnovu primera 7.2.7,
isti par struktura pokazuje da = % ~.

Konacno, interpretacije pg, o9 € Inty, (w), razmatrane u primeru 7.2.7,
su nepovezane, pg ~. 09 1 po Z 0g.- Na osnovu tvrdenja 2.3.1, njihovi
komplementi pf i o su u Inty, (w), pa, na osnovu tvrdenja 6.1.2 (a), imamo
da je p§ ~c 0f;, a, na osnovu tvrdenja 7.2.10, imamo da p§ # of. Na osnovu
teoreme 7.2.11 (b) i (¢), imamo da je Ty ~¢ Tog 1 Tpe # Toe. Dakle, ~c £ =
na dijagramu za skup Intz(w). O

Sto se tice uzajamnog odnosa kondenzacione ekvivalencije, elementarne
ekvivalencije i ekvimorfizma, primeri 7.2.3—7.2.7 pokazuju da su, kod besko-
nac¢nih struktura neunarnih jezika, ove sli¢nosti u parovima neuporedive.
Naredni primeri pokazuju da vazi i viSe od toga, slicnosti &= A ~, ~. A =1
= A & su u parovima neuporedive, i vazi jo§ da je njihov presek = A & A ~,
razli¢it od izomorfizma (videti sliku 7.2).

Primer 7.2.13 2 A ~, == =.
Neka G,,, za n € N, oznacava linearni graf sa n ¢vorova, i, uz pret-
postavku da su sve unije disjunktne, definisimo prebrojive Ly-strukture

X=U,Gull,G iY=U,Gsul,G2Ul,G1.

Na osnovu tvrdenja 2.3.3 imamo da je X 2 Y, i, na osnovu tvrdenja 6.1.1
(a), imamo da je X ~. Y. Ali X # Y, zato sto graf Y ima komponentu s
tacno dva elementa.

Primer 7.2.14 ~. N = =5 2.

Poznato je kako je Ly-teorija 7T, jedne relacije ekvivalencije s beskona¢no
mnogo klasa ekvivalencije, takva da je svaka klasa beskonacna, kompletna
teorija (jer je w-kategori¢na i nema kona¢nih modela pa mozemo primeniti
Los-Vaughtov test, pogledati teoremu 3.2.3). Neka je {A, B}U{C, : a < w1}
particija skupa wi, gde je |[A| = |B] = w1 1 |Cya| = w za a < wy, i neka je
X =(wi,p) 1Y = (wy,0), gde su p,o0 C w; X w; relacije ekvivalencije na wy,
koje redom odgovaraju particijama

I1, := {AUB}U{Ca:a<w1} iIl, .= {A,B}U{Ca:a<w1}.
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puna relacija

Il
1
2

Il
>
T
Il
>
2

1
>
2

1%

Slika 7.2: Sli¢nosti beskonac¢nih binarnih struktura

Tada je jasno da su X i Y modeli 7T, pa je X =Y. Posto je 0 C p, imamo
da je 0 <. p. Neka je {B, : @ < w;} particija skupa B, gde je |B,| = w, za
a < w1, 1 neka je p' relacija ekvivalencije na wy koja odgovara particiji

I, = {A}U{Ba:a<w1}u{0a:a<w1}.

Tada je p = p' C 0, i, na osnovu tvrdenja 6.1.1 (a), imamo da je p <. o, pa
je p ~c 0. Na osnovu tvrdenja 2.3.3 imamo da se Y <& X, pa je X £ Y.

Primer 7.2.15 = A &= =5 ~,.

Poznato je da je Lp-teorija 7; linearnih uredenja u kojima svaki element
ima direktnog prethodnika i direktnog sledbenika kompletna (videti [20, str.
74]). Dakle, ako su X 1 Y modeli teorije 7; definisani sa

Xi=>Z-(w+2) i Yi=)» Z-(Z+w),

tada je X = Y, i jasno je da je X = Y. Kako linearno uredenje Y nema
pocetni segment izomorfan sa w*, imamo da je X 2 Y, i, kao u primeru
7.2.7, zaklju¢ujemo da je X o4, Y.
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Primer 7.2.16 2 A~ A = =5 =,
Neka je X skup velicine N, i neka su p, o € Inty, (X) relacije ekvivalen-
cije na X, koje, redom, odgovaraju slede¢im particijama

II, := {Xgn+1 in e w} U {Ca o< NW},

II, := {X2n+2 ne w} U {Da ta< Nw}a

gde je | Xi| =Npzak € N, 1 |Cy| = |Do| =w, za a < R,. Tada je p=o
(videti primer 7.2.14), i, na osnovu tvrdenja 2.3.3, imamo da je p = o i

pFo.

Izaberimo skupove Yo, 11 € [Xon12]¥27+1, za n € w, i razbijmo uniju

U Xont2 \ Yont1

new
na XN, disjunktnih prebrojivih skupova E,, o < X,,. Neka je p' € Inty, (X)
relacija ekvivalencije na X koja odgovara particiji

I, = {anH :nEw}U{Ea:oz<Nw}U{Da:oz<Nw}.

Tada je p = p' C o, pa je, na osnovu tvrdenja 6.1.1 (a), p <. 0.
Izaberimo sada skupove Za, 1o € [Xo,43]%2"+2, zan € w, i razbijmo uniju

X1U [ Xonys \ Zonte
new
na X, disjunktnih prebrojivih skupova Fy,, o < X,,. Neka je ¢’ € Inty, (X)
relacija ekvivalencije na X, koja odgovara particiji

I, := {Z2n+2:nEw}U{Fa:a<NW}U{Ca:a<NW}.

~

Tada je 0 = ¢’ C p, pa je, na osnovu tvrdenja 6.1.1 (a), o <. p. Dakle,

preo.

7.3 Kondenzaciona ekvivalencija i druge sli¢nosti
konacnih i unarnih struktura
Sli¢nosti konacnih struktura

Kurili¢ je u [31] pokazao da, ako je L neprazan relacijski jezik a x konacan
kardinal, tada dijagram koji opisuje odnos sli¢nosti ~, za k < 11, kolapsira
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na dijagram dat na slici 7.3, pri ¢emu je ~9 = ~; akko je x = 1. Na
osnovu tvrdenja 6.1.2 (e) i tvrdenja 3.2.4, doda¢emo sli¢nosti ~. i = na dati
dijagram, pri ¢emu je

~N, = = = X
c====
~4 =g =g =10 =~11 = puna relacija
ANl =g =g =~ = A = ~vg =~ = = = izomorfizam

~p = jednakost

Slika 7.3: Sliénosti na skupu Inty(k), za 1 < k < w

Sli¢énosti unarnih struktura

Sada ¢emo razmotriti Sta se dogada kod beskona¢nih struktura unarnih
jezika. Za proizvoljan unaran jezik L i beskona¢an kardinal x, na osnovu teo-
reme 3.5 iz [31], imamo da dijagram na slici 7.4 opisuje hijerarhiju sli¢nosti
~k, za k ¢ {8,10}, na skupu Inty(x), pri cemu je ~g # ~11. Stavise, sve
implikacije su prave, i nema novih implikacija (osim onih koje slede iz tran-
zitivnosti). Pozicija sli¢nosti ~g i ~1¢ na dijagramu zavisi od modela teorije
skupova u kojem Zivimo. Ako je s regularan kardinal i 2¢ = k7, tada je
~g # ~19. Specijalno, na osnovu teoreme 3.6. iz [31], ako je L = L, jezik
koji sadrzi samo jedan unaran relacijski simbol, tada na Intz(w) imamo da
je ~g = ~g ida je

{ ~11 ako je poset (P(w)/Fin)™ forsing ekvivalentan svom kvadratu,
~10= . .
~g inace.

Dakle, na osnovu rezultata Shelaha i Spinasa [80], jednakost ~g = ~ig
nezavisna je od ZFC.

Sto se tice pozicije sliénosti ~ i = na dijagramu, primetimo da ih izomor-
fizam implicira, i da one impliciraju ~11. Sledeéi primer pokazuje da, za neke

~Y

unarne jezike i beskonacne domene, imamo da je ~, = = = =.
Primer 7.3.1 ~, == ==,

Neka je L,, = (R), gde je ar(R) = 1, ineka p,o € Inty(w). Ako je p ~¢ o,
tada, na osnovu tvrdenja 6.1.1 (a), postoje bijekcije f,g € Sym(w), takve
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~11 = puna relacija

~g = izomorfizam P(X)

~4

= jednakost P(X)

~g = ~vp = A7 = g

= izomorfizam = ekvimorfizam
~p = jednakost

Slika 7.4: Sliénosti na skupu Inty (k) za unarno L i beskonaéno x

da je f[p] C o i g[o] C p, sto implicira da je |p| = |o|. Na osnovu tvrdenja
6.1.2 (a) imamo da je p© ~. 0¢, i sliéno zakljuéujemo da je |p¢| = |o¢|. Ako
je F € Sym(w) takvo da je F[p] = o, tada je jasno da F' € Iso(p, o), Sto
implicira da je p = o.

Ako je p = o, tada, posto je Th({w, p)) w-kategori¢na teorija, imamo da
jep=Eo.

Slede¢i primer pokazuje da je, za neke unarne jezike, implikacija = = ~
prava, i pokazuje jos da ~. ne implicira ~1g, odakle sledi da ~. & ~, za
k < 10.

Primer 7.3.2 ~. =5 ~jg, i, na osnovu toga, ~. == ~, za k < 10.
Neka je @ skup racionalnih brojeva, i L = (R, : ¢ € Q) unaran jezik.
Neka su p,o € Inty(Q) interpretacije definisane sa

p = <(—m7q] 1q € Q>,

o= <(foo,q71] :q<O>U<(—oo,q} :q20>.

Ako f € Sym(Q), gde je f(q) = ¢ — 1, tada, na osnovu tvrdenja 1.1.5 (a),
imamo da je

p%f[p]=<(—oo,q—1]:q662>§a,

i kako je 0 C p, na osnovu tvrdenja 6.1.1 (a) zakljucujemo da je p ~. o.
Sada imamo da se particija iz teoreme 5.3.1 koja odgovara strukturi (Q, p)
sastoji od singltona, pa je P((Q, p)) = {Q} trivijalni forsing. S druge strane,
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particija koja odgovara strukturi (Q,o) sastoji se od intervala [—1,0]q i
singltona {¢}, gde ¢ € @\ [-1,0]¢q, pa je

P((Q,0)) Zfore (P(w)/Fin)".
Dakle7 1% 7410 g.

Tvrdenje 7.3.3 ~4 & ~¢, i prema tome ~p # ~. za k € {4,6,8,10,11},
za proizvoljan unaran jezik L = (R; : 1 € I) i beskonacan skup X.

Dokaz. Neka je X := (X,p) 1Y := (X,0), gde je p = (0 : i € I) i
o= (X :ielI). Tada je P(X) = P(Y) = [X]X], ali je jasno da je p o4e 0. O
Slede¢a dva primera pokazuju da su, za neke unarne jezike i beskonaéne

domene, elementarna ekvivalencija i kondenzaciona ekvivalencija neupore-
dive sli¢nosti.

Primer 7.3.4 ~, =5 =.
Neka je Z skup celih brojeva i L = (R, : n € Z) unaran jezik. Neka su
p,o € Intp(Z) interpretacije definisane sa

pi= <(—oo,n] ‘n € Z>,

o= <(—oo,n—1] :n<0>U<(—oo,n] :n20>.

Ako f € Sym(Z), gde je f(n) = n — 1, tada, na osnovu tvrdenja 1.1.5 (a),
imamo da je

p%f[p]:<(—oo,n—l]:n€Z>§a,

i, kako je 0 C p, na osnovu tvrdenja 6.1.1 (a) zakljuéujemo da je p ~. 0.
Ali p # o, zato §to za recenicu

@ := Fvg,v1 (vg # v1 A Ro(vo) A Ro(v1) A —~R_1(vg) A= R_1(v1))
imamo da je (Z,0) = ¢ i (Z, p) = —ep.

Primer 7.3.5 = =5 ~, i na osnovu toga = == =.

Neka je L jezik koji sadrzi samo jedan unarni relacijski simbol U, i neka
je T, L-teorija koja kaze da su i U i njen komplement beskonacni skupovi.
Jasno je da je T, w-kategori¢na teorija koja ima samo beskonacne modele,
pa je, na osnovu Los-Vaughtovog testa, kompletna. Neka je X := (wy,p) i
Y := (w1,0), gde je p,o Cwi i|p| = |w1\ p| = wi, ali je |o] = w. Tada je
X=Y,tj. p=o, ali p 4.0, sto implicira da p . o.
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Reverzibilnost
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Glava 8

Varijacije reverzibilnosti

Ako je L relacijski jezik i X neprazan skup, za interpretaciju p € Inty(X)
reéi ¢emo da je jako reverzibilna akko je [p|~ = {p}; da je reverzibilna akko
je [p]~ antilanac u Booleovoj mrezi (Inty(X),C); da je slabo reverzibilna
akko je [p]~ konveksan skup u Booleovoj mrezi (Intz(X),C). Sa Revy(X)
(redom, sRevr(X), wRevy (X)) oznacavac¢emo skup svih reverzibilnih (re-
dom, jako reverzibilnih, slabo reverzibilnih) interpretacija p € Inty(X). Za
L-strukturu X = (X, p) reéi é¢emo da je reverzibilna (redom, jako reverz-
ibilna, slabo reverzibilna) akko je interpretacija p € Inty(X) reverzibilna
(redom jako reverzibilna, slabo reverzibilna)®.

Ako je C klasa struktura i ~ relacija ekvivalencije na C, tada ¢emo za
svojstvo P (relevantno za strukture iz C) reéi da je ~-invarijantno akko za
sve X,Y € C imamo: ako X ima P i X ~ Y, tada i Y ima P. Za skup
interpretacija C C Inty(X) analogno definiSemo ~-invarijantna svojstva (in-
terpretacija). Jasno je da, ako su ~j i ~9 relacije ekvivalencije na C, i ako
je ~1 C ~9, tada je svaka ~s-invarijanta i ~j-invarijanta.

Rezultati iz ove glave dokazani su u [55].

Tvrdenje 8.0.1 Neka je X neprazan skup i L relacijski jezik. Tada vaZi:
(a) sRevy(X) C Revyp(X) C wRevp(X);
(b) Jaka reverzibilnost, reverzibilnost i slaba reverzibilnost su ~.-invari-
jante (pa i Z-invarijante) na skupu Intp (X).

Dokaz.

'Kukiela je u [28] uveo jos jednu varijaciju reverzibilnosti. Naime, relacijska struktura
X = (X, p) je nasledno reverzibilna akko je svaka njena podstruktura X’ reverzibilna. U
[28] data je karakterizacija nasledno reverzibilnih poseta.

155
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(a) Prva inkluzija je trivijalna, a druga sledi iz Cinjenice da je svaki
antilanac konveksan skup u posetu (Intz (X), C).

(b) Neka je p ~. 0. Ako je interpretacija p jako reverzibilna, tada, na
osnovu tvrdenja 6.1.5, 0 € [p]~. = {p}. Dakle, interpretacija o = p je
jako reverzibilna. Ako je interpretacija p reverzibilna, tada je [o]~. = [p]~.
antilanac u posetu (Intz,(X), C), pa je i o takode reverzibilna. Konac¢no, ako
je interpretacija p slabo reverzibilna, tada o € [p]~. = [p]~, paje [0]~ = [p]~
konveksan skup u posetu (Inty (X), C), §to znaci da je interpretacija o slabo
reverzibilna. O

8.1 Jaka reverzibilnost

Koncept jako reverzibilnih relacija poznat je u literaturi pod imenom kon-
stantne relacije (videti [16, str. 251])

Tvrdenje 8.1.1 Neka je X neprazan skup ¢ L = (R; : 1 € I) relacijski
jezik. Za svaku interpretaciju p € Inty (X)), sledeéi uslovi su ekvivalentni:

(a) p je jako reverzibilna;

(b) [pl~. = {p};

(c) Aut(p) = Sym(X);

(d) Cond(p) = Sym(X);

(e) flp]l = p, za svako f € Sym(X);

(f) Relacija p; je jako reverzibilna za svako i € I;

(9) Za svako i € I, relacija p; je podskup skupa X™ definabilan formulom
praznog jezika Ly, bez kvantifikatora i parametara.

Dokaz.
(a)=-(b) Ako je [p]~ = {p}, tada je, na osnovu tvrdenja 6.1.5,

[pl~. = Conviye, (x),c)({P}) = {p}-

(b)=(c) Ako je [p]~. = {p} i1 f € Sym(X), tada, na osnovu tvrdenja
) 1 tvrdenja 6.1.2 (d), imamo da f[p] € [p]=~ C [p]~., Sto implicira da
je flp] = p. Na osnovu tvrdenja 1.1.3 (g), imamo da f € Aut(p).
(¢)=>(d) Ovaj smer je trivijalan.
(d)=(a) Ako je Cond(p) = Sym(X), tada, na osnovu tvrdenja 1.1.3 (e),
imamo da je
flp] € p, za svako f € Sym(X). (8.1)

Ako bismo pretpostavili da postoji g € Sym(X) takvo da je g[p] € p, tada
bismo, na osnovu tvrdenja 1.1.2 (a) i (j), imali da je p € g~ ![p], odakle bi,
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na osnovu (8.1), sledilo da je g~ [p] C p € g7'[p], $to je nemoguée. Dakle,
flpl = p za svako f € Sym(X), odakle, na osnovu tvrdenja 1.1.5 (a), sledi
da je interpretacija p jako reverzibilna.

(c)<(e) Ova ekvivalencija sledi iz tvrdenja 1.1.3 (g).

(c)&(f) Imamo da je Aut(p) = Sym(X) akko je (,c; Aut(p;) = Sym(X)
akko je Aut(p;) = Sym(X) za svako ¢ € I, $to, na osnovu ekvivalencije
(a)<(c), vazi akko su sve relacije p; jako reverzibilne.

(f)<(g) Neka je M, := {0,1}{tkbiA<k<i=n} 5 n > 2. Neka je, za
c=(cky:1 < k<l<n)e M,, Ly-formula 9).(v1,...,v,) definisana sa

Ye(v1,.. . vn) 1= /\1§k<l§n(vk = )k, (8.2)

gde je, za formulu 7, n° := -0 i n' := 7. Neka je dalje, za datu Lg-formulu
o(v1, ..., Up),

D, := {(xl,...,xn> eX": X @[ml,...,xn]}
odgovarajuca n-arna relacija na skupu X definisana formulom ¢, i neka je
Dx = {@} U {D¢ : ¢ je disjunkcija nekih formula oblika (8.2)}.

Neka je jos Dx 1 := {0, X}. Lako se vidi da vazi
Ve,d € My, (¢c#¢ = Dy.NDy, =0) i X" = Ueenrr, Dy (8.3)

kao i da je Dx , Booleova algebra Ly-definabilnih podskupova skupa X™.
Ekvivalencija (f)<(g) sada ¢e slediti iz narednog stava:

Stav 8.1.2 Za svakon € N i p C X", sledeéi uslovi su ekvivalentni:
(i) p je jako reverzibilna;
(ii) f[p] = p, za svako f € Sym(X);
(iii) p € Dx .

Dokaz.

(i)<(ii) Ovo je specijalan sluc¢aj ekvivalencije uslova (a) i (e).

(il)=(ili) Za n = 1, ako je f[p] = p za sve f € Sym(X), tada je jasno
dap e {0,X}. Nekajen >2i0 # p C X" gde je f"[p] = p, za sve
f € Sym(X). Prema (8.3), da bi dokazali kako p € Dx,, dovoljno je
dokazati da vazi

Vee M, (pN Dy, #0= Dy, Cp). (8.4)
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Prvo ¢éemo dokazati da, za svako n > 2, imamo
Ve € My VT, 5 € X" (Ye[Z] Ate[y] = 3f € Sym(X) f*(z) =7).  (8.5)

Neka ¢ € M,, i neka z,y € X", tako da je 9.[Z] i ¢¢[y]. Definisimo

g:= {(xl,y1>,(x2,y2>,...,(xn,yn)}.

Kako je 9.[7], za 1 < k <1 < n imamo da je z, = x; akko je ¢y = 1,
sto, uz v¥.ly], vazi akko je yr = y;. Odatle zaklju¢ujemo da je g funkcija,
g {z1,...,zn} — {y1,...,yn}, koja je bijekcija. Ako je f € Sym(X)
proizvoljna ekstenzija funkcije g, tada je jasno da f zadovoljava (8.5).

Sada ¢emo dokazati (8.4). Neka ¢ € M, T = (x1,...,2n) € pN Dy, i
= (y1,...,yn) € Dy.. Tada je 9.[Z] i 9.[y], pa, na osnovu (8.5), postoji
f € Sym(X) takvo da je f(xzx) = vy, za sve k < n. Sada, na osnovu (ii),
imamo da je g = f(z) € f[p] = p.

(iii)=(ii) Za n = 1 tvrdenje je ocigledno. Neka jen > 2, p€ Dx, i f €
Sym(X). Jasno je da je f"[f] = 0. Pokaza¢emo sada da je f"[Dy,| = Dy,,
za ¢ € M,. Kako je f injekcija, za sve x,2’ € X imamo da je z = 2’ akko je
f(z) = f(2'). Dakle, za svako (x1,...,z,) € X" imamo da je

N (@r=a)™ akkoje N\ (flar) = fz)™,

1<k<i<n 1<k<i<n

tj. Ye[z1, ..., xp] akko je Y[ f(x1), ..., f(ay)], ili ekvivalentno (x1,...,x,) €
Dy, a to vazi akko f"((z1,...,2p)) € Dy,. Ovo znaci da je Dy, =
(f™)"[Dy,], i posto je f (pa, na osnovu tvrdenja 1.1.1 (c), i f™) bijekcija,
dobijamo da je f"[Dy.] = Dy,.

Konaéno, ako je p = Dy, gde je ¢ = V¢ ; Yo, tada je Dy = ;e Dy ;.
i, na osnovu prethodne analize, imamo da je

1D = 1Dy ;) = | Dy, = D

Je€J JE€J

Ovim je zavrSen dokaz tvrdenja. a

Primedba 8.1.3 Ako na skupu Inty,(X) definiSemo preduredenje <4 4 (tzv.
skup-automorfni pretporedak) na sledeéi nacin:

p=2aa0 < Aut(p) C Aut(o),
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i, ako odgovarajuéi antisimetri¢ni koli¢nik obelezimo sa
<1ntL(X) /a4, <a4 >,

tada, na osnovu tvrdenja 8.1.1 (c), imamo da je sRev (X ) najvedi, a Rigy (X)
najmanji element u posetu (Intr(X) /~a.4,<a.4)-

Primer 8.1.4 Za neprazan skup X, proizvoljno n € N, i relacijski jezik
L, = (Ry), gde je ar(R,) = n, skup sRevy, (X) = Dx, jako reverzibilnih
n-arnih relacija na X je konacna podalgebra Booleove algebre Inty (X). Za
n =1 imamo da je sRevy, (X) = {0, X}, dok za n = 2 imamo da je

sReva(X):{Q),AX, g(,XQ}.

Dakle, jedini jako reverzibilni elementi u Inty, (X) su prazna relacija, dija-
gonala, kompletan graf i puna relacija.

Posledica 8.1.5 Neka je X neprazan skup i L = (R; : i € I) relacijski
jezik. Tada je sRevp(X) = [[;c; Dxm, pod-kompletna algebra kompletne
Booleove algebre Intr(X).

Dokaz. Ovo sledi iz ¢injenice da su Dy ,, konacne podalgebre (pa samim
tim i pod-kompletne algebre) kompletne Booleove algebre Int g, (X), za
1el. O

Lema 8.1.6 Neka je X neprazan skup, L = (R; : i € I) relacijski jezik i
neka p,o € Intp(X), pri cemu je p ~. 0. Ako 7 € sRev(X), tada je:

(a) pUT ~eoUT;

(b) pNT~.oNT;

(¢) p\T ~co\T.

Dokaz.

(a) Na osnovu tvrdenja 1.1.3 (e), imamo da je p <. o akko postoji
f € Sym(X) takvo da je f[p] C o. Posto je interpretacija 7 jako reverzibilna,
na osnovu tvrdenja 8.1.1 (e) imamo da je f[7] = 7, pa je, na osnovu tvrdenja
1.1.2 (e),

flpurl = flpl U flr] = flplUT CoUT,
§to znaci da je pUT <. o UT. Sli¢no tako, imamo da je c UT <. pU T, pa
jepUT ~oUT.
Dokaz tvrdenja (b) i (c) ide sli¢no. O
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8.2 Reverzibilnost

Tvrdenje 8.2.1 Neka je X neprazan skup i L = (R; : i € I) relacijski
jezik. Za svaku interpretaciju p € Intr(X), sledeéi uslovi su ekvivalentni:

(a) p je reverzibilna;

(b) [p]~. je antilanac u posetu (Intp(X),C);

(c) o € [pl=\ {p} (0 Z p 1 p L 0);

(d) Vo € [pl~. \{p} (6 L pAp L o);

(e) Aut(p) = Cond(p);

(f) Cond(p) je podgrupa simetricéne grupe Sym(X);

(9) Vf € Sym(X) (flp] € p = flpl = p)

Dokaz.
(a)=(b) Ako je [p]~ antilanac u posetu (Intz(X), C), tada, na osnovu
tvrdenja 6.1.5, imamo da je

[Pl~. = Conv iy, (x),c) ([P)=) = [p]=,

=

pa je i [p]~. antilanac u posetu (Intz(X), C).

(b)=(c) Neka je [p]~. antilanac u posetu (Inty(X),C), i neka o € [p]~\
{p}. Na osnovu tvrdenja 6.1.2 (d) imamo da je [p|~ C [p].., pasupioc
razliciti elementi skupa [p]~., i na osnovu toga neuporedivi.

(¢)=(d) Pretpostavimo suprotno, da je neko o € [p]~, \{p} C-uporedivo
sa p. Na osnovu tvrdenja 6.1.5 imamo da o € Convpy, (x),c)([p]=~), pa, na
osnovu tvrdenja 1.2.2 (b), postoje p1,p2 € [p]~ takvi da je p1 C o C po.
Ako je 0 C p, tada je p1 € p, Sto je, prema (c), nemoguce. A ako je p C o,
tada je p C pa, Sto je isto nemoguce.

(d)=(e) Ako f € Cond(p), tada, na osnovu tvrdenja 1.1.3 (e), imamo
da je f[p] C p. Na osnovu tvrdenja 1.1.5 (a) i na osnovu tvrdenja 6.1.2 (d)
imamo da f[p] € [p]=~ C [p]~., odakle je, na osnovu (d), f[p] = p. Sada, iz
tvrdenja 1.1.3 (g) sledi da f € Aut(p).

(e)=(f) Ovaj smer je trivijalan.

(f)=(g) Pretpostavimo suprotno, da postoji f € Sym(X) takvo da je
flp] € p. Tada, na osnovu tvrdenja 1.1.3 (e), imamo da f € Cond(p), a na
osnovu tvrdenja 1.1.2 (a) i (j), imamo da je

p S ol (8.6)

Kako je Cond(p) podgrupa simetri¢ne grupe Sym(X), sledi da f~! € Cond(p),
odakle, na osnovu tvrdenja 1.1.3 (e), sledi da je f~![p] C p, §to, zajedno sa
(8.6), implicira da je f~1[p] € f~![p], a to je kontradikcija.
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(g)=(a) Neka p1, p2 € [p]~ i neka je p; C ps. Na osnovu tvrdenja 1.1.5
(a) postoje f,g € Sym(X) takvi da je p1 = f[p] i p2 = g[p]. Na osnovu
tvrdenja 1.1.2 (j) i (a) imamo da je

(g~ o Nl =g ' If1el] € g glp)] = p-

Kako g~' o f € Sym(X), na osnovu (g) zakljuéujemo da je (g~ o f)[p] = p,
odakle sledi da je f[p] = g[p], tj. da je p1 = po. O

Neka Pg.r(X) oznacava konacno-kokonacnu podalgebru algebre parti-
tivnog skupa P(X). Jasno je da je Fcfr (X) := [[;c; Py (X™) podalgebra
Booleove algebre Intr,(X) = [[;c; P(X™). Imamo da je

Fefr(X) = {p entr,(X):Viel (|pi|l <wV[X™\ pi] < w)}

Tvrdenje 8.2.2 Neka je X neprazan skup i L = (R; : i € I) relacijski
jezik. Tada, za svaku interpretaciju p = (p; : i € I) € Inty(X), imamo:

(a) Ako su sve relacije p; € X", ¢ € I, reverzibilne, tada je inter-
pretacija p reverzibilna;

(b) p je reverzibilna akko je p© reverzibilna;

(c) Fefr(X) C Revi(X), odakle sledi da, za konacan skup X, imamo da
je Revy(X) = Intr(X);

(d) Ako je L = (R1, Ra), gde je ar(Ry) = ar(R2) = n € N, tada, za svaki
beskonacan skup X 1 svako p1 C X", imamo da

p = (p1, X"\ p1) € Revy(X).

Dokaz.

(a) Neka je f € Sym(X) takvo da je f[p] C p. Tada je, za svako i € I,
f™[ps] C pi, odakle, na osnovu tvrdenja 8.2.1 (g), sledi da je, za svako i € I,
" [pil = pi, tj- flp] = p- Na osnovu tvrdenja 8.2.1 (g) opet, zakljucujemo
da je p reverzibilna interpretacija.

(b) Neka je interpretacija p reverzibilna i neka je f € Sym(X) takvo da
je flp°] C p°. Kako je f bijekcija, imamo da je f[p] = (f[p])¢, 1 stoga je
(flp))e C p©, tj. p C flp]. Na osnovu tvrdenja 1.1.5 (a) p i f[p] pripadaju
antilancu [p|~, odakle zaklju¢ujemo da je f[p] = p. Dakle,

pa je, prema tvrdenju 8.2.1 (g), interpretacija p® reverzibilna. Obrat sledi
C

iz jednakosti p = (p©)°.
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(c) Neka p = (p; : i € I) € Fefr(X). Prema (a) i na osnovu tvrdenja
8.2.1 (g), dovoljno je dokazati da, za svako ¢ € I i f € Sym(X), vazi

il € pi = f"pi] = pi- (8.7)

Na osnovu tvrdenja 1.1.1 (¢), f™ : X™ — X™ je bijekcija, pa ako je |p;| < w,
(8.7) je ocigledno. A ako je |X"™ \ p;i| < w, tada je X™ \ p; reverzibilna
relacija, pa je, na osnovu (b), i relacija p; reverzibilna.

(d) Neka je f € Sym(X) takvo da je f[] C p, ti. da je f*[p1]  p1 i
fMX™N\ p1] € X™\ p1. Na osnovu tvrdenja 1.1.1 (¢), f™ : X™ — X" je
bijekcija, pa imamo da je f"[p1] = p1 1 X"\ p1] = X"\ p1, tj. flp] = p.
Na osnovu tvrdenja 8.2.1 (g), interpretacija p je reverzibilna. O

Primer 8.2.3 Obrat tvrdenja 8.2.2 (a) ne vazi. Neka objekti L, X i p;
zadovoljavaju pretpostavke tvrdenja 8.2.2 (d). Ako je A beskonacan i kobes-
konacan podskup skupa X i ako je p1 = Ay, gde je

Ay = {(a,a,...,a>€X”:a€A}, za A C X,

tada relacija p; nije reverzibilna, ali interpretacija p := (p1, X™ \ p1) jeste.
Uocimo kako su Ax i Ay jako reverzibilne relacije, dok je relacija A4 rever-
zibilna za konacan ili kokonacan podskup A C X.

Primedba 8.2.4 Ako na skupu Int,(X) definiSemo preduredenje <¢ ¢ (tzv.
skup-kondenzacioni pretporedak) na sledeéi nacin:

p 2c,c o <= Cond(p) C Cond(c),

i ako odgovarajuéi antisimetri¢ni kolicnik obelezimo sa

<IntL(X) /=cc, <cc >,

tada, na osnovu tvrdenja 8.1.1 (d), imamo da je sRevy(X) najveéi, a na
osnovu tvrdenja 8.2.1 (e), da je Revy(X) N Rigy(X) najmanji element u
posetu (Intr(X)/ ~c.c,<c,c). Na osnovu tvrdenja 8.2.1 (f) sledi da je
skup Revy(X) ~¢ c-invarijantan, tj. Revy(X)/~cc C Intr(X)/~cc, i
jos imamo da je

IntL(X) /%C,C = CODV(IntL(X)/zcyc,Sc,c) (RGVL(X) /%C,C )

Na slican nacin kao u dokazu teoreme 8.3.28, dokazuje se da su, za p,o €
Intz,(X), sledeéi uslovi ekvivalentni:
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(iv) ([p]=, C) =F ([o]~, C), gde je preslikavanje F' : [p]l~ — [0]~ dato
[
definisano.

Tvrdenje 8.2.5 Neka suX iY L-strukture. Ako je X reverzibilna struktura
i X ~. Y, tada je X 2 Y (pa je i Y reverzibilna struktura), i pri tome je
Cond(X,Y) = Iso(X,Y).

Dokaz. Neka je X = (X,p) 1Y = (Y,0), gde p € Int(X), o € Int.(Y).
Neka f € Cond(X,Y) i g € Cond(Y,X). Tada, na osnovu tvrdenja 8.2.1 (e),
imamo da f o g € Cond(Y) = Aut(Y). Sada, na osnovu tvrdenja 1.1.3 (e) i
(g), imamo da je flp] C 7, glo] C pi (f 0 g)lo] = . Dakle,

o= flglo]] € flp] C o,

pa je f[p] = o, §to, na osnovu tvrdenja 1.1.3 (g), znaci da f € Iso(X,Y).
Dakle, X = Y, i kako je f € Cond(X,Y) bilo proizvoljno, imamo da je
Cond(X,Y) C Iso(X,Y), tj. Cond(X,Y) =Iso(X,Y). O

8.3 Slaba reverzibilnost

Za intepretaciju p € Inty(X) reéi éemo da ima svojstvo Cantor-Schréder-
Bernstein za kondenzacije akko kad god su f : (X, p) = (X,0)ig: (X,0) —
(X, p) kondenzacije, imamo da je p = o (odnosno, kad god je p <. 0 i0 <. p,
imamo da je p = o), gde je o € Inty(X) proizvoljno.

Tvrdenje 8.3.1 Neka je X neprazan skup i L = (R; : i € I) relacijski
jezik. Za svaku interpretaciju p € Intr(X), sledeéi uslovi su ekvivalentni:
(a) p je slabo reverzibilna;
(b) p ima svojstvo Cantor-Schréder-Bernstein za kondenzacije;
(¢) [pl~e = [pl=;
(d) (01 N pl)U(pt Nol) C lpl=, za svako o € [p];”
(e) ot N pl C[plx, za svako o € [p]=.

Dokaz.

2Uslov (d) iz tvrdenja 8.3.1 kaze da je skup [p]~ p-zvezdast u posetu (Intr(X), C).
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(a)=(b) Akosu f: (X,p) = (X,0)1g:(X,0) = (X, p) kondenzacije,
tada je p <. 010 < p, tj. p~co. Naosnovu tvrdenja 6.1.5 1 (a),

o€ [pl~, = COHV(IntL(X),Q([P]%) = [ple,

tj. p=o.

(b)=(c) Neka o € [p]~.. Tada postoje kondenzacije f : (X, p) — (X, 0)
ig:(X,0) = (X,p), pa, na osnovu (b), o € [p]x~, tj. [p]~. C
inkluzija sledi iz tvrdenja 6.1.2 (d).

(c)=(d) Na osnovu tvrdenja 6.1.5 i (c) je [pl~ = Conv iy, (x),c)([0]=),
tj. skup [p]~ je konveksan u posetu (Inty(X), C), sto implicira (d).

(d)=-(e) Ovaj smer je trivijalan.

(e)=(a) Neka p1,p2 € [p]~ 1 0 € Intz(X) tako da je p1 C o C pa.
Na osnovu tvrdenja 1.1.5 (a), postoje bijekcije f,g € Sym(X) takve da je
p1 = flp] C o C g[p] = p2. Tada je, na osnovu tvrdenja 1.1.2 (j) i (a),

(g o Nl =g ' Iflpl] € g ' [o] C p-

Kako g~'of € Sym(X), na osnovu (e) i tvrdenja 1.1.5 (a) imamo da g~*[o] €
[p]=, paio € [p|~, Sto znaci da je skup [p]~ konveksan u posetu (Intz,(X), C).
a

Primer 8.3.2 sRevy, (w) C Revy, (w) € wRevy, (w) € Intp, (w).
Neka je pg € Intp,(w) relacija ekvivalencije p iz primera 6.1.4 i neka je
p1 € Inty, (w) dato sa

1= {(n,n—i—l) :n6{3k‘:k:€w}}.

Kako je [po]~ # [po]~., relacija pp nije slabo reverzibilna. Relacija p; nije
reverzibilna (zato sto je p1 = p1 \ {(0,1)}). Primenom tvrdenja 8.3.1 (e),
lako zaklju¢ujemo kako je relacija p; slabo reverzibilna. Ako sa <, ozna¢imo
prirodni poredak na skupu w, tada je <, jedna reverzibilna relacija, koja nije
jako reverzibilna, jer je, na osnovu primera 8.1.4, sRevy, (w) = {0, A,, AS, w?}.
Videti sliku 8.1.

Tvrdenje 8.3.3 Neka je X neprazan skup i L = (R; : i € I) relacijski
jezik. Tada, za svaku interpretaciju p = (p; i € I) € Intr,(X), imamo:

(a) Ako postoji ig € I takvo da je relacija p;, slabo reverzibilna, i da su
sve relacije p; C X™ i € I\ {ip}, jako reverzibilne, tada je interpretacija p
slabo reverzibilna;

(b) p je slabo reverzibilna akko je p© slabo reverzibilna;

(¢) Ako je binarna relacija p € Inty, (X) (i)refleksivna, simetricna i slabo
reverzibilna, tada je p reverzibilna.
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Intr, (w)
e 00
— wRevp, (w)
* )1
— Revp, (w)
* <u
-sRevy, (w) ——
o X

Slika 8.1: sRevy, (w) € Revy, (w) € wRevy, (w) € Inty, (w).

Dokaz.
(a) Neka p!, p? € [p]~ i 0 € Inty(X), tako da je p! C o C p?. Na osnovu
tvrdenja 1.1.5 (a), postoje bijekcije f,g € Sym(X) takve da je

p' = flo) S o Cglp] = p.

Tada je p} = f"[p;] C o5 C g"i[p;] = p?, za sve i € I. Kako je relacija
pi, slabo reverzibilna, sledi da o;, € [pi]~, tj. da postoji h € Sym(X)
takvo da je o;, = h™o[p;,]. Kako su sve relacije p; C X" ¢ € I\ {ip},
jako reverzibilne, na osnovu tvrdenja 8.1.1 (e) imamo da je f"i[p;] = p; i
g"ipi] = pi, paje o, = p; zai € I\ {ip}. Tada je, na osnovu tvrdenja 8.1.1
(e), o = hlp|] € [p]~, pa je skup [p]~ konveksan.

(b) Neka je p slabo reverzibilna, i neka su f,g € Sym(X) i o € Intz(X)
takvi da je f[p°] C o C g[p°]. Kako je f bijekcija, imamo da je
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pa je (f[p])¢ C o C (g[p])¢, tj. glp] € o C flp]. Na osnovu tvrdenja 1.1.5
(a), flp] 1 g[p] pripadaju konveksnom skupu [p|~, pa i 0¢ € [p]~, odakle,
prema tvrdenju 1.1.5 (a), postoji h € Sym(X) takvo da je 0¢ = h[p]. Tada je

Il

o = (hlp])° = hlo] € [o"]

)

pa je, na osnovu tvrdenja 1.1.5 (a) opet, skup [p¢]~ konveksan. Obrat sledi
iz jednakosti p = (p©)°.

(c) Pretpostavimo suprotno, da relacija p nije reverzibilna. Tada, na
osnovu tvrdenja 8.2.1 (g). postoji f € Sym(X) takvo da je f[p] € p. Neka
(x,y) € pi{z,y) & flp]. Kako su binarne relacije p i f[p] (i)refleksivne,
zaklju¢ujemo da je x # y. A kako su binarne relacije p i f[p] simetricne,
zakljuujemo da (y,x) € pi (y,x) &€ f[p|. Neka je o := flp]U{(z,y)}. Tada
je flp] € o C p, pa, na osnovu tvrdenja 6.1.5, imamo da

o€ [pl~. = COHV(IntLb(X),g([P]%) = [pl=.

Dakle, p = o, §to je nemoguce zato Sto relacija o nije simetric¢na. a

Primer 8.3.4 Ako u tvrdenju 8.3.3 (a) jaku reverzibilnost zamenimo s
reverzibilnoséu, tvrdenje vise ne vazi.

Neka je L = (Ry, Ra), gde je ar(R;) = ar(R2) = 2, neka su

mo=J {<8k,8k + 1), (8k + 2,8k + 3>},
kew

pri= () {(4h, 4k + 1), (4 + 1,4k + 2), (4k + 2,4k + 3)},
kew

dve binarne relacije na skupu w, i neka je p := (p1,p2) € Intz(w). Na
osnovu tvrdenja 8.3.1 (e) zaklju¢ujemo da je relacija p; slabo reverzibilna,
a na osnovu tvrdenja 8.2.1 (g) da je relacija py reverzibilna. Pretpostavimo
da je interpretacija p slabo reverzibilna. Neka je f € Sym(w) takvo da je
Floo) = p2 i Flon) = 1\ {0, 1), 2,3)}. Nekaje o i= pr \ {(2,3)} i 02 i= pa.
Tada za interpetaciju o := (o1, 02) imamo da je f[p] € 0 C p. Na osnovu
tvrdenja 1.1.5 (a), i uz pretpostavku da je skup [p]~ konveksan, zaklju¢ujemo
da o € [p]~, pa na osnovu tvrdenja 1.1.5 (a) opet, postoji g € Sym(w) takvo
da je o = glpl, tj. o1 = g[p1] 1 o2 = g[p2]. Kako (0,1) € o1, imamo da
(9710),971(1)) € g o1] = p1, paje

g H0) = 8k, ili je g~1(0) = 8k + 2, za neko k € w. (8.8)
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Kako je g[p2] = p2, imamo da je {(0,1),(1,2),(2,3)} C g[p2], odakle sledi
da je

{7 0,07 ) o7 (10,07 @) (07 (.07 B} S o,
pa, na osnovu (8.8), zaklju¢ujemo da je
g1 (0) =8k, g7 1(1) = 8k+1,971(2) = 8k+21i g '(3) = 8k+3, za neko k € w.
Ali tada, iz (8k 4 2,8k + 3) € p1 dobijamo da je
(2,3) = (9(8k +2),9(8k + 3)) € glp1] =01,
§to je kontradikcija. Dakle, interpretacija p nije slabo reverzibilna.

Neka je X neprazan skup i L = (R; : ¢ € I) neprazan relacijski jezik.
Podsetimo se da je Booleova mreza (Inty(X), C) atomna, i da vazi

At(IntL(X)+) = U (I\{z}{@} % [Xm]l) C H[Xni]gl‘

iel el

Imajuéi na umu malu zloupotrebu notacije, koja je objasnjena u odeljku
1.1, za proizvoljnu interpretaciju p € Intz(X), definisa¢emo p* € Inty(X)
na slededi nacin:

o= {o € At (X)) npl i p=p\af. (8.9)
Specijalno, ako je L = L, = (R), gde je ar(R) = n, tada imamo da je
= {(xl,xg,...,xn> €p:p=p\ {(:cl,xg,...,xn>}}. (8.10)
Tvrdenje 8.3.5 Ako p € Int;(X) i f € Sym(X), tada je f]p*] = (flp])*.
Dokaz. Neka je
o € At(Int1 (X)) N flp*]] € At(IntL (X)) N flp] ]

proizvoljno. Tada, na osnovu tvrdenja 1.1.2 (a) i (c¢), imamo da
o' = o] € At(Int (X)) N p*] .
Prema tvrdenju 1.1.5 (a) i na osnovu (8.9) je

flol=Zp=p\d = flp\od]= flp]\ o
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Kako je 0 € At(Int,(X)™) N f[p]{, na osnovu (8.9) je o C (f[p])*, Sto znaci
da je

At(Int, (X)7) N flp]d € At(Int (X)) 0 (f[p])"T -
Sada, posto je Booleova mreza (Intz(X),C) atomna, na osnovu tvrdenja
1.4.3 imamo da je

7101 = U (At (X)) 710717 ) € U (At ()T ) = (Lol

¢ime smo dokazali jednu inkluziju. Na osnovu toga i tvrdenja 1.1.2 (c) je

odnosno (f[p])* C f[p*], ¢ime smo dokazali i drugu inkluziju. O

Tvrdenje 8.3.6 Neka je X neprazan skup, L = (R; : i € I) relacijski jezik
i neka p= (p; 1 € I) € wRevr(X). Tada imamo:

(a) p* =(0:i€l) <= pe€ Revp(X);

(b) p* C {(po)* i € I);

(Viel ()40 = ()l = w);

(d) Ako je L = L,, = (R), gde je ar(R) = n, tada vazi

pAD = [p] > w.

Dokaz.

(a) (=) Dokaza¢emo kontrapoziciju. Ako p € wRevy(X) \ Revy(X),
tada, prema tvrdenju 8.2.1 (g), postoji f € Cond(p) takvo da je f[p] C p. S
obzirom da je Booleova mreza (Intz,(X), C) atomna, zaklju¢ujemo da postoji
o € At(Int (X)) takvo da je o C p\ f[p]. Tada je f[p] C p\o C p, pa kako
je interpretacija p slabo reverzibilna, na osnovu tvrdenja 1.1.5 (a) i tvrdenja
8.3.1 (e) dobijamo da je p = p\ o, odakle, s obzirom da je o C p, na osnovu
89sledidajep* Do #A(D:iel).

(<) Ovaj smer sledi direktno na osnovu tvrdenja 8.2.1 (c).

(b) Neka j € I. Treba dokazati da je (p*); C (pj)*. Na osnovu (8.9)
imamo da (z1,72,...,T,,) € (p*); akko postoji

o= {(0;:i€l)e At(Int (X))
takvodaje p=p\oidajeo;=0zaiecl\{j},a

Jj = {<.’E1,1‘27 cee 7xn]->} Q pj
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To implicira da je p; = p; \ 0j, $to, na osnovu (8.10), znaci da

(21,29, ... ,ﬂ:nj> € (pj)".

(c) Ako je (p*); # 0, tada, na osnovu (8.9), postoji m € At(Intz(X)™),
pri ¢emu je m; = (), za i € I\ {j}, takvo da je m C p, idaje p = p\ m. Sada,
na osnovu tvrdenja 1.1.5 (a), postoji f € Sym(X) takvo da je p\ m = f|p].
Tada je f[p;] € p;. Sada je lako dokazati indukcijom?® da je |p; \ f"[p;]| > n,
za svako n € N. Neka je m € N proizvoljno. Za o = p; \ f™[p;] imamo da
je |o| > m. Neka su

k .k k
<x1,x2,...,xnj>, ke{l,2,...,m},
razliciti elementi skupa o. Za proizvoljno k € {1,2,...,m} imamo da je

"l S p\ 7 Cop,

gde je 7 = (r; : i € I), pricemu je;, = Dzasve i € [\ {j}, i1 =
{{zh 2k ... ,ZL‘Z,CLJ_>}. Kako je interpretacija p slabo reverzibilna, na osnovu
tvrdenja 1.1.5 (a) i tvrdenja 8.3.1 (e) imamo da je p = p\7, odakle, na osnovu
(8.9), s obzirom da 7 € At(Inty(X)") ida je 7 C p, sledi da je 7 C p*. Sada
je 7; C (p*);, odnosno imamo da (z§, 25, ... 2% ) € (p*);. S obzirom da je
k € {1,2,...,m} bilo proizvoljno, zakljucujemo da je |(p*);| > m. A kako
je m € N takode bilo proizvoljno, imamo da je |(p*);]| > w.

(d) Ovo sledi direktno iz (c). O

Primedba 8.3.7 Ako je X neprazan skup i L = L; binarni jezik, tada, za
binarnu relaciju p € Intz, (X), imamo da je

pr= {(rr,y> €p: p%p\{<fv7y)>}-

Ako je binarna struktura (X, p) slabo reverzibilna, tada, na osnovu tvrdenja
8.9 (d) vazi da
7 A = o] > w.

Drugim rec¢ima, ako slabo reverzibilna binarna struktura X ima uklonjivu
ivicu, tada ona ima beskona¢no mnogo uklonjivih ivica. U [69] dokazano je
kako analogno tvrdenje vazi i za drveta, a, u [71], dokazano je kako analogno
tvrdenje vazi i za nepovezane Lj-strukture s kona¢nim komponentama.

30vdeje f*=fofo---of,ane ff=fxXfx---xf.

n n
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Primedba 8.3.8 Neka je binarna relacija p € Inty, (X) takva da je struk-
tura (X, p) nesto od sledeceg:

- relacija ekvivalencije,

- graf,

- gusto parcijalno uredenje,

- drvo T za koje vazi |Max T | < w,

- separativan poset P za koji vazi | MinP| < w,

- mreza u kojoj je svaki element (osim, eventualno, najveéeg) A-razloziv,

- mreza u kojoj je svaki element (osim, eventualno, najmanjeg) V-razloziv.

Tada, na osnovu tvrdenja 8.3.6 (a) za sluc¢aj L = L, zaklju¢ujemo da vazi:
p € wRevy, (X) <= p € Revp, (X).

Dakle, u navedenim klasama struktura, reverzibilnost i slaba reverzibilnost
su ekvivalentna svojstva®.

Primer 8.3.9 Klasa wRevy, (w) \ Revy, (w) sadrzi raznovrsne strukture.

1. Ako je X; = (w,p1) == U,L2UU,1, gde L,, n € N, oznacava
n-elementni lanac, tada p; € wRevp,(w) \ Revy, (w), i struktura X je
visekorensko drvo.

2. Ako je Xy = (w, p2) := 1+ X, tada ps € wRevp,(w) \ Revy, (w), i
struktura X je jednokorensko drvo.

3. Ako je X3 = (w, p3) := (A, + 1)U, 1, gde A, oznacava antilanac
veli¢ine w, tada p3 € wRev,(w) \ Revy, (w), i struktura X3 je separativno
parcijalno uredenje.

4. Ako je Xy = (w,ps) == 1+ (Uwh UUwB2> +1, gde je By
(P({0,1}),<C), tada ps € wRevy, (w) \ Revy, (w), i struktura X4 je mreza.

5. Struktura X; je nepovezana.

6. Struktura X{ = (w, p{) je jednostruko povezana, i, na osnovu tvrdenja
8.2.2 (b) i8.3.3 (b), pf € wRevp,(w) \ Revy, (w).

7. Struktura Xy je bi-povezana.

U vezi s primerom 8.3.9, postavlja se pitanje, koje je i dalje otvoreno, da li
postoji p € wRevy, (w) \ Revy, (w) takvo da je struktura (w, p) rigidna? A
ultrahomogena?

“Npr. u mrezi (N, |) svaki element je A-razloziv, pa | € wRevz, (N) \ Revy, (N).
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Primer 8.3.10 p* i p°.
Lako se pokazuje da, za p € Inty, (X), vazi

(0 = {{zp) € 0° = pU{(@n)}}.

Ako je X = (w,p) =, L2UlJ, 1, tada p € wRev,(w) \ Revy, (w), i pri
tome je p* = p (pai (p*)* = p*), ali imamo da je (p©)* # (p*)¢ = p°, kao i
da je 0 = ((p°)*)* # (p°)*. Videti jos i primer 8.3.41

Tvrdenje 8.3.11 Neka je X neprazan skup, L = (R; : i € I) relacijski
jezik i neka p = (p; :i € I) € wRevp(X). Tada imamo:
(a) Ako je (p*); # 0, za neko j € I, tada je

Cond(p;) N Niep g3 Aut(pi)| = w. (8.11)

(b) Specijalno, ako p ¢ Revr(X), tada je | Aut(p;)| > w za sve, osim
eventualno jednog, i € I.

Dokaz.

(a) Ako je (p*); # 0, tada je, na osnovu tvrdenja 8.3.6 (c), |(p*);] > w.
Neka su 7r§“, za k € w, razliciti elementi iz [(p*);]!. Definisimo, za k € w,
atome

o = (oF i eI) € At(Int(X)T)

na sledeéi nacin: Ué-“ = ﬂf, iofk =0 zaieI\{j} Tada, na osnovu

(8.9), imamo da je p = p\ 0¥, za sve k € w, pa, na osnovu tvrdenja 1.1.5
(a), postoji fr € Sym(X) takvo da je p\ of = fi[p]. Tada je, za k € w,
Trlpil = pj \a;-C i fxlpi) = pi, zai € I\ {j}. Dakle,

Jr € Cond(p;) N(Niep 5y Aut(ps),

za svako k € w, pa kako su f, k € w, razlicite bijekcije iz Sym(X), imamo
da vazi (8.11).
(b) Ovo sledi direktno na osnovu (a) i na osnovu tvrdenja 8.3.6 (a). O

Ovde se postavljaju zanimljiva pitanja, koja su i dalje otvorena. Naime,
neka je L = (Ry, Ra), gde je ar(R;) = ar(Rg) = 2:
1. Da li postoji p = (p1, p2) € wRev(X) \ Revy(X) takvo da je
{p1,p2} N <WReva(X) \ Reva(X)> =7
2. Da li postoji p = (p1, p2) € wRevr(X) \ Rev(X) takvo da je
{p1,p2} NsRevy, (X) =07
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Tvrdenje 8.3.12 Neka je X neprazan skup, L = (R; : i € I) relacijski je-
zik i neka p = (p; :1 € I) € Intp(X). Definisimo relaciju ekvivalencije na I,
PR, ] = P = pj.
Tada, ako je |(p;)*| < w, za sve i € I,:={j € I:|[jlx,| =1}, imamo da
p € wRevy(X) <= p € Revp(X).
Specijalno, to vazi ako su sve relacije p;, © € 1,, reverzibilne.

Dokaz. Neka je |(p;)*| <w, zasvei e I,:={jc:|[jls,| =1}

(<) Ovaj smer je trivijalan.

(=) Pretpostavimo suprotno, da p € wRevy(X) \ Revy(X). Tada, na
osnovu tvrdenja 8.3.6 (b) i (c), imamo da je (p*); = 0, za sve i € I,. Na
osnovu tvrdenja 8.3.6 (a) postoji k € I\ I, takvo da je (p*); # 0. Neka je

o= (o7:i€I) € At(Int(X)"),

pri éemu je o, € [(p*)x]! proizvoljno, i o; = 0, zai € I'\ {k}. Tada je, prema
(8.9), p = p\ o, pa, na osnovu tvrdenja 1.1.5 (a), postoji f € Sym(X), takvo
da je p\ 0 = f[p], odnosno,

flok] S pr, floil = pi, zaie I\ {k}. (8.12)

S obzirom da k ¢ I,, mozemo uzeti | € [k]~, \ {k}. Tada je px = py, i, na
osnovu (8.12), imamo da je

pr= flod = flex] S pr,
a to je kontradikcija. O

Primer 8.3.13 Neka je X neprazan skup i L = (R;, Rg, R3) relacijski jezik,
pri ¢emu je ar(R;) = ar(R2) = ar(R3) = 2. Ako p € Inty, (X) proizvoljno,
tada, na osnovu tvrdenja 8.3.12 imamo da

(p.p,p) € wRev(X) < (p,p,p) € Revp(X).
Isto vazi i za interpretaciju (p, p, o), gde je o € Revy, (X) proizvoljno.
Ako p € Intr,(X), tada, kao posledicu tvrdenja 8.3.5, imamo da je
Aut(p) C Aut(p*) i Aut(p) C Aut(p\ p*). (8.13)

U nastavku sledi jos rezultata slicnog ukusa, za slucaj kad p € wRev(X)\
Rev L (X ) .



8.3. SLABA REVERZIBILNOST 173

Tvrdenje 8.3.14 Neka je X neprazan skup i L relacijski jezik, i neka p €
wRevr(X) \ Revy(X). Tada vazi:
(a) Za svako f € Cond(p) imamo da je

flp*1Cp" i flp\p 12 p\p%

(b) Za svako f € Cond(p) \ Aut(p) imamo da je f[p*] C p*;

(c) Cond(p) C Cond(p*) i Cond(p) \ Aut(p) C Cond(p*) \ Aut(p*);
(d) Cond(p) € ACond(p \ p*);

(e) Interpretacija p* nije reverzibilna;

(f) Interpretacija p \ p* nije finitarno reverzibilna®;

(9) pE o, paipieo, za svako o C p\ p*.

Dokaz.
(a) Neka je f € Cond(p) proizvoljno. Tada vazi:

(flp])* € flpl S p- (8.14)

Pretpostavimo suprotno, da f[p*] € p*, odnosno, na osnovu tvrdenja 8.3.5,
da (f[p])* € p*. Tada, s obzirom da je Booleova mreza (Intz,(X), C) atomna,
i, na osnovu (8.14), imamo da postoji o € At(Intz(X)") takvo da je

o C (fle)"\p" = ((FleD)"\p*) N p = (Flp))" N (p\ p) (8.15)

Ako definisemo interpretaciju 7 := f[p] \ o, tada, s obzirom da je o atom
za koji vazi o C (f[p])*, imamo da je 7 = f[p] = p. Sada, na osnovu (8.14)
imamo da je 7 C p\ o C p, pa, na osnovu tvrdenja 8.3.1 (e), sledi da je
p = p\ o. Kako je o atom za koji vazi o C p, na osnovu (8.9) imamo da je
o C p*. Sada, na osnovu (8.15) sledi da je

o Cp Np\p")=(0:i€l),
a to je kontradikcija. Dakle, dokazali smo da je

flo] € p". (8.16)

Da bismo dokazali da je f[p\ p*] 2 p\ p*, na osnovu (8.16), dovoljno je
dokazati da je

p\ p* C flpl. (8.17)

5Za interpretaciju p € Intz(X) reéi éemo da je finitarno reverzibilna, u oznaci p €
fRevz (X), akko je | Cond(p)| < w. Lako se pokazuje kako je svaka finitarno reverzibilna
interpretacija reverzibilna, dok obrat ne vazi (videti ([27])).
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Pretpostavimo suprotno, da p \ p* € f[p]. Tada postoji o € At(Int (X))
takvo da je

o C(p\p*)\ flpl. (8.18)

Tada je o C p\ f[p], odakle sledi da je f[p] C p\ o C p, pa, na osnovu
tvrdenja 8.3.1 (e) sledi da je p = p \ 0. Kako je o atom za koji vazi o C p,
na osnovu (8.9) imamo da je o C p*. Sada, na osnovu (8.18) sledi da je

o Cp np\p)=0:iel),

a to je kontradikcija. Dakle, dokazali smo (8.17).
(b) Ako f € Cond(p) \ Aut(p), tada, prema (a), imamo da je f[p*] C p*.
Pretpostavimo suprotno, da je f[p*] = p*. Na osnovu tvrdenja 1.1.3 (e) i

(g), imamo da je fp] C p, pa, kako je f[p] = f[p*] U flp \ p*], na osnovu
pretpostavke je

I TU flp\ p T S p* U (p\ p*) = flp" TU (p\ p*),

odakle, s obzirom da je f[p*] N flp\ p*] = (0 :i € I), sledi da je f[p\ p*] C
p\ p*, a to je kontradikcija s tvrdenjem (a).

(¢) Ovo sledi iz (a), i redom, iz (b), na osnovu tvrdenja 1.1.3 (e).

(d) Ovo sledi iz (a), na osnovu tvrdenja 1.1.3 (c).

(e) Kako p € Revy,(X), naosnovu tvrdenja 8.2.1 (e) postoji f € Cond(p)\
Aut(p). Tada, na osnovu (b) imamo da je f[p*] € p*, pa, na osnovu tvrdenja
8.2.1 (g), sledi da p* & Revy(X).

(f) Posto p ¢ Revp(X), imamo da p ¢ fRevp(X), Sto znac¢i da je
| Cond(p)| > w. Na osnovu (d), sledi da je | ACond(p \ p*)| > w, pa kako je,
na osnovu tvrdenja 1.1.4 (b), | Cond(p\ p*)| = | ACond(p\ p*)|, zaklju¢ujemo
da p\ p* & fRev(X).

(g) Bez ogranicenja opstosti, dovoljno je dokazati da p % p\ p*. Pret-
postavimo suprotno, da je p = p\ p*. Tada, na osnovu tvrdenja 1.1.5 (a) i
tvrdenja 8.3.6 (a), imamo da postoji f € Sym(X) takvo da je

p\p* = flp] S p. (8.19)

Sada, posto je f bijekcija, na osnovu tvrdenja 1.1.2 (a) imamo da je

flo\ o™l = fIflpl] S flol = p\ P,

a to, s obzirom da f € Cond(p), je kontradikcija s tvrdenjem (a). O
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Posledica 8.3.15 Neka je X neprazan skup, L relacijski jezik i neka je
interpretacija p € Intg(X) slabo reverzibilna. Tada vaZi:

p € Revp(X) <= p* € Revp(X).
Tada je p* = (0 : i € I).
Dokaz. Ovo sledi direktno na osnovu tvrdenja 8.3.14 (e). 0

Tvrdenje 8.3.16 Neka je X neprazan skup, L relacijski jezik i neka je
interpetacija p € Inty(X) slabo reverzibilna. Tada su sledeéi uslovi ekviva-
lentni:

(a) p* = p; (b) p* = p; (c) p* ~cp.

Dokaz. Implikacija (a)=-(Db) je trivijalna, a implikacija (b)=-(c) je posledica
tvrdenja 6.1.2 (d).

(¢)=(a) Ako je p* = 0 tvrdenje je trivijalno tacno. A ako je p* # (),
tada p € wRevy(X) \ Revy(X). Sada, p* ~. p implicira da postoji f €
Sym(X), takvo da je f[p] C p* C p. Na osnovu tvrdenja 1.1.3 (e), sledi da
f € Cond(p). Tada, na osnovu tvrdenja 8.3.14 (a) imamo da je

p* 2 flpl 2 flp\p* 1 2 p\ p",
odakle sledi da je p\ p* =0, tj. p* = p. |

Tvrdenje 8.3.17 Neka je X neprazan skup, L relacijski jezik i neka je
interpetacija p € Intr,(X) slabo reverzibilna. Ako je Cond(p*) C Cond(p) i
p* C o Cp, tada su sledeci uslovi ekvivalentni:

(a) p* =0; (b) p* = o.

Dokaz.

(a)=-(b) Ova implikacija je trivijalna.

(b)=(a) Ako je p* = 0 tvrdenje je trivijalno tacno. A ako je p* # 0,
tada p € wRev(X) \ Revy(X). Pretpostavimo suprotno, da je p* = o i
da je p* € o C p. Tada, na osnovu tvrdenja 1.1.5 (a), imamo da postoji
f € Sym(X), takvo da je

flp') € flo] = o (8.20)

Na osnovu tvrdenja 1.1.3 (e), sledi da f € Cond(p*) C Cond(p), i, odatle,
flp] € p. Sada, na osnovu tvrdenja 8.3.14 (a) imamo da je

flol = floJU flp\ p*] 2 p* U (p\ p*) = p,
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Sto znaci da je f[p] = p. Odatle, na osnovu tvrdenja 8.3.5, imamo da je

flp*l = (flpl)" = p* = flol,

a to je kontradikcija sa (8.20). O
Tvrdenje 8.3.18 Neka je X neprazan skup, L relacijski jezik i neka p €
wRevy(X) \ Revy(X). Ako je Cond(p) C Aut(p \ p*), tada vazi:

(a) [ Aut(p\ p*)| = w;

() p\ flp] = p*\ flp"], za svako f € Cond(p);

(c) (p*)" = p*;

(d) Za svako n € N i za sve o € At(Int,(X)T)Np*l, k€ {1,2,...,n},
vaZi da je p = p\ 0, gde je 0 :=Uy<, Ok;

(e) Ako je L = L, = (R), gde je ar(R) = n, tada je p = p\ o, za sve
o € [p"]=¥.
Dokaz.

(a) Interpretacija p nije reverzibilna, pa nije ni finitarno reverzibilna.
Sada, na osnovu pretpostavke imamo da je

| Aut(p\ p*)] = | Cond(p)] > w.

(b) Uzmimo proizvoljno f € Cond(p) C Cond(p*). Tada, na osnovu
pretpostavke, f € Aut(p\ p*), paje flp\ p*] = p\ p*. Sada, imamo da je

p\ ol = (0" U o\ )\ (FI'TU Fp\ 7)) =

= (" U\ )\ (FITU 0\ p7)) = 0"\ 107,

(c) Neka o € At(Int (X)) N p*] proizvoljno. Tada je p = p\ o, pa,
na osnovu tvrdenja 1.1.5 (a), postoji f € Sym(X) takvo da je p\ o = f[p].
Tada, na osnovu tvrdenja 1.1.3 (e), imamo da f € Cond(p) C Cond(p*),
odakle, na osnovu (b), imamo da je

o =p\ flpl=p"\ flp7];
odnosno da je p* \ 0 = f[p*] = p*. Dakle, o € At(Intz(X)T) N (p*)*], pa je
At(Tntz(X)H) N p*T € At(Intz (X)) N (0*)°T -

Sada, posto je Booleova mreza (Intz(X),C) atomna, na osnovu tvrdenja
1.4.3 imamo da je

o= (At () ) 0 el ) < | (At (X)) 0 (0] ) = (o),
odakle sledi da je p* = (p*)*.
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(d) Pretpostavimo, bez ogranicenja opstosti, kako su svi atomi oy, k €
{1,2,...,n}, razliciti. Sada ¢éemo tvrdenje dokazati indukcijom. Ako je
n = 1, tvrdenje je tatno na osnovu (8.9). Ako oy € At(Intz(X)*) N p*],
za k € {1,2,...,n}, tada, na osnovu baze indukcije, postoji f € Sym(X)
takvo da je p\ o1 = f[p]. Dakle, f € Cond(p) C Aut(p\ p*). Tada je, prema
tvrdenju 8.3.5 i na osnovu (b),

(fle))* = flp*l = p" \ o1

Dakle, posto su atomi oy razliciti, imamo da je o C (f[p])*, za k €
{2,3,...,n}. Uzmimo g € Cond(f[p]) proizvoljno. Tada je

glflell € flol € p,

pa go f € Cond(p) C Aut(p \ p*). Sada, na osnovu tvrdenja 8.3.5 imamo

g|flpI\ (f[p])*] =glfle\p* I =p\p" = flp\ Pl = flo] \ (flo])"
Dakle, g € Aut(f[p] \ ([6])*), pa je

Cond(f[p]) € Aut (fo]\ (/1))")-

Sada, na osnovu indukcijske hipoteze imamo da je f[p] = flp] \ o/, gde je
o = U2§k§n ok, tj.

p=flp] = flp)\ o' =(p\ o)\ o' =p\o,

gde je 0 = 01 Uo" = U<, Ok
(e) Ovo sledi direktno na osnovu (d). O

Tvrdenje 8.3.19 Neka je X neprazan skup, L relacijski jezik i neka p €
wRev(X) \ Revy(X). Neka su, dalje, dati sledeci uslovi:

(a) Cond(p*) € Aut(p \ p*);

(b) p* ~c0 <= p* =0, za sve p* Co C p;

(¢) Cond(p) & Aut(p \ p*);

(d) p\ p* € Revy(X).
Tada, (a) = (b)) = (¢) <= (d), i, kao posledicu, imamo da bilo koji
od uslova (a) — (d), implicira bilo koji od uslova (a) — (e) u tordenju 8.3.18.
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Dokaz.

(a)=(b) Pretpostavimo suprotno, da je p* ~. o, za neko p* C o C p.
Tada, postoji f € Sym(X) takvo da je

flp*] € flo] € p".
Sada, na osnovu tvrdenja 1.1.3 (e), f € Cond(p*) C Aut(p \ p*), pa je
flp\ p*] = p\ p*. Na osnovu toga, imamo da je
O:iel)C flol\ flo'] = flo\ Pl S flp\ p'] =P\ p"
Dakle,
W:ieT)C flo]\ flF N\ p) = D€ ),

a to je kontradikcija.

(b)=(c) Prema tvrdenja 8.2.1 (f) imamo da je Cond(p) # Aut(p\ p*), pa
je dovoljno dokazati da je Cond(p) C Aut(p\ p*). Pretpostavimo suprotno,

da postoji f € Cond(p) takvo da f & Aut(p\ p*). Tada, na osnovu tvrdenja
8.3.14 (d) imamo da

f € ACond(p \ p*) \ Aut(p\ p*),

odnosno, na osnovu tvrdenja 1.1.3 (c) i (g), da je f[p\ p*] 2 p\ p*. Kako je
flp] € p, imamo da je

Tl S S0 (FI\ oI\ (0 p7)) = FIOIN (0 0) S 2\ (") = 5

Ako interpretaciju 7 definiSemo sa

ri= [0 (Fo\ P\ 0\ ),
tada je jasno da je 7 C f[p|, pa imamo da je

p* =N S FHA S FSLR = e

Tada, za o = f~1[7], vazi da je p* C o i flo] = 7 C p*, odnosno da je
p* ~c 0,1 pritome je p* C o C p, §to je kontradikcija sa (b).

(c)<=(d) Ako p \ p* € Revp(X), tada, na osnovu tvrdenja 8.2.2 (b),
imamo da i (p \ p*)¢ € Revr(X), pa je, prema tvrdenju 1.1.4 (a) i (c) i

tvrdenju 8.2.1 (e),

ACond(p \ p*) = Cond((p \ p*)%) = Aut((p\ p*)°) = Aut(p\ p").

Sada, na osnovu tvrdenja 8.3.14 (d) i tvrdenja 8.2.1 (f) zaklju¢ujemo da je
Cond(p) € Aut(p \ p*). O
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Tvrdenje 8.3.20 Neka je X neprazan skup, L relacijski jezik ¢ neka p €
wRevr (X) \ Revy(X). Tada su sledeéi uslovi ekvivalentni®:

(a) Cond(p*) € Cond(p \ p*);

(b) Cond(p*) € Cond(p\ p*);

(¢) Cond(p") C Aut(p\ p*);

(d) Cond(p*) C Cond(p) i p* € wRev(X).
Specijalno, to vazi ako p\ p* € sRevy(X).

Dokaz.

(a)=(b) Ovaj smer je trivijalan.

(b)=(c) Neka f € Cond(p*) proizvoljno. Tada, na osnovu pretpostavke,
f € Cond(p\ p*), pa, prema tvrdenju 1.1.3 (e), imamo da je

flol = flp U flp\ p* ] C p" U (p\ p*) = p,

odakle, na osnovu tvrdenja 1.1.3 (e) opet, imamo da f € Cond(p). Sada,
prema tvrdenju 8.3.14 (d), f € ACond(p \ p*), pa, na osnovu tvrdenja
1.1.4 (b) i (c) imamo da f € Aut(p \ p*). Dakle, Cond(p*) C Aut(p \ p*),
pa, na osnovu tvrdenja 8.3.14 (e) i tvrdenja 8.2.1 (f), zaklju¢ujemo da je
Cond(p*) € Aut(p \ p*).

(c)=(a) Ovaj smer je trivijalan.

(¢)=(d) Uzmimo sada proizvoljno f € Cond(p*) C Aut(p\ p*), kao i
proizvoljno 7 € Inty(X) takvo da je f[p*] C 7 C p*. Tada je

flol = flp*TU flp\ p*] = flp" TU (p\ p*) CTU(p\ p*) Cp"U(p\p*) = p.

Odatle sledi da f € Cond(p), tj. da je Cond(p*) C Cond(p), i jos, posto
je interpretacija p slabo reverzibilna, imamo da je p = 7 U (p \ p*), Sto,
na osnovu tvrdenja 1.1.5 (a), zna¢i da postoji ¢ € Sym(X) takvo da je
glpl =7U(p\ p*) C p, pa, prema tvrdenju 8.3.14 (c) i pretpostavci, vazi

g € Cond(p) C Cond(p*) C Aut(p\ p*).
Sada imamo da je
TU(p\p") =glpl = glp"TUglp\ p*] = glp"] U (p\ p7),

odakle, s obzirom da su interpetacije 7 i p \ p* disjunktne, i da su inter-
pretacije g[p*] i p \ p* takode disjunktne, zaklju¢ujemo da je 7 = g[p*], tj.
T € [p*]=~. Sada, na osnovu tvrdenja 8.3.1 (e) imamo da p* € wRev(X).

Tmamo da bilo koji od uslova (a) — (d) u tvrdenju 8.3.20 implicira bilo koji od uslova
(a) — (e) u tvrdenju 8.3.18.
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(d)=(b) Pretpostavimo suprotno, da vazi (d) i da postoji
f € Cond(p*) € Cond(p) € ACond(p \ p*)

(gde smo primenili tvrdenje 8.3.14 (d)), takvo da f ¢ Cond(p \ p*). Tada
je flp \ p*] 2 p\ p*, pa se, na isti nac¢in kao u dokazu smera (b)=(c) u
tvrdenju 8.3.19, pokazuje da postoji p* C o C p takvo da je p* ~. 0. Na
osnovu pretpostavke p* € wRevy(X), pa je [p*]~, = [p*]~, odakle sledi da
je p* 2 o, a to je kontradikcija s tvrdenjem 8.3.17.

Za kraj, ako p \ p* € sRev(X), tada je, na osnovu tvrdenja 8.1.1 (d),
Cond(p \ p*) = Sym(X), pa je uslov (b) trivijalno zadovoljen. 0

U vezi s tvrdenjem 8.3.20, postavlja se otvoreno pitanje da li postoji
p € wRevy(X) \ Revy(X) takvo da je Cond(p*) C Cond(p), i takvo da
p* & wRevp(X)? Videti i primedbu 8.3.29, kao i tvrdenje 8.3.21.

Tvrdenje 8.3.21 Neka je X neprazan skup, L relacijski jezik i neka p €
wRevy(X) \ Revy(X). Ako je Cond(p*) C Cond(p), tada su sledeéi uslovi
ekvivalentni:

(a) p* € wRev(X);

(b) Cond(p) S Aut(p\ p);

(c) p* ~eco <= p* =0, za sve p* Co Cp.

Dokaz.

(¢)=(b) Ovo sledi na osnovu tvrdenja 8.3.19.

(b)=-(a) Na osnovu pretpostavki imamo da je Cond(p*) C Aut(p \ p*),
pa, na osnovu tvrdenja 8.3.20, sledi da p* € wRev(X).

(a)=(c) Na osnovu pretpostavki, imamo da je Cond(p*) C Cond(p) i
da p* € wRevy(X), pa je, prema tvrdenju 8.3.20, Cond(p*) C Aut(p \ p*).
Sada, na osnovu tvrdenja 8.3.19 imamo da vazi (c). O

Tvrdenje 8.3.22 Neka je X neprazan skup, L relacijski jezik i neka p €
wRev(X) \ Revy(X). Ako je ACond(p \ p*) C Cond(p), tada vazi da je

Aut(p\ p*) S Cond(p), (8.21)

§to implicira negaciju svih uslova (a) — (d) iz tordenja 8.3.19, kao i negaciju
svih uslova (a) — (d) iz turdenja 8.3.20.

Dokaz. (8.21) sledi na osnovu pretpostavke, ¢injenice da je

Aut(p\ p*) € ACond(p \ p*)
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i tvrdenja 8.2.1 (f). S obzirom da su svi uslovi (a) — (d) iz tvrdenja 8.3.20 ek-
vivalentni uslovu (a) iz tvrdenja 8.3.19, da bismo dokazali ostatak tvrdenja,
dovoljno je dokazati kako (8.21) implicira negaciju uslova (c) u tvrdenju
8.3.19. A to je ocigledno. O

Tvrdenje 8.3.23 Neka je X neprazan skup, L relacijski jezik i neka je in-
terpretacija p slabo reverzibilna. Ako je i interpretacija p* slabo reverzibilna,
tada je (p*)* = p*.

Dokaz. Neka je o € At(Intz(X)™) N p*] proizvoljno. Tada je p = p\ o, pa,
na osnovu tvrdenja 1.1.5 (a), postoji f € Sym(X) takvo da je p\ o = f[p].
Tada, na osnovu tvrdenja 8.3.14 (a), imamo da je f[p*] C p*, tj. f[p*] C
p* \ 0. Dakle, imamo da je

flp* 1 S p*\o Cp,

pa, kako je interpretacija p* slabo reverzibilna, na osnovu tvrdenja 8.3.1 (e),
X AU

vazi da p* \ o € [p*]~, tj. p* = p*\ 0. Sada, na osnovu (8.9), imamo da
o € At(Int,,(X)*) N (p*)"], pa je

At(Int, (X)) N p*] € At(Int(X)T) N (p*)*] .

Posto je Booleova mreza (Inty(X),C) atomna, na osnovu tvrdenja 1.4.3
imamo da je

o= (At(IntL(Xﬁ) Nl ) <l (At(lntL(X)+) N (p*)*T ) = (p*)",
odakle sledi da je p* = (p*)*. O

Posledica 8.3.24 Neka je X neprazan skup, L relacijski jezik i neka p €
wRev(X) \ Revp(X). Ako p\ p* € sRev(X), tada vaZi:

(a) Cond(p*) = Cond(p);

(b) p* € wRevy(X) \ Revi(X);

(¢) (p*)" =p".

Dokaz.
(a) Ovo je posledica tvrdenja 8.3.20 i tvrdenja 8.3.14 (c).
(b) Ovo je posledica tvrdenja 8.3.20 i tvrdenja 8.3.14 (e).
(c) Ovo je posledica tvrdenja 8.3.20 i tvrdenja 8.3.18 (c). 0
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Primer 8.3.25 p, € wRevy, (w) \ Revy, (w), za k € {1,2,3,4}.
1. Ako je Xy = (w, ;) =, D20, 1, tada je

pi = p1 € wRevr, (@) \Revr, (@), p1\pi =0 € sRevy, ()

Cond(p1) = Cond(p7), (p1)" = pi.
2. Ako je Xo = (w, p) =G U, D2 U, 1, tada

p5 € wRevp, (w)\Revy, (w),  p2\p5 € Revy, (w)\(sReva (w)UfRevy, (w)),

Cond(pz) & Cond(p3), (P2)* = pa.
3. Ako je X3 = <w,p3> = Uw Gy U Uw D, tada

p3 & wRev, (w), p3\ p3 = p1 € wRevy, (w) \ Revy, (),

Cond(ps) & Cond(pz), 0= (p3)" < p3.
4. Ako je X4 = (w, ps) =, Cs U, D3, tada

py & wRevp, (w), pa\ py & WRev, (w),
Cond(ps) & Cond(py), 0= (p1)" < pi-

U vezi s primerom 8.3.25, postavljaju se slede¢a otvorena pitanja:

1. Dali postoji p € wRevr(X)\ Revy (X) takvo da p* € wRev(X) ida
p\p* & Revy(X)?

2. Dali postoji p € wRev(X) \ Revy(X) takvo da p* & wRev(X) i da
p\ p* € Revy(X)?

Tvrdenje 8.3.26 Neka je X neprazan skup, L relacijski jezik ¢ neka p €
wRevr(X)\ Revy(X). Tada za f,g € Sym(X) imamo:

flol C glpl = [flp*] C glp™], (8.22)

flol S glp] = [flp*] S glp”]. (8.23)

Dokaz. Neka je f[p] C g[p|, za neke f,g € Sym(X). Tada, na osnovu
tvrdenja 1.1.2 (a) i (j), imamo da je (g1 o f)[p] C p, $to znagi da g~ 1o f €
Cond(p). Sada, na osnovu tvrdenja 8.3.14 (a) vazi da je (¢g7* o f)[p*] C p*,
odnosno, na osnovu tvrdenja 1.1.2 (a) i (j) opet, f[p*] C g[p*].

Implikacija (8.23) dokazuje se slicno, samo umesto tvrdenja 8.3.14 (a)
treba iskoristiti tvrdenje 8.3.14 (b). O
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Teorema 8.3.27 Neka je X neprazan skup, L relacijski jezik i neka p €
wRevy(X)\ Revy(X). Definisimo preslikavange F : [pl~ — [p*|~ na sledeéi
nacin: F(f[p]) := flp*], za f € Sym(X). Tada imamo:

(a) Preslikavanje F je dobro definisano i surjekcija;

(b) F : {[p]=, C) — {[p*]=, C) je epimorfizam koji ocuvava lance, tj. za
svaki lanac L u posetu ([pl=~, C) vazi

Fle:(£,C) = ([p']=, ©).

Dokaz.
(a) Ako je flp] = glpl, za neke f, g € Sym(X), tada je (f[p])* = (g[p])",
ili, na osnovu tvrdenja 8.3.5, f[p*] = g[p*], a to znaci da je preslikavanje

F : [p]=~ — [p*]~ dobro definisano. Na osnovu tvrdenja 1.1.5 (a) sledi da je
F' surjekcija.

(b) Na osnovu (a) i (8.23) imamo da je F' : ([p|]~, C) — ([p*]=, C) epi-
morfizam.

Neka je sada £ lanac u posetu ([p]=, C), i neka su f[p] i g[p] dva proizvoljna
razlicita elementa iz £, gde f,g € Sym(X). Neka je tada, bez ogranicenja
opstosti, f[p] € g[p]. Sada, na osnovu (8.23) imamo da je f[p*] C g[p*], Sto
znaci da je F'[, : L — [p*]~ injekcija. Dakle,

F' € Mono ((£,S), ([p"]= ).

pa, s obzirom da je, na osnovu leme 1.3.1 (a),

Mono <<£7 g)? <[p*]g, g>) = Emb <<£7 g>7 <[p*]%7 g>>7
imamo da je F'[; : (£,C) < ([p*]~, C) utapanje. O

Teorema 8.3.28 Neka je X neprazan skup, L relacijski jezik i neka p €
wRevy(X) \ Revp(X). Tada su sledeéi uslovi ekvivalentni:

(a) Cond(p*) C Cond(p);

(b) 716 C glo] <= f1p"] € glo*], 2a sve f,g € Sym(X);

(c) ([pl= C) =F ([p*]=, C), gde je preslikavanje F : [pl~ — [p*]~ dato
na sledeéi nacin: F(f[p]) := flp*], za f € Sym(X).

Specijalno, to vazi ako p\ p* € sRevp(X).

Dokaz.
(a)=-(b) Jedna implikacija sledi na osnovu (8.22). Da bismo dokazali
drugu, pretpostavimo da je f[p*] C g[p*] za neke f,g € Sym(X). Tada, na
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osnovu tvrdenja 1.1.2 (a) i (j), imamo da je (g~ o f)[p*] C p*, to, na osnovu
tvrdenja 1.1.3 (e), znaci da

g o f e Cond(p*) C Cond(p).

na osnovu tvrdenja 1.1.2 (a) i (j) opet, f[p] C g[p].

(b)=(a) Uzmimo f € Cond(p*) proizvoljno. Tada je, na osnovu tvrdenja
1.1.3 (e), flp*] C p*, sto, prema (b) za g = idx, implicira da je f[p] C p, tj.
f € Cond(p). Dakle, Cond(p*) C Cond(p).

(b)<(c) Da je preslikavanje F' dobro definisano dokazuje se na isti na¢in
kao u dokazu teoreme 8.3.27 (a), a da je surjekcija, sledi na osnovu tvrdenja
1.1.5 (a). Sada je ekvivalencija (b)<>(c) ocigledna.

Pretpostavimo sada kako je interpretacija p \ p* jako reverzibilna. Tada
je, za svako h € Sym(X), na osnovu tvrdenja 8.1.1 (e), h[p \ p*] = p\ p*,
pa, za proizvoljno h € Cond(p*), imamo da je

hlp] = hlp* U h[p\ p*] S p" U (p\ p") = p,

odakle, prema tvrdenju 1.1.3 (e), sledi da h € Cond(p). Dakle, Cond(p*) C
Cond(p). O

Sada, na osnovu tvrdenja 1.1.3 (e) opet, sledi da je (¢ 1o f)[p] C p, odnosno,
J
*

Primedba 8.3.29 Ako je interpretacija p € Intz(X) reverzibilna, tada je
poset ([p]=, C) antilanac. Jasno je da tada, za proizvoljno o € Inty(X),
vazi:

{[pl=~, C) = ([o]~,C) = interpretacija o je reverzibilna.

Postavlja se pitanje, da li isto vazi i za slabo reverzibilne interpretacije. Tj.
ako p € wRev(X) i ako je ([p]~, C) = ([o]~, C), za neko o € Inty(X), da
li tada interpretacija ¢ mora biti slabo reverzibilna? Ovo pitanje i dalje je
otvoreno.

Slabo reverzibilne interpretacije i L., -recenice

Tvrdenje 8.3.30 Neka je X neprazan skup, L = (R; : i € I) relacijski jezik
i neka p € wRev(X) \ Revy(X). Neka je dalje o(x1,...,x,) R-negationa
Loow-formula, a ¢(x1,...,xy,) proizvoljna konjunkcija R-atomnih formula.
Tada, za Lo, -recenicu

=V Vo, (cp(a:l,...,xn)\/qb(xl,...,xn)),

mamo

(X;p) EY = (X,p\p") E¥.
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Dokaz. Neka je ¥ Lyo,-rec¢enica koja zadovoljava sintakticka ogranic¢enja iz
pretpostavki tvrdenja. Pretpostavimo suprotno, da je

(Xop)Eo i (Xop\p') . (8.24)

Kako je = logicki ekvivalentna L.q,-recenici
Jxq - Jxy <—\(p(a?1, cey Zp) A g(x, ,xn)>,

imamo da postoji {a1,...,a,} € [X]=" tako da je

(X, p\ p") = ~plars..anl i (X,p\ ") b —dlar,..ian]. (8:25)

Kako je ¢ konjunkcija R-atomnih formula, zakljucujemo da postoji 7 € 1

takvo da je (X, p\ p*) ﬂRj(:ckl,...,wknj)[al,...,an], tj. da o < p\ p*,
gde je atom

o= (o;:1¢€ I> S At(IntL(X)Jr)

dat sa: o; = {(akl,...,aknj>} io;=10,zaieI\{j} Naosnovu (8.25) i
tvrdenja 3.3.2 (b), imamo da je (X, p) = —plai,...,an], pa, iz (8.24), sledi
da je (X, p) | ¢[a1,...,ay], a to implicira da je

(X,p) = Rj(xkl,...,xknj)[al,...,an],

odnosno, o C p. Posto je o atom i o € p\ p*, zakljucujemo da je o C p*,
pa, prema (8.9), imamo da je p = p \ 0. Sada, na osnovu (8.24) i tvrdenja
3.3.1, sledi da je (X, p\ o) F 9. Posto o € p\ o, imamo da je

(X,p\ o) E-Rj(xg,,. .. ,xknj)[al, Cey Gy,

paje i (X,p\ o) E —¢lai,...,a,], Sto znaci da mora biti (X,p\ o) =
plat,...,an). Kako je Log,-formula ¢ R-negativna, i, s obzirom da je

idx = (X, p\ o) = (X, p\ p")

anti-kondenzacija, na osnovu tvrdenja 3.3.2 (b) sledi da je (X,p\ p*) E
vlai, ..., ay], a to je kontradikcija sa (8.25). O

Posledica 8.3.31 Neka je X neprazan skup, i neka je p € wRevp,(X) \
Revy,(X) strogo parcijalno uredenje. Tada je i p \ p* takode strogo par-
cijalno uredenje.
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Dokaz. Kako je relacija p irefleksivna, jasno je da je tada i p\ p* ireflek-
sivna. Imamo da je p tranzitivna akko je (X, p) = ¢4, pri ¢emu Lj-recenica

Oy = Yy Vg Vs ((—R(wl, x2) V = R(xe,x3)) V R(x1, xg))

zadovoljava sintakticka ogranic¢enja iz tvrdenja 8.3.30. Dakle, na osnovu
spomenutog tvrdenja je (X, p \ p*) = ¢4, ¢ime smo kompletirali dokaz. O

Ako je X neprazan skup, L relacijski jezik i T neka L,-teorija, uvedimo
slede¢i skup Looy-definabilnih interpretacija jezika L nad domenom X:

] (X) = {p € Ity (X) : (X, p) =T},

Ako je k > 0 kardinal, za Ly,-teoriju T reéi ¢emo da je k-kategoriéna akko
su svaka dva modela te teorije veli¢ine k izomorfna.

Teorema 8.3.32 Neka je X neprazan skup velicine k > w, L relacijski jezik
1 T neka k-kategoriéna Looy,-teorija takva da svako ¢ € T, do na logicku
ekvivalenciju, zadovoljava sintakticka ogranicenja iz turdenja 8.3.30. Tada,
za proizvolino p € Int] (X) imamo da

p € wRevy(X) < p € Revy(X).

Dokaz.

(<) Ovaj smer je trivijalan.

(=) Pretpostavimo suprotno, da p € wRevy(X) \ Revy(X). Tada, za
proizvoljno ¢ € T, na osnovu pretpostavke teoreme, i, s obzirom da je
(X, p) E ¥, na osnovu tvrdenja 8.3.30 imamo da je i (X, p\ p*) = 1. Dakle,
(X,p\ p*) E T, pa, kako je Lo,-teorija T k-kategori¢na, zaklju¢ujemo da
je (X,p) = (X, p\ p*). Sto je kontradikcija s tvrdenjem 8.3.14 (g). O

Teorema 8.3.33 Neka je X neprazan skup, L = (R; : i € I) neprazan

relacijski jezik i neka p = (p; : i € I) € Intr(X). Neka su, dalje, za svako
jel,:=={ie€l:p; & Revg,(X)}, date Logy,-recenice:

Vi =V Vg, (gpj(xl,...,:nmj) \/Rj(xl,...,:nn].)), gde je mj; > n;,
¢j = Vl‘1~--v.%‘nj [Rj(xl,...,xnj) —

Hxanrl...Ekij ( /\ l‘k;’él’l VAN _‘SOj(xla-"vxmj))]v

k<n;<l
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pri cemu je p;(T1,...,Tm;) neka Looy,-formula bez kvantifikatora, takva da
se u svakoj njenoj Rj-atomnojg podformuli pojavljuje neka promenljiva iz
{xnj-‘rlv”’ 7wm]'}' Ako je <X7 p) ): Ti gde je T = U]EIP{¢j7¢]} Ong-

varajuca Loy -teorija, tada imamo da
p € wRevp(X) < p € Revp(X).
Dokaz.
(<) Ovaj smer je trivijalan.

(=) Pretpostavimo suprotno, da p € wRevy(X) \ Revy(X). Tada, na
osnovu tvrdenja 8.3.6 (a) i (b), postoji j € I, takvo da je

(pj)* 2 (p"); 2 0.
Uzmimo proizvoljan atom
o={o;:i€l)e At(Int(X)T)Np*],

takav da je o0 = ) za i € I\ {j}. Tada je, na osnovu (8.9), p = p\ 0.
Ako je, pri tome, o; = {(a1,...,an,;)}, tada, s obzirom da je 0 C p i
da je (X,p) F ¢j, zakljucujemo da postoje an;i1,...,am;, € X, takvi
da su skupovi {ai,...,an,;} 1 {an;41,...,am;} disjunktni, i takvi da je
(X,p) E —plai,...,an,]. Sada, s obzirom da se u svakoj R;-atomnoj pod-
formuli formule ¢ pojavljuje neka promenljiva iz {z, JEE PR j}, jednos-
tavnom indukcijom po slozenosti formule, pokazuje se da je i (X,p\ o) E

—la, ..., am;]. Jasno je kako je

(X,p\ o) E-Rj(x1,...,20,)[a1,. .., am,],
pa zakljucujemo da je (X,p\ o) = —1;, odakle je, prema tvrdenju 3.3.1,
p % p\ o, sto je kontradikcija. O

Posledica 8.3.34 Neka je X neprazan skup, L = Ly, = (R) binarni jezik i
neka p € Inty, (X). Ako je relacija p gusto strogo parcijalno uredenje, tada

p & wRevp, (X) \ Revp (X).
Dokaz. Definisimo sledeée L-recenice:

1 = Va1 Ve Vs (‘\(R(xl, .Cvg) A R($3,:132)) V R(ml,x2)>,

¢ := V11 Vo (R(ml, x9) = T3 ( /\ xp # w3 N (R(x1,x3) AR(ZL’g,ZL'Q)))).
k<2

S obzirom da je p gusto strogo parcijalno uredenje, imamo da je (X, p) =

{¥, ¢}, pa, kako ¢ i ¢ zadovoljavaju sintakticka ograniCenja iz teoreme

8.3.33, tvrdenje sledi na osnovu spomenute teoreme. O



188 GLAVA 8. VARIJACIJE REVERZIBILNOSTI

Lema 8.3.35 Neka je X neprazan skup, L = (R; : i € I) relacijski jezik
i neka p € Intp(X). Ako je p(x1,...,2n) Loow-formula bez kvantifikatora,
tada, za ai,...,ay, € X, vazi

(X,p) Evlat,...,an) <= (A, pla) FE ¢lai,...,an], (8.26)
gde je A ={ay,...,a,} € [X]="

Dokaz. Indukcijom po slozenosti formule p. Ako je p(z1,...,2y,) = xx = 27,
tada je i leva i desna strana (8.26) ekvivalentna sa a; = a;. Ako je, dalje,
(1, p) == Ri(Tkys - - -, T, ), tada je leva strana (8.26) ekvivalentna sa
(agyy ... ,akni> € pi, adesna strana je ekvivalentna sa (ag, , . . . ,akni> €(pla)
= p; | A. Pretpostavimo sada da (8.26) vazi za neko ¢(x1,...,z,). Tada je
(X, p> E —pla,. .., a,] akko nije (X, p) = ¢lai,...,ay], a to vazi akko nije
(A, pla) Eglar,...,ay], ili, ekvivalentno, (A, p|a) = —plai,. .., an].
Neka je sada ® skup Lo-formula bez kvantifikatora sa slobodnim pro-
menljivama iz skupa {x1,...,2,}, i pretpostavimo da (8.26) vazi za svako
¢ € ®. Tada je (X,p) = (A®)[a1,...,a,] akko je (X, p) E pla1,...,an]
za svako ¢ € @, ili, ekvivalentno, (A, p[ 4) E ¢la1,...,a,] za svako ¢ € P,
a to vazi akko je (A,p [ 4) E (A®)la1,...,a,]. I na kraju, imamo da je
(X,p) E (V9P)la,...,a,] akko je (X, p) E ¢la1,...,a,] za neko ¢ € P,
ili, ekvivalentno, (A4, p | a) = ¢la1,...,ay] za neko ¢ € ®, a to vazi akko je

(A, pla) = (VP)a, ..., an]. =

Tvrdenje 8.3.36 Neka je X neprazan skup i L = (R; : i € I) konacan
relacijski jezik. Neka je interpretacija p € wRevy(X)\ Revy(X) takva da je
Cond(p) C Aut(p \ p*) (Sto, specijalno, vazi ako p \ p* € Revy(X)). Neka
je, dalje, p(z1,...,x,) R-negativna Looy,-formula, a ¢(x1, ..., xn) Loow-for-
mula bez kvantifikatora. Tada, za Looy,-recenicu

Y=V ---Va, (cp(a:l,...,:pn)\/qb(ml,...,xn)),

mamo

(Xop) EY = (X,p\p") E¥.

Dokaz. Neka je ¥ Ly,-re¢enica koja zadovoljava sintakticka ogranic¢enja iz
pretpostavki tvrdenja. Pretpostavimo suprotno, da je

(Xop) Ed i (X, p\p*) (8.27)

Kako je = logicki ekvivalentna L.g,-rec¢enici

dzq .-z, (ﬂ(p(xl, Ce ,LUn) A\ ﬂ¢(.7517 N ,I’n))v
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imamo da postoje ay,...,a, € X takvi da je
(X,p\ p") E—vlat,...;an] 1 (X,p\p*) E ¢lar,...,an]. (8.28)
Ako oznacimo da je A := {a1,...,a,} € [X]=", tada, s obzirom da je jezik L

konacan, zakljuéujemo da je skup At(Intz(A)*) N (p*] 4)] najvise konacan.
Ako je p*l 4 = (D :i € I), definisimo da je o := p*la = (D :i € I). A ako je
p*la#(0:iel), pri cemu je

{01, s om} = ATt (4)*) 1 ("] )T C At(Int (X)) 0 o,

definis$imo, tada, da je o := ngm o = p*l 4. U svakom slucaju, na osnovu
pretpostavke i prema tvrdenju 8.3.18 (d), imamo da je p = p\ o, i pri tome
vazi da je

(p\o)Ta=(pla)\o=(pla)\(pTa) =(p\pP")a.
Posto je p = p\ o, prema (8.27) i tvrdenju 3.3.1 je

(X,p\ o) =2 (8.29)

Sada, posto je o C p*, na osnovu (8.28) i tvrdenja 3.3.2 (b) imamo da je

(X, p\0) | ~plar, ... au], pa iz (8.29), sledi da je (X, p\o) &= dlar, .. ap),
a to je, prema lemi 8.3.35, ekvivalentno sa (A4, (p\ o) [ 4) E ¢lai,...,an],
odnosno sa

<A7 (,0 \ P*) fA) IZ ¢[a17 s ’an]v
sto je, na osnovu leme 8.3.35 opet, kontradikcija sa (8.28). O
Tvrdenje 8.3.37 Neka je X neprazan skup veli¢ine k > w, L konacan
relacijski jezik 1 T neka k-kategoriéna Leoy,-teorija takva da svako ¢ € T,

do na logicku ekvivalenciju, zadovoljava sintakticka ogranicenja iz tvrdenja
8.8.86. Tada, za proizvoljno p € IntZ(X) vazi

p € wRevy(X)\ Revy(X) = Cond(p) Z Aut(p\ p*).
Specijalno, tada imamo da p \ p* & Revp(X).

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, da postoji neko p € Intz(X) takvo da p €
wRevr(X) \ Revy(X), ida je Cond(p) C Aut(p \ p*). Tada, za proizvoljno
Y € T, prema tvrdenju 8.3.36, (X, p) = ¢ implicira da je (X, p\ p*) | 9.
Dakle, s obzirom da je Lo.-teorija T k-kategori¢na, imamo da

p\p" € nt7 (X) = [p]=,

a to je kontradikcija s tvrdenjem 8.3.14 (g). O
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Varijacije slabe reverzibilnosti

Svojstvo CSB za kokonacne kondenzacije Ako je L neprazan relacijski
jezik, definisa¢emo, za L-strukture X = (X,p) i Y = (Y,0), izan € w,
sledec¢e skupove kondenzacija:

Cond™(X, Y) := {f € Cond(X, Y) : (At(ImL(X)ﬂ N\ flo) 1 ‘ - n}

Cond<¥(X, Y) := {f € Cond(X, Y) : ]At(lntL(Xﬁ) N (o \ flo))] ( < w}.

Tada je Cond’(X,Y) = Iso(X,Y). U slucaju kad je L = L, = (R), gde je
ar(R) = n, imamo da je

Cond"(X,Y) = {f € Cond(X,Y) : ’a \ f[p]‘ = n}, n € w,

Cond<¥(X, Y) = {f € Cond(X, Y) : ‘a \ f[p]’ < w}.
Primer 8.3.38 Neka je

p = {(n,n+1> in € Z} U {(n,n) in Ew}.
Tada p & wRevy, (Z), i lako se vidi da vazi:
Cond(p) = Cond<¥(p).

Otvoreno je pitanje da li, za neko X # ), postoji p € wRevp, (X)\Revr, (X)
takvo da je Cond(p) = Cond<“(p).

Skup Cond<*(X,Y) zva¢emo skup kokonacnih kondenzacija iz strukture X u
strukturu Y. Za L-strukturu X reé¢i ¢emo da ima svojstvo Cantor-Schrioder-
Bernstein za kokonacne kondenzacije akko vazi da

Cond*“(X,Y)#0 A Cond<“(YV,X)#0 = X2V,

za proizvoljno Y € Mody. Ako je X neprazan skup, za interpretaciju p €
Intz(X) reéi éemo da ima svojstvo CSB za kokonacne kondenzacije akko
struktura (X, p) ima to svojstvo. Jasno je da, ako X ima svojstvo CSB za
kondenzacije, tada X ima i svojstvo CSB za kokonac¢ne kondenzacije. Obrat
ne vazi (videti primer 8.3.39).
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Primer 8.3.39 Postoji relacija o ¢ wRevr, (w) koja ima svojstvo CSB za
kokonacne kondenzacije.

Neka je X = (w,0) 2 YU, 1, gde je Y := (w,w? \ A,). Tada je jasno
da relacija o nije slabo reverzibilna, ali, posto je Cond<“ (o) = Aut(c), lako
se pokazuje da o ima svojstvo CSB za kokonaé¢ne kondenzacije. Pri tome je
o* = 0.

Otvoreno pitanje je da li postoji p & wRevp, (w) koje ima svojstvo CSB za
kokonacne kondenzacije, takvo da je Cond<“(p) 2 Aut(p) (ili, ekvivalentno,
takvo da je p* # 0)?

Tvrdenje 8.3.40 Neka je X neprazan skup, L relacijski jezik i neka p €
Int;(X). Tada su sledeéi uslovi ekvivalentni:

(a) p* = p;

(b) Za svako n € N i za sve o € At(Intp(X)T)Npl, k€ {1,2,...,n},
vazi da je p = p\ o, gde je 0 := U<, Ok;

(c) Za svako T € Int(X) vazi

Cond<“(7,p) #0) = p=T.

Pored toga, bilo koji od uslova (a) — (c) implicira sledeéi uslov:
(d) Interpretacija p ima svojstvo CSB za kokonacne kondenzacije.

Dokaz.
(a)=-(b) Pretpostavimo, bez ograni¢enja opstosti, kako su svi atomi oy,
ke€{1,2,...,n}, razliciti. Sada ¢emo tvrdenje dokazati indukcijom. Ako je

n = 1, tvrdenje je tacno na osnovu (a) i (8.9). Ako o € At(Int(X)")Np],
za k € {1,2,...,n}, tada, na osnovu baze indukcije, postoji f € Sym(X)
takvo da je p\ o1 = f[p]. Tada je, na osnovu tvrdenja 8.3.5 i na osnovu (a),

(fleD)" = flp*] = flp)-

Posto su atomi oy, razliciti, imamo da je o C flp], za k € {2,3,...,n}.

Sada, na osnovu indukcijske hipoteze imamo da je f[p] = f[p] \ o/, gde je
o = Us<ran 0k ti-

p= flo] = flp)\ o' = (p\ o)\ o' =p\ o,

gde je o =01 U0’ = U<, 0k
(b)=-(c) Neka f € Cond<“(t,p). Tada je f[r] C p, i

At(Int,(X)T) N (p\ f[7])] | =n, zanekon € w.
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Ako je n = 0, tada, s obzirom da je Booleova mreza (Intz(X), C) atomna,
imamo da je p = f[7] 2 7. A ako je n > 0, neka je

At(Int(X)") N (p\ flr]) I={o1,02,... . on},

i neka je o := U<, 0k Na osnovu tvrdenja 1.4.3, imamo da je

o\ 17 = (At (X)) N o\ FIDT ) = J on =

k<n

Odatle, s obzirom da je f[r] C p, imamo da je f[r] = p\ o, pa, na osnovu
(b), imamo da je p = f[r] = 1.

(c)=>(a) Neka je 0 € At(Intz (X)) N pl proizvoljno. Tada imamo da
idx € Cond<“(p\ o, p), pa, na osnovu (c), sledi da je p = p\ o, §to znaéi da
o € At(Int,(X)T) N p*]. Dakle,

At(Intp(X)T) N pl C At(Intp(X)T) N p*l .

Sada, posto je Booleova mreza (Inty(X),C) atomna, na osnovu tvrdenja
1.4.3 imamo da je

p = (A (X)) npl ) € | (Ab(ne, (X)) N7 ) = o,

odakle sledi da je p* = p.
(d) Ovo je direktna posledica (c). O

U vezi s tvrdenjem 8.3.40, postavlja se otvoreno pitanje da li postoji relacija
p & wRev(X) za koju vazi p* = p? Uporediti s primedbom 8.3.46.

Primer 8.3.41 p € wRevy,(w) \ Revy, (w) takvo da p* € wRevp, (w) ima
svojstvo CSB za kokonac¢ne kondenzacije.

Ako je X = (w,p) = U, Lo UU,1, iako je Y = (w,7) := X tada,
na osnovu tvrdenja 8.3.3 (b), imamo da je relacija 7 slabo reverzibilna. Pri
tome je 7" = o, gde je o relacija iz primera 8.3.39. Dakle, 7 ¢ wRevp, (w)
ima svojstvo CSB za kokonacne kondenzacije. Pri tome je ) = (7%)* # 7%,
odakle, na osnovu tvrdenja 8.3.19 i 8.3.18 (c), sledi da 7\ 7" ¢ Revp, (w).
Takode, lako se vidi da je Cond(7) € Cond(7*).

Grafovska slaba reverzibilnost Ako je X neprazan skup, L relacijski
jezik 1 T neka Lo,-teorija, na osnovu teoreme 9.1.2 (a), skup

mt] (X) = {p e Intr(X) : (X, p) £ T}
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je Z-invarijantan, pa mozemo definisati sledeé¢i skup L-interpretacija:
wRev] (X) := {p e Int] (X) : [p]~ je konveksan skup u posetu (Int7 (X), Q)}

Jasno je da je
wRevy(X) NInt] (X) € wRev] (X),

pri ¢emu inkluzija moze biti prava (pogledati primer 8.3.43).
Za interpretaciju p € Int]—:(X) re¢i ¢emo da ima svojstvo Cantor-Scroder-
Bernstein za kondenzacije u klasi Intz(X ) akko vazi da

P=c0 N 0=Kcp — ng,
za proizvoljno o € Int7 (X).

Tvrdenje 8.3.42 Neka je X neprazan skup, L relacijski jezik i neka je T
Leow-teorija. Ako p € Int] (X), tada su sledeéi uslovi ekvivalentni:

(a) p € wRev] (X);

(b) p ima svojstvo CSB za kondenzacije u klasi Int] (X).

Dokaz.

(a)=(b) Neka je 0 € Int[(X) proizvoljno, i pretpostavimo da je p <. o i
o <¢ p- Tada, na osnovu tvrdenja 1.1.3 (e), postoje bijekcije f,g € Sym(X)
takve da je f[p] C o ig[o] C p. Tada, na osnovu tvrdenja 1.1.2 (a) i tvrdenja
1.1.1 (d), imamo da je

(g0 f)lel = glflpll € glo] € p,

pa, kako je glo] = o € Int]-:(X), i s obzirom da je skup [p]~ konveksan u
posetu (Int7 (X),C), na osnovu tvrdenja 1.1.5 (a) imamo da g[o] € [p],
odnosno da je o = glo] = p.

(b)=-(a) Pretpostavimo da je py C o C pa, za proizvoljne p1, p2 € [p]x~
ioe IntZ(X). Tada, na osnovu tvrdenja 1.1.5 (a), postoje bijekcije f,g €
Sym(X) takve da je p1 = f[p] i p2 = g[p]. Dakle, flp] € o € g[p], pa,
na osnovu tvrdenja 1.1.2 (a) i tvrdenja 1.1.1 (d), imamo da je g~ '[o] C p,
odnosno da je p <. 0 1 0 <. p, odakle, na osnovu (b), sledi da o € [p]~, §to
znaéi da je skup [p]~ konveksan u posetu (Int? (X), C). O

Neka je, dalje, L = L; binarni jezik, i neka je

T = Eraph = {902'7"7‘7 Spsym}

teorija grafova. Ako p € WRGVZMP "(X) reéi éemo da je relacija p grafovski

slabo reverzibilna.
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Primer 8.3.43 wRevy, (w)N Intgm”h (w) € WReVEmph (w).
Jasno je da je

wRevr, (w) N Intﬁm” "(w) C WRQVZmPh (w).

Neka je
G = (w,p) := UGQUUI.

Tada, na osnovu tvrdenja 8.3.3 (c), imamo da

R 7:;T'aph R o R 7Tqraph R

p € wRev """ (w) \ wRevp, (w) = wRev 7" (w) \ Revp, (w).
Teorema 8.3.44 Ako je Graqo = (G, p) Radoov graf, tada imamo da
pé wRengm”h(G).
Ly
Dokaz. Definisimo niz (m, : n € w) € “N na sledeéi nacin:
mo:=1, my:= 22k<nm’“, zan > 0.

Tada je
(mp :n € w) = (1,2,23, 21 22099y,

Neka je R proizvoljan prebrojiv skup, i neka je R = (., Rx particija skupa
R, takva da je |Rg| = myg, za k € w. Definisimo funkciju h : R — w
na slede¢i nac¢in: h[Ry] := {k}, za k € w. Izaberimo, za svako n € w,
proizvoljnu bijekciju g, : R, — P(Up<,, Bk), i neka je

g:= Ugn:R—>P(R).

new
Definisimo sada graf R := (R, p), gde je p C [R]?, na sledeéi nagin:
pi={{z.y} € [RP iy € g(a) }.
Na osnovu teoreme 2.2.2 (b), lako se pokazuje da je R Radoov graf. Neka

je Ro = {xo} 1 R1 = {x1,22}. Definisimo, dalje, graf S := (S, 0), gde je
S:=R,i

o:=pU {{x,xo} 12 € Upso Bk A {z1,22} C g(az)}
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Tada je ngURl = (), pa, na osnovu teoreme 2.2.2 (b), sledi da S nije Radoov
graf. Definisimo, dalje, graf T := (T, 7), gde je T := S =R, i

T:=0U {{a:,ajg} :h(z) € 2N A g(z) N (RyURy) = {xl}}

Na osnovu teoreme 2.2.2 (b), lako se pokazuje da je tada T Radoov graf.

Dakle, uz malu zloupotrebu notacije, za G = R imamo da p, o, T € Intzg“‘p "(@),
i, pri tome je p = 7, dok o & [p]~. Zakljuéujemo da skup [p]~ nije konveksan

graph

u posetu <Intz (G), <€), odnosno da

péE WReVZgbmph (G).

O
Ako je G = (G, p) graf, pri cemu je p C [G]?, definisimo p* C [G]? na sledeci
nacin:

o= {{myh €1 (Gop) 2 (G \ {{m D) |-

Dakle, p* je skup uklonjivih ivica u grafu G.

Tvrdenje 8.3.45 Neka je G neprazan skup i neka je p C [G]?. Ako, uz

malu zloupotrebu motacije, p € WReVZngaph(G), onda imamo:

(a) p* =0 <= p € Revy,(G);
(b) p* #0 = |p*| =z w.

Dokaz. Sli¢no dokazu tvrdenja 8.3.6 (za slucaj L = Ly). O

Primedba 8.3.46 Ako je Grago = (G, p) Radoov graf, pri ¢emu je p C
[G]?, tada je p* = p (videti [3]), i, uz malu zloupotrebu notacije, imamo da
pé WRevEmph(G).
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Glava 9

Reverzibilnost ekstremnih
struktura

9.1 Reverzibilnost ekstremnih interpretacija

Podsetimo se, za skup C C Intz,(X) reéi éemo da je izomorfizam-invarijantan,
ili kratko Z-invarijantan, akko

VpeC [p]l~ CC. (9.1)

Sa C¢ oznacava¢emo skup {p° : p € C}. Jasno je da je C¢ # Intr(X) \ C.
Sa Max C i Min C oznacavac¢emo, redom, skupove maksimalnih i minimalnih
elemenata skupa C u posetu (Inty(X),C). Poset (C,C) cesto ¢emo, radi
kradeg zapisa, oznacavati samo sa C. Rezultati iz ove glave dokazani su u
[52].

Teorema 9.1.1 Neka je L relacijski jezik ¢ X neprazan skup. Ako je C C
Intr (X) =Z-invarijantan skup, i 7 € MaxC (redom, 7 € MinC), tada vazi:
(a) T je reverzibilna interpretacija;
(b) [T]= = [T]~, je antilanac v C, i [T]=~ C MaxC (redom, [T]~ C MinC);
(¢) Skup C¢ je =-invarijantan, i pri tome vazi da 7 € MaxC akko 7¢ €
Min C¢, za proizvoljno 7.

Dokaz.

(a) Pretpostavimo da 7 nije reverzibilna. Tada, na osnovu tvrdenja 8.2.1
(g), postoji f € Sym(X) takvo da je f[r] € 7, odakle, na osnovu tvrdenja
1.1.2 (a) i (j), imamo da je 7 € f~![r]. Na osnovu tvrdenja 1.1.5 (a) i (9.1)
imamo da f~![r] € [r]~ C C, $to je nemoguée zbog maksimalnosti 7. Dokaz
za slucaj 7 € MinC je dualan.
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(b) Na osnovu (a) i (9.1), [7]x~ je antilanac u C. Na osnovu tvrdenja 6.1.5
imamo da je [7]~ = [7]~,.. Pretpostavimo da postoje 7 € [7]~ 1 p € C takvi
da je 1 € p. Tada, na osnovu tvrdenja 1.1.5 (a), postoji f € Sym(X) takvo
da je f[r]| = T, sto, zajedno sa (9.1), implicira da je 7 C f[p] € C. Ali to je
nemoguce zbog maksimalnosti 7. Dokaz za slu¢aj 7 € MinC je dualan.

(c) Pokazac¢emo da, za p € C, vazi da je [p]= C C¢. Ako o € [p]x~, tada,
na osnovu tvrdenja 1.1.5 (a), postoji f € Sym(X) takvo da je

o= flp] = (flp])".

Kako f[p] € [p]~ C C, imamo da o € C°. Neka 7 € Inty(X). Tada 7¢ €
Min C¢ akko je 7¢ = p° za neko p € C, i, za svako o € C, imamo da ¢¢ C
7¢ = ¢¢ = 7¢ Drugim re¢ima, 7 = p za neko p € C, i, za svako o € C,
imamo da 7 C ¢ = 7 = o, §to znadi da 7 € MaxC. O

Uoc¢imo da je interpretacija 7 € Intz(X) reverzibilna akko 7 € MaxC
za neki Z-invarijantan skup C C Intz(X). Naime, preostala implikacija je
trivijalna: ako je 7 reverzibilna, tada

T € [T]~ = Max [7]x~.

Sada ¢emo razmotriti L,-definabilne skupove interpretacija. Podsetimo se,
ako je T neka Lo,-teorija, sa Intf(X ) ozna¢avamo skup svih L-interpretacija
nad X koje zadovoljavaju dati skup L., -recenica T .

Teorema 9.1.2 Ako je L relacijski jezik, X neprazan skup i T Lo, -teorija,
tada imamo:

(a) Skup Int] (X) je %:—invarijantan;

(b) (Int] (X))¢ =Int] (X)), i ovaj skup je Z-invarijantan;

(¢) Maksimalni i minimalni elementi skupa Int] (X) su reverzibilne in-
terpretacije;

(d) 7 € Max(Int] (X)) akko 7¢ € Min(Int] (X)), za 7 € Intz(X).

Dokaz.

(a) Ako p € Int] (X) i o € [p]=, tada postoji izomorfizam f : (X, p) —
(X, o). Kako, za svaku recenicu ¢ € T, imamo da je (X, p) = ¢, i kako je, na
osnovu tvrdenja 3.3.1, svaka Lq,-formula apsolutna u odnosu izomorfizme,
imamo da je (X, o) = ¢. Dakle, o € Int? (X) i (9.1) je tacno.

(b) Prvo éemo indukcijom dokazati naredni stav.

Stav 9.1.3 Za svaku L-strukturu (X, p) i za svaku formulu ¢ € Formp,__
1mamo

vx € "X ((X, ) b 9] & (X, p) = lx]). (9.2)
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Dokaz. Neka x € ®X. Tada je (X, p°) = (vq = v5)°[x] akko je (X, p°) =
(va = vg)[x] akko je zn = xg akko je (X,p) E (va = vg)[x]. Takode,
(X.) | (Rilvss- 00, )] ko jo (X.p%) b Ri(tigo- v, )]
akko (Tay, ..., Ta,,) € pf akko (Tay, ..., Ta,,) € pi ato vazi akko je (X, p) =
Ri(vay, - -+ Va,, ) [X].

Pretpostavimo da (9.2) vazi za formulu ¢, i neka x € *X. Tada je
(X, %) b= (9B akko nije (X,p%) | ¢°fx] akko nije (X,p) = @[]
sl Jo (X,p) = (o). Takode, (.07 = (] sk e X, ) |-
(Vv ¢°)[x] akko, za svako z € X, imamo da je (X,p%) F ¢°[X(az ]
prema (9.2), da je (X, p) F ¢[X(a,0)], Sto vazi akko je (X, p) = (Vva go)[ ]
Konacno, (X,p%) E (Jvae)[x] akko je (X, p¢) E (Jua ¢©)[x] akko, za
neko z € X, imamo da je (X,p) | ¢°[X@z), tj- prema (9.2), da je
(X2} b= 9l ], Sto vazi ko jo (X2} = (300 )]

Neka ® C Formy_, i pretpostavimo da (9.2) vazi za svaku formulu
¢ € ®. Sada imamo da je (X, p%) = (A ®)¢[x] akko je (X, p®) = (A °)[x]
akko, za svako ¢ € ®, imamo da je (X, p®) = ¢¢[x], tj. prema (9.2), da je
(X, p) E ¢[x], a to vazi akko je (X, p) E (A ®)[x]. I na kraju, (X, p%) =
(V <I>)C[ ] akko je (X, p%) = (V ©°)[x] akko, za neko ¢ € ®, imamo da je
(X,p°) E ¢°[x], tj. prema (9.2), da je (X,p) E ¢[x], a to vazi akko je
(X, > = (Vo). O

Na osnovu stava 9.1.3 skupovi (Int]—:(X))C ={p°: Vo eT (X,p) Ep}i
Int] " (X) = {p°: Vo € T (X, p°) = ¢°} su jednaki.

(c) Sledi na osnovu (a) i teoreme 9.1.1 (a).

(d) Sledi na osnovu (b) i teoreme 9.1.1 (c). O

Primer 9.1.4 Reverzibilnost, kompletne teorije i elementarna ekvivalen-
cija.

Ako p € Intz,(X) i Th(X, p) je odgovarajuéa teorija prvog reda, tada je,
na osnovu tvrdenja 3.2.5 (a),

o= = Intzh(<X,p>) (X),

gde je [p]= skup svih interpretacija o € IntL(X ) takvih da su strukture
(X,p) i (X,0) elementarno ekvivalentne. Sto se ti¢e odnosa skupova [p]= i
Revy(X), pokazaéemo da je sve moguce.

1. Ako je Q = (@, p) racionalna prava, tada je Th(Q) teorija gustih
linearnih uredenja bez krajnjih tacaka, koja je w-kategori¢na, pa je

[pl= = [p]l= C Revi(Q).
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Kako je [p]l~ = Intzh(Q)(Q) antilanac, svaki element skupa Int}:h(Q)(Q) je

istovremeno i maksimalan i minimalan element tog skupa.
2. Ako je Grado = (G, p) jedinstveni prebrojivi ultrahomogeni uni-

verzalni graf (tzv. Radoov graf ili Erdés-Rényijev graf [13, 74]), tada je

teorija Th(Ggrago) w-kategoricna, pa je [p]l~ = Intgh(GRadO)(G). Struktura

GRado nije reverzibilna (zato $to brisanjem jedne ivice u Radoovom grafu
opet dobijamo Radoov graf, videti [3]). Dakle,

Intgh(GRadO)(G) NRevy(G) =0,
i skup Intzh(GR‘“dO)(G) nema ni minimalan ni maksimalan element.

3. Poznato je da je teorija T jedne relacije ekvivalencije koja ima ta¢no
jednu klasu ekvivalencije veli¢ine n, za svako n € N, kompletna. Za kardinal
k < w, neka je E, = (w, pr) prebrojiv model teorije 7, koji ima tacno s
beskonac¢nih klasa ekvivalencije. Poznato je da je

[po)= = It ] (w) = | [psl=,

Sto znaCi da T nije w-kategori¢na teorija. Na osnovu teoreme 10.3.1 i
tvrdenja 10.2.3, relacija ekvivalencije je reverzibilna akko je broj klasa ekvi-
valencije iste veli¢ine konacan, ili su sve klase ekvivalencije konac¢ne i njihove
veli¢ine formiraju reverzibilan niz prirodnih brojeva. Dakle, strukture E,,
n < w, su reverzibilne, dok E,, nije (¢ak ni slabo) reverzibilna. Odatle imamo
da je

Int] (w) NRevy(w) = U [pn]= i Int] (w)\ Revp(w) = [po]~.

new

Pokazacemo da je
Max(Int] (w)) = [pol U [p1]x.

Pretpostavimo da n € {0,1}, i da je p, € o € Int] (w). Za k € N, neka
je Cy jedinstvena klasa ekvivalencije veli¢ine k, odredena sa p,. Posto je
pn G o0, klase ekvivalencije koje odgovaraju o su unije onih koje odgovaraju
p, 1 dodatno, postoji najmanje ko takvo da je, u (w,o), klasa Cj, spojena
s nekom drugom p-klasom. Ali tada ne postoji o-klasa veli¢ine kg, §to je
kontradikcija s naSom pretpostavkom da o € Intz(w). Ako je k > 2, tada je
pr C o za neko o € [p1]~ (spojimo k beskonaénih klasa u jednu). Sli¢no se
pokazuje da je Min(Int? (w)) = [po]z, i da za £ > 1 nema minimalnih eleme-
nata skupa Int] (w) ispod p. (podelimo beskonacne p,-klase na beskonaéne
delove).
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Posto je pm <¢ pn, za 1 <n < m < w, poduredenje

{Ilee s p e T (@)} = {lpal= i n € wp U {lpule. |

kondenzacionog poretka (Inty(w)/ ~¢, <.) izomorfno je disjunktnoj uniji
jednoelementnog poseta (koji odgovara [pg]=~) i lanca tipa 1 + w*, s maksi-
mumom [p]~ i minimumom [p,]~,.

9.2 Teorije koje imaju ekstremne interpretacije

Primer 9.1.4 pokazuje da neki skupovi oblika Int]-:(X ) nemaju ni minimalne
ni maksimalne elemente. U ovom odeljku da¢emo neke sintakticke uslove,
u obliku klasa L.,-formula F i G, koji obezbeduju da, kad god je T C F
(redom, T C G) skup Int] (X) ima maksimalne, (redom, minimalne ele-
mente). Spomenimo, ovom prilikom, kako na$ cilj nije da damo sintakticku
karakterizaciju najveéih klasa F i G, koje imaju gore spomenuto svojstvo.
Razlog tome je sto, ako je, na primer, jezik L prebrojiv, tada je, na osnovu
posledice 5.2.4, svaki =-invarijantan skup C C Inty,(X) oblika Int}{-f} (w), gde
je ¢ disjunkcija Scottovih recenica svih struktura koje pripadaju skupu C.
Tada skup Intgpv@m}(w), gde je o, := N\;c; V0 R;(0), trivijalno ima najvedi
element, to je interpretacija (X™ : ¢ € I). Na3 cilj je da nademo razumno
velike klase F i G, koje ¢e nam pruziti netrivijalne i relevantne primere
reverzibilnih struktura.

Neka je, dalje, L = (R; : i € I) relacijski jezik, gde je ar(R;) = n; €
N, za i € I, neka je k beskonacan kardinal i Var, := {v, : a € k}
skup promenljivih. Sa P i N oznacavaéemo, redom, klase R-pozitivnih i
R-negativnih L.o,-formula. Prvo, da bismo obezbedili maksimalne inter-
pretacije definisa¢emo klasu Lqg,-formula F := UEEOrd Fe, gde je

Fo:=PU{Ri(vay, - Va,,) 11 € TN {a1,...,an,) € K"},
Fer1 =Fe U{Vuap:a ek hNpe Fe}
U{AP: P C F} U{VP:DC Fe AP <wl,
Fy =g, Fe, za granicni ordinal 7.

Sto se ti¢e minimalnih interpretacija, definisa¢éemo klasu Log,-formula G :=
U&eord Ge, gde je

Go =N U {Ri(vau'--’vani) rielN <O£1,...,Oém> € Kni}a
Gey1: =G U {Vogap:a€rNpeGeh
U{AP:2C Gt U{VP:DCG:AN|P| <w},
Gy := Ug< Ge, za granicni ordinal 1.
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Za skup L-interpretacija C C Intz(X) reéi ¢emo da je kompletan u odnosu
na unije lanaca (redom, kompletan u odnosu na preseke lanac) akko | J L € C
(redom, () £ € C) za svaki lanac £ C C.

Teorema 9.2.1 Neka je L relacijski jezik, X neprazan skup i neka je T
Loow-teorija takva da je Int] (X) # 0. Tada imamo:

(a) Ako je T C F, tada je skup Intz(X) kompletan u odnosu na unije
lanaca, i Max(Int] (X)) je njegov kogust podskup koji se sastoji od reverzi-
bilnih interpretacija;

(b) Ako je T C G, tada je skup Intz(X) kompletan u odnosu na preseke
lanaca, i Min(Int7 (X)) je njegov gust podskup koji se sastoji od reverzibilnih
interpretacija.

Dokaz ¢emo dati u nastavku. Pre toga, dokazacemo sledeéi stav:

Stav 9.2.2

(a) G ={p°: @ e F}, do na logicku ekvivalenciju;

(b) Za svaku formulu ¢ € F, svaki lanac £ C Intr(X) i svaku valuaciju
x € "X tmamo

(Yo e £ (X.p) b olx]) = (X, £) F olx. (9.3)

Dokaz.

(a) (2) Pokazacemo da, za svako & € Ord i svako ¢ € F¢, imamo da
0 € Ge. Za g =0, ako ¢ € P, tada, na osnovu tvrdenja 3.3.2 (b), ¢* € N' C
Go, 1 (mRi(vays- - va,, ) je formula ==R;(vay, ..., va,, ), koja je logicki
ekvivalentna formuli R;(va,, ... ﬂfani) € Gp. Pretpostavimo da je tvrdenje
tacno za sve £ < (. Ako je ¢ grani¢ni ordinal, tada je jasno da je tvrdenje
tacno i za (. Neka je ¢ = £+ 1. Ako ¢ € F¢, tada ¢° € G, i stoga
(Vva @) = Yo ©° € Geq1.

Ako je ® C F¢, tada ¢° € G¢ za sve p € ®, pa imamo da (A ®)¢ :=
Mt 9 € D) € Gean, i (V) = V{g ¢ € B} € ey, 70 [0] < .

(C€) Pokazacemo da, za svako £ € Ord i svako 1) € G, postoji ¢ € Fg,
takvo da je ¢ = ¢°. Za & = 0, ako ¢ € N, treba primeniti tvrdenje 3.3.2
(b). Takode, Ri(vay;- - -, Vay,) je ekvivalentno formuli (= R;(vay, -, va,. )"

Pretpostavimo da je tvrdenje tactno za sve & < (. Ako je ( grani¢ni
ordinal, tada je jasno da je tvrdenje tacno i za (. Neka je ( = £+ 1. Ako
P € G, tada postoji ¢ € F¢ takvo da je ¥ = ¢° Tada imamo da je
Voo ¢ = Yoa ¢ = (Vua )¢, 1 da Vv, ¢ € Feqr.
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Ako je @ C Gg, tada, za svako ¢ € ®, postoji p, € F¢ takvo da je ¥ = P
Dakle, A{py : ¥ € ®} € Feiq i

(A{ev:vee}) =Alsveal = Ao

Ako je |®| < w, tada \/{py : ¥ € P} € Feyq i

(V{pw:vea}) =\/{s veal=\e

(b) Neka je £ neprazan lanac u Intz,(X) i neka x € *X. Uoc¢imo da je
tada

U£:<Upi:i€I>:<Ti:i€I>::T€IntL(X),

peEL

i daje,zai€ I, skup £; := {p; : p € L} lanac u posetu (Int g, (X), C).

Neka ¢ € P i pretpostavimo da je (X, p) | ¢[x], za svako p € L. Ako
p € L, tada je, na osnovu tvrdenja 1.1.3 (e), identi¢ko preslikavanje idy :
(X, p) = (X,J L) kondenzacija, i, na osnovu tvrdenja 3.3.2 (a), ocuvava ¢.
Kako je (X, p) E ¢[x], sledi da je (X,|J L) = ¢[x].

Ako je ¢ 1= = R;(Vay; - - - Vay,, ), tada, za proizvoljno p € Intz(X), imamo
da je (X, p) = p[x] akko (Tq,; ..., Ta,, ) & pi- Sada, ako (za,, ..., Ta,,) & pi
za svako p € L, tada (Zay, ..., Za,,) € i, tj. (X,UL) F olx].

Pretpostavimo da je tvrdenje tacno za neku formulu ¢ € F;. Neka je
L lanac u Intz(X) i neka x € *X. Ako, za svako p € £, imamo da je
(X,p) E (Vvap)[x], tj. daje (X,p) F ¢[x(a,y] za svako y € X, tada, za
svako y € X i svako p € £, imamo da je (X, p) = ©[X(a,)], Pa, na osnovu
indukcijske hipoteze (9.3), sledi da je (X,(JL) F ¢[x(q,y]- Ovo vazi za
svako y € X, pa je (X,UL) E (Vvq ¢)[x].

Neka je ® C F¢ i pretpostavimo da je tvrdenje tacno za svaku formulu
¢ € . Neka je £ lanac u Inty(X) i neka x € “X.

Ako, za svako p € L, imamo da je (X, p) = (A ®)[x], tj. da je (X,p) =
o[x]| za svako ¢ € @, tada, za svako ¢ € ® i svako p € L, imamo da
je (X, p) E ¢[x], pa je, na osnovu indukcijske hipoteze, (X,|J L) E ¢[x].
Dakle, (X, L) E (A ®)[x].

Ako je ® = {4y : k < n} i, za svako p € L, imamo da je (X,p) &
(Vii ¥r)[x], tada, i u sluéaju kad je £ konacan i u slucaju kad je £
beskonacan, postoje ky < n i kofinalan podskup Ly C L takav da je
(X,p) = i,[x] za svako p € Ly, pa je, na osnovu indukcijske hipoteze,
(X,ULo) = v, [x]. Zbog kofinalnosti Ly imamo da je |JLo = JL, i, na
osnovu toga, je (X, U L) - (Vi_, )] 0
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Dokaz teoreme 9.2.1

(a) Neka je £ C Int] (X) lanac. Ako ¢ € T, tada, za svako p € L,
imamo da p € Int] (X), i stoga je (X, p) = ¢, &to, na osnovu (9.3), implicira
da je (X, L) = ¢. Dakle, J £ € Int] (X), pa je skup Int7 (X) kompletan
u odnosu na unije lanaca. Drugo tvrdenje sledi na osnovu tvrdenja 1.2.3 i
teoreme 9.1.2 (c).

(b) Ako je £ lanac u posetu (Int7 (X), C), tada, na osnovu teoreme 9.1.2
(b), imamo da je

co={pipe E} c {,f pe Int[(X)} = (Int] (X))° = Int]" (X).

Kako je T C @G, prema stavu 9.2.2 (a), bez umanjenja opstosti, mozemo
pretpostaviti da je 7 C {¢°: p € F}, i odatle je

T¢C {(soc)c:soef}-

Na osnovu tvrdenja 9.1.3, za svaku interpretaciju p € Inty (X) i svaku Loge-
recenicu ¢ imamo: (X, p) = ¢ akko je (X, p) | (¢°)¢, pa opet, bez uma-
njenja opstosti, mozemo pretpostaviti da je 7¢ C F. Jasno je da je L lanac
u posetu (Intzc (X), <), pa je, na osnovu (a),

Uee=Ur=(Nr) emix).

peL peEL

Na osnovu teoreme 9.1.2 (b) imamo da je (V£ =,z p € Int7 (X). Drugo
tvrdenje sledi na osnovu tvrdenja 1.2.3 i teoreme 9.1.2 (c). O

Primer 9.2.3 Ekstremna parcijalna uredenja.

Jasno je da, za skup aksioma teorije strogih parcijalnih uredenja, Tposet =
{@irr,oer} € Sentr,, gde je @i, = Yvg~R(vo,v0), i @i = Vg, vi,v2
(=R(vo,v1) V mR(v1,v2) V R(vg,v2)), imamo da je Tposet € F NG, i, na
osnovu toga, poset

P .= <Im§;j“t (X),C >

svih strogih parcijalnih uredenja na X ima sva svojstva iz (a) i (b) teoreme
9.2.1. Ocigledno je kako je MinPP = {0}, i, na osnovu primera 8.1.4, ovo
uredenje antilanca jedinstveno je jako reverzibilno strogo parcijalno uredenje
na X.

Maksimalni elementi poseta P ba$ su stroga linearna uredenja. Naime,
jasno je da, ako je (X, p) strogo linearno uredenje i p C p/, da tada p’ nije
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strogo parcijalno uredenje. S druge strane, na osnovu Principa ekstenzije
poretka (tj. na osnovu Szpilrajnove teoreme ekstenzije [84]), ako je p strogo
parcijalno uredenje na X, tada postoji strogo linearno uredenje p’ na X
takvo da je p’ 2 p.

Uocimo da, na osnovu poznate teoreme Dushnika i Millera [11], poset P

ima sledece svojstvo: svaka interpretacija p € Intz-:’;"“t (X) presek je familije

maksimalnih elemenata poseta P, i minimalna veli¢ina takve familije zove se
Dushnik-Millerova dimenzija poseta (X, p). U [11], za dati poset kaze se da
je reverzibilan akko je njegova dimenzija < 2. Lako se vidi da je ovaj pojam
nevezan s nasom definicijom reverzibilnosti. Npr. poset X := (Z, p), gde
je p:={(2n — 1,2n) : n € N} dimenzije je 2, ali nije reverzibilan u nasem
smislu. U [27], Kukieta je pokazao kako su Booleove mreze reverzibilni poseti
(u nasem smislu), ali jasno je da mnoge od njih imaju dimenziju > 2.

Primer 9.2.4 Poset interpretacija prebrojivih povezanih grafova komple-
tan je u odnosu na unije lanaca ali nije kompletan u odnosu na preseke
lanaca, iako njegovi minimalni elementi ¢ine gust podskup.

Za skup aksioma teorije grafova Tgrapn = {@irr,s @sym}, gde je @iy 1=
Vv = R(vo,v0) 1 @sym = VYo, v1 (= R(vo,v1)VR(v1, v0)), imamo da je Tgrqpn
FNGi Ly,-recenica

n—1
Peonn ‘= Vu,v(u =vV \/ Ju, ..o (u=v1 Av =1, A /\ R(vk,vk+1))7
n>2 k=1

koja izrazava da je graf povezan, pripada P. Dakle, Tyraph U {@conn} C F,

i, na osnovu teoreme 9.2.1 (a), poset (Intngmphu{%m"}(w), C) je kompletan

u odnosu na unije lanaca. S obzirom da je graf stablo akko je to minimalan
povezan graf, minimalni elementi naseg poseta bas su stabla na skupu X.
Posto svaki povezan graf sadrzi pokrivajuce stablo (to je jednostavna primena
Zornove leme; videti [83]), nas poset ima gust skup minimalnih elemenata.
Za k € w, neka je G := (wU {w}, px), gde je

Pk = {{n,n—{—l}:new}u{{n,w}:nz k‘}

Ocigledno je da su grafovi G povezani i da je pg 2 p1 2 p2 2 -+, ali graf
Gy = (WU {w},Niew Pr) nije povezan, sto znaci da poset

<Intzzl])ru.phu{§0conn}(w) C >

)y =

nije kompletan u odnosu na preseke lanaca.
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9.3 Zabranjivanje konac¢nih podstruktura

Ako je L konacan relacijski jezik, za klasu L-struktura X C Mody, reci
¢emo da je univerzalna klasa akko je aksiomatizabilna kona¢nim skupom
univerzalnih recenica (TI{ recenica) akko postoji konacan skup konaénih L-
struktura {Fy : £ < n} C Mody, takav da vazi

Xelk <= Frp 4 X zasvek <n,

(videti [85, 87, 14, 16]). U ovom odeljku uopsti¢emo taj koncept, i, na
taj na¢in, pokaza¢emo kako nam zabranjivanje proizvoljnog broja kona¢nih
podstruktura obezbeduje veliku dzunglu reverzibilnih struktura.

Tvrdenje 9.3.1 Neka je L neprazan relacijski jezik. Za svaku konacénu L-
strukturu F postoji Loo,-recenica Yp, takva da, za svaku L-strukturu Y,
imamo: F <= Y akko je Y |= ¢p,. Ako je pored toga jezik L konacan, tada
je recenica —ppy logicki ekvivalentna nekoj 11 recenici MFets -

Dokaz. Neka je L = (R; : ¢ € I), gde je ar(R;) = n;, za i € I, i, bez
umanjenja opstosti, pretpostavimo da je

F = (m, (R} :i € I)) € Mody,

gde je m = {0,1,...,m — 1} € N. Neka su dalje xpr : m™ — 2, i € I,
karakteristicne funkcije skupova RE‘ C m™, ineka je op(vo, ..., Vm-1) Loow-
formula definisana sa

QOF(@) = /\ vj 7& v N /\ /\ Ri(?}xo, . ,’Ul,niil)XR[iF(x), (9.4)

0<j<k<m i€l zeEM™i
gde je, po definiciji, n° := - i n' :==n. Prvo éemo pokazati da je
F = ¢rl0,1,...,m —1]. (9.5)

Za j < m, promenljiva v; u valuaciji (0,1,...,m — 1) dobija vrednost j,
te je F = (Ao<i<hem Vi # v)[0,1,...,m — 1] taéno. Neka i € I iz =
(xoy ..., xp,—1) € m™. Tada je F = R;(vg, - - ,vxni_l)XRIiF(m) [0,1,...,m—1]

akko je F = R;[xo, . .. ,xni_l]XRIiF(i) akko je

(i) =1 n 2 B) v () =0 n 5 ),

sto je tacno. Time je (9.5) dokazano.
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Neka je g, := 30 @p(v). Ako Y € Mody i f : F — Y, tada, na os-
novu (9.5), imamo da je Y = ¢g[f(0),...,f(m — 1)], i, s obzirom da
g = (f(0),...,f(m — 1)) € Y™, imamo da je Y = Juep(v), tj. da je
Y = ¢p—,. Obratno, neka y = (yo,...,Ym—1) € Y ineka je Y = ¢rly]. S
obzirom da u valuaciji § promenljiva v; dobija vrednost y;, na osnovu (9.4),

Yo, - -+ Ym—1 Su razliciti elementi skupa Y, pa je preslikavanje f : m — Y
definisano sa f(j) = y;, za j < m, injekcija. Za dokaz da je f: F — Y jak
homomorfizam, uzeéemo i € I i T := (jo,...,Jn,—1) € m™, i pokazati da

(Joy -+ s dni—1) € Rgr — <yjo7 T ’yjni71> € Rzy'
Kako je Y = g[g], prema (9.4), imamo daje Y = Ry(vjo, .-, v;, 1) "™ " [j]

_ . . X pF ((J0 - sdn; 1))
za T, tj. daje Y B Ry, Yj, o]

, pa <yjoa cee ayjni71> €
R ako i samo ako je XR];‘(<j0,...,jni,1>) =1 akko (jo,...,jn;—1) € R}, i
to je to.

Ako je |L| < w, tada je recenica —ipp_, ekvivalentna I19 recenici

el (EAVAC RS AVARVAR TCHR N b )

0<j<k<m icI zem™i

Teorema 9.3.2 Neka je L konacan jezik, T Loo,-teorija, i neka su Fj,

TU{nr, s :j€J
J € J, konacne L-strukture takve da je poset P := (Int, b7 }(X), Q)

neprazan. Tada imamo:
(a) Ako je T C F, tada je poset P kompletan u odnosu na unije lanaca,
1 Max P je kogust skup u P koji se sastoji od reverzibilnih interpretacija;
(b) Ako je T C G, tada je poset P kompletan u odnosu na preseke lanaca,
1 Min P je gust skup u P koji se sastoji od reverzibilnih interpretacija;

TU{ne. 5 €J TeU{npey,5€T}
(6)7'6Max(In‘cLU{WﬂL>JE }(X)> akkOTCEMin<IntL 7 X )

Dokaz. S obzirom da je IIY C F NG, (a) i (b) slede iz tvrdenja 9.3.1 i
teoreme 9.2.1.
(c) Lako je proveriti da, za svako p € {0, 1}, imamo da je

(Ri(9)'77)° «— Ri(0)",
i da je, takode, xpr(Z) = 1 — xpre(Z), Sto implicira da je (Mres)® < Npees.
Sada tvrdenje sledi iz teoreme 9.1.2 (d). O

Jedna stvar je dokazati da ekstremne interpretacije postoje, a druga stvar
je naéi, odnosno, okarakterisati ih. U nastavku slede neki rezultati na tu
temu.
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Maksimalni K,-slobodni grafovi

U nastavku bi¢e nam pogodno da, za dati graf X = (X, p), relaciju p iden-
tifikujemo sa odgovarajuéim skupom dvoelementnih podskupova skupa X,

{{a.y} € X1 (0,9) € ).

Neka X9¢ := (X, [X]?\ p) oznacava grafovski komplement grafa X. Podgraf
(Y,ply), gde je Y C X, ponekad ¢emo oznacavati samo sa Y. Za kardinal
v, K, ¢e oznacavati kompletan graf sa v ¢vorova, dok ¢e E, oznacavati graf
bez ivica sa v Evorova. Jasno je da je E, = KJ“.

Ako je F konacan graf koji nije kompletan, tada je X2\ Ay, trivi-
jalno, jedinstveni maksimalni element poseta (Intﬁmphu{w%}(X ),<). Raz-
matra¢emo dalje Sta dobijamo zabranjivanjem K,-ova. Na osnovu teoreme
9.3.2 poset

< Intz}:raphu{nKn‘/%}(X)’ C >

ima maksimalne elemente koji su reverzibilni, i jasno je da su oni razli¢iti od
X2\ Ax. Podsetimo se da se za graf kaze kako je K,-slobodan akko nema
podgrafova izomorfnih K,,. Trivijalno, grafovi K,,, m < n, su maksimalni
K,,-slobodni grafovi.

Tvrdenje 9.3.3 Neka je n > 3, i neka je X = (X, p) K,-slobodan graf.
Tada vaZi:

(a) X je maksimalan K, -slobodan graf akko je X¢ minimalan (n,A,)-
slobodan refleksivni graf akko je X9¢ minimalni E, -slobodni graf;

(b) X je maksimalan K,,-slobodan graf akko

V{z,y} € X\ p 3K € [X]" [K]*\p={{z.y}}; (9.6)
(c) Ako je X maksimalan K,,-slobodan graf i | X| > n — 1, tada
VeeX 3K e [X\{z}]"? {£JUK =K, i; (9.7)

(d) Ako je X maksimalan K, -slobodan graf, | X| >n—1,{Y, :x € X}
je familija nepraznih skupova, Y :=J,cx{z} x Yy i

o= {{y),(@.y)} e VP : {z.2'} €}, (9.8)

tada je Y = (Y, o) maksimalan K, -slobodan graf.
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Dokaz.

(a) Jasno je kako, do na logicku ekvivalenciju, imamo da je gcmph =
{@refis osym} 1 K§ = (n, A,). Sada, prvo tvrdenje sledi na osnovu teoreme
9.3.2 (c), a drugo tvrdenje sledi iz prvog.

(b) Ako je | X| < n, tada je (9.6) zadovoljeno akko je p = [X]? akko je
(X,p) = K|x|. Neka je dalje | X| > n. Ako je X maksimalan K,-slobodan
graf i {z,y} € [X]?\ p, tada graf (X,p U {{z,y}}) nije K,-slobodan, §to
znaci da postoji skup K € [X]" takav da x,y € K, i da je

(K (pU{{a i) 1k ) =K,

Sto implicira da je [K]*\ p = {{z, y}}.
Obratno, ako je (9.6) zadovoljeno, tada, za proizvoljno {z,y} € [X]?\ p,
postoji K € [X]" takvo da je

(K, (pU o,y 1 ) = K,

pa je X maksimalan K,-slobodan graf.

(c) Ako je | X| =n—1, tada je X Z K,,_1 1 (9.7) je ocigledno. Neka je
dalje |X| > n ineka x € X. Ako {z,y} & p za neko y € X \ {z}, tada,
na osnovu (9.6), postoji skup K’ = {x,y,z1,...,2,—2} € [X]" takav da je
K2\ p={{z,y}}, i, za skup K := {x1,...,7, 2} € [X \ {z}]""2, imamo
daje {zr} UK =K,_;.

Ako {z,y} € p za svako y € X \ {z}, tada, s obzirom da je | X| > n,
postoji par {u,v} € [X \ {x}]?\ p, i, na osnovu (9.6), postoji skup

K= {u,v,xl,.. . ,a}n_g} € [X]n

takav da je [K]?\ p = {{u,v}}. Sada, ako je x = x; za neko j < n—2, tada
je
{J}} U {u,:rl, e L1, Ty - xn_g} =K,_1

i (9.7) je zadovoljeno. A ako x & {x1,...,z,_2}, imamo da je
{l‘} U {1’1, cee xan} = K'nfl

i (9.7) je opet zadovoljeno.

(d) Pretpostavimo da je {{(x;,y;) : 1 <1i < n} kopija K,, u Y. Tada bi,
na osnovu (9.8), {z; : 1 < i < n} bila kopija K,, u X, sto je u kontradikciji s
nasom pretpostavkom. Dakle, Y je K,-slobodan graf.

Pretpostavimo da je (Y, 7) K,-slobodan graf, pri ¢emu je o0 C 7. Neka
{{z,y),(x',y)} € 7\ 0. Ako je z = 2/, tada, na osnovu (c), postoji skup
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K={x1,...,2,_ 0} € [X\{z}]"? takav daje {z}UK 2K, 1. Zaj <n—2
izaberimo y; € Y. Tada, na osnovu (9.8), imamo da je

{@u) @) pu{m)i<n-2}

kopija K,, u (Y, 7), §to je u suprotnosti s nasom pretpostavkom.
Ako je x # 2/, tada {z,2'} € [X]?\ p, pa, na osnovu (b), postoji skup

K ={z,2,21,...,2n-2} € [X]"

takav da je [K]*\ p = {{z,2'}}. Ponovo, za j < n — 2, izaberimo y; € V.
Tada, na osnovu (9.8), imamo da je

{@w, @ )} {5 <n—2}

kopija K,, u (Y, 7), §to je u suprotnosti s naSom pretpostavkom. Dakle, Y
je maksimalan K,-slobodan graf. O

Primer 9.3.4 Tvrdenje 9.3.3 pruza nam veliku dzunglu ekstremnih, pa
samim tim i reverzibilnih struktura. Ako je n > 3, X 2 K,_1, i ako
je {Yy : x € X} familija nepraznih skupova, tada je graf Y, definisan u
tvrdenju 9.3.3 (d), maksimalan K,-slobodan graf. Uoc¢imo kako je Y u
stvari kompletan (n — 1)-partitni graf, i kako je Y9¢ disjunktna unija n — 1
kompletnih grafova, $to je minimalan E,-slobodan graf. Ako je |Y,;| = w, za
svako x € X, tada je Y9¢ reverzibilan prebrojiv ultrahomogeni graf s liste
Lachlana i Woodrowa (videti primedbu 9.3.6).

Za n = 3, kompletni bipartitni grafovi K,,, ¥ < w, su maksimalni
prebrojivi grafovi bez trouglova. Specijalno, graf zvezda S, := K ,, je mak-
simalan graf bez trouglova. Dalje, imamo da neki maksimalni grafovi bez
trouglova nisu bipartitni, na primer cikli¢ni graf C;¥". Takode, ako uzmemo
da je X = C2V™ u tvrdenju 9.3.3 (d), dobijamo beskona¢ne maksimalne Ks-
slobodne grafove koji nisu bipartitni.

Naravno, postoje reverzibilni Ks-slobodni grafovi koji nisu maksimalni
Ks-slobodni. Na primer, linearni graf G, := (w, ), gde je

T:{{n,n+1}:n€w},

je reverzibilan zato $to brisanjem bilo koje ivice dobijamo nepovezan graf.
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Maksimalni K,-slobodni grafovi sa svim ¢vorovima beskonacnog
stepena

U okviru teorije grafova, Lso,-recenica

Poo 1= VU /\Elvl,...,vn( /\ v #Fvj A /\ R(v,vﬂ)

neN 1<i<j<n 1<i<n

kaze da svaki ¢vor datog grafa ima beskonatno mnogo suseda. S obzirom
da ¢s € P, na osnovu teoreme 9.3.2 poset <InthphU{(p°°’nK"%}(X), C) ima
kogust skup maksimalnih elemenata, i to su reverzibilne interpretacije. Neke

takve interpretacije ve¢ su spomenute u primeru 9.3.4.

Primer 9.3.5 Hensonov graf H,, je maksimalan K,,-slobodan graf sa svim
¢vorovima beskonacnog stepena.

Za n > 3, H,, oznacava jedinstveni prebrojivi ultrahomogeni univerzalni
K,,-slobodni graf (Hensonov graf, videti [21]). Da bismo se podsetili pogodne
karakterizacije grafa H,, uvedimo slede¢u notaciju: ako je G = (G, p) graf i
n > 3, neka je

Cn(G) = {(H, K): KCHEe[G]"™AK je Kn_l—slobodan}
iza (H,K) € C,(G) definisimo orbitu
G .= {UGG\H:W{:GK{v,k} € pAVYhe H\ K {v,h} ¢p}

Tada, prema [21], imamo: prebrojiv graf G = (G, p) izomorfan je H,, akko
je G Ky-slobodan i G # 0, za svako (H, K) € Cy,(G).

Sada ¢emo pokazati kako je Hensonov graf H, = (G, p) maksimalan
K,-slobodan graf. Pretpostavimo da je (G, p') K,-slobodan graf, pri ¢emu
je p € pi{ai,a2} € p'\ p. Konstruisimo rekurzijom razlicite elemente

as,aq, ... an € G\ {a1, a2} takve da vazi
Vk e {3,4,....,n} Vie{1,2,....k—1} {a;,ar} € p. (9.9)
Neka k € {3,4,...,n} i pretpostavimo da niz aj,as,...,a,_1 zadovoljava

(9.9). Tada, posto {ai,a2} & p, za H = K := {ay,a2,...,a,_1} imamo
da se K,—1 ¥4 (K,p | k), $to znadéi da (H,K) € C,(H,), pa, na osnovu

gore navedene karakterizacije, postoji ar € G\ {a1,az,...,ar_1} takvo da
{a;,ar} € p za svako i < k. Dakle, niz aj,as,...,a; zadovoljava (9.9) i
rekurzija radi. Ali kako {a1,as} € p/, &vorovi ay, aq, . . ., a, odreduju podgraf

grafa (G, p') izomorfan K,,, sto je u kontradikeiji s nasom pretpostavkom.
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S obzirom da je graf S, (videti primer 9.3.4) K,,-slobodan, zbog univerzal-
nosti Hensonovog grafa H,,, postoji kopija S, u H,, odakle sledi da H,,
sadrzi ¢vor beskonacnog stepena. Zbog ultrahomogenosti H,,, svi ¢vorovi u
H,, moraju biti beskona¢nog stepena.

Primedba 9.3.6 Prema opstepoznatoj karakterizaciji Lachlana i Woodrowa
[59], svaki prebrojiv ultrahomogeni graf izomorfan je nekom od sledeéih
grafova:

e G, - unija p disjunktnih kopija K, gde je uv = w. G, je reverzibilan
akko je p < w ili je v < w (videti teoremu 10.3.1 i teoremu 10.2.1);

® GRado - Radoov graf. Grago nije reverzibilan (videti primer 9.1.4);

e H,, - Hensonov graf (za n > 3). H,, je reverzibilan (videti primer 9.3.5);

e Grafovski komplementi ovih grafova. Graf je reverzibilan akko je nje-
gov grafovski komplement reverzibilan (to je jednostavna posledica tvrdenja
8.2.2 (b)).

Zabranjivanje ekstremnih konacnih struktura

Lako se vidi da ¢e minimalni elementi skupa Intgm’“}(X ), koji ¢emo u
nastavku kraée oznacavati sa Int] 7 (X), biti razliciti od trivijalne inter-
pretacije () : i € I) akko je zabranjena struktura F minimalna, tj. izomorfna
(m, (D :i € I)), za neko m € N. Dualno,

Max (Im’f*’(X)) + {<X, (X" e 1>>} — F <m (m™ i e 1>>.
U nastavku da¢emo neke primere takvih ogranicenja.

Lema 9.3.7 Neka m,n € N, i neka je L, = (R), gde je ar(R) = n. Tada
vazi:
a opc€lint;"™ , tada p € Min(Int;"™ akko
Ako p € Int]"™ """ (X), tada p € Min(Int;"™""" (X)) akk
Vz € p K € [X]|™ pnN K" = {z}; (9.10)
(b) Ako p € IntZ:"‘mM%(X), tada p € Max(IntZ:"‘mM%(X)) akko
Vze X"\ p 3K € [X]™ K"\ p={z}; (9.11)
Dokaz.

(a) Ako postoji T € p takvo da je pN K™\ {z} # 0, za svako K € [X]|™
koje zadovoljava € K", tada p\ {Z} € IntTLIilm’m’L) (X), pa p nije minimalna.
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Pretpostavimo da je (9.10) zadovoljeno idaje p D o € Intﬁ:"’m%(X). Tada,
prema (9.10), za T € p \ o postoji K € [X]™ takvo da je pN K™ = {Z}, pa
imamo da je o N K™ = (), $to je nemoguée jer se (m, ) 4 (X, o).

(b) Sledi iz (a) i teoreme 9.3.2 (c). O

Sada ¢emo pokazati kako se minimalne binarne strukture, u kojima je zabra-
njena minimalna struktura (m, ), mogu okarakterisati preko maksimalnih
K,,-slobodnih grafova.

Tvrdenje 9.3.8 Ako je | X| > m > 2, tada p € Min(IntZZ"‘@)%(X)) akko je
p oblika
p=ArUox\g,

gde je R C X, |[ X\ R| > m—1iox\pr je proizvoljna orijentacija grafovskog
komplementa nekog maksimalnog K, -slobodnog grafa (X \ R, 7x\R)-

Dokaz.

(=) Neka p € Min(IntZT@)’L’(X)) i neka je R:={r € X : (z,x) € p}.
Ako bi bilo | X \ R| < m — 2, tada bismo, za svako K € [X]™, imali da je
|K N R| > 2,1, na osnovu toga, da je |[p N K?| > 2, §to je nemogudée prema
(9.10). Dakle, | X \ R| > m — 1.

Prema (9.10), za (z,y) € pN (R x X) postoji K € [X]|™, takvo da je
pNK? = {(x,9)}, i, s obzirom da (x,z) € pNK?, imamo da je z = y. Odatle
zakljucujemo da je pN(R x X) = Ap, i, sli¢no tako, da je pN(X x R) = Ap,
Sto znaci da je p = Agr Uox\g, gde je ox\g = pN (X \ R)2.

Prema (9.10), za (v,y) € ox\g postoji K € [X]™, tako da je pN K? =
{{z,9)}, 1, s obzirom da je x # y, imamo da (y,r) ¢ ox\p. Prema tome,
ox\r N U)_({R = (). Stavise, kako je z # y, imamo da je K N R = 0, tj.
K € [X \ R]™. Sada, na osnovu leme 9.3.7 (a), imamo da

ox\k € Min (Intgjw’(x \ R)).

Dakle, (X \ R, X\ r) je minimalan irefleksivan digraf u kojem je zabranjena

struktura (m, (), te je njegova simetrizacija (X \ R,ox\rU0oy

E;;-slobodan graf. Na osnovu tvrdenja 9.3.3 (a), grafovski komplement 7x\ g

i ) Minimalan

grafa ox\p U a;{{ r Je maksimalan K,-slobodan graf, i ox\ g je orijentacija
njegovog grafovskog komplementa.

(<) Neka K € [X]™. Ako je KN R # 0, tada je pN K2 # 0, a
ako je K N R = (), tada je p N K? # (), zato §to graf 7x\p inace ne bi
bio K,,-slobodan. Odatle imamo da p € Intztn’m%’(X). Neka je p/ € p
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i neka (r,y) € p\ p/. Ako je x = y, uzmimo Z € [X \ R]™! takvo da
je pNZ* = (takvo Z postoji zato §to je | X \ R| > m — 1 i graf 7x\p
je maksimalan K,,-slobodan, pa, na osnovu tvrdenja 9.3.3 (c), nije K,,_1-
slobodan). Tada je p' N (Z U {z})?2 = 0, pa p/ ¢ Intz:"’m%(X). Ako je
r#y, tada z,y € X \ R, {w,y} € 7x\r, 1 posto je graf 7x\p maksimalan
K,,-slobodan, postoji Z C X \ R takvo da =,y € Z i da je

(Z,(rx\r ULz g} N 22) 2 Ky,

Sada je p' N 2% =0, pa p' ¢ Int; ™" (X). Dakle, p € Min(Int;™"" (X)).
O

Primer 9.3.9 Na osnovu tvrdenja 9.3.8, za m = 2 imamo sledeée karak-
terizacije:

Min (m@f”’m(X)) - {AR Uoxwg: RS X A(X\ Rox\p) je turnir},

Max (Im}j’?%(X)) - {XZ\(ARUJX\R) i R C XA(X\R,ox\p) je turnir}.

Dakle, za R = () dobijamo reverzibilnost turnira i refleksiviziranih turnira, i,
u specijalnom slu¢aju, dobijamo reverzibilnost strogih i refleksivnih linearnih
uredenja. Ako uzmemo da je R = X \ {z} za neko x € X, dobijamo
reverzibilnost dijagonale bez jedne tacke i reverzibilnost kompletnog grafa
s jednom refleksiviziranom tac¢kom. Uoc¢imo kako su kompletni grafovi sa n
refleksiviziranih tacaka takode reverzibilni, ali za n > 2 oni sadrze kopiju
strukture (2, 22).

Maksimalni grafovi bez ciklickih podgrafova

Za n > 4,1 u vezi s beskonacnim grafovima, pun graf je jedini maksimalan
graf koji ne sadrzi kopiju C;/™. Za n = 3 imamo da je C3" = Kjs, pa
dobijamo maksimalne Ks-slobodne grafove koje smo veé razmatrali. Ako

3€e ACw\3,

tada dobijamo netrivijalne maksimalne interpretacije koje ne sadrze kopije
C™, zan € A. U krajnjem slu¢aju, ako uzmemo da je A = w '\ 3, dobi-
jamo grafove bez ciklickih podgrafova. Maksimalni takvi grafovi su stabla
(povezani grafovi bez ciklusa). Na osnovu tvrdenja 2.2.1, ako uzmemo da je
A =1{3,5,7,...}, dobijamo bipartitne grafove, i maksimalni takvi su kom-
pletni bipartitni grafovi.
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Lokalna kardinalna ogranic¢enja

Neka je L = (R; : i € I) konacan relacijski jezik, gde je ar(R;) = n; za i € I,
neka je M C N i neka su

k:<k;‘n:meM/\ieI> i l:<lfﬂ:m€M/\i€I>
nizovi u w, takvi da za svako m € M i ¢ € I imamo da je
0<kl, <I, <m".
Tada je skup L-reCenica
Tj\lj[’l = Unmen {n<m,a>% co€Inty(m)ATi €l (Joi| < ki, V|og| > lfn)}
jedna 19 teorija, i, za neprazan skup X i p € Inty(X), imamo da

k,l . .
peMtM (X) <= VYme M VK e [X|™ Viel ki, <|pnK"|<I,

(velicina komponenata interpretacije p restrikovanih na m-elementne pod-

skupove skupa X je ograni¢ena). Na osnovu teoreme 9.3.2, ako je 7 neka
k,l

L-teorija i ako je poset Int;:rUTM (X) neprazan, tada on ima gust skup
minimalnih i kogust skup maksimalnih elemenata.

Primer 9.3.10 Teorija grafova ne prihvata dva netrivijalna ogranic¢enja.
Ako je (m, o) graf, tada je, zbog irefleksivnosti, 0 < |o| < m? —m. Neka
je L =1Ly, M ={3} ineka je 0 < k <1< 6. Ako je

T = { Moy 0 € BF U,

tada je T := Tgrapn U 7?;; jedna TIY teorija, i p € Int[b (w) akko je struktura
X = (w,p) graf takav da je k < [pN K?| < I, za svako K € [w]?, §to
(na osnovu simetri¢nosti) znac¢i da svaki 3-elementni podgraf grafa X ima
jednu ili dve grane. Ali ovo je nemoguce, zato $to, na osnovu Ramseyeve
teoreme (teorema 2.2.9), graf X mora sadrzati beskona¢an prazan podgraf,
ili beskonacan kompletan podgraf. S druge strane, ako uzmemo da je k =
0, tada, za [ € {4,5}, uslov |p N K?| < [ znaci da je graf bez trouglova.
Neki takvi maksimalni grafovi opisani su u primerima 9.3.4 i 9.3.5. Za
I € {2,3}, maksimalne interpretacije koje zadovoljavaju |p N K?| < I su
UWKQ i KU Uw K.
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Glava 10

Reverzibilne nepovezane
binarne strukture

10.1 Reverzibilne nepovezane strukture

U ovom odeljku dac¢emo nekoliko ekvivalentnih uslova za reverzibilnost u
klasi nepovezanih binarnih struktura, kao i u nekim njenim potklasama.
Kako za datu strukturu X imamo da je X reverzibilna akko je X¢ rever-
zibilna (videti tvrdenje 8.2.2 (b)), spomenuti rezultati mogu se konvertovati
u odgovarajuca tvrdenja o reverzibilnosti povezanih struktura koje nisu bi-
povezane. Podsetimo se kako je bar jedna od struktura X i X¢ povezana
(videti tvrdenje 2.3.1). Rezultati iz ovog odeljka dokazani su u [50], u [54],
iu [51].

Teorema 10.1.1 Ako su X;, i € I, po parovima disjunkine i povezane Ly-
strukture, tada je struktura | J;c; X; reverzibilna akko je struktura |J;c ;X
reverzibilna za svaki neprazan skup J C I.

Dakle, ako je \J;c; Xi reverzibilna struktura, tada su sve komponente X,
1 € I, reverzibilne.

Dokaz. Neka je X; = (X;, p;), zadi € I, i X = (X, p) := (U Xi, User 0i)-
Implikacija ,,<=” je trivijalna. Da bismo dokazali ,,=", pretpostavimo
da postoji neprazan skup J C I i

f € Cond(| i) \ Aut({_J Xi).

i€J ieJ

217
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Tada postoje =,y € (J;c; X; takvi da
@y g Up i (F@), fw) € ps
1eJ ieJ

Tada je, za
F:=fU idUieI\J x, € Sym(X),

lako proveriti da F' € Cond(X), pri cemu par (x,y) pokazuje da F' ¢ Aut(X).
Dakle, X nije reverzibilna struktura. O

Naredna teorema od velikog je teorijskog znacaja za (ne)reverzibilne
nepovezane Lj-strukture, zato S$to je dala dosta interesantnih posledica.
Neke od njih biée videne u nastavku!.

Teorema 10.1.2 Neka su X;, i € I, po parovima disjunktne i povezane Ly-
strukture. Tada je struktura | J;c; X; reverzibilna akko kad god je f : I — I
surjekcija, g; € Mono(Xy, X)), za i € I, i

Viel ({gl[Xz] RS f_l[{j}]} je particija skupa Xj>, (10.1)

imamo da
feSym(I) ANViel g; € ISO(XZ‘,Xf(i)). (10.2)

Dokaz. Neka je X; = (X, pi), zai € 1,1

X=(X,p) = (Uiesr Xi Ujes pi)-

Pretpostavimo da je X reverzibilna struktura, i neka preslikavanja f i g;,
1 € I, zadovoljavaju pretpostavke teoreme. Tada, na osnovu tvrdenja 2.3.4,
imamo da
F = Ugi € Cond(X) = Aut(X)
1€l

i, na osnovu tvrdenja 2.3.3, imamo da g; € Emb(X;,Xy;)), za sve i € I.
Pretpostavimo da postoje razli¢iti i1,io € I takvi da je f(i1) = f(i2) = J.
Uzmimo z1 € X;, i w2 € X;,. Kako je struktura X; povezana, postoje
Y1, .-, Yn € Xj takvi da je

iy (m1> = yl(pj)syQ ce (pj)syn = Gio (1'2)’

odakle sledi da postoji & < n, takvo da su yi i ygt1 u razli¢itim elementima
particije {g;[X;] : i € f1[{j}]}, recimo yi. = g:(x) € ¢;[Xi] i ypy1 = gi(2') €

!Za jo3 jednu primenu teoreme 10.1.2 na nereverzibilna drveta, pogledati [69].
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g [Xy], pri ¢emu je ¢ # . Ali tada (g;(x),g# (")) € prs, Sto je, prema
tvrdenju 2.3.3, nemoguce. Dakle, f je bijekcija i, prema (10.1), imamo da
je gi[Xi] = Xy(;), za svako i € I, §to implicira da g; € Iso(X;, Xy(;)).
Obratno, dokaza¢emo da F' € Aut(X) za svako F' € Cond(X). Na osnovu
tvrdenja 2.3.4 i pretpostavke teoreme, imamo da je F' = (J;c; i, gde f €
Sym(I) i g; € Iso(X;, Xy(;)), za sve i € I. Na osnovu tvrdenja 2.3.3 imamo
da F' € Emb(X), pa kako je F' surjekcija, sledi da F' € Aut(X). O

Neka je, dalje, (X; : i € I) niz po parovima disjunktnih Lj-struktura,
i neka je

X::{Xi:iEI}.

Pre navodenja naredne karakterizacije reverzibilnih nepovezanih binarnih
struktura, da¢emo dve definicije. Prvo, za niz (X; : ¢ € I) reéi ¢emo da je
reverzibilan niz struktura akko

Drugo, za preslikavanje i : Z — I, koje ¢emo obelezavati sa (i : k € Z), reéi
¢emo da je Z-kondenzacioni niz v I akko je injekcija i

VEIEZ (k<1=X; <eXi), (10.4)

§to je, na osnovu tranzitivnosti relacije <., ekvivalentno postojanju niza
kondenzacija g : X;, — X, ,, za k € Z. Ako je, pored toga, X;, ~. X, za
sve k,l € Z, za Z-kondenzacioni niz (i : k € Z) reéi éemo da je trivijalan?.

Kako, na osnovu teoreme 10.1.1, komponente date reverzibilne strukture
moraju biti reverzibilne, to ograni¢enje ¢emo ukljuciti medu pretpostavke
naredne teoreme.

Teorema 10.1.3 Neka su X;, © € I, po parovima disjunkine, povezane i
reverzibilne Ly-strukture. Struktura X := |J;c; X; je reverzibilna akko je
(X; 11 € I) reverzibilan niz struktura i svaki Z-kondenzacioni niz u I je
trivijalan.

Dokaz.

?Primetimo kako je (i), : k € Z) Z-kondenzacioni niz u I akko je k + X;, monomorfizam
iz linearnog uredenja (Z, <) u kondenzaciono preduredenje (X, =<.). Ako su X;, ¢ € I,
reverzibilne strukture, niz (i : k € Z) je trivijalan akko su sve strukture X;, u istoj
= klasi (videti tvrdenje 8.2.5).
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(<) Ako X nije reverzibilna struktura, tada, na osnovu teoreme 10.1.2,
postoje f € Sur(f) i g; € Mono(X;,Xy(;)), za i € I, tako da je ispunjeno
(10.1) i =(10.2). Na osnovu (10.1) i tvrdenja 2.3.4, imamo da

U’ief_l[{j} g; S Cond(Ulef_l[{]}] X“X]), Za Sve ] S I.

Dakle, ako f ¢ Sym([), tada imamo —(10.3).

Ako f € Sym([), tada, prema —(10.2), gi, & Iso(X;y, X)), za neko
iop € I. Kako g;, € Cond(Xy,,Xy(;)), 1 kako je struktura X;, reverzibilna,
Xip = Xy(jp) bi, na osnovu tvrdenja 8.2.5, impliciralo da je

Cond(Xiy, X 1(i0)) = Is0((Xig, X y(ig)))»

odakle zakljucujemo da mora biti X;, % Xy ;).

Neka je i := f¥(io), za k € Z. Tada je X;, % X;,, i, za svako k € Z,
imamo da je f~1[{ixs1}] = {ix}, odakle, na osnovu (10.1), sledi da g¢;, €
Cond(X;,,X;,,,). Pretpostavimo da je ip = i; za neke k < [. Tada je
flio) = f*(ig), odakle sledi da je ij_, = f'"*(ip) = i, gde je | — k > 1.
Dakle,

Xio <6X11 <C<CX :Xioa

U—k
Sto implicira da je X;, ~. X;,. Kako je X, reverzibilna struktura, na osnovu
tvrdenja 8.2.5 imali bismo da je X;, = X;,, §to je nemoguce. Dakle, (i :
k € Z) je injekcija, i posto je X;, % X;,, to je netrivijalan Z-kondenzacioni
niz u 1.

(=) Ako postoje f € Sur(I) \ Sym(I) i G; € Cond(U;ep—11(5y Xir Xj),
za j € I, tada je jasno da

gi = Gy [ x; € Mono(X;, Xg(;y), zasve i€ I,

i (10.1) je ta¢no. Kako f ¢ Sym([), prema teoremi 10.1.2 struktura X nije
reverzibilna.

Pretpostavimo da je (iy : k € Z) Z-kondenzacioni niz u I, i da X; %
X1, za neko r € Z. Tada je funkcija f : I — I, definisana sa f(i) := 1,
zai € I\{ix : k € Z} i f(ix) := ixs1, za k € Z, bijekcija. Neka je
gi = idx,;, za i € I\ {ix : k € Z}, i neka g;, € Cond(X;,,X;,,), za
k € Z. Tada g; € Mono(X;,Xy(;)), za sve i € I, i (10.1) je ispunjeno.
Ali g;, & Iso(X;,,X,.,,), pa, na osnovu teoreme 10.1.2, struktura X nije
reverzibilna. O

Posledica 10.1.4 Ly-struktura koja ima konacno mnogo komponenata je
reverzibilna akko su sve njene komponente reverzibilne.
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Dokaz. Neka je X = (J;c;X;, gde je |I| < wi X, ¢ € I, su po parovima
disjunktne i povezane Ly-strukture. Implikacija ,,=” sledi iz teoreme 10.1.1.
Ako su strukture X;, ¢ € I, reverzibilne, tada, s obzirom da je Sur(l) =
Sym([) i s obzirom da nema Z-kondenzacionih nizova u I, struktura X je
reverzibilna na osnovu teoreme 10.1.3. O

Posledica 10.1.5 Ako su X;, i € I, po parovima disjunktne, povezane
i konacne Ly-strukture, tada je struktura X := |J;c;X; reverzibilna akko
je (X; : i € I) reverzibilan niz struktura i ne postoje beskonacne klase
[Xilz, [Xjle € X /=2 takve da je X; <. X.

Dokaz. S obzirom da su konaéne strukture reverzibilne, na osnovu teoreme
10.1.3 dovoljno je dokazati sledeéi stav:

Stav 10.1.6 Ako su X;, i € I, po parovima disjunktne, povezane i konacne
Ly-strukture, tada su sledeci uslovi ekvivalentni:

(a) Svaki Z-kondenzacioni niz u I je trivijalan;

(b) Ne postoje beskonacne klase [X;l~, [Xjla € X /=2 takve da je X; <. X;.

Dokaz. Implikacija ,,=" je trivijalna. Da bismo dokazali ,,<=”, posmatraj-
mo netrivijalan Z-kondenzacioni niz (i : k € Z) u I. Tada je

: '\<c Xi_z '\<c Xi_l ’\<c Xio '\<c Xh '\<c Xiz '\<c e (105)

i X, <cXi,,, zaneko [ € Z. Prema (10.5) i, s obzirom da su strukture X;,
i € I, konacne, postoji r < [ takvo da je X;, =X, , za sve k < r, i postoji
s > 1+ 1 takvo da je X;, =X, za sve k > 5. Sada imamo da je X;, <X,
i, pri tome, klase [X; ]~ i [X;,]~ su beskonacne. O

Sada ¢emo dati potreban i dovoljan uslov da disjunktna unija turnira (re-
dom, specijalno, linearnih uredenja) bude reverzibilan digraf (redom, poset.)

Posledica 10.1.7 Ako suX;, i € I, po parovima disjunktna linearna uredenja
(ili, opstije, turniri), tada su sledeéi uslovi ekvivalentni:

(a) Poset (odnosno, digraf) |J;c; Xi je reverzibilan,

(b) (X :i € I) je reverzibilan niz struktura;

(¢) Ne postoji f € Sur(I) \ Sym([), takvo da se svaka komponenta X;
moze razbiti na kopije X;, gde i € f71{j}].

Dokaz.
(a)=-(b) Kako su turniri povezane i reverzibilne strukture, ovo sledi na
osnovu teoreme 10.1.3.
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(b)=(c) Kontrapozicija je o¢igledna.

(c)=(a) Pretpostavimo da unija |J;c;X; nije reverzibilna. Posto su
turniri povezane i revezibilne strukture, i, s obzirom da, za bilo koja dva
turnira X 1 Y, na osnovu leme 2.2.7, imamo da je Cond(X,Y) = Iso(X,Y),
zaklju¢ujemo da su svi Z-kondenzacioni nizovi u [ trivijalni, pa, na osnovu
teoreme 10.1.3, sledi da postoji f € Sur(I)\Sym(]) takvo da, za svako j € I,
postoji G € Cond(U;e p-111 X4, X;). Tada, za i € UGN 1 A= Gy[X),
imamo da

Gj le. S COHd(X,‘,A,ﬂ = ISO(XZ‘,Ai),
i {4; i€ f1{j}]} je particija skupa Xj;. O

Jedna klasifikacija nepovezanih binarnih struktura

U ovom pododeljku dokaza¢emo neke dovoljne uslove za reverzibilnost nepo-
vezanih Lj-struktura koji ¢e nam pruziti jednu klasifikaciju takvih struk-
tura, i jo§ ¢emo generisati raznovrsne primere reverzibilnih i nereverzibilnih
nepovezanih struktura, koji odgovaraju datoj klasifikaciji.

Ako je I neprazan skup, za I-niz nenula kardinala (k; : i € I) re¢i ¢emo
da je reverzibilan akko

—-df € SUT(I) \ Sym([) Viel Zieffl[{j}] Ki = Kj. (10.6)

Za karakterizaciju reverzibilnih nizova kardinala, pogledati odeljak 10.2.

Neka je (X; : i € I) niz po parovima disjunktnih Lj-struktura. Za
preslikavanje i : w — I, koje éemo obelezavati sa (ix : k € w), reéi ¢emo da
je w*-kondenzacioni niz u I akko je injekcija i

Vklew (k<= X <o Xi,), (10.7)

§to je, na osnovu tranzitivnosti relacije <., ekvivalentno postojanju niza
kondenzacija gy : X;,,, — X, za k € w. Ako je, pored toga, X;; ~. X;;, za
w*-kondenzacioni niz (iy, : k € w) re¢i éemo da je trivijalan®.

Za niz Ly-struktura (X; : ¢ € I) reéi ¢emo da je bogat za monomorfizme
akko

Vi,je I VA e [X;]% 3g € Mono(X;,X;) g[Xi] = A. (10.8)

3Primetimo kako je (i : k € w) w*-kondenzacioni niz u I akko je k +— X;, monomor-
fizam iz linearnog uredenja w* = (w,>) u kondenzaciono preduredenje (X, <.). Ako su
Xi, i € I, reverzibilne strukture, niz (ix : k € w) je trivijalan akko je X;, = X;, (videti
tvrdenje 8.2.5).
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Tvrdenje 10.1.8 Neka su X;, © € I, po parovima disjunktne, povezane i
reverzibilne Ly-strukture. Neka su dati sledeéi uslovi:

(al) (X; i € I) je reverzibilan niz struktura;

(a2) (| X;| : i € I) je reverzibilan niz kardinala;

(a8) Za sve j € I i K C I, nejednakost ;e Xi <c X implicira da je
K| =1;

(a4) Za sve j € I i K C I, jednakost ZieK | X5 = | X;| implicira da je
’K‘ =1

(a5) Mono(X;, X;) = Cond(X;,X;) za svei,j € I, takve da je i # j.

Neka su, jos, dati i sledeéi uslovi:

(b1) Svaki Z-kondenzacioni niz u I je trivijalan;

(b2) Svaki w*-kondenzacioni niz u I je trivijalan;

(b3) Kondenzaciono uporedive komponente su izomorfne;
(b4) Komponente iste veli¢ine su izomorfne;

(b5) Niz (X; i € I) je bogat za monomorfizme.

Tada, bilo koji od uslova (al) — (a5), zajedno s bilo kojim od uslova (b1) -
(b5), implicira da je struktura | J;c; X; reverzibilna.

Primedba 10.1.9 Pod pretpostavkama tvrdenja 10.1.8 vazi (b3)<(b3’),
gde je

(03°) Cond(X;, X;) = Iso(X;,X;) za svei,j € I, takve da je i # j.

Ocigledno je da (b3’) =(b3). Dok druga implikacija sledi iz tvrdenja 8.2.5.

Dokaz. Dokazac¢emo da
(a5) = (a3) = (al)
1 1 ida (b5) = (b4) = (b3) = (b2) = (bl),
(ad) = (a2)
§to, zajedno s teoremom 10.1.3, kompletira dokaz.

(a2)=(al) Ako f € Sur(I) \ Sym(]) i, za svako j € I, imamo da je
Uies-111m X <e X, tada je jasno da je ;1 [Xa| = [Xj], za sve
i € J. Dakle, niz kardinala (|X;| : ¢ € I) nije reverzibilan.

(a3)=(al) Ako f € Sur(]) tako da je ;e -1 Xi e X za sve j € J,
tada, na osnovu (a3), imamo da je |f~'[{j}]| = 1 za sve j € I, tj. da
f € Sym(I).
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(a4)=(a2) Ako f € Sur(l) tako da je 3 ;c -1y [Xil = X za sve
j € J, tada, na osnovu (ad), imamo da je |f~[{j}]| = 1 za sve j € I, tj.
f € Sym(I).

(a4)=(a3) Ako, za neko K C I, imamo da je [J;cx Xi <c X, tada je
Y ick |1 Xi| = |Xj|, odakle, na osnovu (a4), imamo da je |K| = 1.

(ab)=(a3) Ako je |K| > 11 U;cxXi <c Xj, za neko j € I, uzmimo
G € Cond(U,c i X4, X;). Tada, za bilo koje i € K \ {j}, imamo da G [ x, €
Mono(X;, X;) \ Cond(X;, X;).

(b2)=-(b1) Ako je (i}, : k € Z) netrivijalan Z-kondenzacioni niz u I, tada
postoji [ € Z takvo da X;, 2 X;, . Ako definiSemo ji := ijy1- za k € w,
tada imamo da je (ji : k € w) netrivijalan w*-kondenzacioni niz u I.

(b3)=(b2) Ako je (ir : k € w) w*-kondenzacioni niz u I, tada je X;, <
X,, odakle je, prema (b3), X;, = X,,, §to znaci da je dati w*-kondenzacioni
niz trivijalan.

(b4)=(b3) Ako je X; <. X, za neke i, j € I, tada je, specijalno, |X;| =
|X;]. Na osnovu (b4), imamo da je X; = X.

(b5)=(b4) Ako je |X;| = |Xj|, za neke 4,j € I, tada, prema (10.8),
postoje f € Cond(X;,X;) i g € Cond(X;,X;). Dakle, X; ~. Xj, pa, s
obzirom da su strukture X;, ¢ € I, reverzibilne, na osnovu tvrdenja 8.2.5
imamo da je X; = X;. O

Primedba 10.1.10

(i) Tvrdenje 10.1.8 vazi i u slu¢aju kad su komponente X;, i € I, konacne,
i u slucaju kad su neke od njih beskonaé¢ne (i reverzibilne). Medutim, u
slucaju kada postoji beskonacna komponenta, uslov (a2) (pa, takode, i (a4))
sam implicira reverzibilnost unije | J;c; X;. Naime, ako je (|Xi| : i € I)
reverzibilan niz kardinala, i ako je | X;,| > w za neko iy € I, tada, na osnovu
teoreme 10.2.1, sledi da je niz (|X;| : ¢ € I) kona¢no-jedan. Tvrdenje sada
sledi na osnovu posledice 10.1.18.

(ii) Ako su komponente X;, i € I, linearna uredenja (ili, opstije, turniri)
proizvoljne veli¢ine, tada je zadovoljen uslov (b3’), pa bilo koji od uslova
(al) — (ab) sam implicira reverzibilnost poseta (digrafa) (J;o; X;. Isto vazi
ako su X; = (Xj, pi), @ € I, konacne strukture sa sledeéim svojstvom:

vi,j e I |Xi| = |X;| = |pil = |pjl- (10.9)
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Koriste¢i dovoljne uslove iz tvrdenja 10.1.8, u nastavku ¢emo generisati veliki
zooloski vrt reverzibilnih nepovezanih Ly-struktura. Defini§imo, za dato
n € Nidate 0 < nj < ng < ... < ng < n, sledeée konacne povezane
Ly-strukture:

pri ¢emu su D, := (n, pp, ) konaé¢ni linearni digrafi, definisani sa (2.3).

U dokazu tvrdenja 10.1.8 dokazali smo sledece dijagrame, gde smo sa T
oznadili uslov koji je zadovoljen za svaki neprazan niz po parovima disjunk-
tnih, povezanih i reverzibilnih L;-struktura:

(ab) — (a3) = (al) = T,

I I [

(a2nab) = (a2Ana3) = (a2) (10.10)

I [

(adNab) = (ad)

(b4) = (b3) = (b2) = (bl) = T, (10.11)

Sve unije u tabeli 1 su disjunktne. Strukture koje se nalaze u = (al)(T) redu
ne zadovoljavaju uslov (al). Strukture koje se nalaze u (ax) redu zadovo-
ljavaju uslov (ax), i uslove koje (ax) implicira na dijagramu (10.10), i samo te
medu uslovima s dijagrama (10.10). Strukture koje se nalaze u (ax&ay) redu
zadovoljavaju uslov (ax&ay), i uslove koje (ax&ay) implicira na dijagramu
(10.10), i samo te medu uslovima s dijagrama (10.10). Strukture koje se
nalaze u = (b1)(T) koloni ne zadovoljavaju uslov (bl). A strukture koje se
nalaze u (bx) koloni zadovoljavaju uslov (bx), i uslove koje (bx) implicira na
dijagramu (10.11), i samo te medu uslovima (b1) — (b4). Celije koje sadrze
nereverzibilne strukture obojane su sivo.

Za datu familiju X = {X; : ¢ € I'} po parovima disjunktnih i povezanih
Ly-struktura, definiSimo skup

I = {z el |[Xix| > w},

gde [X;]~ € X/ 2. Jasno je da, ako je skup I* neprazan, tada on mora biti
beskonacan.
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Primedba 10.1.11

(i) Dovoljni uslovi za reverzibilnost nepovezanih Lj-struktura iz tvrdenja
10.1.8 pruzaju nam odgovarajuéu klasifikaciju nepovezanih Lj-struktura s
reverzibilnim komponentama (kao §to je opisano u pasusu koji prethodi ovo]
primedbi). Naime, svaka ¢elija u tabeli 1 sadrzi predstavnika odgovarajuce
potklase. Jasno je da su sve te potklase disjunktne, i da je njihova unija cela
klasa nepovezanih Lj-struktura s reverzibilnim komponentama. Tabela 1
demonstrira da su sve te potklase neprazne. Dakle, imamo jednu particiju?.

(ii) Uslov (b5) iz tvrdenja 10.1.8 nije ukljuc¢en u tabelu 1 zato Sto, za
razliku od uslova (bl) — (b4), nije nezavisan u odnosu na uslove (al) — (a5).
Naime, ako struktura X = (J;c; X; zadovoljava (b5), tada, prema tvrdenju
10.1.8 i prema teoremi 10.3.1 (b), bilo koji uslov medu (al) — (a5) implicira
(a2).

(ili) Ako je I = I*, tada, za strukturu X = (J,.;X;, imamo da je
(al)<(a3) i (a2)<(ad), i takode (bl)<(b3). Dakle, takva struktura X ne
moze se naéi u (al), (a2), (a2&a3) i (a2&abh) redovima, kao ni u (b1) i (b2)
kolonama tabele 1.

w*-mono nizovi u /

U ovom i u narednim pododeljcima razmatra¢emo neke uslove koji implici-
raju reverzibilnost nepovezanih Lp-struktura. Ako su X i Y Lj-strukture i
ako postoji monomorfizam f : X — Y pisa¢emo X =,, Y. Preduredenje <,
na klasi Mody, zva¢emo mono pretporedak.

Neka je (X; : i € I) niz po parovima disjunktnih Lp-struktura. Za
preslikavanje i : w — I, koje ¢emo obelezavati sa (ix : k € w), reéi ¢emo da
je w*-mono niz u I akko je injekcija i

§to je, na osnovu tranzitivnosti relacije <,,, ekvivalentno postojanju niza
monomorfizama gy : X;, ., — X, , zak € w. Ako je pored toga Mono(X;,, X;,)
= Iso(X;,, Xj, ), za w*-mono niz (i : k € w) redi éemo da je trivijalan®.

4Specijalno, tabela 1 pokazuje kako su u direktnom proizvodu dijagrama (10.10) i
dijagrama (10.11) sve implikacije prave, i kako nema novih implikacija osim onih koje
slede iz tranzitivnosti.

Primetimo kako je (i : k € w) w*-mono niz u I akko je k — X;, monomorfizam iz
linearnog uredenja w* = (w, >) u preduredenje (X, <m). Niz (it : k € w) je netrivijalan
akko mozemo izabrati go : X;; — X;, koje nije izomorfizam. Specijalno, to vazi ako je
Xil ,7\:0 Xi()‘
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Lema 10.1.12 Ako je f : I — I surjekcija, i ako j € I, tako da je
|7 NI > 1, tada, za O(j) = {f"(j) : n € w}, vaZi da je

STHGHNoG)| < 1.

Dokaz. Ako postoji i € f71[{j}] N O(j), tada je i = f*(5), za neko k € w,
paje j = f(i) = f¥T1(j). Dakle, postoji I := min{m € N : f™(j) = j}.

Ako jel =1, tj. f(j) =7, tada je O(j) = {j} i tvrdenje je tacno.

Ako je I > 1, tada je f(f"1(5)) = fYj) = 4, pa imamo da fI=1(j) €
YL} N O(@j). Jasno je da je fi(j) = j, za sve ¢ € w. Dakle, ako
fen =qltr adeqewir<l tadaie f20) = F1(F2G) = £
pa imamo da je O(j) = {f™(j) : n < I —1}. Ako bismo pretpostavili
da f*(j5) € f~1[{j}] N O(j), za neko n < | — 1, tada bismo imali da je
f*j) = jin+1 < I, $to je kontradikcija s minimalnoséu I. Dakle,
FHHINNOG) = {f71(j)} i dokaz je gotov. O

Teorema 10.1.13 Neka su X;, © € I, po parovima disjunktne, povezane 1
reverzibilne Ly-strukture. Ako je svaki w*-mono niz u I trivijalan, struktura
X:= User Xi je reverzibilna.

Dokaz. Ako struktura X nije reverzibilna, tada, na osnovu teoreme 10.1.3,
imamo slede¢e dve moguénosti:

1. Postoji Z-kondenzacioni niz (i : k € Z) u I, takav da je X; | 2 X;,.
Neka je jp :=1i_g, za k € Z. Tada, za svako k € w, imamo da je

Mono(Xj, ,,,X;,) 2 Cond(X;_,,,,X; ) # 0,

odakle sledi da je (ji : k € w) w*-mono niz u I, i pri tome je Mono(X;, , X;,) #
Iso(X;,, X;,) = 0.

2. Postoji f € Sur(I) \ Sym(I) takvo da, za svako j € I, postoji G; €
Cond(U;e p-11;1) X4, X;). Neka j* € I, tako da je |f~[{5*}]| > 1. Na osnovu
leme 10.1.12 postoji

e fHTNNASG) s n e w) (10.13)

Posto je f : I — I surjekcija, postoji niz (i : k € w) € “I, takav da je
io = Jj*, i1 = 1" 1 f(igs1) = ig, za svako k € w. Pretpostavimo da postoji
k € N takvo da ix € {f™(j*) : n € w}, i neka je k najmanji takav prirodan
broj. Na osnovu (10.13) je k > 1. Dakle, ix, = f"(j*), za neko n € w, odakle
sledi da je i1 = f(ix) = f*T1(j*), $to je kontradikcija s minimalnogéu k.
Zaklju¢ujemo da je

{in ke NYO{f(5*) :new) =0. (10.14)
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Pretpostavimo da ¢ : w — [ nije injekcija i neka je r najmanji element
skupa w takav da je i, = i, za neko s > r. r = 0 bi impliciralo da je
is =19 = j* € {f"(J*) : n € w}, Sto je nemoguce na osnovu (10.14). Sada
imamo da je i,—1 = f(ir) = f(is) = is—1, Sto je nemoguce zbog minimalnosti
r. Dakle, i : w — I je injekcija.

Za k € w imamo da G, € Cond(U;ep—1((3,) Xi, Xiy) 1 k41 € ik},

pa Gj, rXik+1 € Mono(X;, , ,,X;, ). S obzirom da je |f {io}]] > 1, sledi da
Gio rXil S 1\/[0110(3&'1 , Xio) \ ISO(Xil , Xio)~
Dakle, (i : k € w) je netrivijalan w*-mono niz u I. O

Primer 10.1.14 Obrat teoreme 10.1.13 ne vazi. Naime, relacija ekviva-
lencije (J;c,, Xi, gde je | X;| = 2 za parne indekse 7, a |X;| = 3 za neparne
indekse 4, reverzibilna je na osnovu teoreme 10.3.1 (b) i teoreme 10.2.1, ali
niz (1,0,2,4,6,...) je netrivijalan w*-mono niz u w.

Primedba 10.1.15 Ako je svaki w*-mono niz u [ trivijalan, tada imamo
sledete dve moguénosti:

1. Postoji w*-mono niz (it : k € w) ul. Tada postoji go € Mono(X;,, X;,)
= Iso(X;,, X;,), $to implicira da je X;, = X;, i Mono(X;,) = Aut(X;,). Ge-
neralno govoreéi, ako je X struktura za koju vazi Mono(X) = Aut(X), tada
je

Cond(X) = Emb(X) = Aut(X),

pa je struktura X reverzibilna i minimalna za kopije (videti [30] za primere).
Jasno je da, za sve konac¢ne strukture X, vazi da je Mono(X) = Aut(X), i
linearni graf G, primer je beskonacne, povezane i reverzibilne strukture za
koju je Mono(X) = Aut(X). Spomenimo ovom prilikom kako su Dushnik
i Miller u [10] konstruisali endo-rigidna gusta poduredenja L realne prave
(videti jos [77, str. 147]) veli¢ine ¢ , i sliéni primeri mogu se konstruisati
koriste¢i ZFC rezultat Vopénke, Pultra i Hedrlina ([88]) koji kaze da na
svakom skupu postoji endo-rigidna irefleksivna binarna relacija.

Indukcijom dalje dobijamo da je

=X =X, =X, =X,
sto znaci da niz tipova ([X;]~ : ¢ € I) nije kona¢no-jedan.

2. w*-mono nizovi u I uopste ne postoje. Jasno je kako je tada niz
tipova ([X;]~ : ¢ € I) kona¢no-jedan. Ova situacija detaljnije je razmotrena
u nastavku.
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Monotone funkcije

Podsetimo se kako se uredeni par W = (A, R) zove dobro fundirana relacija
(pisa¢emo W € Wir) akko je A klasa, R je binarna klasa-relacija na A i
svaki neprazan skup X C A ima R-minimalan element, tj.

VX (@#XQA S FyeX -Fze X zRy)G. (10.15)

Uoc¢imo kako je tada relacija R na A irefleksivna i asimetri¢na (,klasa-
digraf”), i njenu refleksivizaciju <g definisa¢emo na sledeé¢i nacin:

a<rb < a=bV aRb.

Ako je, pored toga, C C Mody, klasa Lj-struktura, za (klasa-) funkciju
0 :C — A redi éemo da je monotona u odnosu na monomorfizme akko

VX, Y € C (X <m Y = 0(X) <z 0(Y)> (10.16)

i klasu takvih funkcija (koje su, u stvari, homomorfizmi iz preduredenja
(C, <m) u refleksivizaciju W) nadalje ¢emo oznacavati sa M(C, W).

Ako je X = {X, : i € I} familija po parovima disjunktnih L;-struktura,
uvedimo oznaku M(X) := Uyyewsr M(X,W). Za 0 € M(X,W)iac A,
neka je

1= {z eT:0(X;) = a}. (10.17)

Teorema 10.1.16 Ako je X = {X; : ¢ € I} familija po parovima disjunk-
tnih, povezanih i reverzibilnih Ly-struktura, i ako postoji 0 € M(X) takvo
da, za svako a € 0[X], ne postoje w*-mono nizovi u I, tada je X := Uier X
reverzibilna struktura. Specijalno, to vazi ako je niz (0(X;) : i € I) konacno-
jedan (tj. ako su skupovi 1Y, a € 0[X], konacni).

Dokaz. Dokazaé¢emo prvo sledeéi stav.

Stav 10.1.17 Sledeci uslovi su ekvivalentni:
(i) Postoji w*-mono niz u I;
(ii) Y0 € M(X) 3a € 0[X] Iw* — mono niz u I?;
(iii) 30 € M(X) Fa € 0[X] 3w* — mono niz u IY.

5Pogodnosti radi, koristimo opéte pojmove iz teorije skupova. Klase A i R su kolekcije
skupova definisane nekim formulama, npr. A(z) i R(x,y), na jeziku teorije skupova, L =
(€). Npr. A je klasa svih ordinala, a R je uobi¢ajeni strogi linearni poredak na toj klasi.
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Dokaz.

(i)=(ii) Neka je (i : k € w) w*-mono nizu I, W € Wiri g e M(X,W).
Posto je X = {0(X;,) : k € w} neprazan podskup klase A, na osnovu (10.15)
postoji kg € w takvo da

Yk € w —0(X5,) RO(Xq,, ) (10.18)

Sada, za k > ko, imamo da je X;, <, Xiy,» Sto, prema (10.16), implicira da
je 0(X;,) <r 0(X;,,) =: a, odakle, na osnovu (10.18), sledi da je 6(X;,) =
0(Xi,,). Dakle, 0(X;,) = a, za sve k > ko, tj. {ix : k > ko} C 19 i
(ikg+k : k € w) je w*-mono niz u I¢.

(ii)=-(iii) Ako sa Card oznac¢imo klasu svih kardinala, tada je jasno da
W = (Card, <) € Wir, i, za funkciju  : X — Card definisanu sa 0(X;) =
|.X;|, imamo da # € M(X,W). Na osnovu (ii) postoji kardinal x i w*-mono
niz u 17.

(iii)=(i) Ovo je trivijalno, zato §to je svaki w*-mono niz u I¢ i w*-mono
niz u 1. O

Sada, na osnovu pretpostavke teoreme, imamo da vazi —(ii), pa ne pos-
toje w*-mono nizovi u I, odakle, na osnovu teoreme 10.1.13, sledi da je
struktura X reverzibilna. O

Posledica 10.1.18 Neka su X;, © € I, po parovima disjunktne, povezane 14
reverzibilne Ly-strukture. Ako je niz (|X;| : i € I) konacno-jedan, tada je
struktura | J;c; X; reverzibilna.

Primedba 10.1.19 Umesto monotone kardinalne invarijante §(X) = | X|,
u posledici 10.1.18 mozemo, na primer, iskoristiti bilo koju od monotonih
kardinalnih invarijanata razmotrenih u odeljku 2.3.

U sluéaju nepovezanih Ly-struktura s kona¢nim komponentama, uslov koji
implicira reverzibilnost strukture | J;; X; iz teoreme 10.1.16 ekvivalentan je
jednostavnijem uslovu.

Tvrdenje 10.1.20 Ako su X;, i € I, po parovim disjunktne, povezane i
konacne Ly-strukture, tada su sledeci uslovi ekvivalentni:

(a) Niz (| X;| :i € I) je konacno-jedan;

(b) 30 € M(X) Va € 0[X] —Tw* — mono niz u I?.
Bilo koji od njih implicira reverzibilnost strukture | ;o X;.
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Dokaz.
(a)=-(b) je trivijalno: uzmimo 0 : X — Card, gde je 0(X;) := | X;]|.
—(a)= —(b) Neka je J C I in € N, gde je |J| > wi|X;| = n, za sve
i € J. Tada, s obzirom da su strukture X;, ¢« € I, konacne, postoji K C J,
takvo da je |K| > w, i X; 2 X, za sve i,j € K. Fiksirajmo ig € K. Neka
0 € M(X, W), ineka je a € [X] takvo da je 0(X;,) = a. Sada, ako i € K,
tada je X; = X,, odakle sledi da je X; <, X, <m X;, Sto implicira da je

0(X;) <r 0(Xy) <r 0(Xi),

tj. 0(X;) = a, odnosno i € I?. Dakle, K C I’, pa ako uzmemo injekciju
it w — K dobijamo w*-mono niz (i, : k € w) u I¢ (zato §to X;,,, ¥ X,,
daje X;, ,, <m Xi). O

Kona¢ni dijagonalni proizvodi monotonih funkcija

Klasa Wir nije zatvorena u odnosu na direktne proizvode (u beskonaénom
proizvodu dvoelementnih lanaca “2, skup X = {z, : n € w}, gde =, =
0,0,...,0,1,1,...) ima n nula, nema minimalan element). Ali klasa Wir je
zatvorena u odnosu na konaé¢ne proizvode.

Teorema 10.1.21 Neka n € N, i neka Wy, = (Ag, Ry) € Wir, za k < n.
Tada imamo

(a) (I1j<n Ar, R) € Wir, gde, za a = (ag),b = (bx) € [ [, Ak, imamo
aRb < Vk<n (ak =by V akak) A dk <n ap R byg; (10.19)

(b) Ako jeC € Mody,, i 0, € M(C,Wy), k <n, tada 6 € M(C,[];.,, Ax),
gde je 0 dijagonalno preslikavanje 0 := Ap<n0y : C = [, Ak, dato sa

(X) = <0k(X) k< n>; (10.20)

(c) Ako je C = X = {X; : i € I} familija po parovima disjunktnih
Ly-struktura, tada za a = (ay, : k < n) € 0]X] imamo da je

I = {z €T:Vk<n 0h(X;) = ak} = Mo 1% (10.21)
Dakle, imamo da particija {I¢ : a € 0[X]} skupa I profinjuje sve particije

{12;3 sag € Ok[X]}, za k < n, pa niz (0(X;) 11 € I) ima vise Sanse da bude
konacno-jedan (videti teoremu 10.1.16).
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Dokaz.

(a) Pretpostavimo da neprazan skup X C [, _, Ay nema R-minimalan
element. Tada postoje a" € X, r € w, takvi da, za svako r € w, imamo
a"' R a", i, na osnovu (10.19), postoji k < n koje zadovoljava azﬂ Ry, ay,.
Dakle, postoji k* < n i rastuéi niz (r, : s € w) u w tako da je

Vs €w apit Ry ajs, (10.22
vrew\{rs:secw} af! =aj.. (10.23

Akor € wis* :=min{s € w:rs > r}, tada je rg« > r i, na osnovu (10.22) i
(10.23), imamo da je

rex+1 r rox—1 rox—2
(Lki Rk* ak,’i* = ak:i = aks** — .. = az*‘

)
)

Ovo implicira da podskup {aj. : r € w} skupa Ay nema Ry--minimalan
element, $to je kontradikcija s pretpostavkom da Wy« € Wir.

(b) Ako X,Y € Ci X =, Y, tada, na osnovu pretpostavke, za svako
k < n imamo da je 05(X) = 0,(Y) ili je 0x(X) Ry 0(Y). Dakle, ako je
0r(X) = 0r(Y), za sve k < n, tada je, na osnovu (10.20), 0(X) = 6(Y).
Inace, postoji k < n takvo da je 0x(X) Ry 0x(Y), odakle je, na osnovu (10.19),
O(X)RO(Y).

(c) Ovo sledi na osnovu (10.20) i (10.17). O

Neka PO, LO, Ord i Ord® oznacavaju, redom, klase strogih parcijalnih
uredenja, linearnih uredenja, ordinala i inverza ordinala.

Lema 10.1.22 Neka X,Y € PO. Tada vaZi:
(a) {ILeLO:L<,, X} ={LeLO:L <X}
(b) Ako je X < Y, tada je {L € LO:L—- X} C{L € LO:L — Y}.

Dokaz.

(a) Ovo sledi na osnovu leme 1.3.1 (b).

(b) Ako L € LO i ako L — X, tada imamo da je L <,, X, odakle,
na osnovu tranzitivnosti =<,, sledi da je L <,, Y, $to je, na osnovu (a),
ekvivalentno sa . — Y. O

Neka su (klasa-) funkcije 6p, 61 : PO — Ord definisane sa:
0o(X) :=sup{a € Ord : « = X}, i 61(X):=sup{a € Ord: a" — X}.

Tvrdenje 10.1.23 Ako su X;, i € I, po parovima disjunktna, povezana i
reverzibilna stroga parcijalna uredenja, i ako je niz

<<90(Xi)a01(xi)> i€ I>

konacno-jedan, tada je poset | J;c; X; reverzibilan.
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Dokaz. Ako X,Y € PO, i ako je X ,,, Y, tada je, prema lemi 10.1.22 (b),
{a €O0rd:a— X} C{ae€Ord: a— Y},

i, na osnovu toga, je 6p(X) < 6p(Y). Dakle, §y € M(PO,Ord) i slicno
zakljucujemo da 6; € M(PO,Ord). Na osnovu teoreme 10.1.21 (b) imamo
da® € M(PO,Ord x Ord), gde je # : PO — Ord x Ord definisano sa 0(X) :=
(00(X), 01(X)). Tvrdenje sada sledi na osnovu teoreme 10.1.16. 0

Primer 10.1.24 Neka je I skup uredenih parova prebrojivo beskonac¢nih or-
dinala, tj. I = (w1\w)?, i neka su X(a,p)> 78 (@, B) € I, disjunktna parcijalna
uredenja takva da je, koriste¢i oznake iz tvrdenja 10.1.23, 0p(Xy 5)) = v i
01(X(a,8)) = B. Tada je U<a’5>el X(a,3) reverzibilan poset. Ako je, speci-
jalno, X gy = B* + «a, to takode sledi iz posledice 10.4.3. Uocimo kako
ovde nizovi (0p(X;) : ¢ € I) i (01(X;) : i € I) nisu konacno-jedan, ali niz
(0(X;) - i € I) je jedan-jedan.

10.2 Reverzibilni nizovi kardinala

Ako je X binarna struktura, i ako su X;, i € I, njene komponente povezanosti,
tada je jasno da je niz kardinala (|X;| : i € I) invarijantan u odnosu na
izomorfizme, i, u nekim klasama struktura (na primer u klasi relacija ekviva-
lencije), ta kardinalna invarijanta karakterise strukturu do na izomorfizam.
U takvim klasama reverzibilnost strukture, koja je takode izomorfizam-
invarijantna, moze se smatrati svojstvom odgovarajuceg niza kardinala. Re-
zultati iz ovog odeljka dokazani su u [53].

U nastavku, dokaza¢emo da sledeée svojstvo niza kardinala (koje smo
takode nazvali reverzibilnost) karakterise reverzibilnost u klasi relacija ekvi-
valencije: Podsetimo se, ako je I neprazan skup, za I-niz nenula kardinala
(ki 1 € I) reéi ¢emo da je reverzibilan akko

—3f € Sur(1) \ Sym(I) Vj €1 > ,cppgy ki = Ky (10.24)

Glavni rezultat ovog odeljka sledeca je karakterizacija reverzibilnih nizova
kardinala. Da bismo je naveli, podsetimo se prvo nekih definicija. Za pod-
skup K skupa prirodnih brojeva N, sa (K) oznacava¢emo potpolugrupu
aditivne polugrupe (N, +), generisanu skupom K. Za skup K reéi ¢emo da
je nezavisan akko

Vne K n¢g (K\{n}). (10.25)

Ako je (k; : i € I) niz kardinala, i  neki kardinal, uvedimo oznaku

IK::{iEI:m:/ﬁ}.
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Teorema 10.2.1 Niz nenula kardinala (k; : i € I) je reverzibilan akko

- ili je skup I, konacan za svaki kardinal k,

-ili ki € N za svako i € I, K := {m € N : |I,| > w} je neprazan
i nezavisan skup, i NZD(K) deli najvise konaéno mnogo elemenata skupa
{Iii NS [}.

Dokaz. Dokaz sledi iz tvrdenja 10.2.3 i teoreme 10.2.6 datih u nastavku. O

Primer 10.2.2 Ako je I neprazan skup bilo koje velicine i (n; : i € I) € 'N,
tada, na osnovu teoreme 10.2.1, imamo:

e ako je K = (sto je moguée ako je |I| < w), tada je niz (n;) reverzi-
bilan,

e ako je K ={2,5}, tada je niz (n;) reverzibilan akko je skup {n; :i € I}
konacan;

e ako je K = {4,10}, tada je niz (n;) reverzibilan akko skup {n; :i € I}
sadrzi najvise konacéno mnogo parnih brojeva.

Tvrdenje 10.2.3 Niz nenula kardinala (k; : i € I) je reverzibilan akko je
skup I, konacan za svaki kardinal k, ili (k; : 1 € I) € IN i ovaj niz prirodnih
brojeva je reverzibilan.

Dokaz. Implikacije ,,<<=” i ,,=" slede iz stavova 10.2.4 i 10.2.5, redom. O

Stav 10.2.4 Ako je skup I, konacan za svaki kardinal k, tada je niz nenula
kardinala (k; : i € I) reverzibilan.

Dokaz. Neka je |I;| < w za svako k € Card. Skup {k; : i € I} je dobro
ureden, pa postoji ordinal ¢ i enumeracija {s; : i € I} = {ke : & < (},
tako da & < ¢’ implicira k¢ < kg. Ako pretpostavimo da je f : I — I sur-
jekcija koja zadovoljava (10.24), pokazacemo da tada f mora biti bijekcija.
Dokazac¢emo prvo indukcijom da je

VE < ¢ flIne) = e (10.26)

Ako j € I, tada, na osnovu (10.24), za i € f~![{j}] imamo k; < K; = Ko,
odakle, zbog minimalnosti g, dobijamo da je k; = ko, tj. © € I,. Dakle,
F Y} C Ly, za svako j € I, paje f k] C L, Posto je f surjekcija,
imamo da je Iy, = f[f_l[jmo] C fllnols stoga je |Lng| < |fLuoll < Lol
odakle sledi |f[Ix,]| = |1x,|- Kako je skup I, konacan, i vazi I, C f[lx,],
imamo da je f[l.,] = Ix,-

Ako pretpostavimo da je n < (, i da je f[l.] = I, za svako § < 7,
dokazacemo da je tada i f[Ix,] = I,. Ako j € I, , tada, na osnovu (10.24),
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za i € fH{j}] imamo da je r; < kj = k,. Nejednakost ; < k, znacila bi
da je k; = k¢ za neko § <, pa bi imali da ¢ € I, i, na osnovu indukcijske
hipoteze, da je f(i) = j € I, $to nije tacno. Stoga, r; = Ky tj. i € Iy, .
Dakle, imamo da je f~'[{j}] C I, , za svako j € I, , pa je f_l[Iﬁn] C Iy,
Sada, kao i gore, zakljuéujemo da mora biti f[lx,] = Ix,, Cime smo dokazali
(10.26).

Kako su skupovi I,;, konacni, na osnovu (10.26) dobijamo da su restrik-
cije f TL%: Lo — Iy, € < ¢, bijekcije. Kako je {L{§ : & < (} particija skupa
I, f je takode bijekcija. a

Stav 10.2.5 Ako je (k; : i € I) niz nenula kardinala i postoji neki koji je
beskonacan, tada imamo:

(ki 11 € I) je reverzibilan <= |I.| < w za svako k € Card.

Dokaz. Neka ¢* € I, pri ¢emu je k;+ > w. Na osnovu stava 10.2.4 pre-
ostaje dokazati implikaciju ,,=”. Dokaza¢emo njenu kontrapoziciju. Pret-
postavimo da je |I.,| > w, za neki kardinal xg.

Ako je ko < K=, izaberimo razlicite i, € I, \ {i*}, n € w, i definisimo
surjekciju f : I — I na slede¢i nacin:

i*, ako e {i* i},
fli)=1q ip—1, akoi=riy,in>1,
i, akoi € I\ ({i*}U{in:n € w}).

Sada, za j € I\ ({i*} U {i, : n € w}) imamo da je f~1[{j}] = {j}. Za
n € N imamo da je f~'[{in_1}] = {in} i ki, , = ki, = ko. I na kraju,
FH{E*Y] = {i*,io} 1 Kix = kKi» + Ko = Kix + K4y Dakle, (10.24) je ta¢no, i, s
obzirom da f nije bijekcija, niz (k; : i € I) nije reverzibilan.

Ako je ko > Ki+, tada izaberimo razlicite i,, € I, za n € w, i definisimo
neinjektivnu surjekciju f : I — I na sledeé¢i nacin:

10, ako i € {’io,il},
f) =14 ip_1, akoi=ri,in>2,
i, ako i € I\ {in:n € w}.

Posto je f~1[{io}] = {io, i1}, i kako je ko beskonacni kardinal, imamo da je
Kiy, = Ko = Ko + Ko = Ki, + Ki,. Dakle, (10.24) je tacno, i niz (k; : i € I)
opet nije reverzibilan. O
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Reverzibilni nizovi prirodnih brojeva

Dakle, jedini zanimljivi primeri reverzibilnih nizova kardinala mogu se naci
medu reverzibilnim nizovima prirodnih brojeva. U ovom pododeljku da¢emo
karakterizaciju takvih nizova. Ako (n; : i € I) € 'N, tada je I = {U,,cny Im»
gde je

Im:{ielzni:m}.

Teorema 10.2.6 Niz (n; : i € I) € IN je reverzibilan ako i samo ako je
skup K = {m € N : |I,| > w} nezavisan, i ako je K neprazan, tada je
najvise konacéno mnogo elemenata skupa {n; : i € I} deljivo sa NZD(K).

Dokaz smera ,,=” teoreme 10.2.6 Neka je (n; : i € I) reverzibilan niz.
Prvo, pretpostavimo da skup K nije nezavisan. Tada, za neko m € K,
postoje s > 0, k, € N i razliciti m, € K \ {m}, za 0 <r < s, tako da je

m =3 gcp<skrm. (10.27)
Uzmimo prebrojive podskupove s jedan-jedan enumeracijama
I, ={j:l€ew} CIpy,

Il ={ij:lew}Clpy,, zar <s,

mr

i definisimo f: 1 — I sa

7o, ako je i =1;, gdejer <sil <k,
£(i) = iy, akojei=ijgdejer <sil>k,
jl+17 ako je 1= jl7 gde le w,

i, akoi e I\ (I;,UU, 41y, )-

Lako se vidi da je f[I}, UU,, 1), ] = I, UU, <, I, Pa je f neinjektivna
surjekcija koja zadovoljava (10.39), Sto je kontradikcija. Dakle, skup K je
nezavisan, pa, na osnovu tvrdenja 2.1.2 (d), imamo da je |K| < w.

Pretpostavimo sada da je K # (0, i da je |[{n; : i € I} NdN| = w, gde je
d := NZD(K).

Stav 10.2.7 Postoji niz (qr : 7 € w) u skupu {n; : i € I} N (K) \ K, takav
da
Vrew ¢y1— ¢ € (K). (10.28)
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Dokaz. Kako je K konacan skup, na osnovu tvrdenja 2.1.2 (c), postoji
M € N takvo da je M > max K i da je

(K)N[dM,00) =dNN[dM,00) = {dm :m > M}. (10.29)
Dakle, skup
{niziel}n(K)N[dM,oc0) ={n;:i €I} NdNN[dM, o)
je beskonacan. Neka je
{n; i e I} N(K)N[dM,00) = {n;, : k € w},

gde je n;, < n; < ni, < ---. Sada je rekurzijom lako definisati niz
(ky : 7 € w) u skupu w, takav da je (T dM, sto implicira da
ni,, € (K)\ K ida iy, — My, € (K). Sad jos treba definisati da je
qr ="y, , za T € w, 1 time smo zavrsili dokaz stava 10.2.7. O

Za r € w biramo i, € I takvo da
¢ =n;, € (K)\ K. (10.30)

Tada je, na osnovu (10.28) i (10.30), {I;, : m € K} U{l,, :7 € w} jedna
familija po parovima disjunktnih podskupova skupa I. Za svako m € K
biramo prebrojivo beskonac¢an-kobeskona¢an podskup I/, skupa I,,,, i jedan-
jedan enumeraciju skupa I/, tj.

I ={i":lewyCl, AN |I|]=w A |[In\1,|>w, (10.31)

i, na taj nacin, dobijamo ,jedan-jedan matri¢no indeksiranje” {i;* : (m,) €
K x w} skupa e L

Sada, na osnovu (10.28) i (10.30), i, s obzirom da su skupovi I}, beskonaéni,
mozemo izabrati neprazne skupove L,, za r € w, takve da je

(11) L, € [K x w]=¥,

(12) ry #ry = L., NL,, = @,

(13) qo = niy = Z(m,l)eLo s

(14) g1 —qr = Ny — Ny = Z(m,l)eLrH ngm, Za T € W.
Prvo, ako za svako r € w definiSemo

(gl) g(ir) = lpy1,

(82) g(i*) =iy, za sve (I,m) € Ly,

na osnovu (12) dobijamo surjekciju

g (myl) € Upew Ly U iy i € w} — {ip 1 € W} (10.32)
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Kako je g~ [{io}] = {i" : (m,l) € Lo}, prema (13) imamo da je

Niy = Z(m,l)ELo nzzn = ZiEg_l[{io}} n;. (1033)
Kako je g~ [{ir41}] = {ir} U {i* : (m,1) € Ly41}, prema (14) imamo da je

My = Mip + D mtye L,y M = Dicg—1[{ir41}) T (10.34)

Prema (10.30) imamo da n;, ¢ K, pa je, na osnovu (10.33), |Lo| > 1, odakle
sledi da je g neinjektivna surjekcija. Takode, na osnovu (10.33) i (10.34),

Za svako m € K je L, N {if" : (m',') € U, e, L} C I, pa, prema (10.31),
imamo da je |In| = |In \ {il"" : (m/, 1) € U, e, Lr}|, odakle sledi da postoje
bijekcije

gm I \ {3 - (/1) € Uy, L} — I (10.36)
Dakle, za j € I, imamo da je g,,}[{5}] = {i;}, za neko i; € dom gy, i, posto
ij € I,

Prema (10.32) i prema (10.36), funkcija g UlJ,,c g 9m slika skup U, ,c g Im U
{i, : v € w} na samog sebe, pa, ako definiSemo funkciju,

f=9UUner 9m Vidn(,, ., ImUlirrew})s (10.38)

na osnovu (10.35) i (10.37) dobijamo da je f : I — I neinjektivna surjekcija
koja zadovoljava (10.39). To je kontradikcija s nasom pretpostavkom da je
niz (n; : i € I) reverzibilan. Time smo dokazali implikaciju ,=" teoreme
10.2.6. O

Dokaz smera ,,<” teoreme 10.2.6 Neka je K nezavisan skup i, ako je
K # 0, neka je [{n; : i € I} NdN| < w, gde je d := NZD(K).

Pretpostavimo da niz (n; : ¢ € I) nije reverzibilan. Tada, na osnovu
stava 10.2.4 imamo da je K # (), i odatle sledi da je |[{n; :i € I} NdN| < w.
Neka je f : I — I surjekcija takva da vazi

Ji={j e L1 N > 1) #0. (10.40)
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Stav 10.2.8
(a) Za svako i € I imamo da je ni < Ny
(b) Za svako j € I postoji niz (i), : k € N) u skupu I takav da je

f@)=j N VkeN f(i],,) =1, (10.41)

e <ny

-7
Ykt1

(c) Stavise, ako u (10.42) vaZi Ny <1y, tada je zi =+ i{, kad god je k # 1.

Dokaz.

(a) Sledi na osnovu (10.39). ‘

(b) Ako j € I, tada, s obzirom da je f surjekcija, postoji Zjl e I takvo
da je f(z]l) = J, postoji i € I takvo da je f(i}) = 4}, postoji i} € I takvo
da je f(i4) = i), i tako dalje. Na ovaj naéin dobijamo niz (i, : k € N) € NI
koji zadovoljava (10.41), sto zajedno sa (a), daje (10.42).

(c) Ako je g <1y, tada je, na osnovu (10.42), g < nj, zasvako k € N,
i prema tome

Vk e N il # . (10.43)

Ako pretpostavimo suprotno, neka je k minimalni element skupa N takav
da je zi = z‘{, za neko [ > k. Tada bismo, na osnovu (10.41), za k = 1
imali da je i{;l = f(i) = f(zi‘) = i;, §to je nemoguce prema (10.43). Dakle,
k > 1, pa imamo da je i{_l = f(z{) = f(zfc) = ii_l, §to je kontradikcija s
minimalnoséu k. U

Stav 10.2.9 Postoji niz (p, : v € w) u skupu N takav da, pri ¢emu éemo,
pogodnosti radi, definisati da je p_1 := 0, za svako r € w vazi:

(i) pr =min{n;:j € JNn; > p,_1};

(i) Vi € I,,NJ Vi€ fH{j}] nie KU{ps:0<s<r};

(ii1) pr € (K)\ K;

(iv) Jdie Ipr (f(l) eJA O] > pr)f'

(v){n; e J}N[l,p] ={ps:0<s<r}.

Dokaz. Konstruisa¢emo trazeni niz rekurzijom.
(i) Prvo, na osnovu (10.40) imamo da je J # () i

0#{nj:jeJt={n;:je€JAn; >0} CN,
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pa, ako definiSemo da je
po :=min{n; : j € J}, (10.44)

dobijamo niz (pg) koji zadovoljava (i).

(ii) Neka j € I, NJ ii € f~[{j}]. Tada, s obzirom da j € J, na osnovu
(10.40) imamo da je |f~1[{j}]| > 1, i, prema (10.39),'je Ny = pe -1y
pa je n; < n;. Definisimo sad, kao u stavu 10.2.8, zfg € I za k € N, tako da
je zadovoljeno ) :=1, (10.41) i (10.42). Dakle, imamo da je

Ako bismo pretpostavili da je n; < mn; za neko k € N, s obzirom da je
k+1 k

f(ii_H) = ii, prema (10.39) imali bismo da zfg e€Jidajen i <15 = Do, sto
je, prema (10.44), nemoguce. Stoga, postoji m € N takvo da jeng =m, za

sve k € N. Na osnovu stava 10.2.8 (¢) imamo da je iy # 7; kad god je k #£1,
pa je |In| > w, tj. m € K. Dakle, n; = g =me K.

(iii) Prema (ii) i (10.39), imamo da pg = n; € (K \ {po}), pa, kako je
skup K nezavisan, sledi da py € K.

(iv) Na osnovu (iii), imamo da py € K, tj. |Ip,| < w. Pretpostavimo da
je flIp,] € Ip,. Tada je, prema (10.39), f [ 1,, injekcija, pa, kako je skup Ip,
konacan, imamo da je f[Ip,] = I,,. Prema (10.44) postoji j € I,, N J, i, na
osnovu prethodnog zakljucka, je j = f(i), za neko i € I, $to implicira da
je n; = n; = po. Ali ovo je u kontradikciji s ¢injenicom da j € J. Dakle,
postoji i € I, takvo da f(i) & Ip,, pa je nyy) > ni =po i f(i) € J

(v) Na osnovu (10.44) imamo da je {n; : j € J} N [1, po] = {po}.
Pretpostavimo da je (po,pi,...,pr) niz koji zadovoljava (i) — (v), i kon-
struisimo niz (pg, p1, - - ., Pr+1) koji zadovoljava (i) — (v).

(i) Na osnovu (iv), postoji j € J takvo da je n; > p,. Ako definisemo

Pr4+1 :=min{n; : j € J An; > p,}, (10.45)

imamo (i).

(ii) Neka j € I, , ,NJii € f~1[{j}]. Tada, s obzirom da j € J, na osnovu
(10.40) imamo da je |f~1[{j}]| > 1, i, prema (10.39), je NG =Y ie 1 M
pa je n; < nj. Deﬁniéimo opet, kao u stavu 10.2.8, zi; €l za k€N, tako da
je zadovoljeno i) := 1, (10.41) i (10.42). Dakle, imamo da je
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Ako jen; < mn; zaneko k € N, neka je k minimalno takvo k. Tada je
k+1 k
ni{wrl < nli - nl% = nzjl =n; < Nj = Pr+1- (10.46)

Stavise, kako je f(ifc_H) = ii, na osnovu (10.39) imamo da zfc € J, sto
implicira da n; € {n; : j € J} N [l,pr41), odakle, na osnovu (10.45),
k
n; € {nj:j € J}N[L,p;]. Dakle, na osnovu (v), postoji so < r takvo da je
k

n. = Ps,, odakle, na osnovu (10.46), imamo da je
k

ni =ps, € {ps:0<s<r+1}.

Inace, postoji m € N takvo da je ng =m, za sve k € N. Na osnovu stava
10.2.8 (¢) imamo da je i # i; kad god je k # [, pa je |I,| > w, tj. m € K.
Dakle, n; = Ny =m e K.

(iii) Na osnovu (10.45) postoji j € J takvo da je pr41 = n; > p,. Dakle,
Jj € I, NJ, paje, na osnovu (ii) i (10.39), n; zbir barem dva prirodna
broja iz K U {ps : 0 < s < r}. Na osnovu (iii) indukcijske hipoteze, imamo
da ps € (K), za 0 < s < r, odakle sledi da p,+1 € (K \ {pr4+1}). S obzirom
da je skup K nezavisan, imamo da p,11 € K.

(iv) Na osnovu (iii), imamo da p,41 & K, tj. |Ip,,,| < w. Pretpostavimo

da je f[Ip,,,] € Ip,,,. Tada je, prema (10.39), f [y, ,, injekcija, pa kako
je skup I, ., konacan, imamo da je f[Ip, ,,] = Ip, ,. Prema (10.45) postoji

Jj € Iy, NJ, i, na osnovu prethodnog zakljucka, je j = f(i), za neko
i € Ip, ., Sto implicira da je n; = n; = pr41. Ali ovo je u kontradikeiji s
¢injenicom da j € J. Dakle, postoji i € I, ., takvo da f(i) & I, ,,, pa je
NGy > Mg = Pryd i f(Z) e J.

(v) Prema (10.45) i indukcijskoj hipotezi, imamo da je

r+1

{nj:jeJin[Lpra] ={ps:0<s <r+1}
Dakle, rekurzija radi. a

Sada, na osnovu stava 10.2.9 (v), (iii) i (i), imamo da je
{nj:jed}t={pr:rew} C(K)\K,

idajepy <p1 <---<pp<---, §to implicira da je [{n; :i € I} N (K)| = w.
Kako je, na osnovu tvrdenja 2.1.2 (c¢), (K) C dN, imamo da je

{ni:ieI}NdN|=uw,

a to je kontradikcija. O
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Reverzibilne funkcije u Baireovom prostoru

Svaki prebrojiv niz prirodnih brojeva (n; : ¢ € N) moze se posmatrati kao
funkcija ¢ : N — N gde je (i) = n;, za ¢ € N, dakle kao element Baireovog
prostora NN, sa standardnom topologijom (videti [25]). U skladu s tim,
razmatra¢emo skup reverzibilnih funkcija koje pripadaju VN:

(VN ey = {go €"N:-3f € Sw(N\Sym(N) Vi e N Y o) = (p(j)}.
ief {5

Teorema 10.2.10 (NN)rev je gust Fys5(= 22)-podskup Baireovog prostora
NN velicine ¢.

Dokaz. Ako je B =<, ﬂ'i_kl[{jk}] bazni otvoren skup, tada, s obzirom da
se konacna funkcija p = {(ix, jr) : K < n} moze produziti do konacéno-jedan
funkcije ¢ € VN, i, s obzirom da, na osnovu teoreme 10.2.6, ¢ € ("N),ey,
sledi da je BN ("N)ey # 0, dakle, skup ("N),ey je gust u ¥NN. Kako VN, na
osnovu tvrdenja 4.1.5 (b), sadrzi ¢ mnogo bijekcija, sledi da je |(NN)ey| = c.

Neka je Z skup nepraznih nezavisnih podskupova skupa N, i neka je
d := NZD(K), za dato K € Z. Tada je, na osnovu teoreme 10.2.6,

("N)pey = AU Urer(Bk NCk N Dg), (10.47)
gde je
A = {(p e N:VmeN (p(i) =m za < w-mnogo i € N)},

Mimen Uken miZk 771‘_1[N \ {m}],

B = {cp e W :Vme K (p(i) = m za w-mnogo i € N)},
ﬂmeK ﬂkeN UiZk Wi_l[{m}]a

Ckx = {cp eN:Vm e N\ K (p(i) =mza <w-mnogo i GN)},
Nner i Uren Nizi 7 N\ {m}],

Di = {cp e N: (i) € dN\ K za < w-mnogo i € N}

= UkenNizrm "IN\ (dN\ K)].

Dakle, za K € 7 imamo da Bg € G5 C F,5, Dx € F, C Fy51 Cg € Fys,
Sto implicira da Bx NCkg N Dk € F,s. Sada, s obzirom da je Z C [N]<“, na
osnovu tvrdenja 2.1.2 (d) imamo da
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U (Bk NCg N D) € Fys,.
KeTl

Posto A € F,s5 C Fys,, prema (10.47) sledi da ("N)yey € Fl50 = 2. O

Primedba 10.2.11 Neka je ~ relacija ekvivalencije na skupu VN definisana
na sledeéi nacin: ¢ ~ 1) akko postoji f € Sym(N) takvo da je ¢ = ¢ o f.
Ocigledno je da je skup (YN),ey ~-invarijantan, tj. 1 ~ ¢ € ("N),e, implicira
da 9 € ("N)ev.

Ali ("N),ey nije potpolugrupa polugrupe ("N, o). Neka su N\{2} = AUB
i N=CUD U E particije, pri cemu A, B,C,D,E € [N]¥ i

[AN(2N+1)|=|BN(2N+1)| = w.
Tada, na osnovu teoreme 10.2.6,
p=1{(2,2}U(Ax 38U (B x{5}) € ("N)ser.

Akosu¢ps: D — AN(2N+1)i¢gp: E — BN (2N + 1) bijekcije, tada,
na osnovu teoreme 10.2.6 opet,

1/} = (C X {2}) U ¢DA U wEB S (NN)rev-

Ali 909 & ("N),ey, zato sto skup {2, 3,5} nije nezavisan.

10.3 Reverzibilne relacije ekvivalencije i sli¢ne
strukture

Podsetimo se, za niz Lp-struktura (X; : ¢ € I) reéi ¢emo da je bogat za
monomorfizme akko

Vi,j e I V[X;]%! 3g € Mono(X;,X;) g[Xi] = A. (10.48)

Na osnovu teoreme 10.1.1, potreban uslov za reverzibilnost nepovezane bi-
narne strukture je reverzibilnost njenih komponenata. U skladu s tim,
ozna¢imo sa RFM klasu nizova (X; : ¢ € I) (gde je I neprazan skup) po
parovima disjunktnih, povezanih i reverzibilnih L-struktura, koji su bogati
za monomorfizme. Rezultati iz ovog odeljka dokazani su u [53].

Prvo ¢emo pokazati da reverzibilnost nepovezane strukture kod koje niz
komponenata pripada klasi RFM zavisi samo od odgovarajuéeg niza kardi-
nalnosti tih komponenata.
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Teorema 10.3.1 Ako (X, :i € I) € RFM, tada vaZi

(a) Strukture X; i X; iste velicine su izomorfne;

(b) Uicr Xi je reverzibilna struktura akko (| X;| : i € I) je reverzibilan niz
kardinala.

Dokaz.

(a) Ako je |X;| = |Xj|, tada, na osnovu (10.48), postoje kondenzacije
f € Cond(X;,X;) i g € Cond(X;,X;). Dakle, X; ~. X, odakle, na osnovu
tvrdenja 8.2.5, sledi da je X; = X;.

(b) (=) Pretpostavimo da niz kardinala (| X;| : ¢ € I) nije reverzibilan,
i neka je f : I — I neinjektivna surjekcija takva da, za svako j € I, vazi
[ X5 = 2 ie g1y | Xil- Tada, za j € I, postoji particija

{A]sie MG

skupa X takva da je |A§| = |X;|, zasvako i € f~1[{j}], i, na osnovu (10.48),
postoje monomorfizmi g; : X; — X; = Xy(;) za koje vazi g;[X;] = A{ Na
osnovu teoreme 10.1.2 struktura J;.; X; nije reverzibilna.

(<) Neka je (|X;| : i € I) reverzibilan niz kardinala. Neka je, dalje,
f 1 — I surjekcija, i neka g; € Mono(X;,Xy;)) za i € I, tako da je
{gi[X;] - i € f{j}]} particija skupa X, za svako j € I. Kako su funkcije
g; injekcije, imamo da je | X;| = |g:[X;]|, za svako i € I. Dakle, za svako j € T
je | X5 = X ie -1y | Xils 1, s obzirom da je niz (|X;| : i € I) reverzibilan,
imamo da f € Sym(I). Odatle sledi da je g;[X;] = Xy(;), Sto implicira
da g; € Cond(X;,Xy;)) i |X;| = [Xf(|. S obzirom da su strukture X;
reverzibilne, na osnovu tvrdenja 8.2.5 je

COHd(XZ‘, Xf(z)) = ISO(Xi, Xf(z))a

pa g; € Iso(X;, Xy(;)), za svako i € I, odakle, na osnovu teoreme 10.1.2, sledi
da je struktura J;c; X; reverzibilna. O

Teorema 10.3.2 Neka je ~ relacija ekvivalencije na skupu X i neka je
X [/~ ={X, i€ I} odgovarajuca particija. Tada je struktura X := (X, ~)
reverzibilna akko je (|X;| : i € I) reverzibilan niz kardinala.

Isto vaZi za grafove (redom, posete) oblika X = J;c; Xi, gde suX;, i € 1,
po parovima disjunktni kompletni grafovi (redom, kardinali < w).

Dokaz. Bilo koji niz Lp-struktura koji sadrzi po parovima disjunktne pune
relacije, ili kompletne grafove, ili kardinale < w, pripada klasi RFM, pa
mozemo primeniti teoremu 10.3.1. O
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Primedba 10.3.3 Postoji ¢ mnogo neizomorfnih prebrojivih reverzibilnih i
¢ mnogo neizomorfnih prebrojivih nereverzibilnih relacija ekvivalencije (isto
vazi i za klase grafova i poseta iz teoreme 10.3.2).

Na osnovu teorema 10.3.2 i 10.2.1, ako je (n; : i € N) € "N jedan rastuéi
niz, tada je struktura X, s relacijom ekvivalencije na skupu N za koju je
|C;| = n;, i € N, gde je {C; : i € N} odgovarajuca particija, reverzibilna.
Takode, ako je (n; : i € N) # {nj : i € N}, imamo da je X,y # Xy.
Za A € [N]¥, neka je (nf! : i € N) rastuéa enumeracija skupa A. Tada su

(2
strukture X, 1y, A € [N]“, neizomorfne, prebrojive i reverzibilne.

Definisimo, sada, za A € [N]¥, sledeée strukture:

n;

Y( A) = X(nf> U Uw<N7N2>'
Tada su strukture Y<n4> relacije ekvivalencije, i, bez ogranicenja opstosti,
mozemo pretpostaviti da im je domen skup N. Lako se vidi da su strukture

Y ay, A € [N]¥, neizomorfne, prebrojive i nereverzibilne.

JoS nizova struktura iz klase RFM

Podsetimo se kako za relacijsku strukturu X kazemo da je monomorfna akko
su svake dve kona¢ne podstrukture strukture X iste veli¢ine izomorfne. Na
osnovu poznatih teorema Fraiséa (za konacne jezike) i Pouzeta (za jezike i
strukture proizvoljne veli¢ine), videti [16], beskonac¢na struktura X je mono-
morfna akko je lancljiva, tj. postoji linearno uredenje < na njenom domenu
X, takvo da su relacije strukture X definabilne u strukturi (X, <) formu-
lama prvog reda bez kvantifikatora i parametara. U tom slucaju, reé¢i ¢emo
da < lanca X, ili da je struktura X lancljiva uredenjem <. Takode, za
strukturu X reéi ¢emo da je maksimalna za kopije (redom, maksimalna za
mono-opsege) akko za svako A € [X]IX| postoji utapanje (redom, monomor-
fizam) g : X — X takvo da je g[X] = A.

Na osnovu (10.48) i prema teoremi 10.3.1 (a), i posto je svaki skup
kardinala dobro ureden, dati niz (X; : ¢ € I) € RFM moze se opisati na
slede¢i nacin: Postoje ordinal 7 i niz povezanih reverzibilnih Lj-struktura
(Ye : € <) (opseg) tako da, ako definisemo k¢ := |Y¢|, imamo:

(r1) £ <C<n = re < hg,

(r2) Struktura Y, je maksimalna za mono-opsege, za svako § < 1,

(r3)¢<(<n = VAe [Y&]K5 COnd(YS,A) # 0,

i postoji surjekcija h : I — 7 takva da, za sve & < i € h™'[{¢}],
imamo da je X; = Y, i X; N X; = 0, za i # j. Tada, na osnovu teoreme
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10.3.1 (b), imamo da je struktura J,c; X; reverzibilna akko je niz kardinala
(K@) @ € I) reverzibilan. Sada ¢emo detaljnije razmotriti uslove (r2) i (r3).

Uslov (r2) Jasno je da ¢e uslov (r2) biti zadovoljen akko su strukture Y
konacne ili maksimalne za kopije. Na osnovu rezultata Gibsona, Pouzeta
i Woodrowa [17] imamo da je struktura X veli¢ine x > w maksimalna za
kopije akko je r-lan¢ljiva, tj. postoji linearno uredenje < na skupu X koje
lanc¢a X, i pri tome je (X, <) = (k,<). S druge strane, jednostavna pri-
mena Ramseyeve teoreme pokazuje da postoji, do na izomorfizam, samo
osam prebrojivih binarnih struktura maksimalnih za kopije. Isto vazi i za
neprebrojive strukture (videti, jos, [33, 38]). Sest povezanih medu njima su

(5, 12), (K, w2\ D), (K, <)y (R, <)y (R, >) (R, 2),

i sve su reverzibilne. Pored toga, s obzirom da su u klasi linearnih uredenja
monomorfizmi utapanja, linearna uredenja koja su maksimalna za mono-
opsege maksimalna su i za kopije. Dakle, jedina cetiri linearna uredenja
veli¢ine x koja su maksimalna za mono-opsege nabrojana su iznad. Sledeéi
primer pokazuje kako klasa parcijalnih uredenja koja su maksimalna za
mono-opsege nije tako restriktivna.

Primer 10.3.4 Poseti oblika X , := A\ +L,, gde je 2 < A < Kk > w, Ay
je antilanac veli¢ine A, i L, = (k, <), nisu maksimalni za kopije, ali jesu
maksimalni za mono-opsege (ako S € [X]*, tada je S = A, + L, za neko
p < A, i pri tome je lako konstruisati monomorfizam iz X . na S). Ako je
A < w, tada je X , dobro fundiran poset s kona¢nima nivoima, pa je na
osnovu [27] reverzibilan.

Uslov (r3) Sve strukture razmatrane u teoremi 10.3.2 - disjunktne unije:
(a) komponenata s punim relacijama, (b) kompletnih grafova i (c) kardi-
nala < w, daju primere nizova koji zadovoljavaju (r3), i sve od njih imaju
monomorfne komponente’. Naredni primer pokazuje kako taj uslov nije
neophodan za primenu teoreme 10.3.1 (b).

"Ako (X; :i € I) € RFM, pri ¢emu su sve komponente X; monomorfne, i ako je

Th()] N {{wre, g} (Pirrs sy} (@res gashs {ires soas}} 40,

gde je X = |J,¢; Xi, tada, kao posledicu Ramseyeve teoreme (teorema 2.2.9), imamo da
(X; :i € I) € RFE, tj. dati niz struktura je bogat za utapanja.
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Primer 10.3.5 Strukture iz klase RFM s komponentama koje nisu mono-
morfne. Neka vazi:

- T3 je troelementno drvo ({0,1,2},{(0,1),(0,2)}),

- L5 je petoelementno linearno uredenje,

- K% je kompletan graf sa 6 ¢vorova, od kojih su 3 refleksivizirana (petlje),
- Fg je osmoelementna struktura s punom relacijom.

Neka su dalje k i A beskonaé¢ni kardinali, m,n € w i neka je X disjunktna
unija k-mnogo kopija T3, A-mnogo kopija Ls, m kopija K§ i n kopija Fs.
Tada niz (T3,Ls, K§, Fg) zadovoljava uslove (rl) — (r3), odgovarajuéi niz
komponenata strukture X pripada klasi RFM, pri ¢emu, u oznakama teoreme
10.2.6 imamo da je K = {3,5},1{n; : 1 € I} = {3,5,6,8} je konacan skup.
Dakle, struktura X je reverzibilna na osnovu teoreme 10.3.1 (b).

Primer 10.3.6 Struktura iz klase RFM koja nema nijednu monomorfnu
komponentu.

Neka su Xp , = Ag + Ly, za 1 < k < w, parcijalna uredenja definisana u
primeru 10.3.4. Lako je videtida (X3, : 1 < k <w) € RFM. S obzirom da je
odgovarajuéi niz kardinalnosti komponenata (3,4,5,...,w) kona¢no-jedan,
i, na osnovu toga, reverzibilan, poset X := J; .., Xo x je reverzibilan. Pri
tome, jasno je da njegove komponente Xo . nisu 2-monomorfne.

Klase RFM, RSC i RU

Ako sa RSC (redom RU) oznac¢imo klasu nizova (X; : ¢ € I) po parovima
disjunktnih, povezanih i reverzibilnih Ly-struktura, takvih da je (| X;| : i € I)
reverzibilan niz kardinala (redom, da je unija | J;.; X; reverzibilna struktura),
tada, na osnovu teoreme 10.3.1 (b), imamo da je RFM NRU = RFMNRSC.
Sledeéi primer pokazuje kako je, Sto se tice odnosa klasa RFM, RSC i RU,
data jednakost jedino ogranic¢enje (videti i sliku 10.1).

Primer 10.3.7

(a) RFM\(RUURSC) # 0. Ako je X; & (w,<), za i € w, tada, na
osnovu teoreme 10.2.1, niz kardinala (w,w,w,...) nije reverzibilan, ali, s
obzirom da je (A, <[4) = (w, <), za svako A € [w]¥, niz (X; : i € I) je bogat
za monomorfizme. Lako se vidi da struktura (J;.; X; nije reverzibilna.

(b) RFMNRU = RFMNRSC # (. Za Y moZzemo uzeti poset iz primera
10.3.6.

(¢) (RUNRSC) \ RFM # (. Neka je I ordinal w +2 =w U {w,w + 1}, i

neka je U := (J;c,42 Ui, gde su U; po parovima disjunktna linearna uredenja
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/ RFM \
o X

U

o\ LAY
\ RSC RU /
Slika 10.1: RFM N RU = REM N RSC.

takva da je U; 2 i+ 1, za i € w, U, 2 w, i Uyy1 = Q. Odgovarajudi
niz kardinala (1,2,...,w,w) je kona¢no-jedan, pa je, na osnovu teoreme
10.2.1, reverzibilan. Na osnovu primedbe 10.1.10 (ii) unija (J;c; U; je takode
reverzibilna. Kako je w 2 Q, iz teoreme 10.3.1 (a) sledi da (U; : ¢ € I) &
RFM.

(d) RU\(RFMURSC) # ). Neka je V := (Z, p), za

pi= {(i,i) :i<0}U{<2i,2i—|—1>:i20}.

Tada imamo da je V = J;c, Vi, gde je V; = ({i},{(i,i)}), za i < 0, i
Vi = ({24,2i + 1}, {(2¢,2i + 1)}), za ¢ > 0. Odgovarajuéi niz kardinala

<...,1,1,1,1,2,2,2,2,...>

nije reverzibilan, zato Sto skup K = {1, 2} nije nezavisan. S obzirom da je
Mono(V_1,Vy) = 0, imamo da (V; : i € Z) ¢ RFM. Ali, na osnovu tvrdenja



250 GLAVA 10. REVERZIBILNE NEPOVEZANE STRUKTURE

RFM,0
X
«U
RSCr0
oV
RUro

Slika 10.2: RFMy,0o N RUo = RFM,o NRSCy,0 1 RSCro € RUj 0.

8.2.1, struktura | J;c V; je reverzibilna. Naime, ako je o C p, tada struktura
(Z,0) ima jednoelementnu komponentu s praznom relacijom, pa (Z,o0) % V.

(e) RSC\(RFMURU) # ). Neka je W := (Z, p), za p := {(i,4) : i > 0}.
Tada je W = U,z Wi, gde je W; = ({i},0), za i < 0,1 W; = ({i}, {(7,9)}),
za ¢ > 0. Odgovarajudi niz kardinala je reverzibilan, i, s obzirom da je

W = (Z, p\ {(0,0)}),

na osnovu tvrdenja 8.2.1 struktura | ;. ; W; nije reverzibilna. Kako je W_; 2
Wo, na osnovu teoreme 10.3.1 (a) niz struktura (W; : i € Z) nije bogat za
monomorfizme.

Obelezimo sa RFMy,0, RSCr0 i RULo klase nizova linearnih uredenja (L; :
i € I) koji pripadaju, redom, klasama RFM, RSC i RU. Sada, na osnovu
primedbe 10.1.10 (ii) imamo jos jedno ogranic¢enje: RSCr,o C RUy, i sledeéi
primer pokazuje da, u opstem sluc¢aju, nema dodatnih ogranicenja (videti i
sliku 10.2).



10.4. REVERZIBILNE DISJUNKTNE UNIJE LANACA 251

Primer 10.3.8

(a) REMp,0 \ RUro # 0. Ovde za X mozemo uzeti poset | J,, w iz primera
10.3.7 (a).

(b) RFMyo NRULo = RFMp 0 NRSCro # 0. Ovde za Y mozemo uzeti
poset (J,,cn -

(c) RSCro \RFMp0 # 0. Ovde za U mozemo uzeti poset J,,cy nUwUQ
iz primera 10.3.7 (c).

(d) RUpo \RSCLo # 0. Ovde za V mozemo uzeti poset (J,, oy wn.

10.4 Reverzibilne disjunktne unije lanaca

Podsetimo se kako se, za topoloski prostor X = (X, O), kaze da je reverzi-
bilan akko je svaka neprekidna bijekcija f : X — X homeomorfizam. Klasa
reverzibilnih topoloskih prostora sadrzi euklidske prostore (R™), kompaktne
Hausdorffove prostore i mnoge druge relevantne klase topoloskih prostora
(videti [75, 9, 8]). Ako je P = (P, <) parcijalno uredenje i Op topologija na
skupu P generisana bazom {B), : p € P}, gde je B, := {q € P : ¢ < p}, tada
su, na osnovu tvrdenja 1.4.6 (b), endomorfizmi poseta P upravo neprekidna
preslikavanja prostora (P,Op) u samog sebe. Dakle, poset P je reverzibi-
lan akko je (P, Op) reverzibilan topoloski prostor, pa, s obzirom da je poset
(P, <) reverzibilan akko je poset (P, <) reverzibilan, rezultati iz ovog odeljka
mogu se interpretirati i kao karakterizacija reverzibilnosti u klasi topoloskih
prostora oblika (P, Op), gde je P = (J;c;Li, a L;, @ € I, su odgovarajuca
(stroga) linearna uredenja. Jasno je kako je svaki takav prostor (P,Op)
Ty-prostor, i kako su skupovi L;, ¢ € I, njegove komponente povezanosti.
Rezultati iz ovog odeljka dokazani su u [50] i u [49].

o-rasuti lanci

Podsetimo se kako se, za linearno uredenje (lanac) L, kaze da je rasuto, i
pise L € Scatt, akko LL ne sadrzi gusto poduredenje (Sto je ekvivalentno sa
(Q,<) & L). Za L se kaze da je o-rasuto, i piSe L € o-Scatt, akko je L
najvise prebrojiva unija rasutih linearnih uredenja.

Tvrdenje 10.4.1 Akoje X = {L; : ¢ € I}, familija po parovima disjunktnih
o-rasutih linearnih uredenja, tada vazi:

niz ([Li]= : i € I) je konacno-jedan® = poset |J,c;L; je reverzibilan.

8tj. ne postoji beskonacan skup J C T takav da je L; = L;, za sve 4,5 € J.
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Dokaz. Jasno je da je (o-Scatt, <) preduredenje, i da je relacija ekvimor-
fizma & definisana na o- Scatt sa:

L2l <= Lo L/AL <L,

relacija ekvivalencije. Ako klasu ekvivalencije strukture L oznac¢imo sa [L]=,
dobijamo odgovarajuéi antisimetri¢ni koli¢nik, (o-Scatt/ =, <.), gde je
parcijalno uredenje <. definisano sa

Lz <[]z <= L1
Ako definiSemo da je
L=< L < LoL/ AL 4L,
odgovarajucée strogo parcijalno uredenje je (o-Scatt / =, <.), gde je
L= < [L]z <= L<.L.

Na osnovu klasi¢nog Laverovog rezultata (da je (o-Scatt,<) dobro pred-
uredenje, videti [62, 61]) sledi da u klasi o-Scatt ne postoje beskonaéni
opadajuéi nizovi oblika Lg =, L; ¢ Lo =, .... Ako bismo pretpostavili
da (o-Scatt / =, <.) ¢ Wir, tada bismo imali da postoji neprazan skup
X C o-Scatt / =, takav da, za svako y € X, postoji z € X koje zadovoljava
z <¢ Y, pa bi, na osnovu toga, postojao beskonacan opadajuéi niz yg >
Y1 >e Yo >e - ... Ako bismo izabrali L; € y;, za i € w, dobili bismo opadajuci
niz Ly =¢ L1 >=¢ Ly > ..., §to je nemoguce. Dakle, (o-Scatt / =, <.) €
Wir.

Neka je 6 : X — o-Scatt / = dato sa 0(LL;) := [L;]=. Ako je L; <im Ly,
tada je, posto su monomorfizmi izmedu linearnih uredenja utapanja (lema
1.3.1 (b)), L; < Lj, i, na osnovu toga, je [L;]= <. [L;]=. Dakle, (10.16) je
tacno, pa 6 € M(X), i jos ostaje da se primeni teorema 10.1.16. (I[?L}ﬁ

{iel:L; =L}, L € o-Scatt, su konacni skupovi.) O

Primer 10.4.2 Ako sulL;, i € I, proizvoljna linearna uredenja veli¢ine < w
takva da je niz ([L;]= : i € I) konacno-jedan, tada je | J;c;L; reverzibilan
poset. Ovo sledi na osnovu tvrdenja 10.4.1, zato §to I € o- Scatt za svako
najvise prebrojivo linearno uredenje L. Primetimo kako u tom slucaju L; €
Scatt, za sve, osim, eventualno, kona¢no mnogo ¢ € I, zato §to je, na osnovu
Cantorove teoreme (teorema 1.3.2 (a)), svako prebrojivo nerasuto linearno
uredenje ekvimorfno sa (Q, <).
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CSB lanci grani¢nog tipa

Podsetimo se da je uredajni tip lanca L klasa otp(L) := [L]~ svih linearnih
uredenja izomorfnih L. Za linearno uredenje IL reé¢i éemo da ima svojstvo
Cantor-Schréder-Bernstein (za utapanga, ili ekvivalentno, za monomorfizme)
akko za svako linearno uredenje L’ koje zadovoljava I = L imamo da je
L' =L, tj. daje [L]= = [L]~. Sada, kao direktnu posledicu tvrdenja 10.4.1,
imamo:

Posledica 10.4.3 Ako sulL;, i € I, po parovima disjunktna o-rasuta CSB
linearna uredenja, tada vaZi:

niz (otp(L;) : i € I) je konacno-jedan® = poset |J;c;L; je reverzibilan.

Podsetimo se kako se za rasuto linearno uredenje LL kaze da je grani¢nog tipa

akko je
L= L,
seS

gde S € Scatt i Ly & w ili je Ly = w*, za svako s € S. L € Scatt je
grani¢nog tipa akko L nema tacaka koje su fiksne za svako f € Emb(L), a
to vazi akko se 1 ne pojavljuje u izrazu za L. kao minimalna suma nasledno
aditivno nedekompozabilnih linearnih uredenja; videti [61, str. 112]. Npr.
linearno uredenje . = ww™* + 1 je grani¢nog tipa zato Sto je L &= ww™, ali
kako je L 22 ww*, L nije CSB. Ordinali sledbenici su CSB, ali nisu grani¢nog
tipa. Granicni ordinali su CSB grani¢nog tipa.

Neka W oznacava klasu dobrih uredenja, £ klasu dobrih uredenja koja
su izomorfna grani¢nim ordinalima, Z klasu linearnih uredenja koja su
izomorfna w’w* + w?, gde su 6 i § ordinali koji zadovoljavaju 1 < 6 < 6, i
neka W* L£*i Z* oznacavaju klase ¢iji elementi su, redom, inverzi elemenata

iz W, Li Z. Jasno je da je
(W' +w?)* = (W) + (W) w.

Laflamme, Pouzet i Woodrow su u [60] pokazali kako je rasuto linearno
uredenje CSB (za utapanja) akko je izomorfno kona¢noj sumi linearnih
uredenja iz WU W* U Z U Z*. U nastavku ¢emo dati karakterizaciju CSB
linearnih uredenja grani¢nog tipa.

9tj. ne postoji beskonacan skup J C T takav da je L; = 1L;, za sve 4,5 € J.
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Teorema 10.4.4

(a) Linearno uredengje L je CSB granic¢nog tipa akko je izomorfno konacnoj
sumi linearnih uredenja iz LU LU Z U Z*.

(b) Ako su L;, i € I, po parovima disjunktna CSB linearna uredenja
granicnog tipa, tada imamo:

poset |J;cr Li je reverzibilan <= niz (otp(Ly;) : i € I) je konacno-jedan.

Dokaz.

(a) Na osnovu gore spomenutog nedavnog rezultata Laflamma, Pouzeta i
Woodrowa ([60]), rasuto linearno uredenje je CSB akko je izomorfno konaénoj
sumi linearnih uredenja iz WUW*UZUZ*. Neka je L. CSB linearno uredenje
grani¢nog tipa, i neka je IL predstavljeno kao suma

L=Li+Lo+---+0L,, gde Ly e WUW*UZUZ* za i<n.

Neka je, pored toga, ovo reprezentacija I u kojoj se pojavljuje najmanji
broj sabiraka iz W U W* U Z U Z*. Pretpostavimo da, za neko ¢ < n,
imamo da L; € W\ £, tj. dajeL; = A+ B, gde je A = ~ € Lim U{0},
B = {bp,b1,...,b_1}, zaneko k € Niby < by < --- < bg_1. S obzirom da
je L CSB granic¢nog tipa, by pripada konveksnom delu C' linearnog uredenja
L, takvom da je C' =2 w ili da je C = w*.

Ako je C = w, tada je C1 := C' Nbg_1T1L konveksan deo linearnog ure-
denja L tipa w i b := min Cy = minL;1, Sto implicira da ;11 € W, zato
Sto linearna uredenja iz (Z U Z* UW*) \ W nemaju minimum. Odatle sledi
da L; +L;11 € W, sto je kontradikcija s minimalnoséu n.

Ako je C 2 w*, tadajey=0,7>1,L;_1 ¢ ZU Z* (zato $to linearna
uredenja iz Z U Z* nemaju maksimum), pa L;—1 € W* i L;_1 + L; € W*,
Sto je opet kontradikcija s minimalnoséu n.

Zaklju¢ujemo kako IL; € W implicira da LL; € L, i, slicno, imamo kako
L; € W* implicira da LL; € L*.

Obratno, neka je

L=L;+Lo+---+L,, gde Ly c LULYUZUZ", za i<n,

i neka je n minimalan broj sabiraka iz £ U L* U Z U Z*. Poznato je kako je
binarna relacija ~ na skupu L definisana sa:

z~y <= |[min{z,y}, max{z,y}]| <w,

relacija ekvivalencije i kako je (videti [77, str. 71]) L = >, .71, gde T €
Scatt, L /~= {L; : t € T} i otp(Ly) € NU {w,w*,(}, za svako t € T (gde
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je ¢ := otp(Z)). Dakle, posto svako z € L pripada konveksnom podskupu
C' linearnog uredenja L, koji je, ili izomorfan w (ako x € L; i L; € LU 2Z),
ili je izomorfan w* (ako z € L; i L; € £* U Z¥), imamo da otp(L:) € N, za
svako t € T. Sledi da se L. moze predstaviti kao suma linearnih uredenja
izomorfnih w, w* ili ( = w* 4+ w, §to implicira da je L grani¢nog tipa.

(b) («) Ova implikacije sledi iz posledice 10.4.3.

(=) Ako niz (otp(L;) : i € I) nije konac¢no-jedan, neka je

J={ix:kewyCI,

gde je iy # 4 i Ly, = L;,, za razlicite k,I € w. Na osnovu pretpostavke,
imamo da je Lj, = > gLs, gde je Ly = w ili je Ly =2 w*. Za s € S neka
je Ls = {af,aj, a3, ...} enumeracija takva da je af < aj < a§ < ---, ako je

Ls = w, odnosno ai > aj > a3 > ---, ako je Ly = w*. Tada, ako definisemo
Ag:={a3,:s€ SAncw} i A :={a3,,1:5€ SAnew},

imamo da je Ag = Ay =2 X, i {A4p, A1} je particija skupa X;,. Definisimo
f € Sur(l) \ Sym(I) na slede¢i nacin: f(ig) = f(i1) = 0, f(ix) = i1, za
keN,if(i)=1i,zaie€I\{ig:kew}. Tadajeskup X, razbijen na kopije
Xi, 1 X;,, pa, na osnovu posledice 10.1.7, poset (J;c; L; nije reverzibilan. O

Dobra uredenja

Primetimo kako nam teorema 10.4.4 (b), u specijalnom slucaju, daje karak-
terizaciju reverzibilnosti u klasi poseta oblika P = (J,c; Li, gde Ly € LU L¥,
za 1 € I. Odgovarajuca karakterizacija, u slucaju kada L; € W U W*, za
t € I, data je u ovom i u narednom pododeljku.

Lema 10.4.5 Za svako v € Lim imamo:

(a) Ako je 1 < X\ < w, tada postoji particija {A : k < A} ordinala
takva da je A = v, za sve k < A;

(b) Akom,n €w i f:v+m<— y+n, tada je f[y] neogranicen podskup
v i flm] Sn;

(¢) Ako je a <y, tada postoji particija {A, B} ordinala v, takva da je
AZai1B=y.

Dokaz.
(a) Podsetimo se (videti [77, str. 71]) da, ako je L = (L, <) linearno
uredenje i ~ relacija ekvivalencije na skupu L definisana sa:

x~y < |[min{z,y}, max{z, y}]| < w,



256 GLAVA 10. REVERZIBILNE NEPOVEZANE STRUKTURE

dajetada L =3, L, gdeje L/ ~={L;:t € T}i
otp(Ly) € NU{w,w*,(}, zasvako t € T.

Dakle, imamo da je v = > ,.rL¢, gde je Ly = w. Izaberimo, za t € T,
particiju {AF : k < A} skupa L; takvu da je |A¥| = w, za sve k < \. Jasno
je da je tada Af =~ w, i, na osnovu toga, je

Ay = ZA{; o Z]Lt = 7.

teT teT

(b) Posto v € Lim imamo da je f[y] C 7. Ako bismo pretpostavili da
je fI7] C a, za neko a < 7, imali bismo da je 7 = otp f[y] < a < 7, §to
je nemoguce. Dakle, f[y] je neogranicen podskup -, i odatle sledi da je
fim] C n.

(c) Na osnovu (a) postoji particija {Ag, A1} ordinala ~, takva da je
Ag = Ay 2 v. Posto je a <, postoji A C Ag takvo da je A = «, i tada
imamo da je

YEA CBi=y\ACy

§to implicira da je B = ~. a

U nastavku ¢emo pretpostaviti da je I neprazan skup, i da je (a; : i € I)
I-niz nenula ordinala. Za ¢ € I, a; = 7; +n; bice jedinstvena dekompozicija
ordinala «;, takva da 7; € Limg := LimU{0} i da n; € w. Pored toga,
pretpostavi¢emo kako su IL;, 7 € I, po parovima disjunktna dobra uredenja,
pri ¢emu je L; = L, + L7, L) = ~;, LY = n;, dakle L; = ;. Posmatra¢emo
poset P = | J;c; L, koji éemo cesto oznacavati sa | ;o o, ili sa (J;c; vi + i,
kad god ne postoji opasnost od zabune.

Takode, definisa¢emo skupove

In:={iel:a;=a}, zaacOrd,
Jy:={j€l:vj=~}, zaye Limy,
i, u nastavku, dokazacemo slede¢u karakterizaciju:

Teorema 10.4.6 Poset | J;c; a; je reverzibilan akko je ispunjen tacno jedan
od sledeca dva slucaja:

(I) Niz (o; : i € I) je konacno-jedan,

(II) Postoji v := max{~; : i € I}, za o < 7 imamo da je |I,| < w, i niz
prirodnih brojeva (n; : i € Jy \ 1) je reverzibilan, ali nije konacno-jedan.

o .
Isto vaZi i za poset | J;c; o .
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Lema 10.4.7 Poset |J;c;v+n; je reverzibilan akko je |I,| < w i niz prirod-
nih brojeva (n; : i € I\ 1,) je reverzibilan.

Dokaz. Neka je P := |J;c; L, gde su
L =L, +L/~¥y+mn; zaicl,

disjunktna dobra uredenja. Dokaza¢emo kontrapoziciju tvrdenja.

Neka je poset P nereverzibilan i neka je |I,|] < w. Tada, na osnovu
posledice 10.1.7, postoji f € Sur() \ Sym(I) takvo da, za svako j € I,
postoji particija {A; : i € f~[{j}]} skupa L; takva da je A; = A + A, gde
je

A=TL 1 AT =LY, zasve i€ fH{GY].

Ako i € I'\ I, tada je L; ordinal sledbenik koji je veéi od ~, pa, s obzirom
da se IL; < LLy(;), imamo da f(i) € I'\ I,. Dakle, f[I\ I,] C I\ I, i, posto
je |[fI4]] < wi f je surjekcija, imamo da je f[I\ I,] = I\ I, $to implicira
da je

fill =1y i flng, € Sur(I\ 1y) \ Sym(I\ I,). (10.49)

Akoj e I\, i€ f7Y{j}ig :L; — Lj, gde je g;[L;] = A;, tada, na
osnovu (10.49), imamo da i € I\ I, pa je, na osnovu leme 10.4.5 (b),

gilli]= A C Ly i gilL{] = A} C L.

Kako je {4; : i € f~1[{j}]} particija skupa L; sledi da je {47 :i € f~{j}]}
particija skupa L;-’. Sada, s obzirom da je A} = n; i IL;’ = nj, imamo da je
Zief—l[{j}] n; = nj, zasve j € I'\ I, pa niz prirodnih brojeva (n; : i € I'\ 1)
nije reverzibilan.

Obratno, ako je |I,| > w, tada je v > 0, i poset Uz’ELy IL; nije reverzibilan
na osnovu teoreme 10.4.4 (b). Sada, poset P nije reverzibilan na osnovu
teoreme 10.1.1.

Ako niz prirodnih brojeva (n; : i € I'\ I,) nije reverzibilan pokazaéemo
da unija [ J;¢ N, LL; nije reverzibilan poset, Sto ¢e, na osnovu teoreme 10.1.1,
znaCiti da poset P takode nije reverzibilan. B.o.o. pretpostavimo da je
I, =0 ineka f € Sur(I) \ Sym(I), pri cemu je 37, p-1(g;y i = ny, za sve
j € I. Tada, za j € I, imamo da je |f~[{j}]| < w, pa, na osnovu leme
10.4.5 (a), postoji particija {4 :i € f[{j}]} skupa L) = v takva da je

A2~y =T zasve i€ fU{5}.
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Posto je D ;¢ p-1ygjy i = nj, postoji particija {A] : i € F7YH{5}} skupa
L7 = n; takva da je

Al >2p, 21! zasve i€ f_l[{]}]

Ako sada definisemo da je A; := ALUA”, zai € f~1[{j}], dobi¢emo particiju
{4; i€ fH{j}]} skupa L;, pri ¢emu je

Ai =y +n; 2Ly, zasve i€ fT{j}].
Na osnovu posledice 10.1.7 poset | ;L nije reverzibilan. O

Teorema 10.4.8 Poset | J;c; a; nije reverzibilan akko je ispunjen bar jedan
od sledeca dva slucaja:

(A) Postoje i € I i a < y; takvi da je |Io| > w,

(B) Postoji v € Limg takvo da je |J, \ I,| > w i niz prirodnih brojeva
(n; 11 € Jy\ 1) nije reverzibilan.

Dokaz.

(<) Neka ig € I, o < 7;, i neka je |Io| > w. Neka je (it : k € N) jedan-
jedan niz u I, \ {io} i neka je I' := {iy : k € w}. Tada f € Sur(I’)\ Sym([’),
gde je f(io) = f(i1) = d0 1 f(ig+1) = ik, za k > 1. Sada imamo da je
S {io}] = {io.i1}, i, s obzirom da je a@ < 75, = Lf , na osnovu leme
10.4.5(c) postoji particija {A, B} skupa L; , takva da je je A; := A = o =
L; i B = ;,. Dakle,

Ay =B+ L;/O = vip + 1y = Ly,

i {A;,, Ai, } je particija skupa L;,. Za k > 1 imamo da je f~'[{ix}] = {igs1} i
L;, = o =L;,_ . Na osnovu posledice 10.1.7 unija J;c; L; nije reverzibilna,
odakle, na osnovu teoreme 10.1.1, sledi da poset P nije reverzibilan.

Neka v € Limg, pri ¢emu je |Jy\Iy| > w i pretpostavimo da niz prirodnih
brojeva (n; : i € Jy\ 1) nije reverzibilan. Tada, na osnovu leme 10.4.7, unija
Uic 7, LL; nije reverzibilna, pa poset P nije reverzibilan na osnovu teoreme
10.1.1.

(=) Pretpostavimo da unija (J;c; a; nije reverzibilna i da (A) nije is-
punjeno, tj. da vazi

Viel Va<~ |l <w. (10.50)

Na osnovu posledice 10.4.3 imamo da je K = {« € Ord : |I,| > w} # 0, pa
je, na osnovu (10.50),

Viel Vae K v < a, (10.51)
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sto implicira da postoji v* = max{~; : i € I} € Limg takvo da, za svako
i € Uper o, vazi da je v; = 7%, tj. da je a; = v* +n,.

Neka je A := {o; : © € I Na; < 7*} i neka je (a¢ : £ < () rastuca
enumeracija skupa A. Tada je

particija skupa I, i, na osnovu (10.50), je [Io,| < w, za £ < C.

Na osnovu posledice 10.1.7 postoji f € Sur(I) \ Sym(I) takvo da se, za
svako j € I, skup a; moze razbiti na kopije oy, za i € f~[{j}]. Posto se
a; = ay(;), imamo da je

Viel a; < O f(5)- (10.52)
Dokazaé¢emo indukcijom da je
VE < C fllae] = la,- (10.53)

Ako j € I, tada, na osnovu (10.52), za i € f~![{j}] imamo da je a; <
aj = ap, $to, na osnovu minimalnosti ag, implicira da je a; = ap, tj. da
i € I,. Dakle, f71{j}] C In,, za sve j € Lo, paje [ Iag] € Ing- S
obzirom da je f surjekcija, imamo da je

Iy = f[f_l[lao“ C f[IOéo]a

odakle sledi da je |Iny| < |fllag)l < ao|- Dakle, |Ing| = |f[Lagll, Sto, s
obzirom da je skup I, konacan i I, C f[l,,], implicira da je f[la,] = Ia,-

Ako pretpostavimo da je n < (i da je f[la] = la, za sve & < 7,
dokazacemo da je f[la,] = Ia,. Ako j € I, ii€ f~![{j}], tada, na osnovu
(10.52), imamo da je a; < aj = ;. Nejednakost oy < o) bi implicirala da
je a; = ag, za neko § <), tj. da i € I,,, odakle bismo, prema indukcijskoj
hipotezi, imali da j = f(i) € Ia,, $to je netacno. Dakle, a; = ay i, prema
tome, i € I,,. Odatle sledi da je N < I, za sve j € I, , pa imamo
da je f7!I4,] C Ia,. Sada se, isto kao iznad, pokazuje da je f[la,] = I, i
(10.53) je time dokazano.

Na osnovu (10.53) i, s obzirom da je |ln.| < w, za & < (, restrikcije
flag : Ing = Iag, § < G, su bijekcije, pa je

Hecc 1o U o = U L
£<¢ £<¢

takode bijekcija. Ne osnovu (10.52) imamo da je f[Jy+] € Jy+, pa, kako
je f I — I neinjektivna surjekcija, zaklju¢ujemo da je f“]v* DSy = Iy
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takode neinjektivna surjekcija. Na osnovu posledice 10.1.7 unija (J,¢ I Qi
nije reverzibilna, pa je, prema lemi 10.4.7, |I,+| > w ili niz prirodnih brojeva
(n; 1 € Jy= \ Iy+) nije reverzibilan. Ali [I,«| > w bi impliciralo da v* € K,
sto je, prema (10.51), nemoguce. Dakle, (B) je tacno. O

Dokaz teoreme 10.4.6 Ocigledno je da se uslovi (I) i (II) medusobno
iskljucuju.

(=) Neka je P := |J,c; s reverzibilan poset i pretpostavimo da niz
(a; + i € I) nije kona¢no-jedan, tj. da je K = {a € Ord : |I,| > w} # 0. Na
osnovu teoreme 10.4.8 imamo —(A) i = (B). Sada ¢emo, isto kao u dokazu
teoreme 10.4.8, naci v* € Limg takvo da, za svako i € |J,cx o, imamo da
je vi =% tj. daje a; ="+ n;, idajey < A% zasvei € 1. Dakle,
v* = max{y; : ¢ € I'}. Na osnovu = (A) imamo da je |I,| < w, za sve a < v*.
Pored toga,

I'=Jp U U Lag
je particija skupa I'i [Io, | <w,za& < (. Akobiskup J,» ={i € I : a; > v*}
bio konacan, tada bi niz {«; : i € I) bio kona¢no-jedan, $to je u suprotnosti
s nasom pretpostavkom. Dakle, |J,+| > w, i, s obzirom da iz = (A) sledi da
je |Iy+] < w, imamo da je |Jy+ \ Iy+| > w, §to, zajedno sa — (B), implicira da
je niz prirodnih brojeva (n; : i € Jy» \ Iy+) reverzibilan.

(<) Na osnovu posledice 10.4.3, uslov (I) implicira da je poset P rever-
zibilan.

Ako pretpostavim da je (II) ispunjeno, dokaza¢emo = (A) i = (B). Prvo,
ako ¢ € I iako je a < v, tada, s obzirom da je ; < 7, na osnovu (II) imamo
da je |Io] <wi—(A) je tatno.

Drugo, pretpostavimo da je (B) ta¢no. Tada postoji v’ € Limg, pri ¢emu
je |Jy \ Iy| > w i niz prirodnih brojeva (n; : i € Jy/ \ I/) nije reverzibilan.
Na osnovu teoreme 10.2.6, ovaj niz nije konac¢no-jedan, sto znaci da postoji
n € N takvo da je |Iy4,| > w. Prema (II) imamo da je 7' < 7, i, na osnovu
toga, je a := v +n < ~. Sada, prema (II) opet, imamo da je |I,| < w §to
je kontradikcija. Dakle, = (B) je tacno. O

Primer 10.4.9 Na osnovu teoreme 10.4.6 poset P je reverzibilan, zato Sto
zadovoljava (II), gde je

P = UNnugqu(wj%) UU(w+6) U Jw+2n+1).

S druge strane, ako je

Pp=|JlUuw i Poi={Jw+2) Ul Jw+4),

w w
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tada, prema teoremi 10.4.8, poset P; nije reverzibilan, zato sto zadovoljava
(A) i poset Py nije reverzibilan, zato $to zadovoljava (B).

Primedba 10.4.10 Ako je ,granicni deo” | J;c;v: unije (U, s reverzibilan
i7; >w, zasveic I, tada je unija (J;c; o; takode reverzibilna. Naime, na
osnovu teoreme 10.4.4(b), niz (y; : ¢ € I) je konac¢no-jedan, pa je i niz
(o 1 € I) takode kona¢no-jedan. Sada jos preostaje primeniti posledicu
10.4.3.

Dobra uredenja i njihovi inverzi

Neka je P := J;c; Li, pri cemu L; € WUW?*, za sve i € I, i neka je
Itin = {iel:|L]<w},
Iy = {iel:Lie WA|Lj| > w},
Iy = {Z'EIZLZ'GW*/\‘LA Zw}

Jasno je da je {Iyy=, Itin, Iy} particija skupa I. Ako definisemo da je

Py = Uielfmulw Li i Py~ := UiEIfmUIW* L,

vidimo da je Pyy (redom Py+) disjunktna unija dobrih uredenja (redom,
inverza dobrih uredenja) i reverzibilnost ovih poseta okarakterisana je u
teoremi 10.4.6. Dakle, ako je Iy = 0 ili je Iy = (), primenjujemo teoremu
10.4.6.

Teorema 10.4.11 Ako je P := |J,.;L;, pri cemu L; € W UW*, za sve
iel,ily#0 kao i Ly« # 0, tada je poset P reverzibilan akko su poseti
Py @ Py« reverzibilni.

Dokaz.

(=) Ova implikacija sledi na osnovu teoreme 10.1.1.

(<) Ako pretpostavimo da su poseti Pyy i Pyy« reverzibilni, na osnovu
teoreme 10.4.6 imamo sledeé¢a dva slucaja:

Slucaj 1. Barem jedan medu posetima Py i Py« zadovoljava (II). Ako
Pyy zadovoljava (II), tada je v = max{~; : i € Iy} > w, i, za n < w, imamo
da je |I,| < w. Prema posledici 10.1.7, ako pretpostavimo da f € Sur([) i
da, za svako j € I, postoji particija {A; : i € f~1[{j}]} skupa L; takva da
je

Vie fU{GY L = A, (10.54)



262 GLAVA 10. REVERZIBILNE NEPOVEZANE STRUKTURE

pokazatemo da f € Sym(I). Neka je {ny : k < u} rastuéa enumeracija
skupa {|L;| : i € I N|L;| < w}. Jasno je da je p < w i |I,| < w, za sve
k < p. Posto je f surjekcija, jednostavnom indukcijom dokazuje se da je
fln,) = In,, za sve k < p, odakle sledi da je

f[Ifin] = U f[Ink] = Ifin-

k<p

Ocigledno je da je f[Iy] C Ly, i da je f[ly~] C L+, §to, s obzirom da
je f surjekcija, implicira da je f[Iyy] = Iy i da je f[Iy+] = . Dakle,
flin UIw] = Tgin U Iy, 4.

frrimuny = [ 11,05, € Sur(Ipim U Iy).

Posto je fIw+] = D+, za j € IruUly imamo daje f ' [{j}] = f7 | _p, [{7}]-
Sada, s obzirom da je poset Py reverzibilan, koriste¢i posledicu 10.1.7 do-
bijamo da

f [IfinUIW € Sym(lfm U IW)a

Sto implicira da f [, € Sym(Isy) i da f[r1, € Sym(lw). Sliéno, imamo
da
F 11Uty € Sym(Ipin U Tyys),

Sto implicira da f [7,,. € Sym(Iy~). Sada zaista imamo da f € Sym([).

Ako Py~ zadovoljava (II) dokaz je slican.

Sluc¢aj 2. Poseti Pyy i Py« zadovoljavaju (I). Tada su nizovi tipova
(otp(Iy) : 7 € Tpin ULy) i (otp(Ly) : @ € Ipin U Ly+) konacno-jedan, pa je i niz
tipova (otp(L;) : @ € I) takode konaéno-jedan. Poset P je sada reverzibilan
na osnovu posledice 10.4.3. O

Primedba 10.4.12 Rajagopalan i Wilansky su u [75, Question 9.1] postavili
sledece pitanje:

,Da li je proizvod diskretne dvotacke i reverzibilnog topoloskog prostora
(X, O) reverzibilan?”,

i dali su pozitivan odgovor na to pitanje u slu¢aju kad je prostor (X, O)
povezan. U nastavku ¢emo dati pozitivan odgovor na to pitanje u jednom
drugom specijalnom slucaju, kad je, naime, prostor (X, 0) = (P, Op), za
P :=J;er Ls, pri cemu L; € WUW?*, za i € I (videti uvodni pasus u ovom
odeljku). Grubo govoreéi, ako je (z; : ¢ € I) neki I-niz, sa 2 X (x; : i € I)
oznatavaéemo niz (z¥ : (k,i) € 2 x I), gde je 20 = z} = 2;, za sve i € I.
Tada, na osnovu teoreme 10.2.6 imamo da je niz (n;) € /N reverzibilan akko
je niz 2 x (n;) reverzibilan. Sada, na osnovu teoreme 10.4.6 zaklju¢ujemo da
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je unija | J;c; a; reverzibilna akko je unija U<k’i>€2x[ af reverzibilna. Dakle,
ako L; € WUW?*, za i € I, tada je, na osnovu teoreme 10.4.11, poset P =
Uies Li reverzibilan akko je poset PUP = [J) yecox ;LY reverzibilan. Lako
se pokazuje da je topoloski prostor koji odgovara posetu PUP homeomorfan
2 x (P, Op), odakle sledi da je prostor (P, Op) reverzibilan akko je prostor
2 x (P, Op) reverzibilan.

Primedba 10.4.13 Jasno je da su poseti oblika P := Uiel L;, gde L; e W,
za © € I, u stvari, drveta. Dakle, teorema 10.4.6 moze se razumeti kao
karakterizacija reverzibilnosti u klasi takvih drveta, i pomoc¢u nje mozemo
konstruisati reverzibilna drveta proizvoljne veli¢ine i visine, kod kojih su svi
nivoi beskona¢ni. Podsetimo se kako su, na osnovu rezultata iz [27], dobro
fundirani poseti s kona¢nim nivoima reverzibilni.

Poseti koji su istrazeni u ovom i u prethodnom pododeljku su disjunktne
unije rasutih linearnih uredenja. Prirodno se postavlja pitanje sta se dogada
u sluc¢aju kada neki medu lancima L;, ¢ € I, nisu rasuti. Sledeéi primer u
vezi je s tim pitanjem.

Primer 10.4.14 Ako je P := J;., L, pri ¢emu su L, i € w, po parovima
disjunktna prebrojiva linearna uredenja, Lo = Q i L; je CSB linearno
uredenje, za ¢ > 0, dokaza¢emo da tada vazi:

poset P je reverzibilan <= niz (otp(L;) : i € w) je konacno-jedan.

Posto su prebrojiva CSB linearna uredenja rasuta, za ¢ > 0 imamo da L; €
Scatt i otp(L;) = [L;]=. Dakle, ako je niz (otp(L;) : i € w) konac¢no-jedan,
niz ([L;]= : i € w) je takode kona¢no-jedan, i poset P je reverzibilan na
osnovu tvrdenja 10.4.1.

Obratno, ako niz (otp(LL;) : i € w) nije kona¢no-jedan i ako je |I;| = w, za
neki uredajni tip 7, tada je T rasut tip. Neka je ig := 0 i neka je (ix : k € N)
jedan-jedan niz u I,. Neka je g : L;; — Q = L;,. Lako se vidi da je
Q \ g[Li,] gusto linearno uredenje bez krajnjih tacaka, pa je, na osnovu
Cantorove teoreme, Q = Q \ g[L;,]. Sada, ako definisemo

feSur({ig: k€ w})\ Sym({ix : k € w})

na sledeéi nacin: f(ig) = f(i1) = o i f(ike1) = g, za k € N, koristeéi
posledicu 10.1.7 zaklju¢ujemo da poset |J,¢,, Li, nije reverzibilan, odakle,
na osnovu teoreme 10.1.1, sledi da poset P takode nije reverzibilan. Time je
tvrdenje dokazano.
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Naravno, dato tvrdenja vazi i u nesto opstijoj situaciji, kada imamo konac¢no
mnogo prebrojivih lanaca koji nisu rasuti, jedan od njih sadrzi konveksnu
kopiju Q, i sve rasute komponente, osim eventualno kona¢no mnogo, su
prebrojiva CSB linearna uredenja.

Razni koncepti reverzibilnih nizova

Sada ¢emo prodiskutovati nekoliko koncepata ,reverzibilnih nizova” koji su
u vezi sa ovom tematikom. Prvo, uslov (10.3) definise reverzibilan niz struk-
tura, a uslov (10.24) definiSe reverzibilan niz kardinala (i specijalno, kada su
svi kardinali konacni, reverzibilan niz prirodnih brojeva). Pored toga, za niz
nenula ordinala (a; : i € I) reéi ¢emo da je reverzibilan niz ordinala akko
zadovoljava, ili (I), ili (II), iz teoreme 10.4.6. Tada imamo sledece:

Tvrdenje 10.4.15 Za svaki niz nenula kardinala k = (k; : i € I) sledeci
uslovi su ekvivalentni:

(a) Poset | J;c; ki je reverzibilna struktura;

(b) & je reverzibilan niz struktura;

(c) k je reverzibilan niz ordinala;

(d) k je reverzibilan niz kardinala;

(e) k je konacno-jedan niz ili je to reverzibilan niz prirodnih brojeva.

Dokaz. Ekvivalencija (a)<(b) sledi na osnovu posledice 10.1.7, (a)<(c) je
teorema 10.4.6, a (d)<(e) je tvrdenje 10.2.3.

(d)=(b) Dokaza¢emo kontrapoziciju. Ako f € Sur(I)\ Sym([) i ako,
za svako j € I, imamo da je Uief—l[{j}] ki <c¢ Kj, tada je jasno da vazi
Zz‘effl[{j}] Ki = Kj, za sve j € J.

(c)=(e) Ako & zadovoljava (I), tada je (e) tacno. A ako & zadovoljava
(IT), tada postoji v = max{~y; : @ € I}, i, pri tome, niz prirodnih brojeva
(n; =i € Jy\ I,) nije kona¢no-jedan, sto implicira da je |J, \ I,| > w. Posto
su beskonaé¢ni kardinali grani¢ni ordinali, zaklju¢ujemo da je v = 0. Dakle,
k€ IN1i I, =0, sto implicira da je J, \ I, = I, pa je, na osnovu (II), niz
prirodnih brojeva & = (n; : i € I) reverzibilan. O

Primedba 10.4.16 Ako pretpostavimo da je niz po parovima disjunktnih,
povezanih i reverzibilnih Lj-struktura (X;:i € I) bogat za monomorfizme

(RFM), tada, na osnovu teoreme 10.3.1 (b), imamo da vazi sledece:

unija | J;c; X; je reverzibilna <= niz kardinala (|X;| : i € I) je reverzibilan.
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Specijalno, ovim su okarakterisane reverzibilne relacije ekvivalencije i dis-
junktne unije kardinala < w, i kompletirana je karakterizacija reverzibil-
nih prebrojivih ultrahomogenih grafova (videti primedbu 9.3.6). Primetimo
kako ekvivalencija (a)<(d) iz tvrdenja 10.4.15 pokazuje da karakterizacija
data u teoremi 10.3.1 (b) vazi u klasi (nizova) struktura koja je sira od klase
RFM (na primer, (w,w1,ws,ws, ...) ¢ REM)1C,

Tvrdenje 10.4.17 Za svaki niz nenula ordinala & = (o : i € I) sledeci
uslovi su ekvivalentni:

(a) Poset J;c; ci je reverzibilna struktura;

(b) & je reverzibilan niz struktura;

(c) & je reverzibilan niz ordinala.
Pored toga, bilo koji od uslova (a) — (c) posledica je sledeéeg uslova:

(d) {|a;| : i € I) je reverzibilan niz kardinala.

Dokaz. Ekvivalencija (a)<(b) sledi na osnovu posledice 10.1.7, a (a)<(c)
je teorema 10.4.6.

Ako je (d) tacno, tada, na osnovu tvrdenja 10.4.15, ili je niz kardinala
(|| = i € I) konacno-jedan, pa je i niz ordinala (o, : ¢ € I) isto konacéno-
jedan, ili je

(Jagl ;i eIy ={(a;:iel)e’N
reverzibilan niz prirodnih brojeva. U svakom slucaju, (a) je ta¢no na osnovu
teoreme 10.4.6. O

Primer 10.4.18 (c¢) # (d) u tvrdenju 10.4.17: (w+n : n € w) je reverzi-
bilan niz ordinala, ali (w : n € w) nije reverzibilan niz kardinala.

10705 jedan primer nizova struktura koji ne pripadaju klasi REM, a za koje vazi teorema,
10.3.1 (b), su nizovi kona¢nih linearnih digrafa D, za n € N, definisani sa (2.3).
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u poljskom prostoru
analiticki, 68, 74, 125, 131
bianaliticki, 68
Borelov, 67, 74, 127, 131, 243
F,, 67,243
Foso, 243
Gs, 65, 67, 126, 243
koanaliticki, 68
projektivni, 69

u (pred)uredenju
p-zvezdast, 163
gust, 27, 28, 39, 202
kogust, 27, 28, 202
konveksan, 27, 28, 91, 100,

119, 155

zatvoren na dole, 94
zatvoren na gore, 94

u topoloskom prostoru
izvodni, 66
otvoren, 67, 74, 243
gust, 243
savrsen, 66
sekvencijalno zatvoren, 125
zatvoren, 65, 67, 125
zotvoren, 67

stablo, 205, 214

pokrivajuce, 205

struktura

komplement 23, 49, 141, 142, 198,
217
binarna
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bi-povezana, 49, 170, 217 u klasi grafova, 193
nepovezana, 49, 170, 217-265 za monomorfizme, 253
povezana, 49, 72, 170, 217-265 za utapanja, 9, 253
refleksivizacija, 141, 146, 214, tacka
230 izolovana, 66
simetrizacija, 44, 51, 53, 213 kondenzacije, 66
disjunktna unija, 49, 107, 146, nagomilavanja, 66
217-265 teorema, 56, 59
ekstremna, 8, 197-215 Cantorova, 32, 252, 263
homogena, videti ultrahomogena Cantor-Bendixsonova, 66
struktura dedukcije, 57
lancljiva, 74, 246 kompaktnosti, 59
K-, 76 kompletnosti, 58
maksimalna za kopije, 76, 246 Lindenbaumova, 56
maksimalna za mono-opsege, 246 Lopez-Escobarova, 75
minimalna za kopije, 76, 229 Lyndonova, 58
monomorfna, 24, 46, 48, 74, 102, Ramseyeva, 47, 74, 115, 215, 247,
112, 247 247
rigidna, 24, 98, 109, 110, 122, Scottova, 75, 127
159, 162 Szpilrajnova, videti Princip ek-
endo-, 24, 98, 110, 143, 229 stenzije poretka
za utapanja, 76 Zermeloova, 26
ultrahomogena, 24, 28, 32, 33, ZFC-, 88, 98
46, 47, 73 teorija
unarna, 76, 149 L-, 58
supremum, 25, 35 k-kategori¢éna, 45, 59, 146, 150,
svojstvo 151, 199
relevantno za L-strukture, 87 kompletna, 58, 146, 147, 151,
implicira neuporedivost, 88 199
kondenzaciono, 88 kona¢no aksiomatizabilna, 58
konveksno, 88 konzistentna, 56, 58
o¢uvano anti-kondenzacijama, maksimalno konzistentna, 56,
88 58
oc¢uvavno kondenzacijama, 88 nekonzistentna, 56
opadajuce, 88 skup aksioma, 58
rastuce, 88 strukture, 58
topolosko, 71 zadovoljiva, 57, 59
svojstvo Cantor-Schroder-Bernstein zatvorena, 58
za kondenzacije, 8, 163 Loow-, 186, 189, 192, 201

kokonacne, 190 k-kategori¢na, 186, 189
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turnir, 46, 48, 73, 114, 214, 221, 224
kruzni, 47
slucajni, 47
troelementni
netranzitivni, 46, 48, 99-123
univerzalan prebrojiv, 47
ultrafilter, 26
univerzalna klasa, 206
uredajni tip, 31, 106, 253, 263
ureden skup
dobro, 25, 38, 255
inverz, 255
linearno, videti lanac
totalno, videti lanac
parcijalno, 25, 38, 39, 72,185, 221,
224, 251-265
A-zatvoren, 140
dobro, 72
dualno lanac-kompletan, 27
ekstreman, 204
gust, 25, 170, 187
lanac-kompletan, 27
lokalno konacan, 72
separativan, 26, 29, 30, 39, 170
uredenje
dobro, videti dobro ureden skup
linearno, videti lanac
o-rasuto, 34, 251
grani¢nog tipa, 35, 253
inverzno, 31, 106, 116, 233, 253,
261
nasledno aditivno nedekompo-
zabilno, 35, 253
n-tranzitivno, 32, 100
proizvod, 32, 141, 147, 253
rasuto, 34, 251, 253, 263
univerzalno prebrojivo, 32
lokalno gusto, videti kruzni turnir
totalno, videti lanac

INDEKS POJMOVA

parcijalno, videti parcijalno ureden
skup
dobro, videti dobro parcijalno
ureden skup
utapanje, 21, 29, 35, 39, 50, 61, 233
gusto, 28, 38
valuacija, 57, 60, 199, 202
Zornova lema, 26, 205



Extended abstract

Condensational order

Let L = (R; : i € I) be a nonempty relational language, where ar(R;) = n; €
N, for ¢ € I, and let X be a nonempty set. We define the condensational
preorder on the set Intz(X) of all interpretations of the language L over
the domain X, in the following way: p <. o iff there exists a condensation
(bijective homomorphism) f : (X, p) — (X, o). The corresponding antisym-
metric quotient (Inty(X)/ ~., <) is called the condensational order. We
have that [p]~. <. [o]~. iff there exist p’ € [p]~. and ¢’ € [o]~, such that
p' C o'. The condensational preorder on the class Mody, of all L-structures
is defined in the similar way: X <. Y iff Cond(X,Y) # 0. The condensa-
tional equivalence ~. on the class Mody, is an equivalence relation defined
by X~ Yiff X<, Y and Y <. X.

Proposition 1 Let L be a relational language and X a nonempty set. For
any p € Inty(X) we have that

[p]Nc = COHV(IntL(X),Q) ([p]g)

An L-interpretation p € Inty(X) is said to be strongly reversible (respec-
tively reversible, weakly reversible) iff the class [p]~ (or, equivalently, the

class [p]~,.) is a singleton (respectively, an antichain, a convex set) in the
Boolean lattice (Intz(X), C).

Some suborders of the condensational order

Informally speaking, a property P(u,v) is relevant for L-structures iff it is
preserved by isomorphisms between L-structures. In the sequel, “property”
will denote “property relevant for L-structures”, and instead of P(X, p) we
shall write “(X, p) has P”. For a property P, denoting

Px i= {p € Intr(X) : (X, p) has P},

289
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we shall say that P is increasing (respectively decreasing, implies incompara-
bility, convex, condensational) iff the set Py is closed upwards (respectively
closed downwards, an antichain, convex, ~.-invariant) in the Boolean lattice
(Intr,(X), ). We have that increasing and decreasing properties, as well as
properties that imply incomparability are convex, and we have that convex
properties are condensational properties. If g, : Inty(X) — Intp(X) / ~c
denotes the natural projection, we have the following:

Proposition 2 ([47]) Let L be a relational language and P;, i € I, conden-
sational properties. If X is a nonempty set such that {(P;)x : i € I} is a
partition of the set Intr,(X), then {q-.[(P:i)x] : i € I} is a partition of the
set Intr,(X) /~e.

Therefore, {g~,[Reflx], g~ [Irreflx], g~ [ ReflxN —Irreflx]} is a partition of
the poset (Intr,(X)/~¢, <.) (consisting of convex sets). Parts ¢. [Reflx]
and g~ [Irreflx] are isomorphic, hence, from the order-theoretic aspect it is
enough to investigate one of them. In order to better understand what is
going on in the middle part, for p € Irreflx we introduce the set:

D, = {[pUAA]NC A C X},

and, we define a preorder on P(X): A <, B iff pU A4 <. pU Ap, where
(P(X) /=, <,) denotes the corresponding antisymmetric quotient. If « is a
finite cardinal, let 6, := otp(k+1). Also, let 6,,, := otp(w+a+1+(w+a)*),
for a € Ord.

Proposition 3 ([{7]) Let X be a nonempty set and let p € Irreflx :
(a) The mapping F': P(X) /=, — D,, given by F([A]=z,) := [pU Aal~,
is well defined, and we have that

<P(X) /Epv §p> gF <Dp7 §c> ;
(b) The poset (D,, <) contains a chain of the type 0|x.

The phenomenon of reversibility of relational structures plays a prominent
role in the investigation of the poset (D,, <.).

Theorem 4 Let X be a nonempty set and p € Irreflx. If the relation p
is reversible, then the mapping F': D, — D,, defined by F([pU A4]~,) :=
[pUAxc]~,, is well defined, and we have that

<Dp> §c> =F <Dp> §0>*'
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Next, the poset (D,, <.) can be maximal possible (in the sense of Proposition

3 (a)).
Theorem 5 ([47]) Let X be a nonempty set and p € Irreflx. Then:

p is reversible and rigid = (D,,<.) = (P(X), Q). (10.55)
In the case X is finite, we have < instead of = in (10.55).

It is an open question whether we have < instead of = in (10.55). Also, the
poset (D,,<.) can be minimal possible (in the sense of Proposition 3 (b)).

Theorem 6 ([47]) Let X be a nonempty set and p € Irrefly. Then:
p is strongly reversible or a nontransitive threeelement tournamet —

In the case | X| < N, we have < instead of = in (10.56).

It is an open question whether we have < instead of = in (10.56). If, for
p € Irreflx, we define Dy, = Uae[p]N D,, we have that

Diy).., = Conviingy, (X)/~e, <) (Dp);
and the following holds:

Theorem 7 ([47]) Let X be a nonempty set and p € Irrefly. Then:

p is weakly reversible = D, = D). (10.57)

~c

In the case p is symmetric, we have < instead of = in (10.57).

It is an open question whether we have < instead of = in (10.57).

Condensational equivalence

Descriptive complexity and the size of the equivalence classes

In the case of at most countable relational language L and countable domain
X = w, the relations 2 and ~, on the set Inty(w) have the same descriptive
complexity in the Polish space Inty,(w) x Intr(w).
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Theorem 8 ([48]) Let L = (R; : i € I) be at most countable relational
language. Then:

(a) The relation ~. is an analytic set in the Polish space Intr(w) x
Intyz(w);

(b) For any p € Inty(w), the class [p]~
space Intp (w).

1s an analytic set in the Polish

(&

It is an open question whether, for all p € Intz(w), the class [p]., is a Borel
set (like the class [p]~ is) in the Polish space Intr, (w).

In the case of at most countable language and countable domain, we
have solved the problem of the size of the classes [p]~ and [p]~

c*

Theorem 9 ([48]) Let L = (R; : i € I) be at most countable relational
language and let p € Inty(w). Then:
€ {1,w, c}.

The phenomenon of reversibility of relational structures is also related to
the size of the equivalence classes.

11| = |17~

Theorem 10 ([48]) Let L = (R; : i € I) be at most countable relational
language and let p € Inty(w). If |[p]l=| = w (or, equivalently, |[p]~.| = w)
then the interpretation p is reversible.

The converse fails to be true (the natural order, <,, on the set w is the
counterexample).

Condensational equivalence and other similarities of relational
structures

Next, the hierarchy between the condensational equivalence, the elemen-
tary equivalence, the equimorphism (bi-embedability) and the other simila-
rities of L-structures, determined by some similarities of their self-embedding
monoids, is investigated. Let x > 0 be a cardinal and L = (R; : i € I) a
nonempty relational language. For p = (p; : i € I) € Inty(X), instead of
(P((k, p)), C), we shall, shortly, write just P(p), where

P(X) := {f[X] fe Emb(X)}

is the poset of copies of the structure X inside X. Also, instead of (k, p) =
(k,0), we shall, shortly, write just p = o, and similarly for the condensa-
tional equivalence ~, the elementary equivalence =, and the equimorphism
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(bi-embedability) =. That way, we have four equivalence relations on the
set Inty (k). Additional four are defined, respectively, by: P(p) = P(o0),
P(p) = P(0), sqP(p) = sqP(0), and rosqP(p) = rosqP(c), where sqP(p)
denotes the separative quotient of the poset P(p), and rosqP(p) denotes the
(unique) Boolean completion of the separative poset sqP(p). Adding the
empty relation, the full relation and the equality to those equivalence rela-
tions, we obtain the corresponding Hasse diagram depicting the hierarchy
between them. According to [46], and regarding the number of the different
similarities, as well as the shape of the corresponding Hasse diagram, the
class of all structures splits into three parts:

1. infinite structures of nonunary languages (where all the similarities
are different),

2. finite structures (where the diagram collapses to 3 points, if K > 1),

3. infinite structures of unary languages (where the diagram also col-
lapses).

The main result here is the following theorem:

Theorem 11 ([46]) If kK > w is a cardinal and L a nonunary language,
then we have:

(a) In the diagram in Figure 7.1 all the implications a — q are proper, and
there are no new implications (except the ones following from transitivity);

(b) If K = w, then the position of the elementary equivalence, =, with
respect to the similarities ~y, k < 11, is the same as the position of the con-
densational equivalence, ~., in Figure7.1. In addition, these two similarities
are incomparable.

Concerning the interplay between the condensational equivalence, the ele-
mentary equivalence, and the equimorphism, the diagram in Figure 7.2
shows that, when infinite structures of nonunary languages are in ques-
tion, these three similarities are pairwise incomparable. The same diagram
shows that, moreover, their pairwise intersections, the similarities &= A ~,
~. A=, and = A & are pairwise incomparable as well, and that, moreover
again, the intersection = A 2 A ~, is different from the isomorphism.

Variations of reversibility

By sRevy(X) (respectively, Revy(X), wRev(X)) we denote the set of
strongly reversible (respectively, reversible, weakly reversible) interpreta-
tions of the language L over the domain X. Also,

fRevy(X) = {p € Intr(X) : | Cond(p)| < w}
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denotes the set of finitary reversible interpretations. If L = L; and the set
X is infinite, we have that

sRevr, (X) U fRevr, (X) € Revy, (X) € wRevy, (X) C Inty, (X).

Strong reversibility

Strongly reversible relations are known in the literature under the name of
constant relations (see [16, pp. 251]).

Proposition 12 (/55]) Let X be a nonempty set and L = (R; : i € I)
a relational language. For each interpretation p € Inty(X), the following
conditions are equivalent:

(a) p is strongly reversible;

(b) p© is strongly reversible;

(c) Aut(p) = Sym(X);

(d) Cond(p) = Sym(X);

(e) The relation p; is strongly reversible for each i € I;

(f) For each i € I, the relation p; is a subset of X™, definable by a
formula of the empty language Ly, without quantifiers and parameters.

Therefore, we have that sRevy, (X) = {0, Ax, A%, X}

Reversibility

Proposition 13 ([55]) Let X be a nonempty set and L = (R; : 1 € I)
a relational language. For each interpretation p € Int(X), the following
conditions are equivalent:

(a) p is reversible;

(b) p° is reversible;

(¢) Aut(p) = Cond(p);

(d) Cond(p) is a subgroup of the symmetric group Sym(X).

We have that Fefr(X) C Revy(X), where
Fefr (X) = {p € Intr(X):Viel (|pi] <wV|X"\ pi| < w)}.

Therefore, if the set X is finite, we have that Revy(X) = Inty (X).
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Weak reversibility

An interpretation p € Intz,(X) has the property Cantor-Schroder-Bernstein
(shortly, the property CSB) for condensations iff whenever p <. o and
o < p, we have that p = o, for any o € Intp(X).

Proposition 14 ([55]) Let X be a nonempty set and L = (R; : i € I)
a relational language. For each interpretation p € Intp(X), the following
conditions are equivalent:

(a) p is weakly reversible;

(b) [pl= = [pl~es

(c) p© is weakly reversible;

(d) p has the property Cantor-Schréder-Bernstein for condensations.

For p € wRevr(X), by slightly abusing notation, let us define:

pri= U {a € At(Int,(X)T)Npl : p= p\a}.

In particular, if L = L;, we have that
pt= {(w,y> €Ep:p= p\{<w,y>}}-

Proposition 15 (/55]) Let X be a nonempty set and L = (R; : i € I) a
relational language. For each interpretation p € wRevy(X) we have:
(a) p* =(0:1€I) < peRevp(X);

) viel (00 = (")l > w).

In particular, if L = L;, a weakly reversible relation p either has none or
it has infinitely many removable edges. As a consequence, in the following
classes of binary structures, reversibility and weak reversibility are equi-
valent properties: equivalence relations, graphs, dense partial orders, trees
having at most finitely many maximal elements, separative posets having
at most finitely many minimal elements, lattices where all elements (except,
possibly, the largest) are A-reducible, and, dually, lattices where all elements
(except, possibly, the smallest) are V-reducible.

Proposition 16 (/55]) Let X be a nonempty set and L = (R; : i € I) a
relational language. For each interpretation p € wRevp(X) \ Revy(X) we
have:

(a) Cond(p) C Cond(p*) and Cond(p) C ACond(p \ p*);

(b) The interpretation p* is not reversible;

(¢) The interpretation p\ p* is not finitary reversible;

(e) p % o, and, hence, p % o, for all o C p\ p*.
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Proposition 17 Let X be a nonempty set, L = (R; : i € I) a relational
language, and let p € wRevp(X) \ Revp(X). If p(x1,...,2,) is an R-
negative Loo,-formula, and ¢(x1,...,x,) arbitrary conjunction of R-atomic
formulae, then, for the sentence,

Y=V -V, ((p(xl,...,xn)\/qﬁ(:cl,...,xn)),

we have

(Xop) EY = (X,p\p") E¥.

As a consequence, if p € wRevy, (X) \ Revy, (X) is a partial order, then
p\ p* is also a partial order.

Reversibility of extreme structures

Let us recall, that a set C C Intz(X) is said to be Z-invariant iff [p]~ C C,
for each p € C.

Theorem 18 ([52]) Let L be a relational language and X a nonempty set.
If C C Intp(X) is an =Z-invariant set, and if T € MaxC (respectively, T €
MinC), we have:

(a) The interpretation T is reversible;

(b) [T]= = [T]~. is an antichain in C, and [T]=~ C MaxC (respectively,
[T]g g Mln C)

In particular, theorem 18 holds when
¢ =Mt} (X) = {p et (X): (X.p) T},

where T is some Loo-theory. Next, we give some sufficient syntactical
conditions for an Lu,-definable set of interpretations to have maximal (and,
dually, minimal) elements. Let L = (R; : i € I) be a relational language,
where ar(R;) = n; € N, for ¢ € I, let k be an infinite cardinal and Var, :=
{va : @ € K} the set of variables. If P (respectively, N') denotes the class
of R-positive (respectively, R-negative) Loo,-formulae, let us, in order to
provide maximal interpretations, define the class F := Ugeord Fe of Loy
formulae:

Fo:=PU{~Ri(vay, - Van,) 11 € LA {a1,...,an,) € K"},
Fer1 =Fe U{Vuap:aerhpe Fe}
U{AP:PC Fet U{VP:PC Fe NP <w},
Fy 1= Ugey Fe. for a limit ordinal .
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Also, in order to provide minimal interpretations, let us define the class
g .= U{EOrd Ge of Log,-formulae:

Go =N U {Ri(vau'--’vani) rielN <O‘1a"'aam> € Kni}v
Ger1 : =G U {Voap:a€rNpeGeh
U{A®:2C G} U{VP:DCGAN|P| <w},
Gy 1= Ug< Ge, for a limit ordinal .

A set of L-interpretations C C Intz(X) will be called union-complete (re-
spectively, intersection-complete) iff |J£ € C (respectively, (V£ € C) for
each chain £ C C.

Theorem 19 ([52]) Let L be a relational language, X a nonempty set, and
T an Loey,-theory such that Int] (X) # 0. Then we have:

(a) If T C F, then the set Int] (X) is union-complete, and Max(Int] (X))
18 its codense subset consisting of reversible interpretations;

(b) If T C G, the setInt] (X) is intersection-complete, and Min(Int] (X))
18 its dense subset consisting of reversible interpretations.

Forbidding arbitrarily many finite substructures provides us with a large
jungle of reversible interpretations.

Proposition 20 (/52]) Let L be a nonempty relational language. For each
finite L-structure F there is an Looy-sentence Y, such that, for each L-
structure Y, we have: B —= Y iff Y |= ¢p,. If, in addition, the language L
is finite, the sentence =g, is logically equivalent to a 119 sentence NFets -

Since IIY € FNG, for an Leg,-theory 7 and finite L-structures Fj,jeJ,in
the case of a finite language L, we have that 7 C F iff T U {np,» :j € J}
C F, and, also, that T C G iff T U {ng, s : j € J} € G. In particular, if
L =Lyand T = Tgraph = {@irr, Psymm}, and if F := (n, A¢) is the complete
graph K,,, by Theorem 19 (a) we have that the poset
<Intzjgraphu{7]Kn%}(X)7 g >
has a codense set of maximal elements, which are reversible graphs. Simi-
larly, by forbidding all cycle graphs {C;/™ : n € w\ 3} we obtain that
complete bipartite graphs are reversible, and so on.

Remark 21 By a well-known characterization of Lachlan and Woodrow
[59], each countable ultrahomogeneous graph is isomorphic to one of the
following;:
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e G;,, the union of y disjoint copies of K. where pr = w - reversible iff
i <wor v <w (see Theorems 31, 27 and 28);

e GRado, the Rado graph (or the Erdés-Rényi graph) - nonreversible
(since, by deleting any edge, we again obtain the Rado graph, see [3]);

e H,,, the Henson graph, for n > 3 - reversible, since it is, by [55], a
maximal K,,-free graph;

e Graph-complements of these graph - a graph is reversible iff its graph-
complement is.

Next, we show how the minimal Lj-structures, obtained by forbidding the
empty structure (m, (), can be characterized using the maximal K,,-free
graphs.

Proposition 22 ([52]) If |X| > m > 2, then p € Min(Int;"™"" (X)) iff p
s of the form:

p = AR U UX\R?
where R C X, |[X \ R| > m — 1, and ox\r is arbitrary orientation of the
graph-complement of some mazimal Ky,,-free graph (X \ R, 7x\g)-

In particular, from Proposition 22 we obtain reversibility of tournaments
and reflexivized tournaments.

Reversible disconnected binary structures

If X = (X,p) is an Lp-structure, then the transitive closure p,s of the
relation prs := Ax U pU p~! is the smallest equivalence relation on X
containing p. The corresponding equivalence classes, [z], * € X, are called
the components of X, and the structure X is called connected if | X /pys| = 1.
If X; = (X, pi), ¢ € I, are connected Lj-structures, and X; N X; = 0, for
different ¢, j € I, then the structure

Uier Xi := <Uie[ XiyUier Pi>

is the disjoint union of the structures X;, ¢ € I, and the structures X;, ¢ € I,
are its components.

We give several equivalents for reversibility in the class of disconnected
Ly-structures.

Theorem 23 ([50]) If X;, i € I, are pairwise disjoint and connected Ly-
structures, then |, .; X; is reversible iff .. ; X; is reversible for each non-
empty set J C I.

el ieJ
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Thus, if |J;e; X is reversible, then all the components X;, i € I, are
reversible.

By Theorem 23 the components of a reversible structure must be reversible,
and, hence, that assumption will appear in several theorems in the sequel.

Theorem 24 ([50]) Let X;, i € I, be pairwise disjoint and connected Ly-
structures. Then the structure \J;c; X; is reversible iff whenever f: 1 — I
18 a surjection, g; € Mono(Xi,Xf(i)), foriel, and

Vjel ({gz[XZ] RS f_l[{j}]} is a partition ofXj),

we have that
feSym(I) AViel g€ lIso(X;, Xy)).

Before stating the next characterization, we shall give two definitions. First,
a sequence of Ly-structures (X; : ¢ € I) is said to be a reversible sequence of
structures iff

—3f € Sur() \ Sym(I) Vj €1 Ucp11yXi S X

Second, assuming X;, ¢ € I, are pairwise disjoint Lj-structures, a mapping
i:Z — I, usually denoted by (i : k € Z), will be called a Z-condensation-
sequence in [ iff it is an injection and

VEIEZ (k<l=X; <eX;).

If, in addition, X;, ~. X;,, for all k,I € Z, the Z-condensation-sequence
(i : k € Z) will be called trivial.

Theorem 25 ([50]) Let X;, i € I, be pairwise disjoint, connected and re-
versible Ly-structures. Then the structure | J;c; X; is reversible iff (X; : i € I)
1s a reversible sequence of structures and each Z-condensation-sequence in I
1s trivial.

Before stating a sufficient condition for reversibility of disconnected Lj;-
structures, we give two more definitions. First, for Lyp-structures X,Y €
Mod, we write X <, Y iff Mono(X,Y) # 0. Second, assuming X;, i € I,
are pairwise disjoint Lp-structures, a mapping ¢ : w — I, usually denoted
by (ix : k € w), will be called an w*-mono-sequence in I iff it is an injection
and

Ve, lew (E<l=X; gm Xi,).

If, in addition, Mono(X;,,X;,) = Iso(X;,,X,,), the w*-mono-sequence (i, :
k € w) will be called trivial.
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Theorem 26 ([50]) Let X;, i € I, be pairwise disjoint, connected and re-
versible Ly-structures. If each w*-mono-sequence in I is trivial, then the
structure | J;c; Xy is reversible.

Reversible sequences of cardinals

If X is an L,-structure, and if X;, ¢ € I, are its components, then it’s clear
that the sequence of cardinals (|X;| : ¢ € I) is isomorphism-invariant, and,
in some classes of structures (like, for example, the equivalence relations),
that cardinal invariant characterizes the structure (up to the isomorphism).
In such classes, reversibility of the structure, being isomorphism-invariant
as well, can be regarded as the property of the corresponding sequence of
cardinals.

If I is a nonempty set, an I-sequence (k; : i € I) of nonzero cardinals is
said to be reversible iff

It turns out the only interesting reversible sequences of cardinals can be
found among reversible sequences of natural numbers.

Theorem 27 ([53]) A sequence of nonzero cardinals (k; : i € I) is re-
versible iff it is a finite-to-one sequence, or a reversible sequence of natural
numbers.

Before stating the characterization of reversible sequences of natural num-
bers, let us recall some definitions. For a subset K C N, by (K) we denote
the subsemigroup of the additive semigroup (N, +), generated by the set K.
We say that the set K is independent iff

Vne K n¢ (K\{n}).

If (k; : i € I) is a sequence of cardinals and x € Card, let us denote
Iﬁzz{iel:/ﬁi:m}.

Theorem 28 (/53]) A sequence (n; : i € I) € IN is reversible iff the set

K :={m € N : || > w} is independent, and, if K is nonempty, then at
most finitely many elements of the set {n; : i € I} are divisible by GCD(K).
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If, by ("N),ev, we denote the set of reversible functions (sequences) from the
Baire spaice "N, we have the following:

Theorem 29 (/53]) ("N),ey is a dense F,s,(= X9) subset of the Baire space
NN, of the size c.

Reversible equivalence relations and similar structures

We shall say that a sequence of Lj-structures (X, : ¢ € I) is rich for monomor-
phisms iff

Vi,j eI VA e [X;]% 3g € Mono(X;,X;) g[Xi] = A.

Theorem 30 ([53]) Let X;, i € I, be pairwise disjoint, connected and re-
versible Ly-structures. If the sequence (X; : i € I) is rich for monomor-
phisms, we have:

(a) The structures X; and X; of the same size are isomorphic;

(b) Ucr Xi is reversible iff (| X;| : i € I) is a reversible sequence of
cardinals.

As a consequence, we have the following:

Theorem 31 ([53]) Let ~ be an equivalence relation on a set X, let X :=
(X,~), and let {X; : i € I) be the corresponding partition. Then the struc-
ture X is reversible iff (| X;| : 1 € I) is a reversible sequence of cardinals.
The same holds for the graphs (resp. posets) of the form X = |, X5,
where X;, 1 € I, are pairwise disjoint complete graphs (resp. cardinals < w).

Next, we isolate some classes of disconnected structures in which the re-
versibility of the sequence of cardinalities of the components implies the
reversibility of the structure.

Theorem 32 ([53]) If X;, i € I, are disjoint tournaments and the sequence
of cardinals (| X;| : i € I) is reversible, then the digraph \J,.; X; is reversible.

This statement holds if, in particular, X;, ¢ € I, are disjoint linear or-
ders. Then | J;c; X; is a reversible disconnected partial order.

Reversible disjoint unions of chains

A linear order L is called scattered, we shall write . € Scatt, iff Q < L. L is
said to be o-scatterd, we shall write . € o- Scatt, if L is at most countable
union of scattered linear orders. A linear order IL will be called Cantor-

Schroder-Bernstein (for embeddings) iff, for each linear order " satisfying
L' =2 L, we have L' 2 L, that is, [L]= = [L]~.
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Proposition 33 ([50]) Let L;, i € I, be pairwise disjoint o-scattered linear
orders. Then we have:

([Li]= : i € I) is a finite-to-one sequence = |J;c; L is a reversible poset.
If, in addition, L;, i € I, are CSB linear orders, then
([Lil~ : i € I) is a finite-to-one sequence == |J;c; L is a reversible poset.

A scattered linear order L is said to be of a limit type iff L & } __¢Ls,
where S € Scatt and Ly =2 w or Ly = w*, for each s € S. Successor ordinals
are CSB, but not of a limit type; limit ordinals are CSB of a limit type.

In order to describe CSB chains of a limit type let VW denote the class
of well orders, £ the class of well orders isomorphic to limit ordinals, Z the
class of linear orders isomorphic to w’w* 4+ w?, where # and § are ordinals
satisfying 1 < 6 < §. W*, L*, and Z* will denote the classes of the inverses
of elements of W, L, and Z, respectively. By the recent result of Laflamme,
Pouzet, and Woodrow ([60]) it follows that a scattered linear order is CSB
iff it is isomorphic to a finite sum of linear orders from WU W* U Z U Z*.

Theorem 34 ([50])

(a) A linear order is CSB of a limit type iff it is isomorphic to a finite
sum of linear orders from LU L*U Z U Z*;

(b) If L;, i € I, are pairwise disjoint CSB linear orders of a limit type,
then we have:

Uicer Liis a reversible poset <= ([Li]~ : i € I) is a finite-to-one sequence.

In particular, Theorem 34 (b) gives a characterization of reversibility in the
class of posets of the form P := |J;.; L;, where L; € LU L*, for i € I. The
corresponding characterization, when L, € W U W?*, for ¢ € I, is given in
the sequel.

We assume that [ is a nonempty set and («o; : ¢ € I) an [-sequence of
nonzero ordinals. For i € I, a; = ; +n; will be the unique decomposition of
a;, where 7; € Limg := Lim U{0}, and n; € w. All the unions are considered
to be disjoint. Also, we define:

In:={iel:a;=a}, foraecOrd,

Jy:={jel:vy;=~}, forvyeLimg.
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Theorem 35 ([49]) U;c; @i is a reversible poset iff exactly one of the fol-
lowing is true:

(I) (o =i € I) is a finite-to-one sequence,

(II) There exists v := max{y; : 1 € I}, for a <y we have |I,| < w, and
the sequence (n; :i € Iy \ J,) is reversible, but not finite-to-one.

The same holds for the poset | J;c; o .

Let P := (J;c; Li, where L; € WUW?*, for i € I, and let
Itin ={i€l:|L;] <w},
th:{iGI:LZ‘GW/\’LZ"Zw},
T+ ::{iEI:LiEW*/\‘Li|Zw}.

Clearly, {Iy=, Iin, Iy} is a partition of I. Defining

Py := U L;, and Py« := U L;,

’iEIfinUIW ielfmulw*
we have the following:

Theorem 36 ([49]) If P := J,c; Li, where L; € WUW?, for alli € I, and
Ly # 0 and Ly~ # 0, then the poset P is reversible iff the posets Py and
Py« are reversible.
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Ako je L relacijski jezik, kondenzacioni pret-
poredak na skupu Inty(X) svih interpretacija
jezika L nad domenom X, dat je sa: p <. o
akko postoji bijektivni homomorfizam (kon-
denzacija) f : (X,p) — (X,0). Anti-
simetri¢ni koli¢nik (Intz(X)/~., <.) naziva
se kondenzacioni poredak. Za proizvoljnu
L-interpretaciju p, klasa [p].. je konvek-
sno zatvorenje klase [p]~ u Booleovoj mrezi
(Int,(X),C). Za L-interpretaciju p reéi ée-
mo da je jako reverzibilna (redom, reverzi-
bilna, slabo reverzibilna) akko je klasa [p|~
(ili, ekvivalentno, klasa [p]..) singlton (re-
dom, antilanac, konveksan skup) u Booleovoj
mrezi (Inty(X),C). U cilju ispitivanja poseta
(Intr, (X)/ ~c,<c), za p € Irrefly uveden je
skup D, = {[pUAx]~, : A C X}, i pokazano
je kako je poduredenje (D,,<.) izomorfno
odredenom koli¢niku partitivnog skupa P(X).
Fenomen reverzibilnosti relacijskih struktura
igra istaknutu ulogu u istrazivanju tog po-
duredenja. Dovoljan uslov (koji je, za | X| < w,
i potreban) da poduredenje (D,,<.) bude
maksimalno (tj. izomorfno (P(X),C)) je da
relacija p bude reverzibilna i rigidna. A do-
voljan uslov (koji je, za | X| < N,,, i potreban)
da poduredenje (D,,<.) bude minimalno (tj.
lanac specijalnog tipa 0| x|) je da relacija p bude
jako reverzibilna ili netranzitivni troelementni
turnir. Dalje, dovoljan uslov (koji je, u sluc¢aju
simetricne relacije p, i potreban) da skup D,
bude konveksan u kondenzacionom poretku je
da relacija p bude slabo reverzibilna.

308



U slucaju prebrojivog jezika L i prebrojivog
domena X, ispitana je deskriptivna slozenost
relacije kondenzacione ekvivalencije ~., kao i
odgovaraju¢ih klasa [p]... Pokazano je kako
su ~ i [p]~, analiticki skupovi u poljskim pros-
torima, redom, Int (w)xIntz (w) iInty (w), koji
su homeomorfni Kantorovoj kocki “2. Pomoc¢u
toga, reSen je problem velicine klasa [p]~..
Naime, u slu¢aju prebrojivog jezika i domena,
klase [p]~ 1 [p]~. su iste veli¢ine, i to je neki
kardinal iz {1,w,c}. Ako je to w, tada je in-
terpretacija p reverzibilna (dok obrat ne vazi).
Dalje je istrazena hijerarhija izmedu kondenza-
cione ekvivalencije, elementarne ekvivalencije,
ekvimorfizma (bi-utopivosti) i drugih sli¢nosti
L-struktura odredenih nekim sli¢nostima nji-
hovih monoida samoutapanja.  Ispostavilo
se kako odgovarajuéi Hasseov dijagram koji
opisuje hijerarhiju tih relacija ekvivalencije, re-
strikovanih na skup Inty(k), znacajno kolap-
sira u slu¢aju kad je x konacan kardinal, ili kad
je jezik L unaran, dok, u slu¢aju beskonacnog
domena i neunarnog jezika, imamo veliku
raznovrsnost.

Naposletku, temeljno je istrazen fenomen
reverzibilnosti L-struktura. Data je karakter-
izacija jako reverzibilnih L-intepretacija kao
onih ¢ije su komponentne relacije definabilne
formulama praznog jezika Ly, bez kvantifika-
tora i parametara. Pokazano je kako su
slabo reverzibilne interpretacije upravo one
koje imaju svojstvo Cantor-Schréder-Bernstein
(krace, svojstvo CSB) za kondenzacije. Dalje,
za slabo reverzibilnu interpretaciju p uveden je
skup p*, kao unija svih ,,uklonjivih atoma”, u
Booleovoj mrezi (Intz,(X), C). Pri tome, inter-
pretacija p* nije reverzibilna, dok p \ p* nije
finitarno reverzibilna, i svaka komponenta p*
je ili prazan, ili beskonacan skup. Specijalno,
za L = Ly, ako slabo reverzibilna relacija p ima
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uklonjivu ivicu, tada p ima beskona¢no mnogo
uklonjivih ivica. Pomoéu toga, pokazano je
kako su, u mnogim klasama struktura, reverzi-
bilnost i slaba reverzibilnost ekvivalentna svo-
jstva, dok je primerima ilustrovano da, u nekim
drugim klasama, to nije slucaj.

Poseban naglasak, stavljen je na detektovanje
relevantnih klasa reverzibilnih struktura. Pri
tome, prvo su proucene strukture koje su ek-
stremni elementi Ls,-definabilnih klasa, pri
odredenim sintaktickim ogranic¢enjima, gde su
dati dovoljni uslovi da L., -definabilna klasa
interpretacija na datom skupu X ima maksi-
malne (i, dualno, minimalne) elemente. Izdvo-
jene su odredene elementarne klase koje zado-
voljavaju data sintakticka ogranicenja, i, do-
datno, za neke od tih klasa, data je karakteri-
zacija odgovarajucih ekstremnih interpretacija.
Primenom tih rezultata okarakterisani su
reverzibilni prebrojivi ultrahomogeni grafovi (s
liste Lachlana i Woodrowa).

U nastavku su istrazene nepovezane Lj-
strukture. Pri tome, dato je nekoliko ekvi-
valenata za njihovu reverzibilnost. Ovi rezul-
tati primenjeni su na odredene relevantne
klase Lp-struktura, kao $to su relacije ekvi-
valencije (i, opstije, strukture koje su bo-
gate za monomorfizme) i disjunktne unije
lanaca. Kako su relacije ekvivalencije, do na
izomorfizam, okarakterisane nizom kardinal-
nosti klasa ekvivalencije (tj. komponenata),
njihova reverzibilnost moze se smatrati svoj-
stvom odgovarajuéeg niza kardinala (koje je
isto nazvano reverzibilnost). Pokazano je kako
se jedini zanimljivi primeri reverzibilnih nizova
kardinala mogu naé¢i medu reverzibilnim ni-
zovima prirodnih brojeva, pri ¢emu je data
karakterizacija takvih nizova. Jo§ je pokazano
kako je u odredenim klasama nepovezanih
struktura (kao Sto su disjunktne unije lanaca,
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The Library of the Department of Mathema-
tics and Informatics, Faculty of Science, Trg
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If L is a relational language, the condensa-
tional preorder on the set Intz(X) of all L-
interpretations over the domain X, is given
with: p <. o iff there exists a bijective homo-
morphism (condensation) f : (X, p) — (X, 0).
The antisymmetric quotient (Intz,(X) /~¢, <c)
will be called the condensational order. For any
L-interpretation p, the class [p]~, is the convex
closure of the class [p]~ in the Boolean lattice
(Intr,(X),C). An L-interpretation p is said to
be strongly reversible (respectively reversible,
weakly reversible) iff the class [p]~ (or, equiv-
alently, [p]~.) is a singleton (respectively, an
antichain, a convex set) in (Inty (X)), C). In or-
der to investigate the poset (Intr, (X) / ~¢, <¢),
for p € Irrefly the following set is defined:
D, = {[pUAy].., : A C X} It is shown
that the suborder (D,, <.) is isomorphic to cer-
tain quotient of the power set P(X). The phe-
nomenon of reversibility plays prominent role
in the investigation of that suborder. A suf-
ficient condition (which is, for |X| < w, also
necessary) for the suborder (D,, <) to be max-
imal (that is, isomorphic to (P(X),C)) is for
the relation p to be reversible and rigid. A suf-
ficient condition (which is, for | X| < R, also
necessary) for the suborder (D,, <) to be min-
imal (that is, a chain of the special type 0|x|)
is for the relation p to be strongly reversible or
a nontransitive threeelement tournament. Fur-
thermore, a sufficient condition (which is, for
a symmetric relation p, also necessary) for the
set D, to be convex in the condensational order
is for the relation p to be weakly reversible.
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In the case of a countable language and do-
main, descriptive complexity of condensational
equivalence ~. and of the corresponding classes
[p]~, is investigated. It is shown that ~. and
[p]~. are analytic sets in the Polish spaces, re-
spectively, Inty(w) x Intz(w) and Intg(w),
that are homeomorphic to the Cantor cube “2.
Using those results, in the case of a countable
language and domain, it is shown that classes
[pl~ and [p]., are of the same size, and that
it is a cardinal from {1,w,c}. If it is w, the
interpretation p is reversible (whereas the con-
verse is false). Next, the hierarchy between
condesational equivalence, elementary equiv-
alence, equimorphism (bi-embedability) and
other similarities of L-structures, determined
by some similarities of their self-embedding
monoids, is investigated. It turns out the
Hasse diagram describing the hierarchy be-
tween those equivalence relations, restricted to
the set Intrz(k), collapses significantly in the
case of a finite cardinal k, or a unary language
L, whereas, in the case of an infinite domain
and a nonunary language, we have a large di-
versity.

In the last part, the phenomenon of reversibi-
lity of L-structures is investigated. Strongly
reversible interpretations are characterized as
those whose component relations are definable
by Lg-formulae, without quantifiers and pa-
rameters. It is shown that weakly reversible
interpretations are those having the property
Cantor-Schroder-Bernstein (shorter, CSB) for
condensations. Next, for a weakly reversible
interpretation p the set p*, which is the union
of “removable atoms”, in the Boolean lattice
(Intz,(X), <), is introduced. It is shown that
the interpretation p* is not reversible, whereas
p \ p* is not finitary reversible, and each com-
ponent of p* is either empty or an infinite set.
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In particular, if L = Lj, a weakly reversible
relation p either has none or infinitely many
removable edges. As a consequence, it follows
that, in many classes of structures, weak re-
versibility is equivalent to reversibility. It is
illustrated by examples that in other classes it
is not the case.

Particular emphasis is put on detecting rele-
vant classes of reversible structures. First, the
structures that are extreme elements of Lo,-
definable classes, under certain syntactical re-
strictions, are investigated. Sufficient condi-
tions that an L..,-definable class of interpre-
tations over a set X has maximal (and, du-
ally, minimal) elements are given. Some ele-
mentary classes satisfying those restrictions are
isolated, and, for some of them, the character-
ization of the corresponding extreme interpre-
tations is given. Using those results, reversible
countable ultrahomogeneous graphs (the list of
Lachlan and Woodrow) are characterized.
Following that, disconnected Lj-structures are
investigated, where several equivalents for re-
versibility of such structures are proven. These
results are applied to some relevant classes
of Ly-structures, like equivalence relations (or,
more generally, structures that are rich for
monomorphisms) and disjoint unions of chains.
Since equivalence relations are, up to the iso-
morphism, characterized by the sequence of
cardinalities of the equivalence classes, their re-
versibility can be regarded as the property of
the corresponding sequence of cardinals (which
is also called reversibility). It is shown that
the only interesting examples of reversible se-
quences of cardinals can be found among re-
versible sequences of natural numbers, where
the characterization of such sequences is given.
It is also shown that, in some classes of discon-
nected structures (such as disjoint unions of
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chains, or tournaments), reversibility of the se-
quence of cardinalities of the components im-
plies reversibility of the structure. Lastly, by
applying the recent result of Laflamme, Pouzet
and Woodrow — characterization of scattered
chains that are CSB (for embeddings), the
characterization of CSB chains of a limit type
is obtained, and, applying Laver’s proof of the
Fraissé hypothesis, reversible disjoint unions of
such chains are characterized. In particular,
that characterizes reversible disjoint unions of
limit ordinals. Finally, the characterization of
reversible disjoint unions of arbitrary ordinals
and their inverses is obtained.
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