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Odlukom Nastavno–nauqnog ve�a Matematiqkog fakulteta Univerziteta u Beo-
gradu donetoj na 336. sednici odr�anoj 18. novembra 2016. godine imenovani smo za
qlanove komisije za pregled i ocenu doktorske disertacije ,,O prstenu trigonome-
trijskih polinoma sa primenama u teoriji analitiqkih nejednakosti” kandidatkiǌe
Milice Makragi�. Posle detaǉnog pregleda rukopisa koji je kandidatkiǌa predala
komisiji, podnosimo Nastavno–nauqnom ve�u Matematiqkog fakulteta slede�i

IZVEXTAJ

1. Biografija kandidatkiǌe

Milica Makragi� ro�ena je 25.11.1986. godine u Kruxevcu. Osnovnu xkolu
,,Nada Popovi�” zavrxila je 2001. godine i Gimnaziju, prirodno–matematiqki
smer, 2005. godine u Kruxevcu, oba puta kao nosilac Vukove diplome.

Matematiqki fakultet Univerziteta u Beogradu upisala je 2005. godine, smer
Profesor matematike i raqunarstva. Diplomirala je 2009. godine sa proseqnom
ocenom 9,18. Novembra 2010. godine upisala je doktorske akademske studije na Ma-
tematiqkom fakultetu Univerziteta u Beogradu, smer Algebra. Sve ispite pred-
vi�ene planom i programom doktorskih studija polo�ila je sa proseqnom ocenom
9,88.

Dobitnik je stipendije Fonda za mlade talente Republike Srbije za hiǉadu
najboǉih studenata zavrxnih godina (za xkolsku 2008/2009. godinu). Po dve godine
zaredom dobijala je stipendije Republike Srbije i Fonda za mlade talente grada
Kruxevca.

Od novembra 2010. godine zaposlena je kao asistent na Katedri za primeǌenu ma-
tematiku Elektrotehniqkog fakulteta Univerziteta u Beogradu. Tokom dosadaxǌeg
rada na Elektrotehniqkom fakultetu dr�ala je ve�be iz qetiri predmeta.

Objavila je tri rada u me�unarodnim qasopisima sa SCI liste: jedan u kategoriji
M21 i dva u kategoriji M22. Od dva rada u kategoriji M22 jedan je samostalan
autorski rad. Uqestvovala je na qetiri konferencije, jednoj me�unarodnoj i tri
doma�e. Od 2012. godine do danas anga�ovana je na projektu ,,Analiza i algebra sa
primenama” (projekat osnovnih istra�ivaǌa br. 174032), Ministarstva prosvete,
nauke i tehnoloxkog razvoja.
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2. Nauqni i struqni rad

2.1. Objavǉene i prihva�ene publikacije u qasopisima sa SCI liste

[1] M. Makragić, A method for proving some inequalities on mixed hyperbolic–trigonometric
polynomial functions, Journal of Mathematical Inequalities, 11 (2017), 817–829, (M22),
dostupno na http://files.ele-math.com/articles/jmi-11-63.pdf.

[2] B. Malešević, M. Makragić, A method for proving some inequalities on mixed trigonometric
polynomial functions, Journal of Mathematical Inequalities, 10 (2016), 849–876, (M22),
dostupno na http://files.ele-math.com/articles/jmi-10-69.pdf.

[3] B. Banjac, M. Makragić, B. Malešević, Some Notes on a Method for Proving Inequalities
by Computer, Results in Mathematics, 69 (2016), 161–176, (M21), dostupno na
https://link.springer.com/article/10.1007/s00025-015-0485-8.

2.2. Objavǉene i prihva�ene publikacije u qasopisima koji nisu na SCI listi

[4] B. Malešević, I. Jovović, M. Makragić, B. Radičić, A note on solutions of linear systems,
ISRN Algebra, 2013 (2013), Article ID 142124, 6 pages, (M51), dostupno na
http://dx.doi.org/10.1155/2013/142124.

2.3. Objavǉene publikacije u zbornicima

[5] B. Malešević, I. Jovović, M. Makragić, B. Banjac, V. Katić, A. Jovanović, A. Pejović,
,,Buchbergerov algoritam i vizuelizacija monomijalnih ideala”, Zbornik radova drugog simpo-
zijuma sa med-unarodnim učešćem ,,Matematika i primene”, Matematički fakultet Beo-
grad, 27. i 28. maj 2011, 117–125, (M63). (jedan od izlagaqa)

2.4. Saopxteǌa na konferencijama

[6] M. Savatović, ,,Prsteni trigonometrijskih polinoma”, VIII simpozijum sa med-unarodnim
učešćem ,,Matematika i primene”, Matematički fakultet Beograd, 17. i 18. novembar 2017,
(M64). (izlagaq)

[7] B. Malešević, R. Obradović, B. Banjac, I. Jovović, M. Makragić, ,,Application of polynomial
texture mapping in process of digitalization of cultural heritage”, XII konferencijaNCD–2013
Nove tehnologije i standardi: Digitalizacija nacionalne baštine, Narodna biblioteka Srbije,
Beograd, 31.10.–01.11.2013, (M64), dostupno na
http://www.ncd.org.rs/ncd−sr/Events/NCDbeograd2013/KnjigaApstrakata2013.pdf.
(jedan od izlagaqa)

[8] B. Malešević, M. Makragić, ,,About decidability of a problem in the theory of analytic inequ-
alities”, International conference Constructive mathematics–foundation and practice CMFP
2013, June 24–28, 2013, Faculty of Mechanical Engineering, Nǐs, Serbia, (M34). (izlagaq)

2.5. Uqex�e na projektima

,,Analiza i algebra sa primenama”, Ministarstvo prosvete, nauke i tehnoloxkog
razvoja, br. 174032, (2012– ).
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3. Struktura disertacije

Doktorska disertacija ,,O prstenu trigonometrijskih polinoma sa primenama u
teoriji analitiqkih nejednakosti” napisana je na xiii + 142 + v strana. Struktura
rukopisa je slede�a:

Naslovne strane, podaci o qlanovima komisije, sa�etak, sadr�aj, predgovor
1. Faktorizacija u domenu

1.1 Prosti i maksimalni ideali
1.2 Faktorizacija i lokalizacija
1.3 Faktorizacija u Neterinim i Dedekindovim domenima
1.4 Krulovi domeni
1.5 Domeni sa slabijim osobinama faktorizacije od jednoznaqnosti

2. Prsteni trigonometrijskih polinoma
2.1 Pojam trigonometrijskog polinoma
2.2 Prsten C[cosx, sinx]
2.3 Prsten R[cosx, sinx]

2.3.1 Nerastavǉivi elementi
2.3.2 Maksimalni ideali

2.4 Faktorizacija u potprstenima prstena trigonometrijskih polinoma
2.4.1 Potprsteni prstena C[cosx, sinx]
2.4.2 Uslovi koje zadovoǉavaju raxireǌa prstena trigonometrijskih po-

linoma
2.5 Algoritmi kod trigonometrijskih polinoma

2.5.1 Deǉeǌe i faktorizacija u Q[s, c]/〈s2 + c2 − 1〉
2.5.2 Najve�i zajedniqki deliteǉ dva trigonometrijska polinoma

3. Prsteni hiperboliqko–trigonometrijskih polinoma
3.1 Pojam hiperboliqko–trigonometrijskog polinoma
3.2 Prsteni C[coshx, sinhx] i R[coshx, sinhx]
3.3 Algoritmi kod HT–polinoma

4. Metod dokazivaǌa klase nejednakosti koja obuhvata mexovite trigonome-
trijske polinomske funkcije
4.1 Pomo�na tvr�eǌa i priprema za opis metoda
4.2 Opis metoda

4.2.1 Poboǉxaǌe metoda
4.2.2 Zavrxetak metoda

4.3 Primene metoda
4.3.1 Dokaz nejednakosti iz rada [16]
4.3.2 Dokaz nejednakosti iz rada [90]

5. Metod dokazivaǌa klase nejednakosti koja obuhvata mexovite hiperboliqko–
trigonometrijske polinomske funkcije
5.1 Pomo�na tvr�eǌa i priprema za opis metoda
5.2 Opis metoda
5.3 Primene metoda

5.3.1 Dokaz nejednakosti iz rada [50]
5.3.2 Dokaz nejednakosti iz rada [10]
5.3.3 Dokaz nove dvostruke nejednakosti

6. Zakǉuqci i daǉi rad
Literatura (broj bibliografskih jedinica je 110)
Biografija
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4. Prikaz sadr�aja disertacije

Glava 1 se bavi osnovnim pojmovima i terminologijom iz teorije komutativnih
prstena. Pored toga, navedene su poznate teoreme i tvr�eǌa koja se koriste u
nastavku rada i koja su potrebna za boǉe razumevaǌe materije koja sledi. Sva
tvr�eǌa data su bez dokaza, uz navedene reference odakle su preuzeta.

Glava 2 se bavi trigonometrijskim polinomima koji su razmatrani sa algebars-
kog aspekta. Glavna tema istra�ivaǌa su svojstva faktorizacije u prstenima tri-
gonometrijskih polinoma.

Analiziraju�i svojstva faktorizacije u domenu kompleksnih trigonometrijskih
polinoma, C[cosx, sinx], navedeno je da je to domen sa jednoznaqnom faktorizacijom.
Prikazan je oblik nerastavǉivih elemenata ovog domena, kao i faktorizacija ele-
menata ovog domena na atome.

Za domen realnih trigonometrijskih polinoma, R[cosx, sinx], prikazano je da nije
domen sa jednoznaqnom faktorizacijom. Ispostavǉa se da je to Dedekindov polu–
faktorijalan domen. Opisani su nerastavǉivi elementi ovog domena, kao i faktori-
zacija elemenata ovog domena na atome. Tako�e, prikazani su i maksimalni ideali
ovog domena, kao i ǌihova veza sa maksimalnim idealima domena C[cosx, sinx].

Na kraju ove glave prikazani su algoritmi za deǉeǌe, faktorisaǌe, nala�eǌe
najve�eg zajedniqkog deliteǉa, kao i za uprox�avaǌe koliqnika dva trigonometri-
jska polinoma nad poǉem racionalnih brojeva.

Ova glava je preglednog karaktera i u ǌoj je objediǌena ve�ina rezultata vezanih
za prstene trigonometrijskih polinoma. Detaǉno su prikazani poznati rezultati
relevantni za nastavak rada.

U glavi 3, po ugledu na trigonometrijske polinome, definisani su hiperboliqko–
trigonometrijski polinomi, skra�eno HT–polinomi, kao konaqne linearne kom-
binacije funkcija sinhnx i coshnx, za n ∈ N. Dokazano je da realni, odnosno
kompleksni HT–polinomi obrazuju prsten, xtavixe domen R[coshx, sinhx], odnosno
C[coshx, sinhx]. Ispostavǉa se da su to domeni sa jednoznaqnom faktorizacijom. Od-
re�eni su nerastavǉivi elementi, kao i oblik maksimalnih ideala oba ova domena.

U posledǌem odeǉku ove glave, razmatrani su algoritmi kod HT–polinoma nad
poǉem racionalnih brojeva, po ugledu na algoritme iz druge glave. Sliqni rezul-
tati dobijeni su i za HT–polinome, ali za one parove HT–polinoma kod kojih je
stepen proizvoda dva HT–polinoma jednak zbiru stepena ǌegovih qinilaca. Cela
ova glava je originalna.

U glavi 4 detaǉno je izlo�en nov metod dokazivaǌa nejednakosti oblika f(x) > 0,
nad zadatim konaqnim intervalom (a, b) ⊂ R, a ≤ 0 ≤ b, koji korix�eǌem konaqnih
Maklorenovih razvoja generixe polinomske aproksimacije, kada je f(x) mexovit
trigonometrijski polinom jedne promenǉive, tj. oblika

f(x) =
n∑

i=1

αix
pi cosqix sinrix,

αi ∈ R \ {0}, pi, qi, ri ∈ N0, n ∈ N. Ovi polinomi predstavǉaju elemente raxireǌa
prstena realnih trigonometrijskih polinoma, u oznaci R[x, cosx, sinx].
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Nejednakosti ovog tipa su u velikoj meri zastupǉene u literaturi posve�enoj teo-
riji analitiqkih nejednakosti. Znaqajan broj ǌih je dokazan na razliqite naqine,
dok su mnoge od ǌih date kao otvoreni problemi. Stoga je nastala ideja da se pos-
tupak dokazivaǌa ove klase nejednakosti, u izvesnoj meri, automatizuje. Metod je
ilustrovan na ve�em broju poznatih i otvorenih problema iz teorije analitiqkih
nejednakosti.

Ova glava bazira se na radu [2], prilikom qije izrade je nastala ideja dokazi-
vaǌa navedenih nejednakosti. Ova ideja je u disertaciji daǉe razvijana i primeǌi-
vana u specifiqnim kontekstima.

U glavi 5 razmatrano je proxireǌe postupka opisanog u prethodnoj glavi na
klasu realnih analitiqkih funkcija koja obuhvata mexovite HT–polinome jedne
promenǉive, tj. polinome oblika

g(x) =
n∑

i=1

αix
pi coshqix sinhrix,

αi ∈ R\{0}, pi, qi, ri ∈ N0, n ∈ N. Ovakvi polinomi su elementi raxireǌa prstena real-
nih hiperboliqko–trigonometrijskih polinoma, u oznaci R[x, coshx, sinhx]. Predmet
istra�ivaǌa pete glave je upravo metod dokazivaǌa nejednakosti oblika g(x) > 0,
za x ∈ (a, b) ⊂ R, a ≤ 0 ≤ b, koji je nastao prilago�avaǌem metoda opisanog u glavi 4
ovoj novoj klasi nejednakosti. Konkretni rezultati ovog metoda prikazani su kroz
primere dokazivaǌa kako poznatih tako i novih nejednakosti. Sadr�aj ove glave je
publikovan u samostalnom autorskom radu [1].

Za metode dokazivaǌa opisane u glavama 4 i 5 ispitana je i dokazana ǌihova
potpunost.

U glavi 6 sumirani su zakǉuqci i navedeni neki pravci budu�eg rada.

5. Zakǉuqak i predlog

Rukopis ,,O prstenu trigonometrijskih polinoma sa primenama u teoriji anali-
tiqkih nejednakosti” kandidatkiǌe Milice Makragi� po sadr�aju pripada oblasti
algebre, posebno teoriji prstena trigonometrijskih polinoma sa primenama. U
radu je izuqavana faktorizacija u domenima C[cosx, sinx], R[cosx, sinx], C[coshx, sinhx]
i R[coshx, sinhx]. Tako�e, razvijani su metodi dokazivaǌa nejednakosti koje obu-
hvataju mexovite trigonometrijske i mexovite hiperboliqko-trigonometrijske po-
linomske funkcije, pomo�u kojih su dokazani neki otvoreni problemi iz teorije
analitiqkih nejednakosti. Za izlo�ene metode dokazivaǌa ispitana je i dokazana
ǌihova potpunost.

Kandidatkiǌa je do sada objavila tri rada na SCI listi. Jedan od ovih radova
je samostalan, a druga dva su koautorska, pri qemu je jedan od ǌih sa ukupno dva, a
drugi sa ukupno tri autora. Rezultati ovih radova predstavǉaju znaqajan deo ove
disertacije.
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Na osnovu izlo�enog, komisija predla�e da se rukopis ,,O prstenu trigonome-
trijskih polinoma sa primenama u teoriji analitiqkih nejednakosti” kandidatkiǌe
Milice Makragi� prihvati kao doktorska disertacija, kao i da se odredi komisija
za ǌenu odbranu.

Beograd, 19.04.2018.

dr Branko Malexevi� (mentor),
redovni profesor Elektrotehniqkog fakulteta u Beogradu

dr Aleksandar Lipkovski,
redovni profesor Matematiqkog fakulteta u Beogradu

dr Zoran Petrovi�,
redovni profesor Matematiqkog fakulteta u Beogradu

dr Nebojxa Ikodinovi�,
vanredni profesor Matematiqkog fakulteta u Beogradu
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