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O ITPCTEHY TPUTI'OHOMETPMNJCKHNX IIOJIMHOMA
CA ITPUMEHAMA Y TEOPNUJN
AHAJINTNYEKNX HEJEJTHARKOCTN

CAYRETAK

OBa DOKTOpPCKa aucepTaluja cacToju ce u3 asa meia. llenrpasna Tema mp-
BOT feJia JUCepTallrje Cy IPCTEHU TPUTOHOMETPHjCKUX moaunHoMa. [l pukasano
je Ia je mpCTeH KOMIUIEKCHUX TPUroHoMerpujckux moaunoma, Clcosz,sin ],
IOMEH Ca JeTHO3HAYHOM (AaKTOPU3aIMjoOM, ITOK IPCTEH PEAJHUX TPUTOHOME-
TPUjCKUX mOaMHOMA, R[cosz,sin x|, HEje nOMeH ca jeqHO3HAUHOM (harTOpU3a-
nujoM. Jlatm cy moTpeOHU M HOBOJLHU YCJOBU 3a CJHIyYaj Kala y MPCTEHY
Clcos z,sinz], 3a pasauky oxm mpcreHa R[cosz,sinz|, cremen mpoussBoma nsa
TPUTOHOMETPUjCKa IMOJIWHOMA HUje jenHak 30Mpy CTeleHa HeroBUX (arTopa.

Teopuja TPUTOHOMETPUjCKUX MOJMHOMA MPOIMMWPEHA j€ Ha XUMePOOITNIKO-
TpUroHOMeTpUjcke nmonnHome, ckpaheno XT-nonuroMe, KOju Cy nNeduHVCAHU
o yrjemxy Ha TPUTOHOMETPHUjCKE MOJUHOME. PeasHM OTHOCHO KOMIIJIEKCHU
X T-nonuroMu 06pa3yjy npcTel, mrasuile narerpasan romes Rlcosh z, sinh 2],
omuocuo Clcosh z,sinh z|. Pasmarpana je paxkropusanuja y OBUM JOMEHUMA U
[IOKA3aHO je ma Cy TO JOMEHU ca jenHo3HayHOM (akropusamujoMm. Onpebenn
Cy HepacTaBJ/bUBU eJIEMEHTH, Kao M OOJMK MaKCUMAaJHHUX KIeaja oba oBa
nomMena. PasmaTpaHm Ccy aaropurMu 3a gelbeme, (aKTOpUucame, HaJTaKeme
HajBeNuMX 3aje IHMUYKUX OeauTelha, KAa0 U AJCOPUTMU 3a yIpoIlhaBame KO-
yHuka aa X'T-mosmHOMAa HaI MOJbEM PAIMOHAJHUX OpojeBa.

Y OopyroMm peiy aucepramnyje, KOjU ce ONHOCH Ha IPUMEHE, ONMCaHa Cy
Ba METOJa NOKA3MBama HejenHarocTu obuauka f(x) > 0 HAZ KATAM KOHAYHIM
unrepsasoMm (a,b) C R, a <0 < b, koju kopumhemem KoOHAUHUX MAaKIOPEHO-
BUX pa3BOja T'eHEePUILy MOJMHOMCKE alpoKcuManuje, kana je ¢yurimumja f(x)
eJeMeHT pamupema npcrera Rlcos z, sin z], oqaocuo R[cosh x, sinh ], y o3mamm
R[x, cos z,sin z], omrocHo Rz, coshz,sinh x]. 3a usnoskene Merome mokazaHa je
BUX0Ba MOTIYHOCT, & KOHKPETHU PE3yJTAaTU OBUX METONa WIYCTPOBAHU CY

KpO3 nmpuMepe OOKa3MBambha aKTYCJIHUX Heje,Z[HaKOCTI/I.
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ON TRIGONOMETRIC POLYNOMIAL RING
WITH APPLICATIONS IN THE THEORY OF
ANALYTIC INEQUALITIES

ABSTRACT

This doctoral dissertation comprises two parts. Trigonometric polynomial rings
are the central topic of the first part of the dissertation. It is presented that the
ring of complex trigonometric polynomials, C[cos z, sin z], is a unique factorization
domain, and that the ring of real trigonometric polynomials, R[cos z, sin z], is not a
unique factorization domain. Necessary and sufficient conditions for the case when
in the ring Clcos z, sin x|, unlike the ring R[cos z, sin |, the degree of the product of
two trigonometric polynomials is not equal to the sum of degrees of its factors, are
given.

The theory of trigonometric polynomials is extended to hyperbolic-trigonometric
polynomials, or HT-polynomials for short, which are defined similarly to trigonome-
tric polynomials. Real or complex HT-polynomials form a ring and even an integral
domain R|cosh z, sinh z], or C[cosh x, sinh z|. Factorization in these domains is con-
sidered, and it is shown that these are unique factorization domains. The irreducible
elements, as well as the form of the maximal ideals of both these domains are deter-
mined. The algorithms for dividing, factoring, computing greatest common divisors,
as well as the algorithms for simplifying ratios of two HT-polynomials are considered
over the field of rational numbers.

In the second part of the dissertation, related to applications, two methods of
proving inequalities of the form f(z) > 0 are described over the given finite in-
terval (a,b) C R, a < 0 < b, which by using the finite Maclaurin series expan-
sion generate polynomial approximations, when the function f(z) is element of the
ring extension of Rlcos z, sin z], or R[cosh x, sinh z], denoted by R[z, cos z, sin x|, or
R[x, coshz,sinh z]. The completeness of the presented methods is proved and the
concrete results of these methods are illustrated through examples of proving actual

inequalities.
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ITPEAI'OBOP

OBa MOKTOPCEaA AucepTalyja CAIp:KU IBE IeJIUHE.

IIpBu meo mucepranuje je Teopujcku, a camMa Teopuja IpuUIaga 0bJIaACTU
KoMyTaTuBHe aaredpe. Ilomemen je Ha Tpu riaase.

Y mpBOj ryiaBu OBOT paaa, YKPATKO CY M3J0KEHU OCHOBHU IMOjMOBU U
TEPMUHOJIOTHUja M3 TeOpuje KOMyTaruBHUX npcreHa. I[lopen Tora, naBemene
cy moctojehe Teopeme u TBphema Koja KOPUCTUMO y HACTABKY paja U KOja
cy norpebua 3a Oosbe pasyMmeBame marepuje koja caemu. Csa tBphema mara
cy 0e3 moka3a, y3 HaBeleHe pedepeHIe OfakKie Cy Ipey3eTa.

Ipyra rnaBa 6aBu ce TPUTOHOMETPUjCKUM IOJIUHOMUMA, Tj. €JIEMEHTUMA

CKyIIa
n

> (axcoskz + bysinkz) | n € N ap, by € A,
k=0

rae je A =R umu A = C, xoju o6pasyje npcren. To je, yjeano, m meHTPAIHO
MeCTO TPBOT eJia Aucepralyje. 1 PUroHOMETPUjCKUA MOJTUHOMU 3aCTYILEHN
Ccy y paszauyuTuM 0OJacCTUMa MaTeMaTUKe ¥ HEeHUM IpUMeHaMa, HAPOUUTO
Yy WHKEHBEPCTBY. Y OBOM pangy TPUTOHOMETPU)CKUA HOJUHOMU pPa3MaTpaHU
cy ca anrebapcCKOr aclleKTa, a rJlaBHA TeMa MCTPaKUBAaBHa Cy CBOjCTBA (ak-
Topu3anuje y MNPCTEeHUMa TPUTOHOMETPHUjCKUX mojmHoMa. (OBakKaB MPUCTYII
TPUT'OHOMETPHjCKUM IOJVMHOMIMMA HYje YecT y JUTepaTypH, Ia OTyda U Uaeja
Ia ce UCTpa)KMBamma Ha OBy TeMy mpoaybe. Mebyrtum, y mocaenme Bpeme
OBa TeMa IIOoCcTaje akTyesaHa. Haj3HadvajHUju pan Ha OBY TEMY, KOJjU je U IO-
Ja3Ha Tadka y HalleM UCTpaskuBamy, je pan [71]. Ocramu 6GutHu pagoBu cy
(64, 86, 87, 93, 94].

OgBa ryaBa mopesn MO3HATUX pe3yJjTara, U3 MPEeTXOIHO HaBEIEHUX PanoBa,
CaIp:KU U JOIMPUHOCE TEOPHUjU MPCTEHA TPUTOHOMETPUjCKUX MOJUHOMA. Kako

je oBa TeMaTHKa PETKO HU3y4YaBaHa ¥ HEIOBOJHGHO OIMCAHA Y JNUTEPaTypPH,



HAaIl IJb je Oa, Y OBOj TJIaBU, NMOPEN HABENEHWX MCKA3a MO3HATUX TEOpPeEMa
u TBphema mpuraxkeMo u BUXOBe nokase. [Ipu Tome, MHOTM On THX DOKa3a
[eTajbHUje Cy U3JI0KEHN HeTO y U3BOPHUM panoBuMa. Ha oBaj mauwmn, Behuna
pe3yaTara Be3aHUX 3a IMPCTEHE TPUTOHOMETPUjCKUX MOoJMHOMa Omhe o0jemu-
BEHA Ha jeHOM MecTy. Y HACTaBKY HABOIUMO TOINPUHOCE TEOPUjU ITPCTEHA
TPUTOHOMETPUjCKAX TMOJUHOMA, MO PENociiey NMPUKA3UBAma y OBOj TJIABU:
HanoMeHa H8; Teopema 66; Teopema 70; y mokaly Teopeme 71 meTaspHO je
objammbeHa OUMEH3Uja HaBEAeHOT MAOMEHa, IMTO Huje ypabeHo y M3BOpPHOM
pany; mokas TeopeMme 74 nmaT je 3HATHO OeTaJjbHUje HETO Yy M3BOPHOM pPAaLy;
npumep 87 je merasbHUje OMMCAH; y HOTJaBmpy 2.4 KopuroBasne cy rtabeie,
KOje cy pesyiarar panosa [86, 87, 94]; reopema 147 (HaBemeHa ca HOKA30M y
raaBy 4, a KOPUCTU Ce U y TJiaBu 2).

Y tpehoj rmaBm, mo yriaemy Ha TPUTOHOMETPHjCKe HMOJMHOME, YBEIEH je
rojaM XunepOOoJIMYIKO-TPUTOHOMETPHUjCKOT MTOJIWHOMA, KA0 KOHAUYHE JUHEeapHE
koMOuHanuje Gpyurnuja sinh nx u coshnz 3a n € N. Ycranosmeno je na u oBu
moIuHOMM (GopMupajy IpcTeH. Pa3marpana cy cBojcTBa (axropusamnuje y
MPCTEHY XUMEPOOTUUKO-TPUTOHOMETPHUjCKUX MOJTUHOMA, UCTAKHYBIINA TPUTOM
CIUYHOCTHU U pa3Jjuke m3mehy OBOT MpCTEHA U MPCTEHA TPUTOHOMETPU)jCKUX
nosmEOMa. llena oBa ryiaBa je opuruHaiHA.

Hpyru neo mucepraiuje, kKoju obyxBaTa riaaBe 4 u 5, OMHOCU ce Ha IPU-
Merne. Cama ¢arxropmzaluja y IpCTeHNMa TPUTOHOMETPUjCKUX U XUmepOoIu-
YKO-TPUTOHOMETPUjCKUX MOJUHOMAa OTBapa MOTYNHOCT NPUMEHE y TEeOpUju
aHATUTUYRUX HejemHakoctu. OBae cy ommcaHa ABa METOMa JOKA3UBaHa HeE-
jeTHAKOCTU.

Y 4WeTBPTO] IylaBU WM3JIOKEHU Cy pe3yiararu npema paxay [55]. Hawmwme,
[eTa/LHO je ONMCaH HOB METOX NOKAa3UBam-a HejemHaroctu obiuuka f(x) > 0
HaJ 3a,0aTUM KOHAUHUM nHTepBasoM (a,b) C R, a <0 < b, rze je f(x) memosur

TPUrOHOMETPUJCKU MOJUHOM jeHe IPOMEHLUBE, Tj. 00IUKa
n
f(x) = g ;2P cos®z sin"ix,
i=1

a; € R\ {0}, pi,q,7i € Nog, n € N. OBu monmHOMUM HIpenCTABILAJY eie-
MEHTEe pallipema IPCTeHA PEeaJHUX TPUTOHOMETPU)jCKUX ITOJMHOMA, Y O3HAIN
R[x, cos z,sinz]. HejemmakocTu OBOr TUNA Cy y BEJIUWKO] MEPU 3aCTYILEHE y

auTepaTrypu. 3HavajaH Opoj BUX je JOKA3aH HA PA3JUYUTEe HAUUHE, HOK CYy



MHOTE O HUX mare Kao oTBopeHwm mpobisemu. Crora je mHacrajga maeja ma
ce MOCTyIaK NOKA3UBaHla OBE KJIAce HejeNHAKOCTW, Yy M3BECHO] Mepu, ayTo-
matu3yje. Meton je maycrpoBan Ha Behem Opojy MO3HATUX WM OTBOPEHUX
mpodJJIeMa M3 TeOpUje aHAIUTUYKUX HEjeTHAKOCTHU.

I[Ipuponso ce mocraBmba IUTam€ NOKA3WBaH-a HejeTHAKOCTH Koje oOyxBa-
Tajy MEOIOBUTE XWIIePOOINIKO—TPUTOHOMETPUjCKE MOJIVMHOME jelHe IIPOMEH-

JbUBE, Tj. TMOJUHOME OOJIUKA

n
g(x) = Zaixm cosh?z sinh™x,
i=1
a; € R\ {0}, pi, qi,mi € Ng, n € N. OBakBu IOJIMHOMU Cy €JEMEHTU DalllpPera
IPCTEHA PEATHUX XUIEePOOJIMUIKO-TPUTOHOMETPHU)CKAX ITOJMHOMA, Yy O3HAIN
Rz, coshz,sinh z]. TIpemver mcrpaskuBama mere TIaBe je yIpaBO METOI I0-
Kas3uBama HejenHakocTtu obumka ¢g(x) > 0, 3a x € (a,b) C R, a <0 < b, xoju
je Hactao mpuiarobaBameM MeTOmA OMUCAHOT y TJaBu 4 OBOj HOBOj KJACHU
uHejennakoctu. Canpskaj mere ruase je ob6jaBibeH y pany [56]. 3a usnoskene
METOME MOKA3UBAHa MCIUTAHA j€ W MNOKA3aHA HUXOBA MOTILYHOCT.
Hajsan, y rinaBu 6 cymMupaHu Cy 3aK/bYyddyd Y HABENEHU HEKU MIPABIU

oynyher pana.

3axBaJsyjeM ce cBOM MeHTODY, npod. np Bpaunky Manemesuhy, aa anra-
KOBamy, MOMONYM, MOAPII U PA3yMeBalkhy TOKOM pajla Ha OBOj AUCEPTAINjU.

3axBaJmyjem ce upod. np Anercanapy Jlunkockom, mpod. ap 3opaHy
[Terposuhy u mpod. ap Hebojmm VMrkommuHoBMhy Ha AparoneHVM caBeTHMa
1 KOMEHTapuMa KOjU Cy 3HAUajHO YHAIPEIUIV CAAP:Ka] U KBAJUTET OBE NU-
cepTanuje.

Ilparum Koserama, nprjaTebuMa U KyMOBUMA 3aXBaJbyje€M Ce€ Ha TOME IITO
Cy Ce YBEK MHTEPEeCOBaJIM KaKO HAIpeAyje pPal U mTO Cy Me OOIpuIn ma Ha
UCTOM VICTPAjeM.

Hajsehy 3axBasHOCT, KOjy je Temko m3pa3uTu peumMma, oceham mpema
CBOjUM POIMTEUMA U CYOPYTYy KOJU CY CBOjOM MOAPIIKOM U Pa3yMeBameM
yJlenmanu Moje ITpodecrnonasHo ycappmasame. OHU Cy yBek Ouau Ty u Bep-
OBaJI y MeHe U OHAa Kana cama Hucam. CBako o4 HUX je, Ha CBOj HAUNH,

JOOTIPUHEO OBOj AMCEPTAIN]jU.

Beorpan, anpun 2018. Musuya Maxpazuh



I'NIABA 1

PAKTOPU3SAIINIJA Y JOMEHRY

1.1 IIpocTm m MakCMMaJIHU M IOcaJI

Y oBOM moOTJyIaB/BY OAT jeé KpaTak MOperjen Teopuje Koja ce OTHOCHU Ha

OPOCTEe M MaKCHAMAJIHE uieaJe, npeMa Kmurama (7, 28, 44].

Hepunnnmja 1. Komyrarusas npcrern A ca jequHAIIOM y KOME HEMAa MIPABUX
neanrespa Hyne, tj. (Va,be€ A) (ab=0=a=0Vb=0), 30BeMO UHTErPATIHA

nomeH (06JaCT Meanx) WM CaMO ITOMEH.

Heku on mpumepa momeHa cy: OpcTeH Z, CBaKO MOJbe je IOMEH, IPCTEeHU
nosnueoMa Zlx] u R[z|, npcreH mommHOMa n NPOMEH/LUBUX Ca KOMILIEKCHUM
rkoepumumjentuma Clzy, ..., x,] (Tj. npcTrern momuHOMAa YMjU Cy KOe(UINjeHTH
U3 IOMEHA), IPCTEH Z, 3a IpocT OpOj p UTA.

Y HacTaBKy, YKOJIMKO Ce He Hariacu apyraduje, ca A hemo osnauasartu
nomeH. Y3 to, A* mpencrasmahe mynTunaukatusHy rpyny jemuHuna (Tj.

rHBepTUOMIIHE esleMeHTe) noMeHa A.
Hepununmja 2. Unean P momena A je mpocT ako:
P#A n abe P = (ac€ PV beP).

EKBUBaJICHTHO Ba:kM Ja je KOIWYHUYKY HpcTeH A/P momes.

Ha npumep, ckyn cBux mapHUX OpojeBa je MpoCT uaeat nIpcTeHa Z; y ITpPCTeHy
Z[r] mmean remepucan ca 2 U T, Tj. NPCTEH MOJIUHOMA YUjU Cy CBU Koedu-

nujeHTu napHu, je mpoct umead. C ob3upom ma je HyJaa umeaa y AOMEHY



YBEK TPOCT, IPOCTE MAeajie pas3jandure oA HyjJe 3BaheMo npasum npocmum

u0easuUMa.

Heoumaunuja 3. Unean M nomena A je MakcuMajaH ako:
M#A u MCICA= (I=MvVvI=A).
ExBuBaJsieHTHO Basku Oa je KoamuyHudky npcrer A/M mospe.

Iakme, MakcuMaaH UAeaJI je IpaBU UAeaJ 3a KOjU He IMOCTOjU IPABU U
Pa3MUmnT Ol Hera KOju T'a CaaAP:KU Kao C¢BOj moiackyn. Ha mpumep, y npcreny
7 MAKCUMAJHNM WICAJTU Cy TJIaBHU mpeanu (Bumetu nedpuHunujy 17) reHepu-
caHM mpocTuM OpojeM (Oommruje BakM a Cy CBU HEHYJITH, IPOCTU KAEAIIN
y TJIABHOMIEAJICKOM IOMeHYy (BuaeTu nepuunujy 18) MakcHMasHN); ako je
F mome, jemuau makcumanad uaead je {0}; MarCUMaJIHU nmeasn y MPCTEHY
nosnuaoMa Clz] cy rnaBau mneanu renepucanu ca x — ¢, 3a ¢ € C.

Ha ocuoBy nmperxomse nBe nepuHUIMje MOKEMO 3aK/LYUYUTU Ia je CBAKU

MakKCUMaJIaH acaJl JOMEHA IIPOCT.

Iebouaunuja 4. 3a enement p # 0 nomena A kaxkeMO na je aToM Mau na je

HepacCcTaBJ/bUB aKO:

pEA" m p=ab = a€ A" Vbe A

Hedpuaunuja 5. 3a enrement p # 0 momeHa A KakeMoO 7a je TPOCT aKo:
pgE A" m plab = plaV p]|b.

[IperxomHO HABEAEHU TOJMOBU MOTY C€ HA €KBUBAJICHTAH HAUWH OKAPAKTEPU-

catu moMony mumeaJia.

Teopema 6. Hexa je p # 0 eaemenm domena A. Tada sancu:

(1) p je npocm axko je (p) npasu npocm udean;

(17) p je amom axxo je (p) maxcumanarn mehy c6UM NPABUM 2A08HUM UOEAAUMA
y A.

Beza namebhy nmpocTtux u HEpPACTABHUBUX €JIEMEHATA Y MPOU3BOJHLHOM HO-

MeHy naTa je ciaenehum tBpbhemem.



Tepbeme 7. Csarxu npocm eaemenm y 0omMeny je HEPACMABHUS.

IIpumep 8. Y momeny A = Z[i\/5] enement 2 je HepacTaB/LUB, AIK HAjE IPOCT.
Hajope, umamo na je

Z[iV5) == {p(iV5) : p € Z[X]}.
JacHo je ma m3 mepumHMIIje crenu na je
Z[iv/5] = {a + biv5 : a,b € Z}.

[Toraskmmo npBo ma je 2 atom. IlpermocraBumo na je 2 = wv. O3HaumMoO
ca N(z) := 2%, 3a z € Z[i\/5], nopmy enementa z. Jacuo je ma je N(z12) =
N(z1)N(z2), 3a cBe z1,29. IIpema tome, nobujamo na je N(2) = N(u)N(v) =
4= N(u)N(v). Harme, moryhuoctu cy (N(u), N(v)) = (£1,44) (umm o6puyTO
ako u u v 3amene mecra) u (N(u), N(v)) = (£2,£2). 3a u € A Basgku N(u) =
uti = (a+biv/5)(a —biv/5) = a? +5b?. VaBepTubunau eqement y A cy oHnm ca
HOpMOM +1. Jemuna memobpojHa pemema jemnaunne a’ +5b% = £1 cy a = +1,
b=0, ma je A* = {1,—1}. Mebyrum, raro y momeny A Hema esemeHaTa ca
HOpMOM 2, jep jemmaumua a’ + 5b? = 2 HeMa MeJOOPOjHUX pelema, CAeId Oa
je N(u) = £1 mam N(v) = £1, na u3 unmeHune ga je 2 = uv, CIead Oa je
jeman on ¢akTopa mHBepTHOMIaH. 10 3ampaBo 3HaAUYM Oa je 2 HePACTABJLUB
eJIEMEHT.

Ocraje ma mokaskemo ma 2 Huje mpoctT. 1o Bummmo u3 ciaeneher mpumepa:
216 =(1+iV5)(1 —iV53),
21 (1+4V5), 21 (1 —iV5).

[Mocnenme Baxu jep cy 1 +iv5 u 1 — iv/5 HEPACTABIBUBU €JIEMEHTH, IITO CE
Moske Bumeru mopebemem HOpMu. 3ampaso, ako je 1+ iv5 = uv, ouma je 6 =
N(u)N(v). Harme, moryhuoctu cy (N(u), N(v)) = (£1,46), (N(u),N(v)) =
(£2,43), unmu o6pHYTO, Kaga u 1 v 3aMene Mecta. Kako jemnauwmne a’+5b% = 2
u a®> + 5b? = 3 memajy memobpojHux pemema, mMopa outu N(u) = +£1 umnm
N(v) = £1, ma je 1+iv/5 atom. Auanorso Basu na je 1—iy/5 arom. Onasme

MOYKEMO 3aKJLYUUTU 1a je O0poj 2, koju je mpocT y Z, u3rybmo TO CBOjCTBO Y

Z[iV/5].

Makcumasan nmeas y CBaKOM IOMEHY MOCTOjU. 3ampaBo, Baxku ciaeneha

TeopeMma.



Teopema 9. Hexa je I npasu udean y domeny A. Tada nocmoju mMaxcumarah
udean M 3a xoju je I C M.

1.2 <PaxkTopm3anuja 1 JIOKAJIMU3AIMjA

Y oBOM morJNaBAby dAT je KpaTak IperJiel Teopuje Koja ce OTHOCU Ha

pakTopuzanujy y ZOMEHy U JOKaJIU3anujy noMeHa, npema [13, 19, 28, 75, 84].

Hepununmja 10. Exementu ¢ u b nomena A cy npunpyskenu ako Ju € A*
TakKo na je a = ub.

Ouurnenso je ma je IpUAPY:KEHOCT eJieMeHaTa pejalnnja eKBuBajennuje. Axo
je eJleMeHT a HepacTaBJbUB, OHIA je TO U CBAKU HeMYy IPUIPYKEH eJIeMeHT.

OBO Ba:ku U 34 IIpocTe eJIeMeHTe OOMCHaAa.

Hepununmja 11. lomen A je aToMudan ako je CBAKU HEHYJTU, HEMHBEDTU-

OuaH eeMeHT Ipom3BOO aTOMa.

Hedpuaumuja 12. Jomen A je nomes ca jeqHo3HAUHOM GarkTopuammjoM (paxk-
ropujasan, UFD) ako 3amoBomasa caenehe ycmose:

(i) A je aromunuan;

(ii) Parropusanuja je jennosnauna y cuaenehiem cmucay: IlBe atoMuune pak-
TOpU3alluje UCTOT ejleMeHTa a € A jemHake cy IO Ha pelocien aToMa y (hak-

TOpI/IBa]_II/IjI/I 1 00 Ha MHOXKCHHE I/IHBepTI/I6I/IJIHI/IM CJIEMECHTUMA.

[Tpema tome, ako je A UFD u a € A Tako na je:

a=pip2.--Pn = q192 - - - 4m,

rae cy p; u ¢; aromu y A, Mopa 6utu n = m, u y3 oarosapajyhy mperyme-
pamujy p; U ¢; Cy UPUAPY-KEHU, Tj. P; = U;q;, 38 u; € A*.

Tepbeme 13. Hexa je domen A UFD. Eaemenm p € A je npocm axko je amom.

N3 oBor tBpbhema BummMoO na y (aKTOPUjaJHUM TOMEHMMa HEPACTABJLUBU
€JeMEHTN KOJU y4YeCTBY]y y (axkTopu3anudju MMajy jade CBOJCTBO - IIPOCTU

cy. Umak, Tpeba Outw oGa3puB y nmpuMeHaMa OBOT TBpDhema.



IMpumep 14. Y mpcreny A = Z[V3] Bawu 2 - 11 = (5 4+ /3)(5 — V/3), omaxme
Oy MOrJIM 3aKBbYyUnTH Ja GpakTopum3anuja Huje jenHosnauna. MebhyTuw, Z[\/ﬁ]
jecte UFD. OBo ciemu u3 unmenune ga npocTtu meau opojesu 2 u 11 y npcreny
Z[\/g] HUCY aTOMH, TIa TUMe Hu npoctu. Biaementu o = 1+v/3 u f = —14++v/3 ¢y
OBJle HEPACTABJLUBU, j€P aKO IPETIOCTABUMO Ma je ( = UV, CIAEAN jeTHAKOCT
Hopmu N(a) = N(u)N(v), tj. —2 = N(u)N(v). OmaBne cuenu na mopa Gutu
N(u) = £1 naun N(v) = +1, ma cy jeaunu menutesu O6poja « TPUAPYKEHU
weMmy. IIpema Tome, a je arom. M3 uctux pasmora u f je atom. Caudno ce
MOK€e TOKAa3aTUu na cy enxeMeHTH v = 1 + 2V3md=—-1+2V3 HepacTaBJLUBU
y OBOM IpCTeHy. YoumMmo na je 5+ 3 = ad u 5 — /3 = (7. Jemmaroctn
2=af n 11 = 70 nokra3yjy ma 2 u 11 mucy aromu. Meby ¢arropuzamnujama
2-11, (54+v3)(5—v3) n (1+V3)(—1+V3)(1+2v3)(—1+2v/3) 6poja 22, camo

nocjiellha je aTOMUYHA Tj. (paKTOpU3aIyja y CMUCIY Halle Te(UHULI]e.
Tepbeme 15. IIpocma gaxmopuszayuja esemenama 0omera ysex je jeOH03HaHa.

Kombunyjyhu nperxonna tepbema, ycnosu (i) u (i) u3 nedpununuje 12 ce
MOTy 3aMEHUTU €KBUBAJIEHTHUM yCJIOBOM:
(iii) CBaku HEHYJITH, HEMHBEPTUOUIIAH €JIEMEHT NOMEHA UMa MPOCTY (AKTO-
pusanujy.
Y crnamy ca TuM, majemo u cienehy mepuHUNN]Y.

Jepuunmuja 16. Jomen A je UFD ako 3amoosmasa ycuos (iii).
IMoacerumo ce cama rnaBHOMmEAJCKOr momeHa, npema [70].

Hepunnrnuja 17. 3a a € A unean (a) = {r-a : r € A} ce Ha3uBa IrIaBHU

naeaJ reHeprucaH eJeMEeHTOM a.

Hepunuaunuja 18. lomen A je raasnounneascku (PID) yrkonuko je cBaku muaead

y HBeMy TJIaBHU.

Ha npumep, Z u K[X], 3a upou3BosbHO nosbe K, Cy TIaBHOUIEAJICKA JOMEHN,

nok Z[X] Huje riaBHOUAEATICKU JOMEH.
Teopema 19. Ceaxu 2aasnoudeancku domen (PID) je u domen ca jeOnosnauHom
paxmopuzayujom (UFD).

3a onpebeHe Kimace nqoMeHa jemaH O HAUMHA 3a padyHame HajBeher 3a-

jemauukor menutesma je Eykmmumos! amroputam.

'Eykmn s Anexcamnpuje (oko 330. mHe. - oko 275. MHe.), aHTUUKA MaTeMaTAIaD



Hepununmja 20. Homen A je Eyknumos ako mocroju ¢yHKIMja
¢ : A\ {0} — Ny ca ocobunama:

ab # 0 = ¢(ab) > ¢(a);
(Va,be A, b#0) (3g,r € A) a=bg+1r 1 @) < pb).

IIpumep 21. Herku on mpumepa EykaumoBux momena cy:

1. [Tome K ca eyrmmackom ¢yurnujom ¢(x) =1, 3a cBako x # 0;
2. Ilpcren Z ca eykmunackoM ¢yHKIujoM o(n) = |nf;

3. [Ipcren mosuuoma Ham momeM K ca €YKIUACKOM (GYHKIjOM
¢ : K[X]\ {0} — Ny medunucanom ca ¢(p) = deg(p).

dyurmmja ¢ u3 nperxonue nedpurunmje je Eykmunos amropuram. OH HE MOpa
IOCTOjaTH, & U aKO MOCTOju He Mopa Outu onpeben jemnoszmauno. Rapakte-
puctura EykmmnoBux moMmeHna je ma ce y HBUMa MOXKE CIPOBECTHU aJTOPUTAM
nelbema ca OCTATKOM. KEiseMenTte ¢ m r n3 neduHMnuje QyHKIUjE @ 30BEMO

CYRINACKUM KOJIMNYHUKOM 1 OCTATKOM.

Teopema 22. Eyxaudos domen je 2aa8HOUdCaACKY, NG MuMe Ut 0OMEH ca JeOHO-
BHAYHOM Harmopusayujom.

I[Ipebumo canma Ha BaskaH METOX 40KAAU3GYUJE, KOJUM Ce O AATOT AOMEHA
mpesia3u Ha HOBU JAOMEH, a Y KOMe CY HeKU m3abpaHu eJeMeHTU W3 MOUYEeTHOT

OOMeHa WHBEPTUOUIHU y HOBOM ITOMEHY.

JHepunuannuja 23. Hera je A nomen u S C A\ {0}. 3a ckyn S raskemo na je

MYJITUIINKATUBAH ako 1 € S u ako u3 s,t € S canenu na st € S.

Heka je S 6mmno roju myntuniaumkatuBaH noickyn momena A. Ha ckymy

A x S medpuuumeMo penanujy ~ ca:
(a,s) ~ (b,t) <= ta = sb.

Ouursenso je ma je ~ pejanuja eKBUBaJEHI]E.

Ca S™'A o3naumMo CKyn CBUX KJaca €KBUBAJICHIAjE, a Ca £ Kyacy eKBU-

Basennuje enxementa (a,s). Ha S™'A mepunmmenmo onepammje + u - ca:

|

b ta + sb
+oim

S st



ab _ab

st st
Crpyrrypa (S7'A,+,-) je komyTaTtuBan npcren ca jemuaunom. Osaj mp-
CTEH Ce Ha3UBa JIOKAJU3alnja JOMeHa A y OfHOCY Ha MyJITUILIMKATABAH CKYTI

S. 3a S7'A kopuctu ce u o3Hara Ag.

Hanomena 24. 1. Y nomeny A je ¢ = %’ akko at — bs = 0.

2. ITocroju mpuponar xomomop¢usam i : A — Ag mar ca i:a — 1,

ommreM caydajy Huje 1-1. Ipumerumo za je ker(i) = {a | § =0} = {a | as =0,

Koju y

s € S}; mpema tome ker(i) = 0, Tj. i je 1-1 akgo S He caupKu meauTesLe HyJIE.
[MTomro je A momen, To je ¢ 1-1. Y cayuajy ma je i 1-1 cmarpamo ma je
A< Ag, Tj. Ag je pammpeme momena A.

S

3. Axo je s € S, Tama je % =1y Ag, ma je As HOBU DOMEH y KOME CMO

noverny A monanu mEBepTHOUIHE eneMeHTe u3 S.

Yromuko je S = A\ {0}, y npcreny S™'A je cBaku eneMeHT pazaMuUUT
on HyJle MHBepTUOUIaH, Ma je y oBoM ciayuajy S 1A Tj.Ag mome. OBo nome
HA3UBa C€ NOMHE PABNOMAKAG WA KOAUYHUYKO nose noMeHa A m o3HauaBa ce
ca Q(A) nnmu Frac(A). Tume je mokazano na ce, Ha OBaj HaAYUH, CBAKA TOMEH
MOKe YTONUTU Y HEKO moJsbe. [Ipumernmo na je oie S HajIMpU MOACKYI MO
KOMe ce Moxke JokanmszoBaru. Cy:kaBameM ckyma S, oxrosapajyhe gokamu-
samuje S™'A 6uhe noTnperenn kommuraMuKor noska Frac(A), ma mHa mokanuza-

I_II/Ije JOMEHa MOKEeMO IJjiegaTr KaOo Ha IIOTIPCTEHE HeroBOr IMOoJba pa3JIOMaKa.

Hera je B pamwupeme momena A. MuTepecanTHO je mocMmarpaTu (GpakTo-
pujanHOCT M y pamupery. Ha mpumep, ako je A = Z u B = Z[i\/5], mmamo
na je A momen ca jemHosHayHOM (akropuzanujom, a B auje (mpumep 8).

On mocebHOr 3Ha4Yaja je Besa Mehy MpoCcTUM nmeajuMa AOMEHA U HerOBOT
pammpema. Axo je P < B mpocr unean y B, ounma je PN A = P npocr mmea
y A, Koju 30BeMO Kowmparyujom umeanda P. Axo je P mpocr mmean y A,
ouna umeasn PB < B 30BeMO excmensujom uneana P. YuuBepsamane ocobune
Koje cy 3HauajHe y cBakoMm pamupewmy cy: LO (lying-over, narkpusame), GU
(going-up, pacrt), GD (going-down, onaname) u INC (incomparability, meymo-

peauBoCT).



Hepununmja 25. Heka je B pammpeme npcrena A. Ozmaummo ca P u )
npocte uneane y A, u ca P u Q mpocte uneane y B. Ilap (4, B) 3anoBomasa
penom LO, GU, GD u INC, ako je ucnymeno:

(LO) VP 3 P tako na je PNA=P.

(GU)VP VYQ VP (PCQ, PNA=P) (3Q) Tako naje PCQ, QNA=Q.
(GD) VP VQ VQ (PCQ, QNA=Q) (3P) tako na je PCQ, PNA=P.
(INC)VP VQ PNA=QNA—P=Q.

Besa usmeby mmeana y momeny A u merosBom pammpemy Ag HOTIyHO je
onpebena TeopeMoOM O KOPECIIOACHIN)U.

Teopema 26. Hexa je A domen, S C A MYyAMUNAUKAMUEHO 34MEOPeEH NOOCKYN
u Ag odzosapajyha soxkaruzauuja domena A.

(1) Ceu udeasau uz Ag cy excmensuje udeanra uz A, mj. obauka I Ag 3a nexu udean
I < A. Ipeyusnuje, J = (J N A)As 3a ceaxu udean J < Ag, u npecaurkasamwe
J — JN A je pacmyha unjexuuja ypehenoe ckyna ceux udeara uz As y ypehen
ckyn ceux udeasa u3 A.

(12) Ipocmu udeanru uz Ag cy y Y3ajamno je0H03HAUHO] KOPECTOEHUUIU Ca NPOC-
mum udearuma uz A Jucjynkmuum ca S. IIpeyusnuje, axo je P <1 Ag npocm,
npecaurasawe P — PN A cxyna ceux npocmuz udeara u3 Ag y cxyn npocmux
udeana u3 A oucjynxkmuus ca S je bujexkmueno u wyea ypehewe.

OBa TeopeMa KOPUCTHU C€ y MOKA3y HApEeIHE BasKHE TeopeMe.

Teopema 27. Heka je A domen ca jednosnaunom daxmopusayujom v S C A
myamunavkamuero sameoper nodckyn. Tada je u Ag paxmopujaran domen,
mj. aokaausayujae UFD-a je UFD.

1.3 <Pakropusamuja y Herepunum n
Jle nekuHIOBUM OOMEHMMA

Paznuuure kiace KOMyTaTWBHUX NIPCTEHA HUCY (AKTOPUjaJHU MTOMEHU.
Herxu onx mux mMajy HemTo caabduja CBOjCTBa, KOja MOKEMO TMOCMATPATU Kao
HEeKy BDPCTY YOIMITema jeaHosHaune ¢paxropusanuje. Y Herepurum?® mpcre-
HIMa, YMECTO (akTopu3aiyje eIeMeHaTa IocMaTpa ce ,paxropusanuja’ nme-

ana. JemHo3HauHa (akTopm3anmja ereMeHaTra y npousBosn aroma y UFD-y ce

2Amalie Emmy Noether (1882-1935), nemauka maTemaTUdapka



y HeTepI/IHI/IM IOIpCTEeHUMAa MOKE€ 3aMEHUTU IIPUMaPHOM ,I[GKOMHO3I/II_[I/IjOM niue-

ana, mnok ce y Jlenexkunmosum®

noMeHuMa, nocebHoj knacu HertepurHux no-
MeHa, MOKe 3aMEHUTHU jeTHO3HAYHOM ,,(paKTopu3anujoM”’ muaeasa y MIPOU3BOL
IPOCTUX UACAJIA.

He¢punumumo cana Herepun momen mpema [7].

Hedbuaunuja 28. Komyrarusan npcrer A je Herepun ako 3amoBo/baBa HEKH
Ol EKBUBAJIEHTHUX YCJIOBA:

1) Ceaku pacryhwu nanan npeana y A je xkonauan (ACC).

2) CBaku HempasaH CKyI uieaja y A mMa MakCUMaJaH eJeMeHT Y OTHOCY Ha
WHKJY3U]Y.

3) Csaku nmeas npcrena A je KOHAUHO TeHEPUCAH.

Herepunu npcrenu umHe mMpOKy M BeoMa 3HauajHy kiaacy mpcreHa. Ca
CTaHOBUINTA (aKTOpU3AIMje HAPOUYUTO Cy 3aHUMILUBU JleIeKMHIOBU U TJia-
BHOUMIEAJICKM JOMEHH, Kao nmocebne kirace Herepurux nomena. Osne he 6urn
CIIOMEHYTE CaMO HEKe O]l TeopeMa Koje ce omHoce Ha dpaxropusanujy. Ilerass-
HUja aHAJIM3a OBUX IIPCTEHA, KAO M JOKA3U CBUX HaBEICHUX Teopema 1 TBPhe-
wma Mory ce Hahu y [13, 48, 59]. Jenna on HajBa)KHUjUX TeOpeMa BE3aHUX 3a

oBe mpcTere je Kpynosa! rimasmonmeancka Teopema, Koja ruiacu:

Teopema 29. Hewxa je npcmen A Hemepun, x € A, x ¢ A* u P munumanran
npocm udean npcmena A xoju cadpacu enaswu udean (x). Tada je ht(P) < 1.

Cneuujaaro, axo je A domen, saxcu jeonarxocm mj. ht(P) = 1.

ITpucetumo ce mojMa MmunuMmaanoz npocmoz udeasra, nupema [75], Koju ce

jaBba y IPETXOTHOj TEOPEMMU.

JHe¢unnnuja 30. [Ipoct unean P je Bucune niau paura n, y osuauu ht(P) = n,
aKo IIOCTOjM JaHall IPOCTUX uieala P = [y 0 P 2 ... 2 P, u HeMa Iy:KUX

JlJaHana. HpOCTe naecaJyie BUCHUHEC 1 3o0BeMO MUHUMAJHUM IIpoCTUM HOeaJirIMa.

MH&‘IG, MaKCHUMaJHa OYsKMHa IIOMEHYTOr JIaHIa IIPOCTUX MAeaJa AJOMEHAa A
Ha3uBa ce jom u oumeHauja domeHa, y o3Hamu dim. Y oBOM ciaydajy je
dim(A) = n.

3a MUHUMAaJHe IIPOCTe Maease BaKU cienehia Teopema.

3Julius Wilhelm Richard Dedekind (1831-1916), memauru MaTeMaTuuap
4Wolfgang Krull (1899-1971), Hemaurn MaTemMaTudaap



Teopema 31. Hexa je A UFD. Munumaaru npocmu udeasu cy onoa 2ia8HU.
Y HerepuHuMm moMeHUMa je CBAKM pacTynu jaHal uacasa:
LCLCIs...
roHavaHn. Crora, uMaMo [a je U CBaKU PAcCTynu JaHAIl TJIABHUX HAeaja:

(a1) C (az) C (as) ...

KOHAYAH.

Ako mocroju a € A, a ¢ A*, KOju HEeMa ATOMUYHY NEKOMIIO3UIA]Y, TAIa
a HUje aToM, jep y CYIpPOTHOM OW a = @ - 1 OWJIO0 AaTOMUYHO pa3Jiiarame.
[Ipema Tome, mocroje enementu b,c € A, b,c ¢ A* 3a koje je a = bc. Axo
6 b 1 ¢ UMaIM aTOMUUYHY NEKOMIO3UIMjy, OHma Om je mmao m a. Crora,
IPETIOCTABUMO A jemaH Ol BmUX, HIP. b, HeMa aTOMUYHO pasnarame. Tama
MMAaMO:

a=bc=0b|a= (a) G (b).

Kako ¢ ¢ A*, Baku crpora muriaysuja (a) # (b). C o63upom ma (b) mema
ATOMUYHY IEKOMIO3WINjY, OBaj MOCTyNaK Ce MO:Ke HacTaBuTu. Ha oBaj
HAYMH, CBAKOM eJieMeHTY a € A, Koju ce He MOKEe PaCTABUTU HA MPOU3-
BOJZ aToMa, MO:Ke Ce IPUIPY:KUTU CTPOro pacTyu jaHam IIaBHUX HIeasia:
(a) & (a1) & (as) & ... . IloBomaH yCJIOB 3a ATOMUYHOCT AOMEHA j€ YCJOB
KUJaHa OBAKBUX JIaHANA, Tj. CBAKU CTPOro pacTyhu jgaHal riaBHUX Uaeasa
y A je komauaH, uiau ce Moske pehu na 3a cBaku manan (a) & (a1) & (as) & ...
HOCTOjU N TAKO 12 je {(ap) = (apy1) = ... .

Kako kom Herepmuux momena, rie je moromHuje paauT ca KAeavMa,
BAaXKM YCJIOB KUIama JiaHAlla, CJeIn Oa je cBaku HeTepwH momMeH aToMUYaH.
Tume je 3amoBossen npBu ycioB nedpunuiuje 12. Ilpema Ttome, na 6m He-
TepuH AOMeH 6uo ¢parropujasaH, Tpeba ma 3aM0BOLU U APYTU YCJIOB MOME-
HyTe ne(UHUIVje NIV HEKU O BeMOBUX eKBUBAJIEHATA (JeTajbHUje je ONUCaHO
y [75]):

— CBakm aToM je mpocCT.

— CBaka nBa enementa y A umajy H3 L.

Csaxka mgBa enemenrta y A mmajy H3C.
— Ilpecer cBaka mBa rnaBHa umeana y A je rimaBHu maead.
C tum y Be3u, HaBOOUMO TBpDhHeme Koje maje oAroBop Ha HUTAH.€ Kaua je

Hetepun nomen UFD.
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Tepbeme 32. Hemepun domen A je UFD axo zadosomasa jedan 00 caedehus
ycaoea:
(1) Ceaxu amom y A je npocm.

(17) IIpecex enasnuz udeana y A je zaasnu udean.

ITopen oBora, npumeroM KpyJiioBe riaBHOMIEAJICKE TEOPEME MOMKE Ce TO-
kazatu ga y Herepunum momenmMa Basku u obpar teopeme 31. C tuMm y Be3n,

Basku ciaeneha Teopema.

Teopema 33. Hemepun domen A je UFD axko je ceaxu MUHUMGAGH NPOCM

udean P 2nasnu.

Y macraBry, 6aBulieMo ce mMpUMapHOM AEKOMIIO3UIjoM umaeaa y Here-
punuM nomeruma. Duhie nat kpahu npuka3 oBux pasnarama npema [44], roe
ce Moke Hahu meTrasbHUjU ONUC OBE TEMATUKE.

Heka je A ramaBroumeasicku momen, tume u UFD, u a € A HenysiTu, HewH-

BepTubunan enement nomena A. Tanma a mMma mpocTty ¢akTopu3anujy:

a=Dp'py ... ptk. (1.3.1)

[TpocT mpean momena A je Ha HEKM HAYMH yOIIITeRme mpoctor 6poja. Omaro-

Bapajyhe yommreme cremneHa mpocTtor 6poja je npumapar udean.

Hedpmaunmja 34. Vnean [ < A je npumapan axo: ab€ [ = a € IV b € I,
3a Heko k > 0. Unean [ je mepacraBmus ako: [ = JJNK = [I=JVI=K,
3a cBe ugease J, K npcrena A 3a koje je [ CJul C K.

Jacno je ma je cBakm mpocTt mmean npumapan (3a k = 1), mox ob6paTHO He
MOpa 1a BaiKu.
Ako ymecto enemenara nomena y (1.3.1) mocmarpamo mpease, To 6u 3Ha-

YMIIO A CBakKM mpaBu maead (a) <l A uma jerHO3HAUHY ,,(pakTopusammjy” :

(a) = (p1)" (p2)"™ - (p&)™ = (p1)™ OV (p2)"™ (.. O (pi) "™, (1.3.2)

rae cy p; upoctu exementu, n; > 0 u (p;)™ = (p;*). OpaBme MOM¥KEMO 3aKIby-
UATHU Oa je apUTMETHUKA TJIABHOMICAJCKUX MTOMEHA CIAMYHA APUTMETHUIM Ip-
creHa Z, mTO UX YMHMA yIOOHUM 3a pamx. Moske ce mokaszaTu na uueauu (p;)™
y nexommosummju (1.3.2) umajy ocobuny: be € (p))™, b & (p;)" = ¢ € (p;)™,

Tj. oHU cy npumapHu. [lakie, BUANMO na ce CBAKU UIEAJ I'JIABHOUIEAJICKOT
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JOMEHA MOKE HA JeUHCTBEH HAUUH PA3JIOKUTHU Y MPECEK MPUMapPHAX UICATA.
Y raasHOMmeasckum momeruma je (pF) = (p)*, ma je csaku mpumapam ummead
crenen npoctor uaeasa. Mebhyrum, To He Basku y npoussosmroM Herepunom
nomeny. Hmp., y mpcreny nommaoma k[X,Y]| man momem k umean (X,Y?) je
npuMapaH u Huje cremneH npoctor. llum mHam je ma mobujemMo HEKy BpCTY
YOTIITeHa jeIHO3HAUHE (AKTOPU3AIje UIeala y OBUM IOMEHUMA, [a CTOra
MPOU3BO MEHAMO IIPECEKOM UAeasa, JOK CTElNeH MPOCTOr MEHmaMoO IpUMap-
HUM WI€aJIOM.

Moske ce mokazaTu na je v HerepwmHuMm momeHUMMa CBaKU HEPaACTABJHUB
unnean npumapan (Buzetu [7]). Cremen mpocTor umeasa HEe MOPa OUTU IpU-
MapaH, HUTU OpuMapaH mMopa outu crened npoctor. CTenenn MakCUMaJHUX
uneasa cy npumapau. MebhyTum, cBakom mpumapHoM umeanxy () MOKEMO

OPUAPY/KUTHU jeIaH MPOCT UAEAN, HeroB Paduka.i

P=yQ={zxecA|z*ecQ 3amexo k >0} = ﬂ J.
J2Q,J mpoct
Y tom cayuajy, kaxkeMo ma je () P-npumaparw niau ma je P npudpyxcen npocm
udean umeasy (. 3a mpumapas uaean Q, unean P = /() onpeben je jemmo-
3HAUYHO, aJu uneas P Moxke OUTU TPUAPY:KEH WM APYTUM IPUMAPHUM KA~
muma. Hnp., y npereny Z npumapuu uneanu (p2), (p®), ... umajy uctu npuapy-
sked mpoct uneads (p). CBaku umeas je camp:kan y cBOM panukaiy. Vnease
KOjU Cy jeqHAKN CBOM DAIUKAIY 30BEMO padukasnum udeanuma. CBaKU TPOCT
umeas je mpeMa Tome u pamuiaiaH. Ako je [ paaukasaH maeas, OHOA je:
[=VI=()P
PDI
a je paauKajaH uaeaJ Ipecek GaMuianje IPOCTUX MAeasia KOJU T'a CaIpiKe.
MoskeMo ce y 0BOM IPECEKy OTPAHUYUTHU CAMO HA MUWHUMAJIHE MIPOCTE MAEAJe
Han [, kojux je y HerepmuoMm mpcreny koHauyno mHOro. Ilpema tome, cBarm

pamukanaln uneas HeTepuHOr mpcTeHA je Ipecek KOHAYHO MHOTO MPOCTUX.

Hedbuannuja 35. Unean [ < A uma nprMapHy TeKOMIO3UIA]Y AKO IOCTOje
npuMmapuau uneaau Qq,...,Q, TakBu ga je I = Q1N ...NQ,. OBa merkoMmmno-
3UIMja je peAyKoBaHa ako HUjemaH ol uueaia (; He caap:Ku MPEeCEK OCTAIUX

U aKo Cy NpUIAPY:keHu npoctu umeaau P, = /(); mehycobHO pa3muuuTu.

YcnoB kupama Jyganana y HerepmHuMm moMeHmMa IToBOJLbaH je ma Oum ce

CBaKM 1acaJl IpeacTaBrMO KaO0 KOHa4YaH IIPECEK HepaCTaB/LUBUX HOeasa. Axo
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Taj YCJIOB He OmM OMO 3aM0BOJHEH, MOCTOjA0 OM MakcuMaJaH uaeaj I ca Tom
ocobuHOM, jep je nomen Herepun. Taj umean Huje HEpacTaBHUB, 1A je jeTHAK
npecery aBa uneasa [ = JNK. Kako cy J u K npeMa npeTnocTaBIy KOHAYHNI
mpeceny HEepacTaBHUBUX Uaeasaa, nodOuja ce KOHTpaaukiuja. llpema Towme,

cBaku uneas I Herepuror momena mMa KOHAUYHY NEKOMIIO3UIA]Y:
I=JnNnJyN...NJ,, roe cy J; HepacTaB/bUBU.

MebyruMm, jemHO3HAYHOCT OBe MEKOMIIO3UIMje HUje UCIYH.eHa U MO:Ke OUTu
HapyIIeHA.

Baxu creneha teopema o mekoMmo3mnuju.

Teopema 36. (Jlackep®~Herep) Hexa je A Hemepun domen u I udean y A.

Tada nocmoje npumapru udeanru Q1,...,Q, maxseu da je:

I=0Q1NQ2N...NQy.

Hoearu Q; umajy paszasuvume npudpyxcene npocme udeane P;, u nujedar 00 wnux
HE Cadpxucu npecex ocmaius. Y ceaxoj 0pyz0] npumaphoj oexomnozuyuju 3a I
MOpa bumu n udeara, u CKYN NPUOPYAICEHUT NPOCMUL jE UCTNU.

[Ipema 0BOj TeopeMmm, IPUAPYHKEHM TpocTH maeaau P; = /Q); jemHO3HAUHO
cy oapebenn mmeasmom [, u moTOyHO Cy He3aBUCHU On m300pa IpUMapHUX
rommnounenata ();. Ha oBaj mauun, csakom nneasny [ Herepuror mpcrena mo-
KEeMO TPUIAPY:KUATUA jeTHO3HAUYHO oAapeben mpupoman Opoj n U KOHAYAH CKYI
npoctux uneana Ass(I) ={P, Ps,...,P,}.

Omumumo ykpatko un Jlenexkunnose momene mpema [28, 48, 57|. To cy
[OMEHU Yy KOjUMa Ce CBAKU MAEAJ jeTHO3HAYHO (AKTOPUIIE Y IMIPOU3BOMI IPOC-
Tux uaeasa. OBy OCOOMHY mMajy W TIIaBHOUIEAJICKA MOMEHU. 3a Pa3JIUKY
on uneania, paxkropuzanuja eiemenara lenmekmHIOBOr qOMeHa HE MOpa OUTHU
jemHo3HaYHA. 3aTO Ce Ha OBe IOMEHe MOKe IiiefaTy Kao Ha YOIIITeme rila-
BHOUIEAJICKUX NOMeHa. [leneKnHI0BM NTOMEHU Ce MOTY Ne(UHUCATU Ha Pa3JIu-
ynre eKBUBaJieHTHe HaumHe. Hajuemha nedurunuja /lenekmHmnoBux momeHa

je caeneha.

Hedbwaunumja 37. Homen A je llenexknunos ako je Herepun, murerpasao 3at-
BODEH U CBaKW OpaBu OpocT mmeas y A je makcumanan (Moske ce pehu um

dim(A) < 1).

SEmanuel Lasker (1868-1941), memaukn maxucTa, MaTeMaTwdap U (GpuiIo3od
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ITpuceTuMo ce cama MHTErPANHO 3aTBOPEHUX HOMeHa, nmpema [59)].

Ieboumaunuja 38. Heka je A morupcren npcrena B. Enement a € B je neo

Han A ako mocrtoju MoHudYaH noiauHoM g € A[X] rakas na je g(a) = 0.

Cryn cBux neaux enemenara A’ = {a € B | @ neo nan A} je jeman nornpcren
npcresa B Koju 30BeMO uwmezpastum zameopewem upcrena A y B. Cnenu-
jaano, ako je A’ = B raxemo ma je B wyeao pawupeme npcmena A, a ako je
A’ = A kaskemo na je A uwmezpaano zameopen y B.

THepuuanrmuja 39. Heka je A nomen u k = Frac(A) meroso nosme pasiomaka.

Ilomen A je mHTErpaJiHO 3aTBOPEH aKO jé MHTErPAJIHO 3aTBOpPEH y k.

HeprHnmmMo cana HOjMOBE PA3A0MMDENOZ U UNBEPMUOUAHOZ UOEAN, TIPE-
Ma [44].

JHe¢unnnmja 40. Heka je A momen u k = Frac(A). A-nommonyn I moma k je
paszinomiber uneaa axo nocroju d € A\ {0} rako na je dI C A.

[Tpema oBoj geduaUIMjU, OOMUYHE Maeasn fOMeHa A Cy pa3IOMILEHUI M 30BEMO
UX [eJuM uaeaauMa. Pas3ioMibeH maeaJ je MpaBu Pa3IOMJLEH UIEAJl ako je
pasauuut on HyJse. CKyI CBUX IpaBUX PA3IOMILEHUX MIeaja O3HAYaBaMO Ca
I(A).

3a pasnomiben umean [ momena A meduHume ce meros mHBepsEu [ ! ca:
I'"'=A:I={rxck|zl CA},

rae je k = Frac(A). Ouurnenno ysek sazku [[~! C A. Konx urBepTUObUIHAX

naeasia BaKU U OOpHyTa WHKIY3HUja, Tj. AePUHUINja TIACH:

Hedpuaunuja 41. Paszmommen umean [ momena A je mHBEepTUOUIAH aKO je
117t = A.

Y HACTaBKy HajeMo HEKe OJ Kapakrepuialuja Jle ieKuHIOBUX ITOMEHA.

Teopema 42. V /Jledexundosom domeny A cearu wenyamu udeas je0HOZHANHO

ce paxmopuwe y npoussod npocmur udeana.

Mory ce nHahu u npyre eKBUBAJEHTHE KapaKTepu3aldje OBUX AOMEHa, Kao
u obpat mperxonue teopeme. Heke on tTux kapaxrepuszanuja Ouhe HaBemeHe
y cryony HapenHor TBphema. Jlokasu cBUX eKBUBaJIEHIja MOry ce Hahu y
[13, 44, 57, 78].
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Tepbeme 43. 3a domen A caedehu ycaosu cy exeusasenmmuu:

(1) Ceaxu npasu udean y A jedwosnauno ce gaxmopuuie y npou3sod npocmus
udeana.

2) Ceaxu npasu udean y A ce gaxmopuwe y npouzsod npocmuzs udeana.

3) Ceaxu npasu udean y A je uneepmubusan.

4) Ceaku pazrommwen udean y A je uH8EPMUOUNGH.

5) Ckyn ceur npasur pasrommenur uleara y A je epyna y 00HOCY HG MHOACEDE.

)

)

)
6) A je Hemepun, uwmeezpaaro sameopen u dim(A) = 1.
7) A je Hemepun u Ay je DVR 3a ceaxu marxcumanan udeas M y A.
)

8) A je Hemepun u Ap je DVR 3a ceaxu npocm udean P y A.

W3 jemno3snauHe ¢akTopumzanuje muaeajia HE MOpa Ja CJIeOW jeTHO3HAYHA
parropusanuja enemenara (Bumeru npumep 4.4.1. u3 [75]). He mopa na Ba-
su H1 06pHyTO. Ha mpumep, npcren nonmuuoma k[X, Y] wax nomem k je UFD,
anu Huje lenexunnos, jep je mumensuje 2. OnHoc pakTOpU3alnUje eIeMeHATA

u uneaJsa maT je ciaenehoM TeopemMoM.

Teopema 44. /ledexundos domen A je UFD axxo je zaasnoudeancru.

Ilakmne, mperxomHa TeopeMa KapaKTepUIIe [IABHOMAEAJICKe momeHe kao lle-
nekmanose UFD momewne.

Axo ca D oznaunmo knacy lleneknHnoBux moMeHa, ca U Kiacy (parTopu-
janHUX moMeHa u ca § KIacy rIIaBHOMAEAJCKUX NOMeHa, Tana Baxu DNU = G.
Oncryname lenekrHIOBOT HOMEeHA O (AKTOPUjAJHOCTU je 3aIPaBO FHErOBO
oACTyname ol TiaBHOMmeasckor nomena. Osmaummo ca F(A) rpymy cBux
rJIaBHUX pazioMibeHux uneana Jlenexunnosor momena A. Tana je F(A) mon-
rpymna rpyie CBUX HEHYJITUX pasioMisenux uneada [(A), nok je onrosapajyhia
rpymna Koja Mepu OACTymame on raaBHommeasckor, Tj. UFD momena, xosm-
YHUYKA TPyIma:

C(A)=1(A)/F(A).
I'pyna C(A) 30Be ce jom u zpyna xaaca udeanra. OHa je 3ampaBo crenujaial
ciydJaj rpyme kjgaca geamresrba KpysoBor momena. Y3 to je IlemexkmHOos
nomen A UFD akko je rpyna C(A) TpuBujanna, Tj. aKKO je H-eH KJIACHU OPO]
ninu pen rpyue |C(A)|= 1.

3a mcnmTHBabe 3ajenHnYKnX ocobmHa leneknHOOBUX M (hAKTOPU]jATHUX
JOoMeHa, Tj. ¢akTopu3anuje KakKo ejleMeHaTa TaKo U uieaja, 3HaAYajHU Cy

Kpymosu momenu.
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1.4 KpyJoBu nmomMeHuU

IIpe came meduuunuje Kpymnosor momena nepmaucahemo nemmreine no-
MeHa npema [13] u rpymy kmaca genauresba KoMeHa Ipema [31].

Heka je A nomen, k = Frac(A) m I(A) Ckyn CBUX DA3JIOMJbEHUX HICAJA
pasmuuutux on mHysne. 3a P u @ € [(A) nepunummmo penamujy P ucupen’

Q@ ca:
P<LQ<=Vrek' (Az2DP= Az 2 Q).

Axo cTaBUMO
P~Q<P<Q, Q<P

penamuja ,ucupen’ mnocraje ypebeme ma rommunumuroMm ckymy [(A)/~. Os3-
HaunMmo Taj ckyn ca D(A). Eaxementu ckyma D(A) cy kiace ekBUBaJIeHIU]e
pasiaoMmienux uneadna, y osuamu div(P), P € I(A), n 30BeMo ux deaumenuma
domena A. Iemmrenmu riaaBHuX pasnoMisenux mpeana div(Az), x € k*, 3oBy
ce zaaenu deaumenu, y osHauu div(z), v € k*. Ilakue, npema nepuHUINAjA,
pPa3JIOMJ/bEH MIACAJ je CAIpKaH y HEKOM INIABHOM PAa3JIOMJbEHOM MIAeaJy, Ia

UMa, CMUCJIa IOCMAaTPATU MIPECEK

P

(] Az, PeI(A).

AxDP

A

JIepunurmuja 45. Paznommen unean P € [(A) je muBusopcku ako je P = P.

[Ipema oBOj medwmHUIMjU, TUBU3OPCKU UIAEAIU CY HEHYJITU IPECEnUd Hempas-

HUX (aMUIrja [VIaBHUX Pa3JIOMJbeHUX naeasia. VI3 oBora HemocpemHo ciiemu:

x ['nmaBHM maeanu v HEHYJITU TpeCely TIaBHUX WAeajia Cy AUBU3OPCKU HUIe-

aJu.

* HemynTtu npecek amMmimje OIUBM3OPCKUX Maeasa je OUBU30PCKU MOEAI.

x Ako je P muBu3opcku mmeaJt, oHna je Pr muBuzopcku mmean, x € k*.
Iepurummmo cana zpyny xaaca deaumena domena A.

Heka je A momen u k = Frac(A). Enement x € k je cxopo yeo nad A ako

je moruperen Alr| = Y7, Az* on k, remepucan ca A u x, pasnomiben unean

nomera A, tj. ako mocrtoju d # 0 tako ma je da" € A 3a cBako n > 0. 3a

noMeH A RaKeMO Ia je KOMNAEMMHO UHMEZPAAHO 34MEOPEH AKO je CBAKU CKOPO

1eo eneMeHT u3 k camgp:kan y A.
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Hepununmja 46. Y ciaydajy KOMIUIETHO MHTEIDAJHO 3aTBOPEHOT mOMeHa A

rkonmuuHudKy rpyny D(A)/F(A) 30BeMO rpyIoM KjIaca AEIUTEba, y O3HALM:
Cl(A) = D(A)/F(A),
rae je F(A) = {div(z) | z € k*}.

KOH&‘IHO, ,IIe(r)I/IHI/II]II/IMO prJIOB JOMEH. Cse Besano 3a prJIOBe JOMEHE

HaBeZeHO je mpema [13] u [31].

Hepunannuja 47. Jlomen A je Kpynos ako mocroju pamuauja (V;);c; Bamya-
mmonux upcrena, A CV; C k, k = Frac(A), takBa na cy ucnymena cienehia
TPU yCIOBA:

(1) V; cy rnaBrOMeasickn Basyaunonu npcreru (tj. DVR).

(2) A= ﬂz-a Vi.

(3) Ako je a € A, a # 0, oHzA ce a HaJNA3U y HAJBUIIE KOHAYHO MHOI'O MAKCU-

MmasgHux nneasa M; momena V;, Tj. mEBepTHOMIAH je y CKOPO CBAaKOM V.

ITpucetumo ce BagyarmuoHux momeHa npema [45].

JHepunuannmja 48. Hera je A nomen u k = Frac(A). A je Bamyanuonu mnoMmeH
AKO 33a10BOJbABA jEeNAH Ol €KBUBAJICHTHUX yCJIOBA:

1) Va,be A a|bV b]|a,

%) Vabe A {a) C (B v () C {a),

A Veek zeAvateArT AUA=E.

Cnenehom teopemom mara je Beza maMmely BalyallOHUX W MHTETPAJIHO 3aT-

BODEHUX NOMeHa mpema [48].

Teopema 49. Jomen A je unwmezpanno zameopen axxo A = (), Va, 20e cy V,
saayayuory domenu, A CV, Ck, k= Frac(A).

Kaxko je ceaku UFD wmurerpanuno 3arsopen (Bumeru [37]), mpema IpeTxonHO]
teopemu cBaku UFD je mpecer Hekux BajdyanmoHUX TOMEHa, IIa je OBa KJaca
[OMeHa 3aHUMJ/bUBA 110 NUTAkYy ¢Gaxkropujannoctu. llerabHuje 0 BaIyamo-
HUM IpcTeHuMa Moke ce Hahu y [6].

Hapenue nBe Teopeme cy Hemocpenna nocnenuna nedurnnuje Kpymosor
IOMeHa U OCOOMHA (haMmiImje Bajlyaluja Koje ce MOTY HPUAPYKUTU CBAKOM

Ile nekMHEIOBOM TOMEHY.
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Teopema 50. UFD je KEpyros domen.
Teopema 51. /Jledexundos domen je Epynos.

Kako mocroje IlemeknHIOBU AOMEHU Ca HEjeTHO3HAUHOM (PAKTOPU3AIjOM,
Ka0 1 (aKTOPUjaAJHN NOMEHM KOju Hucy lleneknHIOBW, M3 TPETXOMTHUX TEO-
pema Buau ce 3uadaj KpymnoBux momena kao mupe, objemumyjyhe riace, y
OKBUPY KOje Ce MOTI'y UCTIUTATU IHUXOBa 3ajeqHNYKa cBOojcTBa. IIperxomHa Te-
opeMa ce MOyke HOOWUTU m Kao mociaenuiia cienehe teopeme, U3 KOje ce BUIAU
na kiraca KpymoBux momeHa caap:ku U MUPOKY Kiaacy HerepuHux mHTEr paHo

3aTBOPEHUX OOMEHA.
Teopema 52. Hemepun unmezpaano zameopen domen je Kpynroe.

CBaku KpynoB mOMeH je 1 MHTErpaJTHO 3aTBOPEH KAO0 MPECEK BAJIyallMOHUX

[IOMEHA KOJU Cy MHTErDAJHO 3aTBOpeHU (Buaetu [6]).
Teopema 53. Csaxu Epyroe domen je KOMNAEMHO UHMELPAAHO 3AMBOPEH.

Suauaj rpymne knaca gemuresma Cl(A) Kpynosor momena A, mpu ucnu-
TUBaKy (PAKTOPUjATHOCTH, je y TOMEe IITO Ce HeHUM padyHameM MOKe He
camo yrBpautu na qu je A UFD, Beh ce y cynpoTHOM Ha HEKM HAUUH MOKE
,A3MEPUTHU Herosa Hedakropujaanoct’ . Hekn ayTopu Kopucre rpymy Kjiaaca
nenuresba npu nedpurmcamy dparropujasuor nomera A. IIpu tome ce darro-
pujasHu JOMeHU AeUHUITY Kao KpynoBm moMeHu ca TPUBHUjATHOM I'DYIOM

KJaca IeJuTesna, Tj. nepuuHunuja KpymoBor nomena Ha 0Baj HAYWH IJIACH:

Iebpumanunuja 54. A je noMeH ca jeTHO3HAYHOM (HAKTOPU3AIM]OM ako je Kpyn—

o u Cl(A) =0.

OsBa medunmMIIja GAKTOPUjAIHOT JOMEHA CYIITUHCKUA Ce PA3JIUKYyje O pa-
Hujux nepuuunmja. Hbhom ce mpobiieMm jemnosraune parropusanuje y Kpymo-
BOM ZIOMeHY A CBOIM Ha TEXHUKE padyyHama HEeroBe Ipyle KiIaca NeIUuTelha
Cl(A). Osa rpymna maje u OQroBOp Ha NMUTAKkE KOJIUKO je HeKku KpyJsoB momen
ca HejeTHO3HAUYHOM (arropusanujoM ,nanexko” ox UFD-a. Parropmjamnoct
Kpymnosor momena A exBusasienTtHa je TpusujamHoctu rpymne Cl(A), Tj. yc-
JIOBY Ha je CBaKu AUBU3OPCKU uuaeas y A ruasaHu. Bume o oBoMe Moke ce
mahwu y [31].
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Cana hemo HaBecTH jemaH IpUMEp MCOUTUBAKHA (PAKTOPUjATHOCTA JOMEHA
padyHameM HeroBe Ipylle Klaca IeJUuTesba, KOju ce NOKa3aHn Moxke mHahu y
[31, nponosunuja 11.8]. Osaj npumep 6uhe ox moce6HOr 3HAUAja KOX WUCIU-
TUBaWma (PAKTOPUjAJHOCTA NPCTEHA PEAJHUX TPUTOHOMETPU]CKUX MOIUHOMA,

IMTO je mpeaMeT UCTPAKUBama Apyre TilaBe OBe MUCEPTAIM]e.

ITpumep 55. Heka cy maTu IpCTeHN NOJIWHOMHUX (YHKIUja Ha Ccepu:
A, =R[Xo, X1, . X/ (X§+ X7+ ...+ X2 — 1),

B, =C[Xo, X1,..., X/ (Xg+ X7 +... + X2 -1).

Tana Basku:

a)n>3= Cl(A,) =Cl(B,) =0, tj. A, u B, cy ¢parropujannu,

6) n=1= Cl(A)) 2 Z/2Z, Cl(B;) =0, Tj. pakropujanan je camo B,
B) n=2= Cl(A2) =0, Cl(Bs) = Z, 1j. darropujanan je camo As.

Jeramuuju qoka3 oBor mpumepa Moxe ce Hahu y [75].

1.5 JlomeHu ca ciadujuM ocoOmHaMa
¢paxropm3anuje on je THO3HAUYHOCTH

Y mocnenmeM MOTJIaBBYy OBe TiaBe Ouhe mar KpaTak Iperiies HEKOJIUKO
BpCcTa JOMeHa ca ciabujuM ocoOuHaMa (pakTOpHU3almje Ol jeJHO3HAUYHOCTH,
npema panuy [3].

Heka je A momen ca koamunmukuMm nosseM k. VHTepecyje Hac ¢axrto-
puzamuja y A. Jemnosnauny ¢arropusanujy IeGUHUCAIU CMO Yy IOTJIABJIBY
1.2. ITomenu ca jemuosHaunoM (axropusanujom (unique factorization domains,
UFD) cy uHTEH3UBHO mMpOoydYaBaHU M O HUMA MNOCTOJU OINCEKHA JTUTEpaTypa
([19, 31, 82, 83], uTa.). Y HacraBKy ce HABUMO AOMEHMMA Ca HEUITO CJaabujuM
ocobuHAMa (haKTOpU3AlLje.

Ha mouerky oBe riaBe meduHUCAIM CMO aTOMUYHE HOMeHe (IepuHUIM]a
11). Ho6po je mosumaro ma cy UFD, rnasuoumeancku u Herepunm momenu
aromuunu (atomic domains). Ilomen A 3amoBosbaBa ycioB pactyher sanna
raasuaux upeana (acsending chain condition on principal ideals, ACCP) ako ne
nmocroju GeckoHayaH, CTpOro pactyhnwu manar riaBaHux uneana y A. Here-

punu, UFD u ranasrommeascku momenu 3amosossasajy ACCP, ma cy crora
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aroMmuyHu. [IpuMmepu aromMuyHMX mOMeHa Koju He 3amoBossaBajy ACCP mory
ce mahu y panosuma [35, 105].

Ilomen A je momen ca orpanudeHom ¢arxropusanujom (bounded factorization
domain, BFD) ako je atromuuan u ako je, 3a CBaKU HEHYJITU, HEUHBEPTUOUIAH
eseMeHT noMmeHa A, my:kmHa parTOpm3alyje y IpOU3BOL HEPACTABHUBUX €Jle-
MenaTa orpanmuena. Jlame, 3a moMmen A kakeMo [a je mOJy-(parToprjaiaH
(half-factorial domain, HFD) ako je aromuuan m ako je cBaka (pakropusanuja
HEHYJITOT, HEMHBEPTUOUIIHOT ejieMeHTa u3 A y TPpOU3BOI HEPACTABHUBUX €JIe-
MeHaTa jeTHaKe OYy:KUHE, Tj. KaIrOm je X1 ...Tpy = Y1 ---Yp, TAE CY L1, .-, Ty,
Y1, --., Yo HepacTaBmuBu eseMeHtu y A, tama je m = n. OBu momeHu cy
upsu nyT yBeneru y paxy [103]. Takobe cy omucanu u y pany [104]. UFD
je ounrnmemno HFD, anu ob6puyTO He Basku ¢ 0063upoM na je cBaku Kpyios
momer A 3a koju je Cl(A) = 7Z/27Z HFD, npema [104], anu wHuje UFD.

Ilomen A je moMeH ca KOHAUHO MHOIO HEPACTaBhUBUX mesiuresma (for
irreducible-divisor-finite, idf-domain) ako cBaku HeHynTH eseMeHT nomeHa A nmva
HajBUIIE KOHAYAH OPOj HEIPUIPYKEHUX, HEPpACTaBBUBUX neanTesa. OBu n0-
MEHU [IPBU Iy T Cy yBexenu y paxny [36]. Ha npumep, csaku UFD je idf- momen.
Mebhytum, on Beher uarepeca cy aromuunau idf-momenu, Tj. momenu y Kojuma,
CBaKWU HEHYJITV, HEMHBEPTUOUIAH €JIeMEHT MMa CaMO KOHadaH OPOj Hempu-
APY:KEHUX OeJuTesha, Ia CTOra MMa caMO KOHadaH Opoj ¢axropusanuja mo
Ha penociieq U NpUApykeHe ejeMeHTe. TakBu NOMEHW HA3BaHU CY, ¥ DALy
[3], momenm ca korauHOM (arropusammjoM (finite factorization domains, FFD).
To cy marmne aromuunu idf-momenu. Ha mpumep, csaku UFD je FFD. Y npu-
mepy 4.1. wu3 pana [3], nokazano je ma HFD xao m BFD me mopajy Gurn
idf- momenu, a tume u FFD. Takobe, FFD me mopa 6uru HFD.

OsBae mehemo yna3uTu y cBe meTasbe, jep TO HUje NUJb OBOT Paa, a BUIIE
0 0BOj Temu Moxke ce Hahwm y [3]. 3a morpeGe pasymeBama MaTepuje Koja
clIenu y HapegHO] TJIaBU, NOBOJLHO je MO3HABAHE TOPEHABENCHUX UNHCHUIA.

Kao 3aksmyuak csera omucanor y pany [3], najemo cienehy memy:
UFD = HFD = BFD = ACCP = atomic domain

UFD = FFD = BFD = ACCP = atomic domain
UFD = idf-domain <= FFD.

Y3 TO, HUjenHA Ol MPUKA3AHNX UMIIJIMKAIja HE BaXKU Y CYIIPOTHOM CMeEpY.
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I''TABA 2

ITPCTEH TPUT'OHOMETPNJCEKNX
ITIOJIMHOMA

TpuroHoMeTpUjCKN TOIUHOMU CY y BEJIUKOj MEPU 3aCTYIJLEHU Y Pa3iIu-
yuTUM OOJIACTUMA MaTeMaTWKe M HeHUM OpuMeHaMa. [ pUroHOMeTpHjcka
UHTEePIOoJIaNNja IPUMeRYyje ce Y MHTePIOJalUj! IepUOANYHUX (yHKIUja, Te-
OpUju AMPOKCUMAII]ja, PEaJHO] U KOMIIJIEKCHO] aHAJW3U, TUCKpeTHO] Pypu-
jeosoj® Tpamchopmanuju uTm.

Hemasuo cy, y pamosuma [23, 24, 26, 27], 06jaB/beHN 3aHUMIBUBU PE3YJI-
TATU KOJU CE€ ONHOCE Ha HEHETATUBHE TPUI'OHOMETPUjCKE IOJIMHOME U HUXOBE
npumMmene kon PypujeoBux pemoBa, y oOpamu CUTHAJNA, ¥ TEOPUJU ATPOKCU-
Manmja, Teopuju (QyHKIUja 1 Teopuju OpojeBa. DpojHe mpumeHe, HApPOYUUTO
y HYMEPUWUYKOj aHAJU3U U MAIIUHCTBY, YV BE3U Cy ca MpodIeMuMa eJTMMUHA-
uije KBAHTOPA, KOji YKBYUY]y TpuroHomerpujcke ¢pyurunuje [69]. IIpumeny
TPUrOHOMETPUjCKUX HOJMHOMa MoskeMo Halin u y Teopuju BepoBaTHolie [18].

Y 0BOj TiIaBU TPUTOHOMETPUjCKU moJguHoMu Ouhe pasmarpanu kopucrehu
anrebapcku npucrtyn. Cama Teopuja (pakTopusanuje y NPCTEHY TOJUMHOMA
Ayro je Owima mpoydvyaBaHa W MHOTA H-EHa CBOjcTBa Mory ce Hahum y maumre-
patypu. AnreGapCku ONPUCTYI TPUTOHOMETPUjCKUM IIOJUHOMUMA j€, MaK, Yy
3HATHO MamOj Mepu OMO ImpeaMeT UCTPaKUBama M Ha OBY TeMy HeEMa IIyHO
Matepujaaa y aureparypu. Mebyrtum, y mocienme Bpeme oBa TeMa IOCTaje

AKTyeJHA.

6 Jean-Baptiste-Joseph Fourier (1768-1830), dpanmyckn MaTemMaTuyap 1 Gpusmdap



IIpemmer mcrpaskuBama OBOT neja AUCEPTAlMje Cy CBOJCTBa (aKTOpU3a-
uje y ITpCTeHNMa TPUTOHOMETPUjCKUX MOJTMHOMA, a IUJb UCTPAKUBAKA je 14
ce mpOoydYaBamEM OBUX CBOjCTaBa MONPUHECE U MOMOTHE IMPOYyUaBamy TOpe-

HaBEICHUX 00JIacTHU.

2.1 Ilojam TPUTOHOMETPHMjCKOT TOJIMHOMA

Y MareMaTUudKO] U HYMEPUUKO)] aHAJU3U TOJ TPUTOHOMETPU]CKUM TIOJI-
HOMOM TOAPa3yMeBaMO KOHAUHY JMHEAPHY KOMOWHAINUjy (GYHKIUja sinnx u
cosnz, 3a npuponan 6poj n. Koepunujentn oBMX mOIMHOMA MOTY OUTH 13
CKylla peajIHUX WM KOMIUIEKCHUX OpojeBa. Kana cy koedurujeHTH KOM-
IJIEKCHU, He TIOCTOjU pa3ymka m3Mehy TakBe KOHAUHE JIMHeapHEe KOMOMHAIN]je

u rkoHauHor Pypujeoor pena. CBaka (yHKIUja 0OIUKA

n

t(x) = ap + Z(ak cos kx + by sin kx),
k=1

rae je x € R, ag, ar, ..., ay, b1,..., by € C, (an,b,) # (0,0), je koMIIEeKCaH TpU-
roHoMeTpujcku mosnuHoM ctenena n [81, crp. 88]. Kopuctehu Ojneposy’
¢$opMyITy, KOja yCIOCTaB/ba OCHOBHY Be3y m3MeDy TpPHUrOHOMETpPUjCKe U eKC-

[IOHEHIUjaJIHe (YHKIMje ca KOMIUIEKCHUM €KCIIOHEHTOM, M KOja I'JIacu

%

e’ =cosx+isinz, r€R,

0Baj MOJUHOM MOXKe OUTM 3alucaH U Kao

n
t°(x) = Z cre™ v eR, ¢ €C.

k=—n

AHaJOrHO, HEKA CY ag, A1, ..., Un, b1,..., by, € R 1 a, # 0 umu b, # 0, Tana je

t(z) = ag + Z(ak coskx + by sinkzx), = € R,
k=1

peasiaH TPUTOHOMETPUjCKU TOJMHOM crenena n [74, crp. 150].
Y HacTaBKy, HajBuUIIe naskme nocBehyje ce ocobmHama (axTopm3anuje Tpu-
FOHOMETPU]CKUX MTOJUHOMA.

Put® ce mpBum 6aBUO (AKTOPU3ANIjOM EKCIIOHCHIWjaJ HnX TmoamHoMa. O

je 1927. romuue nokaszao cienehy Teopewmy.

"Leonhard Euler (1707-1783), mBajmapcku MaTeMaTwdIap u Gpusmaap
8Joseph Fels Ritt (1893-1951), amMepudsn MaTeMaTHIap
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Teopema 56. [79] Axo je excnowenyujannu nosurom 1+ aje®™® + - + a,e**
depus excnonenNyujasmum nosunomom 1+bieP1® 4. .. 4 b.er® 3a cearxo b # 0, a;,
bj,a;,8; € C,i=1,...,n; j=1,...,r (npu wemy je peanran deo xoeduyujenma y3a
x eehu uau jeOnax Hyau, a kKada je jeOHar HYAl, UMA2UHAPAH 0e0 je NoFUMuUEaH),
mada je c8axo B AuHEAPHA KOMOUNQUUIG O, . . ., Qb CO PAUUOHAARUM KO ePuy -

JERMUMG.

[Ipm Tome ce mon mempuBomhy moapa3zyMmena na ce uspas 1+a;e“*+- - -+a, e
dpaxTopume y mpousson (1 + b1e®® + - + b %) - (1 4 ¢ + -+ + ce™%) 3a
cBako b # 0 m ¢ # 0. I[IpumeTuMo ma ako qj M3 TIPETXOOHE TeoPeMe 3aMEHUMO
ca tm, 3a m € Z, npema OjrepoBoj Gopmysnn HoOMjaMO TPUTOHOMETPU]jCKE
MTOJIMHOME.

O3zHaunmo pemoMm ca

n

T = Z(akcoskaz +bgsinkz) [ neN, ap, by € R
k=0

n

T = Z(akcoskx—f—bksinkx) | neN, ag, by, € C
k=0

CKYIIOBE€ TPUTOHOMETPU]CKAX IOJMHOMA Ca PEAJHUM U KOMIJIEKCHUM Koe(u-
mujerTrMa. CTeneH HEHyJITOr TPUTOHOMETPUjCKOT IMOJINHOMA, Kao mTo je Beh
peueHo, meduHUIIE ce Kao HajBeha BpemHocT n 3a KOjy a, u b, Hucy mcrto-
BpeMeHO jenHaku Hyiau. Hapensa, moOpo mosnarta jeMma, IOKa3yje HaM 1a
peaJHu TPUTOHOMETPUjCKU IOJMHOMU (HOpPMUpPajy NPCTEH, Ka0 U Ja CTEleHU
pEeaJIHUX TPUTOHOMETPU]CKUX IOJIWHOMA MMajy OCOOWHE Kao M CTeIeHUu o0u-

YHUX IIOJIMMHOMA.

Jlema 57. [93] IIpouseo0 dea peanra mpuzoHOMeEMPUICKA NOAUHOME CTNENEHE T

U N je PeaAaH MPUZOHOMEMPUICKY NOAUHOM CMENENE T + T.

Zoxasz: Ako je m unau n jeqHako Hyau TBpDeme je Ounriento, jep je TPUroHo-
METPHjCKU MONMHOM cTeneHa () KOHCTAHTHA (PYHKIHja. 3aTO MNPETIOCTABUMO

na je m, n > 0. IIpucetumo ce cremehiux TPUrOHOMETPU]CKUX MIEHTUTETA:
sina - sinb = [cos(a — b) — cos(a + b)]/2,

cosa - cosb = [cos(a + b) + cos(a — b)]/2,
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sina - cosb = [sin(a + b) + sin(a — b)]/2,
cosa - sinb = [sin(a + b) — sin(a — b)]/2.
Axo OBe jemHAKOCTH IPUMEHVMO HA IPOU3BOJL
(pcosmaz + gsinmz) - (rcosnz + ssinnz), (2.1.1)
p, q, 7, s € R, mobujamo caemehu pesyarar
Acos(m — n)x + Bsin(m —n)x + C cos(m + n)x + D sin(m + n)z, (2.1.2)

roe je A= (pr+4qs)/2, B = (qgr —ps)/2, C = (pr —¢s)/2 u D = (ps + qr)/2.
Kana je m > n, uzpa3z (2.1.2) npunana ckymy 7. Axo je mak n > m, Tana
cos(m—n) u sin(m —n) 3aMeHnMO penoM ca cos(n—m) u —sin(n—m) y uspasy
(2.1.2), u nobujenu uspas rakobhe npunana ckymy 7. Ha kpajy, ako je m = n,
samerumo sin0 ca 0 u cos0 ca 1, ma uzpa3s (2.1.2) u y oBoM ciyuajy mpumamia
ckymy 1.

IlupekTHVM padvyHameM nobujamMo na je
C?*+ D* = (p* + ) (r* + s%) /4. (2.1.3)

Onasnme BuamMO ma ako HujemaH ¢akTop Hmje myma (p>+q? #0 u r?+s2 #
0), crema na je C? + D? # 0. Ilakjie, KOPUCTUMO UMILEHUIY [a je CyMa
KBaJpaTa IBa peajiHa Opoja jemHaka HYJIU jedWHO Kana cy oba Opoja Hyxa,
na je mpousson (2.1.1) 3amcra crenena m + n.

ITocmaTpajMo cama mpomsBon OMIIO KOja ABa peajiHa TPUTOHOMETPUjCKa
IOJIMHOMA, oAroBapajyhmx cremena m u n. Taj npousBon Ouhe jennak cymu
npoussona obsuka (2.1.1), KOju Cy Pa3MOTPEHM y HIPETXOJHOM TEKCTY OBOD
[OKa3a, ma Cce MOKe 3aKBbYyUUTU Oa je TPasKeHU IPOU3BOJ 3alpaBO peajiaH
TPUTOHOMETPUjCKU TTOIUHOM.

IMpoussox nBa uspasza majseher cremena, obauka (2.1.1), maje memyntu
n3pa3 cremeHa m + n, obuuka (2.1.2), koju He MOke OUTU NOHWIITEH HEKAM
APYTUM U3Pa30M y MPOU3BOAY, Na e TpaskeH!W pe3yaTaT OUTU 3auCTa CTe-

meHa m + n. O

Hamomena 58. I3 noka3a mperxonHe JjieMe MOKe Ce 3aK/LYyUYUTA Ja je U’
MPOU3BOM ABA KOMIIEKCHA TPUTOHOMETPHU)jCKA IOJMHOMA TaKOhe KOMIIJIEK-
CaH TPUTOHOMETPUjCKU MOJUHOM, IITO C€ MOKa3yje MOTIYHO aHAJOTHO MPeT-
XOmHOM nokaly. MebhyTum, OHO mMTO ce pa3iuKyje KOA KOMIUIEKCHUX, Y OI-

HOCY Ha peajiHe TPUTOHOMETPUjCKe MOJIUHOME, CY OCOOUHE HUXOBUX CTEIEHA.
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Hamwme, mocmarpajyhu jemnaroct (2.1.3) He MOMKEMO M3BECTU UCTU 3aKIbyYaK
Ka0 3a peaJlHe TPUTOHOMETPUjCKe HOJMHOME, jep CyMa KBagpaTa IBa KOM-
IJIEKCHA Opoja MOoke OUTM jemHaka HYJauM W ako Hucy oba Opoja mcToBpe-
MeHO jenHaka Hyiu. Jlakme, Moxke ce moromutu ma cy p, q, 1, s € C\ {0},
a ma cy C m D ucToBpeMeHO jeIHAKW HYJM, KAO HIP. Y CIAydajy Kana je:
p=1,qg=i,r=14iwms=1—1i Tana npousson (2.1.1), Tj. mpousson
(cosma + isinmz) - (1 4 i) cosnz + (1 — i) sinnx) HUje cTenmeHa m + n, DOK CY
¢axkTOpM TOr MPOM3BOJA PEIOM CTEIeHa M W n. 3ampaBo, jeIuHO Kala je
p = Fgi m 1 = +si, npu weny je (p.g) € C\ {(0,0} u (rs) € C\ {(0,0)},
crenen npowussona (2.1.1) 6ulie jennax |m —n|, nok he wmerosu pakropu GuTu
penom cremera m u n. OpaBne MOKEMO 3aKBbYyUUTU Ia je CTENEeH IPOU3BOIA
IBa KOMIIJIEKCHA TPUTOHOMETPUjCKA MOJMHOMA PENOM CTENeHA ™M W N, MOX

ropeHaBeIcHUM yCJIOBUMa, Mamy OO m + N.

Haname, HUje TEMKO 3aK/LYyYNTH A4 CKYyN CBUX (peayHUX U KOMIIEKCHUX )
TPUTOHOMETPUjCKUX TTOJUHOMa 00pa3yje NPCTeH, mTaBuile obpasyje TJOMeH.
Y3 TO, IpeMa OCHOBHUM TPUTOHOMETPUjCKUM MACHTUTETUMA OUNIJIETHO je Ia,
3a cBako n € N\ {1}, ¢yHKnMja cosnr npencrasba MOJUHOM IO COS T CTENeHA
n, OJOK QYHKIMja Sin nx mpencTaBiba MTPOM3BOA QYHKIMjE SIN T W MOIMHOMA IO

cosz crenena n — 1. OBo miyctpyjemo ciaenehum mpumepom.

ITpumep 59. 1) 3a pyurunjy cosnz, n € N\{l1}, Basn:

2

cos2x = 2-cos“x — 1;

3

cos3r = 4-cos®x — 3 cosx;

cosdr = 8- cos*z — 8- cos’z + 1;

cos 5 = 16 - cos® & — 20 - cos® v + 5 - cos x;

cos 102 =512 - cos'® 2 —1280 - cos® 41120 - cos® 2 —400 - cos* 2+50 - cos? x—1;

2) 3a ¢yurmujy sinnz, n € N\ {1}, Bamu:
sin2x = 2-sinx - cos x;
sin3z = sinx - (3 — 4sin’2);

2

sin4r =sinz - (4-cosz — 8 -sin“x - cos x);

sin bz = sinz - (5 — 20 - sin? x + 16 - sin* z);
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sin 10z =sinz - (10 - cos x—160 - sin® ¥ - cos z+672 - sin* x - cos 1—1024 - sin® x - cos v+

512 - sin® z - cos z);

n T AMm q
O6puyTO, CBaKu IpoM3BOJ cosz-sin™x ce Moxe 3anucaTu Kao y [ _,(agcos kx+
besinkx), ¢ € N, ag, by € Q, wro je mokazano teopemom 147 (rnasa 4).
M3 nperxoauHOr pasmarpama Moxke ce 3akmyuntu na je T = R[cosz,sin z]
u T¢ = Clcosz,sinz|, tj. T n T° cy npcTeHU TPUTOHOMETPUjCKUX MOJIUHOMA

pemom Han momuma R u C.

Hanmomena 60. Axko mocMarpaMO TPUTOHOMETPUjCKE MOJUHOME Ca KOe(uiu-
jerruma u3 moba Q u merosor anrebapckor pamupema Q(i), ymecto u3 moma

R u C, u ako yBememo cienehe o3naxke:

n

S = Z(akcosk:x—i—bksinkx) | neN, ag, by, € Q

k=0

n

S¢ = Z(ak coskx + by sinkx) | neN, ay, by € Qi) ¢,
k=0
3armyuyjemo ma je S=Q[cosz,sinz] CRlcosz,sinz]=T u S =Q(i)[cos z, sin z]
C Clcos z,sinx] = T°.

Y HacTaBKy pajna, 3a ejleMeHT momena ', omHocHo T°¢, ropuctmhemo 03-
Harky z = y ,_o(apcoskr + bysinkz), n € N, rne cy a u by peasHu, oJHOCHO
koMITekcHu koegunujertu. Ca Z osmauasahemo emement .. (@ coskx +
by sin kx), rme je a romjyrar exementa a € C. Ilpm tome, roepunujentu aj u
bi jemnoszHauHO cy ompebenu 3axBasyjyhu teopuju PypujeoBux pemosa.

Ha kpajy oBOr moriyiaB/ba MCTAKHIMO 3aHUMJBVMBO 3alakame u3 panga [12],
KOje ce OOHOCU Ha YWILEHUIY Oa Ce II0jaM TPUTOHOMETPU)CKOI IIOJIWMHOMA He
nmoayaapa ca MOjMOM TAKO3BAHOT ,,HAUBHOT TPUTOHOMETPUjCKOT IMTOJUHOMA.
Hawnme, nocraBma ce muTame 3amITO Ce IOjaM TPUTOHOMETPUjCKOT IIOJIUHOMA,
nopen GpyHKHUje 0OIMKA

k k
f(t)=2ancosnt+2bnsinnt, keZ*, ag,...,a,by,..., by €C,

n=0 n=1

He OMHOCU U HA (YHKIHUjY OOJIUKA
k k
g(t) = Zancos"t—l—Zanin”t, keZ", ag,...,on, B, ...,8, €C,
n=0 n=1
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Koja je, y pany [12], HazBana ,HauBan” TPUTOHOMETPU]CKU IIOJIUHOM.
CBaku 01 OBUX CKYINIOB& TPUTOHOMETPUjCKUX IMOJUHOMA j€ 3aIpaBo MOT-
npocrop npocropa C®(R,C). Mebyrum, Ha npsBm morsien Huje OdYNUrJIeIHO
3aIlITO Cy OBU IOTHPOCTOPU PA3IUYUTH. JACHO je ma ce CBAaKU ,HAWBAH
TPUTOHOMETPHUJCKU TOJUHOM MOKE IPEINCTAaBUTU KAO CTAHIAPIAH TPUTOHO-

Merpujcku noauHoM (Teopema 147). Ilakne, Basku ciaenelia reopema.

Teopema 61. [12] Ceaku ,,nausan” mpuzonomempujcky NoAUNOM MOXICE OUMU

npedcmas.mer Kao cmardapOaH mpuzohkoMEMPUjCKU NOAUHOM.

OHO mWTO je Mame OUMIJIETHO je Ha ce He MOTYy CBU TPUTOHOMETPUjCKU
MOJMHOMY 3aIMCATH KaO0 ,,HAMBHU TPUTOHOMETPUjCKU MOJUHOMU. 3armpaso,
nosznaro je ma je cosnt = T,(cost), rane je T, n—tu Yebumenmen’ moaunoM
npse Bpcre. IIpema Tome, ouursemHo je ma ce cosnt MOKe IpeacTaBUTU
Ka0 ,HamBaH TPUTOHOMETPUjCKM TOJMHOM. Tarobhe Basku ma je sinnt =
sint - U,_1(cost), rae je U,—1 (n —1)—Bu YebumeBmeB HOJIUHOM Ipyre BPCTE.
Bume o YebumesmeBuM nomuaomuma Moxke ce Hahwu y [58]. T,(x) u U,(x)
Cy TIOJIMHOMU CTeIleHa N KOjU Cy HapHe WX HemapHe (YHKIUje Y 3aBUCHOCTHU
oxn maproctu 6poja n. Omasue ce MOke 3aKkbydnTH Ha ce u sin(2k + 1)t moske
IPEICTABUTU KAO ,,HAUBAH TPUTOHOMETPUjCKU MOJIUHOM. TuMe ce mpobiem
CBOIM HA TMOKA3UBAHKE Ia Ce MOJMHOMU OOJuKa sin 2kt He MOTY M3Pa3UTU Kao
,HAUBHU TPUTOHOMETPUjCKU MOJUHOMU. JemaH Ol HAUMHA O3 CE TO MOKAKe
n3inoxkeH je y pany [12], raoe je xopumhena mosmata Teopema ajrebapcke
reomerpuje, Besyosa!’ Teopema. IIpurom, moBosman je cirabuju obOIUK OBe
TeopeMme, KOju je IUpeKTHaA MOCaeauIa CTanaapaaor obnarka besyose Teopeme
(Bumern [20, 32, 96]).

Teopema 62. (Besyosa Teopema — cnabuju o6mur) Heka cy P(x,y) u Q(x,y) €
Clz,y] xomnaexcnu noauromu pedom cmenena m u n, 20e je NZD(P,Q) = 1.
DBpoj npecewnur mavaxa dsejy xpusuxr P(r,y) =0 u Q(x,y) = 0 y xomnaexcroj

PaBHU Je HaJeUuWe Mmmn.
Hokasxkumo na Basku cieneha Teopema.

Teopema 63. [12] Pynkyuja sin 2kt ce ne moxce uspasumu Kao ,nausan” mpu-

20HOM empujcwu NOAUHOM.

Maduyruit ooy Yebnmmés (1821-1894), pyckn MartemaTmdap
0Etienne Bezout (1730-1783), ¢panmyckn MaTemaTrdaap
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3a moka3 OBe TeopeMme KOpucTuMo ciaenehy momohuy memy.

Jlema 64. [12] Hexa R(x,y) € Clx,y|. Taoda je R(cost,sint) =0 za ceaxo t € R
axko R(x,y) € (x*+y*—1), mj. R(z,y) npunada udeany 2eHepucanom nosuHoMoM
2 +y* -1

Joxas: Axo R(x,y) € (2* +y? — 1), tama je oumraemuo R(cost,sint) = 0.
O6pryTO, mpernoctaBuMo na je R(cost,sint) =0 u na R(x,y) ¢ (z* + 3> — 1).
Kaxro je 22 +y?—1 HepacTaB/bUB IOIMHOM, IpeMa Be3yoBoj TeopeMu ciIean na
je 6poj Tauaka npeceka kpusux R(z,y) = 0u 22 +y*—1 = 0 majsume 2-deg(R).
CxomHo ToMe, ciaenu na cost u sint uMajy KOHAYHO MHOTO BpeaHocTu 3a t € R,
IMTO je KOHTPAAUKIA]Aa. O
Konauno, Teopema 63 Mo:ke 6GuTH TOKa3aHa.

Joxaz meopeme 63 [12]: IlpernocraBuMO na MOCTOje€ KOMIUIEKCHU HOJUHOMU
jemue mpomenspuBe P u () TakBu na je sin 2kt = P(cost) 4+ Q(sint), Vt € R. Ko-
pucrehn mnenturer sin2kt =sint-Usy, 1 (cost) mobujamo na je sint-Ugy, 1(cost) =
P(cost)+Q(sint). IIpema nperxonnoj nemu, caenu na Us—q(2)y—P(x)—Q(y) €
(2?2 +y?> — 1). To 3maum ma noctoju mosuroM S(r,y) Takas maa je

Use—1(z)y — P(z) — Qy) = S(%Z/)(fz + y2 —1).

Hexka je 2%y’ mpoussosman MomOM moimuoMma S. Axo je o > 0, Tama mdecHa
CTpaHa IPETXOJHE jeIHAKOCTU MMa MOHOM obimka %y *2, koju ce me momyn-
apa HU Ca jegHUM MOHOMOM Ha JIEBOj CTpaHU OBe jemHakocTu. lIpema Towme,
CBaKM MOHOM mojmHOMa S mMma obmuk y°. Mebyrum, ako je f > 0, Tazna
JECHA CTpaHa HOMEHYTe jeJHAKOCTH uMa MOHOM z2y”, koju ce me momymapa
HU Ca jeIHUM MOHOMOM Ca JIeBe CTpaHe OBe jemHakoctu, jep je Us,_q(x) mo-
JuHOM HemapHor cremeHa. [lakme, S(r,y) je KOHCTaHTa, IITO je OYUIJIIETHO
HeMoryhe. O

CxomHO TOME, MOXKE Ce 3aKJbYUUTU Aa je MPOCTOP ,,HAMBHUX TPUTOHOME-

TPUJCKUX MOJMHOMA TPABU MOTHPOCTOP TPUTOHOMETPUjCKUX MTOTUHOMA.

2.2 TIIpcren Clcosz,sin z]

KoMmnnercHO ekcnoHeHnujasHe popMe CUHyCa U KOCUHYCa, Tj. BE3€ COST =

e g osing = €=

5 5, OMoryhasajy na ce mNpom3BOJbAH €JeMeHT z € T =
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C[cos x, sin x] moke HAMUCATU Y OGIUKY
z=e " PE"), neN, P(X)eC[X], deg(P)=2n. (2.2.1)

O6pryTo, mMajyhm y Bumy ma je € = cosx + isinz, clenn ga egeMeHT
obmura e P(e), 3a n € N u P(X) € C[X], npunama T°. TIpema Towme,
MoOke ce 3akpyunTu ga nocroju mzomopduzam f : C[X|g — T° unnykoBan
npecaukaBameM X — e, Jlakje, IPCTEH TPUTOHOMETPUjCKAX TOJIMHOMA, Ca
KOMIIEKCHUM Koeguuujentuma 1 nzomopoan je pokannsanuju npcrena ClX]|
y omHocy Ha Mmysatummukatusad ckyn S = {1, X, X% ...}, y osmamu C[X]s. ¥3
TO, MOKEMO MTPUMETUTH Ha je cBaku enemenT z u3 C[X]|g obmura X*P(X), 3a
keZ, P(X)eC[X]u P(0)#0.

IMpema nepunnnuju 20 u npumepy 21 C[X] je Eykaunos nmomen. Ha oc-
HOBY [84, mpono3unuja 7], UMaMO Ia je U HeroBa JOKAJIU3AIUja y OOHOCY HA
myaruminkatuBad ckyn S, 1j. C[X]|g, rakobe Eykaumnos nomen. Y3 to, ¢yH-
Kimja @, koja mepunumne Eykmunos momen C[X|g, mara je ca ¢(z) = deg(P).

NMuseprubunau enementu nomena T°¢ cy enementu ckyma C \ {0}, 3a-

THM CTEIOEHMN €JIeMeHaTa Z " Z_a KaO0 W TIPpOU3BOAU HEHYJITUX KOMIIJIECKC-

HIX KOHCTAHTM M CTEII€Ha e€JIEeMEHaTa Z U 2_1

21 = cosx —isinzx.

, TIe je z = cosx + isinx u

Kao mocnenuia nperxomHux 3amnaskama Basku cieneha TeopeMa.

Teopema 65. T° = Clcosz,sinz| je Eykaudoe 0omen ca KOANUYHUNKUM TODHEM
K¢ = C(cosx)[sinz]. Hepacmasnmusu eaemenmu y TC cy, do na unsepmubuame

enemenme, mpuzoHOMEeMPUICKU NOAUHOMU 00AuKa cos T + isinx — a, a € C*.

[Iperxonna pasMarpama MU3JI0KeHa Cy y pany [71].

Kopucrehu teopeme 19 u 22, moxe ce 3akmyuntu na je Clcosx,sin x| mo-
MEH Ca jeTHO3HAYHOM (DAaKTOPU3AIVjOM.

Mebyrum, na je Clcosz,sinz| momen ca jemHo3HAUHOM (BAKTOPU3AIMjOM
MOXKEMO TOKa3aTU U Ha APYTU HAUWH. [IpeTXONHY YUIHLEHUIY MOKEMO MTOKa-

3aTu 1 Ha ciaemehu HAYWH:
Teopema 66. Clcosz,sinz| je domen ca jeonosnaunom Garmopuzayujom.

Joxas: Tlocmatpajmo momen A = C[X,Y]/(X?2+Y?—1). Ca a u b o3na-
ymMo oarosapajyhe ciuke exemenara X 1 Y npu KAHOHCKOM XOMOMOD (pU3MY
CX,)Y] — A, a=X+(X?+Y?-1), b =Y +(X?>+Y?—1). Tana umamo na je
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A = Cla,b] ca pepurumyhom peaamujom a® + b* = 1. Aro TpanchopmuUmemo

OBy penanujy Ha cienehwn HauwH:

u—+v uUu—"v

b=
2 2

l=d*+b*=(a+ib)(a—ib) =uv, a=

nobujamo na je A = Clu,v] ca gepunnmyhiom pemamumjom uv = 1. IIpumernmo

JIa aKO ca a 1 b O3HAUMMO PeIOM COS T U Sin T, OaKIe CIeon aa je u = e mv =

e @ nobujamo ma je zampaso A = Clcosz,sinz| = Cle™®, e .

11

e ITocmaTpajmo

Cle®™, e™*] xao npcten Jloparosux!! nomunoma Clu,u™t]. Hame, umamo na je

A =Clu,u™"] = CluJ[u™"] = Clu]s,

rae je S = {1,u,u? ...}. IIpyrum peunma, Clu,u™'] je noxanuzanuja momena
Clu] y ommocy ma myarunmukarusan ckyn S. Kako je Clu] rmaBronmeancku
nomen (Bumetu [70, mpumep 51]), upema Tteopemu 19 cimenu na je yjenHo u
IOOMEeH ca jemHo3HaYHOM (arTopumsanujoMm. lIpema teopemm 27 cimenu na je
n A = Clu]s momen ca jemHo3HauyHOM (AKTOPU3ALMUjOM, I je TUME U HOKAa3
TOTOB. (I

Jacuo je ma je m S¢ = Q(i)[cos x,sin x] Eyknunos momeH, a TuMme U IOMEH
Cca jemTHO3HAYHOM (PAKTOPU3aIMjoOM, IITO Ce IOKa3yje CIWYHO Kao 3a MTOMEH
Te.

Canenmeha mocaenuna je yonmreme Putose Teopeme o parkropusamuju (Te-

opema 56).

IMocnemana 67. [71] Hexa je z=Y ., _,(a) cos kz+bysinkz), neN\ {1}, ay, b € C,
maxo 0a je (an,b,) # (0,0). Hexa je d sajednuuru deaumen yeaur dpojesa k

maxeux 0a je (ax,by) # (0,0). Tada z uma jednosnavwny darxmopuzayujy

N
3

2z = Mcosnz —isinnx) | | (cosdr + isindr — «;), (2.2.2)

—.

1=1

20e \, a;; € C*.

Loxas: YBohemem cMmene y = dr mobujamo

n n

z = Z(ak coskx + by sinkx) = Z(ak cos k¥ + by sinkY).
k=0 k=0

UPjerre Alphonse Laurent (1813-1854), ¢pparmyckr MaTeMaTIIap
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Hexra je mame k' = ’fl, omakie je k = k'd, ma mobujamo

n

d
z= Z(ak/d cos k'y + bygsink'y) = e_i%yP(eiy),
k'=0
rae je P(X) € C[X] u deg(P) = 2%, ma ocmoBy (2.2.1). Kako je, mpema
nperxonnoj reopemu, Clcosy,siny| momen ca jemHozHauHOM (AKTOPU3ANN]OM
ca HEepacCTaBJ/HUBUM ejJeMeHTuMa obJsmka cosy + isiny — a, a € C*, caenu na

OCTOjU jeMHO3HAUHA (akTopusanuja obiauka (2.2.2). O

Hanomena 68. ®akropusamnuja us nperxonue nocyaeuie je moryha, jep je C
anrebapCcky 3aTBOPEHO moJbe. llocTaBsmba ce murame na JiM MOCTOjU CIUYHA
¢paxropuszanuja 3a exemente usz S¢ = Q(i)[cosz,sinz|. Oarosop je meratusam,
jep Q(i) muje amrebGapcku 3arBOopeHo nosse. [Ipema Tome, 3a enemenre u3 S°

Huje moryhe npornahu pacraBmame CIUYHOT TUIIA.

2.3 IIpcren Rcosz,sin z]

IIpcTen peasHUX TPUTOHOMETPUjCKUX MOJMHOMA 1’ MMa 3aHUMJIbVIBE KapaK-

TepucTuke. JemHa oI BHUX je UIEHTUTET
sinx = (1 — cosx)(1 + cos ), (2.3.1)

KOJU je IpVMep HejenHo3HauyHe ¢axkropm3anuje y nomerny 1. Mebyrum, osa
JeMHAKOCT HUMje NMpUMep HejeTHO3HaudHe (haKTOpU3alvje y JOMEHY KOMIJIEKC-
HUX TPUTOHOMETPUjCKUX MOoJuHOMa 1°¢, ¢ 063upoM Ha 00K HEPACTABILUBUX
enemenaTa y 17¢ mTo je mpukazaHo teopeMmoM 65. [leramHuje o oBOMe MOKe
ce BUOETU y HAmoOMeHu 79.

Hapasuo, Huje moBosHO camo pehwm ma cy JieBa ¥ IecHa CTpaHa jeTHa-
koctu (2.3.1) mBe mormyHo pasiuuunre pakropusanuje. Hamme, morpebuo je
OeTabHO ONMMCAaTH OcobmHe (arropmsanumje y moMeHy 7', m morka3aTu na Cy
¢arxTopm sinz, 1 —cosxz m 1 4 cosx HepacTaB/bUBU €JIEMEHTH, Ka0 U Ja Ce
sinx He MOKe 3aIuCaTy Kao IPOU3BOJ jeTHOT OJ IpeocTaja ABa (pakTopa u
UHBepTUOMIHOT esiemenTa nomena 1. O cemy Tome OGuhe peunm y HACTABKY
OBOT TIOTJIABJ/bA.

Hapenna Teopema je, mo ayTopoBOM ca3HaBy, OPUTUHAJIAH PE3YJITAT.
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Ilum je makne moka3aTu na, 3a Pas3auky on momena 1°¢ nmomen T HuUje
IOMEH ca jemHo3HauvHoM ¢akxropusanujoM. C TuM y Be3u, JOKaKAMO HAjIpe

cinenehe tepheme.
Tepbeme 69. [Ipcmen T = Rcos x,sinx] je usomopdan ca R[X,Y]/(X2+YV?*—1).

Joxkas: Tocmarpajmo xomomoppusam ¢ : R[X,Y] — Rlcosz,sinz], koju je
nepurucan ca p(X) = cosz u p(Y) = sinx. Je3rpo oBor xomomopdusma ce
cacroju u3 noausoma f(X,Y) € R[X,Y], ca ocobunom ¢(f(X,Y)) =0.

C jemne crpane, uMaMo Oa je
(X2 +Y2 1) = p(X?) +¢(Y?) — 1 =cos’x +sin’x — 1 =0,

omakie ciaema qa X2 +Y? —1 € ker(p), ma (X?+Y? — 1) C ker(yp).

C mpyre cTpane, 3a TOJIMHOM [ U3 jearpa mokaxkuMo aa Basku (X2+Y2—1) | f.
ITocmarpajmo f kao moumaoM mo X ca koepunujentuma n3 R[Y], 1j. f €
R[Y][X]. Bamummmo f kao

FIX,Y)=(X?4+Y2-1)-g(X,Y) +r(X,Y),

degyr < 1. Tama je r =a+bX, 3a a,b € R[Y]. Kako je [ € ker(p), nmamo na
je p(f(X,Y)) =0. U3 oBe jemnakocTu cienu na je

P(fXY)) = o((X*+ Y2 —1) - g(X,Y) +7(X,Y)) = 0.

[Iperxomuo cmo Bumemu aa je (X2 + Y2 —1) = 0, ma je, mpema TOoMe,
p(r(X,Y)) = 0. Harne, p(a(Y)+b(Y)X) = ¢(a(Y)) + ¢(b(Y))p(X) = 0. ¥Y6a-
[UBIIX TOPEHaBeneHy CMeHy, mobujamo a(sinz) + b(sinz)cosx = 0, 3a cBako
r € R. Omasze je a’(sinz) = b%(sinz) cos® z, Tj. a’(sinz) = b*(sinx)(1 — sin®z),
3a cBako ¥ € R, m3 uera mopa caemuru a’(Y) = b*(Y)(1 — Y?), 3a cBako
Y € R. Tlocanenma jemnakocT Basku jemuuo kana je a = b = 0. Crora, umamo
ma jer = 0, ma (X2+Y?2—1) | f. Ilpema ToMe, HOKa3aJu CMO U Hda je
ker(p) C (X2 +Y? —1). Iakne, Baxn jemnaxoct (X2 +Y? —1) = ker(p).
Ha xpajy, npema mpBoj teopemu O m3oMopusMmumMa 3a npcrere [28], cienm
nma je RIX,Y]/(X?+Y?—1) = R[cos , sin x]. 0

Konauno, moskemo mokasatum u ciaemehy Teopemy.

Teopema 70. T = R[cos z, sin x] nuje domen ca jeORoZHAUHOM HaKMOPU3aLUIOM.
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Joxas: Kako je R[cosz,sinz] 2 R[X,Y]/(X?*+Y?—1), b HAM je ma TORa:KEMO
na R[X,Y]/(X?+Y?—1) auje noMeHn ca jeaHo3HauyHoM (parTopusamujom. Kao
ITO je pedeHo y moryaaBmpy 1.2 oBe aucepTalyvje, y JOMEHY Ca jeTHO3HAUYHOM
(pakTOPM3anMjOM CBAKU HEPACTABLUB €JE€MEHT je yjenHo m mpoct. IIpema
ToMe, HacTOjuMo ma mokaxeMmo na y R[X,Y]/(X? +Y? — 1) nocTtoju enement
KOjU je HepacCTaBJLUB, aJi HUje MPOCT.

O3HaunMo pemoM ca T W § cJaure ejeMeHara X u Y IPpU KAHOHCKOM XO-
momopduamy R[X, Y] — R[X,V]/(X2+V2 1), 1j. 2 =X +(X?4+Y?—-1)n
§=Y +(X?+Y?2-1). Tana umamo na je R[XY]/(X?+Y? —1) = R[2,j] ca
nedurumyhom penamujom 72 + 2 =1. Iorazahemo na je & aTom, anu Huje
IPOCT.

Y nokasy mperxommor TBpbema Bumenu cmo ma ce y R[X,Y]/(X?+Y? 1)
CBaKU €JIEMEHT MOKe jeqHos3Hadno npukaszatu kao a(Y) +b(Y)X. lepunnm-

UMO ,, HOpMY”’
N:RX,Y]/(X?+Y?—1) — R[Y] ca N(a(Y)+b(Y)X)=a*(Y)+b*(Y)(Y2-1).

I[Ipumerumo ma je N MyJITUIIMKATUBHA (YHKIUja, OITAKJIE MOKEMO 3aKJbLY-
uutu na cy unseptubunnu enxementu y R[X,Y]/(X?4+Y?—1) sanpaso menynru
eneMmeHnTn u3 R.

HokasxkuMo TIpBO Oa je & HepacTaBLUB egeMeHT. lIpermocraBumo na je
T = z129. OnmaBne cienu na je N(z) = N(z122) = N(21)N(22). C mpyre crpane
je N(z) = Y? —1. IHakae, N(21)N(22) = Y? — 1 u npema TOMe pa3iuKyjemMo
cnenehe cayuajese:
1) deg N(z1) =0, ma je z; € R*. Ilakrme, T je HEpACTABLUB €JIEMEHT.
2) deg N(z1) = 2, na je deg N(z3) = 0, mro 3naun na je zo € R*. Ilakue, T je
HEPACTABJLUB E€JIEMEHT.

3) deg N(z1) = deg N(z3) = 1, ma npernocraBumo aa je sup. N(z;) =Y — 1 Tj.
a(Y)+b(Y)(Y?=1)=Y — 1. (2.3.2)

Omasne cnenu na (Y — 1) | a1(Y) = Jay € R[Y] raro ma je a; = (Y — 1)as.
Y6amusmu 08O y jemnauunny (2.3.2) nobujamo a3(Y)(Y —1)+b1(YV)(Y +1)=1.
Pemasame nocienme jeJHAKOCTA CBOAU Ce HA PEIIaBame CUCTEMA jeJHAUNHA
a3(Y)+b3(Y)=0 u b}(Y)—a3(Y)=1, onakne nobujamo kourpamurnujy. lakre,

I je HepacTaBJ/LUB €JIEMEHT.
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Iokaxumo cana na & Hmje npoct. Kako y R[Z,¢] Basku 7% + 9% = 1, Tj.
7 = (1-9)(1+9), cremn ma & | (1—§)(1+9). Mebyrme, &1 (1-9) wé £ (1+5).
[Mpernocrasumo cynporao na & | (1 —g). Tama mmamo ma N(z) | N(1 — 7).
Omasne mobujamo ma (Y2 —1) | (Y =12, 1j. (Y +1) | (Y —1), a To je
kouTpamuknuja. Cianuno mokasyjemo na &4 (1 4+ ¢), mna & HUje IPOCT, U TUME
je mOoKa3 TOTOB. O

Suajyhu oBo, muss HaM je cama Oa mokaxkeMmo na y 1, mTo ce ¢paxropu-
3anmje Thde, Baku HEKU cyaabuju yciaoB on jemHosHauynoctu. C TuM y Be3w,

MOKa;KMMO Ja Bazku caenehia Teopema.
Teopema 71. [71] Rcos z,sinz] je Jedexurndoe noay-daxmopujarar domen.

Joxas: TIpema npumepy 55 umamo na je rpyna kaaca oq R[X, Y]/(X?+Y2-1)
uzomopdua ca Z/27.

Kako je R[X,Y]/(X?+Y?—1) @ R[X][Y]/(Y?—(1-X?)), rue je R[X] pakTo-
pujajaH JOMEH y KOMe je 2 MHBepTUOUIaH eneMenT u 1 — X2 HeuaBepTrOUIaH
enemenT ocinoboben kBampara, ciemu ma je R[X,Y]/(X?+Y?—1) unterpanso
3aTBOpeH noMmeH, npema [31, mema 11.1].

Tarobe, R[X,Y]/(X?+Y?—1) je u Herepun jeanonuMeHsnoHaIaH JOMEH.
Haume, kako X?+Y?—1 =0 onpebyje xunepnospm y R* u R[X Y] je numen-
suje 2, Tpebaso 6u na je R[X,Y]/(X?+Y?—1) mumensuje 1. 3anpaso, Kako je
npcrer R[X,Y]/(X?+Y?—1) nomen, mmamo na je (0) mpocT umeas, npema me-
¢uaVIMjY 2. JearHU MUHUMAJIHM TPOCTU naeann Hax uneanoM (0) cy obuauka
(X —a) n (Y —b) (Buneru neduuurnujy 30). VM3abepumo mpousBoJbaH maeas
(X — \/5) Tana y

(RIX,Y]/(X2+ Y% - 1)) /(X —V2) (2.3.3)

Bakn Y2 =1—X? =1-2 = —1, na omasae BuaumMo na je upcrer (2.3.3) y
crBapu nome R[i]. Ha ocroBy medummmuje 3, (X —+/2) je Maxcumasan umeas
y RIX,Y]/(X?2+Y? 1), ma je (0) C (X —+/2) Makcumanas JaHAIl TPOCTHX
uneana. Crora, mumensuja nomena R[X,Y]/(X?+Y? — 1) jennaka je 1.
Ilaxne, npema nepununuju 37 1" je IleneknHIOB NOMEH, IIa je IpeMa TeO-
pevmu 51 T u Kpynos momen ca rpynom kiaca uzomopduom ca Z/27. Kouna-
uyHO, nmpema [104, Teopema 1.4] T' je moay-dakropujasas TOMEH. O
Jacuo je na u S = Q[cos x, sin 2] Takohe HUje mOMEH ca je HO3ZHAUHOM (ak-

TOpU3anUjoM. AHAJOTHO HOKA3y MPETXOIHE TeopPeMe MOKe Ce MOKA3aTh Ja
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je m S Kpymo nomen. Kako je KpysnoB nmomen m aroMmyan u JOMEH ca KOHa-
YHO HEPACTABJBUBUX JeIUTEHA, caequ na je Q[cosz, sin z] nomen ca KoHAUHOM

paxropuzanujom (FFD), npema [3, reopema 5.1].

Hamnomena 72. Yumenuny na je 7¢ (oxmHocHO 1) HOMEH MOMKEMO NOKA3ATU U
Ha cienehwm Hauwn. 3amnpaso, ka0 mWTO cMO Buuenu, upcres 1°¢ (omHocuo T')
msomopdan je ca C[X,Y]/(X?+Y?-1) (omrocro R[X,Y]/(X?+Y2-1)). C[X,Y]
je moMmeH ca jemHO3HAUHOM (akTopmsanujoM, mpema [75, Tteopema 2.3.2 u
nocaemuna 2.3.3] (kao u R[X,Y]). Honurnom X? +Y? — 1 je mHepacTaBmus y
C[X,Y] (tmme n y R[X,Y]). C oG3upom ma je y HDOMEHy ca jeJHO3HAYHOM
(haKTOPU3ANM)jOM €JIEMEHT IIPOCT aKKO je HepaCcTaBJbUB, CJIeaU Ja je IOJUHOM
X?+Y?—1 npoct. Ilpema teopemu 6 je u unean (X?+ Y? — 1) nmpoct, na je
npema aepununuju 2 C[X,Y]/(X2+Y?—1) nomen, kao u R[X,Y]/(X?+Y?—1).
[Mpema Tome, caenu na cy T¢ u T nomenu. OpaBne ce HA CAUYAH HAUUH MOKE

3akyunTy ga cy S¢ u S takobhe momenu.

Hanowmena 73. [71] Ilocie cBera pedeHOr O NpCTEHUMMA TPUTOHOMETPUjCKUX
HOJMHOMA, MOKEMO HAIPABUTHU KpaTak pe3uMe HBUXOBUX OCOOUHA:

(i) T" je cnobonan Rlcos z|-monyxn ca 6azom {1,sinz} nuT° je cnobonar T-momyin
ca 6azom {1,}.

(ii) Rlcos 2| je Eyknunos momew, jep je Rlcos x] =2 R[X], na omatae caemu na ce
nouy-dakropujanan nomer T Hasnazu usmeby nsa Eykanmnosa momena R|cos 2]
u Clcos z, sin z].

(i) Kommuanuko mosme ox R[cosz,sinz] je K = R(cosz)[sinx] u rommuamdro
nose o Clecosz,sinz| je K¢ = C(cosx)[sinz|.

Amnasorso cee Bayku u 3a mpcrere S m S°€.

Teopema 74. [71] Clcosz,sinz]| je unmezpaano sameopewe 00 Rlcosz,sinz]| y

KoauuHuwkom nony K¢ 00 TC.

Joxas: Hajupe noraxumo caenehe: Hera je R nomen u K = Frac(R). Heka
je L amrebapcko pammpeme nmomba K m S mHTErpasHo 3aTBOpeme om Ry L.
Tana Bawu Frac(S) = L.

C jemme crpame, kako je S mHTerpaJyiHO 3arBopeme on R y L, Tj. S je
CKyI cBUX ejeMeHaTta m3 L koju cy mesnu Han R, ciemu na mosse L campsku
S. Tlome L canpsxu u ®merosBo mosbe passnomaka Frac(S), jep je To HajMame

nosbe y Koje ce momen S moske yromutu. akne, Frac(S) C L.
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C mpyre crpase, Heka je B = R\{0}. IIpema [7, nponosunmja 5.12], umamo
ma je K = B7'R ¢ B7'S ¢ B 'L = L. Ilrasume, kako je S MHTErpaHO
3aTBOpeme o1 Ry L, mpemMa 1CTOj mpomo3unuju caenu aa je B~1S uarerpamamo
3aTBOpewme on K y L. Ilame, kako je mosme L amrebapCko pamupeme moba
K, oHO je m mHTEerpasHo pammpeme [6], ma je uHTErpasHO 3aTBOpEme 01 K
y L ynpaso L. Ilaxne, L = B~'S C Frac(S), jep je B € S\ {0}. Komauno,
nobujamo na je L = Frac(S).

Bpartumo ce cama ma oHO mTO je TpebaJO AOKA3aTU Yy OBOj TEOPEMU U
yBenuMmo ozHake mnpema nomohrom mokasy. Hera je R = Rlcosz,sinz| un
K = R(cosz)[sinz] meroso rommunnuko nosme. Kako je L = C(cosz)[sinz]
KBaApaTHO pamupeme K[i| moma K, a yjemHo je M KOJUUHUUKO IOJLE O
S = Clcos z,sin x|, kopucrehu IPETXOMHO MOKA3AHY UUHEHUIy UMAMO 1A je

C[cos x, sin ] naTerpasHo 3arBopewme on Rlcosz,sinz| y C(cosz)[sin z]. 0

2.3.1 HepacTaBmsuBUu ejleMeHTU

Y HacTaBKy ce GaBMMO HEPaCTABJBUBUM ejieMeHTrMa nomeHa Rlcos z, sin z].

Ne¢umuannmja 75. [71] Hera je P =Y} _,axcostz + ( L ob) coij) sinz, ag,b; €

R. Crenen TpuroHoMeTrpujckor noanuoMa P meduHuine ce Kao

sup{k,j+1|ayb; #0}, 3a P#0

—00, 3a P=0.

Hedurunuja uma cmmcaa, jep Gamummja {cost x,sinw cos® 1} obpasyje 6asy
on T man R.

OmaBne cremu popmyna 6(PQ) = 6(P) + 0(Q), 3a cBako P,Q € T, mro
je morkazano m jJeMoM 57. IlocebHO, TPUTOHOMETPUjCKU TOJUHOMU CTEIEHa
jeman cy HepacraBmuBu enemenTu y 1. Taxkobe, Baku ma je CKynm CBUX WH-
BepTuOuIHUX enemenara y T ckyn R*, mro je Behh peueno y moka3ly Teopeme
70.

Y macTaBKy paga b HAM je 1a OAPeanuMO ODJIUK HEePpACTABHUBUX €Jie-

Mmenara y 1.

Teopema 76. [71| Hepacmasnwusu eaemenmu y Rlcosx,sin x| cy obauka

acosz +bsinz + ¢, (a,b,c) € R3 (a,b) # (0,0).
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Loxas: C jenne cTtpaHe, npeMa AeOUHUINJU CTETIEHA PEATHOT TPUTOHOMETPU-
jCKOD MOJMMHOMA BUIAMMO Ia j€ PeaJlaH TPUTOHOMETPU]CKU IIOJMHOM CTEleHA
1 obnuka acosz +bsinz + ¢, (a,b,c) € R®, (a,b) # (0,0), u o= je HEpACTABILUB.

C mpyre crpane, IOKa3yjeMo na je HEPACTABJLUB PEAJIaH TPUTOHOMETPU-
jckm mosmeoM crenena 1. Heka je z € T takas ma je 0(z) = k > 0. Ilakie, 2
HUje nHBepTUOUIaH exeMenT (jep 6m 6uio §(z) = 0). Kako z € T, caemu na

z € T°. Ha ocuoBy (2.2.1) u nociemune 67, 2 MOKEMO 3aIMCATH Kao

2k
z= e H(e“‘ —a;), Aa; €C

=1
Mebyrum, rkaro z € T, cnenu na je z =z, na je

2k 2k
P =4z = )\XH(e” —ay) H(e‘” —a;), \-AERL.
j=1

=1

[IraBume, 3a a € C* Baxku
(e —a)(e™ —a) =1+ aa — 2(acosx + Bsinx),

rae je a =« +if3, (o,f) € R\ {(0,0)}, jep je a # 0. Ilakne, mmamo na je

2%
22 =\ H(l +a;a; — 2(a; cosx + f;sinx)), (2.34)
j=1

rue je (—2aj,—28;,1+ aja;) € R® u (—2a;,—28;) # (0,0). IIpema Tome, mo-

6ujamo z2

= 21°..." 2, TJO€ CYy z; HEpACTaBJ/LUBU ejeMeHTU u3 1’ cremena 1.
[ToceGHO, aKo je z HEpACTABILUB €JeMeHT, nobujamo xa je 26(z) =2-1, jep je

T nmony-dakropujasas qOMeH mpema Teopemu 71, ma je §(z) = 1. O

HMocnemana 77.[71] Hexa je z = Y ,_(ay cos kz+by sinkx), n€ N\ {1}, ay, by € R,
20¢e je (an,b,) # (0,0). Hexa je d zajednuwku deaumen yeaur bpojesa k maxeux da

je (ax, br) # (0,0). Tada je z npouszeod n/d eaemenama obauka a cos dr+bsin dr+c
3a (a,b,c) € R3, (a,b) # (0,0).

Joxas: Rarko z € T, cnenn ma z € T°. Ilpema Tome, aHAJOTHO MOKA3y MOC-
nenuue 67 umamo ga je z = e 'aVP(eV), P(X) € C[X], deg(P) = 22. Axo
uckopuctuMo uspas (2.3.4) 3a 06Uk MoMMHOMA 2° U BpATUMO CMery y = dx,

nobmjamMo TpasKkeHU OOJUK MOJTMHOMA Z. O
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IMTocnemuua 78.[71] 3a 6uao koju HeHyamu u HEUHBEPMUOUAAN eaeMenm Z €
R[cos z,sin z] nocmoju jeowosnwauna garmopusayuja, 00 Ha pedocaed amoma y
daxmopusayuju u 00 HA MHOACEDE UNEEPMUOUANUM eAeMeNmUMa, 00AUKG 2% =

Uz - ... 2p, 20e u € RY u z; cy nepacmasmusu esemenmu obauka

1
ajcosx +bjsinx + 1 + Z(G? + b?), (aj,b;) € R*\ {(0,0)}

un=2(z).

Jloxaz: IlocTrojame TakBe (hakTOpM3aluje ciaequ M3 MOKa3a IPETXOAHE Teo-
peme. KRako je z; HepacTaB/bUB eleMeHT, UMaMoO na je §(z;) = 1, ma mobujamo
na je 26(z) = n.

lorkasxkmMo cana jeanHCTBEHOCT oBe (hakTopm3anmje. IIpermocraBumo na
ocToje AaBe (pakTopU3aIuje

P=uz .= 2 (2.3.5)

n?

roe u,u' € Ry, zj = ajcosz + byjsinz + 14 (a? +03), zj = afcosz + Ujsinz +

1+ (a7 +07), (a5,b)), (af,0;) € R*\ {(0,0)}. Osmaummo ca ¢; = 3(a; +ib;) n
;= %(a; + ibf).
Kako z € T, cienqu na z € T°, na npema jemnaxoctu (2.3.5) y T° Baku

n

uJJ(e - ee ™ — o) = [[(e" = e — ),

Jj=1 Jj=1

ITO je €eKBUBAJEHTHO Ca

n

u][(X = )1 = XE)) = o/ H(X —)(1 - X7).

J=1

Kaxko je C[X] ¢akropujasan nomeH, npema nepuaunuju 12 Basku na 3a 6uiio

koje j € {1,...,n} mocroju j' € {1,...,n} Taro ma je ¢; = ¢} mm ¢; = E/L,
J

e Axo je ¢; = ¢}, cemm ma je z; = 2.

. 1 . e R 2(a;j+ib;)
e Axo je ¢; = 7 cremu ma je ¢ = (¢;)7 = o5 = (e - IIpema Tome,
. . a 4b; . 4a;
nobujaMo na je aj = b u b, = >4, Onasne caenu na je 2j, = 45 cosz+
J J J J J J
2 sinx 4 it Konauno, nobujamo na je 2, = —2i-, omakje clelud Oa
2152 5 L » A00H) A& Je 2y = Gy oA A
Cy z; U z;/ npuapyxkenu. Tume je noxa3aHa M je IMHCTBEHOCT. O
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Hamnomena 79. 3najyhu u maBepTubuiine eneMenTe 1 00K HEPACTABHUBUX

2

ermeMmeHara moMmena 1') jacHo je ma je jemmaroct sin“z = (1 —cosx)(1 + cos z),

rme cy sinz, 1 —cosx u 14 cosx HepacTaBLuBu ejgeMeHTu y 1, mpuMmep Heje -
HO3HauHe ¢paxkropusanuje y 1. OBa jemnaroct, meDyTnM, HUje TakaB mprMep
y JOMEHY KOMIIIEKCHUX TPUTOHOMeTpUjcKux noiauroMma 1. IIpomena roedu-
nujeHaTa Mema Ipupony (akropusanumje y nomeny. Hawmwme, y momeny T

BUIIlE j€é MHBEPTUOUJIHUX ejieMeHaTa Hero y moMeny 1, Tj. mopen CBUX He-

1

HYJTUX KOMIIJIEKCHUX KOHCTaHTHU, Ty CY U CTEIEHU eJIeMeHaTa 2z U 2 -, Kao u

OPOM3BOIM HEHYJITUX KOMIIJIEKCHMX KOHCTAHTU W CTEII€Ha eJieMeHaTa Z U Z_l,

rae cy z 1 2! elemeHTH oOamMKa z = cosx +isinz m 27! = cosx — isinz. Ha
crnenehem npumepy moxazahemo na y 7¢ ¢axropu sinx, 1 —cosz n 1+ cosx

mpecrajy ma Oyay HepacTaB/LUBU. 3AIPaBO, BayKU:

2l Nz 1) (241
e LTA 2 (2 .)(Z+)

2i 2i ’
—z+2—2z1 N z-1)?
1— pr— pu—
coS T 5 5 ,
-1 1 2
14+ cosz = %,

Tako ma obe cTpame jemHaxocTu sin’z = (1 — cosz)(1 + cos x) mocTajy

—272(z = 1)2%(2+1)?
4 Y

KaJla UX U3Pa3uMO Kao MPOU3BOJ HEPACTABHUBUX (pakropa y T°¢ (Bumetu Te-

opemy 65 u nmocuemury 67).

2.3.2 MakcuMaJH U OeaJIu

ITpema Teopemu 71 Rlcosz,sinz| je lenekuHmoB moMeH ca KIACHUM OpO-
jeMm 2, Tj. penm rpyme kjiaca umgeaJsia oBor momena je 2. OmaBme BUAMMO Ja je
CBaKM MaKCUMaJIaH Ueall WK IJIaBHU maeal miu uaeata pena 2. llrasurre,
ako cy M u M’ pena 2, Baxu na cy M? u MM' rnasEu maeaau TeHepUCAHN
HEPAaCTaBBUBUM ejeMeHTIMA [95, nmponosunuja 1 u mena nocaenunal. O6p-
HyTO, ako je z € T HepacTaB/bUB esieMeHT, Moryha cy Tpu ciayuaja: (z) je
Makcumasan uzneatd; (z) = M?, rue je M makcumanan ugeana u (z) = MM/,

rae cy M u M' paznmuunTyi MakKCUMAJIHUA UICAJIN.
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Hepacrasmusu enementu natu cy teopemom 76. Haname hemo ce 6aButn
IPUMAapPHOM AEKOMIO3UNMjOM maeana (z), rae je z € T HepaCcTaBJ/bUB €JIEMEHT,
IITO je 3aIlpaBO pacTaB/balm€ HAeasa Ha MPeceK KOHAYHO MHOIO IPUMAapPHUX
ugeasa, 0 yemy je 6mio peuu y moryaBmy 1.3 oBe mucepraryje.

Hekn mokasum matu cy nerajbHUje HEro y M3BOPHOM pany [71].

Teopema 80.[71] Heka je z=acosx + bsinx + ¢ € Rlcosz,sinz], 2de je (a,b) #
(0,0). Tada eaxncu:

(1) (2) je maxcumanrarn udean axo u camo axo je c* > a* + b?;

(2) (2) je keadpam maxcumarnoz udeara axo u camo axo je ¢* = a? + b%

(3) (2) je npouseod dea makxcumarra udeara axko u camo axo je ¢ < a* + b>.

Joxas: Kako je (a,b) # (0,0), caiemn ma je a® +b* > 0. YBemumo o3HaKe

r_ a A b —_ c :

0= T b T U k ook Tana je
/ / . 1 .
Z=acosx+bsinw+k= —Q(acos;c—l—bsmLt—i—c),

a®?+b

Tj. 2 = ﬁz, na cy z u 2’ npuapy:xeru. [lrasume, a +V? = 1, na npema
ToMme mocToju « € R Ttako ma je @' = sina u b = cosa, omakie mobujamo ma
je 2/ = sin(z + «) + k. Hanasme, rmaBan maean (z) mocMaTpamMo Kao IUIaBHU
unean (Z') (z u 2/ cy mpuapyskeHu), Tj. KaO WIeaJ M€HEPUCAH €JIEeMEHTOM
sin(z + a) + k.

Hepurnmmmo xomomopuzam h : T — T ca h(cosx) = cos(x + «) u
h(sinx) = sin(x + a), KOju je 3ampaBo jegaH M30MODPU3AM.
Tana je h({sinz + k)) = (sin(x + a) + k), omakye ciremm na cy IpuMapHe Ie-
komno3suimje uneana (sin(x + «) + k) u (sinz + k) ucror obauka. 36or Tora,
y HACTABKY MOMKEMO TIOCMaTPATH Maeas TeHepucaH ca sint + k.

Hepuanmmmo cana xomomopduzam ¢ : R[X] — T ca ¢/(X) = cosz. Heka
jet =sinx +k, k € R. [lum mam je ma nporabemo ¢'~1((t)).

Heka P(X) € R[X]. Tama umamo na P(X) € ¢""1({l)) akxo mocToje momau-
HoMu Q(X) u R(X) € R[X]| rakBu na je

P(cosz) = (sinz + k)[Q(cos z) + sin x R(cos x)]
= [kQ(cosx) + (1 — cos® x)R(cos x)] + sin z[Q(cos x) + kR(cos x)]
kQ(cost) + (1 — cos? x)R(cosz) = P(cosz)

=
Q(cosx) + kR(cos ) =0
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FQX) + (1 - X*)R(X) = P(X)
=
Q(X)+ER(X) =0.

N3 mpyre jemmakocTu mociaenmer cucreMa jennavunna nobujamo na je Q(X) =
—kR(X). 3amernom y npBy jemmaumny, nobujamo P(X) = (1 — k* — X?)R(X).
Mlrasume, ¢'(1—k?—X?) = 1-k?>—cos? z = sin® z—k? = (sinz—k)(sina+k) € (t).
Komnauno, nobujamo ma je ¢~ '({t)) = (1 — k* — X*)R[X]. IIpema Tome, numamo
caenehu KOMyTaTUBAH OUjarpa:

/

R[X] N

l l

RIX)/(1— k2 — X2 L T/

rae je g MHjeKTUBHO mpeciankaBame. MebhyTum, npeciaukasame § je u cypjek-

TUBHO, jep Kako je sinx = —k y T/(t), umamo ma je P(cosz) -+ sin2Q(cos ) =

7[P(X) - kQ(X)].

Komnauno, caemu na je T/(t) = R[X]/(1—k?—X?), mTo omoryhasa cnenehy

nuckycujy mo (t):

(1) (t) je makcumanan mnean <= 1 — k* — X? je HepacTAB/LUB €NEMEHT y

R[X] <= k*>1 < * > da®> +1*.

(2) (t) je xBagpaT Makcumasmsor nneata < (1 —k* — X?) je kpagpaT Makcu-

MaJHOT uaeata <= 1 — k? — X? je xBagpar <= k? =1 <= ? = a® + b%.

(3) (t) je mpomsBoM mBa paziIMuMTa MaKCUMaJHa umeana < k% <1 <= c? <

a? + b2 O
Cana MOKEMO na ONUIIEMO MaKCHUMaJiHe muaease mnomeHa Rlcosz,sinz] u

BUXOBE 0CODUHE Yy 3aBHCHOCTU O BbUXOBUX I'€HepaTopa.

Ilocmemuua 81.[71] Hexa je M maxcumanan udean y T = Rlcos x, sin z].

(a) Axo je M ezaasnu udean, mada nocmoje peanwu bpojesu o u k, k > 1,
maxeu da je M = (sin(z + a) + k) v T/M = C.

(6) Axo M nuje enasnu udeas, mada nocmoju peasar 6poj o maxas 0a je
M = (sin(z + a) + 1,cos(z + )), M? = (sin(z +a) + 1) u T/M = R.
Obprymo, maxeu udeanu cy makcumarnu y Rlcosz,sin x].

foxas: (a) Y meny (1) mperxonHe Teopeme BUAEIU CMO Ia je MaKCUMAJaH

umeas, KOju je u riaBHU uaeas, obauka (sin(z+a)+k) akko je k? > 1. Axo je
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k < —1, mOBOJBHO je yMeCcTO o y3eT! o+ m, ma uMamo aa je sin(x+a+m)+k =
—sin(z + a) + k = —(sin(z + ) + (—k)), 3a —k > 1. Osmaunmo ca M wuneas
(sin(x + a) + k). Tarobe cmo y TOM memy mpeTrxomHe TeopeMe BUIEIH U Ia
je T/M = R[X]/(1 — k* — X?). Kaxo je R[X]/(1 — k* — X?) 3ampaBo ucto
mro u R[X]/{a — X?), rme je a =1—k? <0, Tj. ucro mro u R[X]/{b+ X?),
rae je b = —a > 0, anasoruo nokasy npumepa 85 uz [70], moka3syje ce ma je
T/M = C.
(6) IIpernocrasumo mna M uuje raaBau nneas. Beh cMo Bunenu panuje na je
rpymna kmaaca uneana gqomena T uzomop¢ua ca Z/27. Tarobe je peueno na je,
npema Tome, M? raaBHM Umeas reHepUCaH HepacTaBLUBUM ejeMenToM [95] u
obmuka je ¢ = sin(r + «) + 1. 3aucra je, npema mexry (2) mperxomHe Teopeme,
M? remepucan esemenToMm obiauka sin(z+a)+k, k € R, roe je k? = 1. Canuno
Kao y mokasy (a), ako je k = —1, yMecTo o JOBOJLHO je y3eTu « + 7.
Kako je sin(z+a)+1 € M, cienn na cos?*(z+a) = [1—sin(z+a)][1+sin(z+a)] €
M, na npema tome u cos(x+a) € M. Onarne je I = (sin(z+a)+1,cos(x+a)) C
M. Y nperxomHoj TeopeMm KOPUCTHIM cMO xomMomopduzam h : T — T
nepurncan ca h(cosz) = cos(z+a) u h(sinz) = sin(z+a), xkoju je nsomoppusam,
u nobum na je T/1% = T/(sin(z + o) + 1) = R[X]/(X?), a omarae mobujamo
na je T/I 2 R, na je I makcumasan unean. Ortyna ciaemnu na je M = [ =
(sin(x + ) + 1, cos(x + a)). O
N3 nena (3) reopeme 80 caemu na je riaaBHU MACaJ TE€HEPUCAH €IEMEHTOM
acosz+bsinx+c e T, rue je (a,b) # (0,0) u ¢ < a®+b?, 3anpaBo jeaHak npou-
3BOJY JBa Pa3IUUYNTa MaKCUMAaJHA MIEAJa KOjU HUCY riaBHu. Hamepa Ham
je ma ogpemuMo Te MaKCUMaJHe uaease u OOpHyTO, aa npoHahemo remepaTop

Opom3BOOa ABa Pa3JIMYNTA MaKCHUMaJIHa HAeaJlla KOjI/I HUCY I'JIaBHU.

Teopema 82. [71] (IIpouszeod dea maxcumanna udeara y T Koju nucy zaaenu)

(1) Axo cy M = (sin(z+ o) + 1, cos(z +a)) u M’ = (sin(x + 3) + 1, cos(x + 3)),
a # p(mod 27), dea pasaunuma marxcumanna udeana y T Koju Hucy zaasHu,
mada je MM’ znaenu udean zenepucan HepacmassrusuM eNeMeNmom 00AUKA
sin(242) cos z + cos( L) sinz + cos(252).

(2) Obprymo, nexa je z = acosx + bsinz + ¢, a,b,c € R, nepacmasnwus
eanemenm y T, maxas da je > < a* + V?. Tada je (z) npouszeod Oea pazru-
WUMG MAKCUMAARAG uleanra Koju nucy zaasnu, M = (sin(z + a) + 1, cos(z + a))
u M = (sin(z + B) + 1,cos(x + B)), maxo da nocmoju 6 € R 3a xoje saxncu:

. ¢ ua=20—4.

sinf = ﬁ, cosf = Vi COS(Q—B) = Jaziiz
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oxas: (1) Herka cy M u M’ nBa paznuuura MakcuMaJsiHa ugeasa y T', Kao mTo
je HaBeneHo y mpernocrasuu xena (1) ose reopeme. Ilpema neny (3) reopeme
80 umamo na je MM’ = (z), rae je z = acosz + bsinz + ¢, 3a ¢? < a®> +b* u
M?M"? = (z)2. TIpema meny (6) mocnemure 81 mneamu M? u M cy raxobe
[JIABHU UIeaJy TeHEePUCAHU PeIOM HePACTABJLUBUM ejleMeHTuMa sin(x + a)+ 1

u sin(z + §) + 1. Omasne caenu na je
(sin(x + ) + 1)(sin(x + B) + 1) = (acosx + bsinx + c)?,

OaKJIe M3jeTHavYaBameM JIeBe U JeCHe CTpaHe MoOmjaMo, IO Ha 3ajelHUYKN

¢daxkTop enemenara a,b u c € R*, cnenehu cucrem jemnauuna:

(12 —a® = cos(a+ )
2ab = sin(a+ f)
(%) 2ac = sina+sinf
2bc = cosa +cosf
\b2+02 = 1+ cosacosf.

Pemasamem oBor cucrema jemnauwHa nobujamo, n0 Ha 3HAK, ciaenehe mspa3se:

a:sin%}, bzcos%g, ¢ = cos %52,

(2) O6puyTO, HEKA je z = acosw + bsinz + ¢, Tako ma je ¢ < a® + b%. Kako je

2 2 /_ a I b c

a”+b" > 0, ysemumo osmake o' = s, V' = Z=s T
s ! A / 1 /

Tana je 2/ =a'cosz+b'sinx+c = mz; na z 1/12 Z' TeHePUILy UCTHU [JIaBHU

unean (z) = ('), rne je ¢? < a? +0? = 5+ 5 =1, 1j. || < 1. Oma-

BIe ciaemu ma mocroju 6 € R tako na je o/ =sinf, b’ = cos u 5 # 0 (mod )

uc =

npu yemy je ¢ = cos(f — ). Osmaummo ca o = 20 — [, omakie ciaemnu na je
a # [ (mod 27w). 3a oBakO yBemeHE O3HAKE JAKO Ce IPOBEpaBa Ja je 3al0-
BOJLEH CHUCTEM jemHaumHa (%), OZAKJIE Ce MO/Ke 3akbyduTd, mpema gery (1),

& BaXKU j€THAKOCT:
(sin(z 4+ a) + 1) (sin(z + B) + 1) = (d’ cosx + V' sinx + )2

[[IraBume, n3 nociaentmwe jennakoctu u pesa (6) mocaemune 81 mobujamo
na cy M = (sin(zx + «) + 1,cos(x + a)) mu M' = (sin(x + ) + 1,cos(x + 3)) nBa

pasaumumnTa MakCUMaJIHa mpeana Taksa ga je MM’ = (2') = (z). O
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Canma hemo pasmoTpuTu Be3dy u3Mehy MaKCUMAJHUX WACaJa Y AOMEHUMA
T u TC.

Teopema 83.[71] Hexa je M maxcumanar udean y T

(1) Axo je M enasnu udean, mada je M obaukxa (pcosx + qsinx + 1), 2de je
dr =44+ p> +¢%, r#2 uTM je npouzsod 08a PazsuNUMA MAKCUMAAHA UOEAAG
M uw M" y T¢, 20e je M' = (cosx +isinz —a), M" = {cosz +isinx —a ') u
—2a = p+1q.

(2) Axo M wnuje znasnu udeas, mada nocmoju o maxo da je M obauka
(sin(x + a) + 1, cos(x + a)) uT°M = (cosz + isinz — a) je maxcumaran udear y
T¢, 20e je a = —ie™ ",

Hexa je M' = {(cosx + isinx — a), a € C*, maxcumanan udean y T¢. Tada
je M'N'T znaenu udean axo u camo axo je |a| # 1. Kada je M'NT enrasnu
udean, Opyeu maxcumanran udear M", xoju je namxpusamwe 00 M'NT, je obauka

(cosx +isinx —a1).

Jokas: Heka je M makcumanan unean y T. Tanma je T°M = [[;_, M/, rze
cy M, makcumannu nneamn y T°u Y . e;fi =2 (). Ha ocuoBy Teopeme 74
u [106, nocnenuua, 287. crp.] je f; = [1T°/M]:T/M]. 3a cBaku marcuMaJan
unnean M’y T¢ Baxu T¢/M' = C.

(1) Aro je M rnaBuu umean y T, tana je M reHepucan HepaCTaBILUBUM
eJeMeHTOM z obJamKa pcosT + gsinx + 7, vae je (p,q) # (0,0) u 2 > p* + ¢?,
npema geny (1) reopeme 80. Kako z € T, caemu ma z € T¢ mna je z =
Ae (e —a) (e —B), \,a, B € C*, rme je a # B, jep je p*+¢*—r? # 0. Onasne
ciaenu na z IpUlana ABAMa PA3JINYUTUM MAKCUMAJHUAM HIeaJauMa qoMena 1°
un=2 onakne je e, = [; =1,3ai=1,2y (x).

(2) Ako M wmwuje raaBHU Mmeat, Taxa MOCTOjU « Tako ma je M obGuura M =
(sin(x + a) + 1, cos(z + a)).

Y osom cayuajy je T/M = R, npema meay (6) mocaenune 81, na je mpema
tome [T°/M! : T/M] = [C : R] = 2, 3a cBaku makcumasan uneasa M/ xoju
je markpusBame uneana M. Opnasne ciaemu na je f; = 2, ma 3ameHoM y ()
nobujamo ma je n =¢; = 1.

IMocmarpajmo y T°¢ makcumanan unean M’ = (z), rue je z = coswr+isinz—a,
a € C* u wera je M = M'NT. IlpermocraBumo na M HuUje TIaBHU UOeal.
Tana je, npema nmeay (6) nmocaenune 81, M obauka (sin(x + )+ 1, cos(z + a)),
a €R. Kako je M = M'NT, cnenn na (sin(z + «) + 1,cos(x + «)) € M', ma u
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e@+e) 1 € M'. C obzupom ma je M’ obmuka (cosz + isinz —a), a € C*, us
jemEaxocTy cosx +isinr —a = @Y 4§ nobujamo ma je a = —ie”™*, omaxme
caemu na je |a| = 1.

O6puyTo, HEeKa je a € C Ttako ma je |a| = 1. Tanma mocroju o € R tako na
je a = —ie”". OmaBme umamo na je t = %@.—@ZQ = sin(x 4+ «) + 1 HepacTaBLUB
eseMenT y T, KOju reHepuine KBaapaT MakcuMaJsHor uneaiqa M = M'NT y
T, nupema teopemu 80 (2). Crora, ciemu na M HUje riaBHU Mmead.

Heka je M’ = (cosz + isinx — a), a € C*, makcumanan nnean y T° rakas
na je |a| #1. Tana je M = M'NT rnaBum upeasa (BUAEIU CMO Y IPETXOIHOM
pasmarpamy na M Huje raasHu upeas akko je |a| = 1). Heka je M” npyrum
MakcuMaJiaH nneaa y 1°; koju je HaTkpuBame uneana M. Hera je z = cosx +
isinz —a. Tana

t =2z = (cosz+isinz—a)(cosr—isinr—a) = (—a—a) cosr+(—a+a)isinx+1+aa

regepunie uaeaa M.
Mebytum, z = cosz — isinz —a = —ae “(cosx +isinx —a ) ¢ M, jep

a ! +# a. Onasne cinemu ma cosx + isinx —a !

reuepume M”. Illrasume, y
noka3y Tteopeme 76 Bumenm cMmo na je 2z = 1+ aa — 2acosz — 2fsinx, roe je
a=a+if. ¥Yeemumo cmeny p= —2«a, ¢ = —20ur=1+aa = 1+}1(p2+q2)7 ma
nmpemMa ToMe pcos T + gsinx + r reaepumne unean M. KRako je M makcumasian
unean y 1T, nobujamo na je r?> > p* +¢? (reopema 80 (1)). Ilakmue, r? > 4r — 4
ur#2. O

Hanomena 84.[71] Tlocroje mBa cayuaja rae Cy MakCUMAaJHU ugeanun y 1°¢

HATKpUBaWmha MakcuMaJHoT uneanaa M y T':

M wuuje raaBam ummean —> M’ = (cosz+isinz —a), a€C* |a|=1,
S M = (cosz+isinz — a)

M jecre rnaBHu wumeas , a € C* |a| # 1.
N« M" = (cosx+isinx —at)

HaBenumo cana Hekonmko mpuMmepa ¢akTopu3anuje.

Ipumep 85.[71] [TocmaTtpajmo jemmakoct cos’x = (1 — sinz)(1 + sinz) ().
IlBa mHepacrtaBmpuBa eseMenTa | — sinx u 1 + sinx reHepuIly penoM UIease
(I1—sinz) u (14sinx), KOju Ccy KBaApATU MAKCUMAJHUX UIEAJA IPEMa TeOPEeMU

80. IIpema Tome, mMmamo mBa MakcumayHa uneasa M; = (1 —sinz,cosz) u
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My = (1 4+ sinz,cosx). lakne, Tpu HepacTaBbUBA €JIEMEHTA COST, | —sinx u
1 4 sinz, Koja ce mojaBibyjy y jemAHAKOCTH (%), T€HEPHUILYy PEIOM MIPOU3BOIE
MMy, M} u M}, npu uemy cy M? u M riasEu mpeaaw mpeMa MOCIeTAHA
81. Tarobe je u MM, rnmaBau moean npema TeopeMu 82.

IIpumep 86.[71] [Tocmarpajmo caenehie Tpu dpakTopusanuje ereMeHTa cos 2

Ha HepacTaBJbUBe, HENPUAPYKEHE (ParTope:
cos2z = (v2cosx —1)(v/2cosx + 1)
= (cosz — sinx)(cosx + sin z)
= (14 +/2sinx)(1 —/2sinw).

CBu oBu HepaCTaBJ/JLUBU €JIEMCHTU I'€HEPUILY IIPDOM3BOL ABa Pa3JINYUTA MaK-

CUMaJIHA m1aeaJia O cneﬂeha UeTupu:

M, = (1+sin(z+ %), cos(z+ %))
My = (14 sin(z — %), cos(x — 7))
M; = (1+sin(z + 2), cos(z + 2F))
My = (1+sin(z — ), cos(z — 21))

Taro ma je: (vV2cosx—1) = MyMy, (v/2cosz41) = My Ms, (cos x—sinx) = M, M,,
(cosw +sinz) = MoMs, (14 +/2sinz) = My M,, (1 —+/2sinz) = MyM,, onaxre
ce mobuja nma je (cos2x) = MyMyMsM,.

ITpumep 87.[71] Hera je n € N\{1}. Ilum mam je ma uspauymamo 6poj pa-
3IMYATUX (PaKTOpH3aIMja eJIEMEHTa Silne Ha HepacTaBJ/bUBE, HEIPUIPYKEeHe

¢axTope. Kpennmo Hajupe on jennosnaune ¢paxropuzanuje y 7°¢ m nodujamo:

sinnr = ——ie_QW (e — 1)

2n

_ _ie;”” H (eix o 62é§lﬂ>

k=1

. —’L"’l(ﬂ . . 7L—1 . .
= ——(e"+1)(e” —1) k]:ll (62”” — 2e cos 22’“—n” + 1)

n—1
n—1 4; e , 2km
= 2 blIll’kl |1(C()b$ COb—Qn).

To snaun na y T mmamo cienehin npousson miaeasa:
n—1
. s 2km
(sinnz) = (sinz) H(cosx —cos 3Z).
k=1

46



Hame, 3a k=1,...,n— 1 umamo na je

(cosz — cos ZT) =

= <1 — cos(x + ]%T),Sin(lr + k—:»(l - COS(-%‘ - I%r)vSin(x - %T»

n (sinz) = (1 4+ cosz,sinz)(l — cosz,sinz), na je npema ToMe (sinnz) jenHax
IPOU3BOLY 2N Pa3IMUYNUTUX MAKCUMAJHUX MAeaJa KOJU HUCY I'JIaBHU.

IIpema Teopemu 82 6poj paszanunTux (GarTopuU3alyrja Ha HEPACTABJLUBE,
Henpuapy:KeHe paKTope jemHak je Opojy pa3iImunTux HaUWHA HA KOje OmpaMo

mapoBe OBUX MaKCUMAJHUX upeasa. Jlakmae, ox 2n eaemenara dupamo mapoBe

2
2”) HAYMHA;

2n—2
2

HACTaBHaMO OBAKO CBE MOK Ha Kpajy He MpeocTaHe 2 ejJeMeHTa, U Ol HBUX

Ha cneﬂehm Ha4dlH: Ol 2n eneMenarTa 6I/IpaM0 je,I[aH IIap Ha (

naJbe, Ol MpeocTaaux 2n — 2 eleMeHaTa Oupamo 2, Tj. map Ha ( ) HAYMHA;

OupamMo TOCIe AU map Ha @) = 1 mauyun. llakmae, ykynan Opoj mapoBa je HAK

je mpousBomy (22") : (2"2_2) o (3) = (22’31)!. MebyTum, meke roMOunanMje
mapoBa ce IMOHaABJbAjy M Tpeba mx m3bamumTu. Y jeaHOj KOMOWHAIU]U Ce O
2n eneMmeHaTa MOKe HampasBuTu n mapoBa. CBaka 3aMeHa MeCTa OBUX IAaPOBAa,
IpeacTaBba jeHy IMepMyTalujy IapoBa, a OBAKBUX HepMyTanuja uMma n!l, jep
nMa YKyInHO n nmapoBa. [Ipema Tome, y Hamoj ¢popMyn ce cBaka KOMOWHAIN]a

mapoBa moHasJ/ba n! myta, ma pesyarar tpeba momesutu ca n!. Komauwo,
(2n)!
2nn!

sin nx nMma pas3ImunTUX (aKTOPM3alnja Ha HEPACTABJbUBE, HEIPUAPYKEHE

(arxTope.

2.4 <PaxTropm3anuja y mMOTIPCTEHMMA IIPCTEHA

TPUTOHOMETPUjCKUX MOJMHOMA

Y OBOM TOrJaB/by NPUKA3AHU Cy pe3yaraty u3 panosa [86, 87, 94], na
OCHOBY KOjUX Cy KOpUroBaHe Tabejie mare y 3akpbydnuMa OBUX pamoBa. llo-

MeHyTe Tabejie Haja3e ce Ha Kpajy IOIJaBiba.

2.4.1 Ilornpcrenmu npcrena Clcosz,sin z]

Y pany [94] korcTpyucara cy tpu noiy-¢axropujansa gomena Ty, T§ n
1, KOja IpencTaBjba]y HOTIPCTEHE IPCTEeHa KOMILIEKCHUX TPUTOHOMETPH)-

CKUX moJsimHOMa 1°.
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[Tocmarpajmo caenehum ckyn

n

T5 = {Z(akcoskx-i-ibksinkx),ne N, ap, b € R,a, = a+ 5,b, :B—a},

k=0
rae je a € Q, 8 €R u (o, 8) #(0,0). Hera z € T5. Tana je
n—1
z=ay+ Z(ak cos kx + ibg sinkx) + {(o + ) cosnx + (S — o) sinna}.
k=1

el _e—iw
24

. ix —1ix
Kako je cosz = “FH—

n—1
. . A e — b\ :
5 — gin |:a0€m;v + E {(ak —2|_ k>ez(n+k)x + (ak 5 k>ez(n—k)x} + 6627,71,3: + Oé:|,
k=1

u sinx =

, CIenm na je

rue %;“—b",%;—bk, ap, f € R, a € Q. Ilpema Tome, cBakm enement z € Ts je

o0mka
e " Pe™), neN, P(X)€Q+ XR[X], deg(P) = 2n.

O6puyTO, 3a g € Q, ap, € R u 1 < k < 2n Baskn
n—1
6—mzP(ez’m) _ aoe—mm + a2nez’nac + Z(ake—i(n—k)x + a2n_kel(n—k)z) +a,.
k=1

Kako je € = cosx + isinz, caenu na je

n—1

+ kz;:l{(ak + agn_i) cos(n — k)x

+i(agn—k — i) sin(n — k)z} + apy,
TOE (v, Qg+ Qop, Qo — Oy, A+ Qop_k, Qo —, € R. IIpema ToMe, cBaku eseMeHT
obmura e~ P(e), n € N, rue je P(X)€Q + XR[X]| u deg(P) = 2n, npunana
Ts.

Ha OCHOBY IIPETXOOHOT pa3MaTpala CJaeau Oa je
TS = {e7™ P(e™), n € N, P(X) € Q+ XR[X], deg(P) = 2n}.

IIpema tome, mocrtoju mzomopduzam f : (Q + XR[X])s — T5 unmyroBan
npecaukaBamem X — € ma caemm ma je Ts = (Q + XR[X])s, 1j. T§ je
nzomopdan moranusanuju npcrera Q + XR[X] y oanocy ma mysaTunaukaru-
Ban ckyn S = {1, X, X? ...}, y osgamu (Q + XR[X])s.
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Teopema 88. Unmeepaanu domen Ty je noay-daxmopujanar domen wuju cy re-
PACTNABNHUBYU EAEMENMU, 00 HA UNBEPMUOUANE EACMENME, MPUZOHOMEMPUJCKU

NnoAUROMU 06AUKA COST + isinx — a, 2de a € R*.

Noxas: (Q+XR[X])s je nokanusanuja npcrena Q+XR[X] y oxgsocy va mynTu-
mnukatusan ckyn S = {1, X, X? ...}, remepucan npoctum enementom X. Ip-
crer Q+ XR[X] je nony-dakropujanan nomen npema [3, nponosumuja 3.1], na
npema [4, mociequua 2.5] nobujamo ga je u (Q+ XR[X])s mony-darropujanan
nmomes. Ha kpajy, uckopucrumo nzomoppuzam Ty = (Q+XR[X])s n nobujamo
TpaKEeHU pe3yJarar. O

Y pany [86] roncrpyucanu cy mornpcrenu npcrera S¢ = Q(i)[cos z, sin z],

y osmanu S{ u S, Taksu ga je S; C S§ C S°. 3a mornpcren

n
Sy = { Z(ak coskx + ibgsinkz),n € N, a, by € Q}
k=0
je, cimuno Kao 3a mornpcerer Ty, mokazano ma je S = Q[X]g, Tj. morupcren
¢ je m3omopdan moranusanuju npcresa Q[X| y ommocy Ha MysaTHOIMKATHA-
Ban ckyn S = {1,X,X? ...}, v ossamm Q[X]g. Camuno Tome, y pamy [87]
KOHCTpyucanu cy nornpcrenu 1§ u 17 npcrena 1¢, Taxksu na je 17 C Ty C T°.

3a moTupcren
17 = { Z(ak cos kx + ibgsinkzx),n € N, ag, by, € R}
k=0

je, amasoruo kao 3a mornpcren Ty, mokaszano ma je 7Y = R[X]g, Tj. moTupcren
Tt je mzomopdan gokanusanuju npcrera R[X] y omHOCy HA My ITUIIMKATUBAH
cryn S ={1,X,X?% ...}, y osnamm R[X]s.

[Ipema mepuaunmju 20 u npumepy 21 Q[X]| u R[X] cy Eyknunosu nomenn.
Ha ocuoBy [84, mpomosuimja 7] nMaMo 1a Cy U BUXOBE JOKAJIU3ANUje, Tj.
Q[X]s m R[X]s, Takobe Eyrkmunosu momenu. lakme, S u 1Y cy Eyknnnosu
MOMEHU Ca HePACTABLUBUM €JIEMEHTUMA O0IUKa COS T+1isin £ —a, rae je peaom
a€Q*uaelR".

Heduammumo cana T§ ka0 CKyI CBUX HOIMHOMA O0mmka Y ._,(ay cos k +
besinkx),n € N,ag, b, € Cua, = at+y+if, b, = —p+i(a—7), (o, B, v) # (0,0,0),
a,feR, ve Q. Hera je z monmuuom u3 T5. Tana Bakn

n—1

z= aO-I—Z(ak cos kx+by sin k) +{(a+vy+if) cosnz+(—F+i(a — 7)) sinnx}.
k=1
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. ix —iT iT__,—1T
Kako je cosx = &E&— e e
2 21

u sing = , IMaMo na je

z=ay+ nz—:l (a;c"'b%"‘;‘(ag_b;c))eikz + (“ﬁc_bg"";(ag""b;c))e—ikx} + (a + Zﬁ)eznx
k=1
_i_,ye—zn:n?
rae je ap = a +tay, by = b, + b u ai,a], b, 0) € R, ap € C.
YBenuMo o3HaKe:
al, + b +i(a} — b)) ap, — bl +i(al + b))

r_ [—
Qp = 5 . B 5 .

Tanma mobujamo
n—1
5 — e—in® |:a06mx + Z{azei(n—kk)x + ﬁl{cel(n—k)m} + (Oé + Z'ﬁ)e%nz + 7:|
k=1

rae oy, fr,a0 € Cu a,f € R,y € Q. IIpema Tome, cBaKku eleMeHT z U3 CKyIa

5 je obnmka
e " P(e™), n €N, P(X) € Q+ XC[X], deg(P) = 2n.
O6puyTO, 3a g € Q, ap, € Cu 1 < k < 2n Baskn

e—inzp(ez’x) — e—inm(ao + aleiz 4+t a2n62inz)

2n—1
= ape~ ™ 4 Z ake—z(n—k)x+a2nemm
k=1
) . n—1 ) )
= ape” " 4 (g, e 4 Z (ake—z(n—k)m + O[Qnikez(n—k)x) + a,.
k=1

Kaxko je € = cosz + isinx, nmamo ma je

e~ P(e™) = ap(cosnz — isinnx) + ag,(cosnx + i sinnx)

+aon—k(cos(n — k)z +isin(n — k)z) } + o,
YBemumo cnenehe o3make: o = o) + iQ), oy = O, 4 + 000G, , U Qg, =

ab, +iadg, . Tana Baxkm

e P(e") = (ag + aby, + iag,) cosna + (= aj, +i(ah, — ag)) sinnx

n—1
+ kZ {(04c +ab, p +i(a) + O/Q’n_k)) cos(n — k)x
-1

+(af — af,_p +i(ah, , — o)) sin(n — k)z} + ay,
n—1

= a, cosna + by sinnz + Y {ag cos(n — k)z + bpsin(n — k)z} + oy,
k=1
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rae je a, = ag+ab,+ich,, ap = aj+aod, Ai(ag+ay, ), b, = —ab, +i(adh, —ag) n
b, = o —aly, +ilah, —a)). [Ipema Tome, cBaku enemeHT obumuka e~ ™ P(e'),
n €N, rae je P(X) € Q+ XC[X] u deg(P) = 2n, upunana T%.

Ha ocuOBY mperxomHOr pasMaTpama CIeaun Ia je
T = {e7™ P(e™), n € N, P(X) € Q+ XC[X], deg(P) = 2n}.

IIpema tome, mocrtoju mzomoppuzam f : (Q + XC[X])s — 1§ unmyroBan
npeciukaBameM X — € ma cremu na je Ty = (Q + XC[X])s, 1j. T¥ je
nzomopdan soranusanuju npcrena Q + XC[X] y ommocy Ha MynTumiInkaTu-

Ban ckyn S = {1, X, X% ...}, y osmamu (Q + XC[X])s.

Teopema 89. Hnmezpaaru domen Ty je noay-daxmopujanan domen wuju cy rne-
PACMABHUBYU EAEMENMU, 00 HA UHBEPTUOUANE EAEMENNE, MPUZOHOMEMPUJCKY

NOAUHOMY 00AUKa cOST + isinx — a, 2de a € C*.

Joxas: AuamaorHo moka3y teopeme 88. O

Cauuno kao 3a nornpcren 15, y paxosuma [86, 87| je morazano ma cy pe-
nom mornpereru S§ = {> ) _(arcoskr + bysinkx),n € N,a, by € Qi) a, =
a+vy+iB, by = —f+ila —7), (a,B,7) # (0,0,0), o,B8,7v € Q} u T =
> io(ag coskx+ by sinkx),n € N,ay, by € C, a,, = a+~+1if, b, = —F+i(a—7),
(e, B,7) #(0,0,0), , 5,7 € R} momy-pakTopujansy 1OMEHU, YUju Cy HEPACTa-
BJ/LUBU €JIEMEHTU TPUTOHOMETPHUjCKHU IMOJUMHOMU OOJIMKA COS T + iSinT — a, Ipu
uemy penom a € Q(i)* u a € C*.

Osnaunmo cazna ca T ckyl monuHoMa o6uka y ,_(ay cos kx + by sin kx),
n € N,yag, by € C, Tako ma je a, = (a+7)+i(f+0) u b, = (6 — ) +i(a—7),
a,f R, y,0 €Q, rae (o, 5,7,d) # (0,0,0,0). Hera je z monmuuom uz Ty. Tana
MOKEMO HAMICATH

n—1
2z = ap+ Y, (ay cos kx+by sin kx)
k=1

+ {((a+7)+i(B+6)) cosnz+((6 — B)+i(a — 7)) sinna}.

. ix —iz . ir_ ,—1ix
Kako je cosz = &%— m sinz = &°

n—1 ’ . .
a’, +b +i(a’! —b), ; ab —bl+i(al!+b) —i
5 = a0+2{(k kz(k ;,,)>ezkz+(k k Q(k k))e zkz}
k=1

+ (Oé+’i6)€mz+(’)/+7;5)€_mz7

, UMaMO na je

rae je ap = aj +tay, by = b, + b u ai,a], b, 0) € R, ap € C.
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YBenuMo O3HAKeE:

) _ o+ bp+ilag — by)

_ ay, — bl +i(al + b))
ay = 5

[

Tana mobujamo
n—1
s — o |:a06imc + Z{a;gei(n—i-k)m + ﬁllqei(n—k)m} + ((,V + iﬁ)e%nx + (,}/ + Lé):| ’
k=1

rae o, B, a0 € Cua,f € R,v,6 € Q. IIpema ToMe, CBaKU €IEMEHT 2 U3 CKyIa
T} je obmura

e " P(e”), n €N, P(X) € Qi) + XC[X], deg(P) = 2n.
O6puyTO, 38 ap € Q(i), ap € C u 1 < k < 2n Baskm

e—inxp(ei:c) — e—ina:(ao + aleiz 4+t a2n62z‘nz)

2n—1
= ape~ ™" 4 Z ake—z(n—k)m+a2nemx
k=1
n—1

— aoe—ina: + aQneinz + Z (ake—i(n—k)m + aQn_kei(n—k)z) + a,.
k=1

YBemumo cuenehie o3nake: ap = af + i), ap = ) + 100, Qop_g = O, +iah,
u ag, = o, +idy,. Kago je € = cosx +isinz, caemu na je

e P(e) = (g + aty, +i(af + o)) cosnx + (o — o, + i(ah, — ap)) sinnz

n—1
+ 3 {(04C + by, .+ i) + O/Q/n_k)) cos(n — k)x
k=1

+(a) — ol + (A, — ) sin(n — k):r} + ay,
n—1
= a, cosnx + b, sinnx + ) {ak cos(n — k)x + by sin(n — k)m} + ay,,
k=1
rue je an = Qg + a/2n + Z(Qg + agn)? ar = a;f + O/Zn—k + Z(O{Z + O/an—k)7 bn =
apy — o, +i(ad, — o) 1 by = o —ay, .+ i(d,_, — o). IIpema ToMe, cBaku
enement obauka e~ " P(e), n € N, rae je P(X) € Q(i)+XC[X] u deg(P) = 2n,
npunana Ty .

Ha ocrOBy mpeTxomHor pasmMaTpama CIenud na je
T¢ = {e7™P(e™), ne N, P(X) e Qi) + XC[X], deg(P) = 2n}.
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[Ipema Tome, moctoju uzomopduzam [ : (Q(i) + XC[X])s — T} unmyrosan
npeciukaBamem X — e na caemu na je Tp = (Q(i) + XC[X])s, Tj. T§ je
n3omop¢an nokanusanuju nperera Q(i) + XC[X] y omHocy Ha MysiTUIIMKA-
tusan ckyn S = {1, X, X? ...}, y ozgamu (Q(i) + XC[X])s.

Teopema 90. Unmezpaaru domen Ty je noay-daxmopujanan domen wuju cy rne-
PACMABAHUBYU EAEMENMU, 00 HA UHBEPTUOUAHE EAEMENNE, MPUZOHOMEMPUJCKY

noAurOMU 06uKA COST + isinx — a, 2de a € C*,
Jloxasz: Amanoruo moka3y Teopeme 88. O

Hanomena 91. ®axropumsamnuja y nmornpcreHuMa npcresa 1€, Tj. y 1§, 17,
Ty, Ty m Ty, je ananorsa xao y mociaenunu 67.

Hanmame, o3mara N mpexncrasmpahie nakaysmjy C y CBUM HapeIHUM OMja-

rpaMuMa.

Hamomena 92. Ilocmarpajmo cimemehm pactyhum maHam mMOACTPYKTYpa Ip-
crena C[X]

Q + XR[X] C Q + XC[X] C Q() + XC[X] C C[X],

rae cy Q + XR[X],Q+ XC[X] u Q(i) + XC[X]| nony-parkropujassun goMeHN 1
C[X| Eykmunos nomen. Jlokanusanuja cBa OBa YeTUPU JOMEHA, Y OJHOCY HA
Mmyatunukatusan ckyn S = {1, X, X? ...}, uyBa mUXOBa CBOjCTBa (haKTOPU-

sammje.
Q+XR[X] C Q+XCX] C Q) +XCX] C C[X]
N N N N
(Q+XR[X])s € (Q+XC[X])s C (QU)+XC[X]))s € CIX]s.
Ha OCHOBY TIPETXOMHWX pasMaTpama 1 Teopeme 65 Bawmu
Q+XR[X] € Q+XC[X] C Q)+ XC[X] C C[X]
N N N N
T < T C Ty c T

rpe cy 15,75 n T momy-¢pakTopujaJTHN JOMEHU caIp:KaHA y EykanmmoBoMm
nomeny 1.
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Hanomena 93. Y panosuma [86, 87|, cIMYHO 3aKbyUKy U3 MIPETXOIHE HATIO-

MeHe, mobujeHu cy pemom ciaenehu mujarpamu:

QX] € Q+XQH[X] € Q@)X]
N N N
Se C S c S

rze je S§ mony-gaxropujanal qoMeH yTucHyT usMmebhy nsa Eykmunosa nomena
St u S u
R[X] € R+ XC[X] C C[X]
N N N
r  C T c T
rze je 1§ nomy-dakTopujajaH JoMeH yTUCHYT usMeDy nBa Eyknnnosa momena
TF m T°.

2.4.2 Y cJOBU KOje 3a/10BOJBABAjJy pallIvpena
MNPCTEHA TPUTOHOMETPWjCKUX MOJMHOMA

Y oBoMm meny Omhe anaau3upaHa ABa yCJIOBa KOja Baske melhy pamupemu-
Ma IPCTEeHA TPUTOHOMETPUjCKUX MOJIWHOMA. Y ciaoB 1l je mepumHuUcaH y pamsy

[77, ctp. 661], nok je ycioB 2 m3Benen u3 ycuaosa 1y pany [86].

Yenoe 1. Hera je A C B pamupeme KOMYTATUBHOD MPCTEHA CA j€IUHUIIOM.

3a cBako r € B mocroje 2’ € B* u 2" € A rako na je x = 2’2"

ITpumep 94.[77, npumep 1.1] a) Aro pamupeme npcrena A C B 3amoBosbaBa
ycaos 1, pamupeme npcrena A+X B[X] C B[X] rakobe 3amosomasa ycaos 1.
6) Axko pammpema npcreia A C B u B C C 3amoBosbaBajy ycioB 1, oHma Taj
yCJIOB 3a0BOJbaBa u pammupeme npcrena A C C.

B) Axo je B konnuHnuky npcreH npcerena A, pamwmpeme nperena A C B 3ano-
BOJbaBa yCJa0B 1.

r) Ako je B mome, pamupeme npcrena A C B 3amoBosbasa ycios 1.

Yenos 2. Heka cy A, A;, B u B; KOMyTaTUBHU IPCTEHNU Ca jeIUHUIIOM TAKBU

na je
A C B
N n .
A C By
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Tamna 3a cBako x € By mocroje ' € B* u 1’ € A} Tako ma je v = z'x".

Jlema 95. Hekxa je A C B pawupemne KoMymamueHoz npcmena ca jeOuHULOM
Koje zadosomasa ycaos 1. Axo je N myamunaurxamusan nodckyn ckyna A, mada
pawupene npcmena N 1A C N7'B zadosomasa ycaoe 2.

Zloxas: Kako pamupeme npcrena A C B 3amoBosbaBa ycaoB 1, cienu ma 3a
cBako a € B moctoje b € B* u ¢ € A tako ma je a = bc. OuuraemHo je
NT'ACN'B. Herkajex =2 N'B. Tana jex =%, a € B, s € N. OnaBze
cnem ma je v =% =b¢ rnebe B u £ € N A 0

OOpHYTO HE BasKM y ONIITEM CJIyUajy, MTO je MOKa3aHo ciemeioM TeopeMoM.

Teopema 96. Hexka je A C B pawupemne KoMymamueroz npcmena ca jeOuNUuy oM.
Hexa pawupewe domena Ay C By 3adosomasa ycaos 2 u pawupewe domena A C
Ay 3adosomasa ycaoe 1, 2de je A C Ay w B C By. Hexa je Bf = B* u BfNA; =

A3, Tada pawupewe domena A C B 3adosonasa ycros 1.

Jloxas: Kako pammpeme momena A; C By 3amoBosbaBa yCIOB 2, 3a CBaKO
r € B C By mocroje ) € B* u z{ € A, tako ma je x = zjz{. Iame, aro
x| € A, noka3 je roros. IIpernocraBumo 3aro na =] € A1\ A. Kako pamupeme
momena A C Ay 3amososmasa ycios 1, 3a xf € Ay mocroje 2, € A may € A
Ttako ga je rf = zhal. Onmarne cremnu na je v = xjzhry. Kako je B = B* n
BifNA; = A}, cnenn na iz, € B* m 25 € A. [Ipema Tome, A C B 3am0BoJbaBa

ycioB 1. O

Teopema 97. Hexa je A C B C B; pawupeme KOMYMamueHoz npcmena ca
jedunuyom. Ipemnocmasumo da pawupewe domena A C By zadosomasa ycros

2. Taoda pawupewe domena A C B zadosomasa ycaros 1.

Zoxaz: Pamupeme momena A C B; 3a10BOJbaBa yCJIOB 2, Ia CTOTA 38 CBAKO
xr € B C By mocroje ' € B* u 2" € A tako na je v = x'z”. Ilpema Ttome, A C B

3a/10BOJhaBa ycJaoB 1. O

ITpumep 98. Heka je A C B pamupeme KOMYTaTUBHOD IMIPCTEHA Ca jeIHI-
nmoMm. Heka je N = A* myntunaunratusan nmoackyn ckyna A. IIpernocraBumo
na pamupeme qomesa N 'A C N7'B 3anosomasa ycaos 2. Tana pamupeme
nomena A C B 3amoBoJbaBa ycaoB 1.
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ITpumep 99. a) Arxo pamwmpema npcrera A C B u B C C 3amoBomasajy
ycaoB 2, takobe Taj ycnos 3amoBosbaBa u pamupeme npcrena A C C.

6) 3a A=A, u B= B; ycaos 1 u ycinos 2 ce nmomynapajy.

B) Ako pammpeme npcrena A; C By 3amoBosmasa yciaoB 2, Takobhe 3a10B0/baBa
un yciaosB 1.

r) IIpema memu 95, pamwupema upcrena 15 C Ty u Tf C T° 3amoBosmasajy

yCIJIOB 2, IIa Taj YCJIOB 3aJ0BOJbaBa M pamupeme npcreHa 1y C T,
[IocmaTpajMo cama kOMyTaTWBaH AMjarpaMm IpeMa HalmoMmeHu 92:
Q+ XR[X] € Q+XC[X] € Q)+ XC[X] < C[X]
N N N N
Ty C T3 - Ty c T-
Kao sakmyuar mperxomne muckycuje marta je ciaeneha tabena, y kKojoj je

IPUKA3aHO Bakeme ycaoBa 1 m 2 meDhy pammpemuma TpCTEHA TPUTOHOME-

TPUjCKUX MOJIMHOMA.

Tabena 1.

Pamupeme npcrena ycioB 1 | ycuoB 2
Q+ XR[X] C Q+ XC[X] He He
Q + XC[X] C Qi) + XC[X] 2 na
Qi) + XC[X] C C[X] na He
Q+ XR[X]| CTy a na
Q+ XC[X]| CTg na na
Q) + XC[X]| C Ty na na
C[X]CT° na na
15 C T3 HE HE
T35 C T a a
Ty C1T* na za
Q+ XR[X]| CTs He He
Q+ XC[X] C 1§ na na
Qi)+ XC[X]CTe na na
15 CT¥ HE HE
Ty CT¢ HE HE
I3 CT° ma ma
Q + XC[X] C C[X] na He
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[Ipumernmvo na pamwmpewma Q + XC[X] C Ty, Q(i) + XC[X] C T° u TS5 C T¢
3a10BOJ/LABAJY YCJIOB 2, HA OCHOBY TPAH3UTUBHOCTH.

Cnmuno nmperxomuoj Tabenu, npema HamoMmenu 93, mobujamMo HApenHe OBe

Tabee:
Tabena 2. Tabena 3.

Pamupeme yc.1l | yec.2 Pamupeme yc.1l | ye.2

QIX] C Q+ XQ(i)[X] He He || RIX]CR+ XC[X] | =e He
Q+XQH)[X]CQ)[X]| nma e || R+ XC[X]|CC[X]| na HE
Q[X] C S5 na | na R[X] C Tf na | na

Q+ XQ(i)[X] C S§ na | ma R+ XC[X] CT§ na | ma
Q>i)[X] C s° na | ga ClX]cT* na | ga

ST C 5§ He He I7 C T He He

Sg C S5¢ na na T5 € T¢ na na

Q[X] C 5§ He He R[X] C T§ He He

Q+ XQ)[X] C s na | na R+ XC[X]CT* na | na
Sy C S HE HE T CTe He HE

Pamupema Q + XQ(i)[X] C S¢ u R+ XC[X] C T° 3anoBosmasajy ycJaoB 2 Ha

OCHOBY TPaH3WTWBHOCTU.

2.5 AJgropurMm KOO TPUTOHOMETPHjCKUX
MOJIMHOMA

OsBo nmoraasibe nmocsehieHo je amropurMuma 3a ynporrhaBame KOJIUYHUKA,
nejbewme, (pakTopucame n onpebusame HajBehux 3aje ITHUUKMX menuTeshba OBA
TPUrOHOMETPUjCKa monnHOMa, npema pany [64]. Iopexn oBor pana, nuje HaMm
MIO3HATO Ja MOCTOjU jOII PANOBa y MNOCTYIIHO] JUTEPATYPHU KOju ce DaBe OBOM
TEMATUKOM.

OszmaymMo ca s ¥ ¢ penoM (GYHKIHje sinx u cosx. Y HacTaBKy he Ourwm
ONMCAHU TIOCTYNIX 38 yIpoIlhaBame KOJUYHUKA 1B TPUTOHOMETPHUjCKA IO-
AuHOMa, TauHuje ensementa nomena S=Qls,c]/(s*+c*—1), y cuucay ompebu-
Balka jeTHOCTABHUjer O0JIMKa OBOT KOMnyHUKA. [lomenyTu npobaemu ympoin-

hasama mojaBibyjy ce y OpOjHUM IpUMEHaMa MaTeMaTUKe y WHKEHepPCTBY.
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Taxobe ce jaBmajy m y pa3HuM m3pauyHaBamBUMa KOja YKBYUIY]y TPUTOHO-
MeTpujcKe MoJUHOMe HaJ MoJbeM, Kao Ha mpuMep kana ce Laycosa'? emmmvu-
Hanuja IPUMEHN Ha MATPUIY TPUTOHOMETPUjCKUX IIOJIMHOMA.

Jeman mpuctyn pemasBamy oBor npobiema je ckpahuBame nHajBehier 3a-
jemHuYKOr mesuTesha 3 Opojuorna u umenuona. OHO mMTO 0Baj TpobIEeM YUHUI
HEeTPUBUjAJHUM je To mTo Koauunuaku npcerer Q[s, c|/(s? +c? — 1) nuje nomen
ca jeIHO3HAYHOM (AKTOPU3aNUjoM (BUAETHU MOTJIaBke 2.3), ma mpemMa TOMe
1 HajBehu 3ajeTHUYKU HEJTUTEh TPUTOHOMETPUjCKUX MOJUHOMA y OBOM JMO-
MeHy HUje jeAMHCTBeH y onmTeM ciay4ajy. Jla Oucmo momum mo HajBeher
3aj€ IHUYKOT NeJIUTEsha OBA TPUTOHOMETPHUjCKA MOJIMHOMA HaL HobeM (Q moT-
pebno je pasymeru dparkropuzamujy y nomery Qs,c|/(s? +c* — 1) u nauun ma
KOjU ce y OBOM IOMEHYy Bpmu mejbeme. Takobhe je morpebHO OKapaKTepucaTu
HepacTaB/LUBE ejieMeHTe noMeHa S M MOKa3aTu Ha KOju HaduH ce onpebhyjy
CBe pasianuuTe pakTopuU3alyje eJeMeHTa OBOT JOMeHa Ha HepacTaBJbUBe (hak-
tope. PakTopucame TPUTOHOMETPU]CKUX MOIUHOMA MOYKE CE€ MPUMEHUTU Ha
pelaBame TPUTOHOMETPUjCKUX jeTHAUNHA.

Kao mro je Beh peueno, jenan o HaunHAa 3a yIpommhaBale KOJIUYHIKA 1Ba
TPUTOHOMETPHUjCKa IOANHOMA HAJ IOJLEM PAIMOHAJIHUX OpOjeBa je HaJIaKeHe
najsehier 3ajequuukor neauTesa 6pojuora u umenuona y Q[s,c|/(s*+c*—1) u
meroso ckpahmBame. Mnak, To He Boau yBek N0 HajjeIHOCTABHUjer Pellena.
Y pany [64] maT je IMPEKTHUjYX TPUCTYN KOJU HUjE TEKAK 33 M3padyHaBambe
M YBEK Jaje HajjeTHOCTAaBHUjU PE3YJTAaT.

Y oBOM TOTJIaBJ/hY HaBeNeHE Cy TJaBHE NePpUHUIMje, TPUMEPU U TeopeMe
n3 pazxa [64] ca cBuM merassmMa NOKa3a, IITO HAM je MOCEOHO BAKHO 360r
Mmoryhuoctu mpuiaarobasama oarosapajyhmx mokasa morpebama marTepuje

Koja je obpabena y mapenHoj riaBu.

2.5.1 Jleseme u pakrTopm3amuja y Qs, /(s> + * —1)

HpquaBa}Le TpI/II‘OHOMeTpI/IjCHI/IX IIOJIMHOMa Had IIOJLEM Q CBOIM C€ Ha

uctuTUBame ocobuna nomena Qs, ] mo momymy s*+c2 —1 = 0.

Hedurunmja 100. depuaummvo penammjy = ca p = q <= (s°+c*—1) | (p—q),
y momeny Q[s, c|.

12Johann Carl Friedrich Gauss (1777-1855), HeMauky MaTeMaTAYaAp
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Jacno je na je = penamuja exsuBasenuuje y momeny Q[s,c| ca kmacom exsu-
saseruuje [p| = {q¢ € Q[s,c] : p = ¢q}. Ilakne, kama roBOPUMO O TPUTOHOME-
TPHUjCKOM IIOJMHOMY ¢ TO Ce€ OQHOCH Ha HpeACTABHUKA KJIACe eKBUBAJCHIM)e
[q] m3 Qs,c]/(s* + c* —1).

HMepuaunuja 101. Tepuraumumo ¢:Q[s, c] — Qls, c] ca ¢(p)=p (mod s*+c*~1),

npu uemy s2 Memamo ca 1 — c2.

IIpema ToMe, ¢(p) je ereMeHT Kiace eKBUBAJIeHIUje [p] KOju je auHeapaH IO

§. Y HapemHOj JeMH IIOKa3aHO je Ia je OH jeIWHCTBEH.

Jlema 102. Heka je p € Q[s,c|]. Tada je ¢(p) jeduncmeen eaemenm y Qls, c]

obauka A(c)s + B(c) exsusasenman ca p.

Loxas: Mlpema nepuunnuju, exement ¢(p) je auneapan mo s u ¢(p) = p. Ilper-
nocraBuMo 1a je ¢ = A(c)s+B(c), rako na je ¢ = p. Hexka je ¢(p) = a(c)s+b(c).
Tana je ¢(p) = q, na npema tome (s> + ¢ —1) | ((A—a)s+ (B —10)). To je
moryhe y Q[s, | jenuno y cayuajy rana je A=au B=h. O

ITpebumo canma ma cremen Tpuronomerpujckor noauaoma y Qls, c], koju je

neUHUCAH Y 3aBUCHOCTU OX (yHKOUje O(p).

Hepuaumnuja 103. 3a p € Q[s, ¢|/(s*>+c? —1) nepunrume ce TPUTOHOMETPUjCKA
cremen ox p, y osramu TD(p), kao TD(p) = deg, .(¢(p)), rue je deg, . cremen

nosHOMa G (p(S$,C)).

Ha mpumep, moauHOM p = 52 +c2 je cTemeHa 2 ako ra IocMaTpaMo Kao O0MJaH
nosnvaoM v Q[s,c¢]. Mebyrum, ako ra mocmMarpamMo Kao TPUTOHOMETPU]jCKU

OJIMHOM, H>€rOB TPUTrOHOMeTpujcku creneH je 0, ¢ o63upom ma je ¢(p) = 1.
Jlema 104. Hexa p,q € Q[s,c]/(s* +c® —1). Tada je TD(pq) = TD(p) + TD(q).

Joxas: Heka je ¢(p) = A(c)s + B(c) n ¢(q) = ac)s + b(c). YBemumo cnenehe
osnake: ny = deg,(A)+1, my = deg.(B), ny = deg.(a) +1 u my = deg,(b). Tana
BayKU

&(d(p)d(q)) = (Ab+ aB)s + (Bb+ Aa — Aac?).

sRemuMo na mokaskemo ma je

deg(¢(¢(p)d(q))) = deg(¢(p)) + deg(¢(q))- (2.5.1)
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OBo tBpheme ce mako mpoBepaBa, OCUM y CJIy4dajy Kama je m; = ni, Mg =
ny. C muibem ma, y oBOM cnyqajy, O,Z[peI[I/IMO deg(gb(qﬁ(p)gb(q))), IOCMATPAjMO
cienehie cyme: A(c) = oM Aidt, Ble) = S Bicd, a(e) = S0 aid m b(c) =
Yo b;¢'. Bomehu roedunujent nomunoma Ab+aB je An,_1bm, +ny—1Bm,, TOK
je Bomehu xKoepumujert momuuroMa Bb+ Aa— Aac? jemaax By, b, — Apy—1Gn,—1.
Ako mpermocraBuMoO CymnpoTHO, na jemHakoct (2.5.1) e Bakm, Tama oba oBa

Koe(UIMjeHTa MOopajy OWUTU HyJa, Ia pemaBaMO CUCTEM jenTHadynHa
A7z1—1bn7,2 + anz—le,l = O

B?’nqug - Anl—lang—l = 07

1 nobujamMo nBa pemema ca HyJITUM KOe(pUIUjeHTUMa
{Ap 1 =0, By, = 0}, {an, 1 = 0, by, = 0}
U JBa KOMIIJIEKCHA PeIlemha
{an,—1 = tibpy, Ap,—1 = FiBm, }.

[IpBa mBa ckyma pemema Cy y KOHTPAAUKIUjA PEAOM Ca CTEIEHUMA IIOJIN-
HOM& p U ¢, JOK pellema U3 Mociedmer ckyma He npunanajy Q. Ilakme,
deg(od(o(p)o(q))) = n1 + mo u TBpheme (2.5.1) je Tauno y OBOM ciryuajy.

Hame, npumetruvo na u3 p = ¢(p), ¢ = ¢(q) u pg = ¢(pqg) cnemm nma je
o(p)o(q) = pg = ¢(pq). Cxomuo ToMe, nMamMoO Ha je

TD(pq) = deg(d(pq))
= TD(¢o(p)¢(q))
= deg(o(o(p)¢(q)))

= deg(¢(p)) + deg(¢(q))

= TD(p) +TD(q). 0

Jeman on HaumHa 3a ynpomhaBambe KOIMYHUKA JBa TPUTOHOMETPU]CKA TI0-
nuHOMa 1 (axropusanujy y nomeny Q[s,c]/(s*+c*—1) je cmena tan £, mro je

2tan 1= tan? Yy
2% N COST = m. Ha-

1+tan

cTaBKy, tan § osmaumhemo ca t. OBoM cMeHOM (f-CMeHA), TPUTOHOMETPHjCKM

HOJIMHOM TpeTBapa ce y KoaudvHuk nojuHoMa u3 Q[t] u cremena mommaoMma
1+ 2.

onucano y pany [64]. Kao mro 3uamo, sinz =
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Hedununmja 105. depurummmo

bt Q[s, ] — Q(t) ca Yu(p(s,c)) = p(2s, 55).

Kao mro 3uamo, ¥, : Q[s, c] — Q(¢) je xomoMopdu3am npcrena uuje je jearpo
rJIaBHUA MIeas FeHePHUCAH IoamHoOMoM s2 + ¢ — 1. Ilpema mpBoj Teopemu o

uzoMopduaMy mpcTena, umamo na je Q[s, c]/(s? +c* — 1) = Q(t).

Jlema 106. Heka je p € Q[s,c]/(s*> + ¢* — 1) mako 0a je TD(p) = d. Tada je
Ui(p) = %, 2de a(t) € Q[t], maxo da je deg,(a) < 2d u 1+ t* 1 al(t).

MebyTtnm, na 6ucMO UCKOPUCTUIN IOPEeHABENEHN M30MOP(u3aM IPCTEHA,
moTpebOHO je U BPATUTU TOPEIOMEHYTY (-CMEHY, Tj. U3PA3UTHU { IPEKO S U C, U
TVMe IPETBOPUTY PANVOHAJHY (YHKIU]Y 1O ¢ y TPUTOHOMETPU)CKU ITOJTUHOM.
To mocrmxeMo cMeHOM t = 17_6 3ampaBo, OBOM CMEHOM I00MjaMO KOJIUIHUK
IBa TPUTOHOMETPUjCKaA MOJUHOMA, Ta Aa OMCMO MOOUIU TPUTOHOMETPUjCKU
MMOJIMHOM Tpebda M3BPIIUTU HUXOBO NeJbelme, MTO je mocebaH 3anmartak. 1aj
IIOCTYHAaK ONNMCAH Je Y TEOPEMU KOja CIIeIu.

Hajope kpehemo onx momohuux mema.

Jlema 107. Heka je a(t) = Y. vit! mako da je va, = Sor (—=1)H vy, 5y u

Vop_1 = Z?:_ll(—l)i+1'l)2(n_z‘)_1. Taoa (]. + t2) | a(t)

Joxas: Tlocmarpajmo b(t) = > 22252 bit!, Tme je b; = 2/:20(—1)’“01-_% aKo je 1
e -1)/2) ko . ) : .
mapas u b; = Y, " (—1)"v;_9; aro je i memapan 6poj. Tama mobujamo na je

a(t) = (1+t%) - b(t). O

Jlema 108. Hexa je n € N. 3a cearxu noaunom a(t) sa xoju 1+ t* 1 a(t) u
deg,(a) < 2n saxcu

resi(a(t) — X(1+t2)", st + (c— 1)) = p(s,¢)X + q(s,c),

20e p(s,¢), q(s,c) € Qls, c]. Mmasuwe, ¢(p) = =2"(1—=c)", ¢(p) | (q) y Qls,¢] u
TD(q(s,c)) =2n.

Jloxas: Heka je a(t) = Yo", vit!, roe mapasuo axo je deg,(a) < 2n Basu ma je
v; =0, 3a 7 > deg,(a(t)). Pesayaranra koja ce Tpasku jeqHaKa je JeTePMUHAHTU

Cunsecrepose!® maTpumne

13 James Joseph Sylvester (1814-1897), enrsteckn mMaTemaTuyap

61



vgn—(")X Vo1 U2n_2_(")X T T ¢

0 1
S c—1 0 0
S c—1 0 0
S = 0 0 S 0
: 0
: : : . . . 0
0 r 0 s c—1

Pauynamem ose nerepmunante nobuja ce ma je det(S) = p(s,c) X +q(s,c), npu
yeMy moOujaMo na je:
o(p(s;0)) = =2"(1—¢)",

n n—1

Qb((](s, C)) - (1 - C)n [ Z 7}2(n—i)(1 + 0)2(1 — C)n_i + Z ’[)2(n_i)_13(1 + C)Z(l _ C)n—i—l] .

i=0 i=0
Ocrauo je jom ma ce mokaxe ma je TD(q(s,c)) = 2n, 1j. deg, .(o(q(s,c))) = 2n.
Axo je deg,.(é(q(s,c))) < 2n, Tama y apyrom ummmony moamHOoMa ¢(q(s,c))

0ba koepummjenTa y3 ¢ u sc" !

Mopajy outu myiaa. To 3mauu ma je vg, =
S (=) gy 7 Vg = Z?:_ll(—l)”lqig(n_i)_l, na mpeMa IPEeTXOJHO] JIeMU

cremu na (1+#%) | a(t). To je wourpamuknuja, na je TD(q(s,c)) = 2n. O

Teopema 109. Hexa je n € N u nexa je a(t) noaunom sa xoju eamcu 1+t § a(t)
u deg,(a) < 2n. Tada nocmoju jeduncmeen MPUzZOHOMEMPUICKU NOAUNHOM @,

. . ~ t
mpuzoHoMempujckoz cmenena n, maxo da je Py(a) = %

Jloxas: Ha ocHOBY TIpeTXOIHE JeMe, IMaMo 1a je
resi(a(t) — X(1+t%)", st +(c—1)) = p(s,¢)X + q(s,c),

rae ¢(p) | ¢(q) y Q[s,c], TD(p) =n u TD(q) = 2n.
Pemasamem jemnauune p(s,c)X +q(s,¢) =0 mo X € Q[s, c]/(s*> +* — 1), nobu-
jaMmo ma je

X = % €Q[s,c]/(s*+c* —1).

Harmae, X € Qls,c]/(s*> + ¢* — 1) je TPUTOHOMETPUjCKOT CTeNeHA N, U IpeMa
Ne(pUHUNIJU Pe3yITaHTe UMaMo 1a je

a(t)

Yi(X) = arer
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IToraskumo cama jenmacTBeHOCT. IIpermocTaBMMO CYympOTHO, A& MOCTOj€

[IBA PA3JIUYUTa TPUTOHOMETpUjcka noamuoma a u b € Qls, ¢|/(s* +c* —1), Tako

na je l/it(&) = 1/),5(13) = % Kaxko jeA 1)y XOMOMOD(}pHU3aM IPCTEHA, CIean na je
i(a—b)=0. Omasne umamo na a—beker(yy) = (s + ¢ —1). Ilakne, a="0. O
a(t)

OBa Teopema roBopy HaM Ja je CBaKa PalMOHAJHA (YHKIMja OOIMKA iy
roe a € Q[t], 1+ t* 1 a(t) u deg,(a) < 2n, 3ampaBo cauKa TPUTOHOMETDU]-
CKOTl' TIOJIMHOMA CTENeHa N MPU IpeciaukaBamy ;. Jlakie, mam 3amarak je na
Oape MO 1/){1((1%3?) = X(s,c¢), npu yemy je X(s,c) jeQMHCTBEH TPUTOHOME-
TPUjCKUA TIOJIUHOM.

Hapenna Tteopema mokasyje HAM Kada jeaaH TPUTOHOMETPU)CKU TOJJTUHOM
nemu apyru vy Q[s,c]/(s* + ¢ — 1), a y mokasy je maT moCTymak uU3padyHa-
Bama BUXOBOr Koamuaumka. O3HaumMo ca NU Opojunan y pas3iioMKy, HID.

NU(7%55) = a(?).
Teopema 110. 3a a, b € Q[s,c]/(s* + * — 1) samcu:

a|lb < (i) TD(a) <TD(b)
(ii)  NU(Wr(a)) | NU(¢:(b) y Qlt]
(iii) deg(NU(¢4(b))) — deg(NU (¥4(a))) < 2(TD(b) — TD(a)).

loxasz: (=) : Heka a | b. Tanma ciemu ma mocroju ¢ Tako na je b = qa €
Q[s, c]/(s*+c*—1). Tarobhe mocroju u r € Q[s, ] Tako na je b = ga+r(s*+c*—1)
y QIs, c]. IIpema nemn 104 umamo na je TD(b) = TD(q) + TD(a). Ilrapume,

(b)) = Yi(qa+r(s* 4+ —1))
= (@) i(a) +(r) - 0
= Ui(q)¥r(a).

[MMupehwu oBy jemnaroct, mobdbujamo:

NU(wx (b)) _ NU(4(q)) . NU (¢1(a))

(14 2)d (14 ¢2)da (14 ¢2)da’
rae je d, = TD(x), 3a © = a,b,q. Kaxro je d, = d,+d,, cnenn na je NU(¢y(b)) =
NU(i(g)) - NU(ts(a)). IIzanmme.

deg(NU(t:(b))) — deg(NU(¢y(a))) = deg(NU(¢x(q)))
< 2TD(q)

— 2(TD(b) — TD(a)).

63



Tume je nokasan cmep (=>). 3a mora3 cMepa (<=) HPETHOCTABUMO Ia BAXKE

(
(

a)), 3a Heru noiuHoM ¢ € Q[t]. IIpema Towme,

cBa tpu ycaosa (i), (ii) n

je NU(¢hi(b)) = q(t) - NU(¢y

NU@r(b) _ q(t)  NU(y(a))
I+ 2)  (1+ )% (14 2)k.

iii) HaBemena y mckasy teopeme. U3 (ii) caemu na

Kako je
deg,(q) = deg(NU(4(b))) — deg(NU(¢¢(a)))

< 2(TD(b) — TD(a)) w3 (iii)
= 2(dp — d,),

mpeMa MPEeTXOMHO] TeOPEMU BasKU

q(t)

a7 myaa) € Qs d/(s"+ 1),

q=v;'(
Omasne je b= da € Q[s,c|/(s*+ * —1). O

Iocnemuma 111. Hexa je p € Qls, c]/{s* + ¢ — 1) maxo da je TD(p) > 1. Axo
je deg(NU (¢4(p))) < 2I'D(p) — 2, maoda (c+ 1) | p.

Joxas: Kako je (c+1) = Taaa Ha OCHOBY IPETXOIHE TeOpeMeE CJieau

c+1)[p = () 1<TD(p)
(i) 2 [ NU(4x(p))
(iif) - deg(NU(¢x(p))) < 2(TD(p) — 1).

Kaxro cy ycuaosu (i), (ii) u (iii) 3amoBosmenu, cnemu na (c+ 1) | p. O

Y macraBky oapebyjemo mepacrasmuse enemente y Q[s, c]/(s? + & — 1).
3uamo na cy uHBepTuOMIHEM enementu y Q[s,c]/(s* + ¢ — 1) panmonamnn
6pojesu pazmuuntu on Hyste. CXomHO TOMe, NepUHUNY ce HEPACTABILUBU

enemertu y Qs c]/(s* + ¢ — 1) npema nedpunurmju 4.

HMepuunnmja 112. Henynru enement p € Q[s, c|/(s* + ¢* — 1) je mepactasmus
aKo:
a) p HUje MHBEPTUOUIAH eJeMeHT, Tj. ako p ¢ Q,

6) ako je p = ab, ciemu ma je jemaw onx a win b MHBEPTUOUIIAH €JIEMEHT.
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Teopema 113. Hexa p € Q[s, c]/(s* + ¢ — 1) u nexa je p neuneepmuburam ene-
menm (mj. TD (p) > 1). Tada saxcu:
(a) axo je TD(p) =1, mada je p nepacmassrue MpuzoHOMEMPUICKU NOAUHOM,
(6) axo je TD(p) > 1, mada je p wepacmas.pue MPuzZOHOMEMPUICKY NOAUHOM
aKKo

(1) deg (NU(vx(p))) = 2T'D(p) — 1,

(12) NU(¢(p)) je nepacmasnus noaurnom y Qt] usu je NU(1+(p)) npouseod

0sa Hepacmaswuea noaurnoma y Qt], npu wemy cy oba nenaproz cmenena.

Joxas: Axo je TD(p) = 1, p je HepacTaB/LUB TPUTOHOMETPUJCKUA MOJIUHOM,
npema gemu 104. IIpernocrasumo cana ma je TD(p) > 2.

(=) : IlpernocraBumo cynporuo, ma (i) u (ii) mHe Baske. Axro (i) He Bakw,
rana (c+ 1) | p npema nocaemuuu 111. Ilpema Tome, p je pacraBmus Tpu-
ronomerpujcku nosuaoM. Cagna npernocrasumo na (i) Baku, a (il) He BayKU.
Tana mopa 6utu na je NU(¢y(p)) pactasmus noauuaom y Q[t], anu Huje jeqnak
OPOU3BOMIY [Ba HepacTaBibuBa moiauHoMa y Q[f] memapuor cremena. lakie,
HEKa je

NU(@x(p)) = a1(t) - ¢2(2),

3a q1,q2 € Q[t], Tako na je deg(q1),deg(qa) > 1 u ¢1 je HEPACTABILUB IOIUHOM.
Ako je m ¢o mepacrasmpuB moimHoM, Tana deg(q) m deg(qy) He Mory Gurwm
HemapHu nctoBpeMeno. Kako (i) Basku, Tama pasinkyjeMo OBa ciaydaja:

(1) deg, (NU(#(p)) = 2d

(2) deg,(NU(¥:(p))) = 2 — 1.

Cayuaj (1) : Aro cy crenenu mommuOoMa ¢i(l) U ¢o(l) mAPHU MCTOBpEMEHO,

MOKEMO Yy (p) HAMIUCATU Kao

_ a1 ) q2
7\/}t(p) - (1 —|—t2)d1 (1 +t2)d27
rae je d; = (1/2)deg,(q;) 3a i = 1,2. Axro cy oba cremena HemapHa, Tana
IIOJIMHOM @ Mopa Outu pacrassmub. llltaBuime, ¢, MOpa MMaTy HEpaCcTaBIHUB
¢axrop HemapHOr crenena, HOpP. ¢3. Heka je ¢a = ¢3-q4 (g4 je mapHOr cTenena).
Cana MoyxkeMoO ¢y (p) HamMCATU Kao
g1 -493 4d4
(1+t2)d (14 ¢2)d’

rae je dy = (1/2)(deg,(q) + degy(g3)) u da = (1/2) deg,(q4).

Vi(p) =
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Cayuaj (2) : Tauno jegan ox MOJMHOMA ¢ U (2 j€ HEMAPHOD CTENEHA, HIP. (.

Hanumuwmo cana ¢,(p) kao

_ 0 ] 42
77Z)L‘(p) - (1 +t2)d1 (1 —|—t2)d2’

rne je di = (1/2)(degy(q1) + 1) u dy = (1/2)(deg,(g2)). ¥ cBakom cayuajy
MOKeMO 1y (p) HamMcaTu Kao

o qu . qu
I/Jt(p) - (1 —|—t2)d1 (1 +t2)d27

rae je 2d; > deg,(q;) u d; > 1, 1 = 1,2. IIpema teopemu 109 06a unHMONA pa-
moHaHe QyHKuUje Yy (p) 0aroBapajy TPUTOHOMETPUjCKUM MOIUHOMUMA, CTe-
nena pemom dy u dy, dy,dy > 1y Q[s,c]/(s* + ¢ —1). Ilakne, p je pacTaBbuUB
TPUTOHOMETPHU]CKU MTOIUHOM.

(<=) : Hera Basxe ycuosu (i) u (ii). I[IpernocraBumo cynpoTHO, na je Tpuro-
HOMETPUjCKM MOJUHOM p pacTaBmus. Ilakmae, p=ab, a,beQ[s,c|/(s* +  — 1),
TD(a) > 1 nu TD(b) > 1. Cazna umamo na je

Vi(p) = i(a) - Yu(b)

NU(¢y(a)) NU(¢:(b))
(1+2)d  (1+2)b°

rae je d, = TD(a) n dy = TD(b). IIpema semu 104 caemu na je d,+d, = TD(p).
Axo je deg,(NU(¢x(a))) =0, Tana je

deg;(NU(¢(p))) = deg,(NU(¢(b)))
2d,

IN

= 2(TD(p) — da)
— 2TD(p) — 2d,

IN

2TD(p) =2 (doa 2 1)
< 2TD(p) — 1.

OBo je y rourpamukimmju ca (i). Cuaumuso je m aro je deg,(NU(¢y(b))) = 0.
Haxkxe, NU(¢y(a)) m NU(¢ (b)) ¢ Q. Ilpema Tome, NU(¢(p)) je pactaBmus
nosmmaoM 'y Q[t]. Kako ycmos (ii) Bau u NU(¢y(p)) je pacraBmus mosu-
HOM, cieau na cy oba mommuoMma, NU(i(a)) u NU(¢4 (b)), HepacTaBmuBu u
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deg,(NU(¢x(a))) n deg,(NU(1(b))) cy remapru. Hexa je d, = deg,(NU(¢(a))) u
dy, = deg,(NU(vp(b))). Karo cy d, u d, menaprau 6pojesu u < 2d, u 2d, pemowm,
Taza je dy, < 2d, — 1 u dp < 2d;, — 1.

Kako Basu ycnos (i), caemu na je
deg,(NU(¢(p))) = 2d nan 2d — 1.

Axo je deg,(NU(¢y(p))) = 2d, Tana je 2d = d, + dy < 2d, + 2d, = 2d. Axo je
deg,(NU(¢y(p))) = 2d — 1, tama je 2d — 1 = d, + dy < 2dg + 2dy — 2 = 2d — 2,
omakye caemu ma je 2d < 2d — 1. ¥Y oba ciaydaja mobujaMO KOHTPaOUKI]Y.
Ilakne, p je HepacTaB/bLUB TPUTOHOMETPU]CKU IOJIUHOM. a
Ha ocuoBy 0oBe TeopeMe MOKEMO 3aKJbYUUTHU a HEPACTABJLUB TPUTOHOMETPU-
JCKM TOJIMHOM HE MOpa MMATV HEPACTABJLUBY CJIUKY IPU IPECIUKABAWKLY .
[MITaBume, HEpaCcTaBHUBA CIVKA TPUTOHOMETPU]CKOT ITOJIUHOMA IPU IPECIIN-
KaBamy 1y HE ToNpa3yMeBa Na je TPUTOHOMETPU)CKU MOJUHOM HEepPaCTABJLUB,
Kao MITO je HIOp. Opojusarn camke moauHoma ¢ + 1 cremena 0 mo f.

Y wmacrtaBry he, Kpo3 nmpumepe, OUTU CKUIUPAH ajropuram 3a onpebhusa-
e CBUX (paKTopHM3anmja AaTOrl TPUIOHOMETPUjCKOr mosmHOMa. Hawmme, y
Teopemu 113 maTa je KapakTepuszanuja HEPACTAB/LUBUX TPUTOHOMETPU)CKUX
nosmaoMa Hax (Q y 3aBUCHOCTH On HBLUXOBE CIMKE, NMPU yBODewmy t-CMeHe.
Ilakne, na 6y npoHamIN cBe (aKTOPU3AIMje TPUTOHOMETPH]CKOT IIOJINHOMA,
MopaMo (axTopucaT Opojuiialn Koju ce noduja yBobhemeM t-cMeHe 1 mOCMa-
TpaT KOMOWHaIUje IapoBa HEeroBUX (aKTOpa HeNapHOr cTemeHa. Takobe,

Mopamo y3etu y 063up u moryhuoct nojase parxropa (14 ¢).

Ilpumep 114. Heka je p = sc. Hajope TpaskuMo CIUKY TPUTOHOMETPUjCKOT

HOJIMHOMA P IPU NPECIUKABABKY U (p):

2(1 +t)(1 — t)

I/Jt(P) = I/Jt(SC) = (1 + t2)2

Cparku ()akTOp CJIMKE TPUTOHOMETPUjCKOI IOJUHOMA ) NPU IPECIUKABALY
Y, Mmopa uMaTu umenuaan 1+ t? ma mexu cremen. CTora, TPUTOHOMETDU]jCKI
[IOJIMHOM D MOKe MMAaTU HajBUIIE ABa (aKTOpa, C 0O03UPOM Ia je CTeleH IOJIU-
HoMa 1+1? y uMenuomy pamuonaine pyuxmuje 1 (p) jennax 2. Ipumenyjyhu
teopemy 113, Bumumo ma cy moryhe ¢akropusanuje oxm 1 (p):

t (40—t 1+t Hl-1) 1—t t(1+1)

BENE 1+22 0 “igxe 1xe T iie Tiyes
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OBe ¢paxTopusanuje oAroBapajy TprUMa Pa3lIUuduTUM (GakTopu3alyjamMa Tpu-
TOHOMETPU]jCKOT TOJMUHOMA P, PEIOM:
2(1/2s) - ¢ = sc,

2(1/2(c+s+1))-(1/2(c+s—1)) =1/2(c+s+1)(c+s—1)

2(1/2(c—s+1))-(1/2(=c+s5+1)) =1/2(c—s+1)(s —c+1).

IIpumep 115. Hexka je p= (1 +c¢)s + 1 — 2. I[ToHOBO TpPa:MMO CIMKY TPUTO-
HOMETPUjCKOT MOJUHOMA P IIPU TIpeciaukaBamy Y (p):

4t(1 +t)
Ui(p) = 55

(1+1¢2)

CBaku (pakTOp CIMKE TPUTOHOMETPHjCKOT TMOJMHOMA P IPU MPECIUKABABLY 1y
Mopa mMaTyu mMesmian 1 + t* ma mexm cremen. CTora, TPUTOHOMETPU]jCKA

IOJIMHOM p MO)Ke UMaTuy HajBuine asa ¢aktopa. Moryhe darropusamnuje on
Ui(p) cy:
t 1+1¢ 1 t(1+1)
- — I/I . . .
1+12 141t 1+ 141¢
I[Tocnenma ¢arropuszanuja ciaenu npema nociaenunu 111. JacHo je ma Hema

Apyrux gakropusammja om YPy(p), y KojuMa CBaku GpakToOp OAroBapa TPUTOHO-
MeTpujckoM noiauHoMmy. Jlakine, nBe pas3auuuTe (GarkTOpU3aIje TPUTOHOME-

TPUJCKOI' TOJIMHOMA P CYy PeIOM:

4(1/2s) - (1/2(c+s+1)) =s(c+s+1)

A1/20+¢) - (1/2(s —c+1)) = (1 +c)(s — c+ 1).

Ha xpajy oBor nmena, HamoMeHMMO na OpOj pazauyuUTUX (DAKTOPUIAIN]A
TpUTrOHOMETpUjCcKOr mosmHoMa p € Q[s, c|/(s* 4+ ¢* — 1) pacTe ekcnOHEHIM]aTHO
ca 6pojem pazmmunTux ¢axropa mommHoMa a(t) = NU(¢x(p)) memapror cre-
nena. Ha mpumep, axo je TD(p) = d u ako ce a(t) ¢pakropume Ha 2d pasnm-
YNTHUX JIMHEAPHUX (akrropa, Tana mocroju 1-3-5- ... (2d — 1) pasnuunrux
(axTOpUM3aNMja TPUTOHOMETPUjCKOT MMOJIUHOMA D U (22d) = 2d? — d pazmmunTHx
HEPACTABLUBUX EJIUTEHA TPUTOHOMETPH]CKOr MOJUHOMA p. Y MECTO pavy-
Hamba CBUX (paKTOpHM3aluja TPUTOHOMETPU]CKOI IOJIWHOMA P, MOkeMO Hahwu
CKYIl CBUX HEPACTABJ/bUBUX TPUTOHOMETPU)CKUX MOJUHOMA KOju meie p. To
ce nako ogpebyje, Ha OCHOBY (akTopusanuje noauHoMa a(t) 1 TPUMEHOM Te-
opeme 113.
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2.5.2 HajBehu 3ajemauuku nesmurTeds OBa
TPUTOHOMETPHjCKA IIOJIMHOMA

Y oBoM gmeny mepumHUCAH je HajBehm 3ajeqHUYKM NeauTess OB TPUTOHO-
MeTpujcKa moamHOMa, npema paxy [64]. Ilar je m aaropuram 3a HEroBO
pavYyHame.

HaBenumo Hajupe riacuuny neduHMnOUjy HajBeher 3ajemHrykor neaurtesba

dBa €JIEMEHTa OJOMEHAa.

Hedbmaunuja 116. Heka cy a,b € A, a,b # 0. Exement d € A je majBehn
3ajeIHUYKN meauTess ejgemeHara a u b, y oznamu d = NZD(a,b), ako Basku:

(i) d|a,d|b

(i) d|a, d|b=d|d.

Hapenau npumep Ham mokasyje ma ce moske mecutu na H3 [ nBa Tpurono-
MEeTPH]jCKa IOJWHOMA, Ne(PUHUCAH Kao y NPETX0JHOj AJe(UHUIMjH, HE IOCTOjH,
JakK MaKO MOCTOje BUXOBU 3ajemauukn aeauresu. Cxomuo Tome, buhe y3era
y 003up npyra mne¢pmuunuja H3Il-a, xkoja je y noMeHy ca jeTHO3HAYHOM (ak-

TOPU3aLNjOM eKBUBaJeHTHa nedhumHunuju 116.

Hepununuja 117. (Anrepuarusna nepunnnuja H371-a) Heka je A momen u
Heka a,b € A. Enement g € A je majsehu 3ajequuuku meaures eJeMeHATa a
u b ako:

() glang|bn

(2) ako p | (a/g) mwp| (b/g), Tama je p MEBepTUOMIAH €JIEMEHT.

Ipumep 118. Hexka je a=s(l+c) u b=—c®+cs+s+1. Ha ucru nauun xao y

OPETXOAHA ABA IpUMePa, PAKTOPUIIEMO TPUTOHOMETPUJCKE MOJUHOME ¢ U b:
a=s(c+1),

b=(c+s+1)s=(—c+s+1)(1+c).

Haxne, s u 1+ c nene m a u b, ma 6u npema rnacuunoj nebmannuju H3-a
(medunurnmja 116), H3Jl TpuroHOMETPUjCKUX TMOJMHOMA G U b, YKOIUKO OU
rmocrojao, 6uo nemuB u ca s u ca 1+ c. Hakmne, s u 1+ ¢ mene H31 u H3 1
memu a = $(1 + ¢), ma caemu na je H3I jemnak s(1+ ¢) (no Ha MHOMXKEHmE WH-

BepTubuiaauM eixementoMm). Mebyrum, takas H3] e mesnu b, ma mobujamo
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roHTpamuknujy. Jlakie, Moske ce 3akbyUnTH na ¢y u s u 1+ c Hajsehn 3ajen-
HUYKU JEJUTELU TPUTOHOMETPUjCKUX MOJUHOMA @ U b, IpeMa aJTepHATUBHO)]

nepranmju (redruumnmja 117).

[Mperxomum npumep Ham nokalyje na H3 [ nBa TpuronomeTpujcka mOIUHOMA
van nmomeMm QQ mHuje jemnosmauvan. Hapennu mpumep moka3syje ma aBa TaKBa

H3/l-a e Mmopajy OuTy yak HU UCTOT CTEIeHA.

IIpumep 119. Heka je a = —5c® +5s¢> —5¢2 +2cs +¢c+95s+9u b = —c +
17¢t — 7sc* + 6¢3 — 16s¢® + 2¢2 — 14sc® — 21c — 24cs — 3 — 3s. Kao y mpeTxoaaumM

npuMepuMa n10omjamo:

tt+ 1)+ 2)(t + 2)

d}t(a) =8 (1 + t2)3 ’

tt+ 1)+ 2)(8° —2)
(14 ¢2)5

He moskemo pehu na je t(t+1)(£342) ciuxa H3I-a TpUroHOMETPRjCKUX TONN-

U(b) = 32 -

HOMA a U b IpU IpPeCanKaBamy ¥y, jep He MOKEMO PACIOPEIUTH TPU PAKTOPa
(1 + t?) y wmenwony panuonamme ¢ymrrnuje ¢y (a) usmeby t(t + 1)(* + 2) u
(t+2), Tako ma oba oBa darTopa Oymy CIWKE TPUTOHOMETPUjCKUAX IIOIUHOMA.
OHO WTO MOM¥KEMO je Ja CIUKE TPUTOHOMETPUjCKUX IIOIUHOMA Pa3ABOjUMO HA

caenehu mauun:
1) (P +2)(t+2)

la) =8 T e

(t+1) B+2)(F -2
1+ (1+2)

Tarkohe ux MOKEMO Pa3aABOjUTU U KAO:

Q/Jt(b) =32 !

tHt3+2) (t+1)(t+2)
(1+2)2 1+

Yi(a) =8 -

3 +2) (t+1)(t°—2)
1+e)2  (1+e)?

t(t+1)
1422
TPUTOHOMETPU)CKUX TOJMHOMA ¢ U b TPUTOHOMETPUjCKU TOJMHOM S — ¢ + 1.

t(t342)
(1+t2)2 Y

Uy (b) = 32

Y mpBoM ciuydajy je 3ajemHuYKu (GpaxkTop omakJse Buaumo ma je H3II

Y ApyroMm ciy4dajy je 3ajeqHuYKn (parTop ma je omrosapajyhu H3II

jemmak ¢® + 2cs — 2c + 25 + 1.
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[Tocaenmu mpumep mokralyje na mnsa paznamuurta H3J/l-a TpuromoMmerpujcrux
MOJUMHOMA @ U b MOTY MMaTH Pa3IUYUTEe TPUTOHOMETpHUjcke cremene. Jlorum-
YHO je na, y TOM ciydajy, mocmarpamo oHaj H3 Il uuju je TpuroHoMeTpumjcrum
crenern Behu. OpnaBne mpomsunasu cireneha nepumunnuja H3/[-a nsa Tpuro-

HOMETPUjCKa MOJMHOMA, Koja je ¢popMmyiucana y pamy [64].

Heduraunuja 120. (Tpuronomerpujckn H3I1) Heka a,b € Q[s, c]/(s*+c*—1).
Enement g € Q[s, c]/(s*+ ¢* — 1) masusa ce Tpuronomerpujckn Hajsehn 3ajen-

Huuky pesauntess (tpur. H3J1) TpuroHoMeTpujckux moanHOMAa @ U b aKo:

(i) glamng]|b,
(ii) axo p | (a/g) m p | (b/g), Tama je p UHBEPTUOUIAH €IEMEHT U

(iii) ako h 3amososmasa (i) u (ii), Trana je TD(g) > TD(h).

I[Iparehu MeTon koju je ommcaH y OPETXOIHOM NPUMEPY, AAjEMO aJro-
puTaM 3a padyyHame TPUIOHOMETDPUjCKUX HajBeNuxX 3ajeHUYKUX TeIUTEeha,

npema [64].
Algorithm [trig GCD]

Input: /IBa Tpuronomerpwujcka mosmaoMa a u b
(da, dy) <— (TD(a), TD(b))
(e, be) «— (u(a) - (14 12)% 1y (b) - (1 + 2)*)
gt <— ged(ay, by)
(@, be) <— (at/ 1, be/91)
[ +— min(d, — [deg, (@) /2], dy — [deg,(b:)/2])
if deg,(g:) > 2 -1 then
f +— o¢arrop mosmHOMA ¢; HAjMaMmer HEMapHOI CTEIEeHA
Gi— i/ f, G —a- f, by «— by f
[ +— min(d, — [deg, (@) /2], dy — [deg,(b)/2])
9 U (gley)

RETURN (g) &
Y aaropurmy MOCTOju HOAATHO mpuiaarobhaBame Koje je mMOTPeOHO YKOJIUKO

je CTemeH MOJMWHOMA ¢; IMpeBeJrKu. 10 je MOKa3aHO y IPETXOTHOM IPUMEDPY.
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[Tpumernmo ma u y3 ycaos (iii) mepuanmmje 120, H3 1 nBa TpuroHomMeTpujcka
IIOJIWHOMA M JaJbe HUje jeTHO3HAJaH, IITO je MOoKa3aHo nmpumepom 118.

C o63upom npa cama 3HAMO Kako ce pauyHa tpuronomerpujcku H3JI,
ynpomhaBamhe KOJUYHUKA IBA TPUTOHOMETPHUjCKA MOJUHOMA CE€ TUME -
pekTHO mobuja, pauyHameMm TpuronoMerpujckor H3Il-a u mememem O6poju-
oma u mMenuona rTpuronomerpujckum H3 I-om.

MebyTum, MOke ce MOTOOUTHU CIyYaj fa ce KOJTUYHUK IBa TPUTOHOMETPU-
jCKa TMOJIMHOMA MOK€ YIIPOCTUTU BUINE HA HEKU APYTW HAYWH HETO MITO OU TO
VUUHUIN OeJbemheM Opojuora m mMeHuona TpuronoMmerpujckum H3 T-owm.

Cxomro ToMe, pasmoTpumo ciaenehu mpumep.
ITpumep 121. Hexa je a = 5¢3 + 21c? +4es +23¢c+ 15+ 12s u b = 7¢® — s +
31c? 4 2¢s + 37c + 155 + 21. YBobemeM t-cmeHe mobujamo ma je

(12 +2)(t3 + 2)(t + 2)
(1+t2)3 ’

Y(a) =8 -

(2 +2)(#3 +2)(t + 3)_

wt(b) =38 (1 + t2)3

Hame, mobujamo na je

Yila) t+2 T

wi(b)  t+3 B

[IpeBomehu Gpojunan u nMeHuIall Ha3ad Y TPUTOHOMETPUjCKE TTOJUHOME O~
oujamo

a 2c+s+2

]
Ilaxme, § ce MOke yNIPOCTUTH, MPU UeMy ce€ H0o0Mja KOJUYHUK ABA TPUTOHO-
MeTpHjckra moanHoMa crerneHa 1. OnaBme 61 MOrIM 3aKBYUYATU Oa j€ OO
no ckpahuBama TPUTOHOMETPUjCKUX MOJMHOMA @ M b TPUTOHOMETPUjCKUM I10-
auaomoM crenena 2. Mebhyrum, jenquuau rpuronomerpujcku H3Il om a u b je
¢+ 3, KOju je TPUTOHOMETPUjCKOT' CTelleHa 1, M He IOCTOjU 3ajeJHUYKN IeJIn-
T€Jb TPUTOHOMETPUjCKUX TMOIUHOMA a U b KOjU je TPUTOHOMETPUjCKOT CTEIeHA

Beher on 1. Crora, caenu na 2c+ s+ 2 "He meaut a u 3¢ + s + 3 He meau b.

Y mpeTxomHOM IpUMEDPY UIYyCTPOBAHA je YMHeHNNa Aa yIpomhaBame Ko-
JIMYHWEKA NIBA TPUTOHOMETPUjCKA TOJMHOMA TOMONy t-cMeHe MOkKe Kao pe-
3yJATaT OATU KOJWYHUK TPUTOHOMETDPU)CKUX IMOJIMHOMA IPU YeMy Cy TPUTo-

HOMETPUjCKU CTEIEHU OpOojuola U MMEHUONa CMAMHhEHU BUIIE HEro ITO Ou ce
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nmocturao ckpahuBameM Opojuona m MMeHumona TpuronoMmerpujckum HI3 -
oM. 3ampaBo, ympomhaBame Ha OBaj HAUWH CUTYPHO HUje IOPU MOCTYIAK
on ckpahuBama Opojuona um mmenwmona tpuronomerpujckum H3Il-om. Ta
YME,EHUIA NOKA3aHa je TeopeMoM u3 pazna [64] koja cienu mocse HapemHOr
anroput™ma. Takobe, mpuMeTrmMo na Ha OBaj HAUMH HUCMO y 0DaBe3n na (ak-
ropuiemo nonuHoM y Q[t], mro 6u MOpaau YKOIMKO OU sKeJresn 1a U3BPIIMMO
ckpahuBame Opojuoria n uMeruora Tpuronomerpujckum H3I-oMm.

Y macraBky he OuTM HmpuUKa3aH aJropuraM 3a ynpolrhaBame KOJUJIHUKA

[Ba TPUTOHOMETPU]jCKA MOJMHOMA IOMONy t-cmere, npema pany [64].

Algorithm [trig simplify]

Input: Komuunur nBa TpUTrOHOMETPUjCKA MOJUMHOMA &

(du, dy) <— (TD(a), TD(h)) b
(ae, b) «— (di(a) - (14 12)%, 1y (b) - (1 + 1))
g¢ <— ged(ay, by)
(@1, be) +— (ae/ 94,00/ 91)
if d, < dj then
Ty +— @y (1 + t2)b—da
else
By By (1 + (2)da—ds
[ +— max([deg, (@) /2], [deg,(b;) /2])
a7 (i)
b — ¥ (ey)

RETURN (a/b) &

Teopema 122. Hexa cy f,g € Q[s, c]/(s* + ¢ — 1) nenyamu mpuzoromempujcxu
noaunomu. Hexa je & uznasnu nodamar anzopumma sa ynpowhasame konuy-
HUKG 086G MPUZOHOMEMPUICKA NOAUHOMA. Tada He nocmoje mpuzoHoMempujcKy

noaunomu a u b maxeu da je § =2 uTD(a) +TD(b) <TD(p)+TD(q).
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Aorkas: Hexa je d, = TD(p), dy = TD(q), pe = u(p)(1+3)% m ¢, = o (q) (1-+%)%.
3a M3Ja3HM MOJATAK aJCOPUTMA 38 YyIPOIINaBame KOJIUIHUKA IBa TPUTOHO-
merpujcka nosunoma Bazxku NZD(py,¢;) = 1 u jemam ox ycaosa (i) degp, >
2d, — 2 nnn (ii) degq; > 2d, — 2, Tj. HHECY HCTOBPEMEHO D U ¢ HEJLUBU Ca
1+ c. Haume, ueka je d, = TD(a), d, = TD(b) u mera je a; = ¥y (a)(1 + )% u

by = U, (b)(1 +t*)%. Cana us & = %’ no6mjamMo

bipe(1+ t2) %% = g, (1 + t2) %%
Karo je 1+ t* koupocrt ca ag, by, py u q;, Tana je d, — d, = dy — dg, Tj.
dy+d, =dy+d,. (2.5.2)

3armv, kako je NZD(p,¢;) = 1 m NZD(p;, 1 + ¢*) = 1, cnemm ma p; | a;. Y
cayuajy (i) mmamo ma je degp, > 2d, — 2. C oG3mpom na p, | a;, umamo
na je 2d, > dega; > degp, > 2d, — 2, ma je mpema Tome d, > d,, mTO je
eKBUBaJICHTHO ca —d, < —d,. Wmajyhm y Bumy nocienmy HejeTHAKOCT, U3
jemaakoctu (2.5.2) mobujamo ma je d, < dp. Ilarme, y ciaydajy (i) Teopema
Basku. Ha cavuan HauuWH ce NOKasyje ma TteopeMa Baku u y caydajy (ii). O

Y mocisensoj cexmpju pana [64] yKpaTKo je OnMMCaHO jOII HEKOJIMKO HAYMHA
3a yupomhaBame KOJIUYHUKA, (pakTopucame u Hanakee H3/[-a nBa Tpuro-
HOMeTpujcka mojuuoMa, npeMma [51, 80], roe cy HaBeeHU U HEKU HEXOCTAIN
noMeHyTUX Merona y nopebemy ca mocrynuuma onmcanum y [64].

IMpemna y pany [64] Hucy naTu meTamu aaropurama 3a IeLeme U (arTo-
pucame TPUTOHOMETPHUjCKUX MOJMHOMA, ayTOPU OBOT palna Cy CBe HAaBEACHE
omeparuje yrpamuau y nporpam Maple. Houxos Maple kox mocrynan je Ha
crpanunu www.cecm.sfu.ca/CAG /products.html.

Ilakne, Teopmja ¢paxTropuszanuje TPUTOHOMETPHjCKUX IOJIUHOMA y PaILy
[64] onucana je man momem Q. Axo mak, ymecto mosma QQ mocmarpamo me-
roso pammpemne Q(i), Tama cy c+is u ¢ —iS MHBePTUOUIIHU €JIEMEHTH, jep je
(c+is) - (c—is) =1, ma crora (popMmyia 3a TPUTOHOMETPUJCKU CTEIEH, NATA
semom 104, Bume me Baskm. Kao mrTo je peweno y mormaBmy 2.2, S¢ =
Q(i)[s, c]/{s*+c*—1) je nomen ca jemHO3ZHAUHOM (AKTOPU3AIM]OM, TIa je IpeMa
ToMme y oBoMm nomeny H3Jl nBa TpuUroHOMeTpmjcKa MOJIWHOMA jeIMHCTBEH IO
Ha MHOKEIe MHBePTUOUIHUM eneMeHTMa. CXOOHO TOMEe, ympomhaBame KO-
JUYHUKA ABA TPUTOHOMETPUjCKA MOJMHOMA MOCTU:KE ce ckpahuBamem Opo-

juona u mMenuora Tpuronomerpujckum H3 I-owm.

74



I''IABA 3

ITPCTEHN XUIIEPBOJINYRO-
TPUT'OHOMETPUUJCEKUX
ITOJIMHOMA

Xunepbonuuke (yHKIUje NPBU IyT cy yBeneHne 1760. romune, Ha naBa
paznuuuta Haumua [14]. Puratu'? je xopuctuo osmake Sc. u Ce. ([co|sinus
circulare), Koje ce OmHOCe Ha IUPKyJapHe (TPUTOHOMETDUjCKe) (yHKIUje U
osnake Sh. u Ch. ([co|sinus hyperbolico), ®oje ce omHOCE Ha XUIEPOOIUYIKE
¢yurnuje. JlambGepr!® je ycBojuo HazuB, anau je mpoMmenuo ckpalieHune oBUX
¢GyHEIUja y OHE KOje ce 1 naHaC KOPHUCTe.

[Ipumene xunepbonmurux (QyHEIUja cy OpoOjHE y MaTeMaTUIy, GpU3NNU U
UHKEHEepPCTBY. Y KOMIIJIEKCHO] aHAJU3U XUIEPOOJIMUYKU CUHYC U KOCHUHYC
(sinhz m coshz) mocmarpajy ce Kao (yHKIUje CUHYC W KOCHUHYC Ca apry-
MEHTOM KOjU caIp:ku mMarmHapry jemmauny. [loOpo je mosmara Be3a u3-
MeDy ekcnoneHnujanHe QyHKIUje M XUIEPOOIMYKOI CHHYyCA U KOCUHyca e’ =
coshz + sinhz. C o63upoMm na ekcnoHeHNUjaJHA (YHKOUja MOKe OUTH Ie-
¢rHMCAHA 3a OMJIO KOJU KOMILJIEKCAH apryMeHT, ciaemu na u sinhxz m coshx
MOTI'y MMAaTU KOMILIEKCHe apryMmente. Jlakine, xunepOosimuke (yHKIUje MOTY
ce IOCMaTpPaTU U Kao XOJIOMOp(pHE (QyHKIUje, KOje IPeAcTaBbajy HeHTPaJIHe
00jeKkTe UCTpaKUBaHa KOMIIJIEKCHE aHAJU3E.

Xunepboauyke (QyHKIUje jaB/bajy ce W Yy pPelemrMa MHOTUX JUHEAPHUX

1Vincenzo Riccati (1707-1775), BeHemmjanCKy MaTeMaTAYap ¥ GU3TUAD
15Johann Heinrich Lambert (1728-1777), mBajmapckn MaTeMaTwdap, (U3Mdap, aCTPOHOM U
¢umrozod



ou(epeHInjalHuX jeHaunHa, HEKUX KyOHUX jeqHAauWHa, 3aTUM y IpOpady-
HUM& YTJIOBA U PacTOjama y XunepboJauykoj reomeTpuju, kao u y Jlanmaco-

B0j' jemmaummu ca IlexaproBum®’

koopauHarama. OBa jenHauymHa 3HAUAJHA
je y MHOruM obnacTmMa (u3uKe, YKLYUYyjyhu ereKTpomMarHeTusaM, IAHA-
MUKY (JIyrha, TOIJOTHY IPOBOJBLUBOCT, KAO U CIENUjAJIHY TE€OPUjY peslaTu-
BHOCTU. Bwume o mprMeHaMa XunepOOIMYKUX (QYHKIUja Y €JIeKTPOTEXHUIN
mMoxe ce Hahu y pany [49].

[Ipumena xunepOONMUKUX (QYHKINja Y TOPEIOMEHYTUM OOJIACTUMA aKTY-
enHa je u masac. Pamosu momyt [30, 72, 88, 92] cy camo Heku ox O6pOjHUX
panoBa 00jaB/beHUX Yy HOCIENH-€ BpeMe KOju HOTBPDyjy OBy UnmeHUITY.

Y HacTtaBky, xunepoOonmuke (yHEIUje Ouhe pazmaTpane ca aarebapcror
acrnexkta. OBakaB IPUCTYI, KOJUKO HAM je IMMO3HATO, HUje 3aCTYIJLEH Yy JINTe-
patypu. Haume, buhe mnedpurumcanu xunepOoInIKO-TPUTOHOMETPUjCKA TOJIU-
HOMU, aHAJOTHO TPUTOHOMETPUjCKMM HOJUHOMUMA, U Takobhe Omhe onmcanu
IPCTEHU OBUX MOJUHOMA, ynopeDhyjyhu ux ca npcreHnMa TPUTOHOMETPUjCKUX

IIOJIMHOMA, OIIMCAHUM Y HpeTXO,I[HOj I'JIaBH.

3.1 Ilojam xunepOOIMUYKO-TPUTOHOMETPUjCKOT
MMOJIMHOMA

Ilo yriemy Ha TPpUrOHOMETPUjCKE MOJIWHOME, Ne(PUHUAINIEMO XUIEPOOIIIMIKO-
TPUTOHOMETPUjCKe IOJMHOME KaO KOHAUHE JMHeapHe KOMOWHaIMje (YHKIMja
sinhnx u coshnx, 3a n € N. Y HacTaBKy, yMECTO Ha3WBa XUIEPOOIUMUKO-
TPUTOHOMETPUjCKU OJIMHOM Kopuctrhemo ckpahenu vazus XT-nmonmHOM.

O3Haunmo pemoM ca

n

H = Z(akcoshkm + b sinhkz) | neN, ax, b, € R
k=0

n

H® = ¢ (aycosh kx + b sinh kz) | n€N, aj, b € C
k=0

ckynoBe XT-monmHOMa ca peaslHUM M KOMIIEKCHUM Koedunujentuma. [Ipn-

MEeTUMO Ja aKO (j U3 TeopeMe H6 3ameHuMo ca m € Z nodbujamo X'T-momumHOM.

16Pierre-Simon, Marquis de Laplace (1749-1827), ppanuycru MaTeMaTudIap U aCTPOHOM
1"Rene Descartes (1596-1650), ¢pparmycku ¢pumozod n MaTemaTwaap
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Crenen verynror XT-nmonmuuoma neprHUmemMo Kao HajBehy BPeaHOCT n 3a
KOjy a, u b, HUCY MCTOBpEeMeHO jemHaku Hyau. Hapemna siema mokaldyje HaM
na je CKyl cBUX (peasHux u KoMmiulekcHux) X'T-mosmHOMAa IpCTEH, KA0 U 14

crenean X'T-mmoauaOMa HEMAjy OCOOMHE KAO CTENEHU OOUYHUX MOJIUHOMA.

JIema 123. IIpouseod dsa peasna (komnaexcna) XT-noaunoma je pearar (kom-
naexcan) XT-nosunom, wuju cmenen wuje yeex jednar 30upy cmenena wmezo8ur

paxmopa.

Jloxasz: TlocmaTpajMo TpOU3BOI ABA PEaiHa, OTHOCHO KOMIIEKCHA X T-mosu-
HOMAa, PEIOM CTemeHa m W N. AKO je m wuiau n jeAHAKO HYyJU, OBaj MPOU3-
Bon mpunanahe ckyny H, omaocuo H¢ jep je XT-mosumuom cremena (0 KOH-
cTaHTHa (YHKIUja, DOK Ne CcTeleH NPoW3BOna OWUTU jelHAK CTEIEHY HEKOH-
crauTtHor X'T-momuunoma. IlpermocraBumo canma ma je m, n > 0. Ilpucerumo

ce crenehux muesTUTETA:
sinh @ - sinh b = [cosh(a + b) — cosh(a — b)]/2,

cosha - coshb = [cosh(a + b) + cosh(a — b)]/2,
sinha - cosh b = [sinh(a + b) + sinh(a — b)]/2,
cosha - sinh b = [sinh(a + b) — sinh(a — b)]/2.

[IpmMeHnMO OBe jeqHAKOCTH HA MPOM3BOI
(pcoshma + gsinhmz) - (r coshna + ssinhnz), (3.1.1)
P, q, 7, s €R (omrocuo C), u nobujamo caenehim pesyarar
Acosh(m —n)z + Bsinh(m — n)x + C cosh(m + n)z + Dsinh(m + n)z, (3.1.2)

rae je A= (pr—gqs)/2, B = (qr —ps)/2, C = (pr+¢s)/2 u D = (ps + qr)/2.
Kana je m > n, uzpas (3.1.2) npunana cxkyny H, omsocuo H. Axo je maxk
n > m, tana cosh(m —n) u sinh(m — n) 3amenumo pemom ca cosh(n —m) n
—sinh(n — m) y uspasy (3.1.2), na nobujenu uspas rtaxkobhe mpunama Cryiy
H, onuocuo H¢. Ha rpajy, ako je m = n, 3amerumo sinh(0 ca 0 u cosh0 ca 1,
na u3pa3 (3.1.2) u y oBoMm ciyuajy npunana ckyny H, omaocuo H€.
[Muramo ce mame na aum ce Moxke moromauTu na cy y uspasy (3.1.2) C u D
MCTOBPEMEHO jemHaku HyJu, a na je mpuroMm y uspasy (3.1.1) (p,q) # (0,0)
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u (r,s) # (0,0). To je jemmno moryhe rama je p = £q u r = Fs. larue,
OWJI0 KOju On OBa OBA yCJOBa MPEACTaBJba MOTPEeOAH M MNOBOJLAH YCJIOB 14
npousson (3.1.1) me Gyme cremeHa m + n, DOK Cy HEroBU (AKTOPU PEIOM
CTemeHa m m n.

IMocmarpajMo cama mpousBoxa OUIO KOja aBa peayiHa (KoMmiekcHa) X T-
oJWHOMa, oAroBapajyhmx cremena m u n. Taj mpousBon duhe jemnak cymu
npoussona obauka (3.1.1), Koju Cy ynpaBo pasMOTPEHH, I1a C€ MOKE 3aKJbYy-
UATU 1A je TPaKeHW MPOU3BOJ 3alpaBo peasiaH (KOMIekcan) X T-moauHOM.

IMpousson nBa uspasa najseher cremena obuuka (3.1.1), mox ycmoBuma
p = +q u r = Fs, maje HeHynTU U3pa3 cremeHa |m — n|, obmura (3.1.2).
Iakae, ako oba X'T-mmosmuHOMa pegoM CTemeHa m U N CaAp:Ke MPU MHOKEHY
nzpase pernoMm obimmka (pcoshma + gsinhmaz) u (rcoshna 4+ ssinhnz), koju
3aOBOJLABAjJY jedaH ONl MBa TOPENOMEHyTa yCJoBa, HUXOB MPOM3BOIL Ouhe
cTeneHa Marmer o4 m + n. O

Crora, HUje TEIIKO 3aKJbYYUTHU NA CKYIl CBUX (PEAJHUX M KOMIIJIEKCHUX )
XT-nmonmaoma obpasyje npcreH. [IpeMa mo3HATUM MIEHTUTETUMA KOJU BasKe
3a xunepbosnuke (yHEUUje, oumrsienHo je na 3a csako n € N\ {1} ¢ymuk-
nuja coshnr npencrasspa mOIMHOM 1O cosh z crenmena n, ok (pyHKIUja sinh nz
IpeacTaBba Ipom3Boa GpyHknuje sinh z n nomuuoma mo coshx cremena n — 1.

OsBo unycrpyjemo ciemehum npumepoMm.

IIpumep 124. 1) 3a ¢yurunjy coshnz, n € N\{1}, Baxn:
cosh 2z = 2 - cosh®z — 1;

cosh3z =4 - cosh®z — 3 - coshz;

cosh4z = 8 - cosh® z — 8 - cosh? z + 1;

cosh 5z = 16 - cosh® z — 20 - cosh® z + 5 - cosh 2;

2) 3a ¢yuruujy sinhnz, n € N\ {1}, Baxu:
sinh 2z = 2 - sinh x - cosh x;

sinh 3z = sinh - (4 - cosh® x — 1);

sinh 4z = sinh - (8 - cosh®z — 4 - cosh z);

sinh 52 = sinh 2 - (16 - cosh* x — 12 cosh® z + 1);

O6pnyTO, cBaku npoussox cosh”z-sinh™x Mmoskemo 3ammcaru kao » i_ (arcoshkx

+ bgsinhkx), ¢ € N, ay, b, € Q, mro je mokazano teopemom 162 (raasa 5).
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3 nperxonnor pa3marpama MOke ce 3akpyuntu na je H =R[cosh x,sinh z]
u H¢ = Clcoshz,sinhz], vj. H m H® cy upcrern XT-monmumroma pemoM Haz

nonmuma R u C.

3.2 IIpcrernm Clcosh z,sinh z] m R]cosh z, sinh ]

Ha nouerky oBe ceknuje ncrakauMo unmeanny na cy npcereau Clcos z, sin ]
u Clcosh z,sinh ] nzomopduu. Haume, ako npsu npcreH mocmMarpamo Kao
Clc,s]/{c* + s* — 1), a mpyru rao C[C,S]/(C* — S? — 1), Tama mocToju xo-
MoMop@m3aM M3 OPBOT Yy APYIW IPCTEH, UHAYKOBAH IIPECINKABAIEM KOje C
cmra y C, a s cimmra y ¢-S. C mpyre crpane, IOCTOju XOMOMOp(U3aM 13
APYTOr y MPBU IPCTEH, UHAYKOBAH IpeCInKaBameM kKoje C cauka y ¢, a Sy
—1-s. To ce cnaxxe ca mmeanuMa U MHAYKYje XOMOMODP(U3ME KOJIMIHUIKIX
IpCTEHa, KOju Cy 3ampaBo uHBEpP3 jeman apyrom. OmnmaBme ce MOKe 3aKiby-
unTH O3 Cy moMeHyTw npcreHr mzomopdrum. C TMM y Be3u, CBe 3aKJbyUKe
o upcreny Clcoshz,sinh z] MoskeMo m3BecT: y aHAJOrUjU ca OCOOMHAMA Ip-
crena Clcosz,sinz|, o kojuma je Guiao peun Hampend, u 3aTo uX oBe HelieMo
mocebHO HABOIUTH.

Y wnacraBry ce GaBumo npcreHoM Rlcoshz,sinhz|. lorkaxkmmo, Hajupe,

crnenehe tBpheme.
Tepbewme 125. H = Rlcosh z,sinh z| je domen.

Joxas: TocmaTpajmo konmumunmukn nperen A = R[X,Y]/(X? - Y2 —1). Ca a
u b o3Haummo onroeapajyhe ciauke eimeMenara X m Y mpu KaHOHCKOM XOMO-
mopdusmy R[X, Y] — A, a=X+(X2-Y?2-1),b=Y +(X?-Y?—-1). Tana
umamo 1a je A = Rla,b] ca nepunumyhiom penammjom a® —b* = 1. Axo ca a u
b ozuaunmo pexom coshz u sinhz, nobujamo na je A = R[cosh z,sinh z].

Y macraBky, nokazkumo na je R[X,Y]/(X? —Y? — 1) nomen. Ila Gu oBO
OKA3aJIM, JOBOJLHO je MokaszaTu ma je X2 — Y? — 1 mepacTaBILUB eJIeMEHT
y R[X,Y]. Axro To nokaxemo, ciaemuhe ma je X? —Y? — 1 npoct esemenr,
jep je R[X,Y] momen ca jemuosnaunoMm ¢akTopusanmjoM, npema [75, reopema
2.3.2. mnocaemuua 2.3.3.] (y UFD-y esemeHT je IPOCT AKKO je HEPACTABJILUB,
BugeTu norsiasmbe 1.2). Ilame, umeas remepucas moiaumHomom X2 —Y? —1 je
npocT mpema Teopemu 6, ma caemu na je R[X,Y]/(X? —Y? — 1) nomen npema

nebrHEIIUjI 2.
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[IpernocTaBuMo CynpoTHO, fa je X2 —Y?—1=g-h, degg = degh =1 (ako
6u jeman on mosuHOMa ¢ Mau h 6uo cremena 0, momuaoM X2 —Y? — 1 6uo 6u

HEPACTABJLUB, jep cy uHBepTuOmaHu enementu y R[X,Y| koncranre). Heka

g,h € R[X,Y] =R[X][Y]. Tana Basku:
9(X,Y) = ao(X) + ar(X)Y,
RX,Y) = by(X) + b (X)Y.
Ilakne, Ba:KUu jeIHAKOCT:
X2 —Y?—1=(ag(X)+ar(X)Y) - (bo(X) + b (X)Y).
Hamum cpebuBamem mpeTxomgHe jeIHAKOCTU J00ujaMo:
X2 Y21 =ag(X) bo(X)+ (ag(X) - by (X) +a1(X) - bo(X))Y + a1 (X)by (X)Y2.

[Tocmarpajyhu neBy m mecHy cTpaHy OpPETXOIHE j€THAKOCTH KAO IMOJUMHOME
no Y ca rkoepunujentuma u3 R[X]|, n usjennauasamem omrosapajyhnx koe-

¢unmjenara, nobujamo cienehwu cucreM jemHadwHa:
al(X)bl(X) =—1
CL()(X) . b1<X) + Cbl(X) . bo(X) =0
ao(X) - bp(X) = X* — 1.

W3 mperxommor cucreMa Moke ce 3akbyuntu ga cy ai(X) m b(X) kom-

_ 1
- b1(X)?

ybanmumo y apyry jemHauumny, nobujamo ma je bo(X) = ao(X)b}(X). Koma-

cranre. Ako wm3zpas ai(X) KOju noOujaMoO W3 IpBe jenHaduHE,
yHO, ybanumBameM Mmocienmer uzpasza y tpehy jemmauwny, mobujamo ma je
(b1(X) - ap(X))?> = X? — 1, rae je by(X) woucranta. IIpeTxoana jeaHakocT je
rouTpamuknuja. Hakie, X? —Y? — 1 je mepactasmus noiusom y R[X, Y], a
TUME je U HOKa3 TOTOB. d

IraBume, Baxku caemeha Teopema.
Teopema 126. R|cosh z,sinhz] je domen ca jedrnosnaurnom paxmopusayujom.

Joxkas: Tlocmarpajmo Rlcosh z, sinhz] kao A = R[a,b] ca mepunmmyhom pena-

mrjom a®> — b2 = 1. Aro TparCHOPMUIIEMO OBY pejanujy Ha ciaemehm HaYMH:
] p b ybp )Yy

U+ v U —v
2 7b= b

l=a>-b"=(a—b)a+b) =uv, a= 5
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mobujamo ma je A = Ru,v] ca nedunumyhom penanujom uv = 1. Iakie, ca a
u b cy o3uauenu pemnoMm coshz u sinhz. Onasne cinemu na je u=¢e* u v =e*,
na nobujamo na je A = Rlcoshz,sinhz] = R[e”, e™*], mro je 3anpaBo mpcren

Jlopanosux nonunoma R[u,u™!]. Tana je
A=Ru,u "] = R[ul[u™] = Rlu]s,

rae je S = {1,u,u? ...}. Ilpyrum peunma, Rlu,u"!] je noxanusanuja momena
R[u] y ommocy ma mynrunaukatuBan ckyn S. Kako je R[u] rmaBHOMmeancku
nmomeH (Bumern [70, mpumvep 51]), npema teopemu 19 ciemu na je yjemHo m
JOMEH ca jeqHO3HadYHOM ¢akropum3anujoMm. I[Ipema teopemm 27 cnemm na je
u A = Rlu]g momen ca jemnozHauyHOM (AKTOPU3ALUjOM, IIa je TUME U HOKa3
TOTOB. g

Ilakse, 3a pasauky ox momena Rlcosz,sinzx], nomen Rlcoshz,sinhz| je mo-
MeH Ca jeTHO3HAYHOM (DAaKTOPU3AIVjOM.

C jemme crpame, mo6po mosHaru mueHTuTeTu coshz = £¢" u sinhz =

2

T__,—T .
£=*— omoryhaBajy ma ce mpou3BOJbaH ejJeMeHT z u3 H Moske Hammcatu y

obJUKY
z=e"P(e"), n €N, P(X) € R[X], deg(P) = 2n.

O6puyTO, Kako je e = cosh z+sinh z, caenn na exement obauka e " P(e”),
3aneNu P(X)€eR[X], upunana H. IIpema ToMe, ncnocrasia ce na mMOCTOjU
nzomopdusam momena H um snoranmsanuje nomena R[X]| y omrocy ma MynTu-
mnukatusan ckyn S = {1, X, X? ...}, uaykoBan npecaukaBameM X — e”.
Crora, ocobure momena H MokeMO omucaTu mpema ocobuHaMa HeMy MU30-
Mopdue anrebapcke crpykrype R[X|g, mro je jemnocrasHuje 3a anaausy.

IIpema Tome, unTaBa mpwya U3 TOrJAaBJba 2.2, KOja ce OMHOCU HA TOMEH
C[cos x, sin x], anamorno ce moske npeneru kako Ha momen Clcosh x,sinh 2| Tako
n #a momes R[coshz,sinhz], umajyhu y Buny pasnuxy msmeby osa msa no-
MEH&, KOja €€ OJHOCU HA HEPACTABJ/LUBE €JIEMEHTE.

IIpema meduuunuju 20 n npumepy 21, R[X]| u C[X]| cy Eyraunosu no-
menn. Ha ocmoBy [84, mpomnosunnja 7|, nmamo ga cy m R[X]g u C[X]|s Ta-
kobe Eykmumosu nomenn. Iarne, H = R[X]s u H® = C[X]|s cy Eyrmunosn
momenu. IIpema teopemm 22, Moske ce 3armpyuntu ma cy Rcoshz,sinhz] n
C[cosh z, sinh ] rmaBHOMIEANICKU TOMEHM.

NusepTubunuu emnementn momena H, omuocuo H¢ cy emeMeHTU ckyma

1

R\ {0}, omrocuo C\ {0}, 3aTum creneHn enemenara z u z~ ', KA0 U YMHOLIIN
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HEHYJITUX PeasHnX (KOMIUIEKCHUX) KOHCTAHTH U CTENEHA eJeMEeHaTa 2z U 2,

rae je z = coshz + sinhz u 27! = coshx — sinh z.

Y nmomeny H¢ HepacTaB/bUBU €JIEMEHTU Cy, OO Ha WHBEPTUOUIHE eJe-
MenTe, XT-momumaomm obsmka coshx + sinhx — a,a € C*. OBo cy jemunu
HepacTaBmuBu ejgementu, jep je C amrebGapckm 3aTBOpeHO mosne. Y  MO-
MeHy H HepacTaB/bUBU €JIEMEHTU Cy, OO Ha WHBepTuUOMIHE enemente, X'T-
nosuaoMu obauka coshz + sinhx — a, a € R*, kao m XT-nmomuuomu obauKa
a(cosh 2z + sinh 2x) + b(cosh o + sinh ) + ¢, ca ocoburom b? — 4dac < 0, aHATOTHO
HEPACTABJHPUBUM €JIEMEHTUMA TOMEHA R[X ] Magkcumanuau naoeanu nomena H
u H° cy riaBHU maeajii TeHePUCAHU HEPACTABJ/LUBUM €JEeMEHTHUMa OBUX M0-

MEHa.

3.3 Aumaropurmu kon XT-mommumaomMma

Y mocaenmeM MOTJIaBJby OBE IaBe UCTAKHUMO YUWHCHUIE KOje, IO yIJIemIy
Ha noMeH Q[cos z,sin x| onucan y panxy [64], Bake y nomeny Q[coshz,sinhz], a
TUYY Ce MOCTyIakKa 3a GakTopucame, nebeme, Hanakeme H3 1-a u yopormrha-
Bame KOJWYHUKA aBa X T-mommHoma. WMmaue, moka3 came UMILEHUIE T4 je
Q[cosh z, sinh ] momen uzBonm ce ananorno mokas3y TBpbhema 125.

Hajope, moske ce 3akmyumTu ma jgema 123, Koja je mokaszaHa 3a peaJiHe u
roMmmiekcue X'T-monunome, Basku u 3a X'T-monmroMe HAM TTOHEM PAIMOHAJI-
HUX OpojeBa. Y HOKa3y OBe JeMe UCTAKHYTHU CYy MOTPEOHU M AOBOJLHU YCIOBU
MOl KOjUMa, CTEeIleH POu3BoJa nBa X [-mosrnHOMAa HUje jeqHaK 30upy CTelmeHa
H,eMOBUX YMHUJIALA, IITO je IpBa OuTHa pasiuka nMmeby nomena Q[cos z, sin x]
u Q[cosh x,sinhz|. IIpyra GurHa pasauka usmeby oBa mBa moMeHa je Ta mITO
je Q[cosh z, sinh ] momen ca jemroznaynoMm pakropusanujom, 10k Q[cos z, sin x]
To Huje (Bumerum normnasse 2.3). Ilokas ma je Q[coshz,sinhz] nomen ca jen-
HO3HAYHOM (haKTOPU3aIjoOM U3BOIU CE€ aHAJIOIHO NOKa3y Teopeme 126.

Canma Kama 3HAMO KOje Cy KibyuHe pasiuke udMehy oBa mBa momMeHa, MOKe-
Mo HaBecTu cBa TBphema koja Baske 3a nomen Q[coshz,sinhz|, no yraeny ua
nomen Q[cos z,sinz|. Hanomernnmo na Teopeme 136 u 139, koje hie y nacrasky
ouTu HaBeneHe, Baske 3a one X'T-mosuuome nan Q kom Kojux je cremen mpou-
3Boga OBa X'T-moauHOMa jemHak 30Upy CTeleHa HEeroBUX JYWHUJIANA, Tj. 34
ome XT-momuuome Han (Q 3a Koje He Baske yCJOBU HaBEIEHU y HOKA3y JeMme

123. Csa tBpbhema koja hemo HaBecTum HOKA3yjy C€ CIMYHO KAO 3a JOMEH
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Q[cos z,sinz| (Bumeru mornasme 2.5), ma he mokasyw m3 HABEIEHOT DPA3JIOTa
OUTU U30CTABJLEHU.

Hajupe, o3maummo ca s u ¢ penom sinhz u coshzx. Ilpu Tome, Baskmhe
jemHakoCcTu
2t 14

1—g " “Ti1e

S =

3a t = tanh 3.
Hasemumo cana mnedpununuje u tBphHema roja Bazke 3a Q[cosh x,sinh x].

IMedunrurnuja 127. Nepurumunmo penanujy = cap = q < (*—s>—1) | (p—q)
y momeny Q[s, c|.

IMedururnuja 128. Iledurummio ¢:Qls, c] — Q[s, ¢] ca ¢(p)=p (mod *—s*>-1),
npu demy s Memamo ca ¢ — 1.

Jlema 129. Hexa je p € Q[s,c]. Tada je ¢(p) jeduncmeen eaemenm y Qls,c],

obaura A(c)s + B(c), exeusasenman ca p.

Hedunrnmuja 130. 3a p € Q[s,c|/(c® — s* — 1) mepurumumo XT-crenen ox p,
y osmamu HTD(p), xao HTD(p) = deg, .(6(p)), rae je deg, . cTemen mommuOMA
o(p(s,c)).

Ha mpumep, moausHOM p = 2

—s? je cTemena 2, ako Ta ITOCMATPaMoO Kao obudan
nosmaoM 'y Q[s, ¢]. Mebyrum, ako ra mocmarpamo kao XT-monunom, Heros
XT-crenen je 0, jep je ¢(p) = 1.

Hednaumuja 131. Iledunummmo

Yo Qls, ] — Q(t) ca ¥u(p(s, ) = p(1%3, ).

Kao mro 3ramo0, ¢ : Q[s, c] — Q(t) je xomomop¢du3am npcreHa yuje je jearpo
IJIaBHUA MIeasl FeHePUCAH IOImHOMOM c? — s — 1. Ilpema mpBoj Teopemm o

uzoMopduaMy mpcTena, umamo aa je Q[s, c]/{c? —s? — 1) = Q(t).

Jlema 132. Hexa je p € Q[s,c]/{c* — s* — 1) maxo da je HT D(p) = d. Tada je
Ui(p) = %, 20e a(t) € Q[t], maxo da je deg,(a) <2d u 1 —t>ta(t).

Ila 6GuCcMO MCKOPUCTUIM FOPEHaBeIeHN M30MOp(uU3aM IpcreHa, ToTpebHO je
1 BPaATUTU I'OPENOMEHYTY {-CMeHY, Tj. U3Pa3UTU ¢ IPEKO S U ¢, U TAME IpeT-

Boputu pannoHayny ¢yurnujy mno ¢ty XT-nmonmaom. To nmoctmwxeMo cMeHOM
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t = % OBoM cMeHOM mOoOMjamMO KOAUYHUK ABa X T-mojaumHOMa, a mga OmcMo
nobunu XT-monmaoMm Tpeba M3BPIIUTU HUXOBO IEJHEHE, IMTO je mocebaH 3a-
natak. 1aj mocTynak ONMCAH je Yy TEOPEMU KOja CJeu.

Baxe cnenehe nomohue neme.
Jlema 133. Hexa je a(t) = — Z?:o vt maKo 0a je Vo, = — D i Ua(n_) U Vap_1 =
— S g1 Tada (1 —t2) | a(t).
Jlema 134. Hexa je n € N. 3a ceaxu noaurom a(t) sa woju 1 —t* 1 a(t) u
deg,(a) < 2n, eaxncu

resy(a(t) — X(1 —t3)" st + (1 —¢)) = p(s,c) X +q(s, c),

20e p(s,¢), q(s,¢) € Qls, d]. MImasuwe, ¢(p) = =2"(c —1)", (p)|(q) y Qls, c] u
HTD(q(s,c)) =2n.

Konauno, Baxku cieneha teopema.

Teopema 135. Hexa jen € N u nexa je a(t) noaunom 3a xoju eaxmcu 1 —t> 4 a(t) u
deg,(a) < 2n. Tada nocmoju jeduncmeern XT-noaurnom a, XT-cmenena n, maxo
a(l je ¢t(d) = %.

Hapenua teopema mnokasyje HaMm kaza jenad X T-mosuHoM menu ApyTH y
Qls, ]/ {c*—s*~1). Osmaunmo ca NU 6pojunar y pa3ioMKy, HID. NU(%) =
a(t).

Teopema 136. 3a a, b € Q[s,c|/(c? — s* — 1) samcu:

a|b < (i) HTD(a) < HTD(b)

(i) NU(¢u(a)) | NU((b) y Q]
(iid) deg(NU(¢¢(b))) — deg(NU(¢y(a))) < 2(HTD(b) — HT'D(a)).

ITocnemuna 137. Hexa je p € Q[s, c|/{(c* — s* — 1) maxo da je HT D(p) > 1. Axo
jo dea(NU($4(p))) < 2HTD(p) — 2, mada (¢ +1) | p

Y macraBKy ce 6aBUMO HepacTaBbuBUM eneMenTuMa y Q[s, c|/(c? —s* —1).

3uamo na cy uaBepTubuanu eaementu y Qls, c|/(c*—s*~1) panuonanuu 6pojesu

pa3anmyuT o4 HYJIe, 3aTHUM CTEICHU eJIeMEHATa Z U Z_l, Kao 1M yMHOIIION
HEHYJITUX palVOHAaJHNX KOHCTAHTU M CTEIICHa €JIEMEHaTa 2 U Z_l, raoe je Z =

L' = coshz — sinh z.

coshz +sinhz n 2~
Y nmornasmy 1.1 HaBenena je meuHUNUja HEPACTABLUBOT ejeMeHTa (me-

¢urnmuja 4). Hakie, Baxku:
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Hepunnnmja 138. Henynru enement p € Q[s, ¢|/(c?* — s* — 1) je mepacTaBmus
aKo:
a) p HUje MHBEPTUOUIAH €JIEMEHT,

6) ako je p = ab, cnemu na je a wau b MHBEPTUOUIAH €JIEMEHT.

Teopema 139. Hexa p € Q[s,c|/(c? — s* — 1) u nexa je p neuneepmuburan ene-
mewm. Tada eancu:
(a) axo je HTD(p) = 1, mada je p nepacmasnwus X T-noaurom,
(6) axo je HI'D(p) > 1, mada je p nepacmasmue XT-noaurom arxo
(1) deg(NU(¢:(p))) = 2HTD(p) — 1,
(1) NU(¢(p)) je nepacmasnus nosunom y Q[t] uau je NU (14 (p)) npouszeoo
dsa nepacmas.puea noauroma y Qt], npu wemy cy oba nenaproz cmenena.

HaBenumo cama m Heku mpuMep pacTaBibama X [-MOJIMHOMa HA MPOCTE

¢daxTope.
IIpumep 140. Hexra je p = sc. Hajupe Tpasknmo cauky XT-momamaoma p mpu
npecauraBamy 1 (p):

t(1+¢%)

Cpaku ¢arrop ciaumke XT-mommHOMA P TPU OpECIUKABABKLY ; MOpPa UMATHU

i(p) = thr(sc) =2

umenuaan 1 — t? ma #erkn crenen. IIpema Tome, XT-moimuHOM p MOKE UMATH
HajBUINe IBa (PaKTOpa, ¢ 063UPOM Ha je cTemeH moaumHoMma 1 — t? y uMenmomy
parmmonanse ¢pyuruuje y(p) jemnar 2. Ilpumewmyjyhu teopemy 139, Bumumo
na je jemmua moryha ¢arkropmsammja omx ¢(p):
g L 1+
11—t 1—1t

Iakne, jemmua ¢arkropusanuja X T-nmoauaoMma p je sc.
Ipumep 141. Hexka je p = (1 +¢)s +1 — ¢ Tlonoso Tpamumo cauky XT-
[MOJIMHOMA P IIPU IPecauKaBamy U (p):

t(t—1)

Cpaku ¢arrop ciauke XT-mommHOMa P TpU OpECIUKABABKLY ; MOpPa UMATHU

Yi(p) = —4

nmennaan 1 — t2 ma meru cremen. Kao y mperxomsom npmvepy, X T-moauaoM
p MO:ke mMaTu HajBuiie nsa ¢gakropa. Moryhe ¢arkropusanuje ox ¥ (p) cy:
B N W )

1—t2 1-—1¢2 11—t 1—-¢
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Jacno je ma ob6e ¢arxropuzaunuje ox :(p) majy jemHy wmcTy (aAKTOPU3ALU]Y
XT-nomusoma p u 1o (1+¢)(s —c+1).

Kao mrro je Behi peueno, Q[cosh z, sinh x| je momen ca jequosnaunom paxro-
pusammjom. Ilakme, cBaku enement momena Q[coshz,sinh x] uva jenuucTBERY
daxTopmusanujy, N0 HA WHBEPTUOWUIHE €JIeMEHTe W IO Ha PEeIOCiel aToMa y
¢daxropusanuju, wro je norBpheno m oBum npumepuma. CXOTHO TOME, MOKE
ce zarmyuntu na je H3Jl mea XT-monmHOMa jenuHCTBEH, OO HA MHOKEHE
WHBEPTUOUITHUM €JEeMEHTUMAa, U MOKe ce MoOuTH KopuiihemeM t-CMeHe Kao
y mperxonHa nBa npumepa. [Ipema Tome, ynpomhaBame KOIUYHUKA 1Ba X 1 -
[IOJIMHOMA, TMOCTU:KE ce ckpahuBameM Opojuorna u nmenwuona muxosum H3 -

OM.

IIpumep 142. Heka je a = s(1+¢) u b = —c2+cs+ s+ 1. Y mperxonsom
npuMepy Bumean cMo qa ce X T-nonunom b pakxropume kao b = (c+1)(s—c+1).
Hakae, NZD(a,b) = ¢+ 1.

Ha xpajy oBor menma HamoMeHVWMO na ce y noka3uMma teopema 136 m 139
KopucTy GopMmyJia Ia je CTeleH Ipom3Bona nBa X'T-mosmHoMa jenHak 306upy
CTeneHa HEerOBUX UMHUIAIA. 300r TOra je Ha IMOYETKY OBOT MOrJIaBJ/ha PEUCHO
na he ce HaBemeHe TeopeMe OTHOCUTHU Ha OHe mapoBe X'T-mosmHOMA 3a KOje
je OBaj yCJOB UCOyHEH. JacHO je ma OBakKBM MapoBu X [-TTOIUHOMA, UMHE
HeynopenuBo Behu meo ckyma cBux X T-mosuHOMA ON OHOT Jeja CKYIa KOju
canpsku napoe X'T-mommaoMa 3a KOje moMeHyTa (OpPMYyJIa HE BaKH.

C Tum y Be3u, MHTEPECAHTHO OW OWMIO Mo3abaBUTU CE€ W OBOM IPYTOM
rnacoM X'T-monmmHOMA, KOja 3ampaBO MpPeNCcTaBJ/ha CIENUjaJaH CIydaj U ca-
MUM TUM YWHU 3HATHO MalbU CKYI OJ FOPEONMMCAHOT CKyma X T-mosmHOMA.
Iakmie, HACTABAK UCTPaKUBAIKa HA OBY TEMY MOrao OM mhu y mpaBIly IpPOHAa-
JasKema MOCTYIIAaKa 38 paKkTopucame, nesmeme, onpebusame H3-a u yopom-
hasame romuunmka na X'T-mosmHOMa, 3a KOje He Baku (OpPMyIa Koja ce
OHOCHU Ha cTeleH mpou3Bona mBa X T-moamnoma. OBuMm Ou 6mo obOyxBahen

UnUTaB CRYII XT-monuaoMa ca panroOHaJTHUM KOG(i)I/II_[I/IjeHTI/IMa.
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I''TABA 4

METOI JORASNBAILA RJIACE
HEJE/THAROCTU KOJA OBYXBATA
MEIITIOBUUTE TPUT'OHOMETPWUJCRE
ITOJINMHOMCERE Y HRKIINJE

IIpenmer ucTtpaskuBama OBe TJaBe je METOM MNOKA3UBAMA HEjeTHAKOCTU

00JIIKa
n

flz) = Z aaxPicos?x sin"x > 0, (4.0.1)
i=1
3a x € (81,d2), 01 <0 < d9; rae je a; €ER\{0}, pi, ¢i, €Ny u neN.

HejenmakocTy 0BOr Tuma Cy y BEJIMKO] MEPHU 3aCTYIJbEHE y JUTEPATYPH.
3navajan Opoj HBUX MOKA3aH je Ha pa3InunTe HAUYMHE, NOK CYy HEKE OCTaJIe
HeIOKa3aHe, U JaTe Cy Kao oTBopenu npobisemu. OTyna je Hacrasa umeja ma
ce MOCTyNaK MOKA3MBaH-a OBAKBUX HEjEIHAKOCTHU, y M3BECHO] MEpHU, ayTOMa-
THU3Yyje.

Ha ocrOBY pasmaTpama U3 ApyTe riaBe OBe QUCEPTAIje, MOKE Ce 3aKIbY-
untu ma enementu f(x) u3 (4.0.1) mpunanajy pammpemy NPCTEHA PeaJHUX
TPUrOHOMETPUjCKUX moamHoMa R[cosz,sinz]. OBo pammpeme O3HAYMMO ca
R[z, cos z,sin x]. Huje Temko 3akbyunTu, Ha OCHOBY QHAJN3A U3 APYTE TIaBe,
na je n Rlz,cosz,sinz] npcren, mrasume moMmeH. Eiemente oBor nomena
HA30BUMO MEUOBUMUM MPUZOHOMEMPUICKUM NOAUHOMUMAG HAT TTOHeM R.

Hexke 3akmydke 0 OBOM JOMEHY MOKEMO M3BECTM Ha OCHOBY pe3yJTaTa

u3 raase 2. Y oBoM pany Hehemo ce GaButu MyOLUM MPOyUYaBaHEM OBOT



[OMeHa, Maaa Ou TO MOTJa OUTU 3aHMMJBPMBA TEMa HEKOT KACHUjer UCTPAKU-
BambA.

Iakne, y oBOoj rnaBu 6uhe mpwKa3aH METOM JOKA3UBaHa TPUTOHOMETPU]-
ckux HejenuarocTu obauka (4.0.1), npema pany [55]. ®yuruuja f(x) je memo-
BUTa TPUTOHOMETPUjCKa NOoJMHOMCKa ¢yHEnuja. Ilo ayropoBom caznamy,
MEIIOBUTE TPUTOHOMETPHjCKe IMOJMHOMCKe (PYHKIUje IPBU IIyT CY Pa3MaTpaHe
y pany [25]. Ose ¢pyHKIUje jaBbajy ce Y TEOPUJU AHATUTUYKUX HE]EIHAKOCTI
[1,2,5,8,11, 21, 22, 46, 47, 50, 53, 76, 85, 97], [15]-[17], [38]-[42], [60]-[63],
[66]-168], [89]-[91], [99]-[102], [107]-[110].

Y pany [61] npukasas je npupomaH IPUCTYN AOKA3UBAHY HEKUX KOHKDET-
HUX nprMepa HejemHakocTu obmmka (4.0.1). Osaj meron 6a3upa ce Ha au-
pexkTHOM mopebhemy (QyHKIMja CUHYC 1 KOCUHYC ca oaroBapajyhum Makmope-
HoBuM'® mosmHOMEUMa. MebyTuMm, IOMEeHYT MeTON HUje HIPUMEHJLUB Ha (yH-
kiujy cos’s Ha mesoM uHrepsany [0,%], kao u Ha QyHEUM]Y sin’z mHa mesoM
uarepsaay [0, 7). IIpema Tome, nehiemo mopeauru tepm cos?z-sin"z ca mpou-
3BoOM oarosapajyhmnx MakiIopeHOBUX anmpOKcHMaInyvja (YyHKIN]a KOCUHYC U
CUHYC CTEIIeHOBAHUX PEIOM Ha ¢; U ;. JemHa ox moryhHocTu je Tpanchopma-
nuja repma cos?r -siniz y cymMy CHMHyCa M KOCUHYCA BUIMIECTPYKUX yriaoBa. Y
HACTaBKy OBOr Jesia Ouhe ommcaH MeTOH HOKA3WMBaMma HEjeTHAKOCTU ODJIMKA
(4.0.1) rparchopmucamem pyaruuje f(r) y ekBuBajgeHTaH OOINK, KOjUI CaIp-

KA CUHYyCE 1 KOCUMHYCE BUIIECCTPYKUX YTJIOBA.

4.1 Ilomohua TBpbewma m mpumpemMa 3a onmuc
MeTO 1A

Heka je ¢ymrmuja o(r) anpokcumupana Tejmoposun'®

noauaOMOM 1) (),
cremeHa k, y okoauHEN Tauyke ¢. Ako mocroju 1 > 0, rako na 3a x € (a—n,a+n)

Ti(x) > ¢(x),

Tama ysomamo osmary 1, (x) = Tp(z), m T, (x) masuBamo zopmwom anporcu-

Mayujom GyHEIMjEe ©(X) Yy OKOJMHU Tauke . AHAJOrHO, ako mocrtoju 1 > 0,

18Colin Maclaurin (1698-1746), mkoTCEM MaTeMaTUIAD
YBrook Taylor (1685-1731), eurseckn mareMaTIaap
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TakKo Ja 3a T € (a —1n,a+ 1) Bakn
Ti(z) < o(x),

rana ysogumo osHary 1 7% (x) = T(z), u T7"(x) nazuBamo 00mom anpokcu-
Mayujom pyHERIAjEe Y(T) Y OKOIMHM Tauke a. Hamame, mocMarpamo QyHKIN]Y
©(z) kao QyHKIMjy U3 ckyma {sinz,cosz}.

[Tocmarpajyhu Maknopernose anporcumaryje GpyHKIUja CUHYC U KOCUHYC,
MOKe Ce yOuuTU na je Tfin’o(m) uznan, a T57°(z) ucnon rpaduea ¢yHKmHje
sinz 3a >0, u T5™%(z) je ucnon, a T;in’o(x) je u3nan rpaduka pyHKOUje sin x
3a x <0, kao u ma je T;"S’O(:c) m3man, a 15%°(x) ucmon rpadura dymrmumje
cosx. HaBemene ummennne npenu3upane cy M yomnmreHe cienehum jemama.

("_1)/2(_1)it2i+1

JIlema 143. (i) 3a noauwom T,(t) = Z 20e jen =4k + 1, k € Ny,

 (2i+ 1)1
8AMMU.
(w e [0, /nTa)nt _4)}) T (t) > Tosa(t) > sint, (4.1.1)
(w € [~/ 3)n+a), 0]) T,(t) < T,,,(t) < sint. (4.1.2)

3at =0 nejeonarxocmu y (4.1.1) u (4.1.2) npenase y jednarocmu.

3at=+\/(n+3)(n+4) eamce pedom jednaxocmu Ty (t)=T14(t) u T, (t)=L, 4 (t).
("_1)/2(_1)it22'+1

(i) 3a noaunom T,(t) = Z R
— (2i+1)!

(w e [0,/nT3)n+ 4)]) T.(t) <T,,,(t) <sint, (4.1.3)
(Vt € [-vVn+3)(n+4), 0]) To(t) > T,pa(t) > sint. (4.1.4)

3a t=0 nejeonaxocmu y (4.1.3) u (4.1.4) npenaze y jednarocmu.
3at==++/(n+3)(n+4) eance pedom jeonaxocmu T, (t)=T, . ,(t) uw T, (t)=T4(t).

Loxaz: (1) Hera je 0 <t < +/(n+3)(n+4), raga Basku:

20e jen =4k + 3, k € Ny, sancu:

_ 2k ( 1)ig2i+1 oo 1)ig2i+1 '
Tn(t)=; @i 1) >ZZ: 2z+1 =sint
0 t4(k+]) 1 t2
— 1- > 0.
; A(k+7)—1)! ( (4(k:+j))(4(k+j)+1)>l
(=0)
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ame,

- - tn+2 t2 o
Trya(t) = Th(t) — 1 2) (1 - m) T(t)

(>0)

t21+1 o t2z+1

_ (—1yigit .
Thia(t) = > =sint
+4(t) ; 2 + 1) Z 2@ + oo

=

$4(k+5)+3 +2

= Z (k1) +3)! (1_(4(kr+j)+4)(4(k:+j)+5)> >0

J=1

(>0)

Jlako ce mpoBepaBa ma oaroBapajyhe jemHakocTu y KpajimuUM TadvKkaMa
cermMeHTa [0,\/(n+3)(n+4)] Baske. Komauno, nokaszamu cmo (4.1.1).

3ate [—\/(n +3)(n+4),0) (4.1.2) Bau Ha OCHOBY UMIeHULE Oa je (yH-
Kiuja sinw HemapHa. Komauwno, mokaszanu cmo (4.1.2).

(i) Hera je 0 <t < y/(n+3)(n+4), rana Baxku:

2k+1 ( t2l+1 > zt2z+1

t) = < =sint

n( ) ZZZ(; 27 + Z 27 + n
(4(

[~

=

> $Alk+7)+1
1—
= Z 4(k+7)+1)!

t2
4k:+j)+2)(4(k+j)+3)> <0

j=1
(=0)
Iasme,
tn+2 ) t2 pt
T ty=T (¢t — > t
(=0)
n
2k+3 ( 1)ig2i+1 o0 1)ig2i+1

In+4(t) = Z

< — sint
22+1 Z 21+1 - s

1=

*© t4(k+])+5 +2
= Z A(k +j) +5)! ( _(4(k+j)+6)(4(k+j)+7)> <0

]:1
(>0)

Jlako ce mpoBepaBa ma oaroBapajyhe jemHAKOCTU Y KpajlbUM TadKaMa
CerMeHTa [0,\/(n+3)(n+4)] Baske. Komauno, mokaszamu cmo (4.1.3).
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Sate [—\/(n +3)(n+4),0) (4.1.4) BakM Ha OCHOBY uMIeHULE Ha je (yH-
kiuja sinz Henapua. Komauno, nokazanu cmo (4.1.4). O

n/2

—1 itZi
JIlema 144. (i) 3a noaurnom T,(t) = Z (=1)

W, 20e je n = 4k, k € Ny, sancu:
i=0 ’

(\# AN R CET N CEDICETY }) To(t) > Tooa(t) > cost.  (4.1.5)

3at =0 nejeonarxocmu y (4.1.5) npenase y jeonaxocmu. 3at = +£1/(n+ 3)(n + 4)
saxcu jeonarocm T, (t) = Thys(t).

n/2 Y
—1)t
(i) 3a noaurnom T,(t) = E ( (2?)' , ede jen =4k + 2, k € Ny, saxncu:
i)!
i=0

(Vte [—%(n+3)<n+4),¢(n+3)(n+4)}) T, (t) < Tpyu(t) <cost.  (4.1.6)

3a t =0 nejednarxocmu y (4.1.6) npenase y jeonaxocmu. 3a t = +/(n+ 3)(n + 4)

sancu jeonaxocm T, (1) =T, ,(t).

Uoxaz: (1) Hera je 0 <t < 4/(n+3)(n+4), rana Basku:

T,(t) = Z - tZL > f: it% = cost
0 t4(k+J 2

<:>jzz;(4(/<:+])—2 (1 4(k—|—j)—1)((/<:+]))>1>0

(20)
Hame,
tn+2 t2 .
Tyra(t) = To(t) — m\(l - m) T(t)

(20)

_ 2 ()i O (—1)2
Thia(t) = ; ( (23)! > ; ( (23)! = cost

00 A(k+5)+2 t?
— Z Ak +7)+2)! (1_ (4(/€+j)+3)(4(k+j)+4)> "

J=1

(>0)
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Jlako ce mpoBepaBa ma oarosapajyhe jeIHaKOCTH Y KpajiBbUM TauyKaMa Cer-

MEHTa [0, \/(n—l—3)(n+4)] Baske. Ilpema Tome, 3a t € [0, \/(n+3)(n+4)] He-
jemnaxoctu y (4.1.5) cy nokasame. 3a t € [—\/(n+3)(n+4),0) Heje THAKOCTU
y (4.1.5) Baske Ha OCHOBY UME€HMIE na je GyHKOMja cosz mapHa. KoHadHo,

mokazamu cMo (4.1.5).

(i) Hera je 0 <t < y/(n+3)(n+4), rana Baxku:
2k41 i oo i 12
(_1)zt27, (_1)zt21
T (t) = LS L
OEDY @) T4 ()]

o 2L4(lc-i-]) +2
= Z Ak +)! <1_ (4(k+j)+1)(4(k+j)+2)> <0

Jj=1

(>0)
Hame,
tn+2 t2 T
T ty="T (¢t 1-— > t
=0)
n
2k+3 t22 > z 24
T, 4(t) = Z < Z = cost
=0 =0
e t4(k+])+4 tQ
— 1- < 0.
; Ak +7) +4)! ( (4(kr+j)+5)(4(k:+j)+6))
(>0)

Jlako ce mpoBepaBa m1a oarosapajyhe jeIHaKOCTH Y KpajEH-UM TauKaMa, Cer-

menTa [0,/(n+3)(n+4)]| Bame. Ilpema Tome, 3a t € [0,/ (n+3)(n+4)] ne-

jemmaxoctn y (4.1.6) cy morasame. 3a t € [—/(n+3)(n+4),0) HejennarocTn

y (4.1.6) Baske Ha OCHOBY YMECHMIE Ia je QyHKIMja cosz mapHa. KoHAUHO,

nmokazamu cmo (4.1.6). O
Y HacTaBKy paza, ca i heMo o3HaUYaBaTU MMATrWHADPHY j€IUHUILY.

ITocmarpajmo cama rommiaekcan 6poj z = e, r€R. Tana Baku:

1<+1) i 1( 1)
COS = — - n mr=-—_(2——].
. 22 z * 21 2

YBemnumo cnenehe ¢yurnuje:

Ri(2) =zk+z—1k u Qu(z) =2"— —
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3a k=1,2,.... Tana je:
Ri(z) =2cos(kx) m Qp(z) = 2isin(kx),
3a z=e"uk=1,2.... Crora, Mo¥e Ce 3aK/LYUUTU N8 BAKU:

Rn(z) : Rm(Z) = Rn+m(z) + Rln—ml(z)

Rn(z) : Qm(z) - Qner(Z) +v- Q|n—m|(z)a
rue je v =sgn(m —n). Cremujanno, Ro(z) =2 u Qo(z) =

Y mapennoj noMohHOj jieMu MOKa3aHO je na ce sin"z MoyKe IPUKA3aTU Kao
CyMa CHUHYCa MU KOCUHYCA BUIIECTPYKUX YIUIOBA, Y 3aBUCHOCTU O MTaPHOCTH

CTEeIIeHa M.

Jlema 145. 3a n € N caedehe gopmyae cy maune:

(i) axo je n menapan 6poj, mada je

sin"y = 23 Z(—1)"51+k (Z) sin((n — 2k)),

(i) axo je n napaw b6poj, mada je

n_y

sin"z = 2%(;) + 2% ;(—1)%% (Z) cos((n — 2k)z).

Joxas: Buneru [29, raasa IX, BesxkGe 17, 18] u Meron mokasuBama ONUCAH Y
[52]. O

AHAJIOTHO TPETXOAHO] JeMH, 3a QYHKIU]Y COS"T BaKuU:

Jlema 146. 3a n € N caedehe gopmyare cy maunre:
(i) axo je n menapan 6poj, mada je

ML

n 2
cos"r = —
2n

(k) cos((n — 2k)z),

~
Il
=)

(i) axo je n napawn 6poj, mada je

-1

1 2
cos"x = o (g) + on (Z) cos((n — 2k)z).

=0

©I3

=
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[oxasz: Bunetn [29, raasa IX, Be:xkGe 15, 16] u meron mokasuBama ONUCAH Y
[52]. O

Kopucrehu nperxonme nBe jseme Moke ce mokaszartu cjieneha Tteopema.

Teopema 147. 3a n,m € N pazaukyjemo caedehe cayuajese:

(i) axo cy n um wenapru bpojesu

n+m_1 k
1 . m—
cos"x- sin"'x = T kz:;(—l)zlJrk (;(_DT (Z) (kﬂ_‘t 7‘) Sin((”'+m—2k)x)> )
(4.1.7)
(i) axo je n nmapaw, a m nenapar 6poj
n+m—1
n oM, 1 - m=1_ : rf T m . k
cos"z- sin"e = oty kzzg(—l) 2 Tz:;(—l) e, sin((n+m—2k)z) |,
(4.1.8)
(7ii) axo je n nenapan, a m napar 6poj
n+m—1
1 2 m g k n m
cos"x- sin™xr = T ;(—1)2+ TZ:;(_W (r) <l<: _ r) cos((n+m—2k)z) |,
(4.1.9)

(iv) axo cy n u m napru bpojesu

o k ,
cos"z- sin"x = 2n+1m_1 ( Z(—l)%““Z(—l)’" (:) <krf ) cos((n+m—2k)z)

k=0 r=0
i
1 2m—+n n m
—(—1 —1) )
- )(T)(Hzm_r))

Joxas: (i) Hera cy n u m menapamu 6pojeBu, rana je:

cos"x -sin"x =
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n

- m L () <>
)

n—

i=0 5=0
n—1 m-—1
1 RENGNET m— 1+J n m
i
2

+ :O > (-1 @ (m> VQIn—m—Q(i—j)l(Z)> :

rue je v =sgn(m—n—2(j —1)).
ITocmarpajmo cana GuHOMHE KoedunujeHTe ¥3 Q)n—m—23i—j)|(2). IIpoussoam

~

OMHOMHUX KOe(pUIUjeHaTa ce MOTY 3ammcaTu y ciaeneheM obauky:

OO-(I0-0L)-(CIE) w

I[Tpumernmo na cy cyme nomux OpojeBa y MPOU3BOAMMA OMHOMHUX KO€(UIIN-
jemara y (4.1.11) pemom jemnake i +j, n—i+j, i+m—jun—i+m—j.
Osnaunmo uapexc |n —m — 2(i — j)| ca d. Ham mum je ma ompenumo k Tako
na je n+m — 2k = d. Tanma pasauryjemo ase MorynhHoCTH:

1) kanma je n —m —2(i — j) > 0, umamo ma je

n+m—2k=n—m-201—j)=k=m+1—j, (4.1.12)
2) rana je n —m — 2(i — j) < 0, umamo ma je

n+m—2k=-n+m-2(j—i)=k=n—1i+7. (4.1.13)

n1 _ m-1 m—
Crora, npu pauynamy » ;% > ;2% (—1)72 1”( ) (7)vQjn-m-2(i—j)(2), mpema mv-
mmukanujn (4.1.12) Gupamo mpomsson GuHoMHEUX Koepunujenata (%) (mnzj),

nok npeMa ummiaukanuju (4.1.13) dupamo (niz) (’7), Tj. OUpamMo OHAj TPOU3-

Bo OMHOMHUX KOe(UIMjeHaTa YHhja je cyMa HOmUX OpojeBa jenHaka k.
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Konauno, nobujaMo TpasKeHU pe3yJaTar:

-l k
1 m—1
cos" x - Sinm r= 2n+mi kg; (_]‘) 2 * <Tz:;(_1)r (:) (k Til T’) Qn—l—m—Zk(z))
L n;m_l m=l d T .
= ontm-1 ;(_D 7t (Zo:(_l) (Z)(kiLr)sm((n—l—m—%)x)).

(ii) Heka je n mapan, a m menapau Opoj, Tana je:

cos"x -sin"x =

=0
1 n = mo1 (M
- on+mj % jzo(—l) 7+ (j)Qm—zj(Z)
51 m—1
+(§ @ Ro-a(2)) - 2. (-1 @ Qm_gj(z)))
1 n - mo1 (M
- 2"+m1<%> ‘:0(_1) N (]-)Qm—QJ(Z)
e




1 n < m=1 (M
= ont+mi <(%> ;(_1) 7t (])Qm—ZJ(Z)

sl
m=1_4 . [T\ [N
t Z(_l) z (Z-)<-)Qn+m—2(i+j)(2)
i=0 j=0 J
1

+> > ()T (r:) (r]n) VQ|n—m—2<i—j)|(Z)>v
i=0 j=0

rue je v = sgn(m —n—2(j— z)) [Tocmarpajyhu npoussos 6GuHOMHUX KOehU-
nujesaTa y3 Qn-m—23—j)(2), aganorso jemmaxocruma (4.1.11) u mocrynky ca
nvmukamjama (4.1.12) u (4.1.13), MOKEMO 3aKbYUUTH A BarKU:

n+m-—1

cos™ 3 - sin™ 7 — Qnimi kz:; (1) (Tzi;(—w(:) (ki) @nm_zk(zb
_ ann_:é 1(_1)“z1+k (g(_l)r (:) (k " T) sin((n—i—m—Qk:)x)) .

iii) Ako 3amenumo x ca = —x y popmyau (4.1.8), nobujamo dpopmyay (4.1.9).
2
(iv) Ako cy n u m napau 6pojesu, Tana je:

cos"x -sin"x =

X (im @) + Qim Z (=1)z+ (J) cos ((m — 2j)x)>
s (D) Q0 ()i
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QI 3
SN
O3 3
=
_|_
I ng
|
=
I\J‘S
+
Sl
/3\
~~
=
3
&
S
+
SN
v|3 S

n)2 (7:) Ry —2i(2)
(—1)8+ C) (T) (Rn+m—2(i+j)(z) + R|n—m—2(z‘—j)|(2))>

i B s

4 Z > (-1)Ev (TD (T) B im—a(it)(2)

+ ;ZO  20 (-2t C’) CL) R|n—m—2(i—j)|(z)>'

ITocmarpajyhu mpoussome GuHOMHMX KOoedumujeHaTa y3 Rin_pm—ai—j)(2),

QI 3
T
NIE 3
=
+
=
=
(e}
|
=
N

ananoruo jemmakoctuma (4.1.11) m moctynky ca mmnaukamujama (4.1.12) u

(4.1.13), MOKEMO 3aKJbYUUTH NA BAKU:

ntm _ 4
. 1 < my n m
cos"x-sin™x = 2n+m< kX_; (_1)2 (T‘) (k‘ ) n+m— Qk('z)
_n+7n
1 2min o r m
H3EE 2 ( )(m— )R>
1 m m
= W( Z +kz ( ) o )cos (n+m—2k)z)

n+m

e S ()

y3 HallOMeHY nda je IIPOU3BOJ (’:)( ) Ry (Ry = 2) 3ammcaH Kao cyma IBa

npoussona GuHOMHMX Koeduummjenara jenHarnx (}) (’J”), amasorao (4.1.11),

K
n+m O

unja je cyma mHomux OpojeBa jemHara
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4.2 Omnuc meTona

I Hwum je popmuparu MeTon moka3uBama HejemHakocTu Trna (4.0.1), 3a
x € (0,0) u §=02>0. IIpu Tome, 6uhe ropumliene ropme u nome Marmope—
HOBe alpokKcuManuje (GpyHKIMja CUHyC W KocuHyc, onpebene nemama 143 um
144.

Hajupe, nocmarpajmo cabupak cyme (4.0.1):
si(z) = P costx sin"x,

roe jea; #03ai=1,...,n.

YBenumo 3aTuM O3HAKY

%—1, Kaga cy oba Opoja ¢; u r; mapHa miam oba HemapHa,
M;_l, Kana cy OpojeBU ¢; U r; Pa3IUIUTE MAPHOCTU.

[Ipema Teopemu 147 cabupuu s;(z) (i = 1,2,...,n) ce MOry mpukasaTu Ha
YeTUPHU PA3IUUNTA HAUWHA, ¥ 3aBUCHOCTU OJ CIAydaja, IHa Cy Y OMUCY METOIa
nate ciaenehe moryhuoctu:

1. Heka cy ¢; u r; Hemapau OpojeBU, UIU HEKa je ¢; MapaH, a r; HemapaH 0poj.

Y oba ciyuaja Basku:
si(z) = ayaPicos?x sin"x

P i1 k ; :
- Qgﬁz—l Z(_l)#M Z(_l)r (611“> ( 7“_7) Sin((%ﬂ“q:—%)f)
r=0

k=0
m; k
:iji 1 v . ri '
= Qaitni—1 Z <Z ap(—1)7T T <L7]")<k B r)) Sln((Qi+T‘i—2k)CIJ).
k=0 \r=0

ri—1

YBenumo O3HaAKY [} = Zfzo a(—1) "z TR () (k’fr). Tanma cy 3a cBakm momaca-

T

oupaxr [ Sin((qi +r;— 2k)x), y 3aBUCHOCTHU OJ 3HaKa [, Moryha maBa ciaydaja:

1) ako je B > 0:

Brsin((g; + r; — 2k)z) > ﬁkzj;zi?ﬁ((% +r; — 2k)z),

2) ako je [ < 0:
sin,0

ﬁk Sin((qi +7r; — 2]€).’,U) > 5kT4ll(:)+1((qi +7r; — Qk’)l‘)
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SamummmMo cabupaxk s;(r) y o0auky:
xpl mi i
si(x) = a1 Z Brsin((g; +r; — 2k)x).
k=0

Tana Bayku:

smO
si(x) > Ti(x) = 2%”2_1 Zﬁk e )+ (¢ +ri — 2k)z), (4.2.1)
3, Br>0, ) _
rae je u = 1Y eNyuTe{T T}
L, Bk <0

2. Hera je ¢; menapan, a r; mapan O0poj, Tama BayKu:

si(x) = aaPicostiz sin” x
k
= qui-n—l Z Gtk Z(_l)r (Zf) (k i r) cos((g;+r;—2k)x)
- 2qz+n—1 Z <Za’ E (%) <k7z r)) cos((gi+ri—2k)z).

YBeaumo o3Haky Yy = S0 oui(—1)7 f k(%) (7). Tama cy 3a cBakm moaca-

OUpAakK Yy cos((qq; +r— 2/{:)3:), y 3aBHCHOCTM OJ 3HAKa 7, MOryha masa ciydaja:

1) ako je v, > 0:

Ve cos (g +r; — 2k)x) > fykT“;f? 2((qi +1; — 2k)x),

2) ako je v < 0:

7 cos,0

Yecos (g + 1 — 2k)z) > 3T l(z)+0((% + 1 — 2k)zx).
SamumumMo cabupak s;(r) y obmauKy:
xpi m
SZ‘(I') = W Z’}/k COS ((QZ +r; — Qk)ﬁC)
k=0
Tana BayKu:

si(x) > Ti(x) = 2q1+n—1 Zyk :;Zf)[jr (¢ + i — 2k)z), (4.2.2)
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27 Y > 07

rue je v = , l,(j)ENUI/ITE{T,I}.
0, %<0
3. Hexka cy ¢; u r; mapru 6pojeBu, Taga, Ha OCHOBY IPETXOMHOT caydaja (o
2.), BaxKU:
Stktr 4 T
)= g (30 (St (1) (st =200

q;+try

e B ()

> T,(x) = 2q1+”_1 ka :l?f)i (¢ + i — 2k)z)

(4.2.3)

q;+7;
+ 1( 1)27‘i+‘11 2 ( 1)7’ Q7 T
—(— 2 _
2 r qG+ri r )
r=0 2
2, % >0, . _
re je v = 19 eNou T e{T, T}
0, w<0

Ynopebyjyhu cse cabupke s;(z) (i =1,2,...,n) KOju ce jaBmajy y cymu

(4.0.1), mpema ynpaBo HABEAEHUM CJIyYajeBUMa, JOOUjaMO MOIUHOM

P(z) =Y Ti(x)
i=1
(nomy anmpokcuvammjy pysrmmje f(z) uz (4.0.1)); Tj. Baskm:

[(x) > P(x).
Ha OCHOBY IIPETXOJHUX Da3MaTpPalmha MOKE Ce 3aKLbYUYUTU Ha BaiKNU Cneneha

TeopeMa.
Teopema 148. Hexa 3a nosunom P(x E T:(x) eamce caedeha ceojcmea:

(1) nocmoju najmame jedar nozumusar pearar Kopew nosuroma P(x);

(17) P(x)>0 3a x€(0,2%), 20e je * Hajmamu no3umueaH pPearar Kopen
noauroma P(x).
Tada eaxncu
f(z) >0
3a x € (0,2%) C (0,0).
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Hanomena 149. Ha osaj maumn moGuja ce moka3 mejemnaroctu f(x) > 0
3a = € (0,02), rme je 0o = 2*. IlperxomsHa TeopeMa MOMke Ce NPUMEHUTU HA

unrepsaiy (41,0), yBobemem cmene t=—z.

Hanmomena 150. YKOJIVMKO He MOCTOjU HajMale jeJaH MO3UTUBAH peajlaH KO-

pen nomuaoMa P(z) n P(z)>0 3a x€(0,00), Tana Baxu f(x)>0 3a € (0,00).

IIperxomuom teopemom oapeben je meron noka3uBama Kilace TPUTOHO-
METPUjCKUX HejelTHAKOCTH, KOjU je 3aCHOBAH Ha allpOKCUMAaIjaMa (YHKITja

CUHYC 1 KOCHUHYC MaRHDpeHOBMM IIOJIMHOMMUMA..

IT Pa3smorpmmo cajja KOMIUIETHOCT IPUKA3AHOT MeToaa 3a QyHruujy f(z),
rae je f(x) memoBuT TpUroHOMerpujcky moamHoM. I[IpumernMo na je takas
IIOJIWHOM jelaH NpUMEp peasiHe aHaauTmuke (yuknuje. Mmade, ¢yHEIUIja
f: I — R, roe je I C R oTrBOpeH CKyI, je aHAJUTUYKA aKO 3a CBAKO Xg € [

. +o0o n .
mocToju OKoJMMHA J Tadke Ty M CTEmeHW pex y - ° an(r — )", Tako ma je
f(@) =302 an(z — )" 3a cBaro x € J.

Y HacTaBKy Pa3MOTPUMO 3HAK pPeajlHe HEKOHCTAHTHE aHAJUTUUYKE (YyHK-

nuje Ha moMeHy (0y,09).
Jlema 151. Hexa je f:(d1,02) — R, 61 <0<0dy u §; <02, pearna HeKoHCMaARMHA
anasumuura pyrryuja, Had domernom (91, 02).
Axo je f(0)#0, mada saxcu:
1. f(0) >0 <= (32*€(0,05]) (Vae(0.2%)) f(z) >0,
2. f(0) <0< (3a*€(0,8]) (Vze(0,27)) f(z)<O0.
Awo je f(0)=...=f""D(0)=0 A f™(0) #0, 3a nexo n € N, mada saxcu:
3. fM(0) >0 <= (327 €(0,05)) (Vae(0,2%)) f(z) >0,
4. [M(0) <0< (32" €(0,8)]) (Vze(0,2")) f(z) <O0.

Jloxas: Heka je f(r) mekoncranTHa (yHkmuja ca MakmopeHoBuM pasBojem

"0),  f"(0)
TR

Y mokazy kopuctumMo MeTox u3 [33, crp. 157 u 158], KojuM je mokazaHO xa

f(h) = f(0) + h?+. .., (h > 0). (4.2.4)

Cy HYJI€ HEKOHCTaHTHE aHAJUTUYIKE beHKLII/Ije 30JI0BaHE.

1. (=) Heka je f(0)>0. 3amumumo (4.2.4) y obauky
f(h) = [(0)(1+g(h)),
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rae je g(h) peanna anamurnuka ¢ysrumnja. Tanma mocroje x+ > 0 u KOHCTAHTA
M > 0, tako ma je |g(h)] < Mh u Mh < 1/2, 3a cako h € (0,z2%). Crora,
MmoskeMo 3akmyuntu ga je f(h) = f(0)+ f(0) g(h) > f(0)— f(0)Mh > f(0)/2 >0
3a h € (0,2%). (<) lpermocrasumo na nocroju z' € (0, 2], TakO ma 3a CBAKO
z € (0,27) Basku f(r) >0. Oryna caemu na je f(x) mosurusHA ¢(yHKIUja Yy
OPOU3BOJLHO MaJjioj mecHoj okouuman tauyke r =0. Heka je ¢g(z) ¢ynrmmja 3a
KOjy BaKU IpeTxolaH neo mokasa. Tana mocroje M > 0 u 7 € (0,z%], Tako
na 3a ceako x € (0,z1) Bawu |g(z)] < Mz < 1/2. Axo je f(0) <0, rama 3a
z € (0,z1) C (0,2*) mmamo rorTpamrmujy f(z) = f(0)(1+ g(z)) <0. IIpema
Tome, nmokasano je ma je f(0)>0.

2. IToBosHO je mocMmarparu ¢yHEuujy —f(x), ymecro ¢pyuruuje f(z), n opu-

meHuTHu 1.

Y cayuajy xazna je f(0)=...=f""D(0)=0 A fM(0)#0, 3a mero n € N,
rauyka © = ( je M30J0BaHA HyJIa pema n.

Samumumo name (4.2.4) y obaury

100, 70

nl (n+1)! A (h>0). (4.2.5)

f(h)

3. (=) Hexra je f™(0)>0. 3amummmo (4.2.5) y obmuxy

00

n!

f(h) ™ (1+g(h)),

rae je g(h) peanna ananmutuuka Qysruuja. Tama mocroje x+ > 0 u KOHCTAHTA
M >0, raro nma je |g(h)| < Mh u Mh < 1/2, 3a cBako h € (0,2%). Crora, mMo-

eMo 3axmyantn ga je f(h) = L (7;)!(0) hr L (7;)!(0) hrg(h) > 4 (7:!(0) hr—1 (7;)!(0) h"Mh >
1590
2 n!

>0,3ah € (0,z7). (<) [Ipernocrasumo na nocroju z* € (0, d2], Tako
na 3a cBako ¢ € (0,27) Baxu f(x)>0. Oryna caenu na je f(x) nosurusua ¢yH-
KIja y OIPOM3BOJLHO Majoj mecHoj okoiauuu tauke r=0. Heka je g(x) ¢pyHx-
nuja 3a KOjy BaKM IMpeTxonaH meo nokasa. Tama mocrtoje M > 0 u x; € (0,z%],
Tako ma 3a ceako € (0, 1) Baswu |g(x)] < Mz < 1/2. Axo je f™(0)<0, Tama
3a x € (0,71) C (0,2%) mvamo koHTpamuknnjy f(r) = wx”(l + g(z)) <O0.
[Ipema Tome, mokasaHo je ma je f(”)(0)>0.

4. IToBosmHO je mocmarpaTtu ¢GyHrmujy —f(z), ymecto dyuriuje f(r), u npu-
MEHUTU 3J. O

Ha ocmoBy mperxonHe meme ciaenu:
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Teopema 152. Hexa je f: (61,02) — R, 61 <0 < o, 61 < 02, peasna nekoH-
CMANMHG AHAAUMUYKS PynKkyuja, nad domenom (61,02). Tada cy maune caedehe

exsusaneryuje:
(32 €(0,65]) (Vze(0,2%)) flz)>0
= (4.2.6)

F0)>0 v ((HneN) FO)=...=fOV(0)=0 A f(”)(0)>0)

UAU

(32 €(0,8:]) (Vze(0,2%)) f(z) <0
= (4.2.7)
£(0) <0 vV ((ElneN) F(0)=...=f0="D(0)=0 A f®)(0) <0).

Hanmomena 153. Y macTaBky mocMaTpaMO MEIIOBUT TPUTOHOMETPUjCKHU IO-
auaOM f(r) KAO peasny aHamuThuky (ysruujy Hax R. Tana, nurame na
au nocroju mHTepBaa (0,r7) Ha KOMe je (yHEUMja f(r) KOHCTAHTHOT 3HAKA

OpenCTaBsba OIJIyUYUB MpobeM, HA OCHOBY ekBuBaJsennuja (4.2.6) u (4.2.7).

Ananusupahemo canga KOMIIETHOCT HaTor Merona 3a pyHrnujy f(r), Koja

j€ MEIIOBAT TPUTOHOMETPU)CKH IIOJUHOM, IO IPETIOCTABKOM
(3x+€(0,0)) (Vze(0,27)) f(z)>0. (4.2.8)

Buhe nokasano na 3a ¢yseuujy f(z) mHa cBakom nmomuuTepsay (a,b)C (0,z7),
rae je 0<a<b<zx', MOCTOjU TMO3UTUBHA MOIHA MOJIUHOMCKA AMPOKCUMAIIN]a
P(z). Heka cBu nunekcu l,(f) (ief{l,....,n} mk € {0,...,m;}) mmajy ucry spen-
HOCT l,(f) =K € Ny. ®opmupajmo mommmom P (z) = Y7 7(2) v ¢pynrnujum
nanexca K. OBako popmupan nomuuom P () uanekca K je noma MOIUHOM-
cka ampokcuMmanuja Gpyuaruuje f(x), 3a KOjy Baku

lim P (x) = f(z),

K—+o0
Opu YeMy je IOMeHyTa KOHBepreumuja pasHoMepHa Ha [0,z']. OBo cBOjcTBO
KOHBEPTEHIINje CIeNu Ha OCHOBY UWILEHUIE Na je 3a CBakKo ¢ = 1,...,Nn KOH-
BEpPreHIja

K1—1>H-|l—oo T&K] (T) = S (T)7

pasaomepHa Ha |0, z7]. Kako je P¥(z) < f(z) u P¥(z) = f(z), 3a = € [0,z7],

nobujamo craemehy TeopeMy O KOMIIETHOCTU aHAJIU3UPAHOT METOIA.
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Teopema 154. Heka 3a mewosum mpuzonomempujcku nosunom f(x) eaxncu yc-
noe (4.2.8). Tada na cearom unwmepsany (a,b) C (0,27), sa 0<a<b<z*, nocmoju

00ma noauromcka anporcumayuja P¥(z), undexca K, maxea da je
(Vz€(a,b)) flz)>P"™(z) > 0.

[Tox mpermocTaBKOM Baskema IpeTxoaHe Teopeme 3a Gyuruujy f(x) uz (4.0.1)
CcJIeM KOMIIJIETHOCT METOMa, y CMHUCIY na je Moryhe Ha CBaKOM HHTEDPBAJY
(a,b) C (0,27), 3a 0<a<b<z*, morazaru Hejemmaroct f(z) > 0 ropucrehn
HEeKy IOy amporcumarujy P'(x).

4.2.1 IlobGosmame merToma

NcrakanMo ma ce ommcaH METOI MO:Ke HPUMEHUTH Ha (YHKITje 00IMKA
f(z) = Y0 aihi(z)cos®asin™x 3a = € (0,0), rae je hi(x) peanas moamHOM,
npu deMy mnoctoje nBe moryhuoctu. IIpBa Moryhuoct je kama je mosmHOM
hi(z) KOHCTAHTHOT 3HAKA HA NATOM WMHTEPBAJY, U Tala PA3JIUKyjeMO Cilyda-
jese h;(x) > 0 nnm h;(z) < 0. Y oBuM ciaydajeBuMa CBE PAAMMO AHAJIOTHO I'O-
peormcanom Meroxy. Ca mpyre crpane, umamo Moryhuoct ma moauHOM h; ()
HUje KOHCTAHTHOr 3HaKa. Tana tepm «o;h;(z)cos?zsin"c moxe OGuty 3amucan
Kao cyMa cabupaka obauMka s;(T), M 3aTUM Ce MOKE IPUMEHUTH IOPEONUCAH

METOd Ha CBaKM O THUX CaGMpaKa.

4.2.2 3aBplireTak MeToIa

[Tocmarpajmo unIEKCE lgf) (z e{l,...,.n}tuked0,... ,mi}), KOjU ce jaBjba-
jy y momuuomy P(x): lg, ly,. .., ly,; npu yemy je m+1l yrynau 6poj nomcabupaka
KOju ce mobujajy u3 cBakor cabupka s;(x). Uunmekcu lg, 1y, ..., L, cy ogpehern

y (4.2.1), (4.2.2) n (4.2.3). Ilpumernmo na, y 3aBHCHOCTH OX WHIEKCA [y,

BayKN:
F@) > Plalo by, o+ 1) > P(ado by s D), (4.2.9)

3a cBaku unpekc s € {0,1,2,... ,m} u [y € Ny. Hamomennmo na waTEpBad Ha

KOMeE BayKM CTPOTra HejeTHAKOCT

P(ZL’,lo,ll,...,lS—f—1,...,lm) >P(I,lo,ll,...,ls,...,lm)
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Moske outu ompebhen mpema semama 143 u 144. Tloehamem cBakor mHIEKCA
ls, maTEepBANM Baxkema HejenHakoctu (4.2.9) ce mwmpe mpema nemama 143 u
144, n na Taj HaumH mobujaMo cBe OoJbe HOH-€ alpOKcUMaIje (yHKIHje
f(x). Ilperxomuo onmmcan METOX ce 3aBpIIaBa Kala Ce OAPEear HAJMAHme jeIHa

(m+1)-ropra uunexca (Io, 1, ..., Ln) = (lo, 11, ..., 1) 3a KOjy Basku:
P(J?,Zo,il,...7im) > 0,

3a ¢ € (0,0). 3aBpmeTKOM OBOI MeTOIa NOOMjaMO IOKA3 IOJIa3HE HEjemHa-
roctu (4.0.1).

Hamomena 155. OBaj MeTon mpeacTaB/ba YOUIITERHE METOAA KOJU je KOPUII-
hen 3a norasuBame HejemHakocTu y panxy [61]. 3ampaBo, oH ce cBOIM Ha
[OKA3UBame MOJIMHOMCKUX HejenHakoctu obmuka P(z) >0 3a z € (0,6), mTo

IpeAcTaBba OMIYyUnB Ipobaem npema pesyararuma Tapckor? [73].

Ham it je ma, kopumhemeM 0BOT METOIa, JOKAKEMO HEeKe JOOPO mo3HaTe
pesyarare Koju ce T4y HejemHakoctn obiuka (4.0.1), a pasmarpase cy y

HEeIaBHO 00jaB/LEHUM PAaTOBUMA.

4.3 IIpumene meroma

Y oBoMm meny O0aBMMO ce IpUMeHaMa MeToma Oas3mpaHor Ha Teopemm 148
Ha HEKe KOHKpeTHe HejeTHAKOCTU, KOje Cy HemaBHO pa3MaTpaHe y TeOopuju

AHAJINTUYKNX Hej € IHAKOCTH.

4.3.1 Jloka3 HejemmakocTu 13 pana [16]

Henasuo je, y pany [16], nokazana HejemsHakoct (4.3.2) u3 HApegHe Teo-
peme.

Teopema 156. (i) 3a 0 <z < 7/2 samncu

T \2 T 2
2+ —z3tanz. 4.3.1
(sinx) + tanz <et 45:6 ane (4.3.1)

Koncmanma 4—25 je najboma mozyha.

20 Alfred Tarski (1901-1983), momckn MaTeMaTUIap U JOTHYUAD
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(i) 3a 0 <2 < 7/2 samcu

T \2 T 2 8
2+ —z*+ —sdtanz. 4.3.2
<Sinx) +tanx < +45;v +945x ane (4.3.2)

8 . .
Konemanma 53z je najboma mozyha.

Y pany [55] nat je moka3 mejennaxoctu (4.3.1), koju hemo cana HaBecTu.
oxas: Tpaskena HejeqHAKOCT eKBUBaJIeHTHa je Hejemnakoctu f(x) > 0 3a
x€(0,7/2), rme je

3 3

f(x) =2coszsin’z + 22 sin®s — xcos’rsinz — 2® cos w
KOHKDETaH MEIIOBUT TPUIOHOMETPHUjCKM HOJMHOM. IIpmmerumo na je z = 0
kopeH pena ocam ¢yuknuje f(z). Ilpema Teopemu 147, ¢pyurumja f(z) ce

MOMKE 3allrcaTy Ha cneﬂehm Ha4vlH:

f(@) =3%cosz — 2 cosw — 4 cos Bz — (52° + 12) sin 3z + (552° — 1) sina.
——— ———
(>0) (<0)

Tana cy, mpema gemama 143 u 144 u onucy MeTona, Heje THAKOCTU: COS Y >
T9°(y) (k = 6), cosy < T,:OS’O(y) (k=12) m siny < T,:m’o(y) (k = 13) raune, 3a
ye (0, /(k+3)(k+4)).

3a x € (0,7/2) Bawkmu:

+ cos,0 cos,0 —sin,0

fla) > 3150 (@) — Ty, (1) — 3T, (3x) — (g52° + 12)Th5 - (3x)
(>0)
>0

30 4
(<0)

—sin,0
+ (557" — j0) 115 (2) = Prg(2),
———

rue je Pig(z) mommuOM
.’L‘S

Pis(*) = 155510621000

(—53144028 —27463322° — 8885955

— 1185841802 +1183782600)

28

Te6a10624000 2 (%)-

3arum, ompenumMo 3Hak nmosuHoMa Pi(xr) 3a z € (0,7/2). YBobemem cmene

zZ = {E2, ,HO6I/IjaMO IIOJIMHOM YETBPTOI' CTECIICHA:

Py(z) = —531440 2* — 2746332 23 — 8885955 22 — 118584180 z+1183782600.
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Peanna daxropusamuja nmomuaoma Pj(z) ompebena je momohy mporpama

Matlab, u rmacu
Pi(2)=a(z—2)(z — 2) (2 +pz+q),

rae je a = —531440, 2, = 4.503628..., 2 = —9.049..., p = 0.621..., ¢ = 54.652...; mpm
uemy je HejemnaxocT p— 4g <0 tauna. [Tomurom Py(z) nma Tauno mBa mpocTa
peasiHa KOpeHa z; U zo. Kako je Py(0) > 0, cmenn na je Py(z) > 0 3a z €
(0,21) C (22, 21).

Konauno, MOKEMO 3aKBYyUNTH Ha je

Py(x)>03a 2€(0,\/21)=(0,2.122...) = Pi(xr)>03a € (0,2.122...)
— f(x)>o3ame(o,g)c(o,z.1zz..).

IIpumerunmo ma je HajMamU TO3UTUBAH PeajiaH KOPEH NOH-€ allPOKCUMAIIN]e
¢yusrmuje f(x), tj. momuuoma Pig(z), o=/ =2.122175...>7 /2.
2

JemnocraBHuM padyHOoM mobuja ce ma je KOHCTaHTa ;= HajOoma moryha. 0O

4.3.2 Jloka3 mejemmakocTtu 13 pana [90]

Y pany [90] mocraBmeH je orBOpeH mpoGJseM, C IUBEM Ia CE NOKAKE
cneneha Teopema.
Teopema 157. Hexa je 0 < x < 7/2. Tada saxcu

271 /3)a3 + (874 /15 — 1672 /3)2®
(F/)x —E(Qﬂé/le)Z w/)m < xsec?r —tanz
T2 —

o ) ) . (4.3.3)
(27*/3)x® + (256/7% — 8n* /3)x

(2 — 4x2)2 ’

npu wemy cy (871/15—167%/3) u (256 /72 — 872/3) najbowe xoncmanme y (4.3.3).

Y pany [55] mar je mokas mperxonHe Teopeme, Koju Nemo cana HABECTH.

Jloxas: 1 Hajupe moka:KuMO HejeTHAKOCT:

2t /3)a® + (87*/15 — 1672 /3)z”
(27%/3)x "'(‘(2772 7 T /3)z < zsec’r —tanx,
e — 4axr

3a z € (0,7/2). Tpaskena Heje THAKOCT €KBUBAJEHTHA je HejenHaroctu f(z)>0

3a x€ (0,7/2), rume je
f(z) = 2(n?—42?)>—~(n?—42?)? cos w sin x — (27 /3) 2%+

(84/15—167%/3)2")cos® x
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KOHKPETAH MEIMIOBUT TPUTOHOMETPUjCKM MOJAMHOM. IIpumerumo ma je x = 0
KODEH pela cexaM, a T = 7/2 KOpeH pena nsa ¢ysrnuje f(x).

Paznuryjemo nBa ciayuaja:
1) Axo z € (0,1.136):

[Ipema Teopemu 147, ¢pyurunjy f(x) moxemo 3amucaru Ha cienehin Haums:

f(2)=a(r?—42%)>— w sin 2z — ((71/3)2° + (47%/15—87%/3)a”)

—((#*/3)° + (4n*/15—8xY3)a" ) cos 2u.

(>0)

Tana cy, npema nemama 143 u 144 u onucy meTona, Heje THAKOCTU: Siny <
T2 (y) (k=9) u cosy<T " (y) (k = 8) raume, 3a y € (0,/(k+3)(k+4)).
3a z € (0,1.136) Bammu:
2492 2—sin
f(z)> $(W2—4x2)2—w7ﬂ9 o
— (/32 + (4nY/15—87Y3)a )T ™" (22) = Pra(x),

(>0)

(20) = (/32" + (4'/15—87%/3)a")

rae je Pi3(z) mommHOM

227

Pis(z) = 1577

((—127* + 12072 — 80)2® — (—1537* + 164072 — 1440)z*

— (10557 — 1188072 + 15120)2? +22957% — 3024072 + 75600 )

2x7
= T e@)-

Onpenumo 3atum 3uHak nomuHoma Ps(z) 3a x € (0,1.136). YBobhemem cmene

z = 2, mobujamo mosmHOM Tpeher cremena:
P3(z) = (—127% 4+ 12072 — 80)23 — (—=1537* + 164072 — 1440)22
— (10557 — 1188072 4 15120)2+22957* — 3024072 +75600.

Peanna daxkropuzanuja nommaoma P3(z) ompebena je momohy mporpama
Matlab, u raacu
Py(2)=a(z—2)(2*+pz+q),

rae je a = —64.556..., 21 = 1.290721...,p = —1.148....q = 8.365...; ipu 4veMy je

HejenmaroctT p2— 4g <0 Tauna. [omumom Ps(2) nMa TauHO jenaH MPOCT peaaH
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KOopeH 7. llpmmermmo ma je (/z; = 1.136099... > 1.136. Karo je P3(0) > 0,
caemu na je P3(z) >0 3a z € (0,1.136).

Konauno, MoOkeMO 3aK/LydnTU I je

Pg(x) > 0 3a 2€(0,1.136) = Pia(z) > 0 3a z€(0,1.136)
— f(z) > 03a z€(0,1.136).

IIpumerumo nma je HajMakHU TO3UTUBAH PeajiaH KOPEH NOKE allPOKCUMAIIN]e
¢pysrmje f(x), j. momunoma Py3(z), o* = \/z1 = 1.136099... .
2) Ako z € [1.136,7/2), mepuHUmIIMO (QyHKIU]Y

p(x)= f(7T/2 - :c) = —162° + 4072? — 327223 + 87322
— (162 — 32723 + 167%22) sin & cos

— (72/60) (7 — 22)3((47? — 40)2* + (—47> + 407)z + 7* — 572) sin? z.

Hokaxumo cana na je f(z) > 0 3a x € [1.136,7/2), mWTO je eKBUBAJIEHTHO ca
o(x) >0 3a x € (0,¢], roe je c =m/2—1.136 = 7/2 — 142/125 (¢ = 0.434...).
dyurnuja p(r) je Takobe jeman KOHKpeTaH MEMIOBUT TPUTOHOMETPHU)CKU IO-
JIMHOM.

ITpema Teopevu 147, pyrrunja p(z) ce moxke 3anucaru Ha cuaenehn Haums:

@(x) = —162° + 407a* — 327%2® + 8rPz? — (8z* — 16ma® + 8722 ) sin 2z
0
— (72/60)(m — 22)3((2n? — 20)2? + (=273 + 20m)z + 71 /2 — 572 /2)

+ (72/60) (7 — 22)* ( (272 —20)2 + (273 +20m)z+7Y/2—57%/2 ) cos 2x.

(>0)

Tana cy, npema amemama 143 u 144 u onucy MeTona, Heje AHAKOCTH: Siny <
—sin,0

T, " (y) (k=5) m cosy>T " (y) (k =6) Taune, za y € (0,/(k+3)(k+4)).
3a z € (0, c| Basmn:

o(x) > —162° 4+ 40mx* — 327223 + 87322 — (§$4 — 16723 + 87222 )T;in’o(Qg;)
(>0)
— (7?/60)(m — 22)*((27% — 20)2? + (=27° + 20m)2 + 7 /2 — 577 /2)

+ (7%/60)(r — 22)* (2% —20)2® + (-27° +207) 2+ 7*/2 —57%/2 )T5° (2)

(>0)

= Qu(if)a
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rae je Qq1(x) monmuaOM

2
Qu(r) = %00((64774 — 64072) 2+ (—1607° 4 16007%) 28

+ (1607% — 20007* + 480072 — 5760)x"

+ (=807 4 18807® — 1200073 + 115207) 5

+ (207® — 13407 4 128407* — 2016072 + 28800)z°

+ (=272 4+ 6107 — 87007° + 3600073 — 576007 )x*

+ (—15078 + 46507° — 342007* + 2880072 — 86400) 3

+ (157 — 187577 + 153007 + 1944007) x>

+ (4507% — 31507 — 12960072)z — 457 + 22577 + 2160073 )

= 2;;0Q9($)-

Opnpennmo 3atuMm 3Hak monmHOMa (Qo(x) 3a x € (0,¢]. ITocmarpajmo merm

n3Box mosnmHOMa (Qo(T) Kao mONMHOM 4YeTBpTOr cremeHa y ciaenehem obiuky

Q) () = (96768074 — 967680072) 24+ (— 107520075 + 107520007%) 2>
+ (40320075 — 50400007* 4+ 1209600072 — 14515200)2>
+ (=5760077 4 13536007° — 864000073 + 82944007 )z

+ 240078 — 1608007° + 15408007* — 241920072 + 3456000.

Peanna ¢axropumzanuja mosmuoMa QéS)(w) oapebena je momohy mporpama

Matlab, u rimacu
§) (2) =Bz —w1)(w—ws)(&* +pr+q),

rie je f = —1245358.656.... 21 = 0.894...,2 = 3.702....p = 1.106....q = 0.521...,
npu yemy je HejemHarocT p?— 4¢<0 tauna. ITonuHOM Qé‘r’) (r) mma TavHO IBA
IpOCTa peajiHa KOpeHa Iy U Tz. lIpema ToMme, mOamHOM fo’) () HEMa peasHUX
kopena 3a z € (0,c]. Kaxo je Qés)(O) <0, cnemu na je ng)(x) <03ax€(0,c].
[MIraBume, mogauHOM fo)(:lg) je monorono omanajyha ¢yskuuja 3a x € (0,c],
U KaKo je Qg(;l)(c) > 0, caemu na je le)(x) >03a z € (0,¢]. Tama, ¢ 063upom
na je mommaoM @y (r) MoroToHO pactyha ¢ymrnuja 3a x € (0,¢] u Qy () < 0,
cnema ma je Qg (z) < 0 3a x € (0,¢]. OmaBme ciemu ma je momusOoM Qq(x)
monorono omamajyha ¢ymrmmja 3a x € (0,¢], n xaxo je Qy(c) > 0, ciemm
na je Qg(z) >0 3a z € (0,¢]. Crora, momuuoMm Qy(r) je momoTono pactyha
dyurmaja 3a x € (0,c], n kaxo je Qy(c) < 0, cnenu ma je Qy(x) < 03a x € (0,c].
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Konauno, karo je monmHOM (Jo(z) MOHOTOHO omamajyha ¢yHKIMja 3a x €
(0,¢] 1 Qq(c) > 0, MmoskEeMO 3akbyUnTH Ha je
Qo(z)>03a x€(0,c] = Qu(zr) >03aze(0,c]
— ¢(x)>03a x€(0,c|
= f(x)>03a2€[1.136,7/2).
IIpumeTuMo nma je HajMaHKHU TO3UTUBAH PeajiaH KOPEH NOH-€ allPpOKCUMAIIN]e
¢yuruuje (x), Tj. mommuHoma Q11(z), 2*=0.630862...>c = 0.434... . Jen-

HOCTAaBHUM padyyHOM mobuja ce ma je komctanta (871/15 — 167%/3) majGosma

moryha. Tume je nmoxas mpBe HejeZHAKOCTU T'OTOB.

II MoxkaskmMo HejeTHAKOCT:

(27/3)a? + (256 /72 — 872 /3)a®
(72 — 422)? ’

rsec’r —tanz <

3a x€(0,7/2). TpaskeHna HejeqHAKOCT €KBUBAJIEHTHA je Hejemuarkoctu f(z)>0
3a x€ (0,7/2), rme je

f(z) = —z(7? —422)* (7% —42%)? cos x sin v+ ((2774/3)3734-
(256/7% —81%/3)2”) cos® x

KOHKpPETaH MEIIOBUT TPUTOHOMETpPHjcky nojuHoM. lIpmmernmo ma je z = 0

KOpEH IeTor pena u o = 7/2 koper tpeher pena ¢yurmuje f(z).
Paznukyjemo mBa cayuaja:

1) Axo je z € (0,0.858):

[Ipema rteopemu 147, ¢pyurnuja f(z) ce Moke 3amucaru Ha ciaenehn mHavwmn:

2)2

(x2-

f(2)=—x(n?—422)2+ sin 22+ (% /3)2® + (128/7% —47%/3)x®

+ ((x*/3)2® + (128/n2—4x%/3)2° ) cos 2z.

(>0)

Tana cy, npema nmemama 143 u 144 u onucy Merona, HejeJHAKOCTUA: Siny >

T3 (y) (k=7) u cosy > Ti"(y) (k = 6) Taune, 3a y € (0,/(k+3)(k +4)).
3a x € (0,0.858) Baskmu:

(72— 4a2)?
2

+ ((r*/3)a® + (128/n% —4n%/3)2° ) T§™° (2x) = Pu(x),

(>0)

f(z)> —a(n?—4a2)2 + T5™0(22) + (w4 /3) 23 + (128 /w2 — 47%/3) 2"
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rae je Py (z) mommaOM

P(2) = 207 (5674 — 9672 —5376 204 (1475 — 37271 +100872 +40320)2*
94572
+ (997 + 7567* — 504072 — 120960)22 — 2527 + 12607* + 120960)
220
- 94572 Pﬁ(aj)'

Onpenumo 3atum 3uHak noiaumHoma Ps(z) 3a x € (0,0.858). YBobhemwem cmene

2= a2, nobujaMmo moanHOM Tpeher cremeHa:
P3(z) = (5671 —96m%—5376)23+ (—1475 — 37274 +100872 +40320) 2>
+ (9978 4 7567* — 504072 — 120960)z — 25278 + 12607 + 120960.

Peanna daxropuzanuja nommaoma P3(z) ompebena je momohy mporpama
Matlab, u raacu
Py(2)=a(z—2)(2*+pz+q),

rae je a = —868.572...,21 = 0.737147...,p = 0.077...,q = 2.226...; nmpu yeMy je
HejenmarocT p2— 4g< 0 Tauna. omumom Ps(2) nMa TauHO jenaH MPOCT peasaH
KopeH z;. Ilpumernmmo ma je /z; = 0.858573... > 0.858. Kaxo je P3(0) > 0,
cnenu na je Ps(z) >0 3a z € (0,0.858).

Konauno, MOKeMO 3aKLyUnTU na je

Py(z) > 0 3a 2€(0,0.858) = Pyi(z) > 0 3a z€(0,0.858)
— f(z) > 03a 2€(0,0.858).

IIpumeTumo na je HajMamuU MO3UTUBAH PEAJIaH KOPEH MOHe allPOKCUMAII]e
¢ysrmje f(r), tj. momuroma Py (), 2* = \/z1 = 0.858573... .
2) Axo z € [0.858,7/2), nedmHMmIMO QyHKIM]Y

o) = f(ﬂ'/2 — ac) = 162° — 40mx? + 32722°% — 87322
+ (162* — 32723 + 16722?) sin x cos x
+ (1/(37%))(m — 22)3((96 — m*)2? + (7° — 967)x + 2472) sin® z.

Hokaskumo cana na je f(r) > 0 3a x € [0.858,7/2), mWTO je eKBUBAJIEHTHO ca
o(x) >0 3a z € (0,c], rme je ¢ = 7w/2 —0.858 = 7/2 — 429/500 (¢ = 0.712...).
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dyurumja p(z) je rakobe jemaH KOHKpETAH MEMIOBUT TPUTOHOMETPU]CKU TIO-
auaoM. [Ipema Teopemu 147, ¢pyrrmuja ¢(z) ce moxke 3anmcaru Ha cienehn

Ha4YNH:
o(z) = 162° — 407zt + 327223 — 87322 4 (82t — 16723 + 87222 ) sin 2«

(>0)
+ (1/(67%)) (7 — 22)3((96 — 7*)a? + (7° — 967)x + 247?)

— (1/(67%))(m — 22)3( (96 —7*)2? + (x° —96m) -+ 247> ) cos 2.

(>0)

Tana cy, npema amemama 143 u 144 n onucy Merona, Heje JHAKOCTU: Siny >
— cos,0

T3(y) (k=7) mcosy < Ty (y) (k=8) raune, 3a y € (0,/(k+3)(k+4)).
3a z € (0, c| Basn:

o(x) > 1625 — 40mz? 4 327223 — 87322 + (82 — 1672 + 8m222) T30 (22)
0)
+ (1/(67%))(r — 22)3((96 — m*)2* + (7° — 967)x + 247?)

— (1/(672))(m — 2:r)3((96—7r4)a:2+(7r5—96w)x+24w2)7§°s’0(2x)
(>0)
= Ql?)(m)»
rae je (Q13(x) monuuOM
1‘3 g
Qu3(z) = GiE3 ((—8n* + 768)2'04 (207 — 19207)?

+ (—187% 4 1127 4 172872 — 10752) 28

+ (777 — 28075 — 57673 + 268807)x”

+ (=78 + 25275 — 79274 — 2486472 + 80640)x°

+ (—9877 4 20767° + 940873 — 2016007)z°

+ (147® — 18907 + 11767 + 19152072 — 241920)x*
+ (73577 — 59641° — 8064073 + 6048007)x3

+ (—10578 + 567075 + 151207* — 57456072) 2>
+ (—220577 — 25207° + 23436073 )z + 3157° — 302407%)

i Qlo(l’)-

= 94572

114



Oxpenumo 3atuMm 3Hak noiuHOMa Q1p(x) 3a x € (0,c¢]. ITocmarpajmo mecTu

M3BO I IIOJIMTHOMA Qlo(x) Kao0 HOJUHOM YETBPTOI CTEIEHA Y caenehem O6.T[I/IKy
©)(2) = (=12096007 + 116121600)z* + (12096007 — 1161216007)z>
+ (—3628807° + 22579207 + 3483648072 — 216760320) 2>
+ (3528077 — 141120075 — 290304073 + 13547520077
— 7207® + 18144075 — 5702407* — 1790208072 + 58060800.

Peanna ¢axkropmzanuja moawHOMA Qg%)(:c) onpebena je momohy mporpama
Matlab, u rimacu
10 () =B(z—21)(@—22) (2" +pr-+q),

rae je = —1704436.514.... 2, = 0.610..., 75 = 3.262..., p = 0.731..., q = 1.935...,
mpu demy je HejemHarocT p2— 4¢<0 tauna. ITomuHOM Qg%) (r) mma TavHO HBA
IpOCTa peaJiHa KOpeHa I U Ip. Kako je Q(l?))(O) < 0, cremu ma je Qg%)(x) <0
3a © < T, U KAKO je Qg%)(c) > 0, caenu ma je Qg%)(:t) > 03a x € (71, x2).
ITpema ToMme, Qg%) (x) je monoTOHO Onaxajyha ¢pyHruuja 3a x < r; ¥ MOHOTOHO
pacryha 3a x € (x1,27), ma crora Qg%)(x) MOCTUKE MUHUMYM y TAQUKA L =
0.610... ma uarepsaay (0,c]. Tana, rako je Qi%)(()) <0wum Q(I%)(c) < 0, caemn
na je Qﬁ?} (x) <0 3a x € (0,c]. [ltaBume, KAKO je MOIUHOM Qﬁ)(:p) MOHOTOHO
onanajyha ¢ymkmuja a z € (0,¢] n Q\f(c) > 0, cremu na je Q\f(x) > 0 3a
z € (0,c]. OmaBme cremu ma je momuuom Q)y(r) MoroTOHO pactyha ¢yHrnuja
3a z € (0,¢] m Qfy(c) < 0, ma cremn ma je Qyo(z) < 0 3a z € (0,c]. Ilpema
Tome, momusOM (Q),(z) je MomOTOHO omamajyha ¢ymkmmja 3a x € (0,c], n Kako
je Qip(c) > 0, cremn ma je Qjy(x) > 0 3a = € (0,¢]. Tama, c ob3upom na je
Q10(x) MomoTOHO pacryha ¢ymrmmja 3a = € (0,¢] u Q(c) < 0, cremn ma je
Qo(x) <032 z€(0,c].

Konauno, nmomro je momuaoM (10(x) MoHOTOHO omamajyha ¢ymkmumja 3a

€ (0,c] m Qo(c) > 0, MOKEMO 3aKBYUUTH I8 je

Quo(z)>03a 2€(0,¢c] = Q3(z) > 03a z€(0,c]
— p(r)>03axe(0,c]
— f(x)>03a 2€[0.858,7/2).

IIpumeTumo ma je HajMamU MO3UTWBAH pPeasiaH KOPEH IOH-e aIlpPOKCHUMAa-

mje ¢ysrnuje o(z), tj. mommHoMa (QQi3(x), x* = 0.910490... > ¢ = 0.712... .
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JemnocrasHauM pauyHOM mobuja ce ma je kKoHcTanTa (256/72 — 872 /3) Hajboma
voryha. OBuMm je moka3 apyre HejeqHAKOCTU FOTOB. O

Y HapeIHO] riIaBU, Pa3MaTpPaHO je NPOMUPEHE NPETXOMIHO OMUCAHOL IOC-
TYIKa Ha KJIACy PeasIHUX aHAJUTUYKUX (YHKIHUja, KOja 00yXBaTa MEIIOBUTE

XUATEPOOTUUYKO-TPUTOHOMETPHUjCKE TTOTUHOME.
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I''TABA 5

METOI JORASNBAILA RJIACE
HEJE/THAROCTU KOJA OBYXBATA
MEITOBUUTE XUITEPGOJINMYRO-
TPUT'OHOMETPUJCRE ITIOJINMHOMCRE
®YHRIINJE

ITum waMm je cama nma TPOMHUPUMO CKYI HEjeTHAKOCTU Koje OMCMO MO-
VM IOKA3aTU OAroBapajyhuM MeTomoM, Kao mTo je ypabheHo y IpeTXOmHO]
rnaBu. Ilo yrmeny mHa ommcaH MeTOHm, MPUPOAHO CE€ MOCTAaBJ/ba IMUTAFHE M0-
Ka3WBaba HEjeIHAKOCTU KOje o0yXBaTajy €JIeMEHTEe pallnpema MPCTeHa pe-
AJIHUX XUIEPOOIMYKO-TPUrOHOMETPUjCKUX moamHoMa R[cosh z,sinhz], y o3-
vamu Rz, coshz,sinhz]. Exemenre oBor pammpema HA30BUMO MeEULOSUMUM
TUNEPO 0AUNKO-MmPuzoroMempujckum nosuromuma. C Tum y Be3u, nokymahemo
[a IpUIaroauMo MocTtojein MeTon HOBOj KJIACHU HEjeTHAKOCTU.

Ilakne, y oBOj rmaBu, OaBMUMO Ce€ METOAOM IOKa3WBamkha HEjeITHAKOCTU
o0NmMKAa:

n
f(z) = Zaix”" sinh®x cosh™z > 0, (5.0.1)

i=1
3a € (01,02), 01 <0<dy; e o; € R\ {0}, pi,qi, 7 €Ny u n €N, npema pany
[56]. Hajope TpaHC(OpMUIIEMO MEMIOBUT XUIEPOOINYKO-TPUTOHOMETPI]CKU

nomHOM f(x) y eKBUBAJIEHTAH OOJIMK, KOJU CAAPKU XUIepPOOIUUKe CUHYCe U



xunepboOInYKe KOCUHYCE BUIMIECTPYKUX yriaoBa. OBaj MeTon je KoMIaTuOu-
JaH ca epUKACHUM METOIOM ONMCAHUM y pazay [bb], um 3acHOBaH je Ha qu-
PEKTHOM mopebheny XumepOOJMUYKOr CHUHyCA U XUIEePOOJIMUYKOr KOCHHYCa Ca

oarosapajyhuMm MakIopeHOBUM TOJIMHOMUMA.

5.1 Ilomohma TBpbema m mpumpema 3a ommc
MeTO 1A

Hera je ¢yurmmja ¢(r) anporcumupana TejropoBum momumaomMoMm Ty (x),
cTenmeHa k, y OKOJMHM Tauyke a. Y moryasiy 4.1 meduHucame cy ropma u
IOHha ampokcuManuja GyHkimje ¢(xr) y OKOJIWHU Tauke a, KOje Cy O3HAUeHe
pemom ca T, “(z) u T9%z). M y oBoj riasu wopuctuhieMo mcTe o3make.
dyuruujy p(z), y HacTaBKy panma, nocmMarpamo kao sinhz wim cosh z.

I[Tocmarpajyhu Makmopenose anpokcumarnuje ¢ysrmuja sinhx u coshz,
J0Ja3uMo 1o cienehmx jgema.

(n=1)/2 911
(4
JIema 158. 3a noaunom T, (t) = ——, 2de jen=2k+ 1, k € Ny, samcu:
— (2i+1)!
(V¢ > 0) Tp(t) < Tpyolt) < sinht, (5.1.1)
(Vt <0) T,(t) > T,ua(t) > sinht. (5.1.2)

3at =0 nejednaxocmu y (5.1.1) u (5.1.2) npenase y jeonarocmu.

n/2 o
t 3
JIema 159. 3a noaurnom T, (t) = E W, 20e je n = 2k, k € Ny, saxcu:
P)!
=0

(Vt e R) T,(t) < T,yo(t) < cosht. (5.1.3)
3at =0 nejednarocmu y (5.1.3) npenase y jednarocmu.

Heka je a = €”, zr€R. Tana Baxu:

(-2)

1 1
coshx = —(a—l— —) u sinhzx =
2 a

YBemumo cnenehe ¢yurnuje:

Ri(a) = a” + % u Qila) =ad" — — (5.1.4)
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3a k=1,2,.... Tana je

Ry(a) = 2cosh(kx) wmn  Q(a) = 2sinh(kz), (5.1.5)
3aa=¢e¢"u k=1,2,.... Crora, 1ako ce mora3syje ma je:
Ro(@) - Bs(@) = Run(@) + Binre(a) (5.1.6)
u
Ro(a) - Qum(a) = Qnim(a) + v - Qpn_m(a), (5.1.7)

rue je v =sgn(m —n). Cremnjanno, Ry(a) =2 u Qo(a) = 0.
Y pany [34] npukaszanu cy cremeHu XunepOOIUYKUX (YHKIMja y OBIUKY
XUMEePOONNYKNX QYHKIMja BUIMIECTPYKUX YIJIOBA, Y 3aBUCHOCTU O MapPHOCTH

crenena n. IIpema Tome, Baske ciaenehe momohue neme.

Jlema 160. 3a n € N caedehe gopmyae cy maune:

(i) axo je n menapan 6poj

sinle = >~ (~1)* (Z) sinh ((n — 2k)z),

(i) axo je n napan 6poj

-1

sinh"z = (_an)g (Z) + 2n1_1 (—1)’“(2) cosh((n — 2k)z).

2 k=0

w[3

Jlema 161. 3a n € N caedehe gopmyse cy mawne:
(i) axo je n menapan 6poj

n—1
n 1 & (n
cosh"z = 5o kEZO (k:) cosh((n — 2k)z),

(i) axo je n napan 6poj

21
1 /n 1 < n
h"e = — E h((n—2 .
cosh”a = (%) t o 2 (k) cosh((n — 2k)z)

Ha ocuoBy mperxonme nBe jeme Basku cieneha Teopema.
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Teopema 162. 3a n,m € N pasaukyjemo caedehe cayuajese:

(i) axo cy n u m wenapwu bpojesu

n+m

cosh"z- sinh™x = Wlml :Z:%—(I—D'c(f:(qy’ (Z) <ka )sinh((n+m—2k)fv)>,

r=0
(i) axo je n napan, a m Henapar 6poj

n+m—1

n : m 1 - 9 g T n m :
cosh"x- sinh™z = YT Z(—l)k (Z(—l) (r) (k - r) Slnh((n—i—m—Zk):c)),
k=0 r=0
(#ii) axo je n nenapaw, a m napar 6poj
1 gny i n m
coshz-sinh™x = Y Z(—l)k (Z(_l)r (r) (k: B ) cosh((n+m—2k)x)>,
k=0 r=0

(i) axo cy n u m napru Opojesu

ntm

3 1 k
nooevm 1 i ey m
cosh"z-sinh™z = T ( E ()] ;20(—1) <r> <k - ) cosh((n+m—2k)z)

k=0

n+m

oS ()

oxas: Ananoruo noxaly teopeme 147, mpu demy 3a ¢yHruumje Ry n (Qj KO-
puctumo uspase (5.1.4),(5.1.5), (5.1.6) u (5.1.7). O

5.2 Ommc meronma

Ham mum je ma mpukakeMo MeTOn 3a IOKA3WBaH€ HEje THAKOCTU OOJIMKA
(5.0.1), 3a z € (0,0) u § = 63 >0. IIpurom hemo ropuctuTu nowme Makaope-
HOBe ampokcuManuje pyurnuja sinhx u coshx, onpebene nemama 158 u 159.
[IpumeTnmo nma 3a oBe (yHKOUje MOCTOje caMo nome MakjIopeHoBe ampok-
cuManyje, 3a pa3yiuKy ol (YHKIWja Sinx U cosT Koje mMmajy obe, W IOme U

ropme Marsopenose anpokcumanuje (Bumeru jgeme 143 u 144).

Mebyrum, v pany [98] mokasana je ciaeneha teopewma.
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Teopema 163. IIpemnocmasumo Oda je f peasna pywruuja wa (a,b) u n nosu-
muean yeo 6poj maxae da f*(a+) u f®(b—) (k € {0,1,2,...,n}) nocmoje u
da je (—1)"f™(x) pacmyha gynwyuja na (a,b). Tada 3a ceaxo x € (a,b) saxcu

caedeha nejednarxocm:

1

=l ) (p) i 1 - f(k)( -) n
>, (@ =) (x —b)
rer (a—0)" < kz:; ) (5.2.1)

" f()-)
<fl@) < ) —5—(@— b)k.
=0 k!
Mmasuwe, axo je (—1)"f™(z) onadajyha gynxuuja na (a,b), mada eaxncu obp-
nyma nejednarxocm 00 nejednaxocmu (5.2.1).
Ipemnocmasumo da je f™(x) pacmyha gynwyuja na (a,b), mada 3a ceaxo

x € (a,b) samcu caedeha nejednarocm:

n 1

SO, 1 Pl .

I e (= (¢~ a)

=0 k! (b~ < ; ) (5.2.2)
n £ (g

> f(z) > #(m—a)k.
k=0 ~

IMmasuwe, axo je f(x) onadajyha gynxuuja na (a,b), mada eaxcu obpnyma

Hejednarocm 00 Hejednaxocmu (5.2.2).

OBOM TEOpEMOM [OKA3aHO je MOCTOjale TOPHUX allPOKCUManja GyHKI]a
sinhz u coshz, na komaunom unTepsaiy (a,b).

ITocmarpajmo cana cabupar cyme (5.0.1), s;(z) = a;aPicosh®s sinh™z, rme
jea; #03a1=1,...,n. ¥YBeoumMo O3HaKY

%—1, kana cy oba Opoja ¢; u r; mapHa uau oba HemapHa,

m; =

%, Kala Cy ¢; Y T; PA3JIMUYUTE MaPHOCTHU.

[Ipema teopemu 162, cabupuu s;(x) (i=1,2,...,n) Mory OuTu IpUKa3aHU HA
YEeTUPU PA3JIMYUTA HAUMHA, Yy 3aBUCHOCTU O] CJIydaja, Ia cy y OMUCY MeTOoaa

nate ciaenehe moryhrocTu:
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1. Hexka je r; HemapaH Opoj, Taga BayKuU:

si(x) = ayzPicosh®z sinh"x

- ;fp_l i(—l)ki(—nr (%) ( T_r> sinh ((g;+r; —2k)x)

k=0 r=0

— 2%%_1 Z(Z (- k+r( )(kg T)) sinh ((g;+r; —2k)z).

k=0 \r=0

YBemumo o3Hary B = S v o(—1)F (%) (,7.). Tanma cy 3a cBaru moncabupak
5 sinh((qi +r;— 2k)x), y 3aBUCHOCTU OJ 3HaKa [}, Moryha mBa ciayuJaja:
1) ako je By > 0:

By, sinh((q; +r; — 2k)z) > f Iszl?(h)O 1((qi +r; — 2k)x), l,(:) € Ny,

2) ako je (B < 0, mocTOju MONUHOM P, (T) HA KOHAYHOM MHTEPBaJly, IpeMa

TeopeMmu 163, KOju je TOpHa aAIPOKCUMAIA]jA 34, sinh((qi+ri — 2k:)x), Ia BayKu:

Brsinh((g; + r; — 2k)z) > Bipa ().
2. Hexa je ¢; menapan u 7; mapas Opoj, Talda BaKU:

si(x) = ayaPicosh¥z sinh™x

o m k
;P r;
- 2uitri=T £ kz ( )< B )cosh((%‘—f—n—%)x)

r=

e Z (Z“ k+r( )( " )) cosh((g;+r;—2k)z).

k=0 \r=0

Tana cy 3a cBaku noxcabupak [y cosh((¢; + r; — 2k)z), y 3aBucHOCTH OX
3maka [y, Moryha msa cayudaja:
1) ako je B > 0:

By, cosh((q; + r; — 2k)x) > f, T(;(;?SU (¢ 4+ ri — 2k)2), l,(:) € Ny, (5.2.3)

2) ako je [ < 0, mocToju MONMHOM p,(T) HA KOHAUYHOM MHTEPBAJY, IIpEMa

TeopeMmu 163, KOju je rOpma anpoOKCUMAaInja 33 cosh((qi+ri —Qk’)x), a BayKWU:

o cosh((qi +r; — Qk)x) > Brpn(x). (5.2.4)

122



3. Heka cy ¢; n r; mapau OpojeBu, Tana BaKuU:

si(z) = 2%%_1 <Z (,Z: ai(— k+r( ) (k:é r)) cosh((g;+r;—2k)z)

q;+7r;
n 1( 1)%42”4; : ( 1)r qi T
2 “— r —‘“;” —r)]

Hame, 3a cBaku nouxcadbupak [ cosh((qi +r;— Qk)x), y 3aBUCHOCTM OJ 3HAKa

Bk, mmamo mse moryhuocru (5.2.3) nun (5.2.4).

ITpema Tome, 3a cBaku cabupak s;(r) moxemo Halim momuuOM T;(T), KOjU
npeacTaBba HEeroBy NomYy ampokcumanujy. Ynopebyjyhu cse cabupke s;(r)
(1=1,2,...,n), xoju ce jaBmajy y cymu (5.0.1), mpema ropeHaBeIeHUM CJIIy-

yajeBuMa, N00OMjaMO MOJIUHOM

= Z Ti(z)

KOju je moma anpokcumarnuja ¢yurnuje f(x) m3z (5.0.1); 1j. Baskm:

f(z) > P(x).

Ha ocHoBy mperxomnor pasmMarpama Baxku cieneha Tteopema.

Teopema 164. Hexa noaurnom P(x ZT uma caedeha ceojecmaa:

(1) nocmoju najmamwe jedan nozumusan peasar Kopew nosuroma P(x) ;
(17) P(x)>0 3a x€(0,2%), 20e je x* najmamu no3umueaH pearar Koper
noaurnoma P(x).

Taoda saxncu

f(x) >0,
s3a x € (0,2%) C (0,6).

Hanomena 165. [Ipumerumo na je opum nobujen mokas mejenaakoctu f(x) >0
3a x € (0,0), e je 0o =x*. Ilperxomma Teopema MoOke ce NPUMEHUTU U HA

z € (81,0), yBobemem cmene t=—

Hamomena 166. Axko He mOCTOju MO3UTUBAH PeajiaH KoOpeH mojgunoma P(x) u
ako je P(r)>0 3a x€(0,00), Tana je f(x)>0 3a x€(0,00).
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I'nasua pasnuka y nopebemy ca meTomom koju je onucan y pany [55] je
YMH,EHNNA a8 TOPH-e anpokcuManuje ¢yHrnuja sinh x u cosh z mocroje jemuno
Ha KOHAUYHUM mHTepBasmMma. (Crora, oBaj MeTom MOke OUTH KOpUIINeH WiIn
3a nOKa3uBame HejemHarocTu obimka (5.0.1) HA KOHAYHOM WHTEPBAJLY, WU
3a DOKa3WBame HejeITHAKOCTH UCTOr obnuka Ha mHTepBaly (0,00), mpn yemy
roeduiyjenTu y3 sinhx u coshx Mopajy OuTm mO3UTUBHYU, Tj. jeOUHO Kala Cy
HaM IOTPeDHe caMO HOHe allpOKCHMalrje OBUX (YHKIU]A.

Kommiernocr npukaszanor merona 3a ¢yurmmjy f(x) obmura (5.0.1) wmc-
IyHBEHA je aHAJOTHO Kao 3a QYHKIU]Y Z?:l ;2P sin® x cos™x, MITO je TOKa3aHO

y paxy [55] (cekuuja 2., neo II).

Hanomena 167. VicrakHuMO na ce OmucaH MeTO MOKe IPUMEHUTHY U HA (Y HK-
nuje obuuka f(x) =Y  a;hi(x)cosh?z sinh™x 3a © € (0,0), rae je h;(z) peanan
nosuuoM. IIpBa moryhHoct je kana je monmuuoM h;(x) KOHCTAHTHOT 3HAKa HA
narom uaTepBasy (h;(x) > 0 nau h;(x) < 0), n Taga paguMo AHAJIOTHO HPET-
xoxHo ommcanoMm mnocrynky. C nmpyre crpase, moryhe je ma mommaoM h;(r)
HUje KOHCTAHTHOr 3Haka. Tana tepm a;h,(x)cosh?s sinh"z moske Gurn 3anucan
Kao cyMa cabupaka obimka $;(r), a 3aTUM MOMKEMO HPUMEHUTHU NIPETXOTHO

OIIMCaH IIOCTYIIaK Ha CBaKM O TUX ca61/1pa1<a.

ITocmarpajmo uHIEKCE l,(:) (z e{l,...,n}, ke€{0,... ,mi}) KOJU ce jaBJbajy
y nosuuaomy P(z): lo,l1,. .., ln; npu yemy je m+1 ykyman 6poj moacabupaka
KOju ce mobujajy u3 csux cabupara s;(x). [Ipumerumo ma, y 3aBUCHOCTHU O

uHIEKCa [,, BayKuU:
f(x) > Pa,lo, by, ls+ 1,000 L) > Pl loy by ooy lsy ooy L),

3a cBaku uanekc s € {0,1,2,....,m} u l; € Ny. [losehamewm cBaror unnerca I
nobujamo cBe Gosbe mome anpokcumalmje Gpyuruumje f(x).
ITperxomno ommcan meron ce 3aBpmasa oxpebusamem Gap jemme (m—+1)-

topke uanexca (lo,ly, ... l,) = (le, ... ,[m), 3a KOjy BayKU:
P(IB,Zo,Zl,...,Zm) > 0,
3a x€(0,9). Ha xpajy meToma mobuja ce mokas mosnasue vejemnaxoctu (5.0.1).

Hamomena 168. OBaj mMeron cBOOM Ce HA NOKA3WBale MOJUMHOMCKUX HeEje -
HarocTu obuuka P(x) > 0, 3a z € (0,0), mTo mpeacrasma OMIyYnUB IPOOGIEM
npema pesyararuma Tapckor [73].
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Ham mus je ma, oBUM MeTOmOM, TOKaKEMO HEKe MOOPO MO3HaTE HejeqHa-
KOCTHU KOj€ Cy pa3MaTpaHe y HeIaBHO 00jaB/beHUM padoBUMa, Kao U aa 100u-

jeMO Heke HOBe pe3yJsTare Koju ce OmHOce Ha HejemHakocTu obsuka (5.0.1).

5.3 IIpumene metTona

Y oBOM moryaB/by O0aBUMO Ce IpHUMeHaMa MeTona 0a3mpaHOr Ha TeOpPeMU

164, Ha HEeKe KOHKDETHE HejeqHAKOCTH.

5.3.1 [loka3 HejemuarocTu u3 panma [50]

Y pany [50] nokazana je ciemeha rteopema.

Teopema 169. 3a x € (0,1)

( L )1/2< x << L )1/4. (5.3.1)

cosh z sinh z cosh z

Y pany [56] mar je nokas mejemmaxoctu (5.3.1), koju hemo cana masecru.

Loxaz: 1 JoraxmMo IPBO HEjeTHAKOCT:

( 1 )1/2< T
cosh x sinh 2’

3a x € (0,1). Tpaskena HejeqHAKOCT eKBUBaJIeHTHa je HejemHakoctu f(z) >0

3a x€(0,1), rme je

f(z) = 2% cosh x — sinh? x

KOHKPETAH MEINIOBUT XUIEPOOTUYKO-TPUTOHOMETPUjCKM moauHoM. [Ipema Te-

opemu 162, pyurmmja f(x) ce moxke 3anucaru Ha ciaenehiv Hauwms:
\ 11
f(z) = x*coshz + 3~ Ecosth.

Tana je, npema semu 159 u onucy Merona, HejeqHAKOCT coshy > I(}:Sh’o(y)
(k = 4) Taunma 3a cBako y € R u, nmpema Teopemu 163, Basku: cosh2y <
1+ 292+ (2cosh® 1 — 4)y* 3a y € (0,1).

3a z € (0,1) Baskm:

flx) > 2?T9M0(x) — 22 — (cosh?1 — 2)a? = Py(x),
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rae je Py(x) mommaOM
A

4
— T (2.
24(L + 60 — 24 cosh? )—24(1 —i—c)7

Pe(x) =

3a ¢ = 2.853.... Kaxro je Fs(z) > 0, moxke ce 3akmyuntu na je f(x) >0 3a
re(0,1).

II Cana moka3yjemo HejemTHAKOCT:

T <( 1 >1/4
sinh z cosh x ’

3a ¢ € (0,1). Tpaskena HejeTHAKOCT e€KBUBaJIeHTHa je Hejemuaroctu f(x) >0

3a x€(0,1), rme je
f(z) = sinh* 2 — 2" cosh x

KOHKPETAH MEMIOBUT XUIEePOOINYKO-TPUTOHOMETPHjCKU TonumHOM. [Ipema Te-

opemu 162, pyurmumja f(x) ce moxke 3anucaru Ha ciaenehiu Hauwms:

3 1 1

f(z) = = + = coshdz — = cosh 2z — 2" cosh =.
8§ 8 2

Tama je, npema semu 159 u omucy mMerona, Hejemaaroct coshy > TCM(y)

(k = 6) Tauna 3a cBako y € R u, npema TeOpeMI/I 163, Bazn: coshy < 1+

Ut L(24cosh 1 —37)y® u cosh2y < 14 2¢% + % + L(48cosh® 1 — 112)y5 3a

4
+5+ 5
y € (0,1).
3a x € (0,1) Basku:

fl@)> 2+ %I%OSh’O(élx) + %(—1 — 222 — % — (48 cosh’1 — 112)1‘6)

+ m4<—1 —r —(24cosh1 —37) ) = Pio(),

npu veMy je Pjo(x) momuuom

Py(x) = 555 — 360 cosh 1)z* — 1522 + 916 — 360 cosh” 1)

360 ((

20

Peanna ¢arropusanuja nomunoma Py(z) ompebena je momohy mporpama
Matlab, u rnacu
Py(z)=alz—z))(z — 22)(2* +pr+q),
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roe je a=—0.509...,21=1.871..., 20=—21,p=0,¢=32.971...; npu yeMy BasKu
p?—4g<0. Tomuurom Pj(r) uMa TauyHO mBA MPOCTA peajHa KOPEHA T U Tj.

Kaxko je Py(z) > 03a x € (0,1) C (22,1), KOHAUHO Ce MOMKE 3AKJbYUUTU OA je
Pyy(z) >03az € (0,1) = f(x)>03axe(0,1).

Crora, noka3 mejemnakoctu (5.3.1) je roros. O

5.3.2 loka3 HejemuarocTu m3 panma [10]

Y pany [10] nokazana je HapeIHa TeopeMa.

Teopema 170. Hexa je x € R\ {0}. Tada saxmcu nejednarocm:

sinh x 1

. 5.3.2
T cosh§ ( )

Y pany [56] nat je mokas mejeqnakoctu (5.3.2), koju hemo cana HaBecTH.
Joxas: Hajupe morasumo (5.3.2) 3a x € (0,00). Tpaskena HejeHAKOCT €KBU-

BaJIeHTHA je Hejemnakoctu F(x) = % — Costz > (0, mMTO je eKBUBAJIEHTHO Ca
3

f(z)>03a x € (0,00), rue je
f(x) =sinhxcosh§ —x

KOHKPETAH MEMOBUT XUNEPOOTUYKO-TPUTOHOMETPU]CKU TTOJTUHOM.

Hepranmumo ¢yHKINL)jY
o(x) = f(3z) = sinh 3x coshx — 3.

Cana mmamo ma je f(xr) > 0 3a x € (0,00) ekBuBazenTHo ca p(r) > 0 3a

x € (0,00). Pynrmmja ¢(x) ce Moke 3ammcaTy Ha cieneliy HAYUMH:

1 1
o(z) = 5 sinh 4z + 3 sinh 2z — 3.

Tama je, mpema memu 158 u omucy Meroma, Hejemmakoct sinhy > 750 (y)
(k =3,k =05) tauna 3a y € (0,00).

3a x € (0,00) BaskM:

1 sin 1 sin
o) > 5 TY™0(4r) + 5 T (20) - 30 = Py(a),
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rae je Ps(x) mommaOM
2.’1)3 2
Kako je Ps(r) > 0 3a x € (0,00), Moke ce 3akmyuntu ma je p(r) >0 3a x €
(0,00), omakae cremu na je f(z) > 03az€(0,00).
3a z € (—o0,0) nejennaroct (5.3.2) je rauna, jep je F'(r) mapra ¢pyuruuja.

[Tpema Tome, Hejennakoct (5.3.2) je nokasana 3a x € R\ {0}. O

5.3.3 Jloka3 HOBe IBOCTPYKE HejeaHAKOCTU

Kao mrro je peueno y moraaBsmby 5.2, ako KOPHUCTUMO TOPH-E allPOKCUMAIIN]e
¢yuruuja sinh x u cosh x npema reopemu 163, rana vejennaxoctu Tuna (5.0.1)
MOTY OUTU HOKa3aHe jeIMHO Ha KOHAYHOM WHTepBaJay (a,b).

3uajyhu oBo, mora:kuMo cienelly ABOCTpYKYy HejeTHAKOCT KOja je, Ipema
HAIleM Ca3Haly, IPBU IIyT AOKa3aHa y pany [56].

Teopema 171. 3a z € (0,1) samcu:

5 sinhs 3 cosh 2
<COSh£> < PN e coshr + . (5.3.3)

<
x )
Joxaz: 1 Hajupe moka:KuMO HejeTHAKOCT:

z\% sinhz
(cosh f> < ,
4 T

3a x € (0,1). TpaskeHna HejeTHAKOCT eKBMBAJIEHTHa je Hejemnakoctu F(r) =

sinh x
T

- (cosh%j)5 > 0, mTo je ekBuBasentHo ca f(x)>0 3a z € (0,1), rue je
Z\5
f(z) = sinhz — x(cosh Z)

KOHKPETAH MEMOBUT XUNEPOOTUYUKO-TPUTOHOMETPU]CKU TTOJUHOM.

Hedpuanmmmo ¢yHKRINI)Y
¢(x) = f(4x) = sinh 4z — 4z cosh® z.

Canma umamo ma je f(z) > 0 3a = € (0,1) exkBuBanentHo ca p(x) > 0 3a
z € (0,1).
ITpema reopemu 162, pyrrmmja ¢(r) ce Moske 3anmcary Ha cienehn Hauna:

Py 5, . 5, .
o(z) = sinh 4z — icosh br — ZUL cosh 3z — EUL cosh .
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Taza je, mpema memu 158 u omucy meroma, mejemmakoct sinhy > T50(y)
(k =5) rauna 3a y € (0,00) u, mpema Teopemu 163, 3a y € (0, 1) Basku:
coshby < 1+ Zy? 4 &5y% 4 L (1572864 cosh® 2 — 1966080 cosh® 1 + 491520 cosh 4 —
185104)y°,

cosh3y < 1+ 2y + Zy* + 1 (393216 cosh® 1 — 294912 cosh 1 — 127248)° u
coshy < 1+ L + 2 4 1 (98304 cosh 1 — 101392)y5.

3a z € (0,1) Basm:

p(x) > T30 (4w) — (1 + 222 + 21 + L (1572864 cosh® 1
— 1966080 cosh® 1 +491520 cosh 1 —185104)25) — 22 (1 + 222 + 24
+ 2:(393216 cosh® 1 —204912 cosh 1 —127248)a6) — 32 (1 4 £ 4 &
+ (98304 cosh 1 — 101392)29)
= Pr(x),

rae je Pr(x) nomuroM

3

Pr(z) = 0 ((573520 — 491520 cosh® })z* — 6927 + 20)

3
T

Peanna ¢arropusanuja nomunoma P(z) ompebena je momohy mporpama
Matlab, u rmacu
Py(z)=alz—x1)(x — 22)(2* +pr+9),
rme je a=—205.838...,21=0.431..., 29=—x1,p=0,¢=0.521...; opu demy je
HejennakocT p?— 4g <0 tauna. [Tonunom Py(r) nMa TauHO ABa MPOCTA peaJHa
KOpeHa 21 U . Kako je Py(z) > 03az € (0,1) C (2, 21), cemm na je Pr(z) > 0
za z € (0,7).
Crora, Moxemo 3akmbyuntn fa je p(z)>03az€(0,1) = f(z) >03az€
(0,1).
11 okaskmMo cana HejemTHAKOCT:
sinhz  3coshx + 2
PR 5 ’

3a r € (0,1). Tpaskena HejeIHAKOCT eKBUBaJIEHTHa je HejemHakocTu f(x) >0

3a x€(0,1), rme je
f(z) = 3z coshz + 2x — 5sinhx
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KOHKPETAH MENIOBUT XUNEPOOIUIKO-TPUTOHOMETPUjCKY TTOJIMHOM.

Mpenma gemu 159 u omucy merona, mejemaaxoct coshy > T (y) (k = 4)
je Tauna 3a cBako y € R u, mpema Teopemu 163, Hejemuaroct sinhy < y+ yg +
$(6sinh1 —7)y° je Tauna 3a y € (0,1).

3a z € (0,1) Baskm:

f(x) > 3207 (2) + 20 — 5(z + % + #(6sinh 1 — 7)2%) = P5(x),
rae je Ps(x) monuHOM
3
Py(z) = —Z; (120 sinh 1 - 143)2° ~ 16) = 0.082 - 2%(2” +8.007).

Kaxo je Ps(z) > 0 3a x € (0,1), moxkemo 3akmyuutu na je f(x)>03a xz€(0,1).

Crora, noka3 mejennaroctu (5.3.3) je roros. O
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I''IABA 6

SARJBYUIIN N1 TAJBU PAIL

Y oBoj rnaBu cymupahemo 3akmLyUKe 1 HABECTU HeKe cMepHuIe 3a 0y ayhu
pan.

Y npyroj riaBu O0aBUIM CMO C€ TPUTOHOMETPUjCKUM IOJIMHOMUMA KOjU
obpa3yjy IpCcTeH, IMITABUIIEe TOMEH.

Ananmsupajyhu cBojcTBa (hakTopusanuje y DOMeHY KOMIIJIEKCHUX TPUTO-
HoMeTpujckux nosunoma, Clcos z, sin x|, HaBeneHo je ma je TO JOMEH ca jemaHo-
suaunoM Qarropusanujom (UFD). Ilpukasan je oOnuk HepacTaB/bUBUX €Jie-
MeHaTa OBOT' JOMEHA, Ka0 U paKTOpU3aluja eaeMeHaTa OBOI JOMEHa Ha aTOME.

3a IOMEH peajHUX TPUTOHOMETDU)CKUX HOoJunHOMa, R[cosz,sin x|, mpuxa-
3aHO je Ja Huje JOMEH ca jenHO3Ha4vHOM ¢akropusanujom. Vicmocrasina ce ma
je To Ilemerkunnos noxy-¢pakropujanan nomen (HFD). Onucanu cy mepacra-
BJLUBU €JE€MEHTH OBOT JIOMEHAa, Kao U (PaKTOpU3aluja eJIeMeHaTa OBOT TOMEHA
Ha atoMe. Takobe, mpukazaHy Cy M MaKCUMAJHU MIAEAJU OBOT NOMEHA, KAao
U BUXOBa Be3a ca MakCUMaJHUM uneajuma nomena Clcosz,sinz].

WNuauge, cama gaxTopuszanuja y OBUM AOMEHUMa OTBapa Moryhsaoct Opoj-
HUX IPUMEHA KAKO Yy MaTeMaTUlu, TOCEOHO HYyMEPUUKOj, TAKO U Y UHKECHEP-
CTBY.

Ha pajy oBe riaBe nmpukasaHu Cy aJrOPUTMU 3a Aelbeme, PaKTOPUCAHeE,
HaJIasKelm-e HajBeher 3aje IHUYKOT neJuTesba, Kao U 3a yIpourhaBame KO-
YHUKA [BA TPUTOHOMETPHUjCKA MOJMHOMA, HAM MOJLEM DAIMOHAJIHUX OpojeBa.

Y mameMm pamy mHTEpPECaHTHO O6u Ouito, ymecTo mosbsa (Q, mocMaTrpaTu HEroBo



pammpeme Q(i), n npobaru na y momeny Q(i)[cosz,sinz| ogpemumo Hepacra-
BJLUBE €JIEMEHTe, Kao U Ia, aKoO je Moryhie, MoIu(uKyjeMo Teopujy 3a AOMEH
Q[cos z,sin x| n mpunaromumo je momeny Q(i)[cosz,sinz|. IIpu Tome, Mopamo
UMaTH! Y BUAY YUHEHUIYY & POPMYyIa 3a TPUTOHOMETPUjCKU CTEIEH, naTa Jie-
mMoMm 104, y nomeny Q(i)[cosx,sinz] He Baxku. Kaxo je nomer Q(i)[cosx,sin z]
UFD, H3Il mBa TpuroHoMerpujcka MOJUHOMA y HEMY je jeIMHCTBEH, 10 Ha
MHOK€Ihe UHBEPTUOUIHUM €JIEMEHTHMA.

I[Ipupomuo ce mameTHyNa maeja ga ce, MO YIriaeqy Ha TPUTOHOMETPUjCKE
[IOJIHOMeE, Me(GUHUITY XUIePOOINYIKO-TPUIOHOMETPU)jCKY IOJINHOMHY, cKpahe-
o XT-mommuoMu, U ma ce mcourTa aaredbapcka CTPYKTYPa KOjy UMHU CKYTI
rakBux noauHoMa. To je ypabeno y tpehoj rnaBm oBor pana. Peannu, on-
HOCHO KoMIutekcHU XT-mosmuuomu ob6pasyjy momen R[cosh z,sinhz|, omaocHO
Clcosh x,sinh z]. WcmocraBma ce ma cy TO HOMEHM Ca jeIHO3HAYHOM (ak-
ropuzanujom (UFD). Opnpebenm cy mepacTaB/bUBM €JIEMEHTH, Ka0 U OOJIVK
MaKCUMAaJTHUX naeaja 06a oBa JOMEHA.

Y mocienmeMm onesbKy Tpehe raase, pa3Mmarpanu cy aaroputMu kom X'T-
MOJWHOMA HAJ MOJHEM PAIUOHAJHUX OpojeBa, MO yriaemay Ha aJropuTMe u3
apyre raase. Cumuam pesysnraru mobujenu cy u 3a X' T-mosmuoMme, aiu 3a
oue mapoBe X'T-moauHOMa KO KOjUX je CTEIleH mpou3Boaa nBa X T-moauHoMa
jemHak 30Upy CTeleHa HeroBWUX UMHUJIAIA. JAaHUMJBUBO OM OMIIO, Vv da/beM
UCTpaKUBamy, M0o3a0aBUTU Ce M OHUM THapoBuMa X' T-ToJMHOMA 3a KOje He
Bakm oBa (popmyisa. OBuM O6m 00yXBATUIM UMTAB CKYH X 1-TOJIMHOMA HAT
Q.

Y ueTBPTOj I'JIaBU IPUKA3aH je MEeTOH NOKa3UBama HEjeTHAKOCTU OOJINKA
f(z) > 0, roju ropumhemem kKoHauHUX MAaKIOPEHOBUX pa3BOja TEHEPUIIE
HOJIMHOMCKe alpoKcuManuje, kaxa je ¢yHruuja [(x) MEmoBUT TPUTOHOME-
TPUjCKU TMOJUHOM jemHe npoMeHmuBe. OBUM METOAOM MOTY ce€ HOOUTU HOBU
pesynraru, anu u nobosmmaru nocrojehin us panosa [1, 2, 11, 21, 22, 46, 47,
50, 76, 85, 97|, [15]-[17], [38]-[42], [61]-]63], [66]-[68], [89]-[91], [99]-[102],
[107]-[110] u kmura [5, 60]. KoHkpeTHU pe3yaTarn NPUKA3aHOI METOLA 33
IOKa3UBaMmEe HEjeTHAKOCTU NATU CY, Y OBOj riaaBu, Kpo3 npumepe. Meton je
UIYyCTpOBAaH Ha BeheMm Opojy mMO3HATUX WM OTBOPEHUX mpobiieMa U3 Teopwuje
AHAIUTUYKUX HEjeIHAKOCTH, KAO Ha IpuMep y pamosuma [8, 53, 54, 65].

Ha xpajy oBor mesa mocmarpajmo aiarebapcky ctpykrypy Rz, cosz,sin z],
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KOja TPENCTaBJba PAIINPEHE MPCTEHA PEAJHUX TPUTOHOMETPUjCKUX IOJ-
HOMa pa3MaTpaHUX y IJIaBU 2, a UYMjU CY €JIEMEHTU yIPaBO MEIIOBUTU TPU-
TOHOMETPUjCKUA MOJUHOMU. ¥ Oa/beM HUCTPaKUBaWHy UHTEPECAHTHO OM OMIo
1M03a0aBUTU C€ OBOM CTPYKTYPOM, y YeMy HaAM y U3BECHOj MepU MOTy oMo hu
pasMarpama U 3aKbydlyl U3 IJaBe 2 OoBe qucepTanuje. JacHo je na cy je-
IVHM WHBEPTUOWIHU ejeMeHTH noMeHa R[x,cosz,sinz]|, kKao m KOX JOMeHa
Rcos z,sin x], menyare peanse roHcranre. MebyTum, oHO mTo ce Ha UpBU
IoTJIel He YMHU jeTHOCTABHUM je onpebhuBame 0OJMKA CBUX HEPACTABJHUBUX
esleMeHaTa OBOr noMeHa. [lybspa aHanmsa ocoOuHA (haKTOpU3ALNje ¥ TOMEHY
Rz, cos x,sin z] morsa 6u Outu jeman ox mpasana Oyayher ncrpakusama.

Y meroj riiaBm pasmMaTpaHO je IPOMUPEREe MOCTYIKA OMUCAHOT Y IPETXOI-
HOj I'JIaBUM Ha KJIACYy PeajlHUX aHAJUTUYKNAX (YHKIUja, KOoja oOyXBaTa Memo-
BUTE XUMEPOOIUYKO-TPUTOHOMETPHjCKE MOJUHOME jenHe MPOMeHJpuBe. KOH-
KPETHU PEe3yJITaTH OBOT MeTONa IPWKA3aHW CY KPO3 IpUMEpEe MNOKA3UBAHA
aKTyeNHUX HejemHaxkoctu. Hejemmakoctu u3 pamosa: [9, mocaemune 2.1 u
2.2], [10, Teopema 10, mocaemuua 14|, [43, manomena 1 u3 cerkuuje 2] u [50,
nema 3.3] cy HEke O HEjeIHAKOCTH KOje Ce MOTY NOKA3aTU OBUM METOIOM.
Tarobe, komGunyjyhu oBaj meroxn ca meronoMm u3 pazna [55], MokeMo mOKa-
3aTU HejeIHAKOCTH! y KOjuMa ce QyHKNUje silx U cosw IOjaBby]y 3ajedHO ca
¢yurmujama sinh x u cosh z, kao va npumep y paxy [10, reopema 1, mocienuua
2].

WNcraxkaumo Ha Kpajy ma O0u, y HEKOM JajbeM pamny, 3aHUMJBUBO OMJIO MO3a-
6aButu ce m anrebapckom crpykrypoMm R[z,coshz,sinhz], unju cy ememenTn
yIPaBO MEMIOBUTU XUIEPOOINUKO-TPUTOHOMETPU)CKU TOIUHOMU, Y UYeMy HAM
MOry moMohu pa3maTpama U 3aK/bYydld U3 TIaBe 3.

Y rmaBama 4 m 5 maTa je TEOPHUjCKA OCHOBA 3a KOHKPETHE peaau3aliuje
MeToJa pa3MaTpaHuX y muMa. Y JajbeM pamy MOTJIo Ou ce pasMOTPUTHU
MUpeme OMUCAHMX METOHA Ha ClIyJyajeBe MEMIOBUTUX TPUTOHOMETDPUjCKUX U
MEIMIOBUTUX XUIEPOOINIKO-TPUTOHOMETPU)CKUAX MTOJMHOMA BUIIE TPOMEHJIbU-

BUX.
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Buorpaduja ayropa

Muwununa Makparuh pobena je 25.11.1986. rommue y Kpymesmy. Oc-
voBHy mkony ,Hama IlomoBuh” 3apmwuina je 2001. romuae u I'mvua3zujy,
npupoaao-maremaruuku cmep, 2005. romuume y Kpymesiy, oba myTa Kao
vocuaan BykoBe mumiome.

MatemaTnuru paxynareTr Y HuBep3urera y beorpany ymucana je 2005. ro-
muae, cmep lIpodecop maremarnke n pauynapcrsa. Imnmommpadsa je 2009.
roauue ca mpocedynoM omenoM 9.18. HosembOpa 2010. romune ynucaJja je
IOKTOPCKe akaleMcke cTyauje Ha MaremaTtudroMm QarynTery Y HUBep3UTETA
y Beorpamy, cmep Aarebpa. Cse ucnure npeasubese miaHoM v IPOTPAMOM
HDOKTOPCKUX CTYyAUja MOJOKUAIA je ca MPOCEYHOM OIeHOM 9.88.

IlobutHuk je ctunenauje Ponna 3a maane ransente Penybinuke Cpbuje 3a
XUiba Ly HajOOBUX CTYAEeHATA 3aBPIIHUX roauHa (3a mkosacky 2008 /2009. ro-
nuny). ITo nBe rommue 3apemom mobujana je crunenmuje Peny6auke Cpbuje
u Porma 3a muamge Tasente rpana Kpymesna.

On moBembpa 2010. romume 3amocieHa je Kao aCUCTEHT Ha Karempu 3a
npUMemneHy MaTeMaTury EieKTpoTexHuYkor Gakyarera Y HuBep3uTeTa y be-
orpany. ToroMm mocanmammer panga Ha EIeKTPOTEXHUYKOM (aKyJITeTy APKaAJIa
je Be:xxDe U3 yeTupu mpenMeTa.

O6GjaBusa je Tpu pana y mehymapomuaum yaconucuma ca SCI gucte: je-
nan y kareropuju M21 u nBa y kareropuju M22. On aBa pana y Kateropuju
M22 jemanm je camocTajiaH ayTOPCKU pand. Y UYecTBOBaJa je HA YEeTUPU KOH-
¢depenmnuje, jemnoj mehyrnaponuoj n tpu nomahe. Ox 2012. roguue mo manac
aHTa;KOBaHA je Ha MPOjeKTy ,,AHanm3a m asrebpa ca npumenama’ , Mwunuc-
TApCTBa MPOCBETE, HAYKE M TEXHOJOIIKOT Pa3Boja.

Y nara je, Majka jeIHOT OeTeTa.
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U3jaBa o ayTOpCTBY
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Bpoj nHaekca 2009/2010
UsjaBrbyjemM

[a j& nokTopcka JAucepTauuja nog HacrosoMm

O npcTeHy TDVII'OHOMeTDI/IiCKVIX nosvHoMa ca npumMmeHama y TEopUj aHaNNTUYKNX

HejeaHaKocTw

pesynTtaT COncTBeHOor UcTpaxuea4kor paaa,

[la QucepTaLmja y LenvHi HY Y AenoBrma Huje buna npeanoxena 3a cTUUame
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yCTaHOBa,;
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Mpunor 2.

MU3jaBa 0 ICTOBETHOCTM LUITaMMaHe U efIeKTPOHCKe
Bep3uje JOKTOPCKOr paaa

Mme n npesnme aytopa Munuua Makparuh
Bpoj nHpekca 2009/2010
Cryaujckun nporpam MaTematuka

Hacnos paga O npcTeHy TPUroHOMETPU|CKUX NONMHOMa ca NnpumMmeHama y TEOPUU
aHaNUTUYKUX HejedHaKoCTH

MeHTOp npod. ap Bpanko Manewesuh

MoTnucanwu/a Munuua Makparuh

M3jaBrbyjem fa je wrtamnaHa Bepaunja MOr JOKTOPCKOr paja WCTOBETHa €NEeKTPOHCKO]
BEpavju Kojy cam npegao/ria pagu noxpareHa y OurutanHom penosutopujymy
YHuBep3uteta y beorpaay.

[o3BorbaBaM fga ce objaBe MOjU NMUYHW MOAALM Be3aHu 3a pobujarwe akapgemckor
Ha3WBa [OKTOpa Hayka, Kao LUTO Cy MMe W npesvMe, roanHa v Mecto pofiersa 1 AaTym
onbpaHe paga.

OBM nWYHM nojaun Mory ce o06jaBuTh Ha MPEXHUM CTpaHuuama Jurutande
BUBNMOTEKe, Y ENEeKTPOHCKOM KaTarnory u y nybnvkaumjama YHusepsuteTta y beorpagy.

MNMoTtnuc ayTopa

Y Beorpagy, _19.04.2018.
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Mpwunor 3.

MUsjaBa o kopuwhewy

Oenawhyjem YHusepauteTcky Gubnmoteky ,Ceetosap Mapkoeuh® aa y OurntantHn
penosutopujym YHuBepsuteta y Beorpagy yHece Mojy AOKTOPCKY ancepTtauujy noja
HacnoBoOM:

O npcTeHy TPUrOHOMETPU|CKMX MNonuHoMma ca rnpumeHama y TEOPUjU aHaANUTUYKMX
HejeaHaKoCcTu

Koja je mMoje ayTopcKo Aeno.

[lycepTauvjy ca CBUM Mpuro3nma npejao/na cam y enekTpoHckoM popmaty norofAHoM
3a TpajHO apXuBUpPaH-E.

Mojy [OOKTOpCKY AucepTauujy noxpareHy Y QurntanHom  penosuTopujymy
YHusepauteTa y Beorpafly 1 JOCTYNHY Y OTBOPEHOM MPUCTYMy MOry Aa KOPWUCTE CBM
koju nowTyjy ogpenbe cagpxaHe y ofabpaHom Tumy nmueHLe KpeaTtusHe 3ajegHuLie
(Creative Commons) 3a Kojy cam ce ogny4no/na.

1. AytopcTeo (CC BY)
2. AytopcTBo — HekomepLmjanHo (CC BY-NC)
@ AyTopcTBo — HekomepLmjanHo — 6e3 npepaga (CC BY-NC-ND)
4. AyTOpCTBO — HEKOMEpPLIMjanHo — AennTW NoA UCTVM yCrioBrMa (CC BY-NC-SA)
5. Aytopcteo — 6e3 npepapa (CC BY-ND)
6. AyTopcTBo — AenuTu nog nctum ycnosuma (CC BY-SA)

(MonuMo aa 3a0KpyXUTE Camo jedHy Of LECT NOHYREeHNX nnueHUM.
KpaTak onuc nULEHLy je cacTaBHM Aeo OBeE u3jaBse).

MoTnuc aytopa

Y Beorpagy, _19.04.2018.
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1. AyTopcTBO. [lo3BorbaBaTe yMHOXaBawe, AMCTPUOYLMy M jaBHO caomnluTaBaHe
Aena, u npepaae, ako ce HaBefe MMe ayTopa Ha HauuH oapefeH of cTpaHe ayTopa
“nu faeaoua NuLeHLe, Yak 1y komepuujanHe cepxe. OBo je HajcnobofHuja of cBux
NALEHLN.

2. AyTopcTBO — HekomepuujanHo. [losBorbaBaTe yMHOXaBare, AUCTPUBYLMjy 1
jaBHO caonwiTaBake Aena, 1 npepaje, ako ce HaBeAe UMe ayTopa Ha HaunH oapeheH
Of CTpaHe ayTopa unu fasaola nuueHue. OBa nuueHua He [03BorbaBa KoMepLujanHy
yrnoTpeby gena.

3. AyTopcTBO — HekoMepuujanHo — Ge3 npepaga. [lo3BorbaBate yMHOXaBak-e,
ACTpubyLMjy M jaBHO caonwiTaBare pfena, 6e3 npomeHa, npeobrnvkoBara Wnu
ynotpebe fnena y cBOM feny, ako ce HaBefe MMe ayTopa Ha HauuH oapeReH of
CTpaHe ayTopa unu gasaoua nuvueHue. OBa nuueHLa He [03BOSbaBa KoMepLuujanHy
ynotpeOy aena. Y ogHOCY Ha cBe ocTane NnuueHue, OBOM MULEHLIOM Ce orpaHuyaBa
Hajsehn obum npasa kopuwhera gena.

4. AyTOpCcTBO — HEKOMEpLMjanHO — OeNUTU Noj UCTUM ycroBuma. [JosBorbaBaTe
YMHOXaBate, AMCTPUOYLIMjy 1 jaBHO caoniiTaBawe Aena, U npepage, ako ce HaBede
Me ayTopa Ha HauvH oppeheH of CTpaHe ayTopa Wnu faBaola NMULEHLE 1 ako ce
npepaja AucTpubympa Mof WCTOM WM CRWYHOM nuueHuom. OBa nuvueHua He
A03BOSbaBa KoMepLUmjanHy ynotpeby nena v npepaaa.

5. AytopcTtBo — 6e3 npepapa. [losBorbaBate yMHOXaBare, AUCTPUBYLM)Y U jaBHO
caonwtaBatse aena, 6es npomeHa, npeobnukosawa unu ynotpebe gena y ceom aeny,
ako ce HaBede MMme ayTopa Ha HauuH opapefeH op cTpaHe ayTopa unu pasaoua
nuueHue. OBa nuueHua Ao3Borbasa KoMepuujanHy ynotpeby gena.

6. AyTopcTBO — OenuTu nNoA MCTUM ycroBuMa. [103BOorbaBate yYMHOXaBarbe,
AUCTPUBYLIMjY 1 jaBHO caorniiTaBamke gena, U Npepaje, ako Ce HaBede UMe ayTopa Ha
Ha4MH ogdpeNeH of cTpaHe ayTopa wWnuW fAaBaoua MULUEHLUE M ako ce npepana
AncTpubympa nop WCTOM WNM  CNMYHOM nuueHuom. OBa nuvuUeHua [03BoSbara
komepuujanHy ynotpeby pgena u npepaga. CnuyHa je copTBEpPCKUM MULIEHLaMa,
OfHOCHO nuLEeHLamMma OTBOPEHOr Kofa.






