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Na 336. toj sednici Nastavno–nauqnog ve�a Matematiqkog fakulteta, odr-
�anoj 18. novembra 2016. godine, odre�eni smo za qlanove komisije za pregled
i ocenu doktorske disertacije ,,Elementarni operatori i transformacije
tipa skalarnog proizvoda na idealima kompaktnih operatora generisanim
p–modifikovanim normama i ǌihovim dualima” kandidata Stefana Milo-
xevi�a. Posle pregleda rukopisa koji je kandidat predao komisiji, pod-
nosimo Nastavno–nauqnom ve�u Matematiqkog fakulteta slede�i

IZVEXTAJ

1. Biografija kandidata

Stefan Miloxevi� ro�en je 1988. godine. Matematiqki fakultet u Beo-
gradu, smer Teorijska matematika i primene, upisao je 2007. godine i diplo-
mirao 2011. godine, sa proseqnom ocenom 9, 63. Iste godine upisao je Master
studije na Matamatiqkom fakultetu u Beogradu, studijski program Matema-
tika, modul Teorijska matematika i primene i polo�io sve ispite sa pro-
seqnom ocenom 10. Master rad pod naslovom ,,Beskonaqnodimenzione kvantne
grupe” odbranio je 2012. godine (mentor Zoran Raki�). Doktorske studije na
Matematiqkom fakultetu u Beogradu, modul Teorijska matematika i primene,
upisao je 2012. godine i polo�io ispite predvi�ene planom i programom
studija sa proseqnom ocenom 10. Od 2011. do 2014. godine radio je kao sarad-
nik u nastavi, a od 2014. godine do danas radi kao asistent za nauqnu oblast
Matematiqka analiza na Matematiqkom fakultetu Univerziteta u Beogradu.
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3. Struktura disertacije

Doktorska disertacija ,,Elementarni operatori i transformacije tipa
skalarnog proizvoda na idealima kompaktnih operatora generisanim p–modi-
fikovanim normama i ǌihovim dualima” napisana je na vi+62+iii strane.
Struktura rukopisa je slede�a:

Naslovne strane, podaci o qlanovima komisije, rezime, sadr�aj
1. Predgovor
2. Uvod i osnovni pojmovi
2.1. Singularne vrednosti
2.2. Operator monotone i operator konveksne funkcije
2.3. Geǉfandov integral
3. Nejednakosti Koxi–Xvarca u Xatenovim idealima
3.1. Osnovna nejednakost i spektralni operatori defekta
3.2. Nejednakosti u Xatenovim idealima



4. Nejednakosti Koxi–Xvarca u idealima kompaktnih operatora in-
dukovanim p–modifikovanim normama
4.1. Osnovne nejednakosti
4.2. Nejednakosti vezane za Q norme nekih klasa elementarnih operatora
5. Primene nejednakosti za operator monotone i operator konveksne
funkcije
5.1. Nejednakost Klarkson–MekKartija
5.2. Profiǌene nejednakosti Koxi–Xvarca i Minkovskog za p-modifikovane
norme
5.3. Profiǌene Grisove nejednakosti za p-modifikovane norme
Literatura (broj bibliografskih jedinica je 25)
Biografija autora

4. Prikaz sadr�aja disertacije

Disertacija se sastoji od prethodno navedenih pet poglavǉa. Prvo po-
glavǉe je predgovor, gde je predstavǉen proxireni kontekst u kome se raz-
matra nauqna problematika vezana za predmet ove disertacije. Ostala qe-
tiri poglavǉa predstavǉaju u�e tematske celine, u kojima su predstavǉeni
rezultati autora disertacije, zajedno sa neophodnom teorijskom pozadinom i
najva�nijim rezultatima drugih matematiqara, povezanih sa i relevantnih
za istra�ivaqku tematiku razmatranu i razvijanu u ovoj disertaciji.

U predgovoru su samo date osnovne informacije o elementarnim opera-
torima i transformacijama tipa skalarnog proizvoda (t.s.p.), kao ǌihovim
nediskretnim uopxteǌima linearnih transformacija na prostorima ograni-
qenih operatora, odnosno na idealima kompaktnih operatora na Hilbertovom
prostoru. Uveden je i osnovni terminoloxki okvir neophodan za izlagaǌe do-
bijenih rezultata, koji obuhvata definiciju elementarnih operatora, trans-
formacija t.s.p, ukǉuquju�i derivacije i uopxtene derivacije, ideale kom-
paktnih operatora, unitarno invarijantne norme, me�u kojima su Ki Fanove
norme od naroqite metodoloxke va�nosti zbog primene Ki Fanovog domi-
nacionog svojstva. Tako�e se ukazuje i na predstoje�u ulogu operator mono-
tonih, operator konveksnih i operator konkavnih funkcija u ovom radu.

U glavi 2 dat je uvod u tematiku i precizno su definisani osnovni pojmovi
neophodni za daǉa izlagaǌa. Poqiǌe se sa osnovnim svojstvima singularnih
vrednosti, definisane su simetriqno normiraju�e funkcije, kao i ideali
kompaktnih operatora odre�eni tim normama. Daǉe, za unitarno invari-
jantne norme su prikazana svojstva monotonosti i poluneprekidnosti odozdo,
a na kraju je definisano p-modifikovaǌe simetriqno normiraju�ih funkcija.
Nadaǉe se definixu pojmovi operator monotonih, operator konveksnih i ope-
rator konkavnih funkcija, kao i neke od osnovnih nejednakosti me�u normama
za razliqite operatore izra�ene pomo�u takvih funkcija. Izme�u ostalog,



za konkavnu funkciju f : [0,∞) → [0,∞), za ograniqene pozitivno definitne
operatore Ak i za αk ∈ [0, 1] vezane uslovom

∑n
k=1 αk = 1, takve su nejednakosti∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ n∑
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kao i analogne nejednakosti za konveksne funkcije. Nakon toga je opisana kon-
strukcija Geǉfandovog integrala za operator vrednosne funkcije, pokazana
su ǌegova osnovna svojstva, definisane su transformacije t.s.p, a na kraju
su pokazane neke od osnovnih nejednakosti izme�u normi za slabo∗ merǉive
i kvadratno integrabilne familije A i B, kao xto je∣∣∣∣∣∣∣∣ ∫

Ω

AXB dµ

∣∣∣∣∣∣∣∣ 6
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gde je X ograniqen operator.

U glavi 3 su prvo definisani spektralni operator defekta i α-spektralni
operator defekta, pa su ustanovǉene ǌihove osnovne osobine. Izme�u osta-
log, pokazana je nejednakost

∆A,α ·
∞∑

n=0

Γ(n+α)
n!Γ(α) A∗nAn ·∆A,α 6 I,

koje va�i za ograniqen operator A, kod koga je spektralni radijus r(A) 6 1.
Nakon toga prikazane su nejednakosti vezane za norme linearnih trans-

formacija, vezanih za kontraktivne elementarne operatore i transformacije
t.s.p. za Xatenove norme. Specijalno, za slabo∗ merǉive operatorno vred-
nosne funkcije A i B pokazana je nejednakost∣∣∣∣∣∣∣∣∆1− 1
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ukoliko je r(
∫
Ω
A∗ ⊗ A dµ) 6 1, r(
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f‖2dµn(t1, · · · , tn) < +∞, za sve f ∈ H. Prikazane su i primene date
nejednakosti za operator jednostranog pomaka u desno. Tako�e su izvedene
nejednakosti za operatore A i B, qiji su spektri sadr�ani u jediniqnom
disku i za koje je r(A)r(B) < 1, koje glase∣∣∣∣∣∣∣∣∆1− 1
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ukoliko je jox
∑∞

n=0
Γ(n+α)
n!Γ(α) (‖A∗nf‖2 + ‖B∗nf‖2) < +∞, za sve f ∈ H. Osim

toga, dati su dovoǉni uslovi pod kojima prethodna nejednakost va�i i kada
je r(A) = r(B) = 1.

U glavi 4 nastavǉa se sa rezultatima vezanim za elementarne operatore
i transformacije t.s.p. iz prethodnog poglavǉa, ali u ovom sluqaju sa do-
datnim zahtevima o normalnosti i komutativnosti bar neke od familija koje
definixu te linearne transformacije. Prvi me�u ǌima su Koxi - Xvarcove
nejednakosti za p-modifikovane norme pri p > 2.

Daǉe se daje nejednakost∣∣∣∣∣∣∣∣
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koja va�i ukoliko se familija A sastoji od me�usobno komutiraju�ih nor-
malnih operatora, a obe transformacije

∫
Ω
A∗ ⊗ A dµ i

∫
Ω
B∗ ⊗ B dµ imaju

spektralni radijus maǌi od 1. Sliqna nejednakost va�i i ukoliko se fami-
lija B sastoji me�usobno komutiraju�ih normalnih operatora. Na kraju ove
glave prikazane su i odgovaraju�e nejednakosti za kontraktivne elementarne
operatore, specijalno∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣(I −A∗A
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koje va�e za normalne kontrakcije A i B. Osim toga prikazane su i varijante
datih nejednakosti za Q norme ukoliko je samo jedan od operatora A i B
normalna kontrakcija, koje glase∣∣∣∣∣∣∣∣(I −A∗A

)α
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gde je A normalna kontrakcija, a B takav da je r(B) 6 1, kao i nejednakost∣∣∣∣∣∣∣∣(I −A∗A
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gde je jox dodatno r(A)r(B) < 1. Prikazane su i sliqne nejednakosti u sluqaju
kada je B normalna kontrakcija.

U glavi 5 prvo se izla�u poznati rezultati vezani za Klarkson - MekKar-
tijeve nejednakosti za vixe (od dva) operatora, koji su dobijeni primenom
nejednakosti za operator monotone i operator konveksne funkcije. Zatim se
daju profiǌeǌa nejednakosti Koxi - Xvarca, Minkovskog i Landau - Grisa
za p-modifikovane operatorne norme.



Izlagaǌe novih rezultata poqiǌe identitetom
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gde su An, Bn i X ograniqeni operatori, c > ||
∑N

n=1 A∗nAn ||1/2 i d > 0, koji je
primeǌen za profiǌeǌene Koxi - Xvarcove nejednakosti za p-modifikovane
operatorne norme
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za sve 0 < p 6 2, dok je za sve 2 6 p < +∞
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Novi identitet
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daje novu profiǌenu dopunu Xvarc-Koxijeve nejednakosti za p modifiko-



vane operatorne norme
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pod dodatnim uslovima da je
∑N

n=1 A∗nAn kontrakcija, X ∈ C
Φ

(q)(H) i 0 < p 6
q. Tako�e, iz prvog identiteta je zatim izvedena i profiǌena nejednakost
Minkovskog za p-modifikovane operatorne norme

∣∣∣∣∣∣∣∣ N∑
n=1

Cn

∣∣∣∣∣∣∣∣p
Φ

(p)

6

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣∣

N∑
n=1

Cn

∣∣∣p +
( N∑

n=1

∣∣∣∣Cn

∣∣∣∣
Φ

(p)

)− p
2 N∑

n=1

∣∣∣∣Cn

∣∣∣∣− p
2

Φ
(p)

∣∣∣∣∣∣∣∣Cn

∣∣∣∣
Φ

(p)

N∑
m=1

Cm −
N∑

m=1

∣∣∣∣Cm

∣∣∣∣
Φ

(p) Cn

∣∣∣∣p
∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
Φ

6
N∑

n=1

∣∣∣∣Cn

∣∣∣∣1−p

Φ
(p)(∑N

n=1

∣∣∣∣Cn

∣∣∣∣
Φ

(p)

)1−p

∣∣∣∣|Cn|p
∣∣∣∣
Φ

=
( N∑

n=1

∣∣∣∣Cn

∣∣∣∣
Φ

(p)

)p

,

gde su C1, · · · , CN ∈ C
Φ

(p) (H) i p > 2.
Tako�e je iz identiteta∣∣∣∣∣

N∑
n=1

α−1
n A∗nXBn −

( N∑
n=1

A∗n

)
X
( N∑

n=1

Bn

)∣∣∣∣∣
2

+
∑

1≤m<n≤N

αmαn

∣∣∣∣∣(α−1
m Am − α−1

n An)

(
cI+

(
c2I−

N∑
n=1

α−1
n A∗nAn +

∣∣∣ N∑
n=1

An

∣∣∣2)12)−1

×

(
N∑

n=1

α−1
n A∗nXBn −

( N∑
n=1

A∗n

)
X
( N∑

n=1

Bn

))
− cX(α−1

m Bm − α−1
n Bn)

∣∣∣∣∣
2

= c2

(
N∑

n=1

α−1
n B∗nX∗XBn −

∣∣∣X N∑
n=1

Bn

∣∣∣2),



pri c >
∣∣∣∣∑N

n=1 α−1
n A∗nAn −

∣∣∑N

n=1 An

∣∣2 ∣∣∣∣ 12 , a An, Bn i X su ograniqeni operatori,
izme�u ostalog, izvedeno slede�e profiǌeǌe operatorne Landau - Grisove
nejednakosti za p-modifikovane norme∥∥∥∥∥

N∑
n=1

α−1
n A∗nXBn −

( N∑
n=1

A∗n

)
X

( N∑
n=1

Bn

)∥∥∥∥
Φ(p)

6

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣

N∑
n=1

α−1
n A∗nAn−

∣∣∣∣ N∑
n=1

An

∣∣∣∣2
∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
1
2
∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣

N∑
n=1

α−1
n B∗nX∗XBn−

∣∣∣∣X N∑
n=1

Bn

∣∣∣∣2
∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
Φ(p/2)

.

5. Zakǉuqak i predlog

Rukopis ,,Elementarni operatori i transformacije tipa skalarnog pro-
izvoda na idealima kompaktnih operatora generisanim p–modifikovanim nor-
mama i ǌihovim dualima” kandidata Stefana Miloxevi� sadr�i bitan na-
uqni doprinos u Teoriji operatora. Dokazan je niz procena normi razli-
qitih klasa elementarnih operatora, kao i niz profiǌeǌa poznatih ope-
ratornih nejednakosti. Kandidat se uspexno bavi nauqnim radom u ovoj
oblasti, do sada je objavio tri rada na SCI listi, kao i jedan samostalan
rad, qiji rezultati predstavǉaju suxtinski deo ove disertacije.

Na osnovu izlo�enog, komisija predla�e da se rukopis ,,Elementarni ope-
ratori i transformacije tipa skalarnog pro izvoda na idealima kompaktnih
operatora generisanim p–modifikovanim normama i ǌihovim dualima” kan-
didata Stefana Miloxevi�a prihvati kao doktorska disertacija, kao i da
se odredi komisija za ǌenu odbranu.

Beograd, 10.11.2017.
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