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Апстракт

U ovom radu predstavǉene su nejednakosti vezane za norme elementarnih

operatora i transformacija tipa skalarnog proizvoda, sa posebnim osvr-

tom na Xatenove norme ukoliko su familije operatora koje generixu date

transformacije proizvoǉne, odnosno Q norme ukoliko se barem jedna od

datih familija sastoji od me�usobno komutiraju�ih normalnih operatora.

Izme�u ostalog, pokazane su nejednakosti koje uopxtavaju nejednakost∣∣∣∣∣∣∣∣∣√I−A∗AX
√

I−B∗B
∣∣∣∣∣∣∣∣∣6 ∣∣∣∣∣∣X−AXB

∣∣∣∣∣∣,
iz [11, Teorema 2.3], za normalne kontrakcije i proizvoǉne unitarno inva-

rijantne norme, na sluqajeve proizvoǉnih kontrakcija i Xatenovih normi,

kao i Q normi kada je jedna od kontrakcija A ili B normalna.

Tako�e, primenom nejednakosti za operator monotone i operator konvek-

sne funkcije, postignuta su profiǌeǌa operatornih Koxi - Xvarcovih

nejednakosti, kao i nejednakosti Minkovskog i Landau - Grisa za norme

operatora.

Kǉuqne reqi: Elementarni operatori, Unitarno invarijantne norme, Q

norme, Spektralni operatori defekta

Nauqna oblast: Matematika

U�a nauqna oblast: Analiza

A.M.S. klasifikacija: 47B47, 47B49, 47A30, 47A60
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Abstract

In this paper we present some norm inequalities for certain elementary operators and

inner product type transformers, specially for Schatten norms, if the families of opera-

tors generating those transforms consists of arbitrary operators, and Q norms if at least

one of those families consists of mutually commuting normal operators. Among others,

we present inequalities that are generalizing the inequality∣∣∣∣∣∣∣∣∣√I−A∗AX
√

I−B∗B
∣∣∣∣∣∣∣∣∣6 ∣∣∣∣∣∣X−AXB

∣∣∣∣∣∣,
from [11, Th. 2.3], for normal contractions and arbitrary unitarily invariant norm, to

the case of Schatten norms and arbitrary contractions, as well as Q norms if at least

one of the contractions A or B is normal.

Also, by applying norm inequalities for operator monotone and operator convex

functions, some refined Cauchy - Schwarz operator inequalities, as well as Minkowski

and Landau - Gruss norm inequalities for operators are obtained as well.

Keywords : Elementary operators, Unitarily invariant norms, Q norms, Spectral defect

operators

Academic discipline: Mathematics

Academic sub-discipline: Analysis

A.M.S. classification: 47B47, 47B49, 47A30, 47A60

iii



Sadr�aj

1 Предговор 1

2 Увод и основни поjмови 3

2.1 Сингуларне вредности . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3

2.2. Оператор монотоне и оператор конвексне функциjе . . . . . . . . . . 5

2.3 Гељфандов интеграл . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

3 Неjеднакост Коши - Шварца у Шатеновим идеалима 16

3.1 Основна неjеднакост и спектрални оператори дефекта . . . . . . . . 16

3.2 Неjеднакости у Шатеновим идеалима . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

4 Неjеднакост Коши - Шварца у идеалима компактних оператора

индукованим p-модификованим нормама 34

4.1 Основне неjеднакости . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34

4.2 Неjеднакости везане за Q норме неких класа елементарних оператора 36

5 Примене неjеднакости за оператор монотоне и оператор конвексне

функциjе 43

5.1 Неjеднакост Кларксон - МекКартиjа . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43

5.2. Профињене неjеднакости Коши - Шварца и Минковског за

p-модификоване норме . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45

5.2. Профињене Грисове неjеднакости за p-модификоване норме . . . . 56

iv



Glava 1

Предговор

Neka je H Hilbertov1 prostor, B(H ) algebra ograniqenih operatora na

ǌemu i Ai,Bi ∈B(H ), i = 1, . . . ,n.

Elementarni operator J je preslikavaǌe B(H ) 7→B(H ) dato sa JX
def
=

∑
n
i=1 AiXBi. Ova klasa transformacija obuhvata nekoliko sluqajeva od po-

sebnog interesa, kao xto su operatori mno�eǌa LA (X→ AX) i RB (X→ XB),

derivacije (X → AX −XA), uopxtene derivacije (X → AX −XB) kao i opera-

tor dvostranog mno�eǌa (X→ AXB). Tako�e, vidimo da pod datim okolnos-

tima J generixe ograniqeno preslikavaǌe na bilo kom idealu kompaktnih

operatora.

Me�u samoadjungovanim operatorima mo�e se uvesti poredak sa A 6 B

ukoliko je B−A pozitivno definitan operator, odnosno 〈B−A f , f 〉 > 0 za

sve f ∈H . Kako dati uslov obezbe�uje sn(A) 6 sn(B), od interesa �e biti

i slabiji uslov kada niz sn(B) slabo majorira niz sn(A), tj. kada va�i

∑
n
k=1 sk(A)6∑

n
k=1 sk(B), za svako n∈N, xto po Ki Fanovom2 principu garantuje

|||A|||6 |||B|||, za bilo koju unitarno invarijantnu normu |||·|||.

Predmet ovog rada bi�e operatorne i nejednakosti za norme odgovara-

ju�ih parova elementarnih operatora. Jedna od poznatih je nejednakost

1Хилберт - David Hilbert (1862 - 1943)
2Ки Фан - Ky Fan (1914 - 2010)
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izme�u aritmetiqke i geometrijske sredine za operatore, odnosno

2
∣∣∣∣∣∣A∗XB

∣∣∣∣∣∣6 ∣∣∣∣∣∣AA∗X +XBB∗
∣∣∣∣∣∣, (1.0.1)

gde su A,B i X proizvoǉni ograniqeni operatori. Za dokaz pogledati [5,

Teorema 1].

Analogna pitaǌa se mogu postaviti i u opxtijem kontekstu, za sluqaj

JX
def
= ∑

∞
n=1 AnXBn, kada �emo J tako�e nazivati elementarnim operatorom,

ukoliko on predstavǉa ograniqenu transformaciju iz B(H ) u B(H ) ili,

opxtije, iz jednog u drugi ideal kompaktnih operatora na H .

Opxtije, kako prostor B(H ) ima preddual C1(H ), u ǌemu je mogu�e

preko Geǉfandovog3 integrala definisati xiru klasu transformacija ob-

lika X 7→
∫

Ω
AtXBtdµ(t), koje �emo nazivati transformacije tipa skalarnog

proizvoda i koje �emo tako�e prouqavati.

Jedan deo bi�e posve�en razmatraǌu operator monotonih i operator

konveksnih funkcija, odnosno operatornih i nejednakosti vezanih za norme

povezane sa tim funkcijama, kao xto su ||| f (A)− f (B)||| 6 ||| f (|A−B|)|||, pogle-

dati u [1, Teorema 1], kao i ||| f (A+B)||| 6 ||| f (A)+ f (B)||| iz [2], koje va�e za

operator monotonu funkciju f : [0,+∞)→ [0,+∞). Nejednakost ||| f (∑n
k=1αkAk)|||6

|||∑n
k=1 αk f (Ak)||| va�i za proizvoǉnu pozitivnu operator konveksnu funkciju,

dok za proizvoǉnu pozitivnu operator konkavnu funkciju va�i suprotna

nejednakost |||∑n
k=1 αk f (Ak)|||6 ||| f (∑n

k=1 αkAk)|||. Posledǌe tri nejednakosti uop-

xtene su u radovima [3],[25],[20] i [6] na proizvoǉne pozitivne konveksne

i pozitivne konkavne funkcije na [0,+∞). Ovi rezultati primeǌeni su u

[10] za dokaz Klarkson4-MekKartijeve5 nejednakosti za n-torke ograniqenih

operatora.

3Гељфанд - Изрáиль Гельфáнд (1913 - 2009)
4Кларксон - James Clarkson (1906 - 1970)
5МекКарти - Charles McCarthy
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Glava 2

Увод и основни поjмови

2.1 Сингуларне вредности

U ovoj glavi �e biti navedeni osnovni rezultati za singularne vred-

nosti kompaktnih operatora na Hilbertovom prostoru. I kada to nije

eksplicitno navedeno dokazi, kao i ve�ina detaǉa iz ovog dela, mogu se

na�i u [9] i [24].

U ovom radu oznaqava�emo sa H separabilan Hilbertov prostor, dok

�e B(H ) oznaqavati algebru ograniqenih operatora na H . Daǉe, sa C∞(H )

�emo oznaqavati ideal kompaktnih operatora na H , a za f ,g ∈H koristi-

�emo oznaku g∗⊗ f za operator dat sa g∗⊗ f (x)
def
= 〈x,g〉 f , za sve x ∈H .

Svaka simetriqna normiraju�a funkcija Φ definisana na nizovima kom-

pleksnih brojeva odre�uje unitarno invarijantnu normu ||·||Φ sa ||X ||Φ
def
=

Φ({sn(X)}∞
n=1), gde su sn(X)

def
= λ

1/2
n (X∗X) singularne vrednosti kompaktnog ope-

ratora X u opadaju�em poretku. Prostor nizova na kome je funkcija Φ

konaqna oznaqava�emo sa `Φ, a sa CΦ (H )
def
= {X ∈B(H )|||X ||Φ <+∞} pridru-

�eni ideal kompaktnih operatora. Date norme i ideale �emo jox oznaqa-

vati sa |||·|||, odnosno C|||·|||(H ).

Jedno od osnovnih svojstava ovakvih normi je unitarna invarijant-
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nost, odnosno |||UXV ||| = |||X ||| za sve unitarne operatore U i V i sve X ∈

C|||·|||(H ). Dobro poznate primere unitarno invarijantnih normi predstav-

ǉaju Xatenove1 p-norme, date sa ||X ||p = p
√

∑
∞
n=1 sp

n(X), za 1 6 p < +∞, kao i∣∣∣∣X ∣∣∣∣
∞
= ||X ||= s1(X). Xatenove norme za p= 1 i p=+∞ predstavǉaju tzv. mak-

simalnu i minimalnu unitarno invarijantnu normu, preciznije, za svaku

unitarno invarijantnu normu |||·||| va�i ||X ||∞ 6 |||X ||| 6 ||X ||1. Xatenovi ide-

ali, koje �emo oznaqavati sa Cp(H ), su separabilni, pri qemu je u ǌima

prostor operatora konaqnog ranga gust.

Jox jedna va�na familija unitarno invarijantnih normi su Ki Fanove

norme date sa ||X ||(k)
def
= ∑

k
n=1 sn(X), gde je k ∈ N. Va�no svojstvo Ki Fanovih

normi predstavǉa slede�a teorema iz [9, Poglavǉe 3.4].

Teorema 2.1.1 (Ki Fanovo dominaciono svojstvo). Ukoliko operatori A,B ∈

B(H ) zadovoǉavaju

k

∑
n=1

sn(A)6
k

∑
n=1

sn(B) k = 1,2, . . . ,

tada za svaku unitarno invarijantnu normu |||·||| va�i |||A|||6 |||B|||.

Iz prethodne teoreme mo�e se lako izvesti slede�e svojstvo unitarno

invarijantnih normi |||·|||, koje �emo qesto koristiti u nastavku rada.

Lema 2.1.2. Neka su A,B,C,D,X ∈B(H ) takvi da A∗A 6C∗C i BB∗ 6 DD∗, kao

i X ∈ C|||·|||(H ). Tada je ∣∣∣∣∣∣AXB
∣∣∣∣∣∣6 ∣∣∣∣∣∣CXD

∣∣∣∣∣∣.
Dokaz. Na osnovu definicije singularnih vrednosti, monotonosti sop-

stvenih vrednosti samoadjungovanog operatora i kako za A,B ∈B(H ) ope-

ratori AB i BA imaju iste nenula sopstvene vrednosti, imamo

sn(AXB) = λ
1
2

n (B∗X∗A∗AXB)6 λ
1
2

n (B∗X∗C∗CXB)

= λ
1
2

n (CXBB∗X∗C∗)6 λ
1
2

n (CXDD∗X∗C∗) = sn(CXD),

1Шатен - Robert Schatten (1911 - 1977)
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odakle, na osnovu Ki Fanovog svojstva, sledi tra�eni zakǉuqak.

Sve unitarno invarijantne norme su poluneprekidne odozdo, odnosno

|||w− limn→∞ Xn|||6 liminfn→∞ |||Xn|||, xto sledi iz formule |||X |||= sup
{
|tr(XY )|
|||Y |||d |Y je

konaqnog ranga
}
, gde |||·|||d predstavǉa dualnu normu za |||·|||.

Jedna od mogu�nosti uvo�eǌa novih simetriqno normiraju�ih funkcija

od postoje�ih je tzv. ǌihovo p-modifikovaǌe na stepen p > 0, koje je dato

sa Φ(p)((zn)
∞
n=1)

def
= p
√

Φ((|zn|p)∞
n=1). Funkcije Φ(p) prirodno su definisane na

skupu svih kompleksnih nizova z = (zn)
∞
n=1 za koje niz (|zn|p)∞

n=1 pripada pro-

storu `Φ, koji mi oznaqavamo sa `
(p)
Φ

. Primetimo da je u sluqaju prostora

`1 ǌegova p-modifikacija upravo prostor `p. U klasi normi, date funkcije

indukuju tzv. p-modifikacije unitarno invarijantnih normi, koje su date

sa |||X |||
Φ(p) = ||||X |p|||

1
p
Φ
, za sve X za koje je |X |p ∈ CΦ(H ). Analogno kao kod

nizova, Xatenove p-norme predstavǉaju p-modifikacije nuklearne norme

||·||1. Kratak dokaz da su i ||·||
Φ(p) za p > 1 norme mo�e se na�i u uvodu [14].

U sluqaju p = 2 se 2-modifikovane norme tradicionalno nazivaju Q nor-

mama, pa se mogu zapisati u obliku |||X |||(2) =
√
|||X∗X |||. Specijalno, Xate-

nove norme ||·||p, kao i sve p-modifikovane norme, za p > 2 predstavǉaju Q

norme, budu�i da je Φ(p) =
(

Φ(p/2)
)(2)

.

2.2 Оператор монотоне и оператор конвексне

функциjе

Za funkciju f : I → R, definisanu na intervalu I, ka�emo da je opera-

torna monotono rastu�a (opadaju�a) na tom intervalu ukoliko za samoad-

jungovane operatore A i B takve da je A 6 B i qiji su spektri sadr�ani

u I va�i f (A) 6 f (B), ( f (A) > f (B)). Daǉe, analogno skalarnom sluqaju,

ka�emo da je funkcija operator konveksna (konkavna) na I ukoliko za samo-

adjungovane operatore A i B, sa spektrom u I, va�i da je f ((1−α)A+αB)6

5



(>)(1−α) f (A)+α f (B). Kao i u skalarnom sluqaju, stepene funkcije t 7→ t p za

t ∈ [0,+∞) su i operatorne monotono rastu�e za 0 < p 6 1, ali za razliku od

skalarnog sluqaja to nisu za p > 1. Vixe detaǉa o operator monotonim i

konveksnim funkcijama mo�e se na�i u [4, Glava 5].

Za poqetak, posmatrajmo narednu operatornu verziju Jensenovih2 nejed-

nakosti za konveksne i konkavne funkcije.

Lema 2.2.1. Neka je f : I → R, gde je I interval, A ∈ B(H ) samoadjungovan

operator qiji je spektar sadr�an u I i neka je x ∈H jediniqni vektor.

a) Ukoliko je funkcija f konveksna tada je f (〈Ax,x〉)6 〈 f (A)x,x〉.

b) Ukoliko je funkcija f konkavna tada je 〈 f (A)x,x〉6 f (〈Ax,x〉).

Dokaz. Primenom spektralnog raquna za operator A, imamo da je 〈Ax,x〉 =∫
σ(A) tdµx(t), gde je µx = 〈Ex,x〉, a E je spektralna mera pridru�ena operatoru

A. Kako je po osobinama spektralnog raquna µx(σ(A)) = ||x||2 = 1, to primenom

Jensenove nejednakosti za skalarne funkcije dobijamo

f (〈Ax,x〉) = f
(∫

σ(A)
tdµx(t)

)
6
∫

σ(A)
f (t)dµx(t) = 〈 f (A)x,x〉, (2.2.1)

gde posledǌa jednakost sledi iz definicije f (A), qime je dokaz dela a)

zavrxen. Deo b) se dokazuje analogno, primenom skalarne Jensenove nejed-

nakosti za konkavne funkcije.

Primetimo da za rastu�u funkciju f : I → R i samoadjungovane opera-

tore A,B ∈B(Cn), sa spektrom u I, takve da je A 6 B, va�i λ j( f (A))6 λ j( f (B)),

za sve j = 1, . . . ,n, gde je λ j(A) j-ta po veliqini sopstvena vrednost od A.

Vidimo da nam je za dati zakǉuqak dovoǉno da va�i λ j(A)6 λ j(B), za svako

j = 1, . . . ,n. Tako�e, ukoliko je f jox i konveksna, vidimo da iz uslova

∑
j
k=1 λk(A) 6 ∑

j
k=1 λk(B) sledi ∑

n
k=1 λk( f (A)) 6 ∑

j
k=1 λk( f (B)). Iako se ovi rezul-

tati ne mogu direktno preneti na beskonaqnodimenzionalni sluqaj, jer
2Jенсен - Johan Jensen (1859 - 1925)
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sopstvene vrednosti ne mogu u opxtem sluqaju da se pore�aju u opadaju�i

niz, u nekim sluqajevima, kao npr. kada su A i B pozitivno definitni ope-

ratori i f pozitivna funkcija, daju odgovaraju�e nejednakosti u unitarno

invarijantnim normama, o qemu �e biti reqi kasnije. Za poqetak, kao i u

skalarnom sluqaju, va�i slede�a

Teorema 2.2.2. Neka je f : [0,+∞)→ [0,+∞) operator konkavna funkcija i A,B∈

C∞(H ) pozitivno definitni operatori. Tada je za sve unitarno invari-

jantne norme |||·||| ∣∣∣∣∣∣ f (A+B)
∣∣∣∣∣∣6 ∣∣∣∣∣∣ f (A)+ f (B)

∣∣∣∣∣∣. (2.2.2)

Dokaz se mo�e na�i u [2, Teorema 1], kao i u [6, Posledica 2.2].

Analogno rastu�im funkcijama, za konveksnu funkciju f : I→ R i samo-

adjungovane operatore A i B, sa spektrom u I, ne mora obavezno da va�i

f ((1−α)A+αB)6 (1−α) f (A)+α f (B), ali va�e nexto slabije nejednakosti.

Teorema 2.2.3. Neka je f konveksna funkcija na intervalu I. Tada je

j

∑
k=1

λk( f ((1−α)A+αB))6
j

∑
k=1

λk((1−α) f (A)+α f (B)), (2.2.3)

za sve samoadjungovane A,B ∈B(Cn) sa spektrom u I i sve j = 1, . . . ,n.

Dokaz se mo�e se na�i u [3, Teorema 2.3].

Kako se na pozitivno definitnim kompaktnim operatorima sopstvene

i singularne vrednosti podudaraju i kako se mogu pore�ati u opadaju�i

niz na proizvoǉnom separabilnom Hilbertovom prostoru H , na osnovu

Teoreme 2.2.3, primenom Ki Fanovog svojstva dobijamo

Teorema 2.2.4. Neka je f : [0,+∞) → [0,+∞) konveksna funkcija, A1, . . . ,An ∈

C∞(H ) pozitivno definitni operatori i α1, . . . ,αn nenegativni brojevi takvi

da je ∑
n
k=1 αk = 1. Tada je za svaku unitarno invarijantnu normu |||·|||∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ f

( n

∑
k=1

αkAk

)∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣6 ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ n

∑
k=1

αk f (Ak)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣. (2.2.4)
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Analogni rezultati za konkavne funkcije u konaqnodimenzionalnom slu-

qaju mogu se na�i u [25, Propozicija 4.1]. Ovi rezultati ne mogu se di-

rektno uopxtiti na beskonaqnodimenzionalni sluqaj, opet iz razloga xto

se sopstvene vrednosti ne mogu pore�ati od najmaǌe do najve�e. Ipak, u

narednom va�nom sluqaju, vidimo da za konkavne funkcije va�i i vixe od

Teoreme 2.2.4.

Teorema 2.2.5. Neka je f : [0,+∞) → [0,+∞) konkavna funkcija, A1, . . . ,An ∈

C∞(H ) pozitivno definitni operatori i α1, . . . ,αn nenegativni brojevi tak-

vi da je ∑
n
k=1 αk = 1. Tada je za sve i ∈ N

si

( n

∑
k=1

αk f (Ak)

)
6 si

(
f
( n

∑
k=1

αkAk

))
. (2.2.5)

Dokaz. Primetimo prvo da funkcija f iz iskaza teoreme mora biti rastu-

�a, jer ukoliko je 0 6 x < y < z, tada

f (y) = f
((

1− y−x
z−x

)
x+ y−x

z−x z
)
>
(
1− y−x

z−x

)
f (x)+ y−x

z−x f (z)>
(
1− y−x

z−x

)
f (x)→ f (x),

kada z→+∞. Samim tim je λi( f (A)) = f (λi(A)) za svaki pozitivno definitan

kompaktan operator A. Neka je i ∈ N i neka su e1, . . . ,ei−1 sopstveni vektori

koji odgovaraju sopstvenim vrednostima λ1 > . . .> λi−1 operatora ∑
n
k=1 αkAk,

xto su ujedno i ǌegove singularne vrednosti, zbog pozitivnosti datog ope-

ratora i neka je x ∈ {e1, . . . ,ei−1}⊥ (u sluqaju i = 1 uzimamo x ∈H ), takav da

je ‖x‖= 1. Tada je

〈
n

∑
k=1

αk f (Ak)x,x〉=
n

∑
k=1

αk〈 f (Ak)x,x〉

6
n

∑
k=1

αk f (〈Akx,x〉) (2.2.6)

6 f (
n

∑
k=1

αk〈Akx,x〉) = f (〈
n

∑
k=1

αkAkx,x〉) (2.2.7)

6 f (λi(
n

∑
k=1

αkAk)) = λi( f (
n

∑
k=1

αkAk)), (2.2.8)
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gde nejednakost u (2.2.6) sledi primenom dela b) Leme 2.2.1, nejednakost

(2.2.7) sledi iz skalarne Jensenove nejednakosti, dok nejednakost (2.2.8)

sledi iz min - maks svojstava sopstvenih vrednosti i monotonosti funkcije

f . Samim tim je

m
def
= max

x

〈
n

∑
k=1

αk f
(
Ak
)
x,x

〉
6 λi

(
f
( n

∑
k=1

αkAk

))
,

a tako�e je, po min - maks svojstvima sopstvenih vrednosti, λi(
n
∑

k=1
αk f (Ak))6

m. Kako su operatori ∑
n
k=1 αk f (Ak) i f

(
∑

n
k=1 αkAk

)
pozitivno definitni, to su

ǌihove sopstvene i singularne vrednosti iste, qime je dokaz zavrxen.

Po Ki Fanovom svojstvu, direktno iz prethodne teoreme proizilazi

Posledica 2.2.6. Neka je f : [0,+∞)→ [0,+∞) konkavna funkcija, A1, . . . ,An ∈

C∞(H ) pozitivno definitni operatori i α1, . . . ,αn nenegativni brojevi takvi

da je ∑
n
k=1 αk = 1. Tada za svaku unitarno invarijantnu normu |||·||| va�i∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ n

∑
k=1

αk f (Ak)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣6 ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ f
( n

∑
k=1

αkAk

)∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣. (2.2.9)

Teorema 2.2.2, kao i sliqan rezultat za operator konveksne funkcije,

su proxireni na skalarne konkavne i konveksne funkcije, a vixe detaǉa

se mo�e na�i u [20] i [6]. Slede�a teorema, qiji je dokaz dat u [3, Teo-

rema 2.16], va�na je za daǉa razmatraǌa.

Teorema 2.2.7. Neka su f1, f2 : [0,+∞)→ [0,+∞) neprekidne funkcije koje zado-

voǉavaju nejednakost ∣∣∣∣∣∣∣∣∣ fi(A)+ fi(B)
∣∣∣∣∣∣∣∣∣6 ∣∣∣∣∣∣∣∣∣ fi(A+B)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ (2.2.10)

za sve pozitivno definitne operatore A,B ∈ C∞(H ). Tada funkcije f1 + f2,

f1 ◦ f2 i f1 f2 tako�e zadovoǉavaju nejednakost (2.2.10).

Korix�eǌem prethodne teoreme, u radu [20] konstruisane su funkcije

koje su jednake proizvoǉnoj konveksnoj funkciji na odgovaraju�em delu

spektra i koje zadovoǉavaju tra�enu nejednakost. Pomo�u ǌih se izvodi
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Teorema 2.2.8. Neka je f : [0,+∞)→ [0,+∞) konveksna funkcija za koju je f (0) =

0 i neka su A1, . . . ,An ∈ C∞(H ) pozitivno definitni operatori. Tada za svaku

unitarno invarijantnu normu |||·||| va�i∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ n

∑
k=1

f (Ak)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣6 ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ f
( n

∑
k=1

Ak

)∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣. (2.2.11)

Sliqan rezultat dat je i za konkavne funkcije na [0,+∞) u [6, Teo-

rema 1.1]:

Teorema 2.2.9. Neka je f : [0,+∞) → [0,+∞) konkavna funkcija i A1, . . . ,An ∈

C∞(H ) pozitivno definitni operatori. Tada za svaku unitarno invari-

jantnu normu |||·||| va�i ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ f
( n

∑
k=1

Ak

)∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣6 ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ n

∑
k=1

f (Ak)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣. (2.2.12)

2.3 Гељфандов интеграл

U ovom odeǉku kratko �emo se osvrnuti na definiciju i neka osnovna svoj-

stva Geǉfandovog integrala. Vixe detaǉa mo�e se na�i u [8, Glava 2],

kao i u [17] i [13].

Kada je (Ω,M,µ) prostor sa merom, za preslikavaǌe A : Ω→B(H ) ka�e-

mo da je slabo∗ merǉivo ukoliko su funkcije t 7→ tr(AtY ) merǉive za svako

Y ∈ C1(H ). Ukoliko su osim toga date funkcije i integrabilne, na osnovu

toga xto je B(H ) dual od C1(H ), za svako E ∈M postoja�e jedinstveni

IE ∈B(H ), koji nazivamo Geǉfandov integral ili slabi∗ integral A po

E, za koji va�i

tr(IEY ) =
∫

E
tr(AtY )dµ(t) za sve Y ∈ C1(H ).

Dokaz postojaǌa Geǉfandovog integrala mo�e se na�i na stranama 52 i 53

u [8]. Jednostavniji naqin za ispitivaǌe ovog tipa merǉivosti, odnosno

integrabilnosti operator vrednosnih funkcija, je ispitivaǌe merǉivosti,

10



odnosno integrabilnosti svih funkcija t 7→ 〈At f , f 〉 za f ∈H . Netrivijalan

smer ekvivalencije oslaǌa se na Teoremu o zatvorenom grafiku, a samo

tvr�eǌe mo�e se na�i u [17, Lema 1.1]. Dakle, ukoliko je A operator

vrednosna funkcija na E, gde je E ∈M i za koju je 〈A f , f 〉 ∈ L1(E,µ), za sve

f ∈H , tada postoji jedinstven ograniqen operator koji nazivamo Geǉfan-

dovim integralom A po E, koga oznaqavamo sa
∫

E A dµ i koji zadovoǉava〈(∫
E
A dµ

)
f , f
〉
=
∫

E
〈At f , f 〉dµ(t) za sve f ∈H .

Narednim primerom �emo imati karakterizaciju integrabilnosti u Geǉ-

fandovom smislu, u odre�enom sluqaju.

Oznaqimo sa L2(Ω,µ,H ) prostor svih slabo∗ merǉivih preslikavaǌa

f : Ω→H za koje je
∫

Ω
|| f (t)||2dµ(t) < +∞, kao i L2(Ω,µ,B(H )) prostor svih

slabo∗ merǉivih preslikavaǌa F : Ω→B(H ) za koja je
∫

Ω
||Ft f ||2dµ(t)<+∞

za sve f ∈H . Primetimo da su funkcije t 7→ ||Ft f || i t 7→ ||Ft || merǉive za

sve f ∈H jer ||Ft f ||=
√

∑
∞
n=1 |〈Ft f ,en〉|2 kao i ||Ft ||= sup ||Ftgn||

||gn|| na gustom skupu

{gn} u H . Iz definicije dobijamo da je F ∈ L2(Ω,µ,B(H )) ako i samo ako

je F f ∈ L2(Ω,µ,H ) za sve f ∈H , a iz svega prethodnog vidimo da va�i da je

F ∗F Geǉfand integrabilna ako i samo ako je F ∈ L2(Ω,µ,B(H )). Zapravo,

imamo da va�i〈(∫
E
F ∗Fdµ

)
f , f
〉
=
∫

Ω

∣∣∣∣F f
∣∣∣∣2dµ za sve f ∈H . (2.3.1)

Napomena 1. Prethodni uslov (2.3.1) za slabo∗ merǉivu familiju F �e se

qesto pojavǉivati u daǉem radu i takve familije naziva�emo kvadratno

integrabilne. U sluqaju brojaqke mere, odnosno ukoliko imamo familiju

operatora {An}∞
n=1 iz B(H ), dati uslov se zapisuje

∞

∑
n=1
〈A∗nAn f , f 〉=

∞

∑
n=1

∣∣∣∣An f
∣∣∣∣2 <+∞ za sve f ∈H ,

u kom sluqaju ograniqenost operatora ∑
∞
n=1 A∗nAn sledi iz Teoreme Banah3

3Банах - Stefan Banach (1892 - 1945)
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- Xtajnhausa4, kao i slaba konvergencija niza ∑
N
n=1 A∗nAn ka ∑

∞
n=1 A∗nAn, kada

N→∞. Primetimo jox da je u ovom sluqaju konvergencija zapravo jaka zbog

monotonosti niza parcijalnih suma {∑N
n=1 A∗nAn,}∞

N=1 pa �emo ovakve familije

nazivati jako kvadratno sumabilne (j.k.s. familije).

Naredno svojstvo Geǉfandovog integrala, koje �e tako�e biti korix-

�eno u daǉem radu, dato je u [13, Lema 2.1].

Lema 2.3.1. a) Neka je F ∈ L2(Ω,µ,B(H )) i P = {δk}K
k=1 particija skupa Ω na

merǉive skupove δk ∈M. Tada je najboǉa aproksimacija F prostim funkcijama

u odnosu na P data sa

FP =
K

∑
k=1

χδk

µ(δk)

∫
δk

Fdµ,

pri qemu je ∫
Ω

|F |2dµ−
∫

Ω

|FP |2 dµ =
∫

Ω

|F−FP |2dµ.

b) Ukoliko je mera µ σ−konaqna, tada za svaku funkciju F ∈ L2(Ω,µ,B(H ))

postoji niz prostih funkcija {Fn}∞
n=1 iz L2(Ω,µ,B(H )), takav da∫

Ω

|F |2dµ−
∫

Ω

|Fn|2 dµ =
∫

Ω

|F−Fn|2dµ

jako i monotono opadaju�e te�i nuli.

Uvedimo sada pojam transformacije tipa skalarnog proizvoda.

Definicija 2.3.2. Neka je Ω prostor sa merom µ i neka su A ,B : Ω→B(H )

slabo∗ merǉive funkcije, tada preslikavaǌe X 7→
∫

Ω
AtXBtdµ(t) nazivamo

transformacijom tipa skalarnog proizvoda (transformacijom t. s. p.).

Dato preslikavaǌe �emo oznaqavati sa
∫

Ω
A ⊗Bdµ.

Primetimo da u ovu klasu linearnih transformacija spadaju elemen-

tarni operatori, kada se radi o brojaqkoj meri na konaqnom, odnosno pre-

brojivom, skupu.

4Штаjнхаус - Hugo Steinhaus (1887 - 1972)
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U narednoj teoremi opravda�emo slabu∗ merǉivost familije iz pret-

hodne definicije i prikaza�emo neke od uslova pod kojima su transfor-

macije t. s. p. ograniqena preslikavaǌa na B(H ), odnosno na idealima

kompaktnih operatora. Navodimo slede�u teoremu iz [13, Lema 3.1].

Teorema 2.3.3. Neka je Ω prostor sa merom µ, neka su A ,B : Ω→B(H ) slabo∗

merǉive i neka je X ∈B(H ).

a) Ukoliko je
∫

Ω
‖A ∗

t f‖2 +‖Bt f‖2dµ(t)<+∞ za sve f ∈H , tada

a1) funkcija t→AtXBt je slabo∗ integrabilna i∣∣∣∣∣∣∣∣∫
Ω

A XBdµ

∣∣∣∣∣∣∣∣6
√∣∣∣∣∣∣∣∣∫

Ω

A A ∗dµ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∫
Ω

B∗B

∣∣∣∣∣∣∣∣‖X‖. (2.3.2)

a2) Ukoliko je Ω prostor sa σ konaqnom merom µ i ukoliko je {A ∗
n }∞

n=1

({Bn}∞
n=1) niz prostih operator vrednosnih funkcija iz Leme 2.3.1,

koji konvergira ka A ∗ (B), tada niz operatora
∫

Ω
AnXBndµ slabo

konvergira ka operatoru
∫

Ω
A XBdµ kada n→ ∞.

b) Ukoliko je
∫

Ω
‖At f‖2 +‖B∗t f‖2dµ(t)<+∞ za sve f ∈H , tada∣∣∣∣∣∣∣∣∫
Ω

A XBdµ

∣∣∣∣∣∣∣∣
1
6

√∣∣∣∣∣∣∣∣∫
Ω

A ∗A dµ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∫
Ω

BB∗dµ

∣∣∣∣∣∣∣∣‖X‖1, (2.3.3)

za sve X ∈ C1(H ).

v) Ukoliko je
∫

Ω
‖At f‖2 +‖A ∗

t f‖2 +‖Bt f‖2 +‖B∗t f‖2dµ(t)<+∞ za sve f ∈H ,

tada∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∫
Ω

A XBdµ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣6 max

{√∣∣∣∣∣∣∣∣∫
Ω

A A ∗dµ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∫
Ω

B∗Bdµ

∣∣∣∣∣∣∣∣ ,√∣∣∣∣∣∣∣∣∫
Ω

A ∗A dµ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∫
Ω

BB∗dµ

∣∣∣∣∣∣∣∣
}∣∣∣∣∣∣X ∣∣∣∣∣∣, (2.3.4)

za sve X ∈ C|||·|||(H ).
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Dokaz. Na poqetku, primetimo da za sve f ,g ∈ H , po Parsevalovoj jed-

nakosti, va�i 〈AtXBt f ,g〉= ∑
∞
n=1〈Bt f ,X∗en〉〈Aten,g〉, gde je {en}∞

n=1 neka orto-

normirana baza od H . Samim tim, za sve f ,g ∈H funkcija t→ 〈AtXBt f ,g〉

je merǉiva, kao suma takvih funkcija, odnosno funkcija t→AtXBt je slabo∗

merǉiva.

Da bismo dokazali a1), primetimo da za sve f ,g ∈H va�i∣∣∣∣〈∫
Ω

A XBdµ f ,g
〉∣∣∣∣= ∣∣∣∣∫

Ω

〈A XB f ,g〉dµ

∣∣∣∣6 ‖X‖∫
Ω

‖A ∗
t g‖‖Bt f‖dµ(t)

6 ‖X‖
√∫

Ω

‖Bt f‖2dµ(t)
√∫

Ω

‖A ∗
t g‖2dµ(t)

= ‖X‖

√〈∫
Ω

B∗t Btdµ(t) f , f
〉√〈∫

Ω

AtA ∗
t dµ(t)g,g

〉

6 ‖X‖

√∣∣∣∣∣∣∣∣∫
Ω

B∗Bdµ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∫
Ω

A A ∗dµ

∣∣∣∣∣∣∣∣‖ f‖‖g‖, (2.3.5)

odakle sledi a1).

Xto se tvr�eǌa a2) tiqe, direktnom proverom za sve f ,g ∈H dobijamo∣∣∣∣∫
Ω

〈AnXBn f −A XB f ,g〉dµ

∣∣∣∣6 ‖X‖∫
Ω

‖A ∗
n g−A ∗g‖‖Bn f‖+‖A ∗g‖‖Bn f −B f‖dµ

6 ‖X‖
√∫

Ω

‖A ∗g‖2 +‖Bn f‖2dµ

∫
Ω

‖A ∗
n g−A ∗g‖2 +‖Bn f −B f‖2dµ

6 ‖X‖

√∣∣∣∣∣∣∣∣∫
Ω

A A ∗dµ

∣∣∣∣∣∣∣∣‖g‖2 +

∣∣∣∣∣∣∣∣∫
Ω

B∗Bdµ

∣∣∣∣∣∣∣∣‖ f‖2

×

√〈∫
Ω

A A ∗−AnA ∗
n dµg,g

〉
+

〈∫
Ω

B∗B−B∗nBndµ f , f
〉
, (2.3.6)

gde prva i druga nejednakost slede primenom nejednakosti Koxi - Xvarca

u H i L2(Ω,µ) tim redom, a posledǌa nejednakost sledi iz svojstava Geǉ-

fandovog integrala. Posledǌi izraz u (2.3.6) te�i ka 0 operatoru zbog

jake konvergencije garantovane Lemom 2.3.1, qime je zavrxen dokaz tvr�eǌa

a2). Primetimo jox da je u (2.3.6) iskorix�ena i monotonost iz iste leme

u proceni
∫

Ω
|Bn|2 dµ 6

∫
Ω
|B|2 dµ.
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Da bismo dokazali b), prvo na osnovu dualnosti C∞(H )∗=C1(H ) imamo

||X ||1 = sup||K||=1 |tr(XK)|, gde su K operatori konaqnog ranga. Samim tim za

svaki operator K konaqnog ranga i norme jedan i za X ∈ C1(H ) imamo∣∣∣∣tr(∫
Ω

A XBdµK
)∣∣∣∣= ∣∣∣∣∫

Ω

tr(AtXBtK)dµ(t)
∣∣∣∣= ∣∣∣∣tr(X

∫
Ω

BKA dµ

)∣∣∣∣
6
∣∣∣∣X ∣∣∣∣1∣∣∣∣∣∣∣∣∫

Ω

BKA dµ

∣∣∣∣∣∣∣∣6 ∣∣∣∣X ∣∣∣∣1
√∣∣∣∣∣∣∣∣∫

Ω

A ∗A dµ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∫
Ω

BB∗dµ

∣∣∣∣∣∣∣∣, (2.3.7)

gde je prva nejednakost posledica dualnosti C∞(H ) i C1(H ), a druga sledi

primenom dela a). Uzimaju�i supremum po operatorima K konaqnog ranga,

koji su norme jedan, dobija se tra�eni rezultat.

Da bismo dokazali deo v), primetimo da zbog b) operator
∫

Ω
A XBdµ pri-

pada C1(H ) kad god je X operator konaqnog ranga, kao i da je kompak-

tan, kad god je X kompaktan, zbog dela a). Kako za Ki Fanove norme va�i

||X ||(k) =minX=Y+Z ||Y ||1+k||Z||∞ za sve k∈N, xto se sa jedne strane mo�e videti

preko nejednakosti trougla i toga da je ||X ||(k) 6 ||X ||1 kao i ||X ||(k) 6 k||X ||∞,

dok se sa druge strane za kompaktan operator X ··= ∑
∞
n=1 sne∗n⊗ fn minimum

dosti�e za Y ··= ∑
k−1
n=1(sn− sk)e∗n⊗ fn i Z ··= sk ∑

k
n=1 e∗n⊗ fn+∑

∞
n=k+1 sne∗n⊗ fn. Dakle,

za X ∈ C∞(H ) i Y i Z izabrane na prethodni naqin imamo∣∣∣∣∣∣∣∣∫
Ω

A XBdµ

∣∣∣∣∣∣∣∣
(k)

6

∣∣∣∣∣∣∣∣∫
Ω

A YBdµ

∣∣∣∣∣∣∣∣
(k)

+

∣∣∣∣∣∣∣∣∫
Ω

A ZBdµ

∣∣∣∣∣∣∣∣
(k)

6

∣∣∣∣∣∣∣∣∫
Ω

A YBdµ

∣∣∣∣∣∣∣∣
1
+ k
∣∣∣∣∣∣∣∣∫

Ω

A ZBdµ

∣∣∣∣∣∣∣∣
∞

6 M
∣∣∣∣Y ∣∣∣∣1 +Mk

∣∣∣∣Z∣∣∣∣
∞
= M

∣∣∣∣X ∣∣∣∣
(k), (2.3.8)

gde je prva nejednakost u (2.3.8) nejednakost trougla, druga je posledica

ve� prime�enih nejednakosti izme�u Ki Fanove, nuklearne i operatorske

norme, dok posledǌa nejednakost sledi primenom dela a) i b) na odgo-

varaju�u normu, gde je sa M oznaqen maksimum iz (2.3.4). Na kraju, primenom

Teoreme 2.1.1 nejednakost (2.3.8) se proxiruje na sve unitarno invarijantne

norme.
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Glava 3

Неjеднакост Коши - Шварца у

Шатеновим идеалима

3.1 Основна неjеднакост и спектрални оператори

дефекта

U ovom odeǉku bi�e prikazane nejednakosti za norme elemenatrnih ope-

ratora i transformacija t. s. p. na Xatenovim idealima. Za familiju

Xatenovih normi uslovi pod kojima va�e date nejednakosti su najbla�i,

odnosno ne zahtevaju pretpostavke o komutativnosti i normalnosti fami-

lija operatora koje definixu elementarne operatore i transformacije t.

s.p. Predstavǉene nejednakosti bi�e prikazane u terminima spektralnih

operatora defekta, u kojima poprimaju kompaktniji oblik.

U celoj ovoj glavi (Ω,µ) �e oznaqavati prostor sa σ−konaqnom merom.

Za poqetak navedimo varijantu Koxi1 - Xvarcove2 nejednakosti za Xa-

tenove norme [13, Teorema 3.3], na kojoj �e se bazirati dobijeni rezultati.

Teorema 3.1.1. Neka su A ,B : Ω→B(H ) slabo∗ merǉive funkcije, takve da

1Коши - Augustin Cauchy (1789 - 1857)
2Шварц - Herman Schwarz (1843 - 1921)
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su At ,A ∗
t ,Bt ,B∗t kvadratno integrabilne familije. Tada je∣∣∣∣∣∣∣∣∫

Ω

A XBdµ

∣∣∣∣∣∣∣∣
p

6

∣∣∣∣∣∣∣∣ 2q

√∫
Ω

A ∗
(∫

Ω

A A ∗dµ

)q−1

A dµX 2r

√∫
Ω

B

(∫
Ω

B∗Bdµ

)r−1

B∗dµ

∣∣∣∣∣∣∣∣
p
, (3.1.1)

za sve X ∈ Cp(H ) i sve p,q,r > 1, takve da je 2
p = 1

q +
1
r .

Pre nego xto pre�emo na primene prethodne teoreme, posmatra�emo

jox neka svojstva transformacija t. s. p. Primetimo da na osnovu (2.3.2)

za kvadratno integrabilnu familiju A imamo
∣∣∣∣∫

Ω
A ∗⊗A dµ

∣∣∣∣
B(H )7→B(H )

6∣∣∣∣∫
Ω

A ∗A dµ
∣∣∣∣, dok zamenom X ··= I dobijamo da prethodna nejednakost zapravo

postaje jednakost. Samim tim nejednakost (2.3.2) mo�emo zapisati i kao∣∣∣∣∣∣∣∣∫
Ω

A ⊗Bdµ

∣∣∣∣∣∣∣∣6
√∣∣∣∣∣∣∣∣∫

Ω

A ⊗A ∗dµ

∣∣∣∣∣∣∣∣
√∣∣∣∣∣∣∣∣∫

Ω

B∗⊗Bdµ

∣∣∣∣∣∣∣∣, (3.1.2)

dok u narednoj lemi vidimo da sliqna nejednakost va�i i za spektralne

radijuse datih transformacija.

Lema 3.1.2. Neka su A ,B : Ω→B(H ) slabo∗ merǉive funkcije, takve da su

A ∗ i B kvadratno integrabilne. Tada
∫

Ω
A ⊗Bdµ : B(H )→B(H ) ima svoj

spektralni radijus za koji va�i

r
(∫

Ω

A ⊗B dµ

)
6

√
r
(∫

Ω

A ⊗A ∗ dµ

)
·

√
r
(∫

Ω

B∗⊗B dµ

)
· (3.1.3)

Ukoliko je Bt =A ∗
t za sve t ∈Ω, tada nejednakost u (3.1.3) prelazi u jednakost.

Dokaz. Primetimo prvo da je operator
(∫

Ω
A ⊗B dµ

)n zadat sa(∫
Ω

A ⊗B dµ

)n

X =
∫

Ω

· · ·
∫

Ω

Atn . . .At1XBt1 . . .Btndµ(t1) . . .dµ(tn),

gde je X ∈ B(H ). Jednostavnosti radi, oznaqimo sa A
|n〉
(t1,··· ,tn)

def
= Atn · · ·At1,

analogno B
|n〉
(t1,··· ,tn)

def
= Bt1 · · ·Btn kao i meru µ×·· ·×µ︸ ︷︷ ︸

n - puta

sa µn. Kako je u datoj
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notaciji
(∫

Ω
A ⊗B dµ

)n
=
∫

Ωn A |n〉⊗B|n〉 dµn, a samim tim daǉe dobijamo∣∣∣∣∣∣∣∣(∫
Ω

A ⊗B dµ

)n∣∣∣∣∣∣∣∣ 1
n

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∫
Ωn

A |n〉⊗B|n〉 dµ
n
∣∣∣∣∣∣∣∣ 1

n

6

∣∣∣∣∣∣∣∣∫
Ωn

A |n〉⊗A |n〉∗dµ
n
∣∣∣∣∣∣∣∣ 1

2n
∣∣∣∣∣∣∣∣∫

Ωn
B|n〉∗⊗B|n〉 dµ

n
∣∣∣∣∣∣∣∣ 1

2n

(3.1.4)

=

∣∣∣∣∣∣∣∣(∫
Ω

A ⊗A ∗ dµ

)n∣∣∣∣∣∣∣∣ 1
2n
∣∣∣∣∣∣∣∣(∫

Ω

B∗⊗B dµ

)n∣∣∣∣∣∣∣∣ 1
2n

, (3.1.5)

za svako n∈N, gde (3.1.4) sledi primenom (3.1.2), dok je jednakost (3.1.5) samo

primena uvedene notacije. Puxtaǌem da n→∞, saglasno osnovnom svojstvu

spektralnog radijusa, dobijamo (3.1.3).

Da bi pokazali jednakost u sluqaju Bt = A ∗
t , kao xto je ve� navedeno,

uzimaǌem da je X ··= I dobijamo jednakost u (3.1.2). Samim tim, u tom

sluqaju, dobijamo jednakost i u (3.1.4), xto zavrxava dokaz leme.

Definicija 3.1.3. Neka je A : Ω 7→B(H ) slabo∗ merǉiva familija, takva

da r
(∫

Ω
A ∗⊗A dµ

)
6 1. Za transformaciju

∫
Ω

A ∗ ⊗A dµ definixemo ǌen

spektralni operator defekta

∆A
def
= s− lim

ρ↗1

(
I +

∞

∑
n=1

ρ
2n
∫

Ωn
|At1 · · ·Atn|

2 dµ
n(t1, · · · , tn)

)−1/2

. (3.1.6)

Primetimo prvo da kako je r
(∫

Ω
A ∗⊗A dµ

)
6 1, to je ||(

∫
Ω

A ∗⊗A dµ)n||=

||
∫

Ωn |A |n〉|2dµn|| 6 cn za svako c > 1 i sve n > N(c). Samim tim red iz (3.1.6)

konvergira za svako 0 < ρ < 1.

Daǉe, kako su svi sabirci u sumi na desnoj strani (3.1.6) pozitivni, a

funkcije t 7→ t−1 i t 7→ t1/2 operatorne monotono opadaju�a i rastu�a, tim

redom, imamo da je data familija opadaju�a (po ρ) familija pozitivno

definitnih operatora, koja samim tim i jako konvergira, xto opravdava

datu definiciju. Tako�e, kako su svi operatori na desnoj strani (3.1.6)

kontrakcije, to je i ∆A pozitivno definitna kontrakcija.

Napomena 2. Ukoliko je operator I+∑
∞
n=1

∫
Ωn
|A |n〉|2 dµn ograniqen, xto je po

Teoremi Banah Xtajnhausa ekvivalentno sa ∑
∞
n=1

∫
Ωn ||A |n〉 f ||2dµn <+∞ za sve
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f ∈H , on je i invertibilan i inverz mu je ∆2
A . Kako je ovo uvek sluqaj za

familiju ρA za ρ < 1 (ili opxtije za bilo koju familiju B za koju je

r
(∫

Ω
B∗⊗B dµ

)
< 1), vidimo da je ∆

−2
ρA = I +∑

∞
n=1 ρ2n∫

Ωn |A |n〉|2dµn, pa samim

tim (3.1.6) mo�emo kompaktnije zapisati sa ∆A = s− limρ↗1 ∆ρA .

Na slede�em jednostavnom primeru spektralni operator defekta mo�e-

mo i eksplicitno da izraqunamo.

Primer 1. Neka je Ω jednoqlan skup mere jedan i A = {S}, gde je S : `2 →

`2 : (x1, · · · ,xn, · · ·) 7→ (0,x1, · · · ,xn−1, · · ·) operator jednostranog pomaka u desno.

Tada je A ∗ = {S∗} gde je S∗ : `2 → `2 : (x1, · · · ,xn+1, · · ·) 7→ (x2, · · · ,xn, · · ·) i nepo-

srednim raqunom se proverava da je S∗nSn = I i SnS∗n = I−∑
n
k=1 ek⊗ e∗k , gde je

{en}∞
n=1 standardna baza u `2. Dakle, ukoliko za proizvoǉnu kontrakciju B

sa ∆B oznaqimo ∆{B}, dobijamo

∆Sn = s− lim
ρ↗1

∆ρSn = s− lim
ρ↗1

(
∞

∑
k=0

ρ
2kS∗knSkn

)−1/2

= s− lim
ρ↗1

√
1−ρ2I = 0.

Oznaqimo daǉe sa Pm = ∑
m
k=1 ek⊗ e∗k . Opet, direktno se dobija

∆S∗n = s− lim
ρ↗1

∆ρS∗n = s− lim
ρ↗1

(
∞

∑
k=0

ρ
2kSknS∗kn

)−1/2

= s− lim
ρ↗1

(
∞

∑
k=0

ρ
2k(I−Pkn

))−1/2

= s− lim
ρ↗1

(
∞

∑
k=0

ρ
2k

∞

∑
l=k+1

(
Pln−P(l−1)n

))−1/2

= s− lim
ρ↗1

(
∞

∑
l=1

l−1

∑
k=0

ρ
2k

nl

∑
j=n(l−1)+1

e j⊗ e∗j

)−1/2

= s− lim
ρ↗1

∞

∑
l=1

1√
∑

l−1
k=0 ρ2k

nl

∑
j=n(l−1)+1

e j⊗ e∗j =
∞

∑
l=1

1√
l

nl

∑
j=n(l−1)+1

e j⊗ e∗j . (3.1.7)

Dakle, ∆S∗n pripada svim Cp(H ) prostorima za p > 2, sa sopstvenim vred-

nostima { 1√
k
}∞

k=1 od kojih svaka ima vixestrukost n.

Jox jedan sluqaj u kome se mo�e eksplicitno dati formula za ∆A je

sluqaj kada se familija A sastoji od me�usobno komutiraju�ih normalnih

operatora, preciznije kada va�i A ∗
t As = AsA ∗

t za sve s, t ∈Ω.
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Lema 3.1.4. Neka se {At}t∈Ω sastoji od me�usobno komutiraju�ih normalnih

operatora i neka je
∫

Ω
A ∗A dµ 6 I. Tada

∆A =

√
I−

∫
Ω

A ∗A dµ. (3.1.8)

Dokaz. Kako se familija {At}t∈Ω sastoji od me�usobno komutiraju�ih nor-

malnih operatora, to At komutira sa
∫

Ω
A ∗A dµ za svako t ∈Ω. Samim tim

va�i∫
Ωn

∣∣∣A |n〉
∣∣∣2 dµ

n =
∫

Ωn
|At1 · · ·Atn|

2 dµ
n(t1,· · ·, tn) =

(∫
Ω

A ∗
t At dµ(t)

)n

=

(∫
Ω

|A |2 dµ

)n

.

Dakle, r
(∫

Ω
A ∗⊗A dµ

)
=
∣∣∣∣∫

Ω
A ∗A dµ

∣∣∣∣6 1, a tako�e imamo

∆A = s− lim
ρ↗1

(
I +

∞

∑
n=1

ρ
2n
∫

Ωn

∣∣∣A |n〉
∣∣∣2 dµ

n
)− 1

2

= s− lim
ρ↗1

(
I +

∞

∑
n=1

ρ
2n
(∫

Ω

|A |2 dµ

)n)− 1
2

= s− lim
ρ↗1

√
I−ρ2

∫
Ω

A ∗A dµ =

√
I−

∫
Ω

A ∗A dµ, (3.1.9)

gde posledǌa jednakost u (3.1.9) sledi iz jake neprekidnosti operacije ko-

renovaǌa na pozitivno definitnim operatorima.

Slede�e uopxteǌe pojma spektralnog operatora defekta tako�e �e biti

korix�eno u daǉem radu.

Definicija 3.1.5. Za A ∈B(H ), takav da je r(A) 6 1 i α > 0, definixemo

klasu ǌegovih α-spektralnih operatora defekta

∆A,α
def
= s− lim

ρ↗1

(
∞

∑
n=0

ρ
2n Γ(n+α)

n!Γ(α) A∗nAn
)−1

2
. (3.1.10)

Analogno prethodnom, kako je r(A)6 1, to je
∣∣∣∣An

∣∣∣∣< cn, za sve c > 1 i sve

n > N(c). Kako stepeni red ∑
∞
n=0 ρ2n Γ(n+α)

n!Γ(α) ima radijus konvergencije 1, red

pod korenom iz (3.1.10) konvergira za svako ρ < 1. Daǉe, sliqno kao i u

(3.1.6), budu�i da su svi sabirci na desnoj strani (3.1.10) pozitivni i kako

je prvi sabirak identiqki operator, vidi se da je familija operatora iz
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(3.1.10) opadaju�a po ρ familija pozitivno definitnih operatora, odakle

imamo da je definicija korektna, kao i da je ∆A,α pozitivno definitna

kontrakcija.

Sliqno kao u napomeni 2, ukoliko je operator ∑
∞
n=0

Γ(n+α)
n!Γ(α) A∗nAn ograni-

qen, xto je ekvivalentno tome da je ∑
∞
n=0

Γ(n+α)
n!Γ(α) ||A

n f ||2 < +∞ za svako f ∈H ,

pri qemu je ǌegov inverz ∆2
A,α . Analogno, va�i i ∆A,α = limρ↗1 ∆ρA,α .

Primetimo jox, da ukoliko je Ω jednoqlan skup mere jedan, tada je ∆A,1 =

∆{A}.

Kako su koeficijenti Γ(n+α)
n!Γ(α) iz (3.1.10) zapravo jednaki (−1)n(−α

n

)
, opet

u sluqaju normalne kontrakcije A operator ∆A,α mo�emo i eksplicitno

izraqunati.

Lema 3.1.6. Ukoliko je A ∈B(H ) normalna kontrakcija i α > 0, tada je

∆A,α =
(

I−A∗A
)α

2
.

Dokaz. Kako je A normalna kontrakcija, za 0 < ρ < 1 imamo
∞

∑
n=0

ρ
2n Γ(n+α)

n!Γ(α) A∗nAn =
∞

∑
n=0

ρ
2n(−1)n(−α

n

)
(A∗A)n =

(
I−ρ

2A∗A
)−α

,

gde se posledǌa jednakost dobija primenom spektralnog raquna, kao i qiǌe-

nice da red ∑
∞
n=0 ρ2n(−1)n(−α

n

)
x2n ravnomerno po x konvergira na [0,1]. Samim

tim

∆A,α = lim
ρ↗1

(
∞

∑
n=0

ρ
2n Γ(n+α)

n!Γ(α) A∗nAn
)− 1

2

= lim
ρ↗1

(
I−ρ

2A∗A
)α

2
=
(
I−A∗A

)α

2 ,

gde posledǌa jednakost opet sledi primenom spektralnog raquna, qime se

zavrxava dokaz.

Napomenimo da je za kontrakciju A klasiqni operator defekta DA
def
=

√
I−A∗A (videti [23, Glava 1]), pa po prethodnoj lemi, u sluqaju normalne

kontrakcije A va�i ∆A,α = Dα
A , za sve α > 0.

Navedimo jox jedan tehniqki rezultat koji �e biti korix�en u daǉem

radu.

21



Lema 3.1.7. Za α > 0 i A ∈B(H ), za koji je r(A)6 1, je

∆A,α ·
∞

∑
n=0

Γ(n+α)
n!Γ(α) A∗nAn ·∆A,α 6 I.

Dokaz. Kako je funkcija t 7→ t−1 operatorna monotono opadaju�a na (0,∞),

saglasno definiciji ∆A,α imamo da je

∆
2
ρA,α 6

( N

∑
n=0

ρ
2n Γ(n+α)

n!Γ(α) A∗nAn
)−1

, (3.1.11)

za svako N ∈ N i svako ρ ∈ [0,1). Kao xto smo ve� primetili ∆ρA,α jako

konvergira ka ∆A,α , a isti argument obezbe�uje i jaku konvergenciju opera-

tora
(
∑

N
n=0 ρ2n Γ(n+α)

n!Γ(α) A∗nAn)−1 ka operatoru
(
∑

N
n=0

Γ(n+α)
n!Γ(α) A∗nAn)−1

, pa puxtaǌem

da ρ ↗ 1 u (3.1.11) dobijamo

∆
2
A,α 6

( N

∑
n=0

Γ(n+α)
n!Γ(α) A∗nAn

)−1

,

za svako N ∈ N. Samim tim je( N

∑
n=0

Γ(n+α)
n!Γ(α) A∗nAn

) 1
2

∆
2
A,α

( N

∑
n=0

Γ(n+α)
n!Γ(α) A∗nAn

) 1
2

6 I,

xto je ekvivalentno sa
∣∣∣∣∆A,α

(
∑

N
n=0

Γ(n+α)
n!Γ(α) A∗nAn) 1

2
∣∣∣∣6 1. Samim tim za adjungo-

vani operator va�i
∣∣∣∣(∑N

n=0
Γ(n+α)
n!Γ(α) A∗nAn) 1

2 ∆A,α
∣∣∣∣6 1, a odatle i

∆A,α ·
N

∑
n=0

Γ(n+α)
n!Γ(α) A∗nAn ·∆A,α 6 I.

Dakle, za svako N ∈ N i svako f ∈H va�i

N

∑
n=0

Γ(n+α)
n!Γ(α)

∣∣∣∣An
∆A,α f

∣∣∣∣2 =〈 N

∑
n=0

Γ(n+α)
n!Γ(α) ∆A,αA∗nAn

∆A,α f , f

〉
6 〈 f , f 〉=

∣∣∣∣ f
∣∣∣∣2, (3.1.12)

odakle je, po teoremi Banah - Xtajnhausa, operator ∆A,α
∞

∑
n=0

Γ(n+α)
n!Γ(α) A∗nAn∆A,α

ograniqen, a tako�e va�i i
〈

∞

∑
n=0

Γ(n+α)
n!Γ(α) ∆A,αA∗nAn∆A,α f , f

〉
6 〈 f , f 〉, xto zavr-

xava dokaz leme.
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3.2 Неjеднакости у Шатеновим идеалима

U ovom odeǉku predstavi�emo nejednakosti za Xatenove norme linearnih

transformacija vezanih za kontraktivne elementarne operatore i trans-

formacije t. s. p. prikazanim u [22] i [19]. Polazna taqka u ovim razma-

traǌima je [13, Teorema 4.1], odnosno ǌena najjednostavnija varijanta [11,

Teorema 2.3], koju navodimo zarad qitaoqeve udobnosti.

Teorema 3.2.1. Neka su A ,B : Ω→B(H ) slabo∗ merǉive familije, od kojih

se svaka sastoji od me�usobno komutiraju�ih normalnih operatora, takvih

da je
∫

Ω
A ∗A dµ 6 I i

∫
Ω

B∗B dµ 6 I. Tada je∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
√

I−
∫

Ω

A ∗A dµX
√

I−
∫

Ω

B∗B dµ

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣6
∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣X−

∫
Ω

A XB dµ

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣, (3.2.1)

za sve X ∈ C|||·|||(H ).

Primenom rezultata iz prethodnog odeǉka, dobijamo naredno uopxteǌe

za Xatenove ideale, prikazano u [19, Teorema 3.1].

Teorema 3.2.2. Neka su A ,B : Ω→B(H ) slabo∗ merǉive familije, takve da

je r
(∫

Ω
A ∗⊗A dµ

)
6 1,r

(∫
Ω

B∗⊗B dµ

)
6 1 i

∞

∑
n=0

∫
Ωn

∣∣∣∣A ∗
t1 · · ·A

∗
tn f
∣∣∣∣2 + ∣∣∣∣B∗t1 · · ·B∗tn f

∣∣∣∣2dµ
n(t1, · · · , tn)<+∞, za sve f ∈H .

(3.2.2)

Tada je r
(∫

Ω
A ⊗A ∗ dµ

)
6 1 i r

(∫
Ω

B⊗B∗ dµ

)
6 1 i va�i∣∣∣∣∣∣∣∣∆1− 1

q
A X∆

1− 1
r

B

∣∣∣∣∣∣∣∣
p
6

∣∣∣∣∣∣∣∣∆− 1
q

A ∗

(
X−

∫
Ω

A ∗
t XBt dµ(t)

)
∆
− 1

r
B∗

∣∣∣∣∣∣∣∣
p
, (3.2.3)

za sve X ∈ Cp(H ) i sve p,q,r > 1, takve da je 2
p = 1

q +
1
r .

Dokaz. Poka�imo prvo da je pod datim pretpostavkama r
(∫

Ω
A ⊗A ∗ dµ

)
6 1,

xto je neophodan uslov za definisanost spektralnog operatora defekta

∆A ∗. Na osnovu uslova (3.2.2), operator ∑
∞
n=0

∫
Ωn

∣∣A ∗
t1 · · ·A

∗
tn

∣∣2dµn(t1, · · · , tn) je
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ograniqen na H , a prema napomeni 2 jednak je operatoru ∆
−2
A ∗. Tako�e, ∆

−2
A

je odozdo ograniqen sa I. Kako je∣∣∣∣∣∣∣∣(∫
Ω

A ⊗A ∗dµ

)n∣∣∣∣∣∣∣∣= ∣∣∣∣∣∣∣∣∫
Ωn

A |n〉⊗A |n〉∗ dµ
n
∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∫
Ωn

∣∣∣A ∗|n〉
∣∣∣2 dµ

n
∣∣∣∣∣∣∣∣6 ∣∣∣∣∣∣∣∣ ∞

∑
n=0

∫
Ωn

∣∣∣A ∗|n〉
∣∣∣2 dµ

n
∣∣∣∣∣∣∣∣= ∣∣∣∣∣∣∆−2

A ∗

∣∣∣∣∣∣,
dobijamo

r
(∫

Ω

A ⊗A ∗ dµ

)
= inf

n∈N

∣∣∣∣∣∣∣∣(∫
Ω

A ⊗A ∗ dµ

)n∣∣∣∣∣∣∣∣1/n

6 inf
n∈N

∣∣∣∣∣∣∆−2
A ∗

∣∣∣∣∣∣1/n
= 1.

Analogno, ∆
−2
B∗ = ∑

∞
n=0

∫
Ωn

∣∣B|n〉∗∣∣2 dµn je ograniqen operator na H i tako�e je

r
(∫

Ω
B⊗B∗ dµ

)
6 1. Daǉe, za svako ρ ∈ [0,1) je(

I−ρ
2
∫

Ω

A ∗⊗Bdµ

)−1

=
∞

∑
n=0

ρ
2n
(∫

Ω

A ∗⊗Bdµ

)n

=
∞

∑
n=0

ρ
2n
∫

Ωn
A |n〉∗⊗B|n〉 dµ

n, (3.2.4)

odakle sledi∣∣∣∣∣∣∣∣∆1− 1
q

ρA X∆
1− 1

s
ρB

∣∣∣∣∣∣∣∣
p
=

∣∣∣∣∣∣∣∣ ∞

∑
n=0

ρ
2n

∆
1− 1

q
ρA

∫
Ωn

A |n〉∗
(

X−ρ
2
∫

Ω

A ∗XB dµ

)
B|n〉 dµ

n
∆

1− 1
s

ρB

∣∣∣∣∣∣∣∣
p

6

∣∣∣∣∣∣∣∣Cρ

(
X−ρ

2
∫

Ω

A ∗XBdµ

)
Dρ

∣∣∣∣∣∣∣∣
p

(3.2.5)

po Teoremi 3.1.1, gde je

Cρ

def
=

(
∞

∑
n=0

ρ
2n
∫

Ωn
A |n〉

∆
1− 1

q
ρA

(
∞

∑
n=0

ρ
2n

∆
1− 1

q
ρA

∫
Ωn

∣∣A |n〉∣∣2 dµ
n
∆

1− 1
q

ρA

)q−1

∆
1− 1

q
ρA A |n〉∗ dµ

n
) 1

2q

=

(
∞

∑
n=0

ρ
2n
∫

Ωn
A |n〉

∆
1− 1

q
ρA

(
∆

1− 1
q

ρA ∆
−2
ρA ∆

1− 1
q

ρA

)q−1
∆

1− 1
q

ρA A |n〉∗ dµ
n
) 1

2q

=

(
∞

∑
n=0

ρ
2n
∫

Ωn
A |n〉A |n〉∗dµ

n
) 1

2q

= ∆
− 1

q
ρA ∗. (3.2.6)

Na isti naqin dobija se i

Dρ

def
=

(
∞

∑
n=0

ρ
2n
∫

Ωn
B|n〉∆

1− 1
s

ρB

(
∞

∑
n=0

ρ
2n

∆
1− 1

s
ρB

∫
Ωn

∣∣∣B|n〉∣∣∣2 dµ
n
∆

1− 1
s

ρB

)s−1

∆
1− 1

s
ρB B|n〉∗ dµ

n
) 1

2s

= ∆
− 1

s
ρB∗. (3.2.7)
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Za kompletiraǌe dokaza (3.2.3), ostaje da se u (3.2.5) sa ρA i ρB pre�e na

A i B. Prvo, primetimo da nejednakost ∆
−2
ρA ∗ 6 ∆

−2
A ∗ , koju imamo na osnovu

ρ2n∫
Ωn |A |n〉|2dµn 6

∫
Ωn |A |n〉|2dµn i definicije operatora ∆A , daǉe povlaqi

nejednakost ∆
−2/q
ρA ∗ 6 ∆

−2/q
A ∗ , zahvaǉuju�i tome xto su funkcije t 7→ t1/q opera-

torne monotono rastu�e na [0,+∞) (zbog q > 1). Analogno imamo i da je

∆
−2/r
ρB∗ 6 ∆

−2/r
B∗ , a samim tim, na osnovu Leme 2.1.2 i∣∣∣∣∣∣∣∣∆− 1

q
ρA ∗

(
X−ρ

2
∫

Ω

A ∗XB dµ

)
∆
− 1

r
ρB∗

∣∣∣∣∣∣∣∣
p
6

∣∣∣∣∣∣∣∣∆− 1
q

A ∗

(
X−ρ

2
∫

Ω

A ∗XB dµ

)
∆
− 1

r
B∗

∣∣∣∣∣∣∣∣
p
. (3.2.8)

Da bismo zavrxili dokaz, ostaje da primenimo poluneprekidnost odozdo

Xatenovih normi∣∣∣∣∣∣∣∣∆1− 1
q

A X∆
1− 1

r
B

∣∣∣∣∣∣∣∣
p
=

∣∣∣∣∣∣∣∣w− lim
ρ↗1

∆
1− 1

q
ρA X∆

1− 1
r

ρB

∣∣∣∣∣∣∣∣
p

6 liminf
ρ↗1

∣∣∣∣∣∣∣∣∆− 1
q

ρA ∗

(
X−ρ

2
∫

Ω

A ∗XB dµ

)
∆
− 1

r
ρB∗

∣∣∣∣∣∣∣∣
p

6 liminf
ρ↗1

∣∣∣∣∣∣∣∣∆− 1
q

A ∗

(
X−ρ

2
∫

Ω

A ∗XB dµ

)
∆
− 1

r
B∗

∣∣∣∣∣∣∣∣
p
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∆− 1
q

A ∗

(
X−

∫
Ω

A ∗XBdµ

)
∆
− 1

r
B∗

∣∣∣∣∣∣∣∣
p
,

xto zavrxava dokaz (3.2.3).

Napomena 3. Primetimo da u sluqaju p ··=+∞, gde formalno uzimamo 1
q
··=

1
r
··= 0, prethodna nejednakost va�i za sve X ∈B(H ) (dakle, ne samo za X ∈

C∞(H )). Zaista, u ovom sluqaju tra�ena nejednakost glasi∣∣∣∣∣∣∆A X∆B

∣∣∣∣∣∣6 ∣∣∣∣∣∣X−∫
Ω

A ∗
t XBt dµ(t)

∣∣∣∣∣∣, (3.2.9)

pa analognim argumentacijom kao u prethodnom dokazu, za sve ρ ∈ [0,1) do-

bijamo∣∣∣∣∣∣∆ρA X∆ρB

∣∣∣∣∣∣= ∣∣∣∣∣∣∣∣ ∞

∑
n=0

ρ
2n

∆ρA

∫
Ωn

A |n〉∗
(

X−ρ
2
∫

Ω

A ∗XB dµ

)
B|n〉 dµ

n
∆ρB

∣∣∣∣∣∣∣∣
6

√∣∣∣∣∣∣∣∣ ∞

∑
n=1

ρ2n∆ρA

∫
Ωn

A |n〉∗A |n〉 dµn∆ρA

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ∞

∑
n=1

ρ2n∆ρB

∫
Ωn

B|n〉∗B|n〉 dµn∆ρB

∣∣∣∣∣∣∣∣ (3.2.10)

×
∣∣∣∣∣∣∣∣X−ρ

2
∫

Ω

A ∗XB dµ

∣∣∣∣∣∣∣∣6 ∣∣∣∣∣∣∣∣X−ρ
2
∫

Ω

A ∗XB dµ

∣∣∣∣∣∣∣∣. (3.2.11)
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Nejednakost (3.2.10) sledi primenom (2.3.2), a vidimo i da su saglasno defi-

niciji operatora ∆A operatorne sume u (3.2.10) kontrakcije, odakle sledi

i nejednakost u (3.2.11). Ostatak dokaza je isti kao i u sluqaju Xatenovih

normi. Primetimo jox da nam u ovom sluqaju uslov (3.2.2) nije potreban.

Za proizvoǉne A,B∈B(H ) jedan od osnovnih primera elementarnog ope-

ratora, a time i transformacije t.s.p, jeste operator dvostranog mno�eǌa

A∗⊗B : B(H )→B(H ) : X 7→ A∗XB, kada se prostor sa merom sastoji samo od

jedne taqke mere jedan. Ukoliko je r(A)6 1 imamo

r
(
A∗⊗A

)
= inf

n∈N

∣∣∣∣∣∣∣∣An∣∣2∣∣∣∣∣∣ 1
2n
= inf

n∈N

∣∣∣∣An∣∣∣∣ 1
n = r(A) = r(A∗) = r(A⊗A∗)6 1,

kao i ∆rA = ∑
∞
n=0 r2nA∗nAn, a samim tim ∆A = s− limρ↗1

(
∑

∞
n=0 ρ2nA∗nAn)−1/2

, xto

je zapravo
√

s− limρ↗1
(
∑

∞
n=0 ρ2nA∗nAn

)−1 na osnovu jake neprekidnosti kore-

novaǌa pozitivno definitnih operatora. Zajedno sa analognim zakǉuqkom

za ∆B, Teorema 3.2.2 u ovom specijalnom sluqaju daje

Posledica 3.2.3. Neka su A,B∈B(H ) takvi da r(A),r(B)6 1. Tada je za svako

X ∈B(H )∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
√

s− lim
ρ↗1

(
∞

∑
n=0

ρ2nA∗nAn

)−1

X

√
s− lim

ρ↗1

(
∞

∑
n=0

ρ2nB∗nBn

)−1
∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣6 ∣∣∣∣X−A∗XB

∣∣∣∣. (3.2.12)

Ukoliko je jox i ∑
∞
n=0
∣∣∣∣A∗n f

∣∣∣∣2 + ∣∣∣∣B∗n f
∣∣∣∣2 <+∞ za sve f ∈H , tada va�i∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣
(

s− lim
ρ↗1

(
∞

∑
n=0

ρ
2nA∗nAn

)−1) 1
2−

1
2q

X
(

s− lim
ρ↗1

(
∞

∑
n=0

ρ
2nB∗nBn

)−1) 1
2−

1
2r
∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣

p

6

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
(

∞

∑
n=0

AnA∗n
) 1

q(
X−A∗XB

)( ∞

∑
n=0

BnB∗n
) 1

r
∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣

p

, (3.2.13)

za sve X ∈ Cp(H ) i sve p,q,r > 1, takve da je 2
p = 1

q +
1
r .

Na osnovu Leme 3.1.4, prethodni rezultat daje varijantu [11, Teore-

ma 2.3] za Xatenove norme i za operatore koji nisu obavezno normalni.

Ukoliko prethodnu posledicu primenimo na operator jednostranog pomaka

u desno, na osnovu primera 1, dobijamo
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Posledica 3.2.4. Za operator S jednostranog pomaka u desno, za sve m,n ∈ N

i sve X ∈B(H ) va�i∣∣∣∣∣∣∣∣( ∞

∑
k=1

1√
k

mk

∑
l=m(k−1)+1

el⊗ el
∗
)

X
(

∞

∑
k=1

1√
k

nk

∑
l=n(k−1)+1

el⊗ el
∗
)∣∣∣∣∣∣∣∣6 ∣∣∣∣X−SmXS∗n

∣∣∣∣. (3.2.14)

Drugi pravac uopxtavaǌa Teoreme 3.2.1, preciznije [11, Teoreme 2.3],

ima�e za ciǉ da na levoj strani nejednakosti te teoreme, osim drugog

korena bude i proizvoǉan pozitivan stepen α > 0. Tada �emo razmatrati

Xatenove norme i koristiti α-spektralni operator defekta ∆A,α , na sli-

qan naqin kao u Teoremi 3.2.2. Za poqetak navodimo tvr�eǌe koje se dobija

direktnom primenom Teoreme 3.1.1, u ǌenoj diskretnoj varijanti.

Lema 3.2.5. Neka je α > 0 i A,B ∈B(H ) takvi da va�i ∑
∞
n=0

Γ(n+α)
n!Γ(α) (

∣∣∣∣An f
∣∣∣∣2 +∣∣∣∣A∗n f

∣∣∣∣2 + ∣∣∣∣Bn f
∣∣∣∣2 + ∣∣∣∣B∗n f

∣∣∣∣2)<+∞, za sve f ∈H . Tada je∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ ∞

∑
n=0

Γ(n+α)
n!Γ(α) A∗nXBn

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣

p

6

∥∥∥∥∥
(

∞

∑
n=0

Γ(n+α)
n!Γ(α) An

(
∞

∑
n=0

Γ(n+α)
n!Γ(α) A∗nAn

)q−1

A∗n
) 1

2q

×X

(
∞

∑
n=0

Γ(n+α)
n!Γ(α) Bn

(
∞

∑
n=0

Γ(n+α)
n!Γ(α) B∗nBn

)r−1

B∗n
) 1

2r
∥∥∥∥∥

p

, (3.2.15)

za sve X ∈ Cp(H ) i sve p,q,r > 1 takve da je 2
p = 1

q +
1
r .

Korix�eǌem termina spektralnih operatora defekta, kao i u Teoremi

3.2.2, sliqnu nejednakost dobijamo u jednostavnijem zapisu i pod drugaqi-

jim uslovima, kako je pokazano u [22]. U dokazu �emo koristiti neke od

osnovnih osobina holomorfnog funkcionalnog raquna Danford3 - Risa4 na

B(H ), specijalno formulu ( f g)(A) = f (A)g(A), za qiji se dokaz mo�e pogle-

dati [7, Lema 2.1].

Teorema 3.2.6. Neka je α > 0 i A,B ∈B(H ) takvi da je r(A)6 1, r(B)6 1, kao

i r(A)r(B)< 1, a neka je jox i
∞

∑
n=0

Γ(n+α)
n!Γ(α)

(∣∣∣∣A∗n f
∣∣∣∣2 + ∣∣∣∣B∗n f

∣∣∣∣2)<+∞, za sve f ∈H . (3.2.16)

3Данфорд - Nelson Dunford (1906 - 1986)
4Рис - Frigyes Riesz (1880 - 1956)
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Tada je ∣∣∣∣∣∣∣∣∆1− 1
q

A,α

∞

∑
n=0

Γ(n+α)
n!Γ(α) A∗nXBn

∆
1− 1

r
B,α

∣∣∣∣∣∣∣∣
p
6

∣∣∣∣∣∣∣∣∆− 1
q

A∗,αX∆
− 1

r
B∗,α

∣∣∣∣∣∣∣∣
p

(3.2.17)

i ∣∣∣∣∣∣∣∣∆1− 1
q

A,α X∆
1− 1

r
B,α

∣∣∣∣∣∣∣∣
p
6

∣∣∣∣∣∣∣∣∆− 1
q

A∗,α

∞

∑
n=0

(−1)n(α

n

)
A∗nXBn

∆
− 1

r
B∗,α

∣∣∣∣∣∣∣∣
p
, (3.2.18)

za sve X ∈ Cp(H ) i sve p,q,r > 1, takve da je 2
p = 1

q +
1
r .

Napomena 4. Primetimo da je uslov
∞

∑
n=0

Γ(n+α)
n!Γ(α)

∣∣∣∣A∗n f
∣∣∣∣2 < +∞ ispuǌen u slu-

qaju r(A) < 1, tako da je on relevantan samo kada je r(A) = 1. Istovetan

zakǉuqak primeǌiv je i na operator B.

Dokaz. Kako je r(A∗) = r(A)6 1, to je operator ∆A∗,α dobro definisan, a zbog

(3.2.16) zapravo je jednak
( ∞

∑
n=0

Γ(n+α)
n!Γ(α) AnA∗n

)− 1
2
, pri qemu sliqno va�i i za

∆B∗,α . Po Teoremi 3.1.1 za 0 < ρ < 1 imamo∣∣∣∣∣∣∣∣∆1− 1
q

ρA,α

∞

∑
n=0

ρ
2n Γ(n+α)

n!Γ(α) A∗nXBn
∆

1− 1
r

ρB,α

∣∣∣∣∣∣∣∣
p
=

∣∣∣∣∣∣∣∣ ∞

∑
n=0

CnXDn

∣∣∣∣∣∣∣∣
p

6

∣∣∣∣∣∣∣∣( ∞

∑
n=0

C∗n
( ∞

∑
n=0

CnC∗n
)q−1

Cn

) 1
2q

X
( ∞

∑
n=0

Dn

( ∞

∑
n=0

D∗nDn

)r−1
D∗n
) 1

2r
∣∣∣∣∣∣∣∣

p
, (3.2.19)

gde je Cn
def
= ρn

√
Γ(n+α)
n!Γ(α) ∆

1− 1
q

ρA,αA∗n i Dn
def
= ρn

√
Γ(n+α)
n!Γ(α) Bn∆

1− 1
r

ρB,α . Kako je r(A∗) 6 1, za

sve ρ < 1 je ρ
n
√∣∣∣∣A∗n∣∣∣∣6 1+ρ

2 < 1, za sve n> N(ρ), a samim tim su uslovi Teoreme

3.1.1 ispuǌeni. Kao i u dokazu Teoreme 3.2.2, dobija se(
∞

∑
n=0

C∗n
( ∞

∑
n=0

CnC∗n
)q−1

Cn

) 1
2q

= ∆
− 1

q
ρA∗,α , (3.2.20)

odnosno (
∞

∑
n=0

Dn

( ∞

∑
n=0

D∗nDn

)r−1
D∗n

) 1
2r

= ∆
− 1

r
ρB∗,α , (3.2.21)

odakle vidimo da se (3.2.19) mo�e zapisati kao∣∣∣∣∣∣∣∣∆1− 1
q

ρA,α

∞

∑
n=0

ρ
2n Γ(n+α)

n!Γ(α) A∗nXBn
∆

1− 1
r

ρB,α

∣∣∣∣∣∣∣∣
p
6

∣∣∣∣∣∣∣∣∆− 1
q

ρA∗,αX∆
− 1

r
ρB∗,α

∣∣∣∣∣∣∣∣
p
. (3.2.22)

Kako i operatori ∆
−2
A∗,α i ∆

−2
B∗,α predstavǉaju ograniqene operatore, a kako

su funkcije t 7→ t
1
q i t 7→ t

1
r operatorne monotono rastu�e na [0,+∞) (zbog
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r,q > 1), imamo ∆
− 2

q
ρA∗,α 6 ∆

− 2
q

A∗,α i ∆
− 2

r
ρB∗,α 6 ∆

− 2
r

B∗,α . Daǉe prema Lemi 2.1.2, sliqno

kao kod dokaza Teoreme 3.2.2, imamo∣∣∣∣∣∣∆− 1
q

ρA∗,αX∆
− 1

r
ρB∗,α

∣∣∣∣∣∣
p
6
∣∣∣∣∣∣∆− 1

q
A∗,αX∆

− 1
r

B∗,α

∣∣∣∣∣∣
p
. (3.2.23)

Zbog monotonosti ∆
−2
ρA,α po ρ i kako je funkcija t 7→ t−1 operatorna monotono

opadaju�a na (0,+∞) imamo ∆2
A,α 6 ∆2

ρA,α , a kako je 0 6 1− 1
q 6 1, funkcija

t 7→ t1− 1
q je operatorna monotono rastu�a na [0,∞), qime je ∆

2− 2
q

A,α 6 ∆
2− 2

q
ρA,α , kao

i ∆
2− 2

r
B,α 6 ∆

2− 2
r

ρB,α . Sliqnom argumentacijom kao i u dokazu za (3.2.23) dobijamo∣∣∣∣∣∣∣∣∆1− 1
q

A,α

∞

∑
n=0

ρ
2n Γ(n+α)

n!Γ(α) A∗nXBn
∆

1− 1
r

B,α

∣∣∣∣∣∣∣∣
p
6

∣∣∣∣∣∣∣∣∆1− 1
q

ρA,α

∞

∑
n=0

ρ
2n Γ(n+α)

n!Γ(α) A∗nXBn
∆

1− 1
r

ρB,α

∣∣∣∣∣∣∣∣
p
, (3.2.24)

za sve ρ ∈ (0,1). Za zavrxetak dokaza (3.2.17), ostalo je jox samo da pustimo

da ρ ↗ 1 na levoj strani (3.2.24). Kako je r(A∗)r(B)= r(A)r(B)<1, za sve n >

N imamo n
√∣∣∣∣A∗n∣∣∣∣∣∣∣∣Bn

∣∣∣∣ 6 c < 1, a samim tim
∣∣∣∣A∗nXBn

∣∣∣∣
p 6 cn

∣∣∣∣X ∣∣∣∣p, odakle red
∞

∑
n=0

Γ(n+α)
n!Γ(α) A∗nXBn konvergira u Xatenovoj p-normi. Na osnovu toga dobijamo

∣∣∣∣∣∣∣∣ ∞

∑
n=0

ρ
2n Γ(n+α)

n!Γ(α) A∗nXBn−
∞

∑
n=0

Γ(n+α)
n!Γ(α) A∗nXBn

∣∣∣∣∣∣∣∣
p

6
∞

∑
n=0

∣∣∣Γ(n+α)
n!Γ(α) (1−ρ

2n)
∣∣∣∣∣∣∣An∣∣∣∣∣∣∣∣Bn∣∣∣∣∣∣∣∣X ∣∣∣∣p

6
N

∑
n=0

Γ(n+α)
n!Γ(α) (1−ρ

2n)M
∣∣∣∣X ∣∣∣∣p + ∞

∑
n=N+1

Γ(n+α)
n!Γ(α) cn∣∣∣∣X ∣∣∣∣p, (3.2.25)

gde je M ··= maxn∈N{||An||||Bn||}, koji se dosti�e budu�i da razmatrani niz

te�i nuli. Za N dovoǉno veliko drugi sabirak u (3.2.25) mo�e se uqiniti

proizvoǉno malim, jer dati red konvergira, a za tako izabrano N, prvi

sabirak te�i nuli kada ρ↗ 1. Samim tim operator
∞

∑
n=0

ρ2n Γ(n+α)
n!Γ(α) A∗nXBn kon-

vergira ka
∞

∑
n=0

Γ(n+α)
n!Γ(α) A∗nXBn u Xatenovoj p-normi kada ρ ↗ 1. Kako ovo po-

vlaqi slabu konvergenciju
∞

∑
n=0

ρ2n Γ(n+α)
n!Γ(α) A∗nXBn kada ρ ↗ 1, na osnovu polu-

neprekidnosti odozdo Xatenovih p - normi, iz (3.2.22), (3.2.23) i (3.2.24),
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dobijamo∣∣∣∣∣∣∣∣∆1− 1
q

A,α

∞

∑
n=0

Γ(n+α)
n!Γ(α) A∗nXBn

∆
1− 1

r
B,α

∣∣∣∣∣∣∣∣
p

=

∣∣∣∣∣∣∣∣w− lim
ρ→1−

∆
1− 1

q
A,α

∞

∑
n=0

ρ
2n Γ(n+α)

n!Γ(α) A∗nXBn
∆

1− 1
r

B,α

∣∣∣∣∣∣∣∣
p

6 liminf
ρ→1−

∣∣∣∣∣∣∣∣∆1− 1
q

A,α

∞

∑
n=0

ρ
2n Γ(n+α)

n!Γ(α) A∗nXBn
∆

1− 1
r

B,α

∣∣∣∣∣∣∣∣
p

6 liminf
ρ→1−

∣∣∣∣∣∣∣∣∆1− 1
q

ρA,α

∞

∑
n=0

ρ
2n Γ(n+α)

n!Γ(α) A∗nXBn
∆

1− 1
r

ρB,α

∣∣∣∣∣∣∣∣
p

6 liminf
ρ→1−

∣∣∣∣∣∣∆− 1
q

ρA∗,αX∆
− 1

r
ρB∗,α

∣∣∣∣∣∣
p
6 liminf

ρ→1−

∣∣∣∣∣∣∆− 1
q

A∗,αX∆
− 1

r
B∗,α

∣∣∣∣∣∣
p
=
∣∣∣∣∣∣∆− 1

q
A∗,αX∆

− 1
r

B∗,α

∣∣∣∣∣∣
p
, (3.2.26)

xto zavrxava dokaz (3.2.17).

Da bismo dokazali (3.2.18), oznaqimo sa Jρ : B(H )→B(H ) elementarne

operatore date sa JρX
def
=

∞

∑
n=0

ρ2n Γ(n+α)
n!Γ(α) A∗nXBn. Kako je r(A) 6 1 i r(B) 6 1, to

je n
√

ρ2n
∣∣∣∣A∗n∣∣∣∣∣∣∣∣Bn

∣∣∣∣6 ρ2 < 1, vidimo da su dati operatori definisani za sve

ρ < 1 i ograniqeni, a tako�e vidimo da va�i Jρ =
∞

∑
n=0

ρ2n Γ(n+α)
n!Γ(α) (A

∗⊗ B)n.

Odatle dobijamo da je Jρ =
(

I−ρ2A∗⊗B
)−α

u smislu Danford - Risovog

funkcionalnog raquna na B(H ), a samim tim je J −1
ρ =

(
I−ρ2A∗⊗B

)α

. Odat-

le, ukoliko je Z
def
= JρX , sledi da je X = J −1

ρ Z = ∑
∞
n=0(−1)n(α

n

)
ρ2nA∗nZBn i

uvo�eǌem date smene u (3.2.22) dobijamo∣∣∣∣∣∣∣∣∆1− 1
q

ρA,αZ∆
1− 1

r
ρB,α

∣∣∣∣∣∣∣∣
p
6

∣∣∣∣∣∣∣∣∆− 1
q

ρA∗,α

∞

∑
n=0

(−1)n(α

n

)
ρ

2nA∗nZBn
∆
− 1

r
ρB∗,α

∣∣∣∣∣∣∣∣
p
. (3.2.27)

Sliqno kao u dokazu (3.2.23) i (3.2.24), mo�e se pokazati∣∣∣∣∣∣∣∣∆− 1
q

ρA∗,α

∞

∑
n=0

(−1)n(α

n

)
ρ

2nA∗nZBn
∆
− 1

r
ρB∗,α

∣∣∣∣∣∣∣∣
p

6

∣∣∣∣∣∣∣∣∆− 1
q

A∗,α

∞

∑
n=0

(−1)n(α

n

)
ρ

2nA∗nZBn
∆
− 1

r
B∗,α

∣∣∣∣∣∣∣∣
p
, (3.2.28)

kao i ∣∣∣∣∣∣∆1− 1
q

A,α Z∆
1− 1

r
B,α

∣∣∣∣∣∣
p
6
∣∣∣∣∣∣∆1− 1

q
ρA,αZ∆

1− 1
r

ρB,α

∣∣∣∣∣∣
p
, (3.2.29)
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odakle je ∣∣∣∣∣∣∣∣∆1− 1
q

A,α Z∆
1− 1

r
B,α

∣∣∣∣∣∣∣∣
p
6

∣∣∣∣∣∣∣∣∆− 1
q

A∗,α

∞

∑
n=0

(−1)n(α

n

)
ρ

2nA∗nZBn
∆
− 1

r
B∗,α

∣∣∣∣∣∣∣∣
p
. (3.2.30)

Kako je r(A∗)r(B)< 1, imamo da je
∣∣∣∣A∗n∣∣∣∣∣∣∣∣Bn

∣∣∣∣< cn za neko 0< c< 1 i sve n>N(c).

Odatle sledi da red na desnoj strani konvergira apsolutno u Xatenovoj

p - normi za ρ = 1, pa puxtaǌem da ρ↗ 1 u (3.2.30) dobijamo tra�enu nejed-

nakost (3.2.18).

Iz dokaza prethodne teoreme vidimo da su uslovi r(A),r(B)6 1 i (3.2.16)

(izme�u ostalog, kao i u Teoremi 3.2.2) neophodni za definisanost opera-

tora ∆A,α ,∆B,α kao i za invertibilnost ∆A∗,α i ∆B∗,α . Uslov r(A)r(B) < 1 je

dovoǉan da opravda konvergencije u normama odgovaraju�ih elementarnih

operatora, pa nije bio neophodan u dokazu (3.2.3), jer je na desnoj strani

te nejednakosti samo jedan sabirak, dok je na desnoj strani (3.2.18) (xto

je u stvari analogna nejednakost nejednakosti (3.2.3)) beskonaqna suma. U

narednoj teoremi dajemo dovoǉne uslove i za sluqaj r(A) = r(B) = 1.

Teorema 3.2.7. Neka je α > 0, A,B ∈B(H ) takvi da je r(A)6 1,r(B)6 1 i

∞

∑
n=0

Γ(n+α)
n!Γ(α)

(∣∣∣∣A∗n f
∣∣∣∣2 + ∣∣∣∣B∗n f

∣∣∣∣2)<+∞, za sve f ∈H . (3.2.31)

a) Ukoliko va�i

∞

∑
n=0

Γ(n+α)
n!Γ(α)

(∣∣∣∣An f
∣∣∣∣2 + ∣∣∣∣Bn f

∣∣∣∣2)<+∞, za sve f ∈H , (3.2.32)

tada je ∣∣∣∣∣∣∣∣∆1− 1
q

A,α

∞

∑
n=0

Γ(n+α)
n!Γ(α) A∗nXBn

∆
1− 1

r
B,α

∣∣∣∣∣∣∣∣
p
6

∣∣∣∣∣∣∣∣∆− 1
q

A∗,αX∆
− 1

r
B∗,α

∣∣∣∣∣∣∣∣
p
. (3.2.33)

b) Ukoliko su A i B kontrakcije, tada je∣∣∣∣∣∣∣∣∆1− 1
q

A,α X∆
1− 1

r
B,α

∣∣∣∣∣∣∣∣
p
6

∣∣∣∣∣∣∣∣∆− 1
q

A∗,α

∞

∑
n=0

(−1)n(α

n

)
A∗nXBn

∆
− 1

r
B∗,α

∣∣∣∣∣∣∣∣
p
, (3.2.34)

za sve X ∈ Cp(H ) i sve p,q,r > 1, takve da je 2
p = 1

q +
1
r .
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Dokaz. Kao xto se mo�e zakǉuqiti iz dokaza Teoreme 3.2.6, za dokaz nejed-

nakosti ∣∣∣∣∣∣∣∣∆1− 1
q

ρA,α

∞

∑
n=0

ρ
2n Γ(n+α)

n!Γ(α) A∗nXBn
∆

1− 1
r

ρB,α

∣∣∣∣∣∣∣∣
p
6

∣∣∣∣∣∣∣∣∆− 1
q

ρA∗,αX∆
− 1

r
ρB∗,α

∣∣∣∣∣∣∣∣
p
, (3.2.35)

za svako ρ ∈ (0,1), dovoǉno je imati r(A∗) 6 1 i r(B) 6 1, xto je i pretpos-

tavǉeno u formulaciji Teoreme 3.2.7. Sliqno, na osnovu uslova (3.2.31),

operatori
∞

∑
n=0

Γ(n+α)
n!Γ(α) AnA∗n i

∞

∑
n=0

Γ(n+α)
n!Γ(α) BnB∗n su ograniqeni i jednaki su opera-

torima ∆
−2
A∗,α i ∆

−2
B∗,α , tim redom, odakle opet sledi∣∣∣∣∣∣∆− 1

q
ρA∗,αX∆

− 1
r

ρB∗,α

∣∣∣∣∣∣
p
6
∣∣∣∣∣∣∆− 1

q
A∗,αX∆

− 1
r

B∗,α

∣∣∣∣∣∣
p
, (3.2.36)

kao i∣∣∣∣∣∣∣∣∆1− 1
q

A,α

∞

∑
n=0

ρ
2n Γ(n+α)

n!Γ(α) A∗nXBn
∆

1− 1
r

B,α

∣∣∣∣∣∣∣∣
p
6

∣∣∣∣∣∣∣∣∆1− 1
q

ρA,α

∞

∑
n=0

ρ
2n Γ(n+α)

n!Γ(α) A∗nXBn
∆

1− 1
r

ρB,α

∣∣∣∣∣∣∣∣
p
. (3.2.37)

Za zavrxetak dokaza (3.2.33), ostala je jox da se poka�e slaba konvergencija

operatora
∞

∑
n=0

ρ2n Γ(n+α)
n!Γ(α) A∗nXBn ka operatoru

∞

∑
n=0

Γ(n+α)
n!Γ(α) A∗nXBn. Zaista, za sve

f ,g ∈H imamo

∞

∑
n=0

(1−ρ
2n)Γ(n+α)

n!Γ(α) 〈A
∗nXBn f ,g〉=

∞

∑
n=0

(1−ρ
2n)Γ(n+α)

n!Γ(α) 〈XBn f ,Ang〉

6
∞

∑
n=0

(1−ρ
2n)Γ(n+α)

n!Γ(α)

∣∣∣∣X ∣∣∣∣p∣∣∣∣Bn f
∣∣∣∣∣∣∣∣Ang

∣∣∣∣
6
∣∣∣∣X ∣∣∣∣p( ∞

∑
n=0

(1−ρ
2n)Γ(n+α)

n!Γ(α)

∣∣∣∣Bn f
∣∣∣∣2) 1

2
(

∞

∑
n=0

(1−ρ
2n)Γ(n+α)

n!Γ(α)

∣∣∣∣Ang
∣∣∣∣2) 1

2

, (3.2.38)

odakle sledi da posledǌi izraz u (3.2.38) te�i ka 0 kad ρ ↗ 1, saglasno

uslovu (3.2.32). Ostatak dokaza je potpuno analogan dokazu (3.2.17).

Da bismo dokazali (3.2.34), kao i kod dokaza (3.2.18), imamo∣∣∣∣∣∣∣∣∆1− 1
q

A,α X∆
1− 1

r
B,α

∣∣∣∣∣∣∣∣
p
6

∣∣∣∣∣∣∣∣∆− 1
q

A∗,α

∞

∑
n=0

(−1)n(α

n

)
ρ

2nA∗nXBn
∆
− 1

r
B∗,α

∣∣∣∣∣∣∣∣
p
. (3.2.39)

Primetimo da red
∞

∑
n=0

(−1)n(α

n

)
ρ2n apsolutno konvergira i za ρ = 1, xto se

jednostavno mo�e videti iz qiǌenice da konvergira ka (1− 1)α = 0 i toga
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da sabirci (−1)n(α

n

)
imaju stalan znak za n > α. Iz toga daǉe vidimo da

va�i ∣∣∣∣∣∣∣∣ ∞

∑
n=0

(−1)n(α

n

)
ρ

2nAnXBn−
∞

∑
n=0

(−1)n(α

n

)
AnXBn

∣∣∣∣∣∣∣∣
p

6
∞

∑
n=0

∣∣∣(−1)n(α

n

)
(1−ρ

2n)
∣∣∣∣∣∣∣An∣∣∣∣∣∣∣∣Bn∣∣∣∣∣∣∣∣X ∣∣∣∣p

6
N

∑
n=0

∣∣∣(−1)n(α

n

)
(1−ρ

2n)
∣∣∣∣∣∣∣X ∣∣∣∣p + ∞

∑
n=N+1

2
∣∣∣(−1)n(α

n

)∣∣∣∣∣∣∣X ∣∣∣∣p, (3.2.40)

zato xto su A i B kontrakcije. Sliqno kao u dokazu (3.2.25), zbog apsolutne

konvergencije drugog sabirka, imamo da izraz iz (3.2.40) te�i nuli kada ρ↗

1, a samim tim i operator ∑
∞
n=0(−1)n(α

n

)
ρ2nA∗nXBn konvergira ka operatoru

∑
∞
n=0(−1)n(α

n

)
A∗nXBn i to u Xatenovoj p-normi. Samim tim, puxtaǌem da

ρ ↗ 1 u (3.2.39) dobijamo tra�enu nejednakost (3.2.34).

Napomena 5. Sliqno kao u napomeni 3, u sluqaju p ··= +∞, kada uzimamo
1
q
··= 1

r
··= 0, nejednakost (3.2.33) poprima oblik∣∣∣∣∣∣∣∣∆A,α

∞

∑
n=0

Γ(n+α)
n!Γ(α) A∗nXBn

∆B,α

∣∣∣∣∣∣∣∣6 ∣∣∣∣X ∣∣∣∣. (3.2.41)

Ukoliko oznaqimo sa Cn
def
=
√

Γ(n+α)
n!Γ(α) ∆A,αA∗n i Dn

def
=
√

Γ(n+α)
n!Γ(α) Bn∆B,α , na osnovu

Leme 3.1.7 imamo da su operatori ∑
∞
n=0CnC∗n i ∑

∞
n=0 D∗nDn kontrakcije. Samim

tim ispuǌeni su uslovi za primenu (2.3.2) na levu stranu (3.2.41), qime

dobijamo∣∣∣∣∣∣∣∣∆A,α

∞

∑
n=0

Γ(n+α)
n!Γ(α) A∗nXBn

∆B,α

∣∣∣∣∣∣∣∣6
√∣∣∣∣∣∣∣∣ ∞

∑
n=0

CnC∗n

∣∣∣∣∣∣∣∣
√∣∣∣∣∣∣∣∣ ∞

∑
n=0

D∗nDn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣X ∣∣∣∣6 ∣∣∣∣X ∣∣∣∣,
xto predstavǉa tra�enu nejednakost (3.2.33). Primetimo da nam u ovom

sluqaju nisu neophodni uslovi (3.2.31) i (3.2.32).

Vezano za nejednakost (3.2.34), koja u ovom sluqaju glasi∣∣∣∣∣∣∆A,αX∆B,α

∣∣∣∣∣∣6 ∣∣∣∣∣∣∣∣ ∞

∑
n=0

(−1)n(α

n

)
A∗nXBn

∣∣∣∣∣∣∣∣, (3.2.42)

sliqnom argumentacijom kao i u napomeni 3, imamo da uslov (3.2.31) nije

neophodan. Tako�e, obe nejednakosti (3.2.41) i (3.2.42) va�e za sve X ∈B(H ).
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Glava 4

Неjеднакост Коши - Шварца у

идеалима компактних оператора

индукованим p-модификованим

нормама

4.1 Основне неjеднакости

U ovom odeǉku bi�e iznete neke od osnovnih metoda za procenu normi ele-

mentarnih operatora i transformacija t.s.p. u idealima kompaktnih ope-

ratora indukovanim Q normama, ukoliko se barem jedna od familija kojima

se te transformacije definixu sastoji od me�usobno komutiraju�ih nor-

malnih operatora. Tako�e, te metode bi�e primeǌene na konkretne trans-

formacije t.s.p. iz prethodne glave. Detaǉi iz ovog dela mogu se na�i u

radovima [13], [11] i [12], kao i tamo navedenim referencama.

Tako�e i u celoj ovoj glavi (Ω,µ) oznaqava�e prostor sa σ−konaqnom merom.

Ukoliko se svaka od familija At i Bt sastoji od me�usobno komutiraju-

�ih normalnih operatora nejednakosti iz Teoreme 2.3.3 mogu se poboǉxati.
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Dokaz za elementarne operatore, mo�e se na�i u [11, Teorema 2.2], dok se

uopxteǌe na transformacije t.s.p. mo�e na�i u [13, Teorema 3.2].

Teorema 4.1.1. Neka su A ,B : Ω→ B(H ) slabo∗ merǉive i kvadratno in-

tegrabilne familije, od kojih se svaka sastoji od me�usobno komutiraju�ih

normalnih operatora. Tada je∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∫
Ω

A XBdµ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣6 ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣√∫
Ω

A ∗A dµX
√∫

Ω

B∗Bdµ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣, (4.1.1)

za sve X ∈ C|||·|||(H ) i sve unitarno invarijantne norme |||·|||.

Jox dve opxte nejednakost Koxi - Xvarcovog tipa �e nam biti od in-

teresa u ovoj glavi, a to je sluqaj kada se samo jedna od familija {At}t∈Ω

ili {Bt}t∈Ω sastoji od me�usobno komutiraju�ih normalnih operatora.

Pod tim maǌe restriktivnim uslovima od uslova Teoreme 4.1.1 popravǉamo

procenu iz Teoreme 2.3.3 dela v), koja za su�enu klasu Q normi tvrdi

Teorema 4.1.2. Neka su A ,B : Ω→B(H ) slabo∗ merǉive funkcije, takve da

su A ∗ i B kvadratno integrabilne familije.

a) Ukoliko se familija A sastoji od me�usobno komutiraju�ih normalnih

operatora, tada je za sve simetriqne normiraju�e funkcije Φ i sve p > 2∣∣∣∣∣∣∣∣∫
Ω

A XBdµ

∣∣∣∣∣∣∣∣
Φ
(p)

6

∣∣∣∣∣∣∣∣√∫
Ω

A A ∗dµX
∣∣∣∣∣∣∣∣

Φ
(p)

∣∣∣∣∣∣∣∣√∫
Ω

B∗Bdµ

∣∣∣∣∣∣∣∣, (4.1.2)

za sve X ∈ C
Φ
(p) (H ).

b) Ukoliko se familija B sastoji od me�usobno komutiraju�ih normalnih

operatora, tada je za sve simetriqne normiraju�e funkcije Φ i sve p > 2∣∣∣∣∣∣∣∣∫
Ω

A XBdµ

∣∣∣∣∣∣∣∣
Φ
(p)

6

∣∣∣∣∣∣∣∣√∫
Ω

A A ∗dµ

∣∣∣∣∣∣∣∣ · ∣∣∣∣∣∣∣∣X√∫
Ω

B∗Bdµ

∣∣∣∣∣∣∣∣
Φ
(p)
, (4.1.3)

za sve X ∈ C
Φ
(p) (H ).
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Dokaz. Da bismo dokazali deo a), specijalnim izborom α ··= 2,θ ··= 0, |||·|||Φ1
··=

|||·|||Φ2
··= ||·||Φ(p/2) i |||·|||Φ3

··= ||·|| u [13, Teorema 3.1.(e)] (||·||
Φ(p/2) je tako�e uni-

tarno invarijantna norma zbog p > 2) dobijamo∣∣∣∣∣∣∣∣∫
Ω

A XBdµ

∣∣∣∣∣∣∣∣2
Φ
(p)

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∫
Ω

A XBdµ

∣∣∣2∣∣∣∣∣∣∣∣
Φ(p/2)

6

∣∣∣∣∣∣∣∣∫
Ω

A XX∗A ∗dµ

∣∣∣∣∣∣∣∣
Φ(p/2)

·
∣∣∣∣∣∣∣∣∫

Ω

B∗Bdµ

∣∣∣∣∣∣∣∣. (4.1.4)

Kako se familija At sastoji od me�usobno komutiraju�ih normalnih ope-

ratora, na osnovu Teoreme 4.1.1 imamo∣∣∣∣∣∣∣∣∫
Ω

A XX∗A ∗dµ

∣∣∣∣∣∣∣∣
Φ(p/2)

6

∣∣∣∣∣∣∣∣√∫
Ω

A A ∗dµXX∗
√∫

Ω

A A ∗dµ

∣∣∣∣∣∣∣∣
Φ(p/2)

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣√∫
Ω

A A ∗dµX
∣∣∣∣2∣∣∣∣∣∣∣∣

Φ(p/2)
=

∣∣∣∣∣∣∣∣√∫
Ω

A A ∗dµX
∣∣∣∣∣∣∣∣2

Φ
(p)
, (4.1.5)

qime je dokaz dela a) zavrxen.

Deo b) se dokazuje analogno.

Naravno, sluqaj p = 2 je svakako najva�niji u Teoremi 4.1.2.

4.2 Неjеднакости везане за Q норме неких класа

елементарних оператора

Nastavǉaju�i pristup problematici iz prethodne glave, u ovom odeǉku

bi�e prikazani rezultati za elementarne operatore i transformacije t.s.

p, pod dodatnim pretpostavkama o normalnosti i komutativnosti familija

operatora koje ih definixu. Kao xto je ve� prime�eno, Teorema 3.2.2 je

varijanta Teoreme 3.2.1 za Xatenove norme u nekomutativnom sluqaju, pa za

poqetak iznosimo ǌenu varijantu za Q norme, u sluqaju kada se samo jedna

od generixu�ih familija sastoji od me�usobno komutiraju�ih normalnih

operatora, prikazanu u [19, Teorema 3.5].
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Teorema 4.2.1. Neka su A ,B : Ω→B(H ) slabo∗ merǉive familije operatora,

kod kojih je r
(∫

Ω
A ∗⊗A dµ

)
6 1 i r

(∫
Ω

B∗⊗Bdµ
)
6 1. Tada:

a) Ukoliko se familija A sastoji od me�usobno komutiraju�ih normalnih

operatora, tada za sve simetriqne normiraju�e funkcije Φ, sve p > 2 i

za sve X ∈ C
Φ
(p) (H ) je∣∣∣∣∣∣∣∣√I−
∫

Ω

A ∗
t At dµ(t)X∆B

∣∣∣∣∣∣∣∣
Φ
(p)

6

∣∣∣∣∣∣∣∣X−∫
Ω

A ∗
t XBt dµ(t)

∣∣∣∣∣∣∣∣
Φ
(p)
, (4.2.1)

b) Ukoliko se familija B sastoji od me�usobno komutiraju�ih normalnih

operatora, tada za sve simetriqne normiraju�e funkcije Φ, sve p > 2 i

za sve X ∈ C
Φ
(p) (H ) je∣∣∣∣∣∣∣∣∆A X
√

I−
∫

Ω

B∗t Bt dµ(t)
∣∣∣∣∣∣∣∣

Φ
(p)

6

∣∣∣∣∣∣∣∣X−∫
Ω

A ∗
t XBt dµ(t)

∣∣∣∣∣∣∣∣
Φ
(p)
, (4.2.2)

Dokaz. Ukoliko se familija A sastoji od me�usobno komutiraju�ih nor-

malnih operatora, za sve ρ ∈ [0,1), iz razvoja (3.2.4) dobijamo∣∣∣∣∣∣∆ρA X∆ρB

∣∣∣∣∣∣
Φ
(p) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∆ρA

(
∞

∑
n=0

ρ
2n
(∫

Ω

A ∗⊗B dµ

)n(
X−ρ

2
∫

Ω

A ∗XB dµ

))
∆ρB

∣∣∣∣∣∣∣∣
Φ
(p)

=

∣∣∣∣∣∣∣∣ ∞

∑
n=0

ρ
2n

∆ρA

∫
Ωn

A |n〉∗
(

X−ρ
2
∫

Ω

A ∗XB dµ

)
B|n〉 dµ

n
∆ρB

∣∣∣∣∣∣∣∣
Φ
(p)

6

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
√

∆ρA

∞

∑
n=0

ρ2n
∫

Ωn
A |n〉∗A |n〉 dµn∆ρA

(
X−ρ

2
∫

Ω

A ∗XB dµ

)∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
Φ
(p)

×

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
√

∆ρB

∞

∑
n=0

ρ2n
∫

Ωn
B|n〉∗B|n〉 dµn∆ρB

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣=
∣∣∣∣∣∣∣∣X−ρ

2
∫

Ω

A ∗XB dµ

∣∣∣∣∣∣∣∣
Φ
(p)
, (4.2.3)

gde nejednakost u tre�em redu sledi primenom (4.1.2). Kako je svaka p-

modifikovana norma ||·||
Φ
(p) tako�e i unitarno invarijantna norma, ona je

i poluneprekidna odozdo, pa va�i∣∣∣∣∣∣∆A X∆B

∣∣∣∣∣∣
Φ
(p) =

∣∣∣∣∣∣w− lim
ρ↗1

∆ρA X∆ρB

∣∣∣∣∣∣
Φ
(p) 6 liminf

ρ↗1

∣∣∣∣∣∣∆ρA X∆ρB

∣∣∣∣∣∣
Φ
(p)

6 liminf
ρ↗1

∣∣∣∣∣∣∣∣X−ρ
2
∫

Ω

A ∗XB dµ

∣∣∣∣∣∣∣∣
Φ
(p)

=

∣∣∣∣∣∣∣∣X−∫
Ω

A ∗XB dµ

∣∣∣∣∣∣∣∣
Φ
(p)
. (4.2.4)
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Na osnovu Leme 3.1.4 je ∆A =
√

I−
∫

Ω
A ∗A dµ, a samim tim vidimo da (4.2.4)

zavrxava dokaz (4.2.1). Deo b) se dokazuje analogno, korix�eǌem dela b)

Teoreme 4.1.2.

Opet, u sluqaju kada se prostor Ω sastoji od jedne taqke mere jedan,

prethodna teorema se svodi na∣∣∣∣∣∣√I−A∗AX∆B

∣∣∣∣∣∣
Φ
(p) 6

∣∣∣∣X−AXB
∣∣∣∣

Φ
(p) ,

kad god je A normalna kontrakcija, r(B)6 1, a X ∈ C
Φ
(p) (H ). Samim tim, ovo

predstavǉa uopxteǌe [11, Teorema 2.3] u sluqaju Q normi.

Daǉe uopxtavaǌe [11, Teorema 2.3] dato je u [22, Teorema 2.1] i odnosi

se na sluqaj kada su oba operatora A i B normalne kontrakcije.

Teorema 4.2.2. Neka su A,B ∈ B(H ) normalne kontrakcije i α > 0. Tada za

sve X ∈ C|||·|||(H ) va�e nejednakosti:∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣(I−A∗A
)α

2
∞

∑
n=0

Γ(n+α)
n!Γ(α) AnXBn

(
I−B∗B

)α

2
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣6 ∣∣∣∣∣∣X ∣∣∣∣∣∣, (4.2.5)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣(I−A∗A
)α

2
X
(

I−B∗B
)α

2
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣6 ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ∞

∑
n=0

(−1)n(α

n

)
AnXBn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣. (4.2.6)

Dokaz. Prvo, imamo∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣(I−A∗A
)α

2
∞

∑
n=0

Γ(n+α)
n! AnXBn

(
I−B∗B

)α

2
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= Γ(α)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ∞

∑
n=0

√
(−1)n

(−α

n

)(
I−A∗A

)α

2
AnXBn

√
(−1)n

(−α

n

)(
I−B∗B

)α

2
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣, (4.2.7)

jer je (−1)n(−α

n

)
= Γ(n+α)

n!Γ(α) . Jednostavnosti zapisa radi, oznaqimo sa Cn
def
=√

(−1)n
(−α

n

)(
I−A∗A

)α

2
An i Dn

def
= Bn

√
(−1)n

(−α

n

)(
I−B∗B

)α

2
. Kako je A normalna

kontrakcija, to operatori A i A∗ komutiraju sa
(

I−A∗A
)α

2
, a samim tim
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imamo
∞

∑
n=0

∣∣∣∣Cn f
∣∣∣∣2 =〈 ∞

∑
n=0

(−1)n(−α

n

)(
I−A∗A

)α

(A∗A)n f , f

〉

=
∫

σ(A∗A)

∞

∑
n=0

(−1)n(−α

n

)
xn(1− x)αdµ f (x)

=
∫

σ(A∗A)

χ[0,1)dµ f =
∣∣∣∣ f −PN(I−A∗A) f

∣∣∣∣2 = ∣∣∣∣PR(I−A∗A) f
∣∣∣∣2 6 ∣∣∣∣ f

∣∣∣∣2, (4.2.8)

gde je µ f (δ )
def
= 〈E(δ ) f , f 〉 za sve δ ∈M, a E je spektralna mera pridru�ena

operatoru A∗A. Dakle, imamo da suma
∞

∑
n=0
||Cn f ||2 konvergira za sve f ∈H ,

sliqno kao i suma
∞

∑
n=0
||Dn f ||2. Samim tim, ispuǌeni su uslovi Teoreme 4.1.1,

qijom primenom dobijamo

Γ(α)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ∞

∑
n=0

CnXDn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣6 Γ(α)

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
√

∞

∑
n=0

C∗nCn X

√
∞

∑
n=0

D∗nDn

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣6 Γ(α)

∣∣∣∣∣∣X ∣∣∣∣∣∣, (4.2.9)

gde posledǌa nejednakost va�i zbog qiǌenice da su
∞

∑
n=0

C∗nCn i
∞

∑
n=0

D∗nDn redom

projektori na R(I−A∗A) i R(I−B∗B), saglasno (4.2.8). Time je zavrxen dokaz

(4.2.5).

Da bismo dokazali (4.2.6), primetimo prvo da iz (4.2.5) sledi∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣(I−ρ
2A∗A

)α

2
∞

∑
n=0

(−1)n(−α

n

)
ρ

2nAnXBn
(

I−ρ
2B∗B

)α

2
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣6 ∣∣∣∣∣∣X ∣∣∣∣∣∣, (4.2.10)

za sve 0< ρ < 1. Ostatak dokaza nejednakosti (4.2.6) sledi iz (4.2.10) i sliqan

je dokazima Teorema 3.2.6 i 3.2.7. Naime, kako su operatori A i B kontrak-

cije, to je ||A⊗B||6 ||A||||B||6 1, a tim pre je r(A⊗B)6 1. Odatle je, sliqno kao

i u dokazu Teoreme 3.2.6, elementarni operator Jρ : B(H )→ B(H ) : X 7→
∞

∑
n=0

ρ2n Γ(n+α)
n!Γ(α) AnXBn ograniqen i jednak Jρ =

(
I−ρ2A⊗B

)−α
, a samim tim je i

J −1
ρ =

(
I−ρ2A⊗B

)α
. Ponovnim uvo�eǌem smene Z

def
= JρX , za koji onda va�i

i X = Jρ
−1Z =

(
I−ρ2A⊗B

)αZ =
∞

∑
n=0

(−1)n(α

n

)
ρ2AnZBn, dobijamo da je (4.2.10)

ekvivalentno sa∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣(I−ρ
2A∗A

)α

2
Z
(

I−ρ
2B∗B

)α

2
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣6 ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ∞

∑
n=0

(−1)n(α

n

)
ρ

2nAnZBn
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣, (4.2.11)
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gde, na osnovu Teoreme 2.3.3, Z tako�e pripada idealu C|||·|||(H ). Kako ope-

ratori
(
I−ρ2A∗A

)α

2 i
(
I−ρ2B∗B

)α

2 jako konvergiraju redom ka operatorima(
I−A∗A

)α

2 i
(
I−B∗B

)α

2 , xto se lako proverava spektralnim raqunom, to leva

strana od (4.2.11) slabo konvergira ka operatoru
(
I−A∗A

)α

2 Z
(
I−B∗B

)α

2 . Xto

se desne strane (4.2.11) tiqe, kako red
∞

∑
n=0

(−1)n(α

n

)
ρ2n apsolutno konvergira

za ρ = 1, kako je ve� prime�eno u dokazu Teoreme 3.2.7, tada sliqno dokazu

(3.2.40) imamo da ∑
∞
n=0(−1)n(α

n

)
ρ2nAnZBn konvergira ka ∑

∞
n=0(−1)n(α

n

)
AnZBn u

normi |||·|||. Najzad, iz poluneprekidnosti odozdo unitarno invarijantne

norme |||·||| dobijamo∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣(I−A∗A
)α

2
Z
(

I−B∗B
)α

2
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣= ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣w− lim

ρ↗1

(
I−ρ

2A∗A
)α

2
Z
(

I−ρ
2B∗B

)α

2
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

6 liminf
ρ↗1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ∞

∑
n=0

(−1)n(α

n

)
ρ

2nAnZBn
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= lim
ρ↗1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ∞

∑
n=0

(−1)n(α

n

)
ρ

2nAnZBn
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣= ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ∞

∑
n=0

(−1)n(α

n

)
AnZBn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣, (4.2.12)

xto zavrxava dokaz (4.2.6).

Napomena 6. Prethodna teorema (specijalno nejednakost (4.2.6)) oqigledno

uopxtava [11, Teorema 2.3] sa sluqaja α = 1 na sluqaj α > 0. Primetimo jox,

da u sluqaju kada α ∈N, Teorema 4.2.2 mo�e da se doka�e vixestrukom pri-

menom [11, Teorema. 2.3] na operatore (I−A∗A)
α−1

2 X(I−B∗B)
α−1

2 ,(I−A∗A)
α−2

2 (X−

AXB)(I−B∗B)
α−2

2 ,(I−A∗A)
α−3

2 (X−AXB−A(X−AXB)B)(I−B∗B)
α−3

2 , itd. umesto X .

Na primer, za α = 2 imamo∣∣∣∣∣∣∣∣∣(I−A∗A)X (I−B∗B)
∣∣∣∣∣∣∣∣∣= ∣∣∣∣∣∣∣∣∣√I−A∗A

√
I−A∗AX

√
I−B∗B

√
I−B∗B

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
6
∣∣∣∣∣∣∣∣∣√I−A∗AX

√
I−B∗B−A

√
I−A∗AX

√
I−B∗BB

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ (4.2.13)

=
∣∣∣∣∣∣∣∣∣√I−A∗A(X−AXB)

√
I−B∗B

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ (4.2.14)

6
∣∣∣∣∣∣∣∣∣X−AXB−A(X−AXB)B

∣∣∣∣∣∣∣∣∣= ∣∣∣∣∣∣∣∣∣X−2AXB−A2XB2
∣∣∣∣∣∣∣∣∣, (4.2.15)

gde se (4.2.13) i (4.2.15) dobijaju primenom [11, Teorema 2.3] na operatore
√

I−A∗AX
√

I−B∗B i X −AXB redom, dok (4.2.14) sledi zahvaǉuju�i komuta-
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tivnosti A i
√

I−A∗A. Vidimo da je desna strana (4.2.15) jednaka desnoj

strani (4.2.6) za α = 2.

Daǉom primenom Koxi - Xvarcove nejednakosti za Q norme, dobija se

Teorema 4.2.3. Neka je α > 0, A,B ∈ B(H ) takvi da je r(A) 6 1 i r(B) 6 1.

Ukoliko je A normalan, tada za sve simetriqne normiraju�e funkcije Φ, sve

p > 2 i sve X ∈ C
Φ
(p) (H ) je∣∣∣∣∣∣∣∣(I−A∗A

)α

2
∞

∑
n=0

Γ(n+α)
n!Γ(α) AnXBn

∆B,α

∣∣∣∣∣∣∣∣
Φ
(p)

6
∣∣∣∣X ∣∣∣∣

Φ
(p) , (4.2.16)

a ukoliko je B jox i kontrakcija ili va�i r(A)r(B)< 1, tada je∣∣∣∣∣∣∣∣(I−A∗A
)α

2
X∆B,α

∣∣∣∣∣∣∣∣
Φ
(p)

6

∣∣∣∣∣∣∣∣ ∞

∑
n=0

(−1)n(α

n

)
AnXBn

∣∣∣∣∣∣∣∣
Φ
(p)
. (4.2.17)

Analogno, ukoliko je B normalan, tada za sve simetriqne normiraju�e funk-

cije Φ, sve p > 2 i sve X ∈ C
Φ
(p) (H ) je∣∣∣∣∣∣∣∣∆A,α

∞

∑
n=0

Γ(n+α)
n!Γ(α) AnXBn

(
I−B∗B

)α

2
∣∣∣∣∣∣∣∣

Φ
(p)

6
∣∣∣∣X ∣∣∣∣

Φ
(p) , (4.2.18)

a ukoliko je A jox i kontrakcija ili va�i r(A)r(B)< 1, tada je∣∣∣∣∣∣∣∣∆A,αX
(

I−B∗B
)α

2
∣∣∣∣∣∣∣∣

Φ
(p)

6

∣∣∣∣∣∣∣∣ ∞

∑
n=0

(−1)n(α

n

)
AnXBn

∣∣∣∣∣∣∣∣
Φ
(p)
. (4.2.19)

Dokaz. Da bismo dokazali (4.2.16), sve xto treba jeste da primenimo (4.1.2)

na levu stranu od (4.2.16), qime dobijamo∣∣∣∣∣∣∣∣(I−A∗A
)α

2
∞

∑
n=0

Γ(n+α)
n!Γ(α) AnXBn

∆B,α

∣∣∣∣∣∣∣∣
Φ
(p)

6

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
√(

I−A∗A
)α

2
∞

∑
n=0

Γ(n+α)
n!Γ(α) A∗nAn

(
I−A∗A

)α

2
X

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
Φ
(p)

×

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
√

∆B,α

∞

∑
n=0

Γ(n+α)
n!Γ(α) B∗nBn∆B,α

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣6 ∣∣∣∣X ∣∣∣∣Φ(p) (4.2.20)

gde su An
def
=
√

Γ(n+α)
n!Γ(α)

(
I−A∗A

)α

2 An i Bn
def
=
√

Γ(n+α)
n!Γ(α) Bn∆B,α , izabrani za primenu

Teoreme 4.1.2. Primetimo da je
∞

∑
n=0
||An f ||2 < +∞ ve� dokazano u (4.2.8), dok
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∞

∑
n=0
||Bn f ||2 < +∞, kao i

∣∣∣∣∑∞
n=0 B∗nBn

∣∣∣∣ 6 1 slede iz Leme 3.1.7. Dokaz za (4.2.17)

sledi iz (4.2.16) kao i u teoremama 4.2.2 i 3.2.6. Dokaz za (4.2.18) ide sliqno,

ali korix�eǌem (4.1.3) umesto (4.1.2).
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Glava 5

Примене неjеднакости за оператор

монотоне и оператор конвексне

функциjе

5.1 Неjеднакост Кларксон - МекКартиjа

Na osnovu prethodno izlo�enih rezultata za konveksne i konkavne funkcije

mogu se detaǉnije prouqiti odre�ena svojstva elementarnih operatora.

Primer koji ovde navodimo detaǉno je razmatran u [10] (pogledati tako�e

i [15]), a kako �e nam ova razmatraǌa biti od koristi i u ostatku rada,

narednih nekoliko tvr�eǌa navodimo sa potrebnim detaǉima.

Za poqetak uoqimo identitet

1
n

n−1

∑
k=0

∣∣∣∣n−1

∑
j=0

ω
k
j A j

∣∣∣∣2 = n−1

∑
j=0

∣∣A j
∣∣2, (5.1.1)

gde su A0, . . . ,An−1 ∈ B(H ) a ω0, . . . ,ωn−1 su n-ti koreni jedinice, tj. ω j
def
=

e2πi j/n, 0 6 j 6 n−1, koji se direktno proverava. Iz ǌega sledi

Teorema 5.1.1. Neka su A0, . . . ,An−1 ∈ C∞(H ) i neka je funkcija f : [0,+∞)→

[0,+∞) takva da f (0) = 0 i da je funkcija data sa g(t)
def
= f (

√
t) za t > 0 konveksna.
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Tada je za svaku unitarno invarijantnu normu |||·|||∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣n−1

∑
k=0

f
(

1√
n

∣∣∣∣n−1

∑
j=0

ω
k
j A j

∣∣∣∣)∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣6 ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ f

((n−1

∑
j=0

∣∣A j
∣∣2)1/2

)∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣6 1
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣n−1

∑
k=0

f
(∣∣∣∣n−1

∑
j=0

ω
k
j A j

∣∣∣∣)∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ (5.1.2)

Dokaz. Kako je g(t) = f (
√

t) konveksna funkcija, na osnovu Teoreme 2.2.8 i

identiteta (5.1.1) imamo∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣n−1

∑
k=0

f
(

1√
n

∣∣∣∣n−1

∑
j=0

ω
k
j A j

∣∣∣∣)∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣= ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣n−1

∑
k=0

g
(

1
n

∣∣∣∣n−1

∑
j=0

ω
k
j A j

∣∣∣∣2)∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
6

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣g(1
n

n−1

∑
k=0

∣∣∣∣n−1

∑
j=0

ω
k
j A j

∣∣∣∣2)∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣= ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣g(n−1

∑
j=0

∣∣A j
∣∣2)∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣= ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ f

((n−1

∑
j=0

∣∣A j
∣∣2)1/2

)∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣, (5.1.3)

qime je dokazana prva nejednakost u (5.1.2).

Da bi dokazali drugu nejednakost, na osnovu istog identiteta i Teoreme

2.2.4 imamo∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ f

((n−1

∑
j=0

∣∣A j
∣∣2)1/2

)∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣= ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣g(1
n

n−1

∑
k=0

∣∣∣∣n−1

∑
j=0

ω
k
j A j

∣∣∣∣2)∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
6

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣1n n−1

∑
k=0

g
(∣∣∣∣n−1

∑
j=0

ω
k
j A j

∣∣∣∣2)∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣= 1
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣n−1

∑
k=0

f
(∣∣∣∣n−1

∑
j=0

ω
k
j A j

∣∣∣∣)∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣, (5.1.4)

xto je i trebalo pokazati.

Sliqno, korix�eǌem istog identiteta i odgovaraju�ih rezultata za

konkavne funkcije, dobijamo slede�i rezultat.

Teorema 5.1.2. Neka su A0, . . . ,An−1 ∈ C∞(H ) i neka f : [0,+∞)→ [0,+∞) takva

da je funkcija g(t)
def
= f (

√
t) konkavna. Tada je za svaku unitarno invarijantnu

normu |||·|||

1
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣n−1

∑
k=0

f
(∣∣∣∣n−1

∑
j=0

ω
k
j A j

∣∣∣∣)∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣6 ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ f

((n−1

∑
j=0

∣∣A j
∣∣2)1/2

)∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣6 ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣n−1

∑
k=0

f
(

1√
n

∣∣∣∣n−1

∑
j=0

ω
k
j A j

∣∣∣∣)∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ (5.1.5)

Specijalno, ukoliko prethodne teoreme primenimo na stepene funkcije

dobijamo
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Posledica 5.1.3. Neka su A0, . . . ,An−1 ∈ C∞(H ). Tada za svaku unitarno inva-

rijantnu normu |||·||| va�i

n−p/2
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣n−1

∑
k=0

∣∣∣∣n−1

∑
j=0

ω
k
j A j

∣∣∣∣p∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣6 ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣(n−1

∑
j=0

∣∣A j
∣∣2)p/2∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣6 1

n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣n−1

∑
k=0

∣∣∣∣n−1

∑
j=0

ω
k
j A j

∣∣∣∣p∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣, (5.1.6)

za 2 6 p <+∞, dok je za 0 < p 6 2

1
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣n−1

∑
k=0

∣∣∣∣n−1

∑
j=0

ω
k
j A j

∣∣∣∣p∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣6 ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣(n−1

∑
j=0

∣∣A j
∣∣2)p/2∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣6 n−p/2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣n−1

∑
k=0

∣∣∣∣n−1

∑
j=0

ω
k
j A j

∣∣∣∣p∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣. (5.1.7)

Specijalno, ukoliko je |||·||| ··= ||·||1 i n ··= 2, neposrednim raqunom se iz

nejednakosti (5.1.6) mo�e izvesti klasiqna Klarkson - MekKartijeva nejed-

nakost, koja za sluqaj p > 2 glasi

2
(∣∣∣∣A∣∣∣∣pp + ∣∣∣∣B∣∣∣∣pp)6 ∣∣∣∣A+B

∣∣∣∣p
p +
∣∣∣∣A−B

∣∣∣∣p
p 6 2p−1(∣∣∣∣A∣∣∣∣pp + ∣∣∣∣B∣∣∣∣pp),

gde su A,B ∈Cp(H ), dok za 0 < p 6 2 va�e suprotne nejednakosti. Drugaqiji

dokaz ove nejednakosti mo�e se na�i u [24, Poglavǉe 1.9]. Vixe detaǉa

o Klarkson - MekKartijevoj nejednakosti u Xatenovim normama mo�e se

na�i i u [21, Teorema 2.7].

5.2 Профињене неjеднакости Коши - Шварца и

Минковског за p-модификоване норме

U ovom odeǉku primeni�emo rezultate iz odeǉka 2.2. i, sliqno kao i

za nejednakost Klarkson - MekKartija, pokaza�emo kako se od ǌih dobi-

jaju nejednakosti Koxi - Xvarca i Minkovskog1 za p-modifikovane norme.

Tako�e, u odre�enim klasama unitarno invarijantnih normi ima�emo i

procenu razlike izme�u leve i desne strane tih nejednakosti. U tu svrhu

navodimo rezultate iz [18].

Da bismo reformulisali rezultate odeǉka 2.2, u formi pogodnoj za

realizaciju navedenog ciǉa, prvo navodimo [15, Posledica 2.3].
1Минковски - Hermann Minkowski (1864 - 1909)

45



Lema 5.2.1. Neka je 0< p6 q, kao i ∑
M
m=1 |Am|2 =∑

N
n=1 |Bn|2 za neke Ai,B j ∈C∞(H ),

gde je 16 i6 N,16 j 6 M i neka je ||·||Φ proizvoǉna unitarno invarijantna norma.

Tada je za 0 < p 6 2

M
p
2−1
∣∣∣∣∣∣∣∣ M

∑
m=1
|Am|p

∣∣∣∣∣∣∣∣
Φ
(

q
p )
6

∣∣∣∣∣∣∣∣( M

∑
m=1

A∗mAm

) 1
2
∣∣∣∣∣∣∣∣p

Φ
(q)

=

∣∣∣∣∣∣∣∣( N

∑
n=1

B∗nBn

) 1
2
∣∣∣∣∣∣∣∣p

Φ
(q)

(5.2.1)

6

∣∣∣∣∣∣∣∣ N

∑
n=1
|Bn|p

∣∣∣∣∣∣∣∣
Φ
(

q
p )
6 N1− p

2

∣∣∣∣∣∣∣∣( N

∑
n=1

B∗nBn

) 1
2
∣∣∣∣∣∣∣∣p

Φ
(q)

(5.2.2)

= N1− p
2

∣∣∣∣∣∣∣∣( N

∑
n=1

A∗nAn

) 1
2
∣∣∣∣∣∣∣∣p

Φ
(q)

6 N1− p
2

∣∣∣∣∣∣∣∣ M

∑
m=1
|Am|p

∣∣∣∣∣∣∣∣
Φ
(

q
p )
6 N1− p

2

M

∑
m=1
||Am||

p

Φ
(q) . (5.2.3)

Ukoliko je 2 6 p <+∞, tada je

N1− p
2

∣∣∣∣∣∣∣∣ M

∑
m=1
|Am|p

∣∣∣∣∣∣∣∣
Φ
(

q
p )
6 N1− p

2

∣∣∣∣∣∣∣∣( M

∑
m=1

A∗mAm

) 1
2
∣∣∣∣∣∣∣∣p

Φ
(q)

= N1− p
2

∣∣∣∣∣∣∣∣( N

∑
n=1

B∗nBn

) 1
2
∣∣∣∣∣∣∣∣p

Φ
(q)

(5.2.4)

6 min

{∣∣∣∣∣∣∣∣ N

∑
n=1
|Bn|p

∣∣∣∣∣∣∣∣
Φ
(

q
p )
,N1− p

2

( N

∑
n=1
||Bn||2

Φ
(q)

) p
2
}

6

∣∣∣∣∣∣∣∣ N

∑
n=1
|Bn|p

∣∣∣∣∣∣∣∣
Φ
(

q
p )
6

∣∣∣∣∣∣∣∣( N

∑
n=1

B∗nBn

) 1
2
∣∣∣∣∣∣∣∣p

Φ
(q)

(5.2.5)

=

∣∣∣∣∣∣∣∣( M

∑
m=1

A∗mAm

) 1
2
∣∣∣∣∣∣∣∣p

Φ
(q)

6 min

{
M

p
2−1
∣∣∣∣∣∣∣∣ M

∑
m=1
|Am|p

∣∣∣∣∣∣∣∣
Φ
(

q
p )
,

( M

∑
m=1
||Am||2

Φ
(q)

) p
2
}

(5.2.6)

6 M
p
2−1
∣∣∣∣∣∣∣∣ M

∑
m=1
|Am|p

∣∣∣∣∣∣∣∣
Φ
(

q
p )
6 max

{
M

p
2−1
∣∣∣∣∣∣∣∣ M

∑
m=1
|Am|p

∣∣∣∣∣∣∣∣
Φ
(

q
p )
,

( M

∑
m=1
||Am||2

Φ
(q)

) p
2
}

(5.2.7)

6 M
p
2−1

M

∑
m=1
||Am||

p

Φ
(q) . (5.2.8)

Dokaz. Prva nejednakost u (5.2.1) sledi iz Teoreme 2.2.6 za konkavnu funk-

ciju t 7→ t p/2 i αi ··= 1
M . Naredna jednakost je posledica pretpostavǉene jed-

nakosti ∑
M
m=1 A∗mAm = ∑

N
n=1 B∗nBn, dok su nejednakosti u (5.2.2) posledica Teo-

rema 2.2.9 i 2.2.6 za istu funkciju. Prva nejednakost u (5.2.3) je posledi-

ca Teoreme 2.2.9, a posledǌa nejednakost je nejednakost trougla za ||·||
Φ(q/p)

normu, kombinovana sa qiǌenicom da je
(

Φ(q/p)
)(p)

= Φ(q). Preostali sluqaj

2 6 p <+∞ se sliqno dokazuje.

Jedan od prvih rezultat koji je dobijen primenom prethodne leme se

odnosi na dobro poznatu operatornu nejednakost Koxi - Xvarca, koja glasi
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∣∣∑N
n=1 A∗nBn

∣∣2 6 ∣∣∣∣∑N
n=1 A∗nAn

∣∣∣∣∑N
n=1 B∗nBn. U narednoj lemi dajemo identitet iz [18,

Lema 2.2] na kome se ona bazira, t.j, kojim se ona profiǌuje.

Lema 5.2.2. Neka su {A1, · · · ,AN} i {B1, · · · ,BN} konaqne familije u B(H ) zajedno

sa X ∈B(H ). Tada za sve c > ||∑N
n=1 A∗nAn||1/2 i d > 0 va�e slede�i identiteti:

∣∣∣∣ N

∑
n=1

A∗nXBn

∣∣∣∣2 + N

∑
n=1

∣∣∣∣∣An

(
cI +

√
c2I−

N

∑
n=1

A∗nAn

)−1
N

∑
m=1

A∗mXBm− cXBn

∣∣∣∣∣
2

= c2
N

∑
n=1
|XBn|2, (5.2.9)

N

∑
n=1

∣∣∣∣∣An

(
dI +

√
d2I +

N

∑
n=1

A∗nAn

)−1
N

∑
m=1

A∗mXBm +dXBn

∣∣∣∣∣
2

=

∣∣∣∣ N

∑
n=1

A∗nXBn

∣∣∣∣2 +d2
N

∑
n=1
|XBn|2. (5.2.10)

Samim tim je ∣∣∣∣ N

∑
n=1

A∗nXBn

∣∣∣∣2 6 ∣∣∣∣∣∣∣∣ N

∑
n=1

A∗nAn

∣∣∣∣∣∣∣∣ N

∑
n=1

B∗nX∗XBn, (5.2.11)

a neophodan i dovoǉan uslov da va�i jednakost u (5.2.11) jeste da postoji

D ∈B(H ) takav da

AnD = XBn za sve n = 1, · · · ,N i (5.2.12)(∣∣∣∣∣∣ N

∑
n=1

A∗nAn

∣∣∣∣∣∣− N

∑
n=1

A∗nAn

)
D = 0. (5.2.13)
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Dokaz. Identitet (5.2.9) je posledica slede�eg neposrednog raquna

N

∑
n=1

∣∣∣∣∣An

(
cI +

(
c2I−

N

∑
n=1

A∗nAn

) 1
2
)−1

N

∑
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A∗mXBm− cXBn

∣∣∣∣∣
2

=

(
N

∑
m=1

A∗mXBm

)∗

×

(
cI +

(
c2I−

N

∑
n=1

A∗nAn

) 1
2
)−1

N

∑
n=1

A∗nAn

(
cI +

(
c2I−

N

∑
n=1

A∗nAn

) 1
2
)−1

N

∑
m=1

A∗mXBm

−2cℜ

(
N

∑
m=1

A∗mXBm

)∗(
cI +

(
c2I−

N

∑
n=1

A∗nAn

) 1
2
)−1

N

∑
m=1

A∗mXBm + c2
N

∑
n=1

B∗nX∗XBn

=−

(
N

∑
m=1

A∗mXBm

)∗(
cI +

(
c2I−

N

∑
n=1

A∗nAn

) 1
2
)−1(

c2I +2c
(

c2I−
N

∑
n=1

A∗nAn

) 1
2

+ c2I−
N

∑
n=1

A∗nAn

)(
cI +

(
c2I−

N

∑
n=1

A∗nAn

) 1
2
)−1

N

∑
m=1

A∗mXBm + c2
N

∑
n=1

B∗nX∗XBn

= c2
N

∑
n=1

B∗nX∗XBn−
∣∣∣∣ N

∑
n=1

A∗nXBn

∣∣∣∣2,
xto je ekvivalentno sa (5.2.9). Dokaz (5.2.10) je analogan.

Primetimo prvo da u sluqaju jednakosti u (5.2.11), zbog homogenosti

date nejednakosti, mo�emo pretpostaviti ||∑N
n=1 A∗nAn|| = 1. Xto se neophod-

nosti uslova (5.2.12) i (5.2.13) tiqe, vidimo da je dovoǉno da uzmemo da je

D
def
=
(

I +
(
I−∑

N
n=1 A∗nAn

) 1
2
)−1

∑
N
n=1 A∗nXBn odakle iz izraza (5.2.9) vidimo da je

zadovoǉen uslov (5.2.12). Daǉe, u ovom sluqaju imamo

D =

(
I +
(

I−
N

∑
n=1

A∗nAn

) 1
2
)−1

N

∑
m=1

A∗nAnD

=

(
I +
(

I−
N

∑
n=1

A∗nAn

) 1
2
)−1(

I +
(

I−
N

∑
n=1

A∗nAn

) 1
2
)(

I−
(

I−
N

∑
n=1

A∗nAn

) 1
2
)

D

= D−
(

I−
N

∑
n=1

A∗nAn

) 1
2

D,

odakle imamo
(
I−∑

N
n=1 A∗nAn

) 1
2 D = 0, a samim tim i

(
I−∑

N
n=1 A∗nAn

)
D = 0, xto

je uslov (5.2.13).

Dovoǉnost datih uslova sledi direktno iz∣∣∣∣ N

∑
n=1

A∗nXBn

∣∣∣∣2 = D∗
( N

∑
n=1

A∗nAn

)2

D = D∗
( N

∑
n=1

A∗nAn

)
D =

N

∑
n=1

B∗nX∗XBn,
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xto zavrxava dokaz.

Samim tim, na osnovu (5.2.11), za svaku simetriqnu normiraju�u funk-

ciju Φ va�i ∣∣∣∣∣∣∣∣ N

∑
n=1

A∗nXBn

∣∣∣∣∣∣∣∣
Φ

6

∣∣∣∣∣∣∣∣ N

∑
n=1

A∗nAn

∣∣∣∣∣∣∣∣ 1
2
∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
( N

∑
n=1

B∗nX∗XBn

) 1
2
∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
Φ

. (5.2.14)

Va�nije, izraz (5.2.9) nam omogu�ava da daǉe profinimo nejednakost Koxi

- Xvarca (5.2.14) za elementarne operatore, kako je to ura�eno u [18, Teo-

rema 2.3].

Teorema 5.2.3. Ako je pod pretpostavkama Leme 5.2.2 jox i X ∈ C
Φ
(p) (H ),

tada je za sve simetriqne normiraju�e funkcije Φ

∣∣∣∣∣∣∣∣ N

∑
n=1

A∗nXBn

∣∣∣∣∣∣∣∣
Φ
(p)
=

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
(∣∣∣∣ N

∑
n=1

A∗nXBn

∣∣∣∣2)p
2
∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣

1
p

Φ

6

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
(∣∣∣∣ N

∑
n=1

A∗nXBn

∣∣∣∣2+ N

∑
n=1

∣∣∣∣An

(∣∣∣∣∣∣∣∣ N

∑
n=1

A∗nAn

∣∣∣∣∣∣∣∣ 1
2

I (5.2.15)

+

(∣∣∣∣∣∣ N

∑
n=1

A∗nAn

∣∣∣∣∣∣I− N

∑
n=1

A∗nAn

) 1
2
)−1

N

∑
m=1

A∗mXBm−
∣∣∣∣∣∣ N

∑
n=1

A∗nAn

∣∣∣∣∣∣ 1
2
XBn

∣∣∣∣2
) p

2
∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣

1
p

Φ

=
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∑
n=1
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2
∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
( N

∑
n=1

B∗nX∗XBn

) 1
2
∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
Φ
(p)
,

za sve 0 < p 6 2, dok je za sve 2 6 p <+∞

∣∣∣∣∣∣∣∣ N

∑
n=1

A∗nXBn

∣∣∣∣∣∣∣∣
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(p)
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6
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∑
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A∗nXBn

∣∣∣∣p + N

∑
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(∣∣∣∣∣∣∣∣ N

∑
n=1

A∗nAn

∣∣∣∣∣∣∣∣ 1
2

I (5.2.16)

+

(∣∣∣∣∣∣ N

∑
n=1

A∗nAn

∣∣∣∣∣∣I− N

∑
n=1

A∗nAn

) 1
2
)−1

N

∑
m=1

A∗mXBm−
∣∣∣∣∣∣ N

∑
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∣∣∣∣∣∣ 1
2
XBn
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6
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1
2

Φ(p/2)

. (5.2.17)

Ukoliko se familija {B1, · · · ,BN} dodatno sastoji od me�usobno komutiraju�ih

normalnih operatora, tada se posledǌi izraz u nejednakosti (5.2.17) mo�e

daǉe proceniti sa ||∑N
n=1 A∗nAn||

1
2
∣∣∣∣X(∑N

n=1 B∗nBn
) 1

2
∣∣∣∣

Φ
(p) .
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Dokaz. Nejednakosti u izrazima (5.2.15) i (5.2.16) slede iz monotonosti uni-

tarno invarijantnih normi, dok posledǌa jednakost u izrazu (5.2.15) sledi

iz identiteta (5.2.9). Nejednakost u (5.2.17) sledi iz∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
∣∣∣∣ N

∑
n=1
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2
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2
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,

na osnovu posledǌe nejednakosti u (5.2.5).

Daǉe, ukoliko je {B1, · · · ,BN} familija me�usobno komutiraju�ih nor-

malnih operatora, tada je

∣∣∣∣∣∣∣∣( N

∑
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B∗nX∗XBn

) 1
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Φ
(p)
,

na osnovu Teoreme 4.1.1 i qiǌenice da je ||·||
Φ(p/2) unitarno invarijantna

norma za sve p > 2.

Direktnom primenom Leme 5.2.1 na identitete (5.2.9) i (5.2.10) daǉe pro-

fiǌujemo prethodnu nejednakost, kako je to pokazano u [18, Posledica 2.4].

Posledica 5.2.4. Ako je pod pretpostavkama Leme 5.2.2 jox i X ∈ C
Φ
(q) (H ),
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tada je za sve 0 < p 6 q i sve simetriqne normiraju�e funkcije Φ
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za 0 < p 6 2, dok je za 2 6 p <+∞
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Tako�e, za 0 < p 6 2 je
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dok je za 2 6 p <+∞
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. (5.2.21)

Dokaz. Direktnom primenom Leme 5.2.1 na identitet (5.2.9) dobijamo nejed-

nakosti (5.2.18) i (5.2.19), a ǌenom primenom na identitet (5.2.10) dobijamo

nejednakosti (5.2.20) i (5.2.21).

Jox jedna posledica Leme 5.2.2, koja je prikazana u [18, Teorema 2.5]

ka�e da ukoliko je operator ∑
N
n=1 A∗nAn kontrakcija, prethodne nejednakosti

mogu se jednostavnije izraziti.

Teorema 5.2.5. Ako je pod pretpostavkama Leme 5.2.2 jox ∑
N
n=1 A∗nAn 6 I i
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X∈C
Φ
(q)(H ), tada je za sve 0 < p 6 q i sve simetriqne normiraju�e funkcije Φ
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(5.2.22)

za 0 < p 6 2, dok je za sve 2 6 p <+∞
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. (5.2.23)
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Tako�e, za 0 < p 6 q je
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dok je za 2 6 p <+∞
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. (5.2.25)

Dokaz. Da bismo dobili nejednakosti (5.2.22) i (5.2.23), sve xto treba jeste

da primenimo Lemu 5.2.1 na identitet

∣∣∣X− N

∑
n=1

A∗nXBn

∣∣∣2 + N

∑
n=1

∣∣∣∣∣An

(
I +
(

I−
N

∑
n=1

A∗nAn

) 1
2
)−1

N

∑
m=1

A∗mXBm−XBn

∣∣∣∣∣
2

=

∣∣∣∣(I−
N

∑
n=1

A∗nAn

) 1
2

X
∣∣∣∣2 + N

∑
n=1

∣∣AnX−XBn
∣∣2, (5.2.26)

dok za dobijaǌe nejednakosti (5.2.24) i (5.2.25) treba da primenimo Lemu
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(5.2.27)
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Zaista, zbog (5.2.9) va�i
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xto dokazuje (5.2.26). Identitet (5.2.27) se pokazuje sliqno.

Sada smo u mogu�nosti da predstavimo i slede�e profiǌeǌe nejed-

nakosti Minkovskog za p-modifikovane norme, dokazane u [18, Teorema 2.6].

Teorema 5.2.6. Ukoliko je p> 2, tada za sve simetriqne normiraju�e funkcije

Φ i sve C1, · · · ,CN ∈ C
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. (5.2.28)

Jednakost u (5.2.28) se dosti�e ako i samo ako su svi Cn me�usobno propor-

cionalni sa nekim pozitivnim koeficijentom proporcionalnosti.

Specijalno, kada je ||·||Φ nuklearna norma ||·||1, nejednakost (5.2.28) se mo�e

zapisati i kao∣∣∣∣∣∣∣∣ N
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Dokaz. Poka�imo prvo specijalni sluqaj identiteta (5.2.9), gde za opera-

tore C1, · · · ,CN i skalare α1, · · · ,αN ∈ (0,1), za koje je ∑
N
n=1 αn = 1, va�i

∣∣∣ N

∑
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∣∣2

αn
. (5.2.30)

Zaista, sve xto treba da bi pokazali (5.2.30) jeste da uzmemo X ··= I, An ··=
√

αnI i Bn ··= Cn√
αn

za n = 1, · · · ,N i c = 1 u (5.2.9).

Iz (5.2.30), za p > 2 daǉe dobijamo
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. (5.2.31)

Izborom p ··= q i αn ··=
||Cn||

Φ
(p)

∑
N
m=1 ||Cm||

Φ
(p)

u (5.2.31), dobijamo posledǌu nejednakost

u (5.2.28).

Primetimo da Teorema 5.2.6 daje n alternativnih sabiraka pri profi-

ǌeǌu nejednakosti Minkovskog, dok ih u [10, Posledica 2.1] ima n(n−1)
2 .

5.3 Профињене Грисове неjеднакости за

p-модификоване норме

U ovom odeǉku, odredi�emo izjednaqavaju�e sabirke u operatornoj Lan-

dau2 - Grisovoj3 nejednakosti i na ǌih primeniti Lemu 5.2.1. Detaǉi ovog

poglavǉa mogu se na�i u [16], a izlagaǌe poqiǌemo formulacijom polaznog

identiteta kojim se profiǌuje operatorna Landau - Grisova nejednakost.

Lema 5.3.1. Neka su αn ∈ (0,1] za n = 1, · · · ,N takvi da je ∑
N
n=1 αn = 1. Ako su

{A1, . . . ,AN} i {B1, . . . ,BN} zajedno sa X ograniqeni operatori, tada je za sve

2Ландау - Edmund Landau (1877 - 1938)
3Грис - Gerhard Grüss (1902 - 1950)
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c >
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Dokaz. Polaze�i od specijalnog sluqaja identiteta Korkinovog4 tipa (2.3)

iz [17] za verovatnosnu meru µ definisanu sa µ({n}) def
= αn za 1 6 n 6 N, koji

primeǌen na operatore An
αn

i Bn
αn

umesto An i Bn tim redom, dobijamo
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4Коркин - Александар Коркин (1837 - 1908)
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Ukoliko oznaqimo C
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=
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1≤m<n≤N

αmαn

∣∣∣(α−1
m Am−α

−1
n An

)
CD− cX

(
α
−1
m Bm−α

−1
n Bn

)∣∣∣2
= D∗D+

1
2

N

∑
m,n=1

αmαn

∣∣∣(α−1
m Am−α

−1
n An)CD− cX(α−1

m Bm−α
−1
n Bn)

∣∣∣2 (5.3.4)

= D∗D+
1
2

N

∑
m,n=1

αmαn
∣∣(α−1

m Am−α
−1
n An

)
CD
∣∣2 (5.3.5)

− cℜ

N

∑
m,n=1

αmαn
(
α
−1
m D∗CA∗m−α

−1
n D∗CA∗n

)
X
(
α
−1
m Bm−α

−1
n Bn

)
(5.3.6)

+
c2

2

N

∑
m,n=1

αmαn
∣∣X(α−1

m Bm−α
−1
n Bn

)∣∣2 (5.3.7)

= D∗D+D∗C

(
N

∑
n=1

α
−1
n A∗nAn−

∣∣∣∣ N

∑
n=1

An

∣∣∣∣2
)

CD (5.3.8)

− 2cℜD∗C

(
N

∑
n=1

α
−1
n A∗nXBn−

( N

∑
n=1

A∗n

)
X
( N

∑
n=1

Bn

))
(5.3.9)

+ c2

(
N

∑
n=1

α
−1
n B∗nX∗XBn−

∣∣∣∣X N

∑
n=1

Bn

∣∣∣∣2
)

(5.3.10)

= D∗C
(

C−2 +
N

∑
n=1

α
−1
n A∗nAn−

∣∣∣∣ N

∑
n=1

An

∣∣∣∣2−2cC−1
)

CD (5.3.11)

+ c2

(
N

∑
n=1

α
−1
n B∗nX∗XBn−

∣∣∣∣X N

∑
n=1

Bn

∣∣∣∣2
)

= D∗C
((

C−1− cI
)2− c2I +

N

∑
n=1

α
−1
n A∗nAn−

∣∣∣∣ N

∑
n=1

An

∣∣∣∣2)CD (5.3.12)

+ c2

(
N

∑
n=1

α
−1
n B∗nX∗XBn−

∣∣∣∣X N

∑
n=1

Bn

∣∣∣∣2
)

= c2

(
N

∑
n=1

α
−1
n B∗nX∗XBn−

∣∣∣∣X N

∑
n=1

Bn

∣∣∣∣2
)
,

budu�i da izraz (5.3.12) nestaje saglasno samoj definiciji operatora C.

Formula za ograniqene operatore

|A+B|2 = |A|2 +A∗B+B∗A+ |B|2 = |A|2 +2ℜA∗B+ |B|2
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je korix�ena za razvoj izraza (5.3.4) u izraze (5.3.5), (5.3.6) i (5.3.7). Drugi

sabirak u (5.3.8) se dobija iz drugog sabirka iz (5.3.5) primenom identiteta

(5.3.3) za X ··= I i AnCD umesto An i Bn. Sabirak (5.3.9) je dobijen iz (5.3.6)

primenom (5.3.3) na AnCD umesto An, dok je sabirak (5.3.10) dobijen iz (5.3.7)

opet primenom (5.3.3) na XBn umesto An. Na kraju je i definicija operatora

D primeǌena na (5.3.9) da bi se dobio izraz (5.3.11).

Zamenom α1 ··= · · · ··= αN
··= 1

N dobijamo (5.3.2), kao jednu od qesto korix-

�enih formi operatornih nejednakosti Landau - Grisa.

Posledica 5.3.2. Pod pretpostavkama Leme 5.3.1, za sve 0 < p 6 2 va�i∣∣∣∣∣ N

∑
n=1

α
−1
n A∗nXBn−

( N

∑
n=1

A∗n

)
X
( N

∑
n=1

Bn

)∣∣∣∣∣
p

≤

∥∥∥∥∥ N

∑
n=1

α
−1
n A∗nAn−

∣∣∣ N

∑
n=1

An

∣∣∣2∥∥∥∥∥
p
2
(

N

∑
n=1

α
−1
n B∗nX∗XBn−

∣∣∣X N

∑
n=1

Bn

∣∣∣2)p
2

, (5.3.13)

Dokaz. Nejednakost (5.3.13) sledi direktno iz identiteta (5.3.1), uzimaǌem

da je c ··=
∣∣∣∣∑N

n=1 α−1
n A∗nAn−

∣∣∑N
n=1 An

∣∣2∣∣∣∣ 1
2 , kao i zbog qiǌenice da je funkcija

t 7→ t
p
2 operatorna monotono rastu�a na [0,+∞) za sve 0 < p 6 2.

Iz identiteta (5.3.1) se primenom Leme 5.2.1 dobijaju profiǌene nejed-

nakosti Landau - Grisa za p-modifikovane norme.

Teorema 5.3.3. Pod pretpostavkama Leme 5.3.1 je za sve p > 0∥∥∥∥∥ N

∑
n=1

α
−1
n A∗nXBn−

( N

∑
n=1

A∗n

)
X
( N

∑
n=1

Bn

)∥∥∥∥
Φ(p)

6
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1
2
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∑
n=1

α
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n B∗nX∗XBn−

∣∣∣∣X N

∑
n=1

Bn

∣∣∣∣2
∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
Φ(p/2)

, (5.3.14)

za sve unitarno invarijantne norme ||·||Φ.
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Ukoliko je jox i 2 6 p 6 q <+∞, tada je dodatno∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ N

∑
n=1

α
−1
n A∗nXBn−

( N

∑
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)
X
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Bn
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p

Φ
(q)

(5.3.15)

6
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∑
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(5.3.16)

6 cp

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ N
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n=1

α
−1
n B∗nX∗XBn−

( N
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B∗n

)
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∑
n=1

Bn
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p
2

Φ
(

q
2 )

. (5.3.17)

Ukoliko se familija {Bn}N
n=1 sastoji od me�usobno komutiraju�ih normalnih

operatora, tada se izraz u (5.3.17) mo�e daǉe proceniti sa

cp

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣X
(

N

∑
n=1

α
−1
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∣∣∣∣2
)1

2
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∣∣∣∣∣

p

Φ
(q)
. (5.3.18)

Sliqno, ukoliko se familija {An}N
n=1 sastoji od me�usobno komutiraju�ih nor-

malnih operatora, tada∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ N

∑
n=1

α
−1
n A∗nXBn−

( N

∑
n=1
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Φ
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. (5.3.19)
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Specijalno, kada je p > 2, za Xatenove p-norme imamo∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ N

∑
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α
−1
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(5.3.20)

+ ∑
1≤m<n≤N
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(5.3.21)

6 cp
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(5.3.22)

6 cp

∥∥∥∥∥X

(
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∑
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α
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p
∥∥∥∥∥

p
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. (5.3.23)

Dokaz. Nejednakost (5.3.14) je posledica nejednakosti (5.3.13), svojstava

monotonosti singularnih vrednosti i unitarno invarijantnih normi, kao

i qiǌenice da je funkcija t 7→ t p monotono rastu�a na [0,+∞) za sve p > 0.

Sluqaj 2 6 p 6 q dobija se primenom (5.2.5) iz Leme 5.2.1 na identitet

(5.3.1).

Ukoliko se familija {Bn}N
n=1 sastoji od me�usobno komutiraju�ih nor-

malnih operatora, primenom [17, Teorema 2.1], na verovatnosni prostor

(ve� korix�en u dokazu Leme 5.3.1) koji se sastoji od N taqaka, od kojih

svaka ima meru αn i familiju operatora
{

α−1
n Bn

}N

n=1, dobijamo

cp

∣∣∣∣∣
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∑
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Φ
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6 cp
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2 )

.

Kako je posledǌi izraz jednak desnoj strani u (5.3.18), time se dokaz ovog

dela teoreme zavrxava.

U sluqaju kada se familija {An}N
n=1 sastoji od me�usobno komutiraju�ih

normalnih operatora, izborom c ··=
∣∣∣∣∑N

n=1 α−1
n A∗nAn−

∣∣∑N
n=1 An

∣∣2∣∣∣∣ 1
2 i zamenama
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An, X i Bn u (5.3.18) sa Bn, X∗ i An respektivno, dobijamo (5.3.19).

Daǉe, nejednakosti od (5.3.20) do (5.3.22) slede primenom nejednakosti

od (5.3.15) do (5.3.17) za sluqaj p ··= q≥ 2 i nuklearnu normu ||·||Φ ··= ||·||1, dok

posledǌa nejednakost u (5.3.23) sledi primenom [17, Teorema 2.4] na izraz

u (5.3.22), uzimaǌem X∗X umesto X, p
2 umesto p, q ··= r ··= p

2 ,α
−1
n Bn umesto i A∗n

i Bn, kao i µ({n}) def
= αn za n = 1, . . . ,N.

Izborom c ··=
∥∥∑

N
n=1 α−1

n A∗nAn−
∣∣∑N

n=1 An
∣∣2∥∥ 1

2 u izrazima (5.3.20) do (5.3.23),

vidimo da se ovime poboǉxava nejednakost Landauovog tipa data u [17,

Teorema 2.4], u ovom specijalnom sluqaju verovatnosnog prostora, doda-

vaǌem pozitivnih sabiraka na levu stranu razmatrane nejednakosti.
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[19] D. R. Jocić, S. Milošević, and V. D urić. Norm Inequalities for Elementary Op-

erators and Other Inner Product Type Integral Transformers with the Spectra

Contained in the Unit Disc. Filomat, 31(2):197–206, 2017.

[20] T. Kosem. Inequalities Between || f (A+B)|| and || f (A)+ f (B)||. Linear Algebra

and its Applications, 418(1):153 – 160, 2006.

[21] C. A. McCarthy. Cp. Israel Journal of Mathematics, 5(4):249–271, Oct 1967.
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