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[IpeaMeT UcTpaKMBamwa OBe JOKTOPCKe AucepTanuje cy ¢ppaKLMOHa U TOIOJIO-
KA YOIIUTeHa jeiHAYMHe Teserpadpuyapa Kao Mojesa eJeKTpU4HOr Boja. I[lpu
MoJiesiupawy Boa kopuiliheH je XeBUcajj0B NPUCTYI, OAHOCHO BOJ, je U3/ie/beH Ha
MHpHTe3UMaJHe CEKIlUje, a CBaKa O/ ’bUX 3aMeHeHa je eJleMeHTapHUM eJIeKTUUHUM
KosioM. PpakKIMOHO yOoNIITewe Cce Orye[ja y TOMe IITO Cy KJIaCUYHe KOHCTUTYTH-
BHe peJialivje AUHAaMHUYKUX (aKyMyJIallMOHUX) eJIeKTPUYHUX eJleMeHaTa 3aMembeHe
bpakKLMOHNUM, OJHOCHO U3BO/, 110 BpEMeHY KOju QUTrypHllle Y bMMa 3aMebEeH je U3BO-
JloM Hellesior peja Puman-JluyBusioBor tTuna. OnucaHa MoauduKalyja KOHCTUTY-
TUBHUX peJialidja oMoryhyje fa ce Ha MHOBAaTHMBaH HaYMH y3My Y 063Up epeKTH Ko-
HayHOI BpeMeHa peJlakcaliyje Y MmoJjiapusalyje AueseKTpUKa, Kao U GopMUpama
CIIPeXHOT MarHeTCKOT 110/ba Y MeiujyMy u3Mehy NpoBOAHHKA, OJJHOCHO oMoryhyje
Jla ce y 003Mp y3Me UCTOpPHja poleca nojapusalyje 1 MarHeTUu3aLuje.

CylITMHA TOMOJIOWIKOT YONIITEHA OIViea ce y TOMe LITO eJIeMeHTAapHO KOJIO,
nopeJ, CTaHZapJHUX eJleMeHaTa y pe/lHOj 'paHu (KaJjieMa U OTIIOPHUKA KOjU Mo/Jie-
JINPajy UHAYKTHUBHE U iMcUNIaTUBHE peHOMeHe), Kao U KOH/leH3aTopa U OTIOPHUKA
y OTOYHO]j I'PaHHU (KOjUM Ce ONUCYjy KalallUTUBHU U JUCUNIATUBHU GeHOMEHH ), UMa
Y KallallMTUBHU eJleMeHT (KOH/JleH3aTop) y peZjHOj I'PaHU KOjUM ce MoJesnpa ede-
KaT HaroMHJ/IaBama HaeJIeKTPUCamka Y IPOBOJAHHUKY, OJHOCHO KOHAYHO BpeMe peJia-
Kcallyje, Kao U yTUIdj KpeTamha Be3aHUX HaeJleKTpUCamka Ha MarHeTcKy crpery. Pa-
3JIMYUTHUM IOBE3UBAEM eJlIeMeHaTa pe/iHe IPaHe eJleMeHTapHOr KoJia (OTIIOPHHKA,
KaJleMa U J0JaTor KOHJeHa3Topa) A00HjeHo je 0caM pasIMYMTHUX TONoJoruja. 3a
CBaKy 0/ OBMX TOIIOJIOTHja JAT je MaTeMaTUYKU MoJes y BUAY NapuujaaHe ¢pa-
KIMOHe JudepeHHjaHe jelHAaYNHEe KOjOM je oMMcaHa 3aBUCHOCT HAllOHA BO/a O/f
N03HMIMje U BpeMeHa. 3a CBaKy TOIOJIOTH)Y JaTH Cy U3pasu 3a OAYKHY peJlHy UM-
neJlaHCy U MOJYKHY OTOYHY a/[MUTAHCY, Kao U U3pa3 3a KoePUIUjeHT IPOCTUPakba
CUTHaJsIa Ay Bojila. Ha ocHOBy MaTeMaTHUYKOT Mo/ieJia U3BplI€eHa je KJacupuKaluja
TOIOJIOUIKUX YOIILITeHha IpeMa ToMe Koje pusnuyke GpeHoMeHe y3uMajy y 063up (Ta-
JIacHO-upy3He, AMdy3HO-AUCUIIaTUBHE UJIM IpOLiece HUXKeT peJia 0f CTaTU4Ke u-
cunanuje). MaTeMaTU4YKH MOJieJ CBaKe 0O/ OBHUX TOIMOJIOTHja CaZpKH KJIACUUHY je-
JIHaUMHy TeJierpaduyapa Kao jeJjlaH o MHOTOOPOjHUX ClleljMja/IHUX C/Iy4yajeBa Ha
Koje Moxe fa ce cBefie. HakoOH M3/1aramba CBUX TONOJIOLIKUX YOIIITEHA, BbUXOBUX
MaTeMaTUYKUX MoJiesla U KiacuuKaLuje JaTo je AeTa/bHO U3BOhewe MaTeMaTH-
YKOT MOJeJia 3a jeiHy, U3abpaHy, TonoJsiorujy. [[puctynom u kopayruma Koju cy Ko-
puntheHH 3a U3BOhewe TOr Mojiesia MOXKe Ce U3BeCTH MaTeMaTHYKH Mojiesl GUJI0
KOje 0Jf HaBe/leHUX TOII0JIOTHja.

[Tope u3Bohemwa yonuteHe ¢ppakivoHe jefHauYnHe Teserpadpuyapa, kKao marTe-
MaTHUYKOT MO/ieJ1a eJIeKTPUYHOT BOJa, AaT je U ieTa/baH NMOCTYIAK 3a 00Hjame aHa-
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JIUTUYKOT pellierha caMe je/iHaurMHe, kopucTehu ce JlansiacoBoM TpaHcpopMalujom
Y MEeTOJIOM KOHTYpHe UHTerpanuje. AHaJIMTHUYKO pellewe 3aBUCH o 6poja U 1no-
JIOXKaja TayaKa rpaHama KoeUIMjeHTa NpOoCTUpaa h3abpaHe TOMOJIOTHje U U3Be-
JIEHO je 3a cBe Moryhe ciy4yajeBe TauaKa rpaHama, YMMe je yjeJHO 10O6HjeH U TpaH-
3WjeHTHM O/I3UB BOJIAa Ka0 CUCTEMa, 32 YUjU Ce 0[3UB CMaTpa HAMOH usMebhy mnpo-
BOJIHMKA Bojia. Takobhe, ypaheHa je ppekBeHLMjcKa aHa/IM3a MOJIy/ia U apTyMeHTa
byHKIMje TpeHoca BOJia Y 3aBUCHOCTH 0] TayaKa rpaHamwba KoepulujeHTa NPOCTHU-
pama.

Ha kpajy auceprauuje gat je rpapuyuku npukas u Bepudrkalyja peliera nope-
hemweM ca Beh mo3HAaTUM U MPU3HATUM METOJUMa 3a Ao6ujambe HHBep3He Jlamaaco-
Be TpaHcpopManuje. 'padpuuku cy npuKazaHU BpeMEHCKHU U IPOCTOPHU NpodUIN
0/l131Ba BOJia U TyMaueke Npolieca Koju JOMUHUPAjy MOJiesIoM, TaJacHO-AUPY3HU
WU JUPy3HO-JUCUIIATUBHY, Kao U yTULAj Opoja U N0Ji0XKaja TayaKka IpaHamha, a CBe
TO Y 3aBUCHOCTH 0/] U3abpaHUX NapaMeTapa MojeJa.

Pa3/103u 3a yomnuitaBamwe KJIacM4yHe jefJHAaYMHe Tesjerpaduyapa, Kojy je popmy-
aucao 0. XeBucajj [1], sexxe y ToMe LIITO OHA He YKJ/by4yyje oApeheHe deHOMEHE,
Kao IITO Cy, Ha IpuMep, edpeKaT HAaroMuJjaBamwa HaeJleKTpUcamwa y NpOBOAHULMA
WJIM MeMOPHjCKU edeKTH Mpoleca nojapusanuje U MarHeTusalnyje U30/1aMuoHOT
MeauvjyMa. 3aHeMapHBambe HaBeJleHUX edeKkaTta je MOTIYHO ONpPaBJaHO Y MHOTUM
NPaKTUYHO UHTEPECAaHTHUM C/Iy4yajeBUMa: eJIeKTPUYHU BOJOBU KOjU Cy HAYUHEHHU
0/l 0OpUX MPOBOAHUKA U U30/1aTOPA, UJIU BOJIOBU €JIeKTPOEHepPreTCKOr CUCTeMa
KOjUMa ce IpeHoCe CUTHa/IM BeOMa HUCKHUX yyecTanocTu. MehyTum, npu mogenupa-
1y (Masnx) cucTeMa Ha BeOMa BUCOKMM y4eTaJI0CTUMa, Kao mto cy CMOS on-chip n
TpaKacTHd BOJOBU Ha MUKPO HUBOY (microstrip line), nofgaTHu edpeKTH, NOpes, OHUX
KOju cy Beh yKJ/by4eHU y KJIAaCUYHY je/lHAaYMHY Teserpadudapa, Mopajy ce y3eTH y
063up. Y 1ju/by pelllaBarmka OBUX MP06JIeMa, HOCTOjU MHOLITBO YONIITEHA jeJHAUU-
He Tesierpadryapa, ay MHOTUMA O/ lbUX Ce, YMECTO KJIaCUYHUX eJieMeHaTa, KOpUCTe
eJleMeHTHU MO/JieJIMpaHU U3BOJIMMa HelleJIoT peJa.

Cappakaj JIOKTOPCKe AucepTallyje NOJle/bEH je Ha NeT [ViaBa. Y MpPBOj [VJIaBU JaTH
CYy HajBaXKHUjU eJieMeHTH PppaKIMOHOT payyHa, CBOjCTBA U HOTalUja onepaTopa ¢pa-
KIMOHOT UHTerpa/bema U GpakiuoHor audepeHuupama. Takohe, HaBe/JHe Cy HEKe
0/l TeOpeMa KOMILJIEKCHe aHaJIM3e, Kao U JiBe KopulltheHe HHTerpasHe TpaHcpopMa-
uuje: Jlantacoa u @ypujeoBa. Ha kpajy rasiBe Aat je jeJlaH aHaJIMTUYKHU U jeaH
HyMepHUYKU MeTOo/, 3a oJipehrBame nHBep3He JlansacoBe TpaHchopmauuje: Iloct-
BuzsepoBa nuBep3noHa ¢popmyJa u /le XyroB aropuram.

/lpyra riiaBa pe3epBHCaHa je 3a KJIaCU4YHY jeJHAYUHY TeJsierpadryapa, bbeHO 13-
Boheme, Kako Yy BpeMeHCKOM, TaKO U y KOMIIJIEKCHOM ZJOMeHY, Kao U 3a HeHe CIle-
[MjaJIHe cJy4ajeBe MONYT jeJlHAUMHE MPOCTUpamba Tajlaca, jelHauyrnHe Audy3uje U
jenHaAYMHEe CTaTUYKe AMCUINallvje, Kao U jeJHAYMHA Koje Cy ’hbHX0Ba KOMOHWHaIMja.
M3BpiieHa je U ppeKkBeHIMjCKa aHA/IK3a MOAYJ/1a U apryMeHTa GyHJaMeHTaJIHOT pe-
HieHa jeJHAYUHE Teslerpadpuyapa U leHUX ClleliUjaJlHuX caydajeBa. Takohe cy nate
¥ QyHKIMje IpeHoca NoaybecKOHaYHOT M KOHAYHOT BOJa, C TUM LITO CYy 3a KOHa4YaH
BOJ| HaBeJleHe TPUY pas3/IM4vTe CUTyaluje: KaZia je Kpaj BoZJa OTBOPEH, Kaja je Kpajy
BOJIa KpPaTKO CIIOjeH Y Ka/ia je Ha Kpaj BoJa NPUKJ/bY4YeH IOTPoLIay.

dpaxuMoHa U TOMOJIOLIKA YONLITEeHha jeHauMHe Tesierpaduyapa cy npescraBbe-
Ha y Tpehoj rmaBy, rze je ypaheHa U bUX0OBa JieTa/bHa aHa/lIu3a U Kaacupukaluja
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IIPE/II'OBOP

npema npema CBojcTBUMa U GU3UUYKUM IpoliecuMa Koje y3umajy y o63up. [logena
Y 3aKJ/bY4llY CYy U3BeJleHU Ha OCHOBY TOII0JIOTHje eJIeMHATPHOT K0J1a, peJa jeJHa4yu-
He KOjoM ce oArosapajyha TomnoJsiorvja Moziesiupa, Kao U KoeQuLMjeHTa IpOCTUPakbha
KOjH oAroBapa oZipeheHoj TONoJIoryju. JacHO cy HaBeJleHe IPeJHOCTH U MaHe CBUX
TonoJsioruja. Ha kpajy Tpehe riaBe gato je geTa/bHO M3BOheme MaTeMAaTUYKOT MO-
Jlesia u3abpaHe TOIOJIOTHje, KOje 3a pe3yJITaT UMa yOoNuITeHy ppaKLHUOHY je JHAUUHY
TeJierpadpuyapa.

YeTrBpra rzaBa nocseheHa je ogpehrBamy aHaJIUTUYKOT pelliera yOlLITEHE je-
JIHauuHe Teserpadpudapa nomohy JlansacoBe TpaHchopManuje U MeToa KOHTYp-
He UHTerpanuje, OfHOCHO TPAaH3UjeHTHOM O/I3UBY €JIeKTPUYHOTI BOJA MOJe/IUPAHOT
M3abpaHOM TONOJIOTUjOM. YpaheHa je U ¢ppeKBeHIMjCcKa aHa/JIU3a MoJyJa U apry-
MeHTa QyHJaMeHTaJHOT pellewa, OA4HOCHO GyHKIMje npeHoca Boja. [lourto ce 3a
pas3/IMYMTE NapaMeTpe BO/a jaB/bajy U pa3/iIMuUTH CJydajeBy Opoja U MoJioXKaja Ta-
Yyaka rpaHama KoeQHUIMjeHTa IPOCTUPakha, aHAJIMTHYKO pelliere U QpeKBEeHLHjCKa
aHaJsiu3a cy ypaheHu 3a cBe Mmoryhe ciy4ajeBe.

Y nocsew0j, eToj r/1aBy, rpadUUKU Cy NPUKa3aHU J0OMjeHU pe3yaTaTh y BUAY
BpPEMEHCKUX U MPOCTOPHUX Npodusa TpaH3UjeHTHOT oA3uBa. Ha BpeMeHCKHM Npo-
dunuma, nopes aHa/IM3e U AUMCKYCHje, yjeIHO je U3BplleHa U BepuduKalyja oo6uje-
HUX pelllela nopehemeM ca pelielrMa Koju cy f06ujeHU KopuinhemweM Jle Xyrosor
aaroputMa U [loct-BusepoBe nuBep3uoHe popmyJie. [IpocTopHu npoduiu cy no-
CJIYKUJIU 3@ AUCKYCHUjY U NOTBPAY UCIPABHOCTU KOjU MPOLECH, TaJaCHO-JUPY3HHU
WU IM$y3HO-AUCUIIATUBHHY, JIOMUHUPA]jY Y 3aBUCHOCTH 0/ U360pa napaMeTapa Mo-
Jles1a, OAHOCHO peJia jeiHaYMHe. 3aTUM je U GPEeKBEHIIMjCKOM aHaJIM30M MOAYyJia U
aprymeHTa QyHKIHje IpeHoca U3BplIeHa aHa/Iu3a U NOTBpAa KJacupukalumje npo-
1jeca, y 3aBUCHOCTH OJ lapaMeTapa, Kao M aHa/lM3a JONpPHUHOCA TayaKa IpaHamba
IpolecruMa KOju ce 0/iBYjajy Ha BOAY.

HakoH nocsieamwe riase fjucepranyje U3JI0XKeH je pe3uMe JucepTalyje, HaBeze-
HU Cy 3aK/bY4l[1 IPOUCTEKJIM U3 UCTPAXKMBakba U J00HjeHUX pe3y/ITaTa, a aTu Cy
u Moryhu npaBuu Aa/ber UCTpaKUBamwa. Ha caMoM Kpajy HaBeJieH je ciMcak Kopu-
mwheHe JiMTepaType U JlaTa je K/by4Ha JOKyMeHTaljcka MHopMaLyja.

OpurrvHa/JHU Hay4YHU JONPUHOC AucepTalyje caJjpXaH je y TpeheM, 4eTBpTOM
Y IIeTOM IOIJIaB/by Y pe3yJTaT je UCTPaKHWBama 4HjU je [leo caZpkaH y paay [2]
06jaB/bEHOM Y HAYYHOM YaCONKCY, Kao U y ABa KoHepeHLUjcKa paja [3, 4].






Jaxea/jsiHuUya

VckopucTHo 6UX OBY NPUJIKKY /ia U3PAa3UM BeJIMKY 3aXBaJIHOCT CBOjUM MEHTO-
puma, Ap Jymany 3opunu u Ap Musiany Panauhy, Ha orpoMHOM pa3ymeBamy, npe-
HEeCeHOM 3Hamy, yTPOLIEHOM BpeMeHY, 6e3rpaHU4YHOM CTPI/behY U HeCeOUYHOj No-
Mohu cBake BpcTe.

Takohe 6ux ce 3axBasuo aparuMm npodecopruma Ap Baagumupy CTpe3ockom U
akaseMuky Teogopy ATaHankoBuhy, 4laHOBMMa KOMUCHje, HA TOMONY U MpeHece-
HOM 3Hamy, KaKo U3 06J1aCTH KOje Cy YCKO Be3aHe 3a JMCepTaLHjy, TAKO U3 MHOTUX
Jpyrux cgepa HayKe U ONIITEr 00pa3oBamka.

Besimky 3axBa/IHOCT AyryjeM yBakxeHUM npodpecopruma Ap Tomucaay lllekapu u
Zp JoBany MukysnoBuhy, 41aHOBMMa KOMUCHj€e, HAa CTPY4YHOj MOMOhH U cyrecTujama,
Kao U Ha CpauHOM OJJHOCY U mocBeheHOM BpeMeHy.

3axBaJiMo 6UX ce CBUM KoJierama  NpujaTe/bUMa Ha NOAPILLM U TOMOhH NpH-
JINKOM HCTpakMBaka M NHUcamba Aucepranyje, a noceoHo Pagusojy ByjaHoBuhy u
@uauny Kpctuhy Ha noMohu TeXHUYKe TPUPO/IE.

Majuu MupocnaBky, 6paty AnekcaH/py, Aeau CteBaHy u 6abu AHbhu ce 3axBa-
JbyjeM IITO Cy MM OMOTYhUJIM Jla ce IKOJIyjeM U [ja YOILITe J00HjeM NPUJINKY aKa-
JleMCKOT 06pa30oBakha, Kao U Ha 6epe3epBHOj NOAPILLU CBUX OBUX FO/IMHA.

HajBehy 3axBasiHOCT cBaKako AyryjeM Mojoj BoJbeHOj cynpy3u Cy3aHU Ha 6e3rpa-
HAYHOM CTPIlJbekbY, Pa3yMeBakby U Jby0aBU KOjy MU je IPYKUJIa, KAKO 6UX UCTPajao
Y YCIIeIIHO OKOHYA0 U 0Baj KOPAK y )KUBOTY.
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1. DpakyuoHu payyH, mamemamu4dku
as1amu u Homayuja

1.1 PpakyuoHu payyH

OcHoBHe fedUHUIIYje U CBOjCTBA MHTErpasia U U3BO/ia HelleJIOT peJia HaBeJeHU
CYy y OBOM 0/ieJbKy. MHOTO BHIIIE JileTa/ba U3 06/1aCTH GPaAKIUOHOT payyHa U Hero-
Be BeoMa IIMPOKe pUMeHe MoKe ce Hahu y 60raToj iuTepaTypu ocBeheHoj 0Boj
MaTepuju, BUAU HIp. [5, 6, 7, 8, 9].

1.1.1 HHmezpasa Heyes102 peda

Puman-JluyBunos (Georg Friedrich Bernhard Riemann, Joseph Liouville) dpakuu-
oHU uHTerpas pega & > 0, 1edUHUCAH je KOHBOJYIIMOHUM UHTErpajioM

$-1
Q) re)

rae je ca I' oanaueHna OjniepoBa (Leonhard Euler) rama ¢pyHKIIMja, a * 03Ha4YaBa ore-
palvjy KOHBOJIYLIMje, KOja je 3a Kay3a/iHe curHaJjie febuHUCaHa Ha ciaefehu HauuH
f@) =g = fotf (1) g (t — t)dr. Kapga je pen unTerpasa 1eso6pojaH, Puman-
JInyBu0B GpaKLiMOHM UHTETPaJl ce CBOJU Ha KJIaCHU4aH, Tj. Ha j06po no3Haty Ko-
mujeBy (Augustin Louis Cauchy) opMysy 3a BULLIECTPYKY (n-TOCTPYKY) UHTETPALU]jY

oIEf () = f (t = D (@)dr = —— 5 £ (1), (1.1)

n—1

(n—1!
Tpe6a umaTtu Ha ymy Aa je [ pyHKIMja yonuTewe paKkTopUjesa TakBo Ja Baxku ['(n)
= (n — 1)!, 3a cBe MO3UTUBHE 1|e7106pojHe BpefHOCTU n. Ca ¢ je 03HayeH olepa-
TOp UHTerpasbemwa peza &, a ca l y ciayvajy kaza je ¢ = 1, ofHOCHO Kaja ce paju
0 KJIACUYHO] je JHOCTPYKOj UHTerpauuju. Kaza je y nuTamwy UHTerpanyja HyJaTor
pesia ppaKMOHU UHTErpas KOHBEPrUpa, y c1aboM CMUCIY, CAMOj IOJAUHTErPaIHOj
bGYyHKUMjU.

C/JIMYHO KJIaCUYHOj BUlIeCTPYyKoj uHTerpauuju (1.2), Puman-JinyBuioB onepa-
Top ¢pakuroHe uHTerpanuje (1.1), nocefyje cBojcTBa MoJyrpyne, WITO 3HA4YU Jia
3a Wera BaXkKM acollMjaTUBHOCT, a/lM Takohe moce/iyje ¥ CBOjCTBO KOMYTaTUBHOCTH,
OJJHOCHO BaXKH Olf OIE = OI{ Olf = OIfJ’C (£, > 0). JlansnacoBa TpaHcpopMal-
ja (buhe nepunucana y ogesbky 1.2.1 uzpaszom (1.11)) ¢pakuuoHor uHTerpasaa je

Lolff ®] () = s7F (s).

oIPf () = f (t — D f(0)dr = SO, 12

1)'



1. ®pakuyoHu payyH, MaTeMaTUYKH aJIaTU U HOTaLMja

1.1.2 H3e00u Heyes102 peda

[TocToje 6pojHU HAaYUHU 32 JePUHUCAE ollepaTopa ppaKLMOHOT AudepeHLIU-
pama. 3a npobJieMe KOju Cy pa3MaTpaHU Y 0BOj Te€3U MPUPO/HO Ce HAMETHYO (LITO
he 6UTH Noka3aHo KacHUje) GpaKIMOoHU U3BOA PuMaH-J/IyBHUIOBOT THIA KOjU Ce Jie-
duHUIIe Ha ciegehyu HaYUH

d[é’l
Dif (6) = —zolt FF (), (1.3)

rje [£] o3HauaBa HajMawU 1jeo 6poj Behu uau jefHak . AHaAJOTHO HOTALHUjU 3a
vHTerpauujy, ca D¢ je o3HaueH omepaTop GppaKIMOHOT AudepeHIMpatba peaa &, a
camo ca Dy cayyajy kazaje £ = 1, 04HOCHO Ka/ia je y MU Taky KJIACUYHO jeJHOCTPYKO
JudepeHunpame. Huje Telko 3ak/by4yuTH Aa ce PumaH-J/InyBuioB GppakLiHOHHU U3-
BO/|, CBO/IM HA KJIaCHYaH Ka/ia je peJi U3Boja 1esiobpojaH. [loce6Ho, kaza je pex ¢ppa-
kuuoHor usBoza ¢ € (0,1), Puman-J/luyBusioB ¢ppakumoHu U3Bo/, AepUHUCAH KAO
(1.3), nocraje

~¢
$)

JlansacoBa TpaHcdopmanyja GpaKLMOHOT U3BOAA, AaTor uspasoM (1.4), jecte

DEF (0 = ToldFF (0) = —(F(i f(t)>- (14

£[oDif ©] () = sFF () = [oli FF @] _ = sTF (). (1.5)

Mocneamwa jeqHakoct y u3pasy (1.5) Baxku camo kaza je dyHkuyja f (t) orpaHudeHa
y Hysau. U3pa3 cinuan uspasy (1.5) Baxku y caydajy GpakIiMOHUX U3BO/JA BULLET pe-
7a. Hectangapana ¢opMa noyeTHUX yci0Ba, 3a/]laTUX IPeKo GpaKLiMOHOT UHTerpa-
JIa, BOAM U J10 aITePHAaTUBHUX JeGUHHULIMja GpaKLMOHUX U3BOAA, YK/by4dyjyhu 1 Ka-
nyToB (Michele Caputo), koju ce,3a ¢ € (0, 1), sedunuile Ha cinefehy HauuH

t™¢ df ()
ra—-¢ dt

[Tourto he ce y oBoj Te3u kopuctutu camo Puman-J/InyBunoB ¢ppakyuoHu usBoz Ka-
IIyTOB M3BO/l M HeroBa CBOjcTBa Hehe ce leTa/bHUje U3/1araTyu U aHaJIu3MpaTH.

1-¢ d
§DEF (0 = ol f () = (1.6)

Komymayuja ¢ppakyuonuoHoz unmeezpaJia u hpakyuoHuoHoz uzeoda

3a pa3siuky o GpaKIMOHUX UHTEerpajia Koju MehycobHO KOMyTUPajy, ppaKiiyo-
HU UHTerpa u GpakIiMOHH U3BO/, Y ONUITEM C/Iy4ajy, HE KOMYTHPAjy, a TO Ce MOXe
NoKa3aTH Ha cieZiehr HauuH

EDSft) =EDIMCf(t) = DIDIMCf(t) =D IS ID IVS£(t)
=D I'SF(&) =D I oI °F (t)]tzo
=D -DE | F @) _ - (1.7)



1.2. UuTerpanHe TpaHchopmaluje

Tako fgace (1.7)3a ¢ > { (0 <¢,{ < 1) cBoaM Ha
€DEF(E) = D IH-CF(6) = D IE [yl F ()]
=DIESf(t)-D I [Olg_zf (t)]t=0
= E-5F(t) — [015 ~f (t)]tzo —DI¢ [oltl"(f (t)]t=0
= 1E=SF (1), (1.8)

a canygHo, 3a { > € (1.7) ce cBoau Ha
EDSF(R) = DI =D I [l F ()]
=DIC¢DFO -DIE [T O]

=D{Sf(t)—-D IS [Oltl_(f (t)]t=0
= DSEF (o). o)

t=0

Tpeba youuTu Aa nocae e jeHaKoCTH y u3pasuma (1.8) u (1.9) Bake YKOJIMKO je
f(t) orpaHu4eHa y HyJI4, OAHOCHO aKO Cy 3a/l0BO/beHU YCJIOBH [015_(f () o = 0

nlolir 0] _ =0

Komymayuja ¢ppakyuoHux uzeoda

®pakyuoHu M3BoAU PumaH-J/IMyBUIOBOT TUIA, Y ONUITEM CJIy4ajy, HUCY KOMY-
TaTUBHU ONlepaTOpH, OJHOCHO peJsanyja ODf ng = ODg ODE = ODEJ“( He BaXKU y
onwteM cay4ajy. Kopucrehu ce nepunnunujom ppakuuonor ussosa Puman-Jlnysu-

JioBor Tuna (1.4) moxe ce nucaTu
DEDSF() =D DI CF(t) =D DI S DITSf(t)
=D2 12D ISF(t) = D2 I ID I'S£ ()
= D2 M 140 - D2 P [T F ()]
=D D I1*=C*f() — D2 1'¢ |1}~ f (t)]t=0

=D I 0£(e) — 02 ¥ [o1; ¢ f (0)]

t=0
= D f(D) - D2 11 o1 F ()] (1.10)

t=0

W3 4yera cJeau Ja ODf ng = 0D§+f BaXKU I0J] YCJIOBOM /ia je [Oltl_zf (t)]t—o = 0.

1.2 HumeepasiHe mpaHchopmayuje

®pakyuoHe audepeHLMjaiHe jeJHAUMHE, KOje OMKUCYjy pPa3JIMYUTa TOMOJIOIIKA
YOILITEHA MO/ies1a eJIEKTPUYHOT BoJla, 6uhe pellaBaHe U aHa/IM3MpaHe NIPUMEHOM
WHTerpajHux TpaHcpopmMaiiyja, Jlansiacose (Pierre-Simon Laplace) u @ypujeose (Je-
an-Baptiste Joseph Fourier).



1. ®pakuyoHu payyH, MaTeMaTUYKH aJIaTU U HOTaLMja

1.2.1 Jlanaacoea mpaHcdhopmayuja

JlaniacoBa TpaHcdopManuja, Koja ce yIJlaBHOM KOPUCTH 3a Kay3aJIHe CUTHaJle,
jenHa je ox Hajuemhe kopuiIheHUX UHTErpaJHUX TpaHCPOpPMaLMja Y MHXKEeHePCTBY.
[naBHe npuMeHe cy joj 3a J00Mjarbe aHAJIMTUUKOT pellea, Kao U aHalru3a U CUMY-
Jlalldja TpaH3UjeHTHHUX Npolieca y CUCTeMUMa. 3a Kay3aJlHe CUTHaJle JiepuHULIe ce
Ha cjaefehyu Ha4YUH

F(s) = LIf (O] (s) = J:Of (e-stdt, s=o+iw, 0>0,t>0,  (1.11)

rae F (s) npeacraB/ba (KOMILJIEKCHHU) JIWK a f (t) opuruHaa GyHKILMje HaJ KOjoM ce
npuMemyje TpaHchopmaiyja.

[IpecnvkaBame U3 KOMIIJIEKCHOT Y BpEMEHCKH JJOMeH, 100Ujalbe OpUTruHajIa U3
KOMILJIEKCHOT JIMKa QYHKI|M]je, BPILU Cce IPMMeHOM UHBep3He JlaniacoBe TpaHcdo-
pMalyje Koja je aeprHUCaHA Kao

f@®)=LT[F(s)]() = ZLm L::o F(s)eStds, t > 0. (1.12)

1.2.2 ®Pypujeoea mpaHchopmayuja

dypujeoBa TpaHchopMalyja je Takohe jeaHa 0 Haj3SHAYAjHUX UHTErPaJHUX Tpa-
HcopMalyja y TexHUIM. tbeHa Hajuenrtha npuMeHa, nope 06Ujakba aHAJTUTUYKOT
pellema, jecTe ppeKBeHIMjCKa aHaIN3a, O HOCHO aHa/IM3a [I0OHallakba U 0/13UBa CU-
CTeMa Ha pocTolnepuoAu4YHy nooyay. Cama TpaHcdopmanyja sepuHrUcaHa je u3pa-
30M

F(w)=FI[f ()] (w) = f_oo f(t) e @tdt, w € R, (1.13)

rae F (w) npeactaB/ba (KOMIJIEKCHH) JIKK a f (t) opuruHaa GyHKIHje.

[IpuMmeHoM nHBep3He PypujeoBe TpaHchopMalMje U3 KOMILJIEKCHOT JIMKA [0-
6uja ce opuruHaa pyHKuMje, Bpahawe U3 GpeKBEHIUjCKOT ¥ BpEMEHCKHU IOMEH, Ha
caenehy HaYUH

f@)=F1[F ()] = % f_ O:o F (w) e®tdw, t € R. (1.14)

MHoro Bullle AeTa/ba 0 OBUM, aJIM U APYTUM UHTETPaJHUM TpaHcopMalmjama,
Moxe ce Hahu y [10, 11, 12, 13, 14].

1.3 AHaaumuy4kKu u HyMepuyKu mMemodu 3d UH8ep3Ujy

WHBep3Ha JlanacoBa TpaHcpopManuja ce, nopef, ogpehrBama no geUHULMU-
ju, MO>ke JOOUTH MHOTOOPOjHUM aHAJIUTUYKUM M HYMEPUYKUM nocTynuuma. Haj-
yemhy pas/io3y 3a Ha/laXKeme OPUTMHa/a aITepHAaTUBHUM HA4MHOM Cy NoTpeba
3a IPOBEPOM pelllerwa Jo6UujeHor 1o JePUHULUjU WK 360T TOra IITO je JJoOujame
pelewa 1o AedUHUILMjH TIpeBUllle KOMIJIEKCHO U/W/K npeBulle ciopo. Heku ox
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1.3. AHaJIMTUYKU U HYMEPUYKU METOJU 3a UHBEP3U]Y

HajI03HATUjUX AaHAJIMTUYKUX METO/a 3a Jlo6ujarkbe uHBep3He JlamicoBe TpaHcdo-
pMarnuje cy MeToJ; KOHTypHe HHTerpanuje u [loct-Bugepoa (Emil Leon Post, David
Vernon Widder) nuBep3uoHa ¢popmyJa, fok ce Jle XyroB (Frank de Hoog) anropu-
TaM M0Ka3ao Kao BPJIO KOPUCTAH M MpPaKTU4YaH HYMepUYKU MEeTOJ, 3a MHBEP3UjY.
HaBegeHna Tpu MeToja he 6UTH nojallibeHa Y HAaCTaBKY, a Npe wbUX he 6UTH Aarte
HeKe TeopeMe KOMILJIEKCHe aHa/lu3e Ha KojuMa Ce OB MeTOJM 3aCHUBAjy, Kao U
TeopeMe Koje he ce KOPUCTUTH y HAKHA/IHO] aHAJIU3HU.

1.3.1 EsaemeHmMu KomMn/eKcHe aHa/au3e

JlutepaTypa Koja ce 6aBU KOMIIJIEKCHOM aHAJIM30M, Ka0 U FbeHOM IIKUPOKOM MPHU-
MeHOM, BeoMa je o6uMHa. TeopeMe Koje cyie/ie y HacTaBKy 6vhe /jaTe 6€3 CyBUIIHUX
JleTa/ba U 6e3 J0Ka3a, a mpey3eTe cy u3 caejiehe autepatype [11, 12, 15].

KeadpamHu kopeH

KBazipaTHU KOpeH KOMIIJIEKCHOT 6poja Z MMa /Ba, KOHjyroBaHO KOMILJIEKCHA, pe-
lIera Koja ce MOTY 3allKMcaTH Ha ciefehu HauuH

Wi =Vz = i?(dlzl +Rez +isgn[Imz]+/|z| — Rez>. (1.15)

OcHoeHa Kowujeea meopema

Axo je dyHkuyja f(z) aHaIUTUYKA Y je JHOCTPYKO OBe3aHoj 06J1acTu G, Taja je
% f(z)dz=0, (1.16)
14
T/ie je Y 3aTBOpeHa KOHTYpa YHyTap 06J1acTu G.

Kowujeea unmezpayuoHa meopema

Heka je yHk1yja f (z) aHaIMTUYKA Ha 3aTBOPEHO], €0 10 [1e0 [VIaTKOj, KOHTYPHU
¥, Kao Uy obsiactu G yHyTap KOHType y. Tazia, 3a NpoU3BOJbHY TAuKy Z € (7, BaXKH

n I
fM™(z) = me E— o dé. (1.17)

Kowujeea meopema o ocmayuma

Heka je y 103UTHUBHO OpHjeHTHCAaHA KOHTYypa YHyTap Koje je pyHkuuja f (z) aHa-
JIMTUYKA CBY/la OCUM Y KOHAYHOM CKyIly Ta4aka D, Ipu 4yeMy je cBaka Tadka ckymna D
M30JI0BaHU CUHTYJIapUTET (OTKJIOWHUB, I0J UJIU eceHLUjalHN) dyHKUMje f (z). Taga
je

ygf(z) dz = 2mi z Res [f(2),ax]. (1.18)

ag€D
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1. ®pakuyoHu payyH, MaTeMaTUYKH aJIaTU U HOTaLMja

IIpuHyun ap2ymenma

Heka je y 103UTHBHO OpUjeHTUCAHA KOHTYpPa KOja He CaipKU HYJIe HUTH 10JI0Be
byHkuuje f(z). Ako je N ykynaH 6poj Hy./1a, a P ykynaH 6poj nosioBa ¢pyHkiuje f(z)
yHyTap 006J1aCTH Koja je OMBU4YeHa KOHTYPOM ¥, y3MMajyhu U ’buxoBe BULIECTPYKO-
CTY, Taja je

A, arg f(z) = 2n(N — P), (1.19)

npu yeMmy je A, arg f (z) npupauiraj aprymeHTa GyHKuuje f(z) Kaza ce He3aBUCHO
IpOMeHJ/bHBA Z Kpehe Ay KOHTYpe Y y NO3UTUBHOM MaTeMaTHUYKOM CMeDpY.

1.3.2 Memod KoHmypHe uHmezpayuje

MeToa KOHTYpHe UHTerpanyje jeJiaH je oJf aHaJIMTUYKUX MeTo/ia 3a ofpehuBa-
e MHBep3He JlansacoBe TpaHcpopMalyje, a 3aCHUBA ce Ha AePUHUILIMjU UHBEp-
3He JlaniacoBe TpaHchopMmanuje. MHBep3Ha JlamiacoBa TpaHchopMmanuja, f(t) =
Zin'i fro F(s)eStds, rae je [y KOHTypa mapaMeTpU30BaHa ca s = 0y +iw, w € (—, ),
MOXe J1a ce ogpe iy kopulitheweM ocHoBHe KomujeBe TeopeMe (1.16) uau Komujese
TeopeMe o octauuMa (1.18), rae ce 3aTBOpeHa NO3MTUBHO OpPHjeHTHCAaHa KOHTYypa
[ 6upa Tako ga koutypa [, 6y/ie beH fieo. Haume, ykonuko yHyTap koHType I' pyH-
kuuja F(s) HeMa U30JI0BaHUX cUHTryaspuTeTa (GyHKLHja F(s) je aHaJIMTUYKA YHY-
Tap I'), oHa je uHBep3Ha JlansiacoBa TpaHcdopMalyja AaTa U3pa3oM

1 t
f() = o . F(s)e’'ds, (1.20)

a YKOJIMKO U30JI0BAaHU CUHTYJIApUTETHU I10CTOje, TaZa je UHBep3Ha JlansiacoBa TpaH-
cbopmanuja garta ca

f(t) = L F(s)eStds + Z Res [F(s)est, ai], (1.21)
r

2mi Jr_
[=To ag€D

rfe je D cKyn CBUMX U30JI0BaHUX CUHTyJapuTeTa QyHKIHje F(s) yHyTap KoHType [,
auHTerpan no I' — [}y je 36up MHTerpasna no CBUM KOHTypaMa Koje YhnHe KOHTypy T,
ocuM KoHType [}.

1.3.3 Ilocm-Budepoega uHeep3uoHa (hopmyaa

JenHa og antepHaTuBa opehuBamy nHBep3He JlanacoBe TpaHchopMalLHje Mo
nedununuju je [loct-Bugeposa nuBepsrona ¢popmyia

E>k+1 4R (s)

. - (=DF
f@® =L F 1@ = lim (t dsk

k!

, t>0, (1.22)

sk
Tt

Bu U [10, 16, 17]. Ha ocHoBy (1.22) BUAM ce Aa je, TEOPUjCKH, TOTPEOHO OAPEAUTH
M3pa3 3a 6eCKOHAYHU U3BOJ JIUKa.



1.3. AHaJIMTUYKU U HYMEPUYKU METOJU 3a UHBEP3U]Y

1.3.4 Je Xyzoe anzopumam

Jle XyroB aJiropyuTaM je HYyMepU4YKU MeTOo/, 3a U3padyHaBawe UHBep3He Jlamia-
coBe TpaHcdopMaliyje y caydajy kaja je f (t) peanan curHaa. AjaroputaM je obja-
B/beH 1982. roaune y pany ,An improved method for numerical inversion of Lapla-
ce transform”, [18]. HaumMme, u3 nedprnunuje nuBepsHe JlanuacoBe TpaHchopmanyje
(1.12), kao u cuMeTpHje F (s) y 0IHOCY Ha peaJiHy OCY, IPU KOMIIJIEKCHO] KOHjyTalu-
ju aprymenTa, ofHoCHO F (5) = F(s), caiefie u anTepHaTUHM U3DPa3y 3a ofpehuBame
opuruHaja

[oe]

f@ = %e"tf Re [F (s)] cos (wt) dw (1.23)
0

= - %e‘”jo Im [F (s)] cos (wt) dw (1.24)

_ %eatfo Re[F (s) ¢“!] dw, (1.25)

. . . T[
rge je s = o +iw. HakoH guckpeTusanyje Tpane3ouJHUM IIPABUJIOM Ca KOPAaKOM p
Jlobujajy ce cnenehe anpokcumaliyje opuruHasa

L@ = %e"t %a) + kz; Re [F <a + 11(%)] cos <$> ) (1.26)
L) = - ;e“ z Im lF (0 + lk%)l sin (?), (1.27)
k=1
@) = %e‘” FTU) + z Re lF <0 + 1an> e”‘”Tl : (1.28)
k=1

Hako cy ¢opmynanuje f(t), nate ca (1.23 - 1.25), ekBUBaJIeHTHE, lbbUXOBE JHUCKpe-
Tu3auuje, (1.26 - 1.28), Hucy. Anpokcumanuje (1.26 - 1.28) Mory ce 3anucaTu npeko
opurvHaina f(t) u cyma Koje npeJcTaB/bajy rpeliky (oA CcTynamwe ofi OpUruHasa) Ha
cnenehm HayMH

L@® = f)+ Z e 29KT (f(2kT + t) + e27 f(2kT — 1)), (1.29)
k=1

L) = f)+ Z e 29KT (F(2KkT + t) — €29t f(2kT — 1)), (1.30)
k=1

M) = fO)+ Z e=20KT £ QKT + 1), (1.31)
k=1

Y le XyroBoM pajly npeTHoCTaB/beHO je Aia anpokcumarnuja (1.28) Hajoprke KOHBep-
ryvpa Ka OpUruHally, jep rpelika He caZip»KH 4JiaH eKCIIOHeH1UjaJIHo pacTyhu ca Bpe-
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1. ®pakuyoHu payyH, MaTeMaTUYKH aJIaTU U HOTaLMja

MeHoM e29¢, puaum (1.31). Taxobhe, kako 61 ce y6p3asa KOHBepPreHIuja pea, KojuM
ce alpOKCHMHMpaHa OpUTrMHaJj, KopuluheH je e-aaroputam, BUuau [19].



2. JedHauuHa meaezpachuuapa

['naBa je mocBeheHa OCHOBHMM 3aKOHMMa M peJialiijaMa M3 TeopHuje eleKTpH-
YHUX KOJIa, Ca aKLleHTOM Ha je/lHaYMHYy Teserpaduvapa U KoJia ca pacloje/beHUM
napaMeTpuMa, OJJHOCHO eJIeKTPUYHEe BOJIOBe. 3a jeAHAYUHY TeJsierpaduyapa AaTo
je leTa/bHO U3BOheme, KaKo y BpeMEHCKOM, TaKO U Y KOMIIJIEKCHOM JJOM€eHY, Kao U
oZroBapajyhu rpaHUYHM YCI0BU U QPYHKIIMje IpeHoca y 3aBUCHOCTH O/ TOra /ia Jik
je BoA, (moJsty)6eckoHa4vaH MM KOHA4aH, a ako je KOHa4yaH U LITa je IPUKJ/bYYeHO Ha
HeroBoM Kpajy. Takobhe, ypaheHa je dpeKkBeHIIMjcKa aHA/IU3a jeIHAYMHE U HheHUX
CHelUjaJIHUX c/1y4yajeBa, 0JHOCHO o/iroBapajyhux ¢pyH/jaMeHTaJlHUX pelletba.

2.1 Eaemenmu meopuje esileKmMpU4YHUX K014

Opesbak je nocBeheH OCHOBHUM MPaBU/IMMa, 3aKOHUTOCTUMA U eJlIeMeHTUMa Te-
opHje eJIKTPUUHUX KoJ1a (6e3 n3Bohema, Jl0Ka3uBakba U ileTa/bHUjer 06jallilbaBamba),
KOjU CBAKaKO MPUINA/Ajy U eJIeKTPOMarHeTHIH, aJIk Ce Y Hb0j U3ydaBajy U3 Jpyror
anekTa. 3a BUIlle /leTa/ba Ha pacroJiaramwy je Beoma 6oraTa fiomaha v cTpaHa JiuTe-
paTypa 13 TeopHje eJleKTUYHUX KoJ1a, [20, 21, 22, 23], u esleKTpoMarueTuke [24, 25,
26].

2.1.1 Kupxoghosu 3akoHu

[Ipe cBUX peJaliyja aTa Cy iBa OCHOBHA 3aKOHA TeOpHje eJIeKTPUYHU KoJa: Tp-
BM (cTpyjHu) Kupxodos (Gustav Robert Kirchhoff) 3akon

z ir(t) =0, k €{1,n}, n— 6pojrpaHa Koje ce CTU4Y y 4BOp, (2.1)

3a 4BOp

KOjU Ce 3aCHUBA Ha jeJHAUMHU KOHTUHYUTETA, U JIpyry (HanoHcku ) KupxodoB 3akoH

u,(t) =0 k € {1,n}, n—6poj cerMeHaTa Ha Koje je U3/Jie/beHa KOHTYPa,

10 3aTBOPEHO]
KOHTYpH

(2.2)
KOjH Cce 3aCHMBA Ha KOH3epBAaTUBHOCTH €JIEKTPUYHOT 110Jba (Ka/ia je TO UCIYHEHO).
OBM 3aKOHHU BaXke 3a eJIEKTPUYHA K0JIa y KOjuMa Cy BeJIMYKHe (HaloHY, CTpyje, Guiy-
KCEeBMU...) BPEMEHCKHU KOHCTAHTHe UM (peslaTUBHO) CIOPO MPOMEH/bUBE, OJJHOCHO
3aKOHM BaXke aKo je TaJlacHa Ay»KHHa (0CLu/I0Bakba NPOMeH/bMBUX BeJIMUMHA) 3Ha-
THO Beha o/l AMMeH3Hja KoJ1a Koje ce MoZie/iMpa U aHa/IM3upa noMohy oBUX 3aKOHa.
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2. JenHauuHa Tesierpadpuyapa

2.1.2 KoHcmumymueHe pesayuje esemeHama

HaBejeHe cy KOHCTUTYTHBHE peJaliije caMo 32 OCHOBHE eJIEKTPUUYHE eJIeMeH-
Te, OZJHOCHO caMoO 3a OHe Koju he 6uTH KopuliheHM y Aa/beM u3Jjaramwy. Takobe,
HaBeJIEHO je 3a CBAKU eJIeMeHT Koju GU3NYKU GPeHOMEHHU Ce FbUM MOJIe/INpa;jy.

OmnopHuk

OTNopHUK NpeJcTaB/ba eJleMeHT KOjJUM Ce MOZeJNpajy AUCIUIAaTUBHUA peHo-
MeHH, T3B. llysoBu (James Prescott Joule) ry6uy, O4HOCHO MpeJia3ak eJeKTpUiHe
eHepryje y TOIUJIOTHY. Y KOHCTUTYTUBHOj peJaliiju OTIIOPHHUKA, [103HATH)Oj Kao
OmoB (Georg Simon Ohm) 3aKOH, HallOH U CTPyja Cy AUPEKTHO MPOMOPIMOHATHE
BeJIMYMHE

ir(t) = G ug(t) A ug(t) = R ig(t), (2.3)

rJie je ca G[S] 03HaueHa eJieKTpUYHA NPOBOAHOCT (peLuIpoYHa BPeJHOCT OTIIOPHO-
cTH), a ca R[] enekTpuyHa OTHOPHOCT. KOHCTUTYTHBHE pesaljije OTIIOPHUKA Y
KOMIIJIEKCHOM JIOMEHY Cy TOTOBO HJeHTUYHE peJialidjaMa ¥ BpeMEeHCKOM JJOMEeHY
(2.3)

Ir(s) = G Ugr(s) = Ur(s) = R Ig(s). (2.4)

Kaaem

KaseMm npezicTaB/ba akyMyJIalluOHU eJIEMEHT KOjUM ce MoZiesiipa GeHOMEH CKJIa-
JIUILITEeHha eJIeKTPUUHE eHepruje y BUJly eHepruje MarHeTCKOr 1oJba. Y KOHCTUTY-
TUBHOj peJialiijU KajieMa HalloH je cpa3MepaH U3BOJly CTpPYje 10 BpeMeHy

1 (t di
() = 7 fo w@dr e w@) =L léit), (2.5)

rje je ca L[H] o3HaueHa MHAYKTUBHOCT. KOHCTUTYTUBHE peJaljydje KajeMa y KOM-
IJIEKCHOM ZIoOMeHy uMajy ciaeznehy popmy

I.(s) = Y,.(s) Up(s) e UL(s) = Z.(s) I.(9), (2.6)

rje jeca Y, (s) = SLL[S] O3HauyeHa aJiIMUTaHCca, a ca Z;(s) = sL[Q] (38a i (0) = 0)
MMIle/IaHCca KaJieMa.

KoHnden3zamop

KoHzeH3aTop npejcTaB/ba aKyMyJIallMOHU eJIeMeHT KOjUM ce MoJesaupa ¢peHo-
MeH CKJIaJMLITeHha eJIeKTPUYHe eHepryje y BUJy eHepruje eJeKTPUYHOT 110/ba U
edekaT HaroMu/1aBawa HaeJleKTpUcamwa. Y KOHCTUTYTUBHO] peJlaliijh KOH/ieH3a-
TOpa HAIlOH je cCpa3MepaH UHTerpay CTpyje y BpeMeHy

duc(t) 1 (¢

i = uc(t) = Efo ic(t)dr (2.7)

KoHCcTUTYTHBHe peJsaliyje KOH/leH3aTopa y KOMIJIEKCHOM JIOMeHY UMajy ciaeaehy
dopmy
Ic(s) = Ye(s) Uc(s) A Uc(s) = Zc(s) Ic(s), (2.8)

10



2.2. ®opmynanyja JT y BpeMeHCKOM JOMeHY

rae Yo (s) = sC[S] (3auc(0) = 0) npeacTaB/ba aAMUTAHCY, a Z;(S) = é[ﬂ] uMmIe-
JlaHCY KOH/IeH3aTopa.

Y u3pasuMa 3a UMIlelaHCe KajleMa U KOHJeH3aTopa S U % npeJicTaB/bajy KOM-
nJieKcHe JiMKoBe (JlamacoBe TpaHchopMaluje) onepatopa aAudepeHMpatba U UH-
Terpa/bea y BpeMeHy, peClieKTUBHO.

2.2 dopmyaayuja JTy epemeHCKOM OMeHY

YonuteHo roBopehy, jeiHauMHama (M eJIeKTPUYHUM KOJIMMA) ca pacnojesbe-
HUM NIapaMeTpHUMa ce ONHUCYjy GU3UUKU NPOLIECH ¥ KOjUMa IOCTOjU NPOCTOPHA pa-
crnofiesa GU3UYKUX BeJIMYMHA OJf UHTepeca, 6UJI0 Jia je y MU Tamwy IpoBohemwe ToI10-
Te, KpeTamwe QJiyn/a, AedpopMalyje MaTepujaia Uy NPEeHOC eJIeKTPUUHUX CUTHAJIA.
Y eNleKTPOTEXHUIIM, CBAaKAaKO Haj60/bU MPUMEP CUCTEMA KOjU Ce ONHCYje jelHa4u-
HaMa ca pacno/ie/beHUM NapaMeTpUMa, jecy eJIeKTPUUHU BOAOBU. Y HEKUM 06Jia-
CTUMa eJIEKTPOTEXHUKE, Kao ILUTO je HIIP. eJIeKTPOeHepreTHKa, BOLOBU Y BEJIMKO]j
BehMHM ciydajeBa cacBUM J06pO MOTY Ja Ce alpOKCMMMPAjy KOJIMMa Ca KOHLEeH-
TPUCAaHUM NapaMeTpUMa, Iipe cBera 360r BeoMa HUCKe yyecTaJoCcTU. MehyTumM, y
cneqUPUYHUM 33/JjallUMa eJIEKTPOeHePTeTUKe, Kao IITO CY BOAOBU AY>KUHE HEKO-
JINKO XWJ/baJla KWJIOMeTapa, KOJIMMa ca paclo/ie/beHUM napaMeTpuMa he cBakako
MHOT0 60J/be MOZleJIMpaTU GU3UYKHU NIPOLECH Of, MHTepeca. Joll 60/bU IpUMeEpPH ce
Mory Hahu y Jpyrum o6JilacTUMa eJleKTPOTEXHUKe: eJIeKTPOHUKA U TeJIeKOMYHHU-
Kaluje, rje ce MOZeJIMpajy BOLOBY YMjU CUTHAJIU Cy yYeCTaJ0CTH U 0 peJia Tepa-
Xepua. Y TakBUM CUCTEMHMa He MOXKe Ce 3aHeMapUTH IPOCTOPHA pacnojesa CHU-
rHajla U OHY Ce ONIUCYjy jeJHAYMHaMa Ca paclofe/beHUM lapaMeTpUMa. JelaH of,
HajBaXXKHUjUX, HAjCBEOOYXBAaTHUjUX U HAjCTAaPHUjUX MaTeMaTUIKUX MOJieJ1a eJIeKTpU-
YHOT BOJIa CBAKaKOo je jeiHa4YnHa Teserpadpuyapa (JT).

JenHauuHy Tesierpadryapa npsH je GopMysincao, a 3aTUM U 06jaBUO Y CBOM JieJ1y
Electromagnetic Theory, O. XeBucajz (Oliver Heaviside), Buau [1]. HbeHa Hajuemha
IpUMeHa je y 06JlacTUMa Koje YK/bY4yjy MPeHOC eJIeKTPUYHOT CUTHAJIA U eJIeKTPHU-
YHe eHepruje, aJld y CyLITUHUA OHA OMOTryhyje a ce onuuie U pa3yMe MHOTO LIMPH
cnekTap ¢peHoMeHa, yK/by4yyjyhu U pocTUpamwe Tajaaca, IpoBoherwe TOIJIOTE, Ty-
6uL M y IpeHocy. JelHaYMHa Teserpadpuyapa UHTerpulle jeJHAYMHY [POCTUPakba
Tajaca, jeJHa4uHy JUudy3Uje, Kao U jeJHAYUHY CTaTUUYKe AUcUIalyje, IUTO he 6UTH
N0jalllleHO KacCHUje.

Kao MaTemMaTu4ku Mojes eJleKTpUYHOT BoAa, JT y3uMa y 063Up YMHeHHULY Aa
TOKOM IIpeHOoca eJIeKTpUYHe eHepryje U CMrHajia MoCTOju Maj HalloHa U ryouTakK
(oTHLaE) cTpyje Ay BoJla. XeBUCAj/[| je U3BEO jeJHAUUHY TAKO LITO je eJIEKTPUYHHU
BO/JI M3/1eJIM0 Ha peJiHy Be3y cerMeHarTa, Ay»1uHe Ax, a 3aTUM CBaKU CerMeT 3aMeHUO
eJleMeHTapHUM eJIeKTPUYHUM KOJIOM NIpUKa3aHoM Ha ciunu 2.1. ['ybunu eHepruje
(cHararybuTaka), MoZleJIMpaHy Cy AUCUIIAaTUBHUM eJleMeHTHMa: pelHOM OTIIOPHO-
ctyu AR v napaJsieJ;JHOM (OTOYHOM) NPOBOAHOCTH AG. MarHeTcku epeKTH Cy Mojie-
JINPaHU peJJHOM MHAYKTUBHOCTHU AL, 10K je KanaUTUBHU GeHOMEH y3eT y 063Up
yBohemweM napaJsiesiHe (0OTOUHE) KanalMTUBHOCTU AC. YKOJIMKO je BOJ, XOMOT€H OIl-
paB/iaHa je mpeTNnocTaBKa Jja he naji HaroHa U CMamwemwe CTPYje, ycaes yperma 300T
HeCaBpLIEHOCTH M30J1aTOPa, O6UTH NMPONOPLUOHAIHU Ca AYKUHOM Boza. 360r Tora
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2. JenHauuHa Tesierpadpuyapa

|(x ) AL AR i(x_+>Ax,t)

_fYYY\IVV\,

~— v Ai(x,t) \

Au(x,t)
u(x,t) AC = § AG U(X+AXx,t)

X AX

A

Cnuka 2.1: XeBUCajg0oBO eJleMeEHTApPHO KOJIO eJIEKTPUYHOT BOAA.

MOTy ce nucaTu ciesehe penanuje

L_AIDICTOA_x[ l =A>1cr—r>loﬂl l AxaoAxl l Ax—>0Ax[ l

rae cy R, L, G, u C nojy>xHe BpeJHOCTU pe/iHE OTIOPHOCTU U UHAYKTHUBHOCTH, U
OTOYHE MPOBOAHOCTU U KaMallUTUBHOCTH, PECIIEKTUBHO.

C 063upoM Jia cy GpakiMoHa ¥ TOMOJIOLIKA YONIlITeHha jeJHAYMHe Teserpadu-
yapa npeJMeT U3y4yaBakba OBe Te3e, OJJHOCHO [ia je TO HbeH CYIITUHCKHU JONPUHOC,
y HacTaBKy he 6UTH AaTO JeTa/bHO U3BOheme U aHasn3a KjaacuuHe JT, kako y Bpe-
MEHCKOM, TaKO U Y KOMIIJIEKCHOM JIOMEHY.

JenHaumHa Tesierpaduvyapay BpeMeHCKOM JloMeHy 6uhe n3BeieHa KopulthemeM
eJleMeHTapHoT XeBUCajA0BUM KoJia, KupxopoBUX 3aK0HA, Kao U MPeJIacCKOM Ha KOH-
TUHYYM. Ha ocHOBY HanoHckor Kupxo¢doBor 3akoHa, MMCAaHOT 32 KOHTYPY 10 060y
eJleMeHTapHOT KoJia ca caukKe 2.1, 1o6uja ce jeHaYMHA

u(x + Ax, t) —u(x, t) = —Au(x,t) = — <AL% + AR> i(x,t), (2.9)

a Ha ocHOBY cTpyjHOT KupxodoBor 3aKkoHa jeHaYMHA

i(x + Ax,t) —i(x,t) = —Ai(x, t) = — <AC% + AG) u(x + Ax, t). (2.10)

JennauuHe (2.9) y (2.10) npeacTaB/bajy cucTeM anrebapckux jelHaYMHA KojuMa je
OTKCaHO ejieMeHTapHo KoJs10. HakoH fesbema ca Ax (2.9) u (2.10) nocrajy

Ax B Ax Ax 0t + Ax (211)
i(x+Ax,t) —i(x,t)  Ai(x, t) <AC 0 AG

A = " FT + E) u(x + Ax, t). (2.12)

u(x + Ax, t) —u(x, t) Au(x, t) (AL 0 AR)
= — i(x,t),
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2.2. ®opmynanyja JT y BpeMeHCKOM JOMeHY

[IpesiackoM Ha KOHTUHYYM, OJJHOCHO NyluITaweM Aay (2.11) u (2.12) Ax Texxu Hy/H,
Jlobuja ce cucTeM NapuujajHux AudepeHlMjaHUX jeJHaYMHA

ou(x,t) 0 .
@0 (La ' R> i), (213)
di(x,t) 0

N03HAT Kao jeJjHa4yuHe TeJjerpadpuyapa, KojuM Cy ONMCaHU HAMOH U CTpyja AYX
BoJla. YBpiuTaBamweM (2.14) y (2.13), npetxoaHo fudepeHUpaHoj Mo x, fobuja ce
KJacM4yHa jeAHaYMHA Teserpaduyapa rno HarnoHy

02 02 d

Wu(x,t) = LCW-F(LG-FRC)a-FRG u(x,t). (215)
AHasiorHO TOMe, yBpuITaBaweM (2.13) y (2.14), npeTxogHo AvdepeHLIMPaHOj MO X,
Jlobuja ce kiacuyHa JT no cTpyju

0% 02 0 .

ﬁl (X,t) = Lca—tz+(LG+RC)a+RG l(x,t). (216)
dyHKIIMje Koje OMUCYjy HAallOH U CTPYjy BOAA, HA MO3ULUjU X Uy TPEHYTKY t, u(x,t) u
i(x,t), nobujajy ce peliaBameM NapiyjaaHux udepeHUjalHuX jeHaurHa (2.15)
v (2.16), pecrieKTUBHO, Y3 oAroBapajyhe rpaHu4He U NOYeTHE YCJI0BE.

YpabeHna je anasnu3a JT, 3a crenyjasiHe BpeIHOCTH NapaMeTapa, Kako 61 ce BU-
Jle/id ’eHU (1oj)ciy4yajeBy, O4HOCHO PU3UYKHU NPOLIECH U jeiHAYNHE KOje OHA UH-
Terpuuie y cebe.

2.2.1 JedHauuHa npocmupara majaaca

JenHaunHa npoctupama Tasaca (JI1T),
2 2

=535

Jlobuja ce peyKIUjoM jefHauuHe Tesnerpadpudapa3a R = 0 u G = 0, 0HOCHO TaKo

ITO Ce IpU MoAeJINpaky BOAd 3aHEMape AUCUIIATUBHHU €JIEMEHTH. KoHcTaHTa c =
1

ﬁ[m/s] y (2.17) npeacrtaBsba 6p3MHY NPOCTHpaa Tajaaca.

u(x,t), (2.17)

2.2.2 JedHauuHa dudpy3uje

Jepnaunna gudysuje (J1),
2

10
mu (x, t) = Bau (X, t), (218)

OJIHOCHO je/IHaYMHa NpoBohewa TomoTe, Tj. Apyru @ukos (Adolf Eugen Fick) 3akoH,
Jlobuja ce 3aHeMapuBambeM jeJHOT aKyMyJIallMOHOT U je/JHOT AUCHUNATHUBHOT eJie-
MEHTA U3 Pa3/IMYUTUX rpaHa ejieMeHTapHOr KoslaBoJa (R =0uC =0wuwiu G =0

u L = 0). KoncranTta D[m?/s] npescras/ba KoedunujeHT audysuje U jefHaKa je %

1 : :
WM —, Y 3aBUCHOCTH O/] TOra KOju Iap e/ieMeHaTa je 3aHeMapeH.
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2. JenHauuHa Tesierpadpuyapa

2.2.3 JedHauuHa cmamu4ke ducunayuje
JepnaumHa ctatuuke aucunauuje(JCA),
2
Szt (x,t) = K*u (x,t), (2.19)

Jlobuja ce 3aHeMapUBambeM akyMmyJialuoHux ejgemenarta (L = 0 u € = 0), ofHOCHO
KaJia BOJ MMa caMo AucullaTUBHe ejieMeHTe, R u G. Jlakue, JC/l-oM cy onucaHHu ca-
MO CTaTHYKM JUCUIATHBHU peHoMeHH. KoHcranta K = VRG[m™!] npescrasiba
KoepUIUjeHT CTaTUYKOT cjab/bera CUTHaJla AV BOJa.

2.2.4 TaaacHo-dugy3Ha jeOHaYUHa

TanacHo-audy3Ha jegHauunHa (TA]),

1 92 10
—_ + —_—
c20t? Dot

62

PPl (x,t) = ( )u (x,t), (2.20)
Jlobuja ce 3aHEeMapUBabEM jeJHOT O/ AUCHUNIATUBHUX efieMeHaTa (R = Ounu G = 0),
raejeD = % i D = é, Yy 3aBUCHOCTH OJf TOr'a KOjU je eJleMeHT 3aHeMapeH.

2.2.5 Jugy3Ho-ducunamusHa jeOHa4uHa

JudysHo-aucunaTruBHa jeaHayuHa ([1/1]),

2

%u (x,t) = (%% + K2>u (x,t) . (2.21)

Jlobuja ce 3aHEMapUBabEM jeJHOT O] aKyMyJlallMOHUX ejeMeHaTa (L = 0 uau C =
0), rae je moHoBo D = o D = =¢’ Y 3aBUCHOCTH 0J] TOTa KOjU je eJleMeHT
3aHeMapeH, a K = VRG.

2.2.6 JedHauuHa mesaezpaguuapa

JenHaunHa Tesnerpaduydapa (2.15), kopuiiheweM KOHCTAaHTH € = %, D= % +
% U K = VRG, yBeieHUX y ciellyjajiHUM ciay4dajeBuma (2.17 - 2.19) moxe ce npe-

NMCaTH Y 0BJIUKY

62

ﬁu (x,t) = <

162+16+K2 (x,t) (2.22)
—_——t = ulx,t), .
c20t? Dot

Ha OCHOBY 4era ce MOe 3aKJ/bYUMUTH Jla Cy Y 003UP Y3eTH TaJaCHH, AUPY3HH, KA0 U
IpoLeCH CTaTUYKe AYcUllalyje, OLHOCHO /1a CYy ’hbOMe UHTerpUcaHe jeJHa4MHe CBUX
NPeTXOAHO HaBeleHUX Cllel[Uja/IHUX CJIy4yajeBa.
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2.3. ®opmynanyja JT y KOMIIJIEKCHOM JOMEHY

2.3 Popmyaayuja JT y KOMnaeKCHOM JOMeEHY

Kopuuthewem JlansiacoBe TpaHcdopMaliyje KOHCTUTYTUBHUX peJsialiyja eaeMe-
HaTa KOjH Ce jaB/bajy y eJleMeHTapHOM XeBHUCajJ0BOM KOJy: OTIOpPHHUKaA (2.4), KaJie-
Ma (2.6) u koHzeHasTopa (2.8), jeqHaunHa Tesierpadryapa ce Mmoxxke GopMyaucaTH
y KoMIJIeKCHOM fioMeHy. [lokasahe ce na ce go6uja JlansacoBa TpancdopMmanuja JT
Jaate ca (2.22).

Heka cy ca

AZ(s) = sAL + AR [Q] u AY(s) = sAC + AG [S] (2.23)

O3HaueHe pejiHa UMIIeJlJaHCa U MapaJieJiHa a/[]MUTAaHCca CerMeHTa Boja AyKuHe Ax
ca CJIMKe 2.2, peClieKTUBHO, IIPU YeMy Cy YBaXKeHHW oJroBapajyhu HyJTU MOYETHHU
ycioBy, u(x,0) = 0 ui(x,0) = 0. lloayxHa peJiHa UMIIeZlaHCa U MOAY»KHA OTOYHA

I(_a:,»s) AZ(s) I(_:L:LA:I:,S)

‘Al(x,s)

Ulz,s) AY(s) |U(z+Az,s)

x Az

»
' o

A
Y

Csuka 2.2: EJleMHTapHO KOJIO BO/Ia - KOMILJIEKCHU JJOMEH.

aJIMUTaHCa BoZa cy AedUHUCAHE peslaljamMma

_ AZ(s) . ([ AL AR

Z(s) = lim ——= = lim <SE + E) =sL+R [Q/m], (2.24)
CAY(s) . [ AC AG

Y(s) = AIJICIIIO A Al}lcr_r)l0 (SE + E) =sC+ G [S/m]. (2.25)

[TocmaTtpajyhu koJio ca cavke 2.2 1 NpUMewyjyhid TOTOBO UAEHTUYHE KOpaKe Kao
y BpeMEeHCKOM /IOMeHy Npu u3Bohemwy (2.15), BUAu ofies/bak 2.2, MOXe ce 3allUCaTH
CUCTeM a/irebapCcKux jeJHaYMHA

U(x + Ax,s) —U(x,s) = =AU(x,s) = —=AZ(s) I(x,s), (2.26)

I(x + Ax,s) — I(x,s) = —Al(x,s) = =AY (s) U(x + Ax, s), (2.27)

KOjU HAKOH JieJbekba ca Ax U NyllTawa Ja Ax TeXU HYJU NpeJiasu y cucteM aude-
peHIMja/IHUX jelHAYMHA, jeAHAaYMHe Teslerpapuyapa y KOMIIJIEKCHOM JJOMeHY,

aU(x,s)

Fa —Z(s) I(x,s), (2.28)
l(x,s)
o =Y (s) U(x,s). (2.29)
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2. JenHauuHa Tesierpadpuyapa

[ToHOBO, udepeHIUPakbEM IO X U KOMOUHOBaWkeM HOBOHACTAJIUX U jeiHAYMHA
(2.28) u (2.29) nobujay ce ABe roTOBO UAeHTUUYHE JUdepeHLIUjalHe jeJHAYMHE, IIpP-

Ba 3a HAallOH
02U (x,s)

5zt kZ (s)U(x,s) =0, (2.30)
a Apyra 3a cTpyjy
9%I (x,s)
T + kr12~ (S) I(X, S) =0, (231)

(aHasnoruje JT y KOMIJIEKCHOM [JOMEHY ), T/i€

kr(s) = Vr(s) = VZ(s) Y (s)

npescTaB/ba T3B. KoeQULUjeHT MPOCTUpPama (npomnarauuje), a Y(s) je camo nomo-
hHa yHKLHja, Tj. TOTKOpeHa BpeJHOCT k(S).

JennauumHa (2.30) je xoMoreHa fudepeHIMjalHa jeAHAYUHA APYTOT pejia (mocMa-
TPaHO CaMoO y OJIHOCY Ha MPOCTOPHY KOOPAMHATY), Kao W jefHa4yrHa (2.31), a beHo
OIILITe pellese je

U(x,s) = A(s) e¥*7(9) + B(s) e=*kr(s), (2.32)

Jlok ce A(s) u B(s) oapebhyjy Ha 0CHOBY rpPaHUYHUX YCJI0BA, YUMe Ce [00H1ja mapTH-
KyJIapHO pelIebe.

2.4 TIpaHu4Hu ycaoeu u oyHKYyuje npeHoca

[TocMaTpa ce esleKTPUYHU BOJ|, OIIMCAH jeJHAYMHOM Tesierpadryapa y KoMIie-
KCHOM sioMeHy (2.30), Ha 4ujeM je jefHOM Kpajy, y Tauku x = 0, mocTaB/beH U3BOP
HamnoHa. MaTeMaTH4KH je TUMe JlepUHUCAH FPAHUYHU YCJIOB

u(0,t) = uy(t), ogrocuo Uy(s) = L [uy(t)]. (2.33)

Kom6uHoBamweM (2.32) u (2.33) cneau penanuja B(s) = Uy(s) — A(s), nomohy
Koje ce peuieme JT y KoMIJIeKCHOM ioMeHYy (2.32) Moke 3anucaTH y ciegehoj dopmu

U(x,s) = Uy(s)e kr(s) — %A(s) sh(xkr(s)), (2.34)

. ) e¥—e™V
npu yeMy je kopuuiheHa JepUHHUIMja CHHYCA XUIIEPOOJIUYKOTL, shy = >

®dyHkuuje npeHoca (PII) Boaa 3a HAMOH U CTPY]y, 0AHOCHO QyHAAMEHTAJIHO pe-
mewe (TauHUje werosa JlansacoBa TpaHchopmalmja) jeaHadyrMHe Teserpadpudapa
(2.22), peduHucaHe cy uspasuma

_ U(x,s) W (2, s) = Ilgxg))
0

Y NIpe/ICTaB/bajy KOJUYHHUK KOMIJIEKCHUX JIMKOBA HAIOHA, OIHOCHO CTPYje, Ha MO-
3ULMjU X ¥ no6yAHor HanoHa Uy (s), 0AHOCHO HAallOHa W3BOpA Ha KOjU je BOA MpH-
KJbY4eH.

(2.35)
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2.4. TpaHuyHH yci0BY U QYHKIIM]je TpeHoca

dynkuujanpeHoca, W(x, s), nobuja ce us (2.34) yBakaBajyhu u pyru rpaHU4YHU
YCJIOB 33 HAMOH, KOjU IIPe CBera 3aBUCHU O, TOTa Jja JIY je BOJ (110J1y)6ecKoHaYaH UJTH
KOHayaH, a aKo je KOHaYHe Jy>K1He U YMMe je 3aTBOPEH, OJJHOCHO 1LITa je MPUKJbyue-
HO Ha JIpyroM Kpajy Bo/jia.

dyHkuuja npeHnoca3actpyjy W (x, s) (2.35), ce Moxke u3pa3uTu npeko GyHKIMje
npeHoca 3a HanoH W (x, s) (2.35); u gara je uspasom

1

Wi (x,s) = —W(x,s), 2.36
1005) = 5 W(ws) (2:36)
rze je Z,(x,s) PyHKIHja KoOja MpejCcTaB/ba €EKBUBAJIEHTHY UMIIe[AaHCY JeJia BoJa
NoYeBUIM O MO3HUIIMje X A0 Kpaja Boja. M3pa3 3a umnenancy Z,(x,s) ce nobuja
Y3 rpaHUYHUX YCJI0BA HAa KPajy Bo/ia U KapaKTepUCTUYHE UMIe/jlaHce Boaa Z-(S) =
/% raecy Z(s) uY(s) noayxHa peJijHa UMIlelaHCa U IOAY>KHA OTOYHA a[MUTAHCa

BO/Ia, PECIIEKTUBHO, AaTe u3pasuma (2.24) u (2.25), 3a getabe Buam [20, 21, 22].

2.4.1 Iloay6eckoHa4aH e0d

Kaga ce uma (nosy)6eckoHadad Boj, x = 0, a oA NpeTnoCcTaBKOM /ia je cHara
M3BOpa Ha KOjH je Taj BOJ NMpPHUKJ/byYeH KOHA4Ha, 3a APYry (HAOHCKU) FPaHUYHU
ycJ10B JiorudHo ce Hamehe lim,_,, U(x,s) = 0. Takobe, Taj yc10B oyuriesHo Mopa
Jla 33J10BOJbU U CTPYja, lim,_, I(x,s) = 0. YBaxkaBajyhu oBe rpaHuyHe ycJioBe Ji0-
Jla3u ce 10 U3pas3a 3a PyHKILUjy IpeHoca

W, (x,5) = e~xkr(s) (2.37)

Y UMIIeIaHCY
Zyoo (x,8) = Z; (s) = const. (2.38)

2.4.2 Bod koHa4He dydcuHe

Kaja je y nuTamy BoJ KOHayHe AYXHUHe | MOTpebHO je Kao rpaHUYHE yCJIOBE
YBaXXUTHU peJialjyje Koje Mopajy Aa 3aZ,0B0Jbe U3pa3U 3a HAIIOHOH, UMIIeJaHCY U CTPY-
jy Ha Kpajy BoAa, OAHOCHO 3a X = [.

Bod KoHayHe dyrHcUHe ca 0MeopPeHOM 8e30M HA Kpajy

Kajia ce iMa BoJ1 KOHauHe Jiy>KMHE ca OTBOPEHOM Be30M Ha Kpajy (Ipa3aH xoj1)
JIOTUYHO ce HaMehy ceiehy rpaHUYHU YCJI0BU

dU(x,s)
Z(x,s) — 00, I(x,s) =0, “ox =0, (2.39)

x=l x=l x=l

KOjH 3aje/1HO ca pelieweM (2.34) najy cinenehe nspase 3a pyHKIUjy IpeHOca 3a Ha-

IMOH
ch ((L = x) kr(s))
ch(lkr(s))
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2. JenHauuHa Tesierpadpuyapa

eY+e ™

rje je ynkuujachy = KOCHHYC XUIIepOOJIMUKHY, U U3pa3 3a UMIIeJaHCy

Zypn (x,5) = Zc(s) ctgh (1 = x) kr(s)), (2.41)

ch
actghy = ﬁ npejCcTaB/ba KOTAaHTE€HC XUIIEPOOTUUKH.

Bod koHa4He dyJcuHe ca KpamKum cnojem Ha Kpajy

Kaza ce iMa Boji KOHauHe Ay>KMHe ca KpaTKHM CIIojeM Ha Kpajy HaMehy ce ciie-
Jlehy rpaHyUYHY YCII0BU

Z(x,s) =0, U(x,s) =0, (2.42)

x=1 x=1

KOjU 3aje/iHO ca pelieweM (2.34) najy cnenehe nspase 3a pyHKIUjy IpeHOca 3a Ha-

IIOH
h((l-x)k
Wies (x,5) = = i; 4 ;\2 (ST)gs)) (2.43)
" 1U3pa3 3a UMIIeJaHCY
Zygs (x,8) = Zc(s) tgh (L — x) kr(s)), (2.44)

. h .
rjejetghy = % dyHKIIMja TAHT€HC XUTIePOOTUYKH.

Bo0d koHauHe dyicuHe 3ameopeH uMnedaHcoM Zp

Y caydajy Kaja je BoJ 3aTBOPEH MMIEAAHCOM Zp (MPUKJ/bYyYeH MOTpoIlay Ha
Kpajy BoZia) TPaHUYHH YCJIOBH CY

200s)| =z0s),  Is)| = 2L (2.45)
, x=1 - ’ ’ x=1 B ZP(S) ’ .
Koju y3 peuieme (2.34) najy nu3pas 3a GyHKLUjy NpeHoca 3a HalloH
_ Zp(s)ch ((L = x) kr(s)) + Zc(s) sh ((L = x) kr(s))
Wor 003 = T )b (Ler(5) + Ze(5) sh (L kr ) (246)
Y U3pas 3a UMIIeJJaHCy
Zaz, (6,5) = Z (s)ZP () ch (L= x) kr(5)) + Zc(s) sh (UL = x) kr(s)) (2.47)

Zp(s) ch (I kr(s)) + Zc(s) sh (L kr(s))

BaxkHo je HanoMeHyTH Aa edekat pedyiekcyje HUje pa3MmaTpaH. /[leTa/bHa U3BO-
hema 3a cBe HaBeJleHe CyyajeBe PaHUYHHUX YCJI0BA, OUJI0 ca pa3MaTpaHuM ede-
KTOM pediekcuje, 6uno 6e3 epekra pediekcuje, Mory ce Hahu y JTUTepaTypH Teo-
pHyje esieKTpU4YHUX KoJia [20, 21, 22, 23].
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2.5. ®pekBeHMjcka aHau3a T v cnenyjasHUX cay4yajeBa

2.5 dpekeeHyujcka anaausa JT u cheyujasHux
cayudajesa

Kopuctehu ce @ypujeoBoM TpaHchopMalivjoM, y OBOM O/ie/bKY JlaTa je ppeKBeH-
IJMjCKa aHa/iu3a QyHlaMeHTaJHOT pellera |T ¥ lheHUX celujaJlHuX c1y4dajeBa, Ha-
BeJleHUX Yy oZlesbKy 2.2. CiydajeBU cy aHa/iM3UpaHU 3a (moJiy)beckoHayaH BOJ MO-
6yben /lupakoBum (Paul Adrien Maurice Dirac) curianaom, YuMe Cy HaMeTHYTH CJie-
Jlehu rpaHrUYHU yCJI0BY Y BpEMEHCKOM

u(0,t) =uy(t)=6() m ggou (x,t) =0, t>0, (2.48)

OJIHOCHO FbUXOB €EKBUBAJIEHT ¥ GPEKBEHI|MjCKOM

UWO,w)=Fu,®)]=F[6@)]=1mnu ;1_{210 U,w)=0 (2.49)

JloMeHY. 3a Ipoliece KOjyu UMajy KOHauHYy Op3UHYy NPOCTUPakha U KoeQULUjeHT c/a-
6/berba HyJ1a, Kao LITO HIP. TaJaCHU NPOLECH, BaXKe Apyrayuju (Kpajibu) TpaHUuYHU
yCJ0BY
lim arg U(x,w) = —oc0o u lim arg U(x, w) = —o. (2.50)
X—00 w—00

Be3 ry6uTKa ONMIITOCTH, aHa/IM3a je ypaheHa 3a Hy/ITe moyeTHe ycioBe, U (x,0) = 0
ni(x,0)=0.

Y HacTaBKy he 6UTH JaTU KOMIIJIEKCHU JIMKOBHU jeJlHAUMHA 32 CBAKH OJ] CIlelirja-
JIHMX ciy4ajeBa JT, Kao ¥ MOAyJ U apryMeHT ozAroBapajyhe ¢yHkiuje npeHoca. Ta-
Kohe, 6uhe gaTu U3pasu 3a MOy y Aenubennma, rae je Wy, (x, s)|4p AeduHMCaHO
kao 20log, , IWs (x,s)|, u, nako Huje yobuyajeHo fia ce apryMeHT U3pax<aBa y Jiora-
puTaMcKoj pacrnojenu, 6uhe gatu u uspasy, log |arg W,, (x,s)|. MoTuB 3a To jecte
IITO je Be3a u3Mehy apryMmeHTa ¥ Kpy»KHe y4eCTaJIOCTH ¥ JIOTapUTAMCKO]j pacioiesiu
JiMHeapHa (npelusHuje peyeHo adpuHa), log |arg W, (x,s)| ~ w, y3 oarosapajyhu
kKoeduIMjeHT npaBua. Ha oBaj HaYMH, MpoLieHOM KoepHLIMjeHTa TPaBIa, OJIaKIIaBa
ce TyMauyeke KapaKTepUCTHKA U3 rpadUIKOr MpHKa3a Ha OCHOBY 4Yera ce MOXe je-
JIHOCTABHO M3BPUIMTH KJacHdHUKalFja HEKOT PoIieca, OAHOCHO /ia JIU je y TUTakby
npoliec TajgacHe, AMby3He WM MPUPOJE CIMYHE CTATHYKO] AMCHUMAIMjH, mTOo he
OUTH 0, HAPOUYUTE KOPUCTH Y ofesbliiMa 4.4 1 5.3,

3a ogpehuBame M3pas3a 3a peaJHU U UMaruiHapHH Jieo KoepulhjeHTa MPOCTH-
pama, y CBUM cJyyajeBMMa, 6uhe kopuuiheHa TeopeMa 0 KBaZ[paTHOM KOPeHY KOM-
IJIeKcHOT 6poja, (1.15).

2.5.1 JedHauuHa npocmuparea maaaca

HakoH npumeHe ®ypujeoBe TpaHchopMalyje Ha jeJHAYMHY IPOCTHpPabA Tajla-
ca (2.17) pobuja ce eH JIMK Y ppeKBEHIUjCKOM JJOMEHY

92 w\?

ﬁU (x,w) = — <?> U(x,w), (2.51)
a HAaKOH yBaXKaBaka 'PaHUYHUX YCI0Ba, (2.49), 1 (2.50), u pyHKIMja npeHOCca, OJHO-
CHO UMMYJICHU O/I3UB,

Wy (x,8) = e I*c, (2.52)
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2. JenHauuHa Tesierpadpuyapa

M3 (2.52) je ounrseHO Jja HEMa IPOMeHe MOJyJa Y 3aBUCHOCTH 0f o3uuuje (0Bo
BaXXM CaMo 3a jeIHOAMMEH3MOHHU NPOCTOP) U KPYyKHE y4eCTaJoCTH, a a apryMeT
JINHEapHO oNaJia U ca pacTojambeM 0J U3BOpa, KOOPAUHATOM X, U ca (Kpy»KHOM) yye-
crasomhy w.

W (x,5)] =1 u arg Wy, (x,5) Wy, (x,5) = —x%, (2.53)

OZJHOCHO
w
[Weo (x,5)|4g = 0 u log|arg W, (x,s)| = logx + log L (2.54)

Takobhe u3 (2.53),, ogHocHO u3 (2.54),, BUJU ce Aa 3a 6eCKOHAYHY OP3UHY MPOCTHU-
pama, ¢, HeMa MpoOMeHe apryMeTa, IITO je U 32 OYeKHUBATH jep je mpomnaraiuja Tpe-
HyTHa.

2.5.2 JedHauuHa dugpy3uje

KomniekcHu sivk |/l (2.18) je

2

d W
ﬁU (X, a)) = IBU (X, (l)), (255)

a oaromapjyha ¢yHKIMja IpeHoca, y3 rpaHuYHe ycaoBe (2.49),

Wy (x,s) = e_x\/;e_ix\j;. (2.56)

Ha ocHoBy (2.56) upa3u 3a MoJiys1 U apryMeHT QpyHKIIMje IpeHoca Cy OYUTJIeJHU

—x |2 w
W, (x,8)] =e x\/; u arg W, (x,s) = —x 2D (2.57)

OJHOCHO

[Weo (x,8)| 45 = —20x\/zloge u loglarg W, (x,s)| =logx + 1log i (2.58)
2D 2 2D

Tpeba younTH aa je koz audy3uje apryMeHT KopeHa QpyHKIMja KPY>KHe y4yecTaslo-
CTH, 3a pa3J/IMKy O[] jeJHAYMHe IPOCTUpama Tajaca, 0AHOCHO ABOCTPYKO Mamer Ha-
ruba y jjoraputaMckoj pacnogesiv. Takohe 3a 6eckoHauyaH koedunjeHT qUdysuje,
D, dynkuuja npeHoca asudysuje he uMaTH KCTa CBOjCTBA KA0 Y TaJlaCHU NPOLECH 3a
6eckOHauYHy OpP3KHY IPOCTUPaAHA, C, O HOCHO Hehe OUTH HU IPOMEHE MO/1yJ1a HUTH
IpoMeHe apTyMeHTa.

2.5.3 JedHauuna cmamuu4ke ducunayuje

Y cay4ajy ctaTU4Ke JUCUIIalMje He IOCTOjU BpeMeHCKa 3aBUCHOCT, a CAMUM TUM
HU QpeKBEHIIMjCKa, TAKO /A je Y MUTawy XOMoreHa AudpeHLHjaHa jeJHAYUHA pY-

ror peza
2

d
FPeL (x) — K?u (x) =0, (2.59)
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2.5. ®pekBeHMjcka aHau3a T v cnenyjasHUX cay4yajeBa

Kojoj oarosapa ciefiehe pememe
u (x) = e *K, (2.60)

Ha T0JIy6eCKOHAYHOM JIOMEHY, U3 Yera je jacHo Jja HeMa IIpoMeHe apryMeHTa (ap-
ryMeHT QyHKIIMje IpeHoca je HyJa), a Ja MOZyJ/l eKCIIOHEHI[Mja/IHO OMa/ia caMo ca
MPOCTOPHOM KOOPJMHATOM X

lu (x)| = e X, (2.61)

O/ITHOCHO JINHEAPHO
lu (x)|4g = —20xK loge, (2.62)

rJie[laHo y lequbennma.

2.5.4 TanaacHo-dugy3Ha jeOHayuHa

[IpumeHoM OypujeoBe TpaHchopMalivje Ha TasacHo-AUby3HY jeiHaYMHY, (2.20),
Jlobuja ce lbeH KOMILJIEKCHU JIUK

02 g
U () = <— (2) + i%>U(x, w), (2.63)

a y3 rpaHUYHe ycyoBe U QYHKIMja NpeHoca

Xw c2 c2
~Vzc 1+ wD _1 wD
Wy (x,8) =€ (2.64)

Ha ocHoBy ¢pyHKIHje npeHoca (2.64) u3pa3u 3a MOJYJ U apTYMEHT CY

c2 2
W (o) =e (&) = W o) = -2 | 14 () 41
o X, S =e %1 arg o X,S) = \/EC a)D ,

(2.65)
M3 4Yera je jacHO Ja HMMajy CJIOXKeHY 3aBUCHOCT 0/ yuecTasocTu. MehyTtum, moxe
ce [I0Ka3aTH aCUMIITOTCKOM aHa/IM30M, Jia Ce IIPU BeOMa BUCOKUM y4eCTaJlOCTUMA
TaslacHO-AMy3HU NpoLiecH OHALIAjy Kao YACTO TaJacHU, BUJH (2.53),

_xc w
W (x,s)] ~e 20 u arg W, (x,s) ~ X, 33 W 0, (2.66)
jep 3a D — oo TaymacHo-AXMdYy3HA jelHAYMHA NTpesia3u y kiaacuuny JI1T, a Taga Moy,

(2.66)4, Texu jesuHULU. [Ipy HUCKUM y4YecTas0CTUMa JJOMUHUPA]jy YACTO AUPY3HA
CBOjCTBa

—y | X w
W, (x,8)| ~ e x\/; u arg W, (x,s) ~ —x ’E, 33 w— 0, (2.67)
BUAM (2.57).
Y oBOM ci1y4ajy, Kao ¥ y HapeJHUM, 3a alCKUMTOTCKY aHa/IM3y KopuirheHa je anpo-

keumanuja (14 y)’ ~ 14 py,sa|y| « 1.
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2. JenHauuHa Tesierpadpuyapa

2.5.5 Jugpy3Ho-ducunamueHa jeOHAYUHA

JAudy3Ho-AucunaTUBHA jeJHAUUHA

92 r @
WU(X, CL)) = <K + lB)U(x, (L)); (268)

O/IHOCHO H0j oAroBapajyha ¢pyHkK1Uja npeHoca

X w 2 . X w 2
Wy (x,s) = e_%j (W) +1+1e_1TIZ{j (W) +1_1, (2.69)

Takohe MMa C/I0’KeHy 3aBHCHOCT MOJYJ/Ia U apryMeHTa 0/ Y4eCTalI0CTH

xK w \? 2
-—= — ) +1+1 xK w
_ NA (DKZ) _
W (x,8)] =e U argWoo(x,s)——ﬁ DKz +1-1.
(2.70)
AHaJIOTHO, Kao Ko/ TaJJaCHO-AU(Y3HUX Mpolleca, aCHMIITOTCKOM aHaJIM30M MOXKe
ce 3aK/bY4YUTH Jia IIPU BUCOKUM y4eCTaJoCTUMa AUPY3HO-AUCUIIaTUBHHU MPOLECH

MMajy KapaKTep CIMYHUjU AUPY3UjU

o @
|We (x,5)] ~e V22 u arg W, (x,s) ~ —x 5D 32 W — ™, (2.71)
BUAM (2.57), a Ipy HUXKUM y4yeCcTaJ0CTUMa AUCUTIALIU]jU
Xw
W, (x,8)| ~ ™K u arg W, (x,s) ~ ~2DK -0, 33 w~—0, (2.72)

BUU (2.61), jep 3a D — oo audy3HO-AMCUNIATUBHA jeJHAYUHA Mpesia3h y YUCTO
JMCUNIAaTUBHY, 1a apryMeHT (2.72), NoCTaje HyJla Ha CBUM y4YecTaJ0CTUMa.

2.5.6 JedHauuHna menaezpaguuapa

HakoH npumeHe @ypujeoBe TpaHcopMalvje Ha jelHAYMHY TeJsierpadpuyapa,
(2.22), nobuja ce

2

2
a—U (x,w) = <K2 - (%) + i%)U (x,w), (2.73)

Odx?

a yBaxkaBajyhu rpaHuyHe ycioBe U ofroapajyha ¢yHkIMja npeHoca

4

| et (eror ()

Wy (x,s) =e V2

1 T et o (2)

X e (2.74)
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2.5. ®pekBeHMjcka aHau3a T v cnenyjasHUX cay4yajeBa

dyHKIMja IpeHoca Yy 0BOM CJIy4ajy CBaKaKO MMa HajC10XKeHujy ppeKBeHLUjCKy 3a-
BUCHOCT MOJyJ1a

4

= | et (eror ()

We, (x, ) =e ¥* , (2.75)

Y apryMeHTa

2 2

arg W, (x,s) = —% \/(%)4 + (ﬁ) (c2 -2 (KD)Z) +1+ (%) -1
(2.76)

O/l KpY>KHe Y4eCTaJIOCTU w. Y Cy4ajy BUCOKUX Yy4eCTaJIOCTH JOMUHUPAjy TajlacHA
CBOjCTBa, 11a Cy U3pa3y 3a MOAYJI U apTyMeHT

1)
Wy (x,5)] > 1 u arg W, (x,s) ~ —X—, Kaja @ — 0, (2.77)

BU/U (2.53), a y ciy4yajy HUCKUX YYeCTaJOCTH JI0 U3paxaja JloJia3e CBOjCTBA CTATU-
4yKe JUCUIIALUje, TAKO Jia Cy TaJla U3pas3y 3a MOAY/ U apryMeHT

Weo (x, )| ~ €K 1 arg Wy, (x,5) ~ —

X KD
c

2
2KD 1 > -0, kxaga w — 0,
(2.78)
BUAM (2.61). Y cneyujasHOM cay4dajy kaga D — oo u ¢ — oo jegHauyuHa (2.73)
npesiasu y (2.59), onnocHo JT npenasu y JC/l, a 36or Tora u aprymeHT (2.78), no-
CTaje HyJla Ha CBUM y4decTajJocTuMa. BaxHo je jom HamoMeHyTH, 360r (2.78),, Aa je

2
KD
¢ > KD, oiHOCHO (T) < 1,3acBakoR,L,G,C > 0.
OBUM je 3aBplIeHa NoJeJa U aHa/IM3a ClelyjaJHUX Cly4yajeBa jelHAYMHE Te-

Jerpaduyapa, wTo he 6UTU 0 KOPUCTU KacCHHUje 3a KJacCUPUKALMjy U TyMademe
HeHNUX PPaKLMOHUX U TONOJIOIKHX YONIITEHA.
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3. DpaKyuoHa u monosqaouwKa
yonwmersd jedHaYuUHe
mesezpaguuapa

KinacuyHa jefHayrHa Tesnerpadudapa y 063up ysuMa camo ¢peHOMeHe NpOCTH-
pamwa nopemehaja u Jucunanyje eHepruje, a MHOTHU ApYyTU peHoMeHU: edpeKaT NOTU-
CKUBama, epekar 6/1M3MHe, MEMOPUjCKU epeKTHU MaTepHjasia, HUCY Y3eTH Y 003Up
KJaCHUYHOM jeJHAYMHOM TeJsierpadudapa, IITO NpeJcTaB/ba MOTUBALUjY 3a HEHO
yomnIiuTemwe. YKOJIMKO Ce KeJIU Y3eTH y 003up HeKU PpeHOMeH Koju kJyacuyHa |JT He
NOKpHBA, MaTeMaTU4YKHA MO/JieJl Ce MOpa YOILUTHUTH TaKo Jja ONIMCYje CBe MpoLece 0f
UMHTepeca.

[TocToje MHOTOOPOjHU HAYUHU Jja Ce YOIILITH je/lHaYMHa Tesierpadpuydapa, a oBJie
cy 3a To KopuitheHa ABa npucrtyna. [IpBu je dpakMOHO yoNIITEHE, OAHOCHO YO-
NIITelhe KOHCTUTYTUBHUX peslaliija eJIeKTPUUHUX eJleMeHaTa eJleMeHTapHOor KoJia
BoJla KopuliheweM GPaKLMOHOT padyHa, a Ipyry je TOMJIOLIKO YONIITeHe, 0OHOCHO
IpOMeHa CTPYKTYpe eJiIeMHTapHOT KoJia Bo/ja, 61JI0 pa3JIMYMTHM I0BE3UBakEM 10-
crojehux v/uam foaBakbeM HOBUX eJieMeHaTa.

OpurvuHa/IHM Hay4YHHU JONPUHOC AaT je y ofesbMa 3.2 U 3.3.

3.1 PpakyuoHo yonuimerse jeOHa4YuUHe
mesezpaguuapa

KoHcTHUTYTHBHE pesialiyje eJleMeHaTa eJIeMeHTapHOT K0J1a, jlaTe y oesbKy 2.1.2,
YOIIITEHE CY Yy OKBUPY TeopHje GppaKIMOHOT payyHa U J00HjeHe CY KOHCTUTYTHBHE
pesnauuje GppakIMOHUX esieMeHaTa. [lojauikbeHo je ¥ Koju GeHOMEHU Ha KOjU HAUMH
ce TUMe y3uMajy y 063up. Takobe, faTa je ppakivoHa jeJHaUMHa Teserpaduyapa,
Kao M HeKHM KOpalLl leHOT M3Bohemwa U TyMadewe KOjU PoLecu JOMUHHUPAjY Y 3a-
BUCHOCTH O/] pe/ia M3BOJa KOjyu QUTYpUILY y jeJHAYUHU. Y HACTaBKy Cy HaBeJeHe
HeKe My0JIMKOBaHe NpHMeHe ppaKIMOHOT payyHa y eJIeKTPHUILM, KOje Cy 0 hHepeca
3a Te3y, Ca aKI|eHTOM Ha pa3/IMYMTUM HauMHKMa yOoNIITeHha jeiHaYnHe Teserpadu-
yapa KkopucTtehu ce eieMeHTHMa QPAKIMOHOT payyHa.

3.1.1 KoncmumymueHe pesaayuje (hpakyuoHux easemeHama

KoHCcTUTYTHBHE pesaliyje IMHAMUYKHUX eJleMeHaTa: KajleMa U KOHJleH3aTopa,
ce YOIILITaBajy y OKBUPY TeopHuje GpaKIMOHOT pauyyHa, YuMe ce oMoryhyje Mogesu-
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3. ®pakiyoHa ¥ TOMOJIOIIKA YONIITEeHA je/JHAUMHE Teserpadpudapa

pambe MeMOpHjCKUX edpekaTa Koje TAKBH eJIeMEHTH MOTY ToceoBaTu. Passio3u 3a
TAaKBO MOJie/IMpakbe, Kao U MoC/Ie/[ulle Koje MPOou3niase U3 TAKBOT MPUCTYMa, 6uhe
JiaTe y onucy ¢ppakiMoHUX eJleMeHaTa.

<Dpam;uouu Kasaem

Koj ksacuyHor kajieMa Be3a usmebhy ¢uykca ($pykc BeKTopa MarHeTCKe UHAY-
kuuje), ¢ (t) [Wb], u jaurHe cTpyje Kpo3 KajieM Koja u3a3uBa Taj GJayKc, iy (t), muHea-
pHa je ¥ TpeHyTHa, ¢(t) = L i;(t). YKOJHKO ce yBeJie MpeTNoCcTaBKa Jja GJIYKC Kpo3
KaJileM He 3aBUCH CaMO OJ] TPEHYTHe BPeJAHOCTH CTPYje HEro u of lheHe UCTOopHje,
LITO je MOTIYHO ONPaBJaHo aKo Ce UMajy y BUY XUCTepe3UC U MEMOPHjCKU epeKaT
MaTepHjajia, MaTeMaTU4Ka peJialjija Koja 61 onucuBaJia TakBy Be3y 6ujia 6u

G @) =Lgoli %, (t), t>0, a€(0,1), (3.1)

rje je L, dpakumoHa MHAYKTUBHOCT, U3paXKEHA Y [Hs“‘l], a onepatop o1 "% npea-
cTaB/ba PuMaH-J/InyBu/10B Ppakumonu unterpas (1.1). Hakon npumene ®@apane-
jeBor (Michael Faraday) 3akoHa eJieJleTpoMarHeTcKe UHAYKIMje Ha peaanyjy (3.1)
Jlobuja ce U3pas 3a KOHCTUTYTUBHY pesialivjy GpaKkLUOHOT KajieMa

u, (t) = 49 © =1L iolg‘“iL (t) = Ly oD%, (t), t>0, a € (0,1), (3.2)

dt dt

rae onepatop (D¥ npeacraB/ba PumaH-JInyBuioB dpakiuonu ussos pegaa € (0, 1),
Buu (1.4).

KasieM ¢pakiuoHor peja, MojenupaH nomohy penanuje (3.2), moHamia ce Kao
eJIeMEeHT YMja Cy CBOjCTBa U3Mely CBOjcTaBa OTIOPHUKA U KJIAaCUYHOT KaJleMa, OHO-
CHO Ka0 aKTUBHO-UH/YKTHUBAH ejieMeHT. TakaB eJleMeHT ce MOXKe I0CMaTpPaTH Kao
(penHa) Be3a KJIaCUYHOT KajieMa U QpeKBEeHI[UjCKU 3aBUCHOT OTIIOPHUKA YHja OTIIO-
PHOCT je cTeneHa pyHKIHja y4eCcTal0CTH, Kao LITO je U peaKTaHca KaJieMa, U TO TaKO
Jla je cTeleH y4yecTaJloCTH jeJlHAaK peay ¢pakiuoHOr u3BoAa a. OBakaB eJieMEHT
npunaja nocebHoj kjacu esnemeHata, CPE (constant phase element), Koj, Kojux je
¢da3Hu noMepaj u3Mehy HamoHa U CTpyje KOHCTAHTaH, OAHOCHO He3aBUCaH OJ] yue-
CTaJIOCTH, a y OBOM CJIy4ajy 6U U3HOCHUO @) = az—n [rad]. OBo uMa 3a nocaeauIy aa
je 1 0IHOC aKTUBHE U PEaKTHUBHE CHare KOHCTAaHTaH (He3aBUCAH O] yYeCTaJIOCTH) U
TO TAaKO J]a BaXKH % =tg % IITO MOXKe GUTHU BeoMa KOPHUCHO 3a MO/leJIMpatbe y eJle-
KTpoeHepreTuuu. Tpeba uctahu jou jeJHy YMHEHUILY, A TO je Aa UAKO ce ppaKLU-
OHH KaJieM MOHallla Ka0 aKTUBHO-UHJAYKTHUBAH eJleMeHT, OJJHOCHO Moce/yje CBOj-
CTBa Y OTIIOPHUKA U KaJieMa, KOJI era Cy pu BpeMeHCKU KOHCTaHTHUM CTpyjaMa
Y aKTUBHA U peaKTHBHA CHara jeJlHaKe HYJIH.

[IpucTyn MojfenMpamy npoleca Npeko 0BakBOr GpaKIIMOHOT KajieMa, ca CJu-
YHOM KOHCTUTYTUBHOM peJialiujoM, KopuillheH je y [27] 3a MozeMpake Kajema ca
MarHeTCKHUM je3rpoM.

dpakyuoHu KOHAeH3amop

AHa/I0THO Kao KO/ KaJleMa, KOJ, KJIaCUYHOT KOHJleH3aTopa Be3a usMmebhy kosu-
YHHe HaeJleKTpucama, q(t) [C], u HanoHa KoHIeH3aTOpa, U, (t), TMHEeapHa je U Tpe-
HYTHA, q(t) = C uc(t). AKo ce XeJiv y3eTH y 063Up MEMOPHjCKH edeKaT, OHOCHO
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3.1. ®paKLMOHO yONLITEWE jeJHAYMHE Tesierpadpudapa

NPETNOCTAaBUTH Jla HaeJIeKTPHCatbe 3aBUCH O] ICTOPHje HaloHa, IITO je onpaB/a-
HO C 063MPOM J1a Ce MoJIapr3alitja AueIeKTPUKa Y peaJIHOCTH He ZielllaBa TPEHYTHO,
Tajaje
1_
q®) =Cyol; Tuc (@), t>0,y€(0,1), (3.3)

. y—-1 1-y
rAe je ca C, 03HadYeHa GpPaKUMOHA KaNaMTUBHOCT, u3paxxeHay [FsY 1], a I, " omer
npesicTaB/ba GpaKLMOHU UHTerpaa PuMan-J/lnysuiosor tTuna. llpumenyjyhu Besy

n3Mehy npoTekJsie KOJIMYMHE HaeJeKTPUCaha U jaduHe eJIeKTpUUYHe CTpyje, i(t) =
dq(t)
dt

, Ha (3.3) nos1a3u ce 10 KOHCTUTYTHBHE peJalyje GpaKIMOHOT KOH/IeH3aTopa

d d 4
iC (t) = &q (t) = C}/ &OII::L fu’C (t) = C)/ ODiuC (t)r t>0, Y € (0, 1)) (34)

rie je DY Puman-JlnyBuos dppakiyonu u3sog pegay € (0, 1).

dpakiMoHU KOHJEH3aTop, MoJieJIMpaH Kao (3.4), moHalla ce Kao eJeMeHT Ydja
cy cBojcTBa M3MeDhy cBojcTaBa OTIIOPHMKA M KJIACUYHOT KOH/IeH3aTopa, 0AHOCHO Kao
aKTHBHO-KaNallMTHBaH ejieMeHT. OBaKaB eJIEMEHT je aHaJIOTaH (IapaJjiesiHoj) Be3u
KJIACUYHOT KOH/leH3aTopa U ppeKBEHIUjCKH 3aBUCHOT OTIIOPHUKA, I/I€ je ONEeT OTIO-
PHOCT cTeneHa QyHKIIMja yueCcTal0CTH, a CTeNeH jeJlHaK peay u3Boja. Kao u ¢pa-
KIIMOHU KaJieM, U 0Baj eleMHT npunaja CPE Kjacy, ¢ TUM IITO je cafa Gpa3HU ToMe-
paj usMely HamoHa U CTpyje Qo = —yz—n, Takohe He3aBHUCaH 0Jf y4ecTaJoCTU. 360T
TOTa je ¥ KoJ GpaKLMOHOT KOH/IeH3aTOpa O HOC aKTUBHE U peaKTUBHE CHare He3a-
BHUCaH OJ1 y4eCTaJOCTH, % = —tg % HapaBHo, 1 0B/le Cy 32 BpeMEHCKU KOHCTAHTHE
CUTHaJle CBe CHare jeIHaKe HYJIH.

KoHcTUTyTHBHE pesanivje KOHJeH3aTopa MoZieJiIMpaHe U3BOAMMa HeLesI0T pejia
cy nocebHo kopuiheHne y [28, 29, 30, 31, 32] 3a onrvcuBame eJ1eKTPOXEMHU]jCKUX JBO-
caojHUX KoHAeH3aTopa (electrochemical double-layer capacitors, y nabeM Tekcty ED-
LC), Takohe nmo3HaTHUX Kao CyNnepKOHJAEH3aTOPH WM yJITPaKOHJEeH3aTOpH, ca pa-
3JIMYMTHUM TONOJIOIIKHUM NpPEeTIOCTaBKaMa lbUXOBUX eKBUBAJIEHTHUX €JIeKTPUUHHUX
KOJ1a. JeJlaH o/l MPBHX U HAjIIO3HATHjUX eJleMeHaTa Thlla GpaKIMOHOT KOH/IeH3aTo-

pa je Bapoyprosa (Emil Gabriel Warburg) numneznaHca KoJ, Koje je y = %

3.1.2 PpakyuoHa jedHayuHa meaezpapuyapa

JenHaunHa Teserpaduyapa, (2.15), norosHa je 3a onucuMBambe BeoMa LIMPOKOT
CIeKTpa NpPakKTUYHUX Npo6JieMa, aJlu OHa 3aHeMapyje ogpehene edpekTe Koju mory
6UTH o1 3Ha4aja. Hip. mpouecu nosiapysaliyje ¥ MarHeTyusaluje U30JalMOHOT Me-
JVvjyMa ce He JielllaBajy TPEHYTHO U 3aBUCe O] UCTOpHje [iejCTBa BeKTOpa eJIeKTPH-
YHOT [10/ba U BEKTOPa MarHeTCcKe UH/AYKIMje, a kjJacuyHa JT To He y3uMa y 063up.
3aHeMapHBambe MEMOPHjCKUX epeKaTa MoJiapyu3alyje U MarHeTusalyje, HapaBHO,
BMUIIIE je HET'O ONIPAaB/laHO Ka/ia ce pa3MaTpa NpoCTUPakhe HUCKOPPEeKBEHLUjCKUX CH-
rHaJjia noMmohy 106pux BoJl0Ba y BeJINKUM CUCTEMUMaA (e/1eKTPOEHepPreTCKHU CUCTEM,
TeJIEKOMYHHUKAUOHU CUCTEMU UTA,). MehyTuM, TU epeKTH ce He MOTY 3aHEMAPUTHU
yBeK, IOTOTOBO Ka/ia je y TUTaky IPOCTUPame CUTHa/la BeOMa BUCOKE y4eCTa/I0CTH
Ha CUCTeMHMa MasluX JUMeH3HUja, Hnp. CMOS on-chip v TpakacTy BOJLOBU Ha MUKPO
HUBOY (microstrip lines).
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3. ®pakiyoHa ¥ TOMOJIOIIKA YONIITEeHA je/JHAUMHE Teserpadpudapa

JenaH o HauKMHA /1A ce yBaXe MPETX0AHO MOMEHYTH epeKTH, KA0 U MHOTH JIPYTH,
jecTe MaTeMaTUYKO MO/leJIMpabe eJIeKTPUYHOT BoJja moMohy ¢ppaKIiMOHOT padyyHa.
Haume, Mogenvpamy BoJla ce MOXKe MPUCTYNUTH HAa TOTOBO MCTHU HAYUH Kao LITO je
TO ypaJuo XeBUCaj, Tj. KAO ILITO je M0OKa3aHO y 0/ie/bKY 2.2, C TOM Pa3JIMKOM IIITO Cy Y
eJleMeHTapHOM KOJ1y ca cJIMKe 3.1 yMecTo KJIaCUUHUX IPeTNOCTaB/beHU QPaKIUOHU
JAVUHAMHU4YKU eJIeMeHTH, Kao U3 NPeTXOAHOT ozesbKa, 3.1.1.

(Xt i(X+
L ) Ala AR i(X _éx,t)

~— v Ai(x,0) '\

Au(x,t)

u(x,t) ACy== §AG u(X+Ax,t)

X AX

Ciuka 3.1: EneMeHTapHO K0JIO eJIeKTPUYHOT BoJia ca ppaKLIMOHUM eJleMeHTHUMa.

[IpuMemwyjyhu KupxodoBe 3akoHe Ha KoJ10 ca cjauke 3.1 1 npesackoM Ha KOHTHU-
HYYM, Kao y oJleJbKy 2.2, f0/1a34 ce 10 ppaKIMOHMX jeAHAYMHA Teserpadpuydapa,
3anucaHux y popmu cucteMa ppakLMOHUX NapLUjaJlHuX AUdepeHIMjaJHUX je/Ha-
4YMHa

% = —(Lg oDF + R)i(x,1), (3.5)
di(x,t
‘g’; ) _ _(c, oD + 6) u(x,0), (36)

rae cy ca L, [Hs* */m] u C, [FsY~!/m] o6enexene nopyxHa GppakunoHa HHAYKTH-
BHOCT U IOAY>KHa ppakiMoHa kanayuTuBHocT, aa Uy (€ (0, 1)) npeacraBibajy pef
dpakuoHor U3Boa. YBpiutaBaweM (3.6) y (3.5), npeTxoaHo agudepeHIIMpaHOj o
IPOCTOPHOj KOOPAUHATH X, 10J1a3H ce 710 ppaKIMOHe je JHAYMHe Teslerpadpuyapa
(®JT) no HanoHy

02
(LoCy oDF™ + LyG oDE + C,R oDY + RG)u (x,t) = i, (37

rae je kopuurheH ycios [Oltl_yu (x, t)]t . = 0 360r kor, Ha ocHOBY (1.10), Baxu
KoMmInosunuja D¥DY = D1V,

JacHo je na oBa jelHaUMHA TOKPUBA CBE LITO MMOKPUBA KJacuuHa | T, BUau ofespak
2.2, any y MHOTO liupeM cMucay, jep (3.7) nope/ kjacuyHuX 00yxBaTa U GppaKiLHo-
Hy TaJlacHy jeiHAYMHY (PpaKLMOHY jeJHAUMHY IPOCTUpakba Tanaca) U ppakLUoHY
jenHauuny audysuje (OT] u ®J/1), kao U KHUXOBe KOMOWHALMje 3aje[j]HO ca jeiHa-
YUHOM CTaTHuKe gucunanuje. Buau ce ga he ce (3.7)3aa + y € (0,1) cBecTn Ha
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3.2. Tonosiomka yonurewa @JT

(cnoxenujy) @J/, a3a a +y € (1,2) Ha dpakLUOHY TaJacCHO-AUPY3HY jeJHAUMHY
(PTA)).

Y nusby npeBasuiakerha HaBeJleHUX HeZlocTaTaka kjacudHe T,y nocne e Bpe-
Me, II0jaBUJIE CY Ce pa3/iMyuTa yonutewa JT u MoJesa eJleKTpU4HOT Boja. MHOTH o/
OBUX MO/ieJia 3aCHOBAaHHU Cy YNIPaBo Ha pPaKIIMOHMM KOHCTUTYTUBHUM peJialyjama
KajileMa M KOH/IeH3aTopa, yMeCTO KJIaCUYHUM, YK/bYUYEeHHM Y eJleMeHTapHO K0J10 BO-
Jla, BUAU cauky 2.1. @pakiMoHU Mozies1 eJIEKTPUYHOT BOZia KOjU YK/byUyje KajieM,
KOH/IeH3aTOp Y OTIIOPHHUK, QpaKLMOHOT peJia, Kao U PpeKBEeHLUjCKH 3aBUCHY MPO-
BOJIHOCT, pa3BujeH je 3a CMOS on-chip BofoBe 3a ppeKkBeHLUje pesia Tepaxepua y
paay [33], nok je y [34] pa3BujeH ¢ppakuuoHu Mmogea 3a CMOS on-chip composite rig-
ht/left handed transmission line (y nameM Tekcty CRLHT-line), Ha uctoM $ppeKBeH-
LJjCKOM OIICETY.

®@]T, ca u3BOAMMaA HelleJIOT peJia 0 BepeMHy, pa3MaTpaHe cy y [35, 36, 37, 38,
39], u pemiaBaHe Cy, KaKkO aHaJIMTUYKUM, TAKO U HYMEPUYKHUM MeTOAYMa, Ha KOHa-
YHOM WJIY [10Jly0eCKOHAYHOM JJOMeHY, [I0K je y [40, 41] yk/by4yeH U 4JiaH KOjU MpeJ-
cTaBs/ba nobyaHu curdai. @JT uuju cy yiaHoBU PpakuuoHe JudepeHUjalUje pe-
Jla, @ U 3, y ofcery oji HyJia /10 /iBa, pa3MaTpaHa je y [42, 43]. Bumieunana (multi-
term) @JT ca usBogMMa pejia na, rje je @ usMehy HyJsa U je/laH, a n IpUPOJaAH 6poj,
pasMaTtpaHa je y [44], ook cy y [45], nopen usBoga peraaua — 1, a € (1,2),
YKJbyUYEHU U JIMHEApPHU 4JiaH Heno3HaTe QYHKIMje, Kao U MOOyJHU cUurHal. Y [46,
47] HajBuLIM peJ, U3BO/la HeLleJIOT peJia M0 BpeMeHy He MpeJa3u jelaH, YuMe Cy
obyxBaheHu nponecy Audy3HOTr KapaKTepa.

®JT ca HeLlesIMM M3BOAMMA O MPOCTOPY, pesia usMehy Hysa U jefjaH, Kao U ca
KJIACUYHUM NIPBUM U [IpyTMM M3BOZIOM 10 BpeMeHy pa3MaTrpaHna je y [48], nok je y
[49], ucTajegHauunHa, y KOjy je joll yK/byUYeH U NOOYAHU UJjiaH, pellieHa KopUllheweM
MeTo/a Tasacuha (wavelet methods).

®JT ca HeLles1MM U3BOAMMA U 110 IPOCTOPY U 110 BPEMEHY, Ca ABa U3BO/ia 110 Bpe-
MEeHY pasJIMYuTOr peja (npBu u3Meby jelaH U ABa U Apyru u3Meby Hysa U jeaH)
Y ¢pakuuonum JlanaacujaHoMm, paamartpasa je y [50, 51], gok cy y [52] usBoau no
BpeMeHy pefa 2y u Y, rje je 0<y<1. JegHauuHe ca HECUMETPUYHUM QPaKIUOHUM
M3BOJiMMa 10 IPOCTOPY U M3BOAMMaA 110 BpeMeHy peJia 2a U a, ofHOCHO @ + 1 u «,
a € (0,1), y kojuMa NOCTOju JIMHEApHH 4YJIaH Helo3HaTe QYHKIUje, pa3MaTpaHe cy
v peuiaBaHe y [53] u [54], pecnekTuBHO, KopucTehu JlansacoBy u ®ypujeoBy TpaH-

chopmanujy.

3.2 Tonosaowka yonuimeroa @JT

Y 0BOM 0/1e/bKY iaTa Cy HEKa 0] MOTYhHUX TOMOJIOIKHUX (M GPaKLIMOHHUX) YOIIIITe-
Hba MoJieJia eJIeKTPUYHOT BOJa, KAo U yonuTeHa GppaKIMOHA jelHAYMHA TeJierpa-
duyapa KojoM ce TakaB BOJ MOJeJupa. 3a CBAKO Off YOIILITEHA JaTa je cxeMa U
MaTeMaTUYKU MoJes Yy BUAy dpaKLMoHe mapuyjajiHe AudepeHLUjalHe jeJHAUYU-
He (6e3 u3Bohemwa) KojoM je onrcaHa 3aBUCHOCT HalnoHa u3Mehy npoBoJHMKA BoJa
o/] mo3ulyje u BpeMeHa, u (x,t). Takohe, 3a cBaKy TOMOJIOTHjY, AATHU Cy U3pa3H 3a
peAHy NOAYXKHY UMIleAaHcy Z(S) U 3a koepUUjeHT npocTupamwa k(s), 2.32, oaHo-
CHO HeTOBY MOTKOPEHY BpeHOCT Y (S), BUJU ofiesbak 2.3.
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3. ®pakiyoHa ¥ TOMOJIOIIKA YONIITEeHA je/JHAUMHE Teserpadpudapa

TormoJiolKe MpoMeHe ce Or/iejdjy y TOMe LITO je NPeTHOCTAB/beHO J1a Y PeLHOj
rpaHy, nopej, OTNOPHOCTH AR U ¢ppaKLiOHe UHAYKTUBHOCTHU AL, 32 pas/iuKy 0Of
TomnoJioruje ®JT ca cxeme Ha cavny 3.1, NOCTOjU U GppaKIMOHA KanaUTUBHOCT ACg.
Pazsior 3a fofjaBame KOHAeH3aTOpa 6all y peiHy IpaHy je TO LITO Ce XKeJIU y3eTHU
y 063Up HaroMujaaBambe HaeJeKTpHUcamwa Ay IPOBOJHE IPaHe, Kao U yTULAj ,Kpe-
Tawka’ Be3aHUX HaeJIeKTpHUCamka Ha MarHeTCKO I0Jbe, OJJHOCHO MarHeTCKY CIIpery,
Kao u Ha llysoBe ry6utke. Tonmosioruje he ce Mehyco6HO pa3sMkKoBaTH O HAYHUHY
MoBe3uBarba eJieMeHaTa y peaHoj rpanu (AR, AL, u ACg), a enemenTe je moryhe
NoBe3aTH Ha 0caM Pa3/IMYMTHUX HayHlHa.

[lITo ce TU4e OTOYHE IPaHe, lbeHE TOMOJIOLIKe MpoMeHe Hehe ce pasmaTpaTy, jep
Hehe UMaTH 3a nocjaeAuIly HUjeJaH HOBYU MaTeMaTU4YKU MOJieJl, OIHOCHO jeIHAYU-
HY, ¥ OZJHOCY Ha OHe Koje he O6UTH A0OUjeHe IPOMEHOM TOIOJIOTHje peJiHe rpaHe.
Tako na he Tonosioruja oTo4yHe rpaHe OCTaTHU U eHTHYHA Kao HAa MOJleJly ca CIMKe
(2.1), ogHOCHO cacTojahe ce ox napasiesiHe Be3e OTOYHE NPOBOJAHOCTU AG ¥ OTOYHE
KanayuTUBHOCTH AC, . [lomTo y 0TO4HOj rpaHy Hehe 6UTH HUKaKBUX TOMOJIOIIKUX
MaHUIMyJalMja U3pas 3a MNoyKHY OTOYHY a/IMUTAaHCy 6uhe UCTH 3a CBe TOMOJIOTHje
eJleMeHTapHOT KoJia
AY (s) AC,sY + AG

= li = i e— = Y
Y(s) Al)lcr_l)lo o Al}l{r_r)lo A C,s¥ +G [S]. (3.8)

[TpunrkoM n3Bohemwa MaTeMaTUUKOT MOJle1a, 3a CBAKy 0f TONO0JIOTH]ja, IPeTIO-
CTaBJ/beHU CYy HYJITH (PpaKLIMOHU) TOYETHHU YCJIOBU

ol f @] =0 (3.9)

t=0

rnejeé = a,B,yué € (0,1), a f(t) je oaraBapajyhu HamoH uau ctpyja. OBuUM
cy 06e36eheHu yc0BM 3a KOMIIO3UIMjy GpaKLIMOHUX oniepaTopa, Buau (1.8 - 1.10).
JeTa/bHO M3BOhe he GUTHU JaToO HAKHAZAHO U TO CaMO 3a je/]Hy TOIOJIOTH]y, jep cy
Kopaly 3a l061jamke MaTeMaTUUKOT Mo/ies1a GUJI0 Koje TON0JIOrHje TOTOBO U eHTH-
yHU. BakHO je HanoMeHyTH i@ ycioB (3.9) HeMa 3Hauyaja KOJ, KBa3UCTallMOHAPHOT
CTamwa, OJHOCHO KO/, aHaJIN3€e MPOCTONEPUOAUIHUX PEKUMA.

Kao u koj crangapaHor Mojies1a Bojia U kaacuuHe |T, Buau ogesmbak (2.2), y Ma-
TEMAaTUYKHUM MojesinMa Hehe puryprcaTv BpeJJHOCTH lTapaMaTepa U3 eJeMeHTap-
HOT KoJsia BoJia, AR, ALy, ACg, AG v AC), Beh dpakunoHU NOJyKHY TapaMeTpH BOJa,
R,Lg, Cp, G uC,.

Tonosioruje cy, Ha 0CHOBY MaTeMaTUYKOT MO/leJ1a, KJ1aCUPUKOBaHe Yy TPU rpyne
y 3aBUCHOCTH Koje peHOMeHe MOKpuUBajy. Kiacudurkanuja je u3BpiueHa Ha OHOBY
HajBULIeTr peJia jeJHAYMHeE, OJHOCHO pa3/IMKe HajBULIer peJja U3BO/a 10 BpEMEHY V3
JIMHEapHHU 4jaH U pyTy U3BOJ N0 pocTopy (pas/iMKa HajBUILLIET pe/ia U3B0O/1a JIEBE
U JlecHe CTpaHe jefHa4yuHe). Tako, ako pej jeiHauuHe npunaja uHTepsany (0, 2)
TOM jeIHAYMHOM Ce MOTY OMMCATH CBU MPOLECU O] CTATUYKe JUCHUIIALMje, TPEKO
audysuje, 10 TaJacHUX Npoleca (YK/bydyjyhy v GpaKiiMoHe); aKo je pej jeAHaUMHe
y untepBainy (0, 1) Ta jefHauyrHa MOXe 3 y3Me y 0603Up caMo MpoLece 0ff CTaTU4YKe
Aucunanuje 1o Audy3Hux (YK/bydyjyhu U GpakioHe U KJACUYHE); U YKOJIUKO je
pef jenHaurHe U3 UHTepBasa (—1,1) y nuTamy je cnenujajaH caydaj Koju yBaXkaBa
dbeHOMeHe Ha UHTepBaJly 0J CTaTUUKe AUcUIanyje 1o Audy3uje, anu U peHoOMeHe
HI>KET peJia of CTaTUYKe JucUIalyje.
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3.2. Tonosiomka yonurewa @JT

Kako 6u jejHauMHe GuJie Mperse/HUje U jeJHOCTaBHUje 32 TYMadyekhe yBeJleHe

cy ¥ dpakKImoHe BpeMeHCKe KOHCTAHTe
L, C
14
Tgqg = ? [Sa] y I = RCﬁ [Sﬁ] v Ty = E [Sy] , (310)

KOjUM Ce ONHUCYjy MPOLEeCH NMpaKkeha HaroMUJIaHE eHepruje y akyMyJalluOHUM
eJleMeHTUMa: NpaxKibewe QpaKoOHe UHAYKTUBHOCTH L, TPeKo OTIIOPHOCTHU R, nipa-
Kibetbe PPaKIMOHe KallaUTUBHOCTH Cg MPEKO OTIIOPHOCTH R U npaxiberbe dpa-
KI[MOHE KaNalUTUBHOCTH C), IPEKO NPOBOJHOCTH G, pECIEKTUBHO.

Takobe, yBeseHe cy U 03HaKe 3a UMIIeJlaHCe eJleMeHaTa pejiHe rpaHe eJleMeH-
TapHOT KoJia

AZp = AR[Q], AZ, =5%AL,[Q], AZg [Ql, (3.11)

nok K = VRG [m‘l] npeJcTaB/ba KoepULMjeHT CTaTUYKOT c1ab/berba, Kao 1ITO je
Beh pevyeHoO y ofie/bKy 2.2.

3.2.1 Tonosozuje maaacHo-dugy3Hux npoyeca

Tonosioruje ko Kojux HajBUILU pen oAroBapajyhe jegHaunHe (pas/iMKa HajBU-
2

a
ler pesia U3Boja y3 4aaHoBe u (x,t) u y3 s (x,t)) npunaga untepsaay (0,2),
O/ZIHOCHO KOje yBakaBajy YMTaB CIIeKTap Mpolieca oJf CTaTUYKe JUCHUIIALHje 10 YH-
CTO TaJIaCHUX MPoILleca, HaBeJleHe Cy Y HaCTaBKy.

PedHa ee3a omnopHuKa, Kasiema u KOHdeH3amopa

Heka cy eleMeHTH pe/iHe rpaHe: OTIOPHUK OTHOPHOCTU AR, GpaKIMOHU KaJleM
MHJYKTUBHOCTH AL, ¥ ppaKIMOHU KOH/JIEH3aTOP KanaluTUBHOCTU ACg, pe/iHO Be-
3aHHU, Kao Ha CXeMH ca CJIhKe 3.2,

I(x,s) AL. ACy AR I(z+Az,s)
i |

| 4'A'A
w J}Af(x,s)
AU(z,s)
U($78) AC, = §AG U(z+Azx,s)
x T Ax 1

Cnuka 3.2: CxeMa TONOJIOLIKOT YONILITEHA eJIeMEHTApPHOT KO0Jia Bo/a.
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3. ®pakiyoHa ¥ TOMOJIOIIKA YONIITEeHA je/JHAUMHE Teserpadpudapa

Ta/ila je U3pa3 3a NOAYKHY peJiHY UMIeJaHCy

AZ AZ, + AZp + AZ L, Cps®tP + RCpsP + 1
Z(s) = lim — = lim — R Ol & .

Ax—>0 Ax  Ax—0 Ax Cﬁsﬁ (312)

HepnocTtaTak oBe TonoJioruje je kheHa pu3niKa 6€CMUCIEHOCT 32 BpeMEHCKHU KOH-
CTaHTHE U HUCKOQpPEKBEHTHE CUTHAJIe, jep ce TaZa KOHJAEeH3aTop MoHalla Kao Ipe-
KHJ, OAHOCHO3a S = iwnw = 0BaxXuAZ ~ AZg — oo. /Ipyri HeJ0OCTATaK je LITO CBa
TPU eJleMeHTa MMajy jeIMHCTBEHY CTPYjy, a TO 3Ha4yHu Aa LlysoBu rybuny Ha otno-
PHUKY U MarHeTCKO I10J/be KaJleMa HacTajy caMo Kao nocjaeuia ,KpeTama’ Be3aHOT
HaeJieKTpUcama (y3 NPeTHOCTaBKY Aa Kpo3 GpaKLMOHU KOH/IEH3aTOp HEMA KpeTa-
Ha CJI000HUX HaeslleKTpUcamwa). MehyTum, nopesi oBUX HeJloCTaTaKka, MoJiesiupa-
1€ BO/Ia Ha 0Baj HA4MH je Jlasio ,06pe pe3yiTaTe y HEKUM Npo6aeMruMa MUKPO- U Ha-
HOeJIEKTPOHUKE Ha BeOMa LUIUPOKOM CIEKTPY y4eCTaJIoCTH, CBe 10 peJia JeceThHa
ruraxepua.

JenHayrHa Koja oroBapa TOIOJIOTHjH ca C/IrKe 3.2 je

K?(tatp7y oDIFETY 4 ToTp DI 4 TRTy o DFYY
02
+15 on + 1 oDY + 1)u(x,t) = T8 thﬁﬁu (x,t). (3.13)

JennauuHa (3.13) jepegaa +y(=a+ B +y—pB), akakocy a,y € (0,1), jacHo je
Ja je pen jeqnayuHe a + y € (0,2), ogHOCHO Aa ce paay o GpaKLMOHOj TaJacHO-
AUPYy3HOj jeJHAYMHHU.

KoeduiujeHT npocTupama AaT je U3pa3oM

, (tatps™ P +1p5F + 1) (1,7 + 1)

k2 (s) = (s) =K 3
8

(3.14)

M3 uspasa 3.14 je jacHo Jja 3a BpeMEHCKU KOHCTaHTHe curHasze (s = iw u w — 0)
CTAaTUYKHU KoePUIIUjeHT caabsberba k(0) Hehe 6uTH (Kao Ko BehrHe ApyTuX TOTMO-
noruja) k(0) = K = VRG, Hero he ja Texxu 6eCKOHAYHOCTH, LITO PeMa U3pa3y 3a
byHKuujy npeHoca (2.37) uMnavnupa Aa Hehe nMocTojaTyu NpeHOC BpEMEHCKU KOH-
CTaHTHOT curHaza. OBo je mocJjieiULa pelHO Be3aHOT KOH/|eH3aTopa y pelHOj FpaHHU.

PedHa ee3a kasema ca napajaes/sHOM 6e30M OMNOpPHUKA U Kondeu3amopa

Kapa je kanem AL, Be3aH peiHO ca apajieJ;IHOM Be30M OTIOpHUA AR U KOH/leH-
3aTopa ACB, eJleMeHTapHO K0JI0 BOJA U3IJie/ja Kao Ha cxeMHM ca cauke 3.3. [loayxHa
YMMIleJlaHCa peJiHe rpaHe Taja je JeduHHcaHa caeaehuM napasom

AZ A, + AZy || AZ RL,Cgs®*F + L, s* +R
Z(s) = lim — = lim — R b _Ttanh £

3.15
Ax—0 Ax  Ax—0 Ax RCgsP +1 ( )

OBa Tomosioryja je MHTEpecaHTHa ca Bulle acnekarta. Kao npBo, koHaensaTtop ACy,
KOjU Cce Ha BpeMeCHKH KOHCTAaHTHUM CUTHaJ/IMMa MoHallla Kao MpeKu/1, Hehe u3as3Ba-
TH MIPEKHU/I YUTABE peiHe TPaHe, OJHOCHO BOJ, he MPEeHOCUTH U BpeMeHCKH KOHCTaH-
THe curHaJze. /lpyro, Ha cHary llysioBux ry6UTKa, Koja ce pa3BHja Ha OTHOPHUKY
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3.2. Tonosiomka yonurewa @JT

A0
I(z, l I(z+Ax,
Vg Y I
Z_ML/ *Al(x,s)\
AU(z,s)
U(z,s) AC == AG |U(z+Az,s)
x | Az R

Cinka 3.3: CxeMa TONMOJIOMIKOT YONILITEHA eJleMEHTAapHOT KoJla BOAA.

AR, ytunahe camo KpeTare CJI060JHUX HaeJeKTpucamwa, jep cy AR u ACp Be3aHu
napaJieJiHO I1a CTPyja Kpo3 BbHUX HUje ucTa. MarHeTcka cnpera, 0JHOCHO MarHeTCKO
N0Jbe KPO3 KOHTYPY KOjy UMHE MPOBOJHHUIIM BO/Ia, NOC/IeAULIA je KpeTamwa U C1060-
JIHOT Y B€3aHOT HaeJIEKTPHCaa Yy Pe/IHOj 'PaHy, MOLITO je cTpyja Kasema AL, 36up
ctpyja otnopHuKka AR v koH/ieH3aTopa ACg, BUAHK CIHUKY 3.3.

MaTeMaTHU4YKH MOZieJ1 TOIOJIOTHje ca c/uKe 3.3 ONHKCcaH je caefehoM jeJHAUMHOM

K?(t4Tp7y GDIFHY 4 ToTp oDIYF 4 TaTy oDETY

02
+74 0Df + 7 oD} + 1)u (x,£) = (5 0Df +1) SSuD), (3.16)

JennauuHa (3.16) ucror je pena kao u (3.13) (¢ + y € (0, 2)), wto npejcTaB/ba pa-

3JIMKYy HajBULIET peJ, U3BOJla [0 BpEMEHY C JieBe CTpaHe U HajBULIEr pej, U3BoJa

110 BpeMEHY C JleCHe CTpaHe 3HakKa jeAHakocTu. OBaj Mozies1 BoZla Takohe o6yxBaTa

YUTaB crieKTap GpeHoMeHa O CTaTUUYKe AYCUIIalHje 10 YUCTO TANACHUX, A jeTHAYH-

Ha (3.16) npunaja kyiacyu GpKaUOHUX TalaCHO-AUPY3HUX jeITHAYMHA.
KoedunujeHT npocTupama AepuHUCaH je U3pa3oM

(Tatps®™F + 145" + 1) (18" + 1)

k2 () = (5) = K e

(3.17)

Y pasJiuKyje ce o npeTxoaHor (3.14) 3a Beoma BaxkaH JieTasb. HauMe, y oBoM ciyya-
jy, KaZia Cy y NUTalkby BpeMeHCKU KOHCTAaHTHU CUTHaJU (S = iw 1 w — 0) cTaTUYKH
KoepUIUjeHT crabberba 6uhe jesnak k(0) = K = VRG, onHocHO oarosapahe Kia-
CUYHOM CJIy4yajy CTaTU4YKe JUCHANIALU]je, BUAY ofiesbaK 2.2.3.

3.2.2 Tonosozuje dughy3Ho-ducunamu8Hux npoyeca

Y 0By KJ1acy cBpCTaHe Cy TONOJIOTHje KOJ, KOjUX peJ jeJHaYMHe, MaTeMaTHU4YKOT
MozeJa, npunaja uatepsaiy (0, 1), mto npefcraBsba Kaacy ¢pakuOHUX JUPY3HO-
JUCUNIAaTUBHUX jeZlHAYMHA, a KOja MOTY Jla Y3MY y 003Up crieKTap ¢eHoMeHa uamehy
CTaTHUYKe AMCUIIAlLUje U KJIacuyHe Audy3uje, BUAU ofesbke 2.2.2 1 2.2.3.
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3. ®pakiyoHa ¥ TOMOJIOIIKA YONIITEeHA je/JHAUMHE Teserpadpudapa

PedHa ee3a OmnopHuUKa ca napa/s1€/-iIHomM 6e30M Kasiemd u KOHdeH3amopa

Ha cxemu ca civke 3.4 npukasaH je Tpehu HauWH yoniuTewha eJleMeHTapHOT K0J1a,
rZie je OTIOPHUK OTHOPHOCTU AR Be3aHa Ha peJ, ca napaJieJJHOM Be30M KaJieMa UH-
AYKTUBHOCTH AL, 1 KOHJEH3aTOPOM KamauuTuBHOCTUH ACg. OBakBa TomoOJIOTHja
eJleMeHTAapHOr KoJIa BOJAa UMa 3a NocJeJUly Ja CHary AWcCUIalijje Ha OTIIOPHU-
Ky AR u3a3uBa 30Up KajieMa U KOJileH3aTopa, OJJHOCHO CTpyje Koja reHepuiie Ma-
THETCKO MO0Jbee U CTPyje Be3aHUX HaesJeKTpucawa. Takobhe, Koj oBe TOMNOJIOTH]eE,
,KpeTame” Be3aHUX HaJIeKTpUCakbha He yYeCTBYje y CTBapakby MarHeTCKoT noJba. Ha
OCHOBY eJIEMEHTApPHOT K0JIa BOJa, YMja je cxeMa JiaTa Ha cauuy 3.4, u3pas 3a noay-
KHY UMIIeJaHCY peJiHe rpaHe je

AZ AZp +AZ, || AZg RLaCBs“ﬂB + Lys*+R

Z(s) = Jim, Ax A, Ax LaCps®*h 4+ 1 ’

(3.18)

KOja 3a BPEMEHCKM KOHCTAaHTHE CUTHaJle TeXH CaMO OTIIOPHOCTHU OTNOPHHUKA AR,
OJHOCHO 32 S = iw U w — 0 gobuja ce AZ = AZg.

Ak
I(z, 4 I(z+Az,
RN DY B G
~ J‘Al(x,s)
AU(z,s)
U(:IZ, 5) AC == AG U(iL’—/LAx, 8)
T Az A

Csuka 3.4: CxeMa TONOJIOLIKOT YONITEHA eJlIeMEHTApPHOT K0Jia Bo/ia.

JenHaurHa Koja Moze/IMpa OBY TOIOJIOTHY je
K?(t47p7, oDITEYY 4 ToTp DI 4 TaTy oDE Y + 14 oDF
aZ
+7, oD} + )u (x, ) = (1475 D + Dosult), (319)

v pejaje y. JenHauunHa 3.19 npunaja kjiacu GpakUOHUX AUPY3HO-AUCUTIATUBHUX
jelHAYMHA U YBaXkaBa Npoliece 0Ji CTaTUUKe Aucunanyje 1o audysuje.

KoeduuujeHT npocTupama, y cayyajy TOmoJiordje ca cavke 3.4, njepuHucat je
n3pasom (3.20)

(Tatps®P + 145" + 1) (1,87 + 1)
TaTps®tF +1

k% (s) =y (s) = K? ) (3.20)

M3 KOT Ce MOXKe 3aKJ/by4HTH Jja he koepHUILIHjeHT CTaTHYKOT cabsbera 6uTH k(0) =

K = VRG.
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3.2. Tonosiomka yonurewa @JT

PedHa ee3a KOHaeﬂsamopa ca napasie/IHOM 6e30M OMNOPHUKA U Ka/s1emd

Pe/iHa rpaHa esieMeHTapHOT KoJia IpUKa3aHoT Ha cauly 3.5 cacToju ce o KOH-
AeHsaropa ACg peZiHO MOBE3aHOT Ca MapasieJIHOM Be30M KasieMa AL, ¥ OTIIOPHHUKA
AR. llopy»kHa UMIle[laHCa peJiHe IpaHe AaTa je ciaefehum uzpasom

AZ AZy | AZg +AZg  RLoCps® P + Lys* +R
Z(s) = lim — = lim = , (3.21)
Ax>0 Ax  Ax—0 Ax LaCps®*P + RCpsh

Ha OCHOBY KOje ce MOXKe 3aK/byYUTH Jia 0Ba TONOJIOTHja MMa UCTH HeLOCTaTaK Kao
¥ TOMOJIOTHja U3 ofiesbka 3.2.1, a To je aa ce, 360r KoHAeH3aTopa ACg, pejiHa rpaHa
NOHAlla Kao NpeKu/, 32 BpeMeHCKH KOHCTaHTHE CUTHase, jep3as = iwuw — 0
Bau AZ ~ AZg — co. ¥V oBOM ciy4ajy, cTpyja ycie[ Koje ce jaBsbajy LlysnoBu ry-
O6ULM pa3/IM4YMTa je 0f CTPyje Koja cTBapa MarHeTCKO MoJbe, ajlu cy 06e nmocaefuna
,KpeTamwa” UCK/byYMBO Be3aHOT HaeJeKTPUCama, IUTO GU3IUYKHU HUje CMUCJIEHO.

AL

seg) o [Tp] terses
u ‘A[(LL’,S}

AU(z,s)
U(z,s) AC == §AG U(z+Az,s)

z Ax

>
P

Ciuka 3.5: CxeMa TONOJIOLIKOT yonuTela eJIEMEHTAPHOT KOJia BOJa.

MaTteMaTuuyku MoJies1 TonoJioryje 3.5 onucad je jesHadruHOM 3.22

K?(ta7p7y OD‘tHﬁﬂ/ + 14T OD‘tHﬁ + 74Ty oDEY + 7, ,D¥
62
+7, oD} + 1) (x, ) = (1475 oD + 14 on)ﬁu (x,t), (3.22)

Koja je pejia y ¥ npunaja kjiacu GpakLUOHUX JUPY3HO-AUCUNIATUBHUX jeIHAYUHA.
KoedunujeHT npocTupama 3a TOnoJioryjy ca ciauke 3.5 je

(Tatps®P +145% + 1) (8" + 1)
TaTps%th + 15sh

k? (s) =y (s) = K? ) (3.23)

Ha OCHOBY KOra ce MOXe 3aK/bYYHUTH Ja Hehe OUTHU MpoCTUpakba BpeMEHCKU KOH-
CTAHTHOT CUTHaJIa, Kao ¥ KOJ, TOMOJIOTHje U3 ofesbKa 3.2.1, jep cTaTuuku Koepuiu-
jeHT cnabsbema k(0) = oo kajga w — 0.
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3. ®pakiyoHa ¥ TOMOJIOIIKA YONIITEeHA je/JHAUMHE Teserpadpudapa

Hapaﬂe./ma ge3d KaJsema ca peaHOJVI 8€30M OMnNOpHUKA u Kom)eﬂsamopa

Kagza cy esieMeHTH pefiHe rpaHe OBe3aHU Kao Ha CXeMHU ca CJIUKe 3.6, 0JHOCHO
KaJia je ppakuoHu KajneM AL, noBe3aH MapaJieJIHO ca peJHOM Be30M OTIOPHUKA
AR u ¢pakuuoHor koHeHzaTopa ACg, U3pas 3a NOAYKHY UMIIE/IAHCY je

20 = 1 AZ i AZo || (AZg +AZg)  RLaCps™*F + Lys® 24
(s) = Axo0 Ax | Aroo Ax  LoCgs®F + RCpsP +1° (3-24)
AL
I(zs) | AGy AR I(z+Az,s)
o W -
w ‘Al(x,s)
AU(z,s)
U(z,s) ACy == §AG U(z+Azx,s)
« e ) |
T Az .

Ciuka 3.6: CxeMa TOMOJIOMIKOT YONILITEHA eJleMEHTAaPHOT KoJla BOAA.

Koz oBe TomoJsioruje MarHeTCKo 1oJbe HacTaje caMo ycje], KpeTamwba C10604HOT
HaeJIeKTpUcamwa, oK Llys10BU rybunu HacTajy caMo ycies,  KpeTawa” Be3aHOr Hae-
JiekTpucamwa. CrenupUIHOCT OBe TOMOJIOTH]€E je IITO 32 BpEMEHCKH KOHCTAaTHTHE
CUTHaJie yonuiTe Hehe MocTojaTu ciab/berhe HalOHCKOT CUTHaJsla Iy Boja, jep he
VMMIleJlaHCca pejHe rpaHe OUTHU HyJa, AZ ~ AZ, — 03as = iw, w — 0, Te he u npome-
Ha HamoHa Ay Boaa, AU (x, w), 6utu Hys1a. OBO CBOjCTBO MOC/IE/UIIA je TOTra IITOCe
KaJileM UHAYKTUBHOCTU AL, HaJla3u caM y TOpH0j peZiHOj 'PaHH, a KaJIeM ce 3a Bpe-
MEHCKU KOHCTAaHTHe CUIHaJle MOHallla Kao KpaTak CIoj. BaxHo je HanoMeHyTH Ja
6e3 063Mpa IITO HeEMa I'yOUTKa HallOHa, TyOMLM CTpyje he mocTojaTH, jep NpoOBO-
JIHOCT (aiIMHMTaHCa) OTOYHE rpaHe HUje HyJa 32 BpeMEHCKU KOHCTAHTHE CUTHaJIe,
BU/IM M3pa3 3a OTOYHY afjMUTaHCy, (3.8).

JeqHauMHA KOjOM ce MaTeMaTHYKH MO/ieJIMpa 0Ba TOIOJIOTHja je

K?(ta7p7y DI 4 ToTp DI 4+ ToTy oDET + 74 oDF)u (x,8)
62

= (T(XT[:? OD(;H_ﬁ + B ODE + 1)ﬁu (X, t) ) (325)

¥ Kao Ko/l BehurHe TomoJsioruja pesa je y, 0lHOCHO yBaXkaBa J1oAudy3He mpoliece.
M3 u3pasa 3a koepHUILMjeHT NPOCTHPaAA

5 (Tatps® P + 145%) (1,57 + 1)
TaTps¥tP + 155 +1

k2(s)=y(s) =K (3.26)
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MO>Ke Ce U3BECTH UCTH 3aKJby4yaK Kao U3 M3pa3a 3a uMneaaHcy 3.24, a To je ja Hehe
II0CTOjaTH cJab/berhe BpeMeHCKH KOHCTAHTHOT CUTrHaJa, jep je k (0) = 0.

Hapa/le/ma 6e3d omnopHUKda ca peaHOM 8e30M Kad.iema u Konaensamopa

Y oBOM cJly4ajy peZiHa rpaHa cacTOjU ce o OTIIOPHHKA AR nmapaJiesiHO Be3aHOT ca
peHOM Be30M KanauuTUBHOCTU ACg M MHAYKTUBHOCTH ALy, BUAM CXeMY ca CIMKe
3.7. llopy»xHa uMneaHca JepUHUCAHA je U3Pa30M

S) = AJICr—r>10 Ax B Achr—r}O Ax - Lacﬁsa.l.ﬁ +RCﬁSﬁ T 1 ( . )
AR
I(z,s) ACh IWZLU. I(z+Ax,s)
L N,
AU(z,s)
U(ZE;S) AC, == AG U($+A$,S)
z, Az ]

Csuka 3.7: CxeMa TONOJIOLIKOT YONIITEHA eJlIeMEHTApPHOT Ko0Jia Bo/ia.

Ha ocHoBy TomoJioruje ca ciuke 3.7 jacHo je Aa he [lynoBu ry6unu HacTajaTu ca-
MO ycJ/ieJ, KpeTamwa CJI000JHOT HaeJIeKTPHCamha, CTPYje KPpo3 OTIIOPHUK, A MarHeTCKO
110Jb€ CaMo yCJie[l ,KpeTama Be3aHOT HaeJIeKTPHUCamha, CTPyja Kpo3 KOHJEeH3aTop U
kaseM. Takohe, Ha ocHOBY HU3pa3sa (3.27) Moxe ce 3aK/by4YUTH Ja he 3a BpeMeHCKHU
KOHCTAHTHE CUTHaJle TOy>KHAa UMIle/laHca Boa Z (S) TEXXUTH CaMo MOAYKHOj OTIIO-
pHOCTH Bojia R, 1To je nocneauna AZg — o,3a s = iw, w — 0 (n0mwa pejjHa rpaHa)
BUJM CIUKY 3.7.

MaTeMaTH4YKH MOJies1 TOIOJIOTHje BoJa ca cavKe 3.7 fepUHMUCaAH je jeJHAUMHOM
(3.28),

K?(tq7p7, oDITEYY 4 ToTp DI 4 7, oD} + 1)u (x, t)
62
= (1q7p OD?+B + 15 ODf + 1)Wu (x, 1), (3.28)

Koja je peia y ¥ npunajia kaacu GpakuMoHUX JUPY3HO-AUCUTIATUBHUX jeJHAYUHA.
KoeduiujeHT npoctupamwa gebuHMcaH u3pasom 3.29

5 (tatps®P +1) (z, s + 1)
TaTps¥tP + 155 +1

K2()=v()=K (3.29)
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3a BpeMeHCKH KOHCTAHTHe CUTHaJle CBOAY ce Ha KoeQUIMjeHT c1ab/berba CTaTUIKe
nucunauwyje, k(0) = K = VRG.

3.2.3 CneyujasiHe monoJozuje

Y oBy rpyny cnazajy TonoJioruje Koje cy MaTeMaTU4KU MOJeJIMpaHe jeJHa4u-
HaMa peJia U3 uHTepBaja (—1, 1), mITo 3Ha4u Jja ce kbUMa ONUCYjy NPOLECH UHja Cy
CBOjCTBa HelITO U3MeDhy cBojcTaBa cTaTUuKe AYcUNallvje U CBOjcTaBa Ipolieca Koju
61 610 ONMUCaH jeJHAYMHOM

t 2

fo u(x,7)dr = %u (x,t). (3.30)

Hapaﬂe./ma ee3d KOHaeH3amopa ca peaHOM 8e30M Kasz1emd U OmnopHuKa

Koz Tomosioruje rae je eleMeHTapHO KOJIO BOJA YOIIUTEHO Kao Ha cavuy 3.8,
O/IHOCHO r/ie je KoHAeH3aTop ACg mapasie/iHO Be3aH ca pe/JHOM Be30M KajeMma AL,
v AR, 3pas 3a IOAYXHY pe/iHy UMeIlJacHY je

AZ AZy + AZg) Il AZ Lys®“ +R
Z(s) = lim — = lim (AZq +475) 1025 _ a . (331)
Ax=0 Ax  Ax—0 Ax LaCps®*h + RCpsh + 1
A
I(z,s) I I(z+Az,s)
o ’ AL AR ’

‘AI(CIZ,S) -

AG |U(z+Az,s)

z Ax

>
P

Cinuka 3.8: CxeMa TONOJIOLIKOT YONLITEHA eJleMEHTApHOT KoJia Bo/a.

Tonosioruja ca cnvke 3.8 nMa 3a mocjeAyLy ia UCTa CTPYja, KpeTamwe CJ1I000AHUX
HaeJleKTpUcama, U3a3uBa llysoBe rydbuTKe U cTBapa MarHeTCKO M0Jbe, a Jia , KpeTa-
e’ Be3aHOI HaeJleKTpUcama He YYeCcTBYje HU Y jeAHOM o Ta /iBa peHoMeHa. [lo-
JIy’KHa pefiHe UMIeiaHca Bojia Z (S), 3a BpeMEHCKH KOHCTaHTHE CUTHasle, Texxuhe
HO/Y>KHOj OTIIOPHOCTH R, BUAM u3pas (3.31).

JenHayrHa KOjoM ce MaTeMaTU4YKH MOJeJlyje TOIOoJIoruja ca civke 3.8 je

K?(tqt, oDf 7 + 74 oDF + 1, oD + 1)u (x,t) =
62
(a7 oD P + 174 ,DF + Dou ). (3.32)
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3.2. Tonosiomka yonurewa @JT

W3 (3.32) Bugu ce Ja je jeaHayuHa peAa y — [, IITO 3HA4yu Jila 3a y > [ omnucyje

npoiece u3Mehy cTaTUUKe JAUCUIIALMje U KJacuuHe Judysuje, a 3a y < § npolece

rM3Mehy cTaTU4Ke AUCUTNIALMje U TpoLieca KOju 61 6MJIM ONMCAaHU jeiHa4YuHOM (3.30).
KoeduuujeHT npocTupama gepuHuCaH je U3pa3oMm

5 (Tgs*+ 1) (rysV + 1)
TaTps®th + 155 +17

k2(s)=y¢(s) =K (3.33)

Y BpeMEHCKU KOHCTaHTHe CUTHaJle CBO/Y ce Ha KoeHUILIUjeHT cl1ab/berha CTaTUYKe
nucunauyje, k(0) = K = VRG.

Hapa/lemla 6e3d OomnopHuUKa, kasaema u KOHaensamopa

Koz Tomosioruje yuje je eleMeHTapHO KOJIO MPHKa3aHO Ha cauuu 3.9 cBa TpH
esieMeHTa peJiHe rpane, ALy, AR v ACg, Be3aHa cy mapaJjiesiHo. 360T OBaKBe Be3e eJie-
MeHaTa CTpyja Koja cCTBapa MarHeTCKO MoJbe, CTPyja Koja n3a3uBa edpekaT LlynoBux
ryouTaka u ,KpeTame” Be3aHOI HaeJIeKTPHCamba Cy TPU MOTIYHO HE3aBUCHE CTpYje,
a BbUX0Ba CyMa Mpe/iCTaB/ba YKYIHY CTPYjy peaHe rpane I (x, s).

AL

22 2 o S

'\N\,AR
1o [pta | teves

f’&”/ *Al(x,s)\
AU(z,s)
U(l’,S) AC) = AG U(vaAZE,S)

AR Ax R

Csuka 3.9: CxeMa TONOJIOLIKOT YONILITEHa eJleMEHTApHOT KoJia Bo/ia.

Ha ocHoBy cxeMe 3.9 noay»kKHOj UMIIeJaHCU pe/iHe I'PaHe oAroBapa ciaesehu uspas

. Az . AZ, 1 AZg || AZg RL,s“
Z(s) = lim — = lim = .
Ax—0 Ax  Ax—0 Ax RL,Cps®*h + Lys® + R

(3.34)

M3 (3.34) Buay ce 1a he 3a BpeMeHCKH KOHCTaHTHE CUTHAJle pe/iHa UMIlejlaHca OUTH

Hy/13, jep3aw — 0 (s = iw) cneau AZ ~ AZ, — 0. To 3Hauyu Ja Hehe nmocTojaTu

ryoUI M y IPEeHOCYy BpeMEeHCKH KOHCTaHTHUX CUTHaJIa, Kao KoJ TomnoJioruje 3.2.2.
OBa TomoJioruja Mmozeupa ce jefHaduuHoM (3.35)

K?(t47, oDf 7 + 74 oDF )u (x, 1)
aZ
= (1475 0D *F + 14 oDF + D)ou (o), (3.35)
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Kojaje penay—pf,kaou (3.32), wTo 3Hauu fja3ay > f onucyje Audpy3HO-AUCUTIATU-
BHe Mpolece, a 3a Yy <  mpolece HWXKeT peJia 0Jf CTaTUYKe AUCUIIalyje.
KoedunujeHnta npoctupama aepruHucad udpasom (3.36),

T, 8% (‘L'ySy + 1)
aTpS%tP + 1457 + 1

k2 () =9 (s) = K2 (3.36)

3a BpeMeHCKHU KOHCTaHTHe curHaJie je Hysa (k (0) = 0), urto 3Hauu Jja Ipy NPeHoCy
Hehe 6UTH c/1ab/beba BpeMeHCKU KOHCTaHTHUX CUTHAJIa, Kao Ko TonoJioryje 3.2.2.

Jou1 jeqHO BaXXHO CBOjCTBO pasJ/IMKyje Cliel{Uja/IHe TOIOJIOTHje O pBe U Apyre
rpyIe TONOJIOrHja, TaJlaCHO-AUPY3HUX U AUPY3HO-AUCUIIaTUBHUX. HanMe, Koz CBUX
TOMNOJIOTHja KoedUIMjeHT NPOCTUPaha je KOJMYHUK CTeleHUX QYHKIMja KpyKHe
y4ecTaJoCcTH w (S = iw), ¢ TUM IITO je KOJ, NPBUX LIECT TONOJIOTHUja cTeleHa QyH-
Kiuja y 6pojuony, dyHkiuje k (w), BUILIET peJia ofi cTeneHe GYyHKIUje Y UMEHHUOILY
3a cBako a, 5,y € (0,1). To 3Hauu Ja Kajia y4yecTasoCT TeXH y 6€CKOHAYHOCT, w —
00, U Koe(pUIHjeHT MPOCTHPakba TEXH Y 6€CKOHAYHOCT, k (W) |y—0 — 0, YUMe PYH-
KIMja npeHoca (2.37) nocraje HyJ1a, a TO 3Ha4u Jja IPaKTUYHO NpecTaje NPeHOC CU-
rHaJa. C apyre cTpaHe, KO/ ClleliUjaJIHUX TOIO0JIOTHja, cTeneHa QyHKIHMja y 6pojuony,
byukuuje k (w), HUXKer je pefa of creneHe GyHKIHje y HUMEHHOIY, 3a 8 > ¥, TaKo
Ja3aw — oo caeau k (w) — 0,a To 3Hauu Aa Moy GyHKIHje mpeHoca (2.37) Texu
y jeAMHULY, OAHOCHO Ja he ce mpeHOC cMrHasia o/BUjaTH 6e3 ryouTaKa.

/10 MCTUX 3aKJ/by4yKa ce MOIJIO JoONK aHa/JIM30M UMeJIaHCH, OJHOCHO a[MUTAaHCH
eJleMeHTapHor KoJia. HauMe, Ko/ CBUX TONOJIOTHja afMUTaHCa (IPOBOJAHOCT) OTOYHE
rpaHe, AY (s), Texxu y 6€CKOHA4YHOCT 3a @ — 00, S = iw, U To ca creneHoM y. Koz
CHelLyjaJHUX TOMJIOTHja U aIMATaHCa peJHe rpaHe (peLUunpoyHa BpeJHOCT UMIIe-
JlaHce y penHoj rpaHu, AZ(s)) Texu y 6€CKOHAYHOCT 32 w — 00, S = iw, U TO ca
cteneHoM f. /lakJie, KoJ, creljdjalHUX TOMOJIOTH]ja, 32 S < Y, OIHOCHO KaJja je Ka-
MalMTUBHU KapakTep uspaxxenuju koxa AC, Hero koj ACg, 3a @ — ©0 MPOBOJHOCT
OTOYHE rpaHe je ,0eCKOHa4yHO NyTa Beha” (6prke TeXHU y 6ECKOHAYHOCT) HEro npo-
BOJIHOCT peJiHe IpaHe Ia ce YUTaB BOJ, IOHAlla Kao KpaTak CIoj, Te 360r Tora Hema
npeHoca HanoHa. C fpyre cTpaHe, Kaja je f > y, OA4HOCHO Kajia je ACp Gsinxke 1o
CBOjCTBMMaA KJIACUYHOM KOH/ZIeHa3aTopy Hero mto je To AC,, 3a w — © IPOBOAHOCT
penHe rpaHe je ,6ecKkoHa4YHO MyTa Beha” o MPOBOJHOCTU OTOUYHE I'paHe, 360T yera
ce BOJ, MPAaKTHUYHO NOHAIIa Kao UJeaslaH Ma ce NpeHOC HAlIOHCKOT CUTHaJia OZiBHja
6e3 ryovTaka.

OBuUM cy npe/icTaB/beHE CBE TOIOJIOTHje U bUXOBU MaTeTMAaTU4YKU MO/JeJIY, ;aTa
cy TyMadewa GpeHOMEeHa KOjyu yBaXKaBajy MojeJlIMHEe TOIOJIOTH]je, Kao U Aujana3oH
nporeca Koju Moxe /Jja IOKpHje CBaka 0Ji, lbUX.

BaxkHO je youUTH Ja je KOZ, CBUX TOMOJIOTHja HAajCI0KEHUjU (HOPMUPAHHU) YJIaH
NOTKOPEHOT Jiesia KoedpuiiMjeHTa NpocTUupama, (k) Y, obauka

s$*+asé+b=0, §C€(0,1), ab>0, (3.37)

rJie a v b 3aBuce of napameTtapa R, L, G u C v TonoJioryje, ITO UMIJIMIUPA /ia je aHa-
JI3a TayaKa rpaHama KoeUIMjeHTa NpoCTHpaba He3aBUCHA OJ TONOJIOTHje eJle-
MEHTapHOT K0J1a.
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3.3 dPopmyaayuja yonuimeHo2 modead
e/1IeKmpu4Hoz2 800a

AHaJ/IM30M CIpOBEEHOM y 0Zle/bKY 3.2 YCTAHOBJbEHO je Jja CaMo JIBE TOI0JIOTHje
MOTY 1a MOJZleJINPajy U TaJacHe U JU(PY3He NpoLece, IITO UX YUHU 3HATHO IOTOAHU-
jUM 3a OIIMC MHOTO LIKPeET CclieKTpa peHOoMeHa U M3/iBaja UX Kao HajUHTepeCcaHTHUje
3a Jasby aHau3y. HegocTaTak TomnoJsioruje pefjHe Be3e OTIOPHUKA, KajleMa U KOH-
JleH3aTopa je LITO He [03B0/baBa NPEHOC BPEMEHCKU KOHCTAHTHUX CUTHaJa (KOH-
JIeH3aTop ce MOHAIla Kao mpekuj), a U edpekat LlysoBux rybrTaka je mocaeauia
,KpeTamwa” Be3aHUX HaeJIeKTPUCaa, UITO He oZiroBapa GU3UYKOM cMHUCy [lysoBor
edekTa (mpeTBapamwe KMHETHUYKe eHepruje eJleKTpoHa Y TOIJIOTHY eHeprujy). Ta-
Kobe, YKOJIMKO cTpyja Kpo3 GpaKLMOHU KOHJIEH3aTOP NOCTOjU CaMo yCJie[, KpeTa-
Hha Be3aHOI HaeJIeKTPUCakha, Y peHOj TpaHH yoIILITe He IOCTOjU CTpyja ycae[ Kpe-
Tamwa CJ1000JHUX HaeJleKTPUCamwa, Ia CAMUM TUM HHU JIONIPUHOC BhUXOBOT KpeTama
[lys10BUM ry6UIiMMa, a y TOM C/Iy4ajy U MarHeTCKO MoJbe je mocae/uiia caMo CTpyje
Be3aHUX HaeJIeKTpHCama, ILITO je Takohe HeJocTaTak oBOT MoZiesia. TomoJioruja pe-
JlHe Be3e KaJieMa ca [lapaJieJIJHOM Be30M OTIOPHHKA U KOHJ,eH3aTopa, BUJU CIUKY
3.10, HeMa 0BUX HeJOCTaTaKa: MOCTOjU NPEHOC BpEMEHCKU KOHCTaTHTHUX CUTHa-
Jla, MarHeTCKO N0Jbe je MocJeAula KpeTama 06e BpCTe HaeslleKTpUcamwa, a Llysiosu
ry6HLIM HACTajy caMo ycJie, KpeTamwa CJ1I000/JHUX HaeJeKTpUcamwa.

HaBejena cBojcTBa Tonosioruje ca cavke 3.10 yuHe fja ynpaBo oHa 6y/ie oJabpaHa
3a Mo/ieJl eJIEKTPUUYHOT BoJa, Te he OUTH AaTO JeTa/bHO U3BOheme MaTeMaTUYKOT
MOJieJ1a, Kao M UCIIMTUBae HheroBux cBojcraBa. Kopauu koju he 6UTH U3HETH CY
NOTIYHO NPUMEHmUBU Ha QopMyJsalUjy MoJesa U aHaJu3y OUJIO KOje TOIOJIOTHU-
je. EnemeHTapHO K0J10 he HApaBHO TOMOJIOIIKYU OUTH UJEHTUYHO Kao Ha CXeMU ca
cavke 3.3, c TUM LITO he NojeAMHU NapaMeTpy OUTH Apyraduje 03Ha4eHU, BUAH CJIU-
Ky 3.10. IIpe cBera, Koz, ¢paKMOHUX aKYMYJIALLUOHUX eJleMeHaTa U30CTaB/beHH CY

tern  ACk
. =
1 kT .
Urc Flyds
u iy w
ACT ZAG
e ) (
T Az ,

Cnuka 3.10: EieMeHTapHO KoJIo U3aGpaHe TOMOJIOTHje.
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MHJIEKCU &, f U Y KOjU CYy YKa3UBa/IM Ha peJ, U3BOJA Y KOHCTUTYTHUBHOj peJlaliuju
caMor eJleMeHTa. Y3 KanallUTUBHOCT Yy peJlHOj IPaHM J0JaT je UHAEKC R Kao 6u
acoLMpao Jia je TO KallaUUTUBHOCT U3 peJiHe rPaHe, Kao U Ja je Ta KallallUTUBHOCT
napasieJsiHo ca R, a He ca G. Takohe, Ha cxeMHu cy ob6eJsiexkeHU oAroBapajyhu 4BopoBy,
CTpyje Y HallOHU KaKo OY ce 0JIaKIlIaJIo NOCTaB/bakbe U pa3yMeBakbe jeJHaUMHa Ma-
TEMATUYKOT MO/ieJ1a, KOju he OUTHU pe/iCTaB/beH Kao CUCTeM NapiyjaaHuX GpaKiu-
OHUX MdepeHLIUjaTHUX je/lHAUMHA, aJI1 U Ha aJITEPHAaTUBAaH HaYMH, IPEKO YOI LITe-
He ppaKuUoHe jefHa4YuHe Teserpapudapa (YPJT), Buau [2].

[Ipu dopmynanuju MaTeMaTUYKOr MOJeJia eJIeKTPUYHOT BOJQ, UHje je eseMe-
HTApHO KO0JIO MpHKa3aHo Ha caulu 3.10, kopuiheH je npBu (cTpyjHuu) Kupxodos
3aKoH 3ayBopoBe D, E v F, Kao u Apyru (HanoHcku ) KupxodoB 3aKoH 3a KOHTYpY 1O
00601y eJleMeHTapHOT K0J1a, a Kao pe3yJITaT j001jeH je caesehu cucteM anredbapckux
jeiHayuHa

. Upc | . . ; , . .
iW=—441ir, i1=1,+1i3 Ii3=1ic+AGCuU,, 3.38
1= 3p Tler 1 =12 Tl3 3= 1Ic 2 ( )
uy + Ugrc + U; — U = 0. (339)
Y ckJafy ca KOHCTUTYTUBHUM peJsaliyjaMa ppakiiMoOHUX ejieMeHaTa, (3.2) u (3.4),
JlobujeHe cy ciaefehe Bese uaMehy cTpyje ¥ HanoHa eJieMeHaTa eJIeMHTApHOT KoJia

u, = AL oD%iy, ic, = ACroDfuge, ic = AC oDfu,.
Y3uMajyhu y 063up Ja je Mojes npyKa3aH Ha cauuM 3.10 npocTopHa JUCKpeTHU3a-
IlMja peaJIHOT BoJia (MaTepHujaja) U Aa ce jefHa hesvja, MosieiMpaHa eJleMeHTapHUM
KOJIOM, IPOCTUPE HAa UHTEepBaJy of X [0 X + Ax, HAKOH yBohema cMeHa

ip=i(xt), L=ilx+Ax,t), u, =ulxt), u,=u(lx+Axt),

cucteM (3.38 - 3.39) npestasu y

ARi (x,t) = uge (x, ) + ARACR oDP upc (x, 1), (3.40)
i(x+Ax,t) —i(x,t) = —AC oDu (x + Ax,t) — AGu (x + Ax, t), (3.41)
u(x+Ax,t) —u(x,t) = —AL (DFi (x,t) — ugc (x,t). (3.42)

Jla 6u ce fo6uIie AudepeHIMjaiHe jeJHAYHHE, U TI0 TPOCTOPY, KOje onucyjy pusndke
npoliece Ha Bojly Mopa ce npehu U3 AUCKPETHOT y KOHTUHYa/HU JoMeH. To he 6UTH
YUUIbEHO Yy JiBa Kopaka. Kao npBu Kopak, Heka ce cBe jejHauuHe cuctema (3.40 -
3.42) nopene ca Ax yuMe ce fo6uja cnenehu cucrem

AR Ugc (x,t) ugc (x,t)
El (X,t) = —— + ARACR ODfT, (343)
i(x+Ax,t)—i(x,t) AC AG
A =~ r oDiu (x + Ax, t) — ol (x + Ax, t), (3.44)
ulx +Ax,t) —u(x,t) AL . Uge (x, t)
Ax = —E ODtl(x, t) - A—x (345)
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Kao apyru kopak, Heka ce nmpeTnocTaBe ciefehyu mapaMmeTpu Mozesia: MoAyKHa UH-
JYKTUBHOCT, OAY?KHA OTIIOPHOCT, MOAY?KHAa KalalUTUBHOCT U MO/Y>KHa TPOBOHOCT,
pecreKTHBHO, Kao

AL Hs"‘"1 : Fsr—1
L= lim — —llm— , G = lim
m m

Ax—0 Ax Ax—0 Ax Ax—>0 Ax Ax—0 Ax

®pakMOHO U TONOJIOUIKU YONIITEeHhe MaTeMaTUYKOT MoJeJia eJIeKTPUYHOT BOJa,
HaKOH IITO ce y cucteMy jegHauuHa (3.43 - 3.45) nyctu ga Ax — 0, onucaHo je
CUCTEMOM yonmTeHUX PpaKknuoHMX jeJHAaYMHA Teslerpaduyapa

Ri (x,t) = (1oDf + 1) u’ (x,1), (3.46)
d y
al (x,t) =— (C oDt + G)u (x,t), (3.47)
aa—xu (x,t) = =L o Dfi(x,t) —u' (x,t), (3.48)
rje
ugc (x,t)

w 0e0) = fim, S

npeJicTaB/ba MOAY>KHU HAIOH, a

AR AR

= lim AR lim (ARAC) [sP
AWE = pxso % v AW, A;lcrl}o( r) [S ]'

$paKLMOHY BpeMeHCKYy KOCTaHTY, Ipy 4yeMy je AWy = ﬁ [FsTl—l] OJIHOCHO pelu-
IpoYHa BpeJHOCT PpaKIMOHe KalallUTUBHOCTH y PeJIHOj TPaHH, HApaBHO Y3 Ipe-
TIOCTaBKY /ia HaBeJleHe TpPaHUYHe BpeJHOCTH NIOCTOje.

Y HacTaBKy, TOYeTHH NMPOo6JIEM HA NMOJTyOGeCKOHAYHOM JloMeHy, X € [0, ), 1 Ha
BpeMEeHCKOM UHTepBaJy t > 0, mpeMa cucteMy jejHauuHa (3.46 - 3.48) 6uhe nocra-
BJbEH U PellleH Yy CKJIaJy ca cjlefehuM No4eTHUM

u'(x,0) =0, i(x,0) =0, and u(x,0) =0, x €[0,0), (3.49)
¥ TPAaHUYHHUM yCJI0BUMA

u(0,t) =uy(t) and limu(x,t) =0, t>0. (3.50)
X—00

YonuteHa ¢ppakiMoHa jejHauMHa Tesaerpadpuyapa 6uhe usBeseHa U3 cucrema
jenHauyrHa (3.46 - 3.48). [IpBo, KOMOHHOBaweM jeaHa4YrHa (3.46) u (3.48) nobuja ce

d
(TL Da+ﬁ + L (D¥ + R) i(x,t)=— (T ODf + 1) P (x,t), (3.51)

rJie je kopuirtheHa KoMno3unuja ¢ppakuoHux ussoja (1.10), moa npeTnocTaBKOM
[ 117% (x, t)]t o = 0, IITO MPOM3M/Ia3K U3 NOYETHHX yC/IOBa (3.49),. lpyro, HakOH
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3. ®pakiyoHa ¥ TOMOJIOIIKA YONIITEeHA je/JHAUMHE Teserpadpudapa

nudepenuupama (3.51) o x, ¥ kKOMO6MHOBama ca (3.47), 1obuja ce yonumrreHa ¢ppa-
KIIMOHA jeJHaYUHAa Tesierpadpuyapa

(tLC oDI*PYY 411G (DI + LC (DI + LG (D
62
+RC oD} + RG)u (x,t) = (1,Df +1) Su), (352)

IpU YeMy je oneT KopulitheHa koMno3uiroHa popmysa (1.10), Kao v MOYETHHU yCI0B
(3.49)3, 0JTHOCHO YCJIOB J1a je [Olg_yu (x, t)]t_0 = 0.

ExBHUBasieHTHa popMa yonuiTeHe ppaKIMOHE jelHAYUHE Teserpadpudapa, (3.52),
Takobhe ce 06Uja U3 cucTeMa jeaHaurHa (3.46) - (3.48). HauMme, npuMewyjyhu ¢ppa-
KIMOHW UHTepaJ peja [ Ha jefjHa4yuHy (3.46), kopuctehu (1.8) u (1.9) 3ajenHo ca
[Oltl_ﬁu’ (x, I:)L_0 = 0, y3 noyeTHH ycioB (3.49),, nobuja ce

RolPi(xt) = (Olf + r) u' (x,t).

OBa jegHayrMHa y KOMOUHaLUju ca (3.48) naje

9
(Rolf +LoDE oIf +7LoDF)i (x,6) = — (7 + o1f) u (), (3.53)

Ipy YeMy cy KopuinheHa mpaBuJa KoMyTaluje GpaKIMOHOT UHTerpasa u Puman-
JluyBuioBor ¢ppakuMoHor U3BoAa, (1.8) u (1.9), y3 nouyetHu ycsos (3.49),, 0AHOCHO
yca10B aa je [oI2 % (x, t)]t=0 = 0. ExBuBasienta ¢popma YO®JT nobuja ce audepen-
nupamweM (3.53) no x U KOMOHUHOBaweM ca (3.47)

(1LC oD + 7LG oD¥ + LC (DI (17 + LG (DE ,1F
62
+RC oD olf + RG o1f Ju (x,6) = (z + o1 ) SSu(D), (354)

rJle cy oneT KopuiiheHa KoMno3unMoHa npasuJia (1.8) u (1.9), yaumajyhu y 063up
OTpaHUYEHOCT NOYEeTHUX ycJioBa (3.49)3, U3 yera npousunasu [Olg_yu (x, t)]t—o =0

7 [OItHﬁ_yu (x, t)]t—o = 0.

CucreM jenHauyrHa (3.46 - 3.48), 3ajejHO ca moYeTHUM ycioBUMa (3.49), ekBuBa-
JIEHTaH je YOINIITeHO] GPaKIMOHO] jelTHAYUHU Tesierpadpuyapa (3.52), kKao U BbEeHOj
ekBUBaJsieHTHOj ¢opmu (3.54). Tako aa, jegnauuny (3.52), ogHocHo (3.54), Tpeba
pelllaBaTH ca HYJITUM NOYETHUM YCJIOBUMa, jep cy oHU Beh y3eTH y 063up npuiu-

KOM H3Bobhema.

BaxkHo je youuTu Ja yomniuuteHa ¢pakiUoOHa jeHAYUHA Teserpadpuyapa (3.52)
¥Ma BeOMa LIMPOK JHUjana3oH jeJHAYMHA HA KOje Ce CBOJAM 3a CIlelMjaJiHe Cay4dajeBe
napaMmeTapa.

3at = 0, ogHocHO 3a Cy = 0, cnenujanan cay4aj YOJT je pakuroHa jefiHauMHa
Teserpadpuyapa (3.7), npukasaHay ozesbKy 3.1.2. Jlakse, Y®JT, aHa0rHO KJIaCUYHO]
jelHAYMHU Tesierpaduyapa YdjU Cy clieldjajHy Cay4yajeBU aHAJM3UPaHU y Ofle/bKY
2.2, Kao cnienyjajiHe cjay4yajeBe UMa: QpaKLUOHY TalaCHO-AUDY3HY jelHAYHUHY
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3.3. ®opmysnanuja yonuTeHor MoJeia eJIeKTPUIHOT BOJA

(aHasnorny TasacHo-AMdy3HOj jesHayrHU (2.20) ca GpaKIMOHUM U3BOAMMA YMECTO
11e/106pOjHUX BpEMEHCKUX U3BO/ia), PpaKLIMOHY AUDY3HO-AUCUTIATUBHY je JHAYHUHY
(aHasiorHy AMy3HO-AUCUNIATUBHOj jeAHAaYMHH(2.21)), Kao U CBe ocTaJjie jeAHAUMHE
y KOjUMa Ce jaBJbajy LieJIOOpOjHU BpeMEHCKH U3BOAH, BUAHU OJle/baK 2.2.

YonuteHa ¢ppakioHa jejHa4MHa Teserpadpuyapa (3.52) uMa onimTHju U3pas
y3 4JIaH ca JpyTuM NnaplyjaJHUM IPOCTOPHUM U3BOJ0OM Y OZJHOCY Ha GpaKIMOHY je-
JIHauYuHy Tesnerpaduyapa (3.7), Te he weHHU clieniujasHu cayyajeBU 6UTH: GpaKIyo-
Ha TaJacHO-Audy3Ha U PpakioHa JUdy3HO-JUCUIIaTUBHA jeJHaYMHA Ca ONIUTHjUM
YJIaHOM y3 JIpyT¥ NapLUjaJHU U3BOJ MO NpocTopy. Moxe ce NPUMETUTH /Jia Cy OIl-
IITUjU U3pa3y NPETXOJHO HaBeJleHUX PpaKMoHuX AudepeHldja/HUX jelHaYnHA
nocjeAulia TONoJIoUIKe MoApHUKalhje eJleMeHTapHOT KoJla BoJla HacTaJle Jlo/aBa-
HeM KOH/IEHAa3Topa y HberoBy peJiHy rpaHy.
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4. TpaH3ujeHMHU 0d3uU8 U
ppekeeHyujcka aHaausa

['1aBa je mocBeheHa ofphuBaby aHAJIUTUYKOT pellemha NOYeTHOT NpobjieMa Ha
noJiy6ecCKoHa4YHOM ioMeHy (x € [0,0), t > 0) cucTema jejHaYMHA KOjU ONHUCYje yO-
NUITeHU QPaKLMOHU MO/ieJl eJIEKTPUYHOT BOAQ, (3.46 - 3.48), yBaxkaBajyhu noyeTHe
(3.49) u rpannuHe (3.50) ycsioBe. MeTo0M KOHTYPHE HHTETpaljyje pelleH je eKBU-
BaJsieHTaH npobJieM, YOJT (3.52), ca HynTum noyeTHUM (3.49) u rpanuuHuM (3.50)
ycnoBuMa. Takobe, ypaheHa je ppekBeHUjcka aHanu3a YPJT no yrieny Ha dpe-
KBEHIMjCcKy aHaiu3y |T U ’eHUX crelyjasHUX cay4yajeBa y oJlesbKy 2.5.

[les1a ry1aBa npeACcTaB/ba OPUTMHAIHYU HAYYHH JIOTPUHOC.

HakoMm nocTtynka 6e3/lMuMeH3U0HNUCakba U HOpMaJiu3aliyje CUCTeM jeJHAaYUHA
(3.46 - 3.48) nocraje

a

R/C\"
i <E> i (x,6) = (voDf +1) w (x,0), (4.1)
9
al (x, t) = _(OD)t/ + 1)u(xl t): (42)
9
au (X, t) = —OD?l (x, t) - u, (xl t) ) (43)

YKJby4yjyhu 6e3MMeH310HCcaHe U HOPMaJIM30BaHe MOYeTHE
u'(x,0) =0, i(x,00=0, u u(x,0) =0, x €[0,0), (4.4)
Kao ¥ 6e3MMEeH3MOHKMCaHe U HOpMaJM30BaHe IPaHU4e YCI0Be

u(0,t) =uy(t) u limu(x,t)=0, t>0. (4.5)
X— 00

CucreM jenHauyvHa (4.1 - 4.3) nobujeH je us cucrema (3.46 - 3.48), mocTynkom
6e3/MMeH3MOHMCakba U HOpMaJ/iM3allje yBohemweM 6e3MMeH3UjCKUX BeJIMIMHA

1 a B
12



4. TpaH3ujeHTHHU 0/;3MB U PppeKBEHLIUjCKa aHaIU3a

rfe je U, HOMHHAJ/IHA BpeJHOCT HallOHA U3BOpa Uy, IPUKJ/bYUYEHOT Ha II0YeTaK BOJa,
BuM (3.50)4. [ToueTHu (3.49) v rpannynu (3.50) ycioBu Takohe cy HOpMaiM30BaHU
no ToM npuHuuny. LpTHle M3HaJA 3aBUCHUX M HE3aBHCHUX NPOMEHJ/bUBHX, Koje
O3HauaBajy /ja cy y N1 Tamby 6e31UMeH3MOHNCaHe U HOpMa/IM30BaHe BeJIMUHUHE, paJiy
jenHOCTaBHUjer 3amuca, YKjaosbeHe cy y cuctemy (4.1 - 4.3) u Hagabe he ce noapa-
3yMeBaTH Jia ce pajy 0 6e3JUMeH3UjCKUM BeJIMYMHaMa.

[IpuMewyjyhu JlansacoBy TaHcopMaLujy Ha cucTeM jeaHadyuHa (4.1 - 4.3), 3a
x € [0,00) uRes > 0, go6uja ce cUCTeM jeJHaYUHA

a

, R (C\Y 1
Ulx,s) = L (E) 1+ rsﬂl(x' ) (46)
;—xl(x, s) = —(s¥ + DHU(x,s), (4.7)
d /
aU(x, s) = —=s%I(x,s) — U'(x,s), (4.8)

npu yeMmy je kopuiuheHa JlansiacoBa TpaHcdopmanuja Puman-J/InyBunoBor ppaxiu-
oHor u3zBoza (1.5). Kom6unyjyhu jegHaurne cuctema (4.6 - 4.8) y3 aklieHaT Ha U3pa-
»kaBame HanoHa U(x, s), obuja ce

2

d
ﬁU(x, s)—yY(s)U(x,s) =0, (4.9)

rje je (Res > 0)
(s**P + as* +b) (s +1)
sP+a

Y(s) = : (4.10)

a
R

y3uMajyhu fa je a = %, ab = - (g)y [TocTynak jo6Mjama aHaJIMTUYKOT pellle-
13, IPe/ICTAB/beH Y HACTABKY, IPETIOCTaBJ/ba J|a MapaMmeTpu Mozena (t, L, R, G, C,
a, f,Y), OAHOCHO KOHCTaHTe a U b, UMajy BpeJJHOCTH TaKoO /ia je 3aJ0BOJbEH YCIO0B:
argy (s) € (—m, ], yume ce o6e36ehyje ga Re /¢ (s) > 03a cBako Re s > 0. Tako-
he, mpeTnoCcTaB/bEHO je [ja Cy UCIyHeHU U CBU OCTaJIM HEONXOAHHU YCJI0BHU KaKo 6U
MIOCTYTaK 3a Ao6Ujarbe pelleha U caMo pellerhe 6UIn J06po febuHrUcaHu. HakoH
cBera HaBejieHor, JlanlacoBa TpaHcpopMalyja peliewa jegHaduuHe (4.9) nara je us-
pasoM

U(x,s) = Wy(x,s) Uy(s), (4.11)

raeje
Wy (x,5) = e Xk (4.12)

byHKIMja peHoca 3a MoJy6ecKoOHAYaH BOJI, OJHOCHO KOJIMYHUK KOMIJIEKCHUX JIU-
KoBa HanoHa U(x,S) Ha NpOM3BO/bHOj NO3ULUjU X U NMOOYAHOI CUrHaJsa (HamoHa
M3BOpa NPHUKJ/byYeHor Ha moveTak Boja) Uy(s) = L [u, (t)]. KoncranTa k, y u3pasy
3a yHKUMjy npeHoca (4.12), npeacTaB/ba KoePpUIUjeHT NPOCTUPaa KOjH je Aedu-
HUCaH peJlaliijoM

k(s) =y (s). (4.13)
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4.1. Ananusa aprymeHTa QyHKIUje Y

[IpuMmeHoM nHBep3He JlamiacoBe TpaHcdopMalyje Ha uspas (4.11) gobuja ce
pewewe YOJT, y3 ogroapajyhe noyetHe (4.4) u rpanuuHe (4.5) ycioBe, Kao

u(x,t) =us(x,t) xugy(t), (4.14)

rae
us = L7 Wy (x, )] (4.15)

npejcTaB/ba MHBep3HY JlamiacoBy TpaHchopMalujy dyHKLMje npeHoca (4.12), ogHo-
CHO MMIYJICHU OJ3UB cucTeMa. MHBe3Ha JlamsacoBa TpaHcdopmanuja GyHKILMje
npeHoca (4.15) 6uhe ogpehenano sedpunuuuju (1.12), Tj. KOHTYPHOM UHTErPALUjOM
y KOMIIJIEKCHOj PaBHH.

4.1 AHaauza apesymenma hyHkyuje )

[locToje aBe KJyace mapameTapa 3a Koje je ycioB argy (s) € (—m,m], Res >
0, 3aJj0BoJbeH: mpBa kjacajea +y € (0,1], agpyrap = yua > 1. YcioB
B = y uMmmnupa Jia cy GpakiroHa peHa U ¢paKkiMoHa OTOYHA KaNMalUTUBHOCT
MCTOT pejia M3BOJa, JI0K yCcJoB a > 1, uITo je ycTBapu 7 > g UMILTMLMDA Ja je
(dpakunono) Bpeme pesakcanuje (ppakyoHa BpeMeHCKa KOHCTaHTa) y IPOBOAHO]
(peaHoj) rpanu kpahe Hero y u3o0/1aTopckoj (0TOYHOj), OAHOCHO Tg < T, IITO je
$U3UYKM MOTHYHO onpaBAaHo, BUAU cauKy 3.10. [locToju jour MHOro BpeJHOCTH
napameTapa Kojuma peJjanuja argyp (s) € (—m,m], Res > 0, Moxke 6UTH 3a/10BO-
JbeHa. Kako HUje akiieHaT HA yTBphUBawy KJaca nmapaMeTapa, jaba aHasiu3a he ce
CIIPOBOJUTH 32 JIBe IPETXO0/IHO HaBe/ieHe 33/10BoJbaBajyhe KJace.

3a Res > 0, HakoH yBohewa cMeHe § = pei“’, 3ap € (0,0)ug € (—g, g), a
3aTUM pa3/iBajalba peasiHOT ¥ UMarvHapHor Jiesia GyHKIuje P, aare ca (4.10), go-
6uja ce

1
Rep (p,9) = ———— (p%*?*+ cos ((a +7)p)
|pFeife + al

+p%*+2B cos (ap) + 2ap*TB*Y cos (Be) cos ((a + y)p)
+2ap®*P cos (ag) cos (Bp) + a?p**Y cos ((a + y) )

+bpP*Y cos (B —v)¢) (4.16)
+a?p® cos (ap) + bp” cos () + abp? cos (yp) + ab) ,

1
my (p,0) = ———— (p™2F+ sin ((a + 1))
|pPelfe + al

+p%*28 sin (a@) + 2ap®*B*Y cos (Be) sin ((a + y)@)
+2ap®*P sin (ag) cos (Bp) + a?p**Y sin ((a + ) @)
—bpF*Y sin (B —¥)o) (4.17)
+a?p%sin (ap) — bpP sin (Bp) + abp? sin (yp) ) .
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4. TpaH3ujeHTHHU 0/;3MB U PppeKBEHLIUjCKa aHaIU3a

W3 u3paza (4.16) Buau ce gacy 3aa + y € (0,1] cBu uianoBu Re ) (p, @) M03UTH-
BHHU 32 CBAKO ¢ € (—g, g), c 063upom aa a,f,y € (0,1) ua,b > 0, a To 3Ha4YU
na he argy (p, @) € (—g, %), 3a CBako ¢ € (_%' g) Takobe, ako je B = y u
a > 1,ouga je Imy (p,p) = 0 3acBako ¢ € [O, g), uImy (p,p) < 0 3a cBako
p € (—g O), IITO Takohe uMIikiMpa aa je argy (p, ) € (—m,m) 3a cBako ¢ €
(—E, %) OBHUM je JoKa3aHO Jia IBe HaBe/ieHe KJlace apaMeTapa 3aucTa UCIykbaBajy

2
IIOMeHyTe Heomxo/(He ycaoBe, argy (s) € (—m,m] 3aRes > 0.

4.2 AHaau3za cuHysnapumema
Koepuyujenma npocmuparea
KBazipaTHU KOpeH, Kao QyHKIIMja KOMIIJIEKCHE IPOMEHJ/bUBE, UMa TAa4Ky I'paHa-

wa (TT') y Hysnu. Tauake rpaHama KoepUIMjeHTa MPOCTHUPakba, OAHOCHO TT GyHKIM-
je k, nate uspasom (4.13), pelema cy ciaenehux jeqHauyrHa

sB+a=0, (4.18)
s +1=0, (4.19)
s +as®*+ b =0. (4.20)

Jlo6po je T03HATO Aa S MMa TauyKy IpaHarmay HyJ/IHu, Kao 1 fa yHKHja s¢ +d, & €
(0,1),d > 0,uema Hynasaargs € (—m, ], ITO UMIIKLIIMPA [a HU jefHaYnHa (4.18),
HU jeaHaunHa (4.19), HeMmajy peliewa 3a args € (—m,m|. IlITo ce TUYe jeaHAYNHE
(4.20), y nactaBKy he 6uTH nokasaHo Ja ako je « + f € (0,1], Taga (4.20) HeMa
peliewa, ok 3a @ + B € (1,2) 3HaK KpUuTepujyMcKe GyHKLHje

a

a sin (am) )E asin (Bm) b (4.21)

“sin((@+pm)) sin((a+p)n)

oapebhyje 6poj u npupoy peliemwa jegHaurHe (4.20). Akoje f < 0, jennauyvHa (4.20)
HeMa pellema, ako je f = 0, oHza jefHauuHa (4.20) MMa jeJHO peasiHO HETaTUBHO
pelieme, a ako je f > 0, oHga (4.20) uMa nap KOHjyroBaHO KOMIIJIEKCHUX pellema
ca HeraTUBHUM peaJIHUM JIeJIOM.

JennaunHa (4.20), 3anucaHa je kopuniheweM ¢yHkuuje W (s) y popmu

f(a,b,a,ﬁ) = <

Y(s)=s**F +as*+b=0, a,f €(0,1), a,b > 0. (4.22)

HakoH yBobhema cMeHe s = pel?, p € (0,), ¢ € (—m, ], 3a peaJH! ¥ UMarMHapHH
Jieo (4.22) uma ce

Re¥ (p, @) = p**Fcos((a+p)e)+ap®cos(ap)+b =0, (4.23)
Im¥ (p, @) = p*Fsin((a+ B)p)+ ap®sin(ap) = 0. (4.24)

AKo je s, = poe'?° nyna pynkuuje W onza je, y3umajyhu y 063up (4.23) u (4.24)
¥ KOMIJIEKCHO KOHjyrOBaHa BPeAHOCT 5, = pye~ '¥0, Takohe Hysna pyHkiuje ¥, jep
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4.2. Anasnuza cuHryJapuTeTa KoepUulMjeHTa NPOCTUPakha

je dynkuuja Re W (p, ¢) napHa y oJHOCHY Ha apryMmeHT ¢, a ¢pyHkuuja Im W (p, @)
HemapHa. 360r Tora je Tauke rpaHama (HyJ/ie ¥ nosioBe ¢pyHkuuje W) 10BOJ/bHO Tpa-
KUTH Y TOPH0j OJIypaBHH, oHOCHO 3a ¢ € (0, ). Takobe, Tpe6a youutu aa ¥ He
MO€ MMaTH HyJle y IeCHOj I0JIypaBHH, C 063MpoM HaTo faje3ap > 0, ¢ € (O, g]
ua,fB € (0,1), umasin ((a + B)¢@) > 0 usin (ap) > 0, wTo ummauupa Aa Im ¥ He
MoOXke 6UTH Hys1a. Ako je ¢ = 0 i p = 0 oHJa je jefHauuHa (4.24) 3a/10BO/bEHA,
anu jenHauyuHa (4.23) Huje, jep je b > 0. 360r HaBeJeHUX apryMeHaTa Hajasbe he
ce TauKe I'paHamba TPAKUTHU CaMO y FOPH0j JIeBOj YeTBPTHHU KOMILJIEKCHE PABHH,
OZIHOCHO CaMoO y IpyroM KBaJJpaHTYy.

Akoje a + B € (0, 1], onza jenHaunHa (4.22) HeMa peliere, C 063MPOM Ha TO Jia
cyzap >0,¢ € (0,m], sin((a + B)¢p) > 0 usin (ap) > 0, wITO Aa/be UMILIUIIKPA
Ja Im ¥ He MOXKe OUTH HYyJIa.

Akoje a + f € (1,2), kopuctuMo KomujeB npuHLUI apryMeHTa U KOHTYpPY Y =
Y1 U ¥, U ¥z U Y, IpUKa3aHy Ha cadly 4.1, kako 6MCMO UCIUMTaIU OCTOjakbe HyJla

b Ims
Y2
R
A’Yl
r
'y3 Y4 Re§

Cnuka 4.1: Koutypay =4 Uy, Uys Uy,

¢yHkuuje W y ApyroM KBaZipaHTy KOMIIJIEKCHE PABHU, KA0 U BbUXOBY BULIECTPYKOCT.
A

[lapameTpu3aldja KOHTYpe ¥4 je S = xe'z, x € (r,R),y3r » 0 u R — 0o, HAKOH
yera (4.23) u (4.24) npenaszey

a+fp)m an

ReW (x) = x%*Pcos (atpm + ax® cos > + b, (4.25)
a+p)rn an

ImW¥(x) = x*Fsin % + ax® sin - > 0. (4.26)

Ha ocHoBy (4.25) u (4.26) no6wujajy ce ciegehe rpaHuYHe BpeHOCTHU
limReW¥ (x) =b, imIm¥ (x) =0,
x—0 x—0
lim Re¥ (x) = —oo, lim ImW¥ (x) = oo.
X— 00 X—00

Peannu (4.23) u umaruHapHu zieo (4.24) genoBu pyHkiuje W, Ha KOHTYPH V5,
mapaMeTpH30BaHOj ca s = Rel?, ¢ € (%,n), y3 R — oo, nmocrajy

ReW (¢) = RFcos((a+ pB)p)+ aR® cos (ap) + b,
Im¥ (¢) = R*Bsin((a+ B)e)+ aR%sin (ap),
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4. TpaH3ujeHTHHU 0/;3MB U PppeKBEHLIUjCKa aHaIU3a

a MOZyJl U apr'yMeHT Cy

¥ ()| = (R?@+B) +2aR?**F cos (Bgp) + a?R?®
+ 2bR%*B cos ((a + B) o)
1

+ 2abR¥ cos (ag) + bz)E
~ R%*B, kxama R — oo, (4.27)
R**E sin ((a + B)¢) + aR% sin (ag)
R**F cos ((a + B)@) + aR* cos (ap) + b
~ tan((a +B)¢p), xaga R > oow
arg¥ (p) ~ (a+pB)p, xaga R — oo. (4.28)

tan (arg ¥ (¢))

U3 (4.28) cnenu aaje

(a +p)m E(E >'

lim arg¥ (¢) = T

(e 2

awus (4.27) na |¥ (¢)| Texu y 6eCKOHAYHOCT KaKo R — 0, OZITHOCHO [Ia je apryMeHT
¢yHnkuyje W no y, 3anouume y JpyroM kBaapaHty. Takohe, Ha ocHOBY (4.28),

qloiir}r arg¥ (¢) = (a + p)m € (m, 2m),

KpeTame V¥ 110 ¥, ce 3aBpIlIaBa y 10H0j MOJYyPaBHH.
[MapameTpusanujom s = xe'™, x € (r,R), KOHType ¥3,3ar — 0 U R — oo, peasiHu
(4.23) u umarvHapHuH (4.24) nenou ¢pyHkuuje W nocrajy

ReW (x) = x%*Bcos((a + p)m) + ax®cos (am) + b, (4.29)
ImW¥(x) = x*Fsin((a+ B)m) + ax®sin (an). (4.30)

C 063upom aa je sin ((a + f)m) < 0 u ga je sin (am) > 0, caeau Aa NOCTOjU jeIUH-
ctBeHo x* € (0, ) 3a koje Baxku ImW (x*) = 0. Takohe u x = 0 uma 3a mocJaAeAUILY
ImW¥ (x) = 0, anu oHo Huje Hys1a U Re W. U3 (4.30) no6uja ce

~B _ __ asin(am)
N T} (4-31)
Peannu feo W, gat (4.29), Taga nocraje
o~ a sin (am) % a sin (Bm)
ReW (x") = <_ sin ((a + ﬁ)n)) sin ((a + B)m) +b. (4.32)

Takobe, npema (4.29) u (4.30), nobuja ce
limReW¥ (x) =b, imIm¥ (x) =0,
x—0 x—0

lim ImY¥ (x) = —oo.

X—00
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4.3. UMnysicHU 043UB

U3 (4.30), Buau ce ga je ImW(x) > 0, kaga x € (0,x), u Im¥ (x) < 0, kajga
x € (x*,0). 360r Tora he 3Hak Re ¥ (x*) ogpeautu npomeHy aprymenTta ¥. Haume,
akojeReW (x*) < 0,ouzaA (arg¥ (s)) = 0,3as € y; Uy, Uyz,aakojeRe ¥ (x*) > 0,
ozpa A (argW¥ (s)) = 2m,3as € y; Uy, U y3. AKo HeMa mpoMeHe aprymMeHTa QyH-
kuuje W (urto he 6UTH MOKa3aHO y HACTaBKY) YK KOHTYpE ¥,, oHJa Re W (x*) < 0,
yBakaBajyhu KouiujeB npuHLMI apryMeHTa, UMIIMLKMPa Aa VY HeMa HyJla Y TOPH0j
JIEBOj UeTBPT-paBHHU (Apyrom KBaApaHTy). Takohe, ako je ReW (x*) > 0, Taza mo-
CTOjH jeiHA KOMILJIEKCHA HyJ1a y APYroM KBaZpaHTy. C 063UPOM /ia Cy HyJIe, YKOJTUKO
II0CTOj€e, KOHjyroBaHO KOMILJIEKCHE, OH/Ia MJIM HeMa YOIIIITe HyJa y JIEBOj OJIypaBHHU
(Re¥ (x*) < 0), i y 10j NOCTOjU NMap KOHjyroBaHO KOMIJIEKCHUX Hysa (jep je
ReW¥ (x*) > 0). Y moce6HOM cay4ajy, kazsa je ReW (x*) = 0, onpajeu ¥ (s) = 0 (c
063upoM HaTo Zia Im W (x*) = 0), TOo UMIIMLIMPA /ia je S = —x* TaJla jeAMHCTBEHA
peasiHa HeraTHUBHA HyJ1a QyHKIHje V.

MapaMeTpu3sanujoM s = rel?, ¢ € (g,n), KOHTYPpE Y4, y31 — 0, u3pasu (4.23) u
(4.24) nocrajy

Re¥W (@) = r*Bcos((a+ B)p)+ ar®cos(ag) + b,
Im¥ (p) = r**Fsin((a+ B)¢p) + ar®sin (agp),

TaKoO Ja je
¥ ()| = (r2@*B) 4 2ar2%+F cos (B) + a?r?® + 2br**F cos ((a + B)¢)
+ 2abr® cos (a¢p) + bz)%
~ b, kaga r - 0,
tan (arg ¥ (9)) = r®*B sin ((a + B)¢) + ar® sin (ap) ~ 0, xama 7 -0,

r%+B cos ((a + B) @) + ar® cos (ap) + b
arg®¥ (¢) ~ 0, kama r - 0.

[Ipema ToMe, HeMa npoMeHe aprymMeHTa ¢yHKUHje W Kasa S y3uMa BpeIHOCTH AYXK
KOHTYPE V4.

4.3 HmnysacHu od3ue

Pemewe cucrema jegHaunHa (4.1 - 4.3), yBaxkaBajyhu noyetHe (4.4) U rpaHu-
yHe (4.5) ycioBe, faTo je uspasom (4.14). /la 6u ce HalIA0 eKCIJIMLUTAH M3pas 3a
AHAJIMTUYKO pelllele HeOIXO/JHO je IPBO OJpeIUTH U3pa3 3a UMIYC/IHU O/3UB, AT
ca (4.15), npumemnyjyhu naBep3Hy JlansacoBy TpaHcpopmalyjy no aepuHULUjU

1 pot+ico
us (x,t) = L7 kO] (x, 1) = =—— e *k(S)estys, (4.33)
211 Jp oo

WHBep3uja he 6uTH u3BeseHa kopuctehu KouujeBy MHTerpalyoHy TeopeMy, TBp-
JAehu na 3a aHanuTUYKy QYHKIU]y f HaJ, jeAHOCTPYKO oBe3aHoM o6Jiamhy D Baxku
g# f(z)dz = 0, rae je ' jeaHocTpyko 3aTBOpeHa KoHTypa y obsiactu D. Kontypa  he
6uTH M3abpaHa y 3aBUCHOCTH 0J] 6poja U MoJioXkaja Tayaka KoepuULMjeHTa NPOCTHU-
pama k Ha pas/iMuMTe HaduHe TaKo Aa e **() Gyne ananuTyuka GyHKUHMja yHYTap
We.
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4.3.1 Cayuajkadak,ocum s = 0, Hema dpy2ux mayakda 2paHarea

Y cnyyajy kazia k HeMa Tayaka rpaHama 3a KolvjeBy HHTerpanoHy TeopeMy
35 e *k(estds = 0 (4.34)
r

KOHTYpa rd = [ZUT UL U UL Ul Ulg UT, je u3abpaHa Kao 1ITO je NpUKa3aHO
Ha caun 4.2. Taga KomujeBa Teopema (4.34) naje caefnehe peleme 3a CONCTBEHU

} Ims
I
12
R 410
1_:3 ‘F4 Re§
1—:5 rpo -
I's
F:7

Cnuxa 4.2: Kourypa ',

O]3UB

1 *® —im i
u((gl)(x, t) = ﬁ—fo (e"""("’e ) — e=xk(pe )) e Ptdp. (4.35)

HaunMme, u3 uHTerpasa Ay KoHTypa I3 (napameTpusoBaHe s = pe'™, p € (r,R)) uTs
(mapameTtpusoBane s = pe” '™, p € (r,R)) cnenu

0 00

e~xk(pe™) g-pteing, — f e~ k(e e Ptdp,  (4.36)

lim e Xk(S)estds = f
0

R—o00, r
r—0 3 ®

[0e] [0e]

lim [ e ¥k®)estdg =f e *k(pe M) g=pto=ing, = —j e~*k(pe ™) g-ptqp,

R—oo,

50 “Ts 0 0
(4.37)
pecrneKTHBHO, /10K je HBep3Ha JlamiacoBa TpaHcdopmanyja, AaTta ca (4.33),
1
ugl)(x, t) = — lim j e ¥k(est(s, (4.38)
2mi K25 ),
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4.3. UMnysicHU 043UB

HUHTerpanu ayx kourypa Iy, [, [y, I'g u [; Texxe Hynu kafa R — oo, WM Kaja
r — 0. [lapameTpusanuja koutypal; jes = p +iR,p € (0,p,), Tako Aa ce BpeAHOCT
WHTerpaJia uspayyHaBa kopucrehu cienehe HejegHakocTH

|Il"1| < jr |e—xk(s)est| ds = fopo |e_xk(p+iR)e(p+iR)t| dp
1

Po Po
< f |e—xk(p+iR)| eptdp — f e—xlk(p+iR)| cos(arg(k(p+iR)))eptdp. (4.39)
0 0

M3 (4.10) u (4.13) cnenu faje
|s“+ﬂ + as® + b| |sY + 1]

2 —
|k(S)| - |Sﬁ+a|

(4.40)

= ip — 2 2 — 5 ~ T
YBonehu cmeny s = pe'?,y3p =./p? +R R u ¢ = arctan >~ 32 KaZJjaR — oo,y
NPeTXOJAHU U3pas, UMa ce

a+y
|k (p +iR)| ~R 2, kaga R — oo. (4.41)

360r TOra, y rpaHM4YHOM cJy4ajy R — oo, (4.39) nocraje

Po aty
lim |IF | < lim e XR 2 cos(arg(k(p+iR)))eptdp =0
11— ]

R—-o0 R—- 0

mw T .
Kazgaargk (s) € (_5’ E)' AHanaorHo ToMe, MOXe ce MoKa3aTH Ja limg_, 4 |Il~7| =0.
M3pauyHaBame BpeJHOCTH UHTerpasa Ay KoHType [, napameTpu3oBaHe s =

. n -
Re'?,y3 @ € (E' n), CBOJIU ce Ha ciefiehe HejegHaKOCTH

T . .
|Ir‘2| < J |e_xk(s)eSt|dS=Jn R|e—xk(Re“P)eRte"P|d(p
z

Iz

T
< f Re—x|k(Re!?)| cos(arg(k(Re!?))) oRt cos ?de. (4.42)

Oner, kaoy (4.41), k (Rei‘p) ~ RaTW, Kajsa R — oo, 3ajeHo ca cos (arg (k (Rei‘/’))) >
Oucosp <0,3a¢p € (g, n), uMIIMIMpa aa (4.42) nocraje

s aty i
lim [Ir,| < lim [ Re~xk ? coslare{re®))Rtcosogy = o, (4.43)

R—o0 i

2
Ha ciivyaH HauuH [10J1a34 ce [0 3aKJ/by4kKa Ja je limg_, |IF6| = 0.
[lapameTpusanuja koutype I, je s = re'?, y3 ¢ € (—m, m), u3 yera ce f061ja
A

|Il"4_| < f |e_xk(s)65t| ds = f r |e_xk(Tei(p)eTtei‘P| d(p

F4 -7

n .
= j r|emxk(re'?)| ertcosedg, (4.44)
-7

Ha ocHoBy (4.40) ciieau gaje |k (s)| ~ \/g, kagar — 0, wro y3 (4.44) naje

lim, o |Ir,| = 0.
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4.3.2 Cayuajkada k, ocum s = 0, uma jedHy peasiHy He2aMu8Hy
maykKy 2paHara

Kaga k uMa jeqHy TauKy rpaHamka Ha HeTaTUBHOM /JleJly peaJjiHe 0ce, 03HaYeHy
ca sy, y KomujeBoj unTerpanuoHoj TeopeMu (4.34) kopuctruhe ce uHTerpamuoHa
kouTypa I'™ =T, UT; UT, UT3, UTs, UL, UTs, UTs, UT, UT, U Ty UT,, nprkasana
Ha caunu 4.3,

I
R

['za 1;8 I'ab T4 Re.i
I'sb Ty9 Isa r o

I's
17

Cnuka 4.3: Koutypa I'D,

Jlobuja ce pelieme

1 *© —im i
u 0 = u (0 = o | (e ke ) eptdp. (4.45)
0

HuTerpanu ayx koutypa I3, U I, (mapameTtpusoBane s = pe'™, p € (|sq| +7,R)
3al3a up € (Isgl —7,7) 3a[3p) uT5, U Is, (mapamerpusoBane s = pe '™, p €
(Isol =7,7) 3al5q up € (Isp| + 7, R) 3a T5p) mpesntaze y

0 oo
Rh_)r£10 e~ Xk()gstqs = f e—xk(pem)e—pteirrdp — f e_xk(pem)e_ptdp,
7-_>0' I'3qUl'3p B9 0
[ee] . [0'0) ]
Rh_>rg, e ¥k(S)aStds = f e—xk(pe“")e—pte—indp — _f e_Xk(pe_m)e_ptdp,
r—o0 “TsaVlsp 0 0

pecreKTHBHO, [IOK je MUHBep3Ha JlaniacoBa TpaHcdopManyja gara ca (4.38).
WuTterpanu ayx koutypa Iy, I, Iy, I'g u I; Texe y nyny kaga R - comnmur —

0, kao wTO je mokasaHo y ojiesbKy 4.3.1. /logaTHo, mokalaheMo Jla MHTerpaju Ay

koHTypa [g u [y Takohe Texe y Hyny kaga r — 0. [lapaMmeTpusanuja koHType [g je

56



4.3. UMnysicHU 043UB

s —so =rel?,y3 ¢ € (0,7), Tako Aa je

|IF8| = f
I'g

n
< esotf r|e—xk(so+re1‘ﬂ)
0

i
|e—xk(s)est| ds :f r |e—xk(so+rei<ﬂ)e(so+rei<p)t de
0

e"tcosedep. (4.46)

Ha ocHoBy (4.40), fo6uja ce

|sg+ﬁ + as§ + b| sy + 1

|k (s + rei?)|* ~ , kaga 1 -0, (4.47)

|s§ +
U3 4Jera ciejy, y3uMajyhu y 063up (4.46), aa je lim, g |11-8| = 0. Ha csinyaH Ha4uH
ce MOXKe MoKa3aTH Ja je v lim,._, |11~9| =0.

4.3.3 Cayuaj kada k, ocum s = 0, uma nap KOHjy208aHO
KOMN/IEKCHUX Ma4akd 2paHarea

Kaza k vma map KOoHjyroBaHO KOMILJIEKCHUX TadyakKa rpaHama ca HEraTUBHUM
peanHUM JesioM (JieBa MoJypaBaH), O3HAYeHUX ca S, = poe'?° u §,, y Komujesoj
WHTerpanuoHoj TeopeMu (4.34) kopuctuhe ce UHTerpanoHa KOHTypa rmn — [HU
MULULG,UI3, UL UTls, Uls, Ul UT; U Ty U Ty, npuka3ana Ha cavuu 4.4

1o

Res

¥

\ Vj‘

Cnuka 4.4: Koutypa I,
3a CONCTBEHH O/I3UB ce A06uja
1 ® . .
— f (e—k(pe‘q’O )xei(<p0+pt sin@q) _ e—k(pe“"’0 )xe—i((po+pt sin (po))
0

x Pt cos Podp, (4.48)
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WHTerpanunone kouType I3, U I3, (mapameTpusosane s = pel®o p € (r,pp—1) U
(po +7,R)) uTs, Uy, (mapameTpusoBane s = pe %0, p € (r,py — 1)U (py + 1, R))
Aajy

0

. — _ ip i@ :
Rh_>r2) e k(®xestys = f e k(pe O)xepte Oelgoodp
T'—)O' I'3qUl3p o0
B .
- 190 i i
— _f e k(pe )xel(<p0+ptsm<p0)eptcos<p0dp’
0
S . .
. _ _ —ip —ipg _;
ng?o e~ k(xestys = ] e k(pe O)xepte 0a i9odp
2o Jrsqursy 0

[o0]

— f e—k(pe‘i¢0)xe—i((po+ptsin <p0)ept cos (podp,
0

pecrneKTHUBHO, JIOK je UHBep3Ha JlamiacoBa TpaHcdopmaija fjata uspasom (4.38).
WuTterpanu ayx Koutypa Iy, I, I, s 1 I; Texke y Hyny kaga R — 00 WM Kaja

r — 0, Kao ITO je ¥ MOKa3aHo y oesbKy 4.3.1. Tpeba youuTH Jja Ipu U3payyHaBamwby

HWHTerpaJa iy KoHtype [, yMecTo rpaHuia usmehy % Uy (4.43), 3a uHTEpBaI

MHTerpalnuje uMa ce of % 710 ¢, IUTO He Mewa pe3yaTtaT. CIM4YHO, Ay KOHType [},
yMecCTo rpaHulia of —m 10 T y (4.44), padyyHa ce UCTH UHTerpaJ, aJlu y rpaHuLiaMa
0L — o L0 o, LITO BOJAU Ka UCTOM pe3y/TaTy. Takobe, mokasaHo je Aa UHTerpaau
AyK KoHTypa [g u Iy Texe y nyny kaga r — 0. [lapameTrpusanuja kontype Iy je
s — sy =1el?,y3 ¢ € (¢o — T, Py), U3 yera ce fo6ujajy ciesehe HejasHAaKOCTH

Po . .
|Ir,| = f |ek(xest| ds = f r|e~kCotre?)relsotre)e| 4
Fg —7'L'+(p0
Po i
< esotf 7,|e—k(so+re )x ertcos<pd(p’ (4.49)

—TT+@q

JIOK ce |k (50 + rei"’)| noHala UcTo Kao y (4.47) kaga r — 0. 360r Tora u npema
(4.49), lim,._,, |11~8| = (0 ¥ Ha CJIM4YaH HavyuH lim,_, |IF9| = 0.

4.4 ddpekegeHYUjcKa aHaAIU3A

dpexBeHIMjCKa aHa/IM3a MaTeMaTUYKOT Mo/ieJ1a BOJa, OAHOCHO QyHKIMje npe-
Hoca (4.12), KojoM je Boji OTIMCaH, IpeAMET je MpoydaBakha y 0/leJbKy U 6a3upa ce Ha
KOHpepeHLHjCKUM paZioBuUMa [3, 4].

Ykosuko ce y uspa3s 3a GyHKUH]jy P (4.10), noTkopeHy PyHKIUjy KoepHLIMjeHTa
NpOCTUpama, yBeJie CMeHa S = iw, peaJlHM U UMaruHapHHU Aeo QyHKIMje P, Kao
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byHKIMje Kpy>KHe y4eCTaJl0CTH Cy

1 a+y)n am
Rey (w) = > (a)“*zﬁﬂ’ cos latym + w®*2B cos —
x 2 2
‘wﬁelﬁz +a
s aty)r amn T
+2aw* P+ cos fr cos latym + 2aw**F cos — cos fr
2 2 2 2
a+y)n —y)n
+a?w**Y cos % + bwP* cos w
) amn pr yT
+a*w® cos — + bw” cos -+ abw? cos -+ ab),  (4.50)
1 a+y)m aTm
Imy (w) = 5 (w‘”zﬁﬂ’ sin latyn + w**2h sin —
o 2 2
|wﬁelﬁz +a
T a+y)n an T
+2aw* P+ cos pr sin latyn + 2aw**F sin — cos pr
2 2 2 2
a+y)n —y)m
+a?w**? sin latnm bwP*Y sin $-nm
2
an T T
+a?w® sin - bwP sin ﬁ? + abw? sin %) : (4.51)

[IpuMemyjyhu npaBuJio 3a KBAPAaTHU KOPeH KOMILJIeKCHOT 6poja (1.15), nobujajy ce

HN3pPa3u 3a peaJiHU
Rek () = \/Wj(w)l * Rey (@) (4.52)

2
Y MMarvHapHHU Jieo

[Y(@)| = Rey (w)
2

Imk (w) = sgn[Im 1/)((»)]\/ (4.53)

koeduLHjeHTa npoctupamwa k(w) = /Y (w), kao PyHKILUje KpyKHE Y4eCT/Ia0CTH.
Ha ocHoBYy Tora, jeJHOCTaBHO ce [,0J1a3U /10 U3pa3a 3a GPeKBEHILUjCKY 3aBUCHOCT
MozyJia

W, (x, w)| = e~ *Rek(w) (4.54)

W aprymeHTa
argW, (x,w) = —xImk (w) (4.55)

byHKIMje mpeHoca (MMITYJICHOT 0/13MBa) M0Jly0EeKOHAYHOT BO/a, KAo LITO je Beh ypa-
heHo 3a kyacuuHy |T U BeHe crieldjasiHe caydyajeBe y oaesbKy 2.5. HapaBHoO, kKao y
2.5, IOHOBO cJieJie U3pa3u 3a MOy y lequbennuma

[Weo (x, )45 = —20xRe k (w) loge

=-20 x\/llp(w)l +2Re1/) (@) loge

(4.56)
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Y JIOTapUTaM alcoJIyTHe BPeJJHOCTH apTyMeHTa

log |arg Weo (x, w)| = log (x [Im k (w)|)

= logx + %log |1p(a))| _zRelp (@)

(4.57)

byHK1Mje peHoca.

W3 uspasa (4.50) u (4.51), Buau ce 1a Re Y (w) u Im 1 (w) umajy Beoma cioxeHy
3aBHCHOCT OJ] KpY>KHe y4eCcTaJIoOCTH, a 360T Tora u uspasu (4.52) u (4.53), peannu
Y UMarvHapHHU Jleo KoeQUulHjeHTa IPOCTUPakha, 1a CAMUM THUM U U3pasu (4.54) u
(4.55), moayn ¥ apryMeHT pyHKIMje npeHoca. 360r Tora je U3 GppeKBeHIUjCKUX
KapaKTepUCTHKa QYHKIMje peHoca TellKo NPoLeHUTH napametpe (a,,y,a u b)
(6e3guMeH3UjCKOT) MO/Ziesa, Kao U mpolece (TajacHe, AUdy3He U CTATUYKE TUCH-
naluje) Koju Cy yK/by4YeHH U KOju JOMUHUPAjy y Mojeay. MebhyTumMm, moryhe je us-
BPLUUTH aCHMIITOTCKY GPpEeKBEHLUjCKY aHAJIU3Y 32 HUCKE U 32 BUCOKE y4eCTa0CTH
Y Ha OCHOBY TOTa U3BeCTH ofpeheHe 3aK/byuKe.

4.4.1 Acumnmomcka aHa/1u3a 3a HUCKe ydyecmaJ/iocmu

Kaja cy y nuTamy BpeMeHCKH KOHCTaHTHU CUTHAJIM, UJIM CUTHAJIM BEOMa HUCKUX
ydecTasocTH, u3pasru3saRe ) (w), Imy (w) u [ (w)| noHamajy ce Ha ciegehy HaYUH

b b b
Rey (w) ~ = Imy (w) ~ aﬂ’a sin g, Y (w)| ~ P 3a w— 0 (4.58)

Bu U (4.50) u (4.51), a Ha ocHOBY Tora u uspasa (4.50) u (4.51), cnegu fa je

b
Re k (w) ~\[; u Imk(w)—0, 323 w— 0. (4.59)

Mogys v aprymMeHT QyHKIMje IPeHOoca, Kao pyHKIMje KPY>KHE Y4ecTa0CTH, Cy TaZa

b
W, (x, w)| = e~ *Rek(@) L e_x\/; u arg W, (x,w) = 0, 3a w > 0, (4.60)

IITO O/IrOBapa CBOjCTBUMA CTaTHUYKe JMCUIAIlHje, BUIU oJiesbak 2.5. OBakaB pe3yii-
TaT MOTrao ce HacAyTUTH U Ha ocHOBY Y®JT (3.52), jep ako ce y3ame y 063up Ja cy
3a BpeMEeHCKH KOHCTaHTHe CUTHasle YiaHOoBH (3.52) y3 u3Bo/ie 10 BpeMeHY jeIHaKH
HyJ14, Taja ce YOJT u cBefie Ha KJIACUYHY je/JHAYHMHY CTaTUYKe JUCUTIAIH]je.

4.4.2 AcumnmomcKa aHa/au3d 3d 8UcoKe ydyecmaJsiocmu

Y ciy4ajy BUCOKHX y4ecTaoCcTH, uspasu 3a Re Y (w), Imy (w) u | (w)| umajy
caesehy 3aBUCHOCT Of, @

Re ) (w) ~ w**Y cos ((HTV)”, Im 1 (@) ~ @7 sin (0!+2y)7r’

u Y (w)| ~w*?, 3a w - oo, (4.61)
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a Ha OCHOBY Tora u uspasa (4.50) u (4.51) ciene v U3pa3u Koju [Aajy NMOHALIAKE
peasiHOT

(a+y)m

aty |1+ cos
Rek (w) ~ w 2 3

aty (a+y)m

~ W 2 COS E— 3a W — oo, (4.62)

W UMarvuHapHOT

Imk (w) ~w 2 >

a+ +
~ sgn [Im Y (w)] a)Ty sin %,

ﬂ\/l—cos@

328 W — o, (4.63)

Jiesia koedliMjeHTa NPOCTUPaha y C/1y4ajy BUCOKUX YYeCTaJ0CTH.

Ha ocHOBY npeTxXoAHHX M3pa3a MOTY ce NpeNo3HaTH HEKU KapaKTepUCTHUYHU
C/y4ajeBH 3a CleliujaJiHe BpeJHOCTU NapaMeTapa & U Y, 3Hajyhu Aa a + y npejcra-
B/ba pea YOJT, Buau (3.52) uau (3.54). YenyT Tpeba umMaTu Ha yMy u3pase 3a ¢pe-
KBEHI[MjCKy 3aBUCHOCT Moayaa, |[W,| = e *ReX y aprymenrTa, argW,, = —xImk,
byHKI1Mje mpeHoca.

Y cayyajy kagajea +y = 2 (@ = y = 1), YOJT he ce cBecTH Ha NPOLIUPEHY
JT, 360r foAATHOT Y/aHa Olf, BuAM (3.54) u (2.15). be3 063upa Ha TO, jeJHAUUHA
he 6uTHn gpyror pesa u, o y3opy Ha aHaJU3y U3 ofesbKa 2.5, 32 04eKUBATH je Ja
IpYU BUCOKUM y4yecTaJoCTHMa 0 U3paxaja lohy TasacHa cBojcTBa. 3a @ +y = 2 U3
u3pasa (4.62) u (4.63) Buau ce faje Rek = 0 uImk ~ w, ogHocHo ga |W,| —» 1,a
arg W, ~ w, lITO NOTHOYHO O/Ir0Bapa TaJlaCHUM CBOjCTBUMa, BUHU (2.53).

Y Apyrow crnenyjajqHoM cay4dajy, kagaje a +y = 1, YOJT ce cBoau Ha fudy3HO-
JAUCUINIATUBHY jeJHAYHUHY, ONIeT IPOLIUPEHY YJIaHOM Oltﬁ, BuAH (2.21). Kako je jenna-
YrHa TaJja MPBOT peJia 04YeKyje ce Jjla Ha BeoMa BUCOKMM y4ecTaJloCTUMa JOMUHU-
pajy audysHa cBojcTBa. [loHoBo nocMmaTtpajyhu (4.62) u (4.63) Buau ce aa he taga,

3aa+y=1Rek ~ \/g ulmk ~ \/g, 1ITo oAroBapa Audysuju, Buau (2.57).

Tpehu, cnienujanan cayvajje3a @ +y = 0, ogHocHo @ = ¥ = 0, u Taga ce YOJT,
36o0r Olf, CBOJIM Ha NPOUIMPEHY jeiHAYUHY CTaTUYKe Jucunanyje, Buau (2.19). Uz
(4.62) u (4.63),y3a +y = 0, czieau fa cy y oBoM cay4ajy Rek — 1, ogHocHO |W, | ~
e *,ulmk - 0, ogHocHo arg W,, — 0, mTo oAroBapa CTaTU4YKOj AUCUTIAL[UjH, BUIU
(2.61).

CBM oCTasIu cjy4ajeBy BpeJHOCTU @ U ¥, HapaBHO 3a a,y € (0,1), noje/beHu
Cy Ha /iBa MHEepBaJia KojuMa Cy T'paHHUIle NPETX0JHO HaBeJleHHU CIelHjaJHU Cyda-
jeBu. Tako ce 3a @ + y € (1,2) fob6uja yonuteHa ppakLMOHa je[HAYMHA TeJerpa-
¢duyapa nam ¢pakiMoHa TajacHO-AU3y3Ha jelHa4MHa, BUU (3.7) u (2.20), gok ce
3aa+y € (0,1), YOJT cBoau Ha yoniuTeHy ¢ppakiroHy AUPYy3HO-AUCUTATUBHY
jenHa4yuHy, BUau (2.21).
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5. TI'paguukunpukas, sepupukayuja
U mymauderse peysimama

Y npeTtxonHUM rn1aBamMa GOpPMYJIMCAH je MOAes U ofpeheHo je aHaJIMTUYKO pelle-
b€ 33 MMIYJICHU OZI3UB, J1aTo ca (4.15), 3a yoniuteHU GpaKIMOHU MO/JIes eJIeKTPU-
yHor Boja (4.1 - 4.3), yaumajyhu y 063up noudetHe (4.4) v rpanuyHe (4.5) yciose.
AHanv3supaHa je aHairoHa popma npo6sieMa, 6e3MMeH3MHUCaHa YONILUITeHa jeiHa-
yuHa Teserpadpuyapa (3.52), 3a pasauuuTe ciaydajeBe 6poja v npupoze (mosioxaja)
Tayaka rpaHamba KoepUlMjeHTa npocTupamwa k (4.13), Buau oxesbak 4.2. Pazniu-
YUATU OOJIMLA UMIYJICHOT O/;3UBa, Y 3aBUCHOCTHU 0/ Opoja U MpupoJe Tadyaka rpa-
Hama, KOju cy N,00MjeHd MeTO,0M KOHTYPHE UHTerpaluje, BUJU ojiesbak 4.3, buhe
ynopeheHH ca peliewnMa Koja cy fo6ujeHa nomohy /le Xyrosor ainroputma u Iloct-
BusepoBoM uHBep3uoHOM dopmysioM, BUuAu ozesbke 1.3.4 u 1.3.3. Tlopehema he
OMTH NpHKa3aHa Ha 0/I3UBY KaO KOHTUHYaJ/IHO] QyHKIIMjU BpeMeHa Ha IMCKPETHUM
nosunyjama. [[pukasaHu cy ¥ aHa/IM3UpPaHU U IPOCTOPHU NPOPUIIN Y JUCKPETHUM
TpeHyLMMa BpeMeHa, Ha KOjUMa Ce JIaKO pa3JIMKYyjy JOMUHalYje TaJacHOT UJIU JU-
dy3Hor kapakTtepa. Takohe, nprkasaHe cy U GppeKBeHIUjCKe KapaKTePUCTHUKE MO-
JlyJia ¥ apryMeHTa GpyHKI[Hje TpeHoca Bo/ia, HA OCHOBY KOjUX je joll jeJHOM IOTBP-
hena ksnacudukaymja v aHaM3a npolieca Koju JOMMHUPA]y, Kao U YTULAj oJI0XKaja
¥ 6poja Tayaka rpaHama, a CBe TO y 3aBUCHOCTH OJ] TapaMeTapa MojeJa.

lles1a r1aBa npeAcTaB/ba OPUTMHAIHU HAYYHU JIONIPUHOC.

5.1 Eeosyyuja umnycaHoz o03ueay epemMeHy
Ha JUCKpemHuM no3uyujama

[nb je fa ce MCTpakyu NpUpoJa UMIYJICHOT 0[31Ba rpa@UIKUM NPUKA30M TPaH-
3WjeHTHOT pexXMMa, Ha ciiukaMma 5.1 - 5.4, kao U Jja ce u3Bpiuu nopehemwe ca og3nuBoM
KOjH je 100MjeH HyMepUYKUM M3padyHaBaweM noMmohy /le XyroBor ajnroputMma. Ilo-
JAynapamwe usmeby of3uBa 106UjeHOT aHAJITUYKUM MeTOJO0M Y oJiesbKy 4.3 (npef-
CTaBJ/beH MIYHOM JIMHUjOM) U HYMEPHUYKOT pe3ysaTaTa JobujeHor [le XyroBum ajro-
puTMOM (MIpeAcTaB/bEH TauKaMa) je BeoMa 06po, Kao IITO Cce MOXKe U BUJEeTH Ha
HaBeJileHUM cJrMKaMa. 3a cauke 5.1 - 5.5 napameTpu Mmozesa cy u3abpaHu Tako Ja
3a710BoJbe ciesiehe ycaoBe: S =yua > 1.

'paduuu Ha cimkama 5.1 u 5.2 npe/icTaB/bajy o/13UBe y cjay4ajy Kaja k HeMa Ta-
yaka rpaHama, Tako /ia je aHaJIUTUYKO pellehe U3padyyHaTo npeMa u3pasy (4.35).
KonkpeTHo, rpaduiy Ha cauiu 5.1 cy 3a mapametpe a + 8 € (0, 1), 10K cy Ha C/IULH
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5. 'paduuku npukas, Bepudukanuja u TyMayerwe pe3y/aTaTa

ucx,t)

x=0.1

0uls — " x=02, R S e ——
0.000 0.001 0.002 0.003 0.004 0.005

Ciuka 5.1: UmnysicHu oa3uB u(x, t) kao ¢pyHKIUja BpeMeHa £ Ha IUCKPETHUM I03UIMjaMa
X 3a mapaMeTpe @ = %,B =y = g,a =239ub = 450.

u(x,t)
x=0.1

20+

10+

O - L L
0.00 0.02 0.04

0.10

0.12

0.14

0.06 0.08

Ciuka 5.2: UMnyciaau of3uB u(x, t) kao ¢yHKIMja BpeMeHa t Ha JUCKPETHUM I03UIMjaMa
X 3a mapaMeTpe @ = g,ﬁ =y = %,a =239ub = 4.5.
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5.1. EBoJsiynjdja UMIYyCJIHOT O/j3UBa Y BpEMEHY

5.2 3a mapameTtpe a + £ € (1,2). HenmocTojame Tayaka rpaHamba, y Jpyrom cjayda-
jy, mOCTHXKe ce NOToJJHUM U360pOM NapaMeTpa b Tako Jja KpuTepujyMmcka GQyHKLU-
ja f, (4.21), 6yne mamwa o HysJa. Y OBOM CJy4ajy NPUPoOAA O/I3MBA TPAaH3UjeHTHOT
pexruMma je anepyuoJruyHa.

KpuTHYHO anepuoAWYHU OJ3UB ¥ TPAH3UjEHTHOM PEXUMY, U3payyHaAT nmomohy
aHaJIMTUYKOT peliera (4.45), npyukasaH Ha cauiy 5.3, nobujeH jesaa + S € (1,2)

u(x,t)

x=0.1

20+

15+

O a L | L L | L L | L L | L L | L L | L
0.00 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10 0.12 0.14
Ciuka 5.3: UmnysicHu oA3uB U(x, t) kao ¢pyHKIMja BpeMeHa £ Ha JUCKPETHUM I03UllMjaMa

x3aa=§,ﬁzy=§,az2§/§nbz9.

¥ KoepUIMjeHT NPOCTHpamwa ca jeJHOM peaJHOM HeraTUBHOM TayKOM I'paHama, C
063MpoM Jia je mapaMeTap Moiesia b u3abpaH Tako Aa KpuTepujyMmcka pyHkiuja f,
(4.21), 6yne jenHaka HyJIH.

[IpuryiieHo ociMJIaTOPaH O3UB Yy TPAH3HUjeHTHOM PEXHUMY, IPUKa3aH Ha CJIULHU
5.4, no6wuja ce y cay4dajy kaga a + S € (1,2) v kaja k uMa nap KOHjyroBaHO KOMILIe-
KCHUX TauyaKa I'DaHama, ¥ JIeBOj MOoJypaBHH, IITO Ce MOCTHXKe U360poM napameTpa
b Tako ga ¢yHkKIMja pasrpaHuuema f (4.21) 6yae Beha of Hysa. Y oBOM ciy4dajy
BpeJHOCTH O/I3MBa Cy payyHaTe npeMa aHaJTHYKOM pellewy (4.48).

Jlo npoMeHe TPaH3UjeHTHOT peKMMa UMITYJICHOT 0/I3MBa U3 allepUOAUYHOT y IPU-
T'YIIEHO OCIIUJIATOPHH, Kao IITO Ce MOXKe BHU/IEeTH Ha c/IMKaMa 5.1 - 5.4, peClieKTHBHO,
Hehe gohu camo 360or npoMeHe napameTtpa b, Hero he 10 npoMeHe Jjohu U ako ce,
Ha NpuMep, IPOMeHHU NapaMeTap &, Kao LITO ce MOe BUJEeTH Ha cauni 5.5. Tpeba
MMaTH Ha YMY Jla MHAYKTUBHOCT QPaKIMOHOT peJia ONKCYje eJIeMEHT YMja cy CBOj-
cTtBa udMebhy cBojcTaBa ornopHuka (@ = 0) u cBojcTaBa KasieMa (¢ = 1), Tako ja ce
ca noBehaweM nmapaMmeTpa @ o4eKyje a CBe BHUILE /0J1a3H J|0 U3paXKaja OCLIUJIATO-
PaH KapaKTep pelliera, IITO Ce U oKa3aJio Ha MpUMepuMa MPUKa3aHUM Ha CJIUIU
5.5.

65



5. 'paduuku npukas, Bepudukanuja u TyMayerwe pe3y/aTaTa

Ciuka 5.4: Umnycanu oa3uB u(x, t) kao ¢yHKIMja BpeMeHa t Ha JUCKPETHUM MO3UIMjaMa
Xx3aq= 2,,8 =y = %,a= 239 u b = 450.

u(x,t)
a=05

Ciuka 5.5: Umnyciau of3uB u(x, t) kao pyHKIMja BpeMeHa t Ha JIUCKPETHOj MO3ULIHU X =
0.15 3a pa3/IMuUTe BPeJHOCTH apaMeTpaq, S =y = %, a =239ub = 450.
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5.1. EBoJsiynjdja UMIYyCJIHOT O/j3UBa Y BpEMEHY

[Topehewa uMny/ICHOT 0J31Ba BOJia l060MjeHOT METO0M KOHTYpPHE UHTerpaLuje
Jlata uspasuma (4.35), (4.45) u (4.48) u lloct-BuiepoBoM MUHBEP3UOHOM GOPMYJIOM,
IpuKa3aHa Cy HacMKaMma 5.6 - 5.9. Ykosimko GyHKIMja IpeHoca3 HeMa Tayaka Irpa-
Hamwa, 3a @ + f < 1, UMNYC/JCHU OZ3MUB je MPUKasaH Ha cauny 5.6, a ciauka 5.7
IprKasyje 0/31B BoJla KaZja pyHKIMja IpeHoca HeMa Tayaka rpaHawba3a a + f > 1.
Kaja nocroju jejHa HeraTMBHA peasiHa TaykKa rpaHama 0/I3UB je JaT Ha CJAULHU 5.8,
a cavkKa 5.9 npukasyje o/13UB Bo/la YKOJIMKO QYHKIMja IpeHoca nocejyje nap KoH-
jyroBaHO KOMIIJIEKCHUX TayaKa rpaHama.

Kako o43uB (¥ theroBa TauHOCT) f06HjeH [locT-BuiepoBuM MeTO0M 3aBUCH OJf
peZia kopullheHOr U3BO/A, CBa YETUPH CJly4aja Cy U3padyyHaTa 3a TPU BPeJHOCTHU
peZia U3Boja: YeTBPTOT (LpTa-TauyKa-LpTa JHUHHU]ja), ocMOrT (TauKacTa JIMHU]ja) U [jBa-
HaecTor (McnpeKkuJaHa JrvHUja). HapaBHo, 3Ha ce Jja je uspauyHaBame [locT-Buse-
pOBOM HMHBep3HMOHOM GOPMY/IOM NpeLU3HUje LITOo je KopultheHU pes M3Boja Behu.

80+
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Cmuka 5.6: Op3uB reHepucaH Ha OCHOBY aHAJIMTHYKOT pewewa U [loct-Bugepose

MHBep3uoHe popMyJie, 3a U3Boze peaa 4, 8 u 12, Ha fuckpeTHO] no3unuju x = 0.1 ¥ 3a
napameTpe a = i,ﬁ =y = %,a= 239 ub = 450.

Ananu3oM rpaduka nprKasaHUX Ha cJrKama 5.6 - 5.9 jacHo ce Moxe YTBpAUTHU
Jla oa3uB Ao6ujeH [locT-BuaepoBoM nHBEp3UOHOM GOpPMYJIOM KOHBEPTrUpa Ka aHa-
JIMTUYKOM pellewy y CBa YeTUpH ciay4daja. OBUM ce, Ha jOLI je/jlaH HAa4YMH, [I0Ka3yje
VCIPABHOCT A00MjEeHOT aHAJIMTUYKOT pelleha.

Takobhe ce BUAM Aa je KOHBepreHIMja oA3MBa JobujeHor [locT-BugepoBoM HUH-
Bep3UOHOM GOpPMYJIOM Ka O/I3MBY aHAJIMTUYKOT pellea Hajbosba y caydajy Kaja
He IIOCTOje TauyKe rpaHama 3a @ + f < 1, BUau cauky 5.6. YcinoxmwaBawbeM NpUpoje
koedUIMjeHTa MPOCTUPAha KOHBEPreHIHMja ce yclopaBa U HajclopHja je 3a ciyyaj
NIOCTOjamba JiBe KOHjyTOBaHO KOMILJIEKCHE TayKe rpaHama, LITO Ce BUAU ca CJIUKe 5.9.
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5. 'paduuku npukas, Bepudukanuja u TyMayerwe pe3y/aTaTa

uxt)

OL,’\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\
0.00 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10 0.12 0.14

Cnuka 5.7: OfA3UB reHepucaH Ha OCHOBY aHaJMUTHYKOr pellewa U IlocT-Buaepone
MHBep3UoHe opMyJie, 3a U3BOZE pesa 4, 8 1 12, Ha JucKkpeTHO] no3unuju x = 0.1 U 3a
napameTpe a = g,ﬁ =y = %,az 2\9ub = 4.5.

ucx,t)
201
15)

100

L -\ L Il t
0.14

0 fe L L L L L L L L L L L L L L L L L L
0.00 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10

0.12

Cimuka 5.8: Op3uB reHeprdcaH Ha OCHOBY aHaJIMTHYKOr peliema u I[locT-Buzepose
MHBep3uoHe popMmyJie, 3a U3BoZe peaa 4, 8 u 12, Ha AMCKpeTHOj mo3uuuju x = 0.1 u 3a
napaMeTpe a = %’B =y = g,a= 2V9ub =09.
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5.2. llpocTopuu npoduan UMNYJACHOT OJ3UBA y AUCKPETHUM TPEeHyLIMMa
BepeMeHa

u(x,t)
141

12}

10}

Cmuka 5.9: Op3uB reHeprdcaH Ha OCHOBY aHaJIMTHYKOr pemiema u IlocT-Buaepose
MHBep3uoHe popMyJie, 3a U3BoZe peda 4, 8 u 12, Ha fucKkpeTHO] nmo3unuju x = 0.1 ¥ 3a
napameTpe a = g,ﬁ =y = g,az 239 ub = 450.

5.2 IIpocmopHu npodhuiu umny/sicHO2 003U8d
Y OUCKpemHUM mpeHyyuma eepemeHa

Cnuke 5.10-5.16 npecTaB/bajy IPOCTOPHY €BOJYIIMjy UMITYJICHOT 0A3UBa (4.15),
y AUCKPETHUM TpeHyLMMa BpeMeHa, KOju oZiroBapa MoHallakby yoniTeHor ¢pa-
KI[MOHOT Mo/ieJia eJIeKTPUYHUX BoJloBa (4.1 - 4.3), npu ToM yBakaBajyhu moyeTHe
(4.4) v rpanuyHe (4.5), 04HOCHO HKErOBOT €EKBHMBAJIEHTHA, YOIIITEHE jelHAYUHE Te-
Jgerpaduyapa (3.52). Ouekyje ce fa npyupoja o/i3MBa Oy/ie, IpeMa eKBUBaJIE€HTHO]j
dopMu yonuTeHe jeiHayuHe Teserpaduyapa (3.54), fudysHor Tunas3a a +y €
(0,1), ogHoCHO TastacHor TMna 3a @ + y € (1,2). Omert, y o6a ciy4aja, KapakTep
0/I3MBa 3aBUCH 0] 6poja M MoJIoXKaja Tayaka rpaHama pyHkiuje k, (4.13), urto je
00jallilbeHO Y 0/1eJbKY 4.2.

5.2.1 IIpoguau dughy3Hoz kapkmepa

W3 ekBHUBasieHTHe GopMe YONLITeHE jefHAUMHe Teserpadpuydapa (3.54) moxe ce
BU/JIETH [ia je Y jeJHAYNHHU HAjBULIM peJ, U3BojAa a + Y. 360r Tora, ako je @ +y €
(0,1) 3a o4eKHBaTH je Ja UMIYJCHU OA3UB UMa AUPY3HU KapaKTep, OAHOCHO Ja
TOKOM BpeMeHa HeMa IIPOCTOPHe Iponaranuje nopeMehaja usassasor /lupakoBoM
§ AUMCTPUOYLHjOM Yy KOOpAHUHATHOM nouyeTKy (x = 0), uiau fa ce Ta npomnararoja
JlelllaBa y OTpaHUY€HOM JJOMEHY.

Ca rpaduka npukasaHor Ha caunu 5.10, koju ce fo6uja y ciyyajy Kaga je f =y,
a>1lua+y € (0,1), wro ummannupa aa k, (4.13), Hema Tayaka rpaHarba, Mo-
’Ke ce 3aK/by4YUTH Ja 0;3MB UMa AWPY3HU KapaKTep, C 063UPOM Jia ce MaKCUMYyM
0/i34Ba MOCTeNeHo cMamyje. Takobhe, Tpeba yoOuUTH Jla ce MAaKCUMMYyM yZa/baBa Of
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5. 'paduuku npukas, Bepudukanuja u TyMayerwe pe3y/aTaTa

ucx,t)
14,

t=0.02

12
10
0.8
0.6
04!

0.2

0.15

0.20

0.25 0.30

e —

‘ X
0.35

ool
000 005  0.10

Ciuka 5.10: UmnysicHY of3uB U(x, t) kao QyHKIMja IO3ULHje X y JUCKPETHUM TPEHyUMa
BpeMeHa t3a a = %,[3 =y = %,a =239ub = 450.

KOOPHU/AMHAHTHOT NOYeTKa KaKo BpeMe NpoJia3y, ajli BepOBaTHO He 0jJj1a3u y be-
CKOHAYHOCT KaKo BpeMe TeXH Yy 6eCKOHAYHOCT, jep TO 64 610 cy4aj 1a JOMUHUpa-
jy TasmacHa cBojcTBa. OBaj edekaT je MHOTO M3paKeHUjU Ha caulu 5.11, no6ujeHoj
y caydajy kagajea +y € (0,1),a+ f € (1,2) u f = 0, wto uMmIMnupa aa k uma
jenHy peasiHy HETaTHBHY TauKy rpaHama, BUAU (4.21). C 063MpOM Ha YUHEHULY
Jla je 03UB UCTOT THUIA, BUJHU OZie/baK 5.1, HUje MpUKa3aH cay4aj Kaja PyHKIuja k
HeMa Tayaka IpaHama.

Y cayyajy kagajea +y € (0,1),a+ B € (1,2) u f > 0, Buau (4.21), koe-
bunujeHT npocTUpawa k ©Ma nap KOHjyroBaHO KOMILJIEKCHMX TauyaKa rpaHama ca
HeraTUBHUM peasHUM JesioM. OaroBapajyhu MMNyc/aHu o[3UB MOXe Cce BUJIETU Ha
rpadunuma ciauka 5.12 v 5.13. CnenudprUyHOCT OBOT C/Iyyaja je TO LITO, KAKO Bpe-
Me MpoJia3y, 0/13UB Meka 3HaK U KaKo Ce NO3UTUBAH MaKCUMyM CMamwyje, U moMepa
Zy’K X TpaBLa, HacTaje HeraTUBaH MaKCMMYM KOjU pacTe U Takobe ce yzia/paBa o,
KOOPJAWHAHTHOT NI0YeTKa, IITO Ce MOKe BUJAEeTH Ha cauny 5.12. Ha kpajy, oa3uB no-
CTaje HeraTUBHOTI 3HAKa U IOCTOjU CaMoO jelaH MAaKCUMyM KOjU Ce CMakyje TOKOM
BpPEMEHA, Kao LITO Ce MOXe W BUJAETHU Ha rpaduky ca ciavke 5.13. OBaj oA3uB je
AUPY3HOT THIA, MaKO HE0OU4YaH, C 003MpPOM Jia Mocelyje U HeraTUBHE BPEJHOCTH.
KnacudurkoBaH je kao audy3HU c 063UpoM Jia OCTaje Hysla TOKOM BPEMEHa, JI0K je
IPOCTOPHO OTPaHUYEH.
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5.2. IlpocTopHU npodUIM UMIYICHOT O/A3UBA

ux,t)

0.0 0.2 04 0.6 0.8 1.0 12 14

Cauka 5.11: UmnyscHu of3uB U(x, t) kao QyHKIM]ja NO3ULMje X y JUCKPEeTHUM TpeHyLuMa
2 5 1 3
BpeMeHa t3a a = E’B =oYy=,a= 2V3ub = 3.

u(x,t)

6 L
I t = 0.015
4 L
I t = 0.02
2 L
I t = 0.025
I t = 0.03
0 s ———— - X
A 0.2 4 0.6 0.8 1.0
-2r t = 0.035

Ciuka 5.12: UmnysicHY of3uB U(x, t) kao yHKIMja NTO3ULHje X Y JUCKPETHUM TPEHyUMa
BpeMeHa t 3a @ = %,B = %,y= %,a= 233 ub = 300.
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5. 'paduuku npukas, Bepudukanuja u TyMayerwe pe3y/aTaTa

u(x,t)
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-25}

Cnvka 5.13: UMnysicHY oA3uB U(X, t) Kao pyHKIMja MO3UILIHje X Y JUCKPETHUM TpeHyLuMa
BpeMeHa t3a a = %,[3 = g,y = %,a =233 ub = 300.

5.2.2 IIpoguau maaacHoz kapaKkmepa

WMnyJsicHY 0;31B YHjU Cy NPOCTOPHU NPOGUIU TaJACHOT TUIA, Tj. Kajia MOCTO-
ju mpocTopHa nponaranuja nopeMmehaja nsaspasor /lupakoBoM § AUCTPUOYLHjOM
Ha rpaHUIM JOMeHa, OUeKyje ce KaJa je HajBUIIM pel u3Boja a + y € (1,2), wro
ce BHU/JY U3 eBHBaJIeHTHe popMe yomniuTeHe jeAHauYMHe TeJserpadpuyapa (3.54). ¥
UJbY N0OHjaba rpadrka NprMKa3aHUX Ha caivkama 5.14 - 5.16, napameTpu Mojesia
cy u3abpaHu Tako Jia 3ai0BoJbe ciefehe penanuje f =y, a > 1.

Ha rpaduky ca cauke 5.14 Buju ce TajacHU npoduJi 043UBa, C 063UPOM Jia 1o-
3UIMja MaKCUMyMa pacTe KaKo BpeMe NIpoJia3y, MaKo kerosa BpeAHocT onaja. Cam
MaKCHMyM BepOBATHO NyTyje Yy 6€CKOHAYHOCT KaKO BpeMe TeXH Yy 6eCKOHA4YHOCT,
Kao IITO O ce U 0YEeKHBaJIO KOJ 0/j3uBa TasacHor Tumna. Opaejea + B € (1,2) u
f < 0, wro umnnnupa Aa ¢yHkuvja k HemMa Tayaka rpaHama, Buau (4.21). Oner,
€ 063MpOM Jia je 0/I3UB UCTOT TUIA U CIUYHUX KapaKTepUCTHUKa, BUAU (4.21), Huje
IIpMKa3aH cJly4aj Kaja k uMa jeiHy pea/iHy HeraTUBHY Ta4Ky I'DaHama.

WMnysicHY 043UB IpUKa3aH Ha cinkaMa 5.15 u 5.16 ogrosapa ciyyajy kaza GyH-
KiMja k ©Ma nmap KOHjyroBaHO KOMILJIEKCHHX TayaKa rpaHamba ca HeraTUBHUM pea-
JIHKM JIeJIOM, LITO je mocjeauiia usbopa napametrapatakogaa+ £ € (1,2) u f > 0,
BU/ U (4.21). 3a passMKy oJf IPeTXOAHOT C/y4aja IJie OCTOju NPOCTHUPAbE CaMo je-
JHOI MAKCUMYMa KOjH Olla/ia TOKOM BpeMeHa, y 0BOM CJ1y4ajy, KaKo BpeMe I1poJia3y,
1ojaBJbyje ce U Jpyryd HeraTUBaH MaKCUMYM, ILITO Ce MOXe BUJIETU Ha rpaduKy ca
cnavke 5.15. Kako BpeMe npoJia3y, nopej npomnaraiuje No3MTUBHOT U HETATUBHOT
MaKCHMMyMa, I10jaBJ/byje ce joll jelaH HOBU MMO3UTUBAH MAaKCUMYM, Kao LITO Ce MO-
Ke BUJIeTU Ha rpad UKy ca ciauke 5.16. [loueTHM MaKCUMyM MOHOTOHO 0Ma/ja TOKOM
NPOCTHUPAA, JOK IPOMEeHAa HOBOHACTAJIUX MaKCMMyMa HHje MOHOTOHa.
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5.2. IlpocTopHU npodUIM UMIYICHOT O/A3UBA

u(xt)

25|
20
15}

10}

07 = L ‘ ‘ ‘ )
0.0 0.1 0.2 0.3 04 0.5

Cnuka 5.14: UMnyscau oa3uB u(X, t) kao GyHKIHMja MO3ULHje X y AMCKPeTHUM TPeHyIMMa
BpeMeHa t 3a @ = Z,,B =y = %,a =23Y9ub = 4.5.

uxt)

o5 7 t =0.015
20
15+ t =002

10+
t=0.03

t=0.04

(O e —— X

0.05 0.10 0.15 0.20 0.25

Ciuka 5.15: UmnysicHY of3uB u(x, t) kao GyHKIMja IO3ULHje X y JUCKPETHUM TPEHYLUMa
BpeMeHa t 3a @ = E,B =y = g,a =239 ub = 450.
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u(x,t)
201
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Cnvka 5.16: UMnysicHY oa3uB U(X, t) Kao pyHKIMja MO3UILIMje X Y JUCKPETHUM TpeHyLuMa
BpeMeHa t3a a = 2,[3 =y = %,a =239ub = 450.

5.3 PpekeseHYujcke KapaKkmepucmuke

dyHkMja npeHoca (4.12) eaekTpu4HoOr Boja, onucaHor ca Y®JT (3.52), 3aBucu
O/l IpUPO/ie U Opoja Tayaka rpaHama KoeQULMjeHTa NpoCTUpama k, koju purypuiie
y ’1eHOM eKcnoHeHTY. Takohe, ®II Boja, 04HOCHO CBOjCTBa BOJa, 3aBUCE U OJL Haj-
BULIer peja ¢pakuuoHor usBoga Y®JT no Bpemeny, a + y.

IWeo(x,w)|dB

e L L M L Lo L ol L ol w
0.01 VAT~~~ Iy 10 100 1000
_50,

-100+

-150+

5
Iﬁzg)

Cnuka 5.17: ®pekBeHlIMjcKa 3aBUCHOCT Mojysia @Il Ha no3unju x = 1,3a @ =
Y= %’ a =233, bxtg = 0.1, brrg = 3 ¥ bggrg = 300.

wIlN

Y 0BOM 0/1e/bKY LIWJb je U3BPLIMTH ppeKBEHLUjCKY aHaau3y Mmoaya (4.54) u ap-
ryMmeHTa (4.55) ®@II, kako 6u ce ucnurase GpekBeHLHjcKe KapakTepucTuke YOJT,
O/IHOCHO MO/ieJs1a eJIeKTPUYHOT BO/Ja.
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5.3. ®pekBeHIMjCKe KapaKTePUCTUKE

larg W, (x,w)|

10

Lh Lo L L L Lo L L cal L | w
£ 0.01 0.10 1 10 100 1000

0.010 -

0.001

Cska 5.18: ®pekBeHuumjcka 3aBucHocT aprymenta Ol Hamosuyuju x = 1,3a @ =
Y = %: a= 2%, byt = 0.1, brrg = 3 ¥ bkt = 300.

wIN

5
JB=EI

| WOO(x’w) |dB

—-50+

-100+

-150+

—-200

=250+

=300

Cnuxka 5.19: ®pekBeHMjcKa 3aBUCcHOCT MoAya Il Ha no3unuju x = 1,3a a =
%, a= 2%, bNTG = 4.5, bRTG =9u bKKTG = 450.

o lun

B=v=

75



5. 'paduuku npukas, Bepudukanuja u TyMayerwe pe3y/aTaTa

YTuiaj Tauaka rpaHamba Ha GpeKBEHIUjCKY 3aBUCHOCT Mojiya (Y Aenubenuma)
U (JiorapuTMa ancosyTHe BpeAHoCcTH) apryMmeHTa @I y ciayvajy audysHo-aucumna-
TUBHUX npoueca, @ + y € (0,1), npukasaHu cy Ha cavkama 5.17 u 5.18, 10k cy Ha
cavkama 5.19 u 5.20 npukasanu Moy v apryMeHT ®I1 y ciydajy TasacHO-AUPYy3HUX
npoueca, a +y € (1, 2), pecneKTuBHO. BaxkHo je npe aHasin3e caMux rpapuka U us-
Bohemwa 3akJ/byyaka U3 TOra HAaIOMEHYTH Jia Cy CBe BeJUMYMHe Ha rpadpunuma be-
3aMMeH3uoHe. Ha rpadunnma ca cBUX HaBeJleHUX CJIMKA MOCTOje MO TPU KPUBE,
KOje oAroBapajy oAroBapajy pas/iiiMTHM CjaydajeBUMa 6poja u noJjoxaja TI' koe-
dunMjeHTa NpOCTUpPAka, a TO je IOCTUTHYTO IPOMEHOM BpeJJHOCTH NapaMeTpa b.
[locTojame Tauke rpaHaa s = 0 moapasyMmeBa ce y CBUM cJiydvajeBhuMa. Ha cBa

larg Woo (x, )
100 ¢

10

0.01 0.10 1 10 100

o |

B =

Cnuka 5.20: ®pekBeH1MjcKa 3aBUCHOCT apryMeHTa @Il Ha nosunuju x = 1,3a ¢ =

Y= %' a= 2%’ bntg = 4.5, brrg = 9 ¥ bggrg = 450.

yeTUpH IrpaduKa, MPBOM Cay4ajy (KaZa k HeMa Tayaka rpaHama, a b = byrg) 0OAro-
Bapa UCIpeKu/laHa JIMHU]a, APYTH Cay4aj (kaja k uMa jejHy pea/Hy TayKy rpaHamba,
a b = bgprg) IpUKa3aH je IyHOM TakOM JIMHU]OM, J10K je Tpehu ciyyaj (kaga k uma
nap KOHjyroBaHO KOMILJIEKCHUX Tadyaka rpaHamwa, a b = bgykrg) NPUKa3aH MyHOM
Zle6/b0M JIMHUjOM. Y MpBa /jBa C/1y4aja, ¥ 3a TaJlacHe U 3a AUdy3He npolece, KpUBe
KOje MpHUKasyjy MoJyJ rOTOBO Ja Ce MOKJamnajy, oKy y TpeheM ciy4ajy BpeAHOCT
MOJyJla UMa HEMOHOTOH KapakTep, BuAu ciauke 5.17 u 5.19. IlITo ce Tuye aprymeH-
Ta QyHKIHMje IpeHoca, Ha rpaduIiMMa je NpUKa3aH JIorapuTaM HeroBe ancoayTHe
BPeJHOCTH, jep je TakaB MPUKa3 apryMeHTa JIMHeapHa QyHKIMja HA BUCOKUM yue-
CTaJI0CTUMA, YMMe Ce jeJHOCTAaBHO Ha OCHOBY Harnba Moxke OZlpeiUTH KapaKTep
npoueca (TasacHo-gudy3HU UM AUPY3HO-AUCUTNIATUBHU ) U IPOLLEHUTH pe/ jeHa-
yuHe. OmeT, npBa /Ba CJly4aja, MMajy MOHOTOH KapaKTep U FOTOBO Ce NpeKJanajy. Y
TpeheM ciyyajy apryMeHT je HEMOHOTOHA QYHKIIMja Yy4eCTaJI0OCTU U MOTEHI[UjaTHO

¥MMa U IpoMeHe 3HakKa, BUAu ciavke 5.18 u 5.20. JacHo je fa cy MoAy/1 M apTyMeEHT Ha
a+y

BeOMa BUCOKHM y4eCcTaJI0CTUMa Cpa3MepHH YWIaHy HajBUILIET peja MBoja (~ w 2z ),
TaKO Jla Ta/la MMajy UCTO MOHallamke 6e3 0631pa KOju 0J] TPU HaBe/leHa cay4aja je y
NUTaY.
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5.3. ®pekBeHIMjCKe KapaKTePUCTUKE

KBa/sUTaTUBHO IJie[]laHo, TaJaCHO-AUPY3HHU U IUPY3HO-TUCUTIATUBHU KapaKTep
Y®JT, 3a HUKe U CpeJilbe yU4ecTaJoCTH, HeMa 3HayajHe pasJihKe, LITO Ce MOXe U
NpPUMETH aKo ce ynopeje ciavke 5.17 u 5.19, onHocHo cauke 5.18 u 5.20. MehyTum,
3a BUIIIEe YYETAJOCTH PA3JIMKa CE MOXKe YOUHUTH je[JUHO Ha OHOBY Haruba ¢yHkiuje
aprymeHTa. Haume, Ha cauiu 5.18 rje cy npukasaHu AUdy3HO-AUCUNIATUBHYU PO-

. a+ 11 .
necH, Haruo dprymeHTa 3a BUCOKe y4eCTaJIOCTH e ~ &Y - Z' JOK Je Ha CJINIHU

2
a+y
5.20, rge cy npuKasaHU TaJlaCHO-AU(QY3HU MpoLecH, Harub apryMmeHTa ~ - =

36 3
— = . OBﬂe Tpe6a HNMATH Ha YMY Jad KOO KJIACUYHUX TaJIdCHHUX [TpoLecCa apryMeHT

4 2 , i

& JINHEApHO 3aBHCHU 0[] yYeTaJI0CTH, KOJI KJacu4yHe Audy3Uje apryMeHT je KopeHa
byHKIMja yuecTaJoCTH, 0K je KOJ AUCUIIATUBHUX Ipolleca apryMeHT He3aBUCaH
0/l y4eTaJIOCTH, KAo IIITO je MPUKA3AHO Y OZIeJbKY 2.5.

larg Weo (x,w)|

1015 -
1011
107 |
1000.0 -

0.1+

- 10.000 10 109 1013

Cnuka 5.21: ®pekBeH1MjcKa 3aBUCHOCT apryMeHnTa @Il Ha no3unuju X = 1, 3a pa3jIU4uUTe
BpEJIHOCTH MapaMeTapa @ U Y, IpU YeMy Cy Tambe JIMHHje 3a f = é, agebmeszaff = 0,
a = 23/9,b = 750.

OBa pasrpaHuYema Ha OHOBY apryMeHTa Cy MHOT0 O4YMIJie[HUja ca cauke 5.21.
Haume, nudysHo-aucunatuBHu KapakTep YOJT koju ce jaBbazaa+y < 1, 1o6ujeH
jesaa = 01uy € {0.1,0.3,0.5,0.7,0.9}, jep, 32 BUCOKe y4eTaJOCTH, TAHKE NMyHE
JIUHUje Jexe n3Mehy xopusoHTasHe oce (CTaTUYKa AvcUnanyja) U feb/be Ucnpe-
KUJlaHe JINHWje , TpeMa je JTHAaYUHU

b
<1 + 1+—a> (atu + U) = axxu,

Koja npe/icTaB/ba (6€3MMeH3MOHHCAHY) KJIaCUUHY AUPY3HO -AUCHUIIATUBHY jeJiHa-
4YuHY, f06ujeHy U3 (3.52)3aa = =0uy = 1. Tpeba umatu HayMmy fa3aa = 0
bpakyoHU KaJieM M0CTaje OTIOPHHUK, a 32 f = 0 U KOH/ZeH3aTop y pPeHOj rpaHu
II0CTaje OTIOPHUK, YUMe aKyMyJlalidja HaeJleKTpUcamwba y IPOBOAHUKY BUIIE HUje
y3eTay 063up.

[lITo ce Tuue TasacHo-Audy3HOT KapakTepa YPJT, koju cejaBbazaa+y € (1, 2),
OH je 10o6ujeH M npuKaszaH3ay = 09 u a € {0.3,0.5,0.7,0.9}, jep, 3a Beoma BUCOKe
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5. 'paduuku npukas, Bepudukanuja u TyMayerwe pe3y/aTaTa

y4eCTaJIOCTH TaHKe UCIIPEKUaHe JIMHUje Hala3e ce u3Mehy ucnpekusaHe Jebsbe u
neb6sbe pTa-TayKa JuHUje. [e6/ba npTa-Tayka JUHUja OroBapa jeJHaYuHU

b
Opeu + <1 + m) dJiu + U = Oy U,

1+a

Koja pernep3eHTyje (6e3quMeH3UOHUCAHY) Kaacu4ny T, nobujeny us (3.52)3a a =
y=1upf =0.
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3aK/by4yakK

Y pucepTauujy, 4Yujy npeiMeT Cy 6uia GppakiMoHa U TOMOJIOUIKA YONIIITEHA je-
JIHauUMHe Tesierpadryapa, Ha CaMOM MOYETKY U3JI0KEHHU CY eJleMeHTH GpaKIIMOHOT
pavyHa, KOMIIJIEKCHE aHa/Iu3e U MHTerpasIHUX TpaHcPopMaliuja, Kao HeONX0HU ajla-
TH Y IIpe/|3Hakba 3a UCTPAaXKUBambe. Y HAaCTaBKY je 1aTo JleTa/bHO UBOhemwe KJ1acuyHe
jenHaunHe Tesierpaduyapa y BpeMEeHCKOM U KOMIIJIEKCHOM JloMeHy. M3BplueHa je
aHaJsu3a ¥ Kki1acuduKaljja npoleca U jeiHa4YrHa Koje UHTEerpullle jeJJHaUMHa TeJie-
rpaduuapa. Takobhe cy gaTe oaroapajyhe pyHKIMje MpeHOca eJeKTPUYHOT BOJA Y
3aBHCHOCTH OJ] TPaHUYHUX YCI0BA.

[IpvkazaHa cy ¢ppakiy¥oHa ¥ TONOJIOIIKA YONIITEHa eJleMeHTapHOr KoJia Boja
U JiaTe Cy ’buMa oAroBapajyhe napuujande ¢ppakinyoHe audepeHujaaHe jeJHAuYU-
He, Ka0 MaTeMaTHW4YK{ MOJeJid, Ha OCHOBY 4era je M3BplleHa CeseKliuja yomnIiTe-
1ba [0 PU3UYKUM IpolecrMa U peHoOMeHMMa Koja y3uMajy y 063up. 3a usabpaHo
TOMOJIOIIKO YONUITEE AT je ieTa/baH NocTynak Gpopmyianyje MaTeEMaTUIKOT MO-
JeJa.

Hakon ¢popmMmynanuje yonuteHe ppakiiMoHe jeJHAUYUHE Tesierpaduyapa 3a UCTY
je oipeheHO aHAIUTHUYKO pellemhe MeTOI0M KOHTYpHe MHTerpaljyje U U3BpIleHa je
dpekBeHIMjcKa aHaIM3a QyHKIMje npeHoca. Kako pelieme 3aBUCH 0/ mapaMeTapa
MoJiea, AaTa je GyHKIMja pa3rpaHUYerha Koja Ha OCHOBY NapaMeTapa HeJJBOCMU-
caeHo oapebyje Koju 06JIMK pellieke je oaroBapajyhu.

Ha kpajy Te3e, fo00MjeHa pellewa Cy NpeAcTaB/beHa Yy BUAY rpadrKa Ha KojuMa je
yjeZiHO U3BplleHO nopehemwe u Bepudurkaluja pe3ysaraTa ca JpyruM aHaJIUTUIKUM
Y HyMepU4YKUM MeTouMa. Takohe, Ha oHOBY rpaduka U3BpllieHa KjaacupurKanyja u
npoBepa Kojyu GU3NYKHU NPOLeCH U KapaKTePUCTHUKe JJOMUHUPAjy MOJIeJIOM y 3aBU-
CHOCTH 0/ M3abpaHUX MapaMeTapa.

Ha ocHOBY ncTpakuBamwa CIpOBE/IEHOT Y 0BOj JUCEPTALUjU MOXKe Ce 3aKJ/bYUYUTH
Jla IpOMeHe TOIOJIOTHje eJleMeHTapHOT KoJia BOJa, Y BUAY [04aBakba U /Uiy IpeMe-
1ITamwka CaMo jeJHOT eJIeMeHTa, MOTy /1a I0Be/ly 10 3Ha4ajHUX IPOMeHa Yy CMUCJLY Ka-
paKTepUCTHKa MO/ies1a, OJJHOCHO Koje pHU3UUKe Npoliece je Taj MoZes1 y MoryhHoCcTH
Jla yBaxku. [Ipouecu ce kpehy oz TasnacHux, npeko AUdy3HUX U CTaTUYKe AUCHINA-
I|Mje, a CBe JI0 Mpolieca HKET peja of, cTaTudke Aucunayuje. [lokasaHo je ga ce
rOTOBO CBM 3aKJby4l|d O CBOjCTBMMa Mo/iesia MoTy u3Byhu 6Uj10 Jla ce mocMaTpa To-
N0JIOTHja eJleMeHTapHOT K0J1a, 61JI0 Jja ce MocMaTpa jeiHa4YrHa KOjOM je MoJieJIMpaH
BO/, 3a o/ipeheHy TOMO0JIOTHjy UM aHAJIM30M KoepUIHjeHTa IPOCTUPakba KOju O ro-
Bapa TOMOJIOTHjH.

Ha ocHoBy mocTtynka 3a ¢popmysianujy Mozesia u3abpaHe TOMOJIOTHje MOXe Ce
3aKJ/bYYUTHU [a je U3HETH NOCTYyIaK NPUMemUB 3a GpopMyIaLujy Mojesa 610 Koje
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3AK/bYYAK

npe/cTaB/beHe TONOJIOTH]€, i U 6e36poj Apyrux Moryhux ¢pakiimoHUX U TOMOJI0-
IIKUX YOIIITEeHkA MO/les1a eJIeKTPUYHOT BoJa.

Ha ocHOBy u3pasa 3a aHaJIMTUYKO pellee cleU a 00JIUK pellemha 3aBUCH OJ]
noJioXaja U 6poja Tayaka rpaHamwa KoeUlHjeHTa IPOCTUPakha, LITO je Mocaeula
oaroBapajyher usbopa napaMmeTapa.

Hymepuukum nopehemeM peliera ca /jBa He3aBUCHA METO/ A, MOXKe Ce U3BECTH
3aKJby4aK Jia Cy AobHjeHa aHaJIMTHYKa pelleha 3aCUTYPHO TavyHa.

Ha ocHoBy rpaduukor npukasa npoCcTOpHUX Npoduia Moxe ce 3aK/by4YUTH Jia
M3BeJleHU MO/leJ1 yBakaBa HOBe, Hello3HaTe epeKTe, KOjU HUCY CBOjCTBEHE HU TaJla-
CHUM HU JUPy3HUM NpOLEeCUMa.

AcUMITOTCKOM aHa/IM30M QPEKBEHIIMjCKUX KapaKTEPHUCTHKA Mo/iesia BoJla MO-
Ke ce 3aK/bYYUTH Jia je MHOTO CBPCUCXOJHHUje U jeJHOCTaBHUje TYMAYUTH, YMECTO
MozyJa QyHKIMje NpeHoca, IorapuTaM allcoJlyTHe BpeJHOCTH apryMeHTa QYHKIU-
je MpeHoca, MaKo TO HUje yoOHUajeHo.

3a ja/be HCTpaXKUBakbe HaMehe ce BeoMa IIMPOK AYjana3oH NpobJieMa KOjyu 0BOM
JlUcepTalujoM HUCY y3eTd y 063up. [Ipe cBera Tpebasio 6u Hahu oarosapajyha pe-
Hiewka U 0/13UBe, ca Beh M3HeTHM TOMOJIOIKUM YONUITEHHMA, 32 BOJ, KOHAYHE [Jy-
»KMHe, LIITO MOXe /]a Ce pa3rpaHa Ha BeoMa BeJIMKU 6poj OTnpo6bJieMa y 3aBUCHOCTH
0] TOTra YUMe je BOJ, 3aTBOPEH.

UcTtpaxxuBamwa 6U ce MorJa CIPOBECTH U Y C/Iy4ajy NpoCTOpHe GpaKLMOHAIH-
3aldje MoJiesla ¥ yBaKaBakba HeJIOKaJHOCTU. CUrypHo 64 036U/baH 3aJaTak GUo
dopmysanyja Mozesa KOjyu 61 MOTEeHIUjaIHO IPOU3alllJIM U3 TaKBe BPCTE YOILITE-
1a, a/1i OU joll TeXH 3aJjlaTak 610 Ki1acuduKaluja u3BeJleHUX Mo/Jiesla Kpo3 TyMa-
yerwe hUXOBUX CBOjCTaBa U CMHUCJIEHO NMPUAPYKHUBabe GU3UIKUX peHOMeHA Koje
Mo/ies yBakaBa. HapaBHO Ty ce 0TBapa U MTambe pelllaBama jeJHa4YMHe, U CUCTe-
Ma jelHAYMHA, KOjoM 6U 106HjeHH MojieJ1 6UO OMKMCaH, OJJHOCHO MOTYhHOCTH 106U-
jamba bapeM HyMepHUYKOT, aKO He ¥ aHaJIMTUUKOT, pellieha U leroBe Bepudukaiyje.

Bepudukanuja Mmosesia Ha OCHOBY eKCIIEpUMEHTAJIHO [J00MjeHUX pe3y/TaTa, Me-
pemeM 0/j3MBa peaJHUX BOJIOBA, KAaKO y BPEMEHCKOM TakKo M Y PppeKBEHIUjCKOM
JloMeHY, 60 6M BeoMa 3HavyajaH MCKOPaK Y [jla/beM UCTPAKUBabY.
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