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OPTIMIZACIJA PARAMETARA TRO-PARAMETARSKOG KUBNOG INTERPOLA-
CIONOG JEZGRA ZA PROCENU FUNDAMENTALNE FREKVENCIJE GOVORNOG
SIGNALA U SPEKTRALNOM DOMENU

Rezime

IznalaZzenje optimalnih algoritama za procenu parametara govora i slike aktuelan je zadatak u
obradi signala. Kod diskretnih elektri¢nih signala Cesto se javlja potreba za interpolacijom (gubitak
sempla, promena frekvencije odmeravanja, promena dimenzije slike, transformacija slike, zu-
miranje, rotacija, procena fundamentalne frekvencije u vremenskom i frekvencijskom domenu itd.)
u cilju procene nekih parametara signala. Danas se intenzivno primenjuje konvoluciona interpo-
lacija, kod koje se koristi interpolaciono jezgro. Mnogi algoritmi baziraju se na primeni
parametarskih konvolucionih jezgara. Parametarska interpolaciona konvoluciona jezgra su pogodna
su za prilagodavanje jezgra problematici u cilju smanjenja greSke interpolacije. Minimiziranjem

greSke saglasno definisanom kriterijumu odreduju se optimalne vrednosti parametra jezgra.

U ovoj doktorskoj disertaciji tretirana je problematika optimizacije parametara parametarskih in-
terpolacionih konvolucionih jezgara za procenu fundamentalne frekvencije sinusnog i govorng sig-
nala. Kako bi se povecala preciznost interpolacije u ovom radu izvrSena je konstrukcija, odnosno
odreden je analiticki izraz za tro-parametarsko kubno konvoluciono jezgro. Odreden je algoritam za
optimizaciju parametara, i algoritam procene fundamentalne frekvencije ¢ijom primenom je doslo

do povecanja preciznosti procene fundamentalne frekvencije.

Opisan je algoritam minimiziranja talasavosti spektralne karakteristike. Primenom ovog algo-
ritma odredeni su optimalni parametri: a) Kvadratnog 1P, b) Kejsovog 1P, c¢) Kejsovog 2P, d) Gre-
villeovog 1P, e) Grevilleovog 2P i f) tro-parametarskog kubnog konvolucionog jezgra. Polaze¢i od
ideje da spektralna karakteristika jezgra, H(f) bude dobra aproksimacija karakteristike idealnog
jezgra oblika sin(mx)/(1rx) u propusnom i nepropusnom opsegu (Box funkcija Hp(f)) i minimiziran-
jem greske sli¢nosti odredene su optimalne vrednosti parametra Kejsovog 1P, Kejsovog 2P i Gre-
villeovog 1P jezgra. Sa idejom da prvi izvod spektralne karakteristike 1P Kejsovog jezgra bude do-
bra aproksimacija prvog izvoda box funkcije i minimiziranjem njihove razlike odredena je opti-

malna vrednost parametra jezgra.

Procena fundamentalne frekvencije sinusoidalnog i govornog signala vrSena je uz prethodnu
modifikaciju signala prozorskim funkcijama. U ovoj disertaciji koriS¢ene su: a) Hamming-ova, b)

Hann-ova c) Blackman-ova, d) pravougaona, e) Kaiser-ova i f) trougaona prozorska funkcije.



Kao mera kvaliteta, odnosno mera preciznosti algoritma za procenu f, koris¢ena je srednje kvad-
ratne greSka (engl. Mean Square Error, MSE). Kao test signali koriS§¢eni su: a) simulacioni sinusni

test signal 1 b) realni govorni test signal.

U cilju povecanja: a) preciznosti procene i b) brzine izvrSenja algoritma odredeni su analiticki iz-
razi za poziciju maksimuma rekonstruisane funkcije X,(f) koja je dobijena primenom konvolucije sa

Kejsovim 2P jezgrom i 3PCC jezgrom.

IzvrSena je komparativna analiza konvolucionih jezgara i primenjenih prozorskih funkcija. De-
taljnom komparativnom analizom pokazano je da se najmanja greska procene fundamentalne frek-

vencije govornog signala dobija primenom troparametarskog interpolacionog jezgra.

Klju¢ne redi: interpolacija, konvolucija, parametarsko jezgro, optimizacija, procena fundamen-

talne frekvencije
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THE OPTIMIZATION OF THREE-PARAMETRIC CUBIC INTERPOLATION KERNEL
PARAMETERS IN ORDER TO ESTIMATE THE FUNDAMENTAL FREQUENCY OF
SPEECH SIGNAL IN SPECTRAL DOMAIN

Abstract

Finding the optimal algorithms to estimate the parameters of speech and images is a current task
in signal processing. With discrete electrical signals, there is often a need for interpolation (sample
loss, change in sampling frequency, change in image dimension, image transformation, zooming,
rotation, estimating the fundamental frequency in time and frequency domain, etc.) in order to esti-
mate some of the signal parameters. Convolution interpolation which uses interpolation kernel is
being used intensively at present. A lot of algorithms are based on the application of parametric
convolution kernels. Parametric interpolation convolution kernels are suitable for the adjustment of
the kernel to the problem in order to reduce interpolation error. By minimizing the error in accor-

dance with the defined criteria, the optimal values of kernel parameter are determined.

This PhD thesis deals with the problem of optimizing the parameters of parametric interpolation
convolution kernels in order to estimate the fundamental frequency of speech and sinusoidal sig-
nals. In order to increase the precision of interpolation a construction was performed in this paper,
that is, the analytical form for the three-parametric cubic convolution kernel was determined. An al-
gorithm for the optimization of parameters was determined, as well as the algorithm for estimating
fundamental frequency whose implementation led to increasing the precision of estimation of fun-

damental frequency.

The algorithm for minimizing the wiggles of the spectral characteristic was described. By apply-
ing this algorithm, the optimal parameters of the following kernels were obtained: a) Quadratic 1P,
b) Keys' 1P, ¢) Keys' 2P, d) Greville's 1P, e) Greville's 2P and f) three-parametric cubic convolution
kernel. Starting from the idea that the spectral characteristic of the kernel, H(f) is a good approxima-
tion of characteristic of an ideal kernel in the form sin(mx)/(7x) in passband and stopband range
(Box function Hg(f)) and by minimizing the similarity error, the optimal values of the parameters
for the following kernels were determined: Keys' 1P, Keys' 2P and Greville's 1P kernel. With the
idea that the first derivative of the spectral characteristic of 1P Keys' kernel is a good approximation
of first derivative of the box function and by minimizing their difference, the optimal value of the

parameter was determined.



The estimation of fundamental frequency of the sinusoidal and speech signal was performed af-
ter prior modification of the signal by window functions. This thesis used: a) Hamming's, b) Hann's

c¢) Blackman's, d) rectangular, e) Kaiser's and f) triangular window functions.

As a quality measure, that is, as a measure of algorithm precision in estimating fy, Mean Square
Error (MSE) was used. The following signals were used as test signals: a) simulated sinusoidal test

signal and b) real speech test signal.

In order to increase: a) the precision of estimation and b) the speed of algorithm performance,
analytical formulas for maximum of the reconstructed function X,(f) were determined. This function

was obtained by applying convolution with Keys' 2P kernel and 3PCC kernel.

A comparative analysis of convolution kernels and the applied window functions was performed.
A detailed comparative analysis showed that the least error of estimating the fundamental frequency

of speech signal is obtained by the use of three-parametric interpolation kernel.

Key words: interpolation, convolution, parametric kernel, optimization, estimation fundamental

frequency
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UVOD

Teorija interpolacije privla¢i paznju mnogih nau¢nika od davnina. Interpolacione tehnike najpre
su koriS¢ene u astronomiji. Toomer [Toomer, 1978] smatra da je Hiparh sa Rodosa ( Hipparchus of
Rodos) (190.-120. pne) koristio linearnu interpolaciju u izgradnji tablica takozvanih "akord funk-
cija" (povezanih sa sinus funkcijom) u svrhu izracunavanja pozicije nebeskih tela. Opis linearne in-
terpolacije moze se na¢i u Almagestu (2. vek ) od Ptolomeja. U engleskoj literaturi u matematickom
smislu prvi put je termin interpolacija upotrebio 1655. godine Wallis u infinitezimalnom racunu.
Njutnovi opisi geometrijske krive koja prolazi kroz zadati skup tacaka, iz 1675 godine, predstavlaju
osnov za razvoj interpolacionih tehnika. Tokom 18. i pocetkom 19. veka Njutnov metod publikovali
su evropski matematicari, ukljuc¢ujuci i Njutn-Gausovu formulu iz 1812. godine, koja predstavlja
osnovu za teoriju uzorkovanja podataka i njithovu rekonstrukciju. Tokom 19. veka studiozno se

proucavaju interpolacione tehnike bazirane na polinomima.

Razvijene su interpolacione formule, nazvane prema imenima ¢uvenih matematicara i fiziara
zasluznih za tu problematiku: a) Lagranzova (engl. Lagrange), b) Njutnova (engl. Newton), Hermi-
tova (engl. Hermite) i dr. [Milovanovi¢, 1985]. Primenom interpolacionih formula za diskretni skup
tacaka (x;, y;), 0 <= i <= n odreduje se polinom Pn stepena n ¢iji grafik prolazi kroz zadate tacke. Za
vece vrednosti n primena ovih formula zahteva veliki broj aritmeti¢kih operacija. Kako veliki broj
aritmetickih operacija zahteva duze vrme izvrSavanja, to za rad u realnom vremenu, narocito kod
procesiranja signala gde se radi sa blokovima 256, 512, 1024,.. nije prakti¢no koristiti polinomijalnu
interpolaciju. Zbog toga se uvodi konvoluciona interpolacija primenom konvolucionog jezgra ko-
nacne duzine. Ideja je da se koristi interpolacija pomocu interpolacionog jezgra koje bi klizilo preko

funkcije i omogucavalo interpolaciju u jednom intervalu ¢ija duzina je odredena duzinom jezgra.

U vremenskom domenu teorijski idealna interpolacija realizuje se konvolucijom sa sinc funkci-
jom oblika sin(mx)/(mx), gde je -oo < x < +oo. Spektar sinc funkcije je pravougaona, odnosno box
funkcija. Karakteristike box funkcije su: a) idealno ravna karakteristika u propusnom i
nepropusnom opsegu i b) idealna strmina u prelaznoj oblasti. Ovako definisana sinc funkcija nije

prakticno ostvariva. Da bi se omogucila prakticna ostvarljivost, odnosno primenljivost kod
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interpolacije, neophodno je obezbediti kona¢nu duzinu, odnosno trajanje funkcije sinc. Zato se vrsi
limitiranje sinc funcije u negativnom i pozitivnom delu (odscanje) u granicama —x, <= x <= x,. Kao
posledica ograni¢avanja funkcije njena spektralna karakteristika odstupa od pravougaonog oblika:
a) javlja se talasavost karakteristike u propusnom i nepropusnom opsegu i b) prelazna oblast je sa
kona¢nom strminom. Primena ovako modifikovane sinc funkcije ne obezbeduje idealnu
rekonstrukciju, odnosno rekonstruisana funkcija razlikuje se od originalne funkcije. Razlika
originalne 1 rekonstruisane funkcije predstavlja gresku interpolacije e(x). Aktuelan problem u nauci
je minimiziranje greSke interpolacije, odnosno kreiranje jezgra konacne duZzine koje ¢e u procesu

konvolucione interpolacije obezbediti Sto manju gresku.

Za potrbe konvolucione interpolacije razvijeno je mnogo interpolacionih jezgara. Pofev od
jezgra drugog reda (engl. quadratic kernel) [Dodgson, 1997 ] preko tre¢eg reda (engl. cubic kernel)
[Keys, 1981] [Meijering, 2003], petog reda (engl. quintic kernel) i na dalje [Meijering, 1999].
Posebno su aktuelna interpolaciona jezgra treeg reda kao kompromis izmedu preciznosti i

numericke sloZenosti.

Kubna konvolucija prvi put se pominje u radu Rifmana [Rifman, 1973] gde je za potrebe resem-
plovanja slike primenjena: a) metoda zaokruZivanja na prvu susednu vrednost (engl. nearest nei-
hbor - najblizi sused), b) bilinearna (engl. bilinear) i c) kubna interpolacija. U [Rifman, 1973] radu
je prvi put analiti¢ki opisana kubna konvoluciona funkcija. Problem resemplovanja slike detaljno je
opisan u [Simon, 1975] gde je definisana greska interpolacije za slusaj primene kubne konvolucione
funkcije. Analiticki izraz za parametarski oblik kubnog konvolucionog jezgra prvi put srece u radu
Bernstajna [Bernstein, 1976]. Kejs u svom radu [Keys, 1981] studiozno proucava tehniku kon-
volucione interpolacije pomocu jednoparametarskog kubnog interpolacionog jezgra i pokazuje da je
ovo jezgro pogodno za primenu kod procesiranja slike. Na osnovu definisane greske interpolacije i
njene minimizacije odreduje optimalnu vrednost parametra jezgra, koja je kod procesiranja slike
0=-0.5. Nakon toga, veliki broj autora radi na optimizaciji parametra jezgra za razliite primene.
Optimizacijom se jezgro prilagodava konkretnom interpolacionom problemu. Proces prilagodenja

vrsi se saglasno nekom kriterijumu [Meijering, 1999].

U mnogim informacionim sistemima javlja se potreba da se vrsi procesiranje, odnosno obrada
audio i1 govornih signala, sa ciljem prepoznavanje govora, govornika, popravku kvaliteta repro-
dukovanog zvuka kod starih audio snimaka, poprvku kvaliteta signala kome je superponiran Sum i
dr. Pored toga, zahteva se od informacionih sistema da mogu u realnom vremenu da izvrse klasifi-

kacija emocionalnog stanja govornika, procenu zdravstvenog stanja na osnovu govora i dr [Joen,
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2003]. Zbog toga je procena fundamentalne frkvencije ( fy ) audio i govornih signala aktuelan
zadatak, o ¢emu svedoci veliki broj objavljenih radova iz ove oblasti u nau¢nim casopisima sa
visokim impakt faktorom [Hussain, 2002], [Veprek,2002]. Razvijen je veliki broj algoritama koji
vr§e obradu signala u vremenskom (eng. 7ime Domain, TD) i/ili frekventnom domenu (eng. Fre-
quency Domain, FD) [Kacha, 2005], [Klapuri, 2003]. Kod obrade u frekventnom domenu potrebno
je najpre signal iz vremenskog domena prevesti u frekventni domen primenom brze Furijeove trans-
formacije-FFT (eng. Fast Fourier Transform). Procesom diskretne transformacije se diskretnom
signalu x izracunava spektar X. Izracunati spektar je diskretan kao posledica diskretne transforma-
cije, ustvari, predstavlja odmerke realnog kontinualnog spektra Xr. Komponente spektra izracunate
su na frekvencijama sa korakom AF, odnosno na f;, gde je k = 0,1,..., NFFT a NFFT predstavlja
duzinu FFT-a. Kod govornog signala javlja se dominantna komponenta u spektru koja odgovara f.
To znaci da se problem procene fundamentalne frekvencije svodi na pikovanje maksimalne kompo-
nente u spektru. U slucaju kada se f signala razlikuje od frekvencija f; na kojima se izraCunava
spektar, dolazi do pojave laznih vrednosti amplituda spektralnih komponenata. Pojava se naziva
curenje (eng. Leakage) spektra i posledica je osobine FFT-a u smislu o¢uvanja energije signala u
vremenskom 1 frekvencijskom domenu. Povecanje preciznosti FFT-a podrazumeva povecanje broja
tacaka NFFT u spektru na kojima se izraCunava spektar, §to za sobom povla¢i povecanje vremena
izraCunavanja spektra, ali bez garancije precizne procene fy. Jedan nadin smanjenja greske je
odredivanje interpolacione funkcije i procena karakteristika spektra u intervalu izmedu dva odbirka.
Ovim postupkom se vrsi rekonstrukcija spektra na osnovu FFT-a. Na dalje se parametri spektra

odreduju analitickim postupcima (diferenciranje, integraljenje, ekstremne vrednosti,..).

U ovoj doktorskoj disertaciji tretirana je problematika optimizacije parametara parametarskih
konvolucionih jezgara za procenu fundamentalne frekvencije govorng signala kao rezultat
dugogodiSnjeg intenzivnog rada autora u ovoj oblasti [Savi¢l, 2014], [Savi¢2, 2014], [Savi¢l,
2015], [Savi¢2, 2015], [Savi¢3, 2015], [Milivojevi¢l, 2015], [Savi¢l, 2016], [Savic2, 2016],
[Savi¢3, 2016], [Savi¢ 4, 2016], [Savi¢s, 2016].

Autor je u disertaciji sistematizovao materiju iz oblasti interpolacije i predlozio originalna
konvoluciona jezgra: a) kvadratno 1P jezgro [Savi¢l, 2014], b) Polya 1P jezgro [Milivojevi¢l,
2015], c¢) Polya racionalno jezgro [Savi¢2, 2015], d) Polya kvazi racionalno jezgro [Savi¢l, 2015] i
e) tro-parametarsko kubno interpolaciono jezgro [Milivojevi¢, -], kao 1 algoritme za optimizaciju
parametara, i algoritam procene fundamentalne frekvencije ¢ijom primenom je doslo do povecanja

preciznosti procene fundamentalne frekvencije. Odredeni su analiticki izrazi za poziciju mak-
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simuma rekonstruisane funkcije X(f) koja je dobijena primenom konvolucije sa Kejsovim 2P

jezgrom i 3PCC jezgrom.

S obzirom da je procena fundamentalne frekvencije vrlo znacajna istrazivaci posebnu paznju
posvecuju ovoj problematici. Uvidom u svetsku nauc¢nu literaturu zakljucuje se da je do sada ovaj
problem reSavan razli¢itim algoritmima u vremenskom (autokorelacija [Rabiner, 1997], kros-
korelacija [Samad, 2000], YIN [Kawahara, 2002],) 1 frekvencijskom (YIN [Kawahara, 2002], har-

monijski proizvod spektra [Schroeder, 1968]) domenu.

Greska procene moze da dovede do pogresnog odlucivanja kod prepoznavanja govornika, emo-
cionalnog stanja, zdravstvenog stanja i dr. Minimiziranjem greske saglasno definisanom kriterijumu

odreduju se optimalne vrednosti parametra jezgra.

U ovoj doktorskoj disertaciji prikazani su originalni algoritmi za dredivanje optimalnih pa-
rametara parametarskih jezgra u spektralnom domenu: a) minimiziranjem talasavosti spektralne
karakteristike, b) minimiziranje greSke sli¢nosti spektralnih karakteristika i ¢) minimiziranje razlike
izvoda spektralnih karakteristika. Analizom nagiba spektralne karakteristike na granici propusnog
opsega, izvrSena je komparativna analiza kod Kejsovog 1P i Grevileovog 1P jezgra sa razli¢itim pa-
rametrima. Izbor optimalnih vrednosti parametara jezgra obavljen je i eksperimentalnim putem kod
interpolacije: a) sinusoidalnog, b) audio, c) govornog signala i d) kod nekih test slika (Lena, Bar-

bara, Camerman, ...).
Ukupna materija ove doktorske disertacije podeljena je u pet glava.

U prvoj glavi opisan je hronoloski razvoj teorije interpolacije pocevsi od drevnog Vavilona i an-
ticke Grcke do danaSnjih dana. Dat je prikaz najznacajnijih radova. Ukazano je na razlicite interpo-
lacione tehnike, od oskulatorne interpolacije do tehnika konvolucione interpolacije, koje se koriste

za rad u realnom vremenu u obradi signala.

U glavi 2 opisana je tehnika interpolacije. Dat je pregled znacajnih numerickih interpolacionih
metoda. U prvom delu druge glave opisana je polinomijalna interpolacija. Definisana je
Vandermondeova determinanta, koja je nazvana u Cast francuskog matematicara Vandermondea
(engl. A. T. Wandermonde, 1735 — 1796). Kako je odredivanje koeficijenata interpolacionog poli-
noma putem izraCunavanja determinanti numericki slozena procedura to su razvijene posebne inter-
polacione formule za odredivanje forme, odnosno odredivanja koeficijenata interpolacionog poli-

noma [Fraserl, 1927], [Fraser, 1927], [Joffe, 1917]. U numerickoj analizi intenzivno se koriste: a)
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Lagranzeova, b) Njutnova, c) Hermiteova interpolaciona formula. Definisana je greska interpolacije

e(x) 1 graficki prikazana.

U drugom delu druge glave prikazane su interpolacije polinomima koje se primenjuju po seg-
mentima. Umesto visokog stepena interpolacijskog polinoma, u praksi se koristi polinomna interpo-
lacija po segmentima (engl. piecewise polynomial interpolation). Interval [x, x,] se podelii na vise
podintervala i na svakom od njih se funkcija aproksimira interpolacionim polinomom niskog ste-
pena (n <=5). Nedostatak ovakve interpolacije je Sto kriva sastavljena od delova razli¢itih polinoma
nije glatka. Zato se za interpolacionu funkciju dodaju i1 uslovi neprekidnosti prvog i visih izvoda.
Funkcija sastavljena od iterpolacionih polinoma istog stepena za podsegmente segmenta [xg, X,]
koja zadovoljava uslove neprekidnosti izvoda do nekog reda, zove se splajn. Sa razvojem digitalnih
raCunara, splajnovi su dobili veliki uticaj na geometrijsko modeliranje, geometrijski dizajn i

kompjutersku grafiku [Dierckx, 1993], [Lancaster, 1986], [Marsh, 1999].

U trecoj glavi opisana je parametarska konvoluciona interpolacija. Opisana su parametarska
konvoluciona jezgra. Parametarska konvoluciona jezgra su pogodna su za prilagodavanje jezgra
problematici u cilju smanjenja greske interpolacije. Minimiziranjem greske saglasno definisanom
kriterijumu odreduju se optimalne vrednosti parametra jezgra. Opisana su jezgra sa jednim i dva pa-

rametra [Keys, 1981], [Dodgson, 1997], [Meijering, 2003], [Hanssen, 1999], [Greville, 1944].

U drugom delu treée glave prikazano je troparametarsko jezgro koje je originalni rezultat autora
ove disertacije i prihvaéen je za objavljivanje u ¢asopisu sa SCI liste "Computing and Informatics”
kategorije M23, pod naslovom Three-parametric cubic convolution kernel for estimating the
fundamental frequency of the speech signal. Tro-parametarsko kubno konvoluciono jezgro (3P-
PCC) konstruisano od piecewise kubnih polinoma na segmentu [-4,4]. Jezgro je konstruisano uz tri
parametra ¢ime se povecava sloboda optimizacije parametara, odnosno, ocekuje se da jezgro sa
ve¢im brojem parametara i njihovom optimizacijom u odnosu na signal povecava preciznost pro-

cene fundamentalne frekvencije.

U cetvrtoj glavi opisani su algoritmi za optimizaciju parametara interpolacionih jezgara u spek-
tralnom domenu. Optimizacija parametara jezgra izvrSena je uz definisanje mere sli¢nosti sa
spektralnom karakteristikom idealnog interpolacionog jezgra oblika sin(mx)/(mx) 1 minimiziranja

razlike njihovih amplitudskih karakteristika.

U prvom delu Cetvrte glave opisano je idealno interpolaciono jezgro oblika sin(mx)/(mx) u vre-

menskom domenu odnosno box funkcija u spektaralnom domenu. Kako je idealno interpolaciono
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jezgro zbog svoje beskona¢ne duzine prakti¢no neostvarivo postavlja se pitanje da li je moguce
skratiti jezgro na prihvatljivu duzinu i izvrSiti njegovu modifikaciju sa ciljem dobijanja optimalnih
rezultata po nekom kriterijumu? Zbog toga se vrsi interpolacija parametarskim jezgrima male

duzine (L <= 8) kao 1 odredivanje vrednosti parametra tako da se dobijaju optimalni rezultati.

U drugom delu cetvrte glave opisan je algoritam minimiziranja talasavosti spektralne karakter-
istike. Primenom ovog algoritma odredeni su optimalni parametri: a) Kvadratnog 1P, b) Kejsovog
1P, ¢) Kejsovog 2P, d) Grevilleovog 1P, e¢) Grevilleovog 2P i f) tro-parametarskog kubnog kon-
volucionog jezgra. Prikazana je optimizacija parametra Kejsovog 1P jezgra u prostornom domenu.
Polazec¢i od ideje da spektralna karakteristika jezgra, H(f) bude dobra aproksimacija karakteristike
idealnog jezgra oblika sin(mx)/(mx) u propusnom i nepropusnom opsegu (Box funkcija Hg(f)) 1
minimiziranjem greske sli¢nosti odredene su optimalne vrednosti parametra Kejsovog 1P, Kejsovog
2P i Grevilleovog 1P jezgra. Sa idejom da prvi izvod spektralne karakteristike 1P Kejsovog jezgra
bude dobra aproksimacija prvog izvoda box funkcije i minimiziranjem njihove razlike odredena je

optimalna vrednost parametra jezgra.

U tre¢em delu Cetvrte glave opisani su eksperimenti 1 prikazani rezultati tacnosti interpolacije
primenom: a) Kvadratnog 1P, b) Kejsovog 1P, ¢) Kejsovog 2P, d) Grevilleovog 1P e) Grevilleovog
2P i f) tro-parametarskog kubnog konvolucionog jezgra. Eksperimenti su sprovedeni nad testnom
bazom koja je sastavljena od: a) audio signala dobijenih snimanjem G tonova iz sedam oktava (G;—
G7) odsviranih na klaviru August Forster, b) govornih signala dobijenih snimanjem govornika c)
standardnih test slika: Airplane, Artichare, Barbara, Baboon, Boats, Boy, Camerman, Cat, Fruits, Girl,
Goldhill, Lena, Mountain, Pappers, Pool, Sails, Serrano, Tulips, Katedrala, Toranj, Watch, Zelda.
Eksperimentom se odreduje izbor optimalnih parametara i preciznost interpolacionog jezgra kod
procene vrednosti signala, tako Sto se analizira greska procene koja predstavlja razliku izmedju

tacne (x;) 1 interpolirane vrednosti ( %,). Prikazani su algoritmi za procenu optimalnih vrednosti pa-

rametra jezgra. Algoritmi su prikazani graficki. Rezultati su prikazani graficki i tabelarno. Na kraju
je izvrSena komparativna analiza na bazi statistickih parametar rezultata merenja: a) srednja vred-

nost i b) varijansa.

U petoj glavi opisani su algoritmi za procenu fundamentalne frekvencije govornog signala u
spektralnom domenu. Procena fundamentalne frekvencije moze se izvrSiti u: a) vremenskom
domenu [Shimamura, 2001], [Kacha, 2005], [Shahnaz, 2012], [Rabiner, 1997], b) spektralnom
domenu [Cheveigné, 2001], [Klapuri, 2003], [Liu, 2001], c¢) kepstrum domenu [Ahmadi, 1999]. kao

1 kombinacijom.
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U prvom delu pete glave opisana je fundamentalna frekvencija, i to u: a) vremenskom i b) spek-
tralnom domenu. Fundamentalna frekvencija je analizirana kod: a) sinusnog i b) govornog test sig-
nala. Procena fundamentalne frekvencije u spektralnom domenu podrazumeva: a) obradu vremenski
diskretnog signala prozorskom funkcijom, b) transformaciju primenom diskretne Furijeove trans-
formacije (DFT), odnosno algoritmom za brzu Furijeovu transformaciju (FFT) i1 c¢) odredivanje
spektralne komponente sa maksimalnom energijom, koja predstavlja fundamentalnu energiju.
Odredivanje spektralne komponente maksimalne energije vrsi se primenom pikovanja maksimuma.
Iz mnoStva pikovanih pikova biraju se oni koji pripadaju fundamentalnoj frekvenciji i njenim har-
monicima na frekvencijama i-fy. Pikovi se biraju tako da zadovoljavaju odredene kriterijume, kao
Sto su: a) maksimalna energija i b) konstantno rastojanje izmedu pikova. Razvijen je veliki broj al-
goritama za pikovanje i poznati su pod nazivom Peak-Picking algoritmi [Rabiner, 1997]. Pikovan-
jem se pravi greSka procene. GreSka procene fundamentalne frekvencije kre¢e se u granicama [(-
fs/(2NFFT) Hz, (f; /(2NFFT) Hz] gde je f; frekvencija odabiranja, a NFFT broj tacaka u kojima se
izracunava FFT. Jedan nacin smanjenja greske je povecanje broja NFFT. Medutim, to ima za posle-
dicu hardversko-softversko usloznjavanje sistema za obradu signala. Drugi nacin je odredivanje in-
terpolacione funkcije 1 procena karakteristika spektra u intervalu izmedu dva odbirka. Ovim pos-
tupkom se vrsi rekonstrukcija spektra na osnovu FFT-a. Nakon toga se parametri spektra odreduju
analitickim postupcima (diferenciranje, integraljenje, ekstremne vrednosti,...) [Gardner, 1988]. U
cilju povecanja: a) preciznosti procene i b) brzine izvrSenja algoritma odredeni su analiticki izrazi
za poziciju maksimuma rekonstruisane funkcije X,( /) koja je dobijena primenom konvolucije sa

Kejsovim 2P jezgrom i 3PCC jezgrom.

U drugom delu pete glave opisani su algoritmi procene fundamentalne frekvencije bazirani na
primeni konvolucionih jezgara i prozorskih funkcija. U ovoj disertaciji koris¢ene su: a) Hamming-
ova, b) Hann-ova c) Blackman-ova, d) pravougaona, ¢) Kaiser-ova i f) trougaona prozorska funk-
cije. Kao mera kvaliteta, odnosno mera preciznosti algoritma za procenu fy, koriS¢ena je srednje
kvadratne greska (engl. Mean Square Error, MSE). Kao test signali kori§¢eni su: a) simulacioni si-
nusni test signal i b) realni govorni test signal. Sinusni test signal opisan u [Pang, 2000] i predstav-
lja signal sa fundamentalnom frekvencijom f, dobijen primenom frekvencije semplovanja f; sa K
harmonika sa slucajnim amplitudama (a;) 1 fazama (&) 1 duzinom FFT-a NFFT. Realni govorni test
signal, dobijen je snimanjem jednog govornika u realnom akusticnom ambijentu [Milivojevi¢l,
2010], [Milivojevi¢2, 2010]. U procesu simulacije fo 1 & su slucajne promenljive sa uniformnom
raspodelom u opsegu [G2 (97.99 Hz), G5 (783.99 Hz)] i [0, 2x] respektivno. Frekvencija signala

semplovanja je f5=8 kHz, a duZina prozorske funkcije N=256 ¢ime je obezbedena analiza podsek-
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venci koje traju 32 ms. Rezultati koji su prikazani u daljem delu rada odnose se na f,=125-140.625

Hz, K=10 1 NFFT=512.

U tre¢em delu pete glave prikazani su rezultati optimizacije optimalnih parametara jezgra kod
procene fundamentalne frekvencije za: a) Kvazi-racionalno Polya, b) Racionalno Polya 1P 1 ¢)
Polya 1P jezgro. Nakon toga prikazani su algoritmi procene i rezultati optimizacije parametara za
polinomijalna interpolaciona jezgra, i to: a) jednoparametarska, b) dvo-parametarska i c) tro-
parametarsko jezgro. Procena fundamentalne frekvencije govornog i sinusoidalnog signala izvrSena
je uz primenu a) kvadratnog 1P, b) kubnog Kejsovog 1P, ¢) kubnog Kejsovog 2P, d) kubnog tro-
parametarskog i f) interpolacionog jezgra petog reda. Uzimajuéi srednju kvadratnu gresku kod pro-
cene fundamentalne frekvencije kao meru kvaliteta algoritma izvrSena je komparativna analiza
jezgara 1 primenjenih prozorskih funkcija. Detaljnom komparativhom analizom pokazano je da se
najmanja greSka procene fundamentalne frekvencije govornog signala dobija primenom tro-

parametarskog interpolacionog jezgra, koje je originalni rezultat autora ove doktorske disertacije.



1. HRONOLOSKI RAZVOJ INTERPOLACIJE

Teorija interpolacije privlaci paznju mnogih nauc¢nika od davnina. Re¢ "interpolacija" (engl. in-

" X

terpolation) potice od latinskog glagola interpolare (predstavlja sloZenicu od reci "inter" §to znaci
izmedu 1 re¢i "polare” u znacenju izgladiti). Interpolacija oznacava umetanje novih elemenata niza
izmedu poznatih elemenata. Sistematski pregled razvoja u teoriji interpolacije prikazan je u [Meijer-
ing, 2002]. U engleskoj literaturi prvi put se sre¢e oko 1612. godine i upotrebljava u smislu "men-
janje (teksta) po umetanju novog". U enciklopediji matematike [Bauschinger, 1900-1904] navodi se
da je originalnu latinsku re¢ (lat. interpolatio) u matematickom smislu prvi put upotrebio 1655.
godine Wallis u njegovoj knjizi o infinitezimalnom racunu [Wallis, 1972]. U svojoj knjizi o interpo-
laciji Thiele [Thiele, 1909], definiSe interpolaciju kao "umetnost Citanja izmedu redova u (numer-
ickoj) tabeli". U drevnom Vavilonu 1 anti¢koj Grckoj koriste se prve tehnike interpolacije u astro-
nomiji. Toomer [Toomer, 1978] smatra da je Hipparchus sa Rodosa (190-120 pne) koristio linearnu
interpolaciju u izgradnji tablica takozvanih "akord funkcija" (povezanih sa sinus funkcijom) u svrhu
izraCunavanja pozicije nebeskih tela. Egipcanin gr¢kog porekla Klaudije Ptolomej, matematicar i
astronom koristio je "adaptivne" linearne interpolacione Seme za izraCunavanje funkcije viSe
promenljivih. U svom radu A/magest daje numericke tabele i trigonometrijske funkcije u cilju detal-
jne razrade geocentri¢nog sistema [Brummelen, 1994]. Prva osoba koja je koristila interpolaciju
drugog reda za raCunanje pozicije sunca i meseca u izgradnji kineskih efemerida i kalendara bio je
astronom Liu Zhuo (Hudng ji Ii ili "Imperial Standard Calendar"). Prema [Yan, 1987] koriS¢ena
formula moze se zapisati u obliku:

f(xo +§T):f(xo)+%(A1 +A2)+§(A1 _Az)_%z(A1 _Az)a (1.1)

gdeje 0<E<1,T>0, A, = f(x, +T)— f(x,) i A, = f(x, +2T)— f(x, + 7).

Slozenije tehnike kasnije su razvili Guo Shoujing i drugi. Kako bi napravili radni dnevni kalen-

dar, tzv. "Shou shi li" koristili su interpolacione formule treceg reda. Izuzetan doprinos u oblasti iz-
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raCunavanja konacnih-razlika je napravio kineski matematicar Zhu Shijie. U svojoj knjizi Siyudn
yujian ("Jade Mirror of the Four Origins", 1303. god.), daje pravilo za interpolacione formule
cetvrtog reda. Ova formula povezana je sa kasnijim formulama o interpolaciji koje su objavljene na
zapadu. U Indiji, rad na interpolaciji viSeg reda je poceo otprilike u isto vreme kada i u Kini
[Martzloff, 1997]. U svom radu "Dhyanagraha" (oko. 625. god.), astronom-matemati¢ar Brahma-
gupta je predlozio metod za interpolaciju drugog reda za sinus i inverzne sinus funkcije. Ponavlja-
juci originalni Sanskrit tekst u algebarskom jeziku, Gupta, prikazuje interpolacione formule drugog
reda [Gupta, 1969]. U kasnijem radu, "Khandakhadyaka" (665. god.), Brahmagupta takode opisuje
opsti metod koji je omogucio interpolaciju za neekvidistantne podatake. Koris¢enjem interpola-
cionih formula drugog reda Kennedy odreduje parabolu kroz tri uzastopne tabelarne vrednosti i
navodi da se parabolicne Seme interpolacije mogu na¢i u nekoliko arapskih i1 persijskih izvora

[Kennedy, 1997].

Ocigledno, potpuno nezavisno od vaznih dobijenih rezultata, mnogo ranije u drugim delovima
sveta, teorija interpolacije u zapadnim zemljama pocela je da se razvija tek nakon velike nauc¢ne
nastavljaju se doprinosom Keplera i Galilea, a kulminiraju u teoriji Njutna, daju¢i snazan podstrek

daljem unapredenje matematike, ukljucujuci i ono §to se sada zove "klasi¢na" teorija interpolacije.

Opstu interpolacionu formulu za ekvidistantne podatke zapisao je Gregory 1670. godine u pismu
Collinsu [Gregory, 1939]. Nezavisno od Gregorija do ove formule je dosao i Njutn, tako da se
danas ova formula zove Gregori-Njutnova (Gregory-Newton). Doprinosi Njutna na temu interpo-
lacije sadrzani su u: 1) pismu za Smita iz 1675 [Newton, 1959]; 2) rukopisu pod nazivom "Metho-
dus Differentialis" [Newton, 1981], koji je objavljen 1711, iako su ranije verzije verovatno napisane
sredinom 1670; 3) rukopisu pod nazivom "Regula Differentiarum", napisan 1676., ali prvi put
otkriven 1 objavljen u 20. veku [Fraserl, 1927], [Fraser2, 1927]; 1 4) Lemi V u knjizi III njegovih
proslavljenih "Principia" [Newton, 1960], koji se pojavio 1687. Kako su interpolacione formule iz
"Principia" bile teSke za razumevanje jer nisu sadrzale dokaze, to nekoliko godina kasnije (1719.)
Stirling objavljuje "Methodus differentialis Newtoniana illustrata". Danas je jedna od tih formula
poznata pod nazivom Njutn-Stirlingova formula. Interesantno je napomenuti da ako su u Njutn-
Stirlingovoj formuli diference tre¢eg i viSeg reda jednake nuli, dobija se interpolaciona formula

drugog reda koju je dao Brahmagupta.

1779. godine u [Waring, 1779] Waring objavljuje alternativu uopstene Njutnove formule koja ne
zahteva izracunavanje konac¢nih razlika. Ova formula se obi¢no pripisuje Lagranzu, koji je nezna-

ju¢i za Waringa objavio formulu kasnije [Lagrange, 1877]. Formula se dobija na osnovu Ojlerove
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formule [Euler, 1783]. Logicku vezu izmedu Njutnove, Ojlerove i Waring- Lagranzeove uocio je i
dokazao njihovu ekvivalentnost Gaus [Gauss, 1866]. 1812 Gaus je odrzao predavanje o interpolaciji
koje je zabelezio njegov student, Encke, 1 prvi put objavljeno skoro 20 godina kasnije [Encke,
1830]. Pored drugih formula izveo je i onu koja je sada poznata kao Njutn-Gausova formula (engl.

Newton-Gauss).
£l +ET) = f ) + A7 (1) + 3 806 = DA £y = T) .. (12)

Ova formula predstavlja osnovu teorije uzorkovanja i rekonstrukcije.

Tokom 19. veka u radu [Bessel, 1824] pojavljuje se formula ekvivalentna formulama iz [Stirling,
1719], stoga je nazvana Njutn —Beselova. Znacajne formule koje Cesto koriste statisticari su formule
iz [Everett, 1900], [Everett, 1901]. Ove formule je alternativno dokazao Laplas pomocu funkcija
generatrisa [Laplace, 1894]. Do pocetka 20. veka studiozno se proucava problem interpolacije i po-
deljenih razlika od strane mnogih matematicara, statisti¢ara, astranoma... Mnogi od njih uvode svoj
sistem notacije 1 terminologije, §to dovodi do konfuzije i reformulacije sada poznatih varijanti
originalnih Njutnovih formula. Takode tokom 1821. Kosi proucava interpolaciju pomoc¢u odnosa
dva polinoma i sa viS§e promenljivih. U drugoj polovini 19. veka u radovima Borchardt-a i
Kronecker-a [Borchardt, 1860], [Kronecker, 1865] pojavljuje se generalizacija za reSenje problema
interpolacije sa vise promenljivih. Studiozno reSavanje problema publikovano je u radu Hermitea
[Hermite, 1878]. U radu [Birkhoff, 1906] razmatra opstiji tip interpolacije i nalazenje funkcije, s
obzirom na skup tacaka, koja zadovoljava odredene uslove zajedno sa njenim izvodima. Znacajan
doprinos interpolaciji polinomima predstavlja 1 WajerStrasova aproksimaciona teorema [Weier-

strass, 1885].

Doprinos razvoju tehnike oskulatorne interpolacije je 1 opSte poznata formula koju je 1899.
predlozio Karup [Karup, 1899], a nezavisno od toga opisao King [King, 1907] nekoliko godina

kasnije, a koja se moze dobiti iz Everetove opste formule:
S, +&T)=F(&,8)f (x, +T)+ F(1-£,8)1(x,), (1.3)
gde je:

F(ed)=g+ 8l -1 + o ele -1 22" oo (1.4)

i 5 Separdov (engl. Shepard’s) operator:
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1 1). _ 1 _ 1
so(e)=d{ 23 |- a3 | i o00)=5" o 243 |- a3 ) porpez. a9
Kada je Frejzer [Fraserl, 1927 ], [Fraser2, 1927], 1927., sumirao stanje stvari u klasi¢noj teoriji
interpolacije, on je takode izrazio svoja ocekivanja za buduc¢nost i predvidao je: “Dvadeseti vek ce
bez sumnje docekati proSirenje i razvoj pojma interpolacije izvan granica koje je obelezio Njutn pre

250 godina.”

Znacajan doprinos predstavlja i rad Vitakera iz 1915. [Whittaker, 1915]. On je razmatrao Njutn-

Gausovu formulu (1.2) i dokazao, da pod odredenim uslovima ona predstavlja kardinalnu funkciju:

. sinE(x—xo—kT)
3 /g +kT)—L (1.6)
ke “(x—x, —kT)

T

C(x)

za koju je primetio da ima izuzetne osobine, C(xy+kT)=f(xy+kT) za svaki ceo broj k. lako se Vitaker
nije pozivao na neke ranije radove, sada je poznato da je red (1.6) sa xp =0 1 7=1 u osnovi dao Borel
1899. [Borel, 1899], koji ga je dobio kao grani¢ni slucaj Vering—Lagranz interpolacione formule.
Pitanje konvergencije bilo je od velike vaznosti u narednim studijama kardinalne funkcije. Pri us-
postavljanju jednakosti kardinalne funkcije i1 funkcije koja je dobijena Njutn-Gausovom interpola-
cionom formulom, Vitaker je pretpostavio konvergenciju oba razvoja nizova. Kasnije su drugi
autori pokazali, kroz odredene primere, da kardinalna funkcija moze da divergira kada Njutn-

Gausova konvergira. Ovaj odnos je preciznije izucavao Ferar [Ferrar, 1926].

Ubrzo nakon objavljivanja Vitakerovih radova [Whittaker, 1927-1929], [Whittaker, 1935] na
temu kardinalnih funkcija u interpolacionoj teoriji, Senon je prepoznao njihov o¢igledan znadaj za
polje komunikacije. On je formulisao sada poznatu teoremu semplovanja, koju je prvobitno objavio
1948. [Shannon, 1948] bez dokaza, a ve¢ sledece godine uz potpune dokaze u radu [Shannon, 1949]
koji je oc¢igledno ve¢ bio napisan 1940.: “Ako funkcija f ne sadrzi frevencije vec¢e od o rad/s, ona se
odreduje u potpunosti davanjem njenih ordinata u nizu tacaka rasporedenih na 1/2® sekundi.” Dalje
u ovom radu, on je nazvao kriti¢ni interval semplovanja T=1/2®w Nikvistovim intervalom koji
odgovara opsegu o, kao priznanje Nikvistovom otkric¢u [Nyquist, 1928] fundamentalne vaznosti za
oblast telegrafije. U opisu procesa rekonstrukcije, on je istakao da “Postoji jedna i samo jedna funk-
cija Ciji je spektar ogranicen na opseg ® i koja prolazi kroz date vrednosti u tackama semplovanja

koje su na udaljenosti od 1/2w sekunde. Funkcija moze jednostavno da se rekonstruise od semplova

koriste¢i funkciju kardinalni sinus. Naime, ako je s k-ti sempl onda se funkcija f moze odrediti sa:
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= sinn(2ex—k)
/)= k:z_:oo K n(20x — k)

(1.7)
Kao $to je istakao Higins [Higgins, 1985], teorema semplovanja treba da se razmatra iz dva dela,
prvi deo navodi ¢injenicu da funkciju ogranicenog opsega u potpunosti odreduju njeni semplovi, a
drugi deo opisuje kako da se rekonstruiSe funkcija koriste¢i njene semplove. Oba ova dela teoreme
semplovanja je u nesto drugacijem obliku predstavio Vitaker [Whittaker, 1927-1929], [ Whittaker,
1935] 1 Ogura pre njega [Ogura, 1920]. Oni verovatno nisu bili svesni ¢injenice da je prvi deo teo-
reme bio objavljen jos 1897. od strane Borela [Borel, 1897]. Ipak, Borel nije povezao te dve stvari
[Higgins, 1985]. Narednih godina, postalo je poznato da je pre Senona teoremu semplovanja, kako
je Ruskom drustvu za komunikaciju predstavio Koteljnikov [Kotel’nikov, 2000], u konkretnijem
verbalnom obliku, ovu teoremu takode opisao Rabe u nemackoj literaturi [Raabe, 1939]. Nekoliko
autora [Liike, 1978], [Butzer, 1983] spomenuli su da je Someja [Someya, 1949] uveo ovu teoremu u
japanskoj literaturi paralelno sa Senonom. U engleskoj literaturi, Veston [Weston, 1949] je uveo

ovu teoremu nezavisno od Senona otprilike u isto vreme.

Potreba za prakticno primenljivim metodama interpolacije ili "ugladivanjem" empirijskih po-
dataka takode je dala podsticaj Senbergovoj analizi ove teme. U svojim zna¢ajnim radovima iz
1946. [Schoenbergl, 1946], [Schoenberg2, 1946], je zabelezio da za svaku formulu oskulatorne in-
terpolacije koja se primenjuje na ekvidistantnim podacima, postoji parna bazna funkcija,

®: R — R tako da je:
Slx)= Xy @x-k). (1.8)

On je ovu parnu funkciju nazvao osnovnom funkcijom formule, 1 istakao da ona u potpunosti
odreduje svojstva rezultirajuceg interpolanta. Osnovne funkcije u Vering—Lagranz interpolaciji, s
druge strane, poseduju ogranicavajuce svojstvo neprekidnosti, ali ne i neprekidne diferencijabil-
nosti. On je zatim istakao glatke krive koje su dobijene koriS¢enjem mehanickog splajna. Nastavio
je da uvodi pojam matematickog splajna: “Realna funkcija f definisana za svako realno x naziva se
splajn krivom reda L i oznacava sa S; ako ima sledece karakteristike: 1) sastoji se od polinomijalnih
lukova do stepena L-1; 2) pripada klasi neprekidno diferencijabilnih funkcija, tj f ima L-2 neprekid-
nih izvoda; 3) jedine moguce tacke funkcije razli¢itih polinomijalnih lukova su celobrojne tacke
x=L ako je L paran, ili tacke x=L+1/2 ako je L neparan.” Ove zahteve ispunjavaju krive koje je pre-
thodno predloZio DZenkins [Jenkins, 1927] i izuavao Senberg [Schoenbergl, 1946], a koja pred-

stavlja jednu od od najranijih primera formule koja generise splajnove,
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SL(X):kiwykML(x_k)’ (1.9)

gde je sa M} oznacen prirodni splajn stepena n= L-1, 1 definisan sa:

L
. ®
1 w Sln(zj A
— [| —=4| ”dw. (1.10)
27T [
2

M, (x ) =
Interesantno je istaéi, bez obzira na razlike, teoreme koje su opisali Senon i Senberg ukljuéuju
klasu funkcija /R BR koje se mogu predstaviti pomocu konvolucije koeficijenata ¢, sa osnovnim

funkcijama ili jezgrom ¢:R BIR prema formuli:

fr(x)= chw(%—kj, (1.11)

keZ

gde indeks 7" oznacava interval semplovanja i dodaje se da bi se naglasila ¢injenica zavisnosti od ¢,
odnosno aproksimacije originalne funkcije f na osnovu njenih 7" ekvidistantnih semplova. U slucaju
Senona, f su ograni¢enog opsega (engl. bandlimited functions), koeficijenti ¢ su prosto semplovi
si=fkT), a jezgro kardinalni sinus, sin(mx)/mx. U Senbergovoj teoremi funkcije f su piecewise poli-

nomi stepena n, koeficijenti ¢, se raCunaju iz uzoraka sy, a jezgro je n-ti stepen prirodnog splajna.

Narednih decenija, i Senonov i Senbergov rad je imao veliku primenu, ali uglavnom na razli¢-
itim poljima. Senonov rad je imao jak uticaj na inZenjerstvo u komunikaciji [Shanmugam, 1979],
[Jones, 1989], [Blahut, 1990], [Couch, 1993], ukljuc¢ujuéi brojne primene obrade signala i analize
primena [Marks, 1991], [Jerri, 1977], [Higgins, 1996], [Oppenheim, 1975], [Gonzalez, 1993], [Cas-
tleman, 1996] i do izvesne mere i numericke analize [Hamming, 1973], [Stenger, 1981], [Stenger,
1993], [Lund, 1992]. Splajnovi, s druge strane i nakon nekih par decenija daljeg istraZivanja od
strane Senberga [Schoenberg, 1969], pronasli su svoj put do teorije aproksimacije [De Boor, 1972],
[Holland, 1979], [Schumaker, 1981], [Niirnberger, 1989],[De Vore, 1993],[Dyn, 2001], 1 interpo-
lacije sa sa jednom i vise promenljivih [Spdthl, 1995], [Spéth2, 1995], [Bojanov, 1993], numericke
analize [Prenter, 1975], statistike [Wahba, 1990], i drugih oblasti matematike [Ahlberg, 1967]. Sa
pojavom digitalnih kompjutera, splajnovi su dobili veliki uticaj na geometrijsko modeliranje i1 ge-
ometrijski dizajn [Lancaster, 1986], [Farin, 1988], [Dierckx, 1993], kompjutersku grafiku [Bartels,
1987], 1 ¢ak dizajn fontova [Knuth, 1979].
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Konvoluciona interpolacija od znacaja je za prakticnu primenu u sferi obrade signala i slika. Po-
cetak 1970-ih je bio period kada je digitalna obrada slika pocela ozbiljnije da se razvija. Jedna od
prvih primena zabeleZena u literaturi je bila geometrijska rektifikacija digitalnih fotografija dobi-
jenih iz prvog "Earth Resources Technology" satelita lansiranog od strane Nacionalne adminis-
tracije aeronautike i svemira Sjedinjenih Drzava 1972. Potreba za preciznijim interpolacijama u od-
nosu na standardne linearne interpolacije kod ovakve primene, dovela je do razvoja tehnike poznate
pod nazivom kubna konvolucija, u kojoj se koristi jezgro nalik na "sinc" funkciju. Jezgro se sastoji
od piecewise kubnih polinoma. Pored toga §to interpolira, ovo jezgro je dizajnirano da bude nepre-
kidno 1 da ima neprekidan prvi izvod. Kubnu konvoluciju prvi put pominje Rifman [Rifman, 1973],
o njoj detaljnije govori Sajmon [Simon, 1975], a parametarski oblik ovakvog jezgra najpre se po-

javio u radu Bernstajna [Bernstein, 1976]:

(@+2)f’ —(@+3 +1 , o<1
o(x)=1ap —5ad’ +8ax|—d4a , 1<y<2 | (1.12)
0 , |x|>2

gde je a slobodan parametar. Rifman 1 Bern$tajn u svojim radovima predlazu za izbor parametra

vrednost a=-1, dok je Sajmon predlozio a=-3/4, ili a=-1/2.

Znacajan doprinos istrazivanju o kubnoj konvolucionoj interpolaciji je i Kejsova studija iz 1981.
[Keys, 1981] koja je dala novi aproksimativno-teoretski uvid u ovu tehniku. On je koriste¢i Te-
jlorov razvoj za interpolacionu funkciju minimiziranjem greske interpolacije otkrio da je optimalni
izbor parametra o=-1/2. Za ovaj izbor parametra jezgra, kubna konvolucija daje aproksimacije tre-
¢eg reda originalne funkcije. U cilju povecanja preciznosti nastavio je da izvede kubno kon-

voluciono jezgro na ustrb veée prostorne podrske.

Druga komplementarna studija kubnog konvolucionog jezgra (1.12) je objavljena nesto kasnije
od strane Parka i Schowengerdt-a [Park, 1983]. Umesto analize svojstava jezgra u prostornom
domenu, oni su izvrsili analizu u spektralnom domenu. Razvojem spektralne karakteristike u Mak-
lorenov red uz ideju da je spektralna karakteristika jezgra dobra aproksimacija spektralne karakter-
istitke idealnog interpolacionog jezgra, tj. box funkcije, oni su predlozili kao najbolji izbor pa-
rametra a=-1/2. To jest, ovo pruza najbolju niskofrekventnu aproksimaciju “idealnom” filteru re-

konstrukcije.



2. INTERPOLACIJA

2.1 Uvod

Interpolacija predstavlja vezu izmedu diskretnih i neprekidnih funkcija, odnosno diskretnog 1
kontinualnog domena. U inzenjerstvu se ¢esto na osnovu merenja raznih veli¢ina osim izmerenih
podataka, pokusavaju odrediti i podaci koji se nalaze “izmedu” izmerenih tacaka podataka. Pomoc¢u
interpolacije se na osnovu ve¢ poznatih podataka i vrednosti odreduju nepznate meduvrednosti.
Svako izraCunavanje nove tacke izmedju dve postojece taCke podataka je interpolacija. Interpolacija
se koristi 1 prilikom odredivanja analitickog izraza neke funkcije ¢ije su vrednosti eksperimentalno
odredene na diskretnom skupu podataka. Naime, ako su poznate neke informacije o funkciji f,
definisanoj na nekom skupu X < R, na osnovu tih informacija moZze se f zameniti nekom drugom
funkcijom g na skupu X, tako da su /i g bliske u nekom smislu. Skup X je najcesce zatvoreni in-
terval oblika [a,b] ili diskretni skup tacaka. Funkcija g bira se tako da bude relativno jednostavna za
raCunanje. Interpolacija zahteva da se vrednosti funkcija 1 g podudaraju na nekom konac¢nom
skupu argumenata, tj. tacaka. Te tacke nazivaju se ¢vorovi interpolacije. Ako je rastojanje izmedu
¢vorova jednako, ¢vorovi se nazivaju ekvidistantni. Ekvidistantni ¢vorovi €ine ekvidistantnu mrezu.
Rastojanje izmedju dva ¢vora naziva se korak interpolacije, obelezava se sa &, h = d(x;x;+;). Ako je
dato n+1 tacaka a =xp < x; < - < x, =b 1 poznate su vrednosti funkcije / u tim tackama f{xo)=yy,
Sfx1)=y1,..., fxn)=yn, pri Cemu nije poznat analiticki izraz funkcije f, onda se pomocu interpolacione
funkcije g izracunavaju meduvrednosti funkcije f. Moze se pisati f{x)~g(x), ili f{x)=g(x)+e(x), gde je
e(x) greska koja se ¢ini prilikom interpolacije. Prilikom interpolacije tezi se da greska interpolacije
bude minimalna. Osim uslova o jednakosti funkcijskih vrednosti u ¢vorovima, mogu se dodati 1
uslovi o jednakosti vrednosti izvoda funkcija u ¢vorovima [Drmac, 2003], [Davis, 1963], [Raduno-

vié, 2003].
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2.2 Interpolacija polinomima

U praksi se uzima da je interpolaciona funkcija polinom stepena ne veceg od n, tj.
gx)=a,+ax +--+ax" . (2.1)

Polinom g(x) i funkcija f imaju jednake vrednosti u ¢vorovima interpolacije, tj. g(x) zadovoljava

uslov:
glx)=yog(a)=n,...8lx)=ry, (2.2)
Prethodni uslov se svodi na sistem linearnih jednacina:

a,+ax,+-+ax, =y,
n
a +ax +-+ax" =y 2.3)

n
a,tax,+--+ax, =y

n-n n

Ako je bar jedno y # 0 sistem (2.3) predstavlja nehomogeni sistem od n+1 linearnih jednacina sa

n+1 nepoznatih ao, ai, ...,a,. Determinanta sistema je:

1 xo e xg
1 e X"

p= T M 2.4)
1 x X

Sistem ¢e imati jedinstveno reSenje ako je determinanta sistema D # 0. U literaturi je ova deter-
minanta poznata kao Vandermondeova determinanta, u ¢ast francuskog matemati¢ara Vandermon-
dea (engl. A. T. Wandermonde, 1735—1796). Na taj nacin polinom g(x) definisan sa (2.2) jed-
noznacno je odreden. Kako je odredivanje koeficijenata polinoma g(x) putem izraCunavanja deter-
minanti numericki slozena procedura to su razvijene posebne interpolacione formule za odredivanje
forme, odnosno odredivanja koeficijenata ay,...,a, interpolacionog polinoma [Fraser, 1927 (1)],
[Fraser, 1927 (2)], [Joffe, 1917]. Poznate su: a) Lagranzeova, b) Njutnova, ¢) Hermiteova....... inter-
polaciona formula. Ove formule nazivaju se po imenima matematicara zasluznih za tu problematiku

(engl. Lagrange), (engl. Newton), (engl. Hermite) [Milovanovi¢, 1985].

Na SI. 2.1 prikazan je princip interpolacije funkcije f{x) polinomom f;(x) u ¢vorovima x;. Greska

interpolacije e(x)=f(x)-fz(x) polinomom prikazana je na SI. 2.2.
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0.5

e(x)

0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5
X X

SL 2.1 Interpolacija funkcije polinomom. SI. 2.2 Greska interpolacije.

2.2.1 LagranzZeov interpolacioni polinom

Interpolacija pomoc¢u Lagranzovog polinoma je postupak u kome se polaze¢i od poznatih n+1
¢vorova konstruiSe nova baza prostora. Interpolacioni polinom moZzemo odmah napisati koris¢en-

jem tzv. Lagranzeove baze {L;, i =0, 1, ..., n} prostora polinoma [Bronstejn, 1964].

Neka je funkcija f'data svojim vrednostima y; = flx;), u taCkama x; i = 0, 1, ... , n. Lagranzeov in-

terpolacioni polinom stepena n koji prolazi kroz ove tacke je:
P (x)= 2 yL,(x), (2.5)

gde je L; bazna funkcija:

(v —x e =2 Jr =6 ) o=, )

Xi —Xo )“‘(xi X )(‘xi — X )“‘(‘xi X, )

L= 2.6)
Greska Lagranzeovog interpolacionog polinoma moze se predstaviti u obliku [Milovanovié,

1985]:

(n+1) )

‘en(x1=ar£?§b (n+1()9j (e =0 Yo =1, ) = x, ) - 2.7)

U slucaju uvodenja novog ¢vora, u cilju smanjenja greske interpolacije primena Lagranzeove in-
terpolacione formule zahteva ponavljanje celokupnog racunskog postupka. Forma interpolacionog
polinoma kod koje je mnogo pogodnije dodavati ¢vorove interpolacije je Njutnov interpolacioni

polinom.
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2.2.2 Njutnov interpolacioni polinom

Njutnov interpolacioni polinom sa podeljenim razlikama ima oblik:
k=1

Pn(x)zyo+§f[x0,...,xk]l_[(x—x_/), (2.8)

j=0
gde je podeljena razlika reda k definisana sa:

f[xo]: yO’(k = 0)
Pl ]= f[xl""’xk]_f[x()’xl""’xk—l],(k —12,n) (2.9)

X = %o

Greska interpolacije moZze se svesti na LagranZeov oblik (2.7).

Interpolacione ¢vorove treba birati tako da tacka x u kojoj ra¢unamo vrednost funkcije pomocu

njenog interpolacionog polinoma bude sto bliza sredini intervala [Milovanovi¢, 1985].

2.2.2.1 Prvi Njutnov interpolacioni polinom

Kada se interpolacija izvodi na pocetku intervala koristi se Prvi Njutnov interpolacioni polinom .

Prvi Njutnov interpolacioni polinom sa podeljenim razlikama unapred ima oblik:

=~

Ak)’o
K\h* i

r

R(w)=yo+ X e (e x), (2.10)

]
o

gde su konacne razlike unapred reda & definisane sa:

Aoyi =V

: 2.11
Akyi :Akilyiﬂ _Akilyi’(kzlazz'"an) ( )

2.2.2.2 Drugi Njutnov interpolacini polinom

Drugi Njutnov interpolacioni polinom koristi se kada se interpolacija izvodi na kraju intervala.

Moze se zapisati u obliku:

n k

P()=y, + 50 ] (x-x, ) (2.12)
= KW i

gde su konacne razlike unazad reda k definisane sa:
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Voy. =y,
. 2.1
Viy =vH'y — V’HyH,(k = 1,2,...) (2.13)
2.2.3 Tejlorov polinom

Ako vrednosti argumenta xy, x1,..., X, teze sve ka broju c i ako su izvodi funkcije f(x) do reda n+1

neprekidni u ¢ Njutnov interpolacioni polinom prelazi u Tejlorov polinom:

' " (n)
7= 1)+ L - o) fzfc)(x_c)z AT (2.14)
! n!
Problem ’’najbolje’’ interpolacione formule ne moZe se postaviti uopsteno nego se moze govoriti o

najboljoj ta¢nije najpodesnijoj formuli za konkretan zadatak.
2.3 Interpolacija po segmentima (piecewise) polinomima

Povecanje broja interpolacionih ¢vorova dovodi do povecanja stepena interpolacionog polinoma.
Interpolacija funkcije polinomom visokog stepena ne daje dobre rezultate ako se ne moze birati
polozaj interpolacijskih tacaka. Kod nekih funkcija povecanje stepena interpolacionog polinoma
moze dovesti do povecéanja greske interpolacije. Poznata je Rungeova funkcija. Nemacki matemati-
ar Runge 1901. godine je konstruisao funkciju fix)=1/(1+x%) za xe[-5,5] koja ima svojstvo da niz
Njutnovih interpolacijskih polinoma na ekvidistantnoj mrezi ne konvergira prema toj funkciji kada
se broj ¢vorova poveca. Medutim ako se za istu funkciju uzme posebno odabrana mreza neekvidis-
tantnih &vorova (CebiSevljeva mreza), onda niz Njutnovih interpolacijskih polinoma konvergira
funkciji £ Osim izbora interpolacijskih ¢vorova na interpolacionu gresku znatno utice i glatkoca
funkcije koja se interpolira. Nema univerzalnog odgovora na to kako odabrati tacke interpolacije.
[Drmac, 2003]. Na intervalima male duzine interpolacija daje rezultate zadovoljavajuce tacnosti i
polinomima niZeg stepena. Zato se u praksi koriste interpolacioni polinomi nizih stepena (n < 5).
Umesto visokog stepena interpolacijskog polinoma u praksi se koristi po segmentima polinomna in-
terpolacija (engl. piecewise polynomial interpolation). Umesto jednog polinoma P,(x) definisanog
na zatvorenom intervalu [a, b], interval [a, b] podeli se na vise podintervala [xx.;, xi¢] &~=1,2,...n
koji naj¢eS¢e ne obuhvataju viSe od 4 tacke i na svakom od njih funkcija aproksimira interpola-

cionim polinomom pi(x) niskog stepena. Najcesce su to linearne funkcije ili polinomi 3. reda. Ako

zelimo aproksimirati vrednost funkcije fu tacki x € [a,b], prvo treba utvrditi izmedu kojih ¢vorova

se nalazi x, tj pronaci za koje k vazi x.;< x < x;.
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2.3.1 Po segmentima linearna interpolacija

Ako je fi[a,b] — R neprekidna funkcija i u tackama a =x¢ < x; < -+ < x, =b poznate su njene
vrednosti f{xo)=yo, f(x1)=V1,..., fixn)=yn. Na svakom podintervalu [xi;, xx] &=1,2,...n odreduje se lin-

earna funkcija, tj. polinom px(x) prvog reda koji se moze zapisati u obliku:

pex)=y g + L (- )y X € Dres . (2.15)
X = Xg—1

Na SI. 2.3 prikazan je grafik interpolacione funkcije po segmentima linearnim funkcijama.

35

O samples

30l ——linear ||

X

SI. 2.3 Linearna interpolacija po segmentima.

2.3.2 Po segmentima kubna interpolacija

Kroz svaka dva susedna interpolaciona ¢vora od ukupno (n +1) ¢vorova na intervalu [xg, X,],
provlaci se polinom 3. stepena. U praksi se najceS¢e koristi jer polinom treéeg stepena nije
komplikovan za ra¢unanje, a s druge strane dovoljno je visokog reda da njegov grafik ima intervale
rasta 1 pada 1 lokalni minimum, odnosno maksimum. Ova svojstva grafika odgovaraju opisu mnogih
inzenjerskih procesa, tj. vezi zavisnih promenljivih. Primer kubne interpolacije po delovima prika-

zan je na Sl. 2.4.
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100 :
o samples
——cubic  |f
80
60+
=
T
40+
20+
-2 0 2 4 6 8

X

SL 2.4 Kubna interpolacija po segmentima.

2.4 Splajn

Kod interpolacije, sa razli¢itim interpolacionim polinomima u pojedinim podintervalima u za-
jednickoj susednoj tacki polinomi imaju jednake funkcijske vrednosti, ali prvi izvod ima jednu
vrednost sa leve strane, a drugu sa desne strane te tacke, pa u toj tacki nije neprekidan. Zato kriva
sastavljena od delova razli¢itih polinoma nije glatka, Sto je nedostatak ovakve interpolacije. Da bi se
otklonio ovaj nedostatak potrebno je dodati uslov neprekidnosti prvog izvoda u zajednickim
tackama. Mogu se dodati 1 uslovi neprekidnosti viSih izvoda u tim tatkama. Interpolacija po seg-
mentima razli¢itim polinomima kojoj su dodati i uslovi neprekidnosti izvoda zove se splajn interpo-
lacija [Bartels, 1987]. U praksi se najceSce koristi kubni spljn. Interpolacija splajnom prikazana je

na Sl. 2.5.
2.5 Kubna konvolucija
Inerpolaciona funkcija koja je kompozicija piecewise kubnih polinoma na subintervalima [-2,-1),

[-1,-0), [0,1], (1,2] moZe se predstaviti u opStem obliku sa:

A + A+ A+ 4, . 0<p<1
r(x) =1 A+ A + A+ 4, . 1<[d<2. (2.16)
0 . >2
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Da bi dobro aproksimirala sinc funkciju interpolaciona funkcija mora da zadovolji uslove: vred-
nost interpolacione funkcije u nuli je #(0) = 1, a u interpolacionim ¢vorovima r(k) =0,za V k #01k
=+1, 2, neprekidno diferencijabilna za k =1, £2. Na osnovu definisanih uslova, tj. iz sistema lin-
earnih jednacina dobija se poznato Kejsovo jednoparametarsko jezgro koje ¢e biti opisano u nared-

noj glavi.

2.6 Interpolacija trigonometrijskim funkcijama

Za interpolaciju periodi¢nih funkcija pogodno je koristiti trigonometrijske funkcije [Radunovi¢,

2003]. Jedna od takvih formula za interpolaciju 2n-periodi¢ne funkcije je formula Hermitea:

)~ 3] e |, o)
i=0 l:QSln xi—xj

Ova formula odgovara Lagranzeovoj formuli za neperiodi¢ne funkcije. Formula se koristi se za

proizvoljan raspored ¢vorova interpolacije.

100

o samples
——spline

—-100f

s(x)

—-200¢

—-300¢}

~400 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
-2 0 2 4 6 8 10
X

SI. 2.5 Interpolacija splajnom.



3. PARAMETARSKA KONVOLUCIONA INTERPOLACIJA

3.1 Uvod

Njutn-Gausova formula iz 1812 godine predstavlja osnovu za teoriju uzorkovanja podataka 1 nji-
hovu rekonstrukciju. Tokom 19. veka studiozno se proucavaju interpolacione tehnike bazirane na
polinomima. Interpolacija polinomima je najjednostavnija, medutim za nizove duzine N > 10, kod

savremenih sistema za obradu signala nije prakticno primeniti polinom, jer je:
a) neprakticno visok red interpolacionog polinoma, tj. veliki broj ¢vorova koji se koriste,
b) sloZzen numericki postupak,
¢) dugo vreme izvrsavanja.

Sve ovo dovodi do neprimenjljivosti kod sistema za rad u realnom vremenu (engl. real-time re-
gime).

Resavanje ovih problema vodilo je ka formiranju interpolacionih funkcija niskog reda (N<7) ko-
jima se vrsi konvolucija sa nizovima podataka (semplovi koji su arhivirani) i vrSe interpolacije zZel-
jenih vrednosti. Kako bi se povecala brzina izraCunavanja u praksi se naj¢esce koristi konvoluciona

interpolacija polinomima treceg reda (kubne konvolucione funkcije odnosno konvoluciona jezgra).

Ideja je da se koristi interpolacija pomocu interpolacionog jezgra koje bi klizilo preko funkcije 1

omogucavalo interpolaciju u jednom intervalu, ¢ija duzina je odredena duzinom jezgra.

3.2 Konvolucija

Konvolucija neprekidnih funkcija f{x) 1 g(x) definiSe se slede¢im izrazom:
Fx)@g(x)=] () glc—1)dr. (3.1)

Za diskretne funkcije konvolucija je odredena izrazom:
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fn)®g(n)=3 f(k)g(n—k). (32)

k

Konvolucija koja se bazira na interpolaciji uniformno uzorkovanih podataka podrazumeva upot-
rebu konvolucionog jezgra. Ako je f'semplovana funkcija a g odgovarajuca interpolaciona funkcija,
tada je u interpolacionim ¢vorovima x; vrednost semplovane funkcije jednaka vrednosti interpola-
cione funkcije, tj. f{xx)=g(xx). Za ravnomerno rasporedene podatke mnoge interpolacione funkcije

mogu se zapisati kao:
g(X)=§fﬂ(x—xk)- (3.3)

U jednakosti (3.3), fr su parametri koji zavise od semplovanih podataka, a r je interpolaciono
jezgro. Da bi funkcija g(x) bila dobar interpolator jezgro » mora da ispunjava uslove »(0)=1 1 r(k)=0
za svaki ceo broj razli¢it od nule. Dobro poznati primer takvog jezgra je teorijski idealno, ali racu-
narski neostvarivo je sinc funkcija. Drugi primer su racunarski ostvarivi, ali teorijski daleko od
idealnog, najblizi sused i linearno interpolaciono jezgro. Kubna konvoluciona jezgra predstavljaju

kompromis izmedu ta¢nosti i numericke sloZenosti.

3.3. Parametarska konvoluciona jezgra

Konvoluciona interpolacija uniformno semplovanih podataka realizuje se primenom interpola-

cionog konvolucionog jezgra.

Kubna konvolucija prvi put se pominje u radu Rifmana [Rifman, 1973], neSto detaljnije kod Se-
jmona [Simon, 1975], dok se opsti oblik jezgra prvi put srece u radu BernsStajna [Bernstein, 1976].
Za potrbe konvolucione interpolacije razvijeno je mnogo interpolacionih jezgara. Pocev od jezgra
drugog reda (engl. quadratic kernel) [Dodgson, 1997 ]| preko treceg reda (engl. cubic kernel) [Keys,
1981] [Meijering, 2003], petog reda (engl. quintic kernel) i na dalje [Meijering, 1999].

Razli¢ita interpolaciona jezgra omogucavaju razli¢itu preciznost i efikasnost interpolacionih al-
goritama. Brzina izvrSavanja interpolacionih algoritama i njihova numericka preciznost direktno su
povezani sa izborom interpolacionog jezgra. U cilju povecanja procene interpolirane vrednosti iz-
vr§ena je parametarizacija jezgra. Parametar jezgra moguce je odrediti saglasno nekom kriterijumu
tako da se dobije najveca preciznost procene, odnosno minimizira greSka interpolacije. Tako odre-
dena vrednost parametra jezgra postaje optimalna, odnosno, jezgro je optimizovano za odredenu

problematiku [Reicherbach, 2003]. Prema broju parametara moguce je izvrsiti podelu na:

a) jedno-parametarska,
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b) dvo-parametarska i
¢) viSeparametarska jezgra.
U literaturi su definisana slede¢a parametarska konvoluciona jezgra:

a) jedno-parametarska

1) Kvadratno Dodgsonovo jezgro [Dodgson, 1997],

i1) Kejsovo 1P jezgro[Keys, 1981],

ii1) Grevilleovo 1P jezgro [Meijering, 2003],

iv) Polinomialno 1P jezgro petog reda[Meijering, 1999] ,
b) dvo-parametarska

1) Kejsovo 2P jezgro [Hanssen, 1999],

i1) Grevileovo 2P jezgro [Greville, 1944].

Autor ove doktorske disertacije je u svojim radovima, zajedno sa drugim koautorima, objavio

konstrukciju 1 optimizaciju slede¢ih jedno-parametarskih jezgara:
a) Kvadratno 1P jezgro [Savi¢l, 2014],
b) Jedno-parametarsko Polya jezgro [Milivojevicl, 2015],
¢) Polya racionalno jezgro [Savi¢2, 2015],

d) Polya kvazi racionalno jezgro [Savi¢l, 2015].

U daljem tekstu prikazani su analiti¢ki izrazi nekih znacajnih parametarskih jezgara. Izbor opti-

malnih parametara bice opisan u narednoj glavi.
3.3.1 Jednoparametarska interpolaciona jezgra

3.3.1.1 Kvadratno Dodgsonovo jezgro

U radu [Dodgson, 1997] defisano je kvadratno parametarsko interpolaciono jezgro sa:
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_2a|x|2+%(a+1) , 0<|x|g%

r(x) = 0L|x|2+(—2(x—%j|x|+%(a+l) , 1<|x|£%. (3.4)
0 L P2
2

gde je a parametara jezgra.

3.3.1.2 Kejsovo 1P jezgro,

Polaze¢i od opsSteg oblika jezgra iz BernStajnovog rada [Bernstein, 1976] Kejs u radu [Keys,
1981] studiozno proucava tehniku konvolucione interpolacije 1 jedno-parametarsko kubno interpo-

laciono jezgro definisano sa:

(+2)d’ —(a+3)d" +1 , 0<[q=1
r(x) = ol — 50" +80fd —do , 1<[x<2, (3.5)
0 , |x| >2

gde je a parametara jezgra.

U radu Kejs odreduje optimalnu vrednost parametra razvojem u red i pokazuje da je a =-0.5 op-

timalna vrednost kod procesiranja slike.

Na SI. 3.1 prikazano je Kejsovo 1P jezgro za neke vrednosti parametra jezgra.

1.2
—o=1
1t o o=—0.5]]
a=0
0.8+
0.6
g
0.41
0.2+
_02 I I i
-3 -2 -1 0 1 2 3

SL. 3.1 Kejsovo 1P jezgro za neke vrednosti parametra o.
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3.3.1.3 Grevilleovo 1P jezgro,

U radu [Meijering, 2003] opisano je Grevileovo parametarsko jezgro sa:

(a+3)x3 —(oc+5jx2 “ 0<fy<1
2 2
La—1)f —(m—ijz +£11a—4jx ~(Ba-2)  1<q=2.
r(x)=12 2 2 (3.6)
%a‘x‘3+4a‘x‘2—%a‘x‘+9a 2<|x<3
0 x| >3

Grevilleovo jedno-parametarsko jezgro prikazano je na Sl. 3.2.

T
= = =0=-3/16
““““ o=-0.8 |]
o=-0.5

0.8

0.6

0.4r

rx)

0.2

-0.21

-0.4
3

SL. 3.2 Grevilleovo jednoparametarsko jezgro za neke vrednosti parametra a.

3.3.1.4 Polinomijalno 1P jezgro petog reda

U radu [Meijering, 1999] prikazano je jedno-parametarsko interpolaciono konvoluciono jezgro

petog reda. Opsti oblik ovog jezgra je:

aso‘x‘5+---+alo‘x‘+a00 0<‘x‘£1
r(x)z a51‘x‘z+-~~+all‘x‘+am 1<‘x‘£2_ 3.7)
asz‘x‘ +---+a12‘x‘+a02 2<‘x‘£3
0 >3
Koeficijenti jezgra su:

Cl()():l , a01=66a+5, a02=-162a,
a10=0, a11=265a-15, a12=297a,
aro=-18a+45/16, a»1=45/16-392aq, a»n=-216q,

Cl3():0, as 1:2700C-10, a32=78a,
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a41=-88a+45/16, a42=-14a,

aso—- 18a+45/1 6,
ase=11a-5/16, as=aq,

a50=10a-21/1 6,

gde o predstavlja parametar jezgra.

1.2

r(k)

X Or

SL. 3.3 Interpolaciono jezgro petog reda za a= 3/64.

3.3.1.5 Kvadratno 1P jezgro
U radu [Savi¢l, 2014] definisano je kvadratno jedno-parametarsko (1P) interpolaciono jezgro sa

—|d*+1 , 0<[d<1
(3.8)

r(x)= —20c|x|2 +60c|x| —4a , 1< |x| <2
0 , |x| >2

Kvadratno 1P jezgro prikazano je na Sl. 3.4.

1 ; ; 7~ ; ;
/ \ — 0=-4/23

v o==0.5 |

o=0

0.8f y \
/ \

0.6
/

0.4}

r(x)

SL 3.4 Kvadratno 1P jezgro za neke vrednosti parametra o.
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3.3.1.6 Jedno-parametarsko Polya jezgro

U mnogim naucnim disciplinama javlja se potreba za analizom rasutih podataka (eng. scattered
data). Rasuti podaci predstavljaju skup od n neregularno rasporedenih tacaka P(x;y,), i=1, 2, ...,nu
xOy ravni. U odnosu na regularnu mrezu (eng. regular grid) tatke P; su rasporedene neregularno,
odnosno rasute su unutar ¢elija regularne mreze. Procesom regularizacije mreze, odnosno grid-
ingovanjem (eng. griding) sve tacke P; se rasporeduju u temenima regularne mreze. Time se omo-
gucava procesiranje podataka algoritmima razvijenim za podatke koji se predstavljaju regularnim
mrezama. Ovaj problem reSava se interpolacionim ili aproksimacionim algoritmima. Analiza rasutih
podataka obavlja se, pored ostalog, i radijalno baznim funkcijama (eng. radial basis function, RBF)
[Buhmann, 2003]. Osobina invarijantnosti RBF u odnosu na translaciju, rotaciju i refleksiju ¢ini ih
pogodnim za primenu kod digitalne obrade slike. Znacajne rezultate u oblasti proucavanja RBF-a
dali su Bochner i Schoenberg u svojim radovima [Bochner, 1933], [Schoenberg, 1938]. Na osnovu
njihovih teorema izvedeni su izrazi za interpolaciona jezgra koja su pogodna za interpolaciju rasutih

podataka.

Polya jezgra konstruisana su na osnovu analogije sa Polya frekventnom funkcijom [Schoenberg,

1951], odnosno sa njenom Furijeovom transformacijom [Knockaert, 2008].

U radu [Milivojevi¢l, 2015] definisano je jezgro:

—yx 2

e
k1< <k k=12..,L/2
r(0)= Y1+ oa’x H : (3.9)
0 x[>L/2

gde a predstavljaju parametar jezgra, a y pozitivnu konstantu. Interpolaciono jezgro (3.9) ne

zadovoljava uslov r(xk): 0, $to kao posledicu dovodi do toga da interpolirana funkcija ne prolazi

kroz ¢vorove. Samim tim ovako generisana funkcija predstavlja aproksimaciju funkcije.

3.3.1.7 Polya racionalno jezgro

Uvode¢i analogiju sa Polya frekventnom funkcijom, odnosno sa njenom Furijeovom transforma-

cijom dobija se izraz za parametarsko Polya racionalno jezgro [Savi¢2, 2015]:

2|2 _ —
r(x):{l/(l+oc|x| ) k1< k=l..L/2 6.10)

0 x|>L/2

gde a predstavlja parametar jezgra, a L predstavlja duzinu jezgra.
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3.3.1.8 Polya kvazi-racionalno jezgro

U radu [Savi¢l, 2015] definisano je Polya kvazi racionalno jezgro sa:

2
r(x)={1/1/1+0c2|x . k=1<[|<k k=1..L/2 G.11)

0 X[>L/2

gde a predstavlja parametar jezgra, a L predstavlja duzinu jezgra.
3.3.2 Dvo-parametarska interpolaciona jezgra

3.3.2.1 Kejsovo 2P jezgro,

U radu [Hanssen, 1999] predloZzena je modifikacija 1P Kejsovog jezgra uvodenjem drugog pa-

rametra, 1 na taj nacin formirano Kejsovo dvo-parametarsko jezgro. Analiticki oblik 2P Kejsovog

jezgra je;
(=B +2) —(a—p+3)x* +1 0<[x <1
3 2
r(x)z O‘|x| _(50‘_3[31)4 +2(8a_3BXx|_(4a_2B) 1<|x|£2’ (3.12)
Blx|" —8B|x|” +21B|x|-18B 2<|x<3
0 |x|>3

gde su a 1 f parametri jezgra. Za =0 dobija se 1P Kejsovo jezgro.

Na SI. 3.5 prikazano je Kejsovo 2P jezgro za neke vrednosti parametara jezgra a i f.

1.2 ‘ ‘ ‘ ‘ ; ; ;
- = =-0=-0.5p=0.5
1k , JR a=-0.5 =0
/ \\ 0=—-44/81 B=7/81
1
\
0.8f !
] \
1 “

0.6F !
X ! ‘|
= 1 ]

04 B : [}

1 !
|
0.2} [ )
\
o RANE ) A
L)X ! :
\ / {5 ,I
\
-0.2 i i s -’ i i i N2 i
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

SL. 3.5 Kejsovo dvo-parametarsko jezgro za neke vrednosti parametara o i p.
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3.3.2.2 Grevileovo 2P jezgro
Grevilleovo dvo-parametarsko jezgro definisano je sa [Greville, 1944]:
REPUE WO PO A 0<[=1
(a 2B+2jx (oc 2B+2jx +1
T oo (o 9 Sy (11 o N (e en 1<|x<2
2((1 B—1) (3(1 L 2jx +(2a 10B 4]x (3a—6B-2)

r(x) = 3.13
;(a—m;f+(4a—225ﬁ)x2—(221a—34ﬁ)x+(9a—3o;3) 2<pd<3 G139

LBl + Bl 208+ 29p 3<pi<4

0 ‘x‘>4

Na SI. 3.6 prikazano je Grevilleovo dvo-parametarsko jezgro za neke vrednosti parametara o i 3.

1 AT
R __ _a=-3/16
SR B=157/4032
a0 0=-0.5
R B=0.5
: 12 =0.
0.5} f:’ 1
R -
:‘, 12
g I:,’ ‘\
a '
1 v :
OFim==="7 ! ! S itatan
\s /r ‘\ - ,’
-0.5 : : :
-4 -2 0 2 4
X

SL. 3.6 Greville 2P jezgro za neke vrednosti parametara o. i f.

3.4 Tro-parametarsko kubno konvoluciono jezgro

U cilju povecanja preciznosti interpolcije, u ovoj disertaciji konstruisano je Tro-parametarsko

kubno konvoluciono jezgro (3P-PCC).

Tro-parametarsko kubno konvoluciono jezgro (3P-PCC) r(x) definisano je polinomima treceg
reda na intervalima [-4, -3), [-3, -2), [-2, -1), [-1, -0], [0,1], (1,2], (2,3], (3,4]. Opsti oblik ovog

jezgra je prikazan jednacinom (3.14).
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a3|x|3 +c12|x|2 +a1|x|+a0 Oé|x| <1
b + b, +b[x+b,  1<p{<2
r(x) = c3|x|3+c2|x|2+cl|x|+c0 2<|x|£3- (3.14)
dx[ +d,[d* +d+d,  3<p{<4
0 x> 4
Pretpostavimo da interpolaciono jezgro zadovoljava sledece uslove
r0)=1=a,=1
r(l)zO =a,+a,+a +a,=0
#(2)=0 = 8b, +4b, +2b, +b, =0 (3.15)
7(3)=0 = 27¢,+9¢, + 3¢, +¢, =0
#(4)=0 = 64d, +16d, +4d, +d, =0
lim r(x): lim r(x):> a,+a,+a +a,=b;+b,+b +b,, (3.16)
x—1" x—1* .
lim 7(x)= lim r(x)=> 8b, +4b, +2b, + b, =8¢, + 4c, + 2¢, + ¢, , (3.17)
x—2" x—2" .
lim r(x)= lim r(x)= 27¢, +9¢, + 3¢, + ¢, = 27d, + dc, +3d, + d,, (3.18)
r(0)=0=4,=0, (3.19)
lirlr} r(x)= lirlr} ¥ (x)= a, +2a, +a, =3b, + 2b, +b,, (3.20)
lim r'(x) = lim r'(x) = 12b, +4b, + b, =12¢, + 4c, + ¢, (3.21)
x—2" x—2* .
lim r(x)= lim ¥(x)= 27¢, + 6¢, + ¢, =27d, + 6d, +d,, (3.22)
r(4)=0=48d, +8d, +d, =0. (3.23)

Uslovi (3.15)-(3.23) predstavljaju sistem linearnih jednacina. Sistem ima 13 jednacina i 16

nepoznatih. Otuda tri promenljive mogu biti proizvoljne (bs=a, c3= 1 d3=y). ReSenja ovog sistema

su:
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a,=la =0;a,=—0+PB-y-3;a;, =0 —PB+y+2; (3.24)

by =—4a+2p-2y;b, =8a—-3B+3y;b, =—5S0+PB—-v;b, =a; (3.25)
¢, =—18B+6v;¢c, =21 -5y;¢, =8B +v;¢, =PB; (3.26)
d,=-48y;d, =40y;d, =—-1ly;d, =v, (3.27)

gde su a, f 1 yproizvoljni realni brojevi. Zamenom jednakosti (3.24)-(3.27) u (3.14) 3P- PCC jezgro

moze se zapisati u obliku:
(—B+y+2)d” +(~a+B-y-3) +1

apf’ +(=50-B-y)d’ +Ba-3p+3y ) +(-4a+2p-2y)  1<[d<2

r(x) = B’ +(=8B+7)* +(21B—5y)d +(~188+67) 2<|q<3 (3.28)
v —11yja]” +40y]x — 48 3<|x<4
0 ‘x‘ >4

Za vrednost parametra y =0 dobija se Kejsovo dvo-parametaesko jezgro, a za ¥ =0 i f =0 dobija

se Kejsovo jednoparametarsko jezgro. Na Sl. 3.7 prikazano je tro-parametarsko jezgro za razne

vrednosti parametara a, S 1 7.

1.2 :
o=-0.5
1| A
I' \ v=0.5
0.8¢ ,’ \ oa=—0.61}
; 'I‘ ————— $=0.15
06 ! ) 1=—0.02
= L
0.4 b ':
ro
0.2} ;' '
N ’, \ N
O T L\‘ . lsy.\\\‘[i \\\:\,,"\\ ~/’I-. Bt
-0.2 ;
-5 0 5
X

SI. 3.7 Tro-parametarsko jezgro za neke vrednosti parametara a, f i y.



4. OPTIMIZACIJA PARAMETARA INTERPOLACIONIH JEZGARA

4.1 Uvod

Teorijski idealno interpolaciono jezgro oblika sin(mx)/(mx) definisano je na intervalu (— oo,oo).
Zbog svoje beskonacne duzine fizicki je neostvarljivo. Skracivanje jezgra prozorskom funkcijom
dovodi do promene spektralne karakteristike jezgra. Javlja se talasavost karakteristike. Postavlja se
pitanje da li je moguce skratiti jezgro na prihvatljivu duzinu 1 izvrSiti njegovu modifikaciju sa
ciljem dobijanja optimalnih rezultata po nekom kriterijjumu. Zbog toga se vrSi parametarizacija
jezgra i odredivanje vrednosti parametra tako da se dobijaju optimalni rezultati.

Optimizacija parametra vrsi se u:

a) vremenskom 1/ili

b) frekvencijskom domenu.

Optimizacija u vremenskom domenu podrazumeva podeSavanje parametara jezgra tako da vre-
menski oblik konvolucionog jezgra $to bolje aproksimira oblik idealnog jezgra oblika sin(Ttx)/(mx).

U [Keys, 1981] izvrSena je optimizacija Kejsovog 1P jezgra u vremenskom domenu.

Pravougaona funkcija (Box funkcija) je spektralna karakteristika teorijski idealnog
interpolacionog jezgra oblika sin(mx)/(mx). Kod parametarskih jezgara promenom parametra jezgra
moguce je u velikoj meri spektralnu karakteristiku uciniti slicnom sa box funkcijom [Pianykh,

2012]. Optimizaciju je moguce izvrsiti prema razli¢itim kriterijumima:
a) smamjenje talasavosti spektralne karakteristike primenom Tejlorovog razvoja,
b) minimiziranje greske spektralne karakteristike u propusnom i nepropusnom opsegu,

¢) na osnovu nagiba spektralne karakteristike.
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4.2 Idealno interpolaciono jezgro

4.2.1 Vremenski oblik

Pri obradi signala ¢esto je potrebno vrsiti D/A konverziju tj. na osnovu uzoraka x,(¢) konstruisati
neprekidnu funkcija x(¢). Na osnovu teoreme o uzorkovanju, signal je moguce rekonstruisati preko
konvolucije sa sinc funcijom u prostornom domenu. Na taj na¢in u spektralnom domenu bice iz-
vr§eno mnozenje sa pravougaonom funkcijom. Pri rekonstrukciji funkcije razmatra se i spektar
uzorkovanih podataka. Furijeova transformacija pruza informacije o spektralnom sadrzaju anal-
iziranog signala. Box funkcija i funkcija sinc(x)=sin(mx)/(mx) predstavljaju Furijeov transformacioni

par. Furijeova transformacija pravougaone (box) funkcije je sinc funkcija.
1/2 int _e—im B Sin(ﬂ:t)

27t )= Oob il ge —ianft g _ €
X( m) ’J;’ e / flj/ze 4 2imt it

4.1)

Po teoriji uzorkovanja kardinalni sinus, odnosno sinc funkcija predstavlja idealno interpolaciono
jezgro. Medutim zbog svoje beskona¢ne duZine ovo jezgro nije ostvarivo. Odsecanje funkcije, tj de-
finisanost na konacnom segmentu, izaziva talasavost njene spektralne karakteristike (box funkcija).
Graficki prikaz odseCene sinc funkcije i njene spektralne karakteristike na segmentu a) [-3, 3], b) [-

10, 10], ¢) [-50, 50], d) [-100, 100] dat je na SI. 4.1 i SI. 4.2

4.2.2 Amplitudska karakteristika

Amplitudska karakteristika idealnog interpolacionog jezgra je pravougaona Hp (box) funkcija:

H, ={1’ < (42)

0, f<|f]<U

gde f. predstavlja grani¢nu ucestanost.

4.2.3 Fizi¢ka ostvarljivost

Interpolaciono jezgro je oblika sin(mx)/(mx) i definisano je na intervalu (— oo,oo). Spektralna

karakteristika je pravougaona funkcija, koja je u propusnom i nepropusnom opsegu idealno ravna,
dok je prelazna oblast je beskonacno uska. Nije moguce prakticno realizovati interpolaciono jezgro

sa ovakvim karakteristikama.
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SL 4.1 Sinc funkcija na razlicitim segmentima a) [-3, 3], b) [-10, 10], ¢) [-50, 50], d) [-100, 100].
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Sl. 4.2 Box funkcija i spektralne karakteristike odsecene sinc funkcije na razlicitim segmentima

a) [-3, 3], b) [-10, 10], c¢) [-50, 50], d) [-100, 100].
4.2.4 Realno ostvarljiva interpolaciona jezgra

Idealno jezgro oblika sin(mx)/(mx) 1 sa granicama (— oo,oo) nije fizicki ostvarljivo. Fizicka ost-
varljivost podrazumeva konacno trajanje, odnosno kona¢nu duzinu jezgra. Pred konstruktorom

jezgra postavljaju se zadaci:
a) jezgro treba da je Sto krace,
b) vremenski oblik treba da je Sto prostiji,
¢) da je mala talasavost u propusnom i nepropusnom opsegu,
d) veliki nagib spektralne karakteristike u prelaznoj oblasti.

U narednim poglavljima biée izvrSena optimizacija parametara jezgara i to:

a) Kvadratnog 1P jezgra,
b) Kejsovih 1P i 2P jezgara,
c¢) Grevilleovih 1P i 2P jezgara,

d) Tro-parametarskog jezgra.

4.3 Algoritam minimiziranja talasavosti spektralne karakteristike

U ovom poglavlju bi¢e opisan algoritam odredivanja optimalnih parametara n-parametarskog

jezgra r(x) u spektralnom domenu minimiziranjem talasavosti spektralne karakteristike.
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Algoritam se sastoji iz slede¢ih koraka:

Korak 1: Razlaganje jezgra r(x) na komponente:
rlx) =y (x)+ ani(x) + By (x)+-+ G, (), (4.3)
Korak 2: Primena Furijeove transformacije nad jezgrom,

H(f)=FT(r(x))= FT(r,(x)+ oz (x)+-+Cr, (x)) =

FT(r (2))+ aFT(r () 4+ CFT( (v) 4
tj. nad komponentama jezgra,
H,(f)= [n(xe > dx, 0<k<n, @4.5)

Korak 3: Odredivanje Tejlorovog razvoja u okolini /=0 (Maklorenov red) komponenata jezgra;

Hy(f)=cy+cf(mf )+ es(nf ) +ei(nf ) +ci(nf) +-+- 0<k<n (4.6)

Korak 4: Odredivanje Tejlorovog razvoja spektralne karakteristike,

HT(f):HTO(f)+aHTl(f)+"'+CHTn(f) > 4.7)

Korak 5: Eliminacija dejstva dominantnih ¢lanova spektralne karakteristike.

4.4 Optimizacija parametra kvadratnog 1P jezgra

U ovoj sekeiji izvrSena je optimizacija parametra kvadratnog 1P jezgra u spektralnom domenu.
Optimizacija je izvrSena minimiziranjem talasavosti spektralne karakteristike. Saglasno algoritmu iz

sekcije 4.3, kvadratno 1P jezgro (3.8) moZe se se razloziti u obliku zbira komponenata:
r{x)=ry(x)+ o (x), (4.8)

gde su:

3 —|x|2+1 ) |3C|Sl
’Aﬂ—{ 0o k1 (4.9)
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0 RS
n(x)=1-2" +6]x-4 , 1<[x<2, (4.10)
0 . H>2

komponente jezgra.

Primenom Furijeove transformacije nad jezgrom r(x) (3.8) dobija se spektralna karakteristika

jezgra:
H(f)= [r(x}e>™dx. 4.11)
Kako je
H(f)=FI(r(x)= FT(r; (x)+ ar (x)) = FT(r (x))+ o T (1;(x)), (4.12)
sledi da je
H(f)=H,(f)+aH,(f), (4.13)
gde su:
Hy(f)= [r, (el dx, (4.14)
i
H,(f)= [n(x}dx, (4.15)

—00

spektralne komponente jezgra. Primenom Ojlerove formule:
e™ = cos(2mxf ) —isin(2mxf), (4.16)

1 definicije (4.9) spektralna komponenta Hy moze se predstaviti kao zbir odredenih intgrala:

(—x2 + l)cos(27cxf)dx —i(j(— X%+ 1)sin(2rcxf)dx
(— x* + 1)cos(2nxf)dx —~ ii (—x2 + l)sin(ZTfo)dx |

0

—_—c

Ho(f):
4.17)

+
O — =

Primenom parcijalne integracije i odgovarajucih trigonometrijskih jednakosti spektralna kompo-

nenta Hy moze se zapisati u obliku:
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_ sin(2nf) — 2nf cos(2mf)

H,(f) 2 (4.18)
Analogno, spektralna komponenta H;, s obzirom na definiciju (4.10), je:
—1 -1
H,(f)= [(~2x> = 6x—4)cos(2mef dx —i [ (- 2x> — 6 — 4 )sin(2mxf )dx
-2 -2
, , (4.19)
+ j(— 2x° +6x—4 )cos(anf)dx —if (— 2x° +6x— 4)sin(2nxf)dx
1 1
Izra¢unavanjem odredenih integrala dobija se:
. o ) s 2 _
- sin(4nf ) —sin(2nf )+ sin® (2nf )+ 27f sin*(nf ) -1 ' (4.20)

1 7_[3 f3
Nakon razvoja u Tejlorov red u okolini /=0 (Maklorenov red) spektralne komponente Hy i H;

dobijaju oblik:

4 8 > 8 s 16 6
Hyolf) =5 =5 ) + 155 ) =g () ey (4.21)
i
2 46, v 268, v 2582
Hy(f)=3 -5 0 f + 105 ) —Seag )+ (4.22)

Sada se spektralna karakteristika jezgra moze zapisati u obliku:

H(f)=2 @+ o) -2 (4 + 23a)(rf }
3 15

A o, N (4.23)

+ﬁ(2+67a)(nf) —ﬁ(8+1291a)(nf) T

U cilju smanjenja talasavosti spektralne karakteristike u propusnom opsegu treba eliminisati de-

jstvo kvadratnog ¢lana. Potrebno je da koeficijent uz drugi ¢lan razvoja spektralne karakteristike Hr

(/) bude jednak nuli, odakle je:

4
23a+4=0 = cx=0t0pt=—5. (4.24)
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4.5 Optimizacija parametra Kejsovog 1P jezgra

4.5.1 Minimiziranje interpolacione greSke u prostornom domenu

U [Keys, 1981] je prikazan algoritam odredivanja optimalnog parametra jezgra minimiziranjem
interpolacione greSke. Interpolaciona greska je definisana kao razlika izmedu uzorkovane funkcije

f(x) 1 interpolacione funkcije g(x). Interpolaciona funkcija g(x) predstavljena je u sledecem obliku:

glx)= chr[x_x"j, (4.25)

gde je ¢, vrednost interpolacione funkcije u interpolacionom ¢voru xi,  interpolaciono jezgro, a A

korak semplovanja, 4= x;-x.;. Vrednost interpolacione funkcije u interpolacionom ¢voru x;je:

glx; )= ZCkr(Mj _ zck{@j - %“ckr( j—k). (4.26)

k
Generalno, interpolaciona funkcija (4.25) moze se prikazati kao:
glx)= ;ckr(s +j—k), 4.27)
gde je s=(x- x))/h, 0<s<1, (x- xx)/h=(x- x;+ x4-x;)/h =s+j-k. Uzimajuci u obzir da je jezgro izvan in-
tervala [-2,2] jednako nuli (4.27) se moze zapisati u obliku:
g(x) = cHr(s + 1)+ cjr(s)+ c_Mr(s - 1)+ cj+2r(s - 2). (4.28)
Zamenom (jna jezgra) u (4.28) dobija se:

g(x)=c,, (as® —as” + o)+ cj((oc +2)s* + (o +3)s> +1)+
3 2 3 2\’ (4.29)
C i (— (OL + 2)s + (20c + 3)s + ocs)+ Cii (— os” +os )
Uz pretpostavku da interpolirana funkcija f'ima na intervalu [x;, x;+;] neprekidne izvode najmanje

treceg reda, primenom Tejlorovog razvoja na interpoliranu funkciju u okolini x; dobija se:

f(X)Zf(xj)+f'(x,)(x—xj)+f"(xj)@+o(h3), (4.30)

gde je O(h3 ) ostatak razvoja, odnosno greska aproksimacije. Kako je (x- x;)=sh sledi:

1601l sl b L), o) @
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Koeficijenti (4.29) cj.4, ... ,¢j+2, odreduju se iz (4.30) zamenom x sa x;.;, ... X;+2 respektivno, nakon

Sega se interpolaciona funkcija moze se zapisati u obliku:
g(x) =—Qa+ D2 (¢, Jo+ 10, 1 J5* +
{(6& + 3)f'(xj o+ (40 + 3)f"(xj )%2}2 +. (4.32)
21'(x, Jos + £ (x, )+ O
Greska interpolacije odreduje se kao razlika:

/(%)= gx) = o DR (e Jo £ W25 = a e 13 (v o 21 (v, 22

+ 200+ 1)shf"(x, )+ O (4.33)

Kod rekonstruisanja funkcije polinomom stepena n>3 izborom parametra « moguce je obezediti

da interpolaciona funkcija ne pravi gresku do tre¢eg reda. Na osnovu (4.33) zakljucuje se da je:

20+41=0 = a=a,, =-05. (4.34)
4.5.2 Minimiziranje talasavosti spektralne karakteristike

U radu [Park, 1983] prikazana je optimizacija Kejsovog 1P jezgra u spektralnom domenu. Jezgro

r definisano jednac¢inom (3.5) moze se zapisati u obliku zbira komponenata:

r(x)=ry(x)+an(x), (4.35)
gde su:
P R R B
Vo(x)_{ . 1 (4.36)
1
kL K<
rl(x): |)c|3 - 5|x|2 + 8|x| -4 , 1< |x| <2. (4.37)
0 , |x| >2

Komponente Kejsovog 1P jezgra (ry) 1 (r;) prikazane su na Sl. 4.3.

Primenom Furijeove transformacije nad jezgrom r(x) (3.5) dobija se spektralna karakteristika

jezgra:
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H(F)= [r(p ™ de = H,(7) ot (1), (4.38)
gde su:
H,(f)= Tr (x)>™dx, (4.39)
i
H(f)= [r(x)e >, (4.40)

—00

spektralne komponente jezgra.

2
o
o

-3 -2

SL 4.3 KomponenteKejsovog 1P jezgra a) ro i b) r;.

Uzimaju¢éi u obzir definiciju (4.36) komponente »y spektralna komponenta Hy mozZe se zapisati u
obliku:

0 1 )
Hy(f)= I(— 2x° —x° +1¥‘2”ﬁdx+f(2x3 -x"+ lk_sz’dx. 4.41)
0

-1

Nakon primene Ojlerove formule jednakost (4.41) dobija oblik:

0
Hy(f)= J(— 2x° = x* + IXCOS(ZTDCf) —isin(2mxf))dx
1 - (4.42)
+ j(2x3 -x*+ IXCOS(zTUCf)— isin(2mxf ) )dx
0
Primenom parcijalne integracije 1 odgovarajucih trigonometrijskih transformacija, jednakost

(4.42) moze se zapisati u obliku:
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_ 6sin’(nf ) 3nf sin(2nf)
- 27‘C4f4

H,(f) . (4.43)

Analogno, spektralna komponenta H; (jednakost (4.40) ) s obzirom na definiciju (4.37) kompo-

nente ; dobija oblik:

H/(f)= ]1(— x* —5x% —8x— 4Xcos(2nxf)— isin(2mxf ))ddx +

-2

(— x*—x? Xcos(2nxf )—isin(2mxf ))dx +

—_—o

I (4.44)
j(x3 —x Xcos(anf)— isin(2mxf ))dx +
0
2
j'()c3 —5x% +8x— 4Xcos(2nxf)— isin(2mxf ))dx
1
Nakon izra¢unavanja odredenih integrala jednakost (4.44) dobija oblik:
H(f)= 3sin’(2nf)— 4nf sin(2nf )—sin(4nf ) | (4.45)

2Tc4f4

Na SI. 4.4 prikazane su spektralna karakteristika, H, 1 spektralne komponente, Hy i H; 1P Kejso-

vog interpolacionog jezgra.

1.2

1

0.8f

0.6

H(f)

0.4
0.2
0,

-0.2¢

-0.4 ‘ ‘ ‘ ‘
0 02 04 06 08 1

f

Sl. 4.4 Spektralna karakteristika Kejsovog 1P jezgra, H, i njene komponente Hy i H,.
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Razvojem u Tejlorov red u okolini /=0 (Maklorenov red) spektralne komponente H, i H; dobi-

jaju oblik:
Hyo(£)=1= 2 (f ¥+ (f ) - 4.46
ro =TSV 35 ' (4.46)
i
8 , 16 4
Hy(f)==5 () 435 () oo (4.47)

Konacno, Tejlorov razvoj spektralne karakteristike je:

H,(f)=H,(f)+oH, (f)=1 —%(m +1)nf ) + %(1&1 +1)mf ) 4o (4.48)

U radu [Park, 1983], u cilju smanjenja talasavosti funkcije u propusnom opsegu predlozeno je da
koeficijent uz drugi ¢lan Tejlorovog razvoja spektralne karakteristike H7( ) bude jednak nuli,

odakle je:

20+1=0 = a=0, =-05. (4.49)

4.5.3 Minimiziranje greske sli¢nosti spektralnih karakteristika

Polazi se od ideje da spektralna karakteristika jezgra, H( ') bude dobra aproksimacija karakter-
istike idealnog interpolacionog jezgra oblika sin(mx)/(1x) u propusnom i nepropusnom opsegu (Box
funkcija Hp( f')). Razlika spektralnih karakteristika H( /') i Hg( /') predstavlja gresku sli¢nosti spek-
tralnih karakteristika. Minimiziranjem greske sli¢nosti moguce je odrediti optimalnu vrednost pa-
rametra jezgra [Milivojevi¢l, 2016]. Spektralna karakteristika jezgra sin(mx)/(mx) je idealna pra-
vougaona funkcija Hg( /) koja ima vrednost 1 u intervalu [0-0.5] 1 vrednost 0 u intervalu [0.5-1].

Ukupna srednje kvadratna greska tada je:
=01 ar =2 ()=t Yo =2{ it Joatrfar | aso

Prelaskom sa kontinualne frekventne ose na diskretnu, podelom segmenta [0-1] na M segmenata,

diskretni oblik srednje kvadratne greske (MSE) je:
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MSE =51, (£)-H(LY =

1 MT 2 1 M 2
— §| H(f,) v A;l+|O—H(fk)| . (4.51)

k=——+1

S obzirom da je:

H(f)=H,(f)+oH,(f)=H(f,a), (4.52)

srednja kvadratna greSka MSE je zavisna od parametra a. Optimalna vrednost parametra o odredena
je na osnovu pozicije minimalne vrednosti MSE(a), a,,~-1.3. Zavisnost MSE(a) u opsegu a=(-3,1)

prikazana je na Sl. 4.5.

0.14 T T T T T T T

0.12

002 1 1 1 1 1 I 1
-3

SL. 4.5 Zavisnost MSE od parametra o.

Na SI. 4.6 prikazane su spektralne karakteristike Hy;y,e, H(f, -0.5) 1 H(f, -1.3).
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SL. 4.6 Spektralne karakteristike idealnog interpolacionog jezgra i Kejsovog 1P jezgra.

1.2

0.8f

0.6

0.4r

0.2f

-0.2

H sinc
- ==H-05
H-1.3

0.2

0.4

0.6

0.8

4.5.4 Minimiziranje razlike izvoda spektralnih karakteristika

U ovoj sekciji prikazan je originalni algoritam odredivanja optimalnog parametra 1P Kejsovog

jezgra diferenciranjem spektralne karakteristike (DSC Algoritam) [Milivojevi¢3, 2016]. Sa idejom

da prvi izvod spektralne karakteristike 1P Kejsovog jezgra bude dobra aproksimacija prvog izvoda

box funkcije i minimiziranjem njihove razlike odredena je optimalna vrednost parametra jezgra

(0opr)-

Diferenciranjem (4.38) dobija se:

()~ DA 1 ()t (1)1

gde su:

H'OZ_

72_4

(2sin?(fz)+ fsin(2/7))+ T

) (_ 2 fr* cos(2 fr)+ 7Z'Sin(2f7l')),

H'\ = ﬁ (4 Sil’l(Zfﬂ')— 5 sin(4f7r))f_3—j2 (2 cos(2f7r)+ cos(2f7z))+

komponente izvoda spektralne karakteristike.

e sin’ 2 ) prldsin(a ) sinla )

(4.53)

(4.54)

(4.55)



Glava 4 Optimizacija parametara interpolacionih jezgara 49

Uzimajuéi u obzir ¢injenicu da se box funkcija Hp( /) moze predstaviti kao razlika dve Hevisa-

jdove step funkcije:
Hy(f)=Hy(f)-Hpy(f -0.5), (4.56)

prelaskom sa kontinualne frekventne ose f € [0-1] na diskretnu 4, gde je 0<k<M-1, izvod funkcije

Hp(f), je razlika dve Dirakove jedini¢ne funkcije

(k) 8(/( - {% D : (4.57)

H' (k)

Srednja kvadratna greska je:

Mz—l

1 , /
Ve |H (ko) — H(k, o) (4.58)

MSE(a) =

Na slici Sl. 4.7 prikazana je zavisnost MSE od parametra a. Optimalna vrednost parametra a

odredena je na osnovu pozicije minimalne vrednosti MSE(a), ,,=0.35.

1.6

1.4

1.27

=2 -1 0 1 2
o

Sl 4.7 Zavisnost MSE od parametra Kejsovog 1P jezgra

4.6 Optimizacija parametra Kejsovog 2P jezgra

Optimizacija parametara Kejsovog 2P jezgra bice izvrSena u spektralnom domenu. Optimalni pa-
rametri jezgra bi¢e odredeni primenom algoritma za minimiziranje talasavosti spektralne karakter-

istike i minimiziranjem greske sli¢nosti spektralnih karakteristika.
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4.6.1 Minimiziranje talasavosti spektralne karakteristike
Kejsovo 2P jezgro r definisano jednacinom (3.12) moze se zapisati u obliku zbira komponenata:
r(x) =7, (x)+ o (x) + B (x). (4.59)

Komponente (ry) 1 (r;) definisane su jednacinama (4.36) i (4.37), dok je () definisana sa:

2

|x|3—|x s O<|X|Sl
()= " =3+ 2, 1<[x|<2 (4.60)
? o’ — 8" + 21618, 2<[x[<3 '
0; 3<|X|

Komponente jezgra prikazane su na Sl. 4.8.

)
r l(x) i
r,9

0.8r

0.6r

0.4r

0.2r

_0.2,

-0.4
4

Sl. 4.8 Komponente Kejsovog 2P jezgra.

Primenom Furijeove transformacije nad jezgrom r(x) (3.12) dobija se spektralna karakteristika

jezgra
H(f)= [r(xl ™ dx = H,(f)+ o, (f )+ BH, (1), @.61)

gde su:

Hy(f)= Jr, (x>, (4.62)
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H,(f)= [r(x)e>dx, (4.63)
Hy(f)= [ (x> dx, (4.64)

spektralne komponente jezgra. Spektralne komponente Hy i H; predstavljene su jednakostima (4.43)

1(4.45), dok se komponenta H, moze se zapisati u obliku:

_ 3(sin®(3nf ) —sin?(2nf ) —sin? (nf ) + f (3 sin(27f ) — 3sin(4nf ) - sin(67f )

H,(f) gy . (469)

Razvojem u Tejlorov red u okolini /=0 (Maklorenov red) spektralna komponenta H> dobijaja ob-

lik:

8 272

Hypy(f)= =50 f = o5 W)+ (4.66)

Tejlorov razvoj spektralne karakteristike je:

HT(f):HTO(f)—i_aHTl(f)—i_BHTZ(f):

: 4.
1- %(m +2B+1)nf ) + é(48a +272B+3)nf ) +--- (4.67)
Eliminacija dejstva dva dominantna ¢lana postize se izborom:
2004+ 2B+1=01 48a+272+3=0. (4.68)

Resavanjem ovog sistema dobijaju se optimalne vrednosti parametara Kejsovog 2P jezgra:
19 . 3
a=0 =——1 B=B  =—. 4.69
w3y 1 BB =7 (4.69)

4.6.2 Minimiziranje greske slicnosti spektralnih karakteristika

Optimalna vrednost parametara Kejsovog 2P jezgra odredena je minimiziranjem greske odstu-

panja spektralne karakteristike jezgra u odnosu na box funkciju Hg( /) [Milivojevic2, 2016].

S obzirom da je spektralna karakteristika jezgra:
H(f)=Hy(f)+ ot (f)+BH,(f)=H(f,0.B), (4.70)

to je srednja kvadratna greSka MSE (jednacina (4.51)) zavisna od parametara o 1 3.
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H()a Hla H2a Bmina Bmaxa AB: Olmins
Ovm_axa Aa: fmina fmgxa Af

v

N=1/Af

v

MSET e1y=0

v

FOR B: Bmin AB . Bmax

v

FOR 0= Olpin 1A © Opax

v

FOR f= i, :Af : fiax

v

H(H=Ho(H)+oH,(H)+BH,(f)

MSETtempZMSETtemp
+1-H(H)

MSETtempZMSETtemp
+0-H(f)

¢

MSET(G B) MSETtemp

i

MSETmll’h amma Bmm

=min(MSET)

v

\ MSETrmm Qopts ﬁopt

SL. 4.9 Algoritam procene optimalnih parametara 2P jezgra.
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Algoritam procene optimalnih parametara aqp 1 Bopt Kejsovog 2P jezgra u spektralnom domenu
prikazan je na Sl. 4.9. Ulazni parametri su spektralne komponente Hy, H; 1 H, (jednacine (4.43),
(4.45) 1 (4.65)), opseg parametra o (Omin, Omax), iterativni korak Aa, opseg parametra B (Bmin, Pmax)s
iterativni korak AP, i opseg normalizovane frekvencije f ( fmin, fmax ), iterativni korak Af .Izlazne
vrednosti su Gopi, PBopt 1 minimalna vrednost MSET . Zavisnost MSE(a, ) u opsegu a=(-3;-1) 1 f=(-

1;0.5) prikazana je na SI. 4.10.

0.2

0.15

MSET(0.,B)

Sl. 4.10 Totalna srednja kvadratna greska izmedju amplitudske karakteristike 2P Kejsovog jezgra,
H, iidealne Hg spektralne karakteristike u zavisnosti od parametara o, f.

Optimalna vrednost parametara a 1 B (0lop=-1.9 1 Bop=-0.4) odredena je na osnovu pozicije mini-

malne vrednosti MSE(a, B).
4.7 Optimizacija parametra Grevilleovog 1P jezgra

4.7.1 Minimiziranje talasavosti spektralne karakteristike

Komponente Grevilleovog jednoparametarskog jezgra su:
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S 2R L <
2 2
)=~ h + 2hf 42, 1<i<2, @71)
0 , |x|>2
i
|x|3—|x2; 0S|X|S1
I 2 11
—|x =3+ =[x -3 1<[x|<2
rl(x): 2 2 . (4.72)
__| | 4|x| ——|x|+9, 2<[x|<3
3S|X|

)

Komponente Grevilleovog jezgra prikazane su na Sl. 4.11

1.2

0.8f

0.6

0.4r

0.2r =

-0.2 i i i i

r,(9

- ==X}

SL 4.11 Komponente ry i r; Grevilleovog jednoparametarskog jezgra.

Primenom Furijeove transformacije nad komponentama (7y) i (r;), uzimajuci u obzir definisanost

komponenti jezgra, tj. jednakosti (4.71) 1 (4.72) spektralne komponente Grevileovog 1P jezgra Hj i

H; mogu se zapisati respektivno:
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—1 -1
H,(f)= jz Gf +%x2 +4x+ 2) cos(2mxf )dx —i j2 Gf +§x2 +4x+ 2]sin(2nxf)dx
9 3 3 5 2 3 5 2 .
+ | X X +1}cos(2nxf)dx—zj[—5x 5% +1js1n(2nxf)dx
A ; o S : (4.73)
+j(5 : ——x +1jcos(2nxf)dx—zj(5x - +1jcos(2nxf)
0 0
o1 1 5
+j(—— +=x —4x+2jcos(2nxf)dx—lj(——x +—x —4x+2js1n(2nxf)
L2 2 2 2
i
HEEE , 21
H/(f)= [ Ex +4x +7x+9 cos(2mxf )dx —
-3
A1 , 21 .
if| = +4x* + ==x+9 |sin(2mxf )dx +
32 2
1, , 11
j[——x —3x* ——x- 3jcos(2nxf)dx —~
2 2
S , 11 :
i j(—ax —3x et 3)sm(2nxf)dx +
0 0
I(— x*—x? )cos(27cxf)dx - ij(— x> —x’ )sin(27cxf)dx +
! B (4.74)

1

.[(x3 - X )cos(ZTcxf)dx - lj (x - X )cos(27:xf)a’x +

0

21 11

I(Ex 3% +— 7% 3Jcos(27cxf)dx—
1

2
if Gf —3x’ +1—21x —3jsin(27cxf)dx +
1

31, o, 21
j(——x +4x ——x+9jcos(27r.xf)dx—
L 2 2

3

ij(— %x3 +4x° — %x + 9jsin(2nxf)dx
2

Nakon izracunavanja odredenih integrala, primenom parcijalne integracije i odgovarajucih trigo-

nometrijskih jednakosti spektralne komponente Hy 1 H; mogu se zapisati u obliku:

3sin*(nf) — nf sin’ (nf ) sin(2nf )

Hy(f)= T

(4.75)
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) _ sin(mtf’) sin(27f) - (3 sin(ntf)sin(2nf") — 6mf sin(nf) + 4nf sin’ (ch))

H,(f —y : (4.76)

Na SI. 4.12 prikazane su spektralne komponente Grevilleovog jednoparametarskog interpolacio-

nog jezgra.

0.8

0.6

0.4

0.2

-0.2

_04 i i i i

Sl. 4.12 Spektralne komponente Grevilleovog jednoparametarskog interpolacionog jezgra: Hy i
H;.
Nakon razvoja u Tejlorov red u okolini /=0 spektralne komponente dobijaju oblik:

1 62

4 68 6 8
Hyo(f)=1=5(f ) + s = s (wf ey (4.77)
i
16, o 80, g 3056,
Hi(f)= =50 ) + SN = s (wf e (4.78)

Tejlorov razvoj spektralne karakteristike je:
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HT(f):HTO(f)+aHT1(f)

1(16 s 417 6 2 g (4.79)
=l-——| —a+l|nf) +—| —a+20|nf) ———U521a +31)\nf ) ---
o) o i o 20| - 205200431
Eliminacijom dejstva kvadratnog ¢lana dobija se optimalni parametar jezgra:
16 3
—a+l=0 = a=0,=—-———. 4.80
3 opt 16 ( )

4.7.2 Minimiziranje greske sli¢nosti spektralnih karakteristika

Minimiziranjem greske spektralne karakteristike u propusnom i nepropusnom opsegu u odnosu
na spektralnu karakteristiku idealnog interpolacionog jezgra oblika sin(nx)/ 7x primenjujuci analo-
gan postupak iz sekcije 4.5.3 odredena je ukupna srednje kvadratna greSka aproksimacije spektralne
karakteristike Grevilleovog 1P jezgra i box funkcije. Kako spektralna karakteristika zavisi od pa-
rametra o to ¢e 1 MSE zavisiti od a. Minimiziranjem srednje kvadratne greSke odredena je opti-

malna vrednost parametra jezgra. Zavisnost MSE(«) prikazana je na SI. 4.13.

0.18

0.16f

0.14r

0.12f

0.1y

MSE (c)

0.081

0.06

0.04r

0.02
-3

Sl. 4.13 Zavisnost MSE od parametra Grevilleovog 1Pjezgra.

Optimalna vrednost paramrtra odredena je na osnovu pozicije minimalne vrednosti MSE(a),

Ocop,:-(). 8.
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4.7.3 Nagib spektralne karakteristike

Analizom nagiba spektralne karakteristike na granici propusnog opsega moguce je izvrsiti kom-
parativnu analizu jezgara sa razli¢itim parametrima [Meijering, 1999]. Kod box karakteristike nagib
tangente na granici propusnog opsega ima vrednost «. Saglasno ovoj ¢injenici, spektralna karakter-
istika jezgra sa veéim nagibom bolje aproksimira box funkciju, odnosno spektralnu karakteristiku

idealnog interpolacionog jezgra.

Nagib spektralne karakteristike u nekoj tacki definisan je kao nagib tangente spektralne karakter-
istike u toj tacki prema apscisnoj osi. Koeficijent pravca tangente spektralne karakteristike u nekoj

tacki jednak je prvom izvodu spektralne karakteristike u toj tacki:

ko= 1600)= 1) - LUVDAIAVSHDD () (p). s

gde su:

o ] [— 2 fr? cos(2 fn)sin?( frr) + 6msin(2 f)sin? ( fr) —J ~

"ttt sin? (2 f) - msin®(fn)sin(2 ) , 452)
%(3 sin*(frr)— fusin®(fr)sin(2 fr))
i
—12fn* cos(2 frr)sin’( fi) + 8 fir* cos(2 frr)sin’ ( i) — 6 fi* sin? (2 frr) -
H' = % 6msin’( frt)sin(2 frt)+ 6 i sin( frt)sin® (2 fit) + 6msin® ( fit)sin(4 fir) +
4msin(2 frr)sin®( frr)+ 3msin® (2 ) : (4.83)

- %(— 6 fsin’ (f)sin(2 frt) + 4 frusin® ( frr)sin(2 fit) + 3sin’ ( fir)sin® (2 ﬁc))
T

4.8 Optimizacija parametara Grevilleovog 2P jezgra

Optimalni parametri Grevilleovog 2P jezgra (3.13) bi¢e odredeni minimiziranjem talasavosti
spektralne karakteristike. Saglasno algoritmu Grevilleovo 2P jezgro razlaze se na tri komponente.
Komponente (ry) i (7;) predstavljene su jednakostima (4.71) i (4.72), a komponenta (7,) definisana

je sa:
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5 5 , 0<|x <1
-2+ 2 i
I g g I<]i<2
PO dp Byp sy s - 2<kis3 (434
2 2
~bf + D 20424 > 3<bl<
0 , x> 4

Primenom Furijeove transformacije nad komponentom (7,) spektralna komponenenta H, moZe se

zapisati u obliku:

3
H,(f)= _[(%f +1—21x2 +20x+24jcos(2nxf)dx—

ije X+ 1—21x2 +20x+ 24Jsin(2nxf)dx +
](—E)f —%f ~34x —3ojcos(2nxf)dx—
i_j(—%)f —?xz —34x—30jsin(2rcxf)dx+
1 3 9 2 ._1 1 3 9 2 .
I(Ex o +10x+6jc05(2nxf)dx—zf[§x o +10x+6jsm(2nxf)dx+
5

°5 5 5, 25 5 05 ,).
j(—x +>x )cos(2nxf)dx—zj[—x +=x js1n(2nxf)dx+
N2 2 N2 2

(4.85)

IERUEN I R
S o jcos(anf)dx zg( S o jcos(anf)dx+
1 3 9 2 .2 1 3 9 2 .
5 +5x —10x+6 cos(27uxf)dx—zf 5 +Ex —10x + 6 |sin(2mxf )dx +

1

3 3 25 2 -3 3 3 25 2 :
PR +34x-30 cos(27cxf)dx—1j PR +34x — 30 |sin(2mxf )dx + .

2

4
- %f + %xz —20x + 24) cos(2mxf )dx —if (— %)f + 1—21x2 —20x + 24]sin(2nxf)dx
3

W b N m e Oy —

Nakon izra¢unavanja odredenih integrala H se moZze zapisati u obliku:
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H,(f)= (6 cos*(2nf)—12cos’ (2nf) +12 cos(27cf))+
2 2nt
—13nf sin(2nf) — 67f sin(4nf) + 4nf cos’ (2nf ) sin(2nf) N
2Tc4f4 :
—107* £? cos(2nf) — 107’ £ sin(27f ) — 6
27‘C4f4

(4.86)

Tejlorov razvoj spektralne komponente H, je oblika:

_64
15

2048

() - 515

Hrz(f) (7Tf)8 o (4.87)

Konac¢no, Tejlorov razvoj spektralne karakteristike je:

Hy(f)=Hyo(f)+ aHp (f)+ BHps(f)
1 , o1
:1—E(l6a+3)(7g’) +%(I200a+4032ﬂ+68)(7y')6—. 4.88)

1 8
M(305605 +307208 + 62)nf )

Eliminacija dejstva dva dominantna ¢lana postize se izborom:

16a+3=01 1200 +40325+68=0. (4.89)

Resavanjem ovog sistema dobijaju se optimalne vrednosti parametara Grevilleovog 2P jezgra:

157

2032 (4.90)

3.
a:aopt:_gl ﬂ:ﬂopt:

4.9 Optimizacija parametara tro-parametarskog jezgra

Optimalni parametri tro-parametarskog (3P) jezgra (3.28) bi¢e odredena tako da talasavost spek-
tralne karakteristike bude minimalna. Saglasno algoritmu tro-parametarsko jezgro (3.28) moze se

predstaviti u obliku zbira komponenata:

r(x) = 1, () + o (o) + Bry (o) + y75 (x) (4.91)

Komponente jezgra su:

o 31 st
ro(X)—{ . v (4.92)
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o b s
n (x) = |x|3 - 5|x|2 + 8|x| -4 | 1< |x| <2, (4.93)
0 . H>2
—|x +x, 0<x/<1
"+ bl 2
a)-{PL -2 o 1<s2 "
’ nf* — 8" + 210 18, 2<|x|<3’ '
0; x| >3
i
I =" +1 0<[q<1
— o’ + 3] -2 1<q<2
r(x)= b =5l +6 2<[x<3. (4.95)

b 11 +40x—48  3<[rf<4

0 |x| >4
Na SI. 4.14 prikazane su komponente tro-parametarskog jezgra

1

0.8f

0.6f

o
.

0.4r

0.2f
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0.05¢

N —0.05¢
-0.1r
—-0.15

-0.2r

-0.25
-5

c) d)

Sl. 4.14 . Komponente tro-parametarskog jezgra a) ro, b) r;, ¢) r2i d) rs.

Spektralna karakteristika jezgra razlaze se na komponente:

H() = FT((x)= FT(r () 0 (x)+ B () 9 () =
H(f)+ ot (f)+BH,(f)+vH,(f) , (4.96)

gde su:

0 1
Hy(f)= I(— 2x° —3x% + l)e_zmﬁdx + I (2)c3 —3x? + l)e_zmﬁdx , 4.97)
| 0

) 0
H/(f)= I(—x3 —5x? —8x—4)e*2“"ﬁdx+ I(—x3 —xz)e*mﬁdx+

-2 -1

| ) , (4.98)
j(x3 —x )efzmﬁdx + _[(x3 ~5x% +8x— 4)672”ﬁdx
0 1
-2 -1
H,(f)= j(—x3 —8x* —21x—18)e_2’“ﬁdx+ j(xz +3x+2)e‘2’“ﬁdx+
O 33 1 )
J(x3 + xz)e_z’“ﬁdx+j(— X+ xz)e_z’“ﬁdx + ’ (4.99)
| 0

2 3
I(xz —3x+ Z)e_zmﬁdx + .[ (x3 —8x*+21x—1 8)e_z’zxﬁdx
1 2
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-3 ,
s (f) B I<— x* = 11x" —40x - 48)672Mﬁdx + J'(xz +5x + 6)672mﬁdx +
]1(_ x* = 3x - 2)8_2mﬁdx + .(f(— X - xz)e_z’“ﬁdx +
) e
_i.(x3 _xz)ezmﬁderj'(_ 2 +3x_2)67271xﬁdx+
|

(4.100)

2 “2mifi h 31142 _ “2mifi
(x Sx+ 6)e dx+J.<x 11x” +40x 48)6 dx
3

N — L O

Nakon izracunavanja odredenih integrala spektralne komponente mogu se zapisati u obliku:

_ 6sin’(af) - 37/ sin(27)

H,(f) T : (4.101)
.2 _ . _ .
Hl(f)= 3sin (27_27’) 47y‘s11:(%147‘) 7_zfsm(47_zf) ’ (4.102)
2 f
1,(f)= —3sin2(7yf)—3sziii%yf)+ 3sin’(37f) s
37f sin(27f )—37f sin(4af ) — af sin(6f) ’ (4.103)
272_4](4
i
3(sin?(7f) — sin?(34f) + sin? (47f))
H3 (f) = 272_4},4 -
_ ot (sin(2f )+ 2sin(a7)— 3sin(677 ) —sin(877)) (4.109)
27 A
Spektralna karakteristika i spektralne komponente prikazane su na Sl. 4.15.
Razvojem u Tejlorev red u okolini /=0 spektralne komponente jezgra dobijaju oblik:
Hy(N) =12 P ) - ) e (4.105)
0 15 35 4725 31185 ’ '
H) () =5 0V + 50 ) = a2 e (4.106)
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()=~ 5 P + o} =T 4o o 4 (4.107)
1
_ 16 o 256 g 25904 g 2640832 .
Hy(f)=-5 WV + 55 ) - s @ + s ) + (4.108)

SI. 4.15 Spektralna karakteristika H i komponente Hy, H;, H> i H; tro-parametarskog jezgra.
Tejlorov razvoj spektralne karakteristike je:
H(f)=Ho(f)"'aHl(f)"‘ﬂHz(f)"‘7’H3(f)=
4 ), 1 .
1 —E(l +2a+2p+4y ) ) + E(?’ +48a + 2728+ 768y \af ) (4.109)

(1+87a+1587 8+3238y ) )° + O(af '

4725

U cilju smanjenja talasavosti spektralne karakteristike, u propusnom opsegu, treba eliminisati

dejstvo dominantnih ¢lanova, §to se postize izborom:

1+20+2B+4y=0, (4.110)
3+480+272B+ 768y =0, 4.111)
1+870+1587B+3238y =0. (4.112)

Resavanjem ovog sistema dobijaju se optimalne vrednosti parametara jezgra:
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4945

=0, = -2 =0.6132 (4.113)
409

=B,, =——~0.1522, 4.114

B=Bo =Zeeq (4.114)
157

Y=Y =g = 00195, (4.115)

Na Sl. 4.16 prikazane su box funkcija i1 spektralna karakterristika tro-parametarskog interpolcio-

nog jezgra.

1.2

1 —H__®O}

box

0.8t

0.6

H(f)

0.4

0.2y

0.2 ‘ ‘ ‘ ‘
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
f

SL. 4.16 Spektralne karakteristike idealnog jezgra i tro-parametarskog jezgra.
4.10 Eksperimentalni rezultati i analiza

U cilju eksperimentalne verifikacije teorijski odredenih vrednosti optimalnih parametara jezgara
izvrSeni su eksperimenti izbora optimalnih parametara jezgara. Izbor optimalnih vrednosti pa-

rametara jezgra obavljen je kod interpolacije:
a) audio signala,
b) govornih signala,
¢) sinusoidalnih signala,
d) nekih test slika,

Eksperimentalni rezultati su prikazani graficki i tabelarno. IzvrSena je analiza rezultata 1 kom-

parativna analiza efikasnosti konvolucione interpolacije sa izabranim parametrom jezgara.
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4.10.1 Baza

a) Audio signali

Bazu ¢ine audio signali dobijeni snimanjem G tonova iz sedam oktava (G;—G7) odsviranih na
klaviru August Forster. Frekvencije semplovanja su fs={8, 22.05, 44.1} kHz sa 16 bps. Snimljeni

materijal arhiviran je u obliku wav fajlova.
b) Govorni signali

a) Bazu Cine govorni signali dobijeni snimanjem govornika. Semplovanje je obavljeno sa frek-
vencijama fs={4, 8, 11.025, 16, 22.05, 32, 44.1, 48} kHz. Snimljeni materijal arhiviran je u obliku

wayv fajlova.

b) govorni signali dobijeni snimanjem govornika koji izgovaraju razlicite logatome tipa Afrikata,
CCV-a, CVC-a, Frikativa, Laterala, Nazala 1 Ploziva [Suboti¢, 2012], [Kocinski, 2016]. Sem-
plovanje je obavljeno sa frekvencijama fs={ 8, 22.05, 44.1} kHz. Snimljeni materijal arhiviran je u

obliku wav fajlova.
c) Slike

Bazu cine standardne test slike: Airplane, Artichare, Barbara, Baboon, Boats, Boy, Camerman, Cat,
Fruits, Girl, Goldhill, Lena, Mountain, Pappers, Pool, Sails, Serrano, Tulips, Katedrala, Toranj, Watch,
Zelda.

4.10.2 Eksperiment

Eksperimentom se odreduje izbor optimalnih parametara i preciznost interpolacionog jezgra kod
procene vrednosti signala, tako S§to se analizira greska procene koja predstavlja razliku izmedju
tacne (x;) 1 interpolirane vrednosti (%;). Problem pronalaZenja ta¢ne vrednosti je reSen na sledeci
nacin: Interpoliraju se vrednosti signala x={x;, x,, ..., xy}, €ije su vrednosti poznate i koriste kao
tane vrednosti. Procena vrednosti i-te komponente signala ( %;) realizuje se formiranjem i-tog bloka
XBi={XiL+1, ++es Xi3y Xil, Xi+], Xit3,..., Xi+r-7} 1 primenom konvolucionog iterpolacionog jezgra.
Greska interpolacije je e=x, —%; gde je x; komponenta signala x i tretira se kao ta¢na vrednost dok

je x;interpolirana vrednost.
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4.10.2.1 Eksperiment primenom 1P jezgra
Izbor optimalne vrednosti parametra 1P interpolacionog jezgra obavljen je kod interpolacije test
slika 1 audio signala koji su u procesu snimanja semplovani razli¢itim frekvencijama.
Algoritam odredivanja optimalne vrednosti parametra jezgra a,,, sastoji se od sledecih koraka:
Ulaz: Signal X,
duzina signala N,
duzina jezgra L,
komponente jezgra i,
Omin , Omax, A0,
Izlaz: optimalni parametar o .
Korak I: Formiranje jezgra u funkciji o
r=ro+or;
Korak 2: Selektovanje I-tog bloka X, duzine M =2L-1signala X
X=X Ax():x(I+M-1)}.
Korak 3: Procena L-tog ¢lana primenom konvolucije
%,(L)= Xy ®r.
Korak 4: 1zraCunavanje greska procene
e(I)=x,(L)-%,.
Korak 5: 1zraCunavanje srednje kvadratne greske

1 N-M+1

> |eB(x (k)|2 .

Mﬂ@zN—M+1H

Korak 6: Optimalni parametar

a,, =arg min(MSEa ) .

Kod interpolacije test slika najpre je formiran jednodimenzionalni niz nadovezivanjem vrsta ma-

trice. Graficki prikaz algoritma je na slici SI. 4.1.
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\ X:» Na To, I'y, Ls Olmin, Aaa Olmax /

——»{ FOR O=0lnin - Ao : Olmax

v

-

M=2*L-1

-

—» FOR 1

1 : N-M+1

-

X;=X(1 : T+M-1)

N-M+1

k=1

Ay = AT min(MSE)

v
[ om N\

Sl. 4.17 Algoritam eksperimentalne procene parametara 1P jezgra.
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4.10.2.2 Eksperiment primenom 2P jezgra

Algoritam odredivanja optimalnih vrednosti parametara jezgra u procesu interpolacije kod test

slika 1 audio signala uz primenu dvo-parametarskih jezgara prikazan je na Sl. 4.18.

\ X’ N’ To, 1,2, L’ Bmim ABa Bmux, min, A(l, Olmax /

v
4>| FOR = Bumin: AP : Brmax
v

» FOR O=0lmin - Ao : Olmax

v

r=ryta-n+p-n

1 N-M+1

N-M+1 Z \e(kf

k=1

MSHa, p) =

5

Y

[aopt > ﬁopt] =arg Itl;l’lﬂl’l(MSE)

A
/ Olopts Popt \

END

Sl. 4.18 Algoritam eksperimentalne procene parametara 2P jezgra.
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4.10.2.3 Eksperiment primenom 3P jezgra

Algoritam odredivanja optimalnih parametara, dops, Sopi-1 Yopr» j€zgra prikazan je na Sl. 4.19.

\X, Na To, T'y,I2, 13, La Ymins AY’ Ymaxs Bmin’ Aﬁ, ﬁmax, Omin, A(I, ovmax/

—>| FOR  Y=Ymin: AY : Ymax
Y

4>| FOR B=Buin: AB : Brnax
Y

4>|FOR 0=0lmin - A0 2 Opax
v

| r=rnta-n+p-nt+y-n |

—>| FOR 1=1:N-M+I |
v

| X, = X(1: [+M-1) |

v

| % =[1:2:M]1®r |

#

| : )*)%1 |
M+1 2
MSE(a, =
@f.n)= N-M+1 k . X
apt’ op[v}/gpt arg mm MSE
aopla Bopl’ yopl

Sl. 4.19 Algoritam eksperimentalne procene parametara 3P jezgra.
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4.10.3 Rezultati i analiza

Za statisticku analizu optimalnih parametara koristi¢e se srednja vrednost u (jednacina (4.116)) i

varijansa o2 (jednacina (4.117))

K
L 2%y (4.116)
K b
i
K
N =N kZl( “)2 (4.117)
K

gde je K ukupan broj parametara. Na osnovu u i 02 odredena je Gausova funkcija raspodele,

o e
p(oc):me 20 (4.118)

4.10.3.1 Kvadratno 1P jezgro

Za svaku test sliku k,gde je & redni broj slike, (&=1,..., K), a K ukupan broj test slika, odredena je
minimalna vrednost MSE; yin(0k_opr) (Tbl. 4.1). Zavisnost MSE(a) za neke test slike prikazana je na
S1. 4.20. Statistickom analizom optimalnih vrednosti parametara ( kolona ay ,,; u Tbl. 4.1 odredeni

su srednja vrednost u (jednaCina (4.116)), (u=-0.4972), i varijansa o2 (jednacina (4.117))
(02=3.6494-107).

Tbl. 4.1. Eksperimentalne vrednosti optimalnog parametara jezgra, MSE,;, i greska procene op-
timalnog parametra kod test slika.

k Slika Ok_op MSE min(®0) | o opit |
1 Lena -0.5005 13.9715 0.0033
2 Pappers -0.5000 216.4179 0.0028
3 Goldhill -0.4994 106.7888 0.0022
4 Camerman |  -0.4987 307.4847 0.0015
5 Boats -0.4979 338.8829 0.0007
6 Barbara -0.4989 254.0589 0.0017
7 Baboon -0.4936 607.6919 0.0036
8 Airplane -0.4993 253.6805 0.0021
9 Artichare -0.5012 164.2225 0.0040
10 Boy -0.4781 3345.1 0.0191
11 Cat -0.5000 18.9069 0.0028
12 Fruits -0.4988 308.5901 0.0016
13 Girl -0.4968 364.1118 0.0004
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367 3347.5
366.5
33471
366
3346.5
c) 2
(UnJ 365.5 u
= s
3346
3651
36451 33455
364 L L L L L L 3345 i i i i i i i i
-0.506 -0.504 -0.502 -0.5 -0.498 -0.496 -0.494 -0.492 -0.49 -0.488 -0.486 -0.484 -0.482 -0.48 -0.478 -0.476 —0.474 -0.472
o o
1) Girl J) Boy
165.4 T T T T T T 20.2
165.2 : 20f
165} 19.81
c) = 19.6F
o 164.8f %
= %]
= 194t
164.6
19.2
164.4F
191
164.2 i h i i i i
-0.506 -0.504 -0.502 -0.5 -0.498 -0.496 -0.494 -0.492 188

-0.506 -0.504 -0.502 -0.5 -0.498 -0.496 -0.494 -0.492
o

1) Cat
SI. 4.20 Zavisnost MSE od parametra kvadratnog 1P jezgra kod nekih test slika.

o

k) Artichare

Na SI. 4.21 prikazana je funkcija Gausove raspodele (jednacina (4.118)) eksperimentalno dobi-

jenih optimalnih vrednosti parametra kvadratnoglP jezgra, koja je odredena na osnovu srednje

vrednosti u (jednacina (4.116)), (u=—0.4972), i varijanse 02 (jednacina (4.117)) (62=3.6494-107).

70

u=-0.4972
62=3.6494*107°

-0.56 -0.54 -052 -0.5 -048 -0.46 -0.44
a

nnt

SL 4.21 Funkcija Gausove normalne raspodele optimalnih vrednosti parametara o. kod test slika.
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Opseg optimalnih vrednosti parametra je a,,; € [-0.5012+0.4781] 1 srednja vrednost

p=a,, =—0.4972 . Smatrajuci p za statisticki tanu vrednost zakljucuje se da je:

a) greSka procene optimalnog parametra, a,,=0;=-4/23 koji je izracunat minimiziranjem tala-

savosti spektralne karakteristike jezgra, A, =|o, — ., ,[=0.3233;

opt

b) najmanja greska A . = ‘0‘137@; - u‘ =0.0004 dobijena za sliku Girl,
c) najveca greSka A = ‘aw_opt - },l‘ =0.0191 dobijena za sliku Boy.

Na  osnovu  rezultata  zakljuCuje se da je  najveCa  greSka  procene

A, /A, =0.3233/0.0191=16.93 puta manja od greSke procene parametra dobijenog metodom ta-

lasavosti.

4.10.3.2 Kejsovo 1P jezgro

IzvrSeno je testiranje efikasnosti DSC algoritma. U eksperimentu je izvrSena interpolacija nekih
test slika 1 odredena optimalna vrednost parametra za svaku test sliku. Rezultati su prikazani tabe-
larno 1 graficki. Nakon toga izvrSena je komparativna analiza rezultata interpolacije primenom op-
timalnih vrednosti parametra odredenih algoritmom minimiziranja talasavosti spektralne karakter-
istike 1 algoritmom sli¢nosti sa box funkcijom. Vrednosti MSE,i,=min(MSE(a)) 1 a,,; prikazane su

u Tbl. 4.2. Na Sl. 4.22 prikazana je zavisnost MSE(a) za test slike.

Tbl. 4.2 Eksperimentalne vrednosti optimalnog parametara Kejsovog 1P jezgra i MSE ;.

Slika MSE in(00) Clopt
Airplane 147.3644 1.7000
Artichare 99.5775 -0.4000
Barbara 262.1382 0.2000
Baboon 345.4822 0.3000
Boats 263.2281 0.3000
Boy 1854.30 2
Camerman 238.4147 -0.3000
Cat 11.1729 1.2000
Fruits 182.6516 -0.8000
Girl 201.9268 0.4000
Goldhill 103.9335 -0.2000
Lena 39.1490 -0.6000
Mountain 560.845 2.0000
Pappers 103.1632 -0.5000
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Zelda 54.7524 0.2
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o
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Sl. 4.22 Zavisnost MSE od parametra Kejsovog 1P jezgra kod nekih test slika.

Opseg optimalnih vrednosti parametra jezgra izraCunat za test slike (Tbl. 4.2, SI. 4.22) je oy € [-

0.8+2] i srednja vrednost fpt =0.3045.

Greska procene optimalnog parametra za:

a) parametar o,,~07=-0.5, koji je dobijen minimiziranjem talasavosti spektralne karakteristike

[Park, 1983] je A, = o, —at,,,| = 0.8045,

opt

b) parametar a,,=az=-1.3, koji je dobijen na osnovu algoritma slicnosti sa box funkcijom

[Milivojevi¢1, 2016] je: A, =|ot, —at,,| =1.6045,

opt
¢) parametar a,,~0p=0.35, dobijenog primenom algoritma DSC je A, =la., —a.,, 4,[=0.0455.

Na osnovu greSake procene optimalnog parametra za algoritam talasavosti, algoritam sli¢nosti i

DSC algoritam zaklju€uje se da je najmanja greska procene dobijena algoritmom DSC.
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Greska procene parametra jezgra dobijenog primenom DSC algoritma je:

a) A, /A, =0.8045/0.0455=17.68 puta manja u odnosu na procenu algoritmom talasavosti,

b) A, /A, =1.6045/0.0455=35.26 puta manja u odnosu na procenu algoritmom slicnosti sa

box funkcijom.

Izbor optimalne vrednosti parametra 1P Kejsovog interpolacionog jezgra obavljen je i1 kod
interpolacije audio signala koji su u procesu snimanja semplovani razli¢itim frekvencijama. U Tbl.
4.3 prikazane su minimalne vrednosti srednje kvadratne greSke, MSE,, optimalne vrednosti

parametra jezgra, a.,, koeficijenti, k, = tg(e): H '( f ), 1 uglovi nagiba, 6, koje tangente zaklapaju

sa frekventnom osom u grani¢noj tacki propusnog opsega, za G tonove klavira iz sedam oktava. Na
Sl. 4.23 prikazane su spektralne karakteristike: idealnog interpolacionog jezgra oblika sin(tx)/mx,
(Hyvox), Kejsovog jezgra (Hx), kao 1 tangenta (yw,) karkteristike 1P Kejsovog jezgra u /=0.5 za a) o,

=07=-0.51b) a,,=ap=-1.3.

Tbl. 4.3 Minimalne vrednosti srednje kvadratne greske, MSE,;,, optimalne vrednosti parametra
jezgra, oy, koeficijenti, k,, i uglovi nagiba, 6, tangente u granicnoj tacki propusnog opsega.

Ton | Fi[Hz] | aop MSEin k:=H'(0.5,0,0) | O[°]
44100 | -0.5000 | 2.8082*10° -2.3210 -66.9912
Gy | 22050 | -0.6000 | 9.4172*107 -2.4831 -68.0643
8000 |-0.7000 [ 3.9094*10™ -2.6452 -69.2914
44100 | -0.5000 | 1.0026*107 -2.3210 -66.9912
G> [22050 [ -0.6000 [ 5.2291*10° -2.4831 -68.0643
8000 [-0.7000 | 5.7721*10™ -2.6452 -69.2914
44100 | -0.6000 | 1.8007*107 -2.4831 -68.0643
Gs [22050 [ -0.6000 [ 1.3729%107 -2.4831 -68.0643
8000 [-0.7000 | 3.8404*10™ -2.6452 -69.2914
44100 | -0.7000 | 1.0442%10° -2.6452 -69.2914
Gs | 22050 [ -0.6000 | 7.9861*10 -2.4831 -68.0643
8000 | -0.9000 [ 0.0020 -2.9695 -71.3884
44100 | -0.6000 | 1.0208*10° -2.4831 -68.0643
Gs | 22050 [ -0.6000 | 4.0376*10” -2.4831 -68.0643
8000 |-0.7000 | 4.7501*10™ -2.6452 -69.2914
44100 | -0.6000 | 5.2584*10° -2.4831 -68.0643
Gs [22050 | -0.6000 [ 1.4740%10™ -2.4831 -68.0643
8000 [-1.9000 | 0.0039 -4.5906 -77.7109
44100 | -0.6000 | 2.5892*10° -2.4831 -68.0643
G7 [22050 [ -0.9000 [ 8.4682%107 -2.9695 -71.3884
8000 [-0.9000 | 4.7612*10™ -2.9695 -71.3884




Glava 4 Optimizacija parametara interpolacionih jezgara 80

Na osnovu eksperimentalnih rezultata prikazanih u Tbl. 4.3 1 vrednosti a,,; dobijenih optimizaci-
jom na osnovu Tejlorovog razvoja (o, =ar=-0.5) [Park, 1983] i optimizacijom na osnovu MSE

(0ope =a5=-1.3) (Sekcija 4.5.3) [Milivojevi¢l, 2016] moze se zakljuciti da je:

a) za fs=44.1 kHz, a,p 44.1€ [-0.7+-0.5] 1 Olop 441 = -0.5857,

b) za f5=22.05 kHz, a,p 2205€[-0.9+-0.6] 1 Oy 205 = -0.6429,

¢) za fs=8 kHz, a,€[-1.9+-0.7] 1 o, 3 =-0.9286,

d) greska procene optimalnog parametra za parametar dobijen minimiziranjem talasavosti

0.4286,

Ayr a1 = ‘O‘T _aopti44.l‘ =0.0857, Az 205 :‘QT o 2205 = 0.1429, Ayr s = ‘O{T Aoyt 8‘

najmanja je za f=44.1kHz,
e) greSka procene optimalnog parametra za parametar dobijen na osnovu sli¢nosti sa box funkci-

Oy = QL 41| =0.7143, Ass 2205 =|0g = Oy 05| = 0.6571,

Jom AasB 441 =

A

0.3714, najmanja je za f;=8kHz,

(XB opt 8‘ -

asB_8 =

f) greska procene optimalnog parametra a,,; =ar=-0.5 manja 4.334 puta od greske procene pa-

rametra o,,~oz=-1.3.

Uporedivanjem greSaka procene parametara zakljucuje se da je interpolacija jezgrom, kome je
parametar odreden optimizacijom na osnovu minimiziranja talasavosti , preciznija od interpolacije
sa jezgrom kome je parametar odreden optimizacijom na osnovu sli¢nosti sa box funkcijom. Ako se
u cilju uporedivanja kvaliteta amplitudskih karakteristika jezgara analizira nagib spektralne karak-
teristike u grani¢noj tacki propusnog opsega, onda se zakljucuje da je jezgro sa parametrom o, =-
1.3 kvalitetnije od jezgra sa parametrom a,,~-0.5, zbog vefeg nagiba amplitudske karakteristike
jezgra, jer je za o,,=-1.3 nagib | H'(0.5, -1.3) | =3.6179, a za a,,~-0.5 nagib je | H'(0.5, -
0.5) | =2.321, pa je | H'(0.5, -1.3) | > | H'(0.5, -0.5) | . Ovaj zaklju¢ak je u suprotnosti sa
zakljuCkom izvedenim na osnovu ekperimentalnih rezultata. Poveéanje nagiba dovodi do znatnog
izdizanja amplitudske karakteristike u propusnom opsegu, tako da ona pocinje da se sve viSe razli-

kuje od box karakteristike, osim u uskom delu oko granice propusnog opsega.
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H()

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

SL. 4.23 Spektralna karakteristika 1P Kejsovog jezgra (Hy) i idealnog interpolacionog jezgra
sin(mx)/(11x) (Hpox), 1 tangenta spektralne karakteristike Kejsovog jezgra (yig) u granicnoj tacki
propusnog opsega za a) a=-0.5, i b) a=-1.3.

4.10.3.3 Kejsovo 2P jezgro

Primenom algoritma sa Sl. 4.9 za ulazne parametre (Omin=-3, Omax=-1, Aa=0.01, Bmin=-0.6, B
max=0.2, AP =0.05 1 fnin=0, f max=0.2, Af'=0.01) dobijene su optimalne vrednosti parametra oop—=-1.9 1
Bop=-0.4 1 MSET=0.0198. Minimalne vrednosti MSE kod interpolacije tonova G1—G7 za frekvencije
semplovanja f={44.1, 22.05, 8} kHz prikazane su u Tbl. 4.4. Na Sl. 4.24 a) prikazana je totalna
srednja kvadratna greska (MSET) za ton Gs kod primene 2P Kejsovog jezgra, i b) prikazana MSE
za ton G; primenom 1P Kejsovog jezgra. Parametri funkcije Gausove raspodele a) o° (varijansa) i
b) u (srednja vrednost) izraCunati su na osnovu podataka iz Tbl. 4.4 i prikazani su u Tbl. 4.5.
Funkcije Gausove raspodele optimalnih vrednosti parametara a 1 B za frekvencije semplovanja

f=44.1kHz 1 £=22.05 kHz prikazane su na SI. 4.25.

Tbl. 4.4 MSE,in(0), Gop: T Pops za Kejsovo 2P jezgro pri interpolacije audio signala za razlicite
frekvencije semplovanja.

Ton | fj[Hz] Olopt Bopt MSE
44100 -0.5500 0 2.2906*10®
G; | 22050 -0.6500 0.0010 8.1374*107’
8000 -0.7000 0.0110 3.8772*%10™
44100 -0.5500 0.0010 7.8752%10°
Gy | 22050 -0.7000 0.0060 5.0339*10°
8000 -0.8000 0.0500 9.3589*107
44100 -0.6000 0.0005 1.7162*107
Gz | 22050 -0.6000 0.0020 1.3603*10
8000 -0.8000 0.0500 4.6006*107
44100 -0.7000 0.0050 8.5367*107’
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Gy [22050 -0.7000 [ 0.0145 7.8177*10°
8000 -1.0000 | 0.1500 1.6737%10™
44100 -0.8000 | 0.0075 7.3630*107

Gs |22050 -0.7000 | 0.0170 3.9116*10°
8000 -1.1000 | 0.4000 2.8594*10°
44100 -0.8000 | 0.0245 4.0872*10°

Gs | 22050 -0.7000 | 0.0380 1.4387*10™
8000 -0.2000 [ 0.9500 4.3180*10™
44100 -0.8000 | 0.0635 1.9657*10°

G7 [22050 -1 0.1000 8.3373*10°
8000 0 1.9900 0.0119
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fs= 8000 Hz

x 10"

B)

MSE(a

Sl. 4.24 MSE(a, p) za ton G; za slucaj primene a) Kejsovog 2P za fs=44100 Hz b) Kejsovog 1P
jezgra za fs=44100 Hz c) Kejsovog 2P za fs=22050 Hz d) Kejsovog 1P jezgra za fs=22050 Hz e)
Kejsovog 2P za fs=8000 Hz f) Kejsovog 1P jezgra za fs=8000 Hz.

0.03 w w 0.16
G44100 0.14} G44100 |
0.025¢ — G050 ] — G050
0.12f |
0021 0.1}
0.015} : 0.08}
0.06}
0.01f
0.04f
0-005¢ | 0.02} j
0 : : - 0 :
-15 -1 -0.5 0 -1 -0.5 0 0.5 1
O(opt opt
a) b)

Sl. 4.25 Funkcija Gaussove raspodele optimalnih vrednosti a) parametra a. b) parametra f za
frekvencije semplovanja f;=44.1 kHz i f;=22.05 kHz.

Tbl. 4.5 Parametri funkcije Gausove raspodele.

Js[Hz] . Oopt 5 Bopt
o u o u
44100 0.0120 -0.6929 |5.38%10* 0.0146
22050 0.0165 -0.7214 0.0012 0.0255
8000 0.1662 -0.6571 0.5330 0.5144
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Na osnovu eksperimentalnih rezultata prikazanih u Tbl. 4.4 i1 optimalnih vrednosti parametara
Oop=-1.9 1 PBop=-0.4 dobijenih algoritmom (Sekcija 4.6.2) i optimalnih parametara aop,=-19/32 i
Bopt=3/32 dobijenth minimiziranjem talasavosti spektralne karakteristike (Sekcija 4.6.1) moze se

zakljuciti da je:

a) u slucaju frekvencije semplovanja 44100 Hz opseg optimalnih vrednosti parametra a, o, € |-

0.8+-0.55] 1 srednja vrednost  a,, =-0.6929, dok je S, € [0+0.0635] 1

opt

=0.0146,

opt

b) dop € [-1.0+-0.6], srednja vrednost a,, =-0.7214 i =0.0255 za B, [0.001+0.1] za

opt

£=22050 Hz,

c) za slucaj f=8000 Hz, a,y € [-1.1+0] i S, € [0.01+1.99], dok su srednje vrednosti

a,, =-0.6571i B,, =0.5144,

opt

d) greSka procene parametra oq,—=-1.9 najmanja je pri frekvenciji semplovanja 22050 Hz

Ay = [0y — Oy =|- 1.9 = (=0.7214)| = 1.1786,
e) greska procene parametra Oop—=-19/32 je
Agr = 0Ly — Ly | = |- 0.59375 — (—0.7214) = 0.12765,

f) greSka procene parametra Bo,—-0.4 najmanja je pri frekvenciji semplovanja 22050 Hz

Agg =

=|-0.4-0.0255/=0.4255,

B optB B opt

g) za parametar Bop=3/32 ova greska je Ay, =B, —B,,|= |0.09375 —0.0255|=0.06825.

Uporedivanjem greSaka procene parametra zakljuCuje se da je jezgro sa parametrima odredenim

metodom smanjenja talasavosti amplitudske karakteristike preciznije.

4.10.3.4 Grevilleovo 1P jezgro

U ovoj sekciji primenom Greville-ovog 1P jezgra izvrSena je interpolacija audio signala (tonovi
G,—G7 klavira August Forster) i govornih signala (logatomi srpskog jezika) i odredene optimalne
vrednosti parametara o. Nakon toga izvrSena je komparativna analiza i ocenjena efikasnost Gre-
villeovog jezgra sa parametrima koji su birani razli¢itim kriterjjumima [Savi¢4, 2016]. Rezultati su

prikazani graficki i tabelarno.
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Na Sl. 4.26 prikazane su zavisnosti MSE(a) za ton G; klavira za a) fs=44.1 kHz (sl 5. a)) b)
£5=22.05 kHz (sl 5. b)) i ¢) /=8 kHz (sl 5. ¢)). Vrednosti MSE(a) za tonove G iz sedam oktava (G;—
G7). prikazane su u Tbl. 4.6.

Tbl. 4.6 MSE.ix(0) i o, kod interpolacije audio signala za razlicite frekvencije semplovanja.

Ton | f[Hz] Olopt MSE
44100 -0.2000 | 1.8416*10°
G 22050 -0.3000 | 1.8962*107
8000 -0.3000 | 2.9092*10™
44100 -0.3000 | 1.7782*10®
G 22050 -0.4000 | 8.6402*107
8000 -0.3000 | 1.4601*10™
44100 -0.3000 | 3.6858*10°
Gs 22050 -0.3000 | 9.4093*10°°
8000 -0.3000 | 2.7414*10™
44100 -0.4000 | 1.3610%107
Gy 22050 -0.3000 | 4.9337*107
8000 -0.5000 | 0.0012
44100 -0.4000 | 2.2348*107
Gs 22050 -0.3000 | 2.4520%107
8000 -0.3000 | 2.9696*10™
44100 -0.5000 | 1.2164*10°°
Gs 22050 -0.3000 | 8.9330*10°
8000 -0.9000 | 0.0020
44100 -0.4000 | 1.3255*10°°
G, 22050 -0.3000 | 8.2240*107
8000 0.000 0.0011

MSE(a))

Sl. 4.26 Vrednost MSE(a) kod interpolacije tona G; za frekvencije semplovanja a) fs=44.1 kHz, b)
f5=22.05 kHz i ¢) fs=8 kHz.

U Tbl. 4.7 prikazane su vrednosti MSE(a) za logatome Afrikate, CCV-e, CVC-e, Frikative, Lat-

erale, Nazale, Plozive.
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Tbl. 4.7 MSE,.ix(0) i 0y kod interpolacije govornog signala za razlicite frekvencije semplovanja.

Logatom | f[Hz] Olopt MSE
Afrikat 44100 -0.4000 | 1.1857*107
(Djucu) 22050 2.0000 5.0133%10™
8000 1.7000 7.1272*10™
CCV 44100 -0.4000 | 1.2922*107
(Pre) 22050 -0.4000 | 8.2828*10™
8000 3.1000 7.2172%10*
CVC 44100 0.0000 8.7620%10°°
(Men) 22050 -0.4000 | 3.6749*107
8000 1.0000 3.5988*10™
Frikativ 44100 2.7000 3.0932%10™
(Zefo) 22050 1.0000 0.0027
8000 -0.3000 | 0.0020
Lateral 44100 -0.3000 | 1.1764*107
(Lera) 22050 -0.2000 | 7.1226*107
8000 -0.3000 | 0.0021
Nazal 44100 -0.2000 | 9.9333*10”
(Noma) 22050 -0.3000 | 4.7954*10°
8000 -0.4000 | 5.2955*%107
Ploziv 44100 0.2000 2.2358*10°
(Taku) 22050 0.2000 9.6607*10°
8000 -0.5000 | 5.7292*107

Na SI. 4.27 prikazane su zavisnosti MSE(a) za logatom iz grupe Nazala, re¢ Noma za a) f5=44.1

kHz (sl 5. 2)) b) £5=22.05 kHz (sl 5. b)) i ¢) £5=8 kHz (sl 5. ¢)).

o
p—a
oy
R
(]
p—a

SL. 4.27 Vrednost MSE (o) kod interpolacije logatoma Noma semplovanja a) fs=44.1 kHz , b)
f5=22.05 kHz i ¢) fs=8kHz.

U Tbl. 4.8 prikazane su vrednosti koeficijenti pravca tangente amplitudske karakteristike H u
tacki /=0.5 za vrednosti parametra o iz Sekcije 4.7.1 (a=-3/16) i Sekcije 4.7.2 (a=-0.8), kao i

odgovarajuce vrednosti MSE(a).
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Tbl. 4.8 Vrednosti koeficijenta pravca tangente (k,) amplitudske karakteristike H u tacki f=0.5
za razlicite vrednosti parametra o. i MSE(a)

Kriterijum ke =|H (0.5, a) | MSE(«)
Kriterijum 1 -3/16 -2.9289 0.0314
Kriterjum2 | -0.8 -4.9148 0.0204

Na SI. 4.28 prikazane su amplitudske karakteristike: a) idealnog interpolacionog jezgra oblika

sin(x)/ x (Hpox), b) Grevileovog jezgra (Hg), kao 1 tangenta (yi,,) karkteristike Grevileovog jezgra u

f=0.5 110 za agp =07 =-3/16 1 tp; =03 -0.8.

H(f)

1 -05 : : : :
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
f

a) Gop =-3/16 b) ap: =-0.8

SL. 4.28 Box funkcija, spektralna karakteristika i tangenta spektralne karakteristike Grevileovog
jezgra u granicnoj tacki propusnog opsega i to za a) a=-3/16 i b) a=-0.8.

Na osnovu rezultata prikazanih u Tbl. 4.6, Tbl. 4.7 1 vrednosti a,, dobijenih optimizacijom na
osnovu minimiziranja talasavosti spektralne karakteristike, tj. na osnovu Tejlorovog razvoja (o

=07=-3/16) (Sekcija 4.7.1) 1 optimizacijom na osnovu MSE (a,,~a5=-0.8) (Sekcija 4.7.2) mozZe se

zakljuciti da je:
1) za audio signal (tonovi G1—Gy),

1.2) 7a fs=44.1KHZ, dpy 44.1€ [-0.5+-02]1 @, 4, =-03571,

1.b) za 6=22.05kHz, top 2205€ [-0.4+-0.3]1 o, 5,0 =-03143,

1.c) za fs=8kHz, aype [-0.9:0]i @, , =-03714,

1.d) greska procene optimalnog parametra uz pretpostavku da su eksperimentalne vrednosti

tacne vrednosti, za parametar dobijen na osnovu Tejlorovog razvoja:



Glava 4 Optimizacija parametara interpolacionih jezgara 88

Ao say =[0tr =00 iy =|-0.1875 - (<0.3571)] = 01696,
Aur o5 = \aT - aopum\ =|-0.1875-(~0.3143)| = 0.1268,

=|-0.1875—(=0.3714)| = 0.1839,

opt_8‘

AasT_8 =0y -

najmanja je za f;=22.05kHz,

1.e) greska procene optimalnog parametra uz pretpostavku da su eksperimentalne vrednosti tacne

vrednosti, za parametar dobijen na osnovu sli¢nosti sa box funkcijom:

Aas3744,1 = ‘(X‘B - a0p1‘744.1‘ = |_ 0.8- (_0-3571)| =0.4429,
Aoy 05 =|0ty = 0y 10s] =~ 0.8~ (-0.3143)| = 0.4857 ,

=|-0.8—(-0.3714)|=0.4286,

opt_S‘

AasB_S =0 -

najmanja je za f;=8kHz,

1.f) greSka procene optimalnog parametra dobijenog na osnovu kriterijuma 1, a,,; =07=-3/16
manja je od greSke procene optimalnog parametra dobijenog po kriterjjumu 2, a,y =0z=-0.8

(Auss s/ Ausr 2205 =0.4286/0.1268=3.38013).

2) Za govorni signal kod izgovora logatoma:

2.a) za fs=44.1kHz, a,p€ [-0.6+-0,2] 1 «,, 44, =-0.2429;
2.b) za fs=22.05kHz, agpe [-0.4+2.7]1 o, 505 =-0.6;

2.¢) za fs=8kHz, a,p€ [-0.5+3.1]1 «,, 4 =08857;

2.d) greska procene parametra uz pretpostavku da su eksperimentalne vrednosti taéne vrednosti,

za parametar dobijen na osnovu Tejlorovog razvoja:

Ay sa1 =[0ty =0y | = |- 0.1875 - (<0.2429) = 0.0554,

Oy =y sps| = |- 0.1875—(<0.6)| = 0.7875,

AasT_22.05 =

AaST78 =

o — aomfg\ =|-0.1875-0.8857=1.0732
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najmanja je za f=44.1kHz,

2.e) greska procene uz pretpostavku da su eksperimentalne vrednosti ta¢ne vrednosti, za pa-

rametar dobijen na osnovu sli¢nosti sa box funkcijom:

Ap a1 = \aB - aup,ﬁl\ =|-0.8—(-0.2429)| = 0.5571,

Ay 2205 =[0ty =t o5 =708 (-0.6)]=0.2,

oy~ L, =|-0.8-0.8857=1.6857,

AaS378 =

najmanja je za f;=22.05kHz,

2.f) greSka procene optimalnog parametra dobijenog na osnovu kriterijuma 1, o, =a7=-3/16
manja je od greSke procene optimalnog parametra dobijenog po kriterjjumu 2, a,y =oz=-0.8

(Aup 205/ Ayr 44.=0.2/0.0554=3.6101).

Uporedivanjem greSaka procene parametara zakljuCuje se da je interpolacija jezgrom kome je
parametar odreden optimizacijom na osnovu Tejlorovog razvoja (minimiziranjem talasavosti
spektralne karakteristike) preciznija od interpolacije sa jezgrom kome je parametar odreden optimi-

zacijom na osnovu MSE i kod audio i kod govornih signala.

Ako se u cilju uporedivanja kvaliteta amplitudskih karakteristika jezgara primeni analiza nagiba
spektralne karakteristike u grani¢noj tacki propusnog opsega, onda se zakljucuje da je jezgro sa pa-
rametrom a,,~-0.8 kvalitetnije od jezgra sa parametrom a,,~=-3/16 zbog veceg nagiba amplitudske
karakteristike jezgra jer je za a,,~-0.8 nagib |H'(0.5, -0.8) | =4.9148, a za a,,=-3/16 nagib je

| H'(0.5, -3/16|=2.9289, pa je |H'(0.5, -0.8)|> |H'(0.5, -3/16| i MSE (-0.8) <MSE (-3/16).
Ovaj zakljucak je u suprotnosti sa zakljuckom izvedenim na osnovu ekperimentalnih rezultata.
Eksperimentalni rezultati iz ovog rada opovrgavaju zakljucak izveden u radu [Meijering, 1999] gde
se kaze da je jezgro ¢ija je spektralna karakteristika sa ve¢im nagibom kvalitetnije od jezgra sa man-
Jim nagibom karakteristike, 1 da smim tim bolje aproksimira idealnu box karakteristiku. Kod Gre-
vileovog jezgra promena nagiba karakteristike ostvaruje se promenom parametra a. Povecanje
nagiba dovodi do znatnog izdizanja amplitudske karakteristike u propusnom opsegu tako da ona
pocinje da se sve vise razlikuje od box karakteristike osim u uskom delu oko granice propusnog op-

sega. Ocito je da se promenom i primenom razli¢itih kriterijuma javljaju suprotne tendencije.
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4.10.3.5 Grevilleovo 2P jezgro

Izbor optimalnih vrednosti Grevilleovog 2P jezgra obavljen je kod interpolacije nekih test slika.
Minimalne vrednosti MSE prikazane su u Tbl. 4.9. U cilju komparacije u Tbl. 4.10 prikazane su

Minimalne vrednosti MSE primenom Grevilleovog 1P jezgra.

Tbl. 4.9 Eksperimentalne vrednosti optimalnih parametara Grevilleovog 2P jezgra i MSE ;.

Slika Clopt Bopt MSE 1in(0,B)
Lena -0.1000 0.0070 109.4109
Pappers 0 0.0050 179.9298
Goldhill 0.2000 0.0900 102.2355
Camerman 0 0.1700 349.4497
Boats 0.6000 0.0700 418.9747
Baboon 0.2000 0.1100 206.4562

Tbl. 4.10 Eksperimentalne vrednosti optimalnih parametara Grevilleovog 1P jezgra i MSE .

Slika Olopt MSE ()
Lena -0.1000 109.4256
Pappers 0 179.9407
Goldhill 0.2000 102.5923
Camerman 0 351.5301
Boats 0.6000 420.2720
Baboon 0.2000 206.7969
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SI. 4.29 MSE (o, p) za test slike a) Grevilleovog 2P jezgra b) Grevilleovog IP jezgra.

Na osnovu eksperimentalnih rezultata prikazanih u Tbl. 4.9 1 Tbl. 4.10 1 optimalnih vrednosti pa-
rametara Oop=-3/16 1 Bop=157/4032 dobijenih minimiziranjem talasavosti spektralne karakteristike
(Sekcija 4.8 ) moze se zakljuciti da je:

a) opseg optimalnih vrednosti parametra a, o, € [-0.1+0.6] i srednja vrednost o, =0.15,

b) opseg optimalnih vrednosti parametra f je S,,; € [0.05+0.17] 1 =0.075,

opt

c) greSka procene parametara aop,=-3/16 uz pretpostavku da su eksperimentalne vrednosti tacne

vrednosti je: A, =, —a,,|=|-3/16-0.15/=0.3375,

d) greska procene parametra Bo,=157/4032 je Ay = ‘Bopt -B,,|= |157/4032 —-0.075/=0.0361,

opt

e) MSE dobijena primenom Greville 2P manja u odnosu na MSE dobijenu primenom Greville

1P.
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4.10.3.6 Tro-parametarsko jezgro

Primenom tro-parametarskog jezgra u procesu interpolacije kod test slika dobijni su rezultati pri-
kazani u Tbl. 4.11. U cilju komparativne analize u Tbl. 4.12 1 Tbl. 4.13 prikazani su rezultati dobi-

jeni primenom Kejs 2P jezgra i Kejs 1P jezgra respektivno.

Tbl. 4.11 MSE in(a.B,7) i Oopt, Bopt, Yopt

Slika Oopt Bopt Yopt MSE 3P
Lena -0.4000 0.1000 -0.0350 109.1731
Barbara 1 0 -0.1500 419.5330
Camerman -0.2000 0.1000 -0.0700 349.2783
Goldhill -0.2000 0 -0.0650 102.1151
Pappers -0.4000 0 -0.0525 179.6869
Boats -0.0200 0 -0.0200 414.1401
Baboon -0.3000 -0.1000 -0.1000 100.7268

Tbl. 4.12 MSE in(a.p) i Oopr, Bop: -

Slika Olopt Bopt MSE 2P
Lena -0.5000 0.1000 109.2015
Barbara 1 0.1000 420.4089
Camerman -0.2000 0.2000 349.5319
Goldhill -0.3000 0 102.2502
Pappers -0.4000 0.1000 179.6273
Boats 0.5000 0.1000 414.2656
Baboon -0.2000 0.1000 100.7511

Tbl. 4.13 MSE;in(0,8) i Oopr, Bopr.

Slika Oopt MSE 2P
Lena -0.6000 109.7312
Barbara 0.9000 420.9963
Camerman -0.4000 350.7498
Goldhill -0.3000 102.2502
Pappers -0.5000 179.8750
Boats 0.4000 414.2891
Baboon -0.3000 100.8070
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Na osnovu eksperimentalnih rezultata prikazanih u Tbl. 4.11, Tbl. 4.12 i Tbl. 4.13 1 optimalnih
vrednosti parametara oop—=-4945/8064, Bop=409/2688 1 Yo, =157/8064 dobijenih minimiziranjem

talasavosti spektralne karakteristike (Sekcija 4.9 ) moze se zakljuciti da je:

a) opseg optimalnih vrednosti parametra a, a,; € [-0.4+1.0] i1 srednja vrednost @ =-0.0743,

b) opseg optimalnih vrednosti parametra f je S, € [-0.1+0.1] i srednja vrednost , =0.0143

opt

c) opseg optimalnih vrednosti parametra y je Yo, € [-0.1500+-0.0200] 1 srednja vrednost

Vo = —0.0704,

d) greska procene parametara o,,—-4945/8064 uz pretpostavku da su eksperimentalne vrednosti

tacne vrednosti je: A, = o, — Q,,

= |-4945/8064 — (~0.0743)| = 0.5389,

e) greska procene parametra Bo,=409/2688 je Ay =

=[409/2688 - 0.0143| = 0.1379,

Bopt - Bopl

=|-157/8064 — (~0.0704)| = 0.0509

Yz)pl - YOpt

f) greSka procene za yo,=-157/8064 je A, =

g) MSE dobijena primenom tro-parametarskog jezgra manja je u odnosu na MSE dobijenu pri-

menom Kejs 1P i Kejs 2P za svaku test sliku.

Statistickom analizom optimalnih vrednosti parametara odredeni su srednja vrednost, p (jed-
nacina (4.116)), i varijansa o2 (jednacina (4.117)). Na osnovu u i 02 odredena je Gausova funkcija
raspodele, p(a) (jednacina (4.118)). Na Sl. 4.30 prikazana je funkcija Gausove raspodele eksperi-

mentalno dobijenih optimalnih vrednosti parametra 3P jezgra kod interpolacije test slika.

6 8
=-0.074286 s i 1 =0.014286 ! =-0.070357
Mo 6% = 0.004762 b
% = 0.241962 : s % =0.001893
. E

(
)

0 -3 -2 -1 o 1 2 3
Popt

a) b) ©)

SL. 4.30 Funkcija Gaussove raspodele optimalnih vrednosti a) parametra o b) parametra f i c)

parametra y kod interpolacije test slika.
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Tbl. 4.14 MSE (@), Oopt, Popi T Yop: za 3P jezgro kod interpolacije audio signala za razlicite

frekvencije semplovanja.

Ton F,[Hz] Oopt Popt Yopt MSE
Gy 44100 -0.600 0.100 0.000 1.9019*10°®
22050 -0.600 0.3000 -0.100 2.1611*%107
8000 -0.500 0.1000 -0.150 3.7158*10™
G, 44100 -0.600 0.3000 -0.100 3.6888*10°
22050 -0.600 0.3000 -0.100 2.2446%10°°
8000 -0.600 0.2000 0.000 5.5242%10™
44100 -0.600 0.3000 -0.100 3.2183*10°
G3 22050 -0.700 0.2000 0.000 1.3004*10°
8000 -0.600 0.2000 -0.100 3.4164*10™
44100 -0.600 0.3000 -0.100 1.0863*10”
Gy 22050 -0.700 0.2000 0.000 7.5599%107
8000 -0.600 0.2000 -0.225 0.0017
44100 -0.600 0.3000 -0.100 1.4717%107
Gs 22050 -0.600 0.1000 0.000 3.8678*107
8000 -0.500 0.5000 -0.025 4.0706*10™
44100 -0.600 0.3000 -0.100 9.3044*107
Ge 22050 -0.500 0.1000 -0.300 1.3502%10
8000 -0.900 -0.400 1.700 7.2846*10™
44100 -0.500 0.2000 -0.400 3.5341*107
Gy 22050 -0.700 0.9000 1.600 2.7549%107
8000 0 0.3000 -1.700 1.8495*10™

Na osnovu eksperimentalnih rezultata prikazanih u Tbl. 4.14 i optimalnih vrednosti parametara
Qop=-4945/8064, Bop=409/2688 1 Yop=-157/8064 dobijenih minimiziranjem talasavosti spektralne

karakteristike (Sekcija * ) moze se zakljuciti da je:

a) za fs=44.1kHz, 0, 44.1€ [-0.6+-0.5], srednja vrednost O aa) = -0.5857, Bopi 44.1€ [0.1+0.3]

Br)p[744A1 =0.2571 5 )/opt744.1E ['04_0] 1 'an[744A1 =-0.1286 N
b) za f5=22.05kHz, aop 220s€ [-0.7+-0.5] i O, 1505 =—0.6286, PBop 220s€ [0.150.9] i

Bop 2205 =03000 , Yo 2205€ [-0.3+1.6] 1 7,, 20 =0.1571,

¢) za f5=8KHZ, oy s€ [-0.940] i @, o =—0.5286, fop s€ [0.150.911 B =0.1571, Yop s€

[-1.7+1.711 v, ,=00714,

d) greSka procene parametra aop,=-4945/8064 koji je dobijen minimiziranjem talasavosti:

= |- -4945/8064 — (-0.5857)| = 0.0275,

AasT_44.1 =0y =0, 441
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Avir 2205 =[0tr = 0Ly 2005| =|-4945/8064 - (0.6286)| = 0.0154,

Aur s :\a, a,, 8\_| 4945/8064 — (0.5286)| = 0.0846, najmanja je za £;=22.05kHz,

e) greSka procene parametra [,,=409/2688 koji je dobijen minimiziranjem talasavosti:

Aur a1 = \BT - Bopwl\ =[409/2688 - 0.2571/=0.1049,

A =B, - ngt_zz'os\ =[409/2688 0.3 = 0.1478,

asT _22.05.

Ayr s =PBr —Boy 8‘—|409/2688 0.1571/=0.0049, najmanja je za f;=8kHz,

asT _8

f)greSka procene parametra Yopn=-157/8064 koji je dobijen minimiziranjem talasavosti

At aan = \yT — yop,ﬂ_l\ =]-157/8064 — (~0.1286)| = 0.1091,
At o5 = \y, - yup_ms\ =]-157/8064 - 0.1286|=0.1766

A o=y — yopt_g\ =]-157/8064 — (=0.0714)| = 0.0519, najmanja je za f;=8kHz.

asT _8

e) Komparacijom MSE-a (Tbl. 4.4 i Tbl. 4.14) moze se zakluditi da je MSE dobijena kod inter-

polacije audio signala primenom 3Pjezgra manja u odnosu na MSE dobijenu primenom Kejs 2P.

Na Sl. 4.31 prikazana je funkcija Gausove raspodele eksperimentalno dobijenih optimalnih vred-

nosti parametra 3P jezgra kod interpolacije audio signala za razli¢ite frekvencije semplovanja.

3

| | | |
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SL 4.31 Funkcija Gaussove raspodele optimalnih vrednosti a) parametra o za f;=44.1 kHz b)
parametra f za fs =44.1kHz, c) parametra y za f; =44.1 kHz, d) parametra o za f; =22.05 kHz e)
parametra f za fs =22.05kHz, f) parametra y za f; =22.05 kHz, h) parametra o. za fs =8 kHz i)
parametra p za f; =8 kHz, j) parametra y za f; 8 =kHz kod interpolacije audio signala



5. PROCENA FUNDAMENTALNE FREKVENCIJE U SPEKTRALNOM
DOMENU

5.1 Uvod

U mnogim informacionim sistemima javlja se potreba za obradom govornih signala. Cesto se od
informacionog sistema zahteva da u realnom vremenu izvr$i analizu govora, prepoznavanje go-
vornika, klasifikaciju emocionalnog stanja govornika [Kang, 2004], [Kang, 2006]. U mnogim mul-
timedijalnim aplikacijama neophodna je obrada audio zapisa u cilju pobolSanja kvaliteta i ra-
zumljivosti govora. TipiCan primer je popravka govornog signala smanjenjem disonantnih frekven-
cija [Joen, 2003], [Kang, 2004]. Obrada govornog signala bazira se na analizi fundamentalne frek-
vencije i njenih dominantnih harmonika. Usled toga se procena fundamentalne frekvencije govornih
signala namece kao aktuelan zadatak [Janer, 1995], [Milivojevi¢, 2011], [Yarman, 2006]. Brza i
precizna procena fundamentalne frekvencije (fy) je jedan od osnovnih zadataka pri obradi govornih 1
audio signala [Kawahara, 2002]. Postoji veliki broj standardnih metoda koje se koriste za procenu f;
zasnovanih na razli¢itim matemati¢kim principima autokorelacija [Rabiner, 1997], kros-korelacija
[Samad, 2000], YIN [Kawahara, 2002], harmonijski proizvod spektra [Schroeder, 1968]. Algoritmi

mogu da se sprovedu u:
a) vremenskom domenu [Shimamura, 2001], [Kacha, 2005], [Shahnaz, 2012], [Rabiner, 1997],
b) spektralnom domenu [Cheveigné, 2001], [Klapuri, 2003], [Liu, 2001],

¢) kepstrum domenu [Ahmadi, 1999].

5.2 Fundamentalna frekvencija

Fundamentalna frekvencija predstavlja osnovnu frekvenciju periodicnog, odnosno kvaziperi-
odi¢nog signala. Procena fundamentalne frekvencije u spektralnom domenu podrazumeva primenu
Furijeove transformacije nad vremenski diskretnim signalom X(#). Za rad u realnom vremenu pri-
menjuje se brza Furijeova transformacija (engl. Fast Fourier transform, FFT). Spektar diskretnog

periodi¢nog signala je kontinualan dok se njegovo izracunavanje FFT-a vrsi u diskretnim tackama.
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Povecanjem broja tacaka gde se izraCunava spektar vrsi se bolja aproksimacija kontinualnog spek-
tra. Efekat duzine FFT-a prikazan je za a) sinusni i b) govorni signal. Signal je semplovan sa
f5=44100 Hz 1 nad njim je izvrSena diskretna Furijeova transformacija u 4096 tacaka. Prikazani

primeri su za blokove signala trajanja 32 ms (broj semplova je N=1411).

5.2.1 Spektar sinusnog signala

Sinusni test signal prikazan na Sl. 5.1 a) definisan je sa:

x(n)= iai sin(2mifyn), (5.1)

gde je fo fundamentalna frekvencija, o, amplituda i-tog harmonika (ap=1, @,=0.8, @,=0.6, a3=0.9,
a4=0.35, as=0.55), K broj harmonika (K=5). Formirani sinusni signal je sa frekvencijom semplovanja
£=44100 Hz, perioda semplovanja Ts=1/£=22,676 us, duzina FFT-a NFFT=4096 sa rezolucijom u
spektru Af=f,/NFFT=10,7666 Hz. Spektar signala u opsegu 0-5.5 kHz prikazan je na Sl. 5.1 b). Uo-
cavaju se pikovi na frekvencijama i-fy. Na slici Sl. 5.1 c) prikazan je deo spektra u opsegu 350 Hz.
Fundamentalna frekvencija signala je f,=130 Hz i ne poklapa se sa frekvencijama izracunavanja
FFT-a. Kako se f; nalazi izmedu 12-tc i 13-te komponente u spektru to je 129,199
Hz=12-Af<f;<13-Af=139,965 Hz.

(t)
'
O T S - N S U S

[N —_— mﬂﬂm ‘TTTTATTT Wﬂm

0
f(Hz) 0 50 100 150 200 250 300 350

f (Hz)

c)

0 0.005 001 0.015 002 0.025 0.03 0.035
t(s)

a) b)

SL 5.1 Sinusoidalni signal: a) vremenski prikaz, b) 1/8 spektra, c) uvecanje spektra.

5.2.2 Spektar govornog signala

Nad govornim signalom x(¢), koji je semplovan sa f=44100 Hz primenjena je diskretna Furije-
ova transformacija duZzine NFFT=4096 i dobijen spektar X( /). Vremenski oblik govornog signala

(samoglasnik ‘a’) prikazan je na Sl. 5.2.a. Vremenski oblik bloka govornog signala u trajanju od 32



Glava 5 Procena fundamentalne frekvencije u spektralnom domenu 100

ms predstavljen je na Sl. 5.2.b. Spektar govornog signala prikazan je na Sl. 5.2.c. Spektar u okolini
fundamentalne frekvencije prikazan je na Sl. 5.2.d. Spektar je diskretan i primenom peak picking
algoritma locira se pozicija dominantnog pika, i na osnovu nje procenjuje se fundamentalna frek-

vencija fo.

5.3 Procena fundamentalne frekvencije

Odredivanje fundamentalne frekvencije najcesce se bazira na lociranju pikova (engl. peak pick-
ing) amplitudske karakteristike u odredenom frekvencijskom opsegu. Ovom metodom se analiziraju
vrednosti signala na frekvencijama na kojima je izracunata FFT. Obi¢no se stvarna vrednost frek-
vencije ne nalazi na frekvencijama gde je izracunata FFT ve¢ je izmedu dva odbirka. Posledica ne-
podudaranja stvarne fundamentalne frekvencije, kao i njenih harmonika, manifestuje se u po-
javljivanju komponenata u spektru kojih nema u stvarnom spektru. Ova pojava naziva se curenje
spektra (engl. spectral leakage). Greska procene fundamentalne frekvencije kre¢e se u granicama
[(-f/(2NFFT) Hz, (f; (2NFFT) Hz] gde je f; frekvencija odabiranja, a NFFT broj tacaka u kojima se
izracunava FFT. Jedan nacin smanjenja greske je povecanje broja NFFT. Medutim, to ima za posle-
dicu hardversko-softversko usloznjavanje sistema za obradu signala. Drugi nacin je odredivanje in-
terpolacione funkcije 1 procena karakteristika spektra u intervalu izmedu dva odbirka. Ovim pos-
tupkom se vrsi rekonstrukcija spektra na osnovu FFT-a. Nakon toga se parametri spektra odreduju

analitickim postupcima (diferenciranje, integraljenje, ekstremne vrednosti,...) [Gardner, 1988].
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SL. 5.2 Govorni signal: a) vremenski oblik, b) vremenski oblik u trajanju 32 ms, c) 1/8 spektra i d)

uvecanje spektra u okolini dominantne komponente.

5.3.1 Peak-Picking algoritam

Problem procene fundamentalne frekvencije svodi na pikovanju maksimalnih komponenti u
spektru (Sl. 5.3.a). Iz mnostva pikovanih pikova biraju se oni koji pripadaju fundamentalnoj frek-
venciji 1 njenim harmonicima na frekvencijama i-fy (S1. 5.3.b). Pikovi se biraju tako da zadovol-
javaju odredene kriterijume, kao $to su: maksimalna energija, konstantno rastojanje izmedu pikova.
Na slici Sl. 5.3.c prikazan je pik koji odgovara fundamentalnoj frekvenciji. Na Sl. 5.4 prikazana je
greska procene fundamentalne frekvencije koja se nalazi izmedu dve maksimalne komponente u
spektru kada se koristi Peak-Picking algoritam, to jest e=fo - fy o Srednja kvadratna greska je
MSEpp=20.196.

Y —o Spektar Y —o Spektar v —o Spektar
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v v
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SI. 5.3 Pikovi u spektru govornog signala.
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SL. 5.4 Greska procene fundamentalne frekvencije kod primene Peak-Picking algoritma.

5.3.2 Interpolacija

Stvarna vrednost fundamentalne frekvencije nalazi se izmedu spektralne komponente odredene
peak-picking algoritmom 1 njoj susedne komponente. Povecanje preciznosti procene f, postize se
primenom interpolacije. Primenom interpolacionih polinoma odreduje se kontinualna kriva (rekon-

struisana funkcija), tj polinom n-tog stepena, p,( /') koji predstavlja spektar signala. Odredivanje fy

dp, (/)

realizuje se nalaZzenjem maksimuma funkcije p,( f). ReSavanjem jednacine T 0 odreduje se

f, =arg max( P, ( f )) Medutim za rad u realnom vremenu polinomi stepena » >10 nisu pogodni jer

su numericki slozeni i zahtevaju duze vreme izvrSavanja. Nedostatak polinomijalne interpolacije

reSava se primenom konvolucione interpolacije.

5.3.3 Konvoluciona interpolacija

Da bi se smanjila numericka slozenost, odnosno skratilo vreme izvrSavanja, primenjuje se inter-
polacija polinomima niskog stepena (n<5) po segmentima. Konstruise se interpolaciono jezgro koje
se pomera preko funkcije koju treba interpolirati. Ovaj postupak je u matematici opisan kao kon-
volucija. Interpolacija kod koje se primenjuje konvolucija naziva se konvoluciona interpolacija sa
interpolacionim jezgrom [Keys, 1981]. Primenom konvolucione interpolacije odreduje se rekon-

struisana funkcija spektra:

k+L/2

X(f)= Ypr(f-i), k<f<k+l, (5.2)

i=k+1-L/2
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gde je p=X(i), r je interpolaciono jezgro, a L broj semplova koji u€estvuju u interpolaciji. Diferen-
ciranjem X,( /') 1 odredivanjem ekstremnih vrednosti odreduje se pozicija maksimuma koja pred-

stavlja procenjenu fundamentalnu frekvenciju.

5.3.4 Algoritam procene fundamentalne frekvencije

Procena fundamentalne frekvencije signala x duzine N u spektralnom domenu vrsi se tako §to se
signal x najpre podeli na blokove x;, duzine N,. Zatim se vrs$i modifikacija prozorskom funkcijom w

duzine N,. Povecanje preciznosti postize se preklapanjem blokova. Duzina preklapanja blokova je

) N-N
N,, a broj blokova K =| ——*|.
N,-N,

Algoritam procene fundamentalne frekvencije sastoji se od slede¢ih koraka:
Ulaz: Frejm x;, duzine Np,
prozorska funkcija w,
NFFT-duzina FFT-a,
r-parametarsko interpolaciono jezgro,
L duzina jezgra,
a parametar jezgra,
f frekvencija semplovanja.
Izlaz: Procenjena fundamentalna frekvencija f..
Korak I: Obrada bloka x;. prozorskom funkcijom w ,
Xy, =X, *w. (5.3)
Korak 2: Odredivanje spektra Xj, primenom FFT-a,

X,, = FFT(x,,, NFFT). (5.4)

Spektar signala x je kontinualan dok FFT odreduje vrednosti spektra u pojedinim diskretnim

taCkama k=0,.... NFFT-1..

Korak 3: Primenom peak picking algoritma pikuje se pozicija k-tog uzorka za koji X3, ima na-

jvecu vrednost u spektru (kyax):
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th (kmax ) = maX(wa) > (55)

kmax predstavlja spektralnu poziciju fundamentalne frekvencije fo,

fo =y —1)- A1, (5.6)

P

gde je Af=fs /NFFT spektralna rezolucija.

Korak 4: Stvarna vrednost fo, nalazi se izmedu spektralnih komponenti k... 1 &, gde je:
kpp = arg maX(XbW(kmax - 1)’ wa (kmax + 1)) ‘ (57)

Primenom parametarske kubne konvolucione (PCC) interpolacije vrsi se rekonstrukcija spektra,

odnosno odreduje se rekonstruisana funkcija:

kpax ¥L /2

X, ()= Zpr(f-i), Ky <<k, (5.8)

i=ky H1=L/2
gde je p=X(0).
Korak 5: Diferenciranjem Xp,,( /) 1 odredivanjem ekstremnih vrednosti odreduje se pozicija
maksimuma koja predstavlja procenjenu fundamentalnu frekvenciju f.,

f. =argmax(X,,). (5.9)

Algoritam za procenu fundamentalne frekvencije prikazan je na Sl. 5.5.

\ Frejm x, /

Prozorska
funkcija

-

FFT

v

Peak-Picking

v

PCC-interpolacija

!
/ 2 AN

END

PCC-jezgro

SL. 5.5 Algoritam procene fundamentalne frekvencije.



Glava 5 Procena fundamentalne frekvencije u spektralnom domenu 105

Procena f; zavisi od a) prozorske funkcije 1 b) tipa jezgra. Sva istrazivanja sprovedena su pri-
menom: a) Hamming-ove, b) Hann-ove c¢) Blackman-ove, d) pravougaone, ¢) Kaiser-ove i f) trou-
gaone prozorske funkcije. Vremenski oblici 1 spektralne karakteristike prozorskih funkcija prika-

zane su na Sl. 5.7 1 S1. 5.8. Prozorske funkcije definisane su sa [Prabhu, 2013]:

a) Hamming-ova:

21n
<n< N-—
w(n)z 0.54+O.46cosN_ 0<n<N 1. (5.10)
0, n>N-1
b) Hann-ova:
0.5+0.5c0s2"- . 0<n<N-I
w(n): : ‘ N-1 ~~ " . (5.11)
0, n>N-1
¢) Blackman-ova:
0.42—0.5c0s27 +0.08cos - 0<n<N-1
wn)= TSR T TR Y T TR (5.12)
0, n>N-1
d) Pravougaona:
() I, 0<n<N-1 51
win)=
0, n>N-1 (5-13)

e) Kaiser-ova:

]o[na\/l—(]vzn 1 —1] \]
win)= _ O<nsN -1 (5.14)

gde je sa /) oznacena Bessel-ova funkcija, i

f) Trougaona:

(5.15)
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SL 5.6 Vremenski oblik prozorskih funkcija: a) Hamming-ova, b) Hann-ova, c) Blackman-ova, d)
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SL. 5.7 Spektralne karakteristike prozorskih funkcija:a) Hamming-ove, b) Hann-ove, c¢) Blackman-

ove, d) pravougaone, e) Kaiser-ove i f) trougaone.
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Kao mera kvaliteta, odnosno mera preciznosti algoritma za procenu fy, uvedena je srednje kvad-

ratne greska MSE (engl. Mean Square Error, MSE):

mse=((f, - £.¥). (5.16)

gde je fy stvarna, a f, procenjena fundamentalna frekvencija. Na preciznost procene uti¢e vrednost

parametra a. Minimiziranjem MSE moguce je odrediti optimalnu vrednost a. Optimalna vrednost
je:
a,,, = argmin(MSE). (5.17)
Algoritam procene f, primenjen je nad test signalima:
a) simulacioni sinusni test signal,
b) realni govorni test signal.

Sinusni test signal opisan u [Pang, 2000] dat je sa:

K

Mk

s(t) =

M - NFFT

0

a, sin(2ni(f0 + ngt + 91.]. (5.18)

=lg

gde je fo fundamentalna frekvencija, f; frekvencija semplovanja, NFFT duzina FFT-a, 4,1 6,ampli-

tuda 1 faza i-tog harmonika respektivno, K broj harmonika, a M broj tacaka izmedu dva sempla u

spektru u kojima se vr$i PCC interpolacija.

Realni govorni test signal, dobijen je snimanjem jednog govornika u realnom akustiénom ambi-

jentu [Milivojevic¢l, 2010].

U procesu simulacije fy i & su slucajne promenljive sa uniformnom raspodelom u opsegu [G2
(97.99 Hz), G5 (783.99 Hz)] i [0,27] respektivno. Frekvencija signala semplovanja je f5=8 kHz, a
duzina prozorske funkcije N=256 ¢ime je obezbedena analiza podsekvenci koje traju 32 ms. Rezul-
tati koji su prikazani u daljem delu rada odnose se na f;=125-140.625 Hz, K=10 1 M=100,
NFFT=512.

U narednim poglavljima bice analizirana procena fundamentalne frekvencije kod sinusoidalnih 1

govornih signala primenom nekih od definisanih konvolucionih jezgara iz glave 3.
5.4 Poliya interpolaciona jezgra

U ovom poglavlju izvrSena je analiza primene Polya jezgara duZine L=4 kod procene fundamen-
talne frekvencije nad test signalima uz primenu Hamming-ove, Hann-ove, Blackman-ove, pravou-

gaone, Kaiser-ove i trougaone prozorske funkcije.
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5.4.1 Kvazi-racionalno Polya jezgro

Konvolucionom interpolacijom uz primenu Kvazi-racionalnog Polya interpolacionog jezgra
(3.11) izvrsena je rekonstrukcija spektra sloZzenog sinusoidalnog (5.18) 1 govornog signala. Odre-
dena je pozicija maksimuma rekonstruisanog spektra, odnosno izvrSena procena fundamentalne
frekvencije. IzraCunavanjem MSE u zavisnosti od parametra jezgra i lociranjem minimuma odre-
dena je optimalna vrednost parametra za svaku prozorsku funkciju. Preciznost procene fundamen-

talne frekvencije merena je pomocu srednje kvadratne greSke (MSE).
5.4.1.1 Eksperimentalni rezultati

Optimalne vrednosti parametra o primenom kvazi-racionalnog Polya jezgra duzine L=4 nad si-
nusoidalnim signalom prikazani su u Tbl. 5.1 i na Sl. 5.8, dok suu Tbl. 5.2 i na Sl. 5.9 dati rezultati

za govorni signal, uz primenu odgovarajucih prozorskih funkcija.

Tbl. 5.1 Minimalna vrednost MSE procene fundamentalne frekvencije sinusnog signala za slucaj
primene kvazi-racionalnog Polya jezgra i prozorske funkcije [Savicl, 2015].

Prozorska f-ja MSE yin(a) Oopt

Hamming-ova 0.0068 -0.4500
Hann-ova 0.0138 -0.4500
Blackman-ova 0.0406 -0.8000
Pravougaona 0.6717 -0.0600
Kaiser-ova 0.0155 -0.7000
Trougaona 0.0044 -0.4500

Tbl. 5.2 Minimalna vrednost MSE procene fundamentalne frekvencije govornog signala za slu-
caj primene kvazi-racionalnog Polya jezgra i prozorske funkcije [Savicl, 2015].

Prozorska f-ja MSE pin(a) opt

Hamming-ova 0.0367 -0.4200
Hann-ova 0.0454 -0.5900
Blackman-ova 0.0703 -0.8000
Pravougaona 0.2507 -0.3000
Kaiser-ova 0.0438 -0.7000
Trougaona 0.0367 -0.4400
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SL. 5.8 Zavisnost MSE od parametra jezgra kod procrne fundamentalne frekvencije sinusnog sig-

nala za slucaj primene kvazi-racionalnog Polya jezgra za: a) Hamming-ovu, b) Hann-ovu, c)

Blackman-ovu, d) pravougaonu, e) Kaiser-ovu i f) trougaonu prozorsku funkciju.
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SL. 5.9 Zavisnost MSE od parametra jezgra kod procene fundamentalne frekvencije govornog sig-

-0.8

-0.9

nala za slucaj primene kvazi-racionalnog Polya jezgra za: a) Hamming-ovu, b) Hann-ovu, c)
Blackman-ovu, d) pravougaonu, e) Kaiser-ovu i f) trougaonu prozorsku funkciju.
a) Za sinusni test signal najmanja vrednost MSE (MSE,,;,=0.0044) dobijena je kod primene

Analizom rezultata za MSE prikazanih u tabelama (Tbl. 5.1 1 Tbl. 5.2) i na slikama (S1. 5.8 1 SL.
trougaone prozorske funkcije, a najveca primenom pravougaone. U odnosu na druge prozorske

5.4.1.2 Analiza rezultata
5.9), moze se zakljuciti:
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funkcije trougaona je pokazala bolje rezultate: 35% (Hamming-ove), 68% (Han-ove), 89% (Black-

man-ove), 71% (Kaiser-ove) i 93% (pravougaona).

b) Kod govornog signala mimimalna vrednost MSE (MSE,,;;=0.0367) dobijena je primenom
trougaone 1 Hammingove prozorska funkcija, dok je pravougaona prozorska funkcija prikazala najve¢u
gresku (MSEin=0.2507). U odnosu na druge prozorske funkcije trougaona (Hammingova) je pokazala
bolje rezultate: 20% (Hann-ova), 48% (Blackman-ova), 16% (Kaiser-ova) i 85% (Pravougaona).

c) Procena tacnosti f) za sinusni u odnosu na govorni signal je: MSEwin soug-Poiva-sp /

MSEmin sroug Potva-sin=0.0367/ 0.0044=8.34 puta veca.

d) Pri obradi pravougaonom prozorskom funkcijom primenom kvazi-racionalnog Polya jezgra
preciznije je  obraden govorni signal u odnosu na  sinusni. GreSka je

MSEwin rect.sin MSEminrectanng polyaspy=0.06717 / 0.02517= 2.68 puta manja kod govornog signala.

5.4.2 Racionalno Polya 1P jezgro

Konvolucionom interpolacijom uz primenu racionalnog Polya 1P interpolacionog jezgra (3.10)
izvrSena je rekonstrukcija spektra slozenog sinusoidalnog signala (5.18). Odredena je pozicija mak-
simuma rekonstruisanog spektra, odnosno izvrSena procena fundamentalne frekvencije. Iz-
racunavanjem MSE u zavisnosti od parametra jezgra i1 lociranjem minimuma odredena je optimalna

vrednost parametra za svaku prozorsku funkciju.

5.4.2.1 Eksperimentalni rezultati
Prikazani su rezultati za MSE,i, 1 o, 0 tabeli Tbl. 5.3 1 na Sl. 5.10 za sinusni signal, a u tabeli

Tbl. 5.4 ina Sl. 5.11 za govorni signal.

Tbl. 5.3 Minimalna vrednost MSE procene fundamentalne frekvencije sinusnog signala za slucaj
primene Polya racionalnog jezgra i prozorske funkcije.

Prozorska f-ja MSE yin(a) Olopt

Hamming-ova 0.0058 -0.4000
Hann-ova 0.0133 -0.4000
Blackman-ova 0.0300 -0.7000
Pravougaona 0.6712 -0.0500
Kaiser-ova 0.0138 -0.6000
Trougaona 0.0024 -0.4000




Glava 5 Procena fundamentalne frekvencije u spektralnom domenu 112

0.02 T T T T T T T 0.017

0.018 . . . . o 0.0165

0.016 1

0.0155

0.0145

0.008 -
0.014 -

0.006 -
0.0135

0.004 i i ; i i i ;
-055 -05 -045 -04 -035 -03 -025 -02 -015 0013 i

o -0.55 -0.5 -0.45 -0.4 -0.35 -0.3 -0.25 -0.2 -0.15
o
a) b)

0.02 ; ; ; i i i i
-0.8 -0.75 -0.7 -0.65 -0.6 -05 -0.4 -03 -0.2 -0.1 0

S
o
o
s

0.02

0.01 i i i i i i i i I i i i
-0.7 -0.65 -0.6 -0.55 -0.5 -0.45 -0.4 -0.35 *%.5 -0.45 -0.4 -0.35 -0.3 -0.25 -0.2 -0.15

SI. 5.10 Zavisnost MSE od parametra jezgra kod procene fundamentalne frekvencije sinusnog sig-
nala za slucaj primene racionalnog Polya 1P jezgra za: a) Hamming-ovu, b) Hann-ovu, c) Black-
man-ovu, d) pravougaonu, e) Kaiser-ovu i f) trougaonu prozorsku funkciju.

Tbl. 5.4 Minimalna vrednost MSE procene fundamentalne frekvencije govornog signala za slucaj
primene Polya racionalnog jezgra i prozorske funkcije.

Prozorska f-ja MSE yin(a) Oopt
Hamming-ova 0.0353 -0.380
Hann-ova 0.0447 -0.4000
Blackman-ova 0.0607 -0.6500
Pravougaona 0.2521 -0.2500
Kaiser-ova 0.0421 -0.6000
Trougaona 0.0244 -0.4000
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SI. 5.11 Zavisnost MSE od parametra jezgra kod procene fundamentalne frekvencije govornog sig-
nala za slucaj primene racionalnog Polya 1P jezgra za: a) Hamming-ovu, b) Hann-ovu, c) Black-
man-ovu, d) pravougaonu, e) Kaiser-ovu i f) trougaonu prozorsku funkciju.

5.4.2.2 Analiza rezultata

a) Za sinusni test signal najmanja vrednost MSE (MSE,;,=0.0024) dobijena je kod primene

trougaone prozorske funkcije, a najveéa primenom pravougaone. U odnosu na druge prozorske



Glava 5 Procena fundamentalne frekvencije u spektralnom domenu 114

funkcije trougaona je pokazala bolje rezultate: 59% (Hamming-ove), 82% (Han-ove), 92% (Black-

man-ove), 83% (Kaiser-ove) i 99% (pravougaona).

b) Kod govornog signala mimimalna vrednost MSE (MSE,,;;=0.0244) dobijena je primenom
trougaone prozorske funkcije, a najveca primenom pravougaone. U odnosu na druge prozorske
funkcije trougaona je pokazala bolje rezultate i to: a) 31% (Hamming-ove), b) 45% (Hann-ove), c¢)

60% (Blackman-ove), d) 42% (Kaiser-ove) i ¢) 90% (pravougaone).

c¢) Procena tacnosti f) sinusnog u odnosu na govorni test signal pri interpolaciji racionalnim

Polya jezgrom je:
MSE winHaming. Polya.sp! MSEmintiaming Potva.sin=0.0353/0.0058=6.09 puta veca,
MSE wvinHann. Poiva.sp! MSEmintann. Poiya.sin=0.0447/0.0133=3.36 puta veca,
MSE vinBiackman Polya.sp! MSEminBlackman Polya.sin=0.0607/0.0300=2.02 puta veca,
MSE winkaiser Polva.sp! MSEminKaiser. Polya.sin=0.0421/0.0138=3.05 puta veca,
MSE wintriangl. Potya.sp! MS Emintriang Potya.sin=0.0244/0.0024=10.16 puta veca.

d) Kod racionalne Polya interpolacije uz primenu pravougaone prozorske funkcije preciznije je
procenjen govorni signal. GreSka je MSEwinreciang Polya.sin /MSEminrectang Polya.sp=0.06712/0.2521=2.67

puta manja kod procene govornog signala.

e) U odnosu na kvazi racionalno Polya interpolaciono jezgro kod kojeg su za sinusni signal na-
jbolji rezultati dobijeni primenom trougaone prozorske funkcije predlozeno jezgro je pokazalo

MSE min troug kvazi potva 'MSE min troug poiva = 0.0044/0.0024=1.83 puta manju gresku.

f) U odnosu na kvazi racionalno Polya interpolaciono jezgro kod kojeg su za govorni signal na-
jbolji rezultati dobijeni primenom trougaone prozorske funkcije prdloZeno jezgro je pokazalo

MSE in troug kvazi potva /MSE min troug potya =0.0367/0.0244= 1.504 puta manju gresku.

5.4.3 Polya 1P jezgro

Konvolucionom interpolacijom uz primenu Polya 1P interpolacionog jezgra (3.9) izvrSena je re-
konstrukcija spektra sloZenog sinusoidalnog signala (5.18). Odredena je pozicija maksimuma re-
konstruisanog spektra, odnosno izvr§ena procena fundamentalne frekvencije. IzraCunavanjem MSE
u zavisnosti od parametra jezgra i lociranjem minimuma odredena je optimalna vrednost parametra

za svaku prozorsku funkciju.
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5.4.3.1 Eksperimentalni rezultati
Minimalne vrednosti MSE 1 optimalne vrednosti parametra jezgra za odgovarajucu prozorsku

funkciju prikazane su u Tbl. 5.5.

Tbl. 5.5 Minimalna vrednost MSE procene fundamentalne frekvencije sinusnog signala za slucaj
primene Polya 1P jezgra i prozorske funkcije [Milivojevicl, 2015].

Prozorska f-ja MSEin Onin

Hamming-ova 0.0012 -0.35
Hann-ova 0.0125 -0.40
Blackman-ova 0.0329 -0.75
Pravougaona 1.0745 0.00

Kaiser-ova 0.0140 -0.70
Trougaona 0.0029 -0.44
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SL 5.12 Zavisnost MSE od parametra jezgra kod procene fundamentalne frekvencije sinusnog sig-

nala za slucaj primene Polya 1P jezgra za a) Hamming-ovu, b) Hann-ovu, c) Blackman-ovu, d)
pravougaonu, e) Kaiser-ovu i f) trougaonu prozorsku funkciju.

5.4.3.2 Analiza rezultata
Analizom rezultata za MSE prikazanih u Tbl. 5.5 i na Sl. 5.12, zakljucuje se da je:

a) najmanje MSE,,;, dobijeno za Hamming-ovu prozorsku funkciju. U odnosu na druge prozorske
funkcije Hamming-ova je pokazala bolje rezultate: a) 90% (Hann-ove), b) 96% (Blackman-ove), ¢)

91% (Kaiser-ove), d) 99% (pravougaon’e) i f) 58% (trougaone),

b) procena tacnosti fy Polya 1P jezgrom prciznija je u odnosu na procenu primenom Polya kvazi-
racionalnog parametarskog jezgra [Savi¢l, 2015]. Poredenjem sa rezultatima dobijenim primenom
Polya kvazi-racionalnog , gde je najmanje MSE dobijeno za trougaonu prozorsku funkciju, pred-
lozeno Polya jezgro ima MSEwin Poiya kvazi-rac.troug 'MSE min Haming potya=3.67 puta manju srednje kvad-

ratnu greSku,

e) poredenjem sa rezultatima dobijenim primenom racionalnog Polya jezgra, gde je najmanje
MSE dobijeno za trougaonu prozorsku funkciju, predlozeno PolyalP konvoluciono jezgro ima

MSE win Polya raionatnoc.iroug 'MSE wmin Haming potva=1.25 puta manju srednje kvadratnu greSku.

5.5 Polinomijalna interpolaciona jezgra

U ovom poglavlju izvrSena je analiza efikasnosti procene fundamentalne frekvencije primenom
parametarskih polinomijalnih jezgara drugog (kvadratnog), tre¢eg (kubnog) i petog reda. Analiza je
obavljena za jednoparametarska, dvo-parametarska i tro-parametarska jezgra (Glava 3). Mini-

miziranjem MSE odredene su optimalne vrednosti parametara.
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5.5.1 Jednoparametarska jezgra

Izborom parametra jezgra moguce je posti¢i optimalne rezultate saglasno definisanom kriteri-
jumu i1 konkretnom zahtevu. Optimizacija ¢e biti izvrSena izborom jezgra i prozorske funkcije. Op-
timalne vrednosti parametara konvolucionog jezgra odredene su za Kvadratno, Kejsovo 1P, 1 jezgro

petog reda slede¢im algoritmom.
5.5.1.1 Algoritam procene optimalnih vrednosti parametra

Optimalne vrednosti parametara jezgra odreduju se tako §to se procesom interpolacije dobije
minimalna greska procene fundamentalne frekvencije u spektralnom domenu. Algoritam procene
optimalne vrednosti parametra interpolacionog jezgra sastoji se od sledecih koraka (grafi¢ka pred-

stava algoritma prikazana je na Sl. 5.13):

Ulaz: Frejm x,, duzine Np,
prozorska funkcija w,
NFFT-duzina FFT-a,
r-parametarsko interpolaciono jezgro,
L duzina jezgra,
a parametar jezgra,
fo fundamentalna frekvencija.
Izlaz: Optimalni parametar jezgra oopt.
Korak I: Obrada bloka x;. prozorskom funkcijom w,

Korak 2: primenom FFT-a odreduje se spektar X,

Korak 3: Metodom pikovanja odreduje se pozicija spektralne komponente (k) sa najvecom

amplitudom,
FOR o= Onin - Ao : Omax

Korak 4: lzdvajanje dela spektra u okolini pikovane komponente, Pp=[Pimax-

L2415 aPkmaX: e aPkmax+L/2] 9

Korak 5: Procena f,, primenom konvolucione interolacije uz primenu 1P jezgra sa pa-

rametrom a,

Korak 6: Odredivanje srednje kvadratne greske interpolacije,

MSE@) =((f,~ 1. ). (5.19)
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END o,

Korak 6: Odredivanje oo (jednakost (5.17)).

\ﬁ)a Xb, Nb> r, W, L7 NFFT: Olmins Omaxs AU, /

w

Xy =FFT(Xy,,,NFFT)

v

knax=Peak-Picking( Xpw)

v

FOR o= Omin Ao Olmax

v

Pb :[Pmax—La oee aPmax oo ,Pmax+L]

v

f=PCC (Py,r, 0)

Y

MSE(o)=(/i-/.)’

Oop—= arg min MSE(a)

/ Qopt \

(C__END )

SL 5.13 Algoritam procene optimalnog parametra jezgra.
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5.5.1.2 Kvadratno interpolaciono jezgro

U ovom poglavlju analizirana je procena fundamentalne frekvencije govornog signala. Problem
estimacije tacne pozicije u spektralnom domenu obavljen je pomoc¢u kvadratnih parametarskih in-

terpolacionih jezgara.

U glavi 3 definisana su: a) Dodgsonovo [Dodgson, 1997] i b) kvadratno [Savi¢l, 2014] 1P

jezgro. Analiticki izraz za procenu fundamentalne frekvencije je:

-B

f.= Y (5.20)

gde su A i1 B koeficijenti koji se izraCunavaju na osnovu vrednosti spektralnih komponenata py. Za

Dodgsovovo jezgro koeficijenti su:
1
A=a(p 2P+ D), B= 5(Pk-1 +Pieit) s (5.21)

dok su za Kvadratno 1P interpolaciono jezgro:

A=2p | =Py — Dk —2Dkv2»  B=20p,_ +2pp +2ap; 5 . (5.22)

5.5.1.2.1 Eksperimentalni rezultati

Vrednosti srednje kvadratne greSke u zavisnosti od parametra o za standardne prozorske funkcije
prikazane su na: Sl. 5.14 (a) Hamming-ova, b) Hann-ova, ¢) Blackman-ova, d) pravougaona, e)
Kaiser-ova i f) trougaona). U Tbl. 5.6 prikazane su optimalne vrednosti parametra o i minimalne

vrednosti MSE.

% 1.0
2 5

0.95

0.9

0.85 i i i i i i i i i
-12 -118 -1.16 -1.14 -112 -11 -1.08 -1.06 -1.04 -1.02 -1 08 118 116 —1.14 112 11 —1.08 -1.06 —1.04 -1.02 -1
o
o
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MSE
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SL. 5.14 Zavisnost MSE od parametra o. Kvadratnog 1P jezgra kod procene fundamentalne frekven-
cije govornog signala za: a) Hamming-ovu, b) Hann-ovu, c¢) Blackman-ovu, d) pravougaonu, e)
Kaiser-ovu i f) trougaonu prozorsku funkciju [Savicl, 2014].

Tbl. 5.6 Minimalna vrednost MSE procene fundamentalne frekvencije govornog signala za slu-
Caj primene kvadratnogjezgra i prozorske funkcije.

Prozorska f-ja MSE pin(01) Oopt
Hamming-ova 0.8727 -1.125
Hann-ova 0.899 -1.1
Blackman-ova 0.6014 -0.915
Pravougaona 0.0726 0.01
Kaiser-ova 0.963 -1.065
Trougaona 1.0026 -1.14

5.5.1.2.2 Analiza rezultata
Na osnovu rezultata prikazanih na SI. 5.14 1 Tbl. 5.6 zakljucuje se da:

a) primena Dodgsonovog konvolucionog jezgra (3.4) generiSe neprihvatljivo velike vrednosti

MSE (MSE>20),
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b) primena kvadratnog jezgra (3.8) dala je optimalne rezultate za pravougaonu prozorsku funk-
ciju. U odnosu na druge prozorske funkcije pravougaona je pokazala bolje rezultate: 91% (Ham-

ming-ove), 92% (Hann-ove, Kaiser-ove), 88% (Blackman-ove), 93% (trougaone),

c¢) poredenjem sa rezultatima dobijenim primenom kvazi-racionalnog Polya jezgra, gde je na-
jmanje MSE za trougaonu prozorsku funkciju, zakljucuje se da kvadratno interpolaciono jezgro ima

MSEwin pravoug ivadr!/ MSEmin_sroug porya= 16.5 puta vecu srednje kvadratnu greSku.

d) poredenjem sa rezultatima dobijenim primenom racionalnog Polya jezgra, gde je najmanje
MSE za trougaonu prozorsku funkciju, zakljuuje se da kvadratno interpolaciono jezgro ima

MSE in pravoug. kvadratno 'MSE min troug potya=30.25 puta vecu srednje kvadratnu greSku.

Detaljnom analizom zakljucuje se da Dodgsonovo jezgro proizvodi neprihvatljivo veliku gresku
(MSE>20) dok kvadratno jezgro uz primenu pravougaone prozorske funkcije daje bolji rezultat. U
poredjenju sa Polya interpolacionim jezgrima kvadratno jezgro proizvodi znatno vece greske. S ob-
zirom da proces konvolucije sa kvadratnim jezgrom ima manji nivo numericke slozenosti od kon-
volucije sa Polya jezgrima primena u sistemima za rad u realnom vremenu predstavlja kompromis

izmedju zahtevane brzine 1 preciznosti.

5.5.1.3 Kubno interpolaciono jezgro (Kejsovo)

Odredivanje interpolacione funkcije primenom parametarske kubne konvolucije (engl. Paramet-
ric Cubic Convolution - PCC) prikazano je u radovima [Keys, 1981], [Park, 1983]. Detaljna analiza
procene fundamentalne frekvencije, kao i prednost PCC interpolacije, koja se prvenstveno ogleda u

brzini odredivanja parametara interpolacione funkcije, opisana je u radu [Pang, 2000].

U cilju povecanja: a) preciznosti procene i b) brzine izvrSenja algoritma u [Pang, 2000] prikazan
je analiticki izraz za odredivanje pozicije maksimuma rekonstruisane funkcije (jednakosti (5.23),

(5.24)).

Analiticki izraz za poziciju maksimuma funkcije X,(f) (5.2) je:

Jonax = , (5.23)

gde je k pozicija maksimalne komponente u spektru i za:

Kejs 1P
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a= 2(apk—l + (Ot + 2)pk - (OL + 2)pk+l - OLpk+2)
b=-2ap, - (O‘ + 3)pk + (20‘ + 3)pk+1 +Op,, - (5.24)

C=—0p; —0P
5.5.1.3.1 Eksperimentalni rezultati

Primenjujuéi algoritam za odredivanje parametara Kejsovog 1P interpolacionog nacrtani su dija-
grami MSE(a) i odredene minimalne vrednosti MSE za sinusni i govorni signal koje su prikazane
na SI. 5.15 (MSExk 1p siNn min Sine test signal) 1 SI. 5.16 (MSExk ip sp min Speech test signal). Odre-
dene su vrednosti &, za a) Haming-ovu, b) Hann-ovu, c¢) Blackman-ovu, d) pravougaonu e¢) Kai-
ser-ovu 1 f) trougaonu prozorsku funkciju. Vrednosti MSE i a, su prikazane u Tbl. 5.7
(MSEk 1p siNn min Sine test signal) 1 Tbl. 5.8 (MSEx 1p sp min Speech test signal). Na SI. 5.17 prika-
zana je greSka procene fundamentalne frekvencije za slucaj primene Haming-ove prozorske funk-

cije za a) sinusni i b) govorni signal.

Tbl. 5.7 Minimalna vrednost MSE procene fundamentalne frekvencije sinusnog signala za slucaj

primene Kejsovog 1P jezgra i prozorske funkcije.

Prozorska f-ja MSEK 1P SIN min Oopt

Hamming-ova 0.0097 -1.0100
Hann-ova 0.00063836 -0.8800
Blackman-ova 0.00043616 -0.8000
Pravougaona 0.1805 -2.6400
Kaiser-ova 0.0058 -1.1300
Trougaona 0.0015 -1.0300

3 4

MSE [o]
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SL. 5.15 Zavisnost MSE od parametra jezgra kod procene fundamentalne frekvencije sinusnog sig-
nala za slucaj primene Kejsovog 1P jezgra za: a) Hamming-ovu, b) Hann-ovu, ¢) Blackman-ovu, d)

pravougaonu, e) Kaiser-ovu i f) trougaonu prozorsku funkciju.

MSE [o]
MSE [o]
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MSE [o]

SL 5.16 Zavisnost MSE od parametra jezgra kod procene fundamentalne frekvencije govornog sig-
nala za slucaj primene Kejsovog 1P jezgra za: a) Hamming-ovu, b) Hann-ovu, c) Blackman-ovu, d)
pravougaonu, e) Kaiser-ovu i f) trougaonu prozorsku funkciju.

Tbl. 5.8 Minimalna vrednost MSE procene fundamentalne frekvencije govornog signala za slu-

¢aj primene Kejsovog 1P jezgra i prozorske funkcije [Milivojevi¢2, 2013] .

Prozorska f-ja MSEK 1P SP min Olopt
Hamming-ova 0.0309 -0.9900
Hann-ova 0.0347 -0.8800
Blackman-ova 0.0357 -0.8000
Pravougaona 0.6087 -2.22700
Kaiser-ova 0.0275 -1.1100
Trougaona 0.0271 -1.0200
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SL. 5.17 Greska procene fundamentalne frekvencije za slucaj primene Hamming-ove prozorske
funkcije za: a) sinusni signal i b) govorni signal.

5.5.1.3.2 Analiza rezultata
Na osnovu rezultata prikazanih u Tbl. 5.7 1 Tbl. 5.8 zakljucuje se:

a) U slucaju sinusnog signala najveca preciznost postignuta je primenom Blackman-ove prozor-
ske funkcije (MSEx 1p siv min=0.00043616). Minimalna preciznost dobijena je u slucaju pravou-

gaone prozorske funkcije (MSEk 1p siv min=0.1805),

b) za govorni signal najveca preciznost postize se primenom trougaone prozorske funkcije
(MSEk 1p sp min=0.0271). Najmanju taCnost pokazala je pravougaona prozorska funkcija

(MSEx 1p_SP_min=0.6087),

c) veca tacnost se postiZze pri proceni sinusnog signala. Poredenjem MSE za sinusni signal
(Blekmanov prozor) i govorni (trougaoni prozor) dobija se odnos MSEx 1p sp min/ MSEK 1P SIN min=
0.0271/4.3616*10™* =62.3331. Iz ovog odnosa nameée se zakljutak da je procena fundamentalne

frekvencije sinusnog signala bolja u odnosu na procenu govornog signala,

d) u odnosu na kvazi-racionalno Polya jezgro kod kojeg su najbolji rezultati za sinusni signal do-
bijeni primenom trougaone prozorske funkcije, Kejsovo jednoparametarsko kubno konvoluciono

/| MSE

min Black .keys

jezgro je pri proceni sinusnog signala pokazalo MSE =10.088 puta manju

mintroug.polya.

gresku,

e) za govorni signal primenom trougaone prozorske funkcije dobijeni su najbolji rezultati 1 kod

Kejsovog 1P i kod kvazi-racionalnog Polya jezgra. Komparacijom dobijenih rezultata zaklju€uje se
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da je Kejsovo 1P jezgro pokazalo MSEminyiang potyasp. /MSEmintriang keyssp. =0.0367 /0.0277=1.32 puta

manju gresku,

f) u odnosu na Polya 1P jezgro kod kojeg su najbolji rezultati dobijeni primenom trougaone pro-
zorske funkecije, Kejsovo 1P kubno konvoluciono  jezgro  je pokazalo

MSE / MSE, =3.76 puta manju gresku,

mintroug.polya. min Black .keys

g) u poredjenju sa rezultatima primene kvadratnog jezgra [Savi¢l, 2014], zakljucuje se da pri-
mena Kejsovog 1P kubnog interpolacionog jezgra dovodi do srednje kvadratne greske koja je:
37.94 (Hamming-ova), 224.75 (Hann-ova), 48.15 (Kaiser-ova), 0.14 (pravougaona), 601.4 (Black-

man-ova) 1 358.07 (trougaona) puta manja,

h) kod sinusnog signala za slu¢aj primene trougaone prozorske funkcije je srednje kvadratna
greSka u odnosu na srednje kvadratnu greSku dobijenu kada se koristi Peak- Picking algoriam,

MSEpp/ MSEK 1P sin troug min=20.196/0.0015=13464 puta manja,

1) kod sinusnog signala za slucaj primene pravougaone prozorske funkcije je srednje kvadratna
greska u odnosu na srednje kvadratnu gresku dobijenu kada se koristi Peak- Picking algoriam,

MSEpp/ MSEK 1P sin_troug min=20.196/0.1805=111.89 puta manja,

j) kod govornog signala za slucaj primene trougaone prozorske funkcije je srednje kvadratna
greska u odnosu na srednje kvadratnu gresku dobijenu kada se koristi Peak- Picking algoriam,

MSEpp/ MSEK 1P sin_ troug min=20.196/0.0271=745.24puta manja,

k) kod govornog signala za slucaj primene pravougaone prozorske funkcije je srednje kvadratna
greska u odnosu na srednje kvadratnu gresku dobijenu kada se koristi Peak- Picking algoriam,
MSEpp/ MSEK 1P sin troug min=20.196/0.6087=33.27 puta manja.
5.5.1.4 Interpolaciono jezgro petog reda

Primenom interpolacionog jezgra petog reda (3.7) opisanog u glavi 3 izvrSena je procena funda-
mentalne frekvencije kod govornog i sinusnog signala.
5.5.1.4.1 Eksperimentalni rezultati

Vrednosti MSE i optimalnog parametra jezgra za sinusni i govorni signal prikazane su u Tbl. 5.9

1 Tbl. 5.10 respektivno.
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Tbl. 5.9 Minimalna vrednost MSE procene fundamentalne frekvencije sinusnog signala za slucaj
primene jednoparametarskog jezgra petog reda i prozorske funkcije [Milivojevic2, 2015].

Prozorska f-ja MSE nin(0) Olopt

Hamming-ova 0.0329 0.0900
Hann-ova 0.0145 0.0800
Blackman-ova 0.0268 0.0800
Pravougaona 0.2410 0.2600
Kaiser-ova 0.0172 0.1100
Trougaona 0.0143 0.1000

Tbl. 5.10 Minimalna vrednost MSE procene fundamentalne frekvencije govornog signala za slu-
Caj primene jednoparametarskog jezgra petog reda i prozorske funkcije [Milivojevic2, 2015].

Prozorska f-ja MSE yin(0) Oopt

Hamming-ova 0.0411 0.0900
Hann-ova 0.0442 0.0800
Blackman-ova 0.0747 0.0700
Pravougaona 0.3894 0.2400
Kaiser-ova 0.0370 0.1000
Trougaona 0.0394 0.1000

Na SI. 5.18 1 SI. 5.19 dat je graficki prikaz zavisnosti MSE od parametra jezgra za sinusni i go-

vorni signal respektivno.

C) d)



128

Procena fundamentalne frekvencije u spektralnom domenu

Glava 5

5.18 Zavisnost MSE od parametra jezgra petog reda za sinusni signal.
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SL. 5.19 Zavisnost MSE od parametra jezgra kod procrne fundamentalne frekvencije sinusnog sig-
nala za slucaj primene jezgra petog reda za: a) Hamming-ovu, b) Hann-ovu, c) Blackman-ovu, d)
pravougaonu, e) Kaiser-ovu i f) trougaonu prozorsku funkciju.

// |

0 0.02 0.04 006 008 01 012 0.14 0.16
o

0 0

5.5.1.4.2 Analiza rezultata
Analizom rezultata za MSE prikazanih u Tbl. 5.9 1 Tbl. 5.10 moze se zakljuciti da:

a) kod sinusnog signala najveca preciznost dobija se primenom trougaone prozorske funkcije
(MSEin=0.0143, 00p=0.1), dok se primenom pravougaone funkcije dobija najveca greska
(MSEin=0.2410, 00p=0.26). Preciznost procene trougaone funkcije je 0.2410/ 0.0143=16.853 puta

bolja u odnosu na pravougaonu funkciju,

b) kod govornog signala najmanja greska dobijena je primenom Kaiser-ove prozorske funkcije
(MSEin=0.0370,  00,=0.1), a mnajve¢a primenom Blackman-ove prozorske funkcije
(MSEin=0.3894, 00,=0.24). Kaiser-ova prozorska funkcija ima 0.3894/0.0370=10.524 bolju pre-

ciznost u odnosu na pravougaonu,

¢) preciznost procene sinusnog signala 0.0370/0.0143=2.5874 puta bolja u odnosu na procenu

govornog signala,

d) u poredenju sa Kejsovim 1P jezgrom tre¢eg reda, jezgro ima 0.0143/0.0015=9.55 puta manju

preciznost za sinusni 1 0.0370/0.0271=1.365 puta manju za govorni signal.

5.5.2 Dvoparametarsko jezgro (Kejsovo)

U radovima [Pang, 2000], [Mirkovi¢, 2004] pokazano je da se preciznost procene moze povecati
izborom optimalne vrednosti parametra jezgra, primenom jezgra sa dva parametra kao i izborom
prozorske funkcije. Primena PCC za odredivanje fy, uz prethodnu obradu signala prozorskim funk-
cijama prikazana je u [Milivojevi¢, 2004]. U radu [Mirkovi¢, 2004] izvrSena je analiza efikasnosti

algoritma za procenu f; uz primenu Grevilleovog 2P jezgra. U ovom poglavlju izvrSena je analiza
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procene fundamentalne frekvencije kod sinusnog i govornog signala primenom konvolucione inter-

polacike sa Kejsovim 2P jezgrom.

5.5.2.1 Algoritam procene optimalnih vrednosti

Algoritam odredivanja optimalnog parametra Kejsovog 2P (3.12) jezgra predstavljen je na Sl.

5.20.

5.5.2.2 Kubno interpolaciono jezgro

U cilju povecanja: a) preciznosti procene i b) brzine izvrSenja algoritma odredeni su analiticki iz-
razi za poziciju maksimuma funkcije X(f) (5.2), koja je dobijena primenom konvolucije sa Kejso-

vim 2P jezgrom.

Analiticki izraz za poziciju maksimuma funkcije X,(f) (5.2) je:

k_iv aZO
2b
Sonax = : (5.25)
_h+Apl —
k+—b_ b ac, a#0
a

gde je k pozicija maksimalne komponente u spektru, a koeficijenti iz (5.25) su:

a=3PBp,, +tap,_, + (OL -B- 2)pk - (OL -B- 2)pk+1 — 0P, —Bpiss)

b= (_ 4B)pk—2 + (_ 4o+ ZB)pk—l + (_ 200+ 2B - 6)pk + (4OL -4+ 6)pk+1 +
(20C + 2B)pk+2 + (2B)pk+3 '

c=Pp,,+ (OL - B)pk—l - (OL - B)pk+l —Bps.s

(5.26)
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\ fba Xb, Nb, r, w, L, NFFT) Bmim Bmax; AB) /
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Xpw=FFT(Xyw,NFFT)

v

kmax=Peak-Picking( Xyw)

v

» FOR B=Buin :AB : Bmax

!

— FOR o= Omin Ao Olmax

v

Pb Z[PmaX-L/2+1 9o 9Pmax 9o 9Pmax+L/2]

!

f=PCC (Py,r, a,p)

Y

MSE(.B)=(f5.)’

o, ,B,, )= arg min (MSE )
/4 /4 o,B

Y
/ Uopts Bopt \

END

SL. 5.20 Algoritam procene optimalnih parametra dvo-parametarskog jezgra.
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5.5.2.2.1 Eksperimentalni rezultati

Primenom algoritma za odredivanje parametara Kejsovog 2P interpolacionog jezgra odredene su
vrednosti aop 1 fopt za @) Haming-ovu, b) Hann-ovu, ¢) Blackman-ovu, d) pravougaonu e) Kaiser-
ovu i f) trougaonu prozorsku funkciju. Vrednosti optimalnih parametara i minimalna MSE su prika-
zane u Tbl. 5.11 (MSEk 2p siN min Sine test signal) 1 Tbl. 5.12 (MSExk 2p sp min Speech test signal). U
oba slu¢aja minimalna vrednost MSE dobija se primenom trougaone prozorske funkcije. Na SI. 5.21
a) prikazana je funkcionalna zavisnost MSE(a, B) 1 pozicija minMSE(a, ) u ravni (o, ) za sinusni
signal, dok je na Sl. 5.22 a) prikazana funkcionalna zavisnost MSE(a, B) i pozicija minMSE(a, ) u

ravni (o, B) za govorni signal za slucaj primene trougaone prozorske funkcije.

Tbl. 5.11 Minimalna vrednost MSE procene fundamentalne frekvencije sinusnog signala za slu-
caj primene Kejsovog 2P jezgra i prozorske funkcije.

Prozorska f-ja MSEk 2p SIN min Olopt Lopt

Hamming-ova 0.0013 2.5500 4.6000
Hann-ova 3.0273*10" -1.4500 0.8000
Blackman-ova 1.8042%10™ -0.7200 0.1800
Pravougaona 0.1514 -1.8000 0.9600
Kaiser-ova 0.0053 -1.0200 0.1200
Trougaona 7.877*10” -0.1000 1.1000

Tbl. 5.12 Minimalna vrednost MSE procene fundamentalne frekvencije govornog signala za slu-

¢aj primene Kejsovog 2P jezgra i prozorske funkcije.

Prozorska f-ja MSExk 2p sp min Oopt Lovt
Hamming-ova 0.0284 -2.0000 -1.3000
Hann-ova 0.0302 -1.3000 -0.6000
Blackman-ova 0.0357 -0.7000 0.2000
Pravougaona 0.2884 0.1000 2.9000
Kaiser-ova 0.0257 -0.5500 0.6500
Trougaona 0.0255 0 1.2000
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SI. 5.21 Primena trougaone prozorske funkcije na sinusni signal a) MSE(a, ) primenom Kejs 2P, b)
pozicija min( MSE(a, ) u ravni (o).
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SL. 5.22 Primena trougaone prozorske funkcije na govorni signal (a) MSE (o, ) primenom Kejs
2P, b) pozicija min( MSE(a, ) u ravni (a.f).

5.5.2.2.2 Analiza rezultata
Moze se zakljuciti da je kod interpolacije primenom Kejsovog 2P jezgra:

a) za sinusni signal najveéa preciznost dobijena primenom trougaone prozorske funkcije

(MSEk 2p siN min=7.877*1 0'5), a najmanja primenom pravougaone (MSEx »p siN min=0.1514),

b) za govorni signal najveca preciznost dobijena primenom trougaone prozorske funkcije

(MSEk 2p sp min=0.0255), a najmanja primenom pravougaone (MSEx 2p sp min= 0.2884),

¢) procena sinusnog u odnosu na procenu govornog signala uz primenu trougaone funkcije je

MSEK_zp_sp_min/ MSEK_ZP_SIN_min =0.0255/7.877 *10_5 =323.727 puta bolja,
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d) u poredenju sa Kejsovim 1P jezgrom , Kejsovo 2P jezgro ima vecu preciznost

0.00043616/0.0000787=5.542 puta za sinusni 1 0.0271/0.0255=1.062 puta za govorni signal,

e) kod sinusnog signala za slu€aj primene trougaone prozorske funkcije je srednje kvadratna
greSska u odnosu na srednje kvadratnu gresku dobijenu kada se koristi Peak- Picking algoriam,

MSEpp/ MSEK 1P sin troug min=20.196/7.877%10°=256392 puta manja,

f) kod sinusnog signala za slu¢aj primene pravougaone prozorske funkcije je srednje kvadratna
greska u odnosu na srednje kvadratnu gresku dobijenu kada se koristi Peak- Picking algoriam,

MSEpp/ MSEK 1P sin_troug min=20.196/0.1514=133.39 puta manja,

g) kod govornog signala za slucaj primene trougaone prozorske funkcije je srednje kvadratna
greSska u odnosu na srednje kvadratnu gresku dobijenu kada se koristi Peak- Picking algoriam,

MSEpp/ MSEK_1p sin troug min=20.196/0.0255=792 puta manja,

h) kod govornog signala za slu¢aj primene pravougaone prozorske funkcije je srednje kvadratna
greSka u odnosu na srednje kvadratnu greSku dobijenu kada se koristi Peak- Picking algoriam,

MSEpp/ MSEK 1P sin troug min=20.196/0.2884=70.03puta manja.

5.5.3 Troparametarsko jezgro

Primena jezgra sa dva parametra dovela je do veée preciznosti procene fundamentalne frekven-
cije. Zato se namece pitanje da li je moguce povecati preciznost procene fy uz primenu jezgra sa
veéim brojem parametara, bez povecanja numeri¢ke sloZzenosti u odnosu na jedno-parametarska i
dvo-parametarska jezgra? Stoga je izvrSena konstrukcija tro-parametarskog jezgra i razvijen algori-

tam za procenu f.
5.5.3.1 Algoritam procene optimalnih vrednosti

Optimalni parametri tro-parametarskog jezgra (jednacina*) odredeni su primenom algoritma pri-
kazanog na SI. 5.23.

5.5.3.2 Kubno interpolaciono jezgro

Pozicija maksimuma rekonstruisane funkcije koja se dobija primenom konvolucione interpo-

lacije sa tro-parametarskim jezgrom odreduje se primenom jednacine:
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Snax = , (5.27)

gde je k pozicija maksimalne komponente u spektru, a koeficijenti su dati sa ((5.28), (5.29), (5.30)).

a=30py3+ P topi + (0‘ -p+ 7_2)Pk

s 5.28
_(a_ﬂ+ 7_2)pk+l —O0Pki2 _ﬁpk+3 _Wk+4) ( )

b=—4mw; 5+ (— 48+ 27)!’/»»2 + (— da+2p- 27)17/(71
+(-2a+28 -2y -6)p; +(4a—4B+4y+6)p, (5.29)
+ (205 +28- 27)Pk+2 + (2:3 + 27/)Pk+3+2%7k+4

c=pis+ 7+ By +a—B+y)piy _

_(a—ﬂ+7/)pk+1 +(—7+ﬂ)17k+2 ~Wk+3 (5.30)

5.5.3.2.1 Eksperimentalni rezultati

Primenom algoritma za odredivanje optimalnih parametara 3P interpolacionog jezgra odredene
su vrednosti aopi, Sopt 1 Jopt za @) Haming-ovu, b) Hann-ovu, c¢) Blackman-ovu, d) pravougaonu e)
Kaiser-ovu i f) trougaonu prozorsku funkciju. Optimalne vrednosti parametra i minimalna vrednost

MSE za sinusni signal prikazane su u Tbl. 5.13, a za govorni signal u Tbl. 5.14.

Tbl. 5.13 Minimalna vrednost MSE procene fundamentalne frekvencije sinusnog signala za slu-
caj primene 3P jezgra i prozorske funkcije

Prozorska f-ja MSEK 3p SIN min Oopt Popt Yopt

Hamming-ova 0.0013 2.5800 4.7400 0.1000
Hann-ova 9.1211*10” -1.9500 -1.6000 -0.0900
Blackman-ova 8.2038*10” -0.6200 0.2800 -0.1000
Pravougaona 0.1485 -1.4500 1 -0.3400
Kaiser-ova 0.0039 -0.7000 0.1000 -0.3900
Trougaona 3.0849*10” -0.0800 1.4200 0.2900
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SL. 5.23 Algoritam odredivanja optimalnih parametara tro-parametarskog jezgra.
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Tbl. 5.14 Minimalna vrednost MSE procene fundamentalne frekvencije govornog signala za slu-
caj primene 3P jezgra i prozorske funkcije

Prozorska f-ja MSExk 3p sp min Olopt LBont Yopt
Hamming-ova 0.0119 -1.7000 -4.7000 -3.8000
Hann-ova 0.0202 -2.3000 -2.5000 -0.5000
Blackman-ova 0.0182 -2.3000 0.2000 3.2000
Pravougaona 0.1329 -0.2000 4.6000 2.000
Kaiser-ova 0.0035 0.9000 -0.8000 -3.1000
Trougaona 0.0212 1.6000 1.7000 -1.4000

5.5.3.2.2 Analiza rezultata
Na osnovu rezultata prikazanih u Tbl. 5.13 i Tbl. 5.14 oc¢igledno je:

a) kod sinusnog test signala najveca preciznost postize se izborom je trougaone prozorske funk-

cije (MSEk 3p SN min= 3.0849*1 07’ ), a najmanja pravougaonom (MSEx 3p siN min =0.1485),

b) za govorni signal najveca preciznost postize se izborom je Kaiser-ove prozorske funkcije

(MSExk 3p sp min=0.0035) , a najmanja pravougaonom (MSEx 3p sp min=0.1329),

¢) procena tacnosti za sinusni signal (trougaoni prozor) u odnosu na govorni signal (Kaiser-ov

prozor) je MSEx 3p sp min/ MSEx 3p siN min= 0.0035/ 3.0849*10° = 113.455 puta bolja,

d) preciznost procene govornog signala (3P-PCC, Kaiser-ova) u odnosu na procenu sinusnog

signala (3P-PCC, Trougaona) MSEK 3P SP min / MSEK 3P SIN min = 0.0035 / 3.0849*10°
=113.45 puta manja,

e) komparacijom minimalnih vrednosti MSE (MSE,;n) prikazanih u Tbl. 5.12 1 Tbl. 5.14 procena

tacnosti f) 3P jezgrom odnosu na procenu Kejsovim 2P jezgrom za govorni signal je:
MSE wvinHaming Kejs 2P..sp/! MSE mintaming 3p.55=0.0284/0.0119=2.387 puta veca,
MSE intann.kejs 2P.sp/ MSEmintann.3p.5p= 0.0302/0.0202=1.495 puta veca,
MSE vinBiackman Kejs_2P.sp! MSEminBiackman 3p.5p=0.0357/0.0182=1.962 puta veca,
MSE winkaiserkejs 2P .sp/ MSEminkaiser. 3p5p=0.0257/0.0035=7.343puta veca,
MSE mintriangikejs 2P.sp! MSEmintriang 3p.5p=0.0255/0.0212=1.203 puta veca,

f) kod sinusnog signala za slucaj primene trougaone prozorske funkcije je srednje kvadratna
greska u odnosu na srednje kvadratnu gresku dobijenu kada se koristi Peak- Picking algoriam,

MSEpp/ MSEK 15 sin troug min=20.196/3.0849%10°=654863 puta manja,
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g) kod sinusnog signala za slucaj primene pravougaone prozorske funkcije je srednje kvadratna
greska u odnosu na srednje kvadratnu gresku dobijenu kada se koristi Peak- Picking algoriam,

MSEpp/ MSEK_1p sin troug min=20.196/0.1485=136 puta manja,

h) kod govornog signala za slu¢aj primene Kaiser-ove prozorske funkcije je srednje kvadratna
greSka u odnosu na srednje kvadratnu greSku dobijenu kada se koristi Peak- Picking algoriam,

MSEpp/ MSEK 1P sin troug min=20.196/0.0035=5770.29 puta manja,

1) kod govornog signala za slu¢aj primene pravougaone prozorske funkcije je srednje kvadratna
greska u odnosu na srednje kvadratnu gresku dobijenu kada se koristi Peak- Picking algoriam,

MSEpp/ MSEK 1P sin_troug min=20.196/0.1329=151.96 puta manja.
5.6 Zakljucak
Komparacijom minimalnih vrednosti MSE prikazanih u Tbl. 5.7-Tbl. 5.14 zakljucuje se:

a) preciznost procene tacnosti fy govornog signala uz primenu Tro-parametarskog jezgra u od-

nosu na Polya jezgra, kvadratno jezgro, jezgro petog reda, Kejsovo 1P i Kejsovo 2P jezgro je:
MSE win ivazi-rac-Polya_sp/ MSEmin 3p.5=0.0367/0.0035= 10.486 puta veca,
MSE min. rac-Potya_sp/ MSEmin 3p.5=0.0244/0.0035= 6.971 puta veca,
MSEwin._kvadratno_sp! MSEmin 3p.5p=0.0726/0.0035= 20.743 puta veca,
MSE win_jezgros.reda_sp/MSEmin 3p.=0.0394/0.0035= 11.257 puta veca,
MSE win_kejs 1P sp/ MSEmin 3p.5p=0.0271/0.0035= 7.743 puta veca,
MSEwin_ Kejs 2Pa_sp/ MSEmin 3p.5=0.0255/0.0035= 7.286 puta veca,

b) optimalan izbor za sinusni signal je tro-parametarsko jezgro (3P-PCC) i trougaona prozorska
funkcija. U poredenju sa optimalnim izborom za 1P-PCC (Blackman) i 2P-PCC (Trougaona), 3P-
PCC (Trougaona) generise 92.928 % 1 60.83 % manje MSE, respektivno,

¢) optimalan izbor za govorni signal je 3P-PCC i Kaiser-ova prozorska funkcija. U poredenju sa
optimalnim izborom za 1P-PCC (Trougaona) i 2P-PCC (Kaiser-ova), 3P-PCC (Kaiser-ova) generise
87.084 % 1 86.381 % manje MSE, respektivno.

Na osnovu dobijenih rezultata preporucuje se upotreba 3P-jezgra sa Kaiser-ovom prozorskom
funkcijom u fazi pretprocesiranja govornog signala. Navedeni rezultati pokazuju superiornost tro-
parametarskog jezgra u odnosu na Polya jezgra, kvadratno jezgro, jezgro petog reda, Kejs 1P 1 Kejs

2P.



ZAKLJUCAK

Rec¢ "interpolacija" (engl. interpolation) potice od latinskog glagola interpolare (predstavlja
sloZenicu od reci "inter" §to znaci izmedu 1 reci "polare" u znacenju izgladiti) i ozna¢ava umetanje
novih elemenata niza izmedu poznatih elemenata. Sistematski pregled razvoja u teoriji interpolacije
prikazan je u [Meijering, 2002]. U engleskoj literaturi prvi put se sre¢e oko 1612. godine i upot-
rebljavana je u smislu "menjanje (teksta) po umetanju novog". U enciklopediji matematike
[Bauschinger, 1900-1904] navodi se da je originalnu latinsku re¢ (lat. interpolatio) u matematickom
smislu prvi put upotrebio 1655. godine Wallis u njegovoj knjizi o infinitezimalnom racunu [Wallis,

1972].

Prilikom obrade podataka Cesto se javlja potreba za procenom nekih vrednosti. Rezultati merenja
uglavnom su izraZeni na diskretnom skupu tacaka. Na osnovu tih podataka procenjuju se medu-
vrednosti, odnosno data diskretna funkcija zamenjuje se neprekidnom funkcijom na tom skupu ili
na jos$ Sirem skupu. Ovaj postupak predstavlja interpolaciju. Neprekidna funkcija naziva se interpo-
laciona funkcija. TaCke u kojima se diskretna i neprekidna funkcije podudaraju su interpolacioni
¢vorovi. Kao interpolacione funkcije se koriste polinomi, segment polinomi (eng. piecewise poly-
nomials), racionalne funkcije, eksponencijalne i trigonometrijske funkcije. Interpolacija poli-
nomima je najjednostavnija, medutim funkciju zadatu diskretnim vrednostima nije prakti¢no aprok-
simirati na celom intervalu jednim polinomom, jer se javljaju oscilacije na krajevima intervala.
Pored toga, zbog velikog broja taaka polinom je visokog stepena, pa njegovo izraCunavanje
zahteva veliku numeric¢ku sloZenost. Zato se pribegava podeli intervala na segmente sa razli¢itim
polinomima niZeg stepena na segmentima. NajceSce se koristi interpolacija jezgrom tre¢eg reda i

metoda interpolacije poznata pod nazivom kubna konvolucija.

Znacajnu ulogu imaju kubna parametarska jezgra. Cesto se primenjuju Kejsova i Grevileova jed-
noparametarska i dvoparametarska jezgra. Primeceno je da je interpolacija primenom dvo-

parametarskih konvolucionih jezgara preciznija u odnosu na interpolaciju jednoparametarskim
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jezgrom. Kako bi se povecala preciznost interpolacije u ovom radu izvrSena je konstrukcija, od-

nosno odreden je analiticki izraz za tro-parametarsko kubno konvoluciono jezgro.

Autor ove doktorske disertacije je u svojim radovima, zajedno sa koautorima, objavio konstruk-
ciju slede¢ih jedno-parametarskih jezgara: a) Kvadratno 1P jezgro [Savi¢l, 2014], b) Jedno-
parametarsko Polya jezgro [Milivojevicl, 2015], ¢) Polya racionalno jezgro [Savi¢2, 2015], d)
Polya kvazi racionalno jezgro [Savi¢l, 2015]. U trecoj glavi ove disertacije prikazani su analiticki

izrazi prethodno pomenutih parametarskih jezgara.

Izborom vrednosti parametra moguce je kontrolisati efikasnost primene jezgra kod reSavanja
problema u razli¢itim oblastima. Vr8i se parametarizacija jezgra i odredivanje vrednosti parametra

tako da se dobijaju optimalni rezultati.
Optimizacija parametra vrsi se u: a) vremenskom 1/ili b) frekvencijskom domenu.

Optimizacija u vremenskom domenu podrazumeva podeSavanje parametara jezgra tako da vre-
menski oblik konvolucionog jezgra $to bolje aproksimira oblik idealnog jezgra oblika sin(Tx)/(Trx).
U [Keys, 1981] izvrSena je optimizacija Kejsovog 1P jezgra u vremenskom domenu. Kejs je poka-
zao da je kod procesiranja slike optimalna vrednost parametra jezgra o=-0.5. U radu [Park, 1983]
prikazana je optimizacija Kejsovog 1P jezgra u spektralnom domenu. Razvojem spektralne karak-
teristike Kejsovog 1P jezgra u Maklorenov red, Park je pokazao da je najbolji izbor za slobodni pa-
rametar o=-0.5, jer najbolje aproksimira Furijeovu transformaciju sinc funkcije, odnosno box funk-
ciju.

Parametarska interpolaciona jezgra koja dobro aproksimiraju teorijski idealno interpolaciono
jezgro oblika sin(mx)/(mx), -0 < x < +o0, su konacne duzine. Posledica ograni¢avanja sinc funkcije je
odstupanje spektralne karakteristike od pravougaonog oblika, javlja se talasavost karakteristike u

propusnom i nepropusnom opsegu.

U ovom radu predloZen je algoritam odredivanja optimalnih parametara parametarskog jezgra
r(x) u spektralnom domenu minimiziranjem talasavosti spektralne karakteristike. Algoritam se sas-
toji iz slede¢ih koraka: a) razlaganje jezgra na komponente, b) primena Furijeove transformacije
nad komponentama jezgra i odredivanje analitickog izraza za spektralne komponente, c) odredi-
vanje spektralne karakteristike jezgra, d) odredivanje Tejlorovog razvoja spektralnih komponenti u
okolini nule, e¢) odredivanje Tejlorovog razvoja spektralne karakteristike i1 f) eliminacija dejstva

dominantnih ¢lanova spektralne karakteristike.
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Primenom opisanog algoritma odredeni su optimalni parametri: a) Kvadratnog 1P jezgra (a,,—-
4/23), b) Kejsovog 1P jezgra (a.,—= 1/2), c) Kejsovog 2P jezgra (a,,~- 19/32, B,,=3/32), d) Gre-
villeovog 1P jezgra (a,,—=- 3/16), e) Grevilleovog 2P jezgra (o,=- 3/16, p,,=157/4032), 1 f) tro-
parametarskog kubnog konvolucionog jezgra (o,,~- 4945/8064, f,,~409/2688, y,,=-157/8064).

Na osnovu kriterijuma minimiziranja greSke slicnosti spektralne karakteristike jezgra H( /) i
spektralne karakteristike idealnog interpolacionog jezgra, tj box funkcije, Hg( /'), u propusnom i ne-
propusnom opsegu, odredene su optimalne vrednost parametra: a) Kejsovog 1P (a,,=-1.3), b)

Kejsovog 2P (a,p—=- 1.9, Bop=-0.4) 1 c) Grevileovog 1P (a,,=- 0.8) jezgra.

Prikazan je originalni algoritam odredivanja optimalnog parametra 1P Kejsovog jezgra
diferenciranjem spektralne karakteristike (DSC Algoritam) koje je autor ove disertacije sa svojim
koautorima objavio u radu [Milivojevi¢3, 2016]. Sa idejom da prvi izvod spektralne karakteristike
1P Kejsovog jezgra bude dobra aproksimacija prvog izvoda box funkcije 1 minimiziranjem njihove

razlike odredena je optimalna vrednost parametra jezgra (o,,~0.35).

Za potrebe analize nagiba spektralne karakteristike na granici propusnog opsega odredeni su
analiticki izrazi izvoda spektralnih karakteristika: a) Kejsovog 1P, b) Kejsovog 2P i ¢) Grevileovog
1P jezgra. Analizom nagiba spektralne karakteristike na granici propusnog opsega moguce je iz-
vrsiti komparativnu analizu jezgara sa razliitim parametrima [Meijering, 1999]. Kod box karakter-
istike nagib tangente na granici propusnog opsega ima vrednost o« . Saglasno ovoj ¢injenici, spek-
tralna karakteristika jezgra sa ve¢im nagibom bolje aproksimira box funkciju, odnosno spektralnu

karakteristiku idealnog interpolacionog jezgra.

U cilju eksperimentalne verifikacije teorijskih vrednosti optimalnih parametara 1P, 2P 1 3P
jezgara izraCunatih prethodno opisanim algoritmima, sprovedeni su eksperimenti u okviru kojih su:
a) vrSene interpolacije, b) izracunavane srednje kvadratne greske interpolacije, MSE i ¢) odredivane
]=arg I(}”;lgjtyl(MSE )). In-

optimalne vrednosti parametara na osnovu minimuma MSE, ([a,,,,B,,/>Y

terpolacije su obavljene nad bazom testnih signala, koja je sastavljena od: a) sinusoidalnih, b) audio,
¢) govornih signala i d) nekih test slika. Eksperimentalni rezultati su prikazani graficki i tabelarno.
Eksperimentalno odredene vrednosti optimalnih parametara razlikuju od vrednosti dobijenih
teorijskom analizom. Definisana je apsolutna greSka procene parametra jezgra kao razlika izmedu

vrednosti dobijene teorijskim i eksperimentalnim postupkom.

Analizom eksperimentalnih vrednosti za slucaj primene kvadratnog 1P jezgra kod test slika

odreden je opseg optimalnih vrednosti parametra a,, € [-0.5012+0.4781] i srednja vrednost
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p=a,, =—0.4972 . Smatrajuci u za statisticki tanu vrednost zakljucuje se da je greSka procene op-

timalnog parametra, koji je izracunat minimiziranjem talasavosti spektralne karakteristike jezgra

(aop=07=-4/23), A, =|o, -,

=0.3233;

Primenom Kejsovog 1P jezgra kod test slika opseg optimalnih vrednosti parametra je a,y € [-
0.8+2] i srednja vrednost Ipt =0.3045. Na osnovu greSake procene optimalnog parametra za slucaj

primene algoritma talasavosti, algoritma sli¢nosti i DSC algoritma, zakljucuje se da je najmanja
greska procene dobijena DSC algoritmom. Greska procene parametra jezgra dobijenog primenom
DSC algoritma je: a) 17.68 puta manja u odnosu na procenu algoritmom talasavosti, 1 b) 35.26 puta

manja u odnosu na procenu algoritmom sli¢nosti sa box funkcijom.

Na osnovu izbora optimalne vrednosti parametra 1P Kejsovog interpolacionog jezgra kod
interpolacije audio signala, koji su u procesu snimanja semplovani razli¢itim frekvencijama, zaklju-
Cuje se da je interpolacija jezgrom, kome je parametar odreden optimizacijom na osnovu
minimiziranja talasavosti, preciznija od interpolacije sa jezgrom kome je parametar odreden optimi-
zacijom na osnovu sli¢nosti sa box funkcijom. Greska procene optimalnog parametra minimiziranja
talasavosti a,, =a7=-0.5 manja je 4.334 puta od greske procene parametra a,,~az=-1.3 koji je dobi-
jen na osnovu slicnosti sa box funkcijom. Ako se u cilju uporedivanja oblika amplitudskih karakter-
istika jezgara analizira nagib spektralne karakteristike u grani¢noj tacki propusnog opsega, onda se
zakljucuje da je jezgro sa parametrom a=ap=-1.3 kvalitetnije od jezgra sa parametrom o, =ar=-
0.5, zbog veceg nagiba amplitudske karakteristike jezgra. Ovaj zakljuak je u suprotnosti sa
zakljuCkom izvedenim na osnovu ekperimentalnih rezultata. Povecanje nagiba dovodi do znatnog
izdizanja amplitudske karakteristike u propusnom opsegu tako da ona pocinje da se sve vise razli-

kuje od box karakteristike, osim u uskom delu oko granice propusnog opsega.

Analizom interpolacije audio signala (tonovi G1-G7 klavira August Forster) primenom Kejso-
vog 2P jezgra, odredene su optimalne vrednosti parametara za svaki ton za frekvencije semplovanja
f5={44.1, 22.05, 8} kHz. Optimalne vrednosti parametara o1 3 su u opsegu o, € [-1.1 +-0.2] 1 By

€ [0+ 1.99]. Najmanja greSka procene parametara je za frekvencije semplovanja fs=22.05 kHz.

Uporedivanjem greSaka procene parametra zakljucuje se da je jezgro sa parametrima odredenim

metodom smanjenja talasavosti amplitudske karakteristike preciznije.
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Greska procene parametra oop=07=-19/32 koji je izraCunat minimiziranjen talasavosti spektralne

Q‘T - O'opt

karakteristike A_, =

=0.12765 u odnosu na greSku procene parametra ogp—az=-1.9,

A —

aB T

=1.1786, je Ays/ Ayr=1.1786/0.12765=9.23 puta manja.

O(’Opt

(x’optB -

Greska procene parametra Bo,= B7=3/32 koji je izracunat minimiziranjen talasavosti spektralne

karakteristike Ag, =B, =B,

=0.06825 u odnosu na greSku procene parametra [opn=Bz=-0.4,

ABB = BoptB _Bopt

=0.4255, je Ags/ Agr=0.4255/0.06825=6.23 puta manja.

Primenom Greville-ovog 1P jezgra izvrSena je interpolacija audio signala (tonovi G;—Gy klavira
August Forster) 1 govornih signala (logatomi srpskog jezika) i odredene optimalne vrednosti
parametara o. Nakon toga, izvrSene je komparativne analiza i ocenjena je efikasnost Grevilleovog
jezgra sa parametrima koji su birani razli¢itim kriterijumima. Uporedivanjem greSaka procene pa-
rametara zakljuCuje se da je interpolacija jezgrom kome je parametar odreden algoritmom
minimiziranja talasavosti spektralne karakteristike preciznija od interpolacije sa jezgrom kome je
parametar odreden optimizacijom na osnovu minimiziranja greske sli¢nosti sa box funkcijom i kod
audio i kod govornih signala. Kod sinusnog signala greska procene optimalnog parametra dobijenog
minimiziranjem talasavosti, a,,~07=-3/16 manja je od greSke procene optimalnog parametra dobi-
jenog na osnovu minimiziranja razlike slicnosti, a,,=05=-0.8, Aug 8/Agr 22-05=3.38013 puta. Kod
govornog signala greSka procene optimalnog parametra dobijenog minimiziranjem talasavosti, o,
=a7=-3/16 manja je od greske procene optimalnog parametra dobijenog minimiziranjem greske

sli¢nosti, aopr =05=-0.8 Ay 2205/ Ayr 44,=0.2/0.0554=3.6101 puta.

Izbor optimalnih vrednosti Grevilleovog 2P jezgra obavljen je kod interpolacije nekih test slika.

Uz pretpostavku da su eksperimentalne vrednosti tacne vrednosti greSka procene parametara dobi-

jenih algorimom minimiziranja talasavosti je: a)A, =|a

=|-3/16-0.15/=0.3375 i b)

opt a’apt

A

5 = Boy —Boy|=[157/4032-0.075 = 0.0361

Primenom tro-parametarskog jezgra, koje je predloZzeno u ovoj disertaciji, u procesu interpolacije
kod test slika, dobijne su optmalne vrednosti parametra jezgra: a) opseg optimalnih vrednosti pa-

rametra o je o,y € [-0.4+1.0] 1 srednja vrednost @ =-0.0743, b) opseg optimalnih vrednosti pa-

rametra 5 je fop € [-0.1+0.1] 1 srednja vrednost, @ =0.0143 i c) opseg optimalnih vrednosti pa-

rametra y je Yo € [-0.1500+-0.0200] i srednja vrednost, fpt =—0.0704 . Uz pretpostavku da su
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eksperimentalne vrednosti taéne vrednosti gresSka procene parametara dobijenih algorimom mini-

Bopt - Bopt

miziranja talasavosti je: a) A, =|o,, —a,,

=0.5389, b) A= =0.1379 i c)

A, = =0.0509.

YOpt - yﬂpl

Primenom tro-parametarskog jezgra pri interpolaciji audio signala zakljucuje se:
a) za fs=44.1 kHz, a,p 441€ [-0.6 + -0.5], srednja vrednost Oy 441 = -0.5857, Bopi 44.1€ [0.1 +
03], B0p174441 =02571, )/opt_44.16 [-04—0] 1 ,Yapti4441 =—0.1286, b) za fS:2205 kHZ, Oopt 22.05€ [-

0.7+-0.5] i &, 25 =—0.6286, Bup 22056 [0.150.9] i B or0s = 03000, Yo 22056 [-03+1.6] i

Yopr 2205 =0-1571, ¢) za f=8 kHz, aguse [-0.9:0] 1 o

opt_8

=—0.5286, Bopse [0.120.9] i

By s =0.1571, yopr s€ [-1.7+1.7] 1 v, =0.0714, d) greSka procene parametra or=-4945/8064
koji je dobijen minimiziranjem  talasavosti najmanja je za f~=22.05 kHz,

A s 2205 = |07 = Oy 220s|=0.0154, €) greSka procene parametra Br=409/2688 koji je dobijen

minimiziranjem talasavosti najmanja je za f=8 kHz, A,  =|B; —Bopt_g‘ =0.0049, f) greska pro-

cene parametra Yop—-157/8064 koji je dobijen minimiziranjem talasavosti najmanja je za f=8 kHz,

AasT78 =

Yr ~upe | =0.0519.

IzvrSena je procena fundamentalne frekvencije kod sinusnog i govornog signala primenom: a)
kvazi-racionalnog Polya, b) racionalnog Polya, ¢) Polya 1P, d) kvadratnog 1P, ¢) Kejsovog 1P, f)
petog reda, g) Kejsovog 2P 1 h) tro-parametarskog jezgra, nad test signalima uz primenu Hamming-

ove, Hann-ove, Blackman-ove, pravougaone, Kaiser-ove i trougaone prozorske funkcije.
Primenom kvazi-racionalnog jezgra izveden je zakljucak:

a) u procesu interpolacije sinusnog i1 govornog test signala najmanja vrednost MSE
(MSEin/sin=0.0044 1 (MSEnin/eovor=0.0367) dobijena je kod primene trougaone prozorske funkcije,

a najveca primenom pravougaone,

b) procena tacnosti f) za sinusni u odnosu na govorni signal uz primenu trougaone prozorske

funkecije je 8.34 puta veca,

¢) u slucaju primene pravougaone prozorske funkcije veca preciznost se dobija kod govornog

signala. Greska je 2.68 puta manja kod govornog signala.

Primenom racionalnog Polya jezgra zakljucuje se:
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a) za sinusni 1 govorni test signal najmanja vrednost MSE (MSEpinsin=0.0024 1
MSE nin/govor=0.0244) dobijena je primenom trougaone prozorske funkcije, a najvec¢a primenom pra-

vougaone,

b) procena tacnosti f; sinusnog u odnosu na govorni test signal uz primenu trougaone prozorske

funkcije je 10.16 puta veca,

¢) uz primenu pravougaone prozorske funkcije preciznije je procenjen govorni signal. Greska je

2.67 puta manja kod procene govornog signala.
Primenom Polya 1P jezgra zakljucuje se:

a) u procesu interpolacije sinusnog test signala najmanje MSE,,;,=0.0012 dobijeno za Hamming-
ovu prozorsku funkciju. U odnosu na druge prozorske funkcije Hamming-ova je pokazala bolje
rezultate: a) 90% (Hann-ove), b) 96% (Blackman-ove), c) 91% (Kaiser-ove), d) 99% (pravou-
gaon’e) i f) 58% (trougaone),

b) procena tacnosti f) Polya 1P jezgrom prciznija je u odnosu na procenu primenom Polya kvazi-
racionalnog parametarskog jezgra. Poredenjem sa rezultatima dobijenim primenom Polya kvazi-

racionalnog jezgra greska je 3.67 puta manja,

¢) procena tacnosti f) Polya 1P jezgrom prciznija je i u odnosu na procenu primenom Polya ra-
cionalnog parametarskog jezgra. Polya 1P jezgro generiSe 1.25 puta manju srednje kvadratnu

gresku.
Primenom kvadratnog jezgra zakljucuje se:
a) optimalne rezultate dala je pravougaona prozorska funkcija,

b) kvadratno jezgro generiSe 16.5 puta vecu srednje kvadratnu gresku u odnosu na kvazi racion-

alno Polya jezgro,

¢) u odnosu na racionalno Polya jezgro kvadratno jezgro generise 30.25 puta vecu srednje kvad-

ratnu greSku.
Primenom Kejsovog 1P jezgra zakljucuje se:

a) kod sinusnog signala najveca preciznost postignuta je primenom Blackman-ove prozorske
funkcije (MSEK_lp_SIN_min=4.3616*10'4), a kod govornog primenom trougaone prozorske funkcije
(MSEk 1p sp min=0.0271). Procena fundamentalne frekvencije sinusnog signala bolja je 62.3331

puta u odnosu na procenu govornog signala,
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b) minimalna preciznost dobijena je u slu€aju pravougaone prozorske funkcije za sinusni i go-

vorni signal (MSEK_IP_SIN_min:O-1805)7 (MSEK_1P_SP_min:0.6087),

¢) za sinusni signal uz primenu trougaone prozorske funkcije, u odnosu na kvazi-racionalno

Polya, Kejsovo 1P jezgro generiSe 10.088 puta manju greSku, a za govorni 1.32 puta manju gresku,

d) u odnosu na Polya 1P jezgro kod kojeg su najbolji rezultati za sinusni signal dobijeni pri-
menom trougaone prozorske funkcije, Kejsovo 1P kubno konvoluciono jezgro je pokazalo 3.76 puta

manju gresku,

f) u poredjenju sa rezultatima primene kvadratnog jezgra [Savi¢l, 2014], zakljucuje se da pri-
mena Kejsovog 1P kubnog interpolacionog jezgra dovodi do srednje kvadratne greske koja je:
37.94 (Hamming-ova), 224.75 (Hann-ova), 48.15 (Kaiser-ova), 0.14 (pravougaona), 601.4 (Black-

man-ova) 1 358.07 (trougaona) puta manja,

g) kod sinusnog signala za slucaj primene trougaone prozorske funkcije je srednje kvadratna
greSka u odnosu na srednje kvadratnu greSku dobijenu kada se koristi Peak- Picking algoriam,

13464 puta manja, a primenom pravougaone prozorske funkcije 111.89 puta manja,

h) kod govornog signala za slucaj primene trougaone prozorske funkcije je srednje kvadratna
greSka u odnosu na srednje kvadratnu greSku dobijenu kada se koristi Peak-Picking algoriam,

745.24 puta manja, dok je primenom pravougaone prozorske funkcije 33.27 puta manja.
Primenom jezgra petog reda zakljucuje se:

a) kod sinusnog signala najveéa preciznost dobija se primenom trougaone prozorske funkcije,
dok se primenom pravougaone funkcije dobija najveca greska Preciznost procene trougaone funk-

cije je 16.853 puta bolja u odnosu na pravougaonu funkciju,

b) kod govornog signala najmanja greska dobijena je primenom Kaiser-ove prozorske funkcije, a
najveca primenom Blackman-ove prozorske funkcije. Kaiser-ova prozorska funkcija ima 10.524

bolju preciznost u odnosu na pravougaonu,

¢) preciznost procene sinusnog signala je 2.5874 puta bolja u odnosu na procenu govornog sig-

nala,

d) u poredenju sa Kejsovim 1P jezgrom treceg reda, jezgro ima 9.55 puta manju preciznost za si-

nusni i 1.365 puta manju za govorni signal.

Primenom Kejsovog 2P jezgra zakljucuje se:
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a) za sinusni 1 govorni signal najveca preciznost dobijena je primenom trougaone prozorske

funkcije, a najmanja primenom pravougaone,

b) procena sinusnog u odnosu na procenu govornog signala uz primenu trougaone funkcije je

323.727 puta bolja,

¢) u poredenju sa Kejsovim 1P jezgrom, Kejsovo 2P jezgro ima veéu preciznost 5.542 puta za

sinusni i 1.062 puta za govorni signal,

d) kod sinusnog signala za slucaj primene trougaone prozorske funkcije je srednje kvadratna
greSka u odnosu na srednje kvadratnu gresku dobijenu kada se koristi Peak- Picking algoriam,

256392 puta manja, a primenom pravougaone 133.39 puta manja,

e) kod govornog signala za slucaj primene trougaone prozorske funkcije je srednje kvadratna
greska u odnosu na srednje kvadratnu greSku dobijenu kada se koristi Peak- Picking algoriam, 792

puta manja, a primenom pravougaone 70.03 puta manja.
Primenom tro-parametarskog jezgra zakljucuje se:

a) kod sinusnog test signala najveca preciznost postize se izborom je trougaone prozorske funk-

cije, a najmanja pravougaonom,

b) za govorni signal najveca preciznost postize se izborom je Kaiser-ove prozorske funkcije, a

najmanja pravougaonom,

¢) procena tacnosti za sinusni signal (trougaoni prozor) u odnosu na govorni signal (Kaiser-ov

prozor) je 113.455 puta bolja,

d) komparacijom minimalnih vrednosti MSE, procena tacnosti f) 3P jezgrom, u odnosu na pro-
cenu Kejsovim 2P jezgrom, za govorni signal, za slucaj primeneKaiser-ove prozorske funkcije je

7.343 puta veca,

e) kod sinusnog signala, za slu¢aj primene trougaone prozorske funkcije, srednje kvadratna
greska u odnosu na srednje kvadratnu greSku dobijenu kada se koristi Peak - Picking algoriam, je

654863 puta manja, dok je primenom pravougaone prozorske funkcije 136 puta manja,

f) kod govornog signala za slucaj primene Kaiser-ove prozorske funkcije je srednje kvadratna
greska u odnosu na srednje kvadratnu gresku dobijenu kada se koristi Peak- Picking algoriam,

5770.29 puta manja, a za slu¢aj primene pravougaone prozorske funkcije 151.96 puta manja,

g) Preciznost procene tacnosti f) govornog signala uz primenu Tro-parametarskog jezgra je u od-

nosu na: a) kvazi-racionalno Polya jezgro10.486 puta veca, b) kvazi racionalno Polya jezgro 6.971
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puta veca, c¢) kvadratno jezgro 20.743 puta veca, d) jezgro petog reda 11.257 puta veca, e) Kejsovo
1P 7.743 puta veca, i f) Kejsovo 2P jezgro 7.286 puta veca,

h) optimalan izbor za sinusni signal je tro-parametarsko jezgro (3P-PCC) i trougaona prozorska
funkcija. U poredenju sa optimalnim izborom za 1P-PCC (Blackman) i 2P-PCC (Trougaona), 3P-
PCC (Trougaona) generise 92.928 % 1 60.83 % manje MSE, respektivno,

1) optimalan izbor za govorni signal je 3P-PCC i Kaiser-ova prozorska funkcija. U poredenju sa
optimalnim izborom za 1P-PCC (Trougaona) 1 2P-PCC (Kaiser-ova), 3P-PCC (Kaiser-ova) generise
87.084 % 1 86.381 % manje MSE, respektivno.

Na osnovu dobijenih rezultata preporucuje se upotreba 3P-jezgra sa Kaiser-ovom prozorskom
funkcijom u fazi pretprocesiranja govornog signala. Navedeni rezultati pokazuju superiornost tro-
parametarskog jezgra u odnosu na Polya jezgra, kvadratno jezgro, jezgro petog reda, Kejs 1P i Kejs

2P.

Iz dobijenih i verifikovanih rezultata u relevantnim nau¢nim casopisima, na medunarodnim i

domacim konferencijama mogu se odrediti nau¢ni doprinosi doktorske disertacije, a to su:

a) konstruisano je tro-parametarsko kubno konvoluciono jezgro, ¢ijom primenom je preciznije

izvr§ena procena fundamentalne frekvencije kod sinusnog i govornog signala.

b) odredeni su analiticki izrazi za spektralne komponente jezgra i njihov Tejlorov razvoj u

okolini nule.

) optimizacija parametara jezgra u spektralnom domenu uz minimiziranje talasavosti spektralne

karakteristike.

d) izvrSen izbor prozorske funkcije za modifikaciju analiziranog signala u vremenskom domenu

u cilju minimiziranja greske procene fundamentalne frekvencije u spektralnom domenu.

e) odreden analiticki izraz za procenu fundamentalne frekvencije primenom interpolacionog

jezgra i, samim tim, izbegavanje interpolacije i ubrzavanje procene.

f) odredeni su analiticki izrazi izvoda spektralnih karakteristika: a) Kejsovog 1P, b) Kejsovog 2P

i c) Grevileovog 1P jezgra.
Buduca istrazivanja treba da se kre¢u u pravcu:
a) sagledavanje povecanja broja parametara kao 1 reda jezgra,

b) konstrukcija i parametarizacija Grevileovog 3P jezgra,
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c¢) DSC algoritam za Grevileovo jezgro,

d) analiza efikasnosti procene fundamentalne frekvencije primenom tro-parametarskog jezgra u

odnosu na primenu Grevileovih jezgara.

Svi opisani algoritmi i rezultati u ovoj disertaciji su posredstvom radova koji su objavljeni na
domadim 1 inostranim struénim i nau¢nim konferencijama i ¢asopisima prezentovani naucnoj i

stru¢noj javnosti.
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