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Mojum podumenuma



HacsqoB jucepramnmje: VYuanpehuBame SMT pemapada kopumhemem CSP

TEXHUKA W TEXHUKA MTapaJie/Tn3aIije

Pesume: SMT pemapaun nMInieMeHTHpPA]y MPOIEAYPE OIyINBaba 3a UCITUTH-
Balbe 38/I0BOJBUBOCTHU JIOTUYKHUX (pOpMyJia IMPBOT pejia Y OJHOCY Ha HEKY yHAIIpes]
3asiaTy ojutyauBy Teopujy. Ocramajy ce Ha MohiHe TEXHUKe 3a pellaBambe podema
nckasne 3a70BosbuBoCcTH (SAT) y KoMOuHAIUMjE ca crenudUIHUM TPOIELyPaMa
OJIyunBaa Koje omoryhaBajy pe3oHOBalmbe y KOHKPETHOj Teopwju. THIudHA
npumena SMT pemasaua je y Bepudukanuju codTsepa, ma Cy 3aTo Teopuje Koje
ce cramgapaHo kKopucre y SMT permaBadnmva npuiaroherne TOj BPCTH IIPUMEHE.
[IpomupuBame MPUMELUBOCTA HA JIpyre OOJIACTH MOYKE 3aXTeBaTH Jie(pUHUCAIHE
nosux SMT Teopuja, kao u pa3Boj ojrosapajyhux mpore/ypa ojjiyduBarma. Y TOM
CMUCTY, Y OBOj Te3nm pasmarpamo yHamnpehusamwe SMT pemaBadua y mpasiry mpo-
IMUIPUBaka HUXOBE NMPUMemUBOCTH Ha permaBame CSP mpobiema. Osu mpobsiemn
ojIpa3yMeBajy KOHadHe JIOMEeHe 3a 3aJlaTe TPOMEHJ/bUBE, & IUJb je TPUJPYKUTH
BPEJIHOCTU TIPOMEH/bUBAMa TaKO Jia OyJly 3aJ/I0BOJbeHa CBa 3aJlaTa OrPAHUYEHHA.
Kama je y mmramy pemasambe CSP mpobsiema, riaBnum negoctarak moctojehnx
SMT rteopuja je To mro HuCY npuiarohene mpodbjaeMuMa ca KOHAYHUM JOMEHUMA,
a HeMajy HU MOryhHOCT pe3oHOBama O TJVIOOAJTHUM OrpaHUYEhbUMA KOja HUIpajy
snadajuy ysory y Behunu CSP mnpoGsiema. 30or Tora je y oBoj Te3u jeduHuCaHA
woBa SMT teopuja koja omoryhasa mpupomHo wnspazkaBame CSP mpobiema,
jep yKJ/bydyje MHOJPIIKY 3a HeKa YecTo KopuilheHa I[yIodasjHa OrpaHuvera. 3a
OBy TEOpHjy pa3BHjeHa je TpoIeaypa OJJIydnBaiba 3acHOBaHA Ha IOCTOjehuM
TeXHUKaMa 1Mo3ajM/beHnM n3 Tpajaunnonasanx CSP pemasada, aau agantupanum
Tako Jsia ce mory kopuctutu y okBupy SMT pemasaua. Ilporeaypa omjyanBama
y OBOM TPEHYTKY IOJIpyKaBa J[Ba THUIA TII00AJHUX orpanmdera: alldifferent
OorpaHMvYer-e U JIMHEApHO OorpaHuderme. ¥ ciaydajy alldifferent orpanmdema,
Haj3HAYajHUjU JIONPUHOC je HOBU aJrOPUTaM 3a T'e€HEpUCalbe O0jallliberma ITPoIia-
ranuja u KoHdJHUKaTa, IITO je HEONXOJHO Yy IpOIecy aHajm3e KOoH(JMKaTa. Y
caydajy JIMHeapHOI' OI'PaHMYerha, Pa3BHUjeH je HOBU aJropuTaM (uITpuparma Koju
y3uMa y ob63up mnocrojarbe alldifferent orpanmderma y JaToM TpOOJIEMY, IIITO
MoOzKe TojadaTu Moh npomnararuje. [Ipyru mpasarn ynamnpehusamwa SMT perraBaua
KOju ce pa3MaTpa y Te3HW je Kopuilheme TexXHuKa NapaJsennsaiuje. Pasmarpa
ce mapaJjesm3alinja CUMILIEKC ajroputma Koju ce y SMT pemaBaunva kopucTu

Kao IpOIle/ypa OJJlyduBarma 3a JIMHeapHy apuTMeTuky. Takohe ce pasmarpa u



napaJieJTHu MopTdono, Kao u XuOpuu3alinja oBa jaBa npuctyna. Jlaje ce oncexna
eKCIIepUMEHTAJIHA, eBaJIyallija Ha BEJMKOM Opojy, KaKO HHIYCTPHjCKHUX, TAKO M
CJyYajHO NeHEepHCAHUX HMHCTAHIM. 3a MoTpebe CBUX HaBEJIEHUX HCTPaKUBaiba, Y
TOKY pajia Ha Te3u paspujen je u nosu SMT permaBad argosmt oTBOpeHOr Koja,

sacHoBad Ha DPLL(7) apxurekTypu.
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Dissertation title: Improving SMT solvers using CSP techniques and paralleliza-

tion techniques

Abstract: SMT solvers implement decision procedures that check for satisfiabil-
ity of first-order logical formulae with respect to some decidable theory. They rely
on the powerful techniques that are used for solving boolean satisfiability prob-
lem (SAT), combined with specific procedures that permit reasoning in a particular
theory. Typical applications of SMT solvers are mostly found in software verifica-
tion, and for this reason the theories frequently considered in SMT solvers are best
suited for such kind of applications. Extending the applicability of SMT solvers
to other areas may require defining new SMT theories, as well as developing the
corresponding decision procedures for such theories. In that sense, in this thesis
we consider improving of SMT solvers by extending their applicability to solving
CSP problems. Such problems consider variables with finite domains, and the goal
is to find the assignment of values to the variables of the problem satisfying all
the imposed constraints. When CSP solving is considered, the main drawback of
the existing SMT theories is that they are not adapted to the problems with finite
domains, and are also incapable of reasoning about global constraints, which play
the significant role in most CSP problems. For this reason, in this thesis a novel
SMT theory is defined that enables natural representation of CSP problems, since
it includes support for some frequently used global constraints. For such theory, we
developed a decision procedure based on the existing techniques borrowed from the
traditional CSP solvers, but these techniques are adapted in the way that permits
their usage within SMT solvers. The decision procedure currently supports two
types of global constraints: the alldifferent constraint and the linear constraint.
In case of the alldifferent constraint, the main contribution is a novel algorithm
for generating explanations of conflicts and propagations, which is required for the
conflict analysis. In case of the linear constraint, a novel filtering algorithm is de-
veloped that takes into consideration the existence of the alldifferent constraints
in the given problem, which can lead to a stronger propagation. Another direction
of improving SMT solvers that is considered in the thesis is the usage of the par-
allelization techniques. We consider the parallelization of the simplex algorithm,
which is used in SMT solvers as the decision procedure for the linear arithmetic.
We also consider the parallel portfolio approach, as well as the hybridization of the

two approaches. A comprehensive experimental evaluation is provided on a large



number of instances, both industrial and randomly generated. For the purpose of
all the mentioned research, during the work on the thesis a new open-source SMT

solver called argosmt is developed, based on DPLL(T) architecture.
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Ilpearosop

SMT pemraBadn mpejicTaB/bajy BeoMa MONaH ajaT KOju ce JOMUHAHTHO KOPUCTH
y Bepudukaruju codrsepa, a Teopuje Koje ce y okBupy SMT pemaaia pazma-
Tpajy cy OoOMYHO mnpuiarohere yrnpaBo Toj obnactu mpumene. U mopes Besmkor
ycrexa kKoju SMT pemaBadn mocTmKy, u J1ajbe MOCTOJU MHOTO IIPOCTOPA 38 HBUXOBO
Jnajbe yHanpehuBaimbe. Y TOKY CBOI' BHIIETOJUIILETr n3ydaBamba obsact SMT perra-
Bada, IIPEIo3HA0 CaM JBa OCHOBHA IPABIA JIa/ber yCaBpIlIaBaiba OBE TEXHOJIOTHje.
[IpBu mpasar jecte mpomupuame npumMersuBoctu SMT pemasada Ha japyre Bp-
cTe TpobJIeMa KOji HUCY CTPUKTHO BEPUMUKAIN]CKHU, JTePUHUCAHEM HOBUX TEOPU]ja
U pasBojeM ojroBapajyiux mporeaypa oJyrydnBama (T3B. TEOPUjCKUX pelaBada).
Konkperno, y okBupy oBe Te3e, 6aBMO cam ce mpe cBera Moryhmnomhy mpumene
SMT pemaaua y permaBamy CSP mpobema. /Ipyru npasar yaanpehusama SMT
peliaBada KOju caM M3ydaBao je IUXOBa HapaJjenusaruja. l[Ipurom, numb je 6mo
UCTPaKUTU MOTYNHOCTH TapaJsenn3aliije cKynux ajaropurama koju ce y SMT pe-
IMaBavInMa KOPUCTE, YIOPEINTH 0Baj MPUCTYII Ca JOMUHAHTHUM IIPUCTYIIOM KOJH je
3aCHOBAH Ha TApaJIeTHOM MOPTQOJIN]Y, KA0 U UCITUTATH MOTYNHOCTH XUOPUIU3aIje
OBa JIBa MPUCTYTA. 3aKJ/bYUIH J0 KOJUX caM JIONIA0 Y OKBUPY CBOJUX UCTPAKUBAIbA
W3HETH Cy y OBOj TE3W.

Benuky saxsagHOCT JyryjeMm ¢cBoM MeHTOpPY, podecopy Pummy Mapuhy. San-
cta Huje dpasza Kaja KarkeM Jla OBe JOKTOPCKe JucepTraiuje He 6u ouio 6e3 merose
HeceOMYHE M UCTpajHe TojpinKe. Fberosu caBetn m cyrectuje Kao m 0oOUbe KOPH-
CHUX 3Hama 1 nHOpMaIija Koje caM oJ1 iera J001o Yy MHOIOOPOJHUM JIMCKYyCHjaMa,
TOKOM IPETXOJHUX HEKOJUKO I'OJMHA HEMEPJ/bUBO Cy MU HOMOIJIM Jia Ha [PaBU Ha-
YMH yCMEPHUM CBOja UCTparkKuBama. VI3Haj cBera, onTHMU3aM U TO3UTUBHA €HEPruja
KOjOM Me je 0DacHIiao M MoJin3a0 y TPEHYTIIIMa KaJjia caM MOCYCTajao U IyOuo HaLy
je merrrTo 6e3 Yera CBAKAKO HUKAJA He OUX yCIIeo j1a 0Baj TeKaK M MYKOTPIIAH TOCAO
3aBpIIMM 10 Kpaja. HapounTy 3axBajiHocT Takohe jyryjeM wiaHOBUMa KOMUCH]E,

npodecopy Ilpenpary Janmauhy, npodecopy Muogpary zKuskosuhy u mpodecopy

X



Sopany Ormanosuhy Ha JeTa/bHOM YUTAIby TEKCTa M HU3Y KOPUCHUX CYTeCTHja KOje
Cy CBaKako JIOIIPUHEJIe Jla OBa Te3a Ha Kpajy Oyle MHOro 00/ha M KBAJUTETHH]A.
Hajza, 3axBasmo 6ux ce u ocrajum mnpodecopuma ca Karepe 3a padynapcTso u
nHMOPMATHKY ca KOjUMa caM yCIIeNTHO capaluBao y MpoTeKJIOM HEPUOIY, Kao M MO-
jUM JiparuM KoJierama acCHCTEHTHMAa KOju cy, Oyjayhu 1a cy NnpoJia3uam Kpo3 UCTY
»KUBOTHY bazdy, OWIN IMyHH pasyMeBarba U IMOJIPIIKE Y TPEHYTIIMa KaJa MU je TO
3arcTa OMJI0 HEOIIXOIHO.

Hapasno, 3a oBako 030u/baH MMOJyXBaT KaKaB je U3Pajia JIOKTOPCKE JIMCePTAIlHje
HUje JOBOJbHA CaMO CTPYYHA U HayJIHA TOJIPIITKA MEHTOpa, mpodecopa u Kosera. [lo-
TPeOHO je UMAaTH OCJIOHAIL U MOJIPIIKY O/ CTPaHe IIOPOJIUIIE U IIPUjaTesba, a ja caM Ty
HEOTPAHUYCHY MOJIPIIKY UMAO0. 3aTO OBJIE JKEJIMM J1a, Ce 3aXBaJIUM IIPe CBera CBOjUM
poauTe/buMa KojuMa mmocBehyjeMm oBy Te3y. OHU Cy 3ac/IyKHI 3a MO] OII0]j, BACIIH-
Tarbe U 00pa30oBaibe, ajIi IIpPe CBera 3a €MOTUBHY 3PEJIOCT M MOPAJIHE BPEJIHOCTU
KOjuUMa Cy Me HAydYWId U YIUHUIA Me JOOPUM U BPETHUM YOBEKOM. 3axBasbyjyhu
bruMa CaM M J0IIa0 Yy IIPpUJINKY Jda Ce YyXBaTHUM Yy KOIITall Ca OBaKBUM HM3a30BOM,
a IHbUXOBa MOJIPIITKA TOKOM H3paJjie OBe Te3e Omja je UCTpajHa u Oe3pe3epBHa. 3a-
XBaJbyjeEM Ce CBOjOj JIyTOTOJUIIIG0] J1eBOjIM /laHujeilm Ha OrpOMHOM CTPILBEY U
pa3ymMeBarby, jep caMo OHa 3Ha KOJIUKO je OMJIO TEIIKO 3ajeJIHO Ca MHOM ITPEYKUBJba-
BATHU CBe YCIIOHE U TAJ0BE, TPIIETU MOj XPOHUYHU HEJIOCTATAK CJIOOOHOT BpEMEHA,
yMop 1 pacejanocT. Vmajyhu y Buy cBa meHa O/IpUIiamha y TPETXOIHIM T'OJMHAMA,
MOXKe ce cJI0O0HO pehu 7a je 0OBO HAIN 3ajeHUYKN yCIeX. J3axBaJbyjeM Ce CBO-
joj cectpu Mwusenu, 3ery [lymany, csojum npujaressuma Mapky, Hemamu, Mapky,
Cpbany u cBuMa octajmMa KOjU Cy Me IOJPXKABAJIA U 3ajeTHO ca MHOM DPaJIOBAJIM

ce TIojeIMHAYHNM yCIleCuMa KOjU Cy Ha Kpajy JT0BeJIH JI0 OBe Te3e.
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I'maBa 1

YBoOZI

PemaBame mpobisiema 3adosowusocmu y meopuju (eHri. satisfiability modulo
theory (SMT)) [11] je obsacT ncrpakuparba Koja je BeoMa HHTEH3UBHO POy YaBaHa y
[IPETXOIHUM TOJMHAMa. 3a/I0BOJBUBOCT Y TEOPHUjU MPEJICTABIbA YOIIITEHE ITPodIeMa
uckasne zadosomusocmu (SAT) [17], e ce ymecto nckasuux hopmysia pasMarpajy
dopmyite pBOr pesia Umja ce 3a0BOJBUBOCT HCIUTYje y OJHOCY Ha HEKY YHAIPE
3aJ1aTy OJUIYYINBY TeOpHjy. AJiaTh 3a UCHUTUBAME 33 0BO/BUBOCTHA Y TEOPUJH, I0-
nynapuo HaszBauun SMT pewasavu, ce y BeIUKO] Mepu ocyamajy Ha mocrojehe SAT
TEXHOJIOTHje, KOje YKJ/bydyjy MONHe TeXHUKe MOIyT yUuerha Kjiay3a, HEXPOHOJIOIIKOT
Bpahama yHaza n epuKacHUX cTpaTeruja rpaHama, a Koje oMoryhasajy edpukacan
obmrazak mpocropa uperpare. Ope Texuuke ce y SMT pemaBaunma KoMOUHYjy ca
crenuUIHAM TPOTIElypaMa O IyunBama Koje oMoryhaBajy maMeTHO pe30HOBAbEe
y 3ajaroj Teopuju. OBakBa komOuHarmja dnan SMT perraBade Beoma MOhHUM aJia-
THEMa 38 pellaBame PasInduTHX Bpcra mpobsema. YOpsanu paspoj SAT u SMT
TEXHOJIOTHja je Tpe CBera y3pOKOBaH HUXOBOM M3Y3€THOM MPUMEHUBOIINY Y UHITY-
cTpuju, pe cBera y objiactu Bepudukaimje coprsepa, ajan Uy JIPyruM o01acTuMa.

Nwmajyhu y Bujy BeuKy npuMemHBOCT U u3y3eran 3uadaj SMT perraBatia, ma-
pounTa naxKma ce rnmocsehyje mUXOBOM pa3Bojy u yHaupehuBamy KopumrhemeMm pa-
3JMIUTUX TEXHUKA. Y OBOj Te3W pazMarpaMo JBa mpasia yHainpehusama SMT pe-
maBada. [IpBu nmpasail ce ojjHOCH Ha NpolnupuBame npuMemsnoctn SMT pemasada
U3BaH CBOje yobuduajeHe objiacTu npuMene y Bepudukanuju copreepa. KoHKpeTHO,
y Te3u ce padmarpa yHanpehuame SMT pemaBada Kajia je y MUTAby PENIaBambe
npobaema 3600606660160 02panuyerva (eHriL. constraint satisfaction problem (CSP))
[85]. Akryemrn SMT pemaBadn Hucy npusaroheHn permaBamy mpobJeMa OBe Bp-

cTe, 3aTO IITO Teopuje Koje ce yobuuajeHo paszmarpajy y oksupy SMT perrasaua
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HUCY ajlekBaTHe 3a u3pakapambe CSP mpobmema. OBa HeaJgeKBATHOCT ce Orjiesa
y Tome 1mro CSP mpobiaemMn o6uaHO mogpasyMeBajy MPOMEH/bUBE ca KOHATHUM J10-
MenuMa, 1ok rocrojehe SMT Teopuje obuvuno pasmarpajy OeCcKOHAUYHE MU BEOMa
Besimke konadne jiomene. Takohe, CSP npobiemu najuenthe yk/bydyjy T3B. 2.40-
baara o2paruverva ca cruenuUIHOM CEMAHTHUKOM O KOjOj c€ OOMYHO HEe MOXKe Ha
[IpaBU HAYMH PE30HOBATH y OKBHUPY yoOM4YajeHMX TeopHja Koje ce jaBbajy y Jla-
nammsuM SMT permasaunma. 300r Tora je HEONXOTHO TeMUHUCATH HOBY TEOPU]Y
Koja he mpejcTaB/haTH TPUPOJIAH JIOTHIKU OKBHUP 3a n3pakapambe CSP mpobiiema,
IITO TIOIpa3yMeBa IOJAPIIKY 3a AUPEKTHO IMPeACTaB/baibe HEKNX UEeCTUX IJIODATHIX
orpaHuyYerba. 3a Tako JieUHICAHY TEOPUjy Tpeba PA3BUTHU MPOIELyPY OJJIy YMBaba
Kojy 6u ouno moryhe yrpagutu y SMT permaBad. ¥V ToM cMucIy, HajIpUPOIHUjT
IIPUCTYII KOJHU je pa3MaTpaH W y OBOj Te3W je Ja ce NMPUJIMKOM pa3Boja MpoIleaype
OJIJTyIMBaIba 38 OBAKBY T€OPU]Y UCKOPUCTE TEXHUKE U aJrOPUTMU KOjU CY pa3BUjeHn
y okBupy Tpajuimonaanux CSP pemaBada. Ty ce mpe cBera Mucsm Ha anz20pumme
dpurmpuparea Koju omoryhapajy pe3oHOBame O IIOOATHUM OIpAHHYECH-IMA, Y3UMa-
jyhu y o03up mHuxoBy crueruduyuny ceMaHTUKy. BeJnKu m3a30B y TOM IOCTY je
CBaKaKO aJIalTaIllja [IOMEHYTUX aJI'OPUTaMa TaKO JIa e MOI'Y KOPUCTUTH Y KOHTEK-
cty SMT permaBada. Y 0BOj Te3u ce Ipe cBera pasMarpa aJarTaimja oaropapajynnx
asroputama dbuaTpupama 3a alldifferent orpannderse [103], Koje 3axTeBa ja cBe
[IPOMEH/bUBE HaBeJIEHe Y OTPaHUverby y3My MehycoOHO pasjimunTe BPETHOCTH, Kao
U 38 AUNEAPHO 02PaHUYerve HaJl KOHATHUM JoMeHnMa (monyT 2z + 4y — z < 7).
Hpyru npasar ynanpehusamwa SMT pemaBata koju je pasmarpaH y Te3u jecTe
Kopuliheme TeXHUKA MapaJjie/in3alyje, y MUby ITO 00/ber UCKOPHUIIhema caBpeMe-
HUX BUIIEje3rapHIX U BUIMIENPOIIECOPCKIX PadyHapa KOju Cy JaHacC ITOCTAJIN IIIPOKO
noctymnau. Hajuenthu npucryn napanenusanuju SAT u SMT perraBada je T3B. na-
PaNEAHU NOPMPOAUO Y KOME Ce BUIIE PA3IUIUTO TOJIEIIEHNX WHCTAHIU pellaBada
MCTOBPEMEHO MOKPely HaJi MCTOM MHCTAHIIOM MpobJieMa, a pellaBaibe ce 3aBpIliaBa
OHOI' TPEHYTKa KaJla jeJlaH oJ pemasada mnponale pememe [16, 50, 104, 57]. Osnaj
IPUCTYII je PEJIATHUBHO jeITHOCTABAH 3a UMILIEMEHTAIU]y, a Jiaje jjobpe pe3y/arare y
npakcu. Jpyrm mpuctyn je Jia ce napasienusyjy MOjeJIMHN aJITOPUTMU BEJIMKE Bpe-
MeHCKe cyiozkeHocTH Koju ce kopucte y okBupy SAT u SMT permasaga. Ha mpumep,
y okBupy caspemennx SAT pemasaua npeko 80% BpeMena usBpinaBarba OJJIa3u Ha
AJIPOPUTAM KOjU OOWMJIA3U CKYII KJjlay3a Yy MOTPa3u 3a KOHMJIUKTUMA U jeJMHITHIM
nponararujama. llapasenmmsanuja oBor aaropurma 61, caMuM TUM, MOTJIa 3HAYAJHO

yopsatu pajg SAT perraBada [63]. Comana curyanuja je u y caygajy SMT perra-
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Bada, ¢ 003UPOM Ha TO JIa Ce Y OKBUPY MPOIIETypa Oy YnBaiba 3a I0jeuHe TEOPUje
KOPHUCTEe M3Y3€THO CKYIH aJrOpUTMU. KapakTepucTudan mpuMep je CuMnNAEKc G-
eopumam [29], koju ce y SMT periaBadrMa KOPUCTH Kao IPOIELYPa OJJIY IMBAbA
3a JinHeapHy apuT™meTuky [37]. Y 0Boj Te3u ce ympaBo pasMarpa mnapaJsemu3aluja
cuMmILieke aaroputma y okpupy SMT pemapada. Hajzam, pasmarpa ce m ymope-
bhuBambe eeKTUBHOCTU CHUMILIEKC IapaJjeIn3aiije ca Iapaae/JHIM TOPpTQOINjoM, a

UCIuTyje ce u MOoryhHoCT Xubpuausalyje oBa JiBa IPUCTYTIA.

JomrpuHocu Te3e. VY HACTaBKY HaBOJIUMO TIJIaBHE JIOIPUHOCE Te3€:

e y OKBHUDY paJia Ha Te3u paspujen je SMT perraBad argosmt oTBOpeHOr Kojia
n (JeKCHONTHOT Jn3ajHa, MTOo oMoryhaBa jeJIHOCTaABHO IpHIarohaBame Mo-
Tpebama, Kako TeKyhux, Tako u Oyjayhux mcrpakubarba y 00JIaCTH pa3Boja
u npumene SMT texunosnoruja. OTBOpeHOCT KoOJia peniaBatia MOXKe OUTH O]
3HAYaja U 3a MHMpY 3ajeaHully. KoJmKo je ayTopy Tese MO3HATO, OBO je IpPBU
nomahu SMT permasau 3acnosan na DPLL(T) apxurtekrypu [75], a meroso
[IOCTOjarbe M jaBHA JIOCTYITHOCT CBAKAKO MOXKe OXpaOpUTHU HOBE IOTEHITHjaTHE

nomahe uctpazkupade y obsractu SMT perasada.

e dopmynucana je HoBa SMT Teopuja koja je morogna 3a m3pakaBame CSP
upobsiema y okBupy SMT perraBada. 3a Tako jgeduHucany Teopujy pa3Bu-
jeHa je Tpolelypa OJIyunBamba 3aCHOBaHA Ha TEXHUKAaMa I103ajMJBEHUM U3
rpagurmonaaaux CSP permaBada. OBe TexHUKe cy ajlanTupaHe Tako jia epu-
kacHo dyukimonury y okBupy SMT pemapada. Ty ce mpe cBera mucian Ha
edukacHy KomyHuKanujy n3mely ajropurama puiaTpupama KOju Pe3oHyjy O

HOj ceIMHaIYHUM [JTODAIHIIM OorpannverbnuMa.

® Da3BHUjeH je HOBU AJITOPUTAM 3a 2€HEPUCAHbE 00jawrberba TIpoIIaralmja u KOH-
dmkara kox alldifferent orpanmuema. AJrOpUTMH 3a TeHepHUCaibe 00-
jalmbema Cy HEONXOJIHU 3a MoTpede anaauie Kou@Aukama, a HUXOB Pa3BOj
u upuitarohaBame SMT okpyzkemy je yipaBo HajBehn m3a30B IpU yIPaIbU
CSP anropurama dpunrpupama 3a riobaina orpanundema vy SMT permasade.
Pa3Bujenu ajiropuram je jerasbHo yropehen ca JIpyruMm pejieBaHTHUM ITPUCTY-

[¥Ma, a JIaTa je U eKCIepUMeHTaTHa eBajyanuja [4].

® Dpa3BHUjeH je HOBU ajroputaMm (pUITpUpamba 3a JHHeapHa OrpaHuveha KOju y3-
uMa y 063up nocrojarme alldifferent orpanutersa y JaToM mpodeMy U KO-

puctu Te nHMOpPMAaIje 3a U3padyHaBaAe jadnX I'PAHNIA IPOMEH/bUBUAX, THUME

3



I'JIABA 1. YBO/[

ce JIOMATHO CyzKaBa MPOCTOp mperpare. Ajropuram je JgeTa/bHO yropeher ca

JAPYTUM PEJIEBAHTHUM IIPUCTYINMA, y3 aJIeKBATHY C€KCIEPUMEHTAJHY €BaJlya-

mwjy [6].

e uMIJIEMEHTHPaHa je IMapaJjen3alyja CUMILIEKC aJropuTrMa, yrpahena je ro-
JIPIIIKa 32 TapaJieJIHU TTOPTQOJINO0, KA0 U 38 XHOPUIU3aIIA]y OBa JIBa IIPUCTYIIA.
Ypabhena je u orcexkHa eKClIepUMEHTaJIHA eBaJIyallija IOMEHYTUX TeXHUKA I1a-
paJsiesim3alije Ha BEJIMKOM CKYIy KaKO WHJIYCTPU]CKUX, TAKO U CJIYyJajHO IeHe-

pucanux npobiema [5].

Teza cazp:xu Besiuku 6poj TBphema Koja cy Takohe OpUrnHaHu JONPUHOC TE3E.
Nnak, Hucy cBa TBphema JjiaTta y Te3u OpUrHHAIHA. Y OKBHPY IOjeIMHUX TBphHema
HABEJIEHU Cy PEe3YJITaTH KOJU Cy OJ paHuje MO3HATU W KOjU Cy MPEY3eTU U3 JITe-
parype. Kako 6ucmo jacHo Haryiacmii Koja TBphema HHCY OPUTHMHAJIHH JTOTTPUHOC

Te3e, UCIPEJT CBAKOI TBphema Impeys3eTor u3 JIMTepaType jiata je ojrosapajyha pe-

depenria.

CrpykTypa Te3e. Ocratak Te3e opraHm3oBaH je Ha ciaemehnm HaumH. [1aBa 2
IpeJIcTaB/ba Iperje)i OCHOBHUX ITOjMOBa U TEPMHUHA KOjU C€ y Te3W KOPHUCTE, Kao U
IIpUKa3 3HAYAjHUX pe3ysTara y obJIaCTH Ha KOje ce OBa Te3a ocjarba. ¥ TJaBd 3
OIIIICYjeMO CTPYKTYPY pelllaBada argosmt, IPUHITUI HEroBOI' Pajia, Ka0 U OCHOBHE
KapaKTEePUCTHUKE IHeroBOr jau3ajHa. l7aBa 4 mpukasyje pe3ysTare Te3e Be3aHe 3a
yunanpehusame SMT pemapada CSP rtexnukama. Y OKBHPY OBe IVIaBe OIHCAHA je
CSP reopuja (mornassbe 4.2), crpykrypa Teopujckor perraada 3a CSP Teopujy (1mo-
riasbe 4.3), anropurmu 3a alldifferent orpanuderse, yK/by4yjyhin u nomenyru
HOBH aJI'OPUTaM 3a MeHepucambe odjallbema (moryiasibe 4.4), Kao 1 moboJbIITaHn aJl-
ropuTaM (buATpUparma 3a JUHeapHO orpaHnyeme y npucycrBy alldifferent orpa-
Huuera (morasbe 4.5). [asa 5 npukasyje pesyirare Te3e Be3aHe 3a yHAIPe-
busame SMT pemaBaua Texnukama napasenusanuje. Hajzam, y rmasu 6 majemo

3aK/bydKe U HABOJIMMO Heke Ipasiie Oyayher paja.
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OcHoOBe

2.1 SAT m SMT npobJjem

2.1.1 BwummecopTHa JioruKa IPBOI peaa

Buwecopmmna sno2uka npeoz peda Tpe/CTaB/ba JIOTUYKA OKBHD 3a CBa pa3Ma-
Tpama y 0Boj Te3u. /ledunuimja cunrakce u ceMaHTUKE BUIIECOPTHE JIOTUKE IIPBOT
peJla Koja cjeu y HacTaBKy je y HajBehoj mepu npeysera u3 SMT-LIB cranmapma
[12]. UNako mocroje u Hemro apyraduje jeduHUIMje y JuTepaTypH, AeduHUIMja
JlaTa y HACTaBKY je Hajje/lHocTaBHUja. Takohe, u Jpyra pa3MaTparba Koja ce U3JIaxKy
y OKBHUDY OBe Te3e cy yckiahena ca tepmunosiorujom garom y SMT-LIB crannapmy

[12], Tako sa je To 6uo JomATHE passor 3a u3bop jedUuHUIM]e Y HACTABKY.

Cunrakca. Ilox cuenamypom mogpasymesamo ypeheny tpojky ¥ = (S, F,r), rue
je & majsuie npebpojuB ckyn copmu, F je HajBuile mpedpojuB CKYI GyHKUUJCKUT
cumbosra, a r : F — §* x § je mpeciukaBame, Ipu demy je ca S* 03HAUEH CKYII

CBUX KOHAYHUX N-TOPKU copTu u3 S (yKsbydyjyhu u mpasHy n-Topky). 3a CBakKo

f € F, spemnoct r(f) = ((s1,...,8,),5) 30BeMO panzom (QyHKIHjCKOr cuMbOJIa
f. Ywmecro ((s1,...,58y),8), Kopuctuhemo 3amuc [sq,...,S,| — §, IpU YeMy copre
S1,-- -8y 30BEMO COPMAMA AP2YMEHAMA, JTOK COPTY S 30BEMO NOGPAMHOM COPIMOM

dbyuknmjckor cumbosa f. Cumbosie ymju je panr obimka [ | — s 30BeMo KoHCcmaH-
mama copre s. IlogpasymeBamo ma moctoju copta Bool € §. DyHKIUjCKE CUM-
boJie umja je moBpaTHa copra Bool 30BeMo u npeduramckum cumboruma. Jlabe,
nozpasymenamo Ja je {T, L, = AV, =, <} C F. Oe cumboiie 30BEMO A02UMKUM
cumboaruma. Ilpu Tom je r(T) = r(L) = [ ] — Bool, r(—) = [Bool] — Bool,



I'VIABA 2. OCHOBE

r(A) = r(V) = r(=) = r(&) = [Bool,Bool] — Bool. Takolje nompasymesamo ja
3a cBaky copty s € S\ {Bool}, mocroju cumbosr =€ F umju je panr [s,s] — Bool
U KOju HasuBamo cumbosom jednaxocmu. Kaja je jacHO M3 KOHTEKCTa O KOjoj ce
copTH paju, ymecto =, mucahemo camo =. Ilopen curmatype, HeKa je 3a cBaky

copry s € S nar ckyn V° npomennusux copre s u Heka je V = | J, .o V°. Uspas Hag

seES
CUTHATYPOM X, U CKYIIOM IPOMEH/bUBHUX V' JIePUHUIIEMO Ha CeJiehu HaUIIH:

e cBaka IIpOMEHJbUBa T € V* je uspas copre S

e akoje f € Fur(f)=|[s1,...,8) — s, aty,...,t, cy uspasu 4uje cy copre
PEIIOM S1, . .., Sp, Taga je f(tq,...,t,) u3pas copre s. Crenujasno, KOHCTAHTA,

copTe S je u u3pa3 copre S.

e 3a cBaky npomenspuBy * € V u uspa3 F' copre Bool, (Vz)F u (Jx)F cy rakobe

n3pasn umja je copta Bool

CBu m3paszm ce MOry JOONTH WMCKJ/bY9IHMBO KOHATHOM IPUMEHOM JATHX IPABUIA.
Csaku uzpas mMma jeaHosHadHo oapeheny copry. I3pase umja je copra Bool 30-
BEMO (hopmyaama, TOK U3pase JIPyrux copTu 30BeMo mepmosuma. Cumbose V u 3
30BEMO, DEJIOM, YHUBEP3AAHUM W e23ucmeHuujasrum KBanTudukaropom. [Ipmve-
THMO JIa, Cy Ha OCHOBY Topibe jgedununuje 1 u L dopmyrte. Takobhe, ako cy F'u G
dopmyne, taga cy u —F, FAG, FVG, F = G u F < G takohe dpopmyste. Cimano,
aKO Cy U M U TEPMOBHU KOjU UMA]y UCTY COPTY S, Tajia je u =, v dhopmyaa. Cumboste
A, V, =, & u =, 3anucyjeMo nHMUKCHO, Kao MTO je u yobmdajeno.! @Dopmyie
KOje He CaJipKe JIOTUUIKe CUMOOJIe HU KBaHTU(MUKATOPE 30BEMO amomuma. Arome
U Heralyje aTroMa 30BeMO aumepasuma. CIenujaano, aroMe obIMKa U = ¥ 30BEMO
jednaxocmuma, a wuxose Herawje —(u = v) pasauvumocmuma (Koje 0OUIHO 3a-
nucyjeMo Kao u # v). JlucjyHkimja JinTepasia Ha3uBa ce kKAay3a. 3a (HOpMyJIy
KaxKeMo Jia je y KoHjynkmuenoj nopmasnoj gopmu (KHD) ako je mpespcrasbena
Kao KOHjYHKIIHja KJIay3a.

CBako 1nojaB/buBaibe MPOMeHbUBe & Y (hopMmysn [ Moxke Outn 060010 Wan ge-
30M0 HEKUM KBaHTUGUKATOPOM. AKO (hbopMysia HE CaJIpKU KBAaHTU(DUKATOPE, Taja
Cy y 10j cBe mpoMensbuBe cyiobome. CBa ¢1060/1Ha T0jaB/bUBaba IIPOMEH/BUBE X Y

dbopmysu F nmocrajy Besana y dopmynamva (Va)F u (3x)F tum KBaHTHDUKATOPOM.

pumukom 3ammcuBama opMyIa, TogpasyMesaleMo na Heralyja ¥ KBaHTH(MUKATOPH UMAjy
HajBUIIN IPUOPUTET, HAKOH Uera CJIe/ I KOHjYHKIINja, 3aTHM JINC]YHKIN]ja, UMIIJIUKAIIja 1 Ha KPajy
€KBHUBAJIEHII]a KOja MMa HajHUKu npuopurer. lIpuopurer ce MoxKe mpoMeHUTH 3arpajama.



I'VIABA 2. OCHOBE

Csa cs1060/Ha MOjaB/bIBaba OCTAINX TPOMEH/bUBHX (pasiuauTux o z) y F ocrajy
caobomna u'y dopmynama (Vr)F u (3x)F. Axo dopmyra F He caapxku ciobosne
IPOMEHJbUBE, Taja KaxkeMo ja je I sameopena dopmyaa (wmm peuenuya). Vszpas

(TepMm mm bopMyIia) KOjU He CajpKi MPOMEHJbUBE je 6a3HU U3Pas.

IIpumep 2.1.1. Heka je mara curmarypa % = (S,F,r), rme je S = {Real},
F = {+,-,<,0,1} npu uemy je r(+) = r(-) = [Real,Real] — Real, r(<) =
[Real,Real] — Bool, u r(0) = (1) = [ ] — Real (copry Bool, joruuke cumboe,
Kao HU CUMOOJI jeJTHAKOCTH He HABOJUMO €KCILTUIIUTHO jep Ce HBbUXOBO MOCTOjaAhe Y
curHaTypu noapasymesa). Heka je gar u ckyn npomensbusux Vi = {x y, z} copre
Real. Tepmosu 0+1, 1y, 2+0-y u bopmyrne z+1 < z, (Vx)(Vy)(Vz)((x+y)+2 =
x + (y + 2z)) cy npuMepu UCIPaBHUX U3pa3a HAJ[ OBOM CUTHATYDPOM, IPU UMY CY
cumbosn +, -, < 3anucanu HHGUKCHO (- UMa HAJBUIINM IIPUOPUTET , HAKOH I€ra CJIC/H

+, 10K < MMa HAJHUKU PHOPUTET).

Cemantuka. [lox cmpyxmypom vam qarom curaatypom X (wim X-cmpykmypom)
nozxpasymeBamo nap M = (D,Z), rue je D = {D*® | s € S} damminja menpasuux
CKYIIOBa KOju Cy Hpujpykeru coprama uz S (ckyn D® 30BeMO domerom WA YHU-
sepaymom copre s), a L je unwmepnpemayuja Koja cBakoM cumbosy f € F panra
[81,..., 8, — s mpuapyxyje byuknujy f£: D% x ... x D*» — D*. Cuenuja/so,
cuMboJ1 @ 4uju je paHr | | — s ce mHTeprpeTupa Kao dukcupanu ejement al € DP.

Copta Bool, jiormukn cuMOOJIA, KAO M CUMOOJI jeJJHAKOCTH C€ Y CBUM CTPYK-
TypaMa HMHTEpIpeTHpajy Ha mcTu Haumd. Jlomen copre Bool je ckym DBt =
{true, false}. Jlaspe, Baxku ja je T? = true, 17 = false. Cumbos — ce uH-
TeprpeTupa QYHKIIjOM KOja UMa BPEIHOCT true ako U CaMoO aKoO jOj apryMeHT hMa
BpeanocT false. Cumbos A ce mHTeppeTrpa (DYHKIINJOM KOja MMa BPEIHOCT true
aKO U CaMO aKo cy joj oba aprymenTa true. Cumbost V ce uHTEpIHpeTrpa PyHKIIHjOM
KOja MMa BPEJIHOCT true aKo M caMo ako joj bap jejaH oJ1 JBa apryMeHTa UMa BpeJl-
HocT true. Cumbosr = ce maTepIpeTnpa PYHKIMjOM KOja nMa BpeaHocT false ako
U CaMO aKo joj je mpBu aprymMmenT true a apyru false. Cumbost < ce uHTEpIIpETHPA
GYHKIIjOM KOja MMa BPEJHOCT true ako U caMo aKo Cy joj uiau 0oba apryMeHTa true
i oba aprymenrta false. Hajsam, 3a cBaky copry s € S\ {Bool}, cumbosr =, ce
UHTEpHpeTupa PYHKIIjOM KOja NMa BPEJTHOCT true ako U caMo aKo Cy joj oba apry-
MeHTa uctu ejleMenT u3 D®. Heka je, namwe, nara V-saaryayuja v : YV — USE s D? xoja
CBaKOj MPOMEH/bUBOj = € V* npujpyxkyje Bpeanoct v(x) € D* (1j. mpomMeHbuBaMa

copre s npuIpyxKyje speanocru uz D*). Ako 3a jse V-ajyanuje v u v’ BaxKu Jia je
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v(y) = v'(y) 3a cBaKy IPOMEHJBUBY Y # T, TaJla MUIIEMO U ~, v'. 3a L-CTpyKTypy
M u V-ganyanujy v, jeqnosnauno je onpehena unmepnpemavyuja® uspasa e’y (M, v)

(y osnanu IM(e)) na crenehn nadun:

e 3a npomensbusy r € V, Baxku M (x) = v(z)

e 3a KoHcTanTy a, Baxku I (a) = a’

o samspas f(ty,...,tn), Basku IM(f(ty, ... tn)) = fZIM(t), ..., IM(t,))

(2

e 3a dopmyny (Vz)F he 6utu IM((Vx)F) = true, ako u caMo ako 3a c6aky

Basyamujy v’ 3a Kojy je v’ ~, v, Baxu na je I21(F) = true.

e 3a dopmyny (Ix)F he 6urn IM((3x)F) = true, ako U caMo aKo nocmoju

Bastyamuja v’ TakBa Ja je v’ ~, v, 3a kojy je IJ1(F) = true.

Nurepriperanuja n3pasa e Koju He caJIpyKu CJI000/IHe TPOMEH/bUBE HEe 3aBUCH OJT V-
Bastyaruje v, Beh camo oj msabpane Y-ctpykrype M. VY ToM ciiydajy TOBOPUMO O
unmepnpemavuju uspasa y M, a osaagasanmo je ca I (e). Cnenujasnmo, To he 6urn
caydaj 3a CBe 3aTBOpeHe (hopMyJie, Kao U 3a CBe Da3He m3pase.

Ba X-crpykrypy M u V-anyaiujy v, dopmyra F je mauna y (M, v) (y o3uanu
(M,v) E F) axo je IM(F) = true, y cynporaoMm je nemauna y (M,v). 3arBopena
bopmyna F je mauna y crpykrypu M (y osranmun M E F) ako je [M(F) = true, y
CYIIPOTHOM je Hemauwna y M.

Ba dopmyrny F kaxkemo ja je 3adosonusa ako mocroju Heko (M, v) 3a koje je F'
TavHa, y CYIPOTHOM je He3ado60nuéa, KoOHmpaoukmopha Wil wexonaucmenmua (y
osnai F'F 1). 3a dopmyny F kaxkemo Ja je sawana (y o3Hamm F F') ako je Tadna
3a cBako (M, v). Kaxkemo ja je dbopmyna F aoeuwka nocaeduya ckyta dopmyria A
(y osuanu A E F), ako je F' Tauna 3a cBako (M, v) 3a Koje cy Tadne u cBe GopmyJie
w3 A. [Ise dopmyiie F' u G cy aoeuuku exeusanrenmne (y osnarm F' = G) ako numajy
ucre uHTEpHperammje 3a ceako (M, v). Ilpobiem ucnuruBama 3a0BOJBUBOCTH (1

Ba/bAHOCTH ) TIPOU3BOJ/bHE (hOPMYJIe TIPBOT PeJia je HeOJ Iy YnB.

Ipumep 2.1.2. Tlox mpeTnocTaBKOM Jla IMaMO UCTY CUTHATYPY Kao y npumepy 2.1.1,
dbopmymna (Vo) (Vy)(z < yV-(z < y)) je BajbaHa, jep je TadTHA y CBUM CTPYKTypaMa.
Ca apyre crpane, dopmyra (Vo) (Vy)(Vz)((x +y) + 2 = 2+ (y + 2)) je Tauna y

2TepMHH UuHMeEPNPEMAUUja ce KOPUCTH ¥ 33 IpecinKaBame I CTpyKType M xoje oapebyje
3Haueme cumboaa CUTHATYpe Y, aam m 3a mpecimkasame ! koje onpebyje smaueme uspasza y
KOHKPEeTHO] cTpyKTypu M u Bajyanuju v. OBo He 6u Tpebaso 1a ja0Bese 110 3abyHe, ¢ 003upoM
Ha TO fa he yBek OMTH jacHO Ja Jiu ce TOBOPHU O CUMOOJIY WJIH O M3Pa3y.
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cTpYKTypu R y K0joj ce copra Real mHTeplpeTupa cKymnoMm peaJHuxX Opojea R, a
cumbosu 0,1, +, -, < ce mHTEpHpeTnpajy Ha yobOmuajen Hauud. Oryra je oBa ¢dop-
MyJia 3a/10Bo/buBa. VIak, oHa HUje BajbaHa: ako OMCMO CUMOOJI + UHTEPIPETUPAIN
Kao ollepallijy ojy3uMarba y CKYIly peajHux OpojeBa, Tajia oBa (opMyJia y TaKBOj

CTPYKTYpHu He Ou Omia TadHa.

2.1.2 MHNckazna jgoruka n SAT npobJuem

Nckasna jormka ce Moyke cMmarparu (pparMeHTOM BHINECOPTHE JIOTUKE ITPBOT
pe/la, TJie CUTHATypa > CaJpKu jeJImHo copTy Bool, a o (pyHKIujckux cumboIIa,
HOpe/T JIOTMIKUX CUMO0JIa, CAIPKE JOIII jeIMHO KOHCTaHTe copTe Bool (Koje 30BeMo
U UCKA3HUM CAOBUMG, WA Uuckadnum amomuma). Taxobe, moapasymeBamo ja cy
cBe popMyIie Koje pasmarpamo 6a3He, Tj. CKyl mpoMeH/pUBHUX V je mpa3an. CTpyk-
Type HaJl OBAKBUM CUTHATYPAMa 30BEMO U UCKA3HUM GAAYAUUJaMa. 3a PUKCUPAHY
dbopmyity, Basyanja nma Konaqno MaOro (27, rje je n 6poj pasmuuTUX MCKA3HUX
cioBa y dopmyin). [Tpobrem ucrmruBama 3a10B0JbUBOCTH UCKa3He (hopMyIie 30Be

ce SAT npobaem [17]. OBaj upobiiem je ommyuns u NP komiuteran [28].

ITpumep 2.1.3. Heka je curnarypa 3ajarta CKylnoM HCKasHuX cjosa {p,q,r}. Jenna
nckasua Gopmysia HaJ OBOM curHarypom je Hop. (—p A q) = —r. Oa dopmyna je
3a,/10BOJbUBa (HITP. TadHa je y OUII0 KOjOj BAJyaIMju y KOjOj Ce p MHTEPIPETUPA Kao
true), aju Huje BasbaHa (HIIP. HETAUHA je y BaJlyalldju y KOjO] Ce p MHTEPIIPETUPA

kao false, a ¢ u r Kao true).

2.1.3 Teopuje npBor pejga u SMT npobjem

Teopuja npeoe peda T wan marom curaarypom % = (S, F,r) je ckym %-
crpykrypa.® CTpyKType Koje MpHUIIajajy TEOPHjH 30BeMO U Mmodeauma Teopuje T .
Axo ce copta s € § y okBupy Teopuje T MoyKe UHTEPIPETUPATH TPOU3BOHFHUM He-
[IPA3HUM CKYTIOM, TaJa KaXKeMoO J1a je COPTa S HEeUHMEPNPEMUPaHa Win caro000Ha Y
reopuju T . Cauuno, ako ce dbyakimjcku cumbost f € F panra [sq, ..., 8,] — § (nm
KOHCTaHTa a € F copTe s) y OKBUDY Teopuje T MoOxkKe HHTEPIPETHUPATH TPOU3BOJb-
oM dynxnujom f @ DS x ... x D — D* (0JIHOCHO HPOU3BO/HHUM €JIeMEHTOM

ckyna D®), rie cy D*', ..., D* D*® nomenu oarosapajyhux copru, Taja KaxkeMo Ja

3Tlopes oBakBe cemanmumke edUHATI]E TEOPHje MPBOT PeJia, IeCTO Ce KOPUCTH U CUHIMAKCHO-
dedyxmuena neduHUnRja Teopuje T Kao CKyIla CBUX PEYEHUIA KOje ce MOy JIOKA3aTH Y OKBUDPY
HEKOr' JelyKTHBHOI cHcTeMa Iojaszehu ox 3amaror ckyna akcuoma. CemanTuuka Jedbununuja je
HEINTO OIINTHja, jep 00yXBaTa U Teopuje Koje ce He MOI'y aKCHOMATCKU 3aJIaTH.
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je [ (omHocHO a) meunwmepnpemupar win caobodan y teopuju 7. 3a dbopmyry F
HAJI CHTHATYPOM Y KaxkKeMo Jia je eamana y meopuju T (y osnamm Fr F) ako je
tTagHa 3a cBako (M, v), tae je M mojen teopuje T, a v IpoOU3BOJHHA BaJIyallyja.
Dopmyna F je sadosowusa y meopuju T ako nocroju mojen M teopuje T u Basya-
mja v TakBa jga je F raanay (M, v). @opmyna F' je sozuvwka nocaeduya cxyna A y
meopuju T (y osnarum A Fr F') ako je Tauna 3a cBako (M, v) 3a Koje cy TadHe U CBe
dbopmyne uz A, npu gemy je M mojen teopuje 7, a v je MpousBo/bHA BaJlyallyja.
Dopmyie F' u G cy aoeuuku exsusarenmue y meopuju T (y osnamm F =7 G) ako
3a cBako (M, v) umajy jejHake WHTeprperanuje, upu demy je M Mogen teopuje
T, a v je npousBo/bHA Basyanuja. lIpobsiem mcruTHBaMba 33JI0BOJBUBOCTU Y TEO-
puju T ce 3oBe SMT npobaem 3a teopujy T (enri. satisfiability modulo theory) [11].
OmryamrBocT oBOr mpobsiema (Kao M EeroBa CJI0YKEHOCT) 3aBHCH OJ CaMe Teopuje
T. Hajuemnthe ce orpanndaBamo na SMT mpobisieme 3a 6asne @pazmenme Teopuja,
Tj. pa3marpaMo ojiroBapajyhu mpobsem camo 3a 6asHe dhopmyste. Y TOM CIydajy ce
SMT mpobJieM cBO/M Ha UCIUTHBAE JIa JIU Ce CJIODO/HE COPTEe U CUMOOIH MOTY Y

Teopuju | MHTEpIpETUpATH Tako ja hopMmysia Oyie TadHa.

IIpumep 2.1.4. IlpeTniocTaBIMO TTOHOBO JIa UMaMO CUTHATYPY Kao y mpumepy 2.1.1,
1j. Heka je S = {Real} u F = {0,1,+,-,<}. Heka je, name, V* = {x y, 2}.
[IpernocraBumo 1a Teopuja 7 mMa caMo jeJaH MoJe] — CTPYKTYpPy R y Kojoj ce
copta Real mHTepupernpa Kao cKyn peajaux oOpojaBa R, a cumbosm 0,1, 4, -, <
ce maTepupernpajy Ha yobomuajen maumn. Popmyna (V)(Vy)(Vz)(z +y) + 2z =
x+(y+2)) je Basbana y reopuju, jep je rauna y jeauuom mogesy reopuje R. Ca mpyre
crpane, ¢popmysie r < x u 1 + x < y HHCY 3aTBOpPEHE U IHUXOBa MHTEPIIPETAIIN]a
3aBUCH U 071 m300pa V-Bastyanuje v. Popmyna z < z je y Mofery R TadHa 3a CBaKy
V-pasryarmjy v, 1a je Bajbana y Teopuju . @opmyna 1 + x < y Huje Basbana y T,
asm jecte 3a710Bo/buBa Y T, jep nocroju V-asyanuja v 3a kKojy je (R,v) El+x <y

(amp. TakBa je V-pasyaiuja v y Kojoj je v(x) =5 u v(y) = 8).

Ipumep 2.1.5. YV npeTxX0OTHOM IIPUMEPY j€ TEOpUja UMaJia CaMo jeJaH MOJIE]I, aJld CY
dbopmyse Koje Hucy 3arBopere (momyT 1 + x < y) Morie na Oyiy HHTEpIpeTHPaHe
Ha BUIIle HAYWMHA, Y 3aBUCHOCTH O] u3bopa V-pasyaruje. pyru mpuctyn Koju ce de-
CTO KODHCTH je Jla ce T U Yy TyMade Kao HeHHTeprpeTupane KoHcTanTe. PopMmasrHo,
pa3MaTpajMo UCTY CUTHATYPY Kao y MPETXOJHOM IIPUMEPY KOja je TPOIUpeHa J10-
JIATHUM cuMOOJIMMa KOHCTaHTH T, Y, 2 copre Real (Tj. caja cy x, y U 2 KOHCTAHTE,
a ckyn npomensbusux V¢! je npaszan). Heka ckyn mozena Teopuje 7 cajp:ku cBe

CTPYKTYype y KojuMa ce copTa Real mHTeprpermpa Kao CKyN peajHux OpojeBa R,

10
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a cumbosin 0, 1, +, -, < ce uHTEpIpeTUpajy Ha yodbmdajen Hauw. llpumernmo ja y
OBOM CJIy4ajy CKYI MoJesa Teopuje 7 Huje jegHowIaH, jep je Moryhe BapupaTu HH-
Tepliperaiyje cja000HuxX KoHctautu x, y u z. Cana je dopmyna 1 + z < y 6a3na
dbopmyna koja je 3a/10BobUBa y TEOPHUjU T, jep IOCTOjU MOJE Teopuje y KoMe je
dbopmyta TadHa (TO je, HIP. MOJIE Y KOMe je KOHCTaHTa T WHTepIpeTupaHa opojem
5, a y 6pojem 8). Cimuno, dpopmyria x < x je Bajbana y Teopuju 7, jep je TauHa y

CBUM MOJIEJINMAa TeOPUje.

N3 nperxona aBa mpuMepa BUIUMO Ja, Kaja je y MATAmky 33 0BO/BUBOCT WJIH
BaJbAHOCT Y TEOPHjH, He IIOCTOjU CYIITHHCKA pasJinka nu3Mely cj000/HUX ITPOMEH-
JbUBUX U HEMHTEPIIPETUPAHUX KOHCTAHTU oJiroBapajyhe copre. 30or Tora cy oba
HaBeJleHa IPUCTYNa eKBUBAJEHTHA W PABHOIPABHO Ce KODHCTe y JUTepaTypu. ¥
0BOj Te3u, Mu NeMOo ce JpKaTh JPYTor MPHUCTYIIa, MITO 3HAYN Ja NeMO yMecTo CJI0-
OOIHIX HPOMEHJBUBHX YBEK IMOJpasyMeBaTH HemHTeplperupane Koncranre.? OBo
3HaYn Ja he curnarype koje hemo pazmarpaTu, Mope/l eKCIUIMINTHO HABEICHUX HH-
TEepPIPETUPAHNX CUMOO0JIa, YBEK TIOAPa3yMeBaHO CaIpXKaTh U JOBO/baH OPOj HEMHTEP-
[IpeTUPaHUX KOHCTAHTHU O/Ir0Bapajyhux coptu, mro Hajdenihe neheMo eKCIIUIUTHO
naBoguTu. Takohe, Kaja KaykeMo j1a HEKa TeopHja 3a MOJIE MMa HEKY CTPYKTYPY
M, nogpasymeBahemo ja je 3ammpaBo y nuTamy (haMuanja CTPyKTypa Koje ce 100m-

jajy uz M BapupameM MHTepIIpeTalyja HeMHTEPIPETUPAHUX KOHCTAHTH.

2.1.4 KowMmbunamnmja Teopmja IIpBOT pea

Ba curnarype ¥y = (S1, F1,71) 1 Xg = (Sa, Fa, T9) KAKEMO Ja Cy KOMNAMubuLHe,
ako je S8y = Sy u3a cBako f € FyNF, Baxu ri(f) = ro(f). UarynrusHo, oBo 3Ha4H
Jla CUTHATYPe UMajy UCTE CKYIIOBe COPTH, a 3ajelHUYKU (PYHKIM]CKI CUMOOJIN UMajy
ucre paHrose y obe curuarype. 3a curaarypy % = (S, F,r) KaxkeMo J1a je cadpacana
y curnarypu X' = (S8’ F' 1) (y osnamum ¥ C X)), akoBaxku S =S, F C F'ur(f) =
r'(f) 3a cBako f € F (nmpumernmo jia cy Taja > u X' KoMnaTuOmiHe curHarype). 3a
CUTHATYPE X1, Yo, . . . , 2 TAKBE JIa Cy CBaKe JBe MelycoOHO KOMITaTHOM/IHE, IhUXOBA
Kombunosana cuznamypa (y o3Hamu %y + Yo + ... + X,) je MUHAMAJIHA CHTHATYDA
Y (y emucny penanuje C) Taksa Ja je X; C ¥ 3a cBako i € {1,...,n}.

Axo je ¥ C ¥/ Tayia 3a X-cTpyKTypy M KazkeMmo n1a je X-cyorcerve X'-CTpyKType

M’ ako ce ce copre u GYHKIMjCKE cUMOOJIN U3 Y UHTEPIPETHPajy HA UCTU Ha-

4V 0BOM HpHCTYIY, IPOMEHJBUBE CE UIIAK MOTY II0jaB/bHBATU y (DOPMYJIaMa, AT HCKJBYIHBO
Kao Be3zaHe nmpomensbuse. C 003upoM Ha TO 7@ y OBOj T€3W HE pa3sMaTpaMoO KBaHTH(MOUKATOPE, CBe
dopwmyite kojuma hemo ce 6aButu he, camum M, OuTH 6asne GopmyIre.

11
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qud y M u M’. Heka cy T1,7Ta, ..., 7T, Teopuje HaJl KOMIATUOMJIHUM CHTHATYpaMa
Y1, %0, ..., 5y, pegoM. Ilog muxoBoM komOuHanmjom (y osuarmm 71+ Ta+ ... +Tp)
oJipazymMeBaMo Teopujy T HaJ[ CUTHATYPOM X = X1 + Yo + ... + X, TaKBY Ja je
[IPOM3BOJbHA Y-CTPYKTypa M Mozesn Teopuje 7T ako U caMo aKo je eHO X;-CyXKeme

Mojiest reopuja T; 3a cBako i € {1,...,n}.

IIpumep 2.1.6. Heka je marta curnarypa %y = (S, Fi,71), tae je S; = {Real}, Fy =
{+,z,y,2}, r1(+) = [Real,Real] — Real u ri(z) = r1(y) = r(z) = [ | — Real.
Heka je, nawe, narta u apyra curHarypa Lo = (Sa, Fa,72), Te je So = {Real}, Fp =
{z,y,2, f}, ro(x) = ra2(y) = ro(2) = [ | — Real, ro(f) = [Real] — Real. Osne jase
CUTHATYpE Cy KOMIIATHOUJIHE, jep UM ce CKYIIOBU COPTHU MOK/IAIAjY, KA0 U PaHTOBU
3aje THIIKIX cuMbosia. KomOmHOBaHA cUTHATYpa > = Y1 + Yo cajpKu copTy Real
n QyHKIHjcKe cumbose T, Y, z,+, f ca paHroBuMa HacjieheHUM U3 cUrHATypa Y U
Yo, @opmyna f(x 4+ y) = 2z je upumep dopmysie HaJlT KOMOMHOBAHOM CUTHATYPOM.
Heka cy momenn Teopuje T Hal CHTHATYPOM Y, CBe CTPYKTYpe Koje copTy Real
UHTEPIPETUPAjy CKyrnoM peajHux OpojeBa R, a cumbos1 + omeparujom cabuparba
y CKylly peajiHux OpojeBa (KOHCTaHTe T, y U z Cy HemHTepuperupane). Heka je,
najbe, To TeopHuja HaJl CUTHATYPOM Yo YHjH Cy MOJIEJIN CBE CTPYKTypPe HaJl OBOM
CUTHATYPOM, Tj. copra Real m cBu (DYHKIUjCKH CUMOOJIM CYy HEHMHTEPIIPETUPAHHU.
Komb6unosana Teopuja T + T uma 3a Mojene cBe (X + Xg)-CTPYKType Koje CopTy
Real MHTepIpETUPA]Yy CKYIIOM peajHuX OpojeBa, cuMOOJI + OIepaImjoM cadbuparmba
y CKyIly peajHHX OpojeBa, KOHCTAHTE X, Y, Z MPOM3BOJFHUM DPEAJHUM OpOjeBHMA,
a cuM00J1 f Mpom3BO/BHOM (GYHKIMjOM Koja mpeciaukaBa R y R. Jlako ce Buan ma
cy oarosapajyha cyKema OBUX CTPYKTYpa Ha CUTHATYPE Yi M Yo PEJIOM MOJIEIN

teopuja T; u Ts.

2.1.5 SAT m SMT pemaBadun

Behuna monepuux SAT pemasaua je 3acHoBana na DPLL nponemypu (Davis-
Putnam-Logemann-Loveland) [30]. Osa uporeaypa ce npumeryje Ha ¢dopmysie
y KH®-y, a sacuuBa ce Ha mperpasu ca spahamwem (enra. backtracking) ys mo-
JIATHA [IPaBUJIa MCKA3HOT PE30HOBamba, MOIMYT jedHUuYHUT nponazayuje (€HI. unit
propagation) u equMuHanuje wucmux asumepaaa (eHrit. pure literal). OpuruHa HI
ajiroputaM paszsujen 1962. rogaune 6uo je jeduHncan peKyp3uBHO — HaJIIpe ce HEKN
0/l KOpaka MpUMeHU Ha (OpMyJIy YUMe Ce M3BPIINHN FHEHO I0jeJHOCTAB/bUBALE, a

3aTHUM Ce€ aJIr'OpHuTaM IIPpHUMEHH PEKYP3UBHO Ha HOje,ZLHOCTaBJI)eHy (bOpMYJIy (I/IJII/I Ha

12
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e dopMmyie, v caydajy Kopaka rpaHama). MolepHe MMILUIEMEHTaIje Cy MO Mpa-
BUJIy UTEPATUBHE, & ITOPeJ] TOTa NMajy U OPOjHa aJITOPUTAMCKA U UMILJIEeMEHTAINOHA
nobosbiama. Tako mobospianu ajaropurmu ce decto nasupajy CDCL asropurmu
(ckpahenuna oz conflict-driven-clause-learning) [65].

Ca apyre crpane, mogepan SMT permapadun ce Hajuernthe 3aCHUBAjy Ha T3B. Je-
rwom npucmyny [11]. Uneja je na ce majupe y maroj popmysin cBu aTOMU IIPBOT pejia
nocMaTpajy Kao MCKasHu aroMu (3aHemapyjylinm mBUXOBY yHyTpalllihy CTPYKTYDY),
Tj. pasMaTpa ce caMo MCKa3Ha CTPYKTypa Jare dhopMmysie IpBOr peja (T3B. ucka3na
ancmparyuja). 3a70BOJBUBOCT OBAaKBe MCKasHe (bOpMyJie UCIHUTYje ce TOMONy He-
kor SAT pemaBada, a 3aTuM ce 3a J00MjeHy 3a/10BO/baBajyly MCKa3Hy BaJjIyallujy
(aKo mocToju) MpoBepaBa 3aJ0BOJBLUBOCT O/[roBapajyhe KOHjyHKIIIje JTuTepasia mpBor
pella y JaToj Teopuju moMohy Heke crennduUHe IpoIeaype oIydnBama. OBaKBH
peraBadn ce TUIHIHO cacToje u3 SAT pemaBada u CKylia Mporie/Iypa O Ty InBamba
3a pagiamaute nojapxkane teopuje. SAT perraBad ce 6aBU MCKA3HOM CTPYKTYPOM
dbopmyiie, mToO MOApasyMeBa rpaHambe, IIpeTpary W UCKA3HO Pe30HOBambe (y demy
cy mozpepan SAT perraBaun Beoma eduracuu). [Iporeaype omryunBama (Koje ce
jOIII 30BY U meopujcku pewasayu) ce 6GaBe Pe30HOBAKmEM Y KOHKPETHUM TeopujaMa,
Tj. UCHUTY]y Jla JIU IIOCTOJU MOJIeJI TeopHuje KOju UCTOBPEMEHO 3a/10BO/baBa CBE JIH-
TepaJje y naroj KoHjyukiuju. Hajuosnartuja codrBepcka apxXuTeKTypa 3aCHOBAHA
Ha JIEFbOM IPUCTYILY je mo3Hara noj HasusoMm DPLL(T) [75], mro umminnupa jia je
SAT pemasad 3acuoBan Ha DPLL nponeaypu (3ampaso, najuernthe na CDCL mpo-
HeJrypu).

Y okBupy SMT pemaBaua moryhe je pazmarparu m KomMOuHaIMje Teopuja Ip-
Bor pema. Hajuemhn npucrym je ja ce ajieKBaTHUM KOMOMHOBameM mocTojehumx
IpoIelypa OIyanBama 3a Heke moapxKkaHe teopuje Ti,Ta, ..., T, mobuje mpoiie-
Jlypa oJilydnBama 3a KomOumHoBany teopujy Ti + To + ... + T,. lBe Hajuenthe
kopurrherne MeTojie 3a KOMOMHOBAILE MPOIeypa ojjryunBama cy Heacon-Onenosa
nporeaypa (errs. Nelson-Oppen (NO)) [69], u Tako3Bana odaootcena kombunayuja
meopuga (euri. delayed theory combination (DTC)) [22]. Y oba ciayuaja, mperio-
cTaB/ba ce Jla Cy TeopHje Koje ce KOMOMHYjy Ha i MelyycoOHO ducjynkmmum CUTHATY-
pama. 3a JiBe CUI'HATYPe KaxKeMo Jia cy JucjyHKkmHMe aKO OCUM JIOTHIKUX CuMOOJIa 1
cuMb0J1a, jeIHAKOCTH HeMajy JAPYTuxX 3ajeHuukux (pyHKImjckux cumbosa.® Ipyra

OUTHA TTPETIOCTaBKa je Jla Cy Teopuje Koje ce KOMOUHYjy cmabuano beckonavwre. 3a

STIpuMeTHMO [la, y CKJIajLy ca OBOM JebUHUITIjOM, JIUCjyHKTHE CHTHATYPEe MOTY UMATH 3aje/l-
auike copre. OBO 3HAYM Jla MOYKEMO MMAaTH JMC]YHKTHE CUTHATYpPe Koje cy MelycoOHO KoMmmaTu-
Ouine, Tj. CKYIIOBU COPTH UM Ce IIOKJIAIajy, IITO je HEOIXOJIHO 33 KOMOMHOBAIhE CUTHATYPA.
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TEOPHU]Y KazKeMO JIa je cmabusho b6eckonaywna ako je cBaka popMmysia Koja je 3a10BO-
JbUBA Y TOj TEOPUjH 33 I0BO/bUBA U Y HEKOM OECKOHATHOM MO/IesIy Te Teopuje. Moke
ce nokazatu [101, 24| na cy HaBejeHe JBe HPETIOCTABKE JOBOJbHE 33 KOPEKTHOCT

0be HaBeIeHe MEeTo/Ie KOMOMHOBAIbA.

2.1.6 DPLL(7) apxurektypa

Y oBoM ojie/bKy onucyjemo nadwn pasia turnmaaor SMT perraBada 3acnoBanor
Ha DPLL(T) apxurektypu [75] Koju jomyiira KOMOMHOBae MPOIEypa OJLIY dk-
Batba DTC merogom [22]. Tlpermocraska je ja je ynas 6asna KH® dopmyna W
[PBOT peJla HaJ[ CATHATYPOM Y Heke Teopuje T, npu deMy Teopuja T MoxKe OUTH
KoMOHMHaIMja crabuaino 6ecKOHAIHUX Teopuja T, ..., T, HaJ KOMIATHOUTHUM, Me-
DycobHO JMCjYHKTHUM CHUTHATYpaMa X1, ..., %,, peJoM. I3ma3 pemasada je mim
sat (ako je dpopmysa 3ajg0BosbuBa y T ) mwin unsat (ako je (popmysia He3a 0BOBUBA
y T). Y ciayuajy 3an0BosbuBe (hopMyJie, periaBad MOXKe Ha M3j1a3y [PUKA3aTH U
WHTepIpeTaIje TPON3BO/FHAX M3pa3a Yy HEKOM MOJIENy TeopHje KOju 3aJ0BOJbaBa
ynasny dopmyiy V.

Kao mrro je Beh peueno, ocnoBy DPLL(T)-3acnoBanor SMT perraBada aunn
CDCL SAT pemasau. Ilopes tora, 3a cBaky oji Teopuja 7; MOCTOjU U jegaH me-
opujcku pewasay (nmm T;-pewasay) KOJU UMIIEMEHTHPA MPOTIELYPY OJUIY IMBAbA
38 UCHUTUBaFE 3a/0BOJBIUBOCTU ITPOM3BOJbHE KOHjYHKIIMjE JIUTEpaia y Teopuju 7;.
Ako je mara KOHjyHKIIMja He3aJ0BoJbUBa y T;, Taja T,-pemraBad mMopa Ja BpaTh
HOJICKYTI JInTepasia u3 JaTe KOHjyHKIMje KOjU je Y3POK He3aJ0BOJbUBOCTH (T3B. 00-
Jawrerse). Y cilydajy 3aJl0BoJbUBE KOHjYHKIMje, T;-permasad He Mopa ja mnpoHalbe
KOHKDETaH MOJIEJI TeopHje KOjU 3aJI0BOJbaBa JIaTy KOHjYHKIM]jy (IOjenHe mpore-
Jlype OJTydIrBabha Cy CHHTAKCHO-/Ie/lyKTUBHE ITPUPOJIE U caMO YTBPY]jy mocTojame
TaKBOI MoJIeJia 6e3 IeroBor edeKTUBHOT ojpehuBama). Mnak, moryhnoct nponasia-
JKerhba HEeKOT 33JI0BOJbaBajyher Mojesnra je jejiHa oJf MOKe/bHUX OCOOMHA TEOPUjCKOT
pemmaBada. Ocum Tora, MoKeJ/bHO je Jia pelaBad uMa 1 HeKe Jpyre 0COOMHE, Oy T
unkpemenmaarocmu (MoryhHocT eprKaCHOT NCIUTHBAA 38, I0BOJbUBOCTU KOH]YHK-
1ije HAKOH IIITO Ce JIOJIajy HOBU JInTepaJsiu, 0e3 MOHOBHOI' MOKPeTamba MPOIe/Lype u3
[OYETKA), TOJIPIIKe 38 meopujcke nponazayuje (MOrynHOCT jeTeKIMje JJOTHIKUX T10-
CJIeJTUIIA Y TeOPHjN), MOJPIIKE 3a meopujcke aeme (MoryhiHOCT reHepucama Kiaysa
BasbaHux y Teopuju) u canano [75]. Komynukanuja usmelhy SAT permmaBaua u re-
OPHMjCKUX pellaBada ce ocTBapyje Mpeko yHampes jaeduHucanor marepdejca, mTo

omoryhaBa jeJJHOCTABHO JI0j[aBaibe HOBUX TeOpujcKux pemapada. OBaj mHTEpdE]C
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omoryhasa SAT pemasady ma wHMOPMUIE TCOPUjCKE peITaBate O MPOMEHAMa, UC-
Ka3He BaJIyallje, Kao 1 Jia O IbUX 3axTeBa MH@OpMaIije o 3a10BO/bUBOCTH TeKyhe
KOH]YHKIIH]je JiuTepaJia y Teopuju. Jegan npumep nnrepdejca TeOpujcKor perrapada
Jar je y pajgy Huesenxyuca u apyrux [75].

Y HapesHOM TeKcTy, ca atoms(X) u lits(X) o3HavaBaMO, PECIHEKTHBHO, CBE
aTroMe, OJHOCHO, CBe JiTepaje HaJ curaarypom Y. Cimuno, 3a dopmynny (mim
ckyn dopmyna) U, ca atoms(V) o3HavaBaMo CBe aToMe KOju ce TojaBbyjy y ¥,
a ca lits(V) cme jmrepasie HaJ aroMuMa Koju ce mojaBmwyjy y W, 1j. lits(V) =
atoms(V) U {—«a | a € atoms(V)}.

2.1.6.1 IIpeunnrthaBame

VkomKo je Teopuja 7 KoMOMHaIMja Teopuja, Taja je Ipe Hero IMITO OTIOYHE
IIPOIIEC PelaBamba MOTPeOHO s1a ce opMmysia TpaHCPOPMHUIILE Yy Yucm OOJIUK. 3a
GasHu u3pasz e Kaxkemo Ja je Ti-wucm (eHri. Ti-pure) ako cBU CUMOOJU KOjU CY
CaJIpyKaHN Y € TPUIaJIajy CUTHATYPH X; Teopuje T;. CrerujasHo, 3a je THAKOCT U = v
KaykeMo Jia je T;-amcra ako cy uspasu u u v J-aucru. Heka je na/be e 6a3nu uspas
KOjU He CaJp:Ku cuMOOJI jeJIHAKOCTH HUTH HEKH OJ JIOTHYKUX CHMO0JIa (JIpyruM
pedrMa, cBaKu cuMOOJI KOjU ce HojaBsbyje Y € MPUIaia TadHO jeTHO] OJI CUTHATYDA).
Ba mogm3pas €y TakBOM M3pa3y e KaxkeMo Ja je cmpanu (eHriL. alien) moau3pas y
e ako Bogehn dynkuujeckn cumbos f’ moguspasa € Hpunaia CUIHATYDH Y;, a CBH
dyHKIMjcKH cuMO0IM KOju ¢y HpeTiu Tor cuMbosa [’y crabily uspasa e upuiaiajy
HEKO] JIPYTOj CUTHATYPH X;. 3a JeJHAKOCT U = U KaXKeMO Jia je Mewosuma aKko
Bogehu cumbosm u3pasa u U v NPUITAJA]Y PA3IUIUTUM cUrHarypama. Hajzas, 3a
KH® dopmyny ¥ kaxeMo Jia je wucma ako 3a CBakW eH aroM « € atoms(V)
moctoju Teopuja J; 3a Kojy je a T-amcr.

ws mocrynka npevwuwhasarsa (enri. purification) [60] je ma ce ymasua dop-
mysa W rpancdopmuiine y ekBu3agoBo/buBy ducty (opmyiay V. OBo ce moctuxke
TaKo IITO Ce CBU CTpaHU m3pasu y aromuMa dopmysie U 3aMemryjy HOBOYBeIeHUM
KOHCTaHTaMa ojiroBapajyhux copru. Takohe, 3a MemnoBuTe jejiHakocTH, 00e cTpaHe
jEeJTHAKOCTH ce 3aMerbyjy HOBOYBEJEHMM KOHCTaHTama. (Baka HOBa KOHCTaHTA Ce
Jiojlaje y CBe CUTHATYpe Xi,...,%,, 9AME OBE CUTHATYpe IpecTajy Jja OyIy Iuc-
jyakTrae. OBe KOHCTaHTE 30BEMO desene KOHCTaHTe. JeaHakocTn obymka a = b, e
cy a u b nepene koncrante 30BeMo dewene jepnakoctu. Ca Japyre crpame, jegHa-
KOCTHU O0JINKA ¢ = T, Tjie je T upedunninenn oOJIMK HEKOr 10/in3pa3a 1 u3pasa €, a ¢

je HOBOyBe/leHAa KOHCTAHTa KOJjOM je 7' 3aMEHeH y € 30BeMO Jdehunutuote jeTHaKO-
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ctu. OBe jegHAKOCTH Ce J10/1ajy y pOopMy Ty Kao jeauHndHe Kiaay3e. OBako jgobujera

qucta dopmyna W' he butn ekBU3a10BO/bUBA ca oJ1a3HOM dopmyaom V.

Ipumep 2.1.7. Heka cy mare jaBe Teopuje 71 u T3 HaJI IUCJyHKTHIM CUTHATYpaMa X1
u Yo, U HeKa je HaJl KOMOUHOBAHOM CHUTHATYPOM Y1+ o jgata dopmyia f(g(a+b)) <
fla)+ f(b) +bAa+a= f(b), upu uemy cumbou <,+,a,b nUpuUNAIajy CUrHATYDH
Y1, a cumbosn f, g nmpunaiajy curaarypu Lo, ¥ atomy f(g(a+b)) < f(a)+ f(b)+b
crpanu noguspasu cy f(g(a+0b)), f(a) u f(b), jep cumbonn < u + npunazajy X,
nok f mpumaga Yo. Y mspasy f(g(a + b)) crpanu nomuspas je a +b (jep f u g
npuranajy e, a + je u3 L), A0k cy y uspasuma f(a) u f(b) crpanu mopuspasu,
pecriektuBHO, a u b. Ca npyre crpane, jennakoct a + a = f(b) je mermoBura, jep cy
Boziehn cumbosin uspasa a+a u f(b) y pasnuaunrum curaarypama. [Ipednrmhasamem
ce HABEJICHN CTPaHu m3pasu (Kao u obe cTpaHe MENIOBHUTE jeJHAKOCTH) 3aMembyjy
HOBOYBEJIEHUM JIeJbeHIM KOHCTAHTaMa, HAKOH Jera ce ojrobapajyhe jiedpuHumone
jennakocTu J0/1ajy y popmyity. Pesyarar npeunmrhaBamba je hopmyita ¢; < co+c3+
bAcy=csNer = flgles)) Aea = fleg) Nes = fler) Nes =a+aNes =a+bAcg =
a N c; = b. OBa dopmyna je gucra, jep je cBaku o1 aroMa y (popMysn 7;-4ucT 3a
Heky o Teopuja T; mau To. Ilpurom, mebeHa jeqHAKOCT ¢4 = €3 je JeIUHH aTOM

KOjU je UCTOBPEMEHO U T1-9ucT U T-9IucT.

2.1.6.2 IIpaBuJjsia 3a MpOMeHY CTama

Heka je ¥ gucra KH® dopmysra 3a Kojy UCHuUTyjeMO 3a/10BOJBUBOCT Y KOMOU-
HoBaHO] Teopuju T = T + ... + T, Ha;g curHATYpOM X = Xy + ... + X, IpH
YeMy Cy CUTHAType >; MelycoOHO JUCjyHKTHE, /IO Ha Je/beHe KOHCTaHTe KOje Cy
yBejieHe y noctynky npedniihasama. Pajx DPLL(T)-3acaoBanor SMT pemasaua
ce MoOxe ommcaru momoly cucreMa npasuaa 3a npomeny cmara [42, 60]. Osne
OIUCYjeMO jeJlaH TaKaB CHCTEM IIpaBWJIa KOjU IIpeJICTaB/hba BapujaHTy CHUCTeMa Ja-
tor y pajay Kperuha u Toena [60], mojeanocraBbeny u npuiaroheny 3a mnorpebe
ose Teze. Cmarve pemasada ce Moxe npejcrasuru dersopkom (F, A, M, C), rue je
F rexyhu ckyn Kiaysa Koje mMopajy Oumtu 3aj0BoJbeHe, A je Tekyhum ckym atoma
(atoms(F) C A), M je mpae mephera, a C' je xongpauwmmuu cxyn. Tpazom mepherva
M tupejcraB/beHa je napiijajiHa HUCKa3Ha BaJjyalldja Koja ce gpopMupa y OKBUPY
SAT pemapaga. Tpar je opranm3oBaH Kao CTEK Ha KOMe Ce Haja3e JINTePaIn u3

lits(A) 3a koje cmarpamo ja cy Taunu y Tekyhoj maprumjannoj samyanuju.’ Oso

6 ITakse, Ka/ia KaxKeMo Napuujaita 6a.ayauuja, Taja MACIIMO Ha CKyT (MM KOHjyHKIH]Y) CBUX
quTepana Ha Tpary M. Y3 3moynoTpedy HOTaldje, mapliujaany BaJIyalujy Takohe obesexkaBamMo
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3HAYN Ja HU 3a jeqHo o € A e Baxku ja je mu a« € M n —~a € M. 3a nmrepan
[ xaxxkemo 11a je mavarn y M axo je | € M. 3a jaurepasi | KaxkeMo Ja je HemauaH
y M axo 3a meMy cynpoTan jurepar | Baxkn | € M. Yxomuko nu | mu [ mucy y
M, Tama kaxxemo 1a je | nedepurucan y M. Knaysa ¢ € F je merauna y M ako
je cBaku oJ1 lheHux Jjurepasa Hetadan y M. Ca l; < Iy o3HauaBamMo ja aurepast
nperxoju jurepany lo na Tpary M. [la 6ucmo omoryhuiu Bpahame yHazas, Tpar
M je maprunmonncan Ha wucoe odaywusarea M mymepucane moues oj 0, mrro
osnauapamo xkao M = MO|MO| . [M® | upu gemy nocaemmn k-Tu HEBO 30BEMO
u mexyhu nueo odaywusarsa. Ca level(l) o3HataBaMO HUBO OJTyYnBarbhba KOME IIPH-
najta smrepad | wa tpary M. llpedurc Tpara M koju ce cacToju m3 CBUX HUBOA
ofTyanBara of, mysiror g0 m-ror (tj. M©|. . |[M™)) oznauasamo ca M™. JTure-
paJin KOjuMa MOYHI-e CBAKH HOBH HUBO OJTydHBarba (M3y3€B HYJITOT) CY AUMEPAAL
0daywusarba (Tj. JTUTEPATH KOJU Cy PE3YJITAT NPEemnocmasky), TOK Cy MPEOCTaJIH
JUTEPAN U36edeHy Aumepant (Tj. TUTEPATN KOJU Cy Pe3yaTar nponazayuja). Jlu-
TepaJu OJIyvunBamba MPEeJCTaB/hajy Tadke I'DaHama y TOKY IIpeTpare, Tj. Tadke y
KOje ce aJIr'OPUTaM MOXKe BPATUTU U OMPATH aJTEPHATUBHE IIyTarbe IMPUJINKOM Bpa-
hama ynazam. Konwdauxmmuu ckyn C' je minm HEKOH3UCTEHTHH IOJCKYI JUTEpAJIa
w3 M (71j. moxckyn takaB na je F'AC Fy 1) ako je TakaB mojcKyI mpoHaljeH,
win cueryjaiaa Bpeanoct no_cflct y cynpornom. Ilouerno crame pernabada je
(Fo, Ao, Mo, no_cflt), tae je Fy ckyn Kiaysa Koju ojrosapa yiasuoj dgpopmyau W,
Ay = atoms(Fy), a My je mpasan cTek.

[IpaBuia 3a mpoMmeny crama cy gara Ha ciaunu 2.1. CBako NHpaBHIO MMa CKYII
npemuca (HAMCAHUX M3HAJT XOPU3OHTAJIHE JIMHAJE) U aKUyUjY 1O KOjOj Ce MEeHa CTaHe
peraBada (HammcaHy ucnoj xopusoHtajane junuje). [Ipasuio Decide je mpaBuiio
rpaHama Koje YCIOCTaB/ba HOBU HUBO OJilyunBamma y M, Tj. JuTepas KOju ce OBUM
paBuoM roctasba Ha M je siutepasn omjryuuBamba. [Ipasusia UnitPropagate u
TheoryPropagate; cy mpaBuja 3aK/bydUBarba, Tj. JUTEPAIH KOJU CE€ OBUM IIPABH-
JMMa TocTaBbajy Ha M cy m3Benenu autepasn. [Iputom, npasnio UnitPropagate
U3BOJIM 3aK/bydaK Ha OCHOBY Kiiay3a u3 [ (HCKa3HO pe30HOBabe), JIOK IPaBHIIO
TheoryPropagate, pe3oHyje Ha OCHOBY JIOPHMYKUX IHocieiuna y teopuju 7;. Ilox
KoH@AUKMOM TIOIPA3yMEBAMO CUTYAIIN]y Vv KOjOj je WIn HeKa Kjay3a ¢ € F HeradHa
y M (uckasau KOH(MIMKT), WK je CKyIl jmrepajia u3 M He3aJ0BO/BUB Y HEKO] TeO-
puju 7; (kordukT y Teopuju). Kasa ce npenosna koudJukTr, npasmio Conflict (y

cIydajy nckasHor Koudmkra), ognocno TheoryConflict, (y ciydajy KoHbIHKTA

ca M.
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C =no_cflet 1€lits(A) 1,1¢g M

Decide:

M:=M |l
UnitPropagate: C=mno_cflet IVIV.. ]\}/ lk_ejwf; lLiy...;,lkeM 1L,I¢gM
TheoryPropagate;: ¢= nO_Cflj\Z %\7 L LigM
Conflict, C=no_cflct gv{lvlkelli li,.... L eM
=1, bk
TheoryConflict;: C =no_cflct lel’ : {Elk o ZJ_} ool €M
=AUy e bk
Explain leC IVLV...VILEF 1y,... ;<1
prain: C:=Cu{ly,... . L,y \{
TheoryExplain,: Le CC li Cdllfl'fﬂl l/il},.\'{i}lk =
. C=A{ll,....lp} level(l) > m > level(l;)
oabe);X a=b¢g A
IntroduceSharedEq: A— AU {a — b}
. a € atoms(X;) a¢ A
IntroduceAtom;: A— AU {a}
TheoryLemma, c=01 V...Vl I,... ’;ﬁ E_l;fsé?)c}ﬂ lits(¥;) c¢ F Frc
_ C =no_cflct
Restart: M= M
C=no_cflct ce F F\{c}Frc
Forget: _fF::F\{c} \ e Fr

Cauka 2.1: DPLL(T) upasuia

y T€OpHju) ce TPUMerbYje i TUMe 3all0unbe aHaausa kongaurma. Ha noderky ama-
Jnze KoH(UmKTa, KoudauKTH ckyln C' ce mHUIujaan3yje cKymnoMm jurepasia u3 M
KOju je ofrosopan 3a KoHMIKT. OBaj CKyl 30BeMO 06jawirberve KoHpaurma. ¥ Cy-
1ajy MCKA3HOT KOH(MJINKTa, TO je MPOCTO CKYT HETMPaHUX JIATepaJia KJjiays3e 3a KOjy
je yrBpheno ga je Herauna y M. Y ciaydajy KoHDIHKTA y Teopuju 7T;, objalrmene
je 6mto koju nojackyn R C M Takas na je R F7; L. 3aTuM ce u3BegeHH JmTepasn
u3 Ko MKTHOT cKyna C' objawrbasajy jeqan 1o jejgan momohy npasmia Explain

u TheoryExplain,. OBo 3Haunm ma ce ussefenu jurepan [ u3 C' 3aMemyje CBOjUM
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objawrberbem, Tj. TOJICKYTIOM JmTepaJia n3 M Koju mperxojie auTepasy [ Ha Tpary
M, a Koju 3a JOTMYKY HOCeIUIly uMajy jutepar [.7 Y ciaydajy guTepasa Koju je
u3BejieH pasusioM UnitPropagate objallimbere ce je/IHOCTABHO OUNTABA U3 KJlay3e
Ha OCHOBY KOjé je MPaBUJIO MPUMEeHO. ¥ CIydajy JmTepasa [ Koju je u3BeJleH mpa-
BujioM TheoryPropagate;, o0jalimemse je Ipon3Bo/bal CKyll 2 murepasta u3 M Koju
nperxoze Jymrepaiy | rakas ma Baxku R F7; [. llocrynaxk amanmse kKoHdIHKTa ce
HaCTaB/ba CBe JIOK Ce WU He Jiohe JI0 MPa3Hor KOHMIMKTHOD CKyTa (y KOM CIydajy
je dbopMysia He3a0BOJBUBA), UIIN Ce HE JIOCTUTHE MAYKa JeOHO3HAYHE UMNAUKAUTE
(enrut. unique implication point (UIP)) [42]. V nuramy je crame y KOMe MOCTOjH
HEKO M TaKBO Jia Cy CBU JuTepasu u3 KoHdbaukTHor ckyna C' wa nusoumma y M
KOjU Cy MarbU WM jeJIHaKU 1M, OCHM jeJHOT JiuTepaJja [ KOju je Ha HUBOY KOJH je
crporo Behu o m (#ajuenthe wHa TekylieM HUBOY O/TydnBarba). Y TOM TPEHYTKY Ce
npuMerbyje Backjump npaBusio, umMme ce perraBad Bpaha Ha HUBO OJTydIUBarba 1M,
murepait | ce nomaje y M (kao m3BejieHN JUTEpas), a 3aTHM ce HACTaB/ba Ca Hpe-
Tparom. IIpurom ce Heramujom KOH(MIUKTHOD CKyIa J00Hja KJjay3a Koja ce Jiojaje
y ckyt F. 3a oBy KJay3y KaxKeMo Jia je HayueHa, U OHa je YBEeK IOCJeIuIa CKYIa
kiay3a u3 F y Teopuju T .8

[IpaBusio IntroduceSharedEq je Ba:KHO 3a MMIIJIEMEHTAIIN]y ITOCTyIKa KOMOU-
Hanuje Teopuja. Hanme, moxe ce mokazatu [101] 1a je 3a KOpeKTHOCT KOMOWHOBaHE
MIPOTIE Ty Pe OJTy IMBaha HEOIIXOHO U JOBOJBHO J1a Ce MIPOIIeIyPe OJTy YMBaha 38 M0-
jeIMHaYHe TeopHuje ycarjace I0 IMUTalby pa3depemasarsa NejbeHnx KonctanTu. [log
pazspemasarvem (enrit. arrangement) [101] ckyma S e/beHUX KOHCTAHTH HOpa3y-
MeBaMO OUJIO KOjy peJIallijy eKBUBAJIEHIIje HaJl CKYTIOM S. 3allUIuMO JIUTepaJie u3
M y obmuky xonjyaknuje My A. .. AMy, , rie je M7, KOHjyHKIMja CBUX JUTEpasa 13
M wnas curnarypowm >; teopuje 7;. Ilapnujanna Banyaruja M he 6utn 3a10B0/bUBA

y Teopuju T = T1+... +7T, aKo U caMO aKo IMOCTOJU PA3BPCTABAIE ~ CKyIa S TAKBO

"Vkomko xoudsukran ckyn C = {ly, ..., 1,,l} mocmarpamo kao kaaysy =l V...V -l,V -l, a
gorndky nocyeuiy U, ..., 1) Fr | kao kmaysy —l} V... V—l) VI, taga ce objalimaBarme JATEpATIA
[ MOxKe pa3yMeTn Kao IpPUMEHA Npasuad Pe3osyuuje HaJ IPETXOHE JBe Kjay3e, TuMe ce jo0uja
kimaysa —l V... V=l Vol VooV Sl 1) korduaktan ckyn {ly, ..., 1, 1, ..., 1} Camum M,
11€0 TIOCTYIIAK aHAJIM3e KOH(MJIINKTA Ce MOXKe Pa3yMeTH Kao U3BOheme MeToI0M Pe30JIyIinje, Yuju je
pe3y/ITaT HOBa KJlay3a Koja je JIOTMYKa IToC/Ienniia nocrojelinx kiaysa y teopuju 7T .

8Y meknm cucremmma (momyT cucrema ommcanor y pany Kperumha m Toema [60]), mpasuio
Backjump He yKJbydyje ydueme Kiaay3e. YMECTO Tora, YBOIH ce 1mocebHo mpaBmyio Learn kKoje y
CBaKOM TPEHYTKY y TOKY aHaju3e KOH(JINKTa MOXKE HErallljoM KOH(MJIUKTHOI CKYIa MOOUTH HOBY
HayueHy Kjay3y Koja ce momaje y F. Vako taksa Bapmjanta mpasmia faje Behy direkcnbuaHoCT
[IPWJINKOM yd4era, BelinHa pemraBada WIIaK U Jajbe Y9U KJIay3€ UCKJBYIUBO HEIOCPEIHO IIPEe IPU-
meHe Backjump npasusia. 360r Tora je y HAIIEM CHCTeMY IIpaBuja yaeme 06jeIuibeHo ca Bpahiamem
YHa3aJl, y BUJY jeIMHCTBEHOr Backjump npaBuia.
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Jla 3a CBaKy oj Teopuja J; mocroju meH mojesa M; Koju 3a/0Bo/baBa KOH)YHKII]Y
M. TaxaB Ja 3a npousBo/bHe KoHcTanTe a,b € S Baxku [Mi(a = b) = true axo un
caMmo axo je a ~ b [101]. OBakBo pazspcraBame 38ahieMo 3a$0060.6U60 PA3EPCMABATLE.
Y ciyuaajy DTC merone koMbuHOBamba [22], 3a/10B0/bUBO pa3BpcTaBarbe ce (hopMupa
MHKPEMEHTAJTHO, a ojipelyje ce mocTaBbameM JIe/beHUX jJeJIHAKOCTH a4 = b WIN IUXO-
BUX Heranuja a # b va Tpar M. OBu Jinrepajn yTudy Ha TEOPUjCKe pelaBade J1a ce
[IPU UCIUTUBAIGY 33/I0BOJBUBOCTU OI'DAHNY€e MCKJBYINBO Ha MOJIejie Teopuje KOju Ccy
caryiacuu ca m3abpanuM passpcraBaibeM. Y opurunasnoj dopmysnanuju DTC wme-
Tozie |22] cBe OBaKBe JieJbEHE jeTHAKOCTH Ce OJIMax Ha MOYETKY JI0/ajy Y CKYyIl aToMa
A. Mebhyrum, eduracuuje je jia ce Jie/beHe JeIHAKOCTH Y CKYII aTroMma A yBoJie A€o,
TeK Ka/Jla ce 3a TUM YKaxKe ToTpeda. Y HallleM CUCTeMY TPaBUIIA, JeJbeHe jeTHAKOCTI
ce yBojie y ckyn aroma A yrpaso npasuiiom IntroduceSharedEq.

[IpaBuiom IntroduceAtom; ce MOTY yBOJUTH HOBH 7;-4UCTU ATOMHU 3a IPOU-
3BOJBHY Teopujy 7;, JOK ce mpasuiaoM TheoryLemma, yBoJie HOBe Kjay3e Koje Cy
Basbane y 7;. OBa mBa mpapmia oMoryhapajy MMILIEMEHTAIIA]Y TEXHUKE 2paHatba
na 3axmes (eHri. splitting on demand) [10]. Hawmwme, decto je y okBuUpy Teopuj-
CKHUX pelllaBava MOTPeOHO pasMarpaTh pa3induTe caydajeBe Kako O ce mcrmraia
3aJI0BOJBUBOCT JIATOI CKYyIla JUTepaa y Heko] Teopuju. DopMaiHO, OBO pPe30-
HOBaIbe 10 CJIy4ajeBUMa Y TeOpHju J; ce MOXKEe U3Pa3UTH JIOTHIKOM IOC/IEUIIOM
liy,..., B Iy v ..o VI, tae cy 1y, . .., 1. suTepanm momMohy Kojux cy H3parKeHnu
oaroBapajyhu ciydajesu mo Kojuma tpeba rpanartu, a {li,...,[.} je cKym mperro-
CTaBKH 110/] KojuMa Jucjyukimja [ V. .. VI, Baxkn y Teopuju 7;. Ha npumep, ykosnko
je T; Teopuja peajiHe apUTMETHKE U AKO JATU CKYI MPETIOCTABKY CAJIPIKU JIATEPaJT
x # y, TaJla MOpa Jia BaXKW WK & < Y WIA T > ¥, TIa Ce NCIUTUBAIHE 33/I0BOJbUBOCTU
JIaTOT CKyTIa IPETIIOCTaBKNA MOXKe CBECTH Ha pa3MaTparke oBa JiBa ciaydaja. OBo ce
bopmasHo M3parkaBa JIOTHYKOM IIOCAEUIIOM * # y Fr o < y V o > y. Tpaguiu-
OHAJIHU TIPHUCTYII je Jia Ce OBO I'paHambe IO CIydajeBUMa UMILIEMEHTHPA Y OKBHUDY
caMoT TeOPHUjCKOr perraBada 3a Teopujy 7;. Edukacauju npucty Koju je npeBiaiao
y HoBHje BpeMe [10] je ga ce rpaname 10 caydajesuma nperycru SAT perasaty, Koju
je 3HaTHO e(PUKACHU)U KaJla je y IMUTamy UMILIEMEHTallja IpeTpare ca BpahameM.
OBo ce mocTMKE TAKO IIITO Ce OJroBapajyha jiormdka mocjesuia n3pasu y oKy
kiayse [1 V..., VI, V... VI koja ce nayum ox crpane SAT pemapaua Koju je 3aTum
KOpHCTH y HacTaBky nperpare. C o63upoM Ha TO Ja jurepann Iy, ..., [ ne mopajy
6utu y ckymy Jqurepana lits(A) koje nmosnaje SAT peraBad, Moxe OGUTH TOTPEGHO

Jla ce mpeTxo/1Ho ofrosapajyhu aromu no1ajy v ckyn A. Ilpurom, na 6u ce rapanTo-
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BaJIO 3ayCTaB/balbe aJrOpPUTMa, HEOIIXOIHO je Jla ce OTPAHUYU CKYIl MOTEHIIN]aJTHIX
aToMa Koju ce npaBuiaoM IntroduceAtom; mory gogaru y ckym A (Tj. Taj Ky Mopa
6utu Konauan u yHanpes dukcupan [10]). nak, oBo orpannvere He IPeCTAB/ba
cymTuHcKE mpobsieM 3a Behuny cranpapauux SMT Teopuja.

IIpaBuno TheoryLemma, ce MoXKe KODHUCTHTH H 3ajeJHO Ca IIPABUJIOM
IntroduceSharedEq Kao moJIpiika KOMOMHAIMU TEOPHUjA Y CIAyUa]y HEKOHGEKCHUL
meopugja [22, 60]. 3a reopujy 7; KaxKkeMo Ja je KOHBEKCHA AKO 3a CBAKY JIOTHYKY
nocneauy M Er \/‘;.:1 a; = b;, rje cy a; = b; JiejbeHe jeHaKOCTH, HMOCTOjU HEKO
j € {1,...,s} TakBo ma Baxxu M Fp . a; = b;. Y CcympoTHOM, 3a TEOpH]y Ka-
JKEMO J1a je HexkoHeercHa. VIHTYyWTHBHO, KO/ KOHBEKCHUX TEOpHja JIOTMYKE I10CTIe-
JIIE Cy YBEK IojeJIMHavHe JieJbeHe jeTHAKOCTH, TaKO Jia ce OJiroBapajyhu 3akiby-
JaK yBeK MOXKe IPOCJIeIUTH JIPYIUM TeopujaMa mnpasuioM TheoryPropagate,. Ca
JIpyre cTpaHe, ako je Teopuja HEKOHBEKCHA, TaJla je Y IMOCTYIKY KOMOMHOBarba Te-
opuja MOHEKa/ [ MOTPeOHO pasMaTpaTu JIUC]YHKIM]je JieJbeHuX jejiHakoctu. Ha mpu-
Mep, ako je T; Teopuja mesio0pojHe apuTMETHKE, Taja BayKh JIOTUYKA ITOCJIEe/IUIA
a>1la <2b>1b<2c>1lc<2F;a=0bVa=cVb=c upn
qgeMy W3 JIATOI CKYIla MPETIOCTaBKW He CJIeJin HU jejHa OJ1 IMOjeMHAYHUX je/IHa-

KOCTH JlaTe JIUCjYHKIje. Pasmarparme pasJimIuTux cjydajeBa ce U OBJIe MOXKE I0-

cruhm Tako mTO ce WIaeHTUhUKYje HoAcKyl aurepana {ly,...,l,} C M TakaB ja
jeli,...., BFr, ag = by V... Vas = b, a 3arum ce npasuioM TheoryLemma, Ha-
yau kiaysa -y V... V=l Va = by V... Vas = by (IperxoHO ce MpaBIIOM

IntroduceSharedEq yBe/y one jie/bene jelHaKOCTH a; = b; Koje Beh Hucy y ckyiry
A). YuemeMm oBe Kiay3e omoryheno je omrosapajyhe rpaname 1o ciaydajeBumMa y
HaCTaBKYy pajia perraBada.

[IpaBuso Restart ce mpuMerbyje MepHOINYHO KAKO O ce pernaBad U3BYyKao U3
HENEPCIeKTUBHUX T'paHa IpocTopa nperpare. OBO NnpaBmjo ce Takohe Mopa Ipu-
MebMBATH MAXK/bUBO, KAKO 01 ce rapaHTOBaJIO 3aycraBibame |75|. Hajsax, npasuio
Forget ce kKopuctn 3a 3a00paBibalbe HayUueHUX Kjay3a KOje ce BUIEe He KOPHUCTE Y
pe3oHoBabYy, pajin ocjiobaharma MEeMOPUjCKOT IIPOCTOpa U yOp3aBarba MpoIieca mpe-
Tpare.

[TocToje mBe BpcTe 3aspwnux cmaroa. IIpBa BpcTa 3aBpIIHUX CTamba Cy CTarba
y kojuma je C' = @. Oso 3naun ga je F' Fr 1, ma je dopmyia He3aI0BO/bHBA

(pemasau npujassbyje unsat).” JIpyra BpcTa 3aBpIIHAX CTalba Cy CTaiba y KOJUMa

9Mozke ce TIOKazaTH Jia ce He3aJI0BO/bUBA 3aBPIIHA CTalba MOTY W3BECTH U3 GHJIO KOT' CTama
y KOMe NOCTOju KOHMJIIMKT Ha HYJITOM HUBOY Tpara M (y3acTomHOM IpuMeHOM mpapuia Explain
u TheoryExplain, mokie rox je To morylie). 360r Tora MHOTU pellaBaty IPUjaBILYjy unsat TmM
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je C = no_cflt, nuje moryhe npumenntn npasuia Conflict um TheoryConflict,,
U HU jemaH atoM n3 ckyna A Huje memedunucan y M. OBo 3Ha4m g8 HU jeiHA O]
kJaaysa n3 F auje nerauna y M, a takohe mocroje u Mojiein Teopuja J; KOju 3aJ10-
BOJbABAjJy KOHjyHKIMje oaroBapajyhnx smrepasa u3 M (mro ykibydyje u ogabpaHo
pasBpCTaBame CKyIa Je/beHUX KOHCTAHTH S KOje je ojpeheHO Te/beHUM jeTHAKO-
cruMa 1 pasinauroctuma u3 M). OBo 3Ha4M Ja MOCTOjU MOJIEeN Teopuje T y KoMe
je KOoHjyHKIHja JuTepasa w3 M TadHa, I1a je caMuM THM U ToJia3Ha dopmyia U

3aj10B0/buBa y T (permaBad npujaBibyje sat).

2.1.7 SMT-LIB unuiizjatTuBa

Y mperxomHUM ToAuHaMa pasBujeH je Beauku 0poj SMT pemaBada, a HeKH o1
HajnosHaTujux cy Z3 33|, Yices [38|, BarcelogicTools [19], MathSAT 27|, CVC [§],
OpenSMT [25] u apyru. ¥ by 60/b€ KOOpAMHAIMjE Pa3Boja 1 Jiakier mopeherba
pazmmuantux SMT pemasada, 3ajeanniia ncrpaxkupada je 2003. roguHe MOKPEHYJ/Ia
UHHUIMjaTUBY 3a cTangapaumsanujy SMT pemasaua 1o masusom SMT-LIBYY. Cran-
mapa SMT-LIB [9] yksbytyje nperusny gedusunimjy Teopuja Koje ce kopucre y SMT
peraBadnMa, JeUHUIN]Y CTaHIap/IHe CUHTAKCe YIa3HOT M U3JIa3HOT je3uKa, Kao U
MIPENU3HY CEMaHTUKY JIOTHYKOI OKBUPa y KOMe ce Ie0 TpodseM pasMaTpa. ¥ Tpe-
HYTKY THCama OBOI' TeKCTa, akTyesHu crangap/ je SMT-LIB 2.5 [9]. Takobe, meo
SMT-LIB unurujatuse je u BeJMKa KOJIEKIINja WHCTAHIM MIPOOJIEMa KOJU C€ MOTY

KOPUCTHUTH 3a TecTupame n yrnopehupame SMT permapada.

2.1.8 Heke crapgapaae SMT Teopuje

Nako Teopuja Koja ce pazmarpa MoxKe OUTH OUJIO KOja OJIydIMBa TEOPHja ITPBOT
peJia, OOUYHO je aKIleHAT Ha OHUM TeopHujaMa Koje cy npuMemnuse y rnpakcu. C oo3u-
pom Ha 1O ja ce SMT perraBaun JOMUHAHTHO KOPHUCTE y Bepudukanmju codTeepa,
tuntmaae SMT Teopuje cy npuiarohene toj obsiactu npumene. HaBogumo Heke o1

naj3nadajunjux crangapaaux SMT reopuja:

® meopuja JjedHAKOCMU €4 HEUNMEPNPEMUPAHUM  OYHKUUJCKUM  CUMOOAUMA

(enrut. equality with uninterpreted functions (EUF)) — momesnn oBe Teopuje cy

ce noroju KOHQIUKT Ha HYJITOM HEHBOY. lIpuMeHa mocTynka anajmse KOH(JIMKTA CBe /10 U3BO-
hema mpasHOT KOH(IMKTHOT CKyTIa je KOPHCHA y CIIydajy Ja KeJuMO ja J06HjeMo KOMILIeTaH
DE30JTYIUJCKH JIOKA3 HEe3a/10BOJbHBOCTH.

Ohttp://smtlib.cs.uiowa.edu/
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CBe CTPYKType HaJ JATOM CUTHATYpPOM, Oe3 OrpaHnverna, Tj. HHTepIpeTalyje
cBUX cuMOOJIA Cy MOTIIYHO ITPOU3BOJbHE, N3Y3€B JIOTUHIKUX CUMO0/Ia 1 cuMOO0JIa
jeJIHAKOCTH, KOjU Ce MHTEPIIPeTUpajy OHAKO KAaKO je paHuje onmucaHo (oryaa u
HA3UB, jep Cy CBU CUMOOJIM y CUTHATYDH HemHTeprperupanu). CaMum TuMm,
jeIMHO Pe30HOBaIbE KOje je Y 0OBOj Teopuju Moryhe je Ha OCHOBY 0COOMHA peJia-
nuje jennakoctu. OBa Teopuja je nHeoiyunBa. bazum dpparmenT ose Teopuje
(osnaven ca QF_UF y SMT-LIB cranmapiy) je o/jiyduB y HOJUHOMUJATHOM
BpeMeHy, a MpoIeIype OJTyInBaiba Koje ce OOMYIHO KOPUCTE Cy 3acHOBAHE Ha

Konepyenmmuum 3ameoperouma |70, 73].

® Meopuja peanre apummemure — OBa TEOPHja Kao MOJIEJ UMa CTAHIAPIHY
crpykTypy peannux 6pojesa R. Teopuja je omyryunsa [100] y ommrrenm cirydajy.
Y SMT-y je obmuHO o7 mHTepeca OGasHm auneapnu'' dparMenT oBe Teopuje
(o3mauen ca QF_LRA y SMT-LIB crangmapmay). Vcnurunsame 3a/10B0/bUBOCTH
KOHjyHKIIMja Oa3HUX JIMHEAPHUX JIUTepasa HaJl OBOM TEOPUjOM je OJIIYyIUBO
y motmHOMUjaHOM BpeMmeny. Mnaxk, wenthe ce Kopucre MeTojie 3aCHOBAHE Ha
CHMILJIEKC aJrOpuTMy [29] Koje Cy eKCIoHeHIMjaTHe CJI0KEHOCTH Y HAjroOpeM

cirydajy, anu Jajy jgobpe pesyiarare y npakcu [37].

® meopuja uesobpoJHe apummemukre — oBa TEOPHUja 38 MOJE UMa CTaHIapIHy
CTPYKTYPY 1esiux 6pojeBa Z. Teopuja je HeoiyuuBa y ommreM ciy4dajy. Hben
nmuHeapHu dpparmedt (138. [pesbypeeposa apummemurka) je ommyans. Y SMT-
y ce 0OMYHO OrpaHMYaBaMo Ha Ga3HU JMHeapHU parMeHT oBe Teopuje (03Ha-
geH ca QF_LIA y SMT-LIB cranmapmny). Vcnuruparme 3a70BOBUBOCTH KOH-
jyHKIMja OasHUX JIMHEApHUX JIKTEpaJsa HaJl OBOM TeOpujoM je oiayduB u NP
KoMmILIeTaH mpobsem. Ilpormenype omryauBama ¢y 0OMIHO 3aCHOBaHE Ha, I10-
MEHYTOM CUMILICKC aJrOPUTMY, V3 pa3He JI0/IaTHe TeXHUKE 3a ITPOHAJIAKEIHE

nes06pojHor perrerba (37, 48, 34].

® Mmeopuja HU306a — CUTHATYpa OBe Teopuje caJip:Ku Tpu copTe Index, Value
u Array, kao u jBa dyHKujcka cumbosa read : [Array, Index] — Value u
write : [Array, Index,Value| — Array, a MOJE/IH OBe TeOpHje Cy CBE CTPYK-

Type KOje 3aJ10Bo/baBajy ciejiehe akcuome:

— (Vx)(Vy)(Vz)(read(write(x, y, z),y) = z)

UTlon aureaprum apuTMETHUKUM U3pasUMa IIOJPa3yMeBaMO U3pase KOju He YKJbydyjy oIle-
parujy MHOXKema, OCUM aKO je Y MUTAbY MHOXKEIbE IMeOOPOjHIM KOeUIINEHTOM KOje Y CTBAapHU
peJicTaBiba, cKpalieHn 3amuc 3a y3acronHo cabupare (Hip. 3z je ckpalieHn 3amnuc 3a © + & + ).
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— (Vo) (Yy1) (Vy2) (V2) (y1 # yo = read(write(z,yy, ), y2) = read(z,ys))
— (Vaq) (Vo) (Yy) (read(zy,y) = read(za,y)) = x1 = 3)

OBa Teopuja ce TUIIMYHO KOPUCTHU Yy BEPUMPUKAIN]HU, Y IIUJBY AlCTPAKIIIje Me-
MOpUjcKHUX onepairja. basuu dhparment ose rTeopuje (o3Haven ca QF_AX y
SMT-LIB crannapmy) je omayaus u NP kommieran [97]. Heke ox mporemnypa
ouTyunBama jare cy y qaureparypu [97, 31, 18].

® MEoPUJa KOHAYHUT bUMBEKMOopa — CUTHATYPA OBE TeOpuje Caap:Ku (haMuimjy
copru BitVec, (3a cBako n € N) Koje ce mHTEpIpeTUpPajy CKYNOBUMA CBUX
BeKTOpa OmTOoBa Jarte ¢urcupane jy:kuae n. CHUrHATYpa CaJIpPKU U Ope-
Dhenn 6poj pyHKIEjCKUX cuMOOJIa KOJU ce MHTEPIPEeTHpajy Kao oaronapajyhe
oneparnuje HaJ| burBekTopuMa (HIp. bvadd, 1pejcras/ba onepanujy cabuparba
JiBa OMTBEKTOpa JyKuHe n 1o moayiy 2", mok cumbosn bvshl, mpencrasiba
olepalijy moMeparma y JIeBO cajipKaja OMTBEKTOpa Jy:KUHE N 3a JaTH Opoj
nosuirja). CBaku OUTBEKTOP Ce 110 MOTPEOH MOXKE TyMadUTH U KA0 HEO3HAUEH
OuHapHU OpPOj M Kao O3Ha4YeH OpOj y MOTIIYHOM KOMILJIEMEHTY, V 3aBUCHOCTHU
O TOora Koja ce oleparyja HaJ UM IpuMersyje (Hiup. bvult, o3nadaBa yio-
pehuBame OMTBEKTOpa Kao Heo3HadueHuX OpojeBa, 0K buslt, o3nadaBa yIo-
pehuBarme GuTBekTOpa Kao 6pojesa y mormyHoM KoMmiuiementy). OBa Teopuja
omoryhaBa arcTpakiiujy cTBapHe Xap/Bepcke apurTMmeruke. bBasuu ¢parment
ose Teopuje (o3navuen ca QF_BV y SMT-LIB crangapmy) je omiyuus u NP

koMmIuieTan [26, 23

2.2 CSP mupobiem

IIpobaem 3adosomasarva  oeparuverwa nma CSP npobaem (eHrn. constraint
satisfaction problem) je mpobiem omryunBama 3agar tpojkom (X, D,C), rme je
X = {x,x9,...,2,} KoHAYAH cKyl npomensusur, D = {D, ,D,,,..., D, } je

13

ckyn xonaunux'? domena'® (npu wemy je D, jomen npomenpuse z;), a C =

12HamomennMo fa ce y auTepaTypl Moxe Hahm u ommTuja medumunmja CSP mpobreMa y Ko-
joj ce He 3axTeBa Jia JOMEHU IPOMeHJbUBHUX Oyly KoHaduu [2|. C of3upom Ha TO Ja ce y OBOj
Te3u pazMarpajy nckibyanBo CSP mpobiemu HaJi KOHATHUM JIOMEHUMA, MU NeMO ce UIaK JIPKaTh
HaBejicHe JieUHUIMje KOja TOIpa3yMeBa KOHATHE JIOMEHE.

13TepMmun domer oBIe O3HAUABA CKYIl BPEIHOCTH Koje Moxke y3eru Hexa CSP mpomemsbuBa y
nmarom CSP mpobisremy m He Tpeba ra MemaTu ca paHHje YBeJIEHHM II0JMOM JIOMEHa Kao CKYIOM
KOJUM Ce MHTEPIIPETUPA HEKA COPTA y JIOTHUIU IIPBOT PeJIa.
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{C1,Cs, ..., Cp} je xoHauan ckyn oeparuuersa. Oepanuverwe C' € C Haj 1po-
MEH/BUBAMA Tj, , Tiy, - - - , L;, (IITO O3HATaBaMO ca C'(T4,, Tiy, - - ., X4, )) j€ IPOU3BOBHU
HOACKYI CKyna Dy, X Dy, X ... X Dy, . YKOJIUKO je Taj HOJACKYIl Helpa3aH, 3a

OTpaHUYErhe KaXKeMO JIa je KOH3UCMEHMHO, a Y CYIPOTHOM KayKeMoO Ja je& HeKOH-
sucmenmuo. bpoj k ce 3oBe aprocm orpannmdema C. Pewerwe CSP mpobiema je
6uno koja n-topka (dy,ds,...,d,) w3 Dy, X D,, X ... X D, TakBa Jia 3a CBaKo
orpaanderse C' € C HaJ[ IPOMEHIBUBAMA Tj , Liy, - - -, Ty, k-TOpKa (d;, dyy, ..., d;,)
npumnaga C. CSP mpobiiem je xonzucmenmarn ako mMa 6ap jeJHO peIeme, a y Cy-
IpOTHOM je Hexonaucmenman. JIsa CSP mpobaema P; u Py cy exsusasenmma ako
je cBako pelreme mpobsema P; ucroppemMeHo u perermne mnpobsema Py, n obparHo. Y
ommrem ciaydajy, CSP mpobiem je NP xommieran.'?  [leramnuje undopmarmje o

CSP npobaemy ce mory wahn y smreparypn [85, 2.

IIpumep 2.2.1. Heka je mar CSP mpobmem P = (X,D,C), tae je X =
{w,y,Z,u,v}, D = {DanyaDszuaDv}a Ipu 4deMy je D:v = {17273}7 Dy =
{172}7 D, = {375}7 D, = {27476}7 D, = {17?)’5}7 a CKyll orpatu-

qema je C = {C,Cy Cs,Ch}, e je Ci(z,y) = {(1,1),(3,2),(3,1),(2,2)},
Cy(z) = {1,2}, Cs(x,y,2) = {(1,2,5),(1,2,3),(2,2,5),(3,2,3)}, u Cy(z,u,v) =
{(3,2,1),(3,4,5),(5,4,3),(5,6,1)}. Oaj mpobisieM je KOH3UCTEHTaH, a jBa Moryha
periema cy (2,2,5,4,3) u (2,2,5,6,1).

2.2.1 CSP pemasaan

[Iponieiype 3a pemabame CSP mpobiiema 30By ce CSP pewasauu. Permapame
CSP mpobsiema ce 0OUYHO cacToju W3 npempaze, U nponazayuje ozparuyersa. Llom
npempazom ce, GopMasIHO, TToApa3yMeBa mojiesia npobdiema P Ha 1Ba win BUIIE O/
npobsiema P, ..., P, TakBHUX JIa je CKYII pellema mpodsaema P jeHaK YHUjU CKyIIoBa
permerba nojipodsiema Py, ..., P,. IIpobyiem P he y ToMm ciiy4ajy OUTU KOH3UCTEHTAH
aKoO M caMO aKo je 6ap jejan o nojupobiema kousucrentan. llommpodbiaemu ce pe-
aBajy je/iaH 1o jejaH JIoKJe rof ce Mehy muma He mpoHal)e KOH3UCTEHTaH TTOIPO-
OJ1eM, WK Cce He YTBPJIN JIa Cy CBU MOIIPOOIeMI HEKOH3UCTeHTHH. VIMIiemerTanmja
nperpare ce O IPaBUJLY CBOJAM Ha mperpary ca spahameM (enri. backtracking).

Jeman oy yobwdajeHHX HadWHA Ja ce MpobsemM P rmogen Ha HOAIpodeme je
Jla ce pasMaTpajy pas/indnTe BPEIHOCTH 3a HEKY m3abpaHy npoMmMeHbuBy x. Dop-

MaJTHO, TIOJT npudpyoicusarvem Bpeaaoct d € D, npomensprBoj x (y o3Hamm & = d)

MNP kommrernoct CSP mpobiiema jeIHOCTABHO Clle[u U3 Herose npumagHocT Kiaack NP, kao
U U3 YUIHEHUIIE J1a je mheroB cuenujaaan ciay4aj — SAT npobsem NP komrureran.
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nojipasyMeBaMo TpaHcdopMmarujy mpobiiema P KojoMm ce jomeH D, cyKaBa Tako Jia
cajapxku caMo BpesHocT d. IIpobiem Koju ce jmobuja oj mpobiema P npujapyKuBa-
weM 2 = d o3HadaBaMo ca Plx = d]. YKOJIUKO je OpUTHHAJHY JIOMEH [POMEH/HUBE
x jemnak D, = {d,...,d,}, Taga ce npobiaem P MoOxkKe HOJIEJUTH Ha MOAIPOOIEMe
Plz = d4],..., Plx = d,], Tj. HOKymaBamMo ca IpHUJIPYKUBAHEM PA3IHINTHX BPEJI-
HOCTH TIPOMEHJ/bUBO] X, y3 Bpahame (Tj. HOHUINITaBaE IPUIPYKUBAA) Y CIIydajy
HEKOH3UCTEHTHOCTH.

YKOMKO ¢y JioMenu ypehenu, Tajia je 4ecT HaduH mojese npodseMa P aesbermeM
JIOMEHa HEKe MPOMEH/bUBE T Ha JiBa JIMCjYHKTHA IOJICKYIA, HA OCHOBY peJjalluje
nmopeTka y jioMeHy. AKO je pejanmja MOpeTKa O3HaYeHa ca <, Taja ce mpobJem
P wmoxe mogemmTr na gpa noanpobiaema Pl < d] uw Pz A d] 3a Heky BpeHOCT
d € D,, Tj. HajIIpe pa3zMaTpaMo caMO BPEJIHOCTH 3a T KOje Cy Mambe OJ d, a 3aTuM,
YKOJIUKO He TIpoHaleMo perrerse, MOKyImaBaMo ca BPeJIHOCTUMA 38 & KOje HUCY Marbe
ox d.

Ca gpyre cTpaHe, nponazayuja 02paHu“era Toapa3yMeBa PE30HOBAHE Ca IIN/bEM
rTpancdopmaimje npobsema Py ekBuBajieHTaH 1pobseM P’ Koju je jeHOCTaBHU]H.
OBO ce 0OMYHO TOCTHUXKE MOCTYIIKOM (PUAMPUpParsa domeHa, KOjuUM ce MpoHaJa3e u
VKJIAWbA]y HEKOH3UCTEHMHE 6PeJHOCMU, Tj. BPEIHOCTH W3 JIOMEHA MPOMEH/bUBUX
KOje HUCY JIe0 HU jeJIHOT OJI pelllerma garor npobdsiema. Popmasino, Tpancdopmariija
npobsiema P KojoM ce u3 JoMeHa IPOMEHJbUBE X YKJIarha HeKa BPEIHOCT d 30Be ce 00-
ceyarve (€HIII. pruning), a o3HadaBa ce ca T # d. [Ipobsem Hactao u3z P ojcenamem
BpeJIHOCTH d W3 JIOMEHa NMPOMEH/bUBE x O3HadaBamo ca Plr # d]. Puarpupame
JIOMeHa ce 0OmvHO 0baB/ba Ha HUBOY IOjeIMHAYHUX orpaHuderma (pebhe Ha HuBOY
KOHjYHKIIja BUIIle OIPAHUYErHha), Tj. 32 CBAKO OIDAHUYEHE Ce OJICelajy OHe BDejl-
HOCTHU KOje Cy HEKOH3HCTEHTHE Ca THM OrpaHuder-eM (HHCY JIe0 HU jeTHOT pellerha
KOje 3a/10BOJ/baBa TO OTpaHnyerhe). Tako jjo0ujeHa ojicenama ce 3aTUM npona2upajy,
Tj. HaMehy ce APyruM OrpaHmvYerbUMa, IITO JOBOJM J0 Jajber (bUATpUpArha U HO-
Bux nponaranuja. OBaj MOCTyImak ce HACTaB/ba JOK Ce HE MMOCTUTHE YKE/beHU HUBO

KOH3UCTMEHTMHOCTNU.

2.2.2 HwuBoOM KOH3UCTEHTHOCTHU

Orpanndeme C' HaJl TPOMEH/BUBAMA, Ljy, Tiy, - - -, Ti, WM CBOJCTBO KOH3U-

k
cmenmuocmu domena (eHIIL. domain consistency) WA KOH3UCTNEWMHOCTIU AYKOBG
(enrt. arc consistency) ako 3a csaky speaunoct d;, € D,, (r € {1,...,k}) mocroje

Bpeanoctu d;, € Dy, 3a ceaxko s € {1,...,k} \ {r}, rakse na je (d;,,...,d;, ) € C.
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KonzucrenrnocT jgoMena je Hajjaqu 00JIUK JIOKAJIHE KOH3UCTEHTHOCTH, jep Mo/Ipa3y-
MeBa YKJIAmhamhe CBUX BPEJHOCTH KOje CYy HEKOH3MCTEHTHE Ca JIATHM OrPDaHUYEHHEM.
[Tox mpermnocraBkoM Jla Ccy jJgoMeHu IpoMeH/buBux ypehenu, orpanuderme C

HaJ[ IIPpOMEHJbUBAMA Tj,, Ly, . .., L5 HNMaA CBOjCTBO KOH3UCTMEHMHOCTNU  2PAHUUA

k
(enryr. bound consistency) axo 3a csaky Bpegnocr d;. € {min(D,, ),max(D,, )}
(r € {1,...,k}) mocroje Bpemnoctn d;, € [min(D,, ),max(D,, )] 3a cBako s €
{1,...,k}\ {r}, raxse ga je (d;,...,d;,) € C. KousucrenrHocr rpamnma je me-
mro ciaabuja, jep He MOApPA3yMeBa yK/IAmbharmhe CBUX BPEJHOCTH HEKOH3UCTEHTHUX Ca
JIATIM OTDAHUYIEH-EM, aJli Ce 9eCTO MOxKe HocTuhu eUKaCHUjUM aJrOPUTMOM.

Kaxemo ma CSP mpobsieM uma cBOJjCTBO Kom3ucmenmocmu domena (Kon3u-
CMENMMHOCU 2PaHUYG) AKO TO CBOjCTBO MMajy CBa IbEroBa orpanmderba. llpmme-
THUMO Jla KOH3UCTEHTHOCT JoMeHa (a Hu rpanuna) CSP mpobiema He mMiumimpa
IHEIOBY KOH3UCTEHTHOCT (Y CMHCIIY HOCTOjalba PeIerba) y OIIITEM CIIydajy.

3a mpobireM KazkeMo J1a je y pewero] popmu akKo IMa CBOjCTBO KOH3UCTEHTHOCTH
JIOM€eHa, & JOMEHU CBUX IIPOMEHJBUBUX Cy jeiHowranu. Moxe ce mokasaru ja je y
TOM CJIyd4ajy Ipo0JieM KOH3UCTEHTAH, a IeroBO je/IMHO Delllerhe je yIpaso ojxpeheno
jeIMHCTBEHNM BPeJIHOCTHMA y JIoMeHnMa IIpoMensbuBux. Ilocrynak pemasama CSP
pobJieMa ce OOMYHO 3aBpIaBa TAKO IITO IPETPArOM U IPONAraIIjOM OIDAHUYEha
johemo 10 momamnpodaemMa y perreHoj popMu, WM TAaKO IITO yTBPIUMO Jia TaKaB

o/ipobJieM He MTOCTOjU.

2.2.3 TI'nobasiHa orpaHmdemna

Orpannuema ce y CSP mpobiieMnma 1ecTo m3pazkaBajy IMOMONy pesalindja Ha
npoMen/brBaMa npobsiema. Ilope yobuuajeHux MaTeMarndkux peianuja (Hiop. © #
y, © <y, x|y), 9ecTO Cce KOpHCTe U peJiarmje ca CrenuduaHOM CeMaHTHKOM KOje e
MOT'Y IIPUMEHHUTHU Ha ITPOU3BOJbAH MOJACKYII IIPOMEH/bUBHUX JIATOT TIPODIeMa, Tj. MOTY
uMaTn apaoct Behy ox apa. Orpannvera jgedpuHHCAHA OBAKBUM pejalldjaMa 30-
BEMO 2.400a.4Ha 02paruverya. Vlako ce oBa orpaHnderma 9ecTo MOT'Y IIPeJICTAaBUTH Kao
KOHjYHKIIHj€ JIPYTUX, jeTHOCTABHUJUX OI'PAHUYEIba, TO OOMYHO JOBOJU JIO I'yOUTKA
nndopMaIyja 0 CTPYKTYPU JAaTOr OpaHUYerba, IITO CMakbyje MOIYHHOCT pe3oHO-
Barba O TOM OI'paHHYerby. 3aTo Iy1obaHa OrpaHnverha 3aXTeBajy mocebaH TpeTMaH
npuarnkoM pemraBama CSP mpobsiema. OBo mogpasymeBa pa3Boj CIENNMUIHIX AA-
20pUMama GuUAMPUPArsa KOjU OJICEIA]y HEKOH3UCTEHTHE BPEIHOCTH y3uMmajyhu y

0031p cuennUIHOCTA CEMAaHTHUKE JaTor IJI00ATHOI OrPaHIYEhHA.
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Y 0BOj Te3U cy 3a Hac TOCEOHO 3HAYAjHA JIBA TUTIA TJIOOATHUX OrpaHuYeba. JeIHo

o1 uX je alldifferent orpanmyerse Koje je jedpunncano Ha ciejgehn nadmn:
alldifferent(z;,, i, ..., 2, ) = {(di, diy, ..., di,) | di; € Dy, v # s = di, # di.}

WcnuruBamme KousucrenTHocT alldifferent orpanutiema ce OOMYTHO CBOIU Ha IIPO-
6J1eM [IpOHAJIAYKEHa MAKCUMAJIHUX yIIApUBama y ounapmumuum 2pagosuma [103].
Komsucrentanoct nomena naj alldifferent orpanmiermem ce MOYXKe YCIIOCTaABUTH
Perunoum asropurmom dbuarpupama [80] Koju ce jerasbHO pasMarpa KacHHjE y
OBOj Te3M.

Jpyru Tum orpannyema Koja Cy 3a HAC MHTEPECAHTHA CY AUHEAPHA 02PAHUYEHA,
KOja cy ob/mKa:

a1 -1+ ... Fag-xp X cC

rae je XE {=,#,<,<,>,>}, upu uemy cy a; u ¢ 1€ 6pojeBu, a T; Cy 1eJoOpojHe
IIPOMEHJbUBE Cca KOHAYHUM joMeHuMa. [Ipumerumo ja 6e3 rydbuTka ONIITOCTH MO-
JKEMO TMPETIOCTABUTH JIa Cy jeJIMHE peJialiije Koje ce MojaB/byjy y npobiiemy < u >.
Bancra, crpora HejeHaKOCT € < ¢ (e > ¢) ce yBeK MOxKe 3aMeHHTH ca e < ¢ — 1
(e > ¢+ 1), jenHaKoCT € = ¢ ce MOXKe 3aMEeHUTH KOHjVHKIjoM e < ¢ A e > ¢, a pa-
BJIUYIUTOCT € 7 ¢ Ce MOXKe 3aMEHUTH JUCjVHKIIjoM e < c—1Ve > ¢+ 1. OBe 3amene
ce yBeK Mory obaBuTu y ¢asu mpermnporecupama. KOH3UCTEHTHOCT I'DaHUIa Ha/l
JITHEAPHUM OI'PDAHHYEHHEM C€ MOKE YCIIOCTABUTH aJTOPUTMOM (PUITPUPAIba KOJH je
nat, perimmo, y pagy lynrea n Crakuja [87], a koju he rakole 6utn pasmarpan

JeTa/bHIje KacHUje Y OBOj Te3M.

Ipumep 2.2.2. Kao mro je Beh peueno, orpanmdema ce y CSP mpobsiemuma mory
n3pakaBaTu oMoNy peJsaryja, yMecTo Ja ce 3a/ajy CKYIOBUMA JIOMYCTHBUX KOM-
ounaruja Bpegroctu. Ha tpumep, jeman CSP mpobiem 6u morao 6wty 3a7aT Ha
ciaenehn naaumm:

1 € {1,...,10}, o € {2,...,10}

xr3 € {1,...,10}, =4 € {3,...,10}

x5 € {3,...,15}, 26 €{9,...,40}

alldifferent(xy, zo, 3, T4)

alldifferent(xs, x4, x5, Tg)

dxq + 2253 + 4oy < 85

Te < T4
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Y oBom npumepy nmamo JBa alldifferent orpanudera, jeJJHO JTUHEAPHO OI'PAHU-
qeme U JeJIHO OrpaHuvere Koje je 3aJaTo pesalujoM < y CKYIy IeJux Opojesa.

OsakaB naunn 3aaBama CSP npobsiema je 3naTHO denthu y mpakcu.

Burie serasba 0 pa3HuUM THUIIOBEMA IJIODAJHUX OTpaHUYera ce MoxKe Hahm y
mureparypu [83]. V muby cranmapansaiyje aeduHUIMjA TIOOATHIX OrPAHIICHA,
3ajeIHUIA HCTPAasKUBaYa OJpKaBa Kamanoz aaobasmur o2panudersa®. Karasor ca-
JIPZKY BEJIMKU OPOj TVIO0AJIHIX OrpaHUYeba, a 3a CBAaKO OrpaHudverhe jgata je ¢dpop-
MaJiHa JepUHUIMja, TUITMIHE TPUMEHe, aJropuTMu (puaTpupama, pedepeHie Ha

peJieBaHTHE pecypce U Jpyre norpedne nudopmalimje.

2.3 Caxkerak

Y 0BOj TJIaBU HaBEJEHN Cy OCHOBHU IMOJMOBH KOju he ce KOPUCTUTH y HACTABKY
Te3e, a OIHUCAHU Cy W HEKHW MOCTOjeNn MPUCTYIH U MPUKA3aHU PEIEBAHTHU Pe3YJi-
TaTU HA KOje ce MaTepuja M3JI02KeHa Y OKBUPY OBe Te3e HeIoCpeIHO ocyiama. Hajipe
ce pasMaTpa CHHTaKCa U CeMaHTHKA BHIIECOPTHE JIOTHKE IIPBOT Pejia Koja MpecTa-
BJb& OCHOBHHU JIOTUYKHU OKBHUP 3a CBa Ja/ba pa3Marpara y HaCTABKY OBe Te3e. 3a-
TuM ce gedunuire nckasHa Jjoruka nu SAT mnpobsem. Ilojam Teopuje mpBor peaa
n wemy npujpyzxkean SMT npobsieM pasmarpajy ce y HacTaBKy. 3aTHUM Ce pa3Ma-
tpa DPLL(7) apxurekrypa Ha K0joj je 3acHoBaHa Behuna momepaux SMT perra-
Bada. Takobhe, HaBegeHe cy u Heke crangapaae SMT Teopuje Koje ce gecTo jaBibajy
y TunuaanM npuMenama SMT pemasava. Hajzan, onucan je m CSP mpobiiem, a
pasMaTpajy ce U HeKe OCHOBHe TexHUKe pemaBamba CSP npobiema (mperpara, mpo-
naraija orpanndersa). Ha kpajy cy jeduHnucana jpa 3a OBy Te3y 3Ha4YajHA THUIIA

robaHux orpanndea — alldifferent orpanutverse u JIMHEAPHO OPAHUYEIHE.

http://sofdem.github.io/gccat/
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I's1aBa 3

Crpykrypa u gu3aju SMT peniaBaua

argosmt

3.1 VYBoa

Y 0BOj I'IaBU ONHUCYjeMO CTPYKTYPY U JeTajbe UMILJIEMeHTaIje argosmt perra-
Bava. Y nuramy je SMT pemasau 3acaoBan na DPLL(T) apxurexrypu |75] (omesbax
2.1.6), oTBOpeHOr KOJIa Pa3BHjeH OJ] CTpaHe ayTopa OBe Te3e 3a MoTpebe MCTPaKii-
Balba KOja Cy y Te3W CIpoBejieHa. PaJi perraBada je y HOTHyHOCTH ycKjiaben ca
CUCTEMOM TIpaBWja Koju je onucan y tauku 2.1.6.2. Pemasau Takohe mnoiprkasa
kombunanujy reopuja DTC meromom [22]. Ox ocramux crenududHOCTH argosmt

perraBatia M371BajaMo:

e pemaBad uMa @aekcubunar Judajn U OPraHM30BaH je TAKO Jia Ce JIAKO MOXKe
MemaTn u npomupubatu. Hajsehn 6poj dyHKIMOHATHOCTH peltaBada Cy uU3-
JIBojeHe y ToceOHe KOMIIOHEHTEe KOje ce JIAKO MOTY 3aMEeHHUTH JPYTHM KOMIIO-
HEHTaMa, 0] YCJIOBOM JIa UMILIeMeHTupajy uctu uarepdejc. OBo Baxku u 3a
TEOpUjCKe pelraBade, ajld U 3a Pa3/IMIUTe CTPATEruje Koje perraBad KOPUCTH
y TOKy mperpare. HemsmemnBo je3rpo pemaBada cajJp:Ki CaMO UMILJIEMEHTA-
HI/IJy CucCTeMa IIpaBUJIa, KaO M OCHOBHH, IIPUJIMYHO OIIINTH aJJIOpUTaM pella-
Bamba. OBO HaM Jaje BEJUKY CJI000/Y Kaja je y IMUTalby eKCIEPUMEHTHCAHE
ca DPLL(T) apxurekTypoM, Kako y OKBUpY Hocrojeliux, Tako U y OKBHUDY

Oyyhux mcTparkuBarba.

e pemmaBad mMa epUKACHY UMILIEMEHTAIN]y Oubauomexe u3pasa MIPBOT PEJa,

yekaaheny ca crangapgom SMT-LIB 2.0 [12]. Osa 6ubinoreka je ocMutbeHa
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TaKO Jla ce MOKe KOPUCTUTH HE3aBUCHO O] argosmt pelrasada, Y OKBADY JpY-

I'uXx aJiaTa W pellaBava.

e He IIOCTOjU KJIACUYHO IipeduiiihaBatke, Beh ce cTpaHn moju3pasu o3HadaBajy
Kao devenu, a 3aTUM ce CBYJIA M0 MOTpedu TpeTupajy Kao Je/beHe KOHCTAHTE.
OBaj IpuUCTyII 3HAYAJHO TI0jeTHOCTABI/bY]e NMILIEMEHTAIIA]Y, jep HeMa yBohema

JIeJbeHUX KOHCTAHTU KAaO HU JCPUHUITMOHUX jeTHAKOCTH.

e pelmaBad Mojp:kana suwecsojru npucmyn [21], mro omoryhasa na ce Hajupe y
pPEe30HOBaIbY KOPUCTE jeJIHOCTaBHUje U jedTUHU]jE MPOIEIype, a Ja ce KaCHH]e,

o norpedu, MO3UBajy CKyILbe MPOIie/lype Koje nMmajy Behy Moh pe3oHOBamba.

® UCKA3HO PE30HOBambE (je/IMHUIHE Mpoaralije u NCKa3Hu KOHMJINKTH) je n3Me-
mrrero u3 SAT pemasada u usdsojerno y noceban meopujerku pewasay. Cana je
SAT perraBad 3a/y2KeH caMo 3a Tperpary (TpaHame n aHam3a KoHdJIKaTa ),
JIOK Ce TEJIOKYITHO Pe30HOBame 00aB/ba y TeoprjcKuM perraBadnma. OBO OMO-
ryhasa SAT permaBady j1a Ha MCTH HAYWH TPETHPA MCKa3He KOHMIMKTE (TIpo-
nararuje, objalimea) n Teopujcke KoHMIIMKTe (mporararuje, objalmbena),
IIITO 3HAYAJHO TI0jeTHOCTABJbY]e UMILJIEMEHTAIN]y. Y HACTABKY OBE IJIaBe IO/l
pasyMeBaMoO Jia IIOpeJl TEOPUjCKUX pemaBada 7q, ..., T, IMOCTOJU U JIOJATHU
TEOPUjCKU pemaBad 7y KOju BPIIU MCKA3HO PE30HOBAIbE U KOJU Ce, YKOJIUKO
HHUje TTOCeOHO HAIJIAIeHO, TPeTHpa Ha UCTU HAYUH KAao U OCTAJA TEOPUjCKU

pelraBadn.

e pemaBad oMoryhasa napaaeano noxpemarse suiie wacrannu SAT pernabada
Koje he HE3aBUCHO jeHa OJI JpyTe TPayKUTH peIllerhe, Y3 MOryhHOCT pa3zMene
HaydJeHuX Kiaysa uaMely wHceraHum permasada (napasearnu nopmgponuo). Ta-
Kobe, pelaBad JOMYIITa U NaAPAAEAUIGUUTY HA HUCKOM HUB0Y, Y OKBUPY II0je-

JMHAYHUX TPOIEypa Oy IUBaAHA.

Crpykrypa peniaBada argosmt npukasana je Ha ciuiu 3.1. [lojeuradne komio-

HEHTe pelllaBava IMpPUKa3aHe Ha CJUIM OMUCYjeMO JeTa/bHIje y HACTABKY OBe TJIaBe.

3.2 bwubiamoreka m3pa3a

Jeman o ocHoBHEX acmekara mmiuiementarmje SMT pemabada je edukacHo
IIpeJIcTaB/balbe U3pa3a MPBOI' pejia, ¢ 003UPOM Ha TO Jia Ce U3Pa3u KOPUCTE Y CBUM

JlesioBuMa peraBada. Takohe, ¢ 003upoM Ha TO Jia je OBaj Jieo penraBada HajOIMKI
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CTpaTeruje

Cauka 3.1: Crpykrypa argosmt periaBada

yJIa3y KOjU 3ajiaje KOPUCHWK, OH M HAjBUINE 3aBUCH OJI YJIA3HOI je3uKa, Crerudu-
Kallfje MoJIpYKaHNX TeOPUja U CUTHATYPA, U JPYTUX 3aXTEBAHUX CBOjCcTaBa. Y OBOM
[OTJIABJ/bY YKPATKO OIHUCY]eMO TJIABHE aclleKTe NMILIEMEeHTaIje OubjmoTeke n3pasa
y argosmt pemaBady [3]. Osa Gubimoreka je yckmabena ca cromenytum SMT-
LIB 2.0 cranmapgom [12|. Heka mena ocHoBHa CBOjcTBa Cy: edUKACHA UMILIE-
MEHTaIlja COPTH W W3pa3a, MOTIyHa ITPOBEpa CHHTAKCHE UCIIPABHOCTU Yy CKJIAJLY
ca m3abpaHOM curHatypom (erit. well-sortedness), ayroMmarcko onpehuBarme copre
uspasa (eHrit. sort inference), jeJJHOCTABHO KOMOUHOBAIE U IIPOIIUPUBALE CUI'HA-
Typa, JI0/IaBabe TOJIPIIKE 38 HOBE TEOPHje, Kao M AIIMKATHBHE ITPOTPAMCKU HH-
repdejc (enri. application programming interface (API)) koju je yckialen ca cran-
napgoMm. Jleo 6ubsmoreke je u napcep yiasa. bubnmoreka je Hammcana Tako Ja
omoryhaBa jeJJHOCTaBHO MPOIIMPUBake (DYHKIIMOHAJTHOCTH, KAKO ce cTaHjaap/ Oye
Mebao. Cama 6HOIMOTEKA je OCMUIIL/bEHA Kao 3aceOHa KOMIIOHEHTa, KOoja Ce JIaKO
Moxke yrpabusatu u y npyre pemaade u SMT amare (mako ce 3a caja KopucTn
caMo y argosmt perraBady). Y HACTaBKy HABOJMUMO HEKE HAj3HAYAjHUje aclleKTe

AMILIEMEHTAIIT]€.

3.2.1 Curnarype, u3pa3u U COpTe

OcHOBHU TUMOBU. Y OCHOBHE THUIIOBE CIaJIajy HPOMEH/bUBE, (PYHKIUJCKUA CHUM-
6ot 1 cUMOOJIE COPTH, KAo ¥ CIIENUjaHe KOHCTaHTe (MOIMyT HyMepaJa ¥ Jelli-
MaJsHEX OpojeBa). CBW OB THIIOBH Ce MHTEDHO MPEJCTABIbAjy CTPUHIOBHMA. 3000

epUKACHOCTU, KOPUCTHU €€ JeHeHA UMNAEMEHMAUL]A, Tj. CBAKU CTPUHT CE TyBa CaMO

32



I'VIABA 3. CTPYKTYPA W JIU3AJH SMT PEIIIABAYA ARGOSMT

Ha jeJTHOM MECTY, & CBYJIa TJie je MOTpeOHO pedeprcaTl Ha Hera KOPUCTe ce MTOKa3M-
Bauu. OBuM ce m30eraBa HEIMOTPEOHO KOMHMPAIE€ CTPUHTOBA KOje MOXKe OUTU BeoMa
CKyTIo (Ha IpuMep, jeJ[Ha Te UCTa IPOMEH/bUBA UM KOHCTAHTA C€ MOYKE KOPUCTHTH

Ha MHOI'O M€CTa y Pa3/IMYUTUM 1/13pa31/1Ma).

N3pazu. Hajsaxkuuju acriekT uMIieMeHTaInje U3pas3a je Kopuiineme TeXHUKe de-
Mera 3ajednuvkur noduspada. CBHU U3pasm ce UyBajy y OKBUDPY ¢abpure uspasa,
KOja je OJIrOBOpHA 3a Kpeupame U yHHUIITaBame u3pasa y memopuju. CBaku m3-
pa3 je mpeicTaB/beH jeIMHCTBEHUM 4g8opom. CBU KpeupaHU UBOPOBU CE UyBajy y
xerr Tabesin, a ¢pabpuka n3pasa Ha 3axTeB Bpaha KOPUCHUKY debeHu noka3ueay Ha
JKEeJbEHU YBOP. 3aje/IHUYIKU MOIU3PA3u Cy JIe/beHn u3Mely pasjnduTux 4BOopoBa —
CBAKM 0J1 YBOPOBA y ceOU 1yBa CaMo Jie/heHe TOKA3UBaUe Ha YBOPOBE KOJU OJII0BAPajy
noyim3pasuma. OBHUM ce JIPACTHYHO CMalbyje KOJUINHA MeMOpHje Koja je moTpedbHa
3a dyBambe CBUX m3pasza y oubsmoreru. [Ipu kpemparmy HOBOI m3pasa, Hajupe ce
IIpoBepaBa Ja Jin TakaB um3pas3 Beh mocroju y 6a3u. Ao mocroju, Bpaha ce jge/beHn
[OKa3WBad Ha 1ocTojehn 4Bop. YKOJIMKO He TOCTOjU, Tajda ce Kpeupa HOBHU HUBOD
Koju he cajipxkaTu jespeHe IoKa3uBade Ha I0Jiu3pa3e KOjU Cy MPETXOIHO KpeHnpaHu
Ha UCTH HAYMH. Y HACTABKY Ce M3pa30M Oapara MCK/bYIHBO IIyTeM Je/HeHUX I0-
Ka3uBada Koje ¢pabpuka Bpaha KOPUCHUKY TPUJINKOM Kpeupamma. OBU IMOKa3uWBaYun
ce MOTy e(UKACHO KOIMpPaTH, KpeupaTu u yHuinrasatu. Takolhe, ¢ 063upoM Ha TO
Jla je CBaKMU M3pa3 MPeJICTaB/bEH jeIMHCTBEHUM 00jeKTOM Yy MEMOPHjH, yopehuBame
JIBa M3pas3a Ha jeJIHAKOCT Ce CBOJM Ha yrnopehuBaimbe ajpeca Ha KOje MOKa3yjy JiBa
JieJbeHa ToKa3nuBada, ITO je BeoMma edukracHo. Usop ce u3 dabpuke yKJama OHJA
KaJia TOC/IE/IIbY JIeJbeHU MTOKa3MBad IpecTaHe Jia MoCToju y mporpamy. M3paswm cy
onpeM/beHn OGoraruMm uHTepdejcom Koju omoryhasa yiaoban paj (HIp. u3jBajarbe
nojin3pasa, obuaazak crabdsia u3pasa, u3aBajarme CJI000THIX TPOMEH/BIUBUX, 3aMeHa

CJIOBOJIHUX TPOMEH/bUBHUX [TPOU3BOJLHUM U3PA3UMA, U CIL.).

Copre. VY crangapay SMT-LIB 2.0 [12], copre nmajy ciamdHy CTPYKTYpY Kao H
uU3pasu, Tj. MOCTOje CUMOOJIN COPTH JIaTe apHOCmuy KOjU ce MOTY MPUMEIbUBATH Ha
nocrojelie copre Kako 6u ce jgobujaste cioXKeHuje copre (HIP. JECTA MeTux 6pojesa,
WJIN JINCTA JINCTH TIe X 6pojeBa). 300r Tora uX y HaIoj OMOGJINOTEIN U3pas3a Mpe/i-
CTaB/baMO Ha aHAJIOraH Ha4YMH Kao u uspaze. llocroju ¢abpura copmu y oxkBuUpy
KOje ce 9yBajy jeJIMHCTBEHU YBOPOBH KOjU IIPEICTaB/bajy coOpTe, a KojuMma ce bapara

IIyTeM Je/beHHX IOKas3mBada Koje dabpuka Bpaha mpu kpeupamy copru. Cpakm
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9BOP CAJIPKU JleJbeHe TTOKa3nBade Ha YBOPOBE KOJjU OJIr0OBapajy MojcopTaMa.

Curnarype. Curnarypa je mpejcraB/beHa CTPYKTYPOM IojaTaka Koja YKJbydyje
Xeln TabeJie y KOjuMa ce 9yBajy (MYHKIMJCKH CUMOOJN Kao M CUMOOTIN COPTU. Y3
cBaK# cuMOOJI COpPTe UyBa ce Hheroba apHOCT, JIOK ce Y3 (DYHKINjCKe CUMOOJIe 1yBajy
wuxoBu paurosu. Uurepdejc curnarype omoryhaBa jeIHOCTABHO JI0/IaBAE HOBUX
cuM0oJta, TITO je HAPOYUTO KOPUCHO 3a CJI0DOIHE cuMOOoJIe KOjU ce JEKJIAPHIILy 3a

KOHKpeTHY (OopMyJTy Ha yIa3y.

NcnpasHoct copru. I[Ipu kpeupamy uspasza (copru), ¢pabpuka KOHCYITYje CUr-
HATYDPY Kako 61 mpoBepuia ja jin GyHKIUCKH CHMO0JT (CHMO0JT copTe) TIOCTOJU U J1a
i uMa, ofrosapajyhu panr (apHocr). ToMm IpUIMKOM ce BPIIN U ayTOMATCKO Ofipe-
DhuBame copre HOBOKpPEMPAHUX U3Pa3a, Ha OCHOBY IMOBPATHUX COPTH (PYHKIIN]CKUX
cuMOboJta Koju ce 1yBajy y curanatypu. OBa npoBepa HCIIPABHOCTU COPTH C€ MOXKE HC-
KJBYIHUTH, 3001 e(UKACHOCTUA. Y TOM CJIydajy, cCOpTa e MOXKe 3aJIaTh eKCILIUIIUTHO,

a MO2Ke ce 1 KaCHI/Ije AayTOMAaTCKH OAPEJINTU Ha 3aXTEB KOPUCHHUKA.

3.2.2 CxkpunroBu m KOMaHIe

Cranmapa SMT-LIB 2.0 [12] gedwunumie mojam ckpunma Koju mpecTaB/ba ce-
KBeHIly xomanou. Moryhe BpcTe KOMaHIU €y HPENu3HO AepUHUCAHE Y CTaHIAPLY.
[IyTem oBUX KOMaH/U Ce€ OJIBUja KOMILJIETHa KOMYHHUKAaIlMja U3Mel)y KOpUCHUKA pe-
ImaBada U caMor peraBada. Y HaIIOj OMOIMOTEI MOCTOjU MoceOHa KOMIIOHEHTA
Koja ce 30Be komanonu unmepgejc, a Koja omoryhapa Kako codTBEPCKO IMO3UBAHE
koManu (momoliy ojrosapajyliux mporeypa arimKaTUBHOD [TPOrPAMCKOI HHTEP-
dejca), Tako u dnTake KOMaHaM ca yiasa Ha crangapaao] SMT-LIB 2.0 cunrakcn,
3a Kojy OmbJsimoreka caJpxKu ojropapajyhu mapcep. Heke KomaHie HuUCY Be3aHe 3a
caM IIpOIeC pellaBamba, a ce MOTY Y IOTIYHOCTH UMILJIEMEHTUPATH Y OKBUPY OH-
6oTeke m3pasa (HIp. JeKIapucarbe HOBUX CUMO0JIa, OCTAB/bakhe PA3HUX OIIIIUja,
u ci1.). C mpyre crpate, IIOCTOje KOMaH/e KOje 3aXTeBajy MOKPeTame MpoIieca pera-
Bamba (HIIP. 3aXTeB 3a [IPOBEpY 3a0BO/BIBOCTH TeKyher ckyta mpernocraBku). 3607

Tora 6HOIMOTeKa myTeM TocebHOr nnTepdejcal oBe 3axTese mpociehyje apyrum e-

LVKoJIHKO 2KeuMo 1, 6UOIMOTEeKY H3pa3a KOPHCTHMO Y HEKOM JPYIOM PellaBady IJIH aJaTy,
Tpeba caMo Jja UMIIJIEMEeHTHPAMO 0Baj nHTedEjC, Tj. J1a JepUHAIIEMO Ha KOjU HAYWH PeriaBad Win
aJlaT pearyje Ha KOPUCHHYKE 3aXTeBe KOju My ce mpociehyjy ox crpane bubsmoreke.
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JIOBMMa pelaBada y KOjUMa je MMIIEMEHTHDAH aJrOpUTaM peliaBamba (THITHIHO

SAT perraBatdy Koju yIpaB/ba CBUM OCTAIMM KOMIIOHEHTaMa, y IIPOIECY PEIaBarba).

3.2.3 llomamu u3pas3a

Y ToKy pajia perraBada, 9eCcTO je TOTPeOHO HEKOM M3pa3y MPUAPYZKUTH OJipe-
bene mojiaTke Koju ce MOry Op30 U epuKacHO ounTaT Kaja 3arpeba. bubamoreka
o/IpzKaBa JIBa HaUYMHa MPUIPYKUBaba MojaTaka n3pa3uMa. lIpBu nauwmn je ja ce
kopucte xern tabesre. CBakOM m3pa3y je TPHAPYKEH Xelll KO KOju ce m3padyHaBa
oarorapajyhom xern dpyaknujom. Kako ce oBo nspadyHaBambe He OM U3BOJINUIO IIPU
CBAKOj OIlepaliju ca Xell TabesJioM, BPEJTHOCT Xelll KOJla CBAKOI M3pas3a ce M3pady-
HaBa caMo jeJIHOM, IPUJINKOM Kpenpaba n3pasa, U 9yBa ce y ojrosapajyheM aBopy
n3pasza. C 0063upoM Ha TO Ja je BPeJHOCT Xell KO/a cadyBaHa y CaMOM U3pa3y, OHa
ce MOxKe edukacHo ouuTaTH 10 MoTpedu. CJI0KEHOCT MPUCTYIA TPUIPYKEHOM 10~
JIATKY je jeJHaka CJI0yKeHOCTU mpuctyna y xenr rabenn. OBaj HAYUH TPUJIPYKUBATHA
rojlaTaka N3pasnMa je TOro/IaH 3a IPUBPEMEHe TI0/TIaTKe KOJU ce Kpenpajy n KOpucTe
JlokaJiHo. JIpyru HadwmH je jia ce MCKOPUCTH T'€HEPUYKHU IMOKA3UBAY KOjU ITOCTOJH Y
caMOM YBOpY HM3pa3a, a KOJu Ce MOyKe MHUIMjaJIU30BaTU /1a IOKa3yje Ha IMPOU3BO-
JbaH mojlaTak (MM KoJIeKIujy nojaraka). OBaj HaYMH je HeImTo eUKacHUjI, jep je
MIPUCTYT TIOJIATKY JIMPEKTaH, 8 KOPUCTU Ce 3a TPajHe TOoJIaTKe KOjJUMa Ce IMPUCTYIIa

J100aJTHO.

3.3 llokperame peliaBada

Kamga myrem komamgHOr mHTepdejca KOPUCHUK 3aXTeBa pelraBarme (opMmye
(Tj. MCHUTHBaE HEHE 3aJJ0BOJBUBOCTH), OBaj 3aXTeB OUOIMOTEKA M3pa3a IPOCie-
Dyje kommonenTu Koja ce 30Be nokpemay SAT pewasavwa. OBa KOMIOHEHTa MpEY-
3uMa yHeTy hopMyJsy u3 OMOJIMOTEKe U3pas3a, a 3aThM je IMPHUIpeMa 3a pellaBaibe,
TaKo MITO Ha by npumemyje KHO mpancdopmayujy (onmcany y ciejgeheM norsa-
BBy ). OBO je HeomnxoHo, 3aTo0 mTo, y ckiaagy ca SMT-LIB cranmapaom [12], yuaera
dopmyna we mopa outn y KH®-y. Pesynarar oBe Tpancdopmalije je cKym Kja-
y3a KOjU je eKBHU3aJ0BOJbUB Ca IMOJA3HOM (DOPMYJIOM. 3aTWM ce Kpenmpa MHCTAHIA
SAT pemaBada Kao U MHCTAHIIE TEOPHUjCKUX pellaBada KOjU Cy MOTPEOHH, y CKJIaLy
ca n3abpaHoMm TeopujoM (y Caydajy napaseanoz nopmdgosuja, Kpeupa ce BUILE UH-

craamu SAT peraBada koju he ce msBpiaBaTi napaJsesnno). HakoH Kpewparba u
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koudurypucama SAT perrasada, mpociehyjy My ce kiayse gooujene KH® tpamc-
dbopmarjom. Has inrepanmma oBEX Kiaysa ce IpUMEbYje Hopmaausayuja (Toria-
B/be 3.5) u npevuwhasare (mornasibe 3.6). Hakon Tora ce mHuImjaamsyje crarmbe
SAT pemaBava u nosusa ce Merojia solve() (ogespak 3.8.2), YiMe OTIOUHUIHE IPOIIEC
permmaBama. HakoH MITO ce 3aBpIN ca peraBameM, pe3yaTaT ce pociaehyje Koman -
HOM mHTepdejcy, KaKo OM KOPUCHUK MOTao Jia ra ounTa, a uHcranmma SAT pemasada

ce yKJIarba U3 MeMOpHje, 3ajeTHO ca NPUIaiajynuM TeOPHjCKUM peliaBavInMa.

3.4 KH® Tpancdopmariuja

Vnazna Oasna dopmyna ce y eksusasioBosbuBun KH® mpesoau I[lajrunoBoMm
rpancdopmarjom [102]. Osa Tpancdopmalmja ce 3acHUBa HA yBOljery HOBUX KOH-
craHTH copre Bool (Tj. HOBMX MCKa3HHUX CJIOBA) KOjUMa Ce y CTabJly OpPUIMHAJIHE
dopmysie wiayhu o JIMCTOBa Ka KOPEHY 3aMembyjy JeJIOBU (pOopMyJie ITOBE3aHH JI0-
FUYKUM BE3HUIMMA, y3 yBOhembe eKBUBAJICHIINje KOjoM ce jiebUHUIIIe HOBOYBEIeHA
koHcTanTa (Koja ce 3arum tpanchopmuiie y KHO u moxaje y pesyaryjyhy dop-
mysty). Ha npumep, konjynkinumja? oy A ... A, (rie cy «; aTomu npeor peja) ce y
OpUrnHAJIHO] (POPMYJIN 3aMeIbyje HEKUM HOBUM MCKA3HUM CJIOBOM S, & y pe3y/aTyjyhu
KH® ce nonajy knayse (—a1VoasV. . Vo, Vs)A(msVag )A(msVag)A. . A(—sVay,).
CmaaH TOCTYTIAK je U 3a ocTajie Jorndke Besnnke. [locTymak ce HacTaB/ba JOK ce
nosasna opMmyia He CBele Ha jeJaH JUTepasi, KOju ce y TOM CIydajy Jodaje y
pesyaryjyhu KH® kao jenunnuna kiaysa. Pesynaryjyha KH® dbopmysa je eksuza-
JIOBOJBUBA Ca TTOJIA3HOM.

[Topen [HajrunoBe Tpanchopmannje, y ckiaony KH® Tpanchopmariuje obapibajy
ce u HeKe JIpyre Tpancdopmaiuje popmysie, Kako ou ce popMmysia cBeIa Ha KeJbeHU
obsimk. Ha mpumep, npe came Ilajrurose Tpancdopmariuje, BpIu ce eTMMUHAIII]A

JIOTUYIKUX KOHCTaHTH. Takohe, OmHapusyjy ce n-apHe jeJHAKOCTU U PAJIMIUTOCTH.

3.5 Hopmanuzamnuja

Hopwmanuzaruja je mpornec kojum ce jurepanu jgooujene KH® dopmyse cBoje
Ha HEKU MOXKe/bHU Hopmaaru obauk. C ob3upom Ha 1o ma SAT perraBad He pasyme

CTPYKTYPY JIUTEPaAJa IPBOT pejia, I0CA0 HOpMaJIn3alnje ce Mopa 00aB/baTh y3 ach-

2SMT-LIB ynasHnu jesuk IoipasyMeBa, [a Cy KOHjyHKIIHje, JUCjyHKIMAje, NMILUIHKAIT]e, eKBU-
BaJIEHIIHj€e, JeJITHAKOCTH W PA3JIUYUTOCTH N-apHU BESHUIIU.
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CTEeHIINjy TeopujcKux pemapada.® YV Ty cBPXy cBaKH TEOPUjCKH pelnapad J; UMILIe-
MenTupa tponeypy 7; — normalize()? koja Bpaha nHopmasusosamy dopmy uspasa
e Koju joj ce mpejaje Kao apryment. llpurom mpermnocraB/bamo ja je teopuja T;
8AGCHUK W3Pa3a €, Tj. Ja BoJehn PyHKINjCcKH cuMOO0JT n3pas3a e MPUIajia CATHATYPU
teopuje 7;. Takobhe, mogpasymeBamMo Ja Cy Hoan3pas3u u3pasa € Beh HOpMAJIM30BaHM.
Hpyrum peunma, mporeaypa 7; — normalize() He y/jaa3u peKyp3uBHO y [OJHU3pase,
Beh ce HOpMasM3yje caMo CTPYyKTypa n3pas3a Ha FOPHeM HUBOY. PeKyp3uBHU IIPOJIas3
Kpo3 crabiio m3pasa obaB/ba ce MporeLypoM normalizeExpression() (amropuram
3.1). Osa nporeypa mpuMeryje HOpMAIU3aIjy CBUX TI0U3pa3a y cTabiy u3pas3a
0/1 JINCTOBA Ka KOpeHy. 3a CBaKWU IOJIU3pa3 ce y 3aBUCHOCTHU oJf Bojeher dyHkImj-
cKor cuMboJ1a OMpa TEOPUjCKH pelaBad Koju he 00aBUTH HOPMAJIU3AINA]Y — TO je
yIIpaBO TEOPHUjCKM pellaBad 3a Teopujy Koja je BJIaCHHUK garor mogmspasa. OBaj
TEOPUjCKU pelaBad mo3Haje 3uaqdere Bojgeher GyHKIMjcKOr cuMO0Ia 1 CAMUM TUM
3Ha KOje ce TpaHcgOopMallije MOry IPUMEHUTH Ha TOM HUBOY. Teopuja BIACHUK ce
onpebyje momohuom mporieypom findOwner() (amropuram 3.2). OBa mpore/ypa 3a
CBaKM OJ TEOPUjCKUX pelliaBada mo3usa mnporeaypy 7; — isOwned() koja 6u Tpebasio
Jla BpaTh true ako M caMO aKo je Teopuja 7; BJIACHUK M3pas3a KOju joj ce mpeiaje
kao apryment. C o63upoMm Ha TO Jia je BJIACHHK CBAKOI M3pa3a jeMHCTBEH (jep cy
CUTHATYpe JUCjyHKTHE), caMo jeJlaH OJI T03uBa he BpaTUTH true, I1a MIpOIeLypa

findOwner() yupaso Bpaha mHiekc Te Teopuje.

3.6 IIpeunmmhaBame

Y pemaBady argosmt He BPIIN ce KJIACHIHO IIpevnIhaBame, KaKBO je OIICAHO y
tauku 2.1.6.1. Hamme, ymecTo 1@ ce yBoJie HOBe JleJbeHe KOHCTaHTe KOjIMa ce 3aMe-
Y]y CTPaHH TOJU3Pa3u, MPUINKOM IIpoJiacKa Kpo3 cTabiio m3pasza WIAeHTUPUKY]Y
ce demwenu noduspasu. Wspas e hie 6utu jie/beH ako je CTpaHU MOIU3Pa3 y HEKOM
JIPYTOM W3pa3y, WIK aKo je JieBa WM JeCHa CTPaHa HeKe MEIIOBUTE je/IHAaKOCTH.
pyruMm pedmma, JleJbeHH U3Pa3u YIIPaBo OJroBapajy U3pa3uMa KOju ce y KJlachd-
HOM IIpedulihaBamby 3aMerbyjy HOBOYBEJIEHUM Je/beHUM KOHCTaHTaMa. Y HalleM

IPUCTYILY, T€ KOHCTAHTE Ce He YBOJe, Bell ce IPOCTO CBaKM JIe/beHN U3pa3 € CMaTpa

3TIpumeTnMoO 18 Cy M3pas3Hu KOje HOPMAJM3YjeMO y OINITEM CJIydajy MEIIOBHUTH, Tj. CAIPIKe
cuM00JIe U3 CUI'HATYPA PA3HUX TEOPHja.

40smaka T; — normalize() osHauasa ja je mporerypa normalize jeo uHTepdejca TeopujcKor
pemaBada 7;. Cnuuan 3anuc hemMo KOPUCTUTH U 3a Apyre uHTepdEejC MPOLEeLype TEOPUjCKOT pella-
BaJa, KAKO OMCMO MX PA3JIMKOBAJIM OJf OCTAJIUX IMPOIEIypa KOje HUCY JIe0 mHTepdejca TeOpHjCKOT
peraBadJa.

37



I'VIABA 3. CTPYKTYPA W JIU3AJH SMT PEIIIABAYA ARGOSMT

procedure normalizeExpression(e)
begin
{IIpernocraska je 1a je e 6a3HW M3pa3 KOjU HE CAJPKK JIOTUIKe CHMOOJIE }
if e = a, rye je a koucranrta then
e:=a
else if e = f(e1,...,e,) then
for all k:=1ton do
€ := normalizeExpression(e;) {peKkyp3uBHU O3WB 3a MomU3pas ey}

end for
i := findOwner(e) {oapehyjemo unEKC Teopuje Koja je BIACHUK M3Dpa3a €}
€ :=T; — normalize(f(€1,...,€n))

end if

return e

end

Agaropuram 3.1: normalizeExpression(e)

procedure findOwner(e)
begin
{IIpernocraska je ja je e 6asHU U3pa3 KOjU HE CaJP:KU JIOTHIKe cHMOoJIe}
for alli:=1 to n do
if 7; — isOwned(e) then
return 1
end if
end for
end

Agaropuram 3.2: findOwner(e)

KOHCTAHTOM Yy TEOPUJCKUM pellaBaduMa CBUX TeopHuja, U3y3€B OHE Teopuje Koja je
BacHUK u3pasa e. Cpe jeaHakocTn m3Mely je/beHNX m3pasa 6uhe Tpermpane Kao
desmwene jednarocmu.

[Iponeaypa checkSharedInFormula() (amropuram 3.3) ompebyje ckyn cBux je-
JbeHnx n3pasza Sy popmynu W. Ona 3a cBaku atoMm o hopmysie W 03uBa MPOIELYPY
checkSharedInExp() (amropmram 3.4). OBa peKyp3uBHA HPOIEIypa OOMIA3U CTa-
6J10 aToMa (v 1 3a cBe noju3pase ojpelyje Biaacuuke (mosbe owner). 3aTuM, yKOJIUKO
HEKM HEeIOCPEIHN Mou3pa3 € HEeKOr U3pas3a € UMa Pa3IMduTor BJIACHUKA O] €, Tajla
ce € jomaje y cKym Je/beHux mspasa S u obenexxasa ce Kao shared. ChaumdHo, 3a
MEIIOBUTE jeTHAKOCTH, 00e cTpaHe jegHakocTu ce jonajy v ckym S. Ilomsa owner u
shared ce 1yBajy y caMUM YBOPOBUMA KOjUMa Cy U3PA3U MPEJICTaB/beHn Y (HadpUIm

u3pasza, Tako Ja UM ce MOXKe BeoMa Op30 NMPHUCTYIUTH.

Ipumep 3.6.1. Heka cy Tq u T, pestom, Teopuja peasne apurmeruke u EUF teopuja.
[IpermoctaBumo fa je y KoMbuHOBaHO] Teopuju T + T MOTpeOHO ncnuTaT 3a,;10BO-
mwuBocT cienehe koujyukiuje mrepana: x —t = f(r+y)A\y+t = f(z+t)ANx—t #
y+tAT+2y+2+2t < 0N2x+y > 2+2tA f(x) =3z = by+2tAx+y—2z = t, npu uemy
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procedure checkSharedInFormula(V,var S)
begin
S:=0
{Tlosme owner je ununujanuo undef 3a cBe uszpase}
{Tlome shared je unnnujamno false 3a cBe uspase}
for all o € atoms(¥) do
checkSharedInExp(q, S)
end for
end

Anropuram 3.3: checkSharedInFormula(¥,var S)

procedure checkSharedInExp(e,var S)
begin
{IIpernocraska je ga je e 6a3HM U3Pa3 KOjU HE CAIAPIKU JIOTHIKE CUMO0JIe }
if e.owner # undef then
return {mspas je el obpahen}
end if
if e = a, rye je a xkoncranTta then
e.owner := findOwner(e)
return {uznaz u3 pexypsuje}
else if e = (u = v) then
checkSharedInExp(u, S)
checkSharedInExp(v, S)
if w.owner # v.owner then {ako je (u = v) mMemosura jegHaKOCT}
S:=SU{u,v}
u.shared := true
v.shared := true

e.owner := —1 {ne/peHa jeqHAKOCT HEMa BJIACHWMKA}
else

e.owner := u.owner {HUje ne/beHA jeIHAKOCT }
end if

else if e = f(e1,...,e,) then
e.owner := findOwner(e)
for all ¢, do
checkSharedInExp(ey, S)
if ex.owner # e.owner then {ako je ey crpanu noguspas y e}

S:=SU{ex}
er.shared := true
end if
end for
end if
end

Anropuram 3.4: checkSharedInExp(e,var S)

je cumbout f u3 curnarype EUF Teopwuje, 10k cy cBu ocrasam cumO0JIn U3 CUTHATYPE
peasnre apurmernke. [Iporeaypa checkSharedInFormula() mpoHasa3u cBe cTpaHe
IojIn3pase u mporJialiaBa ux 3a jiesbene. Ha npumep, u3pas x4y je cTpaHu 1mojnspas

y m3pasy f(z + y), ma ra 3aTo mporiamasamMmo 3a JieJbeHn u3pa3. lakole, 3a cBaky
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MEIIIOBUTY j€/IHAKOCT, IheHa JIeBa U JiecHa cTpaHa Ouhe jieJbern n3pasu. Ha npumep,
uspas f(z+y) 6uhe gemen, 3ato mro je jennakoct x—t = f(x+y) memosura. Jo6u-

jenu ckyt ge/bennx uspasa je S = {x+y, z+t, f(z+y), f(z+1),x—t,y+t,z, f(x)}.

[Tpumernmo ja je edukacHa UMILIEMEHTAIMja OIMUCAHOI IpUcTyra Moryha 3a-
xBasbyjyhn HavumHy Ha KOjU je mMIuieMeHTHpana oubsimoreka m3pasa. Cerumo ce
Jla je CBaKM M3pa3 IPeJICTaB/beH jeJIMHCTBEHUM YBOPOM y habpuiu uspasa, a Ja
ce CByIJe TJie je TO IOTPeOHO Ha Ibera pedepwuie IIyTeM Je/beHuX ITOKa3uBada.
Hemenn mokasmpadn wHam najy moryhuocr na edwukacHo 6aparamo m3pasom (ITo
1oJIpa3yMeBa KOIUpPaibe, IIPEHOINehe N3pa3a Kao aprymMmenara U IOBPAaTHE BPEJIHO-
ctu u3 DyHKIMja, yriopehuBame Ha je JTHAKOCT, YyBambe y PA3IMUYATHM CTPYKTypaMa
[OJIATaKa, MPUCTYIake ToJaluMa KOjU Cy TPHUJIPYKEHN U3pa3y), a Jla IPUTOM He
YJIA3UMO y YHYTPAIIIbYy CTPYKTYPY caMmor uzpasa. V3 oBor paziora, 3a HeKH jie/beHn
u3pa3 yBEK MOXKEMO IO MOTpebu CMaTpaTH Jia je KOHCTAHTA, Tj. HOTIYHO MTHOPH-
CaTH HeroBy CTPYKTYDPY, & Ja IPUTOM He U3ryOnMo 1noTpebny dyukimonaanoct. Ca
JIpyTe cTpaHe, YHIHEHUIIA JIa HE YBOJUMO HOBE Jle/beHe KOHCTaHTe, Kao U Jia HeMa

JIebUHUITUOHUX jeTHAKOCTH 3HAYAJHO 110jeIHOCTABIbYj€ UMILIEMEHTAIIN]Y.

3.7 MHNurepdejc TeopujcKor perniaBava

Jla 61 TeopmjcKH pernaBad MOTao Ja ce yrpaju y argosmt permnasad, Tpeba j1a nM-
ieMenTupa unrepdejc gar va cauru 3.2. Ipoueaypa T; — addAtom() omoryhasa
yBoDeme aroma u3 ckyna A y KOHTEKCT TEOPHjCKOr pelraBava, Kako O ce WHUIH-
jasmzoBaJie mheroBe MHTEpHe CTPyKType mojaraka. OBO je HEOIXOHO, KaKO Ha I0-
YeTKy paJjia periaBada 3a aToMe U3 WHUIjaiHe popMysie HaJ, CHTHATYPOM YJ;, TAKO
U KacHUje MPUJINKOM JI0/[aBarba HOBUX aTOMa U JIEJbEHUX jeJHAKOCTH IPAaBUJINMA
IntroduceAtom; m IntroduceSharedEq. /la Ou mojpinka 3a HUBOE OJIJTyINBarba W
Bpahame yHazas (mpasusia Decide n Backjump) 6usa obe36ehena, cBaki T€OPUjCKI
perraBad Mopa Jla uMILieMenTupa uporeaype 7; — newLevel() u 7; — backjump()
Koje omoryhaBajy Jia ce 3allaMTH CTaibe TEOPHUjCKOT pellaBadia Ha KPajy HEeKOI' HUBOA
OJJTyYHMBarba U KaCHHUje PEKOHCTPYHUIIE 10 moTpebu mpuankoMm Bpaharma yHas3a | Ha
taj HuBo. Murepdejc mporeaypa T; — assertLiteral() ce mosusa oj crpane SAT
peliaBada KaJ| I'oJl ce HOBH JinTepaJ IojaBu Ha Tpary M, Kako Ou ce TeopHjcKOM
perraBady mpocieano Taj jurepas. CBAKOM TEOPHjCKOM pelaBady ce mpociehyjy
caMoO OHHU JINTepaJIi 3a KOje je 3aMHTEePECOBaH, Tj. JIATEPAJIHN KOJU CYy y BJIACHUIITBY

ojiroBapajyhe Teopuje, Kao U Jie/beHE jeJIHAKOCTU U pazsiumduroctu. Hajcioxkenuja
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IIpouienypa | Omnwuc

7; — addAtom(«) no3uBa ce of, crpane SAT pemasaua KaJ rof ce HEKH
aToM (v J0Ja y CKyl aroMa A

Ti — newLevel() nosuBa ce of crpade SAT pemaBada Kaz rof ce yc-
[IOCTAaBY HOBY HUBO OIjlyumuBama y M

7; — backjump(m) nosusa ce o1 crpane SAT pemasada KaJ1 IojL ce BpaTu
Ha HUBO M

T; — assertLiteral(l) nosuBa ce ox crpane SAT pemrasada KaJ rox ce Jid-
Tepast | noga y M

7; — checkAndPropagate(layer) | upoBepaBa ja ju je tekyhin Tpar M 3a10BO/bUB Y
7; u nponarupa Jurepaje (WM J0/aje HOBe Kjiayse)
Koju cy Ti-nociemune o M (1o morpebu npumersyje
npapuna TheoryConflict,, IntroduceSharedEq,
TheoryPropagate,, IntroduceAtom;, TheoryLemma,)

7; — explainLiteral(l) reHepuiiie 00jalllberbe IPOIArupaHor jmrepaia | u
npuMemyje npasusio TheoryExplain,

Ti — getModel(exps) Bpaha mHTepIpeTalyje u3pasa 3 CKyIla exps y HEKOM
MoJiesty Teopuje T; Koju 3aJ0BO/baBa CBe JIUTEPAJIe Ha
Tpary M

7; — normalize(e) Bpaha m3pas HacTa0 HOPMAJIU3AIMJOM H3Pa3a €

7; — isOwned(e) Bpaha true ako u camo ako je Bojgehu cum0boJI n3pasza

e y curarypu teopuje 7T;

Cauka 3.2: Unrepdejc T;-perraBaia

nporeypa Kojy Tpeba nmiiemenTuparu je J; — checkAndPropagate() mpomemypa.
Omna 6m Tpebaso Ja MoxKe Ja JeTekTyje T;-HesamoBosbuBocT Tpara M. Ako je KoH-
GIUKT y Teopuju youeH, MpoIelypa reHepuile o0janrmbherbe KOHMIUKTA U TPUMEIbYje
IpaBuiIo’ TheoryConflict,, unMe ce 3al0YHIbe aHAJN3a KOHMJIUKTA. AKO Hema
KoHpIUKTA Y T;, MPOTe/1ypa NCIUTYje TOCTOjarhe JINTepasia KOji Cy MOC/IeIATIA JINTe-
pasa u3 M y Teopuju 7; u mponarupa ux npuMemyjyhn npasuiio TheoryPropagate,.
VY ciyuajy mponaraliyje Je/beHUX jeJIHAaKOCTH W Pa3/JInIUTOCTU, HEOIIXOIHO je TpeT-
xoziHo (pumenoM npasuiia IntroduceSharedEq) yBectu ojrosapajyhy jejHakocT y
kouTercr SAT pemasaua (ykonmko Beh muje y ckymy A). Takobe, oa mporemypa
MOzKe IIpuMeHuTH u npasusio TheoryLemma, Kako 01 3axTeBaJjia JIOJ@THO I'DaHAbe
ox crpare SAT perraBada. AKo HaydeHa K/ay3a CaJIpKU HOBE JIUTEPAJIe KOju HICY

y A, Tama mporeypa MoxKe TpUMeHUTH mpaBuio IntroduceAtom;. [TomyT muOrHX

SVKOIMKO HeKa o] IpoIe/lypa TEOPHjCKOT permasada Tpeba Ja MPUMeHH HeKO MPaBHIJIO, OHA TO
MOXKe YUYUHUTH UCKJBYUUBO TIO3UBOM ojiroBapajylhie unrepdejc nporeaype SAT permrasaga, onucane
y ofle/bKy 3.8.1.
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capemennx SMT perraBada, HaI pemaBad MOJPXKABA T3B. GUULECAOJHU NPUCTIYN
(enrut. layered approach) [21]. OBo 3Ha4M Ja ce TPUIUKOM IIPOBEPE 3a0BOJBUBOCTH
U JIeTeKIMje TEOPUjCKUX IIpoliaraiija Hajipe Mo3uBajy jepTUHUJU U jeJHOCTABHUjH
AIrOpUTMU (HUHCU JedyKmusHU cA0je6), TOK Ce JIEAYKTUBHO jadn, aji MHOTO CJIO-
JKEeHIjU aJrOPUTMHU TI03WMBajy KacHHuje, wim ce nmokpehy camo mepuogumdano (suwi
dedyxmusnu caojesu). 36or Tora mporeaypa J; — checkAndPropagate() npuxsara
napamerap layer Koju IpejicTaB/ba OPOj JIeJIyKTUBHOI CJioja U Koju ojipehyje Koju
he ce amropurmu nosuBatu. Ilpomenypa 7; — explainLiteral() ce mosmBa o1
crpane SAT pemaBada y TOKy aHajm3e KOH(JIMKTa 3a ObjallhaBarmhe OHUX JINTe-
paJia Koju cy paHHuje IporarupaHu oj crpane J;-pemasada. llporeypa renepuiie
objammerbe Ipolaralyje JuTepaja U IpuMerbyje npasmio TheoryExplain,. IIpo-
neaypa T; — getModel() ce MOXKe T03MBaTH caMo KaJja je cKym Jjurepasa u3 M
3a/I0BOJbUB Y TEOPUjH 7;, & KOPUCTHU Ce 3a OUUTABAHE BPEIHOCTU KOj€ Cy MPUJIPY-
’KeHe TPOM3BOJ/LHUM H3Pa3uMa y HEKOM Mojesy Teopuje T; Koju 3aioosbasa M.
[Iporienypa 7; — normalize() ce KOpHCTH 3a HOpMAJIM3AIU]y M3pa3a KOJU IIPH-
naiajy reopuju 7;, Kao IITO je 0bjallkheHo y TOoryIaB/by 3.5, JOK e MpOIEeLypoM
7; — is0Owned() ucnuryje ja Jin je JaTv u3pa3 y BJAACHUINTBY Teopuje T;, 1ITO je

KOPHCHO IPUJIMKOM HOpMaJin3aliuje u npedniiliaBama (moraasibe 3.6).

3.8 SAT pentaBau

SAT pemasad argosmt perraBada UMILIEMEHTHPa cTame pemasada (F, A, M, ),
Kao U CHCTeM IIPaBUJIa 3a IIPOMEHY CTarba KOjU je y MOTIIYHOCTH ycarJlallleH ca CH-
cremoM JatuM Ha ciuin 2.1 y ogesbky 2.1.6. Topes Tora, SAT permaat nMminieMeH-
THpa IEeHTpaJHu ajroputaM (mporeaypa solve()) Koju je 3ajyKeH 3a MOKPETarbe
TEOPHUjCKUX pellaBava, I'PaHaibe, aHAJIN3Yy KOHQJINKATa, PecTapToBambe M 3abopa-
B/bame. Ca Jipyre cTpaHe, Kao IITO je paHUje PEUYeHO, UCKA3HO Pe30HOBame (jejiu-
HUYHE Ipoliaraiyje 1 OTKpuBambe KOH(DIMKTHIX Kiay3a) Huje neo SAT permasaua,
Beh je m3/1BojeHo y mmocebaH TeOPHUjCKHU perraBad Ty KOju UMILJIEMEHTHPA UCTH WHTEP-
dejc Kao u cBu ocrasm Teopujcku perraBadu (ciauka 3.2). Pemasad Ty ce y meTonn

solve() Tperupa MOTIYHO UCTO KAO U CBU OCTAJIA TEOPUjCKU PEIIaBavM.

6V zaBucHOCTH OJ1 IPUPOJE HPOLEIyPe OIYUNBaIba KOja je MMILIeMEHTUDPAHA, TOjeIHI Teo-
PUjCKH pelllaBady MOI'Y JIa He IOAPKaBajy OBY (PYHKIIMOHAJHOCT.
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3.8.1 W narepdejc SAT pemraBaua

CrpyKType mojaTaka Koje OJroBapajy KOMIIOHEHTaMa CTaiba peliaBada Cy WH-
tepue 3a SAT pemasad u HEje UM Moryhe JUPEKTHO MPUCTYHATH U3 JIPYTHX JIe-
JgoBa pemasada. Camum TM, OMJIO KaKBa IPOMEHa CTama je Moryha MCKJby-
unBo KopumhemeM mHTEpdejca SAT pemapada koju je gar Ha ciaurm 3.3. Crame
pelaBada ce MHHIMjamM3yje TpoleaypoM initSolver() Kojoj ce mpejaje MHUIU-
jasmam ckyn Kiaysa Fy. OBa nporieaypa nmokpehe Hopmasinzanujy u npeduiirhaBarme
(1j. mpenTudUKanMjy Je/beHIX U3pasa), a 3aTUM Ce CBU ATOMHU KOjU Ce MOjaBJbyjy
y KJay3aMma J0JIajy V CKyll A, duMme ce ycrocTaB/ba WHUIM]ATHO CTalbe pelaBada.
Crame ce y HACTABKY MOXKE MEHATH UCKJ/BYUMBO MPUMEHOM MPABUIA. 3a CBAKO
oJ1 IIpaBmjIa mocToju ojaroapajyha mpomneaypa y okpupy maTepdejca SAT pema-
Bada Koja NpuMemsyje TO mpaBmio. (CBaka OJ TPOIEIypa HAKOH IITO TPOMEHN
cTame peliaBada, O TOMe obaBellTaBa Jpyre KOMIIOHEHTE pellaBada, IIpe CBera
Teopujcke pelaBade, IyTeM ojrosapajyhux unarepdejc mpouemaypa (HIp. mpoie-
Jaypa applyBackjump(), HakoH Bpahama pemasada Ha oaroapajyhn HEBO, MO3UBa
7; — backjump() 3a cBe Teopujcke pemaBade 7;). C o63upom Ha TO Ja ce HCKa-
3HO PE30HOBarb€ 00aBJba Yy IMOCEOHOM TEOPUjCKOM pellaBady KOju UMILIEMEHTHPA
et mHTEPdEjC KA0 U OCTaIN TEOPHUjCKHU permaBadn, ca cranopumrta SAT perraBada
HeMa HUKakBe pas3jmke m3Melly HIp. mporaramnmja Koje Bpie Teopuje (MIPHMEHOM
upasuia TheoryPropagate,) n je/ltHIYHEX IpONAralija Koje BPIIH Taj U3/(BOjeHN
Teopujcku pemasad (mpumeHoM mpasuia UnitPropagate). 36or Tora moctoju caMo
jemna mporenypa applyPropagate() Koja Bpim mpomnaraijy, 6e3 o63upa jia Jim je
pe30HOBabE TOTEKJIO U3 Teopuje Win u3 Kjiaysa gopmysie. WHaeke Teopuje ¢ Koju
ce npejaje GYHKIUjM KAO apryMeHT he y cjydajy jeJJMHUYHEe IIpolaraiyje IMaTh
Bpegaoct 0. CuamdHo je m ca nporemypama applyConflict() u applyExplain().
[Tporeype 3a npuMeny mpasmia (apply#* Ipoleaype) ce MOy MO3BaTH CaMO aKo
Cy WCIIYIbeHU YCJIOBU 3a puMenHy ojrosapajyher npasmia. Hajzas, ykomko mporie-
Jqypa solve() mpujaBu salt Kao pe3ysTar, nmporeaypoM getModel() ce Mory odnrarTu
WHTEpIpeTaluje u3pa3a y HEKOM MOJIeIy TeopHuje KOju 3aJI0BOJbaBa YJIa3Hy (hop-
myay. Ilporemypa getModel() mo moTpebu MO3UBA MCTOMMEHE METOJE TEOPHjCKUX

pemaBada 3a jgo0ujambe nHdOpMaIja 0 MOJIETNMa KOHKPETHUX TeOopHja.
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’ Ilponienypa | Omnwuc
initSolver(Fp) Nuannujanusyje crame perraBada ca CKyImoM KJiay3a
Fy
solve() ITokpehe mporec permasama
applyIntroduceAtom(c, 1) IIpnmemyje mpaBuiio IntroduceAtom; 3a aToM «

applyIntroduceSharedEq(u,v) | [Ipumemyje npasmio IntroduceSharedEq 3a jenu-
HaKOCT U = v

applyDecide(() [Tpumemsyje npasuio Decide 3a smrepad [

applyPropagate(l,1) [Ipumemyje  upasBusio  UnitPropagate — ujm
TheoryPropagate, 3a Jmrepas [ (i je HHJIEKC
teopuje, uiu 0 3a UnitPropagate)

applyConflict(cflt, i) [Tpumersyje [IPaBUIIO Conflict WK
TheoryConflict, ca KOH(MIMKTHUM CKyIOM
cflt (i je nugekc reopuje, miau 0 3a Conflict)

applyExplain(l, expl,i) [Tpmmemsyje npasnio Explain mim TheoryExplain,
3a Jsiurepad | ca objanimemeM expl (i je MHIEKC Te-
opuje, win 0 3a Explain)

applyBackjump() [Tpumemsyje npasuio Backjump

applyTheoryLemma(c, ) [Tpmmemyje npasuio TheoryLemma; 3a Kiay3y ¢

applyRestart() IIpumemyje npasuno Restart

applyForget(cl set) IIpnmemyje npasuso Forget 3a cBaky o Kjiay3a n3
ckymna cl_set

getModel(ea:ps) Bpaha unTeprperanuje n3pasa us ckyma exps y He-
KOM MOJIEJTY TeOpHje KOjH 33/I0BOJbaBa yJas3Hy dhop-
MYJLy

Ciauka 3.3: Unarepdejc SAT pemapada

3.8.2 IlIpomemypa solve()

[Tporeypa solve() (amropuram 3.5) mpejcrasiba IVIABHE aJlOPUTAM TIEJIOT De-
mapada. Y I[HTalby je UTEpaTUBHE ajlfOpUTaM y KOME ce Hajiupe IMO3UBajy IIpo-
neaype 7; — checkAndPropagate() 3a cBe Teopujcke pelaBade, Hajlpe y HajHU-
xKeM ciojy (3a layer = 1), a 3aTuM u 3a BuIlle cjojeBe (Kaja ce HUKU CJIOjeBU
JIeJIyKTUBHO 3aCHTe, Tj. BUIE HeMa IpOMeHe crama). OBaj MOCTYNAK ce MpeKuja
UM KaJla Ce 3aCUTe CBU JICJIYKTUBHU CJIOjeBH, WJIM KaJa HeKa OJ Teopuja IpHjaBu
koHbmKT (mosuBoM mnporeaype applyConflict()). ¥V mpsBom ciaydajy He mocToju
KOH(DJIMKT, Ila ce HajIpe IpoBepasa Jia JiH je ToTpeOHO pectapToBaTh (y CKIAILY ca
HEKOM 0JIabpAHOM TIOJINTHKOM PeCTapToBarba) U MO MOTPebU ce Mo3uBa, IMPOIEypa
applyRestart(). 3arum ce, Ha cJMYaH HAYUH, IPOBEPaBa Ja JiM je HOTPeOHO Mpu-

MEHHUTHU 3a00paBjbarbe, U 10 MOTpedu ce Obupa CKyIl Kjay3a Koje Tpeba 3a00paBuTH,
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a 3aTHM ce mo3uBa mporeaypa applyForget(). Ha kpajy ce, ykoamko mocroju 6ap
jeman murepan Hegedunucan y M, nosusa mnporeaypa applyDecide(), HAKOH IITO
ce TPEeTXO/IHO HEKOM XEyPUCTHIKOM METOJOM H3abepe IOrOIHH JUTepasl OJIJIyIH-
Bama. Hakon npumene npasuiia Decide mpesnasu ce Ha cienehy nrepanujy riraBae
neT/be, YuMe TIOYNH-e HOBU JIeTYKITUjCKH UKJIYC. Y KOJIMKO He ITOCTOjU HeJIebMHUCAH
JurepaJ, Taja je popmysia 3a10BOJbUBA, 14 U3JIA3UMO U3 MET/bE.

Y ciydajy Jga je HeKa O Teopuja IpHUjaBWia KOHMJIUKT, 3aM0YUEHEMO aHa-
JIN3y KOH(MJIMKTA TAKO IITO Y MeT/bU 0OjalllibaBaMo JUTepae KOH(MIUKTHOD CKYyIa
C jeman mo jemaH, yBek ysumajyhum onaj saurepan m3 C' Koju je HOCTAeIHU Ha
tpary M. 3a renepucare o0jallliberba YIIONI/baBaMO OJI'OBapajyhu TeopujcKu pe-
maBad KOjU je MIpoIarupao Taj JIMTEPaJs, TaKo IITO ITO3UBAMO I-EroBy uHTEpdejc
Hporeypy explainLiteral(). OBa mpormeaypa reHepuiie o0jalllbemhe U MTO3UBa,
applyExplain() npouemypy SAT pemasada. Ilocrymak ce HacTaB/ba JIOKJIE TOI HE
nocruruemo UIP rtauky, wim we ucnpasuumo ckyn C. VY IPBOM CIIy4ajy HIpUMe-
yjemMo npaBuiio Backjump, /10K je y apyrom ciyd4ajy dbopMmysia HE3aI0BOJBUBA, I1a

N3J1a3NUMO U3 IIETJbE.

3.8.3 Crtpareruje u xeypucTuke

[Iporieypa solve() y CBOM pajly KOPHCTH H3BECHE CTPATETHje W XEeyPUCTUKE
0/l KOjuxX BeoMa 3aBucu edukacHOCT mperpare. PeraBad je ocMUIII/bEH Tako Jia ce
cTpaTermje MOTy JIAKO MeaTU. jep Cy UMILIEMeHTHpaHe Kao 3ace0He KOMIIOHEHTE
pemaBada. TpeHyTHa Bep3uja periaBada MopPa3syMEBAHO KOPUCTH CTPATETHje MH-
crimpucaHe peraBadeM argosat [64]. YV HacTaBKy y KpaTKHM I[pTama OIHCYjeMO

OBe CTpaTeruje.

Crpareruja rpanama. Opa cTparernja je BeoMa 3HadajHa, jep oapehyje pemo-
cJes obuacka IMpOCTOpa IpeTpare, a OJHOCH ce Ha mu300p JmTepasa y NPaBUITY
Decide. OgBaj JyinTepas ce 6upa y jaBe ase, Tako IITO ce Hajupe omabepe jeaan
on atoma « € A Hemedunmncanux y M, a 3aTtum ce omabepe jemaH o JaBa Moryha
nosiapureTa Tor aroMa (o wim ). 3a u36op aroma, Kopuctu ce Bapujanta VSIDS
crpareruje 68|, Koja propUTeT Jaje OHUM ATOMUMA KOjU Cy Y GJIMCKO] MPOIIIOCTH
yaectBoBasm y Koudumkruma. Oa crpareruja ce kopucru y 95% ciydajesa, 10K

ce vy 5% ciryuajeBa aToMm 6mpa Ha CilydajaH HAUMH.! 3a n360p I0JapUTeTa, KOPUCTH

"3a morpebe CBUX CIIydajHMX M300pa y pemaBady KOPUCTHU Ce jeJMHCTBEHH TeHePaTOp CJIydaj-
HEUX OpojeBa Umja ce MOYETHA BPETHOCT (T3B. ceme) 3aliaje Kao OIIHja IIPH MOKPETalky DeraBada.
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ce cTpaTeruja cavysaroz noaapumema, TJie ce yBeK OMpa OHAj MOJApUTET Y KOM je

ojJroapajyhu jimrepaJsi OMo 1MocJIe/ b1 IIyT Ha Tpary.

Crpareruja pecraproBama. PemaBad argosmt KOPUCTH 2eoMeEMPUICKY Cmpa-
mea2ujy pecmapmosara, Koja IoJpa3dyMeBa Jla ce pecTapToBambe IIpUMemyje HaKOH
ojroapajyher 6poja koudJnkara, mpu dyeMy ce Taj O0poj ysehaBa reoMerpujckoMm
IIPOI'PECUjOM HAKOH CBaKOI' pectapTa. llogpasymeBaHo mojemnaBame je Jia ce IPBU
pecrapt npuMerbyje nakon 100 kondmkara, a OHJIa ce CBaKH cjejehu pectapT Impu-
Memyje HaKOH 1.5 myTa Buie KoudJmkara (1j. ciaegehn nakon 150 kordimkara, na

3aTHM HAKOH 225 KOH(bJIUKATA, UTL.).

Crpareruja 3abopaBsbama. Crpareruja 3abopaB/bamba MOpa Jia OJIIOBOPU Ha
nBa nuTama. 1IpBo je ga Jm y HEKOM TPEeHyTKY Tpeba MPUMEHHTH 3a00paB/batbe.
JIpyro nutame je Koje Kiay3e Tpeba 3abopaBuTU. Y HaIlleM pelniaBady, 3a u300p Tpe-
HYTKa y KOMe ce IpuMemyje 3a00paB/batbe KOPUCTH C& 2E0MEeMPUJCKa Cmpamezuja,
KO/ KOje ce 3a00paB/baibe MPUMEbyje CBaKU Iy T KaJia OpPoj HAy IeHUX KJIay3a IIOCTAHEe
Behu oJ1 HEKOr 3a1aTor 6poja, Mpu YeMy ce Taj Opoj HAaKOH CBAKOI' pecTapTa yBehasa
reomeTpujckoM mporpecujom. Ha oBaj mauwmn ce omoryhasa mocrereno ysehasarbe
JI03BOJbEHOT Opoja HaydeHuX KJiay3a. llogpasymeBaHo ce pBO 3ab00paB/baibe BPIIN
HaKOH IIITO OPOj HAyYeHUX KJjay3a IpeMaliu TpehnHy HHUIjaJHOr Opoja Kiaysa, a
3aTUM ce IIOTpeOHN OPOoj HaydeHNX Kjay3a HAKOH cBakor pecrapta ysehasa za 10%.
[Tpu nzbopy Kjaysa Koje Tpeba 3a00paBUTH, YBEK ce OUpajy camMo HaydeHe KJiay3e,
jep 3a IHUX YBEK BaxKu Ja Cy IOCJIeINIa ocTaanx Kiaysa y 6a3u. IIputom ce 3abo-
paBJba u3BecHU TporeHaT (noapasymesano 50%) HayueHHX Kiaysa, a Oupajy ce oHe

KJIay3e Koje cy Oumie marve axkmueHe y CKOPallkbIM KOHMINKTIMA.

3.9 Iloap>kaHuU TeopujCcKHU perlaBavun

WNckazan pentaBad. lckaznu pemasad urpa mocedbHy yJory y argosmt pera-
Bady, jep BPIIU UCKA3HO pe3oHoBarbe. llako oBaj perraBad He pasMarpa TEOPHU])y
IIPBOT' pPeJia y IIPaBOM CMUCIY, HeroB nHTepdejc je MOTIYHO MCTH KAao U KOJ CBUX
OCTaJINX TEOPUjCKUX pernaBada. HTepHo, oBaj perraBad UMILIEMEHTAPA AJITOPUTAM
3aCHOBAH HA wemu 06a nocmampara aumepasa (eHrI. two watched literals scheme)
[68]. Osmaj amropuram omoryhasa eduracHy mperpary 6ase Kjaysa y HOTPasd 3a

KJIay3aMa 13 KOJUX Ce MOXK€ M3BECTH jeJIMHUYHA IIPOIAraliija, Kao U 3a KOHMJIUKT-

46



I'VIABA 3. CTPYKTYPA W JIU3AJH SMT PEIIIABAYA ARGOSMT

HUM KJIay3aMa. ¥ CBaKoOj OJ Kjay3a ce Hajlpe m3abepy /IBa nocmampara JTATepaIa
— JIOKJIE TOJI OBU JIUTepau Hucy Heraduu y M, Hema HU KOH(DJIUKTa HU IIpoIara-
Ije U3 Te Kjayse. 3a cBaku oJf jurepasa u3 lits(A) oap:kasa ce JmcTa Kiaysa y
KOjUMa je Taj JInTepas jeJlaH OJl MoCMaTpaHuX (JlaKje, cBaka KJays3a e y CBAKOM
TPEHYTKY HaJa3d Ha J(Be oBakBe Jjincre). HakoH cBaKOr J0/1aBamba HOBOT JIHTEPAJIA
Ha Tpar M, obuiasu ce JiucTa Koja o/roBapa JUTEPATy KOjU je YIIPaBO IIOCTA0 He-
TavdaH. 3a CBaKy OJ KJjlay3a ce TaJa NOKyIlaBa Hahu ajJTepHATUBHU [TOCMATPAHU
JuTepaJs, Ipu YeMy ce OHJla KJjaysa mpedallyje Ha JIMCTY TOT JUTepaia. AKO TO
Huje Moryhe, To 3HaYM Ja KJjay3a HMa WId TadHO jeJaH JuTepasl KOju Huje HeTa-
JaH (y KOM CJIy9ajy MMAaMo jeIMHUIHY [IPOIATAI]y ), UK Cy CBH JIATEPAJIN KJIay3e
Heraunu (y KOM cjiydajy mnpujasibyjemo KoHbankT). OBaj TeOpUjCcKU peraBad MMa
caMo jejaH JieiyKTuBHU cyi0j. Objalmema ce TeHepUIny jeJHOCTABHO, HA OCHOBY

KJIay3a Koje Cy u3a3BaJie Iporaraluje uin KOHMIIUKTe.

EUF pemiaBau. Osaj pemasad pasmarpa 6asau (pparment EUF reopuje. Ilpore-
Jlypa OJIJIyuuBalba je 3aCHOBAHA HA KOH2PYEHMHUM 3AMBEOPEHUMA, & WHCIIMPUCAHA
je mporeaypom garom y paiay Huesenxyuca u Osmsepaca [73]|. Pemasau ykibydyje
edprKacHe CTPYKType Mo/IaTaka 3a IIPeJICTaB/baibe Klaca eKBUBAJICHIT]e KOje ce MOTY
JIMHAMUYIKY Metaru (eHr1. union-find). Kiace ekBuBajieHimje ce criajajy mpujanKoM
JlojlaBarba jelHaKoCcTH Ha Tpar M, JOK je pe30HOBarbe 3aCHOBAHO Ha KOHI'DYEHTHO-
cru penarje jeaHakoctu (Hop. u3 a = b A c¢ = d crenn ga je f(a,c) = f(b,d)).
Objammera ce reHepullly Ha UCTH HAYUH Kao y pajay Huesenxyuca u OsmmBepaca

[73]. Pemapau uma camo jeJian JeJyKTUBHU CJIO].

PemmaBau 3a simHeapny aputMeTuky. OBaj perraBad je 3aCHOBAH HA CUMILIEKC
uporeaypu, npuaarofjenoj SMT konrekery [37]. erabu oBor pernaBada jatu Cy
y iaBu b. Pemraad omoryhaBa mapaJiesiHO U3BpIIABalbe CUMILIEKC aJrOpUTMA,
IITO je OPUTHMHAJIHU JIONPUHOC OBe Te3e. VMa jiBa JIeyKTUBHA CJIOja, IPU YeMy Ce
y HEZKEM CJI0jy IPEINO3Hajy caMo TPHUBHUjaJIHE MIporaramuje u KOH(MJIUKTU, JIOK Ce

CKyIIa CUMILIEKC IIPOIEIypa MO3UBa Y BUIIEM JIELYKTHBHOM CJIO]Y.
PentaBau 3a CSP Teopujy. OBaj pemaBad pa3zmaTrpa TeOpHjy ri1odaIHUX Orpa-

HU4Y€eiba Ha/l KOHaYHUM JOMEHHMA. Hpe,ﬂCTaBJba OpUIr'nHaJIHU JIOIIPUHOC OBE€ TE3€ U

JleTasbHO ce pa3marpa y riiasu 4. Vma jBa Jie/lyKTHBHA CjI0ja.
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3.10 Kombunaimmja Teopuja

Kombunanuja reopuja y argosmt permasady je sacHoBana Ha DTC meronn [22].
Jle/beHUM jeJIHAKOCTHMA Ce CMaTpajy CBe jeJHAKOCTU u3Mely m3pasa Koju Cy O3Ha-
YeHN Kao Je/beHn (Tj. Hajiaze ce y CKymy Je/beHux uspasa S). Ose jempnakoctu
ce mpocyehyjy CBUM TEOPHjCKUM pelaBadnMa KaJ r'oji ce rojaBe Ha Tpary. llo-
pes noctojehnx Jie/beHUX jeJIHaKOCTH Koje Cy Je0 MHulpjasHe dopmysie, JogaTHe
JieJbeHe jeHAaKOCTH ce y CKyl aromMa A Mory yBOAUTH .erbo, 10 ToTpedu, mpuMe-
HoMm mnpaBmia IntroduceSharedEq. Jlemo yBoheme ne/beHUX jeTHAKOCTH CMarbyje
IIPOCTOPHY CJIOYKEHOCT aJITOPUTMa U UCTOBPEMEHO OJIJIayke HeloTpeOHa IpaHamba 110
JIEJbEHUM jeJIHaKOCTUMAa JIOKJIe I'ojl TO HHje 3aucTa HeolrxogHo. [Iputom je o m3y-
3eTHOI' 3Ha4aja KaJa U 3a Koje JleJbeHe JeJIHaKOCTH ce npaBuyo IntroduceSharedEq
IpruMerbyje, KaKo OMCMO ca jeqHe cTpaHe FapaHTOBAJN KOPEKTHOCT ITOCTYIKa KOM-
OMHOBaba TeopHuja, a ca Jpyre crpane 0b6e30e/ I MTo epUKACHU]A PaJl pelrapada.

YBenumo Hajpe Heke OCHOBHe jedunuimje. 3a pasBpcraBarbe (Tj. pesarm]jy
eKBUBAJIEHIINje) ~ CKyTla JeJbeHUX n3pasa S KaxKeMo Jia je cazaacHo ca Tparom M
aKO 3a CBaKa JIBa JleJbeHa m3pasa u,v € S 3a Koja je u = v € M BaxKu J1a je u ~ v,
a 3a CBaka JiBa JieJbeHa u3pasa u,v € S 3a Koja je u # v € M BaxKu Jia je u ~ v.
Jpyrum peunMma, y muTamy Cy pa3BpcTraBarba Koja Cy KOH3UCTEHTHA Ca JIeJbeHUM
jemHakocTuMa W paziamantoctuMa u3 M. 3a Jie/beHy jeIHAKOCT U = U KarKeMo Jia
je odpehena y M axko Baxku WU Ja je 4 ~ U Y CBAKOM Pa3BpCTaBaiby ~ CATJIACHOM
ca M, wim J1a je u ~ v y CBAKOM pa3BpcraBamy ~ carjacHoMm ca M. ¥ cynpornom
je neodpehena y M. Ha mpumep, ako Ha Tpary uMamo u = w,w = v,v # t,t # s,
TaJla Yy CBAKOM CarjlaCHOM pa3BpCTaBaiby MOpa Jla BaxKW U ~ v, Ha je jeJIHAKOCT
u = v ogpehena y M. Candno, y CBAKOM CAIJIACHOM Pa3BPCTaBaIby je u ~ ¢, 1a je u
jemnaxkoct u = t ogpehena y M. Ca apyre cTpaHe, jeTHAKOCT U = S je HeojpeheHa y
M. Kaxemo jma tpar M odpehyje pa3BpcraBambe ckyma S ako MOCTOjU jeIMHCTBEHO
pasBpcTaBambe caryiacio ca M. OBo jemHCTBEHO pasBpcTaBaibe hemo obesexkapaTu
ca ~)s. JemHocTaBHO ce MOXKe TokaszaTu jia Tpar M onpeDhyje pa3BpcraBambe CKyIa
S ako m camMo ako Cy cBe jie/beHe jegHakoctu oxpehene y M. Ogapebhenocrt passp-
craBarba Tparom M je J0BO/baH YCJOB Jla IOCTyIAaK KOMOMHOBaMa Teopuja Oyiie

KOpPEKTaH, 0 9YeMy roBOpH cJjejieha TeopeMa.

Teopema 3.10.1. IlpermocraBumo ja je y Tekyhewm cramy pemasada C' = no__cflt.
[IpermocTaBuMo, Ha/be, Aa He IOCTOje Je/beHN U3Pas3u U, v € S TaKBH J1a je je THAKOCT

u = v Heonpehena y M. Tana mocroju mogen M teopuje T = T1 + ... + 7, Takan
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J1a 3aJ0BOJbaBa CBe JiaTepaJie ca Tpara M.

/loxas. Kako He mocrtoje nesbene jeiHakocTu Heojapehene y M, cieiu jia 1ocToju
jeJIMHCTBEHO pa3BpcTaBambe ~ ), caryiacHo ca M, a kako je C' = no_cflt, cnenu ja
3a cBaky Teopujy 1; mocroju mojen M; Koju 3a70BosbaBa JuTepasie u3 M, na camum
TUM W pa3BpCTaBaibe ~); Koje je ojpeheHo JIe/beHUM jeJIHaKOCTUMa U Pa3/IMIUTO-
cruma u3 M. Opo 3uaun ja 3a csako u,v € S paxu fa je IMi(u) = [Mi(v) axo u
camo ako je u ~yy v. Cajia Ha OCHOBY pasMaTparma Jator y pajy Tunennja u XapaH-
auja [101] cienm ma mocroju mogen M kombGuaOBaHe Teopuje T KOju 3a/10BO/bABA

cBe JjmuTepaJie u3 M. O

W3 nperxogre Teopeme cieu Jia 3a KOPEKTHOCT MOCTYIKA KOMOMHOBAIba, TEO-
pHUja HUje HEeOIXO/IHO Ja CBe Jie/beHe jeaHakocTu Oyiay degunucane y M. Tlojennne
JieJbeHe jeTHAKOCTH He Mopajy dak outu Hu y ckymy A. JloBo/bHO je ja cBe jie/bene
jemnaxkoctu Oyiy odpeherne y M. OBo 3Haum j1a je y ciydajy Jiemor yBohema Jiesbe-
HUX jeHAKOCTH y CKyIl A J0BO/BHO yBOJIWTH CaMO OHE jeJHAKOCTH KOje Cy Y IaTOM
TpenyTKy Heoapehene y M. Jemnaxocrtu onpehene y M ce He MOpajy yBOAUTH, jep
je ’UXOBa MHTEpIIpeTaInja y Mojie/inMa KOMOMHOBaHE TEOPHje KOju 3a/I0BOJbaBajy
nurepane u3 M jemnosnauno onpebena. Ha mpumep, ako na Tpary mmamo v = w
nw = v, TaJa y cBakoM Mojeny M teopuje T Koju 3a/10BO/baBa CBE JIMTEpaJje n3
M wopa ma Baxku na je IM(u = v) = true. 3aTo mema norpebe YBOIUTH U IIPOMA-
rupaTu jeJHaKOCT u = v, jep O JmTepas u = v Ha Tpary 6mo peayngantan.’ Ha
0Baj HAYUH Ce cIpevaBa yBoherme BeJUKOr Opoja HeIOTPeOHUX JIe/beHUX jeTHAKOCTH
y ckym A.

Hapasno, ocraje nurame KOHKpeTHE cTpaTeruje Kojom ce Heojpehene sespene
jemHakocTu yBojie y cKym aroma A. YV HacTaBKy ONMCYyjeMO CIydajeBe y KOjuMa ce

npaBmwiio IntroduceSharedEq npuMemyje y HaIlleM pelTaBady.

IIponaramnuja nqebeHUX jeITHAKOCTU. YKOJUKO TEOPUjCKU pernaBad 7; 3a HEKYy
JleJbeHy jeHakocT u = v & A neodpeheny y M sakipyun na Baxku M Fr u = v,
wm M Fr. u # v, Tajga ce jenHakocT u = v yBOAW y CKyn A IpHMeHOM Ipa-
Bwia IntroduceSharedEq, HakoH dYera ce 3a oOJroBapajyhu Jinrepas IpUMeErbyje
npaBmio TheoryPropagate,. Cinmdno, aKO TEOPHjCKH pellaBad 3aKJbydd Ja BazKH

Li,....)l, B ug =v1 V... Vugs = v, TIE CY U = Vg JeJbEHe jeIHAKOCTU Heospehene

8HapasHo, axo je jemHakocT u = v Beh oz panuje y ckymy A, ona he cBakaxo 6UTH IPOIATHPAHA,
jep cBu aromu Koju cy Beh y A mopajy upe wim Kacuuje nocraru aepunucann y M. Ilperxomna
JIUCKYCHUja Ce OJHOCH CaMO Ha yBODerbe Je/beHUX jeHAKOCTH KOje Y JIaTOM TPEHYTKY Hucy y A.
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y M, aly,..., . marepanun u3 M, Tajia ce cBe OBe Jie/beHe jeJIHAKOCTH YBOJE Y CKYII
A (ako Beh HuCy y meMy), a 3aTHM ce IpUMeIbyje IpaBuio TheoryLemma, 3a Kiay3y
=l V... Val.Vu; = v V... Vus = vs. Ha oBaj naunn je omoryheno pesonosatse o Jie-
JbEHUM jeTHAKOCTHMA, KAKO 38 KOHBEKCHE, TAKO U 33 HEKOHBEKCHe Teopuje. Moxke ce
[IOKa3aTh JIa je OBAaKaB BUJ] YBODema JIe/heHIX jeIHAKOCTU JOBOJ/bAH 338 KOPEKTHOCT
MOCTYIIKa, KOMOMHOBaa TEOPHUja, y CAyUdajy Ja Cy CBU TEOPHUjCKH perraBadn dedyk-
MmueHo Komnaemnu 3a demene jednaxocmu [69]. 3a TeopujcKu perraBad KarkKeMo
Ja je dedykmueno xomn.ieman 3a desvere jednakocmu ako je y CTamby Jia IPerno3Ha
CBaKy JIOTMUKY mocieaury oommka M Fr w = v wimm M Fr; \/j:1 Ug = Vg, TJIE CY
U= 0v,U = 0Vq,...,Us = Vg JeJbEHE jeHaKOCTU. JIpyrum pedmma, y ciaydajy ja cy
CBU TEOPUjCKU PEIaBavn Je/[yKTUBHO KOMILIETHH, KODEKTHOCT TIOCTYIIKa KOMOUHO-
Bamba TeopHuja BaxK! | 1101 CJIa0UjUM YCJIOBUMA O] OHUX HaBejeHux y Teopemu 3.10.1
(KOHKpETHO, Tpar He MOpa jeIHO3HAYHO ojpeluBaTn pasBpcraBarbe CKyIa Je/beHIX

u3pasa S).

Ipumep 3.10.1. IIpernocraBumo ja, Kao y npumepy 3.6.1, ucnuryjemMo 3a/10BOJbU-
BoCT KOHjyHKIje * —t = f(x+y)Ay+t = f(z+t) Ao —t #y+tAhoc+2y+2+2t <
ON2c+y > 24+2tA f(xr) =3z =by+2t Az +y — 2z = t, HaJ, KOMOMHOBAHOM
reopujom T1 + Tz, v1e je T; Teopuja peasse apurmeruke, a T3 je EUF Teopuja (cnm-
6os f je m3 curaarype EUF Teopwuje, 10K cy cBu ocramm cuMOOJIH U3 CHUTHATYPE
peaJiHe apI/ITMeTI/IKe). Wspasu v +y u 2+t cy JleJbeHn, aan jeJHaKOCT £+ 1y = z + 1
MHUIIAjaJIHO HUje v CKyIy A, jep ce He ImojaBjbyje y JaToj KOoHjyHKIujun. Hakon mrro
ce jeJITHUYHUM TIporaralyjaMa CBU JIMTEPAJIN Y KOHjyHKIIUjU 1ocTaBe Ha tpar M,
oba Teopujcka peraBada yrBphyjy ja je M 3a/10BOJbUB y 10jeIMHATHIM TeOpHjaMa,
aJIM TO jOIII yBEK He 3HAYM Jia je Tpar 3aJI0BOJHUB Uy KOMOMHOBAHO] Teopuju. AKO
[IPETIIOCTABUMO JIa je TEOPHUjCKU PeIaBad 3a peajHy apUTMETUKY JeyKTUBHO KOM-
IJIETAH, TaJla OH MOXKe JIa U3 T+ ¥y — 2z = ¢ 3aK/bydH Ja Mopa outu x +y = 2z +t, 300r
Jera OH IpuMerbyje npasuiao IntroduceSharedEq, a satuMm u TheoryPropagate,; 3a
JIeJbeHy jeHakocT * +y = z + t. OBa jeiHaKOCT JOBOJIU JIO HE3a0BO/BUBOCTU Y
EUF pemasauy, jep uz x +y = z +t cieau na je f(x +y) = f(z +t) onaxie us
r—t=fr+y)uy+t=f(z+1t) cieqn ga je r —t = y + ¢, WTO je KOHTPaIUK-
mmja, jep je x —t #y+t € M. Oryna je dbopmysta nHe3a0Bo/buBa y KOMOMHOBAHO]

TEOPUjHU.

I'paname mo ge/beHUM jeTHAKOCTUMA. JeJHAKOCTU yBeJeHe IIpolaralijama

HUCY J0BOJBHE J1a ou ce rapaHTOBaJla KOPEKTHOCT IIOCTYIIKa KOMOMHOBaIba, TEO-
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pHuja y ciIy4ajy KaJia TEOPHjCKU pellaBavdil HUCY JIeTyKTUBHO KOMIIJIETHU 33 JleJbeHe
jemmakoctn. Ha mpmmep, mpeTmocraBuMo Ja 3a Heke JBe Teopuje 7; m T; BaxKu
M Fy u=vu M Fz u# v 3aHeKy JleJbeHy jeJJHaKocT u = v Heojpeheny y M.
[IpernocTaBuMo 7@ ofrosapajyhn TeopujcKu pernraBadyd HUCY Y CTamby Jla OTKPHUjy
HaBe/IeHe JIOTUYKe ITOCTIEJIUIIEe, TIa CAMUM THM JeTHAKOCT % = v Hehe OUTH yBejeHa Y
ckyt A ycjen mporaraiyje, Kao ITo je paHuje omrcaHo. ¥ OPpUrHHAJIHOj (hopMyia-
mju DTC merone [22] oBakse curyanuje He 61 TpejcTaB/bajie PoOIeM, 3aT0 IITO
Ou cBe Jle/beHe jeTHAKOCTH O] CAMOT IToYeTKa paJja periaBada oute y ckymy A. OBo
suatn j1a 6u SAT peraBad cBakako y HEKOM TPEHYTKY IpUMeHHO mpaBuio Decide,
quMe 6 Ha Tpar Omia MOCTaB/bEHA JEJIHAKOCT U = ¥ WJIA PA3JIHIUTOCT U # U, y
3aBUCHOCTHU O] M3a0paHOr HoJIapuTeTa. ¥ IMPBOM CJIydajy OM TEOPUjCKH peniaBad
7T, upujaBuo KOH(MIIUKT, a y JPYyroM cilydajy Ou TO y4IuHHO 7;, U3 dera CjeJu He-
3aJ10BOJbUBOCT Tpara M y xkombunoanoj Teopuju. MehyTum, ¢ o63upom Ha TO j1a
ce y HaIlleM pelllaBady JieJbeHe jeTHAaKOCTU YBOJE JIEHmhO, JeJHAKOCT % = U He MOpa
outn y ckymy A, ma 0 OBOr TpaHama 10 jeIHAKOCTH U = v He Mopa Johu, mro 3a
[IOCJIE/IAILY MOYKe MMAaTU MOTPeIaH 3aK/bydak perraBada ja je Tpar M 3a/10BoJbUB.
la Ou ce oBakaB CIleHAPUO IPEIyIPEINO, MOPa Ce Y HEKOM TPEHYTKY YBECTH Jie-
JbeHa jeHAKOCT u = v y cKyn A, Kako Om ce rpanameMm y SAT pemasady oapeano
IbEH CTATYC KOju Huje Omto Moryhe ojipe/iuTu pe3oHoBameM. Y argosmt periaBady,
[OCTYIaK yBODerma Je/beHnuX jeJHAaKOCTU KOje Cy KaHJIMJIATU 3a IpaHalbe je y Ha-
JIJIE?KHOCTU TEOPUjCKUX PelliaBada, a cTpaTeruja n3dopa Je/beHUX jeTHAKOCTU Koje
he y jlaToM TpeHyTKy OUTH yBejleHe 3aBUCH OJ KOHKPETHOI' T€OPHUjCKOT PelraBava.
Omno mrTo je jeauHo 6UTHO 3a KOPEKTHOCT TOCTYIIKa KOMOMHOBAIbA je Jia ce paJi pe-
ImaBada He MOKe 3aBPIIATH JIOKJIE TOJI ITIOCTOju Oap je/iHa JieJbeHa jeTHAKOCT Koja je
neojspehena y M, kao mTo je u HaBesieHO y Teopemu 3.10.1.

Jenna moryha crpareruja je ja ce yBoheme Je/beHUX jeJIHAaKOCTU 110 KojuMa he
ce BPIINTHU T'paHame OjjIayke KOJHMKO roj je moryhe, Tj. obaBipa ce caMo Kaja je
peraBad y cramy y KoMme cy c¢Bu aromn n3 A Beh nebwurucanuy M, C' =no_cflt n
Huje Moryhe yBeCcTH HU jeJHY Je/beHY jeJIHAKOCT IIyTeM Iponarainuje. Taja Teopuj-
CKHU pemniaBad Oupa jeHy oJ1 jeHakocThu Heojpehenux y M u npumersyje 1npaBrio
IntroduceSharedEq (mpumernmo jia Heojpeljere jeHakocTH cBakako Hucy y A, jep
cy ceu aromu u3 A Beh gedunucanu y M). Caga SAT pemabad MoyKe NPUMEHUTH
npasuiio Decide 3a yBejieny Jiesbeny jegHakoct. OBaKBY CTPATErN)y HA3UBAMO AE€HH0
epanarbe no deswenum jednarocmuma. CIMgan TPUCTYII ¢ KOPUCTU U Y OPUTHHAIIHO]

dbopmyranuju DTC merone [22], ¢ TuM mTO ce TaMO Jie/beHe jeJHAKOCTH He yBOJE
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Jem0, Beh ce rpaname 1O JleJbeHUM jeTHAKOCTUMA OJIJTayKe TaKO INTO Ce Ha OJIr0Ba-
pajyhm HaumH ajjanTupa crpareruja rpaHama. Vaxo Ou olmcaHW MOCTYHAK JIEHOD
rpaHamba Morao Jia puMerbyje OuIo Koju oj] TEOPUjCKUX pelllaBaia, jeJHOCTaBHUje je
Jla TIOCTOj! je/laH TeOPUjCKU pelraBad KOju je 3a TO 3aJy2KeH. Y argosmt perraBady,

Ty yJIory mMma Teopujcku perrasad 3a EUF Teopujy.

Ipumep 3.10.2. IIpernocTaBuMO Ja IMaMO UCTY CHUTyalujy Kao y npumepy 3.10.1,
OCHM IIITO TEOPUJCKH PellaBad 3a PeajHy apuTMETHUKY HUje JeJTyKTHUBHO KOMILIe-
TaH 3a JIeJbeHe jeJIHAKOCTH, I1a HHUje y CTalby Ja MPEerno3Ha JIOTUIKY TOCJIEIHIILY
r+y—z=tFpy r+y =2+t C ob3upom Ha TO jia je, HAKOH UHUIIJAJTHUX je-
JIMHUYHUX Tporaranuja, Tpar M 3aj0Bo/bUB y 00e Teopuje MojeuHavdHO, & Je/hbeHa
jemHakoCcT x +y = 2z +t Huje y ckyiy A, YKOJIUKO O ce pelniaBambe OBJIe 3aBPIIIIIO,
JIONLITA OMCMO JI0 TIOTPEITHOT 3aKJbyUKa J1a je (hopMyJia 3a/I0BOJbUBa Y KOMOMHOBAHO]
teopuju. MehyTtum, y onmcanom npucTyiry Jemor IpaHarmba, Y OBAKBOj cuTyaruju he
Heku o Teopujckux peraBada (EUF permasad y argosmt peraBady) yBeCcTH HEKY
jemrakocT Heojpeheny y M unme he Outu omoryheHo rpaHambe 110 TO] jeIHAKOCTH.
[IpernocTaBumo j1a je To Garr je/beHa jegnakocT x + y = z + t. Hakon mro ce oBa
jemrakoct joga y ckyn A, SAT pemaBad he HaJ1 1OM IpUMEHUTH TpaBuyio Decide.
[IpermiocTaBumo fa je n3abpaH HEraTUBAH MOJIAPUTET, Tj. PA3IUIATOCT T+ Y # 2z +1
je momara Ha Tpar. Cajia TeOpujCcKu perraBad T npujaBibyje KOH(JIUKT, jep je KOH-
jyHKIMja jgurepaia © +y — 2 =t U & + Yy # z + t He3aJ0BOJbUBA Y apPUTMETHUIIH.
Hakon Bpahama yHa3a/ MokymaBaMo ca MO3UTUBHAM IOJaPUTETOM, ajil OBOT IIyTa

He3a10Bo/bUBOCT TipujaBsbyje EUF pemasad, kao u y npumepy 3.10.1.

Hpyra moryha crpareruja je IpuMemUBa CAMO Y CJIy4ajy Ja IIOCTOjU HEKU Te-
OPHjCKM pelraBad KOju y TOKY CBOI' pajia ojpxkaBa mekyhu moden ojarosapajyhe
teopuje. Heka cy v m v je/beHn m3pas3um TakBH Jla je jeTHAKOCT U = ¥ HEOIpe-
bena y M u nuje y A. Axko y texkyhem momeny M; Heke Teopuje T; Koju je mpo-
nahen y oarosapajyheMm TeopmjckoM pelnaBady M KOjU 3aJI0BOJbaBa CBE JIUTEPAJIE
s M saxu [Mi(u) = IMi(v), Taga ce 3a jenHakocT u = v TpUMerbyje TPaBILIO
IntroduceSharedEq. Takobhe ce y crpareruju rpanama SAT perraBada jegHakoCcTn
u = v Jiaje BUCOK MPHUOPUTET, Kako 6u ce crumysnucao SAT pemraBad jia mro mnpe
npumenn pasuio Decide 3a 0By jeJHAKOCT (IPUMETHMO JIa Ce OBJIe He MOXKe [TpUMe-
nuTu TheoryPropagate;, 3aT0 IITO jeJHAKOCT U = ¥ BasKU CaMoO y TeKylieM MoJiesy,
a He 06ABE3HO M Y CBUM MOJIeIMMa Teopuje 7; Koju 3a710Bo/baBajy Jmrepase u3 M).
[Tpumenom npaBusia Decide jegHakocT u = v ce Ha Tpar M mocTaB/ba Kao IMPETIO-

cTaBKa KoOja je popMmyJircaHa Ha OCHOBY TeKyher Mojesa jeJiHe oJ1 Teopuja, a O K0joj
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Tpeba Ja ce u3jacHe ocTajim Teopujcku pemasadn. Ha oBaj Hauun ce Tekyhu mojiesin
Teopuja KOPUCTE 3a yCMepaBahe Iporeca (popMupamba 3a/I0BO/bUBOI PA3BPCTABATHA
CKYIIa JIeJbeHUX n3pasza S, dYuMe TEOPHUjCKU PellaBadu MPey3nMajy aKTUBHY YJIOTY
y TOM IIPOIleCy YaK M KaJia He IOCToje JieJbeHe jeITHAKOCTU Koje je mMoryhe rmpora-
rupatu. OBaj IPUCTYI je MO3HAT KA0 KOMOUHAUUJL MeOPUja 3aCHO8AHA HA MOOEAY
(enrst. model-based theory combination) [32]. Hemocrarak oBor mpucryma je mro je
MIPUMEILHUB CaMO Y CIIy4ajy Jla TEOPUjCKU peliaBad HHTEPHO OJIpyKaBa TeKyhu MoJIe,
IIITO, Y 3aBUCHOCTH O] IIPOIIE/Iype OJTyIrBaIba KOoja ce KOPUCTHU, HUje YBEK CJIyYaj.
[Ipumep mporeaype oIydnBama Koja UMa, OBY OCOOMHY je IPOIeaypa OIIyInBabha
3a JIMHEAPHY apUTMETUKY 3aCHOBaHA Ha cUMILIeKC ajaroputmy [37]. YV mamem pe-
ImaBady OBaj MPUCTYII ce KOPHUCTH YIPaBO Y TEOPUjCKOM DpeIlaBady 3a JNHEApHY

ApPUTMETHUKY.

Ipumep 3.10.3. IlpernocraBumo 1moHOBO curyarujy u3 npumepa 3.10.2, npu gemy
OBOT ITyTa MPETIIOCTaB/HAMO JIa TEOPUjCKU PellaBad 3a peaaHy apuTMETUKY HHTEPHO
oapxkapa Tekyhm mMomesn. Y TOM ciydajy ce JieJbeHe jeIHAKOCTU MOTI'Y YBOJIUTH Y
ckynn A y npom3BOJLHOM TPEHYTKY pelllaBamba (9aK W ako HHUCY CBU aroMu u3 A
nedunucann y M), ako ce MHTepIpeTaluje JIe/beHuX u3pasa y rekyhem mMozeny mo-
ksore. Ha mpumep, jeman momen My teopuje T Koju 3aj10BobaBa Tpar M Moxe
outu Mojen y xome je [Mi(x) = 1, IMi(y) = —1, [Mi(2) = 0, IMi(t) = 0,
Mi(f(x+y) =1, IM(f(z+1) = —1u IM(f(z)) = —2. VY oBom mojeny je
IMi(x+y) = IMi(z+1t) = 0, ma 3aT0 TEOPHjCKH permaBad YBOAN Je/beHy jeHaKOCT
r+y=z+tyckyn A. OBoj jelHAKOCTU Ce MPUJPYKYje BUCOK IIPUOPUTET, TIa
SAT pemasaa yop3o npumemsyje Decide 3a OBy jefHAKOCT, y3umajyhu mo3uTHBaH
nmostapurer. OBo moBomu j10 KoHdmkra y EUF Teopuju, mro y3pokyje Bpahame
yHa3a/l ¥ [IOCTaB/batbe CYIIPOTHOr JuTepaJsia Ha tpar. Mehyrum, KoHjyHKIMja uTe-
pataxr+y—z=tuxr+y+#z+1tje He3aJ0BO/BUBA Y ADUTMETHIIN, T1a je Tpar M

HE3a/I0BOJHUB Yy KOMOMHOBAHO] TEOPH]U.

3.11 Iloapnika napaJjiemn3aliiju

Jesan o1 nuibeBa IPUJIMKOM pa3Boja pelraBada argosmt 6mo je n obe3dehuBame
MTOJIPIIIKE 3a UMILIEMEHTAIN]y Pa3InIuTuX TeXHUKa HapaJsenn3amuje. [lapaennsza-
1uja ce y OKBUPY argosmt perraBada pasMaTpa UCKJBYIHBO y MOJENTY HapaJeTHOr

U3BPIIABAKA Ca JebEHOM MEMOPUJOM.
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ITapaneaan moprdosmo. Ha BrcokoM HUBOY, pemiaBad MOJPKABA NAPAAEAHU
nopmegoauo. I'taBHa nueja mapaseaHor noprdonja je j1a ce BUIIE Pa3IudnTo II0-
JIENIeHNX MHCTAHIN pelllaBada IMOKPEeHY HapaJieJIHO HaJl KCTOM YIa3HOM (hOPMYJIIOM,
JIOK HeKa OJf ibUX He mpoHalhe pememe. AKo HeMa HUKaKBe capajiibe u3Mmehy perra-
Bada, TakaB noptdosro hemo HasuBatu npocm nopmposuo. Ca apyre crpane, pe-
IIaBavIu MOI'Y Pa3MEIbUBATH HaydeHe Kjiay3e KaKo OU Je/IU/IN 3HAbE KOje Cy CTEKJIN
y TOKy mporieca nperpare. OBakap nmoprdoJmo 3sahemMo koonepamueru nopmdgonuo.

Y okBupy argosmt perniaBada, 3a Kpeupare HapaJeanor moprdosnja 3a/1yKeH
je noxpemay SAT pewasava, KOju, YKOJIUKO TO KOPUCHUK 3aXT€Ba, MOXKE YMECTO
jeJiHe KpenpaTu U MoKpeHy T Buie nncrtanmy SAT pemraBada Ha mCTOM (OPMYJIOM.
Caakoj nncraniu SAT pemaBada npuapyKyjy ce mocebme MHCTAHIIE o/roBapajyhnx
TEOPUjCKUX pellaBada, Ka0 U OCTAJIUX KOMIIOHEHTH KOje Ce KOPHCTE Y TOKY peria-
Bama (IOIyT cTpaTeruja rpaHarma, pecrapTroBama 1 3abopasibatba). Hajocer/busuje
IIATarke je MuTame Kopulihema u3pasa npBor peaa. C 0b63upom Ha TO j1a bubmoreka
uspasa Huje 6e3bedna 3a napaneano usspuasarve (eHri. thread-safe), Kpeupame n
YHUIIITaBamke u3pa3a O 3aXTeBaJio CHHXpoHu3anujy usmehy wnumu (enri. threads)
y OKBHPY KOJUX Ce€ M3BPINaBajy MHCTAHIE periaBada, IIITO OM MOIJIO Jia JIOBEJE JI0
3HAYAJHOT yCIOpaBamba yCjes cydaparba ha mymekcuma (eHI. mutexr contention).
Jla 6ucMo oBO m30eryin, 3a CBaKy HMHCTAHILYy pellaBada Kpempamo 3acebny dabpury
u3pada. Bubimoreka n3paza MoApKaBa KAOHUPAIE U3PA3a, Tj. Kpeuparmbe u3pasa y
OKBUDPY jeHe (pabpuke KOju je UJICHTHYAH HEKOM M3paldy y HEKOj Jpyroj dhadpuiim
n3paza. OBHM MeXaHH3MOM CBaKH pellaBad HAIPaBU y CBOjoj dabpuim m3pasa
COIICTBEHY KOIIMjy yJIa3HUX KJjay3a Ha M0YeTKy pelaBarma. Takohe, y HacTaBKy pe-
IaBarba CBaKU O] periaBada 1o noTpebu Kpenpa HOBe U3pas3e UCK/bYIHBO Y OKBHUPY
cBoje (babpuke. Ha oBaj HaUMH ce CTPYKType IojaTaKa ca KOjuMa paJie PasImInTe
MHCTaHIIE peliaBada y MOTIYHOCTH Pas3jiBajajy, ImTo oMmoryhaBa HBHUXOBO HCTOBPE-
MEHO M3BpIaBarbe 6e3 morpede 3a CHHXPOHUBAIIJOM.

Y ciy4ajy KoollepaTUBHOI MTOpTQOJIHja, Pa3Memyjy ce HaydeHe Kjay3e Unja je
JIy’KHHA Marba Of] HeKe yHampes 3ajare Bpegroctu. CBe TakBe Kjay3e periaBadin
u3603€, Tj. CTaB/bajy Ha pacloJiararbe JIPYTrUM pelaBadnMa. Kaja HeKu oJ1 perra-
Bada JKeJIu Jla yBe3e Kjay3e Koje je JIpyTu pelraBad n3Be3a0, OH KJIOHUPAeM ITpaBu
KOIIje U3BE3eHUX KJlay3a y OKBHUPY colcTBeHe (pabpuke m3pasza. Y HaCTABKY pella-
Baiba, CBAKMU pelraBad OapaTa NCKJ/bYUINBO CBOjUM KOIMjaMa Je/beHUX Kjay3a. Y BO3
KJIay3a KOje Cy M3Be3eHe OJ] CTpaHe JPYrux periaBada ce BPIIN CBaKU YT KaJla ce

JIOCTUTHE HYJITH HUBO OJlyunBatba (OMJI0O HAKOH TpUMeHe TpaBuia Restart, uim
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HakoH Bpahama yHazas npasusioM Backjump Ha HuBO 0).

Craka MHCTaHIA pelraBada ce MOyKe 3aCe0HO TOJeCUTH, N300pOM Pa3IUIUTHX
mapameTrapa. JegaH oJ1 HajjeJHOCTaBHUX HAYMHA je JIa ce CBAKOM OJf perraBada 3a/a
pazmmanTo ceme (eHI. seed) 3a reHepucarbe ciaydajaux 6pojeBa. C 0063upoMm Ha
TO Jia ToJpa3yMeBaHa cTpareruja m3dopa JiMTepaJia OJIyunBamba y HaIeM pPeria-
Bauy KopucTu 5% CiaydajHo ojabpaHux JuTepalia, n300poM pasjJnIuThX CeMeHa 3a
reHepucame CIydajHuX OpojeBa IMOCTUXKEMO Jia Ce Pa3/IudnuTe WHCTAHIE peliaBada
yCcMepaBajy y MOTIYHO pPa3/IMdIuTe JeJ0Be IIPOCTOpa IpeTpare, duMe Ce MOCTHKE

BbHUXO0Ba KOMIIJIEMEHTapPHOCT.

ITapanenmnsammja HUCKOTr HUBOA. Ha HUCKOM HHBOY, MOTY Ce IapaJjeIn30BaTu
HEKW CKYIU aJrOPUTMU Y OKBUPY TOjeJIMHUX TEOPUJCKUX pelllaBava, YNMe Ce MOKe
yop3aru muxoB pajd. OBaj BuI mapaJjenusaiuje Ha IPUMEPY CUMNAECKC AN20PUMMA
jeJIaH je oJ1 TONIPUHOCA OBE Te3e U JIeTa/bHO Cce pasMaTpa y IJIaBu b, rie ce ynopebhyje
ca mapaJie;ITHIM TopTdOoIIjoM, a pazMaTpa ce u MOryhHocT Xubpuu3aliije oBa, J1Ba

[IPUCTYTIa MapaJse/n3alliju.

NMmmuiemenTanuja napaljsiesmsaiuyje. 3a norpebe mapasean3aliije, pernaBad
kopuctu Unrenosy Gutimorexky TBB (enrn. Threading Building Blocks (TBB))°.
Y muramy je 6ubsimoreka Koja oMoryhaBa pa3jnduTe HaYUHE HapaJjen3aluje y
OKBHPY MOJIeJIa MapaJje/IHOT U3BPINaBamba ca Je/beHoM MeMopujoM. OcHoBHA mapa-
JIUrMa Ha K0joj ce OMOJIMOTEeKa 3aCHUBA je Napatesu3auuja 3acHo8aHa Ha 3a00UUMG
(enrut. task-based parallelization). OBa TexHUKa MOApPa3yMeBa Jla ce ocao KOju Tpedba
obapuTn mojies M Ha Behu Opoj 3adamaka KOju ce MOTY OJBHjaTH MapaJeTHO, NPH
JeMmy Oubsmoreka jgo0ujene 3aaTke paciopelhyje ocTymHIM HUTHMa Bojiehu padyHa
0 paBHOMepHOM pactopehuBamy onrepehema (enri. load balancing). OBo je ucko-
puritheno 3a morpebe rmapaJiessHor moprdosnja, rie ce cBaka 0Ji HHCTAHIN PelaBadia
nokpehe y okBupy mocebHoOTr 3a1aTKa Koju ce npegaje TBB oubaunorern. Ca apyre
cTpaHe, 6ub/IMOTEeKa ToAp:KaBa 1 oJapeheHn 6poj yrpaherHux meroga Koju omoryha-
Bajy jeJHOCTABHY NapaJie/in3alujy HeT/bu pasauduTor Tuna (tbb::parallel_for,
tbb::parallel_reduce, tbb::parallel_do u ci.). OBo je uckopuiiheno 3a napa-

JIeJIN3aIjy HUCKOD HUBOA Y OKBUPY CHUMILIEKC Ipoteaype (riasa b).

9http://www.threadingbuildingblocks.org
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3.12 Caxkerak

Y 0BOj I71aBU Te3e JIeTaJ/HHO je OlIcaHa CTPYKTypa argosmt perraBada, Kao U me-
rOB IPUHIUI pajia. Pemasad je y normysoctu yekiaaljen ca DPLL(T) apxurekTypom
U CHCTEMOM IpaBUJIa OMMCAHUM y ojie/bKy 2.1.6. AmHajusupane cy merose ryaBHE
KapaKTepUCTUKe U OMIcaHe TojeITHavYHe KOMIIOHEHTe KOje ra caunmaBajy. /lertabao
je ommcaH nHTEpdEjCc TEOPHUjCKOT pelraBada, IITo je 0J1 IoceOHOr 3Havaja YKOJIUKO
JKEJTUMO TIPOIUpebe (bYHKIIMOHATHOCTH PellaBavia, yrpaboM TEOPUjCKUX Peria-
Bada 3a HOBe Teopuje. JeJHa oJ] ONTHUX KapaKTepHCTUKa pelriaBada je u epuKacHa
UMILJIEMEHTaIja Oub/IMoTeKe n3pas3a, Kao U YUILEHUIA Ja pelraBad He MpUMerbyje
KJIACUYHO IpevnnihaBame, 9uMe ce n3deraBa yBoherme Je/beHUX KOHCTAHTH U Jiedr-
HUIMOHUX jeHakocTu. HapounTo 3aHMM/bUBA OJIJINKA aPXUTEKType argosmt peria-
Bada je TO IITO je, 33 PA3JINKY OJ TPaJUINOHATHOT IIPUCTYIIAa, NCKA3HO PE30HOBAE
m3Mmerreno n3 SAT permaBada u OpraHU30BaHO KAO MOCEDAH TEOPUjCKHU pPerraBat
(koju cMO HazBasM ucka3ny pewasay). OBaKaB IPUCTYI 3HAUAJHO [10jETHOCTABIBYje
MMILTIEMEHTAI]y, 3aTO ITO OMOryhaBa Jla ce HCKa3HO PE30HOBae TPeTUpa Ha UCTU
HAYMH Kao M pe3oHoBame y yobudajennum SMT Teopujama. YKpaTko Cy Onmcanu u
octasu nocrojehu Teopujcku pertaadn: perrasad 3a EUF Teopujy, apurmernyukn
pemasad u CSP pemasad. Hajzaj, pasmarpana je u MoryhHOCT napaJiesin3aliuje

argosmt pemraBada.
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procedure solve()
begin
layer :=1
loop
do {mokpehemo pesonosame 3a 3amaru cioj (layer)}
state _changed := false
for all 7; do
T; — checkAndPropagate(layer)
end for
while state _changed A C = no_cflt {crame je upoMemeHo u HeMa KOHMIUKTA }
if C =no_cflt then {ako nema kondukTa}
layer = layer + 1
if layer < maz_layers then {axo nocroju crenehu cioj, npesasnmo Ha mwera}
continue
else {y cynpornom, uzemo Ha poBepy pecrapra}
layer =1
end if
else {ananmsa koudmkra}
while —isUIP(C) A C # & do {rpaxnmo UIP wiu npasan KOHDIUKTHE CKyII}
{Heka je | smurepan uz C' koju je nocnemmu ua Tpary M}
T; — explainLiteral(l) {7; je Teopuja Koja je uponarupaJa [}
end while
if C = @ then {dopwmyna je He3amOBOBUBA}
break
else {nponalhen UIP}
applyBackjump()
layer =1
continue
end if
end if
if Tpeba mpumenuTn pecraprosame then
applyRestart()
continue
end if
if Tpeba npumenuTn 3ab60paBsbame then
Bupamo ckyn kiaysa cl__set 3a 3abopaBibaibe
applyForget(cl set)
end if
if nocroju murepan nenedunucan y M then
Bupamo surepast | mely nepedunucanum jurepaginma
applyDecide(l)
else {dopmysa je 3anoBosbuBa}
break
end if
end loop
if C = g then
return unsat
else
return sat
end if
end

Anropuram 3.5: solve()
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I's1aBa 4

YuanpebuBame SMT pemapaua CSP

TEXHUKaMa

4.1 VYBona

Kao 1o je panuje pedeno, Teopuje koje ce obuuno xkopucre y SMT-y ce najue-
mhe OMpajy Ha OCHOBY IUXOBE IIPUMEHLUBOCTU Y MHJIYCTPUJU — IIPE CBETa y s8epudu-
Kayuju cohmeepa (0BO YKIbyUyje TeOpHUje HOMyT apuTMEeTHKe, Teopuje GUTBEKTOPA,
Teopuje HIU30Ba, TeOpHje HEMHTEPIIpeTUPaHuX (DyHKIWmja, u c1.). Jedunucamem Ho-
BHUX TeOpHja U YKJbyUUBameM ojrosapajyhux mporeypa oJjIydnBamba 3a Te€ HOBE
teopuje y SMT permaBade moxke ce mpormuputu npumersuBoct SMT pemapada Ha
Jpyre objiactu npumene. JejHa TakBa MOTYNHOCT NMpoW3mIa3u U3 KOMOWHOBaFhA
SMT TexHoJioruja ca TeXHUKaMa U aJI'OPUTMUMa KOju cy passujenn y oksupy CSP
peraBada [85]. Oupemsbenu oum anropurmuma, SMT pemasaun 6u Moru pera-
Batu CSP npobsieme 3uaTHo edukacuuje Hero mro To Mory caza. Moryhnocr Takse
HHTETpAaIfje ce MOMUbEe U Y PAJIoBUMa Ipyrux aytopa |71, 74].

Nwmajyhu oBe yumenurie y BUy, y OBOM JIeIy Te3e pa3MaTpaMo yHalpehuBame
SMT permraBada y morseay mUXOBe IpuMemnBocTH y pemasamby CSP mpobmema. Y
TOM IMJbY, HajBehW M3a30B ca KOjUM Ce cyodaBaMo je JedUuHHucambe aJeKBATHOT JIO-
PUYIKOT OKBHPa 3a m3paxkasame CSP mpobiiema y oksupy SMT-a. Ananuzom cTpyk-
type tunmaanx CSP mpobiiema Moxke ce younuTH jia JOMUHAHTHO MECTO 3ay3UMajy
ApUTMETUYKA OIPAHUYEHba KOja YKJBYUdyjy NMPOMEH/bUBE Ca KOHAYHUM JOMEHUMA.
[Topen wux, Behuna CSP mpobiiema cajpKu U HeKa Clielnjaan30BaHa TJI0baHa
orpaHnyYera Koja oMoryhaBajy Jia ce IOjeJuHU YCJIOBU jeJIHOCTABHUje U KOMITAKT-

Huje m3paze. OBa 1yiobaHA OrpaHnYehba ce Hajdermhe W caMa MOTY U3PA3UTH I0-
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MOhy apUTMETHIKNX OrpaHnverha, TAKO Ja je 9eCTO apUTMEeTHKa CACBUM JOBOJHHA
3a m3paxkapame MHOrnx CSP mpobiema. YmpaBo 3000 Tora cy ce A0CaIAllbU I10-
kymaju npumere SMT permasada y permasamy CSP npob6iema [20] o mocrojehnx
SMT Teopuja yriaBHoM ocjiamajn Ha MeJ00pOojHy JnHeapHy apuTMeTuky. JIBa cy
OCHOBH& HeJIOCTaTKa OBOr mpuctyna. [IpBu HejgocTarak je y Tome MITO Ce NPUIH-
koM Kojmparma CSP npobiiema Ha je3uky JinHeapHe apuUTMETHKE, yCJiel pasdujamba
IJI00aTHUX OI'PaHNYeha U IXOBOI U3PakaBama y O0JIMKY apUTMETUIKUX YCJIOBa,
rybe 3navajuoe nadopmMalmje o CTpyKTYpH pasMarpanor npodsema. Mako cy mpoou-
jeHI/I APUTMETUYIKHN YCJIOBU €KBUBAJICHTHU Ca IIOJIASHUM F.HO6aJIHI/IM OIr'paHUY€IHEM,
ApUTMETUYKN TEOPUjCKU PEeIaBad HUje y CTamby Ja IIPEo3Ha CEMAHTUKY TJIOOATHOT
orpaHMyerha M Jia PE30HYje Y CKIay ca moM. /JIpyru 3Hadajan HejocTaTak je y
TOME IITO CTaHJAP/IHA IPOIEyPa O/IyInBama 3a JuHeapHy aputmetuxky y SMT-
y KOja je 3aCHOBaHa Ha CUMILIEKC aJI'OPUTMY I0JIpa3yMeBa OeCKOHAYHE JIOMEHE 3a
IPOMEHJbUBE KOje ce y mpobsieMy jaBibajy. Jumenuna jga y CSP npobiemuma pas-
MaTpaMO apUTMETHYIKa OI'paHUYCIba Ha/Jl KOHAYHUM JOMEHUMa ,zLaje HaM MOFthOCT
Jla YIIOCJIMMO jeJTHOCTAaBHUje TPOIE/lype O/IyunBama Koje he paautu epukacHumje.

Kako oBe mejtocrarke Hije Moryhe OTKJIOHUTH Yy OKBUDPY JINHEAPHE apUTMETHKE,
pelteme Koje pejjiazkeMo y OKBUPY oBe Te3e je yBohemwe HOBe SMT Teopuje, Kojy
hemo 3Batu CSP meopuja (nornasibe 4.2). Osa teopuja he 3a cBOjy OCHOBY MMaTH
11eJI00POjHY JIMHeapHy apuTMETUKY, au he JIOAaTHO YKJbYYUBATH JeDUHUIINA]Y CHH-
TaKCce W CeMaHTUKe HEKMX TUIINIHUX TJIOOAJHUX OrpaHndera. Takohe, orpaHuda-
BaMO ce Ha (parMeHT OBe TeopHje KOju IojpasyMeBa KOHATHE I'DAHUIE 3a HEUH-
TeplpeTupane IeJ00pojHe KOHCTaHTe KojuMa ce y dhopMysiama mpejcrasbajy CSP
IIPOMEH/bUBE. 3a OBako JeduHrcanu pparMeHT nMiieMenTupahemo ogrosapajyhn
Teopujcku pemaBad koju hemo 3Batu CSP meopujeku pewasaw (mornasibe 4.3),
a Koju he ykpyumBaTu ajropurve puirpuparma 3a ojrosapajyha ryiobdasaHa orpa-
nndea. OBu ajqropurMu Ouhie aJanTUpaHd ¥ 1O MOTPEON MPOIMTUPEHN JIOTATHUM
aJITOpUTMUMa, Kako 0u ce ykjommim y mocrojehe SMT okpyxkeme. ¥ TOM CMUCTY
[I0CTOj€e JIBa OCHOBHA M3a30Ba KOja Tpeba mpeBasuhu.

[IpBu npobisiem je wHTerparmja ajgroputama duarpupama y okBupy CSP teo-
PHUjCKOT pelaBada W BUX0Ba epuracha xomynukrayujae. OBaj mpobyieM y CyIITHHA
norute o, came mpupojie CSP Texnnka Koje mokyiraBamo Jia ICKOPUCTUMO Yy OKBUPY
HAIller TEOPHUjCKOr periaBada. Hawmme, Kao 1ITO je paHuje PeueHo, oJ1 CBAKOT TEOPU]-
CKOI' peliaBada ce o4eKkyje ja MCIUTa Jia JIU IMOCTOju MOJIesl ojroBapajyhe Teopuje

KOjU HCTOBPEMEHO 3aJI0B0JbaBa cee aumepane (Tj. cBa orpanndermba) Ha tpary M. Y

29



I'JIABA 4. YHAIIPE'BUBAIE SMT PEINABAYA CSP TEXHUKAMA

ciayuajy CSP teopuje, Taksu Mozesnu ogrosapajy pememuma CSP mpobiema. Me-
hyrum, ceaku CSP ajropuram duirpuparma TUIIMTIHO pasMaTpa camo jedHo orpa-
HUYere (Tj. jeJIlaH JinTepas Ha TPary) U UCIUTYje MOoCTojame Mojesa (Tj. pelema)
KOjU 3a/10BOJbaBa TO jeJHo orpanmdeibe. C 003MpoM Ha TO Jia ce CBAKO IVI00AJTHO
OorpaHWYerme y MpobJieMy pasMaTpa ITOHA0C0D, IOCTOjare A0KAAHUL MOJeIa KOjn
3aJI0BOJhABA]y MOjeIMHATHA OrPAHNYCHbA HE 3HAYH J[a MOPA IIOCTOJaTH U 3aJeOHUYKU
MOJIeJT KOjU MCTOBPEMEHO 3aJI0BOJhaBa CBa IVI00AJIHA OrpaHUYerha Ha Tpary pelia-
Bada. YmpaBo oBakBa crpykTypa CSP Teopujckor pernaBada MHIyKYje MOMEHYTH
pobjieM KOMYHHKaIje u3Mel)y orpaHuverna, jep je moTpedHo 00e30eIuTH HUXOBO
epUKACHO ycarjamaBame Yy [Hby ITPOHAJIAXKEhA 3ajeJHUIKOr Mojiena. KomyHu-
Kallmja ce ocTBapyje Ha Ha4YWH Koju je aHasorad pajy tunudnor CSP pemasadga:
odceuarba U NpudpysHcu6ara Koja BpIe aJropUTMHU (DUITPUpaa Ce MEXaHU3MOM
rporaraije orpaHnderha pa3Memny]jy u3Mely riiodaJHIX orpaHnveba, YuMe ce CHH-
xpouu3yjy jgomenn CSP mpoMeH/bUBUX Y OKBUDY Pa3/IMYUTHX Orpannyerha. Ha »Kka-
JIOCT, Ha OBA&j HAYMH Ce He MOKe JIONU JI0 3aje THUIKOT MOJIEIA, CBE JIOK Ce JIOMEHH He
CBeJly Ha jeJlHO'IaHe CKyToBe, Tj. 10K ce CSP npobsiem He cBeje HA peweny 00AUK.
OBo 3Ha4M J1a je HEOIIXOHO Yy IIPOIIEC PelllaBaba YK/bYIUTH U MEXaHu3aM IpeTpare,
KOjU YKJbydyje rpaHame 1 Bpahame yHazaj. lIpucTyn kKoju je mpuMemeH y HalleM
pelaBady je Jia ce 1 KOMyHHUKalnja u3Mel)y orpanudersa u poriec perpare mpeHecy
Ha SAT permasad. Ce pecTpuKIIje JOMEHa TPOMEH/BUBHUX (OJICEIAIba 1 TIPUIPY KU~
Bakba) ce M3paykapajy Kao JUTePaJ IIPBOT PeJia, & IbIXOBUM ITOCTABJbAEM Ha TPar
SAT pemasava cumysnupa ce u nperpara (IpuMeHoM npasuia Decide) u mpora-
raija orpanndera (npumenom npasuia TheoryPropagate;). JIutepasm ce nakon
nomaBama Ha Tpar M ox crpane SAT permmaBada mpocielyjy Ha3a  TEOPUjCKOM pe-
maBady, KOju UX Jia/be Ipociehyje 3amHTepecoBaHUM IJIOOAJHUM OTPAaHUYEHHUMA,
quMe ce 3aTBapa Kpyr KoMmyHukaruje. OBUM HuTamuMa ce JeTa/bHuje 0aBUMO y
norvtaBsby 4.3.

Jor jeman mMoryhu mpuCTyIl periaBaiby rope OIMcaHor mnpobJsema je yHampehu-
Baibe nocrojehux ajropurama huITpupama TAKO Jia, YMECTO Ja pa3MaTpajy CBako
OorpaHnYerhe MOHA0CO0, Y3UMajy y 003Up M IOCTOjarbe JPYIuX II0OATHUX OI'PaHU-
Jema y JIaTOM IpodJeMy, YuMe ce MOKe 3HAIajHO MOOOJBINATH MOCTYIAK (DUITPH-
pama 1, CaMUM TUM, OpKe KOHBEPIUPATH Ka 3aje JHHIKOM Mojiery. OBakaB IpUCTYII
je y omITeM ciIydajy BeoMa TelIKO IIPUMEHUTHU, aiu 3a HeKe crernuduiHe KOMOMHAa-
nuje r00aJTHIX OTPAaHUYeHha Ce UIAaK MOTY IMOCTHNHM 3HAYajHU Pe3yJITaTH. ¥ OBOj

Te3u ce 6GaBUMO MTPOOIEMOM KOMOMHAIIM]e JuHeapHor orpannydema n alldifferent
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orpanmnuema (moryiasibe 4.5).

Hpyru pobsieM je 2enepucare objawnrberya mporaraiuja 1 KoHgImKaTa KOju 1Mo~
TUIY OJI IVIODAJHUX Oorpanndera. lako ce anajin3a KOH(MIUKATA ¥ HEXPOHOJIOIIKO
Bpahame yHasad y oapehenoj ¢opmu Kopucre u y HekuM Tpasauimonaaaum CSP
perraBadnMa [94], mocrojehin anropurmu durTpuparma decto Hemajy mMoryhHocT re-
HEpHUcamba 00jallliberba, WU Cy 00jalllibeiba KOja FeHePHIly Hea/IeKBaTHA 3a [IPUMEHY
y okBupy SMT pemasaga. [Ipobsiem renepucama objalimbema ce, 300I pa3IudnuTe
IpUpO/ie TIIOOATHIX OTPaHUYerha, MOPa PEIIaBaTh 38 CBAKH THIT OTPAHUIEHHA TOHAO-
co0. Y 0BOj T€3u HaBUMO ce TeHepucameM objalmera 3a alldifferent orpanuietmne
(morsassbe 4.4).

[maBum pesynrar koju ce moctmke yrpajmom CSP rexnuka y SMT perraBade
je 1a ce jgobuja XuOpUIHU pelraBad KOju ce OCJiara Ha Haj3HadajHHUja JIOCTUTHYyha
o0e ucrpaxkuauke obiactu. Ca jemne crpane, mmamo SMT Texnosorujy koja je 3a-
cuoBany ua mohamMm CDCL SAT pemaBadnma Koju cy, KaJa je y nutamy o0HIa3aK
mpocTopa mnperpare, MHOro edukacHuju oy Tpagunuonajsnnx CSP pemasada. Ca
npyre crpane, nameraun CSP anropurmu duirpupama Koju ¢y pasBujeHu umajyhn
y Bujy crernuduIHy CeMaHTUKY IVIODAJHUX OrpaHnYera oMoryhaBajy pe30oHOBabe
npuiaroheno Toj creruduanoj cemantuim. OBo u jecte cymruna SMT npucryma
— Pe30HyjeMO Ha 3HATHO BUINEM HUBOY Y OKBHUDY O/iroBapajyhe Teopuje ca crerm-
pUIHOM CceMaHTHKOM, a IpeTpary BpumMo noMmohy epukacaux SAT pemiaBada Koju

cy y ToMe 6e3 mpeMIla y TPOTEKINX Hap JeleHja.

4.1.1 IlIpersen pejieBaHTHUX pe3yJjTaTa

Kopumheme SAT u SMT rexnosornja 3a pemapaime CSP mpobiiema je Beoma
aKTyeJHa UCTpaKumBadka obsact. MHOro je pajoBa koju ce tudy kojupama CSP
npobJieMa Ha jesnky nckasHe joruke [98, 78, 95, 53|. Osu mpucrymm cy epednu
(enru1. eager), Tj. mpobaeM ce KOMILIETHO MCKOAupa y O0JIMKY uckasue Qopmyiie
n upenaje SAT pemasaay. SMT npucryn ce Takohe kopuctu 3a permabambe CSP
npobisiema (20, 54|, mpu wemy ce CSP mpobsemu kogmpajy wa SMT-LIB [12] je-
3uKy, KopuihemeM crangapaanx SMT reopuja (1e106pojHa JinHeapHa apUTMETHKA
u Teopuja bursekTopa). Kosmko je ayTop oBe Te3e yHo3HAT, He TOCTOje 00jaB/beHI
paJoBu Koju ce Tudy passoja crenuduaanx SMT Teopuja Koje ykibydyjy rirobaaHa
OrpaHMYerba, Ka0 HU YK/bYUNBabha ajaropuraMa (DUITpUpama 3a TaKBa OrpaHuYeHha

y SMT (unaxko je ayTop cBectaH jia je y TOKy U3BeCTaH paJi Ha Ty Temy [74]).
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Jomt jeman 3anumsbuB npuctyn kopuithema SAT Texunosoruje y pemasamy CSP
npobiieMa je T3B. seno 2enepucarve Kaaysa (enri. lazy clause generation (LCG))
[77]. ¥V oBom npucryny, SAT pemasau je uHTerpucan ca ajropurmuma buiaTpu-
pama 3a riaobajiHa orpaHndera. Kajga agropuram GUITpUpamba »Kejan Ia U3BPIIN
Iporraraiujy, TeHepuIle ce KJjay3a Koja pelpe3eHTyje Ty youeHy uMmininkanujy. Kia-
y3a ce onjia Hayan oj crpane SAT pemaBata, MTO U3a3UBA JeIMHUTHY [IPOTIATAIIN]Y
onrosapajyher smrepasia. Ilpuctyn je jocra ciamdaH HaIieM MPHUCTYILY, ¢ 003MPOM
Ha 1o Ja koMmOunuyje SAT Texnosoruje ca ajaropurMuMa GpUITPUpaba 3a TJI00aTHA
orpaHnyYerha. [JlaBHA pas/iMKa je y MEeXaHW3MY Ipolararyje: y HallleM HTPUCTYILY
ce He TeHepHulIle Kjay3a KOjoM ce M3a3WBa jeJIMHUTHA IIpolaraiuja, Beh cy aJiro-
purMu puaTpUpama oprann3oBann y okBupy SMT Teopujckor permaBada Koju cAM

Ipolarnpa IMILIHIIIPAHe JUTepaJie, a KacHuje obesbehyje objarmmema 1o norpedn.’

4.2 CSP Teopmnja

4.2.1 CuHTakKCca U CEMAHTUKA

CSP meopuja ce 3acHUBa Ha TEOPUjH 1ET00POjHE aPUTMETHKE KOja je MPOINpeHa
riobaHuM orpannderuma. CUTHATYpa OBe TeopHje CaJIp:Ku caMo jeJHy copTy Int
KOja ce MHTepIpeTupa CKyIoM Ieanx opojeBa Z. Takolhe, curnarypa cajip:Ku CUM-
boste +, —, -, <, >, <, > KOju UMajy yobu4ajene uHTepIpeTaluje y CTpyKTypHu e/ X
opojeBa. Ilopen oBux cumbosa, curnarypa CSP Teopuje ykibydyje m mpeaumkar-
cke cuMboJie KojuMa Cy IpeJicTaB/beHa IyiobajHa orpanndema. Ha mnpumep, Kaja

je y nutamy alldifferent orpanuderme, CUTHATYPa CAJIPKK TPeOPOjUBY haMUIn]y

{alldiff, : [Int,...,Int] — Bool | n > 2}

n

cuM0o0JI1a:

Koju mpejcTaB/bajy alldifferent orpanHudera pa3auduTUX apHOCTH. 3a CBAKO
0/ IJIODAJIHUX OTrpaHUverha JAeUHUIIEMO CEMAaHTUKY, TaKO IITO YBOJIUMO YCJIOBE
KojuMa, (pMKCHpaMO MHTEpIpeTalje oJropapajynnx mpejaukarcKux cuMoo/ia y Mo-

nenumva CSP teopuje. Ha pumep, 3a alldifferent orpanuvere, HHTEpIIPETAIIN]ja

1Y nocnenme Bpeme, LCG pemrasaun cy Takohe yBesn JIerbo TeHepUcame 00jallberba, Kao IITO
je HasHaveHo y paxy [lurepa Crakuja [96]. Takobe, n SAT nurepanm ce y korrekcr SAT pernasaua
yBOJIe JIeH0, 6alll Kao U y HalleM perraBady. VImak, KOJIMKO je TI03HATO ayTOpy OBe Te3e, JeTabu
UMILIEMEHTAIIje U 1aJbe HUCY 00jaBJheHMU.
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ojarosapajyher cumb0os1a MOpa 3aJ10BOJ/baBaTU CJieJiehn yCJIOB:

(VX)) ... (VX,)(alldiff, (X, ..., X,) & N\ (X # X))
i
Honarno, curaarypa CSP Teopuje cagp:ku n mpebpojuBo MHOTO CUMOO0JIa KOHCTAHTH
X1, To,... copre Int KOju Cy HEMHTEPIPETUPAHU U KOje NeMO KOPUCTHUTHU 3a IIPeJi-
crapbambe CSP npomensbusux? y npobsemuma. Mogemu CSP reopuje ce meljycobuo
pa3/uKyjy jeJIMHO y WHTEpIpeTalijaMa OBUX KOHCTAHTHU. ¥ HaCTaBKYy HABOJMMO
JIBe 3HAYajHE TeopeMe Koje ce TUIy OIy9IuBOCTH U cTabmiHe bGeckonagnoctu CSP

Teopuje.
Teopema 4.2.1. SMT npobsiem 3a CSP Teopujy je Heomydus.

Joxas. Heopmyausoct SMT mpobsiema 3a CSP Teopujy ciaenm u3 Heom 1y IMBOCTH
pobJIeMa 3a10BO/BUBOCTH 3a 11e100pOjHY apuTMeTnKy Koja je y CSP reopuju camp-

JKaHa. [
Teopema 4.2.2. CSP reopuja je ctabuano 6ecKoHATHA.

Joxas. Crabunna 6eckonagnoct CSP Teopuje ciiein U3 dumbeHHIIE Jla CBU HheHH

MOJIC/TH 38 JIOMEH MMajy CKYII Iejux OpojeBa Koju je OecKoHaTaH. O]

4.2.2 Pparment QF_CSP

Y nabeM pasMarpary orpaHmdYaBaMo ce Ha 0asHM JuHeapHU (GparMeHT OBe Te-
opwuje, y3 JOJATHY PECTPUKIIN]Y Ja CBe KOHCTaHTe KojuMma cy mpejcrtaBbere CSP
[IPOMEH/bUBE y pasmarpaHuM dopMysiaMa UMajy konaure eparuye. OBO 3HaYM j1a
3a CBaKy KOHCTaHTY I; y (DOPMYJIH ITOCTOju Oap jeJaHa jeInHUYIHA KJiay3a OOJINKa
x; < u; v 6ap jesiHa jeIMHUYHA KJtay3a o0IuKa x; > l;, re ¢y u; u [; 11eJ100pojHu Ko-
edurmentu. Ha oBaj nauma ob6e36ehyjemo s1a cBe CSP nmpoMeHsbrBe KOje ce KOPUCTe
y pob.ieMy umajy Konaune jgomene.® Omucanu dpparment CSP Teopuje o3nauaBamo
ca QF_CSP.

2Tepmun CSP npomennusa o3Hadwasa npomernsbusy v CSP mpobiemy u He Tpeba ra MemaTn
ca TOJMOM NpoMenpuse Y Aoeuyl npeoz peda. Cee dopmyste TPBOT pesia Koje pasMaTpaMo y OBOj
raBu Te3e cy 6a3He, Tj. He YKJ/bY4dyjy TPOMEHJHUBE Yy CMUCJY JIOTHKE IMPBOT Pejia, TAKO Jia, TEPMUH
NPOMEHDHUBE Y HACTABKY OBe TJiaBe yBeK o3HadaBa CSP mpomeHsbuBy.

3Tepmun domen CSP npomernpuse 03HaIABA CKYI BPEJHOCTH Koje MoxKe y3ern Heka CSP mpo-
MenspuBa y garoMm CSP npobiiemy u He Tpeba ra memaTu ca mojMoMm domena modesa CSP meopuje
KOjU je yBEK CKYII Iiesinx OpojeBa Z.
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Teopema 4.2.3. SMT npobsiem 3a dpparment QF_CSP je omry4ns.

Jloxas. C 063upoM Ha TO Jla CBe HEMHTEPIPETHpaHe KOHCTaHTe y (opMyIaMa HaJ
oBUM (bparMeHTOM MMajy KOHadHe I'panuile, 6poj norenrujaaaunx mozenia CSP Teo-
puje Koje Tpeba pasMOTPUTH je KOHAYaH, OJaKJie CJIC/IN JIa je UCIIUTUBAE 3a/10BO-

JbUBOCTU TAKBUX (POPMYJIa OJJTYIHB ITPOOJIEM. O
Teopema 4.2.4. SMT mupobsiem 3a dpparment QF_CSP je NP-komrmieras.

/loxas. Heka cy xq,...,r, HeUHTEpIpeTUPaHe KOHCTAHTE KOje ce 10jaB/byjy y Jla-
T0j bopmysin F' QF_CSP dbparmenTta, u HeKa Cy [; OJHOCHO U; PEJIOM JOHE U TOPIHE
rpanuiie Koje cy y ¢gpopmynu F' 3ajiaTe 3a KoHctante r;. urepnperaruja dpopmysie
F zaBucn camo ox m3bopa BpenHOCTH 3a KOoHCTaHTe x;. Heka je (dy,...,d,) npou-
3BosbHA n-Topka u3 N™, taksa ja je d; € [l;,u;]. 3a cBaky TakBy n-TOpKy MOXKEMO
y MOJIMHOMUjAJTHOM BPEMEHY Y OJIHOCY Ha BeJIMYUHY (hOpMyJie IPOBEPUTH Jia JIU 3a-
JoBosbaBa hopmyity F', ipu uemy ce d; y3uMa 3a BPEIHOCT KOHCTAHTe X;. 300T Tora
po0JieM 3a/10BOJbUBOCTH Tiputiafa Kiaacu NP.

3a noka3 NP-komiiernoctn noBosbHO je cBectu SAT mpobsiem Ha oBaj mpodsem
y nosmHomujaanoM BpeMeny. Heka cy py, ..., p, HCKa3Ha CJI0Ba KOja Ce T0jaBJby]y yV
naroj KH® uckasunoj dopmysin W. OBoj dopmysu npuapyxyjemo QF_CSP dbopmyity
F na cienehn nagmn. 3a ¢BaKO MCKa3HO CJIOBO p; YBEIUMO JIBe KOHCTaHTE X; U U;
copre Int (MHTYUTHBHO, x; OJrOBapa JINTEPATY P;, & Y; OAroBapa JIUTEPATY —p;).
Caga 3a cBako p; y dopmyny F' momajemo jemmamane kiaayse 0 < x;, x; < 1, 0 < y;
n y; < 1. BatuMm gomajemMo jeuHNYHE Kiay3e x; + y; = 1 (oBuM rapanTtyjemo Ja je
TAYHO jeJlaH OJ JuTepaja p; U —p; Tadan). Hajsan, 3a cBaky kiaysy i1 V... VI

dopmyne U y dbopmyny F' nomajemo jepuamany Kiaaysy Ly + ... + Ly > 1, tje je

I - xj, aKo jel; = p;j
’ Yj, axo jel; = p,

OBuM yCJI0BOM TrapaHTyjeMo jia je 6ap jeJian oji uTepaJia jare Kiayse tadan. Jlo-
oujena dopmysa F npunaja dparmenty QF _CSP u eKBM3a/10BO/bUBA je ca NCKA3HOM
dopmymom V. Tpanchopmariyja je, IpuTOM, U3BPIIEHA Y TOJUHOMUjAJTHOM BPEMEHY
y OJIHOCY Ha BeJImduHy mojasHe uckasue dopmyste. Omasge cieaun NP-komiiernoct

nostazaor SMT mpobsiema, ¢ o63upom Ha To 11a je SAT npobiem NP-komrreran. [
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4.2.3 IIpencraBmpame CSP npobiema

CSP mpobsiemu ce Ha jesuky QF_CSP ¢dparmenTa oBe Teopuje mpeacTaBibajy Oa-
3HUM (opMyIaMa Koje YKJbY4dy]y HEMHTEepIpeTHpaHe KOHCTaHTe KOje OJIroBapajy
CSP npomensbuBama garor mpobsema. JloMeHr MpoMeH/bUBUX ce 3a/ajy rope OIu-
CaHUM jeIMHUYTHUM KJIay3aMa Koje JIeUHUILy rpaHulie 3a Koncrante kojuma cy CSP
IIPOMEH/bUBE IIpeJicTaB/beHe y (popMy/in. YKOJIUKO je OTpeOHO Jia 1ocToje ,pyie”
y JIOMEHUMa, OHE ce MOTY 3aJIaTH jeJMHUIHUM KJlay3aMa Koje cajipzke ojropapajyhe
pazmuanroctu (Hop. x > 1 Az < 5 A x # 3 nedunnme gomen {1,2,4,5}, 1j. un-
repsai [1,5] ca ,pymom” 3). Hajsas, orpanmdema ce m3pazkaBajy apuTMETHIKIM
YCJIOBUMA, Kao W y3 MOMON IpeanKaTcKux cuMO0JIa KOju MPeJICTaB/bhajy riiodasHa

OrpaHUYEHA.

Hpumep 4.2.1. Pazmorpumo ciegehu CSP mpobiiem:

r1€4{1,2,....9}, 2o € {1,2,...,9}, 23 € {1,2,...,9}
rg €4{1,2,...,9}, 25 € {1,2,...,9}, 26 € {1,2,...,9}
T+ 225 <13

203+ T4+ x5 = 25

T3+ X 2> 11

alldifferent(zy, z2)

alldifferent(zy,x3, T4, T5)

alldifferent(xs, x4, x¢)
OBom mpobstemy oaroeapa ciegeha QF_CSP SMT dopmyia:

T2 1A <IOA22 > 1A <9Ax23 > 1A23<9A
Ta 2 1INy <IOANZ5 > 1A <9Ax6 > 1A <9I A
1+ 229 <13 A

203+ x4 + 25 = 25 A

T3+ x5 > 21 N

alldiffs(zy,x2) A

alldiff,(zq,x3, T4, x5) A

alldiffs(wo, x4, xg)

CSP mpomen/buBe cy TpejcTaB/beHe KOHCTaHTaMa Ii,...,~Tg copre Int. C 063u-
poMm Ha To ja permasamo CSP mpobieme Ha  KOHAYHIM JOMEHIMA, CBE IIPOMEH/bUBE
MOpajy MMaTu KOHAYHE JOMEHe M TO Mopa Ourtu 3ajato y dopmysu (y OBOM IpuU-

Mepy, CBe IIPOMeHJbHBE y3uMajy BpeaHocTu u3 jgomena {1,2,...,9}). Hakon mro cy
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JIOMEHU 33JIaTH, HABOJE Ce OTPAHNYerha. Y OBOM IPUMEPY NMaMO JITHeapHa OTpaHu-
Jerba KOja ce 3alucyjy Ha yoomdajeHn Ha4unH, kao 1 alldifferent orpanuyermna Koja

cy upejcrasbena alldiff, npemukarckum cumOOIMMa OJroBapajyhux apHOCTH.

4.3 CSP Teopujcku peniaBad

4.3.1 CSP aurepaan

CSP Teopujcku pemaBad pasyMe JBa THUIIA JIUTEPAIA: AUMEPLAE 02PDAHUYEIHA
(momyr alldiffs(xy, e, x3), win 2x; — 3xs + x3 < 17) u aumepane pecmpuryuja
domena (nonyT x < 7, x = 3, wm x # 2).* Jlutepanau orpannyerba oJroBapajy rjo-
OaJTHUM OI'paHHYemhUMa KOoja MOpajy OUTH 3aJ10BOJbeHA, 0K JIMTEPAJI PECTPUKIIN]a
JIOMEHa, CaJIpyKe CaMoO jeJIHy MPOMEHJbUBY U KOPHCTE Ce 3a M3paKaBarbe MpoMeHa
snomeHa npomensbuBux. Oba Tumna Jmrepasa ce on crpane SAT pemasada mrasby
TEOPUjCKOM pelllaBady 4uM ce 1ojaBe Ha Tpary M, mo3uBoMm assertLiteral me-
TOJIe TEOPHUJCKOI pemraBada. TakoDhe, mpormaraiuje U oOjallliberba Koja TeHEepPHIIe
TEOPUjCKHU peliaBad ce n3parkapajy OBaKBUM JuTepainma. JIpyrum pedmma, KOM-
IeTHa KoOMyHuKarmja n3mely reopujckor pemasada u SAT peraBada ce ocTBapyje
noMohy oBux jinrepasia. Vcrm Baxku m 3a MehycoOHY KOMYHUKAIH]y TJI00ATHUX
orpaHnvera, ¢ 003UPOM Ha TO Jia ce Ipollaralija orpaHuYerba OCTBapyje pasme-
HOM JITepaJia PeCTPUKIMja JToMeHa u3Melly riobaHux orpanndera (IIoCpecTBOM
tpara SAT pemapaua), y 1uby CHHXpOHU3aIMje JOMeHa TpoMeHsbuBux. [Ipurom ce
HOBU JINTEPAJIA PECTPUKIUjA JJOMEHA, 110 TOTPedU, MOTY KpeupaTu U JUHAMUIKHA, Y
TOKY paJjia permaBada. 1o ce joraha oHjia Kaja ce ojroapajyha mnpomMena JjoMeHa
JIeCH TIPBH YT y TOKY paja perraBada. OBakaB JIelhU MPHUCTYI 38 yBOheme JrTe-
paJja je BeoMa 3HavUajaH y CMHUCIY epUKACHOCTH, jep Opoj MOTeHInjaIHIX JTUTepasia
PEeCTpUKIIja JIOMEHa MOKe IOCTATU BeoMa BeJiuku, y ciay4ajy Besukux CSP mpo-
Osema. Pemasad mojprkaBa JinTepaJie peCTpUKIIAja JIOMeHa KOju cy obJimKa © X d,

rae je € {=,#,<, >, <, >}

4.3.2 CrTpyKTypa TeopHujCKOr pelnaBada

CSP Teopwmjcku permraBad ce CacToOju U3 PYKOBAAAUG OOMEHUMA T DPYKOBAAMUL

oeparuserbuma. CBaKO] MPOMEHJBUBO] MPUAPYZKY]EMO jeaH PYKOBAJIAI JIOMEHOM,

“TIpurom, murepane obmmka U <V, U >V u U = V cMaTpaMo amomuma, TOK Cy JUTEPAJIH
U>V,U<VuU# V, peclieKTUBHO, IbUXOBE HErallmje.
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JIOK CBaKOM TJIODAJIHOM OTPaHUYEIby Koje ce MojaBibyje y (hOPMY/IN MPHIPYKYjEMO
jeman pykosasial orpanundeeM. CSP Teopujcku peraBad mojipykaBa U BUIIECIOjHI
IPUCTYII, & y by epUKACHOI MMO3UBaa ajJropuraMa (UITPUpamba 38 CBAKU O/
ITO/IPYKAHUX CJI0jeBa MOCTOJU U jestaH ped 3a 06pady pyko6a.saua KOJU CaIp:KUA PYKO-

BaoIle Koje Tpeba 00pajuTH y TOM CJI0jy.

PykoBaomnu momMeHuMa. VYiora pyKoBaolla JOMEHOM je Jia MHUINjaIu3yje U oJip-
’KaBa (KOHAYHHU) JIOMeH ojrosapajyhie npomensbuBe. OH IperosHaje TPUBUjATHE
Jorudke mocseauie uaMely smrepasa pecrpukiumja gomena (nomyt r < 5 FE x < 7
wm r = 3 F x # 4) u nponarupa Takse usBejieHe Jjurepase. Takobhe merekryje
KOH(DIMKTe KOjU Cy TOCIeIUIa npascrera domena (eHrit. domain wipeouts), Kajaa
Cy CBe BPEJHOCTH OJiceUeHe U3 JIOMeHa IIPOMeHJbUBe. leHeprcame oljalimema 3a
OBAaKBe Iponaraiiije u KOH(MJIUKTE je jeJHOCTABHO, & Takohe je y HaJJIEXKHOCTH OJI-

roBapajyher pykoBaora JTOMeHOM.

PykoBaonu orpanmuemuma. PykoBaonu orpanumdemnuMa MOTY OUTH Pa3/Indu-
THX THUIIOBA, Yy 3aBUCHOCTH OJ[ TOra KOje IVIODATHO OrpAHUYErhe IPeICTaB/bajy.
TpenyTHo cy caMo JBa THIa PyKOBaJIalla OrpaHUYEIbUMa UMILJIEMEHTUPAHA — 3a
alldifferent orpanHuverbe u 3a JuHeapHa orpaHndema. CBaKyM pyKoBaJiall Or'pa-
HUYeIbeM UMILIEMEHTHPA OJ/iroBapajyhu ajaropuram dbuiaTpupama Uy Moryhroctn
je J1a OTKpHje HEKOH3UCTEHTHOCTH, Kao U Jia IPOIarupa JuTepaJsie KOju oJroBapajy
IIpoMeHaMa JIOMeHa, Koje je ajiropuraM (puiTpuparma u3Bpiimo. PykoBaoru orpa-
HUYEIbUMa MOPajy Jia oMoryhaBajy PEKOHCTPYKIU]y CTarba U3 IIPETXOJIHUX HUBOA
oJTydrBamba, 3a morpede spahama ynasaj. Hajza, cBaku pyKoBaJiall OrpaHnIeHeM
Mopa ouTu y MoryhHocTH Jia 00jacHE KOHMJIMKTE U Iporaraimje Koje je OTKPHUO.
PykoBaJiai, orpanutiemeM MoxKe OUTH aKMUu6aH U HEAKMUBaH, Y 3aBUCHOCTH O
TOra Jia JIM je ojiroBapajyhu urepaJt orpannderna JiepuHucat uin He y TeKyhoj nap-
nujasinoj Bastyarnuju M. Ilpurom, mpuMeTHMO @ 3a CBAKU JINTEPAJ OI'DAHIYCHHA
[IOCTOjU ¥ OjroBapajynu CympoTHH JIMTEPaJ KOjU IIPeJICTaB/ba KOMILIEMEHTAPHO
OrpaHuyer-e Koje MOXKEe 3aXTeBaTH CACBUM JPYyraduju TpeTMaH (HIIP. 3a JIUTePAJ
alldiffg(zy,xe,x3) cynporan jurepat je —alldiffs(zy, xq, x3), unje je 3HaUEHE
Jia Gap JiBe IPOMEH/bIBE MOPajy UMATH jeJHAKE BPEJIHOCTH). 300 TOra CBAKU PYKO-
BaJIaIl OI'PAHUYEIHEM MOPA UMILJIEMEHTUPATH AJIrOpUTMe (BUITPUPATHA U 38 OCHOBHO
OTpaHUYerhe M 338 beroB KOMIIEMEHT. Y 3aBHCHOCTHU O] TOTra KOjH je O] JUTepaJia

Ha Tpary, pyKoBaJiall 1okpehe ojrosapajyhe ajmropurme.
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CBaku pyKoBaJIall OrpaHIYIebeM MOXKe J1a [T0/IpyKaBa BUINeCI0jHn npuctyi. OBa
TexHUKa je n panuje kopuithena y CSP pemasaunma [86]. Tunmaao ce Ha HuKIM
JIEJIyKTUBHUM CJIOjeBUMa UMILIEMEHTHUPA]Y jeTHOCTABHUJU aJIropuTMu (hUJITPUPATHA
KOJU YCIOCTaB/bajy HIKW HIUBO KOH3MCTEHTHOCTH, JOK C€ CKYILbH aJrOPUTMHU KOjU
YCIIOCTaB/ba]y BUIINE HUBOE KOH3UCTEHTHOCTHU MOKpely y OKBHUDY BUINUX J€TyKTHUB-
HUX cJIojeBa. YKylaH Opoj mojapxkanux JeayKTuBHux ciojeBa CSP Teopujckor pe-
maBada he OUTH jeJlHAK MaKCHUMAJHOM OpOjy JIeIYKTUBHUX CJI0jeBa KOje IoJIp:KaBa
HEKHU O] pyKoBaJiala OrpaHndemuMa. [[purom, pyKoBaOIM KOjU TOAPXKABAjY Marmbn
Opoj cjiojeBa MOTY y OKBUDPY BHUIIHUX CJIOjeBa MOKPETaTH MCTU AJTOPUTAM (DUITPU-

pamba Kao U Ha HHUZKHUM CJIOjeBI/IMa.

PenoBu 3a obpaay pykoBasara. Ajropurmu (GpuiTpupama ce MO3UBajy Kaja
ce njomenn CSP nmpoMeH/bUBUX TIPOMEHE, IIPU Y€MY je OTPEOHO IMOKPEHYTH CaMO aJl-
TOPUTMe 3a OHa OTPaHNYema KOja YKJ/bYdyjy HeKe O] IPOMEH/bUBUX YMjU Cy JIOMEHU
[IPOMEEHEHU. Y TOM IUJbY, TEOPU]CKH pelraBad caJpKu pedoge 3a 0b6pady pykosa-
Aaya. 3a CBAKM MOJIPYKAHU CJIO] MOCTOJU TI0 jeJlaH oBakaB pej. Pykosaomu ce y
peloBe J1071ajy OHJa KaJia ce HEKOj OJI ITPOMEHJbUBUX 3a KOje Cy 3auHTepPeCOBAaHU
(Tj. HEKO] TIPOMEHJBHBO] KOja Ce jaBjba y OIPAHUYEHY 3a KOje je Taj PyKOBaJall 3a-
JIy>KeH) TIPOMEHHU JIOMEH, a ca ojroapajyher pejia ce cKujajy oHja KaJa ce BPIIH

o0OpaJia pyKoBaJiala y oJrosapajyhem ciojy.

4.3.3 IlpuHnun pajsa TeopHjCcKOr periaBada

Kao u ocrasnu Teopujcku perraBatin argosmt pernasada, CSP Teopujcku perraBad
uUMILIeMeHTHpa uHTepdejc aar Ha caunu 3.2 (noriaassbe 3.7). Y HACTABKY JI€Ta/bHO

ONHCYjeMO HAYUH Pajia TEOPUjCKOT pelraBada.

HuBou omyryuyuBama u Bpahame yuasaz. l[losusom mporeaype newLevel ce
y OKBHPY CBHUX PyKOBaJIaIa JIOMEHa U OrpaHHYIeIba YCIOCTAB/ha HOBU HUBO OJJTY IH-
Bama. OBO mojIpasyMeBa namherme cTamba THX PyKOBaJala Ha 0/IroBapajynu HAUnH.
[Ipuinkom mo3uBa backjump mporie/iype, ¢Bu pyKoBaoiu ce Bpahajy y crame Koje
je 3amamheno Ha Kpajy ojrosapajyher HUBoa oJIydnBarba. Takolhe, TOM IPUITKOM
ce TIpa3He CBU PEJIOBU 3a 00pajly PyKOoBaJjalia, a PyKOBaOIM OTPAHUYEha 38 KOje Cy

ojiroBapajyhu jimrepasin HOHUIITeHN Ha Tpary M ce jieakTuBupajy.
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IIpocnehuBame aumrepasia ca Tpara. I[lozuBom assertLiteral mpore/rype
SAT pemraBad obaBerTaBa TEOPUjCKHU PeIiaBad O JIMTEPAJy KOjU je JIoJaT Ha Tpar
M. Axo je y nuramy JuTepas orpaHnderha, Tajia ce oJropapajyhu pykoBaJaly orpa-
HUYCHeM aKTUBUpaA U J0jaje y cBe pejioBe pykoBasama. Ca jpyre crpane, ako je
y HUTamky HEKHU JINTepas PEeCTPUKIje JIOMEeHa, TaJa ce PYKOBaoIly O/roBapajyhum
JIOMEHOM Ka0 U CBUM PYKOBaOIMMa OI'PDAHUYEIba KOjU CY 3aMHTEPECOBAHU 3a IPO-
MEHJbUBY OI'DaHMYEHYy THUM JUTepasioM Ipociehyje ojarosapajyha mudopmarmja o
npomenu jgovena. CBM HaBeJIeHN PYKOBAOIM KOJU CY GKMUBHU Ce 3aTUM O]y Y

CBe peJioBe pyKoBaJiala, ako Beh HUCY y mbUMA.

Ilokperame anropurama duiarpupama. Kamza ce mozoBe mporemaypa
checkAndPropagate() 3a HeKH JEIYKTHBHH CJIOj, DYKOBAOIlM Ce CKHIajy ca
ojroBapajyher peja jemaH 1O jeJlaH W oOJroBapajyhu ajroputraM QUITpUpaba
ce no3uBa. (CBaku pyKoBaJal, IpuMemyje npasuiao TheoryConflict, yKoJHKO
OTKpHje HEKOH3UCTEHTHOCT y ojrosapajyheM orpanmuerby. Takohe, pykoBaJary
npuMerbyje npasuiio TheoryPropagate; KaJ roj ce JOMeH HeKe 0] IPOMEH/bUBUX
poMeHu 3007 oficerama YUHmBeHNX Of] CTpaHe ajropuTMa guirpupama. llpurom
PYKOBAJIAIl MOKe KpeupaTH ojroapajyhe jgurepajie pecTpUKIUja JOMEHA U YBECTH
ux y rourekcr SAT pemaBaua (Tako mro ce ojarosapajyhm arom Jjojga y CKyIl
aroma A mpaBmwiom IntroduceAtom;). Hakom mito ce Jsmrepasnu mponarupajy u
moctaBe Ha Tpar M, SAT pemasad he moHOBO 1MO3BaTH MpOIEAYPY assertlLiteral
HaIer Teopujckor pemaada. OBHUM ce HmpolarupaHu JUTepain Ipocaehyjy ocra-
JINM 3aMHTEPECOBAaHUM PYKOBaOIlMMa, KOJU Ce 3aTUM JI0/Iajy V PeJlioBe 3a 00paJry
pykoBasiaria. OBaj mocTymnak ce HacTaB/ba CBe JOK OJroBapajyhu pej pykoBaJara

HE IIOCTaHe IIpa3aH.

KomyHnukanuja namehy orpanunvema. I3 nperxojHor ommca ciein Jia ce Ko-
MyHUKaIlja n3Mel)y pykoBasiama ojiBuja UCKJBYINBO Pa3MEHOM JINTepajla PECTPUK-
IIMja JIOMeHa II0CPeJCTBOM Tpara pemasada M. Ha npsu morusen, oBo jeiyje Kao
HeedprKacaH IPUCTYI, 3aTO IITO JUTEPAJH MIPeJIase JyzKU IIyT — HajIpe ce Mpocye-
hyjy SAT pemaBaty (npasmiom TheoryPropagate;), a 3aTuMm ux ox Bpaha Teopwuj-
cKOM perraBaty (mosumBoM assertLiteral mporieaype) Koju ux npociaehyje octammm
pyKoBaormuma. AJITepHATHBA OBOM MPUCTYILY je OMJIO OCTBAPUBAILE TEJIOKYITHE KO-
MyHHKaImje u3mely pykoBaJiama yHyTap Teopujckor pemasada. OBo Ou 3axTeBaJjio

KOMILTUKOBAHN]Y UMILIEMEHTAIIN]Y KaKO IIpolaralnje orpaHniemna, Tako U aHaJInu3e
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KoHMJIIKTA, jep 6u Muore dyaknuonaaHoctn Koje Beh nmocroje y SAT pemasady mMo-
paJjie OuTH UMILJIEMEHTHPaHEe U Ha HUBOY TEOPHjCKOT pelraBada. JOII jeHa o Mo3u-
TUBHUX CTPaHa HAIIEr IIPUCTYIIA je U TO IITO ce cBe nHdopMaliije o Ipolarayjama,
KOH(IUKTHMa U objarmbemnma mposiade Kpo3 SAT pemasad koju Te nHdOpMaIje
3aTUM KOPHCTHU Y CBOJUM CTpaTerujaMa rpaHamba, IMTo oMoryhasa edpukacuujy mpe-
rpary. Ham npucryn je 3anpaBo moruBucan panuje onucanom DTC merogom [22]
3a KOMOMHOBame Teopujckux permasada y SMT-y kon koje ce madopmarninje o 3a-
JEJTHTYIKOT MHTEPEeca 3a CBE TEOPHjCKE pellaBavie pasMembyjy TMOCPEICTBOM Tpara pe-
masada, Hacynpor Hesmcor-OmneHoBoj MeToau Kol Koje ce KOMyHHUKAaIlja OCTBapyje
JnupekTHO n3Mely Teopujckux peraBada. AprymeHraiiuja jiata y pajay bpyromeca n
apyrux [24] koja roopu y npusior DTC npucryny wacipam Hescon-Omnenose mero/ie
ce MoxKe y HajBehoj] Mepu IpeHeTH M Ha CJIydaj KOMyHuKaluje u3mehy pykosaJiaiia

y HaIlleM TEOPHjCKOM pelllaBayvy.

dopmMmupame 3ajeJTHUYKOr mMoJjiesia. [Iponaramnuja orpanudera JIOBOJIH JIO CY-
JKaBarma JIOMEeHa [TPOMEH/bUBUX, aJid y OIINTEeM CJIydajy He CBOJHM IPOOJeM Ha pe-
1eHn 00JIMK, Y KOME CY CBH JIOMEHH ITPOMEH/bUBHUX jeIHOUIAHN. Y KOHTEKCTY HaIler
CSP reopwujckor pemasaia, cBoheme Ha pereHn 00K OroBapa MpOHAIaXKemy MO-
JieJia TeOpHje KOju 3aJI0BO/haBa CBa 3aJiaTa OI'paHrYerha Ha Tpary pemasada. /la ou
ce OBO TIOCTUIJIO, YeCTO je MOTpedHO J0JaTHO rpaname. HeBosba je y Tome mito
ce, ycJIeJl JIEHOr yBohema JnTepaJsia pecTpUKIja JOMeHa, MOYKe JOTOJUTH Jia CY
cBu nioctojehn surepasm nedunucann wa tpary M, a momenn CSP mpomenmpuBux

7 JaJbe HUCY JeTHOYTIaHU.
Hpumep 4.3.1. Pazmorpumo ciesehy dbopmyiy:

513121/\331S10/\1’221/\IQ§10/\I321/\.§C3§10/\
alldiffs(zy, xe,x3) Aol + 229 + 23 <9

Nz ose dopmyne cienn jpa cy muunumjaaaun jgomenu cse tpu CSP mpomenbuse
{1,...,10}, a mara cy u aBa riobajHa orpaHnvema. Kaja pemiaBad 3alodHe ca
paJjioM, Hajpe ce CBU JIUTepaJsu U3 ropibe popMyJie IIocTaBe Ha Tpar periaBada je-
JIMHUYIHUAM ITporniaranujamMa. [Ipumernmo ga cy y ToM TPpEHYTKY OBO jeJIMHU JITTEPATT
koju cy nosnatu SAT pemasady. Tasa pykopaJiall 3a JuHEaAPHO OIPAHUYECHHE 3aK/bY-
qyje na je x1 < 5, 1o < 3w x3 < 5 (anropuram duirpupara fie 6uTH jeTa/bHO
pasmarpaH KacHuje, y noriasmy 4.5). Pykosasan ysomm oxrosapajyhe smrepaste
pectpukinja goMena y koureker SAT pemasada, a 3aruM ux npornarupa. Pykosa-

ory alldifferent orpanmdermem ce mnpociehyjy oBu JuTepasi, ajau ojroBapajyhn
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ajiropuTaM (UITpUparka HHje y MOTYNHOCTH a W3BPINN JOJATHA OJICEamba, Te Ce
[IPOTIeC TIpOoMaraiyje orpaHnderma oBje 3aycTaBba. (Caja y CKyIy CBUX JUTEpaJa
koju nocroje y SAT pemapady mopej MHUIMjaJHAX JIATEpasia 13 (popMysIe HMaMo
u oBa JojaTHa Tpu JiuTepasaa. Mehyrum, cBu nocrojehu smmrepaau cy Beh nedu-
Hucanu y M, a JOMEHH TPOMEHJBUBUX U Jla/be HUCy jeanowranm: xp € {1,...,5},
zo€{l,...;3} mas e{l,...,5}.

Hapagsno, ga cy c¢Bu Moryhu Jimrepajm pecTpuKIyja JoMeHa OUIn YHAIIpeT yBe-
nenn y koutekcr SAT pemraBada, tajga 6u y mHacraBky SAT permaBad mpumeHHO
npaBusio Decide 3a Heku oJ1 HeJeUHUCAHUX JIATEpaJia, IUMe OM ce IIPOoIec Tpa-
JKemba, pererba HacTapuo. OBako, pemraBad he ce 3aycraButh, mako periebe CSP
npobsiema Huje npoHahero. [la 6u ce mporec nperpare moHoBo mokpenyo, CSP te-
opujckn pemasad oupa jeary ox CSP nmpoMeH/BUBUX T UMju JOMEH HEje jeIHOUIAH
U 3a by yBou HOBU JinTepas & < d, rue je d = (I 4+ d)/2, upu gemy cy [ u d jomwa u
ropma rpanuniia Tekyher jomena mpoMensbuse . Hakon 1mro ce oBaj urepadst yBese,
SAT pemraBad MoxKe Jla TpaHa IO TOM JIUTEPAJLY, 9UMe Cce IpeTpara HacTaB/ba. 3a
POMEH/bUBY T'DaHarba Y3MMAaMO OHY IPOMEH/bUBY UUjU je JOMEH HajMarbi (& Huje
jeanounan).’ YV ropmem npumepy, 6ulie yBeaen urepan Ty < 2 HaJ KojuM hie 6utu

HpuMemneHo 1Ipasuio Decide.

I'enepucame oGjamnmema. Y TOKy aHajan3e KOHQMJIUKTa, Kaja ce 030Be IPOo-
neaypa explainLiteral, CSP teopujcku pemaBad jiejierupa Taj mo3uB PyKOBAOILY
KOjU je m3a3Bao nponaranujy (uHMOpMaIuje o MOPeKy CBaKOr IPOIArMPAHOr JId-
repasia ce dyBajy y oksupy CSP reopujckor pemasaua). Pykosasar rerepuiie

objammeme n npuMersyje npasmio TheoryExplain,.

4.4 PykoBaJjaill alldifferent orpannyememM

Y oBoMm moryaB/by onucyjeMmo pykosaJsiar] alldifferent orpanuvemem KOju nM-
IJIEMEHTHPa aJI'OPUTMe 3a pe3oHoBaibe 0 alldifferent orpanudersy y okBupy CSP
Teopujckor perraBada. OBO OrpaHMYee 3aXTEBa Jla CBe NMPOMEHJbUBE Koje cy 00y-
xBaliene TuM orpaHmUereM ysumajy MelycoOGHO pasimdanTe BpemHOCTH (U3 CBOjUX

KOHAUHUX JoMmeHa). OBo je jeJHO OJl HAJIO3HATHUX TVIODAJHUX OrPAHUYEHha JHje

SHapasHo, n360p IPOMEH/bUBE I'DAHAIbA W BPEIHOCTH IO KOjOj Ce BPIIH IPAHAME je IHTAIbe
KOHKpPETHE CTpaTeruje Koja je m3abpaHa y HaIlleM TEOPHUjCKOM peniaBady U MOXKE ce 10 TOTpedu
IIPOMEHHTH.
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puMeHe 00yXBaTajy peliaBarbe JIOTHYKUX 3arOHeTKH, IpobJieMe pacropehuBarmba,
KOMOMHATOPHOT JM3ajHa U CJI. 300T CBOje NMPUMEHUBOCTH, OBO OI'DAHUYEHE je MH-
TEH3UBHO IIPOYYIABAHO [IPETXO/HUX JICIIeHU]ja, IIPU Y€MY je Pa3BUjeHO BUIIE PA3JIMIN-
TUX aJiroputamMa ¢uiarpupama. Hajnosuaruju mehy muma je Pezuros anzopumanm
dusmpuparva [80] Koju ce 3acHIBaA Ha TPOOJIEMY ylIapHBaba Y OUIAPTUTHUM Ipado-
BHUMA, U KOjU YCIIOCTAB/bA KOH3UCMEHMHOCT domena HaJl OBUM orpaHutdeeM. Kao
ITo je panuje pedeno, narerparuja CSP anroputama dpuirpupama ca SMT pemna-
BadyeM je mMoryha I1oj] yCJIOBOM Jia aJrOpUTaM MPETXOHO Oyjie MPOITUPEH TaKo JIa
MO2Ke JIa TeHepuIle o00jallbeba mporaraiuja u Koudumiara. C 063upom Ha TO Ja U
nojeauan CSP pemraBadn Takobhe 1mojip:kaBajy aHan3y KoHMJIMKaTa U HEXPOHOJIO-
mKko Bpahame yHaza/ [94], asropuryu 3a reHepucambe 00jalberba Cy Y MPETXOIHOM
nepuojty Takohe pazsujanu u y oksupy CSP pemasava. Hajunozunaruju mehy muma
(kasia je y nuramy alldifferent orpanuueme) je Kamcupenocos anzopumam [58],
Kao W AJrOPUTMHU 3aCHOBAHW Ha MPOTOYHMM Mpexkama [84, 36]. Osu amropurvun
UMajy 3HaYajHe HEJIOCTATKE, IIPe CBera KaJia je y MUTaby MPENU3HOCT U CTPYKTypa
Jobujernx objarmema (00jallbemha WM HICY MUHUMAJIHA, WA CaJIpXKe JINTEPAJIe
KOjU Cy TakKoDe MponarupaHy oJ CTpaHe UCTOI OI'PAHUYEha, ITO MOYKe JIOBECTU JIO
M3BECHUX aHOMAJIMja Y TOKY aHasm3e KOH(MJINKTa). 360 Tora y OBOM IIOIJIABJBY Pas3-
MaTpaMo aJTePHATUBHU aJIOPUTAM 3a T'eHepucame objallmbema 3a alldifferent
OrpaHUYerbe KOJU je 3aCHOBAH HA MUNUMAGAHOM CKYyny npenpeka (eHI. minimal
obstacle set (MOS)) |7, 4], a koju Hema HaBejieHe HegocTaTKe. OBaj axropuraM je
1 Haj3HAYajHUjU JIOIIPUHOC OBOTI JiejIa Te3e.

Y HacTaBKy OBOI' IIOTJIAB/ba HAJIPE JajeMo Iperyies] 3HaYajHIuX PaJoBa JIPYTUX
ncrpakupada Ha Temy alldifferent orpanndera. 3aTUM IIPE3EHTY]EMO CBE aJiro-
puTMe Be3aHe 3a alldifferent orpanmderbe Koju ce KOPUCTH Y OKBAPY PYKOBAOIA
alldifferent orpanudemem namer CSP teopujckor pemasada. Y 1uby MOTIIYHO-
CTH M3JIaramba, HajlIpe WIYCTPYjeMO aJrOpuTMe KOji HUCY JTOIPUHOC OBE Te3e, aJIu Ce
KOPHCTEe y OKBUPY peIliaBavda U BaXKHU Cy 3a pa3yMeBarbe Halllel' HOBOI' aJITOPUTMa
3a rerepucame objarmema. Omnucyjemo Popa-DPyskepconos anropuram [39], Peru-
uoB asropuram [80] u Karcupesocos anropuram |58]. Hakon Tora, najemo gerasban
ommmc MOS mpobsieMa m TIpejiyiakeMo aJrOpuTaM 3a FeroBO pellaBambe, y3 JT0Ka3
KOPEKTHOCTH aJITOPUTMa. 3aTUM pa3MarpaMo cBoherme mpobjieMa reHepucama 00-
jammema 3a alldifferent orpanuveme na MOS npobiem. Takobe, ymnopehyjemo
objammerba mobujena momohy MOS anropurma ca objammemsnma nodujernm Kar-

CUPEJIOCOBUM aJITOPUTMOM, Ka0 U ca O0jalllmhehbuMa Koja Cy J100MjeHa aJropuTMuMa
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KOjI/I Cy 3aCHOBaHU Ha MUHUMAJIHUM IIpecenuMa y IIPOTOYHUM MpezKaMa. ITornasime

3aBpIIaBaMO €KCIIEPUMEHTATHOM €BaJIyallljoM HaIler MPUCTYTIA.

4.4.1 IlIpersen pejieBaHTHUX pe3yJjTaTa

[Iperse st pesynitara Beanux 3a alldifferent orpanmderse MoxKe ce Hahu y pajy
Busem-Jan Ban Xosea [103], rie cy npukasanu aaropuT™u huaTpupamba KOoju yCIo-
CTaBJ/ba]y PA3JIMYUTE HUBOE KOH3UCTEHTHOCTU HaJl OBUM orpanudereM. OBO yKJby-
qyje u momenytu Peruros ajropuram [80] 3a ycrocraBbarme KOH3UCTEHTHOCTH JI0-
MeHa, Ka0 U aJIrOPUTMe 3a yCIOCTaB/hakhe KOH3UCTeHTHOCTH TpaHuia |79, 66, 62| .
Kaza cy y nuramy ajroputMmu 3a reHepucarbhe 00jalllbeiba, HajpeIeBAHTHUJU Pe3yJi-
tar je nomenyTu Karcupesocos anropuram [58|. OBaj pesysirar je jJajbe MpOIIUpeH
y paay Huia Mypa [67], rie je mpukasaH mCTH ajropuram, aji ce OBOT IyTa 00-
jalmema MOy TeHEPUCATH Aeto, TeK Kaja Oyay morpebua. [Ipucryn 3acHoBan
Ha TporoyHuM Mpexkama [39] je takobe pasmarpan y smreparypu [84, 36]. O6ja-
MIbea Koja ce 1obujajy nomohy amropurma garor y pajay Poxapra m apyrux [84]
Cy CJIMYHA HAIUM OOjalllhehbuMa, aIu MOTY CJIp:KATU U HEKe PeJIyHJIaHTe JIuTe-
paJjie Koje HaIl ajroputram edukacHo ojcrpaibyje. Objarimema Koja ce jgobujajy
ajropuT™MoM ormcanuM y paiay dayrunra u apyrux [36] cy ucra kao u Karcupe-
JIOCOBa 0O0jallliberba, OCHM IITO MPEJIOYKEHN aJrOpUTaM MOXKe JIa ce KOPUCTH U 3a
o0jarmaBaibe IPUJIPyKUBamba, 10K Karcupemocos ajaropuram Moxe jga o0jalrmbaBa
caMo ojiceniarba (Haln ajroputaMm Ttakole Moxke ja objallmaBa U IpoHarupaHa oji-
cerama 1 MPHUJIPYKUBakba Ha yHUMOPMaH HadMH). Y CBOM JApyrom pajy [35], mctu
ayTopu JIajy JieTa/bHUjy JUCKYCHjy O TeHepucaiby objarnmera 3a alldifferent. ¥V
OBOM paJly pa3MaTpajy ce U KOH3UCTEHTHOCT JIOMeHA U KOH3UCTEHTHOCT I'PDAHUIA 3a
alldifferent orpanuduerbe, a y oba ciaydaja ce IPeJJIaKy aJrOPUTMU 38 NeHEpPU-
cambe objalmema. Y CIydajy KOH3UCTEHTHOCTU JIOMEHA, IPEJJIOKEHN aJIrOPUTaM
je umcTu Kao u ajaropuraM usjioxkeH y pajy Jlaynunra m apyrux [36], mro 3Haun
Jla je ekBuBaJieHTaH KarcupesocoBoM ajropurmy, ca JjogarHoMm Moryhromihy o0-
janrmaBama IpoNarupainx MPUJIpYKUBama. Kao U y ciIydajy Haller ajJropuTMa,
AJITOPUTMU JIATU y MOMeHYTuM pajosuma [36, 35| mory sga remepuiny objanimberba

JICIHO.
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4.4.2 Bunaptutan; rpad u alldifferent orpanmyieme

Orpanndeme alldifferent ce 0OMIHO pazMaTpa TaKO IITO Ce CBOIH Ha TPODIEM
ynapuBama y ounaprutaom rpady [103, 80]. Bunapmummnu epagp B = (U, V, E) je
HeycMepeHu rpad duju cy YBOPOBHU IOJE/bEHU y JBA JIUCJyHKTHA mojcKyna U u
V', takBa Ja 3a cBaky rpany (u,v) € F, uje us U u v je uz V. Ynapusawe y
ounaprutHom rpady B je ckyn rpana M C F Takas jia Hukoje jBe rpane u3 M
HeMajy 3ajeHnIKE 9Bop. AKo rpana (u,v) npumaaa M, kaxkemo J1a ¢y YBOPOBHU U U
v ynapenu. YBop je caobodan axo HuUje yrnapeH HU Ca jeTHUM IBOPOM. Y IIapUBAHE
M je onmumanro ako He IocTOju yiiapuBame Behie KapuHaJ HOCTH (Tj. KOje capKu
Behin 6poj rpana). OuruMaaHO yIapuBame je caspuieno ako cy CBU 4BOpoBu u3 U
yIapeHH.

Orpanndvemsy alldifferent(z;,,... ,%;k) MOKEMO TIPUJIPYZKUTU OUITaPTUTHH
rpad B = (U,V,FE) na cienehu nauun: U cajgpxku 110 jejiaH 4BOp u” 3a CBaKy
IPOMEHJBUBY T € {Zi,,...,T; }, a V cajpxu mo jegan usop v? 3a cBaky BpeIHOCT
de U?Zl Dy, . I'pana (u®,v%) mocroju y E ako u camo ako d € D, (cBaka IpoMeH-
JbUBA je M0Be3aHa ca BPeIHOCTIMA 13 CBOr JoMeHa). Cajia ce pobJ/ieMu HCIUTUBAbA
KOH3UCTEHTHOCTH, YCIIOCTaB/batha KOH3UCTEHTHOCTH JIOMEHA, Ka0 1 IIPOOJIEM TeHePH-
camba oDjalllberba CBOJIe Ha ojroBapajyhe mpobjieMe y IpUIPYKEHOM OUITapTHTHOM

rpady, 0 YeMy roBOPUMO Yy HAPEJTHUM OJIe/bITUMA.

4.4.3 HWcnurunBame KoH3ucreHTHocTu alldifferent

OrpaHUYEHA

[Ipobaem ucnutuBama kKonsuctenTHOCTH alldifferent orpanmyersa ce CBOJIM Ha
pobJIeM TIpoHaJIaXKerha ONTUMAJIHOT yIIapuBamha y ounapTuTHoM rpady B Koju je
npuapyken alldifferent orpanudersy. Hanme, tako je Bujiern jia Baxku ciejieha

Teopema [103].

Teopema 4.4.1. Ilpuapyzxusame x;, = d;,,...,T; = d;, 3aJ10Bo/baBa OrPDaHUYEIHE
alldifferent(z;,,...,x; ) ako u camo ako je M = {(u"%,v%) | 1 < j < k} ca-
BpiieHo yuapusatbe y B. Ilocienuano, orpanndeme alldifferent(x;,,...,x; ) je

KOH3UCTEHTHO aKO U CaMO aKO IIOCTOjU CaBPIIEHO yIapuBame y B. ]

N3 Teopeme 4.4.1 crnequ fa je 3a UCHIUTHBAE€ KOH3UCTEHTHOCTHU JIOBOJHHO IIPO-
Halil HEKO ONTMMAJHO yIapuUBame y HPHJpPYKeHoM OumaptutHoM rpady. AkKo

npoHaheHo ONTUMAJIHO ylHapuBaib-e HUje CaBpIIeHO, TaJla je OrpaHuYehe HEKOH3H-
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crenTHo. [Iporenypa Koja ce 9ecTo KOPUCTH 3a MPOHATAYKEe ONTUMATHOT yIapu-
Bama y oumaprutHoM rpady je Popd-Dyaxepconos arzopumanm [39]. Amropuram
nostasu oj Hekor nocrojeher (Heonrumasaor, Moryhe u mpasnor) ynapusatma M u
MHKPEMEHTAJIHO Ta MPOIIUpYje JOK ce He jg00uje ONTUMAJIHO yhnapubambe. Pesudy-
annu epag Gpy 3a bunaprurau rpad B ca ymapusamem M je ycmepern rpad ca
ckymom uBopoa U UV U {s,t} (s,t ¢ U U V). Iberose rpane omrosapajy rpa-
nama rpada B, rie cy rpane m3 M ycmepene o V' onpema U, a rpane Koje HHUCY
y M cy ycemepene ox U mpema V. YBop s je moBe3aH ca cBUM 4YBopoBuMa u3 U
— cBaka oJ I'paHa je opujeHTHcaHa o S Ka u € U ako u HUje ymapeH, a oJi u Ka
s y cynporuoMm. Cjimyano, 4Bop t je moBe3aH ca CBUM 4BOopoBuMa u3 V' — cBaka
0]l TpaHa je ycMepeHa off t Ka v € V aKko je v ynapeH, a of v Ka t y CyIpPOTHOM.
Mozke ce jokazaru ja ynapusatwe M moxke 6utn yseharno y B (3aMemeHo ynapu-
BambeM Behe Kap/IMHAJHOCTH) aKO U CaMO aKO IMOCTOjH yCMEpEeHa IMyTamba Of § 70 t
y rpady Gpum [103]. OBakse myrame 30BeMo ysehasajylie nymare. Hakon mrro je
nponaljena ysehasajyha myrama (HOop. nperparom pesuiyaiasor rpada y MHUPHHY ),
yCMepema CBUX I'paHa y IyTamu ce oOphy, a ynapubaibe ce Mema y CKJIaJly ca TUM
(Tj. rpane yemepene o V' ka U ce jojajy y ynapupame, a rpatne yemepene oj U Ka
V' ce ykiamajy u3 ynapusama). Ha oBaj naunn, cBaka ysehasajyha myrama mose-
haBa Kap/IMHAJTHOCT yHnapuBamba 3a jejaan. [locTynak ce monas/ba J0KJI€ TOJ] IOCTOjU
ysehasajyha myrama. Bpemencka cioxenoct ajropurma je O(k - (|U| + |V ]+ |E|)),
re je k paznuka u3melhy Opoja rpaHa y ONTUMAJIHOM yIIapuUBaiby W Opoja rpaHa y
MHUIAjaJTHOM yIApuBamy. 300T Tora he ce ajropuraM U3BPIIABATH OPKe ako je
MHUIIA]aJIHO YIIapuBambe OsmKe ontuMmajnoM. OBO YUMHU MPOIEILYPY MOTOTHOM 33

npuMeHe T7e je 6urHa nHKpeMenTasHocT (kao mro je SMT).

Ipumep 4.4.1. Pazmorpumo mpumep mirycrposan Ha ciaunu 4.1. IIpsu rpad je 6u-
napruTHU rpad npuapyken alldifferent orpanundemy (mojedsbane rpane cy y M),
a apyru rpad mpejcrasiba ofarosapajyhu pesuiyasnu rpad (ucrnpekujaHe rpase
caummanajy ysehasajyhy myramy). Tpehu rpad je pesuayannu rpad HAKOH mpo-
MeHe ycMepera I'paHa y OTKpuBeHOj yBehaBajyhoj myTamu, 0K y 9eTBPTOM Trpady

MOzKeMO BujieTr HOBO (yBeliano) ynapusame y GunaprurHom rpady.

4.4.4 YcnocraB/balke KOH3UCTEHTHOCTH JIOMEHa

,Z[a O1CMO YCIIOCTaBUJIN KOH3UCTEHTHOCT JOMECHa Ha/l HEKHM OI'DaHUMYEehEeM, MO-

PaMoO Ja YKJIOHUMO CBe BPE/JHOCTU U3 JOMEHa ITPOMEH/bUBUX KOje Cy HEKOH3UCTEHTHE

75



I'JIABA 4. YHAIIPE'BUBAIE SMT PEINABAYA CSP TEXHUKAMA

(1) (2) \
®® O OE 6

CTTEN “TLES

& ® © © @ ® ®& @ ©

(4) (3)
® O Qe 6 @6 ®

BRI

@& © @ © @ @ @& @ ©

Ciuka 4.1: @opa-DyaKepcoOHOB aJropuTaM

ca JlaTHM OrpaHuYereM (Tj. HUCY JIe0 HU jeJIHOT Pelllemha Koje 33/0B0/baBa TO orpa-
HUYere). Y ciydajy alldifferent orpaHuvera, HEKOH3MCTEHTHE BPEIHOCTH OJI-
roBapajy rpanama y oumapTuTHOM I'pady KOje HHUCY JIe0 HU jeJHOT CaBPIIEHOT yIa-
pusBama. TakBe rpame 30BeMO Hexonaucmenmmue epare. CBe TakBe rpaHe Tpeba
nponahu u ykinonuru (oxcehn) uz rpada, a onrosapajyha ojcemnama tpeba mpora-
TUpaTH.

Jlpyru 6utaH TUI T'paHa YUHE GUMGAHE 2pate — TPaHe Koje IPUIAIajy CBUM
CaBPIIEHNM ylapuBamuMa. AKO je rpaHa BUTaJHA, TO 3HAYU Jia je JaTa BPEIHOCT
NpUJIpy»KeHa oJirosapajyhoj nNpoMeH/bUBOj y CBUM peENIeHUMa KOja 3aJI0BOJHABA]Y
orpaHWYerhe, TaKO J1a Ce OJiroBapajyhie mpuapyKuBarme MOYKe IPOIarmpaTH.

['pane koje HHMCYy HM BUTaJHE HU HEKOH3UCTEHTHE, Tj. KOje NPUIIAJIAjy HEKUM,
aJIl He CBUM CABPIIEHUM ylapuBamuMa 30By ce aameprupajyhe epane. Crneneha

TeopeMa jesHocTaBHO cyrenn [80).

Teopema 4.4.2. Cpaka rpana e y ounapTuTHoM rpady B ca caBpIlleHIM ylIapuBa-
weM M je niim HeKOH3UCTEeHTHA, I BUTAJIHA WK ajarepaupajyha. Jlasbe, ako rpana
e Huje ajarepuupajyha, Taja je oHa BHUTAJIHA aKO IPHUIAIA CABPIIECHOM YIapUBAILY

M, a y cynmpoTHOM je HEKOH3UCTEHTHA. O

Teopema 4.4.2 maMm TOBOpHM Jia aKO ycueMo Jia IpoHaheMo cBe ajrepHupajyhe
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rpane y rpady, Ttajga he 6utm Jiako ja pa3BpcTaMo OcCTaje I'paHe Ha BUTAJIHE U
HEKOH3WCTEHTHE, Ha, OCHOBY FbMXOBOT IIPUCYCTBA Y TeKyheM CaBpIIeHOM yIapUBarby

M. Osgo je rnasua uzeja Perunosor anropurma [80].
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Cuauka 4.2: Perunor ajropuram

Hapezna Teopema [14]| 06e36ehyje edekTnBan HAIMH 3a MPOHATAXKEHHE CBUX aJl-

TepHUpajyhux rpana y ounapTuTHOM rpady.

Teopema 4.4.3. Heka je B OunaprutHu rpad ca caBpllleHHM yiapubambem M.
['pana e je anrepuupajyha y B ako u caMo aKo IpHUIlaia HEKOM YCMEPEHOM IHKJIYCY

y pesunyannoM rpady Gp . n

JHokasz oBe Teopeme ce moxke nahu y yureparypu [14]. T'pane koje npunasajy
ycMepeHnM 1ukirycnMa rpada Gp y MOTY ce OTKPUTH TaKo HITO ce poHaly cBe KoM-
HnoHeHTe jake nose3aHocTu y Gpy. Komnowenma jare nosezanocmu y ycMepeHOM
rpady je MaKCUMAJIHU TOJCKYII YBOPOBA TaKaB Ja Cy CBaKa JBa IBOpa MehycoOHO
JOCTUKHA (Tj. MOCTOJU yCMepeHa IyTarba Ojf JeJIHOr JI0 JIPYror 4Bopa i 06paTHoO).
[pana (u,v) npumnaja HEKOM YCMEPEHOM IMKJIYCY aKO M CaMO aKO Cy YBOPOBU U W
v Yy UCTO] KOMIIOHEHTHU MoBe3aHoCcTH. KOMIIOHEHTe jake MMOBE3aHOCTHU CE MOTY IPO-

nahu Tapuanosum aseopummom [99] Koju je 3acHoBaH Ha jejHOM OOMJIACKY Tpada
y TyOmHY.

Ipumep 4.4.2. Pazmorpumo nipumep miryctposan Ha ciuru 4.2. [IpernocraBumo jia
je omcename r1 # 1 3aaro (Tj. HaMeTHYTO orpanudesy ). OBO JOBOM JI0 YK/IAKAA
rpade (z1,1) u3 rpada (raukacra rpana y rpady 1). Kana ce nokpene Perunos
aJropuraM, OH TpBO poHale u o3Haun ce ajarepuupajyhe rpane (mosmsom Tapia-
HOBOI' aJIroput™Ma). ['paHe Koje HECY O3HAYEHE TOM IPUJINKOM (HUCIPEKUIAHe TPaHe

y rpady 1) cy mim Buranne (rpasa (s,6)) uIM HEKOH3UCTEHTHE (OCTajIe YETUPH
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ncnpekugane rpare). Hakon mro ce oaroapajyha mpuapykKuBama U OJICElamba
[pPOIIArupajy, HeKOH3UCTEHTHE TPaHe ce YKiamajy u3 rpada (Kao IITo je mprKa3aHo
y rpady 2).

Perunor ajiropuram ce MoxKe aJTEPHATUBHO OIMUCATH Yy TEPMUHUMA XOJIOBUX
ckymoBa. Xoaoe ckyn S (eursn. Hall set) je MOACKYI CKyma MPOMEHJBUBUX JIATOT
alldifferent orpanmdvera TakaB Ja Baxu |S| = |T'|, e je T yHuja goMeHA CBUX
npomensbuBuX u3 S (T3B. Kombunosanu domen). C 063UpPOM Ha TO Jia MIPOMEH-
JbUBe U3 S MOpajy y3eTH pasjndnTe BPETHOCTH, CJIeIW Ja he CBe BPEeTHOCTH W3
T 6utu uckopuithene oj crpaHe npomeHs/puBux u3 S. 300r Tora Moxemo ojcehn
CBe BPEJHOCTHU KOje npuna/iajy 1’ 3 CBUX JIOMEHA OCTAIUX IIPOMEH/BUBUX KOje HICY
y S. Perunos ajropuram y CyHmITMHU pajy YIpaBo TO — I03uUBa TapiiaHoB ajro-
putam jga npoHale KOMIIOHEHTEe TTOBE3AHOCTU, a 3aTUM OJICeIla CBe TPaHe UHju Cy
YBOPOBU Y PA3JUIUTUM KOMIOHEHTaMa rnoBesaHocTu. C 003UpoM Ha TO Jia KOMIIO-
HEHTe TTOBE3aHOCTH OJIN0Bapajy XOJOBUM CKYIIOBUMa, I'paHa Koja MOBe3yje IBOPOBe
U3 pa3IUIUTAX KOMIIOHEHTH MTOBE3aHOCTH 3aIPaBO MTOBE3Y]Y IMPOMEH/bUBY T U3 jeJI-
nor X0JI0BOI' CKyIia ca BpejHominy d Koja Ipuiajia KOMOMHOBAHOM JIOMEHY JIPYyTror
XosoBor cKymna. 300r Tora NpUAPYKHUBambe T = d He MOyKe OUTHU JIe0 pellema Koje

3a/I0BOJbaBa JIaTO OTPaHUYEIHE.

4.4.5 KarcupesiocoB ajJropmuramM 3a reHepucarme o00jalnibernha

Y konrekcry alldifferent orpanmdersa, objarmema he Outu gopMmyaucana
Kao CKYIIOBH OJICENIaba BPETHOCTHU U3 JOMEHA IIPOMEHJbUBUX (Tj. TpaHa U3 ojroBapa-
jyher 6unapruraor rpada). Popmastto, mox objarmbeeM nporaranyje (ogceramba
i npuapyKuBama) | hemo oBJie mogpasymMeBaTn OIIIO KOjI MOJACKYT F CKyIia CBUX
ojcenarba R Koja cy ce morommia mpe [ takas ja E wvmmmnupa [ Ciandno, obja-
Iekhe KOHMIMKTA (Tj. HEKOH3UCTEHTHOCTU OrpaHnvera) je OUIo Koju mojickyn £
CKYyIIa CBUX ojicenarba Ry TpeHyTKy KOH(JIMKTa TakaB Ja je F 10Bo/baH Ja n3a30Be
HEKOH3UCTEHTHOCT OI'DAHUYEHA.

Karcupesocos ajropuram 3a rerepucame objarimberna [58] je HermocpeHo 3acHO-
BaH Ha MPETXOJIHOj JUCKYycuju o ojHocy u3mehy Perumnosor ajsropurma u XoJI0BUX

ckynosa. O Tome serasbHO roBopu ciesieha reopema [58].

Teopema 4.4.4. Hexka je x # d ofcename Koje Tpeba objacHuTH, 1 HeKa ¢y S n T,
pesoM, XoJIoB CKYyTI 1 ojiroBapajyhin KomOrHOBaHM jToMeH TakBu jga © ¢ S ud € T.

Hekaje E={2' #d |2’ € S, d ¢ T}, 1j. ckyn cBuX ojiceniama BPEIHOCTH KOje He
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IPHUIA/IA])y KOMOMHOBAHOM JoMeHY 1’ U3 JoMeHa MTPOMEH/bUBUX KOje Ipuraiajy S.

Tana je E objarmmerme ojcenama x 7 d.

Jloxas. Tlpumernmo ma je ckyn FE ylpaBo CKyIl CBUX OJCelamba Koja Cy CKyI S
YUUHIIa XOJOBUM CKYIIOM. 300T TOra ce, IpeMa MPeTXO/IHO] JUCKYCU]H, BPEIHOCT
d € T He MOXKe MPUIAPYKUTH MPOMEH/bUBO] & ¢ S, mro 3Haun ja E uMIumnmpa

x #d. ]

C ob3upoM Ha TO ja opuruHajnu Karcupesocos ajropuram renepuiie odja-
IIEbeha 6pedio, Tj. OJMaxX HAKOH MO3UBa PermHOBOI ajaropurMa, KOMIOHEHTE jakKe
[IOBE3AHOCTHU Cy IIO3HATE Y TOM TPEHYTKY, TaKO Jia je jeJIHOCTaBHO IpoHahu OHY
KOMITOHEHTY MOBE3aHOCTH KOja CaJIP:KU ojicedeHy BpeaHoctT (Tj. kommonenty S U T,
rje je S XosoB ckym, a T je ogroBapajyhm KoMOMHOBAHHU JOMEH O S TakaB Ja
d € T). Ha 6ucmo Moranm ja objalllibeme TeHEPUIIeMO A€o, Tj. KacHuje Kajaa (u
aKo) 3a BUM 3aucta HyJie rmocrojasa morpeba, MopaMo 6uTH y MOryhHOCTH j1a PEKOH-
CTPYUILEMO IPETXOJHO cTakbe rpada (Koje je BasKIIo Y TPEHYTKY KaJla je OJICelame
npomarupano). OBa PEKOHCTPYKIja IPETXOIHOT CTakba je Moryha y3 momoh 3amam-
hene ucropuje ojiceriama rpana u3 rpada Koja ce oJiprkaBa y TOKY paJia peliaBada.
Hakon mro ce mpeTxomHo crame rpada peKOHCTPYUIIEe, MOPa Ce MOHOBO ITO3BATH
TaprranoB ajsropuTaM, Kako OU ce MOHOBO OTKPHU/Ie KOMIIOHEHTE jaKe ITOBE3AHOCTH Y

ToM cramy rpada [67, 45].
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Ciuka 4.3: Karcupenocosa objarimerna

Koudumkr moxe Ourtu objammed Ha cjndad Hauud [35].  Orpanuderse
alldifferent je HEKOH3UCTEHTHO aKO U CaMO AKO MOCTOjU CKYIl ITPOMEH/bUBUX S
takas Ja je |S| > |T|, Tj. uMa Buille TPOMEH/BUBHUX y S HEro IMITO UMa BPEIHOCTH
y meroBom komburosanom jomeny 1 [103]. Cueneha Teopema onucyje objarmmberna

koH(mKaTa 3acHoBaHa Ha Karcupesocoom airopurmy [35].
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Teopema 4.4.5. Heka je B OumaprutHu rpad TPUIPYKEH HEKOH3UCTECHTHOM
alldifferent orpanuvemy, u Heka je M onTmmasiHo (ajqu He U CABPINEHO) yIia-
puBame y B. Heka je u € U meynapen 4Bop (Koju ojroBapa IIPOMEH/bUBO]j KOjO]
HIje TPUJPYKEHA BPETHOCT), HeKa je S CKyI MPOMEHJBHBUX KOje OJIroBapajy 4Bo-
posuma u3 U xoju cy noctmkHE u3 u y rpady Gpm u Heka je T KoMOMHOBaHM
JoMeH pomensbrBux u3 S. Ckym ofcenamwa £ = {2/ =d' | 2" € S, d' ¢ T} je jeano

objallmbemhe KOH(IIKTA.

Jloxas. IlpumernMo ma cKyn YBOpOBa KOju Cy JOCTHKHE u3 u y rpady Gpy He
caJIp:K¥ HU jeslaH HeynapeHd uBop u3 V' (3aro mro je ynapubame M omrumasno).
Takobe, oBaj ckyn mMopa cajpzkaru Buiiie YBopoBa u3 U (Koju ogrosapajy mpoMeH-
spuBaMa u3 S) Hero uBoposa u3 V (Koju ofrosapajy BpeaHoctuma u3 1), ¢ 063upom
Ha TO Jia je uBop u Heynapen. Ckymn F je ympaso passior 3amo je |\S| > |T|, na je ca-
MUM THM, Ha OCHOBY IIPETXOJIHE JINCKYCHje, OH yIIPABO PA3JIOT 3aITO je OTPAHIICHHEe

HEKOH3UCTEHTHO. O

Ipumep 4.4.3. Hacrasmpajyhu npumep 4.4.2, HAKOH IITO ce obaBe OjCceramba, MJIeH-
tuduryjemo 3 Xosoa ckyna (yoksupenu jejou rpada 1 wa coumu 4.3). Isa o
IBbUX OJINOBapajy KoMIOHeHTaMa roBesanocTu ({x1, X2} u {x3, x4}) 10K je Tpehu ckym
jemnounan ({z5}). O6jammere mpornarupaHor NpUAPYKUBamba Ts = 6 ce cacToju
U3 OJICEUEHMX I'DaHa Koje HaIlylTajy oKBUp ojarosapajyher Xososor ckyma (x5 # 4
and z5 # 5). OGjammeme ojicerama s # 4 ce cacToju U3 OJCEUYEHUX TpaHa Koje
HAITYTIITajy OKBUD XOJOBOI CKyla Koju Kopuctu Bpejgnoct 4 (x3 # 2 and x3 # 3).
Ha cimuan naunn, objarnimerme ojcenama T3 # 3 je ojcename 1 # 1.

I'pad 2 na caumu 4.3 je npumep objarnmena kKondumkTa. [Ipermnocrasumo ma cy
x1 # 1 u x5 # 6 mamernyta ojcenama. Kaja oacedemo oarosapajyhe rpane (rad-
Kacte rpane Ha rpady 2), UBOp I BHIle HEje ynapeH. AKO 3all0YHEMO 00M/Ia3aK
rpada o1 TOr YBOpa, JIOCTUKEMO CBE YBOPOBE y YOKBUPEHOj 30HU Tpada. YOKBU-
peHa 30Ha cajapxku 5 usopa u3 U (cKyn npoMen/buBux S = {1, Te, T3, Ty, T5}) u 4
yBopa u3 V (kombunosanu momen T = {2,3,4,5}). Ilpumerumo ma je |S| > [T
Objarrmee HEKOH3UCTEHTHOCTH OI'PAHIYerha Ce CacTOji U3 OJCeUEeHNX I'paHa Koje

HaIymuTajy yoksupeny obiacr (1 # 1 u x5 # 6).

4.4.6 TIpobaem muamMasHOT cKyna npernpeka (MOS)

Heka je G = (V, E) ycmepenu rpad, ca ckymoM novemnux weoposa S C V u

ckynoMm 3aspwnux weoposa F C V. Kaxemo ma ckyn npenpexa O C E pasdsaja
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S on F' ako mpom3BoJbHA IyTama oJ] OMJI0 KOr YBopa v € S Ka OWIo KOM 9BOPY
f € F campxku 6ap jeany rpany n3 O. Kaxemo ma je uBop v € V' baokupar CKyImom
upenpeka O (uiu O-6aoxupan) ako O pasasaja ckyt {v} o ckyma F| a'y cynporaoMm
je O-nebaoxupanr. Ipurom, ako O pasasaja S ox F', Taja cy cBu uBopoBu v € S O-
Osiokupanm, a csu aBopoBu f € F' cy O-nebiokupann. 3a IMyTamy Koja He CaJp:Ku
Hu jemauy nyrtamy 3z O kKaxemo Ja je npoxodua wiu O-nporodna mytama. CKyIl
npenpeka O koju pazzasaja S of F' je MuHumMaiHu ckyn npenpexa ako He TOCTOju
npasu nojckyn O’ ckyna O koju Takohe pasasaja S ox F. Cneneha Teopema maje

HEOIIXO/HE U JIOBOJbHE ycjIoBa Ja ckyi O Oyle MUHUMAJIHHU CKYII IIperpeKa.

Teopema 4.4.6. Ako je jgar rpad G u ckynoBu yBopoBa S u F, Tajia je CKym
npenpeka O Koju pa3asaja S o1 F' MUHIMAaJIaH aKO U caMO aKo je 3a CBaKy IPempeKy
e = (v,w) € O YBOp v JOCTHKAH W3 HEKOI YBopa u € S momohy Heke O-IPOXOJIHE

nmyTame, a 9Bop w je O-uebJIOKUpaH.

Zoxas. TlpernocraBumo jma O 3a10Bo/baBa HaBeJeHe YCIOBE U JIOKaxKuMo Ja je O
Taja MUHUMAJHE CKYI Ipenpeka. lIpermoctaBuMo cynpoTHO, Jia HEKH CKYII IIpe-
npeka O’ koju je mpaBu mojckyn oj O takohe pasupaja S ox F. Tama mocroju
npenpeka e = (v,w) € O\ O'. C 063upom Ha TO Jia je v JOCTHXKAH U3 HEKOI YBOpPa
u € S nomohy neke O-TPoOXojHe IMyTarmbe, a YBop w je O-HebJIOKUpaH, IMITO 3HAYH
na je Hexku yBop f € F jocrmkan w3 w momohy Heke O-TIPOXOJIHE IMyTame, a C
ob3upoMm Ha TO sa e ¢ O, tajga nocroju O'-poxojHa myTama of u J0 f, 1mTo je y
KOHTpaJIMKIIUju ca rnpernocraskoM ja O’ paszasaja S ox F.

Caga tpermocraBuMo J1a je O MUHUMAJIHU CKYII TIPENpeKa U JIOKAKIMO J1a 3a
cBaky rpany e = (v, w) € O BaxKu JIa je YBOp v JOCTHXKAH U3 HEKOT YBopa u € S 10-
Mohy Heke O-IIpoxoIHe Iy Tame, Kao u j1a je uBop w O-uebaokupan. [IpermocraBumo
CYTIPOTHO, Jia 33 HeKy Tpenpeky e = (v, w) win He mocToju O-IMPOXOJHA My Tatba O]
yBOpoBa n3 S Ka v, min He noctoju O-IPoxXojIHa IIyTama O w Ka IBOpoBUMa u3 F.
Y tom caay4dajy, ckyn O = O \ {e} Takobe pasusaja S ox F, 3aT0 mTO HE MOCTOjU
O'-tipoxojiaa mytama o1 S Ka F. OBO je y KOHTPAJIUKIM]H Ca MPETIIOCTABKOM J1a je

O MUHUMAJIHU CKYII TIpEIpeKa. [

IIpobaem munumannoz cxyna npenpexa (enrs. minimal obstacle set problem,
ckpaheno MOS) 3a naru ckyn npenpeka O koju pazzasaja S ox F' jiedunuieMo Ha
crnegehn Hauwma: nponahu ckym npenpeka O,,;, € O takas 1a je O,,;, MIHIMAJIHA

CKYII IIpernpeka Koju pazjsaja S ox F'. Takas ckyi He Mopa OUTH jeUHCTBEH.
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procedure findMinimalObstacleSet(G, S, F,O)
begin
{G = (V, E) je ycmepenn rpad, S CV, F CV}
{O C FE je ckyn rpana xoju paszasaja S o F'}
O, := findReachableObstacles(G, S, O)
Vup := findUnblockedVertices(G, F, O,)
Omin =g
for all (v,w) € O, do
if w € V, then
Omin = Omzn U {(’U,’LU)}
end if
end for
return O,,;, {MuHUMaNTHE CKyT TIpenpexa}
end

Anropuram 4.1: findMinimalObstacleSet(G, S, F,O)

[Iporienypa findMinimalObstacleSet() (asropurtam 4.1) Hajupe mHpoHasasm
ckyn upemnpeka e = (v,w) € O rtakBux Ja je v jgocruxkad (momohy O-
[POXOJIHE TIyTame) U3 Hekor 4YBopa u3 ckyna S. OHa mo3uBa IMPOIELYPY
findReachableObstacles() (asropuram 4.2) kKoja nokpehe mperpary rpada Gy
mupuny nosiazehn of uBopoBa u3 S, kopucrehu camo O-upoxojne myrame. CKy
YBOPOBA JIOCTUTHYT Ha Taj Hauud o3HadnMo ca O,.. Jlako ce Moxke BUAETH Jia CKYII
npemnpeka O, takohe pazasaja S ox F.

Y apyroj dasu anropurMma, 3a cBaky mpenpeky e = (v,w) € O, npose-
paBamo sia sim je uBop w O,-HeOIOKHpaH. Y OBY CBPXY Ce€ IO3UBa IIPOIELypa
findUnblockedVertices() (amropuram 4.3). OBa mpone/ypa spaha ckyn csux O,.-
HebIoKupaHnX 9BopoBa n3 G (o3Haunmo oBaj ckyn ca V). Ilpenpeka e = (v, w) €
O, he 6utu y ckyny O,,;, ako u camo ako je w € V. Ha ocnoBy Teopeme 4.4.6,

oBaKo Jobmujen ckym npenpeka O,,;, je MUHIMaJIaH.

Ipumep 4.4.4. Pazmorpumo rpad na ciauru 4.4. CKyn modeTHHX IBOpPOBa je S =
{1}, a ckyn 3aBprHuX uBOpoBa je F' = {7,8}. Y npsom rpady je gar nHAIMjATHA
ckyn npenpeka O = {(2,4),(3,6),(3,5),(4,8)} (rpane o3naveHe NPHUM TauKaMa).
Ckyn npernpeka O, HAKOH yKJIambarbha HeJO0CTHzKHe mpernpeke (4,8) je mar y apyrom
rpady. Hajzan, munnmasnan ckyn upernpeka O, = {(2,4),(3,6)} je mar y tpehem
rpady. Ilpemnpeka (3,5) je ykjomeHa 3aTO IITO je YBOp 5 OJIOKUPAH O CTPAHEe

npernpeke (2,4).

[Iporeypa findUnblockedVertices() (asropuram 4.3) 3axreBa jetasbHUje 00-
jammeme. 3acHuBa ce Ha TapraHOBOM aJlOPUTMY 3a IIPOHAJIAZKEHHE KOMIIOHEHTH

jakux nosesanoctu y yemepenom rpady [99]. Morusanuja 3a kopumheme Tapia-
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Cimmka 4.4: CKyll MUHEMAJIHUX IIPEIpeKa

procedure findReachableObstacles(G,S,0)
begin
{G = (V, E) je ycmepenu rpad}
{S CV je ckyn moueTHUX IBOPOBA }
{O C FE je ckyn mpenpexa}
q.init() { q je pex uBoposa }
0, :=0
for all u € S do {monasumo oJ] HOYETHUX IBOPOBA}
q.enqueue(u)
u.marked := true
end for
while not g.empty() do {uperpara y mupuny}
v := q.dequeue()
for all (v,w) € E do
if (v, w) € O then {nponahena npenpeka}
O, :=0,U{(v,w)}
else if not w.marked then
w.marked := true
g.enqueue(w)
end if
end for
end while
return O, {O, je ckyn npenpeka JoCTHKHUX U3 S Kpo3 O-IIPOXOJiHe My Tarbe }
end

Ausropurtam 4.2: findReachableObstacles(G, S, O)

HOBOT aJITOPUTMa 3a IIPOHAJIaKemhe CKyIla HeOJOKMPaHuX YBOPOBa JiexKu y cienehoj
YUILEHUIIA: 38 CBaKy KOMIIOHEHTY moBe3anoctu W rtpada G, ako je jeiaH meH
YBOp HEOJIOKMPAH, Taja Cy W CBH OCTAJN IEHU YBOPOBH HEOJOKHpaHU (¢ 063MpOM
Ha y3ajaMHy JIOCTHXKHOCT YBOPOBa U3 mcTe KOMIOHeHTe). Jlakie, HeGJOKUPaHOCT

jé CBOjCTBO KOMIIOHEHTE IOBE3AHOCTH, a He IOojeJIMHavYHuX YBOpoBa. Karkemo ja
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procedure findUnblockedVertices(G, F,O)
begin
{G = (V, E) je ycmepenn rpad, F C V}
{O C FE je ckyn npemnpeka}
index := 1
S.init() {S je crex uoposa}
Vap := 2
for all v € V do {mokpehemo mperpary n3 cBUX HEJOCTUTHYTHX IBOPOBA}
if v.indexr = undef then
find ub_rec(v)
end if
end for
return V,;, {V, je ckyn cBux O-HEOIOKMpAHUX IBOPOBA }
end

procedure find ub_rec(v)
begin
v.index 1= index
v.lowlink := index
index := index + 1
S.push(v)
if v € F then
Vb 1= Vi U {v} {3aBprmu usoposu cy nebiokupany}
end if
for all (v,w) € E\ O do {uperpara xKpo3 ,ipoxogue”’ rpate}
if w.index = undef then
find ub_ rec(w)
v.lowlink := min(v.lowlink, w.lowlink)
else if w € S then
vdlowlink := min(v.lowlink, w.index)
end if
if w € Vy then
Vi := Vip U {v} {ako je w nebiokupan, Taga je u v HebjIoKupa}
end if
end for
if v.lowlink = v.index then {v je KOpeH KOMIIOHEHTE TTOBE3AHOCTH }
repeat {CKumaMo ejleMeHTe KOMIIOHEHTEe [IOBE3aHOCTH Ca CTeKa}
w := S.pop()
if v € V;, then
Vb := Vi U {w} {axo je kopen v mebmokupaHn, Taza je n w HEOJIOKUPAH
end if
until w = v
end if
end

Anropuram 4.3: findUnblockedVertices(G, F,O)

je xkomrionerTa W (O-HebioKMpaHa ako Cy meHu 4BopoBu (J)-HEOJOKMpaHU, a Y Cy-
npotHoM je O-Oji0kupana. 300r 60Jber pasdyMeBarba, Hajipe hemMo o0jacHUTH OpH-
runajHn TapiiaHoB ajropuTaM, a 3aTuM hemMo yKas3aTu Ha MOAU(UKAI]e Y HAIIeM

aJITOPUTMY U JeTa/bHO UX PA3SMOTPUTH. TapLIaHOB aJI'OpUTaM y OCHOBHU BpIIM CTaH-
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nmapaan obmrazak rpacda Gy nyouny. Tokom obuiacka, 9BopoBu v V' ce HyMEpHIILy
y CKJIaJly ca TOPEeTKOM Y KOM Cy HpBH IyT mocehenu, Tj. BpIM ce J0Ja3HA HY-
Mmeparja (enrit. preorder). Bpoj koju je mpuupyzkeH usopy v 3Bahemo undexc u
osnavasaliemo ra ca v.indexr (nHunumjaaHo je v.index = undef, MTO 3HAYM JIa IBOD
jomr yeek Huje mocehen). 3a cBaky KoMmoHeHTy mnosesanoctu W, nedunnmemo xo-
per on W kao uBop u3 W koju je npsu nocehen y Toky obmnacka, tj. asop uz W ca
HajMamuM nHJIeKcoM. CBaKoM 4BOpY v je Takohe npujipyzken 6poj v.lowlink koju ce
n3padyHaBa y TOKy OOM/IacKa M KOjU MpeJICTaB/ba HajMambn NHIeKC Mehy nHaekcnma
CBUX YBOPOBa KOju Cy JoCTHKHU U3 v. [locjaeauaHo, YBOp u je KOpeH HeKe KOMIIO-
HEHTEe [T0BE3aHOCTU aKO U caMO ako BaxKu u.indexr = u.lowlink. YBopoBu ce Hajipe
[IOCTaB/bajy Ha CTEK JIOK ce He NpoHale KOpeH IhUXOBe KOMIIOHEHTE TTOBE3aHOCTH, a
OH/Ia Ce CKHU/JIa]y ca CTeKa M JI0Jajy y ojroapajyhu cKym 4BopoBa KOju IIpeJiCTaB/ba
TeKyhy KOMIIOHEHTY IOBE3aHOCTH.

[Tporneypa findUnblockedVertices() ce pasiukyje o1 ornucanor Tapianosor
ajiropuT™Ma y JBe crBapu. [IpBo, pa3zmarpa ce jaka IMOBE3AHOCT CAMO y OJIHOCY Ha
O-nipoxojie myTame (Tj. Kopucru ce camo ckyn rpana F \ O). Jpyro, ajropuram
He Bpaha nponaleHe KOMIIOHEHTE MTOBE3AHOCTH Kao Pe3y/ITaT. ¥ MecTO Tora, KOpH-
CTH Te KOMIIOHEHTe IoBe3aHOCTH Ja npoHahe ckym V,, O-HeOJIOKHpaHUX IBOPOBA.

[Ipoueypa momaje ciejehe uBopose y ckyn Vi, (1 caMo wHux):

e ako je v € F, mama ce v gomaje y Vi, (3aBpINHU IBOPOBU Cy TPUBUjATHO

HeOJIOKUPaHN )
e ako je rpana (v,w) ¢ O u uBop w je Behi y Vi, Tagia ce v gonaje y V.

® AaKo je v KOopeH KoMrioHeHTe nose3anoct W n v je 'y Vi, Tajia ce CBU 9BOPOBU

uz W nonajy y V.
KOpeKTHOCT aJIrOpuTMa cJjeJn 13 CJIe,ZLehe JABe TeopeMe.

Teopema 4.4.7. Ilpouenypa findUnblockedVertices() je cazaacha: axo je vy

V. Ha Kpajy M3BpIaBamba IpoIreaype, Taaa je v O-HeOJIoKupaH.

Jloxas. Ako je uBop v jomaT y cKyn V,, TOKOM H3BpIIaBamba MpoIeaype, Taja je TO
wim 3aTo mro je v € F, wim 3aro mro nocroju rpara (v,w) ¢ O u w je Beh y Vi,
WM je KOPeH KOMIIOHEHTe TIOBe3aHOCTH KO0joj mpunaga v Beh y ckymy V. Y cBakoM
0/l OBa TPHU CiIy4aja, HeKa je k, KapIWHAJIHOCT cKyla Vi, Y TPEHYTKY HEeIoCpeIHO

pe JiojiaBarmba 9Bopa vy ckyl V. lokazyjemo na je v O-nebjioKupaHn WHIIYKIIA]jOM
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no k,. 3a k, = 0 (1j. ckyn Vy, je npasan), jeaunu Moryhu ciaydaj je na je v € F)|
Tako Ja je v TpuBujasHo O-uebsokupan. IlpermocraBumo cama ga je k, > 0 u ga
TBpheme Baxku 3a cBako k' < k,. Y 1pBOM ciydajy, ako je v € F, Taja je v IOHOBO
TPUBUjATHO HEOJIOKUPAH. Y JIPYTOM CJIydajy, 9BOp v ce Jojiaje y CKyIl Vi, 3aTO IITO
je Heku uBop w Beh y Vi, a mocroju rpana (v, w) ¢ O. C o63upom Ha TO Ja je w
JojiaT y cKyn Vi, 1pe uBopa v, tasa je k, < k,, Ia je M0 WHIYKTUBHO] XUIIOTE3U
w O-uebokupan. 300r Tora je v Takohe HeOJIOKUpaH, ¢ 003UPOM Ha TO Jia ITOCTOjH
rpana (v,w) ¢ O. Y tpeliem ciydajy, 9Bop v ce jozpaje y ckym Vi, 3aTo 1ITO je
KOpEH W meroBe KoMroHeHTe mnoBesanoctu Beh y V. [loHoBO, w je mojar y ckym
V. Tipe uBOpa v, Tako ja je k, < k,, mro 3ua4n jga je w O-HebJIOKUpaH, Ha OCHOBY
MHIyKTUBHE XUIoTe3e. 3aTo je v Takohe O-HebIOKUpaH, ¢ 003MPOM Ha, TO Ja TIOCTOj1
ycmeperna O-TIpoxojiHa myTama o v 10 w. OBUM CMO JIOKa3a/i Jia CBaKU UBOD U

KOJH je JIOJIAT y CKYyTI Vi, y 0110 KOM Kopaky ajiropuTMa 3aucta O-uedjaokupan. [

Teopema 4.4.8. Ilponeaypa findUnblockedVertices() je komnaemmua: ako je

gBop u (O-uebOoKupaH, Taja he u 6utn y ckymy Vi, 1O 3aBPIIETKY paja IIpoiie-

Aype.

Jloxas. Jla 6ucmo J10Ka3aam KOMILIETHOCT, MOpPaMoO Jia JOKaxKeMo Ja he 3a cBaky
HeOJIOKMPaHy KOMIIOHEHTY IToBe3aHOCTU W ¢BM IeHM YBOPOBH OUTH JIOIATH Y CKYII

Vup- Y 10Ka3y KOpHCTUMO cjejehe o3HaKe:

e W (v) je KOMIIOHEHTaA jaKe MOBE3AHOCTH KOja CaJIp:KH YBOD 0.
e root(W) je kopen kommonente W.

e 700t(v) je KOpEH KOMIIOHEHTE IOBE3aHOCTH Koja caipxku v (T1j. root(v) =
root(W(v))).

e ydawenocm — HEOJOKMpaHE — KOMIIOHeHTe  moseanoctu W om  F
(osnauena ca d(W)) je nyxwna wHajpalie O-mpoxomme — IyTare
(vo, 1), (V1,v2), ..., (Vk_1,vg), TakBe ma je v9 € W u vy € F. Ilpuwme-
tumo Jia ako je W N F # &, raga je d(W) = 0.

e Pekypsusnu nosus find ub rec(v) (kpahe o3nauen kao v-nosus) je axmu-

8aM aKO ITPOIEIypa WU U3BPIIaBa YIIPABO U-TIO3WUB WM HEKW PEKYP3UBHU

IIO3UB KOjI/I je JUPEKTHO WJIM MHAWPEKTHO IIO3BAaH U3 V-II03UBa.

e U — w O3HAYABA Jla je W-TIO03UB MOKPEHYT (JIMPEeKTHO) u3 v-mo3uBa. Peduirek-
CUBHO ¥ TPAH3UTUBHO 3aTBOPEIE pejalinje — o3HadaBaMo ca v —* w (1o

3HAYM JIa je WM U = w, WL U — U3 — Uy — ... — w). pyrum pednma,
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v —* w 3HaAYM Jla je V-TIO3UB jOI yBeK aKTUBAH Yy TPEHYTKY KaJa ce w-TO3UB

u3Bpiiasa. [Ipumernmo u na Baxku root(v) —* v 3a cBaKu 4BOp 0.

® KazkeMo JIa je 9BOp v jednocmasho Hebaokupar (WM S-HEOAOKUPAH) aKO je v
qnomaT y Vi, mpe 3aBpIieTka v-mo3uBa. ¥ CYIPOTHOM, UBOD je 00402CeH0 He-
baokupan (wmm d-nebaokupar). OmitoxkeHO HEOGJIOKMPAHU IBOD v je JI0JaT Y
Vb HaKOH 3aBpIIETKA v-1I03WBa, U pe 3aBpIieTka root(v)-mosusa (y 3aBp-
mHOj bas3u root(v)-1o3uBa, Kajia ce YBOPOBH U3 KOMIIOHEHTE jaKe OBe3aHOCTH

gBopa 1r0ot(v) CKuIajy ca creka).

[Ipumernmo 1a ako je v € F, Taja je v s-HEOJOKHpaH, ¢ 003UPOM Ha TO Jia Ha
[OYETKY v-TI03UBA IIPOTIE/Iypa IIpoBepasa jia in je vy F u nomaje vy Vi, 1o moTpebn.
Otyna he v curypno 6utn y V,,;, npe Kpaja v-1o3usa.

Hajupe mokasyjemo jia ako je v —* w u YBOp w je S-HEOJOKHMpaH, Taja je U v
takohe s-uHebOsokupan. Jla 6GucMo TO Jl0Ka3a/m, HAjIpe PasMOTPUMO CIydaj Kaja
je v = w. Y TOM ciy4ajy, w-IO3WUB ce MOKpehe MUpeKTHO U3 v-mo3mBa. Kama ce
W-TIO3WB 3aBPIIK U TOK MU3BPIIEHHa aJITOPUTMa, C€ BPaTu y v-TI03UB, Ouhe npumeheHo
na je w 'y ckyiy Vi (jep je w s-nebsiokupan) u usop v he 6urtn jgomar y V. Ucro
BayKM U 3a peJanujy —*, ¢ 003upoM Ha TO Jia je y MUTarmby TPAH3UTHBHO 3aTBOPEHE
penanuje —. IIpumernmo jga, ¢ o63upom Ha TO jga BaxKu 1oot(v) —* v, ako je v
s-HebJIoOKUpaH, Taja je u root(v) rakohe s-HEOJIOKUPAH.

VY HacTaBKYy JIOKa3a, MOKa3yjeMo Jia je 3a CBaKy HeOJIOKMpPAaHy KOMIIOHEHTY MTOBe-
sanoctu W aBop root(W') s-uebaokupan. OBo mokazyjemo unayknujom o d(W). 3a
d(W) = 0 tBpheme TpuBnjasHo Baxku, ¢ 063upoM Ha TO Jia mocToju 1Bop v € WNF u
v je s-nebsiokupaH, na je root(v) = root(W) rakohe s-Heb0OKMpaH, Ha OCHOBY IIPET-
xozHe juckycuje. IIpermocraBumo ja tBpheme Baxku 3a d(W) < k u gokaxkumo ja
taga Baxu u 3a d(W) = k. Baucra, ako Baxu d(W) = k, To 3ua4du ma nocroju O-
npoxojHa myTtama P = (v, v1), (v1,v2), ..., (Vs_1,Vk), TakBa ma je vg € W, v, € F,
npu yemy je To Hajkpaha raksa myTama (MOCIEAUIHO, V1, . . .,V & W). Jlokaxkumo
Jla JIOK Cce W3BPINaBa vy-TI03UB, V1-1I03WB HEje aKTUBAaH. 3amucTa, y CyIPOTHOM On
BaXKWUJIO Jia je v; —* vg, IITO 3HAYU Jia je Uy JIOCTUXKaH u3 vy. 10 Jlajbe 3HAYHU Jia
je v1 € W, cynporno npernocrasiu. Vcro TBpheme Baxku u 3a root(v)-103uB.
OBo 3HAYM Ja Cy WM W v1-1I03UB ¥ 100t(v1)-1103uB 0ba Bell 3aBpIleHa WM HUCY
joII HU 3amoveTn y TPEHYTKY KaJja je rpaHa (v, vq) nocehena u3 vg-mosmsa. Mozke

HACTYIIMTHU jeJHa O] cjiejlehux curyarmja:

e v; je Beh panuje 6uo mocehen. ¥ Tom cirydajy, v1-103uB u 100t (v )-103UB Cy
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Beh zaspmienn. Komnonenra W (vy) je Takohe Hebokupana (¢ 063upoM Ha TO
na moctoju myTtama P\ (vg,v) ayxune k — 1) u d(W(vy)) =k — 1 < d(W).
[To uHAYKTUBHO] TpeTIIocTaBIu root(vy) je s-HebaoKupan. 360r Tora je 4Bop
v1 y crymy Vi, ¢ 063UpoM Ha TO Jia ¢y 4BopoBH u3 Kommonente W (vy) gomaru

y ckyn Vy, HajkacHuje Ha Kpajy root(v;)-1no3usa.

e vy Huje 10 cajia 6uo mocehen. YV Tom ciydajy, vi-mo3us u root(vy)-mo3us jorr
yBek Hucy nokperytn. OBo 3maum na je vy upsu uBop u3 W (vy) koju he
6utn nocehen, 1j. root(vy) = v;. Tama mokpeliemo vi-1103UB U3 Vy-1103UBA.
C o63upom Ha TO 12 je d(W(v1)) = k — 1 < d(W), Ha OCHOBY WHIyKTHBHE
[IPETIOCTABKE CJIeIH Jla je UYBOp v; S-HeOJoKupaH u ja he outn y ckymy Vi,

110 IIOBPATKYy U3 V1-1103UBA.

Y oba ciydaja, mporelypa OTKpuBa Jia je v; € Vi U jojiaje 9Bop vy Y CKyI Vigp.
C 063upoM Ha TO Jia Ce OBO JIelIaBa y TOKY U3BPIIEHha Ug-1103UBa, YBOP vy he 6uru
s-uebokupan. 36or Tora je root(vy) = root(W) rakobhe s-HeGIOKHpAH.

Ako je 3a xommonenty W uBop root(W) s-webiaokupan, Tajga hie y 3aBpiiHoj
dbasu uzspmasamwa root (W )-nosusa csu uBoposu u3 W 6urn gonaru y ckyi V. C
003UpoOM Ha TO Jia CMO JIOKa3aJIu Ja je 3a CBaky HeOJoKupaHy KoMmroHeHTy W meH
KOpEH S-HEeOJIOKMPaH, TaJia CJIe/IU Jia he CBU HHeHU YBOPOBH OUTH Y CKYILY Vi 10

3aBPIIETKY U3BpIIaBamba mporeaype. OBUM ¢MO JT0Ka3aIu KOMILIETHOCT. [

Caoxenoct. laxo je mpornenaypa findMinimalObstacleSet() 3acHoBaHA Ha JiBa
obmacka rpada, MoxKe ce OITHMH30BATH TaKO JIa Ce U3BPIaBa y caMo jeJIHOM 00H-
nacky rpada. Hawmme, uBopoBu Koju cy mocelieHn y TOKY HW3BpIIEHa MPOIEILyPe
findReachableObstacles() cy goctmxkun u3 S u cBakako cy O,-06jokupanu (nHade
O HeKM IBOP U3 u € S OMO HEOJOKUPAH, & TO je y KOHTPAIUKIIN]UA Ca MPETIIOCTAB-
KoM Jia ckyt npenpeka O, paszasaja S ox F'). Oo 3maum ja mema morpebe sa
nocehyjemo oBe uBopoBe MOHOBO y mporieaypu findUnblockedVertices() kako 6u-

CMO TIPOBEPWJIN J1a Jin ¢y oHu HeOmokupanu. CaMuM THM, CJI0KEHOCT aJrOpuTMa je

o(vVI+|E]).

4.4.7 Kopumtheme MOS anropurMa 3a reHepucarbe

obOjanrmemna

Heka je B OunaprutHu rpad KOju je WHUIUJAJTHO HPUJPYKEH OrPAHUYICHY

alldifferent(:pl, - ,xk). Hakon mro je 3ajiaT cKyn HaMETHYTHX oJjiceramba [,
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Heke TpaHe he OuTn ykJomeHe u3 rpada. O3HaINMO OBaj CKYIl YKJIOWEHNX I'paHa
ca Fgr, a HOBO cTame rpada ca Bg. [IpernocraBumo na je crame rpada Br KOH3U-
CTEHTHO, Tj. MOCTOju caBpiineHo yrnapusame M y rpady Br, U IPETIOCTABUMO Jia je
Perunor anropuraM oTKpuo HEKy BUTAJIHY WM HEKOH3UCTEHTHY rpany y Br. Og-
roBapajyha nponaraiuja (IpuIpyKuBarbe WIN OJICeIahe, PECIIEKTHBHO) MOKe O1Tn

objarmena KacHuje y OMI0 KOM TPEHYTKY, O YeMy roBOpH cjejicha TeopeMa.

Teopema 4.4.9. Heka je nar MOS npobiem 3a pesuyannu rpad G, ca CKyIoM
npenpeka O = Eg, ckynoMm nodetaux 4Boposa S = {v} u CKyIOM 3aBpIIHUX YBO-
posa F' = {u}, rze je (u,v) ycMepeHa rpaHa Koja 0roBapa IMponarupaHoM OJICeIamy
win npuypyxRuBamwy. Heka je O,,;, nponalenn MmunuMaHu CKyIr npernpeka. CKym
oJiceniarba Koju oarosapa ckymy rpana u3 O, je jeTHO MIHUMAJHO O0jallibere

JaTe Ipolaraiuje.

/loxas. Hajupe nmpumernmo ja cy cBe rpaune u3 M rakohe npucyrne u y B. ['pana
(u,v) je anrepuupajyha y rpady B, anu je Burajina wim HekonsucrentHa y Bg. To
3HAYMU Jla Cy CBH YCMEDEHH IUKJIycH Koju caapxke (u,v) y rpady Gpy NPEKUHYTH
yKJIamameM rpata u3 Fr. Jlakie, cBe ycmepere myrame y rpady Gpv 0 94BOpa v
Ka IBOPY u MOPajy Ja cagapxke dap jeany rpany us O = Er — To ypaBo 3Ha4H Ja je
O cKyII TIperpeKa Koju pasjBaja IBop v oJ1 uBopa u. [Iponahenu MunuMa nm CKyIl
[perpeKa 0/J[roBapa MUHUMAJHOM (y CMUCITYy HHKJIy3HUje) O0jallberby Iponaramnmje —
YIIPaBO Ta ojIceliarba Cy JIOBeJIa JI0 TOra ja rpana (u, v) Buiie He Oyie ajrepaupajyha
y Bg. O

[IpernioctaBuMo cajia Jia je Br y HEKOH3UCTEHTHOM CTalby, IITO 3HAYH JIa OITHU-
MajiHo ynapuBame M Huje cappieno. ObjalmbaBambe KOHMIUKTA ¢ MOXKE CBECTH

na MOS na ciimgan HA4YWH, 0 YeMy TOBOpH cjejieha TeopeMa.

Teopema 4.4.10. Heka je nar MOS npobGitem y pesugyanaom rpady Gpm ca CKy-
oM moderHux uBopoBa S = {u}, rae je u 6uno Koju Heymaper uop u3 U (koju
oJIroBapa HEKO] IPOMEHJ/bUBO] KOjO] HUje HPUIPYKEHA BPEIHOCT), CKYIIOM 3aBp-
muux yBopoa F' = {t} u ckymnom npenpeka O = Ex. Heka je O,,;, nponahenn
MUHUMAJIHU CKyTI ripenipeka. CKyI ojcenarma Koju oiarosapa ckyiy rpaxa u3 O,

je jeqHo MUHUMAJTHO ODjallberhe KOH(JINKTA.

/oxas. C obzupom nHa To j1a je M ontumasno y B, ne nocroju ysehasajyha myrarma
y pesugyantoM rpady Gp, M, Tj. CBe IyTame o1 4Bopa u 10 uBopa t y rpady Gpm

cazipke Oap jemany rpany m3 O = Er — 0BO ympaBo 3Ha4u jia cKyn mpernpeka O
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pasaBaja u o t. Ilponahennm MuHUMAHU CKYN IIpPepeKa OJroBapa MUHUMAJTHOM

objarrmeby KOH(MJINKTa — YIIPaBo 300 TUX OJICelakha YBOP U He MOYKe OUTH ylapeH
y rpady Bg. O

ONONOBORNOROENONONONORNORO)

@) @ @ @@

Cuauka 4.5: MOS objammema (I[pHe Tauke TIpeCcTaB/bajy Mpernpeke)

Ipumep 4.4.5. Pazmorpumo nmonoso uctu rpad kao y npumepy 4.4.3. IIpsu rpad na
comrm 4.5 je pesuryasiau rpad ca IpernpeKkoM MocTaB/beHOM Ha rpanu (x1, 1) (rpana
YKJIOI€HA YCJIe)l HaMeTHYTOT ojiceliaba r1 # 1). Ucnpekugane jmHuje ogrosapajy
OpUpYKUBabIMa U OJcellambuMa Koja Cy Y3POKOBaHa yKiamameM rpase (1, 1).
Kako 6ucmo npoHarm objarimerhe TpuIpyKuBama r5 = 6 (Butasina rpana (6, xs))
TPaKMMO MUHUMAJIHU CKYI IIpelpeKka KOju pasjiBaja Ts o uBopa 6. Y ciaydajy
objarmmaBama ojicenama Ts # 4 (HeKOH3MCTeHTHa rpaHa (Xj,4)), TPaxKUMO CKYII
IpenpeKa Koju pasjsaja IBop 4 oj UBopa x5. ¥ 00a ciaydaja, y MUTamy je Ipernpeka
(x1,1), na je objammerne 1 # 1.

MozkeMo ce MoCTyKUTH JAPYTUM rpadoM Ha caunuy 4.5 J1a WIycTpyjeMo objarmba-
Bame KoudmKTa. [loctaB/pamo npenpeke Ha rpase (1, 1) u (x5, 6) Koje oxrosapajy
npernoctaBkama r1 # 1 u x5 # 6. [a 6ucMo mpoHanim o0janmbehe, TPaKIMO M-
HUMaJIHU CKYT Iperpeka KOju pa3jBaja x5 o/ t. Y OBOM CJIy4ajy, MUHUMAJHU CKYII

caJIpKu 0be TIperpeke, 1a je objarnmemne v # 1, x5 # 6.

4.4.8 Ilopehbeme MOS m KarcupesocoBor ajropurma

Ako ymopemumo tpumepe 4.4.3 m 4.4.5, Bugumo ga cy KarcupemocoBa obja-
MIBEHa 38 MPHIPYKUBakbe T5 = 6 u ofcename w5 # 4 peaom {xs # 4,x5 # b}
u {x3 # 2,x3 # 3}. Y cayuajy MOS anropurma, obe mpomnararuje cy objalmbeHe

ojicenambeM 1 # 1. Yorrmre, MOS anroputam o6u4HO poHAIA3U 0Ojalllbemha Koja
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cy nyospe y KoH(MIUKTHOM T'pady y nopehemy ca objarimebnma Koja ce jgo0ujajy
Karcupenocopum asiropurmom. Pasmorpumo 1moHOBO Iiporiaraiiuje mpoHaleHe o
crpane Perunosor airopurma y npumepy 4.4.2. Onucano y TepMuHuMa XOJIOBUX
CKYIIOBa, Hajpe je rpana (xq, 1) yKIOmeHa, IITO je JOBEJIO JI0 TOra Ja CKyI {1, s}
nocrane XoJsioB cKyi. 36or Tora cy rpate (3,2) u (x3,3) MopaJje 6uTu ojcetveHe,
IITO je JIOBEJO JI0 Tora ja u ckyn {xs, x4} mocrane Xosios. Jlasme cy 360or Tora
ozceuene rpane (rs,4) u (rs,5), mro je JgoBeao j0 Tora Ja rpaHa (Is,6) mocrane

BuTastHa. Jlakie, nmamo ciejehn Janar UMILTHKAIT]a:

.1'1#1:>{mg%z,l’g#?)}:>{£C5%4,£C5%5}:>$5:6

Y Toky ananmuse kKoHdMKTa, Karcupesocos ajaropuraMm ce Bpaha camo jejaH Ko-
pPaK yHa3a/l y OBOM JIaHIly UMILTHKAIHja, 10k MOS ajropuram ojjia3u cBe J10 Kpaja
Janma. [IpuMmeTnmo ja cy cBe TpW MMILIUKAIIN]E 3allPaBO OTKPUBEHE Y OKBUPY TOT
ucror alldifferent orpanmyera y TOKy uU3BpIlaBaiba PerunoBor ajaropurma Koje
je m3a3zBaHO HAMETHYTUM ojicenameMm 1 # 1. [IpaBu pasyior cBux oBux mporaraiuja
je 3aIpaBo oJiceriambe T, # 1, aju Ta YMmHeHUIa ce He MOxKe OoTKpuTu Karcupeso-
COBUM aJIrOPUTMOM. Kao ImTo MOXKeMO BUJIETH U3 OBOT' IIPUMEPA, jEJIHO OJICelarbe
MOZKe pa3OUTU KOMIIOHEHTY ITOBE3aHOCTU HA TPHU WJIU BUIIE MAmbUX KOMIIOHEHTH.
Karcupenocos anropuraMm ce 3acCHUBa Ha KOMIIOHEHTaMa, TTOBE3AHOCTH, TAKO J1a MOYKE
nponahu camo murumanre XoJIoBe CKyIIoBe — OHe KOjU JIMPEKTHO OJI'0Bapajy KOM-
IIOHEHTaMa 110Be3aHOCTH. JIaKo ce Buan Jia je yHUja JIUCjYHKTHUX XOJIOBUX CKYIIOBa
Takohe X0JI0B CKYII, ajii ce TaKBH XOJIOBH CKYIIOBU He MOry oTKputu Karcupeaoco-
BUM aJITOPUTMOM, jep UCTHU HE OJIr0Bapajy JAUPEKTHO MMOjeNHATHIM KOMIIOHEHTAMA
nose3anocTu kKoje KarcupesocoB ajqropuramM OTKpHBa U KOPUCTH 3a O0jalllIbErba.
Ha npumep, ako 6ucmo mporanum XoJIOB CKYII {1, Ta, T3, T4}, TaJa OHCMO MOIJIH
oMax Jia jamMo objarmmese x1 # 1, ajm oBaj cKyn He Moxke OuTn oTKpuBeH Kat-
cupesiocopuM ajropurmoMm. Ca japyre crpare, MOS asropuraM ce m3BpIaBa HaT
WHUIAjAJTHUM rpadoM y KOMe Cy CBe I'paHe oIl yBEeK IPUCYTHE, a IIpelpeKke ce
[IOCTaB/bajy MCKJ/bYIMBO Ha I'paHe KOje Cy Y KaCHHjUM cTambuMa rpada yKIOmeHe
ycJie/] HAMeTHY THX oJiceliarba. ['paHe Koje he KacHuje Outu ykjomene oJi crpane Pe-
IMHOBOT &JropuTMa (Kao pe3yJsirar Iporararmja) He caIpzKe mperpeke, ma 300r Tora
MOS ajropuram MoKe J1a JOCTUTHE IIPElpeKe Ha rpaHaMa Koje Cy CTBapHU pa3Jjor
npomnaranuja. Jlakie, Baxkuo je marmacutu jga MOS anropuram Jaje objarrmbermba
UCKJBYYMBO Y TEPMUHUMA HAMETHYTHUX OJICellarba, & He y TePMUHUMA OJICeIaiba KOja
cy mporarupaHa oj crpane camor alldifferent orpanudersa, IITO je cydaj ca

KatcupenocoBuM aaropurmMom.
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Hapagsno, oBo orpannderme KarcuperocoBor aaropurMa ce Ha IPBH MTOTJIE MOYKE
npeBa3uhn y TOKy aHau3e KOH(JIUKTa TaKo IIITO he ajropuraM objalbaBamba OUTn
nmo3BaH Buile mmyTta. Wmak, mMa ciydajeBa Kaja oBaj MIPoOJeM He MOyKe OUTH IIpe-
Bazuben. Pasmorpumo npumep miaycrposan Ha ciuiu 4.6. [Ipumep je nctu Kao u
paHumje, ¢ THM IITO CaJla UMaMO JiBa HaMEeTHYyTa ojceliama rq # 1 u x3 # 3 (nmpume-
TUMO Jia Ou JpyTo ojiceriame OUII0 Mocseuna npBor y Perunosom ajropurmy). Y
npBoM rpady Ha ciaunm 4.6, TauKkacTe IpaHe 0/roBapajy HaMeTHYTHUM OJICelabuMa,
HCIOPEKUaHe IPaHe OroBapajy MMILIHIIPAHUM OjcellambuMa (Ipornaramnujama), a
YOKBUPEHU JIeJIoBU Tpada onroBapajy XOJ0BUM CKyloBuMa. Karcupesiocos ajro-
puram objamrmbaBa ojcenama rs # 4 nomohy ckyna {3 # 2, x5 # 3} Kao u paunuje.
VY cienehoj urepanuju anammse KongmkTa, Karcupenocos ajaroputam he ojcenarbe
x3 # 2 naspe objacHuTH ofcenameM x1 # 1. Ca jpyre crpane, ojiceriame x3 # 3 Hehe
Jla;be 6uTn objarrmaBano y okBupy jJaror alldifferent orpanudersa, ¢ 003UpPOM
Ha TO Jia je OHO HaMeTHYTO, Tj. HHje TpomarupaHo oji crpane tor alldifferent
orpanndersa. ObjarmmaBame ojcenama r3 # 3 mnpeysehe HEKO JIPyro OrpaHuyderne
KOje Ta je U IpoIrarapasio, mTo MOKe YBECTH HOBa OJCelatha y aHaJIM3y KOH(DIIMKTA.
OBa ojicenama 6uhe peayHIaHTHA, 3aTO IITO Ce BUMa ObjalllmhaBa OJCeNnarmke Koje
HHje OMJIO0 HEOIIXO/IHO 3a MPOoTAaralnjy ojcenama Ts 7% 4. Y apyrom rpady Ha CIAIN
4.6 BUIMMO JIBE IHpEIpeKe Koje 0/IroBapajy HaMeTHYyTuM ojcenamuMa. Kaja obja-
HIbaBaMo ojicename Ts # 4, y npsoj dasu MOS anropurma (nmosazehin ox usopa 4)
JocTUKeMO o6e mperpeke, amu y Apyroj dasu he npernpeka (z3,3) 6T eTMMIHA-
caHa, ¢ 003UpOM Ha TO Ja je 1Bop 3 GJ0KupaH of crpaHe upenpeke (x,1). 36or
Tora je jobujeHo objammere r1 # 1. IIpumernmo ja ce oBuMm mszberaBa objarima-
Bambe OJicenarma T3 # 3 OJI CTpaHe JIPyror OrpaHnverha Koje ra je MpoIarupasio, ¢
003UpoOM Ha TO Jia OBO OJiceliarhe He JONPUHOCH ojiceriamy Ts # 4. Oaj npumep
nokazyje ga MOS ajropuram MozKe MOTEHIIMjAJTHO JaTH Mamba 00jalliberba, TaKo

IITO eJIMMUHUIIE HEKE pEeJyHJaHTHE I'paHe y IIOCTYIIKY aHaJIn3e KOH(i)JH/IKTa.

4.4.9 TIlopebeme MOS obGjanmmbema ca objanimberbuMa

3aCHOBaHM Ha IIPOTOYHHMM MPexKaMa
Jlpyru 3aHUM/bUB IPHUCTYI objalllibaBaiby IIporaraiuja u KOoHQJIUKaTa KO/l
alldifferent orpanudera je 3aCHOBAH Ha NPOMOYHUM MPEAHCAMO (eHm. flow

networks) [39]. Ilox mporowunoMm mpexRoMm mojpasymeBaMo ycmepern rpad G =

(V, E) xome je npuipyzkena dyukuuja f : E — R kojy 3oBemo npomok. Bpemnocr
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Ciuka 4.6: Ilopeheme Karcupenocosux u MOS objarnimerna

f(u,v) 30BemMo npomox xkpos epany (u,v). Csakoj rpanu (u,v) Takohe IpUAPYKY-
jeMo dowy eparuty Ly, n eoprwy epanuyy U,, Takse ga je L, < U,,. 3a upotox f
KazkeMo Jia je donycmue ako Baxku Ly, < f(u,v) < U,, 3a cBaky rpany (u,v) € E,

a 3a cBakm 1BOp v € V Baxku ciesiehe CBOjCTBO 0dpotcarba npomoxa:

quv vaw

(u,v)eE (vyw)eE

YKOIMKO je f JOIycTHB MPOTOK, TaJja 3a oaroBapajyhin mpotok Kpos rpany f(u,v)
KazkeMo JIa je MaKCuMaia (MUunuMaar) ako He TOCTOJU JPYTU JOIMYCTHBU HPO-
tok f' rmakaB ga je f'(u,v) > f(u,v) (f'(u,v) < f(u,v)). 3a nporouny
MpeXKY KazkeMo Ja je pedykosana ako 3a CBaky rpany (u,v) € F Baxu Ja je
min{ f(u,v) | f je nonycrus} = Ly, u max{f(u,v) | f je mouycrus} = U,,. CBaka
IIPOTOYHA MPeXKa Ce MOXKe PeAyKOBATH TAaKO IITO CE OJpe/e MAKCUMAJIHU U MUHU-
MaJIHU TPOTOIM KPO3 CBaKy OJf TpaHa (u,v), a 3aTuM ce rpanute L, u U, nocrase
Ha T€ BPEIHOCTU. 3a IPOTOK f KaxKeMo Ja je 1esobpojar YKOJIUKO je BPEIHOCT
f(u,v) menobpojua 3a ceaky rpany (u,v) € E. Moxke ce mokasaru Jia YKOJUKO Cy
cBe rpanuiie Ly, u Uy, 1e100pojHe, Taja 3a cBaky rpany (u,v) MOCTOjI TeT00POjHI
OPOTOK TakaB Jia je MakcuMmaJjiaH (MUHUMAJaH) 3a TY IpaHy. 30or tora hiemo y
HACTABKY MOJPa3yMeBaTU UCK/bYIMBO IEJ0OPOjHE TIPOTOKE.

Pesudyarnu epagp G(f) 3a nporouny mpexy G = (V, E) u nporox f je ycmepenu
rpad Koju mMa MCTU CKyI YBOpoBa V', Kao m cjejiehm cKyn rpaHa: 3a CBaKy I'DaHy
(u,v) € E, ako je f(u,v) < Uy, Taja nocroju rpasa (u,v) y pe3ujyajHoM rpady
ca Kanauumemom Cu, = Uy, — f(u,v); Takobe, 3a caky rpany (u,v) € E, ako je
f(u,v) > Ly, Taga mocroju rpana (v,u) y pesugyasHoMm rpady ca KalaryureToM
Cou = f(u,v) — Ly,. YeMepeHu MUKIIYC P Y Pe3UIyaaTHoM rpady KOju CaJIp:Ku TPaHy

(u,v), anu He cagpxKu rpady (v, u) ce 30Be ysehasajyhu yurayc 3a f(u,v) — WHeros
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KanarureT ¢(p) je jelHaK MUHIMAJIHOM KalalluTeTy HBeroBux rpana. CandHo, yeMme-
PEHH TIUKJTYC Py pe3uIyaanoM rpady Koju cagp:Ku rpaHy (v, u), a He CaJIpKi TPAHy
(u,v) ce 30Be pedykyjyhu yukayc 3a f(u,v). Uarynrusno, yeehasajyhu nukiyc ce
MOZKe MCKOPHUCTHTHU Jia ce yBeha mpoToK Kpo3 rpany (u,v), JIOK ce peaykyjyhu -
KJIyC MOYKe MCKOPHCTUTH Jla Ce CMabl IMPOTOK KPo3 rpany (u,v) y oarosapajyhoj
IPOTOYHO] Mpexku 3a usnoc ¢(p). Moxke ce nmokasaru [81] ma je IpoTOK Kpo3 rpamy
(u,v) Makcumasian (MUHUMAJIAH) aKO U caMo ako He moctoju ysehasajyhu (peyky-
jyhu) nukiyc 3a f(u,v) y pesumyaasom rpady G(f).

[Ipumerumo J1a ce MHAYKIUjOM 110 OpOjy IBOPOBa MOXKE ITOKA3aTH JIa CBOjCTBO
OJIprKamba POTOKA BaXKK 3a IPOU3BOJHAH MOJCKYI YBOPOBa Sy MPOTOYHO] MPEKH,
Tj. 38 CBaKM JOIYCTHBU HPOTOK f CyMa CBHX IIPOTOKA KpPO3 I'paHe Koje yiaze y S
Mopa O6UTH jeJ[HaKa CyMU IIPOTOKA KPO3 I'pane Koje uzjaze u3 S. [log npecexom 3a
rpany (u,v) y nporounoj mpexku G = (V, E) noapazymesamo nap (S, S), e cy S
u S nogckynosu o V taksu gaje SUS =V u SNS =@, npu uemy je v € S u

u € S. Iox xanayumemom mpeceka MOIPazyMeBaMO BPEIHOCT:

Z Uw1,w2 - Z Lw1,w2 (41)

(w1,w2)EE, w1 €S,wa€S (w1,w2)EE\{(u,v) },w1 €S, waES

UuTynTuBHO, TO je yupaBo MaKCHUMAJHU MPOTOK Koju Mmooce yhu y S (uzahn u3 §)
Kpo3 rpany (u,v). O moceGHOr MHTepeca Cy yIPaBO IPECENN MUHUMAAHO2 KaANa-
yumema. Ilosnara meopema o murumanrom npecexy [39] Ham ropopu na je Maxcu-
MAaJTHU JIOIYCTUBH IIPOTOK KPO3 Tpany (U, v) jeIHAK MUHUMAJHOM KAIAIUTETY KOju
MOKe MMATH HEKHU Tpecek (S, ?) 3a rpany (u,v). AHaJIOrHO MOXKeMO JeduHuCATH

npae mMpeceka:

Z Lw1,w2 - Z Uw1,w2 (42)

(w1,w2)EE,w1€S,we€S (w1,w2) €E\{(u,v)},w1€S,w2€S

OBo je ympaBo MUHEMAJHU MPOTOK Koju mopa yhu y S (usahn us S) Kpos rpamy
(u,v). Caja je MUHUMAJIHE JIOMYCTUBU IPOTOK KPO3 rpany (u, v) jeHAK MaKCHMAJI-
HOM TIpary Koju Mozke UMaTH Hekn mpecek (S, S) 3a rpany (u,v).

Orpanndemy alldifferent m3 UPETXOMHUX IIPUMEPA MOMKEMO IIPUJIPYKUTH
IPOTOYHY Mpexy Jary Ha ciuiy 4.7. Cse rpane usyses (t, s) UMajy JIOWY IDAHHUILY
0 u ropwy rpanuiy 1. TIporok 1 3a rpany (x,d) 3Hauu na je oBa rpaHa jieo Tekyher
ynapuBama, a npotok 0 3Haqn jna Huje. ['pana (t,s) Ma U rOPHY U JOHBY TDAHUILY
je/lHaKy b, YuMe ce TapaHTyje Jia JIOIMyCTUBH ITPOTOIM OJII0OBApajy CaBpPIIEHUM yTia-

puBamuMma. Caja ce Hajsehu seo mnperxojne npude o alldifferent orpanudersy

94



I'JIABA 4. YHAIIPE'BUBAIE SMT PEINABAYA CSP TEXHUKAMA

MOzKe peOpMyIIHICcaT! Y TEpPMIHIMA TPOTOYHUX Mpexka. [IpoBepa KonsnucrenTHOCTH
OTpaHNYerha je eKBUBaJEHTHA IIPOHAJIAXKEY JOIYCTUBOI IIPOTOKA Yy OJroBapajyhoj
npoTovHoj Mpexku. IIponasakere BUTATHUX U HEKOH3UCTEHTHUX I'DAHA je €KBU-
BaJIEHTHO MPOHAJIAXKEIbY MAKCUMAJJTHIUX M MUHUMAJHUAX [IPOTOKa y OJAroBapajyhmm
rpaHama y nporodnoj mpexu. ['pana (x,d) he 6uTu HEKOH3UCTEHTHA aKO U CAMO aKO
je MaKCHMaJIHU TIPOTOK Kpo3 Ty rpany jeanak 0. Ciwmuano, rpana (x,d) he 6utu Bu-
TaJHa aKO U CaMO aKO je MHHIMAJIHUA TPOTOK Kpo3 Ty rpany jexnak 1. Opasge ciean
Jta ce mpobJieM oOjallmhaBama HEKOH3UCTEHTHOCTH U Iponaranuja y alldifferent
OrpaHruYelny MO2KE CBECTHU Ha O6J alllibaBalbe MaKCUMaJIHUX 1 MUHUMAaAJIHUX IIPOTOKa,
a KOje ce 3aCHMBA Ha IPOHAJIAXKeby [PeceKa MUHUMAJIHOT KalarureTra (MakcuMai-
HOT IIpara) y IPOTOYHOj Mpexku 3a ofarosapajyhy rpany. Kama ce nponale takas
[PeceK, OrpaHmvere MPOTOKa 3a rpaHy (z,d) ce MoxKe 00jaCHHTH TpaHUIAMA IPO-
TOKa KOje Cy HaMeTHyTe HOIIPEYHUM IpaHaMa TOTr IpeceKa (Tj. rpaHunaMa Ly, ., I
Uy w, ¥ m3pasuma (4.1) u (4.2)) [84, 36]. Ono 1mTo je oBjie 3HAYAJHO HAIVIACUTH je
Jla, TAKBU MPECEIN HucYy JeduHCMEeHy Y OIIINTEeM CIIy4ajy, IPU 9eMy HEeKH O] HUX
najy 6oJba objallberba, a HeKU JIoluja. Y OBOM OJIeJbKY YKPATKO JINCKYTYjeMO pa-
3JIMYUTE MPUCTYIIE 3aCHOBaHE HA MPOTOYHUM MpeKaMa U MOPEJIMMO UX Ca HAIUM

npuctynom 3acuoBanuM na MOS mpobemy.

@

@

\Q 5

@

Ciuka 4.7: Ilporouna mpexa 3a alldifferent orpanuderme n3 MPETXOIHUX PHU-
Mepa. lopma 1 J0ma rpaHulia TpPOTOKa y CBUM TpaHama cy 0 u 1, pecrneKTHBHO,
ocuM 3a rpany (t,S), KOI Koje Cy M ropiha W J0Fha TPAHWUIA MPOTOKA jeJHaKe H
(oBuMm rapanTyjemo sa he cBe mpomensbuse 6utn ynapese). lomycrusu mpororu y
0BOj MPEXKH OJIF0BAPa]jy CaBpIIEeHNM ylapuBamuma y ounaprutaom rpady. [Ipumep
JIOIIYCTUBOI IIPOTOKA je JaT OpojeBuMa Iopeji IpaHa Ha CJIAIN.

[IpBu mpuctym je 3acHOBaH HA OTKPUBaIbY KOMIIOHEHTHU jaKUX ITOBE3aHOCTHU y pe-

sutyasnom rpady®. Oaj mpucryn je npumemsen y pajy layuunra u apyrux [36], u

STIpumeTnmo na je Hama gedbuHHII]a pe3uayaaHor rpada Koju je mpuapyzken alldifferent
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3aCHUBA Ce Ha YUILEHUIN /1a Cy TPaHe Koje Cliajajy pa3/mduTe KOMIIOHEHTEe ITOBe3a-
HOCTH y Pe3u/iyajHoM Ipady ynpaBo oHe I'paHe Koje UMajy OCOOUHY jia je BPEeJTHOCT
IIPOTOKA KPO3 TaKBY I'PaHy y CBAKOM JIOIYCTHBOM IIPOTOKY KPO3 MPEKY YBEK jeHaK
TOPIH0j WJIN JIO0] TPAHUIIM TPOTOKA 3a Ty TpaHy (JI0Ka3 oBor TBphema ce Mozke Halin
y pagay Peruna [81]). V ciyuajy alldifferent orpanudera, T0 Cy ylpaBo BUTATHE
U HEKOH3WCTEHTHEe rpaHe. HaKOH MITO ce MPOTOYHA MpexkKa PEIyKyje, Tj. TPAHUIE
IIPOTOKA Ce ayKypupajy Ha OCHOBY M3PAdyHATUX MAKCHMAJHAX U MUHUMAJTHIX BPeJI-
HOCTH (IITO OJIrOBapa yKJIAmharmhy HeKOH3NCTeHTHUX I'PAaHa U O3HAYABAY BUTATHUX
rpana y OumapruTHOM rpady), KOMIOHEHTa [MOBE3aHOCTU S KOja CaJpXKu IBOpP d
he onpehuparn Munmmamu npecek (S, S) 3a rpany (,d) U MOXKe ce MCKOPHCTHTH
3a obOjalmaBame IPaHmIa MPOTOKa 3a OBy rpany. ¥ ciaydajy alldifferent orpa-
HUYemha, KarcupesocoB ajaropuraMm paju ynpaso To. ¥ pajgy layaunra m apyrux
[36] oBaj npucry je renepasn30BaH Ha MPOU3BOJHHE MPOTOUHE MPEKE, ATl ayTOPH
IPpU3HAjy J1a HBUXOB MPUCTYI, TpuMemeH Ha alldifferent orpanndeme jgaje ncra
objarmmema kao u Karcupenocos anropuram (36, 35]. Beh cmo panuje auckyroBasm
y KaKBOM Cy OJIHOCY TakKBa oOjallliberha IpeMa objalmenma Koja jgaje vamr MOS
AJITOPUTAM.

Jlpyru npucTyI je 3acHOBaH Ha OTKPUBAILY JOCTUKHAX YBOPOBA Y PE3ULYATHOM
rpady [84]. Ako je mara rpana (z,d) auju ce MaKCHMAJIHI/ MUHAMAJIHI IIPOTOK 00ja-
IIbaBa, 0OMIACKOM pe3uIyaHor rpada moJiazehu o1 uBopa d 03HavuaBaMO CBE IBO-
pose noctmkHe n3 d. OBaKo 00MjeHn CKyT JOCTIKHIX 9BOpoBa S Takohe oapehyje
vuHIMasTHE pecek (S, .S) [84] Koju ce Mozke MCKOPHCTHTH 3a 06jallbaBabe TPAHHTIA
npoToka Kpo3 rpany (x,d). Jda 6ucmo yropeamim Tako Jobujena objarmerma ca Ha-
M MOS objammemnma, cerumo ce j1a MOS asropuram objartmben y ojiesbKy 4.4.6
uma e daze. Y 1pBoj dasu ce OTKPHUBAjy JOCTHKHE TIpernpeke (Tj. 03HadaBajy ce
YBOPOBU JIOCTUKHU U3 d U IIPOHAJIA3€e Ce OJICEUeHe TPaHe Koje Cy paHuje TOBEe3UBAJIEe
OBe JIOCTHZKHE YBOPOBE Ca OCTAINM YBOpoBuMa rpada). Y apyroj dasu, aaropuram
eJTUMUHUIIE PEJIyHIaHTe TPelpeKe Yuji Cy 3aBPITHU IBOPOBU OJIOKUPAHU OCTAJIUM
JIOCTHZKHUM Tperipekama, (Tj. Koje oJroBapajy OJCeYeHUM IpaHaMa Koje U TaKO He
Mory outu jieo Heke yBehaBajyhe ryrarbe, ¢ 003UPOM Ha TO Jia Ce U3 IUXOBUX 3a-
BPIITHUX YBOPOBa He MOKe joctuhut 4Bop ). OUUryiesHo, MPUCTYI OMUCAH Y DALy

Poxapra u apyrux [84] je ekBuBasenTan camo npsoj daszu wamer MOS ajropurMa.

orpaHUYerby HaBeleHa y onesbKy 4.4.3 nmpmimano yuporrhena, y nopehemy ca yobudajeHOM Jie-
bunrIEjoM pe3uayasTHOr rpada y MPOTOYHOj MPEXKHU KOjy CMO HABEJIN Y OBOM OJEJbKY, a Koja je
npeysera u3 qureparype [81]. Nnak, nge medunnmmje cy NOTIyHO eKBUBAJIEHTHE Y CIy4ajy rpada
Koju je mpuipyxKken alldifferent orpanuvemny.
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OBo 3Haum ja jgo0ujeHa objalllbeha MOTY CaJp:KaTH CYBHIIHE IpaHe, Kao IITO U
ayTopu camu HamoMmuiby [84]. Y crBapm, objammerma mobujena MOS asropurmom
yIpaBo oJ[roBapajy objalimemuma Koja cy y pajy Poxapra u apyrux [84] onucana
Kao IOKe/bHA 00jallberha — OHa CaIprKe UCKJ/bYYMBO OJCEYeHE I'PaHe KOje MOBE3Y]y
YBOPOBE JIOCTHZKHE U3 d ca YBOPOBHMA M3 KOjUX ce MOxke jgoctulim 9Bop z (HAro-
MeHHMO Jjia y pajy Poxapra u gapyrux [84] e mocroju omumc anropurma Koju 6m
reHeprcao olucaHa IoXKesbHa objallbema, Bell caMo rope OImmMcanu ajropuraM Koju

oarosapa npsoj dasu MOS anropurma).

Ciauka 4.8: Ilopeheme objammema 3acHOBaHa Ha TPoTOodHUM Mpexkama u MOS
objalrmemna

Ipumep 4.4.6. PazMOTpUMO MMOHOBO MCTU PE3UIyasHA I'pad U3 MPETXOJHUX IPU-
Mepa (cimka 4.8). IlpermocraBuMo Jia ¢y 3amara Tpu ojcenama: ry; # 1, 1 # 3
u xr3 # 3. llpeBeseno Ha je3uK MPOTOKA KPO3 MPEXKY, OBa TPHU OJCelarba 3Hade
Jla Cy 3ajJlaTe rOpH-e IpaHuile IPOToKa 3a oaroapajyhe rpane jennake 0 (Taukacre
rpate y rpadoBuMa Ha cyuiy). AjropuraM (hUITpUpama U3padyHaBa MUHIMAJIHE
U MaKCHMaJIHe MIPOTOKEe KPO3 IpaHe U Iporarmpa ojrosapajyha ojcenarma 3a one
rpaHe KOJ KOJUX je M3padyHaTH MaKCHMaJHU MPOTOK jegHak (), Kao m oarosapa-
jyha mpuapykuBama 3a OHe T'paHe KoOJI KOjUX je M3padyHaTu MUHUMAJIHHU ITPOTOK
jemnak 1 (ucnpekumpane rpase y rpadoBuMa Ha cauim). llpermocraBumo jia xKe-

JUMO J1a 00jaCHUMO Oficelniatbe Ts # 5. Y caydajy aJaropurMa KOju je 3aCHOBaH
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Ha OTKpHUBarby KOMIIOHEHTH ITOBE3aHOCTH, Hajupe he OUTU OTKpPUBEHa KOMIIOHEHTA
[OBE3aHOCTH KOja CaIpKu 4BOp b (yOKBHpeHH Jeo mpBor rpada Ha caunu 4.8) a
saTuM he (HAKOH PeJIyKIlyje IPOTOYHE MpexKe) Ta KOMIIOHEeHTa OuTH MCKopuiihena
3a ojipehuBame npeceka. Jloja3Hu TOK y Ty KOMIIOHEHTY je OUpaHUYEH OJI03r0 Ca
0, 3aTO0 MTO je HEH OJJIa3HU TOK OorpaHmdeH 0703T0 ca 0, ycjieq IpaHnIa 3a IIPo-
TOoKe Kpo3 rpane (r3,2) u (r3,3). Oryna je objammere r3 # 2, r3 # 3 (UCTO Kao
n KarcupesnocoBo objammemne). [pyru Hauna ja 00jacHUMO OBO OJiceliame je Jia
npoHaheMo CKym JIOCTHXKHUX YBOPOBA M3 YBOpa H, He Kopucrehu rpame o3HadeHe
TAYKACTO HA CJUIM (TO Cy YBOPOBH KOjU Cy 10Je0/baHu y JIPYroM rpady Ha CJUMH
4.8). Osaj ckyn uBoposa ojpelyje npecek. Hberos josasuu Tok je Takolje orpanu-
qeH 0710310 ca (), a pa3yior cy MOHOBO 3a/laTe TPAHUIlE MPOTOKA Y HETOBUM N3JTA3HIM
rpanama — objalllmberne je, JaKie, yupaso r3 # 3, 1 # 1, x1 # 3. Hajsaza, tpehn
HAYMH Jla 06jaCHIMO OBO oJicerambe je Ja kopuctumo MOS amropuram (tpehu rpad
Ha connu 4.8). CKyI JIOCTHKHUX [TPEIPEKa ce CACTOju OJ1 CBe TPU Iperpeke (Kao u
y MPETXO/IHOM IPUCTYILY ), aJli HAI aJrOPUTAM IIPENo3Haje /a je camo rpaHa (1, 1)

3aKCTa HEOIIXO/HA Jia IPEKUHE CBe IIyTame KOje BoJe Ka UBOPY s, I1a je 00jalllberhe

xl%l

4.4.10 HmmeMeHTaIlMOHU JeTaJbU

Pykosanarn 3a orpanndeme alldifferent(zy,...,T);) UMILIeMeHTHpa Ouap-
tutHn rpad.” [IpHInKoM ycrocrapibamba HOBOI HEBOA OJIydnBaha, cTambe rpada
ce UyBa, TaKO Ja ce MOxKe e(pPUKACHO PEKOHCTPYHCATH KaJa ce IPUMEHU IIPABUIIO
Backjump. Kasa ce nurepasnu pectpukiiuja jgomeHa HaMmeTHy oj crpane SAT perma-
Bada, ojrosapajyhe rpane rpada ce Opuiry. 3a CBaKy YKJOIbeHY I'DaHy €, MaMTu
ce JMTepast KOju je OArOBOPAH 3a IHeHO yKJamarbe (03HaInMOo ra ca cause(e)). Oba
nadopmaIyja ce KacHuje KOPUCTH 3a 00jalllibaBalbe.

Pyxkosanar nojp:kaBa JBa JIeJIlyKTUBHA CJIoja. Y TPBOM CJIOjy, OTKPHUBAjy Ce
caMoO jeJIHOCTaBHU KOH(JIMKTU HouyT x; = d,r; = d F L, Kao u TpuBHujajHe mpo-
naraigje mouyT x; = d F x; # d (3a i # j). OBo 3Ha4M [a UPBU J€LyKTUBHU CJIO]

OCTBapyje UCTU HUBO KOH3UCTEHTHOCTU OI'DAHUYEHhA Kao U y CJy4ajy JIeKOMIIO3U-

7V oBoj dasu pasBoja argosmt pemasada, pyKopasan alldifferent orpanudemeM jour yBek
He YKJbyUyje Iporeype Koje ce THIy CyIpOTHOr orpaHuvema —alldifferent(zy,...,xy). 36or
Tora ce orpanndeme alldifferent He cme jaBmarm Ha Tpary M ca HEraTUBHHUM IIOJIADUTETOM.
OBo He mpencTaB/ba 3HAYAJHO OTPAHUYCHE, C OO3UPOM Ha TO Ja ce y (opmysiama KOje OIroBa-
pajy tunmaanm CSP npobisiemuma alldifferent orpanundersa jaB/bajy UCKJ/BYUIMBO KO jeUMHITIHE
KJayse.
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muje alldifferent orpanndersa Ha CKyI Pa3iInIATOCTH T; # T;, The je 1 <i4,7 <k

Y pyrom JeyKTHBHOM CJI0jy ce Hajupe mo3uBa Pop-DyikepcoHos aaropuram
Jla ce TIPOBePH Ja JIM TOCTOji KOHMINKT. AKO TOCTOjH, TIO3UBa Ce TPoIeIypa 3a 00-
jammaBabe KOH(MIINKTa 1 IpuMerbyje ce npasuio TheoryConflict,. Y cynporHOM,
nosuBa ce PermHOB ajiropuraM KOju OTKpHBa ¥ IpOIArupa jeJIHaKOCTH (Koje OJl-
roBapajy HOBOIPOHADEHUM BUTAJHUM TDAHAMA) U Pa3nIuToCTH (KOje ojroBapajy
OJICEYEHNM HEKOH3UCTEHTHUM TpaHama rpada).

Nmvmiementupanun cy u KarcupesocoB u MOS-3acnoBan ajroputaMm 3a TeHe-
pucame objalllmberha, KAKO OMCMO MOIVIM YIHOPEJIUTH I[OHAIAE JIBa AJIFOPUTMa Y
oKBHUpY mcror pemapada. C o03upoM Ha TO ja 00a aJropuTMa HM3parkaBajy o0ja-
MIBEea KA0 CKYIIOBE ojicenarba (Kao IITO je OMmMcaHo y omesbky 4.4.5), mobujeHo
o0jarmerme ce Mopa TpaHcOpMUCATH Y CKYII JINTepaja U TO TaKO IITO Ce CBaKa
ojicedeHa rpaHa e y objallmbery 3aMenn jurepaioM cause(e). Tlpumernmo ma Tako
JI001jeHO 00jalllbehe MOXKe CaIpKaTi U HejeIHAaKOCTH, ¢ 003UPOM Ha TO Jia HejejI-

HAKOCT TakoDe MOxKe OUTH y3POK yKJamarba IPaHe.

4.4.11 ExcriepuMeHTaJHa eBaJIyamnja

Y 0BOM 0JIeJbKY IIPUKA3YjeMO eKCIIePUMEHTAJIHY eBaJjIyalijy Haller argosmt pe-
ImaBava Koj! je OmucaH y MPeTXOIHNM OJie/bIInMa. [ J1aBHU INJb eBasIyallyje je Ja ce
ymopee nepdopmance KarcupemocoBor m MOS-3acHOBaHOT aaropuTMa 3a TeHepH-
cambe objallmbeba y OKBUPY Haler pemrasada. JIpyru musb je ja ce yropean Hali
pemasa4d ca HekuM o HajunosHatujux caBpemenux SMT u CSP pemasaga. Kako

OMCMO IIOCTHULJIA OBE nu/beBe, eKCIIEPUMEHTHUCAaHO je ca CﬂeﬂehI/IM peraBavduMa.

8 koju xopuctu MOS objarmemna

® argosmt-mos — HaIll pelraBav
e argosmt-kat — HamI permasad Koju KopucTu KarcupesocoBa objarmema

e sugar-argosmt — Sugar SAT-sacmoBan CSP pemasaua [98] koju Kopucru

argosmt kao nozajauncku SAT perrasa4

e sugar-minisat — Sugar SAT-3acnosan CSP pemapad xoju KopucTu minisat?

kao no3aauacku SAT perraBad

e minion — Minion CSP permasau [43|

Shttp://www.matf.bg.ac.rs/ milan/argosmt/
‘http://minisat.se/
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e g12lazy — G12'° CSP pemasav 3acnoBan Ha JIEHOM renepucamy Kiaaysa [77]
e opturion — Opturion!! CSP pemasau 3acHOBaH Ha JI€HOM TeHEPHCAIbY KIay3a

e yices-lia — Yices SMT pemasaua [38], mpu uwemy ce mpobiaemu Ko/u-
pajy y QF_LIA reopuju, kopuctehu distinct mpejukar 3a IMPeJICTaB/batbe

alldifferent orpannyema

e yices-bv — Yices SMT pemasau, npu demy ce xopuctu QF_BV reopuja (6u-

TBEKTOPH (DUKCUPAHE JIyKUHE)

HaBe;LeHe pelraBade TeCTupaJin CMO Ha CJIe,ZLehI/IX aIeCT CKYIIOBa I/IHCTELHL[I/IZ12

cydoky25 — ckyu ce cacroju oj 200 cayvajHO MeHepUCAHUX MHCTAHIU cydoky [61]
npobsiema. Cydoxy npobiem je 3agar tabmunom gumensuje n? X n? (n € N) unja
moJba Tpeba TomyHnTH 6pojesnMa o7, 1 10 n? Tako Ja Cy BPeJIHOCTH Y CBAaKOj BPCTH,
CBAKOj KOJIOHH M CBAaKOM OJ1 n? KBajpaTa IUMeHsuje n X n MeljycobHo pazimuure.
[Iputom, Heke BpeIHOCTH Yy MATpUIU Cy OOMYHO yHamnpen 3ajgare. OBaj mpobsem
ce jeanoctaBHo Kojupa Kao CSP mpobsiem, Tako mTo ce yBeje MO jeaHa MpPOMEH-
spuBa 2;; ca gomenoM {1,...,n%} 3a cBako nome (4,]) MaTpue, a 3aTUM ce 3aajy
alldifferent orpanmyema — 110 jeJJHO 3a CBaKy BPCTY, CBaKy KOJIOHY U CBaKU KBa-
Jnpat. YHampe/ 3aJare BPEIHOCTH ce KoJaupajy jearnakoctuma. CBe MHCTAHIE OBOT
ckyna cy Bequanne 25 X 25. Kopuctuiu cmo Bpemencko orpannderse oj1 200 cekyHm
o uHcrany. Tabmuie cy reHepucane ca oko 45% yHampes| 3aJlaTuX BPEIHOCTH —
CyJIOKYy TpobJieM mMa (pa3Hy TpaH3UIMA]y W yIPaABO OBAKO IONyH-eHe Tab/uie Ou

Tpebasio Jla cy HajTexke 3a pemaBambe [61]. CBe mHCTaAHIE Cy 3a710BOJbUBE.

cydoxy36 — CAUIHO Kao U y TPETXOJHOM CJIy4ajy, oBaj cKyil ce cactoju o 100
CJIyYajHO PeHEePHUCAHUMX CYJOKY uHCTaHiw, aau Behe jnumensuje — 36 X 36 (oBor

myTa, rpaHnIHO Bpeme 1o uHeTaHim je 600 cekyH/Im).

xaxypo — cKyn ce cactoju o 100 cirydajHO reHepucaHuX HHCTAHIM KaKxypo mpodiemMa
[90]. TIpoGusem xakypo (ciauka 4.9) ce cacroju u3 Tabsuie Koja cajap:ku mpasna (6ea)
1oJba, Kao M I0Jba KOja HUCY Ipa3Ha, a Koja MOry OMTH WIu 0DOjeHa Yy I[PHO WJIN
nomymeHa 6pojeBuMa (oBa 1mosba ieMo 3BaTu npezpadna nowa). CBaKO MPA3HO MOJbE

Tpeba nomyHuTH 6pojeM o 1 10 9, Tako sma cy y CBakoj oj Aunuje (BepTHKAJIHO]

Ohttp://www.minizinc.org/gl2distrib.html

Yhttp://www.opturion.com/

12Cpe wumcramme ce mory mahm ma Jokamujum:  http://www.math.rs/"milan/argosmt/
instances.zip
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WJIN XOPU30HTAIHO] CEKBEHITHN CYCEJIHUX MPa3HuX MoJba) cBu 6pojeBn MehycobHO pa-
3JIMYUTHU, a BbUXOBa CyMa je jeJHaka Opojy Koju je jaT y IperpajiHoOM II0Jby Koje
je cyceano Toj sunuju. IIpobaem ce moxke npesgcrasutu kao CSP npobiem, rie je
CBaKOM MPAa3HOM I0JbY MPHJIPYKEeHa IPOMeH/bIBa ca jgomeroM {1, ..., 9}, npu gemy
Cy TPOMEHJ/bUBE U3 CBaKe O] JIMHUja orpaHnydere alldifferent orpanndemem, Kao
U jeJIHUM JINHeapHUM OrpaHUYerbeM KOje 3aXTeBa Jla je CyMa ITPOMEH/bUBUX jeTHAKA
narom Opojy. [enepucane mucrante cy anmvensuje 20 X 20 u cBe cy 3aJI0BOJbUBE.

Kopuctuiau cmo rpanundno speme o1 600 ceKyHIU 110 MHCTAHIIN.

23930 27T Q12916

17 29
15

16

Cimmka 4.9: IIpumep kaxypo mpobiiema

20n¢hepu, — OBaj CKyI ce cacToju o 65 MHCTaHIM IpobiieMa Jpywmeenur 20adhepa
(enrit. social golfers) [44] pazmuantux Beaumuuna. I[Ipobiem ce Moxke omnmcarTu Ha
ciaejiehn HadWH: M - N UTpada Urpajy rojd u y cBakoj pyHIU ce Jiejie Ha M eKHIa
oj 1o n urpada. [lu/b je HalpaBUTH pacrlope]i IO eKUIaMa 3a p PyHJIU Tako Ja
HUKOja JIBa WI'pada He Ur'pajy BUIIE O jeJIHOM 3ajeHO Yy UCToj ekunu. Kopucrmim
cMo rpanngHO BpeMe o 1200 cekyH/ 1 3a CBaKy OJI HHCTAHIIM Y CKYILY, HAKO TeXKIHA
OBUX MHCTAHIIA Bapupa O] BeoMa JIAKHUX JI0 EKCTPEMHO TEITKUX, Y 3aBUCHOCTH O/T Be-
smanHe. Komupame je 3acHOBaHO Ha CJAMYHOM MOoJIesly Kao u y pajy leara u JIunca
[44]. Urpaue hemo osmaumrn 6pojesuma 0,1,...,mn — 1. Ilpomensbusa z;j, nMa
gomen {0,1,...,mn — 1}, a wena BpeaHocT ojpeljyje j-ror urpada y i-10j rpymu
y k-1oj pyrmu. 3a cBako durcupano k € {1,...,p} umamo jeano alldifferent
orpaHmYer-e HaJ IPOMeH/bUBaMa Tk, rae je i € {1,...,m}, j € {1,...,n} — oBo
OorpaHMYerhe 3aXTeBa Jla Y CBAKOj OJ PYHJM HU jeJlaH OJi UI'pada He MOyKe OUTH
Ha JIBe pas/imdyuTe MO3UIHje y UCTO Bpeme. Jla 6mcMo m3pasmim 3aXTeB jia HU-
KOja JiBa MI'pada He UTPajy BHUIIE O] jeHOM y HCTOj €KHIIH, ycIocTaBbamo ,,1-1°

KopecnonieHujy usmelly maposa urpada m 6pojesa us ckyna {0,...,m?n* — 1} :
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(w,v) = nm - u + v. Caxa yBOAUMO IO jeHy HPOMEHJ/BUBY Vij, j,k 38 CBAKH Iap
HPOMEHTBUBHX (L ks Tijok), TAE je j1 < Jo. [lOMEH CBHX OBHX IPOMEH/BUBHX je
{0,...,m*n* — 1}. VBOIMMO JINHEADHO OIPAHUYEIHE Yij jok = NI * Tijyk + Tijok 34
cBaKky oJ1 .,y npoMenspuBuX. Hajzam, nmamo jemgno momarno alldifferent orpanu-
4Jerbe HaJl CBUM ,,3 ITPOMEHJ/bUBAMa — OHO YIIPaBO KaxKe Ja HUKOja JIBa I1apa urpada
HE MOTY UTPATH BUINE O] jeJiHOM y ucToj ekumnu. OBaKBO KOJUpAIbE je YIJIABHOM
3acHOBaHO Ha alldifferent orpanudemy, aju UCTO TAKO YKJ/by4dyje U JIOCTa JIMHE-

ApHUX Or'paHMYeiba Ha/l IIPOMEH/bUBaMa Ca BECJIMKHUM JOMEHHMa.

pacnoped wacosa — OBaj CKYIl CaJIpyKU WHCTAHIE MPoOIeMa KOJU MMa MPaKTUIHU]Y
npuMeny: ckyn ce cacroju ox 100 ciydajHO reHepucaHUX WHCTAHIA TPOOJIEMa pa-
CIIOpe/ia JacoBa: pa3MarpaMo Cpejiby Koy ca 40 ojesbemba, IJIe CBAKO OJIe/beHhe
nmMa 35 JacoBa HeJleJbHO, pactiopeljeHux y meT paJHux JaHa (CelaM 9acoBa JIHEBHO ).
Craky 49ac 3ay3mMa jejaH OJ JOCTYIIHUX BPEMEHCKHUX TepMUHA jeTHaKe JTyKUHe
(cBaKOr JaHa MMaMO TadHO cejiaM OBakBuX Tepmuna). Takobe ce 3axTeBa J1a HEKH
o1, 1acoBa Mopajy 6urtn pacnopehenn y 60koBuMa (Besmdune 2 win 3, Tj. JIBOYACH
WJIM TPOYACH) — YacoBU KOjU UmHe OJIOK Mopajy 6utu pacmopelenu ucror jgana n
MOpajy Ja 3ay3umMajy y3acToIlHe BpeMEHCKEe TepMHUHE. ¥ CBaKO] OJI HAIITMX WHCTAHITN
MMaMOo TI0 TIeT Tpovaca | 10 JEBET JIBoYaca, JIOK Ce IIPeocTaa JIBa Jaca MOTY Pacio-
peiuTu mpou3BoJbHO. HacoBe Iipejiaje u3BecTan OPoj HACTaABHUKA, IIPU Y€MY CBAKH
ost HactaBHuKa uMma o1 14 1o 20 wacoBa HejebHO. CIIyUajHOCT MPUIMKOM T'eHepu-
carba MHCTAHIHM je obe30eheHa Tako IITO Cy YaCOBU JIOJC/bUBAHM HACTABHHUIIIMA HA
cilydajaH HauYnH (OPU YeMy YacoBH KOjU duHe OJIOK MOpajy OUTH JOJIeJbeHU HCTOM
HacTaBHUKY). HemesbHu 6poj wacoBa 3a CBaKOI OJf HACTABHHKA je Takolje cirydajHo
n3abpan u3 uaTepBata [14,20]. a 6ucmo Kommpasau mpobeM, YBOIIMO ITPOMEH-
JBUBY T;j); 38 CBAKOI HACTABHUKA § KOjH IIpejaje k-TH Jac Ipynu j (Ha OCHOBY IOJEIe
YacoBa HACTABHUIIMMA KOja je yHaIpe/| MO3HATa 33 cBaKy ojf nHcTaHim). OBako yBe-
Jene npomersbuse umajy gomet {0, ..., 34} — BpeIHOCT IPOMEH/BUBE ;1 oxpebyje
TepMUH y KoMe ce ojarosapajyhn wac gpxku (Bpegaoctu 0, ...,6 cy TepMUHE TPBOT
JaHa, 7,...,13 cy TepmuHm japyror jgaHa u Ti.). Jla 6mCMO m3pasuim 3axTeB A
1-TW HACTABHUK He MOXKe JIa JIPXKU JIBa, Yaca NCTOBpeMeHo, 3aj1ajeMo alldifferent
orpanmyerbe HaJ, CBUM IPOMEHJbHBaMa ;i 3a dukcupano ¢. CamdHo, na OucMo
U3pa3uIn 3aXTEB Jla J-TO Ojie/beibe He MOKe moxahaTu jBa pas3/uduTa daca UCTO-
BpeMeHo, 3ajajeMo alldifferent orpanudeme HaJ IPOMEH/bUBAMA Tjj), 38 (DUKCU-
pano j. Hajsaza, ma 6ucmo mspasuin ycaoBe o OJIOKOBHUMA, 3aXTeBaMO Ja 3a CBaKe

JIB€ IPOMEHIBUBE Tjjk, U Tijk, KOje IPECTaB/bajy JBa Cyce/lHa daca y HeKOM OJIOKY
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Mopa Jla BasKH Ja je Tk, + 1 = @y,. Taxobe, 3a cBaku o1 6JI0KOBa CBH 9acOBH
OCHM IIOCJIEJIIber y OJIOKY He cMejy Outu pacnopehenn y mocsieameM TEpMUHY HEKOT
naHa (0HOCHO, ojroBapajyhia mpoMeH/bUBA He MOXKE Y3eTH HU jejHy o cJiejehinx
Bpearoct: 6, 13, 20, 27, 34).

KTK — ckymu ce cacroju oj1 100 cirydajHo reneprucannx WHCTAHIU IPodJIeMa Komn.ae-
muparea mesicunckuT xkeasuzpyna® (enrn. weighted quasigroup completion problem)
[88]. IIpobGiem je camdan craHgapAHOM IPOOJEMY KOMILUIETHDaha KBA3UTDYIIA, AT
JIOZIATHO €€ CBAKOM IOJBY (7, j) JATOT AamMunCKo2 K6adpama TPUIPYKYje MmeHcuna
Pij — TO3UTHUBAH I1e0 Opoj U3 HeKoI IpejedunucaHor uuTepsaia. b je Komiue-
TUpATH KBA3UTPYILY IMoja3enu oJ1 33/IaTUX BPEIHOCTH y TabJIUIM, IPU deMy Tpeda
MuHIMEI30BaTH BpeaHoct M = min; () i DijTij), TA€ CY T;j IPOMEH/bUBE KOje OIro-
Bapajy BPeJIHOCTHUMa KOje ce YIHUCYjy y IoJba JATUHCKOT KBajpaTa. Hapasmo, oBO
je mpobJyieM onTUMU3AIIAje, aJld MU heMo pa3marpaTu ojaroapajyhu mpobJsem ojry-
JuBarma — Jia JIM [OCTOjU UCIpaBHa KBazurpyia Taksa ja je M < K, tue je K
no3uTuBaH 1meo 6poj? IIpobem ce komaupa nmomohy alldifferent orpanndera HaJ
IIPOMEH/bUBAMA T (o jearo alldifferent orpaHudverse 3a CBaKy BPCTY U CBaKy
Kosiony). TakoDe, 3a cBaKky BPCTY YBOJMMO HPOMEHJBUBY Y; = ). PijTij KOja Ipe]i-
craB/ba OJroBapajyhy Texmumy Te Bpcre, a 3aTuM 3agajemo kiaysy V(v < K) —
oBa KJjaysa obesbelyje 1a je HajMarba o1 y; TPOMEH/BUBUX (Tj. MUHUMYM TeXKHHA
no Bpcrama) Hajsuime K. Cee mHcTanme y ckyiy cy Beamante 30 x 30, TekuHe Cy
usmelhy 1 m 100, a Ttabuune cy remepucane ca oko 42% yHalpes IOIYyHeHHX 1I0Jba
(oBO je ympaBo Tauka dasHe TpaHsuimje 3a oBaj npobsem [46]). Bpoj K cmo 6u-
paJIi Ha OCHOBY HEKOT IIPETXO/IHO ITpoHaleHOr KOMILIeTUPatha KBAa3UIPyIie, TaKko J1a
3HAMO JIa Cy CBE MHCTAHIIE 3a/10BOJbUBE.

Pesynraru y Tabesn 4.1 nokasyjy ga ce y MpoceKy Halll perraBad 00/be TTOHAIIA
kasta kopuctu MOS anropuram 3a objalimema HETO Kajla y UCTY CBPXY KOPUCTH
Karcupenocos anropuram. Hajsehe yOpsame ce mocTm:ke 3a cydoxy WHCTAHIE, aIn
je Takohe nmpumerno u 3a K'TK uncraniie u uncranie pacnopeda. Ha apyroj crpanu,
HeMa 3HavajHe pas3jnke y mepdopMaHcaMa Ha kakypo WHCTaHIaMa u 2oapepuma. C
003MpPOM Ha TO Ja IPOCETHO BpeMe caMo 3a cebe He Jiaje JIOBOJbHO MHQOpMAInja
0 JUCTpUOYIMjU BpeMeHa M3BpIIaBarba, Ha ciaunu 4.10 npukasyjeMo Kako ce Bpe-

MeHa U3BPIaBaiba OJIHOCE Ha IM0jeIMHATHIM MHCTaHIaMa. Tadke n3HaJ JujaroHalie

13Cynehn 1o onome mTo je pedeno y pagy Cemvana u Kauorya [88], oaj mpobiiem, Kao Tu-
UYaH IIPEJICTABHUK NPobaema KoMOunamopHoz duaajra, IMa CTPYKTYPHA CBOjCTBA KOja Cce BeoMa
9ecTO BUDAjy Y MHOTUM MPAKTUIHAM ITPUMEHAMA.
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CcyaoKy25 cyaoky36 KaKypo
# UMHCTAHUY | FPAHUYHO | 7 UHCTAHIM | 'PAHUYHO | 7 WHCTAHIM | IPAHUYHO
200 300s 100 600s 100 600s
# pelieHnx npocek # pelieHnx npocek # pelieHux npocek
argosmt-mos 200 1.03s 97 99.7s 100 15.7s
argosmt-kat 200 2.46s 69 307s 99 24.7s
sugar-argosmt 188 72.5s 0 600s 100 10.8s
sugar-minisat 200 13.3s 7 456s 100 2.03s
minion 186 35.9s 23 476s 16 520s
gl2-lazy 198 21.8s 3 587s 98 20.7s
opturion 198 39.2s 0 600s 100 4.9s
yices-lia 49 277s 0 600s 12 566s
yices-bv 0 300s 0 600s 100 32.4s
roJsicdpepu pacriopef, KTK
7 MHCTAHUM | I'PAHUYHO | 7# MHCTAHIM | M'PAHUYHO | 7 MHCTAHIMU | FPAHUYIHO
65 1200s 100 1200s 100 1200s
# peuieHux mpocek # peuieHux mpocek # peuieHux nmpocek
argosmt-mos 44 463s 99 187s 82 444s
argosmt-kat 45 458s 99 209s 75 516s
sugar-argosmt 24 780s 12 1160s 0 1200s
sugar-minisat 30 660s 100 103s 0 1200s
minion 22 817s 0 1200s 14 1033s
gl2-lazy 51 305s 19 1084s 13 1073s
opturion 43 439s 0 1200s 100 43s
yices-lia 1 1193s 0 1200s 0 1200s
yices-bv 46 492s 0 1200s 0 1200s

Tabema 4.1: VY tabenu cy 3a CBaKH pelraBad M CBAKH CKYI WHCTAHIU J1aTu OpOj
UHCTAHIU PEIIEHNX y JIATOM TPAHUYHOM BPEMEHY, Kao U IIPOCETHO BPeMe pelliaBarba
(3a HepeleHe WHCTAHIE KOPUCTH Ce IPAHUYHO BPEMe IIPHU PadyHaby [IPOCeKa )

npeJicTaBsbajy uncranie 3a koje ce MOS asropuram mnokazao 6osbe oir Karcupesto-
coBor ajroput™ma. ['paduk senyje Beoma ybeybuBo 3a cydoky uncranie (rpaduk
rope JieBo), TJe BUAMMO Ja je BelimHa Tadaka 3Ha4YajHO W3HAJ aujaroHase. [loma
JBa rpaduKa 1MoKa3yjy 0JHOCE BPEMEHA U3BPIIaBaba 38 HHCTAHIE pacnopeda (JIeBo)
n KTK uncranie (JiecHO) — MaKO He TaKo JPACTUYHO OBOI IyTa, Ipaduiu u Jajbe
npecybyjy y kopuct MOS-3acroBanor ajroputma. Hajsam, 3a xaxkypo uHCTaHIEe
(rpaduk rope jecHo), Tadke Cy rOTOBO PaBHOMEpPHO pasbarane ca obe cTpaHe Ju-
jaronaJie, Tako Jla He MOYKEMO 3aKJ/bYUHUTHU KOju je ajroputam Oospu. ndopmariyje
0 peaykruju mpocropa mnperpare (tabena 4.2) takohe norsplyjy ma ce ympaso 3a
cydoky wHcTaHIe nobuja HajBehe mobospiame mpu kKopuiithery MOS ayropurMma.
Pazyinaura yopsama jnobujena kopurnihemem MOS anmropurma ymecro Karcupe-
JIOCOBOT &JITCOPUTMa Ha PA3JIMIUTUM CKYITOBUMa MHCTAHIIN MOTY ce yrpybo objacHUTH
o6pojem u mayxkunama alldifferent orpanmyer-a Koja ce I0jaB/by]y Y MHCTAHIIAMA.
Kao mro je muckyroBano y ozmesbky 4.4.8, riaaa Kopuct oj kKopuiithema MOS aJi-

roputMma je y ckpahupamy JlaHalla UMILIAKAIMja, a TO he ce BepoBaTHHje JielaBaTh
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Cauka 4.10: argosmt-mos Hacupam argosmt-kat Bpemena pemniasaiba: cydoky36
(rope J1eB0), Kkakypo (rope jmecHo), pacnoped (nose jeso), KTK (nome necuo)

CYZOOKY25 cyaoKy36 KaKypo
# opnyd. | # koHdJ. | # omyayd. | # KoHDJI. | # omjiyd. | # KoHJI.
argosmt-mos 388 162 13059 6953 44761 31690
argosmt-kat 705 298 22440 9503 44491 31915
opturion 240008 149023 — — 130489 74390
rosdepu pacropen KTK
# omJgtyd. | # KoH(u. | # omuydu. | # wkoud. | # omgayd. | # KoHJI.
argosmt-mos 66192 1877 188905 5833 27272 20364
argosmt-kat 58742 1740 220613 5051 28538 21200
opturion 187985 99113 — — 112373 52255

Tabesia 4.2: IIpoceuan 6poj ojryunBama n KOHIUKATA (3a pellleHe MHCTAHIIE )

y ayxum alldifferent orpanudemsuma (Tj. orpaHHIemBUMa ca BehuM apHOCTHMA).
Kao mrro ce Bugu y Tabesu 4.3, cydoxky, pacnoped n KTK wHCTaHe UMajy U BEJIUKI

6poj alldifferent orpanuverba, aju U BEJUKY HPOCEYHY JYKUHY OBUX OI'DAHU-
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demba (IITO Jaje MpocedHy KyMyJaTuBHY Jy2KuHy 1o uHcraninu sehy ox 1500). YV
ciydajy kakypo uHCTaHiu, 6poj alldifferent orpanundersa je 124 y npoceky (mrro
je yrnopemBo ca cydoky u MHCTAHIIAMA PAcnopeda), ajlu je MPOCETHA JLyKUHA OI'pa-
nnuema camo 4.3. Ca jgpyre crpane, gayx)uHa alldifferent orpanudera 3a WH-
cTaHIe 2oagepa je H2 y MpoceKy, all TaKO BEIUKH IIPOCEK je YCIIe Il jeIHOT BEJIUKOD
alldifferent orpanundvema y cBaKoj MHCTaHIHU (OHO HaJ Yy’ MPOMEH/bUBAMA), JIOK
Cy CBa ocTaJjia orpaHuvera 3HadajHo Kpaha. IIpocewan 6poj alldifferent orpa-
HIYema 10 WHCTAaHIN je camo 10, ma je KyMmy/JaTWBHA JyKWHA 110 WHCTAHIN CaMO
520 y mpoceky, IITO je 3Ha4YajHO Marke HEero Koj cydoky WHCTAHIM, a 3HATHO YIIO-
pequBHje ca kakypo mHcTanmama. JIpyra sannmspuba mHMOpPMAaIja KOja ce BUIU Y
tabenu 4.3, a Koja MoxKe 6UTH KopucHa y aHamsnu edekrusHoctn MOS agropurma
Ha pa3/IMuYUTUM CKYIOBUMAa WHCTAHIN je YJeo IMponaramyja Koje jgoJasze u3s Peruno-
BOI' &JICOPUTMA: Y CAydajy cydoky25 uucrannm, oko 34% cBuX Ipomnaramnuja 1oJase
u3 Perunosor ajropurma, J0K cy oko 48% cBux objalimbema yIpaBo 00jallmbera
Perunosux nponaramnmja. 3a cydoky36, nmamo oko 39% Perunosux nponaramnumja y
npoceky u 47% Perunosux objarnmerma. 3001 Tora n360p aaropurMa 3a FeHePUCahe
objarmema PernnoBux mponaraipja MoyKe UMaTH BEJIUKNA yTUIA] Ha repdopMaHce
peraBada Ha oBUM mHCTaHama. Ca Jpyre cTpaHe, 3a KaKypo WHCTAHIE, Marbe O]
1% cBux nponaranuja norudy u3 Perunosor ajropurma, a Mame o 2% cBux obja-
Iberba ce THIy oBux npomaramuja. C o03upoM Ha TO Jia je TPOIEHAT 00jalliberba
Perunosux mporrararuja Beoma MaJiv, n300p aJropuTMa 3a reHepucarme 00jalbemha

He MOXKe 3HAYajHO YTUIATU HA €(PUKACHOCT PeraBada.

cyaokKy25 | cymoky36 | kakypo | roadepu | pacnopen | KTK
# alldiff-oBa 75 108 124 10 126 60
IIpocC. gy>KHWHa 25 36 4.3 52 22.2 30
KyM. JIy>KWHA 1875 3888 546 520 2800 1800
% PerunoBux mporl. 34% 39% 0.8% 2% 6.4% 0.6%
% Perunosux 006)j. 48% 47% 1.7% 5.7% 9.5% 7.7%

Tabena 4.3: Tabesa nokasyje npocedan 6poj alldifferent orpanuderma 10 UH-
cTanny, npoceuny ayzxkuny alldifferent orpannyema, Kao W IIPOCEYHY KyMyJla-
TABHY AyzKWHY cBUX alldifferent orpanmdera II0 MHCTAHIA y CBAKOM O] CKYy-
nosa. Takohe mokazyje yJeo Inpomnaraiuja Koje joja3e u3 Permrosor ajropurma,
Kao W yJieo objalllbaBabha TaKBUX IIpollaraluja y YKYITHOM Opojy CBUX oOjallba-
Bamba y pelraBady

Y nopebemwy ca ocrasmm pemmabadnma, Moxe ce Bujetn (tabera 4.1) 1a je Harn

peraBad HajO0/bU U300P 3a Cydoky WHCTAHIE, JTOK je Ha OCTaJIuM IIPObIEMIMa YII0-
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peB ca ocTajuM perraBadnMa (00udHO apyru Haj6o/pn m3bop). Ilrasuiie, ako
CyMHPaMO pe3yJTaTe Ha CBUM CKYIIOBHMa WHCTAHIM, argosmt-mos je YKYIIHO pe-
muo 622 wHCTaHIe, JIOK je argosmt-kat ykymHO permmo 587 uMHCTaHIle. Y THUM
TepMUHIMA, IPBU cefehn Hajoo/bn perrasad je opturion koju je pemmo camo 441
MHCTAHILY, JIOK je sugar-minisat permo 437 uncrannu. CBU ocTan periaBadu cy
peIIn 3Ha4ajHO Marbe nHcTaniy. Takohe je Beoma BayKHO HAIJIACUTHU Jia JIOK CY
nepdopMaHce OCTAJNX pelaBada BeoMa J00pe Ha HEKUMM CKyNOBUMa WHCTAHIU, a
BeoMa JIOIe Ha JPYTHWM, HAIl perraBad je yHU(OPMHO 100ap Ha CBUM CKYIIOBUMA
uucranmy. OBO 3HAYM Jia je HAIl periaBad MPUJINIHO MOY3/aH ajlaT 3a PellaBaibe
CSP mupobiiema.

Jomr jeman 3aHNMJBHB 3aKJ/bydaK ce MOyKe n3Byhn n3 nopehema rnmonamama sugar
peraBada KaJia ce KOpucTe argosmt, ojHocHo minisat xao nozajuacku SAT perna-
Bauu. Y Tabenu 4.1 MokeMO BUJIETH Ja je minisat HEKOJIMKO IyTa OpKU Ha HEKUM
ckynoBuma uHcTaHim o Hamer SAT perraBada. OBO mokazdyje Jia MMILIEMEHTa-
muja SAT asropurma Koju nokpehe Harn permaBad argosmt join yBeK HUje IOTIIYHO
yrnopejusa ca cappeMernM SAT permaBaunma (Ha KOjuMa Cy 3aCHOBAHHU HEKU O] Pe-
masava Koju cy kopuihenn y ekcriepumentuma). [losehasame edukacuoctn SAT
pelaBada MOXKe J0JaTHO yOp3aTu HAI pelnaBad U YIUNHATH Ta, jOI BUIIE YIIOPEe -
BUM ca Jpyrum ajaruma. JlogarHu mogarak KOju MoOXKe jia HOTBP/U OBY XHUIIOTE3Y
je mudopmMmarmja o BeJIMYNHA UCTPAYKEHOT TPOCTOpa IIpeTpare Koja je J1lata y tadean
4.2: pemaBad opturion mma 3Ha4ajHO Behm Opoj ofyumBama M KOHMJINKaTa Ha
CBUM CKYIIOBUMa WHCTAHIN, MAKO HA HEKUM CKYIOBUMA MHCTAHIM Jiaje O0/be pe3yii-
TaTe OJ HAIller pelraBada. 10 MOoXKe Jla 3HAYH Jia je UMILIEMEHTAIja 3HaYajHo OpKa,
JIOK je BeJIMYMHA [IPOCTOpa MpeTpare 3HaTHO Belia Hero Koji Harer permasada (UIax,
HUCMO CUTYPHU JIa JIX Cy JIATH OPOjeBH yIOPEJIUBH, C OO3UPOM Ha TO Ja CTPYKTypa
[IpOCTOpa IpeTpare U MpUpoJia JinTepasia KOju ce KOpHCTe y opturion perraBady
MOZKe OUTH 3HAYAJHO JIPyraduja).

Taxohe Buammo ma yices pemraBad, Kao jegaH OJ1 HajOO/bUX CaBPEMEHUX CTaH-
mapaanx SMT pemraBaua Huje mobap m3bop 3a pemaBaibe CSP mnpobsiema. [lpu
kopuitherby QF_LIA Teopmje, pelraBad IOKa3yje BeoMa JIOIIE MOHAIIAEe Ha CBUM
ckynoBuma wHCTaHIn. OBO je JOHEK/e W OYeKMBAHO, C 0O3MPOM Ha TO Ja Ce OBa
Teopuja yrjiaBHOM KODUCTH 3a cacBUM jpyraduje rpobjeme y SMT-y, riae obuwHo
nMaMo OeckoHadHe WJIM BeoMa Besnke jjoMeHe. Kasa ce kopuctu Teopuja QF_BF,
peraBad ce MOHAIIa 3HAYAjHO O0Jbe Ha KaKkypo WHCTAHIAMa, Ka0 W Ha MHCTaHIAMa

eondpepa, anu je U ajbe HEyHMOTPeO/bUB HA OCTAJINM CKyloBuMa umHCTaHImM. OBO I0-
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TBphyje Hala odeKuBama Ja ce yIpaJiboM ajaropuramMa GUITpupama 3a riiodasaHa
orpaHnYerha MoxKe jJapaMarudHo mobospinaTn epukacaoct SMT rtexHosormje, Kaaa

je pemasame CSP npobiiema y nuramy.

4.5 PykoBaJall JuHeapHUM OTPaHUYEHeM

Y OBOM TIOIJIAB/bY Pa3MaTpamMoO PYKOBAJIAI] AUHEGPHUM 02PAHUYEIEM, Tj. OT'Da-
HUYEeHEeM 00JINKa a1 X1+ . ..+, Ty X ¢, TJe CY a; U ¢ TeJ00pojHn KOeUIINeHTH, T;
cy CSP npomen/blBe ca KOHaYHUM JloMeHnMa, a X € {<, >} Anropuram dbunrpu-
pama Koju ce yobudaajerno kopuctu y CSP pemaBadnma 3a JTmHeapHa orpaHnyena je
nar y pagy Hlynarea u Crakuja [87]. OBaj asropuram yerocraB/ba KOH3UCTEHTHOCT
rpaHuIa Ha/l JIMTHEAPHUM orpannder-eM. Fberosa ocHoBHa mjieja je j1a ce HOBe rpa-
HUIIE HEKe NIPOMEHJ/bUBE Y U3pa3y U3padyHajy Ha OCHOBY TEKyNUX rpaHUIla OCTAJIIX
NIPOMEHJ/BUBHX, & JIa Ce 3aTUM OJICEKY BPEJIHOCTH U3 JOMEHa IPOMEH/bUBE KOje CY
W3BaH THX HOBOM3padyHATHX I'paHunia. Harm pykoBaJiall JIMHEAPHUM OTrPaHUYIEHHEM
TakoDe MMILJIEMEHTUpa OBaj jejiHocTaBHU aJjiroputaM. [lopea Tora, oBaj pykKoBa-
JIall UMIIJIEMEHTUPA U MOOOJBINAHN aJropuTaM (puiTpuparma KOju je OpUTMHAJIHU
JIOIIPUHOC OBOT Jiesta Te3e [6], a koju y3uma y 063up mocrojame alldifferent orpa-
HUYEha YUjU ce CKYIIOBU IMPOMEHJ/bUBUX JIETUMUYIHO WJIN TOTIYHO TpeKJanajy ca
CKYTIOM TIPOMEH/bUBUX JIMHEAPHOT orpaHuderha. OBaKaB MPUCTYI decTo oMoryhasa
n3padyHaBalbe jaunX T'PAHUIA 3a [IPOMEHJ/bUBE, ITO JIOBOJU JIO JIOJATHOT CyzKa-
Batba IIPOCTOpa IpeTpare u OpKe KOHBepreHimje Ka pemniey. Pasmorpumo cireehn

IIPUMED.

IIpumep 4.5.1. Ha caunm 4.11 gar je nmpumep paHHje OIMUCAHOT Kaxypo mpobema
(omespak 4.4.11). Ce XOpU30OHTAJHE U BEPTHKAJHE JIMHUje (CEKBEHIIE y3aCTOMHUX
[pa3HuX 10/ba) orpaHndeHe cy alldifferent orpaHuuemnma, Kao U JIMHEADHUM
orpaHnvemrUMa KOja 3aXTeBajy Ja cyMa BpeJIHOCTH y ojroBapajyhoj JmHuju Oyie
jeHaKa JIaTOM CyceIHOM Opojy y TabJiuiiu.

PasmoTrpumo, Ha mpuMep, IPBY XOPU3OHTAIHY JIMHU]Y Y BPCTU Ha JIHY TaO/IUIE
— OHa Ce CacTOju U3 TPU I0Jba YHje BpeHOCTH Tpeba faa y 30upy Oymay 6. [Ipermo-
CTABUMO JIa Cy NIPOMEHJbUBE MPHUIPYKEHEe TUM IOJbUMa peJioM T, y u z. Haj oBum
IPOMEH/bUBaMa MMaMo orpanudersa alldifferent(z,y,z) u x +y+ 2 = 6. Axo 6u

ajroputaM (QUITPUParba 3a JUHEAPHO OTPaHUYeHe OUO MOTIIYHO HECBECTAH ITOCTO-

4 Penanujckn cumbonmu =, <, >, # ¢y Takobhe JOIYIITEHH, aJli Ce OHI MOTY CBECTH Ha < U >,
Kao IITO je OIMHUCAHO y Ole/bKy 2.2.3.
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23930 2T Q12416
16 24

17 29
15

16

21 5

Ciuka 4.11: Tlpumep Kaxkypo mpobJiema,

jama alldifferent orpanudersa, OH OU 3aK/bY YN0 JIa BPEIHOCTH IIPOMEH/bUBUX X, I
and z mopajy npunajaru uarepsaiy [1,4], ¢ 063upom Ha TO ga 6u BpegHocT Belia o
4 3a IPOMEHJBUBY T 3aje/IHO ca HajMarmuM MOTYhHM BpegHOCTHUMA 3a IMPOMEH/bUBE
y u z (mro je 1) y 36upy naja BpeJHOCT Koja je 6ap 7 (cuMeTpudHa cuTyarmja je
ca nmpomensbuBama y u z). Ca Japyre crpame, ako Ou ajropuraM (uITpupama 6uo
cBecTaH nocrojarma alldifferent orpanndema, Taja OM 3aK/bYy N0 JIa je JOIMYyCTUBU
unaTepBas [1,3], ¢ 063upoM Ha TO Ja BpeAHOCT 4 MpHIpyKeHa TMPOMEHJBUBO] T 3a-
XTeBa Ja IMPOMEHJbUBE Y U 2 MOpajy obe mMaTw BpeaHocT 1, mro Huje moryhe, jep

Y U 2 MOpaJy y3€TU pa3jnduTe BPEIHOCTH.

[lopmu npuMep eMOHCTpPUpaA CUTYAIH]y Y KOjOj Ce Y3UMameM y 003Up pesleBaHT-
Hux alldifferent orpanudema MOry m3padyHaTH jade I'DaHUIlEe 38 IPOMEHJ/bUBE Y
JINTHEaApHOM orpaHnyery. MoOTHUBUCAHM OBUM IPUMEDPOM, Y OBOM JIeJIy Te3e IIpejl-
CTaB/baMO TOOOJBITAHN AJITOPUTaM (pUITPpUPaiba KOju oMoryhaBa OBakKBY BPCTY pe-
30HOBarba. 300T MOTIIYHOCTH W3/Iararma, HAJIIpe OMUCYjeMO MOMEHYTH CTaHIAp/IHU

15 3a muneapna orpanuyersa [87], a 3aTuM pazmarpamo mo-

ajiropuTaM (hbUITPUpATHA
OOJBINIAHN aJTOpPUTAM ¥ JIOKa3yjeMo HeroBy KopeKTHocT. Ha Kpajy oBor morsiasiba
JlajeMo U eKCIIEpUMEHTAJIHY eBaJjiyallijy Koja IoKa3dyje BeoMma J00pO IOHAIIAHke I10-
OOJBIIIAHOT AJITOPUTMA Ha CrieluUIHIM TPoOIeMUMa KOjU Y 3HAYajHOj MEPU YKJbY-
4qyjy KoMmOuHnaruje jquneapuux u alldifferent orpanmdema. Mopamo HarjiacuTu
Ja, 3a pas3juKy OJ HEKHUX JIPYI'uX IPUCTYIa, Hall aJIropuTaM He yCIIOCTaBJ/ba KOH-

3UCTEHTHOCT I'PaHUIla HaJl KOHJyHKIIMjoM JinHeapHoTr n alldifferent orpanmnyema,

B Tepmun cmandapdnu arzopumam @Guampuparsa MOXKIa HUje TEPMHH KOJH e THUIIMYHO KO-
pUCTH 3a 0Baj METOJ y JINTEPATYPH, aJU TO jecme CTAHIAPIHO KOPHUIINeHN MEeTOJI 38 padyHambe
IpaHMIlA IPOMEH/bUBUX Y JIMHEAPHUM OorpaHndermuma. Mu hiemMo KopucTuTu TepMuH cmandapoHuy
anzopumam Guampupar,a y oBOj TE3U KaKO OMCMO T'a jaCHO PAa3J/IMKOBAJIH OJ1 HAIIET 1000bUWAH02
aAA20PUMME HUATIPUPGIHHE.
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aJTl YIIPKOC cJ1abujeM HUBOY KOH3UCTEHTHOCTH, IHeI'OBO MTOHAIIAIbE je BeoMa JI00PO Y
npakcu. Ca jgpyre cTpane, IJIaBHA IPETHOCT HAIIET aJTOPUTMA y OJHOCY Ha JIpyTre
IIPUCTYIIE je IeroBa OIIITOCT, ¢ 0O3UPOM Ha TO Jia JOIYIITa IIPOU3BO/bHE KOMOUHA~
muje auHeapHux u alldifferent orpanndersa (Ha TIpUMED, aJrOPUTAM MOXKE Jia Ce
NIpUMEHN Ha KOHOWHAIU]Y jeJIHOT JIMHeapHOI orpaHudera ca Buile alldifferent
OorpaHuYemha YUjU ce CKYINOBU IIPOMEHJ/BUBUX CaMO JIJIMMUYHO IIpEKJIaliajy ca Ipo-

MeH/bUBaMa JaTOI' JIMHEeapHOI' OFpaHI/I‘{e}Ba).

4.5.1 CrapgapaHau ajaropuram pujiITpuparba 3a JJMHEaApPHO

orpaHnunveibe

[IpermocTaBumo j1a UMaMO JIMHEAPHO OrpaHnyebe e < ¢, rjeje e =ay-T1+... +
a, - T,. lponenypa calculateBoundsStandard() (asropuram 4.4) uMmrieMeHTHPaA
cTaujapaan ajropuram dbuirrpuparba. 1Iporeaypa npuxsara e u ¢ Kao yjia3He mapa-
Merpe u Bpaha true ako je orpannveme e < ¢ KOH3UCTEHTHO, a false y CyIpOTHOM.
Taxkobe, nporie/ypa nMa nsJja3uu napamMerap bounds y Koju ce yIucyjy u3padyHare
rpaHuie (caMo ako je orpaHmdere KoHsucreHTHo). Veja je ma ce Hajupe m3padyHa

MUHUMYM H3pa3a e (Koju o3HadaBaMo ca min(e)) Ha ciaegehn HavInH:
min(e) = min(ay - x1) + ... +min(a, - z,)

rjie je
, a; - min(z;), a; >0
min(a; - ;) =
a; - max(x;), a; <0

Ako je min(e) > ¢, Tajia je orpaHUYee HEKOH3UCTEHTHO. Y CYIPOTHOM, 3a CBaKYy
OJ, IPOMEHJBUBUX ; PAIyHAMO MHUHHMYM HM3DPa3a €, KOju ce Jiobuja o uspasa e
VKJIaIbalbeM MOHOMA @;* Tj, Tj. €z, = Q1 T1+. .. +Qi—1 Ti1+Qip1 " Tiz1+. .. +Cp Ty
Osaj MmunumyM min(e,,) ce TPUBHjaIHO MOXKE n3padyHaru Kao min(e) —min(a;-x;).
CaJta, 3a cBaKy oJ1 IPOMEH/BUBHUX X; UMaMo cjejehe:

v, < Lc — min(eg,) c — min(ey,)

Q;

J ako jea; >0 m xiZ{
a;

—‘ ako je a; < 0 (4.3)

BpeanocTtu koje He 3a/10Bo/baBajy u3padyHarte rpanuiie Tpeda ojcehn u3 qomena o-
roBapajyhe nmpomensbue. OBUM OjicelabUMA C€ YCIIOCTAB/ba KOH3UCTEHTHOCT I'Da-
HUIIA HAJ JaTUM JIHHEAPHUM OTPaHUIEHHEM.

CanuHa aHaInM3a ce MOYKe M3BECTH U 33 OTPAHUYEhe € > ¢, ¢ TUM IITO Ce Taja

pasmaTpajy MakKCUMYMH YMEeCTO MUHUMYMA!

max(e) = max(ay - 1) + ... + mazx(a, - x,)
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r7e je

a; - maz(x;), a; >0

max(a; - ;) = »
a; - min(z;), a; <0

Axo je max(e) < ¢, Taja je orpaHHYEHEe HEKOH3UCTEHTHO. Y CYIPOTHOM, IDAHUIIE

3a IIPOMEHJ/bUBE Ce MOT'Y M3padyHaTu Ha cjejehn HavduH:

5> {c — max(eg,) c —maz(ey,)

—‘ akojea; >0 m xig{
Q;

J ako je a; < 0 (4.4)

a;

procedure calculateBoundsStandard(e,c,var bounds)
begin
{IIpernocraska je Ja pasMaTpaMo orpaHudemhe e < ¢, Te je € = aq - &1 + ... + ap - Tp}
{Hexa je V(e) ckyn cBuX IIPOMEHJBUBUX KOje Ce MOjaBibyjy y €}
{Hajupe uspauynasamo min(e)}
min(e) :=0

for all z; € V(e) do

if a; > 0 then
min(e) := min(e) + a; - min(x;)
else
min(e) := min(e) + a; - max(z;)
end if
end for

if min(e) > ¢ then {ucruryjemo HeKOH3UCTEHTHOCT }
return false {HEKOH3UCTEHTHOCT j€ OTKPUBEHA }

end if
for all z; € V(e) do {uspauynasamo rpanuie npomensbusux u3 Vie)}
if a; > 0 then
min(es,) := min(e) — a; - min(z;)
bounds|x;] := [%"(e” {ropma rpanuma}
else

min(ez,) == min(e) — a; - maz(z;)

bounds|x;] := [%"(QT)—‘ {moma rpanuma}
end if
end for
return true {HEKOH3UCTEHTHOCT Huje OTKPHBEHA }

end

Asropuram 4.4: calculateBoundsStandard(e, ¢, var bounds)

4.5.2 Ilobospmanm anroputram GUITPUPaAbA 332 JIMHEAPHO

orpaHn4deme y npucycrBy alldifferent orpanuuyema

[IpermocTaBUMO ITOHOBO Jla UMaMO OTpPaHuYene € < ¢, Tje je e = aq - 1 + ... +
Gy, - Tp. /b je m3padyHaTn noboswary, MUHUMYM T3Pas3a € (KOjI/I O3Ha4YaBaMoO ca

min*(e)), ysumajyhu y o63up alldifferent orpanudera HaJi IPOMEH/bUBAMA U3 €.
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Axo je Taj mobospimann MuHUMYM Behm o1 ¢, Taja je orpaHuYerhe HEKOH3UCTEHTHO.
Y CcynpoTHOM, padyHaMo Ha CIMYaH HAYWH MOOOJbIIIaHe MUHUMYMe min*(e,,) Koju
ce 3aTUM KOPHCTE 33 padyHarhe I'DAHWIA IPOMEH/bUBUX (KAO0 U KOJ CTAHIADP/HOT

AJITOPUTMA):

v < {c — min*(ey,) ¢ —min*(eg,)

J aKojeai>0Ha:i2[
a;

—‘ ako je a; <0 (4.5)
Q;

36or eduKacHOCTH, KeJieJn OMCMO jJga m30erHeMo n3padyHaBaibe CBaKOr OJ MUHU-
MyMma min*(e;,) MOHAB/bAEM HCTOI TOCTYIKa Of moderka. Jlakie, mMamo jiBa
OCHOBHA& IPOo0JIEMa KOja OBJIe pa3MaTpaMO: IPBH je KAKO U3padyHaTH TOOOJbITTAHN
MUHEMYM min*(e), a Apyru je Kako epUKaCHO U3PATyHATH nonpasky 3a min*(ey,),
Tj. BpeJHOCT ¢; TakBy ja je min*(e,) = min*(e) — ¢;. Cinmuna curyanuja je ca
OTPAHUYEIHEM € > ¢, OCUM IIITO C€ y TOM CJIydajy padyHajy MoO0JbITaHn MaKCUMYyMH

max*(e) u max*(e,,), a ouma ce rpamune gobujajy u3 ciaeaehux uspasa:

5> {c — max*(ey,) ¢ — maz*(ey,)

-‘ aKojeai>0Hxi§L
Q;

J ako je a; < 0 (4.6)
a;

[To6osbiranu ajiropuram passujamo y JBe ¢aze. Hajupe paszmarpamo jeHo-
CTABHU CJIy9aj TJie Cy CBU KOEMPUIIMEHTH @; UCTOI 3HAKA, U TJ€ Yy pPa3MaTpPaHOM
CSP upobiiemy nocroju orpannderbe alldifferent(xy,...,z,) (Apyrum peunma,
CBe IIPOMEHJbIBE U3 € Mopajy 6utn Meljycob6Ho pasimante). Hakon Tora pasmarpamo
OIIITH CJIy4aj, IJle MOKEeMO UMaTu BUIle o1 jejiHor alldifferent orpanndema Koje
ce JeJIMMUYHO TIPeKJIana ca IIPOMeH/bUBaMa n3pasa €, a KoepuimenTu a; Mory outu

1 IIO3UTHUBHU 1 HEr'aTHUBHU.

4.5.2.1 JemHocTaBHM CJIy4aj

[Iperniocrasumo na je a; > 0. Ilobosbiann MunuMyM min*(e) ce uspadyHasa
nporeypom calculateImprovedMinimum() (amropuram 4.5). Ilponemypa ysuma
u3pas3 e Kao CBOj YJIA3HU MapaMeTap U padyHa 000JbIIAHT MUHUMYM OJ1 € (KOju ce
Bpalia pexo uzsiasHor napamerpa min), JojarHo, npormeaypa Kao u3jasHe mapame-
Tpe uMa n munumusyjyhe ynapusare M u sexmop undexca caedehux najboous xam-
dudama p (Koju ce KOPUCTH KacHUje 3a n3padyHapabe nonpaskn). [lox ynapusarvem
M oBzie nozgpazymMeBaMo CEKBEHILy NPUIAPYKUBaba [T, = d;, ..., T;, = d; ], vie je
Tiy, ..., T4, IEPMyTalUja CKyIla IPOMEH/bUBUX L1, . . . , Ty, TAKBA Ja je d;, > mm(xi].)

(Tj. cBAKA IPOMEH/BUBA y3UMa BPEJHOCT Koja je Beha mim jeJiHaKa OJf HeHOI MUHU-
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mMyma), a d;, < d;, 3a k <1 (1j. alldifferent orpanmuerse je 3am080sbeH0). ¢ Via-
puBame M je munumusyjyhe ako cyma Z?Zl a;, - d;; IMa HajMarby MOryhy BpeIHOCT.
[Iporiestypa KOHCTpyHINe TAKBO YIAPHBAIbe U MPHIPYKYje BPeIHOCT » 0 a;; - di;

U3JIa3HOM TapaMeTpy 1min.

procedure calculateImprovedMinimum(e, var min,var M, var p)

begin
{IIpernocrasmanmo na je € = ay - x1 + ... + ayn - Tp, TA€ je a; > 0}
{Hexa je V(e) cKyl NIpOMEH/bUBHX U3 €}
vars := sort(V(e)) {coprupamo V(e) no pacrylinm muHEMYMEMAa}
heap.init() {heap je xun koju he campkaTn NpOMeHIbUBE, a MTPOMEHIBUBA KOjOj OJroBapa Hajsehn
koedunuent y e he yBek Ourn Ha BpXy xuna (y ciydajy BUIEe TAKBHX IPOMEHJbUBHX, OHA
IPOMEH/bUBA KOja MMa HAJMalbU UHIEKC y H3pady € he 6uru Ha BpXy). MHUnmjaaHo, xuo je

pasaH}

min =0

M := [ ] {ununujamnuo, M je npasua cekBeHua}
1:=1

d = min(vars[1]) — 1
for j:=1tondo
d := max(d+ 1, min(vars[j])) {uspauynasamo cienehy spegnocr koja hie 6urn kopurhena}
while i < n A min(varsi]) < d do
heap.add(vars[i]) {nonajemo kanammare 3a Bpemnoct d y xum}
1:=1+1
end while
x := heap.get _top() {ckumamo npoMeH/bUBY ca Bpxa Xxulla (O3HAUEHy ca T)}
M.push_back(xz = d)
min := min + a - d {vae je a xoedunuent y3 xr y uspasy e}
if heap Huje npasan then

next[j] := heap.view _top() {ounraBamo n nmamTuMo cienehy IPOMEHJBUBY Ca BPXa XUIIA
6e3 IEeHOT YKIIAmAba U3 XUIA}
else
nextlj| := undef
end if
index[z] ;= j {mamTuMo uHIEKC O =y cekBeHnn M}
end for
for j:=1tondo
plj] = index[next[j]] {y3 3moynorpeby HOTanmje, IPETIOCTABUMO Ja je MHIEKC on undef
takobhe undef}
end for
{Ha kpajy je Ml = [z;, = d;,,...,x;, = d; | muaumusyjyhe ynapusamwe, a min = Z?:1 a;, -d;, }

end

Asropuram 4.5: calculateImprovedMinimum(e, var min,var M, var p)

[Tponeaypa calculateImprovedMinimum() paju Ha ciejgehu Haumn. Heka je
V(e) ckynm mpoMeHJBMBEX KOje ce mojaBibyjy y m3pasy e. Ha mouerky mporemype,

HajIpe copTupaMo npomersbuse u3 V(e) y pacryhiem moperky mHUXOBUX MUHHMYMA

16TIpumernmo na ymnapupame M He Mopa 6utH jeo Hekor pemema garor CSP mpobiema, ¢
003MpPOM HA TO JIa MAKCUMYMU MPOMEHJbUBUX MOT'y Outh Hapyienn y M.
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(BekTOp O3HaveH ca vars y agroputmy 4.5). OcHOBHa mjeja je ia ce mpoJiasu Kpo3
BEKTOp vars W Jia ce TOM MPUJIMKOM CBAaKO] MPOMEHJ/HUBO] T TPHUJIPYKHU HajMarba
BpesnHocT d > min(x) Koja joIln yBeK HUje IPUIPYKEHa HEKOj JPYroj MPOMEH/bUBO)],
pu yeMy (paBopu3yjeMo IMpoMeH/bUBE ca BehuM KoeduimeHTuMa Kai ToJl je TO MO-
ryhe. U3 Tor pasjiora, y mojilatky d y CBaKOM TPEHYTKY 4yBaMoO HajBehy BpeIHOCT
KOja je JI0 caJia J10jie/beHa HEKOj O] TPOMEH/bUBUX (MHUIM]AJIHO, BPEJIHOCT MOATKA
d je Marba o1 HajMamer MUHUMYMa, Tj. d = min(vars[l]) — 1). ¥ cBakoj urepanuju
padyHaMmo ciesiehy BpeHOCT KOjy Tpeba JOJeTUTH HEeKOj O MPeoCTauX MPOMeH-
spuBnx. To he 6uTn yrpapo HajMama BpeaHocT Beha oj1 d 3a Kojy mocToju bap jegan
kandudam mely mpeocTaJiiM HpoMeH/buBaMa. [Ipomennuse wandudamu 3a HEKY
BPEIHOCT Cy OHEe MPOMEH/bUBE UMjH CYy MUHUMYMH MAarbW WU jeTHAKW OJ Te€ BPeJ-
Hoctu. Y CJIydajy BUIEe KaHJujaTa, OupaMo OHy ITPOMEHJbUBY Koja nMa Hajsehn
KoeUIEeHT y e, jep XKeJUMO Jla MUHUMU3YjeMo cyMy. AKO KaHIuaT ca HajBehum
KOe(DUIIMEHTOM HUje jeMHCTBEH (C 0O3UPOM Ha TO Jia BHUINE MTPOMEH/bUBUX MOLY
UMaTH jelHaKe KoeUIMEeHTe y €), y3uMa ce IPOMEH/bUBA T; Ca HajMarmbUM WHJIEK-
com iy e.!” Kaxo 6u ce epMKaCHO Ope/Iio TaKaB KaHIUIAT, TaKohe OIprKaBaMo XHII
KanuaTa (nogarak heap y anropurmy 4.5). Caku myT KaJia u3padyHamo ciejehy
BPEJTHOCT d, I0/1ajeMo HOBe KaHuaare y Xull (KaHuIaTH KOjU Cy TIPETEeKJIN U3 TIPeT-
XOJIHUX WTepaliija Takohe ocTajy Ha XUIly, ¢ 003UPOM Ha TO Jia Cy Te IIPOMEH/bUBE
takohe KaHauIaTH U 3a HOBY BpejaHoct d). IIpoMeH/brBa Ha BPXY XUIIA je yIPaBo
oHa ca HajsehuM KoedurmenToM (1 ca HajMamuM uHIeKcoM). HakoH mro npuapy-
JKUMO TeKyhy BpeIHOCT d IIPOMEHJ/bUBO] T KOja je CKUHYTa Ca BpXa XHUIIa, JIOIHICYjeMO
npujpyxkuBame r = d Ha cekBenity M, a a - d gomajemo va min (rje je a Koeduy-
eHT y3 T y e) u npenasumo Ha cieiehy urepanujy. Ha kpajy mporeype, usnasau
napamerap min uMa BPEIHOCT 2?21 ai; - di;, voe je M =[xy, = d;y, ..., 2, =d;,], m
Ta BPEJHOCT Ce y3uMa 3a [0OO0JbIIIaHN MUHUMYM min*(e).

Haxkon mro je uspauynar min*(e) (u y3 npermocrasky jia je min*(e) < c), xe-
JIMMO J1a Jlajbe m3padyHamo min*(e,,) 3a cBako ¢ € {1,...,n}, amu 6ucmo xKeyesn
Jila n30erHeMo IOKpeTame ajropuTMa u3 moderka n uyra. Uaeja je na uckopu-
CTUMO U3padyHaTu nobosbiIaHn MuHUMYM min®(e) u muanmusyjyhe ynapusamwe M
Jla eprUKaCHO PEKOHCTPYHIIIEMO pe3yJITaT Koju ou Omo jjodujeH Kaja Ou ce aJiropu-
= dzn]7

TaM IIOKPEHYO 3a u3pa3s €, . llpermocrasumo ga je M = |x;, = d;,, ..., x;
i 1 1 Y

n

1Ty creapu, ako Kammuaar ca HajselinM KoeHIMEHTOM HUje jeJMHCTBEH, OUJIO KOjU O THX
KaHIIIaTa ce MOXKe M3abpaTh — W3padyHaTH MODOJbINTAHM MUHEUMYyM he 6wt mctu. IIpasBmio
KOjuM OmpaMo Oalll KaH/IM1aTa ca HajMarbUM HHJIEKCOM y € Cé KOPHCTH y ajrOPUTMY caMo 360T
onpehenocTu.
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Kao0 ¥ JIa 32 HEKO I;; YKEJMMO JIa U3PaTyHaAMO min*(ezij). Kana 6ucmo nokpenyn
aJIrOPUTAM 32 €y, Jobujeno munumusyjyhe ynapusame M; 6u ce nokanaso ca M
cBe JI0 j-Te no3uriuje y cekpeniy. [IpBa pasiiuka Ou ce rojaBusia TeK Ha j-TOj MO3U-
1uju, ¢ 003UPOM Ha TO Jia Ce IIPOMEHJbUBA T;; He MOjaBJbyje y Ca;,, 1A Y TOM cIIydajy

He Ou HU OWJa Ha XUITy. Y TaKBOj CUTyallMju, ITOcTOjasia Ou 1Ba Moryha ciydaja:

® aKo je MPOMEH/bHMBA T;; OWla jeJMHN KaHJUJIAT 3a BPEJHOCT d;; Y TOKY KOH-
crpyknuje M, y ojicycTBy IpOMEH/bUBE T;, aJrOpuTaM He OM MOrao Jia KOpHu-
CTH OBY BPEJIHOCT, Tako Ja Om HacTapuo ca ciaeiehom Bpeauomhy d;, , Koja
Ou Oumsa J10/1e/beHa HajoOo/beM KaHIUIaTy 3a Ty BPEJIHOCT — TO OW orer Ouiia
IPOMEH/bUBA T;,,,, KAO U panuje. Y HACTABKy a/llOPUTMa, MPOMEH/bUBE Ou
6uite pacropehene Ha nern Haunn kao y M. Camum tum, ynmapusame M, Ou

om0 ucro kao u M, ocum 1mTo 6M MPUAPYKUBaAKE ;. = d;. OUIO YKJIOHEHO.
’ J J

® aKO MPOMEH/bHBA T;; HUje OUla jeIMHN KaHUIAT 38 BPEJHOCT d;; y TOKY KOH-
crpykiuje ynapusama M, y oncycrsy npomensbuse x;; anroputaM 6u nzabpao
caeseher Hajoo/ber KaHUIATA CA XUMA U NPHUJPYKUO OU TOj IIPOMEHJHUBO]
spesnnoct d;;. Hexa je x; mzabpanu cieselin najoo/bn KanuaaT (IPUMETHMO
Ja Mopa 6utn | > j, jep je x;, pacropehena makon x;; y M). Hakon mTo 61 ce
IPOMEH/bHBA T;, YKJIOHU/IA ca XUIla U IPUJIPYKUuBabe Ty, = d;, jojano na My,
IpeocTaJie MpoMeH/buBe Ou buie pacropehene Ha UCTH HAYMH Ka0 U Yy MUHUMU-
3yjyhem ynapusamwy M, Tj. oHOM KoOje 6u Ousto 100ujeHo na je ajaropuram 61o
NO3BAH 33 U3Pa3 €, . Hpyrum peunma, jenuna pasiauka nsmehy M; n M je y
IPUIPYZKUBAILY Tj = d;; YMECTO NPUJPYKUBaba T;, = di;, TAKO Jia MOXKEMO
cBecTH 1IpobsreM mnponasazkema M, (u min*(exij )) Ha mpObJIEM MTPOHAIAZKEHhA
M (1 min*(es, ).

Kako 6ucmo Morin J1a peKOHCTPYUIIIEMO OIMCAHO TIOHAIIAhEe aJrOPUTMa 38 Ca;, Oe3
Jla ra 3ancTa 11030BeMO, TOKOM H3BpIaBaiba aJropuTMa 3a U3pa3 e IMaMTHMO CJle-
neher nHajoosper KaHIuaTa 3a CBaKy BPEJIHOCT y j00ujeHoM MuHUMEU3Yyjyhem yira-
puBamy M. Haxon mto je HajOo0o/bU KaHIMJIAT YKJIOHEH ca XWIla, a ojroBapajyhe
npupysKuBame jofarto Ha M, ounraBamo cienehy npomeHsbuBy ca Bpxa xuma (aim
je He yKJIambaMo ca XUIla) U MaMTUMO Ty POMEHJBUBY Kao ciejeher Hajbosber KaH-
jquyara 3a rekyhy BpeaHocT (mpoMmensbrBa o3HavYeHa ca nexrt[j] y aaropurmy 4.5).
Ako je xum mpasaH, KOPUCTUMO CIIEIUjaTHy BPeIHOCT undef 1a HAZHAYMMO Ja He
nocToje anrepHatuBau Kanauiaru. Ha kpajy anropurwva, 3a cBaky BpemHOCT d;; y

M pauynamo p[j], mro npejcrasba BpegHocT uHaekca y M Ha KOM je HO3UIMOH-
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pana npomersbusa next[j] (p[j] > j). Axo Hema apyrux KaHIHAATa 38 BPETHOCT
di;, Tana je plj] = undef.

[Toceauano, Kaja padyHamo mHompaeke clj] = min*(e) — min*(ewij), IMaMO
asa moryha ciaydaja. Axo je p[j] = undef, raga 6u munuMusyjyhe ynapusarbe
M 6uno maentuano ynapusawmy M, ocum mro 6u npuiapykusame T;; = d;; OWIo
YKJIOm-eHO, Ta je 3aTo c[j] = a;, - d;;. Ca apyre crpame, ako je p[j] = [ > j, Tana
MOZKEMO IIPETHOCTABUTH Jia je nonpaska c|l] Beh uspadynara (Tj. npernocraB/bamo
Jla ce KOpekIyje m3padyHaBajy y oOpHyToM moperky). C o063upoM Ha TO ja ce
muanMu3yjyhe ynapusame M; Moke PEKOHCTpyHCATH Ha OCHOBY MUHHMu3yjyher
ynapusama M; Tako mTo ce 3aMeHnm IPUIPYZKUBAIE T;, = d;;, NPHIPYKHBAILEM
= min*(e) — c[l] —

Ty, = d;;, cnean na je min*(emij) = mz’n*(exil) —aj; - di;, +a; - d

! ij
(ai; — ay) - dy;, ma je saro c[j] = (a;; — a;,) - di; + c[l].
[Iponeaypa calculateBoundsImproved() (aaropuram 4.6) mva ucre napamerpe
U OBPATHY BPEJHOCT Kao U mporeaypa calculateBoundsStandard(), asm uminie-
MEHTHPa ONUCAHH TODO/bIIIaHN ajaroputam duiarpupama. Ona Hajupe mokpehe mpo-
nerypy calculateImprovedMinimum(), 3aTuM nmpoBepaBa HEKOH3UCTEHTHOCT (Tj. J1a
m je min*(e) > ¢), a 3aTUM U3padyHaBa MOMPABKe Kao IITO je TPETXOIHO OIMUCAHO.

Ha kpajy mspauyHaBa ropie IpDaHUIE 3a CBe MPOMEH/bIBE, Kao y u3pasy (4.5).

procedure calculateBoundsImproved(e,c,var bounds)
begin
{IIpernocraska je Ja pasmarpamo orpanuyemne ¢ < ¢, ruejee=aj 1 +... +a, -2, ua; > 0}
{Hajmpe m3pauynaBamo moGosbriann MuHUMYyM min*(e), muanvmmsyjyhe ymapusame M kao u
BEKTOp MH7eKca cieehnx Haj6o/bux KaHAuIaTa p}
calculateImprovedMinimum(e, min*(e), M, p)
{Cana je Ml cekBenna [z;, = d;,,...,z;, =d; |}
if min*(e) > ¢ then {ucnuryjemMo HEKOH3UCTEHTHOCT }
return false {HEKOH3HUCTEHTHOCT je OTKpHBEHA }
end if
for j :=n downto 1 do {pauynamo rpanune 3a npomensbuse u3 M}
{Pauynamo nonpasky c[j]}
if p[j] = undef then

cljl = ag,; - di,
else

cljl = di; - (ai; — ai ) + c[plj]
end if

min* (63%‘_]-) = min*(e) — clj]

c—min®(ez, ) J
J

aij

bounds(x;,] := {
end for
return true {HEKOH3UCTEHTHOCT Huje OTKPUBEHA}

end

Anropuram 4.6: calculateBoundsImproved(e,c,var bounds)
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Kopumhemem mo0o/bIaHmX MUHAMYMA, I€CTO MOYKEMO JIa 0JICEYEMO BHIIIE BPE/I-

HOCTHU U3 JIOMEHa, Kao IIITO ce MOXKe BHUjIeTn y ciejehem mpumepy.

Hpumep 4.5.2. Pazmorpumo ciegehu CSP mnpobiiem:

21 € {1,...,10}, 2o € {2,...,10}
zs € {1,...,10}, 24 € {3,...,10}
x5 €4{3,...,15}, z6 € {9,...,40}
alldifferent(xy, xo, T3, T4, Ts, Tg)
6x1 + 8xo + Txs + 4xg + 205 + 16 < 85

O3zHaunMo ca e U3pa3 Ha JIeBOj CTPAHM JIMHEAPHOT OTPAHUYEHha Y OBOM IIPOOJIEMY.
AKo npUMeHNMO CTAHJIAPHU AJTOPUTAM Jia U3padyHaMO rpaHuiie (Tj. UTHOPHUIIEMO
alldifferent orpanuueme), taja je min(e) = 56, mTo 3HAYM Jla HUje OTKPUBEHA
HEKOH3HUCTEHTHOCT, & BPeIHOCTH min(e,,) Kao ¥ MU3padyHaTe TPAHUIE Cy JaTe y

ciesiehoj Tabesm:

IIpomensbuBa | x1 | T2 | T3 | T4 | 5 | Tg
min(ey,) 50 | 40 | 49 | 44 | 50 | 47
r; < 515 |5 ]10|17 ]| 38

Bpennoctn mammcanme macHUM (POHTOM O3HAYABajy W3padyHaTe TPaHUIE KOje
y3POKYjy ojiceriama. PasmoTpumo cajia MoOOJbINAHN aJIOpUTaM IIPUMEHEH Ha
ucru npobjem.  Hajupe padynamo min*(e) Tako ITO I030BEMO IPOIEILYDPY

calculateImprovedMinimum() 3a e:

® I[IpBa BPEJIHOCT KOjy aJropuTaM y3uma je d = 1 3a Kojy 1ocToje JiBa KaHI1/1aTa;
x1 u x3. llporemypa 6upa x3, jep je mweH KoedunueHt y e Behn () ocraje Ha
XHITy Kao Kaugauaar 3a ciefehy spearocr). Cienehn Hajbo/bu KaHAMIAT 32

OBY BPEJIHOCT je YIPaBO I1.

e ciejseha BpelHOCT KOja ce pasmarpa je d = 2 3a KOjy Takohe mocroje jiBa
KaHgugaTa: r1 1 To. OBor myTa mporeaypa Oupa Ts, a xrp he MopaTu Ja
cayeka Ha xuIly u cjejelly BpeaHocT (oBa MpoMeH/bUBA je TOHOBO cieaehu

HajOOsBM KAHIUIAT U 33 BPeJIHOCT d = 2).

e ciiejieha BpegHOCT je d = 3, a OBOI' IIyTa MMaMO TPH KaHUJIaTa: Ti, T4 U
5. OBOr ImyTa y3uMaMoO IIPOMEHJ/BUBY X1, C 0O3MPOM Ha TO Ja mMa HajBehun

koedunment. Creehn HajOO/BU KAHIUIAT j€ Xy.
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e 3a cjejehy BpegHocT d = 4 mocToje JiBa KaHIu1aTa Ha XUIy: T4 U Ts. LIpore-

Jypa Oupa IPOMEHJbUBY T4, & Ts HAMTHU Kao cjejieher Hajoo/ber KaHImaTa.

e cieneha BpegHoCcT je d = 5 KOja ce IPUAPYXKYje MIPOMEH/bUBO] X5, ¢ 003UPOM
Ha TO Jla je OHA jejmHa TpeocTasa Ha xuny (cuaejgelin wajbobu KaHIUIAT 38

OBY BpPeJIHOCT je 3aTo undef).

e ciiejieha BpeaHOCT 3a KOjy IOCTOju Oap jemaH Kanguiaar je d = 9. JemwHn
KaHIUJIAT 38 OBY BPEIHOCT je IMPOMEHJbUBA Tg KOja Ce 3aTO y3UMa Ca XUIIa

(cenehin Hajbo/pn KanauaaT je monoso undef).

Hobujeno ynapusame je Ml = [x3 = 1,29 = 2,21 = 3,24 = 4,25 = 5, 26 = 9], 10607~
MaHu MUHUMYM je min*(e) = 76, a BekTop nHIeKca ciaenehux Hajobo/pux KaHmIaTa
je p = [3,3,4,5,undef,undef] (oBo 3naun ma je 3a Bpeanoct 1 cienehu Hajéo/bN
KaH/INJIaT MPOMEH/bUBa 1 Koja je Ha mosunumju 3 y M, 3a BpemHoct 2 cienehn
HajOO/bM KaHJAMJAT je X1 KOjHU je Ha IO3UIUju 3, 3a BpeIHOCT 3 ciiejehu Hajoobu
KaHIuaaT je T4 Koju je Ha mosunuju 4, utm.). C ob3upom Ha To ja je 76 < 85,
HU OBOT' IIyTa HUje OTKPUBEHa HEKOH3MCTEHTHOCT. HakoH mTo ce m3padyHajy Io-
paBKe, MOXKEMO U3padyHATH HOoO0bIIIaHe MUHIMYMe min*(€,, ) U MICKOPUCTUTH OBEe

BPEIHOCTHU 3a padyHarme I'PaHHUIa IPOMEH/bUBUX, IPUKa3aHuX y ciegehoj rabesin:

IIpomensbuBe | 1 | X5 | T3 | T4 Ts Tg

Jj(magekcyM) | 3 | 2 | 1 | 4 5 6
plj] 4 13| 3| 5 |undef | undef

cls] 2428|2518 | 10 9

min*(es,) | 52|48 | 51|58 | 66 67

z; < 514146 9 18

Bpenroctn ncnmcane macHUM (OHTOM IIpe/ICTaBI/bajy TPaHUIE Koje Cy jade y TO-
pebemy ca oHMM TIpaHHIlaMa Koje cy gobmjeHe crapmapaHuM ajropurmom. OBaj
npuMep noTBphyje J1a HAIl aJIrOpuTaM MOKe IIPOU3BECTHU BHUIIE OJICEIlarba HETO CTaH-

JApJIHU aJIIOPUTAM.

Cuoxkenoct asropurma.  CioxkeHoct nporieaype calculateImprovedMinimum()
je O(nlog(n)), ¢ o63upom Ha TO Jia Ce HU3 MPOMEH/bUBHUX HAjIIpPe jeJHOM COp-
THpa, a 3aTUM ce CBaKa O] MPOMEH/bUBHUX II0 jeJTHOM Jl0flaje W jJeJHOM CKHJIa

ca xuma. [Iporeaypa calculateBoundsImproved() jeJHOM II03UBA IPOIEILYDPY
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calculateImprovedMinimum(), a 3aTuM padyHa HONPABKE U TPAHUIIE Y JTUHEADHOM

Bpemeny. Crora, cioxkeHocT oBe mporesype je takohe O(nlog(n)).

HwuBo kon3ucrenTHocTu. Kao 1mro cmo Bujienn u3 npumMepa 4.5.2, Hall 1o00/b-
A’ aJIrOpUTaM 3amMcTa UMa Behy mporaraiujcky Moh y OJIHOCY Ha CTaHap/IHU
ajroputaM. Vmak, Han ajropuram He yCIIOCTaB/ba KOH3UCTEHTHOCT T'DAHUIA HA/T
KoHjyHKIMjoM alldifferent orpanmvema u JmHeapHOT OorpaHnvema. Ha oBom Me-
CTY je MOXK/Ia 3aHUM/bIBO IIPOKOMEHTAPUCATH OJIHOC HAIIIET aJrOPUTMAa U aJITOPUTMA
Koju cy onmucanu bernuneany u apyru 13|, a Koju TpeTupa ciamgaH mpobaeM — KOH-
jyukmmjy 1 + ... + o, < ¢ A alldifferent(zy,...,x,) (IpuMeTUMO Ja ce OBJIE
3axTeBa Jia cBu Koedurmentn y cymu oOymy jennaku 1). OBaj ajqropuram ycrmocTa-
BJb& KOH3MCTEHTHOCT T'DAHUIA HAJI OBAKBOM KOHjYHKIIMjOM, a UMa CACBUM CJIMTHY
CTPYKTYPY KaoO U HAIIl aJIropuTaM. [JIaBHA pa3/iMKa je Y MOPEeTKY KOjU ce KOPUCTHU
3a KaHugare Ha Xuity. Ajropuram Koju cy omnucaan Bemureany u apyru [13]
ca XHUIa yBEeK y3UMa OHY IIPOMEH/bUBY KOja MMa HAJMAmU MAaKCUMyM. AyTopu mo-
Ka3yjy Jia, y cjIy4ajy Jia ¢y CBU KOeUIIMEeHTH jeJIHaKU 1, oBa cTpaTeruja JI0BOJIU
J10 ynapubama M Koje MUHUME3Yje cyMy U 3aJI0BOJbaBa 00a OrpaHMYerha, MOIITY-
jyhu mputoM U MUHUMYME U MAKCUMYME TTPOMEH/BUBUX. AKO TaKBO yIIapuBarbe
He II0CTOjH, &JITOPUTAM ITPUjaBJ/byje HEKOH3UCTEHTHOCT. ¥ HAIllEM aJI'OPUTMY, JIOITY-
IIITAMO IIPOM3BOJbHE MTO3UTUBHE KoeUIMEHTe, & HajOO/b! KAaH/IUIAT Ha XUITY je YBEeK
oHaj ca nHajBehum koedurmentom. Ynapusarme M he u y Hamem ciaydajy 3a/10BoJba-
BaTu 00a OrpaHudverba, ajl CaMO MUHUMYMH ITPOMEH/bUBUX he OUTH MCIONITOBAHU
(MakCUMyMHU MOTY GUTH HADYIIEHH, ¢ 0O3UPOM Ha TO Jia UX aJTOPUTAM MOTIIYHO HI-
HOpUIe). Yciiell OBe peJlakcalyje, u3padyHaru Mo00/bIIaHT MUHUMYM MOYKe OUTH
Marbi O] CTBAPHOI MHHUMYMa, I1a HEeKe HEKOH3UCTEHTHOCTH MOXKia nehe Outm ot-
KpUBEHe, a KOH3UCTEHTHOCT rpanuiia nehe dutu ycnocras/bena. JIpyrum pednma,
JKPTBOBAJIA CMO KOH3UCTEHTHOCT TPAHUIA Ja OMCMO MOKPUJIN 3HATHO OIIITHJH CJIY-

qaj, rje Cy JOIYIITEeHU IIPOU3BO/bHIA KODUIINEHTH.

Orpanundeme ¢ > c. Kao 1rro je panuje peueHo, ciaydaj orpaHnderha € > ¢ je ClIn-
YaH, OCHM IITO Ce pa3MaTpajy moboJbIanu MakcuMmymu mazx*(e) u maz*(e,,). Ha
6ucMO m3padyHaJN MOOOJBITAHA MAaKCUMyM max*(e), KOpHCTUMO HPOIEypy aHa-
JorHy tporeaypu calculateImprovedMinimum() (anaropuram 4.5), y3 jBe GurHe
passmke. [IpBo, mpomeH/pUBE ce Ha MOYETKY COPTHPA]y IO ONaIajyhmMm Makcu-

mymuMma. JIpyro, Bpeaaoct d ce manmjamusyje na max(My, ..., M,) + 1, e je
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M; = max(zx;), a 3aTum ce y cBakoj ciezelioj urepanuju nocra/ba Ha Hajsely
MOTYhy BpegHOCT Marby OJI CBOje IMPETXOJHE BPEIHOCTU 3a KOjy IMocToju Oap je-
JIlaH KaHmiar Mehy mpeoctamM IpoMeH/bUBaMa (OBOTa IyTa, KAHJMJIAT je CBaKa
IpoMeHJbrBa Yy 3a Kojy je max(y) > d). Ilompaske 3a maz*(e,,) ce padyHajy Ha
UJIeHTUYIaH HAYuH Kao y ajaropurmy 4.6. ['panuiie ce padyHajy Kao IITO je HaBeIeHO

y uspasy (4.6).

HeraruBam koedummentu. Pasmorpumo cajia ciiydaj orpanuderha € < ¢ U

e>craejee =ay T+ ... +a, - T, aa < 0. llpumerumo 1a je y Tom
cayuajy e = —le|, ue je |e] = |a1|-x1+ ... 4 |ay| - z,. VI3 oBOr pasiora, Baxku ja je
min*(e) = —maz*(|e|), u cauano, max*(e) = —min*(|e|), Tako 1a ce mpobaeM mpo-

HaJlaXKerba HODOJbITaHIX thHHMyMa/MaKCI/IMYMa JIaKO CBOJAU Ha ITPETXOJIHN C.quaj

ca mo3uTuBHEM Koedurumentuma. llompaske 3a min*(e,,) u max*(e,,) padyHamo

TAKO IIITO U3pATyHaAMO Tonpaske 3a min®(|ey,|) n max*(|e,,|) kao y amropurmy 4.6,

y3 IIPOMEHY 3HaKa.

4.5.2.2 Omnmrtu cirydvaj

[IperocTaBuMO cajia ONIITH CIIy4a], I/ie MPOMEH/bUBE MOTY UMaT! U MTO3UTHBHE
" HeraTuBHe KoedwuimenTe y e u Moxke outu Burie alldifferent orpanudersa Koja
ce caMo JIeJMMUYHO TIpeKJanajy ca npomensbuBama u3 V(e). Osaj ommru ciry-
4a] CBOJMMO Ha IIPETXO/IHU JeJHOCTABHU CJIyda] TaKO IITO HNAPTUIMOHUIIEMO CKYII
V(e) Ha OUCjyHKTHE MOJICKYNOBE HA KOje Ceé MOIY HPUMEHHTH IIPETXOJHU AJro-
purmu. [laprurnmonucame ce obasiba nporeaypom findPartitions() (asropuram
4.7). Osa mpore/ypa Kao yjiase y3uMa u3pas e u cKyl csux alldifferent orpa-
HIUYea y pasMaTpanoM mpobiemy (o3HaueH ca csts). Vzmasuu mapamerap pts he
cajpkaTy pesyarar. [Ipsu Kopak je ga ce ckyn V(e) naprunuonumie kao VUV ™,
rje je VT ckyn cBux npomensbuBux u3 V(e) ca nosurusauM Koedurmentuma, a Vo
caJp:Ku cBe mpomensbuBe u3 V(e) ca meratuBHUM KoedurmenTuMa. CBaKWM CKyII
V e {V*,V~} ce najme naprunuonuiie Ha JUCjyHKTHE ad-napmuyuje. Kazkemo
Ja je ckyn npomensbuBux V' C Vo alldifferent napmuyuje (wmm ad-napmuyuja)
y V, ako mocroju alldifferent orpanudeme y pasmarpanom CSP mpobiemy koje
yKJbydyje cse npoMensbuse u3 V'. Behe ad-nmaprunuje cy noxesbHuje, Iia Hajipe
nponajiazumo Hajsehy ad-niaprunujy y V' Tako mTo pa3MaTrpamo CBe IIpeceke CKyIa
V' ca peneBanTHuM alldifferent orpanmdemuma u OMpamMo OHaj IMPECEeK KOju mMa

najsehy kapgunasaoct. Kaja je TakBa ad-mapruiiuja ujaeHTH(MUKOBAHA, TPOMEH-
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JbUBE KOje YMHe Ty MapTHUIHjy ce YKJIamajy U3 cKyla V, a mpeocraje ad-napTUIje
ce Jlajbe Tpayke Ha MCTH Ha4YuH Mel)y mpeocrajmnm rmpomen/buBama u3 V. Beoma je
OUTHO HAIJIACUTH Jla OBAKO J00HjeHe IapTuidje 3aBuce jeanHo oj alldifferent
orpaHnYerba y mpobjeMy, Kao U OJ 3HaKoBa Koedwuimenara y e. C 063upom Ha TO
Jla ce OBO He Mekba y TOKY pelllaBara, CBaKd 1mo3uB mporeaype findPartitions()
6u gao mctu pesyarar. OBO 3HAYM Ja Ce OBa IPOIEILYpa MOXKE IO3BATU CAMO je0-
HOM, Ha TIOYETKYy pellaBarba, a Pe3yJITaT ce MOYKe cadyBaTH U KOPUCTUTH KacHUje

110 TIOTPEOH.

procedure findPartitions(e,csts,var pts)
begin
{csts je ckyn cBux alldifferent orpaHmuema y pasMaTpaHOM mpobJeMy }
{IIpernocrasmamo ja je € = aj - €1 + ... + ay - Tp, TA€ @; MOTY OUTH IPOU3BOJHHOI 3HAKA }
{Heka je V(e) = VT UV ™, rue je VT cKyn NpoMeHJbUBUX ca TO3UTUBHUM KOepHUIMEHTHMA y €,
a V™ je CKyI MpPOMEHJBUBUX Ca HETATUBHUM KoepUITMEeHTHMA Y €}
pts := & {pts he na Kpajy cajpKaTh CKyIl HAPTUIUjA}
for all V € {V*,V~} do {naprunmonncame ce obasba nmocebuo 3a V* u V= }
Vewrr =V
while V.- # @ do
Smaz ‘= @ {najseha ad-naprunuja}
for all ad € csts do
Seurr := V(ad) N Veyrr {V (ad) 03H9MaBA CKYTl TPOMEH/BUBUX Yy OrpaHUvey ad}
if |Seurr| > |Smaz| then
Smam = Scurr
end if
end for
if |Spaz| > 2 then {axo majseha ad-mapTummja nma Gap 2 mpomeHsbuBe }
pts := pts U {Smaz }
Vewrr = Veurr \ Smam
else {ako cBe mpeocrase IPOMEHIbUBE YNHE jeJIUHUUHE NApTHIH]e }
for all x € V. do

S = {x}
pts = pts U {S}

end for

‘/curr =

end if
end while
end for
end

Anropurtam 4.7: findPartitions(e, csts, var pts)

[Tponeaypa calculateBoundsImprovedGen() (asropuram 4.8) mma ucre mapa-
MeTpe U TIOBPATHY BPEJIHOCT Kao U mporeaypa calculateBoundsImproved() (asro-
puram 4.6), anu ce nmpuMersyje Ha ommtu ciaydaj. Ocrama ce Ha MapTUINOHICATHE
uspaza ¢ = el + ... + e° gobujeno nponemypom findPartitions() (anropuram

k

4.7). C 063upoM Ha TO Jia 33 CBaKy OJi MAPTUIUja € CBe HheHe IPOMEHIbUBE UMa]y
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KoebUIIMEeHTe MCTOr 3HAKa M IMOKpuBeHe cy HeKuM alldifferent orpanudersem,
nporeaypa calculateImprovedMinimum() (ajropuram 4.5) ce MOXKe MCKOPUCTHTH
Jla ce u3padyHajy mobosbiiann Munumymu min*(eF). TloGosblmann MEHEMYM Ie-
Jor u3pasza min*(e) ce Jajbe M3padyHaBa Kao CyMa MODOJBIIAHUX MUHHAMYyMa 34
uspaze ¥, ommocno min*(e) = > ;_, min*(e*). Axo je min*(e) > ¢, uponemypa
calculateBoundsImprovedGen() mnpujaBibyje HEKOH3UCTEHTHOCT. Y CYNPOTHOM,
IIpoIeIypa padyHa IoIpaBKe U PaHulle Ha cJIndaH HaunH Kao y ajaroputMmy 4.6. Ilo-
ctoje siBe 6uTHe pazmuke. 1IpBo, Kopuerumo Bpenoct b = c— (min*(e) —min*(e¥))
YMECTO ¢ Kao TOPIby I'PAHUILY 3a U3pa3 eF Kaja padyHaMo TPaHUIe 3a IIPOMEH/bUBE
us eF. JIpyra 6urHa pasamKa je Ta IITO MOPaMO Pa3/IMKOBATH [Ba CIydaja, Y 3aBH-
CHOCTH O/ 3HaKa KoeduImeHaTa: 3a MO3UTUBHE KoedUIlneHTe N3padyHaTa IPaHNIa
je ropma IrpaHUIla, JOK je 3a HeraTUBHe KoedUIMEHTe M3padyHaTa I'PDAHUIA JT0Ha
rpaHuiia (3aTo IMITO ce 3HAK HejeIHAKOCTH OKpehe MPUINKOM JIe/beha HeraTHBHIM

6pojem).

Cnoxenocr anropurma. Heka je np = |V(e¥)], u nexa je n = [V(e)| =
ny + ... + ns. Ilponenypa calculateBoundsImprovedGen() (asropuram 4.8) to-
3uBa mpore/Iypy calculateImprovedMinimum() (Algorithm 4.5) no jemmom 3a cBaky
napruimjy e, mro ysuma Y ,_, O(nglog(ny)) = O(nlog(n)) spemena. C o6zupom
Ha TO Jla ce IOIpaBKe U TPaHuIle PadyHajy y JIMHEapHOM BpeMeHy (y OJHOCY Ha n),

ykymHa caoxenoct je O(nlog(n)).

4.5.2.3 JloKa3 KOPEKTHOCTHU aJIrOpUTMa

Y HapeHOM TEKCTY J0Ka3yjeMO KOPEKTHOCT HaBeJeHUX ajropurama. Kopu-
cruhemo cienehy HoTarmjy. 3a JMHeapHW uU3pas € = a4y - X1 + ... + Ay - Ty, U
n-ropky d = (di,...,d,), ysomumo osnaky eld] = > a; - d;.'® 3a ynapusame
M = [z;, = d;,...,x;, = d; | Hajx ckynom npomensbusux V(e), Heka je ca d(M)
O3HaYeHa N-TOpKa Koja ojrosapa M, Tj. n-ropka (dy,...,d,) TakBa 1a je d; ynpaBo
BpeaHOCT Koja je y M mpumipyzkeHa NpoOMeH/BUBOj x;. Takohe yBOIMMO O3HAKY
(M) = e[d(M)] = X7, ay, - d

Kopekrroct nponenype calculateImprovedMinimum() (asropuram 4.5) cienn

15 °

u3 teopeMe 4.5.1 Koja TBp/M Jia je moOOJbIIaHT MUHIUMYM JIOOUjEeH OBOM ITPOIIE/ Ty POM

18 Tpyrum peunma, e[d] je BpeHOCT KOjy M3pas € y3uMma KaJa ce HPOMEH/bHBAMA T'; TIPUIPYIKe
BpeaHocTd d;. YOUITe, y HACTABKY TEKCTa, Kal| roj FOBOPUMO O n-topiu (di, ..., d,), noapasy-
MeBaMO Jia Ce BPEIHOCT d; IPUPYXKYje TPOMEH/bUBO] ;.
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procedure calculateBoundsImprovedGen(e, ¢, var bounds)
begin
{IIpernocraska je Ja pasMaTpaMo OrpaHuvermhe e < ¢, THe je € = a1 - L1 + ... + p - Tp}
{Hexa je e! + ... + e*, mapTunuonncame u3pasa e j0b6ujero aaropurvom 4.7}
{Hajnpe pauyHamo 1moGoJbIIIAHA MUHUMYM 3a €}
min*(e) :==0
for k:=1to s do
calculateImprovedMinimum(e®, min*(e¥), MF, p*)
min*(e) := min*(e) + min*(e*)
end for
if min*(e) > ¢ then {nposepaBaMo HEKOH3UCTEHTHOCT }
return false {HEKOH3UCTEHTHOCT je OTKPUBEHA}
end if
for k := 1 to s do {3a cBaky naprumujy e pauynamo nonpaske u rpanure}
b* .= c — (min*(e) — min*(e*)) {b* je mspauynara ropma rpanuna sa e*}
{HeKa Je M = [xlkl = dik,u s Ly, = dik,nk]}
for j := n; downto 1 do
{Pauymamo mompasky c[j]}
if p*[j] = undef then

Ck[]] = Qg dik,j
else
Ck[.]] = di}c,j ' (aik,j - aik)pk[j]) + ck[pk[j]]
end if
min*(e’;ik ) = min*(eF) — ¢*[4]
»J
if a;, , > 0 then
bkfmin*(e:i )
bounds(z;, ;| == | ————— | {ropma rpanuma}
: s
else
bk —min* (e,’;i )
bounds[z;, .| := ——*4_ | {50mpa rpanmIal
. y
end if
end for
end for
return true {HEKOH3UCTEHTHOCT Huje OTKPUBEHA }

end

Anropuram 4.8: calculateBoundsImprovedGen(e,c, var bounds)

3ancTa HajMarba Moryha BpeIHOCT KOjy JaTh U3pa3 MOYKe y3€TH, MOJ] YCJIOBOM JIa CBE
IpOMeHJ/bUBe y3uMajy MelycobHo paszymmamnre BpeHOCTH KOje cy Behie min jemnake

O/l IbUXOBUX MHUHUMYMa.

Teopema 4.5.1. Heka je ¢ = ay -1 + ... + a, - ©,, T1€ je a; > 0, u HeKa je

m; = min(x;) MuHEMYM npomersbuBe x;. Heka je Ml = [z;, = d;,..., 2z, = d;]

yrnapuBambe J0OUjeHo MoKpeTameM mporeaype calculateImprovedMinimum() 3a us-
n

pas e, u Heka je min = e(M) = > =1 @i, - di; nobujern nobosbmanu MunuMyM. Taza

3a cBaky n-Topky d = (dy, ..., d,) TakBy na je d; > m; n d; # d; 3a i # j, Baxu 1a
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je e[d] > min.

Joxas. Hexa je T'= {(dy,...,d,) | d; > my, i # j = d; # d;} ckyn n-Topku koje
3a,/10BOJbaBajy yciaose teopeme, n #Heka je F(T) = {e[d] | d € T'}. Ckyn T je nHenpa-
san (na npumep, (h,h+1,h+2,... h+n—1) €T, tue je h = mazx(my,...,my,)),
a ckyn E(T) je orpammden 00310 (Ha IpHUMED, ca y ., a; - m;). 3aro je Mu-
aumym min(E(T)) konmauan, u mocroju Oap jeana n-topka d € T 3a xojy je
eld] = min(E(T)). 2Kemumo ma mokaxkemo na je n-ropka d(M) koja omrosapa
ynapusaiby M Koje je j1001jeHo HAIIUM aJITOPUTMOM je/THa TaKBa N-TOPKA, Tj. BayKH
na je e(M) = min(E(T)). Ilpso, npumerumo ga je d(M) € T 3a 6uso koje ymna-
puBatbe M (oBO cieau u3 jeduHunMje ynapuBamba, Kao U U3 jedUHUIE]e CKya
T). Crame ajroputMa IpeJi CBaKy UTEpAI]y TJIaBHE MeT/be Ce MOYKE OIUCATH TPOj-
koM (V¢ M€ d°), rme je V' cKyll IpOMEHJBUBUX KOjUMA JOII YBEK HUje MPUIPYKEeHA
BpegaocT (mHunujaano {xy,...,x,}), MC je rexkyhe mapnumjanno ynapusame (MHU-
IjaJIHo pa3Ha cekBeHIla | |), a d¢ je Hajseha BpesHOCT Koja je /10 cajia MpuIpyKeHa
HEKO] MPOMeH/bIBOj (MHUIHjaHo min(my, ..., m,) —1). Hokazahemo cienelie cBoj-
cTBO: 3a cBako crame (V¢ M¢ d°) koje je mobujeno nosnazehu o1 HHAIMJATHOT CTAEba,
U3BPIIaBamheM aJlOPUTMa, HaplyjaaHo yinapuBambe M Moxke OUTH MPOITUPEHO 10
normysor ymnapuamba M’ 3a koje je e(M') = min(E(T)), u To npuapyKuBambeM
BpeiHOCTH Koje ¢y Behe ox d° mpomenspuBama u3 V¢ OBo cBojcrBo he 6uTn jg0Ka-
3aH0 wHIyKImjoMm 1o k = |[M¢|. 3Ba k& = 0 cBojcTBO TPUBHjATHO BayKu, ¢ 0O3UPOM
Ha TO Jia ce Mpa3Ha CeKBEHIa CBAaKaKO MOYKE MPOIITUPUTH J0 HEKOT MUHUMHU3Yyjyher
ylapuBama KopuithemeM BpeHocTH Koje ¢y Behe ox d° = min(my,...,m,) — 1 (c
003UpOM Ha TO Jla TAKBO ylapuBambe 1ocroju). IIpermocraBumMo Jia 0OBO CBOjCTBO
BazKu 3a Heko crame (V¢ Me d°), rue je |M¢| = k, u J0KaKuMo Jia OHJa TO CBOj-
cTBO Mopa Ja Baxku u 3a crame (VO \ {Z},[M°Z = d],d), riue je T = d ynpaso
OHO TIPUJIPY2KUBaIbe Koje Halll ajroputam oupa y Toj ureparuju. I[logcerumo ce na
je BpeanocT d KOjy HAII ajropuraM Gupa yipaso HajMama Moryha spemoct Beha
ox d° 3a Kojy moctoju 6ap jeqan Kaumugar mely mpomensbuBama u3 V¢ (Tj. HEKO
y € V¢ rakBo ma je min(y) < d), u j1a je IpoMen/bEBa T KOjy HAIl aarOpUTaM y3-
MMa ca XHIla yIPABO OHAj KAHJMIAT 3a BPEJIHOCT d Koju uMa Hajsehn koedurment
(akO TakaB KaHIMJIAT HUje jeJIMHCTBEH, Taja ce usMely mux Oupa MPOMEH/bUBA Ca
HajMamuM uHjIeKcoM y e). Axo je M/ 6uso koje normyso Muanmusyjyhe yrmapusamme
KOje IpoIpyje napuujasano yrnapusame M kopucrehu Bpenoctu Behe o1 d°, Taja

Baxku ciaenche:
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e Bpeqnoct d Mopa Guri uckopumtiena y M. Bancra, ¢ o63upoM Ha TO 18 d
mMa 6ap jesHor KaHanmaTa y € V°, YKOIMKO He GUCMO KOPHUCTHIIN BPEIHOCT d
y yrnapusamy M/ umasm 6ucmo ja je y = d’ € M, rae je d > d. Oso je 360r
TOTa IITO CYy CBE BPEJIHOCTHU MPUJIpYy2KeHe mpoMenbuBama w3 V¢ Behe ox d°, a
d je majmarpa Moryha Bpemoct Belia ox d° ca 6ap jeIHIM KamIHIaToOM. 360r
Tora 6u ce npuapyKuBame y = d’ € M’ Morio 3aMeHuTH ca y = d, dnMe ou
ce 7106110 Apyro noTyHo ynapusambe M” Takso ja je e(M”) < e(M'). Oso je

y KOHTPaUKIINjU ca mpeTnocTtaBkoM jia je M/ munnmusyjyhe ynapusambe.

e ako je y = d € M/, Tajga mpoMeH/bHBa y MOPaA OUTH KAHIHIAT 3a d ca HajBe-
hum moryhum koedurmenTom. 3amncra, ako je KoepuiuenT y3 y y JUHEAPHOM
u3pasy jelHak a, U ako 6u mocrojao apyru Kamaugar iy’ € V¢ ca ehinum koe-
dburmenTomM @, Taja 61 n360p KAHINIATA § YMECTO y' 33 BPEIHOCT d HOHOBO
pesyarupao ynapusamem M’ koje nuje munumusyjyhe: ¢ o63upom Ha TO 118 je
y =d € M, upu gemy je d > d, u y = d € M/, 3aMeHOM BpPEIHOCTH TPOMEH-
JpUBUX Y U Y mobum 6ucmo apyro ynapusame M” rakso na je e(M”) < e(M').

e ako je y = d € M/, tne je y jemnam o KammmgaTa 3a BPeIHOCT d ca Haj-
Behum KoedwurmenToMm, Taja 3a OUIO KOT' JIpYror KaHJujara 2z ca HajBehmm
KoeduIenToM (ako MOCTojn) ofrosapajyhe Ipuapyxupame z = d IPHUIAJIA
HekoM MuHuUMEU3yjyhem ymapusawy M koje mpommupyje M€ 3awncra, ako je
y=de M u zje HeKn IPYTH KaHAMIAT 32 d KOju UMa KOeDUICHT Y H3pasy
e xao u y (1 Kome je mpuapyskena speanoct d' > d y M), 3aMenoM BpeHOCTH
3a KaHIujare y u z Joouim oucmo Japyro yrnapusame M” 3a Koje 6u BpeHOCT

u3pasa e ocrasia HenpoMemena, Tj. e(M") = e(M') = min(E(T)).

13 IpeTXOIHO MOKA3AHUX YHIbEHUIA CJEIN Ja IPUIPYKUBabe T = d H3a0pato o1
cTpaHe Halller ajJropuTMa Takohe mpumnaia HekoM MuHnMusyjyhem ynapusamy M/
Koje mpomupyje M€ npuiapyxuBameM BpeHocTr Behux o1 d° mpoMmenspuBama u3 Ve.
C ob3upom Ha TO Ja je HajMarba BpegHocT Beha om d° ca Gap jeHUM KaHIIIaTOM
yIpaBo d, u ¢ 063upoM Ha TO ja je T = d € M/, cieu 1a BPeJHOCTH TIPUJIPYKEHE
npomensbusama u3 Ve \ {Z} mopajy 6utn sehe ox d y TaksoM ynapusamy M/, Opum
CMO JIOKa3a/Ii [ 1 Haplujagno ynapusame [MC, T = d| Takohe Mozke 6UTH TpOIITH-
peHo Jo0 ucror Tor Munumusyjyher ynapusama M’ kopumhemem BpegnocTu Behinx
on d. Ha oBaj HaYMH CMO JOKA3a/M Ja, HOJ MPETIIOCTABKOM 4 HABEIEHO CBOjCTBO
(Koje MoKyImaBaMo Jia JIOKaykKeMO HHJIYKIMjoM) BaxkKu 3a Heko crambe (V¢ M¢ d°),

HCTO CBOjCTBO Baxkm u 3a crame (VO \ {ZT}, M 7 = d|,d) mTo je ynpaso Hapeino
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crame JOOMjeHO HAIIMM aJropuTMoMm, mpu demy je |[MC T = d]| = k + 1. Caza
WH/TYKIMjOM CJIC/TH JIa HABEJIEHO CBOjCTBO BaxKu 3a 6mio Koje crame (V¢ MC, d°) mo-
6ujeHo m3BpIIaBameM ajropurMa, yrpydyjyhn u 3aspiino crame ({ }, M, d; ), rae
jeM = [z;, =d;y, ..., x5, = d;,]. Camum tum, min = e(M) = min(E(T)), aume je

TeopeMa JIOKa3aHa. O

Heka subst(M, A, B) o3HauaBa pe3ysrar Koju ce Jo0Hja Kaja ce MOJCeKBEHIa
A 3amenn (HOTEHIMjATHO TIPA3HOM) ToJceKBeHIIoM By yrnapusawmy M. Cieneha
Teopema 4.5.2 TBpM Ja ce monpaBKe y mporieaypu calculateBoundsImproved))

(asropuram 4.6) m3padyHaBajy Ha UCIPABAH HAYWH.

Teopema 4.5.2. Heka je e = ay -1 + ... + a, - T,, e je a; > 0. Heka je
M = [x;, = dyy,...,x;, = d;,| Muanmuzyjyhie ynapuBame J0OHjeHO MPOIELYPOM
calculateImprovedMinimum() 3a u3pa3 e, u Heka je min*(e) = e(M) uspaaynaru
nobospimann MuanMyM. Hexka je M; muanmusyjyhe ynapusame kKoje 6u 6uso m1oou-
jeno Ja je npore/ypa nosBana 3a €, M HeKa je min*(ezi]_) = e(M;) oxrosapajyhu
nobospirann MunumyM. Hajsasn, Heka je ¢; = min*(e) — min*(ezij). Axo je x;, 6mo
jemHE KaHuIaT 3a BPEJHOCT d;; TIPUIMKOM H3BpINaBaiba IIPONe/Iype 3a H3pas e,
taga je M = subst(M, [z;;, = d;;] — []). V¥ cynpornom, axo je cienehu naj6ospn
KanguaaT 6mo x5, (I > j), Tama je M = subst(My, [z;, = d;,] — [v5, = d;;]). To-

cJIeJIMYHO, oArobapajyha IonpaBKa je ¢; = a;,

I dij, win ¢; = (aij — CLil) : dij + i,

PECIIEKTUBHO.

Jlokas. Hajupe, neka je S = (V, M d) 6uio koje crame n3BpIlaBamba aJropuTMa, ca
HICTUM 3HavYemeM Kao y Joka3y Teopeme 4.5.1. Peaauyuja npesacka usmely crama
he 6utu o3HaveHa ca —: ako je S’ crame y Koje ce HeIloCpeHO Mpesia3u U3 CTarba
S, To hemo sammcuBaru kao S — S’. TpausuTuBHO 3aTBOpEHE OBE pejaluje he
obutn osmadyeHo ca —*. Ilpumermmo j1a je pesarnuja — JIETEPMUHUCTUYKA, IIITO
3HAYM J1a 3a OMJIO KOje cTambe S IOCTOjU jeMHCTBEeHO cTame S’ Takso ma je S — S'.
CamuMm TuM, OBO Takohe Baxku 1 3a pejanujy —*. OBO 3Ha4YN Ja TPEHYTHO CTaibe
y moTiyHocTH ojpelyje ajbe m3BpIaBame aJropuTMa — 3a JIBa WJIEHTUIHA CTaba
ocTaTak M3BpIIaBaiba ajropurma he outum miaeHTudan. MeDhyTum, yak u 3a JBa
pas/IMYnTa CTaiba JIa/be H3BPIIaBambhe aJIrOPUTMa MOXKe JeJTMMUIHO WJIKA IIOTIIYHO /14
ce nokiana. Kaxemo ma cy asa crama S’ = (V/, M/, d') u §" = (V' M",d") carabo
CAUYHG aKO je ciiejehe mpuIpyKuBarme Koje ajaropuraM Oumpa HCTO 3a 00a cTamba,
Tj. HOCTOjU HeKO MpUpYKuBarbe T = d Taxso aa je (V/, M/, d') — (V'\{z},[M/,Z =

d),d), m (V" M" d") — (V" \ {z},[M",7 = d],d). Ca apyre cTpaHe, KaskeMo 1a
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cy nBa crama S’ u S” cauuna ako he cea Hapemna npuapy:kuBarmba 6uTn nzabpaHa
Ha WJICHTUYAH HAYUH 3a 00a CTamba, Tj. MOCTOjU HEeKa CEeKBEHIA MPUJIPYKUBama S
raksa jga je (V/,\M',d") —* ({ },[M,S],d;), u (V',M",d") —* ({ },[M",S],dy),
rje je dy mocie/ithba IpHUJIpyzKeHa BpeJHoCT y oba ynapusaiba. Hajope npumernmo

Jla BazKe cjiejieha jiBa cBOjCTBa:

cBojcTBO 1 ako 3a jBa crama (V/ M/ d') u (V' ,M",d") Baxu ga je d = d’ u
V" = V' \ {y}, tne y € V' nuje npomenbuBa koja 6u Guia uzabpana 3a
caenehe npuapyxusame y crawy (V/, M/ d'), Tana cy ta nsa crama c1abo
cimvHa. 3amcra, ¢ 063upom Ha To jga y cramwy (V' M’ d’) amropuram Gupa
HEKO NIPUJpY KuBambe T = d, tiie je T # y u d > d', ucTo npujpyknsame he

6uru uzabpano u y crawy (V” M" d"), jepjez e V' nud" =d.

cBOjcTBO 2 ako 3a jBa crama (V/ M/ d)u (V' M" d") Baxu naje V' = V" ud =
d", Taja cy Ta JBa crama CIMYHA. 3anucTa, MPeTXoHa IpUApyKuBammba n3 M/’
u M” ne yruay Ha 6yyha npujpyKubama Koja he anropuram ogadbuparu, Beh
Ha IUX YTUYY HCKJBYYIHBO IpeocTase MpoMeHsbuse (a 3Hamo ga je V/ = V")

Kao ¥ T0CTIe/ha j1ojie/beHa Bpennoct (a Baxkn d = d”).

Heka je mame M = [z;, = d;y,...,x;, = d;,] muanmusyjyhe ynapusame J1001jeHO
HOKPeTarbeM aJllOPUTMa 32 U3pa3 e, u Heka je M; munnmusyjyhe ynapusame 106u-
JEHO TIOKpeTameM aJTOpUTMa 3a U3pas3 Ca;, - [Toncernmo ce ja je uzpas Ca;, Jio0ujen
us e, Tj. V(exij) = V(e) \ {x;,}. Heka je S* crame

HAKOH k WTepaluja aJropuTMa MOKPEeHyTOr 3a U3pa3 e, U HeKa je Sé? cTame HaKoH k

YK/IabathbeM MOHOMA @, * Ty,
uTepalyja aJropuTMa HOKPEeHyTor 3a u3pas e,, . C 003upoM Ha TO JIa IPOMEHIbIBA
J

T;; HUje HajOOJbU KaHIuIaT cBe JIo j-Te nosuimje y M, mpema IpBoM CBOjCTBY, CTatba
S* u S;? cy ciabo cianuna 3a k < j — 1. Jpyrum pednma, npuipyzKuBama n3adpana
0J CTpaHe aJrOpuTMa IIpe j-Te rno3uiuje he OMTH MJIeHTUYHA Yy ynapuBamuma M
u M;. Oso smaum jga je ceksenna P = [v;, = d;,..., 7, , = d;,_,| 3ajennmaxn
upedukc 3a ynapusama M u M.

PasMoTpuMO cajia TIOHAIIame aJropuTMa Ha j-Toj mosmimjun. Heka je VF =
V(e) \ {zi,...,x;} 3a cBako k < n. Kana ce amropuram mosoBe 3a uspas e,
umanmo caeehie npenacke crama: S/ — 87 — St e je S/ = (VITL Pod;, ),

i — (VI _ i+1 _ (1/i+1 _ _
ST = (V], [P, l’i]. = dij]7dz‘j), u S’ = (VJ ,[P, ZL‘Z‘j = di‘j,xi‘j+1 =d d Ca

JIpyTe CTpaHe, aKo OM aJropuTaM OHMO MO3BaH 32 U3Pa3 €,, , KaJa ce JOCTUTHE CTambe
J

Z‘j+1]’ Z’j+1)'

S;:_l = (VI7'"\ {z,}, P.d;,_,), mmamm G6ucmo jsa Moryha ciydaja. Ako je x;; 6uo

jenunu Kanauaar 3a d;; y cramy S7=1, rana me 6m 6uTO KaHAMIATA 32 d;; y cramy
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S?il. 36or Tora ajaropuraM MpoHAJa3u IPBY Behy BPEIHOCT 3a KOjy MOCTOju Oap

jenan kanuaar y V771 \ {z; }, a 10 je ynpaso Bpexnoct d; . Haj6osn kammar
3a TaKBy BpeJHOCT he 6UTH UCTH Kao y cTamy S’, 3aTo ITO Cy CKyNOBH IIPEOCTaINX
npomensbuBEX HcTH y oba crama (VIM\ {x; } = V7). Baro he cuenehie crame
6urn 87 = (VI {, } \ {ws,, } [Py, = di ] diyy,). Y cexiany ca apyrau
JIOKa3aHUM CBOjCTBOM, cTamba S/T1 n S; cy cimama (jep je VITUN\ {a }\ {zi., } =
Vit1)| 1a hie ce nobujena normyna ynapusamba M u M, nokianaTi Ha npeoctaammM

ij+1as]7d

= d;,| 3ajeHUYKH

nosunujama, ogpocao SN —* ({ [Py, = dij,xi,,, = d ) u S =
({ }, [P,.Tij+1 = dij+178]>din)a rmae je S = [.Q?ij+2 =d

cybukc ynapusama M u M. 36or tora je M; = subst(M,[z;, = d;;] — []).

in

y Ly

ETTI "

Oprosapajyha nompaska je taga ¢; = min*(e) — min*(erij) =e(M) — Ca;, (M) =
a;, - di;. Ca zpyre crpaHe, ako mocToju ciaegehn HajoobH KaHIUIAT T;, 38 BPEIHOCT
di; (I > j)y cramy S~ Tanma he Ta mpomen/bMBa OMTH HajOOBM KaHIUIAT 34
d;, y cTamy Sg_l. 36or Tora he anropuram usabpaTu IpUApyKuBambe T; = d;,
mj. 87 = (V77U {ai, } \ {zq }, [P, 2y, = dyy],dy;). Kaxo 6uenmo oxpemmmn mapeise
npejiacke CTama, pasMOTPUMO HajIipe MOHAIAEe Halllel aJITOPUTMA KaJla je MO3BaH
3a u3pas €;, . Kao mro je mperxoHo peuero, yrnapusarba M; u M he ce noknanaru
cBe J10 [-Te mozunuje, a ¢ ob63mpoMm Ha TO Jsa je [ > 7, ciaequ ja he M Takobe
muatn P 3a npeduke. 36or tora je S] ' = (VI7L\ {z;,}, P.d;, ,). Oso crame
je cmabo comano ca S/~! (ma ocHoBy mpBOr cBOjcTBa), Ma hie HApeJHO CTambe GUTH
S; = (VI \ {wi,} \ {zg,},[P.wi, = dy)],di;). Cana cy crama S] u S’ ounrsesno
cimaHa (Ha OCHOBY JpyTor cpojetsa), ma Bawu S —* ({ }, [Pz, = d;;, '], d') n
S/ —* ({ },[P, vy, = dy;, '), d'), rne je d’ majseha mpuapy»xena speanocr, a S je
sajemnmaku cyduxc. U3 osora cien na je M = subst(My, [z;;, = d;;] — [z, = d;]).
Oprosapajyha nompaska je Taga ¢; = min*(e) — min*(exij) = e(M) — €, (M;) =
e(M) — (exil (M) — aj; - di; + a, - di;) = ¢+ (ai; — a;) - dy,;, Kao MTO je M HaBeEHO

y TBphemby. O]
U3 cnenehe Teopeme ciienm KopeKTHOCT ajroputMa 4.6 (jeHOCTaBHHU Cotydaj).

Teopema 4.5.3. Heka je P CSP upobiem Koju cajpKu OrpaHUveha
alldifferent(zy,...,z,), ue < ¢, raejee =ay -y + ... +a, -, u a; > 0.
Axo mporienypa calculateBoundsImproved() npuMerena Ha uspas e Bpaha false,
Taja 1npobjseMm P HeMma periema. ¥ cynporHoM, Heka je P’ CSP upobiem pobujen
u3 P ojicernameM BpeJIHOCTH M3BAaH U3PAdyHATHX TPAHUIA 3a IpoMeHsbuse u3 V(e).

Tana cy npobaemu P u P’ eKBUBaJIeHTHN.
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Jlokas. Heka je d = (dy,...,d,) Owio koja n-topka w3 D = D, X
x D, , n meka je min*(e) moboOBIIAHN MUHUMYM JOOHjeH IPOIELYyPOM
calculateImprovedMinimum() 3a u3pa3 e. Hajupe mpumerumo ma ako d 3a10Bo-
/baBa orpanuuernse alldifferent(xy,...,x,), Taga je min*(e) < e[d]. Bancra, c
o63upom Ha To Ja je d € D, cienm na je d; > m;, tae je m; = min(x;). Hame, ¢
0063upoM Ha TO Ja d 3a/10BO/baBa OrpaHUYIECHHE alldifferent(xl, ce ,:vn), cJiesin Jia
je i # j = d; # d;. OBo 3naum ja cy ycsuosu Teopeme 4.5.1 UCHymeHH, TaKo Ja
mopa 6uru e[d] > min*(e). CaudHo ce MoxkKe JoKa3aTu 11a je e, [d] > min*(e,,).

Ako npornienypa calculateBoundsImproved() Bpaha false kama ce npumenu Ha
u3pas e, To 3Ha4n j1a je min*(e) > c¢. OBo 3Haunm ja 3a cBako d € D koje 3a710B0/baBa
orpanndemse alldifferent(zy,...,x,) Baxn 1a je e[d] > min*(e) > ¢, mrro 3na4dn
Jna He noctoju n-topka d € D koja 3ajoBosbaBa n alldifferent orpanuderme u
orpannderse e < c. pyrum peunma, mpodsem P Hema pemnierba.

Jla 6ucMo J1oKa3aIn IPYTH JIe0 TeOPEMe, MOPAMO JIOKA3aTH Jia HU je/IHa BPETHOCT
KOja je oJiceveHa HaIlUM ITOOOJbIITIAHUM AJITOPUTMOM HHUje OMJIa JIe0 HEKOT' PEIlerha
npobsiema P. IlpermocraBumo 1a je 3a HeKy NPOMEH/BUBY I; HEKa BPEJIHOCT d;
oJicevueHa U3 HEHOr JIOMeHa HaIluM Mo0oJbIIaHM ajaropurmMoM. Ha ocHoBy m3pasa
(4.5), oBo 3Haum na je d; > Lc*mz&} omHocHO, min*(e,,) + a; - d; > c¢. 3aro
3a cBaky n-Topky d € DD koja ykibydyje d; Kao BPEIHOCT 3a IPOMEHJbUBY I; W
KOja 3aJ10BOJbaBa orpannvere alldifferent(zy, ..., x,) Mopa BaxuTu ja je e[d] =
e, [d]4a;-d; > min*(ey,)+a;-d; > ¢ (c 063upom Ha 1O Ja je e, [d] > min*(e,,)), mTo
3HAYU JIa OrpaHuvebe e < ¢ HUje 3a/10BOJbeHO, 11a d Huje perremne mpodsiema P. OBo
3HAYU JIa He MOCTOjJH HU jeJTHO pelllerbe rnpobieMa P Koje caip:ku d; Kao0 BPEJTHOCT
3a r; W KOje 3aJl0BoJbaBa U orpanuderse alldifferent(xy,...,e,) U OrpaHHYEHHE
e < c¢. OBo moka3yje Teopemy, ¢ 003MPOM Ha TO Ja Cy CBa pemrema mpodbaema P

yjeJiHo u pelierba npobsema P’ 0
Hajza, nokasyjemo KopeKTHOCT ajaroputma 4.8 (ommru ciydaj).

Teopema 4.5.4. Heka je P CSP mupobiiem Koju cajpKu orpaHudeme € < ¢, TJe
jee=a -z + ... +ap -z, (a; MOry OUTH U MO3UTUBHU W HETATUBHU), KAO U
jenno uam Bunie alldifferent orpannyera Koja ce MOry JeJMMUAYHO IPEKJIallaTh
ca V(e). Ako mpornenypa calculateBoundsImprovedGen() npumMemena Ha u3pas e
Bpaha false, Taga npobsem P Hema pemema. Y cynporHo, Heka je P’ CSP npobiem
nobujer u3 P ojcenameM BPeIHOCTH U3BaH U3padyHATHX T'PAHUIA 3a TPOMEH/bUBE

u3 V(e). Taga cy npobmenn P u P’ ekBuBajieHTHH.
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Jloxas. Hexa je e = e! + ... + e° mapTUImonucame n3pasa e J00HjeHO IPOTIE Ly POM
findPartitions() (amropuram 4.7). C o63upom Ha ToO ja 3a CBaKy HapTuimjy e’
nocroju nokpusajyhe alldifferent orpanuveme y P, u ¢ 003UpoM Ha TO Jia CBe
IIPOMEHJbUBE Y MaPTHUIUj UMa]y KOepUIIMeHTe UCTOT 3HaKa, U3 Teopeme 4.5.1 ciren
na 3a cBaky n-topky d € D = D,, X ... X D, Koja 3a70Bo/baBa cBa alldifferent
orpannvera npodiaema P mopa Baxutu na je e[d] = e'[d]+. .. +ef[d] > min*(e')+
... + min*(e®) = min*(e). Axko je min*(e) > ¢, Taga He 1OCTOje N-TOPKe KOje
3ajioBosbaBajy m alldifferent orpanmdera rpobsiema P um orpanuderse € < c.
OBuM je JI0Ka3aH MPBU JE0 TEOPEME.

Jla 6ucMmo J1okazaJiu JIpyTH JIe0 TeopeMe, Hajlipe IPUMETUMO J1a 38 CBaKy N-TOPKY
d koja 3ajioBo/baBa 1 alldifferent orpanudverba u3 P u orpanuderbe e < ¢ BaxKu
na je min®(et)+. .. +min*(e* V) +eF[d] +min*(eF) 4. .. +min*(e®) < elld]+... +
eFd]+eF[d]+eFTHd]+. . . +e°[d] < e. Baro Bazku eF[d] < c—(min*(e) —min*(e*))
3a IPOM3BOJ/LHO pelnerbe pobiaema P. OBo ompasjasa ynorpeby BpegnocTn b =
c — (min*(e) — min*(e*)) xao ropme rpanune 3a uspas e®. Ocrarak noxasza je

aHajiorai J0Kasy Teopeme 4.5.3, ocuM mTo ce BpeanocTu b* kopucre ymecro c. [

4.5.3 HmniaeMeHTAIIUOHU NeTaJbU

PykoBasiar JsinneapHuM OrpaHuder-eM HMa CcaMO jeJaH JeJAYKTUBHU CJIOj Yy
OKBHUPY KOra ce MoKpehy ajropuTmMu ONUCAHU Y TPETXOIHUM ofesbiiuMa. Vmiiie-
MEHTUPAHU Cy CTaHIAp/HA ajaroputaM buITpuparma, MoO0/bIIaHN aJropuTam hui-
TpHparba 1 aJroOpuTaM KOju Cy npemioxumm Benmuieany u apyru [13]. Anxropuram
koju he 6uTn KopwuitheH ce Moxke m3abpaTH 3a/[aBamkeM O/roBapajyhe ormiyje npu
MOKPETAIbY peraBada.

[enepucame o0janimmerba HEKOH3UCTEHTHOCTH U OJICElarba 3a JIMHEAPHO Orpa-
HUYEILE Ce CBOJAU Ha ODjalllbaBaibe MAKCHUMyMa WM MUHAMYyMa [POMEH/BUBUX
y orpanmdery. llpermoctaBuMo TOHOBO Jia MMaMO OUpaHuverhe € < ¢, Tje je
e =ay -2+ ... +a, T, AKO je OTKpUBEHa HEKOH3UCTEHTHOCT, TO 3HAYM JIa
je min(e) > ¢ (nmm min*(e) > ¢, y ciydajy nobospiasor ajropurMma). C o63upom
Ha TO 11 je BpexHocT min(e) onpehena Bpeanoctuma min(z;) (wam max(x;) y ciy-
4ajy HEraTuBHOT KoeduimenTa a;), Mopamo nponahu jmrepaste ca tpara M Koju cy
OJITOBOPHM 3a YCIOCTaB/baibe TAKBUX I'PAHUIA 3a IpoMeHsbuBe. Ha npumep, axo je
min(z) = 2, a qurepan r > 2 je wa tpary M, tajga he smrepan x > 2 6utu UCKO-
purthen Kao objamnrmemne 3a MunnayM. Ca Jpyre crpane, ako ce y HEKOM KacHUjeM

KOpaky Jmrepas x # 2 nojaa Ha tpar M, HoBu MunnMmyMm he 6uru min(x) = 3, a
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BEroBo objartmere he 6utn © > 2,2 # 2 (IpBU JUTEPAT je 0JCeKA0 BPEIHOCTH
Mame OJ1 2, JIOK je APYTH| OJCeKa0 BPEJHOCT 2 M3 JJOMEHa, yCJe Jera je MUHUMYM
POMEHJ/bHBE IIOCTA0 jeJHAK 3). ¥ Ciydajy Kopuiiliema moboJbIIaHOr aJlOPUTMA,
pesieBanTHa alldifferent orpanudema ce Takohe Mopajy J0aTH y 00jalllbembe, ¢
0631pPOM Ha TO Jla OBa OlpaHUYEerha TaKohe yTUdy Ha U3PadyHaTy BpegaHocT min®(e).
Ca npyre crpane, j1a 6MCMO 00jaCHHUIN IIpoTIaralyje, Tj. ojcenama BPEIHOCTH U3 J10-
MeHa, HeKe ITPOMEHJbUBE X;, JIOBOJbHO je 00jaCHUTH BPEIHOCT M3padyHATe IDaHUIEe
3a HPOMEHJbUBY T;, IIITO Ce CBOAM Ha objamrmaBarbe MuHIMYMa min(e,,;) (0aHocHo

min*(e,,)) HA aHAJOraH HAYMH KAO y MPETXOIHOM CIIydajy.

4.5.4 EKcrnepuMeHTaJIHA eBaJIyalnja

Y OBOM 0JIe/bKY JlaTa je eKCIEepUMEHTAHA eBaJIyaluja Yuju je TJIaBHU IH/b Jia
ce ymopejie tieppopMaHce CTaHIaPIHOT ajropur™a duarpupama (aaropuram 4.4)
U Hamer nobospIIaHor ajropurMa duirpuparma (ajgropuram 4.8) y OKBUDY Halier
argosmt permasada. /Ipyru musb je mga ce ymopeam HAIl aJrOpUTaM Ca aJrOPUTMOM
Koju cy passmwin Bemmuneany u gpyru [13]. Osaj amropuram hemo y HacTaBky
nasuBatu bel ajgroputam. [lopebheme ca bel aaropurmom he 6utu moryhe camo nHa
npobJyieMuMa Ha Koje je Morylie npumenutu bel asropuram (¢ 003UpoM Ha TO Jia OH
3axTeBa Jla cBU KoedwuimeHT y cymu Oyay jenuaku 1). Hajsam, Ttpehn mus je na

YIOPEINMO HaIll periaBad ca HekuM aktyeaauM CSP pemaBaunma.

PentaBauu m mpobsiemu. Kako OumcMo rmocTuriiv HaBeJleHe IU/bEBE, CKCIIePH-

MEHTH Cy BPHICHH Hal CﬂeﬂehI/IM peimaBadnuMa.

9

e argosmt-sbc — mam pemasau'®, xopucrehn crangapaau anroputaM GUITPH-

pama

e argosmt-ibc — mamn perraBad, kopuctehu mobdospinanu ajaropuram GUITPU-

pama
e argosmt-bel — Hamr permasad, Kopucrehn bel aaropuram

e sugar — Sugar?® SAT-zacnosan CSP pemasau, kopucrehu minisat?! kao mo-

sajmackr SAT perraBad

Yhttp://www.matf.bg.ac.rs/ milan/argosmt-5.5/
20nttp://bach.istc.kobe-u.ac.jp/sugar/
2lhttp://http://minisat.se/
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e mistral — Mistral?> CSP pemasad

e opturion — Opturion®® pemasau 3acHoBan Ha aerboM 2eHepucary Kaaysa [T7]

PerraBaun Cy TeCTupaHU Ha C.HG,ZLQEI/IX IIeT CKyIloBa I/IHCT&HL[I/I324

Kaxypo — cKyIl ce cactoju o 100 cayvdajHO TeHepUCaHUX WHCTAHIN PaHUje OIHca-
HOr Kaxypo npobdsema Besuuanne 30 X 30. Kopwumtheno je ncro Kojpupame Kao u y
[PETXOJIHOj eKCIIepUMeHTaIHOj eBastyanuju (oaesbak 4.4.11), jesuno 1mro ¢y y oBoM

ciydajy mHcTanie Behe qumensuje. CBe MHCTAHIE CYy U OBOT IIyTa 3a/I0BOJbUBE.

KA — oBaj CKyln WHCTAHIIM je WHCIUPUCAH cJjegeNuM  TO3HATUM  KPUnmo-
apummemuykum TIpodaeMoM: cBakKoM o 20 cJioBa eHIJiecKe abeliesie Tpebda J1oj1e-
T epednocm — 6poj u3 ckyna {1,...,26} TakaB ja cBa CJI0OBa MMajy pa3jIdndnTe

BPEJIHOCTH, KA0 U Jla CyMe BPEJHOCTH CJIOBa y JATUM peduMa OyJ1y jeJTHaKe JTaTUM

OpojeBuMa:
ballet = 45, cello = 43, concert = 74, flute = 30,
fugue = 50, glee = 66, jazz = 58, lyre = 47,
oboe = 53, opera = 65, polka = 59, quartet = 50,
saxophone = 134, scale = 51, solo = 37, song = 61,
soprano = 82, theme = 72, violin = 100 waltz = 34

Ha cayuajan mauna cmo renepucasu 100 cIudHUX 38/ 10BOJbUBUX MHCTAHIIN — CBaKa
UHCTaHIA ce cacToju of 20 Cc/IydajHO TeHepHCcaHuX ,pedn’ 4uje cy JayKuHe o 4 10
9. 1 oBor nyra KoJiuparbe je cacBUM IPABOJIMHU]CKO: CBAKOM CJIOBY C€ IPUIPYKYje
[IPOMEHJbHBA YU je JOoMeH yrpaBo ckym {1,...,26}, nocroju jexno alldifferent
orpannverse HaJ CBUX 26 IPOMEH/bUBUX (jep CBa CJIOBA MODajy y3€TU pa3jInduTe
BPEJIHOCTH ), & 33 CBaKy ped IOCTOjU ¥ 110 JeJIHO JIMHEeAPHO OrpaHuyere (Cyma oJro-
Bapajyhux mpoMeH/bUBIX Mopa OuTH jenHaka gaTom 6pojy). [Ipumernmo na koedu-
[IUEHTH y JINHEAPHUM OTPaHUYIebUMa He Mopajy OuTu jeHaku 1, jep ce HEKO CJIOBO

MOZKE I10JaB/bUBATHU BUIIIC IIyTa Y PEUH.

KTK — ckymu ce cacroju oj1 100 cirydajHo reHeprucaHux MHCTAHI IPOdJIeMa Komn.ae-
Mupara mesrcunckur keasuzpyna (eHri. weighted quasigroup completion problem)
[88]. ¥V mumramy je HOTIyHO MCTH CKYIN MHCTAHIM KOjU je KOPHUIINEH W y MPEeTXO/I-

HOj eKcIepuMeHTasHoj eBasyanuju (ofe/bak 4.4.11). Mucranie oBor ckyma cy o

22nttp://homepages.laas.fr/ehebrard/mistral .html

23http://www.opturion.com/

2 Uncranme ce mory mahm mwa Jokammjm:  http://www.math.rs/"milan/argosmt-5.5/
instances.zip
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3HaYaja W 32 OBY EKCIIEPUMEHTAJIHY €BaJIyAIlljy, 3aTO IITO CAJIPKe BEJIUKH OPOj
alldifferent orpanmyema Koja ce HpeKJalajy ca JUHeapHUM OrpaHUYehbUMa Ca

BEJIMKHUM KOG(i)I/IH‘I/IeHTI/IMa.

MK — gerBptu ckyn ce cactoju u3 40 uncTaniy mnpobdjieMa Ma2usHur Keadpama
Koje cy npeysere u3s CSP-LIB* xonekmuje. YOIINTEHO, IPOOJIeM MarMYHUX KBa-
JpaTa, ce MoyKe OIHCATH Ha ciaefehn mauamm: 6pojesn 1,2, ..., n? Tpeba Ja ce ynumry
y T0Jba MAaTpPUIlE JTUMEH3HUja 1 X N, TAKO Jla CBE BPEJIHOCTH Y MaTpuiu oyay mehy-
COOHO paz3IUYIUTe, & CyMe BPEJIHOCTU y CBAKOj BPCTH, CBAKO] KOJIOHU M CBaKOj O]
JIBe JujaronaJjie Mopajy outu jegnake. Heke BpejnocTu cy yHampes jare, a b je
KOMILJIETUPATH MaTPHILy Ha omnucaH HaduH. /la 6ucmo Kojaupasiu oBaj mpodJieM, yBo-
JIIMO IIPOMEHJBHUBY &;; 3a II0Jbe Y i-TOj BPCTU H j-TOj KojioHu MaTpuie. CBe oBaKo
yBeJleHe IPOMEH/bHBE Y3UMajy BpeaHocTn u3 jomena {1,...,n?}. Hmamo jemno
alldifferent orpanuueme Koje IIOKpHUBa cBe I;; IpoMen/buse. Hajsas, nmamo
[0 jeJIHO JINHEapHO OrpaHUYelbe 3a CBAKY BPCTY, CBaKy KOJIOHY W CBaKy JIAjaro-
HaJIy, YUMe OorpaHmYaBaMO oJroBapajyhe mpomMeH/bUBe j1a y CYMH Jajy BPEIHOCT
n - (n?+1)/2. lpenedunucane BpeJHOCTH Ce jeHOCTABHO KOIUPaAjy Kao jeIHAKO-
ctu. Ham kKoHkpeTHu cKyr mHCTAHIM ce cacToju u3 40 uncranmm Bejmamae 9 X 9,
npu demy 20 mucraniy uma 1o 10 npejedunucaHrX BPEIHOCTH Yy MATPHIM, JTOK

octayimx 20 mHcTaHIm UMa 1o 50 nmpeaeduHICannX BPEJTHOCTH Y MaTPHIIH.

Y-KaKypo — TeTH TPOobJIeM KOJU pazMaTpaMo je YOIIITehe KaKypo mpodema TaKBO
Jia CBAKO OJ1 110Jba Y TabJIMIN TaKohe nMma u npeaeduHuCcaHy meHcuM)y — IMO3UTUBAH
6poj ox 1 10 9. Cazma cBako mosbe Tpeba mornyHuTu Bpegnomhy ox 1 g0 9 Tako ga
Cy y CBaKOj JIMHUJU CBE BPEIHOCTU Me[yCOOHO pa3InduTe, U Jia BPEJHOCTH Y CBAKO]
0J1 JINHWja IIOMHOYXKEHe TeKMHaMa OJroBapajyhux mosba y cymMu Jajy Opoj Koju je
Jgar y Tabaunu. Y rnopehermy ca cranjiapHuM KaKypoM, OBOT IIyTa KOepUuImeHT y
JITHEAPHUM OTpaHMYIEbUMa HECY CBU jejHaku 1, mto he Ham momohu y eBasryaruju
HAIET aJrOpPUTMa y OBOM yorrrrenoM ciydajy. Ckyn ce cacroju u3 100 ciayuajuo

FeHepUCaHnX 3aJI0BO/bUBUX MHCTaHIM Beanaunae 100 x 100.

ITopebhemwe ca cranmapaaum ajropurMoM. Tabesa 4.4 npukasyje Opoj perie-
HUX WHCTAHIM U IPOCETHO BpeMe M3BPIIaBaiba 3a CBe pellaBade. 3a CBe CKYIIOBE
UHCTAHIM, BPEMEHCKO OrpaHmdYer-e 1o uHeraHiy je 6uno 3600 cexynan (3a Hepe-

IIeHe MHCTAHIE, OBO BPEMEHCKO OrpaHUYehe je KOpUITNeHo PU padyHamby Mpoced-

2http://www.csplib.org/Problems/prob019/data/MagicSquareCompletionInstances.
zip
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HOT BpeMeHa U3BpIlaBaba). Pesyararu mokasyjy Jia ¢y yKyIHe nepdopMaHce Haler
pemaBada ca moOOJbITAaHUM aJITOPUTMOM 3Ha4UajHO 60Jbe y Topehemy ca cTaH ap/IHM
ajropurMoM puarpupama. C 003UpoM Ha TO Jia IIPOCETHO BpeMe caMmo 3a cebe He
Jlaje J0BOJHHO mH(OpMaIFja O JUCTPUOYIIMjU BpeMeHa 3BpIaBarmba, Ha canmu 4.12
(ropmux et rpaduka) MprKasyjeMo Kako ce BpeMeHa U3BPIaBaiba 0JJHOCE Ha Moje-
JUHAYHAM UHCTAHIaMa. Tadke M3HAJ AUjaroHaJse IpeacTaB/bajy HHCTAHIE 38 Koje
je moboJbItann ajroputaM 6uo 0OJbU OJ1 CTaHIAPIHOT ajroputMa. ['pacdunm genyjy
OpUInIHO yOe/buBO 3a kKakypo wHCTaHle (ropmu jesn rpaduk), KTK wHcranie
(nenrpasau rpaduk) u y-kakypo uHcTaHne (cpembu jgecan rpaduk), rie je sehuna
Tadaka u3HaJ gujaronaje. [lobospiambe HUje Tako ounrieano 3a MK wHCTaHIE

(ropwsu gecun rpaduk) u KA uncranie (cpeamu jieBu rpaduk).

KaKypo MK
# MHCTAaHUM | 'PAHUYHO | 7 MHCTAHLU | 'PAHUYHO
100 3600s 40 3600s
# pelueHunx IIpOCEK # pelueHunx IIpOCeK
argosmt-sbc 40 2521s 40 296s
argosmt-ibc 94 464s 40 226s
argosmt-bel 99 196s 40 198s
sugar 100 91s 40 57s
mistral 10 3305s 39 111s
opturion 55 2126s 40 10s
KA KTK y-Kakypo
# MHCTAHIM | FPAHUYHO | 7 HHCTAHOM | 'PAHUYHO | 7 MHCTAHOM | T'PAHUYHO
100 3600s 100 3600s 100 3600s
# pelieHo IIpoceK # perieHo IIpocCeK #PpeuieHo IIpOCceK
argosmt-sbc 63 1745s 92 722s 99 904s
argosmt-ibc 70 1691s 100 44s 100 283s
sugar 95 55Ts 0 3600s 100 42s
mistral 96 215s 33 2412s 0 3600s
opturion 84 985s 100 43s 100 62s

TabGena 4.4: 3a cBaku pelraBad U CBaKU CKYII MHCTAHIM IIPUKa3aH je Opoj pere-
HUX MHCTaHIIX Y OKBUDPY 3a/JaTOI' BPEMEHCKOI' OI'paHNY€ba, KaO WU IIPOCEYIHO BpEME
U3BpIaBaba (3a HepelleHe WHCTaHIe, BPEMEHCKO OrpaHuderse je KOpHIheHo Kao
BpeMe U3BpIIaBamba)

Tabesa 4.5 npukasyje nndopmarimje o pejykimju npocropa mperpare. C 063u-
poMm Ha TO Ja je Ham pemasad y ocHoBu SMT pemaBaa 3acHoBan ma CDCL SAT
periaBady, Hajoo/bU HAUMH 3a mopeleme mpocTopa mperpare je ma ce morjesa mpo-
cedan Opoj rpaHama U KOH(DIUKATA. 3a KAKYpPO UHCTAHIIE, IIPOCTOP IIpeTpare je
pesiykoBaH cKopo deTupu myrta. CandHa je cuTyalldja U ca y-Kakypo WHCTaHIAMA,
a jom apactuaauja je 3a KTK wacranme. Ca apyre cTpaHe, peayKIpja IIpOCTOpa

nperpare je besnadajua 3a KA u MK uncranre. OBo ce y BEJIUKO] MepH MOKJIAIA Ca
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Cuomka 4.12: Tlopeheme Bpemena usBpriaBama: kakypo — ibc nacupam sbe (rope
neBo), MK — ibc nacupam sbe (rope jecuo), KA — ibc macupam sbe (cpemtbe J1eBo),
KTK — ibc nacupam sbc (nenrap), y-xaxypo — ibc nactupam sbe (cpeirbe J1ecHO),
kaxypo — ibc macupam bel (nose neso), MK — ibc nactipam bel (mose jecHo)

PEJLYKIIMjOM TIPOCEYHOr BpeMeHa U3BPIIaBaiba KOjy ¢Mo Bujeau y tabenn 4.4. Ta-
Oesa 4.5 Takohe puKazyje IPOCEYTHH y/Ie0 BpeMeHa U3BpIllaBamba Koje je IPOBeIeHO
y ajaroputMmy duarpupama. Kao mTo je oueKnBaHO, MOOOJBIIAHA AJTOPUTAM KOH-
3yMHpa 3HAYajHO BHIIE BpeMeHa (¢ 063upoM Ha To Ja My je ciaoxkernoct O(nlog(n)),
JIOK CTAHJIAP/IHU AJITOPUTAM MMa JIMHEAPHY CJIOZKEHOCT ), AJIH je PEYKIMja IIPOCTOpa

IpeTpare Kojy OH IIPOY3pPOKYje CBaKaKO BpeJHa TOI' JI0JIATHOI TPOIIIKA.
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KaKypo MK
sbc ibc bel sbc ibc bel
# kKoHd(JIMKaTa 274370 | 72785 | 45635 | 13206 | 11021 | 8516
7 rpaHama 375863 | 98192 | 59064 | 25983 | 23126 | 17627
% Bpemena y aur. duar. | 9.1% | 25.9% | 24.8% | 1.7% | 5.6% | 4.5%

KA KTK y-KaKypo
sbc ibc sbc ibc sbc ibc
# koHd(JIMKaTa 187910 | 184409 | 31598 | 2345 | 12738 | 4464
# rpaHamma 231503 | 225675 | 39852 | 6052 | 76492 | 23876
% Bpemena y aur. duar. | 14.6% | 23.6% | 5.0% | 20.6% | 1.7% | 4.4%

Tabesma 4.5: Tabena npukasyje npocedan Opoj KoH(JIMKaTa U IpaHamba, Kao u
[IpocevaH MPOIEHAT BPEMeHa IMPOBEIEHOT Y aJTOPUTMY (PUITPUPAHa

Tabena 4.6 nmpuka3syje IpocevHN MPOIEHAT I'PAHUIlA KOje Cy 3amrcTa HoDoJbITaHe
y nopehemy ca rpanuriama koje Ou 6uie j0dujeHe CTaHIAPIHUM aJrOPUTMOM, Kao
U TIPOCeYaH U3HOC MOOOJbIama Irpanuna. MokeMo BUIETH Jla Cy Y CIyYajy KaKypo
uncrannu 41% cBuX m3padyHaTHX I'paHHUIA jade Kaja ce KOPUCTU HOOOJbIIaHU aJl-
roputaMm. lako mpocedno moOoJbIame I'paHulla U3rjiega Majao — camo 2.48, oBo
je 3ampaBo 3HaYajHO TOOOJBINAILE 33 KAKYPO WHCTAHIE, C 0O3UPOM HA jaKO MaJie
JoMeHe poMen/brBuX (Bermaube 9). YV ciaydajy KA wHCTAHIM, TPOCETHO MOGOTH-
marbe Tpannia je 1.44, amm cy jpoMenn 3HaTHO Behinm oBor myTa (BesmamHe 26), MTO
MOKe OUTH ODjallliberbe 38 CKPOMHO TODOJbINae nepdopManHcu Ha OBUM HHCTAH-
nama. Crngna curyarumja je u 3a MK wuncranne, rje cy jJoMenn Bejudnne 81, a
npocedno nobospmame je camo 1.56. Ca apyre crpane, 3a KTK uHCTaHIE CKOPO
cge rpanure (95.5%) cy mobosbinane, a mpocedHo mobosbiiame je dak 1331, ycien

BEJINKUX KOG(bI/IIlI/IeHaTa Yy JIMHEapHUM OI'PaHUYICHUMA.

KaKypo MK
ibc/sbce | bel/sbc | ibc/sbe | bel/sbe
% moGospIano 41.0% 52.2% 24.0% 30.8%

Op. nmobosbIame 2.48 2.72 1.56 1.59
KA KTK y-KaKypo
ibc/sbc | ibc/sbc | ibc/sbc
% mob6oJsbIIaHo 27.2% 95.5% 33.2%
np. rnodoJsplname 1.44 1331.58 2.43

Tabena 4.6: Tabesra npukasyje mporeHaT MoO0/bIIAHIX I'PAHUIA, KAO U IIPOCeTaH
M3HOC 1100O0JbIIakha IPAHUIA
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Ilopehemwe ca bel anropurmom. Pasmorpumo caga mopeleme Hamrer mo0oJb-
maHor ajroputMa duirTpupara (Koju KOPHUCTH pernaBad argosmt-ibc) u bel as-
ropurma [13], Koju ce kopuctu y argosmt-bel pemasady. [lopeheme je 3acHoBaHO
Ha JsiBa npobiieMa (kaxypo u MK) Ha Koja ce oba ajropurMa MOTY HPUMEHHTH.
IIpe cBera, y tabenu 4.4 moxkemo BHJIETH Jla je argosmt-bel 3HauajHO OOJBM Ha
KaKypo MHCTAHIIAMA, JIOK He MOCTOju 3HadajHo yopsame na MK uncranmama. OBo
takohe norBphyje u cimka 4.12, rie joma jgBa rpaduka mpejacTaB/bajy nopeheme
argosmt-ibc u argosmt-bel permaBada (01 JIeBH TpaduK je 3a KaKypo, a JTOmH
necan rpaduk je 3a MK). U oBor myra Tauke W3HAJ JUjarOHAJIHE JIMHUjE I[IPE]l-
CTaB/bajy MHCTAHIIE 3a Koje je argosmt-ibc Oosbu. 3a kakypo mHcTaHie, BehuHa
Tavaka Cy UCIOJ JnjaroHase, mTo jacHo notsphyje ja je argosmt-bel 60spu. OBO
nuje ciydaj ca MK wHcTaHiaMa, TJie Cy Tadke TOTOBO PABHOMEDHO pasbaliane ca
obe cTpame JujaroHalie.

Penyknuja mpocropa rperpare npukasana y tebesun 4.5 je Takohe KOH3UCTEHTHA
Cca IIPETXOHIM onazkarbuMa. Jour MozkeMo Bujern (tabesta 4.5) na asropuram ui-
TpUpama y peliaBady argosmt-bel KoH3yMupa CJAUYaH yIeo BpeMeHA Kao U aJiro-
puTtam y perraBady argosmt-ibc. OBO je odeKuBaHO, ¢ 0O3UPOM HA TO Jia U HAII
asroputaM u bel aJroputaM UMajy UCTY BPEMEHCKY ciozxkeHocT [13].

Jonarue nndopmaliyje KOpucHe 3a yropehuparme oBa JiBa aJrOpuT™Ma Cy Jiare y
rabesn 4.6. 3a pemasau argosmt-bel, mporeHar nmobo/bIaHUX rpaHura (y mope-
Demy ca cTaHIApIHUM AITOPUTMOM, Tj. Ca pelnaBadeM argosmt-sbc) 3a xkakypo nH-
cranne je 52.2% y npoceky, 1To je HemTo 60/be Hero y Caydajy Hamrer o000 bIIanor
anropur™ma (41%). Cinana curyanuja je u 3a MK uncranie (30.8% nacupam 24%),
aJm je edekar oBOr modoJbINamka Makhe 3HaUajaH Ha OBUM MHCTaHIlaMa 300r Behnx
noMena. lIpocedyno mobospiname je cJimaHo 3a 0ba ajaropuTMma. /Jlabum mcnuTuBa-
M OTKPUJIU CMO JIa 38 KaKypo WHCTaHIE OKO 34% CBUX JleTeKTOBAHUX KOHQIMKATA
o1, crpaHe bel ajaropurma He OM OMJIO JIETEKTOBAHO OJI CTpaHe HaIller 0O0JbIIIaHOTD
agropur™a (a mame o 20% y cayuajy MK wuncranmum). Moxemo 3ak/bydnTn ja
he ce bel ajropuraM cacBUM H3BECHO IOHAIIATH OOJbE OJ HAIIEr AJTOPUTMA, AJIH
OBa pa3jinKa He Mopa OUTH JApacTuvHa, nako bel ajaropuTamM ycCIoCTaB/ba jadd HUBO
kousucrenTHocTn. Ca Jpyre cTpaHe, 3Ha4YajHA MPEIHOCT HAIIET aJrOPUTMA je y

IEI'0BOj IIPUMEUBOCTU Ha 3HATHO IIIMPOj KJIACH IpodJeMa.

Ilopehemwe ca aktyemnuMm permmaBaumMma. Tabena 4.4 Takohe rmokasyje na je

HaIll peraBad yIOpPeJINB ca aKTYeJIHUM pellaBadruMa KOju Cy KOpHIINeHW y eKcIie-
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pumenTuma. ako Harr pemasad Huje HajO0/bU U300P HU 3a jeaH OJf IeT mpodemMa
(mpyru Hajb0IBU je 3a Kakypo W CKOPO jeiHako mobap Kao opturion 3a KTK wuH-
CTaHIle), aKo cabepeMo pesy/iTaTe Ha CBHUX IeT IpobJsema, BUIAUMO JIa je HaIll perra-
Bad (ca moGOJBIIAHKM aJIropuT™MOM (dbuaTpupama) permmno 404 WHCTAHIU YKYIIHO,
mTo je Hajoos/bM pe3yaTaT oOJ CBHX peliaBada (sugar je pemo 335 MHCTAHIM,
mistral je pemmo 178 mHcranim, a opturion je pemuno 379 WHCTAHIU YKYIIHO).
OBo 3HAYM Ja je HaIll pelaBad YKYIIHO TJIeJaHO HajOO/bH, Kaja Cy Yy IATamky OBUX

et mpodaeMa Koje CMO pasMaTpaJIi.

4.5.5 Ilpersen n mopeheme ca JpyrumM pejieBaHTHUM

MNPUCTYyNOUMAa

[TocToju 3Havajan Opoj pajioBa Yy KOjuMa ce pa3Marpajy KOMOWHAIje
alldifferent m JiMHeapHOI OrpaHMYEbA. JeJlaH TakKaB IPUCTYII HPEIIOXKUO je
Perun [82], koju je pa3Buo ajropuram 3a yCIOCTaB/balbe KOH3UCTEHTHOCTH JOMEHA
HAJT 02panuyervem 2aobanne Kapounasrnocmu ca mestcunama (euri. global cardinality
constraint with costs). OBO Kpajibe YOIIIIITEHO OTPAHIYEHE Ce MOYKe HCKOPUCTUTH 38
MO/IeI0Babe KOHJYHKIjEe a1 X1+ . .. + 0y Ty < CA alldifferent(xl, - ,xn). JIBa
Cy OCHOBHa HeJIOCTaTKa OBOI Ipuctyna. [IpBo, HAa OBaj HAUWH ce MOXKe TPEJICTaBUTH
camo KoMOuHarmja jejaor alldifferent orpannver-a u jeJIHOT JIMHEAPHOT OI'PAHU-
Yerba YMju CKYIOBU NMPOMEH/BUBUX MOpajy Jla ce noksamnajy. pyru memocrarak je
y CJIOXKEHOCTU aJI'OPUTMa, ¢ OO3UPOM Ha TO Jia e pa3MaTpa 3HATHO OIIITUjH THUIT
orpannyera. J[pyru 3aHUM/bUB TPUCTYII JIaT je y Beh moMmenyToMm pajty Berueana
u apyrux [13]. Ayropm mpeseHTyjy aaropuraM KOju yCIOCTaB/ba KOH3UCTEHTHOCT
IPaHUI HAJ| KOHJYHKIUjOM X1 + ... + 2, < ¢ A alldifferent(zy,...,x,) U KOju
nma BpeMeHcKy ciiokenoct O(nlog(n)). Asiropuram je, 3ampaBo, HEIITO OIIITH]H,
jep ce orpanmyeme r1 + ...+ T, < ¢ MOXKe 3aMEHHUTH, Ha NPUMep, OrpaHIIEHEM
Ty X ... Xz, < ¢, wm a3+ ... + 22 < ¢. Ca gpyre crpane, HUCY JIO3BOJHEHH
IIPOU3BOJ/bHU KOEGMDUITUEHTH Y CYMH, MOIMYT OTPAHUYCHhA A1 - L1 + ... + Gy Tp < C.
Kao u y nperxojaoMm mpucTyity, oBJie ce Takohe 3axTeBa Jia ce CKYIl MPOMEH/bUBUX
KOje ce I0jaBJ/byjy y JIMHEAPHOM OrpaHUYelby IOKJIAla Cca CKYIOM ITPOMEHJbUBUX
alldifferent orpanuuema (Win, Makap, ja Oyje Hero HOJCKyM). Y TOM CIIeIu-
jasHOM Citydajy, ajgropurtaM Koju cy passmin besmuneany u apyru [13| ce monarmma
3HaYajHO O0Jsbe 071 PernHoBor asroputma [82], yIIpKOC YnE-EHUIH Ja je YCIOCTaB/beHA

caMo KOH3UCTeHTHOCT rpanuiia [13|. YV nopelemy ca oBa jBa npucryia, Hall aaropu-
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TaM je ONIITHUjH, KaJla je y nuTamy KomonnoBaie alldifferent u mneapHor orpa-
HIUYea. [IpBo, HaI agropuraM JOIyITa IPOU3Bo/bHE KoeduIneHTe (Mo3UTUBHE 1
Heratushe). [Ipyro, HucMo orpanuvenu Ha jenno alldifferent orpaHuvere, HUTH
MOpaMO UMaT! CKyI mpoMen/buBux y alldifferent orpanmtiery Koju ce MOKJiama
ca MMPOMEH/bUBAMa y JIMHeApHO] cymu. [Ipyrum pedumma, HaIl ajiropuTam JIOIyIITa
Bumectpyka alldifferent orpanndema Koja ce MOr'Y JEJUMUYHO IIPEKJallaTU Cca
[IpOMeH/bUBaMa JIMHeapHOr orpannyera. CJI0KEeHOCT Halller aJroOpuTMa je Takohe
O(nlog(n)), mro ra yunu npuandso edukacauM. Ca JIpyre cTpaHe, HAIl AJIrO-
pUTaM He yCIOCTaB/ba KOH3UCTEHTHOCT I'paHMIla (HU JIOMEHA) HaJ| KOHjYHKIUjOM
alldifferent u JimHeapHOT orpanudverba. Harmn ajaropuraM camMo 9YUHU ITpoaraImjy
OTrpaHWYerha HEITO jadoM, y mopehemy ca craHgapHUM IPHUCTYIIOM, KaJa ce 0da
orpaHnYerha pa3MaTpajy 3acebHo.

Jpyru moryhu mnpasar] UCTpaxKuBamba je Jla ce pasMaTpajy TeXHUKe MOJIEsI0-
Barba Koje omoryhasajy nocrojehum CSP peraBaunma jia 60/b€ yXBaTE HHTEPAKITI]Y
n3mehy alldifferent m JmneapHux orpanumder-a. lUyiaBHa ujieja je ja ce NpPUIH-
KOM KOJIMparba 1pobjieMa J10/1ajy HOBa UMILIAIUPAaHa JINHeAPHA OrPDAHIYEha KOjUMa
ce jedUHUITY IpaHUIEe 3a CyMe IIPOMEH/bUBUX Koje cy mocjesauna alldifferent
orpanmnverha. Hakon Tora, Jpyre TeXHWKe TpaHchOpMallyje, MOIyT eAUMUHAUUIE
3ajednuMKuT noduapada MOy OUTH HpuMerbeHe. Ha mpumep, IpeTnocTaBuMoO Jia
nMmaMo cienehn ckynm orpanumdema: i + To + X3 + x4 + x5 + 6 + 7 < 15,
alldifferent(xy,z9,x3), alldifferent(xs,zs, x7) (CBe TPOMEH/bHBE HMAjy J0-
mer {1,...,10}). U3 mpeor alldifferent orpanmderhba MOMKEMO 3aKJbyUHUTH [
jer1+xo+x3 > 6ux+29+ 23 <27 (cotmano je u ca npyrum alldifferent orpa-
Hqu}beM). Jlabe yBOJIMMO HOBE IIPOMEHJBUBE, Y = Ty + o + X3 U 2 = X5 + Tg + L7
(amju cy momenu {6,...,27}), a 3aTUM NpE3ANCYjeMO OPUTHHAJIHO OTPAHUICEHE
kKao y + x4 + 2z < 15. Kopumihemem oBako MoauduKoBaHOT KOJAUPaba, MPOIara-
17ja orpaHudeba je HemTo jada. 3aucTa, y OPUTHHATHOM KOJUPAIbY, CTAHIAD/IHI
ajiopuTaM (bUJITpUparmba 3a JIMHeEaPHO OrpaHUYeIhe MOXKE jeJIMHO J1a 3aKJ/bydHd Jia je
x; <9 (Baie{l,...,7}). Y MoauduKOBAHOM KOJHMparby ajaropuraM (pUITPUPAba
3a IIpe3alliCaHO JIMHEeApHO OI'paHuYeme Hajlpe 3ak/bydyje Ja je x4 < 3, y < 8§,
z < 8. Hakon tora, u3z y = x1 + 22 + x3 ciaeau ja je x1 < 6, xo < 6 u 3 < 6. Je-
JaH Ha4YWH Ja ce MCKOPUCTH OBa HJIeja je Jia ce OBe TeXHUKE PYIHO WHKOPIIOPUPA]Y
y KOJHpame HEeKOr' KOHKpeTHor mpobsema. Ha mpumep, y pagy Xemmyra Cumo-
auca [90] ce pasmarpa crienujajHu CIydaj HOMEHYTOr Kakypo mpobiema. CimdHo,

II0jeIMHI ayTOPH pa3MaTpajy IpUMeHY OITMCAHUX TeXHUKa Ha IM03HaTH IpodseM [ o-
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nombosoe saervupa (93, 41]. YV ommrreMm citydajy, MOXKEMO Pa3BUTH ajIlOPUTAM KOjH
TpancoOpMuUIle Kojupame IpodjieMa ayTOMATCKU, IIITO YUHU METOJ] IIPUMEUBUM
Ha 3HATHO MMPOj Kjaacu npobsema. Ha npumep, y pagy Hajrunresna u apyrux [76]
ce OIHCYje aJIrOpuTaM 3a eJTMMUHAI]Y 3ajeJHNIKUX Moau3pa3a. AyTopu MoKa3yjy
Jla ce KopuilthemeM oBe TpaHcdopMalije Y KOHjyHKIIA]U Ca JIOJaBabeM JTUHEAPHUX
orpaHuvemna KOjuMa ce IpeJicTaB/bajy rpanulle ussejiene n3 alldifferent orpanu-
Jerba MOTY 3HA4YajHO MOMPABUTHU pe3yaTaTtu 3a uncranie Killer Sudoku nmpobiema.
Crmana uneja ce koprctu y pajgy Ppuinrda u apyrux [40], riae je npejgcraBben cu-
cTeM 3aCHOBaH Ha IpaBmimMa 3a Tpancdopmanujy CSP npobiaema. ¥ nopehemy ca
OIMCAHNM TeXHHKaMa MOJIeJIOBaba, HAIll aJlOPUTaM MOXKe YCIOCTABUTU jauU HUBO
KOH3UCTEHTHOCTH. Y MPETXOHOM IIPUMEDY, PEIIMO, HAIIl ajroputam 6u (IpuMermeH
HA OPUTHMHAJHO KOJMPambe) 3aK/byuno ja je r4 < 3, 1 < 5, 19 < 5 u x3 < 5.
Hajzan, wmieja komOMHOBama pa3audUTUX THUIIOBA IVIOOAJTHUX OIDAHUYEIba Y
/by TOOOJBINIAKba IIpoTaralyje je Takohe ImpuMereHa W Ha HeKa Jpyra OrpaHM-
vema. Ha mpumep, y paay Xuanda u apyrux [51] ce pasmarpa kombuHanumja ozpa-
Huvera aexcurozpagickoe ypehera (enri. lexicographic ordering constraint) ca nsa
JINHeapHa orpaHuvema. /Jlpyrm 3aHuM/buB ciIydaj je pasMarpaH y pajay becmepa
u apyrux [15], rae ayropu pasmarpajy kombunaimjy alldifferent orpanudersa n

oepanuverva npuopumema (eHril. precedence constraint).

4.6 3ak/pyvakK

Y oBom ety Tese yBesena je HoBa SMT Teopuja y okBupy Koje je medunucana
CeMaHTHKa HEKMX 3HAYajHUX 1yIo0asiHuX orpannvera (y Tekyhoj Bep3uju pernasada,
nojipxkana cy JjuHeapna u alldifferent orpanmuema). Oa Teopmja omoryhasa
n3paxkaBame CSP mpobiema Kopucrehn mojp:kana riiobajHa orpanndera, Tj. 6e3
cBOhera OBUX OrpaHMYeIba HA Je3WK JIMHeapHe apUTMETHKe, YuMe Ou ce u3ryomsia
[IPUPOJIHA CTPYKTYypa 1mpobsiema. Teopujcku peraBad 3a OBy TEOPHjy Ce 3aCHUBA Ha
nocrojehum ajsropurmuMa (puITpUpama 3a oAroBapajyha riodaliHa OrpaHUYerbA.
OBu ajropuTmu cy Ha ojrosapajyhm HauwmH ajanTUpaHd Tako Ja Ce MOTY YKJIO-
mutu y nocrojehe SMT okpyxkeme. OBoO mojpasymeBa HaJIOIPaIiby aJropuTaMa
TakKo Jia UMajy MOr'yNHOCT TeHepucaiba objalmberba. Takohe, ocebHaA axKmba y UM-
IJIEMEHTAIINjU TEOPHjCKOr perraBada rmocsehena je mpobieMy KoMyHUKaIuje u3mehy
riobaIHIX OrpaHrveba KOja ce OCTBapYyje Pa3sMeHOM JITepaJia IIoMoNy KOjux ce mu3-

paxkasajy npomene y jomennma CSP npomensbuBux. OBa pasmena ce 00aBjba MPEKO
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tpara SAT pemaBada.

Y okBupy pykoBaora alldifferent orpanmvemem umiieMenTupanu cy Popji-
Qy/IKEPCOHOB aJrOpUTaM 3a IIPOBEPY KOH3UCTEHTHOCTH, PernHoB ajaropuram 3a yc-
[IOCTaBJ/baIbe KOH3NCTEHTHOCTH JIOMEeHa, Kao 1 KaTcupesaocoB aJiroputaM 3a reHepu-
came oDjantmera. [lopejr Tora, oOCMUII/bEH je U MMILJIEMEHTUPAH HOBU aJI'OPUTAM
3a reHepucame objarimerba 3a alldifferent orpanmdermse. AJropuTaMm periaBa
mpobJieM reHepucama odjalmema cBohemem Ha MOS mpobiiem Koju je Takohe me-
duHUCAH y OKBUDY OBE IJlaBe Te3e, a JIaT je W aJrOPUTaM 3a HEerOBO pellaBarbe.
[Ipetozxenn ayropuram je yrnopehen ca crangapuuM ajaropurmuma koju ce y CSP
peraBadrMa Kopucte y oBy cBpxy (Karcupesocos ajgropuram u ajropuTMu 3aCHO-
BaHW Ha MPOTOYHUM Mpexkama). Jlarta je u ekcriepuMeHTaJTHa eBajlyalnja Koja Io-
Kasyje Ja je Hal ajropuraMm 60/bu 0j1 KarcupesiocoBor ajiropuTMa Ha pobJieMumMa
y KojuMa jomunupa alldifferent orpanmdere. Takohe je jokazaHa KOPEKTHOCT
IIPEJIJIOZKEHOT aJITOPUTMA 38 TeHepHucarmbe 00jallmherha.

Y OKBUpY PYKOBaOIa JITHEAPDHUM OI'DAHMYCHHEM UMILIEMEHTUPAH je CTaHIap/ HI
ajiropuTaM (puITpUpama KOju yCIIOCTaB/ba KOH3UCTEHTHOCT I'DAHUIA HAJI JTUHEeAp-
HUM orpannvereM. [lopes Tora, ocMUIUbEH je U UMIIJIEMEHTUPAH HOBU ITOOOJBITTIAHN
ajroputaM (uITpUparma Koju y3uMma y o03up npucyctBo alldifferent orpanu-
yema y garoM mpobsiemy. OBo decTo omoryhaBa Jia ce m3padyHajy jade rpaHuUIle
3a TPOMEHJbUBE JINHEAPHOT OTrpaHNYeha, IITO JOBOJN JIO JIOJATHOT CyzKaBarmba J10-
MeHa mpoMmensbuBHX. OBako HemTo Moxke Outn KopucHo ko CSP mpobiema koju
YKJbY Y]y BeJIMKU OPOj JIMHEapHUX CyMa Koje cy JiojaTHo orpanutdene alldifferent
orpanuveruMa. TecTupajm cMO HaIl TPUCTYI Ha €T TAKBUX IIPOOJIeMa U yIope-
JIWJIN Ta ca JPYTUM pPeJIEBAHTHUM IPUCTYIINMA, Kao M ca HEKUM aKTyeJHUM pellla-
BaunMa. KEkcrmepuMeHnTu cy mOTBPAWIN €(EKTUBHOCT IPEJJIOKEHOT yHAIpehema.
[naBua npejHOCT HaIller TPUCTYIIA, Yy opehemy ca JpyruM peieBaHTHUM HPUCTY-
Ma, je y MIUPOj IPUMEUBOCTH, ¢ 0O3UPOM Ha TO J@ JOIYIITa IMPOU3BOJbHE KO-
eduirenTe y JUHEApHUM HU3pa3uMa U jaje MOTyYhHOCT KOMOWMHOBama JHUHEAPHOD
orpanuyema ca Buille alldifferent orpanndema Koja ce JIEJIMMUYHO IIPEKJIaIajy
ca CKyIOM ITPOMEHJbUBUX TOT JINHEAPHOT OI'DAaHUYEHhA.

Y OKBHUPY CIHOMEHYTUX E€KCIEPUMEHTAJIHUX eBaJIyaluja, Takohe ¢MO yIOpeIIn
Halll perraBad ca JIPYIruM aKTyeJHUM pelllaBadnuMa. Pe3yaraTu mokasyjy Jia ce KOpu-
mhemem SMT perrraBada Koju je olpeMJbeH aJIrOpUTMUMa, (DUITPUPaIba 3a TJI00aTHA
orpaHWYera J00Mjajy pe3yaTaTu KOju Cy YIOPeIuBU ca APYTUM MPUCTYIINMa, Kajla

je y nuramy pemapame CSP mpobiaema. OBo je Beoma 3HaAYAjHO, ¢ 0O3MPOM Ha TO 14
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je Tume nokazan norerrmjaa SMT permapada 3a penaBambe MpobieMa U3BaH OKBAPa
yobudajeHe mpuMeHe y o0J1acTi Bepudukalimje.

Jabu paJi y oBOj 06J1acTH MMOApa3yMeBa UCTPAXKUBALE JIPYTUX MOTYNHOCTU MH-
terparmje SMT u CSP rexunosoruja. IlpBu 1musb je cBaKako yKJbYIHBAIbE AJITO-
putama uaTpEpama 3a JApyra 9ecTo KopwuinheHa TIodaTHA OIDAHUYEHha Y HAII
SMT permaBad, mTo MOYXKE HPOIIUPUTH FHETOBY MPUMEHUBOCT y pertaBamy CSP
npobsiema. Kaja je y nuramwy alldifferent orpanuderbe, UMILIEMEHTAIH]ja AJIIO-
putama pUITPUPaha KOjI YCIIOCTaB/ha]y KOH3NCTEHTHOCT IPAHNIIA U FhUXOBO YKJbY-
qnBatbe y Harm SMT pemaBad moxke Takohe mobosbinaTu mepdopMaHce HaIler pe-
maBava KaJia je y nuramy pemaBambe Hekux CSP npobiema. OBu anropurmum cy
110 TIPABUJIY Marbe CJIOXKEHOCTHU, a IIponaramujcka Moh uM je ciabdbuja o Perumnosor
aJropuTMa caMo y CJIydajy Jia IocToje ,pyle’ y JOMEHUMa ITPOMEH/bUBUX, IITO Ue-
cro uuje ciaydaj. OBO MOXKe MMaTH M JBOCTPYKHU 3HAYAj, 32TO IITO CE aJrOPUTMU
3a YCIIOCTaBJ/balbe KOH3UCTEHTHOCTU I'PAHUIIA JIAKIIe MOTY aJIalTUPATA TAKO J& Io-
JipkaBajy OecKOHAYHEe WM BEOMa BEJIMKe KOHAYHE JIOMEHe, IITO MOXKIa MOKe OUTH
KOPUCHO U y pertaBamby ctangapaaux SMT nmpobiema. Y ToM npasity, TOTEHII]aHA
nonpuroc SMT pemasamy Moxke butn KoMOunHOBame mpejiokere CSP Teopuje ca
npyrum turmmaanM SMT Teopujama, momnyT Teopuje HemHTEPIPETUPAHUX (DYHKITH]-

ckux cumboJia, Teopuje HU30Ba U CJI.

142



I's1aBa b

Yuanpehusame SMT pemniaBada

TeXHINKaMa IapaJejn3aliije

5.1 V¥YBoxg

[Tocneamux roguna, (poKyc MHOIUX UCTPazKUBavda IIPEMEINTa ce Ka Pa3Bojy Ia-
paJIeJIHUX pelliaBada, Kako O ce MCKOPUCTUIIE MOTYNHOCTH BUIIENPOIECOPCKUX U
BUIIIEje3rapHUX padyHapa KOjU Cy IMOCTAJIA ITUPOKO JocTynHu. Behwna moiepHux
SAT u SMT pemasaua je 3acaoBana vHa DPLL amropurmy [30], mrro 3uaum na obu-
Jlaze IIPOCTOP IpeTpare moMohy rpanarma u Bpahama yHazaj. 3000 Tora cy IpBU
MOKYIIAjU TapaJjen3alyje yrJlaBHOM OWIM 3aCHOBAHU Ha TOJEIN IPOCTOpA IIpe-
Tpare, HAKOH 4era ce J00MjeHe IpaHe POCTOpa IpeTpare obusase mapaJesto [52].
OBaj npuctyt ce 9ecto 30Be 3agadu-na-éaadaj. Jlpyru mpucTyi je ja ce BUIIE UH-
crannm SAT mim SMT perraBada mokpeny napaJiesHo HE3aBUCHO jeHa OJI JIpyTe, ca
pasIMYuTHM HOJenaBambuMa (HIIP. ca Pa3JHduTHM [apaMeTpuMa, XeypUCTHKaMa,
CeMEHNMa 3a MeHepucambe CIydajHuX OpojeBa, W CJ1.) CBe JIOK jeJlHa OJ] IbUX He MPO-
nabe pemieme. Komynukanuja namehy uacTanim periapada je 0OMYHO MUHUMAJTHA U
YKJBydyje pasMeHy HeKHX OJi HaydeHuX KJaysa (o6uvno onmx kpahux). OBaj mpu-
CTYII je MO3HAT Kao napaseiru, nopmdgoauo. JoIn jemHa, cacBUM Apyradmja njieja
je Ha ce mapaJesusyjy aJropuTMU KOJU IPOBEpaBajy 3a/I0BOJbUBOCT U JETEKTY]Y
Iporararyje y ToKy oOnIacKa IIpocTopa IpeTpare, a KOju MOr'y OUTH BeoMa CKYIIN.
Jejan mpuMep TakBOI' aJrOPUTMa, je aJITOPUTAM KOJU C€ KOPUCTH 3a JICTEKIIN]y KOH-
GIIMKTHUX KJIay3a U jeIMHUYIHUX [Ipollaraiuja 3aCHOBAH Ha WeMy J6a NOCMAMpara
aumepaaa (enri. two-watched-literals algorithm) |68 koju y3uma sumte ox 80% Bpe-

MeHa m3BpimaBama y MogepunM SAT pemapaunma. pyru mpumep je cumnaexc
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anzopumanm [37] Koju je jemaH oj HajCKyMm/bUX ajropurama y mogepaum SMT pe-
maBadnMa. [lapajenmmsanuja ajiropurMa JiBa OCMaTpPaHa JIMTEPasIa ce pa3marpa y
pajy Hopbepra ManTuja [63]. YV 0B0j riaBu pasmarpa ce napaJjens3aiuja CAMILIEKC
asmopuT™ma y okBupy SMT pernaBada.

CumMmIiurekc ajaropuraM je BeoMma BazkaH meo mogepanx SMT pemasada, ¢ 003u-
POM Ha TO Jia Ce KOPUCTH 3a MCIUTUBAE 33J0BO/bUBOCTU KOH]YHKIIN]a JTUHEAPHUX
aApUTMETUIKUX OrpaHnYerba (HaJ MeJiuM Wi peadHuM Gpojesuma). OpuruHajHmu
CUMILJIEKC ajiroputaM Koju je passuo Jlanmur [29] ce kopucru y auneaprom npo-
epamuparey (euri. linear programming (LP)) 3a nponaiaykerme pelemna Koje OlnTu-
MU3yje JAaTy JuHeapHy (YHKIU]Y 3a/10BO/baBajynu MPUTOM JIATH CKYIl JITHEAPHUX
orpanmnuema. [Iponemnypa koja ce kopuctu y SMT pemasaunma [37] je yuporhena
BapujaHTa OPUTHMHAJHOL aJrOpUTMa KOja pasMarpa jeJuHO 3a0BOJBHUBOCT JATOT
CKyTIa JIMHeapHUX OrpaHuderba (Tj. He BPINU ce onTuMmu3almja, el ce Tpaxkun 6mio
Koje pererbe). Meljyrum, crenuduana npupojga npobiema Koju ce pasMarpajy y
SMT-y namehe mogaTHe 3axXTeBe 10 MUTakby UMILIEMEHTAINje CUMILIEKC IIPOIEIype
y okBupy SMT pemaBada. JIok cy npobsiemMu Koju ce pasmarpajy y JTHHeapHOM
IporpaMupary OOUYHO 3a/I0BOJbUBH ([IPH YeMy OOMYHO TIOCTOjU BEJUKH GPOj MOTY-
hux pemema), a usb je nporahu ontumasHo perewe, y SMT-y cy npobiemu decto
HE3a/I0BOJBUBU, a b je Jia Ce UCIHUTAa 33JI0BO/BUBOCT MPOOJIEMa Ca aIllCOJIyTHOM
noysganornihy. OBe pasjuke y NU/beBUMa HaMely M pa3/jnduTe 3aXTeBe y MMILIe-
MeHTanuju: JoK LP pemasaum mory kopuctutn yrpaheny Xap/IBEPCKy apuTMETHKY
y mokpernoM 3apesy (euri. floating point arithmetic (FPU)) 3a cBa norpebna us-
padynaBsama, Ko SMT permabada je 4ecTo HEOIXOIHO' KOPHUCTUTH apummemuxy
NPoOU36ONHHE NPEUUIHOCMU Y OKBUPY CUMILIEKC aJropuTMa KakKo OU ce rapaHTOBaO
nobujenn pesyarar (Koju je sat win unsat). ApuTMeTnKa Ipon3BOJbHE MPEIU3HOCTH
ce eMy/IMpa y OKBHPY codTBepa U 3aTO je OOMTHO BeoMa CKyIa y IOIJIely BpeMeH-
CKe CJIOYKEHOCTH, TIITO YUHUA CUMILJIEKC jeJIHUM OJ] HAjCKYIIJbUX aJropuTaMa y OKBUPY
SMT-a.

CrangapIHi CUMILIEKC aJrOpUTaM JOIYIINTa IapaeIn3alijy Ha CACBUM IIPUPO-
JIaH HAYMH: ¢ 003UPOM Ha TO Jia Ce Olepallje OBOTI aJrOpUTMa OOUYHO M3BPIIABAjy
HE3aBUCHO HaJ[ CBUM BPCTaMa CUMNACKC Mabaoa, OHE ce MOTY W3BPIIaBaTH Tapa-

seymno. Nnak, tpeba umatu y Buiy ja LP mpobiemu obudnHo 110/Ipa3yMeBajy BeoMa

136or eduxacmocrn, pehlinma Momepumx SMT pemapata KOPHCTH ApHTMETHKY IPOH3BOJHHE
MIPEIU3HOCTH CAMO KaJla jé TO 3aMCTa HEOIXOJHO, Tj. yrpaleHa Xap/BepcKa apuTMETHKA Ce KOpHU-
CTHU JIOKJIE TOJ[ Ce He JIOTOJIU MPEKOpadehe, HAKOH Uera ce Mpesa3d Ha apUTMETUKY ITPOU3BOJbHE
[IPEIU3HOCTH.
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BeJINKE W BeoMa peTKe TabJioe, ITa OBaj HAWBHU MPUCTYII Hapasen3aluji OOMIHO
He MOKe JIa HaJIMAalllu CIIeIjaJn30BaHe CeKBEHITjaJIHE aJITOpUTMe KOjU Cy HpuJja-
rohenn perkum marpunama [49]. Tabiaou koju ce pasmarpajy y SMT-y cy Takobhe
perku y Belinuu ciryuajeBa (Majia He yBeK), aJlil KaJia ce KOPUCTH apUTMETHKA TPOY-
3BOJbHE TPEIM3HOCTH, YaK U OBAKAB ITPABOIMHI]CKHU IPUCTYII TAPAJIETN3AIINA] T MOXKE
na Oyne edpuracan. OBo je cBakako ciaydaj ca SM'T uncrannama koje umajy rycre
TabJioe, jep TOKOM pelllaBarha OBAKBUX HMHCTAHIM OOMYHO JI0OMjaMO BeOMa BEJTHKE
koedunuente y tabjioy, mro nosehasa cI0XKEeHOCT U3padyHaBamba. ¥ OBOj TE€3U pa3-
MaTpaMO CaMoO OBY BPCTY MapaJen3alije CUMILIEKC aJITOPUTMa U TO CaMO Y OKBHUPY
MOJIeJIa TIAPaJIETHOD U3PadyHaBambha ca 0ebeHOM MEMOPUJOM.

Hwmb oBor jiesia Te3e je Jjia ce MCTparke MOTYNHOCTH M eDEKTHUBHOCT TapaJie-
JI3alfje CUMILIEKC ajropurMa Ha paziaumautuMm ckyrnoBuma SMT wmucranmum koje
YKJbYUyjy JUHEapHy apuTMeTuky. TakoDe »KeuMo Jia yIopeauMo OBaj MPUCTYII ca
JIpDYTUM MIPUCTYIINMa TapaJiesIn3aliju, IIpe cBera ca napaJseaanM noprdoamom. Ko-
HAYHO, YKEJIMMO J1a PA3MOTPUMO U XUOPUJIHU IPUCTYIT — MAPAJIC/IN3AIN]Y CHMILICKC
aJICOPUTMa Yy KOMOMHAIINjU ca napajeasnuM mnoprdosumoM. Mako cuMmiuieke mapadsie-
Jmn3anuja Mok ia Hehe OuTu BeoMa epuKacHa y OIIITEM CIy4ajy, HIAaK O9eKyjeMo
na he mvaTn nmo3uTnBaH edekaT Ha WHCTAHIE KOje YKIbYUIyjy BeIUKN Opoj m3pady-
HaBama y OKBUPY CUMILIEKC ajropuTva. KOHKpeTHO, OBO MOxKe OWTHU cJiydaj ca
KJIacaMa MHCTAHIM KOje UMajy BeJIMKe M I'ycTe TadJjoe, TJie ce HajBehu Jieo BpeMeHa
M3BpIIaBaba TPOIIN y CAMILIEKC aJaropuTMmy. Takohe MOXKeMO OYeKWBATHU Ja XW-
OpuHU TTPUCTYI Oy/Ie KOPUCTAH Ha padyHapuMa ca BEJUKHM OpojeM IPOIEeCOPCKUX
jesrapa. Ha mpumep, ako padynap mma 16 mporecopckux jesrapa, MOXKeMO HOKpe-
HYTH YeTHPH PelaBaja y mapaJe;JHoM TopTdoInjy, ITpu YeMy CBAKOM O/ pelraBada
JajeMo 10 YeTUPH je3rpa 3a MWHTEpPHY HapaJieu3alinjy CUMILIEKC ajaropuTma. Ha
0Baj HAYUH CBAKMU OJI peraBada y noprdosnjy ce moxke yopsaru, mrto he yopsaTtu u
VKYITHO U3BpIaBame napaseHor noprdorja. XuOpuIHA TPUCTYI MOKE HCKOPH-
CTUTHU IIPOIECOPCKe pecypce Ha 60/bU HAYUH, ¢ 003UPOM Ha TO Jia yIOIL/baBa Behn
6poj jesrapa. Y 0BOj Te3H MOKYIIaBaMo Ja IIpoHalieMo OJroBope Ha CBa OBA ITUTAIbA.

JlBa cy ocHOBHa JIonpUHOCA OBOT Jesia Te3e. Ha npBoM MecTy, 1eTa/bHO 0bjarmba-
BaAMO KaKO Ce CHMILJIEKC aJropuraM Koju ce kopuctu y oksupy SMT permmasaua [37]
MOYXKe aJIallTUPATH TAKO JIa Cce U3BpIaBa HapaJsiesino. lpyrm monpuHoc je jaerasbHa
eKCIIepUMEHTaJIHA eBaJjyalja 1 rnopeheme pasjimauTux IMPUCTYIIa HapaJjieTn3alujn
(cuMILTeKC MapaJen3anyja, mapageTHn TopTdoano u XUOPUJIHU MPUCTYI) HA pa-

snmantuM ckynopuma SMT wHeranmm (yr/bydyjyhu WHIyCTpHjcKe WHCTAHIE Kao 1
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BellTauKy reHeprcane nHcradie). CBH T€CTOBU €y W3BPIIABAHY HA BHIIEIPOIECOD-
CKOM padyHapy ca JIeJbeHOM MeMOpHjoM. Takolhe je OMTHO HAIJIACUTH JIa Cy TECTOBHU
HOKPETaHW Ca Pa3JInIuTHM OpojeM Humu (eHri. threads) y okBupy mporeca (10 32)
KaKo OMCMO BHUJEIM KAaKO Ce Pa3JIMIUTHU MPUCTYIN Hapajen3aliji IoHalajy Kaa
ce OPoj JOCTYIHUX Iporecopa rmopehasa. Pesyiararu npukasaHu y 0BOj IVIaBU TE3€

cy objaB/bEHH Yy jeJIHOM O] paJioBa ayTopa ose Tese [5].

5.1.1 IlIpersen pejieBAaHTHUX pe3yJITaTa

Hajmosnaruja mporerypa oiydnBarma 3a JUHEAPHY apUTMETUKY 3aCHOBAHA Ha
CUMILJIEKC aJropuTMmy je ommcana y pauy lyreprpea u me-Mype [37]. Osa mpore-
Jypa je ja/be yHampehuBaHa o CTpaHe BUINE ayTopa, a HAIOPHU Cy YJIOXKEHHU Ja
ce 1OOOJBINIA TIOJIPINKA 3a 1eJI00pojHy apuTMeTuky (48, 34|, Kao u na ce mobobia
edukacHocT nMmIieMenTarje nponeaype [47, 59]. Ca npyre crpane, dparmentn
JIMHEapHe apuTMeTHKe nonyT dugepenune aozukxe?® (enri. difference logic) ce mory
perraBaTy KopurrhemeM eUKaCHI]UX TPOIE/IyPa O[Ty InBaba Koje HICY 3aCHOBAHE
Ha CHMIUIEKCY, & jeJiHa OJf HAJIO3HATUjUX TakKBHUX Iporeaypa y oksupy DPLL(T)
apxuTekType je omucana y pajy Huesenxyuca u Oususepaca [72|. Taxobe mocroje
OpUMEPH YCIEINIHINX apUTMETHIKUX peliaBada Koju Hucy 3acHoBann Ha DPLL(T)
apxuTeKTypu. JemaH Takap mpuCTym je ommcan y pajy lllenruja u Cakasaxa [89].
Osaj npuctyt je takohe 3acuoBan Ha uwHTerpanuju ca CDCL SAT peraBadem u 1o
Ha HaunH camdad DPLL(7) npuctyny. Pemapau cajpzxku y cebu jiBe mporeaype 3a
pelaBame apuTMETUIKIX OTpaHUYeha — jesiHa je TecHo mHTerpucaHa ca SAT pe-
masadeM U 6aBu ce nckspyunso TakossannM UTVPI? orpannmuemnma, J0K je apyTra
OIIIIITa MPOIE/ypa 3aCHOBaHA Ha CUMILIEKCY Koja ce okpehe camo kaja ce hopmupa
MOTIIyHA WCKa3Ha Bajyaruja. Jlpyru 3aHUMIBUB MPUCTYII 3a pelaBambe mpobdema
JMHeapHe apuTMeTHKe je gar y pajy Joanosuha n me-Mype [55]. Vako osa mpo-
neaypa uuje nsrpahena wajg CDCL SAT permaBavuem, ona mMma J0CTa CAUIHOCTH
ca CDCL mnpucrynom — yKJbydyje rpaHarbe, Mpolaraimje, aHajan3y KoHJIMKaTa,
yUerme W HEXPOHOJIONIKO Bpahame yHa3aJl, ajau IPUTOM KOPHUCTU PAGHU 00CEeUata

(enrut. cutting planes) ymecTo Kjays3a.

2 Tudepennsa Joruka je (hpparMeHT JUHEAPHE APUTMETHKE Y KOME Pa3MaTPaMO HCKJbYIHBO
auTepasie obimMKa T — Yy X ¢, Tae je XME {<, > <, >, = #}.

SUTVPI dparment mmneapre aputmernke (ckpaheno on unit-two-variable-per-inequality) je
yommmTeme TudepeHiiHe JOTUKe Te Cy CBU JuTepaju obsmka ax + by X ¢, npu demy je a,b €
{+1a 71} uXe {Sa >, <>, =, %}
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Kana cy y numramy mnapajenu perraBadu, y HTPOTEKJIUX IMap JeleHuja je pa-
3BujeHo Muoro mnapajenaux SAT pemaBada, kao u Majm Opoj napaseranx SMT
pemaBada. llosnaru mapasenan SAT pemaBadn Koju cy 3aCHOBaHU Ha, IIPHUCTYILY
saBa/u-nia-Biajaj cy PSATO [105], PaSAT [92] u PSatz [56]. Ca npyre crpane, mo-
3HATHU PEIIaBadl KOju Cy 3aCHOBaHU Ha mapaJesHom noprdosmjy cy ManySAT [50]
u Plingeling [16]. deramauju uperien napasienaux SAT pemasada ce moxke Hahin
y mureparypu [91, 52|. Kaya je y nuramy napasennsaiuja SMT permasada, napa-
JeJTHA TOPThOINO je Hajipe pa3MaTpaH y paly Bunreprrajrepa u apyrux [104], rie
ce ommcyje mapasenn3oBaHa Bep3uja Z3 pemasada [33]. Hermro kacHmje, y oKBUDY
perasava Picoso |57|, pasmarpajy ce u 3aBaju-lia-B/aajaj IPUCTYIl U TIAPAJIETHI
opTdosno 3a napasienusanujy SMT perraBaqa.

[Ipuctyn 3acHOBaH Ha TapaJjeIn3aluji BPEMEHCKH CJIOKEHUX ajropurama 3a
IIpOBEPY 3a0BO/bUBOCTH U JAeTekiujy npomaramuja y SAT u SMT pemasadnma je
TakoDe IpoydvaBaH, aju caMo y u3BecHOj Mepu. ¥ pajy Hopbepra Mantuja [63],
pa3Marpa ce napaJieim3aluja JeTeKije KOH(IMKaTa U jJeJIMHUIHUX I[TPOoTaralmja
KOja je 3acHOBaHa Ha TIOMEHYTO] IeMu JBa mnocMmarpana Jjurepaia [68] y SAT pe-
masadnma. CKyIl Kjay3a ce MapTHIMOHUIIE Ha JIUCjyHKTHE TOJICKYIIOBE, a 3aTUM Ce
JI0OMjenn MoJICKYTIOBU KJiay3a obpal)yjy napaJiesino y okBupy noceOnux nutu. Kaja
je SMT y muramy, nueja ga ce mapaJjean3yjy KOMILIEKCHH U BPEMEHCKU CJI0XKEH!
anropurmu y oksupy SMT permaBada ce ciiomutbe y okBupy OpenSMT [25] upo-
jekTat, amm, Gap KOJMKO je ayTopy OBe Te3e IIO3HATO, HUINTA Ha TY TeMY JO Caja
nuje 06jaB/beHo.

Hajza, napasiesmsaniija CUMILIEKC aJropuTMa y OIIITEM CIydajy je Beoma Jio-
6po obpahena Tema y mpeTxoJHUM Jenenujama. Jlobap mperiiesr oBe Teme je jar y
pany Xoma [49]. Hajsehu mamop y oBoj obsacTu je yioxKeH y HpoydaBame Moryli-
HocTH epUKacHe mapaJsiesin3aliije y ciaydajy perkux Tabjioa 3a Koje IMOCTOje OITH-
MU30BaHU CEKBEHIWjAJTHU AJITOPUTMU KOjU CY BeoMa e(pUKACHU U CAMUM THUM UX je
BEOMa TEIKO TTODOJBINATH TapaIeIM3aIujoM. Y 0BOj T€3U He MOKYIIABaMO Ja Ce M0-
PeINMO ca OBUM IPUCTYIIHIMAa, ¢ 003UpOoM Ha TO ja ce y okBupy SMT-a pasmarpajy
pobJIeMu cacBUM Jpyraduje mpupojie y rnopehemwy ca tunuaaum LP mpobiiemuma,

Kao ITOo je Beh paHmje crioMeHyTO.

‘http://www.inf.usi.ch/09-urop-11-sharygina-151196.pdf
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5.2 Cumniekc aaropuram y SMT pemmaBadanma

Behunna mogepaux SMT pemraBada KOPUCTH TEOPUjCKM pelllaBad 3a JITHEAPHY
apuUTMETUKY KOjH je 3aCHOBaH Ha CUMILIEKC aJlropuTMy. BapujanTa ajropurMa Koja
ce najuerthe kopuctu y SMT-y (kao u y pemasady argosmt) je onucana y pay [y-
reprpea u jie-Mype [37]. YV oBoM mOIIaB/by YKPATKO OMUCYjeMO OCHOBHY (CEKBEH-
[IjaJiHy) BEP3HUjy OBOT ajIlOPUTMa, JIOK y HAPEJIHOM IOTJIaBJbY OIHCYjeMO HAYTHH
HA KOjU je NMOCTUIHYTa heroba mapasesnnsaruja. (OCHOBHa BapHjaHTa OBOI aJiro-
pUTMa PaJiu ca JIMHEAPHUM OI'DaHUYerbUMa HaJl palmoHanuM opojesuma. [Ipermo-
CTaB/baMO Jla CY CBU JINTEPAJH KOJU Ce T0jaBJby]y Y YJAa3HO] (DOPMYJIH Yy jeJHO] O/1

caegehux dopmu:

Zajxj X b (51)
J

Wiu
T Xb (5.2)

rjie ¢y a; u b elleMeHTH cKyla paruonasaux opojesa Q, xe€ {<,>}° a z u z; cy
nenosnameS uuje spepnocru (3 Q) Koje 3a0B0/baBajy hopMyy Tpeba OJIpeIUTH.
Jlurepaste obmmka (5.1) 3Bahemo nosurnomujasrum sumepanuma, 10K hemo smre-
pasie obinka (5.2) 3BaATU €ACMEHMAPHUM AUMEPAAUMG. 38 CBAKH MTOJTMHOMUjAJTHH
JInTepaJs yBOJM Ce HOBa HEIO3HATA S, & CBA I0jaB/bUBAba TOT JIHTEpaJIa y popMy/In
ce 3aMerbyjy eJIeMEeHTApHUM JINTepajoM s X b (ca MCTOM pesarujoM X Kao Uy

OPpUTI'MHAJTHOM m/ITepaﬂy). HajSa,ZL, JIATepaJI:
S = E CLjJIj
J

ce Jojaje y dopMmyisy Kao jequmHudHa Kiaysa. Hakon oe Tpancdopmarnumje, dhop-

MyJia BHUIIIE HE CaJIp:KK TOJMHOMEjaIHE JIuTepasie, Beh caMo eJleMeHTapHe JuTepalie,

°Y ommreM ciyuajy, ckynm moryhux penamnmja je K€ {<,>, <, > =,#}. Mehyrum, naxo je
BUJIETU JIa ce CUMOOJIU # U = MOTY jeJIHOCTABHO eJIMMUHUCATH y (a3u peTipolecupama (r =y
ce zamemyje ca x < yAx >y, a x # y ce 3aMemyje ca x < yV x > y). JeIUHU HETPUBUjAIHU
Jleo je esmMuHAnAja cTporux HejeqHakoctu. OBO ce OOMYHO MOCTUXKE Pa3MATPAEM BEKTOPCKOT
npocropa Qs naposa pamnuoHaHuX O6pojeBa ymecro nojba Q. 3a serasbe, nmorsenaru pas JLyreprpea
u ne-Mype [37].

6V yrasnoj 6a3noj SMT dopMyin, Hermo3HATE Cy IPeICTaB/bEHEe HEMHTEPIPETHPAHIM KOHCTAH-
Tama copre Real koja ce mHTeprpernpa ckymnoM peannux OpojeBa R. Ilpumerumo ma y ciyuajy
JInHeapHe apUTMETHKe He MOCTOjU CYIITHHCKA PAa3JINKa u3Mel)y pealHor W parmoHaJHOT CiIydaja,
jep he cmaka mporenypa Koja ce 3aCHHBA Ha YeTHPU OCHOBHE PAUYHCKE Olepallyje yBeK IMpOHaJa-
3UTH PAIMOHAJHA PEIeha, ¢ 003UPOM Ha TO J1a Cy KOSDUITHEHTH Y H3pa3uMa PAIMOHAIHA OPOjeBH.
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Ka0 U jeJIHAKOCTH y KOjUMa Cy HEeKe Helo3HaTe M3parkeHe Kao JUHeapHe KOMOM-
HAIMje JPYTUX HeMO3HATHX (KOje 30BEMO jedHAKOCHUM AUMEPAAUMG). JeTHAKOCHN
JINTEPAJIN Ce, TIPUTOM, TI0jaBJbYjy CAMO y JEJIMHUIHUM KJIay3aMa.

JeTHAKOCHY JInTepan ce ojiMax Ha IMOYeTKY pellaBarba je JMHUIHAM TPOIaralii-
jama 1mocTaB/bajy Ha Tpar pelraBada, HAKOH dera UX TeOPUjCKU pelriaBad pUXBaTa
U WHTEPHO UyBa y OOJIUKY MaTpuie — cumnaerc mabdaoa. Henosnare xoje cy uzpa-
JKeHe ITOMONy OBHUX JIMHEApHUX KOMOMHAaIMja 3BaheMo 6a3he Hero3HaTe, JOK hemo
HEIo3HaTe Koje ce KOPUCTE 3a U3parkaBarbe 0a3HuX HEIO3HATUX 3BATH He-0a3He He-
nozHate. CKynoBe Oa3HUX U He-0A3HUX HEMO3HATHUX y Tabg0y hemo o3HadaBaTH
peaom ca B u N (mpumerumo ja je BN N = &). Ca japyre crpahe, ejieMeH-
TAPHU JINTEPAJIA C€ MOTY MHKDPEMEHTAJHO HAMETATH TEOPUjCKOM peIlaBady, Kao u
HOHUIIITABATH, ¥ cIy4ajy Bpahama ynazaj. Ejnemenrtapuu jinrepasu ycrnocrasibajy
2panuye HEMO3HATHX. 3a CBaKy HEIO3HATY X IbeHY JIOIbY U FOpibY T'DAHUILy O3HA-
gaBaMo pecriekTuBHO ca [(x) n u(z). Unnnujamno, I(z) = —oo u u(z) = +00, 3a
cBaky Herosnary x. KaJi roj ce HeKu HOBHU JIUTEPaJsl HAMETHE TEOPHjCKOM DelaBaty,
ojiroBapajyha rpanuiia ce Mema y CKJaaiy ca Tum Jurepaiom. Kaja ce mpumemsyje
Bpahiame yHa3a/|, TpaHuIle ce MOpajy BpDATUTH Ha IPETXOJHe BpejHocTH (U3 Tor pa-
3J10ra MOPAMO 3AIlAMTHUTHU BPEIHOCTU I'PAHUIA IMPUIUKOM CBaKe IMPUMEHe ITPaBUIa
Decide).

3a cBaky HeNO3HATY X, Takohe oapzkaBaMo épednocm. (Tj. MHTEPIpPETAInjy) Off
x y Tekyhem Mmogmesy Teopuje, osHaueny ca [((x). Kako 6u obesbemno ga rexyhn
MOJIEJT 33/I0BOJbaBa HaMETHYTe JInTepaJie, perasad Mopa Ja 00e30e/u Jia 3a CBaKy
nenosnary Baxku [(x) < fB(x) < wu(z). 3a He-6asme Hemo3HaTe, OBa MHBAPHjaHTA
ce KOHCTAaHTHO ojp:kaBa. KaJi roj| ce rpanuiia Heke He-Oa3He HENO3HATE X IPO-
MeHH (3aTO IITO je HEeKN eJeMEeHTapHU JINTepasl HAMETHYT TEODHjCKOM DeIaBady ),
BpesHOCT [(x) ce Mema YKOJIMKO je TOTpebHO Kako 6u ymajia y mHTepBas u3Mmely
rpaHuia (TUIMIHO, TIOCTaB/ba Ce YIIPABO Ha BPEHOCT MPAHUIIE KOja je TIPETXO/THO Ha-
pymiena). BpenHoctu 6a3HIX HEMO3HATHX KOje 3aBUCE OJ] T Ce 3aTHM ayKypHpajy Ha
ojnroapajyhu naunn. Ca jpyre cTpaHe, ako je JOIyCTUBH WHTEPBAJ [IOCTA0 IIPa3aH
HAKOH HaMeTarba HOBe rpanuie (1j. u(z) < [(z)), TeopujcKu permaBad pujaBibyje
KOHQJIUKT.

3a 6a3He Helo3HaTe OBa NHBAPUjaHTA Ce HE OJPrKaBa HEIIPEKUIHO. Y MECTO TOTa,
ojroBapajyha mpore/ypa 3a IpoBepy CarjacHOCTH MOJIEIa Ca HAMETHYTHM TDaHU-
nama ce mokpehe nepuopntano. AKO ce TOM IPUIMKOM JIeTeKTyje Oa3Ha Hero3HaTa x;

Yrja BPEHOCT W3JIa3U BaH I'paHuUIla, MpoIeypa Mopa nponahu nHe-6a3Hy HEMO3HATY
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Tj y jeJJHaKOCTH KOJOM je M3paskeHa Hello3HaTa T; Y TabsIoy, TaKBY Jla BPEJHOCT O]
x; y Tekyhem Mozesy Mozke 6UTH IpoMerbeHa Ha oArosapajyhn Hadus (Tj. momepena
Ka CBOjOj JIOFb0j WJIM TOPH-0] IPAHMIIN), TAKO JIa BPEIHOCT HEMo3HaTe T; yIajHe Y
uHTepBaJl onpeheH mennM rpanunamMa. AKo TakBa HEIO3HATa X j IOCTOjH, OIepaInja
KOJy 30BEMO NUGOMupatbe ce IpuMerbyje Ha Tabdlo: ; nocTaje He-0a3Ha, a T 1ocTaje
6azna. OBO ce mocTu)ke TpaHCcHOPMUCAHEM TabI0a: y3UMAMO jeTHAYUHY KOjOM je
u3parkeHa Hello3HaTa T; ¥ KOPUCTHMO je Ja IOMONy Ihe M3Pa3suMO Helo3HaTy ;.
Hakon Tora, jeHocTaBHO KOPUCTUMO J00UjeHy TPaHCcHOPMUCAHY jeTHAKOCT Ja IO-
Moly e eJIMMHHHUIIEMO CBe II0jaBe Hello3HaTe T; y APYTUM jeJHAKOCTHMa y TabJoy
(mpumerumo ja ckynosu B u N octajy jaucjyHkTau). Hakon 1mTo cy HenmosHare
Z; U T UCHUBOTUPaHE, MehaMO BPEJIHOCT Hello3HaTe X; TaKo IITO je IOCTaBUMO Ha
BPEJIHOCT ITPETXO/IHO HapyIlleHe rpanuiie. BpenocTu 6a3HUX HENO3HATHX CE HAKOH
TOra MEmajy y CKJIaJly ca IPOMEHeHOM BpejHolihy cajia He-0a3He HeElO3HATE ;.
Omnucanu Kopak IHBOTHParba Ce TOHAB/bA JTOKJIE TOJ TIOCTOju Oap je/iHa ba3Ha HEro-
3HaTa T; Yija BPEJIHOCT je HEKOH3MCTEHTHA Ca CBOJUM I'DAaHUIlaAMa, a 3a KOjy IMOCTOju
He-Oa3Ha HEIO3HATa T; TaKBa Jla ce x; MOXKe IUBOTHpaTH ca xj. CaMUM THM, Ha
Kpajy oBe mporieaype hemo mim nmpornahm Mojesl KOH3UCTEHTAH Ca CBUM HAMETHY-
TUM TpaHUIaMa, Win heMo UJIeHTU(MHUKOBATH OA3HYy HEIO3HATY Yhja C€ BPEIHOCT
He MOXKe TIPOMEHHUTHU TaKo JIa yhajHe y uarepsas udmely 3agarux rpanuna (y KoM
cJIy4ajy TpHUjaB/byjeMO KOH(MDIIUKT Y TEOPHjH).

Mozxe ce mokasaru [37| ma ce ommcana mpole/lypa yBEK 3ayCTaBiba, MO yCJIO-
BOM JIa IIOCTOjU yHaIpeJ (PUKCUPAH MOTIIYHH MOPEJAK CKYyIa HEINO3HATUX KOjU Ce
HOINTYje IPUINKOM n300pa HEellO3HATUX ; U Z; Koje ce muBoTHpajy. OBo 3HauUM 12
yBeK Gupamo HajMarby 6a3Hy HerosHaTy (y ojHOCY Ha Taj (PUKCHpaHU MOpeak) duja
BPEJIHOCT HapyllaBa 3ajaTe IpaHulle, HAKOH Yera yBeK OMpaMo HajMarby He-Oa3mHy
Heno3HaTy Mehy OHUM KOje ce MOry MHBOTHUDATH ca n3abpaHoM Oa3HOM HEIO3HA-
rom. OBa crpareruja je mosHata 1moj, HasuBoM B.aandoso npasunao (enri. Bland’s
rule). Mako oBa crpaTeruja rapaHTyje 3aycTaBbarbe, OHa OOMIHO He BOIU 110 Op3e
KOHBEPIreHIIje, TaKO Jla Ce YeCTO pa3MaTpajy JAPYIH XeypUCTUUKH npuctynu. Ha
npuMep, IpUCTYI Koju ce kopuctu y pemasady MathSAT [47] paau wa ciemnelin
HadyWH: OupaMo Oa3Hy HENO3HATY TaKBY Jla je allcoJyTHA pasJjinKa usMely mene
BPEJIHOCTU W HapyllleHe I'panuiie MuHnMaJsna. Hakon tora, bupamo He-0a3my He-
nosHary (Meljy oHEM Koje ce MOTy MMBOTHpATH ca n3abpaHoM O6A3HOM HEIO3HATOM)
TaKBY Jla Ce T0jaB/byje HajMarbl OpOj IyTa y OCTajuM jeIHaKocTHMa (Bpcrama) y

taboy. OBa cTpareruja He TapaHTyje 3ayCTaB/balbe, I1a Ce 3aTO OIUCAHO MTPABUJIO
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pUMeIbyje caMo YHAIIPET 3a,1aTu Opoj myTa, HAKOH [era pelnasad npesiasu Ha biran-
JI0BO TipaBusio. Ha ocHOBY pesysrarta npukasaHux y Jjureparypu [47|, kopurihermne
OBaKBe CTpareTuje 3Ha4ajHO MOOOJbIIaBa MepGOPMaHCce CUMILIEKC ajropuTma. Harr
perraBad argosmt Takohe KOPUCTU OBY CTPATETH]y.

Kaya je y nuramy nesobpojHa apuTMeTnka (HIn y OMINTHjeM CIydajy, KoMOnHa-
ja 11e700pojHe U peasiHe apuTMETHKE ), CBe (UM HEKe) HEIIO3HATE MOPA]y y3UMaTH
1es106pojHe BpeaHocTH. TakBe HElo3HATE HA3UBAMO UeA00pojHe HenodHname. Y TOM
caydajy ce 0OOMYIHO TOKpehe ncra CUMILIEKC MPOoIe/ypa Koja je TPETXO0/IHO OIUCAHA,
Kako OM ce IpOHAINA0 PAIMOHAJHU MOJE]. AKO He IOCTOjU pAIMOHAHEU MOJIE,
TaJa ce IMpujaB/byje KOHMIIMKT. Y CYNPOTHOM, aKO IOCTOju DOap jejHa Iea1o00pojHa
HETo3HaTa Koja y TeKyheM parmoHaJHoM MOJIeTy UMa He-TIeJIOOPOjHy BPEIHOCT, Taja
MO/Ie/T MOPa OUTH ITPOMEHLEH TAKO J1a Ce 33/I0BOJbU YCJIOB IEJI00POjHOCTH 38 Ty HEIIO-
3HaTy. JejHa BapujaHTa MeToJe 2panatba ca odceyarvem (euri. branch-and-bound)
ce Hajderrhe KOpUCTH y OBy cBpxy. ViycTparuje paju, ako 1ejo0pojHa Helmo3HaTa
X UMa BPEIHOCT g y Tekyhem MojiesTy, Tajia MOKyIaBaMo Ja KOPUTYJEMO MOJIET TAKO
IIITO pa3MaTpamo JBa Mojcaydaja: uin je x < 2, win je x > 3. AKO 1OCTOju MO-
JieJT KOju 3a/10BOJbaBa OUJIO KOJU OJ1 JIBa MOJIIpodIeMa, Taja he To OUTH 1 MOJIENT 3a
opurnHaHU 1podsiem. OBaj METO/I YecTO 3axXTeBa BeJIUKU OpOj rpaHarma 10 CJIyva-
jeBuma. CaM 3a cebe, oBaj METOJ He TapaHTYyje 3aycTaB/baibe IpoIeaype, a Takohe
0OMYHO He BOJIM JI0 Op3e KOHBEpreHInje, Tako Jjia ce Hajderrhe KOMOUHYje ca Japy-
ruM TexHuKama (moryT [omopujesux pezosa (enrsi. Gomory cuts) 37|, pemasama
Jluogparmosux jednavuna [48| u rexuuke npeceka uzsedenur uz doxasa (€HIIL. cuts-
from-proofs) [34]).

5.3 Ilapajgenmsanuja CUMIJIEKC aJITOPUTMA

Y OBOM IOIJIaBJ/bY PasMaTpaMo Hapasie/n3aInjy ITPEeTX0IHO OMUCAHOT CHMILIEKC
AJICOPUTMA, JIeTA/bHO ONUCYjyhu HAYMH HA KOjU CY HapajieIM30BaAHN PA3JIUIUTH Jie-
JIOBU aJITOPUTMa. Y TEKCTy KOjHU CJIeH TOojJpasyMeBaMo ja je OasHa Helo3HATa

xr; € B nzpaxena y tabj0y nomohy JjmHeapHor nojguHoma L;, 0JIHOCHO:

€T; = Li(XN) = Z aijxj

ijN

rie je Xy = (Z;)z,eN ¥ i Cy PAIHOHAIHE KOChHUITEHTH.
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A>xypupaibe BpeJHOCTH 6a3HUX HEMO3HATUX. [IpeTiocTaBuMo ja je rpaHuia
u(z;) me-basme HenosHaTe r; IpoMerbeHa Tako na je u(z;) < f(z;). Kaxo bucnmo 3a-
JIOBOJBHJIA OBY Ipanuily, Bpejgaoct [(z;) rpeba nocrasuru na u(x;). Iociennano,
Bpe/IHOCTH Ga3HUX HEMO3HATUX KOje 3aBHCE OJ] £; MOpajy GHTH a)Kypupare n3Bplia-

BambeM ciiejieher ajaropurMma

for_eachz; € B : f(x;) := B(x;) + aij(u(z;) — B(z;));
Bla;) = ulz;);

[Tpumernnmo jia ce y cBaKoj ureparyju Memwa jeauno spegaaoct [(x;). C o63upom Ha
TO Jia ce OBa BPEJIHOCT HE KOPUCTHU HU Yy je€JTHO] O/ HApPEJIHWX UTepalyja, Claean /1a

ce uTepalyje ropme IeT/be MOI'y U3BPIIaBaTu apaJslesiHo:

parallel for_ eachx; € B : ((x;) := B(x;) + aij(u(z;) — B(x;));
Blx;) = ulz;);

[IpuTom ce nerba parallel_for_each msBpiiaBa Ha ciejgehu HaUYMH: CKYI HUTEpa-
[ija ce Hajlpe MapTUIMOHUIINE Ha Kk JUCjYHKTHUX MOJCKYyIoBa (rue je k 6poj HuTH
KOje Cy JlaTe pelraBady), a 3aTHM Ce CBaKW O] MOJICKYIIOBA MTEpAIija U3BPIIaBa y
mocebHoj HuTH. OBaj MOJIesT N3padyHaBama je MMILJIEMEeHTHPAH Y MHOTUM ITOITY/Iap-
HUM OKPY2KemnMma 1u O6ubJsimorekama, Ia je oBaj BU/L IapaJesn3aliije IeT/be BeoMa
jeIHOCTaBHO OCTBApUTU. ¥ TOPILOj MET/bH, YKyINAaH Opoj omeparuja je 3m, rje je
m 6poj 6asHUX HEMO3HATUX (MMAMO TI0 jeJTHO cabupame, O/y3UMahe U MHOXKEHhe 34
cBaky oJ1 6asuux nHernosHarnx). Ca k HUTH, CBaka O HUTH he U3BpIIaBaTH TPUO/IH-

KHO 3m/k onepanuja.

A>xypupame BpeJHOCTH IIpe nuBoTupama. [Ipernocrasmmo ma cy x; n xj,
pecreKkTuBHO, 6a3Ha U He-0a3HA HENO3HATA KOje cy ojabpaHe 3a muBoTuUpame. Kao
IMTO je O0jalllibeHO Y MOIVIABbY 5.2, TUBOTHUPAILE Ce BPIIU 3aTO IITO je BPEJTHOCT
OaszHe Helo3HaTe x; HAPYIIUIa jeJIHy oJ CBojux rpanuna. I3 ror passora, x; Mopa jia
nocrane He-6a3Ha (Kako He 6u OmJIa Be3aHa 3a BPEJIHOCT JIMHEAPHOT TIOJIMHOMA), TIITO
HaMm omoryhaBa Jia joj TPOMEHUMO BPEJIHOCT Ha MPOn3BoJbaH HaunH. V3abpana me-
GasHa Helo3HaTa I; Memha CBOje MeCTO ca I; U IocTaje OasHa. BpejnnocT nemosnare
T; ce IocTaB/ba Ha IPETXO/HO HapyIleHy I'PaHUIly v, a BPEJHOCT HEIO3HATe T; Kao
U BPEJIHOCTU OCTAJINX DA3HUX HEIO3HATHX Ce aXKypUpajy Ha OCHOBY HOBE BPEJIHOCTU

3a x;. OBO arkypHparbe BPeJIHOCTH ce OOMYHO 00aB/ba Mpe caMor MUBOTUpama 37,
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CIIe,ZLehI/IM AJITOPUTMOM:

B(x;) == v;

B(x;) = B(x;) + 0;

for_each z; € B\ {z;} : B(zx) := B(ak) + ax;b;
[ToHOBO, MOKEMO IPUMETUTH JIa Ce HeT/ba Y IIOCIeIH0] JIUHIJA MOXKE IIapaJIesIn30-
BaTH:

parallel for_ each x, € B\ {x;} : B(zx) := B(zk) + ax;b;

Y 0B0j ner/bu, cBaka oj k HUTH u3BpIIaBa 2m/k onepanuja.

ITuBoTUpame. Hakon 1ro ce BpeIHOCTH axKypupajy, H3BpIaBa ce olepaliyja M-
BoTUpama. Kao 1mro je objalimeno y moriasby 5.2, OBO ¢e PaJIM TAKO IITO Ce UC-
KODHUCTH jeJHAaKOCT KOjOM je x; u3pazkena y Tabjoy Ja ce oMoy e U3pasu Zj, a
3aTUM Ce TaKO TpaHC(OPMHUCaHa jeHAKOCT MCKOPHUCTH 3a eJIMMUHAIN]Y HellO3HaTe
Z; y CBUM OCTaJIUM jejiHaKocTuMa y Tabsoy. IIpernocrasumo na je 6azna HemosHaTa

x; IpeJicTaB/beHa y ciaeiehem o0uKy:

*
r; = Li(xy) = g ayxy | + a;jv; = Li(Xn) + a5
i eN\{z;}
rae LY (xy) o3nadasa cymy L;(Xxn) u3 Koje je uzbaden uspas a;;z,;. Cama ce ne-b6asna
Helo3HaTa T; MOXKe U3Pa3uTu Ha ciefehn Hadumm:
1 *
zj = — (v; — Li(xn))
Qi
Kopucrehu ropmwy penarujy, MoxkeMo TpaHchopMucaTu Tabjo Ha cjejgehum ajiro-

PUTMOM:

Lj(xn+) = o (@ — Li(xn)) ;

Li(xn+) = a3

for_each zy € B\ {z;} : Li(xn+) := Li(xn) + ar; Lj(xn+);
Osae je N* = (N U {x;}) \ {z;} (1j. N* je N maxon omeparuje nmusoruparba). Ha
Kpajy ce x; npeMemita us Ny B, a x; u3 By N. IloHoBO MO2KeMO IDUMETHTH Jia Cce
TpaHchOPMUCae CBAKOT o1 ionnHoMa Ly (3a xy € B\ {z;}) Moxke usBoauTn napa-
JIEJTHO, TAKO JIa MOYKEMO 3aMEHUTH IEeT/bY y MOCJIEe/Ib0] JIMHUJU TOPHEr aJrOpuTMa

ca:
parallel for_each x; € B\ {z;} : Li(xn+) = Li(xn) + ar; Lj(xn~)
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PasmoTpumo ciiozkeHOCT TpaHcdopMaliija MoJnHOMa KOoje ¢e TPUMEbY]Yy Y TOPIboj
nerpr. Hajupe ce cBaku oz Koedbunuenara moauaoMa Lj(Xy+) MOPa IOMHOXKHTH
ca ayj, & 3aTHM ce J0oOUjeHH IIOJIMHOM MOpa jaoaaru nosmHoMy Lj(Xxxn) (0BO yKiby-
qyje cabuparbe oarosapajyhinx koeduimenara opa jpa nogunaoMa). OBo 3axreBa
2(m — 1)n onepanuja y HajropeM ciIydajy, Tje Cy m U n, pegoM, 6pojeBn 6asHUX U
He-0a3HMX Hero3HaTux y Tabsoy. CeTumo ce Jia ce y MHOTUM CJIydajeBUMa OBE OIle-
paIje Mopajy U3BPIIABATH y OKBUPY apUTMeTHKe ITPOU3BOJbHE MPEIM3HOCTH, TAKO
Jla olepaliija MUBOTHPaiba MOXKe OUTH BeoMa CKyma. Y IPAaKCH, CJI0XKEHOCT 3aBUCH
oJ1 Opoja KoedwuIeHATA PABIUIUTUX OJ HYJIe Y HoJuHOMUMA Ly, Tako Ja YKYIHU
6poj orepanuja Moke OUTH 3HAUYAJHO Mamu of] 2(m — 1)n y ciydajy peTkux Tabsioa.
OBo 3Ha4M ja, 3ajeJHO ca BeJMInHOM Tabjoa, TyCTHHA Tabsoa Takohe yTude Ha
CJIOZKEHOCT ITOCTYIIKA MTUBOTUPAhA U, CAMUM THUM, Ha e(PeKTUBHOCT NapaJiajn3aluje
cCUMILIEKC ajiroput™a. Jpyrun Beoma OGutan duHUIALL je BeIUINHA KoeUIIMeHaTa y
Taboy. AKO cy KoeduImeHTH MaJid, KOPHUIheme CKylle apuTMeTHKe MPOU3BO/bHE
NPENU3HOCTH MOKe OUTHU M30ETHYyTO, TaKO Jia e(PEeKTUBHOCT MapaJjieu3alije MOo¥XKe

OUTH Marba y TAKBUM CJIydajeBUMA.

Teopujcke nmpormaramuje. Jejgan TUIl Iponaramyja Koje ce KOPUCTe y TUITTIHUM
APUTMETUYKUM TEOPUjCKUM PeIlaBadrMa je 3aCHOBAH Ha, JIETEKIU)H CAGOUJUT OrPa-
Huuema. Ha nmpumep, ako je HameTHYT JinTepat < ¢, TaJa 3a CBaKO ¢; > ¢, MOPa
BaxkuTh 12 je x < ¢;. CBHM OBakBH ejJleMeHTapHU JiATepa/n ce mponarupajy. Osa
BpCTa Iponaraiuje je jebTuHa n HEMa je cMuUc/a mapaJein3oBaru. JIpyru tui teo-
PUjCKUX TpoIIaralyja je 3aCHOBaH Ha U3PaAvyHa8arYy 2paHULG HETIOZHATHX Ha OCHOBY
jennakoctu tabsioa. Hamme, HOBe rpanniie HeKe HEIIO3HATE C€ MOTY U3PAIyHATH KO-
purithemeM TeKyhnx HaMEeTHYTHX I'DaHUIA OCTAJNX HEIIO3HATHX KOje ce II0jaBJbyjy
y HEKOj KOHKPEeTHO] jejinakocTu y tadsoy. Ha nmpumep, ako numamo jeHaKOCT:
xT; = Z aijacj
z;EN

TaJla MOYKEMO H3padyHaTH IOPIbY TIpaHUIly Oa3He Hero3HaTe x; rmomohy ciemeher

> agula;) + ) agl(z)

ai]->0 (Zij<0

n3pasa:

Uzpaz 3a momy rpanuity je camdan. OBako m3padyHara rpanuiia he OUTH KOHATHA
aKO M CaMO aKO Cy CBe peJieBaHTHE HAMETHYTe T'DaHUIle He-0a3HUX HEMO3HATHX KOje
ce KOPHCTe Yy TOj jeHAKOCTU KoHadyHe. Ha cimyan HAYUH MOXKEMO U3padyHATH I'Da-

HuTe OMJI0 KOje 0J1 He-0a3HUX HEINO3HATHX KOje Ce I0jaBJby]y Y NOPHO] jeIHAKOCTH,
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II0JT YCJIOBOM Jla Cy peJieBaHTHE HaMETHYTe T'DAHUIle OCTAJINX He-Oa3HWX HEeTo3Ha-
THUX, Kao U Oasne Henosnare r; konadne. OBakBa M3padyHaBarba I'DAHUIA CE MOTY
[IPUMEHUTH Ha CBAaKy OJI jeJIHAKOCTU Yy TaDJIOY.

C o03upoM Ha TO Ja Pa3IUIATe jeTHAKOCTH Y TaOJI0y MOy UMATH 3aje/IHUY-
KX He-0a3HUX HEIO3HATUX, TPAHUIE U3PadyHaTe Ha OCHOBY jeJIHE jeJIHAKOCTH MOT'Y
YTULIATU Ha U3padyHaBalba IPAHUIA Y JIPYTUM jegHakocTuma. OBo 3HA4YM j1a OUCMO
MOXKJI@ MOPAJIA Jia IIOHOBUMO aJITOPUTaM BHIIE IIyTa aKO KeJMMO Jla JIOCTUTHEMO
HeKy (bukcHy Tadky. 300r jeHOCTABHOCTH, y HAIO] UMILJIEMEHTAIN]U Ce HE MTOKY-
IaBa JOCTU3amhe TaKBe (DUKCHE TayKe 33 I'PAHUIle HETIO3HATUX. Y MECTO TOra, CBaKa
0/J1 jeTHAKOCTHU ce pa3MaTpa CaMo jeJIHOM, a Yy CBaKO] OJ1 JeJJHAKOCTU U3padyHaBabe
HOBUX I'DaHUIIA Ce BPIIU MUCKJBYINBO HA OCHOBY TEKYNUX HAMEMHYMUL 2PAHULG 33
HemosHaTe. /JIpyrum pedmma, KOpucTe ce OHe I'DaHHIlEe KOje Cy yCIIOCTaBJbeHE Ha-
METHYTUM eJleMEHTapHUM JIUTepaJuMa Ipe Hero ITO je MOKPEHYT aJrOpuTaM 3a
nerekiyjy nponararyja. OBO 3HAYN Jla ce HOBOM3pAUyHATE I'DAHUIE U3 jeJIHE jeI-
HaKOCTH He KOPHCTE IIPU M3padyHaBamby I'DAHUIA y JIPYTUM jegHakoctuma. Hose
rpanutie hie 6uTH HAMETHYTE OHJIA KaJla ce CBa M3padyHaBarba (KOPHUITNemeM cTapux
IPaHKI) 3aBplile, jep TeK Tajla MporarupamMo oJarosapajyhe ejemMenTapHe jurepade.

C 003mpoM Ha TO J1a ce cBaka Oa3Ha HEMo3HATa MOjaB/byje y TATHO jeTHO] je/TaHKO-
cTu y TabsI0y, IeHe IPAHUIIE Ce jeJTHOCTABHO U3padyHaBajy Kopucrtehu Ty jeHaKoCT.
Ca npyre crpane, cBaKa oJ He-0a3HUX HEMO3HATUX C€ MOXKE I10jaB/bUBATU Y BUIIE
jEeJIHAKOCTH, TAKO Jl|a MOPaMO M3PadyHATH HbeHe I'DaHUIle U3 CBaKe OJ] TUX jeJIHAKO-
CTU ¥ UCKOPUCTUTH OHE Koje cy Hajjade. CaMuM TUM, 11e0 ajropuram je jedruHucaH

Ha CJIe,ILe}_H/I Ha4dYMH:

for each x; € B : calculate bounds(e(z;), bounds);

propagate entailed literals(bounds);

rje je e(x;) jelHAKOCT Koja W3paykaBa HeNO3HATY z; y Tabuoy, a bounds je apry-
MEHT KOjU ce HpeHocH 10 pedepeHIn’ u KOoju HpPeiCTaB/ba CTPYKTYPY IOJaTaKa
KOja dyBa HM3padyHaTe TOPI-E U JIOHe TPAHWIE 34 CBaKy OJ HEMo3HATHX (WHU-
[1jaJIHO, CBUM HeIO3HATUMa Cy TpUJpY:KeHe OeckoHauHe rpanwuile). [Iporemypa
calculate bounds() Hajiupe mM3padyHaBa TPAHUIE 3a CBe HEMO3HATE KOje ce IMoja-
BJBY]Y V jenHakocTH €(x;), Kao MITO je MPETXOJHO OMMCAHO. 3a CBAKY M3PATyHATY

rpaHuIly Koja je KoHadHa M jada oJi TeKyhe rpanuiie Koja je cadyBaHa y bounds

"Crpykrypa nojaraxka bounds ce HajedbMKacHUje MOYKe MMILIEMEHTHPATH KAo Xell Marla Koja
OpUIPYKyje map rpaHuna (J0my U TOPHY) CBaKOj Ol HEIIO3HATHX.
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CTPYKTYPH BpIIN ce oAroBapajyhe axkKypupame Te cadyBaHe I'paHuie. Kasma ce me-
T/ba 3aBPIN, JIUTEPAIN KOJU CYy UMILIUIUPAHU U3 U3PAadyHATUX TPAHUIA KOje Cy
cadyBane y bounds cTpyKTypHu ce Iporarumpa;jy.

UcnocraBba ce jma je m3padyHaBambe IDaHUIA 3a CBe HEMO3HATEe MPUJINIHO
cKyna mporeaypa. V3padyHaBarme rpaHdila MOXKE 3aXTEBATH MHOXKEHE U CYMHU-
parbe BPeJHOCTH Y OKBUPY apUTMETHKe ITPOM3BOJbHE Ipenm3HocT. V3 Tor paziora,
oBa Ipoleypa je gobap KanjauaaT 3a napasennsaiujy. Ha »kajocT, jeHOCTaBHM
parallel for each mpucrym ce oBe He MOXKe TPUMEHUTH, 3aTO IMTO OM CBU IO-
3uBHM mporenype calculate bounds() KopucTwIm MCTy HHCTaHIy bounds CTPYK-
Type, a 6u cuaxpoHuzaiuja n3mel)y nutu Ousa HeonxojHa. Perieme Koje ce MoxKe

[PUMEHUTH j€ NAParesHa PeOyKyuja:
parallel reduce x; € B : calculate_ bounds(e(x;), bounds);

Penyknmja dyuknuonurre va cirenehn Hatuna. CKyIr jeiHAKOCTH y TabJIOy ce TOJIe N
Ha JiBe nin Buie naprunyje (y 3aBUCHOCTH 07 6poja mocTynHuX HuTH). CBaka HUT
porecupa jeJiHy oJ TUX IapTUIja MO3uBameM Iporeaype calculate bounds()
3a CBaKy oJI jeHakocTu y naprunuju. Hajoutnuju jgerass Ha Koju Tpeba odpaTuTh
IMasKmby je Jla CBaKa OJ1 HUTU MMa CBOjy IPUBATHY MHCTAHILY bounds CTpyKType Koja
ce TIpejiaje CBUM TI03UBUMa mporieiype calculate bounds() y oksupy Te Hutu. Ha
OBaj HAYWH, HUTU Ce MOTY U3BPIIABaATH HE3ABUCHO, Oe3 moTpede 3a CHHXPOHUBAIIN-
jom. Kajia jiBe HUTH 3aBpIIle CBOj IIOCA0, IbUXOBU bounds 00jeKTHU ce MOpajy cnojumu
y jeman objekar Tako ITO ce KOMOWHY]Y oAroBapajyhe mapadyHare IpaHuile u3 oba
o0jekTa, Ipu YeMy ce yBeK OMpa oHa rpaHulia Koja je jada. OBy oneparujy crajama
obaBsba jeaHa oj Te aBe HUTHU. lIporec ce HacTaB/ba JOK/IE TOJT CBE HUTH He 3aBpIIe
CBOj T10Ca0, a HBUXOBU bounds o0jeKTn He Oy/1y CIIOjeHU Y je/IaH.

[Tpumerumo ja he napaJsiesTHO U3BPIIABAILE IPETXOJIHO OIMMCAHOT aJITOPUTMA ITPO-
rararnyje yBeK OWTH JeTePMUHUCTUYKO, Tj. Hehe 3aBUCUTU O] CJIYyYajHOI MOPETKa
u3BpIlIaBarba olepalyja oJ CTpaHe pa3jinduTux HUTH (eHri. race conditions). Ha-
ume, nporeaypa calculate bounds() KOPUCTH camMoO MPETXOJHO HAMETHYTE T'Da-
HUIIE, TAKO J]a He 3aBUCH 0JI HOBOM3PAUyHATHX I'DAHUIA KOje Cy JT00UjeHe y JIpyruM
uutuma. OjroBapajyhm jmrepasu ce mpomarupajy CeKBeHIUjaJTHO, HAKOH IITO CY
cBe rpanuiie Beh nzpadynare. CaMuM TUM, PE3Y/ITAT ITAPAJIE/THOT U3BPIIABAHA AJI-

rOpuUTMa je yBeK MJECHTUYaH Pe3yaTaTy CeKBEHIIMjaJIHOI U3padyHaBamba.
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5.4 ImiuiemeHTallija TEOPHjCKOI peHiaBava

Y OBOM MOTJIABJBY CY JIaTU JeTa/bl MMILIEMEHTAIje TeOPUjCKOT pelaBada 3a
JINHEeapHy apUTMETHKY Yy OKBHDY argosmt permaBada. Kao m ¢Bu ocTraam TeopujcKn
pelaBadu argosmt pelraBada, OBaj TEOPHUjCKHU peliaBad UMILIeMeHTUpa uaTepdejc
JIaT Ha Caunu 3.2 y noryassby 3.7. PermraBad je 3acHOBaH Ha aJrOPpUTMUMA OTMCAHUM
y mpeTxoiHuM noriaaBbuMa. ONTHMU30BaH je 3a peasHy (palioHAJHY) JTHHEAPHY
ApUTMETUKY, Y3 OIPAHUYCHY MOJPIIKY 3a IEJ00POjHY JIMHEAPHY apuTMeTuKy. Pe-
maBad MojIpzKaBa CUMILIEKC TapaJsieIn3alujy, Ha HaduH OMUCAH Yy OBOj I'VIaBHU Te3e.

Apurmernuknu Teopujcku perasad kopuctu GMP 6ubinorexky 3a n3padyHaBamba
npoussosbie npenusnoctu (enrin. GNU multiprecision library (GMP))® y oksupy
ApUTMETUYKOr TeopujcKor pemasada. 30or edukacnoctu, GMP ce kopuctu camo
Ka/la je TO 3amcTa HeOmXoaHOo. JIpyruM pedmMa, perraBad KOPUCTU XapIABEPCKe TH-
IoBe IojaTaka HIoKJje roj je To moryhe, a mpenasu Ha GMP kama ce merekryje
HOTEHIUJATHO [IPEKOpavee (CAMYHA ONTUMU3AIN]A je UMIJIEMEHTUPAaHa Y OKBUDY
MathSAT pemasaua [47]). Crpareruje 3a u3bop 6a3ue u He-O6a3He HEIIOZHATE [TPUIH-
KOM MMHUBOTHUPAIa Y apPUTMETHIKOM perraBady cy Takohe mozajmibeHe ox MathSAT
permaBada (Kao mro je ommcaHo y mnoryiasby 5.2). Kama cy y nuramy menobpojue
HEeIo3HaTe, HAIl pellaBad MMILUIEMEHTUPaA CaMO HAWBHY CTpaTerujy 3acHOBAHYy Ha
rpaHamy ca ojcerameM (ommcany y moryasiy 5.2). CBako rpaHame 10 CIIydaje-
BUMa Ce m3pazkaBa Kao Kjaysa u npejaje ce SAT perraBady (IpuMeHOM HpaBHIa
IntroduceAtom; u TheoryLemma,) KOju jia/be IpaHa O JIUTEPAIIMA Y KIIAY3H.

Teopwujcku perraBad mojapzKaBa JiBa JeJlyKTHBHA CJI0ja. Y HUXKEM CJIOjy ¢€ BPIIHU
IIpoBepa IpaHuIa He-0a3HWX HEIO3HATUX, KAO U ayKypuparbe ojroBapajyhux Bpej-
noctu 1o norpebu. Takohe ce Bpim nporaramuja cjiabujux orpaHuderha Koja je
jemrocraBua u jepruna. Ca jpyre crpane, CKylle IIPOIE/Lype IOIMYT IPOBeEpe I'pa-
HUIAa OAa3HUX HEIO3HATUX U aJI'OPUTMa IIMBOTUPakha, Kao U Ipolaralyje Ha OCHOBY
U3pavdyHATUX PAHUIA ce 00aB/bajy y OKBUDY BHUIIEr JEJyKTUBHOI CJIOja, KOjU ce
nokpehe camo nepuomaso (hpekBeHImja MOKpeTama OBOT CJI0ja ADUTMETHIKOL Te-
OPHjCKOT pelliaBada ce MOYKe 07[adpaTi MPUIMKOM ITOKPeTarha PeraBada).

CrpyKType mojiaTaka apuTMETHIKOT TEOPHUjCKOI pellaBada y OKBUPY argosmt
periaBada Cy OCMUIILbEHe TAKO Jia JOIYIITa]y Hapasen3alujy Ha HAUYUH OMUCAH Y
mornaB/by 5.3. OBO 3HaYM Jla je MMILIeMeHTalja Tabyioa He3a8uUcHa no 6pCmama

(enrut. row-independent). OBo 3Ha4H Ja je permasad y MoryhHocTn Jia 06aB/ba orre-

Shttp://wuw.gmplib.org
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paIyje HaJi BUIle BPCTa IMapaJieslHO. bas3He HeNoO3HATe ce IyBajy Y BEKTOPY, a CBe
IIeT/be OIMCaHe y MOIJIaB/by H.3 3alpaBo UTEpUpajy Kpo3 oaj Bekrop. CBaka jeaHa-
KocT (Bpcra) y Tabiioy KOjoM ce m3pazkaBa HeKa OGa3Ha Helo3HATa T; je UMILIEMeH-
THPaHa Kao XeIll Malla Koja je MpuApyKeHa HelO3HAaTO] X; U Koja IoBe3yje He-0a3He
HEIIO3HATE KOje ce I0jaBJ/byjy y TOj jeJHAKOCTU ca ojroBapajyhum koeduimeHTIMa
(caMo KoeUIIMEHTH pa3IMJIuTH OJ] Hyse ce 4dyBajy y Mamu). OBO 3Haunm ja Mo-
JKeMO e(pUKACHO UTEePUPATH KPO3 CBAaKy BPCTY, IPOBEPUTH Jla JIN ce HeKa He-Oa3Ha
HeIo3HaTa TojaBJbyje y /1aToj BPCTU, KAa0 M OYUTATH KOeMUIMEHT MPUJIPYIKEH TOj
He-6a3H0j HemosHaToj. Ca apyre crpaHe, HMILIEMeHTaIldja Tab0a He 3Ha HUIITA
0 KOJIOHaMa, Tj. Pa3/IMunTa II0jaB/bUBaiba je/lHe ucTe He-Oa3He HEIO3HATEe T; y pa-
3JIMYUTAM BpCTaMa HUCYy MeDycoOHO MmoBe3aHa HHU Ha KOjU HadmH. 300T TOra He
MO2KeMO e(PUKACHO MTepupaTu Kpo3 KoJjioHe. lTepupare Kpo3 KOJIOHY KOja OJIro-
Bapa HEeKoj He-6a3HOj HENO3HATOj X; ce MOXKEe CUMYJIUPaTH UTEPAIIjoM KPO3 BEKTOD
cBuX Ga3HUX Helmo3HATHX (Tj. KPO3 CBe BpCTe TabJioa), IPU YeMy ce [pecKady OHe
BPCTE KOje He Cajiprke HemosHary z; (o ce Moxe eduxacHo nposepuru). OBaksa
UMILIEMEHTAIja KOoja je He3aBUCHA 110 BpcTama oMoryhaBa epuKacHy mapaJie/in3a-
1]y, TAKO IIITO Ce BEKTOP OA3HUX HEIO3HATHX I0JIeJIN HA JINCjYHKTHE MMapTUuIlije 1
CBaKa O] IbUX Ce IPOoIlecupa oJi cTpaHe 3acebHe nutu. IIpumernmo j1a cy ommcane
CTPYKTYype IIojlaTaka BeoMa CJIUYHE CTpPyKTypama Koje ce kopucre y MathSAT pe-
masady [47]. OBo 3naun ma nocroje u axryeann SMT pemasadu y oKBUPY KOjUX
6u ce MOrJIe TPUMEHUTH TEXHUKE ITapaJsen3almje Koje cy omnmcane y oBoj tesu. Ca
JIpyre cTpaHe, peliaBain duje uMILIEMeHTalje Tab/ioa HUCy He3aBUCHE 110 BpCcTaMa
HE MOTY JIMPEKTHO KOPUCTUTU TEXHUKE MapaJie/In3allije OIucaHe y IMOIJIaB/by 5.3,
0e3 3HAYAJHIX ITPOMEHa Y CTPYKTypaMma IojaTaka.

Kao mTo je pedeno y riaBu 3, 3a mnorpebe mapaJsenusanuje Kopuctu ce HNH-
tesosa TBBY 6ubnnoreka. Hajsehu 6poj mersbu ce samnumcyje momohy yrpabenor
tbb: :parallel_for ajsropurMa KOju IOCTOjU Y OMOIMOTEIN W Pajyl YIIPABO OHAKO
KaKoO je OIMCaHO M3BPIIIaBambe allcTpakTHe parallel_for_each KOHCTPyKIHje y 1MO-
riaB/by 5.3. 3a napaJesny peJyKiujy (Koja ce KOpUCTH 3a Mapasie/In3allnjy n3pady-
HaBara IpaHuia), bubsmoreka obe3behyje anropuram tbb: :parallel_reduce Koju
paji yIpaBo OHAKO KaKO je OIMCAaHO W3BPINaBambe alcTpakTHe parallel_reduce
KOHCTPYKIIHje Y MOIJIaBBY 9.3.

[Ipuiukom Bpahama yHasaj, apuTMETUYKU pellaBad MOpa OUTU y CTamby Jia 3a

CBaKy O/l HEMO3HATHUX x; BpaTu rpanutie [(x;) u u(x;) Ha IpeTxXo/He BPETHOCTH KOje

Yhttp://www.threadingbuildingblocks.org

158


http://www.threadingbuildingblocks.org

I'JIABA 5. YHAIIPE'BUBAKE TEXHUKAMA I[TAPAJIEJIN3AIIUJE

cy Omyie BajuHe Ha Kpajy ojrosapajyher Hupoa ojjryumBarba. V3 Tor passora ce
MOpajy cadyBaTH BPEJIHOCTHU I'paHUIa Ha KPajy CBaKOT HHUBOA OJjIyunBama. Mmax,
Heke onTuMuzaryje cy moryhe. Ha nmpumep, Ha cBaKOM 0J1 HUBOA OJITy IMBAa MHOTE
0J TPAHHIA Ce YOIIITe He Memajy. Dbumo 6u m3yszerno needuKacHO UyBaTH CBE
I'paHule CBUX HEIIO3HATUX CBaKM IIYT KaJla C€ HOBU HUBO OJJIydUBaiba YCIIOCTaBU Ha
Tpary peliaBada U KacHuje ce BpahaTu Ha Te cadyBaHe I'DaHUIE, HAaKO CYy MHOTE O]
IbUX 3aIPaBO CBe BpeMe Omite HerpoMemeHe. 3 Tor pazsora y Halem periaBady ce
KOPHUCTH TEXHUKA KOnupara npu modupuraeyuju (€HDI. copy-on-write) 3a dyBarbe
rpanutia. OBO 3HAYM Jla ce TpaHUIa HacieleHa u3 MPETXOMHOI HIUBOA OJIyINBaba
qyBa 3a norpedbe Bpahama yHaza | caMo OHJIA KaJla ce 3aiCTa 3aXTeBa IPOMeHa IheHe
BpeHocTn Ha Tekyhem HuBoy. Ca npyre crpane, BPeJIHOCTH HemosHATuX [3(z;) y
TekyheM MoJieJly ce He Mopajy peceroBaTu Ipu Bpahamy yHazas, ¢ 0O63MpoM Ha
TO Jla ce TOM HpWIUKOM rpanwuie [(r;) u u(xr;) MOTy yIMHUTH camo CIabujuM, a
BpeaHocT ((x;) Koja je 3aj0Bo/baBajia jade rpaHuiie e CBAKaKO 3aJI0BOJbABATU U

ciaduje.

5.5 Tlapanennn nmoptdoano n XUOpUIHU TPUCTYII

Y oBoM TOIJIaB/by pa3MaTpaMO BapHjaHTe HapaJsie/IHOr mopTdosunja Koje hemo
KOpUCTUTH 3a yrnopehuBatbe (1 3a XUOPUAN3AIN]Y) Ca CHUMILIEKC TTapasIeTH3aIijoM
Koja je ommcaHa y morjasby 5.3. CBu pasmarpanu mopTQOJIUjU ce cacToje u3 n
MHCTAHIM argosmt peniaBada KOju KOPUCTE PA3INYINTA CEMEHA 338 I'eHEPUCAIbE CJIY-
JajHux OpojeBa KOju yTUIy Ha CTPATETHWjy TpaHamba. 3a CBAKW OBaKaB MOPTQOIHO
pasMaTpaMo HEroBy IPOCTY M KOOIIEpATHBHY BapujaHTy (Tj. 6e3 u ca pa3sMeHOM
JIeJbEHIX KJIay3a).

Kama je moctynan Besmmku Opoj mporiecopa, MOXKe ce pasMaTpaTh TubpudHu npu-
cmyn. Y ToM ciaydajy ce mokpehe mapaJsesnHu moprdoJino ca n periaBada, Ipu
JeMy je y ¢BaKOM OJI pelraBada y mopTdosinjy Takohe omoryheHa u CHUMILIEKC Ia-
pasiesm3anyja (Ha HAYUH KAKO je TO onucaHo y noriassby 5.3). Ileo moprdosmo na
pacroJiaraiby uMa, m TpoIecopa, Mpu 4eMy je m > n, TaKo Jia ce JOJIaTHHU IPOoIie-
COpU MOI'Yy KOPHCTUTH 3a HapaJieu3aIijy CUMILIeKca (TUINIHO, m = n - k, dume je
CBAKOM DeIaBavy y MPOCeKy JIaTo k mporecopa 3a napaJejin3annjy CUMILIEKCA).

Y ommrreM cydajy, cBaka o KoH(MUrypalyja perapada he 6utn o3HavdeHa Ta-
pom (n, k), tie je n 6poj pemasada y moprdommjy, a k = m/n, rjue je m yKymnaH

6poj mporiecopa (HUTH) Koju cy goctynHu pemasady. Koudwurypanuje (1, k) oxro-
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Bapajy oOMYHOM peliaBady ca oMOryheHOM MapaJiein3anujoM cuMIuieKca (6e3 mopr-
dbommja). Koudurypanuje (n,1) ogrosapajy moprdosmjy 6e3 CUMILIEKC Tapasiei-
zanuje. CBe ocrasie KoHdurypanuje cy xuopuane kKondurypanuje. [Ipumernmo ma
xubpuIHe KoHdurypaiuje rakohe Mory OUTu mpocTe u KOolepaTuBHe. Y IOIJIaBJbY
5.6 Mpe3eHTyjeMO eKCIIepUMEHTAIHY €BaJIyallljy ca Pa3IuduTUM KOH(MUTYpaIljaMma

KOJI KOjUX je yKyIlaH Opoj JocTynHux mnporecopa m < 32.

5.6 ExcnepmMmeHTaJIHA eBaJIyalliija

Y 0OBOM TOI/IaB/by MPE3EHTYjeMO eKCIIEpUMeHTaIHe pPe3yJTaTe Be3aHe 3a IMapa-
nenuzanujy. CBu TecroBu cy obam/benn Ha padyHapy ca derupu AMD Opteron
6168 1.6GHz nporecopa ca 110 12 jesrapa (rj. 48 jesrapa ykynuo), u 94GB RAM-a.
[naBuu musb eKcriepuMeHTaHE eBajyalije je Jia ce ucnuta edekaT napaJsiein3amje
CUMILIEKCa Ha PA3/IMYUTHM CKYIIOBUMA WHCTAHIU. /Ipyru 1usb je jia ce nmpucTym 3a-
CHOBaH HA CUMILIEKC HapaJse/n3aliji yIOPEeIn Ca IMapaJieJIHUM OPT(OJINjOM, KAO
U Jla ce MCTPayK! MOTeHIWjas xubpuaHor npucryma. Hajzam, Kemmmo m ja ymo-
pPeIMMO HaIll pelnaBad ca HeKNMM akTyeJaHuM cekpeHrujagqanm SMT perrasadmva.
Kako 6ucmo mocturiin HaBeJieHe 1u/beBe, CIIPOBE/IN CMO €KCIIEPUMEHTE ca, cieehnm

peiaBaduMa.

e argosmt pemapaq!’

— y UTarby je Halll pelaBad ca pa3jImIuTiM KOHPUrypa-
mrjama (n, k), yrpyayjyhu cekBernujasiaau permasad (Koudurypanuja (1, 1)),
kouduryparnuje ca napajeaauM cumiiekcoM ((1, k) korduryparmje), mpoct
u KoorneparusHu napaseann noprdoiuno ((n,1) xkoudurypanuje), Kao u xXu-

6puiHe KoHUTyparmje (IpocTe U KOOIEPATHBHE).
e mathsat5 — cexsennujaguun SMT pemasau MathSAT5M [27].

e cvcd — cekpennujannu SMT pemasay CVC412 [].

TecToBu cy clpoBejeHn Hall Hekoauko ckynosa SMT uncrannm uz SMT-LIB!
KOJIEKIINje, Ka0 W HaJl HEKNM CJIy9ajHO TeHepHCaHUM I'yCTUM HWHCTaHIaMa. Haunx

n300pa MHCTAHIIA Kao U JOOWjeHN pe3y/iTaru he OUTH JieTaJbHUje ONKMCAHU Y TEKCTY

Ohttp://www.matf.bg.ac.rs/ milan/argosmt-5.21/
"Uhttp://http://mathsat.fbk.eu/
2http://cvcd.cs.nyu.edu/web/
Bhttp://www.smt-1ib.org/
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Koju caeau. IIpmimkom TecTuparma KOPUCTHIM CMO OJITOBapajyhe BpeMEHCKO orpa-
HUYEHHEe 110 MHCTAHIN. AKO MHCTAHIA HUje PelleHa y 3aaTOM BPEMEHCKOM OIDAHI-

g€y, TaJa CMO y3uUMaJind YIIpaBO TO BPEMEHCKO OI'DaHUYCHHE€ KaO BpEME pelllaBatba.

5.6.1 Ciy4ajHo reHepucaHe T'yCcTe WHCTAHIIE

Y 0BOM 0/1eJbKY TPE3EHTYjeMO Pe3yJITaTe Koje CMO JIOOUIN IIPUMEHOM CHMILIEKC
napaJjie/im3alije Ha JIBa CKyIla CJIy4ajHO IeHEepUCAHUX 2ycmux uHcrannu. [Ipsm
ckyn (o3HaveH kao ezycmu QF_LRA) ce cactoju u3 50 cIydajHO T€HEPUCAHUX TYCTHX
WHCTAHIM Y TEOPHUjU peasiHe jinHeapHe apurMeruke. OBe MHCTAHIE Cy 3aIpaBO Te-
HeprcaHe Kao 3aJ/I0BO/bUBE KOHjYHKIIMje JIMHEAPHUX j€IHAKOCTU, PA3/JIUIUTOCTU W
HejeTHAKOCTH, IIPU YeMy CBAKO OJ] OBUX OTDaHMYema YKJ/bYdyje CBe HEllO3HATE J1aTe
nucranne. C 063upoM Ha TO Jla HEMa JIPYIUX UCKA3HUX BE3HWKA, OBE WHCTAHIIE
UMajy TPUJINYHO TPUBUJAJIHY MCKa3HY CTPYKTYDPY, a C OO3UPOM Ha TO Jia Cy WH-
CTaHIle TeHepHUCaHe Kao rycre, Tabjion Cy KOMILIETHO TONYHeHU (Tj. HeMa HyJITHX
koedurmenara). JIpyru ckyn (o3Hauen kao eycmu QF_LIA) je cacBUM camdaH, ajm
OBOT IIyTa je y MUTAmY 4eA00pojHa muHeapHa apuTMeTuka. 'y oBoM cirydajy mmamo
50 mHCTAHIN y CKYILy, IIPH Y€MY Cy CBe MHCTaHIle 3a/10Bo/buBe. ako cy oBakBe Ty-
CTe WHCTaHIle PUJINYHO BeIITadKe U HeMajy NPaKTHYHU 3Hadaj, eKCIIepUMeHTATHA
eBaJiyallja CUMILJIEKC IapaJiein3alifdje Ha OBaKO jeJIHOCTABHUM WHCTAHIIAMAa MOYKE
OUTH 0OJ KOPUCTH TIPU MePEerby U3/IBOjEHOT YTUIAja CUMILIEKC apaJie/in3alyje, n30-
JIOBaHe 0J1 OWJIO KOT JIPYTOr YTHIlaja KOjU MOTHYEe OJ HCKa3He CTPYKTYPEe WA CTPYK-
Type Tabaoa KonkperHe nncranne. Cavmm THM, yopsame? koje ce mobuje Ha oBuM
MHCTAHIIAMA Ce MOXKE CMaTpPATU OPHOM I'DAHUIOM yOp3ama Koje ce MOXKe J00UTH
CUMILIEKC TIapaJIeJIM3alIlijOM.

Bpewmencko orpanndeme o nactannm je 1200 cexynan 3a oba ckyna. Pesynrarn
y Tabesu 5.1 1mokasyjy ckopo JimHeapHo yop3ame Ha rycruM QF_LRA nncraniiamMa, Kao
u BeoMa J100po yopaame Ha ryctum QF_LIA wncrannama. Tako qo0pu pesyiarartu ce
MOTI'y 00jaCHUTH YJIeJIOM BpeMeHa U3BPIIaBaiba Koje je IMMPOBeJIeHO y HapaJsien30Ba-
HUM JICJIOBUMA, CUMILIEKC ajaropurma: ckopo 100% 3a QF_LRA u oxo 95% 3a QF_LIA
urcranme. OBo je mpupojHa Hocjae/ula rycrute Tabsoa (¢ 063upoM Ha TO Ja Cy
cBU KOeUIMEHTH Pa3IMIUTH OJ[ HYJIe) U TPUBUjAJTHE UCKA3HEe CTPYKTYpe YJIa3He
dbopmyre (y cayuajy QF_LIA, jeman Maju J1e0 BpeMeHa M3BPIIaBatba Ce TPOIIH Ha

rpaname 1o ciaydajesuma y SAT pemasaday).

14 Vépsare ce nedunuie Kao OIHOC BpeMEHA IPOBEICHOI Y CEKBEHIIMjAJTHOM U IIAPAJICIHOM
U3BPIIABAY.
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argosmt KoHuryparnuja
(1,1) | (1,2) | (1,4) | (1,8) | (1,16) | (1,32)

Perreno (of 50) 50 50 50 50 50 50
ryern QF_LRA 1 peve | 8200 | 4109 | 2108 | 1156 | 637 | 36.2

Pemeno (of 50) 43 47 47 47 47 47
ryern QF_ LIA = peme | 303.1 | 232.0 | 197.0 | 1708 | 156.9 | 1538

Tabena 5.1: Pe3gysitaru cuMILIeKC NapaJie/in3aliije Ha TYCTUM UHCTAHIaMa JI00u-
jenn argosmt perraBadeMm Kopuctehn pazimant 6poj HUTH, Tj. TPOIECOPCKUX je3rapa
(jenna HUT 3HAUM Ja HeMa mMapaJjenusanuje). BpemeHa peraBamba Cy JarTa y CeKyH-
nama. Koj HepereHnx MHCTAHIM 38 BpeMe pelllaBaiba Y3UMa Ce 3a/1aT0 BPEMEHCKO
orpanmueme 1o uacrany (1200 cekyHmn).

400

700

2 threads (seconds)
70

2 threads (seconds)

7 70 700
1 thread (seconds) 1 thread (seconds)

Cumka 5.1: Ilapajesmsanuja cumiuiekca Ha T'yCTUM HHCTaHIaMma (jeJHa HUT Ha-
cupam jBe nutn): rycta QF_LRA (71eBo), rycru QF_LIA (jecHo)

Ipadurm wa caumu 5.1 moKa3yjy OJHOC BpeMeHa W3BpIaBatba (jeJHa HUT Ha-
cupam /JiBe HI/ITI/I) Ha T0jeIMHaYHUM MHCTaHraMa 3a rycre QF_LRA mHcTanie (JIGBI/I
rpaduk) u rycre QF_LIA uncranne (necuu rpaduk). Iujaronaia npeacraBiba 0J{HOC
1 (1j. Ge3 y6p3ama), JOK TO/MjaroHaIHa JTHHIja IpejcTaBiba yop3ame 2 (Tj. uje-
a;HO yOpsame ca jBe HuTH). Kao mro je u ouekuBano, Belinna tadaka je 6sm3y
noJyMjaroHaite Jimarje (HapoduTo y ciydajy rycrux QF_LRA MHCTAHIM, Ty CKOPO
CBe MHCTaHIe MMajy CKOpO mealHo yopsame). Hajoosbe yopsame 3a QF_LRA je 2.0,

a 3a QF_LIA is 1.86.
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5.6.2 SMT-LIB QF_LRA unHCTaHIIE

['nmaBuum j1eo0 oBe eKcriepuMenTaJIHe eBaJiyalje ojHocu ce na QF_LRA wHcTanie u3
pas3amuuTuX CKynoBa Koju cy npeyseru u3z SMT-LIB komeknuje nacranmu. Vanmm-
jasmo, y3eto je 11 pasyimunTtux cKynoBa ca ykymnHo 785 macrtannu. C ob3upom Ha
OTpaHUYIeHe Pecypce ca KOjuMa CMO pacIioiaraJii, YKeJIe/ M CMO /1a 0IMaxX Ha TOYeTKY
eJINMUHUIIIEMO BEOMa TEITKe NHCTAHIIe KOje HAIll PeIaBad BepOBaTHO He OM MOTao Jia
pemn y peajiHoM BpeMmeny. 3 Tor pazsora, npemMuHapHUA TECTOBU Cy CIPOBE/IEHN
nomohy mathsatb m cvcd permraBada Ha CBUM WHCTaHIIAMa W3 OBUX CKymoBa. Ha
OCHOBY JIOOMjeHUX pe3yJiTara, n3adpajy CMO OHe U CaMO OHE MHCTaHIE Koje cy oba
peliaBada ycCIenHo penruia 3a Hajsumie 10 MuHyTa (IPeTHocTaBKa je Jla Cy TakBe
MHCTaHIE JIOBOJBHO JIake, TaKo Jia fie 3HaYajaH JIe0 HUX PEIIUTH ¥ HAlll perasad).
Hakon Tora, cBu TeCTOBU Cy BpIIIEHHM UCKJBYYINBO HAJI OBAKO OJpeheHuM IOJICKYIIOM
WHCTAHIM, & CBU IIPE3EHTOBAHU PE3YJITaTH Y OBOM O/JI€JbKY CE OJIHOCE Ha Taj MOACKYII.
[IpumeTnnmo na je y MPeTXO[HO OMUCAHOM IOCTYIKY O/abupa WHCTAHIIN KOPUIITheH
yHaIpel GpUKCHpaH KPUTEPUjyM KOjU He 3aBUCH OJ pe3yJTaTa Koju ou ommm goom-
jenu HamuMm pertasadeM. [letapu o ojjabpaHnM MHCTAHIIAMA CY CYMHUPAHU Y TabeIn
5.2. IlpBux mect ckynoBa mpejicraBsbajy QF_LRA nHCTaHIE, JOK CY IPEOCTAJINX TIET
ckymoBa 3anpaso QF_RDL uncTaHIe (Tj. MHCTaHIE peate dudepenyne ao2uke, Koja
je, cunTakcHO ryenano, dbparment ox QF_LRA). Pasymuo je ouekmsartu na he cre-
nudwnana crpykrypa QF_RDL MHCTAHIM WH/IYKOBATH JIPYradujy CTPYKTYpy TabJioa,
y nopebhemy ca oomaanm QF_LRA mucranmama. OBO MOXKe JIOBECTH JI0 JIpyradnjer

> OBo je IIaBHH

HOHAIIAmba CUMILICKC Hapasien3alije Ha TaKBHM HHCTaHIaMa.'
pas3JjIor 3aITO Cy W OBEe MHCTAHIIE y3eTe Yy pa3MaTparbe y OBOj €KCIEPUMEHTAJIHO]
eBaJIyarju.

[IpBu TecToBH cy cHpoBejieHH KOpuIINemeM CeKBEeHIMjaJHe Bep3uje Haller
argosmt pemaBada. Pesynrarm cy ynopehenn ca akTyeJHUM CeKBEHIMjaJIHUM pe-
masayrMa mathsatb u cvcéd (rabesia 5.3). KopumihieHo je BpeMEHCKO OrpaHUYeHe
ox 1800 cexkynau 1o wHCcTaHmu. MoxKe ce BUJIETH Jia HaIll periaBad, HaKo CBaKaKO
Huje epuKacan Kao Jpyra JiBa periaBada, Ullak ycleBa Jia PeIu 3HadajaH poreHar
n3abpanux uHcranu (oko 69%), MmTo ra YMHE YIOPEJIUBUM Ca AKTYEJHUM pelliaBa-
gynMa. PerraBad je oKo IIecT IyTa CIOPHjU OJ1 CVC4 pelaBada, ajii OBO je JIeJIOM U

300r Tora mTo je BpeMeHCKO orpanmdere o1 1800 cexkyH/m KopuniheHo Kao Bpeme

153anmMIBEBO je Ma, Ha OCHOBY Pe3yiTaTa Koje CMO JOOMJIN U3 eKCIepHMEeHATa, TabJIoH KOju
onrosapajy QF_RDL mHCTaHIIAMa 3aIIpaBo HUCY HUIITA pehu y Mpoceky o Tabyioa KOju Cy IPUIpy-
keau QF _LRA mHCTaHIIAMA.
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’ CKyn MHCTaHIN ‘ VYKYITHO MHCTAaHIIN ‘ N3abpano mHCTAHIII ‘ SMT-LIB kareropuja

clock synchro 36 36 QF_LRA
cooperatingt2 219 113 QF_LRA
latendresse 18 10 QF_LRA
miplib 42 16 QF_LRA
svcomp 94 43 QF_LRA
ultimate 123 60 QF_LRA
sal 60 54 QF_RDL
scheduling 106 58 QF_RDL
skdmxa?2 32 27 QF_RDL
skdmxa 4 3 QF_RDL
temporal 51 45 QF_RDL
YKVYIITHO 785 465

Tabena 5.2: Cymapnu npukas nzabpanux SMT-LIB QF LRA wuncranmm

pelaBama 3a MHCTaHIlEe KOje Halll pelaBad HHUje Morao ja pemu. [Ipoceuno Bpeme
U3BpITaBaba Ha PENIeHNM MHCTaHIaMa je 275.9 ceKyHu, ITOo je caMo OKO /IBa IIyTa

criopuje oJ1 cvc4 perraBada, & caMO OKO TPH IIyTa cropuje o/ mathsatb pemasaya.

TecTtupame cumIiuiekc napaJjieamnsanuje. TecTuparme CUMILIEKC THapaJsien3a-
Ije je CIIPOBEJIEHO ca Pa3IuIUTUM OpojeM HUTH KOje Ccy Omjie JIOCTYIIHE pelraBady
(ca 2, 4, 8, 16 u 32 uurn). BumenutHu perraBad je MOKPETaH Ca UCTHM CEMEHOM
3a reHepucarbe CIydajHux OpojeBa y cTpaTerujama rpaHarba, TaKo Jia ce IPHU pe-
IaBarby MOHAINA MJICHTUYHO CEKBEHIIM]AJIHOM pEIaBady, Tj. TPATU MOTIYHO UCTY
IyTamwy Iperpare y IpoIecy pellaBaiba. BpeMeHCKO OrpaHrYerhe 110 WHCTAHITA je
1800 cexynau. /lobujenu pesynararu cy jgaru y tabean 5.4.

Pezynraru y Tabenu 5.4 mokazyjy Jia CUMILIEKC MapaJjeau3alyja jgaje 3HadajHO
yop3ame y npoceky Ha QF_LRA mHCTaHIlaMa, Hako yOps3ame Bapupa Ha Pas/Indu-
THM CKYNOBHMa mHcTanru. Tabena 5.5 nmpukasyje npocedno yOpsambe 3a CBaKHU O]
CKyIIOBa WHCTaHIHU (jejHa HUT Hacopam jBe HUTH). IIpocedno ybOps3are Ha CBUM
nHCcTaHnama je 1.26, 1ok je makcuMmaJsiHo yopsame 1.74. Tabena Ttakohe mpukasyje
IIpOCceYaH IMPOIeHaT BpeMeHa Koje je ITPOBeJIEHO y NapaseIn30BaHuM JIeJIOBUMA aJl-
roputMma. VM3 TuX mojataka ce jacHO BHJIM Jia Behm IporeHaT BpeMeHa IMPOBEIEHOT
y MapaJjeu30BaHuM JIeJIOBUMa aJropuTMa JioBoju u o Beher yopsama. Ha mpu-
Mep, clock_synchro u latendresse cKynoBu umajy j00pa Ipocevdna yop3arba, ¢
003UPOM Ha TO JIa je IMPOCETHO BpeMe MPOBEJEHO y MapaJie/In30BaHuM IMeT/baMa Ha
oBuM ckynosuma 96% u 87%, pecniekrusno. Ha apyroj crpanu, nncranie ckyia sal

HEMajy rOTOBO HMKAKBO yOp3ame, ¢ 003UpOM Ha TO Ja je y/Ie0 BPeMeHa IIPOBEIeHOT
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mathsat5 | cvc4 | argosmt
Pereno (ox 36) 36 36 28
clock_synchro IIpoc. Bpeme 44.4 50.1 479.0
cooperatingt? Pemeno (ox 113) 113 113 59
p & IIpoc. BpemMe 180.4 233.0 | 1130.8
Pemeno (ox 10) 10 10 8
latendresse ITpoc. Bpeme 1.2 11.5 362.7
- Pereno (ox 16) 16 16 10
miplib ITpoc. Bpeme 97.7 69.6 725.0
Perueno (ox 43) 43 43 21
sveomp ITpoc. Bpeme 80.2 237.6 1159.0
. Pemteno (ox 60) 60 60 37
ultimate IIpoc. Bpeme 108.7 1712 | 979.0
sal Pemeno (ox 54) 5/ 5/ 40
ITIpoc. Bpeme 50.2 45.1 503.4
. Pemeno (ox 58) 58 58 54
scheduling ITpoc. Bpeme 7.4 56.5 331.1
Pemteno (ox 27) 27 27 19
skdmxa2 IIpoc. Bpeme 149.0 1274 | 9744
Pemeno (on 3) 3 3 2
skdmxa IIpoc. Bpeme 93.2 30.1 718.9
Pemeno (og 45) 45 45 45
temporal ITpoc. Bpeme 14.8 2.3 229
Permeno (ox 465) 465 465 323
YKVYITHO Ilpoc. Bpeme 89.5 126.9 741.3
Ha permmenum 89.5 126.9 275.9

Tabena 5.3: Pesynraru na nzabpanum SMT-LIB QF_LRA uncranmnama, kopwuiihe-
IbeM CEeKBEHIIMjaJIHIX pelaBada mathsatb, cvc4 m Hamer permasada argosmt. Bpe-
MeHa pelllaBarba Cy JaTa y CeKyHjaama. Koj HepelnreHnx WHCTAHIN 3a BpeMe pe-
[aBarba y3UMa Ce 3aJIaT0 BPEMEHCKO orpanmderse mo uacramm (1800 cexynjm).
[Ipoceuno Bpeme Ha pelieHUM WHCTAHIIAMA je Takohe HaBeJEHO.

y HapaJie/IM30BaluM IeT/baMa csera 17% y mpoceky.

[Iperxosna orcepBaiyja je npupoaa mnocaeaura Amdazaosoe saxona [1]. Ha-
nMe, aKo je yJieo BpeMeHa M3BPIaBarmba Koje je IMPOBEIEHO y ITapaJieIM30BaHuM JIe-
JIOBUMa aJIrOPUTMa jeJIHAK P, TaJa je TeOpUjcKa ropma rpaHuiia yopsama (ca jBe
HuTH) jenHaka 2/(2 — p). YOpsame je 0OMYHO M Marbe OJ Tora, 300r JOJAaTHHX
TPOIIKOBA KOjeé YHOCH BUIICHUTHO M3BpIIaBaibe. Ha ciunm 5.2 ce Mory BuJieTH je-
Ta/bu 0 yOp3amy Ha MOjeJIMHAYHUM WHCTAHIaMa (je/[Ha HUT HaCIpaM J(BE HUTH).
JleBu rpacduk npukazyje onnoc usMehy BpeMeHa M3BpIIaBarba. [JiaBHa Jujaronasia
npejictaBiba oxHOC 1 (Tj. HeMa yOp3ara), JI0K HOjaroHa Ha JTUHIja TPEICTAB/ba
omuoc 2 (1. miaeanno ybpsame). Kpceruhu npencraBibajy HojeHAYHE HHCTAHIIE.

[Ipukazane cy cBe mHCTaHIE U3 CBUX CKYIIOBa 3a 4Hje je peliaBame Oujio moTpedHo
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argosmt KoHdUrypamnuja

@) [ 12) [ (L4) | (1L,8) [ (1,16) [ (1,32)

clock synchro Perteno (ozx 36) 28 28 29 30 31 31
- IIpoc. Bpeme 479.0 448.2 433.6 405.0 383.0 401.9

cooperatingt2 Penreno (ox 113) 59 67 71 73 75 75
IIpoc. Bpeme 1130.8 | 1065.1 | 1016.7 | 980.7 928.5 924.5

latendresse Pemeno (ox 10) 8 8 8 8 8 8
IIpoc. Bpeme 362.7 | 361.7 | 361.3 | 361.4 | 361.5 361.5

miplib Perteno (ox 16) 10 10 10 10 10 10
IIpoc. Bpeme 725.0 727.0 728.0 727.2 729.0 733.6

svcomp Penteno (ozx 43) 21 22 22 28 25 25
IIpoc. Bpeme 1159.0 | 1099.6 | 1067.9 | 1034.5 | 1014.2 | 1001.9

. Permnieno (ox 60 37 40 40 41 41 41
ultimate TIpoc. B(peMe ) 979.0 | 914.6 | 881.9 | 857.0 | 821.9 | 819.3

sal Peweno (ox 54) 40 40 40 40 40 40
ITpoc. Bpeme 503.4 | 503.5 | 504.0 | 504.3 505.2 506.7

. Perteno (ox 58 94 94 54 54 54 o4
scheduling Ipoc. B(peMe ) 331.1 | 2725 | 2564 | 263.3 | 307.7 | 326.9

skdmxa? Pemeno (ox 27) 19 21 21 21 21 21
IIpoc. Bpeme 974.4 901.0 833.3 822.7 770.0 772.5

skdmxa Pemeno (ox 3) 2 2 2 2 2 2
IIpoc. Bpeme 718.9 709.3 705.2 710.0 700.0 704.4

Perteno (ox 45 5 5 5 5 45 45

temporal Tipoc. B(peMe ) 242.9 149.3 149.3 ii.? 139 | 13.0
Pewieno (ox 465) | 323 337 342 347 352 352
YKYITHO IIpoc. Bpeme 741.3 | 697.2 | 671.3 | 653.9 | 635.6 | 637.4
Ha perienum 275.9 | 278.4 | 265.4 | 264.2 | 261.8 | 264.2

Tabena 5.4: Cummiexc nmapasenuzanuja Ha SMT-LIB QF_LRA uncTanmama, KOpu-
mhemeM argosmt perasada ca pazanauTuM 6pojeM HUTH (IIPOIECOPCKUX je3rapa).
Pesynraru no0ujeHn cekKBEeHIMjaJIHOM BEP3UjOM pelllaBada Cy Takohe MOHOBJ/HEHU
oBJle paju Jakiier ynopehusama (koudurypanuja (1,1)). Bpemena periaBama cy
narta y cekynmama. Ko HeperreHuX WHCTAHIM 3a BpeMe pelllaBarba y3uMa ce 3a-
JIATO BPEMEHCKO orpanmderse 110 mHcTanm (1800 cexkynmm). Ilpocedno Bpeme Ha
peleHnM WHCTAHIaMa, je Takohe HaBeJIeHO.

6ap 5 CeKyH/IM y CEKBEHIMjaJHOM W3BpIaBamy (228 mHCTaHIM yKymHO). JlecHu
rpaduk npukasyje ogHoc usmel)y yopsama u yjesia BpeMeHa [IPOBEJIEHOr Y HapaJie-
JIN30BAHUM JIeJI0BUMa ajaropurma. [{pan KpyKuhu mpeicTaB/bajy TeEOPUjCKY TOPILY
rpanuily yopsama, 1mo AMaaxJioBoM 3akoHy. ['padwuk morBphyje ma cy modumjeHa
yop3ama y cKJaay ca AMIaxJI0BUM 3aKOHOM, Y3 U3BECHE I'yOHUTKE.

Jlpyro BaxKHO THUTambe je Jia JIM IIOCTOjU HEKO CTPYKTYPHO CBOjCTBO WHCTAHIIE
(nm wenor Tabsioa) Koje ojpeljyje moHarame CHMILIEKC TTapaJieJn3alije Ha T0j KOH-
KpPETHO] MHCTAHIIA. Y HAPEJTHOM TEKCTY MUCTParKyjeMO KaKO e(heKTUBHOCT CUMILIEKC

Hapaﬂenﬂ3au1/1je 3aBHUCH O/ CJIe,ZLeheF CBOjCTBa HHCTaHIIEe, KOje Ha3uBaMO MeENCUHOM
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IIpoc. y6p3ame | % Bpemena y mapaJieJi.
clock synchro 1.54 96
cooperatingt2 1.23 69
latendresse 1.58 87
miplib 1.18 44
svcomp 1.27 74
ultimate 1.29 73
sal 0.98 17
scheduling 1.39 90
skdmxa?2 1.18 63
skdmxa 1.08 30
temporal 1.20 70
YKVYITHO 1.26 70

Tabena 5.5: IIpocedyna ybp3ara 1 IPOIEHTH BPpeMeHa U3BPIIaBakha MIPOBEJIEHOT Y
rapaJie/TM30BaHuM TIeT/baMa Ha PA3JIMIUTUM CKYIIOBHMA WHCTAHIIHA
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Cumka 5.2: OuHocu BpeMeHa U3BpIaBamba (JIeBO) U yOp3ambe N3paykeHo Kao (PyHK-
1ja OJ1 yjiesia BpeMeHa IIPOBEJIEHOr Y MapaJIe/In30BaHIM JIEJIOBUMa ajiropurMa (je-
cuo) 3a QF_LRA uHcTanIe (je/Ha HAT HACIIPAM J[Be HUTH)

uncrante [: weight(l) = nc(I) - mp(l), tae je nc(I) ykynan 6poj xoedurmenara
passimauTux of Hyse y tabiaoy uncranne I, 10k je mp(I) jennako 10 ako mHCTaHIA
I 3axTeBa KopuIheme apuUTMETHKE TPOU3BOJbHE MPENU3HOCTU MPUJIMKOM H3pady-
HaBama, a 1 y cynporanom. MoTupaiuja 3a yBoheme TakBOI' TapaMeTpa ce 3aCHUBA
Ha, HEKOJIMKO jeJHOCTaBHUX IIpeTrnocTaBku. 1IpBo, edbeKTUBHOCT mapaJsaim3alinje om
TpebaJsio Jia JI0cTa 3aBUCH OJI BeJIMYuHe TabJj0a, Tj. Opoja BPcTa U KOJIOHA Y TabJIoy.
C ob3upom Ha TO ja BehmHa mapaJjem30BaHUX JEJ0Ba aJrOpUTMa 3alpaBo Mpe/-
CTaB/bajy IeT/be KOje UTepupajy Kpo3 BpcTe Tadji0a, BeJIUKH Opoj BpcTa 3Ha4dnhe u

BHIIlE TIOCIa KOju Tpeba napasenuzoaru. Ca jpyre crpaHe, ¢ 003UpoM Ha TO Jia

167



I'JIABA 5. YHAIIPE'BUBAKE TEXHUKAMA I[TAPAJIEJIN3AIIUJE

KOPHUCTUMO MMILIEMEHTAIIN]Y MATPHUIE KOja je mpuiaroheHa peTKuM MaTpuiiamMa, o1
BeJIMKE je BaXKHOCTHU KOJIMKO KOoeduIlneHaTa pa3jndauTuX 0OJ1 HyJie TIOCTOJU TPOCEYHO
y BpcTama, Tj. KOJUKa je IMpocevHa ryctuHa Bpcere Tabsaoa. C ob63upoMm Ha TO j1a 0ba
0Ba CBOjCTBa (BEJMYMHA U IYCTUHA) JUPEKTHO opelyjy yKymHu 6poj Koedurpenara
pPa3IMYnUTUX OJ1 HyJIe, JIeJTyje TPUPOIHO Ja OUeKyjeMO 3HaYajHy KOopesarujy u3mehy
oBor 6poja 1 ebeKTUBHOCTH TapaJjain3alinje cuMiniekca. Haj3a i, BaykHa durmbeHnIa
je m Jla JIM MHCTAHIa KOPUCTH apUTMETUKY ITPOU3BOJbHE IIPEIU3HOCTU IIPU U3PaTy-
HaBalbUMa. C 0631/Ip01VI Ha TO Ja apUTMETHKa IITPOU3BOJ/bHE ITPEIIU3HOCTHU MOKE 6I/ITI/I
BeoOMa CKyIla, MapaJjen3alyja ajJropuTaMa KOju YKJ/bYUyjy TaKBa H3padyHaBarba
MOXKe OuTH MHOro epeKTHBHUja HEro IapaJiejin3aliija ajaropuraMa KOju KOPHUCTe
camo yrpabheHy xapJBepcKy apuTMeruky. V3 Tor passora, MHOXKHUMO Opoj Koedu-
mueHaTa pa3jnanTuxX oj HyJse ca 10 3a TakBe MHCTAHIIE, Tj. IPETIOCTABIHAMO J1a KO-
pumtheme apuTMeTUKe ITPOU3BOJbHE IIPEIU3HOCTU yBehaBa IeHy Mapasien30BaHuX
JlesIoBa aaropuTMa 3a pejl BeamanHe. 'S YV rabesn 5.6 MoxkeMO BHIETH KOJUKO HH-
CTAHIM Y CBAKOM O] CKYIIOBa 3aUCTa 3aXTeBa KOPHUIINEemhe apuTMETHKE ITPOU3BOJbHE
IPENU3HOCTH TOKOM HM3BpIaBarma. Moke ce 3aK/byUduTH Ja je TO PEJIaTUBHO MAaJIn

IIPOIEHAT U3a0PAHUX WHCTAHIIH.

Kopuctu npenusny apurMm. | Kopucrtu xapaABepCcKy apuTM.

clock synchro 31 0
cooperatingt2 13 62
latendresse 8 0
miplib 0 10
svcomp ) 20
ultimate 10 31
sal 0 40
scheduling 0 54
skdmxa2 0 21
skdmxa 0 2
temporal 0 45
YKVYITHO 67 285

Tabena 5.6: bpoj uHCTAHIN KOje KOPUCTE apUTMETUKY TPOU3BOJHHE TPEIU3HOCTU
U OHUX KOje je He KOPHUCTe

Ha ciunu 5.3 je npukasan ojaoc u3mely ybp3ama u TexkuHe HHCTaHIEe (Koja je
nedunncana y nperxoaoM nacycy). I'paduk yriaasaoM morsphyje ja TeskuHa WH-

CTaHIe 3HAYajHO YTU4Ye Ha MOHAIAE IMapaJjean3alnje cumiiekca. Ha rpaduky cy

@axrop 10 je y3eT IMpPOM3BOJBHO, Tj. HICMO IPEIU3HO MEPUIN KOJHKO IIyTa je apUTMETHKA
[IPOM3BOJbHE MPEIU3HOCTH 3aUCTA CIOPHja O XapiBepcke apurTmeruke. MehyTnMm, gak um kazga
KOPUCTUMO HEKY JIPYTY YIOPEIUBY BPEIHOCT, JOOMjeHN 3aK/bydiu hie 6UTH BeoMa CJINIHHU.
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npukasane cee QF LRA wuncranime 3 cBux ckymnosa 3a 4mje je perraBarbe OUIo 1mo-
TpebHO 6ap 5 ceKyH I ToMONY CEeKBEHIMjaJ HOT peraBada (228 WHCTAHIM YKYIIHO).
O Tux wHCTaHIM, caMo WuX 18 mMajy ekcrpemuo Beauky Texkuny (og 150000 10
1300000), 70K Cy TeKUHE OCTAJUX HHCTAHIM TOTOBO PABHOMEDHO JIMCTPHOYHpaHe
n3mehy 700 u 150000. IIpoceuno ybps3arme Ha Tux 18 MHCTAHIM BEJUKE TEXKUHE je
1.42, nok je ma ocranmum mHcrannama 1.25. Wmak, mocToje m MHCTAHIE Ha KOjUMa
[IOHAIIIae CUMILJIEKC TTapaJjen3alyje Hije Yy CKJIa/ly ca OBUM YOUEHHM ITPaBUJIOM.
Ha mpumep, MoKe ce MIpUMETHTH T'PYIa UHCTAHIN KOja je HajOInKa TOPHEM JIEBOM
yriy rpaduka Ha caunm 5.3. Behnna tux nncrannm npunasa scheduling ckyiry mH-
crannu. Mako oBe MHCTaHIE HEMA]y TAKO Bejuke Texkune (Belinna rexkuna Bapupa
m3melhy 3000 u 7000), mapaJesnsaliija CUMILIEKCaA ce MOHAIIA CACBUM JTI06PO HA OBUM
uHCTaHIAMa (1pocedHo yop3same je 1.39). la 6u ce 06jacHIIO OBAKBO MOHAIIAE,
norpebHa je JeTa/bHIja aHAJIM3a KOja y 0BOj Te3u Huje pa3marpana. Wmak, yak u 3a
nHcraHIe u3 scheduling ckyna, TexkuHa MHCTAHIE Kao lapaMeTap Urpa IIpUInIHO
sHavajHy (Mako MoXK/a He orydyjyhy) yiory: camo 3 oj 54 pemennx scheduling
nncranmy nmajy rexkuue mpeko 50000, a ybpsame Ha TUM nHCTAHIAMA je 1.7, /0K je
POCEYHO YyOp3ame Ha OCTAJUM MHCTAHIAMA M3 OBOI CKyTa (4Yhje TesKuHe Cy UCIOJ
7000) jemnaka 1.34. OBo 3Ha4M Jla TeXKWHA MHCTAHIIE, HAKO BEPOBATHO HHUjE jeJINHO
CBOjCTBO MHCTaHIle KOje yTUde Ha IOHAIllalbe CUMILIEKC IapaJsiesin3alije, CBaKaKo
jecre jegan oj HajOUTHUjUX ITapaMeTapa KOju yTUIy Ha e(DeKTHUBHOCT MapaJjen3a-
nuje.

[Ipumerumo 7@ HU jeJIHO OJ1 JBa CBOjCTBA KOje CMO PasMaTpaJid Y IMPETXOIHIM
nacycuma (y/1e0 BpeMeHa IIPOBEJICHOT Y TapaJIe/In30BaHIM TIeT/haMa, Ca jeJIHe CTPaHe
U TeXKUHA WHCTAHIIE Ca JIpyre) HaM He MOxKe moMolin jia 3ancra npedsudumo noHa-
Imambe CUMILIeKC napasanmnsanuje yranped. Ca jeaHe crpane, ¢ 063MpoM Ha TO Jia
He 3HAMO yHAaIIpe/ KOJIUKO he mporieHaTa BpeMeHa OUTH MOTPOIIEHO Ha ITapaJie/in30-
BaHe JIeJIOBe aJITOPUTMa 38 HEKY KOHKPETHY MHCTAHILY, He MOYKEMO UCKOPUCTUTHU OBO
CBOjCTBO JIa YHAIIPE,T OJIJTYIIMO J1a, JTH OM OMJI0 KOPUCHO ITPUMEHUTH TIapasie/Tn3aIu]y
cuMmiLiekca Ha Toj uactauiu. Ca Japyre crpane, YIIPKOC YUILEHUIN Jla CE TEXKUHA
WHCTAHIE MOJHCe U3PAYyHATH yHANpes (Ha MOYeTKY PellaBaiba), OBO OOUYHO HIEje
J1006pa ujieja, ¢ 003UPOM Ha TO Jia TeXKMHA WHCTAHIE UMa TEeHJEHIU]jy Jia OyJie mpo-
MEHJBHBA y BPEMEHY (3aTO IITO ce IyCcTHHA Tabyioa OOUIHO Meba Y TOKY pellaBama,
a apUTMEeTHKa IMPOU3BOJbHE MPEIU3HOCTU MOYKe OUTU yBeJieHa y yIoTpedy KacHuje,
MaKo Ha MOYeTKy Huje Ouiia HeomxoaHa). V13 oBOr pasiora, MHUIUjATHA TeXKUHA HH-

CTaHIE MOYKe OUTH 3HAYAJHO PA3INYINTa O] TeXKMHE NHCTAHIIE MepeHe KaCHHje Y TOKY
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IpoIieca perraBaiba, a caMUM THM WHHUIUjaIHa TexXKuHa He Mopa ouTu j1odap mapa-
MeTap 3a IpejBuharbe MoHallamka CUMILIEKC apaJean3aiuje. Y oda ciaydaja, jeaHo
PaKTHIHO PeIlehe MOXKe OUTH JIa ce pelraBad MOKPEHe Y CeKBEHITNjaTHOM PEXKUMY
y TOYETHOM CTaJIMjyMy pelllaBaiba, Kako Ou ce cakynuie nmbopMalmje Koje HaM
Mory romohu Jia MpeBUINMO IIOHAIIake CUMILIEKC HapaJjennsaiuje. Ha mpumep,
MOXKEMO MEPHUTHU yJ/IeO BPEMEHA KOje je MPOBEJCHO y MapaseM30BaHUM IeT/baMa Y
TOKY TOI' BPEMEHCKOI' MHTEpBaJ/a U Ha OCHOBY TOI'a OJIYIATH Jia JIU y HACTABKY
pelaBama MPUMEHNTH CUMILIEKC napasean3anujy. CandHa ujaeja ce MOoXKe NCKOPH-
CTUTH U 3a TekuHy uHctante. Hawmme, Ha oCHOBY pesy/rara J0OUjeHUX Y HAITHIM
eKCIIepUMEHTHMa, I'yCTHHA Tab/i0a ce 0OMYHO cTabM/IM3yje HAKOH HEKOI PeTaTUBHO
MaJior Opoja muBoTHparba. Takohe, ako je 3a Ty MHCTAHILY MOTPEOHO KOPUCTUTH
ApUTMETUKY ITPOU3BOJbHE MIPEIU3HOCTH, ODUTHO Ce MOTpeda 3a THM jaBU BEOMa PAHO
y TOKY pelllaBarba, OlleT HaKOH PeJaTUBHO MaJior Opoja nuBoTuparma. OBo 3Ha4H Ja
ce W TeXKWHA WHCTAaHIEe OOMYIHO cTabM/IMN3yje HAaKOH PEIATUBHO KPATKOT BPEMEHCKOT
[IEPUO/Ia, & IEeHA BPEIHOCT Ce V Ja/beM pellaBarby He Memba MHOro. OTyaa MoyKeMo
U3pavdyHaTH TeKWHY WHCTAHIE HAKOH JIOBOJLHOI Opoja mmBOoTHpama (Tj. Kajua ce
cTabuin3syje), n Ha OCHOBY TOTa OJIIyIUTH JIa JIM Y HACTABKY DeIllaBarba MPUMEHUTH
napaJie/im3anujy cuMiiekca. Jlakie, onmcanu mnocrynak HaM Jaje e(peKTUBAH Ha-
YUH HA KOjU MOXKEMO MCKOPHCTUTU 00a HaBeJ/IeHa CBOjCTBA Jla OJJIYUUMO & JIM Jia

KOPUCTUMO CHUMIIJIEKC HapaHeJII/ISaHI/ij nJjnm He Ha KOHerTHOj MHCTaHIIN.

1.8

1.6 + + +

15 ++ oo+

700 70000

instance weight

Ciuka 5.3: Yopzame Ha KoHnkperHuMm QF_LRA mHCTaHIIaMa M3pazkeHO Kao (PyHK-
ija TeKuHe WHCTaHIe (jeJHa HUT HacIpaM JBe HUTH)
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TecTtupame napaJsiestHor nmoprdonaunja. TecTuparme IPOCTOr MMapaJse/IHOT TOPT-
dosmja je u3Boheno kKopuirhemeMm KoHUIypaldja pellaBada Koje ce cacToje O,
pesiom 4, 8, 16 u 32 mHcTaHIe argosmt pernaBada KOju KOPUCTE PAa3IUdUTa CEMEHA
3a TeHepucame ClIydajuux OpojeBa y cTpareruju rpaHama. Jla 6w nmopeheme O6uio
dep, npBH peraBad y nMopTdoIjy YBEeK KOPUCTH UCTO CeMe Ka0 U CEKBEHIIUjaTHU
pelaBad, J0K OCTaJU KOPUCTE PA3JIMUUTa CeMeHa. Pe3yiraru cy IpUKa3aHu y Ta-

oenu 5.7.

argosmt KoHuUryparuja

@D [ (4D [ 3,1) [ (16,0 | 32,1)

clock synchro Perreno (ox 36) 28 29 30 30 29
- IIpoc. Bpeme 479.0 453.5 | 442.7 | 433.5 448.9

cooperatingtz | omeno (oa 113) | 59 69 71 73 71
IIpoc. Bpeme 1130.8 | 1026.6 | 996.8 996.0 | 1005.3

latendresse Perreno (ox 10) 8 9 9 9 9
IIpoc. Bpeme 362.7 184.0 184.2 184.5 185.4

- Perreno (ox 16) 10 10 10 10 10

miplib

IIpoc. Bpeme 725.0 699.0 | 697.8 698.0 698.6

svcomp Perreno (ox 43) 21 28 28 28 29
IIpoc. Bpeme 1159.0 | 903.4 | 839.2 814.2 814.8

. Permieno (ox 60 37 40 41 41 41
ultimate Tipoc. B(peMe ) 979.0 | 879.8 | 839.6 | 847.3 | 860.2

sal Pemeno (ox 54) 40 40 40 40 40
IIpoc. Bpeme 503.4 495.4 | 495.3 499.0 503.2

. Perteno (ox 58) 54 56 56 56 56
scheduling TIpoc. Bpeme 331.1 | 175.0 | 1348 | 1189 | 114.3

Pemeno (ox 27) | 19 20 20 20 19

skdmxa2 Tipoc. speme | 0744 | 865.8 | 8441 | 8707 | 9035

Pemieno (ox 3 2 2 2 2 2

skdmxa TIpoc. B;eMe) 718.9 | 717.6 | 716.9 | 7284 | 7475

Pemeno (ox 45) 45 45 45 45 45

temporal IIpoc. Bpeme 229 | 21.2 | 200 | 19.9 | 218
Pemeno (ox 465) | 323 348 352 354 351
YKVYITHO IIpoc. Bpeme 741.3 | 645.9 | 620.3 | 618.2 | 625.5
Ha permenum 275.9 | 258.0 | 241.6 | 247.7 | 244.0

Tabesia 5.7: Pesynraru npocror noprdosuja (pe3y/iraru ceKBEHIUjaHOD pellia-
Bava, Tj. Kouduryparmje (1, 1) cy nornosbenn 360r nakier ynopehusama). Bpemena
pelaBama cy Jlata y ceKyHjaama. Koji HepelreHrnX WHCTAHIM 33 BpeMe peliaBarba
Y3UMa Ce 3a7]aT0 BPEMEHCKO orpanuyere 1mo uncranmu (1800 cexynmm). ITpoceuno
BpeMe Ha pellleHnM MHCTaHIaMa je Takohe HaBeeHo.

Kooneparusau moptdo/mo je TecTupaH ca MOTIYHO MCTUM KOH(MUTypalujama

Kao U 1mpocT noptdosno. Pemaadun y koonepaTuBHOM mopTdosnjy MehycobHo pas-

Membyjy HaydeHe Kjayse J0 JyxkuHe 25 (oBa JyKHUHA je ojpeheHa Ha OCHOBY IIpeJiu-
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MHUHApPHUX TECTOBA KOJU CY CIIPOBEJIEHN Ha HEKOM MAaJIOM IOJCKYIy MHCTAHIN KOje

cy kopuiithene y ekcrepuMeHTHMa). Pesysraru cy npukasanu y Tabenn 5.8.

argosmt KoHuUryparuja
(1,1) [ (4,1) [ (81) [ (16,1) [ (32,1)
Peweno (ox 36) 28 33 3/ 34 34
clock _synchro | ene 479.0 | 292.6 | 214.0 | 1847 | 164.9
cooperatingt? Pemerno (ox 113) 59 82 87 93 99
p g TIpoc. Bpeme | 1130.8 | 957.6 | 80L.9 | 665.0 | 570.6
Pemeno (ox 10) 8 9 9 9 9
latendresse TIpoc. Bpeme 362.7 | 1845 | 183.8 | 184.2 | 1844
minlib Perteno (ox 16) 10 7 7 7 7
p IIpoc. Bpeme 725.0 | 1014.4 | 1013.7 | 1013.7 | 1013.3
sveom Permteno (ozx 43) 21 32 33 37 38
p IIpoc. Bpeme 1159.0 | 754.9 659.6 551.9 470.3
. Pemteno (ozx 60) 37 42 48 50 51
ultimate Tipoc. Bpeme | 979.0 | 7968 | 693.6 | 6120 | 5654
sal Perteno (ox 54) 40 40 40 40 39
IIpoc. Bpeme 503.4 527.2 518.7 509.7 531.5
. Perteno (ox 58) 54 55 56 56 56
scheduling IIpoc. BpeMe 3311 | 137.7 | 1448 | 1183 | 11238
Pemeno (ox 27) 19 22 23 23 23
skdmxa2 TIpoc. BpeMe 9744 | 7528 | 689.5 | 685.3 | 693.3
Pemeno (ox 3) 2 2 3 3 3
skdmxa TIpoc. Bpeme 7189 | 651.6 | 497.1 | 443.6 | 384.1
Peweno (ox 45) 45 45 45 45 45
temporal IIpoc. Bpeme 229 | 19.1 | 169 | 177 | 187
Pemeno (ox 465) | 323 | 369 | 385 | 897 | 404
YKVYITHO IIpoc. Bpeme 741.3 | 595.0 | 523.9 | 463.0 | 427.0
Ha permienum 275.9 | 281.5 | 258.8 | 234.1 | 219.7

Tabesia 5.8: Pesynrarn xooneparusror noprdosuja (pe3yaraTi CeKBEHIINjaTHOT
perraBada, Tj. kordurypaiuje (1,1) cy moHoB/beHu 3060r Jakiier ymnopehuBama).
Bpemena pemaBama cy gata y cekyHgama. Koj HepereHux WHCTAHIN 3a BpeMe
pelaBamba y3UMa Ce 33JIaT0 BPEMEHCKO orpaHmyerhe 1o nHeranmy (1800 cexynn).
[Ipoceuno BpeMe Ha penieHnM MHCTAHIAMa je TakKohe HaBeJIeHO.

O max ce MOXKe BUJIETH JIa IapaJie/iHi oPTdOJINo jiaje 60/be pe3yaraTe Ol CHM-
IJIEKC TapaJiesin3alyje, 9ak u 0e3 koomepaiuje u3mehy pemnasada. Ha mpumep,
4-uuTHE TIpocT TOpTdOJMO ycresa Ja perru 348 o 465 mHcTaHIm 3a 645 ceKyHM
y TIPOCEKY, JTIOK 4-HUTHM pelrnaBad ca MapaJie THIM CUMILIEKCOM peru 342 mHcTaHIe
3a 671 cekyniy y mpoceky. Pesysraru cy (Kao 1ITo je u 04eKUBAHO) joir 60JbU KOJI
KooIepaTuBHOT opTdomja (4-auTHu pemasad peru 369 nHcTanim 3a 595 cekyHmn
y TIPOCEKY ).

Hapagho, oBjie Tpeba IMOHOBO HAIJIACUTHU Jia je yOp3ame Koje ce MOxKe JJ00UTH
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CUMILIEKC Tapasiesn3ajoM orpanndeno AmjaxsiaosuMm 3akonoM [1]. Topma rpa-
HUIIA 3aBUCH O] y/Ie/Ia BpeMeHa M3BPIaBarmbha Koje je MIPOBEJICHO y Tapasie/In30BaHuM
JIeJIOBMMa, CUMILIEKC ajropurMa. Ha npumep, ako permrasad uposeiae 60% Bpemena
y TapaJjeIn30BaHuM JIeJ0BUMa aJrOPUTMa, Ca JBe HUTH 0Baj JeO BpEeMeHa M3BpIa-
Bama Cce MOXKe y Haj0os/beM CiIydajy MPerojIOBUTH, IITO OM JajI0 YKYITHO yOp3ame
1.43. Ca uerupu HuUTH, HAjOO/BE IITO MOYXKEMO je Jia OBaj JIe0 BPEMEHA W3BPIIa-
Barba CMABIMO YeTUPH IIyTa, MITO Jaje YKyIHO yopaame o/ 1.82 uta. Kako ce 6poj
nutu nosehasa, yop3ambe KOHBeprupa Ka 2.5, aju caMo y TeOpHju. ¥ MpPakKCH, MO-
JKeMO OYEKHMBATH HEITO Mare yOp3ame, ¢ 003UpoM Ha I'yOUTKe KOju Ce yBOJIe O/I
cTpaHe OIePaTUBHOI cHCTeMa IMPUJIMKOM pactopehuBama Hutu. Ca Jipyre crpaHe,
nmapaJjie;Hu mopTdoano HeMa TakBa orpanmdera. OBo je mocebHO caydaj Kaja ce
pemasadn y 1optTdoJinjy ocIamajy Ha HEKY BPCTY CJIydajHOCTH (HIIP. periaBadu
KOjU KOPUCTE Pa3/IMInTa CeMEHa 3a MeHEepUCarhe CJIYyUajHuX OpojeBa MPH TPAHAIbY ).
Y TakBHM cuTyalnjaMa, Hajoo/pu peraBad y MOPTQOIUjy MOXKe JTaTH U CYIepJin-
HeapHO yOp3ame, Jak u 0e3 kooreparuje nusmely pemaBada. I3 Tor passora, He
MOXKEMO OYEKHBATHU Jla he CUMILIEKC TapaJiesn3anyja outu 00/ba OJ] HapaJseTHor
noprdosuja y onmrreM ciaydajy. Miak, Ha HEKUM KOHKPETHHM HHCTAHIAMa, KOO-
IIepaTUBHU ITapaJjieTHu TOPT(OINO MOXKe OUTH 3HAYAJHO CIIOPUJU Y PEIlaBalby Yak
U 0] CEKBEHIUjaTHOT pellaBada, ¢ 003MPOM Ha TO JIa je HerOBO M3BPIIABAhE Helle-
TEPMUHUCTUYIKO U BeOMa HEIPEIBUINBO, YCJIe CaydajHor pacropehuBamba HUTH O
crpate oneparuBHor cucrema. OBaj deHoMeH je mirycTpoBan Ha ciauiy 5.4 (roprba,
Cpejitba U JIOa JIMHUja TIPEJICTaB/bajy, PeCcleKTuBHO, yop3ama 1, 2 u 4). Moxke
ce BUJETHU JIa TI0CTOje UHCTAHIE ca CylepuHeapHuM yop3ameM (1j. Behium o 4 ca
4-aurHEM TOPTdOIIjOM), aju Takole TOCTOje U MHCTaHIe ca YOP3ambiMa 3HAYAJHO
MamuM o 1. YV ciydajy mapaJieu3aliije CUMILIeKca, ca Jpyre cTpaHe, peliaBad
paju JeTePMUHUCTUYIKA U [IPEJIBUINBO, IIPaTeNu MOTIYHO UCTY IIyTarby TPUIXKOM
nperpare Kao 1 CeKBEHIIMjaJTHE PeliaBad, a Jo0ujeHo yop3abe ce MoxKe yrpybo mpo-
HEeHUTH yHAIpe/ (HIp. KOPHUIemeM jeHOr OJ] [Ba ITapaMeTpa KOjU Cy OIMHUCAHU Y

[PETXOTHOM OJIEJBKY ).

TecTtupame XuOpuAHOT IPUCTYNA. XUOPUJIHU IIPUCTYII je TECTUPAH A KOH(U-
rypanujama (2,16), (4,8), (8,4) u (16,2) (1j. cBum xubpumHUM KOHMUTrYparmjama
KOje KOpHCTe yKylnHO 32 HuTH). PasmarpaHe cy Kako IPOCTe, TaKo M KOOIEepa-
TUBHE BapujaHTe. 3a KOOIEpATUBHE BapHjaHTe, PEIaBain Cy PasMerbuBajIl Kay3e

ayzuHe 710 25. Y caydajy npoctux xubpuaHux KoHburypanuja (tabensa 5.9), pe-
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Cauka 5.4: Kooneparusau napasenau noprdosmo (koudurypanuja (4,1)) Ha-
cITpaM CeKBeHIjaJIHOT peraBada Ha QF_LRA mHcTaHiama

3yJITaTU TOKA3yjy Ja je y mpoceKy Hajoosba kouburyparmja (8,4). IIpumerumo na
oBa KoHduUryparuja jgaje 6osbe pe3yarare u o KoHnpurypaimje y Kojoj je camMo CuM-
IUIEKC Trapasenn3anyja yKpydena (1j. koudurypanuje (1,32)) u ox korduryparje
ca 32 perraBada y noprdoinjy, 6e3 cumiuieke napaJenusaiyje (Tj. Konburyparyje
(32,1)). OBo 3Haun ma ako Koorepanuja u3Mmely permaBada Huje moryha, Tama xu-
Opum3almja ca CUMILIEKC ITapasien3anujoM MoxKe outu Hajoossu m3dop. Ca japyre
CTpaHe, pe3yJTaTH KOOIEPATUBHOT XuOpuaHOr pemaBada (tabesa 5.10) mokasyjy
Ja je Hajbospa korduryparmja (32,1). OBo 3HaUM Ja aKO MMILIEMEHTAIU]a JOILY-
mTa Kooreparujy usMmely perraBada y moptdosujy, Tajga je ooudaHo 60Jbe IPOCTO
y3€TH BHIIIE PeliaBava y MopTdOJInjy HEro yK/byUUBaTH CUMILIEKC MaPaJIeIM3aIlN]y
y OKBUPY IIOje/IMHAYHUX pelllaBada Kako Ou ce mckopuctuo Behu O6poj AoCTyrHUX
IIPOTIECOPCKUX je3rapa. Mnak, ako moriie/iaMo pe3yJirare Ha MOjeIMHIM CKYIIOBUMA,
MO’KEMO MPUMETUTH JIa MOCTOje CKYHOBH MHCTaHIM (momyT temporal u skdmxa2)
KOJI Kojux xubpuaHe Koudurypanuje ((4,8) u (8,4), pecriekTuBHO) 1ajy Hajb60/ba
IpocevHa BpeMeHa perraBamba. OBO 3HAYN Jla XUOPUJIHU IIPUCTYII MOXKe OUTU KOPH-
CTaH 3a HeKe MHCTAHIIE, ajIi je TOTPeOHO JlaTa/bHIje UCTPpasKUBahe Kako ou ce 607be
pa3yMesio y KOjuUM CJIydajeBUMa MOXKEMO OUYEeKHBATHU J00ap Pe3yJITaT OJ CTPaHe Xu-

OpuIHUX KOH(MUTYpaImja.
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argosmt KoHduUrypamnuja

(1,32) [ (2,16) | (48) | (8:4) | (16,2) | (32,1)

clock synchro Perteno (ozx 36) 31 32 30 30 29 29
- IIpoc. Bpeme 401.9 342.8 367.6 | 397.6 449.5 448.9

. Penreno (ox 113) 75 79 84 84 79 71
cooperatingt2 g eme | 9245 | 8834 | 8624 | 8723 | 940.6 | 10053

latendresse Pemeno (ox 10) 8 9 9 9 9 9
IIpoc. Bpeme 361.5 182.7 182.5 | 183.9 185.8 185.4

miplib Perteno (ox 16) 10 10 10 10 10 10
IIpoc. Bpeme 733.6 728.8 703.3 | 701.4 700.9 698.6

svcomp Penteno (ozx 43) 25 31 31 32 29 29
IIpoc. Bpeme 1001.9 | 808.4 800.8 | 767.1 816.5 814.8

. Pemreno (ozx 60) 41 42 40 41 40 41
ultimate TIpoc. BpeMe 819.3 | 7845 | 7954 | 791.4 | 847.4 | 860.2

sal Peweno (ox 54) 40 40 40 40 40 40
IIpoc. Bpeme 506.7 504.6 | 502.8 | 499.6 | 501.6 503.2

. Pemteno (ozx 58) 54 56 56 56 56 56
scheduling IIpoc. BpeMe 3269 | 208.6 | 163.3 | 150.7 | 177.3 | 114.3

skdmxa? Pemteno (ozx 27) 21 20 21 22 20 19
IIpoc. Bpeme 772.5 777.2 742.2 | 757.0 830.0 903.5

skdmxa Pemeno (ox 3) 2 2 2 2 2 2
IIpoc. Bpeme 704.4 697.5 706.6 | 710.1 738.1 747.5

Perteno (ox 45 5 5 5 5 5 5

temporal TIpoc. B(peMe ) 143.0 144.3 144.6 146.0 149.4 241.8
Pemeno (ox 465) 352 366 368 371 359 351
YKYITHO IIpoc. Bpeme 637.4 | 583.0 | 570.7 | 570.8 | 611.5 | 625.5
Ha perienum 264.2 | 253.8 | 246.7 | 259.3 | 260.6 | 244.0

Tabesia 5.9: Pesysnraru xubpuaHor npucryna (mpocra Bapujanta). Pesyiaratu 3a
kouduwuryparmje (1,32) u (32, 1) cy moHossbeHe 360r Jjakiier ynopehusama. Bpemena
pelaBama Cy jJara y ceKyHjaama. Ko HepereHUX WHCTAHIIM 3a BPEMe pellaBarba
y3UMa Ce 3aJ]aT0 BPEMEHCKO orpanuyerse 1o uncranmu (1800 cexywnmum). ITpoceuno
BpeMe Ha PEIIeHNM WHCTAHIaMa je Takohe HaBeJeHO.

5.6.3 SMT-LIB QF_LIA uHCTaHIIE

[TonceTnmo ce na HaIl argosmt penraBad UMILJIEMEHTHPA CAMO Je JTHOCTaBHY TeX-
HUKY TpaHamba ca OJicellalbeM Kaja je y HUTamy Ieg00pojHa apuTMeTHKAa, TaKo
Jla HUje ONTHUMU30BaH 3a pellaBaibe apuTMETUYKUX IpodJeMa KOju YKJbYy4yjy Iie-
JlobpojHe Hemo3HaTe. M3 Tor pasjiora, oBa Te3a He CaJp:KU JIeTa/bHY eBaJIyalln]y
OTMCAHNX TeXHUKa Iapajenun3anuje Ha QF_LIA nnctanmamMa. Y OBOM OJIE/bKY IPH-
Ka3yjeMo caMo IpeJuMHUHApHEe pe3y/rare J00ujeHe CUMILIEKC ITapaJsie/im3aiijoM Ha
masioM ckyny QF_LIA wuncranmu npeyzetrux uz SMT-LIB kosekmuje. TecroBu cy
cpoBohenn HaJ mHcTaHnama u3 jaBa QF_LIA ckymna wacTtanimu u3 SMT-LIB kosek-

1mje, a KPUTEPUjyM ceJieKIuje je uctu Kao u Kol QF _LRA mHcTaHIn — M3a0paJi CMO
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argosmt KoHuUryparuja
(1,32) [ (3,16) | (4,8) | (8:4) | (16,2) | (3%,1)
Peweno (ox 36) 31 3/ 3/ 34 34 34
clock _synchro | e 401.9 | 204.9 | 1745 | 173.6 | 181.0 | 164.9
cooperatingt2 Penreno (ox 113) 75 82 87 91 94 99
IIpoc. Bpeme 924.5 843.6 776.7 703.7 636.3 570.6
latendresse Pemeno (ox 10) 8 9 9 9 9 9
IIpoc. Bpeme 361.5 182.9 183.1 184.0 184.8 184.4
miplib Perteno (ox 16) 10 9 7 7 7 7
IIpoc. Bpeme 733.6 950.0 | 1015.1 | 1014.2 | 1013.8 | 1013.3
Penteno (ozx 43) 25 31 35 35 36 38
svcomp
IIpoc. Bpeme 1001.9 | 790.5 710.3 558.9 556.4 470.3
. Pemreno (ozx 60) 41 44 44 50 50 51
ultimate TIpoc. BpeMe 819.3 | 7438 | 691.5 | 6317 | 5825 | 565.4
sal Peweno (ox 54) 40 39 40 40 40 39
IIpoc. Bpeme 506.7 539.3 529.4 534.2 534.6 531.5
. Perteno (ox 58 5 53 53 56 56 56
scheduling Ipoc. B(peMe ) 326’4‘9 227.6 | 2054 | 140.6 | 153.1 | 112.8
skdmxa? Pemteno (ozx 27) 21 23 22 25 25 23
IIpoc. Bpeme 772.5 704.6 652.8 613.3 622.3 693.3
skdmxa Pemeno (ox 3) 2 2 2 2 2 3
IIpoc. Bpeme 704.4 670.5 656.3 654.7 644.7 384.1
Perteno (ox 45 5 5 5 5 ) 5
temporal TIpoc. B(peMe ) 143.0 144.6 1@.0 143.9 146.2 1?3.7
Pemeno (ox 465) 352 371 378 392 396 404
YKYITHO IIpoc. Bpeme 637.4 | 564.2 | 526.5 | 477.2 | 457.1 | 427.0
Ha perienum 264.2 251.1 | 233.4 | 230.9 | 223.2 219.7

Tabena 5.10: Pesynrarn xubpuHor npucrymna (KoormepaTiuBHA BapujaHTa). Pesys-
tatu 3a Koudurypanuje (1,32) u (32,1) cy noHossbere 360r nakiier yrnopehupatba.
Bpemena pemaBama cy marta y ceKyHaama. Ko HepeleHMX WHCTaHIM 33 BpeMe
pelaBamba y3MMa ce 3aJIaT0 BPEMEHCKO orpaHnderbe 1o nHcranmy (1800 cexynn).
[Ipoceuno Bpeme Ha pellieHUM WHCTAHIIAMA je Takohe HaBeJEeHO.

OHE M caMO OHe MHCTaHIle Koje cy 1 mathsatb u cvcéd pemasad pennag 3a HajBUIlle

10 munyTa. letasbu o m3abpaHUM WHCTAHIIAMA C€ MOTY BHJIAETH y Tadean H.11.

’ CKyn MHCTAHIHA \ VKYITHO MHCTAHIIA \ WNzabpamno mHCTAHIA \ SMT-LIB kareropuja ‘

slacks 233 143 QF_LIA
tropical-matrix 108 19 QF_LIA
YKVYIIHO 341 162

Tabena 5.11: Cymapuu npukas nzabpanux SMT-LIB QF LIA uncranrmm

Pesynraru cekBeHIjaHOr U3BpIaBaiba Cy Mpukazanu y Tadbeun 5.12. Harr pe-

IaBay Jiejiyje MHOT'O CIIOpHuje oJ1 IpyTa JBa pellaBada, ajd je 0BO OlleT Y3POKOBAaHO
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THME IIITO je BPEMEHCKO orpanmderbe oj 1800 cekyHum KOpHUIheHo Kao BpeMe pe-
ImaBarba 3a WHCTAHIE KOje Halll pernaBad Huje ycreo ja pemu. [Ipoceuno Bpeme
pelaBama Ha PeNeHnM MHCTaHIaMma je 7 ceKyH/u 3a slacks mHcTanie, a 538 ce-
KyHJU 3a tropical-matrix WHCTaHIE, IITO Jieyje 3HATHO YIOpEeIUBUje ca JIpyra

JIBa pelaBaya.

mathsat5 | cvc4 | argosmt
Pemmeno (on 143) 173 173 131
slacks TIpoc. Bpeme 5.1 202 | 1575
tropical-matrix Perteno (ox 19) 19 19 13
IIpoc. Bpeme 78.5 159.4 937.1
Pemreno (ox 162) 162 162 144
YKVYIITHO IIpoc. Bpeme 22.5 36.5 248.9
Ha permenum 22.5 36.5 55.0

Tabena 5.12: Pesynraru na nzadpanum SMT-LIB QF_LIA uncraniama xopurtihe-
IbeM CEeKBEHIMjaJIHIX pelaBada mathsatb, cvc4 u Hamer permasada argosmt. Bpe-
MeHa, peliaBamba Cy jJaTta y CeKyHjgama. Koy HepelreHnX WHCTAHI 38 BpeMe pe-
maBamba y3uMa ce 3a7aT0 BPEMEHCKO orpaHuderse 1mo wHcrannu (1800 cexywnim).
[Ipoceuno BpeMe Ha penieHnM WHCTaHIAMa je Takohe HaBeJIeHO.

Pezynrarn cumiuieke napaJiesimsanuje cy npukazanu y tabeu 5.13. Pezymrarn
[IOKa3y]jy 3HAa4UajHO yOp3ame Ha tropical-matrix wHCTaHIIAMA, JJOK TOTOBO Jla HEMA
yop3ama Ha slacks mHcTaniama. Temko je 6e3 jieta/bHUje aHAJIM3e YTBPJIUTU pPa-
3JI0T 3a OBaKBO moHammame. (Ca jelHe cTpaHe, CKYIl WHCTaHIU tropical-matrix
ce cacroju u3 camo 19 uncranu (oj Kojux cy camo 16 periene momohy napasiesi-
HOD argosmt pernaBada). TeIlKo je IaTh HEKe BEPOJOCTOjHE 3aK/byUKe 3aCHOBAHE
Ha TaKO MaJIOM CKYILy MHCTAHIU, ajii JIejyje JJa Cy OBe MHCTAHIIE JIOBOJHHO TEIKE,
TaKo Ja ce 3HadajaH MPOIEeHAT BPpeMeHa ITPOBOJIA Y MapaJeIM30BaHUM IeT/haMa Y
CHMILIEKC aJrOPUTMY, TITO MO3UTUBHO yTHde Ha edekar mapaseausanuje. Ca apyre
cTpaHe, ¢ 003UPOM Ha TO JIa je IIPOCEYHO BpeMe peliaBarba Ha slacks mHCTaHIIAMA
caMo 7 CEeKyHJIM, HEe MOXKEMO OYEKMBATHU Jla he CUMILIEKC HapaJjen3aluja Ha Tako
JIAKMM WHCTAHIIAMa JIaTH HEeKO 3HadajHo mobosbiname. Ha xamoct, 6unm cmo mpu-
JIMYHO OrpaHUYeHN NMPUIMKOM M300pa MHCTAHIIM, ¢ 003UPOM Ha HeJlocTaTak eduka-
CHUjUX TEXHUKA 32 IeJI00POjHY apUTMETHKY Y OKBUPY HAIller pernaBada. ¥ Kpajiboj
JIMHUjU, MOYKEMO 3aKJbYUIUTH Jla CUMILIEKC TTapaseu3anyja Ha QF_LIA wHcTanaMa
MOXKe OuTH jesnHako edekTuBHA Kao n Koji QF_LRA wHCTaHIM, aIu je rnmoTpedHa je-
Ta/bHU]ja eBaJjiyalrja Ha Behem Opojy cKylioBa MHCTAHIIM U y3 IIOMON pelaBada Koju

UMILIEMEHTHPa eUKACHUje TEXHUKE 3a pPellaBaibe IeJ00pojHe JTuHeapHe apuTMe-
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THKe, KaKo Ou OO y cramby Jia perrasa 3HATHO Texke QF_LIA wHcTaHIIE.

argosmt KoHduUrypamnuja

@) [ 12) | (LA [ 1,8 | (L,16) [ (1,32)
Permteno (ox 143) | 131 132 132 132 132 131

IIpoc. Bpeme 157.5 | 154.1 | 153.7 | 153.7 153.7 154.4
Pemreno (ox 19) 13 15 16 16 16 16

IIpoc. Bpeme 937.1 | 858.0 | 784.3 | 718.9 677.9 665.6
Pemteno (ox 162) | 144 147 148 148 148 147
YKVYIITHO IIpoc. Bpeme 248.9 | 236.6 | 227.6 | 220.0 | 215.2 | 214.3
Ha permnenum 55.0 77.1 78.9 70.5 65.3 52.5

slacks

tropical-matrix

Tabesa 5.13: Cumrurekc mapastennzanuja Ha SMT-LIB QF_LIA uwrcTanama, KOpu-
mrhemeM argosmt peraBada ca pasjinduTiM OpojeM HUTH (IIPOIECOPCKUX je3rapa).
Pesysnratn n00ujeHn CceKBEHIMjATHOM BEP3UjOM periaBada Cy Takohe MOHOB/bEHU
oBJie paju Jakier ynopehusama (kondurypanuja (1,1)). Bpemena perraBama cy
naTa y ceKyHaama. Ko HepelleHnX WHCTaHIM 3a BpeMe pelllaBarba y3UMa Ce 3a-
JIATO BPEMEHCKO orpaHuderse 110 mHcTany (1800 cexkynmum). Ilpocedno Bpeme Ha
peIlleHrM MHCTaHIaMa je Takohe HaBeIeHO.

5.7 3akJpydak

Y 0BOj I71aBU Te3e aHAJM3UPAH je edeKaT Pa3INIUTUX MPUCTYIIa Mapasiean3a-
muju SMT perraBada, kajia je y nuTamy periaBambe MpobdjieMa y TeOPUju JINHeapHe
apurMmeTtuke. [IpBu npucryn je napasenusaluja CUMILIEKC aJrOpUTMa Ha KOMe Cy
3aCHOBAHE IIPOIIE/IyPe Oy YNBaIba 33 UCIUTHBAIbE 38/ I0BOJbUBOCTU KOH)YHKITHj€ JIV-
HEAPHUX apUTMETUIKUX orpanmderma y okBupy SMT pemaBada. OBo je jeana o
HajcIokKeHujux mporeaypa y mojgepuum SMT pemaBadnma, 1a mweHa mapaJie/in3a-
Iija MOYKe 3HA4YajHO Ja yTude Ha repdopmance perraada. (OBaj mpuctyn mapa-
JIeJTM3AIMj U je 3aCHOBAH Ha TapaJie;THOM M3BPIIaBarby UCTUX OIepariija HaJl BHUIIE
pasImIuTUX BpcTa Tabjioa MCTOBPEMEHO. Y OBOj IVIaBH Te3€ je JIeTa/bHO OIUCAH
HAYMH Ha KOjU je OBa MapaJiesin3alyja MmocTuruyTa. Jpyrun npucrtyn je nmokperame
rapaJsie;THor opTdonja peraBaia KOju KOPUCTe PA3IMINTa CeEMEHa 38 NeHEPUCAbEe
caydajHux OpojeBa y XeypHUCTHUKaMa I'paHarba. 1pehu mpuctyn je Xubpuamsaliuja
[IPETXO/IHA J[BAa: CBAKOM O] pelaBada y HopTdosujy ce J1ajy J0JIaTHU ITPOIEecopu
KOje OH MOXKe MCKOPHCTHUTHU 3a MapaJIeIn3aIijy CUMILIEKCA.

Osa 1i1aBa Te3e Takohe caJpKu JieTa/bHy eBajyallnjy U yrnopehuBarbe mpesio-
JKEHUX TEXHUKa IapaJjiein3aiuje. 1ecToBU Cy CIPOBEJIEHU HaJ| BEJIMKUM OpojeM

MHCTaHIM (KAKO WHIYCTPHUjCKHUX, TAKO U BEIITAYKU M'€HEPUCAHUX ), KOPUIITEmheM pa-
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qyHapa ca BeJUKUM GpojeM mporecopa (CBaKH OJ1 IPHCTYIIA je TeCTHPAH ca pa3/iv-
qurTuM 6pojeM HUTH, a Hajuiie 10 32). Takobe je maro ynopehuBame ca HeKUM 011
akryesaux SMT permasaua (koukperno ca MathSATS u CVC4 pemasaunma). Llesro
HACTPaKMBame je 3aXTeBaJI0 MHOI'O MeCelll Pa3Boja U TeCcTUparba NUMILJIEMeHTAalln]e,
Kao 1 CKopo Tpu Mecerna (oko 80 JaHa) HEMPEKUHOD U3BPIIaBaba eKCIePHUMEeHATA
Kako 61 ce JIOOUIN Pe3y/ITaTh KOju Cy OBJie MPE3eHTOBaHU. AyTop ce Haja Ja J10-
OujeHn pe3y/aTaT MOy OMTH U3BOP 3HaYAjHUX MHMOPMAIIHja 38 UCTPasKUBade KOju
paJie Ha pa3Bojy napasenranx SMT permaBada.

ExcriepumenTa nu pe3ysiTaTu ¢y MOTBP/IUIN MOTEHIMjaI TPUCTYIIA 3aCHOBAHOT
Ha TapaJje/im3alji CUMILIEKCa 3a HeKe Kjace mHeTannu. OnmTu 3ak/bydak je ja
eeKTUBHOCT CHMILIEKC MTapasieln3aliije HeTOCPeTHO 3aBUCH O] yesia BpeMeHa 13-
BpIIaBaiba KOje je MPOBEJIEHO Y MapaJieIM30BAHUM JIeJIOBUMA CUMILIEKC aJITOPUTMA.
Kazna cy crpykryphe ocobuHe MHCTAHIE y IHTAIbY, TOHAIAE CUMILIEKC ITapaJie-
Jii3almje 3aBucu oj Opoja KoedurpeHata pa3jinauTuX oJ1 HyJIe Y TabJIoy MHCTAHIIE,
a KOJU 3aBHUCH O] B&JIMYMHE U I'yCTUHE Tabjoa. Jorr jejan outan ¢gpakTop je U Ko-
puriihemne apuTMeTHKe ITPOU3BOJbHE MIPEINU3HOCTU Y U3padyHaBambuMa. Y MOTJIABIbY
5.6, oBa cBojcTBa cy Obje/MibeHa y jeJHO CBOjCTBO KOjeé CMO HAa3BAJIH MEHCUHOM
MHCTaHIIE, a KOje ce MOKa3aJi0 Ka0 KOPHUCHO Y IMPOIEHN MOTEHINjasIa CUMILIEKC Ia-
paJiesin3alije Ha KOHKPETHO] MHCTAHIH.

Pesynraru takohe mokazyjy na mapaJiesnun nmoptdoJimo y mpoceky Jaje 0osbe
pesyJtaTe ol CUMIUIEKC MapaJen3anyje (ycies TeOpUjcKUX OrpaHndera yop3ama
CUMILJIEKC TapaJiei3alyje, y CKIaay ca AMJIaxjIoBUM 3aKOHOM), ajli JeTePMUHU-
CTUYKO M3BPIIaBamhe U IIPEIBUIMBO ITOHAIIAE CUMILIEKC TTapaJie/In3aliije YNHI 0Baj
NPUCTYT 3HATHO MOY3/IaHUjUM O/ TTapaJjiesnor noprdosuja. Hajzan, ekcriepumenTn
ca XUOPUJIHUM TPUCTYIIOM HaM TOBOPE Ja y HEKUM C/IydajeBUMa IMOCTOju MOryh-
HOCT TI000JbINIAha MAPAJIEIHOT TOPTQO/INja HEroBUM KOMOMHOBAHEM Ca CHUMILIEKC
rapaJse/m3aliijoM Koja je olmucana y OBOj Te3H.

Y okBHUDY Jlasber paja, IJIAHUPAHO je JieTa/bHUje UCIUTUBAaIbe HEKUX (PeHOMEeHa,
Koju cy npumehenu y oBoM mcTpaxkupamy. Ha mpumep, jesyje jia mocroje u jipyra
CTPYKTYDHA CBOjCTBa MHCTaHIE (KOJUX MU HHUCMO CBECHH Y OBOM TPEHYTKY) KOju
yTHIy Ha HapaJsie/n3alujy CUMILIEKCa, OCUM Te:KuHe nHeTaHie. Jlasbe, cimdaHa ana-
JIN3a ce MOXKEe YPAJIUTHU U 3a MOPTMONO IPUCTYII, Tj. MOKEMO MOKYIIATH JIa OTKPU-
jeMo cBOjcTBa MHCTAHIE KOja YTUYY Ha IOHAIIame rmapaJesnor noprdosnja. Moxe
OUTH 3aHNMJBIBO J1a Ce Pe3YJITATh JOOMjeHN Y TAKBOM HUCTPaKUBAmY YIIOpee ca pe-

3yJTaTUMa J00UjEHUM Y OBOj T€3M KOjU Ce TUIY CUMILIEKC IapaJjen3alije, Kao u jia
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ce aHAJM3WPA]y CIAMIHOCTH U pasinke. Ha mpumep, ako moriegaMo pesyaraTe KOju
cy nobujeHun 3a MHCTaHIEe n3 sal CKyla, BUJIUMO JIa KOJI OBUX WHCTAHIIU CBU IIPU-
CTYIN MapaJjeu3alyju J1ajy JIolle pe3yaTare, JOK Ko temporal MHCTAHIIM UMaMO
0oJbe pesysaTaTe MOMONY CUMILIEKC MapaJjieu3aliije Hero moMony rnmapaJietHor IopPT-
dbommja. Ilurame Koju MpUCTYI HapaJeJU3aIlijd IPIMEHATH Ha KOjoj HHCTaHIM (1
JIa JIX YOIIIIITe UMa, CMUCIa TIPUMEbUBATU apaJsien3allijy Ha HEKO] MHCTAHIN) Kao
U OocTajla 3aHUMJbUBA MHUTama Koja ce Tudy napasennsaryje SMT perraBada mory

ce pasmarpaTtu y Oyayhem paiy.
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I's1aBa 6

3aKJby4lid 1 JJabU pa/l

6.1 3akipyunm

Y okBupy oBe Te3e je pasmarpano yHanpehmBame SMT pemasada CSP rtex-
HUKaMa M TEeXHUKaMa Iapajejan3ainje. 3a MoTpede OBUX HCTPAKUBAa HAJIPe
je passujen noBu SMT pemaBad argosmt orBopeHor Kojma u (hJIEKCUOWIHOT JU-
3ajua, 3acHoBan Ha DPLL(T) apxurektypu. Heke o1 3HaYajHUX KapaKTepUCTHKA
argosmt pernraBada cy edpuKacHa IMIIJIEMEHTAII]a U3pa3a, JeHh0 YBODeme Je/beHuX
jeIHAKOCTH KOJ, KOMOWHAIIMje TeopHja, IMOJAPINKaA 3a MHapaJjeauns3amujy, uta. Hapo-
YUTO 3aHUMJ/BUBA OJJTUKA APXUTEKTYpe argosmt perraBada je TO IITO je, 38 Pa3JINKY
0/T TPAIUIMOHAJTHOT TIPUCTYTIA, UCKA3HO pe30oHoBamke n3mernteHo n3 SAT perraBada
U OpPraHM30BaHO Kao MOocebaH TEOPUjCKU periaBad (KOju CMO Ha3BAJIU UCKA3HU pe-
waeay). OBakaB MPUCTYII 3HAYAJHO I10j€THOCTABIbYje UMILIEMEHTAIN]Y, 3aTO IITO
omoryhaBa J1a ce NCKa3HO Pe30HOBae TPeTUPa Ha MCTH HAYNH KaO U PE30HOBAbE Y
yobuuaajernm SMT teopujama.

Kana cy y nuramy CSP texnuke, Hajupe je nedunucana nosa SMT rteopuja kojy
cmo HazBaim CSP meopuja, a Koja peJicTaB/ba JJOTHYKNA OKBUDP KOjU je MOTOaH 3a
m3paxkaBame CSP mpobiema na SMT jesuky. OBo mpe cBera nojpazymeBa mMoryh-
HOCT HEIOCPEJIHOT 3a/laBalba, HEKUX YeCTO KOPUIINEHUX IVIODATHUX OrpAHUICHA.
3a Tako Jedunnucany Teopujy pasBHUjeH je TEOPUjCKU pelllaBad Koju je yrpaben y
argosmt permasad. OBaj TeOpPHjCKHU pelaBad je 3aCHOBAH Ha IMOCTOjehMM TeXHU-
KaMa rosajM/beHnM n3 TpaguimoHagaunx CSP pemaBada kKoje cy ajanTupaHe Tako
sta Mory nia gyukimonwniny y okBupy SMT pemasada. [Ipunukom nmrmiementariuje,
HapoOYHTa MayKiba je mocBeheHa eUKACHOCTH KOMYHHKaluje u3Mmely aJjiropurama

dunTpupama 3a mojeMHAYHA IVI00AHA OrpAHUYEha. ¥ OKBHUPY Te3€ pa3MaTpaHa
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je To/IpIKa 3a JiBa THIa Iy1obaaHux orpannderha: alldifferent orpanudeme u Jid-
HeapHO orpaHmdeme. Y ciaydajy alldifferent orpanutvema, HajBaXKHUjU PE3YJITAT
Te3e je HOBU aJIlOpHUTaM 3a IeHepucame objalliberha KOHMJIMKaTa W IPOIaramja
KOju je OMJI0O HEOIXO/JHO Pa3BUTH 3a IMOoTpebe aHaym3e kKoHd ukarta. Kaja je y
[IATAIbY JITHEAPHO OrPaHUYErbe, MOPEJ] CTAHIapIHOT aJIropuTMa (bUITpuparma pa-
3BUjeH je U MOTIIyHO HOBU ajropuram (hUITpUparma KOju y3uMa y 003Up MOCTOjarbe
alldifferent orpanuderma y JaToM HpoOJeMy, IITO My omoryhasa jia m3padyHa
jade rpaHWIle MPOMEH/bUBHUX, YUME Ce JIOJATHO CyrKaBa IPOCTOp mperpare. 3a cBe
IIpeIJIoKeHe TeXHUKe JaTa je W oJropapajyha ekcrepuMeHTasHa eBajyallija, a pe-
masad je takohe yrnopeheH u ca APYyTruM aKTyeJTHUM pelaBainMa.

Kana cy y nuramy TexHuke mnapaJiesinsaliije, Haj3HAUYajHUjU JOMPUHOC je MM-
IJIeMeHTalja TapaJjean3alije CUMILIEKC aJITOPUTMa Y TEOPUjCKOM periaBady 3a
JINHeapHy apuTMeTuKy. Takobe, yrpalhena je u mojpinka 3a mapaJjeann moprdono,
a omoryhena je m xubpuju3aluja oBa JiBa MpHUCTyla. Beoma 3HadajaH JONPUHOC
OBOT JIeJIa Te3€ je U OICEXKHA eKCIIePUMEHTA IHA eBaJIyalldja HaBeIeHUX TeXHUKa, Ma-
paJjiesin3aryje, Kao U aHaJu3a JIOOUjeHNX pe3y/TaTa Koja MOYKe IPYKUTH 3HadajHe
nHdopMaIje UCTpaKuBadInMa Koju ce 6aBe pa3BOjeM UM UMILJIEMEHTAIIN]OM, KaKo

napaseaaux SMT pemasada, Tako u SMT permapada yomrre.

6.2 Jlamu pan

[IpaBnu jasper pajia yK/bydyjy yrpajimby ajropuraMa puiTpupama 3a JIpyre Th-
oBe IJI00aTHUX orpaHmdersa, Kao u ajanrtanujy CSP Texnuka Tako ja ce MoOry
KopuCcTUTH y KoMOmHarmju ca crasgapaanm SMT Teopujama (Ha npumep, KomMOu-
narja CSP teopuje ca EUF reopujom). OBo MOxKe YK/ByUMBATH W TOJPIIKY 32
beckonaune poMeHe. Kaja je y muTamy napaJjenmsanyja, Jabl Paj MoyKe HOopa-
3yMeBaTHU Mapasie/n3allnjy APYrux Mporie/ypa ojIydnBama Koje ce kopucte y SMT
permmaBaunma. Takobe, jmera/pHuja aHaan3a HEKUX (PeHOMEHa KOjU Cy OCTaJId HEPa-
3jalllibeHl Y OBOj Te3W MOxKe OuTH jieo Oyayhux mcrpazkuBama. Hajzas, jegan mo-
ryhu mpasari gasper pajia je u npuMeHa mapaJiesiHor noptdouja y permasamny CSP
npobsiema. C 003upoM Ha TO Jla argosmt pemaBad y OBOM TPEHYTKY IOJIpyKaBa U
rapaJiesTHu TopTdoIHo 1 ajiropurme 3a edpukacHo pemasame CSP npobiiema, uiaeja
0 KOMOWHOBamy OBe JiBe TexHuKe y pemaamy CSP mpobiiema ce mpupoiao Hamehe,

a Bepyjemo Jjia Ou ce Ha Taj HaYMH IIOCTULJIN jOIT O0JbU PE3yJITaTH y OBOj 0OJIaCTH.
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Mpunor 1.

U3jaBa o ayTopcTBY

MNoTnncanu-a

6poj nHaekca

MUsjaBrbyjem

aa je OOKTOPCKa ,uMcepTaqua noa HacrioBoMm

e pesynTaT COMNCTBEHOr UCTPaXMBaYKor paga,

e [a npesioxeHa gucepraumja y LeNuHM HU y AenoBuma Huje buna npegnoxeHa
3a gobujake Owno Koje gunnome npemMa CTyaujCkuM nporpamuma gpyrmx
BMCOKOLLIKOJICKMX YCTaHOBaA,

e [acy pe3ynTtaTi KOPEKTHO HaBedEeHU U

e [a HMCaM KpLuMo/ria ayTopcka npaBa WM KOPWUCTMO WHTENEKTyarHy CBOjUHY
APYrux nuua.

MoTnuc pokropaHaa

Y Beorpagy,




Mpunor 2.

U3jaBa 0 MICTOBETHOCTU LUTaMMaHe U eJfIeKTPOHCKe
Bep3uje AOKTOPCKOr paaa

Mme n npesnme aytopa

Bpoj nHpekca

Crtyamjckun nporpam

Hacnos paga

MeHTOP

MoTnucanw/a

U3sjaBrbyjem fa je witamnaHa Bep3nja MOr OJOKTOPCKOr paja UCTOBETHA eNeKTPOHCKO]
BEp3nju Kojy cam npegao/na 3a o6jaBrbMBake Ha noptany AurutanHor
peno3utopujyma YHuBep3uteta y beorpaay.

[osBorbaBam ga ce o6GjaBe MOjU NUYHM nogaunm Be3aHu 3a goOujarbe akagemckor
3Baka JOKTOpa Hayka, Kao LUTO Cy MMe U npe3ume, rogMHa u Mecto pohera n gatym
ogbpaHe paga.

OBM nnM4yHM nogaum Mory ce o6jaBuTM Ha MPEXHUMM CTpaHuuama gurutanHe
BGubnnoTeke, y eNeKTPOHCKOM KaTanory u y nybnukaumjama YHuBep3auteta y beorpaay.

MoTnuc pokropaHpa

Y Beorpaay,




Mpwnor 3.
UsjaBa o kopuwherwy
Osnawhyjem YHuBepsauTeTcky 6ubnuoteky ,Csetosap Mapkosuh® ga y [AurutanHu

penosutopujym YHumBepsuteTa y beorpagy yHece Mojy OOKTOPCKY AucepTtauujy nog
HacnoBoM:

Koja je Moje ayTopcKo gero.

HvcepTauujy ca ceum npunosmma npegao/na cam y enekTpoHCKOM hopmaTy NOrogHomM
3a TpajHO apxuBUpaH-E.

Mojy ookTopcky ancepTauujy noxparweHy y QurutanHu penosntopmjym YHuBepsuTeTa y
Beorpagy mory na Kopucte CBM Koju nowTyjy ogpenbe cagpxaHe y ogabpaHom tuny
nunueHue KpeaTtusHe 3ajegHuue (Creative Commons) 3a kojy cam ce ogny4yvo/na.

1. AyTopcCTBO

2. AyTOpCTBO - HEKOMepLMjanHo

3. AyTopCTBO — HEKOMepUuujanHo — 6e3 npepage

4. AyTOpCcTBO — HEKOMEepLMjanHo — AenNUTU No4 UCTUM yCnoBuma
5. AytopctBo — 6e3 npepage

6. AyTOpCTBO — AEnUTM NOA UCTUM yCrnoBMMa

(Monumo ga 3aoKpyxuTe camo jegHy of LecT NOHyheHux nuueHun, Kpatak onuc
NUuUeHUn gar je Ha nonefhuHu nucta).

MoTnuc pokTopaHaa

Y Bbeorpagy,
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